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aleqsi gorgiZe aleqsi gorgiZe aleqsi gorgiZe aleqsi gorgiZe ––––    105105105105    

    
mecnieri da moqalaqemecnieri da moqalaqemecnieri da moqalaqemecnieri da moqalaqe    

 
dabadebidan 105 weli Seusrulda gamoCenil qarTvel mecniersa da pedagogs, 

mecnierebis damsaxurebuli moRvawes, saqarTvelos saxelmwifo premiis laureats           

profesor aleqsi gorgiZes - pirovnebas, romelic uSualo mowme da monawile iyo 

qarTul sazogadoebaSi da gansakuTrebiT ki qarTul maTematikur sazogadoebaSi, 

mravali istoriuli movlenisa.  

aleqsi iasonis Ze gorgiZe quTaisSi daibada 1907 wlis 17 maiss. 

saSualo ganaTleba quTaisis pirvel socialur-humanitarul teqnikumSi miiRo, 

romelic 1924 wels  daamTavra da imave wels Sevida Tbilisis saxelmwifo 

universitetis pedagogiuri fakultetis fizika-maTematikis ganyofilebaze.  

1929 wels saxelmwifo universitetis damTavrebis Semdeg, a. gorgiZe           

n. musxeliSvilis miwveviT saqarTvelos politeqnikuri institutis Teoriuli 

meqanikis kaTedraze iwyebs muSaobas.  

maTematikosTa axali Taoba, rogorc perspeqtiuli da imedis momcemi 

mkvlevarebi, n.musxeliSvilis TaosnobiTa da xelSewyobiT 1930 wlis Semodgomidan 

aspiranturis kursis gasavlelad moskovisa da leningradis samecniero 

dawesebulebebSi gaigzavnen. leningradis saxelmwifo universitetSi Cairicxa aleqsi 

gorgiZe. misi xelmZRvanelebi iyvnen v. smirnovi da s. mixlini.  

1935 wels aleqsi gorgiZem warmatebiT daamTavra aspiranturis kursi, TbilisSi 

dabrunda da muSaoba ganagrZo saxelmwifo universitetsa da politeqnikur insti-

tutSi. a.gorgiZe muSaobas iwyebs Tbilisis maTematikis institutSi. 

a.gorgiZe ekuTvnis axalgazrda qarTvel maTematikosTa im  Taobas, romelic jer 

kidev 20-iani wlebis bolodan mxarSi amoudga saqarTveloSi umaRlesi maTematikuri 

ganaTlebis  fuZemdeblebs – a.razmaZes, g.nikolaZes, n.musxeliSvils, a.xaraZes. 

amave dros a.gorgiZe eweoda nayofier samecniero da sazogadoebriv 

moRvaweobas. gansakuTrebuli aRniSvnis Rirsia misi  saqmianoba saqarTvelos  

mecnierebaTa  akademiis maTematikis institutSi da akademiis prezidiumSi. 1935 wlidan 

a.gorgiZe muSaobs maTematikis institutSi, romlis daarsebaSi man miiRo aqtiuri 

monawileoba, jer ufrosi mecnier TanamSromlis, Semdeg swavluli mdivnis,̂  xolo 

1940-954 ww. direqtoris moadgilis Tanamdebobebze.  

1941 wlis TebervalSi Camoyalibda saqarTvelos mecnierebaTa akademia, romlis  

pirvel prezidentad arCeul iqna akademikosi niko musxeliSvili, xolo prezidentis 

TanaSemwis movaleobas mravali wlis ganmavlobaSi (1941-1954 wlebSi) Cveuli energiiTa 

da mizandasaxuli moRvaweobiT asrulebda aleqsi gorgiZe, romelic eweoda didsa da 

nayofier saorganizacio muSaobas. 

albaT amitom, Tavis erT-erT mogonebaSi batoni aleqsi gorgiZe wers: minda 

,,aRvniSno is udidesi Rvawli, rac baton nikos Cemi mecnieruli gzis CamoyalibebaSi da 
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saerTod Cems cxovrebaSi miuZRvis. jer iyo da sruliad axalgazrda kaci asistentad 

mimiwvia Teoriuli meqanikis kaTedraze politeqnikur institutSi, Semdgom misive 

rekomendaciiT mivlineba leningradSi aspiranturaSi da bolos,  disertaciis dacvis 

Semdeg 1938 wels man Tavisi Teoriuli meqanikis kaTedra Camabara politeqnikur 

institutSi. amis garda 14 weliwadi me viyavi misi moadgile maTematikis institutSi da 

misi xangrZlivi mivlinebebis dros faqtobrivad warvmarTavdi institutis  saqmianobas. 

amasTanave, dawyebuli Cveni akademiis Seqmnis dRidan paralelurad me vasrulebdi 

prezidentis TanaSemwis funqcias  rigi wlebis ganmavlobaSi“.  

am Tanamdebobaze aleqsi gorgiZis moRvaweobis Sesaxeb akademikosi giorgi  giorgi  giorgi  giorgi  

WoRoSviliWoRoSviliWoRoSviliWoRoSvili ixsenebs: ,,sruliad SesaniSnav, sruliad unikalur pirovnebasTan gvaqvs 

saqme alioSa gorgiZis saxiT... is iyo samagaliTo megobari da adamiani.. maTematikis 

institutis direqtoris moadgilis Tanamdebobis dros direqtoris niko musxeliSvilis 

aryofnisas sxvadasxva sxdomas is uZRveboda xolme da amas akeTebda dakvirvebiT, 

dinjad, taqtianad, marjved axerxebda konfliqturi situaciebis ganmuxtvas”.  

sazogadoebriv saqmianobaSi aqtiur  monawileobasTan    erTad aleqsi gorgiZe 

yovelTvis poulobda dros SemoqmedebiTi mecnieruli muSaobisaTvis. 

aleqsi gorgiZis  samecniero moRvaweobis mTavar Tematikas warmoadgenda 

drekadobis maTematikuri Teoriis  sakiTxebi.   

a. gorgiZem Seiswavla sxvadasxva saxis erTgvarovani da Sedgenili   Zelebis   

grexis, gaWimva-kumSvisa da Runvis amocanebi im SemTxvevisaTvis, roca Semadgenel 

masalas puasonis erTnairi koeficientebi aqvs. masve ekuTvnis drekadobis kvadratul 

TeoriaSi prizmulTan maxlobeli da cilindruli Zelebis, agreTve sxvadasxva 

masalisagan Sedgenili  prizmuli Zelebis   grexis, gaWimvisa da Runvis amocanebis 

amoxsna; am deformaciaTa, rogorc meoradi efeqtebi, aseve deformaciebis 

urTierTgavlenasTan dakavSirebuli wrfivi da arawrfivi amocanebis amoxsna 

izotropuli sxeulebisaTvis (1943, 1955-1956 wlebSi). am amocanebis amoxsnisas man 

gamoiyena erTgvarovani ZelebisaTvis sen-venanis kargad cnobili problemis 

ganzogadeba, vinaidan am amocanebSi Cndeba deformaciebis iseTi efeqtebi, romelTa 

ganWvreta ar SeuZlia sen-venanis gamartivebul Teorias. arawrfivi amocanebis 

amoxsnisas deformaciebis rogorc meoradi efeqti, aseve deformaciebis 

urTierTgavlenasTan dakavSirebuli efeqti, es aris kvadratuli TeoriiT nakarnaxevi  

efeqti, romelic emateba wrfivi TeoriiT miRebul  Sedegs.  

a. gorgiZem  1941-1942 wlebSi Seiswavla meoradi efeqtebi, romlebsac adgili 

aqvT Sedgenili cilindruli Zelebis Runvis amocanebSi, xolo 1942-1946 wlebSi  

Sedgenili Zelebis  gaWimvis,  grexis  da wyvilZaliT Runvis meoradi efeqtebi.  

dekartes koordinatebSi amoxsna dagrexili Reros wyvilZaliT Runvis amocana. 

1947-1960 wlebSi a. gorgiZis mecnieruli moRvaweobis ZiriTad Tematikas 

warmoadgens prizmulTan maxlobeli,  aseve odnav konusuri da bunebrivad dagrexili 

Zelebis deformaciis amocanebis Seswavla. man gamoikvlia  prizmulTan  maxlobeli 

Sedgenili  Zelebis gaWimvisa da grexis (1947),  grexisa da Runvis (1948), wyvilZaliT 
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Runvis (1948)  amocanebi;  agreTve bunebrivad dagrexili ReroebisaTvis gaWimvisa da 

wyvilZaliT Runvis  (1952), gaWimuli Zelis ganivi ZaliT Runvis  (1953),  gaWimuli 

Zelis grexis (1969), ganivi ZaliT Runvis (1955) da grexis (1958) meoradi efeqtebis  

amocanebi. Seiswavla odnav konusuri Zelebis deformaciis amocana Runvis  meoradi 

efeqtebis gaTvaliswinebiT (1960),  gaWimuli Zelis wyvilZaliT Runvis  (1961),  

gaWimuli Zelis grexis (1963),  grexisa da wyvilZaliT Runvis  (1970) amocanebi.  

Semdgom kvlevebSi miRebuli Sedegebi ufro daazusta da ganazogada – 

gaarTula datvirTvis sqema da ise Seiswavla sxvadasxva masalisagan damzadebuli 

Zelebis deformaciis meoradi efeqtebi (1957-1963). aCvena, rom sxvadasxva datvirTvaTa 

urTierTmoqmedebis efeqti arsebiTia Txeli profilis (TviTmfrinavis xraxnis 

profilis) grZeli sxeulebisaTvis.  

,,am  ganzogadebuli amocanebis amoxsnebis asagebad a. gorgiZem efeqturad 

gamoiyena umcires parametrTa meTodi, rac mkvlevarisagan intuicias, farTo erudicias 

da did gamomgoneblobiT niWs moiTxovs kerZo amoxsnebis moxerxebulad asagebad.”           

(n. musxeliSvilin. musxeliSvilin. musxeliSvilin. musxeliSvili). 

  a. gorgiZis mier am  dargSi miRebul Sedegebs aqvT didi Teoriuli da 

praqtikuli mniSvneloba. 

1960 wels a. gorgiZe miwveuli iyo inglisis samefo sazogadoebis meqanikis 

institutSi. 

1975-1983 wlebSi Teoriuli meqanikis kaTedris sxva wevrebTan erTad  a. gorgiZem 

ganixila anizotropuli drekadi masalisagan damzadebuli cilindruli Zelebis 

sxvadasxva daZabulobis rogorc meoradi efeqtis, aseve deformaciebis 

urTierTgavlenasTan dakavSirebuli amocanebi. 

a. gorgiZem OOOori da sami ganzomilebis mravladbmuli areebisaTvis amoxsna 

drekadobis   Teoriis ZiriTadi amocanebi, romlebSic gamoiyena  Svarcis niSancvladi 

meTodi. manve ganaviTara  integraluri gantolebebis amoxsnis ricxviTi meTodebi. igi 

agreTve ikvlevda didi sistemebis marTvis problemebs.  

1938 wels niko musxeliSvilis rekomendaciiT aleqsi gorgiZe arCeul iqna saqarTvelos 

politeqnikuri institutis Teoriuli meqanikis kaTedris gamgis Tanamdebobaze, sadac igi 

naxevar saukuneze meti xnis (52 wlis) ganmavlobaSi moRvaweobda da eweoda dauRalav da 

nayofier samecniero, samecniero-meTodur, pedagogiur, sazogadoebriv da aRmzrdelobiT 

muSaobas. batoni aleqsi Tavis pedagogiur rols ZiriTadad imaSi xedavda, rom umaRlesma 

teqnikurma  saswavlebelma unda gamouSvas ara marto mcodne inJineri, aramed Rrmad da 

mecnierulad moazrovne  inJiner-Semoqmedi. 

batoni aleqsis yoveldRiuri cxovrebidan Canda, rom is pirvelyovlisa iyo 

adamiani, romelic Tavis Tavs did moTxovnebs uyenebda sakuTari disciplinis, 

patiosnebis, samarTlianobis da uangarobis TvalsazrisiT; mas Zalian uyvarda Tavisi 

samuSao, Tavisi kaTedra, Tavisi sagani, studentebiT savse auditoria.    

samagaliTo iyo baton aleqsi gorgiZis pirovneba. didbunebovneba, 

kacTmoyvareoba, ubraloeba da Tavmdabloba edo safuZvlad megobrebTan, kolegebTan 
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da student axalgazrdobasTan mis urTierTobas; yovelive amis niWi bunebiT hqonda 

momadlebuli. mas SeeZlo yvelasTan hqonoda jansaRi urTierToba. is iyo bevrisaTvis 

samagaliTo, rogorc cxovrebaSi, ise mecnierul saqmianobaSi. mTeli Tavisi 

saqmianobiT batoni aleqsi iyo WeSmariti inteligentis gansaxiereba. 

megobrebSi uRalato kacis saxeli hqonda. gansakuTrebiT Tbili da megobruli 

urTierToba akavSirebda Cveni drois gamoCenil maTematikosebTan. 

a. gorgiZem didi Rvawli dasdo umaRles skolaSi Teoriuli meqanikis 

swavlebis meTodikas. am sakiTxebze igi specialur kurss kiTxulobda Tbilisis 

saxelmwifo universitetTan Camoyalibebul umaRlesi saswavleblebis maswavlebelTa 

kvalifikaciis amaRlebis fakultetze. 

batoni aleqsi didi pedagogiuri ostatobiT da pasuxismgeblobiT kiTxulobda 

Teoriuli meqanikis leqciebis kurss, romlebic pirdapiri eTeriT gadaicemoda 

saqarTvelos televiziis saswavlo programebis redaqciis mier.   

gasuli saukunis 60-iani wlebidan Teoriuli meqanikis kaTedrasTan muSaobs 

meqanikis saqalaqo seminari meqanikaSi, romlis daarsebis iniciatori da mecnieri 

xelmZRvaneli sami aTeuli wlis manZilze iyo prof. aleqsi gorgiZe. dRes es seminari 

a. gorgiZis saxels atarebs da agrZelebs Zvel tradiciebs. 

Teoriuli meqanikis kursis Sesaqmnelad sxvadasxva dros da sxvadasxva avtoris 

mier qarTul enaze ramdenime saxelmZRvanelo da meToduri miTiTeba daiwera. maT 

Soris pirveli iyo akademikosi niko musxeliSvili.  

aleqsi gorgiZem SesaniSnavad gamoiyena Tavisi mravalwliani pedagogiuri 

gamocdileba da qarTul enaze Seqmna originaluri saxelmZRvaneloebi Teoriul 

meqanikaSi: ,,Teoriuli meqanikis kursi”, wigni I (statika-kinematika, 1959 w.) da 

,,Teoriuli meqanikis kursi”, wigni II, (dinamika, 1965 w.).   

a. gorgiZis, rogorc mecnieris maTematikurma azrovnebam srulad gansazRvra 

saxelmZRvaneloebis agebis forma da stili. es wignebi dawerilia maRal mecnierul 

da pedagogiur doneze; gamoirCeva masalis siuxviT, sisruliTa da kompaqturobiT, 

Txrobis simkacriT. saWiroa aRvniSnoT, rom SegviZlia viamayoT batoni aleqsis am 

memkvidreobiT, radgan misi  saxelmZRvaneloebi samarTlianad dgas am dargSi 

sxvadasxva enebze dRemde Seqmnili saxelmZRvaneloebis gverdiT.  

zemoaRniSnuli Rirsebebis dasturia is, rom 1998 wels baton aleqsi gorgiZis 

saxelmZRvaneloebs ,,Teoriuli meqanikis kursi” (wigni I da II), mieniWa saqarTvelos 

saxelmwifo  premia. dasanania, rom am mniSvnelovan aRiarebas TviT batoni aleqsi  ver 

moeswro.  

a. gorgiZe Cveuli energiiTa da mizandasaxulad muSaobda, rogorc yofili 

sakavSiro umaRlesi da saSualo specialuri ganaTlebis saministros Teoriuli 

meqanikis samecniero-meToduri  sabWos prezidiumis (romelsac akademikosi a. iSlinski 

Tavmjdomareobda) wevri da Teoriul  meqanikaSi am dargis kuratori saqarTveloSi. 

prezidiumis sxdomebze aleqsi gorgiZe xSirad gamodioda moxsenebebiT, sadac did 

yuradRebas uTmobda Teoriuli  meqanikis, am erT-erTi fundamenturi disciplinis 
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swavlebis meTodikis kardinalur sakiTxebs umaRles saswavleblebSi. mis gamosvlebs 

yovelTvis maRal Sefasebas aZlevdnen prezidiumis wevrebi. 

qarTuli maTematikuri skolis warmatebul aRmavlobas didad uwyobda xels 

batoni aleqsis urTierToba sxvadasxva dargis saqveynod gamoCenil mecnierebTan. 

Zalze didia da mravalferovani, rogorc qarTvel, ise  ucxo qveynebis warmomadgenel 

adamianTa is wre, romlebTanac aleqsi gorgiZes hqonda axlo mecnieruli da 

megobruli  kontaqtebi. am kontaqtebs is Zalian ufrTxildeboda da yovelTvis 

cdilobda am adamianebTan urTierToba  Tavisi eris  sasikeTo saqmeSi gamoeyenebina.  

batoni aleqsi iyo saqarTvelos mecnierebaTa akademiasTan arsebuli 

maTematikisa da meqanikis problemebis Semswavleli samecniero-meToduri 

sakoordinacio sabWos  wevri,  amierkavkasiis zonis samecniero meToduri sabWos 

xelmZRvaneli;  saqarTvelos maTematikosTa kavSiris  gamgeobis wevri da sxv. 

baton aleqsis 1967 wels mieniWa saqarTvelos mecnierebisa da teqnikis 

damsaxurebuli moRvawis sapatio wodeba. 

batoni aleqsi gardaicvala  1992 wlis  dekemberSi. 

1993 wels dawesda saqarTvelos sainJinro akademiis aleqsi gorgiZis saxelobis 

premia, xolo saqarTvelos  teqnikur  universitetSi ki aleqsi gorgiZis saxelobis 

stipendia. quTaisis erT-erT quCas mieniWa  a. gorgiZis saxeli.  

bunebiT keTili da uaRresad ganaTlebuli, saukeTeso mosaubre,  

garSemomyofebisadmi mudam keTilganwyobili,  dinji da gawonasworebuli, taqtiani 

batoni aleqsi gorgiZe iyo samagaliTo pirovneba, rogorc pirad cxovrebaSi, aseve 

sazogadoebriv saqmianobaSi.  
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Alexi  Gorgidze  - 105 

Alexi Gorgidze   was   a prominent Georgian scientist- mathematician and specialist in mechanics, 

Honored   Scientist (1962). State Prize Laureate (1997), Professor. 

Alexi Gorgidze was born in Kutaisi on May 17, 1907. Even at Kutaisi Technical High School, he 

displayed a keen interest and talent in mathematics. 

In 1924 A. Gorgidze entered the Department of Physics and Mathematics of the Education Faculty 

of Tbilisi State University. At that time there worked the founders  of  higher  mathematical  education in  

Georgia Andrea  Razmadze,  Niko  Muskhelishvili, Giorgi  Nikoladze and  Archil Kharadze.  

In 1929 A. Gorgidze began working at the Department of  Theoretical  Mechanics of the  

Georgian Polytechnic Institute on Niko Muskhelishvili’s  invitation. 

In 1932 A. Gorgidze was offered a post-graduate studentship at Leningrad State   University, 

where his supervisors of studies were outstanding scientists V. Smirnov and  S. Mikhlin. 

In 1935 A. Gorgidze finished his post-graduate studies and returned to Tbilisi.  He began working 

at Tbilisi State University and the Georgian Polytechnic Institute. He participated  energetically in  the  

foundation  of  Tbilisi Institute of  Mathematics.   

In 1938 N. Muskelishvili proposed that A. Gorgidze was appointed the Head of the Department of 

Theoretical Mechanics of the Georgian Polytechnic Institute, which he himself had been directing for 52 

years.  At  the  same time, A. Gorgidze continued working  at  the Institute of  Mathematics: first as a 

junior  scientific worker and  then as  a  scientific  secretary  and a deputy director. After the establishment 

of the Georgian Academy of Sciences,  

A. Gorgidze worked as an assistant president of the Academy over a period of years. 

In the 60-ies of the last century, on A. Gorgidze’s initiative Tbilisi Workshop on Theoretical and  

Applied Mechanics was established.  A. Gorgidze directed this workshop till his death. Scientists from 

different countries took part in the Workshop. 

A. Gorgidze was an author of many scientific works. The  sphere of  his scientific  interest  

included various issues of  the  mathematical  elasticity theory: approximated  solutions to  basic boundary 

problems of  the  elasticity  theory; linear and nonlinear problems associated with  tension, torsion and 

bending of continuous and complex, isotropic and   anisotropic beams, which are  not only of scientific 

significance, but  also of  practical  importance  for application  to  construction mechanics and for  

increasing  the  construction sustainability, etc.             

 A. Gorgidze was among  the  first  to  prepare  and publish in  Georgian  a  complete course of  

theoretical mechanics for the  institutions  of technical higher education, which became a  handbook  not  

only for Georgian  intellectuals and  students,  but also for  everybody who was interested in the issues  of 

mechanics.  He was awarded the State Prize of Georgia for this handbook. 

In 1960 A. Gorgidze was invited to England for acquainting with the scientific work of the 

Institute of  Mechanics of the Royal Society.   
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In the 60-ies of the XX century the Georgian television began broadcasting the educational 

lectures.  A. Gorgidze was among organizers and delivered lectures in theoretical mechanics for years.  

Professor A. Gorgidze  was  a  member of  the Scientific-Methodological Coordination Council on  

studying  the  problems  of  mathematics and  mechanics at the Georgian Academy  of  Sciences, a 

member  of  the presidium  of  the Scientific-Methodological Council   of  Theoretical Mechanics  of  the  

Higher  and Special  High Education Ministry  of   the USSR, a  member of  the  Board  of the  Georgian 

Mathematical  Society  and the Chairman  of  Transcaucasia Scientific-Methodological Council of 

Theoretical Mechanics. 

In 1993  Alexi Gorgidze  Prize  was  established by  the  Georgian Engineering Academy;   at the   

Georgian  Technical University, A. Gorgidze   grant  was  founded. One of the streets in the city of Kutaisi 

was called after A.Gorgidze.     

 

 

 

 

 

 

 

 



12 

 

ΓОРГИДЗЕ  ΑЛЕКСЕЙ   ЯСОНОВИЧ - 105 

            

Среди грузинских  математиков  достойное  место  занимает  известный  ученый  

математик-механик,  лауреат  Государственной премии  Грузии,   Заслуженный  деятель  науки  

Грузии,   профессор  Алексей  Ясонович  Горгидзе.  

А. Я. Горгидзе родился  17 мая 1907 года в г. Кутаиси.  В 1914 году он поступает в Первое 

Кутаисское реальное училище, преобразованное впоследствии в Социально-Гуманитарный  техникум. 

Здесь он рано проявляет незаурядные способности к математике, чем обращает  на себя внимание своих 

преподавателей. По  окончании  учебы в техникуме А.Я. Горгидзе в 1924 году  поступает на физико-

математическое отделение педагогического факультета Тбилисского  государственного  университета. 

В те годы  математические  науки в университете  преподавала  великолепная четвёрка грузинских  

математиков – Андрей  Размадзе,  Нико Мусхелишвили, Георгий Николадзе и Арчил Харадзе,  благот-

ворное влияние которых несомненно способствовали глубокому освоению фундаментальных основ 

высшей  математики. 

Именно из стен этого университета получила путевку в жизнь целая плеяда блестящих   грузинских   

ученых -  Илья  Векуа, Виктор  Купрадзе,   Мате  Мирианашвили, Владимир  Челидзе,  Давид  Долидзе,  

Ясон  Мецхваришвили,  Дарья  Вашакидзе  и др.  Тогда  они  были просто  сокурсниками  А. Я. Горгидзе.    

С 1929 года, по приглашению  Н. И. Мусхелишвили,  Алексей  Горгидзе начал работать в 

Политехническом институте на кафедре  теоретической механики, где он активно включается в работу 

семинаров, организованных  заведующим тогда  этой  кафедрой   Н. И. Мусхелишвили В  1932 году  

А.Я. Горгидзе вместе с группой молодых грузинских математиков направляется в аспирантуру  

Ленинградского государственного  университета.  Его научными  руководителями были уже известный в 

ту пору математик В.И. Смирнов  и  молодой ученый  С.Г. Михлин.   

 Здесь  А.Я. Горгидзе  активно участвует в университетских научных семинарах и публикует свои  

первые научные работы по теории  упругости.  В 1934 году он  опубликовал в журнале “Доклады  АН 

СССР” свою первую работу ,,Метод последовательных приближений в применении к плоской  задаче  

теории  упругости". 

В 1935 году Алексей Ясонович заканчивает учебу в  аспирантуре и возвращается в Тбилиси, где 

одновременно начинает работать в Грузинском политехническом институте,  Тбилисском государственном  

университете и в Институте математики  АН  Грузии,  в организации и  становлении  которого он принял 

самое активное участие.  В 1938  году  А.Я. Горгидзе,  по  предложению  Н.И. Мусхелишвили, избирается 

на должность заведующего  кафедрой  теоретической  механики  ГПИ, которой  он  бессменно  руководил в 

течение  52  лет  (до  1990 г.). 

Надо сказать, что  А.Я. Горгидзе много сил и времени уделял Тбилисскому институту  математики  

им.  А.М. Размадзе АН Грузии, к которому он относился с большим вниманием. Здесь он работал ученным 

секретаром, а затем заместителем  директора  института (1940-1954). Одновременно, он читает курсы  

лекций по ряду специальностей в ТГУ. В начальный период деятельности Академии наук  Грузии,  А.Я. 

Горгидзе работал также  помощником  Президента Академии. В то время, - время становления  Академии, 

это было не только почетной  должностью, но и  весьма  ответственной.   
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Интересно отметить, что еще в 1937 году  Н.И. Мусхелишвили завершил серию великолепных статей 

по  исследованию граничных интегральных уравнений для плоской задачи теории упругости,  посвященной 

численному  решению задач  с помощью полученных  им  уравнений. Мощнейший научный потенциал 

этих  работ вдохновил его прямых учеников – А.Я. Горгидзе  и  А.К. Рухадзе на реализацию численных 

решений этих  задач,  работа которых,  опубликованная в 1940 году, содержит  все компоненты  метода,  

который именуется   ,,методом  граничных  элементов".  Так,  в  1940 году   А.Я. Горгидзе  публикует 

работы посвященные применению метода последовательных приближений интегральных уравнений 

плоской задачи теории  упругости (в соавторстве  с  А. К. Рухадзе).  В 1941-1944 годах он публикует в 

Сообщениях АН Грузии ряд работ, посвященных  решению задач о вторичных эффектах и взаимных 

влияниях различных напряженных состояний  цилиндрических  брусьев,  составленных из различных 

изотропных материалов. Задача рассматривалась в  геометрически и физически нелинейной постановке, 

предполагая, что упругие свойства  материалов, составляющих  брус,  характеризуются  различными 

модулями Юнга, постоянными  Ламе. Публикуются также  работы (цикл работ), посвященные 

исследованию напряженно-деформированного состояния брусьев, близких к призматическим, состав-

ленных из различных упругих  материалов. 

А.Я. Горгидзе поставлены и решены задачи растяжения  брусьев, брусьев со слабо изогнутыми 

осями, естественно закрученных брусьев. Все эти задачи, решенные в общем  виде,  сопровождены 

наглядными  примерами. 

С 1954 года публикуются работы, в которых изучаются вторичные эффекты и взаимные влияния 

различных напряженных состояний цилиндрических брусьев, выполненные  А.Я. Горгидзе. В 1973 году он 

приступил к решению задач о вторичных эффектах и взаимовлияниях различных напряженных состояний 

цилиндрических брусьев, составленных из различных  анизотропных  материалов. Полученные результаты 

имеют не только первостепенное теоретическое, но и большое практическое значение, используются при 

расчете различных сооружений и деталей в строительстве и машиностроении.  С помощью этих данных 

достигнуто значительное облегчение конструкционных элементов и повышена их  устойчивость.  

В 1960 году А. Горгидзе был приглашен  в Англию в институт Механики  Королевского общества для 

ознакомления с научными направлениями. 

 В шестидесятых годах прошлого  века по инициативе  А.Я. Горгидзе был организован в Тбилиси 

общегородской научно-методической семинар по  механике,  которым  он руководил бессменно в течение 

более  30  лет.  В работе этого семинара принимали участие преподаватели теоретической  механики 

различных  городов  СССР и других стран. 

В 1959 году выходит в свет, написанный А.Я. Горгидзе на грузинском языке, учебник ,,Курс 

теоретической  механики" (Статика),  в  1961 году – вторая часть учебника  ( Кинематика), а  в 1965 году – 

третья часть (Динамика), которые неоднократно переиздавались и стали настольными пособиями  для 

инженеров  и  студентов.  

 За эти учебники А. Я. Горгидзе был удостоен Государственной премии  Грузии  в 1998 году 

(посмертно). 

В 1979 году А.Я. Горгидзе издает ,,Краткий  курс теоретической механики" совместно  с  А.Ф. 

Шарангия  (на груз. языке)  и  совместно  с  В. Х. Мецуговым по заказу московского издательства ,,Высшая 

школа"(на русском яз.). 
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В 1986 году  А.Я. Горгидзе, совместно с Д.К. Данелия, А.А. Лосаберидзе и А.Д. Цирекидзе, издает 

учебник  по  курсу ,,Техническая механика"  (на груз. языке).  

В  2001 году  выходит монография (избранные  труды) А.Я. Горгидзе - ,,Некоторые обобщения задач 

кручения и  изгиба  составных брусьев", в 2003 году  монография -  ,,К  истории  развития  механики  в  

Грузии". 

А.Я. Горгидзе систематически, на протяжении многих лет читал курс теоретической  механики в 

грузинских учебных телепередачах (со дня  их  основания). 

Наряду с плодотворной научной и педагогической   деятельностью, А.Я. Горгидзе большое 

внимание уделял научно-методическим вопросам преподавания: был членом президиума Научно-

методического совета по теоретической  механике  Министерства высшего и  среднего специального 

образования СССР   (с 1970г.); возглавлял Научно-методический совет по теоретической механике 

Закавказья  и  Грузии;  был  членом  правления  математического  общества  Грузии  и  членом  Совета  

ТГУ  и ГТУ  по  присуждению учёных  степеней  и званий. 

А.Я. Горгидзе является автором свыше 80 научных работ, посвященных в основном вопросам 

теории упругости. Это – приближенные решения основных задач теории  упругости, решения задач  

растяжения, кручения и изгиба брусьев, взаимного влияния разных деформаций однородных и 

составных изотропных и  анизотропных цилиндрических и близких к цилиндрическим и др. задач, с  

учетом  линейной  и  нелинейной  теории. 

Академик И.Н. Векуа о значении этих задач писал:  ,,Исследования А.Я. Горгидзе касаются большой 

важной проблематики  теории упругости, имеющей значительный практический интерес. Они  содержат 

многие важные результаты, которые имеют большую  теоретическую  и  практическую  ценность". 

А.Я. Горгидзе внес весомый вклад в науку, практику и педагогику, который органически связан 

связанный  с насущными  проблемами  механики. Он пользовался большим уважением и любовью  

коллег, студентов и лиц, соприкасающихся  с  ним  на  деловой  основе.  Многие ученики А.Я. Горгидзе в 

настоящее время  являются видными  учёными  и  специалистами  в  различных  областях  науки  и  

отраслях  промышленности. 

Научная, педагогическая и общественная деятельность А.Я. Горгидзе была высоко оценена – в 1969 

году ему было присвоено звание ,,Заслуженный деятель науки Грузии", а в 1998 году его работы были 

отмечены Государственной премей  Грузии  (1998 г.).  

В 1993 году Инженерной Академией Грузии учреждена  премия  им. А.Я. Горгидзе. 

Именем  А.Я. Горгидзе назван научно-методический семинар по механике Союза  механиков  Грузии.         

В 2001 году одна из улиц г.Кутаиси названа именем А.Я. Горгидзе. 

Алексей   Ясонович  Горгидзе скончался  в  1992  году. 
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maxaraZemaxaraZemaxaraZemaxaraZe    ssss....                                                141414146666    
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ГИДРОТРАНСПОРТНЫХ СИСТЕМАХ, РАБОТАЮЩИХ 
 БЕЗ РАЗРЫВА СПЛОШНОСТИ ПОТОКА 
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LOW RANK TENSOR APPROXIMATION  IN  SINGULAR SPECTRUM ANALYSIS 

Archil Prangishvili, Alexander Milnikov, 

Georgian Technical University 

77 Kostava str., Tbilisi, 0175, Georgia 

 

Abstract. An application of Singular Spectrum Analysis(SSA) Method, based on a new elaborated low 

rank tensorial approximation approach of computation of singular values and left and right singular 

vectors of arbitrary non-square matrices, for time series is presented. All necessary calculations of 

singular values and both types (left and right) singular vectors are performed on the base of elaborated 

tensorial approach. It is shown that non parametric SSA can be efficiently used as a universal filter to 

separate Low and High frequencies components in long signals and time series. 

Keywords: Singular Values, Singular vectors, Singular Spectrum Analysis, Tensorial 

Approximation, Time Series. 

1. INTRODUCTĐON 

Separation of Low frequencies components from the High ones is one of the most important 

problems in signal processing  and applied time series analysis. Among others the most usable 

methods applied to solve the problem are: Butterworth filters; Chebyshev filters; Elliptic filters, 

Bessel filters [1]. These are based on estimation of pseudo spectrums of analyzed signal. It is well 

known that this procedures frequently leads to some computational difficulties, which introduce 

additional errors in finally estimated components. Beside, the methods require detection of cut-off 

frequencies, which should be done on the base of visual observations of pseudo-spectrums. The 

latter means that these methods are parametric and efficient usage of them requires 

predetermination of main structure of mathematical model.  

In the article we suggest alternative approach to solution of the separation problem – Singular 

Spectrum Analysis (SSA). The core of method is Singular Value Decomposition (SVD). Calculation of 

Singular Values represents independent computational problem, which becomes decisive for long arrays 

of time series, because of high (sometimes-extremely high!) dimensions of corresponding matrices. The 

latter limits using of SSA in the field of time series analysis. In [2] a new computational method of 

calculation of singular values and vectors was considered. The method showed computational simplicity 

and stability (even for ill-conditioned matrices). It makes usage of SSA for above mentioned problems 

efficient. We have to underline that SSA belongs to the class of nonparametric statistical methods, so it 

(unlike the MUSIC and Pisarenko methods[1]) does not require a priori specification of a model of a 

process. No doubts that this is considerable advantage of SSA. 

All computation represented below were performed by means of Singular Values 

Computation Low-Rank Approximation method elaborated in [2,3].  
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2. BASĐC PART 

2.1 Theorical part 

Singular Spectrum Analysis(SSA) Method is based on a new elaborated tensorial approach. That  

is based on the conception of approximation by low rank tensors and Eckart-Young theorem [4,5]. 

The latter generates Eckart-Young problem[4] and a best r-rank approximation for tensor of order 

k. The problem is not solvable in general.  But for matrices it was proved as  Eckart-Young  theorem.  

So, by hankelization given any initial time series Y is transferred into a p x n matrix X of rank r ≤ n ≤ 

p, and its singular value decomposition, UΛV′, with the singular values arranged in decreasing sequence  

λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 ≥ … λn ≥ 0 , 

then there exists a p x n matrix B of rank s, s ≤ r, which minimizes the sum of the squared 

error between the elements of A and the corresponding elements of B when  

B = UλsV′ , 

where the diagonal elements of Λs are  

λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 ≥ … ≥λs > λs+1 = λs+2 = … = λn = 0. 

The theorem states that the least squares approximation in s dimensions of a matrix X can be 

found by replacing the smallest n-s roots of Λ with zeroes and remultiplying UΛV′. 

From the theorem follows that one can represent factorization of a K × L matrix X (with rank  

r ≤ min(K,L)) by means of Singular Value Decomposition as 

∑∑
==

==
r

i

ii

r

i

i HXX
11

λ , (1) 

where Xi – 1-rank matrices, which can be represented as a Kronecker product  
iii vuX ⊗= of left ui 

and right vi singular vectors, corresponded to the singular value 
iλ (the latter means that both Xi 

matrices and therefore initial matrix X, are decomposable) and Hi = ii Xλ  – also 1-rank matrices. 

Note that Hi also decomposable, so 
iii baH ⊗= , where ai and  bi are linearly independent vectors. 

They may be expressed via left ui and right vi singular vectors. 

iii ua λ= and iii vb λ= . 

If singular values and both types of singular vectors are known, one may use decomposition 

(1). Now we are interested in inverse problem: define singular values and both types of singular 

vectors, using matrix X and decomposition (1). It can be done by means of consequent computation 

of matrices H1, by means of minimization of the sum of the squared errors between the elements of 

X and the corresponding elements of  H1. The squared sum of errors can be represented as follows  

2 2 2

1 1 1 1

( ) ( )
K L K L

ij ij ij i j

i j i j

S x h x a b
= = = =

= − = −∑∑ ∑∑ .  
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Clear, that it is a function of (K+L)
2 

unknown variables ( , 1,..., )j

ia i j K=  and  

( , 1,..., )j

ib i j L= . So, minimization of the S
2  

leads to the system of equations  

2

1 1

( ) 0; ( 1,..., )
L L

ij j i j

j j

x b a b i K
= =

− = =∑ ∑  

2

1 1

( ) 0. ( 1,..., )
K K

mn m n m

m m

x a b a n L
= =

− = =∑ ∑   (2) 

Solution of the system gives vectors a and b, which define the best approximation of matrix X 

by 1-rank matrix H1. In fact, the matrix H1 is the first term in decomposition (1). Then, applying the 

same procedure to matrix X2=X-H1, we are getting the second term H2 and so on. 

Now, there is a problem – how to solve the system (2), because we have already reduced the 

problem of computation of (1) to the problem of solution of the system (2).  Few analysis permits to 

conclude, that the system can’t be solved analytically, so we elaborated numerical approach, which 

is the core of an algorithm of SVD by means of 1-rank tensors approximation. In [2,3] we represent 

full algorithm of the system (2) solution and SVD by means of approximation by 1-rank tensors, 

which is completely based on the above theoretical consideration. 

So, the represented algorithm solves the inverse problem defined above: define singular values 

and both types of singular vectors, using matrix X and decomposition ∑∑
==

==
r

i

ii

r

i

i HXX
11

λ . (3) 

Then by using Hankelization process, initial time series Y is retored which is based on matrices Hi, 

i=1,…r. The restored initial time series 'Y  is the filtered version of the initial time series Y.  

Designing traditional filters require first of all determinations of corresponding cut off 

frequencies which in turn requires investigation of time series Fourier spectrum. But in some time 

series  initial time series can contain trend so one needs to eliminate the trend first.Then next 

implimentation of the filters need usage of mathematically complicated processes and methods. So 

that the result of filtering finally depends on such kind of personal experiences and opinions. It 

should be considered as significant disadvantages of the discussed approach. 

On the other hand the SSA method from computational point of view is very efficent for filtering. 

Because the elaborated method filters time series directly without elimination of trend and also 

eliminates high frequency components without preliminary definition of cut-off frequency. It is very 

important because to provide filtration process one needs only to run elaborated algorithm and use ready 

results for purposes of interest. This approach doesn’t require usage of mathematically complicate 

processes and methods which one needs to design and implement Butterworth (or any other) filter.  
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2.2 Example 

We represent usage of Singular Spectrum Analysis (SSA) as a universal filter with the example of a 

time series of numbers of transactions for 463 daily observations. We also compare the results of applying 

of SSA to the results of analysis done by means of conventional filter design methods.  

The plot is represented in in Figure 1. Visual analysis of the time series permits to conclude easily 

that it contains the following components:  1. trend which seems linear or slightly non-linear; 2. low-

frequency very slow oscillation over this trend; 3. several components of comparatively higher frequency. 

The latter speaks that if it is necessary to separate these components (maybe not all of them: first and 

second from the third one, for example etc.) one has to design different type of band- pass filters. 

Designing such kinds of filter requires first of all determinations of corresponding cut off frequencies 

which in turn requires investigation of time series Fourier spectrum. But because initial time series 

contains trend and that is why it is not stationary so one needs to eliminate the trend first. We did it by 

means of standard procedure of linear regression analysis.  Results of which are represented in Table 1. 

Regression equation of the trend is y = 0.59 * t +1396.08, where t = 1,…, 463 discrete time movements of 

observations.  The latter permits to eliminate trend by subtraction it from initial time series. The result is 

shown in the Figure 2. Now we can consider the transformed time series as a stationary one and apply 

FFT (Fast Fourier Transformation) to analyze spectrum of transformed time series. The resulted spectrum 

of stationary time series (see Figure 2) represented in Figure 3. 

 

              Figure 1. Time series of numbers of transactions (463 daily observations). 

 

                            Figure 2. Time series after elimination of linear trend. 
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                     Figure 3. Fourier Spectrum of stationary time series (Figure 2). 

Consideration of spectrum shows that the biggest energetic components fall within interval of 

frequencies 0 ÷ 20 Hz (see Figure3). Components containing frequencies more than 25 can be 

eliminated because they represent noise. It means that cut off frequency for Low-Pass filter should 

be chosen as fc= 20 Hz. We would like to outline that the latter is typical parametrical approach 

because choosing of fc depends on investigator’s personal opinion, so that the result of filtering 

finally depends on such kind of opinion. It should be considered as significant disadvantages of the 

discussed approach. Also important to outline that we have already eliminated trend, assuming that 

it is linear which is also typical parametrical approach, because choosing of polynomial order of 

trend (in general) also depends on researcher’s personal opinion and experience. Further, choosing 

5-order Butterworth low-pass filter and using MatLab functions mentioned in the beginning of the 

section we have separated initial time series (see Figure 2Error! Reference source not found.) into 

low frequency and high frequency  components (see Figure 4 and Figure 5).  

 

 

Figure 4. Low frequency component (filtered stationary time series Figure 2). 

Below we represent solution of the same problem (filtering of time series Figure 1) by means 

of SSA based on our singular value and both singular vectors computation method.  
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In order to construct matrix X we chose the length of the windows L = 10. Application of 

elaborated method gives the decomposition of the initial time series into 10 H matrices and 

corresponding ten non-zero singular values(see Table 1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Analyzing of data in 1 shows that the first singular value has the biggest weight (97.81% of 

total) permits to eliminate 9 rest singular values and corresponding matrixes Hi (i=2,…,10). Using 

Hankelization process we restored a component of initial time series which is based on matrix 

H1(Figure 5).  

 

              Figure 5. Time series restored by means of SSA on base of matrix H1. 

We can see that the elaborated method has filtered time series directly without elimination of 

trend, because obviously that filtered component contains negative trend. Also high frequency 

component have been eliminated without preliminary definition of cut-off frequency. It is very 

important because to provide filtration process one needs only to run elaborated program  and use 

ready results for purposes of interest. This approach doesn’t require usage of mathematically 

complicate processes and methods which we used above in other to design and implement 

Butterworth (or any other) filter.  

Table 1 

Singular 

Values 

1 2 3 4 5 

85467.86 744.77 319.98 203.87 149.47 

Cumulative 

Distribution 
0.978 0.987 0.990 0.993 0.994 

Singular 

Values 

6 7 8 9 10 

133.31 109.69 92.82 81.32 74.20 

Cumulative 

Distribution 
0.996 0.997 0.998 0.999 1.000 
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To check efficiency and accuracy of elaborated method we compare filtered components by 

means of Butterworth filter (Sum of filtered components and linear trend) to filtered components of 

Figure 5. According to the investigations of numerical data of the two components, it is very 

interesting to outline that differences don’t exceed in majority of cases 1 percent.  

 

3. CONCLUSION 

In this paper we have compared existing filter design methods with SSA method. We showed 

that SSA method works effectively as a universial filter with some advantages with respect to 

mentioned methods: SSA method does not require preliminary division of the time series into linear 

trend and oscillatory component. When we designed Butterworth Low-Pass filter we assumed on 

the base of visual analysis the time series contains linear trend and then we eliminated it. It was 

mentioned above that this is aparametric approach when a researcher chooses type of trend. On the 

contrary non-parametric SSA method does not require the such operfations, but gives directly 

smoothed function of  the time series (Figure 5). 
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vuZRvnivuZRvnivuZRvnivuZRvni    Cemi maswavleblisCemi maswavleblisCemi maswavleblisCemi maswavleblis    BBBB    

a. gorgiZis naTel xsovnasa. gorgiZis naTel xsovnasa. gorgiZis naTel xsovnasa. gorgiZis naTel xsovnas    

    

blantiblantiblantiblanti----drekadi naxevarsibrtyis deformaciisdrekadi naxevarsibrtyis deformaciisdrekadi naxevarsibrtyis deformaciisdrekadi naxevarsibrtyis deformaciis    flamanis amocanaflamanis amocanaflamanis amocanaflamanis amocana    

nodar maxvilaZenodar maxvilaZenodar maxvilaZenodar maxvilaZe    

saqarTvelos teqnikuri universitetisaqarTvelos teqnikuri universitetisaqarTvelos teqnikuri universitetisaqarTvelos teqnikuri universiteti    

    

blanti-drekadobis Teoriis amocanebi gansxvavdeba drekadi 

amocanebisagan fizikuri damokidebulebiT – hukis kanonis magivrad blanti-

drekadi ewodeba sxeuls, romlisTvisac damokidebuleba Zabvebsa da 

deformaciebs Soris Seicavs dros. aseTi sxeulebisaTvis damaxasiaTebelia 

drois ganmavlobaSi Zabvis cvla mudmivi deformaciis dros – relaqsacia, da 

deformaciis cvla mudmivi Zabvebis SemTxvevaSi – cocvadoba. 

SemoRebulia bolcmanis kanoni [1; 2]. bolcmanma SemoiRo  

memkvidreobiTobis Teoria, romlis Tanaxmadac drekadi Zalebi damokidebulni 

arian ara marto axlad miRebul gadaadgilebebze, aramed winamorbed  

deformaciebzec. Ees Teoria agebulia superpoziciis principis safuZvelze 

(sxvadasxva dros  miRebuli deformaciebis gavlena jamdeba).  

bolcmanis meTodis Tanaxmad, blanti-drekadobis amocanis amoxsna 

SeiZleba miviRoT imave saxis drekadi amocanis zusti amoxsnisagan, Tu drekad 

mudmivebs SevcvliT Sesabamisi drois funqciebiT.  

winamdebare naSromSi ganxilulia blanti-drekadobis  wrfivi  Teoriis 

amocana, sadac viyenebT akademikos  a. iliuSinis aproqsimaciis meTods [1], 

romelic dafuZnebulia pirvelyovlisa drekadobis Teoriis amocanis amoxsnis  

warmodgenaze puasonis ν koeficientis, an masTan dakavSirebuli  ω = 
ν
ν

+
−

1

21
 

parametris saSualebiT racionaluri funqciis saxiT. 

drekadobis Teoriis nebismieri statikuri amocanis zusti amoxsna (an 

misi aproqsimacia) nebismieri saZebni S sididisaTvis (S  SeiZleba iyos 

daZabuloba, gadaadgileba, momenti, simrude da sxv.),  yovelTvis SeiZleba  

CavweroT  Semdegi saxiT:      

                               S  = f + ϕ ·ω+ ψ ·
ω
1

  +∑
n ωβ n+1

1
⋅χn .                          (1)  

 aq  f,  ϕ, ψ, χn- cnobili funqciebia, romlebic gamosaxulni arian sxeulSi 

an mis zedapirze mocemuli datvirTvebis, gadaadgilebebis da koordinatebis 
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saSualebiT da ar arian damokidebulni  puasonis ν koeficientze da masTan 

dakavSirebul ω-ze.  βn – ricxviTi parametria, romelic ganisazRvreba drekadi 

amocanis  amoxsnidan da ar aris damokidebuli  ω-ze.  

Tu davuSvebT, rom S, f, ϕ, ψ, χn funqciebSi Semavali mocemuli 

datvirTvebi da gadaadgilebebi warmoadgenen drois nela cvalebad 

(kvazistatikur)  funqciebs, maSin sxeulis moculobis drekadi cvlilebis 

SemTxvevaSi vsargeblobT Zabvisa (σij) da deformaciis (εij) deviatorebs 

Soris bolcmanis damokidebulebebiT   

                       σij  = ∫
t

0

R(t – τ) dεij(τ),             εij = ∫
t

0

Π(t –τ) d σij(τ) ,              (2) 

sadac  R(t) da  Π(t) arian masalis relaqsaciisa da damyolobis (moculobiTi – 

grZivi an ganivi cocvadobis) funqciebi. damyolobis funqcia - Π(t)=
k

t

σ
ε )(

  

ganisazRvreba cocvadobaze cdiT, xolo, relaqsaciis funqcia - R(t)=
k

t

ε
σ )(

  

ganisazRvreba relaqsaciaze  cdiT. aq  t  dakvirvebis droa, τ -dakvirvebis 

momentis winare dro.  

makavSirebeli cocvadobis funqcia  gβn (t) =
ωβ n+1

1
, romelic erTdroulad 

asaxavs nimuSSi cocvadobisa da relaqsaciis procesebs, agreTve ganisazRvreba 

eqsperimentiT. SevniSnavT, rom funqcia gβn(t)  sazogadod ar gamoisaxeba  Π(t)  da   

R(t) –s saSualebiT. 

  drekadi amocanis Sesabamisi blanti-drekadi igive amocanis amoxsna 

sxeulSi da mis zedapirze mocemuli  imave datvirTvebisa da gadaadgilebebis 

SemTxvevaSi dafuZnebulia bolcmanis (2) damokidebulebebze da viyenebT  

laplas-karsonis gardaqmnebs [1, 2] namdvili  p parametriT:  

                         f* = p ∫
∞

0

e
- pt

 f(t)dt.                                                                   (3)                   

    asaxvebSi igi zustad emTxveva (1) gamosaxulebas: 

                     S*  = f* + ϕ* ·ω*+ ψ* ·
*

1

ω
 +∑

n
*1

1

ωβ n+
 *

nχ  ,                        (4) 

sadac varskvlavi nebismier S, f,  ϕ, ψ, χn sididisaTvis aRniSnavs mis asaxvas, 

magaliTad: 
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                    S* = p ∫
∞

0

e
- pt

 s(x,t)dt         ϕ * = p ∫
∞

0

e
- pt

 ϕ (x,t)dt, 

xolo ω* da 
*

1

ω
 sidideebi relaqsaciis R(t) da cocvadobis ⋅Π(t)  gulebis 

asaxvas,  anu uganzomilebo sidideebis asaxvas: 

                 ω (t) = 
B

tR

3

)(
,   

)(

1

tω
= π(t) = 3Β·Π(t) .                     (5) 

Aanu              ω* = p ∫
∞

0

e
- pt

 ω (t)dt ,        
*

1

ω
= π* = p ∫

∞

0

e
- pt

 π (t)dt 

aq Β - moculobiTi gafarToebis modulia, romelic dakavSirebulia grZivi 

drekadobis E modulTan da puasonis ν koeficientTan formuliT:  

                                          Β = 
)21(3 v

E

−
. 

Sebrunebuli gardaqmnebis (anu inversiis) [1 - 4] Sedegad (4)-dan  

miiReba blanti-drekadobis  Sesabamisi amocanis amoxsna originalSi, 

romelic sazogadod ganisazRvreba drekadi mudmivebis mniSvnelobebiT da 

Seicavs droze damokidebul wevrebs Semdegi saxis funqciebiT: 

                        ∫
t

0

Π(t-τ)dP(τ);          ∫
t

0

R(t-τ)dP(τ);              ∫
t

0

 gβ (t-τ)dP(τ), 

 magaliTis saxiT ganvixiloT blanti-drekadobis Teoriis erTi 

sasazRvro amocana – flamanis amocana, rodesac cnobilia drekadobis 

Teoriis Sesabamisi amocanis zusti amoxsna. 

Aamocanaamocanaamocanaamocana: gansazRvreT blanti drekadi naxevarsibrtyis (x>0) deformacia, 

romelzec moqmedebs x=0 sazRvris (0 wertilze) marTobuli Seyursuli P Zala. 

amoxsnaamoxsnaamoxsnaamoxsna: drekadi naxevarsibrtyis am amocanis 

amoxsnisas deformaciis  komponentebs  polarul 

koordinatebSi  aqvT aseTi saxe:                      

                                                     

Ur = - 
E

Pv

π
)1(2 2−

[ln
h

r
cosβ +

)1(2

21

v

v

−
−

β sinβ]             (7) 

 Uβ  =
  

 
E

Pv

π
)1(2 2−

{[ln
h

r
+ 

)1(2

1

v−
 ]sinβ - 

)1(2

21

v

v

−
−

β cosβ] .                      

aq, r, β – naxevarsibrtyis nebismieri M wertilis polaruli koordinatebia;           

 h -  r-is mniSvneloba 0x RerZis gaswvriv. 
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 sazRvarze mdebare wertilisaTvis (β= ±
2

π
; r = y): 

    Ur = -
E

Pvv

π
)21)(1( −+
;                                   (8) 

    Uβ  = ± 
E

Pv

π
)1(2 2−

ln
h

y
 ± 

E

Pv

π
)1( +
 .  

ganvixiloT pirveli - (7) SemTxveva: deformaciis  komponentebi 

CavweroT ase:   

 Ur = - 
π
P2

[
E

v 21−
 ln

h

r
cosβ +

E

vv

2

)21)(1( −+
 β sinβ]  ,                       (9) 

  Uβ  =
  

 
π
P2

[
E

v 21−
 ln

h

r
sinβ  + 

E

v

2

1+
 sinβ  - 

E

vv

2

)21)(1( −+
 β cosβ] .  

Tu gavixsenebT aRniSvnas:  ω = 
ν
ν

+
−

1

21
,  maSin   E =

)
2

1
1(2

9

ω

ω

+

B
. Aamitom: 

  
E

v 21−
 =  

2

1
(

3

1

B ω
1

 + 
4

3

ω
2

1
1

1

+
 ) ;    

E

vv

2

)21)(1( −+
= 

B4

1

ω
2

1
1

1

+
;   

E

v

2

1+
 = 

B6

1

ω
1

 . 

(9) tolobebi Caiwereba ase: 

Ur = - 
π
P2

[ 
B6

1

ω
1

 ln
h

r
cosβ + 

B4

1

ω
2

1
1

1

+
( ln

h

r
cosβ + β sinβ)] ; 

Uβ  =
  

 
π
P2
 [

B6

1

ω
1

 (ln
h

r
+1) sinβ+ 

B4

1

ω
2

1
1

1

+
( ln

h

r
sinβ - β cosβ)] . 

Tu aq  gamoviyenebT laplas-karsonis (2) gardaqmnas, miviRebT  blanti-

drekadi amocanis amoxsnas asaxvebSi, xolo, Semdgomi Sebrunebuli 

gardaqmna (inversia) mogvcems naxevarsibrtyis nebismier M wertilSi 

blanti-drekadi amocanis amoxsnas originalSi: 

 Ur = - 
π
1

 ln
h

r
cosβ ∫

t

0

Π(t-τ)dP(τ)   -  
πB2

1
( ln

h

r
cosβ + β sinβ) ∫

t

0

 g1/2(t-τ)dP(τ)]; 

Uβ  =
  

 
π
1

 (ln
h

r
+1) sinβ ∫

t

0

Π(t-τ)dP(τ)  + 
πB2

1
 ( ln

h

r
sinβ - β cosβ) ∫

t

0

 g1/2(t-τ)dP(τ).  

ganvixiloT meore (8) SemTxveva: sazRvarze mdebare wertilisaTvis      

(β= ±
2

π
;  r = y): drekadi deformaciis  komponentebs aqvT aseTi saxe:   
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     Ur = -
E

Pvv

π
)21)(1( −+
;                                  

    Uβ = ± 
E

Pv

π
)1(2 2−

ln
h

y
 ± 

E

Pv

π
)1( +
 .  

wina amocanis amoxsnisas Catarebuli operaciebis msgavsad am drekadi 

amocanis analogiuri blanti-drekadi naxevarsibrtyis Sesabamisi amocanis 

amoxsnas  aqvs aseTi saxe: 

  Ur = - 
πB2

1
∫
t

0

 g1/2(t-τ)dP(τ)]; 

  Uβ  =
 ± 

 [
π
1

 (ln
h

r
+1) ∫

t

0

Π(t-τ)dP(τ)  + 
πB2

3
ln

h

r
 ∫

t

0

 g1/2(t-τ)dP(τ)].  

blanti-drekadi am amocanebis amoxsnaSi rom miviRoT Ur, Uβ -s ricxviTi 

mniSvneloba sxvadasxva t da P-saTvis (magaliTad  P = const), saWiroa vicodeT  

Π(t)   da   g1/2(t)   funqciebisaTvis  cdiT miRebuli mniSvnelobani.  am  funqciebis 

gansazRvris meTodi mocemulia  [2,3]  SromaSi. 

sazogadod, Π(t),   R(t)  da  gβn(t)   funqciebis gansasazRvrad praqtikulad 

ar aris saWiro sami tipis cdis  Catareba,    vinaidan, analogiurad drekad 

mudmivebs Soris damokidebulebebisa, sadac nebismieri drekadi mudmivi 

ganisazRvreba danarCenebis saSualebiT, blanti-drekadobis wrfivi Teoriis 

amocanis amoxsnis ganmsazRvreli nebismieri funqciac ganisazRvreba erTi 

an ori sxva funqciiT [1,2]. 

magaliTad, relaqsaciis R(t) funqciisa da cocvadobis Π(t) funqciis 

modulebi dakavSirebulebi arian damokidebulebiT:  R*(p)·Π*(p) = 1,  sadac (3)-is  

Tanaxmad 

                      R* = p ∫
∞

0

e
- pt

 R(t)dt  ,             Π * = p ∫
∞

0

e
- pt

 Π(t)dt , 

 xolo am funqciebis warmoebulebi R′(t) = E·T(t), Π′ (t) = 
E

1
 ·K(t),  dakavSirebulia  

gantolebiT: 

                           T(t) - K(t) =  ∫
t

0

K(t - τ) T(τ) dτ                                              (10) 

sadac T(t) -  relaqsaciis siCqaris funqciaa, K(t) -   cocvadobis siCqaris  

funqcia. amasTanave   R (0) = E ,    Π (0) = 
E

1
.     (10)  gantoleba saSualebas   iZleva 
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erT-erTi cnobili funqciiT, magaliTad  T(t),  ganvsazRvroT  meore - K(t).  

am funqciebis saSualebiT ganisazRvreba agreTve  gβ(t)   funqcia [2, 3]. 

    maSasadame, blanti-drekadobis wrfiv TeoriaSi sakmarisia cdis erTi 

seria, magaliTad mxolod cocvadobaze, saidanac miRebuli SedegebiT 

ganisazRvreba yvela sami funqcia Π(t) , R(t),  gβn(t).   

 

РЕЗЮМЕ 
ЗАДАЧA  ФЛАМАНА О ДEФОРМАЦИИ   УПРУГО-ВЯЗКОЙ  ПОЛУПЛОСКОСТИ 

Н. Г.  Махвиладзе 
Метода  аппроксимации  А. Ильюшина   применен для  решения  задачи Фламана о деформации  

вязко-упругой  полуплоскости  по  точным известным  решениям  подобных   упругих  задач.  

Решение  задачи   выражено через  функцию  ползучести  Π(t)   и  связной   ползучести  g0,5(t).  

 
SUMMARY 
FLAMAN’S PROBLEM OF THE DEFORMATION OF THE  VISCOELASTIC 
SEMIPLANE 

N.G. Makhviladze 
The article deals with the application of  approximation method,   proposed   by  A. A. Ilyushin, to  

the  solution  of Flaman’s  problem of the deformation of the  viscoelastic semiplane.  The method 

of  approximation is  applied to the  case  when  the  exact solutions  of  similar  elastic  problems  

are  known.  The  solution  to the   viscoelastic  problem  is  expressed  in  terms of the   function  of   

creep   Π(t)  and coherent creep  g0.5(t).    
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ON THREE LAYER  DIFFERENCE SCHEMES FOR SOLVING THE SYSTEMS OF 

MULTIDIMENSIONAL EQUATIONS OF PARABOLIC TYPE WITH MIXED 

DERIVATIVES 

Francisco Criado,  Malaga university, Malaga, Spain 

Tinatin Davitashvili, Tbilisi state university, Tbilisi, Georgia 

Hamlet Meladze, St. Andrew the First Called Georgian University, Tbilisi, Georgia 

 

The mixed problem with first order boundary conditions for systems of equations of parabolic 

type is considered 

       ,fLu
t

u
B +=

∂
∂

 

where B  - positively defined, symmetric and bounded matrix, L  - strong elliptic operator with 

variable coefficients, containing the mixed derivatives, ( ),,,, )()2()1( nuuuu K=  

( ))()2()1( ,,, nffff K=  - n -dimensional vectors. Constructed three-layer factorized scheme, whose 

solution requires no inversion of matrix B. The received algorithms can be effectively used for 

multiprocessing computing systems. For difference scheme the aprioristic estimation on layer in 

norm of mesh space 
)1(

2

0

W  is received, on which basis convergence of solution of the difference 

scheme to the solution of an initial problem is proved. 

    

1. Introduction 

As is known, the mathematical formulation of many scientific and engineering problems arise 

differential equations with partial derivatives of parabolic type. Such problems concern: distribution 

of heat to the continuous environment, transport processes of substances, diffusion, movement of 

ground waters, dissipative biological structures, dynamics of power distribution in the hierarchy and 

etc. [1,2]. 

The solution of such problems is one of challenges in numerical mathematics and demands, as 

a rule, a lot of computing resources. One way to reduce the time for solving such problems is the 

use of parallel computing on multiprocessor systems. 

A new quality of the structure of parallel computing systems requires a completely new 

mathematical framework for solving complex problems on these systems. This base is adequate 

representation of the tasks in a form accessible to the parallel data processing. In computational 

mathematics is developed sufficiently large number of such methods. First of all, these are the 
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methods of splitting complex problems into the simpler systems, the feeding realizations on the 

parallel processors. 

Starting point in the given work is the offered by A.A.Samarskii  method of regularization of 

difference schemes [3,4]. This method opens up great possibilities for constructing economical 

difference schemes of a given quality, which can be efficiently implemented on parallel computing 

systems. 

In the present work primary attention is paid to the following problems: 

1. Getting the economic difference schemes with minimal requirements for a spatial operator.  

Requires only a strong ellipticity of the spatial operator.  

2. Absolute stability at any τ < ∞ (τ - a step on time) and h < ∞ (hα - a step in a direction on xα 

, α = 1,2,…,p). 

3. Application of one-dimensional double-sweep algorithm for solution of received difference 

equations. These algorithms can be used for parallel computing systems. 

4. Proof of convergence of difference schemes with less smoothness of the original system of 

differential equations, which is achieved by refraining from the local approximation. 

Extensive literature is dedicated to the problems of construction of difference splitting 

schemes. We note several monographs [3,5,6].  In these monographs, one can find an extensive list 

of works in this direction. 

We also mention some works on parallel algorithms for solving parabolic equations [7-11]. 

Naturally, this list is incomplete.  

 

2. Basic concepts and some auxiliary information 

2.1. Let  

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ){ }pxxxxx

D

p

p

pp

,,2,1,0,,,,

,0,0,0,0

21

1

21

KlK

llLll

=<<==

==×××= ∏
=

ααα

α
α

 

-- open  p–dimensional parallelepiped in  p–dimensional Euclid space Ep. Γ - surface of 

parallelepiped Dp  and  Γ∪= pp DD  --  is the Dp  area’s closure. 

( ]TDG pT ,0×=  -- cylinder in (p +1)-dimensional Euclid space with basis  Ep and (x, t) –  

any  point in TG . [ ]TDG pT ,0×=  -- is the closure of the area TG . ( )T
k GC ,l  -- the set of continuous 

in TG  functions having  in TG  continuous derivatives up to order l  (inclusive) on x and up to order 

k  (inclusive) on  t. 
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In cylinder TG  we introduce the difference grid and the construction of space-time grid in TG  

is carried out by using one-dimensional grids on the intervals   [ ] p,,2,1,,0 Kl =αα   and  [ ]T,0 :  

     
( ){ } phNNihix
i

,,2,1,,,,1,0, KlK ===== αω ααααααααα
α . 

 

     
( ){ } phNNihix
i

,,2,1,,1,,1, KlK ==−=== αω ααααααααα
α . 

The difference grid in parallelepiped pD  is constructing in following way: 

        ( ){ }ααααα
α

αωω lKK ==∈=== ∏
=

hNNiDhihix ppp

p

h ,,,1,0,,,11
1

. 

       ∏
=

=
p

h
1α

αωω  -- the set of internal points of difference grid in Dp. 

We denote by { }Γ∈≡= xhhh ωωγ \   the set of knots, belonging to the Γ boundary, which 

are called boundary knots. On interval [ ]T,0  we introduce the  difference grid 

             { }Tkkjjt j ==== ττωτ ,,,1,0, K . 

Let ττ ωω ×=Ω hh  be the partial-time grid of internal knots of cylinder TG  and ( )jtx,   is any 

knot of τhΩ . ττ ωγ ×=Γ hh  be the set of knots of difference grid on lateral surface of the cylinder 

TG  and ( )jtx ,′  is  knot, belonging to τhΓ .  Then 

                 ττττ ωω ×=Γ∪Ω=Ω hhhh   

is the partial-time grid in TG . 

 

2.2. We will deal with functions of discrete argument, defined on knots of difference grid, 

called the grid functions. 

We will consider a set of grid vector-functions ( ) ( ) ( )( )nyyyy ,,, 21
K= , defined on τhΩ . For 

them the symbol ( )jy  indicates the value of the grid vector-functions in the knots  ( )jtx, . 

We will use designations: 

              ( ) ( )pxxhxxxx ,,,,,, 111
1

KK +−
± ±= αααα

α , 

              ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )αααα 11
1

11
,,

±±±± == xyxyxyy nK , 

              ∑
=

=
p

hh
1

22

β
α . 

We enter the difference  relations: 
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( ) ( )

,,
11

αα

α

α

α

α h

yy
y

h

yy
y xx

−
=

−
=

+−

 

             ( )
( ) ( )

y
h

yyy
yy xxxx

0

2

11
2

α
α

αα

βαβα
Λ=

+−
==

+−

, 

            ∑
=

==Λ−
p

AAyAy
1

0000
,

α
ααα . 

For the grid vector-functions defined on τhΩ , besides the specified designations, we will use 

still the following: 

             ( ) ( ) ( ),,,,,,ˆ 11 −+ === jjj txyytxyytxyy
(

, 

  

            .
2

ˆ
,

2ˆ
,

ˆ
,

2 ττττ
yy

y
yyy

y
yy

y
yy

y
t

tttt

(((

o

−
=

+−
=

−
=

−
=  

 

2.3. Set of the grid functions, defined on the grid pω , denoted by H, and its subset, consisting 

of grid functions, becoming zero (vanishing) on pγ  - through 
o

H . 

On set 
o

H  we introduce the scalar product  

      ( ) ( )∑
=

=
n

i

ii vyvy
1

,, , 

where 

      ( ) ( ) ( )∑ ∏
∈ =

==
px

p
iiii hHHxvxyvy

ω α
α

1

,, . 

It is obvious, that this scalar product induces the norm   ( )yyy ,
2

0
= . 

Denote by  ,++ ∪= α
α γωω pp   where +

αγ  -- set of knots of  pγ  border, at which αα lx = . 

( )βαγ αβ ≠+  -- set of knots of  pγ  border, at which αα lx = ,  ββ lx =    and etc. Similarly, we will 

designate through −
αγ   --  set of knots of  pγ  border, at which 0=αx  and etc.  

We introduce the notation ++ ∪= ppp ,,2,1 Kγωω . We also need the scalar product: 

     ( ] ( ] ( ] ( ) ( ) .,,,,
1

Hxvxyvyvyvy i

x

iii
n

i

ii

p

∑∑
+∈=

==
ω

α  
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Let's enter the mesh space of Sobolev ( )pW ω
)1(

2

o

, consisting the functions from set 
o

H . The 

norm in this space is given by the following equality 

          ( )( ].,1,
22

0
1

2

0

22

1 )1(

2

ααα
α

xx

p

x

W

uuuuu === ∑
=

o
.                                                          (1) 

Note that 
)1(

2

o

W -- is full Hilbert space under the norm (1).  

 

2.4. Let A -- the linear self-conjugate operator in Hilbert space H  and  A>0. We define a new 

scalar product  

 

         ( ) ( )vAyvy A ,, = .      

By this definition H is transformed into a new Hilbert space, which we denote by HA. Norm in 

the HA  will be denoted by 
A

⋅ : 

          ( )uAuu
A

,
2

= . 

 

3. The statement of problem 

In cylinder TG  we considered the following problem for system of equations of parabolic type 

with mixed derivatives:  

Let’s find continuous  solution of system of the  

Find a continuous solution in TG  of the system of  equations  

  
( ) ( ) ( )

.,,2,1

,,,,
1 1,

)(
,
,

)(

1

ni

txf
dx

du
txK

xt

u
txb i

n

j

p j
ji

jn

j
ij

K=

+










∂
∂

=
∂

∂
∑ ∑∑
= == βα β

βα
α                                     (2) 

which satisfies the boundary conditions 

      ( ) ( )txgtxu ii ,, )()( ′=′ ,   when  [ ]Tx ,0×Γ∈′                                                            (3) 

and initial conditions  

        ( ) ( )xuxu
ii )(

0
)( 0, = ,    when    pDx∈ ,       .,,2,1 ni K=                                               (4) 

We assume that the following conditions are fulfilled: 

I. Coefficients ( )txK
ji

,
,
,βα  are Lipschitz-continuous with respect to t. Assume also, that matrixes 

from coefficients of the spatial operator ( ) ( )pKK
n

ji

ji
,,2,1,

1,

,
, K==

=
βαβααβ  are symmetric and that 
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the problem (2)-(4) has the unique solution ( )txuu ,≡ , continuous in TG  and differentiable 

necessary number of times. 

II. Spatial operator of system of equations (2) is the strong-elliptic, so that for any [ ]Tt ,0∈  the 

following inequality is true 

( ) ( )∑ ∑∑ ∑∑ ∑
= =

÷ ÷

= =
≤≤

p n

i

i
p n

ji

ijij
p n

i

i K
1 1

2

2

1

,

1

,1 1

2

1
α

α
βα

αβαβ
α

α ξνξξξν ,                                                (5) 

where { }i
αξ  -- any real numbers,   1ν  and  2ν  -- positive constants.  

III. Matrix ( )ijbB =  positive-defined, symmetric and bounded 

       3ν≤B ,     EB δ≥ , 

where  δν ,3  -- positive constants and  E  -  unit matrix. 

 

 

4. Three-layer difference scheme for problem (2)-(4) 

4.1. For problem (2)-(4) we consider three-layer difference scheme, which order of 

approximation in a class ( )TGC 2,4  of  solutions  (2) is a quantity  ( )2
hO +τ : 

                    ( ) ττ httt txfAyRyBy Ω∈=++ ,,2 ,                                                                       (6) 

where  ( ) nyyyy n −= )()2()1( ,,, K -dimensional vector, 

( )( ) ( )( )∑
÷





 +−=

p

x
x

x
x ytxKytxKAy

1

,

,,
2

1

βα
αβαβ

α
β

α
β

,                                                     (7) 

R – operator- regularizer, the choice of which provides the absolute stability of difference scheme 

(6).  

The vector function ( )txy ,  satisfies the following boundary and initial conditions: 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 




==

Γ∈′′=′

xuxyxuxy

xtxgtxy h

10 ,,0,

   если,,,

τ
τ

  ,                                                                           (8) 

where the second initial condition on the layer t=τ  can be approximated, for example, believing 

that  ( ) ( )xuxu 01 = .  The approximation error in this case is quantity of order О(τ). 

We write the difference scheme (6) in canonical form [3]: 

fAyyBRBy tt
t

=+






 −+
τ

τ
2

12
o .                                                                               (9) 

In work [4] is proved the fairness of following relations 

       ( ) ( ) ( )yyAyAyyyA ,,, 0
2

0
1 νν ≤≤  , 

or 
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                0
2

0
1 AAA νν ≤≤  

for any vector  0Hy ∈ , where the operator  A
0
  is defined above, in  2.2. 

Consequently, the operators A and  A
0
  in  H0  are energetically equivalent with constants 1ν   

and 2ν . 

In  paper [3] is proved, that the following three layer difference scheme 

         ( ) ( ) τϕτ httt txtAyRyBy Ω∈=++ ,,2 ,  ( ) ( ) 10 ,0 yyyy == τ , 

              ττ 0000 ,1,,2,1,0 ntnntnt =−=<=< K , 

is absolutely stable with respect to initial data and on the right side, provided that the given vectors 

0y  and 1y  are the arbitrary vectors of finite-dimensional space H (H - Hilbert space), ( )tϕ  - given 

arbitrary abstract function, τω∈t ,  A, B, R  are linear operators on  H.  In addition,  

        ( ) ( ) 0* >== tAtAA , ( ) ( ) 0* >== tRtRR  - Lipschitz-continuous in t,  

        ( ) EtBB δ>= ( where δ   is a positive constant, and  E  - identity operator), 

        ( ) ( )tAtR
4

1 ε+
=   for all 00 tnt <=< τ  (where const=ε  does not depend on τ  and  h) .  

Based on this result we can conclude that the difference scheme (9) with regularizer 

EAR
τ

ν
σ

2

30 += ,                                                                                               (10) 

at ( )10
4

1
2 ≤<

+
≥ εν

ε
σ  is absolutely stable in space H0 (stable with respect to initial data and on 

the right part). So, we will assume that operator R is defined by means of equality (10). 

 

4.2. Proceed to the construction of the economic factorized difference scheme, considering the 

scheme (6) as the initial.  

We write the difference scheme (6) as follows: 

( ) ,
2

03 fAyyREBy ttt =+++ τ
τν

                                                                           (11) 

where 

                .
2

,,
3

00

1

000

ν
σ

σσσ αα
α

α ==== ∑
=

ARRAR
p

 

Equation (11) can be written as follows: 

( ) ttt ByAyfyRE −−=+ 03

2
τ

τν
 .                                                                           (12) 
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Replacing the operator ∑
=

+=+
p

RERE
1

00

α
αττ  with the factorized operator ( )∏

=

+
p

RE
1

0

α
ατ ,  we 

receive the three-layer factorized scheme  

  ( ) ttt

p

ByAyfyRE −−=+∏
=1

03

2 α
ατ

τν
 .                                                                       (13) 

We use the equality 

         ( ) ,
2

1

0

1

0
p

pp

QRERE τττ
α

α
α

α ++=+ ∑∏
==

 

where 

∏∑∑
=

−

<<<
+++=

p
p

p RRRRRRQ
1

0200000

α
αγβ

γβα
αβ

βα
α ττ L , 

then the difference scheme (12) can be written as follows 

( ) fAyyQREBy ttpt =++++ 203

2
ττ

τν
 ,                                                           (14) 

or, in a canonical form, 

fAyyRBy tt
t

=++
~2τo ,                                                                                       (15) 

where 

               pQBERR
22

1

22

~ 3303 τν
ττ

νν
+−+=  . 

It’s evident, that if ( )10
4

1
2 ≤<

+
≥ εν

ε
σ , then  AR

4

1~ ε+
≥   and  factorized scheme (15) will 

be absolutely stable in H0 . 

 

4.3. Note, that for difference schemes (13) we can construct an efficient numerical algorithm 

using the decomposition of the operator ( )∏
=

+
p

RE
1

0

α
ατ . 

The difference scheme (13) we rewrite as follows 

          ∏
=

=
p

tt FyB
1

,
α

α  

where  ( ).2
,

3

0
tByAyfFAEB −−=+=

τν
στ αα  

Such record of difference schemes gives the opportunity to construct the following 

computational algorithm 
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( )

K

K

.3,2,1,2

,,,3,2,

1
)(

21

)()1()()1(1

=−+=

====

−+

−

jyyvy

yvpvvBFvB

jj
p

j

ttp

τ

αααα
,                                   (16) 

For definition the functions )(αv  at τhx Γ∈  it is necessary to use the following formulas: 

( )txgBBv ttp ,1)( L+= αα   при  ],0[ Tx ∪∪∈ −+
αα γγ  .                                              (17) 

The obtained problems (16)-(17) can be solved by applying one of the one-dimensional 

factorization algorithm (Thomas algorithm) [12]. This algorithm is particularly suitable for solving  

the considered problem in the case, when the function ( )txg ,  does not depend on  t. In this case we 

have homogeneous boundary conditions for functions )(αv  ( )p,,2,1 K=α .  

Thus, the original problem (13) splits into several subtasks, each of which can be solved using 

parallel computing algorithms [13-15]. 

5. Convergence of difference scheme 

5.1. During construction of initial difference scheme (6) we demanded that the solution of 

system of the differential equations (2) belong to the class ( )TGC 2,4 . An approximation error of 

factorized scheme (15) we present in the form 10 ψψψ += , where 0ψ  -- the error of approximation 

of the original scheme (6), the order of which in the considered class is equal to ( )2
hO +τ ,  and 

ttpuQ
2

33
1

ν
τψ = .  

It follows that if  p>2  the requirement ( )2

1 hO += τψ   imposes additional restrictions on the 

smoothness of  solutions of the system of equations (2). However, the aprioristic estimation and the 

theorem of convergence in the norm of space 
)1(

2

o

W  can be obtained under weaker restrictions, than 

the condition of local approximation of the order  ( )2
hO +τ . 

5.2. To proof the convergence of factorized scheme (15) we consider the vector 

function ( ) τhtxuyz Ω∈−= ,, , where u -- the solution of initial problem (2)-(4), and y - the solution 

of the difference scheme (15), (8). 

For grid function  z we receive the following problem 

( ) ( )
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,
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t
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                                                                                    (18) 

where 10 ψψψ +=  -- the error of approximation of difference scheme (15), and ( ) constx =≤ 4νµ . 
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We consider ( )tzz =  as abstract function of time argument τω∈t  with values in H0, where H0  

– set of the vector functions defined on pω  and equal to zero on border hγ  of the grid pω . 

To obtain a priori estimation it is convenient to split  the problem (18) on two tasks: 
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and 
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                                                                                 (20) 

Solution of the problem (18) can be represented as a sum 21 zzz += , where 1z  -- solution of 

the problem  (19)  and 2z  -- solution of the problem  (20). It’s evident, that 1z ∈H0  and  2z ∈H0 . 

5.3. To obtain an a priori estimation we will use the energetic identity corresponding to 

factorized difference scheme (4.1). We will take the scalar product of both members of the equation 

(18) on ( ) zzzzz tt
t

(
o −=+= ˆ2 ττ . Taking into account the form of the operator R

~
 and the relation 

tttt zzz −=τ , we will receive: 
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After some simple transformations we obtain 
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The last equality allows us to obtain the energetic identity, which in the case of problem (18) 

has the form: 
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and ( ) ,0=
tpQ  as the operator pQ  does not depend from  t. 

We use the condition of absolute stability of difference scheme in space  H0, then 
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The operator ( )tAA =   is self-conjugate, positive and Lipschitz- continuous with respect to  t : 
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where 5ν  -- the  Lipschitz constant for the operator  A.   

 Further, if we use a technique from [16] and relations (22), (23), we obtain the following 

estimation  

                            
2

)2(5 zF ν≤ . 

This allows us to write the energetic inequality 
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based on which we can obtain the desired a priori estimate. 

5.4. For further presentation is useful to introduce the following notations: 

        *0
ααα TTA =    or  ,,, **0

αααα ααααα xxxx uTuuTuuTTuA ====  
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Theorem 1.  Let, conditions I-III are satisfied, regularizer R is defined by equality (10) and 

( )0
4

1
2 >=

+
≥ constεν

ε
σ . Then for the solution 1z  of the problem (19) on any sequence of grids  

τhΩ  the aprioristic estimation is fair 
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where 01 >M  -- the constant number which is not dependent on the grid, and the norms ( ) 2

, psq
xµ  

are defined by equalities  (25). 

The proof. Spending the reasoning, similar [16] (the theorem 1), we receive the inequality 

expressing stability of the factorized scheme (19) with respect to initial data 

             ( ) ,,2,1,
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'
1
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j τ  

where 0'
1 >M  -- constant which is not dependent on the mesh.  

Let's transform the right part of the given inequality: 
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Further, to convert an expression ( ) ( )( )xxQp µµ ,   we use Green’s first difference formula [3], 

considering that ( ) 0Hx ∈µ . From this follows the fairness  of  inequality (26). 

The theorem is proved. 

 

Further is required the following 

Lemma. If  constbconsta
T

ba ==






<<> ,,1,
1

min0,0   and  T≤≤τ0 , then 
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−
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,                                                                                              (27) 

where 
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Proof. From inequality (27) can be obtained 
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−
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1

 . 

The smallest value of the denominator of this fraction takes at T=τ . Thus, kmax  is reached at 

T=τ , and if k is defined by (28), the inequality (27) will be valid for any T≤< τ0 .  

 

Theorem 2.  Let, conditions I-III are satisfied. In addition, the regularizer R is defined as 

follows: 
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 does not depend on the grid. Then on any sequence of 

grids for the solution 2z  of the problem (20) the aprioristic estimation is fair 
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where 0,0 32 >> MM  -- constants, which depends only from T,,,, 521 νννε   and area pD . 

Proof.  We rewrite the energetic inequality (4.9) in a form 
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To obtain the aprioristic estimation we transform the expression 
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where ''
2M    is a constant and not depends on the grid. 

On the other hand, the inequality is fair 
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Substituting estimations (31), (32) in an inequality (30), we receive: 
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Using Lemma, inequality (33) can be rewritten as follows: 
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where 876 ,, ννν  -- the positive constants which are not dependent on the grid. 

Sum the last inequality by Tt ,,3,2' Lττ=  and apply the difference analogue of Grönwall's 

lemma [16],  on which basis is obtained a priori estimation (29). 

The theorem is proved. 

Uniting results of theorems 1 and 2, we will convince that the following theorem is fair 

 

Theorem 3. Let, conditions of the theorem 2 are satisfied. Then, on any sequence of grids 

τhΩ   for solution of the problem (18) the aprioristic estimation is fair: 
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where 321 ,, MMM  -- positive constants, which are not depend on the grid. 

Considering an estimation ,
1

1
9

)2(

1 ++ ≥ jj
zz ν  where 09 >ν  -- constant, which is not 

dependent on grid, on the basis of the theorem 3 it is easily possible to receive an aprioristic 

estimation for the solution of the problem (18) in space 
)1(

2

o

W . 

 

Theorem 4. Let, conditions of the theorem 2 are satisfied. Then, on any sequence of meshes 

τhΩ  for solution of the problem (18) the aprioristic estimation is fair: 

      

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,'max'max
2

1

2

22

'0

'
300

'0

'
2

2
1

2

222

0

'
1

)1(

1

,

,
0









++

+








++≤

∑

∑

=

−

≤<≤<

=

+

p

s
qt

s

tttt

p

s
q

s

A

j

psjj

ps

tuMtM

xxxMz

ττψ

µτµτµτ

,         



44 

 

where '
3

'
2

'
1 ,, MMM  -- positive constants, which are not depend on mesh. 

Theorem 5. Let, conditions of the theorem 2 are satisfied,  besides, let solutions of the system 

of the equations (2)  2,4Cu ∈ , when 4≤p , and 2,pCu ∈  when 4≥p . Then the solutions of 

difference problem (15), (8) converge in norm 
)1(

2

o

W  with speed ( )2
hO +τ  to the solution of the 

problem (2)-(4). 
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OLUTIONAL MULTIOBJECTIVE  OPTIMIZATION OF LAYERED PLATES AGAINST 

PENETRATION OF STRIKERS 

N.V. Banichuk, S.Yu. Ivanova,  E.V. Makeev, A.V. Sinitsin 

Moscow, Russia 

 

Abstract. The problem of penetration of rigid projectiles into deformable media and the problem of optimal 

design of protective layered system  have significant  practical  and theoretical interest and studied 

previously in frame of classical  approaches ( see, for  example , [1-5]) The proposed paper is devoted to 

optimal design of layered monolithic plates against  penetration of strikers having supersonic entry velocities 

and based on such modern approaches as multiobjective  statement  of optimization problem and application 

of genetic algorithm for effective finding of global optimal protection system. 

 

 

 

Normal Penetration of Rigid Striker into Deformable Layered Plate at Supersonic 

Entry Velocities. Dynamical high speed penetration  ( with entry velocities up to 32 10∗  m/s)  of 

rigid striker into multi-layered monolithic  plate is described by Newton’s  second law ( written in 

the form of first order differential equation)  and boundary (initial) condition  at 0x = , 

characterizing the entry velocity 

 
2

0, (0)
2

imp

M dv
D v v v

dx
= −     = =  (1) 

Here ( )v v x=  -  distribution  of  velocities, 0impv > -  given impact  (entry) velocity, 0D >  - 

resistance of layers depending on layers material parameters, M - mass of the impactor. Considered 

multilayer structure consists of  n  homogeneous layers from mr  different materials ( , mn r - given 

numbers). These materials lie in the intervals 1i ix x x +≤ < , corresponding to the layer with number 

1i + , and the axis x  is oriented in normal direction to the plate. Its layers are placed between the 

coordinates 

 
1 1

0 0, , 0,1, 2,..., 1

i i i i

n

x x x x

x x L i n

+ +≤ < = + ∆

=   =    = −
 (2) 

where L  is the total thickness of the plate composed of n  layers and  1i+∆  the thickness of  1i +  

layer  ( 1i ix x x +≤ < ) . Assume that the striker has an axisymmetric shape of total length l L<  with a 

truncated conical shape of the nose part  and cylindrical  shape  of the rear part (Fig. 1). Material   

properties of the layer with the number 1i +  ( 1i ix x x +≤ < ) are characterized by two constants: 

dynamical hardness 1

0

iA +  and   material density 1

2

iA + . 
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Fig. 1. Penetration process 

Dynamics of high-speed penetration of absolute rigid striker is modeled with application of 

the following formula, relating the resistance force ( )D x  (leading nose coordinate) with layer’s 

material parameters 0, 2A A , geometrical parameters i∆  and also with the shape of the striker 

( )y y x=  and his length l . We have 

 2

0 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )nose latD x D x D x B x B x v= + = +  (3) 

                                                      2

0 0 0( ) ( ) 2 ( )

x

x

B x r A x A yy dηπ π η η
∗∗

∗

= − ∫                        (4) 

 

3

22

2 2 2

( )
( ) ( ) 2

1

x

x

A yy
B x r A x d

y

η

η

η
π π η

∗∗

∗

= −
+∫  (5) 

Here 0r >  - radius of truncated nose part (Fig. 1). Independent variable x  in the presented 

expressions (3)-(5) varies in limits 0 x L l≤ ≤ +  and describes the position of front noise part in the 

considered coordinate system, while the values *x  and **x characterize the different stages of 

striker’s penetration into the layered plate and sizes of domains of contact interaction between   

penetrator and layered media. Thus at initial stage  (incomplete entre  of  striker) i.e. for 0 x l≤ ≤  

we  have 0, .x x x∗ ∗∗=   =  At the second stage  ( complete penetration  of  striker), when l x L≤ ≤ ,  

we will have x x l∗ = −  and .x x∗∗ =  At the third stage  ( incomplete exit of strike)  i.e. for 

L x L l≤ ≤ + , we assume , .x x l x L∗ ∗∗= −   =  

 If the initial (entry) penetration velocity (0) impv v= is such that  

 
( ) 0, [0, )

( ) 0x L l

v x x L l

v = +

>   ∈ +

=
 (6) 
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then the impact velocity is called “ballistic limit velocity”, i.e.  

 (0) imp BLVv v v= =  (7) 

This velocity is taken as the main protective characteristic (criteria) of the layered structure. 

 For efficient evaluation of  BLVv  it is convenient  to introduce a new space variable ξ : 

 ,L l x d dxξ ξ= − −   = −  (8) 

and transform  the initial value problem (1), (3), (4), (5) to the following form 
2

2( )
dv

v
d

β α
ξ

= +                (9) 

  2

0( ) 0v ξ = =              (10) 

 0 2

2

2
,

B B

B M
α β=   =  (11) 

Thus for given distribution of materials in the layered plate the distribution of strikers velocities and 

the ballistic limit velocity 

 ( )BLV L lv v ξ = +=  (12) 

are found from the solution of Cauchy problem (9)-(12). 

 
Multiobjective  Optimization of Layered Plate Structure with Application of Genetic 

Algorithm. Note that the properties of nongomogeneous layered plate are described  by piece-wise 

constant functions 

 1 1

0 0 2 2( ) , ( ) ,i iA x A A x A+ +=   =   1[ , )i ix x x +∈  (13) 

where 1 1

0 2,i iA A+ +   some given constants and  0,1, 2,..., 1i n= − . In what follows we use some discrete  

piece-wise constant functions ( ) tt x ∈ Λ : 

 { }: ( ), [0, ], { }t it t t x x L t t iΛ = =   ∈   ∈ =   (14) 

to characterize the  material properties of the layer  1( )i ix x x +≤ <  with number 

1i + ( 0,1, 2,..., 1i n= − ) by two constants: 1

0

iA +  (dynamical hardness) and  1

2

iA +  (density). 

 1 1

0 2 0 2, {( ) , ( ) }, 1,2,....,i i

s s mA A A A s r+ +  ∈    =  (15) 

which correspond to the material with  number s . The number of considerate   materials mr  is 

given. This function  ( )t x  will considered as a desired design variable.  

In what follows 0BLVv > can be considered as a maximized positive value or, in equivalent 

form, the negative value (- BLVv ) will be considered as a minimized functional 
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 ( )v BLVJ v t= −  (16) 

To evaluate the “cost” or the mass of the designed multi-layered plate structure we will use the 

following integral functional 

 
0

( ( ))

L

mJ S k t x dx= ∫  (17) 

where S  - the aria of the  plate layers and 2k A=  in case of mass evaluation. In the frame of 

considered  model , we will investigate  the following multiobjective  optimization problem of 

minimization of the vector-functional  

 ( ) min{ , }
t

T

opt opt V m
t

J J t J J
∈Λ

= =  (18) 

Here tΛ  - the set of admissible design variables. The min  operation in (18) is considered in Pareto 

sense. It means that  

 arg min ( )
t

opt
t

t J t
∈Λ

=  (19) 

if there is no other design variable t%  such that  

 ( ) ( ), ,i i optJ t J t i V m≤   =%  (20) 

and at most for one component criteria ( scalar function jJ ) the rigorous  inequality is satisfied 

 ( ) ( )j j optJ t J t<%  (21) 

In what follows we apply the method of objective weighting that is one of the most effective 

methods of multiobjective optimization.  In accordance with these methods we formulate the 

preference functional as the sum of single objective functional  ,v mJ J  singed with weighting factors  

, :v mC C  

 C v v m mJ C J C J= +  (22) 

 0, 0, 1v m v mC C C C≥   ≥    + =  (23) 

In frame of the method of objective weighting to solve the multiobjective optimization problem (18)  

and to find the Pareto-optimal solution  (Pareto-front),  it is required to solve the following 

substitute problem of minimization of the scalar functional 

 ( ) arg min ( )
t

opt

C C opt C
t

J J t J t
∈Λ

= =  (24) 
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To find solution of multiobjective  optimization problem (18), we apply evolutionary optimization 

algorithm - genetic algorithm [6]. Solution of the problem of the functional ( )CJ t  minimization is 

performed for various given values of the problem parameters. For each subinterval  1[ , )i iξ ξ +  the 

parameters 1

0( ) jA + and  1

2( ) jA +  take the values corresponding to the chosen materials. Populations 

under consideration consist of individuals, represented admissible piece-wise homogeneous plate 

structure. The number N is supposed to be even and is kept constant in the population renewal 

process.  Each individual ( i -number of individual ) of the considered population is described by 

the set of values ( , )t i j , representing the design variable for corresponding subinterval 

1j jξ ξ ξ− ≤ < .  The best  individual, i.e.  the set ( , )t i j  minimizing the preference functional ( )CJ t  

is sought by using the genetic algorithm. 

At the first step of the algorithm we perform initialization of N   individuals of initial  

population by assigning random values to each ( , )t i j element Then at the second step we choose 

some natural number TN N>  and from TN   individuals, selected by the random way, we preserve 

only one individual having the minimum value of  CJ   . Similarly we find the second individual and 

put together the first pair of individuals. All together we compose / 2N  of such pairs. The third 

step consists in performing of crossover operator with some crossover probability 0Cp , 

0(0 1)Cp< < and obtaining of two new individuals from each pair of considered individuals. 

Obtaining N  new individuals gives us new population. The last (fourth) step of the algorithm 

consists in mutation of obtained new population with probability of mutation mp . This step is 

necessary not to stick at the local minimum.  Note that, if the best individual is appeared to be 

worse than the best individual from previous population, then we replace it by old individual. 

Performing iterations that consist of pointed out four steps we realize the monotonic process of 

finding global minimum.   

Optimal distributions of materials have been determined for the case, when 

 1 2 ... ( 20)n

L
n

n
∆ = ∆ = = ∆ =     =  (25) 

and the minimized  weighting  function has the form 

 (1 ) min
t

C v v m m m v m m
t

J C J C J C J C J
∈Λ

= + = − + →  (26) 

where 0 1mC≤ ≤  and the set tΛ   of admissible piece-wise constant functions t includes 

corresponding constraints from (14).  Parameters of genetic algorithm have been taken as                  

N  = 10, 4TN = , 0 0.5Cp = , 0.05mp =  Calculation where completed after 500 of generations for 
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10 different initializations. Characteristics of materials considered as admissible  for optimal 

design of layered plate structure were taken from [7], [8]: 

   1s =  - aluminum   6

0 1 2 12 3

N Kg
( ) 350 10 , ( ) 2765

m m
A A= ⋅     = ; 

   2s =  - soft steel 
6

0 2 2 22 3

N Kg
( ) 1850 10  , ( ) 7830

m m
A A= ⋅    =  

   3s =   - copper  6

0 3 2 32 3

N Kg
( ) 910 10 , ( ) 8920

m m
A A= ⋅     =  

4s =   - duraluminum  6

0 4 2 42 3

N Kg
( ) 1330 10 , ( ) 2765

m m
A A= ⋅     =  

In Fig. 2 optimal materials distributions depending on layer number are presented for 0.2mC = , 

0.1L = m. The variant a) is for cylindrical striker of radius 0.005r = m, mass 0.05M = Kg. The 

first 7 layers are made from copper ( 3s = , black pieces), the other 13 – soft steel ( 2s = , gray 

pieces). Variant b) illustrates the case of conical striker penetration (length of conical part - 

0.02l = m, radius of cylindrical part - 0.005R = m, mass - 0.05M = Kg). The first 15 layers – steel 

( 2s = , gray pieces), the other 5 layers – duraluminum ( 4s = , white pieces). The variant c) 

corresponds the case of truncated conical striker penetration (length of conical part - 0.02l = m, 

radius of cylindrical part - 0.005R = m, radius of truncated nose 0.002r = m, mass - 0.05M = Kg). 

In this case the optimal structure is made from steel.  

                     а) 

3 3 3 3 3 3 3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

 

                    

                    b) 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 4 4 4 4 

 

                    

                     c) 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

 

                    

 

Fig. 2. Optimal layered structures 
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Fig.3. Striker velocity dependence on layer number  

In Fig. 3 the dependence of penetration velocity on the layer number is presented for 0mC = . 

Dashed line corresponds to cylindrical striker, thick solid line – conical striker and hare line – 

truncated conical impactor. The last four (21-24) layers showed in Fig. 3 are the additional layers 

(air layers) for realization of calculation process. In Fig. 4 the dependence of minimizing functional 

CJ  on the weight coefficient mC  is presented for cylinder (dashed line), truncated cone (hare line) 

and thick solid line (cone). 
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Fig.4. Dependence of minimizing functional CJ  on weight coefficient mC  
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НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ ИЗГИБА УПРУГОЙ ПОЛУПОЛОСЫ, 

ДОПУСКАЮЩИЕ АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ 

Н.В. Баничук, А.А. Барсук, С.Ю. Иванова, А.В. Синицын 

Москва, Россия и Кишинев, Молдова 

 

Абстракт. Асимптотический анализ применен для решения бигармонической задачи изгиба тонкой 

упругой пластинки, имеющей в плане форму прямоугольной полуполосы при различных краевых 

условиях на торцах. Использовано представление рассматриваемой сингулярно возмущенной задачи в 

виде суммы регулярной части и погранслоя. Приведены новые представления для прогибов и 

полученные решения. Отметим, что различные решения задач изгиба содержатся в монографиях [1-4].  

 

 

Изгиб шарнирно опертой вдоль кромок полуполосы поперечной нагрузкой. 

Математическая формулировка обсуждаемой задачи об изгибе полуполосы описывается 

дифференциальным уравнением [1,4] 

 2 , ( 0,0 )D w q x y b∆ = ≥ ≤ ≤    (1) 

граничными условиями опирания кромок при 0,y b=  

 ( ) ( )
0, 0,

0, 0yyy b y b
w Dw x

= =
= = ≥    (2) 

и условиями закрепления торца: шарнирным 

 ( ) ( )
0 0

0, 0xxx x
w Dw y b

= =
= = ≤ ≤    (3) 

или жестким 

 ( ) ( )
0 0

, 0xx x
w w y b

= =
= ≤ ≤    (4) 

Дополнительно учитывается условие ограниченности прогибов  

 ( ) ( )lim ,
x

w x y C y
→∞

= ≠ ∞  (5) 

В соответствии с представлениями асимптотического анализа решение ( ),w x y  краевых 

задач (1)- (5) представляются в виде суммы регулярной ( ),rw x y  и нерегулярной ( ),qW x y  

частей, т.е.  

 ( , ) ( , ) ( , )q

rw x y w x y W x y= +  (6) 

где ( ),rw x y дается выражением  
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 2( , ) ( )( ( ))
24

r

q
w x y y b y b y b y

D
= − + −  (7) 

Нерегулярная часть представляет собой решение краевых задач для уравнений 

 
4 4 4

2

4 2 2 4
2 0

q q q
q W W W

W
x x y y

 ∂ ∂ ∂
∆ = + + = ∂ ∂ ∂ ∂ 

 (8) 

с условием ограниченности решения 

 ( ) ( ),qW x y C y= ≠ ∞  (9) 

и краевыми условиями при 0,y b=  

 ( ) ( ) ( ) ( ),0 ,0 , , 0q q q q

yy yyW x W x W x b W x b= = = =  (10) 

а также с условиями на границе 0x =  (торце), отвечающими, соответственно, опиранию и 

жесткому защемлению 

 ( ) ( )20, ( )( ( )), 0, 0, 0
24

q q

xx

q
W y y b y b y b y W y y b

D
= − − + − = ≤ ≤       (11) 

 ( ) ( )20, ( )( ( )), 0, 0, 0
24

q q

x

q
W y y b y b y b y W y y b

D
= − − + − = ≤ ≤       (12) 

Отметим, что поскольку все соотношения сформулированных краевых задач инвариантны 

относительно операции y b y→ − , то решения ( ),qW x y  представляют собой четные 

относительно переменной y  функции ( ) ( ), ,q qW x y W x b y≡ − . В соответствии с этим, а 

также с условиями шарнирного опирания кромок решение ( ),qW x y  ищется в форме 

тригонометрического ряда 

 ( ) ( )2 1 2 1 2 1 2 1

0 0

2
, sin , ( ) ( , )sin

b

q q

n n n n

n

W x y u x y u x W x y ydy
b

λ λ
∞

+ + + +
=

= =∑ ∫    (13) 

Здесь ( )2 1 2 1 /n n bλ π+ = + , а Фурье-компоненты находятся из решения дифференциального 

уравнения 

 ( ) ( )2 4

2 1 2 1 2 1 2 1 2 12 0, 0,1, 2,...n n n n nxxxx xx
u u u nλ λ+ + + + +− + = =    (14) 

с граничными условиями шарнирного опирания торца 

 ( ) ( )( ) ( )2 1 2 1 2 1 2 15 0
2 10

2 4
0 (0, )sin , 0,

b

q

n n n nxx x
n

q
u W y ydy u u

b bD
λ

λ+ + + +=
+

= = − = ∞ ≠ ∞∫        (15) 

и с условиями жесткого защемления торца 
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 ( ) ( )( ) ( )2 1 2 1 2 15 0
2 1

4
0 , 0,n n nx x

n

q
u u u

bDλ+ + +=
+

= − = ∞ ≠ ∞       (16) 

Подчиняя общее решение обыкновенного дифференциального уравнения (14) 

сформулированным граничным условиям, приходим в результате к представлениям для 

функции ( ),qW x y  соответственно для случаев шарнирного опирания торца и для жесткого 

защемления. Имеем 

 ( ) 2 12 1 2 1

5
0 2 1

sin4
, 1

2
n xq n n

n n

x yq
W x y e

bD

λλ λ
λ

+

∞
−+ +

= +

 = − + 
 

∑  (17) 

 ( ) ( ) 2 1 2 1
2 1 5

0 2 1

sin4
, 1 n xq n

n

n n

yq
W x y x e

bD

λ λ
λ

λ
+

∞
− +

+
= +

= − +∑  (18) 

Из представлений (17), (18) следует, что нерегулярная часть решения ( ),qW x y  представляет 

собой локализованное в окрестности торца решение. При этом скорость убывания решения 

определяется значением 1 / bλ π=  и не зависит от условий закрепления торца, а определяется 

только условиями закрепления кромок полосы. 

 С использованием введенных в приложении обозначений для сумм с учетом xα → , 

yβ → , d b→  представим (17), (18) в эквивалентном виде 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )5 4 5 4

4 4
, , , , ,

2

q qq x q
W S x y S x y W S x y xS x y

bD bD

 = − + = − + 
 

    (19) 

Применяя конкретные выражения для сумм (см. Приложение), приходим к окончательным 

представлениям для ( ),qW x y  в форме квадратур соответственно для случаев опирания 

торца и его жесткого защемления: 

 
( )

2

0

sin

arctan
3 2

sinh

q

y

q s x bW s ds
x sD

b

π

ππ

∞
 = − +  + ∫  (20) 

 
( )

2

0

sin

arctan
3

sinh

q

y

q s bW s x ds
x sD

b

π

ππ

∞
 = − +  + ∫  (21) 

 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант №11-08-00030а), 

Программы фундаментальных исследований ОЭММПУ РАН №12 и  Программы поддержки 

ведущих научных школ (грант №2611.2012.1). 



57 

 

Приложение. (Вычисление тригонометрических сумм).  Введем обозначение 

( ),nS α β  для сумм тригонометрических рядов вида 

 

( )

( )

2 1 2 1

0 2 1

2 1

sin
, ,

2 1
0, 0 , , 0,1, 2,...

k k
n n

k k

k

S e

k
d n

d

γ α γ β
α β

γ

π
α β γ

+

∞
− +

= +

+

 
=  

 
+

> ≤ ≤ = =

∑

         

  (П1) 

Для удобства вычислений представим ( ),nS α β  в эквивалентной форме 

 ( )
( )2 1

1 2 1

, Im
k i

n n
k k

e
S

γ α β

α β
γ

+− −∞

= +

= ∑  (П2) 

где Im  - операция взятия мнимой части, а i  - мнимая единица. Отметим вытекающие из 

(П1), (П2) зависимости между функциями ( ),nS α β  при 0α >  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

1 2

0 2

, , ,
, ... 1 ...

n
n n

n

S S S
S

α β α β α β
α β

α α α
∂ ∂ ∂

= − = = = − =
∂ ∂ ∂

 (П3) 

а также обращение в ноль ( ),nS α β  при α → ∞ , т.е.  

 ( ), 0, 0,1,2,...nS nβ∞ = =    (П4) 

С использованием дифференциальных свойств (П3) и граничных условий (П4) каждая из 

функций ( ),kS α β  может быть выражена через функцию ( )0 ,S α β  посредством решения 

следующих дифференциальных уравнений с граничными условиями 

 
( ) ( ) ( ) ( )0

,
1 , , , 0, 0,1,..., 1

k
kk

ik

S
S S i k

α β
α β β

α
∂

= − ∞ = = −
∂

       (П5) 

Имеем  

 

( ) ( )

( )
( ) ( )

1 1

1 2 0

1

0

, ... ,

1
, , 1,2,...

1 !

k

k

k

S d d S d

S d k
k

α α α

α

α β α α τ β τ

τ α τ β τ

−

∞ ∞ ∞

∞
−

= =

= − =
−

∫ ∫ ∫

∫    

 (П6) 

Следовательно, вычисление сумм ( ),nS α β  сводится к вычислению суммы 

 ( ) ( )2 1

0

0

, Im k i

k

S e
γ α βα β +

∞
− −

=

= ∑  (П7) 
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Введем обозначение ( )( )exp /q i dπ α β= −  и с учетом определения 2 1kγ +  представим сумму 

( )0 ,S α β  в виде 

 ( ) 2 1

0

0

, Im k

k

S qα β
∞

+

=

= ∑  (П8) 

Поскольку для 0α >  выполняется условие 1q < , то сумма (П8) представляет собой сумму 
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В результате использования (П6), (П9) получаем окончательное выражение для сумм 
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Abstract: Mathematical model has been elaborated to explorate pneumatic equalizing spring 

suspension dynamics,  which represents system of differential equation and describes current 

processes of thermodynamical, thermal and mass transmission in research pneumatic systems. 

Keywords: pneumatic systems, air spring suspension. 
 

INTRODUCTION 

Constructive and technological factors have an influence on the transport cars pneumatic 

springs loading characteristics and the air spring suspension working conditions. Exploitation 

regime of suspension work elasticity elements leads to important change of working gas. Analytical 

representation for the dynamic loading characteristics given in the first and second laws of 

thermodynamics and on the base of transmission of equation make possible to take into 

consideration these factors influence [1]. 

 

BASIC PART 

Peculiarities of current thermodynamical processes taking place in pneumatic spring with 

suspension elements in contrast to the usual pneumatic spring processes, make us to consider: 1) gas 

mass variable; 2) energy, which leeds to the pneumatic springs together with gas or rejected from 

them. Besides transport cars pneumatic springs improvement is connected with the growth of 

pressing level and statical gas pressure in pneumatic springs. That is why at the wide range of 

pressure and temperature changes heat exchange with atmosphere has a considerable influence on 

the system dynamic. For the description of current thermodynamical processes in transport cars 

equalizing pneumatic system, calculation energetic method based on thermodynamic equation of 

mass variable and technical thermodynamics is used to consider the influence of these factors [2,3]. 

While giving mathematical description of current dynamical processes in the researched air 

spring suspension the following fundamental assumptions are made: working body is an ideal gas; 

undulatory processes have no place in connecting tubes; the mass of gas in connecting tubes is 

smaller than the mass of gas in pneumatic spring volume. It is possible to neglect it. Heat exchange 

in connecting tube is too little. 

To explorate pneumatic equalizing air spring suspension dynamic, which represents system 

of differential equations and describes thermodynamical heat and mass exchange processes in 
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researched pneumatic system mathematical model was worked out. Analytical solutions of these 

equations in quadratures were received. As pressing and broadening processes pass in different 

ways, depending on pneumatic spring loading conditions and directions of air stream between them, 

two possible cases are considered: 

1) p1>p2 - corresponding to air direction from pneumatic spring 1 into pneumatic spring 2 
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2) p1<p2 - corresponding to air direction from pneumatic spring 2 into pneumatic spring 1 
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 Variable quantities with index "1" belong to the first pneumatic spring, with index "2" to the 

second pneumatic spring, index "0" shows, that parameter belongs to pressure and broadening start. 

p, V,  T,  G  and  ε  are accordingly gas pressure, volume, temperature, mass and level of pressing;  

α - coefficient of thermal transmission; R - gas constant; H - surface area of pneumatic spring 

transmission; T ′ - temperature of the atmosphere; k - adiabatic exponent; t – time; 

dt
G

H

R

k
S

t

∫
−

=
0 1

11

1

1 α
; dt

G

H

R

k
S

t

∫
−

=
0 2

22
2

1 α
;  

k

V

G

p

T)(k
A 









′−=
01

01

01

1
;  

kVp

T)(k
B

0202

1 ′−= ;       

k

k V

V

Gp

kp
D 










=

02

01

0102

01 ;    
kVp

T)(k
E

0101

1 ′−= ;    

k

k VGp

kp
F

V











=

01

02

0201

02 ;    

k

V

G

p

T)(k
L 









′−=
02

02

02

1
. 

Using the calculation dependences for p1  and  p2  we can define dynamical loading 

characteristics. Herewith effective area changes dependence Fe1,2  on the transference known. 
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Analitical dependences for temperatures to the T1 and T2 pneumatical spring 1 – and to the 

pneumatical spring 2 are received: 

1) when  p1>p2: 

  











 ∗+









∫=

−−
−

t

k

kk

k )dt(S
G

VHα
)(-S

G

G
εTT A

0
1

1

1
111

1

1

01

11
1011 exp1exp ;                                       (5)                           

;
0

1

1

1
111

21

2
1

1

1

0 0 1

2
2

1
2222

2

021
20201

exp

expexp1exp














 +∗
















∗+

∫
∗−

−∫ ∫+=

−

−
−

−

t

k

k

k

k
t t

kk-

)dt(S
G

VHα
kB)dGS

(SG
V

V
)dt(SVHα)(-S

G

G
εTT

D

B

    (6) 

where 

1

01

01

01

1
−










′−=∗
k

V

G

RT

T)(k
A ;    

02
1

0202

1

GVRT

T)(k
B

k−
′−=∗ ;    

1

02

01
1

010202

01

−

− 









=∗

k

k V

V

GGT

kT
D . 

2) when  p1<p2: 

  

;
0

2

2

1
222

12

1
1

2

1

0 0 2

1
1

1
1111

1

011
1011

exp

expexp1exp











∗

 +∗
















∗+

∫−

−∫ ∫+=

−

−
−

−

t

k

k

k

k
t t

kk-

)dt(S
G

VHα
kEF)dGS

(SG
V

V
)dt(SVHα)(-S

G

G
εTT E

         (7) 

  











 ∗+









∫=

−−
−

t

k

kk

k )dt(S
G

VHα
)(-S

G

G
εTT L

0
2

2

1
222

2

1

02

21
2022 exp1exp ;                                         (8) 

where 

01
1

0101

1

GVRT

T)(k
E

k−
′−=∗ ;      

1

01

02
1

020101

02

−











=∗

k

k- V

V

GGT

kT
F ;     

1

02

02

02

1
−










′−=∗
k

V

G

RT

T)(k
L . 

 

The Accepted analytical dependences (1)…(8) give the chance to investigate work of a 

pneumatic system with the connected elastic elements. From these the equation as special cases, it 

is possible to get the equations describing work at dynamic loadings, systems the transport car with 

pneumatic elastic elements with additional volume (let's designate an index «″» ) and with 

individual elastic elements:   
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With individual elastic elements: 
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The received analytical dependences give the chance to investigate work at dynamic 

loadings of vehicles with the connected elastic pneumoelements, with additional volume and with 

individual pneumatic elastic elements, taking into account the thermodynamic processes of heat and 

mass transfer. 

CONCLUSION 

Mathematical model, which describes current thermodynamical processes in spring 

pneumosystem is true for any spring pneumatic system, in spite of its construction and elastic 

elements. From this model calculating dependences for air spring suspension with additional 

capacity and for individual pneumatic spring, are received. 

The analysis for gas pressure changes in equalizing spring showed that pressure difference 

in pneumatic spring depends on the following parameters: statical pressure and pressing level, speed 

of pistons and connecting tube diameter moving. Analytical dependences helped to ascertain, that  

pressure changes while pressing in pneumatic spring less depends on the pressure changes in 

pneumatic spring, in which broadening process takes place. It makes possibility not to take into 

account  ε   value change in the pneumatic spring in which broadening process takes place. 

Pressure differences in pneumatic equalizing spring were determined by means of analytical 

expressions, which showed that critical regime of gas stream in air spring suspension is not reached. 

Maximum pressure differences in air spring suspension little differ from the air spring suspension 

with additional capacity. It makes possible considerably simplify experimental exploration for the 

spring with connecting pneumatic spring. As calculations showed, mistake does not exceed 5…8%. 

With gas statistic pressure decrease the mistake will grow. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ДИНАМИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ ПРОТЕКАЮЩИХ В 
ПНЕВМАТИЧЕСКИХ  СИСТЕМАХ 
Богвелишвили З.В., Иосебидзе Дж.С., Абрамишвили Г.С., Чхеидзе А.П. Галашин В.А., 
Густомясов А.Н. 
Грузинский технический университет, ул.М.Костава 77, 0175, Тбилиси, Грузия 
МГТУ им.Н.Э.Баумана, 2-я Бауманская ул.5, 105005, Москва, Россия 
 

Разработана математическая модель описывающая работу пневматических систем 

подрессоривания транспортных машин со связанными упругими элементами, с 

дополнительными объемами и индивидуальными упругими элементами. Математическая 

модель представляет собой систему дифференциальных уравнении, описывающих 

протекающие в пневмоподвесках  термодинамические, тепло- и массообменные процессы. 
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damuSavebulia maTematikuri modeli, romelic aRwers satransporto 

manqanebis erTmaneTTan dakavSirebul, damatebiT tevadobebian da 

individualur drekad elementebian Seresorebis pnevmatikuri sistemebis 

muSaobas. maTematikuri modeli warmoadgens diferencialuri gantolebebis 

sistemas, romelic aRwers pnevmosakidrebSi mimdinare Termodinamikur, Tbo- 

da masis cvlis procesebs. 
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POSITIONAL CONTROL FOR MULTIDIMENSIONAL DYNAMIC SYSTEM UNDER 
UNCERTAIN INFLUENCE 

 
V. Ivanova, A. Sinitsyn 

 
A.Yu. Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of Russian Academy of Sciences, Moscow 
 

Abstract. The method of constructing a limited positional control of a multidimensional dynamic 

system with viscous friction, potential forces, a limited uncertain influence (interference) is offered. 

The built algorithm guarantees the coming of the system into the phase zero in a finite (not fixed) 

time at any admissible interference and any initial state from the particular bounded region of a 

phase space. The offered method is based on the use of the function similar to Lyapunov function 

and on the system decomposition. This way may be useful for control of a space design with 

viscous-elastic elements or a manipulation robot with viscous friction in hinges, for example. 

Keywords: limited positional control, viscous friction, limited uncertain interference, 

multidimensional mechanical system. 

 

 Introduction. A multidimensional mechanical system with viscous friction, potential forces, 

an uncertain limited interference is considered in a bounded phase movement area. It's required to 

lead such system into the phase zero in a finite (not fixed) time by means of a limited positional 

control. The method of control constructing is offered. The built algorithm guarantees the fulfilment 

of the indicated task at any admissible interference and any initial state from the particular bounded 

region of a phase space. The presented way of solving may be useful for control of a space design 

with viscous-elastic elements or a manipulation robot with viscous friction in hinges, for example. 

 The assumed restrictions on system and movement parameters may be weaker, than the 

corresponding restrictions in the other methods  [1-3]  of solving the similar tasks, because inertia 

terms, viscous friction and a part of potential forces aren't included in an interference and aren't 

compensated by a control in the present research. It may help to reduce demanded modules of 

control components or to expand an acceptable area of movement. The offered method is based on 

the use of the function similar to Lyapunov function. This function helps to apply the system 

decomposition  [4]  and to find the multitude of acceptable initial phase values. The presented work 

generalizes the results of the author  [5]  on the case of a degenerate matrix of viscous friction. 

 Statement of the problem. The dynamic system movement, which is described by 

Lagrange equations 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0, , , 0, , , , , ,M q q B q Q q q U q q Q t q q q q O∗+ = + + ≥ ∈Ω ∈Ω ∈Ω&& & & & & &  (1) 
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is considered, where  q   -  n -dimensional vector of generalized coordinates, Ω   -  a given bounded 

phase movement area, 0Ω   -  an unknown region of admissible initial values of the phase 

coordinates ( ),q q& ,  O   -  the phase origin; ( )M q   -  a known mass matrix, 0TM M= >   

(symmetric), functions ( )M q ,  ( )1M q−   satisfy Lipschitz condition in Ω ;  0B ≠   -  a known 

constant matrix, 0TB B= ≥ ;  ( ),Q q q∗ &   -  a known continuous function; ( ),U q q& , 

( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,Q Q t q q Q t Q t q t q t= = =& &   -  a limited positional control and a bounded uncertain 

interference, 

0 const, 1, ,i iU U i n≤ = =          (2) 

( ) ( ) ( )0 0const , 0, , , 1, ,i i iQ t Q Q t q q i n≤ = = Ω ≥ ∈Ω =&     (3) 

0iU   -  preassigned constants, 0iQ   -  known values. 

 It's required to choose the positional algorithm ( ),U q q&   (2),  which leads the system (1) into 

the phase origin O   in a finite (not fixed) time at any interference realization ( )Q t   (3),  and also to 

find some corresponding area 0Ω . 

 Control choice and the arrival into phase zero. Let's compensate (annul) a part of the 

terms ( ),Q q q∗ &   in (1) by means of some positional control ( ),U q q∗ & . 

 Designations ( ),U q q U U+ ∗= −& ,  rankm B n= ≤ ,  { }diag ,0n m mE E=   -  ( )n n×  matrix, 

where mE   -  the identity  ( )m m×  matrix. 

 After the nondegenerate substitution 

, det 0, const, ,T
n mq P z P P P B P E= ≠ = =       (4) 

the equation (1) is multiplied at the left by the matrix ( )1 1P M q− − ,  the sum 

( ), ,U q q U U∗ += +&           (5) 

( ) 1, , const diag 0,U q q Q M P A P q A∗ −
∗= − − = = ≥&      (6) 

is put into (1), where A   -  any expediently chosen matrix  -  the free parameter of the control 

constructing procedure. The result is 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0, , , , , , , ,n m Z Zz D t E z A z w z z t z z z z z zζ++ + = + ∈Ω ∈Ω&& & & & & &   (7) 

where ( ) TD t D+ += =  ( )( )1 1 1 0TP M q t P− − − > ;  0,Z ZΩ Ω   -  the images of the regions 0,Ω Ω ;  

( )0 0,z z&   -  the image of the point ( )0 0,q q& ; 

( ) 1 1, ,w z z P M U− − +=&          (8) 



67 

 

( ) ( ) ( )( ) 1 1, ,t t z t z t P M Qζ ζ − −= =&         (9) 

-  the positional control and the uncertain interference. 

 Designations 

( ) ( )0 0 0 0 0sup , , , sup , , 1, .i i i i i i iU U q q U U U V U q q i n∗ ∗ + ∗ + +

Ω Ω
= = − = =& &    (10) 

 Let the inequalities 0 0iU + > ,  1,i n= ,  are true. According to (2), (10) it needs to subject the 

sought control U +   to the limitation 

0 0 , 1, .i iV U i n+ +≤ =           (11) 

 The following relations are gotten from (3), (9) 

( ) ( ) ( )0 0const , 0, , , 1, ,i i i Zt t z z i nζ ζ ζ≤ = = Ω ≥ ∈Ω =&     (12) 

( ) ( )1 1
0 0

1

sup , 1, .
n

i j
ij

j

P M Q i nζ − −

Ω =

Ω = =∑        (13) 

 Let's select the sought control  w   in the kind 

( ) 0, , const, 1, ,i i i i i iw w z z w w i n= ≤ = =&        (14) 

0 0 , 1, .i iw i nζ < =           (15) 

 According to (8), (11), it needs to subject the sizes  0iw   to the restriction 

( ) 0 0

1

sup , 1, .
n

j iij
j

P M w U i n+

Ω =

≤ =∑         (16) 

 Let the system of the relations (15), (16), (13) has a solution ( )0 , 1,iw i n= ,  and let any 

such solution is fixed. 

 The block form of (7) is 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0, , , , , , , ,X Xx D t x x u x x t z z x x x xε+ + Λ = + ∈Ω ∈Ω&& & & & &&    (17) 

( ) ( ) ( )1 , , , ,y D t x H y h y y t z zξ+ + = +&& & & & &        (18) 

where  x  -  m -dimensional vector,  ( ),x y z= ,  ( ),u h w= ,  ( ),ε ξ ζ= ;  ( ) TD t D= =  ( )( ) 0D z t >   

as a diagonal block of the matrix D+ ;  XΩ   -  a real movement area in the subspace ( ),x x& ;  0XΩ   -  

a projection of the region 0ZΩ   on the subspace ( ),x x& . 

 Designations  0 0i iu w= ,  1,i m= ;  0 0i iε ζ= ,  1,i m= ;  0 0i m ih w += ,  1,i n m= − ;  

0 0 0i i iw w ζ∆ = − ,  0 0 0i i iu u ε∆ = − ;  ( ) ( ) 0sign 2i i i i iz z w zρ = − ∆ ,  iρ   -  the corresponding curve  

( )i i iz zρ=&   on the phase plane i iOz z&   too; 
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( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ), 1, ; 1, ; sign , ; sign .i i i i i i i i i i i i i i i ig z z z z z z z z z s z zρ ρ ρ= − > < = =& & & & & &  (19) 

 Let's choose the relay control  ( ),w u h=   (14), (15), 

( ) ( ) ( )0 0, , , 1, ,i i i i i i i i i i iu u x x u g x x s x i mε= = ∆ − =& & &      (20) 

( ) ( )0, , , 1, .i i i i i m i i ih h y y h g y y i n m+= = = −& &       (21) 

 The control switches lines are the curves  iρ , 1,i n= ,  and the coordinate axis iOx , 

1,i m= ,  on the phase planes i iOz z& .  It's disregarded a control delay in the paper. Therefore it's 

accepted that all values 1ig ≤ ,  1is ≤   are possible on the switches lines in sliding regimes. 

Besides, it should consider the solution (17) - (21) as a continuous curve ( ),z z& ,  which satisfies the 

equalities (17), (18) almost everywhere on the axis  0t ≥ . 

 Let's introduce the continuous functions 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2
0

1

, 1 2 1 2 , , , , ,
m

i i i i i i i i i i i

i

S x x x x u x S x x S x x S t S x t x t
=

= + Λ + ∆ = = =∑& & & & &  

( ), 0S x x >&   out of the point  0x x= =& ,  ( ),S x x → ∞&   at x x+ → ∞& . 

 The function ( )S t   doesn't increase on any trajectory (17) - (21), (12), because 

( ) ( ) ( )( ) , 0 ,

t

s
S t S D q x x ds t

τ

τ τ≤ − ⋅ ≤ ≤∫ & &        (22) 

where ( )Dx x⋅& &   -  the scalar multiplication. This permits to select the set 0ZΩ   (7)  in the kind 

( ) ( )( ){ }0 , , , 0 ,Z Z z t z t tΩ = Φ ⊆ Ω Φ = ≥&U       (23) 

where Φ   -  the closure of the set Φ ,  Φ   -  the union of all trajectories ( ),z z&  (17) - (21)  at any 

realizations  ( )tζ  (12)  with any beginnings from the multitude 

( )( ){ }0 0 0 0 0, , 0 ,Xx x y y∈Ω = =& &         (24) 

0XΩ   (17),  in turn, is chosen in the kind 

( ){ }0 , const .X X S x x S∗Ω = Ω = ≤ =&         (25) 

Such set 0Z ZΩ ⊆ Ω   exists, because the real area of the movement (17) - (21), (12) tightens into the 

point O   at 0S∗ →   (25)  [1]-[4]  and coincides with 0ZΩ   at enough small values S∗   in 

accordance with constructing. 

 So, any trajectory with a beginning in 0Z ZΩ = Φ ⊆ Ω   can't go from 0ZΩ . 

 The consequence from (22) is the property 
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( )( ) ( ){ }lim 0
t

D q t x t
→∞

=&  

[5] on any trajectory (17) - (21), (12). This property allows to decompose  [4]  the subsystem (17), 

(20), (12) into the one-dimensional independent equations after an enough big moment  t∗ ,  

depending on a trajectory. 

 That to provide the coming of the decomposed subsystem (17), (20), (12), t t∗≥ ,  into the 

point  0x x= =& ,  it needs to enter the additional restriction on system and movement parameters 

0 0 3, 1, ,i iu i mε < =           (26) 

along with (15), (16), i.e. let the relations system (15), (16), (26), (13) has a solution ( )0 , 1,iw i n= ,  

and let any such solution is fixed. Then the trajectory ( ),x x&   of the decomposed subsystem arrives 

into the point  0x x= =&   in a finite time T∆ ,  i.e.  ( ) ( ) 0x t x t= =&   at  t t T∗≥ + ∆ . 

 The friction disappears in (18) at  t t T∗≥ + ∆ ,  consequently, the trajectory ( ),y y&  (18), (21), 

(12)  comes into the point  0y y= =&   in a finite time too  [1]-[4]. 

 So, the system (17) - (21), (12) with a beginning in the built region 0ZΩ   (23) - (25)  will 

arrive into the phase origin O   in a finite time. 

 The formula of the corresponding positional control U   (1), (2)   

( ) ( ) ( )1 1 1, , , , ,U q q Q M P A P q U U q q M P w P q P q− + + − −
∗= − − + =& & &    (27) 

is gotten from (4) - (6), (8), where  w   -  the relay algorithm (20), (21), (15), (16), (26), (13). 

 Example of constructing the solution.  The horizontal movement of a two-link 

manipulation robot is considered. The design parameters and the limits on the controlling moments 

coincide with the data in the example from  [2].  But the viscous friction in both hinges and the 

external limited uncertainty Q   are added into the system. The assumed numerical data satisfy the 

relations 0 0 1 10i iQ U ≤ ,  1,2i = ,  where 0iU , 0iQ   -  the constants from (2), (3). The parameters of 

the procedure of constructing the control  w u=   (20)  were chosen on purpose to provide the 

comparatively simple form and the maximum sizes of the corresponding set { }0 0G q= Ω =&I ,  

where  q   -  the relative angles of the rotation of the manipulator links, { }0 constSΩ = Ω = ≤ .  The 

result is { }1,5 , 1,2; 0iG q rad i q= ≤ = =& . 

 Conclusions. The limited positional control constructing procedure for a multidimensional 

dynamic system with viscous friction, potential forces, an uncertain limited interference is offered. 

It’s proved that the built control (27) guarantees the impossibility of the system exit out of the given 

bounded phase movement area and the arrival of the system into the phase zero in a finite (not 
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fixed) time at any admissible interference and any initial state from the built particular bounded 

region (23) - (25) of a phase space. The presented work generalizes the results of the author  [5]  on 

the case of a degenerate matrix of viscous friction. The assumed restrictions on system and 

movement parameters may be weaker, than the corresponding restrictions in the other methods  [1-

3]  of solving the similar tasks, because inertia terms, viscous friction and a part of potential forces 

aren't included in an interference and aren't compensated by a control in the given research. 

Therefore the presented way of solving may help to reduce demanded modules of control 

components or to expand an acceptable area of movement and may be useful for control of a space 

design with viscous-elastic elements or a manipulation robot with viscous friction in hinges, for 

example. 

 The given method of leading the mechanical system into the point O   is offered for the case, 

when the dissipative matrix block ( )D t   (17)  is nondiagonal,  2m ≥ .  If ( )D t   is diagonal, the 

presented method isn’t necessary and the ways  [1]-[4]  should be implemented for positional 

control constructing. 

 Acknowledgement. The paper is supported by RFBR (grant 11-08-00030a). 
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sivrciTi, aramuSa rxevebis gavlenasivrciTi, aramuSa rxevebis gavlenasivrciTi, aramuSa rxevebis gavlenasivrciTi, aramuSa rxevebis gavlena    
fxvieri tvirTis vibraciul moZraobazefxvieri tvirTis vibraciul moZraobazefxvieri tvirTis vibraciul moZraobazefxvieri tvirTis vibraciul moZraobaze    

    
vvvv. . . . zviadaurizviadaurizviadaurizviadauri, , , , gggg. . . . gogiagogiagogiagogia, , , , mmmm. . . . WeliZeWeliZeWeliZeWeliZe, , , , gggg. . . . TumaniSviliTumaniSviliTumaniSviliTumaniSvili, , , , TTTT. . . . nadiraZenadiraZenadiraZenadiraZe    

    
saqarTvelosaqarTvelosaqarTvelosaqarTvelos teqnikuri universisteti s teqnikuri universisteti s teqnikuri universisteti s teqnikuri universisteti     

manqanaTa meqanikis institutimanqanaTa meqanikis institutimanqanaTa meqanikis institutimanqanaTa meqanikis instituti    
    

reziumereziumereziumereziume    

ganxilulia vibromanqanaSi aramuSa rxevebis aRmocenebis mizezebi; 

Sedgenilia  datvirTuli rezonansuli vibromkvebavis maTematikuri modeli 

da maTematikuri modelirebis saSualebiT naCvenebia aramuSa sivrciTi 

rxevebis gavlena  tvirTis vibraciuli moZraobis xasiaTze. DnaCvenebia, rom 

zogierTi aramuSa rxevis kombinaciiT ZiriTad rezonansul rxevasTan 

miiRweva moZraobis siCqaris da intensivobis gazrda, rac konstruqciulad 

ganxorcielebadi amocanaa.  

sakvanZsakvanZsakvanZsakvanZo sityvebi:o sityvebi:o sityvebi:o sityvebi: vibraciuli mkvebavi; fxvieri tvirTi; damzadebis da 

awyobis cdomilebebi; aramuSa rxevebi; maTematikuri modeli da 

modelireba; cdomilebebis gavlena tvirTis vibraciul moZraobaze. 

    

SesavaliSesavaliSesavaliSesavali    

vibraciuli satransporto - teqnologiuri manqanis muSaobis procesze 

mravali faqtori axdens gavlenas [3], romelTa Soris SeiZleba gamoiyos:     

1. vibraciuli manqanis Semadgeneli nawilebis damzadebis da awyobis 

cdomilebebi; 2. damzadebis da awyobis Sedegad aRmocenebuli aramuSa 

sivrciTi rxevebi; 3. muSa organos sixiste; 4. dasamuSavebeli masalis Tvisebebi; 

5. vibroamZravis maxasiaTeblebi; 6. muSa organos rxevis parametrebi. 

aRniSnuli faqtorebis gavlenis kvleva vibraciuli satransporto-

teqnologiuri manqanis muSa procesebze tradiciulad iTvaliswinebs modelur  

da fizikur eqsperimentebs. pirvel SemTxvevaSi igulisxmeba 

urTierTdakavSirebuli maTematikuri gantolebebis kompiuteruli modelireba 

da kvleva, xolo me-2 SemTxvevaSi – Sesabamisi fizikuri eqsperimentebis 

Catareba da SemdgomSi Sedegebis Sejereba da analizi. 

 warmodgenil naSromSi, kompiuteruli modelirebis safuZvelze, 

ganxilulia da gamokvleulia manqanis zogierTi uzustobebis gavlenis 
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xasiaTi vibraciul teqnologiur procesze, moyvanilia Sedegebi da maTi 

analizi. 

SesaZlo konstruciuli cdomilebebiSesaZlo konstruciuli cdomilebebiSesaZlo konstruciuli cdomilebebiSesaZlo konstruciuli cdomilebebi 

vibromanqanebis meqanikur sistemebSi mniSvnelovan rols asruleben 

drekadi kvanZebi da maTTan dakavSirebuli elementebi. gansakuTrebuli roli 

eniWeba TviT drekadi elementebis, magaliTad zambaris specifikas – igi irxeva 

ara marto iZulebiTi Zalis mimarTulebiT, aramed asrulebs brunviT da ganivi 

mimarTulebis rxevebsac. Cveulebrivad, aramuSa rxevebi mcire sididisaa, ar 

gaiTvaliswinebian kvlevebis dros da iTvleba, rom mniSvnelovnad ar 

moqmedeben teqnologiur procesze; magram didi rxevebis dros aseT uzustobas 

SeuZlia moaxdinos sagrZnobi gavlena manqanis muSa procesebze. 

meore mizezi aramuSa rxevebis aRmocenebisa aris daSvebebi  

damuSavebis sizusteze drekadi elementebis masebTan SeerTebis 

zedapirebze; gadaxrebi daSvebis zRvrebSic ki rxevebis didi amlitudis 

dros iwveven aramuSa rxevebs, romlebic gavlenas axdenen teqnologiuri 

procesebis xarisxze [1, 2]. 

Semdegi faqtori, romelis arRvevs muSaobis process, aris Zalis muSa 

organize gadacemis uzustoba. 

am SemTxvevaSi uzustobis gamowveva SesaZlebelia rogorc aRmgznebi 

Zalis mxridan, aseve drekadi elementebis araswori ganlagebis Sedegadac.  

nax. 1-ze sqematurad aris naCvenebi zemoTaRnioSnuli gadaxrebis Sedegad 

miRebuli m1 - masis mdgomareoba:  a) 
1111

zyxO  -saproeqto (idealuri) 

mdgomareobaa,  '

1

'

1

'

1

'

1
zyxO   ----  RerZebis  mdgomareoba   montaJis   uzustobebis  

 

 

 

 

 

 

 

                        

        nax. 1. nax. 1. nax. 1. nax. 1. m1 - masis mdgomareoba cdomilebebis gaTvaliswinebiTmasis mdgomareoba cdomilebebis gaTvaliswinebiTmasis mdgomareoba cdomilebebis gaTvaliswinebiTmasis mdgomareoba cdomilebebis gaTvaliswinebiT    
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gaTvaliswinebiT; b) "

1

"

1

"

1

"

1
zyxO  ---- Zalis arasworad gadacemiT gamowveuli 

gadaxrebi; c) RerZebis ganlagebis cdomilebebi eileris kuTxeebSi. 

    

koodinatTa RerZebis koodinatTa RerZebis koodinatTa RerZebis koodinatTa RerZebis gadaxrebi.gadaxrebi.gadaxrebi.gadaxrebi.    

           nax. 2-ze    naCvenebiaY eleqtromagnituri vibromkvebavis sqema muSa organoTi 

m1 da  tvirTiT m2.  1 1 1 1O x y z     koordinatTa sistema Seesabameba manqanis idealur 

mdgomareobas. O1x1 RerZi emTxveva vibroamZravidan muSa organoze gadacemuli 

eleqtromagniuri Zalis mimarTulebas. vibromanqanis damzadebis uzustobebis 

da araswori montaJis gamo Zalis modebis realuri wertili '

1O     

gadaadgilebulia 1O ----is mimarT ex,  ey,  ez  eqscentrisitetebiT. amasTanave 
' ' ' '

1 1 1 1O x y z  

RerZebi gadaxrilia 1 1 1 1O x y z  RerZebis mimarT    kuTxeebiT    0 0 0, ,θ ψ ϕ         (nax.1).  

aRniSnuli kuTxuri uzustobebi iwvevs aRmgznebi Zalis Q(t) gadaxrebs, 

romelTa gegmilebi koordinatTa sistemis ' ' ' '

1 1 1 1O x y z  RerZebze ganisazRvreba 

mimmarTveli kosinusebis meSveobiT: 

  
'
1

0 1 1( sin cos )
x

Q Q ψ α α= + ; '
1

0 1 0 1( cos sin )
y

Q Q ϕ α θ α= + ;
 

'
1

0 1 1( cos sin )
z

Q Q ψ α α= + ;(1) 
 
   

        
          

                                                                           
                          

  
          

                         
                                                                                

 

 

 

 

 

 

 

 
     
 

nax. 2. nax. 2. nax. 2. nax. 2. datvirTuli muSa organos  ganlagebis cdomilebebidatvirTuli muSa organos  ganlagebis cdomilebebidatvirTuli muSa organos  ganlagebis cdomilebebidatvirTuli muSa organos  ganlagebis cdomilebebi    
    

 

sadac 1α α β= + ;;;; α – muSa organos daxris kuTxe; β – vibraciis kuTxe; kuTxeebis 

0 0 0
, ,θ ψ ϕ   mniSvnelobebi mcirea da amitom, mimmarTveli kosinusebis gaSlisas 

mwkrivSi gaiTvaliswineba mxolod wrfivi Sesakrebebi. 
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moZraobis maTematikuri modeli.moZraobis maTematikuri modeli.moZraobis maTematikuri modeli.moZraobis maTematikuri modeli.    

muSa organos sivrciTi moZraobis gantolebebi miiReben saxes: 

11

'

11

.

1

..

1 xxxx Qkxkxcxm =−++ θ ; 
11

'

11

.

1

..

1 yyyy Qkykycym =−++ ψ ;    

11

'

11

.

1

..

1 zzzz Qkzkzczm =−++ ϕ .                                            (2) 

'
1

.. .
'

1 1 1 1 ;
x

J c k k x Mθ θ θ θθ θ θ+ + − =
            

'
1

.. .
'

1 1 1 ;
y

J c k k y Mψ ψ ψ ψψ ψ ψ+ + − =          

    
'
1

.. .
'

1 1 1 1 z
J c k k z Mϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ+ + − = ,,,,                                       (3) 

 sadac
1x

M , 
1y

M , 
1z

M - momentebis gegmilebi miiRebian gamosaxulebidan .M Q e= ; 

, , , , ,x y zc c c c c cθ ψ ϕ    _ drekadi sistemis dempfirebis koeficientebi;  

, , , , ,x y zk k k k k kθ ψ ϕ  
- sixistis koeficientebi;

 

' ' ' ' ' ', , , , ,x y zk k k k k kθ ψ ϕ -koeficientebi,  

romlebic  akavSireben  ganiv-brunviT da grZiv-grexviT rxevebs; Q=Qo f (t),sadac 

Qo aRmgznebi Zalis koeficientia;  f(t) - aRmgznebi Zalis cvlilebis kanoni ; Jθ, Jψ, 

Jφ – masebis inerciis momentebi sakuTari RerZebis mimarT. Ggantolebebis 

marjvena nawilSi (3), aRmgznebi Zalis gegmilebSi, (1) da (2)-sgan gansxvavebiT 

gaTvaliswinebulia koordinatTa RerZebis dinamikuri gadaxrebi  θ1, ψ1, ϕ1.    

    tvirTis sivrciTi xazovani moZraobis gantolebebSi SenarCunebulia 

moZraobis urTierTdamakavSirebeli, namravlebis saxis me-2 rigis arawrfivi 

wevrebi [3]: 

,cos)()(cossin
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θψψ
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sadac A, B, B1, C
‘
, D, E, E1, C  koeficientebi axasiaTeben tvirTis mdebareobas muSa 

organos zedapiris mimarT [2, 3] (moZraoba zedapirTan erTad Tu misgan 

mowyvetiT – haerSi); yN , zN
 
- tvirTis normaluri reaqciebi muSa organos 

zedapirebis mimarT; (1.4) gantolebebi gansxvavdebian masalis sivrciTi 

moZraobis zogadi gantolebebisagan wevrebiT, romlebic warmoiSobian 0 0 0, ,θ ψ ϕ      

cdomilebebis Sedegad.    
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   (3) da (4) gantolebebi eleqtromagnituri vibroamZravis aRmgznebi Zalis 

gamosaxulebasTan erTad amoixsna uzustobebis Semdegi mniSvnelobebisTvis:
   
 

                             000 ,, ϕψθ = 0 ÷ 9
0
;     ex, ey, ez  = 0 ÷ 0,015 rad.                   (5) 

    
maTematikuri modelirebis zogierTi Sedegi.maTematikuri modelirebis zogierTi Sedegi.maTematikuri modelirebis zogierTi Sedegi.maTematikuri modelirebis zogierTi Sedegi.    

            maTematikuri modelireba Catarda eleqtromagnituri vibroamZravis 

Semdegi rezonansuli muSa reJimebisTvis: ZiriTadi (50 hc), subharmoniuli 

(25 hc), superharmoniuli (100 hc). aRniSnulidan, ZiriTadi da subharmoniuli 

eleqtromagnituri vibromkvebavebis moZraobis gantolebebSi koeficientebis 

saxiT realuri fizikuri monacemebia Setanili; superharmoniuli manqanis 

moZraobis gantolebebSi – pirobiTi. 

   vibromanqanis normaluri muSaobis dros, rodesac parazituli sixSireebi 

Sors arian rezonansulidan, uzustobebi mocemul zRvrebSi  ar avlenen 

sagrZnob  gavlenas transportirebis procesze. Aamitom gamoyenebuli iqna 

aseTi midgoma: yoveli aramuSa sivrciTi moZraobis mimarTulebiT ricxviTi 

eqsperimentis dros, vibromanqanis maTematikur modelSi moxda rezonansuli 

rxevis generireba da mxolod amis Semdeg uzustobebis zrdas SeeZloTT 

gamoiwvia transportirebis procesis sagrZnobi darRveva. 

   Nnax. 3-ze moyvanilia siCqarisa (V), traeqtoriis (z2) da normaluri reaqciis 

(Nz) damokidebuleba koordinatTa RerZebisa da aRmgznebi Zalis mimarTulebis 

cdomilebebisagan 000 ,, ϕψθ , ex, ey, ez. grafikebi agebulia muSa organos aramuSa 

θ1 rxevis SeyvaniT rezonansSi uzustobebis erTdrouli cvlilebebiT. 

manqanis muSa reJims warmoadgens rezonansuli vibracia O1x1 (nax.2) –is 

mimarTulebiT (ωexc=ωx=50 hc), romelic mudmivia eqsperimentis periodSi;  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    

nax. 3.  moZraobis parametrebis (nax. 3.  moZraobis parametrebis (nax. 3.  moZraobis parametrebis (nax. 3.  moZraobis parametrebis (V, z2) damokidebuleba vertikaluri rxevis ) damokidebuleba vertikaluri rxevis ) damokidebuleba vertikaluri rxevis ) damokidebuleba vertikaluri rxevis 
((((z1) da cdomilebebisgan  ) da cdomilebebisgan  ) da cdomilebebisgan  ) da cdomilebebisgan      
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 nax. 4.  moZraobis parametrebis (nax. 4.  moZraobis parametrebis (nax. 4.  moZraobis parametrebis (nax. 4.  moZraobis parametrebis (V, z2,    y2) damokidebuleba ganivi rxevis () damokidebuleba ganivi rxevis () damokidebuleba ganivi rxevis () damokidebuleba ganivi rxevis (y1) ) ) ) 
da cdomilebebisgan  da cdomilebebisgan  da cdomilebebisgan  da cdomilebebisgan      

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    
    

    

nax. 5.  moZraobis parametrebis (nax. 5.  moZraobis parametrebis (nax. 5.  moZraobis parametrebis (nax. 5.  moZraobis parametrebis (V, z2) damokidebuleba b) damokidebuleba b) damokidebuleba b) damokidebuleba brunviTi rxevis (runviTi rxevis (runviTi rxevis (runviTi rxevis (θθθθ1111) ) ) ) 
da cdomilebebisgan  da cdomilebebisgan  da cdomilebebisgan  da cdomilebebisgan      

    
             

    sivrciTi rxevebi, romlebic Sedian rezonansSi maTi gaZlierebisa da 

Sesabamisad, procesze gavlenis gamokvlevisaTvis, ZiriTadad arian 

rezonansamde rxevebi; maTi  fazebi an emTxveva, an mcired gansxvavdebian 

muSa rezonansuli rxevebisagan. 

    cxadia, rom igive axlorezonansuli rxevebi, romelTa sakuTari 

sixSireebi mdebareoben rezonansis Semdeg areSi, gansxvavebul gavlenas 

moaxdenen vibromanqanis igive muSa procesze. 
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   Nnax. 4-ze naCvenebia grafikebi, romlebic aRweren fxvieri masalis 

moZraobis siCqaris (V) da traeqtoriebis (z2, y2) damokidebulebas 

vibromanqanis damzadebis cdomilebebis cvlilebisagan subharmoniuli muSa 

reJimis pirobebSi; grafikebi agebulia muSa organos aramuSa y1 rxevis 

SeyvaniT rezonansSi uzustobebis erTdrouli cvlilebebiT.   ZiriTad da 

subharmoniul rezonansul reJimebSi transportirebis procesze 

uzustobebis gavlenis kanonzomierebas aqvs araerTgvarovani xasiaTi. 

   superharmoniuli rezonansuli reJimisTvis msgavsi damokidebulebebi 

naCvenebia nax. 5 – ze.  unda aRiniSnos, rom subharmoniuli manqanebisgan 

gansxvavebiT, superharmoniulma rezonansulma manqanebma aqamde ver hpoves 

praqtikuli gamoyeneba. es aixsneba maTSi dinamikuri datvirTvebis, 

energodanaxarjebis, konstruqciis metaloSemcvelobis gazrdiT. amitom 

superharmoniul reJimSi muSaobisas vibrotransportirebis procesis 

gamokvlevas jer-jerobiT aqvs Teoriuli xasiaTi, miuxedavad imisa, rom 

arsebul eleqtromagnitur vibraciul manqanebSi SesaZlebelia aseTi 

reJimebis praqtikuli realizeba maTi konstruqciis umniSvnelo 

cvlilebebis pirobebSi. 

    Catarebulma modelurma gamokvlevebma aCvena, rom manqanis damzadebisa 

da montaJis cdomilebebi da maT niadagze aRmocenebuli parazituli 

rxevebi arRveven teqnologiuri procesebis normalur (proeqtiT 

gaTvaliswinebul) mimdinareobas da xSir SemTxvevaSi iwveven ZiriTadi 

dinamikuri da saeqsploatacio parametrebis gauaresebas. 

    magram, aseve aRsaniSnavia, rom rig SemTxvevebSi transportirebis 

siCqare inarCunebs mudmiv mniSvnelobas an aqvs gazrdis tendencia; es 

iZleva safuZvels, CavTvaloT, rom calkeul SemTxvevebSi imis nacvlad, 

rom SevamciroT daSvebebi cdomilebebze minimumamde (rac warmoadgens 

sakmaod Znel amocanas), mizanSewonilia  Seiqmnas vibroamZravis iseTi 

konstruqcia, sadac SesaZlebeli iqneba aRmgznebi Zalisa da momentis 

marTva; aseT SemTxvevaSi mizanSewonili iqneba moZraobis im rxevebis 

gaZliereba, romelTa kombinacia ZiriTad muSa vibraciasTan xels uwyobs 

teqnologiuri procesis gaumjobesebas – tvirTis moZraobis siCqaris da 

intensivobis gazrdas. 
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d a s k v n e b i d a s k v n e b i d a s k v n e b i d a s k v n e b i     

ganxilulia, vibromanqanis damzadebisa da awyobis cdomilebebis 

Sedegad  aRmgznebi Zalis mimarTulebisa da    koordinatTa RerZebis 

gadaxrebi maTi saproeqto mdgomareobidan. aRniSnuli gadaxrebi Seyvanilia 

moZraobis gantolebaTa sistemaSi, rac saSualebas iZleva  gamokvleul 

iqnas sivrciTi aramuSa rxevebis gavlena satransporto masalis qcevaze. 

maTematikuri modelirebiT miRebulia siCqaris cvlilebis grafikebi 

aRniSnuli uzustobebis garkveul zRvrebSi cvlilebis pirobebSi.    

dadgenilia, rom zogierTi parazituli rxeva dadebiT gavlenas axdens 

masalis gadaadgilebis siCqareze, rac SeiZleba gaxdes arsebuli manqanis 

konstruqciuli modernizaciis safuZveli. 
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BONDARY AND BONDARY- CONTACT PROBLEMS OF THERMO-ELECTROELASTICITY IN 
A SPHERICAL COORDINATE SYSTEM 

 
D.Gorgidze, I. Ramishvili, N. Ozbetelashvili 

 
Department of engineering mechanics of Georgian Technical University,  

77, Kostave st., Tbilisi 00175, Georgia 
 

Abstract. By the method of separation of variables, the functional solution of a number of 

boundary and boundary-contact problems on the thermoelectric elasticity equilibrium of single and 

multi-layer bodies limited with coordinate surfaces of a spherical system of coordinates was 

constructed. The body is affected by stationary temperature and electric fields and surface 

perturbations. The elastic body is considered as transtropic (transversally isotropic) with surface 

isotropy r=const.  

Keywords: elastic equilibrium; stress-strain state of a sphere; functional solution; basic equation of 

thermoelectroelastic equilibrium; transversally isotropic elastic body; shifts and deformations. 

 

Introduction 
 

The first work where the problem of elastic equilibrium of solid and hollow spheres in case of 

specified stresses and shifts on their surfaces are researched in detail is the work by Lamet (1). 

In a number of works by Lamet the results were repeated or generalized. At present there is a 

vast literature dedicated to this problem. There stress-strain state of a sphere is investigated. In 

particular, papers 2 and 3 give detailed review of respective investigations. In these papers elastic 

equilibrium of homogeneous, isotropic bodies in the absence of temperature disturbance is mainly 

discussed. The given work presents the generalization of the problem of elastic equilibrium of a 

sphere in case of simplification of the method of its solution. Simplification is achieved by 

construction of functional solutions for the considered class of three-dimensional boundary 

problems of thermal electric elasticity and by substitution of classical conditions specified on 

boundary surfaces with equivalent conditions.  

 

Main part 
 

In a spherical system of coordinates �, �, �, (0<� <∞, 0<� <2π, 0<� <π), the elastic body in 

 domain is considered. It is supposed that elastic body 

is transversally isotropic (transtropic) for which surface r= const is the surface of isotropy. The 

body is multilayer and layers are contacting on surfaces r= const. The body is affected with 

stationary temperature and electric fields. Mass forces are absent. The basic equations of thermo 

electro elastic equilibrium written in the spherical system of coordinates have the following form 

[1,2]:              

                                                         

                           (1)                    

                   c)        

 

                              (2) 

Equations (1) are common equations of elastic equilibrium written in spherical system of 

coordinates. Equation (2) is the equation of electrostatics also written in the spherical system of 

coordinates. 
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In these equations    are normal stresses,   are 

tangential stresses are the components of the vector of electric induction  along 

coordinate lines r, α, β. 

To these equations as generally the equations of state are added[1,2]:: 

  

                                                                   

 ̶                (3) 

 
           (4) 

where are the components of deformation tensor, 

are the components of stress vector of electric field E, which is expressed in terms of 

electrostatic potential φ by formula Е=– grad φ; = , (i = 1,2,3,4,5) are elastic modules 

measured at direct electric field,  are piezoelectric constants, ,     

are dielectric constants of permeability measured at constant deformations,                      

 ,  ,   and  are coefficients of 

linear thermal expansion along r and   in the direction perpendicular to r; T is temperature in electric 

elastic field. Shifts and deformations are connected between each other with equalities[2]: 

            

                        (5) 

                                        .                                  

u,v,w are components of displacement vectors   along lines tangential to coordinates �, �, �.  

System (1) can be rewritten in the following form: 

  +  +   + 

+  4   + ̶  

  +   =0, 

 

                                                                                      (6) 

    

 

     = 0 , 

 

where 
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     � =  (  )           (7) 

                                                                                               

         

                 =   ,                                                

 

                                 =                                                   (8) 

 

                                      =   . 

                                          

Further we suppose that the body is weakly transtropic and weakly heterogeneous, i.e. 

                      ,  .                                    (9) 

Considering  (9), (6) ,(7)  (8) 

     ̶ ̶2 + ̶   +   

= , 

 

 ,                                      (10) 

                                                   

   , 

 

    = 0. 

                                                                                                                                                           

     K=         (11) 

 

              =   ,   ,                  (12)                      

 

                             =  ,                                                                                           

                                                                                                                                      

c=c . 

                                             

2.Consider transtropic multilayer spherical coordinate parallelepiped , 

where , as usual , 

Denote surface corresponding to coordinate 

surface   as  . 

 Boundary and contact conditions which appear at stating the corresponding problems have the 

following form.  

On surface  and  (or the same as when r =   or ): 

          a)    ,      ,        ;                       (13) 

            

          b)   ,        ,           ; 

 

         c)      ,      ,           ;                                                                          
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          d)   ,      ,       . 

 

          a) �   ;     b)  ;    c) .                (14)                      

                                       

         a) 
   ;      b)  .                                                        (15) 

                                    

In each layer when α =0 or α = α1                                                                                                                       

             a)             0,      =0; 

            b)      ,    �   ,            0     ,      �         
   ;                          (16)                     

when  β =β0 or  β =β1 

            a)             0,      =0; 

            b)      ,      ,            0     ,      �         
                          (17) 

      On contact surfaces   (k=1,2,…,l-1;  is contact surface of layer number k contacting with 

layer  k+1 ) are given conditions:  

                                                                                                                                     

         ̶    =   ,       ̶  =    ;                                     (18) 

 

            ̶    =   ,      ̶       =                                            (19) 

                                                                                                                                         

                                                                                                                          

a)    ̶  =   ,      ̶  =  ,        ̶  =      

      

     ̶  =   ,      ̶  = ,    ̶  =   .                      

 

b)    ̶  =  ,   ̶  = ,  ,  

 

     =  ,           =    .                                        (20)  

 

c)  = , - =  ,   

      

     ̶   =   ,      ̶   =  ,     ̶   =  .                      

 

The conditions imposed on the stated functions shall be referred later, here we just note that these 

functions are such that on the edges of spherical coordinate parallelepiped the conditions of matching are 

satisfied. Technical interpretation of boundary conditions (16) and (17) is given in 

[ 3]. 

3. In this paragraph temperature problem in spherical system of coordinates is set forth. The 

statement of this problem is based on the results of [3]. In the first paragraph T indicates 

temperature in elastic body satisfying the equation: 

                                                                           (21) 

and boundary conditions (14), (16) and (17). λ1=λ1 (r) and λ2=λ 2(r) are coefficients of heat 

conductance along � and β in the direction perpendicular to . 

If the medium is homogeneous, i.e. when λ1 = const and λ2 = const, equation (21) takes the form: 

 

                                                                              (22) 



83 

 

where λ0  = λ1/ λ2. Using Fourier method (method of variables separation), function T in the area  

Ω=  {  �0< � < �1, 0< α < α1, β0 <  β   <  β1    } can be presented in the form: 

                   

     �    +    +   .       (23) 

Here t0 , t1 , AT mn ,  BT mn , nt  are constants.  ,     

(when   and   ).    is nontrivial solution of Sturm-Liouville problem [4]. 

                                   

               ,                                                     (24) 

                 

        when    :     a)          or          b)    ,                             (25) 

         when      :     a)        or            b)    .                        (26) 

4. For convenience of construction of solutions of boundary and boundary-contact problems, the 

conditions (13) and (20) are substituted with the following conditions: 

                                                                                                                 

           a)    ,    ,        ;                       

 

          b)   ,       ,             ; 

      

           c)      ,        ,         ;        (27)                      

 

          d)   ,     ,      

           

         a)    ̶    =   ,      ̶   =  ,  =         

                    

 

              = ,   =    

            

                   = ; 

      

        b)     ̶    =   ,      ̶   =  ,     ,  

 

                         =  ,                 

                                           =    ;                                      (27’)  

        c)            =  ,      =        

 

  = ,  =           

                                   = . 

   where 

 

                                   = , 

 

                                    = , 
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where   or ,  =  or  . It is supposed that functions F1(α,β), F2(α,β), 

F3(α,β), F4(α,β), F5(α,β), F6(α,β), F7(α,β), Fk2(α,β), Fk3(α,β) themselves, functions Fk1(α,β), fk2(α,β), 

fk3(α,β), F3(α,β), f2(α,β), f3(α,β), F1(α,β), F3(α,β), together with their first and second derivatives and 

functions fk1(α,β), f1(α,β), together with their first and second derivatives, disintegrate into 

uniformly convergent Fourier series by their eigenfunctions of problems (24), (25) and (26). About 

equivalence of boundary conditions (13) and (27) we can say the following: equivalence of 

conditions   and   (27) are studied analogously as was given in work [3]. 

5. From (10b,c,d) we have:  

                                                               ∆ ( ) = 0,                                      (28) 

where . From boundary conditions (16) and (17) it 

follows that on lateral boundaries α=0, α = α1 and β = β0, β = β1 of coordinative parallelepiped or 

the function  or its normal derivative are equal to zero, while on surfaces r =   or r = , from 

(27) we get 

                                    or     . 

              Thus, for function  Br we get the following problem of mathematical physics: it is 

necessary to determine function   from equation (28) when on the surface of domain of its 

determination,  the function itself or its normal derivative or on the part of the surface the function 

itself and on the other part its normal derivative are given. 

Using Fourier method, represent function   in the following form:                                                                         

  
     

where   ,  are constants,   is the solution of the following Sturm- Liouville problem 

[4]. 

 
                                                       

                                       �=  

                                            �=  

If when α =0 and α = α1 the conditions (16b) are given, while when β = β0 and β = β1, the conditions 

(17b) are constants and a10  and   cannot differ from zero (in all other cases  a10  and  are 

equal to zero). 

Indeed, if 

 
(this condition is easily verified) it follows that  =0 and    =0. 

Finally, for the considered boundary-value problems  

 

 
 

From (25) follows that function, without limiting the generalities, can be presented in the following 

form: 

                                                 =                                                                   (31) 

is the solution of equation     and it can be presented:  
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Theorem. If function    and φ     represent the solution of the 

corresponding equation system: 

                            a )                                                                                  

           

 b )       4     

       ,                                                   (33) 

  

c )  c     

 , 

 

d )      

     , 

then for the proposed class of boundary-value problems of thermal electric elasticity the general 

solution in the class of regular functions is presented in the form: 

                          

                                     u φ, 

                                     v     ,                                                      (34) 

                                     w     .                                                                              

Proof. If consider (31) then (10b,c,d) can be rewritten in the following form: 

, 

 

,                          (35) 

 

  0. 

 

From (35) follows that there exists function    such that:  

       a)        K    , 

       b )       ,                                                   (36) 

       c)          

If (36) is introduced in (10a) we receive: 

 

           

 

     .                                              (37) 

 

Using (36) and (31), from (11) we get: 
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               , 

 

               ,                           (38) 

 

              . 

 

From (38) follows that there is function   such that: 

 

                                          φ 

                                                                                                 (39) 

                                                                                                

Substituting (39) and (36a) into (11) and (2), taking into account formulas (7), (8) we get:  

 

 , 

 

Thus the theorem is proved as (39) coincides with (34) and (37), (39), (41) with (33b,c,d). 

 In the end one observation should be made. General temperature field can be presented as the 

superposition of two fields: solenoidal field when divU=0, u=0,T=0, φ=0 and thermo- 

electric elastic field with spherical rotor of shift vector when rotrU=0.  
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TeTeTeTermoeleqtrodrekadobis Teoriis sasazRvro da sasazRvrormoeleqtrodrekadobis Teoriis sasazRvro da sasazRvrormoeleqtrodrekadobis Teoriis sasazRvro da sasazRvrormoeleqtrodrekadobis Teoriis sasazRvro da sasazRvro----
sakontaqto amocanebi sferul kosakontaqto amocanebi sferul kosakontaqto amocanebi sferul kosakontaqto amocanebi sferul kooooordinatTa sistemaSirdinatTa sistemaSirdinatTa sistemaSirdinatTa sistemaSi    
d. gorgiZe, i. ramiSvili, n. ozbeTelaSvilid. gorgiZe, i. ramiSvili, n. ozbeTelaSvilid. gorgiZe, i. ramiSvili, n. ozbeTelaSvilid. gorgiZe, i. ramiSvili, n. ozbeTelaSvili    
saqarTvelos teqnikuri universitetisaqarTvelos teqnikuri universitetisaqarTvelos teqnikuri universitetisaqarTvelos teqnikuri universiteti    
ganxilulia Termoeleqtrodrekadobis Teoriis sasazRvro da sasazRvro-
sakontaqto amocanebi erT da mravalfeniani transversalurad izotropuli 
sxeulisaTvis sferulkoordinatTa sistemaSi, rodesac sxeulis sferul 
zedapirebze mocemulia nebismieri sasazRvro pirobebi, xolo danarCen 
zedapirebze mocemulia III an IV sasazRvro amocanebis Sesabamisi sasazRvro 
pirobebi. sakontaqto zedapirebze mocemulia xisti an sriala kontaqtis pirobebi. 
am amocanebisaTvis miRebulia zusti amonaxsnebi.  
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A STRUCTURAL PRE-SHEAF OF ∗C -ALGEBRAS 

M. Mumladze, Z. Zerakidze 

Gori University 

.     Abstract.  A structural pre-shef of  ∗C - algebras, which is also a co-pre-sheaf of ∗C -algebras is 

constructed on the space imUPr of primitive ideals of a ∗C - algebraU . Also, co-chain and chain 

complexes with coefficients in a pre-sheaf and a co-pre-sheaf, respectively, are considered. A sheaf 

on  imUPr   and pre-sheaves on PU  and SpaseU are constructed from the obtained pre-sheaf by 

stanstand methods.  

 

Let, U  be a ∗C -algebra, FU  be s set of states on this algebra [1]. Consider the universal 

representation )(: U

U HU ℑ→π  of the algebra U [1], where f

FUf

U HH
∈
⊕= and fH is the Hilbert 

space associated with a state f . As we know, a universal representation is an exact one, it is an 

isometric embedding.  

Let UU ⊂′  be a subalgebra of the ∗C -алгебры U . According to the Khan-Banach 

theorem, the mapping UFFUQ ′→:  defined by the formula UffQ ′= |)( is surjective.    

Consider the Hilbert space  U

U

f

UFf

U HH ′

′ ′∈
⊕= |

|
.  Clearly, there exists an isometric 

embedding UU

U HHI →′
′ :  and therefore it can be assumed that UU HH ⊂′

. 

Consider the projector UU

U HHP
′

′ →: .  Let )( UHA ℑ∈ , then )( U

UU HIAP
′

′′ ℑ∈oo and 

we have the ∗ -морфизм )()(: UU

U HHT
′ℑ→ℑ defined by the formula  UUU IAPAT ′′= oo)( . 

If )(: U

U HU
′

′ ℑ→′π  is a universal representation, then we assume that UUU
′→′ :τ   is the 

mapping defined by the formula UUT UUUU
′→= −

′′ :1 ππτ oo . It is well-defined because if 

)(UA Uπ∈ , then from the construction of the universal representation it follows that 

)(UIAP UUU
′∈ ′′′ πoo , which means that UUU

′→′ :τ is well-defined.  

Let imUPr   be the space of primitive ideals of the  ∗C  -алгебры U . with Jacobson 

topology [1]. The elements of this space are the kernels of irreducible representations of the  ∗C -

algebra  U . It is obvious that these kernels are bilateral ideals. Assume that UU ′⊂′ . Consider 

those irreducible representation Uπ which have the form U

UU

′
′= τππ o , where )(: HUU ′ℑ→′′π .  

The set of kernels of such representations is a subset of the space imUPr .  

Let us now consider the space Uim ′Pr  and the mapping imUUimS PrPr: →′  defined by 

the formula U

U imS πβββτβ ker,Pr);()( 1 =∈= −
′ .  This mapping is an injection since if  

                              ,,,;Pr, 212121 ββββββ ∉∈≠′∈ aaUim  

                              )()()( 2

1

1

11 βτβττ −
′

−
′

−
′ =∈ UUU a , 

then 2β∈a , which is impossible. Thus our assumption is not true, 21 ββ =  and we can write 
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imUUim PrPr ⊂′ . 

Assume that imUO Pr∈   is an open set. It is a complement of the set F  of primitive ideals 

which contain some fixed subset UM ⊂ . 

Thus FimUO \Pr=  consists of primitive ideals U  of the algebra which do not contain the 

subset UM ⊂ .  

The closure O  is the set of primitive ideals which contain some subset MMUM ≠′⊂′ ;  of the 

algebra U  . The set OP ∩  consists of primitive ideals which contain both the set M  and the set M ′ . 

The set OOFO =∩ )(|  consists of primitive ideals which contain the set M ′  and do not 

contain the set M . 

Let O∈α , then Uπα ker= , where )(: HUU ℑ→π  is some irreducible representation. 

Consider the factor-algebra 
U

U
′ ,  where α

α O
U

∈
∩=′ . If

U
UUp ′→: is a canonical projection and 

)(: H
U

UU
U

ℑ→′
′π  is some irreducible representation, then the surjectivity of p  implies that the 

representation pU
U

U

U o′
′ = ππ  is irreducible.  It is obvious that U

UM ′⊂′ πker . Hence it follows that 

OU

U ∈′πker .  

Consider O∈α  and the representation )(: α
απ

U

HUpp ℑ→oo , where α
U

U
Up →′:  

is defined by the formula ]][[])([ aap = , the class ]][[a   is obtained by the equivalence 

relation ][][ ba ≈   if α∈− ba , )(: α
α απ

U

HU ℑ→   is the irreducible injective representation of 

the primitive algebra α
U . 

 Since α
UUpp →:o is a canonical projection, we have  απ α =)ker( pp oo .  Therefore if  

pU
U

αππ =′ , then απ =′
U

Uker  and the set of primitive ideals of  the algebra 
U

U
′  coincides with the 

setO . 

Let )(: H
U

UU
U

ℑ→′
′π  be some irreducible representation. We consider the representation 

pU
U

U

U o′
′ = ππ  and the kernel of this representation )(kerker 1 U

U
U

U p ′−
′ = ππ . 

The factor-algebra
)(ker1 U

U

p

U
′− π

is primitive. The ∗ -morphism 

)(
)(ker

:
1(ker1

H
p

U
U

U
p U

U ℑ→
′−′−

π
π

π
 defined by the formula ])([]])([[

)(ker1
aa U

U

p U
U

′=
′−

ππ
π

 is an 

irreducible injective representation. Thus pp
U

U

p

U

U oo
)(ker1 ′−

=′
π

ππ and hence it follows that each 
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representation pU
U

U

U o′
′ = ππ  has the form ppU

U ooαππ =′
′  and its kernel is equal to O∈α .  

From the above reasoning we have
U

UimO ′= Pr , where α
α O

U
∈
∩=′ .  

Since U  is a ∗C -algebra, for each bilateral ideal UI ⊂  the algebra 
I

U  is a primitive 

moduleU   [1]. Hence it follows that there exists a continuous ∗ -monomorphism U
I

U →:ϕ , for 

which the equality 
I

Uidp =ϕo  is fulfilled.  Therefore it can be assumed that U
U

U ⊂′ . 

As we see, to each set imUO Pr⊂  there corresponds a ∗C -algebra 

α
α O

O U
U

UU
∈
∩=′′≅ ; such that OimUO Pr= . If imUOO Pr21 ⊂⊂ ,  then 21 UU ′⊂′  and there 

exists a ∗C -morphism of the algebra α
α 2

2 2
2

;
O

O U
U

UU
∈
∩=′′≅ into the algebra 

α
α 1

1 1
1

;
O

O U
U

UU
∈
∩=′′≅ . We denote this ∗C -morphism as follows:

12

2

1
: OO

O

O UU →ρ .  

Clearly, if imUOOO Pr321 ⊂⊂⊂ , then 3

2

2

1

2

1

O

O

O

O

O

O ρρρ =o and
OU

O

O Id=ρ .  

If, additionally, to the empty set imUPr⊂Θ we put into correspondence a trivial ∗C -

algebra, then on the space imUPr  we will define the structural pre-sheaf of  ∗C -algebras [2, 3]. We 

denote it by Uℑ . 

The pre-sheaf Uℑ has the following property: for any open subsets imUOO Pr⊂⊂′ we have  

 OO UU ⊂′ .  This means that  Uℑ  is a co-pre-sheaf too [2, 3]. We denote it by  C

Uℑ .  

Let us consider some open covering }{ iO=Ω  of the space imUPr   . To this covering there 

correspond chain and co-chain complexes with coefficients in the co-pre-sheaf C

Uℑ . and the pre-

sheaf Uℑ .  The modules of these chains and co-chains are respectively: 

).()1()(

);,(),(:);...(),(

,)()1()(

);,(),(:);...(),(

11110

11110

110110

1

10

0

1110

110

111110

10

10

...ˆ....

.....ˆ...

...

1

0

...

1

...

0

......

....

.........

1

....

++−

++−

++

−−

−

−−−

∩∩∩∩∩∩∩
∩∩∩

+

=

+

=

∩∩∩
∩∩∩∩∩∩

−

∑

∏

∑∑

∏

−=

ℑΩ→ℑΩ∩∩∩Γ=ℑΩ

−=∂

ℑΩ→ℑΩ∂∩∩∩Γ=ℑΩ

ksss

kjsjsjsjjj

kjjjk

k

k

kss

kjjj

kjsjjojk

k

k

jjjjjj

OOOOOO

OOO

k

s

s

jjj

k

U

k

U

kk

jj

jjj

jU

k

k

s

jjjjj

OOO

OOOOO

s

jjjk

C

Uk

C

Ukkjjj

jjj

C

C

Uk

ff

CCOOOC

frf

CCOOOC

ρδ

δ
ω

ωθ

 

where   

Θ≠∩∩∩∩∩∩∩⊂
−− 110

......;Pr 1 kjssjj OOOOOOimO ωω ; )()(: WOr C

U

C

U

W

O ℑ→ℑ   
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)()(: OW UU

W

O ℑ→ℑρ   when WO ⊂ ; 
kj

jjj ...10  is ordered totality; 

)...(
1010 ... kk jjj

C

Ujjj OOOf ∩∩∩ℑ∈ or )...(
1010 ... kk jjjUjjj OOOf ∩∩∩ℑ∈ .   

Let }{Ω   be a set of all open coverings of the space imUPr   and let a covering }{ lO′=Ω′   

be inscibed into }{ iO=Ω  Fix some mapping }{}{: il OO →′θ , il OO =′)(θ if il OO ⊂′ . 

Using this mapping we define the chain mapping ),(),(: C

Uk

C

Uk CC ℑΩ→ℑΩ′∗θ  and the co-

chain mapping ),(),(: U

k

U

k CC ℑΩ′→ℑΩ∗θ   by the following formulas:  

                   ;)()(
...

,...

)(...)()(

......

10

10

10

110 ∑
′∩∩′∩′

′∩∩′∩′
′∩∩′∩′∗ =

klll

k

llll

kllllk

OOO

lll

OOO

OOOiii frf
θθθθ .     

            )()( ....

)(...)()(

...... 10

10

1010 k

klll

klllk iii

OOO

OOOlll ff
θθθρθ ∩∩∩

∩∩∩
∗ =  

where
kk ililil OOOOOO === )(,...,)(,)(

1100
θθθ  and Θ≠∩∩∩

klll OOO ....
10

. 

It is obvious that the inverse system of chain complexes and the direct system of co-chain 

complexes with coefficients in a co-pre-sheaf and a pre-sheaf, respectively, are defined by the set 

}{Ω  of open coverings.  

Note that  ),();,( U

kC

Uk CC ℑΩℑΩ  are considered here as modules over complex numbers 

but not as ∗C -algebras. 

Assume that imUOO Pr};{ ⊂=Ω αα  is some family of open subsets, }{ αγ  is some 

consistent Ω - family of elements OU ′∈αγ  [4]. Such a family always exists. The set of all such 

consistent Ω -families makes up a ∗C -алгебру. Denote it as follows: ΩU . 

Let the family imUGG Pr};{ ∈=Ξ ββ be inscribed into the family Ω . We denote a ∗C -algebra 

of consistent Ξ families by ΞU . The morphism of ∗C -algebras ΞΩ
Ω
Ξ →Γ UU:  is defined by the formula  

                .,,)};({})({ Ω∈Ξ∈⊂=Γ Ω
Ξ

Ω
Ξ

αβαβαα γργ OGOG   

Since }{ αγ is a consistent Ω - family, Ω
ΞΓ  is well-defined.  

Let }{ α
WW Ω=Ω   be the family of all open coverings of the set imUW Pr⊂ , th 

},;,:;{ αααα
αα

α

αα
′′

ΩΩ

Ω

ΩΩ
ΩΩΩΩ→Γ ′′ WWWW

WW

W

WW

UUU p
 is a direct spectrum of 

∗C
   algebras.

 

The limit }{limˆ
α
W

UUW Ω→
=  of this direct spectrum is also a ∗C -algebra [5]. 

Let us consider the open set WWW ⊂′′,  and the open covering α
WΩ  of the set W .  The 

family }|{ αα
WW OWO Ω∈′∩=Ω ′  is the covering of the setW ′ . The family α

WΩ is also the covering 

of the set W ′ , therefore α
W ′Ω  is inscribed into α

WΩ . 
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As shown above, there exist ∗C -morphisms αα

α

α
WW

W

W

UU
′′ ΩΩ

Ω

Ω
→Γ : . The limit of the direct 

spectrum of these morphisms WW

W

W UU ′′ →Γ ˆˆ: is also a ∗C - morphism. 

It can be easily proved that the family }ˆ{ WU  creates a sheaf on the space imUPr . 

Let SpecU be the spectrum of a ∗C -algebra U . There exists a surjection 

imUSpecU Pr: →φ  [6]. It defines a topology on the set SpecU .This is the weakest topology 

among such topologies on SpecU , for which φ  is continuous. 

Let now PU be the set of all pure states on U  [1]. There exists a surjection 

SpecUPU →:ϕ  [6] which also defines a topology on the set PU . This is the weakest topology 

among such topologies on PU , for which ϕ  is continuous when on SpecU  we have the above-

mentioned topology.  

Topological structures on the spaces PU , SpecU  and imUPr  are not always good (in the 

sense of separability), but we think that the construction of such structures makes sense all the same 

. 

The mappings φϕϕφ o=h,,  are open and therefore the structures of a pre-sheaf and a co-

pre-sheaf can be extended from the space imUPr    to  PU   and SpecU . 
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RELATIONSHIP BETWEEN QUALITATIVE AND QUANTITATIVE IMPORTANCE OF 

CRITERIA IN MULTICRITERIAL DECISION MAKING PROBLEMS 

A.P. Nelyubin*, V.V. Podinovski** 

* Institute of Machines Science of the RAS 

** National Research University “Higher School of Economics”, DeCAn Lab. 

 

Influence of the assumption about the existence of cardinal coefficients of criteria importance, 

consistent with the importance ordering of criteria (according to the definitions in the criteria 

importance theory), on the preference relation, generated by this information, is investigated. 

Keywords: multiple criteria decision making problems, criteria importance theory, ordering of 

criteria according to importance, coefficients of importance. 

 

1. Introduction 

The concept of the relative importance, or significance, of criteria is fundamental to most of 

the well-known methods of multiple criteria decision analysis. However, no rigorous definition of 

this concept has been introduced by the authors of such methods, who instead relied on an intuitive 

understanding of the concept [1, 2]. 

The mathematical theory of criteria importance [2 – 9] relies on strict definitions of the 

concepts of qualitative importance ‘one criterion is more important than the other’, ‘both criteria are 

equally important’, and quantitative importance ‘one criterion is so many times more important than 

the other’. In this theory decision rules were developed that induce the preference relations on the 

basis of the qualitative or quantitative information about the importance of criteria taking into 

account the information about the change of preferences along the criteria scale. However until 

recently there was an open question whether the preference relation induced by the qualitative 

importance information extends at the expense of assumption about the existence of the quantitative 

importance coefficients or not. This paper is devoted to answer this question representing both 

theoretical and practical interest. 

2. The basic mathematical model 

The further presentation is based on the following mathematical model: 

 = < τ, X, f, Z, R >, 

where τ is the decision problem formulation (choose one or several best variants, sort all variants by 

preference etc.), X is the set of variants (in specific problems, these could be strategies, variants, 

outcomes, consequences), f = (f1, …, fm) is the vector criterion, fi are individual criteria (m2), Z – is 
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the set of estimates of the vector criterion, R is a non-strict preference relation of the decision maker 

(DM). Every variant x from the set of all variants X is characterized by its values on criteria fi. 

Criterion fi is a function defined on X and taking its values from set Zi. This set is referred to as the 

scale, set of estimates, grades or values of criterion fi. Below, it is assumed that all the criteria are 

homogeneous, i.e. have the same scale (which can be an ordinal scale) and, particularly, the same 

set of values Z0 ={1, …, q}, where q2. Thus every variant x is characterized by the values fi(x) of 

all the criteria that together form the vector estimate y = f(x) = (f1(x), … , fm(x)) of this variant. 

Therefore, the comparison of variants by preference is reduced to the comparison of their vector 

estimates. The set of all vector estimates is 
m

ZZ 0= . 

The preferences of the DM are modeled using the non-strict preference relation R on set Z: 

yRz means that vector estimate y is not less preferable than z. Relation R induces the (strict) 

preference relation P and indifference I: 

yIz ⇔ yRz ∧ zRy; yPz ⇔ yRz ∧ zRy 

(zRy means that zRy is not true). The binary relation R is a (partial) quasi-order, i.e. it is reflexive 

and transitive: relation yRy holds for any vector estimate y, also, yRz and zRu implies yRu. 

Relation R is constructed using the information about the preferences of the DM. It is 

assumed that preferences increase on the scale Z0 so that the (unknown) values v0(k) of gradations k 

satisfy the inequalities: 

v0(1) < v0(2) < … < v0(q), (2.1) 

i.e. the value function v0 is increasing on Z0. If there are no other restrictions on values of this 

function, then the scale of criteria is ordinal. Taking into account (2.1) the Pareto relation R
0
 is 

defined on the set of vector estimates Z: 

yR
0
z

 
  ⇔  (yizi, i = 1, ... , m). 

Preferences of the DM are consistent with the Pareto relation: P
0 ⊂ P. 

To solve the multiple criteria decision problem under given formulation only by means of the 

Pareto relation, as a rule, is not possible, therefore it is required to “expand” it taking into account 

additional information about the preferences of the DM. Below, we consider the case in which such 

information about the relative importance of criteria and the criteria scale is given. 

 

3. Some facts from the criteria importance theory 

For convenience, below we present basic definitions and some results from the criteria 

importance theory, first from the theory of qualitative importance [2 – 6]. Denote y
ij
, the vector 
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obtained from vector y = (y1, …, ym) by permuting its components yi and yj. For example, if y = (2, 

3, 5, 4), then y
13

 = (5, 3, 2, 4). 

Definition 1. The statement “criteria fi and fj are equally important”, which is denoted i≈j, 

means that any two vector estimates y and y
ij
 are indifferent. 

Definition 2. The statement “criterion fi is more important than criterion fi”, which is denoted 

ifj, means that any vector estimate y, such that yi > yj, is preferred to y
ij
. 

Let Ω be the qualitative importance information, i.e. the set of all available statements of the 

form i≈j and ifj. According to the definitions 1 and 2, the statement i≈j induces the indifference 

relation I
i≈j

 on the set of vector estimates Z, and the statement ifj induces the preference relation P
ifj 

on the set Z, which are defined as follows: 

),( ji

ijji yyyzzyI ≠=⇔≈ ,    ),( ji

ijji yyyzzyP >=⇔f . 

The non-strict preference relation (quasi-order) R
Ω

 induced on Z by qualitative information about 

criteria preference Ω, is defined as the least transitive relation which contains the Pareto relation R
0
 

and relations R
ω
 for all ω∈Ω (here R

ω
 = I

i≈j
 if ω = i≈j, and R

ω
 = I

ifj
 if ω = ifj): 

])[(TrCl 0RRR UU
ω

ω Ω∈
Ω = , 

where TrCl denotes the operation of transitive closure of a binary relation. According to this 

definition relation yR
Ω

z holds if and only if there exists a sequence such that 

y
1ωR u

1
,  u

1 2ωR u
2
 , ...,  u

r-1 r

Rω z, (3.1) 

here u
k
 – vector estimates, and ωk

 is either information ω from Ω or the symbol 0. 

Definition 2. The numbers β1, …, βm are called importance index of criteria, consistent with 

the information Ω, if they satisfy the conditions: 

i≈j ∈Ω ⇒ βi = βj,   ifj ∈Ω ⇒ βi > βj. 

If the importance indexes are positive and in the total are equal to 1, then they are called coefficients 

of importance of criteria and denoted as αi. 

Information Ω is complete and consistent if it is sufficient for a complete ordering of all 

criteria according to their importance. Such information will be denoted Ω*
. The importance 

indexes and coefficients of importance of criteria, consistent with the information Ω*, are called 

ordinal. 

Below, we will use the following notations for vectors from Re
n
 (n >1): 
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a ≥ b ⇔ aibi, i = 1,…, n;     a ≥ b ⇔ a ≥ b, a ≠ b;     a > b ⇔ ai > bi, i = 1,…, n; 

↑a  = (a(1), …, a(n)) is the vector obtained by permuting the components of vector a in the non-

increasing order, i.e. a(1) …  a(n). 

For information Ω*
 the relation R

Ω*
 can be specified analytically. Denote 





≠

=
=

,,0

,,
)(

ky

ky
y

i

ii

ik

α
α     ,)()(

1∑ =
=

k

j ij

k

i yy ασ    i = 1, …, m,  k = 1, …, q. 

The following statement holds: 

1,...,1),()(* −=≤⇔ ↑↑
Ω qkzyzyR kk σσ . (3.2) 

If in (3.2) all the non-strict inequalities ≤ are satisfied as equalities, then yI
Ω*

z, and if at least one of 

the ≤ is <, then yP
Ω*

z. 

Assume that q > 2 and there is an additional information D on that the rate of growth of 

preferences along the criteria scale slows down (so criteria have the first ordered metric scale [10]): 

v0(2) − v0(1) > v0(3) − v0(2)> … > v0(q) − v0(q − 1). (3.3) 

At the presence of information D statement i≈j also induces the preference relation P
i≈j&D

 on the set 

of vector estimates Z, and statement ifj induces the preference relation P
if j&D

 on the set Z, which 

are defined as follows: 

yP
i≈j&D

z ⇔ (y = (zzi + l, zj − l), zi +lzj − l) ∨ (y = (zzj + l, zi − l), zj + lzi − l), (3.4) 

yP
if j&D

z ⇔ (y = (zzi + l, zj − l), zi + lzj − l), (3.5) 

where l∈Z0, (zzi + l, zj − l) is vector estimate, obtained from z by increasing the component zi to zi 

+ l and decreasing the component zj to zj − l. The sense of these relations is simple. Definition (3.4) 

states: if criteria fi and fj are equally important, then by increasing the lesser from components zi and 

zj by a natural number l and simultaneously decreasing the greater by the same number l, so that the 

increased component doesn’t become greater than the decreased one, we will obtain a vector 

estimate which is more preferable than the initial vector estimate z. This definition is schematically 

illustrated in fig. 1. 
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Fig. 1. Schematic illustration to the definition of the relation Pi ≈≈≈≈ j&D 
 

Definition (3.4) states: if some criterion fi is more important than fj and the component zi of a vector 

estimate z is less than the component zj, then by increasing zi by a natural number l and 

simultaneously decreasing zj by the same number l, so that the increased component doesn’t become 

greater than the decreased one, we will obtain a vector estimate which is more preferable than the 

initial vector estimate z. This definition is schematically illustrated in fig. 2. 

 

Fig. 2. Schematic illustration to the definition of the relation Piffff j&D 
 

In the scope of the problem under the study definitions (3.4) and (3.5) can also be considered as 

definition of the first ordered metric scale with slowdown of the rate of growth of preferences along 

the criteria scale without using inequalities (3.3). 

The non-strict preference relation (quasi-order) R
Ω&D

 induced on Z by the qualitative 

information about the criteria preference Ω and the information D is defined as follows: 
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])([(TrCl 0&& RPRR DD
UUU

ωω
ω Ω∈

Ω = , 

where R
ω
 = P

ifj
 and P

ω&D
 = P

if j&D
 if ω is ifj; R

ω
 = I

i≈j
 and P

ω&D
 = P

i≈j&D
 if ω is i≈j. According to 

this definition, yR
Ω&D

z holds if and only if there exists a sequence (3.1), in which u
k
 are vector 

estimates, and ωk
 is ω or ω&D (so that 

k

Rω  is either
k

I
ω  or 

k

Pω  subject to the sense of ωk
) or 0. 

Now we present some information from the theory of quantitative importance [8, 9]. 

Quantitative information about criteria importance Θ contains statements like «Criterion fi is hij 

times as important as criterion fj» (this statement is denoted as ji ijh
f ) or estimates (e.g. interval) of 

values hij. We don’t formulate the exact definition of the concept that one criterion is h times as 

important as the other, because we will not use it below. Quantitative information about criteria 

importance is called complete and consistent and denoted Θ*
, if it consists of statements ji ijh

f  and 

induces quantitative, or cardinal indexes of criteria importance βi – positive numbers satisfying the 

conditions: 

j

i
ijh

β
β

= ,  i, j = 1, …, m. 

If the total of all βi is equal to 1, then they are called quantitative, or cardinal coefficients of 

importance of criteria and denoted as αi. These coefficients are determined explicitly by the 

information Θ*
, i.e. the vector α = (α1, …, αm) is single. 

The decision rule which defines the non-strict relation R
Θ*

 induced by information Θ*
 can be 

stated in the following form: 

∑ =

Θ ⇔
m

i

k

i yzyR
1

* )(σ ∑ =

m

i

k

i z
1

)(σ ,  k = 1, …, q − 1. (3.6) 

If in (3.6) all the non-strict inequalities are satisfied as equalities, then yI
Θ*

z, and if at least one of 

the inequalities is strict, then yP
Θ*

z. 

If information Θ is incomplete and the exact values of criteria importance coefficients αi are 

unknown (e.g. there are only interval estimates of these values), then we have only (nonempty) set 

Α of possible values of vector α = (α1, …, αm). The relation R
Α
 corresponding to such an 

information is defined as: relation zyRΑ  holds if and only if all of q − 1 inequalities in (3.6) are 

satisfied for any α∈Α, or, which is equivalent, 

))()((sup
1

zyzyR k

i

m

i

k

i σσα −⇔ ∑ =Α∈
Α 0,   k = 1, …, q − 1, (3.7) 
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Assume that there is an additional information D on that the rate of growth of preferences 

along the criteria scale slows down, so the inequalities (3.3) hold. The decision rule which defines 

the non-strict relation R
Θ*&D

 induced by information Θ*
&D can be written as: 

∑ ∑= =

Θ ⇔
k

j

m

i

j

i

D yzyR
1 1

&* )()( σβ ∑ ∑= =

k

j

m

i

j

i z
1 1

)(σ ,  k = 1, …, q − 1. (3.8) 

If in (3.8) all the non-strict inequalities are satisfied as equalities, then yI
Θ*&D

, and if at least one of 

the inequalities is strict, then yP
Θ*&D

z. 

If the information Θ allows to determine only a set Α of possible values of α, then the 

relation R
Α&D

 is defined in the following form: relation zyR D&Α  holds if and only if all of q − 1 

inequalities in (3.8) are satisfied for any α∈Α, or, which is equivalent, 

))()((sup
1 1

& zyzyR j

i

k

j

m

i

j

i

D σσα −⇔ ∑ ∑= =Α∈
Α 0,   k = 1, …, q − 1. (3.9) 

 

4. Correlation between qualitative and quantitative importance of criteria 

Information about qualitative criteria importance Ω*
 and information about quantitative 

criteria importance Θ (in particular Θ*
) are consistent if 

i≈j ⇒ ,: ji ααα =Α∈∀ ,   ifj ⇒ ji ααα >Α∈∀ : ; 

(i≈j ∈Ω*
 ⇒ ji 1

f ,   ifj ∈Ω*
 ⇒ 1, >ij

h
hji ijf ). 

Notice that for consistent Ω*
 and Θ (in particular Θ*

) the following enclosures hold [2, 3, 8, 9]: 

R
Ω*

 ⊆ R
Α
, I

Ω*
 ⊆ I

Α
, P

Ω*
 ⊆ P

Α
;  R

Ω*&D
 ⊆ R

Α&D
, I

Ω*&D
 ⊆ I

Α&D
, P

Ω*&D
 ⊆ P

Α&D
. (4.1) 

(R
Ω*

 ⊆ R
Θ*

, I
Ω*

 ⊆ I
Θ*

, P
Ω*

 ⊆ P
Θ*

;  R
Ω*&D

 ⊆ R
Θ*&D

, I
Ω*&D

 ⊆ I
Θ*&D

, P
Ω*&D

 ⊆ P
Θ*&D

). 

Consider the case when the set Α = Α*
, apart from constraints 

αi > 0, i = 1, …, m; α1 + … + αm = 1, (4.2) 

is determined by equalities and inequalities corresponding to the information Ω*
 which sorts all the 

criteria by their importance: 

i≈j ∈Ω*
 ⇒ αi = αj,   ifj ∈Ω*

 ⇒ αi > αj. (4.3) 

In essence putting the set Α*
 into consideration means that in addition to qualitative 

information about criteria importance Ω*
 we make an assumption about the existence of cardinal 

coefficients of criteria importance. Therefore the question whether the corresponding to Α*
 non-
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strict enclosures (4.1) are satisfied as equalities represents both theoretical and practical interest. It 

was found that the answer to this question is positive for criteria with ordinal scale, but negative for 

criteria with first ordered metric scale! 

Theorem 1. Equalities R
Ω*

 = R
Α*

, I
Ω*

 = I
Α*

, P
Ω*

 = P
Α*

 hold. 

Theorem 2. Enclosures R
Ω*&D

 ⊆ R
Α*&D

, generally speaking, are strict. 

The proofs of these theorems are given in the Appendix. 

 

5. Conclusion 

In this paper we have shown that non-strict relation induced by qualitative information about 

criteria importance on making additional assumption about the existence of quantitative coefficients 

of criteria importance doesn’t expand in case of ordinal scale of criteria and, generally speaking, 

expands in case of first ordered metric scale. 

This result should be taken into account when using the known approach to modeling of the 

preferences, based on usage of multiple estimations of values of importance coefficients at the 

incomplete information about criteria importance and character of change of preferences along their 

scale. 

6. Appendix 

Proof of Theorem 1. 

Without loss of generality, we will assume that according to the information Ω*
 all the criteria 

are arranged and indexed in descending order of their relative importance (the criterion f1 is the 

most important one, and fm is the least important). 

Since the set Α*
 specified by (4.2) is not empty, instead of it in (3.7), we can use [11] convex 

polyhedron set Α , which is specified by the system 

α1α2…αm  0;     α1 + … + αm = 1,  (6.1) 

where αi = αi+1 if  i≈i+1 ∈ Ω*
. After such a transition we can use operator max instead of sup in the 

decision rule (3.7), which now can be written as follows: 

))()((max
1

zyzyR k

i

m

i

k

i σσ
α

−⇔ ∑ =Α∈
Α 0,   k = 1, …, q − 1. (6.2) 

Define the differences from (6.2) as functions of α: 

)(αk∆  = ))()((
1

zy k

i

m

i

k

i σσ −∑ =
 = ∑ =

m

i iki zyc
1

),(α ,   k = 1, …, q − 1, (6.3) 
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where introduced numbers ),( zycik ∈ {−1, 0, 1} which are determined by the vector estimates to be 

compared. 

Since the set Α  is a convex polyhedron and functions (6.3) are linear, problems (6.2) of their 

maximization are linear programming problems. Hence, the maximum of each of these functions on 

Α  is attained at one of extreme points of this polyhedron. 

The extreme points can be described analytically. If (6.1) doesn’t contain any equality like                 

αi = αi+1, then coordinates of an extreme point α* are described as follows (see, e.g. [12]): 

i
i

1
*** 21 ==== ααα K ,  0**1 ===+ mi αα K ,   i = 1, …, m. (6.4) 

Since the number of extreme points is equal to m, expression (6.4) describes one-to-one 

correspondence between the numbers i ∈ {1, …, m} and the extreme points α*, which can be 

denoted as α*(i) = (
i

1
, …, 

i

1
, 0, …, 0). 

In case when constraints (6.1) contain one equality αi = αi+1 the number of extreme points is 

reduced by one. And from two extreme points α*(i) and α*(i+1) only the second remains. It follows 

from the fact that from all m vectors described in (6.4) only in vector α*(i) the corresponding 

components are not equal: αi = 
i

1
 > αi+1 = 0. Analogously, if there are several equally important 

criteria, then from extreme points corresponding to their indexes remains only the last one, because 

for others the corresponding components are not equal. If all the criteria are equally important then 

all importance coefficients αi are determined explicitly and the set Α  consists of the single point 

α*(m) = (
m

1
, …, 

m

1
). Denote I*={i1, i2, …, in} the set of numbers i ∈ {1, …, m}, for which there 

exist corresponding extreme points α*(i) in accordance with described mapping. It means that there 

are n groups of equally important criteria, and numbers i1 < i2 < … < in = m are indexes of the last 

criteria in every group. 

Assume that relation yR
Α*

z holds for given arbitrary vector estimates y and z. It means that at 

all extreme points (6.4) of polyhedron Α  the values of the functions (6.3) don’t exceed 0. In other 

words, for all numbers i ∈ I* and k ∈ {1, …, q − 1} the following conditions hold: 

))(*( ik α∆  = ∑ =

i

j ik zyc
i 1

),(
1

0,   k = 1, …, q − 1. (6.5) 

According to (6.3) the numbers ),( zycik  are determined as follows: 

1. if i

k

i y ασ =)( , i

k

i z ασ =)( , then 0),( =zycik ; 
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2. if i

k

i y ασ =)( , 0)( =zk

iσ , then 1),( =zycik ; 

3. if 0)( =yk

iσ , i

k

i z ασ =)( , then 1),( −=zycik ; 

4. if 0)( =yk

iσ , 0)( =zk

iσ , then 0),( =zycik . 

Hence, the condition (6.5) means that for the first i elements of vectors )(ykσ  and )(zkσ  

total occurs of the third case is not less than total occurs of the second case. 

We will fix an arbitrary number k ∈ {1, …, q − 1} and show that the following vector 

inequality holds (см. (3.2)): 

)()( zy kk

↑↑ ≤ σσ . (6.6) 

Assume that this is not the case and there exists i ∈ {1, …, m} such that )()( )()( zy k

i

k

i σσ > . It 

means that 0)()( >=
pi

k

i y ασ , where ip ∈ I*, and )()( zk

iσ  is equal to either 0 or 0>
ri

α , where ir ∈ I* 

with requirement of r > p. The numbers p and r are the indexes of groups of equally important 

criteria. Consequently for the first ip elements of vectors )(ykσ  and )(zkσ  total occurs of the third 

case is less than total occurs of the second case, but this result contradicts our assumption. 

Hence, vector inequality (6.6) holds. Since the number k ∈ {1, …, q − 1} was chosen 

arbitrary all conditions of decision rule (3.2) are satisfied. Therefore relation yR
Ω*

z holds. 

If relation yI
Α*

z holds for vector estimates y and z, then yR
Α*

z and zR
Α*

y. Therefore, as it was 

proved above, yR
Ω*

z and zR
Ω*

y. Hence, yI
Ω*

z also holds. 

If relation yP
Α*

z holds for vector estimates y and z, then yR
Α*

z is true and zR
Α*

y is false. 

Therefore, as it was proved above, yR
Ω*

z. And zR
Ω*

y is not true because of enclosure R
Ω*

 ⊆ R
Α*

 

from (4.1). Hence, yP
Ω*

z also holds. 

Enclosures from (4.1) together with derived enclosures 

R
Α*⊆ R

Ω*
,     I

Α*⊆ I
Ω*

,    P
Α*⊆ P

Ω*
 

complete the proof of Theorem 1. 

Proof of Theorem 2. 

Correctness of this theorem is shown by the following 

Counterexample. Assume that m = 4, q = 3, Ω*
 = {1f2, 1f3, 1f4, 2f3, 2f4, 3f4}. 

System of restrictions (4.2), (4.3), which specifies the set Α*
, can be written in the compact form: 

α1 > α2 > α3 > α4 > 0, α1 + α2 +α3 + αm = 1. (6.7) 

Consider the vector estimates y = (2, 2, 3, 1), z = (1, 3, 2, 2). Taking into account (6.7) it can 

be shown that conditions from (3.9) hold: 
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))()((sup
1

1 1* zy j

ij

m

i

j

i σσα −∑ ∑= =Α∈  = )(sup 14* ααα −Α∈ 0, 

))()((sup
2

1 1* zy j

ij

m

i

j

i σσα −∑ ∑= =Α∈  = )]2()2[(sup 431421* ααααααα ++−++Α∈  = 

= )]()[(sup 3412* ααααα −+−Α∈ 0. 

Hence, zyR D&*Α  is true. 

Lets check now yR
Ω*&D

z. It can be shown that it is impossible to construct the required 

sequence (3.1). Really, when P
ifj

 or P
ifj&D

 are “applied” to a vector estimate, the sum of it’s 

components doesn’t change, but in case of P
0
 this sum decreases. Since 2 + 2 + 3 + 1 = 1 + 3 + 2 + 

2 = 8 the sequence from y to z can not contain any P
0
. The graph in fig. 3 shows how the vector 

estimate y = (2, 2, 3, 1) can be sequentially made worse, and the graph in fig. 4 shows how the 

vector estimate z = (1, 3, 2, 2) can be sequentially made better. 

 

Fig. 3. Vector estimates that are less preferable than y, according to the information ΩΩΩΩ*&D 
 

 

Fig. 4. Vector estimates that are more preferable than z, according to the information ΩΩΩΩ*&D 
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Since there is no equal vector estimates on these graphs it is impossible to “stick together” 

their elements to form the sequence from y to z. Hence, R
Ω*&D

 is false. 
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cxriliT mocemuli orcvladiani funqciis analizuricxriliT mocemuli orcvladiani funqciis analizuricxriliT mocemuli orcvladiani funqciis analizuricxriliT mocemuli orcvladiani funqciis analizuri    

saxiT Caweris maTematikuri modelebis meTodisaxiT Caweris maTematikuri modelebis meTodisaxiT Caweris maTematikuri modelebis meTodisaxiT Caweris maTematikuri modelebis meTodi    

 
irakli gorjolaZe, naTia gorjolaZe, xatia gorjolaZeirakli gorjolaZe, naTia gorjolaZe, xatia gorjolaZeirakli gorjolaZe, naTia gorjolaZe, xatia gorjolaZeirakli gorjolaZe, naTia gorjolaZe, xatia gorjolaZe 

saqarTvelos teqnikuri universitetisaqarTvelos teqnikuri universitetisaqarTvelos teqnikuri universitetisaqarTvelos teqnikuri universiteti    

     

reziume:reziume:reziume:reziume:    naSromSi Camoyalibebulia cxriliT mocemuli orcvladiani 

funqciis analizuri saxiT Caweris meTodi, romelsac Cven cxriliT cxriliT cxriliT cxriliT 

mocemuli orcvladiani funqciis analizuri saxiT Caweris maTematikuri mocemuli orcvladiani funqciis analizuri saxiT Caweris maTematikuri mocemuli orcvladiani funqciis analizuri saxiT Caweris maTematikuri mocemuli orcvladiani funqciis analizuri saxiT Caweris maTematikuri 

modelebis meTodi modelebis meTodi modelebis meTodi modelebis meTodi vuwodeT. meTodi dafuZnebulia orcvladiani funqciis 

rangis cnebis SemoRebaze. 

sakvanZo sityvebi: sakvanZo sityvebi: sakvanZo sityvebi: sakvanZo sityvebi: funqcia, cxrili, rangi, modeli, kriteriumi, analizuri 

saxe. 

1. Sesavali1. Sesavali1. Sesavali1. Sesavali    

orcvladian funqcias Tavisi argumentebis mimarT, sazogadod, aqvs uam-ravi 

sxvadasxva agebulebis maTematikuri modeli. modeli SeiZleba warmoadge-

ndes argumentebis erTcvladian funqciaTa namravls, jams, xarisxs da maT 

sxvadasxva kombinaciebs. yoveli konkretuli modeli funqciis 

mniSvnelobebisagan moiTxovs mxolod misTvis damaxasiaTebeli pirobebis 

Sesrulebas. vuwo-doT am pirobebs funqciis maTematifunqciis maTematifunqciis maTematifunqciis maTematikuri modelis kuri modelis kuri modelis kuri modelis 

mamowmebeli kriteriumi.  mamowmebeli kriteriumi.  mamowmebeli kriteriumi.  mamowmebeli kriteriumi.      

raime problemis gamokvlevis mizniT xSirad gviwevs cdebis Catareba, ro-

melTa Sedegebi umravles SemTxvevaSi warmoadgenen ramdenime cvladze 

damoki-debul raime sididis mniSvnelobebs. Tavdapirvelad am 

mniSvnelobebis mocemis yvelaze xelsayreli xerxia maTi Cawera cxrilis 

saxiT. SemdgomSi dgeba sakiTxi cxriliT mocemuli sididis analizuri 

saxiT Cawerisa. am miznis misaRwevad arsebobs sxvadasxva meTodebi. amave 

mizniT gTavazobT Cvens mier Camoyalibebul meTods, romelic 

mravalcvladiani funqciis rangis cnebazea dafuZnebuli.       

ganvixiloT Semdegi amocana: vTqvaT, raime u  sidide, romelic x  da y  

damoukidebel cvladebzea damokidebuli, mocemulia cxrilis saxiT, 

romlis marcxena svetsa da zeda striqonSi Sesabamisad ganlagebulia x  

da y cvlad-ebis ix , jy R∈ ( 1,2, , ;i m= L 1,2, , ;j n= L m n≥ ) mniSvnelobebi, xolo 

sididis iju  mni-Svneloba mdebareobs i -uri striqonisa da j -uri svetis 
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gadakveTaze (ix. cxr. 1). saWiroa iju  mniSvnelobebis saSualebiT davadginoT 

2R -ze gansazRvruli or cvladze damokidebuli sididis maTematikuri 

modeli (mm), misi mamowmebeli kriteriumi (mk) da, Tu es movaxerxeT, 

CavweroT analizuri saxiT. 

                                                  cxrili 1 

     y 

x 
y1 y2 . yj . yd . yk . yβ . yn 

x1 u11 u 12 . u 1j . u 1d . u 1k . u 1β . u 1n 

x2 u 21 u 22 . u 2j . u 2d . u 2k . u 2β . u 2n 

. . . . . . . . . . . . . 

xi u i1 u i2 . u ij . u id . u ik . u iβ . u in 

. . . . . . . . . . . . . 

xc u c1 u c2 . u cj . u cd . u ck . u cβ . u cn 

. . . . . . . . . . . . . 

xs u s1 u s2 . u sj . u sd . u sk . u sβ . u sn 

. . . . . . . . . . . . . 

xα u α1 u α2 . u αj . u αd . u αk . u αβ . u αn 

. . . . . . . . . . . . . 

xm u m1 u m2 . u mj . u md . u mk . u mβ . u mn 

cxrilis elementebiT SevadginoT ( )ijU u= 1,2, , ;i m= L 1,2, , ;j n= L  m n≥  ma-

trica, sadac i  strqonis nomeria, xolo j - svetis. vuwodoT mas ffffunqciis unqciis unqciis unqciis 

mnimnimnimniSSSSvnevnevnevnelobaTa matrica.lobaTa matrica.lobaTa matrica.lobaTa matrica.    am matricis nebismierad SerCeuli striqonebisa da 

svetebis saSualebiT SevadginoT r +1 rigis determinant: 

            1det rU + = 

...

...

...

. . . . . .

...

...

ij id ik ir i

cj cd ck cr c

sj sd sk sr s

rj rd rk rr r

j d k r

u u u u u

u u u u u

u u u u u

u u u u u

u u u u u

α

α

α

α

α α α α αα

 

 

maTemetikidan cnobilia, rom Tu det 0rU ≠  da 1det rU + =0, maSin r -s ewodeba U  

matricis rangi. 

gansazRvra 1. gansazRvra 1. gansazRvra 1. gansazRvra 1. funqciis mniSvnelobebiT Sedgenili U  matricis rangs vuwodoT 

orcvladiorcvladiorcvladiorcvladiani funqciis Cveulebrini rangi ani funqciis Cveulebrini rangi ani funqciis Cveulebrini rangi ani funqciis Cveulebrini rangi an mokled – funqciisfunqciisfunqciisfunqciis rangi.rangi.rangi.rangi.    

( ) ( )1 1r r+ +
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2. mTavari nawili2. mTavari nawili2. mTavari nawili2. mTavari nawili    

[1] naSromSi davamtkiceT Semdegi Teorema: imisaTvis, rom u = ( ),u x y  funq-

cias hqondes  

( ),u x y = ( ) ( )
1

r

f x yγ γ
γ

ϕ
=

∑                                 (1) 

saxe, sadac fγ  da γϕ  R -ze gansazRvruli elementaruli funqciebia, 

aucilebelia da sakmarisi funqciis rangi iyos r -is toli, e.i. Sesruldes 

Semdegi piroba: 

                                         det 0rU ≠ , 1det rU + = 0.                                 (2) 

es Teorema warmoadgens ZiriTad Teoremas cxriliT mocemuli orcvladiani 

funqciis analizuri saxiT Caweris  meTodisa, romelsac qvemoT SemogTavazebT.  

(1) formulas SeiZleba hqondes Semdegi saxis kerZo SemTxvevebi [2;3;4]: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

1

,
r

u x y f x y g x yγ γ
γ

ϕ ψ
−

=

= + +∑ ,                                   (3) 

  
( ) ( ) ( ) ( )

1

1

,
r

u x y f x y g xγ γ
γ

ϕ
−

=

= +∑ ,                                         (4) 

      
( ) ( ) ( ) ( )

1

1

,
r

u x y f x y yγ γ
γ

ϕ ψ
−

=

= +∑ ,                                    (5) 

      
( ) ( ) ( )

1

1

,
r

u x y f x y aγ γ
γ

ϕ
−

=

= +∑ ,                                      (6) 

   
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

1

,
r

u x y f x y g x y g x yγ γ
γ

ϕ ψ ψ
−

=

= + + +∑ ,                     (7) 

sadac g  da ψ  elementaruli funqciebia, , 2,3, ,a const R r n= ∈ = L . 

     praqtikaSi Zalian xSirad gvxvdeba zemoT moyvanili modelebis 

Semdegi saxis umartivesi kerZo modelebi: 

        ( ),u x y = ( )f x ( )yϕ ,                    ( r =1)                      (8) 

    
( ),u x y = ( )f x ( )yϕ + ( )g x ( )yψ ,          ( r =2)                                 (9)   

  ( ),u x y = ( )f x + ( )yϕ ,                   ( r =2)                                 (10) 

  ( ),u x y = ( )f x ( )yϕ + ( )g x + ( )yψ ,        ( r =3)                            (11)    

  ( ),u x y = ( )f x ( )yϕ + ( )g x ,              ( r =2)                            (12)    

  ( ),u x y = ( )f x ( )yϕ + ( )yψ ,              ( r =2)                            (13)              

  ( ),u x y = ( )f x ( )yϕ + a , a const= R∈ ,    ( r =2)                            (14)              
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 ( ),u x y = ( )f x ( )yϕ + ( )f x + ( )yϕ ,         ( r =2)                           (15)  

yvela kerZo SemTxvevas aqvs sakuTari mk da funqciis asdf (cxadia, 

zogadTan SedarebiT ufro martivi). 

rasakvirvelia, ufro meti kerZo SemTxvevebi gvaqvs, roca r >2. 

ZiriTadi Teoremis damtkicebis pocesidan gamomdinareobs, rom saZiebeli 

funqciis analizuri saxis damdgeni formula (asdf) cxadi saxiT aris 

( ),u x y -is mimaT Semdegi gantolebis amonaxsni:                                          

0

.........)(

........................

.........)(

........................

.........)(

........................

.........)(

)(...)(...)(...)(),(

=

rrrrkrdr

rkd

srssksds

crcckcdc

rkd

uuuuyu

uuuuyu

uuuuyu

uuuuyu

xuxuxuxuyxu

β

ααβααα

β

β

β

                            (16) 

 

sadac ( )du x , ( )ku x , ( )lu x , ( )cu y , ( )su y , ( )hu y  indeqsebis Sesabamisi svete-

bisa da striqonebis elementebiT dadgenili funqciebia. 

magaliTis saxiT mogvyavs  (9), (10) da (11) modelebis Sesabamisi funqciis 

asdf-ebi:                                                                                      

( ),u x y = ( )du x ( )cu y / cdu ,                                                 (17)                

( ),u x y = { ( )du x [ ( )cu y sku - ( )su y cku ] - ( )ku x [ ( )cu y sdu - ( )su y cdu } : 

    : ( cdu sku - cku sdu ),                                                (18)                

( ),u x y = ( )du x + ( )cu y - cdu .                                                (19) 

ganvixiloT erTcvladian funqciaTa xarisxis Semcveli mm Tavisi kerZo 

SemTxvevebiT [5]: 

( ),u x y = ( )
( )

1

yr

f x
γϕ

γ
γ =

  I ,                                                 (20) 

( ),u x y = ( )
( )

( )
1

1

yr

f x g x
γϕ

γ
γ

−

=

  I ,                                             (21) 

( ),u x y = ( )
( )

( )
1

1

yr

f x y
γϕ

γ
γ

ψ
−

=

  I ,                                             (22)    

( ),u x y = ( )
( )

( ) ( )
2

1

yr

f x g x y
γϕ

γ
γ

ψ
−

=

  I ,                                         (23) 

( ) ( )1 1r r+ +
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( ),u x y =A ( )
( )

1

yr

A f x
γϕ

γ
γ =

  I ,  A const= R∈ ,                                  (24) 

( ) ( ) ( ) ( )

,
g x

y

u x y f x
ϕ  =    ,                                                   (25) 

sadac r  ( 0< r < n )  cxrilis elementebis galogariTmebiT miRebuli 

matricis rangia.  

roca r =1, maSin (20) aseT saxes Rebulobs:  

                ( ),u x y = ( ) ( )y

f x
ϕ

     =>                               (26)     

            ( ) ( ) ( ) ( ), lg , lgx y u x y y f xω ϕ= =       .                          (27) 

am SemTxvevaSi funqciis logariTmuli rangi 1-is tolia.  

roca r =2, maSin (20) gvaZlevs:  

               ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,

y y

u x y f x g x
ϕ ψ

=            =>                        (28) 

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), lg lgx y y f x y yω ϕ ψ ϕ= +       .                         (29) 

am SemTxvevaSi funqciis logariTmuli rangi 2-is tolia. 

SeniSvnaSeniSvnaSeniSvnaSeniSvna    2222. . . . Tu ganvsazRvreT ( ),x yω , maSin  

                               ( ) ( ),
, 10

x y
u x y

ω= .                        (30) 

calkea ganxiluli is SemTxvevebi, roca (20)-(24) modelebs ematebaT 

a const R= ∈  [6]. 

gansazRvra 2.gansazRvra 2.gansazRvra 2.gansazRvra 2.    funqciis mniSvnelobebiT Sedgenili U  matricis elemene-

tebis galogariTmebiT miRebuli matricis rangs vuwodoT orcvladiani orcvladiani orcvladiani orcvladiani 

fufufufu----nqciis nqciis nqciis nqciis logariTmuli logariTmuli logariTmuli logariTmuli rangi.rangi.rangi.rangi.    

SeniSSeniSSeniSSeniSvna 1. vna 1. vna 1. vna 1. zog funqcias    Cveulebrivi rangic aqvs da logariTmulic.  

magaliTad, (9) saxis modelis mqone funqciis Cveulebrivi rangi aris 1, xolo 

logariTmuli – 2; (20) modelis logariTmuli rangi aris 1, magram erTxel 

galogariTmebul U  matricas Tu kidev gavalogariTebT, miviRebT  (10) saxis 

models, romlis rangia 2; (25) modelis logariTmuli rangi aris 2.    

Seswavlili gvaqvs orcvladani funqciis ufro rTuli modelebic [7]:  

        ( ),u x y = ( ) ( )
1

,
r

f x y const Q

λ

γ γ
γ

ϕ λ
=

 
= ∈ 

 
∑                              (31) 
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da misi bevri SesaZlo kerZo SemTxveva [8]:                                       

( ),u x y = ( ) ( )
1

, ,
r

f x y b const Q b const R

λ

γ γ
γ

ϕ λ
=

 
+ = ∈ = ∈ 

 
∑ .                       (32)  

[3] naSromSi CamovayalibeT cxriliT mocemuli orcvladiani funqciis an-

alizuri saxiT Caweris meTodi, romelsac Cven cxriliT mocemuli cxriliT mocemuli cxriliT mocemuli cxriliT mocemuli 

orcvladiani funqciorcvladiani funqciorcvladiani funqciorcvladiani funqciis analizuri saxiT Cawerisis analizuri saxiT Cawerisis analizuri saxiT Cawerisis analizuri saxiT Caweris maTematikuri modelebis maTematikuri modelebis maTematikuri modelebis maTematikuri modelebis 

meTodi  (mmm) meTodi  (mmm) meTodi  (mmm) meTodi  (mmm) vuwodeT. es meTodi SemdegSi mdgomareobs: 

1. vsazRvravT U  matricis rangs; 

2. Tu matricis rangi ganvsazRvreT, rac niSnavs, rom cxriliT mocemuli 

sididis damokidebuleba Tavis argumentebze funqciuri xasiaTisaa, vwerT 

mis Sesabamis funqciis asdf-s.  

 3. rangis sididis anu asdf-is gaTvaliswinebiT nebismierad virCevT saWi-

ro odenobis striqonebsa da svetebs, davadgenT maT analizur saxes da 

Sevit-anT asdf-Si; garkveuli gardaqmnebis Sedegad miviRebT cxriliT 

mocemul sidides, Cawerils analizuri saxiT.  

 4. Tu matricis rangi ver gavigeT (e.i. r =n ), maSin saZiebeli sididis 

analizuri saxiT Casawerad unda gamoviyenoT sxva meTodebi. 

 Camoyalibebuli meTodidan gamomdinareobs, rom rangis gagebis SemTxvevaSi, 

cxriliT mocemuli orcvladiani funqciis analizuri saxiT Cawera mmm-is 

gamoyenebiT faqtiurad xdeba erTcvladiani funqciebis dadgenis sizustiT. 

 mmm-is gamoyenebiT miviReT bevri saintereso Sedegi. mogvyavs ramdenime maTgani: 

 1. miviReT cxrili da misi gamoyenebis wesebi macxovris brwyinvale aRdgomis 

dResTan dakavSirebiT Semdegi amocanebis amosaxsnelad (marTmadidebluri 

kalendris mixedviT) [9]: a) wlis nomris mixedviT aRdgomis dRis dadgena,          

b) aRdgomis dRis mixedviT SesaZlebeli wlis nomris dadgena. 

2. miviReT ( )sin x y+  funqciis gamosaTvleli zogadi formula [4]:      

( )sin x y+ ={ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sin sin sin sin sin
d c s k s c k

x y x y x y x y x y+ + + − + + −     

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sin sin sin sin sin } :
k c s d s c d

x y x y x y x y x y− + + + − + +    

     ( ) ( ) ( ) ( ): sin sin sin sin
c d s k c k s d

x y x y x y x y+ + − + +   .                    (33)                 

romlis umartivesi kerZo SemTxvevaa trigonometriidan kargad cnobili  

( )sin x y+ =sin x cos y +cos x sin y formula, Tu davuSvebT, rom 

0,c dx y= = 90
s k

x y= = o 
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3. miviReT lg xy  funqciis gamosaTvleli zogadi formula [4]: 

         ( ) ( ) ( )lg lg lg lgd c c dxy xy x y x y= + − ,                                (34) 

romlis umartivesi kerZo SemTxvevaa algebridan kargad cnobili lg xy= lg x + 

 + lg yformula, Tu davuSvebT, rom 1c dx y= =  

4. miviReT ( ) ( ) ( ) ( )lg / lg / lg / lg /d c c dx y x y x y x y= + −  funqciis gamosaTvleli 

zogadi formula [4]:  

         ( ) ( ) ( )lg lg lg lgd c c dxy xy x y x y= + − ,                                (35) 

romlis umartivesi kerZo SemTxvevaa algebridan kargad cnobili 

( )lg /x y = lg x - 

- lg y  formula ( 1c dx y= = ). 

5. davamtkiceT  [4]: 

                     lg lgyx y x=                                       (36) 

 tolobis marTebuloba. 

6. gansakuTrebiT gvinda gamovyoT ( )lg x y+  funqcia. sazogadod, es funqcia, 

rangis gagebis mxriv, Zalian rTuli funqciaa. misi mniSvnelobebiT Sed-

genili matricis sxvadasxva nawils sxvadasxva rangi aqvs. argumentebis da 

maTi jamis cvlilebis 100 , 1500x y≤ ≤ , 200 3000x y≤ + ≤  SualedebisTvis 

miviReT ( )lg x y+  funqciis gamosaTvleli formula [10]: 

( ) 1 1 2 3lg lg 1, 4275 lg 7, 4125 lg 6,9750 lgx y y x x x+ = + − + + 

        + 1 2 3 2(91,750 g 299,625 lg 207,875 lg ) lgl x x x y− + −  

        1 2 3 3(5,750lg 182,625lg 130,875lg ) lgx x x y− − + ,                       (37) 

sadac    1

200

400

x
x

+
= ,  2

600

800

x
x

+
= ,  3

1000

1200

x
x

+
= ,                       (38) 

          1 2 3

500 900
200, ,

200 200

y y
y y y y

y y

+ +
= + = =

+ +
 .                      (39)  

vaCveneT, rom wrfivi gardasaxviT erTi SualedisTvis gamoyvanili fo-

rmula SegviZlia gamoviyenoT sxva SualedebisTvisac.  

axal ( ),A x B y x y≤ ≤ ≤  Sualedze ase xdeba gadasvla: 

1. vsazRvravT 0,75 , 1,25a A b B= = ; (40) 
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2. (26)-Si 1 2 3 1 2 3, , , , ,x x x y y y sidideebisTvis axal mniSvnelobebs gamovTvliT 

Semdegi formulebiT: 

( ) ( ) ( )1 2 3

1,3 0,3 1,7 0,7 2,1 1,1
, , ,

0,4 0,8 1,3

x a b x a b x a b
x x x

b a b a b a

− + − + − +
= = =

− − −
                (41) 

1 2 3

0.6 0,4 0, 2 0,8
0,9 0,1 , , .

0,9 0,1 0,9 0,1

y a b y a b
y y a b y y

y a b y a b

+ + + +
= + + = =

+ + + +
              (42) 

SeniSvna 3.SeniSvna 3.SeniSvna 3.SeniSvna 3. (37) formula gamoyvanili gvaqvs [ ]100; 1100a b= =  SualedisTvis, 

romlisTvisac Sesabamis funqciis mniSvnelobaTa matricis rangi aris 4.  

advili misaxvedria, rom am formulis mm-s aqvs Semdegi saxe: 

                        ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3 4,u x y f x y f x y f x y f xϕ ϕ ϕ= + + + .                 .                 .                 .                 (43) 

3. daskvna3. daskvna3. daskvna3. daskvna    

ZiriTadi Teoremidan gamomdinareobs, rom Tu arsebobs U  matricis (an misi 

elementebis galogariTmebiT miRebuli matricis) rangi r n< , maSin cxrili 

1-iT mocemulia funqciuri damokidebuleba da mis asdf-s aqvs (1) (an misi 

kerZo SemTxvevebis gamomsaxvel formulebs (3)-(7)) saxe.  

Cveni azriT cxrili 1-is saxis nebismieri cxrilis elementebiT mocemulia 

funqciuri damokidebuleba, e.i. Sesabamisi rangi r n< . mTavaria cxrilSi 

gvqondes saZiebeli sididis mniSvnelobebis iseTi odenoba, rom 

SeiZlebodes rangis gansazRvra. 
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Метод математических моделей записи двухпеременной функции, заданной таблицей, в 

аналитическом виде 

И.И. Горджоладзе, Н.И. Горджоладзе, X.III. Горджоладзе 
 

С учетом понятия ранга функции двух переменных, изложен метод установления 

аналитического вида  двухпеременной функции, заданной таблиций. Рассмотрены примери 

примененя понятия ранга и изложенного метода 
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НЕЧЕТКАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ В ПРОЕКТИРОВАНИИ КОНСТРУКЦИЙ 

В.А. Бараненко 

Днепропетровск, Украина 

 

     В конце прошлого столетия интенсивно отрабатывались методы расчета напряженно-

деформируемого состояния конструкций, сооружений, а также на долговечность, 

устойчивость, колебания, усталость, надежность, оптимального проектирования, 

происходило внедрение новых материалов и применение способов и технологий 

использования современной вычислительной техники. 

     В теории проектирования конструкций, в том числе и оптимального, где  доминирует 

детерминистский подход, вызывает интерес рассмотрение более общих задач, в которых 

были бы учтены неопределенности. Для формулировки и решения их необходим такой 

математический аппарат, который имел бы возможность априорно учитывать 

неопределенность [1]. 

Таким аппаратом при действии факторов случайной природы в механике стала теория 

вероятностей [2, 3]. Основная идея внедрения этого аппарата в механику состоит в 

следующем: величины, которые входят в уравнения  прочности, жесткости, колебаний и др., 

геометрические характеристики элементов и самой конструкции, характеристики свойств 

материала,  величины нагрузок, их местоприложение рассматриваются не 

детерминированными, а случайными  величинами, имеющими изменчивость и со временем 

достаточно большую. 

     Источником неполноты информации об исходных данных, расчетных схемах 

функционировании технической системы и т.п. помимо факторов случайной природы может 

быть наличие иных факторов неопределенности. 

     Понятие неопределенности интуитивно понятно каждому человеку. Однако 

формализация ее всегда вызывала затруднения. Долгое время считалось, что все 

необходимое для работы с неопределенностью дает теория вероятностей. Но со временем в 

связи с изменением восприятия человеком окружающей его среды адекватность этой теории 

стала вызывать сомнения. В результате в конце 20-го столетия  в математике возникло новое 

направление исследований - теория нечетких множеств (ТНМ) [4, 5]. Позже на ее основе 

была разработана теория возможностей [6]. 

     В науке возникли такие информационные ситуации, когда некоторые исследования 

порождали огромный поток публикаций в различных областях применения. Так сложилось, 

например, с широко известным в механике конструкций методом конечных элементов. 

Американскому математику Л.А.Заде удалось создать подобную ситуацию. Катализатором 
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информационного взрыва стала его работа "Fuzzy   sets" в журнале "Information and Control" 

(1965). Новаторские труды этого ученого и его учеников привели к смене концептуальных 

подходов, методов исследования во многих отраслях науки и техники. ТНМ представляет 

собой обобщение и переосмысливание важнейших направлений математики. У ее истоков 

лежат идеи и достижения многозначной логики, указавшей пути перехода от двух к 

произвольному числу значений истинности. Теория вероятностей и математическая 

статистика предоставили большое количество различных способов и методов обработки 

экспериментальных данных, открыли пути интерпретации функции принадлежности - 

основного понятия ТНМ -обобщение характеристической функции обычных множеств; 

дискретной математики, предложившей инструмент для формулирования адекватной модели 

при решении всевозможных  практических задач [5]. 

     Вначале слово "fuzzy" использовалось в узком смысле применительно к категориям языка 

или мышления, но не к описаниям природы естественных явлений. В настоящее время это 

слово используется в широком смысле для восприятия явлений  и процессов, переменные ко-

торых имеют хорошо различимую границу тех множеств, к которым они принадлежат. Этот 

термин используется и в случаях, когда границы множеств плохо различимы и их можно 

выразить нечетким множеством. 

     ТНМ задумана как математический аппарат нечеткого вывода и работы с переменными 

лингвистического вида [7], что соответствует явлениям и процессам гуманистических 

систем. В механике этот аппарат не смог найти применение, хотя с помощью таких 

переменных, например, можно описать состояние конструкции в процессе ее 

функционирования. Публикаций об использовании ТНМ в механике конструкций довольно 

мало. Однако, последующее развитие ТНМ дало возможность сформулировать такие 

понятия теории, как нечеткие числа, их арифметику, операции α-уровней, декартово 

произведение, принципы обобщения, слияния и другие, позволившие работать с 

механистическими системами  в условиях неопределенной информации и выявлять 

закономерности влияния этой информации на оценки и точность получаемых результатов. 

     В задачах строительной механики и проектирования конструкций имеют место случаи, 

когда параметры задаются неточным, неясным образом. Проектировщик обязан уточнить их 

с помощью коэффициентов надежности или запаса  в соответствии с нормами 

проектирования. До сих пор в механике доминирует детерминистский подход. Здесь имеет 

место уважительное отношение ко всему точному, строгому и количественному. В этой 

связи приведем высказывания классиков: 

- Галилео Галилей: "Надо измерять все измеримое и делать измеримым то, что пока не 

поддается измерению"; 
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- Д.И.Менделеев: "Наука начинается с тех пор, как начинают измерять. Точная наука не 

мыслима без меры". 

     Отношение же ко всему неточному, нестрогому, случайному, качественному долгое 

время оставалось пренебрежительным. И только в конце 20 столетия к этой проблеме 

стали относиться иначе. Особенно с появлением   аппарата теории вероятностей, 

статистики, теории нечетких множеств, теории возможностей, а также широкого 

использования средств вычислительной техники. Мысль о терпимости проектируемой 

системы к нечеткости  заманчива. Здесь под терпимостью к нечеткому понимается 

способность системы переносить нечеткие, неточные данные в классические методы 

анализа и принятия решений. На основе такого подхода могут возникнуть новые методы 

исследования. 

      Цель настоящей работы - ознакомить с новым направлением исследований в 

оптимизации конструкций, показать возможные модели математического 

программирования в условиях нечеткой информации. 

2. Технология нечеткого моделирования. 

     Под нечетким моделированием здесь понимается процесс выполнения следующих 

этапов исследования: фаззификации, нечеткого анализа и  дефаззификации. Суть первого 

этапа состоит в описании  начальной исходной информации в терминах нечетких 

множеств, то есть для нечетких параметров типа "приблизительно", "около", "близко к", 

"примерно", "в интервале" и т. п. вводятся соответствующие функции принадлежности. 

При решении практических задач они даются    вне ТНМ и могут быть определены 

различными способами [5]. Например, в работе [8] на основе статистических данных для 

стального каната (небольшой выборки) получены соответствующие приближения модуля 

упругости в виде нечетких чисел треугольной и трапецоидной формы. 

     Второй этап моделирования состоит в установлении соответствия между нечеткими 

данными и пространством отображения результатов. Этот этап выполняется на основе 

использования подхода α-уровней , принципа обобщения, декартова произведения, 

расчетных аналитических или численных методов механики, а также компьютерных 

программных комплексов. 

     Процедура  сведения полученных нечетких результатов к четким выполняется в 

третьем этапе исследования [5, 9, 10]. 

3. Модели нечеткой оптимизации. 

3.1 Стандартная задача ТНМ. 

     Сформулируем следующую задачу математического программирования 
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                  },...,2,1;0)(|)(maxarg{ mixgxfx i
Xx

opt =≤=
∈

                                                     (1) 

где х -вектор решений; 

      f(x) - целевая функция, ;: RXf →  

       )(xg i  - функции ограничений  .: RXg i →  

     Нечеткий вариант этой задачи получится, если : 1) "смягчить" в (1) ограничения, то 

есть допустить возможность их нарушения с той  или иной степенью; 2)  вместо макси-

мизации функции f(x) необходимо стремиться к достижению некоторого заданного 

значения этой функции с различным допустимым отклонением. 

3.2 Нечеткая модель ожидаемого значения. 

     Нечеткое программирование представляет собой один из классов математических 

моделей. Запись задач нечеткого программирования соотношением (1) с введением 

нечеткой компоненты - вектора ξ, то есть  

                  mixgприxf i ,...,2,1;0),(max),( =≤→ ξξ                                               (2) 

не имеет математического смысла, поскольку не имеет единственной интерпретации. 

Здесь нельзя максимизировать нечеткую целевую функцию ),( ξxf , поскольку 

ограничения в (2) не порождают какого-либо четного множества допустимых значений. 

     Для того, чтобы строить точно выраженные модели нечеткого программирования, 

необходимо применить оператор ожидаемого значения. В литературе, где 

рассматривается стохастическое программирование, используется оператор 

математического ожидания. Оператор ожидаемого значения для нечетких величин 

представляет собой выражение 

                                                ∑
=

=
n

i
ii xwxE

1

,)()( µ                                                                 (3) 

где iw - весовые коэффициенты, зависящие от значений функции принадлежности ).(xµ  

В работах [5, 9, 10] указываются способы определения коэффициентов .iw  Чтобы 

получить решение, обеспечивающее максимальное значение ожидаемого f, необходимо 

воспользоваться в случае однокритериальной постановки  нечеткой EVM - моделью 

(expected value model): 

         )],([max ξxfE     при ограничениях .,...,2,1;0)],([ mixgE i =≤ξ                         (4) 

     В случае многокритериальной задачи нечеткого программирования имеет место 

следующая EVM - модель c нечетким ожидаемым значением 

                                      )]},([)],...,,([)],,([max{ 21 ξξξ xfExfExfE p  

                                      при ограничениях                                                                              (5) 
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                                       .,...,2,1;0)],([ mjxgE j =≤ξ  

     Модель (4) использовалась для нахождения площади сечений элементов фермы при 

нечетком задании  величин нагрузок [11]. 

     В случае сложного описания  неопределенной целевой функции и нелинейных 

ограничений их удобнее аппроксимировать нейронной сетью. Обученная сеть встраивается в 

генетическую процедуру, что позволяет получить мощный гибридный алгоритм решения 

оптимизационной задачи. 

3.3 Нечеткое программирование с возможностными ограничениями. 

     Следуя идеям  стохастического программирования с вероятностными ограничениями, 

изложенными в работе [12], при оптимизации оболочек из композиционного материала с 

учетом статистических факторов, предлагаются следующие модели нечеткого 

программирования 

                                            fmax  

                                 при ограничениях                                                                                      (6) 

             Pos ;;}),({ βξ ≥≥ fxf   Pos ,]},...,2,1;0),({ αξ ≥=≤ vixg i  

где α, β - предопределенные заранее доверительные уровни. Модель (6) с возможностными 

ограничениями называется максимаксной, поскольку она эквивалентна следующей модели 

                                              f
fx

maxmax  

                                   при ограничениях                                                                                    (7) 

    Pos{ ;}),( βξ ≥≥ fxf     Pos{ ,},...,2,1;0),( αξ ≥=≤ mixg i  

для которой fmax есть β - оптимистическое значение критериальной функции. Термин Pos 

означает  possibility (возможность). Модель (6) в литературе [10] известна под названием 

ССР - модель (chance-constrained model), модель с ограничениями на шансы. 

     Рассматривая упрощенный вариант задачи (7), то есть 

                            |)(minarg{ xfx
x

opt = Pos( },)0),( βξ ≥≤xg                                                   (8) 

можно увидеть аналог задачи оптимального проектирования с заданным порогом 

надежности при случайном характере величины ξ. Только здесь вместо операции Pos должна 

быть операция Prob (вероятность). Модель (8) рассматривалась в работе (13) для 

проектирования прочной фермы минимального объема при предопределенном значении 

величины β и не-четком задании действующей нагрузки. 

4. Модель максимальной достижимости нечетких критериев и ограничений. 

     Основными элементами процесса принятия решения являются: множество решений 

(альтернатив), множество ограничений, которые необходимо учитывать при выборе альтер-
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нативы, функция предпочтительности (функция цели), определяющая переход из прост-

ранства альтернатив в некоторое другое пространство и ставящая каждому решению соот-

ветствующее значение целевой функции. Под нечеткой целью понимается цель, которую 

можно описать как нечеткое множество в соответствующем пространстве. Проблема при-

нятия решения в нечетких условиях интерпретируется как комплексное влияние нечеткой 

цели G и нечеткого ограничения С на выбор альтернатив и характеризуется пересечением 

множеств, образуя при этом нечеткое множество решений D, то есть 

                                                           .CGD I=   

Функция принадлежности для множества решений задается соотношением 

                              ))();(min()()()( xxxxx CGCGD µµµµµ =∧=                                               (9) 

а решение в виде 

                                                )}.(suparg{ xx D
x

µ=∗                                                                  (10) 

     Для задачи проектирования сечений элементов фермы в условиях нечетко поставленных 

целей и ограничений в работе [14] был применен указанный аппарат. Учет нечеткости ведет 

к увеличению значения целевой функции - "плата" за неопределенность. 

5. Динамическое программирование. 

     На примере работы [15] проектирования n-элементной фермы с полной информацией о 

длинах элементов, материале, закреплении, нагрузках и неполной информации о площадях 

сечений рассматривается возможность применения динамического программирования. Цель 

G проектирования: "вертикальное перемещение характерного узла фермы должно быть 

близким к значению 0y ". Величина 0y - нечеткая и задается функцией принадлежности 

треугольного вида. Необходимо найти нечеткое распределение сечений элементов фермы, 

которое удовлетворяет поставленную цель. Нечетким решением  YyyD ∈∗ );(µ задачи 

достижения цели G  при ограничениях niCi ,...,2,1=  по прочности называется 

максимальное по отношению вложенности нечеткое множество  D, обладающее свойствами: 

YD ⊆ (допустимость решения) и GD ⊆)(ϕ  (достижение нечеткой цели), где )(Dϕ - образ D 

при отображении ϕ 
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Соотношения (11) следуют из формулы Мора ∑
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. Задача нечеткой оптимизации 

может быть теперь сформулирована таким образом 
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Применяя формализм метода динамического программирования к задаче (12), на основании 

подхода Беллмана-Заде [16] получим искомые реккурентные соотношения 

                   011 ;1,2,...1)]}();({min[max)(
1

ydnidud iGiC
u

iG ii
i

i
=−=== ++

µµµ . 

6. Выводы. 

     Чего же можно ожидать от ТНМ в различных отраслях человеческих знаний? 

     В философском плане ТНМ примечательна тем, что открывает новый подход к решению 

проблем абстракции и образованию понятий, обладающих богатством всевозможных 

оттенков. 

     Применение ТНМ и ЭВМ в области техники сулит колоссальные преимущества в методах 

моделирования систем, которые настолько сложны, что не поддаютя обычному 

количественному анализу. Применение нечетких алгоритмов стимулирует развитие ГАП и 

ГПС (гибких автоматизированных производств и производственных систем). Это дает 

толчок как к развитию управления с помощью нечетких инструкций, так и  к созданию 

систем с повышенной автономностью. 

     В области строительной механики конструкций отметим следующие направления 

использования ТНМ: 

- описание внешних воздействий, их местоположения, граничных условий, механических и 

геометрических характеристик, расчетных схем конструкций и т.п.; 

- структурный анализ (статика, динамика, устойчивость); 

- идентификация параметров конструкции и ее элементов; 

- регулирование, управление; 

- оптимальное проектирование конструкций (ОПК); 

- оценки надежности и долговечности; 

- формулировка оптимизационных моделей проектирования, отличных от известных и 

соответствующая разработка математического и алгоритмического обоснования. 
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ОБОБЩЕННЫЙ ПОКАЗАТЕЛЬ РАБОТОСПОСОБНОСТИ МОТОРНОГО МАСЛА  
 

Нигматуллин Р.Г, Костенков Д.М, Шмельков Д.А., Нигматуллин И.Р.                            

ООО «Химмотолог», г. Уфа 

  
Аннотация: Проведена экспресс-диагностика моторного синтетического масла SAE 5W40 и 

определены основные показатели его качества, сведенные в обобщенный показатель 

работоспособности масла. Разработан показатель динамики нагрева масла, позволяющий определить 

наличие основных загрязняющих примесей (воды, антифриза, бензина и сажи). 

Ключевые слова: Анализ смазочных материалов, вязкость, износ, охлаждающая жидкость, 

электрическая емкость, коррозия, устройство для экспресс-анализа смазочных материалов. 

 

Summary: Express diagnostics of engine SAE 5W40 synthetic oil is carried out and the main indicators of 

its quality reduced in the generalized indicator of operability of oil are defined. The indicator of dynamics of 

heating of the oil, allowing to define availability of the main polluting impurity (water, antifreeze, gasoline 

and soot) is developed. 

Keywords: The analysis of lubricants, viscosity, the wear, cooling liquid, electric capacity, corrosion, the 

device for the express analysis of lubricants. 

 

Введение 
 В моторном масле, находящемся в масляной системе двигателя внутреннего сгорания 

или редуктора происходят непрерывные количественные и качественные изменения, которые 

можно своевременно обнаружить и принять меры, а значит продлить ресурс машины. 

Задачей данной работы является определение дефектов систем охлаждения, очистки 

воздуха от пыли, топливной аппаратуры, узлов трения двигателя внутреннего сгорания 

(ДВС) и редукторов (по наличию в масле топлива, охлаждающей жидкости, продуктов 

износа, коррозии) по обобщенному показателю работоспособности смазочного материала, 

учитывающего изменение его  показателей качества: 

• вязкости (времени заполнения ёмкости); 

• степени износа узлов трения (по наличию и форме намагничиваемых металлических частиц); 

• наличия охлаждающей жидкости (воды) в смазочном материале по изменению 

ёмкости конденсатора (диэлектрической проницаемости); 

• коррозионного воздействия смазочного материала на медь.  

 

Методика исследования 
Исследования проводили на устройстве для экспресс-анализа масла [1] (рис.1), которое 

позволяет определить качество смазочного материала за короткий промежуток времени. 



122 

 

 

Рис. 1. Устройство для экспресс-анализа масла 
 

Работа устройства заключается в том, что в результате создания вакуума поршнем, 

приводимым в движение пружиной, через трубку, в цилиндрическую ёмкость поступает 

смазочный материал, проходящий через магнит. По времени заполнения ёмкости, в 

зависимости от диаметра трубки, вакуума, температуры и плотности, определяют степень 

разжижения работающего смазочного материала продуктами неполного сгорания топлива, 

по наличию металлических включений на магните фиксируется процесс износа. 

Устройство дополнительно содержит датчик емкости, расположенный в корпусе. По 

изменению ёмкости конденсатора судят о наличии охлаждающей жидкости в смазочном 

материале. Нижний конец термостатированной трубки имеет медное покрытие (или 

дополнительно закручивающуюся медную трубку) для определения коррозионного 

воздействия масла. Сравнивая потемнение поверхности медной трубки с эталоном, судят о 

коррозионной активности смазочного материала (1a-выдерживает, 2abc, 3abc, 4abc- не 

выдерживает)[2]. Трубка выполняет роль щупа, отградуирована от конца на 150 мм (для 

определения изменения уровня масла в картере) и имеет перемещающийся фиксатор. 

В цилиндрической ёмкости установлены термопара, плотномеры и конденсатор, 

соединённые с регистратором температуры и времени заполнения емкости (10 мл), 

измеритель электрической емкости [3] смазочного материала и уровень, необходимый для 

установки емкости в вертикальном положении.  

 Устройство содержит термостойкую трубку 3, диаметром 1,5÷2,0 мм и длиной 550 мм, 

верхний конец которой представляет собой гофрированную гибкую (пластичную) трубку 19 
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размером 30 мм, для возможности фиксирования цилиндрической емкости в вертикальном 

положении. На нижний конец завернута медная трубка 15 длиной 30 мм такого же диаметра. 

Термостойкая трубка завернута в емкость 6, в которой размещен съемный магнит 4. На дне 

емкости располагается датчик электрической емкости 5. На рукоятке установлен  уровнемер 18, 

поршень со штоком 9, на штоке которого рукоятка 12. Поршень приводится в движение пружиной 

13, которая фиксируется и разжимается фиксатором рукоятки 10. 

 Устройство работает следующим образом. Вначале извлекают масломерную линейку 

из отверстия картера, определяют уровень масла, на основании чего устанавливают фиксатор 

2 на термостойкой трубке 3. Маслотестер устанавливают в вертикальное положение с 

помощью уровня 18 на место обычного  нахождения масломерной линейки (щупа). 

Нажимают рукоятку 12, фиксируют сжатую до упора пружину фиксатором рукоятки 10, 

приводят устройство в рабочее положение разжатием фиксатора 10. За счет создавшегося 

разряжения в емкость 6 (объемом 10 мл) поступает из картера 1 смазочный материал. Время 

заполнения (объема 10 мл), температура и электрическая емкость смазочного материала, 

фиксируются  регистраторами времени и температуры 16 и электрической емкости 17 

(коррозия на медь определяется по потемнению поверхности медной трубки по истечению   

3-4 часов в картере работающего двигателя). 

Полученные показатели измерений характеризуют работоспособность и процессы, 

проходящие в объекте диагностирования.  

Причины, влияющие на показатели смазочного материала [4]: 

I. Вязкость уменьшается: 

• при попадании продуктов неполного сгорания топлива; 

• при деструкции вязкостной присадки; 

• при доливке масла с низкой вязкостью; 

Вязкость увеличивается: 

• при окислении масла; 

• при загрязнении масла (отложениями, сажей); 

• при угаре масла (перегрев двигателя); 

• при доливке масла с высокой вязкостью; 

• при попадании охлаждающей жидкости (воды); 

II. Плотность понижается: 

• при попадании продуктов неполного сгорания; 

• при доливке масла с низкой плотностью; 

• при деструкции высокомолекулярных углеводородов; 
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Плотность повышается: 

• при загрязнении масла продуктами отложений, сажей, пылью; 

• при доливке масла с высокой плотностью; 

• при попадании охлаждающей жидкости (воды); 

III. Электрическая емкость повышается: 

• при попадании охлаждающей жидкости (воды) 

• незначительно при попадании продуктов неполного сгорания топлива; 

IV. Продукты износа возникают 

• при обкатке узла трения; 

• при использовании некачественного масла; 

• при коррозии; 

• при попадании в масло продуктов неполного сгорания топлива; 

• при попадании охлаждающей жидкости (воды); 

• при попадании пыли через систему очистки от пыли воздуха, подаваемого 

на смешение с топливом; 

V. Коррозия на медь возникает: 

• при попадании в масло воды; 

• при использовании в ДВС сернистого топлива; 

• при разложении антикоррозийной присадки. 

Вариантов изменения показателей качества масла может быть множество. Поэтому введён 

обобщенный показатель работоспособности масла (ОПРМ) [5] по пяти показателям качества масла, 

который позволяет судить о процессах происходящих в рассматриваемой системе: ДВС, редукторе  ̧

узле трения, масле. Идеальный случай когда все пять показателей не изменяются. Если принять 

неизменившийся показатель за единицу (1), то обобщенный показатель работоспособности равен                  

5 (1+1+1+1+1). Если один из показателей становится браковочным, а остальные изменились в 

худшую сторону, то сопоставив их можно определить причины их изменения. 

Для удобства при расчете обобщенного показателя, ухудшения показателей качества масла 

минусуем от единицы. Так увеличение и уменьшение времени истечения масла через 

термостойкую трубку в емкость приняли 2 сек. за - 0,01¸соответственно 4 сек за - 0,02 и т.д. 

Изменение плотности масла определяется двумя плотномерами. Первый плавает в свежем 

масле, второй тонет в свежем масле. Так если плотность уменьшилась, то оба плотномера тонут, 

если плотность увеличилась, то первый по ходу поршня не тонет. Уменьшение и увеличение 

плотности работающего масла принимаем за - 0,01, значительное изменение плотности за - 0,02; 

Изменение электрической емкости на 1 пф - 0,01, на 2 пф и более - 0,02; 
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Наличие продуктов износа на магните примем за 0,01, наличие 2-х и более частиц – 0,02; 

Коррозию на медную часть термостойкой трубки принимаем за – 0,01 при балле 2с, за – 

0,02 при балле 3с, 0,03 и т.д.: 

Условно принято (на основе проведенных экспериментов), что при значении ОПРМ 4,98 

и менее, следует масло заменить, предварительно устранив причины ухудшения масла. В случае 

уменьшения или повышения уровня масла в картере на 5 мм от ОПРМ минусуется 0,01. 

Определение показателя динамики  нагрева (подана заявка на изобретение)  заключается в 

измерении времени, за которое жидкость нагреется до определенной температуры. Конец трубки с 

термистором для контроля температуры погружают в анализируемую жидкость, затем нагревают 

жидкость. По дисплею регистратора 16 (рис.1) контролируют время и температуру. Периодически 

фиксируют значения времени и температуры (например, каждые 5 °C), по полученным 

результатам строят кривую (примеры кривых нагрева приведены на рис. 2). Время изменения 

температуры в определенном диапазоне является показателем динамики нагрева жидкости. 

Определение показателя динамики нагрева можно проводить, например, для масла в картере 

автомобиля с целью установления наличия примесей (воды, сажи и др.). При этом время прогрева 

двигателя, например, с 30 до 90 °C, а также форма кривой нагрева, будут различными для чистого 

масла и масла с примесью воды. Для упрощения сравнения результатов измерений определение 

показателя динамики нагрева следует проводить в одинаковых условиях. Аналогично можно 

определить показатель динамики охлаждения жидкости. 

 
Результаты экспериментов и их обсуждение 

 

Рассмотрим конкретные случаи. 

Пример 1. Моторное масло синтетическое SAE 5W40 (свежее) вязкостью при 100ºС 13 

сСт разбавляют 2, 4, 6 % продуктами неполного сгорания бензина АИ-95 (имеющего начало 

кипения 90 ºС¸а конец кипения 210ºС) и используя предлагаемый способ и устройство определяют 

время заполнения цилиндрической емкости  ̧ объемом 10 мл за счет вакуума создаваемого 

поршнем при температуре 20ºС. Результаты измерения времени заполнения образцов масел с 

продуктами неполного сгорания помещены в таблице 1. 

Таблица 1 
Содержание продуктов неполного сгорания 

бензина АИ-95 в моторном масле SAE 5W40, 

%(масс) 

Время заполнения емкости, сек. 

0 108 

2 84 

6 81 

         Электрическая емкость масла SAE 5W40 составляет 21,2 пф. 
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Пример 2. моторное синтетическое масло SAE 5W40 из картера автомобиля 

работающего на бензине АИ-95. С использованием  способа и устройства определяют: время 

поступление масла в цилиндрическую емкость объемом 10 мл при вакууме создаваемом 

поршнем при температуре 20ºС. Оно составило 83 сек., что соответствует согласно таблице 1  

3,3 % продуктов неполного сгорания бензина АИ-95: баллы - 0,017. Наличие продуктов 

неполного сгорания в масле подтверждается также плотномерами (оба в виде шариков на 

проволоке) потонули: баллы- (1–0,02); Электрическая емкость повысилась на 0,5пф по 

сравнению со свежим маслом: баллы – 0,005; На магните обнаружен продукт износа                      

(1 частица): баллы- (1– 0,01); Коррозии на медь нет: баллы- (1-0). 

На основании полученных результатов рассчитываем обобщенный показатель 

работоспособности масла (ОПРМ), он составляет 4,948. 

ОПРМ= (1-0,017)+(1-0,02)+(1-0,005)+(1-0,01)+1=4,948 

Уровень масла в картере увеличился на 4 мм. Изменений в ОПРМ не вносим. 

Масло следует заменить, предварительно устранив причину попадания топлива в 

масло (неисправности топливной аппаратуры или системы зажигания). 

Пример 3. Дизельное минеральное масло М-10Г2К с вязкостью при 100ºС 10,76 сСт 

разбавляют 4% и 6 % дизельного топлива (летнего) и, используя способ и устройство, 

определяют время поступления дизельного масла в цилиндрическую емкость объемом 10 мл 

под вакуумом при температуре 20ºС. Результаты экспериментов помещены в таблице 2. 

Замеряем электрическую емкость масла М-10Г2К, она составляет 21,5 пф. 

Таблица 2 
Содержание дизельного топлива (летнего) в 

масле М-10Г 2 К¸% (мас) Время заполнения емкости, сек 

0 114 

4 88,5 

6 76 

0,1 (сажи) 120 

 

Пример 4. Дизельное масло М-10Г2К из картера двигателя работающего на дизельном 

топливе (летнее). С использованием предлагаемого способа и устройства определяют: время 

поступления 10 мл масла под вакуумом при температуре 20ºС, которое составило 118 сек. 

Согласно таблицы 2 в работающем дизельном масле М-10Г2К топлива нет - это подтверждается 

всплытием второго тяжелого поплавка (имеющего удельный вес превышающий удельный вес 

свежего масла); на магните обнаружен продукт износа (1 частица); электрическая емкость 

повысилась на 1,5 пф по сравнению со свежим маслом, баллы (1-0,015); Коррозия на медной 

трубке составила 3с, баллы (1-0,02); обобщенный показатель (ОПРМ) составляет: 

ОПРМ = (1-0,02)+(1-0,02)+(1-0,01)+(1-0,015)+(1-0,02)=4,925. 
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Масло следует заменить  ̧ предварительно устранив причины сгорания топлива с 

образованием сажи, попадания охлаждающей жидкости из системы охлаждения (через нарушения 

герметичности, трещины и т.д.). 

Пример 5. Выполнили исследования показателя динамики нагрева для чистого масла 

Nissan SAE 5W-40 и его смесей с основными загрязнителями: водой, бензином, антифризом 

и сажей. Образцы массой 60 г нагревали до 150 °C и с интервалом 5 °C фиксировали время 

нагрева. Результаты измерения показателя динамики нагрева масла Nissan SAE 5W-40 

приведены на рис. 2.  

 
Рис. 2. Графики зависимости времени нагрева масла Nissan SAE 5W-40  

от температуры 
 

Из графиков видно, что на показатель динамики нагрева масла наибольшее влияние 

оказывает вода: масло с добавлением 3 % воды нагревается дольше других образцов (за счет 

большей теплоемкости воды и затрат на испарение воды). Также значительное влияние на 

время нагрева оказывает сажа. Небольшое увеличение времени нагрева наблюдается при 

добавлении в масло охлаждающей жидкости. Добавление большого количества бензина (10 

%) практически не повлияло на время нагрева масла. Теплопроводность исследуемых 

веществ приведена в табл. 3. 
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                                            Таблица 3 

Наименование 
Теплопроводность, 

Вт/(м·К) 

Вода 0,6 

Антифриз 0,4 

Масло 0,2 

Бензин 0,12 

Сажа 0,1 

Масло + 3% воды 0,212 

Масло + 3% антифриза 0,206 

Масло + 10 % бензина 0,192 

Масло + 5 % сажи 0,195 

 

Таким образом, увеличение времени нагрева моторного масла (по сравнению с 

начальным состоянием) свидетельствует о наличии в нем примесей (воды, сажи, антифриза). 

Заключение 
 

Рассмотренные обобщенный показатель работоспособности масла и показатель динамики 

его нагрева позволяют по изменению физико-химических показателей масла в процессе работы 

двигателя правильно определить работоспособность масла (момент его смены), а также 

своевременно выявить и устранить неполадки в работе двигателя, приводящие к обводнению 

масла, попадания в него топлива и увеличению прорыва газов в картер. 

Полученные результаты исследования работающего моторного масла в ДВС 

экспресс-методом с помощью маслотестера разработанного в ООО «Химмотолог», 

подтверждают, что работающее масло является уникальным носителем достоверной 

информации о техническом состоянии узлов, агрегатов и систем двигателя автомобиля [6]. 
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qarTuli enis logikuri gramatikis miznebi, meTodebi, SedegebiqarTuli enis logikuri gramatikis miznebi, meTodebi, SedegebiqarTuli enis logikuri gramatikis miznebi, meTodebi, SedegebiqarTuli enis logikuri gramatikis miznebi, meTodebi, Sedegebi    
    

konstantinekonstantinekonstantinekonstantine    fxakaZefxakaZefxakaZefxakaZe,,,,    giorgigiorgigiorgigiorgi    CiCuaCiCuaCiCuaCiCua,,,,    merabmerabmerabmerab    CiqviniZe,CiqviniZe,CiqviniZe,CiqviniZe,    aaaaleqsandre masxaraSleqsandre masxaraSleqsandre masxaraSleqsandre masxaraSvilivilivilivili    
    

stu qarTuli enis teqnologizebis saswavlostu qarTuli enis teqnologizebis saswavlostu qarTuli enis teqnologizebis saswavlostu qarTuli enis teqnologizebis saswavlo----samecniero centrisamecniero centrisamecniero centrisamecniero centri    
 

    

1.1.1.1. qarTuliqarTuliqarTuliqarTuli    enisenisenisenis    logikurilogikurilogikurilogikuri    gramatikisgramatikisgramatikisgramatikis    miznebismiznebismiznebismiznebis    dadadada    meTodebismeTodebismeTodebismeTodebis    moklemoklemoklemokle    mimoxilvamimoxilvamimoxilvamimoxilva    

qarTuli enis logikuri gramatika miznad isaxavs qarTuli enis 

maTematikuri Teoriis [4] da qarTuli inteleqtualuri kompiuteruli 

sistemis agebas [5].1 kvlevis meTodika eyrdnoba xedvas enis kanonebis 

bunebriv arsebobaze. anu, Cveni kvlevis meTodia CvenSi qarTuli enis 

bunebrivad da, Sesabamisad, qvecnobierad arsebuli kanonebis gacnobiereba 

da maTi maTematikuri Teoriis farglebSi moqceva [4], [6], [7]. amasTan, 

veyrdnobiT ra montegius, Cveni meTodebi gansxvavdeba inglisurisTvis 

SemuSavebuli misi meTodebisgan [13]. anu, λ-aRricxvis nacvlad Cven 

veyrdnobiT aRniSvnaTa Teorias [10]. aseve, Cven ver vsargeblobT Comskis im 

meTodebiT, romlebic inglisuriTaa nakarnaxevi [13]. anu, uSualo 

SemadgenelTa meTodis nacvlad Cven veyrdnobiT qarTuli enobrivi masalis 

formalurad ganviTarebadi maTematikuri enis simboloebad gadaazrebis 

meTods, romelsac enis pirdapiri formalur-logikuri anu bunebrivi 

maTematikuri aRweris meTodsac vuwodebT [8]. garda amisa, qarTuli enis 

bunebrivi sametyvelo Taviseburebebis kvlevam anu maTma gacnobierebam da 

logikurma analizma Cven gvibiZga sametyvelo enis anbanis cnebis 

gansazRvrisken, rac am lingvistur sferoSi dRes arsebuli xedvebisgan [14] 

arsebiTad gansxvavebuli xedvebs ayalibebs. 

2.2.2.2. qarTuli enis logikuri gramatikis Sedegebis mokle mimoxilvaqarTuli enis logikuri gramatikis Sedegebis mokle mimoxilvaqarTuli enis logikuri gramatikis Sedegebis mokle mimoxilvaqarTuli enis logikuri gramatikis Sedegebis mokle mimoxilva    

vikvlevT ra enis fonetikur, morfologiur, sintaqsur, semantikur, 

logikur da sakomunikacio sistemebs naSromSi mimoxilulia axali xedvebi 

                                                 
 1 is, rom jer kidev ar arsebobs qarTuli enis sintaqsuri marTlmweri, maRalxarisxiani 
teqstebis mkiTxveli da metyvelebis  amomcnobi da xmidan xmaze da teqstidan teqstze mTargmneli 
sistemebi, maSin rodesac, dRes, mTeli rigi enebisTvis, aseTi sistemebi ukve TiTqmis amomwuravi 
formiTaa SemuSavebuli, ganpirobebulia imiT, rom dasavleTSi, aseTi sistemebis asagebad enebis 
maTematikuri gramatikebis SemuSaveba ukve 50 welia mimdinareobs, qarTulis maTematikuri Seswavla 
ki mxolod am 12 wlis win daiwyo da, Tanac, ukve 7 welia, es procesi misTvis aucilebeli 
miznobrivi damokidebulebis gareSe darCa. - dasavluri gamocdileba cxadad gvidasturebs, rom 
qarTuli enis, metyvelebisa da azrovnebis maTematikuri Teoriebis SemuSavebis gareSe  vercerTi  
zemoaRniSnuli saxis sistema ver Seiqmneba, rac, axlo momavalSi, qarTul enis kulturuli 
funqcionirebis TiTqmis sruli SezRudvis obieqtur mizezad iqceva.  
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qarTuli sametyvelo enis anbanze da, aseve, qarTul enis morfemebze, 

brunebaze, uRlebaze, TxrobiT winadadebebze.  

2. 1. sametyvelo enis anbanis Taobaze: 2. 1. sametyvelo enis anbanis Taobaze: 2. 1. sametyvelo enis anbanis Taobaze: 2. 1. sametyvelo enis anbanis Taobaze: qarTuli enis logikuri 

gramatikis Tanaxmad,    enis aradaSlad, anu ganuyofel anu martiv 

sametyvelo xmebs am sametyvelo enis sametyvelo erTeulebs vuwodebT da 

vambobT, rom nebismieri sametyvelo enis anbani unda Sedgebodes am enis 

sametyvelo erTeulebisgan. anu, qarTuli sametyvelo enis anbani unda 

Sedgebodes qarTuli sametyvelo erTeulebisagan, romlebzedac Cven xedvas 

qvemoT warmovadgenT. 

qarTul samwerlobo enas GWL-iT, mis anbans ki - GWLAlpabet-iT 

aRvniSnavT. GWLAlpabet=GWLAlpabet(V)∪(GWLAlphabet(C)) (aq GWLAlphabet(V)={a, e, 

i, o, u} xmovnebis simravlea, GWLAlpabet(C)={b, g, d, v, z, T, k, l, m, n, p, J, r, 

s, t, f, q, R, y, S, C, c, Z, w, W, x, j, h} ki - Tanxmovnebis). GSL-iT  qarTul 

sametyvelo enas, GSLAlphabet-iT ki mis anbans aRvniSnavT. amasTan, Cven 

vamtkicebT, rom qarTulSi xmovani asos gametyvelebiT gveZleva erTi 

xmovani sametyvelo erTeuli, radgan arcerTi qarTuli xmovnis Sesabamisi 

sametyvelo xma ar iSleba ufro martiv sametyvelo xmebad. anu, qarTulSi 

aris GSLAlphabet(V)={a, e, i, o, u} simravliT mocemuli 5 xmovani sametyvelo 

erTeuli.2 qarTuli araxmovani sametyvelo erTeulebis dadgenisas    

gamovdivarT iqidan,    rom arcerTi qarTuli Tanxmovani ar metyveldeba 

xmovnisgan mowyvetiT. anu, Cven vamtkicebT, rom qarTuli Tanxmovani, 

xmovnisgan gansxvavebiT, ar SeiZleba gagebul iqnas sametyvelo erTeulis 

aRmniSvnel niSnad da rom mas sametyvelo enaSi ebmeba 10 sametyvelo 

erTeuli, romelTagan 5 maszed marjvnidan, 5 ki - maszed marcxnidan 

xmovnis midgmiT miRebuli marcvlis gametyvelebiT miiReba. anu, qarTulSi 

aris GSLAlphabet(CV) da GSLAlphabet(VC) simravleebiT qvemoT mocemuli 

Semdegi 280 marcvlovani sametyvelo erTeuli: 

GSLAlphabet(CV)={ ba, ga, da, va, za, Ta, ka, la, ma, na, pa, Ja, ra, sa, ta, 

fa, qa, Ra, ya, Sa, Ca, ca, Za, wa, Wa, xa, ja, ha, be, ge, de, ve, ze, Te, ke, le, me, 

ne, pe, Je, re, se, te, fe, qe, Re, ye, Se, Ce, ce, Ze, we, We, xe, je, he, bi, gi, di, 

vi, zi, Ti, ki, li, mi, ni, pi, Ji, ri, si, ti, fi, qi, Ri, yi, Si, Ci, ci, Zi, wi, Wi, 

xi, ji, hi, bo, go, do, vo, zo, To, ko, lo, mo, no, po, Jo, ro, so, to, fo, qo, 

                                                 
2 xazgasmuli xmovniT am xmovanze mibmuli sametyvelo erTeulia aRniSnuli. 
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Ro, yo, So, Co, co, Zo, wo, Wo, xo, jo, ho, bu, gu, du, vu, zu, Tu, ku, lu, mu, 

nu, pu, Ju, ru, su, tu, fu, qu, Ru, yu, Su, Cu, cu, Zu, wu, Wu, xu, ju, hu} 

GSLAlphabet(VC)={ ab, ag, ad, av, az, aT, ak, al, am, an, ap, aJ, ar, as, at, 

af, aq, aR, ay, aS, aC, ac, aZ, aw, aW, ax, aj, ah, eb, eg, ed, ev, ez, eT, ek, el, em, 

en, ep, eJ, er, es, et, ef, eq, eR, ey, eS, eC, ec, eZ, ew, eW, ex, ej, eh, ib, ig, id, 

iv, iz, iT, ik, il, im, in, ip, iJ, ir, is, it, if, iq, iR, iy, iS, iC, ic, iZ, iw, iW, 

ix, ij, ih, ob, og, od, ov, oz, oT, ok, ol, om, on, op, oJ, or, os, ot, of, oq, 

oR, oy, oS, oC, oc, oZ, ow, oW, ox, oj, oh, ub, ug, ud, uv, uz, uT, uk, ul, um, 

un, up, uJ, ur, us, ut, uf, uq, uR, uy, uS, uC, uc, uZ, uw, uW, ux, uj, uh}.3 

amgvarad, Cven vamtkicebT, rom qarTuli sametyvelo enis anbani 

Sedgeba mxolod zemoT warmodgenili 5 xmovani da 280 marcvlovani 

sametyvelo erTeulisgan da igi Semdegi 285 wevriani simravlea: 

GSLAlphabet=GSLAlphabet(V)∪GSLAlphabet(CV)∪GSLAlphabet(VC).
4
 

sametyvelo enis am anbanuri xedviT agebuli mkiTxveli sistemebi, 

dRes, erT-erTi yvelaze ufro maRali xarisxiT momuSave qarTuli 

mkiTxveli sistemebia [1]. es, imis gaTvaliswinebiT, rom jer realizebulia 

meTodis mxolod 5-10%, calsaxad gvkarnaxobs mis perspeqtiulobaze. amas 

amyarebs isic, rom am meTodis safuZvelze SemuSavebulia ukve arsebuli 

qarTuli metyvelebis amomcnobi sistemis [3] gaumjobesebis gzebi. amasTan, 

sametyvelo enis anbanis es xedva iZleva axal xedvas marcvalTa 

struqturaze. kerZod, arsebuli xedviT, CR1…CRmVLC1…LCm tipis marcvlis 

birTvia V xmovani [14], Cveni xedviT ki, CRn…CR1VLC1…LCn tipis marcvlis 

birTvia an RC1V martivi marjvena marcvali an VLC1 martivi marcxena 

marcvali.  

2.2.2.2.    2. 2. 2. 2. qarTuli morfemebis, brunebis, uRlebis da TxrobiTi qarTuli morfemebis, brunebis, uRlebis da TxrobiTi qarTuli morfemebis, brunebis, uRlebis da TxrobiTi qarTuli morfemebis, brunebis, uRlebis da TxrobiTi 

winadadebebis Taobaze: winadadebebis Taobaze: winadadebebis Taobaze: winadadebebis Taobaze: logikuri gramatikiT qarTuli ganixileba rogorc 

pirveladi maTematikuri enis gafarToebis Sedegi. amitom, Cven ganuwyvetliv 

mxedvelobaSi gvaqvs enis qveda Sris maTematikuri ena. amdenad, Cveni xedva 

gansxvavdeba im dRes arsebuli xedvebisgan, romelic qarTuls am 

maTematikuri enis gareSe iazrebs [9], [11], [12]. ase magaliTad:  

                                                 
3 xazgasmuli marcvlebiT am marcvlebze mibmuli sametyvelo erTeulebia aRniSnuli. 
4 gasagebia, rom qarTuli sametyvelo enis anbanze aq warmodgenili xedva SeiZleba zogma ar 

gaiziaros. Tumca, aseT SemTxvevaSic, cxadia, maTi mosazrebebi waadgeba am metad maRali samecniero 
mniSvnelobis mqone sakiTxis gaswvriv saboloo WeSmaritebis dadgenas.   
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1. enaTmecnierebaSi dRes arsebuli xedviT morfema aris an 

derivaciuli an fleqsiuri. derivaciuli morfema moqmedebs ra Zirze 

iZleva an imave an  sxva metyvelebis nawilis axal sityvas. fleqsiuri 

morfema moqmedebs ra sityvaze ucvlis mas gramatikul mniSvnelobas. Cveni 

kvleviT ki dgindeba, rom morfemaTa es klasificireba arasrulia. mag., 

morfema (-1)s, sityvaSi (wiTel)s ar aris fleqsiuri, radgan wiTels ar aris 

wiTel ZiriT mocemuli zedsarTavis brunva. amasTan, igi arc derivaciulia, 

radgan igi arc sxva romelime metyvelebis nawilia. marTlac, wiTels 

amoklebs wiTel Ns, rac, cxadia, vercerTi metyvelebis nawilis 

kuTvnilebad ver Sefasdeba. amgvarad, Cven vamtkicebT, rom (-1)s morfema 

sityvaSi wiTels arc fleqsiuria da arc derivaciuli da mas 

Semamoklebel morfemas vuwodebT. amasTan, wiTels CvenTvis Sidaenobrivi 

Semamoklebeli sityvaa, radgan misiT Semoklebuli gamosaxleba srulad 

iSleba enaSi. - aseTi sityvebi qarTulSi mravladaa. kerZod, zmnebis didi 

nawili swored aseTia. mag., zmna wiTelia, romelic  amoklebs aris wiTeli 

gamosaxulebas. Tumca, qarTulSi, Tu ar CavTvliT ZiriTadi simravleebis 

damsaxelebel sityvebs (rogorebicaa: wiTeli, vaSli, da. a.S.), umetesoba 

sityvebisa Semamoklebeli sityvaa. mag., wiTeli_1  Cveni aRweriT marjvniv 1-

adgiliani operaciaa da igi amoklebs {wiTeli}∩_1 formas, romelic 

agebulia {wiTeli}-iT aRniSnuli simravliT5 da ∩ TanakveTis maTematikuri 

operaciiT. amgvarad, wiTeli, rogorc zedsarTavi,  Semamoklebeli sityvaa 

da mas gareenobriv Semamoklebel sityvas vuwodebT, radgan is enis qveda 

maTematikur anu saazrovno SreSi iZleva Sesamoklebel formas. 

3. qarTuli saskolo gramatikiT vaSeneb    da vuSeneb zmnebi erTgvarad 

iuRleba. samagaliTod vnaxoT maTi uRleba mx. ricxvSi:    avaSene me is / 

avuSene me mas is; aaSene Sen is / auSene Sen mas is; aaSena man is / auSena man 

mas is.    arada, logikuri gramatikiT, es ori zmna, romelTagan meore 

Sidaenobrivi Semamoklebeli formaa, principulad gansxvavebul uRlebebs 

iZlevian. kerZod, mx. ricxvSi avuSene Semdegnairad iuRleba: avuSene me mas 

is; agiSene me Sen is;  auSene Sen mas is; amiSene Sen me is; auSena man mas is; 

                                                 
5
 {wiTeli} aRniSnavs wiTlad miCneuli sagnebis ZiriTad simravles. es niSnavs, rom ver 

xerxdeba misi gansazRvra verc elementebis CamoTvliT, verc rekursulad da verc ganmsazRvreli 
Tvisebis miniSnebiT.  – aq iseTive viTarebaa, rogoricaa evlklides geometriaSi wertili sityviT 
mocemuli simravlis SemTxvevaSi. 
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agiSena man Sen is; amiSena man me is.6    saqme isaa, rom, qarTulSi, avuSene    2-

adgiliani, avaSene ki - 1-adgiliani uRlebiT iuRleba. ufro metic, 

qarTulSi aris calke klasi zmnebisa, romlebic  3-adgiliani uRlebiT 

iuRlebian. mag.: mivabare me mas is aRsazrdelad; mogabare me Sen is 

aRsazrdelad; migabare me mas Sen aRsazrdelad; miabare Sen mas is 

aRsazrdelad; momabare Sen me is aRsazrdelad; mimabare Sen mas me 

aRsazrdelad; miabara man mas is aRsazrdelad; mogabara man Sen is 

aRsazrdelad; migabara man mas Sen aRsazrdelad; momabara man me is 

aRsazrdelad; mimabara man mas me aRsazrdelad.7  

2. qarTuli saskolo gramatikiT qarTulSi 7 brunvaa. Cveni xedviT ki, 

saxels imdeni brunva aqvs, ramdeni formiTac igi SeiZleba warmodgindes 

martiv TxrobiT winadadebaSi aucilebel wevrad. martivi TxrobiTi 

winadadeba aris gamonaTqvami, romelic igeba TxrobiTi kilos zmniT da am 

zmnaze azrovnebaSi logikuri aucileblobiT mibmuli saxelebis im 

formebiT, romlebsac Cven brunviT formebs vuwodebT. martivi TxrobiTi 

winadadebis aucilebel wevrs vuwodebT mis amgeb zmnaze logikuri 

aucileblobiT mibmul saxels. amasTan, TxrobiTi kilos zmnis 

adgilianoba isazRvreba maszed aucileblobiT mibmuli saxelTa 

raodenobiT, adgilis tipi ki - am adgilis Semavsebeli saxelis tipiT. - am 

cnebebis safuZvelze warmoebuli kvlevebiT dadginda, rom arsebiT anu N 

saxels  14 brunva aqvs. maT Ni, Nis, Nisken, Nisgan, NisTvis, NiT, Nidan, Ns. 

NSi, Nze, Nad, Namde, NTan, Nma brunvebs vuwodebT. amasTan, brunebis am 

sistemas Cven logikur brunebas vuwodebT.8 dadginda isic, rom qarTulis 

Zireul nawilSi anu mxolobiT SreSi gamoiyofa m gansxvavebuli saxis 

V_fraza. esenia: [V1
(N1)=t],..., [V

m
(N1,...,Nm)=t] (Nk∊{Ni, Nis, Nisken, Nisgan, NisTvis, 

NiT, Nidan, Ns. NSi, Nze, Nad, Namde, NTan, Nma, me, Sen}, k=1,...,m). amasTan, Cven 

                                                 
6 aq, mwkrivi aris arafriT, garda Tu ara pirTa Sorisi mimarTebiT erTmaneTisgan 

gansxvavebuli zmnuri formebis erToblioba. - anu, veyrdnobiT ra mwkrivis am klasikur gagebas, 
yovelgvari eWvis gareSe vasabuTebT, rom Cvens mier zemoT warmodgenili 7 forma ar SeiZleba ar 
iqnes gaerTianebuli erT mTlian mwkrivSi.  

7 xazgasasmelia, rom im aSkara principuli gansxvavebebis miuxedavad, rac qarTul da 
indoevropul uRlebebs Sorisaa, dResac ki, qarTuli enis saskolo gramatikis kursSi, amis Sesaxeb 
araferia naTqvami. 

8 saskolo gramatikiT qarTulSi aris 7 brunva [11]. maTgan 6 CvenTanacaa.  me-7-e brunvaa - 
wodebiTi CvenTvis brunva ar aris, radgan ar arsebobs iseTi TxrobiTi winadadeba, romelSic No 
forma aucilebel wevrs iZleva.  
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V_frazebs ganvixilavT rogorc saoperacio gamonaTqvamTa simravles.9 

kerZod, dadginda, rom arsebiTi saxelebis mabrunebeli morfemebiT 

realizebulia Casmis operatorebi, romlebic me da Sen nacvalsaxelebze 

uniSnodaa mibmulni. es uzrunvelyofs imas, rom nacvalsaxelebi da 

N_frazebi moqmedeben ra V_frazebze moqmedebis Sedegad isev V_frazas 

iZlevian, rac am moqmedebis mimarT V_frazaTa operaciul Caketilobas 

uzrunvelyofs.  

Cveni xedviT, qarTulSi, zedsarTav (ganmazogadebel) anu A (Q) saxels 

aqvs 3 brunva. esenia: Ai (Qi), A- (Q-), Ama (Qma) brunvebi. arabrunebadi A (Q) 

saxelebi  aRiniSneba A*-Ti (Q*-Ti). amasTan, dadginda, rom A (Q) saxelebis 

brunvis niSnebiT maTi gansazRvris areebi mogvecema. mag., Ai da Qi 

operaciebis gansazRvris area {Ni, Nis, Nisken, Nisgan, NisTvis, NiT, Nidan}, A- 

da Q-  operaciebis - {Ns. NSi, Nze, Nad, Namde, NTan}, Ama da Qma  operaciebis ki -  

{Nma}. dadginda isic, rom Ai, A-, Ama, A* (Qi, Q-, Qma, Q*) moqmedeben ra 

gansazRvris areSi Semaval da maT marjvniv ganTavsebul Nα_tipis romelime 

ANα_frazaze Sedegad iZlevian Nα_tipis  ANα_frazas (QNα_frazas), rac 

uzrunvelyofs am operaciebis mimarT {Ni, Nis, Nisken, Nisgan, NisTvis, NiT, 

Nidan, Ns. NSi, Nze, Nad, Namde, NTan, Nma} tipTa simravlis Caketilobas.  

amgvarad, Cveni kvlevis kidev erT-erTi ZiriTadi Sedegi isaa, rom ukve 

agebulia qarTuli enis Zireuli nawilis izomorfuli maTematikuri 

Teoria, romlis alfabetia:  

1. N tipis sityvebi: Ni; Nis; Nisken; Nisgan; NisTvis, NiT, Nidan, Ns. NSi, Nze, 

Nad, Namde, NTan, Nma;  

2. A tipis sityvebi: A_, Ai, Ama, A*;  

3. Q tipis sityvebi: Q_, Qi, Qma, Q*;  

4. piris nacvalsaxelebi: me, Sen; 

V tipis sityvebi: [V
m

(N1,...,Nm)=t] (Nk∊{Ni, Nis, Nisken, Nisgan, NisTvis, NiT, 

Nidan, Ns. NSi, Nze, Nad, Namde, NTan, Nma, me, Sen}, yoveli k=1-m)  

qarTuli enis Zireuli nawilis am izomorful maTematikur Teorias 

Cven qarTuli enis logikuri gramatikis safuZvlad ganvixilavT da mas 

                                                 
9 es simravle logikur gramatikaSi iseTive rols TamaSobs, ra rolsac mTeli ricxvebi 

Cveulebriv ariTmetikaSi [2]. 
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bunebrivi qarTuli enis Zireuli nawilis bunebriv logikas vuwodebT. - am 

Sedegis mniSvnelobas ufro TvalsaCinos xdis is, rom am Teoriaze 

dayrdnobiT ganviTarebuli midgomiT sruli moculobiT wydeba qarTuli 

enis Zireuli nawilis maTematikur enaze avtomaturi Targmnis problema, 

rac Tanamedrove lingvistikis - bunebrivi enebis logikis da bunebrivi 

enebis damuSavebis sakvanZo sakiTxia. kerZod, am midgomiT ukve agebulia [2]: 

1. martivi qarTuli TxrobiTi winadadebebis maTematikur enaze ormxriv 

avtomaturad mTargmneli sacdeli sistema; 

2. qarTuli logikuri amocanebis amomxsneli (Semmowmebeli) sacdeli sistema, 

romelic amocanas amuSavebs misi winaswari maTematikuri Targmanis 

safuZvelze; 

3. qarTul-inglisur-germanuli ormxriv avtomaturad mTargmneli sacdeli 

sistema, romelic maTematikuri enis anu maTematikuri Targmanis saSuamavlo 

monawileobiT martiv TxrobiT winadadebebs Targmnis qarTuli, Sesabamisad 

inglisuri, Sesabamisad germanuli enebidan danarCen orSi; 

4. qarTuli enis Zireuli nawilis rTuli da martivi TxrobiTi winadadebebiT 

agebuli teqstebis sintaqsurad maanalizebeli da Semmowmebeli sacdeli 

sistema, romelic, miuxedavad imisa, rom qarTuli sintaqsuri marTlmweris 

agebis amocana 40 welze metia aqtualur mdgomareobaSi imyofeba, am tipis 

pirveli da jerjerobiT erTaderTi sistemaa. 
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К.Пхакадзе, Г.Чичуа, М.Чиквинидзе, А.Масхарашвили  

Наши Цели, Методы И Результаты По Пути Постраения Логической Граматики Грузинского 

Языка 

Резюме: 

В статъе кратка изложены наши цели, методы и результаты по пути постраения логической 

граматики Грузинского языка. При этом, постраение современной математической 

грамматической теории Грузинского языка, т.е. полное постраение логической грамматики 

Грузинского языка, намечена как наша основная научная цель, а осмысление нашего 

естественного, т.е. подсознательного знания Грузинского языка и его математическое описание с 
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помощью формально развивающего математического языка Ш.С.Пхакадзе наша основная 

методология. Кроме этого, в статье коротко описаны ряд наших основных результатов. В 

частности, предстовлены новые взгляды: 

1. Об азбуке Грузинской устнои речи и о структуре слог;  

2. О существовании недеривационных и нефлективных морфем в Грузинском языке, 

которые класифицируются как сокращающие морфемы;  

3. О сприяжении глаголов и склонении имен Грузинского языка; 

4. О математической структуре Грузинского декларативного предложения;  

5. О математической теорий изоморфной основной части Грузинского языка. 

 

 

Konstantine Pkhakadze, Giorgi Chichua, Merab Chikvinidze, Aleksandre Maskharashvili 

Our Aims, Methods and Results To The Way Of Construction Logical Grammar Of The Georgian 

Language 

Summary: 

In the paper shortly, there is overviewed our aims, methods and results toward the construction Logical 

Grammar of the Georgian language. Herewith: the complete construction of the logical grammar of the 

Georgian language is declared as our main scientific aim; the understanding of in us naturally and 

unconsciously exiting knowledge of the Georgian language and its description by the help of the 

Sh.Pkhakadze’s formally developable mathematical language is declared as our main methodology. In 

addition, in the paper, there are shortly overviewed some of our new views as the main results of our 

researches. They are related to: 

1. The Georgian speech alphabet and syllable structure; 

2. The existence of contracting morphemes which exist in the Georgian language and which are 

neither derivational nor inflectional ones; 

3. The declination and conjunction in the Georgian language; 

4. The mathematical structure Georgian declarative sentences; 

5. The isomorphic mathematical theory of the core part of the Georgian language. 
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      ВРАЩЕНИЕ  ПРОВОДЯЩЕЙ ЖИДКОСТИ В КОЛЬЦЕВОМ ЗАЗОРЕ 

ПРИ НАЛИЧИИ ПОПЕРЕЧНОГО МАГНИТНОГО ПОЛЯ 

В. Н. Цуцкиридзе, Л. А. Джикидзе 

Грузинский  технический  университет 

ул. Костава, 77, 0175, Тбилиси, Грузия 

 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Кольцевая  геометрия канала оказывается наиболее выгодной и удобной в эксплуа-тации 

различного рода МГД- устройсв (дросселей, насосов и др.). Вопрос о течении элект-ропроводной 

жидкости в кольцевом зазоре  в магнитном поле расматривался в работах [2,5,7,8,9]. 

Использование магнитного поля для описания упрошающих модельных функций может привести 

к значительному искажению истиного характера течения жидкости [1,3,6,10]. 

 В данной работе рассмотривается течение электропроводной жидкости в кольцевом 

зазоре в однородном магнитном поле, найденном из решения  задачи  с учетом индуциро-

ванных текушими в жидкости электрическими токами магнитных полей ( 0≠Rm ). 

 

2. ОСНОВНАЯ  ЧАСТЬ 

1. Постановка задпчи. Рассмотрим установивщееся движение вязкой проводящей 

несжимаемой жидкости в пространстве, заключенном между двумя бесконечными 

цилиндрами радиусов a  и b ( a <b ). 

Предположим, что непроводящий внутренний цилиндр вращается с постоянной уг-

ловой скоростью ω , а внешний цилиндр неподвижен, причем имеется внешнее однородное 

магнитное поле
→

0H , перпендикулярное оси цилиндров. 

При указанных условиях в жидкости возникают электрические поля и ток, направ-

ленные по оси системы, а также пондеромоторные силы, действующие в плоскости, перп-

ендикулярной оси. Наряду с этим, токи создают индуцированное магнитное поле в той же 

плоскости. Таким образом, в рассматриваемой задаче неизвестными величинами являются 

составляющие векторов скорости ),( ϕrV
→

 и магнитного поля ),( ϕrH
→

, расположенных в 

плоскости, перепендикулярной оси z ( zr ,,ϕ -цилиндрические координанты). 

Заметим, что из уравнеия  

                                                                      0=
→

Erot ,                                                             (1.1) 

сразу вытекает, что constEE z == . В дальнейшем принимается 00 =E , что позволяет 

понизить порядок уравнений магнитной гидродинамики [1], и привести их к виду  
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→→→

×= HV
c

Hrot
2

4πσ
,   0=

→

Hdiv ,   0=
→

Vdiv ,                               (1.2) 

                                        
→→→→→

×+∇−∆=





 ∇ HJ

c
pVVV

1
ηρ ,     

→→

= Hrot
c

J
π4

, 

где  σ - проводимость жидкости, η - коэффициент вязкости, ρ - плотность, c - скорость 

света, 
→

J - вектор плотности электрического тока, p - давление. 

Введем безразмерные величины  

                              
0H

H
h

→
→

= ,     
0v

V
u

→
→

= ,     
0p

p
q = ,     av ω=0 ,     2

0vp ρ= ,                           (1.3) 

                                      avR 0η
ρ

= ,    av
c

Rm 02

4πσ
= ,    

η
σ

c

aH
M 0= . 

Здесь R - число Рейнольдса,  mR - магнитное число Рейнольдса,  M - число Гартмана. 

Используя соотношение  

                                                  







−






=×

→→→→→→

VHHHV
c

HJ 2σ
 

уравнения (1.2) можно привести к виду  

                                                 
→→→

×= huRmhrot ,     0=
→

hdiv ,    0=
→

udiv ,                             (1.4) 

                                               













−+








∇+






 ∇=∆

→→→→→→→

hhuuhMquuRu 22 . 

Здесь дифференциальные операции производятся по безразмерной переменной arx /= , 

меняющейся в пределах abx /1 =≤≤ λ . 

Система (1.4) содержит четыре неизвестные  функции ),( ϕrur ,   ),( ϕϕ ru ,  ),( ϕrhr , 

),( ϕϕ rh  и требует для своей разрешимости восьми граничных условий.  

Четыре условя,  связанные с прилипанием жидкости к стенкам, очевидны и имеют вид  

                                             0
1

===
=== λϕλ xxrxr uuu ,     1

1
=

=x
uϕ .                                    (1.5) 

Для получения остальных краевых условий следует разрешить уравнения электро-

динамики 

                                                                  0==
→→

hdivhrot ,                                                     (1.6) 

в областях 1<x  и  λ>x  и поставить условия неперерывности  

                )(a

rr hh = ,    )(ahh ϕϕ =   при  1=x ,  )(b

rr hh = ,   )(ahh ϕϕ =    при λ=x .                    (1.7) 

Здесь )(ah  и  )(bh -  магнитые поля в областях  ar <  и  br >  соответственно. 
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Наканец, необхадимо потребовать, чтобы вектор )(ah
r

 оставался ограниченным при 

0→r ,  а вектор 
)(b

h
→

 при  ∞→r и имели составляющие  ϕsin)( =b

rh ,   ϕϕ cos)( =bh ,  

соответствующие заданному однородному полю.  

 2. Приближенное решение при малых числах Рейнольдса и  Гартмана. Будем 

предпологать, что параметры R , Rm , 2M - малые величины одного и того же порядка. Это 

будет иметь место, например, в случае очень вязкой, но слабо проводящей жидкости и 

достаточно сильного поля 0H . Положим 

                                                  ε=mR ,   αε=R ,    βε=2M ,                                              (2.1) 

где ε - малая величина,  α  и β - конечные величины. 

Будем разыскивать вектора 
→

h  и 
→

u , а также величину q в виде разложений  

                   ...,10 ++=
→→→

hhh ε       ...,10 ++=
→→→

uuu ε       ....10 ++= qqq                                  (2.2) 

Очевидно, что нулевое приближение для магнитного поля будет  

                                                       ϕsin0 =rh ,   ϕϕ cos0 =h ,                                                   (2.3) 

во всем пространстве. Далее, из уравнений  

               0
2 0

22

0
00 =

∂

∂
−−∆=






∆

→

ϕ
ϕu

xx

u
uu r

r

r

,    0
2 0

22

0

00 =
∂

∂
−−∆=






∆

→

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

ru

xx

u
uu ,        (2.4) 

вытекает нулевое приближенние для  скорости 

                                                          00 =rv ,    ϕ0v =
)1( 2

22

−

−

λ
λ
x

x
,                                               (2.5) 

удовлетворяющее всем граничным условиям и соответствующее чисто гидродинамическ-

ому режиму. Переходим к нахождению следующего приближения.  

Чтобы определить в первом приближении вляние потока на магнитное поле, надо 

решить уравнения  

                                001

→→→

×= huhrot ,        01 =
→

hdiv ,                                                               (2.6) 

или в проекциях  

                               ( ) 0
1

1 =
∂

∂
+

∂
∂

ϕ
ϕh

xh
x

r ,      ( ) ( ) ϕ
λ

λ
ϕϕ sin

1

11
2

22

1
1 −

−
=

∂

∂
−

∂
∂

x

xh

x
xh

xx

r .                  (2.7) 

Полагая  

                                               
21

1

cos
)(

λ
ϕ

−
= xAh r ,     

21
1

sin
)(

λ
ϕ

ϕ −
= xBh ,                                      (2.8) 

находим из (2.7)  
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                          D
x

C
x

x
xA ++−=

2

22

ln
28

)(
λ

,      D
x

C
x

x
xB −++−=

2

22

ln
28

3
)(

λ
.             (2.9) 

Для определения постоянных C  и  D  используем решения однородной системы (2.7) 

в областях  1<x  и  λ>x  

     
2

)()(

1
1

cos

λ
ϕ

−
= aa

r Dh ,    
2

)()(

1
1

sin

λ
ϕ

ϕ −
−= aa Dh ,   

22

)(
)(

1
1

cos

λ
ϕ

−
=

x

C
h

b
b

r ,    
22

)(
)(

1
1

sin

λ
ϕ

ϕ −
=

x

C
h

b
b ,        (2.10) 

и найдем ,C   ,D   )(bC  и  )(aD  из условий сопряжения (1.7). 

В результате вычислений получим  

          
xx

xxA
λλλ

ln
2

21

8

1
)( 2

2

2
2 +







 −
+= ,      







 −+






 −
−−=

xx
xxB

λλλ
ln1

2

21
3

8

1
)( 2

2

2
2 ,     (2.11) 

чем и характеризуется первое приближение для магнитного поля. 

Обратимся теперь к определению в первом приближении влияния магнитного поля на 

движение жидкости  

Функций ),(1 ϕxu r ,  ),(1 ϕϕ xu  и ),(0 ϕxq  должны быть найдены из системы диферен-

циальных уравнений [4]  

                                    ϕ
β

α
ϕ ϕ

ϕϕ
2sin

2

2
0

0

2

01

23

1
1 u

x

q

x

uu

xx

u
u r

r −










∂

∂
−−=

∂

∂
−−∆ ,   

                                                                                                                                                  (2.12) 

                         ( ) 0)2cos1(
2

2 1

10
01

22

1

1 =
∂

∂
+

∂
∂

−+
∂

∂
=

∂
∂

+−∆
ϕ

ϕ
β

ϕ
α

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ

u
xu

x
u

q

x

u

xx

u
u r

r , 

при граничных условиях  

                                                     011 == ϕuu r     при  1=x  и  λ=x .                                  (2.13) 

Решение системы (2.12) будем искать в виде  

                      ),(1 ϕβ xRu r = ,   ),()(1 ϕββψϕ xxu Φ+= ,  ),()(0 ϕ
β
β

χ xfxq += .                (2.14) 

Функции ),(xψ   ),( ϕxR ,   ),( ϕxΦ  и ),( ϕxf  удовлетворют уравнениям  

                                                    
2

)(
1 0

2

'' ϕψ
ψ

u

x
x

x
=− ,                                                          (2.15) 

                                    ϕ
ϕ
φ ϕ

2sin
2

2 0

22

u

x

f

xx

R
R −

∂
∂

=
∂
∂

−−∆ , 

                                                        0)( =
∂
Φ∂

+
∂
∂

ϕ
xR

x
,                (2.16) 

                                    ϕ
ϕ
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Функции ,ψ  R  и Φ  должны  обрашаться в нуль при 1=x  и λχ = ,  а функция )(xχ  опр-

еделяется формулой:  

                                                                 
x

u
x

2

0' )(
ϕχ = ,                                                           (2.17) 

и очевидно, представяет собой часть давления, уравновешивающая центробежные силы, 

возникающие от скорости ϕ0u . 

Функция  )(xψ  находится без труда и имеет вид  

     )}1)()(1(]ln)1(ln)1[(4{(
)1(16

1
)( 222222222

22
−−−+−−−

−
= xxxxxx λλλλλλ

λ
ψ .  (2.18) 

Дифференцируя первое из уравнений  (2.16) по ϕ , умножая второе уравнение (2.16) 

на x  и дифференцируя по x , вычитая из первого результата второй и присоединяя 

последнее уравнение (2.16), получаем систему двух уравнений с неизвестными функци-ями 

R  и Φ .  Если положить  

                                                ϕ2sin)(xyR = ,        ϕ2cos)(xZ=Φ ,                                   (2.19) 

выделить частное решение получаемой при этом ситсемы обыкновенных дифференциа-

льных уравнений и исключить Z , то для функции xyt =  получается уравнение  

                                                        0992 ''''''2)4(3 =+−+ txttxtx                                           (2.20) 

с общим интегралом  

                                                             D
x

C
BxAxt +++=

2

42 .                                             (2.21) 

Определение постояных из граничных условий приводит после выкладок к 

следующими формулам: 
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Остается из уравнений (2.16) определить составляющие xf ∂∂ /  и ϕ∂∂− /1 fx  градиента 

давления, чем  и заканчивается решение  задачи  в первом  приближении. 

Аналогичным образом можно попытаться найти следующие приближения, одноко, 

фактическое проведение выкладок оказывается достаточно сложным даже для второго 

приближения. 
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 3. Вычисление врашающего момента. Используем полученные результаты для 

вычисления вращающего момента, который необходимо приложить к цилиндру, чтобы 

преодолеть силы вязкого трения и создать равномерное вращение.  

Пользуясь выражением для напряжения трения aF  на поверхности врашающегося цилиндра  
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причем )0(

aF  есть напряжение трения при ar =  в соответствующей задаче обычной 

гидродинамики.  

Можно показать, что для всех 1>λ  величина 0)1()1( '' <+ zψ , причем 0)1(' >z . 

Пользуясь (3.2), получаем формулу для вращающего момента: 
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причем функция  
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для всех 1>λ  остается положительной. 

Приводим также формулы для напряжения и момента трения на неподвижной 

поверхности br =  
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Здесь величины )(' λz ,  )()( '' λλψ z−  и )(λbf  будут положительными при всех 

значениях 1>λ . Это означает, что на неподвижной поверхности наличие магнитного поля 

вызывает уменьшение трения. 

 

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ  

Таким  образом, магнитогидродинамические эффекты в данной задаче всегда  

вызывают  увеличение трения на врашающейся поверхности, как и должно быть, так как  в 

рассмотренном случае отсутвует электрическое поле. 
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РЕЗЮМЕ 

ВРАЩЕНИЕ  ПРОВОДЯЩЕЙ ЖИДКОСТИ В КОЛЬЦЕВОМ ЗАЗОРЕ ПРИ 

НАЛИЧИИ ПОПЕРЕЧНОГО МАГНИТНОГО ПОЛЯ  

В. Н. Цуцкиридзе, Л. А. Джикидзе 

В статье рассмотрено течение вязкой несжимаемой электропроводящей жидкости в 

пространстве, заключенном между двумя бесконечными цилиндрами радиусов a  и b ( a <b ), 

при наличии внешнего однородного магнитного поля. Получено точное решение задачи в 

общем виде  и его пределньный случай.                                                                           

Ключевые слова: Врашение, зазор, проводимость, сжимаемость, однородное магнитное 

поле, жидкость. 

 

SUMMARY 

ROTATION OF THE CONDUCTING LIQUID IN THE CIRCULAR GAP IN THE 

PRESENCE OF THE CROSS MAGNETIC FIELD 

Tsutsikiridze V.N. and Jikidze L.A. 

The article deals with the flow of a viscous uncompressable liquid in the space confined by two 

infinite cylinders of the a and b radii ( a <b ) in the presence of an internal uniform magnetic field. 

The exact solution to the problem in a general form and its extreme case were obtained. 

Keywords: rotation, gap, conductance, compressability, uniform magnetic field, liquid. 
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tyibulistyibulistyibulistyibulis    mamdidrebelimamdidrebelimamdidrebelimamdidrebeli    fabrikafabrikafabrikafabrika    dadadada    misimisimisimisi    roliroliroliroli    tyibulityibulityibulityibuli----SaorisSaorisSaorisSaoris    sabadossabadossabadossabados    

qvanaxSirisqvanaxSirisqvanaxSirisqvanaxSiris    saqarTvelossaqarTvelossaqarTvelossaqarTvelos    mrewvelobismrewvelobismrewvelobismrewvelobis    sxvadasxvasxvadasxvasxvadasxvasxvadasxva    dargSidargSidargSidargSi    gamoyenebisgamoyenebisgamoyenebisgamoyenebis    

SesaZleblobisSesaZleblobisSesaZleblobisSesaZleblobis    dadgenisaTvisdadgenisaTvisdadgenisaTvisdadgenisaTvis    

ssss. . . . maxaraZemaxaraZemaxaraZemaxaraZe 

saqarTvelos teqnikuri unversitetisaqarTvelos teqnikuri unversitetisaqarTvelos teqnikuri unversitetisaqarTvelos teqnikuri unversiteti    

      

saTbob resursebs udidesi mniSvneloba eniWeba qveynis ekonomikaSi. 

maTi maragebiT ganisazRvreba ama Tu im saTbobi nedleulis gamoyenebis 

mizanSewoniloba mrewvelobis sxvadasxva dargSi, agreTve realizebis 

efeqturi teqnologiebis damuSaveba calkeuli mimarTulebiT. amdenad 

saTbobi resursebis gareSe warmoudgenelia mrewvelobis iseTi dargebis 

rogoricaa Tboenergetika, Savi da feradi metalurgia, mWida samSeneblo 

masalebis warmoeba, agreTve sayofacxovrebo seqtoris ganviTareba. 

saqarTvelo Zalze mwiri qveyanaa navTobisa da gazis bunebrivi 

saTbobi resursebiT, amdenad am daniSnulebisaTvis gamoiyeneba 

ZviradRirebuli importuli nedleuli, rac uaryofiTad aisaxeba qveynis 

ekonomikaze. swored aqedan gamomdinare iqna qveynis xelmZRvanelobis mier 

miRebuli gadawyvetileba TboenergetikaSi da mrewvelobis zogierT dargSi 

SesaZleblobebisda mixedviT adgilobrivi myari saTbobis - qvanaxSiris 

gamoyenebis Sesaxeb, romlis soliduri maragebi arsebobs saqarTveloSi. 

myari saTbobis daZiebuli maragebis 80 % tyibuli -Saoris sabados 

miekuTvneba. am gadawyvetilebis realurad ganxorcieleba daiwyo mxolod 

mas Semdeg, rac tyibuli-Saoris qvanaxSiris sabado eqspluataciisaTvis 

gadaeca Sps “saqarTvelos industriul jgufs”[1, 4]. 

adgilobrivi myari saTbobis - tyibuli-Saoris sabados qvanaxSiris 

gamoyenebisaTvis dasawyisSi gansazRvruli iqna sami sfero: Tboenergetika - 

mcire simZlavris Tboeleqtrosadguris mSenebloba, cementis warmoebis 

obieqtebi (kaspisa da rusTavis qarxnebi) da feradi liTonebis warmoeba. 

tyibuli-Saoris sabados qvanaxSiri miekuTvneba sakmaod dabali 

xarisxis saTbob nedleuls. amdenad misi efeqturobis da 

konkurentunarianobis gazrdis mizniT aucilebelia axali teqnologiuri 

sqemis damuSaveba, raTa Tboeleqtrosadguris mier gamomuSavebuli 

eleqtruli energiis TviTRirebuleba miuaxlovdes sxva sabadoebis 

qvanaxSiris gamoyenebis SemTxvevaSi warmoebul eleqtruli energiis 
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TviTRirebulebas. mxolod aseTi teqnologiis damuSavebis SemTxvevaSi aris 

SesaZlebeli praqtikulad nebismieri, maT Soris dabali xarisxis myari 

saTbobis mravalmiznobrivi gamoyeneba. mxolod naxSirebis wvis 

progresuli teqnologiebis damuSaveba da TboeleqtrosadgurebSi maTi 

danergva saWiroebs urTulesi samecniero da sainJinro amocanebis 

gadawyvetas, radgan qvanaxSiris gamoyenebis perspeqtivebi TboenergetikaSi 

dakavSirebulia misgan maRalkaloriuli da ekologiurad usafrTxo 

sawvavis transportirebis da wvis efeqturi teqnologiebis, agreTve wvis 

Sedegad warmoqmnili airadi produqtebis gamwmendi urTulesi da 

ZviradRirebuli sistemebis SemuSavebasTan da realizebasTan. 

myari saTbobi nedleulidan-qvanaxSirisagan warmoebuli produqtebi - 

koqsi da naxevrad koqsi aucilebeli da saukeTeso masalaa mrewvelobis 

sxvadasxva dargisaTvis, kerZod, feradi da Savi metalurgiis 

sawarmoebisaTvis. dRevandeli realobis gaTvaliswinebiT am produqtebis 

warmoebisaTvis saqarTveloSi potenciur nedleulad aseve tyibuli-Saoris 

sabados qvanaxSiri moiazreba. amis gamo, sakuTari moxmarebis 

uzrunvelsayofad koqsisa da naxevrad koqsis warmoebisaTvis, qveyanaSi 

Seqmnili ekonomikuri mdgomareobis gamo, dRis wesrigSi dadga aRniSnuli 

sabados gamdidrebuli qvanaxSiris gamoyenebis SesaZleblobis kvleva, raTa 

dadgeniliyo am miznisaTvis gamoyenebuli qvanaxSiris da misgan miRebuli 

produqtebis fizikur-meqanikuri da Tboenergetikuli Tvisebebi da 

teqnikur-ekonomikuri maCveneblebi [2]. 

mWida samSeneblo masalebis, kerZod, cementis warmoebis xarisxi da 

teqnikur-ekonomikuri maCveneblebi mniSvnelovnad aris damokidebuli im 

saTbobis xarisxze da racionalurad gamoyenebaze, romelsac iyeneben 

klinkeris gamosawvav mbrunav RumelSi, saSrob da sxva Tbur aparaturaSi. 

aqedan gamomdinare, ZiriTadi teqnologiuri saTbobis SerCevas da mis 

maxasiaTeblebze morgebuli agregatuli nawilis sworad gansazRvras 

umniSvnelovanesi roli eniWeba. zemoaRniSnuli garemoebebis gamo, am 

mimarTulebiTac iqna miRebuli gadawyvetileba, rom saqarTveloSi cementis 

warmoebisaTvis ZiriTad teqnologiur sawvavad gamoyenebuliyo tyibuli-

Saoris sabados gamdidrebuli qvanaxSiri. magram misi SedarebiT dabali 

xarisxis gamo saWiro iyo am dargisaTvis aucilebeli teqnologiuri sqemis 
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damuSaveba da gamoyenebuli saTbobis fizikur-meqanikuri, Tboenergetikuli 

da teqnikur-ekonomikuri maCveneblebis dadgena [3]. 

zemoT ganxilul mrewvelobis sami sferodan orisaTvis 

prioritetulia gamdidrebuli qvanaxSiris gamoyeneba. amis calsaxad 

damadasturebelia is faqtic, rom, rogorc cnobilia, qvanaxSiris 

maRalefeqtur sawvavad mizanSewonilia ara rigiTi (nedli) qvanaxSiris 

gamoyeneba, aramed nawilobriv an srulad gamdidrebis Sedegad miRebuli 

produqtis, romlis gamoyenebis ariali, eWvgareSea, mniSvnelovnad 

gaizrdeba mrewvelobis sxvadasxva dargSi da sayofacxovrebo seqtorSi 

gamoyenebiT uaxloes momavalSi. 

zemoaRniSnulidan naTelia Tu ra mniSvneloba gaaCnia qvanaxSiris 

gamdidrebis yvelaze srulyofil Tanamedrove meTodebze dafuZnebul 

gamdidrebis teqnologiebis damuSavebas. 

amasTan dakavSirebiT tyibulis qvanaxSiris mamdidrebeli fabrika, 

gadauWarbeblad SeiZleba miCneuli iqnes mTavar eqsperimentul danadgarad, 

sadac gansazRvruli iqna tyibuli-Saoris sabados rogorc gaumdidrebeli, 

aseve gamdidrebuli qvanaxSiris Sesaswavli sakiTxebis gadaWrisaTvis 

saWiro parametrebi. amis calsaxad damadasturebelia is garemoeba, rom, 

rogorc cnobilia, qvanaxSiri maRalefeqtur sawvavad  

yvelaze metad gavrcelebuli meTodebis ganxorcielebis SemTxvevaSi 

maTi gamoyenebisaTvis mizanSewonilia ara rigiTi (nedli) qvanaxSiris 

gamoyeneba, aramed nawilobriv an sruli gamdidrebis Sedegad miRebuli 

produqti. swored am mizniT iqna Sps “saqarTvelos industriuli jgufis” 

xelmZRvanelobis mier miRebuli gadawyvetileba tyibulSi daproeqtebuli da 

aSenebuliyo axali mamdidrebeli fabrika, romlis teqnologiuri sqema 

damuSavebuli da daproeqtebulia Turquli kompaniis “quCuk maqinas” mier. 

tyibulis qvanaxSiris mamdidrebeli fabrikis teqnologiuri sqema 

mocemulia naxazze 1, romelzec: 1 - vagonebidan rigiTi qvanaxSiris CatvirTvis 

(mimRebi) bunkeri; 2 - konveieri qvanaxSiris misawodeblad; 3 -konveieris magniti; 

4 - rigiTi qvanaxSirs bunkeri; 5 - qvanaxSiris dozirebis sensorebi; 6 - mkvebavi; 

7 - samsxvrevela; 8 - bananisebri klasifikatoris konveieri rigiTi 

qvanaxSirisaTvis; 9 - sensori; 10 - fuWi qanis bunkeri (meore xazi); 11 - mkvebavi; 

12 - lenturi konveieri;  13 - klasifikatori (meore xazi); 14 - samsxvrevela;          

15 - lenturi konveieri; 16 - lenturi konveieri; 17 - bananisebri 
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klasifikatoris cxavi; 18 - bananisebri klasifikatori; 19 - bananisebri 

klasifikatoris avzi; 20 - pirveladi garecxvis cxavis mkvebavi tumbo;          

21 - Slamis Semagrovebeli avzi; 22 - Slamis tumbo; 23 - uZravi cxavi;          

24 - pirveladi garecxvis cxavi; 25 - Slamis hidrocikloni; 26 - vibraciuli 

cxavi; 27 suspenziis avzi; 28 - msxvili qvanaxSiris mimwodebeli drivbois 

mkvebavi konveieri;  29 - drivboi; 30 - gamwevi saterfuli (pedali);          

31 - suspenziis maregulirebeli meqanizmi (yuTi); 32 - uZravi cxavi;          

33 - gamdidrebuli qvanaxSiris vibraciuli cxavi; 34 - fuWi qanis uZravi cxavi; 

35 - fuWi qanis vibraciuli cxavi; 36 - mZime suspenziis avzi; 37 - mZime 

suspenziis tumbo;     38 - msubuqi suspenziis avzi; 39 - suspenziis mimwodebeli 

tumbo; 40 - avzebi mZime da msubuqi suspenziebisaTvis; 41 - suspenziis magnituri 

separatori; 42 - magnetitis mosamzadebeli avzi; 43 - magnetitis mimwodebeli 

tumbo;  44 - mZime suspenziis avzi; 45 - msubuqi suspenziis avzi; 46 - tumbo 

wvrili klasis msubuqi suspenziisaTvis; 47 - mZime suspenziis tumbo; 48 - tumbo 

suspenziebisaTvis; 49, 50 - magnituri separatorebi; 51 - Semasqelebeli 

(samdore); 52 - tumbo sufTa wylisaTvis; 53 - sufTa wylis avzi; 54 - wylis 

tumbo; 55 - flokulantis mosamzadebeli avzi; 56 - dozirebis tumbo;          

57 - fuWi qanis uZravi cxavi; 58 - vibraciuli cxavi; 59 - gamdidrebuli 

qvanaxSiris uZravi cxavi; 60 - vibraciuli cxavi; 61 - gamrecxi cikloni;          

62 - gamdidrebuli qvanaxSiris konveieri; 63 - klasifikatori; 64 - mza 

produqciis bunkeri; 65, 66 - fuWi qanis konveierebi; 67 - fuWi qanis bunkeri;          

68 - centrifugas mkvebavi konveieri; 69 - centrifuga; 70 - lenturi konveieri;  

71 - mza produqciis bunkeri; 72 - eleqtruli paneli. 

sabadoebze mopovebuli rigiTi qvanaxSiri vagonebidan CaitvirTeba mimReb 

bunkerSi 1, saidanac konveieris 2 saSualebiT, romelzec damagrebulia magniti 

3 qvanaxSiridan rkinis CanarTebis mosacileblad, gadaitvirTeba rigiTi 

qvanaxSiris bunkerSi 4, sadac xdeba qvanaxSiris dozireba sensorebis 5 

meSveobiT. bunkeridan 4 mkvebavis 6 meSveobiT msxvili qvanaxSiri miewodeba 

samsxvrevelas 7, Semdeg ki bananisebr klasifikatoris konveiers rigiTi 

qvanaxSirisaTvis 8, xolo wvrili qvanaxSiri-pirdapir bananisebr 

klasifikatoris mkvebav konveiers. banisebri klasifikatoris uZrav cxavze 17 

da nababisebr klasifikatorze 18 klasifikaciis Sedegad 0-10 mm klasis 

qvanaxSiri miewodeba bananisebri klasifikatoris qveda avzs 19, xolo +10 mm 

klasis qvanaxSiri drivbois mkvebavi konveieris 28 meSveobiT - drivbois 29 
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151 

 

+10 - 100 mm klasis qvanaxSiri gamwevi saterfulis (pedalis) 30 

saSualebiT gadadis qvanaxSiris vibraciul cxavze 33, sadac xdeba saboloo 

garecxva. amis Semdeg igi gadaitvirTeba gamdidrebuli qvanaxSiris konveierze 

62, romlis saSualebiTac miewodeba klasifikators 63, sadac xdeba 

klasifikacia +10 - 30 mm da +30 - 100 mm klasebad. sabolood igi iyreba mza 

produqciis bunkerSi 64, saidanac xdeba Semdgomi realizeba. drivboiSi 

gamoyofili fuWi qani gadadis uZrav cxavze 34, Semdeg vibraciul cxavze 35, 

xdeba magnetitis Camorecxva, Semdeg misi miwodeba fuWi qanis konveierebze 65, 

66 da fuWi qanis bunkerSi 67, aqedan ki gadaitvirTveba sanayaroze. 

0 - 10 mm klasis qvanaxSiri bananisebri klasifikatoris qveda avzidan 19 

pirveladi garecxvis mkvebavi tumbos 20 meSveobiT miewodeba jer uZrav cxavs 

23, Semdeg pirveladi garecxvis cxavs 24, sadac xdeba 0 - 0,5 mm fraqciis 

Slamis mocileba. amis Semdeg gadadis wvrili klasis qvanaxSirisa da mZime 

suspenziis avzSi 44, saidanac tumbos 47 meSveobiT miewodeba gamrecx ciklons 

61. ciklonSi mZime suspenziis meSveobiT gamdidrebuli qvanaxSiri gadadis 

uZrav cxavze 59 da vibraciul cxavze 60, sadac xdeba saboloo garecxva, 

Semdeg konveieris 28 saSualebiT miewodeba centrifugas 69, xdeba misi 

gauwyloeba da lenturi konveieris 70 saSualebiT mza produqciis bunkerSi 71 

miwodeba da realizeba. 

am klasis qvanaxSiri fuWi qanis ciklonidan gadadis fuWi qanis uZrav 

cxavze 57 da vibraciul cxavze 58, saboloo gadarecxvisaTvis fuWi qanis 

konveierebze 65, 66, bunkerSi 67 da sanayaroze. 

0 - 0,5 klasis Slami pirveladi garecxvis cxavidan 24 gadadis Slamis 

Semagrovebel avzSi 21, saidanac tumbos 22 meSveobiT miewodeba Slamis 

hidrociklons 25, sadac xdeba misi klasifikacia klasebad - 0,150 mm da 0,150 - 

0,5 mm. hidrociklonidan 25 (0,150 - 0,5) mm klasis Slami dadadis vibraciul 

cxavze 26 gauwyloebis mizniT, xolo Semdeg fuWi qanis konveierebze 65, 66, an 

saWiroebis SemTxvevaSi gamdidrebuli qvanaxSiris lentur konveierze 70. 

-0,150 mm klasi Slamis hidrociklonidan 25 miewodeba Semasqelebels 

(samdores) 51, sadac xdeba Slamis daleqva da sufTa wylis tumbos 52 

meSveobiT miewodeba saleqars. samdoredan gadmosuli wyali gadidis sufTa 

wylis avzSi 53 da tumbos 54 meSveobiT brundeba sistemaSi. 

flokulantis momzadeba xdeba mis mosamzadebel or avzSi 55. 

satransfero tumbos meSveobiT erTi avzidan meoreSi miewodeba mza 



152 

 

flokulanti, xolo Semdgom TviTdinebiT gadaedineba samdoreSi 51 wylis 

gawmendis mizniT. 

magnetitis momzadeba xdeba mis mosamzadebel avzSi 42 da tumbos 43 

meSveobiT miewodeba 0 - 10 mm klasis qvanaxSiris da mZeme suspenziis avzs 44, 

xolo 10 - 100 klasi-mZime suspenziis avzs 36. 

qvanaxSiris msxvil fraqciaSi mZime suspenzia tumbos 37 meSveobiT 

miewodeba suspenziis maregulirebel meqanizms 31 da drivbois 29. gamdidrebisa 

da garecxvis Sedegad Camonarecxi magnetiti grovdeba msubuqi suspenziis 

avzSi 38, saidanac tumbos 39 meSveobiT miewodeba magnitur separators 41, 

sadac xdeba wylidan magnetitis amoReba.  

cxrili 1cxrili 1cxrili 1cxrili 1. . . . tyibulityibulityibulityibuli----Saoris sabados gaumdidrebeli qvanaxSiris Saoris sabados gaumdidrebeli qvanaxSiris Saoris sabados gaumdidrebeli qvanaxSiris Saoris sabados gaumdidrebeli qvanaxSiris     
((((rigiTirigiTirigiTirigiTi    qvanaxSirisqvanaxSirisqvanaxSirisqvanaxSiris) ) ) ) ZiriTadiZiriTadiZiriTadiZiriTadi    monacemebimonacemebimonacemebimonacemebi    

parametris dasaxeleba, 
romelsac Seicavs nedli - 
gaumdidrebeli qvanaxSiri 

ganzomilebis 
erTeuli 

parametris realuri 
Semcveloba 

nacrianoba % 28 - 32 
tenianoba % 10 - 11 
gogirdi % 0,8 - 1,3 
aqroladebi % 25 - 35 
Tbounarianoba kkal/kg 4300 ± 5% 
qvanaxSirSi Semavali 
elementebi: 

naxSirbadi - C % 37 - 38 

wyalbadi - H % 5,5 

azoti + Jangbadi - N + O % 13,5 

qvanaxSiris nacarSi Semavali elementebi: 
Fe2O3 % 5,2 
Al2O3 % 33,06 
SiO2 % 52,13 
CaO % 3,1 
MgO % 0,44 
SO3 % 2,03 
P2O5 % 0,44 
K2O % 0,46 
TiO2 % 1,46 
Na2O % 1,68 

 
sabolood magnetiti brundeba mZime suspenziis avzSi 36, xolo wyali - 

Slamis avzSi 21. 

wvril fraqciaSi mZime suspenzia tumbos 47 meSveobiT wvril 

qvanaxSirTan erTad miewodeba gamrecx ciklons 61. gamdidrebis da 

garecxvis Sedegad Camonarecxi magnetiti grovdeba msubuqi suspenziis avzSi 45. 

am avzidan tumbos 46 meSveobiT msubuqi suspenzia miewodeba magnitur 

separatorebs 49, 50, sadac xdeba wylidan magnetitis amoReba. amis Semdeg 
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magnetiti brundeba mZeme suspenziis avzSi 44, xolo wyali-winaswari garecxvis 

uZrav cxavze 23. 

meore xazidan fuWi qani iyreba fuWi qanis bunkerSi 10, mkvebavis 11 

saSualebiT gadadis lentur konveierze 12, saidanac miewodeba meore xazis 

klasifikators 13, sadac iyofa + 13 da - 13 klasebad. + 13 klasi 

klasifikatoridan miewodeba samsxvrevelas 14, sadac xdeba fuWi qanis 

damsxvreva. samsxvreveladan 14 lenturi konveieriT 15 uerTdeba saerTo cikls 

konveieris 8 meSveobiT. - 13 klasi (fraqcia) klasifikatoridan 13 lenturi 

konveieris 16 meSveobiT uerTdeba saerTo ciklis konveiers 8 rigiTi 

qvanaxSirisaTvis. 

rogorc iyo aRniSnuli, qvanaxSiris saTbob resursad gamoyenebis 

SemTxvevaSi mizanSewonilia ara rigiTi (nedli) qvanaxSiris moxmareba, aramed 

nawilobriv an sruli gamdidrebis Sedegad miRebuli produqtisa. magram 

cnobilia, rom gamdidrebuli qvanaxSiris TviT-Rirebuleba gacilebiT metia, 

vidre nedli-gaumdidrebelisa. 

cxrili 2cxrili 2cxrili 2cxrili 2. . . . tyityityityibulibulibulibuli----Saoris sabados gamdidrebuli qvanaxSiris (mamdidrebeli Saoris sabados gamdidrebuli qvanaxSiris (mamdidrebeli Saoris sabados gamdidrebuli qvanaxSiris (mamdidrebeli Saoris sabados gamdidrebuli qvanaxSiris (mamdidrebeli 
fabrikis teqnologiuri sqema ix. nax. 1) ZiriTadi monacemebifabrikis teqnologiuri sqema ix. nax. 1) ZiriTadi monacemebifabrikis teqnologiuri sqema ix. nax. 1) ZiriTadi monacemebifabrikis teqnologiuri sqema ix. nax. 1) ZiriTadi monacemebi    

parametris dasaxeleba, romelsac 
Seicavs tyibulis mamdidrebel 
fabrikaSi gamdidrebuli 
qvanaxSiri 

ganzomilebis 
erTeuli 

parametris realuri 
Semcveloba 

nacrianoba % 17 - 22 
tenianoba % 8,5 - 11,5 
gogirdi % 0,8 - 1,3 
aqroladebi % 30 - 36 
Tbounarianoba kkal/kg 5500 ± 5% 

qvanaxSirSi Semavali elementebi: 

naxSirbadi - C % 45 

wyalbadi - H % 5,5 

azoti + Jangbadi - N + O % 13,5 

qvanaxSiris nacarSi Semavali elementebi: 
Fe2O3 % 4,76 
Al2O3 % 34,1 
SiO2 % 52,35 
CaO % 2,8 
MgO % 0,41 
SO3 % 1,97 
P2O5 % 0,45 
K2O % 0,48 
TiO2 % 1,31 
Na2O % 1,37 
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saqarTveloSi TboenergetikisaTvis (mcire simZlavris 

TboeleqtrosadgurisaTvis), agreTve mWida samSeneblo masalebis (cementis) 

da feradi liTonebis (feroSenadnobebis) warmoebisaTvis dResdReobiT 

myari sawvavi nedleulis-qvanaxSiris sakmaod didi raodenoba - daaxloebiT 

300 000 tonaa saWiro weliwadSi. amasTan cementisa da feroSenadnobebis 

warmoebisaTvis nedli qvanaxSiri ar gamoyeneba. am sferoebSi gamoiyeneba 

mxolod gamdidrebuli qvanaxSiri, romelsac gaaCnia mTeli rigi 

upiratesobebi rigiT qvanaxSirTan SedarebiT misi Sedgenilobis, fizikur-

meqanikuri Tvisebebis, teqnikuri monacemebis, maT Soris nacrianobis 

Semcirebis da Tbounarianobis gaumjobesebis gamo, rac naTlad Cans 

cxrilebidan 1 da 2. swored am aRniSnuli garemoebis gamo iqna miRebuli 

gadawyvetileba tyibulSi aSenebuliyo axali mamdidrebeli fabrika, 

romlis mier gamoSvebuli produqti daakmayofilebda qveynis 

moTxovnilebas gamdidrebul qvanaxSirze.   

samive mimarTulebiT (qvanaxSirze momuSave Tboeleqtrosadguri, 

naxevar koqsze momuSave cementisa da feroSenadnobebis mwarmoebeli 

qarxnebi) Sesrulebuli kvlevebi aucileblad unda iTvaliswinebdes myari 

saTbobis - qvanaxSiris ZiriTadi teqnologiebisaTvis aucilebeli 

maCveneblebis: granulometriuli Sedgenilobis (qvanaxSiris klasebis 

dadgena), Tbounarianobis, aqroladebis, tenianobis, nacrianobis, 

Semadgeneli komponentebis procentuli Semcvelobis, simkvrivis 

gansazRvras. 

Tbounarianoba da nacrianoba mudmiv urTierTkorelaciaSia, kerZod, 

nacrianobis Semcireba yovelTvis ganapirobebs Tbounarianobis  

kaloriulobis gazrdas, radgan nacari warmoadgens wvis Sedegad miRebul 

narCens - “balasts”. amdenad misi wilis (raodenobis) Semcireba cxadia 

iwvevs Tbounarianobis amaRlebas. 

nacrianobis Semcirebis da Sesabamisaad qvanaxSiris Tbounarianobis 

gazrdis erT-erTi faqtoria qvanaxSiridan fuWi qanebis mocileba. es 

procesi erT-erTi mTavaria mamdidrebeli fabrikis teqnologiur sqemaSi 

(ix. nax. 1) da xorcieldeba magnetitis areSi gamdidrebiT, anu nacrianobis 

da Sesabamisad Tbounaroanobis regulireba magnetitis suspenziis 

simkvrivis gazrdiT an SemcirebiT. swored am mizniT iqna mamdidrebel 

fabrikaSi Sesrulebeli eqsperimentuli kvlevebi saZiebeli parametrebis 
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urTierTdamokidebulebebis dadgenisaTvis. vinaidan qvanaxSiris sxvadasxva 

klasebis SemTxvevaSi gamdidrebis procesi mimdinareobs erTmaneTisagan 

gansxvavebulad. eqsperimentebi Cvens mier Catarebuli iqna - 13 mm da +13 mm 

klasis qvanaxSirebisaTvis. kvlevis Sedegebi eqsperimentuli mrudebis 

saxiT warmodgenilia naxazebze 2 - 9. 

qvanaxSiris gamdidrebis procesis aucileblobis mizanSewonilobis 

SefasebisaTvis Cvens mier gansazRvruli iqna qvanaxSiris saboloo 

produqciis gamosavlianobis damokidebuleba magnetitis suspenziis 

simkvrivisagan (ix. nax. 8 da 9). 

Catarebuli eqsperimentuli kvlevebis analizis safuZvelze Cvens mier 

agebuli iqna qvanaxSiris Tbounarianobasa da nacrianobas Soris 

damokidebulebis grafikebi (ix. nax. 2 da 3), romelTa mixedviT SesaZlebelia 

dadgindes Tu garkveuli nacrianobis dros ra Tbounarianoba gaaCnia 

qvanaxSirs, rasac didi mniSvneloba aqvs mWida samSeneblo masalebis (kerZod, 

cementis) warmoebisaTvis. cementis mwarmoebeli qarxnebisaTvis klinkeris 

warmoebisas naciri mTlianad gadadis klinkeris SemadgenlobaSi, amdenad 

aucilebelia imis dadgena Tu sxvadasxva Tbounarianobis (kaloriulobis) 

qvanaxSiris SemTxvevaSi ra raodenobis nacari miewodeba nedleulis kazmSi 

da Sesabamisad rogor Seicvleba klinkeris dagegmili qimiuri Sedgeniloba. 

cxrilebis 1 da 2 monacemebis, agreTve naxazebze 2 - 9 mocemuli 

damokidebulebis grafikebis garda, gamdidrebuli qvanaxSiris upiratesoba 

gaumdidrebelTan SedarebiT naTlad dadsturebulia sxvadasxva dros 

Sesrulebuli eqsperimentuli kvlevebis SedegebiT, romlebmac daadastures, 

rom tyibuli-Saoris sabados qvanaxSiris mamdidrebel fabrikaSi gamdidrebis 

Sedegad miRebuli produqtisagan SesaZlebelia miRebuli iqnes sakmaod 

maRali xarisxis naxevrad koqsi, romelic warmatebiT SeiZleba gamoyenebuli 

iqnes feroSenadnobebis (zestafonis feroSenadnobebis qarxanaSi da sxva 

mcire simZlavris sawarmoebSi) da cementis (kaspis da rusTavis cementis 

qarxnebSi) warmoebisaTvis, rac  aseve  damtkicebulia  maTi  realizebiT  

aRniSnul sawarmoebSi. miRebulia sakmaod mniSvnelovani ekonomikuri efeqti. 

TboenergetikaSi, kerZod, TboeleqtrosadgurebisaTvis ki, saTbob nedleulad 

rekomendebulia gamoyenebuli iqnes rigiTi qvanaxSiri mamdidrebeli fabrikis 

narCenebTan da saleqarebidan miwodebuli SlamTan narevi [1, 4]. 
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reziumereziumereziumereziume    

tyibulis mamdidrebeli fabrika da misi roli tyibulityibulis mamdidrebeli fabrika da misi roli tyibulityibulis mamdidrebeli fabrika da misi roli tyibulityibulis mamdidrebeli fabrika da misi roli tyibuli----Saoris sabados Saoris sabados Saoris sabados Saoris sabados 
qvanaxSiris saqarTvelos mrewveloqvanaxSiris saqarTvelos mrewveloqvanaxSiris saqarTvelos mrewveloqvanaxSiris saqarTvelos mrewvelobis sxvadasxva dargSi gamoyenebis bis sxvadasxva dargSi gamoyenebis bis sxvadasxva dargSi gamoyenebis bis sxvadasxva dargSi gamoyenebis 
SesaZleblobis dadgenisaTvisSesaZleblobis dadgenisaTvisSesaZleblobis dadgenisaTvisSesaZleblobis dadgenisaTvis    
s. maxaraZes. maxaraZes. maxaraZes. maxaraZe    

naSromSi ganxilulia tyibulis mamdidrebeli fabrikis teqnologiuri sqema; 

aRwerilia tyibuli-Saoris sabados qvanaxSiris gamdidrebis procesi; 

mocemulia nedli da gamdidrebuli qvanaxSiris ZiriTadi fizikur-qimiuri 

parametrebis da Semadgeneli elementebis, agreTve gaumdidrebeli da 

gamdidrebuli qvanaxSiris wvis Sedegad miRebuli imave parametrebis da 

elementebis eqsperimentulad gansazRvruli mniSvnelobebi, romelTa analizis 

safuZvelze gakeTebulia daskvnebi da rekomedaciebi gamdidrebuli 

qvanaxSiris, agreTve “kudebis” (gamdidrebis narCenebis) saqarTvelos 

mrewvelobis sxvadasxva dargSi gamoyenebis Sesaxeb. 

 

SUMMARY 

TKIBULI COAL WASHING PLANT AND ITS ROLE IN DEFINING THE POSSIBILITY OF 
USING TKIBULI-SHAORI COAL IN DIFFERENT INDUSTRIAL FIELDS OF GEORGIA 
 MAKHARADZE S. 

Technological scheme of Tkibuli coal washing plant is discussed in the article; also Tkibuli-Shaori coal 

washing process is described in it; there are shown experimentallydefined meanings of raw and washed 

coal main physical and chemical parameters and other contented elements, also the parameters of the 

elements received after burning of raw and washed coal. Based on the analyses of the above-mentioned, 

there are made conclusions and recommendations for using washed coal and also coal discard in different 

industrial fields of Georgia. 

 

РЕЗЮМЕ 

ОБОГАТИТЕЛЬНАЯ ФАБРИКА ТКИБУЛИ И ЕЕ РОЛЬ В УСТАНОВЛЕНИИ 
ВОЗМОЖНОСТИ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ КАМЕННОГО УГЛЯ ТКИБУЛИ-ШАОРСКОГО 
МЕСТОРОЖДЕНИЯ В РАЗЛИЧНЫХ ОТРАСЛЯХ ПРОМЫШЛЕННОСТИ ГРУЗИИ 
МАХАРАДЗЕ С.Д. 

Рассмотрена технологическая схема Ткибульской обогатительной фабрики; описан процесс 

обогащения каменного угля Ткибули-Шаорского месторождения; приведены результаты 

определения основных физико-механических параметров и составных элементов до и после 

обогащения сырого угля, а также тех же параметров в сыром состоянии и после сжигания, на 

основе анализа которых сделаны выводы и рекомендации по применению обогащенного угля, а 

также «хвостов» (остатков после обогащения) в различных отраслях в промышленности Грузии. 
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К  ВОПРОСУ ОПРЕДЕЛЕНИЯ МЕСТОРАСПОЛОЖЕНИЯ ПРОМЕЖУТОЧНЫХ 
НАСОСНЫХ СТАНЦИЙ В МНОГОСТУПЕНЧАТЫХ ГИДРОТРАНСПОРТНЫХ 

СИСТЕМАХ, РАБОТАЮЩИХ БЕЗ РАЗРЫВА СПЛОШНОСТИ ПОТОКА 
 

Махарадзе Л.И., Гелашвили В.Д., Стерякова С.И. 
 

Грузинский технический университет 
Горный институт им. Г. Цулукидзе 

   

Многоступенчатые гидротранспортные системы широко используются для 

транспортирования различных твердых сыпучих материалов посредством энергии потока жидкой 

несущей среды, как правило воды, во многих отраслях промышленности особенно в горной, 

горнорудной, строительной и энергетической. Многоступенчатость предопределена тем 

обстоятельством, что центробежные насосы (грунтовые насосы, землесосы, углесосы, песковые 

насосы), применяемые в основном для подачи гидросмесей, из-за особенностей своих 

конструктивных выполнений, являются низконапорными. 

На практике, то есть в реальных промышленных условиях, функционируют 

многоступенчатые гидротранспортные системы с разрывом сплошности потока гидросмеси в 

местах размещения промежуточных насосных станций (ПНС) и без разрыва сплошности потока 

гидросмеси по схеме «насос в насос» (последовательное включение в трубопроводной магистрали 

нескольких насосов) [1-3]. 

В исключительных случаях, когда длина подачи гидросмеси значительная, применяют 

спаривание двух насосов на одной насосной станции (их включают последовательно по схеме 

«насос в насос») только лишь в случае получения разрешения на это завода изготовителя насосов. 

Широкомасштабные исследования, проведенные нами на многоступенчатых 

гидротранспортных системах крупных промышленных объектов, функционирующих в различных 

отраслях промышленности различных регионов Советского Союза показали, что из-за многих 

неоспоримых преимуществ, наиболее перспективной является многоступенчатая 

гидротранспортная система, работающая без разрыва сплошности потока гидросмеси на ПНС, 

рассредоточенно (на определенных расстояниях друг от друга) расположенных по длине 

трубопроводной магистрали [1-4]. 

Однако, следует отметить, что все преимущества рассмотренной схемы в полном объеме 

можно достигнуть лишь в случае обеспечения нормальных режимов (имеются в виду переходные 

режимы и неустановившиеся процессы) за весь период эксплуатации. исходя из этого аспекта, эти 

системы в некоторой степени являются сложными для эксплуатации, что является их 

относительным недостатком. Для устранения этого относительного недостатка, необходимо 

обеспечить максимально плавное протекание переходных режимов при запуске головной 

насосной станции (ГНС) и всех ПНС, а также при возникновении по другим причинам 
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нестационарных процессов – прямых и непрямых гидравлических ударов и соответственно резких 

колебаний давления. Для этой цели необходимо внести коррективы в методологии расчета и 

проектирования многоступенчатых гидротранспортных систем, работающих без разрыва 

сплошности потока на ПНС. В противном случае даже при запланированных запусках и 

остановках, предусмотренных технологией эксплуатации, могут возникнуть значительные 

колебания давлений и следовательно нежелательные последствия, отрицательно влияющие на 

надежность и долговечность всей системы, в значительной степени ухудшающие их технико-

экономические и экологические показатели. 

Известен способ транспортирования многофазных гидроаэросмесей в напорных 

магистральных многоступенчатых гидротранспортных системах, который определяет 

оптимальную последовательность запусков и остановок последовательно включенных в 

магистраль центробежных грунтовых насосов, а также оптимальные интервалы между этими 

операциями [5]. Однако этот способ не учитывает: а) методику определения оптимального 

месторасположения ПНС по длине магистрального трубопровода; б) его осуществление 

целесообразно только лишь в случае заранее установленных по принятой технологии 

последовательностей запусков и остановок ГНС и ПНС. При остальных возможных случайных 

процессах (при внезапном прекращении электропитания последовательно включенных в 

магистраль насосов или за тем также внезапной подачи электропитания за короткий промежуток 

времени – до затухания волнового процесса) он не эффективен, так как не предотвращает 

возникновение резких колебаний давления. 

Как было отмечено выше, в настоящее время методология расчета и проектирования 

многоступенчатых гидротранспортных систем последовательно включенными центробежными 

насосами основываются на теоретических и эмпирических выкладках и графо-аналитических 

методах определения необходимого напора для транспортирования гидроаэросмесей на данные 

расстояния, в соответствие которого устанавливается необходимое количество насосов и не 

учитывает влияние переходных режимов и нестационарных процессов [1, 2, 7]. 

Ниже рассматривается предложенная нами методика, комплексно учитывающая как 

параметры установившегося, так и неустановившегося режимов работы. 

Как известно, по аспекту установившегося режима работы гидротранспортной системы, 

количество насосов, необходимых для подачи гидроаэросмесей на данном расстоянии 

определяется с учетом Q-H характеристик насосов, геодезической высоты подачи и потерь напора 

по длине трубопроводной магистрали, то есть 
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где nН – количество насосов, необходимых для транспортирования гидроаэросмесей на 

данной длине при конкретном условии; НГ - геометрическая высота подачи (подъема) 

гидроаэросмеси, м; НН – напор, развиваемый (по рабочей Q-H характеристике) единичного 

насосного агрегата, м; ∆Н – полная потеря напора по всей длине трубопроводной 

магистрали, необходимая для преодоления его гидравлического сопротивления, м;                      

∆h1 – потеря напора на прямолинейных частях трубопроводной магистрали, м;  

gD

L
h ТРП

2

v2

1
. ⋅=∆ λ  ,                                                                (2) 

D – внутренний диаметр магистрального трубопровода, м; 
ТРП

L
.

 - суммарная (полная длина 

прямолинейных частей трубопроводной магистрали, м; λ – коэффициент гидравлического 

сопротивления прямолинейной частей трубопроводной магистрали; v – средняя скорость 

потока гидроаэросмеси в трубопроводной магистрали при установившемся движении, м/с; g 

– ускорение силы тяжести, м/с
2
; 2h∆ - полная (суммарная) потеря напора, необходимая для 

преодоления местных сопротивлений, включенных в трубопроводной магистрали, м; 

g
h

2

v2

2 ξΣ=∆ ,                                                                     (3) 

ξΣ  - коэффициент местных  сопротивлений, включенных в магистральный трубопровод. 

Совместным решением (1) – (3) можно определить как полную длину трубопроводной 

магистрали (L), так и оптимальные расстояния между ПНС, рассредоточенных по 

трубопроводной магистрали, в частности полная длина 
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КЗ – коэффициент запаса напора, учитывающий определенный подпор на всасывающих патрубках 

ПНС, необходимый для предотвращения разрыва сплошности потока гидроаэросмеси в этих 

частях (сечениях) при незначительных нарушениях их режимов работы. 

Исходя из этого, для обеспечения устойчивости работы гидротранспортной системы 

при установившемся режиме, необходимо соблюдение условия 

2
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v
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v
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ξ ГH
g

HgDK
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З −Σ−∆
≤ ,                                                     (5) 

Как было отмечено выше, при переходных режимах (запуск и остановка 

(последовательно включенных в магистраль центробежных насосов) и нестационарных 

процессах (прямые и непрямые гидравлические удары и другие колебательные процессы) 

место имеет изменение давлений в значительных пределах, что отрицательно влияет на 
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работу гидротранспортной системы в целом. Максимальные значения превышений давления 

(амплитуда) и частота колебаний зависят от причин, условий возникновения и скорости 

развития неустановившихся процессов. Эти причины и условия могут быть самые разные в 

зависимости от конкретных условий (структуры системы в целом, от схемы 

транспортирования, профиля трубопроводной магистрали, вида и количества 

трубопроводной арматуры, гидродинамических параметров транспортирования 

гидроаэросмесей и т.д.) [6, 7]. 

Исходя из природы протекания волновых процессов в трубопроводной магистрали, 

несмотря на то, что в каком сечении и по какой причине не возникали неустановившиеся 

процессы, импульс со скорость а распространяются по обе стороны сечения его возникновения. В 

таком случае полная фаза колебательного процесса (изменения давления) определяется по 

зависимости 

,
2

или
2 Ta

L
a

L
T

⋅
==                                                               (6) 

а – скорость распространения импульса (колебательного процесса) в трубопроводной магистрали 

– скорость распространения волны, зависящая от: геометрических параметров трубопровода; 

гидродинамических параметров потока гидроаэросмеси; физико-механических свойств 

(параметров) гидроаэросмеси, твердых частиц, воздуха, материала из которого изготовлен 

трубопровод; концентраций составляющих гидроаэросмеси компонентов [1, 4], м/с;                        

Т – максимальная продолжительность фазы импульса (колебательного процесса), с; L – полная 

длина трубопроводной магистрали, в которой протекает волновой процесс (см. рис.1), м. 

 

 

 Рис. 1. Схема многоступенчатой гидротранспортной системы, работающей последова-тельно включенными в 

магистраль центробежными насосами по схеме «насос в насос». ГНС- головная (всасывающая) насосная 

станция; ПНС – промежуточные насосные станции: 1 – головная насосная станция (ГНС); 2 – первая 

промежуточная насосная станция (ПНС-1); 3 – вторая промежуточная насосная станция (ПНС-2);                         

4 – всасывающая труба; 5 – участок магистрального трубопровода между ГНС и ПНС-1; 6 – участок 

магистрального трубопровода между ПНС-1 и ПНС-2; 7 – участок магистрального трубопровода от ПНС-2 до 

места подачи гидроаэросмеси; 8 – место подачи гидроаэросмеси (место складирования твердых частиц 

сыпучего материала); 9 – приемный зумпф 
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Как видно из формулы (6), чем больше длина трубопроводной магистрали, тем 

больше продолжительность фазы колебательного процесса. Исходя из этого, при 

определении расстояний между последовательно включенных насосов, необходимо 

соблюдение условия 
2

aT
L ≤ , чтобы обеспечить устойчивость всей гидротранспортной 

системы при неустановившихся режимах работы при их возникновении в любом сечении. 

При соблюдении этого условия произойдет максимально быстрое затухание колебательного 

процесса и соответственно уменьшение значения превышения давлений. Будет исключена 

также возможность возникновения резонансных явлений, то есть накладывания 

(суммирования) волн и соответственно увеличения значений превышения давлений. 

Однако из анализа зависимостей (1), (4) и (7) совершенно очевидно, что увеличение 

расстояний между ПНС и всей длины трубопроводной магистрали не допустимо однозначно 

исходя только из одного условия. Определение их оптимальных значений следует с учетом 

обоих условий, то есть параметров как установившегося, так и неустановившегося режимов. 

В таком случае 

2v

)
2

v
(2

2

2

aT
H

g
HgDK

L

ГЗ ⋅
≥

−Σ−∆
≤

λ

ξ
.                                                (7) 

В соответствии с оптимальной полной длины магистрального трубопровода, 

определенной из условия (7), по зависимости (4) следует определять оптимальные 

расстояния между ГНС и ПНС последовательно включенных в магистраль по схеме «насос в 

насос», в частности 

ℓ1 2

1

2
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))
2

v
((2 1

λ
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HgDK З −Σ−∆
≤ ,                                                   (8) 

 

где ∆H1-суммарная (полная) потеря напора, необходимая для преодоления гидравлического 

сопротивления прямолинейной части ℓ1 трубопровода между ГНС и ПНС-1 (см.рис.1), м; 

(
g2

v2

ξΣ )1 – суммарная потеря напора на этом же участке, необходимая для преодоления 

местных сопротивлений, м; НГ1- геометрическая высота подачи гидроаэросмеси на этом же 

участке, то есть разница между геодоезическими отметками размещения ГНС и ПНС-1, м. 

 Аналогичным методом определяются расстояния ℓ2, ℓ3 и т.д. (в случае 

необходимости). В таком случае вся гидротранспортная система будет защищена от 

волновых процессов при любом случае их возникновения. Это объясняется тем 

обстоятельством, что при возникновении по любой причине нестационарного процесса, 
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импульс (волна) возмущения распространится по всей длине трубопроводной магистрали (в 

обе стороны от сечения его возникновения в зависимости от того в каком его сечении 

возникнет нестационарный процесс) и произойдет отражение волн в конце магистрального 

трубопровода 7, то есть в сечении, в котором происходит излив из него гидроаэросмеси в 

атмосферу, а также у приемного клапана всасывающей трубы 4, опущенной в приемный 

зумпф 9, то есть в сечении, в котором происходит поступление гидросмеси в 

гидротранспортную систему (во всасывающей трубе ГНС) или в приемном подпорном 

зумпфе, при работе головного насоса с подпором. Из-за того, что будут соблюдены условия 

(4) и (5), произойдет интенсивное затухание колебательного процесса и не произойдет 

превышение давления в значительных пределах. 
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РЕЗЮМЕ 
К  ВОПРОСУ ОПРЕДЕЛЕНИЯ МЕСТОРАСПОЛОЖЕНИЯ ПРОМЕЖУТОЧНЫХ 
НАСОСНЫХ СТАНЦИЙ В МНОГОСТУПЕНЧАТЫХ ГИДРОТРАНСПОРТНЫХ 
СИСТЕМАХ, РАБОТАЮЩИХ БЕЗ РАЗРЫВА СПЛОШНОСТИ ПОТОКА 
Махарадзе Л.И., Гелашвили В.Д., Стерякова С.И. 
Рассматривается вопрос определения оптимального месторасположения промежуточных 

насосных станций в многоступенчатых гидротранспортных системах, работающих без 

разрыва сплошности потока в местах их размещения по трубопроводной магистрали; 

обосновывается, что при определении месторасположения промежуточных насосных 

станций, необходимо учесть влияние гидродинамических процессов, то есть в методологии 

расчета и проектирования аналогичных систем, наряду  принимаемых в настоящее время при 

расчетах основных параметров установившегося (стационарного) режима, следует учесть и 

параметры неустановившихся режимов и на основе их сравнения определить окончательное 

значение искомого параметра; правомерность этой методологии установлена 

широкомасштабными экспериментальными исследованиями, проведенными на крупных 

промышленных гидротранспортных системах. 

 

  
SUMMARY 
LOCATIONS OF INTERMEDIATE PUMP STATIONS IN MULTI-STAGE 
HYDROTRANSPORT SYSTEMS OPERATING WITHOUT FLOW BREAK 
MAKHARADZE L.,  GELASHVILI V.,  STERYAKOVA S. 
The problem of identification of optimal locations of intermediate pumping stations in multi-stage 

hydrotransport systems operating without flow break in their placements along main pipelines is 

considered; It is explained that when identifying locations of intermediate pumping stations, it is 

necessary to consider the influence of hydrodynamic processes, i.e., in the methodology of 

calculation and design of analogical systems, the parameters of non-steady (non-stationary) regimes 

should be kept in mind in line with the basic parameters of currently applied steady (stationary) 

regimes, while the final calculated parameter should be received on the ground of comparison 

thereof. Validity of this methodology is proved by the wide range of experimental studies conducted 

on major industrial hydrotransport systems. 


