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მეუღლის –– ელიზავეტა პეტრეს ასული 
სოკოლოვა-ნატანსონის ნათელ ხსოვნას 

უძღვნის ავტორი ამ წიგნს, 

წინასიტყვაობა 

წინამდებარე |წიგნი წარმოადგენს სახელმძღვანელოს, რომელიც 
გათვალისწინებულია იმ უმაღლესი ტექნიკური სასწავლებლების სტუ- 
დენტებისათვის, სადაც უმაღლესი მათემატიკის კურსს (სავარჯიშოების 

ჩათვლით) ეთმობა 300--400 საათი. მსხვილი შრიფტით. დაბეჭდილი მა– 

სალა (ის არ არის დამოკიდებული პეტიტით დაბეჭდილ მასალახე) მო– 
იცავს მეექსპლუატაციე ინჟინრების პროგრამას, პეტიტით გადმო- 
ცემული მასალა, ძირითად კურსთან ერთად შეესაბამება ინჟინერ-კონ– 

სტრუქტორთა პროგრამას. წიგნი არ არის გათვალისწინებული მომავა– 
ლი ინჟინერ-მკვლევარებისათვის, ვისაც ესაჭიროება უფრო საფუძვლია- 

ნი მომზადება მათემატიკაში. ამით არის განპირობებული, როგორც 

წიგნში მოცემული.მასალა, ისე მისი გადმოცემის ხასიათი. ავტორი უმ–- 

თავრესად ეყრდნობა მკითხველის ინტუიციას. საკითხების მკაცრ ლო- 
გიკურ დასაბუთებას, როგორც ეს საუნივერსიტეტო კურსებშია მოცე- 
მული, ავტორი არ მიმართავს. . 

წიგნის ზოგიერთ ნაწილში მოცემულია სავარჯიშოები. ეს ძირითადად 

ის ნაწილებია, რომლებსაც შედარებით ნაკლები ყურადღება ექცე- 

ვა ამოცანათა კრებულებში. 

პირველი სამი თავის დაწერისას ავტორმა გამოიყენა თავისი ლექციე- 

ბი გადამუშავებული ი. კამიშკოს (L თავი) და ხ. ცარეგრადსკის (თავი 
II და III) მიერ. ხელნაწერს მთლიანად დაწვრილებით გაეცნენ გ. აკი- 

ლოვი, ბ. ვულიხი და ვ. ფაინშმიდტი, რომლებმაც მოგვცეს მრავალი 

სასარგებლო მითითება. მნიშვნელოვანი "რჩევა მყო მოცემული აგრეთ- 

ვე ს. ზალგელერის, ვ. ზალგელერის და გ. “ ნატანსონის მიერ. წიგნის 
გამოცემის პროცესში განსაკუთრებული ყურადღება გამოიჩინა ფიზი- 
კა-მათემატიკის გამომცემლობის უფროსმა რედაქტორმა ნ. როზენგაუზ- 
მა. ყეელა მათ ავტორი უძღვნის მადლობას. 
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მისავალი 

L. უმაღლესი მათემატიკა წარმოადგენს თანამედროეე“ ინჟინრის გა- 
ნათლების ერთ-ერთ მნიშვნელოვან ელემენტს. ყოველი რამდენადმე 

რთული ნაგებობის შესაქმნელად, იქნება ეს მანქანა, შენობა, ხომალდი, 

თუ თვითმფრინავი, აუცილებელია მთელი რიგი გამოთვლები, რომელ– 
თა შესრულება ელემენტარული მათემატიკის ხერხებით შეუძლებელია. 

ქვემოთ განვიხილავთ ამოცანებს, რომელთა ამოხსნა მოითხოვს უმაღ- 
ლესი მათემატიკის მეთოდებს. 

1. დიფერენციალური აღრიცხვის სსშუალებით განისაზღვრება სხვა- 
დასხვა სიდიდის მნიშვნელობები. მაგალითად, შეიძლება დადგინდეს, 

რომ მრგვალი მაგიდის ცენტრის თავხე დაკიდებული ნათურით' მაგიდის 

ნაპირებზე მაქსიმალური განათებულობის მისაღებად, საჭიროა ნათურა 

დაიკიდოს #V2 სიმაღლეზე მაგიდიდან, სადაც /# მაგიდის რადიუსია. 

მეორე მაგალითის ნიმუშად აღვნიშნავთ, რომ მრგვალი ძელისაგან 

გამოჭრილ მართკუთხოვან კოჭს ექნება უდიდესი სხმტკიცე, თუ მისი 

სიმაღლისა და სიგანის შეფარდება 1/2-ის ტოლია. 
2. მრუდების სიგრძის, მრუდებით შემოსაზღერული ფიგურების ფარ- 

თობის, მრუდე ზედაპირებით შემოსაზღვრული სხეულის მოცულობის 

გამოთვლა, სხვადასხვა სხეულის სიმძიმის ცენტრის მოძებნა “და სხვა 

ამოცანები ამოიხსნება უმაღლესი“ მათემატიკის. იმ განყოფილებაში, რო- 

მელსაც ეწოდება ინტეგრალური აღრიცხვა. მაგალითად, ინტეგრალური 
აღრიცხვის საშუალებით მტკიცდება, რომ კონუსის სიმძიმის ცენტრი 
ძევს მის ღერძზე და დაშორებულია ფუძიდან სხმაღლის მეოთხედი ნა– 
ილით. 

3, უმაღლესი მათემატიკის ერთ-ერთი განყოფილებაა „მწკრივთა 
თეორია“, სადაც , ბეისწავლება სხვადასხვა ხიდიდის მნიშენელობათა 
გამოთვლის საკითხები. 

ასე მაგალითად, საშუალო სკოლაში გამოყვანის გარეშე მოცემულია, 
რომ ჯX=3,141592... აქვე ფართოდ იყენებენ ლოგარითმების ცხრი- 
ლებს, ტრიგონომეტრიული სიდიდეების ცხრილებს, თუმცა მათი შედ–- 
გენის ხერხები მოსწავლისათვის უცნობია. სწორედ მწკრივთა თეორიაში 
ამოიხსნება ეს საკითხები. 
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მსგავსი მაგალითების რიცხვი ადვილად შეიძლება გავზარდოთ, მაგ- 
რამ უკვე ნათქვამიდან ჩანს, თუ რამდენად მნიშვნელოვანია ინჟხნრი- 

“სათვის, რომ ის ფლობდეს უმაღლესი მათემატიკის ხერხებს. უმაღლეს 
ტექნიკურ სასწავლებელში სწავლის პროცესში, სტუდენტს უხდება 
უმაღლესი მათემატიკით სისტემატურად სარგებლობა, რადგანაც ისეთ 

ძირითად დისციპლინებში, როგორიცაა ფიზიკა, თეორიული მექანიკა, 
მასალათა გამძლეობა, დრეკადობის თეორია, რადიოტექნიკა და სხვა, 
ფართოდ გამოიყენება უმაღლესი მათემატიკის მეთოდები. ყოველივე. 
ამით აიხსნება ის, თუ რატომ ექცევა დიდი ყურადღება უმაღლესი ტექ- 
ნიკური სასწავლებლების სასწავლო გეგმებში უმაღლესი მათემატიკის. 
კურსს. 

II. შევჩერდეთ იმაზე, თუ რით განსხვავდება უმაღლესი მათემატიკა 

ელემენტარული მათემატიკისაგანი რომელიც საშუალო სკოლაში ის- 

წავლება. რასაკვირველია, მათ შორის სავსებით მკვეთრი საზღვრის გავ- 
ლება არ შეიძლება, მაგრამ შესაძლებელია თითოეული მათგანისათვის 

დამახასიათებელი ნიშნების გამოყოფა. 

საზოგადოდ, ყოველი მათემატიკური მეცნიერებისათვის ძირითად თა- 

ვისებურებას წარმოადგენს მისი განყენებული, -ანუ როგორც ამბობენ, 
აბსტრაქტული ხასიათი, არითმეტიკამი დგინდება რომ 2+3=5. ეს 
არის. აბსტრაქტული დებულება: მასში შედის სხვადასხვა კონკრეტული 

დებულება. მაგალითად, 2 ფანქარი და 3 ფანქარი შეადგენს 5 ფანქარს 

და სხვა. როდესაც ვამბობთ, რომ 2+-3=5, მხედველობაში არ ვღებულობთ 

ამ კონკრეტული დებულებებიდან არცერთს. როდესაც ვამბობთ, რომ 

სფეროს მოცულობა · 

V= + წ I22ბ, 

უგულებელვყოფთ, თუ სად მდებარეობს სფერო, რისგან არის გაკე– 
თებული, რა·ფერისაა ის და სხვა. კონკრეტული შინაარსის უგულებელ- 
ყოფა მათემატიკისათვის დამახასიათებელია. ეს აძლევს მის დებულებებს 
ზოგად ხასიათს და სწორედ„ამაშია მისი ძალა. ამავე დროს აქ მჟლავ- 
ნდება მათემატიკური მეთოდის სისუსტე. სინამდვილე ხომ ყოველთვის 
კონკრეტულია, ამიტომ მათემატიკური დებულება, ისევე, როგორც 

ყოველგვარი თეორია, ასახავს მას მიახლოებით. 

დიალექტიკური მატერიალიზმი გვასწავლის, რომ სამყაროში ყვე- 
ლაფერი, მოძრაობს და იცვლება. ამიტომ „ის სიდიდეები, რომლებთა- 

  

- აბსოლუტური და ფარდობითი ჭეშმარიტების შესახებ იხ. 

8. I. )I|I MM # (Cირი. ლ0M.,. 5-6 M3/)., .1961, 1. 18). გვ. 133–-140.



ნაც გვაქვს საქმე ბუნების შესწავლის დროს, წარმოადგენენ ცვლად 
სიდიდეებს. შენობაში ჰაერის ტემპერატურა, 'ორთქლის წნევა ქვაბში, 
ძაბვა ელექტრულ ქსელში, თვითმფრინსვის სიჩქარე და სხვა ცვლადი 
სიდიდეები. ელემენტარულ მათემატიკაში (არითმეტიკა,ა ალგებრა, 

გეომეტრია) არ ვითვალისწინებთ, რომ განსახილველი სიდიდეები (ვლა– 
დებია და ვთვლით მათ მუდმივებად. ეს შეიძლება მხოლოდ მაშინ, რო– 
დესაც განვიხილავთ სიდიდეებს, რომელთა ცვლილება მცირეა და შეიძ- 
ლება მისი უგულებელყოფა. ამით აიხსნუბა ის, რომ ელემენტარული 
მათემატიკის ანუ მუღდმივების მათემატიკის გამოყენე- 
ბის სფერო ძალიან შეზღუდულია. 

უმაღლეს მათემატიკაში პირიქით, მთავარი ყურადღება ექცევა სი- 
დიდეების ცვალებადობას. ეს არს ცვლადების მა- 
თემატიკა. ფრ. ენგელსი ამბობს: „შემობრუნების წერტილი მა– 

თემატიკაში იყო დეკარტის ცვლადი სიდიდე. ამის წყალობით 

მათემატიკაში შევიდა მოძრაობა და დიალექტიკა და 

აგრეთვე ამის წყალობით მაშინვე აუცილებელი გახდა დი- 
ფერენციალური და ინტეგრალური აღრიცხვა, 
რომელიც მაშინვე იწყება და რომელიც საერთოდ და მთლიანად დამ– 
თავრებულ და არა გამოგონებულ იქნა ნიუტონისს და ლაიბნიცის მიერ“.» 

უმაღლესი მათემატიკის საგნის უფრო სრულად დასახასხათებლად, 
უნდა მივუთითოთ, რომ ის შეისწავლის სიდიდეებს არა იზოლირებუ- 

ლად, არამედ მათ ურთიერთკავშირში. (ქქლადების ამ ურთიერთკავ- 
შირს ზუსტად გამოხატავს მათემატიკური ცნება-ფუნქციის 'ცნება. ამ 
ცნებას მკითხველი ნაწილობრივ იცნობს ალგებრისა და ტრიგონომეტრიის 
კურსიდან, მაგრამ მას დაწვრილებით შეისწაელის უმაღლესი მათემატი– 
კის დარგი-მათემატიკური ანალიზი. დიფერენციალური და ინტეგრალუ- 
რი აღრიცხვა, რომელიც ზემოთ მოვიხსენიეთ, ამ განყოფილების ნა–- 

წილია. · 

მათემატიკური აწალიზის გარდა,' "შევისწავლით , აგრეთვე ანალიზურ 

გეომეტრიასაც. ამ დისციპლინის შესწავლის 'საგანია გეომეტრიული ფი- 
გურების გამოკვლევა )|გამოთვლების საშუალებით. მკითხველი , ამის 

მსგავს მაგალითებს! უკვე ხვდებოდა ელემენტარულ გეომეტრიაში; და 
ტრიგონომეტრიაში, მაგრამ ანალიზური გეომეტრიის მეთოდები უფრო 

ზოგადი და ძლიერია. 
III. უმაღლესი მათემატიკის ძირითადი იდეები შეიძლება აღმოვა–- 

ჩინოთ ანტიკურ მეცნიერებაში. ასე მაგალითად, უდიდესი ბერძენი მათე–- 

"დ 3ყL8ასლ0 /IIმ2IXCV”IMM2 9ი0M00/0ხ, 1955, გვ. 206. 
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მატიკოსი და მექანიკოსი არქიმედე (287-–-212 ჩვენს წელთაღრიცხვამდე) 
იყენებდა ინტეგრალური აღრიცხვის ზოგიერთ ხერხს. 

შუა საუკუნეებში მეცნიერება განიცდიდა დაქვეითებას და მხოლოდ 

მე-16 საუკუნიდან იწყება ბერძნული მეცნიერების აღორძინება საზოგა- 
დოდ და მათემატიკისა კერძოდ. მე-17 საუკუნის ბოლოს და მე-18 საუ- 
კუნის დასაწყისში ი. ნიუტონის (1642--1727) და გ. ლაიბნიცის (1646-- 

1716) შრომებში დამთავრდა მათემატიკური ანალიხის აგება. 

როცა ვლაპარაკობთ დამთავრებაზე, მხედველობში გვაქვს ანალიხის 

ძირითადი იდეების დადგენა, მაგრამ სრულიად არ გვინდა ვთქვათ, რომ 

ნიუტონის „და ლაიბნიცის შემდეგ თითქოს შეწყდა ანალიხინ-შემდუომი- 

განვითარება. უმაღლესი მათემატიკის ამ დარგში ინტენსიური მეცნიე- 

რული გამოკვლევები გრძელდებოდა მე-18 და მე-19 საუკუნეებშიც 
ღა წარმატებით მიმდინარეობს დღესაც. ყოველწლიურად ქვეყნდება 
10000-ზე მეტი შრომა უმაღლესი მათემატიკის სხვადასხვა დარგში. 

მათემატიკური ანალიზის შემდგომი განვითარების საქმეში უდიდესი 

როლი შეასრულეს პეტერბურგელმა აკადემიკოსმა ლ. „ეილერმა(1 707-––1783) 

ღა ფრანგმა მეცნიერმა თო. კოშიმ (1789-1857). ამ მეცნიერებმა არა 

მარტო გაამდიდრეს მეცნიერება პირველხარისხოვანი აღმოჩენებით, 
არამედ ბევრი გააკეთეს ანალიზის, როგორც სასწავლო დისციპლინის 

ჩამოყალიბების საქმეში. სწორედ ეილერისა და კოშის მეთოდური მუ- 

შაობის წყალობით, მიიღო ანალიხმა თანამედროვე სახე. 

IV–V. ეილერის შემდეგ რუსეთში ანალიხის უდიდესი წარმომა- 

დგენლები იყვნენ' მ. ოსტროგრადსკი (1801--1861) და განსაკუთ- 
რებით პ. ჩებიშევი (1821--1894). პეტერბურგის უნივერსიტეტში პ. 

ჩებიშევმა შექმნა დრდღი სკოლა, რომლის გამოჩენილი წარმომადგენ- 

ლები იყვნენ აკადემიკოსები ა. მარკოვი (1856--–1922) და ა. ლიაპუნოვი 

(1857-1918). | 
მე-20 საუკუნეში პროდუქტიული სამეცნიერო მუშაობა წარმოებდა 

ჩვენი ქეეყნის სხვა ქალაქებშიც. ძლიერი მათემატიკური სკოლა შექმნა 

მოსკოვში აკადემიკოსმა ნ. ლუხზინმა (1883--1950). ამ სკოლის სრული 

აყვავება საბჭოთა პერიოდში ხდება და მიახლოებით 20-იანი წლებიდან 
მოსკოვის მათემატიკური სკოლა, როგორც თავისი ინტერესების ზო- 

გადობის, ისე მიღებული შედეგების მნიშვნელობით, გამოდის მსოფლიო– 

ში პირველ ადგილზე. 

# გენიალური რესი გეომეტრი, ჟაზანის უნივერსიტეტის რექტორი და პროფესორი 

ნ. ლობაჩევსკი (1792–-1856) არის აგრეთეე ანალიზის საინტერესო საკითხების შესახებ 

შრომების აეტორი, მაგრამ მის შემოქმედებაში ამ შრომებს აეეს მეორეზარისხოვანი 

მნაშენელობა, 
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V. წინამდებარე წიგნში არ შეიძლება მიახლოებითი წარმოდგენის 
მოცემაც კი იმის შესახებ, თუ რას შეისწავლის დღევანდელი მათემატი- 
კა. ვისაც აინტერესებს ამ საკითხების გაცნობა ვურჩევთ საბჭოთა კავ- 
შირის მეცნიერებათა აკადემიის სამტომეულს „მათემატიკა, მისი ში- 
ნაარსი, მეთოდები და მნიშვნელობა“, 1956 წ. 

VI. დასასრულს, აღვნიშნავთ, რომ მათემატიკის შესწავლის დროს 
არსებითია, ამოცანების ამოხსნა. ჯერ კიდევ ნიუტონი ამბობდა, რომ საქ- 
მის ეს მხარე უფრო მნიშენელოვანია, ვიდრე თეორიის შესწავლა. არ 

შეიძლება ამ აზრს სავსებით- დავეთანხმოთ, მაგრამ ეჭვს გარეშეა, რომ 
ინჟინრისათვის მხოლოდ თეორიული მასალის გაცნობას არავითარი სარ- 
გებლობა არ ექნება. ამიტომ მკითხველმა ამ წიგნის შესწავლა უნდა მშე- 
უთავსოს ამოცანათა კრებულებიდან ამოცანების ამოხსნას.



1I თავი 

ანალიზური გეომეტრია სიბრტყეზე 

§ I, წერტილები და კოორდინატები 

I. მართკუთხა კოორდინატთა სისტემა 

ანალიზური გეომეტრია არის მათემატიკის დარგი, რომელიც შეის- 

წავლის გეომეტრიულ სახეებს ალგებრის საშუალებით. ამისათვის პი“- 
ველ რიგში იქმნება გარკვეული აპარატი, რომელიც იძლევა გეომეტრიუ- 

ლი ცნებების ალგებრულ ენაზე გადატანის საშუალებას. ასეთ აპარატს 
წარმოადგენს „კოორდინატთა მეთოდი“, რომელიც ჯერ კიდევ მე-17 
საუკუნეში ფრანგი მათემატიკოსების პ. ფერმას და რ. დეკარტის 
მიერ იყო შემოღებული (#. #CVMIძ!/ 1601--1665, #2. L)65C0/ 705, 1596-- 
1650). 

ამ მეთოდის საფუძველს წარმოადგენს 

  

კოორდინატთა სისტემა. არ- #| 
სებობს მრავალი ასეთი სისტემა. ჩვენ 
გავეცნობით ე. წ. მართკუთხა კო- 3 ”M 

ორდინატთა სისტემას“. ამ 

თავის ბოლოს შემოტანილი იქნება კიდევ 

სხვა სისტემაც –პ ოლარულ კოო- - 8 
რდინატთა სისტემა. /I 4 7 

ვთქვათ, სიბრტყეზე გავლებულია ორი 

ურთიერთმართობული 0X და 0ყ წრფე. 

ჩვეულებრივ, 0X ჰორიზონტალურია, ხო- 

ლო 0ყ–-ვერტიკალური. ამ წრფეებს ეწოდებათ საკოორდინატო: 

ღერძები, მასთან 0X-ს ეწოდება ა ბს ცი სა თ «ღერძი, ხოლო 0ყ-ს 

      
“ ნახ, 1, 

?” ანუ დეკარტის კოორდინატთა სისტემა



ორდინატთა ღერძი. ამ ღერძების“ გადაკვეთის 0 წერტილს 

ეწოდება კოორდინატთა სათავე. ახლა ავიღოთ სიბრტყე- 

ზე ნებისმიერი // წერტილი და დავუშვათ /#/ და /#8 მართობები 0X 
და 0V ღერძებზე (ნახ. 1). ამით ღერძებზე მოიკვეთება 04 და 08 მო– 
ნაკვეთები. ჩვენ გვაინტერესებს გარკეეული ნიშნით აღებული ამ მო- 
ნაკვეთების სიგრძეები. ნიშნის არჩევა ხდება შემდეგი წესის მიხედვით: 

წესი. 1) თუ # წერტილი ძევს 0» ღერძზე 0 წერტილის მარჯვნივ, 

მაშინ 0,1-ს სიგრძეს დაეწერება „+“ ნიშანი, ხოლო თუ 4 ძევს 0-ს 

მარცხნივ, მაშინ 0:4-ს სიგრძეს დაეწერება „--“ ნიშანი. 

_#) 

  

  
ნახ, 2, 

2) თუ 8 წერტილი მდებარეობს 0ყ ღერძზე 0 წერტილის ზემოთ 

(ქვემოთ), მაშინ 08 მონაკვეთის სიგრძეს დაეწერება „+4 ნიშანი („--“ 
ნიშანი). 

ნახაზზე 0X და 0ყ ღერძებს უკეთებენ ისრებს, ნიშნების აღნიშნული 
წესის გასახსენებლად. 

04 და 08 მონაკვეთების სიგრძეები, აღებული სათანადო ნიშნებით, 

აღინიშნება X და V სიმბოლოებით შესაბამისად: 

X=04, ყ=08 

და X-ს ეწოდება /# წერტილის აბსცისა, ხოლო V-ს /# წერტილის ორდი- 

ნატი. X და # რიცხვებს ეწოდებათ # წერტილის კოორდინატები. 

#.ან დეკარტის კოორდინატები. 
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ის ფაქტი, რომ /#M წერტილის კოორდინატებია X და V რიცხვები, 

ასე ჩაიწერება M#M (X, ყ). ადვილი გასაგებია, თუ როგორ უნდა ავაგოთ 
#M წერტალა, როცა ცნობილია მისი კოორდინატები: საქიროა 0X და 
0ყ ღერძებზე გადავზომოთ 04 და 08 მონაკვეთები (თუ რომელი მი- 
მა”თულებათ, ამას გვიჩვენებს X და ყ ნიშნები) და აღვმპართოთ # ღა 
8 წერტალებედან მართობები ღერძებისადმი. მათი გადაკვეთა იქნება 
M წერტილა 

მაგალითი. ავაგოთ წერტილები „4(3,2), ,8(04,-––1), C(–2,5), 

8C-3,--2), 804,0), ჩ(0,--2). 
ამოხსნა მოცემულია მე-2 ნახახზე. 

საჭიროა აღვნიშნოთ, რომ აბსცისათა (ორდინატთა) ღერძზე მდე- 

ბარე წერტილების ორდინატები (აბსცისები) ნულის ტოლია. კოორდი- 

ნატთა სათავის კოორდინატებია (0,0). 

ზემოთქმული შეიძლება ასე ჩამოვაყალიბოთ. 

შესაბამისობის პირველი პრინციპი. სიბ- 

რტყის ყოველ წერტილს შეესაბამება ორი რი- 

ცხვი-მისი კოორდინატები. პირიქით, რიცხ- 

ეთა ყოველ წყვილს შეესაბამება სიბრყტის 

გარკვეული წერტილი, რომელსაც კოორდი- 
ნატებად ეს რიცხვები აქეს. 

გამოთქმების „ვიპოვოთ წერტილის კოორდინატები“ ან „მოცემუ- 

ლია წერტილის კოორდინატები“ ნაცვლად ამბობენ მოკლედ „ვიპოვოთ 

წერტილი“, „მოცემულია წერტილი". 

92. ორ წერტილს შორის მანძილი 

ამოცანა. ვიპოვოთ ორ მოცემულ V/)(CX,,V,)) და /M-(CX..V.) 
წერტილს შორის ძ მანძილი 

ამოხსნა. მე-3 ,ნახაზიდან ჩანს, რომ საძიებელი მანძილი არის 

მართკუთხა /.MXM, სამკუთხედის ჰიპოტენუზა. მაშასადამე, 

ძ= L (VI,IC)"-- CV./C1. 

მაგრამ იგივე “ ნახაზი გვიჩვენებს, რომ 

/MI,IC =%ა–XVს MM =ყ.-–V, 
მაშასადამე, 

ძ= V(CX--X,)?+ (ყა––ყ,) (1) 
    

ეს ფორმულა გვაძლევს ამოცანის ამოხსნას. 
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9 ე ნიშვნა. ჩვენ გამოვიყვანეთ (1) ფორმულა," #,. და /V/VI. წერ– 

ტილების მდებარეობის უმარტივეს შემთხვევაში (ნახ. 3), მაგრამ (1) 

ფორმულა მართებულია #V, ღა M წერტილების 

ნებისმიერი მდე ბარეობისათვის. “ავიღოთ, მაგალი– 

თად, მე-4 ნახაზზე მოცემული შემთხვევა. აქ 

M.MV=/)VM.8+8#%. 

მაგრამ? /)8=-–--X,, 8IC=X), ამიტომ წინანდებურად 

/M,IL=X-–-#%. 

ზუსტად ასევე 
M-X#=VMა4+ /#4#=ყ,+ C–V,)=ყ»-–-/) 

დ» ისევ 
  

ძ= VCM),I0)ბ?+ CM,X0?= V 0რ-–X,)?-L (/ა-–ყე)”- 

მკითხველს ვურჩევთ თვითონ განიხილოს წერტილთა განლაგების 

კიდევ რამდენიმე შემთხვევა. ! 
კერძოდ, თუ გვინდა ვიპოვოთ ძ მანძილი /M(X,V) წერტილიდან კო- 

ორდინატთა სათავემდე CX0,0) წერტილამდე, მაშინ (1) ფორმულის თა– 

ნახმად 

ძ= V2 ნ ყ-. | (2) 
  

“საჭიროა ამ შედეგისა და ზოგადი ფორმულის დამახსოვრება. 

” მკითხეელმა კარგად უნდა გაიგოს, რომ აქ /VI8-ს ქვეშ გვესმის შესაბამისი 
მონაკვეთის სიგრძე, ანუ დადებითი რიცხვი, ხოლო X, აბსიცისა (ნახ. 4) არის ეს სიგრძე– 

აღებული „–-4% ნიშნით, ე..ი. X= –- IM, 8, მაშასადამე, /VI,,83= –“-X5). 
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მაგალითები. 1) ვიპოვოთ ძ=-/VI,/#., თუ M,=/VMI,(2,5), #Mა= 
=/ა(6,8). 

აქ 
ძ=V(6-–-2)?-L (8––5)? =5. 

2) ვიპოვოთ  რძ=)7V,/MM,, M,(--2,1) და. Mეა(3,–-3) წერტილები- 
სათვის. · - 

აქ 
ძ= V(3+2):+(--3--1)მ1=V41=6,4? 

3) ვიპოვოთ 0ყ ღერძზე /# წერტილი, რომელიც V (3,7) წერტილი- 
დან ძ=5 მანძილითაა დაშორებული. : 

რადგან /# წერტილი ძევს 0ყ ღერძზე, ამიტომ მისი X აბსცისა ნუ- 

ლის ტოლია. უნდა ვიპოვოთ მისი ორდინატი ყ. პირობა /VMV=85 (1) 
ფორმულის საშუალებით ასე შეიძლება ჩაიწეროს 

„C-თ5-0- 9-5. 
აქედან 

(7––(/)ზ=16, 7--ყლ=:L4, 

ყ.=3, ყე=11. 

ამგვარად, ამოცანას აქვს ორი ამონახსენი: /#,(0,3) და /M„,(0,11). 

8. მონაკვეთის შუაწერტილი 

ამოცან. მოცემულია VM,(X,, ყ,) და /Mა(X,, ყ.) წერქტი- 
ლები. ვიპოვოთ /,იM მონაკვეთის შუა VMV, V) 
წერ ტილი. 

ამოხსნა. ავაგოთ /VI,#0/M#M და MC, სამკუთხედები (ნახ. 5). 

მ 

  
  

  
ნახ. 5. ნახ. 6. 

%ლ= სიმბოლო არის მიახლოებითი ტოლობის ნიშანი. 
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ცხადია, რომ ეს სამკუთხედები ტოლია. აქედან კერძოდ, 

| M,–=M0, 
ან, რაც იგივეა 

XI-–-IX=X--X. 

მაგრამ, მაშინ 2X=X,)-LXა და“ ამიტომ 

_ X +X· 

2 
X (3ა) 

ანალოგიურად, თუ შევადარებთ /## და /#I0 მონაკვეთებს, მივიღებთ 
  

ც- VI + V 3 ყ 2 (3 ბ),     
  

ამგვარად, მ ონაკვეთის შუაწერტილის ყოველი 

კოორდინატი უდრის მისი ბოლოების ერთ- 

სახელა კოორდინატების ჯამის ნახევარს შე- 

საბამისად. · 

შენიშვნა. (3) ფორმულები მიღებულია წერტილების უმარტი- 

ვესი მდებარეობისათვის, (რომელიც მოცემულია მე-5 ნახაზზე), მაგრამ 

ისინი მართებულია ყოველთვის. 

მაგალითები. 1) ვიპოვოთ 48 მონაკვეთის CV, ყ) შუაწერ- 

ტილი, თუ #4=74(5,2), 133=8(11,8) (ნახ. 6) 

(3) ფორმულების თანახმად გვაქვს 

»ჯ=51X11 =8, ყ=21858- ) C=C (8,5). 
2 2 : 

2) ცნობილია 48 მონაკვეთის ბოლო წერტილი „-4(2,3) და C(4,9 

შუაწერტილი. ვიპოვოთ ბოლო 8 წერტილი. 
ვთქვათ, რომ 8=8(%-, ყვ). (3) ფორმულების თანახმად 

    

X.--+X3 ყ.ტ +Vყე X-=2=4 1-9, ყელ=524 1594. C 2 V0C 2 

ანუ 

4-=2+%ი, 9= +M#. 

2 2 

საიდანაც 

Xვ3=6, ყV#8=15. ე. ი, 8 = 8 (6,15). 
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3) მოცემულია #48C) პარალელოგრამის სამი წვერო /„4(1,2), 
8 (4,3), C(7,5). ვიპოვოთ L) წეერო (ნახ. 7)7. 

ამოცანის ამოსახსნელად ვისარგებლოთ პირობით, რომ პარალელოგ- 
რამის დიაგონალები ერთმანეთს შუაზე ყოფენ. თუ მათი გადაკვეთის 

წერტილს აღვნიშნავთ /V-ით, მაშინ 

X.-+Xი _1+7_, 
ჯX = 

MM 2 2 ჯ 4 C 

VV 2 2 , 

X8+Xჯ ყ8+ 4 », = X8-CXი, #8 1+-#9.. 
2 2 ნახ. 7. 

013:1) 

კ-4+Xი ვ. 5 -3+VMი, 
2 2 

საიდანაც 

Xე=4, #ე“– 
ამგვარად, 

LI=LX4ს,4) 

4. მონაკვეთის გაყოფა მოცემული ფარდობით 

ამოცანა. მოცემულია #M,(C(, 9.) და /M.-X, ყ.) წერტი- 

ლები და ძ,, თ. დადებითი რიცხვები. ვიპოვოთ 

M (ლ, ყ წერტილი, რომელიც ყოფს #M, M, მონაკ- 
ვეთს ითძ,:თ ფარდობით,-ე. ი. აკმაყოფილებს 

MM _4« (4 
” 

თანაფარდობას., 

ამოხსნა. ავაგოთ /M,#/ და /MC/M, სამკუთხედები, რომლებიც 
მოცემულია მე-8 ნახაზზე. ცხადია, რომ ეს სამკუთხედები მსგავსია. მა– 

შასადაზე, 

ML MM 
VMდრ /VVM» 

# ჩვენ გირჩევთ მსგავს „ესკიზურ“ ნახაზებს, რომელთა მიზანია ამოცანაში გარკ- 
ჭევა: ამ ს ნახაზებზე არ არის დაცული ზომების სიზუსტე, დატალების ზუსტი განლაგე–- 

ა და სხვა, 

85



მაგრამ 

  

  

  

  

M., ხ=X–-%, /Lდ=X---X, 

ამ და (4) ტოლობებიდან გამომდინარეობს 

X-X 4, 
ბი» რთ 

მაშასადამე, 

# Xძა--– X10ძი=–Xი0I––X9V) 

# და ამიტომ 

I # ჩ = XIVა-LXა9+ § 

მ, 2? ძ,-L“V% (5ა) 

#,= 
, 21“ | ანალოგიურად 
“7 > II კვ ა." 

| 7” Xგ « ყ= ყI.9:-LVყაი, ბ) 

ნახ. 8 მ, 1 თ   

  

ამ ფორმულებს ადვილად დავიმახსოვრებთ, თუ მივაქცევთ ყურად- 
ღებას იმას, რომ /#, და /I., წერტილების კოორდინატები უნდა გავამ- 
რაგვლოთ რიცხვზე, რომელიც შეესაბამება მეორე წერტილის მიმდე– 

ბარე მონაკვეთს. 

შევნეშნავთ, რომ (5) ფორმულები მართებულია /M#, და /V, წერტი–- 
ლების არა მარტო მე-8 ნახაზზე ნაჩვენები მდებარეობის შემთხვევაში, 

არამედ მათე ნებესმიერი მდებარეობისათვის. 

კერძოდ, თუ ძ#,=ძაკ=ძ, მაშინ (5) ფორმულები გვაძლევს (3) ფორ- 

მულებს, რომლებიც მონაკვეთის შუაწერტილის კოორდინატებს გამო- 
სახავენ. 

მაგალითები. 1) ვიპოვოთ #8 მონაკვეთზე ისეთი C წერტი- 

“ლი, რომლისათვისაც #4C:C8=7:5, სადაც #4=/4(2,9), /3=28C-4,3). 

2.5-LC--4).7 ვ '"9.5+3.7 1 
___ _. 

C= C(->. 5 – 

2) ვიპოვოთ 4 8C სამკუთხედის მძიმის ცენტრი M, თუ 4=/#(1,5), 

8=8(07, ზ და C=CC04, 2) (ნახ. 9). 
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ამოხსნა. ფეხიკიდან ცნობილია, რომ საძიებელი წერტილი მე– 
დიანების გადაკვეთის წერტილია და ყოფს თითოეულ მათგანს ფარდობით 

2:L (თუ ვიანგარიშებთ წვეროდან). 

ვთქვათ, IC #48 მონაკვეთის შუაწერტილია. 

ა, 241%X0 117... ' 8 
2 2 

4“ 5+8 ყ.= VL“+ყ8 6,5, / 

IC-ს. მონახვის შემდეგ, ვყოფთ 

CIC მონაკვეთს 2:1 ფარდობით. 

2,,= +915 24#:2 2 =418-,, / 
3 ვ ი 

ყე 90“ 1+ყი-2 _ 2+13_ ნახ. 9. 
3 3 

აზგვარად, 

#M=M 0,5). 

§. სა მკუთხედის ფართობი 

ამოცანა, მოცემულია V)(X, V#), /-(Xა, ყი) დ ა /ვ(Xე, ყვ) 
წერტილები. ვიპოვოთ #M,/M.Mე სამკუთხედის 

ფართობი (”. · 

ამოხსნა. /, /M., /Vე 

წერტილებიდან დავუშეათ 0X 
ღერძზე მართობები (ნახ. 10). 

მივიღებთ ფიგურას, რომელიც 
მოგვაგონებს სახლს, ეს „სახლი“ 

შედგება 4 M. (ცვ ტე და 

#ე /M#ე IV. 4» ტრაპეციებისაგან. 

ჩვენთვის საინტერესო სამკუთ– 

ხედი მიიღება, თუ ამ „სახლი- 

დან“ გამოვყოფთ 4; /, /M-4» 
ტრაპეციას. მაშასადამე, 

  

  
§=-%1% (ფ5-X) + კს 1 #. + #. (X--- Xე) – #ILM% + # (+ა–X). 

2. ი. ნატანსონი 
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ფრჩხილების გახსნის და მსგავსი წევრების შეერთების შემდეგ ვღებუ– 
ლობთ. 

  

#= – I(XIყა -L XMვ -L Xვყ)) –– (ყXა-I- ყ+Xე +- V3X1) ) (6) 

    
ამ შედეგის დასამახსოვრებლად გირჩევთ შემდეგ წესს.” 

წესი. იმისათვის, რომ შევადგინოთ (6) ფორმულის ფრჩხილებში 

მოთავსებული გამოსახულება, საჭიროა ჩამოვწეროთ სვეტში პირველი, 
მეორე, მესამე წვეროს და ბოლოს კვლავ პირველი წვეროს კოორდინა- 
ტები. შემდეგ ისინი გავამრავლოთ ქვემოთ მითითებული სქემის მი–- 
ხედვით, ხოლო ნიშნები მივუწეროთ .ისე, როგორც: მარჯვენა ნახაზზეა 

მითითებული. 

  

  

  

„29, 
29, + =               

მაგალითი. ვიპოვოთ სამკუთხედის ფართობი,. თუ მისი “წვე–- 

როებია (2,1), (8,3), (6,5). 

ამოხსნა. შევადგინოთ სვეტი: 

21 

8.3 

X 
6 5 

მაშინ 

ჩ= 1 (რC-3+8.5+6-1)--(1-:8+-1-6+5-2)1=8'კვ. ერთ. 
2



შ ენიშვნა: 1) ზოგჯერ (6) ფორმულა #-ისათვის გვაძლევს 

უარყოფით მნიშვნელობას”. მაშინ მინუს ნიშანს უკუვაგდებთ, ე. ი. / 
ფართობი უდრის (6) ფორმულის მარჯვენა ნაწილში მიღებული რიცხვის 
აბსოლუტურ მნიშვნელობას (ანუ მოდულს. 

2) თუ (6) ფორმულით /-ის გამოთვლისას მივიღებთ ნულს, მაშინ 

VI, MI და /#Mე წერტილები მდებარეობენ ერთ წრფეზე. აქედან გამომ- 
დინარეობს 

წესი. იმისათვის, რომ შევამოწმოთ 
ძევს, თუ არა სამი წერტილი ერთ M –– /”, 

წრფეზე, საჭიროა ჩავთვალოთ ისინი 

სამკუთხედის წვეროებად და გამოვთ- / 

ვალოთ ” ფართობი. თუ #=0, მა- 2>“ 
შინ წერტილები მდებარეობენ ერთ 

წრფეზე. ” 
მაგალითი. გავიგოთ ძევს 

თუ არა ერთ წრფეზე 

401,12), 8(5,6), C (9,9) წერტილები. 

ამოხსნა. შევადგინოთ სვეტი: 

1 12 

ნახ, 11, 

X 

5.6 1 
5 ჩ=->II1-.6+5-0+9-12)-(12-5+6-9+0-1)1=0. 

0 
X 

1. 12 

რადგან #=0, ამიტომ „4, 8, C წერტილები მდებარეობენ ერთ წრფეზე. 

6. მრავალკუთხედის ფართობი 

ნებისმიერი მრავალკუთხედის ფართობი გამოითვლება ფორმულით, 

რომელიც (6) ფორმულის ანალოგიურია. მაგალითად, ხუთკუთხედის 

# ფართობი, თუ მისი წვეროებია: (%, V)), (Xა, Vყი), (X, ჯე) (CVა, MI); (X„/პუდრის · 
' 1 

#= + ICXყ. -L X-ხყვე -L XეIა + XაIა + XII) –- 

–(9,Xი-L ყაXვ- (/ვXაI- მ)25+- M5C0)1. (7) 

“ წარმოვიდგინოთ დამკვირვებელი, რომელიც გარს უვლის /114V.,Vვ სამკუთ- 
ხედის კონტურს მიმდევრობით /41#VI./Mე/,, თუ ზმ დროს თვით სამკუთხედი რჩება 
დამკვირვებლის მარცხნივ (ნახ. 10), მაშინ (6) ფორმულის მარჯვენა ნაწილის ნიშანი. 

დადებითია, ხოლო თუ სამკუთხედი რჩება მარჯენივ (ნახ. 11). მაშინ–– უარყოფითი, 

19



ეს გამოსახულება შეიძლება დავიმახსოვროთ იმაეე წესით, როგორც 
(6) ფორმულა. (7) ფორმულა მტკიცდება ისე, როგოოც (6) ფორმულა. 

ეთქვათ, ”მაგალითად, რომ ლაპარაკის ხუთკუთხედზე,დ რომელიც 

გამოსახულია მე––12 ნახაზზე ” მაშინ ის, უნდა შევადგინოთ ტრაპეცი- 
ებისაგან შემდეგნაირად: 

  

/VI1/VL-/MLე// ,/VM ე/M(1 == #1/M1/M§517-- 4-ი/V5/V 14 ,-L 4ტა/VMკ/VIე/4ვ + 

+ #4ე/Mვ/Mატა--4)/M,/VM-/4ჯ. 

შემდგომი მსჯელობა შეიძლება მივანდოთ მკითხველს. 

მრავალკუთხედის ფართობის გამოთვლის დროს უნდა - გამოვიჩი–- 
ნოთ სიფრთხილე, რომელიც არ გვჭირდებოდა სამკუთხედის. შემთხვე– 
ვაში. სახელდობრ როდესაც სვეტში ვწერთ მრავალკუთხედის წვე–- 
როების კოორდინატებს, უნდა დავიცვათ, ამ წვეროების განლაგების 

თანამიმდევრობა.” 

ასე მაგალითად, მე-13 ნახაზზე 

გამოსახული მრავალკუთხედისათვის 

წვეროები უნდა ავიღოთ შემდეგი 
თანამიმდევრობით 4 8C0LM, არ 

#9: "შეიძლება მათი აღება 40-C86+4 

თანამიმდევრობით. ამ გარემოების 

4 გამო, საჭიროა მრავალკუთხედის 
ფართობის გამოთვლა დავიწყოთ 

თუნდაც უხემი ნახახის აგებით. 

7 C 

ნახ. 13. 

+ სულ ერთია, თუ რომელი წვეროდან დავიწყებთ შემოვლას. ასევე არ არის არ- 

სებითი, თუ მრავალკუთხედი რომელ მხარეს რჩება ჩვენგან, მარცხნიე თუ მარჯენივ. 

პირველ შემთხეევაში უმალ ეღებულობთ ჩვენთვის საინტერესო ფართობს, ხო ლო მეო- 

რე შემთხეევაში ვღებულობთ ფართობს „მინუა»“ ნიშნით, როპელსაც უკუ ვაგდებთ. 
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მაგალითი. გამოვთვალოთ ფართობი ხუთკუთხედისა, «ომლის 
წვეროებია „/(3,2), /3(10,3), C(10,8), 0(2,12), /5(14,7). 

ამოხსნა. დავიწყოთ წვეროების აგებით როგორც ნაჩვენებია 
მე-14 ნახაზზე. წრფივი მონაკვეთებით წვეროების შეერთების რემდეგ 

#) 
#2 

  

  

  
სურ. 14. 

დავინახავთ, რომ 48C0ნ/ თანამიმდევრობა დაუშვებელია. დასაშ- 
ვებია #4.:85C0/4 თანამიმდევრობა. თუ წვერღების კოორდინატებს ამ 
მიმდევრობით ამოვწეროთ სვეტში, მივიღებთ 

32 

103 #-1 (C++ 70+ 112-- 120+4)-- 
14 7 2 

118 -–-(20-+42+70-L- 16-L-36)) =65,5 კვ. ერთ. 
2 12 

32 

/ 

§ 95. წირები და განტოლებები 

1, შესაბამისობის მეორე პრინციპი 

შემდგომი მსჯელობა, უფრო გასაგები რომ იყოს, დავიწყოთ მა- 

გალითით.” 

განვიხილლოთ განტოლება 

3ჯ-+2ყ--6=0. ! “) 
რადგან ეს განტოლება აკავშირებს ორ უცნობს, შეგვიძლია ერთ-ერთ 
მათგანს, მაგალითად X-ს, მივცეთ რაიმე მნიშვნელობა და ამის მიხედვით 
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ვიპოვოთ მეორე უცნობის, ყ-ის, მნიშვნელობა. მაგალითად, თუ X=1, მა- 

მინ ყV= >. ანალოგიურად 

როცა X=0, მაშინ ყ=3, 

როცა X=4, მაშინ ყ=--ვ3, 

როცა X=2, მაშინ ყ=0, 

როცა X=--1, მაშინ ყ = – 

თუ შევადგენთ ამ უცნობების ერთმანეთის შესაბამის მნიშვნელობათა 

წყვილებს, მივიღებთ: C >) (0,3), (4, ––2), (2, 0), (–', >) 

ცხადია, რომ ასეთი წყვილები შეიძლება მივიღოთ რამდენიც გვინდა, 

თანაც ყოველი მათგანი აკმაყოფილებს (1) განტოლებას. არსებო- 
ბენ ისეთი წყვილებიც, რომლებიც განტოლებას არ აკმაყოფილე–- 
ბენ. მაგალითად, ასეთებია (0,0), (7,1), (4,0), (–-2,2). ამოვწეროთ ორი- 

ეე ტიპის წყვილები ორ სვეტში. პირველში მოვათავსოთ ის წყვილები, 

რომლებიც აკმაყოფილებენ (1) განტოლებას, ხოლო მეორეში –– ისინი, 
რომლებიც მას არ აკმაყოფილებენ. 

3 3 0, (), >) (0, 0) 

(0,3) (7,1) 

(2, 0) C--2, 2) 

ამის შემდეგ გავიხსენოთ, რომ რიცხვთა ყოველი წყვილი შეიძლება 
ჩავთვალოთ სიბრტყის რაიმე წერტილის კოორდინატებად. ამით ჩვენი 

წყვილები შეიძლება ჩავთვალოთ წერტილებად. ავაგოთ ეს წერტილე- 
ბი მე-15 ნახაზზე. ამ დროს აღმოჩნდება, რომ წერტილები, რომელთა 

კოუორდაზატებე პირველ სვეტშია დაწერილი, მდებარეობენ გარკვეულ 
#48 წრფეზე, ხოლო მეორე სვეტის წერტილები არ ხვდებიან ამ წრფეზე. 
ვხედავთ, რომ (1) განტოლებასა და 48 წრფეს შორის ადგილი აქვს 
შემდეგ შესაბამისობას: თუ /VVM(X, ყ) წერტილი ძევს #48 წრფეზე, მა- 
შინ მისი X და V კოორდინატები აკმაყოფილებენ (1) განტოლებას, ხოლო 
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თუ წერტილი არ ძევს 48 წრფეზე, მაშინ მისი კოორდინატები არ აკმა- 

ყოფილებენ (1) განტოლებას. 

ანალოგიური სურათი გვაქვს მეორე მაგალითმიც 

2ყ=X? (2) 

–
 + 

  
“ნახ. 15. 

განტოლებას აკმაყოფალებენ რიცხვთა შემდეგი წყვილები (0,0), 

1 1 M 1 1 1 1 _ 1 ვ 9 

(+. +» (–». დ) (”" ჯ). (–" #)' (»· ჯ)' 
ვ 9 

–-–-– _–ს 2, 2 ა –2, 2 · ( -, 2 (0,2, (–=2, 2) 
წერტილები, რომელთა კოორდინატებს ეს წყვილები წარმოადგენენ, 
მდებარეობენ, რაღაც #48 წირზე“" (ნახ. 16). 

პირიქით, რიცხვთა წყვილები (0,––1). (1,0), (2,1) (2) განტოლებას 

არ აკმაყოფილებენ და მათი შესაბამისი წერტილები 48 წირზე არ მდე- 

ბარეობენ. 

ეს მაგალეთები შემდეგი პრინციპის ილუსტრაციას წარმოადგე– 

ნენ: 

ამ წირს პარაბოლა ეწოდება. ქვემოთ მას შევისწაელით უფრო დაწერი- 

ლებით. 

23



შესაბამისობის მეორე პრინციპი. ორ #ჯ#და V უცნობის 

შემცველ ყოველ განტოლებას საზოგადოდ?” შე. 
ესაბამება სიბრტყეზე რაიმე წირი და პირი- 
ქით, ყოველ ბრტყელ წირს შეესაბამება რაი- 

მე განტოლება. 

სიტყვას „შეესაბამება“, რომელიც ამ პრინციპის ფორმულირებაში 

შედის, აქვს შემდეგი ზუსტი შინაარსი: თუ რაიმე წერტილი ძევს წირ- 

ზე, მაშინ მისი კოორდინატები აკმაყოფილებენ ამ წირის განტოლებას, 

ხოლო თუ წერტილი წირზე არ ძევს, მაშინ მისი კოორდინატები არ აკ- 
მაყოფილებენ წირის განტოლებას. 

  

  
  

  

  

18. # 
–=% 

#M 
1 

#4 

ე 45” აუ 

ჯ # 

ნახ. 16.. ნახ. 17. 

აღნიშნული პრინციპი ანალიზური გეომეტრიის საფუძველია. წირის 
გეომეტრიული თვისებები (მაგალითად, მისი თვისება იყოს წრფე, 
„წრფეობა“, ან სიმეტრია და სხვა) შეიძლება ალმოვაჩინოთ შესაბამისი 

განტოლების (ან როგორც მოკლედ ამბობენ „მისი განტოლების“) ალ– 

გებრული თვისებებით. · 
შემდგომში გამოთქმებს: „მოცემულია წირი“ და „მოცემულია წი- 

რის განტოლება“ არ განვასხვავებთ ერთმანეთისაგან ისევე როგორც არ 
ვანსხვავვებთ ერთმანეთისაგნ გამოთქმებს. „მოცემულია წერტილი“ 

„მოცემულია წერტილის Iკოორდინატები“. უფრო მეტიც, ვიტყვით 

+ გამოთქმა „საზოგადოდ“ აღნიშნავს იმას, რომ პრინციპი უშვებს გამონაკლი 

სებს, მაგალითად, Lა · #2+ებ-)=0 
განტოლებას არ შეესაბამება სიბრტყეზე არავითარი გეომეტრიული სახე, ვინაიდან 

არ არსებობს ნამდვილი X და'ყ რიცხეები, რომლებიც ამ განტოლებას აკმაყოფილებს. 

' (X--5)2-LCV/–– 1)1=- 
განტოლებას შეესაბამება არა წირი, არამედ (5,)) წერტილი ბოლოს 
X+ყ=X-+ყ განტოლებას შეესაბამება მთელი სიბრტყე. 
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„ყ=X+2 წირი“, ნაცვლად გამოთქმისა „წირი, რომელიც შეესაბამებ» 
ყ=X--2 განტოლებას“. 

ჩვენს მიერ განხილულ მაგალითებში ვიწყებდით განტოლე– 
ბით და მივდიოდით შესაბამს წირამდე მოვიყვანოთ რამდენიმე 
მაგალითი, სადაც მოცემულია წირი, და მივიღოთ შესაბამისი განტოლება. 

1) პირველი და" მესამე საკოორდინატო კუთხეების ბისექტრისას 
(ნახ. 17) შეესაბამება განტოლება 

ყ=X. 

მართლაც, თუ /M(X, ყ) წერტილი მდებარეობს, აღნიშნულ ბისექტრი– 

საზე, მაშინ ცხადია, რომ ყ=X. იმ წერტილებისათვის, რომლებიც, ბი– 

სექტრისის ზემოთ (ქვემოთ) მდებარეობენ გვექნება V>>X (შესაბამი–- 

სად ყM<7X). 

  

  
  

  

    

"V) 

”ს – 

#>2 
2 
11 

წ ი 2 > 
/7 

ნახ. 18. ნაზ. 19. 

72) თუ წრფე ხსენებული ბისექტრისის პარალელურია და მღება”ეობს 

3 ერთეულით მასზე ზემოთ (ნახ. 18), მაშინ მას შეესაბამება განტოლება 

ყ=X-- 3. 

3) 0X ღერძის პარალელურ წრფეს, რომელიც 2 ერთეულით მის. 

ზემოთ მდებარეობს (ნახ. 19) შეესაბამება განტოლება? 

ყ=-2. (3) 

  

" ზოგჯერ მოსწავლეები (3), ტოლობას განტოლებად არ თვლიან. ისინი ამაში ცდე– 
ბიან. (ვ) „ნამდვილი“ განტოლებაა, რადგან ის შეიცაეს ასოს და. მართებვლია ამ ასოს 

გარკეეული'(#/=2) მნიშენელობისათვის. ყ-ის ნებისმიერი სხვა მნიშვნელობისათეის (3) 
ტოლობა მცდარია. ის, რომ ამ შემთხევევაში განტოლება შეიცავს მხოლოდ ერთ უც- 

ნობს, არავითარ როლს არ ასრულებს (თუნდაც იმიტომ, რომ (2) შეიძლება ჩაიწეროს 
X--ყ=X-+-2 სახით). ' 

25



მართლაც, #(1,2), 8(0,2), CC––7,2) და ა. შ. წერტილები მდებარეობენ 

ჩვენს წრფეზე და მათი კოორდინატები აკმაყოფილებენ (3) განტოლებას 
მაშინ, როდესაც (1,7) წერტილი მასზე არ ძევს და მისი კოორდინატები 

(ვ, განტოლებას არ აკმაყოფილებენ. 

4) ორდინატთა ღერძის განტოლებაა 

Xჯ=0. 

ზემოთ ფორმულირებული პრინციპიდან უშუალოდ გამომდინარეობს 

ორი წესი: 

I. იმისათვის, რომ გავიგოთ ძევს, თუ არა მოცემული წერტილი 

მოცემულ წირზე, უნდა ჩავსვთ წერტილის კოორდინატები წირის 
განტოლებაში. თუ მიღებული ტოლობა აღმოჩნდება მართებული (მცდა- 

რი), მაშინ წერტილი ძევს (არ ძევს) წირზე. 

მაგალითად #M(2,1) წერტილი არ ძევს 

X- ყმ=X/ წირზე, ვინაიდან 21+ 1954-2-1. 
II. ორი I და II წირის გადაკვეთის წე– 

რტილის საპოვნელად, უნდა მოვნახოთ ამ 

წირების განტოლებების საერთო ამონახ– 

სნები„ რადგან საძიებელი კოორდინატები 

ერთდროულად უნდა აკმაყოფილებდნენ ორი- 

ვე განტოლებას (ნახ. 20). 
მაგალითად, V/=X ბისექტრისის X=0 აბ– 

სცისათა ღერძთან გადაკეეთის წერტილის 
ნახ. 20. საპოვნელად უნდა ამოიხსნას ორივე გან- 

ტოლება ერთობლივად. 'მიიღება (0,0) წერ– 

ტილი, რაც (ფხადია უმუალოდაც, 

წირები #წ=#-+1 და #ყ=X არ გადაიკვეთება, რადგან დაწერილი გან– 

ტოლებები არათავსებადია. 

  

95. წრეწირი 

შესაბამისობის მეორე პრინციპის ილუსტრაციის კარგი მაგალითია 

წრეწირი. 

განვიხილოთ მაგალითად, წრეწირი, რომლის ცენტრი მოთავსებუ- 

ლია C (3.1) წერტილში, ხოლო რადიუსი 4-ის ტოლია (ნახ. 21). ავიღოთ 

სიბრტყეზე ნებისმიერი /MI(X, V) წერტილი. მიუხედავათ იმისა, ძევს ეს 

წერტილი წრეწირზე თუ არა, მანძილი C/ ამ წერტილიდან C ცენ- 

ტრამდე უდრის 

CM=V 0C=3)? + C--1)? 
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თუ #M ძევს წრეწირზე, მაშინ C/# =4, წინააღმდეგ შემთხვევაში C/#=5C4, 
მაშასადამე, 

V(X-–-3)2-- (ყ---1)ზ=4 

განტოლებას აკმაყოფილ ბენ მხოლოდ და მხოლოდ წრეწირის ყველა 
წერტილის კოორდინატები. 

სხვ სიტყვებით რომ ვთქვათ, 

დაწერილი განტოლება წარმო- 

ადგენს ჩვენი წრეწირის განტო–- 

ლებას. 

სრულიად ანალოგიური გა- , 
რემოებაა ზოგად შემთხვევაში. 

თუ წრეწირის ცენტრია C(თ, ხ) 

წერტილი და რადიუსი არის 72, 
მაშინ მისი განტოლება იქნება 

V(CX-–-ი)? + (ყ/-–ხ)" =7. 

ჩვეულებრივად, ამ განტოლებას 

უფრო მარტივი სახით წერენ ნახ. 21, 

# 

  

  

„
=
<
 –
 

  
(4) 

  
(X-––ი)?-L (/––ხ)" = /მ? 

  
ერძოდ, როცა ცენტრი მოთავსებულია კოორდინატთა სათავეში, წრე- 

წირის განტოლება ასეთია: 

  
X#-Cყზ=/? (5) 

  
(4) და (5) განტოლებები უნდა დავიმახსოვროთ. 

მაგალითები. 1) (X--2)--(ყ--4)1==25 განტოლებას შე- 

ესაბამება წრეწირი, რომლის ცენტრია C(2,4) წერტილი, ხოლო რადიუ- 
0 ––- /2=5. 

2) (++ 1)?-- ყბ=5 განტოლებას შეესაბამება წრეწირი, რომლის ცენ– 

ტრია CC-1,0) წერტილი, ხოლო რადიუსი –- M=V522,24. 

3) იმისათვის, რომ გამოვარკვიოთ, თუ რა წირი შეეხაბამება 

X--6XV+ ყ'-L+10ყ=3 (6) 

განტოლებას, გარდავქმნათ ”ის ასე: 

(IL --6X-L 9)+ (ყ"-L 10ყ-L 25) =37 

# მკითხველის ყურადღებას მივაქცევთ ამ ხერხს. X"+4-ნXI-ყ კვადრატული სამ- 
წეერის შემდეგ გამოსახულებად გარდაქმნას 

(+++ = )+(+- (2 )=(»++” )+(-
5) 

ეწოდება „სრული კვადრატის გამოყოფა“. ის ძალიან ხშირად გამოიყენება.



ან . 

(X –– 3) –- (/ + 5); = 37. ქ" 

ახლა გასაგებია, რომ (6) არის წრეწირი, რომლის ცენტრია C(3,-–5) 

წერტილი, ხოლო რადიუსი II=%V37>26,08. 

4) X-+ყ1=6X განტოლება დაიყვანება (X--3)?--ყზ=9 სახემდე , და 
ამიტომ ის არის წრეწირი ცენტრით C (3,0) წერტილში, და. რადიუსით 

ჩ#X==3. 

5) ვიპოვოთ იმ წერტილთა გეომეტრიული ადგილი, რომლებიც ორ- 

ჯერ მეტი მანძილით არიან დაშორებული #/(--3,1) წერტილიდან, ვიდ- 
რე #8(9,109) წერტილიდან. 

ამოხსნა. ნებისმიერი Mთ წერტილისათვის გვაქვს 

=V(X+3)?- (.--1), ,13M=V(C-9)?+ (/--10)1. 

თუ VI ეკუთვნის ჩვენს წერტილთა გეომეტრიულ ადგილს, მაშინ 

##M=28M. 

  

V# (X+ 3)? +- ფ-–1:-=2V (X-–9)+-+ (1––10)7. 
ეს არის აღნიშნული გეომეტრიული ადგილის განტოლება. 

გარდავქმნათ ის თანამიმდევრულად: 

ჯმ 6X-+9-ყ---2/+- 1=4 00--18X-C81-+ყ?- 20ყ-L100), 
ვ. 78X--3ყ---78ყ--714=0, 
X"--26X-+ყ"--26ყ- 238=0. 

და საბოლოოდ, 

/ (X-–-13)9-L (ყ/––13)=100. 
მაშასადამე, საძიებელი გეომეტრიული ადგილი არის ,წრეწირი, რომლის 

ცენტრია C(13, 13) წერტილი, ხოლო რადიუსი –-–IX=10. ამ მაგალითზე 

უკვე ჩანს ანალიზური გეომეტრიის მეთოდის ძალა. 

§ 8. წრფე 

1. წრფის განტოლება კუთხური კოეფიციენტით 

? წრფე წირებს შორის უმარტივესია. მას შევისწავლით ქვემოთ ანა–- 

ლიზური გეომეტრიის მეთოდებით. 

თეორემა. 1, ყოველწრფეს შეესაბამება პირველი 
ხარისხის განტოლება. 
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დამტკიცება. გავარჩიოთ წრფის მღებარეობის სხეადასხვა 
"შემთხვევა. ყოველი მათგანისათვის შევადგენთ შესაბამისს განტოლებას 
და დავადგენთ, რომ მიღებული განტოლება პირველი ხარისხისაა. 

  

  

        
  

    

#, | »=” 4 

ძ ტ ჯ 

მ ჯ 
7 

2 აღუ => 

ნახ. 22. ნახ. 23. 

ბ 

I შემთხ.ვევა. ეთქვათ, განსახილავი წრფე 0ყ ღერძის პა- 

რალელურია (ნახ. 22). მაშინ ამ წრფის ყოველ წერტილს აქვს ერთი და 

იგივე აბსცისა. თუ კერძოდ, წრფის 0X ღერძთან გადაკვეთის წერტილის 

აბსცისაა თ რიცხვი, მაშინ ამ წრფის ყოველი (X, V) წერტილისათვის: 

(1) 

  

X=ძ0 
      

(1) ტოლობა ამ წრფის განტოლებას წარმოადგენს. როგორც ვხე- 
დავთ (1) განტოლება პირველი ხარისხისაა, რაც ამტკიცებს თეორემას. 

II შემთხვევა. ეთქვათ, წრფე 0X ღერძის პარალელურია. (ნახ. 

  

23). თუ ამ წრფის 0ყ ღერძთან გადაკვეთის წერტილის ორდინატა ხ რიცხ- 

ვის ტოლია, მაშინ წრფის განტოლება იქნშბა # 

ყ=ხ (დ) # 

    

ამ შემთხვევაშიც წრფის განტოლება პირ- 
ველი ხარისხისაა. 

II შემთხვევა. ეთქვათ, წრფე // # 

არ არის პარალელური არცერთი ღერძის 

  
(ნახ. 24). აღვნიშნოთ თ-თი ის უმცირესი 
კუთხე, რომელზხზეც უნდა მოვაბრუნოთ 0X% თ / 
ღერძი (საათის ისრის მოძრაობის საწინა- I" ! > 
აღმდეგო მიმართულებით), რომ ის შეუ- მ 2 

თავსდეს მოცემულ წოფეს.ვთქვათ 
Lთთ=7I. ნახ. 24. 
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დავინახავთ, რომ „ამ სიდიდეს აქვს დიდი მნიშვნელობა. მას უწოდებენ 
წრფის კუთხურ კოეფიციენტს. აღვნიშნოთ ხ-თი წრფის 

0ყ ღერძთან გადაკვეთის V წერტილის ორდინატა. ამ სიდიდეს უწოდე- 
ბენ საწყის ორდინატას.,, 

ავიღოთ წრფეზე ნებისმიერი /M(X,ყ) წერტილი. თუ გავავლებთ ღერ–- 

ძების პარალელურ MIC და /IC წრფეებს, მივიღებთ MI/X/V . მართკუთხა 

სამკუთხედს. ცხადია?, რომ 

მ-ი, MIX=X VMIC=ყ–-ხ. 

აქედან (თუ გავიხსენებთ, რომ LV თ=/») ვღებულობთ 

ყ-ხ „”, 
X 

საბოლოოდ, 

ვინაიდან /M წრფის ნებისმიერი წერტილია, ამიტომ (3) განტოლება 

იქნება ჩვენი წრფის განტოლება "”". საკმარისია შევნიშნოთ, რომ (3) 

განტოლება პირველი ხარისხის განტოლებაა. ამით თეორემა დამტკი- 
ცებულია. 

შენიშვნა. 1) (3) სახხთ შეიძლება დაიწეროს ღერძების არა 

პარალელური ნებისმიერ.იი წრფის «განტოლება. 

2) (2 განტოლება, რომელიც წარმოადგენს 0X ღერძის პარალელური 

წრფის განტოლებას, შეიძლება განვიხილოთ როგორც (3) განტოლების 

კერძო შემთხვევა, რომელიც მიიღება როცა #=0, ეს სავსებით შეესა- 

ბამება #2 კუთხური კოეფიციენტის გეომეტრიულ მნიშვნელობას. მარ– 

თლაც ·0X ღერძის პარალელური - წრფისათვის თ უნდა ჩავთვალოთ 
0-ის ტოლად, მაშინ #.=Lთ თ=0. 

# ყოველივე, რაც ნათქვამია ტექსტში, ეხება 24-ე ნახაზს. თუ იმავე წრფისათვის 

ავიღებთ #4(ჯX, ყ) წერტილს არა პირველ საკოორდინატო კუთხეში, ან განვიხილავთ სხეა 

წრფეს. რომლისათვისაც თ კუთხე ბლაგვია, მაშინ ბუნებრივია. რომ მსჯელობა გართულ- 

დება, ჩვენ აქ არ განვიხილავთ ყველა შესაძლო შემთხვევას. აღვნიშნავთ მხოლოდ, 

რომ ყველა შემთხვევაში მიიღება იგივე (3) განტოლება (რასაკვირველია ბლაგვი კუთ 

ხის შემთხვევამი /I./= LC X< 0) 

#% მკაცრად რომ ეთქვათ, საჭირო იყო აგრეთვე იმის დამტკიცება, რომ მოცემულ 

წრფეზე არამღებარე წერტილების კოორდინატები ევერ დააკმაყოფილებენ (3) განტო- 

ლებას, 
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3) თუ წრფე პარალელურია 0Vყ ღერძის, მაშინ მისი განტოლება 
X=0ძ, არ წარმოადგენს (3) განტოლების კერძო შემთხვევას. ეს გარემო– 
ებაც შეესაბამება II-ის გეომეტრიულ შინაარსს. მართლაც, ამ შემთხვე- 

ვაში თ=90”, ამ კუთხის ტანგენსი კი არ არსებობს. 

4) #7 რიცხეის სახელწოდებასთან დაკავშირებით თვით (3) განტო- 

ლებასაცც ეწოდებ განტოლება კუთხური კოეფიცი- 
ენტით. ამგვარად 0M/ ღერძის არაპარალელურ წრფეებს აქვთ განტო- 
ლება კუთხური კოეფიციენტით, ხოლო 0V ღერძის პარალელურ წრფეთა 
განტოლება კი ·განსხვავებული სახისაა X=ძ0. 

მაგალითები. 1) განვხილოთ 25-ე ნახაზხხე მოცემული 

წრფე. ამ წრფისათვის თ=609, ხ=3, ამიტომ მისი განტოლებაა 

ყ=V3X+3. 

   ნახ. 25. 

' 

,2) 26-ე ნახაზზე მოცემული წრფისათვის თ=60", ხ=--2. მაშასა- 

დამე, მისი განტოლებაა 

ყ=V3Xჯ–-2 

3) 27-ე ნახაზზე მოცემული წრფისათვის თ=150", ხ=2, ამიტომ 

ამ წრფის განტოლებაა 
· _ V3 

ყლ X+2. 

განხილულ მაგალითებში ნახაზზე მოცემული წრფეების მიხედვით 

ვადგენთ მათ განტოლებებს. ამავე დროს პირველი თეორემის შედე– 
გებიდან გამომდინარე, შეიძლება ვიმსჯელოთ შებრუნებით. 

მაგალითად, ცხადია, რომ 

ყ= > X+1 (4) 
3)



წარმოადგენს წრფის განტოლებას, რომელიც 0V ღერძს კვეთს (0,1), 
, " 2 

წერტილში და ადგენს 0X: ღერძთან კუთხეს, რომლის ტანგენსი · –-“ის 

ტოლია. მართლაც, პირველი თეორემის თანახმად, ასეთი წრფის განტო– 
ლება იქნება (4) განტოლება. ანალოგიურად მივიღებთ, რომ ჯ=3 

წარმოადგენს „იმ წრფის განტოლე– 
ბას, რომელიც 0ყ ღერძის პარა- 
ლელურია და 0» ღერძს ჰკვეთს 

(3,9) წერტილში. 

ამ მაგალითების განზოგადება 
გვაძლევს, რომ მართებულია. 

თეორემა. 1.9, 1) ყოველ 

  

  

ნახ. 27. X=0C (1) 

განტოლებას შეესაბამება წრფე, ეს წრფე 
ჰკვეთს 0X ღერძს («, 00) წერტილში და პარალე- 

ლურია 0ყ ღერძის. 2 ყოველ 

ყ=/X+ხ (3) 

სახის განტოლებას შეესაბამება წრფე. ეს წრფე 
ჰკვეთს, 0ყ ღერძს (0,0) წერტილში და დახრილია 
0 ღერძისადმი თ კუთხით, რომლის ტანგენსი 
ის ტოლია, ე. ი. LC თ=;7. : 

კერძოდ, თუ /#1=0, ე. ი. (3) განტოლება ღებულობს ყ=ხ სახეს, 

მაშინ წრფე 0X ღერძის პარალელურია. 

წრფის ზოგადი განტოლება 

1?“ თეორემის საშეალებით ადვილად მტკიცდება 1 თეორემის შებ- 
რუნებული თეოოემა. 

თეორემა 9 პირველი ხარისხის ყოველ' განტო- 

ლებას შეესაბამება რაიმე წრფე. 

დამტკი ც ება. პირველი ხარისხის განტოლების ზოგადი სახეა 

4X-IL 8ყ+C5=-0 (5) 
    

ვიხილავთ განტოლებებს, რომლებიც არ შეიცავენ X, ყ უცნობებისა- 
გან განსხვავებულ უცნობებს 

გავარჩიოთ (5) განტოლების ორი ტიპი, რომელიც მიიღება 8=0 
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ან 85-0 “შემთხვევაში. ვთქვათ, ,8:=0. მაშინ (5) განტოლება მიიღებს 
შემდეგ სახეს 4X-+-C:=0,“ 

ან 

X=-C 
4 

ეს კი არის X=ძ სახის განტოლება, ამიტომ 1? თეორემის თანახმად მას 
შეესაბამება რაიმე წრფე. 

ვთქვათ, ახლა, რომ #85+-0. მაშინ (5) განტოლება შეიძლება ასე გა- 

დაეწეროთ 
C 

== –- ა  -– –. 

8 8 

ეს კი არის V#=-MIX+ ხს სახის განტოლება. ამიტომ მას (L+ - თეორემის 
თანახმად) შეესაბამება რაიმე წრფე. ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

(5) განტოლებას ეწოდება წრფის ზოგადი განტოლე- 
ბა. განვიხილოთ ამ განტოლების ზოგიერთი კერძო შემთხვევა. 

1) თუ (5) განტოლებაში #4=0 მაშინ შესა- 

ბამისი წრფე პარალელურია 0X ღერძის, 

მართლაც, როცა #=0, განტოლებას აქეს სახე 8ყ-IC->0, ე. ი. 

ყ=-+- ამ განტოლებას კი შეესაბამება 0X ღერძის პარალელური 

წრფე. ზუსტად ასევე 
2თუ (ლ). განტოლებაში #85=0, მაშინ მას შე- 

ესაბამება 0ყ ღერძის პარალელური წრფე. 

ვთუ (ე) განტოლებაში C=0, მაშინ შესაბა- 

მისი წრფე გადის კოორდინატთა სათავეზე. 

მართლაც, იმისათვის, რომ შევამოწმოთ წრფე გადის თუ .არა კო- 

ორდინატთა სათავეზე, საჭიროა (5) განტოლებაში დავუშვათ, რომ X=-0, 

ყ=0, მაშინ მივიღებთ 
C=0. (6) 

(5) წრფე გაივლის (0,0) წერტილში იმ შემთხვევაში, როდესაც მართე– 

ბულია (6) ტოლობა. 

განვიხილოთ ორი ამოცანა, რომელიც ხშირად გვხვდება წრფის გან– 
ტოლებასთან დაკავშირებით. 
    

· შევნიშნავთ, რომ როცა 82=:0, მაშინ 4560, რადგან წინააღმდეგ შემთხვევაში 
არ გვექნება არავითარი განტოლ ბა. ამიტომ 4-ზე გაყოფა მართებულია. ეს უნდა 
აღინიშნოს, რადგან ნულზე გაყოფა არ შეიძლება. 
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1. წრფის ზოგადი განტოლების დასაყვანად განტოლებაზე კუთხური 
კოეფიციენტით, საჭიროა (5) განტოლება ამოიხსნას „ჯ/- 
ის მიმართ (ვგულისხმობთ, რომ 85+-0 ე. ი. განტრლება შეიცავს 
ყ-ს). 

მაგალითად, განტოლება 
5X-+I-3ყ–-7=0 

გადავწეროთ ასე 

3ყლ–--5#-L7, 

შემდეგ მივცეთ სახე 
5. 7 

==-–= ---- 

3 '3 

, 5 
გამოდის, რომ ამ წრფის კუთხური კოეფიციენტი შ–=ოლ ო. 

II. ავაგოთ წრფე მისი განტოლების მიხედვით. თუ წრფის განტო- 
ლებაში არ შედის ერთ-ერთი კოორდინატი, მაშინ წრფე პარალელურია 
სათანადო ღერძის და უკვე ცნობილია როგორ უნდა აიგოს ასეთი წრფე. 
როდესაც განტოლება შეიცავს X და ყ კოორდინატებს, მაშინ საჭიროა 
მოვნახოთ ორი წერტილი, რომლებიც ეკუთვნიან წრფეს და შემდეგ ამ 
წერტილებზე სახაზავით გავავლოთ წრფე. წრფეზე მდებარე წერტილის 

პოვნა ადვილია: ამისათვის საკმარისია მივცეთ ერთ-ერთ კოორდინატს 
ნებისმიერი მნიშვნელობა, ის ჩავსვათ განტოლებაში და მოვნახოთ მეორე 

კოორდინატის სათანადო მნიშვნელობა. 

მაგალითი. ავაგოთ წრფე 

2X+ 5ყ--11=90. (7) 

დავუშვათ, რომ ყ=1, მაშინ 
(7) განტოლება მიიღებს სახეს 

2X--6=0, საიდანაც X=3. წრფე 

გადის (3,1) წერტილზე. ახლა 

დავუშვათ, რომ ყ= 3, მაშინ 

2Xჯ4+-4=0, საიდანაც X= –- 2. 

Cახ. “28. მეორე წერტილი, რომელზეც 
გადის წრფე იქნება (-–- 2,3). 

წრფის მდებარეობა მოცემულია 28-ე ნახაზზე. 

  

  

ვ. წრფის განტოლება ლერძთა მონაკვეთებში 

ვნახეთ, რომ წრფის აგება მისი განტოლების მიხედვით მარტივად 
ხდება, მაგრამ დაკავშირებულია გარკვეულ გამოთვლებთან. არსებობს 
წრფის განტოლების ისეთი სახე, რომელიც არ მოითხოვს დამატებით გა–- 
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მოთვლებს წრფის ასაგებად. ამ განტოლებას ეწოდება „ განტოლება 

ღერძთა მონაკვეთებში“. ; 

ვთქვათ, წრფე 
4X+80იე+C=0 31 (8) 

არ არის არცერთი ღერძის პარალელური და არ გადის კოორდინატთა 

სათავეში. მაშინ 450, 85-0,ო, C=0. 

გადავწეროთ განტოლება შემდეგი სახით 

4X-+- 8ზყ=-–-C. 

გავყოთ ამ განტოლების ორივე ნაწილი –-C-ზე. 

4 , 8ყ 
–+->>-1 

–C –C 

ეს განტოლება შეიძლება ჩავწეროთ ასეთი სახით 

“!  V · 1 
CI 6“ 
4 8 

აღვნიმნოთ – _ –+=წ, მაშინ მივიღებთ 

  

+ , #-) რა 
რ ხ 

  

  
ეს' არის წრფის ' განტოლება ღერძთა მონაკვეთებში. ამ განტოლების 
სახელწოდების წარმოშობის ასახსნელად ამოვხსნათ შემდეგი ამოცანა. 

2! 

  

ნახ. 29. 

ამოცანა. მოცემულია უე განტოლება. ვიპოვოთ 
M და M წერტილები, რომლებშიც წრფე ჰკვეთს 

0X,და 0ყ ღერძებს (ნახ. 29). 
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ამოხსნა. რადგან /C,,, V,,) წერტილი ძევს 0X ღერძზე, მისი 
ორდინატი წტოლია ნულის: V,,=0. ვიპოვოთ X,კ, "აბსცისა. რადგან 

/# წერტილი ძევს მოცემულ წრფეზე, მისი კოორდინატები (Xა,,0) აკ- 
მაყოფილებენ (9) განტოლებას. ე ი. 

XV, 9-1 
ძ + ხ 

აქედან X„,ც=ძ. ანალოგიურად მივიღებთ, რომ V,=სხ. ამგვარად, ძ 
და ხ რიცხვები | 

ჯ_ ყ --L--=1, 
C) + ხ 

განტოლებაში, წარმოადგენენ შესაბამისი წრფით 
საკოორდინატო ღერძებზე ჩამოჭრილ მონაკ- 

ვეთებ 

ი=0M, ხ--0V 

  

მაგალითები. 1) ავაგოთ წრფე 

ჯ ყ –----:- =:1. 
–3 + 2 

ადავზომოთ ღერძებზე –-3 და 2: მონაკვეთები და გავავლოთ მიღებულ 
წერტილებზე რფე (ნახ. 30). 

2) ავაგოთ წრფე 
2X-ჯ5ყ--16=-0. (10) 

წრფის ასაგებად გადავწეროთ ეს განტოლება ღერძთა მონაკეეთებში. 
ამისათვის შევასრულოთ შემდეგი გარდაქმნები: 

2» 5ყ ჯ _C. 2X_ ყ.ე) X M-1 
2X-5ყ=10, 16 16 ზ 16 

5. 
საბოლოოდ ?? : 

X Vყ _ 
8 16 , / 

5. 

#» უფრო ზუსტად ამ მონაკვეთების სიგრძეებს (აღებულს სათანადო ნი9ნით). 
· „ # 

«+ მკითხველი მიაქცევს ყურადღებას იმას, რომ “> -32-=! ჯერ კიდევ არ არის 

5. 
- X · 

(9) სახის განტოლება, ვინაიდან უკანასკნელში -– და + სიდიდეები შეერთებუ- 

ლია პლუს ნი9ძნით, 
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ამ განტოლების მიხედვით წრფეს აღვილად ავაგებთ. წრფის მიერ სა- 
კოორდინატო ღერძებზე მოკვეთილი მონაკვეთების პოვნა შეიძლება 
სხვა გხითაც. სახელდობრ იმისათვის, რომ მოვნახოთ (10) წრფის 0X 
ღერძთან გადაკვეთის წერტილი, საკმარისია დავუშვათ (10) განტოლე– 

ბაში, რომ ყ=0, მაშინ 2X--15=0, X==8. რა თქმა უნდა, X-ის ეს მნიმ- 

ვნელობა წარმოადგენს ძ მონაკვეთის სიდიდეს. ანალოგიურად, თუ დავუ- 

შვებთ, რომ +=0, მივიღებთ ყ=-%, ე. ი. ხ= –1-. ეს ხერხი უფრო 

გამართლებულია, ვიდრე განტოლების ფორმალური გარდაქმნა. 

4. წრფეებს შორის კუთხური თანაფარდობანი 

განვიხხილოთ ორი წრფის ურთიერთმდებარეობის ზოგიერთი სა- 
კითხი, როდესაც წრფეები მოცემულია განტოლებებით 

Vყ=7#/MსX+ხ,, (I) 

ყ ==/1:X-I- ხე. “(კII) 

როგორც ვიცით, #, და: #2 კოეფიციენტები წარმოადგენენ მოცემული 
წრფეების მიერ 0X ღერძთან შედგენილი თ, და თ; კუთხეების ტან- 

გენსებს სათანადოდ: 

/1=LVC თ), /IIა)==18 Cე. 

1 წრფეთა? პარალელობის პირობა. თუ I და II 

წრფეები ურთიერთპარალელურია (ნახ. 31), მაშინ თ,=-თე, ანუ 

LI თ,=1Lწ თა ე. 

”! =– II12 

  

ამგვარად, წრფეთა პარალელობისათვის საჭი- 

როა მათი კუთხური კოეფიციენტების ტოლობ,აა. 

მაგალითად, 5+4 =1 და 

6X+15/+10=:0 წრფეები პარალე- 

ლური არიან. მართლაც, თუ ამ . გან- 

ტოლებებს დავიყვანთ განტოლებებზე 

კუთხური კოეფიციენტით, მივიღებთ _ %გ მ, – 

2 
სათანადოდ, ყ= – < X+2, ყა წ / 

· 2 | 
2. 

_–_–-ჯL 
5 3 ნახ. 31 

7 > 

ე7



მაშასადამე, 

11L1 == /7ბა== 2 1 /ი“ 
| 5 

I. წრფეთა მართობულობის პირობა, ვთქვათ, I და 
II წრფეები ურთიერთმართობული არიან (ნახ. 32). 

სამკუთხედის გარე კუთხის შესახებ თეორემიდან გამომდინარე გვაქვს. 
- 

”. თა·ა=თ;-L 907, 
მაშინ / 

7:==1ფ თა=Lყ (თ,+-90)=--CსC თ,= –– 1. 
MM 

ამგვარად, 

    | I არ ----/წ 

მივიღეთ, რომ ორი წრფის ურთიერთმართობულო- 

ბისათვის საჭიროა, რომ მათი კუთხური კოე- 

ფიციენტები აბსოლუტური მნიშვნელობით იჯ- 
ვნენ ურთიერთშებრუნებული, ხოლო ნიშნით 

–- მოპირდაპირე. 

მაგალითად, წრფეები 

2X+5ყ--7=0, 15X--6/+4=0 

ურთიერთმართობული არიან, რადგან 

2 5 
III.= -–- I ი= –. 

5 2 

II. კუთხე ორ წრფეს შორის. განვიხილოთ ახლა 
ზოგადად: საკითხი, თუ როგორ კუთხეს ქმნიან I და II წრფეები. 6C-თი 

აღვნიშნოთ უმცირესი კუთხე, რომელზეც უნდა შემობრუნდეს I წრფე 

XL წ 

  

  
ნახ. “32. ნახ. ქვ. 
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საათის ისრის მოძრაობის საწინააღმდეგო მიმართულებით, რომ შეუ- 
თავსდეს IL წრფეს (ნახ. პუ. ამგვარად, წრფეები თანასწორუფ- 
ლებიანი არ არიან 

თუ ვისარგებლებთ თეორემით სამკუთხედის გარე კუთხის შესახებ, 

  

მივიღებთ 
თ-=60+თ,, 

აქედან · 
C=თ.–-თ, 

ამიტომ? 

(ყ0=(ყCდ.-თე = წ = 10%... 
1 –- I6თ, IC თ. 

ან 

წმი 
Iყც = --– (II 
§ 1 –+/71)/I5 ) 

  
შენიშვნა. თუ 6” არის კუთხე, რომელზეც II წრფე უნდა შე- 

მობრ: ნდეს, საათის ისრის მოძრაობის საწინააღმდ დეგო მიმართულებით, 
რომ შეუთავსდეს I წრფეს, მაშინ C” =180“--0. მაშასადამე, LI 6”= 

=-(0 და 

იმს M% 
1 ––/11)/I1» 

(11) და (117) /ტოლობები შეიძლება შევცვალოთ ერთი ფორმული- 

რებით, სახელდობრ: უძრავი წრფის კუთხურ კოეფიციენტს უნდა 
გამოვკლოთ მოძრავის კუთხური კოეფიციენტი. 

მაგალითი. ვიპოვოთ კუთხე შემდეგ წრფეებს შორის 
1) 5L“–-7ყ+1=0 და 2) 2X+ 3ყ--7=0. 

(Lთ8”= (115 

>>– 270 = -> 3 

და ამიტომ ?? 
2 5 , 

7 29 29 
_<--_ #XCL 

I60=-–-–-, ( ვალ) 04% « – ვ) 

% კერძოდ. ფორმულა 08=თ:–თ, სწყვეტს საკითხს, ვინაიდან როცა მოცემულია 

I, და II, შეიძლება მოინახოს Cთ, და თ. კუთხეები. მაგრამ ამისათვის საჭირო იქნება ორ- 

ჯერ მივმართოთ ცხრილებს, ხოლო 1დ 0-სათვის ქვემოთ მიღებული ფორმულა გეაძ- 

ლევს ცხრილების მხოლოდ ე რთჯერ გამოყენების საშუალებას. 

"+ (– 020 უტოლობა გვიჩვენებს, რომ 90“ 06< 180”,



იმისათვის, რომ მივიღოთ 60 კუთხის გრადუსული ზომა, ვიპოვოთ პირ- 

ველ მეოთხედში კუთხე დ, რომლისთვისაც 1L§ დ- >. თუ გავითვალის- 

წინებთ, რომ 

11 
CL == -.. =0,379, 

წრ 

ცხრილებში ვპოულობთ დ > 6910. 6 კუთხის განსაზღვრის თანახ–- 
მად ის ძევს 07 და 180? შორის. მაშასადამე, 

8=180%“--დ =110950”. 

წ. ერთ ან ორ მოცემულ წერტილზე წრფის გავლება 

შემდეგ ორ ამოცანას აქვს დიდი მნიშვნელობა. 

ამოცანა I. მოცემულია /იX, ყი წერტილი და #”" 

რიცხვი. Mი წერტილზე უნდა გავავლოთ წრფე, 
რომლის კუთხური კოეფიციენტი უდრის XXს. 

ამოხსნა. საძიებბელი წრფის განტოლება ვეძებოთ შემდეგი 

სახით : 

ყ==IX1I-6. '(12) 

რადგან „: ჩვენთვის ცნობილია, საკმარისია ვიპოვოთ საწყისი ორდინა- 

ტი ხ. „ამისათვის ვისარგებლოთ იმით, რომ /Vა წერტილი ძევს ჩვენს 

წრფეზე და ამიტომ მისი (Xი, ყი) კოორდინატები აკმაყოფილებენ (12) 

განტოლებას, ე. ი. 

ყი== M1IXი-+ ნ. 

ეს გვაძლევს ხ-ს შემდეგ მნიშვნელობას 

ხ=ყი––ი1Xი. 

თუ ამ მნიშვნელობას შევიტანთ (12) ტოლობაში; მივიღებთ საძიე– 

ბელი წრფის განტოლებას 

ყ == /1X-L ყი––-/IIXი. 

ჩვეულებრივად, მას ასე წერენ: | 

'ყ–– (ყი = /IMICX--Xი) (13) 

მაგალითები. 1)” /Mი(5,2) წერტილზე გავავლოთ წრფე 

3X--2ყ-)I-6=0 (14) 

წრფის მართობულად. 
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ამოხსნა. (14) წოფის კუთხური კოეფიციენტი უდრის >. ამი– 

ტომ მართობულობის პირობის თანახმად საძიებელი წრფის კუთხური 

2 
კოეფიციენტი #7= – --. 

მაშასადამე, წრფის განტოლება შემდეგია: 

2 
-2=- _ (#5 4 22. 

ან, რაც იგივეა 
2X-L3ყ--16=0, 

2) კოორდინატთა სათავეზე გავავლოთ წრფე, რომელიც ადგენს 

(14) წრფესთან 45“-იან კუთხეს.. 

ამოხსნა. ეს ამოცანა არ არის ნათლად ჩამოყალიბებული, რაო- 

გან არ” ჩანს, თუ რომელი წრფე (მოცემული, თუ საძიებელი) უნდა 

მოვაბრუნოთ საათის ისრის მოძრაობის საწინააღ- 
მდე გო მიმართულებით 45“-იანი კუთხით, რომ ის დაემთხვეს მეორე 

წრფეს. ამასთან დაკავშირებით, თუ გავითვალისწინებთ, რომ (14) წრფის 

კუთხური კოეფიციენტი არის 2 და "აღვნიშნავთ საძიებელი წრფის. 
წ) , 

კუთხურ კოეფიციენტს #I-ით, მივიღებთ“ 
ვ 

გო” I – 

1=- 3 , ანუ 1= 

1-- -2- 1 +-5-' 

    

პირეელი ტოლობა უნდა დაიწეროს, თუ უძრავ წრფეს წარმოა» ჯენს 

(14) წრფე, ხოლო. მეორე –-.თუ უძრავი წრფე საძიებელი წრფეა. თუ 

ორივე განტოლებას ამოვხსნით #I-ის მიმართ, მივიღებთ “ ” 

Mს=–-5, ალ. , 
5 

ამონახსნებს წარმოადგენენ წრფეები 

Xჯ 
=-–-5X, =- ყ=; ყ= = 

(ნახ. '34)., აღვნიშნოთ, “რომ საძიებელი წრფეები აღმოჩნდნენ ურთი- 

ერთმართობული. ეს თავიდანვე. ადეილი წარმოსადგენი იყო. 

" უნდა გავიხსენოთ აგრეთვე, “რომ Lყ 45=1. 
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შენიშვნა. თუ (13) განტოლებაში ვცვლით კუთხურ კოეფბცი- 

უნტს, ხოლო” (X, ყი) წერტილს დავამაგრებთ, მაშინ მივიღებთ (Xი,-ყი) 

წერტილზე „ გამავალ წრფეთა უსასრულო სიმრავლეს. ამ გეომეტრი- 
ულ სახეს ეწოდება წრფეთა კონა, რის გამოც (13) განტოლებას ცვლადი 

”#-ის შემთხვევაში უწოდებენ წრფეთა კონის გ ანტოლებას 

ცე ნტრ ით (X, ყი წერტილში. ეს განტოლება მოიცავს (X, ყი) 

წერტილში გამავალ ყველა წრფეს, გარდა X=X წრფისა, რო- 
მელსაც საერთოდ არ აქვს კუთხური კოეფიციენტი (ნახ. 35). 

4 

# ! ჩ252ჯე 

  

  

  
ნახ. 34 ნახ. 35 

ამოცანაII. გავავლოთ წრფე მოცემულ ორ /#V,CXIVI) 

და #5 (XI, ყ) წერტილზე. 
" ამოხსნა. აღენიშნოთ /I-ით საძიებელი წრფის (უცნობი!) კუთ- 

ხური კოეფიციენტი. რადგან ეს წრფე გადის /#I(Cი, ყე) წერტილზე, 
(13) ტოლობის თანახმად მის განტოლებას უნდა ჰქონდეს შემდეგი სახე 

ყ–-–I,ლ/ (X--X,). (15) 

M-ის საპოვნელად, ვისარგებლოთ იმით, რომ წრფე გადის /#.ა წერ- 
ტილზეც, და მამასადამე, X. და წ, რიცხვები უნდა აკმაყოფილებდნენ 

(15) განტოლებას. ე. ი. 

ყა–– IL (X---X)), (16) 
საიდანაც 

/71 -= ყა.--V . (17) 

XX, 

თუ M-ის მიღებულ მნიშვნელობას ჩავსვამთ (15) ტოლობაში, მი- 

Iს 

ვიღბთ –- ყ-ყლ=-%-%. (X–X) 
ჩXჩ%აი–- X 
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ან, რაც იგივეა 

  

ყი  X–X, 

ყ.ა–ყ, X%–X 
08 

  
ამოცანა ამოხსნილია. 

მაგალითები. 1) გავალოთ წრფე ი/V74(2,5) ღა 8(11,8) 
წერტილებზე. (18) ტოლობის თანახმად #48-ს განტოლება იქნება 

ყ–5_ X–-2 

8-5 11-2 
  , ე. ი. 9კ--5)=3(-2, 

ანუ 

+-–-3ყ-- 13=0. 

2) გავავლოთ წრფე „1(2,6) და „8(2,11) წერტილებზე. 

ისევ (18მე1 ტოლობის გამოყენებით მივიღებთ ტოლობას 

ყ-6  _X-2 
11--6 2-2 

რომელსაც ახრი «რა აქვს, რადგანაც. მეორე წილაღის მნიშვნელი ნუ–- 
ლის ტოლია, 

ამგვარად, (18) ტოლობის საშუალებით ამ ამოცანის ამოხსნა არ მო–- 

ხერხდა. მაგრამ ის ადვილად ამოიხსნება უშუალოდ. მართლაც # და 8 
წერტილებს აქვთ ერთი და იგივე აბსცისა X- 2. მაგრამ მამინ ცხადია, 
რომ 48 წრფე პარალელურია 0V ღერძის, ამიტომ მის ყველა წერტილს 
უნდა ჰქონდეს იგიბე აბსცისა. მაშასადამე, საძიებელ განტოლებას აქვს 

სახე X==2. ასე ვიმსჯელებთ ყოველთვის, როდესაც (18) ტოლობის ერთ–- 

ერთი მნიშვნელი: ნულის ტოლი აღმოჩნდება". აქედან გამომდინარე–- 
ობს, · 

წესი თუ ორ მოცემულ წერტილზე წრფის გავლების დროს, (18) 

ფორმულაში ერთ-ერთი მნიშვნელი აღმოჩნდება ნულის ტოლი, მაშინ 
საძიებელი განტოლება მიიღება, სათანადო მრიცხველის ნულთან გა- 
ტოლებით. 

  

% ორივე მნიშენელი ერთდროულად არ შეიძლება ნულის ტოლი იყოს, რადგანა ც. 

მაშინ აღ მოჩნდება, რომ X,=Xა, ყუ =ყა, ე. ი. VI და //ა წერტილები ერთმანეთს ემთ- 
ხეევა, მაშინ, როცა ბუნებრივია, ისინი ჩავთვალოთ სხვადასხვა წერტილებად. 
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მაგალითი. გავავლოთ წრფე ,1(2,7) და ,8(5,7) წერტილებზე» 

(18) განტოლების საფუძველზე გვაქვს. 

ყM-7 X-2 

7-7 5-2 

მაშასადამე, საძიებელი წრფე არის ყ-–-7=0. 

გამოვიყენოთ მთელი განვლილი მასალა შემდეგი ამოცანის ამოსახ– 

სნელად. მოცემულია სამკუთხედის სამი წვეეო /4(2,:--1), 8 (5,1), 

C(7,11) (ნახ. 36). ვიპოვოთ 4 წერტილიდან გავლებული მედიანის, სი– 

მაღლის და ბისექტრისის განტოლებები და სიგრძეები, 

ამოხსნა. 1) ვთქვათ, რომ 8C გვერდის შუაწერტილი არის 

M. მამინ 

  XX. = =- 6 
"I 2 2 

ყე+ყი _ 3+11 I =>) 2C - .. ' ო =?7 

#V 2 .2 

4VI მედიანის განტოლე ბა მი- 

იღება (18) ფორმულიდან: 

ყ+1_ X-2 
7+1 6-2' 

ანუ 

ყ+1=2 (X-–-2) 

ან. 

2X-–-ყ--–-5=0.   

  

მედიანისს სი გრძე არის მა- 

ნძილი +# და /# წერტილებს შო- 
რის მაშასადამე, 

##M05==V(6–-2)?+ (7+1)?1=V80 28.9. 

'2 4IC სიმაღლის საპოვნელად, შევადგინოთ. 8C გვერდის განტო– 

ლება: ' 

ნახ, 36 

ყ-3 X-595, ანუ ყ- 3=40-5, 
11-3 7-5 

  

ან 
4X--ყ--17=0. (19) 

ამ გვერდის კუთხური კოეფიციენტი #7! ეც=4. · მაშასადამე, 4M 

სიმაღლის კუთხური კოეფიციენტი: (გავიხსენოთ მართობულობის პი- 
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რობა!) 2=-- +. ამიტომ 4# წრფის განტოლება, (I3) ტოლო- 
ბის თანახმად, იქნება 

ყ+1=- + (X-–2), 

ანუ 
X+4ყ+2=0 (20) 

4-ს სიგრძის საპოვნელად ჯერ ეიპოვოთ 4# სიმაღლის 8C 
გვერდთან გადაკვეთის IC წერტილი. ეს წერტილი მოინახება (19). და 

(20) განტოლებათა სისტემის ამოხსნით. 

  

4X–-M-–17=0 4 ' 

X+4ყ--2=0 

17X--66=0 
66 25 

X=–-- =4- 17=–---., 

1” / + 17 

ამგვარად, 

66 #-M(. 
17 

"საიდანაც 

  4#=/ (3-2) +(-უ+!)“ +-5+)- : 300 - -1-. 
3) გადავიდეთ #4 ბისექტრისის' განხილვაზე. გავიხსენოთ, რომ 

ის ყოფს 8C გვერდს მიმდებარე გვერდების პროპორციულ ნაწილებად, 
მ: ი. 

8L #8 

LC 4C 
მაგრამ 

48=VCლ5-2)--03+1)1=5, #C=V(7--2)"--(11-+-1)?1=13. 

მაშასადამე, 

8L 5 

LC 13. 

· შემდეგ ქეეპარაგრაფში მოვიყვანთ „ამ ბისექტრისის მონახეის სხვა ხერხს. 
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მონაკვეთის მოცემული ფარდობით დაყოფის ფორმულების თანახმად 

5.13-L7.5 _ 50 

  

––_ 

_ 3.13+11.5 47 
აღას ო9 

50, 47 
4(02--)) და L § ) მიტილიბზ გამავლი წრფის განტოლება 

Vყ+1 _ X-2 ყ+1_ _#ჯ–2 M+1_X–2 იქნება 27 =–3–– საიდანაც ოუვევილი ანუ 7 

“.– 
9 9 

ან 
7ს––4ყ-––-18=0. (21) 

#L ბისექტრისის სიგრძე 

#C-VI (+-?)+(§9+!) 71 ლ512. 

ს. მანძილი წერტილიდან წრფემდე 

ხშირად საჭიროა მოცემული წერტილიდან მოცემულ წრფემდე მან–- 

ძილის ·პოვნა. ის ცნობები, რომელსაც ჩვენ უკვე ვფლობთ, გვაძლევს ამ 
ამოცანის ამოხსნის საშუალებას. ვაჩვენოთ ეს მოცემული /V(7,2) და 
48 წრფის მაგალითზე, სადაც 7#48-ს განტოლებაა 3X-4V+ 12=0. 

/M წერტილიდან #48 წრფემდე ძ მა- 

ნძილი ტოლია /M წერტილიდან ,4.8 წრფე– 
ზე დაშვებული მართობის სიგრძისა 
(ნახ. 37). აღვნიშნოთ ამ მართობისა და 48 

წრფის გადაკვეთის (ჯერ კიდევ. უცნობი!) 
წერტილი VM-ით, 

გვაქვს 
ძ=VVMVM. 

გამოდის. რომ ამოცანა დაიყვანება M 
წერტილის პოვნაზე. ამ წერტილს ადვი– 

ლად ვიპოვიდით, რომ ცნობილი იყოს /#MV მართობის განტოლება. 

მაშინ ამ განტოლებისა და 48 წრფის განტოლების ერთად ამოხსნით 
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მივიღებთ V წერტილის კოორდინატებს. ჩვენთვის ცნობილია /V წერ- 

ტილი, რომელზეც გადის მართობი, ხოლო კუთხური კოეფიციენტის 
საპოვნელად საჭიროა წინასწარ ვიპოვოთ 48 წრფის კუთხური კოეფი- 
ციენტი „"”" და ვისარგებლოთ წრფეთა მართობულობის პირობით. ნათ- 
ქვამის მიხედვით ვღებულობთ ამოცანის შემდეგ ამოხსნას: 

1) ვპოულობთ 4 8 წრფის ი!“ კუთხურ კოეფიციენტს. ამისათვის მი- 

სი განტოლება დაგვყავს განტოლებამდე კუთხური კოეფიციენტით: 
3 

ყ=- - X-3. ყ 2 + 

აქედან ჩანს, რომ /19 = +. 

2) ვპოულობთ #VVMV მართობის #7 კუთხურ კოეფიციენტს 

1 4 
»=-–- 

„” ვ 

3) ვადგენთ / მართობის განტოლებას 

4 
ყ–-2=-- (ლ-», 
წ .-88 

ანუ 

4X+ 3ყ--34=0. 
4) ვპოულობთ MV წერტილს, ამისათვის ვხსნით 48 და /MV წრფე- 

თა განტოლებებისაგან შედგენილ სისტემას 

3X- 4ყ+-12=0 |3 
4X-+-3ყ--34=0 |4 

' 25X-–100=0.. 

აქედან, X=4, თუ ამ მნიშვნელობას შევიტანთ /V/V წრფის განტოლება- 
ში, მივიღებთ ' 

16--= 3ყ––34=0 

და ყ=6. "ამგვარად, M=VM0ტ,6). 

5) ეპოულობთ საძიებელ მანძილს 

ძ=/MM=V(4-7)'+ (6--2):=5. 

ცხადია, რომ ასე შეიძლება ვიმსჯელოთ ნებისმიერი რიცხვითი მაგალითის 
შემთხვევაში. ამოვხსნათ ამოცანა ზოგადად დღა მიღებული შედეგი ჩავ- 
წეროთ ფორმულის სახით. · 
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ამოცანა. ვიპოვოთ ძ მანძილი #VVCVი, ყი) წერტილი- 

დან 

ა 4X+8ყ+C=0 (“) 

წრფემდე. | 
ამოხსნა. ეთქვათ, რომ M(X,, ყე) არის M# წერტილიდან მო- 

ცემულ (?") წრფეზე დაშვებული მართობის ფუძე. მაშინ 

ძ=/MVM=V(X,--X)?-I- დ-ი”. (22) 
ადვილი დასანახია, რომ (") წრფის კუთხური' კოეფიციენტი MI" 

ც)ზ= _ 4 .· 

8 

მაშასადამე, #IV მართობის კუთხური კოეფიციენტი თ= 5 და ამ მარ– 

“თობის განტოლებას აქვს სახე 

8 
ყ-9ი= > (X-–Xი)- / (23) 

თუ გავყვებით უკვე გამომუშავებულ გეგმას, უნდა ამოვხსნათ ერ- 
თად ეს განტოლება და (%) განტრლება. ამით ვიპოვით M წერტილის 

(X, ყე) კოორდინატებს და ჩავსვამთ მას (22) განტოლებაში. მაგრამ ამ 

ბუნებრივ გხას მივყავრთ ვრცელ გამოთვლებამდე. ამიტომ ავირჩევთ 

სხვ ლთ გზას, რომელიც თუმცა ხელოვნურია, მაგრამ მოითხოვს ნაკლებ 
გამოთვლებს. სახელდობრ, აღვნიშნოთ უპირველეს ყოვლისა, რომ M 

წერტილი ძევს #MMV წირზე, ამიტომ: X,, ყე რიცხვები აკმაყოფილებენ 

(23 განტოლებას.” ე. ი. 

9ყ.--ყ 8 (X,-––X-) 1 ი. ქ 1 , 

საიდანაც 

    

აღვნიშნოთ ამ წილადების (ჩვენთვის “უცაობი!) საერთო მნიშვნელობა 
ყძ-თი: 

XI, –“ % : VI -- ყი _ 
4 8 

  მ. 

მაშინ 

Xე–-Xგ= #0, ყ.––ყა=8ძ. (24) 
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თუ ამ სხვაობების მნიშვნელობებს შევიტანთ (22) ფორმულაში, მი– 

ვიღებთ 

ძ=V(4"-- 80” =| IV 4"--8'. (25) 
აქ ჩავსვით # რიცხვის აბსოლუტური მნიშვნელობა, რადგან ძ მანძი- 

ლი არ: შეიძლება იყოს უარყოფითი, ხოლო « რიცხვი შეიძლება იყოს 
უარყოფითიც. 

ახლა საკმარისია მოვნახოთ 0. ამისათვის (24) გადავწეროთ შემდეგი 

სახით 

X, =Xი+- 40, ყ.=ყიL- 80 

და ეს მნიშვნელობები შევიტანოთ (“) განტოლებაში. (V წერტილი ამ 

წრფეზე ძევს და ამიტომ მისი კოორდინატები აკმაყოფილებენ შესაბა- 

მის განტოლებას). ეს გვაძლევს ' 

40-ი+/4თ+8(ი--80)-- C=0, 
საიდანაც 

_ 4-+8Mყ-+C 

#4'-+ 8 

ძ-ს მიღებული მნიშვნელობა შევიტანოთ (25) ფორმულაში და შეე- 

კეეცოთ მიღებული განტოლება V/41პ + 8”-ზე, საბოლოოდ მივიღებთ 

ძ-– | 4X+8Vყი+C | 

„7.1 > (09   

  

= 

ამგვარად, იმისათვის, რომ ვიპოვოთ მანძილი წე- 
რტილიღან წრფემდე, რომელიც მოცემულია 

ზოგადი განტოლებით, საქიროა წერტილის კო- 
ორდინატები ჩავსვათ განტოლების ,მარც ხენა 

ნაწილში და მიღებული რიცხვის მოდული გა ვ- 
ყოთ კვადრატულ ფესვზე კოორდინატების კო- 
ეფიციენტების კვადრატების ჯამიდან. 

მაგალითად, (5,1) წერტილიდან 5X+12ყ--50=0 წრფემდე მანძილი 

არის ' 

ძკ=15:5+12-.1-59| _ კ. 
V25-144 

შევჩერდეთ კითხვაზე, თუ რა გეომეტრიული მნიშვნელობა 

აქვს 

41+8ყ-+C=0 (27) 

განტოლების მარცხენა ნაწილის ნიშანს., 
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რადგან 4 და 8 კოეფიციენტებიდან ერთი მაინც განსხვავებულია ნულისაგან, 

ამიტომ გარკვეულობისათგის შეიძლება დავუშვათ, რომ ,45-0. (27) განტოლების (––1)– 

ზე გამრავლებით განტოლების აზრი არ იცვლება, ამიტომ შეიძლება ჩავთვალოთ, რომ 

. 4>90. (28) 
შევნიშნოთ, რომ #5-60 პირობის გამო (27) წრფე უეჭველად გადაკვეთს 0» ღერძს. 

"მაშასადამე, სიბრტყის წერტილები, რომლებიც (27) წრფეზე არ მდებარეობენ შეიძლება 

დაიყოს ორ კლასად: 

1) ა წრფისმარჯვნივ მდებარე წერტილები და 2) მის მარც ხნიე მდებარე 

წერტილები, , 
თეორემა. 1) თუ MVCVX, ყ) წერტილი (2) წრფის მარჯვნივ 

მდებარეობს, მაშინ 

4X+ 89+6C>90. (29 

2 თუ MV,ყ) წერტილი (27) წრფის მარცხნივ მდებარეობს, 

მაშინ 
ჩ 

4X+8Vყ+C<9, 

გარკვეულობისათვის დავამტკიცოთ 1). ამ მიზნით გაეავლოთ VI (X, ყ) წერტილზე 

0X ღერძის პარალელური წრფე (ნახ. 38). რადგან (27) წრფე არ არის 0X ღერძის ჰარა- 

ლელური, ამიტომ გავლებული წრფე აუცილებლად გადაკვეთს (27) წრფეს. ვთქვათ, 
რომ ეს წრფეები იკვეთებიან /V(X>, ყს) წერტილში. 

# 

# „რი ა V 

| 
| 

ს #   
ნახ; 38, 

M, წერტილი ძეეს (27) წრფეზე, ამიტომ 

4X-+8ყ"--C=90. 

მაგრამ /#M და V წერტილებს აქვთ ერთიდაიგივე “ორდინატი. ამიტო1 V7=V და წინა 

განტოლება მიიღებს სახეს 

4X+-L8ხ-+-C=0. (30) 

ახლა შევნიშნოთ, რომ პირობის თანახმად /I(X, ყ) წერტილი მდებარეობს M(X?, ყ) 

წერტილის მარჯვნივ, მაშასადამე, X>>X?. აქედან და (28) განტოლებიდან გამომდინა– 

რეობს, რომ - 
#ტ#X+- 8ყ--C>4X#+-- 8ყ-LC. 

ამ უტოლობიდან და (30) პირობიდან ვღებულობთ (29) უტოლობას. 

§0ი



შედეგი თუ 49+78V9,+C ღა 4X+ ჩმყა--C 
რიცხვებ. აქვთ ერთნაირი (სხვადასხვა) ნიშნები, მაშინ 

(+, ყ) და (ი, ყ)) წერტილები მდებარეობენ (2) წრფის ერთ 
(სსვადასხვა) მხარეს. 

„ვუჩვენოთ ამ შედეგის გამო- 4 

ყენება შემდეგ მაგალითხე., 

ამოცანა. მოცემულია სამკუ-. 

თხედის წეეროები /#(2,–1), 

8 (5.3), C(7, 11). ეიპოვოთ 4 

წვეროდან გავლებული ბისექტ- 
რისის განტოლება და სიგრძე” 

(ნახ. 39), : 

ამოხსნა. დავწეროთ #8 

და 4C გვერდების განტოლებები, 

  

ყი -2 ყ4+! X-2 

3L1 .5-2? 4. 3' # ; 

3()ე--1)=4(X–-2), 4X ––-3ყ – 11=0 

(48) 

ნახ, 39. 

(4C) – ალლ, თ--=--“, 5(ყ+-1)ლ=19 (X- 2), 12X-– 5ყ/ – 29 =0 

როგორც ცნობილია, ბისექტრისის ყველა წერტილი ერთნაირადაა დაშ ორებუ- 

ლი 48 და 4C გვერდებიდან. ამიტომ ბისექტრისის ყოეელი (X. ყ) წერტილის ათვის 

გვაქვს 

  

| 4X- 3ვყ 11) | 12-–5/ –29 | 

V431ევ VMV)I22-15. ” 

4X- 3ყ-11 12X – 5ყ-29 
+ _ = >+ · ვ 

§ 13 დღ) 

თითოეულ ნაწილში ნიშანი ისე უნდა ავირჩიოთ, რომ ეს ნაწილი აღმოჩნდეს და– 

დებითი, 

შევნიშნოთ ახლა, რომ (X», ყ) წერტილი ძევს 4.8 წოფის (4C წრფის) იმ მხარეს, 

რომელშიც შევს 8C გვერდის //(6,7) შუა წერტილი. თუ 4 8-.წრფის განტოლების მარ– 

ცხენა ნაწილში ჩავსვამთ (6,7) კორრდინატებს, მივიღებთ 

4-6. 3.7--11=--8.0. 

მაშასადამე, ბისექტრისის (X, ყ) წერტილებისათვის #8 განტოლების მარცხენა ნაწილი 

იქნება < 0, და ამიტომ, (31) განტოლების პირველ ნაწილში უნდა ავირჩიოთ „--- ნი- 

შანი. თუ შემდეგ ჩავსვამთ (6,7) /4C-ს განტოლების მარცხენა ნაწილში, მივიღებთ 

12.6--5.7--29=6>0, 
"მაშასადამე, (31) განტოლების მეორე ნაწილში უნდა ავირჩიოთ „-L- ნიშანი, 

? ეს ამოცანა ზემოთ ამოვხსენით სხეა ხერხით. 
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ამგვარად, ჩვენი ბისექტრისის განტოლებაა 

4X - ჰყ -1! 12X – 5ყ – 29 

- 5 · )ვ ” 

ან, რაც იგივეა 

7I--4ყ-- 18-=0, (32) 

როგორც იყო მოსალოდნელი, მივიღეთ უკეე ცნობილი (21) განტოლება, 

იმისათერს, რომ ვიპოვოთ ბისექტრისისა და 8C გეუერდის გადაკეეთის L წერტილი, 
ამოვხსნათ (32) განტოლება და ,8C გეერდის ზემოთ ნაპოენი (იხ. (19)) განტოლეზა ერ– 

თობლივად: 

7I-4ყ--I8-:0 |1 50 4 
– X=-, ს=4L-I7=--. 

4C-–- ყ–-17=-0 4 9 9 
, 

–9ჯ-+50-=0 
“რ 

მოვძებნეთ იგივე IL წერტილი, რომელიც მიეიღეთ მე-5 ქეეპარაგრაფში. ბისექტრისის 

ძ სიგრძე მოინახება ისე, როგორც ზემოთ, ფორმულით 

ძ=/4L=M/ (5-2) +(++I ) 5" X45, 

ერთი და იგივე ამოცანის ამოხსნის სხვადასხვა ხერხის შედარება ძალიან სასარგებლოა. 

  

§ 4. ელიფსი 

წირების შესწავლისას მათი განტოლებებით ბუნებრივია, მათი და- 

ლაგება განტოლებათა სირთულის მიხედვით. უმარტივესი წირი ამ 

თვალსაზრისითაც არის წრფე, რადგან. მისი განტოლება პირველი ხა– 

რისხისაა. წრფის მომდევნოდ, თავისი სირთულის მიხედვით უნდა ჩა- 

ითვალოს წირები რომელთა განტოლებები მეორე ხარისხისაა. 

ასეთებია: ე ლიფსი, პარაბოლა, ჰიპერბოლა. მათ უწო- 

დებენ მეორე რიგის წირე ბს“. ეს წირები ასრულებენ დიდ 

როლს მათემატიკაში; ბუნებისმეტყველებაში და ტექნიკაში. ამ პარაგრაფ- 

ში შევისწავლით ელიფსს. 

/ 

+ წრეწირი აგრეთვე წარმოადგენს მეორე რიგის წირს, რადგან მისი განტოლება 

(X-–-ი)"--(ყ--ხ)ბ= I-ი არის მეორე ხარისხის. მაგრამ ქვემოთ ვნახავთ, რომ წრეწირი 

არის ელიფსის კერო ”შემთხვევა. შევნიშნავთ აგრეთვე, რომ წ რფე ც' შეიძლება 

მოცემული იყოს მეორე ხარისხის განტოლებით. მაგალითად განტოლება V--X==0 შე- 

იძლება ასეც ჩაიწეროს ყ"---2ყX-+I-XX2-= 0. როცა ტექსტში ლაპარაკია მეორე რიგის წი- 

რებზე მხედველობაში -გვაქვს მრუდები. 
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1. ელიფსის განსაზლვრა. მისი კანონიკური განტოლება 

წარმოვიდგინოთ ორი ლურსმანი, რომლებიც ჩარჭქობილია მაგიდამ0 
და მათზე მობმული ძაფი, რომლის სიგრძე მეტია ლურსმნებს შორის მან– 
ძილზე. თუ ამ ძაფს გავჭიმავთ ცარცით და ამ ცარცს გავატარებთ მა- 
გიდაზე, ის შემოხაზავს ოვალის ფორმის რაღაც ჩაკეტილ წირს. ამ წირს 
ეწოდება ელიფსი. ცხადია, რომ ელიფსზე მოძრავი წერტილიდან ლურ- 
სმნებამდე მანძილი იცვლება, მაგრამ ამ მანძილების ჯამი რჩება ტო- 
ლი ძაფის სიგრძისა. ახლა გადავიდეთ საკითხის ზუსტ გარჩევაზე. 

#« # #: 

  

  

ნახ, 40. ნახ, 41. 

განსაზღვრა.ელიფსი ეწოდება წირს, რომელიც წარმო– 
ადგენს წერტილთა გეომეტრიულ ადგილს რომელთათვის ორ მოცემულ 

(ფოკუსებად წოდებულ) წერტილამდე მანძილების ჯამი მუდმივი სი- 

დიდეა. 
აღვნიშნოთ ელიფსის ფოკუსები # და #”, ხოლო ელიფსის წერტილე- 

ბიდან ფოკუსებამდე მანძილების ჯამი 20თ-თი, მაშინ ელიფსის ნების–- 

„მიერი V წერტილისათვის (ნახ. 40) გვექნება 

(1) 
  

#4 L-–- /MIL7 =20C 
  

ფოკუსებს შორის მანძილს ჩვეულებრივად აღნიშნავენ 26C-თი 

#I ==2C. 
    

რადგან სამკუთხედის ერთი გვერდი ყოველთვის ნაკლებია დანარ- 
ჩენი ორი გვერდის ჯამზე, ამიტომ 2060<20, საიდანაც 

  

(2) 
  

Cლ0ი 
  

  

ელიფსის განტოლების გამოსაყვანად საჭიროა უპირველეს ყოვლისა 
ავირჩიოთ კოორდინატთა სისტემა. გავავლოთ 0X ღერძი # და #” ფო- 
კუსებზე ხოლო კოორდინატთა სათავე მოვათავსოთ ””. მონაკვეთის 
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შუაწერტილში. ამით განისაზღვრება 0ყ ღერძის მდებარეობაც (ნახ.41). 
ცხადია რომ ამ სისტემაში ფოკუსების კოორდინატები იქნება 

#(CC0) და #”(-–ი,0). 

ნებისმიერი #(X, ყ) წერტილისათვის იქნება 

M6=VC- 8-ს _ M- =/ნ-2-ფი 
აქედან და (1) ტოლობიდან ჩანს, რომ / წერტილი შევს ან არ ძევს ელიფ– 

სხე იმის მიხედვით, მართებულია თუ არა ტოლობა 

ს VCX-თ'--ე? + VC+20?+ყ? =20. (3) 
ამგვარად, (3) ტოლობა არის განსახილველი, ელიფსის განტოლება. · ეს 
განტოლება შეიძლება გავამარტივოთ. ამისათვის (3) გადავწეროთ ისე, 
რომ ერთ-ერთი რადიკალი დავტოვოთ მარცხენა ნაწილში: 

#0 297-2- /ნგლუბ 
ორივე ნაწილის კვადრატში აყვანისა და ფრჩხილების გახსნის შემ- 

დეგ მივიღებთ 
X-L2C+C+ყ=4ი - 40V(X-01+ყ' +-X--20X+C"-+LVM”. 

საიდანაც 

  

4ძ,(X--ოწ"+ე=40?--40X, 

ანუ 

თV(X-- უე?--ყბ=0"-იV. 

ხელახლა კვადრატში აყვანით, ვღებულობთ 

ეზ? 20X-+- C+ყ-) იე! 20“0X1-C?V, 

ანუ 

(ით'––C)X'-Lი"ყ"=0"(ი"--იC'). (4) 

შევნიშნოთ ახლა, რომ (2) უტოლობის თანახმად თ“--0C0'>>0. მაშა– 

სადამე, ეს სხვაობა შეიძლება ? აღვნიშნოთ ხ”-ით 

0-0 =ხ?. (5) 

მაშინ (4) ტოლობა მიიღებს სახეს 

ც2X?-L ცზებ= ცბხ?. 

« თუ არ განვიხილავთ წარმოსახვით რიცხვებს, მაშინ უარყოფითი რიცხვი არ, შე– 

იძლება აღენიშნოთ ხ“-ით. 
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თუ გავკოფთ ორივე ნაწილს თ2?0?-ზე, საბოლოოდ მივიღებთ 

ჯ? წ? 

თ” ხ? 
=M4 (0 

    
ეს არის ელიფსს უმარტივესი (კანონიკური) სახის გან- 
ტოლება. სასარგებლოა დავიმახსოვროთ აგრეთვე, რომ 

=> 
  

ტოლობა ტოლფასია (5) ტოლობისა. 

5, ელიფსის ფორმის გამოკვლევა 

შევისწავლოთ ელიფსის ფორმა მის განტოლებაზე 

ა 

დაყრდნობით. 

"ამ ამოცანის ამოხსნა დავიწყოთ შემდეგი თეორემის დამტკიცებით. 

თეორემა. ე ლიფსი სიმგეტ- ' 

    

რიულია 0ყ ღერძისმი- # 
მართ. წ ? __ # 

/ ეეე“ წ 
დამტკიცება. ავიღოთ 0V /“ | 

ღერძის მიმართ სიმეტრიულად გან- ' L 
ლაგებული ორი / და V წერტი- –ი 0 ” « 
ლი (ნახ. 42). თეორემა დამტკიცე- 

ბული იქნება, თუ დავამტკიცებთ, 
რომ როცა #M და MV წერტილებიდან 
ერთ-ერთი ეკუთვნის (6) ელიფსს, მაშინ მეორეც აუცილებლად ეკუთ- 
ვნის იმავე ელიფსს. 

გარკვეუ ლობისათვის დაუშვათ, რომ # წერტილი ეკუთვნის” ელიფსს. 
აღვნიშნოთ მისი კოორდინატები (ი, 0), მაშინ ცხადია, რომ მისი სი- 

მეტრიული M წერტილის კოორდინატები იქნება (–#ი, ძმ): ის ფაქტი, 
რომ #(0, ი) წერტილი ძევს (6) ელიფსზე, ასე ჩაიწერება; 

ი" _ იძ" ნ 1,9 - 
თ” ხ” 

ხოლო დასამტკიცებელი ფაქტი -- M(–#ი,ი) ეკუთვნის ელიფსს-–-ჩაი- 
წერება შემდეგი ტოლობის სახით 

(–0), ი –- IL “==. 8 2? ++ (8) 

ნახ, 42. 

/, 

· (ი), 
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ამგვარად, როცა ვიცით, რომ მართებულია (7) ტოლობა, უნდა ვუჩ- 
ვენოთ (8) ტოლობის მართებულობა. ეს კი სავსებით ცხადია, რადგან 

(–ი)?=/?. (9) 

ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

შენიშვნა. თუ ჩავუფიქრდებით მოყვანილ დამტკიცებას, გა- 
მოვიტანთ დასკვნას, რომ (7) და (8) ტოლობები ერთდროულად ან მარ– 

თებულია, ან არა. უკანასკ ელი განპირობებულია (9), ტოლობით და 

იმით ოომ (8) ტოლობა მიიღება (7) ტოლობიდან, თუ ი”-ს შევცვლით 

C–ი)”-ით. მაგოამ (--0)1=/", ამიტომ, თუ სიტყვა-სიტყვით გავიმეო– 
რებთ მოყვანილ დამტკიცებას, დავად გენთ, რომ წირი 

# #= =1 
ი! 

აგრეთვე სიმეტრიულია CV ღერძის მიმართ. იგივე ეხება 

5ჯნ –- 9X"/ + 3XIყ31=42 

წირსაც და ა. მ. სახოგადოდ, მართებულია მნიშვნელოვანი 
სიმეტრიის პრინციპი თუ რაიმე წირის განტოლება- 

ში XI კოორდინატი შედის მხოლოდ ლუწ ხარისხ 

“ში, მაშინ ეს წირი სიმეტრიულია CიV ღერძის 

მიმართ. | 

· ვინაიდან X და ყV კოორდინატები სავსებით ტოლფასია, ცხადია, რომ 
წირი, რომლის განტოლება შეიცავს # ორდინატს მხოლოდ ლუწ ხა– 

რისხში, სიმეტრიულია აბსცისათა ღერძის მიმართ. 
კერძოდ, ელიფსის (6) განტოლება ყ შეიცავს მხოლოდ კვადრატში, 

ამიტომ ელიფსი სიმეტრიულია Cლ0X ღერძის მიმა#“- 
თაც. 

ნათქვამის ძალით, გვეცოდინება მთელი ელიფსის ფორმა, თუ და- 

ვადგენთ მისი იმ ნაწილის სახეს, რომელიც L საკოორდინატო კუთხეშია 
მოთავსებული. ამისათვის ამოვხსნათ (6) განტოლება V-ის მიმართ" 

–_ 
ყ=-> V6C”--X” (10 

აქედან გამომდინარეობს 4 მტკიცება: 

1) როცა X=0, მაშინ ყ=:ხ. 

2) როცა X იზრდება, მაშინ ყ მცირდება. 
3) როცა X=0, მაშინ V=06. : 

წ) 

# რადგან I მეოთხედში მოთავსებულ LC», V) წერტილებისათვის #V>0, ამიტომ რა- 

დიკალის წინ ვირჩევთ „+“ ნიშანს, 
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4) როცა X>ძ, მაშინ ყ წარმოსახვითია, ე. ი. (6) ელიფსზე არ არ- 

სებობს წერტილები, რომელთა აბსცისები მეტია რ-ზე. 

მოკლედ რომ ვთქვათ, როცა X იზრდება 0-დან ძ-მდე, მაშინ ყ ორ- 
დინატი მცირდება ხ-დან ნულამდე. · 

ამგვარად, ელიფსის იმ ნაწილს, რომელიც მოთავსებულია პირველ 
საკოორდინატო კუთხეში აქვს 43-ე ნახზზხე გამოსახული სახე, ხოლო 
მთელი ელიფსი ნაჩვენებია 44-ე ნახაზზე. #. 74, კ. 8, წერტილებს, 

რომლებშიც ელიფსი ჰკვეთს კოორდინატთა ღერძებს “ (ისინი ელიფსის 

LV 

    (74   
ნახ. 43. ნახ, 44. 

სიმეტრიის ღერძებია) ეწოდებათ ელიფსის წვეროე ბი. 
##4#' და 88” მონაკვეთებს (რომლებიც ცხადია ტოლია 20 და 2ხ რიცხ- 
ვების) ეწოდებათ ელიფსის დიდი და მცირე ღერძები შესაბამი– 
სად,ხოლო მათ ნახევრებს ძი და ხ– დიდი დამცირე ნახევა«- 
ღერძები. ბოლოს, 0 წერტილს, რომელიც ელიფსის სიმეტ- 
რიის ცენტრია, უწოდებენ ელიფსის ცენტოს. 

შე ნიშვნები. 1) ელიფსზე მდებარე ნებისმიერი /I წერტილი- 
სათვის /M/ + /# ჩნ? =2ი. კერძოდ, 8 წვეროსათვის გვაქვს 

8L-+8ჩნ” =2ი. 
მაგრამ სიმეტრიის თვალსაზრისით (ნახ.45) 

იქნება 9#”= 8. მაშასადამე, 28L =20ძ. 

ე. ი. 

8”=ძ.' 
· ' 

თუ შევნიშნავთ, რომ 8# არის 08# მართ- 

კუთხა სამკუთხედის ჰიპოტენუზა, რომლის 

კათეტებია ხ და C, მივიღებთ უკვეე ცნო- 
ბილ თანადობას 

ი"=ხ"-LC'. 

   



2) წრეწირი შეიძლება ჩავთვალოთ ისეთ ელიფსად, რომლის ფოკე- 
სები ერთმანეთს ემთხვევა. ამ შემთხვევაში C=0, მაშასადამე, ხ=თძ და 
(0) განტოლება ღებულობს შემდეგ სახეს 

/ 

5+6-) 
ანუ 

ჯ?-L ყბლ=ე?, 

უ. ი. იქცევა იმ წრეწირის კარგად ცნობილ განტოლებად, რომლის 
ცენტრი კოორდინატთა სათავეშია. 

მაგალითები. 1) მოვნახოთ ელიფსი, რომლის დიდი და მცი- 

რე ღერძების ბოლოებს შორის მანძილი ტოლია 6-ის, ხოლო ფოკუსებს 

მორის მანძილი უდრის მცირე ღერძს. 

ამოცანის პირობის თანახმად 

·Vი” + ხ? = 6, 2-=9ხ. 

მეორე ტოლობა გვაძლევს 0C=ხ. მაგრამ რადგან ცზ=ხ?-L თ, ამი- 

ტომ ი?=>2სხ". მაშასადამე, #3ხ?=6 და ხ1=12, მაშინ თ2=24 და ჩეენი 
ელიფსის განტოლება იქნება 

2) ვიპოვოთ (6) ელიფსის” იმ ქორდის სიგრძე, რომელიც გადის ფო- 

კუსში დიდი ღერძის მართობულად. 

_ აღვნიშნოთ ჩვენთვის „საინტერესო ქორდის ზედა ბოლო /V (Xი;//ი). 
მაშინ ქორდის სიგრძე უდრის 2Vი. მეორე მხრივ, Xი= C, რადგან 

/ 

% ყი 1 
ც? + ხ“ 

ამიტომ 

“ 
ყი“ _ თ" ხხ" , ყი. 21 ანუ ––– 

ი? 18. 

საიდანაც 

8 
ს 2ყაე= –2V. 

რთ 
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8. ელიფსი როგორც შეკუმშული წრეწირი 

ელიფსის ფორმა ადვილად შეიძლება წარმოვიდგინოთ, თუ მის 
განტოლებას 

»” - ყ =+= (LI) 

შევადარებთ იმ წრეწირის ანტოლებას 

X+ყ"=09, (12) 

რომლის „დიამეტრია ელიფსის დიდი ღერძი (ნახ. 46). ვთქვათ, #M და MV 
ელიფსის და წრეწირის წერტილებია, რომელთაც აქვთ ერთი და იგივე 
აბსცისა X. მათი ორდინატები აღვნიშნოთ V,, და ყ, შესაბამისად. 

“გარკვეულობისათვის მივიღოთ, რომ ორივე /# და V წერტილი მოთავ– 
სებულია 0X ღერძის ზემოთ. (11) და (12) ტოლობებიდან გამომდინარეობს: 

ჯ' ყ#” = 

თ, (6! 
აქედან 

X'+ყუე?=0'. #L 

ხნ „ა“. 
ყნჯ=–-– V 0'-–-X' 

ძ I 
=V ეზ... 

და მაშასადამე, 

  

  

ხ 
ყუ)==– –“– ყ» 

ძი     
ვხედავთ, რომ ელიფსის ყოველი ნახ. 46. 

წერტილის .ორდინატტი მიიღება 
წრეწირის შესაბამისი წერტილის (ე. ი. იმავე აბსცისის მქონე) ორდინა–- 
ტის, რაღაც რიცხვზე გამრავლებით. ეს რიცხვი (ერთი და იგივე ელიფსის 
ყველა წერტილისათვის) ნაკლებია 1-ზე (რადგან ხლთ. 

მიღებულ შედეგს ასე გამოთქვამენ, (11) ელიფსი მიიღება (L2) წრე– 

წირისაგან, მისი ჯერ შეკუმშვით (ყურადღება! შეკუმშვა სწო- 

რედ + ჯერ და არა ნ სეტ) ანუ, მოკლედ, ელიფსი არის შეკუმშული 
თ 
ა გ 

წრეწირი. მაგალითად, 32 + > =1 ელიფსი მიღებულია X#"“-IL-ყ”?=36 წრე–- 

წირისაგან მისი „ორჯერ შეკუმშვით (აქ ·ხომ თ=6, ხ=3). 
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4. ელიფსის ექსცენტრისიტეტი 

განსაზღვრა. ელიფსის ექსცენტრისიტეტი ეწო- 
დება ფოკუსებს შორის მანძილის. შეფარდებას დიდ ღერძთან, ანუ 

C 
8= –> 

“”   

  

რიცხვს. რად გან C<0, ამიტომ ნებისმიერი: ელიფსისათვის 

0ლ6<1 

(6-=0 შემთხვევა შეესაბამება წოეწირს). ძნელი არ არის გარკვევა იმა-' 

ში, თუ როგორ მოქმედებს ელიფსის ფორმაზე 6-ის მნიშვნელობა. მართ– 

ლაც, თუ 0ხ“+C'=01 გავყოფთ ი“ზე, ეპოულობთ 

ჩ? 

  

– –- 85-- 1. 
ი“ 

მაშასადამე, 

ხ =V1–ც7. 
“რ 

აქედან ჩანს, რომ ძალიან მცირე §-ესათვის თ და ხ რიცხვები თითქმის 

ტოლები არიან, ანუ ელიფსი ძალიან გავს წრეწირს. ხოლო; თუ § ახ- 
ლოს არის 1-თან, მაშინ ნ ძალიან მცირეა, ით-სთან შედარებით და მა- 
შასადამე, ელიფსი ძალიან გაწელილია (ნახ. 47). 

როგორც ცნობილია, პლა– 
#| ნეტები და კომეტები მოძრა– 

6=099 ობენ ელიფსებზე. ყოველი 

ასეთი ელიფსის ერთ ფოკუს- 

ში მოთავსებულია მზე (მეორე 

ფოკუსში არ არის არაფერი). 

აღმოჩნდა, რომ პლანეტების 

ორ ბიტე ბის ექსცენტრისიტეტი 

ძალიან მცირეა, ხოლო კომე- 

ტების –დიდია (ე. ი. ახლოსაა 1-თან). ამგვარად, პლანეტები მოძრაობენ 
თითქმის წრეწირებზე, ხოლო კომეტები ხან უახლოვდებიან მზეს, ხან 

კი ძალიან შორდებიან მას”. 

  

  

ნახ. 47. 

« მერკურის, ვენერას, დედამიწის და მარსის ექსცენტრისიტეტები ტოლია შე- 
საბამისად წ6=70,21, C=0,01, ხსხ=0,02, C=0,09, ხოლო კომეტების გალეხი და ენ- 

კის ექსცენტრისიტეტები ტოლია 6=0,97 8=0,87 შესაბამისად. 
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ნ. ელიფსის ურთიერთშეუღლებული დიამეტრები 

ელიფსის ცენტრში გამავალ ყოველ ქორდას, ეწოდება ამ ელიფსის დი პმე ტრი, 

დრეკადობის თეორიაში სასარგებლოა შემდეგი ამოცანის ამოხსნის ცოღნა. 

ამოცანა., არჩ ეულია. 

2 ყ 
–= 42: =1 (13) 
ეას ჩხ: 

ელიფსის რაიმე L-–I დიამეტრი (ნახ,48) და განიხილება ამ დიამეტ- 

რის პარალელური ქორდების ოჯახი. ვიპოვოთ მათი შუა- 

წერტილების გეომეტრიული ადგილი, 

ამოხსნა. ვთქვათ, რომ IL--I #' აა · ” “ა 
დიამეტრის კუთხური კოეფიციენტი » 

არის ”I. ავირჩიოთ ამ დიამეტრის პა–- # ' V 

რალელური რომელიმე ქორდა, ცხა- 

დია, რომ ამ ქორდის განტოლება იქ- 7-–- C”C 

ნება 
  

ყ= /IIX-+IIL. (I4) 

იმისათვის, რომ ვიპოეოთ ამ ქორდისა “7 

და ელიფსის .გადაკეეთის /M და V წერ- 

ტილები, უნდა ამოვხსნათ ერთობლი- >» 
ვად (13) და (14) განტოლებები, 

თუ (14)-დან ყ-ს ჩაესეამთ (13)-ში 

მივიღებთ 

3 აწ
 

  
ნახ, 48. 

' 

ჯმ (VIII-VII)? _ 
– ა 1, (15) 

#I ღა M წერტილების XM, და Xჯ აბსცისები ამ კვადრატული განტოლების ამონახსნე – 

ბია. გეაინტერესებს VIV ქორდის მშ უაწერ ტილი C(ჯიყეც). ცნობილი ფორმულის 

თანახმად , 

“ XM + XM 
X= ლი“ 

ამგვარად, გეჭირდება (15) განტოლების არა (ცალკეული ამონაზხსენი, არამედ მათი ჯა– 

მი. მაგრამ 

#4Xწ+ 8X+C5=:0 

- ' 8 
კვადრატული განტოლების ამონახსენთა ჯამი ტოლია – + 

თუ (15) განტოლებას შემდეგი სახით გადავწერთ 

1 4. ) +L2 ”„VI | ('. I ი 
–ა–__-_-____- =0, 

--. ხ" ხ“ ' 

6!



დავინახავთ, რომ 

ხ" 2 0? I. , 
ს, ჩხ ცზიბ' 

საიდანაც 

ძ3ბ/!/ 16 
XXი-–-–=–-- <<. 

9 -ხბ + თბ? ? ით 

V0 ორდინატის საპოვნელად (14) განტოლებაში ჩავსვათ Xც-ს მნიშვნელობა,მივიღებთ: 

+ – ფბ, + ხ”I – 
ყიც=IIX ს)=-–-–-– 1 = ეეე 
V9 9 ხ? + "ი? ხ2 + ცბე 

(16) ღა (17) ტოლობებიდან ვღებულობთ 

ყლ_ _ ხხ“. 
X6 თ" 

ეს გვიჩ-ენებს. რომ C წერტილი ძევს 

ცხ? 

თ" 
  ყ= ---» I (18) 

წრფეზე. 

დიდი მნიშვნელობა აქვს იმას, რომ (18) განტოლებაში არ შედის / რიცხვი, რო- 

მელიც განასხვავებს ჩვენს მიერ არჩეულ ქორდას, ოჯახის სხვა ქორდებისაგან. მაშა- 

სადამე,,ამ ოჯახის ყვე ლა ქორდის მწ უაწერტილიძძევს (18) წრფე- 

ზე, თვით ეს წრფე კი გადის ელიფსის ცენტრში, მაშასადამე, საძიებელი გეომეტრიული 

ადგილი არის (18) წრფის მონაკვეთი, რომელიც ჩვენი ელიფსის შიგნით მდებარეობს. 

სხვანაირად, ეს გეომეტრიული ადგილი არის ელიფსის დიამეტრი. ამ ახალი II–-1I1 დი– 

ამეტრის /I” კუთხური კოეფიციენტი 

ხ? – ცუ! == - (19) 

რთ“, 

  

  
1II-–II დიამეტრს ეწოდება I-––I დიამეტრის მშე უღლებული დიამეტრი, 

თეორემა. თუ III-II დიამეტრი I-II დიამეტრის შეუღლე- 
ბულია, მაშინ პირიქით, I– I დიამეტ.რიIIL-II დიამეტრის 

შეუღლებულია. სხვანაირად რომ ეთქვათ, ეს დიამეტ- 

რები ურთიერთშეუღლებული დიამეტრებია. 
დამტკიცება. ვთქვათ, I--–I და II--1I დიამეტრების კუთხური კოეფიციენ– 

ტები II და /#% რიცხვებია შესაბამისად, აღვნიშნოთ #1" 7-ით იმ დიამეტრის კეთხური 

კოეფიციენტი, რომელიც 11--1I დიამეტრის შეუღლებულია. (19) ტოლობის თანახმად 
გვაქვს: 
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მაგრამ „!” გამოისახება „L-ის საშუალებით აგრეთვე, (19) ფორმულით, მაშასადამე, 

ხ? 
ტკ" = - “““ გ-ი. X5) ი” 

ამგვარად, #V>2#=V/II, რაც ამტკიცებს თეორემას. 

შენიშვნა. თუ ერთ დიამეტრად მივიჩნეეთ ელიფსის მცირე ღერძს, 
მაშინ მისი შეუღლებული დიამეტრი იქნება იმაეე ელიფსის დიდი ღერძი. მა- 

შასადამე, ელიფსის ღერძები ისეთი ურთიერთშეუღლებული დიამეტრებია, რომლებიც 

ამავე დროს ურთიერთმართობულიც არიან. თუ ჩვენი ელიფსი წარმოადგენს წრეწირს, 

მაშინ I––-I დიამეტრის შეუღლებული 11-–-II დიამეტრი ყოველთვის მისი მართობული 

იქნება. წრეწირისაგან განსხვავებული ელიფსისათვის კი, გარდა მისი ღერძებისა, არ– 

ცერთი ურთიერთშეუღლებული ორი დიამეტრი არ იქნება ურთიერთმართობული.. 

მართლაც, (19) პირობის თანახმად _– 

ა ჯ- ხ 
/ოუვზ = = >> (20) 

იმისათვის კი, რომ დიამეტრები იყოს ურთიერთმართობული, საჭიროა 

MIე%ლ= --1. (21). 

(2თ და (21) ტოლობების ერთდროულად შესრულება შეიძლება მხოლოდ მაშინ, როცა 

ხ=0, ე. ი. როცა ელიფსი წარმოადგენს წრეწირს. 

მაგალითები, 1) ვიპოვოთ 

ყლიფსის დიამეტრი, რომელიც ყ=7X დიამეტრის" შეუღლებულია. 

ჩეენ შემთხვევაში #I=7, 0=5, ხ=4, მაშასადამე, 

ხ? 16 
MIზლ-–ე=-- 

თ“/ 175 

16 
დღა საძიებელი დიამეტრი იქნება ყ=-უ:X' 

2) CC,1) წერტილში გავავლოთ 

კ ყ 
_–+=-- 

მი 11 

ელიფსის ქორდა, რომელიც ამ. წერტილით შუაზე იყოფა. 

"ეს გამოთქმა . მთლად ზესტი პრ არის, /=7X არის უსასრულო წრფე, 

ხოლო ელიფსის დიამეტრი მისი სა რ უ ლი მონაკვეთია, ასეთი სიტყვიერი თავი- 

სუფლება ხშირად დასაშვებია (როცა მათ არ მივყავართ გაუგებრობამდე), 

. 6ქ,



უპირველესად, C წერტილში გავაელოთ ჩვენი ელიფსის (ნახ. 49) I-–I დიამეტრი, 

რადგან ის გადის 0 და C წერტილებზე, ამიტომ მისი განტოლება იქნება ყ::- _ 

  

  

  

მისი 

შეუღლებული II – II დიამეტრის კუთხური კოეფიციენტი ((19) ტოლობის თანახმად) 

«იქნება 

11 11, 
IL" = – 1 =-კ0 

80. –- 

2 

# ასეთივე იქნება ჩეენთეის საინტე- 

| » რესო ქორდის კუთხური კრეფიცი- 

#» ' ენტი, მაშასადამე, ქორდის განტო- 

_ი 7 C ა ლებაა 

' > 4+- > აუ 11 

+ |“ ->#7 “ (--- 0-2. 
: ანუ 

ნახ. 49. , 11IX+40ყ-–62=90. 

6ი. პარაბოლა 

1. პარაბოლის განსაზლვრა. მისი კანონიკური განტოლება 

განსაზღვრა. პარაბოლა ეწოდება წირს, რომელიც წარ- 

მოადგენს მოცემული წერტილიდან (ფოკუსიდან) და მოცემული 
წრფიდან (დირე ქტრისიდან) თანაბრად დაშორებულ წერტილ- 
თა გერმეტრიულ ადგილს. 

  

  

      

7 

M 

V 7” #4 

V – „V 

· | 
ქ (ს 

2 #/2 |=>I 

”“ მ /# ”–: 

»ჩ" ჯ”' –““ 

ნახ. 50. ნახ, 51. 
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· თუ პარაბოლის დირექტრისა არის #0ჰ0” ხოლო ფოკუსი # (ნახ. 50), 
მაშინ პარაბოლა შედგება ისეთი /V წერტილებისაგან რომლებისთვისაც 

  

MM-M6) 

პარაბოლის განტოლების შესადგენად საჭიროა, უპირველეს ყოვლი- 

სა კოორდინატთა სისტემის არჩევა. გავავლოთ 0X ღერძი ფოკუსხე 
დირექტრისის მართობულად (დირექტრისიდან ფოკუსის მიმართულე- 
ბით). C კოორდინატთა სათავე მოვათავსოთ ფოკუსსა და დირექტრისას 
შორის თანაბარ მანძილზე. ამით განისახღვრება 0V ღერძის მდებარეო- 

ბაც (ნახ. 51). ვთქვათ, 4 არის 0X ღერძის და დირექტრისის. გადაკვე– 

თის წერტილი, ღა დავუშვათ, 

>   
მაშინ ·# ფოკუსის კოორდინატები იქნება ( C-, 0 I ავიღოთ ნებისმი– 

ერი # Cგყ) წერტილი. ცხადია, რომ 
ო” “ ""”!”!""”""' 

Mწ-V/ (+- 1) +ყ. 

მეორე მხრივ, ნახაზიდან ჩანს, რომ 

#MM=-X+ #9 
2 

#M წერტილი ძევს · პარაბოლაზე მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა /MM#M# = 

= VVIVV, ე· ი. -როცა: 

უ–_._ # C-1) +ყ'=X+5 

# უფრო ზესტად /#1M = I>+5-, რაც ადეილად შეიძლება ღავადგინოთ წერ- 

ტილიდან წრფემდე მანძილის გამოსათელელი ფორმულით. მართლაც, დირექტრისის 

განტოლებაა -+L +- =9. მაშასადამე, 

  

  

#+2 ი ომად როთ! 
1 17+02 2 

ტექსტში დაშვებული უზუსტობა შეცდომამდე არ მიგვიყვანს, რადგან #M##= MM ტო- 

ლობის დაწერისთანავე, მას ვახარისხებთ კეადრატში. 
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ეს ტოლობა წარმოად გენს პარაბოლის განტოლებას. განტოლების 
გამარტივების მიზნით ავახარისხოთ ის კვადრატში. გავხსნათ ფრჩხილე- 
ბი, მივიღებთ 

: X- იXXC > ნ + ყ'=X?-- იX+ 

21
% 

ანუ 

(63, 
    
ყ”=20X 

ეს არის პარაბოლის უმარტივესი (ანუ კანონიკური) განტოლება. 

ცხადია, რომ #>0. 

8. პარბოლის ფორმის გამოკვლევა 

გამოვიკვლიოთ პარაბოლის ფორმა მისი განტოლების 

ყ1=2იX , #1) 

(სადაც 0>>0) გამოყენებით. 

(1) განტოლება შეიცავს ყ-ს მხოლოდ კვადრატში. მაშასადამე, ჩვე- 
ნი პარაბოლა სიმეტრიულია 0X ღერძის მიმართ, ამიტომ. პარაბოლის 
სახის დასადგენად, საკმარისია დავად გინოთ მისი სახე 0X ღერძის ზემოთ. 
ამ ნაწილის (X, ყ) წერტილებისათვის V>>0, ამიტომ (1) განტოლებიდან 

ყ-ის განსახლვრისას, რადიკალის წინ უნდა ავიღოთ „+“ ნიშანი. მა- 
შასადამე, ს” 

ყ=V2/იX. 
აქედან ჩანს, რომ 

1) X არ 'შეიძლება იყოს უარყოფითი, რადგან მაშინ V იქნება წარმო- 

სახვითი, რაც არ შეიძლება. მაშასადამე, პარაბოლაზე არ არის 0ყ ღერ- 
ძის მარცხნივ მდებარე წერტილები. 

2) თუ X=0, მაშინ ყ=0. 

3) თუ X იზრდება, მაშინ ყ-იც' იზრდება, მასთან X-ის უსაზღვრო 

ზრდა იწვევს ყ-ის უსაზღვრო ზრდას, მაგრამ არა ისე სწრაფად, როგორც 
თვით X (მაგალითად, X-ის 4-ჯერ გაზრდისას, / იზრდება მხოლოდ 2-ჯერ). 

ამგვარად, პარაბოლის იმ ნაწილს, რომელიც მოთავსებულია 0X 

ღერძის ზემოთ აქვს 52-ე ნახახხე მოცემული სახე, ხოლო მთელი პარა” 

ბოლა „გამოიყურება ძსე, როგორც ნაჩვენებია 53-ე ნახაზზე. 
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პარაბოლა აღმოჩნდა უსასრულო ღია წირი, რომლის სიმეტრიის ღერ- 
ძია 0X, წვერო მოთავსებულია კოორდინატთა სათავეში, ხოლო 0/ მისი 

მხებია”? (წვეროზე გამავალი). 

შენიშვნა. ძნელი არ არის იმის მიხვედრა, რომ შემდეგი გან– 

ტოლებებიდან 

X=2იყ ყბ=-2ი, X"=-2ის,  (0>0) 

2 > 

  

ნახ. 52. ნახ, 53. 

თითოეულს შეესაბამება პარაბოლა, რომლის ფორმა, ისეთივეა, მდება– 

"რეობა კი სხვა. 54-ე, 55-ე და 56-ე ნახაზებზე გამოსახულია ეეს პა- 

რაბოლები. 

მაგალითები. 1) ვიპოვოთ V“=-6X პარაბოლის დირექტრისა 
ღა ფოკუსი. 

ვ , 
აქ 6=2ი. მაშასადამე, 0=3: ფოკუსია 2C 9) წერტილი, ხოლო 

დირექტრისა X#=-– > წრფე. 

2) ანალოგიურად მივიღებთ, რომ #2= –8ყ/ პარაბოლის დირექტრი- 
სა არის ყ/=2 წრფე, ხოლო ფოკუსია #(0, –2). 

8. ყლ=იეX. პარაბოლა 

თეორემ. განტოლებას 
  

Vყ=0X (2) 
  

სადაც ძ=>0, შეესაბამება პარაბოლა. მისი წვე- 
რო კოორდინატთა სათავეშია, ის სიმეტრიულია 

0ყ/ ღერძის მიმართ და როცა 0ი>0 (2 პარაბოლა 

+ მხების ზუსტი განსაზღვრა მოცემული იქნება I/I თავში. 
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მოთავსებულია აბსცისათა ღერძის ზემოთ, ხო- 

ლო როცა ილ<0--მის ქვემოთ. 

დამტკიცება. (2) განტოლება შეიძლება ჩაიწეროს შემდეგი 

სახით 

ეს კი არის X'=-2იყ ან XX2=–-2ჩVყ (0->0)' სახის 'განტოლება, იმის მიხედვით 
ი>0, თუ 0<0. ამ უკანასკნელ განტოლებებს კი ”მეესაბამებათ პარა- 

ბოლები, რომლებიც გამოსახულია 54-ე ნახაზზე, როცა ·02>>0, ღა 56-ე 

ნახაზზე, როცა ძ<0. რისი დამტკიცებაც იყო საჭირო. 

# 

   
ნახ. 54. ნახ. 55, 

იმისათვის, რომ გავერკვეთ, თუ, როგორ მოქმედებს: (2) პარაბოლის 
ფორმაზე ძ კოეფიციენტის მოდული, გამოვსახოთ ერთ ნახაზზე '(ნახ. 57). 

1 ი ი· 

-ყ9“–-- +”, ყ=X. 

      



პარაბოლები, ავაგოთ თითოეულისათვის წერტილები, რომელთა აბს- 

3 
ცისებია X=0, _” X=:+1, X--- X- 2 , X=:+2. 

ეს ნახაზი გვიჩვენებს, რომ რაც უფრო მეტია ძი რიცხვის 
მოდული, მით უფრო ახლოსაა 0/ ღერძთან პა- 
რაბოლის შტოები. შეიძლება ითქვას, რომ (როცა 0:>0) რ.ა ც 

მეტია ი, მით უფრო ციცაბოა პარაბოლა. 

პარაბოლას აქვს მრავალი გამოყენება მექანიკაში. მაგალითად, ჰო- 
რიზონტის მიმართ რაიმე კუთხით გასროლილი ქვა აღწერს პარაბოლას?., 

§ 6. პიპერბოლა 

1. ჰიპერბოლის განსაზღვრა. მისი კანონიკური განტოლება 

ჰიპერბოლის განსაზღვრა მოგვაჟფონებს ელიფსის განსახღვრას. ოღონდ 
უკანასკნელ განსახღვრაში სიტყვა „ჯამი“ უნდა შევცვალოთ სიტყვა 
» სხვაობით“ · 

განსაზღვრა. ჰიპერბოლა იმ წერტილთა გეომეტრიუ- 

ლი ადგილია, რომელთათვის ორ მოცემულ წერტილამდე (ფოკუსე- 
ბამდე) მანძილების სხვაობა არის მუდმივი სიდიდე. 

თუ ფოკუსებს აღვნიშნავთ # და #”, და სხვაობას 20-თი, მაშინ 

ჰიპერბოლის ნებისმიერი #/M წერტილისათვის ადგილი ექნება ერთ-ერთს 

შემდეგი ტოლობებიდან 

MC- Mნ=+2ძ _ (1) 

ამასთან -ნიშანი „-+4« ან „--“ უნდა ავირჩიოთ იმის მიხედვით, თუ # 

და ” ფოკუსებიდან, რომელთანაა უფრო ახლოს / წერტილი. 58-ე 
ნახაზზე /M/ წერტილისათვის, (1) ტოლობაში, «უნდა ავირჩიოთ »„-L“ ნი- 

შანი. თუ ფოკუსებს შორის მანძილს აღენიშნავთ 2C-თი 

#ჯ#” =20, 

მაშინ 20>>2ი, რადგან /MV#„ სამკუთხედში ჩI. გვერდი უნდა იყოს 
MVM# ღა /MV# გვერდების სხვაობაზე მეტი. 

“ 

7 თუ უგულებელვყოფთ ჰაერის წინააღმდეგობას; ეს დასაშვებია იმიტომ, რომ 

"ქვის სიჩქარე დიდი არ არის. არტილერიის ჭურეების შემთხვევაში გვაქვს დიდი სიჩ- 
ქარე და ჰაერის წინააღმდეგობა არსებითად მოქმედებს ტრაექტორიაზე. 
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აშგვარად, 

2>ძ (2 
  

  

  

ჰიპერბოლის განტოლების შესადგენად, უპირველეს ყოვლისა სა- 

ჭიროა ავირჩიოთ კოორდინატთა სისტემა. ისე, როგორც ელიფსის შემზხ– 

ვევაში, აქაც 0X ღერძი გავავლოთ ფოკუსებზე ხოლო კოორდინატთა 
სათავე მოვათავსოთ #/? მონაკვეთის შუაწერტილში (ნახ. 59). ცხადია, 

რომ ფოკუსების კოორდინატები იქნება M--(, 0) და ჩ”"-–-C-თ20). 

  

4 #“ ! 
#/7, 

| L 
- #“ მ # +» 

# 2- # 

ნახ. 58. ნახ. 59. 

ნებისმიერი /VML(CX, ყ) წერტილისათვის იქნება 

Mჩ”=VC>X-თ>'+V, ML” =VCI-6-0C1+V. 
(1) ტოლობის თანახმად, /# წერტილი ძევს ჰიპერბოლაზე მაშინ და მხო–- 

ლოდ მაშინ, როცა : 

V(X-+--C:-Cყ'--V0C- ოთ?-L ყბ=:L2ძ. (3) 

ეს ტოლობა ჰიპერბოლის განტოლებაა, მაგრამ ის შეიძლება გავამარ- 
ტივოთ.. ამისათვის (3) ტოლობა ასე გადავწეროთ 

V(X-- “--ყ”= VC-–იო?-ყ?-L+2ძ. 

ამ ტოლობის კვადრატში ახარისხებით მივიღებთ 

  

X-I- 20++- C-+-ყზ=#-20X+- C+ს'+40VCX-?-+- ყბ--4ე?. 

საიდანაც 

40X--401=-+40V(X-C0?-I-/?. 

თუ შევკვეცავთ 4-ზე და ხელახლა ავახარისხებთ კვადრატში, მივიღებთ 

CX- 20%ი0X-+-შ:=0?(X'---20X-+C"-Lყ?), 

ეე 

# გავიხსენოთ, რომ ელიფსისათვის C< 70. 
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ანუ 

(C –– ი?) #” –– ი"ყ? = 01 (0 -- იშ). (4) 

დავუშვათ, რომ 
  

(2--ეზ=ხ? (5) 
      

ეს აღნიშვნა კანონიერია, რადგან (2) პირობის თანახმად C---? დადე 
ბითია". მაშინ (4) ტოლობა მიიღებს სახეს 

ხ1X"---ი"ყ?ზ=0"ხ”. 

თუ გავყოფთ ამ ტოლობას ი"ხ“-ზე, მივიღებთ ჰიპერბოლის კანონი- 
კურ განტოლებას 

2-8) (6) 
  ა 

რომელიც გავს ელიფსის განტოლებას. 

2. პიაბეურბოლის ფორმის გამოკვლევა 

დავადგინოთ ჰიპერბოლის ფორმა მისი (6) განტოლების მიხედვით. 

რადგან ეს განტოლება შეიცავს X და ყ-ს მხოლოდ ლუწ ხარისხებში, 
ამიტომ (00 ჰიპერბოლა სიმეტრიულია ორივე სა- 

კოორდინატო ღერძის მიმართ. ამიტომ საკმარისია 
ჰიპერბოლის იმ ნაწილის ფორმის გამოკვლევა, რომელიც მდებარეობს 
პირველ საკოორდინატო კუთხეში. ამისათვის (6) განტოლება ჯმოვხსნათ 
ყ-ის მიმართ. თუ გავითვალისწინებთ, რომ პირველ მეოთხედში V>90, 
მივიღებთ 

ხ |,;ხ_ 
ყ=->VX-ძ' (7) 

აქედან ჩანს, რომ როცა 0=X<0, ყ ღებულობს წარმოსახვით მნიშ- 
ვნელობებს. ეს გვიჩვენებს: რომ ჰიპერბოლის ჩვენთვის საინტერესო 
ნაწილს არა აქვს წერტილები #X=თძ წრფის მარცხნივ. თუ #ჯ=0ძ, მაში§ 
ყ=0, ხოლო როცა X>ძ, მაშინ ყ დადებითია და მით მეტია, რაც მე–- 

ტია ჯX. როცა X უსაზღვროდ იზრდება, მაშინ ყ-იც იზრდება უსაზღვროდ. 
აქედან გამომდინარეობს, რომ ჰიპერბოლის ჩვენთვის საინტერესო 
ნაწილს აქეს მე-60 ნახაზზე გამოსახული სახე. 

% (5) აღნიშვნა დასაშეებია, მაშინაც, როცა 6C--ი“< 0, მაგრამ მაშინ ხ: იქნებოდა 

წარმოსახვითი. 
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ხოლო მთელი ჰიპერბოლა გამოიყურება ისე, როგორც ეს 61-ე ნა- 
ხაზზეა ნაჩვენები, ანუ ის შედგება „ორი ნაჭრისაგან“, რომელთაგან თი–- 

თოვული წარმოადგენს უსასრულო ღია წირს. ჰიპერბოლის ხსენებულ 

ნაჭრებს ეწოდება ჰიპერბოლის შტოები. 

#4 და #4” წერტილები ჰიპერბოლის წვეროებია. /#,1/=2ძთ მონაკვეთს 

ეწოდება (6) ჰიპერბოლის ნამდვილი ღერძი. ძ რიცხვს ეწოდება 
ჰიპერბოლის ნამდვილი ნახევარღერჰქი, ხოლო (6) გან- 

ტოლებაში შემავალ ხ რიცხეს –– მიი წარმოსახვითი ნახე- 
ვარღერძი. ხ რიცხვის გეომეტრიული მნიშვნელობა გამოირკვე- 

ვა მე-3 ქვეპარაგრაფში. 

  

  

ნახ, 60". ნახ, 61. 

3. ჰიპერბოლის ასიმპტოტები 

ჰიპერბოლის ფორმაზე შფრო ზუსტ წარმოდგენას მივიღებთ, თუ 
შემოვიღებთ მნიშვნელოვან ცნებას ––- ასიმპტოტების ცნებას. 

რომ უფრო ადვილად გავერკვეთ ამ ცნებაში, დავიწყოთ მაგალი- 

თით. განვიხილოთ წირი 

1 · 

1+X# 
  ყ= 

რადგანაც Xჯ აბსცისა ამ განტოლებაში შედის მხოლოდ კვადრატში, 
ამიტომ ჩვენი წირი სიმეტრიულია ორდინატთა ღერძის მიმართ. ადღ- 
ვილი სანახავია, აგრეთვე, რომ ის მთლიანად მოთავსებულია 0X ღერ– 

"წ მოცემული განტოლება შეიძლება გადაიწეროს შემდეგი სახით ,X”V-+ყ--1=0. 

მაშასადამე, ის მესამე ხარისხის განტოლებაა და შესაბამისი წირი მესამე რიგისაა, თუმ- 

ცა ეს შენიშვნა ჩეენ არ დაგვჭირდება. 
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ძის ზემოთ, ვინაიდან მისი ყოველი წერტილისათვის ყ>>0. იმისათვის, 

რომ უკეთ წარმოვიდგინოთ ეს წირი, ავაგოთ მისი რამდენიმე წერტილი. 

თუ X=0, მაშინ ყ=-1: თუ X=0,5, მაშინ ყV==0,8; თუ X=1, მაშინ 
ყ=0,5; თუ X=2, მაშინ #/=0,2; თუ X=3, მაშინ ყ--:0,1 და ა. შ. წირს 
აქვს 62-ე "ნახაზზე გამოსახული სახე. როცა X იზრდება, მაშინ ყ მცირ- 
დება, უფრო მეტიც, როცა X უსახღვროდ "იზრდება (მაგალითად, X გახ-“ 
დება 100-ზე მეტი, 1000-ზე მეტი, 10000-ზე მეტი და ა. შ.) ყ/ ორდინატი 

  

#V 
/( / 

# 2 
იის ! წ + _–_ + წ წ “> 

–3 -4 -8 -2-710 1! 2 3.4 5... 
ნახ, 62 

სულ უფრო და უფრო მცირდება და უსაზღვროდ უახლოვდება ნულს. 
მაგრამ ორდინატი ნულის ტოლი არ გახდება არასდროს, რადგან 
ყოველი X-ისათვის ყV>>0. მაშასადამე, როცა წერტილი: უსაზღვროდ გა- 

დაინაცვლებს წირზე მარჯვნივ (ან მარცხნივ) ეს წერტილი სულ უფრო 

მეტად უახლოვდება 0X ღერძს. წირი თითქოს „გაეფინება“ 0X ღერძზე 

და ხდება თითქმის განუყოფელი მისგან, ' მთელი ამ, სურათის დასახა– 

სიათებლად ამბობენ, რომ აბსცისათა ღერძი წარმოადგენს განსახილველი 
წირის ასიმ პტოტას. 

  

  

    

  

  

      
ნახ. 63. ნახ. 64. 

ამ ცნების ზუსტი განსაზლვრა ასეთია: 

განსაზღვრა. /# წრფეს ეწოდება უსასრულო IC წირის ა ს ი მ– 
პტოტა, თუ (ნახ. 63) წირზე მდებარე /I წერტილიდან » წრფემდე 

მანძილი ძ=-/VV მიისწრაფვის ნულისაკენ, როცა /M/ წერტილი IL წირ- 

ზე უსაზღვროდ შორს გადაინაცვლებს. 

73.



ამ ზოგადი ცნების დადგენის შემდეგ, დავუბრუნდეთ ჰიპერბოლას. 

განსაზღვრა. მართკუთხედს (ნახ. 64), რომლის ცენტრი კო- 

ორდინატთა სათავეშია ხოლო გვერდები ღერძების პარალელურია 

და სათანადოდ ტოლია 2თძ და 2% რიცხვებისა ეწოდება 

„1. ყ 

თ გ რ 

“ 

ჰიპერბოლის მახასიათებელი მართკუთ ხედი. 

თეორემა. ჰიპერბოლის მახასიათებე ლი მართ- 
კუთხედის დიაგონალები% წარმოადგენენ მის 
ასიმპტოტებს. · 

დამტკიცება. სიმეტრიის გამო, საკმარისია განვიხილოთ (6) 
ჰიპერბოლის ის ნაწილი, რომელიც მოთავსებულია პირველ საკოორდი- 
ნატო კუთხეში. ჩვენ ვნახეთ, რომ ამ ნაწილის წერტილებისათვის 

  

ხ 
ყ-–-VX – 0". (7) 

წ, მეორე მხრივ 01 დიაგონა- 

# L ლის (ნახ. 65), როგორც კო–- 
ორდინატთა სათავეზე გამავა– 

გ · 

V თ ლი და -> კუთხურიკოეფიცი- 

ნ... ” ენტის ქონე წრფის განტო- 

' ლება იქნება · 

ხ 
I მ _ ყ= – X. (8)   ვთქვათ, რომ /M და #” (7) 

ნახ. 65. ჰიპერბოლაზე და (8) წრფე- 
ზე მდებარე წერტილებია შე– 

საბამისად; რომლებსაც ერთიდაიგივე X აბსცისა აქვთ. მაშინ (ნახ. 65 
აღნიშვნების მიხედვით) გვაქვს 

M0= VVL –- ი, ჩ0= (2 
ძი რთ 

რადგანაც VX-ი'<VX>=X, ცხაღის M0<ჩ0 და ჰიპერბო- 
ლა მდებარეობს 00 დიაგონალის ქვემოთ. შემ- 

აქვს დეგ გვ Mჩ=80- M0, 

_ 
  

· რასაკვირველია, ლაპარაკია ამ დიაგონალების უსასრულო გაგრძელებაზე. 
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Mნ= (X– VI» – ი”). (9) 
ძ 

თუ X უსაზღვროდ იზრდება, მაშინ VX“–ი? აგრეთვე უსაზღვროდ 
იზრდება. ამიტომ დაწვრილებითი განხილვის გარეშე ძნელია იმის თქმა, 
თუ როგორი ყოფაქცევისაა (9)? სხვაობა. რომ გავერკვეთ ამ საკითხში, 
გავამრავლოთ და გავყოთ (9) სხვაობა შემდეგ ჯამზე 

X--VX?-–ი?. 

ამის შედეგად მივიღებთ 

Mნ- ხს .(X-VX-2?" )(X+V X – ი). 
2 X-+ V X'–ძ” 
  

_ იხ 

X+ V #-–ი! 

გავიხსენოთ ახლა, რომ მნიშვნელის შემცირებისას წილადი იზრდება. 

ამიტომ 

M#ნ 

M8<5”. (109) 

თუ / წერტილი უსასრულოდ შორს გადაინაცვლებს ჰიპერბოლაზე, 

მაშინ მისი აბსცისა X უსახლვროდ იზრდება, ამიტომ იხ წილადი უსახ- 
ჯ 

ღვროდ უახლოვდება ნულს. მით უმეტეს მიუახლოვდება ნულს /#/ 
მონაკვეთის სიგრძე, რომელიც (10) პირობის თანახმად ამ წილადხე ნაკ- 
ლებია. განვიხილოთ /M წერტილიდან 0) დიაგონალამდე მანძილი 
MM=ძ. რადგან MM მართობია 0) წრფის, ხოლო /MV/7 დახრილია 

იმავე წრფისადმი, ამიტომ #VIVV</#ჩ. მაშინ მით უმეტეს /IV მანძილი 

მიისწრაფვის ნულისაკენ, როცა /M გადაინაცვლებს ჰიპერბოლაზე უსას– 

რულოდ შორს. თეორემა დამტკიცებულია. 

ვნახეთ, რომ 

ჯ# VMძყ 

თ” ხ! ' 

#· თუ, რაიმე #” სიდიდის შესახებ ცნობილია, რომ ის არის ორი ძალიან დიღი # 

და 8 რიცხვის სხვაობა, „= 4-- 8, მის შესახებ არაფრის თქმა არ შეგვიძლია. მაგალითად, 

თუ 4=3000000 და 8= 2000000, მაშინ #=- 1000000, ხოლო თუ # =3000000 და 8-> 

==2999999,98, მაშინ „=0,02. 
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ჰიპერბოლის ერთ-ერთ ასიმპტოტას აქვს (8) სახე. ძნელი არ არის იმის 
· : · ჩხ 

მოსაზრება, რომ მეორე ასიმპტოტის კუთხური კოეფიციენტია –-- 

ამიტომ (6) ჰიპერბოლის ასიმპტოტების განტო- 
ლებებია: 

ყლ -–X, ყ=-.ხ # 
რთ “ 

ეს უნდა დაიმახსოვროთ. 

ჰიპერბოლის გამოხაზ- 
ვის დროს საჭიროა ნახაზ- 
ზე აიგოს მისი ასიმპტოტე– 

ბიც (ნახ. 66). ამით მიღ–- 

წეული იქნება დიდი სი- 
ზუსტე. პარალელურად ირ- 
კვევა ჰიპერბოლის. წარმო– 

სახვითი ღერძის გეომეტ– 

რიული შინაარსი; ის გან– 
საზღვრავს მახასიათებელი 
მართკუთხედის სიმაღლეს. 

შენიშვნა ჰიპერბოლის ასიმპტოტები გვაძლევს საშუალებას 
ვუპასუხოთ შემდეგ კითხვაზე. რით განსხვავდება ჰიპერბოლის შტო 
პარაბოლისაგან? წარმოვიდგინოთ, რომ უსაზღვრო ველხე დახაზუ- 
ლია ყ?=20X პარაბოლა, რომელზედაც აგებულია მაღალი ღობე. ვთქვათ, 
დამკვირვებელი დგას პარაბოლის წვეროში და მიყრდნობილია ამ 
ღობეს. თუ ის მიაპყრობს თავის მზერას 0X ღერძისაგან განსხვავებულ 

ყ=/MIX სხივებიდან რომელიმეს გასწვრივ, მაშინ „უსათუოდ დაინახავს 
“ღობეს, რადგან ყ=/IX სხივი და ყ"ზ=2იX პარაბოლა გადაიკვეთებიან 
არა მხოლოდ კოორდინატთა, სათავეში,” არამედ იმ წერტილშიც, რომ- 

ლის აბსცისაა X = -ჩ. რადგან ფიზიოლოგიურად არ შეიძლება შევაჩე– 
”! 

# 

  

  ბ)       

  
ნახ. 66. 

როთ მზერა ერთი „წიფის გასწვრივ, ამიტომ საითკენაც არ უნდა იყურე- 
რავს. - დამკვირვებ ლი, ის ხედავს ღობეს. ამგვარად “მას მოეჩვენება, 
რომ წინ ველი შ ემოღობ ბილია გიგანტური ელიფსით ?. 

ეი სხვა სურათი წარმოუდგება დამკვირვებელს, რომელიც დგას 
ჰიპერბოლის წვეროში და მიყრდნობილია ამ ჰიპერბოლის გასწვრივ 

აღწერილი ოპტიკური ეფექტი, რკინიგზებზე შემჩნეული მოვლენის მსგავსია: 

გვეჩვენება, თითქოს რელსები «იკვეთება, თუმცა სინამდეილეში ისინი პარალელური 
არიან, ' 

ა 
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აგებულ ღობეს. ვთქვათ, 0 არის ჰიპერბოლის ასიმპტოტების მიერ 0X 
ღერძთან მედგენილი კუთხე. თუ დამკვირვებლის მზერის სხივი .0X ღერ- 
ძთან შეადგენს 0-ზე მეტ კუთხეს (ხოლო პრაქტიკულად მის ტოლ კუთ- 
ხეს), მამინ ის დაინახავს ღობეს. ხოლო თუ ეს კუთხე 0-ზე ნაკლები იქნება, 

მაშინ დამკვირვებელი დაინახავს თავისუფალ ველს. მაშასადამე, მას. 

მოეჩვენება, რომ ველი შემოსახღვრულია: ორი სწორი ვერტიკალური 
კედლით, რომლებიც ადგენენ ერთმანეთთან 20-ს ტოლ კუთხეს. 

4. ჰიბერბოლის ექსცენტრისიტეტი 

განსაზღვრა. ჰიპერბოლის ექსცენტრისიტეტი ეწო- 

დება მის ფოკუსებს შორის მანძილის შეფარდებას "ნამდვილ ღერძთან,: 
ანუ 

C 
8= –- 

C       

რადგან C>ძ ამიტომ ყოველი ჰიპერბოლისათვის §>>1. რომ დავად- 

გინოთ ექსცენტრისიტეტის გავლენა ჰიპერბოლის ფორმაზე, შევნიშნოთ, 
რომ (5) ტოლობის ძალით იქნება : 

“. ხ? "თ-–-0 

ც? ი“ 
  

საიდანაც 
  

ხ ==V6”–1 

თრ 

“ I 

  

  

ჯ - #I 2. 

6=/2.         
  

ტა
წ 

          
ნახ 67. ნახ, 68. 
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მაშასადამე, რაც მეტია §, მით უფრო მეტია ასიმპტოტებს შორის 
კუთხე.ზ67-ე და 68-ე ნახახებზე გამოსახულია ჰიპერბოლები, რომელთა 

ექსცენტრისიტეტებია შესაბამის დ 6273 და 82>1,2. 

8. ტოლფერდა პიპერბოლა 

განსაზღვრა. თუ ჰიპერბოლის მახასიათებელი მართკუთხედი 

კვადრატია (ნახ. 69), მაშინ ჰიპერბოლას ეწოდებ ტოლფერდა. 

აღვნიშნოთ ასეთი ჰიპერბოლის ხუთი თვისება. 

#/ ეს თვისებები უშუალოდ /„ გამომდი– 

ნარეობს ტოლფერდა ჰიპერბოლის გან- 

საზღვრიდან და თითოეული მათგანი შე- 

იძლება მივიღოთ ასეთი ჰიპერბოლის გან– 

საზღვრად. · 

> 1. ტოლფერდა ჰიპერბოლის ნახევარ– 

I ღერძები ტოლია 

”_ ი=ხ 

- ნახ, 69 2. ტოლფერდა ჰიპერბოლის განტო– 
ლებას აქვს შემდეგი სახე 

      

        

ანუ 

    

3. ტოლფერდა ჰიპერბოლის ასიმპტოტები ურთიერთმართობუ– 

ლია. 

4. ტოლფერდა ჰიპერბოლის ასიმპტოტების განტოლებებია: 

M=X, ყ=-X 

    

ე. ი. ისინი ყოფენ ჰიპერბოლის სიმეტრიის ღერძებს შორის კუთხეებს 

შუაზე. 

§: ტოლფერდა ჰიპერბოლის ექსცენტრისიტეტი 6=V2 მართლაც, 
თუ ძ=ხ, მაშინ C2=ი"--ხ! ფორმულა მიიღებს სახეს C2=20?, საიდანაც 
გამომდინარეობს ზემონათქვამი. 
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6. შეუღლებული პიპერბოლა 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ 0Xჯ და 0ყ ღერძები თანაბარუფლებიანია, 
ძნელი არ არის იმის გაგება, რომ 

(11) 
    

განტოლებას შეესაბამება ჰიპერბოლა; მისი ფოკუსები 0წV ღერძზე მდე– 
ბარეობენ ნამდვილი ღერძია 2ხ, ხოლო წარმოსახვითი 20. მჭშასა- 

დამე, (11) ჰიპერბოლის მახასიათებელი მართკუთხედი ემთხვევა 

XX M_ ' # 
ცე? ხ? ბშა. ჯ 

ჰიპერბოლის მახასიათებელ 

მართკუთხედს. ამ ჰიპერბო- 2 > 

ლებს ეწოდებთ ურთი- 

ერთშეუღლებული ძი- 
პერბოლები. რადგანაც. ურ- > 

თიერთშეუღლებულ ჰიპერ- 2 

ბოლებს აქვთ საერთო მახა- ნახ. 70, 

სიათებელი მართკუთხედი. (ნახ. 70), ამიტომ 'ასიმპტოტებიც საერთო 

აქვთ. კერძოდ, თუ ურთიერთშეუღლებული ჰიპერბოლებიდან ერთ- 

ერთი ტოლფერდაა, მაშინ მეორეც ტოლფერდა იქნება. 

  

      
  

?. პიპერბოლის ზოგიერთი გამოყენება 

ვუჩვენოთ ჰიპერბოლის გამოყენების ორი მაგალითი: ერთი სამ- 

ხედრო საქმეში, ხოლო მეორე -–– ეკონომიკაში. 

ა ქვემეხის მოძებნა ბგერათსაზომი ხერხით. 

ცნობილია, რომ ბგერის სიჩქარეა 300 მ/წმ. დავუშვათ,” რომ ორი მეთ- 

ვალყურე („მოყურადე“), რომლებიც LM და #” წერტილებში იმყოფე– 

ბიან, ინიშნავენ დროს, როდესაც გაიგონეს ქვემეხის გასროლის ხმა.' 

თუ #ჯ მეთვალყურემ ეს ხმა გაიგონა 7 წამით ადრე, ვიდრე #? მეთვალყუ- 

რემ, მაშინ ქვემეხი უნდა იმყოფებოდეს /#V წერტილში, რომელიც 
#“-ისაგან 300 7 მ-ით უფრო შორსაა, ვიდრე #-ისაგან: 

ML I -–-MI” =300 1. 

ამიტომ /MV არის იი ჰიპერბოლის წერტილი, რომლის ფოკუსებია 
# და ჩ” ხოლო ნამდვილი ღერძი 20=300 /. უფრო მეტიც, ცხადია, რომ 
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/# წერტილი ძევს ამ ჰიპერბოლის სწორედ იმ შტოზე, რომელიც # ფო- 
კუსის მხარესაა. რადგანაც ჩვეულებრიე მეთვალყურეები, ქვემეხიდან 
შორს იმყოფებიან, ამიტომ /I/ წერტილი # და #” წერტილებიდან საკმაოდ 

დიდი მანძილით არის დაშორებული, ანუ ძევს იქ, სადაც ჰიპერბოლა 
ძალიან ახლოსაა თავის ასიმპტოტასთან. ამიტომ პრაქტიკულად შეიძლება 

ჩავთვალოთ, რომ მტრის ქვემეხი მოთავსებულია /M წერტილში, რო- 

მელიც ძევს ჰიპერბოლის ასიმპტოტაზე. თუ ცნობილია ფრონტის გა- 

ნაწილების საერთო ხასიათი, ანუ უხეშად რომ ვთქვათ, ის მხარე საი– 

თაც იმყოფება მოწინააღმდეგე, ადვილი იქნება იმის გარკვევა, თუ. 
რომელ „ასიმპტოტაზე ძევს +#MV წერტილი. : 

ამგვარად, #. და #” მეთვალ– 
'ყურეებს შეუძლიათ განსაზღ- 

ვრონ წრფე (ნახევარწრფეც 
კი),რომელზედაც შეიძლება იმ– 
ყოფებოდეს მოწინააღმდეგის 
ქვემეხი. საკმარისია # და #7 

მეთვალყურეებს შეუერთდეს 
კიდევ ერთი #“” მეთვალყურე, 
რომ ვიპოვოთ მეორე (შეიძ- 

ნახ,“ 71, ლება მესამეც) ნახევარწრფე, 

რომელზეც იმყოფება საძიე- 

ბელი ქვემეხი (ნახ. 71). ამიტომ მის გასანადგურებლად (ძეცხლი უნდა 
დაუშინონ ხსენებული წრფეების გადაკვეთის წერტილს. 

ბ რკინიგზის სადგურის გავლენის არე. ვთქვათ, 

4 და 8 რკინიგხის ორი სადგურია (ნახ. 72). ვთქვათ, აგრეთვე, რომ ამ 

რკინიგზის მიდამოს სხვადასხვა ადგილიდან უნდა გაიგზავნოს ტვირრი 

რაიმე C პუნქტში. ვგულისხმობთ, რომ 8 სადგური უფრო ახლოსაა 

C სადგურთან, ვიდრე 4. ტვირთის გამგზავნის წინამე, რომელიც რაი- 
მე /# პუნქტში იმყოფება, ისმება ამოცანა: 4 და 8 პუნქტებიდან, 
რომელში უფრო ხელსაყრელია 

ტვირთის გადაზიდვა ავტოტრან- 

სპორტით, რომ შემდეგ ის გაი- 
გზავნოს რკინიგზით C პუნქტში. 

ვთქვათ, ავტოტრანსპორტით 
1 კმ-ის მანძილზე ტვირთის გა- 

დატანის ღირებულებაა ი მან. 
ხოლო იმავე მანძილზე რკინი- 
გზით, ძ მან. 

მაშინ ტვირთის ·-გამგზავნმა 

შემდეგნაირად უნდა იანგარიშოს: ნახ, 72. 
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1) ტვირთის გადაზიდვა #4 სადგურამდე ეღირება 

(ი:M#4+თძთ-48+Vძთ-8C) მან. 

2) ტვირთის გადაზიდვა 8 სადგურამდე ეღირება 

(0:7M8–+- «-.8C მან. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ „8 სადგურამდე უნდა გადაიზიდოს ტვირთი 
იმ /#VI, ადგილებიდან, რომლებისათვისაც 

0:M#4+ძ·-:48>ი0-/M8. 
ან, რაც ·იგივეა 

M4-M8>-.94 ·48. (13 
: ჩ 

ის /#M/ წერტილები (მათთვის 4 სადგურსა თუ #8 სადგურამდე გადა- 
ზიდვის ღირებულება ერთნაირია) რომლებისათვისაც 

M4-M8=- 9 #48, (18) 
? 

მდებარეობენ ჰიპერბოლაზე, რომლის ფოკუსები # და 8 წერტილებ- 
შია და ნამდვილი ღეოძია 

20=-9 #48. 
ი 

უფრო ზუსტად, # წერტილები, რომლებიც (13) თანაფარდობას აკმა– 
ყოფილებენ, მდებარეობენ ხსენებული 'ჰიპერბოლის იმ შტოზე, რომელიც 
#4" ფოკუსის მხარესაა. გამოდის, რომ ის #M წერტილები, რომლების- 

თვისაც მართებულია (12) ტოლობა მდებარეობენ ამ შტოს „გარეთ“ 

(ე. ი. სიბრტყის იმ ნაწილში, რომელიც გამოყოფილია ხსენებული შტო- 
თი 4 წერტილიდან). 

§ 7. კოორდინატთა გარდაქმნა 

1. საკითხის დაჟენება 

იმისათვის, რომ დავწეროთ რაიმე წირის განტოლება, უპირველეს 
ყოვლისა საჭიროა ავირჩიოთ გარკვეული კოორდინატთა სისტემა. ამ 
სისტემის შეცვლით, შეიცვლება წირის განტოლებაც. მაგალითად, თუ 

სიბრტყეზე დახაზულია #7 რადიუსიანი წრეწირი, მამინ კოორდინატთა 

ნებისმიერი სისტემისათვის მის განტოლებას აქვს სახე 

(X-––- თ”-CCყ–-ხ)2:=/??. (1) 

+ სწორედ ეს შტოა. ნაჩვენები 72-ე ნახაზზე. 

ტრ. ი. ნატანსონი ზ1



განსაკუთრებით მარტივია ეს განტოლება, როცა კოორდინატთა სათავე 
მოთავსებულია წრეწირის ცენტრში, ვინაიდან მაშინ თ=ხ=0 და (1) 

განტოლება გადაიქცევა შემდეგ განტოლებად 
#2-+- ყბ= 122, 

ყკხედავთ, რომ კოორდინატთა სისტემის მოხერხებული არჩევა გვაძ- 

ლევს საშუალებას ერთი და იგივე წირისათვის მივიღოთ უფრო მარტი- 
ვი განტოლება. აი კიდევ უფრო ნათელი მაგალითი იმისა, თუ როგორ გავ- 

ლენას ახდენს წირის განტოლებაზე კოორდინატთა სისტემის არჩევა. 

თუ სიბრტყეზე დახახულია რაიმე წრფე, მაშინ კოორდინატთა ნებისმიერი 

სისტემისათვის მისი განტოლება იქნება 

4X+8ყ+C=0. “რთ 
მაგრამ, თუ სისტემა ისეთია, რომ აბსცისათა ღერძი სწორედ ჩვენს წრფეს 
ემთხვევა, მაშინ ამ წრფის განტოლება იქნება 

” Vყ=0. (3) 

ცხადია, რომ (3) განტოლება უფრო მარტივია, ვიდრე (2). 

ყოველივე ამას მივყავართ კოორდინატთა ახალი, უფრო მოხერხე- 
ბული, სისტემის არჩევით წირის განტოლების გამარტივების საკითხა– 
მდე. 
ს საკითხი რომ გადავწყვიტოთ, ამისათვის საჭიროა წინასწარ შე- 

ვისწავლოთ, თუ როგორ იცვლება ცალკეული წერტილის კოორდინატე- 
ბი კოორდინატთა სისტემის შეცვლით. 

აქ სწორედ ამ ამოცანას შევეხებით. ჯერ მას ამოვხსნით კოორდინატთა 

გარდაქმნის ორი კერძო სახისათვის, ხოლო შემდეგ ზოგადი შემთხვე- 

ვისათვის. 

9. სისტემის პარალელური გადატანა 

ვთქვათ, სიბრტყეზე დღახახულია მართკუთხა კოორდინატთა ორი 
სისტემა, „ძველი“ 0XV/ სისტემა და „ახალი“ 0LX,ყ, სისტემა ამას- 

თან, ახალი სისტემის ღერძები პარალელურია ძველი სისტემის სათა= 
ნაღო ღერძების" უფრო მეტიც, ჩვენ ჩავთვლით რომ ღერძების მი- 
მართულებაც თანხვდენილია სხვა სიტყვებბძთ რომ ვთქვათ, ახალი 
0,X%ყ,ე სისტემა მიღებულია ძველი სისტემისაგან პარალელური 

გადატანით, რომლის დროსაც კოორდინატთა სათავე 0 გადატა- 

ნილია 0)(ი, 0) წერტილში. აქ ი და ძ# 0, წერტილის კოორდინატებია 

  

“ ანუ აბსცისათა ახალი ღერძი პარალელურია აბსცისათა ძველი ღერძის, ბოლო 

ორდინატთა „ახალი ღერძი-––ოორდინატთა ძველი ღერძის, 
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ძველი სისტემის მიმართ. (კოორდინატთა ახალ სისტემაში, ცხადია 

0,-ის კოორდინატები ნულის ტოლია). ყოველივე ეს გამოსახულია 73-ე 
ნახაზზე, სადაც გარკვეულობისათვის მიღებულია, რომ /#92>>0, ძ>0. 

ავიღოთ სიბრტყეზე ნებისმიერი M წერტილი და დავუშვათ, რომ 

კოორდინატთა ძველი სისტემის მიმართ, მისი კოორდინატებია (CX, V/), 

ხოლო ახალი სისტემის მიმართ –– (X,, ყე). 73-ე ნახაზიდან უშუალოდ 
ვხედავთ, რომ 
  

  
X=X,-LV/, ყ=Vყ,+9ძ. (4) 
  

ეს ნიშნავს, რომ პარალელური გადატანის დროს წერ- 
ტილის ძველი კოორდინატი უდრის ახალ კო- 

ორდინატს დამატებული ახალი სისტემის ს. 

თავის სათანადო კოორდინატი (ძველი სისტე- 

მის მიმართ) 

#     
  

ნახ, 73. 

ერთის შეხედვით უფრო სასარგებლო იქნებოდა ფორმულები, რომ- 

ლებიც გამოსახავენ ახალ კოორდინატებს ძველის საზუალებით, ე. ი. 
ფორმულები 

XI -= I-ი, ყ1.=ყ–-ძმ. (5) 

ვინაიდან „ძეელი კოორდინატები ჩვენთვის ისედაც უკვე ცნობილია და 
საპოვნელია ახალი“. მაგრამ საქმე ასე არ არის და (4) ფორმულები უფრო 

მნიშვნელოვანია, ვიდრე (5). პრაქტიკაში. იშვიათად ხდება ახალი კო- 

ორდინატების განსაზღვრა ძველის მიხედვით. უფრო ხშირად წი“ის „ძვე- 

ლი“ განტოლებიდან გვიხდება, „ახალი“ განტოლების შედგენა. ამისათ– 

ვის კი „საჭიროა ძველ „განტოლებაში ძველი კოორდინატების შეც- 
ვლა ახალი კოორდინატებით, ე. ი. უნდა ვისარგებლოთ არა (5) ფორ– 

მულებით, არამედ (4) ფორმულებით. 
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8. სისტემის მობრუნება 

განვიხილოთ ახლა შემთხვევა, როდესაც ახალი 0», სისტემა მი–- 
ღებულია ძველი 0XV სისტემის რაიმე 0 კუთხით მობრუნებით (როგორც 

ყოველთვის, კუთხეები ითვლება დადებითად, თუ ისინი ათვლილია სა- 
ათის ისრის მოძრაობის საწინააღმდეგო მიმართულებით). ამგვარად, 
ორივე სისტემას აქვს საერთო სათავე 0. ვთქვათ, რომ ისე როგორც 
ზემოთ, M# წერტილის კოორდინატები ძველი სისტემის მიმართ არის 
(X, ყ), ხოლო ახალი სისტემის მიმართ -– (X,, ყ,). 

74-ე ნახაზიდან გვაქვს,“ რომ 

«4M8=890, ვინაიდან ამ კე- 

თხის გვერდები მართობულია 0X 
და 0X, ღერძებით შექმნილი კუთ- 

ხის გვერდების. შემდეგ, იმავე ნახა– 

ზიდან გვაქვს 

X=0/4, X,=08, ყ= 4V, 
ყე = 8VV. 

  

  

მაგრამ 

ნახ, 74. 04ტ=0C–4C=0C–7X–8. 

0C და #8 მონაკვეთები წარმოადგენენ 0C8 და #VIM28 მართკუთხა სა- 
მკუთხედების კათეტებს, მასთან პირველი მათგანი 0 კუთხის მიმდე- 

ბარე გვერდია, ხოლო მეორე, მისი მოპირდაპირეა. მაშასადამე, 

0C=08 -ლ05 8=X 005 0  I)8=8VM60-5I0ი0=ყ,51ი 8. 

ამგვარად, ' 

X=C0/4#=7X,005 0-––Vყ,51ი 0. (6) 

ანალოგიურად გვაქვს 

4/M#M=40+ს0M=C8+სVM. 

ამასთანავე 

C8=08 5I00=X,5ი 0, I1M=8#V/ C050=Vყ, 0050, 

საიდანაც 

ყ=/4ძ/M=X,51L.0-LVყ,005 8. (7) 

# სიმარტივისათვის ჩვენ განვიხილავთ მხოლოდ იმ შემთხეევას, როცა 0 კუთხე 

მახვილია, მიღებული ფორმულები მართებულია ყოველთვის. 
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(6) და (7) ფორმულებიდან საბოლოოდ ვღებულობთ 

X=-X, 00508 –– I, 5Iი 0 ' ” რ 

  

  
V-=X, 51110 + ყ, 0050 

ამ ფორმულების დასამახსოვრებლად შევნიშნავთ, რომ X-ის გა- 
მოსახულებაში გვაქვს „სრული უწესრიგობა“ (სინუსის წინ კოსინუსი, 
ნიშანი მინუსი!, ხოლო V-ის გამოსახულებაში –– სრული „წესრიგი“ 

(კოსინუსის წინ სინუსი და ნიშანი პლუსი). 

(8 ფორმულა გვაძლევს ძველი კოორდინატების გამოსახვას ახლის 
საშუალებით. უკვე ვიცით, რომ სწორედ ასეთი ფორმულებია საკირო 
პრაქტიკამი თუ მაინც მოვინდომებთ წერტილის ახალი კოორდინატე- 
ბის მისი ძველი კოორდინატების საშუალებით გამოსახვას, მამინ უნდა 
მოვნახოთ X», და ყ, (8) განტოლებებიდან, თუ პირველ მათგანს გავამ- 

რავლებთ C0§ 0-ზე, ხოლო მეორეს §10 6-ზე და შეღეგებს შევკრებთ, 
მივიღებთ 

X,=X 005 0-LV 510 0. (9. ა) 

ანალოგიურად, თუ (მ) განტოლებებიდან პირველს გავამრავლებთ 

§(0 0-ზე, ხოლო მეორეს 005 0-ზწე და მეორე შედეგს გამოვაკლებთ 

პირველს, მივიღებთ 

ყ.ლ=-–-Xჯ §I0ი 0-LVყ 005 0. 0 ბ) 

(9) ფორმულების დამახსოვრება აუცილებელი არ არის. ხოლო (8) ფორ- 
მულები შემდეგში მნიშვნელოვან როლს "შეასრულებენ, ამიტომ ისინი 
უნდა დავიმახსოვროთ. ' 

4. კოორდინატთა გარდაქმნა ზოგად შემთხვევაში 

ბოლოს განვიხილოთ კოორდინატთა გარდაქმნის ზოგადი შემთხვე- 

ვა, როდესაც 0XV („ძველი“) და 0)X,4) სისტემებს არა აქვთ საერთო 

სათავე და ღერძების მიმართულებაც არ არის თანხვდენილი. ვთქვათ, 
ახალი სისტემის 0, სათავის კოორდინატები (ძველის მიმართ) არის 

(ი, თ, ხოლო 0,X, ღერძი ქმნის 0X ღერძთან 0 კუთხეს (ნახ. 75). 

ეს ზოგადი შემთხვევა ადვილად დაიყვანება უკვე განხილულ შემთხვე- 
ვებზე. ამისათვის შემოვიღოთ კიდევ ერთი „საშუალედო“ კოორდინატთა 

სისტემა 0;XV, რომელსაც იგივე 0,) სათავე აქვს, ხოლო 0,» და 0,V ღე– 

რძები პარალელურია ძველი 0X და 0Vყ ღერძების. 

ცხადია, რომ ძველი 0XMV/ სისტემიდან ახალ 0,X,ყ/, სისტემაზე გა- 

დასვლა შეიძლება ორი საფეხურის გავლით 1) პარალელური გადატანის 

საშუალებით გადავდივართ ძველი 0Xყ სისტემიდან სა შუალედო 0,XV 
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სისტემაზე და 2) ღერძების მ კუთხით მობრუნებით გადავდივართ საშუა- 
ლედო 0,X V სისტემიდან ახალ 0,X,V, სისტემახე. 

თუ M წერტილის კოორდინატებია 0XV, 0,XV და 0;X,ყ, სისტემებ- 
ში შესაბამისად (X, ყ), (X, V), (X, M)), მაშინ (4) ფორმულების თანახმად 

X=X+-ი, ყ=ყ-Lძ, 
ხოლო (8) ფორმულების თა– 
ნახმად 

X =X)005 6––Vყ, 5100, 

#V =X, 5I00-L ყ;ი05 0. 

საიდანაც საბოლოოდ 

X=XC050--/, 5(00-Lი| (Iთ 
#V= X,5100-LV,C050 -L9ძ | 

როდესაც ი= ძ=0, ეს ფორ- 
მულები გვაძლევს (8) ფორმუ- 
ლებს, ხოლო თუ 0=0, მა- 

შინ ––- (4) ფორმულებს. 

  
  

  

ალგებრული წირი და მისი რიგი 

ზემოთ დამტკიცებული იყო, რომ ყოველ წრფეს შეესაბამება პირეელი ხარისხის 

განტოლება. ეს მართებულია კორრდინატთა ნებისმიერი სისტემისათვის. ამგეარად, 

კოორდინატთა სისტემის შეცელის დროს; წრფის განტოლებაც შეიცელება, მაგრამ გან- 

ტოლების ხარისხი არ იცვლება. 

ზუსტად ასევე, როგორიც უნღა იყოს კოორდინატთა სისტემა, წრეწირის განტო- 

ლება მეორე ხარისხის იქნება. 

განეაზოგადოთ ეს დაკვირვებანი. 

განსაზღვრა. წირს ეწოდება ალგებრული, თუ კოორდინატთა რაი- 

მე სისტემაში” მას შეესაბამება 

#XMM+8X'ყ"-+ CXI”Mყ56-- ..=0 (1) 

სახის განტოლება, სადაც 4, 8, C,... რაიმე (ნებისმიერი) ნამდვილი რიცხეებია, ხოლო 

„I, ი, (, M, #7, §,... მთელი არაუარყოფითი რიცხვებია. 

ალგებრული წირების მაგალითებს წარმოადგენს წრფე. ელიფსი, პარაბოლა და 

ჰიპერბოლა, ალგებრული წირია აგრეთვე წირი, რომლის განტოლ ებაა 

7V”ყ3-C 2X/+ყ? – 10=0 (12) 
ან 

X?-|-2Xყ96--–-3=0, (13) 

" გაგახსენებთ, რომ ჯერჯერობით ჩვენ ვიცნობთ მხოლოდ დეკარტის კოორდინატ– 

თა სისტემას. ქვემოთ გავეცნობით პოლარულ კოორდინატთა სისტემას, მაგრამ ეს მსჯე– 

ლობა ამ სისტემას არ ეხება. 
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ხხ. თეორემა 1. თუ კოორდინატთა რაიმე 0 სისტემაში 

წირის განტოლებას აქეს (I) სახე მაშინ ნებისმიერ 

სხვა 0«ყ, სისტემაში მის განტოლებას იგივე სახე 

ექნება. 

დამტკიცება. ნებისმიერი / წერტილის (X, ყ) კოორდინატები 0XV სიLტ-- 

მაში გამოისახება 0,X,V, სისტემის კოორდინატებით (10) ფორმულების საშუალებით, 

თუ სიმარტივისათვის დავუშვებთ, რომ C05 0=V, 510 0= 9, მივიღებთ 

X=VMX–-წV+-ი, ყ-5 სXL-LIIV-L წ. 

თუ #M წერტილი ძევს მოცემულ წირზე, მაშინ მისი კოორდინატებისათვის მართე– 

ბულია (11) ტოლობა, რომელიც შეძლება ასე გადაეწეროთ 

4(თX, – ხყ,:+ი9)” (სX,+იყ,.+ თ)”-L 8 (იX, – Vყ, + 0)" X 

XLCVX,-LIIV,-L 0)ჯ/+...=0 (14) 

ფრჩხილების გახსნისა და მსგაეს წევრთა შეერთების შემდეგ მიეიღებთ 

4,” ყV) –+8,X,/« ყუ ""+...=0 (15) 

სადაც მხოლოდ #,, 8,,... კოეფიციენტებისა და VI, II, წ, ჩ,,...ხარისხის მაჩვენებლე– 
ბის რიცხვითი მნიშვნელობები იქნება შეცვლილი. (15) გან ტოლება კი იგივე 
ტიპის იქნება, როგორიც (11) განტოლე ბაა. თეორემა დამტკიცე- 

ბულია, ვინაიდან (15) განტოლება იმავე წირის განტოლებაა ახალ სისტემაში. 

“თეორემის აზრი იმაში მდგომარეობს, რომ წირის ალგებრულობა თვით წირის შ ი– 

ნაგანი თვისებაა და არ არის დამოკიდებული კოორდინატთა სისტემის არჩევაზე. 

არაალგებრუეულ წირებს“ ეწოლებით ტრანსცენდენტური წირები, 

ასეთებია მაგალითად, ჯერ კიღევ სკოლის კურსიდან ცნობილი წირები: 

ყ=:5::1 X 
სინესოიღა, ან 

ყ=!წჯ” 
ლოგარითმული წირი. 

შემოვიღოთ ალგებრული წირის რიგის ცნება. (11) განტოლებაში განვასხვავოთ 

#4 "ყჩ, 8XIყი, CXIMყა,... 

შესაკრებიბიო, 

ამ შ.აკრუბებიდან თითოეულს აქვს გარკვეული ხარისხი, #-ის და V-ის ხარისხის 

მაჩეენებელთა ჯამ ი, 

მაგალითად #1X”"4/M სესაკრების ხარისხი MI+/ რიცხვის ტოლია. (11) განტოლების 

შესაკრებების ხარისხებს შორის აუდიღეს ეწოდება ამ განტოლების 
ხარისხი. მაგალითად (12 განტოლების ზარისხი 5, ხოლო (1) გ.- 

ტოლების-–?, 

თეორემა 9, ალგებრული წირის განტოლების ხარისხი 

კოორდინატთა ყოველ სისტემაში ერთი და იგიეეა. 

ამ თეორემის დამტკიცება პირველი თეორემის დამტკიცების მსგაესია, ამოტომ 
ა რ შევჩერდებით მასზე. ამ თეორემის აზრი მდგომარეობს იმაში, რომ ალგებრული წირის 

ჭ ანტოლების ხარისხი საესებით განისაზღვრება ამ წირის გეომეტრიული თვისებებით 
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და არ არის დამოკიდებული წირის მდებარეობაზე კოორდინატთა სისტემის მიმართ, 
ამ გარემოების გამო შეიძლება მოვახდინოთ ალგებრული წირების კლასიფიკაცია მათი 

განტოლებების ხარისხის მიხედვით. ეს თეორემა ამართლებს სახელწოდებას „წ რიგის 

წირი“, ანუ სეთი წირი, რომელსაც შეესაბამება # ხარისხის განტოლება. მაგალითად, 

ელიფსი არის მეორე რიგის წირი, რადგან მას კოორდინატთა ყოველ სისტემაში შეესა– 

ბამებ მეორე ხარისხსს განტოლება. 

§ 8. მეორე რიგის წირების განტოლებების გამარტივება 

1. Vყ=0X-+ხX+-> განტოლება 

ამ პარაგრაფში შევისწავლით კოორდინატთა გარდაქმნის ფორმულე– 

ბის გამოყენებას მეორე რიგის წირების განტოლების გასამარტივებ” 

ლად. დავიწყოთ მაგალითით. ვთქვათ, საჭიროა 

ყ=3X”--12X+9 (1– 

განტოლების შესაბამისი წირის გამოკვლევა. ამ განტოლებაში დავაჯგუ- 

ფოთ X-ის შემცველი წევრები ერთად: 

ყ=3(X>--4X)+9. 

ფრჩხილებში მოთავსებული გამოსახულება შევავსოთ სრულ კვად- 

რატამდე, მივიღებთ 

ყ=30”- -4X+4)-+9-12, 
ანუ, რაც იგივეა _ 

ყ+3=3(XLC-2)” (2) 

ეს კი არის გამოსავალი (1) განტოლება, ოღონდ წევრთა სხვანაირი დაჯ– 

გუფებით. დავუშვათ ახლა, რომ განხორციელებულია კოორდინატთა 

სისტემის პარალელური გადატანა ისე, რომ სათავე გადატანილია 0,),(ი, ძ)ა 
წერტილში. მაშინ სიბრტყის ყველა წერტილის ძველი (X, ყ) კო–- 

ორდინატები „ გამოისახება ახალი (X,, ყ,) კოორდინატების საშუალებით 
შემდეგი ფორმულებით 

X=X-L-/, ყ=–M1-L ძ. 
მაშასადამე, ახალ კოორდინატებში ჩვენი წირის · განტოლებას ექნება 

შემდეგი სახე 

#.-+V+3=3(+ 0--2)?. (3) 

0, წერტილის არჩევა ჩვენს განკარგულებაშია. დავუშვათ, რომ 

ჩლ2 0=--3.



წ და ძ რიცხვების ასეთი არჩევით (3) განტოლება არა მარტო „მიიღებს 
ძალიან მარტივ სახეს” 

M#-=3X (0), 
არამედ, რაც უფრო მნიშვნელოვანია, მიიღებს. პარაბოლის განტოლების 
სახეს. 

რადგანაც (1) და (4) განტოლებები ერთი და იგივე წირის განტოლებებია, 

ამიტომ, (#8) განტოლება არის პარაბოლის განტოლება. ამ პარაბოლის 

წვერო ძევს 0,(2,-––3) წერტილში, ის სიმეტრიულია 0,ყ, წრფის და 
მდებარეობს 0,X, ღერძის ზემოთ. სასარგებლოა ამ პარაბოლის შედა- 
რება 

ყ=3X” (5) 
პარაბოლასთან. 

ცხადია, რომ ეს ახალი პარაბოლა ფორმისა და ზომის 'მიხედეეთ იგივეა, 

'რაც (4) პარაბოლა, ოღონდ მისი წვერო ძევს არა ახალი სისტემის სათა– 

ვეში, არამედ ძველი სისტემის სათავეში და მისი სიმეტრიის ღერძია არა 
ახალი სისტემის, არამედ ძველი სისტემის ორდინატთა ღერძი. სხვა” სიტყ- 
ვებით რომ ვთქვათ, (4) პარაბოლა მიღებულია (5) პარაბოლის პარა– 

ლელური გადატანის შედეგად, იმ 
პირობით, რომ წვერო გადადის 

0, (2, ––3) წერტილში. მაგრამ უკვე 
აღვნიშნეთ, რომ (4) პარაბოლა იგი– 
ვეა, რაც. (1) პარაბოლა (მკითხველი 

უნდა გაერკვეს იმაში, რომ -(1) და 

(ტე) განტოლებები წარმოადგენენ 

ერთი და იგივე წირის განტო- 

ლებებს, მხოლოდ კოორდინატთა 

სხვადასხვა. სისტემაში). მაშასადამე, 

(1) განტოლება არის იმ პარაბოლის 

განტოლება, რომელიც მიიღება (5) 

პარაბოლის პარალელური გადატანით. ყოველივე ეს ნაჩვენებია“? 76-ე 

ნახაზზე. 
ამ მაგალითის. გარჩევის შემდეგ ადვილი გასაგებია 
თეორემა 1, განტოლებას 

ყ=0თX"+ ხX-+C (6) 

  
?" სწორედ ამაშია ი და 0 მნიშვნელობების არჩევის იდეა. მკითხველი ადვილად შე– 

ამოწმებს, რომ ი და ქ-ს სხვა მნიშვნელობებისათვის მივიღებთ (4) განტოლებაზე 

უფრო რთულ ,განტოლებას, 

#2 ნახაზზე (1) და (3) პარაბოლების ფორმა დამახინჯებულია, 
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სადაც ძ580 შეესაბამება პარაბოლა, რომელიიცე 
მიიღება 

ყ=თX? (7 

პარაბოლისაგან რაღაც პარალელური გად. 
ტანის,საშუალებით. 

დამტკიცება. წინა მაგალითის მსგავსად, გადავწეროთ (6) 
განტოლება შემდეგნაირად 

ყ=ი(#+ =X)+ი, 

ხოლო შემდეგ 

2 
=ი(#+ ნ.ე ხ'_ +C-–--, 

ძ 4ებ 

” =#2(+ +). +(--#, 
თუ მეორე შესაკრებს გადავიტანთ მარცხნივ და სიმარტივისათვის და- 
ვუშვებთ, რომ 

ან, რაც იგივეა 

(6) განტოლება საბოლოოდ მიიღებს შემდეგ სახეს 

ყ––ი=0(X--ი)?. (8) 
"ახლა, თუ მოვახდენთ კოორდინატთა სისტემის პარალელურ გადჭტა- 

ნას, ისე, რომ სათავეს გადავიტანთ 0,(0, ძ) წერტილში, მაშინ უნდა 
დავუშვათ, რომ X = X#X,+/ი0, ყ=V,+V. ამით (8) განტოლება გარდაიქ- 
მნება შემდეგ განტოლებად ! 

ყ.=0თX%. (C)) 
ამგვარად, (6) განტოლებას შეესაბამება (კოორდინატთა ძველ სისტემა- 

ში) ის წირი, რომელიც ახალ სისტემაში შეესაბამება (9) განტოლებას. 

ეს უკანასკნელი კი ფორმითა და ზომითაც იგივეა, რაც (7) პარაბოლა. 

საკმარისია შევნიშნოთ, რთმ (7) პარაბოლის (6) პარაბოლასთან შე–- 

სათავსებლად საჭიროა, პირველი მათგანი პარალელურად გადავიტანოთ 
ისე, რომ წვერო მოხვდეს 0,1(02, ძი) წერტილში. თეორემა დამტკიცებუ- 
ლია. 

შენიშვნები. 1) ყ=70X. პარაბოლის ფორმა სავსებით განისახ- 
ღვრება თ კოეფიციენტის მნიშვნელობით. რადგანაც V=თX%?-L-ხX-+ 6 

90



პარაბოლას აქვს იგივე ფორმა, ამიტომ ი, ხნ და C კოეფიციენტებიდან 
ყ=თ0იX++ხX+C პარაბოლის ფორმაზე გავლენას ახ- 

დენს მხოლოდ თი კოეფიციენტი. 

ხ და C (აგრეთვე ი) კოეფიციენტებბე დამოკიდებულია მხოლოდ 
პარაბოლის წვეროს მდებარეობა. 

2) პირველი თეორემის ანალოგიურად მტკიცდება რომ განტოლე- 

ბას 

X=ძყ"+ხVყ+C (თ5C0) 

შეესაბამება პარაბოლა, რომლის სიმეტრიის ღერძია 0X ღერძი. 

ბ. #4X-+Cყ"-I-სX+ნყ+ჩ=0 განტოლება 

ჩვენი მთავარი, ამოცანაა მეორე ხარისხის ზოგადი განტოლების 

#47+8Xყ+Cყ1+სX+სნსყ+ჩ=0 (10) 

გამოკვლევა. 
ეს ამოცანა არსებითად მარტივდება იმ კერძო შემთხვევაში, როცა 8=0. 
ე. ი. როცა (10) განტოლებაში არ შედის XV ნამრავლი. 

თეორემა 2. თუ 
  

#4X-+Cყ'+სX-+ ნყ + #/=0 (11) 
      

განტოლებას შეესაბამება რაიმე მრუდი, მა- 
შინ ეს არის ან ელიფსი, ან პარაბოლა, ან ჰი- 

პერბოლა. 

სანამ თეორემას დავამტკიცებდეთ, გავარკვიოთ თუ რატომ იწყება 
მისი ფორმულირება სიტყვით „თუ“. საქმე იმაშია, რომ (11) განტოლე– 

ბას საზოგადოდ შეიძლება სიბრტყეზე არ შეესაბამებოდეს არავითარი 
გეომეტრიული ადგილი. ასეთია, მაგალითად განტოლება 

5-1 7ყბ=- (12) 

შესაძლებელია აგრეთვე ის შემთხვევა, როცა (11) განტოლებას შე- 

ესაბამება არა წირი, არამედ-–წერტილი. ასეთია თუნდაც განტოლება 

ვეტ -L 7ყბ=0 (13) 
რომელსაც შეესაბამება კოორდინატთა სათავე. მაგრამ აღნიშნული შემ- 
თხვევებით არ ამოიწურება შესაძლო „უსიამოვნებები“, რადგან; როცა 
ვამბობთ „მრუდი“, ჩვენ ვგულისხმობთ რაღაც მოღუნულ წირს. მაგ- 
რა განტოლებას 

9X”- 4ყზ1=0 (14) 
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შეესაბამება არა მოღუნული წირი, არამედ წრფეთა წყვილი: 

3X--2ყ–ლე0 და 3X-+2ყ=0 

რადგან (14) განტოლება შეიძლება გადავწეროთ შემდეგი სახით 

(3X--2ყ) (3X-2ყ) =0. 

ცხადია, რომ ეს ნამრავლი ნულის ტოლია; თუ ერთ-ერთი თანამამრავლი 
უდრის ნულს. ანალოგიურად, 

X?=0 (15) 

განტოლებას შეესაბამება X=0 წრფე, ხოლო 

X-–-–3X+-2=0 (16) 

განტოლებას X=1 და X=2 წრფეთა წყვილი. სწორედ მსგავსი შემთხვე- 
ვების გამორიცხვა გვინდა, თეორემის ზემოთ მოცემული ფორმულირებით. 
ამგვარად, ტერმინი „მრუდი“ აღნიშნავს „მოღუნულ წირს“. 

გადავიდეთ დამტკიცებაზე, ვიგულისხმოთ, რომ #4 და C კოეფიციენ- 
ტებიდან ერთ-ერთი ნულის ტოლია. ორივე კოეფიციენტი ერთდროულად 
არ შეიძლება იყოს ნულის ტოლი, რადგანაც მაშინ (11) განტოლება გა– 
დაიქცევა პირველი ხარისხის განტოლებად,, რომელსაც შეესაბამება არა 
მრუდი, არამედ წრფე. გარკვეულობისათვის ვთქვათ, C=0. #5-0. 

მაშინ (11) განტოლება მიიღებს შემდეგ სახეს 

#4X'-+-სX+ ნყ-++ #6 =9. 

ის შეიძლება ? გადავწეროთ ასე 

4. ა L 
M=-.- LL _–- –_ - –. 

L წ L 

ეს კი ზემოთ განხილული 

ყ=იX”-+ ხX-L C (0 5-0) 

ტიპის განტოლებაა და ჩვენ უკვე ვიცით, რომ მას შეესაბამება პარა–- 

ბოლა. 

ზუსტად ასევე, როცა 4=0, C5-0 (11) განტოლებას შეესაბამება 
პარაბოლა, ოღონდ მისი სიმეტრიის ღერძი იქნებ პარალელური არა 
0ყ ღერძის, როგორც განხილულ შემთხვევაში, არამედ 0X ღერძის. 

' 

. ცხადია, რომ 65-0, წინააღმდეგ შემთხვევაში (11) განტოლებას ექნებოდა ,1X"-I- 

+M9X--/ =0 სახა, მას კი შეესაბამება წრფეთა წყვილი (მსგავსად (16) განტოლებისა) 

ან ერთი წრფე (როგორც (15) შემთხვევაში), ან საზოგადოდ არ შეესაბამება არაფერი 

(მაგალითად X24+-3=0). 
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„გადავიდეთ ახლა იმ შემთხვევაზე, როდესაც „#4 5-0, და C=-0. ამ შემთ– 

ხეევაში (11) განტოლება შეიძლება ასე გადავწეროთ: 

ი #:' ნ ჩა 4 2ჯ+–-<- ? +. («+ % +:#)+2V7+ჯ +=V9+3 2C)“ 

_ XI IM _ 
424 4 

ან, მოკლედ 

4(X-–-0)1?+C(ყ/––ძთ)1=#M, 
სადაც" 

ი ჩნ იგ. ჩ? 
=-- =-– M=– ––. 

” 24 9 2C 44 16 

თუ მოვახდენთ კოორდინატთა სისტემის პარალელურ გადატანას, 
ისე, რომ სათავეს გადავიტანთ 0,(ი, 9) წერტილში, მაშინ ახალ სისტე- 
მაში (11) წირის განტოლება იქნება 

#X,1+Cყ,?=VM. (17) 

გავარჩიოთ ორი შესაძლებლობა: 1) # და C კოეფიციენტებს აქვთ 

ერთნაირი ნიშანი და 2) მათ აქვთ სხვადასხვა ნიშანი. 

შევჩერდეთ ჯერ პირველ შემთხვევაზე. ვთქვათ, გარკვეულობისათვის“”, 
რომ 4>90 და C>0. მაშინ ცხადია, რომ /M>>0. მართლაც, თუ /MV=>0, 
მაშინ (17) განტოლებას შეესაბამება არა მრუდი, არამედ – წერტილი, რო- 

გორც ეს (13) მაგალითში იყო. ხოლო /#/<0 უტოლობის შესრულებისას 

-(17) განტოლებას არაფერი არ შეესაბამება, როგორც '(12) მაგალითშია. 

ამიტომ დარჩა მხოლოდ ერთი შესაძლებლობა /#>>0. 

%XI17). განტოლება გადავწეროთ შემდეგი სახით 

' · #4. CM, 
“ა ეეუ21 1 (18 M + M ) 

M ,: M_. ან, თუ დავუშვებთ, რომ ჯ =0“, C წ (ლს დაშვება მართებულია, 

რადგანაც დაწერილი წილადღებიე დადებითი სიდიდეებია) 

მივიღებთ: 

თ ყ' _ -+9+ = 
ხ? 

ეს არის ელიფსის ანტოლება. 

% მკითხველი ყურადღებით უნდა ღდაუკვირდეს მსჯელობის მსვლე 
ლობას. #. ყ და VI გამოსახულებათა დამახსოვრება არ არის საჭირო, 

ხხ წინააღმდეგ შემთხვევაში ·(17) განტოლების ორიეე ნაწილს შევუცვლით ნიშანს. 
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განსახილველი დარჩა შემთხვევა, როცა # და C კოეფიციენტებს 
სხვადასხვა ნიშანი აქვთ. შეიძლება დავუშვათ, '' რომ 4:2>>0, C<0, 

ვინაიდან წინააღმდეგ შემთხვევაში შევცვლით (17) განტოლების ორივე 

ნაწილის ნიშანს, როგორც ზემოთ, აქაც შეიძლება შევნიშნოთ, რომ 

/# 5-0. მართლაც, ამ შემთხვევაში როდესაც 4>>0; C<0 და /V =0, (17) 

განტოლება წარმოადგენს არა მრუდს, არამედ წრფეთა წყვილს, რო–- 
გორც (14) მაგალითშია. ამგვარად, /#5+-0. გარკვეულობისათვის ვიგუ- 

ლისხმოთ, რომ />>0. თუ (17) განტოლებას გადავწერთ (18) სახით და 

დავუშვებთ რომ + = ი”, დ” ნ. მივიღებთ განტოლებას 

ი? ხ 

ე. ი. მივიღებთ ჰიპერბოლის განტოლებას. თეორემა დამტკიცებულია. 

შენიშვნები. 1) თეორემის დამტკიცების ხერხი, თუ ის გა- 

მოყენებულია კონკრეტულ განტოლებაზე, ფაქტიურად დაიყვანს მას 
კანონიკურ სახეზე. 

2) თეორემის დამტკიცებიდან ჩანს, რომ მრუდიმ რომელიც 

#4X>-+Cყ?+ILX+ ნყ+ ”=0, 

განტოლებას შეესაბამება არის: 

ა პარაბოლა, როცა 4C=0, 

ბბელიფსი, როცა #4C>0, 

გ ჰიპერბოლა, როცა 4C<0. 

2 2 ი" V" · 

მაგალითად ?" ' 
5X-+-7X-1I1ყ+6=0 არის პარაბოლა, 
4X#?+ 5ყ+ 20X--30ყ+8=0 არის ელიფსი, 
2X"-–-3ყ1-- 4X+ 12ყ–-7=0 არის ჰიპერბოლა · 

3. მეორე ხარისხის ზოგადი განტოლება 

დავუბრუნდეთ ახლა (10) განტოლებას. 

თეორემა 3. თუ 

4X--8XI+Cყზ-+-სX+ 8ყ+ ჩ=0 (10) 
  

  

“ იგულისხმება, რომ (11) განტოლებას შეესაბამება მრუდი და არა წერტილი ან 
წრფეთა წყეილი. ამაში ადვილად დავრწმუნდებით, თუ (11) განტოლებას დავიყვანთ 
კანონიკურ სახეზე. 

»·. „მაში დასარწმუნებლად, რომ ამ მაგალითებში საქმე გეაქვს ხსვნებულ წი– 
რებთან. საჭიროა დაწერილი განტოლებები დავიყვანოთ უმარტივეს სახეზე. ამ მარტივ 
ოპერაციას ვანდობთ მკითხველს. 
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განტოლებას შეესაბამება მრუდი, მაშინ ის 
არის ან ელიფსი, ან პარაბოლა, ანჰიპერბოლა. 

დამტკიცება. ეს თეორემა ჩვენს მიერ უკვე დამტკიცებულია 

იმ შემთხვევისათვის, როცა ,3=0, ე. ი. როცა განტოლებაში არ შედის 

Xჯყ ნამრავლი. 

ჩავთვალოთ, ახლა, რომ ,85=#0. თუ კოორდინატთა სისტემას მოვაბრუ- 
ნებთ ნებისმიერი 0 კუთხით, მაშინ (10) განტოლება გარდაიქმნება რა- 
იმე ახალ განტოლებად. დავამტკიცოთ, რომ 0 კუთხე შეიძლება ისე 

შევარჩიოთ, რომ ახალ განტოლებაში არ შედიოდეს კოორდინატთა ნამ– 

რავლის შემცველი წევრი. 
მართლაც, კოორდინატთა სისტემის მობრუნების შემდეგ ძველი 

თ, ყ) კოორდინატები გამოისახება ახალი კოორდინატებით შემდეგი 

ფორმულების საშუალებით 

X=X)0050“-V;51ი 0; ყ=X;51I1 0-LV,C05 0. 

თუ (10) განტოლებაში Xჯ და ყ-ს ამ გამოსახულებებით შევცვლით, 

მივიღებთ ჩვენი მრუდის განტოლებას ახალ. კოორდინატებში 

#4(X,005 მ--–-V,51ი 0)“-- 8. (X,C05 0-–V,5Iი 0) (X,§Iი 0-- 

+V)ე005 0)+-C(X,51ი0 0-LVყ.ეC0ა 0)-+ L=0, (19) 

სადაც L-ით აღნიშნულია დანარჩენი წევრების ერთობლიობა. ცხადია, 

რომ L არ შეიცავს მეორე ხარისხის წევრებს X, და ყ, კოორდინატების 
"მიმართ. კერძოდ, ის არ შეიცავს X,//, ნამრავლსაც. 

ამოვწეროთ (19) განტოლების, ყველა "წევრი, რომელიც შეიცავს 

X ყე ნამრავლს. სახელდობრ 

L--2/ 510 0C05 0+- ,8(C05” 0--5Iი ?10)--2C 5(ი 0 C050| X,V,. 

რად გან 

2 510 00050=3I% 20, 005%0-–510“0 =C00520, 

აღნიშნული წევრების ჯგუფი შეიძლება ასე ჩაიწეროს 

(8005 20---(4--C)51ი 20) X,//. 

ჩვენი მიზანია ისეთი 0 კუთხის შერჩევა, რომ (19) განტოლებაში. 

არ შედიოდეს X,ყ, ნამრავლის შემცველი წევრები. ცხადია, რომ საკ- 
მარისია, 0 აკმაყოფილებდეს 

80505 20–-(4-––C)518 28=0 

პირობას, ან რაც იგივეა 

(4––C) ყი 28=8 0083 20. (20) 
95



საბოლოოდ 

8 (თ20=--“-- 21 
წ 4-–-C (ს   

რადგანაც ყოველი ნამდვილი რიცხვი არის რაიმე კუთხის ტანგენსი, 
ამიტომ ყოველთვის (ე. ი. ნებისმიერი 4, 8,C რიცხვებისათვის) არსებობს 

98 კუთხე, რომელიც (21) თანადობას აკმაყოფილებს. ეს კი იმას ნიშნავს, 
რომ. კოორდინატთა სისტემის მობრუნებით (10) განტოლება შეიძლება 
გარდაიქმნას ისეთ განტოლებად, რომელიც არ შეიცავს კოორდინატთა 
ნამრავლს. ე. ი. საკითხი დაიყვანება უკვე განხილულ მეორე თეორე- 
მაზე. 

შენიშვნები: 1) თუ #=>C, მაშინ .(21) ტოლობა კარგავს 

აზრს. ამ შემთხვევაში უნდა მივმართოთ (20) ტოლობას, რომელიც 
მიიღებს სახეს 

8C:0520=0, 

ანუ C0528=0 (ჩვენ ხომ ვთვლით, რომ „8590), მაგრამ მაშინ 28=-909, 
ე. ი. 8=->459. ამგვარად, როცა ·„4=C, მაშინ კო ორდინატ- 
თა სისტემა უნდა მოვაბრუნოთ 45-ით. 

2) თუ თეორემის დამტკიცების ხერხს გამოვიყენებთ კონკრეტული 

განტოლებისათვის, მაშინ ეს განტოლება დაიყვანება კანონიკურ სახეზე. 

მაგრამ ამ მიზნისათვის არსებობს უფრო მოხერხებული მეთოდები. 
მათ არ განვიხილავთ. 

3) ისე როგორ 10) განტოლებისათვის, აქა) ადგილი აქვს შემ =ის მ. 6 აგო ს სგანფოლების ვის, აქაც ადგილი აქვს შემდეგ 

#X+ 8X/+CM'+0X+8ყ+ჩ”=0 
განტოლებას შეესაბამება არის: 

ა პარაბოლა, როცა 44C=7წ87, 

ბ) ელიფსი, როცა 44C>78?, 
გ ჰიპერბოლა, როცა 44C<7#1). 

ამ დებულებას არ დავამტკიცებთ. 

« 

4. მაგალითები. პიპერბოლა, რომელიც მოცემულ ასიმპტოტებს 

მიეკუთვნება 

1) განვიხილოთ განტოლება 

8»“- .16:-–- 3ყ?-I- 120---4=-0, 

"+ C0520მ0=0 ტოლობას პირველი წრეწირის ფარგლებში აკმაყოფილებს ორი 
კუთხე: 0:=45“ და 0-=135” ამიტომ ნაცულად 45”-ით მობრუნებისა, შეიძლებოდა 
135--იანი კუთხით მობრუნება. 

2% იხ. პირეელი სჭოლიო 94-ე გვერდზე. 
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გადავწეროთ ის შემდე გი სახით: 

8(VX---2X)+ 3(ყ?- 4ყ) =4. 

ფრჩხილებში მოთავსებული გამოსახულებები შევავსოთ სრულ კვად- 

რატამდე 

8(I- 2X+ 1)+ 3(ყ?--4/-- 4)==94. 
აქედან 

(X-- 1)? (ყ 1-2)? 
_–_-- L-' ' --1, 

ვ + 8 

გადავიტანოთ კოორდინატთა სისტემა პარალელურად ისე, რომ სათავე 
მოთავსდეს 0I1(1,-––2) წერტილში. ახალ სისტემაში ჩვენი წირის განტო–- 

ლება იქნება 

'2 MM" _, 

31 .__ 

ეს არის ელიფსი, რომლის ნახევარღერძებია V3 და V8. მისი ფოკუსები 
მოთავსებულია ორდინატთა (ახალ) ღერძზე. 

2) განვიხილოთ უფრო რთული მაგალითი 

4X?-L24XV+ 11ყ?--24X--82ყ-- 15=0. (22) 

დავიწყოთ იმ 8 კუთხის პოვნით, რომლითაც სისტემის მობრუნება გა- 

მოიწვევს განტოლებაში კოორდინატთა ნამრავლის გაქრობას. (21) 
პირობის თანახმად 

8 
I 268=-–-, 

წ“ 4-2 
ჩვენთვის 4=4, 8=24, C=11 და ამიტომ 

24 ს 24 
2ვ%=----= 23 

I620 4--11 7 (23) 

მაგრამ 

(«20- 2169 
1-L(თ70 

2 
მაშასადამე, 1Lწ 0 აკმაყოფილებს – გ““ – ან 

12 (თ20-–– 7 IC 0–- 12=0.. 

განტოლებას. 
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ამ განტოლებას აკმაყოფილებს: (LC 9= + და Lდ 0=-> „ ამ კუთხეე– 

ბიდან შეიძლება ავირჩიოთ ნებისმიერი. ავიღოთ ის 0 კუთხე, რომლისთვისაც 

Lყ0 = 2 · როგორც ცნობილია 

1 
ი050=-L –->---–--- 

V1+120 
მაშასადამე, ჩვენს შემთხვევაში 

C05 0=+ – / (24) 

და მაშინ 
ა „4 

510 0=LC8ლ0050=+-- . (25) 

(24) და (200 ტოლობებში ნიშნის არჩევა ჩვენს განკარგულებაშია. 

მართლაც. ნიშნის ნებისმიერად არჩევის შედეგად: მივიღებთ L0– – .ეს 

კი უზრუნველყოფს (23) ტოლობის შესრულებას. (24) ტოლობაში ავირ– 
ჩიოთ ,+“ ნიშანი. მაშინ 

3 4 
C0-0=- -, §9:0=... 

5 5 

და სისტემის ამ 0 კუთხით მობრუნების დროს კოორდინატთა გარდაქმნის. 

ფორმულებს ექნება შემდეგი სახე 

_ 3%-449 _ 41% +39, X =.+2, ყ= – (26) 

თუ ამ გამოსახულებებს შევიტანთ (22) განტოლებაში, მივიღებთ, 
ჰ 

4რX1L--ყ,--16X,--6ყ,+ 3=0:. (27) 

როგორც მოსალოდნელი იყო, ახალი განტოლება არ შეიცავს X, V, 
ნამრავლს. შემდგომ გარდაქმნებს გავაგრძელებთ ისე როგორც წინა 
მაგალითმი, სახელდობრ, (27. განტოლებას ჩავწერთ შემდეგი Iახით 

400?--4X,-+ 4)-–(V,?+ 6V,-L+9) =4, 

(X, –2)? _ CV +3)?. _ 1, 

19 4 

ან 

თუ მოვახდენთ სისტემის პარალელურ გადატანას ისე, რომ სპკთავე გა- 
დავიდეს 0)(2,-–3) წერტილში, ახლ ღერძებს აღვნიშნავთ C),X;.და 
გ |



0,ყ., მაშინ X,=Xა-+- 2, §)=ყ:-3 და 0,X-/ სისტემაში წირის განტო- 

მაშასადამე, ჩვენი წირი არის ჰიპერბოლა, რომლის ნახევარღერძე-– 
ბია 1 და 2. მისი ასიმპტოტების , განტოლებებია #ა=+2Xე. ჰიპერბოლის 
სიმეტრიის ცენტრია 0,. 0X,V, სისტემაში მისი კოორდინატებია X,= 

=2, ყ.=--3. მაშასადამე. (260) ფორმულების თანახმად 0XV სისტემა- 
ში 0, წერტილის კოორდინატები იქნება X=3,6 და ყ=--0,2. 

იმისათვის, რომ ჩვენი ჰიპერბოლა გამოვსახოთ ნახახხე,ე უპირვე- 

ლეს ყოვლისა მოვაბრუნოთ კოორდინატთა სისტემა 0 კუთხით, რომლის- 

3 . 4 
თვისაც C050= <” 511 0 = <" ეს კუთხე მოთავსებულია 0? და 90”-ს 

შორის და ადვილად შეიძლება აიგოს ტრიგონომეტრიიდან ცნობილი ხერ– 
ხით, ამგვარად, ვღებულობთ 0X,/, სისტემას, ვპოულობთ 0,(2, ––3) წერ– 
ტილს და ვაგებთ 0,X./; სისტემას. 77-ე ნახაზზე გამოსახულია (22) ჰი– 
პერბოლის მახასიათებელი მართკუთხედი, ასიმპტოტები დღა თვით 

ჰიპერბოლაც. 

3) განვიხილოთ კიდევ ერთი მაგალითი; რომელსაც აქეს თეორიული 

მნიშვნელობა. ვთქვათ, საჭიროა 

Xყ=0 (28) 

წირის გამოკვლევა. რადგან ამ განტოლებაში (4 =C(=0), ამიტომ 1) შე- 
ნიშვნის თანახმად საჭიროა სისტემა მოვაბრუნოთ 45-ით. 0 კუთხის 

"წ
. 

  9თ



ამ მნიშვნელობისათვის კოორდინატთა გარდაქმნის ფორმულები მი- 
იღებს სახეს 

.'2 2 
X= (X,––Vყ,) – ყ=(%ი+VI) V2, 

თუ ამ გამოსახულებებს შევიტანთ (28) განტოლებაში მივიღებთ 

XV, =20, (29 
ეს კი (როცა ძთძ560) “არის, ტოლფერდა ჰიპერბოლა. მისი ასიმპტოტები 

ყოფენ სიმეტრიის ღერძებს შორის კუთხეს ტოლ ნაწილებად. მაგრამ 

(2 ჰიპერბოლის სიმეტრიის ღერძებს წარმოადგენენ კოორდინატთა 

(ახალი) ღერძები მაშასადამე, ასიმპტოტები ძველი საკოორდინატო 
ღერძებია. ამგვარად დამტკიცებულია 

თეორემა 4. განტოლებას 

სადაც თძ=590 შეეს 
ბოლა, რომელსაც 
ორდინატო ღერძე 

L 

ძ>ი 

  

!' 

ნახ. 78. ნახ. 79. 

ადვილი გასაგები, რომ როცა ით>0 ჰიპერბოლა ძევს პირველ და 
მესამე, ხოლო როცა ძ<0 მეორე და მეოთხე საკოორდინატო კუთხე- 
ებში (ნახ. 78 და 79). 

§ 9. პოლარული კოორდინატები 

1. პოლარულ კოორდინატთა . სისტემა 

“აქამდე სიბრტყეზე წერტილის მდებარეობის განსაზღვრისათვის ვსარ- 
გებლობდით მისი მართკუთხა კოორდინატებით. ახლა განვიხილოთ სხვა 
მნიშვნელოვანი სისტემა– პო ლარულ კოორდინატთა სისტემა. 
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ეს სისტემა შედგება რაღაც 0 (პოლუსი) წერტილისაგან და 
მასხე გამავლი 0» ღერძისაან?“? (პოლარული ღერძი) 

აღნიშნული ობიექტების საშუალებით შეიძლება ნებისმიერი #M წერ- 
ტილის მდებარეობის განსახლვრა სიბრტყეზე. ამისათვის # წერტილი 
შევაერთოთ 0 პოლუსთან და ვიპოვოთ 0 კუთხე, რომელსაც 0# 

სხივი ადგენს პოლარული 0X ღერძის დადებით მიმართულებასთან და აგ- 
რეთვე 0#MM სხივის # სიგრძე ?? (ნახ. 8თ). 0 და # რიცხვებს ეწოდება /M# 

წერტილის არგუმენტი, და რადიუს-ვექტორი შესაბამისად. მათი საერთო 

სახელწოდებაა––/#M წერტილის პოლარული კოორდინატები. იმ ფაქტს, 
რომ M წერტილის პოლარული კოორდინატებია” და 0, ჩვეულქბრივად 

ასე წერენ /M (,.0). ეს ჩაწერა არც თუ ისე კარგია, რადგანაც გაურკვე- 

ველია, თუ რას აღნიშნავს, მაგალითად /VI(3,2) ჩანაწერი: წერტილს, 
რომლის აბსცისა და ორდინატი არის შესაბამისად 3 და 2; თუ წერ- 
ტილს, რომლისთვისაც ეს რიცხვები წარ- 

მოადგენენ რადიუს-ვექტორს და არგუ- მ” 
მენტს, ამ წიგნის შემდეგ ნაწილში ეს 
გაუგებრობა თავიდან აცილებული იქნება > 

სათანადო განმარტებებით, ხოლო ამ პარაგ- 9 

რაფშმი ჩვე შემოვიღებთ აღნიშვნას ი · C 
M<7, 0>, თუმცა ასეთი აღნიშვნა საერთოდ ნახ. 80. 
მიღებული არ. არის. 

პოლარულ კოორდინატთა სისტემას, მართკუთხა სისტემასთან შედა- 

რებით, აქვს ზოგიერთი ნაკლოვანება, პირველ რიგში, პოლუსის არ- 
გუმენტად შეიძლება იყოს აღებული ნებისმიერი რიცხვი. მაგალითად”"?, 
4#4(0,1), 8(0,10), C(0,42ე) აღნიშვნებით მოცემულია ერთი .და იგივე 
წერტილი –– პოლუსი. სიბრტყის ნებისმიერ წერტილს აქვს არგუმენ– 
ტების უსასრულო სიმრავლე, რადგანაც თუ წერტილის არგუმენტს და–- 
ვუმატებთ 2%=36079?? კუთხეს, ამით წერტილი არ იცვლება. ამიტომ 

წ ღერძი ეწოდება წრფეს, რომელზედაც არჩეულია დადებითი მიმართულება. 

ამიტომ ზემოთაც ვახსენებდით 0X და 0ყ ღერძებს. 

.'. რა თქმა უნდა, მხედველობაში გვაქქეს 0M მონაკვ ე თის სიგრძე, 
რადგან სხივი არის უსასრულო ნახევარწრფე. 

... (2,3) წერტილის არგუმენტი სამი რადიანის ტოლია, ხოლო MVXC2,27% 
წერტილის არგუმენტი ტოლია სამი გრადეუსისა. 

თ... ცხადია, | 21== 360”| ტოლობა ნიშნავს მ ხოლოდ იმას, რომ „2ჯ რაღი- 

ანი” კუთხე+“ ტოლია 360” კუთხისა“. ამიტომ აღნიშნულ ტოლობაში მარცხენა ნაწი- 

ლი არ შეიძლება ჩავთვალოთ განყენებულ რიცხვად (ისევე როგორც 1მ= 100 სმ ტო– 

ლობა არ შეიძლება შევცვალოთ 1==100 სმ ტოლობით). | ჯX= 180? | სახის ტოლობები 

გეხედება იმიტომ, რომ როცა კუთხე მოცემულია რადიანებში, სახელწოდება „რადია- 

ნი“ გამოტოვებულია. · 
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#V(5,73), M(5,443), /#(5,8033, C(5, –-287% ერთი და იგივე წერტი- 

ლია. 
ზოგჯერ განიხილავენ რადიუს-ვექტორის უარყოფით მნიშ- 

ვნელობასაც. მაგალითად, ,/VI(–-2,60) გამოსახავს წერტილს (ნახ. 81), 

რომელიც მიიღება შემდქგი აგებების შედეგად: ჯერ მოაბრუნებენ პო- 

ლარულ ღერძს 60-ით (როგორც ყოველთვის საათის ისრის მოძრაო- 

ბის საწინააღმდეგო მიმართულებით), ამის შემდეგ ღერძზე (ახალი 

მდებარეობისათვის) უარყოფითი მიმართულებით გადაზომავენ 2 

ერთეულის სიგრძის მონაკვეთს. მიღებული წერტილი იქნება /VML(-––2,609). 

იგივე წერტილი “შეიძლება , ჩაიწეროს შემდეგი სახით /M.(2,240% 

სხვანაირად, იმავე წერტილის მოცემა შე–- 

იძლება, თუ ვისარგებლებთ რადიუს-ვექ- 
ტორის დადებითი მნიშვნელობით. 

ანალოგიურად, თუ არგუმენტს მივუმატებთ 

180, ყოველთვის შეიძლებაა უარყოფითი 

რადიუს-ვექტორი გარდავქმნთ დადებით 
რადიუს-ვექტორად. ამის გამო, ჩვენ შეე- 
თანხმდეთ, რომ ნებისმიერი წერტილის რა- 

ნახ. 81. დიუს-ვექტორი არაუარყოფითია, ” >>0. 

  

9. მანძილი ორ წერტილს შორის 

ამოცანა. ეიპოვოთ M#,</,,0,> ღა Mგე<.ო,0-> წერტილებს 

შორის მანძილი ძ. 

ამოხსნა: 0/M,/M#ე სამკუთხედიდან (ნახ. 82) კოსინუსების თეორე- 

მის თანახმად, გვაქვს 

  

ძ=V/,2-+- ა -- 2”, 5 005 (მ--–- წა (1) 
  

3. კავშირი პოლარულ და მართკუთხა კოორდინატებს შორის 

ვთქვათ, სიბრტყეზე აგებულია კოორდინატთა ორი სისტემა: პოლა- 

რული და მართკუთხა. ამასთან პირველი სისტემის პოლუსი და პო- 

ლარული ღერძი ემთხვევა შეორე სისტემის სათავეს და აბსცისათა ღერძს. 

ავიღოთ სიბრტყეზე ნებისმიერი /M/ წერტილი (ნახ. 83), და ვთქვათ, რომ 

მისი პოლარული "და მართკუთხა კოორდინატებია შესაბამისად (/„, 0) დ! 

(X, ყ). როგორც 0/M/ 4 სამკუთხედიდან ჩანს, მართებულია ფორმულები 

X=„/C0§0, /=/ §(00 (2 

182 XC



რომლებიც გამოსახავენ მართკუთხა კოორდინატებს პოლარული კოორდი-– 

ნატების საშუალებით. შეიძლება დავამტკიცოთ, რომ (2) ფორმულები 

მართებულია // წერტილის არა მარტო იმ უმარტივესი მდებარეობისათ– 

ვის, რომელიც 83-ე ნახაზზეა გამოსახული, არამედ მისი ნებისმიერი მდება- 

რეობისათვისაც, ამაზე ჩვენ არ შევჩერდებით. 

  

#7 

7 ”, 
: , – 

“/ ი. 
ა 2 (2 

: 2 

ნახ. 82. ნახ, 82. 

(2) ფორმულებიდან (ან უშუალოდ 0/#//4 სამკუთხედიდან) გამომდი– 

ნარეობს, რომ 

„= VII + ს? (3) 
  

  

ამასთან, ზემოთ გაკეთებული შენიშვნის თანახმად, რადიკალის წინ ყო–- 

ქელთვის ავიღებთ „+“ ნიშანს, 

ბოლოს, ' (2) ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

(ი0= % (4 
ჯ 

  

  
(4) ფორმულა არ გვაძლევს 0 კუთხის X და ყ სიდიდეებით პოვნის 

შესაძლებლობას, რადგან ტანგენსის საშუალებით არ შეიძლება კუთხის 

ცალსახად განსაზღვრა. მაგრამ, თუ ვიცით X და (V, მაშინ გვეცოდინება 
ის კვადრანტიც, რომელშიც ძევს 0 კუთხე, ეს (4) ფორმულასთან ერთად 

გვაძლევს 0 კუთხის 360-მდე სიზუსტით განსაზღვრის. საშუალებას. 

4. არქიმედის . სპირალი 

ვიცით, რომ სიბრტყეზე სხვადასხვა წირი განისახლვრება იმ განტო- 
ლების საშუალებით, რომელსაც აკმაყოფილებს წირის წერტილების 
მართკუთხა კოორდინატები. იგივე გარემოებას აქვს ადგილი პოლარული 
კოორდინატების შემთხვევაშიც. წრფის, ელიფსის, პარაბოლის, ჰიპერ- 
ბოლის შესწავლა უფრო მოსახერხებელია მაშინ, როცა მათი განტოლებე- 
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ბი მოცემულია მართკუთხა კოორდინატებში. მაგრამ ზოგიერთი წირის 

შესასწავლად უმჯობესია მათი განტოლებები მოცემული იყოს პოლარულ 

კოორდინატებში. ასეთი წირია მაგალითად, არქიმედის სპი- 
რალი. 

განსაზღვრა. არქიმედის სპირალი ეწოდება წირს, 

რომელსაც აღწერს იმ სხივზე თანაბრად მოძრავი წერტილი, რომელიც 
თანაბრად ბრუნავს თავისი სათავის გარშემო. 

ვიგულისხმებთ, რომ საწყის მომენტში /M წერტილი, რომელიც აღ- 
წერს სპირალს, ძევს სხივის სათავეში. წ ულც 

გამოვიყვანოთ არქიმედის სპირალის განტოლება. ამისათვის, პირ- 
ველ რიგში უნდა ავირჩიოთ კოორდინატთა სისტემა. პოლუსად ავირჩიოთ 

სხივის სათავე, ხოლო პოლარული ღერძის დადებით მიმართ ბად 
ამ სხივის საწყისი მდებარეობა. ულემად 

აღვნიშნოთ თ და ? სიმბოლოებით შესაბამისად სხივის ბრუნვის 

სიჩქარე და სიჩქარე, რომლითაც #M წერტილი მოძრაობს სხივზე. რად- 
განაც ორივე მოძრაობა თანაბარია, ამიტომ თ არის კუთხე, რომელზეც 

დროის ერთეულში მობრუნდება სხივი ხოლო წV--მანძილი, რომელსაც 
სპირალის აღწერისას დროის ერთეულში გაივლის /M წერტილი სხივზე. 

M წერტილის მდებარეობას განვსახღვრავთ მისი პოლარული ”# 

და 8 კოორდინატებით. საწყის მომენტში „=8=0, ხოლო />0 მომენ- 
ტში (ანუ იმ მომენტში, რომელიც ათვლის დაწყებიდან / დროის გავლის 

შემდეგ დგება) 
0=C), #= შ. 

მაშასადამე, ნებისმიერი / მომენტისათვის 

“ » ს 

09 თ 

თუ წ (მუომივ!) რიცხვს აღვნიშნავთ #-თი, მივიღებთ, რომ არქიმედის თ ' 

სპირალის განტოლებას აქვს სახე 
  

”=7#0. | 

  
ამგვარად, როდესაც წერტილი 

მოძრაობს არქიმედის სპირალზე/) 

მისი რადიუს-ვექტორი არგუმენტის 

პირდაპირპროპორციულად იცვლე- 

ბა. ეს გვაძლევს საშუალებას ავა–- 

გოთ არქიმედის სპირალი. 84-ე ნა- 

ხაზზე აღნიმნულია სპირალის 4, 

8,C,M,0 ჩ,L, 0, IM, I, X, L წერ-   104



ტილები, რომელთა არგუმენტებია შესაბამისად 459, 909, 1359 ,.., 4957. 
ცხადია, ' ' 

08=2-04, 0C=3:0/, 00=4-0/4,....0L=11-0/. 

ჰიპერბოლური სპირალი 

განსაზღვრა. ჰიპერბოლური სპირალი არისისე- 
თი წირი, რომლის წერტილების პოლარული კოორდინატები ერთმანე- 

თის უკუპროპორციულად იცქლება. 

სხვანაირად, ჰიპერბოლური სპირალი არის წირი, რომელიც შე- 
ესაბამება 

  

'.. 
== 5 , 6 (5) 

      

"განტოლებას. 

თუ აგების იმ ხერხს გამოვიყენებთ რომელიც არქიმედის სპირალის 
შემთხვევაში გვქონდა, ადვილად ავაგებთ ჰიპერბოლური სპირალის 'წერ- 
ტილებს. ჰიპერბოლური სპირალი გამოსახულია 85-ე ნახახზე. ადვილი. 
გასაგებია, რომ M/ წერტილის 0 არგუმენტის უსაზღვროდ ზრდასთან ერ- 

თად მისი ” რადიუს-ვექტორი უსაზღვროდ უახლოვდება ნულს. ეს გვიჩ- 
ვენებს, რომ ჰიპერბოლური სპირალი ბრუნავს პოლუსის გარშემო და 

უსასრულოდ უახლოედება მას, თუმცა არასოდეს არ აღწევს პოლუსს. 

  

  

  

  

ნახ, 85, 

ამ გარემოების აღსანიშნავად ამბობენ, რომ პოლუსი არის ჰიპერბოლუ– 
რი სპირალის ასიმპტოტური წერტილი. 

იმისათვის, რომ დავადგინოთ ჰიპერბოლური სპირალის კიდევ ერთი 

თვისება, შემოვილოთ აგრეთვე მართკუთხა კოორდინატთა სისტემა, რომ– 
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ლის სათავე ემთხვევა პოლუსს, ხოლო აბსცისათა ღერძი ––- პოლარულ 

ღერძს., როგორც ვიცით, ნებისმიერი /V(,,6) = /V(X,() წერტილისათვის 

X=700§ 0, ყ=I 510 0. 

მაშასადამე, (5) სპირალზე მდებარე წერტილებისათვის 

5(ი0 
#- ჩ-ა. (6) 

შემდეგ თავში ნაჩვენები იქნება, რომ როცა 0 მიისწრაფვის ნულისაკენ, 

მაშინ 800 მიისწრაფვის 1-საკენ. მაგრამ თუ, 8 მიისწრაფვის ნულისა- 0 ფვ კე უ ფე ულ 

კენ მაშინ (590) ტოლობის თანახმად, #M (” ,8) წერტილი გადაინაცვლებს 

სპირალზე უსასრულოდ შორს (რადგან # უსაზღვროდ გაიზრდება). 

ამგვარად, (6) განტოლებიდან გამომდინარეობს, რომ როცა #M წერტილი 

ჰიპერბოლურ სპირალზე გადაინაცვლებს უსასრულობაში, მისი V ორ- 

დინატი მიისწრაფვის # რიცხვისაკენ. მაშასადამე, #=>/ (5) სპირალის ასიმ– 
პტოტას წარმოადგენს. 

  

  

06. ლემნისკატ» 

როგორც მე-5 ქვეპარაგრაფში იყო ნაჩვენები, ჰიპერბოლური სპირალის შესას– 
წაელად საჭირო გახდა კოორდინატთა ორი სისტემის: პოლარული და მართკუთხა სის–- 
ტემის, შემოღება. ასეთიეე გარემოებაა კიდევ ერთი საინტერესო წირის–-–ლემ ნის- 
კატის განხილვისას. ' 

განსაზღვრა ლემნისკატა ეწოდება ისეთ წერტილთა გეომეტრიულ 

ადგილს, რომელთაგან ორ მოცემულ წერტილამდე (ფოკუსებამდე) მანძილების ნამრაე– 

ლი მუღმიეი სიდიდეა და ტოლია ფოკუსებს შორის მანძილის ნახევრის კვადრატისა. 

გამოვიყვანოთ ლემნისკატის განტოლება მართკუთხა კოორდინატთა სისტემი- 
სათვის, რომლის აბსცისათა ღერძი გადის ფოკუსებზე, ხოლო სათავე ყოფს ფოკუსებს 
შორის მანძილს შუაზე. თუ ლემნისკატის ფოკუსებს აღვნიშნავთ # და ”” და დავუშვებთ, 

რომ #L#"==20, მაშინ აღნიშნული სისტემისათვის იქნება #=7#/(C,0) და #”=#ჩ7/(--C, 0). 
მაშასადამე. ნებისმიერი /M (X, ) წერტილისათვის 

·Mნ=V (X–-– ღ"-LV), /#M/#'=V(X-L C"-+-Vყ?, 

ღა ლემნისკატის განტოლება იქნება 

VC- ინი.) 0125 7- 2. 
გავამარტივოთ ეს განტო:უება, ავახარისხოთ კვადრატში 

I(C-- თ”+V"I I(X+ C)"--ყ") = C4, 
ან 

(00-+ყ?+ C)--2CXII(X--+-ყ"-L C") -++ 2CX1)= დ. 
აქედან 

(V“-LVბ-L C")?--4 და” = თ, 
ან 

(+ -+L ყ9)? -L 20 (X'-+V5) + (ლ –- 4:94= C, 

თუ სიმარტივისათეის აღვნიშნავთ, რომ 20?1=091. მივიღებთ საბოლოოდ ლემნისკატის 

განტოლებას 

(XC--ყშ)? => 09 (X2--ყ?) (7) 
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ამგვარად, ესარის მეოთხე რიგის წირი. რადგანაც (7) განტოლება შეი– 

ცავს X და ყ მხოლოდ ლუწ ხარისხებში, ამიტომ წირი სიმეტრიულია ორივე საკოორდინა– 
ტო ღერძის მიმართ, ლემნისკატის ფორმის გამოსარკვეეად, საკმარისია გამოვარკვიოთ 

იმ ნაწილის ფორმა, რომელიც მოთაესებულია პირეელ საკოორდინატო კუთხეში, 

ამისათვის შემოვიღოთ პოლარულ კოორდინატთა სისტემა, ისე რომ 0X ღერძი 

იყოს პოლარული ღერძი, ხოლო კოორდინატთა სათავე 0 დაემთხვეს პოლუსს, მაშინ 

X=>/ 0050, ყ=-7/5ი 0, 

ღა (7) განტოლება მიიღებს შემდეგ სახეს 

„== 02,” (C0§-0--51010) 
ან" 

/ჯ--<0" C08 20. (8) 
  

  

  

–. 

ნახ. 86. ნახ, 87. 

)მ განტოლებიდან ჩანს. რომ როცა 0 -=0, მივიღებთ /=:ძთ, ხოლო, როცა 0 იზოდე– 

ბა 0=-0-დან 0= + -მდე, მაშინ # მცირდება 7=ძ-დან /=0-მდე, ხოლო 0-ს იმ მნიშ- 

„ #ჯ 
ვნელობებს, რომლებიც + და -- შორის არიან მოთაესებული შეესაბამება „-ის წარ– 

მოსახვითი მნიშვნელობები, ე. ი. ლემნისკატას არ აჟეს -წერტილები, რომლებ- 

საც 04“%-ს აღნიშნული მნიშენელობები შეესაბამება. მაშასადამე, ლემნისკატის ის ნა– 

წილი, რომელიც პირველ საკოორღინატო კუთხეში მღებარეობს. ისეთია, როგორც ეს 

86-ე ნახაზზეა გამოსახული, ხოლო მთელი ლემნისკატა მოცემულია 87-ე ნახაზზე, 
/ : 

# განტოლება შეიძლება შეიკვეცოს /“-ზე. მართლაც, ამ შემთხვევაში თითქოს და–- 

იკარ გებოდა /= 0 წერტილი, მაგრამ ეს არ მოხდება, რადგან ეს წერტილი (მ) წირზე ძევს 

( ის შეესაბამება 0= #. მნიშენელობას I 
· 

· ჯ 
#»% ვგთქეათ, რომ 9---- მაშინ „->0 ე. ი, 'M(,, 0) წერტილი უახლოქედება 

პოლუსს, რომელიც თეითონ ძევს ლემნისკატაზე. 0.M სხიეი (რომელიც ადგენს პოლა- 

: XX 
რულ ღერძთან 0 კუთხეს) არის ლემნისკატის მ კვეთი. როცა 5->--- ს» ეს მკვე– 

თი მიისწრაფეის ყ= X ბისექტრისისაჯენ. მაშასადამე, ლემნისკატა კოორდინატთა სათა– 

ვეში ე სება ამ ბისექტრისას, 
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11 თავი 

ცვლადი. ზღვარი. ფუნქცია 

§ 1. ცვლადი და მისი ზღვარი 

1. დანომრილი ცვლადი 

ჯერ კიდევ შესავალში, აღვნიშნეთ, რომ უმაღლესი მათემატიკის შეს– 
წავლის საგანს შეადგენს ც ვლადი სიდიდეები. 

რა არის ცვლადი სიდიდე ? 

განსაზღვრა. ცვლადი სიდიდე ეწოდება ყოველ X 
ხიღიდეს, რომელსაც შეუძლია სხვადასხვა რიცხვითი მნიშვნელობების 
იღება. 

ი მაგალითად, ოთახის ტემპერატურა შეიძლება გახდეს 15 (ცელსიუსის 

გრადუსი) ან 17 და ა. შ. ზუსტად ასევე ქვაბში ორთქლის წნევა შეიძ- 

ლება ტოლი გახდეს 30 (ატმოსფერო), ან 31 და ა, შ. მაშასადამე, ეს 

ცვლადი სიდიდეებია.” “ 
მუდმივი სიდიდე შეიძლება ჩავ- 

თვალოთ ცვლადი სიდიდის კერძო 

შემთხვევად. მ უდმივი ისეთი 

ცვლადია, რომლის ყვე- 
ლა მნიშვნელობა ერთმა- 

ნეთის ტოლია. 

ასეთი შეთანახმების მოხერხებუ- 

ლობა ჩანს თუნდაც შემდეგი მაგა–- 

ლითიდან: თუ M# წერტილი მოძრაობს 

რაიმე # წირზე, მაშინ ამ, წერტილი- 

  

ნახ, 88. 

" ცვლადი სიდიდეა აგრეთვე 0X ღერძის ნებისმიერი ჯ წერტილის აბსცისა. 

ადამიანის სიცოცხლის ხანგრძლივობა არის აგრეთვე ცელადი სიდიდის ერთი მაგა- 

ლითი. · 

108



დან უძრავ 0 წერტილამდე მანძილი ჯ არის ()ვლადი სიდიდე (ნახ. 88).მაგ– 
რამ თუ MX წირი წრეწირია, რომლის ცენტრი 0 წერტილში ძევს, მაშინ 

X მუდმივი სიდიდეა. 
ძალიან მნიშვნელოვანია (ვლადი სიდიდის ერთი სპეციალური სა- 

ხე, ე. წ. დანომრილი (ვლადი. 

უფრო რთული სახის ცვლადების შესწავლა შეიძლება დაყვანილ 
იქნას ზემოთ ხსენებულ ცვლადებზე. 

X ცვლადს ეწოდება დანომრილი ცელადი, თუ მისი ყველა 
მნიშვნელობა შეიძლებ დაინომროს, მთელი დადებითი რიცხვების 
საშუალებით, ამასთან ის ღებულობს ამ მნიშვნელობებს ნომრების ზრდის 
მიხედვით. ამგვარად, დანომრილი ცვლადის მნიშვნელობათა სიმრავლე 
შეიძლება „მიმდევრობის სახით ჩაიწეროს: 

XX, Xვ, Xვ, გეია. 

მაგალითები. : 

1) X: 3,6,9,12,16,18,... 

ამ მაგალითში 

X,=3, X.=6, Xვ=9, Xკ=12,... X,ი0==300 

და საზოგადოდ 

Xგე= 37. 
  

  

2) ყ: 2,4;8,16,32,64,... 
აქ 

და საზო გადოდ 

ყ,=2, ყა=4, ყვ=8,...,V)ა==1024 

  

    
ყ = 

1 1. 1 1 1 
3 : 1, – – ვ – – 

) 2 2” ვ3' 4” 5” 6“. 

აქ 
1 1 1 

2,=1, 26 -– --) 2) 210“ 

და საზოგადოდ 
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აქ მხოლოდ ცვლადის რამდენიმე მნიშვნელობა ჩავწერეთ X,, X:, Xე, 
ხოლო დანარჩენი მნიშვნელობები მრავალწერტილის ქვეშ ვიგულისხმეთ. 
ეს · ცვლადები არ შეიძლება ჩავთვალოთ მოცემულად, რადგან არ არის 
ცნობილი მათი სტრუქტურა.. მაგრამ, თუ დავწერთ ფორმულებს 

· X.==3/, 
ხნ / 

ყა=2 ჩ, 
ან 

1 
2ა-=--, 

” 

მაშინ ჩვენი (ყკვლადები ხდებიან მათემატიკური შესწავლის ობიექტები. 

ამგვარად დანომრილი ცვლადი ითვლება მო- 
ცემულად, თუ მითითებულია წესი, რომლის 

მიხედვით ცვლადის მნიშვნელობის „გ ნომრის 
"მიხედვით შეიძლება მოინახოს თვით X, მნიფშ- 
ვნელობა. 

მაგალითად, X, მოცემულია ფორმულით 

X,.=/3--2. 

ადვილად მივიღებთ, რომ Xე=25, X; =341 და ა. შ. 

თუ ცვლადის მნიშვნელობებს გადავდებთ რიცხვით ღერძზე, მაშინ 
მიღებულ სურათს ეწოდება ცვლადის გრაფიკული გამოსა- 
ხულება. 

  

  

  

.. 

2 / 2 34 5 6 78 7 /0///2/3 <« 

ნახ. 89 

ჰ, % # M# 

|, |... : · LI." LI LI LI | | |) II) ' 
#«/ 234 56 780 9 /020//2/3/4:55/6 77 »” 

ხახ. 9ე 

2,შვ,რვ.27 “ა.რ 24 

“ 
; _ ჯ>– 

–/ მ / ჯ 

ნა'. 91 
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რასაკვირველია, რიცხვით ღერძზე შეიძლება გამოვსახოთ ცვლადის 

მხოლოდ რამდენიმე მნიშვნელობა, მაგრამ ხშირად ეს საკმარისია, (კვლა– 

დის „ცვლილების თვალსაჩინოებისათვის. 

მაგალითები. 

1) | X,„=27# |, გრაფიკულად გამოსახულია 89-ე ნახაზზე; 
  

2 |Vყ,ა=2%, , გრაფიკულად გამოსახულია 90-ე ნახაზზე; 

გრაფიკულად გამოსახულია 91-ე ნახახზე.   3) 2,=C–-1)" , 
  

  

9. ჭღვარი 
განვიხილოთ 

1 
Xე=3 _–_ 1 +-> (1) 

2, 
(ე + I“ ჯ, L 

პ ჰვ 4 ჯ 

ნახ, 92. 

ცვლადი. ის გრაფიკულად გამოსახულია 92-ე ნახაზზე. ამ ნახაზიდან ჩანს, 
რომ დაწყებული X--დან ჩვენი ცვლადის მნიშვნელობები ძალიან ახლოს 

არიან მუდმივ რიცხვთან ქ. დავახასიათოთ ეს უფრო ზუსტად. ავიღოთ 

რაიმე დადებითი, .მუდმივი მცირე 8. რიცხვი. ვთქვათ, მაგალითად რომ 

1 1 1 
6 –<ე' მაშინ მუდმივი რიცხვები: 3 106 =2,99 და 500 3,01 

რიცხვ 3-თან საკმაოდ ახლოს იქნებიან, ერთი “მარცხნივ, ხოლო მეორე 

მარჯვნივ. ამავე დროს ისინი ქმნიან ვიწრო შუალედს, რომლის ცენტრში 

მოთავსებულია რიცხვი 3. ადვილი გასაგებია, რომ ჩვენი Xგ ცვლადის 
ყველა მნიშვნელობა, რომელთა ნომრები. საკმაოდ დიდია, მოთავსდება 

მითითებულ შუალედში, ანუ დააკმაყოფილებენ შემდეგ უტოლობას 

ვ <3 – 2 
10ე + 00. რ 
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რადგან ყოველი /-ისათვის X,>>3. ამიტომ (2) უტოლობის მისაღებად 
საკმარისია რომ შესრულდეს პირობა 

Xგე<3 +->, 

3+---<3 +--. 

ეს უტოლობა ტოლფასია შემდეგი უტოლობისა 

2">100, _.._ 
ხოლო უკანასკნელი: მართებულია, თუ #27. 

ამგვარად, (2) უტოლობა სრულდება X,, X-, X-,.. მნიშვნელობე– 
ბისათვის. ანალოგიურად, სხვა 6>0 რიცხვებისათვის უტოლობა 

3--ი=X,<3-ს 

შესრულდება ყველა საკმაოდ დიდი # რიცხვისათვის ასეთ წშემთხვე- 

ვაში ამბობენ, რომ 3 არის X ცვლადის ზღვარი, ან X, 
მიისწრაფვის 3-საკენ ზღვრის ზუსტი განსაზღვრა ასეთია: 

განსაზღვრა. მუდმივ / რიცხვს ეწოდება X. ცვლადის 
ზღვარი, თუ მას აქვს შემდეგი თვისებები: როგორი მცირე, დადები- 
თი, მუდმივი 6 რიცხვიც არ უნდა ავიღოთ, X, ცვლადის ყველა მნიშვნე- 
ლობა, დაწყებული რომელიღაც მნიშვნელობიდან, დააკმაყოფილებს შემ- 

დეგ · უტოლობას 

(3) 

  

| L--ბ<X < I+68 

(3 უტოლობის გრაფიკულ გამოსახულებას წარმოადგენს 93-ე ნახა. 
ზი. ის ფაქტი, რომ X, ცვლადის ზღვარი არის ( რიცხვი ასე ჩაიწერება 

  

  

  

I=1I1Iი X, 

X იმის ნაცვლად, რომ თქვან: ––- / არის 
(-6 (+6 X» ცვლადის. ზღვარი, ამბობენ: X, მიის- 

წრაფვის (-საკენ და წერენ 
კ“ –=–--- 

X->I 
ნახ, 93“   

8. “ უსასრულოდ მცირე და უნასრულოდ დიდი "სიდიდეები 

შევჩერდეთ ცვლადის ორ მნიშვნელოვან ·სახეაზ უსასრულოდ 
მცირე და უსასრულოდ დიდ' ცვლადებზე. 
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განსაზღვრა. ცვლად სიდიდეს, რომელსაც ზღვრაღ 0 აქვს, 
ეწოღეა უსასრულოდ მცირე. 

მამასადამე, თუ X,–>0 (ან 11IIX, ==0), მაშინ X, ცვლადი იქნება უსას- 
რულოდ მცირე. აი, უსასრულოდ მცირე ცვლადის რამდენიმე მაგალითი : 

–კაკ>_–-_ ა ოი ყი“––-2ს ი. ი ' გლ 

შენიშვნა. ტერმინი „უსასოულოდ მცირე სიდიდე“ არ არის 

მაინცდამაინც კარგი, რადგან ქმნის ისეთ შთაბეჭდილებას, თითქოს 
განსხილველი სიდიდე ძალიან მცირეაბა, მაშინ, როცა სინამ- 

დვილემი საკითხის არსი მდგომარეობს“ ამ სიდიდის ც ვ ლილების 

ხასიათში. სცადეს შეეცეალათ ეს ტერმინი (მაგალითად მოსკოვე– 
ლი მათემატიკოსი ი. ჟეგალკინი გვთავახობდა ტერმინს „უსასრულოდ 

კლებადი სიდიდე“), მაგრამ სხვა ტერმინი არ დაინერგა. 

უსასრულოდ მცირე სიდიდის საინტერესო მაგალითია ცვლადი 

_ 10000 000 . 

-= 10” · 
” 

მისი საწყისი მნიშენელობები საკმაოდ დიდი რიცხვებია, მაგალითად 

X,=1000000, Xა=100000, მაგრამ 'ადვილი სანახავია, რომ ის მიისწრა– 

ფვის ნულისაკენ, დღა მაშასადამე, უსასრულოდ მცირეა. საინტერესო მა- 
გალითს წარმოადგენს შემდეგი სიდიდე 

#,=0,00000000001. 
დ ძალიან მცირე სიდიდეა, მაგრამ უსასრულოდ მცირე მაინც 
არ არის, რადგან ის ნულისგან განსხვავებული მ უ დმივია, რომელიც 

არ მიისწოაფვის ნულისაკენ. 

გადავიდეთ უსასრულოდ დიღ სიდიდეებზე. განვიხილოთ შემდეგი 
ცვლადი · 

X„=/L. 

ავიღოთ რაიმე დიდი #4 რიცხვი, მაგალითად 4 =300. რადგან 181=324, 
ამიტომ ჩვენი ცვლადის მე-18 მნიშვნელობა უკვე მეტია, ვიდრე 300, ხოლო 

რადგან / ნომრის ზრდასთან ერთად X,-ის მნიშვნელობა იზრდება, ამი– 
ტომ ჯ,-ის შემდგომი მნიშვნელობები მით უმეტეს დააკმაყოფილებს შემ- 

ღეგ უტოლობას 
X;>>300. 

შეიძლება ითქვას, რომ ჩვენი X. ცვლადი აღემატება რიცხვს 

300-ს. ასევე აღემატება ის ,/ჭ/=1000 რიცხვს, რადგან Xკ.=32"“=1024> 
21000, ხოლო X,-ის შემდგომი მნიშვნელობები კიდევ უფრო მეტი იქ- 
ება. : 
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საზოგადოდ, როგორი დიდი დადებითი მუდმივი 4 რიცხვიც არ უნდა 
ავიღოთ, ჩვენი (ქკვლადი მას აღემატება. სახელდობრ, როგორც კი # 

ნომერი გახდება V/-ზე მეტი, მაშინვე აღმოჩნდება, რომ 

X,=)I>4. 

ასეთი ცვლადის დასახასიათებლად ამბობენ, რომ XX, მიისწრაფ- 
ვის პლუს უსასრულობისაკენ, ან # ცვლადის 
ზღვარი არის პლუს უსასრულობა. 

განსაზღვრა. თუ X, ცვლადი ისეთია, რომ როგორი დიდი და- 
დებითი მუდმივი # რიცხვიც უნდა ავიღოთ, #,-ის სამაოდ შორეული 

მნიშვნელობები /# რიცხვზე მეტი აღმოჩნდება 

  
X.->#4 

მაშინ ამბობენ, რომ X, მიისწრაფვის პლუს უსასრე- 

ლობისაკენ, ანუ ზღვრად აქვს პლუს უსას- 

რულობა, და წერენ 

  

X,.--+600, 
    

ან |სთ2-+თ 
  

შე ნიშ ვნა. მკითხველმა უნდა მიაქციოს ყურადღება იმას, რომ 

წინადადებას „X, მიისწრაფვის პლუს უსასრულობისაკენ“ აქვს არ- 

სებითი ნაკლი. სახელდობრ, მან შეიძლება შექმნას არასწორი წარ- 

მოდგენა, თითქოს Xჯ, მიისწრაფვის რაიმე რიცხვისაკენ, მაშინ როდესაც X» 

არ მიისწრაფვის არავითარი რიცხვისაკენ, არამედ იცვლება ისე, რომ 

ნებისმიერ დადებით დიდ რიცხვს "აღემატება. 

ასეთივე შენიშვნა უნდა გავაკეთოთ „Xჯ--ის ზღვარი არის პლუს უსას- 

რულობა“ წინადადების შესახებაც, სინამდვილეში X,,-ს არავითარი 
ზღვარი არა აქვს. 

ანალოგიურად განისახღვრება ცვლადი, რომელიც მიისწრაფვის მი- 
ნუს უსასრულობისაკენ C%,-–>---ი). სახელობო, თუ X, ცვლადი ისეთია, 
რომ ყოველი დადებითი მუდმივი 4 რიცხვისათვის, X,„-ის ყველა საკმაოდ 
შორეული მნიშვნელობები აკმაყოფილებენ 

X<-–-4 

უტოლობას, მაშინ ამბობენ, რომ X#X, მიისწრაფვის –-ი;” და წერენ 

ბე>–-ძ% ან I1ი1Xგ=–-იი. 

გარდა ისეთი ცვლადებისა, რომლებიც მიისწრაფვიან გარკვეული ნიშ- 
ნის უსასრულობისაკენ, განიხილავენ კიდევ ისეთ (ვლადებს, რომელთა 
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მოდული, ანუ აბსოლუტური მნიშვნელობა, უსაზღვროდ იზრდება. სა- 

ხელდობრ, თუ X, ცვლადი ისეთია, რომ ყოველი მუდმივი დადებითი „#1 
რიცხვისათვის X, „ცვლადის ყველა საკმაოდ შორეული მნიშვნელობები აკ- 
მაყოფილებენ უტოლობას |X.I>>/4, მაშინ ამბობენ, რომ |X,) მ ი- 

ისწრაფვის უსასრულობისაკენ დღა წერენ 

IM.) >+იCი ან 1117 |X1|ლ–ლC.. 

აქ %-ის წინ არავითარი ნიშანი არ იწერება. 

  
  

_-“_-ი- სასავიის -.> 

--2ე –-–ნ-მ--6420246მჰ0 # «+ 

ნახ, 94, 

აღვილი წარმოსადგენია, რომ თუ X,-->++Cთ%, ან X,.->--900, მაშინ 
IX,1->ი, მაგრამ შეიძლება, რომ |X,I->=, მაშინ როდესაც X#„ არ მი- 
ისწრაფვის არც + =% და არც –Vთ. 

ასეთია მაგალითად, X.ა=(–-1)"? (ვლადი. 

(ნახ. 94, სადაც მოცემულია X,, X», Xე,; XX, Xგ). 

“მართლაც, X,. ღებულობს. მნიშვნელობებს 

–1,4, 9, 16, –-25, 36,... 

ცხადია, რომ X, არ მიისწრაფვის არც + % და არც –-იი-ისაკენ, მაგ– 

რამ, რადგან |IX,)=7#/?, ამიტომ |X,|->00. 

თუ X.-->C0, ან მისი მოდული –>იი მაშინ, X,-ს ეწოდება უსას- 

რულოდ დიდი სიდიდე.- 
ამ ტერმინის მიმართ “შეიძლება ითქვას იგივე, რაც იყო ნათქვამი 

ტერმინის „უსასრულოდ მცირე სიდიდე“ მიმართ. სახელდობრ, ტერმინი 

„უსასრულოდ დიდი სიდიდე? სრულიად არ ნიშნავს იმას, რომ თითქოს 

ის ძალიან დიდია, არამედ––იმას, რომ X, არის ცვლადი, რომელიც ჟუ ს- 

აზღვროდ იზრდება. სხვანაირად რომ ვთქვათ, უსასრულოდ 

დიდის არსი მდგომარეობს მისი ცელილების ხასიათ შ ი. 

მაგალითად, 
% – 101019 

არის კოლოსალური სიდიდე, მაგრამ ეს სიდიდე არის- მუდმივი რიცხვი, 
რომელიც არ მიისწრაფვის უსასრულობისაკენ. პირიქით, როგორც 
უკვე ვნახეთ, X„=M?-+C%, თუმცა X,=1, X.=4, Xვ=9 და ა. შ. ე- ი- 
მისი პირველი მნიშვნელობები საკმაოდ მცირე რიცხვებია. – 
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უსასრულოდ დიდი სიდიდის მნიშვნელოვან მაგალითს წარმოადგენს 

კუთხის ტანგენსი, როცა ეს კუთხე მიისწრაფვის 90”-ისაკენ. ტრიგონომეტ– 
რიის კურსიდან ცნობილია, რომ 90“ კუთხისათვის არ შეიძლება ტან- 
გენსის ხაზის აგება, მაშასადამე Lთ 90” არ არსებობს. მაგრამ თუ თ, 
არის ცვლადი კუთხე, ისეთი, რომ რთ, –> 90, და თე < 907, მაშინ 
Lთა->+ <, ხოლო თუ თა->-90”, ისე რომ თე >907, მაშინ LC თ,–>--–-ი0. 

უსასრულოდ მცირე და უსასრულოდ დიდი სიდიდეები ერთმანეთთან 
მჭიდროდ არიან დაკავშირებული. სახელდობრ, ადგილი აქვს შემდეგ 

თეორემას. 

თეორემ. ა)უსასრულოდ დიდი სიდიდის შებ- 

რუნებული სიდიდე არის უსასრულოდ მცირე 
სიდიდე, ე. ირი თუ X.->0C, მაშინ 

1 
-- 90. 

X» 

ბ უსასრულოდ მცირე სიდიდის შებრუნებუეუ- 

ლი სიდიდე არის უსასრულოდ დიდი სიდიდე, 
ე. ი. თუ Xს->0, მაშინ 

1 
–->00. 
X. 

ამ თეორემის მართებულობა თითქმის ცხადია. მართლაც, ვთქვათ, 
რომ X,->+ ი. ეს იმას ნიშნავს, რომ X», გახდება. მეტი 1000-ზე. მაშინ 

  დადებითი წილადი 1 გახდება ნაკლები 1 -- 'ხე. თავისი ცვლილების 
?,, 

პროცესში X, გახდება მეტი 1 000 000-ზე, მაშინ „ გახდება ნაკლები 
#· 

1000000 -ზე და „ა. ფშ. ამ გხით ჩვენ ვრწმუნდებით, რომ – მიისწრაფ–   

ვის ნულისაკენ,. მაშასადამე, 1 უსასრულოდ მცირეა. ამით თეორემის 
ჩჯჩ; ჩ# 

პირველი ნაწილი დამტკიცებულია. ანალოგიურად მტკიცდება მეორე 
ნაწილიც. 

4. ცვლადი სიდიდეების ძირითადი .თვისებები 

გადავიდეთ ცვლადი სიდიდეების ძირითადი თვისებების შესწავლაზე. 

IL მუდმივი სიდიდის (თუ მას განგიხილავთ 

როგორც ცვლაღი სიდიდის კერძო შემთხევე- 
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ვას, ზღვარი თვით ეს მუდმივია. მართლაც, თუ ყო- 

ველი /L -ისათვის 

X-გ=C, 

მაშინ ნებისმიერი §>>0 მუდმივისათვის შესრულდება უტოლობა 

C-8<X,<C-; 8 

დაწყებული /I-ის პირველივე მნიშვნელობიდან, აქედან კი გამომდინა– 
რეობს, რომ 

X.->4. 

II. ზღვრის ერთადერთობა. ცვლადი სიდიდე არ შე- 
იძლება მიისწრაფოდეს ორი სხვადასხვა ზღვროი- 
საკენ. | 

მართლაც, „ვთქვათ, X,->ი და Xა->ხ, (05), მაშინ თუ ავიღებთ 
რიცხვით ღეოძზე ი და ს რიცხვებისსთვის ორ ურთიერთარაგადამკვეთ 
შუალედს” (ნახ. 95), ჩვენ უნდა აღმოვაჩინოთ, რომ X, ცვლადის შორეული 

წ 

  

3 , + 5 ' | _LC>-->- 
"ც” ი! 

ნახ. 95. 

მნიშვნელობები უნღა მოხედნენ ერთდროულად ამ ორივე შუალედში, 

რაც შეუძლებელია, რადგან ეს შუალედები არ იკეეთება. 'მაშასადამე, 

ცვლადს შეიძლება ჰქონდეს მხოლოდ ერთი 
ზღვარი. 

შენიშვნა. ეს თვისება ისე არ უნდა გავიგოთ, რომ თითქოს 

ყოველ ცვლადს აქვს ზღვარი. 
მაგალითად, X:-=(–-1)? ცვლადს ზღვარი არა აქვს. 
III. თეორემა შეკუმშული ცვლადის შესახებ. თუ ორი ცვლა– 

დი მიისწრაფვის ერთიდაიმავე, ზღვრისაკენ, 
ხოლო მესამე ცვლადი მოთავსებულია ამ ორ 

ცვლადს შორის, მაშინ ეს მესამე ცვლადიც მ“ 
ისწრაფვის იმავე ზღვრისაკენ. თე L<ყა<7, 
ამასთან X.->/ და 2.-+I/, მაშინ V,–>-7. 

#« ჩვენ მხე დეელობაში გვაქვს ის შუალედები, რომელთა ცენტრი მოთავსებულია 

შესაბამისად 0 და ხ წერტილებში. 
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მართლაც, თუ ავიღებთ I-ის შემცველ მცირე შუალედს (რომლის 

ცენტრია #), მამინ ». და 72 ცვლადების მორეული მნიშვნელობები აუ- 
ცილებლად მოხვდება ამ შუალედში, მაგრამ მაშინ ყ#, ცვლადის შესაბა 
მისი მნიშვნელობები (ე. ი. იმავე ნომრის მქონე მნიშვნელობები), მით 

უმეტეს აღმოჩნდება იმავე შუალედში. 

დამტკიცებულ თეორემას, ზოგჯერ ხუმრობით „ორი მილიციელის 

პრინციპს“ უწოდებენ 7. 

IV. ჯამის ზღვარი. თუ ორი შესაკრებიდან, თითოე- 
ულს აქვს ზღვარი, მაშინ მათ ჯამსაც აქვს ზღვა- 
რი, რომელიც ტოლია შესაკრებთა ზღვრების 

ჯამისა. 

ვთქვათ, რომ X,–>ი და V,->ნ, მაშინ X.-+V,–>014+-ხ. 

მართლაც, თუ # საკმაოდ დიდია, მამინ X, თითქმის ტოლია ძ რიც- 
ხვისა, ხოლო ყე თითქმის ტოლია ხ-სი. მაგრამ მაშინ ცხადია, რომ X#,-L 
+ყ,ი თითქმის ტოლია თ+-ხ ჯამისა. 

X+ყ.20+ხ 

მიახლოებითი ტოლობის სიზუსტე იქნება რაგინდ მაღალი, თუ X”ა 

და წ, საკმაოდ ახლოს იქნება თ და ხ რიცხეებთან, ეს კი ნიშნავს, რომ 

X+ი+V9,.--ძ-+ხ. 

ზოგჯერ ამ თვისებს მოკლედ ასე გამოთქვამენ” ორი იტ ვლა- 

დის ჯამის ზღვარი უდრის შესაკრებთა ზღვრე- 

ბის ჯამს. ეს ფორმულირება არც ისე კარგია, რადგან არ არის სა–- 

ვალდებულო, რომ შესაკრები ცვლადები მიისწრაფოდნენ გარკვეული 

ზღვრისაკენ. ამიტომ უმჯობესია დავიცვათ პირველი ფორმულირება. 

V. ორი უსასრულოდ მცირის ჯამი არის უსას- 

რულოდ მცირე. ე.ი. თუ X,.->0, #,->0, მაშინ #.+ყიე +090. 
ეს თვისება არის წინა თვისების პირდაპირი შედეგი. 

VI. სხვაობის ზღვარი. თუ X,->0 და ყა–>სმაშინ X-ყ/ა->0--ხ. 

ე. ი. ორი ცვლადის (რომელთაც აქვთ ზღვარი) 

სხვაობის ზღვარი ტოლიაამ ცვლადების ზღვრე- 

ბის სხვაობისა. 

ამ თვისების მართებულება მტკიცდება ისეთივე მსჯელობით, რო–- 

გორც ჯამის შემთხვევაში. თუ კერძოდ ი=ხ=0, მაშინ ვღებულობთ შემ- 
დეგ თვისებას: 

' VII, ორი უსასრულოდ მცირე სიდიდის სხვა- 

ობა არის უსასრულოდ მცირე სიდიდე. 

# რა თქმა უნდა, „მილიციელები“ აქ X, და 2, ()ვლადებია. 
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VII. ცვლადსა და მის ზღვარს შორის სხვა- 

ობა არის უსასრულოდ მცირე სიდიდე. 

მართლაც, გთქვათ, რომ X,->I, მაშინ VI თეისების თანახმად 
შე–-I->-I--I=0, ანუ 

X-–-->0, 

ეს კი ნიშნავს, რომ სბ უსასრულოდ მცირეა. 

მართებულია მებრუნებული წინადადებაც. სახელდობრ: 

IX.თეუ # ცვლადსა და რაიმე I მუდმივს შო- 
რის სხვაობა უსასრულოდლ მცირეა, მაშინ ( არის 

#X# 0ვლადის ზღვარი, ე. ი..X,->/. მართლაც, ვთქვათ, რომ 
X-/,=თ,, და Cთ,->-0, მაშინ X,=I--თ,. ამიტომ X,–>/-L-0, ე. ი. X,–>I. 

X. ნამრავლის ზღვარი. თ უ მოცემულია ორი ცვლადი, 

და ყოველ მათგახს აქვს ზღვარი, მაშინ მათ 
ნამრავლსაც აქვს ზღვარი, რომელიც თანამამ- 

რავლთა ზღვრების ნამრავლის ტოლია. 

სხვანაირად რომ ვთქვათ, თუ X.->0 და V#,->ნ, მაშინ X.ყ,–>იხ. 

კერძოდ, 
XI. ორი უსასრულოდ მცირის ნამრავლი უსას- 

რულოდ მცირეა. 

მართებულია აგრეთვე შემდეგი დებულება 
XII შეფარდების ზღვარი. თუ მოცემულიაორი ცვლა- 

დი და თითოეულ მათგანს აქვს ზღვარი, მა- 
შინ მათ შეფარდებასაც აქვს ზღვარი, რომე–- 

ლიც უდრის მათი ზღვრების შეფარდებას, თუ 

გამყოფის ზღვარი განსხვავებულია ნულისა- 
გან. 

სხვანაირად რომ ვთქვათ, თუ X,–>0, M,->ხ და 0=-0, მაშინ 

ი , 4. 
” ' 

შენიშვნა. შემთხვევა, როცა თ=0 აქ გამორიცხული არ არის. 

მაგალითად, თუ X,->0, ყM,->3, მაშინ % ,9_0, 
ყი 

რაც შეეხება პირობას 050, ის რასაკვირველია, არსებითია. მართლაც, 
თუ §=9, მაშინ დებულება კარგავს აზრს, რადგან, „წილადს“ 

ძ 

0 
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აზრი არა აქვს. მართლაც + სიმბოლო გამოსახავს ისეთ Xჯ რიცხვს, რომ- 

ლის ხ-სთან ნამრავლი უდრის ი-ს 

ხX=ძ0 

თუ ხ=0, მაშინ ყოველი X-ისათვის ხX=:0. მაშასადამე, თუ 05-40 (მაგა– 
ლითად თ=12), არ არსებობს ისეთი X რომლისთვისაც 0:X=>0 (მაგალითად, 

0:X=12). ხოლო . თუ ძ=90, მაშინ ყოველი X-ისათვის 0:X=ძ და 

ამ შემთხვევაშიც C. წილადი კვლავ არ არის ცალსახად განს.– 

ზღვრ ული. 

ამიტომ საჭიროა ერთხელ ღა სამუდამოდ შევთანხმდეთ–-–არასოდეს ნუ- 
ლზე არ გავყოთ. ამ წესის დავიწყებამ შეიძლება მიგვიყვანოს უხეშ შეც– 

დომებამდე. აი ერთი ასეთი მაგალითი: ვთქვათ,თ=1, მაშინ ი-––07=-ი“--07. 

თუ ამ ტოლობის პირველ ნაწილს დავშლით, როგორც კვადრატების 
სხვაობას, ხოლო მარჯვენა ნაწილში თ-ს გავიტანთ ფრჩხილებს გარეთ, 

მივიღებთ 

(თ-I- 0) (–––ი)=CV(0-––ძ). 

(ძ--ძი)-ზე შეკვეცის შედეგად ვღებულობთ თ+ი=ძ, ან 2ძ=0ძ. მაგრამ 
ძ=1, მაშასადამე, 2-=>1. 

ამ მცდარი შედეგის მიზეზი თითქოს “უდანაშაულო ოპერაციაში, 

(თ––თ)–ხე შეკვეცაში, მდგომარეობს. სინამდვილეში ი–-თ=0 და (ი-––ი)-ზე 

შეკვეცა ნიშნავს ნულზე გაყოფას. ამიტომ მივედით მცდარ შედეგამდე. 

ნათქვამთან დაკავშირებით შევნიმნოთ, რომ როცა 1. შეფარდებას 

ვიხილავთ, წინასწარ ვგულისხმობთ, რომ ყ. არ ღებულობს ნულის ტოლ 

მნიშვნელობებს, რადგან მაშინ ამ შეფარდებას აზრი არ ექნებოდა. 

განვიხილოთ ახლა 2 წილადის ჩვენს მიერ გამორიცხული ”'შემთხვე- 

ვა, როდესაც 

X.–>ძ, ყაი–>9. 

იმისათვის რომ ასეთი წილადების განხილვა შესაძლებელი გახდეს, 
ისე, როგორც ადრე, ვიგულისხმოთ, რომ ყ, არ ღებულობს ნულის ტოლ 
მნიშვნელობებს. გარკვეული შედეგის მიღების მიზნით, დავუშეათ, Cომ 

ძ5-0. მაგალითად ვთქვათ, რომ ძ=3, მაშინ #-ის საკმაოდ დიდი მნიშ- 

ვნელობებისათვის 2, წილადის მრიცხველი X, თითქმის ტოლი იქნება 
» 
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3-ის, ხოლო V,, ძალიან ახლოს იქნება ნულთან (მაგრამ არ უღრის ნულს). 
ცხადია, რომ მაშინ წილადი ძალიან დიდი რიცხვი იქნება, რადგან მრიც- 

ხველი ბევრად მეტი იქნება მნიშვნელზე. ამ მოსაზრებებიდან გამომდი– 
ნარეობს შედეგი: 

”II. თუ რაიმე წილადის მრიცხველი მიის- 

წრაფვის ნულისაგან განსხვავებული ზღვრი- 
საკენ ხოლო მისი მნიშენელი მიისწრაფვის 
ნულისაკენ, მაშინ თვით წილადი მიისწრაფვის 

უსასრულობისაკენ. 

სხვანაირად რომ ვთქვათ, თუ X,–-0(05-0) და ყ,=>0, მაშინ 

განუსაზღვრელი გამოსახულებები 

გავაგრძელრთ 25 წილადის შესწავლა, რომლის მრიცხველი X, და 
»” 

მნიშვნელი ყ, მიისწრაფვის გარკვეული ზღვრისაკენ: 

ჯი, ყ.->ხ. 

ჩვენ უკვეე განვიხილეთ შემთხვევა, როცა ხ5-50 (მაშინ სულერთია 0540, 

თუ 0=0), აგრეთვე შემთხვევა, როცა 0ხ=0, მაგოამ 5-0. რჩება “მემ– 

თხვევა, როცა 09=0 და ხ=0. ერთის შეხედვით თითქოს არ ღირს ამ 

სპეციალური შემთხვევის დაწვრილებითი შესწავლა. მაგრამ ეს სინამ- 

დვილეში ასე არ არის, რადგან როგორც ჩვენ შემდეგ დავინახავთ, 
დიფერენციალური აღრიცხვის ძირითადი ოპერაცია „ფუნქცის გა- 

არმოება“ დაიყვანება –/ შეფარდების ზღვრის პოვნაზე, რომელში ება“ „დაიყვანება “-> შეფარდე ვ ვ ელშიც 

#ტX+>+0 და #ყ->0. დავიწყოთ ზოგიერთი მაგალითის განხილეით. 

  

1 
1. თუ ჯა= 1 და ყ/,= 2511 , მაშინ X,„–>0 და ყ,->0, ხოლო 75 == 

: ”M 'M X, 

=2+1 024 2 –> 2. 
I“ I” 

== 1 1. მაშინ X, 2. თუ X= – და ყი=-,) აშინ X.-+>0, ყ.–>0, ხოლო ჯი _. 

” ყM 
1.5 

= –=- -.,7“=I1->00. 

IL 
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1 ' X. 
3. თუ X = 2, ყა=–, მაშინ ემ, ყ.--0, ხოლო -”" == 

”“ „ ჟი 
1 

=-. + 0. 
” 

(– 1)" და V,= ს , მაშინ Xგ–>0, ყ,–>-0, ხოლო 2 
/ # ყი 

=(-1)%, არავითარი რიცხვისაკენ არ მიისწრაფვის. 

4. თუ ჯ. = 

ვხედავთ, რომ იმ შემთხვევაში, როცა X,–>-0 და V,->0, 25 წილადი 
V 7 

შეიძლება მიისწრაფოდეს სხვადასხვა ზღვრისაკენ,„ მასთან შეიძლება 
სრულებით არ ჰქონდეს ზღვარი. ამასთან დაკავშირებით მოვიყვანთ 
შემდეგ განსაზღვრას. 

განსაზღვრა. წილადს, რომლის მრიცხველი და მნიშვნელი 

ცვლადი სიდიდებია, რომლებიც მიისწრაფვიან ნულისაკენ„, ეწოდება 

< სახის განუსაზღვრელობა. ასეთი წილადის ზღვრის პოე– 

ნას (ან ზღვრის არ არსებობის დადგენას) ეწოდება ამ განუსაზღვრე- 
ლობის გახსნა. 

შენიშვნა. გარდა = სახს განუსახღვრელობისა არსებობს 

კიდევ 9. იC-ი%, 0 CC, 1, ი«9, 00 სახის განუსახლვრელობანი. 
ი 

მაგალითად, –- –– სახის განუსაზღვრელობა ეწოდება + -” გამოსახულე– 

ყი 
ბას, სადაც X, და M ისეთი ცვლადებია, რომ ს», ->% და ყა->9%. ზუსტად 
ასევე 1? არის XV" გამოსახულება, სადაც X, და წ, ცვლადებია, მასთან 
Xა-->1, ხოლო ყ.->+ი. 

6. ზოგიერთი ტიპის განუსაზღვრელობათა გახსნა 

I. <= სახის განუსაზღვრელობანი, მოცემული 

ორი მრავალწევრის შეფარდების სახით. 

მაგალითი. ვიპოვოთ 

> 2ჯ3 -L 5X” –– 9X -L 11 . 

ჯასთ I-C Xმ-- 5X” LX +. 2 

ვიდრე დასმულ ამოცანას ამოვხსნიდეთ, მოკლედ შევჩერდეთ მის 

არსზე. ზემოთ ჩვენ ვამბობდით, რომ შევისწავლით დანომრი ლ 

ცვლადებს, ხოლო დანარჩენ ცვლადებს დავიყვანთ მათზე დასმულ 
ამოცანაში ვთვლით რომ X გაირბენს რაიმე XV XI, Xე,... მიმდევრო- 
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ბის მნიშვნელობებს, სადაც მიმდევრობა მიისწრაფვის უსას- 
რულობისაკენ. თუ რომელ მიმდევრობას გაირბენს X, იქნება ეს X#,=: 

=2», ან X=10", ან X„=2/-+1, ჩვენთვის სულ ერთია". ასე, რომ ჩვენ 

არამც თუ არ ვწერთ ამ მიმდევრობას, არამედ არც ეწერთ X,->თ% და 
გიხღუდებით ჩანაწერით X»X-+ძიი.?" 

გადავდივართ ამოცანის ამოხსნაზე, ამისათვის ჩვენი წილადის მრიცხ- 
ველი და მნიშვნელი გავყოთ X'-ზე. მაშინ 

სა 2 + 5) – 9X+ 11 _. 
ათ XI+-XI-5X + X+2 

ჩვენს მიერ გამოყენებულ ხერხს აქვს ზოგადი ხასიათი, სახელდობრ, 
რეკომენდებულია შემდეგი წესის დამახსოვრება. 

წესი. იმისათვის, რომ გავხსნათ = სახის გა- 
თი 

ნუსაზღვრელობა, რომელიც მოცემულია ორი 

მრავალწევრის შეფარდების სახით, საჭიროა 

მრიცხველი და მნიშვნელი გავყოთ მათში შე- 
მავალი ჯის უმაღლეს ხარისხზე. 
მართლაც, ამ ოპერაციის შემდეგ ჩვენი შეფარდება გარდაიქმნება გა- 
მოსახულებად, რომელიც უკვე არ წარმოადგენს განუსაზღვრელობას, 
ასე, 

5 2 7 

ს მრი5042X+7 ე IX 2 2 
წ." 4X-' -C 9ჯ -I- 11. ჯ«ჯთ 4 9.11... 

% L-ის მნიშენელობათა შორის არ უნდა იყოს მნიშვნელის ამონახხენები. მაგალი– 
თად X,==1. რადგან ასეთი X-სათეის მნიშენელი X1-I- 2 –- 5I1-X-I-2 გადაიქცფეეა 

ნულად, წილადი დაკარგავს აზრს. იგივე ითქმის ყველა ანალოგიური მაგალი- 
თის შეახებ. ზ 

თ“ რასაკვირველია, აქ ნათქვამი უნდა გავიგოთ მხოლოდ, როგორც მეთოდური 

ხერხი, რომელიც გერთავს ნებას გამოვიყენოთ დანომრილი ცელადისათვის განეი- 

თარებული თეორია. შეცდომა იქნება ვიფიქროთ, რომ სინამდვილეში არ არსებობს, 

გარდა დანომრილისა სხვა ცვლადები. დრო, უწყვეტად მოძრავი წერტილის მიერ 
გავლილი მანძილი, ღერძის ირგელივ სხეულის ბრუნვის დროს მიღებული მობრუ- 

ნების კუთხე, და სხვა, დაუნომრავი ცელადღის მაგალითებია. 
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რადგან უკანასკნელი წილადის მნიშვნელი მიისწრაფვის ნულისაკენ, 
ხოლო მრიცხველი მიისწრაფვის ნულისაგან განსხვავებული ზღვრისა- 
კენ. ანალოგიურად, 

5ჯ-13ჯ#-L7 · ჯ + ჯ 
ჰუ ი ? “>. 
აას 8)2-404612 «აო, 2, 1 

საზოგადოდ, როცა ,45-0 და #=0 იქნება 

– „, თუ ი>7M, 
#68: “CL... IX , თუ ”</ჩ), 

ლლ 

. 0 
IIIი – = 
+-ათ LX” -L /VIX-1 L #უჯყო-ბ L ... -L ? 4 

L 

  

კ თუ I/1=/1. 

II. = სახის განუსაზღვრელობანი, რომელიც 

მოცემულია ორი მრავალწევრის შეფარდების 
სახით. ' 

მაგალითი. ვიპოვოთ 

)91 X+5X-- 16. 
.->2 ჯ-–4 

ისე როგორც ზემოთ, ვთვლით, რომ % გაირბენს რაიმე X, მიმდევრობის 
მნიშვნელობებს, ამასთანავე X,->2. ამოცანაში არაფერია მითითებული 
იმის შესახებ თუ როგორია ეს მიმდევრობა, რადგან ეს სულ ერთია. 

X არ ღებულობს 2-ის” ტოლ მნიშვნელობას, რადგან თუ X=2, მაშინ X"-– 
--4=0 და წილადი კარგავს აზრს. 

მაგალითი უნდა ამოიხსნას ასე: 

  

ი ჯ -6V-- 16 > (X-+8) (X-–-2) _ წე Xჯ+8 _ 

აე /ე4ი > (X+-2)'(X--2)  «52X+2. · 

_ 10._ 5 
=>=>- 

მოყვანილი ამოხსნის შესახებ სასარგებლოა შევნიშნოთ შემდეგი: 
თუ წილადს 

#--6X-16 

2-4 
ო 

" ზუსტად ასევე X5---2 
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გადავწერთ შემდეგი სახით 
(X+8) (X–2) 

(X-+2) (X-–2) 
ამით არ' შევცვლით არც მის მრიცხველს, არც მნიშენელს. ხოლო შემ– 

დეგი ჩანაწერი · 
X+8 

X-+-2 
  

არსებითად ცვლის მის მრიცხეელსაც და მნიშვნელსაც. (X-2) გამოსა- 
ხულებაზე შეკვეცამდე, მისი მრიცხველი და მნიშვნელი მიისწრაფოდა 
ნულისაკენ და წილადი წარმოადგენდა განუსახღვრელობას. ამ „გამა- 

ჯანსაღებელი“ შეკვეცის შემდეგ (შეკვეცა სავსებით შესაძლებელია, 
რადგან უკვე შევნიმნეთ, რომ X#562 და ამიტომ X--2 560), უკვე 
არა გვაქვს ·'საქმ განუსახღლვრელობასთან. ამავე დროს წილადის სი- 

  დიდე არ შეიცვალა და ამიტომ 1 წილადის ზღვარი არის მოცე- 

მული წილადის ზღერის ტოლი. (VI –- 2) მამრავლს, რომელიც იწეევს 
() წილადის. მრიცხველისა და მნიშვნელის ნულისაკენ მისწრაფებას 

“უწოდებენ „კრიტიკულ მამოავლს“. 
მოვიყვანოთ ამ ხერხის გამოყენების კიდევ ორი მაგალითი: 

·  X-5X+6 _.. (X--3) (X-–2). 
წმი ––.––. = -.ეც'”ოს ' 
ყავ ჯმ 272 ჯა (X-–-3) (XX2+-- 3X+9) 

X–-2 1 
=II9) –“_ 
ჯვ X2-L3ჯX-+9 =27. 

აქ კრიტიკული მამრავლია X--3. 

  

ანალოგიურად, 

“'5-14 · – (1-7 
სთ + +2%X-გ ცი თ-:90010 _ _ 
ჯამ? XI LჯX-–-1გზგ ++? (ჯ--2) (Xნ-ნ--2X -+-4X-L9) 

XჯX+7 _9 ვ 

ა 11-C2X"-L-4+9 “ შვ. 11 

' · 
წესი იმისათვის, რომ გავხსნათ. სახის განუ- 

საზღვრელობა, რომელიცე მოცემულია შემდე- 

გი ფორმით 

| სიე -4X+8+-1+--+# 
«პი LX9ი + Mაო“ -L ... + ჩი” 
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საჭიროა, მრიცხველში და მნიშვნელში გამოვ 
ყოთ კრიტიკული მამრავლი X– თ და წილადი 

შევკვეცოთ მასზე. 

შენიშვნა: 1) X--ი კრიტიკული მამრავლი აუცილებლად გა- 

მოიყოფა მრიცხველში და მნიშვნელში, რადგან X = თ არის ამ ორივე 
მრავალწევრის ამონახსენი, ამიტომ ბეზუს თეორემის შედეგის თანახმად 
ორივე მრავალწევრი იყოფა უნამთოდ Xჯ-–ძ სხვაობაზე. 

2) შესაძლებელია, რომ კრიტიკულ მამრავლზე შეკვეცა მოგვიხდეს 

რამდენჯერმე. 

ყველა ზემომოყვანილ მაგალითში, ვშლიდით მრიცხველს და მნიმ- 

ვნელს მამრავლებად ინტუიციის მიხედვით. თუ ასეთი დაშლა ძნელი აღმო– 

ჩნდება, მაშინ უბრალოდ “უნდა გავყოთ მრიცხველი და მნიშვნელი 

X-ძ სხვაობაზე ალგებრის ჩვეულებრივი წესისამებრ. ზემო შენიშვნა 

უზრუნველყოფს უნაშთოდ გაყოფას. 

მაგალითი. ვიპოვოთ 

სთ ვენ) 2%- 1-C5X-L5 

1-3>-1 X/-L1 

აქ თავიდანვე ჩანს, რომ 

X)-+ 1=-(X+ 1)(X----X-L 1). 

ხოლო მრიცხველის დაშლა მამრავლებად ძნელია, ამიტომ ვყოფთ მას 

(წინსწარ ცნობილ) კრიტიკულ X#+1 მამრავლზე. 

ვ3/0-- 2Xმ8-- X1-- 5X-+5 | X-L1 

  

3%1-3ჯ ვ2-X+5. 
–ებ-–-X1-+ 5X+ 5 
–-Xმ–-ჯ 

5X+ 5 

5X+ 5 
0 

ამგვარად, 

3X-L 2Xმ--X?+ 5X+ 5=(X-+- 1) (3:პ7--X-+ 5) და 

ი) ვეტ-L2X3- 1" -+5X+ 5 = პეტ #+5 _ 1 
2 X-+1 .ა- ჯბ-–X-L1 3 

II. > სახის განუსაზღვრელობა, რომელიც



მოცემულია ირაციონალური გამოსახულებით. 

განხილული ტიპის მაგალითებში „კრიტიკული მამრავლის“ გამოყოფა 

დამყარებულია ბეზუს თეორემაზე 

4X9ი+18X7#/4-1-+...-I-IC (4) 

მთელი მრავალწევრის X–-ი ორწევრზე გაყოფადობის შესახებ, სადაც 
ძი (4) მრავალწევრის ამონახსენია. 

ირაციონალური გამოსახულებებისათვის ბეზუს თეორემის გამოყე– 

ნება არ შეიძლება. მაგალითად, მიუხედავად იმისა, რომ 

VX'+5–-3 

გამოსახულება ნულის ტოლი ხდება, როცა X=2, მაგრამ ის (X-–2)-ზე არ 
იყოფა?. 

ამიტომ, = სახის განუსაზღვრელობის გასახსნელად, რომელიც მო- 

ცემულია 
:_ M 
მი 

დ XჯX6260 

სახით (სადაც /# და M რაიმე ირაციონალური გამოსახულებებია, რომ- 
ლებიც ნულის ტოლი ხდებიან, როცა X=ი) უშუალოდ (ჯX-–ი)-ზე 
შეკვეცის ხერხი არ გამოდგება. მაგრამ ზოგიერთი გარდაქმნის საშუალე– 
ბით (ალგებრაში ცნობილი ხერხის -- „მნიშვნელში ირაციონალობის 

მოსპობის, გამოყენებით) შეიძლება დავიყვანოთ ეს შემთხვევა უკვე 

განხილულ შემთხვევამდე. 

მაგალითი. ვთქვათ, რომ X->3 (ე. ი. ისე როგორც წინა შემთ–- 
ხვევებში, X გაივლის X,, X:, X,.. მნიშვნელობათა გადანომრილ მიმდევ–- 
რობას, რომლისთვისაც X-–>3) გამოვთვალოთ 

. X-–9 
ი) -–-–-. 
დ>533 VX-+-1 –2 

(რადგან მნიშვნელი ნულის ტოლი ხდება, როცა X=>3, ამიტომ X,-ის 
მნიშვნელობათა შორის არ არის 3-ის ტ ო ლ ი მნიშვნელობა). შესასწავლი 
წილადი არ შეიცელება, თუ მას .გადავწერთ შემდეგი სახით 

(X–– 3) (+3) · 5 
VX+1 – 2 თ 

+ 4-ს 8-ზე გაყოფადობის ცნება (სადაც # და 8 V-ზეა დამოკიდებული) დადგე– 

ნილია მხოლოდ იმ შემთხვევისათვის როცა #4 და #8 მრავალწევრებია. გამოთქმას 

"510 X იყოფა (ან არ იყოფა) VX-ზე“ აზრი არა აქეს. 
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ამგვარად, მრიცხველში გამოვყავით კრიტიკული მამრავლი X-–3. 
იმისათვის, რომ გამოვყოთ ის მნიშენელშიც, საჭიროა მნიშვნელი გა- 
ვათავისუფლოთ ირაციონალობისაგან, ამისათვის გავამრავლოთ (5) წი- 

ლადის მრიცხველი და მნიშვნელი VX+1+2 ჯამზე, ე. ი. წილადი ჩავ- 

წეროთ შემდეგი სახით 

(X–3) (X+3) (VX-L1-L2). 
(X-+1)--4 

ახლა წილადი შეიკვეცება (X--3)-ზე და მიიღებს სახეს 

, C+3)(LX+1+2), 
საიდანაც ცხადია", რომ მისი ზღვარი, როცა X->3 არის 24. 

აი კიდევ ასეთი ხასიათის ერთი მაგალითი. 

' 

მაგალითი. გამოვთვალოთ 

სო MX -1_ 
> V5X2>C+3-2' 

„ იმისათვის რომ § მრიცხველი გადავაქციოთ მთელ რაციონალურ 

მრავალწევრად, უნდა გავამრავლოთ IV X--1 ჯამზე, ხოლო წილადი, რომ 

არ შეიცვალოს, საჭიროა მნიშენელიც გავამრავლოთ ამავე ჯამზე. მნიშ– 

ვნელის მთელ მრავალწევრამდე დასაყვანად, უნდა გავიხსენოთ ფორმულა 

(ძ--ხ)(0?-L ძხ-L ხ”) -=03%--ხ!. 
და დავუშვათ, რომ 

ჭ 

ი=/5X+-3  ხ=2. 
ჩვენი მაგალითი ამოიხსნება ასე 

VX-I (V/X – 1XVX +1) | (V5-+3) +27/5X”--3 +41 _ _ 
#750+-3 -2” (/5X+3 - 2)I(V5X +3)”+ 2 V 5X-+3 +4) (VX+1) 

Xჯ-1 „C 5X+3 ) +2 V5X +3+4. 
5X7-5 VX +1 

  

= 

აქ მეორე მამრავლი არ წარმოადგენს განუსაზღვრელობას (როცა X->1), 

არამედ ზღვრად _=6 აქვს. პირველი მამრავლი 

Xჯ–1 

5ჯ?-.5 ' 

+ ესარგებლობთ იმით, რომ სთV «1-2. სახოგადოდ X-–>/, თანადობიდან გამომ– 
> 

დინარეობს, რომ " „ “+ 1: „ფესვის ზღვარი უდრის ფესვს ზღვრიდან“. 
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9. 

ასე გადაიწერება 

1 

5C+1) 
  

და მიისწრაფვის 16 “კენ: მაშასადამე, საბოლოოდ ჩვენთვის საინტერე- 

სო ზღვარი უდრის 

6 3 
10. §. 

ამგვარად, შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ 

საზღვრელობა, 

წესი იმისათვის, რომ ,ბავხსნათ <= სახის განუ- 

მნიშვნელი 
რომელშიც ს მრიცხველი ან 

ირაციონალურია, საჭიროა გავა- 

თავისუფლოთ წილადი ირაციონალობისაგან 

ამ წესის საილუსტრაციოდ მოვიყვანოთ კიდევ ორი მაგალითი 

1) თ VX+3 -2 „ე 0-+ 3-4) C 64X? +2 V8X+4) 
ს შ%V8X-2 (8X-–-8) (/»X"+3 -L2) 

–=სი#-) (X-L1) (V64X? -L2 V8X+4) _ 

2» 8 (X-– 1) (VX?-+3 + 2) 

ჯ–-> 

  

  
სე X+ 0 (C/64X7 +2V8X+4) _20+4+4)_ 3. 
ი 3-- 8(VX?-++3+2) 82+2 4 

ვ. 
თ IM _  V2X7მ7-8 –2 1 

  

ს V2X9--8 2 _ 

4 2 V32--3 –3 

(1200–8--2)|, ფდX3-- 8)?! 2/2XC- 8 + 4|I(V3»--– 3-L3) _ 
2 (/3»?-–-3 --3)(L3X7–3 -++3)|/(2+9=-8)' 8)"--2V2XმX=-8.+4| · 

1 3__ 

=–- II (2L-" 

> (#39 3X9--3--ვ) (VX+7+1) . 

>!
) 

  
  

8- 8)(, 3ჯ? 3X71–3+4+3) 

4 „2 (3+--3- 9) IV (2X%-- 8)?-L2 9 22– 0-8 -L4) 

6 2X9-–- 16 #-8 1 
წე «X-= 

4.12 +X->2 3V>-- 12 
  

1 (X-- 2XX-+2X--4) _ 
– I IIე 
12 2-2 6-4. 12 >> (XL-–– 2) ((+2) 

1 ამ. 2X+4 1. 12 1 =1 სი +212 1 .18-.7, 
12 X–2 “-L2 ).)2 4 4 

ი, ნატანსონი 129



IV. => სახის ტრიგონომეტრიული განუსაზღვრე- 

ლობანი. > სახის განუსაზღვრელობათა გასახსნელად, რომლებიც 

შეიცავენ ტრიგონომეტრიულ ფუნქციებს, აუცილებელია შემდეგი მნიშ- 
ვნელოვანი ფორმულის დადგენა 

§)ი თ _ 
ქი) –––= 
ითა XC   

ამისათვის წინასწარ დავამტკიცოთ ლემა. 
L1 · · 

ლემა. თუ0<თ<>, მაშინ მართებულია უტოლობა“ 

„I >>თ > 51ი C 

#9 დამტკიცება. 96-ე ნახაზიდან ჩანს, 

რომ 4408 ფართობი მეტია 40C სექტო- 

რის ფართობზე, რომელიც თავის მხრივ მე- 

ტია #6.40C ფართობზე. რადგან ეს ფარ- 

  

თობებია . 

5ააიი= – 04-48, 

1+-> 
2 : 7 4 <5 სეკგ 40C““ უკ 46% 

ნახ. 96. 5ა„იი= –-0#-Cნ, 

ამიტომ შეიძლება დავწეროთ 

1 0ქ.48> “716. >--04.60 
2 - 2 2 

ან“? 

– 2.7 C>-- თ. ჩ>> ჩ.?აით. 

  

#“ აჭ თ არის განსახილეელი კუთხის რადიანული ზომა, გაგახსენებთ. რომ 

რადიანი ეწოდება კუთხეს, რომელიც როგორც ცენტრალური კუთხე ეყრდნობა რადი- 

უსის ტოლ ორკალს, 

." 1C=- თ ტოლობა მართებულია სწორედ იმიტომ, რომ თ არის განსახილველი 

კუთხის სიდიდე რადიანებით. 
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თუ ამ ორმაგი უტოლობის ყველა წევრს გავყოფთ > #”-ზე, მივიღებთ 

LV თ->>თ>5)0 თ, 
რის დამტკიცებაც იყო საჭირო. 

თეორემა. მართებულია ფორმულა 

§II თ 
IV 29% ჟ 
დე C   

ე. ი უსასრულოდ მცირე კუთხის სინუსის ამ 

კუთხის სიდიდესთან შეფარდების ზღვარი ტო- 

ლია ერთისა (იგულისხმება, რომ თ კუთხე მო- 
ცემულია რადიანებში). 

დამტკიცება.   % ღილადი არ იცვლება თ-ს ნიშნის შეცვლით, 

ამიტომ შეიძლება დავუშვათ, რომ ცვლადი თკუთხე დადებითია?!, 
თ>0. რადგან თეორემის პირობის თანახმად Cთ-+0, ამიტომ გარკვეული 

მნიშვნელობიდან დაწყებული, აღმოჩნდება, რომ თ<>- მაშინ წინა 

ლემის „გამოყენებით მივიღებთ, რომ 

LC თ->თ>>51ი თ 
ან 

511 
  >თCთ>ვ5ით. 
C0§ X 

თუ გავყოფთ უტოლობის, ყველა წევრს §1ი C-ზე (ეს სიდიდე დადები– 

> 
ლიხთ ვ3IიCთ 

დეებზე, მივიღებთ 

თია), მივიღებთ     >>1. თუ' გადავალთ შებრუნებულ სიდი- 

XC 
ლიათ < 20% - 1. 

C 

რადგან 96-ე ნახაზიდან??? ცხადია, რომ 1სი ლ05 =1, ამიტომ შეიძლება 

გამოვიყენოთ თეორემა შეკუმშული ცვლაღის შესახებ (იხ. მე-4 ქვეპარაგ- 
რაფის III თვისება) და მივიღებთ 

IIი1 ით კ. 
ცამ XC 

რის დამტკიცებაც იყო საჭირო. 

§IიM>X == 
.· როცა –““–- წილადს ვიხილავთ, ბუნებრივია ეთვლით, რომ თ5-C. 

+ 

· უფრო ზოგად:დ, ნახაზიდან აღვილი დასანახია. რომ 119) (05 თ=(05 0. ე. 
თ–>ი 

„კოსინუსის ზღეარი ზღვრის კოსინუსის ტოლია“. იგივე ეხება სინუსსაც. 
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მაგალითები: 

ევ» 

სა სი აე ყე თ (55 ჯ 3 )=3. 
ჯ-30 X ჯ–>9 3 

    

    

5 
2 II 2 =სთ (“- ”). · 25 |=2-. 

ჯ–30 X# =Vთ 

1– , 1--00§2 ვ) II 5-0 _1--0051X _ 
ჯ-30 ჯ–30 “მოთ 

=IIი 1) = 1. C 

2-0 – 2 

ეს მაგალითი შეიძლება კიდევ სხვანაირადაც ამოიხსნას:ს სახელდობრ, 

  

  

  

      

  

ი X .- XXV 2 
25IM” -- 51 -–– 

სი 1-59%X ე 2 ი __-- 
ჯი ჯ” თი ჯ ჯ–-30 # 2 2 

2 

. Xჯ „· X– 
25 10 8022 

.· C05>C-005+ .. 2 2 
4 Iო =IIVი = 

ვაი მ-ი „აი (X--0) (X–ძ) 

Xჯ ჯ- . 
511 +ძ 511 9 ვეთ 10 

. 2 2 . 2 §I0 ძ 
=1II»ი =I0) ––----= · 

ჯ->ი X+ძ “ ჯ->ი '"Xჯ4359ძ "20. 

2 

აქ ვისარგებლეთ იმით, 'რომ როცა X+თ, მაშინ “-9 0 და ამიტომ 

  

  

X–ძ 
8111 

2 

»ჯ=9 >“ 
2 

საჭიროა გვახსოვდეს, რომ Mოთ 59% ტოლობა, მართებულია მხო- 
თვი , X 

ლოდ მაშინ, როცა თ->0, ხოლო თუ თ->0ძ(0540), მაშინ 

.„·. 50C 35%0იძ 
II01 = · 
ფლაი XC თ 
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მაგალითად, 

  

590-“- – 
5111 6 2 3 5) | 1. 2929 2-3. 

ჯ ჩX MM 7 

– ი % 
აღვნიშნოთ კიდევ ასეთი “კხადი ტოლობა 

.  5იX 
IIი 

ჯ2«-–6თი ჯ 

=0.   

7. 6 რიცხვი 

განსაზღვრა. V,. ცვლადს ეწოდება ზრდადი, თუ მისი 
ყოველი მნიშვნელობა ნაკლებია მის მომდევნო მნიშვნელობახე, ე. ი. 

X–ხ–ე<...<L<I,,ც<... 

  

X#, გე X, 2 #6 
_I II. II L „ 

«% 

ნახ. 97. 

ასეთი ცვლადის გრაფიკული გამოსახულება მოცემულია 97-ე ნახაზზე. 

განსაზღვრა. X, ცვლადს ეწოდება ზემოდან შემო- 
საზღვრული, თუ მისი ყველა მნიშვნელობა ერთსა და იმავე მუდ– 
მივ #4 რიცხეზე ნაკლებია 

  
9) 
  

98-ე ნახახხე მოცემულია ასეთი ცვლადის გამოსახულება. 

X- 4, .ხვ XX, 

IL) I. | 0111. 
ხახ, 98 

თეორემა 1. თუ # ცვლადი ზრდადია და არ არის 

ზემოდან შემოსაზღვრული, მაშინ X->9თ. 

დამტკიცება. ავიღოთ რაიმე დიდი მუდმივი დადებითი , 

რიცხვი, X,-ის ყველა მნიშვნელობა /#-ზე ნაკლები რომ აღმოჩნდეს, 
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მაშინ X, შემოსაზღვრული იქნება ზემოდან, რაც ეწინააღმდეგება პი- 
რობას. მაშასადამე, მოიძებნება X,-ის ერთი მაინც მნიშვნელობა, რო- 

მელიც მეტი იქნება „-ზე. მაშინ X,„-ის ყველა მომდეენო მნიშენელობა 

მით უმეტეს მეტი იქნება /#-ზე, რადგან X, პირობის თანახმად ზრდადი 

ცვლადია. : 
ამგვარად, #გ „გადააჭარბებს“ ნებისმიერ 4 რიცხვს, ეს კი ნიშნავს, 

რომ X->+ თ. ' 

თეორემა 9. თუ X, ცვლაღი ზრდადია და ზემო- 
დან შემოსაზღვრული, მაშინ ის მიისწრაფვის 
გარკვეული სასრული ზღვრისაკენ. 

ამ თეორემას მივიღებთ დაუმტკიცებლად. მისი მკაცრი დამტკიცება 
ძნელია, ხოლო თვალსაჩინოდ მისი შინაარსი შედარებით ადვილი გა- 

საგებია. სახელდობრ, თუ 1) X- <<<... და 2) X.<4(/1=1,2. 

3,4,...) მაშინ X,„ წერტილი /-ის ზრდასთან ერთად გადაადგილდება ღერ- 
ძზე მარცხნიდან მარჯენივ, ისე რომ სულ მუდამ მუდმივი # წერტილის 
მარცხნივ რჩება (ნახ. 99). 

4 

“ამიწირანი, 
ნახ. 99 

ს 
ადვილი გასაგებია, რომ ამ პირობებში X, მიისწრაფვის რაიმე 1 ზღვრი– 

საკენ- 

  

XI 

  

ამასთანავე ცხადია, რომ 

(<4. 
1 და 2 თეორემების შედარებით ვხედავთ, რომ ზრდად ცვლადს 

ყოველთვის აქვს სასრული ან უსასრულო? 
ზღვარი. : 

აღვნიშნოთ აგრეთვე, რომ ზრდადი ცვლადის 
ყეელა მნიშვნელობა ნაკლებია მის ზღვარზე. 

  

  
X,<I1Iი X 

  

#“ შეიძლება არ იყოს ზედმეტი იმის გახსენება, რომ „-+I-თ ზღვრის არსებობა? 

სინამდეილეში ნიშნავს, რომ ჯXი–->+990, ასე რომ ბრჭყალებში მოთავსებული ფრახზა არ 

უნდა გავიგოთ ისე, თითქოს ჯე მიისწრაფეის რაიმე რი ცხვისაკენ. 
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მნიშვნელოვანი მაგალითი. ვთქვათ, 

1%ი 
#=() +>) · 

ჩ 

ადვილია შემოწმება იმისა, რომ 

X.=2, X.=2,25, X.=2,370, X,=2,441, X,=:2,488, 

ვხედავთ, რომ X<X<%<X<X. 

შეიძლება დავამტკიცოთ, რომ #, შემდგომშიც იზრდება. ამას გარდა; 

როცა #C=5, აღმოჩნდება, რომ X.„<1. შეიძლება დავამტკიცოთ, რომ 

ეს უტოლობა მართებულია M-ის“ ყველა დანარჩენი მნიშვნელობისათ- 
ვის.' 

ამგვარად, () +>) ცვლადი ზრდადია და ზემოდან შემოსაზღვ- 
” 

რული, ამიტომ მას აქვს სასრული ზღვარი, ე. ი. არსებობს 

IM) (+-)” ' 
ით /ბ 

გა ნსაზღვრა. (!+ 5) ცვლადის ზღვარს ეწოდება 6 რი (> 

ხვი. 

ამგვარად, 
  

 .- სთ I0.V” (ლ) 
| , ”-აიი ს ” 

2 არის ირაციონალური რიცხვი. შეიძლება ვუჩვენოთ, რომ 

ტ=2.718281828459... 

დაიმახსოვრეთ 6 -ს შემდეგი (მეტობით) მნიშვნელობა 

|<=2,2) 

  

. რომ გავიგოს, აღნიმხული მოვლენის მიზეზი, დაეუშვათ, X»„ა|)--X#ე= 2... მა 

შინ 2,=0,25; 2.=0,12, 7ე=0,071, 2,=0,047 ე. ი. X„-ის ნაზრდები თანდარან 
მცირდება. ამ გვარად აღმოჩნდება, რომ ამ ნაზრდების უსაზღვრო დაგროეება (სწორედ 

ამაშია საქმე: მაგალითად X,-დან X,იი--მდე გადასვლისას უნდა შეიკრიბოს 999 საზრდი 

2 +2.+-2ა+...+ შაი) არ მიგვიყვანს 3-ზე მეტ რიცხეამდე (არც სამის ტოლამდე). 
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შენიშვნა. თუ (6) ფორმულაში დავუშვებთ, რომ 1 =7, მა- 

” 

შინ ის მიიღებს ასეთ სახეს 

-=Iთ(1+»7“. (7) 
206 

    

აღმოჩნდა, რომ (7) ფორმულა მართებულია არა მარტო მაშინ, როცა 

7 გაირბენს 2=- მნიშენელობათა მიმდევრობას არამედ ნებისმიე– 
”„ 

როი 2-სათვის, რომელიც მიისწრაფვის ნულისაკენ. ამგვარად, (7) ფორ- 
მულა არის (6) ფორმულის განზოგადებული სახე, ამიტომ საჭიროა მი–- 

სე დამახსოვრებაც. 

6 რიცხვის ძირითადი დანიშნულება მათემატიკაში ის არის, რომ 
6 არის ლოგარითმების სისტემის, ე. წ. „ნატურალური“ ლოგარითმების, 
ფუძე. ამას გარდა, 6 რიცხვი ხშირად ხელსაყრელია 1=-სახის განუსაზღ- 
ვრელობის გახსნის დროს. 

მაგალითები. ! 

L -1 
ა) IIC(1+5X” =IთIL(1 + 5») შ)ზ = ტს 

ჩჯ#–30 

. ვ3ჯ-L 2Vა#+ . + ეჯ+1 2 _ 

2 ო 211) - (ს 20) 
Xჯ"-L5X-+ 3 6X+1 

3) II <2 17) = 

    

ჯ5+3X+?1 , (2ჯ-–4) (6X+1) 
2L--4 “ 2-2 ჯ5+3X+71? · 

=Iთი 1 ეაეასეაეაეაეაა–. =017. 
ჯ–თ ჯბI3X-L7 

8. ნატურალური ლოგარითმები 

  

განსაზღვრა. რაიმე ,„V რიცხვის ლოგარითმს, გამოთვლილს 6-ს 
ფუძით, ეწოდება ამ რიცხვის ნატ უ რალური ლოგარითმი და აღი- 

ნიშნება სიმბოლოთი 1იM. ამგვარად 

  

)ი'VM=10წ, M 
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სხვანაირად, MV რიცხვის ნატურალური ლოგარითმი არის. ხარისხის მაჩ- 
ვენებელი, რომელშიც უნდა ავახარისხოთ 6, რომ მივიღოთ MV 

  

(0იM -M 

  
მაგალითები: 

1) I)იფთ=3. 2) Iი4ტ2 =>, ვი 1=- 21, 
4 V26 2 

ალბათ მკითხველს გაუკვირდება, რომ მათემატიკაში, გარდა საშუ- 
ალო სკოლიდან ცნობილი ათობითი ლოგარითმებისა, განიხილება კი- 
დევ სხვა ლოგარითმები, ამავე დროს იმდენად „მოუხერხებელი“ ფუძით, 

როგორიცა ირაციონალური რიცხვი 

6=2,7182818... 

ამის შესახებ შეიძლება შევნიშნოთ, რომ რიცხვი 10 ლოგარითმის 

ფუძედ მოსახერხებელია მხოლოდ რიცხვითი გამოთვლების ჩა– 

ტარებისას და არავთარი თეორიული ღირებულება ასეთ ლო–- 
გარითმს არა აქვს, ხოლო როდესაც გვიხდება არა რიცხვითი, არამედ ა ს ო- 
ითი გამოსახულებების გამოყენება, მრავალი ფორმულა მარტივდება 
ნატურალური ლოგარითმების საშუალებით. 

ეს გარემოება რასაკვირველია არ ამცირებს ათობითი ლოგარით- 
მების მნიშვნელობას რიცხვითი გამოთვლების დროს. 
კავშირი ნატურალურ ლოგარითმებსა და ათო- 

ბით ლოგარითმებს შორის. როგორც უკვე იყო აღნიჰ- 
ნული, ლოგარითმის განსაზღვრიდან გამომდინარეობს ტოლობა 

M= 20%». 

თუ გავალოგარითმებთ ამ ტოლობას 10-ის ფუძით, მივიღებთ: 

1თIV ==1დ (დ0იM). 
აქედან 

1თდ V=1ი VIდ 6. 

მაგრამ #=2,71828. თუ ვისარგებლებთ ათობითი ლოგარითმების ცხრი- 
ლებით, მივიღებთ ს 

1თ6=0,43429. 
მაშასადამე, 

  
1 M =0,43429 IიM (8) 

(89 ფორმულა საშუალებას გვაძლევს ვიპოვოთ V რიცხვის ათობითი 

ლოგარითმი, თუ ცნობილია მისი ნატურალური ლოგარითმი. 
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0,43429ი რიცხვს ეწოდება ნატურალური ლოგარითმებიდან კთობით 
ლოგარითმებე გადასვლის მოდული. 

(8 ტოლობა შეიძლება ასე გადაიწეროს 

– IწV_ 
, 0,43429. 

მაგრამ 

1. 2,102. 
0,43429 

მაშასადამე, 

Iი V=2,302 IC VV. (9) 

(0 ფორმულით გამოითვლება MV რიცხვის ნატურალური ლოგარითმი, 
როცა ცნოზილია მისი ათობითი ლოგარითმი. 

  1 =2,302 რიცხვს ეწოდება ათობითი ლოგარითმებიდან ნატურა- 
866 | 

ლურ ლოგარითმებზე გადასვლის მოდული. 

მაგალითი. რადგან Iწ2=20,30103, ამიტომ 

_ 0,30103 
0,43429 

ი 2   =0,69302. 

9. ეკვივალენტური უსასრულოდ მცირეები 

> სახსს განუსაზღვრელობის გასახსნელად ხელსაყრელია ეკვივა- 

ლენტური უსასრულოდ მცირეების ცნების შემოღება. 

განსაზღვრა. თ და დ? უსასრულოდ მცირე სიდიდეებს ეწო- 
დებათ ეკვივალენტური, თუ მათი შეფარდების ზღვარი 1-ის 

ტოლია 

- თ" 
II) –>=1 

თ   

  

ორი უსასრულოდ მცირის ეკეთვალენტურობას ჩვეულებრივ ასე აღ- 

ნიშნავენ 

თ--X". 
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თეორემა (უსასრულოდ მცირეთა შეცვლის პრინ- 

ციპო. > სახის განუსაზღვრელობის გახსნის 

დროს შეიძლება ამ განუსაზღვრელობის მრიც/- 
ხველი და მნიშვნელი შევცვალოთ მათი ეკვი- 
ეალენტური უსასრულოდ მცირეებით. 

სხვანაირად, თუ საჭიროა ორი თ და ჩ უსასრულოდ მცირის შეფარ- 
დების ზღვრის 

:_ % სი (1თ 
ჩ 

პოვნა, ხოლო ამის ნაცვლად ვიპოვით სხეა თ" და ჩ" უსასრულოდ მცი: 
რეთა შეფარდების ზღვარს 

« 

Iი გა: 

(სადაც თ--დ? და ჩ–ჩ მივიღებთ სწორედ იმ ზღვარს, რომელიც გვა– 

ინტერესებდა თავიდან. 

დამტკიცება. ვთქვათ, რომ 

· 

IიI =- =L. 
ჩ? 

წარმოვად გინოთ 8 შეფარდება შემდეგი სახით 

თ თ თ წ" 

ჩ. თ წ გ. 
ახლა გამოვიყენოთ ზღვრის თვისება, რომ ნამრავლის ზღეარი უდრის 
თანამამრავლთა ზღვრების ნამრავლს და გავითვალისწინოთ, რომ 

IIი <= =1 და I M_) თ" ჩ. 

მივიღებთ 
ჯ» 

ი გდ =სთ(< > წ –)- ( >) ( თ 8 ) (Vთ - = 

=1-I-.1=/. 
ამგვარად, 

თ 

ჰოთ. –– =”წ. 
ჩ 

თეორემა დამტკიცებულია. 
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მაგალითი. რადგან 

, 5I0 X 
I» 
თვი Cთ 

  =1, 

ამიტომ უსასრულოდ მცირე არგუმენტის სი,ნუსი 

თვით ამ არგუმენტის ეკვივალენტურია (უფრო 

ზუსტად ამ არგუმენტის სიდიდისა რადიანებში) ამიტომ, მაგალითად 

8Iი (X”––9) · X"-–9 

ჯავ - 4-3 „> ჯX2--- 4-3 

# 

„>
 

  

ხახ. 100. ნახ, 101. 

უკანასკნელი ზღვრის პოვნა ადვილია, რადგან. 

ჯ9 _ (X–3) (X+3) _X+3 ეგ 

წევევვაასეუეეეაეაღდდ ო 
  

მოვიყვანოთ ეკვივალენტურ უსასრულოდ მცირეთა ერთი მაგალითი, 

რომელიც შემდგომზი გამოგვადგება მრუდების შესწავლის დროს. 
განვიხილოთ რაიმე გლუვი” უწყვეტი წირი (ნახ. 101). ავიღოთ მას–- 

ზე ორი M და M წერტილი და შევადგინოთ /IV რკალისა და VI ქორ- 
დის შეფარდება, რადგან რკალი ქორდაზე გრძელია, ამიტომ ეს შეფარ- 
დება ერთზე მეტია. ჩვენს ნახაზზე მაგალითად გვაქვს. 

MM 12. 
#VM 

#· ასეთი წირის ზუსტი განსაზღვრა მოყვანილი იქნება უფრო გვიან (IV თ. §23,5) 

ჯერ-ჯერობით დავკმაყოფილდეთ თვალს»ჩინო წარმოდგენით. გლუვი წირი –- ეს არის 

წირი „გარდატეხის წერტილების“ (ნახ. 100) გარეშე. 
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მაგრამ, თუ MV უახლოვდება /-ს ღა V-ის M, მდებარეობისათვის 
ხელახლა გამოვთვლით რკალისა და ქორდის შეფარდებას მივიღებთ. 
რომ 

–- 1 -=-1,1 

ე. ი. აღნიშნული შეფარდება აღმოჩნდება უფრო ახლოს ერთთან. 

ზუსტად ასევე 

  

  

მიახლოებით. 

ამგვარად, ნახაზიდან უშუალოდ ჩანს, რომ როცა V უსახღვროდ უახლოე- 
დება /-ს, ჩვენთვის საინტერესო შეფარდება მიისწრაფვის 1-საკენ. 

III -MM _ 1. 
MM /#M   

  

ე. ი გლუვი წირის უსასრულოდ მცირე რკა.ლი 
თავისი ქორდის ეკვივალენტურია. 

10. სამი შესანიშნავი ზღვარი 

დავამტკიცოთ სამი მნიშვნელოვანი ფორმულა, "რომლებიც შემდ- 

გომში გამოგვადგება. 

თეორემა 1. მართებულია ფორმულა 

2–30 2 

სი 190+9 _ , 

  
  

დამტკიცება. თუ გავიხსენებთ, რომ (7) ფორმულის თანახმად 
! 

(1+ 727? ცვლადი მიისწრაფვის 6 რიცხვისაკენ როცა 2->0, გვექნება”, 
რომ როცა 2->0 

იი +2 =1ი I(1+2)2 |–> II 2= 1. 

რის დამტკიცებაც იყო საჭირო. 

V ვსარგებლობთ იმით; რომ IIIი(IიX):- II0X: „ლოგარითმის ზღეარი ტოლია ზღვრის 
ლოგარითმისა“ , ჯაი 

14!



დამტკიცებული ფორმულა ნიშნავს, „რომ თუ 2 უსარულოდ მცი- 
რეა, მაშინ 2 და 189 (1+2) ეკვივალენტური სიდიდეებია: 

2-ი (1+7. 

ამიტომ > სახის განუსახლვრელობის გახსნის დროს, თუ მრიცხველია 

1ი (1+ 27 უსასრულოდ მცირქ (სადაც 2->0), მაშინ შეგვიძლია ეს ტსას–- 
რულოდ მცირე შევცვალოთ 2-ით. 

მაგალითი. ვიპოვოთ 

2. ” ო ჰი (X Xჯ-11) , 

ჯ–2 ჯ.–-2 

როცა X-+>+2, მაშინ X>--7X-+-11->1. მაშასადამე, X”--7X +11 განსხვავ– 

დება 1-ისაგნ უსასრულოდ მცირით. მართლაც, თუ მას ასე ჩავ– 

წერთ 

(11) 

ჯ- 7X-L11=1-+(CV- 7XL10) 

ჩვენ უმუალოდ ვხედავთ, რომ #-7X+10 არის უსასრულოდ მცირე. 

(როცა X->2). ზემოთ ნათქვამიდან გამომდინარე 

10(0X---7X-+ 11)--X--–-7X-L 10. 

ამიტომ ჩვენი (11) ზღვრის ნაცვლად შეიძლება მოენახოთ ზღვარი 

სე თ 7X+ 10. ყე (X-:2 Cთ=5) – ი) V-5)= --3. 
>>32 ჯX–-2 2 X- X->2 

  

საინტერესოა აღვნიშნოთ, რომ ზოგჯერ ხელსაყრელია 2 უსასრულო დ. 
მცირის 1ი (1+ 2) უსასრულოდ მცირით შეცვლა. _ 

შემდეგი ორი თეორემა ზემონათქვამის კარგი ილუსტრაციაა. 

თეორემა 9. მართებულია შემდეგი ფორმულა 

= Iი0 |.   

· “თლ 
IIი 
VI-ს #M   

დამტკიცება. თუ V-+>0, მაშინ“ ი4--1->0. სხვანაირად რომ' 
ვთქვათ, ჩვენთვის საინტერესო წილადის მრიცხველი არის უსასრულოდ. 

მცირე სიდიდე. თუ ამ მრიცხველს აღვნიშნავთ 7-ით, ე. ი. თუ დავუშვებთ, 

რომ 0M--1-=-2, ზემოთ ნათქვამის საფუძველზე გვექნება 

2–-IM9) (1-++ 7), 

· საზოგადოდ; თუ X->I( ,მაშინ ი+->+ძ!. 

142



ანუ 

ცბშ--1-IიI1-+ (ი4“--1))I =II 0"=ტ1ი ძ. 

ამიტომ 

. ი“–)უ) . VIიი 
Mო =IIM 
ი”–ა0 M თი „M 

რის დამტკიცებაც იყო საჭირო 5. 

თეორემა 31. მართებულია ფორმულა 

    =Iი იძ. 

ი (1+#%“–1 
M–>0 M”   

დამტკიცება. ჩვენი წილადის მრიცხველი (1+V/)ბ--! არის 
უსასრულოდ მცირე სიდიდე (როცა V->0). ისე როგორც წინა თეორემის 
დამტკიცების დროს, აქაც აღვნიშნოთ ეს მრიცხველი 2-ით, ე. ი. და- 
ვუშვათ, რომ 

(1-+V)9-––-1=2. 
ისე, როგორც ზემოთ 

.2--Iი (1-L7), 
ე 

(1+V)9?--1–-1ი(1+I(1+V)“-–-11) =1Iი (1+V)9=0IIX1+- VI), 

„და ამიტომ 

თ (1-LV)4-– 1 – თ ძ)ი(1+V#) = 

ყ30 " M-ა0 “ 

რის დამტკიცებაც იყო, საჭირო. 

მოგვყავს დამტკიცებბული ფორმულების გამოყენების რამდენიმე მაგა– 
ლითი. ა 

მაგალითები. 

1 

VI+X–1 =Mო (1+X)“ “1 1. 
X 

  

  

1) Iთ =--. 
ჯ–-30 ჯ–>09 Xჯ 4 

#73>-) _ : ++X 
2 I-ი –კ–კ3”“”. 

) წ 22%.) X 2 

” 2 და 3 თეორემების ეს დამტკიცება, რეკომენდებულია ი. კუზნეცოვის მიერ. 
143



    ვ) 10) –“––-– =IIი1 
ჯე ჯ Xჯ–ა0 

––______ 
( X ჯ 

1 
)= 6-–I2=1)ი 39. 

19(01+5X _ ე 5X _ დ. 
ჯ ვ-ს Xჯ 

: ი 26 ა 5) IM I(IC2+X –+3X–26) == 2ჯ" +3ჯ-–- 27 _ 

ჯე X'--7X-L12 ჯ–-1 X- 7X-+L12 

„ე VX-3) (2X-C9) _ _ )ყ. 
=სთ (X–3) (C–– 4) 

4) IIთ 
ჯ–->0 

11. უსასრულოდ მცირე სიდიდეთა შედარება 

განვიხილოთ შემდეგი სამი უსასრულოდ მცირე სიდიდე: 

1. 1 
ბე=-ე ხყა=-,ე, 2ი=--. 

I ”! 

1 

”” 

ამ უსასრულოდ მცირეთა პირველი მნიშვნელობები ერთმანეთის ტოლია: 

X.==ს1=2 

მაგრამ, თუ შევადარებთ ერთმანეთს ამ უსასრულოდ მცირეთა უფრო 
დაშორებულ მნიშვნელობებს, შევნიშნავთ რომ ისინი მიისწრაფვიან 

ნულისაკენ სხვადასხვა სიჩქარით. მაგალითად: 

  

X=-“, ყა=.", X=-1-, 5 25 MI) 
1 1 1 

2X-C-–--C) #36 2 ეც" 

#=-, ყ,=.1, 28== 1 –. 

8 64 40320 

ნათლად ჩანს, რომ /, მიისწრაფვის ნულისაკენნ უფრო სწრაფად 

ვიდრე X,, ხოლო 2,-უფრო ს წ რ ა ფ ა დ ვიდრე ყ,. შევეცადოთ უფრო 
ზუსტად განვმარტოთ „ერთი უსასრულოდ მცირე მიისწრაფვის ნულისა–- 

კენ უფრო სწრაფად, ვიდრე მეორე“ გამოთქმის შინაარსი. ცხადია, რომ 

თე უსასრულოდ მცირე უფრო სწრაფად მიისწრაფვის ნულისაკენ ვიდრე 

# ეს მაგალითი შეიძლება ასეც ამოიხსნას; 

6+ 2» _ ვ» 1 
7 =24%#. 

ჯ 

  –> 209. II 3=I1013,   
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ჩ., თუ თ-ის შორეული მნიშვნელობები უფრო ახლოსაა ნულთან ვიდ- 

რე ჩ,-ის შესაბამისი (ანუ იმავე ნომრის) მნიშვნელობები. სხეანაირაღ 

რომ ვთქვათ, თ, .მიისწრაფვის ნულისაკენ უფრო სწრაფად. ვიდრე ჩ,. 

თუ 
CV 

ჩ, 
წილადის შორეული მნიშენელობები ძალიან მცირე ხდება. ამიტომ 

შევთანხმდეთ, რომ თ, უფრო სწრაფად მიისწრაფვის ნულისაკენ ვიდრე 

ჩ., თუ 
. თ 

III 5. =0. 

ამ შემთხვევაში ჩვეულებრივად ამბობენ, რომ თ, არის უ ფრო მა- 
ღალი რიგის უსასრულოდ მცირე, ვიდრე ჩ,. პირი- 
ქით, თუ 

: C,, III -+ =თ9C, 
”" 

მაშინ გ“ წილადის შორეული მნიშვნელობები ძალიან დიდი ხდება, ანუ 
#7 · 

თ, ბევრად უფრო დიდია, ვიდრე ჩ,. ეს ნიშნავს, რომ ჩ„ (საკმაოდ დი- 
დი /I-სათვის) უფრო ახლოსაა ნულთან, ვიდრე თ. ასე რომ თ, მიისწრაფ- 
ვის ნულისაკენ უფრო ნელა, ვიდრე ჩ,.ამ შემთხვევამი ამბობენ, რომ 

თ, არისს უფრო დაბალი რიგის უსასრულოდ მცირე, 

ვიდრწ ჩ,. 
”» თუ გ. წილადს აქეს ნ უ ლისაგან განსხვავებული 

სასრული ზღვარი 

IIო ==! (20, /56C), 
ჩ, 

მაშინ ამბობენ, რომ თე და ჩე ერთი და იმავერიგის უსას- 
რულოდ მცირეებია". 

კერძოდ, თუ თ, დღა ჩა, ეკვივალენტური უსასრულოდ მცირეებია, 
მაშინ ისინი ერთი და იმავე რიგის უსასრულოდ მცირეები არიან. 

ამგვარად, თუ გვსურს შევადაროთ ერთმანეთს ორი თ, და ჩ,, უსას- 
რულოდ მცირის ნულისაკენ მისწრაფების სიჩქარე, უნდა ავიღოთ მათი 
  

+ უხეშად რომ ვთქვათ. თ„-ის და ჩ-ის მორეული მნიშვნელობები თითკვმის პრო- 

იე («ი+! 
პორციული –2 · 

ჩი ჩი. 
10. ი. ნატანსონი 145 

 



შეფარდება კ” და ვიპოვოთ მისი ზღვარი. შეიძლება აღმოჩნდეს, რომ 

ამ შეფა–დებას ზღვარი: (სასრული ან უსასრულო) სრულებითაც არა აქვს, 

მაშინ თ, და ჩ, უსასრულოდ მცირეები სადარი არ არიან. მაგალითად, 

თუ 

„=-+=- 1», ჩ.=--, 
” M 

მაშინ 

C,, 

– ჩ, 
ამ სიდიდეს ზღვარი არა აქვს, მაშასადამე, თ, და ჩ, სადარი არ არიან. 

განვიხილოთ რამდენიმე მაგალითი. 

– 1)”. 

1) ვთქვათ, X-+0 (ეს ნიშნავს, რომ ჯ გაივლის X,. X.. X,,... მნიშვ5ე- 

ლობათა მიმდევრობას, რომელიც მიისწრაფვის ნულისაკენ). დავუშვათ, 

რომ ყ= =ჯXჯფი 1, მაშინ 
X 

1 
V»V-ყი-, 
X ჯ 

ამ სიდიდეს როცა X-–> 0 ზღვარი არა აქვს?. მაშასადამე. X და 

/=X%ი – სადარი არ არიან. 

2) 1 ლი9X უსასრულოდ მცირეა, როცა #->0. ის უფრო მაღალი 

რიგის უსასრულოდ მცირეა, ვიდრე X, რადგან 1--09§# მიისწრაფვის 

ნულისაკენ, როცა X-–>0. 

1 
ზოგიერთ კერძო შემთხვევაში, როცა X->0, 50 –-– ცვლადს შეიძლება ჰქონ- 

· » 

  

· 1 1 
ღეს ზლვარი. .მაგალითად, თუ #Xი = , მაშინ 50 –-=:0->0, მაგარამ არ შე- 

· 2: X 

იშლება ეამტკიცოთ, რომ 

1 
III: 5II1) –– =0, 

ჯ 

რადგან ჯ,-ის მნიშენელობების სხვა მიმდევრობისათვის ეს ტოლობა მართებული არ 
2 · 

არის, მართლა/ი), თუ X,= –-––- –_ ქნება აოთლაც, თუ XM(4ი+)) გვეკზე 

1 
5II –– =1. 

“ი 
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მართლაც, 

  

2 ·ია X ჯ 
1 2 501? > 2. 3 

იე) +--595X- Iყე < --II/ =0. 
ჯ–>ი· Xჯ ჯამ Xჯ ყაზ Xჯ 

3) 1დ 3X და X, როცა X->0 ერთი და იმავე რიგის უსასრულოდ მგცი- 
რეებია, · რადგან 

16% _, ვ, 
! ჯ 

თეორემა, ორი უსასრულოდ მცირის ნამრავლი 

არის უფრო მაღალი რიგის უსასრულოდ მცირე, 

ვიდრე თითოეული მამრავლი. 

დამტკიცება. ეთქვათ, თ-+0 და ჩ->+0, »=>08ჩ, მაშინ -V--ჩ და 
ღ- რთ 

+ –-0; ეს კი ნიშნავს, რომ ჯ არის უფრო მაღალი რიგის უსასრულოდ 

მცირე, ვიდრე თ. ანალოგიურად წამება ასე რომ გ-ი. 

შენიშვნა. ზოგჯერ ერთი უსასრულოდ მცირის რიგი მეო“ის 
მიმართ ხასიათდება რიცხვით. ვთქვათ, X->0. მაშინ X, XX”. X),... უსას- 

რულოდ მცირე სიდიდეებია, რომელთა რიგი ხარისხის ზრდასთან ერთად 

იზრდება. თუ Vყ რაიმე უსასრულოდ მცირეა, რომლის რიგი უფრო მა- 
ღალია, ვიდრე X-ის რიგი, მაშინ ბუნებრივია, რომ ყ-ეუნდა შევადაროთ 
X-ს, ხოლო თუ Vყ-ის რიგი უფრო მაღალია, ვიდრე X”ის რიგი, მაშინ 
ყ უნდა შევადაროთ X"-ს და ა. | 

თუ Vყ და X# ერთი და იმავე რიგის უსასრულოდ მცირეებია, მაშინ 

ამბობენ, რომ / არის # რიგის უსასრულოდ მცირე X-თან შედარებით. 
ასე მაგალითად, თუ ყV არის მეშვიდე რიგის უსასრულოდ მცირე X-თან 
შედარებით, ეს ნიშნავს, რომ ყ და X7 ერთი და იმავე რიგის უსასრულოდ 
მცირეებია. 

როცა ვამბობთ, რომ V არის # რიგის უსასრულოდ მცირე X-თან 

შედარებით, შეიძლება არც კი ვიგულისხმოთ, რომ # მთელი რიცხვია. 

ასე მაგალითად, ყV==2XVX-2# „არის = რიგის უსასრულოდ მცი- 

#ე X-თან ”მედარებით. ამის საჩვენებლად, უნდა დავადგინოთ, რომ / და 
5 

ჯ? ერთი და იმავე ოიგის უსასრულოდ მცირეებია. ამისათვის ვწერთ 

შეფარდებას 

MV _ 2XV)#-2- 2,1 = 22. 
5. 5 

2 2 
X 84 

ცხადია, რომ ეს შეფარდება ->2. როცა ჯ->0:



სახოგადოდ, თუ V არის # რიგის უსასრულოდ მცირე X-თან შედა- 
რებით და #>1, მაშინ ყ უფრო მაღალი რიგის უსასრულოდ მცირეა 
ჯX-თან შედარებით, ხოლო თუ 7<1, მაშინ V არის უფრო დაბალი რიგის 

უსასრულოდ მცირე ვიდრე X. როცა /#=IL, მაშინ X და ყ ერთი და იმა- 
ვე რიგის უსასრულოდ მცირეებია. 

§ც 9. ფუნქცია 

1. ფუნქციის ცნება 

შესავალმი უკვე აღვნიშნეთ, რომ _ მათემატიკური ანალიზის ძი- 

რითად ცნებას, წარმოადგენს ფუნქციის ცნება, რომელიც გამოსახავს 

ცვლად სიდიდეებს შორის ურთიერთკავშირს. გადავიდეთ ამ ცნების 

შესწავლაზე. 

განსაზღვრა. თუორი X და # ცვლადი დაკავშირებულია ერთმა- 
ნეთთან ისე, რომ Xჯ ცვლადის ყოველ მნიშვნელობას შეესაბამება ყ-ის 
ერთი და მხოლოდ ერთი: სავსებით განსაზღვრული მნიშვნელობა, მაშინ 
ამბობენ, რომ V არის X არგუმენტის ფუნქცია. 

იმის აღსანიშნავად, რომ / არის X-ის ფუნქცია, წერენ V=/V0ი, ან 
ყ=დ(X), ან /=/(X) და ა. მ. ეს ჩანაწერი ასე იკითხება „იგრეკი უდრის 

ეფ იქსს"“ „იგრეკი უდრის ფი იქსს“ და ა. შ. 

თუ ყV=/(X), მაშინ /(ი) გამოსახავს ყ-ის იმ მნიშვნელობას, რომელიც 

შეესაბამება X=ძთ მნიშვნელობას. 

მაგალითად, თუ 
: /00=2X+3, 

მაშინ 

/(5) =53, M(0) =3. I(11=5. 
თუ Iნე=X--1 ღა დ(X)=LV X, მაშინ 

M3)=10, დ(0)=0. /(2)=5, #«(+)=' I(0)-=ი%-+L1, 

დ(ხა=Lხხ, _/(X)---დ(X) = X-1+ LV X, 

/IIდლე)=(თ%XLI,  დI/(91=-LC(X+ 1). 

9. ფუნქციის მოცემის სხვადასხვა ხერხი 

#ყ=/I(CX) ფუნქციის მოსაცემად საჭიროა მივუთითოთ წესი, რომელიც 

მოგვცემს X-ის მოცემული მნიშვნელობის შესაბამისი ყ-ის მნიშვნელო- 
ბის პოვნის საშუალებას. ეს წესი მოცემული “შეიძლება იყოს სხვადასხვა 
ხერხით. 
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1 ცხადი ანალიზულთლრი ხერხი. ამბობენ, რომ V=/C(X) 
მოცემმულა ცხადი ანალიზური ხერხით. თუ მოცე- 
მულა ფორმულა, რომელიც მიუთითებს, თუ რა გამოთელითი 

ოპერაციები” უნდა შევასრულოთ Xჯ-ზე, რომ მივიღოთ” ყ. 

მაგალითად, 
7. 5 LC” ჯ 

ყ=3X2>+I, V= 1+% § , ყ=5I1X, ყ<=     

'V20C 510X. ს 
შენიშვნა 1. ყ=§5!ი X ფორმულის გამო, მოსწავლე შეიძლება 

არ დაგვეთანხმოს, რადგან მისთვის უცნობია, თუ „რა გამოთვლითი ოპე- 

რაციები უნდა შეასრულოს »ჯ-ხე, რომ მიიღოს „=51)იX“. ამიტომ არ 

შეიძლება დაეთანხმოს „იმას, რომ V/=5!ი X ტოლობით ფუნქცია მოცე- 
მულია ცხადი ანალიზური სახით. მაგრამ ეს აზრი არ არის სწორი. საქ- 
მე იმაშია, რომ ამ კურსის შემდეგ ნაწილებში გამუქებული იქნება, 

თუ რა გამოთვლითი ოპერაციები უნდა შევასრულოთ X-ზე, რომ მი- 

ვიღოთ V=35I0) X ნებისმიერი სიზუსტით. ის გარემოება, რომ ანალიზის 
შესწავლის პირველ საფეხურებზე არ არის ცნობილი ეს ოპერაციები. 

იმდენად მცირედ უშლის ხელს V=35!ი X ფორმულას, მის ანალიზურო– 
ბაში, რამდენადაც ხელს უშლის სკოლის უმცროსი კლასების მოსწავ- 
ლეებს, რომლებმაც არ იციან კვადრატული ფესეის ამოღება (თუმცა 

ცნება ამ ფესვის შესახებ მათთვის (ცნობილია), ჩათვალონ, რომ ყ=VX 
არის ანალიხური ფორმულა. 

ეს შენიშვნა უნდა ვიქონიოთ მხედველობაში „V=LVX, ყ =მ8+05!1(1I1X) 

და ა. შ. ფორმულების მიმართაც. ' 

შენიშვნა 2. ზოგჯერ განიხილავენ ფუნქციებს, რომლებიც X-ის, 
ცვლილების სხვადასხვა შუალედზე სხვადასხვა ანალიზური ფორმულე- 
ბითაა მოცემული. 

ვთქვათ, მაგალითად. 

2 7 
ყ=/(X)= X51-2, თუ X<7, 

3X+1, თუ X->>7. 

ფუნქციის ასეთი სახით მოცემის შემთხვევაში გვაქვს 

I4)=18, /0)=2, I(10)=31, I(7)=22. 
ვხედავთ, რომ ყოველ X-ს შეესაბამება ყ-ის ერთადერთი, სავსებით გარ– 
კვეული მნიშვნელობა, ამიტომ ყ=/(X) არის X-ის გარკვეული ფუნქცია. 

  

„გამოთელითი ოპერაციების“ ქვეშ გვესმის არითმეტიკულ მოკქ- 

მედე ბათა მიმდევრობა (სასრული), რომელიც გვაძლევს საშუალებას ვიპოვოთ 

ჩვენთვის საინტერესო რიცხვი ნებისმიერი წინასწარ მოცემული სიზუსტით. 
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არ უნდა ვიფიქროთ, რომ რადგან აქ ორი ფორმულაა მოცემული, 'ამი- 
ტომ ფუნქციაც ორია. ჯ-ის ყოველ მნიშვნელობას, ხომ მხოლოდ ერთი 
ფორმულა „ემსახურება“, თუ X=6, მაშინ X<7 და ამიტომ /(6) გამოით- 

ვლება ზედა ფორმულით: /(6)=61--2=2138. ხოლო, თუ #X=8, მაშინ 

X->7, და ამიტომ უნდა გამოვიყენოთ ქვედა ფორმულა: /(8)=3-8-+-1=- 

=:25. მაშასადამე, გვაქვს არა ორი, არამედ ე რთი ფუნქცია. 

შეიძლება 'მოგვეჩვენოს, რომ განხილული ფხნქციის მსგავსი ფუნ- 
ქციები წარმოადგენენ რაღაც ხელოვნურს, ისეთს, რომელიც პრაქ- 
ტიკაში არ გვხვდება. ეს არ არის სწორი. მაგალითად, სამშენებლო მე- 
ქანიკაში განიხილება შემთხვევები: როდესაც კოჭზე ღატვირთვა მო- 
ცემულია კოჭის სხვადასხვა უბნისათვის სხვადასხვა ფორმულით. 

აი კიდევ ერთი მაგალითი: 

X, თუ X=2 

ყ=/!00= 4 2ჯ+1, თუ 2=X<7, 
0, თუ X>7. ' 

მაშინ /(5)=11, /101=0, /(1)=1. 

2 არაცხადი. ანალიზური ხერხი. ამბობენ, რომ 
ყ=/)(#) ფუნქცია მოცემულია არაცხადი ანალიზური ხერხით, თუ მო- 

ცემულია განტოლება, რომელიც აკავშირებს V ფუნქციას ჯ არგუმენტთან. 

თუ ასეთ განტოლებას ამოვხსნით V-ის მიმართ, მაშინ მივიღებთ, 
იგივე ფუნქციას ცხადი სახით. 

ვთქვათ, მაგალითად, რომ V (X?-- 3) –– 2X=0. ეს არის განტოლება, 

"რომლითაც ფუნქცია მოცემულია არაცხადი სახით. თუ მას ამოვ- 
ხსნით ყ-ის მიმართ, მივიღებთ იგივე ფუნქციას ოლღონდ ცხადი სა- 
ხით: 

2X 

X +3. 
  ყ#= 

ზოგჯერ „განტოლების ყ-ის მიმართ ამოხსნის შედეგად, ქღებულობთ 

ყ-ის რამდენიმე მნიშვნელობას. მაგალითად, თუ ყ?-8X=0, მაშინ 

ყ=2+V8». 

ასეთ შემთხვევებში ამბობენ, რომ ყ არის X-ის მრავალსახა ფუნ 
ქცია. შემდგომში არ განვიხილავთ მრავალსახა ფუნქციებს, -შევეცდებით 
შევცვალლოთ ისინი რამდენიმე ცალსახა ფუნქციით. ასე მაგალითად, 

#=+V8მX ორსახა ფუნქციის ნაცვლად განვიხილავთ ორ: ცალსაჩზა ფუნ- 

ქციას #/=+V8X და ყ=--V8X. 
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ვ, ცხრილური ხერხი. ამბობენ რომ /V>:-/(X) ფუნქცია 

მოცემულია ცხრილური ხერხით, თუ მოცემულია ცხრილი, 

რომელიც ჯ არგუმენტის მნიშვნელობებს შეუსაბამებს ყ=/(X) ფუნქციის 
სათანადო მნიშვნელობებს. 

მაგალითად, ვთქვათ მოცემულია ცხრილი 
  

ჯ 0 1 2 3 4 5 6 7 

        
  

            #«I2 LI ? ვ – #2 6 > ·         
მაშინ I(2)1=:7, I(5)=0, /I(6)=0 და ა. შ. 

ფუნქციის მოცემის ცხრილურ ხერხს აქვს არსებითი ნაკლი. სახელ- 

დობრ, ამ შემთხვევაში არ შეგვიძლია ვიპოვოთ ფუნქციის მნიშვნელობა 
არგუმენტის იმ მნიშვნელობისათვის, რომელიც ცხრილში არ არის მი- 

თითებული. სამაგიეროდ. თუ არგუმენტის მნიშვნელობა მოცემუ- 

ლია ცხრილში, მაშინ ფუნქციის სათანადო მნიშვნელობა მოინახება 
ცხრილიდან ყოველგვარი გამოთვლების გარეშე. ეს სარის ფუნქციის 
ცხრილური ხერხით მოცემის მნიშვნელოვანი ღირსება. 

ფუნქციებისათვის, რომლებიც ხშირად გვხვდება პრაქტიკაში, შედგე- 
ნილია დაწვრილებითი ცხრილები. საინჟინრო ცნობარებში მოცემულია 

შემდეგი ფუნქციების ვრცელი ცხრილები: ყ=X' („კვადრატების ცხრი- 

ლი“), #=-X9 („კუბების ცხრილი“), /-= VX („კვადრატული ფესვების ცხროი– 
ლი") და ა. შ. თუმცა ყველა ამ ფუნქციისათვის არსებობს ანალიზური 

ფორმულები (#/=X, ყ=X, ყ= VX), მაგრამ მაინც ბევრად უფრო მო- 

ხერხებულია ცხრილში ამოკითხეა, რომ 2731=196831, ვიდრე კუბში 

ახარისხების შესრულება. ამავე დროს ფორმულა საშუალებას გვაძლევს 
ვიპოვოთ ფუნქციის მნიშვნელობა არგუმენტის იმ მნიშვნელობისათვის. 
რომელიც ცხრილში არ გვაქვს. მაგალითად, თუ V=X9. მაშინ ახარისხე– 

7 
ბა გვაძლევს, რომ როცა Xჯ = >. მაშინ ყ= <“ =3.375, თუმცა X => 

=> შეიძლება ცხრილში არ იყოს მითითებული. 

ამგვარად, ძალიან მოხერხებულია, როცა ერთი და იგივე ფუნქცია 
მოცემულია, როგორც ანალიზური ისე ცხრილერი ხერხით. 

4 გრაფიკული ხერხი. განსაზღვრა. ეთქვათ, V-- 

=I(ჯX) რაიმე ფუნქციაა. მისი გრაფიკი ეწოღებასიბოტყის (XX, ყ) 
წერტილთა „გეომეტრიულ ადგილს, რომელთა კოორდინატები დაკავში- 

რებულია V=I(2) თანადობით თვით V=/(2ა განტოლებას ეწოდება 
ამ გრაფიკის განტოლება. : 
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მაგალითი. V#ყ=2X ფუნქციის გრაფიკს წარმოადგენს შემდეგ 
წერტილთა (0,0), (1,2), (–-1, –-2),... სიმრავლე. როგორც ვიცით 

ანალიზური გეომეტრიიდან, ეს წერტილები ავსებენ წრფეს (ნახ. 102). 
სწორედ ეს წრფე არის ყ=2X ფუნქციის გრაფიკი. 

   ნახ. 102. 

2) განვიხილოთ 

1 

2 ყ= -- X" 

ფუნქცია. ამ ფუნქციის გრაფიკია წერტილთა სიმრავლე, რომლებიც მრუდს 
1 

(პარაბოლას) აესებენ (ნახ. 103). სწორედ ეს პარაბოლა არის ყ=-> » 

ფუნქციის გრაფიკი. 

%
.
 

_– 
ა
 

    ' 

ხ
ა
 

-
–
-
–
 

' “
L
L
 

ღა
    

განსაზღვრა. ფუნქციას ეწოდებ გრაფიკულად მო- 
ცემული, თუ დახახულია მისი გრაფიკი. 

ვთქვათ, მაგალითად, V#=/I”(X) ფუნქცია მოცემულია გრაფიკით, რო- 

მელიც 104-ე ნახაზზეა გამოსახული. ამ გრაფიკის სამუალებით ადვილად 
შეიძლება ვიპოვოთ I ფუნქციის მნიშვნელობები X» არგუმენტის მო- 
ცემული-· მნიშვნელობებისათვის. 
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ასე მაგალითად. 

შენიშვნა. თუ ფუნქციის გრაფიკი დახაზულია, მაშინ, რომ ვი– 

პოვოთ ყ=/(X) ფუნქციის მნიშვნელობა, რომელიც X-ის რაიმე მოცემულ 
მნიშენელობას შეესაბამება, საჭიროა გადავხომოთ X-ის ეს მნიშვნელო- 
ბა აბსცისათა ღერძზე მიღებული წერტილიდან აღვმართოთ მარ- 
თობი გრაფიკის გადაკვეთამდე. ამ მართობის სიგრძე (აღებული სათა- 

ნადო ნიშნით) უდრის /(X)-ს. მაგალითად, 105-ე ნახახზე გვაქვს 

0#4=X. /#/M#=/I(X. 

ფუნქციის მოცემის გრაფიკულ ხერხს, ისე როგორც ცხრილურ 

ხეოხს, აქვს თავისი, როგორც დადებითი, ისე უარყოფითი მხარეები. 

ამ მეთოდის ღირსებად შეიძლება ჩაითვალოს მისი თვალსაჩინოება, 
ხოლო ნაკლად – მისი არასიზუსტე. 

3. ზოგიერთი ფუნქციის გრაფიკი 

განვიხილოთ ზოგიერთი, მეტწილად ხმარებული ფუნქციის გრაფიკი. 

1. #=0 (მუდმივი). ანალიზური გეომეტრიიდან ცნობილია, რომ V= 

=C განტოლებას სიბრტყეზე შეესაბამება აბსცისათა ღერძის პარალე– 
ლური წრფე (ნახ. 106). სწორედ ეს წრფე არის #=C ფუნქციის გრაფიკი. 

     
    მს –» –7 X – შ| ' % 

ნახ. 106, ნახ. 107. ნახ. 108. 

2. ყ=#X პირდაპირი პროპორციულობა. აქაც ფუნქციის გრაფიკი 
არის წრფე, რომელიც გადის კოორდინატთა სათავეში და მისი კუთხური 

კოეფიციენტი #/ რიცხვის ტოლია (ნახ. 107). 
3. ყ=MX+I! (ზოგადი წრფივი ფუნქცია) ამ ფუნქციის გრაფიკი 

არის წრფე (ნახ. 108), რომლის კუთხური კოეფიციენტი # რიცხვის 

ტოლია, ხოლო 0ყ ღერძზე მოჰკვეთს მონაკვეთს, რომლის სიდიდეა I. 

4. ყ=0თX? (უმარტივესი კვადრატული ფუნქცია). ყ=0იX? (ძთ5=560) გან- 
ტოლებას შეესაბამება პარაბოლა, რომლის წვერო კოორდინატთა სა– 

თავეშია, სიმეტრიულია 0Vყ ღერძის მიმართ და მოთავსებულია 0X ღერ– 
ძის ზემოთ, როცა ი>>0, ხოლო როცა ძ<0 მის ქვემოთ (ნახ. 109, 110). 
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5. ყ=ძX"-I; ხX+ C (ხოგადი კვადრატული ფუნქცია). #=ძX”-L ხX+ C 
განტოლებას შეესაბამება პარაბოლა, რომელიც. მიიღება ყ=0ძიX>. პა- 
რაბოლის პარალელური გადატანით (ნახ. 111). 

#” ჟ=თ7%ნჩ2::4 

' ; ს 7 ი 

9=თ2+“ == (>C>0) _ ათუ?მ 

(ძთ<0მ/ 

2 + | 

  

ნახ. 109. ნახ, 110. ნახ. 111. 

/ ჩ 
6. ყ = – (უკუპროპორციულობა. ყ = – ფუნქცა შეიძლება 

Xჯ 

არაცხადი სახით მოცემული იქნეს 

XV ==# 
განტოლებით. 

ჯერ კიდევ I თავში დავადგინეთ, რომ ამ განტოლებას შმეესაბამება 
ტოლფერდა ჰიპერბოლა, რომლის ასიმპტოტებია კოორდინატთა ღერ- 
ძები; ის მოთავსებულია 1 და III კვადრანტებში როცა #2>0, ·ხოლო 
II და IV-ში, როცა #<0 (ნახ. 112 და 113). 9 თ 

     

  

# 

#X#X=> 
(#>2) 

იმიაა–=დ 
«7 –4 

#= 
(X<0) 

ნახ. 112. ნახ, 1Iქ,. 

7. ყ=5!ი X. ამ ფუნქციის გრაფიკია ტალღისებური წირი, რომელ- 
სც სინუსოიდა ეწოდება (ნახ. 114), რომ ვიპოვოთ /V=35)ი ჯ 
ფუნქციის მნიშვნელობა, სადაც +X რაიმე განყენებული რიცხვია, სა- 
ჭიროა ავაგოთ კუთხე, რომელიც X რადიანის ტოლია და გამოვთვალოთ 
ამ კუთხის სინუსი. მაგალითად, §(ი 2 არის 

510.(2X 57”17/45“') = §|ი (114”35”30'”). 
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ნახ, 114, 

  

  

ნახ. 115. 

სინუსოიდის ასაგებად შეიძლება ვურჩიოთ შემდეგი ხერხი: ვაგებთ 
ერთეულრადიუსიან _წრეწირს, რომლის ცენტრი მოთავსებულია კო- 
"ორდინატთა სათავეში. მისი ცენტრიდან ვავლებთ სხივებს, რომლებიც 
0X ღერძის დადებით მიმართულებასთან ქმნიან კუთხეებს 

ვ 5 ვ 7 ჩნ ჯ 2 52 ჯ ს, 2, 22+ >, 

+. 2. 3.0 3. 2 
ამ სხევების წრეწირთან გადაკვეთის წერტილების ორდღინატები მოგ- 
ვცემს X-ის აღნიშნული მნიშვნელობების შესაბამის 5II1 ჯ-ის მნიშვნელო- 
ბებს. X-ის ამ მნიშვნელობებს გადავხზომავთ აბსცისათა ღერძზე, ვითვა- 
ლისწინებთ, რომ #=ქ1ქ,14. თუ წერტილებს (X, §(II X) კოორდინატებით აღ- 

ვწიშნავთ ნახახხე და შევაერთებთ მათ მრუდით, თუნდაც უხეშად, მი–- 

ვიღებთ მეტნაკლებად დამაკმაყოფილებელ შთაბეჭდილებას სინუსოიდას 
შესახებ. უსარგებლო არ იქნება გავერკვეთ იმაში, თუ როგორ აისა- 
ხება სინუსოიდაზე §I!IXის პერიოდულობა, რომელიც 

§1წL (X-L-21) =511) ჯ 

იგივეობით არის მოცემული. კერძოდ. სინუსოიდის იმ წერტილებს, 
რომელთა აბსცისები 2% «სიდიღით განსხვავდება ერთმანეთისაგან, აქვთ 
ერთნაირი ორდინატები. 
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8. V-=0ლ005 ს. თუ გავიხსენებთ იგივეობას 

: , ჯ 
ლ0ა თ>=5I1)1| ძ–+- –– |), (+++) 

მაშინ ცხადი გახდება, რომ #=00§ X ფუნქციის გრაფიკის იმ წერტილის 

ორდინატი, რომლის აბსცისა თ რიცხვია, ტოლია V=31) X სინუსოიდის 

იმ წერტილის ორდინატისა, რომლის აბსცისაა 0 + > ; ე. ი. იმ წერტი– 

ლისა, რომელიც ძევს მოცემული წერტილის მარჯვნივ > ერთეუ- 

ლის მანძილზე. აქედან ცხადია, რომ #V=C00§ X ფუნქციის გრაფიკი არის 
იგივე სინუსოიდა, რომელიც მოცემულია 114-ე ნახაზზე, მაგრამ რო– 

მელიც გადატანილია > ერთეულით მარცხნივ (ნახ. 115). 

4, ფუნქციის უწყვეტობის ცნება. 

ფუნქცის უწყვეტობის ცნეა ერთ-ერთი მნიშვნელოვანი 

ცნებაა. იმისათვის, რომ გავერკვეთ ამ ცნებაში, განვიხილოთ წინასწარ 

ორი მაგალითი. 

მაგალითი 1. ვთქვათ, რომ 

3 

LX+2, თუ X>3. 

#     
  ნახ 116, ნახ 117, 
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ჩვენი ფუნქციის გრაფიკი გამოსახულია 116-ე ნახაზზე. ამ ნახახზე 
ვხედავთ, რომ /(X)->-/(1)=>1, როცა X->I, ხოლო როცა X->-4, მაშინ 

I(X)–>–I(4) =6. 

მაგრამ, როცა X->3, მაშინ ვერ მივუთითებთ თუ საით მიისწრაფვის 
(00. მართლაც, თუ X-+3, ისე რომ ნაკლები რჩება ქ-ზე, მაშინ /(ა 
მიისწრაფვის სამისაკენ, ხოლო, თუ X-+21, ისე რომ მეტი რჩება 3-ზე, 
მაშინ /(X) მიისწრაფვის ხუთისაკე. გვხეღავთ, რომ ჩვენი ფუნქცია 

(ასევე მისი გრაფიკი), როცა X=3, როგორც ამბობენ, „განიცდის წყეე- 
ტას“. არავითარ ამის მსგავსს არ ვამჩნევთ, როცა ვიხილავთ მაგალითად 

V=X" ფუნქციას. : 

მაგალითი 2. ვთქვათ, 

ყ=X". 

მისი გრაფიკი გამოსახულია 117-ე ნახაზზე. აქ, როცა X->3 იქნება 

ICX)–>–I(3) =9, ანუ III / (2 =>/(3). ამ შემთხვევაში ამბობენ, რომ /(ე 
ჯ1->1 

ფუნქცია X=3 წერტილში უწყვეტია. 
განსაზღვრა. /(0 ფუნქციას ეწოდება უწყვეტი Xი წე“- 

ტილში, თუ 
  

IL. /X) =/(X)) 
== LC ) 

5–« 
სხვანაირად, ფუნქცია უწყვეტია XX წერტილში, 

თუ ფუნქციის ზღვარი (როცა X+I) ტოლია ფენ- 

ქციის მნიშვნელობისა არგუმენტის ზღვრუე- 

ლი მნიშვნელობიდან. 

თუ (1) შესაბამისობა არ სრულდება, მაშინ ამბობენ, რომ /(#). ფუნქ- 

ცია X=X წერტილმი წყვეტილია. 118-ე და 119-ე ნახაზზე 

მოცემულია უწყვეტი ღა წყვეტილი ფუნქციების გრაფიკები. 

    

#-7> 
#/(2) 

/ >) //(=,) 
#რი | /(2) _ 

7, წ 

ნახ. 118. ნახ. 114. 

      8 I > >» 
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საჭიროა შევნიშნოთ, რომ ფუნქცია 

ჯ 

X+-0 წერტილში წყვეტილია. მართლაც, აქ 

I) II /(X) = 9, 
230 

ხოლო /(0) არის გამოსახულება, რომელსაც საერთოდ არა აქვს აზრი. 
ამიტომ | 

IIიიI 700 =/ (9) 
ჯ–0 

ტოლობას ადგილი არა აქვს. ამის მსგავსად, ფუნქცია 

I0ე=2X7 
' X-4 

  

წყვეტილია, როცა X=4. 

ფუნქცია /(#) =7-> ტოლია 1-ისა, როცა X=563 და მას არა აქეს 
X–- 

აზრი, როცა X=3, მკაცრად რომ: ვთქეათ, წყვეტილია X=3 წერტილში. 

მაგრამ თუ დავუშვებთ, რომ /(3)=1, მაშინ ის გახდება უწყვეტი როცა 

X=3. ბუნებრივია, რომ სწორედ ასე იქცევიან” ყოველთვის. ანალო– 
გიურად ჩავთვლით, რომ ფუნქცია 

% 511 X 
I(X)= , 

Xჯ 
  

როცა X=0, 1-ის ტოლია. ფუნქცია 
I 

I(2::5(1 7» ? 

როცა 2=0 C-ს ტოლია და ა. ძ. 
იმისათვის, რომ შემოვიღოთ ფუნქციის უწყვეტობის სხვა უფო 

ხშირად ხმარებული განსახღვრა, შემოვიღოთ შემდეგი ცნებები და 
აღნიშვნები. ' _ 

თუ რაიმე თ სიდიდე, (ცვლილების დროს რაღაც საწყისი Cი მნიშვნე– 
ლობიდან ახალ დ“ მნიშვნელობაზე გადადის, მაშინ C”-თი (ახალ მნიშ- 
ვნელობასს გამოკლებული ძველი მნიშვნელობა) სხვაობს ეწოდება 
თ სიდიდის ნაზრდი და აღინიშნება 4C7 სიმბოლოთი: 

#თ=C "--თი 

  

#“ #ტC არის არა ნამრავლი, არამედ ერთი სიმბოლო (# ნიშანი არის ბერძნული ასო“ 

დელტა). 
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კერძოდ, X--X სხვაობა არის არგუმენტის ნაზოდი, ხოლო IC9)––I(XI) 

სხვაობა--–ფუნქციის ნაზრდი: 

X––Xი= #X, /(X)-––/(Xა) = რ/(X). 

თუ ვისარგებლებთ ნაზრდის ცნებით, ფუნქციის უწყვეტობის ცნება 
შეიძლება ასე განვმარტოთ: 

განსაზღვრა. ფუნქციას ეწოღეა უწყვეტი, თუე არ- 
გუმენტის უსასრულოდ მცირე ნაზრდს შეესაბამება ფუნქციისს უსასრუ- 
ლოდ მცირე ნახრდი 

I1Iე 4/(X)-==0 
ტ.–ი0   

ამ განსახლვრისა და ზემოთ მოცემული განსაზღვრის ტოლფასობა 

ცხადია 120-ე ნახაზიდან. მეორე განსაზღ-...“ #=#/%) 
ვრა კარგია თავისი სიმოკლით, მაგრამ 

არ არის სავსებით ზუსტი, რადგან აქ არ 

არის მითითებული თუ არგუმენ- 4I/2) 

ტის რომელი მნიშვნელო– 

ბისათ ს არის ი ნქ–- “/7ი) ისათვის ა უწყვეტი ფუნქ “+, 
ცია“. მიუხედავად ამისა, ჩვენ ხშირად 

ვისარგებლებთ ამ განსახღვრით. ნას. 120, 

§. ელემენტარული ფუნქციები 

აღვნიშმნოთ ფუნქციათა ზოგიერთი ტიპები რომლებიც ხშირად. 
გვხვდება პრაქტიკაში: 

1) შთელი ალგებრული მრავალწევრები (ანუ პოლინომები). - ე. ი. 

4XI+ 8XM“14-...+IXX+ L 

სახის ფუნქციები. 

2) წილადალგებრული ფუნქციები, რომლებსაც კიდეე უწოდებენ 
რაციონალურ წილადებს. ეს არის შემდეგი სახის ფუნქციები 

4#4X" + 8X“) + ... + IX - L 

MX» -L Mრ- L ... -7X + ხV 

" თუმცა, როცა აპბობენ. რომ ფუნქცია უწყჟეეტია და არ მიუთითებენ არგუმენტ-L 

მნიშვნელობას, მაშინ იგულისხმება უწყეეტობა არგუმენტის ყველა მნიშვნელობისათვის 
(ბუნებრივია, რომლებშიც ფუნქცია გ:ნ-ახზღვრულია). 
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3) ხარისხოვანი ფუნქცია XV". 
4) მაჩვენებლიანი ფუნქცია . 0" 

5) ლოგარითმული ფუნქცია 10წიX. 
6) ტრიგონომეტრიული ფუნქციები: 

5I1X, C05X-) (ყს CიCI)ყნს 500, (ლ05ლCX. 

7) მექცეული ტრიგონომეტრიული ფუნქციები: 

ძ:ლ510 X, ი0IC000§ X, იICLV აა იICლCLC 9, იCლ5ლ%C” X, თI.00056C X. 

ყოველი ამ ფუნქციის მნიშვნელობის პოვნას მუწოდოთ გამოთ- 

ვლითი ოპერაცია". 

განსაზღვრა. /() ფუნქციას ეწოდება, ე ლემენტარუო- 
ლი ფუნქცია, თუ მისი მნიშვნელობების მონახვა შეიძლება გამოთვლი- 

თი ოპერაციების .რაიმე თანამიმდევრობის!” შედეგად. 

ასეთებია მაგალითად, ფუნქციები 

ჯმ»  2X”-LმXC 510 X. 
6X I 7IIIX" 5X”-L3 

5111? X, 2906 005 10ი+, 

  

და სხვა. 

კერძოდ, თვით 1--7 სახის ფუნქციებს უწოდებენ ძი რითად ელე- 

მენტარულ ფუნქციებს. 
თეორემა ყოველი ელემენტარული ფენქცია ეწ- 

ყვეტია იმ წერტილში, სადაც'ის განსაზღვრუ- 

ლია. 

ამ თეორემას არ დავამტკიცებთ, მაგრამ ვაჩვენებთ მის ილუსტრაციას 

მაგალითებზე. 

ასე მაგალითად, ფუნქციები 

  ვე L5ე0ტ-+8X-1I,  “ , «, §0»X, ლ05X. 
X-+L+1 

“უწყვეტნი არიან ყოველი ნამდვილი X-სათვის. 

ფუნქცია 
1 

ყ=- 

  

9 შე-ლძლება დამტკიცდეს, რომ გამოთვლითი ოპერაციის ეს გაგება არ განხხვავ- 

«დენა იმისაგან. რომელიც მოცემული იყო მე-2 ქვეპარაგრაფშ., 

5“ ცხადი, სასრული. 
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უწყვეტია ყველგან, გარდა V:X0 წერტილისა, მაგრამ ამ წერტილში ის 
არც არის განსახლვრული. 

XL 

ზუსტად ასევე 1CX უწყვეტია ყველგან, გარდა X=- 1 MI 

(1=0, +1, +2,...) წერტილებისა, რომლებშიც ის არ არის განსაზღ- 

ერული. · 
ფუნქცი V#=IიX უწყვეტია ყოველი X>0 მნიშენელობისათვის. 
ზემოთ გამოყენებული იყო ფესვის (ანუ ხარისხოვანი ფუნქციის), 

კოსინუსის ლოგარითმული ფუნქციის, მაჩვენებლიანი ფუნქციის უწყ- 
ქეტობა (იხ. გვერდები 130, 134, 143, 144). 

0. ფუნქციის მოცემის არე. შუალედების 

სხვადასხვა ტიპი 

აქამდე არ ვაზუსტებდით საკითხს ფუნქცის მოცემის (ნე 
განსაზღვრის) არეს შესახებ. ამბობენ, რომ ფუნქცია ყ-= 

==/(X) მოცემულია 5 სიმრავლეზე (რომელსაც ეწოდება სწორედ ფუნქ- 

ციის მოცემის არე), თუ 5 სიმრავლიდან აღებულ X-ის ყოველ მნიშვნე– 

ლობას შეესაბამება ფუნქციის გარკვეული მნიშვნელობა. X-ის იმ მნიშვ- 
ნელობებს, რომლებიც § სიმრავლეში არ შედის, ”(#X) ფუნქციის 
არავითარი მნიშვნელობა არ შეესაბამება. 

ცხადი ანალიზური ფუნქციებისათვის განსაზღვრის არეს (თუ არ 

არის გაკეთებული საწინააღმდეგო შენიშენა) შეადგენს X-ის ყველა მნიშ- 

ვნელობა, რომლებისათვისაც აზრი აქვს ფორმულას, რომლითაც მოცე- 

მულია ფუნქცია. მაგალითად, ფუნქცია X? მოცემულია ყველა ნამდვილი ? 
X-ისათვის, IIIXX მოცემულია ყოველი X>>20 მნიშვნელობისათვის, მ+X05|ი X- 
ყოველი #X#-ისათვის რომელიც აკმაყოფილებს ორმაგ უტოლობას 

–1ლXჯ-<1. 
ხშირად ფუნქციის განსზღვრის არეს წარმოადგენს ჩაკეტილი 

შუალედი “ ILი, ხს) რომელიც შედგება ყველა იმ X წერტილე- 
ბისაგან რომლებიც აკმაყოფილებენ უტოლობას ი<X<ხ, ან ღია 
შუალედი |Iთი, ხI, რომელიც შედგება ყველა იმ X წერტილისაგან, 
რომლებისთვისაც ი=X<ხ. ღია შუალედის კერძო შემთხვევას წარ- 

მოადგენს მთელი რიცხვითი ღერძი??" )--იი,-L 90. ზოგჯერ განიხილა- 

ვენ აგრეთვე Iთ, ხ| და Iი, ხI შუალედებს. პირველი მათგანი შედგება X 

ბ ის რასაკეირეელია მოცემულია კომპლექსური ჯ-ებისათეისაც, მაგრამ ახლა 

მათ არ განვიხილავთ. 
+.“ რომელსაც აგრეთვე მონაკვეთი ეწოღება.- 

.·'. ტადგან X= +თი მნიშვნელობებს არ განვ-ხილაეთ. ამიტომ |0.+ 9) შღუალე– 

დები არ შეგეხვედება. 
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წერტილებისაგან, რომლებიც აკმაყოფილებენ ი<X<ხ უტოლობას, 

ხოლო მეორე X-წერტილებისაგან, რომლებიც აკმაყოფილებენ იძ<Xჯ<ხ 

უტოლო ბას. 

7. თეორემა უწყვეტი ფუნქციის საშუალედო მნიშვნელობის 

შესახებ 

ვთქვათ, /(ი. ფუნქცია მოცემულია Lთ, ხ) მონაკვეთზე და უწყვეტია 
მის ყოველ წერტილში (მაშინ უბრალოდ ამბობენ, რომ /(X) უწყვეტია 
Iთ, ხ) მონაკვეთზე). ასეთ ფუნქციებს ახასიათებთ მნიშვნელოვანი თვისება, 
რომელიც შემდეგი თეორემით გამოითქმის. 

საშუალედო მნიშვნელობის თეორემა. თუ ი და 0 /(%) ფუნქ- 

ციის უმცირესი და უდიდესი მნიშვნელობე- 
ბია, მაშინ ყოველი იძ რიცხვისათვის, რომელიც 

მოთავსებულია / და 0 რიცხვებს შორის, ი<0ლი, 

მოინახება არგუმენტის ისეთი ჯ მნიშვნელო- 
ბა, რომ 

I(X)=–C (2)       

თეორემის განმარტების მიზნით, მოვიყვანთ თვალსაჩინო გეომეტრიულ 
მსჯელობას. მკაცრი, წმინდა ანალიზური დამტკიცება. ძალიან ვრცელი 
იქნებოდა. 

აღვნიშნოთ თ და ჩ არგუმენტის ის მნიშვნელობები, რომლებსაც 
ფუნქციის უმცირესი და უდიდესი მნიშვნელობები შეესაბამებათ 

  

        

/(თ)=ი, /(ზ)=0. 

#) 2 

#=/I(%) 
ტ წ 

C M #=6 

I 
| 

I წ” | 

' ს” |) 
Mა ტტ 2? % ხ 7 

ნახ, 121



ავაგოთ ჩვენი ფუნქცბის გრაფიკი (ნახ. 121) და გავავლოთ ამავე ნახაზ- 
ზე ყ=C წრფე. 

განვიხილოთ ყ=/(X) წირზე მდებარე #(თ. ი) და C(ზ. ი) წერტილე- 
ბი. პირველი მათგანი მოთავსებულია V=:C წრფის ქვემოთ, ხოლო მეო- 

რე – ზემოთ. მაშასადამე, უწყვეტი ყ=-/(ი) წირი სადღაც გადაკვეთს ამ 
წრფეს. ვთქვათ, /M არის #=/(ჯX) წირისა და V=C წრფის გადაკვეთის წერ- 
ტილი. თუ ამ წერტილის აბსცისას აღვნიშნავთ X, მაშინ სწორედ ამ 
წერტილისათვის იქნება მართებული (2) ტოლობა. 

8. მრავალი ცვლადის ფუნქციის ცნება 

აქამდე ვიხილავდით მხოლოდ ერთი არგუმენტის ფუნქციას. მაგრამ 
პრაქტიკაში ხშირად გვაქვს საქმე მრავალი ცვლადის ფუნქციებთან. 
ასე მაგალითად, ომის კანონის თანახმად 

/=5, (3) 
წ.) 

სადაც / დენის ძალაა (ამპერობით), #6 –– ელექტრომამოძრავებელი 

ძალა (ვოლტობით) და /# წინაღობა (ომობით). მაშასადამე, /-ს მოსაცე– 

მად საჭიროა ორი არგუმენტის და # მნიშვნელობების მოცემა, 

მასთან 6 და /#? ერთმანეთისაგან დამოუკიდებელია. 

ანალოგიურად, თუ X და ყ იცვლება ერთმანეთისაგნ სრულიად 

დამოუკიდებლად ღა _ 
2=2X-L-3V, 

მაშინ X და V მნიშვნელობათა ყოველ სისტემას შეესაბამება 2-ის ერთი 

და მხოლოდ ერთი, სავსებით გარკვეული მნიშვნელობა. მაგალითად, 
თუ X=1, V=5, მაშინ 27=17. 

ასეთი გარემოების დასახასიათებლად ამბობენ, რომ 2 არის ორი ჯ 

და ყ არგუმენტის ფუნქცია. ამ შემთხვევაში წერენ 

2=I(X,ყ), ან 2=#ჯ(X, ს) და ა. შ. 

თუ დავუბრუნდებით (1) ფორმულას, შეიძლება ვთქვათ, რომ, 7 

არის და # არგუმენტების ფუნქცია. 

შემდგომი განმარტებების გარეშე უკვე გასაგებია თუ რას ნიშნავს 

შემდეგი ჩანაწერები 

V=/C, ყ ქ, ი-–=#ჩ (XV, ყ, 21, ჩ. 

მოგვიანებით (X თავში) შევუდგებით რამდენიმე ცვლადის ფუნ- 
ქციების უფრო საფუძვლიან შესწავლას ჯერჯერობით კი შემოვიფარ–- 
გლებით აქ მოცემული ზოგადი განსაზღვრით. 
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1II თავი 

წარმოეგული და დიფერენციალი 

§ I. წარმოებული 

ახლა გავეცნობით მათემატიკური ანალიზის კიდევ ერთ ფუნდამენ- 
ტურ ცნება – წარმოებულის ცნებას, სრულიად მარტივი და 
„#უნებრივი ცნებებისაგან განსხვავებით, როგორიცაა ფუნქციისა და ზღვრის 
ცნებები, წარმოებულის ცნება საკმაოდ რთულია და ამიტომ წარუმძღვა- 
რებთ მას ზოგიერთ მოსაზრებას, რომლებიც თანდათანობით მიგვიყვანს 

ამ ცნებამდე. 

1. მხები წრფე 

_ ელემენტარულ. გეომეტრიაში, სადაც შეისწავლებ მხოლოდ ერთი 
მრუდი –- წრეწირი, წრეწირის მხები განმარტებულია, როგორც წრფე, 

რომელსაც წრეწირთან' აქვს მხოლოდ ერთი საერთო წერტილი. ნების- 

მიერი მრუდისათვის ეს განსახღლვრა ნაკლებად ბუნებრივია. 
განა შეიძლება დავიჯეროთ, რომ X=0 წრფე არის ყ=X" პარაბოლის 

(ნახ. 122) ' მხები? თუმცა, მათ მხოლოდ ერთი საერთო წერტილი აქვთ. 
ამიტომ უმაღლეს მათემატიკაში მიღებულია მხების სხვა განსაზღვოა. 

“ვ 

    0 

ნახ, 122. ნახ. 121. 
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განსაზღვრა. /// წრფეს ეწოდება /C წირის მხები რაიმე M 
წერტილში (ნახ. 123), თუ ეს წრფე წარმოადგენს /#§ მკვეთის ზღვრულ 

მდებარეობას", სადაც /#§ მკვეთი გავლებულია # და V წერტილებზე 
და MV წერტილი მოძრაობს # წი+“ზე ისე, რომ მიისწრაფვის // წერტილი–- 
საკენ. 

MM წერტილს ეწოდება შეხების წერტილი. 

მაგალითი. ეთქვათ, /C წირი წარმოადგენს #/=3X> პარაბოლას, 

ხოლო ამ წირის. /#/ წერტილის კოო“დინატებია (5, 75). გავვლოთ /VMV/ 

მხები (ე. ი. შევადგინოთ მისი განტოლება). 

ამოხსნა. მხების განტოლებას, როგორც /M(5, 7590) წერტილზე 

გამავალი წრფის განტოლებას, ექნება შემდეგი სახე 

ყ--75=7//,(X--5), 

სადაც საჭიროა განისაზღვროს », კუთხური კოეფიციენტი ავიღოთ 
პარაბოლაზე კიდევ ერთი M(5-+- #ტX, 75+ ტყ) წერტილი და გავავლოთ 

#M და MV წერტილებზე #1§ მკვეთი. 124-ე V” ნახაზიდან ნათელია, რომ /#5 

მკვეთის კუთხური კოეფიციენტი //1ა =- ცხადია, რომ როდესაც M 
X ' 

მიისწრაფვის” // წერტილისაკენ /'ა->/1, 1 „ა 
ე. ი.     

I, =I1Iი M1» 
V-–-–M 

ანუ, რაც იგივეა 72:4#/ 

MI, =IIIი =2 
ტ»-30 #X 

რადგან V წერტილი ძევს პარაბოლაზე, 4 

მისი კოორდინატები (5+4X, 75+4V) აკ- 

"მაყოფილებს პარაბოლის განტოლებას. ამი- 
ტომ გვაქვს , მ 2 244ჯ 2? 

75--#ტყ==3(5-L #X)? ნახ, 124. 

  
ან 

75+4ტყ=75+304ტX+ 3(ტკე? 
და 

#ყ=30/#X-L 3(#»“. 

  

" ეს ნიმნავს, რომ ამ წრფეებს შორის კუთხე მიისწრაფვის ნულისაკენ. 

«?"? მეტი თეალსაჩინოებისათვის ზომები ამ ნახაზზე დამახინჯებ- ლია, 
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თუ ამ ტოლობის ორივე ნაწილს გავყოფთ “/#X-ზე, მივიღებთ 

ტყ = 30 -I- 3#ტX. 
0)X 

მაშასადამე, 
„ს, =ILIი (30+ 34X) =30. 

0 ტაბ 

ამიტომ მხების განტოლება იქნება 

ყ--75-=300C--5). 

განვიხილოთ კიდევ ერთი მსგავსი ამოცანა. 

ვთქვათ, ყ==2X+-4X'-I- 6L--3 არის IC წირის განტოლება და /M(1,1) 

ამ წირზე მდებარე წერტილია. გავავლოთ /#/ წერტილზე IC წირის 

მხები. 

ამოხსნა. საძიებელი მხების განტოლებაა 

ყ–-–1 =7,(X-–I). . 

ვთქვათ, /V (1+ #4X, 1+ #ყ) # წირის რაიმე სხვა წერტილია. მაში ნ 

1-+C- სყ=2(1-L #ჰკებ--4(1-+ #X)?+- 6(1-+- რX)-–-3 ან 1-- სMყ=2+6/#X-+ 

+6(/%X)+2(4X)მ---4--8/X--4(0X)"-+-6-+C64X--ვ. 

აქედან 
“ #ყ=440X+ 2(40X)?-+ 2(/X)2. 

რაკი #M5§ #M და V წერტილებზე გამავალი მკვეთია, ამიტომ მისი კუთხუ- 

რი კოეფიციენტი 

=%M => 115 

M15:=- = =4--240X-+2(4X)?. 
#ტX 

მაგრამ I, = MIთ /1კ. მაშასადამე, 

M–M – 

I71,== IM ტყ _,. 

4ტ2-30 #X 

და მხების განტოლებას შემდეგი სახე ექნება: 

ყ––-–1=4(X-–-1). 
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განვიხილოთ ახლა შემდეგი ზოგადი ამოცანა: გაქვაელოთ MX წირის 

მოცემულ /V(Xი, ყა) წერტილზე /M#/ მხები, თუ წირი მოცემულია 

ყ=I/C%ი () 
განტოლებით. 

რადგან საძიებელი მხები გადის მოცემულ /V (X. ყი) წერტილზე, 

ამიტომ ამოცანის ამოსახსნელად უნღა მოვნახოთ მისი VI, კუთხური 

კოეფიციენტი. 
ავიღოთ # წირზე IV (X + #X, ყი+ ტყ) წერტილი და გავავლოთ /# 

და V წერტილებზე /V§5 მკვეთი. 125-ე ნახახიდან ჩანს, რომ მკვეთის კუთ- 
ხური კოეფიციენტი 

LM #ტყ 
I/(! =( ღე_–->=-–-. 

აას» 
მაგრამ 

MI,= 1117, 
M--M 

საიდანაც 

ტყ /I,= IV) –-. 
ტჯ-ას #Xჯ 

MV წერტილი ძევს /# წირზე, 
ამიტომ მისი კოორდინატები 

აკმაყოფილებს, წირის (1) გან- ნახ, 125. 

ტოლებას, ღა გვექნება 
ყი ტბ, -/ (Xა– რ)», 

ხოლო რადგან ყი=/(Xი) ვღებულობთ 

#/=/(Xა-L რX)––-/(Xი), 

საიდანაც საბოლოოდ გვაქვს 

  

    

  

თ,= IM “7 | /2%1+-43X) – ი. 
ი” ტაცნტX 2-0 #X (2) 

  _ 

ამგვარად, გეომეტრიულმა ამოცანა წირისადმი მხების გავლების 
შესახებ, მიგვიყვანა (2) ზღერის გამოთვლამდე. ა 

9. სიჩქარე 

განვიხილოთ კიდევ ერთი საკითხი, რომლის გადასაჭრელად მოგვიხ- 

დება ანალოგიური ზღვრის გამოთვლა. ეს არის წერტილის სი ჩქა- 
რის გამოთვლის საკითხი. 
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გა ს საზღვრა. თუ წერტილი მოძრაობს წრფეზე ” ,) მაშინ 
მიი საშუალო სიჩ ქარე ეწოდება დროის” გარკვეულ მონაკ- 

ვეთში გავლილი მანძილის შეფარდებას დროის ამ მონაკვეთის ხანგრძლი– 

ვობასთან. 
სხვანაირად, დროის რაიმე მონაკვეთში საშუალო სიჩქარე არის 

სიდიდე, რომელიც გამოითვლება ფორმულით 

5 
შსაფუ== ჯ ' 

სადაც 7' დროის ხანგრძლივობაა, ხოლო § დროის ამ, მონაკვეთში გავ- 

ლილი მანძილია. 

საშუალო სიჩქარე არ ახასიათებს მოძრაობას დროის გარკვეულ მო- 

მენტში. ამიტომ მექანიკაში შემოაქვთ მნიშვნელოვანი ცნება, სახელდობრ, 

მყისი სიჩქარის (ცნება. 

განსაზღვრა. წერტილის მყისი სიჩქარე ეწოდება 
დროის მცირე მონაკვეთზე საშუალო სიჩქარის ზღვარს, როდესაც დროის 

აღნიშნული მონაკვეთი –>0. 

მაგალითი. ვთქვათ, რომ M წერტილი მოძრაობს წირზე 

  

წონ 
§=4/2--3/-- 1 I (3 

კანონით. 

აქ 7 დროა, რომელიც აით- 

ჩ" “ ვლება რაიმე საწყისი მომენ- 

2 ' ტი ან, ხოლო §-- მანძილია 
მ M დახ, ლ ლ 

რაიმე საწყისი 0 წერტილი- 
ნახ. +126, ჯან §=0/M (ნახ. 126). 

ვიპოვოთ /# წერტილის შ სიჩქარე 7=5 მომენტისათვის. 

ამოხსნა. (3) განტოლების საფუძველზე ვპოულობთ, რომ როცა 

1=5, მამინ §=116. 

განვიხილოთ გარდა /7=5 მომენტისა კიდევ სხვა #/--4რ/=5-- #/ მო- 
მენტი. თუ §+#§5 არის 0/# მანძილის მნიშვნელობა ამ ახალი მომენტი- 

სათვის, მაშინ იმავე (3) განტოლებიდან გვექნება 

§+-#§=-4(5-- #/)?-- 3(5-L #/)-L 1 =116-- 4347-I- 4 (/#7)?. 

ადვილი წარმოსადგენია, რომ 1=5 მომენტიდან #-I- )7=5-L #1 მომენ– 

ტამდე წერტილმა გაიარა 
#5=4304/+4(4/? 

#. თუ მოძრაობა არ არის წრფიეი, მაშინ სიჩქარე ვექტორულია და მისი განხილვა 

უფრო რთულია. 
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მანძილი. ამიტომ დროის ამ მონაკვეთში სამუალო სიჩქარე იქნება 

#5 შია სვ =431+44/, 

ხოლო მყისი სიჩქარე (=-5 მომენტში არის საშუალო სიჩქარის % ღვა- 

რი, როცა #L(-+0, ე. ი. 

. ,„_ #ტ§ 
ყ=III შაუ=I1II – =:43. 

ტ(–ამ #0 #/ 

შევნიშნავთ რომ სიჩქარე იზომება ერთეულებით რომლებიც 

დამოკიდებულია სიგრძისა და დროის ერთეულებზე მაგალითად, თუ 
ჩავთვლით, რომ განხილულ მაგალითში § მანძილი იზომება სანტიმეტ- 
რობით, ხოლო / დრო-–-წამობით, მაშინ მიღებული პასუხი გვიჩვენებს, 

რომ შხ=43 სმ/წმ. : 
განვსახღვროთ წერტილის სიჩქარე ზოგადად. 

ამოცანა. წერტილი მოძრაობს წრფეზე კანონით, 

რომელიც მოცემულია შემდეგი განტოლებით 

§=/(ჩ. ' (4) 
ვიპოვოთ წერ-იტტტილის მოძრაობის ს სიჩქარე 

(ს მომ ე ნ ტ შ ი. 

როგორც ზემოთ, „აქაც § წარმოადგენს იმ 0/ მანძილს რომლითაც 

მოძრავი წერტილი / მომენტში დაშორებულია უძრავი 0 წერტილიდან. 
ქტ) ტოლობას ეწოღება მოძრაობის განტოლება. იმი- 
სათვის რომ მოცემული იყოს მოძრაობა, ფაქტიურად უნდა მივუთითოთ 

I(/) ფუნქცია. 
ამოხსნა. ჩვენთვის საინტერესო 7ი მომენტში (0 მანძილი 

(ნახ. 126) (4) განტოლების თანახმად, იქნება 

§0==/(/7ი). 

/ი მომენტთან ერთად, განვიხილოთ დროის სხვა /-L4#/ მომენტი. 
ამ: მომენტში // წერტილი დამორებულია 0 წერტილიდან 

5ი-L- #5==/(7ი-- (VL/) 

მანძილით. ამიტომ დროის #/ მონაკვეთში განელილი #§ მანძილი 

#§=! (/0-+#4?) – | (70) 

სხვაობის ტოლია, ხოლო საშუალო სიჩქარე დროის აღნიშნულ მონაკ- 
ქეთში იქნება 

ბ5 _ I00+ტ0–IVCა) 
M 

წსაუ == 
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საძიებელი შყისი სიჩქარე ამ საშუალო სიჩქარის ზღვარია, 

ყ=II1IV შყავ, 
ტ4/–<3>0 

ამიტომ 

  

ი გდ ბ სი /0+ტი –/C) თ 
4/–30 #ტ/ #ტ! 

  

ამგვარად, ამოცანა სიჩქარის პოვნის შესახებ დაიყვანება (5) ზღვრის 
პოვნამდე, ეს ზღვარი კი მხოლოდ აღნიშვნებით განსხვავდება იმ (2) 

ზღვრისაგან, რომელთანაც მიგვიყვანა ამოცანამ მხების გავლების შე–- 
სახებ. 

8. ლეროს სიმკვრივე 

განვიხილოთ კიდევ ერთი საკითხი, რომელსაც მივყავართ იმავე ზღვრის 
პოვნამდე, 

განსაზღვრა. ღეროს საშუალო სიმკვრივე ეწო- 
დება მისი მასის და სიგრძის შეფარდებას". 

თუ აღვნიშნავთ ღეროს მასას #„I-ით, სიგრძეს /-ით, ხოლო საშუალო 
სიმკვრივეს –– #ს.ვ, მივიღებთ 

_ ”M 
ჩსაშ I" 

ღეროს საშუალო სიმკვრივე არ გვაძლევს წარმოდგენას იმის შესახებ, 
თუ როგორ არის განაწილებული მასა ღეროს სხვადასხვა უბანზე. ამი- 
ტომ დიდი მნიშვნელობა აქვს ღეროს სხვადასხვა წერტილში ჭეშმარიტი 

სიმკვრივის ცნებას. 

განსაზღვრა. ღეროს რამე წერტილში ჭეშმარიტი 
სიმკვრივე ეწოდება ღეროს უსასრულოდ მცირე მონაკვეთის სა- 

შუალო სიმკვრივის ზღვარს როდესაც მონაკვეთის სიგრძე ->0 (ანუ 

უსასრულოდ .იკუმშება მოცემულ წერტილამდე) 
: .0=IIIი ჩყავ- 

" ჩვეულებრივად ფიზიკაში სხეულის საშუალო სიმკვრივე ეწოდება მისი მასისა 

ღა მოცულობის შეფარდებას, ზოგჯერ განიხილება ისეთი სხეულები, რომელ- 

თა განივი ზომების უგულებელყოფა შესაძლებელია (ღერო, მავთული, ტროსი). ამ შემ- 

თხვევაში შემოდის სიმკვრივის ცნება ზემომოყვანილი თვალსაზრისით (ასეთ სიმკვრივეს 

უწოდებენ წ რფიე სიმკერიეეს). 
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წარმოვიდგინოთ პორიზონტალური ღერო (ნახ. 127). თუ მისი მარ- 

ცხენა ბოლოს 0 წერტილიდან გადავზომავთ 00 „ მონაკვეთს, რომლის 
სიგრძე I-ის ტოლია, მაშინ ამ მონაკვეთის /7 მასა? ცხადია, დამოკიდე– 
ბული იქნება I-ხე, ე. ი. აღმოჩნდება (| არგუმენტის ფუნქცია 

/1=-I(ი. 

დავუშვათ, რომ ეს ფუნქცია ჩვენთვის ცნობილია და განვიხილოთ 
ამოცანა ღეროს /M/ წერტილმი ქეშმარიტი /# სიმკვრივის პოვნის შესა- 
ხებ, რომლისთვისაც (0/# =/ი. 

  

        

L-- I I 

მ - 0 # # 

ნახ. 127, ნახ, 128, 

ამოცანის ამოსახსნელად განვიხილოთ /M-ის გარდა ღეროს სხვა 
წერტილი M, რომლისთვისაც 0 M=1/-+#// (ნახ. 128), მაშინ 0V ნა- 

წილის მასა იქნება 

/1ი-L /ს/71==/(Iი+- # ი), 

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ /#M/VV ნაწილის მასა იქნება 

ტი=/(Iი-- 40-––/(/ი). 

ამიტომ ამ MI უბნის სამუალო სიმშკერივე 

ბო I(ს0+0ს –/0) · 
ჩაო“ ა ტ! 

ღეროს ჭეშმარიტი წ სიმკვრივე M წერტილში არის ამ შეფარდების 
ზღვარი, როცა MV მიისწრაფვის /# წერტილისაკენ, ე. ი. როცა #/->0. 

ამგვარად, 

  

_ეე ტია ი (0+040–/(0) 
ი=Iთ, ტ! =თ ტ! (6) 
  

ამ ამოცანაშიც მივედით ისეთივე ზღვარის განსაზღვრის აუცილებლობამ- 
დე, როგორც ამოცანებში მხებისა და სიჩქარის შესახებ სწორედ ამ 
ზღვარს ეწოდება წარმოებული. 
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4. წარმოებულის განსაზლვრა 

ვთქვათ, მოცემულია რალმე V#=/(ი ფუნქცია შევასრულოთ შემ- 
დეგი 5 ოპერაცია: 

1) მივცეთ არგუმენტს რაიმე მუდმივი X მნიშვნელობა და გამოვ– 

თვალოთ ფუნქციის სათანადო Vყ=/ (X) მნიშვნელობა. 

2) მივცეთ არგუმენტს #X ნახრდი,„ მივიღებთ არგუმენტის ახალ 

X+ #X მნიშვნელობას, და გამოვთვალოთ ფუნქციის ახალი მნიშვნე- 
ლობა 

ყ-+-- )ყ=I!I(X+ტ»). 
3) გამოვთვალოთ ფუნქციის ნახრდი 

/”ყ=/I(X+ რX)–I(. 

4) შევადგინოთ შეფარდება 

ტყ. 1(X+4რX») – /(X) 
/#X #ტX 

5) მივასწრაფოთ #X ნულისაკენ და გამოვთვალოთ ზღვარი 

ტ.-ს ტX /#X-ა0 #X 

ამ ზღვარს” ეწოდება I(X) ფუნქციის წარმოებული » წერტილში და აღი- 
ნიშნება ასე: ყ”, ან V”,, ან /”(X), ან კიდევ (/(X)), ამგვარად, წარმოებუ- 
ლის მკაცრი განსახღლვრა ასეთია: 

განსაზღვრა. ფუნქცის წარმოებული არის ფუნქციის 
ნაზრდისა და მისი არგუმენტის უსასრულოდ მცირე ნაზრდის შეფარდე– 

ბის ზღვარი. 

ფორმულის საშუალებით ეს განსაზღვრა ასე ჩაიწერება 

ტყ II – 
” წია #/ჯ     

ან დაწვრილებით 
  

  
თო /თ+4ი-1=0 | 

ტC–ი #X 
  

რ 
?შ როცა #X იცვლება, მაშინ > შეფარდება #X-ის ფუნქციაა (შეგახსე– 

X 
ნებთ, რომ X ფიქსირებულია) მისი ზღვარი შეიძლება პრც არსებობდეს, აქ იგუ- 

ლისხმება სასრული ზღეარი, 
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შენიშვნა: 1) რაიმე ფუნქციის წარმოებულის მონახვის ოპერა- 

ციას, ეწოდება ამ ფუნქცის გაწარმოება. 

2 იმ წერტილს, რომელიც ფიქსირდება ფუნქციის წარმოებულის 

პოვნის პირველ საფეხურზე, ეწოდება გაწარმოების წე რტი- 
ი. 

3) რადგან ზოგიერთ ცვლადს არა აქვს ზღვარი, ამიტომ ზოგიერთ 
ფუნქციასაც შეიძლება არ ჰქონდეს წარმოებული. თუ ფუნქციას რომელი- 
მე X-სათვის აქეს წარმოებული, მაშინ ამბობენ რომ ფუნქცია წარ- 
მოებადია ამ X-ისათვის. 

წარმოებულის ცნების საშუალებით წინა პარაგრაფებში მიღებული 
შედეგები შეიძლება მოკლედ ასე გამოითქვას: 

ა) მხების კუთხური კოეფიციენტი არის ორდინატის წარმოებული 
აბსცისით: " 

ის=ს, 
ბ) სიჩქარე არის მანძილის წარმოებული დროით"; 

0 ==5”//. 

გ) სიმკერიეე არის მასის წარმოებული სიგრძით: 

0 =VIV" 

ქვემოთ მოცემულია წარმოებულის გამოთვლის მაგალითები. 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ V=» ფუნქციის წარმოებული “#X+=+3 
წერტილში. 

აქ ყ=9, V+ #ყ=(3+- #X)?=9-L 6. /სX-I- (#X)”. 
მაშასადამე, 

რყ:-:60X+L(0X»X) და +X- =6“+"- #X. 

თუ გამოვთვლით მიღებული შეფარდების. ხღვარს, როცა #X->0, მი- 
ვიღებთ 

ყ'=6. 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ იმავე /=X ფუნქციის წარმოებული 

X=4, X=1, X=0, X=7 წერტილებში. 

იმისათვის, რომ არ გავიმეოროთ მსჯელობა თითოეული წერტილი- 

სათვის ცალ-ცალკე, განვიხილოთ ეს მაგალითი ზოგადად. აღვნიშნოთ 

გაწარმოების წერტილი X-ით. მაშინ მივიღებთ 

ყ==X#, ყ+ რყ=(X+- ტე)ზ=X'-+2XX-I-(4#+X?, 

  

+ გაწარმოების წერტილია შეხების წერტილის ჯა აბსცისა. 

.. გაწარმოების წერტილია დროის მომენტი, რომელშიც ეანის:·ზღვრება სიმ- 

ქარე. 
დ.ა. გაწარმოების წერტილია «ს წერტილ“. რომელშიც განისაზღვრება სიმკერთეე. 
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საიდანაც 

: ბ)ყ=2X#40X-+ (0 X)?, 
და მაშასადამე, 

ბყ_ =2X-+ #X. 
#X 

საბოლოოდ 

ყ'=2X. 

თუ დავუშვებთ, კერძოდ, რომ Xჯ=4, X=1, X=0, X=7, მივიღებთ 

ყ=ზ V=2 (/=0, ყ'=14. 

, განხილული მაგალითიდან ჩანს ზოგადი საით მოცემული ფუნქციის 
გაწარმოების უპირატესობა, ანუ გაწარმოება, როცა გაწარმოების წერ–- 
ტილი რაიმე ასოთია აღნიშნული. 

მაგალითი 3. გავაწარმოოთ წV=VX ფუნქცია X წერტილში 

(X>0). 

  

  

      

მივიღებთ 

ყთVს V+40იყ=VX+#4VX, 
რები” 

ტყ. _VX+ბX-VX _ __ 1 
ბი... #. – /X+MX-+VX. 

ტყ 1 1 
=Iი) -“ =1Iი) -––--–-–-----=-- 

#X-ა0 რX #ჯX->0 VX-+-#X-+VX. 2VX 

ე. ი. · 

,_ 1 

2VX 

იმის გამო, რომ ყოველ ფუნქციას არა აქვს წარმოებული, დავამტკი– 

ცოთ შემდეგი 
თეორემა 1.თუ ფუნქციას არგუმენტის რაიმე 

მნიშვნელობისათვის აქვს წარმოებული, მა- 
შინ ის უწყვეტია არგუმენტის ამ მნიშვნელო- 

ბისათვის. 

დამტკიცება. მივცეთ X არგუმენტს #X ნაზრდი, მაშინ , V 
მიიღებს სათანადო /#ყ ნაზრდს. 

ჩავწეროთ #ყ ნაზრდი შემდეგი სახით: 

ტყე=“რM.ტ». 
# ს 
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თუ 4რX-+0, მაშინ თეორემის პირობის თანახმად > შეფარდება მი- 

ისწრაფვის სასრული „ყ” ზღვრისაკენ,, ამიტომ ? 

25 %M-2 
ე. ი. არგუმენტის უსასრულოდ მცირე ნაზრდს შეესაბამება ფუნქციის 
უსასრულოდ მცირე ნაზრდი. ეს კი ნიშნავს, რომ ფუნქცია უწყვეტია, 
რის დამტკიცებაც იყო საჭირო. 

შეიძლება დავამტკიცოთ, რომ ფუნქციის წარმოებულის არსებობისათ- 
ვის მისი უწყვეტობა არ წარმოადგენს საკმარის პირობას. 

თეორემა 8. წარმოებულის გეომეტრიული აზრი 

ხM=IX) წარმოებული გეომეტრიულად წარმო- 
ადგენს, ყ=/(X ფუნქციის გრაფიკისიმ წერტილში 

გავლებული მხების კუთხურ კოეფიციენტს, 
რომლის აბსცისა გაწარმოების წერტილია., 

თუ ხსენებული მხების მიერ 0X ღერძთან შედგენილ კუთხეს აღვნიშ– 
ნავთ თ-თი, მაშინ (ნახ. 129). 

    
I (X)=1C თ 

დამტკიცება. ვთქვათ, ·V=/(X) 
ფუნქციის გრაფიკია რაიმე I წირი და 

/#(X ყ) ამ წირის ის წერტილია, რომლის 

აბსცისა გაწარმოების წერტილია. განვიხი- 
ლოთ საკითხი წირის // წერტილში მხების 
გავლების შესახებ. მამინ მოგვიხდება პირ- 
ველ ქვე პარაგრაფში "ჩატარებული „მსჯელო– 
ბის სიტყვა-სიტყვით გამეორება, რის შე- 

ღეგადაც ისევ მივიღებთ შემდეგ -ფორმუ- 
ლასშ? ნახ. 129. 

ი,=I ი 49 = სი #>X1+4% -თ) 
ტჯX-ა0 თ – <= „LV 

  

(2) 

# რადგან ნამრავლის ზღვარი ტოლია თანამამრავლთა ზღვრების ნამრავლისა, 

გეაქეს 
4 ყ V- 

,IIო ბყ= Iთ V -ტX) =( IIი1 –) წთ ა») = ყ' · 0=09. 
#X->30 ტჯ-0 სა ტჯ ტო-0 ტაX ტჯ-30 

«7 | ქვეპარაგრაფში ჩვენ შეხების წერტილის აბსცისა Xე-ით აღვნიშნეთ, აქ კი ––- 

უბრალოდ »ჯ-ით. ეს ცხადია. არსებითი არაა. 
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რომელიც კიდევ ასეც შეიძლება ჩაიწეროს 
III, =/I (X), 

რაც ამტკიცებს თეორემას. 

დასასრულს, წარმოებულის ცნება შეიძლება გავიახროთ სრულიად 

ზოგადი თვალსახრისით ვთქვათ, რაიმე პროცესში განიხილება ორი 

სიდიდე: X არგუმენტი და მისი ყ ფუნქცია. თუ არგუმენტის /X ნაზრდს 

შეესაბამება ფუნქციის #ყ ნახრდი, მაშინ «# შეფარდება · ბუნებრივია 
X 

ჩაითვალოს V-ის ჯ-ის მიმართ ცვლილების საშ უალო სიჩ ქარედ. 

მაშინ ამ შეფარდების ზღვარი, როცა /#X--0, ანუ წარმო ებ ული 

ყ'„= III) ბV. 
#X-ა0 #ტX 

არის ყ-ის X-ის მიმართ ცვლილების (მ ყი სი) სიჩქარე. 

§ 2. ელემენტარულ ფუნქციათა გაწარმოების ტექნიკა 

იმ ფუნქციების გასაწარმოებლად, რომლებსაც ჩვეულებრივად ვხვდე- 

ბით პრაქტიკაში, სარგებლობენ უბრალო, მაგრამ მნიშვნელოვანი ფორ- 

მულებით, რომელთა ზეპირად ცოდნა აუცილებელია. ახლა სწორედ 
გადავდივართ ამ ფორმულების გამოყვანახე. 

1. მუდმივის წარმოებული 

ვთქვათ, ყ=C (მუდმივი სიდიდე შეიძლება ჩაითვალოს X არგუმენ- 

ტის ფუნქციად). შევასრულოთ ის 5 ოპერაცია, რომლებზეც ლაპარაკი 

იყო წარმოებულის განსახღვრის დროს. 
თუ არგუმენტის მნიშვნელობაა X, მაშინ ყ=C. თუ განეიხილავთ 

არგუმენტის ახალ X-+ #X მნიშვნელობას და აღვნიშნავთ ფუნქციის შე- 
საბამის მნიშვნელობას ყ+ #ყ სიმბოლოთი, მაშინ მივიღებთ V-+#4V=C. 

მაშინ 

ტყ =0. და –-- =0, 

აქედან , 
ყ'= IIთ -”=0, 

ტ»->0 MX 

ანუ 

I(C-ძ (I) 
  

მუდმივის წარმოებული ნულის ტოლია. 
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9, დამოუკიდებელი ცვლადის წარმოებული 

ვთქვათ, V5==ჯ. ვიპოვოთ #”. ამისათვის დავაფიქსიროთ X, მაშინ V:= 
=X აგრეთვე დაფიქსირდება. მივცეთ X-ს ნახრდი #X და ვიპოვოთ ფუნქ- 
ციის ახალი მნიშვნელობა VI! რყ=>X-+ #X. აქედან რყ-=#%X და 

ტყ _ 

#X 

ამიტომ §”=1, ანუ 
  

  

LM =1 +X2) 

  

ამგვრად, დამოუკიდებელი ცვლადის წარმოებ ე- 
ლი 1-ის ტოლია 

3. ხარისხოვანი ფუნქციის წარმოებული 

ეთქვათ, ყ=X9. ვიპოვოთ ყ”. დავაფიქსიროთ ჯ და ვიპოვოთ ფუნქ- 

ციის სათანადო ყ=X49 მნიშვნელობა. მივცეთ X-ს ნაზრდი · #MX და გამოვ- 
თვალოთ ფუნქციის ახალი მნიშვნელობა 

ყ-+-/ყ = (X+ ტიან » ()+ რ. | = ჯრ (+ რტ» “ 
ჯ ჯ 

#იყ=Xი C ++ |“ = ჯი IC რ) _ '| 
ჯ Xჯ 

––.. MM ჯსს X/ _ სს X/ , 
('X /სX (MX 

X 

მაშინ 

და 

თუ დავუშვებთ, რომ ი და გავისსენებთ „შესანიშნავ ზღვარს« XII 
ჯ .. 

თავი, §1, 10)-· 

სთ 040+-1 , 
(#(–>9 „ 

მივიღებთ 

დ ყ'= III MM ყი, 
ტL->9ი #ტX 

12. ი. ნატანსონი "177



ანუ 

(ჯ4)” =070X9 -1 (3) 

  
მაგალითები. 

1) თუ ყV=X?, მაშინ ყ =:7X%. 
' 2 

, 5.#« 
_ 7 

2) თუ ყ=%X", მაშინ V = - X 

3) თუ ყ=.1, მაშინ ყ” =--8ჯ-9, 
ჯმ 

კარგი იქნება ცალკე კვადრატული ფესვის წარმოებულის დამახსოვ- 

რება. სახელდობრ, ვთქვათ #/=%VX, მაშინ ზოგადი. ფორმულიდან გვაქვს 

1 

ყ'=(VX). -(C +) – 2 > <5V> 

ანუ ' 

1 
(VX) = 2 VX 

  

(4) 
    

კვადრატული ფესვის წარმოებული უდრის 

ერთს შეფარღებულს ფესვის გაორკეცებულ 
მნიშვნელობასთან. 

4. სინუსის და კოსინუსის წარმოებულები 

ვთქვათ, V=8510 X. ვიპოვოთ: ყ'. ვაფიქსირებთ X-ის მნიშვნელობას, 
მაშინ ყ=5)ი X. მივცეთ X-ს ნაზრდი 7 #X, მაშინ ყ“+- #Vყ=5I0(X+- #X). 

აქედან #ყ=31ი (X+ #X)--%ი X და ცნობილი ფორმულის 

–8 8 4+8 
510 #4–-–51ი 8=231 4 00 2   

თანახმად ვღებულობთ 

"MX / „ს 
სMყ=2 50 –- 00 X+ჰ<-- MVM ყ=29ი5 · (++; ) 

მაშასადამე, 

5Iი--- “ 
ტყ ___ 2... ს“ 
== = MX თია(» + > I 

2 
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საიდანაც" 

  

2 
2 

005 ( X++ ) =005X. 

    

  

  

ი, ,/-– II 

/ “ალი | 24» 
2 

ამგვარად, 

(51)1X)' =005X (5) 

სრულიად ანალოგიურად, კოსინუსების სხვაობის ფორმულის 

C05 4--00§ 8 =–-259024-+- ყვი == 

გამოყენებით, დავადგენთ ფორმულას 

(6) 
  

(C05 X) = –-5ი X 

5. ჯამის, სხვაობის, ნამრავლისა და შეფარდების წარმოებული 

სინუსის და კოსინუსის წარმოებულების განხილვის შემდეგ, ბუნებ- 

რივია გადავიდეთ ტანგენსის წარმოებულის ფორმულის · გამოყვანაზე. 
“”ძ მაგრამ 

511 X 
IVX=–– 

C05X ” 

ამიტომ დავდექით უფრო ზოგადი ამოცანის წინაშე: ვთქვათ, V და ფშ 
X არგუმენტის ფუნქციებია, რომელთა წარმოებულები "!' და ს” არ- 

სებობს და ცნობილია. უნდა ვიპოვოთ 

“ 
ყ=-– 

წ 

შეფარდების წარმოებული. 

" რადგან 

_ აჯ 
§Iი ––- 

#4X–-30 

2 
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ასეთივე ამოცანა შეიძლება დაისეას არამარტო შეფარღებისათვის, არა- 

მედ ფუნქციათა 
ყ-=Vხ 

ნამრავლისათვის, ყ+>V/ -L შხ ჯამისათვისაც და ა. შ. სხვანაირად რომ ვთქვათ, 
ვსეამთ ამოცანას: ვიპოვოთ / და დ ფუნქციების ჯამის, სხვაობის, ნამრავ- 

ლის და შეფარდების წარმოებულები, როცა ცნობილია მოცემულ ფუნქცი- 
ათა ს” და ს” წარმოებულები. ამ ამოცანის ამოხსნის შედეგად, მივიღებთ 
წესებს რომელთა ზეპირად ცოდნა აგრეთვე აუცილებელია. ამ წესებს 
გადავნომრავთ რომაული ციფრებით. 

ამგვარად, ვთქვათ, « და ს X არგუმენტის ფუნქციებია, რომელთა 
წარმოებულებია V” ·და ს” 

LI. ჯამის წარმოებული. ვთქვათ, V=V-·I- მ. ეიპოვოთ წ”. 

დავაფიქსიროთ X, მაშინ დაფიქსირდება V და 0 ფუნქციები და მაშა–- 
სადამე, ყ-ის, ამასთანავე 

V=!!+ წ. 

განვიხილოთ ახლა არგუმენტის ახალი X+#სX მნიშვნელობა, მაშინ 
ჩვენი ფუნქციების ახალი მნიშვნელობები იქნება #«-I რი, ს+#490 და 

ყ+#4იყ=(Vთ+0#ტV)--(0+ #უ). 
აქედა5 
მედ #)ი=რV-I- რწ, 
საიდანაც 

| ტყ _ ბი. ბი 
აX ტბX MX. 

ახლა თუ #X-+0, წარმოებულის განსაზღვრის თანახმად 

#ტ“ ტს _ 
III) –-=Vს III) –– =VC”, 
ტC->0 ზX #ტ4X->0 ,სX 

საიდანაც (ჯამის ზღვრის. გამოთვლის წესის საფუძველზე) 

-_ ტყ 1 0 -” =V/V უწ. 

ასას “"X + 

ამგვარად, #”=VM-I- ს,ანუ 

(#+- 9) =V + ს (ი 

ე.კი. ჯამის წარმოებული უდრის შე საკრებთა 

წარმოებულების ჯამს. 
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II. სხვაობის წარმოებული ანალოგიურად მტკიცდება რომ 

(ს–– უ) == M--წ (II) 

სხვაობის წარმოებული ·„უდრის წარმოებულე- 
ბის სხვაობას. 

III. ნამრავლის წარმოებული. თუ 

ყ=Vფხ 

ფუნქციისათვის იგივე მსჯელობას გავიმეორებთ, მივიღებთ 

ყ-IL #სყ. = (V-I-/MI) (V 1- ტ )) = (CL ტ((· V-- I. ზო L-ტ“ · ბთ, 

საიდანაც 

ტცყ=/#სV-ფ I-0-ტც-ტ90. ტა 

და 

" ს» “'“ 
==-Vთ – (| –- “(V. 

ითი 2.13: 

თუ #X-+0, მაშინ ზღვარზე გადასვლის შემდეგ მივიღებთ 

ყ'=:M შ-L- MC" -! II ·0. 

აქ ვისარგებლეთ იმით, რომ #47V->0, როცა #X-–-0. ეს ცხადია იმიტომ, 

რომ წ ფუნქციას აქვს წარმოებული ჯ/, მაშასადამე, ის X-ის 

უწყვეტი ფუნქციაა. 
ამგვარად, 

(/)” =V” შ+ IV (III) 

ნამრავლის წარმოებული უდრის პირველი 

თანამამრავლის წარმოებულის მეორე თანა- 

მამრავლზე ნამრავლისა და მეორე თანამამ- 
რავლის წარმოებულის პირველზე ნამრავლის 
ჯამს. 

მა გალითი. თე ყ=VX-5) X, 

მაშინ 

ყ'= ! 
2 

= 5II X ++ VXC05+X. 
VX 
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IV. მუდმივი მამრავლის გამოტანა წარმოებულის ნიშნის გარეთ. 

განვიხილოთ ნამრავლის წარმოებულის მნიშვნელოვანი კერძო შემ- 
თხვევა როცა ერთ-ერთი ·თანამამრავლი მუდმივია. ვთქვათ, V-=CV, 

სადაც C მუდმივია. თუ ვისარგებლებთ წინა ფორმულით, მივიღებთ 

ყ”=C" + CV 

მაგრამ, რადგან C” =0, ამიტომ Mყ”=CV”, ანუ. 

(CV)7=CV (LV) 

    

მუდმივი მამრავლი შეიძლება გავიტანოთ წარ- 
მოებულის ნიშნის გარეთ. 

V. სამი თანამამრავლის ნამრავლის წარმოებული. 

ვთქვათ, 

ყ==-V ფშ, 

სადაც ს აგრეთვე X არგუმენტის ფუნქციაა და აქვს წარმოებული V”. 
გამოვთვალოთ V”. 

ამისათვის #=#Vყ8/ ფუნქცია წარმოვადგინოთ ასე V=(V9V)! და გა–- 
მოვიყენოთ მისთვის III წესი. 

  

  

მაშინ 

ს” = (0) V)-I-(0V2)ი”, 
ანუ 

ყ ==(M ს-- IV )დ-- (#0), 
საიდანაც ' 

ყ'=LV V-LI + M 9, 
ე: ი. 

(I(VIVI)” == ?I)-I- (42 შ)-L (LC (V) 

ანალოგიურად, 

(იხ?) = MI ყეს2–- (0 უ2-I- (IC 24- #(საI2, 

ამგვარად, რომ მივიღოთ რამდენიმე ფუნქციის ნამრავლის წარმოებული, 

საჭიროა პირველი თანამამრავლის წარმოებული გავამრავლოთ ყველა 
დანარჩენ ფუნქციაზე, შემდეგ მეორე თანამამრავლის წარმ; ოებული გა- 

ვამრავლოთ ყველა დანარჩენ ფუნქციაზე და ა. შ. უკანასკნელ ფუნქ- 

ციამდე, შემდეგ მიღებული ნამრავლები შევკრიბოთ. 

VI. შეფარდების წარმოებული. ეთქვათ, ყ = –-, სადაც წინანდებუ– 
შუ 

რად V და ს X არგუმენტის ფუნქციებია, რომლებსაც აქვთ «” და ს” წარ– 
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მოებულები. დავაფიქსიროთ გაწარმოების X წერტილი, მაშინ (! და სწ აგ- 
რეთეე ფიქსირებული იქნება. მივცეთ X-ს ნაზრდი #X, მაშინ VI, 

ხს და ყ ფუნქციები მიიღებენ შესაბამისად „ს, #V და (სხ ნახრდებს. რად- 
გან 

  

M - V“"' 
რტყ= , ყ+4ყ ოო 

ამიტომ 

ტყ = V+ტი. _ ი (--ტი)ც-–-(0ე+-ტე)ს  #ტი.0-Vი.ტე 
  

ს -+#ტს ს (ს-L/სხმ) ს (ს + ტა) ი 

შევადგინოთ შეფარდება 

#"' ტრე 

ბყ_ MX. ტX 
M (C--#2) ყ 

და დავუშვათ, რომ #X-+0. მაშინ (თუ ვისარგებლებთ იმით, რომ #0-+0) 

მივიღებთ / 

”-= III) ––= 2 

V V V ს-–- IC 

შ უ” 

წილადის წარმოებული არის წილალი, რომლის 
მნიშვნელია მოცემული წილადის მნიშვნელის 

კვადრატი, მრიცხველი არის“ მოცემული წი-' 

ლადღის მრიცხველის წარმოებული გამრავლე- 

ბული იმავე წილადის მნიშვნელზე გამოკლე- 

ბული მნიშვნელის წარმოებული გამრავლე- 

ბული მრიცხველზე. 

დავუბრუნდეთ. ახლა გაწარმოების სხვა ფორმულების გამოყვანას. 

ტყ ყხ–-წყ= 

ამ გვარად, 

(VI) 
    

6. ტანგენსის და კოტანგენსის ·წარმოებულები 

ქთქვათ. ყ=LVდ X, მაშინ 

, _ 5II1X 
  

' .C0§X” 

და წილადის გაწარმოების წესის თანახმად (VI წესი) 
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, –( I) 3C 0C05X C05V-– 5II X(– 5101 X ლ005“X-- §III”X 

  

  
  

  

  

  

  

C05 ჯ C05”V C0§5“X 

1 

C0%”X 
ამგვარად, 

1 
(ხყაე“ ლ 

C05"X (7) 

ასევე მივიღებთ Vყ=-CIყ X=- 595X წარმოებულს: 
5)I1 X 

„” ილ0”»„V” –5II1X 51I1X-–-C005X00X –- (5111 X +–-005”X) 
ლ: = = ჯ– 

5II1X /” §II1.X §I)“-X 

_ 1 

§I11X 

(CL8 X),=––ლ (8) 
§I0“X     

შენიშვნა. 5ლX და 00560C X ფუნქციებზე არ შევჩერდებით, 
რადგან ეს ფუჩქციებე იშვიათად გვხვდება (გარდა ამისა ცნობილია, 

რომ ეს ფუნქციები დაიყვანება უკვე განხილულ ფუნქციებზე 
1 1 

§8C X=>= -, 00500 X=-–- · 
005 X §II1X 
    

მაჩკენებლიანი ფუნქციის წარმოებული 

ვთქვათ, /=0X (ამ ფუნქციას, როგორც უკვე იყო ნათქვამი, ეწოდება 

მაჩვენებლიანი ფუენქცია, არ უნდა ავურიოთ ის X4 ხარის 

ხოვან ფუნქციაში. ამ ფუნქციის წარმოებულის საპოვნელად, 

ვატარებთ ჩვეულებრივ გარდაქმნებს 

ყლ=თ!, ყ“+-#რყ=0X+რ+=იX · 0%, 
საიდანაც 

რყ=ლც10%-ი0%=ძ% (ძი! --1). 

"შევადგინოთ შეფარდება 

ტყ_ თ?! · 2თ%-–-1. 

#X აზ 
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დავუშვათ, რომ #ტX->0. მაშინ თუ გავიხსენებთ „მესანიზნავ ზღვარს“ 

(თ. II, 61, 10) 

  

  

, ი0“–1 
ფლ- იI =1II10ძ, 

–- - #” ყა0 " 

მივიღეზთ 
ბღ. |) 

ყ':=ც'!. ოთ –-თ% II) ძ. 
#ტჯ–0 #X 

რის შედევადაც 

(9) 
  

(0#)” =0” II «I. 

საინტერესოა მიღებული ფორმულის კერძო შემთხყევა: როცა ი–V. 
სახელდობრ (CX:)/ == 6“ II) 0, მაგრამ, რადგან II12-= 1, ვღებულობთ 

  

(10) (ია =C 

      

8. ლოგარით მის წარმოებული 

ვთქვათ, ყ/=III»ჯ. დავაფიქსიროთ X და მივცეთ მას #X ნაზრდი. 

გვექნება 
ყM-- აყ=I9I(X+ 4X, 

საიდანაც 

#/:=1I1(X-I- ტX) ––-IIIX 

რწყ-=I) X+-6+X = ი(1+< ). 
ჯ X 

აზა 

ბყ_ ი ( ++) 
1 

#X #ტჯX 

მაშინ, თუ ვისარგებლებთ „შესანიშნავი სღვრით“ (თ. II, §1, 10), 

სახელდობრ, ტოლობით 

ან 

  

შევადგინოთ შეფარდება 

  

  

10 (1-I-უ) _ 
1, 

ჯი 

გვექნება 

ი(+“ ი(1+- ) , 
ყ'= III) X =IVი)) “– - ს 227. ==. 

#%«–-30 რX ტჯ-30 ჯ #ტ)X Xჯ 

Xჯ 
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ამგვარად, 

(II X)” = 1 
X 

(11) 
    

ნატურალური ლოგარითმის წარმოებული 

უდრის ერთისა და თავისი არგუმენტის შეფარ- 
დებას. 

ახლა გამოვთვალოთ იმ ლოგარითმის წარმოებული, რომლის, ფუძე 
ნებისმიერი ძ რიცხვია. 

ვთქვათ, ყ =: |იყიჯ. მაშინ ლოგარითმის „განსაზღვრის . თანახმად 
იხ=”» გავალოგარითმოთ უკანასკნელი ტოლობის ორივე ნაწილი ხ 
ფუძით. მივიღებთ, 

  

  

ყIს თი=II9 X 
ან 

1 
ყლ-–-–--IX. 

Iიძ 

ამ ტოლობის გაწარმოებით, თუ - მამრავლს გავიტანთ, მივიღებთ 
I1C 

ყ/=- 1. (III X)” ,_ 1. · 1, 

Iი ძ IIთ #Xჯ 

ამგვარად, 

1ი იX /=- 

ნინიი ჯIიძ (12) 
! 

კერძოდ, 

1 0,43429 
“-__––კკ_კ3_ისდ–_>” 

ჯIი10 ჯ 

ვხედავთ, რომ ათობითი ლოგარითმის წარმოებული გამოისახება უფრო 

რთული ფორმულით, ვიდრე ნატურალური ლოგარითმის წარმოებული. 
უფრო მეტიც, ყოველი «5-6 -სათვის 

  % (I0იყი X)= 
XII თ 

ფორმულა გამოიყურება უფრო რთულად, ვიდრე შემდეგი ფორმულა- 

1 
(I1X)” =–. 

Xჯ 
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ამით არის გამართლებული ზემოთ გაკეთებული შენიშვნა (თ. II, 

§1, 8) იმის შესახებ, რომ ასოითი ფორმულები მარტივდება ნატურა- 
ლური ლოგარითმების გამოყენებით. 

ქვემოთ მოცემულია გამოყვანილი ფორმუ ლებისა და წესების ილუს- 

ტრაცია რამდენიმე მაგალითზე. 

1) ყ=7Vჰ-+2X7-9X'-“+-6L-13. 

აქ ჯამისა და სხვაობის გაწარმოების წესის, აგრეთვე მუდმივი მამრავ- 
ლის წარმოებულის ნიმნის გარეთ გატანის წესის გამოყენებით თან–- 

მიმდეგრულად ვპოულობთ , 

ყ' ==(7X)) + (2X) –-(9V-) –- (6V)/––(13)” 

ყ=7(VC) +200) -–-902) 4:60 -–(13)” 

1, 2 და 3 ფორმულების საფუძველზე ვღებულობთ 

' ე”=28)ე- 6X-18X+6. 

პრაქტიკაში ყველა საშუალედო გამოთვლებს აკეთებენ ზეპირად 

ღა შედეგს წერენ შემდეგ. 
6 = 

2) / = VX – –; -9VX9 – 3X-L2. 
X 

განმარტებების გარეშე ვღე ბულობთ 
2 

27 +L48X-9მ -L =7%X § _ ვ,   

> 

3) ყ= =50(§X+2VX §IX+->--. 

აქ 
5 1 = 5X1 10 X -- X9 

'ლ“--––-+2 –--–31X+)X005X) 4 
7 იზ ს (>> §0X 1 ? 14 III"X 

4) #=7 XC X 5IILIX-L 3%. 

519) X+- 7 ICIX (თX 005 X:I- 3X I9) 3.   

7 
4, = –-– (ი0X 5IIX –- 7)იX---– 

' X. C05“X 

15 Xბ%C05X _ ვ. 9. -I-1 
VX 

5) ყ= 1 
(§§+ C05 X 
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120ჯ? 005 -– 15XმაIიX- 3XI0ვ3-=- -L ვ» 5 – > : თ) (4+->) _ 
, XX ლ05X 

CC 11 
005 X 

( 15 X8 005 ჯ –– 3% =2>X ) (– +292) 

VX C05% ლ0§7X / 

(5-2) C05 X 

ახლა გადავდივართ ყველაზე უფრო მნიშვნელოვანი წესის –– რ თ ე- 

ლი ფუნქციის გაწარმოების წესის --გამოყვანაზე, 
რომელსაც აგრეთვე უწოდებენ „ჯაჭვურ წესს". 

  ყ'= 
  

    

  

  

ე. ჯაჭვური წესი 

ვთქვათ, ყ=I(2), სადაც 2=დ(ჯ)ე. ცხადია, რომ ამ შემთხვევაში / არის 
X ცვლადის ფუენქცია. მაგალითად, 

თუ 
Vყ=8%9) 2. 7=2X+5, 

მაშინ 
ყ=:3I1I1 (2X-L §). 

იმ შემთხეევებში, როდესაც V/ და X ცვლადებს შორის დამოკიდებულე- 

ბა მოცემულია ჯაჭვური სახით ორი ფუნქციონალური დამოკიდებულების 
საშუალებით, სახელდობო 

ყ=/(2), 2=დ() 

განტოლებებით, ამბობენ, რომ ყ არის «+-ის რთული ფუნქცია, 

-ს ეწოდება საშუალედო ცვლადი. 
ამოცანა. ვთქვათ. ყ=/(ლ2) და 2=დ(). ვიგულის- 

ხმოთ, რომ არსებობს და ცნობილია V”,=/(2) და 
= დ (ი წარმოებულები. ვიპოვოთ «ია წარმო- 

ებული. ' +. 
ამოხსნა. დავაფიქსიროთ Xჯ არგუმენტი, მაშინ 2 და ყ შესაბა- 

მისად მიიღებენ 2=Cდ(X, ყ=|I(” მნიშვნელობებს. მივცეთ Xს სნაზრ- 

დღი #X, მაშინ 2 მიიღებს #2 ნაზრდს, ეს კი თავის მხრივ გამოიწვევს 
#ყ ნაზრდს. 

ჩვენთვის საინტერესო წარმოებული #” დ არის 

ტყ 
#ჯ 
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"შეფარდების ზღვარი, როდესაც 4X->0. ეს შეფარდება შეიძლება ასე 

გადავწეროთ 
ტყ _ ტყ #2 

ტბ #ტ7 #ტX 

რაც შეეხება მეორე თანამამრავლს <5, წარმოებულის განსაზღვრიდან 
აზძ 

გამომდინარე ცხადია, რომ ის მიისწრაფვის 2'„-საკენ”, როცა რX-+0. 

#ტ2 
–. > 2. 
#X 

რაც შეეხება პირეელ თანამამრავლს, უნდა ვიფიქროთ, რომ ანალო–- 

გიური მოსაზრებით ის მიისწრაფვის /,”-საკენ. მაგრამ ეს უშეალოდ 
ცხადი არ არის. მართლაც 

ტყ 7=IIII –“ 
#. “გაი #7” 

ჩვენ კი მოცემული გვაქვს რომ 4XC+>0 და არა #2->0. მაგრამ ეს აიხსნე- 
ბა მარტივად, თუ ასე ვიმსჯელებთ: პირობის თანახმად 2 არის X არგუ- 
მენტის ფუნქცია, რომელსაც აქვს 2?» წარმოებული. მაშასადამე, ეს 

ფუნქცია უწყვეტია ამიტომ არგუმენტის უსასხულოდ მცირე #XჯX 

ნაზრდს „შეესაბამება 2 ფუნქციის უსასრულოდ მცირე #7 ნაზრდი. 

ამიტომ /#>2-0, როცა რ#X->0 და 

ტყ ბყ_ , -9 -” =Vყ“,. 
ათ #2 I #2 

რადგან ნამრავლის ზღვარი ტოლია თანამამრავლთა ზღერების ნამ- 

რავლისა, ამიტომ როცა #X->-0 გვაქვს: 

: ბყ #ტყ #2 , 
291=-9 - · 2 ჯ. 
ტX #2 #X >M: ' 

საიდანაც საბოლოოდ 
  

9 +=Vწ," · 2; (VII) 

      

ამგვარად, რთული ფუნქციის წარმოებული და- 

ი მოუკიდებელი ცვლადით, უდრის ამ ფუნქციის 

წარმოებულს საშუალედო ცვლადით, გამრავ- 

ლებულს საშუალედო ცვლადის წარმოებეულზე 
დამოტგტკიდებელი ცვლადით. 
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შენიშვნა. ჯაჭვური წესი გახდება სავსებით ნათელი, თუ გა–- 

ვიხსენებთ, რომ #V”ჯ არის #-იის ცვლილების სიჩქარე1Xჯ-ის 

მიმართ. მართლაც, თუ ყ ორჯერ უფრო სწრაფად იცვლება ვიდრე 
2, ხოლო 2 სამჯერ უფრო სწრაფად, ვიდრე X», მაშინ 

ყ.'=2, 7. =3. 

ამავე დროს ცხადია, რომ ყ იცვლება 6-ჯერ უფრო სწრაფად, ვიდრე 
X. ე. ი. ყ#”ა=6. მაშასადამე, 

ყ. =6 =2-3=VM”, ·2ჯ. 

მაგალითები. 

1) ვთქვათ, ყ=5 02, ხოლო 7=VX, მაშინ 

  

  

  

, 1 
=0C00§52 · ==. 9» § 2V 

: 1 1 
2) თუ ყ=1I02, 2=1ი X, მაშინ ყ”.=-= -- ..-–-. 

2 C05“X 

3) თუ ყ==-29, 2ჯ=--“ , მაშინ 
5II1X 

ყ'=8:2? _51იX-- X C05 X , 

§1112X 

გარჩეულ მაგალითებში საშუალედო („ცვლადი თავიდანვე მოცემულია. 
შემდეგ მაგალითებში საშუალედო ცვლადს ჩვენ თვითონ შემოვიღებთ. 

4) ყ–=3!' ვიპოვოთ V” ·. 

დავუშვათ, რომ 2=1წ », მაშინ, ყ=3: და 

1 

005“ 

თუ 2-ს შევცვლით LC X98-ით, მივიღებთ საბოლოოდ 

1 

005 X 

5) ყ=-V5X4-- 3X>-+--8X--2. ვიპოვოთ V” 

· I 9 
" ტადგან სხვა ცელადები გარდა X და ყ–ისა არა გვაქვს, შეიძლება V„”-ის მაგივ“ 

რად დავწეროთ, უბრალოდ V”. 

ყ”„=321იე3- 

  

ყ'ლ=3!'%Iი3.   

  

(-. 
9” 1--3· მაგალითებში ასეთი შეცვლა არ მოგვიხდენია, რადგან იქ თავიდანვე 

იყო მოცემული 2 (ცვლადი. ' 
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დავუშვათ, რომ 2=5X1+- 3X>-I- 8X-–- 2, მაშინ ყ-=V2 და 

1 
ჰ,.ა= -–-“ - „(15X-L6 , ყ 2V> (15X'--6X-L8)   

ანუ 

., 15X2-L6X-L8 
7“ 2V5X95+4+-3X+8X-2 

6) ყ=005წX, ვიპოვოთ ყ” 

დავუშვათ 2=005X, მაშინ V=25 და ყ„==52! · (-– 511) X), 

ანუ 

ყ'=--5005!X 519 X. 

შემდეგ მაგალითებში საშუალედო ცვლადს შემოვიღებთ ზეპირად. 

  

  

7) ყ==-51ი 06%, ყ”=0056” · C”, 

8) ყ=>II1 LC X, /=-1.. L · 
1» C05%X 

1. 

9) ყ==1დზ», ყე=8:თ7X--–-– 
ლ00§2; 

ჩვეულებრივად ასეც იქცევია,” საშუალედო ცვლადს 
არ წერენ. · 

აქამდე ვიხილავდით შემთხვევებს, როდესაც ყ-სა და X-ს შორის და- 
მოკიდებულება მოცემულია ერთი საშუალედო 7 ცვლადის საშუა- 
ლებით. პრაქტიკამი გვხვდება შემთხეევები, სადაც სამუალედო („ელა- 
დების რიცხვი ერთზე მეტია. 

მაგალითად,, 

ყ=V 5)ი (Iიჰე. 

თუ დავუშვებთ, რომ §IM0 (10 XC=2, მაშინ /=V2 და 
» 

1 1 , =- “ ..2 ' _<უ<უ<ღუ,' 7 , 

#>» 2V2 % 2VფვიI0X.. 

გერჩება ვიპოვოთ 7' დ. "მაგრამ აქ 2 არის X-ის რთული ფუნქცია, 
ამიტომ 2 „ის საპოვნელად საჭიროა ხელახლა გამოვიყენოთ ჯაჭვური 
წესი.. სახელდობრ დავუშვათ, რომ II X=V, მივიღებთ 2=351ი I! და 

1... 1 
2”:= 7,“ · I-=00§M- -- =ლია (III X) · –-. 

' · XჯX Xჯ 
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საბოლოოდ 

, 

ყ+ ==   ======- ლ05 (II1X 
2V5I0M(I0 X) (იი 

როგორც უკეე აღვნიშნეთ, საშუალედო ცვლადს ჩვენ არ ვწერთ, 
არამედ მას გონებაში წარმოვიდგენთ ხოლმე. ეს საშუალებას გვაძლევს 
თავიდან ავიცილოთ ბევრი ასოითი აღნიშვნის შემოღება. კერძოდ, 2 
ასოთი მიმდევრობით “შეგვიძლია აღვნიშნოთ სხვადასხვა სი- 

დიდე. 
მაგალითი. ვთქვათ, 

=-(ყ ე“ 

ვიპოვოთ V” 542 უნდა აღვნიშნოთ 2-ით (გონებაში) და წარმოვიდ– 
გინოთ, რომ ყ გამოსახულია 1ყ 2-ის საშუალებით, საიდანაც ადვილად 
გამოვა, რომ 

, ! , 1 

(6CVX )?–ის საპოვნელად, საჭიროა ხელახლა შემოვიღოთ 2 (ვლადი, 

რომელიც ახლა უკვე გამოსახავს VI-ს. მაშინ 

L 

2VX. 
  («V=)”= (6”)/„=6'.- 2' = 6V+- 

, 1 V-. 
=გებბრძრ6რძ“–“=–9 6 .· სადაა . 

003%VX 2VX წ 

გარკვეული ვარჯიშის შემდეგ ამ ხერხის გამოყენება გაადვილდება 
ღა გაწარმოების შედეგი შეიძლება ჩაიწეროს მყისვე. მაგალითად, 

ყ=IILIIC05 (X"+-X-C1) |; 

  

მაშინ ·, 

(„> “I ყინრX+0I (2++1) 
C05 (X”-LX 2-1) , 

ან, თუ 

' ყ=4!წ (X"), 

მაშინ 

4. 1! 3 /=4 წ) 14. . X?, 
# 0C05“(X?) 
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იმისათვის, რომ რთულ შემთხეევებში ადქილად ჭავერკვეთ, რე- 

კომენდებულია შემდეგი 
წესი. თუ გასაწარმოებელი ფუნქცია არის Xჯ 

არგუმენტზე მთელი რიგი მოქმედებების მოხ- 

დენის შედეგი, მაშინ საშუალედო 2არგუმენ- 
ტით უნდა აღვნიშნოთ ყველა მოქმედების შე- 

დეგი, გარდა უკანასკნელისა. 

მაგალითალ, თუ 

ყ=-Lლ %V 10 5I11X, 

  

მაშინ” | 

7-= LC VIII 5III X 

და 
ყ=2!. 

ხოლო, თუ 

CIლზ –––– 
ყ=6 MX+2 

მაშინ 

2=CLყ” + _ 
"X-L 

და 

V-=67, 

მოცემული მითითებების გამოყენებით, ამოვხსნათ კიდევ რამდენიმე 

უფრო რთული მაგალითი. 

1) თუ ყ=LდV III X მაშინ 

1 1 –-+ 1 
“3 (I(0X) ; 

, 
ყ =-ოფი=--=> 

ლ0§19მ III X 

2) თუ ყ=Iიზა|ი X, მაშინ 

1. 

ყ“=6 1)195|0 ს –––“–- .:005X. . 
5111V 

3) თუ ყ=C0CწM%, მაშინ 

ყ'= 06% .4 ლIთმჯ . - L · 

5III X 

  

% რადგან V-ის გამოსათვლელი უკანასკნელი, მოქმედება კუ ზში ახა- 

რისხება, ' 
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4) თუ /- IM მაშინ 

V _ VII II 51» .102 1 –-1 
  , - - _–.--–-–--005X. 
2)ლე(დყ1ი მი» §I ია) 5IიX 

5) თუ ყ=005ზ (ლი მაშინ 

ა. ა. 4 _ 
ყ”=8 ლია? (ლ 6! X · (--51II) (ყ) 6V>2) „ 3(ფC 6VX X 

1 · _ 1 3 
X-----_ აX..– ჯი 7 427 

7 C0§5%! ჯ 

10. შექცეული ტრიგონომეტრიული ფუნქციები და 

მათი გაწარმოება 

იმისათვის, რომ დავასრულოთ ელემენტარულ ფუნქციათა გაწარ- 
მოების შესწავლა, დაგვრჩა მე ქცეულ ტრიგონომეტრიულ 
ფუნქციათა განხილვა., გაგახსენებთ მოკლედ მათ განსაზ- 

ღვრას. 

I. არკსინუსი. 

განსაზღვრა. კუთხეს, რომლის სინუსი მოცემული #I რიც- 
ხვის ტოლია, ეწოდება #7 რიცხვის არკსინუსი და აღინიშნება 

#0050 7. სიმბოლოთი. 
ამგვარად, „ტოლობა. 

ჩიC 5)ი0 M1=Cთ 

სავსებით ტოლფასია 

§II) თო=/! 
ტოლობისა. 

L 
მაგალითი რას უდღრის #ჩ/ლა:ი >“ განსაზღვრის თანახმად 

1 ჯ - 1 51% 1 
#4:ლ3ი-- =30?1= --. ას #V-ლ51ი -- = 150? = --., ან #MILC5I0-–– = 

2 63 მშე 2 6 2 M 

=390?, ან #10519 =510. რადგან 

ს
ა
!
 – 

1 
51030” = 1, 810 150=-–_ და ა. შ;: 

2 2 
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რადგან ყოველი /MI-ისათვის, რომელიც აკმაყოფილებს 

–1ლ/ლ1 

უტოლობებს, არსებობს თ კუთხის მნიშვნელობათა უსასრულო 

სიმრავლე, რომლებისათვისაც 

ი=5წი თ, 
ამიტომ 

„#470ლ5'ი M 

სიმბოლოს აქვს მნიშენელობათა უსასრულო სიმრავლე. 

თ კუთხის იმ მნიშვნელობას, რომლის სინუსი ტოლია მოცემული 

” რიცხვისა, და 

< C 

ა
ყ
 

/# 

X 

2 

(ასეთი კუთხე ერთადერთია!), ეწოდება „+050 M-ის მთავარი მნიშ- 
ვნელობა და აღინიშნება მIC5I11 // სიმბოლოთი ეს უკანასკნელი ცალ-. 

სახაა. 

ამგვარად, 

თ=//ლე)ი 

ტოლობა ტოლფასია 
§ა1))1 X=/ 

ტოლობისა, ხოლო 

X=მ0IC5LI1 7, 

ტოლობა ტოლფასია სისტემისა, რომელიც შედგება 

51 თ =//'! 

ტოლობისა და _ 95 <თ< # 

2 2 
უტოლობისაგან. 

ამგვარად, “ 

2»ლ51 1 =200= ", გი0§5I0 0=0, მ”C51ი0 1=909= წამ 
2 6 2 

მაშინ როდესაც 

/#47051წ) 0=:0, 4+05|I0 0=X%, #”:ლ!ი 0=–--1ჯჯ და ა. შ. 

/4Xლ05I1 1=90, 741-ლ5)0ი1=--270, ,4C5101=450? და ა. 'შ. 

II. არკკოსინუსი. „#1MCC05 ,. სიმბოლოთი აღინიშნება თ კუთხის 
მნიშვნელობათა უსასრულო სიმრავლიდან ნებისმიერი, რომლის კო- 
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სინუსი მოცემული M# რიცხვის ტოლია. ამ მნიშვნელობებიდან მას, 
რომელიც აკმაყოფილებს 

0ლC<:ს 

უტოლობას, ეწოდება #:0005 M-ის მთავარი მნიშვნელო- 
ბა და აღინიშნება 2-0005/. სიმბოლოთი. ამგვარად, 

თ==/IC 005 /? 

ტოლობა ტოლფასია 
C05 CV => II 

ტოლობისა, ხოლო 

C% ==8ICC05 /,! 

ტოლობა ტოლფასია სისტემისა, რომელიც შედგება: 

C05 თდ=-:/7 

ტოლობისა და 

0<-%<- 

უტოლობისაგვან. 

შენიშვნა. მკითხველს შეიძლება გაუკვირდეს, რომ არკკოსი- 
ნუსის მთავარი მნიშვნელობის გამოსაყოფად არ ვისარგებლეთ იმ უტო- 
ლობით, რომელიც გამოვიყენეთ არკსინუსისათვის. ·საქმე იმაშია რომ 

(როგორც ეს ჩანს 130-ე ნახაზი- 
დან) ,(40/M და 40/M, კუთხეები ორი- 

ვე მოთავსებულია -– + და +2რი- 

ცხვებს შორის და აქვთ ერთი და იგი–- 

ვე კოსინუსი (რომელიც ტოლია 0# 

მონაკვეთის სიდიდისა და რადიუსის, 

შეფარდებისა). 

ამგვარად სისტემა, რომელიც შედ- 

გება 

C05 C%=- ” 

ტოლობისა და 

(4 
_ # <თ< 

ნახ, 120. 2 

  
უტოლობისაგან, არ განსაზღვრავს თ კუთხეს ცალსახად (თუ არ 

ვილაპარაკებთ აგრეთვე იმაზე, რომ-- = და ++ საზღვრებში საზოგა- 
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დოდ ვერ ვპოულობთ კუთხეებს, რომლებსაც აქვთ უარყოფითი კოსი- 

ნუსი), პირიქით, 

C05 თ=-Lი, 0<-თლ# 

სისტემა (როცა --1ლ7C=<=1) გვაძლევს არკკოსინუსის ცალსახად , გან- 
საზღვრის საშუალებას. 

მაგალითი. 

/3 ჯ 1 9 
V3 _ 2. #3. ვე, 2-7 #1CC05 2-=30=+- და /#10005 5 C 

(ორივე კუთხე მოთავსებულია –– > და +> მორის) 

3. ა 11ჯ 
ჩაი000§ %-- = 330 = –.- და ა. მშ. 

მაშინ, როდესაც 

გ#ლლ0§ Vთ3 =30პ? =2% 
2 6 

ე. ი. გიილია X>- სიმბოლო განსაზღვრავს ე რთადერთ კუთხეს. 

ზუსტად ასევე მ2MC005(--1)==180“=--. 

ანალოგიურად, /VICL1§ იI-ით აღინიშნება თ კუთხეებიდან ნებისმიერი, 

რომელიც აკმაყოფილებს ტოლობას 

Lთ =7//1, 

ხოლო მათ შორის ის, რომელიც აკმაყოფილებს 

წ I 
_–-– %X< 

2 < 2 

უტოლობას; აღინიშნება 2ICLC /1!"-ით. 

# ვხედაეთ, რომ არკტანგეხსის მთავარი მნიშვნელობის განოსაყოფად სარგებლო- 

ბენ – > <თ< – უტოლობით, ის მსგავსი” – 5 <თ=<–- უტოლობისა, რო- 

მელიც ზემოთ გამოყენებული იყო არკსინუსის განსაზღვრისათვის. ახლა კი ტოლო- 

ბის ნიშნებს არ ვწერთ. ეს აიხსნება იმით, რომ - და + კუთხეებს” არა 

აქეთ ტანგენსი. 
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ბოლოს, მICCLწ /, არის ისეთი (ერთადერთი) თ კუთხე, რომელიც 
აკმაყოფილებს 

CL თ=V/I, 0<-თ<1სნ 

შესაბამისობებს. ხოლო „21CCLC „I „არის ნებისმიერი იმ კუთხეებიდან, 
რომლებიც აკმაყოფილებენ მხოლოდ პირველ შესაბამისობას. 

გადავიდეთ ახლა შექცეულ ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა გაწარ- 
მოების საკითხზე. მივიღებთ გაწარმოების კიდევ 4 ფორმულას, რომ- 
ლებიც ზემოთ მიღებულ 12 ფორმულასთან ერთად უნდა ვიცოდეთ ზე- 
პირად. 

200511 X-ის წარმოებული. ვთქვათ, 

ყ=-მ81051!1 X, 
მაშინ 

51I1 #:=X. , 

ეს უკანასკნელი ტოლობა წარმოადგენს იგივეობას X-ის მიმართ, 
რადგან ის მართებულია ყოველი X-ისათვის (რომელიც აკმაყოფილებს 
–1ლXლ1 უტოლობას), თუ იგულისხმება, რომ ჟყ არის სწორედ 81C5I11 X. 

იგივეობა შეიძლება გავაწარმოოთ. 

ამგვარად, გავაწარმოოთ §Iი #/=Xჯ იგივეობა X არგუმენტის მიმართ. 

ამასთან, უნდა გვახსოვდეს; რომ ამ ტოლობის მარცხენა ნაწილი წარ- 

მოადგენს X-ის რ თ უ ლ ფუნქციას (/ ასრულებს საშუალედო ცვლადის 
როლს). რთული ფუნქციის გაწარმოების წესის გამოყენებით მივიღებთ” 

C0§ //:ყ” ==1. 

აქედან 
, ყ'=-   

00§V 

გამოვსახოთ მიღებული შედეგი X-ით, რადგან §IIL"V + ლ005" V = 1 
და §IიM”/=X, გვაქვს 

·0ლ05"/==1---X” 
და 

C005 V-=-L V 1-–--X”. 

რადიკალის წინ დავტოვოთ „+-+« ნიშანი, რადგან. /, როგორც მI051იX- 
ის მთავარი მნიშვნელობა, აკმაყოფილებს უტოლობას 

LI % 
– -– დ<ყ< –, 2 =M%ა 2 

ხოლო ასეთი კუთხეების კოსინუსი არაჟუარყოფითია C05 V>0. 
  

% ეს გამოყვანა (ისევე როგორც შემდეგი სამის) არ არის სავსებით მკაცრი, თაეიდან- 

ვე იგულისხმება ს-ის არსებობა, 
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ამგვარად, 

MMლ–-–, ლ0059/M-=V1–VX", 
005V 

საბოლოოდ, 

7. 1 · 

ანუ , 

(მVC5II) X)/ = ე ვ 
· VI-X# 03 

20005 X-ის წარმოებული. 

ვთქვათ: ყ=მIC ლ00§ X, მაშინ C05 V-==X. 

გავაწარმოოთ ეს იგივეობა X-ით. 

  

=-5II1 #/ ·ყ ==1. 

აქედან 

, 1 

5 V 

გამოვსახოთ ეს შედეგი X-ის საშუალებით; რადგან §IXი"/-L-C05"'/=-1 
და 005'/=X”: ამიტომ : 

§10 #=V1-- I. 

რადიკალის წინ აღებულია „+-" ნიშანი, რადგანაც / არის მILC005 V-ის 
მთავარი მნიშვნელობა, რომელიც აკმაყოფილებს 

0<:9<X% 

უტოლობას, ხოლო ამ კუთხეების სინუსი არაუარყოფითია: §110 V>>0. 

ამგვარად, 
–1 , 

ყ = 
  

–1 

V1-X 

მIC LC ჯ-ის "წარმოებული. ვთქვათ, ყ=მICL6X, მაშინ LC Vყ--X. 

(14)   (8L1CC0§5 X)' = 

199



გავაწარმოოთ ეს იგივეობა .X-ით: 

  

1 , 

ი · == 1 
005" 

ან 

ყ” ==005”/. ' 

ყ” გამოვსახოთ X-ის საშუალებით. 

, 1. 1 1 
ეეეეე · 

  

ამგვარად, 
, 

  (მXCLIC X)” == (15) 

  
1 

1 -+X2 

2IC CV X-ის წარმოებული. ვთქვათ, რომ V=მIC CL > მაშინ 

  

CLC ყლ=X. 

გავაწარმოოთ ეს იგივეობა X-ით: 

–1 
· V => 1. 

8111V 

აქედან 
ყ ===--5111”//. 

ყ!' გამოვსახოთ X-ის საშუალებით: 

, –1 _ –1უ1.  –1 

წ ლ08%/ 1 +0Iღ"ყ 1 #2 
  

რის შედეგადაც 

  

  

(მ+CCLთ X)” = 

11X 06 
მაგალითები. 

1) თუ ყ= 892 მაშინ 
მ+051ი ჯ 

1 1 
21იX- –– 2IX05II1X –- 107X.--––=- 

'X V1-–X?“ . 
, .– 

V მIC51ი01? X 
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2 თუ ყ-=>0“ CI». მაშინ 

, MC (6 ML – 1 1 
ყ=6. · 5მICLCIVX · .– 

1+»X 2VX 
  

3) თუ V=მ1!1XC 009 III(3X-L2), მაშინ 

–1 1 
ეეეა-======== · 3. 

V 1-–-II"3პჯ-–-21 3X-I-2 

ზ 

ყ”= 6 მX0005” III (3X-L2) ·   

11. გაწარმოების განსაკუთრებული შემთხვევები 

L. ვიბოვოთ 

ყ=!იწ.აჯ LX 
წარმოებული. 

რადგან გაწარმოების არცერთი ფორმულა ეშუალოდ არ გამოდ.- 
გება, გარდავქმნათ ეს ტოლობა ლოგარითმის განსაზღვრის გამოყენე– 
ბით. მაშინ მივიღებთ 

(§II) X)/”=LC X. 

ეს ტოლობა გავალოგარითმოთ C-ს ფუძით: 

ყ Iი 5Iი X-=1I1 LC X. 

    

აქედან 

/- Iი CX . 

III 5111 X 

თუ გამოვიყენებთ წილადის გაწარმოების წესს, მივიღებთ 

1, – II 5IIIV-- 10 (წნ--–-–-–-C05X 
, (ყნ%ნ C05+X · 5) X 
  

II)” 51) X 

ანალოგიურად შეიძლება გავაწარმოოთ 

ყM=10წა# : 

სახის ყოველი. ფუნქცია, სადაც V და V X-ის მოცემული ფუნქციებია. 

II. /= (510 X)9(CI6> 

ვიპოვოთ V” 

გავალოგარითმოთ მოცემული ტოლობა, მაშინ მივიღებთ 

1ი ყ=0ICLდ X-Iი9 VIი X. 
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უკანასკნელი ტოლობა გავაწარმოოთ Xჯ-ით. ჯაჭვური წესის გამოყე– 

ნებით ვპოულობთ 

  

1 
ყ' = I1 5(0 X-C89ICLდX· 005X. 

1 

V 1-+ჯ' 5II1X 
  

აქედან 

  ყ'= (1-2 -L28ICLდX- იIC>) (§IILX)9 57%, 

ეს ხერხი საშუალებას გვაძლევს გაქაწარმოოთ 

ყ=-V" 

სახის ყოველი ფუნქცია, სადაც # და V X ცვლადის მოცემული ფუნქ- 
ციებია 

მაგალითები. 

1) თუ V=10წ 005 ს, მაშინ XM=Cლ05 ს, აქედან 

10 ი05X". 
ყIIX=I0C05X და Vყ= 

III X 

თუ გავაწარმოებთ მიღებულ წილადს, მივიღებთ 

–5იXჯ II1 C05+; 
 ლშლოეიიი.-–-. 

„ 605X ჯ 

- (II 23 

2) თუ ყ= (გI01ლX)!X, მაშინ Iი V =VX IV მICLC X. 

საიდანაც 

1 

გLIC 1C0X ' 14+ჯ? 
    წყ. 1. 2C0(ყX + VX. 

ყ X 

და საბოლოოდ 

,_ (Iს მCLCჯ VX. 
ყშ=| –-–– => მIC IC X 
” ( 2VX “ი. (1-LX”) მXC = (LV ' 

ბოლოს მოგვყავს მიღებული ფორმულების ცხრილი და გაწარმოე- 

ბის წესები. 
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გაწარმოების ფორმულები 

1. C-=0 9. (ი") =0” IV ძ 

2. (07=1 10. (20) =C0% 

3. (:9)/=0X9- 11. (II XX” = 1 
ჯ 

4. (VX) = _1_ 12. (I0C„X)/ == 
2VXჯX ' ჯIძ 

1 
5. (5111 X)/==005 X 13. (8IC51I1 X) 1=––=== 

VI--X#· 

. · 1 
6. (005XM=-–ვ”" 14. (მწC005V):=–––––––– 

V1-–-Xჯ" 

7. (IV X) = 15. (გIC1წ XI = 
წ C059ჯ 8 1 +–-X” 

ზ. (CLთX7=-– 16. (მCC CLC X)/ == – 
წ §III X წ 1:L-X?5 

გაწარმოების წესები 

I. (+ ს) =V'-L ს V. (I(VIL)” == (| ყი -- #9 თ) -I- ((0Vს” 

LI. (((––2)7=V-–--წ VI. (<) =“9--M 
ხ ახ 

III. (#0) -=V” ი-I- ს # VII. ( =//ჯ · 2 ჯ 

IV, (CI) = CI" 

      
§ ე. დიფერენციალი 

1. დიფერენციალის განსაზღვრა 

წარმოებულის ცნებასთან მჭიდროდ არის დაკავშირებული დიფერენ- 
ციალის? ცნება, რომლის შესწავლაზე ახლა გადავდივართ. 

ვთქვათ, #=/(ს)) არის რაიმე ფუნქცია, რომელსაც გარკვეულ X 
წერტილში აქეს /” (წა) წარმოებული. 

  

? სიტყეიდან „დიფერენციალი“ (ლათინური ძ/II0/CI/(0 რაც ნიშნავს „სხვაობას“) 

წარმოდგება სახელწოდება დიფერენციალური აღრიცხვა. მაგრამ ძირითადი ამ აღრიც- 
ხვაში მაინც არის წარმოებულის ცნება. 
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მივცეთ არგუმენტს (გამომდინარე ხსენებული X მნიშენელობიდან) 
#X ნაზრდი და /ყ იყოს ფუნქციის შესაბამისი ნაზრდი. 

წარმოებულის განსაზღვრის თანახმად 

II91 ბყ.„ (X)=ყ”ა 
ტ»-,0 #X 

რადგან ცვლადსა და მის ზღვარს შორის სხვაობა უსასრულოდ მცი– 

რეა, ამიტომ V / უსასრულოდ მცირეა, როცა #X->-0. დავუშვათ, 
X 

რომ 

ტყ _ , ->-/=თ, 
#MX # 

მაშინ თ->0, როცა 4X->0 და - =M თ, საიდანაც 
X · 

ტყ=ყ #X-I-თრX. 

თ/#L+=ი, სიდიდე უფრო მაღალი რიგის უსასრულოდ მცირეა, ვიდრე 
მისი მამრავლები (კერძოდ, ვიდრე #X), როგორც ორი უსასრულოდ 

მცირის ნამრავლი. 

ამგვარად, 

#ცყ=ყ ტX-I- ი 

თუ #M”550, მაშინ მარჯვენა" ნაწილში პირველი შესაკრები იმავე რი- 
გის უსასრულოდ მცირეა, როგორიც #X, ხოლო მეორე შესაკრები 

უფრო მაღალი რიგისაა. ამიტომ მცირე #»ჯ ნაზრდის შემთხვევაში მეორე 

შესაკრები ნაკლები მნიშვნელობისაა, ვიდრე პირველი. ამ პირველ შე- 

საკრებს (მიუხედავად იმისა 560, თუ არა) უწოდებენ ფუნქციის დ ი- 
ფერენციალს. უფრო ზუსტად ამ ცნებას აქვს ასეთი 

განსაზღვრა. ყ=/(X ფუნქციის დიფერენციალი X წერტილში 
ეწოდება ამ X წერტილში ფუნქციის ყ”=)/”(X) წარმოებულისა და არ- 

გუმენტის ნებისმიერი #X ნაზრდის ნამრავლს. 

დიფერენციალი აღინიშნება ძყ, ან ძ/(X) სიმბოლოთი 

· ძყლ=ყ' #X 
    

ამგვარად, ძყ დიფერენციალი ' დამოკიდებულია „ორ სიდიდეზე: 
X წერტილზე და #X ნაზრდზე. 
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რადგან 

ტყ:-=ძV“+ ი, 

ამიტომ ფუნქციის დიფერენციალი და მისი ნახრდი განსხვავდება 
ერთმანეთისაგან ,«ი უსასრულოდ მცირით, რომელიც უფრო მაღალი 
რიგისაა, ვიდრე #X. თუ ამ უმაღლესი რიგის. უსასრულოდ მცირეს უგულე- 
ბელვყოფთ, მივიღებთ შემდეგ მიახლოებით ტოლობას 

/ =4 

ანუ მცირე #X ნაზრდის შემთხვევაში ფუნ- 

ქციის ნაზრდი მიახლოების დიღი სიზუსტით 

შეიძლება შეიცეალოს მისი დიფერენციალით. 

მაგალითები. 1) ვთქვათ, #--X" I-2X-IL-5. გამოვთვალოთ “ყ 
ნაზრდი და ძV/ დიფერენციალი, თუ X-==>2 და #LX=-0,001. 

როცა X=2, მაშინ ყ-=13, ხოლო როცა არგუმენტი ღებულობს 
X4+- რX=2,001 მნიშვნელობას, მაშინ 

ყ+#4ყ=(2,001)?-L4,002-IL- 5=13,006001, 
საიდანაც 

' #/ყ=0,006001. 

გამოვთვალოთ ძყ: 

ძყ=V MსX=(2X+2)#X=(2- 2+-2)0,001 =0,006. 

ამგვარად, ი=0,000001 და დაშვებული აბსოლუტური ცდომილება, 

როცა რყ იცვლება ძყ-ით, ტოლია 0,000001. მაგრამ აბსოლუტური 
“დ დომილება არ იძლევა გამოთვლის სიზუსტის სრულ დახასიათებას. ამი– 

ტომ გამოვთვალოთ, ფარდობითი ცდომილებაც 

გ_ 9. _ 0,000001 
აყ 0,006001 

ამგეარად, #ყ-ის ძყ-ით შეცვლისას ფარდობითი ცდომილება წაკლე- 
ბია 0,02%. ეს სიზუსტე ჩვეულებრივად საკმარისია გამოთვლებისათ- 

ვის, რომელიც ტექნიკაში წარმოებს. 
2) მეორე მაგალითის სახით განვიხილოთ ჩგივე ყ=X'+ 2X+5 ფუნ- 

“ქცია არგუმენტის იგივე საწყისი X=2 მნიშვნელობისათვის, მაგრამ 
ავიღოთ #X=3. 

ამ შემთხვევაში ფუნქციის ძველი მნიშვნელობა კვლავ 13-ის ტოლია, 

ხოლო ახალი მნიშვნელობა , 

ყ+ტყ=5'+10+ 5=40, 

<0,02%. 
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ასე, რომ 

#ყ-=27. 

მეორე მხრივ 

ძყ=(2X+2)#X=.C2 2+2) 3=18 
და ამიტომ 

ი=27-––18=9. 

მაშასადამე, #ყ-ის ძყ-ით შევცლისას ფარდობითი ცდომილება ტოლია 
9 

27. : 
ნიერია მხოლოდ” მაშინ, როდესაც #X საკმაოდ მცირეა. 

=>30%. თვალსაჩინოდ ვხედავთ, რომ ,4ყ-ის შეცვლა ძყ-ით კანო- 

2. დიფერენციალის გეომეტრიული აზრი: 

ვთქვათ, ყ=-I(X) რჯიმე ფუნქციაა რომელსაც X წერტილში აქვს 
წარმოებული ყ”=/”(X). მისი გრაფიკი გამოსახულია 131-ე ნახაზზე. ნახაზი- 

დან ჩანს, რომ /CMV =/)ს), ხოლო IC L=/VIVC LC თ, ანუ IIL=ყ /#X, საიდანაც 

ძყ=X%L და 0= LM. ამგვრად, დიფერენციალი გეომეტრიულად 
წარმოადგენს ფუნქციის გრაფიკისაკენ მხებზე 
მოძრავი წერტილის ორდინატის ნაზრდს, ამიტომ 

რტყ-ის ძყ-ით შეცვლა გეომეტრიულად ნიშნავს წირის ნაწილის მხების 
სათანადო ნაწილით შეცვლას. 

ნახაზიდან ჩანს, რომ ძყ/ პირდაპირპროპორციულია #X-ისა. ეს ჩანს 

ძე=Vყ სX ფორმულიდანაც, სადაც #§” პროპრრციულობის კოეფიციენტია. 

ამგვარად, თუ #Vყ-ს ვცვლით ძყ-ით, 
ამით ფუნქციის მცირე ცვლილებას 
ვთვლით არგუმენტის ცვლილების 

#>=//>X):. პროპორციულად. ამ იდეას მკითხვე- 
( ლი ჯერ კიდევ სკოლის კურსიდან 

იცნობს ლოგარითმული ცხრილების 
გამოყენებასთან დაკავშირებით. 

შეიძლებს ითქვას რომ მცირე 

უბანზე ყოველი ფუნქცია წრფივი ფუნ- 
ქციის ყოფაქცევისაა. მექანიკის ენა- 

1: ზე ეს ნიშნავს, რომ დროის.მცირე შუ– 
1 ალედშ რი მოძრაობა შეიძ- ლედძი ყოველგვარი ე 

ლება ჩაითვალოს თანაბარ. მოძრაობად. 
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1. ფუნქციის დიფერენციალის მონახვა 

1) ვთქვათ, V--X-+- + 1. ვიპოვოთ ძე, როცა X--2 და 0#X5=-0,1. 

გამოვთვალოთ ძყ--:0'სყX ფორმულით, რადგან #ყ' :2X· 1, ამიტომ. 
როცა X-=2, იქნება 0”=-5 და შძყ:-:0,5. 

2 ვთქვათ, //-=X9. ვიპოვოთ ძყ, როცა X-=-4. 

ყ-=3VCC-48 ძყ-=48#V. 

ამ მაგალითში ძყ-ს არა აქვს გარკვეული მნიშვნელობა, რადგან /"X 
არ არის მოცემული. 

3) ვთქვათ, ყV== VX. ვიპოვოთ ძყ, როცა 204X=0,01. 

,. 1 0,005 
ყ -––– ი V-= = 

2 IV VX 

  

აქაც შმყ-ს არა აქვს გარკვეული მნიშვნელობა, რადგან X არ არის მოცე– 
მული. 

4) ვთქვათ, V=8X”, ვიპოვოთ ძყ. 

ყშ=16X, ძყ=16X#4X. 

  5) ძიCLთX == 4X 
1-LX" 

6) ძII1V= 4X 
X 

გ IMIC IიX I 1 _L - ტა). 

2VმICLდCIII X | 1+IIIX »#X»ჯ 
  

7) ქი” VI5X ჰა 

8 ძხ=ს) #X ანუ დამოუკიდებელი ცვლადის დი- 

ფერენციალი ემთხვევა მის ნაზრდს: 

ძX=40X 

  

  

ეს ფაქტი მეტად "მნიშვნელოვანია. აქედან გამომდინარეობს, რომ ძ/ყ-= 

=ყ'ზბX ფორმულა შეიძლება ასე ჩაიწეროს 

ძყ=ყ ძX | 
  

მაგალითად, 

ძლ005 X=--51IXI,  ძი“'-=0+ძX 
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ძყი=ყ ძX ფორმულიდან გამომდინარეობს, რომ „=>, ე. ი. წარმოე- 
X 

ბული შეიძლება აღინიშნოს ასე 

    

"(ტექნიკურ ლიტერატურაში უფრო ხშირად გვხვდება « აღნიშვნა, ვი- 

დრე V" 
4. დიფერენციალის ჩანაწერის ინვარიანტობა 

ძყ=ყ.-ძL ფორმულა, რომელიც დადგენილია იმ შემთხვევისათვის, 
როცა X დამოუკიდებელი ცვლადია, მართებულია მაშინაც, როდესაც. ჯ 
თავის მხრივ რაიმე ( „ცვლადის .ფუნქციაა. 

მართლაც, ვთქვათ #=/(X) ხოლო X=C(/). მაში ყ დამოკიდებულია 
/# ცვლადზე და ძყ უნდა გამოითვალოს ფორმულით. 

ძყ=ყ”,რ!. 

მაგრამ რთული ფუნქციის გაწარმოების წესის თანახმად 

ყ',=ყ» "X 

ძყ=Vყა ·X ,ტს 

X არის L-L ფუნქცია, ამიტომ X”,ს1=ძX 

საბოლოოდ გვაქვს 

ამიტომ 

ძყ=-V. ძა. 

ამგვარად; ძმყ-ის ჩანაწერის ფორმა უცვლელია მიუხედავად იმისა X 
დამოუკიდებელი ცვლადია, თუ თვითონ არის რაიმე სხვა ცვლადზე 
მაიკიდენული. ამ თვისებას "უწოდებენ დიფერენციალის ჩაწერის 

რმი ინვარიანტობას". 

> ენიშვნა. ფორმულა .იყ=.V MX, მართებულია, როცა. # 
დანოუკიდებელი ცვლაღია, მაგრამ როცა X=CV(/, მაშინ მცდარია, 
რადგან ამ შემთხვევაში #X არ უდრის ძ»-ს. 

5. დიფერენციალის გამოყენება მიახლოებით გამოთვლებში 

უკვეე აღვნიშნეთ, რომ საკმოდ მცირე 2-»X ნაზრდის შემთხვევაში 

# 

„სყლძყ 
    

+ „ინვარიანტობა" ნიშნაეს „უცვლელობას“.



მიახლოებითი ტოლობა იძლევა სიზუსტის კარგ ხარისხს. ეს გარემოე- 
ბა გვაჭქლევს საშუალებას გამოვიყენოთ დიფერენციალი, როცა საჭიროა 
ფუნქციის ნახრდის გამოთვლა, თუ არგუმენტის ნაზხრღი საკმაოდ 
მცირეა. 

მაგალითები. 

1) გამოვთვალოთ V”16,06. 

ვთქვათ, V=VX; თუ X=16, მაშინ V=4. უნდა გამოვთვალოთ ამ 
ფუნქციის მნიშენელობა, როდესაც არგუმენტი ტოლია 16,06. ამისათ- 

ვის საკმარისია გავიგოთ, თუ რა“ #ყ ნაზრდს ღებულობს #=VX ფუნ- 
ქცია, როცა არგუმენტის X=16 მნიშვნელობა ღებულობს #X==0,06 
ნაზრდს. რადგან 0,06 საკმაოდ “მცირეა, ამიტომ შეიძლება ტყ-ის ნაცვ- 
ლად გამოვთვალოთ ძყ დიფერენციალი. ამ სიდიდის გამოთვლა ად- 

ვილია: 

თუ დავუშვებთ,: რომ #ყ=ძყ და >. გავითვალისწინებთ, რომ ყ=4, მი- 
ვიღებთ მიახლოებით ტოლობას 

V 16,06–=ყ-+ძ/=4,0075. 

სი5 ამდვილეში 

V16,06=4,00749... 

2) ვთქვათ, საჭიროა M1+თ სიდიდის გამოთვლა, ·სადაც თ საკ- 

მაოდ მცირეა. 8 

განვიხილოთ ყ='VX ფუნქცია. მაშინ, როცა X=1, Vყ=1, ხოლო 

ჩვენ გვაინტერესებს VX ფუნქციის მნიშვნელობა, როდესაც X=1-L-თი 

ამ მნიშვნელობის მოსაძებნად 'საკმარისია ვიპოვოთ #ყ ნახრდი, რომელ- 

საც ღებულობს #/='VX ფუნქცია, როცა არგუმენტის #=1 მნიშვნელო–- 
ბა ღებულობს #X=თ მცირე საზრდს. რყ-ის ნაცვლად გამოვთვალოთ ძყ: 

1 6 
#X =-–--” 

1 – 

ძელს MX=-- X5 
ჩ ჩ 

თუ დავუშვებთ (ეს არ არის ზუსტი, მაგრამ (დდომილება საკმაოდ 
მცირეა), რომ 
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ვღებულობთ სასარგებლო მიახლოებით ფორმულას 
  

M1+Cთლ=1+1- 
”       

რომელიც მით უფრო ატუსტია, რაც ნაკლებია თ. 

3) ვთქვათ, რომ 6 საკმაოდ მცირეა ძ7M-თან შედარებით. მაშინ წინა 

მაგალითის საფუძველზე გვაქვს 

M/ი-ხ = / «(0+2). -2I/ 1+-5- =9(1+-”> 

და ვღებულობთ მიახლოებით ფორმულას 

“. 

  

Vი"+ხ=0ი+ 
„ით!     

განსაკუთრებით მარტივ სახეს ღებულობს ეს ფორმულა, როცა #7=2 

Vი0?--ხ ი++ 
  

  

და როცა )ყ=3 

წილთა ხ 
V ებ 0+23= 

  

  
ასე მაგალითად 

3 
/67 =V8?+328 3 8. V67 =V8.+-3 28+--- =8 > 

მიღებული შედეგის აბსოლუტური ცდომილება ტოლია. 0,0021..., 

ხოლო ფარდობითი ცდომილება 8<0,03%. 

-4) ბირთვის I, რადიუსი გაიხარდა მცირე ძ#M სიდიდით.. ვიპოვოთ 

ბირთვის მოცულობის ნახრდი. 

მოხს,ნა. რადგან ბირთვის მოცულობა გამოითვლება ფორმუ- 

ლით 

V= 4 „29, 
3 

ამიტომ ძV=4>+/2?ძ/?. ეს სიდიდე შეიძლება ჩავთვალოთ საძიებელი 

#V ნაზრდის ტოლად, რადგან პირობის თანახმად ძ/ საკმაოდ მცირეა. 

219



თუძV-ს გავყოფთ V-ზე, მივიღებთ 

იV _ -ძ? 
ე. =3. 

V ” 

თუ რადიუსის ნაზრდსა და ბირთვის მოცულობის ნაზრდს გამოვსახავთ 
პროცენტობით, მაშინ უკანასკნელი ტოლობა გვაძლევს: რადიუსის 
0%-ით გადიდებისას' ბირთვის მოცულობა იზრდება 3/0%-ით. 

5) გამოვთვალოთ L(! 46”. 

ვთქვათ, ყV=1ლ X. თუ X=45“, მაში5 ყ==1, ჩვენ კი გვაინტერესებს 

1C X-ის მნიშვნელობა ამ არგუმენტის ახალი მნიშვნელობისათვის, სა- 
ხელდობრ 46“-სათვის. ცხადია, რომ ამოცანის ამოსახსნელად საკმარი– 

სია ვიპოვოთ ნაზრდი, რომელსაც ღებულობს ფუნქცია Lწ X, როცა არ- 
გუმენტის X=45? მნიშვნელობა ღებულობს მცირე: #X=-)|. ნაზრდს. 
იმისათვის, რომ გამოვიყენოთ დიფერენციალური აღრიცხვის ფორმუ- 
ლები საჭიროა კუთხის გამოსახვა რადიანებით”? 

  

458ძ– #ჯ , 1? =.% - 

4 180 
თუ წ X-ის ნახრდს შევცვლით ამ ფუნქციის დიფერენციალით, 

ძყუ=2-" ! ი. #8 34 იეივვ 
ლ0”» იენა % 180 9ი 90 

4 

მივიღებთ 

1ღ 467= 1,025. 

ამ ტოლობის აბსოლუტური ცდომილება ნაკლებია 0,0006. ფარდო- 
ბითი (უედომილება ი<0,06%. " 

6) გამოვთვალოთ 511129”. 

ვთქვათ, ყ=3510 #. წინა მაგალითების მსგავსად, დავუშვათ 

X=- (მაშინ ყ=0,5)., #X-=-- -“ .. მაშინ 
6 180 

"ძყ=ლ0§ X-#X=008§ -_ | –--%. _ #V3 _ _ 0,015 
: 6 180 360. 

  

+ რადგან ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა წარმოებულების გამოყვანის დროს ვეყ– 

რდნობით ტოლობას + 

რომელიც ·მართებულია შმაშინ, როცა თ გამოსაზავს განსახილველი 'კუთხის სიდიდეს. 

რადიანებით. 
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თუ დავუშვებთ, რომ /#Vყ=ძყ, ვპოულობთ 

§I11 29-=0,485, 

X თავში, რომელიც ეძღვნება მრავალი „ცვლადის ფუნქციებს, ისევ 
ჯავუბრუნდებით საკითხს დიფერენციალური აღრიცხვის მიახლოებით 

გამოთვლებში გამოყენების შესახებ და უფრო დაწვრილებით ვუჩვენებთ, 
თუ როგორ შეიძლება ცდომილებათა შეფასებაში დიფერენციალის გა- 

მოყენება. 

შევნიშნავთ, რომ მიახლოებითი ფორმულების: გამოყენება წარმოად- 
გენს საიმედო ოპერაციას მხოლოდ მაშინ, როცა როგორღაც შესაძლე-, 

ბელია დაშვებული ცდომილების რეფასება. 
ზემოთ განხილულ მაგალითებში ჩვენ ან არ ვიძლეოდით ცდომილე– 

ბის “მეფასებას, ან ვახდენდით შეფასებას იმ დროს, როდესაც რაიმე 

სხვ გზით ვპოულობდით საძიებელი სიდიდის.ზ უ ს ტ მნიშვნელობას. 
პრაქტიკაზი კი საძიებელი სიდიდის ზუსტი მნიშვნელობა ხშირად უც- 
ნობია. ამიტომ ზემოთ მოცემული ხერხი არ იძლევა მიახლოებითი გა- 
გამოთვლის სიზუსტის ხარისხის შეფასების საშუალებას, როცა #Vყ-ს 

ვცვლით ძყ-ით. ქეემოთ (§6,6) მოცემული იქნება ასეთი შეფასების 

შესაძლებლობა. ჯერჯერობით კი აღვნიშნოთ, რომ მართებულია უტო- 

ლობა 

| ბყ–-ძყ|ლ<-MC04XI?2, 

სადაც M რაიმე მუდმივია, რომლის ზუსტი მნიშვნელობა იქნება მო- 

ცემული მითითებულ პარაგრაფში. 

§ 4. უმაღლესი რიგის წარმოებულები და ღიფერენციალები 

1. უმაღლესი რიგის წარმოებულები 

ეთქვათ, ყ=/(») არის რაიმე ფუნქცია განსახღლვრული ი ს%<:ნ შუალედ- 

ში. დავუშვათ, რომ “ამ შუალედის ყოველი X მნიშვნელობისათვის არ- 

სებობს ჩვენი ფუნქციის წარმოებული ყ=IV). მაშინ ეს,წარმოებული 

თვითონ არის დამოკიდებული გაწარმოების X წერტილზე, ანუ არის 

X-ის ფუნქცია. ამიტომ შეიძლება დაისვას საკითხი / 0) ფუნქციის წარ- 

მოებულის მონახვის შესახებ. წარმოებულის წარმოებულს ეწოდება, 
მოცემული ყ=/(X) ფუნქციის მეორე რიგის. (ან მეორე) 

წარმოებული და. აღინიშნება სიმბოლოებით ყ”' ან /”(7). 
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მაგალითად, თუ 

ყ=I(X)--=2X4--3X>-- 5X--+C6X--ც,? 
მაშინ · 

ყ' ==)” (X=8ჯპმ--9X2-– 10X+ 6, 
და 

ყ””==! (X)=24X?-+ 18X--10.. 

ხოლო თუ | 

272=ჯ(X)=3)ი X, 
მაშინ 

2'=/დ”(XX=C005 ჯ 
და 

2”=ყV'00=–-ჯი ჯ. 

ზუსტად ასევე მეორე რიგის წარმოებულის წ” =|/I" (X-ის წარმოე- 
ბულს ეწოდება მოცემული ყ=/() ფუნქცის მესამე რიგის 

წარმოებული (მესამე წარმოებული), და აღინიმ- 

ნება სიმბოლოებით ყ'“ ან /“””(იე. 

ზემოთ მოყვანილი ორი მაგალითისათვის გვექნება 

ყ ==)”  (0=48XI+18ზ  ;2'= ლ (X)=-––-005 #. 

საზოგადოდ; #+1 რიგის წარმოებული ეწოდება /: რიგის წარმოებულის 
წარმოებულს. 

მეოთხე რიგის წარმოებულიდან დაწყებული მიღებულია ადღნიშვნე- 
ბი 

ყუ)=/(4)(X), ყ(5)= /(9I(X), ყIმ)=/ოლი. 

ფრჩხილები იწერება იმისათვის, რომ განვასხაოთ ყ#(/) თ რიგის 
წარმოებული /ც?» ხარისხისაგან. 

უმაღლესი რიგის წარმოებულების კონკრეტულ აზრზე ჩვენ არ შევ- 
ჩერდებით. 5? ' 

9. უმაღლესი რიგის დიფერენციალები 

თუ ყ=/I(ი? და /##X=ძX X არგუმენტის ნაზრდია, მაშინ 

ყ(ას(ძXი ა 

" ეს ფუნქცია მოცემულია არა 02=:X=6 შუალედში, არამედ მთელ რიცხვით – ი< 

<+Xჯ<-+Cთდ ღერძზე, რასაკვირველია საკითხის შესწავლისას ეს არაფერს არ ცვლის. 

"7? აღვნიშნავთ მხოლოდ შემდეგს. თუ წერტილი მოძრაობს წრფეზე 5§=/(/) გან- 

ტოლებით მოცემული კანონით, მაშინ მეორე რიგის წარმოებული §''=/”'(I)) არის 
ამ წერტილის ა ჩქ.არება. 
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ნამრავლს ეწოდება V=/) ფუნქციის # რიგის დოიფე- 
რენციალი და აღინიშნება ძ”V” ან ძ59/(X) სიმბოლოთი 

| ძ"ყ=ყ(” (9X)” | 
  

(ძიე"-ს ჩვეულებრივად. წერენ ფრჩხილების გარეშე, ანუ, ძთX5M სახით, 

ასე რომ ძ”ყ-ის განსაზღვრა ღებულობს შემდეგ სახეს 

  
თშყ=ყ! ჩ) ძა" 

  

აქედან გამომდინარეობს /, რიგის წარმოებულის აღნიშვნა 

ა ძ"ყ 

ყ –თ 

  

  

მაგალითად, · 

ყ.99V 

ძია 

შემდგომში არ გამოვიყენებთ უმაღლესი რიგის დიფერენციალებს, 
ამიტომ ამ ცნების შესახებ ზემოთ ნათქვამით შემოვიხღუდებით, 

' 

§ ნ. ფუნქციათა გამოკვლევა 

1. ფუნქციათა ზრდა და კლება 

განსაზღვრა. ფუნქციას ეწოდება ზრდადი (კლებადი), 
თუ არგუმენტის ზრდასთან ერთად ფუენქციის მნიშვნელობები იზრდება 

(კლებულობს). 
132-ე და 132-ე ნახაზებზე ნაჩვენებია ზრდადი და კლებადი ფუნქციე- 

ბის გრაფიკები. 

ვხედავთ რომ პირველი. ფუნქციისათვის როცა #X<X,, მაშინ 

I(X)<IC), ხოლო მეორე ფუნქციისათვის /(X,)>>/(X.). ' 
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ზოგჯერ გვჭირდება იმის გაგება, თუ როგორია ანალიზური ფორ- 
მულით მოცემული ფუნქცია ზრდადი თუ კლებადი? ამ საკითხის 
გასარკვევა,დ საჭიროა გავიხსენოთ ფუნქციის წარმოებულის გეომე- 
ტრიული ახრი როგორც ·ხემოთ (§1.40) იყო ნაჩვენები /”=/”(X) 
წარმოებული არის V=/I(X) ფუნქციის გრაფიკის მხების კუთხური კო- 
ეფიციენტი, სადაც შეხების 

წერტილის აბსცისა გაწარ- 
მოების წერტილია: 

  
MC --Cთ 

  გავიხსენებთ რა ამ ფაქტს, 
განვიხილოთ ზრდადი ფუნ- 
ქციის გრაფიკი (ნახ. 124). ნახ. 134. 

თუ ამ გრაფიკზე ავიღებთ · 

ნებისმიერ M, წერტილს და გავავლებთ ამ წერტილზე მხებს, მაშინ 

ნახახხე ვხედავთ უშუალოდ, რომ ამ მხების მიირდ 0X ღერძის და–- 

დებით მიმართულებასთან შედგენილი კუთხე მახვილია, ამიტომ 

მისი ტანგენსი დადებითია: 

  

LC თ>0. 

რადგან სწ თ=/”(X), ამიტომ ნებისმიერი X-ისათვის აღმოჩნდება, რომ 

I (0>90. 

გამონაკლისს შეადგენს ცალკეული X წერტილები, როგორც მაგა- 
ლითად 4 წერტილის Xჯი აბსცისა, რომელშიც „74/ მხები პარალელურია 
0X ღერძის და ამიტომ მისი კუთხური კოეფიციენტი ნულის ტოლია, 
ე. ი. _ 

I/(X-)=0. 

ამგვარად, ზრდადი ფუნქციის წარმოებული არა“ 
სოღეს არ არის უარყოფითი. 

ანალოგიურად, თუ განვიხილავთ კლებადი ფუნქციის გრაფიკს 
(ნახ.135), დავინახავთ, რომ თ კუთხე ბლაგვია, ამიტომ მისი ტანგენსი 

უარყოფითია: : 
L ლი, 

' LI0იე<0. 

აქაც გამონაკლისს შეადგენს ცალკეული X» წერტილები (X-ის მგსაე–- 
სად) რომელშიც 

ან, რაც იგივეა 

I/(9 :=0. 
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ამგვრად კლებადი ფუნქციის წარმოებული არა- 
სოდეს არ არის დადებითი. 

მიღებული შედეგების დამტკიცება შეიძლება ნახახების გარეშე, 
ანალიზურად. დავამტკიცოთ მაგალითად, რომ ზრდადი /(ი) ფუნქცი- 
ისათვის ყოველ X წერტილში? /'(X)>0. ეს, რომ ასე არ იყოს, მაში5 
მოიძებნება ისეთი Xი წერტილი, რომ 

ყ' =/' (Xი)<0, 

მაგრამ 

ყ'=)Iთ ტყ. 
ტთა #X 

ხოლო იმ ცვლადის შორე– 

ული მნიშვნელობები, რომ- 

ლებიც ზღვრისაკენ მიის- 

7 წრაფვიან, თითქმის ტოლია 

ამ ზღერის/ მაშასადამე, სა– 

ნახ. 135. კმაოდ მცირე /·X-სათვის გვე– 
ქნება 

  
  

  

ახ, დაწვრილებიი), 

/C+09M-/Cთ) ე, 
#ტX 

მაშასადამე, მცირე დადებითი #X»-სათვის 

(0 + ტ0--/0ი)<0, 
ანუ | 

ICXე-L /ხX)<-I (Xი). 

ეს კი ეწინააღმდეგება /(X)-ის ზრდადობის პირობას, ვინაიდან, როცა 

ა·აX>0, ცხადია Xე+/X>>Xი. 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ ზრდადი (კლებადი) ფენქციის წარმოე–- 

ბული შეიძლება გახდეს ნულის ტოლი, მიღებული შედეგები მოკლედ 
ასე შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ: | 

ფუნქციის ქოფაქცევის ანალიზური ნიშანი თუ ფე ნქცია 

ზრდადია ცკლებადია), მაშენ მისი წარმოებე- 
4ლი დადებითია (უარყოფითია. 

« ბუნებრივია, რომ I00ე-ის არსებობა იგულისხმება ყოველი X-ისათვის. 
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ეს ნიშანი შეიძლება გამოვსახოთ შემდეგი სქემით: 

  

  

  

IX) I/(X)-ის ნიშანი 

ზრდადი + 
კლებადი – 

იმავე ნახახებიდან მკითხველი ადვილად დარწმუნდება შებრუნე- 
ბული დებულების მართებულობაში: თუ რაიმე ფუნქციის 
წარმოებული დადებითია (უარყოფითია) მაშინ 

ეს ფუნქცია ზრდადია (კლებადია). 

მაგალითი. ვთქვათ, ყ=მVCLC X. რადგან 

, 1 
ყ= 1-2 , 

ამიტომ ყ X#-ის ზრდადი ფუნქციაა. 
საჭიროა გავაფრთხილოთ მკითხველი, რომ ხშირად ადგილი აქეს 

გაურკვევლობას. სახელდობრ, არ უნდა ვიფიქროთ. რომ დადებითი 

ფუნქციის წარმოებული აუცილებლად დადებითი იქნება მაგალითად 
ფუნქცია, რომლის გრაფიკი მოცემულია 133-ე ნახაზხხედ დადებითია 
(ვინაიდან მისი გრაფიკი 0X ღერძის ზემოთ არის მოთავსებული, ასე 

რომ გრაფიკის წერტილების ორდინატები დადებითია), მაგრამ ის კლე- 

ბაღია და მისი წარმოებული ურყოფითია. 

ამგვარად, რაიმე ფუნქციის წარმოებულის ნიშანი არ არის დამო- 
კიდებული .თვით ფუნქციის ნიშანზე, არამედ იმაზე ზრდადია თუ კლე- 

ბადი ეს ფუნქცია”. 

9. ფუნქციის ექსტრემუმი 

ფუნქციები, რომლებიც ჩვეულებრივად გვხვდება პრაქტიკაში, სა– 
ზოგადოდ არ “არიან ზრდადი ან კლებადი მათი განსახლვრის მთელს 
არეში. ხშირად ფუნქციის განსახღვრის არე იყოფა რამდენიმე ნაწილად, 
ისე, რომ ზოგ ნაწილში ფუნქცია ზრდადია, ზოგმი კი–კლებადი. 

განვიხილოთ მაგალითად ფუნქცია, რომელიც გამოსახულია 136-ე 
ნახახზზე. 

აი კიდევ მაგალითი, ეთქვათ, რომ შეისწავლება რაიმე ცხელი სხეულის ტემ– 

პერატურა, რომელიც შემდეგ ცივდება. რადგან სხეული ცხელია, მისი ტემპერატუ- 

რა დადებითია, მაგრამ ეს ტემპერატურა კლებულობს, მაშასადამე მისი წარმოებული 

(დროით) უარყოფითია.. 
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მთელი ილXლ/ შუალედი, რომელზედაც მოცემულია ეს ფუნ6ქ- 

ცია, დაყოფილია შემდეგ ნაწილებად: 

წი, ხ) სადაც ფენქცია ზრდადია, 

(ხ, CI, სადაც ფუნქცია კლებადია, 

(C, 6), სადაც ფუნქცია ზრდადია, 

I6, I), საღაც ფუნქცია კლებადია, 
(ჩ თ), სადღაც ფუნქცია ზრდადია, 
(დ, MI, სადაც ფუნქცია კლებადია. 

  

  

განსაკუთრებით საინტერესოა ხ, C, 2, /, # წერტილები, რომლებიც 

ყოფენ აღნიშნულ შუალედს ისეთ ნაწილებად, რომ თითოეულ მათგან- 
ზე ფუნქცია სხეადასხვა ყოფაქცევისაა. ამ წერტილებს ფუნქციის 
ექსტრემუმის წერტიღები ეწოდება (ამბობენ აგრეთეე, რომ 

ფუნქციას ამ წერტილებში აქვს ექსტრემუმი). თუ, ექსტრემუმის წერ- 

ტილის მარცხენა ნაწილმი ფუნქცია ზრდადია, ხოლო მარჯვენაში-კლე– 
ბაღი, მაშინ ამ წერტილს ეწოდება ფუნქციის მაქსიმუმის 
წერტილი (ამბობენ აგრეთვე, რომ ფუნქციას ამ წერტილში აქვს მაქ- 
სიმუმი). 136-ე ნახაზხხე მოცემული ფუნქციის მაქსიმუმის წერტილე- 
ბია: ხ, 6 და #. თუ ექსტრემუმის წერტილის მარცხნივ ფუნქცია კლებადია, 
ხოლო მარჯვნივ ზრდადი, მაშინ ამ წერტილს ეწოდება ფუნქციის 

მინიმუმ.ის წერტილი (136-ე ნახ. ასეთი წერტილებია C და /). 
ამგვარად, · შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ შემდეგი 

განსაზღვრა. თუ ფუნქცია, არგუმენტის რაიმე Xი მნიშვნე- 
ლობის გავლისას ·(მარცხნიდან მარჯვნიე), ზრდიდან გადადის კლებაზე, 

მაშინ ამბობენ რომ ფუნქციას XV=Xს წერტილში აქვს მ.აქ სი- 
მუმი, ხოლო, თუ ფუნქცია კლებიდან გადადის ზრდახე, მაშინ 
მას ამ წერტილში აქვს მინიმუმი. 

მინიმუმის და მაქსიმუმის წერტილებს ეწოდება ექსტრემუმის 

წერტილები. 
მივაქციოთ ყურადღება იმ გარემოებას, რომ მაქსიმუმის ყოველი 

წერტილი არის ფუნქციის გრაფიკის ისეთი წერტილის აბსცისა, რო- 

28



მელიც მდებარეობს გრაფიკის ამ წერტილის მახლობლად მდებარე ყვე- 
ლა წერტილზე მაღლა. მაგალითად 6 წერტილი არის წერტილის აბ–- 
სცისა რომელიც მდებარეობს C/” რკალის ,ყველა წერტილის ზემოთ. 
ასეთივე დაკვირვება შეიძლება ვაწარმოოთ მინიმუმის წერტილების მი- 
მართ.. აქედან გამომდინარე მაქსიმუმის და “მინიმუმის წერტილები შე- 
იძლება სხვანაირად განვსაზღვროთ: 

განსაზღვრა. # წერტილი არის /(X) ფუნქციის მაქსი- 
მუმის "წერტილი, თუ ის მდებარეობს ისეთი ი<-X-<-ი შუალედის 
შიგნით, რომ ამ შუალედის ნებისმიერი X წერტილისათეის, რომელიც 

განსხვავებულია Xი წერტილისაგან, გვაქვს 
| 0ე< /თი. 

მინიმუმისათვის გვაქვს ანალოგიური განსახღვრა იმ განსხვავებით, 
რომ ნაცვლად /(X)</CX) უტოლობისა უნდა დავწეროთ /(X)>>/(Xი). 

შენიშვნა: 1) თვით სახელწოდებანი „მაქსიმუმი“, „მანიმუ- 

მი“, „ექსტრემუმი+“ დაკავშირებულია ამ” განსაზღვრასთან. სახელდობრ 

„მაქსიმუმი! ლათინურად ნიშნავს „მეტს“, „მინიმუმი“ –- „ნაკლებს“, 

„ექსტრემუმი“ -- „უკიდურეს“ (იგულისხმება ფუნქციის მნიშვნე- 

ლობა). 

2) მაქსიმუმის წერტილის განსაზღვრის 
დროს „არსებითია, რომ ფუნქცია განსახ- #-/(2 | 
ღვრული იყოს ამ წერტილის როგორც I I 
მარცხნივ ისე მარჯვნიე, ანუ ეს წერტილი ·:- | I 
უნდა იყოს ფუნქციის მოცემის არის შიგ. “ თ § >»! 
და არა სასახღვრო წერტილი. 137-ე ნახა- 
ზზე მოცემული ფუნქციისათვის ხ წერტი- 
ლი არ არის მაქსიმუმის წერტილი. 

3) თუ Xი წერტილში /(X) ფუნქციას აქვს მაქსიმუმი, ეს სრულიად 
არ ნიშნავს იმას, რომ /(Xი) არის ფუნქციის უდიდესი მნიშვნელობა. 

მაგალითად, 136-ე ნახახზხე 6 წერტილში ფუნქციას აქეს მაქსიმუმი, 
მაგრამ /(უ ნაკლებია, ვიდრე ფუნქციის მნიშენელობები, რომლებიც 
“ფმეესაბამება # წერტილის მახლობლად მდებარე წერტილების აბ- 
ცისებს 

: 31. ფერმას პრინციპი 

განსაზღვრა. რაიმე ი<X=<ხ შუალედში განსაზღვრულ /00 

ფუნქციას ვუწოდოთ გლუვი, თუ ის უწყვეტია აღნიშნულ შუა- 
ლედში და აქვს ოწყვეტი წარმოებული ამავე , შუალედში. ასეთი ფუნქ- 
ციის გრაფიკს ეწოდება გლუვი წირი" 

" ქეემოთ განზოგაღებული იქნება გლუვი წირის ცნება. 
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138-ე და 139-ე ნახაზებზე ნაჩვენებია გლუვი და არაგლუვი ფუნქ- 
ციების გრაფიკები. 139-ე ნახაზზე X, და »:„ წარმოებულის? წყვეტის 
წერტილებია (მხები ნახტომით იცვლის მიმართულებას). 

გლუვი ფუნქციისათვის მართებულია შემდეგი მნიშვნელოვანი თეო– 
რემა, რომელიც აღმოჩენილი იყო მე-17 საუკუნის ფრანგი მათემატიკო– 
სის პ. ფერმას მიერ. 

  

> 2 ჯ 

ნახ. 138. ნახ 1219, 

ფერმას თეორემა. თუ გლუვ /X) ფუნქციას X წერ- 

ტილში აქვს ექსტრემუმი, მაშინ მისი წარ- 

მოებული ამ წერტილში ნულის ტოლია 

I თა=0 | 

  
–” დამტკიცება. 140-ე 

M #6 ნახაზიდან ჩანს, რომ ფუნქ- 

ციის გრაფიკის /#,, /-. და 

  

| #ი I წ/ 

4 Mე წერტილებში გავლებული 
1... 1 ს ს-ა. მხებები 0X ღერძის პარალე– 
«, ა 27 “4 ჯ ლურია. მაშასადამე მათი 

ნახ. 140, კუთხური კოეფიციენტები წუ- 
ლის ტოლია: 

I 0ე)=0, 1'(X-)=0, I” (X.)=0., 

ვინაიდან, ამ თეორემას დიდი მნიშვნელობა აქვს, მოვიყვანთ მის სხვა დამტკიცე–- 

ბასაც. ' 

განვიხილოთ 140-ე ნახ. მოცემული ფუნქციის ექსტრემუმის რომელიმე წერტილი, 

მაგალითად, მაქსიმუმის X, წერტილი. 

ვხედავთ, რომ ამ წერტილის მარცხნივ ფუნქცია ზრდადია, ხოლო მარჯვნივ კლე–: 

ბადი. მაშასადამე, X, წერტილის მარცხნივ ფუნქციის წარმოებული დადებითია, ხოლო 

მარჯვნივ––უარყოფითი. მაგრამ /'(X) წარმოებული (რადგან ფუნქცია გლუვია) უწ ყე ე– 

ტად იცვლება; ამიტომ დადებითი მნიშვნელობებიდან უარყოფითზე გადასვლის დროს 

უნდა გახდეს ნულის ტოლი. · 

.· არაგლუვ ფუნქციას (უწყვეტსაც კი) შეიძლება წარმოებული საზოგადოდ არც 

კი ჰქონდეს. სწორედ ასეთი გარემოებაა X, და ჯ- წერტილებში (ნახ. 139). 
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შენიშვნა, „აუცილებლად უნდა მიექცეს ყურადღება იმას, რომ 

დამტკიცებული თეორემის შებრუნება არ შეიძლება. ე, ი. 

I (Xი)=0 

ლობიდან არ გამომდინარეობს, რომ X+X% ექსტრემუმის წერტილია. 

მაგ. (ნახ. 140) /V,კ წერტილში გავლებული მხები 0 ღერძის პარალელუ- 

ლურია, ამიტომ 

I'(X) =9, 

მაგრამ X, წერტილის მარცხნივაც და მარჯვნივაც ფუნქცია კლებადია. 

ისეთ X წერტილს, რომელშიაც /” (Xი)=0, მაგრამ მის მარცხნივ 

ღა მარჯენივ ფუნქცია კლებადია (ზრდადია ვუწოდოთ კლების 
(ხრდის) შეჩერების წერტილი. 140-ე ნახახხე X, არის 

კლების “შეჩერების წერტილი, ხოლო 136-ე ნახახხე ძი წერტილი 

არის ზრდის შეჩერების წერტილი. 

ბოლოს, MX) ფუნქციის სტაციონარული წერტილი ვე- 
წოდოთ ყოველ Xი წერტილს, რომელშიაც ამ ფუნქციის წარმოებული 

ნულის ტოლია 
I'(X-)=0. 

მაგალითი. განვიხხლლოთ ფუნქცია V=-2X1+-12X"+ 18X. 

გამოვარკვიოთ აქვს თუ, არა ამ ფუნქციას ექსტრემუმის წერტილები 
და თუ აქვს ასეთი წერტილები, როგორ ვიპოვოთ ისინი. ფერმას თეო–- 

რემის თანახმად ექსტრემუმის წერტილებს წარმოადგენენ მხოლოდ ის 
წერტილები, რომლებშიც ჩვენი ფუნქციის წარმოებული ნულის ტოლია 
(ე. ი. სტაციონარული წერტილები). ამიტომ პირველ რიგში ვპოულობთ 

ამ ფუნქციის წარმოებულს; : 

ყ'=6X-24X-18, 
ბ 

სტაციონარული წერტილების საპოვნელად უნდა დავუშვათ, რომ 

ყ'=9 
და ამოვხსნათ მიღებული განტოლება 

ჯ6X'--24X-C18=0, 

X-4X+3=0, 

საიდანაც X#,=1, X#ა=3. | 

ახლა უნდა გამოვარკვიოთ ფუნქციის ყოფაქცევა ამ ორ წერტილში. 
შევნიშნავთ, რომ X,=1 და XX-=3 წერტილები ყოფენ მთელს რიცხვით 
ღერძს 1-–00, 1წ 111,3L და 13, + თ შუალედებად (ნახ. 141). ამ. შუალე– 

დებში ფუნქციას არა აქვს ექსტრემუმის წერტილები (რადგან ექსტრე- 
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უმის წერტილები წარმოებულის ამ ონახსნებია). ამიტომ ეს 

შოალედები ფუნქცის ზრდის ან კლების შუალედები, იმი- 
სათვის რომ გამოვარკვიოთ თუ როგორი ყოფაქცევისა. ფუნქცია. 
1-–- «თ–,1I შუალედში, ავირჩიოთ ამ შუალედში ნებისმიერი წერტილი, მა– 
გალითად ჯ==0 წერტილი. გამოვთვალოთ ყ” წარმოებულის მნიშვნელობა 
ამ წერტილში, მივიღებთ ყ' = 18, ე, ი. ყ'>0. მაშასადამე, 1--თ, !!! 

შუალედში ფუნქცია, ზრდადია ანალოგიურად 11,3, შუალედში თუ 
ავირჩევთ რაიმე წერტილს, მაგალითად, X-=2 წერტილს და გა- 
მოვთვლით ყ! მნიშვნელობას ამ წერტილში, მივიღებთ ყ”= –6. ე. ი. 
ს'–<0, მაშასადამე, ფუნქცია კლებადია 11,3 “რმუალედში. ბოლოს 

. თუ 13, + %I შუალედიდან ავირჩევთ 
+ ). _ | + რაიმე ჯX წერტილს (თუნდაც ჯ=1000), 

, 
  32 5 დავინახავთ, რომ ამ წერტილში V#”:>0- 

ე. ი. |3,-L «I შუალედში ფუნქცია 
ნახ. 141. ზრდადია ”. 141-ე ნახ სქემატურად 

ნაჩვენებია M-ის ნიშნები ხსენებულ შუალედებში. 
ზემონათქვამიდან ცხადია, რომ X,=!) წერტილში ფუნქციას აქვს 

მაქსიმუმი ხოლო Xა=3 წერტილში- მინიმუმი. 

ჩატარებული გამოკვლევის შედეგები შეიძლება შემდეგი სქემით 
გამოვსახოთ 

  

  

ჯX ყ | დახასიათება 

1 8 | მაქსიმუმი 

ვ 0 | მინიმუმი   
იმისათვის, რომ მივიღოთ სრული წარმოდგენა ფუნქცეის გამოკვლე– 

ვის შესახებ, ავაგოთ მისი გრაფიკი: თუ გავითვალისწინებთ, რომ ყ= 
==0, როცა X=0 ე. ი. გრაფიკი გადის კოორდინატთა სათავეში, მაშინ 

შემდგომი განმარტების გარეშე გასაგებია, რომ გრაფიკს აქვს 142-ე 
ნახახხე მოცემული სახე ??. 

განილულ მაგალითში მოცემული მოსაზრებებიდან გამომდინარე- 
ობს შემდეგი . . 

წესი რაიმე /=/0) ფუნქციის ყოფაქცევის გა- 
მოკვლევისათვის სავიროაკ: 

1 ვიპოვოთ მისი წარმოებული V#V'=/C(. 

% ყ ნიშანი )--<%, 1I| და 13,+ «I შუალედებში უმჯობესია გამოვარკვიოთ შემდეგ– 

ნაირად, როგორც ვიცით M'= 6X“--24X+18, როცა X საკმაოდ დიდია აბსოლუტური მნიშ- 
ვნელობით, 6X” მეტი აღმოჩნდება დანარჩენ შესაკრებებზე. რადგან ეს შესაკრები და– 
დებითია, მთელი ჯამიც დადებითი იქნება. მაშასადამე. ხსენებულ “შუალედებში ყV'>0, 

«" ნახაზის ზომების შემცირების მიზნით, 0VX და 0Vყ ღერძებზე არჩეულია სხვადა– 
სხეა მასშტაბები, , 
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2 გავუტოლოთ ეს წარმოებული ნულს და 

ამოვხსნათ მიღებული /I(X=0 განტოლება. ამ 

განტოლების ამონახსნები ა<Xა<Xა<...<X, წარ 

მოადგენენ სტაციონარულ წერტილებს. 

  

  

! ! ! '! 
ე6ვე6სნი იწ  '''.' 

1 1 L _-_ 

XV, «2 <3 +X+ «7 

ნახ. 142. ნახ, '143. 

3. ჩავატაროთ სტაციონარული წერტილე- 

ბის მიმართ დამატებითი გამოკვლევა. ამისათ- 

ვის გადავიტანოთ ისინი რიცხვით ღერძზე და 
გამოვარკვიოთ ყ'(X) წარმოებულის ნიშანიღეთრ- 

შის ცალკეულ უბნებზე (ნახ. 143). ამ ნიშნების 
მიხედვით შეიძლება გამოვარკვიოთ ყოველი 

სტაციონარული XX», წერტილის ხასიათი შემ- 

დეგი სქემით 

LL + X;-- ზრდის შეჩერების წერტილია, 

2 

-–L – 
დეეუეაებს“ს–ი X;–– მაქსიმუმის წერტილია, 

+ 

– + 
დეეეეეებსეხაეაა__– X,-- მინიმუმის წერტილია, 

4«/ 

_– –----- , . 
ჯ X,-- კლების შეჩერების წერტილია. 

ტ4მიღებული შედეგები გამოვსახოთ შემ- 

დეგი ცხრილის სახით: 

  

  
  

  

ჯ | ყ | დახასიათება 

X I72C21) მაქსიმუმი 

Xა IM(X-) | მინიმუმი 

Xე | '/(Xე) | ზრდის შეჩერება   
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ჩატარებულ გამოკვლევას უნდა დავურთოთ ფუნქციის გრაფიკი, 

რომელზეც სტაციონარული წერტილების გარდა უნდა ვუჩვენოთ სა- 

კოორდინატო ღერძებთან გადაკვეთის წერტილები, აგრეთვე ფუნქ- 
ციის ყოფაქცევა არგუმენტის უსასრულოდ ზრდის და კლების დროს, 
რისთვისაც საჭიროა გამოითვალოს ზღვრები 

Iთ/ 2) და სთ (ი. 
ჯ3 –-თ 

განვიხილოთ კიდევ სამი მაგალითი. შემოვიხღუდებით მოკლე გან- 

მარტებებით. 

მაგალითი 1. გამოვიკვლიოთ ფუნქცია 

ყ==X%XX––5) . , 

1. #”==3X”(X–--5)“-- X12(X––5) ==X”CX-–-–5)(5X-––15) = 5ჯ” (X––3)(X––5). 

2. ყ/=0 ანუ 5X?(X-3)(X--5)=0, X,=0, Xგ=3, Xე=5. 

3. გამოვარკვიოთ ფუნქციის ყოფაქცევა მიღებულ წერტილებს შო- 
რის. ყ-ის ნიშნები 1--=, 0L, 10,. 3, 13, 5| და 15, +9% შუალედებში 
ნაჩვენებია 144-ე ნახაზზე. 

4. შედეგები შეგვაქვს ცხრილში 

  

    
  

X ყV დახასიათება 

0 0 ზრდის შეჩერება 

ვ | 108 | მაქსიმუმი 

.551.0 | მინიმუმი   
და ვაგებთ ფუნქციის გრაფიკს" (ნახ. 145). 

L4     LL 

ნახ. 14. ნახ. 145. 

+“ მასმტაბები ღერძებზე სხვადასხვაა. 

224



უნდა აღინიშნოს, რომ აგებული გრაფიკი გვაძლევს ფუნქციის მხო- 
ლოდ ხარისხობრივ სურათს: მასხე ნაჩვენებია გადახვევის 
(ე. ი. ექსტრემუმის) წერტილები, ფუნქციის შეჩერების წერტილები და 

წერტილები, რომლებშიც ფუნქცია ნულის ტოლი ხდება (ეს ფუნქციის 
გრაფიკის 0X ღერძთან გადაკვეთის წერტილებია) და ა. შ. ამავე დროს 
საქმის რაოდენობრი:ვი მხარე ჩვენი გრაფიკით ცუდად გამო- 

იყურება. გრაფიკის მიხედვით ფუნქციის მნიშვნელობის გამოთვლაან სრუ- 

ლიად შეუძლებელია, ან შესაძლებელია ძალიან უხეში (დომილებით. 

იმისათვის, რომ გავაუმჯობესოთ ფუნქციის დახასიათება მისი გრაფიკის 
მიხედვით, საჭიროა ნახაზზე მივუთითოთ საკონტროლო წერტილების 

საკმაო რაოდენობა. 

მაგალითი 2. გამოვიკვლიოთ ფუნქცია 

'·ჯ 
2-2 

, X-ს4-2ტ/  4--X 

_ს.004-4)ბ “00-41 

V 

  

  
  

  

2. ყ'=0, X=--2, X.=2. 
3. ვაგებთ ნახ. 146 გამოსახულ სქემას. 

4 ჯ | V | დახასიათება 

–2 | _1 მინიმუმი 
4 + 

+2|+ + მაქსიმუმი 

5. ვპოულობთ , + ' 

ი ყ = III ყ = 0 - ი “ |! “. 
+3>4+>თ% ჯ-–-ით –2მ 2 > 

ბოლოს, თუ შევნიშნავთ, რომ ყ=0, 

როცა X=20, მაშინ დავინახავთ, რომ ფუ- 

ნქციის გრაფიკს აქვს 147-ე ნახახხე მოცენზტლი სახე. ცხადია, რომ 

0X ღერძი აგებული წირის ასიმპტოტია. 

მაგალითი 3. გამოვიკვლიოთ ფუნქცია 

_ 5IIX 

_2 +005 ჯ 

ნახ, 146. 

(1) 

7ღერძებზე მასშტაბი სხვადასხვაა, 
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აქ ვლინდება რაღაც ახალი მომენტი, რომელსაც არ ჰქონდა ადგილი 
წინა მაგალითებში. სახელდობრ,' გამოსაკვლევ ყ=/(0) ფუნქციას 
აქვს 2 პერიოდი, ანუ აკმაყოფილებს თანადობას 

/ I(X-- 22) =00 

7? “ 

#71 
4 1 ”- 

2 

ნახ. 147. 

ამასთან დაკავშირებით, საკმარისია შევისწავლოთ ჩვენი ფუნქცია 
2 სიგრძის რაიმე მონაკვეთზე, რომ მივიღოთ სრული წარმოდგენა მის 

შესახებ. I(ლ(0 ფუნქციის ყოფაქცევის შესწავლა, როცა X->+9%, საჭირო 
არ არის. შევისწავლოთ (1) ფუნქცია, მაგალითად, 0<:Xდ:2% მონაკ– 

ვეთზე. (1) ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

=> . 2005X+1 . 

(2-005X)2 

თუ დავუშვებთ, რომ ყ”=0, მივიღებთ 

1 
C05X=-- -. 

2 

0-ლX<-<2% მუალედმში გვაქვს X-ის ორი მნიშვნელობა, რომლებიც 
აკმაყოფილებს უკანასკნელ განტოლებას: 

#=2%, #.=2 19%, 

3 3 

· 3 
თუ გამოვთვლით ყ მნიშვნელობას X=>, X=19L, X = > წერტი– 

ლებში, გამოვარკვევთ ყ” ნიშანს |ი ,< |, |I–. <. (+. 2 | უბ- 

  

3 3 3 

' / I ნებზე (ნახ. 148) ჩვენ ვხე– 

I + ' _ ! + 1 დავთ, 'რომ ეს არის (1) ფუ- 

0 2» ჯ” 2» 2? ნქციის ზრდადობის, კლება- 

7 Cხ 148 დობის და კვლავ ზრდა–- 
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შუალედები. ამგვარად, შეიძლება „შევადგინოთ შემდეგი ცხრილი 

ჯ | V | დახასიათება 
  

2 | –! .=ი,58 მაქსიმუმი 
ვ 73 , 
  

4 | –1>>-0,58 
ვ (3 

მინიმუმი 

  

აღვნიშნოთ აგრეთვე, რომ V=0, როცა X=-0 (და მაშასადამე, მაში– 
ნაც, როცა X=2ჯ9). ამას გარდა V/=0, როცა X=X-საც. ყოველივე ეს გვი– 
ჩვენებს“, რომ ფუნქციის გრაფიკს აქვს 149-ე ნახაზზე მოცემული სახე. 

#, 

_. ფარი თ. “ი” 
ა ჰ . + – ს 97 2 

იაა –უ100 27. .2X მა 227 8. 
–V7/ ჰ ჰ 

ნახ. 149. 

4. სტაციონარული წერტილების გამოკვლევის 

მეორე ხერხი 

ვიგულისხმოთ, რომ გამოსაკვლევი /(X) ფუნქცია არის არა მარტო 

გლუვი, არამედ მას აქვს უწყვეტი მეორე რიგის წარმოებული /”ცი. მა- 
შინ მართებულია . 

თეორემა. ვთქვათ, /(X) ფუნქციას აქვს სტა- 

ციონარული Xჯ წერტილი, რომელიც მოთავსე- 
ბულია /X ფუნქციის განსაზღვრის არის შიგვ- 
ნით. ამა სთან, /”(Xე)550. თუ /7(%(X)>0, მაშინ /თ) ფუნ ქ- 

ციას XX წერტილში აქვს მინიმუმი, ხოლო თუ 
IXV«ა<0, მაშინ /0): ფუნქციას ს წერტილში აქვს 
მაქსიმუმი. 

დამტკიცება. გარკვეულობისათვის დავუშვათ, რომ /”(X,)>>0. 
|”ითი0-ის უწყვეტობის გამო Xა წერტილი შეიძლება მოვათავსოთ იმდენად 

მცირე ი«ილXა<ხ შუალედში, რომ ამ შუალედის ნებისმიერ X' წერტილ–- 
ში ICC) > 090. მაშინ მთელს Iი, ხI შუალედში პირველი რიგის წარ- 

# რადგან ჯე –ის მახლობლად მდებარე X წერტილებისათვის /”(X)-ის მნიშვნელობე– 

ტი ახლოს იქნებიან /”' (MX) და დები თ რიცხვთან, მაშასადამე, თვითონაც დადებითი 

იქნებიან. 
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მოებული წა(69) იზრ დე ბ ა. მაგრამ I CXI):-0. მაშასაღამე, Iთ, Xი| შუა- 

ლედში / (<0, ხოლო 1X, ხ| შუალედში /”(X)>0. აქედან გამომდინა– 
რეობს, რომ /(ი) ფუნქციას X. წერტილში აქეს მინიმუმი. მაქსიმუმის 
შემთხვევაში დამტკიცება ანალოგიურია. 

,მაგალითი. გამოვიკვლიოთ 

  

  

    

/ 'I , 

' #<40 ! #>0 | __-»– ყ=2X)11I-3X ფუნქცია. 

მ 2ძ ნ « ამოხსნა. #” =6Xჯ -L6V+= 

ნახ. 1:0. (>6XCX1-1), 
ი” -=12X-I- 6. 

თუ დავუშვებთ, რომ #”:=0, მივიღებთ X, = –– 1, X.=0. რადგან 
ყ/(--1).=-6ლიე, XV-=--1 წერტილში გეაქვს მაქსიმუმი,. ხოლო რაკი 

V”(0) ==-I- 6->>0, X-+0 წერტილში -- მინიმუმი. == 

ჯ | წ) დახასიათება 

–1! | +! მაქსიმუმი 

0 | ი | მინიმუმი 

გრაფიკის ასაგებად საჭიროა შევნიშნოთ, რომ ის ჰკვეთს 0» ღერძს X= 

=-> და X=0 წერტილებში (ნახ. 151). 

შენიშვნა 1. თუ აღმოჩნდება, რომ /”(X)):=0, მაშინ მეორე 

ხერხი არ გამოდგება. მაშინ უნდა გამოვიყენოთ მე-3 ქვეპარაგრაფში 
განხილული ხერხი, რადგან ამ შემთხეევაში Xი შეიძლება აღმოჩნდეს 

ექსტრემუმის წერტილი. 

     
2 + 

ნას. 151, ნახ, 152, 

მაგალითი. ვთქვათ, (/=X, მაშინ ყ'=4X2, ყ”=12X'. თუ და- 
ვუშვებთ, რომ §”=0, მივიღებთ Xჯ=0. რადგან ყ”(0):=0, „მეორე ხერხი 

გამოუსადეგარია. თუ ჩვენს ფუნქციას. გამოვიკვლევთ მე-3 ქვეპარაგრაფ– 
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ში განხილული ხერხით, დავადგენთ, რომ X-:-0 წერტილში ფუნქციას 
აქვს მინიმუმი. ასე რომ, ფუნქციის გრაფიკს აქვს 152-ე ნახაზზე მოცემუ: 
ლი სახე. 

შენიშვნა 2. თუ Xი შეჩერების წერტილია, მაშინ /”(Xი)=-0.' ეს 

უშუალოდ გამომდინარეობს დამტკიცებული თეორემიდან. ამასთან, წინა 
მაგალითი გვიჩვენებს, რომ უკანასკნელი დებულების შებრუნება არ შეი- 

ძლება, ე, ი. /(X%)-0 ტოლობიდან არ გამომდინარეობს, რომ Xი არის 

შეჩერების წერტილი (წინა მაგალითში X-=-0 სტაციონარულ წერტილში 

აღმოჩნდა, რომ ყ”(0)=20 და მაინც იქ გვქონდა მინიმუმი და არა ”შეჩე– 

რება). 

6. უწყვეტი ფუნქციის უდიდესი და უმცირვსი 
მნიშვნელობის პოვნა 

ვთქვათ, ყ=/(X) არის რაიმე ი–ლX<წ შუალედში მოცემული უწყვე- 
ტი" ფუნქცია. როგორც უკვე იყო აღნიშნული ასეთი შუალედი აღინიშ- 

ნება Iთ, ხI სიმბოლოთი. გამოყენებით დარგებში ხშირად საჭიროა არ- 

გუმენტის იმ მნიშვნელობათა პოენა, რომლებსაც ფუნქციის შუ დი- 
დესი და უმცირესი "მნიშვნელობები შეესაბამებ. რადგან ეს 

ორი ამოცანა ერთნაირად ამოიხსნება, ჩვენ შევჩერდებით მხოლოდ 

ფუნქციის უდიდესი მნიშვნელობის პოვნის ამოცანაზე. . 

ვთქვათ, ყველა იმ მნიშვნელობათა შორის, რომელსაც ჩვენი ფუნქ- 

ცია ღებულობს IV, ხ) შუალედზე, უდიდესი არის /(X 7). თუ X” ძევს I0. ხI 

შუალედი შიგნით, ე. ი. ადგილი აქვს მკაცრ უტოლობას, 

მაშინ ჯ% იქნება /(X) ფუნქციის მაქსიმ უმის წერტილი (ნახ. 153), 

მაგრამ შესაძლებელია ჯ“ დაემთხვეს (ძი, ს) მუალედის თ და ს ბოლოე–- 
ბიდან ერთ-ერთს ((ნახ. 154), სადაც X”=%). ამ შემთხვევაში XV” შეიძლე- 

ბა არ აღმოჩნდეს #X) ფუნქციის"” მაქსიმუმის წერტილი. 154-ე ნახაზზე 

ნაჩვენებია სწორედ ასეთი შემთხვევა. ' 

– 

  

?” სინამდეილეში აქ განვიხილავთ მხოლოდ გლუვ ფუნქციებს, 

+. თუ IX) ფუნქცია მოცემულია მ ხოლო დ (0, ხს) შუალედზე, მაშინ (მაქსი– 
მუმის წერტილის განსაზღვრიდან: გამომდინარე) ბოლო წერტილები ჯ=0თ და X=:ხ არ 

შეიძლება იყენენ მაქსიმუმის წერტილები, ამავე დროს. მაშინაც კი როდესაც /(X) 

ფუნქცია განსაზღვრულია უფრო ფართო არეში, ვიდრე (ი. ხI). უდიდესი მნიშვნელობა 

შეიძლება მიღწეული იქნეს X=ხ წერტილში, მიუხედავად იმისა, რომ ის არ არის მავ– 

სიმუმის წერტილი (ნახ. 154), 
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ზემოთ ნათქვამიდან გამომდინარეობს შემდეგი 

წეს. ი,მისათვის, რომ ვიპოვოთ (იხ) შუალედ- 

ზე უწყეეტი /9 ფუნქციის უდიდესი ,მნიშენე- 
ლობა, საჭიროა ვიპოვოთ ამ ფუნქციის მაქსი- 

მუმის წერტილები XI 
#V=/(0) 2თ-.. Xია რომლებიც მდება- 

რეობენ (თ, ს შუალედის 

შიგნით და       
მ ჯ»” #6 >» 

–_– 

ნახ, 153, /(X), M0C)--., MX), (თ, /(ხ) 

რიცხვებიდან ავირჩიოთ უედიდესი. 

    

9/=// 2) 

7(27 ტ/# საად 

# “ –#-2. > თი ჯ» ი X» 

ნახ; 154. ნახ, 155. 

შენიშვნები. 1) თუ LC, 0) შუალედის შიგნით ძევს /(X) ფუნქ- 

ცის მხოლოდ ერთი ექსტრემემის წერტილი და ის მაქსი- 
მუმის წერტილია (ნახ. 155), მაშინ სწორედ ამ წერტილში აღწევს ფუნქ- 

ცია თავის უდიდეს მნიშვნელობას. 

2) უფრო მარტივია (და ამავე დროს განსაკუთრებით ხშირად გვხვდე– 

ბა პრაქტიკაში) ის შემთხვევა, ,როდესაც საჭიროა გლუვი /(X) ფუნქციის 

უდიდესი მნიშვნელობის პოვნა, როდესაც ის მოცემულია L0ი, ხს) შუალედ- 

ზე და აკმაყოფილებს შემდეგ სამ პირობას: 

  

ა. თუ ძი=<Xჯ5<95ხნ, მაშინ /(M9)>>0. 

ბ. /(0)=/(ხ)=0. 

გ- თ და ხ შორის გვაქვს /(X ფუნქციის ერთად- | (5 
ერთი სტაციონარული ჯ=X"” წერტილი.     

მაშინ ყოველგვარი დამატებითი გამოკვლევების გარეშე, შეიძლება 

დავასკვნათ, რომ /(ჯ%) იქნება / CC) ფუნქციის საძიებელი უდიდესი მნიშ- 
ვნელობა. მართლაც, საძიებელი მნიშვნელობა აუცილებლად დადე- 
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ბითია და ამიტომიგი მიიღება ი, ს) შუალედის მკაცრად შიგა წერ- 
ტილში, ე. ი. /(X) ფუნქციის მაქსიმუმის წერტილში, მაგრამ /(X) ფუნქ- 

ციას, გარდა X? წერტილისა, მაქსიმუმის სხვა, წერტილი არა აქვს, რად- 
გან ფერმას თეორემის თანახმად მაქსიმუმის წერტილები ამავე დროს 
სტაციონარული წერტილებია. 

მაგალითები. 

1) ვიპოვოთ 
ყ==Xბ-L 6X” 

ფუნქციის უდიდესი და უმცირესი მნიშვნელობები L-––ქე, 1) შუალედზე. 

ჩვენს შემთხვევაში 

' ყ'==3X-+-12) Vყ”=6X+-12. 

დაგჭუშვათ, ყ'=0 და ვიპოვოთ სტაციონარული წერტილები X,=-–4, 

X:=0. პირველი წერტილი ძევს ჩვენთვის საინტერესო შუალედის გა- 

რეთ, ამიტომ -მმას არ ვაქცევთ ყურადღებას. მეორე წერტილისათვის 

გვაქვს 
ყ”(0)-=12>0, 

ამიტომ ამ წერტილში გვაქვს მინიმუმი. 1) შენიშვნის თანახმად V/(0)= 
=0 არის ჩვენი ფუნქციის „უმცირესი მნიშვნელობა (-––-3, 11 შუალედზე. 

ფუნქციის უდიდესი მნიშვნელობის საპოვნელად გამოვთვალოთ 

: ყ(–3)=27, ყ(1)=7. 
აქედან ცხადია, რომ 

Vუ„=Vყ(--3) =27 
2) ვიპოვოთ 

ყ=X“60-1 

ფუნქციის უდიდესი მნიშვნელობა (--1, 3) შუალედხე. აქ 

ყ=(2X--X-)06ი, ყ”წ=(2--4X-+ X")6-% 

დავუშვათ, ყ”=0, მივიღებთ X,=0, X.=2. ორივე წერტილი მოცე- 
მული "მუალედის შიგნით მდებარეობს. რადგან 

V”(0)=2, V”(2)==--26“”, 

ამიტომ ფუნქცია მაქსიმუმს აღწევს X=2 წერტილში. გამოვთვალოთ 

შემდეგი სიდიდეები : 
ყC–1)=0, ყ(21=46“?, ყ(3)=90“9. 

„# რადგან მაქსიმუმის წერტილის. მარჯვნივ ფუნქცია კლებადია, ამიტომ გამოთე– 

ლების გარეშე ცხადია, რომ L= 3 წერტილში არ შეიძლება გექონდეს უდიდესი მნიშ- 

ენელობა; ამიტომ შეიძლებოდა არც კი მოგვეძებნა ყ(3) მნიშვნელობა. 

231



თუ გავითვალისწინებთ, რომ #6>2=2,72, მივიღებთ 

Mელ=-MC–-1):= 6. 

6. კონკრეტული ხასიათის ამოცანები 

ვუჩვენოთ ზემოთ მოცემული თეორიის გამოყენება კონკრეტული ამო- 
ცანების ამოსახსნელად. “ 

ამოცანა 1. არსებული ფიცრებისაგან შეიძლება ავაგოთ 200 მ სიგრ-: 

ძის ღობე. საჭიროა. შემოიღობოს მართკუთხედის ფორმის ეზო, ისე 'რომ 

ეზოს ფართობი იყოს მაქსიმალური. ეზოს ერთ მხარედ გამოყენებული 
უნდა იყოს უახლოესი შენობის კედელი. 

ამოხსნა. აღვნიშნოთ X-ით ღობის იმ ნაწილის სიგრძე, რომე- 

ლიც შენობის კედლის მართობულია (ნახ. 156). მაშინ კედლის პარალე– 

ლური გვერდის სიგრძე ტოლი იქნება 200--2X, ხოლო ეზოს ფართობი 

#=X(200–-2X) =200X-–2X". 

ადღღლლლლლღლლოლლ ეს არის #» არგუმენტის ფუნქცია. ამოცანის 

შინაარსიდან გამომდინარე ჯ იცვლება I0, 100) 

2 ჯ შუალედზე ". ამოცანა დაიყვანება ჩვენი ფუნ- 

ქციის უდიდესი მნიშვნელობის პოვნაზე მოცე– 

200 -–2>ჯ მულ შუალედში. თუ· გამოვიყენებთ ზემოთ 

ნახ, 156. გამოთქმულ დებულებებს, მივიღებთ 

#'=200--4, #7=-4. 

  

  
    

დავუშვათ, #”=0, მივიღებთ სტაციონარულ წერტილს X=-50. რადგან 

L”<0, გვაქვს მაქსიმუმი რადგანაც ეს არის ერთადერთი ექს- 
ტრემუმი (|0, 100) შუალედის შიგნით, ამიტომ სწორედ ეს არის 
#-ის უდიდესი მნიშვნელობა. 

„ამგვარად, ეზოს ზომებია 50მ X 100 მ, ფართობი ტოლია 500ე კვ.მ. 
თუ ავიღებთ. სხვა ზომებს, მაგალითად 45 მ X 110 მ ან 55 მ X 908, 
მივიღებთ ნაკლები ფართობის ეზოებს. 

შენიშვნა. თუ გამოვიყენებთ მე-5 ქვეპარაგრაფის 2) შენიშვ-. 
ნას, მაშინ ამოცანა შეიძლება უფრო სწრაფად ამოვხსნათ. მართლაც, 
ყოველგვარი გამოთვლების გარეშე ცხადია,ა რომ როცა X=0 და X= 
=100, მაშინ #-==0, ხოლო როცა 0=X<100, #>>0. ამგვარად, გამოსაკვ- 
ლევი # ფუნქცია აკმაყოფილებს მე-5 ქვეპარაგრაფის (') პირობებიდან 
პირველ ორს (ა და ბ). ამას გარდა, როგორც უკვე ვნახეთ, ჩვენთვის 
საინტერესო (0, 100) შუალედის შიგნით ამ ფუნქციას აღმოაჩნდა მხო- 
ლოდ ერთი სტაციონარული წერტილი X#=>250. მაშასადამე, X=50 წერ– 
ტილში ფუნქცია აღწევს უდიდეს მნიშვნელობას. | 

+ X=0 და X=100 გადაგვარების შემთხვევებია, გამოკვლევის სისრულისათვის 

ჩვენ მათ არ გამოვრიცხავთ. · 
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ამოცანა 2 მართკუთხედის ფორმის თუნუქის ფურცლის ზო- 
მებია 8 დმ X 5 დმ. საჭიროა ამ ფურცლის კუთხეებში ამოიჭრას კვად– 
რატები ისე, რომ დარჩენილი ნაწილიდან გაკეთდეს უდიდესი მოცულო– 
ბის კოლოფი (ნახ. 157). 

ამოხსნა. აღვნიშნოთ ამოსაჭრელი კვადრატის გეერღი X-ით. 
ამოცანის შინაარსიდან ცხადია, რომ 0<X<2,5. რადგან დარჩენილი 
მართკუთხედის გვერდები იქნება 8-2» და 5--2X, ამიტომ კოლოთის 

მოცულობა · , 

V-=XLC8 2X9(5-20=4X2- 26+--40X. 

  

      
  

  

ნახ. 157. ნახ. 158. 

· §5 
საქიროა ვიპოვოთ V-ს უდიდესი მნიშვნელობა წ > შუალედში. 

რადგან 

| V”==12X---52X-I-40, 

10 
ამიტომ V”>=0 განტოლების ამონახსნებია X=1 და Xა= მეორე 

ამონახსნი ძევს შუალედის გარეთ, ამიტომ ის „უნდა უკუვაგდოთ. ხოლო 

როცა X=0 და X = >, მაშინ V=0 და როცა 0<+<->, მაშინ V> 

>>, მე-5 ' ქვეპარაგრაფის 2) შენიშვნის საფუძველზე V აღწევს უღიდეს 
მნიშვნელობას, როცა X=1. 

ამოცანა 3, მრგვალი ძელისგან“ უნდა გამოი რას კოჭი, რომლის კვე– 
თა მართკუთხედია. ისე, რომ ნარჩენების რაოდენობა მინიმალური. 
იყოს. 
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ცხადია, რომ ეს პრაქტიკული ამოცანა სავსებით ტოლფასია სუფთა 
გეომეტრიული ამოცანისა. სახელდობრ: წრეში ჩავხახოთ უდიდესი ფარ- 

თობის მქონე მართკუთხედი (ნახ. 158). . 
ამოხსნა. აღვნიშნოთ მართკუთხედის ერთ-ერთი გვერდი X+X-ით, 

მეორე ყ-ით. მაშინ მისი ფართობი გამოითვლება ფორმულით 

#=VXV. 

ამგვარად, # გამოისახება, როგორც ორი ცვლადის ფუნქცია. მა- 
შინ, როდესაც ჩვენს მიერ შესწავლილი თეორია ეხება ერთი არგუ- 

მენტის ფუნქციას. ეს სიმნელე შეიძლება ადვილად გადავლახოთ, რად- 
გან აქ ყ შეიძლება გამოვსახოთ L-ის საშუალებით მართლაც, თუ 
ძ#-თი აღვნიშნავთ წრის დიამეტრს, მაშინ პითაგორას თეორემის თანახ- 

მად 

ყ=Vძ"--ჯ 

და ჩ აღმოჩნდება ერთი ჯ არგუმენტის ფუნქცია: 

#=X Vძ-- XI. 

ამოცანა დაყვანილია ამ ფუნქციის უდიდესი მნიშვნელობის პოვნაზე 

I0, ძ) შუალედში. 

ეს ამოცანა შეიძლება ამოიხსნას ჩვეულებრივი ხერხებით, მაგრამ 

გამოთვლების გამარტივების მიზნით ჩვენ გავყვებით სხვა გზას. სა- 

ხელდობრ # ფუნქციის ნაცვლად განვიჩილავთ 

2=#2 

ფუნქციას. ცხადია, რომ 2 აღწევს უღიდეს მნიშვნელობას, იმავე X წერ- 
ტილში, რომელშიც-–თვით # ფუნქცია. ამავე დროს 2 გამოისახება 

უ=ქძქბჯ--X 

ფორმულით, რომელიც არ შეიცავს არავითარ ირაციონალობას. 

რადგან 
2 =2ძ1X-4X), 

ამიტომ 2 =0, როცა 

Xლ---, X=0 ჯ=-9 1 V2 2 , 3 V2. 

X, წერტილი |0, ძ) შუალედის გარეთ ძევს, ამიტომ ის უნდა უკუვაგ- 
დოთ. X, წერტილი ძევს შუალედში, მაგრამ არ -არის შ ი გა წერტილი, 
ამიტომ ისიც უნდა უკუვაგდოთ (გავიხსენოთ, რომ (ი, ხ) შუალედზე 
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IC) ფუნქციის უდიდესი მნიშვნელობის საპოვნელად უნდა ავირჩიოთ 

უდიდესი შემდეგი ორი ჯგუფიდან 1) /(X,), სადაც X, Iთ, ხI შუალედში 

მდებარე მაქსიმუმის წერტილებია და 2) /(ი) და /(ხ). რადგან /(ი) და 
ჯ(ხ) თავიდანვე მეორე ჯგუფის წერტილებია, ამიტომ ისინი პირ- 

ველ ჯგუფს არ უნდა მივაკუთვნოთ მაშინაც კი, როცა X=0 ან X=ხ მაქ– 
სიმუმის წერტილია. სხვანაირად, ჩვენ გვაინტერესებს” მაქსიმუმ. ს 
მხოლოდ ის წერტილები, რომლებიც I0ი,ხ) შუალედის შ ი გა წერტი- 

ლებია). 

დაგვრჩა ი=უე- წერტილი. მე-5 ქვეპარაგრაფის 2) შენიშვნის თა- 
V 

ნახმად, დამატებითი გამოკვლევების გარეშე შეიძლება დავასკვნათ, 
რომ ამ წერტილში 2 და მაშასადამე, #-იც ღებულობს უდიდეს მნიშ- 

ვნელობას (ვინაიდან, ·როცა X=0, და X=ძ, გვექნება 25=0). 

რადგან ყV = Vძ9"--X2, ამიტომ, როცა »- > მაშინ წ= ეი. 

ყ=X. ამგვარად, ამოცანის ამოხსნასთან ერთად დავამტკიცეთ აგრეთვე 

' შემდეგი 
თეორემ. ერთსა და იმავე წრეში ჩახაზული 

ყველა მართკუთხედებიდან, უდიდესი ფარ- 
თობი აქვს კვადრატს. 
- წარმოების პირობებში მრგვალი მორისაგან კვადრატული კვეთის 

მქონე ძელის გამოსაჭქრელად, საჭიროა გულის ცენტრში გავავლოთ 
ორი ურთიერთმართობი დიამეტრი. თავის მხრივ ცენტრის მოსაძებ- 

ნად, საჭიროა მისი კონტურის ,ნებისმიერ წერტილში ავაგოთ კუ- 

თხედის საშუალებით მართი კუთხე. რადგან, ჩახახული მართი კუთ- 

ხე ეყრდნობა დიამეტრს, ამიტომ აგების მითითებული ხერხი გვაძლევს 
ერთ-ერთი დიამეტრის პოვნის საშუალებას. ამ აგების გამეორებით მოვ- 
ნახავთ მეორე დიამეტრსაცტ. ეს მოგვცემს ძელის ცენტრს. თუ ძელის ცენტ- 

რში გავავალებთ ერთ-ერთი დიამეტრისადმი მართობს აგება დამთავ- 
რებული იქნება. 

ამოცანა 4. სამშენებლო საქმეში კვადრატული კვეთის ძელები შე- 

დარებით იშვიათად გამოიყენება, რადგანაც მერქნის ნარჩენების შე–- 

სამცირებლად ხელმძღვანელობენ კონსტრუქციული ხასიათის მოსახრე- 
ბებით %. : 

' შევჩერდეთ ზოგიერთ მოსაზრებაზე. კოჭის მნიშვნელოვანი მექა– 
ნიკური მახასიათებლებია: მისი სიმტკიცე ღა სიხისტე. 

# თუ ძელს იყენებენ ვერტიკალურ საყრდენად, მაშინ კონსტრუქციული მოსაზრე- 

ბებით ხელსაყრელია კეეთს ჰქონდეს კვადრატის ფორმა. 
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კოჭის სიმტკიცე არის მისი თვისება –– გაუძლოს დატვირთვას, ხოლო 

სიხისტე––თვისება ნაკლებად მოიღუნოს დატვირთვისას. 

მასალათა გამძლეობაში მტკიცდება, რომ X ფუძისა და ყ სიმაღლის 
პორიზონტალური მართკუთხოვანი კოჭის დასაშვები უდიდესი ვერტი– 

კალური დატვირთვა 
თ=-XM/“ 

სიდიდის პროპორციულია; ხოლო იმავე კოჭის სიხისტე, რომელიც იხო– 

მება გაღუნვის სიდიდით" 

ზ=Xჯი" 
სიდიდის პროპორციულია. 

ვიპოვოთ უდიდესი სიმტკიცის მქონე მართკუთხოვანი კოჭის 

ზომები, რომელიც შეიძლება გამოიჭრას მრგვალი მორისაგან. 158-ე 

ნახაზზე · მოცემული აღნიშვნების მიხედვით ამოცანა დაიყვანება 

ისეთი ჯX და ყ სიდიდეების პოვნამდე, რომლისთვისაც : 

თ=ჯ/? 

სიდიდეს ექნება. უდიდესი მნიშვნელობა. 

რადგან ყ'==ძ?“--X”, ამიტომ 

თ=ძ"X--X). 

ამასთან, 

'0ლXლძ. 
გაწარმოებით ვპოულობთ, 

თ'=ძ"--3#7),. 

თ”-ის ორი ამონახსნიდან უნდა განვიხილოთ მხოლოდ დადებითი 

=2 
V3. 

რადგან, როცა X=0 და X=ძ, გვექნება თ=0, ხოლო X-ის სამუალე–- 
დო მნიშვნელობისათვის თ დადებითია, ამიტომ: თ-ს უდიდესი მნიშენე- 

ბა მ ბ _ თ +ს=-–=-. ლობა მიიღება, თუ 73 

ჯ-ის ამ მნიშვნელობისათვის ბვექნება. 

ყ= წ” ძქზ-. 9 =// 3 2, ძ. 

. რაც ნაკლებია გაღუნვა, მით მეტია სიხისტე. 

236



მაშასადამე უდიღესი სიმტკიცის კოჭისათვის 

V 

Xჯ 

შეფარდება V 2-ის ტოლია, რაც მიახლოებით უდრის 1,4-ს. 

პრაქტიკამი სარგებლობენ შემდეგი პარტივი ხერხით. 48 დი- 
ამეტრს # და- (2 წერტილებით ყოფენ სამ ტოლ ნაწილად (ნახ. 159). 
ამ წერტილებიდან აღმართავენ /XCL და 

იამ მართობებს. საძიებელი მართკუთ- 
ხედი "იქნება 4C8.. მართლაც, თუ , 
მართკეთხას სამკუთხედში მართი კუ- 
თხის 'წვეროდან ჰიპოტენუზაზე დაშ- , 
ვებულია მართობი, მაშინ თითოეული "ზ % 
კათეტი” საშუალო გვომეტრიული: პი- /» 
პოტენუზისა და მასხვამ კათეტის გეგ 4/ 

მილისა. ამიტომ 

  2 4 

«
ა
>
 

      

ძ:4C--46: 4, ნახ. 159, 
' 3 

საიდანც გამომდიჩარეობს, რომ 

ძ 
· 3. 

იმავე მორიდან უდიდესი სიხისტის კოჭის გამოსაჭპრელად განვიჩე- 
ლოთ 

#4C=   

ჩ=»X»ყმ=ყVძ"--ე" 
"სიდიდე. , 

ირაციონალობისაგან თავის დასაღწევად, დავუშეათ, რომ ჩ“=-2 და 
„ვიპოვოთ V-ის ის მნიშვნელობა, რომლისთვისაც 

ძი ეი  (Cდყდთ 
ღებულობს უდიდეს მნიშენელობას. 

აქ 
2 =60?ყ5--8ე7. 

ყ=0 ამონახსენი, რომელიც |(ხ, ძ)| შუალეღის ბოლოს ემთხვევა, 

უნდა უკუვაგდოთ, ისევე როგორც ყ=-V- ძ უარყოფითი ამონახ- 

სენი. გვრჩება 

.- V9, 
ყ=სხ-'.ძ 

წ 2 
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ამონახსენი. ზემოთ მოყვანილი მსჯელობის მსგავსად, აქაც ყ-ის ამ მნიშ- 
+ · ; 

ვნელობას შეესაბამება ჩ-ს უდიდესი მნიშვნელობით» შესაბამისად X=< · 

საძიებელი "მართკუთხედის აგება მოცემულია 160-ე ნახაზზე, სადაც 

4ჩ=80= – ძ. 

     
ნახ. 160. "ნახ. 161. 

ამოცანა ნ. მოცემულ კონუსში ჩავხა_ზოთ უდიდესი მოცულობის 
ცილინდრი. 

ამოხსნა. აღვნიმწოთ ცილინდრის ფუძის რადიუსი /-ით, ხოლო 
სიმაღლე V/I-ით. გვაქვს 

V = 7 "/L. 

აქ V ორი არგუმენტის ფუნქციაა. მაგრამ, როგორც 161-ე ნახაზი- 
დან ჩანს, მართებულია თანადობა 

ჩ L-–-” 

2 ” # ' – 

სადაც #M არის კონუსის ფუძის რადიუსი, ხოლო /I-სიმაღლე. აქედან 

  

V-X (დ. ე/, 
” : 

ე. ი. V ერთი ” არგუმენტის ფუნქციაა. ცხადია, რომ 0=7=ლ/ბ. 

რადგანაც 

V=5M რ ვუ, 
LL 
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ამეტომ გვაქვს ორი სტაციონარული წერტილი #=0 და # => – ჩ- პირ- 

ველი წერტილი უნდა უკუვაგდოთ, რადგან ის |0, /2) შუალედის მარ– 
ცხენა ბოლოს ემთხვევა ხოლო მეორე წერტილში V აღწევს უდიდეს 

მწიშვნელობას, | 

4 
=-- IM". 

V> 27 ##ჩ 

თუ გავიხსენებთ, რომ კონუსის მოცულობა ტოლია –- 2L/?"//,-და- 

ვინახავთ, რომ საძიებელი ცილინდრის მოცულობა შეადგენს კონუსის 

მოცულობის + ნაწილს, კნუ მიახლოებით 44%-ს. 

ამოცანა 0. მრგვალი მაგიდის ცენტრის თაე- 

ზე უნდა დაიკიდოს ნათურა. გამოვარკვიოთ, თუ 

რა სიმაღლეზე უნდა დაიკიდოს ნათურა, რომ მა- 

გიდის ნაპირები მაქსიმალურად იყოს განათე- 

ბულე. 

ამოხსნა. შემოვიღოთ ის აღნიშვნები რო– 
მელიც მოცემულ , 162ე ნახახზეა ფიზიკიდან 

ცნობილია, რომ 4 წერტილში განათებულობა /, 
გამოითვლება ფორმულით 

  

  

I-/ შემ, . ი ნახ. 169, 

სადაც # პროპორციულობის მუდმივი კოეფიციენტია. თუ შევნიშნავთ, 
რომ 

  

005 დ= “ 
: წ) ; 

მივიღებთ 

1= # 5II1 დ C05“ დ. = 

საჭიროა ვიპოვოთ ამ ფუნქციის უდიდესი მნიშვნელობა |, 3 | შეე– 

ალედზე. 
რადგან 

,= + (C05? დ-–– 2 5))“დ C05C), 
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ამიტომ (6, 5 | შუალედის შიგნით /”-ს აქეს მხოლოდ ერთი 

ამონახსენე, ეს არის და კუთხე, რომლისთვისაც 

? 2 
(ი 25C- 

ვინაიდა5, როცა დ=0 და თ-=>, მაშინ /=0, ხოლო როცა 0=<დ< 

<> კ მაშინ />>0. ცხადია. რომ დი-ს შეესაბამება ჯ-ს უღიდესი მნიშ–- 

ვნელობა. 

საძიუბელა სიმაღლე იქნება 

#7V2. 
220,77/. 2 ' #M=/ (ყდა=   

წყვეტილ ფუნქციათა გრაფიკები 

ამ თავში შევისწავლეთ უ წ ყ ვ ე ტ ფუნქციათა გამოკვლევა. მაგ- 
რამ პრაქტიკაში გვხვდება წყვეტილი ფუნქციებიც. 

უფრო ხშირად ასეთებია წილად-რაციონალური ფუნქციები, რომ- 
ლებიც განიცდიან · წყვეტას იმ წერტილებში, სადაც მნიშვნელი ნულის 

ტოლი ხდება. 

ასეთი ფუნქციების გამოკვლევა უნდა დავიწყოთ მნიშვნელის ნუ- 

ლების პოვნით როდესაც ვიპოვით მნიშვნელის ამონახსნებს, ანუ 

ფუნქციის წყეეტის წერტილებს, შემდეგ საჭიროა გადავიტანოთ ისინი 

აბსცისათა ღერძზე და გამოვარკვიოთ თუ როგორი ყოფაქცევისაა ფუნ- 

ქცია ამ წერტილების მახლობლობაში. შედეგები უნდა აისახოს გრაფიკ- 

ზე. ამის შემდეგ, ფუნქციის გამოკვლევა გრძელდება ისე, როგორც უწ- 
წყვეტი ფუნქციის შემთხვევაში, იმ განსხვავებით, რომ რიცხვითი ღერ- 

ძის ცალკეულ უბნებზე ფუნქციის. წარმოებულის ნიშაის გამოსარკვე- 

ვად, ღერძზე უნდა აღვნიშნოთ არა მარტო სტაციონარული წერტილები, 

არამედ წყვეტის წერტილებიც. 
მაგალითები: 1): გამოვიკვლიოთ ფუნქცია 

X–-2 
ყ-- 

და ავაგოთ მისი გრაფიკი. 
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ამოხსნა. ვპოულობთ წყვეტის წერტილებს. ამისათვის გავუტო- 
ლოთ მნიშვნელი ნულს: 

X--2=0 

აქედან გამომდინარეობს, რომ წყვეტის წერტილია X--2. გამოვიკვლი- 
ოთ ფუნქციის ყოფაქცევა X=2 წერტილის მარცხნივ და მარჯვნივ. «ო- 

ცა X--+>>2--09, მაშინ #->+-%, ხოლო, როცა X->2--0, მაშინ #-> –-იი. 

ეს შედეგები უნდა ავსახოთ ნახაზზე (ნახ--163)-V-=>2 წრთე არის ჩვენი. 
ფუნქციის გრაფიკის ასიმპტოტა. 

ვპოულობთ სტაციონარულ წერტილებს, რადგან 

ჯ? _ 4ჯ #7) V 

(X--2) 
ამიტომ, თუ დავუშვებთ, რომ ყM”=0, მივიღებთ თა- 7 I +“ 

ყ == 

  

ნამიმდევრულად 

  2X 4.0, )- 4#=0. 
(X-- 2)” 

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ სტაციონარული ნახ. 161. 

წერტილებია X,=0 და X.)=4. ამ წერტილების გა- 
მოკვლევის მიზნით, რიცხვით ღერძს ვყოფთ ნაწილებად X=0, X=2 
და X=4 წერტილებით, ანუ დაყოფის წერტილად ვიღებთ X=-2 წყვე- 
ტის წერტილსაც. ფუნქციის წარმოებულის ნიშნები მოცემულია 164-ე 
ნახაზზე. ასე, რომ გამოკვლევის შედეგები შეიძლება გამოვსახოთ შემ- 
დეგი ცხრილის საშუალებით: ' 

  

    

  

ჯ ყ დახასიათება 

_ + I – I –_ I+ 0 0 მაქსიმუმი 

( ' ! . 

ი ”2X 4 ჯ 
2 – წყეეტის წერტილი 

ნახ. 164. 

4 8 მინიმუბი       
შემდეგ ვპოულობთ 

III ყ=>+ CC და IიIყ=–--თC 
#ჯ2თ ჯა-თ 

ზღვრებს და ბოლოს აღვნიშნავთ, რომ ფუნქციის გრაფიკი ჰკვეთს სა- 
კოორდინატო ღერძებს მხოლოდ კოორდინატთა სათავეში. 

# სიმბოლო ჯX-+24-0 ნიშნავს, რომ X მიისწრაფვის, 2-საკენ ისე, რომ მეტი რჩება 
2-ზე. ახალოგიურია X->2-ტ სიმბოლო, 
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ზემოთ ნათქვამის საფუძველზე ვაგებთ გრაფიკს“ (ნახ. 165). 

2) გამოვიკვლიოთ ფუნქცია 

= 2. _ 
ი C- 1) 

“რდა ავაგოთ მისი გრაფიკი. 

ამოხსნა. გავუტოლოთ (X--1)? მნიშვნელი ნულს, მივიღებთ 

წყვეტის წერტილს V=1. როცა X+1+4 0 და X->+1--0, მაშინ ყ->00. ე! 

ფაქტი ავსახოთ ნახაზზე (ნახ. 166) და შემდეგ გავაგრძელოთ გამოკვლევა. 
· 
> 

  

    

ნახ. 165. 

ფუნქციის გაწარმოებით, მივიღებთ 

, X+1 

”“ Cთ-12 
სტაციონარული წერტილია X=–1. თუ ღერძზე აღვნიშნავთ X= --1. და 
X=+-1 წერტილებს, მივიღებთ ყ” წარმოებულის ნიშნებს, რომელიც ნაჩვე- 

ნებია 167-ე ნახაზზე "წ. ეს გვაძლევს საშუალებას შევადგინოთ შემ- 
დეგი ცხრილი 

  

  

  
  

! ჯ ყV დახასიათება 
– ' “+ I – 2 + ე 

_–-___ 

=> +/ # –1 I) | მინიმუმი 
4 

ნახ, 167. 
+41| – წყვეტა     

თუ მოცემულ ფუნქციას წყ(X--2)--X> =0 სახით ჩავწერთ, მიეიღებთ, რომ გრა- 

ფიკი არის მეორე რიგის წირი. | თავში მოცემული მეთოდებით ეს წირი შეიძლება 
აიგოს უფრო ზესტად (მაგალითად მოინახოს მეორე ასიმპტოტაც). ' 

ა. შეგვეძლო X=--1 წერტილში გამოკვლევა ჩაგვეტარებია მეორე რიგის წარმოე- 
ბულის საშუალებით, რადგან მის მახლობლობაში არა გეაქვს წყვეტის წერტილები. 
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ახლა საკმარისია შევნიმნოთ, რომ გრაფიკი ჰკვეთს საკოორდინატო 

ღერძებს მხოლოდ კოორდინატთა სათავეში, ამას გარდა, როცა #-+-- C%, 
და X----ი მაშინ ყ-+0. საბოლოოდ ვღებულობთ, რომ. გრაფიკს აქვს 
168-ე ნახახზე მოცემული სახე. 

შენიშვნა: ამ მაგალითხე ვხედავთ, რომ რიცხვითი ღე“ძის ცალ– 

კეულ უბნებად–დაყოფის დროს, აუ ცილებელია წყვეტის წერ- 
ტილის აღნიშვნა. 

მართლაც, ეს წერტილი რომ არ მიგვეღო მხედველობაში, შეიძლებო- 

და ასე გვემსჯელა. „იმისათვის, რომ გამოვარკვიოთ #”-ის ნიშანი V-=- 

=-) წერტილის მარცხნივ და მარჯვნივ, ვიპოვთ ყწV(--2) და ყ('-2). 

რადგან 

ყ(-2=- ყ'(+2)– –ვ. 

გამოდის, რომ X=-–-1 არის 

კლების შეჩერების წერტი- # 
ლი“. როგორც ვხედავთ, 

ასეთ მსჯელობას მივყავართ 

შეცდომამდე (სინამდვილეში 

=-! არის არა კლების 

შეჩერების წერტილი, არამედ | =. 

მინიმუმის წერტილი)). 

  

ნახ. 168. 

8. მახვილი ექსტრემუმი 

ახლა განვიხილოთ ისეთი ფუნქცია, რომელიც თავად უწყვეტია, მაგ– 
რამ მისი წარმოებული განიცდის წყვეტას. თუ ასეთ ფუნქციას აქვს 
ექსტრემუმი წარმოებულის წყვეტის წერტილში, მაშინ ასეთ ექსტრემუმს 

ეწოდება მახვილი ექსტრემუმი. 

პირიქით, ზემოთ შესწავლილ ექსტრემუმს, ანუ ექსტრემუმს იმ წერ- 
ტილებში, საღაც წარმოებული უწყვეტია, ეწოდებ გლუვი ექს- 
ტრემუმი. 

169-ე ნახაზზე ნაჩვენებია მახვილი ექსტრემუმი. 

თუ ამ მახვილ ექსტრემუმსაც გავითვალისწინებთ, მაშინ ფუნქციის 
გამოკვლევა შემდეგნაირად უნდა ჩავატაროთ: 

1. ვიპოვოთ V” 

2. ვიპოვოთ წერტილები, სადაც 9 =0 (მათ შორის შეიძლება 

იყოს გლუვი ექსტრემუმის წერტილები). ვიპოვოთ აგრეთვე ყ“-ის წყვე- 
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ტის წერტილები (მათ შორის შეიძლება იყოს მახვილი ექსტრემუმის 
ერტილები). 

3. ნაპოვნი წერტილები აღვნიშნოთ რიცხვით ღერძზე და გამოვარ– 
კვიოთ ფუნქციის წარმოებულის ნიშნები ღერძის უბნებზე. მ 

მაგალითი. ვთქვათ, რომ 

ყ=(X–-5)3 Xბ. 

ეს ფუნქცია უწყვეტია მისი წარ- 

/ს_ მოებულია 

' ც” ==3/28 _2%X–-5) 5(X-2) . 

I #=/(27 V –VX1+ ვ,X “ ვ3%X 
>C”"”სხ ხს" ––ს_– 

«ი # 

ნახ. 169. 

  

ნახ, 170. ნახ. 171. 

თუ ·„დავუშვებთ, რომ ყ'=0, მივიღებთ X)=2; ხოლო თუ დავუშეებთ, 

რომ ჰ, X=0, მივიღებთ X.)=0. X.=0. წერტილში V წარმოებული განი“ 

დის წყვეტას. ამიტომ გამოსაკვლევი წერტილებია X=0 და ჯ=2. |––ი0, 0(, 
0, და |2, + შუალედებში წარმოებულის ნიშნები მოცემულია, 
170-ე ნახაზზე. აქედან ჩანს რომ X=2 წერტილში ფუნქციას აქვს გლუ- 
ვი მინიმუმი, ხოლო X=0 წერტილში მახვილი მაქსიმუმი. ეს შედეგები 
გამოვსახოთ შემდეგი ცხრილით: 

  

  

  

X ყ ღახასიათება 

0 0 მახეილი მაქსიმუმი 

2 | _.394= –4,76 მინიმუმი   
, 

შევნიშნავთ აგრეთვე, რომ როცა X=0 და X=5, მაშინ ყ=0მ0. ბოლოს 

Iიო ყლ თ, (III /=-L 00. 
თ -+4+თ 

მგეარად, ჩვენი ფუნქციის გრაფიკს აქვს 171-ე ნახაზზე მოცემული 

ე 
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§ 4. დიფერენციალური ალრიცსვის ძირითადი 

თეორემები 

1. როლი" თეორემა 

ამ პარაგრაფში ჩვენ დავამტკიცებთ რიგ მნიშვნულოეან თეორემებსა 

დავიწყოთ თეორემით რომელიც ეკუთვნის ფრანგ მათემატიკლსC 
მ. როლს I/. I?0!I0, 1652–-–1719). 

თეორემა. ვთქვათ /CLX) (ი, ხ) შუალედზე განსაზღ- 

ვრული გლუვი” ფუნქციაა. თუ 
I(0)=9, /(ხ)=0 

მაშინ იდა ხ წერტილებს შორის უსათუოდ მო- 
იძებნება ერთი მაინც ისეთი C წერტილი 

(ი<–C< სხ), «ომ 
  

  
I/(0=9 

  

სხვნნაირად რომ,ვთქვათ, გლუვი ფუნქციის ყოველორ 
ამონახსენს შორის აუცილებლად მოიძებნება 
მისი წარმოებულის ამონახსენი. 

დამტკიცება. ვთქვათ, რომ /? და /#M ფუნქციის უმცირესი 
და უდიდესი მნიშვნელობებია Iთ, 0) შუალედზე. შეიძლება აღმოჩნდეს, 

რომ #MI=V/V. ეს ნიშნავს, რომ /(X)C=00ი5L და /”(X)=>0, ანუ საძიებელი 0 

წერტილი იქნება 0 და ხ წერტილებს შორის მდებარე ყოველი წერტილი. 
ვთქვათ, /I:5-VI. მაშინ ”! და #/ რიცხვებიდან ერთი მაინც განსხვა–- 

ვებულია ნულისაგან. გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ #»I5-0 
და დავუშვათ, რომ ჯ? არის X არგუმენტის ის მნიშვნელობა, რომლის– 

თვისაც /(») ღებულობს ი! მნიშვნელობას 

I(X )=VI. 

ცხადია, რომ X9 არ შეიძლება დაემთხ- - 
ვეს არც ი-ს და არც ხ-ს, რადგან /(0)= »" ლა – 
=/(ხე)=0. ხოლო /(X?) = #I 5-0, ამი- აი. 7 ნ ჯ 
ტომ X” (ნახ. 172) ძ და.ხ ' წერტილებს 

შორის ძეეს დს. 122 

ი<ჯ ?მლხ. 

· შეგახსენებთ, რომ ფუნქციას ეწოდება გლუჟი, თუ ის უწყვეტია ღა აქვს უწ- 
ყეეტი წარმოებული. 
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ამგვარად, გლუვი /(X) ფუნქცია ღებულობს უმცირეს მნიშვნელო- 
ბას (ი, ხნ) მუალედის შიგა წერტილში, ე. ი. X” წერტილში ფუნქციას 
აქვს გლუვი მინიმუმი, ამიტომ ფერმას პრინციპის თანახმად /”(X")=-0. 

ამიტომ X" არის საძიებელი <= წერტილი. 

თეორემა ღ.·2ტკიცე ბულია. 

სასრულ ნაზრდთა ფორ მულა 

ლაგრანჟის თეორემა. თუ Iი, ს) შუალედზე მოცემე- 

ლია გლუვი /(0) ფუნქცია, მაშინ ძდა ხ წერტი- 
ლებს შორის მოიძებნება ერთი მაინც ისეთი 

C წერტილი (ი<6<-ხ), რომ მართებელია ფორ- 

მულა 

' ხ-ი « 

  

რომელსაც ეწოდება სასრულ ნაზრდთა ფორ 

მულა, ანუ ლაგრანჟის" ფორმულა. 

დამტკიცება. შევაღგინოთ /(X) ფუნქციიდან დ(:) ფუნქცია 
შემდეგნაირად: · 

დ(X=II/0ე)-–/(0))(0––ი)––I/(0)--/(თIიX-–თ. 

ცხადია, რომ დ(ი) ფუნქცია უწყვეტია და აქვს უწყვეტი წარმოე- 
ბული 

დ”(X)=/ (X)(ხ––თ)––I/(ხ)-–/(0)!. 

ამიტომ დ(»წ) გლუვი ფუნქციაა. ამას გარდა, დ(X) -ის განსაზღვრიდან 
ჩანს, რომ 

დ(ი)=0, დ(ხ)=0. 

ამგვარად, დ(»ა) აკმაყოფილებს როლის თეორემის ყველა პირობას, 

ამიტომ ძ და ხ წერტილებს შორის მოიძებნება ისეთი C წერტილი, რომ 
დ”(0ოღ=0, ან რაც იგივეა 

I (0 (0-–-ი)––I/(0)––/(თ))–0, 

#ჯ0)-ICV. 
ხ–ძ 

ე. ი. C არის საძიებელი წერტილი. თეორემა დამტკიცებულია. 

მაშინ 

”რ= 

" I). L. Lილთ/ძ!ყ6 (1736-1613) –-– ფრანგი მათემატიკოსი. 
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შენიშვნა 173-ე ნახაზიდან ჩანს, რომ (ი 7Cი წილადი 
–ი 

არის 48 ქორდის კუთხური კოეფიციენტი. მეორე მხრივ. /”(0 არის 

C(თ /(0) წერტილში გამავალი მხების კუთხური კოეფიციენტი. აქედან 

გამომდინარეობს 

ლაგრანჟის ფორმულის გეომეტრიული რ“ 

მნიშვნელობა 

გლუვი წირის ყოველ 
რკალზე მოიძებნება წერ- # #/ტ) 

ტილი, რომელზეც გავლე- წი 
ბული მხები ამ რკალის მ ო– 2 2 წ 

მჭიმავი ქორდის პარალე- « 
ლურია. ნახ. 173. 

1. სასრულ ნაზრდთა განზოგადებული ფორმულა 

ლაგრანჟის, თეორემა გვაძლევს შემდეგი განზოგადების სამუალე= 
ბას. 

კოშის” თეორემა. თუ Iი, სს) შუალედზე მოცემულია 

ორი გლუვი /52 დაწლნე) ფუნქცია, მაშინ ი დახ 
წერტილებს შორის მოიძებნება ერთი მაინც 

ისეთი CC წერტილი, რომ ადგილი აქვს ფორ- 

მულას 

#1()–/(9 _I(C0 
წხ) წი) «'(თ     

რომელსაც ეწოდება სასრულ სნაზრდთა გან- 
ზოგადებული ფორმულა, ანუ კოშის ფორმე- 
ლა. 

დამტკიცება. შემოვიღოთ დამხმარე ფუნქცია 

VICXV) =I/(C50-–/(0)1IC(6)-– თ(0)1––II(0)-–/(0))–(0-– თ(თ). 

ეს ფუნქცია, ისე როგორც მისი წარმოებული 

VII VCე =/”(0I§(ხ)-– ”(ი)|––I/(0)––/(9)!C” (X); 

უწყვეტია. ამას გარდა V”02)=0 და VI(ს)=0. მაშასადამე, MC») -სათვის 
შესრულებულია როლის თეორემის პირობები, ამიტომ ძ და ხ წერტილებს 

    

" 4. Cი/!!იIIV (1789- -1857) –– ცნობილი ფრანგი მათემატიკოსი, 
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შორის მოიძებნება ერთი მაინც ისეთი 2 წერტილი, რომ VMIVI(0=0 ან 
რაც, იგივეა 

I (თე (ხ)–– თ(0ი))--I/(0)––/(0))C” (0 =0, 

აქედან ' 
I'(C0I(ხ)––8(0)1=II(6)-–/(ოIV”(თ 

MC) _ I(ს)–/(თ) 
წრ «(ხ)--ყ(ი)” 

რაც ამტკიცებს თეორემას. 

· 
და 

შენიშვნა. თუ სასრულ ნაზრდთა განზოგადებულ ფორმულას 
დავწერთ იმ კერძო შემთხვევისათვის, როდესაც წC(X)=X, მაშინ ის მი- 
იღებს შემდეგ სახეს 

M(ხ)“–-/(თ) _ (0 
ხ-–-ი 1 

ე. ი. გადაიქცევა სასრულ ნაზრდთა ჩვეულებრივ ფორმულად. 

4. ფუნქციის მუდმივობის ნიშანი 

ვიცით, რომ თუ ფუნქცია მუდმივია, მისი წარმოებული ნულის 

ტოლია. მართებულია შებრუნებული 

თეორემა ვთქვათ, Iთ, ხ) შუალედზე მოცემულია 

(იე ფუნქცია, რომელსაც აქვს /() წარმოებე- 
ლი თუ (ი, ხხ) შუალედის ნე-ბისმიერ + წერტილ- 

ში /() ნულის ტოლია, მაშინ 

I(X) =ლ0ო5L 
  

დამტკიცება. ავირჩიოთ და დავაფიქსიროთ IL, 6) 'მშუალედის 

რაიმე X წერტილი. (თ, X|) შუალედისათვის გამოვიყენოთ ლაგრანჟის 
თეორემა. ამ თეორემის თანახმად თ და X წერტილებს შორის მოიძებნება 
ისეთი C წერტილი, რომ 

(9) –-I(თ 
_–_ 

I(0C= 

" ეს გარდაქმნა დასაშვებია მხოლოდ მაშინ, როდესაც #CC)5-0 და «(ხ)-–/(0)560. 

ამიტომ მეტი სიმკაცრისათვს თეორემის ფორმულირება ისე უნდა უოფილიყო 

მოცემული, როომ გარანტირებული იყოს ამ უტოლობათა შესრულება, 
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მაგრამ C Iი, ხ) შუალედის შიგა წერტილია. მაშასადამე, //(0=0. ამიტომ' 

#(ლ0ი-I() _ 
X–-ი 

ანუ /0--/(0)=0 და /(X)-=/(ი), ხოლო რადგანაც X ნებისმიერი 

წერტილია, თეორემა დამტკიცებულია. 
მაგალითი. ვთქვათ, ––1<X<1 და დ(X)==გLC 51!) X-I გწCლლ0+X. 

"მაშინ 

0, 

ლ0=----+--=--=0, 
წ VI -X V1-ჯ 

ამიტომ L(X) =ლ0ი5L. მ–გრამ დ(0)=მ1ლ3)ი 0+ეLCC050=0-I- > = > · 

მაშასადამე, საზოგადოდ, ყოველე X-ისათვის | -–-1, -L1I შუალედიდან 

ფი = 29% ე. ი. დ 2 ე. ი 

· ე; 
მI05111 X-1- 17CC05 X= 23. 

§, განუსაზღვრელობათა გახსნა 

აქ გავარჩევთ განუსაზღვრელობათა გახსნის ხერხს წარმოებულების 
საშუალებით. ამ ხერხს უწოდებენ „ლოპიტალის წესს“ (მე-17 საუკუ-- 

ნის ფოანგი მათემატიკოსის” გვარის მიხედვით). 

თეორემა. ვთქვათ, /«ი და ყ(ე ორი გლუვი ფეუენკქ- 

ციაა, რომლებიც. ნულის ტოლი ხდებიან ერთ- 

სა და იმავე ჯ=0”? წერტილში, 

MC) =0, თ(ი) =0. 

თუ არსებობს წარმოებულების შეფარდების 
სასრული ან უსასრულო) ზღვარი 

-I. ICთ. =/#, 

Xჯ>ი დ (X) 

" 6. /'. ძი I /105ი!10! (1561-––1704). 
4" · 0 თა წილადი, როცა L->ი წარმოადგენს > სახის განუსაზღერელო–- 

წ(X 
#> მაშინ   

ბახ. 
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მაშინ ამავე ზღვარისაკენ მიისწრაფვის თვით 

ფუნქციათა შეფარდებაიც, ე.ი. 

  Iი  ,/ 
9(X) ჯ-–-> 

  
დამტკიცება. რადგან /(ძი)-:#(0=0, ამიტომ =. წილადი 

შეიძლება ასე ჩაიწეროს 

I) MI0-I(C).. 
ყი) #0)–-ჯ#(თ) 

სასრულ ნაზრდთა განხოგადებული ფორმულის თანახმად, ძ და ჯ 
წერტილებს შორის აუცილებლად მოიძებნება ისეთი 2 წერტილი, რომ 

Mძიე– წ (0) _ IC. 
წო-წი) #”). 

Iთი _ / (2). თ) 
ყი დ). 
ამასთან, 2 მოთავსებულია ძ და X წე- 

–-–-- >. რტილებს შორის (ნახ. 174). 

« 2 1 ვთქვათ, რომ X მიისწრაფვის ძთ-საკენ, 
მაშინ 2 აგრეთვე მიისწრაფვის თ-სკენ და 

მაშასადამე, 

  

ნახ. 174. რადგან თეორემის თანახმად 

(216) ესა 4, თC(2) >: 

(1) ტოლობის ძალით გვექნება 

IC 
    

ჯაც “ი! 
წ% 

რაც ამტკიცებს თეორემას. 

  

  

მაგალითები. 

ე--7XI-10 ·„ 2X-–7 3 
1) II > “X4 =M0““- =--., 

ჯ->2 ჯ' 4 >? 2X 4 

1 

X-I-7 2VX+7 1 
2) MI VX--7-3 _ ე) VX+ =-. 

ჯ->2 -2- X-32 1 6 
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· 5III X –- §Iი“ 2§5I0 C05X ვა 01 5IIIთ 5II1.CC05+X 
  

  

=I/ ––_.– .––<.–_ =20§8I)V0050V. 
დას IIIX--I90 X-59 1 

Xჯ 

. X–5იX .· 1--ლ05X .. 5IIX „· ლ05ი I 
4) (წი) ა“ =Iთ =:11ი1 =IთVი =--. 

«–50 ჯ ჯი „3ჯ «80 6ჯ ჯაი 6 6 

შენიშვნა. შეიძლება დავამტკიცოთ, რომ ამავე ხერხით შე- 

იძლება 59 სახის განუსაზლვრელობის გახსნა. 
ი 

მაგალითები. 

  

  

უე 60... > ._ C , C 
1) II) – II –- = III – = III –---+იი. 
ჯამი ჯმ Lია+თ პჯ” ჯ656+თ 6X·. 1I++თ 

2) ვთქვათ, 0>>1, მაშინ 

.” . 0“I10 
III) –– = IIII -= 4-% 

-.-X--+თ XX XჯXჯ->+თ 

ავიღოთ ნებისმიერი ხ>>0. რადგან 

1 +X ხ 

იჯ C ც ) 

2 | » | 
ხოლო უკვე დამტკიცებულის გამო 

!აჯX 

ხ 
MიI C2) _._ 

XL->+9თ ჩ« 

ამიტომ 

II «” –-თ 
X-+თ XV   

სხვანაირად რომ ეთქვათ, მაჩვენებლიანიფენქცია ი ზ- 
რდება უფრო სწრაფად, ვიდრე ხარისხოვანი 
ფუნქცია. 

6. #ტყ-=ძ/ ტოლობის სიზუ სტის შეფასება 

ვთქვათ, Iთ, ხ) შუალედზე მოცემულია /(ჯ) ფუნქცია, რომელსაც 
აქვს I (ი და / '”(X) უწყვეტი წარმოებულები. ვთქვათ. Xს და Xი+- ბX 
არი შუალედის ორი წერტილია. ლაგრანჟის ფორმულის თანახმად 

გვაქვს 
#/(Xი) =/(Xი-I- #X)––/(CXი) =/ (0) ტX, 

სადაც X ძევს Xი და X-+#X წერტილებს შორის. 
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მეორე მხრივ 

' ძI(Xაი):=/ (Xი)/სX. 
აქედან 

#/CXი)––ძ/(Xი) => II (0)––/ (Xი)10X. 

ლაგრანჟი ფორმულის მეორედ გამოყენება გვაძლევს 

I (0--IXი)=/ (9) (X-XI), 

სადაც Xჯ? ძევს Xი და X შორის, მაშასადამე, 

#/(Xი)––ძ/(Xი) =/ ”(X9?) (X-–-Xი)/#X. 

აღვნიშნოთ /-ით |/”'(X)-ის უდიდესი მნიშენელობა. რადგან |XV-- 
–-Xა)<|4XI, ამიტომ თუ სიმარტივისათვის #ა შევცვლით X-ით, მივი- 
ღებთ შეფასებას 

1 ტ/00-–ძ/00) ლ/MM(4X1?, 

რის შესახებაც გვქონდა ლაპარაკი ჯერ კიდევ §4 მე-5 ქვეპარაგრაფში. 

§ 7. ტეილორის ფორმულა 

1. საკითხის დაყენება 

გავიხსენოთ ფუნქციის განსაზღვრა რომელიც მოცემული იყო 

11 თავში: „ყ (ქვლადი არის X ცვლადის ფუნქცია, თუ X-ის ყოველ მნიშმ- 
ვნელობას შეესაბამება ყ-ის გარკვეული მნიშვნელობა“. 

ამ განსახლვრაში არ არის ლაპარაკი იმაზე, თ უ როგორ უნ- 

და მოვნახოთ V-ის მნიშვნელობები, რომლებიც X-ის მოცემულ 

მნიშვნელობებს შეესაბამება. იმ შემთხვევებმიი როცა მოცემულია 
გამოსათვლელი ფორმულა, მაგალითად 

ყ=X” 
ან 

_ #-4MV-+-3ჯX-–-7 

. 
საკითხი ნათელია, მაშინ როდესაც უფრო რთულ შემთხვევებში საქ- 
მე ასე არ არის. მაგალითად ტოლობა 

ყ 

V=5)1ი X 

იმისათვის, ვინც იცნობს ტრიგონომეტრიის მხოლოდ „სასკოლო კურსს, 

არ წარმოადგენს გამოსათვლელ ფორმულას. იგივე ითქმის 

ყ=81C LC X, ყ=1Iი ჯ 
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ტოლობების შესახებ და· ა. შ. ნათქვამიდან გამომდინარეობს, რომ სა- 
ჭიროა შეიქმნას ანალიზური საშუალებები, რომლებიც მოგეცემს სა– 
შუალებას გამოვთვალოთ არგუმენტის მოცემული მნიშვნელობის მი- 
ხედვით ფუნქციის სათანადო მნიშვნელობა, ტეილორის თორ- 
ზულა, რომელიც გადმოცემული თოქნება ამ პარაგრაფში, წარმოად- 
გენს დასმული ამოცანის ერთ-ერთ ამოხსნას. 

ტეილორის ფორმულა მრავალწევრისათვის 

ლემა. ეთქვათ, რომ /(2=-Cე-- 0X4+--თX"-I- ...--0ეჯXმ არის 
რაიმე მრავალწევრი. როგორი ძი რიცხვიც არ 
უნდა ავიღოთ, ეს მრავალწევრი შეიძლება ჩ»– 
იწეროს შემდეგი სახით 

I 00 --/ე4- ტე(XC-თ+ 4აX-+X)"-L...+- 4,0--0) 7, 

სადაც «4ი, 4ს 4-,.., 4ტი--–რაღაც მუდმივი რიცL;- 
ვებია. 

დამტკიცება. /0:) მრავალწევრი არის # ხარისხების მუდ-' 

მივ C» რიცხვებზე ნამრავლთა ჯამი. ამიტომ, საკმარისია დავრწმუნდეთ, 
რომ შესაძლებელია „ცალკეული X" ხარისხების წარმოდგენა ჯამის სა– 
ხით: 

X M=/4ე+4,0--თ + #ა(X--0)?-C .. ·-+“- #4.M(X-–-ი) ჩ, 

«უკანასკნელი, სავსებით („ხადია, რადგან X შეიძლება ჩაიწეროს ჯამის 

სახით შემდეგნაირად 

X=ძ-L CXL-–-თ). 

და გამოვიყენოთ ნიუტონის ბინომის ფორმულა. 

„–_- 
(ი+ 9) "=0იML#0"-10 + ი-ს ე" ი -ი...4+- ძა, 

ეიგულისხმოთ, რომ ი=0 და ძ=X--ძ. 

ამგვარად, ლემა დამტკიცებულია. 

ამოცაა. მოცემულია /() მრავალწევრი და თ 
რიცხვი. ვიპოვოთ /#ი, #, 4ა.., რ/ა რიცხვები. 

ამოხსნა. ვთქვათ, 

I00=/4ი-+#4),(X-თ)+ #.(X--თ)"+.--+L #ე(X--ძ) 5. (1) 

1) თუ დავუშვებთ, რომ X=თ, მივიღებთ /(0)=/4ი. ამგვარად, 

#4ი=I(თ). 
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2) გავწარმოოთ (1) ტოლობა 

I(00ე=4, · 1-C 4.-2(X––ი)+- .. + 4აM(X--ძ) "-I, (2) 

თუ აქ დავუშეებთ, რომ X=ძ, მივიღებთ I'(0ი)ლ=/ვ 71 და 

_Iთ 
  

_. 
3) გავაწარმოოთ (2) ტოლობა 

I (X-=#/4ა:2-1-I-,4ვ-.3:2(X--0)+ ...+-4,ცICVI--1) (X––ი) ”-?. 

და დავუშვათ, რომ X=ძ. მაშინ / (ი)=/4ა.1-2 და 

_/(). 
#-»ა= 2! 

თუ ამ მსჯელობას გავაგრძელებთ, მივიღებთ: 

.-/ირ. 
<1) 

და საზოგადოდ 

_ 05 (დ). 
”! 

ამგვარად, ყოველი /(X) "მრავალწევრისა და ნებისმიერი ი რიცხვი- 

სათვის მართებულია ტოლობა 

  

IVი=Iთფ +” უც- ი1-9C- –ი)ზ+.. +0-4 დ-ი"! დფ) 
  

რომელსაც ეწოდებ ტეილორის ფორმულა. 

მაგალითი. ვთქვათ, /(X)ლ–X+--3X2+-4L-–- ვ. დავშალოთ /() 
(X--2-ის ხარისხების მიხედვით. 

ამოხსნა: 

/0ე = X9--3#-+4X-–-8, I(2)=>--4. 

/0ელ=3X--6X--4, | (2) =4, 
I (X=–6X-–-6, I'”(2)=6, 

I '0ე=6, /”” (2) =6. 

ამიტომ 

კმ--ვ3X-4X--8=--4-I--4(X---2)-L 3(X--2)1?-L (X--2)'. 

“ ც. 7იყ!ი” (1685-1731) –– ინგლისელი მათემატიკოსი, 
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3. ტეილორის ფორმულა ნებისმიერი ფუნქციისათვის 

ვთქვათ, /(X) რაიმე ფუნქციაა, რომელიც უწყვეტია და აქვს ყველა 
რიგის უწყვეტი წარმოებულები. ავირჩიოთ რაიმე ი და /!, რიცხვები და 
შევადგინოთ მრავალწევრი 

–ი)". 
, “”) თი ი-ი.. ალს 

რომელსაც ვუწოდოთ /(ე ფუნქცის ტეილორის მრავალ- 

წევრი. რადგანაც არ ვგულისხმობთ, რომ /(ა) მრავალწევრია?, 

ამიტომ არ შეიძლება ვამტკიცოთ, რომ /(X)=7(X). მაგრამ, ძალიან 

ხშირად, /(X) და 7(M) შორის სხვაობა საკმაოდ მცირ ეა. მა- 

შინ 7M(X) არის /(ე-ის კარგი მიახლოებითი გამოსახულება. ჩვეულებრივ 

(00 =7(9 

მიახლოებითი ტოლობის სიზუსტე მით უფრო მაღალია, რაც მეტია /! 
რიცხვი. რადგან 7(»წ) არის ჩვეულებრივი ალგებრული მრავალწევ–- 

რი, რომლის გამოთვლა არ არის ძნელი, ამიტომ, /(X) =27(%) ფორმულა 

გვაძლევს /00-ის გამოთვლის საშუალებას. 

იმისათვის, რომ შესაძლებელი გახდეს /(ი0 >27(ი) ტოლობის ცდო- 

მილების შეფასება, საჭიროა 

/(ი--7Xი 

სხვაობას მივცეთ მოხერხებული სახე. 

ზოგადად გამოთვლები საკმაოდ რთულია. საქმის გასამარტივებლად, 

განვიხილოთ "შემთხვევა, როცა /#=2, ანუ როცა ტეილორის მრავალ- 

წევრს აქვს სახე 

700 =/C) + / (9) C-–თ) დ “თ (X-––ი)?. 

ჩვენთვის საინტერესო საკითხი გოახხნება ხელოვნური ხერხით?” 

დავაფიქსიროთ Xჯ და შემოვიღოთ 7 არგუმენტის დ(/) ფუნქცია, რო- 

მელიც მიიღება· 7 (X)-იდან, თუ 0 მუდმივს შევცვლით ( ცვლადით: 

დ(0) = /()+/(0 (C–ი +272 (0 ცი. 

მროავალწევრის (ზოგჯერ ალგებრული მრავალწევრის) ქუეეშ როგორც 

ზემოთ, ვგულისხმობთ #+-8X-+...-- MX" სახის ფუნქციას. 

#4“ არსებობს კიდეე სხვა ხერხიც. რომელიც მოცემული იქნება X1I11 თაეში (§ 1,)). 
ის უფრო მარტივია, მაგრამ მოითხოვს ინტეგრალური აღრიცხვის ცოდნას. 
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გავაწარმოოთ ეს ფუნქცია / (ყვლადით (გავიხსენ”--, რომ ჯ ფიქსი- 

რებულია). მივიღებთ 

დ (0=/ (0)+/ (60 C-ი–/ თ..L ი -0 6 ებ რთ C--ჩ. 

გამარტივების შემდეგ ვღებულობთ 
ა ) 

  

დ”(0)= (X–-ჩ?. 

შემდეგ შემოვიღოთ 

ს-ე #0= “ (/1= 21 

ფუნქცია. 

„ცხადია, 
=9 

ს ე= – 6-0“, 

  

2 

Iთ, X) შუალედზე დ(/) და V(/) ფუნქციების მიმართ გამოვიყენოთ 
სასრულ მნაზრდთა განხოგადებული ფორმულა 

დ(X)–– დ(ი) _ დ”(X) 
სი –ს“ VCა” 

სადაც X ძევს თ ღა X წერტილებს შორის. დ(/)-ს განსაზღვრიდან გამო– 

მდინარე, გვაქეს: 

დ(0%9 =/CX), დ(ი)=7 0). 

აგრეთვე 
(+-–ძ)? 
ვ...” 

თუ გავითვალისწინებთ დ”() და V” (/) გამოსახულებებს, უკანასკნელ 
ტოლობას შეიძლება მივცეთ შემდეგი სახე 

  #C0)=0, %(თ= 

  

(ი –1თ _ 2 
სა–-თ  (C-X”" 

03 2 
ან 

(ი -7თ 777/>- 

“== “6! რ). 

ვI 
256



აქედან, თუ ვისარგებლებთ 70 გამოსახულებით, ვღებულობთ ფორ- 

მულას 

/ი=/ფ+. 0 C- ი +”რი ი. 950 გ) რ 

  

  
  

სიმარტივისათვის ვგულისხმობდით, რომ #=2. ზოგად ”ემთხეე- 

ვაში ანალოგიური მსჯელობით მიიღება: შემდეგი ფორმულა 

I" = 
  

წო+ს (69) 

(M-+1)! 

თ 
ICX) თ +. (X-0)+...+"- -  (X– ი)5-I-“ –-–“” (C-–– თ)5'II(5) 

    

  

სადაც X ძეეს თ და X-. შორის. ამ ფორმულას ეწოდება ტეილორის 
ფორმულა ლაგრანჟის სახის ნაშთით. „ნამთი“ 

ეწოდება (5) ფორმულის მარჯვენა ნაწილში უკანასკნელ წევრს, ანუ 
  

ჯღო+1) (69) 

(C-+- 1)! 
  M.(CX)= (L--ძ)”.! (6) 

  

    

გამოსახულებას. მისი ი ზუსტი მნიშვნელობა არ არის ცნობილი, რადგა– 

ნაც უცნობია X წერტილი. ამასთან, მრავალ შემთხვევაში შესაძლებელია 
MI, 00-ის შეფასება. თუ აღმოჩნდება, რომ ნაშთი საკმაოდ მცირეა, მა- 

შინ შესაძლებელია მისი უგულებელყოფა და მიიღება მიახლოებითი 
ფორმულა თ 

/ი=I0) + -. (L--0) -ნ..+ 

მაგალითები. 

1. გამოვიყენოთ ტეილორის ფორმულა 

1(00ე)=51ი X 

ფუნქციისათვის იმ პირობით,“ რომ ძ=0, და #=8. 

(0 
ტეილორის ფორმულის კერძო სახეს, როცა ძ=-0. ანუ (ი=/0+X12> + 

ჯროX(0) (0+წXჯ ” · 
დააწია + XC II ჯშ. ფორმულას ეწოდება მაკლორენის ფორმულა, ეს უსა– 

„M /L. 
ფუძელოა რადგან ტეილორმა გამოაქვეყნა თავისი ფორმულა (ნაშთის გარეშე) 1715 წ. წო–- 

ლო მაკლორენის (C. #M0თ>CIVIIIIთ) შრომა გამოქვეყნდა 1748 წ. სახელწოდება „ტეილო- 

რის ფორმულა/ ისტორიულად გაუმართლებელია, რადგან იგი გამოაქვეყნა შჟეიცა- 
რიელმა მეცნიერმა ი. ბერნულიმ ჯერ კიდევ 1694 წ. · 
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ჩვენ შემთხვევაში: 

/() =511) X, I(0.=90, 

I0ე =005 X, /(C0=1, 
I (X)=––-51ი X, I '(01=0, 

1 '(X)=--005 X, I (00=-––-1, 

IIV0ე=51ი.X, IIV(0) =0. 

თუ აღვნიშნავთ X-ით 0 და X შორის მოთავსებულ წერტილს, მივიღებთ 

ეე ჯ IX” C005X ე ვ იX=2- + -7+ ფ +" 

თუ უგულებელვყოფთ ნაშთს, ი მავიღებთ შემდეგ მიახლოებით ტოლობას 

ჯჰ 5 7 

§(0X=X-–- = + =>: – 3; (7) 

ამ ტოლობის (დომილებაა ლი X, მისი აბსოლუტური მნიშვნე- 
(L2M 
9 
  ლობა არ აღემატება რიცხვს. მაგალითად, "თუ გამოვთვლით „უკა- 

ნასკნელი ფორმულით 3)ი 4 მაშინ ვუშვებთ შეცდომას, რომელიც 

არ აღემატება 

  

-ზ. 

29. ვები 

როცა ვითვლით გრადუსებით გამოსახულ რაიმე კუთხის სინუსს, 

წინასწარ ეს კუთხე უნდა გამოქსახოთ რადიანებით”და (7)” ფორმულაში 
X-ის მაგივრად ჩავსვათ მისი რადიანული ზომა. გაგახსენებთ, რომ თუ 

X კუთხე შეიცავს # გრადუსს, მისი რადიანული ზომა” იქნება: 

შე. 3,14159 
X–=–-=-–---  ,/=0,00174 #. 

180 180 

2) გამოვიყენოთ ტეილორის ფორმულა 

I(ი=C 
ფუნქციისათვის იმ პირობით, რომ 0=0 და M=7. 

რადგან ყოველი #-სათვის /(MIX)=-62%, ამიტომ 

/(5ს) (01:=1 
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და ვღებულობთ: 

____ჟ_ . 
6%= 1 == --. –- _.._ - -L > „LL. ჯმ 

++ “2 13! ' 2. 5! ' 6! > L 8!“ 

კერძოდ, როცა X=-1 და უგულებელეყოფთ ნაშთს, მივიღებთ 

1 

2! 

> – 

ამ ტოლობის ცდომილებაა ფ. მაგრამ 0ლ–ილ2ლ3. ამიტომ (8) ტო- 

1 1 1 1 1.1 
21+- - – 

9 ++ 131215951 
იფ (8) 

3 ვ 
ბის ომილება დადებითია ნ. ბია -- -–=---- < 0,00008. ლო ცდოძილეია დადე და საკლებია 8! 40320 

თუ (8) ტოლობაში ყველა წილადს ჩავწერთ ათწილადის სახით და შევი- 
ნარჩუნებთ მძიმის შემდეგ 6 ნიშანს, მივიღებთ: 

_! =0,500000 
2! 

1 
–- =0,166667 
ვ! 

1 
=-. =0,041667 
4! 

_! =-0,008333 
5! 

1 
=0:001389 

6! 

1 
–- =0,000198 
7! 

0,718254 

აქედან 0,0001 სიზუსტით ვღებულობთ 

6=2.7183. 

4. ტეილორის ფორმულის: სხვა სახეები 

თუ ტეილორის ფორმულაში 

== I I (2) /'') (0) წ. ("ს თი - 11+ 
(0 =/(0)-! –ა (X-0)+-..+ “თ > (X-–- ი)" –- C+1)! (X-–ი)"“1 
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X-ს შევცვლით (X-+-4X)-ით, ხოლო თძ-ს Xჯ-ით, მივიღებთ 

/თ+49 =/00 4 940++C + 90. ეი რთრტეიი, 
1! (/L+I- 1)! 

თუ გადავიტანთ /(X) მარცხნივ და  ფეენიშნავთ, რომ 

I(X-–- ბაე-––<I00=#/C2, 
მივიღებთ 
  

კ('+1X#) 

(+-+1)! 
-. X») 

/#I(X)=/ (X)4X-L- ! “ -" (რX)?-L...ი-–- „ 5 (#5 ++? (ტეო: რ) 

  

ეს ფორმულა გვაძლევს #/(X)-ის დაშლას #X-ის ხარისხების მიხედვით. 
თუ #რX პირველი რიგის უსასრულოდ მცირეა, მაშინ 

MC) =)/! (X)რ0X. 

ტოლობის ცდომილება მეორე რიგის უსასხულოდ მცირეა, ხოლო 

#/ ე =/ ხატ» წო (ტია? 

ტოლობის ცდომილება „მესამე რიგის უსასხულოდ მცირეა. 

თუ გავიხსენებთ, რომ ნამრავლი 

წოდი (ტი 

არის # რიგის დიფერენციალი ძM/(X), შეიძლება დავწეროთ ტეილორის 

მ) ფორმულა შემდეგი სახით: 

  

ძაწყი ,_ ძ"'/C) 
ჩ! CVI-L1) ! 

ძი" ჯო 
ტბIსე=ძI0)+ -“--“ +..4+ –“– 

 



IV თავი 

დიფერენციალური გეომეტრიის ზოგიერთი 
საკითხი 

§ 1. მხები ღა ნორმალი 

1. მხების გავლება 

ანალიზური გეომეტრია თავის ამოცანად ისახავდა გეომეტრიის 
საკითხების შესწავლას გამოთვლითი ხერხების საშუალებით. ამ ხერ- 
ხების რაოდენობა მცირეა და შემოისახღვრებ ელემენტარული -·ალ- 
გებრით და ტრიგონომეტრიით. მათემატიკის დარგს, რომელიც შეის- 

წავლის გეომეტრიულ ამოყანბს დიფერენციალური ალ 
რიცხვის საშუალებით, ეწოდება დიფერენციალურიგე- 
ომეტრია. ჩვენ მევისწავლით ამ დარგის უმარტივეს საკითხებს, 
შემოვიზღუდებით გეომეტრიით სიბრტყეზე. 

რადგანაც მოგვიხდება სარგებლობა განსახილველი ფუნქციის წარ- 
მოებულებით (სხვადასხვა რიგის), შევთანხმდეთ, რომ ამ თავში ხსენე– 

ბული წარმოებულები IXX, |” (X), დ”), დ” MI), XX.) და სხვა, არსე- 

ბობენ და უწყვეტნი არიან. 

პირველ რიგმი განვიხილოთ საკითხი 

ყ=I(ა (1) 

წირის #7VL(Xი, ყი) წერტილმი ამ წირისადმი მხების გავლების 

შესახებ. ჯერ კიდევ III თავში (§1,1) მოცემული იყო მხების განსახღვრა 

და დავადგინეთ, რომ ხსეჩებული მხების კუთხური კოეფიციენტი 

I (Xი)-ის ტოლია. სხვანაირად რომ ვთქვათ, ეს არის წარმოებულის მნიშ- 

ვნელობა, როცა X= ჯამ, თუ სიმარტივისათვის დავუშვებთ, რომ 
I (Xია=ყი, მივიღებთ მხების შემდეგ განტოლებას 

ყ––ყი==V/ი (X-–.ი) (2 
  

% მკითხველის ყურადღებას ვაქცეეთ /”(Xა) და II(Vე)|“ შორის განსხვავებაზე, პირ- 

ეელი არის I” (X) წარმოებულის მნიშვნელობა X-=Xე მნიმვნელობისათვის, ხოლო მეორე 

0-ის ტოლია, რადგან /(Vე) მუდმივია. 
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მაგალითე ბი. 1) გავავლოთ V=IILI ჯ წირის მხები იმ წერტილ- 

ში, სადაც ეს წირი ჰკვეთს აბსცისათა ღერძს. 

ამოხსნა. ხსენებული წერტილისათვის ყ/=0. მაშინ (IX-=0 ტო- 

ლობიდან ვპოულობთ, რომ X=1. ამგვარად შეხების წერტილია /V(1, 0). 

ა მას გარდა, 

, 1 
0= -, 

7 X 

სა იდანაც ჟი” =1. მაშასადამე, მხების განტოლება იქნება 

ყ=X--1. 

2. ვიპოვოთ ყ=2)-5X-+1 წირის ის წერტილი, რომელშიც გავლე. 

ბული მხები V=3X+11 წრფის პარალელურია. 

ამოხსნა. როგორც ვიცით მხების კუთხური კოეფიციენტი (ი = 
=4წ-5, სადაც Xე შეხების წერტილის აბსცისაა. მეორე მხრიე, მოცე- 

მული წოფის კუთხური კოეფიციენტი 3-ის ტოლია. მაშასადამე, 

4X-–-5=3, 

საიდანაც Vი=2. ასეთ შემთხვევაში წირის განტოლებიდან გვაქვს ყი==–-1” 

ამგვარად საძიებელი წერტილია (2, ––1). 

3) გავიგოთ, თუ რა კუთხით იკვეთება V=ჯ" 'და ყ"=X პარაბოლები?. 

ამოხსნა. ჩვენი” პარაბოლები იკვეთება /(0,00) და ,801,1) 

წერტილებში. „4(0,0) წერტილში V=X" და ყ1=Xჯ პარაბოლების მხებებს 
წარმოადგენენ 0Xჯ და 0ყ ღერძები შესაბამისად. მაშასადამე, ამ წერტილ– 

ში პარაბოლები იკვეთება 90“იანი კუთხით. ეს შედეგი შეიძლება მივი–- 
ღოთ (2), , განტოლებიდანაც, თუ შევნიშნავთ რომ განსახილველი 

წირებიდან პირველისათვის გვაქვს 

0ყ'=2X 

და ამიტომ ყი =-0. რაც შეეხება 01=X წირს, ის იმლება ორ წირად. 

ყ=VX და ყ=-–-%VX, თითოეულ მათგანს აქვს ცხადი განტოლება. ამ 

  წირებისათვის გვაქვს V=-1- და /=-–--. X=0 წერტილში ეს 
2VX 2VX 

· ორ წირს შორის კუთხე ეწოდება მათი გადაკვეთის წერტილში გამავალ მ ხე– 

ბებს შორის კუთხეს. 
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ორივე გამოსახულება უსასრულოდ დიდი ხდება. ეს ნიშნავს, რომ 0Xჯ 

ღერძსა და მხებს შორის კუთხე მართია. მივიღეთ იგივე შედეგი. /8(1,1) 

წერტილისათვის ჯ=1, და ამიტომ ჩეენი პარაბოლების მხებების კუთხური 

კოეფიციენტები ტოლია 2 და – შესაბამისად (ცხადია, რომ (1,1) წერტილ– 

ზე გადის ყ#ყ=VX და ყლ VX წირებიდან პირველი). L თავიდან ცნობი– 

1 

  

2. 
ლი ფორმულის (თ 0 = #0 ML თანახმად იქნება (ყ0= 2 _ 3 · 

1--/I)/1% 1-+1 4 

ცხრილებში ადვილად ვიპოვით, რომ 0--:36“52” 

4) ელიფსის 

8, ყ 
– =- = 3 

ცი + ხ” ა 

MC0ი, ყი) წერტილში გავავლოთ მხები. 

ამოხსნა. (3) განტოლება არის არაცხადი განტოლება 

ის იშლება ორ ცხად განტოლებად 

-” #იე:-X , ყ=- 22 –V. (4) 

აქედან, უნდა ავირჩიოთ პირველი, თუ Vა->>0 და მეორე, თუ ყა<ლ0. მაშინ 
შეიძლება ვისარგებლოთ (2) ფორმულით. ამის ნაცვლად ჩავატარებთ 

სხვა მსჯელობას, რომელიც წარმატებით გამოიყენება ნებისმიერი წი- 

რისათვის, რომელიც მოცემულია არაცხადი განტოლებით. სახელდობრ, 
თუ (3) განტოლებიდან ვიპოვით ყ-ის გამოსახულებას ცხადი სახით Iეს 
იქნება (4) განტოლებებიდან ერთ-ერთი) და მიღებულ შედეგს ჩავსვამთ 
(3) განტოლებაში, მივიღებთ ი გივეობას (ჯ-ის მიმართ). ეს იგი- 
ვეობა ჩავწეროთ ისევ (3) სახით, და ყ-ის ქვეშ ვიგულისხმოთ X-ის 

სწორედ ის ფუნქცია, რომელიც მოიძებნება (3) განტოლების ამოხსნით 7, 

“თუ ამ იგივეობას გავაწარმოებთ X-თ და გავითვალისწინებთ, რომ 

(4) =2ყყ!, მივიღებთ. 
2X  , 2" 24% - 0, 

?" ამ მსჯელობის ასახსნელად შევნიშნოთ, რომ 2X--6=0 ტოლობა არის გა ნტ. ო- 

ლება, მისი ამოხსნით ეპოულობთ ჯ=12. ახლა თუ ღავწერთ ამ განტოლებას და ვი– 

გულისხმებთ X-ის მაგივრად 3-ს, მაშინ იგიეეობას მივიღებთ. 
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საიდანაც 

  

/= _ ხ% 

ი?ყ” 
მაშასადამე, 

, 'X 
ყ 0-“ –_ 2 ი, 

C ყი 

თუ ახლა ამ გამოსახულებას ჩავსვამთ (2) განტოლებაში, მივიღებთ 

ჩვენთვის საინტერესო მხების განტოლებას 

ყ–წა= 59% C-X). 
02 ყი 

აქედან 
ყყი–-ყი” _ Xი – XXი 

ტს? ი" 

ან 

XXი , Vყი _ Xი , ყი“. 
ე? ხა ე ' ცხ? 

რადგან /VL(X,, ყი) წერტილი ძევს (3) ელიფსზე, ამიტომ (5) ტოლობის 
მარჯვენა ნაწილი 1-ის ტოლია და საბოლოოდ ვღებულობთ 

(5) 

4Xი, Mყი _ 1 
ი" ე? 

    

  

: . „ა 2 
მკითხველს ვურჩევთ, იმავე მეთოდით უჩვენოს, რომ 5-8 = 

ი 

ჰიპერბოლის და V”=2იXჯ პარაბოლის მხებების “განტოლებები იქნება 

შესაბამისად | 

XXი _ MM 
ი” ხ? 

სადაც (Xი, ყი) შეხების წერტილია. 

=1, V/ი=>/ (X-LXი9), 

გ. ნორმალი 

წირს ნორმალი ეწოდება წირისადმი გავლებულ მართობს. 
ამ „ცნების ზუსტი განსაზღვრა ასეთია: #X წირის ნორმალი, 

მის რაიმე M წერტილში, ეწოდება.ამ წერტილ 

ში გავლებული მხების მართობულ წრფეს (ნახ. 
175). 
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თუ გავითვალისწინებთ, რომ ყ-=-/(X9) წირის /M#(Xი, ყი) წერტილში 
გავლებული მხე«Cის კუთხური კოეფიციენტი არის /'(Xი): - ი, მაშინ ორი 
წრფის ურთიერთმართობულობის პირობის თანახმად (1) წირის /VLCX·, ი) 
წერტილში გავლებული ნორმალის განტოლება იქნება 

  

1 
ყ--ყი = -- -- (X-–-Xი) (9) 

ყი 

ამ განტოლებით არ შეიძლება ვისარ- 

გებლოთ, როცა ყი =0. ამ შემთხვევაში 

მხები 0»X ღერძის პარალელურია, მაშასა- 

დამე, ნორმალი 0X ღერძის მართობულია 

და (რადგან ის გადის /M(Xე, წი) წერტილში) 

მისი განტოლება იქნება 

  

  
X=X)) (7) 
  

შეიძლება ეს შემთხვევები არ განვას– 

ხსვავოთ ერთმანეთისაგან, თუ (იე) განტო- 

ლებას თავიდანეე ჩავწერთ შემდეგი სა- 

ხით 

  

ყი (/-–/ი)== Xე-–X. ნახ. 175, 
მაგალითი. გავატაროთ V--3X? -–- 12;“+8 პარაბოლისადმი ნორმალები 

4C0:=5) და ,8(L:=2) წერტილებში, 
ამოხსნა, 4 და# წერტილების ორდინატები მოინახება პარაბოლის განტო– 

ლებიდან, შესაბამისად გვაქვს #ტ=23, Vც=--4. ამას გარდა ყ”=6X--12, საიდანაც 

ყ",ა=18, ყ”ც=0. ამიტომ / წერტილში გავლებული ნორმალის განტოლებაა. 

I _ 23= -- 0-5), 
V გ“ 

ხოლო 8 წერტილში გამავალი ნრორმალის განტოლებაა 

X=2. 

§ 9. წირის ჩაზნექილობის მიმართულება 
V 

1. ჩაზნექილობის მიმართულება 

მასალათა გამძლეობის თეორიის ზოგიერთ საკითხში გარკვეულ 

როლს ასრულებს წირის „ჩაზნექილობის მიმართულების" ცნება. წარ- 

მოვიდგინოთ /> წირი, მოცემული V=/(ი) განტოლებით, რომელსაც 

/I(XI. ყი) წერტილში აქვს /M/ მხები. თუ წირის # წერტილთან საკმაოდ 
ახლოს მდებარე ყველა წერტილი /V#/ მხების %ზ ე მ. ო თ" ძევს (ნახ. 176), 

აქ ჩვენ ვგულისხმობთ, რომ წირის წერტილთა ორდინატები მეტია, ვიღრე 
მხების იმავე აბსცისის მქონე წერტილთა ორდინატები, ვინაიდან, როგორც ჩვეუ- 
ლებრივად ანალიზურ გეომეტრიაში სიბრტყეზე, წარმოვიდგენთ, რომ 0V მიმართუ- 
ლია ქვემოდან ზემოთ. 
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მაშინ ამბობენ რომ წირი MM წერტილში მიმართულია 
ჩაზნექილობით ზემოთ (ხოლო ამოზნექილობით ქვემოთ). 
თუ პირიქით, წირის /#/ წერტილთან საკმაოდ ახლოს მდებარე წერტილები 
მოთავსებული არიან /M/ მხებსს ქვემოთ, მაშინ ამბობენ, რომ 

წირი M წერტილში მიმართულია ჩაზნექილობით ქვემოთ (ხოლო ამოზ– 

ნექილობით ზემოთ) (ნახ. 177). 

# | 7 

  

  

21
 2| მ დ 

ნახ. 176. ნახ. 177. 

შენიშვნა. მკითხველი მიაქცევს ყურადღებას იმ გარემოებას, 

რომ ჩვენ გვაინტერესებს მხოლოდ ის წერტილები, რომლებიც შეხების /M# 

წერტილთან საკმაოდ ა ხ რო ს მდებარეობენ. ხოლო /V-ისაგან დაშო–- 

რებული წერტილები ჩვენ არ გვაინტერესებს. მაგალითად 176-ე ნახაზზე 

გამოსახული წირი // წერტილში მიმართულია ჩაზნექილობით ზემოთ, 

თუმცა ამ წირის 4 წერტილი მდებარეობს /VI/ მხების ქვემოთ. ანალოგი- 

ური გარემოებაა 177-ე ნახაზზე. 

განვიხილოთ საკითხი წი– 
რის ჩაზნექილობის მიმართუ–- 

ლების ანალიზური ზიშნის შე– 

სახებ. დავუშვათ, რომ წირი 

ყოველ #M/(X, ყ) წერტილში 
მიმართულია ჩაზნექილობით 

ზემოთ. მაშინ წირს აქვს 178-ე 

ნახახზე გამოსახული სახე. ავი– 

ღოთ ამ წირზე ორი /VI.(X,, ყა) 

და #2 (MX, ყა) წერტილი, 

სადაც X<X და გავავლოთ 
ამ წერტილებში მოცემული 

ნახ, 1768. წირის მხებები. ვთქვათ, თ, 

    266



და თე ამ მხებების მიერ 0X ღერძთან შედგენილი კუთხეებია. ნახახი- 
დან უშუალოდ ჩანს, რომ თ,<თ, მაგრამ მაშინ (Vთ,<1წ თი. მეორე მხრივ, 

ვიცით, რომ ICთ,=/(X,), LCთ»ა=/” (X.). ამგვარად, მივიღებთ, რომ 

I (9) </ (XI). 

რადგან ჩვენ ვგულისხმობთ, რომ X,–X, უკანასკნელი უტოლობიდან 
მივიღეთ, რომ /”'(X) არის ზრდადი ფუნქცია. მაშინ მისი წარმო– 
ებული, ე. ი. მეორე რიგის წარმოებული /”(X, მეტი უნდა იყოს 
ნულზე" არგუმენტის ცვლილებების განხილულ შუალედში. 

სრულიად ანალოგიურად, თუ განვიხილავთ V=-/(X) წირს, რომელიც 

მიმართულია ჩაზნექილობით ქვემოთ და ავიღებთ მასზე #M,(X, V,) 
და /M-.(X,, ყვ) წერტილებს, სადაც X<X., 179ე ნახახხე მოცემული 
აღნიშენების თანახმად, მივიღებთ 

თ, ->C., 

LCთI>>LCCთ., 

,” (X,)>>/” (X.) · 

  

  

ნახ. 179. 

ამით ვასკვნით, რომ /() კლებადია X-ის ცვლილების განხი- 

ლულ შუალედში და მაშასადამე, 

I” (Xლ9. 
ამგვარად, მივიღეთ 

თეორემა. თუ წირი მიმართულია ჩაზნექილო- 
ბით ზემოთ (ქვემოთ), მაშინ მეორე რიგის წარ- 

მოებული V#” =/'”(0 დაღებითია (უარყოფითია) 

შესაძლებელია ამ თეორემის შებრუნება, ეს ნიშნავს, რომ, თუ ვიცით 
მეორე წარმოებულის ნიშანი, გვეცოდინება წირის ჩახნექილობის მი- 

ცალკეულ წერტილებში /”(») შეიძლება ნულის ტოლიც იყოს. 
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მართულება. მართლა), თუ მაგალითად /”(X)>>0, მაშინ პირველი წარ– 

მოებული /”(X) იზრდება X-თან ერთად. ეს იმას ნიშნავს, რომ X აბსცისის 

ზრდასთან, ერთად იზრდება /#(X,) წერტილში წირის მხების მიერ 
0X ღერძთან შედგენილი კუთხე. ანუ სხვა სიტყვებბთთ რომ ვთქვათ, 
ადგილი ექნება წირის დახრილობის სიმრუდის ზრდას. მაშინ 
ეგივე 178-ე ნახაზი გვიჩვენებს რომ წირი მიმართულია ჩაზნექილობით 
ემოთ. 

ზემოთ ნათქვამი შეიძლება შევაჯამოთ შემდეგი ცხრილის სახით: 

წირის ჩასნექილობის მიმართუ- I” (0-ის წიშან 

  

ზემოთ + 

  

ქვემოთ _ 

4. გადაღუნვის და გაწრფევების წერტილები 
არ უნდა ვიფიქროთ, რომ წირი ყოველთვის მიმართულია ჩაზნექი- 

ლობით ერთსა და იმავე მხარეს. ჩვეულებრივად გვაქვს უფრო რთული 
მდგომარეობა: X. აბსცისის ცვლილების შუალედი იყოფა ნაწილებად, 
რომლებშიც წირი მიმართულია ჩაზნექილობით ხან ზემოთ, ხანნ ქვემოთ. 

განსაზღვრა. წირის / წერტილს, რომელიც გამოყოფს 
წირის ჩაზნექილობის სხვადასხვა მიმართულების უბნებს, ეწოდება წირის 

გადაღუნვის წერტილი. ზოგჯერ გადაღუნვის წერტილს 
მსალეენ არა მარტო ·წირზე მდებარე M#M წერტილს, არამედ მის Xი 

ცი 

ვათ, მაგალითად, V”=/(X) წირი განიხილება არგუმენტის ი<=ჯ<ხ 
ამათ მაგალითად წ M ს) შუალედი თ წერტილით“ იყოფა ძ< 
=-X <> Xი და XX-=--X<-ხ ნაწილებად. პირველ მათგანზე წირი მიმართულია 
ჩაზნექილობით ზემოთ, ხოლო მეორეზე –- ქვემოთ (ნახ. 180). მაშინ 
მეორე წარმოებულმა, V'/=/' 09) X-ის Iთ, XI მუალედიდან IXი, ხ) შუალედ– 
ში გადასვლისას უნდა შეიცვალოს ნიშანი + -დან ––. რადგან მეორე წარ– 

| მოებული უწყვეტია, ცხადია, რომ 
X=X წერტილში ის უნდა გაუ- 

  
  

ტოლდეს ნულს: 
_ | “– · | IX) =0 | 0). 

41 ! 1 +- + > ანალოგიურ გარემოებას აქვს ადგი- 
ლი გადაღუჩნვის ნებისმიერი წერტი- 

ნახ, 180, ლისათვის. ამგვარად, მართებულია 
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თეორემა, გადაღუნვის წერტილებში ყ” ორდინა- 

ტის მეორე წარმოებელი X აბსცისით ნულის 
ტოლია. 

ამ თეორემის შებრუნება არ შეიძლება. (1) ტოლობი- 

დან არ გამომდინარეობს, რომ X გადაღუნეის წერტილია. განეიხილოთ, 
მაგალითად V/ -=XI' წირი. აქ ყ” := 12X” და ამიტომ ყ'”>>0 ყოეელი X-ისათვის, 
გარდა X-=0 წერტილისა, რომლისთვისაც V'”::-0. მაშასადამე, ჩვენი წირი 

მიმრთულია ჩაზნექილობით ზემოთ და X-0 წერტილში 

არავითარ გადაღუნვას არა აქვს ადგილი, თუმცა ამ X-ისათვის /„”=0. 

წერტილები, რომლებიც (1) პირობას აკმაყოფილებენ საინტერესოა 

წმინდა გეომეტრიული თვალსახრისით. /#4(Xი, ყი) წერტილს (და აგრეთვე 

Xი აბსცისასაც), რომელშიც (1) პირობა სრულდება ეუწოდოთ V.-:/(X 

წრის გაწრფევების წერტილი. (ამ გამოთქმის წარმო- 

შობა მკითხველისათვის ნათელი გახდება § 4-ის წაკითხვის შემდეგ). ამ– 

გვარად, წირის გადაღუნვის ყოველი წერტილი არის მისი გაწრფევების 
წერტილი, მაგრამ შებრუნებულ "წინადადებას ადგილი არა აქვს. 

წირის ჩაზნექილობის საკითხის შესწავლა ფუნქციის ექსტრემუმზე 
გამოკვლევის მსგავსია, მხოლოდ ნაცვლად პირველი წარმოებულის 

ICX) ნიშნისა აქ უნდა მივაქციოთ ყურადღება მ ე ორე წარმოებულის 
I (X) ნიშანს? რეკომენდებულია შემდეგი 

წესი. იმისათვის, რომ შევისწავლოთ /==/(X) წირის ჩახნექილობის 

ხასიათი საჭიროა: 

1) ვიპოვოთ (ი. 

2) დავუშვათ, | '(XC=0 და ამოვხსნათ ეს განტოლება... მისი ამონახს- 

ნები X-–<X<.-<Xც წირის გაწრფევების წერტილებია. 

3) აღვნიშნოთ რიცხვით ღერძზე X„, XL... X- წერტილები და გან– 

ესახღვროთ I (X)-ის ნიშანი რიცხვითი ღერძის მიღებულ უბნებზე. 

მაგალითი. გამოვიკვლიოთ 

ყ=X"--14Xჰ-L- 60X"-)- 8X-–9 

წირის ჩაზნექილობის საკითხი. 

ამოხსნა. ·თანამიმდევრულად ვპოულობთ 

ყ'=4Xმ2--42X“-+L 120X-+8, 

ყ''=12X"--84X-L 120. 

ესებრ–----–_--_ 

# კერძოდ, ადვილი შესამჩნევია, რომ გადაღუნეის წერტილები /'(X) წარმოებულის 

ეჟქსტრემუმის წერტილებია. 
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თუ დავუშეებთ, რომ /”=0 და გავყოფთ მიღებული განტოლების ორივე 
ნაწილს 12-ზე მივიღებთ 

X"--7X-L- 10=0, 

რომლის ამონახსნებია X=2, X=5. 0X ღერძი იყოფა |--%,26, |2,5, 
15, + უბნებად. ამ უბნებზე ყ””-ის ნიშნის დასადგენად ასე უნდა 
ვიმსჯელოთ: როცა ჯ აბსოლუტური მნიშვნელობით ძალიან დიდია, მა- 

შინ X” მნიშვნელოვნად' გადააჭარბებს X#-ს ამიტომ ყ””-ის გამოსახულება- 
ში მთავარი მნიშვნელობა აქვს 12X? შესაკრებს. ის კი მეტია 0-ზე, მაშასა– 

დამე, |––«, 2( და 15, +«ი( უბნებზე ყ”>0.? თუ დავუშვებთ, რომ ჯ=3, 

ვპოულობთ /#”(3)=--24. საიდანაც ჩანს, რომ 12, 5( შუალედში #”<0). 
ამგვარად, წირი მიმართულია ჩაზნექილობით ზემოთ X<2 და X>>5 მნი- 
შვნელობებისათვის და ქვემოთ 2<-X–=5 მნიშვნელობებისათვის. X=>2, 

X=5 გადაღუნვის წერტილებია. 

§ ე, წირის მოცემა პარამეტრული სასით 

1. საკითხის ·დაყენება 

აქამდე განვიხილავდით წირის მოცემის მხოლოდ ორ სახეს: ან V=/(X) 

ცხადი სახით, ან ”(X, ყ/)=0 არაცხადი განტოლებით“? . მაგრამ თეორიულ 
მექანიკაში ბუნებრივად მივდივართ წირის მოცემის სხვა სახემდე. მართ– 
ლაც, წერტილის მოძრაობის მოცემა ნიშნავს –– მისი მდებარე– 
ობის (ე. ი. მისი კოორდინატების) განსახღვრას 7 დროის მომენტში. ამი– 
ტომ, მაგალითად 

X=21 და #V=3#--2 0) 

ტოლობები სავსებით განსაზღვრავენ წერტილის მდებარეობას და მაშა- 

სადამე, წირს, რომელზედაც ეს წერტილი მოძრაობს. ამგვარად, ამ მაგა- 

ლითში წირი მოცემულია ორი განტოლების საშუალებით. რასაკვირ- 

ველია ძალიან ადვილია იმავე წირის განტოლების მიღება ჩვენთვის 

ჩვეული სახით. სახელდობრ, დროის ნებისმიერი / მომენტისათვის (=> 

და მაშასადამე, V =--X-2. X და ყ სიდიდეებს შორის ეს დამოკიდებუ- 

· რასაკვირველია, შეიძლებოდა უბრალოდ დაგვეშვა, რომ X=0, მაშინ ყ'/= 

=120. საიდანაც გამომდინარეობს, რომ ყ'7>0 | <,2| შუალედში. ასევე ყ””'(6ე)=48 

გვაძლევს, რომ V''>0 15,+ «I შუალედში. მაგრამ, როგორც III თავში (§ 5,3) აღ–- 
ვნიშნავდით ზემოთ ჩატარებული მსჯელობა უფრო გონივრულია. 

#«# აქ ვლაპარაკობთ წირის მოცემის შესახებ დეკარტის კოორდინატებში. ანა- 

ლოგიური მდგომარეობაა პოლარული კოორდინატთა სისტემის შემთხვევაში. აქაე 

წირი შეიძლება იყოს მოცემული ცხადი სახით /=/(8) და არაცხადი სახით #V, 8)==0. 
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ლება გვაძლევს ჩვენს წირს ცხადი ანალიზური სახით ”. ვხედავთ, რომ „უკა- 
ნასკნელი დამოკიდებულება მიიღება (1) განტოლებებიდან ( დროის გამო– 

რიცხვით. 

ის გარემოება, რომ განხილულ მაგალითში / ცვლადით აღნიშნულია 

დრო, არავითარ როლს არ ასრულებს. 

ეთქვათ, მაგალითად, რომ X და ყ დამოკიდებულია / დამხმარე ცვლად– 
ზე შემდეგი სახით 

X=I+1, #ყ=(7. 

#-ს ცვლილებით მივიღებთ სხვადასხვა (X, #) წერტილებს, რომელთა ერ- 
თობლიობა შეადგენს რაიმე წირს. რადგანაც ჯ-ს ყოველი მნიშვნელობა 

გამოისახება X-ის შესაბამისი მნიშვნელობით /=X-–-1 ტოლობის საშუა–- 

ლებით, ამიტომ წირის ყოველი წერტილისათვის V=(X--1)?. მივიღეთ 

წირი, მოცემული ცხადი სახით, საიდანაც ჩანს, რომ საქმე გვაქვს პარა- 

ბოლასთან., 

საზოგადოდ, შეიძლება ვთქვათ, რომ 
  

X=თ(), ყ=V თ _–თ 

განტოლებები, სადაც / დამხმარე „კვვლადია, გვაძლევს რაღაც წირს. წი–- 
რის მოცემის ამ ხერხს ეწოდება პარამეტრული ხერხი, ხოლო 

7; ცვლადს –– პარამეტრი. /-ს გამორიცხვით ვღებულობთ იმავე 
წირის (ცხად ან არაცხად) განტოლებას. 

შენიშვნა. თუ (+) განტოლებებში დ(/) და +I(/) ფუნქციები გან– 
საზღვრულია და უწყვეტია რაიმე (0,0) შუალედზე, მაშინ ამ განტოლე–- 
ბებით განსახღვრულ წირს ეწოდება უწყვეტი წირი. კერძოდ, 

წირი, რომელიც მოცემულია V=/C02 განტოლებით, სადაც /(X) უწყვეტია 
(თ, ხ) მუალედზე, წარმოადგენს უწყვეტ წირს რადგან მისი წარმოდგენა 

X=7,. ყ=/(I) (ილ=7ლხ) 
სახითა 

ი, წრეწირის და ელიფსის პარამეტრული განტოლებები 

განვიხილოთ /#2-რადიუსიანი წრეწირი, რომლის ცენტრი კოორდინატთა 

სათავეშია (ნახ. 181). წრეწირის ნებისმიერი // წერტილის მდებარეობა 

სავსებით განისაზღვრება 0X ღერძთან შექმნილი / კუთხით და 0/M# რაღი- 

  

3ჯ 
ყ= -- --2 განტოლება გვიჩვენებს, რომ (1) წირი წრფეა, 
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უსით. ბუნებრივია გამოისახოს /# წერტილის X და ყ კოორდინატები ამ 

/ კუთხის საშუალებით. ნახახიდან უშუალოდ ჩანს, რომ 

X=)ბ%05/ V=/ 50 (2 
  

ეს ტოლობები? წარმოადგენს ჩვენი წრეწირის პარამეტრულ განტოლე- 
ბებს. / პარამეტრი შეიძლება ვცვალოთ –-9%-დან +-90-მდე. მაგრამ, თუ 

გვინდა წრეწირის ყველა წერტილის “შემოვლა მხოლოდ ერთხელ, მაშინ 

/ პარამეტრი უნდა ვცვალოთ 0<-7=2# შუალედში. უმჯობესია საქმე 
გვქონდეს ჩაკეტილ შუალედთან. ამიტომ ჩვეულებრივ (-ს ცვლიან 0<1<. 
<2% სახლვრებში, თუმცა ამ შემთხვევაში 4 წერტილი მიიღება ორჯერ, 
სახელდობრ, როცა /=0 და /=2X. 

წრეწირის ჩვეულებრივი გან- 
ტოლების მისაღებად (2) განტო- 
ლებიდან გამოვრიცხოთ # პარამე–- 
ტრი. ამისათვის ავახარისხოთ ეს 

განტოლებები კვადრატში და შედე– 
გები შევკრიბოთ. ცხადია, ეს მიგ- 

ვიყვანს ჩვენთვის კარგად ცნობილ 

განტოლებამდე 
XII ყბ=/2ბ, 

იმისათვის, რომ ვიპოვოთ   

  

ი. 
ელიფსის პარამეტრული განტოლება, გავიხსენოთ, რომ ის მიიღება 

' X-Lებ=იბ, (4) 
წრეწირისაგან, რომლის დიამეტრი ელიფსის დიდი ღერძის ტოლია, ამ 

წრეწირის + ერ შეკუმშვით. ე. ი. (3) ელიფსის V ყოველი წერტილი მი– 

იღება (4) წრეწირის MV წერტილისაგან, მათ ერთნაირი აბსცისები 

აქვთ, ხოლო M წერტილის ორდინატი მიიღება IV-ის ორდინატის - რი- 

ცხვზე გამრავლებით. 

# ადვილი გასაგებია, რომ ეს ტოლობები მართებულია არა მარტო მაშინ, რო. 

დესაც M წერტილი ძევს პირველ საკოორდინატო კუთხეში, არამედ ამ წერტილის ნების– 

მიერი მდებარეობისათვის. 
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ზემოთ ნათქვამის თანახმად, (4) წრეწირის პარამეტრული გახტოლე– 
ბებია X=0005ს, ყ= ძ §Iი/, მაშინ ცხადია, რომ (3) ელიფსის პარამეტ- 

რული განტოლებები მიიღება ამ განტოლებებიდან / ორდინატის ნ» 
ძი 

გამრავლებით. ამიტომ მათ აქეთ სახე” 

X==0 005წყ, ყ-=ხ 5წL (5) 
  

ელიფსის ყველა წერტილის მისაღებად საკმარისია / იცვლებოდეს 
0=7<:2#% შუალედში. ამასთან, ელიფსის ყოველი წერტილი გარდა (0,0) 

წერტილისა, მიიღება მხოლოდ ერთხელ, ხოლო (0,0) წერტილი ორჯერ 
(როცა /(=0 და /=2»). თუ (5) ტოლობებიდან პირველს გავყოფთ ძთ-ზე, 
ხოლო . მეორეს ხ-ზე, შედეგებს კვადრატში ავახარისხებთ და “მეეკრებთ, 
მივიღებთ ელიფსის კანონიკურ (3) განტოლებას. 

ღეწირის და ელიფსის პარამეტრული განტოლებების შედარება გვაძლეეს ელით- 
სის მარლა ს აგების კარგ ხერხს. სახელდობრ. ჟ ეშე გეალეეს ელიფ 

X==0 C05 /, V:=0 5. 1 (6) 

განტოლებათა წყვილი გვაძლეეს წრეწირს, რომლის ცენტრი კოორდინატთა სათაჟგეს 
ემთხვევა, და რადიუსი ი-ს ტოლია, ხოლო 

' X=>ხ C05 /, ყ=-:ხ 5(M/ (7) 

განტოლებათა წყვილი გეაძლევს წრეწირს იგივე ცენტრით და ხ რადიუსით, როგორც 

(5) განტოლებებიდან ჩანს, ელიფსზე მღებარე (X, 4) წერტილის საპოვნელად, საჭიროა 
ვიპოვოთ (6) განტოლებებიდან პირ- 

ველის საშუალებით. ხოლო V – (7) 

განტოლებებიდან” მეორეს საშუა- 

ლებით. ეს X და ყ ადვილად მოენა- 

ხება გრაფიკულად, თუ გავითჟეა- 

ლისწინებთ, რომ (6) და (7) განტო– 

ლებებში / პარამეტრი არის წერტი– 
ლის რადიუს-ვექტორის 0X ღერ- 

ძისადმი დახრის კუთხე, ამიტომ (5) 

ელიფსის ,M(X, /) წერტილის ასა- 
გებად ვაგებთ (6) .და (7) წრეწი- 

რებს ღა კოორდინატთა სათავიდან 

ეავლებთ სხივს, რომელიც დახრი- 

ლია 0X ღერძისაღმი / კუთხით, 'ამ 
სხიეის მოცემულ წრეწირებთან გა– 

დაკვეთის 4 და 8 წერტილებზე ნახ 
გავავლებთ საკოორდინატო ღერ- IL 

ძების პარალელურ წრფეებს. მივიღებთ // წერტილს (ნახ. ·182). 

  

  

182. 

_ “რასაკვირველია აქ 7 უკვე აღარ არის კუთხე (ჯX, #) წერტილის რადიუს-ვექტორსა ღა 

0X ღერძს შორის, თუ ეს კუთხე არის CV, მაშინ (5) ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

V ხ 
==>-==- 1 =-ჯ. 

#0 ჯ ი (81 და დ 
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ვ. ციკლოიდი 

ავეცნოთ მნიშვნელოვან წირს –– ცი ოიდს, რომელი არ- 
მოადგენს პარამეტრული მზით ი მოცემული წირის კარგ მალის, წ 

განსაზღვრა. ციკლოიდი ეწოდება წირს, რომელსაც 
აღწერს წრეწირის წერტილი, როცა წრეწირი მიგორავს წრფეზე, სრიალის 

გაოეძე. 
ამ განსაზღვრიდან ცხადია, რომ“ ციკლოიდი შედგება რიგი თაღებისა– 

გან, როგორც ეს 183-ე ნახაზზეა ნაჩვენები, ამასთან ამ თაღების სიმაღლე 
2M-ის ტოლია, სადაც IM იმ წრეწირის რადიუსია, რომელიც მიგორავს 

წრფეზე. ქვემოთ ჩვენ ვუჩვენებთ, რომ მეზობელ „საყრდენ წერტილებს“ 
შორის მანძილები 4/8, 8C,... 2X12-ის ტოლია. 

    

  

ნახ. 183. 

ვიპოვოთ ციკლოიდის პარამეტრული განტოლება. 0X ღერძად მივიჩ- 
ნიოთ წრფე, რომელზედაც მიგორავს წრეწირი, ხოლო კოორდინატთა 
სათავედ –– ციკლოიდის აღმწერი /# წერტილი 0X ღერძზე მდებარეო–- 
ბის მომენტში. ეს მომენტი მივიჩნიოთ საწყისად და წარმოვიდგინოთ 
მგორავი წრეწირი საწყის მომენტში ღა რაიმე მომდევნო « მომენტში. 
აღვნიშნოთ #-თი კუთხე, რომელსაც X მომენტში ადგენს მგორავი წრეწი- 
რის #/#V წერტილის რადიუსი ამ წრეწირის 0X ღერძთან შეხების 4 წერტი- 
ლის რადიუსთან, ანუ კუთხე C)/MM და C|4 რადიუსებს შორის (ნახ. 184). 

1 კუთხე ჩავთვალოთ პარამეტრად და ციკლოიდის Xჯ და V კოორდინატები 
გამოვსახოთ ამ პარამეტრის ს საშუალებით. /. ორდინატი . გამოითვლება 
მარტივად: ' 

ყ=8M=/40=4C-C060=#%-7# ლი. (8) 

X აბსცისის მოსაძებნად, აუცილებლად უნდა გავითვალისწინოთ 0/4 

მონაკვეთისა და 4M რკალის ტოლობა ' 

04=4#M. დ) 
ამ ტოლობაში ვლინდება სწორედ, რომ წრეწირი გორავს სრიალის გარეშე. 
(9) ტოლობის მართებულობაში ადვილად დავრწმუნდებით თვალსაჩინოდ. 
წარმოვიდგინოთ მგორავი წრეწირი ხის გვერგვის სახით. გადავჭიმოთ ამ 
გვერგვზე უჭიმარი ლენტი, რომლის მარჯვენა ბოლო დავამაგროთ 0X 
ღერძის 0 წერტილში, ხოლო მარცხენა –– თვით გვერგვზე. როცა გვერ– 
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გვი გაგორდება, მაშინ ლენტი გაიშლება 0X ღერძზე და « მომენტში ღერ- 

ძის 04 მონაკვეთი აღმოჩნდება დაფარული ლენტის იმ ნაწილით, რომე- 

ლიც გვერგვის #M რკალიდან 
გამოვიდა”? ამით მტკიცდება 
(9) ტოლობის მართებულობა. 

რადგან / ,4C,/# კუთხის სიდი– 
დეა რადიანებში, ამი- 
ტომ 

4#M=7?/. 
მაშასადამე, 

X=08=04-84=/4M- 
–M90=M%--/)ი # 0090) 

თუ შევადარებთ (8) და (10) განტოლებებს, “მივიღებთ ციკლოიდის გან- 
ტოლებებს 

  

  

  

X=1M0(--9ი 7), V=/1(1- –C051) (11) 
    

7 პარამეტრი იცვლება –-ი-დან -+-თ-მდე. ციკლოიდის 0X ღერძთან 
გადაკვეთის წერტილი, რომელიც სათავის მარჯვნივ ძევს და მასთან უახ- 

ლოესია, #=2X მნიშვნელობას შეესაბამება, რადგან ის მიიღება მგორავი 
წრეწირის ერთი სრული ბრუნვის შემდეგ. ”/-ს ამ მნიშვნელობისათვის 
Xჯ=2)VI?. ამას გარდა (11) გან, ბებიდან ჩანს, რომ ცი იდის უმაღ–- 

ლესი წერტილის (რომელიც /#-X მნიშვნელობას შეესაბამება). კოორდი- 

ნატებია (XIX, 2/). დასასრულს შევნიშნავთ, რომ აქ ყ-ის გამოსახვა 
X-ის საშუალებით ელემენტარული სახით არ შეიძლება, მაგრამ პირიქით. 

X შეიძლება გამოვსახოთ V-ის საშუალებით |რადგან 1==/4 ილიი( 1 – >), 

ოღონდ მიღებული ფორმულა იქნება ძალიან ვრცელი. პარამეტრული 
განტოლება უფრო მარტივია. 

4. წრეწირის ევოლვენტა 

კბილა მოდების თეორიაში გამოიყენება წირი, "რომელსაც წრეწირის ევო- 

ლვევენტა ეწოდება. 
განსაზღვრა. წრეწირის ევოლვენტა არის წირი, რომელსაც 

აღწერს წრეწირზე გადაჭიმული ძაფის წერტილი, როცა ის გაღმოდის ამ წრეწირიდან. 

იგულისხმება, რომ ძაფი უჭიმარია. 

" ეს მსჯელობა ნათელს ხდის შენიშენასაც იმის შესახბ,„ რომ ციკლოიდის 0X 

ღერძთან გადაკვეთის ორ მეზობელ წერტილს შმორის მანძილი 21 /-ის ტოლია, 
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სიპოვოთ წრეწირის ევოლეენტის პარამეტრელი განტოლებები, ამისათვის კო– 

ორდინატთა სათავე მოვათავსოთ წრეწირის ცენტრმი და 0+ ღერძი გავატაროთ წრე- 

წირის იმ წერტილში, სადაც ძევს ევოლვენტის აღმწერი წერტილი, ჯერ კიდეე მაშინ, 

როცა ძაფი მთლიანად დახეეულია წრეწირზე. 185-ე ნახახზე ეს წერტილი აღნიშნულია 

4 ასოთი, ვთქვათ, 185-ე ნახაზი გამოსახაეს 8M ძაფის მდებარეობას დროის რაიმე 

მომეჩტში. აქ 8 არის ძაფის წრეწირიდან გადმოსვლის წერტილი, ხოლო /# ის წერტი- 

ლია, რომელიც აღწერს ევოლეენტას წრეწირის რადიუსი აღვნიშნოთ /#?-ით,'ხოლო 

08 სხიესა ღა 0X ღერძს შორის კუთხე 1-თი. 

V ' »”? რადგან ძაფი უჭიმარია, ამიტომ მი- 

სი 8/V მონაკვეთი წრეწირის /ყ რკა- 

ლის ტოლია, ანუ 8/#1=/ბ/, შევნიშ- 

ნოთ ახლა, რომ ძაფი დაქიმული რჩე- 

ბა, ამიტომ ის გადმოდის წრეწირიდან 

მხების გასწვრიე, მაშასადამე, ძა– 

ფის 8/M მონაკვეთი 08 რადიუსის 

მართობია, 408 და M8ჩM კეთხეები 

ტოლია, რადგან მათი გვერდები “ურ- 

თიერთმართობულია. -</#80=1 და 

M8C სამკუთზედიდან ვპოულობთ 

CM=#M!9ი,  C85=71I/ ლი5/. 
_ ნახ. 185. ახლა ადეილად მოიძებნება / წე- 

რტილის Xჯ და სყ კოორდინატები. სა- 

ხელდობრ 

  

  
  

  

  

  
X-= 06= 00--06= 00-I-C/M= #1? 005 1-LI?I 51ი 7, 

ყ:= 85MI=09C=18-C8=11 311) (–-/?/ C05 /. 

საბოლოოდ, 

| X=- /2CC0§ /+/ §ი /) 
12 

1 #==/შ(510 1-–/005 /) (12)   
სადაც 0ლ/7/< -I- თ, 

ადვილი დასანახია, რომ წრეწირის ევოლეენტა არის რაღაც სპირალი, 185-ე ნახაზ- 

ზე მოცემული V წერტილი /(= + მნიშვნელობას შეესაბამება, ამიტომ მისი კოორ- 

წ · 
დინატებია = პა V=I, რაც ცხაღია უშუალოდაც. 

საინტერესოა, რომ წრეწირის ევოლენტის განსაზღერა გარკვეული აზრით ციკლოი- 

დის განსაზღერის მსგავსია. სახელდობრ, თუ 4 წერტილში გავატარებთ ჩვენი წრეწირის 

მხებს და ვაგორებთ მას წრეწირზე, მაშინ როცა შეხების წერტილი 8 წერტილში გა- 
დაინაცვლებს, 4 (განხილული როგორც მხების წერტილი) აღმოჩნდება M წერტილში, 

ამგვრად წ რეწირის ევოლეენტა არის წირი, რომელსაც 

აღწერს წ ფის წერტილი, როცა უკანასკნელი.(C6სრიალის 

გარეშე) გო,რავს წრეწირზე. 
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ნ, პარამეტრული გაწარმოება 

ვთქვათ, საჭიროა გავავლოთ 

X=დ(), Vყ=VXI) (13) 

წირისადმი მხები #L(X,,) წერტილში, რომელიც ( პარამეტრის მნიშვნე- 
ლობას შეესაბამება. ამისათვის მივცეთ /-ს #/ ნაზრდი, მივიღებთ იმავე 
(13) წირის MV(X-- #X, ყ-L რწ) წერტილს. /VMV მკვეთის კუთხური კოე- 

ფიციენტი /.? იქნება >, ანუ რაც იგივეა 
X 

! . ტყ #X 

" ”M' 

ხოლო მხების კქთხური კოეფიციენტი ” ტოლია (14) გამოსახულების 

ზღვრისა, როცა MV->/, ანუ #(/->0. ამიტომ როცა (M/->0, გვექნება 

(14) 

  

ბყ ა, ა 
ტტ ' M# 

გამოდის, რომ: 

_ყ 
MI= = (15) 

      

(15) ტოლობაში ყ/ და X/ წარმოებულები უნდა გამოითვალოს #-ს იმ 
მნიშვნეობისათვის, რომელიც შეხების. #/ წერტილს განსახღვრავს. 

მაგალითი. "გავავლოთ... · 

X=/9-L2/-L1 

ყ=)“--7/, (16) 
წირის მხები /#M(2) წერტილში." 

ამოხსნა. M წერტილის კოორდინატებს ვპოულობთ (16) განტო- 

ლებებიდან. გვაქვს Xი-=17, 'ყი=2. ამის გარდა, X,,=3/-L4/, ყ,,=4(%--7. 

როცა 7=2, გეექნება X,”=20, ყ,=25, საიდანაც საძიებელი მხების კუთ- 

ხური კოეფიციენტი ' 

25 5 
1ბ== –– = –– . 

22ივნყნ - 4 

" როცა წირი მოცემულია პარამეტრული სახით, მაშინ წერტილის მდებარეობა 

ამ წირზე განისაზღვრება პარამეტრის მნიშენელობით., ამიტომ /I წერტილი, რომელიც 

1=7ე მნიშვ ზელობას შეესაბამება, აღინიშნება, /M(/ე) სიმბოლოთი. 

277



მხების განტოლებას აქეს. შემდეგი სახე 

5 
ყ--2 = -- (X--17). I _ X-I7 

/ 

შენიშ ენა. ზემოთ აღენიშნეთ, რომ X=C%(/), ყ=%(/) წირს ეწოდება უწყეეტი 

წირი, თუ «(ი „და VX9) უწყეეტი ფუნქციებია, თუ C(7/) და VX/) არამარტო უწყეეტი ფუნ 
ქციებია, არამედ მათ აქვთ უწყვეტი წარმოებულებიც, ამასთან დ”(/)340, მაშინ როგორც 

ამას (15) ფორმულა გვიჩვენებს, წირს ექნება ყოველ წერტილში გარკეეული მხები, 

რომლის მდებარეობა იცვლება შეხების წერტილის უწყვეტად ცვლასთან ერთად, ამ 

დროს ხსენებული მხები არასოდეს არ გახდება 0ყ ღერძის პარალელური. + და V კო- 

ორდინატების სრული თანასწორუფლებიანობის გამო, X=Cდ(/), V#= VX#/) წირს, სადაც 

დ(/), V(/) ფუნქციებს აქვთ უწყვეტი წარმოებულები და (7,5 0, აქეს ყოველ წერ– 
ტილში მხები, რომელიც უწყვეტად იცვლება, მაგრამ არასოდეს არ გახდება 0X ღერ–- 

ძის პარალელური, 

ეს გეძლევს გლუვი წირის ცნების განხოგადების საფუძველს. X=(%%(I/), 

ყ=ს() წირს ეწოდება გლუვი წირი, თუ V«V) და VI) ფუნქც-ი- 
ებს აქვთ უწყეტი წარმოებულები, ამასთან 

თ”%0+%”(ი>9. 

კერძოდ, იგივე ითქმის V= /(X) წირის შესახებ, რადგან აქ / პარამეტრის როლს ასრულებს 

თეით Xჯ აბსცისა და 

ჯაზ+-ყვ“ =1+V> /79> 0. 

განვიხილოთ ახლა ზოგადი საკითხი. ვთქვათ, Xჯ და V ცვლადები დამო – 
კიდებულია დამხმარე 1 ცვლადზე ისე, როგორც (13) განტოლებებითაა 

მოცემული. თუ ამ განტოლებებიდან გამოვრიცხავთ 7 „ცვლადს, მივი- 

ღებთ, რომ Vყ არის ჯ-ის ფუნქცია, ანუ V=/(%. მოვნახოთ ამ ფუნქციის 

სყ” დ წარმოებული. ამისათვის საკმარისია გავიხსენოთ, რომ წარმოებული 

არის ყ=/(X) წირის მხების კუთხური კოეფიციენტი. ამ წირის პარამეტ- 

რული სახის განტოლებებია (13) განტოლებები. გამოდის, რომ საძიებე- 

ლი კუთხური _კოეფიციენტი მოცემულია (15) ფორმულით, რომელსაც 
შეიძლება მიეცეს შემდეგი სახე 

ყლ“ იი 
ჯ, 

ამ ფორმულის სწორად გასაგებად უნდა გვახსოვდეს, რომ (17) ფორმუ- 
ლის მარჯვენა ნაწილში გაწარმოების / წერტილი არის პარამეტრის 
მნიშვნელობა, რომელსაც შეესაბამება X=8(,) ფორმულით მოცემული 
ის X წერტილი, რომლისთვისაც ვეძებთ #”(#). 

(17) ფორმულა. ადვილად მიიღება მარტივი გამოთვგლითაც) 
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ახლა მოვძებნოთ წV=/(X) ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებული 
V“V ყ. .· ის ადვილად მოიძებნება (17) ფორმულის საშუალებით. სახელ- 

დობრ, აღვნიშნოთ წ”, 2ჟ-ით. მაშინ 

ყ.”=7» 

(17) ფორმულის ძალით 

2,=5.! 
ჯX„ 

მაშასადამე, 

'ყწ,=-.'. . (18) 
ჯ, 

მაგრამ გ=ყ, =V! და ამიტომ 

ჩჯ, 

წ,=V X(” M(XV/ (-V/XV (1% 
ჩჯ, 

(18) და (19) ფორმულების საფუძველზე საბოლოოდ გვაქვს 

ცა – შრი” რთ 
Xჯ,     

მაგალითი. დავადგინოთ 

X=/L3(+I, ყ=2/0--1 (21) 

წირის ჩაზნექილობის მიმართულება M(I) წერტილში. 

ამოხსნა. (21) ტოლობიდან ვპოულობთ 

X, =2,+3 X,”=2, ყ,=6!, V//,” =12 (. 

მაშასადამე, /(=1 მნიშვნელობისათვის გვაქვს 

X,=5, X„”=2, ყ,=6, ყ,”=12. 

(2001 ფორმულის თანახმად /I წერტილში გვექნება 

_12.5-6.2 _ 48 
00 ყე “125 

„” 

ყ» 

რადგან #.,”>0, ამიტომ 21) წირი M წერტილში მიმართულია ჩაზ- 

ნექილობით ზემოთ. 
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§ 4. სიმრუდე 

1. საშუალო და ჭეშმარიტი სიმრუდე 

აქ გავეცნობით მრუდი წირების მნიშვნელოვან მახასიათებელს, მათ 

სიმრუდეს. წირის სიმრ არის მისი მო ნ ობის 
ხარისხის საზომი. უმ წეიულ 

ავიღოთ რაიმე /, წრფე (ნახ. 186). ის არის თავისივე მხები მის ნების– 

მიერ წერტილში. ამიტომ, თუ L-იდან გამოვყოფთ ნებისმიერ 4,8 მონა- 
კვეთს, მაშინ #4 და 8 წერტილებში მხებები ერთმანეთს დაემთხვევა. ეს 

ფაქტი შეიძლება შემდეგნაირად გამოვთქვათ: წრფის მიმართულება ჯრ 
იცვლება მისი ერთი წერტილიდან მეორეზე გადასვლისას. ასე არ ხდება 

მრუდი წირების შემთხვევაში. თუ L მრუდი წირის # და 8 წერტი- 

ლებზე გავავლებთ მხებებს, ისინი შექმნიან რაღაც 60 კუთხეს (ნახ. 187). 

შეიძლება ეთქვათ, რომ /, წირის მხები (მასთან ერ– 

თად თვით # წირიც) 4-დან 8 წერტილში გადას- # 
ვლიას მობრუნდება 0 კუთხით, შეიძლება 
ითქვას, რომ მობრუნების კუთხის სიდიდე გვაძლევს 

  

    
  

“ნახ, 186. ნახ. 187. 

გარკვეულ წარმოდგენას # წირის 48 რკალის მოღუნულობის ხარი- 
სხხე: რაც უფრო მეტია 0 კუთხე, მით მეტად მოღუნულია #L წირი. მაგ– 
რამ თვითონ 0 კუთხის სიდიდე არ წარმოადგენს მოღუნულობის ხარისხის 
საზომს. მართლაც, ერთია––თუ წირი. შემობრუნდება 100 სმ სიგრძის უბან– 
ზე 50“-ით და მეორე,“ თუ იგივე კუთხით შემობრუნდება 200 სმ სიგრძის 
უბანზე. პირველ შემთხვევაში 1 სმ- ზე მოდის სამუალოდ 0,5”, მეორე 
შემთხვევაში“ კი-- ორჯერ ნაკლები. ” 

ამგვარად, მნიშვნელოვანია არა 0 კუთხის სიდიდე თავისთავად არა- 

მედ, 48 რკალის სიგრძის ერთეულზე ამ კუთხის რა ნაწილი მოდის სა- 
შუალოდ. ამ მოსაზრებას მივყავართ შემდეგ განსაზღვრამდე: 

? ისევე როგორც, მაგალითად, თუ ორი მსროლელი მიზანში მოხვდა 50-ჯერ თი– 

თოეული, არ ნიშნავს რომ ისინი ერთნაირი მსროლელებია. უნდა გავითვალისწინოთ 

თუ თითოეულმა მათგანმა რამდენჯერ გაისროლა, თუ პირეყლმა გაისროლა 100-ჯერ, 

ხოლო მეორემ 200-ჯერ, მაშინ პირველი მიზანში საშუალოდ 0,5-ჯერ ხვდება, ხოლო 

მეორე კი –– ორჯერ ნაკლებ, უნდა დავასკვნათ, რომ მეორე უფრო ცუდი მსროლელია. 
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განსაზღვრა. # წირის. 18 რკალის საშუალო სიმ- 
რუდე ეწოდება ამ წირის 4 წერტილიდან „8 წერტილში გადასვლისას 
მხების მობრუნების 0 კუთხის შეფარდებას 48 რკალის სიგოძესთან 

Mა5=-9- (ს 
38 

შენიშვნა. 1) (1) ფორმულაში 0 კუთხის ნიშანი არ მიიღება 

მხედველობაში, კუთხე აიღება აბსოლუტური მნიშვნელობით. ამიტომ 
საშუალო , სიმრუდე ყოველთვის არაუარყოფითია. 

2 Iს: გამოთვლის დროს კუთხის განხომილების ერთეულად ყო– 

ველთვის აიღება რადიანი”. რადგან ფორმულებში, სადაც კუთხე რადია– 
ნებშია მოცემული, კუთხის სახელწოდება არ იწერება, ამიტომ სიმრუ- 
დის განზომილება იქნება 1: სიგრძეზე. ?? შ 

3) 0 კუთხეს, რომლის შესახებაც ზემოთ იყო ლაპარაკი (გაურკვე- 
ველი მიხეზის გამო) ზოგჯერ უწოდებენ ,4/,3 რკალის მოსაზღვრე კუთხეს. 

ადვილი მისახვედრია (როგორც. ამასს თვით ტერმინიც საშუალო 
სიმრუდე გვიკარნახებს, რომ ერთსა და იმავე წირს სხვადა- 
სხვა უბნებზე აქვს სხვადასხვა საშუალო სიმრუდე. ასე მაგალითად, 188-ე 

ნახაზზე 488 რკალის საშუალო სიმრუდე ბევრად უფრო მეტია, ვიდრე 

ხ0 რკალის საშუალო სიმრუდე. იმისათვის, რომ დავახასიათოთ L წირის 
მოღუნულობის ხარისი მის მოცემულ #M წერტილში, 
შემოაქვთ 

განსაზღვრა. #L წირის 
M წერტილში ჭეშმარიტი 

სიმრუდე ეწოდება უსას- (” 

რულოდ მცირე რკალის საშუალო 4 

სიმრუდის ზღვარს, როცა ეს 

რკალი იკუმშება # წერტილში. 

როცა ლაპარაკობენ წირის 'სიმ– 

რუდის შესახებ /I/ წერტილში, სიტ- 

ყვას „ჭეშმარიტი“ არ ხმარობენ. ნახ. 188, 

0 

»# მაშასადამე, თუ 48=100 სმ და /-დან /3-ზე გადასვლისას მხები მობრუნდება 

509?-იანი კუთხით,” მაშინ 

50 ( 2 ) 
189 ჯ –= იბ %0,0087. 

#ხამ=“ “ენ 360 
"+ მაშასადამე, წინა სქოლიოში უნდა 'დაეწეროთ 

1 1 
Xსაშ –- =0,00ზ87 აუ' 

წ 

“ 160 სმ 
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ი. სიმრუდის გამოსათვლელი ფორმულა 

ამოცანა ვიპოვოთ #=/(0) წირის ჭეშმარიტი 
LC სიმრუდე მის მოცემულ MM CV, 9) წერტილში. 

ამოხსნა. ავიღოთ წირზე /VI-ისგან განსხვავებული IV(X- #X, ყ-L რ) 
წერტილი. კუთხე, რომელსაც წირის მხები ადგენს აბსცისთა ღერძ- 
თან, დამოკიდებულია შეხების წერტილის აბსცისაზე, ვთქვათ, ამ 

კუთხის მნიშვნელობებია /#M და M წერტილებმი თ და თ + რთ სათა- 

ნადოდ. 189-ე ნახაზიდან ჩანს, რომ 0 კუთხე, რომლითაც შემობრუნდება 
მხები /# წერტილიდან M წერტილზე გადასვლისას, უდრის „#4/8C სამ- 
კუთხედის შიგა C კუთხეს. ამ სამკუთხედის მეორე შიგა კუთხე (4 კუთხე), 

არის თ კუთხე, ხოლო თ+/თ არის იმავე სამკუთხედის # და C კუთხე- 
ების არამოსაზღვრე გარე კუთხე. მაშასადამე, თ -L რთ=0-+თ, საიდანაც 

0=4Cთ 

  

  

აქედან გამომდინარეობს, რომ #MVM რკალის საშუალო სიმრუდე 

რტ 
1XCა 3 =–=> > · 

MM 
  

ხოლო საძიებელი ქეშმარიტი X სიმრუდე უდრის ამ გამოსახულების 
ზღვარს, როდესაც M წერტილი მიისწრაფვის // წერტილისაკენ, ე. ი. 
როდესაც #X-+0: 

M= ი 4%., (C. 
ტჯ–30 MM 

ამ ზღვრის გამოსათვლელად „გავითვალისწინოთ შემდეგი: | 

  1) როცა #X->0, მაშინ წილადი წარმოადგენს -> –- სახის განუ- 

საზღვრელობას. 
2 ასეთი განუსახლვრელობის გასახსნელად “შეიძლება მრიცხველი 

და მნიშვნელი შევცვალოთ მათი ეკვივალენტური სიდიდეებით. 
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ვ) უსასრულოდ მცირე რკალი მისი ქორდის ეკვივალენტურია? 

MM 
II –– =1. 
M–+M /MM/M 

ამის საფუძველზე, შეიძლება (2) ტოლობაში IM რკალი შევცვალოთ 

#M#IMV ქორდით. MM არის MC ყ) და M(X-I-#X, ყ-I- სყ) წერტილებს 

შორის მანძილი. მაშასადამე, 

MM=V(4X? + (4) 
და 

– გაი | (რ) +(ტ”)” 
ეს ტოლობა შეიძლება ასე გადავწეროთ 

ლ< 

#= IIი1 იფ 
(აქ შეიძლება ჩავთვალოთ, რომ #X>0. თუმცა ეს არ' არის მნიშვნელო– 

განი, რადგან #-ს გამოსახულებაში გვაინტერესებს /Cს აბსოლუტური 

მნიშ ვნელობა) · 

მაგრამ 
ტყ „თ 

II01 –= =Vყ,, II -- =C, კ 
ა % #X =ყ» ქ % #ტX · 

მაშასადამე, 

თ.” 

V1 + ყა” 

ახლა გავიხსენოთ, რომ LV თ=Vყ,, ეს გვაძლევს 

თ=მICLC V/;. 

ამ ტოლობის გაწარმოება გვაძლევს 

ქ, ყა 

1+ყ,? 
  Cჯ 

ტოლობას, 

#· როგორც ნათქვამი იყო ამ თავის დასაწყისში, იგულისხმება უწყეეტი /”(X) წარ 

მოებულის არსებობა (და უფრო მაღალი რიგის წარმოებულებისადც). მაშასადამე, ჩვე– 

ნი წირი გლუვი წირია. 
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თუ რთ,”-ის მნიშვნელობას შევიტანთ (3) ტოლობაში, მივიღებთ საბო- 

ლოოდ 

“ 

ს (14+ყ.?) 1 

უნდა, გვახსოვდეს, რომ ყ»” უნდა ავიღოთ აბსოლუტური მნიშვნე- 
ლობით.' შევნიშნავთ აგრეთვე, რომ ორივე წარმოებული წყ.” და 

უნდა გამოითვალოს იმ /#M წერტილის Xჯ აბსცისის მნიშვნელობისათვის, 
რომელშიც ვეძებთ სიმრუდეს. ' 

მაგალითები: 1) ვიპოვოთ V-=35!0 V სინუსოიდის სიმრუდე. 

ამოხსნა. აქ #.=005 X, ყა” ==--51 X და (4) ფორმულა გვაძ- 

ლევს “ 
–5IიX M=--0%-, 

(1-; C0ვ3ჯ) ? 

რადგან სიმრუდე ყოველთვის არაუარყოფითია, ამიტომ უფრო ზუსტი 
იქნები ფორმულა: 

50 X 
#- ო9MX ., და) 

– (1-LC059%) ? 
' 

ის გარემოება, რომ V/C დამოკიდებულია X-ხზე, გვიჩვენებს რომ სინუ–- 

სოიდის სიმრუდე იცვლება წერტილიდან წერტილამდე. 

2) ვიპოვოთ წრფის სიმრუდე. 

ამოხსნა. წრფის განტოლებას აქვს ყ=V/IX+- ხს სახე. მაშასა– 

დამე, ყ-=/, ყ-”=0. (4) ფორმულის თანახმად /C=0. ეს გამოთვლე– 

ბის გარეშეც ცხადია წრფის ყოველ წერტილში სიმ- 
რუდე ნულის ტოლია. 

თუ განიხილება რაიმე მრუდი, ამ მრუდზეც შეიძლება აღმოჩნდეს 

ცალკეული წერტილები, რომლებშიც სიმრუდე ნულის ტოლია. მაგა- 
ლითად (5) ფორმულიდან ჩანს, იმ წერტილებში, სადაც 510 X=0, ანუ 
წერტილებში, სადაც სინუსოიდა ჰკვეთს C0X ღერძს, /XC=0. ზოგადი 
(4) ფორმულიდსნ .:ცხადია, რომ ნებისმიერი წირის სიმრუდე ნულის 

ტოლი ხდება იმ წერტილებში, სადაც M”» = 0. ამით აიხსნება სწორედ 
ის, თუ რატომ ვუწოდეთ ზემოთ, ასეთ წერტილებს გა წრფივების 
წერტილები. ამ წერტილებში მრუდი თითქოს წრფეს ემსგავ- 
სება. უფრო ზუსტად: ის ფაქტი, რომ წირის რაიმე წერტილში სიმ– 
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რუდე ნულის ტოლია, ნიშნავს იმას, რომ წირი ამ წერტილში განსაკუთ- 
რებით მჭიდროდ უახლოვდება თავის მხებს, აღვილი შესამჩნევია, 

რომ გადაღუნევის წერტილებში სწორედ ასეთი გარემოება გვაქვს 
(ნახ. 190). 

3) ვიპოვოთ წრეწირის სიმრუდე. 

ამოხსნა. თუ წრეწირის ცენტრს მოვათავსებთ კოორდინატთა 

სათავეში, მაშინ მისი განტოლება იქნება 

X#-+ყ=/ჯ??. 

აქედან #=:+V /1--X.  გარკვეულობისათვის 
განვიხილოთ ზედა ნახევარწრეწირ,ი რომლის 

წერტილებისათვის #>90, ამიტომ რადიკალის წინ 
გვექნება „4-“ ნიშანი. 

  

ყ->V 1-4. M# 

აქედან 

ყა=--=-> 
” V-X ! 

მეორე გაწარმოებით მივიღებთ ნახ. 190. 

ღ„ჯ<_ –ჯ 

_VI “2 + #.--=>-- : , 6 I1XIდ ი _ -ს 
–<--ააი 2 

(V- 9)? 
რადგანაც ყ”, უნდა ავიღოთ აბსოლუტური მნიშვნელობით, ამი- 

ტომ უკანასკნელ გამოსახულებაში მინუს“ ნიშანს უკუვაგდებთ. მაშინ 
(4) ფორმულიდან მარტივი გარდაქმნების შემდეგ მივიღებთ: 

1 
#=% (6) 

    
უ.ი. წრეწირის ყოველ წერტილში სიმრუდე ერ- 

თიდაიგივეა და ტოლია წრეწირის რადიუსის 
მებრუნებული სიდიდის". 

“+ მისი წარმოშობა სავსებით ნათელია. ზედა ნახევარწრეწირი მიმართულია ჩაზ- 

ნექილობით ქვემოთ და V„»”<90. 

.. მკითხეელს ვურჩევთ მიიღოს (6) ტოლობა არა (4) ფორმულის საშუალებით, 

არამედ თეით სიმრუდის განსაზღერაზე დაყრდნობით, 
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ვ. პარამეტრული სახით მოცემული წირის შემთხვევა 

ვთქვათ, წირი მოცემულია პარამეტრული სახით განტოლებებით 

X=0(7), ყ==%VX/). (7 
როგორც ვნახეთ ზემოთ (§3, 5), თუ ჩავთვლით, რომ (7) განტოლებებ- 
ში ყ დამოკიდებულია X-ზე, მაშინ 

ყა =%, ყო = 9 X =-M. X; 

X, ”ჯ, 

თუ ამ გამოსახულებებს ჩავსვამთ (4) ფორმულაში ვიპოვით 

“ , , წ/ 

ყ, X, –ყ, 1, 

გამარტივების შემდეგ მივიღებთ 

#X _ ყ, X/, –წ” 7 

+ (8 
(X,,+ყ,) 2 

ასეთია სიმრუდის ფორმულა, როცა წირი მოცემულია პარამეტრუ–- 
ლი სახით. ისე როგორც ზემოთ, (8) წილადის მრიცხველში უნდა დაი–- 

წეროს, | V, 'X ,–-ყ/,X”,,,| რადგან #>0 ყოველთვის. (7) წირის გაწ- 
რფივების წერტილი ხასიათდება კვლავ #=0 ტოლობით. 

მაგალითი. "ვიპოვოთ 

X=ძ0 005 #, ყ=ხ 510 |. (9) 

ელიფსის სიმრუდე მის ნებისმიერ წერტილში. 

ამოხსნა. (9) განტოლებებიდან ვპოულობთ 

X, =–-ძ 517 7, ყ, ==ხ 005 7, 
X, '=–-0 00§ /, ყ, =--ხ 5)ი #. 

თუ ამ მნიშვნელობებს ჩავსვამთ (8) ფორმულაში, მივიღებთ 

ხ #= 2 ყ 

(თ251ი?/ -L ხ? C0§2/) ” 

კერძოდ; (თ, 0) წერტილში, რომელიც 7=0 მნიშვნელობას შეესაბამება, 
გვაქვს 
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4. პოლარულ კოორდინატთა შემთხვევა 

ვთქვათ, მოცემულია რაიმე წირი 

7=/(8) (19) 

განტოლებით პოლარულ კოორდინატებში, ავიღოთ ამ წირზე ნებისმიერი წერტილი. 
თუ Xჯ და ყ ამ წერტილის დეკარტის კოორდინატებია, მაშინ 

X=/ C05 0, V=-/ 510 0. (11) 

მაგრამ 0 კუთხის მოცემა (10) ტოლობის თანახმად განსაზღვრავს /-ის მნიშვნელობასაც. 

ამგვარად 8 კუთხე სავსებით განსაზღვრავს ჯ და V კოორდინატებს, მაშასადამე, (11) 

ტოლობები, რომლებშიც იგულისხმება, რომ / არის 0-ს ფუნქცია, წარმოადგენენ წი- 

რის პარამეტრული სახით მოცემულ განტოლებებს. მაშინ ამ წირის სიმრუდე მოიძებ– 
ნება (8) ფორმულით. გამოვთვალოთ ამ ფორმულაში შემვალი სიდიდეები. 

რადგან / არის 0-ს ფუნქცია, ამიტომ 

Xგ'=„/“ც C05 0--/ 5Iი 0, ყ'0==7ც 510 0-L/ლ05.0, 

Xც” '=/ე C05 0-2, ც 510 0-–/ C0500ი  ყც””-=/ ე §1ი 0-L2/ე0”C00§ 0–-/ აი 0. 

აქედან, თუ სიმარტივისათვის „გ, და #ც”” გამოსახულებებში გამოვტოეებთ 0 ნიშნავს, 

- -ეპოულობთ 
»ჯც” ბ -L ყი 1=/ 3-L,2, 

Vლ0” X0 –ყტ Xც =>/? -L 2/2 -- „,. 

საბოლოოდ, 

# _ „ს+223 – ”“ 
=- 3 

–- 12 
(#5+/5 ? 02) 

მაგალითი. ვიპოვოთ /=:60 წირის სიმრუდე. აქ /”=/”7=00, მაშასადამე, 

2 610 06 

# =. 3. V2 
· (290)? 

5. წრეწირი, ცენტრი და სიმრუდის რადიუსი 

მრუდე წირის მცირე რკალი მიახლოებით შეიძლება შეიცვალოს 
წრფის მონაკვეთით, რომელიც ამ წირს ეხება ' განსხილველი რკალის 
რომელიმე წერტილში. იმ საკითხების შესწავლის დროს, როცა ჩვენ 

გვაინტერესებს რკალის სი გრძე ან მიი მიმართულება, 
ასეთი შეცვლა შესაძლებელია. მაგრამ ცზადია, რომ ის შეუძლებელია 

რკალის, სიმრუდის შესწავლის დროს, რადგან ყოველი წრფის 
სიმრუდე ნულის ტოლია. თუ გვსურს L წირის რკალის შეცვლა მიახ- 

ლოებით უფრო მარტივი წირის რკალით, მაშინ L წირის სიმრუდეს- 
თან დაკავშირებული საკითხების. შემთხვევაში, გვიხდება წრფის მაგივ- 

რად, სხვა უფრო რთული წირის აღება. სავსებით ბუნებრივია, რომ ამ 
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მიზნით მიემართავთ წ რეწირს. ამ მოსახრებებთან დაკავშირებით 

შემოგვაქვს, 
განსაზღვრა. # წირის მოცემულ /M წერტილმი სიმრ უ- 

დის წრე წირი ეწოდება ისეთ წრეწირს, რომელიც (ნახ. 191) 

1) გადის // წერტილში; 

2) // წერტილში აქვს # წირთან საერთო მხები; 
3) //# წერტილში აქვს იგივე # სიმრუდე, რაც L-წირს. 
4) მისი C ცენტრი მოთავსებულია #L წირის ჩაზნექილობის მიმართუ- 

ლების მხარეს (/M წერტილში). · 
შევჩერდეთ დაწვრილებით ამ გა- 

ნსახღვრაზეე როდესაკც ლაპარაკია 
წირის სიმრუდეზე, იგულისხმება სიმრუ- 

დე /# წერტილში, რადგან ნემისმიერი 
წირისათვის სიმრუდე იცვლება წერტი- 
ლიდან წერტილამდე. წრეწირის ყო- 

ველ წერტილში სიმრუდე ერთი და 
იგივეა, ამიტომ წრეწირის შემთხვევაში, 

არ ვლაპარაკობთ სიმრუდეზე /V წერ- 
' ტილში. შემდეგ რადგანაც წრეწირი 

ნახ. 191. ეხება # წირს /M წერტილში, ამიტომ 

მისი Cცენტრი ძევს #წირის #M წერტილშ-ი გა- 
ვლებულ ნორმალზე. ადვილი მისახვედრია, თუ როგორი უნ- 

და იყოს სიმრუდის წრეწირის /2 რადიუსი. სახელდობრ, ერთი მხრივ 

ამ წრეწირის სიმრუდე ტოლი უნდა იყოს # წირის IC სიმრუდისა /V 

წერტილში, და მეორე მხრიე, როგორც ყოველი წრეწირისათვის სიმ- 

  

რუდე ტოლია დ “ის. მაშასადამე, #-> და 

(13) 
    

ამ სიდიდეს ეწოდება # წირის სიმრუდის რაღიუსი /M# წერ– 
ტილში (წერტილის დასახელება აუცილებელია, რადგან L წირს სხვა- 

დასხვა წერტილში აქვს სიმრუდის სხვადასხვა რადიუსი!). სიმ- 

რუდის წრეწირის C ცენტრს მოკლედ უწოდებენ L წირის სიმრეუ- 
დის ცენტრს # წერტილში. 

რასაკვირველია, ყოველივე ნათქვამი ეხება იმ შემთხვევას როდე- 
საც /#/ წერტილი არ არის # წირის გაწრფივების წერტილი. ამ უკანას- 

კნელ შემთხვევაში #=0 და არ არსებობს ასეთი სიმრუდის მქონე წრე– 
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წირი. ამ შემთხვევაში პირობით ამბობენ, რომ # წირის გაწრფევების 
წერტილში სიმრუდის წრეწირი გადაგვარდება წრფედ (სახელდობრ, 
მხებად განსახილველ წერტილში). “ამის შესაბამისად ამბობენ აგრეთვე, 
რომ გაწრფევების წერტილმი სიმრუდის რადიუსი „უსასრულობის 

ტოლია“, ხოლო სიმრუდის ცენტრი „გადაინაცვლებს უსასრულობაში“. 

მაგალითი. ავაგოთ ყ =- » პარაბოლის სიმრუდის ცენ- 

ტრი მის (0,00 წვეროში. 

ამოხსნა. პარაბოლის განტოლებიდან გამომდინარეობს, რომ 

ყ»=X, ყა.” = 1. მაშასადამე, M=- !შ'., ხოლო როცა X = 0, 

0 +». 
#=1. აქედან და (13) ფორმულიდან გამომდინარეობს რომ /2=-1. ცნობი- 

ლია, რომ პარაბოლა წვეროში ეხება 0X ღერძს, ამიტომ სიმრუდის ცენ– 
ტრი C ძევს 0ყ ღერძზე, 0X ღერძის ზემოთ, რადგან განსა- 

ხილველი პარაბოლა ჩახზნექილობით მიმართულია ზემოთ. ამგვარად, 
სიმრუდის წრეწირის C ცენტრი არის C (0,1) წერტილი და რადიუსი /#=1. 

192-ე ნახახზე ვხედავთ, თუ როგორ მჭიდროდ ეხებიან ერთმანეთს პა- 

რაბოლა „და მისი სიმრუდის წრეწირი. 

  

8)
 

  

"ნას. 192. 

თუ ჩვენ განვიხილავთ #L წირის მცირე რკალს, რომელიც /M/ წერტილს 

შეიცავს, მაშინ შეიძლება მიახლოებით ეს რკალი ჩავთვალოთ სიმრუდის 

წრეწირის რკალად (#, წირის // წერტილში). მაშასადამე, თუ ხსენებულ 

რკალზე ავიღებთ /-ისაგან განსხვავებულ მაგრამ მასთან ძალიან ახ- 
ლოს მდებარე სხვა V წერტილს (რადგან იგულისხმება მცირე რკალი), 

შეიძლება ვიგულისხმოთ, რომ # და M წერტილები მდებარეობენ ერ- 

თი ღა იგივე წრეწირზე, რომელიც ეხება L წირს // (ზუსტად) და M 
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(მიახლოებით) წერტილებში. მაშინ ამ წრეწირის ცენტრი უნდა მდება- 

რეობდეს # წირისადმი /M ღა MV წერტილებში გავლებულ ორ ნორმალზე 

ერთდროულად, ე. ი. უნდა წარმოადგენდეს ამ ნორმალების გადაკვე- 
თის წერტილს. ეს მოსაზრება არა მარტო გვაძლევს ნახაზზე ცენტრის 
მიახლოებით მონახვის მარტივ ხერხს, არამედ ” გვაძლევს სიმრუდის 
ცენტრის სხვა განსაზლვრის საშუალებას. სახელდობრ, წირის მცირე 
რკალის სიმრუდის წრეწირის რკალით შეცვლის დროს ცდომილება „მით 
ნაკლებია, რაც უფრო მოკლეა რკალი. სხვანაირად, თუ # წირზე ავი- 

ღებთ // წერტილს და მასთან ახლოს მდებარე V .თწერტილს, და ვიპოვით 

“I და V წერტილებში L წირისადმი გავლებული ნორმალების გადაკ- 
ვეთის წერტილს, მივიღებთ სიმრუდის C ცენტრს (M წერტილში) იმ- 
დენად დიდი სიზუსტით, რამდენადაც ახლოს მდებარეობს MV წერტილი 
M-თან. ამიტომ შეიძლება შემოვიღოთ 

განსაზღვრა. # წირის მოცემულ / წერტილში სიმრეუე- 
დის ცენტრი C ეწოდება // წერტილში და მასთან უსასრულოდ 

ახლოს მდებარე V წერტილში L წირისადმი გავლებული ნორმალე- 
ბის გადაკვეთის წერტილის ზღვრულ მდებარეობას. 

ეს განსაზლვრა გვაძლევს სიმრუდის თეორიის ახლებურად დასა- 
ბუთების საშუალებას. სახელდობრ, როცა გვეცოდინება, თუ რა არის 

L წირის სიმრუდის ცენტრი M წერტილში, შეიძლება განვსაზღვროთ L 

წირის სიმრუდის # რადიუსი /V წერტილში ფორმულით 

–=CM, 
ხოლო შემდეგ შემოვიღოთ # სიმრუდის ცნება 

1 #=--. 
” 

6. ევოლუტის და ევოლვენტის ცნება 

ზემოთ მკითხველის ყურადღება შევაჩერეთ იმ გარემოებაზე, რომ 
როცა ლაპარაკია რაიმე წირის სიმრუდის ცენტრის შესახებ, საჭიროა 

მივუთითოთ, თუ წირის რომელი /M/ წერტილისათვის არის C სიმრუდის 
ცენტრი, რადგან # წერტილის ცვლილებასთან ერთად იცვლის თავის 
მდებარეობას C წერტილიც. ამას მივყავართ შემდეგ განსაზღვრამდე. 

განსაზღვრა. L წირის სიმრუდის ცენტრების გეომეტრიულ 
ადგილს ეწოდება ამ წირის ე ვოლუტა. თვით #L წირს კი ეწოდება 

თავის ევოლუტის ევოლვენტა?”. 

# ევოლუტა და ევოლეენტა ბერძნული სიტყვებია და აღნიშნავენ შესაბამისად 

შლილი და გამლადი. 
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ცხაღია, რომ წრფეს არა აქვს ევოლუტა, ხოლო წრეწირის ევოლუტა 
არის წერტილი –- მისი ცენტრი. დანარჩენ შემთხვევებში ევოლუტა 
არის რაიმე, წირი. 

მაგალითი. § 3-ის მე-4 ქვეპარ»გრაფში განვსაზღვრეთ წრეწირის ეგოლეენ- 

ტა, ეუჩეენოთ, რომ ეს წირი მართლაც არის ევოლვენტა ახლახან შემოღებული აზ- 

რითაც, ანუ წრეწირი არის ამ წირისათვის ეეოლუტა. 

ამისათვის, ავიღოთ წრეწირის ევოლვენტის რაიმე #I(I)) წერტილი, ვიპოვოთ /# 

წერტილში ევოლვენტის ნორმალი. ევოლეენტის პარამეტრული განტოლებებია. 

X=- I2(C085 /-I-7 519 7), ყ=” /მ(ა)ი / –- 1005 #). 
აქედან 

X,'= I?/ლ005 #, VV, ==I?/აIი /. (14)ს 
მაშასადამე, 

წ , 

ყ» = VI =Iღ/, 
» 

თუ გავითეალისწინებთ, რომ 7 არის 08 სხივის 0L+ ღერძისადმი ღახრის კუთხე 

(ნახ. 185), მაშინ გასაგები იქნება, რომ ევოლვენტის #1 წერტილში გავკლებული მხები 

08 რადიუსის პარალელურია, ამიტომ, ნორმალი 07#-ს მართობია. მაგრამ #,V წერტილი– 

დან 0/3-ზე შეიძლება მხოლოდ ერთი მართობის დაშეება და ის არის /1/3, მაშასადამე; 

#M 8 არის საძიებელი ნორმალი, რომელზეც ძევს ევოლვენტის სიმრუღის ცენტრი / 
წერტილში. 

ვიპოვოთ ახლა ევოლვენტის სიმრუდის რადიუსი, (8) ფორმულის თანახმად სიმ- 

რუდე 
” ,, ” ა,” 

#- 24% 0 -# I (15) 

: („8 + ყი)? 
მაგრამ (14) ტოლობიდან გვაქვს 

X, '=Iბ(0ლ05 (“7 აიი, ყ/ ”= I9%(§1) /+/ აი§ /). 

თუ ამ მნიშენელობებს ჩავსეამთ (15) ტოლობაში, მივიღებთ 

#= ”? ” _ 1 . 

ო... 

(/25/2) 2 

მაშასადამე, ევოლეენტის სიმრუდის რადიუსი # წერტილში უდრის #?/-ს. ანე #1 8- 

სიგრძეს. რადგან ნახაზიდან ჩანს, რომ 8 წერტილი ეეოლვენტის იმ მხარეს ძევს, საი– 

თკენაც უკანასკნელი მიმართულია ჩაზნექილობით, ცხადია. რომ 8 წერტილი იქნება 

სწორედ ევოლეენტის სიმრედის ცენტრი /4 წერტილში. 8 წერტილის სხყადასხვა მდე– 

ბარეობა ავსებს. წრეწირს, გამოდის რომ წრეწირი არის თავისი ევოლეენტის ევოლუტა. 

პარალელურად დავადგინეთ, რომ ევოლვენტის //8 ნორმალი ეხება ევოლუტას შე- 

საბამის სიმრუდის ცენტრში. ქვემოთ ვუჩვენებთ, რომ ეს ასეა ყოველთვის. 
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7. სიმრუდის ცენტრის კოორდინატები 

განეიხილოთ ამოცანა V=/(X) წირის /V(CX-, ყი) წერტილში სიმრუდის C ცენტრის 

(X-, V) კოორღინატების პოვ<ვნის შესაზებ. ამ ამოცანის ამოხსნა ემყარება ორ მოსაზ- 

რებას: 1) C წერტილი ძევს V=V/(X) წირის /M#M წერტილმი გა·ლებულ ნორმალზე, 

2) მანძილი C წერტილიდან M წერტილამდე სიმრუდის M რადიუსის ტოლია. რადგან, 
ხსენებული ნორმალის განტოლებაა 

1 
ყ–ხყი=-–-– (X-Xი), 

ყი 

პირეელი მოსაზრებიდან გვაქვს 

X--X-== --ყი (V/C--Vყი). (16) 

მეორე მოსაზრება, გვიჩვენებს, რომ 

(Xვ––-Xე)“ –+ CI/-–წVი)?=– #”, (17) 

სადაე სიმრუდის რადიუსი / მოიძებნება (13) და (14) ფორმულებით 

ე. ი. 

%=_(1+9ი ) “_ +ყი”შ) 2 · 
ყი” 

მაშინ (17) განტოლება მიიღებს შემდეგ სახეს 

(1 +ყე““)? –_.. 
თუ ამ ტოლობაში ავათ (X---Xე)-ის გამოსახულებას ტოლობიდან (16) , მივიღებთ 

ი/ვ ი__ (1+#M0ი“”)? 
CV – ყი)” ყი “+ (ყ-- ყი)“= ი ყენია“ 

0 

საიდანაც (19 )-ზე შეკვეცის შემდეგ ვღებულობთ 

· 1-4-ყს? “3 ფოგ (1545) 
ყი 

მაშასადამე, , 

1 + ყი” 
ყძა-ყა=+ -- -% (18) 

ყი 

გავარკვიოთ, რომელი უნდა ავირჩიოთ მიღებული ორი ნიშნიდან. 

განვიხილოთ ორი შემთხეევა: 1) #=/(X) წირი /M წერტილში მიმართულია ჩაზნექილო- 

ბით ზემოთ, 2) ის მიმართულია ჩაზნექილობით ქვემოთ. პირველ შემთხვევაში ყი”/>0 

და ამას გარდა 191-ე ნახაზიდან ჩანს, რომ C წერტილი ძეეს M#M წერტილის ზემოთ, 

ე. ი. VC>ყი, საიდანაც ყ.-–-ყე>0. რადგან (1მ1ე ტოლობაში წილადის მრიცხველი 

1-+ყი წ ყოველთვის დადებითია, ამიტომ ამ წილადის ნიშანი ემთხვევა მისი მნიშვნელის 

ნიშანს, ე. ი. წილადი >0. (18) ტოლობის მარცხენა ნაწილი, როგორც) ახლა დავადგი – 

ნეთ, აგრეთეე მეტია ნულზე, მაშასადამე, ორი + ნიშნიდან, უნდა ავირჩიოთ +- ნიშა- 
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ნი ასეთივე მოსაზრებებს გამოვიყენებთ, როცა შრუდი მიმართულია ჩაზნექილობით 

ქვემოთ: ამ შემთხვევაში ყე” ”< 0. ღა V--–/ა< 0 (ნახ. 194). მაშასადამე, მეორე შემთხეე– 

ვაშიც უნდა ავირჩიოთ -L ნიშანი, ამგვარად, 

  

  
  

  

ნახ. 193, ნახ. 194. 

აქედან და (16) ტოლობიდან საბოლოოდ გეაქვს 

(19) 

  

  
თუ წირი მოცემულია პარამეტრული განტოლებებით 

მაშინ 
” _ წყ; ”X, –Vყ/ X,' 

იჰ-"_---__ 
62) ჯ,“ჭ 

თუ ამ მნიშვნელობებს ჩავსვამთ (19) ფორმ ულეაში, და Xი, წი, ყი, წი” გამოსახულებე ბ- 
„ში, სიმარტივისათეის გამოვტოეებთ ინდექსებს, მივიღებთ 

ჯ/ზ+-ყ? 
, 

ყ( VI  X/” 5 V/ X,” ჟM. X-=ჯ-–- 

X, ბ + V/“ , 
,.” , „” “” - 

ყ, M – ყ/X 

(19) ფორმულების საფუძველზე მტკიცდება 

თეორემა ეეოლვენტის ნორმალი ეხება ევოლუტას შე- 
საბამის სიმრუდის ცენტრში. 

მართლაც, თუ /M წერტილის კოორდინატებს აღვნიშნავთ X და ყ, ხოლო C წერტილის 

კოორდინატებს და M), მაშინ (19) ფორმულები” მიიღებს შემდეგ სახეს 

ნ=X-Vყ'0, 
იMი=ყ+0, (2თ 
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სადაც 

1 +“. 
შლი (21) ყV 

(20) ტოლობები წარმოადგენს ეეროლუტის პარამეტრუელი სახის განტოლებებს დ. და ი 

ეყოლუტის ნებისმიერი წერტილის კოორდინატებია), X პარამეტრია. 

ევოლუტის მხების კეთხური კოეფიციენტი არის 16”, ანუ (მტრიხით აღნიშნულია 

გაწარმოება X პარამეტრით) 

  C0= 

MM”. ყ+C' __ 

IIს=ლ –- = · 
L 1-–ყ '(0– ყ'Cდ“ 

2«7/9C.7296რს) 

    253/70უფს· 4 6 

ნახ. 195, ნახ. 196. 

მაგრამ (21) ტოლობიდან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ #””0=1-Lყ'?, მაშასადამე, 

- XC __ 1) 
– ყი „ 

ეს ნიშნავს, რომ ევოლუტის მხები სიმრუდის C ცენტრში პარალელერია ევოლეენტის 

ნორმალისა შესაბამის VI წერტილში. მაგრამ ორივე ეს წრფე (ნახ. 195) C წერტილში 

გადის, ამიტომ ისინი ერთმანეთს ემთხეეეიან. რის დამტკიცებაც იყო საჭირო. 

8. რკინიგზის მოსახვევები 

შევჩერდეთ სიმრუდის ცნების გამოყენებაზე ერთ ტექნიკურ საკითხში, 

მექანიკიდან ცნობილია, რომ; 

1) M# წერტილს, რომელიც თანაბრად მოძრაობს რაიმე ბრტყელ L წირზე ” სიჩ- 

ქარით, დროის ყოეელ მომენტში აქეს თ=/CV% აჩქარება, საღაც X, L წირის სიმრუ- 

დეა იმ წერტილში, რომელშიც განსახილველ მომენტში მდებარეობს /.. წერტილი. 
ეს აჩქარება (ნორმალური აჩქარება) მიმართულია # წირის ნორმალის გასწე– 

რიე MI წერტილიდან წირის სიმრუდის ცენტრისაკენ. თუ L წირი წარმოადგენს წრფეს 

მაშინ #=0 და მოძრავ წერტილს ნორმალური აჩქარება არ აქვს, 

2) თუ მოძრავი #M# წერტილის მასა (I-ის ტოლია და რაიმე მომენტში აქვს 2 აჩ- 

ქარება, მაშინ ამ მომენტში /I წერტილზე მოქმედებს #= /Iს» ძალა, რომელსაც აქვს 

ს აჩქარების მიმართულება. 
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1) თუ რაიმე სხეული მოქმედებს /4 წერტილზე /' ძალით, მაშინ #I წერტილი მოქ- 
მედებს ხსენებულ სხეულზე ძალით, რომელიც სიღიღით # ძალის ტოლია, ხოლო მი- 

მართულებით, მისი მოპირდაპირე. 

ახლა“ განვიხილოთ მატარებლის თანაბარი მოძრაობა (ცს სიჩქარით). მატარებელი 

ჩავთვალოთ // მასის მქონე მატერიალურ წერტილად. 

ეთქეათ, მატარებელი მოძრაობს ჯერ 4 8 წრფეზე. ხოლო შემდეგ გაღადის მოსახ- 

ვევში, რომელიც წარმოადგენს /# რაღიუსიანი წრეწირის /1C რკალს (ნახ, 196). ცხადია, 

რომ 48 წრფე 8C რკალის მხებია. მაგრამ ეს გარემოება არ განაპირობებს მოძრაობის 

ხიმდოვრეს. მართლაც, 48 უბანზე გზის სიმრუდე ნელის ტოლია, ხოლო 8C რკალზე 

კი + სიდიდის ტოლი, მაშასადამე; სანამ მატარებელი მიდიოდა #8 გხაზე მას არ ჰქონ- 

და აჩქარება, ხოლო 8 პირაპირზე გადასელის შემდეგ მ ყისეე შეიძინა + აჩქა- 

რება. აქედან გამომდინარეობს, რომ 8 პირაპირზე გ.დასვლისას მატარებელზე მყის- 

ეე იწყებს მოქმედებას 
უც 

ჩ=ჩ! ? 

ძალა. ძაღლის ასეთ მყის:ერ გაჩენას 

ეწოდება. დ ა რტ ყ მ ისმოვლენა. ამ– 

გეარად, 8 პირაპირზე გასელისას, მა- 

ტარებელი რელსების მხრიდან ღებუ-” 

ლობს /#/ დარტყმას, მაშასადამე, თვი–- 

თონაც ავითარებს რელსებზე ასეთივე 

დარტყმას. რადგან მატარებლის /!! მასა 

და წ სიჩქარე საკმაოდ დიდია, ამიტომ 

ზემოთ აღწერილი მოელენა აფუჭებს 
ლიანდაგს და შეიძლება გამოიწვიოს ნახ. 197, 

მატარებლის დამსხვრევა. 

   
4 

  

ამ გარემოების გამო. გზის წრფიე ღა წრიულ ნაწილებს უშუალოდ კი არ აერთე- 

ბენ, არამედ მათ შორის ათაესებენ 197-ე ნახაზზე ნაჩვენები 8,8. წირის მსგავს „გა- 

დასასელელ წირს“. ამ წირს ირჩევენ ისე, რომ მისი X სიმრედე უწყვეტად იხრღებო- 

' · I 
ღეს #=0-დან (რომელსაც აღგილი აქეს 8) წერტილში) X= -> მლე (8, წერტილ- 

ში). ამით მიიღწევა მატარებლის მდოვრე მოძრაობა, 

რადგან 8, წერტილი 8,8. წირის გაწრფევების წერტილი უნდა იყოს, ამიტომ 
გადასასვლელ წირად უნდა ავირჩიოთ არა ნებისმიერი წირი, არამედ მხოლოდ ისეთი, 

რომელსაც აქეს გაწრფევების წერტილები. მაგალითად ჩვეულებრივი V==VX- პარაბოლა 

ამ მიზნისათვის არ გამოდგება, რადგან აქ ყ”'=2ძ05-0 და გაწრფევების წერტილები 

არა გვაქვს, პირიქით, ყ=–იXI კუბურ პარაბოლას აქვს ასეთი წერტილი, 
ეს არის X=0. ამიტომ ამ წირს იყენებენ გადასასვლელ წირად. 

საინტერესოა, რომ ისეთ თითქოს განყენებულ ცნებას, როგორიც) არის გაწრფევე- 
ბის წერტილი, აქვს მნიშვნელოვანი პრაქტიკული გამოყენება. : 
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«V თავი 

განუსაზღვრელი ინტეგრალი 

§. 1. ინტეგრების ზოგადი სერხები 

1. პირველადი 

დიფერენციალური აღრიცხვის ძირითად ამოცანას წარმოადგენს დი- 
ფერენცირება, ე. ი. ამოცანა რაიმე ფუნქციის ცვლილების სიჩქარის 
პოვნის შესახებ. პრაქტიკაში ხშირად გვიხდება შებრუნებული ამოცანის 
ამოხსნა. სახელდობრ, ვიპოვოთ ფუნქცია, თუ ცნობილია მისი ცვლილე- 
ბის სიჩქარე არგუმენტის მიმართ. სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ -–– 
ვიპოვოთ ფუნქცია, თუ ცნობილია მისი წარმოებული. ამ ოპერაციას 

ეწოდებ ინტეგრება. განვმარტოთ ეს ტერმინი უფრო დაწვ- 
რილებით. ' 

განსაზღვრა. #”CX) ფუნქციას ეწოდება /(X) ფუნქციის პი რ- 
ქელადი, თუ ეს უკანასკნელი არის #LCX)-ის წარმოებული 

  
/(X)C=L" 6) 

  

მაგალითად, Xჯ არის 3X-ის პირველადი, რადგან (X9)7=3X.. ასევე 

10 X არის 1.ის პირველადი. 
X 

მოქმედებას რომლის საშუალებით ვპოულობთ /() ფუნქციის 
პირველადს, ეწოდება ამ ფუნქციის ინტეგრება. ამგვარად, ზე– 

მოთ გვქონდა 3X” და 1 ფუნქციების ინტეგრება. 
Xჯ 

შენიშვნა. ზოგჯერ საჭიროა სპეციალურად მივუთითოთ შუა- 
ლედი, რომელზეც მოცემულია საინტეგრო ფუნქცია. მაგალითად, თუ 

– ფუნქციას განვიხილავთ 10, -+ იიL შუალედში, მაშინ მისი პირველადი 

ფუნქცია იქნება 1ი X». მაგრამ,იმავე ფუნქციისათვის, რომელიც 1)–-9,0(| 
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შუალედში განიხილება პირველადი იქნება არა 1ი X. (რომელიც გან- 
საზღვრული არ არის, როცა X<0), არამედ III (–X), რადგან 

წი(–#9I/=-!-. (–1)= 1. 
–Xჯ ჯ 

პირიქით, X არის 3X”-ის პირველადი მთელ ნამდვილ |–Cთ, + CL 

ღერძზე (მაშასადამე, მის ნებისმიერ შუალედზე). 

ბუნებრივად ისმება კითხვა: ყოველ /(»X) ფუნქციას აქვს, თუ არა 
პირველადი, ანუ ყოველი /(») ფუნქცია, არის თუ არა, რაიმე სხვა ფუნ- 
ქციის წარმოებული. პასუხს გვაძლევს 

თეორემა,.ა თუ ფუნქცია უწყვეტია რაიმე შუა- 

ლედში, მაშინ მას აქვს პირველადი ამ შუე>– 

ლედში. 
ამ თეორემას არ დავამტკიცებთ. 

2. ნებისმიერი მუდმივი. განუსაზღვრელი ინტეგრალი 

ზემოთ აღვნიშნეთ, რომ ფუნქცია ყ=X1? არის 3X-ის პირველადი, 
რადგან #”=3X#. მაგრამ 2=X34+ 5 აგრეთვე 3X”-ის პირველადია, რადგან 
2'=3Xჯ?.. საზოგადოდ, ყოველი 2=X2-+-C ფუნქციის წარმოებული არის 
3X2, ამიტომ ის არის 3X”-ის პირველადი. სახოგადოდ, შეიძლება დავამ- 
ტკიცოთ, რომ #C00)-თან ერთად, რომელიც /(X)-ის პირველადია, ყოვე– 
ლი #CX-+C ფუნქცია არის აგრეთვე /(X)-ის პირველადი, რადგან 

II" C)--C)/=L (0 =/V0ი. 

ბუნებრივია ისმება კითხვა: ამოიწურება, თუ არა /(X)-ის პირველად– 

თა სიმრავლე 

#C)+C (1) 

გამოსახულებით,, სადაც ·LC2) ერთ-ერთი პირველადია, თუ /(ჩ»)-ს აქვს 
სხვა პირველადებიც, რომლებიც არ მიიღება (1) გამოსახულებისაგან 

C მუდმივის არცერთი მნიშვნელობისათვის. პასუხს გვაძლევს 

თეორემა. / მ) ფუნქციას არ აქვს არავითარი 
სხვა პირველადი ფუნქცია, გარდა (I-ისა. 

მართლაც, ვთქვათ #),(X) არის /(X ფუნქციის რაიმე პირველადი, 

მაშინ #)”(X) =/(X). მაგრამ #C) (1)/ტოლობიდან აგრეთვე პირველადია, 
((უ)-ისა და. ამიტომ # ”(CX)=/(0. განვიხილოთ /:,(X)--ჩ”0ე სხვაობა 
აღვნიშნოთ ის /#2(X)-ით. მაშინ 

IM ი)=#/ 00-––-ჩ 00 =/00-–-/C0) =0. 
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ფუნქციის მუდმივობის კრიტერიუმის საფუძველზე, #IXI0=0 ტო- 

ლობიდან გამომდინარეობს, რომ I#2(») მუდმივი სიდიდეა. აღვნიშნოთ 

ის /4-თი. #(X)=-/4, მაშინ 

ჩ,-0--ჩ00=/4 და 'ჩ,60:=ჩ(00+4. 

სხვანაირად, რომ ვთქეათ, #,(X) მიიღება (1) გამოსახულებიდან, როცა 
C=/4. რის დამტკიცებაც იყო საჭირო. 

ამგვარად (1) გამოსახულება წარმოადგენს /(») ფუნქციის პირვე- 
ლადთა ზო გად სახეს, ანუ როგორც ამბობენ –- პირველადთა 
სრულ ოჯახს. 

განსაზღვრა. თუ #(X) არის /(X) ფუნქციის რაიმე პირველა- 
დი, მაშინ 

ჩ0)+C 

გამოსახულებას, სადაც C ღებულობს ნებისმიერ მუდმივ მნიშვნელო- 
ბებს, ეწოდება /(X) ფუნქციის განუსაზღვრელი ინტეჯ- 

რალი და აღინიშნება სიმბოლოთი 

1 100ძX. (2 
ამგვარად, ტოლობა 

I 10ეძ:=/00+C (3) 

არის ”(X)=/0ე თანადობის, ანუ ძ/”(X=/(იძX თანადობის სხვანაირი 

ჩაწერა. ქვემოთ ვუჩვენებთ, თუ რატომ შემოაქვთ (2) სიმბოლოში ძჯ; 

მამრავლი. აღვნიშნავთ აგრეთვე, რომ (3) ტოლობაში შემავალ C მზშე- 

საკრებს უწოდებენ ნებისმიერ მუდმიევს, ხოლო /C0 ფუნ- 

ქცის ––ინტეგრალქვეშა ფუნქციას. , 

მკითხველი ადვილად დარწმუნდება შემდეგი ტოლობების 

| თძ»=C+C, I(L> XძX=51ი X+C, (M- + +0 

მართებულობამი რომლებიც წარმოადგენენ ზემოთ მოცემული გან- 

სახღვრის ილუსტრაცია. ტოლობა 

ძX 
=- =I90 X+C, 
X 

როცა X>>90, აგრეთვე იმავე განსაზღვრის ილუსტრაციაა. თუ X < 0, 

მაშინ 

| 9X /აC ჯ»+C. 
X 

განუსაზღვრელი ინტეგრალის განსაზღვრიდან გამომდინარეობს 
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თეორემ. განუსაზღვრელი ინტეგრალის წა“- 

მოებული ტოლია ინტეგრალქეეშა ფენქციი- 
სა, ანუ 

((წ/(იეიძი”. IM” რ) 

მართლაც, ტოლობა ყ=I/0ეძX ნიშნავს, რომ ყV+-ჩ(C0-! C, სადაც #(X), 
00 ფუნქციის ერთ-ერთი პირველადია, ხოლო C=-0ლ0I!აწ. მაგრამ მა- 

შინ ყ'=# (0=|!I(ე). რის დამტკიცებაც იყო საჭირო. 

იმავე განსახღვრიდან გამომდინარეობს 

წესი. იმისათვის რომ დავრწმუნდეთ 

ILI6აძX = II 00+C (5) 

ტოლობის მართებულობაში, საჭიროა გავაწარმოოთ ამ ტოლობის მარჯვენა 
ნაწილი. თუ მივიღებთ მარცხენა ნაწილის ინტეგრალქვეშა ფუნქციას, 
მაშინ (5) ტოლობა მართებულია, წინააღმდეგ შემთხვევაში კი არა. 

მაგალითი. დავამტკიცოთ,. რომ 

  

ძX; 
=I0(VX+VX" 1-7) +C 

VX' + 
  

  (6) 
  

  

  

თუ დავუშვებთ, რომ 

ყ=IIX+- VX"-I- IM) + C 

  

  

  

  

ვიპოვით, 

, 1 () X )– ! „XX 2 LI -6X. 
ყV – ა, VX"--ი! VX"+I/ X + VX#-6V  V2>2 CI 

აქედან 
, 1 

ჟ _ VX:-LV ' 

ამით (6) დამტკიცებულია. 

7? შეიძლება ასეც ეიმსჯელოთ: C-ს ყოველი მნიშვნელობისათვის ყ=:#(X)-I-C 

გამოსახულება /(ჩჯ)-ის პირველადია. მაშასადამე, 

ყ'=ICე. 
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ე. ძირითად ინტეგრალთა ცხრილი 

ინტეგრების ჩვევების გამოსამუშავებლად აუცილებელია შემდეგი 
ფორმულების ცოდნა: 

  

1. I ძX=X-+C. VII. I 5111XXX = –- C0§5 X+C. 

    

+1 წ 

II. |» ძX = ჯ" –+C- VIII. | ძ» =!VყX+C- 
0-1 C05“X 

  

  

  

  

III. | 4X „IC. IX. | « __ «XC 
X 81IX 

ი" ძX X 
IV. | ი-+ძX= –––--+VC. X. = 810511) – -+C- 

I ა 1ით I VII - XX... ი. 

" ი 1 L- 
· X = · II. =- – · V I? ძX=6+-LC X I 5-7 თ გLCLC 216 

  

ძL+ 1, X–0თ 
=- შ–- · 

X–ი. 20 290691 C 
VI | თია აიალაი X+C. XII. | 

  

  XIII. I ძX =Iი0(X + VX:--I) LC. 
VX”-+M /     

ამ ფორმულების შემოწმება შეიძლება მარჯვენა ნაწილის გაწარ– 

მოებით. გაწარმოების შედეგად უნდა მივიღოთ მარცხენა, ნაწილში მყო– 
ფი ინტეგრალქვეშა ფუნქცია. შემოწმებას ვანდობთ მკითხველს. 
შენიშვნები. 1.I ფორმულა მართებულია, როცა C5C--1. 

მართლაც, თუ თ=-–--1, მაშინ ფორმულის მარჯვენა ნაწილი კარგავს 
აზრს. როცა თ=-–--1, მართებულია III ფორმულა. 

2. III ფორმულაში იგულისხმება, რომ X>0. თუ X<0, მაშინ მარ– 

თებულია ფორმულა 

| 94% ა 0+C 
Xჯ 

ორივე ეს ფორმულა შეიძლება ჩაიწეროს ერთით, შემდეგნაირად: 

| 2=Iი)9M+C 
ჯ V 

ასევე XII და XIII ფორმულები უფრო ზოგადი სახით შეიძლება ასე 
ჩაიწეროს 
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| LL. _ 1 ეჯ ძ +0, 

XჯX-–-ი” 20 ||X+ძ 

ძX –– 
=I – 5. « | უ=5=- =იXატწაი +6 

3, X ფორმულაში იგულისხმება, რომ თ>0. მართლაც, თუმცა 

ნებისმიერი 0560 გვაქეს: 

თოი „ა 
მიუხედავად ამისა, გარდაქმნა 

ის/ 1-(>) =V> == 2. 

მართებულია მხოლოდ? მაშინ, როცა 0>0. 

4. XL და XII ფორმულებში იგულისხმება, რომ ძ=0. 

5. X და XL ფორმულების ნაცვლად შეიძლება დავწეროთ: 

| ძX = –მ-060§ + +C, |>+ = 
სთ” -–ჯ ძ ი" -L წ? 
    

  

=- 2? მICCLთ > -LC. 
ძ თ 

6. ყველა ფორმულაში დამოუკიდებელი ცვლადი აღნიშნულია Xჯ-ით 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ III, V, VI, VIL ფორმულები ასეც შე- 

იძლება ჩაიწეროს: 

| –“ =II2-C, I 6! ძ(=40!-LC, 

| ლიაყძყ=5Iიყ-+LC, | ვ Cძი= -–-ი0§ ი#-+C- 

და ა. შ. ასევე L ფორმულა შეიძლება ჩაიწეროს შემდეგნაირადაც: 

| ძ2=2+C, |ძლ=M(+6C |ძყ=ყ+C, | ძი=ი+6. 
ზემოთ აღნიმნულის თანახმად ადვილად წარმოვიდგენთ, რომ განუ- 
საზღვრელი ინტეგრალი არ შეიძლება ჩაიწეროს 

II„Cთ. სახით. თ 

"თუ ძღ0, მაშინ ი/ L-(<) > -Vთ ჯი. 
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მართლაც, მაშინ გაუგებარი იქნება თუ X,ყ, 2! გამოსახულებე– 

ბიდან რომელს უდრის L1. ეს დამოკიდებულია იმაზე, თუ რომელი 

ასოთია აღნიშნული დამოუკიდებელი ცვლადი. (2 გამოსახულებაში 

ძის მნიშვნელობა სწორედ ამაში მდგომარეთბს. 

4. ჯამის ინტეგრება და მუდმივი მამრავლის გამოტანა 

ინტეგრების დროს თითქმის ყოველთვის საჭიროა ვისარგებლოთ 

თეორემებით, რომლებსაც აქ დავამტკიცებთ. 

თეორემა. 1. რამდენიმე ფუნქციის ალგებრული 

ჯამის ინტეგრალი ტოლია ამ ფუნქციების "ი ნ- 

ტეგრალების ალგებრული ჯამისა, ე. ი. 

| I0ა+წ/-–-ჩ0ა)1ძX= | წ00ძX+ | დიეძX-- | ჩ(0აძX | (8) 
    

დამტკიცება. რომ დავრწმუნდეთ (8) ტოლობის მართებუ- 

ლობაში, ამისათვის გავაწარმოოთ ამ ტოლობის “მარჯვენა. ნაწილი. მაგ- 

რამ იგი არის რამდენიმე, შესაკრების ალგებრული ჯამი, ამიტომ გა- 
წარმოების შედეგად მივიღებთ 

(1 IC20ძ2) --(1 «თიძ») – ((ჩიი«) ლ 
მე-2 ქვეპარაგრაფის თეორემის თანახმად გვაქვს 

((#C0ძ») =Iი, (|წ”0ეძი) = (0, (წჩC00ძ») =ჩ(ი. 

მაშინ (9) გამოსახულება გვაძლევს I(X0+§900-–-ჩიიე ჯამს. ამ გვარად (8) 

ტოლობის მარჯვენა ნაწილის გაწარმოებით ვღებულობთ მისი, მარცხე- 
ნა ნაწილის ინტეგრალქვეშა ფუნქციას, რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 

თეორემა 9. მუდმივი მამრავლი შეიძლება გ.» 

ვიტანოთ ინტეგრალის ნიშნის წინ, ე.ი. 

| | თ/0იძX=ი | |ხაძ+ ძთ 
  

დამტკიცება წინა თეორემის დამტკიცების ანალოგიურია. სახელდობრ, 
თუ დავუშვებთ, რომ 

/=0| I0ი0ძX, 

მივიღებთ , ; 

ყ=(ი L/,Cთ იX) =ი( | /(0.ძ«) =0/ICI). 

რაც ამტკიცებს (100 ტოლობის მართებულობას. 
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მაგალითები. 

1) #/= I (2V-- 9X--–- 5) ძჯL=2 I XVX-9 I XძX--5 I ძ»X. 

მარჯვენა ნაწილში მივიღეთ ცხრილის ინტეგრალები. მაშასადამე, 

ყვ ჯ“ /=2 (= +C )+9 C + C)-50LCა. 

ანუ 

=2 ჯე -L 9 X-5X+C, 

37 ' 2 
სადაც 

C=2C4-9C.-5C. 

ჩვეულებრივად 
I (იI(0 + ს-ე–თV00) ძX = ი I ჯ(იეძX+- ს I წყენაწ ლ I ჩ(ეძX 

ტოლობის მარჯვენა ნაწილში ცალკეულ ინტეგოალების გამოთვლისას 

ნებისმიერი მუდმივები არ შემოაქეთ, არამედ მიაწერენ ერთ საერთო 

მუდმივს, ყველა გამოთვლის შემდეგ. 

2) IC2 VX + =>) ძX =|(++ 122L > )0X=24+ 12X--9IიX-I-C. 
/X X 

X ვ) /= | _9X 
§II” 2Xჯ 

შემდეგმი გავეცნობით ამ ინტეგრალის გამოთვლის სრულიად მარ- 
ტივ ხერხს. ინტეგრების ტექნიკის ცოდნის იმ მცირე მოცულობის გამო, 
რომელსაც ჯერჯერობით ვფლობთ, საქიროა მივმართოთ ხელოვნურ 
ხერხს. სახელდობრ, 

/= | ძX 1 #4 1 | 510 X -- C05'X ” 

45I1X0C005-;“ 4 5IIXC0-- 4 8IIL V C05“X 

  

შემდეგ გვაქვს 
1 1 1 1 /=-1 IL( 'კ )+= -- 0ლ%-C6ICX9+0C. 
4 ილნ”»>» 5I1X 4 

წ. ჩასმის ხერხი 

    

აქ გავეცნობით ინტეგრების მეტად მნიშვნელოვან ხერხს -– ჩა ს- 
მის ხერხს (ანუ ცვლადის შეცვლის ხერხს). განვიხი– 
ლოთ წინასწარ რამდენიმე მაგალითი. 
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-გთქვათ, გამოსათვლელია ინტეგრალი 

I=| ი %C08 XძX. (11 

რადგან C05 XძX=ძ(510X), ინტეგრალი შეიძლება ასე გადავწეროთ 

1= I იკ (§5(იX) 
« 

შემოვიღოთ ახალი 2 ცვლადი; დავუშვათ, რომ §Iი X=2, მაშინ 

I= I 6” ძ2. 

მარჯვენა ნაწილში მივიღეთ (ხრილის ინტეგრალი (ფორმულა V), მაშინ 

#1=0?-LC. 

დავუბრუნდეთ ძველ X ცვლადს, მივიღებთ. 
=>=651M%. 1L.C„ 

მიღებული შედეგის მართებულობა ადვილად შემოწმდება გაწარმოებით. 

განვიხილოთ კიდევ ერთი მაგალითი. ვთქვათ 

I= | თით _% (12) 
1--Xჯ? 

მაშინ 

1I= I “ოი IVC> ძ(გICLCX), 

ან 

#L= |67ძ>, 

სადაც 
2=გICLCX. “ 

აქედან 

I=6--+C=46+9#%» LC. 
ვხედავთ, რომ გამოყენებული ხერხი გვაძლევს საშუალებას სხვადასხვა 

ინტეგრალი, ერთი, V ფორმულით, გამოვთვალოთ. 

ჩასმის ხერხის გამოყენების კიდევ ერთი მაგალითი. 

1=| §10%X C05 XX = | 9ი“ძ (§Iი X) 

დავუშვათ 510 X=2, ვპოულობთ I 

2 8111 X /=| 2'ძ:= <> +6=-ა“ +6. 

განხილული მაგალითებიდან ვღებულობთ შემდეგ წესს: 
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ჩასმის წესი. იმისათვის, რომ გამოვთვალოთ 

/=(| /(Iდდ)) დ”(X)ძ» 

ინტეგრალი, საჭიროა 

1) 7 გადავწეროთ შემდეგი სახით 

/=| /Iდიი)ძდიი; 

2) შევცვალოთ დ(X) 2-ით, რასაც მივყავართ 

1=|I/(თძ2 

ტოლრბამდე; 

3) გამოვთვალოთ უკანასკნელი ინტეგრალი; 

4) მიღებულ შედეგში 2 შევცვალოთ დლე-ით; 
ს) დავამტკიცოთ, რომ ამ წესს მართლაც მივყავართ / ინტეგრალის ჭეშმარიტ მნიშ- 

ვნელობამდე. ამისათეის დავუშვათ, რო2 

II(242=ჩC+6. ი13) 

მაშინ ზემოთ მოყვანილი წესი გეაძლევს 

IწIდიიIC”ი0ძX+=ჩIდ0ი1+C. 04 

(14) ტოლობის მართებულობის დასამტკიცებლად გავაწარმოოთ მისი მარჯეენა ნაწილი 

ყ=/”(დთდ(XI+C · 

ამისათეის დავუშვათ, რომ დთ(X)=2, მაშინ 

ყ=”/'(2-LC 

და 

ყ” =<=ყM”2 · 7 = > თ (X). 

მაგრამ ყუ; =”ჩ” (2), ხოლო (13) ტოლობა გვაძლევს ””(2)=/(2), გამოდის, რომ 

ყ+=/(2). დ”(X)= /(C(X)IV CX). 

რადგან მივიღეთ (14) ტოლობის მარცხენა ნაწილის ინტეგრალქვეშა ფუნქცია, ეს ტო- 

ლობა მართებულია, 

"მარტივ შემთხვევებში შეიძლება ახალი (ყკვლადი შემოვილოთ გონე- 
ბაში მაგალითად, 

IV» აძ; = (24 =- | -ლ<2, 

C05ჯ C05X 

საიდანაც ჩანს, რომ 

| | I(V+ძ»=-- ი 005X+C (15) 
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ანალოგიურად მივიღებთ 
(XC. – (3 #%- 9 6II% . 

5IIX 50 Xჯ 

მაშასადამე, 

| I CLVX ძX-=1ი §Iი X+C (16) 

სასარგებლოა (15) და (16) ფორმულების დამახსოვრება. მსგავსი ხერხით 

ვპოულობთ: 

3X2-L6X--2 ქჯ- ( ძ(ებზ+-3X.-L+2X-+-8) _ 

ჯპ-L3ჯ"-L2X-I-8 Xმ--3X1-++2X+8 

=1I9(Xმ?-+-3X2- 2X-8)--C 

უფრო ზოგადად გვაქვს 

დ(X) დღ ი. . 
ამგვარად, იმ წილადის ინტეგრალი, რომლის მ'რი(C 
ხველი წარმოადგენს მნიშვნელის დიფერენ- 

ციალს, ტოლია მნიშვნელის ლოგარითმისა: 

მკითხველისათვის სასარგებლო იქნება შემდეგი მაგალითების გან- 
ხილვა: 

XჯძX 1 ძი) _ 1 – 

I 112 4 I 1105: 2 50)4+C 
_ 1 ძX (| ძ(MX), 

. == – ვ . 

| 1+-I»” #X | 1-+Iი% 2ICLC (II) X) --C 

  

    

  | VICX 

დავუბრუნდეთ .ჩასმის წესს. ის ზოგადად შეიძლება ასე გამოითქვას: 
იმისათვის, რომ გამოვთვალოთ ინტეგრალი, 
რომელშიც დამოუკიდებელი ცვლადია X' მეიძ- 
ლება გადავიდეთ სხვა 2 ცვლადზე, რომელიც 

ი გარკვეფლი პირობით დაკავშირებულია ჯცვლა- 
დთან, ინტეგრალქვეშა ფუნქცია (ძ-ის ჩათვ- 

ლით) გამოვსახოთ 2 ცვლადით. მიღებული ი ნ- 

ტეგრალის გამოთვლის შემდეგ საჭიროა დავუ- 

ბრუნდეთ ისევ ძველ » ცვლადს, 
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განვიხილოთ მაგალიოი: 

I=IVX – XV იძ». 

დავუშვათ, X=>/? §)) 2, მაშინ | #1 --X#=I2 0052 და ძX=I/I 005 2ძ2, 
საიდანაც 

#-= IL | ლ05'2ძ7. 

ტრიგონომეტრიიდან ცნობილი მულის საფუძველზე გვაქვს 

  

  

(-| 1+““ :10090-9%-% კ, 2 =-- + I 6082 20? | 

მაგრამ 

I C05 22 ძ2= > I 27 ძ(27) = 510 22 +C. 

მაშასადამე, 

/= ” 2L ალს 2. C 

დავუბრუნდეთ ძველ Xჯ ცვლადს. ამისათვის შევნიშნოთ, რომ 

2=გ21C 510 ჯ ,  /#2751022=-2 (/2 51I)2)(/2 C052) = 2X V /22--X?. 

ამგვარად, 

|=5. გIC 51ი >+> +V II- 2 II- X +C.2 

ბოლოს ვუჩვენოთ, თუ როგორ მიღება ჩასმის ხერხით ცხრილის XIII 

  

  

  

  

ფორმულა 

ვთქვათ, 

I- ” ძ , 

=| VX.+ი! 
დავუშვათ ს 

V X”-L /)) ==2 

მაშინ 

ძ2= X0X. = 10% , 
V-LI! 2 | 

საიდანაც 

ძე ი» . 

X 2 
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პროპორციის ერთ-ერთი თვისების თანახმად მივიღებთ 

ამგვარად, 

1= (<- |“22<-ი (X+2) +-6 =Iი (ჯ –+I”Xმ?-+LVII)+C 
2 X-+2 . 

| 

4. წრფივი ჩასმები 

განვიხილოთ ცვლადის შეცვლის ორი კერძო შემთხვევა. 

1 დიფერენციალის ნიშნის ქვეშ მუდმივის 
დამატება. 

ნებისმიერი თ მუდმივისათვის გვაქეს 

ძ(X+ი)=ძX 

და პირიქით ძX=ძ(X-Lთ), ამიტომ 

  

(17) 
  

I /აძი> (ICაძთ+თ 
  
  

აუ ინტეგრალში მყოფი დიფერენციალის ნიშ 

ნის ქვეშ შეიძლება ნებისმიერი მუდმივი მშე- 

საკრების შეტანა”. 

ქვემოთ განხილულია მაგალითები ამ წესის გამოყენებით. 

ძX.. (ძ(X-+5)_ _ § . 

(+%§=| 45 010146. 

IVX-3ძ =| VX– 3ძ(X-- 3) = – (X – 3) +» LC. 

(X-L2)3%5 

“22 146. | თ+2)%ძ» = | >+2)%ძC + 2) = 

I. დიფერენციალის ნიშნის ქვეშ მუდმივი მ» 
მრავლის შეტანა. : 

როგორც ცნობილია, თუ თ მუდმივია, მაშინ ძ(თX)=თძძX. აქედან, 
როცა ძ530 გვაქვს 

ძა=-1 ძ(იჯ. 
ძ 

. % აგრეთეე ნებისმიერი დიფერენციალის ნიშნის ქეეშ. 

308



მაშასადამე, 
  

(Iთძ«=“ |IIთძრი (18) 
6 

  

ე. ი ინტეგრალის ქვეშ მდგომი დიფერენ- 

ფიალის ნიშნის შიგნით შეიძლება შევიტანოთ 

ნებისმიერი მუდმივი მამრავლი, თუ ინტეგ- 

რალს გავყოფთ ამ მამრავლზე. 

მაგალითად, 

I §Iი 7V ძX = 1 I 51II)I 7Xძ(7X) = –– 1 ლ057X-L C, 
7 7 

| ლძ+= – | C-ძლა = > თ>-LC, 

ძ» -1 ძეX =-–- მ CI 2X-+C. 
§III” 2X 2 §1M0? 2ჯ 2 
    

საინტერესოა უკანასკნელი მაგალითის მარტივი ამოხსნის შედა–ება 

იმ ამოხსნასთან, რომელიც მოცემული იყო მე-4 ქეეპარაგრაფში.- 

ზოგჯერ საჭიროა ზემოთ მოყვანილი ორივე ხერხის გამოყენება. მა- 

გალითად ?, 

| ძX__ 1 II. =1. I I-+ I0(44X-- 7) LC. 
4-7 4 4“ძX72 4 ! 4X-+7 4 
  

I C05 (5X+2) ძX = –I C05 (5X + 2)ძ (5X) = – (ლ09%5XI· 2)ძ(5X-I- 2) == 

,_ 5I1(5X-+-2) 
C. 5 + 

“ პირველი მაგალითი შეიძლება ამოთხსნას ასე() 

| 1 1;ჯ 7 1..- 7 (90-31 (-:% 1 ძX+Mს 1 ი(-+ > 1+C 
პა+7 4 X+?,ც 4 X+?/, 4 4 

7 
თითქოს ერთი შეხედვით აქ პასუხი სხვა არის, მაგრამ 4+7-( +)“ ამ-- 

X+ 

  

  

1 1 7 1 · 
ტთმ + 1ი (4X-1- 7) => I( X+ > ) + + ჰიტ და განსხვავება C და C” მუდღმი- 

' 
1 

ვების შორისაა, რადგან, C”= 19446. 
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ნაწილობითი ინტეგრება 

არსებობს ინტეგრალის გამოთვლის კიდევ ერთი ფართოდ ცნობილი 
ხერხი, ე. წ. „ნაწილობითი ინტეგრების ხერხი“. 

ვთქვათ, « და ხ X არგუმენტის ფუნქციებია, რომელთა წარმოებუ- 

ლებია «” და ის” შესაბამისად. როგორც ცნობილია: 

(სყ) == შ-L ს” MM. 

ეს ტოლობა გვიჩვენებს, რომ VV ნამრავლი არის თ V+Vს” ჯამის 
პირველადი ფუნქცია. გამოდის, რომ 

| (თ ს+ «CV )ძX=VV+C, 
საიდანაც ) 

| თ სძX+ | ი0/ძ;=Vფ-LC. (19) 

მაგრამ, რადგან· I ძ«=ძVი, ა'ძX=ძს, „ამიტომ (19) ტოლობა შეიძლე– 

ბა ასე გადაიწეროს: 

| ხძ« + | თძი = #«ხ+C. 

გადავიტანოთ პირველი ინტეგრალი მარჯვენა ნაწილში. 

მივიღებთ 

Iიძილ=ის0--I0ძი+C. (20) 

რადგან I ხძი ინტეგრალი შეიცავს ნებისმიერ მუდმივს, C ”შესაკრებიც 
შეიძლება ამ მუდმივს მივუერთოთ. . ვღებულობთ ნაწილობითი 

ინტეგრების შემდეგ ფორმულას 

( «ძი= V2– | იძი (21) 
ეს ფორმულა წარმოადგენ იგივეობას რომელიც მართებულია 

«"« და 0 ფუნქციების ნებისმიერი წყვილისათვის, ზოგიერთ შემთხვევაში 
(21) ტოლობის მარჯვენა ნაწილში მდგომი ინტეგრალი უფრო მარ- 

ტივია, ვიდრე მარცხენა ნაწილმი მოთავსებული ინტეგრალი. მაშინ 

(21) ფორმულის გამოყენება ხელსაყრელია. 

დავუკვირდეთ (21) ფორმულის სტრუქტურას. მარცხენა ინტეგრალი– 
დან' 'მარჯვენა ინტეგრალზე გადასვლის დროს V მამრავლი იცვლება ძV 

დიფერენციალით. ე. ი. ხდება V-ს გაწარმოება. ხოლო ძ”» დი–- 
ფერენციალი იცვლება ჯ ფუნქციით ე. ი. ხდება ძი-ს ინტეგრება". 
აბსტრაქტული მსჯელობით მოსალოდნელია, რომ მოცემული ინტეგრა- 

# აქ ხდება არა მთელი ინტეგრალქვეშა გამოსახულების (I(ძC-ს ინტეგრება. არა- 

მეღ მხოლოდ მისი ძყც ნაწილისა. სწორედ ამით აიხსნება ტერმინი „ნ აწ ი- 

ლობითი ინტეგრება“. 
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ლის გამარტივება შეიძლება მოხდეს აღნიშნული ოპერაციებიდან ნე- 

ბისმიერი მათგანის გამოყენებით. სინამდვილეში, უმეტეს “შემთხვევა- 

ში, გამარტივება ხდება «V-ს გაწარმოების შედეგად. ამგვარად, 

თუ ინტეგრალქვეშა ფუნქცია შეიცავს მა?- 
რავლს, რომელიც მარტივდება გაწარმოებით. 

მაშინ უნდა გამოვიყენოთ (2) ფორმულა. ამ 

შემთხვევაში Vთი უნდა აღინიშნოს ეს მამ- 
რავლი, ხოლო ყველა დანარჩენი (თ-ის ჩათე- 
ლით), აღიჩხიშნოს «ძ=M-თი. 

მაგალითად, ვთქვათ, 
I= | VX-Iი Xჯძჯ. 

ინტეგრალქვეშა ფუნქცია შეიცავს IიX მამრავლს, რომლის წარმოებუ- 

ლი, – ბევრად უფრო მარტივია, ვიდრე 1ი X. ამიტომ უნდა დავუშ- 

ქეათ რომ Iი X=V, VX? ძX=ძა. აქედან ვღებულობთ ძ,-%, შემ- 
X 

| 
დეგ უნდა ვიპოვოთ ჯ. ე. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

ძს=VX X (22) 
გამოსახულებიდან. 

როგორც ყოველთვის, გვაქვს ს ფუნქციათა უსასრულო სიმრაელე, 

რომელთა დიფერენციალია (22). ამ ფუნქციათა ზოგადი სახეა 

„ა 3: 
შ= (| ე ბძჯ =-. X»X-+-C.. (23) 

მაგრამ უნდა ვისარგებლოთ ' (21) იგივეობით. ამისათვის არაა აუ- 
ცილებელი (23) ტოლობით გამოსახული ფუნქციების მთელი სიმრავ- 
ლის მოყვანა, არამედ საკმარისია გამოვიყენოთ. წ” ფუნქციის ერთ-ერთი 
მნიშვნელობა. ცხადია, ყველაზე მარტივია ის, რომელიც შეესაბამება 
C=0 მნიშვნელობას. ე. ი. დავუშვათ, რომ 

ყ=2 9 ჯ? 

საზოგადოდ ნაწილობითი ინტეგრების დროს 

ძეს მიხედვით სმფუნქციის პოვნისას ნებისმიერი 
მუდმივი არ შემოაქვთ. დავუბრუნდეთ ზემოთ განხილულ 

მაგალითს. (21) ფორმულის თანახმად გვაქვს 

I= 3 V6II- | > V/Xნ –“. (24) 
5 5 X 
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რადგან 

33 - ძX 3 ე. -- 91. 
–VიC..-=- “ მ; =–- ჯ C, 5 

| <V>I | 1XVX-:-V+ (25) 
(24 ფორმულა გეაძლევს? 

ვე. 9.,- 
I= -- VXმIიX – -- /Xნ-+LC. > V 5=V + 

აი კიდევ ერთი მაგალითი: 

#= I XC” ძX. 

აქ ' ერთადერთი მამრავლი, , რომელიც მარტივდება გაწარმოებით არის 

X. აღვნიშნოთ ის V-თი, მაშინ ' 

X=V, ძი=ძX. 

იი ძხ=ძეს, შუ=0“. 

(211 ფორმულის გამოყენებით მივიღებთ 

1=X6C--| თ-ძX=XC“  გ+-+ C. 

ანალოგიურად გამოითვლება 

1= IX2ლ0§5 XძX 

ინტეგრალი. 

აქ 
X+=V, ძყ=2XძX. 

ლ0ა XMX=ძა, პშ0=5ი Xჯ 

და : 
1==X2510 X-21 X 510 XძX. (26) 

1ე= IX 51ი XძX 

ინტეგრალი უფრო მარტივი, ვიდრე მოცემული ინტეგრალი 

(510 X-ით C05 X-ის შეცვლას არა აქვს მნიშვნელობა, მაგრამ X#”-ის ნაც–- 
ვლად გაჩნდა უფრო მარტივი მამრავლი XX). 

I, ინტეგრალისათვის კვლავ უნდა გამოვიყენოთ ნაწილობითი ინ– 
ტეგრების ხერხი. დავუშვათ, 

X=VI, ძს=ძ»X, 

511 Xჰხ=ძს, ზ=--005 X. 

#« (24) და (25) ტოლობების საფუძველზე უნდა დავწეროთ არა „+C"“, არამედ 

„--C“. მაგრამ C მუღმივის ნე ბისმიერობის გამო ნიშანს მნიშვნელობა არა 
აქვს. ? 
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ეს გვაძლევს 

ქე=--X C05 X+ C05 XძV;-==-- 005 X + 5IიL -+LC. 

(26) ფორმულაში ამ გამოსახულების ჩასმით საბოლოოდ ეპოულობთ 

)1=X25ი0X +2X 005 X-251იX +C. 

სასარგებლოა შემდეგი 6 ტიპის ინტეგრალის დამახსოვრება, რო- 

მელთა გამოთვლა ხელსაყრელია ნაწილობითი ინტეგრების ხერხით: 

I. 1X"2XძX, VI. /#X-Iი XძX, 

II. /XM5II XთX, V. /#X-იICLC XძX, 

III. /X2005 Xძა, => VI. /X-0IC510 XძX. 

L, 1L და III ინტეგრალებში V-დ უნდა ჩავთვალოთ XM მამრავლი. ეს მოგ- 
ქცემს მსგავს ინტეგრალს, რომელშიც X-ის ხარისხის მაჩვენებელი და–- 
წეულია ერთი ერთეულით. /-ჯერ ნაწილობითი ინტეგრების შედეგად, 

მივიღებთ ერთ-ერთს („ცხრილის ინტეგრალებიდან: 

( 2ძ», | §)ი XძX, | C05 Xძ». 

IV, V, VI ინტეგრალებში გაწარმოებით მარტივდება ტრანსცენ- 

დენტური მამრავლი (ე. ი. 1ი X, იწ Xჯ იძILC510 X), ამიტომ ის უნდა 

ჩავთვალოთ V-დ. 

საილუსტრაციოდ გავარჩიოთ რამდენიმე მაგალითი. 

  

1) 1=IX ი/CLC Xძ». 

აქ 
ძX 

=L) ძს= ' ი0ICLC X=#% “ 1+ 2 

2 

X9X=ძ9, ყ= 32%, 
2 

საიდანაც 

  =- LთX-- -- 1= +. გი –X > | > 

უკანასკნელი ინტეგრალი 4 გამოითვლება: 

XძX _ (0((1+X)-1), «= | (1– 1 )რ+=+-6%6X+6. 
1-6»? 1-LX?. 1+X? 

? კვლავ ეწერთ-–-2C-ს მაგივრად C-ს. შემდეგში ასეთ განმარტებებს გამოვტოვებთ, 
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მაშასადამე, . 

ჯ ჯ 1 
LI=-- წთX-- –- – მLC C.- 2 2ICL6X 2 9 9 წX-- 

  

2) 

I= | მICLთX ძX. 
აქ 

იძლხხი-ნიXჯX=Iს ძV= > 

ძX=ძს, ს=ჯ. 

ამ მაგალითის: საინტერესო თავისებურებას წარმოადგენს ის, რომ 
ძ-თი აღნიშნულია მთელი ინტეგრალქვემა ფუნქცი, «ოღლო «ძMV%თი 
კი მხოლოდ-–ძX. 

(21) ფორმულა გვაძლევს 

  

  

  

1=X0IილLწ + > · 
1-<+Xჯ? 

მაგრამ 

«+ XძX ძ() ძ(1+Xზ%.. 1 =-- == =.- I0(1-L XC 
I 1+» 2 3) 1+X? 21 > 1+X? 2 1X)+C6. 

საიდანაც 

/=XმCL6 X- Iი 1+X9)+C. 

აი კიდევ ორი მაგალითი იგივე თავისებურებით. 

3) 1= | 1იXძ». 

დავუშვათ, 

1იX=I, ძV= ძX , 
X 

ძX=ძე,. ყ=X. 

აქედან 

1=X იX- (<= (ი X-–-X-+C. 
ჯX 

4) 

I= | თXC §1ი XძX. 
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დაჟუმ ეათ , 

      

  

       

იIC 511) X-=V, ძყ-  % ; 

LI 1 --V 

ძX--ძა, 1 უ=ჯ,. 

აქედან 

(<4 90X- | XძX . 
V1-–ჯ 

მაგრამ 

_ XX _ _ IL ძი) _ _ _ 1“ ძ–#2– _ 

V1-X V1-X ფლ 

1 1--#” 

“2 2 =- 1=2+6. 

მაშასადამე, 

I=X0LC §)0 XLV1-–-X+C. 

ყველა განხილულ მაგალითმი მივყვებოდით ზოგად მითითებას: 
«-თი აღნიშნული იყო მამრავლი, რომელიც მარტივდება გაწარმოებით. 
„ახლა გადავუხვიოთ ამ მითითებას. ვთქვათ, 

I=|I Xი'ძX. 

ზემოთ ეს ინტეგრალი გამოვთვალეთ იმ პირობით, რომ MV=X, ძ0= 

=20XძX. ახლა V-თი აღვნიშნოთ #6“, თუმცა ის არ მარტივდება გაწარ- 

მოებით, მაშინ 

6+=ILI, ძას=6"ძVX, 

2 

XძX=ძა, ხ= X. 
2 

და 

.X? · 1 2 
| XC"ძ; == 1 -- | #იძX. 

2 2 

მართალია ეს ტოლობა მართებულია, მაგრამ ის არ არის ხელსაყრელი, 
რადგან მარჯვენა ინტეგრალი უფრო რთულია, ვიდრე მარცხენა. 

8. ინტეგრალის დაყვანა თავის თავზე 

ზემოთ ნაწილობითი ინტეგრების ხერხი გამოვიყენეთ იმ შემთხვე- 
ეებში, როცა მიღებული ინტეგრალი უფრო მარტივია ვიდრე მოცე- 

მული. შესაძლებელია მოხდეს ისეც, რომ მიღებული (მარჯვენა) ინ- 
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ტეგრალი ზუსტად ტოლი აღმოჩნდეს მოცემული. (მარცხენა) ინტეგ-. 

რალის. მაგალითად, იქით 
I– | -=4 IX კ 

ჰიხ=, რძM=-- 
X 

დავუშვათ,> რომ 

4%_კე, უშ=IიXჯ. 
Xჯ 

მაშინ (21) ფორმულა გვაძლევს 

/–ი%- | 724 IX კ. 

მარჯვნივ მივიღეთ კვლავ / ინტეგრალი. ამიტომ 

1=102X--, (27) 
საიდანაც ?? 

27=1I)?X+C. 

და ' 
= 1 10?X+C. 

2 

ამგვარად, ნაწილობითი ინტეგრების გამოყენება შეიძლება მაში- 
ნაც, როდესაც (211 ტოლობაში ინტეგრალები ერთმანეთს „ემთხვევა. 
უფრო ზოგადად შეიძლება ითქვას, რომ (21) ფორმულა სამუალებას 

გვაძლევს გამოვთვალოთ. / ინტეგრალი, ყოველთვის, როდესაც ვღე- 
ბულობთ 

/==(V--0/ (28) 

ტოლობას, სადაც ი5--1 შუღმივია. მა”თლაც,- (28) ტოლობა წარმო- 
ადგენს /-ს მიმართ განტოლებას, საიღანაც 

1= ს. 

1+-ი 
C.   

. ეს მაგალითი მოყვანილია მხოლოდ საილუსტრაციოდ. ის გაცილებით უფრო 

მარტივად გამოითელება ჩასმის ხერხით 

-)= | )X40ი» = –-Iი%+6. 

"> თითოეული ინტეგრალი (27) ტოლობაში წარმოადგენს ”(X)--C სახის გამოსა– 

ხულებას, სადაც #(X) არის > ფუნქციის პირველადი, ხოლო C – ნებისმიერი მუდ- 

მივი, რომელიც შეიძლება არჩველ იქნას აღნიშნელი ინტეგრალებისათვის სხვადასხ– 
ვანაირად, ამიტომ ეს ინტეგრალები შეიძლება ერთმანეთისაგან განსხვავდებოდნენ მუდ– 
მივით. 
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ამ შემთხვევაში ნაწილობითი ინტეგრების გამოყენებას უწოდებენ 

„ინტეგრალის თავის თავზე დაყვანას“. 

მაგალითები. 

ა) I1=|I VX+V! ძX. 

  

დავუშვათ, 
_–_ XთX 

VX”"--IL=V, 0ძ0სხლ=–-–- 
VX CI. 

ა ძა=ძს, ხ=X. 

მაშინ 

· 2 

1=XVX?-+- I – CC (28ა) 
VX?+#7 

მაგრამ 

_ XძX_ ( (X “იე – დ ძX 
ძX = | VXI+ II ძX – MM |–-–-=–=-. 

V=C--ი. +. VX -L#! =ი- : ი + V X + 

აქედან და (28 ა) -დან გამომდინარეობს 

1=XVX+ M--I + ”M Iით+ VX+ი)+C. 

მაშასადამე. 

21=XVX?+VI+ VI Iი (+LVX--- /I)+ C. 
საბოლოოდ 

I==VX -L/ +5 '”ი (X+4- VX'+I/ი) LC. 

2) 
= I ი'005 XIX 

დავუშვათ, 
ი%=L, ძი0=C“ძX, 

008 XVX=ძ0, 9=:5IM X. 
მაშინ 

1=25510 X-–| «-ა1ი XძX. (29 

მარჯვნივ მივიღეთ იგივე სირთულის ინტეგრალი, როგორც მოცემულია. 

ეს გარემოება ხშირად მიგვითითებს რომ მოცემული ინტეგრალი შეიძ- 

ლება კვლავ თავის თავზე დავიყვანოთ. ამ შემთხვევაში გამოვიყენოთ 
ნაწილობითი ინტეგრების ხერხი 

1%=I 6%51I) XX 

ინტე გრალისათვის. 
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დავუშვათ, · 
=V, ძი=6“ძX, 

310 Xჰხ=–ძს, 1შ=--008 X. 

მივიღებთ 

17=--0005 X-L I +ი05 XXX==>--(6% 005 X-L /, (3თ 

ეს მნიშვნელობა ჩავსვათ (2»-ში, 

#=0%-5)ი X+ 0X005 X-/, 

საიდანაც 

1= > (910 X-++C05 X)+-C. (31) 

შევნიშნოთ, რომ ჩვენ გამოვთვალეთ /” ინტეგრალი, რადგან (30) და 

(31) ტოლობებიდან გამომდინარეობს, რომ 

” 

1%= - (510 X--005 X)-L C. 

9. ინტეგრალები, რომლებიც არ აიღება ელემენტარულად 

უკვე გაგვაჩნია ინტეგრების ხერხების საკმაო მარაგი, მაგრამ არც 
ერთი ხერხით არ გამოითვლება 

#=IXLC XძX (32) 
ინტეგრალი. უფრო მეტიც, .შეიძლება წინასწარ ვთქვათ, რომ ინტეგ- 
რების ტექნიკის შემდგომი განვითარებაც კი არ მოგვცემს (32) ინტეგ- 

რალის გამოთვლის საშუალებას. ამასთან დაკავშირებით უნდა ”შევჩერ- 
დეთ ზოგიერთ საკითხზე. დიალექტიკური მატერიალიზმი გვასწავლის, 
რომ სამყარო პრინციპულად შეცნობადია. საგნები, რომლებიც დღეს 

არ არის შეცნობილი, შეცნობილი იქნება მოგვიანებით, ჩვენი შეცნო- 
ბადობისათვის სახღვრების დადგენა შეუძლებელია საწინააღმდეგო, 
ანტიმარქსისტულ მეცნიერებას––აგნოსტიციზმს, რომელიც ზღუდავს 
ჩვენი შემეცნების საზღვრებს, უარყოფს მეცნიერების განვითარება. 
მე-19 საუკუნეში, ფილოსოფოსი ო. კონტი აცხადებდა, რომ ადამიანები 

ვერასოდეს ვერ გაიგებენ ვარსკვლავების ქიმიურ “შედგენილობასო. 
მაგრამ ამის შეგმდეგ დადგენილი იქნა სპექტრული ანალიხის მეთოდი, 

რომელიც იმდენად ზუსტად შეისწავლის ვარსკვლავების ქიმიურ სტრუქ- 
ტურას, რომ ელემენტი ჰელიუმი დედამიწაზე ადრე აღმოჩენილი იყო 

მზეზე. ახლა ამ ელემენტს ფართოდ იყენებენ ტექნიკაში. 
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იქმნება ბუნებრივი საშიშროება–თითქოს მტკიცება, რომ (32) ინ - 

ტეგრალი არასოდეს არ მოიძებნება, აგნოსტიციზმისათვის დამახასიათე- 
ბელი შეცდომაა. სინამდვილეში ეს ასე არ არის. ჩვენ ხშირად ზოგიერთ 
ჭეშმარიტ აზრს გამოვთქვამთ, მისი საწინააღმდეგო აზრის უარყოფის 
ფორმით. მაგალითად, კარგად ცნობილია, რომ „სამკუთხედის“? კუთ- 
ხეების ჯამი 180-ის ტოლია. ეს ჭეშმარიტება შეიძლება ასეც გამოვთქ- 

ვათ „ადამიანები ვერასოდეს ვერ შესძლებენ ისეთი სამკუთხედის აგე– 

ბას, რომლის კუთხეების ჯამი არ უდრის 180“-ს.« ცხადია, რომ არავი– 

თარი აგნოსტიციხმი აქ არა გვაქვს, რადგან კონტი ეყრდნობოდა თა- 
ვის უცოდინარობას ვარსკვლავების შედგენილობის შესახებ (და აქ- 

ცევდა მას დოგმად), ჩვენ კი ვეყრდნობით ჩვენს ც ოდ ნას იმის შე- 
სახებ, რომ სამკუთხედის კუთხეების ჯამი 180-ის ტოლია (ეს ჭეშმარი– 
ტება, რომ არ ვიცოდეთ, მაშინ ვერ ვიტყოდით, რომ არ შეიძლება ხსე– 

ნებული, სამკუთხედის აგება). 

გავარჩიოთ ახლა, თუ რა საფუძველი გვაქვს იმისა, რომ (32) ინ- 

ტეგრალი არასოდეს არ მოიძებნება უპირველეს ყოვლისა იბადება 
აზრი, რომ „არ არსებობს ფუნქცია, რომლის წარმოებულია X LC X“". 

ეს არ არის სწორი, რადგან X IწX უწყვეტია მაგალითად (9. | შუა- 

ლედში, მაშინ მას ამ შუალედში ექნება პირველადი. ამგვარად, ფუნქციას 

აქვს პირველადი, მაგრამ მისი მოძებნა შეუძლებელია. მაშ რაშია საქ- 
მე? 

აქ აუცილებელია სიტყვის –- „მოძებნა“ შინაარსისს დაზუსტება. 
სასარგებლოა შემდეგი მაგალითის განხილვა. წარმოვიდგინოთ, რომ 

ადამიანებმა ვერ შესძლეს ტრიგონომეტრიული ფუნქციების შემოღება. 
ეს არ შეუშლიდა ხელს დიფერენციალური და ინტეგრალური აღრიც- 
ხვის შექმნას. შესაძლებელი .იქნებოდა ცვლადის, ზღვრის, ფუნქციის 
ცნებების შემოღება. თეორემა, რომ ჯამის ზღვარი შესაკრებთა ზღვრე- 
ბის ჯამის ტოლია, არავითარ ტრიგონომეტრიას არ მოითხოვს. წარმოე- 

ბულის განსაზღვრა, როგორც თ შეფარდების ზღვრისა,”” ასევე არ მო– 

? ლაპარაკია ეეკლიდის სიბრტყეზე მდებარე სამკუთხედზე. თუ სამკუთხედი სფე– 

როს ზედაპირზე მდებარეობს, მაშინ სამკუთხედის კუთხეების ჯამი მეტია 180?-ზე, ხოლო 

ლობაჩევსკის სიბრტყეზე მდებარე სამკუთხედისათვის ხსენებული ჯამი “ნაკლებია 

180”-ზე. 

924“ ამასთან, ჩვენს მერ ასეთნაირად წარმოდგენილ მათემატიკაში უკვე ეგერ ვიტ- 

ყოდით, რომ წარმოებული წარმოადგენს მხების '0CX ღერძთან დახრის კუთხის ტა ნ- 

გენსს, 
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ითხოვს ტრიგონომეტრიის? ცოდნას. ასეთი „ღარიბი“ მათემატიკის გან–- 

ვითარების შედეგად მაინც გვექნებოდა შემდეგი სახის ფორმულები 

იი'=2#, (0 X.=.1, 
ჯ 

და მაშასადამე, მათი ტოლფასი ფორმულებიც 

| 220X=X'+C, |+- X+C. 
X# 

ამგვარად, ამ მათემატიკაში, ისევე როგორც ჩვენს . მათემატიკაში, 
გაჩნდებოდა ინტეგრალის გამოთვლის პრობლემა. რასაკვირ ველია 

| -05 XIX 

ინტეგრალის გამოთვლის შესახებ ლაპარაკიც შეუძლებელი იქნებოდა, 
რადგან ეს ინტეგრალი მოგვცემდა სიმბოლოების“ უაზრო შეერთებას. 

ამ „ღარიბ“ მათემატიკაშიც კი შეიძლება დაისვას ამოცანა 

ძX 
33 

|1+>. ახი 

1 

1-+X" 
ითხოვს ცნობებს ტრიგონომეტრიიდან. ამავე დროს ამ ინტეგრალის 
მოძებნა ტრიგონომეტრიის გარეშე შეუძლებელია, რადგან 

  

  ინტეგრალის მოძებნის შესახებ, რადგან ფუნქციის აგება არ მო- 

  

ძX 
| 1-0 6 X-+C. 

როგორც ვხედავთ, საკითხი იმის შესახებ მოიძებნება თუ არა ესა 

თუ ის ინტეგრალი, ღებულობს სხვადასხვა აზრს, იმის მიხედვით თუ 

რომელი ფუნქციებით გვინდა პასუხის ჩაწერა. თანამედროვე მათემა- 
ტიკაში არჩეულია მარტივი ფუნქციების (ხემოთ მათ ვუწოდეთ ელე- 

მენტარული ფუნქციები) გარკვეული. მარაგი, დღა სწორედ ამ ფუნქციე- 
ბით გვინდა გამოვსახოთ ინტეგრალები, რომლებიც გვხვდება. ამგვა- 
რად, თქმა იმისა, რომ (32) ინტეგრალი „არ მოიძებნება“ ნიშნავს რომ 

ის არ გამოისახბა ელემენტარული ფუნქციებით  რასაკვირ- 

ველია, თუ ელემენტარულ ფუნქციათა სიმრავლეს გავაფართოებთ, 
მაშინ ფუნქციათა ამ ფართო კლასში შეიძლება“ მოინახოს (32) ინტე გრა- 
ლიც. ვერ ვიწინასწარმეტყველებთ გაფართოვდება თუ არა შემდეგ- 

? ჩვენ ხომ ვერ განეიხილავთ | ციც (იძ „ინტე გრალს!“ რადგანაც ციციი უაზ- 

რობაა. 
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ში (თუ გაფართოედება. მაშინ როგორ!) ელემენტარულ ფუნქციათა 
კლასი. შევნიმნავთ მხოლოღ, რომ ელემენტარულ ფენქციათა კლასის 
გაფართოება საბოლოოდ ნაკლებად პერსპექტიულია. თუ დავუბრუნ- 
დებით მაგალითს „მათემატიკა. ტრიგონომეტრიის გარეშე“ ––- დავინა- 

ხავთ, რომ ამ მათემატიკაში (33) ინტეგრალი არ გამოისახება ფუნქციე- 

ბით, რომლებიც მიჩნეულია ელემენტარულ ფუნქციებად. თუ ფუნქ- 

ციათა ამ კლასს გავაფართოებთ ტრიგონომეტრიული ფუნქციების ხარჯ- 

ზე, მაშინ (33) ინტეგრალის მოძებნა შესაძლებელი იქნება, მაგრამ მა– 

შინ ჩნდება (32) ინტეგრალი (რომელიც არა გვაქვს „ღარიბ“ მათემატი- 

კაში!) და საჭირო გახდება ელემენტარულ ფუნქციათა მარაგის შემდ- 
გომი გაფართოება. 

ბოლოს მოვიყვანთ რამდენიმე ინტეგრალს, რომლებიც არ წარმოა- 

დგენენ ელემენტარულ" ფუნქციებს. ასეთებია: 
06% 51) %კჟ C05X , “ ძX . 4 (რი ერს |იი (რო IV 

I 6-9 ძX, I §IIL” ძX, I ლ05X” ძX, I VX2 2+1ძV, 

I V5II X ძა, IV 51ი XძX. 

თავისთავად ცხადია, რომ ამოცანათა კრებულებში ასეთი ინტეგრალე– 
ბი არ შეაქვთ!" მაგრამ საინჟინრო პრაქტიკაში ისინი გვხვდება ძალიან 

ხმირად. განსაზღვრული ინტეგრალების შესწავლისას მითითებული იქ- 

ნება, თუ როგორ იქცევიან იმ შემთხეევებში, როცა კონკრეტულ ამო– 

ცანას მივყავართ ინტეგრალამდე, რომელიც „არ აიღება“ ელემენტარულ 

ფუნქციებში. 

§ 95. რაციონალური ფუნქციების ინტებრება 

1. საკითხის დაყენება 

წინა პარაგრაფში აღნიშნული იყო, რომ ელემენტარული ფუნქცი 
იდან აღებული განუსახღვრელი ინტეგრალი ყოველთვის არ წარმოად- 
“გენს ელემენტარულ ფუნქციას. ამასთან დაკავშირებით, ბუნებრივია, 

# ზოგჯერ ამბობენ, რომ ეს ინტეგრალები „არ აიღება" ან „არ აიღება სასრული 
სახით“. 

V« ძალიან ძნელია იმის დამტკიცება, რომ ესა თუ იL «ინტეგრალი არ არის ელემენ– 

ტარული. ამ საკითხზე ბევრს მუშაობდნენ წინა საუკუნის ისეთი მათემატიკოსები, რო- 

გორიც არიან აბელი (ნორვეგია) ლიუვილი (საფრანგეთი), პ. ჩებიშევი (ღუსეთი), 

ე. ზოლოტარევი (რუსეთი), ერმიტი (საფარანგეთი) და სხეები. 
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გამოიყოს ელემენტარულ ფუნქციათა კლასები, რომელთაგან აღებული 

განუსახღვრელი ინტეგრალი კვლავ ელემენტარულ ფუნქციებს წარ- 
მოადგენს. ასეთი კლასებიდან მნიშვნელოვანია რაციო ნხალურ 

ფუნქციათა კლასი, ანუ “შემდეგი სახის წილადები 

ძაფი) +... + 
ხეა +ხ, XII -L ...+ხ,, 

კერძოდ, ამ კლასს მიეკუთვნება მთელი რაციონალური 

მრავალწევრები? 

იიX''-+-ი,X"-1+...+ძ,. (2–2 

(1) წილადის ინტეგრებისათვის ცდილობენ მის წარმოდგენას უფრო 
მარტივი წილადების ჯამის სახით. მაგალითად, ადვილად, შეიძლება 

შევამოწმოთ, რომ ადგილი აქვს ტოლობას 

10ჯ-–23 3 7 

X 5-6 X-2 X-3” 

10X-23 ქა=8 ძX +7 ძX _ 

X-5X+6 ჯ–2 X–-3 

=31ი(X-2)+-71ი (X-3)-+-C. 

ამ ხერხის გამოსაყენებლად, უნდა შეგვეძლოს (1) წილადის დამლა 
მარტივ წილადებად, რაც სუფთა ალგებრული ამოცანაა. სწორედ ეს 

უნდა შევისწავლოთ შემდეგ ქვეპარაგრაფებში. 

(1) 

  

საიდანაც 

    

9. ზოგიერთი ცნობა ალგებრული მრავალწევრის შესახებ 

განვიხილოთ 
4ჯX9ი+ 8X79%-1L...+ X-+ 0 

სახის ალგებრული მრავალწევრების თვისებები (სადაც «4,#,...,#, 
0 კოეფიცენტები ნამდვილი რიცხვებია). ასეთ მრავალწევრებს ვუწო- 

დებთ „ნამდვილ“ მრავალწევრებს, ამ მრავალწევრების თვისებები 
უცვლელი დარჩება მაშინაც, თუ წევრებს მუდმივ და ნულისგან გან– 
სხვავებულ მამრავლებზბე გავამრავლებთ ამიტომ სიმარტივისათვის 
შეიძლება ვიგულისხმოთ, რომ უფროსი კოეფიციენტი /#4=1. ამგვა- 

რად, ჩვენ შევისწავლოთ 

ჯეი+ 8XM-1+...+-#X+ 0 (3) 

„ნამდვილ“ მრავალწევრებს. 

+ (1) წილადი აღმოჩნდება (2) საზის მრავალწევრი, თუ M=:0. 
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მათ "მორის ყველაზე მარტივია პირ ველი ხარისხის მრავალ– 

წევრი, ანუ წრფივი მრავალწევრი. ამ მრავალწევრს აქვს შემდეგი 
სახე 

X--ძ. (4) 

ცხადია, რომ: 1) ამ მრავალწევრის ერთადერთი ამონახსნია ნამ- 

დვილი ძი რიცხვი; 2) (4) მრავალწევრი არ შეიძლება დაიშალოს მამ- 
რავლებად ?. 

წოფივი მრავალწევრების შემდეგ, სირთულის მიხედვით მოდის კვად- 

რატული სამწევრები“?? 

X"-+- იX-L ძ. (5) 

ელემენტარული ალგებრიდან ცნობილია, რომ (5) სამწევრი იშლება 

მამრავლებად "შემდე გნაირად: 

X-L9X-+ ძ=(--Xე)–-X), (6) 

სადაც X, და X,» ამ სამწევრის ამონახსნებია. თუ ეს ამონახსნები ნამდვილი 
რიცხვებია, მაშინ X--X, და X--X. მამრავლებიდან თითოეული არის მრა- 

ვალწევრი ნამდვილი კოეფიციენტებით. თუ X, დღა X წარმოსახვითი 
რიცხვებია (ე- ი. კომპლექსური რიცხვები ნულისგან განსხვავებული 

წარმოსახვითი ნაწილით), მაშინ (5) სამწევრს ვერ დავშლით ნამდვილ 

მამრავლებად. მართლაც, განეიხილოთ სამწევრი 

Xჯ--8X--25 (7) 

წარმოსახვითი ამონახსნებით 

X,=4-L3/. 

ამ სამწევრის დაშლა შესაძლებელი რომ ყოფილიყო ნამდვილ წრფივ 

მამრავლებად, ანუ 

X“--–-8X+-25=(X--ით)(X-–-ხ) (8) 

ნამრავლის სახით, სადაც თ და ხ ნამდვილი რიცხვებია. მაშინ, X-ის მა- 

· აქ ლაპარაკია მამრაელებზე, რომლებიც (3) მრაეალწევრის სახისაა, სხვანა- 
ირად შესაძლებელია დაშლა მრავალი სახით. მაგალითად 

ჯ–რი X–-ძ ჯXჯ–ი 
X-0=VI-ძ სჩშსIMX-ძი= .- ზმ=--. §)IX = -6+_ 

ჯუ §I0X “+ 

  
    

და სხვა, მაგრამ (3) სახის მრავალწევრების დაშლა შეუძლებელია, რადგან მრავალწეე– 

რების გამრავლების შედეგად ხარისხის მაჩვენებლები იკრიბება. მაშასადამე, დაშლის 

შედეგად მიღებული მამრავლების ხარისხი უნდა იყოს 1-ზე ნაკლები, რასაც აზრი არა 

აქვს ჩეენს პირობებში. 

8+# ღ-Lი ორწევრი განიხილება, როგორი) (5) სამ წევრის კერძო სახე. სა– 

დაც #=90. 
ვ2ე



გივრად თ და ხ რიცხვების ჩასმით (8) ტოლობის მარჯვენა ნაწილი, და 

მაშასადამე, მარცხენა ნაწილიც, გაუტოლდება 0-ს. სხვანაირად რომ 

ვთქვათ, ძ და ხ რიცხვები (7) სამწევრის ნამდვილი ამონახსნები იქნებო- 

და, მაშინ როცა (7) მრავალწევრს ნამდვილი ამონახსნები არა აქვს. ასე 

შეიძლება ვიმსჯელოთ (5) სახის ყოველი სამწევრისათვის, რომელსაც 

აქეს წარმოსახვითი ამონახსნები. 

ამგვარად, (5) სამწევრი შეიძლება დაიშალოს ან არ დაიმალოს ნამ- 
ღდვილ წრფივ მამრავლებად, იმის მიხედვით, ნამდვილია თუ წარმოსახ- 

ვითი მისი ამონახსნები. 

გადაედივართ მესამე ხარისხის ნამდვილ მტავალწევრებზე: ბუნებ“ 

რივია ეელოდოთ, რომ ეს მრავალწევრები დაიშლება, ან არ დაიშლება 

უფრო · ნაკლები ხარისხის მრავალწევრებად. სინამდვილეში არ არსე– 

ბობს მესამე ხარისხის მრავალწევრი, რომლის დაშლა არ შეიძლება მამ– 

რავლებად. უფრო მეტიც, ადგილი აქეს შემდეგ შესანიშნავ თეორემას 

თეორემა. ნებისმიერი ნამდვილი მრავალწევრი, რომ- 

ლის ხარისხი ორზე მეტია, შეიძლება დაიშა- 

ლოს წრფივ და კვადრატულ მამრავლებად. 

“ამ თეორემას (რომელიც დაამტკიცა გამოჩენილმა გერმანელმა მათე– 

მატიკოსმა გაუსმა”) სამართლიანად უწოდებენ „ალგებრის ძირითად 

თეორემას". მას მივიღებთ დაუმტკიცებლად ”'. 

ამ გვარად, (3) სახის ყოველი #XX) მრავალწევრი შეიძლება წარმოვად- 

გინოთ შემდეგი სახით 

ხიე=(-ი)(X-0)0-0...(X"+I-/2X+- 0)CL+- #X+-<§5)..., (9) 

სადაც თ, ხ, C, ·:; 0, 0: 7, 5... ნამდვილი რიცხვებია. ცხადია, თ, 8, 0, 

„.. 860ე მრავალწევრის ამონახსნებია, რადგან მათი ჩასმით (X-ის მაგივ- 

რად) (9) ტოლობის მარჯვენა ნაწილი (მაშასადამე, მარცხენა ნაწილიც) 

გადაიქცევა ნულად. რაც შეეხება X---9X+ძ, X"-+-”X+ 5, კვადრა- 

ტულ სამწევრებს, იგულისხმება, რომ მათ აქვთ წარმოსახვითი ამონახს– 

ნები, რადგან წინააღმდეგ შემთხვევაში, ამ კვადრატულ სამწევრებს დავშ– 

ლიდით წრფივ მამრავლებად, ეს ამონახსნები ამავე დროს #V) მრავალწევ– 

რის ამონახსნებიცაა. (9 ტოლობამი ზოგიერთი მამრავლი შეიძლება 

ერთმანეთის ტოლი აღმოჩნდეს. მაშინ CV) შეიძლება ასეთი სახით წარ- 

მოვადგინოთ 

|600=C0--თ!“ (X--ხ)ჩ ... (C+/0X+ თ) C(C+„X+ §)ი ” ძ0თ 
  

  

  

#» I. წ. 62055 (1777-1855). 

«" კიდევაც რომ დავამტკიცოთ ეს თეორემა, სულერთია ვერ მივიღებთ მრა- 
ვალწევრების მამრავლებად დაშლის რაიმე ხერხს. 
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აქ უკვე ქველა მამრავლი განსხვავებულია ერთმანეთისაგან. თუ თ-1, 

მაშინ ამბობენ, რომ # არის –(X) მრავალწევრის მარტივი ამონახს- 

ნი, ხოლო თუ Cთ>1, მაშინ ი-ს ეწოდება თ ჯერადობის ამონახსნი. ასეთივე 
ტერმინოლოგია იხმარება სიე -ის წარმოსახვითი ამონახსნების მიმართ. 

მაგალითი. თუ 

სი0=(X- 2)(X--1)”(X--5)%%X-––8ჯ-:- 25)(X-)- 121, 

მაშინ, X=--2, არის ჩეე-ის მარტივი ამონახსნი. ჯ·=> 1 –– არის ორჯერადი 

ლხნუ ორმაგოა ამონახსნი ' #:=5 –– არის სამჯერადი (ან სამმაგი) 

ამონახსნი. ჯ--–-8X-I- 25 სამწევრის ამონახსნები (ანუ %,ა=41+3( რიცხვე– 

ბი) (X-ის მარტივი წარმოსახვითი ამონახსნებია. ბოლოს X“-I 1 სამ- 

წევრის ამონახსნები (ანუ X,,0-->- +!) ჩლიე-ის ოთხჯერადი ამონახსნებია. 

ჭ. რაციონალური წილადის დამლა მარტივ წილადებად 

განვიხილავთ შემდეგი სახის რაციონალურ წილადებს 

ტლე ო 1 ,. CLMX+LL 
M2X0--MXM- +... - #X+8 

სადაც მრიცხველი და მნიშვნელი ნამდვილი მრავალწევრებია, ანუ ნამ– 

დვილკოეფიციენტებიანი მრავალწევრებია. ამ პირობებში თვით (11) წი–- 

ლადებსაც ვუწოდებთ ნამდვილ წილადებს. 
წილადს ეწოდება წესიერი თუ მრიცხველის ხარისხი ნაკლებია 

მნიშვნელის ხარისხხე. როცა ეს ხარისხები ტოლია, ან მრიცხველის 

ხარისხი მეტია მნიშვნელის ხარისხზე, მაშინ წილადღს ეწოდება ა რ ა წე- 
სიერი მაგალითად, შემდეგი წილადებიდან. 

2X”-- 1 წბ -93-L1 

ჯ%-4CL7, #ს2?2 XI. -+-2X-+5 

პირველი –– წესიერია, ხოლო მეორე და მესამე –– არაწესიერი. თუ არა– 

წესიერი' წილადის მოიცხველს გავყოფთ მნიშვნელზე (გაყოფა მოხდება 

ნაშთით, რადგან იგულისხმება რომ წილადი უკვეცია). ”მაშინ 

წილადი წარმოგვიდგება მთელი მრავალწევრისა”? და წესიერი წილადის 
ჯამის სახით. : 

(11)   

    

მაგალითად, 

9 _ ე_ _» + == 2 ხალ! =ჯ-92 X-L11 

X2-+2 X" +2 X- -L2X+5 ჯ--2X-+4+-5 

" რომელიც კერძოდ შეიძლება აღმოჩნდეს მუდმივი სიდიდე. 
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რადგან მთელი მრავალწევრის ინტეგრება ადვილად ხდება, ამიტომ 

ქვემოთ განვიხილავთ წესიერ წილადებს. გამარტივების მიზნით განვი- 
ხილავთ იმ შემთხვევებს, როდესაც მნიშვნელს აქვს მარტივი ან ჯერადი 

ნამდვილი და მარტივი წარმოსახვითი ამონახსნები. შემთხვევები, როდე– 
საც მნიშვნელს აქვს წარმოსახვითი ჯერადი ამონახსნები, განიხილება 
უფრო სრულ კურსებში. 

ამგვარად, შევისწავლით წესიერ ნამდვილ წილადებს?! 

/ო | 
(X–0)მ(X-– ხ)ჩ:.. (V"+-სL-I-თ.(X"-+-”X-9... 

მნიშვნელის სახე გვიკარნახებს, რომ (12) წილადი მიღებულია უფრო 

მარტივი წილადების შეკრების შედეგად, რომელთაც,უნდა ჰქონდეთ შემ- 

დეგი სახე 

(12) 

    

ო “ ეე , ... ;... (13) 

(X– 0)" (+-––- ხ)ჩ X»"-მX--ძ X“L+IX--5 

ამ წილადების მრიცხველები ჩვენთვის უცნობია, მაგრამ რადგან (12) 

წილადი წესიერია, უნდა ვიგულისხმოთ, რომ (13) წილადებიც წესიერია. 
ამის მკაცრი დამტკიცებაც შეიძლება. ამგვარად, (12) წილადი შეიძლება 

წარმოვადგინოთ შემდეგი სახით 

ს ,_ თ __0M+0  , _ ჩ:+8 
((–ი' (X–ხ)ჩ : »X-+ს+-ი X+იX-§ 

სადაც #ი(9, ჩაC), უცნობი მრავალწევრებია, რომელთა ხარისხები 

ნაკლებია შესაბამისად თ, ჩ, რიცხვებზე, X, C, #2, 5§,... რიცხვებიც 

ჯერჯერობით უცნობია. ' 

განვიხილოთ ახლა ცალკეული წილადები 

ჩი(V) 

(X–- ი) 

L.. (14) 

(15) 

მისი მრიცხვე ლის ხარისხი ნაკლებია თ-ზე, ამიტომ შეიძლება ის ასე ჩაი– 

წეროს 

ჩჩა(I)=თ+CX--C.X“L.. -+2ა.) ჯნო1. 06) 

მაგრამ III თავში (§ 7, 2) დავამტკიცეთ, რომ (16) სახის ყოველი 
მრავალწევრი შეიძლება: ასე ჩაიწეროს 

ჩასე=/4ი+ 4,)(X--ძ)-I-..-+ 4ია.) (X– თ“ 1 

7-9 ვიგულისხმოთ, რომ მნიშვნელის უფროსი კოტფიციენტი 1-ის ტოლია, რადგან 
ამი) მიღწევა ყოველთეის შეიძლება წილადის მრიცხველისა და მნიშვნელის უფროს 

კოეფიციენტზე გაყოფით. 
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თუ ამას გავითვალისწინებთ (15) ტოლობაში, მივიღებთ 

LX) _ #4 4, , 4ითL 

უ–აი–>„ჟ_–_–_–__ 
სადაც ი, რ... 4ი-. მრიცხველები. რაღაც მუღმივებია. ანალოგიუ- 

Lა(X) 

(X-–- ხ)ჩ 
მდინარე ვღებულობთ, რომ (12) სახის წესიერი ნამდვილი წილადებისა- 

თვის ადგილი აქვს შემდეგი სახის უფრო მარტივ წილადე- 
ბად დაშლას: 

  

რად შეიძლება წარმოვადგინოთ ყველა წილადი. აქედან გამო- 

  

I(62) 4 _. 4._, _ , ტი. I 0 
(X –0)“...(X> +MX I-თ)... (X-0)ზ' (X- ტ)ბ აია ე წი + წლოოოილია 

  

(17) 

"აქ 4ი, 4). ·- 4ც- ს... მრიცხველები და აგრეთვე.ჩ?, 0.... –– რიცხ- 

ვები (ჯერჯერობით უცნობი) რაღაც მუდმივებია. საჭჰიროა ვიპოვოთ ეს 
კოეფიციენტები. ეს საკითხი განვიხილოთ მაგალითებზე, 

1) (17) ტოლობის საფუძველზე გვაქვს 

2X-13X-L2 4 8 C 
თ-I)1-2) ((-1)2 ' X-I "X-2" 

გავამრავლოთ ტოლობის ორივე ნაწილი მარცხენა ნაწილის მნიშვნელზე. 
ეს მოგვცემს იგივეობას 

2X"--3X--2=/40:--2).+ 8(X--1)(X-2)-I1-C(X-–– 1)". (19) 

რადგან (19) წარმოადგენს იგივეობას, მას ადგილი აქვს X=2 მნიშვნელო– 
ბისთვისაც. ამ მნიშვნელობის ჩასმა გვაძლევს 

4=C 

ამგვარად, C=4. ახლა (19) ტოლობაში X=1 ჩასმით, ვპოულობთ 

1=--/4. 

საიდანაც 4:-=--1. ამგვარად, X-ის”? ხელსაყრელი კერძო მნიშვნელობის 

გამოყენებით, შევძელითორი #4 და C კოეფიციენტის პოვნა. ამ ხერხს ეწო- 

  (18) 

+ X=2 და X=1 მნიშენელობები ხელსაყრელია, იმიტომ, რომ მათი ჩასმით გამოი- 
რიცხება ყეელა უცნობი გარდა ერთისა. ასეთი ,,ხელსაყრელი"' მნიშვნელობები მეტი არა 
გვაქვს. მაგრამ ჩეე§ შეიძლება (19) ტოლობაში ჩავსათ ,/არახელსაყრელი“! მნიშენელო=« 

ბაც. მაგალითადა X=3. მაშინ მიეიღებთ 11 =/1-+I-28-I-4C. თუ გავითვალისწინებთ, რომ 

4= – 1, C=4, მივიღებთ 8= -- 2. 
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დება „კერძო მნიშვნელობათა ხერხი“. 8 კოეფიციენტის საპოვნელად გამო- 

ვიყენოთ ე. წ. „კოეფიციენტების შედარების ხერხი“. სახელდობრ, გა- 
ვუტოლოთ ერთმანეთს (19) ტოლობის ორივე ნაწილში მყოფი VX”-ის კოე- 

იციენტები ფიციენტე 2=8+C 

აქედან მივიღებთ, რომ, რაკი C=>4, ამიტომ 8=--2. 

2) დავშალოთ მარტივ წილადებად წილადი 
2 ჯ?-L1 

XCL-–- 1) (XI-+I-3) 
ვიწყებთ 0» ფორმულის გამოყენებით: 

22+) _ #4, 8 . 6»+ნ. 
XX-1))(XLX+3 ჰI! X–1 X-+3 

აქედან 
2X +-1=/#(.--1)(“-3)-- 8X(CX--L 3)-- (CX+ LIXXC-–1). 

თუ დავუშვებთ, ჯერ, რომ X=0, ხოლო შემდეგ X=1, მივიღებთ 

4=-- +, 8= >: შევადაროთ”? X#+-ის კოეფიციენტები: 

0=4+8-+C. 
! 

აქედან C= –– =. ბოლოს, Xჯ?-ის კოეფიციენტების შედარებით მივიღებთ 

2=- 4-C+7ი. 

ეს გვაძლევს ს = >. 

4) (17) ტოლობის გამოყენებით გვაქვს 

1 _ “X+8 CX-+I) . 

(X"--1)(X-+-21 X2+1 X+2 ! 

1= (41X- 8)(X"-L2)+ (CX-I- 02I)(X?1–+- 1). 

X-ის სხვადასხვა ხარისხის კოეფიციენტების შედარება გვაძლევს 

L> 0=/4-LC, 
X 0=8-+71?2, 

Xჯ 0=2/-LC, 

1 1=28-+7%. 

  

აქედან 

” მკითხველს ვურჩე:თ ისწავლოს X-ის ამა თუ იმ ხარისხების კოეფრციენტების პოვ- 

ნა, მარჯვენა ნაწილში; ფრ ჩხ ილე ბის გახსნის გარეშე. 
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ამ სისტემის ამოხსნა გვაძლევს ,/1=C=:0, 8+:1, I2---–-1. მაშინ” 

1 _ 1 1 

(C+1) (C--2) X--1 XI+2. 
  

4. რაციონალური წილადების ინტეგრება 

მე-3 ქვეპარაგრაფში ნათქვამის მიხედვით შეიძლება დავასკვნათ, რომ 

ნებისმიერი რაციონალური წილაღის (რომლის მნიშვნელს აო აქვს ჯერადი 
წარმოსახვითი ამონახსნები) ინტეგრებისათვის, საკმარისია ვიცოდეთ შემ- 

დეგი ოთხი სახის ფუნქციის ინტეგრება. 

ე ტლ8ლა ს". MX+L, 9) –4., ვ) 
X–ძ (X–-ით)" 

  (I, > 1), 

4X-+-8 

X-+სX+ძ 
პირველი სამი სახის გამოსახულებათა ინტეგრება ადვილია. მაგალი– 

თად, 

4 

4 7 

  

5 ე 2 - აა აა. –. – - V”. -C. 1) | 6» + 4Xჯ-–7X--12) თ; ა“ 5 »ჯ > L12X+-C 

2) 9ძX კ II (X--–2)+C. 
X–-2 

7ძჰX · 7 –7 
ვ –––=7 (X--3)-5 IX =- ---(X-+-3)“1-1C -= · ==? თ+34%0%> - თC-899V4+60=-=-5+0 

ამიტომ შევჩერდებით მხოლოდ 

(+: ძა, რ0) 
X-+0X+9ძ 

სახის ინტეგრალებზე. ამასთან შეიძლება ჩავოვალოთ, რომ X"-L 9X-- ძ 

სამწევრის ამონახსნები წარმოსახვითია, რადგან სხვანაირად 

ეს სამწევრი დაიშლებოდა წრფივ მამრავლებად და წილადი 

4X-+8 

X + 9X+9ძ 

? ეს დაშლა შეიძლება მივიღოთ უშუალოდ ასეთნაირად, 

1 _ (+”--2) –(X"-I-1) 

(X15-1) (9+-2)  ” (X24-1) (X>+2) 
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კი –– უფრო მარტივ წილადებად, ე. ი. მივიდოდით უკვე განხილულ 
'შემთხვევებამდე ?. 

ალგებრიდან ცნობილია, რომ X"--8X+- 9 სამწევრს აქვს წარმოსახვი– 

თი ამონახსნები, თუ ადგილი აქვს უტოლობას 
2 

5 –ძ<0. (21) 

ამგვარად, ვთვლით, რომ ს ხულდება (21) პირობა. (20) ინტეგრალები 
აღვილად გამოითვლება ორ კერძო შემთხვევაში: 

ა) 4X4+- 8 არის "+ იX+- 9 მნიშვნელის წარმოებული. 

ბ) ინტეგრალქვეშა წილადის მრიცხველი არ არის დამოკიდებული 
X-ზე, ე. ი. 4 =:0. 

მართლაც. ა) შემთხვევაში (20) ინტეგრალი წარმოადგენს მნიშვნე- 
ლის ლოგარითმს. მაგალითად, 

2X-6 
__'“-. == “ 6X--.13 | > 6 L13 ძX:-=Iი (X X-- 13)-LC. 

2X+7 - 2 , 
I 217 ოლ ძX=Iი (XV”-+7X --30) +C. 

ბ) შემთხვევაში (20) ინტეგრალი გამოითვლება არკტანგესის საშუა- 

ლებით ამისათვის V+-იXX+ ი სამწევრიდან უნდა 
გამოვყოთ სრული კვადრატი და გამოვიყენოთ 
ინტეგრალთა ცხრილის XI ფორმულა. 

მაგალითად, 

ეეე ა-და ა ” '_ძთ – 4_ 
ჯ#"--8X--25 (§პ--8X--16) -L9 | (X--4)? -L9” 

საიდანაც 
11 X-4 

I-- -–- მი IV –“–“– +C. 
ვ X%1L§ 3 + 

ანალოგიურად 

=> 7ძX “| _/C 3) _ 

  

2 1 == X'-+5X-10 ეაღეგჭბერ.. -L3 >) ++ 

14 2X-–-5 
== · == C. /15 გIC 1წ /15 + 

# კერძოდ, ასე გამოიყვანება XII ფორმულა, მართლალა 
1 1 1 1 

ჯაი 2იLX-ი X+0თ 
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განვიხილოთ კიდევ ერთი ინტეგრალი 

(=>: ძX რ2) 
XL --8L--15 

/-ს მიმართ იმავე ხერხის გმოკენებით სვილბი 

(| –აა>=ი (C- –ა: +C 9 

მაგრამ ეს ინტეგრალი არ უდგება XI ფორმულას, რადგან არ შეგვიძ- 
ლია –– 1 ჩავთვალოთ ი”-ის ტოლად (ნამდვილ რიცხვთა არეში). საქმე 

იმაშია, რომ X”-–--8X+-15 სამწევრს აქვს ნამდვილი ამონახსნები 

X,=3 და X=5, ამიტომ (22) ინტეგრალი სხვანაირად უნდა გამოითვა– 
ლოს.” დავამტკიცოთ ზოგადად, რომ ჩვენს მიერ რეკომენდებული ხერ- 
ხი, ბ) შემთხვევაში კვადრატული სამწევრიდან სრული კვადრატის გამო- 
ყოფისა, მართლაც გვაძლევს (20) ინტეგრალის XI ფორმულამდე დაყ- 
ვანის საშუალებას, თუ #X +/#X-I- 0 სამწევრის ამონახსნები წარმოსახ- 

ვითია. 

მართლაც, 

»+ხX--ი ? _ ს V _ MV C45)-C4 
ამონახსნების წარმოსახვითობა უზრუნველყოფს (21) უტოლობის შესრუ- 

ა ი 

| _ 001 მ (++ 5) 
/- | ხძ.: =8 2 

ლებას, მაშინ #-- CL >0 და ეს რიცხვი შეიძლება მივიღოთ ი“-ის ტოლად, 

(20) ინტეგრალი ზოგად შემთხვევაში ადვილად დაიყვანება ა) და ბ) 

შემთხვევებზე, თუ· 4X+ 8 მრიცხველს გავყოფთ (შესაძლოა ნაშთით) 

  

1 4. 8 “ · ობ ––– ==. · ნ 1=/1(X-–-5) + 8(X-- 3), თ სახელდო ბრ > 8115  X-3 L--–-, აქედა ( + უ   

1 1 
დავუშვებთ, რომ X=5 და X=3, მიეიღებთ 4=-->. 8= ლ 

მაშასადამე, 

1 1 
=–- “2 ”ი (ჯX-–3) + 2 (ი (X–-5)4-C. 

«უფრო მარტივია XII ფოომულის გამოყენება 

/ ( 1 L-- 4-1 1 :– 5 
_ 0ძ: ___ _ ს-ა. 6 – (ი 2) C 

(X -–- 4): ––1 2 (V-4)-+1 2 Xჯ-3პ 
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X--იX+ 9 მნიშვნელის წარმოებულზე 2X-- ი გამოსახულებაზე და გამო- 

ვიყენებთ იგივეობას, „გასაყოფი უდრის გამყოფს გამრავლებულს განა- 

ყოფზე პლუს ნაშთი“, #X+ 8 გამოსახულების წარმოსადგენად. 

მაგალითად, 

· XI-6X-+13 

საჭიროა 6X-I-7 გავყოთ (2X--6)-ზე. ეს გვაძლევს 6X-- 7=3(2X–--6)+ 25. 

ამიტომ 

1-3 | _ 2ჯ1-5_ ძX+ _ 25ძX _. 
Xჯ -–- 6X-L13 Xგ-6X-13 

პირველი. ინტეგრალი მარჯვნივ წარმოადგენს ა) შემთხვევას, ხოლო მეორე 

–– ბ)-ს. ამგვარად; ელემენტარულ ფუნქციებში უკვე ვიცით ისეთი ნების– 

მიერი ნამდვილი წილადის ინტეგრება, რომლის მნიშვნელს არა აქვს ჯე– 

რადი წარმოსახვითი ამონახსნები. უკანასკნელი შეზღუდვა შემოვიღეთ 

სიმარტივის მიზნით. სახოგადოდ ადგილი აქვს თეორემას 
თეორემა. ნებისმიერი ნამდვილი რაციონალე- 

რი წილადიდან ინტეგრალი აიღება ელემენტა- 

რულ ფუნქციებში 

§ ე. სობიერთ ირაციონალობათა ინტეგრება 

1. ინტეგრალქვეშა ფუნქციის რაციონალიზაცია 

რაციონალური ფუნქციებისაგან განსხვავებით ინტეგრალები ირაციო–- 
ნალური გამოსახულებებიდან ყოველთვის არ აიღება ელემენტარულ 
ფუნქციებში. ამ პარაგრაფში განვიხილავთ ირაციონალურ ფუნქციათა 
ზოგიერთ კერძო ტიპს, რომელთა ინტეგრება შეიძლება სასრული სა- 
ხით. 

უმეტეს „შემთხვევაში ირაციონალური ფუნქციის ინტეგრება შესაძ- 
ლებელი ხდება მიი რაციონალურ ფუნქციაზე დაყვანით რაიმე 
ჩასმის საშუალებით. ამ ხერხს ეწოდება ინტეგრალქვეშა ფუნქციის რაც ი- 
ონალიზაცია, ხოლო ხსენებულ ჩასმის ხერხს კი–-მარაციო- 
ნალებელი ჩასმა. ამ მეთოდის არსი ვუჩვენოთ ჯერ მაგალი- 
თებზე. 

ვთქვათ, 

I= | MX კ 
14+-V X 
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თუ ღაეუშვებთ, რომ ჯX=7. ვპოულობთ ძX--22ძ2. საიდანაც 

I= 3:92 | 2%2 
2 +1 
  

გვაქვს "რაციონალური წილადის ინტეგრება. რადგან წილადი არა- 
წესიერია, ამიტომ ეყოფთ მრიცხველს მნიშვნელზე (ნაშთით) 

ი· 

_ეაებეე-ღ-.· 

    

2 21 

2+? |>-1 

- 2-1 

1 

ამგვარად, 

2 1 · 
=2-1+ და #==2--22-L-2 III(2-+-1) +C 

2 +1 2+1 

ახლა უნდა დავუბრუნდეთ ძველ X ცვლადს. თუ შევცვლით 2-ს VX-ით, 
საბოლოოდ მივიღებთ 

I=X–2VX+2IIV(VX+1)+-C 

ანალოგიურად ინტეგრალისათვის 

I=| რ+ _ 
1+71X 

მარაციონალებელი ჩასმა იქნება X=29, რადგან X აქ მხოლოღ კუბური 

ფესვის ქვეშ შედის. ამ ჩასმით ვღებულობთ 

321 ძ2 1 2 
= =3 –1---- =3|)| _–.– 1) |+- , 

, I15 LLC. +)“ | 2 296+ 3 “ 
საიდანაც 

/ 

  

  

3/ – /=3 XX" VI +Iი > +1) | +0. 
უფრო რთული გარემოებაა შემდეგი ინტეგრალისათვის 

1= I VXძX 

2 VX +1 

აქ X შედის როგორც კეადრატული, ისე კუბური ფესვების ნიშნის ქვეშ. 
ამიტომ, ბუნებრივია უნდა დავუშვათ, რომ X=2. ეს გვაძლევს 

I– | 2,6 | (#-2+7 –1-+L 1 ) 4. 
2"-L1 7>--L1 
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საიდანაც 

/I= 4 >- 5 58 (+442) +C. 

ახლა საკმარისია 2 შევცვლოთ V/X-ით. 
ამ მაგალითების განხილვის შემდეგ ცხადი ხდება, რომ ადგილი აქვს 

შემდეგ წესს: 
თუ I(თ,0,თ,...) არის თავისი არგუმენტების რაციონალური ფუნქ- 

ცია", ხოლო ძ,ხ,...,თ,ჩ,.. მთელი დადებითი რიცხვებია, მაშინ ინ- 

ტეგრალი 

Iწ, (-,9 ჯ", %/Xჩ,...) ძ» (1) 

შეიძლება დავიყვნოთ ინტეგრალამდე რაციონალური ფუნქციიდან 

Xჯ= ჯM (2) 
  
    

ჩასმის საშუალებით, სადაც MM არის თ, ხ,... ფესვის მაჩვენებელთა საერ- 

თო უმცირესი ჯერადი. 

მართლაც, (2) ჩასმის საშუალებით ინტეგრალში "შემავალი ყველა 

რადიკალიდან ფესვი ამოვა. 

მსგავსი ჩასმით შეიძლება ინტეგრალქვეშა ფუნქციის რაციონალი- 
ზაცია უფრო ზოგად "ხტებიალში 

MX + L #X + L 

II (+ (--- >) ნX+0 V წინ). ჩ»+0 ) · 92 დ) 
სადაც / რაციონალური ფუნქციაა, ძ,ხ, ...,თ,ჩ,... მთელი რიცხვებია, 
ხოლო /#.L,ჩ,0 მუდმივებია. 

აქ უნდა დავუშვათ, 

#X+L_ =ო 

'6X+0. 
სადაც M, როგორც ზემოთ, ძ,ხ,... მაჩვენებლების საერთო უმცირესი 
ჯერადია. 

(3) ინტეგრალი გარდაიქმნება (1) ინტეგრალად, როცა X=1., Lხ= 
=0. =0, C=1. მაშინ (4)-დან მიიღება (2). 

(4) 
    

  

" ანუ | (IV, V, V,...) ფუნქციის საპოვნელად მის არგუმენტებზე უნდა შესრულდეს 
მხოლ დ არითმეტიკული ოპერაციები. ასეთია მაგალითად, ფუნქცია 

იბ 2ყყ 

უმ /5 
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საილუსტრაციოდ განვიხილოთ მაგალითები. 

1) ვთქვათ, 

  

C) V+X+1 ძს. 
ჯ 

თუ დავუშვებთ, რომ X--1=:2', მაშინ ძX-=22ძ2. ვღებულობთ 

22'ძ = | >. '=2 | (:+-–- ძ2=22+I“-- LC. 
25-11 7+-1 

  

მაშასადამე, 

I=2VX+1 + II. VX+1 – 1 =1 +C 
VX-L1 -L1 

2) გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

“) (ვითა: 
=29%, მამინ X=- I - 

V-1 ჯს-1' (2 -– 1)? 

I=-6 (=>. 
2! (2"-- 1) 

წილადი დაიშლება მარტივ წილადებად შემდეგი სქემის” 

  

      აქ უნდა დავუშვათ 

საიდანაც 

1 

2'(2' -L-1) 
მიხედვით: 

2 (2? -L 1) 2 
  

1. 4.80 9, 624 
21:71:77. 29+1. 

აქედან 

1=74C"L1)+ 82 (2?-1)--C2(C2+ 1)-L079(2+ 1)+ 
(-2+7,) ჩ». 

“ შეიძლება გამოთვლების გამარტივება, თუ გავითვალისწინებთ, რომ უ4(21-C1) და- 

მოკიდებულია მხოლოდ 2”-ზე. 
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თუ დავუშვებთ, რომ 25==0, მივიღებთ 4 =1. 2-ის ერთნაირი ხარისხების 

კოეფიციენტების შედარება გვაძლევს შემდეგ ტოლობებს 

29 | 0=1)-++- წ, 
2 | 0=C-+-#, 
2 | 0==8-+-70, 
> | 0=/4-LC, 
2 |!0=8 

აქედან 8=I11=:86=0, C=-–-1, #=1. მაშასადამე, 

1 2 1 1 6 
I=-6I!|, ძუ=- – -- –6ნე“IC2--C. 

I 2! 2437) 2 2 §21 

6 "ა 
2=. ჯ 2 

X--1 

_ 40+ჩ _ კჯ სახის ინტეგრალები 
VიX”- იX--ხVI+C 

  

სადაც 

  

  

ამ სახის ინტეგრალების გამოთვლა მოგვაგონებს §1 (20) ინტეგრა- 
ლების გამოთვლას. სახელდობრ, 

5505 რ 
Vძ0X”--ხX-++C 

-ინტეგრალი ადვილად გამოითვლება ორ შემთხვევაში: 

ა) 4X+- 8 მრიცხველი არის ინტეგრალქვეშა იX»-+ხX+ C სამწევრის 

წარმოებული. 

ბ) მრიცხველი არ არის დამოკიდებული X-ზხე. ე. .ი. #=-0. 

მართლაც პირველ შემთხვევაში უნდა დავუშვათ, რომ ძX“+ ხX-+ C=7, 
რასაც (5) ინტეგრალი დაყავს შემღეგ ინტეგრალამდე 

| 5=-2 V2-LC- 

მაგალითად, 

14 X+5 ეღევღვასეა“–– 
| 772520312“ V7X --5Xჯ -L 12 +C 

მეორე "შემთხვევაში ინტეგრალქვეშა სამწევრიდან უნდა გამოიყოს სრუ- 

„ლი კვადრატი, რაც თ-ს ნიშნის მიხედვით მოგეცემს ცხრილის X ან XIII 
ინტეგრალებიდან ერთ-ერთს, 
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მაგალითად, 

  

_ ძX _ ძX 

V-–-3X+-18+2 ) #--3(ჯ7--6X-L9) +29 · 

აქედან , 

1I= |  იX _. _ 1 ძL/3 (X–3)| 
V29- 3 (0-3) V3 ) “729 – 3 (7-2)? 

და საბოლოოდ, 

#=უვოაი #93C-2) , ი: = V-X--9 .C 

ანალოგიურად მოელით 

1I=- · ძX 

/73# -C 18 X--2. == 18X+>2. V3(X2--6X-+9) – 25.” 

ოდაში 

ძIV3 თ+3) ) _ 
3. ) /3(X-+3)2=25. · 

საბოლოოდ (5) ინტეგრალი ზოგად შემთხვევაში დაიყვანება ა) და ბ) 

შემთხვევებზე, თუ 4X+8 მრიცხველს გავყოფთ ფესვქვეშა სამ- 

წევრის წარმოებულზე 20X+ხ გამოსახულებახე და #X+ 8 გამოსახუ- 
ლებას წარმოვადგენთ გამყოფისა და განაყოფის. ნამრავლისა და ნაშთის 
ჯამის სახით. 

II I/3 (+3)-+V3C+18X#2| LC: 

მაგალითად, 

8X--11 ძი - | 4(2X-L16) 4(2+16) –53 ,, _ , 2X--16 = 

VX?-+ 16X-+7 VX"+L+16X+7 VI: +16X+7 

– §ვ 
(:=%> 

მარჯვნივ პირველი ინტეგრალი ეკუთვნის ა) ტიპს, ხოლო მეორე–– 

ბ) ტიპს. 

როდესაც შევისწავლით ზოგიერთ ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა 

ინტეგრების ხერხებს, შევძლებთ კიდევ, სხვა ირაციონალობათა ინ- 

ტეგრებას. 
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§ 4. ზოგიერთი ტრანსცენდენტური ფუნქციის ინტეგრება 

1. | ტ2+/X)ძX, | ცი ჯსიიXძX, | 900) Cი5თ XთძX 

ხახის ინტეგრალები 

თუ აღნიშნულ ინტეგრალებში #X#X) წარმოადგენს მთელ /X5-+,8X1ს-1+ 
+..+ILXX+ L მრავალწევრს, მაშინ ინტეგრალები გამოითვლება ნა- 

წილობითი ინტეგრების ხერხით. მართლაც, შევჩერდეთ ამ ინტეგრა- 
ლებიდან პირველზე. 

თუ დავუშვებთ, რომ 

#(0)=V, ძ(0== –(X)ძX, 

69% ძX--თხ=, ე= 1 ტ9+X, 
ძ 

ვიპოვით 

|I256ჩ(0ი0ძ = „#09 _ 1 |“ X” (X) თX. 
ძ თ 

მარჯვნივ მიღებული ინტეგრალი იმავე ტიპისაა როგორიც მარცხნივ, 
მაგრამ #”V%) მამრავლის ხარისხი ერთით ნაკლებია #XX)-ის ხარისხზე. 

ამ ხერხს მეორედ გამოყენება მიგვიყვანს საბოლოო მიზნამდე. 

ზემოთ დასახელებული ინტეგრალებისათვისაც გარდაქმნები ანალოგიუ– 
რია. 

მაგალითები. 

1) 1=I(I--5X+6)6“ ძ». 

ნაწილობითი ინტეგრებით ვპოულობთ ' 

I=C00--5X-L 6) I (2X--5) იძ. 0) 

ნაწილობითი ინტეგრების მეორედ გამოყენებით ვღებულობთ: 
)(2C-5)CძX=(2X--5)21-–| 26"ძX=(2X––7)6X-+LC. 

ამ გამოსახულების (1) ტოლობაში ჩასმით ვპოულობთ 

#I=(X--–-7X-+ 13)0:-C. 

2 1=I(12X-–-6X)5Iი2XძX. 

თუ დავუშვებთ, რომ 

1 2X“--6X=>VI, შ"“ = (24X––6)ძX, 

§1112X0X=ძფშ, შ= -- 590   
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მივიღებთ 

#=(3X-–-6X2C092ჯ -L I 12X-––3)C052XძX. 

ხელახლა დაშვებით 

  

12X–--3=V, ძს=12ძX, 

C052X0X=ძLV, ხს = იო , 

ვპოულობთ 

| 02»X–3) ლ0ა 2XIX = («- >) 591) 2––- 6 I9ი 2XძX. 

ამის შემდეგ ყველაფერი ნათელი ხდება. 

9. 00) Iი? XძX სახის ინტეგრალები 
( 

თუ ამ ინტეგრალში #(X) მთელი მრავალწევრია და # ნატურალური 

რიცხვი, მაშინ. ნაწილობითი ინტეგრებით მივიღებთ 

1I1MX=V, ძიM=7/ |ეი-) 24%. ჯ;' 

#VC)ძX=ძმსი, ი=0(, 

სადაც CC) არის #()-ის პირველადი, რომელიც არ შეიცავს 

თავისუფალ წევრს. მაშინ 49 არის იმავე ხარისხის მრავალ– 

წევრი, როგორც #(C). ამიტომ ფორმულით 

I ჩიი1ი9XძX=0(0 Iი7X-–-ი | 90 აი -ძ 
X 

მოცემული ინტეგრალი დაიყვანება იმავე ტიპის უფრო მარტიგ ინტეგ- 
რალამდე. 

მაგალითი. ვთქვათ, 

1= I (32X3-:--9X--L- 12X-L 1)1ო?XძX. 

ღავუშვათ, 

ჰა?X=V, ძხ=21ი ჯი , 
ჯ 

(32X1--9X?-+ 12X-+ 1)თX=ძშ, უ=8X-30 + 6X--X,. 

მაშინ 

1 = (820  3X +"6ჯ-- IX) I0მX--2 | (8X0--3X? + 6X-L1) 1ი#ძ». 
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ისეგ ნაწილობითი თინტეგრებით 

IიX=Vს, რძი=--, 
X 

(8>--3ჯ"-- 6X+ 1) ძX=ძ9V,. ხ=2X--Xმ-L 3X1-++X, 

მივიღებთ 

I(8X--3#-6X- 1)I0XX=(2)4-–0+ 3X-- XI0X-– | (2)0– X-- 
–+3Xჯ -L 1) ძX. 

ზ 

შ, | 91ი5ჯ ლ05MXთV სახის ინტეგრალები 

ეს ინტეგრალები (სადაც # და #7 არაუარყოფითი მთელი რიცხვებია) 
იყოფა ორ ტიპად: 

ა)წი და #: რიცხვებიდან ერთ-ერთი კენტია; 
ბ) ორივე რიცხვი ლუწია. 

ა) შემთხეევაში ინტეგრალი 

I §(ი"X -0§= XX 

გამოითვლება ხერხით, რომელსაც უწოდებენ „გამოყოფის ხერხს“. ამ 

ხერხის არსი ჩანს შემდეგი მაგალითიდან 

1=| §Iი?ბჯ C059 ძX. 

005 მამრავლიდან „გამოვყოფთ“ ერთ მამრავლს ლ005X-ს და ვისარ- 
გებლებთ იმით, რომ 005 X0X==ძ(531ი X). ეს გვაძლევს 

/ = I5Iი??Xჯ C05%Xძ(510 X).. 

მაგრამ C05“X=1--510%, ამიტომ §1ი X=2 ჩასმით მივიღებთ 

§(023ჯ => 
    

           

  

I= | 510??X(1 –– §10?X) ძ (519 Xჯ C. I ( ) ძ(I0 9) = –>> + 

ანალოგიურად : 

/=| 5105 XC05% XIX== –– | 5101 C05% Xძ (C05 X). 
აქედან 

=-- | (1--ლ05)? იცა ლ05'X _2005X = 
7 9 

C051V – -C. 
11 1 
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თუ # ღა MI მაჩვენებლები ორივე კენტია. მაშინ უმჯობესია 
მამრავლის „გამოყოფა“ 510MX, 0057 X იმ მამრავლიდან, “ომლის ხა– 

რისხის მაჩვენებელიც6 ნაკლებია.? 

მაგალითად, ინტეგრალი 

/ = I 5)იმXჯ C0§ჰ7X ძX 

ასე უნდა გამოითვალოს 

0თლ%X C05%% 

48 
    

I=- I (1--–C005”X) C05'”Xი (C05 X) == 

თუ 'ამ ინტეგრალს გადავწერთ შემდეგნაირად 

/= | §(ი%X(1-–§1ი?ჯ)?ძ(§)ი X), " 
მაშინ საჭირო იქნება (1--31ი2X)23 დაშლა §Iი X-ის ხარისხებად. ცხადია 
ეს უფრო ვრცელ გამოთვლებს მოითხოვს. 

მართალია, განვიხილეთ (2) ინტეგრალის ა) შემთხეევა მაგალითებზე, 

მაგრამ ნათელია, რომ ნაჩეენებ ხერხს აქვს ზოგადი ხასიათი. 
(2) ინტეგრალის გამოსათვლელად ბ) შემთხვევაში საქიროა გამო- 

ვიყენოთ ,,„ორმაგ კუთხეზე გადასვლის“ ხერხი, ე. ი. გამოვიყენოთ ტრი- 
გონომეტრიის ცნობილი ფორმულები: : 

5Iი 2თ 
  §1ით C05თ= 2” (3) 

ყებ= 1-0052თ , ტ) 

1 2 05% =-1 1695 2C (5) 

შევნიშნავთ, რომ შეიძლება შემოვიზღუდოთ (4) და. (5) ფორმულებით. 

მაგრამ ყოველთვის, როცა შეიძლება (3) გამოყენება, უნდა მივმართოთ 

მას. 

მაგალითები. 

1) #=|I §(ი2XC05%X. 

გადავწეროთ / შემდეგი სახით 

#= | (510 XC05 X)?005?XX 
ჟძ 

1612. ” 

5! 2 ჟ) გამოსაზელებით.   ?“· თუ ი =0), მაშინ §5)შიX C05)X უნდა შეიცვალოს ( 
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დღა გამოვიყენოთ (3) და (5) ფორმულები: 

/=+ | ჯი'2 (L-LC0§2X ძX =+ |." 2XძX+ 

1 
+ 2 | 510. ”2X C052 XძX. 

მიღებული ინტეგრალებიდან უკანასკნელი ა) ტიპისაა, ხოლო მის წინ 

მდგომ ინტეგრალისათვის გამოვიყენოთ (4) ფორმულა: 

I= > | (1-–-–C05 4X) ძX –+– 2 | §10)“2Xძ(5102X). 

საბოლოოდ, 

ჯX §I14X  3§I01?2X 
L= ს  -–----. 1 C. 

(6 64 4. 

2) 7 = | იივრMძX. 

(50 ფორმულის თაწახმად 

=> | (1-- C05 2X)'ძX = + I (1-++20052X-+ C05”2X)ძX. 

იმავე ფორმულის მეორედ „გამოყენება გეაძლევს 

4. 3, /=+ | (>+2ი%2» + > 3 ძX=--+   

5II12X  5(04X 

4 32 
    +C. 

4. I LIC"XთVX და I იICMXთX სახის ინტეგრალები 

ინტეგრალი 

1= | Lდ-»ძ», 
სადაც „ ნატურალური რიცხვია, აიღება „გამოყოფის“ ხერხით, მესა- 

მე ქვეპარაგრაფში მოცემული ხერხის მსგავსად. სახელდობრ, თუ #=1 

ინტეგრალი გვაძლევს –– (ი C0§ X+C. ხოლო თუ #M>>1, მაშინ ინტევგ- 
რალი ასე გარდაიქმნება 

1 
I=|I% (თმXძX = I (ყი? X ლ – L) ძX =   

= I (ყ%1ძ CCCX) – I Lყ9% 2X ძX. 
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მარჯვენა ნაწილში მიღებული პირველი ინტეგრალი გამოითვლება უშუ- 

ალოდ, ხოლო მეორე (6) ტიპის ინტეგრალია, მაგრამ უფრო მარტივი 

ვინაიდან LC X-ის ხარისხი ორი ერთეულით არის დაწეული, ამ ხერხის 
მეორედ გამოყენებას მივყავართ მიზნამდე. ანალოგიურად გამოითელე- 
ბა ინტეგრალი 

CIთ მ XძX 
ვინაიდან I 

  CLდXძX =( = 
5ჭი?X 

მაგალითები. 

1) / = | ICV6XძX = | + ( 1 –1) ძი -6+ (ფაი 
005“ L 

= ) ძX= –ძ (IV X) – 

  

აქედან. 
(-§ე 

/=5+_ IX (=> –1)4= =V%' 64 (+ კი იიჯ+6. 
005“ X 
  

  2) I= | ი(ფ%ძX = | ( –1 )ძრი= 25% –| C(დ1XძX. 

    

§Iი“ჯ 

აქედან 
ა ე 

/.- 56% _ | 1. _ !) ძღ- 96%, I(CL+X+C. 
3 §IM"X ვ 

§5Iი X და C0§ X-ის მიმართ რაციონალურ ფუნქციათა 

ინტეგრება 

მე-3 და მე-4 ქვეპარაგრაფებში განხილული ინტეგრალები 

I I§I0 X, C05 X)ძX (7) 

ინტეგრალის კერძო შემთხვევებს წარმოადგენს, სადაც /(V,მ) თავისი 

არგუმენტების რაციონალური ფუნქციაა. როგორც დავინახეთ ამ კე“- 

ძო შემთხევევებისათვის არსებობს სპეციალური ხერხები. მაგრამ არ- 

სებობს უნივერსალური ჩასმა რომელიც გვაძლევს (7) ინ- 

ტეგრალის რაციონალური ფუნქციის ინტეგრებამდე დაყვანის საშუალე- 
ბას. ასეთია ჩასმა 

წი
 

ხა
| 

% 

II M
 (8) 

   



მართლაც, ამ შემთხვევაში 

  

  

    

  

  

  

    

    

Xჯ=28გLCLC 2, 

საიდანაც 
ძა= 2ძ2 : 

1-2? 

მეორე მხრივ 

ვი 

C05 2 (ყ2 

ჭ 2§; » C05 +122 = 2 5)I1X=>=2 5111 2 2 1 11 ჯე X. 

60? > 2 
2 

- ა >·» 
5II1” 2 

1-– ჯ 
ლლ.” 1-- /ფ? 

ჯ » · 2 2 
005X=005" –- –- §8Iეზ-- == 1 = თ 

2 2 , 1+ (დ = 

ლ05'.-- 

მაშასადამე, 

: 22 1-2? ' 
5II1X=- , 5X = 

1+2წ 1+ 21 

ამიტომ (8) ჩასმის შედეგად (7) ინტეგრალი დაიყვანება შემდეგ ინტეგ– 
რალამდე 

„კუეეღა–“ IIC 2 ძ2 . რ) 

1:>' 1+2”/ 1+ 21 

(9) კი არის ინტეგრალი რაციონალური ფუნქციიდან. 

მაგალითები.. 

  

  

  

  

2ძ2 

ს | 5: 1+2 _ | ძ2 =1I2+0=1ი1( + +6. 
§111 X 22 #7 

1-+21? 
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სასარგებლოა 

| 
| <+ == +0 (10) 

5IიX   
ტოლობის? დამახსოვრება. 

2) ინტეგრალი 

1= | _ძჯ_ 
C05ჯ 

შეიძლება აგრეთვე (8) ჩასმით გამოითვალოს. მაგრამ უფრო მარ– 

ტივია გამოთვლა, თუ მას ასე გადავწერთ 

რაც (10 ტოლობის საფუძველზე გვაძლევს 

I=Iი (>++)+C 

ზოგიერთ შემთხვევაში ხელსაყრელია LVX=2 ჩასმის გამოყენება. 
მაგალითად, თუ კ 

=ა __ 0X , (1 1) 

ი7?ლ05"წ -L 0? §51ი“X 

ძX_ ძ(დ»_ . 
ლ08?ჯ ძეყიუჰ _ 1 | “ ჯიზჯ 

1= ) <6” | ი-.ხ ლ» სხ.) ხ! +% 
უეაეაე–_ 

? ეს ტოლობა შეიძლება მივიღოთ უშუალოდ, შემდეგნაირად 

მაშინ 

  

  - ჯ 
008“ – 1C +) 

2 = -' 27/-ი I(-- 46. ასე” –„ ს 
– თ 

| 6 წ 5 

რასაკვირველია, ეს იგივე (8) ჩასმაა, ოღონდ არ არის ცხადად ამოწერილი. 
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და (ცხრილის XI ფორმულის თანახმად) 

I= ჩაო C(> LთX ) +C. 
იხ თ 

(11) ტიპის ინტეგრალამდე დაიყვანება ინტეგრალები 

  

ძთX 
/ _- 0>>ხ6>0). 
| ი+ხC05X ( ) 

მაგალითად, თუ 

)=| – “ ., 
| 5+3005X 

მაშინ , 

I- . ძX 

5 (თი > +912 )+3 ( ია“ 2- -თ:2) 

_ „ძX. 

X '» ჯ' 
80053" -. +2 51ი? C 5 +251 2 

აქედან 

-L “ი) _(“%:)_ 
4 0§7-2- + 3)ი? ––– 4 +L? X. 

3 

1 1 X 
=- --მCICVI --– Iთ-- IL+C. მXC 3C 62 )+ 

6. ტრიგონომეტრიული ჩასმები 

ვთქვათ, /I(VC, მ) თავისი არგუმენტების რაციონალური ფუნქციაა. 

მაშინ შემდეგი ინტეგრალებიდან თითოეული 

(L7CV,V –- X8)ძ», (12) 

- IX, V C+X#?) ძა, (13) 

(IC V 2-2 ) ძჯ. (14) 
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დაიყვანება ინტეგრალამდე რაციონალური ფუნქციიდან 5§Iი ( და C05 /-ს 
მიწპრთ „ტრიგონომეტრიული ჩასმები“ საშუალებით. ეს ჩასმე- 

ია:? (12) ინტეგრალისათვის 

X=/#2? 519 7, (15) 
(13)-სათვის 

X=I?LC 7, (16) 
(14)-სათვის - 

X=I 5CC ”. (17) 

მართლაც, თუ X=# 51ი /, მაშინ 

ძX=M0 ლ0§5(ძ, V)I??--X2=/2 C0§ /. 

თუ X=7#7 L§/, მაშინ 

Iძ! · ძხალ=-–---., V II+X =ჩM9C0(= –“ 
005” C0§/ 
  

ანალოგიური მდგომარეობა გვაქვს (14) ინტეგრალის შემთხვევაში, ვი- 
ნაიდან თუ X=I 35% (, მაშინ 

_ #50 1ძ! 

0051 C057/ 
, VX»–-# =წჩLL.   ძX= M(--. 

განვიხილოთ რამდენიმე მაგალითი. (15) ჩასმის თანახმად გვაქვს 

1) /= | V 2?--XძX=I(I C0§ 4) (M? ი05 () ძ/=#? ICი+'/ძ/,= 

= = | ი+თა2ი 4 

აქედან 
IC. ”. XLI. =- (L- 802 =- == +- · / 2 (+ 3 5 1+C 2 90 21 2 8I07005L-1C 

საბოლოოდ,?? · ლო დ 
I=> მXC5ჯი >+ +2VI-2. –# +C. 

  

  

" (15), (16) და (17) ნაცვლად შეიძლება ვისარგებლოთ შესაბამისად ჩასმებით 

X=#ჯ%Cლ00-!, X=სლL,ს X=>ძ1? C005%C/. 

ჯ 
"+ გირჩევთ დაიმახსოვროთ, რომ როცა 1=3მLC §|ი წ- მაშინ §(0 27 უფრო მოხერ- 

ჯ 
ხებულია გამოისახოს L-ის საშუალებით არა §)ოი2/ = §I0 ( 28LC5)ი ჯ% ) ტოლობით, არა- 

მედ შემდეგი გარდაქმენით 2 

§19) 2/ = 2 §1ი/ თV- (# §Iი/) (8-09)= > X V ICX- ჯა, 
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2) 
    

I ძი” _ ( 2001ძ/, _ 1-(” « 

ა (ოლე MმC05პ3 1 =გ | 

    

  

C05“/ 
1 

<% 1თ1+C. 

აქედან , 

1 MX51ი1 1 ჯ 
= –- –--++C==-.-- --+4+6C. 

I 12009 ბ? VI #7 + 

ძX ვ =| 24% _. 
) : I »XVIII+# 

აქ გამოვიყენოთ (16) ჩასმა: 

Iთ! ! 

0052/ 3) 005701 1 1 

I |“ “––> =--.--–--+6. 
იე # /” 8Iი?1 ” ვ§Iი1 M92(თ? /.- 2 

ჩ I 2608! 
მაგრამ 

: 1, _ III XჯX 
§I)) I==10 7 C05 (== = = == 

წ ლლ! I2§-C, V I? +X 
მაშასადამე, 

I- V>=+>X ეც 
Xაჯ 

4) 1I=- I X"ძX 

1 I-II. 
(17) ტოლობის გამოყენებით მივიღებთ 

(–) XL 5I9/ ძ 

| სა >“ 0051) C0§2 _ა6951/ C95%% _ _ | ძ_. 
თ IXLIC71 00§5%# 

უკანასკნელი ინტეგრალის გამოთვლა უმჯობესია ასე: 

ლიი” _. ძ2 : (- თ ლ - > |+-“-> C=ყი #; 

ინტეგრალქვეშა წილაღს ვშლით მარტივ წილადებად: 
1 _ 4 8 C ი –L. -. 1 

(2– 1)-(2-+-1) (7-1)? ' 2-1" (2+1)2  2+1. 
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აქედან 
1=/4(2+1)"-+L 8(2+ 1)?(2-–-1)-+-C(2––- 1)1-+-0(2––1)%(2-L-1). 

თუ დავუშვებთ, რომ 7=1, ხოლო შემდეგ 2=–I, მივიღებთ #:= 

=0=--. 2-ის და 2Vყ=1 კოეფიციენტების შედარება გვაძლევს 

8+0:0, 4–-ჩ8+C--0=I, 

საიდანაც 0= --, 8= – +, მაშასადამე, 

#? 1 1 1 1 ==“ _ წ. ძ? = 
, 4 II რ-ს 2-1. უნი 7 

IM? 

= “8 (-– –I(-7უ7- + ი0+2 |+C. 
4) 2-1 2+1 

  

  

(ჩვენ უნდა დავწეროთ Iი(1-–2) და არა II(2-–-I), რადგანაც 2=510 X-=1, 
ხოლო ლოგარითმის ნიშნის ქვეშ უნდა იდგეს დადებითი რიცხვი) 

  

ამგვარად, 

#' 1-5 25! C- 

/-5I 1-ჯი! + 35 | + 

2 1- : 3 I _ II L9იი +2 2 50 57 |+C. 

4 1-5 00“ 

საბოლოოდ, ? 

/=-იC+V X#»–-#) +> »”-–- I –+C 

ცხადიპ, ვიდრე მოცემული ინტეგრალისათვის გამოვიყენებდეთ ამა 

თუ იმ „რეკომენდებულ“ ხერხს, საჭიროა შევამოწმოთ, ხომ ,არ გამო– 

ითვლება ეს ინტეგრალი უფრო მარტივად. მაგალითად, ინტეგრალის 

I = | XV XX-+#? ძ». 

· დაწერილებით გვაქვს 
#':' 

1= > IIო (§5-/4-IC /) # §6C/ · L„ II 4 C. 
"I 

მაგრამ /2756C/ (C/= XI X2- /9?, ამას გარდა, რადგან ჩ შუღმიეია, გვაქ:ს 

სი (§6-/-I-I6/) = ი (#§ით 4 IC /) – Iი #==IV (V 4, V XX-- 659) +CL. 
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გამოსათვლელად არ არის საჭირო (16) ჩასმის გამოყენება. ვინაიდან, 

! 1' 3 =- |V+ ლჯძიბ+თ = _ 004+=9?+0. 

ბოლოს შევნიშნავთ, რომ (16) ჩასმა წარმატებით გამოიყენება ზოგი– 

ერთი რაციონალური ფუნქციის ინტეგრებისას. მაგალითად, 

I= | ძX 

01 +»? 
ინტეგრალქვეშა ფუნქციის მნიშვნელს აქვს ჯერადი წარმოსა- 
ხვითი ამონახსნები. აქ გვაქვს სწორედ ის შემთხვევა, რო– 

მელიც §2-ში არ განვიხილეთ. თუ დავუშვებთ, რომ X=LC /, მივიღებთ 

/– ( == | 0051 ძI = > | (1--0052ჰ)01= 

  

  

C059/ §6ლ1/ .· 
L , 510 2 

=- C. 
2 + 4 + 

მაშასადამე, 

1= შო+6>+ + 5Iი "905! +C6C= 4516+ 1 IC >> 1+C. 

საბოლოოდ, 

  

1 X 
1= : · 2 (გიX+ 1-2 +C



VI თავი 

განსაზღვრული ინტეგრალი 

§ 1. განსაზღვრული ინტეგრალის განსაზღვრა და 

მისი მნიშვნელოვანი თვისებები 

1. ამოცანა ღეროს მასის შესახებ 

იმისათვის, რომ მივიდეთ განსაზღვრული ინტეგრალის ცნებამდე, გან– 
ვიხილოთ ფიზიკის ერთი ამოცანა. III თავში ლაპარაკი იყო ღეროს სა- 
შუალო და ჭეშმარიტ სიმკვრივეზე. გავიხსენოთ, რომ ღეროს საშუალო 
სიმკვრივე ეწოდება მისი მასის სიგრძესთან შეფარდებას, ხოლო ქეშმა- 

რიტი სიმკვრივე მოცემულ წერტილში ეწოდება ღეროს უსასრულოდ 
მცირე მონაკვეთზე საშუალო სიმკვრივის ზღვარს, როდესაც ამ მონა- 
კვეთის სიგრძე მიისწრაფვის ნულისაკენ. 

თუ ღეროს ტოლი სიგრძის მონაკვეთებს აქვთ ერთნაირი მასა, მაშინ 

ღეროს ეწოდება ე რთგვაროვანი. ასეთი მონაკვეთის ყოველ 
წერტილში ჭეშმარიტი სიმკვრივე ერთი და იგივეა და ტოლია ღეროს სა- 
შუალო სიმკვრივისა”. თუ ღერო არაერთგვაროვანია, მაშინ მისი ჭეშმა- 

რიტი სიმკვრივე იცვლება წერტილიდან წერტილამდე. თუ წერტილის 

  

« მართლაც ეთქვათ, ერთგვაროვინი ღეროს მასაა: I, ხოლო სიგრძე -–- /, მაშინ 

მთელი ღეროს საშუალო სიმკვრივე იქნება ი=5- · დაეყოთ ღერო ტოლი სიგრძის 

1 

თუნდაც 1000 მონაკვეთად. თითოეულისათვის საშუალო სიმკვრივე იქნება 1909   
8 

_1_ I 
I 

1000 

=/ჩ/ი. როგორც ეხედავთ, მონაკვეთების საშუალო სიმკვრივე იგივეა, რაც მთელი ღეროს 

საშუალო სიმკვრივე. 
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მდებარეობას ღეროზე განვსახღერავთ XX მანძილით მისი ერთ-ერთი 

ბოლოდან (სიმარტივისათვის მას ვუწოდოთ „X წერტილი“), მაშინ ღე–- 

როს X წერტილში ჩი ჭეშმარიტი სიმკვრივე დამოკიდებულია Xჯ-ზე, ანუ 
X-ის ფუნქციაა. · 

0მ=ი (ი. (1) 

განვიხილოთ ამოცანა. მოცემულია ღეროს / სიგრძე და 
მისი ჭეშმარიტი სიმკვრივე ი, რომელიც X-ის უწყვეტი ფუნქციაა. ვიპო- 
ვოთ ღეროს /## მასა. 

ერთგვაროვანი ღეროსათვის ეს ამოცანა ამოიხსნება მყისეე მართ- 

ლაც, ასეთი ღეროსათვის 

ით=ი= +, 
საიდანაც 

  

M =/! (2) 
    

ახლა განვიხილოთ იგივე ამოცანა არაერთგვაროვანი ღეროსათვის. 
დავყოთ ეს ღერო # ნებისმიერ მცირე ნაწილად (არაა აუცილებელი .ნაწი- 
ლების ტოლობა). ამისათვის ღეროზე ავიღოთ /#--! წერტილი” 

X%ლპალ.--ლ%ი I 

დავუშვათ აგრეთვე, რომ X-=0, X,=! (ნახ. 198). მაშინ ლეროს დასა- 
ხელებული მონაკვეთები იქნება 

IXი, X,I, IX, XI, IC, XვI,.--, IX 1, XიI. 

L + + + _I.. + 
_–- ““““ წ 

) 
ჟ–_ო 7 7 !_ 

.____._... პნწე-., #გ=% 

ნახ. 198. 

IXი, XI მონაკვეთს ვუწოდოთ –– პირველი, (IX, X-I-ს მეორე და ა. შ. 

მაშინ IX, XII მონაკვეთის ნომერი იქნება #. ამ მონაკვეთის სიგრძე 

? ცხადია, რომ ღეროს # ნაწილად დასაყოფად უნღა ავიღოთ არა MI, არამედ I-1 

წერტილი, მაგალითად, მორი უნდა გავხერხოთ 5-ჯერ, რომ მივიღოთ 6 ნაჭერი. 

' 
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ტოლია XI-–- X კ სხვაობისა. თუ ყველა მონაკვეთი მცირეა, მაშინ მცირეა 

მათ შორის უდიდესიც. მის სიგრძეს, ანუ X-XI», სხვაობებიდან უდიდესს 
უწოდებენ ღეროს დაყოფის რან გს და აღნიშნავენ 7.-თი: 

2.=სემგXCXL––XL))- 

ვიპოვოთ IX. ,, X#·I მონაკვეთის მასა თუნდაც მიახლოებით. რადგან ეს 
მონაკვეთი მცირეა #(X) (უწყვეტი) ფუნქცია არ შეიძლება ამ მონაკვეთზე 

შესამჩნევად შეიცვალოს. მაშასადამე, შეიძლება ჩავთვალოთ, რომ /#(X) 

მუდმივია IX..ე, X.I მონაკეეთხე. #(X-ის სიდიდედ შეიძლება მი- 

ვიჩნიოთ ამ მონაკვეთის ნებისმიერ ჯ? წერტილში #ი(ჯ,) მნიშვნელობა. 

ამგვარად, (X 1, X#MI მონაკვეთზე ვიღებთ ნებისმიერ ჯ» წერტილს და 
ვთვლით, რომ ამ მონაკვეთის ყოველ ჯ წერტილში #(X=/ჯ(LI). ეს კი 
ნიშნავს, რომ IX+), X,) მონაკვეთი ე რთ გვაროვანია და მისი 
სიმკვრივეა #(X·). ამიტომ ამ მონაკვეთის მასა შეიძლება გამოითვალოს 
(2) ფორმულით და ტოლია 

ი (XI)(X.-––X ჩ-1) (3) 

გამოსახულებისა. მთელი ღეროს მასა /? ტოლია ასეთი მასების ჯამისა, სა– 
დაც #=>1, 2, ..., ,. თუ შეკრების ოპერაციას აღვნიშნავთ 3, (სიგმა) 
სიმბოლოთი, მივიღებთ 

M1== ბ, 0(CXI) (XL– XL-))· (4) 
#=1 

ეს ტოლობა არ არის ზუსტი, რადგან ცალკეული მონაკვეთები მიახლო– 
ებითაა ერთგვაროვანი. ამიტომ ტოლობის ნიშანი შევცვალოთ მიახლო–- 
ებითი ტოლობის > ნიშნით, მივიღებთ: 

22 X, ხოს-– XI 1). (5 ი: 2 LI XL) ) 

(5) ტოლობის სტრუქტურა გვიჩვენებს, რომ ტოლობა მით უფრო ზუსტია, 
რაც უფრო ნაკლებია თითოეული მონაკვეთი, ანუ რაც უფრო ნაკლებია 
დანაწილების რანგი 7,. ამიტომ /I-ის ზუსტ მნიშვნელობას წარმოადგენს 
(5) ჯამის ზღვარი, როდესაც 2, მიისწრაფვის ნულისაკენ 
  

(0 
  

  

=თ ბ, ი(ხა თ– XV) 
  

« ( ნიშნაკი გვიჩვენებს, რომ ჯ„ წერტილი ეკუთენის # ნომრის მონაკვეთს. 
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ვხედავთ, რომ ფიზიკურ ამოცანას მივყავართ (6) ზღვარის განხილვამდე, 
რომელსაც აქვს სპეციფიკური სახე. შემდეგში ვნახავთ, რომ მრავალი 

კონკრეტული ამოცანის ამოხსნა დაიყვანება მსგავსი ზღვრების პოვნამდე. 

ამიტომ დაისვა წმინდა მათემატიკური ამოცანა, ამ ზღვრების შესწავლის 

შესახებ. ყოველ ასეთ ზღვარს ეწოდება განსაზღვრული ინ- 

ტეგრალი. შემდეგ ქვეპარაგრაფში მოცემულია ამ ცნების ზუსტი 

განსაზღვრა. 

ბ. განსაზღვრული ინტეგრალი 

ვთქვათ, Iთ, ს) მონაკვეთხე მოცემულია /(X) ფუნქცია. Lთ, ხნ) მონა– 
კვეთისა და /(X) ფუნქციისათვის შევასრულოთ შემდეგი 5 ოპერაცია. 

1. დავყოთ |თ, ხI) მონაკვეთი /, ნაწილად X, X,..-,X,-ჯ1 წერტილების 
საშუალებით, სადაც ' 

ძ–X<X%<...-<–X-<ხ. 

აღნიშვნების ერთგვაროვნებისათვის დავუშვათ, რომ .XX=0, X,=ხ. ამას 
გარდა X.--X, 1 სხვაობებიდან (სადაც #=1,2,...,)) უდიდესი აღვნიშ- 

ნოთ #-თი. ამ სიდიდეს, რომელიც გვიჩვენებს, თუ რამდენად მცირე 
ნაწილებად არის დაყოფილი Iთ, ხ) მონაკვეთი, ეწოდება დანაწილების 

ა გი. 

2. ყოველ IX. |, XI) მონაკვეთზე ავიღოთ ჯ, წერტილი, X, << X.-<X 
და გამოვთვალოთ /(X) ფუნქციის მნიშვნელობა ამ წერტილში /(X,). 

3, /C,) გავამრავლოთ IX,,_), XI მონაკვეთის სიგრძეზე, ე. ი. X-XI) 
სხვაობაზე. 

4. შევკრიბოთ მიღებული ყველა ნამრავლი, ე. ი. შევადგინოთ ჯამი 

თ=ა CV) (CL – X--1)ა 
#=7 

ამ ჯამს ეწოდება ინტეგრალური ჯამი, ანუ რიმანის ჯამი 
0ე-9– საუკუნისს გერმანელი მათემატიკოსს რიმანის, რომელიც 
სწავლობდა ასეთ ჯამებს, პატივსაცემად). 

5. შევამკყიროთ თითოეული დანაყოფის სიგრძე ისე, რომ 7.-+ე - 
ხშირ შემთხვევაში ასეთ პირობებში რიმანის ჯამი მიისწრაფვის რაღაც 

სასრული / ზღვრისაკენ", რომელიც არ არის დამოკიდებული დაყოფის 
წესისაგან და არ X» წერტილების არჩევისაგან, ამ ზღვარს 

1=I1Iი თ 
ჯ–0 

ასე იყო, მაგალითად, პირველ ქვეპარაგრაფში, სადაც თ წარმოადგენდა ღეროს მასის 

მიახლოებით მნიშვნელობას მით უფრო ზუსტაღ, რაც ნაკლები იყო დაყოფის რანგი. 
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ეწოდება /(0 ფუნქციის გა ნ საზღვრული ინტეგრალი 
Iი, ხI მონაკვეთზე და აღინიშნება 

ხ 

(IV ძ« 
სიმბოლოთი. 

თ და ხ რიცხვებს ეწოდებათ სათანადოდ, ინტეგრების ქვედა და 
ზედა საზღვრები, ხოლო (Iთ, სხ) მონაკვეთს –– ინტეგრების 
შუალედი. ამგვარად: 

განსაზღვრული ინტეგრალი არის რიმანის 
ჯამის სასრული ზღვარი, როდესაც დანაწილე- 
ბის რანგი, რომელიც ამ ჯამს წარმოქმნის“, 
ნულისაკენ მიისწრაფვის 
  

ს» ი ' 

170 ძ+= IIთ 2,6) 6––X-ა) თ 
ჯ–ა0 )=1 

  

რადგან განსაზღვრული ინტეგრალი არის რაღაც ცვლადი სიდიდის 
ზღვარი, ხოლო რადგან ყოველ ცვლადს არა აქვს ზღვარი, ამიტომ ყოველ 
ფუნქციას არ აქვს განსახღვრული ინტეგრალი. ამასთან დაკავშირებით 
ადგილი აქვს შემდეგ მნიშვნელოვან თეორემას. 

თეორემა. თუ /(0) ფუნქცია უწყვეტია (LC ხ) მონა- 
კეეთზე, მაშინ არსებობს ინტეგრალი 

ბგ 
I | (X0იძX. 

ამ თეორემას მივიღებთ დაუმტკიცებლად. შემდეგში განიხილება 
უმთავრესად უწყვეტი ფუნქციები. თუმცა მართებულია უფრო ზოგადი 

ხს 

თეორემა, ინტეგრალი IICაძ არსებობს თუ /() 

ფუნქცია „უბან-უბან უწყვეტია“. 
„უბან-უბან უწყვეტი“ ფუნქციის ცნება ადვილად შეიძლება ავხსნათ 

მარტივ მაგალითზე. ვთქვათ, ძ<:60<ხ, ჩ(X) ფუნქცია განსახლვრულია 
და უწყვეტია Lთ, C) შუალედზე, ხოლო /:(X)--IC, ხს! შუალედზე. მაშინ 

IX ფუნქცია, რომელიც ემთხვევა /,0 0) როცა ძ0<:XC0 და #60), როცა 
C6C=X<ხ (სულ ერთია თუ რას უდრის I(0), შედგება ორი უწყვეტი „ნაჭ- 

” შევნიშნავთ, რომ დანაწილება, ანუ X, წერტილების შერჩევა სრულად არ გან- 

საზღვრავს თ ჯამს. ძ-ს განსაზღვრისათვის საჭიროა აგრეთვე X, წერტილების არჩევა. 
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რისაგან“ (ნახ. 199). ასეთ ფუნქციას ეწოდება „უბან-უბან უწყვეტი“, ის 

შეიძლება შედგებოდეს რამდენიმე უწყვეტი ნაწილისაგანაც. 

შემდეგში ვიგულისხმებთ, რომ ინტე გრალქვეშა ფუნქცია უწყვეტია. 

8. ინტეგრალის გეომეტრიული არსი 

ვთქვათ, /(M) Iი, 01 მონაკვეთზე განსხღვრული დადებითი უწყ- 

ვეტი ფუნქციაა. განვიხილოთ ფიგურა (ნახ. 200), რომელიც შემოსაზღვ– 

რულია ქვემოდან 0X ღერძით, ზემოდან #V:=/(X) წირით (ანუ ყ=/(% 

ფუნქციის გრაფიკით), ხოლო გვერდებიდან X=იძ და X-=ხ წრფეებით. 
თუ V#=/(ა) წირი წრფეა, მაშინ ფიგურა ჩვეულებრივ ტრაპეციას წარმო–- 

ადგენს. ზოგად შემთხვევაში კი ამ ფიგურას ეწოდება მრუდწირუ- 
ლი ტრაპეცია. 

4#=#/(/2) 

  

ჯ #“ ბ 72? 

  

ნახ. 199. ნახ. 200. 

ვიპოვოთ ამ მრუდწირული ტრაპეციის ” ფართობი. ამ მიხნით 

დავყოთ Lთ, ხ1) მონაკვეთი „ მცირე ნაწილებად წერტილებით 

X6 ==თ–< % << Xალ..<%-1<-Xი => ხ. 

თუ ამ წერტილებში გავავლებთ X=X„. წრფეებს, მაშინ ისინი დაყოფენ 

მრუდწირულ ტრაპეციას ჩ ვიწრო ზოლად. თითოეული. ეს ზოლი შეიძ- 

ლება მიახლოებით მივიჩნიოთ მართკუთხედად. მართლაც, თუ /#(X) 

ფუნქცია IX. ), X# მონაკვეთზე მუდმივი იქნება, მამინ ზოლი, 

რომლის ფუძე ეს მონაკვეთია, იქნება მართკუთხედი. სინამდვილეში 

I(X ფუნქცია არ არის მუდმივი, IX. 1, XI მონაკვეთხე, მაგრამ მისი 

უწყვეტობის გამო ის ვერ მოასწრებს IX,_, X·I-ზე მნიშვნელოვნად შეცვ- 
ლას, თუ ეს მონაკვეთი საკმაოდ მცირეა. სხვანაირად რომ ვთქვათ, /(X) 

ფუნქცა თითქმის მუდმივია §X.»), X-.I მონაკვეთებზე, როცა 

ეს მონაკვეთები საკმაოდ მცირენი არიან, ეს კი ნიშნავს, რომ ზემოთ 
ხსენებული ზოლები თითქმის მართკუთხედებს წარმოადგენენ (ერთ-ერთი 
ასეთი მართკუთხედი დამტრიხულია 201-ე ნახაზზე). თუ/(ი0ი ფუნქციის 
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მნიშვნელობად მთელს IX, X·I მონაკვეთზე მივიჩნევთ მის მნიშვნელო– 

ბას ამ მონაკვეთის რაიმე X, წერტილში (ჯ, ნებისმიერად შეიძლება ავირ- 
ჩიოთ, რადგან სულ ერთია ლაპარაკია მიახლოებით გამოთვლაზე, ხოლო 

IXM I, XLI მონაკვეთის ყველა წერტილი თანაბარუფლებიანია), მივიღებთ, 
რომ ხსენებული მართკუთხედის სიმაღლე /(ჯI,) რიცხვის ტოლი იქნება. 

          
«%აო6 «+, >»2გ . Xი, ჯ- ნ ჯ 

ნახ. 201. 

რადგან ცხადია, რომ ამ მართკუთხედის ფუძე X,--X, ე სხვაობაა, ერთი 

ზოლის ფართობი ტოლი იქნება /(X,)(X--XI)) ნამრავლისა. აქედან, 

მთელი მრუდწირული ტრაპეციის ” ფართობისათვის მიიღება მიახლო–- 
ებითი ტოლობა 

ჩლ ა) წ) (ს–M-). (8) 

ამ მსჯელობიდან ცხადია, რომ ეს ტოლობა მით უფრო ზუსტია რაც მცი- 
რეა (IX... X.I მონაკვეთები, ანუ რაც უფრო ნაკლებია დანაწილების 7, 

რანგი, მაგრამ მაშინ # ფართობის ზუსტი მნიშვნელობა იქნება (8) 

ჯამის ზღვარი, როცა 7#-+0 

ს=Iი ?, / (+) 0M– XI). 
M–50 M--1 

რადგან: (8) ჯამი წარმოადგენს რიმანის ჯამს, ამიტომ მისი განსახღვრიდან 
გამომდინარე ამ ჯამის ზღვარი, როცა 7-–+0 არის ინტეგრალი 

ხ 

I I(9)ძX. 
ძ 

ამგვარად, ვღებულობთ ფორმულას 

(9) 
    

ნ- I (ი ძ» 
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თუ ამ ფორმულას წავიკითხავთ მარჯვნიდან მარცხნივ, მივიღებთ ი ნ ტ ე- 
გრალის გეომეტრიულ არსს: თე I0 ფუნქცია 

იწყვეტია და დაღებითია Iთ,ხMI-ზე, მაშინ ინტეგრა- 

ლი IIნიძი ტოლია იმ მრუდწირული ტრაპეციის ფარ“- 

თობისა, რომელიც შემოსაზღვრულია X=თ, X-=ხ, 

ყ--0, ყ=:I(M9) წირებით. 
8 

მაგალითები..1) გამოვთვალოთ ( (2X--1)ძX. 
1 

ამოხსნა. ფიგურა, რომელიც შემოსახღვრულია X=1, X=3, 
ყ=0, ყ=21–-)1 წირებით (ნახ: 202), არის ჩვეულებრივი ტრაპეცია. 

მისი ფართობი ტოლია ფუძეების ნახევარჯამისა და სიმაღლის ნამრავლის 

ჩ=“ 76 ს- =6, 

       
ნახ. 202. ნახ. 203. 

” 

I (2X-–1)ძX=6. 
1 

ჯ? 

2 გამოვთვალოთ I VII – X2ძX. 
0 

ამოხსნა. V =V 02?- ჯ წირი არის X#-+ყზ=M2 წრეწირის ნა–- 

ხევარი, მოთავსებული 0X ღერძის ზემოთ. ის ნაწილი, რომელიც მიიღება, 

როცა Xჯ იცვლება 0-დან /#2-მდე მოთავსებულია I საკოორდინატო კუთხეში. 

აქედან ცხადია, რომ ფიგურა რომელიც შემოსაზღვრულია X=0, X=/7?1, 
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ყ=0, ყ=> V06:-#” წირებით (ნახ. 203), არის იმ წრის მეოთხედი, რომლის 
ცენტრი მოთავსებულია კოორდინატთა სათავეში და რადიუსი ტოლია 

#-ისა. ამ ფიგურის ფართობი უდრის > XI", საიდანაც 

” 
I V>I- 2 ბნ, 

ჯერ კიდევ არ შეგვისწავლია განსახღვრული ინტეგრალის გამოთვლა, 
ამიტომ ამ მაგალითებში მოგვიხდა გეომეტრიის გამოყენება. შემდეგში, 

პირიქით, ინტეგრალური აღრიცხვის გამოყენებით შევძლებთ გეომეტ- 

რიული ფიგურების ფართობების გამოთვლას?. 

4. ინტეგრალის ორი უმარტივესი თვისება 

როდესაც ვეხებოდით განუსაზღვრელ ინტეგრალს, აღვნიშნეთ, რომ 

–“| ი05 XIMX=510 X+C, | C052ძ2=5Iი7+C, | C05(ძ/=§51ი (+C. 

ამგვარად, ინტეგრალქეეშა ფუნქციის ღა ინტეგრების შედეგის 
ჩაწერისას, დამოუკიდებელი ცვლადი აღნიმნული იყო ერთი და იგივე 
სიმბოლოთი. მაშასადამე, დამოუკიდებელი ცვლადის –– ინტეგრების 

ცვლადის -–- აღნიშვნასს თითქოს აქვს არსებითი მნიშვნელო– 
ბა.·»?, პირიქით: 

1. განსაზღვრული ინტეგრალის შემთხვევა- 
ში ინტეგრების ცვლადის აღნიშვნა არავითარ 

როლს არ ასრულებს. 

ხ ხ 

(00% = (I0 (10) 

" აგრეთვე შევძლებთ გეომეტრიისა და მექანიკის მთელი რიგი ამოცანების ამოხს- 

ნას, 

+" ეს გასაგები გახდება, თუ გავიხსენებთ / =|§5Iიბჯ C05X ძX ინტეგრალის გამო- 

თელას. ის ხომ ჯერ ასე უნდა ჩაიწეროს I§Iი?» ძ(აიX), ხოლო შემდეგ | 2“ძ?, სადაც 

§I03ჯ 

3 
  

უ 
2=350X. მაშასადამე, =<+6= +C. ამგვარად, არ არის სულ ერთი თუ 

ვ? ჯმ 
რას დავწერთ #7= -> –+C (რაც სწორია), თუ /= + +C (რაც უკვე არ არის სწორი). 
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მკითხველი, ინტეგრალების 
ყ § 

(206+იძი | 20+იძ! 01) 
ე == ჰ 

შედარებით, ადვილად დარწმუნდება, რომ ისინი ერთმანეთის ტოლია. 

უკეთ გავერკვევით ამაში, თუ შევნიშნავთ, რომ (11) ინტეგრალებიდან 

თითოეულის გამოსათვლელად უნდა დავყოთ I23, 5) მონაკვეთი მცირე 
ნაწილებად, ყოველ დანაყოფში ავირჩიოთ წერტილი და გამოვთვალოთ 

ამ წერტილში ინტეგრალქვეშა ფუნქციის მნიშვნელობა (ეს ფუნქცია 

კი ორივე შემთხვევაში ერთი და იგივეა –– არგუმენტის კუბის გაორკეცებუ–- 

ლი ნამრავლისა და თვით არგუმენტის ჯამი) და ა. შ. ორივე შემთხვევაში 

გვექნება იგივური გამოთვლები. ასეთივე გარემოება გვაქვს (10) ინტეგ– 
რალების ზოგად შემთხვევაში, რითაც მტკიცდება განსაზღვრული ინტეგ- 
რალის ზემოთ ფორმულირებული თვისება. 

ინტეგრალის მეორე მნიშვნელოვან თვისებაზე გადასვლამდე შევ- 

ნიშნოთ, რომ 
გ 
IIVCი«» 
(7) 

გამოსახულებაში ვგულისხმობდით ი <–ხ. როგორ უნდა გვესმოდეს 

IIთ“« 
სიმბოლო? 

#=//2) ამ კითხვაზე ადვილია პასუხის გაცე- 
მა, თუ გავიხსენებთ ინტეგრა- 

ლის გეომეტრიულ არსს. 

7 -– ჩვენ შემთხვევში მრუდწირული 

ნახ. 204. ტრაპეციის X=თ და X=წხ გვერდები 
ემთხვევა ერთ X=თ წრფეს და ტრა- 

პეცია გადაიქცევა ერთ წრფივ მონაკვეთად (ნახ. 204). ამ მონაკვეთის 
ფართობი კი ნულის ტოლია, მაშასადამე, 

  

I/ თეძX=0 ძ2 

  

  
ე· ი. 

I. განსაზღვრული ინტეგრალი ერთი დაიგი- 
ვე ქვედა და ზედა საზღვრებით ნულის ტოლია. 
  

ბ ეს'თვისება მეიძლება ჩავთვალოთ მეორე ქვეპარაგრაფში მოცემული ინტეგრა- 
ლის განსაზღერის დამატებად. 
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მაგალითად, 
7 

| 50 VI0X ძX=0. 
7 

ინტეგრალი, როგორც ზედა საზღვრის ფუნქცია. 

ბაროუს თეორემა 

ხ 

თუ განსახღვრულ ინტეგრალში I (00 ძX ინტეგრების საზღვრები 

ფიქსირებულია, მაშინ ინტეგრალი რაიმე მუდმივი სიდიდის ტო- 
ლია. ხოლო თუ თ და ხ იცვლება, მაშინ შეიცვლება თვით ინტეგრალის 

მნიშვნელობაც. ამგვარად, ჩვენი ინტეგრალი წარმოადგენს ინტეგრების 

საზღვართა ფუნქციას. შევისწავლოთ ამ ფუნქციის თვისებები უფრო სა- 
ფუძვლიანად. რადგან უკვე ვიცნობთ ერთი და არა ორი ცელადის ფენქცი- 

ის თვისებებს, ამიტომ ინტეგრალის ერთი სახღვარი დავაფიქსიროთ და 

განვიხილოთ ის, როგორც მეორე (ვლადი საზღვრის ფუნქცია. გარკვე- 

ულობისათვის დავაფიქსიროთ ქვედა საზღვარი თ და შევისწავლოთ ინ- 

ტეგრალი, როგორც ზედა ხ საზღვრის ფუნქცია. ეს ფუნქცია აღვნიშნოთ 

დ(ს) სიმბოლოთი, ანუ დავუშვათ 

ხ 

თ«C6)=| /(ი «. 
რადგან ინტეგრების (ცვლადის აღნიშვნას არ აქვს მნიშვნელობა შეიძ– 

ლება დავწეროთ: 
ხ 

დ(ე)= | I(0ძ/, (13) 

დამოუკიდებელი ცვლადი ჩვეულებისამებრ აღვნიშნოთ X-ით, მაშინ 
(13) ტოლობა ასე გადაიწერება 

დი0= | / (0ძI. (14) 

(14) ფუნქციის საშუალებით (12) ტოლობას შეიძლება მივცეთ შემდეგი 

სახე თდ(ი)=0. 

იმისათვის რომ რთ(ჯ ფუნქცია გამოვსახოთ ნახაზზე, გავავლოთ 

(0ხყ სიბრტყეზე) ყ=/() წირი (ვიგულისხმოთ ამასთანავე, რომ /(0 

უწყვეტია და /(0> 9), მაშინ (ნახ. 205) დ(X იქნება ფართობი ფი– 

გურისა, რომელიც შემოსახღვრულია ჯ1=ძ, (=X, ყ=0 და V=/(I) 

წირებით. 
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მათემატიკური ანალიზის მნიშვნელოვან თეორემას წარმოადგენს თე- 
ორემა დ(ი ფუნქციის წარმოებულის შესახებ, რომელიც დამ- 
ტკიცებული იყო 1669 წ. ინგლისელი მათემატიკოსის ბაროუს? მიერ. 

ბაროუს თეორემა. გა- 

ნსაზღვრული ინტე- 
გრალის, როგორც ზე- 

და საზღვრის ფუნ- 
ქციის წარმოებუ- 

ლი ტოლია ინტეგ- 

#=//M    

    
  

-2222222226-2-552. –_ რალქვეშა ფუნქცი- 

= 7 ის მნიშვნელობისა 

ნახ. 205. აღებულ წერტილში, 

ანუ 

(15) 

  
ეს. 

  
დამტკიცება. ინტეგრალის გეომეტრიული არსის გამოყენებით, გა- 

მოვსახოთ გაწარმოების პროცესი ნახაზზე. ამისათვის დავაფიქსიროთ 
გაწარმოების წერტილი X და ვიპოვოთ ფუნქციის სათანადო დ( მნიშე- 
ნელობა. ეს მნიშვნელობა გამოსახულია 205-ე ნახაზზე. შემდეგ არგუმენტს 

უნდა მივცეთ #X ნაზრდი და. ვიპოვოთ ფუნქციის სათანადო /##Cთ ნაზრდი- 
206-ე ნახაზიდან ჩანს, რომ #Cდ არის დაშმტრიხული ზოლის ფართობი. ეს 
ზოლი მიახლოებით შეიძლება ჩაითვალოს მართკუთხედად, რომლის 

  

  

ნახ. 206. 

ფუძე არის #X ხოლო სიმაღლე /(X) (ვინაიდან /#(0), როგორც უწყვეტი 

ფუნქცია ვერ ასწრებს მნიშვნელოვნად შეცვლას, როცა 7 იცვლება X და 
X+- MX სიდიდეებს შორის). 

” ცხადია, ბროუს ტერმინოლოგია განსხეავებულია დღევანდელისაგან, ვინაიდან 

მის დროს ჯერ „კიდევ არ აყო ცნობილი წარმოებულის და ინტეგრალის განLსაზღერებანი. 
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ამგვარად, 

სტდლ=I(0ეტ», 
საიდანაც 

#ტდთ 
–-–2-/ (ე. 16 2: (865) (16) 

ამ მიახლოებითი ტოლობის სიზუსტე მით მეტია, რაც უფრო ნაკლებია 

#X. მაშასადამე, #X-ის შემცირებასთან ერთად (16) ტოლობის მარცხენა 

ნაწილი სულ უფრო უახლოვდება ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილს, რომე- 
ლიც შუდმიე რიცხვს წარმოადგენს (რადგან X ფიქსირებულია). 

ამგვარად, 

“დი 
=1IIIი ––. 

/თ 81% #ჯX 

ეს კი ნიშნავს, რომ #(X= თ” იე, რითაც მტკიცდება (15) ფორმულა. 

ბაროუს თეორემის ილუსტრაციის მაგალითებია შემდეგი თანაფარ- 

დობები 

ჯ , #ჯ Vყ. , 1»X. 
(IC. ) ==0053X, წ. 2 =(4 (I“" “ძყ) =2 

2 უ 

შევნიშნავთ, რომ 
§ _ , 

(IV I ძ! ) =0, 
2? 

წ _ა' 
ვინაიდან | VIიI1 ძ/ არის მუდმივი რიცხვი. 

? 

6. განსაზღვრული ინტეგრალის გამოთვლა. ნიუტონ––ლაიბნიცის 

ფორმულა 
გამოვთეალოთ განსაზღვრული 

რ 

ინტეგრალი. თუ შევნიშნავთ, რომ 

I=IIIი4! 
რ 

და შემოვიღებთ 

თ(ი =II(4! 
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ფუნქციას, / შეიძლება ჩავწეროთ შემდეგი სახით 

/=რV), 
ან, რაც იგივეა 

I1=დ(ხ)-– (თ, (18) 
ვინაიდან 

დ (4)= I ”(0ძ(=0. 

ამგვარად, / ინტეგრალი ტოლია დ(X) ფუნქციის ნახრდისა (LV, ხ) მონა- 
კვეთზე. შემდეგ ბაროუს თეორემის თანახმად 

დ”/(X=/V), 

ანუ დ(») არის ინტეგრალქვეშა ფუნქციის ერთ-ერთი პირველადი. შემ- 

დეგში ჩვენ დაგვჭირდება 
ლემა. თუ #00 და #-C) ერთი და იგივე /ი0ფუნჯ/- 

ციის რაიმე პირველადებია, მაშინ 

#5(0)–– ჩა(0)=#ე(ნ)––/', (0), (19 

ანუ მათი ნაზრდები ერთსა და იმავე მონაკვეთ- 
% ე ტოლია. 

მართლაც, ერთი და იგივე ფუნქციისს ორი პირველადი შეიძლება 

ერთმანეთისაგან განსხვავდებოდეს მხოლოდ მუდმივით. მაშასადამე, 

ჩ#.ა00=#),00-LC, 

საიდანაც 

#.-(ნ0)=7#),(ხ)-LC, #-(0) =#-)(0) +Cა 

პირველი ტოლობიდან მეორის გამოკლებით ვღებულობთ (19) ტოლო- 
ბას. 

დავუშვათ ახლა, რომ განუსახღვრელი ინტეგრალის გამოთვლის 

მეთოდების გამოყენებით ვიპოვეთ /(X) ფუნქციის რაიმე ჩიე პირველადი. 

რადგან დ(Xჯ) არის /(X) ფუნქციის პირველადი, ლემის თანახმად გვაქვს 

თXხ)-– დ(თ=M(ხ)––ჩ(თ, 

მაშინ (17) და (180) ტოლობების საფუძველზე ვღებულობთ ნიუტონ-- 
ლაიბნიცის ფუნდამენტურ ფორმულას 

# #0აძ»=/X0)--ჩC) (20) 
    

ამგვარად, მივიღეთ 
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წეიი რაიმე ფუნქციის განსაზღვრული ინ- 

ტეგრალის გამოსათვლელად საჭიროა ვიპო- 
ვოთ ამ ფუნქციის პირველადი და შევადგი- 
ნოთ ინტეგრალის ზედა და ქვედა საზღვრებ- 
ზე პირველადის მნიშვნელობათა სხვაობა. 

ლემიდან ცხადია, რომ სულ ერთია, თუ MX) ფუნქციის რომელ პირ- 
ველადს გამოვიყენებთ (20) ფორმულაში. 

მაგალითები. 1) გამოვთვალოთ 

· 
I X”ძX. 

წესის თანახმად ვპოულობთ „“-ის პირველადს. არსებობს პირველადთა 
უსასრულო სიმრავლე, რომლებიც მოცემულია 

3 
| »”ძX= 106. 

ფორმულით. სიმარტივისათვის ავიღოთ C=0. (20) ფორმულიდან მივი- 

ღებთ 
4 ე ე – 

I X”ძX = 41 _ 11 _64-1 ი, 

ჰ ვ 3 3 

2 გამოვთვალოთ 

#/2 

C05 XძIX. 
ჯ/ნ 

რადგან 

| -05XძX = 51ი X+-C, 

შეიძლება დავუშვათ, რომ #CX0=5(9X. მაშინ (20) ფორმულის თანახმად 

«/ 1..1 
ლC05 XIX = 500 - – 80 1=1- =-. 

# 2 6 2 2 

ჩანაწერი უფრო ეკონომიური ხდება, თუ ვისარგებლებთ ”(ხ)-––”/ (ი) 
სხვაობის მაგივრად (”#CX)Iნ სიმბოლოთი. მაშინ (20) ფორმულა მიიღებს 

შემდეგ სახეს 
· : 
(I00ძ+= (”ლი)! 
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ან” 

  

    

ხ 

1 I(X) ძL=| I I(X)ძXI5 | (21) 

მაგალითად, 
X;/3 

= IL 
|= 005“ « -| IC ღია? >), ! 6 = 

„% ჯ 3 2V3 

– 68 65 =Vა 25. 
ზუსტად ასევე 

ნ 
- "(5 

-- | <= | = (IიXI§ = 106-– 1ი2=1ი3. 
· 6 

2? 

V ა 

7. ნაწილობითი ინტეგრება და ცვლადის შეცვლა 

განსაზღვრულ ინტეგრალში 

განუსახღვრელი ინტეგრალის გამოთვლის ყველა ხერხი შეიძლება 
გამოვიყენოთ განსახლვრული ინტეგრალის გამოსათვლელად. კერძოდ, 
განსაზღვრული ინტეგრალის გამოსათვლელად შეიძლება გამოვიყენოთ 

ნაწილობითი ინტეგრების ხერხი, ან შემოვიღოთ ახალი ()ვლადი. მაგრამ 

ამ ხერხების გამოყენების დროს საქმე გვაქვს ზოგიერთ თავისებურება- 

სთან. 

პირველ რიგში ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულა განსახღვრული 

ინტე გრალისათვის შეიძლება ასეთი სახით ჩაიწეროს 

  
1 იძი= IV! – | იძი '22 

  
მართლაც, (21) ფორმულისა და განუსაზღვრელი ინტეგრალის ნაწილო– 

ბითი ინტეგრების ფორმულის საფუძველზე გვაქვს 

I იძი = | | ძ6)ს = '« = MM. 

” (21) ტოლობაში ინტეგრალი IIიძ» შეიძლება წარმოვიდგინოთ რაიმე გარკვე- 

ული პირველადის სახით, ანუ არ შემოვიღოთ ნებისმიერი მუდმივი C. 
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საკმარისია შევნიშნოთ, რომ მიღებული გამოსახულება ემთხვევა 

(22 ტოლობის მარჯვენა ნაწილს. 

მაგალითები. 

1) > C05X ძX+=| Xძ (5I0 X) = IL §1იXI. – I 510 XძX=IC05 XI ლ–-2 
0 0 0 8 0 

2. ეთქვათ 
ჯ/? 

ხა»ა= | იჯ" XძX. 
წ 

მაშინ, როცა /7>>1 

#2 2 ჯ/? 

ხ„= I 0058” Cძ (8510 X) =(51ი XC05”“1XI V – I §II1Xძ (C055-1ჯ). 
0 0 

ტოლობის მარჯვენა ნაწილში პირველი წევრი ნულის ტოლია. მაშასადამე, 

X#/2 #/2 

ხ„=C(1L–-1) I §)II X C0§9 “? XX = (I--1) 'I (1---005” X) 005" ““XძX. 
0 

აქედან 

ხ, = (M – ა (ხა--– ხი) 

და ამიტომ 
–1 

ხყხ.="   V. ა. (23) 

ამ ფორმულით V,, ინტეგრალის გამოთვლა დაიყვანება ასეთივე ინ- 
ტეგრალის გამოთვლაზე, მხოლოდ 2 ერთეულით ნაკლები ნიშნაკით. 
ამ ფორმულის განმეორებითი გამოყენებით იმის მიხედვით, თუ როგორია 

” რიცხვი, საბოლოოდ მივიღებთ ერთ-ერთს შემდეგი ინტეგრალები- 
დან: 

#/2 თ/? დ 
LV, = | C05 XძX =1, Vა=|ძX=–- 

. ი , 2 
მაგალითად, 

X#/? 6 : , . , „ « 

ი097X0X=V,= = Vს= <=. 4 ხე=-.84.2 ც, = 16, 
I 7 7195 72529 >» CC 31 35 

რაც შეეხება ჩასმის ხერხს, განსაზღვრული ინტეგრალისათვის ადგი- 
ლი აქვს ფორმულას 
  

ხ დ(ხ) 
I Iდ(ი) დ 00 ძხ«= | IM(2)ძ2 (24) 

დ(0)     
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განუსაზღვრელი ინტეგრალისაგან განსხვავებით, განსახღლღვრულ ინ- 

ტეგრალმი ცვლადის შეცვლისა, საჭიროა მიღებულ ინ- 
ტეგრალში ჩავსვათ ახალი 2 ცვლადის საზღე- 
რები. 

(24) ფორმულის დასამტკიცებლად აღვნიშნოთ მისი მარცხენა და მარჯვენა ნაწილე–- 

ბი შესაბამისად #1 და II ასოებით და დავუშვათ 

(IC00ძ:= LC) #C. 
მაშინ ნიუტონ––ლაიბნიცის, ფორმულის თანახმად 

დის) __ 
II =I721 ე, ==” I(თ(ხ)1––ჩIდ(თ). (25) 

მეორე მხრივ, თუ განუსაზღერელი ინტეგრალისათვის 

I #Iდღი( დ/ი) ძ; 
გამოვიყენებთ ჩასმის ხერხს, ვპოულობთ 

I IICდ(C>X)| დ/(X) ძX=#ჩ(დCX)1+C. 
აქედან ნიუტონ-ლაიბნიცის ფორმულის თანახმად 

MI =Iჩ(დ(XI)? =# (დ(ხ)|––ჩIდით)). (26) 
(25) და (26) ტოლობების შედარება გვაძლევს (24) ტოლობაზ. 

განსახლვრული ინტეგრალისათვის ჩასმის ხერხის გამოყენების დროს 
შეიძლება არ დავუბრუნდეთ ძველ ცვლადს. ეს ბუნებრივია, რადგან გან– 
საზღვრული ინტეგრალი არის რაღაც მუდმივი რიცხვი. 

მაგალითები. ჩასმა 1IX=2 გვაძლევს 

დ LL 

ძX ძ2 (I. 
_–=აეაე == = CL 1= –-. 

|-ც –+- Iი? X) I Iლ=.. LგIC LC2)ა 4 
  

2) ჩასმა X=I2X501! გვაძლევს” 

ი უ/2 „ #/ 

| /C-XM»– | დი(« =”> | 0+იიჯ2ი ძ(= 

ი 
· 

0 

  

“ ვი 2 ს? ჯI? 
=-- ჯ =-–-,, 

2 | + 2 | 4 , 

  

” გაგახსენებთ, რომ მე-3 ქვეპარაგრაფში ეს ინტეგრალი გამოვთვალეთ მისი გეო- 

მეტრიული მნიშვნკლობიდან გამომდინარე. 

368



8. ინტეგრალის მნიშვნელოვანი თვისებები 

ინტეგრალის 
ხ 
(700 ძX 
ძ 

განსაზღვრის დროს ჩვენ ვთვლიდით, რომ ქვედა ი საზლვარი ნაკლებია 
ზედა 6 საზღვარზე. შემდეგ შევავსეთ ის 

I /6C0ძX=0 

დამოკიდებულებით. ზოგჯერ მოხერხებულია ინტეგრალის განხილვა იმ 

შემთხვევაშიც, როცა ქვედა საზღვარი მეტია ზედა სახლვარზე. რადგან 

ნიუტონ–-ლაიბნიცის ფორმულაში 

ხ 
I I(XეძX-=#ჩნ (ხ) –– LC9) (27) 

მარჯვენა ნაწილი იცვლის ნიშანს თ და ხ რიცხვების გადანაცვლების დროს, 
ამიტომ, როცა ძ>ხ უმჯობესია დავუშვათ 

L I00ძ»= – (ეძ (28) 
    

ასე რომ, გვაქვს: 

). განსაზღვრული ინტეგრალი იცვლის ნი- 
შანს ინტეგრების საზღვრების გადანაცვლე- 
ბისას. 

ცხადია, რომ ახლა (27) ფორმულა მართებულია ყოველი თ<ხნ, 
ძთ=ხ, 0>>ხ შემთხვევისათვის შემდგომში ვიტყვით, რომ ინტეგრების 

საზღვრების მიმდევრობა ნორმალურია, თუ. ქვედა სახღვარი 
ნაკლებია ზედახე. 

ინტეგრალის შემდეგი მნიშვნელოვანი თვისება, რომელსაც ა დი ტი– 
ურობის თვისება ეწოდება, ასეთია: 

I. თუ ინტეგრების (დ, ხI შუალედი რაიმე ი 

წერტილით (ი<ი<ხ) დაყოფილია ნაწილებად, მა- 
შინ ინტეგრალი აღებული მთელს შუალედზე 

ტოლია ამ ნაწილებზე აღებული ინტეგრალე- 
ბის ჯამისა 
  

  

ხ < ხ 

I I(X)ძX = | /(X) ძX + | ICX) ძ» (29 
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ეს თვისება ცხადად გამომდინარეობს ინტეგრალის გეომეტრიული არსი- 
ან. რადგან (ნახ. 207) 04 8ხ ფიგურის ფართობი ია თ4CC და 
Cხ ფიგურების ფართობების კამისა. 8 ტოღ წ 

შევნიშნავთ, რომ (29) ფორმულა მართებულია არა მარტო მაშინ, 

როცა ძლი<ხ, არამედ ძი, ხ, C წერტილების ნებისმიერი მდებარეო- 
ბისათვის. მართლაც, თუ ”(X) არის /(X)-ის პირველადი, მაშინ ნიუტონ-– 

ლაიბნიცის ფორმულის თანახმად 
C 

|700ძX=M(0C-–-ჩ(C), 

C #-//2! 4 
ხ 

|/0009X=#ჩ(0)-–ჩ(0     მაშინ (290) ტოლობის მარჯვე– 

ნა ნაწილი ტოლია #(ხ)–– (0) 

ნახ. 207. სხვაობის„ რასაც “უდრის 

მისი მარცხენა ნაწილიც ?. 

  

ჯ 

III. თეორემა საშუალო მნიშვნელობის შესახებ იდან წერტი- 

ლებს შორის არსებობს ისეთი C წერტილი, 

რომ 

ხ 

IICიძ+-M0C6-თ 60 
    

მართლაც, თუ #(ჯX) პირველადის ცნებით ვისარგებლებთ 

ხ 

I I(XაძX=#(ხ)–– ” (ი) 
ი 

ტოლობის მარჯვენა მხარისათვის შეიძლება გამოვიყენოთ ლაგრანჟის 

ფორმულა, რომლის თანახმად 

ჩ(ხ)–– ”(01= #7 (Cო(ხ-–ი). 

საკმარისია შევნიშნოთ, რომ #”(X=/(C0) და ამიტომ #”(0=/(0. 

(30) ფორმულას აქვს მარტივი გეომეტრიული შინაარსი. ის გვიჩვე– 

ნებს, რომ 04 8ხ მრუდწირული ტრაპეცია (ნახ. 208) ი–0ხ მართ- 
კუთხედის ტოლდიდია. ამ მართკუხედის /(C) სიმაღლეს ეწოდება 
იტ8ხ ტრაპეციის სამუალო ორდინატი. ' 

" ანალიზური დამტკიცება (29) ფორმულისა, არ მოითხოვს, რომ /I/(X) ფუნქცია იყოს 

დადებითი, მაშინ როცა გეომეტრიული შინაარსიდან გამომდინარე ღამტკიცების დროს 

უნდა ვიგულისხმოთ, რომ /(X) დადებითია- 
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IV. დადებითი ფუნქციის ინტეგრალი დადე- 
ბითი რიცხვია თუ ინტეგრების საზღვრები 
ნორმალური მიმდევრობისაა. 

მართლაც, თუ ძ<ხ და /(X>0, მაშინ (30 ტოლობის მარჯვენა 
ნაწილში ორივე მამრავლი დადებითია. 

ახლა განვიხილოთ ორი /(») და ((X) ფუნქცია, რომლებიც Iი,ხI 
შუალედზეა განსაზღვრული (ვგულისხმობთ, რომ იძ). 

თუ 

  

I(9-<ეწიი, (31) 
მაშინ <# 

ხ ხ 

(/00ძX< | წ(9)ძ». (32) 

V. უტოლობის ინ- _ 

ტეგრება შეიძლება| #4 იაო 0 
თუ ინტეგრების ს აზ– ? წ 

ღვრები ნორმალური 
მიმდევრობისაა. 

მართლაც: 

ხ ხ 

1 6 თძეძX – I #00ძX= 

ა
ა
ს
ს
 

#(CV) 
4 
2 
4       აა

აჯ
ა 

  აწ
 #2777777772207777774:49222224724 

274 

C ლა
 

ე ნახ. 208, 
= ( LC (X9)-––/ (91) ძX. 

უკანასკნელ ინტეგრალში ინტეგრალქვეშა ფუნქცია დადებითია ( (31) 

პირობის თანახმად), ამიტომ თვით ინტეგრალიც დადებითია. მაშასადამე; 

IV იაძი –- (/09+> 0, 

ეს კი (32) უტოლობის ტოლფასია. 

შენიშვნა. დამტკიცების დროს ვისარგებლეთ 

I (C00-–-/(0X%) ძ-= §(0ძX – I წოიძ.ა ტოლობით. 

შემდეგ ტოლობებთან 

ხ 
((”ფ+ძ0ა1)ძ»= (700 ძ»+ | «ეძ» 

(M0იძ« = ჩ /ICაძ» 
ე?1



ერთად ის არის შემდეგი ფორმულის 
ტ 
ჯV00 ძX= II/ იიძXI§. 
ი 

უშუალო შედეგი. 
(10) ფორმულიდან ადვილად მიიღება ე. წ. 

VI. ინტეგრალის შეფასება. თუ I/I(ი0Iლ”C 
მაშინ 

წი |<M6-4. (33) 
  

მართლაც. /(0(ხ––თ, ნამრავლის აბსოლუტური მნიშვნელობა არ აღე- 

მატება (33) ტოლობის მარჯვენა ნაწილში მყოფ რიცხვს. 
მაგალითი. რადგან (5!) XI<-1, როცა X>10 გვაქვს 

5IL X 
10“3, 

1-+-Xჯზ <– 
  

  

  

მაშინ 
16 , 

§II1 X ; 
ძX | <6 · 10-8 < 10-7. 34 | 5 64 

ეს მაგალითი გვიჩვენებს (31) უტოლობის პრაქტიკულ ღირებულებას. 
წარმოვიდგინოთ, რომ რაიმე ნაგებობის, მაგალითად ხიდის ანგარიში 
გვაძლევს, რომ რაიმე კვანძხე დატვირთვა (ტონობით) გამოისახება 

16 

  

  

' იჯ 
| 1 C ბ ძX (35) 

10 
ინტე გრალით. ამ ინტეგრალის გამოთვლა საკმაოდ რთულია, ამავე დროს 
(34) უტოლობა გვიჩვენებს. რომ დატვირთვა ნაკლებია 107 ტონაზე, 

ანუ 0,1 გრამზე! ცხადია, აზრი არა აქვს (35) ინტეგრალის გამოთვლას, ის 
უბრალოდ უნდა უგულებელვყოთ, ანუ ჩვენთვის საინტერესო კვანძი 
შეიძლება არ ჩავთვალოთ დატვირთულად. 

§ 9. პრაქტიკული ამოცანების ამოსასსწელაღ განსაზღვრული 

იენტეგრალის გამოყენების მეთოდიკა 

1. ვერტიკალურ კედელზე სითხის წნევის გამოთვლა 

განვიხილოთ რამდენიმე ამოცანა. 

1. ვთქვათ, ჩვენ წინაა წყლით სავსე მართკუთხა რეზერვუარი 

(ნახ. 209). ვიპოვოთ ი წნევა“ რეზერვუარის წინა კედელზე. 

" აქ და ქვემოთაც, როცა ელაპარაკობთ „წნევაზე“, მხედველობაზი გვაქვს მთე– 
ლი ძალა, რომლითაც წყალი აწეება ჭურჭლის კედელს და არა ძალ, რომელიც 
მოდის ფართობის ერთეულზე (ე. ი. სრული და არა კუთრი წნევა). 
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გავიხსენოთ ზოგიერთი ფაქტი ჰიდროსტატიკიდან. თუ წყლის ქვეშ 
იმყოფება რაიმე ჰორიზონტალური ბაქანი, მაშინ წყლის წნევა ბაქანზე 
იმ ცილინდრული სვეტის წონის ტოლია, რომლის ფუძე ამ ბაქნის ფარ- 
თობია, ხოლო სიმაღლე –- ბაქნის ჩაძირვის სიღრმეს ემთხვევა. რადგან 

ლაპარაკია წყლის შესახებ, რომლის კუთრი წონა ერთის ტოლია, ამი- 
ტომ ხსენებული ცილინდრის წონა მის მოცულობას უდრის. ანუ ბაქნის 
ფართობისა და ჩაძირვის სიღრმის ნამრავლის ტოლია. მაშასადამე, ეს 

ნამრავლი გვაძლევს ჰორიზონტალურ ბაქანზე წნევის სიდიდეს. 

თუ წყლის ქვეშ მოთავსებული ბა- 
ქანი არ არის ჰორიზონტალური, მა- I 

შინ მისი წერტილები მღებარეობენ _ 
სხვადასხვა სიღრმეზე და არ შეიძლ- /# 1-–--–--4- 
ბა ვილაპარაკოთ „მთელი ბაქნის ჩა- “ % 

ძირვის სიღრმეზე“. მაგრამ, თუ ბაქა- ძ 

ნი ძალიან მცირეა, მაშინ შეიძლება ვი- 
გულისხმოთ, რომ მისი წერტილები 
თითქმის ერთ სიღრმეზე იმყოფებიან, 

რომელიც შეიძლება ჩავთვალოთ მთელი ბაქნის ჩაძირვის სიღრმედ. 

განვსახღვროთ წნევა ასეთ ძალიან მცირე ბაქანზე. ამისათვის წარმო– 
ვიდგინოთ, თითქოს ბაქანი მოვაბრუნეთ მისი ერთი წერტილის გარშემო 

ისე, რომ ის გახდა ჰორიხონტალური. რადგანაც წონასწრობაში მყოფი 
სითხის შიგნით წნევა ყოველ წერტილში ყველა მიმართულებით ერთი 
და იგივეა, ამიტომ ბაქნის მობრუნებით წნევა მასზე თითქმის არ შეიცვ- 
ლება, მაგრამ მეორე მხრივ ბაქნის ამ ახალი ჰორიზონტალური მდება- 

რეობისათვის შეიძლება გამოვიყენოთ წნევის განსაზღვრის ზემოთ ხსენე– 
ბული წესი, რადგან ბაქნის მობრუნებით არ იცვლება მისი ფართობი დღა 

ჩაძირვის სიღრმე (ეს უკანასკნელი არ იცვლება რადგან ბაქანი ძალიან 

მცირეა), ამიტომ შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ 

წესირი მცირე ბაქა–- 

ნზე წნევა მისი ფა- 

  

  
  

      

ნახ. 209. 

> რთობისა და ჩაძი“- 

ჯ7%., ვის სიღრმის ნამ- 
>» რავლის ტოლია. 
2-7 

  

ამ მიახლოებითი წესის სი– 

ზუსტე მით მეტია, რაც ნაკ- 
ნახ. 210. ლებია ზომები?,. 

" ეს იმას ნიშნავს, რომ ამ წესის გამოყენების დროს დაშეებული ფარდობითი 
ცდომილება მიისწრაფვის ნულისაკენ ბაქნის ზომებთან ერთად. 
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დავუბრუნდეთ ჩვენს ამოცანას რეზერვუარის წინა კედელი არ 
არის ძალიან მცირე, ამიტომ მის მიმართ ზემოთ ხსენებულ წესს ვერ გა- 

მოვიყენებთ. ამ წესით სარგებლობის მიზნით ავიღოთ საკმაოდ დიდი /”! 
რიცხვი და რეზერვუარის წინა კედლის გასწვრიე გავავლოთ /:--1 ჰო- 
რიზონტალური წრფე, რომლებიც ზეღა ნაპირიდან დამორებული იქ- 

ნებიან »ს<X<...–<X-) (ნახ. 210) მანძილებით. მთლიანობისათვის 

აღვნიშნოთ აგრეთვე Xი=0, #.=7ჩ. 

ეს წრფეები კედელს დაყოფენ ML ვიწრო ზოლად. # ნომრის ზოლი 
(ზემოდან ქვევით) დამტრიხულია ნახაზზე. თუ X.--X ) სხვაობებიდან 

უდიდესი (ე. ი. (0,M) მუალედის დაყოფის 2, (რანგი)) მცირეა, მაშინ ყო– 
ველი ზოლი ძალიან ვიწროა და ამიტომ ყველა მისი წერტილი ერთსა 
და იმავე სიღრმეზე იმყოფება. მაშასადამე, წნევა ერთ ზოლზე შეიძლება 
გამოვთვალოთ ზემოთ მოყვანილი წესით". #"ური ზოლის ფართობი 
მისი თ ფუძისა და X-XI, სიმაღლის ნამრავლის ტოლია. ე. ი ეს ფარ– 

თობია 0(XI-–-–-XM-I); რაც შეეხება მისი ჩაძირვის სიღრმეს, ის შეიძლება 

ჩაითვალოს XX.) (ხოლის ზედა ნაპირის სიღრმე) და XL (ქვედა ნაპირის 

სიღრმე) რიცხვებს შორის მოთავსებული ნებისმიერი რიცხვის ტო- 
ლად. მართლაც, ზოლის ჩაძირვის სიღრმე განვსაზღვრეთ, მიახლოებით, 
როგორც მისი ერთ-ერთი წერტილის ჩაძირვის სიღრმე. ავირჩიოთ რაიმე 
X.. XI ელXსლXს რიცხვი და ჩავთვალოთ ის /#-ური ზოლის ჩაძირვის 

სიღრმედ. მაშინ ამ ზოლზე წნევა (,ელემენტარული წნევა“) მიახლოებით 

0XI (ძი––-XI-I) 

რიცხვის ტოლი იქნება. ხოლო სრული # წნევა (კვლავ მიახლოებით) 
იქნება: 

ჩლ= ბ, 0CXI (Xს–-“-XI-)). (1) 
#M=1 

(1) ტოლობის სიზუსტე მით მეტია, რაც უფრო ნაკლებია 2.. ამიტომ 

L-ს ზუსტი მნიშვნელობა ტოლია არა აღნიშნული ჯამისა, არამედ მისი 

ზღვარისა, როდესაც 7->0, ე. ი. 

ხ=I)ი 0XILCXს--XI-)). 
ჯ–0 –- 

მაგრამ ეს ზლვარი, როგორც 

ბ, I(XI) (%-––X-)) 
#M=I 

« მართლაც წესის გამოსაყვანად მნიშვნელობა ჰქონდა მხოლოდ იმას, რომ მო– 
ბრუნები ოპერაციას არ შეეცვალა ბაქნის ცალკეული წერტილების ჩაძირკვის 
სიღრმე. ამიტომაც შეიძლება გამოვიყენოთ წესი ზოლის მიმართ, თუმცა მისი 
სიგრძე არ არის „მცირე“. 
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ჯამის ზღვარი, არის განსაზღვრული ინტეგრალი. მა- 
'შასადამე, 

ჩ 

ნ8- I იXძX. 
0 

შემდეგ, მარტივი გამოთვლებით გვაქვს 

ჩ-= | 9X" _ი# 
2 91 2 

  

IL. განვიხილოთ ამ ტიპის სხვა ამოცანა. ვთქვათ სამკუთხა ფარი 

ჩაშვებულია წყალში ვერტიკალურად. ამასთან სამკუთხედის ფუძე წყლის 
თავისუფალი ზედაპირის დონეზე იმყოფება (ნახ. 211). 

  

      

უნდა განისაზღვროს ფარის ერთ-ერთ ძ 

გვერდხე წყლის / წნევა, 
ზემოთ მოყვანილი წესის გამოსაყე–- _ 

ნებლად, კვლავ ვყოფთ ფარს საკმაოდ ჰა 
მცირე ზოლებად ზედა ნაპირიდან –+ 

Xი=0<X <X<...<Xა 1<Xე =ჩ # 

მანძილებით დამორებული ჰორიზონტა- | 
ლური წრფეებით. ისევ გამოვიყენოთ” ურ IL _ _. 
ზოლზე ზემოთ მიღებული წესი. ამ ზო– 
ლის ჩაძირვის სიმაღლედ მივიღოთ XX, , 

და X. რიცხვებს შორის მყოფი ნებისმი- 
ერი #, რიცხვი. ვიპოვოთ ზოლის ფართობი. ეს ზოლი არის ტრაპეცია. 
მაგრამ (ყურადღება!) იმის გამო, რომ ზოლი ძალიან ვიწროა, ის შეიძ- 

ლება ჩაითვალოს მართკუთხედად მიახლოების დიდი სიზუს- 
ტით. ამით გამოწვეული ფარდობითი ცდომილება მით ნაკლები იქნება, 
რაც უფრო ვიწროა ზოლი. წინა მაგალითიდან ვიცით, რომ ჩვენ სულ 
ერთია მოგვიხდება ზოლების სიგანის უსაზღეროდ შემცირება. ამიტომ 
საბოლოო შედეგზე ეს ცდომილება არ მოქმედებს”, ხოლო გამოთვლე– 

ბი გამარტივდება. აქ საქმე გვაქვს ზოგადი ხასიათის იდეასთან, რომელ– 
საც იყენებენ ინტეგრალური აღრიცხვის სხვადასხვა ამოცანის ამოხსნი- 
სს, ელემენტარული შესაკრების გამოთვლის 

დროს უნდა მიექცეს ყურადღება მისი გამო- 
სახულების სიმარტივეს თუე საჭიროა უგუ- 
ლებელვყოთ ამისათვის ხსენებული შესაკ- 

რების ნაწილი, იმ პირობით, რომ შესაკრების 

ნახ. 211. 

? თუ რაიმე ჯამის ყოველი შესაკრები გამოთვლილია ძალიან მცირე ფარდობი- 
თი ცდომილებით, მაშინ მთელი ჯამის ფარდობითი ცდომილებაც იქნება აგრეთვე ძა- 
ლიან მცირე. 
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დატოვებულ ნაწილთან შედარებით უგულე- 
ბელყოფილი ნაწილი იყოს ძალიან მცირე. 
რადგან ჩვენ მიერ განხილული ელემენტარული შესაკრებები მიისწრაფ- 
ვიან ნულისაკენ, როცა #+0, ამიტომ გამოთქმული იდეა ნიშნავს, რომ 

განსაზღვრული ინტეგრალის გამოსათვლე ლად 
ინტეგრალური ჯამის შედგენისას, შეიძლება 

უგულებელვყოთ ამ ჯამის უსასრულოდ მცირე 
შესაკრებებში ის ნაწილები, რომლებიც უმაღ- 
ლესი რიგის უსასრულოდ მცირეებია თვით ამ 
შესაკრებებთან შედარებით. 

დავუბრუნდეთ ჩვენს' ამოცანას. #-ური 
ზოლის (ანუ იმ მართკუთხედის, რომ- LL “ „ 

| ლითაც ეს ზოლი შევცვალეთ) სიგრძედ 
ბერ ჩავთვალოთ ზოლის გასწვრივ გავლე–- 

– ბული ნებისმიერი ჰორიზონტალური 

/ წოფის მონაკვეთი. უფრო მარტივი და 

ბუნებრივი იქნება თუ ავირჩევთ იმ 

> წრფეს, რომელიც X, მანძილითაა და- 

შორებული წყლის ზედაპირიდან, რაც 
ნახ. 212. ზოლის ჩაძირვის სიმაღლედ მივიღეთ თა– 

| ვიდანვე. 212-ე ნახაზზე მოცემული სამ- 
კუთხედების მსგავსებიდან, ცხადია რომ ზოლის /, სიგრძე აკმაყო- 

ფილებს 
” “ჩ–-X 

- #7 
  

თანაფარდობას, საიდანაც 

ს=4+ თ-#ია. 

ზოლის სიგანე X.--XM) სხვაობის ტოლია, ამიტომ მისი ფართობი 
იქნება 

4 (ნ––-X,) 0ს–-–-XL- ე). 

თუ ამ ფართობს გავამრავლებთ Xჯ„ჯ-ზე, მივიღებთ (მიახლოებით!) ელე- 

მენტარულ წნევას 

L, =>» (ს––XI)XL (X-XI). 
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აქედან 

ა 
82 + (ს–-X,) XM(I-––XI-)). 

M=I 

#-ს ზუსტი მნიშვნელობა ამ ჯამის ზღვრის ტოლია, როცა #-–+0, ე. 

ჩ 

რ 
9-- | -- ს–#–1X) ჯძჯ. | “თა 

საბოლოოდ, 

ი 6 

ძი 

/ 

III. აი კიდევ მსგავსი ამოცანის ერთი მაგალითი, რომელსაც) ამოვ– 
ხსნით I და II ამოცანების ამოხსნით მიღებული გამოცდილების გამო– 
ყენებით. 

ვთქვათ, წყალში ჩაშვებულია სამკუთხა ფარი, ამასთან სამკუთხედის 
ფუძე წყლის ზედაპირის პარალელურია, ხოლო მოპირდაპირე წვერო 

ამ ზედაპირზეა (ნახ. 213). ვიპოვოთ წნევა ფარის ერთ-ერთ გვერდხე. 

ამოვხსნათ ეს ამოცანა ისეთივე მე- 

თოდებით, როგორც ზემოთ. ჯერ /? გა- LI ---. 

მოვსახოთ მიახლოებით ჯამის სახით, ხო–- | 

ლო #-ს ზუსტი მნიშვნელობა იქნება ამ 
ჯამის ზღვარი, ანუ ინტეგრალი. # 

ჩსჩ-– 
2 ვ 

ნ- ჯ? 2) იჩ” 

  

   
ამ ფარის ერთ-ერთ ზოლზე წნევის ძ>2 

გამოსათვლელად, შემოვიღოთ ზოლის ჩა- 
ძირვის X· სიღრმე. მაგრამ უკვე ვიცით, 

რომ როცა ჯამიდან ინტეგრალზე გადავ- L ი2“ .I 

დივართ, XX სიმბოლო იცვლება უბრა- ნახ. 21ქ. 

ლოდ X-ით. ზუსტად ასევე #X-–-X-) 
სხვაობა შეიცვლება ძX სიმბოლოთი. თუ გავითვალისწინებთ ყოველივე 
ამას, შეიძლება მოკლედ ვთქვათ, რომ „ფარის X სიღრმეზე ვავლებთ 
ძX სიგანის ზოლს“ (ნახ. 213). ბრჭყალებში მოცემული ფრაზა არის I 
და I1 მაგალითებში ჩატარებული მსჯელობის მოკლე გამოთქმა. ინ- 
ტეგრალური აღრიცხვის მეთოდებით სარგებლობისათვის აუ ცი ლე- 
ბელია მსგავსი შემოკლებული მსჯელობა”. 

2 სოლო საჭიროების შემთხვევაში უნდა შეგვეძლოს აზრის სრულად, გაშლილი 
სახით, გადმოცემა. 
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ელემენტარული ზოლის I სიგრძე გამოითვლება სამკუთხედების მსგავ- 

სებიდან: 

L _ 

0 >
|
 % 

ასე რომ, ზოლის ფართობი” იქნება 

4 XძX, 
ჩ 

ხოლო წნევა ამ ზოლზე („ელემენტარული“ წნევა. რომელიც ძ/#0-თი 

აღინიშნება) გამოითვლება ამ ფართობის გამრავლებით ზოლის ჩაძირ- 

ვის სიღრმეზე, ანუ ის უდრის“ 

ძხ=.4 :ბძჯ 
ჩ 

სიდიდეს. აქედან მთელი /-სათვის ზუსტად ვღებულობთ 

ჩ 

ჩ- | -- 2ძ; = 
ჩ 

ძ 

მივუთითებთ კიდევ, რომ ინ- 

ტეგრალის სახღვრების დასადგე- 
L ძა ნად სასარგებლოა მივმართოთ მთე– 

0X1"_ იჩ“ 

2811. 3. 

    

     
ლი ფარის დანაწილებას წრფეე- 

, ბით, რომლებიც ზედა ნაპირიდან 

L | XL „მანძილებით არიან დაშორებუ- 

LL . ; ი და შევნიშნოთ, რომ Xი=0 და ლი და ძევ დ 

ნახ. 214 #-ჩ. 
IV. მოცემული შემოკლებული 

წესი გამოვიყენოთ ნახევარწრის ფორმის ვერტიკალური ფა- 

“ საირო რომ ყოფილიყო ამოხსნის დაწვრილებით გადმოცემა, მაშინ ვიტყო- 
დღით, რომ #-ური ზოლი მიახლოებით ჩაითვლება მართკუთხედად, რომლის ფარ- 
თობია 

ძ –ი 

ო; 5M(+#--XL-1). 

"" დაწვრილებით უნდა ვთქვათ, რომ #-ურ ზოლზე წნევა ტოლია 

(74 

<- 9” (X-XI 1) 
! 

სიდიდისა. როტა ამ სიდიდეებს შევაჯამებთ ყველა #-სათვის და გადავალთ ზღევარ- 
ძი 

ზე, მაშინ დაწერილი გამოსახულება შეიცვლება – XX გამოსახულებით. 
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რის გეერდზე წყლის ს წნევის გამოსათვლელად, იმ პირობით, რომ 
ნახევარწრის დიამეტრი წყლის ზედაპირის სიგანის ტოლია (ნახ, 214). 

ფარის X სიღრმეზე ვავლებთ ჰორიზონტალურ ზოლს. ვთქვათ, ამ 

ზოლის. სიგანეა ძX9, ხოლო სიგრძე /. 

პითაგორას თეორემის თანახმად 

Xჯ?–- ( LI )= “, 

2 

|=2VI2"--X. 

მაშასადამე, ზოლის ფართობია 2VIL--2ძა ხოლო წნევა ზოლ- 

ზე იქნება 

საიდანაც 

ძმ=2XVIIIL--X ძX. 

აქედან 
? /ეა 1. 

ჩ=| 2XVL- 2ძი= – |(თ-4 'ძიდ– ი = 
(!) 0 

2 11ჩ 
= – 2 –- თმ. 

2 3 ჩ= 2 #. 

ქეემოთ განვახოგადებთ განხილულ მოსახრებებს, მაგრამ მანამდე 

განვიხილავთ ამოცანათა კიდევ ერთ ჯგუფს. 

8. ჭურჭლიდან წყლის ამოსატუმბად საჭირო მუშაობის 

გან საზღვრა 

I. ვთქვათ, ცილინდრულ ქვაბში (ნახ. 215) არის წყალი და გვინდა 

მისი ამოტუმბვა უნდა გამოითვალოს ამისათვის საჭირო მუშაობა. 

წინასწარ გამოვთვალოთ მუშაობა, რომელიც საჭიროა ქვაბიდან წყლის 

ერთი ნაწილის ამოსატუმბად. ეს ნაწილი უნდა ავიტანოთ ქვაბის 

ნაპირამდე "", შემდეგ კი ის გადმოიღვრება ქეაბიდან თავისი წონის გავ- 
    

< აღნიშვნები უნდა იყოს შეთანხმებული. თუ ზოლის ჩაძირვის სიღრმე აღნიშ- 
წულია 2-ით, ან /-თი და ა. შ., მაშინ მისი სიგანე უნდა აღინიშნოს 02, ძ( და ა. შ. 
სიმბოლოებით შესაბამისად. 

«.?. უფრო ზუსტად, საჭიროა ის ავიტანოთ ნაპირზე ცოტათი მაღლა, მაგრამ იმ- 
დენად მცირედ, რომ სულ ერთია, შეიძლება ვთქვათ ნაპირამდე. 
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ლენით (შლანგის ჰორიზონტალურ უბანზე ნაწილის გადასაადგილებლად 

ტუმბოს მუშაობა არ იხარჯება). ამიტომ საჭიროა ნაწილის სიმძიმის 
ძალის დაძლევა გზის ვერტიკალურ უბანზე, რომელიც ნაწილის ჩა- 
ძირვის სიღრმეს ემთხვევა. ამისათვის საჭირო მუშაობა ხსენებული სი–- 
დიდეების ნამრავლის ტოლია. წყლის კუთრი წონა უდრის ერთს და 
ამიტომ ნაწილის წონა მისი მოცულობის ტოლია. ამგვარად, ქვაბიდან 
წყლის ნაწილის ამოსატუმბად საჭირო მე- 

შაობა ამ ნაწილის მოცულობისა და მისი 
ჩაძირვის სიღრმის ნამრავლის ტოლია. 

ამოცანის ამოსახსნელად ამ წესის უშუა- 
ლოდ გამოყენებ, არ შეიძლება რადგანაც 
სხვადასხვა ნაწილები სხვადასხვა სიღრმეზე 
იმყოფებიან. მოვიქცეთ ისე, როგორც ზემოთ. 
სახელდობრ, გავავლოთ ცილინდრის ფუძის 
პარალელურად M–-1 სიბრტყე, რომელებიც 

- X<X<ლ...ლჯ%”ი 

მანძილებით იქნებიან დაშორებული ზედაპი– 
რიდან. დავუშვათ X0=0 და X„=//. ამის შე- 

ნახ. 215. დეგად წყლის მთელი მასა დანაწილდება ი. ცი- 
ლინდრულ „ელემენტარულ“ ფენად. თუ (|0,/1) 

შუალედის დანაწილების # რანგი, ანუ X·--X, ; სხვაობებიდან უდიდესი, 
ძალიან მცირეა, მაშინ ყოველი ფენის სისქე ძალიან მცირე იქნება და 
შეიძლება მიახლოებით ჩავთვალოთ, რომ ერთი ფენის საზღვრებში 
ყველა ნაწილი ერთ დონეზე მდებარეობს. #-ური ზოლის (ზემოდან) 
სიღრმედ მივიღოთ ნებისმიერი X, რიცხვი, რომელიც X»-. და X, რი- 
ცხვებს შორის იმყოფება. მაშინ წყლის ამ ფენის ამოსატუმბად სა- 
ჭირო მუშაობა მისი IIIX(X.--X·..) მოცულობის და X, რიცხვის ნამ– 
რავლის, ანუ 

  

  
IL X, (XI –– XM-1) 

სიდიდის ტოლია. მთელი საძიებელი I” მუშაობისათვის ვღებულობთ მი– 

ახლოებით 

72 ,, 212” X (2 I---X»-.) 

გამოსახულებას, რომელიც მით უფრო ზუსტი,ა რაც ნაკლებია 2.. 
აქედან ისევე, როგორც პირველ ქვეპარაგრაფში, ვპოულობთ 

” 1 
== ?–XძXC == -- 5)Iბ. / 19 XძX 2 MX 
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II. გამოვთვალოთ მუშაობა, რომელიც. საქიროა კონუსური ძაბ- 

რიდან წყლის ამოსატუმბად (ნახ. 216). იმავე მეთოდის გამოყენებით, 

დავანაწილოთ წყლის მთელი მასა 

Xა6ა=0<X,.-.–-Xი 1<X =I7 

სიღრმეზე მდებარე ჰორიზონტალური სიბრტყეებით /, ფენად. ყოველი 

ეს ფენა (რომელიც წაკვეთილ კონუსს წარმოადგენს) ჩავთვალოთ ცი- 
ლინდრად, რაც არ იმოქმედებს საბოლოო შედეგზე, რადგან ფენის მო– 

ცულობის გამოთვლის დროს დაშვებული ფარდობითი ცდომილება, 

როცა #-+0 უფრო მაღალი რიგის უსასრულოდ მცირეა, ვიდრე თვით 
მოცულობა. თუ #-ური ფენის (ფენები ინომრება ზემოდან ქვემოთ) რა- 

დიუსს აღვნიშნავთ /„-თი, და ჩავთვლით, რომ ის მოთავსებულია XL, 
სიღრმეზე, სადაც X#, 1=XI=XIL, მივიღებთ, რომ /-ური ფენის ამოსა- 

ტუმბად საჭირო მუშაობა იქნება 

7, ლ "ს XI (ხ--XL). 

სამკუთხედების მსგავსებიდან (იხ» ნახ. 216) ჩანს, რომ 

ს” #ჩი#/-X 
წ” 
  

აქედან 

ჯ –საი> · 
7» 22 2 (I – XI)” XII –-X.)თ 

მაშასადამე, 

VI) აპ _ 

72 .>ა (M--XI) VIII-XI), 

ხოლო ზღვარზე გადასვლით, როცა #-+0 მიიღება 7-ს ზუსტი მნიშვნე– 
ლობა 

V . 
I2 ო 1 726) 1 = LL –- (9-1) XთX= –- 2X#22?#I". 

1 #/? 12 
ი 

IIL. გამოვთვალოთ მუშაობა, რომელიც 

საჭიროა ნახევარსფეროდან წყლის ამოსა- 
ტუმბად (ნახ. 217). ამოვხსნათ ეს ამოცანა 

შემოკლებულად, გამოვტოვოთ მსჯელობის 

ის ღეტალები, რომლებიც როგორც უკვე ნახ. 216. 

   => 

მგ



ვიცით არ მოქმედებენ საბოლოო შედეგზე. სახელდობრ, მთელ მო- 

ცულობას წარმოვიდგენთ დანაწილებულს ფენებად და განვიხილავთ 
ელემენტარულ ფენას, რომელი) X სიღრმეზე მდებარეობს და, «ქვს ძX 
სისქე. თუ მას ჩავთვლით # რადიუსიან ცილინდრად, მაშინ ამ ფენის 
ამოსატუმბად სა პირო მუშაობა („ელემენტარული“ მუშაობა, რომელიც 

ძ7-თი აღინიშნება) 

(ა/2? ძX)X = 1 ?XძX 

ნამრავლის ტოლი იქნება. 

              

    

ნახ. 217. ნახ. 218. 

პითაგორას თეორემიდან გამომდინარეობს (ნახ. 217), რომ 

„ბ=I??-- #?, 

მაშასადამე, 
ძ7=XLC?-”-X”)XთX, 

საიდანაც 

თ= (ი 02: რ XIX – 2 ი” 
ნ 

IV. გამოვთვალოთ მუშაობა, რომელიც საჭიროა ნახევარცილინდრის 
ფორმის ვარცლიდან (ნახ. 218) წყლის ამოსატუმბად. .ფენა, რომელიც 

Xჯ სიღრმეზე იმყოფება და აქვს თ სიგანე ჩავთვალოთ მართკუთხა 
ფირფიტად. მისი სიგრძე ამ ვარცლის # სიგრძის ტოლია, ხოლო / სი– 
განე გამოითვლება პითაგორას თეორემით 

I=2VI2--, 
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ფენის სიმაღლე ძX-ის ტოლია. მაშასადამე, მისი მოცულობა იქნება 

MIძX=2M V6ნI--X ძX, ხოლო ელემენტარული მუშაობა 

ძ7 =2/XVII--X "ძა. 

აქედან 
7; 

7=(2 MXV I-IX – = ჩდ, 
0 

8. ინტეგრალის გამოყენება კონკრეტულ საკითხებში 

წინა ქვეპარაგრაფებში მიღებული გამოცდილება გამოვსახოთ ზოგადი 
სქემით. 

ვთქვათ, გვინდა რაიმე ფიზიკური ან გეომეტრიული /# სიდიდის 
იმ მნიშვნელობის მოძებნა, რომელიც შეესაბამება # (ელადის ძ-დან 

ხ-მდე ცვლილებას (მაგალითად წყლის წნევა პურჭლის ვერტიკალურ 
კედელხე, რომელიც შეესაბამება X სიღრმის ცვლას 0-იდან #I-მდე). 

ამ სიდიდეს ეთვლით ადიტიურად, ანუ ისეთ სიდიდედ, რომ როცა 

(თ,ხ) შუალედი C წერტილით (ი<C<ს) იყოფა (თ,C) და IC, ხ) შუალე– 
დებად, 4-ს მნიშვნელობა მთელს Iი, ხ) შუალედზე უდრის (0, CI და 
(IC, ხI შუალედების შესაბამის მნიშვნელობათა ჯამს”. 

დავყოთ |თ, ხI შუალედი ს 
Xი=ძ<X<...<X.-1=ხ (2–? 

წერტილებით / ნაწილად. 4 სიდიდეც დაიყოფა შესაბამისად კ, „4ე,...,/4, 
# შესაკრებად: 

” 

#= ბ, 4. 
#=1 

ვთქვათ, არსებობს ისეთი /(X) ფუნქცია, რომ IX. .,, XL) შუალედის 
შესაბამისი „ელემენტარული“ 4+ შესაკრები მიახლოებით ასე ჩაიწე–- 

რება 

4 M 2=I(XI) (X- X· I), (3) 

სადაც XL ძევს. X.I და X. წერტილებს შორის. ამასთან (3) ტოლობის 

ცდომილება (2) დანაწილების უსასრულოდ მცირე 7, რანგის დროს არის 
უფრო მაღალი რიგის უსასრულოდ მცირე, ვიდრე /«». 

თ შეიძლება ვთქვათ, რომ „#4 არის „შუალედის ფუნქცია“ და შემოვიღოთ აღნიშენე– 

ბი #((ი, ხ), #4((0, თ) და ა. შ. მაშინ # სიღიდის ადღიტიურობა ნიშნავს, რომ 

4(Iი, ხ))=#(0, თ). +#0(L2, ხ)). 
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ამ შემთხვევაში 4 სიდიდისათვის მიღებული მიახლოებითი გამოსახუ- 

ლე 
M 

#4= 2 IV (X-XI 1): 

Mხ=1 

მით უფრო ზუსტია, რაც ნაკლებია 2,. მაშასადამე, 4 სიდიდის ზუსტი 
მნივშნელობა იქნება აღნიშნული ჯამის ზ ღ ვ არ ი, როცა 2.-+0, ანუ 

  
პრაქტიკაში ეს მსჯელობა ღებულობს უფრო მოკლე ხასიათს, თუ 

ვიტყვით, რომ 4 სიდიდის #ტ4 ელემენტს, რომელიც 
IV X4+- XI ელემენტარულ შუალედს შეესაბამება, 

სიზუსტით მაღლესი რიგის უსასრულოდ მცი- 

რემდე, წარმოვიდგენთ 
#4 22I(XV)0X (5) 

სახით, მაშინ მართებულია (4) ტოლობა. 

(50) ტოლობას წერენ 
ძტ4=/(9)ძX (6) 

სახით? და ამბობენ, რომ # სიდიდე მიიღება „ძ, ელემენტების შეჯა– 

მებით“. სინამდვილეში ინტეგრალი არის არა ჯამი, უბრალოდ, არამედ 

ჯამის ზღვარი და ზღვარზე გადასვლის გამო მიღებული შედეგი 
არის არა მიახლოებითი, არამედ %ზუსტი. 

ამგვარად, საქმე მიიყვანება იმ /(X) ფუნქციის პოვნამდე, რომელიც 
აკმაყოფილებს (6) ტოლობას. 

დავუბრუნდეთ მაგალითად პირველ ქვეპარაგრაფში განხილულ IV 
ამოცანას. გვქონდა 

ძჩ=2XV I2%--X'იX 
და ამან მოგეცა 

7 _ 2 
== 2 · ა“ 91Xჯ =- ე. I XV II1-–-X 3 ? 

ფორმულა. 

" (6! ტოლობა უკვე ზუსტია, მართლაც #40) არის 4 სიდიდის მნიშენელობა, 

რომელიც Iი, X) ცვლად შუალედს შეესაბამება, მაშინ (4) ტოლობის თანახმად 

ჯ 

#(00:= I ICI) ძ( 
LV 

და ბაროუს .თეორემიდან გამომდინარე 4'C)=I(0) ტოლობა (6) ტოლობის ტოლ- 

ფასია. 
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ზუსტად ასევე 
ძწშ-უ(ლ?- )XძX 

ტოლობამ, რომელიც მივიღეთ მეორე ქეეპარაგრაფის III ამოცანის 
ამოხსნის დროს, მოგვცა 

ჩ 
7=| XX? XX") VძX =. 1 X/2%. 

) 4 
ქვემოთ სისტემატურად გამოვიყენებთ ამ სქემას. 

§ ე, განსაზღვრული ინტეგრალის გამოყენება გეომეზრიაუი 

1. ფართობების გამოთვლა. დეკარტის კოორდინატები 

ვთქვათ, გამოსათვლელია X=ძ, X=სხ, ყ=0 და V=/(X)>>0' წირებით 
შემოსაზღვრული მრუდწირული ტრაპეციის # ფართობი. უკვე ვიცით, 
რომ 

ხ 

#= | / იძ». (1) 

(1) ფორმულას ჩვეულებრივ ასეთი სახით წერენ 

ხ 
#-= I VძX (2) 

  

  
სადაც ყ უნდა შეიცვალოს /(M) გამოსახულებით იმ წირის. განტოლე- 

ბიდან, რომლითაც შემოსაზღვრულია ტრაპეცია. (1) და (2) ფორმულები 

ადეილად მიიღება წინა პარაგრაფის მეთოდებით. მართლაც, თუ 219-ე 

ნახხზე დამტრიხულ ელემენტარულ ზოლს ჩავთვლით მართკუთხე- 

დად, რომლის ფუძეა ძX, ხოლო სიმაღლე –- ყ, მაშინ მისი ფართობი 

ძნ =ყძX. (3) 

საკმარისია (3) გამოსახულებების „შმე- 

ჯამება/“, რომ მივიღოთ (2) ინტეგ- 

რალი. 

#L 

მაგალითი გამოვთვალოთ 

სინუსოიდის ნახევარტალღით შემო– 

საზღვრული ფართობი (ნახ 220) “7 7 
(2 ფორმულის თანახმად გვაქვს ნახ, 219. 

  

თ 

          

  
,.= (აი X0X= (– 005 XI, =2 
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შევნიშნავთ, რომ (2) ფორმულით უნდა ვისარგებლოთ მხოლოდ მაშინ, 

როდესაც ყV=/(X») მრუდი მოთავსებულია 0X ღერძის ზემოთ, ე. ი. რო- 
ცა /(2:2>0. თუ /(X)<20 (ნახ. 221), მაშინ დაშტრიხული ზოლის ფართობი 

იქნება ძ–-=–--V9X (ვინაიდან ფართობი დადებითია, ხოლო V<90,). საიდა– 
ნაც 

ხ 
#ჩ=- I ყძX. (4) 

    

  

  

· % 
#/=54I/% 

  

ნახ. 220. 

დასასრულს, თუ საჭიროა მოინახოს იმ ფიგურის ფართობი, რომელიც 

X=0ძ, X=ხ, Vყ=0, ყ=)!(X, წირებითაა შემოსაზღვრული, სადაც ყ= 
=/(X) მრუდი ჰკვეთს 0X ღერძს, მაშინ საჭიროა LV, ხ1 მონაკვეთი დაიყოს 
ისეთ ნაწილებად, რომლებზეც /(ე) ფუნქცია არ იცვლის ნიშანს, და 

ყოველ ნაწილზე გამოვიყენოთ (2) ან (4) ფორმულა შესაბამისად. 

მაგალითი. გამოვთვალოთ V=0, #=6X--3X, X=3 წირებით 
შემოსახღვრული ფიგურის ფართობი. 

ამოხსნა საძიებელი ფართობი ნაჩვენებია 222-ე ნახაზზე, სა- 

დაც ყ=>6X--3X პარაბოლა ჰკვეთს 0X ღერძს X=0 და X=2 წერტილებ- 
ში. მაშასადამე, 

3 2 2 3 

ჩ=IVყძX– | ყძX= | (6X-–- 3X)ძX– | (6X-– 35 ძX. 
0 2 0 2    

  

2% "მაგრამ 

2 

| 6X-–3X5 ძX=(3+2-– XI; =4. 
0 

ვ 
I (6X-–-3X)ძ;= |3X?-– X2I8= --4, 
? 

ნახ. 222. საიდანაც #=8. 
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8. „ფართობების გამოთვლა. პოლარული კოორდინატები 

ვთქვათ, # რადიუსიანი წრის ცენტრიდან თ კუთხით (თ გაზომილია 

რადიანებით) გავლებულია ორი რადიუსი. როგორც ცნობილია” მი- 
ღებული სექტორის ფართობი (ნახ. 223) 

1 
#= _ თIბბ. 2 Cთ/2 (5) 

ეს შედეგი გვაძლევს შემდეგი ამოცანის ამოხსნის საშუალებას: ვი- 
პოვოთ 0=თ, 0=ჩ სხივებით და #=/:0) მრფდით შემოსაზღვრული 
(არაწრიული) სექტორის ჯ ფართობი (ნახ. 224), ამოვჭრათ ამ. სექტორი– 

დან ელემენტარული სექტორი, რომელიც მიიღება პოლარული ღერ- 
მისადმი 0 და 0+ძმ კუთხეებით დახრილი სხივებით (ნახ. 224). თუ 
ამ ელემენტარულ სექტორს ჩავთვლით წრიულ სექტორად"? მაშინ 
(59) ფორმულის თანახმად მისი ფართობი იქნება 

ძნ=-! ,„'ქც, 
2 

       »=#//ი» 

72. 

ნახ 229, ნახ. 224. 

აქედან 
8 | ჩ 

#= 2) „ძმ. (0 
2 

Cთ 

" (590 ფორმულის მართებულობა ცხადია, რადგან ადგილი აქვს პროპორციას 

„'»' რთ/? 

I 2X#" 

?9 ცხ რომ ამით გამოწ ი ომილება არის რო მაღალი რიგის ცხადია, ოო გ ვეული ცდოძილე უუ ღალ გ 
უსასრულოდ მცირე, ვიდრე ელემენტარული სექტორის ფართობი. 
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(ა) ფორმულით სარგებლობის დროს # უნდა შევცეალოთ /(0) 
ფუნქციით „#=/(მ) განტოლებიდან. 

მაგალითები. 1) გამოვთვალოთ იმ ფიგურის ფართობი, რო– 
მელიც შემოსაზღვრულია ”/--:7/0 არქიმედის სპირალის პირველი ხეეულათი 
და პოლარული ღერძით (ნახ. 225). 

ამოხსნა. აქ თ=0, ჩ-=-2X. მაშასადამე, 

–_–__- -+I( ) “+ XL. (ი) 

გ 

აძ შედეგს შეიძლება მივცეთ თვალსაჩინო ფორმულირება. სახელდობრ, 
არქიმედის სპირალის პოლარულ ღერძთან გადაკვეთის 4 წერტილის რადი– 
უს-ვექტორი 04 =/=#-2%. გამოდის, რომ 04 რადიუსიანი წრის ფარ- 

თობი ტოლია >0C/#"=4/'ი! სიდიდის. თუ ამ ტოლობას 'მევადარებთ 
(7) ტოლობას, მივიღებთ ჯერ კიდეე არქიმედის მიერ აღმოჩენილ დებუ– 
ლება: პოლარული ღერძითადა არქიმედის სპირა- 
ლის პირველი ხვეულას გადაკვეთით მიღებუ- 
ლი ფიგურის ფართობი ტოლია იმ წრის ფარ- 

1 

3. 
ლას წერტილის უდიდესი რადიუსვექტორისტო- 

ნაწილისა, რომლის რადიუსი ხვეუ- თობის 

ლია. 

2) გამოეთეალოთ 

(X--I-ყებ=იებ(- იშ    

  

ლემნისკატით შემოსაზღვრული ფართობი. 

    

ნახ. 225. ნახ, 226. 

   
ამოხსნა. ჯერ კიდევ პირეელ თავში იყო ნაჩეენები, რომ ლემნისკატის გან– 

ტოლებას პოლარულ კოორდინატებში აქეს შემდეგი სახე 

/ბ=ძთ" 00520. 

ლემნისკატი სიმეტრიელია ორივე ღერძის მიმართ, ის ნაწილი კი, რომელიც მდება– 

რეობს პირველ საკოორდინატო კუთხეში, მოთავსებულია 0>:=0 და 0=– სხიეებ ს 
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შორის, მაშასადამე, ლემნისკატის ამ ნაწილით და 0XV ღერძით შემოს აზღერული ფი- 
გურის ფართობი (ნახ. 226) იქნება ' 

I ჯ/ე ეგ ში 3 ჯ 3 
, რ" “+ ი 

- I ი6= -- | «2049 – +“ (020) ==. 
2 2., 4 0 4 

= წ 
“აქედან” #6 = ფბ 

3, სხეულის მოცულობის გამოთვლა მისი კვეთების 

ფართობების საშუალებით 

ვთქვათ, 7' სხეული მოთავსებულია X-0ი და X=-ს პარალელურ სიბ“ 

ტყეებს შორის (ნახ. 227). 0X ღერძის X წერტილში გავავლოთ აღნიშნუ- 

ლი სიბრტყეების პარალელური სიბრტყე. ?' სხეულის ამ სიბრტყით გა- 

დაკვეთისას მიღებული ფიგურის ფართობი აღვნიმნოთ #ჯ-ით. განეი- 
ხილოთ 7' სხეულის ელემენტარული ფენა, რომელიც მოთავსებულია 

0XჯXღ ძის X და X+ძX წერტილებში გამავალ სიბრტყეებს შორის. თუ ამ 
ფენს ჩავთვლით ცილინდრად, მაშინ ის წარმოგვიდგება, როგორც ძX 

სისქის ფირფიტა, რომლის ფეძეა /',. ამიტომ ამ ფენის იV მოცულობა 

იქნება #.ძX. აქედან 7. სხეულის V მოცულობისათვის ვღებულობთ 

ხ 

V=I ,იX (8) 

    
ფორმულას. ე. ი. სხეულის მოცულობა უღრის მისი 

განივი კვეთის ფართობიდან აღებულ ინტეგ- 

რალს. 

  

  
ნახ. 227, ნახ. 22წ. 

მაგალითები. 1) ვთქვათ, 7' სხეული არის კონუსი (ნახ. 228). 

ავირჩიოთ 0X ღერძად კონუსის ღერძი და მივმართოთ ის 0 წვეროდან 
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კონუსის ფუძისაკენ. კონუსის კვეთა ფუძის პარალელური ·სიბრტყით, 
-რომელიც # მანძილითაა- დამორებული წვეროდან წარმოადგენს რაიმე 

#” რადიუსიან წრეს. ამიტომ 
#,==3%/%. 

სამკუთხედების მსგავსებიდან ადვილად მიიღება პროპორცია 

, ჯ 

ჩი #V 

აქედან „= 2 X და კონუსის მოცულობისათვის მიიღება ცნობილი ფორ- 
მულა 

V= 8-. «- MI 5) =+ ჯ IM2"//. 
#”' 37 3 

2 ასევე ადვილად მოიძებნება სფეროს მოცულობა. 229-ე ნახაზზე 

სფეროს კვეთა X სიბრტყით (სადაც –/#=Xლ/ბ?) გვაძლევს წრეს, რომ- 

ლის #” რადიუსი პითაგორას თეორემის თანახმად ტოლია V/2?-+-X' სი- 

დიდისა. 

აქედან 
.. #.ლ/3?=2(/12-X"), 

ამიტომ სფეროს მოცულობა 

+ჩ 

     

  

  

  
      

ჯ +! 4 

V = – (დ-ტრ-ი %-5 = -- /299. 
ა 

რ» 
# 

რმ” ბ–- 
>ჯ 

7L 
ჯ ” 

( 

«) 

ნახ. 229. ნახ. 220. 
190



3 ორი ცილინდრის საერთო ნაწილის მოცუ- 
ლობა. ვთქვათ, საერთო /# რადიუსის მქონე ორი ცილინდრის ღერ- 

ძები ურთიერთმართობულია. გამოვთვალოთ ცილინდრების საერთო 7” 

ნაწილის V მოცულობა. მიღებული სხეულის თვალსაჩინოდ წარმოდგენა 
ძნელია, მაგრამ მოცულობის გამოსათვლელად ეს არ არის აუცილებელი. 

ვთქვათ. – არის ის სიბრტყე რომელიც ო“ივე ცილინდრის ღერძებს 
შეიცავს. 0X ღერძად ავირჩიოთ წრფე, რომელიც გადის ცილინდრების 

ღერძების გადაკვეთის წერტილში და # სიბრტყის მართობია. თუ 7 
სხეულს გავკვეთავთ სიბრტყით, რომელიც –” სიბრტყის პარალელურია 

და მისგან დაშორებულია X(-–--2=Xლ–/?) მანძილით, მაშინ ეს სიბრტყე 
გაკვეთს ორივე ცილინდრს რაიმე ზოლზე. მაგრამ ეს ზოლები ერთნაირია, 

ამიტომ ?' სხეულის კვეთა ხსენებული სიბრტყით წარმოადგენს კ ვ ა დ- 
რატს. ამ კვადრატის / გვერდი ადვილად მოინახება 230-ე ნახაზზე. 

რომელზეც გამოსახულია ცილინდრების ხედი ზემოდან”. პითაგორას 

თეორემის თანახმად 

აქედან 

(8) ფორმულის თანახმად 

+6 4+7 
V= 4 (II1:1-X-) ძX = 4 (ლ- 5 ' =19 . 

3)” 3 

საინტერესოა, რომ პასუხი არ შეიცავს არავითარ ირაციონალობას. 

4) განვიხილოთ ე. წ. ცილინდრული მონაკვეთი, ანუ 

1 სხეული, რომელიც მოიკვეთება ცილინდრისაგან მისი ფუძის დიამეტრ- 

ზე გამავალი სიბრტყით. 231-ე ნახახზე შემოვიღოთ აღნიშვნები C04=#?, 

48=#M. თუ 1' სხეულს გავკვეთაევთ 048 სამკუთხედის პარალელური 

სიბრტყით, მაშინ კვეთაში მიიღება 0,4,8, სამკუთხედი. რომელიც 

048 სამკუთხედის მსგავსია. თუ 00,=X(C–/=<X=<#) მაშინ 0,4, 8, სამ– 

კუთხედის # , ფართობი 
I 

L#,.=: > 0,4, ·4,8,. 

პითაგორას თეორემის თანახმად 

0,4,ე= #/7MXC-X, 

  

  

"+ ვთვლით, რომ ერთ-ერთი ცილინდრის ღერძი ვერტიკალურია. 
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ხოლო 0218 და 0,4,8, სამკუთხედების მსგავსებიდან გამომდინარე- 

  

ობს” . 

4,8 _თ4) 

48 ი4” 

საიდანაც 

ტ8 
4,9, = 04. 0,4,= 

,”,. -–- = “” V )2-ჯ ს V 

გამოდის, რომ 

”» ენდ ატ. 

M - M ვშ+. 2 XL 
=-- 2 #L)ძჯ= - I II-–- =“ /2M,. V | დ აძ 1 თ -) „– გ წ 

4. ბრუნვის სხეულის მოცულობა 

ვთქვათ, X=0, X=ხ, ყ=0, ყ=/(ი) წირებით ”შემოსახღვრული 
ფიგურა ბრუნავს 0X ღერძის გარშემო (ნახ. 232). გამოვთვალოთ მიღე– 

ბულე 7' სხეულეს V მოცულობა. ის ადვილად გამოითვლება (8) ფორმუ- 

ლის სამუალებით, თუ გავითვალისწინებთ, რომ 7' სხეულის კვეთა 0+X 
ღერძის X წერტილში გამავალი სიბრტყით არის /(X) რადიუსიანი წრე. 

აქედან ? 
# ჯ=- წ 464) 

და 

ხ 

V=1% I M"(X) ძX. 

ჩვეულებრივ ამ ფორმულას შე– 

მდეგი სახით წერენ 

  

სხ 

V =« | ყ'წIX (9) 
ძ ნახ. 232.     

+ სიმარტივისათვის ვგულისხმობთ, რომ /(X)>>0. ცხადია, რომ ჩ..=X/"ი) ტო- 
ლობა მართებულია მაშინაც, როცა /(X) იცვლის ნიშანს, · 
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მაგალითი. გამოვთვალოთ მოცულობა სხეულისა. რომელიც 

მიიღება 0X ღერძისა და V==5)ი XV (09-ლX<-7) სინუსოიდის ნახევარტალ- 

ღით შემოსახღლვრული ფიგურის ბრუნვით 0X ღერძის” გარშემო 
(ნახ. 220). გვექნება 

#ჯ ჯ 
. 1--C0§2 იმა 

V=ჯ | §იზჯძ;=ჟ | 1 --§952X ,, _ 2# |, _ 5)ი2« 
2 2 2 I 

  
“ #" >“ 

  

შენიშვნა. თუ ყ=0, V=ხ, X=-0, X=/C) წირებით შემოსაზღე- 
რული ფიგურა ბრუნავს 0ყ ღერძის გარშემო (ნახ. 233), „მაშინ მიღებუ– 
ლი სხეულის V მოცულობა გამოითვლება ანალოგიური ფორმულით 

ხ 

V=5 I» ძყ (10) 
    

სადაც X უნდა შეიცვალოს /(/)-ით. 

მაგალითი. ეთქვათ, ყ--იX (0>>0) 

პარაბოლის რკალი, რომელიც მოიკვეთება 

ყ=ჩM>0 წრფით, ბრუნავს 0V ღერძის გარ- 
შემო (ნახ. 234). მიღებული სხეულის მოცუე- 

ლობა (მას ეწოდება ბოუნვის პარაბოლო._ 

  

იდი) (10) ფოომულის თანახმად იქნება წას. 2ვვ. 

ა ჩ ” 

V-» | აბიყ-» (4 V ძყ ლ უს 
. 2ი 

ი გ 

#) ჟ=ეჯ? ამ შედეგს შეიძლება მივცეთ თვალსაჩინო 

: ფორმულირება, თუ გავითვალისწინებთ ნა– 

I / საზზე აღნიშნულ პარაბოლის 4 წერტილს. 

I 4 მის ” აბსცისას და ჩ ორდინატს შორის ად- 

| . გილი აქვს თანაფარდობას #=0/”. მაშკსადა– 

მე, 

    

V= 1 # # ჩ=-! > #2. 
2 ი 2 

მაგრამ #7 არის ცილინდრის მოცულობა, 

. რომლის რადიუსი არის ” და სიმაღლე ”, 

ნახ. 234. საიდანაც გამომდინარეობს 

    

  
არქიმედის თეორემა. ბრუნვის პარაბოლო- 

იდის მოცულობა უდრის იმ ცილინდრის მოცეუე- 

393



ლობის ნახევარს, რომელსაც იგივე სიმაღლე 
და ფუძის იგივე რადიუს-ი აქვს. 

გ. წირის რკალის სიგრძე 

განვიხილოთ საკითხი გლუვი" V=/ლ) (ილ=/(X=ხ) 
წირის რკალის § სიგრძის განსაზღვრის შესახებ. გამოვყოთ ამ რკალის 
ელემენტარული ·ძ§ მონაკვეთი. ვინაიდან წირი გლუვია, ძ§ მონაკვეთი 
შეიძლება მიახლოებით ჩავთვალოთ წრფივ “”“ მონაკვეთად თუ დაშტრი- 
ხული სამკუთხედის მიმართ (ნახ. 235) გამოვიყენებთ პითაგორას თეორე- 

მას, მივიღებთ. "9? 

ძ5=V (9X)?-L(ძ/)? (11) 
  

მაგრამ ძყ=Vჯ;”ძX, მაშასადამე, 

ძა=V1+ყ”,'ძX (12) 

  

  

  

ხ 

5=IVI-VV" ძ» (13) 

სადაც 

ყ'»=/' (X)- 

     
ნახ. 235. ნახ. 236. 

# გაგახსენებთ, რომ წირს ეწოდება გლუვი, თუ მის ყოველ წერტილში არსებობს 

მხები, რომელიც უწყვეტად იცვლება შეხების წერტილთან ერთად, კერძოდ, V= /(X) 
წირი გლუვია, თუ არსებობს უწყეეტი /'(X) წარმოებული. 

++ ცნობილია, რომ გლუვი წირის უსასრულოდ მცირე რკალი მისი ქორდის ეკ- 

ვივალენტურია. 
«2? მკაცრად რომ გთქვეათ, სამკუთხედის ვერტიკალური კათეტი #რყ-ის ტოლია, 

#ყ-ის ძყ-ით შეცვლისას ცდომილება უმაღლესი რიგის უსასრულოდ მცირეა. : 
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მაგალითი. მოვნახოთ. 

–_. 
ჯმ ყბ =/) 

წირის რკალის სიგრძე 

ამ წირს ეწოდება ასტროიდი?, მას აქვს 236-ე ნაახზე გამო- 
სახული სახე. ის სიმეტრიულია ორივე ღერძის მიმართ (X და / ()ვლა– 
დები განტოლებაში შედის კუბური ფესვის კვადრატის სახით 

2 

#1? =(/X. )). პირველ მეოთხედში მოთავსებული ნაწილის განტოლებაა 

2 ?M /=(ი1-,') ი4 
ასე, რომ X იცვლება 0-დან /#2-მდე, შესაბამისად ყ იცვლება /?-იდან 0-მდე. 

14) ტოლობიდან გვაქვს 

1 კ-2(8-,%(-2 2, 
„“ ი... 

> (დ. 2) ჯ წ, (15) 

აქედან ჩანს, რომ როცა 0<-X=#, წირი გლუვია, (რადგან ამ შემთხვე- 
ვაში წარმოებული უწყვეტია). თუ X=#, მაშინ ყ.'=:0, ხოლო თუ X-+90, 
მაშინ ყ.->-–-თ,. გამოდის, რომ ასტროიდი ეხება ორივე ღერძს, (15) 

ტოლობიდან ვღებულობთ 

ანუ 

> >–___. 
„შჟძშჟ"/““ი ბ იქ შ_ I. 

აქედან I მეოთხედში მოთავსებული რკალის სიგრძეა _ 

(ა 
' 

წა ალი- | ა 914%-3 #1 => #. ი
“
 

- ის კინემატიკური წარმოშობისაა, თუ წრეწირი გორავს სრიალის და გრეხეის 

გარეშე, უძრავი დიდი რადიუსიანი წრეწირის შიგა ნაწილის გასწერიე, მაშინ მისი ყო– 

ეელი წერტილი აღწერს წირს, რომელსაც ჰი პოციკლოიდი ეწოდება, ასტოოი- 
დი ჰიპოციკლოიდის ის კერძო შემთხვევაა, როდესაც რადიუსების შეფარდება 4-ის ტო- 

ლია. წირს, რომელსაც აღწერს წრეწირის წერტილი დიდი წრეწირის გარეთა 

ნაწილის გასწერიე მოძრაობის დროს, ეწოდება ე პიციკლოიდი. ყეელა 

წირებს აქვთ გამოყენება კბილანა გადაბმულობის დროს. 
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მაშასადამე, მთელი ასტროიდის § სიგრძე 

§-=6/?. 

საინტერესოა, რომ ეს სიღიდე გამოისახება /#-ის საშუალებით უფრო 
მარტივად ვიდოე წრეწირის სიგრძე, რომელიც უდრის 21:/2=-6,283.../#?, 

წ. ბრუნვის ზედაპირის ფართობი 

ვთქვათ, გლუვი ყ=/(X9>0 (ი=Xლ=ხ) წირის რკალი ბრუნავს 0X 
ღერძის გარშემო (ნახ. 237). მოვნხოთ მიღებული ზედაპირის ფართო- 

L. ამისათვის ხსენებული რკალიდან გამოვყოთ ძ§ ელემენტი, რომე- 

ლიც შეესაბამება არგუმენტის ცვლილებას Xჯ-დან (+--ძX)-მდე, თუ ამ 

ელემენტს ჩავთვლით წრფივად, მაშინ მისი ბრუნვით მიიღება წაკვეთი- 

ლი კონუსი,. რომლის მსახველია ძ§5. ამ კონუსის ფუძეების რადიუსებია 
ყ და V-L მყ. ამიტომ მისი გვერდის ზედაპირის ფართობი იქნება 

% IV-IL-(/+–-ძყ))ძ§==2-//05-I- 1Iძ//ძ§ (16) 

ცნობილია, რომ განსახღვრული ინტეგრალის გამოყენების დროს უმაღ- 

ლესი რიგის უსასრულოდ მცირეები წეიშლება უგულებელვყოთ. რად- 
განაც (როცა ძX, ძყ და 0§ უსასრულოდ მცირეებია) ძ/ძ§ ნამრავლი არის 
უმაღლესი რიგის უსასრულოდ მცირე (16) გამოსახულებასთან შედარე–- 
ბით, ამიტომ ის შეიძლება უგულებელეყოთ და (16) ტოლობიდან მივი– 

ღებთ 
ძ L=27Xყძ5. (17 

მაგრამ (12) ტოლობიდან 

ძ5=V1-L#” 2ძX 

    

   
    ს

ს
ა
ხ
ხ
ლ
 

    

II
II
II
II
L>
 

  

ნახ. 227 ნახ. 238, 

# წაკვეთილი კონუსის გვერდის ზედაპირის ფართობი ტოლია XVC-L #)/ სიდიდისა, 

სადაც / მსახველია, ხოლო / და /? ფუჭეების რადღიუსებია (ნახ. 238). 
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აქედან და (17) ტოლობიდან ვღებულობთ 

(18) 

  

ხ 

L=2M(VVI+ძ+ რ: 
  

სადაც V=/() და V”.=/”(X). 
2 2 2. 

მაგალითი. გამოვთვალოთ X” -L ყშ= '-§) ასტროიდის 0» ღერ- 
ძის გარშემო ბრუნვით მიღებული ზედაპირის ფართობი L. 

ამოხსნა. ზემოთ უკვე მივიღეთ, რომ ასტროიდის პირველ მე- 
ოთხედში მოთავსებული რკალისათვის 

( ვ ' 
+ -=)? “უუი ე). ' VI + ყ, '=Mჯ% X. 

ამ რკალის ბრუნვით მიიღება საძიებელი ზედაპირის ნახევარი, საი- 

დანაც 

4 
'-ვ . -ღ 

(-+I(27- 7) პჯ შძC. 
ბ 

მოვახდინოთ ჩასმა X=/2?/3. მაშინ 

3 
, 3 წ _– 

#,=12 ი I? (| – (ე? Iძ,=6»#" 1 (1-1? 40", 
0 

აქედან 

ხ=- 664) – 0 ტ>) =17 „ი. =- = (1 – 1)” |, = 

შენიშვნები. 1) (181 ფორმულა გვაძლევს L ფართობის მნი– 

შენელობას მხოლოდ იმ შემთხევევაში, როდესაც I(X>>0. თუ /!(X)=0, 

მაშინ ინტეგრალის წინ უნდა დავწეროთ „--“+ ნიშანი. თუ Vყ-=/(X) წირი 

X=0თძ და X=ხ საზღვრებში ჰკვეთს აბსცისათა ღერძს, მაშინ I0ი,ხI) უნდა 

დაიყოს ისეთ ნაწილებად, რომლებზეც /(ჩი) ფუნქცია ინარჩუნებს ნი- 
შანს და თითოეული მათგანისათვის გამოეიყენოთ სათანადო ფორმულა. 

2) ზოგჯერ (18) ფორმულას ასეთი. სახით წერენ 

  

ხ 

სადაც ძ და ხ არის ჯაბსცისის და არა §'რკალის ცვლილების საზღე– 
რები. 

397



შემთხვევა როდესაც წირის განტოლება მოცემულია 

პარამეტრული სახით 

ს 

#= | ყძX, V = ს წ ყშძX (20) 

ფორმულების გამოყენება შეიძლება მაშინაც, როდესაც წირი მოცემუ- 

ლია პარამეტრული სახით 

X=XC,), ყ==ყ(ი9 (ილIლთ, 

ამასთან, როცა 7 იზრდება #-დან ძ-მდე, მაშინ X იზრდება თ დან ხ-მდე. 

საჭიროა (20) ფორმულებში მოვახდინოთ ჩასმა X=-X(C), რაც გამოიწვევს 

ყ-ის შეცვლას V(ე)-თი, ძ და ხ საზღვრები უნდა შევცვალოთ ი და 0 
რიცხვებით სათანადოდ. 

რაც შეეხება რკალის სიგრძეს და ბრუნვის ზედაპირის. ფართობს 

ხ ხ 

§-IVI + ყ,“ ძი, #L=2%| VV1+ ყა”? ძX. (21) 

აქ X=X() ჩასმა გამოიწვევს ჩასმებს 

, 

ყ” > =7', ძიძX=X", ძI, 

    
  

X, 

საიდანაც” 

V1-+9ყ.”ძX=VX, >+Vყ,” % (22) 

და (21) ფორმულები მიიღებს შემდეგ სახეს 

92 

§=| VX, "4 ია 
ა 

- - ” 

ხ- 2. VVX 6-9 « (24) 
ი     

მაგალითი. მოეძებნოთ #, V, § და #L 

X=Iბ(---50 ე), #M=/2(1--ილი0- ე) (0<-7=2%) 

ციკლოიდის ერთი რკალისათვის. 

” (22) ფორმულა უფრო მარტივად მიიღება უშუალოდ ძვ = /(0X)3?-I (7V)” ფო- 

რმულიდან და ძX=X/ი!, ძყ=ყ/ “იძ! ტოლობებიდან. 
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ამოხსნა. ცხადია, რომ ძX=-/2ბ(1-–C00§ 7). მაშასადამე, 

2 - 2 

#= I ყძ+; = | I0-–Cთა /)"ძ(= 
0 0 

  

2X# 

=/ |C60-2ია I-+ = ძ/:=3ჯ /2?. 

ი 

  

ანალოგიურად 

2 2» 

V=I | ყ?ძX = ჟI/23 I-ი 1)!ძჯ= 
C ბ 

2ჯ 
=1V9| (1--3005 -L3 C0§?/- (0591!) ძ/ => 5ჯ? /21, 

0 

შემდეგ , ... 
X,=I/%(1-–005 6), ყ, = 51ი L, 

საიდანაც 

VX, ?+Vყ,?2=/V0-–005 /)1+ §I/=#%V2(1-–005/) = 

=2 მი CL · 
2 

მაშასადამე, 

9% 
( 7 17 

§=2 I – თI=4/ (–თი 7 =8 I, 
2 2 (0 

ს 

ბოლოს, 

2» 2ჯ ! 

L=2 | ყ VX, > + ყ,? ძ! = 4» M) (1 –0050 51ი-– ძ(= 
0 9 

კ , 

<8» | «ია 2 იძ. 
9 

თუ 1-ს შევცვლით 2დ-თი, მივიღებთ 

L = 16% #L" | §II1 დძდ=––-16# | (1––005“დ) (C05დ) = 
9 0 

# 

  

ე 

=-–-16ჯ #1? | 2 –“- : 
0 
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64 
L == –- ჯI02091.. 3 ? 

"ამგვარად, 

#=:3Xი", V=5X2"/92მ, §=8!11, #-2 1LC/2?, 

„8. რკალის სიგრძე პოლარული კოორდინატებით 

ეთქვათ, საჭიროა #:=/(0) წირის რკალის სიგრძის გამოთვლა, სადაც 

«=<-0ლჩ. 

დუ 
X=7/ 0050, ყ=7/ 5ი0 (25) 

ფორმულების საშუალებით გადავალთ დეკარტის კოორდინატებზე მა- 

შინ (259) ტოლობები, სადა) ”=/ (0), წარმოადგენს მიღებული წირის 

პარამეტრულ განტოლებებს, პარამეტრის როლს ასრულებს 0 კუთხე. 

ასეთ შემთხვევაში 

Xც =!ც C050 --/ 5100, Vყც =Iი 5II10-LI C050, 

საიდანაც 

Xვ +ყც "=/ც +”. 
მაშასადამე, (23) ფორმულა მოგვცემს 

ჩ _ _ _ 
§=|I V/ცგ ”-I-/“ ძმ (26) 

    
მაგალითი. ვიპოვოთ 

7=0(1-+-C-050უ) (ი>0, 0<-0<-:27) 

წირის სიგრძე. 

ამ წირს (მს ეწოდება კარდიო- 

იდი) აქეს 239-ე ი ნახახხე მოცემული 

სახე. რადგანაც 

” ც==--ძ 5100, 

  
? კარდიოიდი არის ეპიციკლოიდის კერძო სახე, როდესაც მოძრავი და უძრავი 

წრეწირების რადიუსები ტოლია. 239-ე ნახაზზე მარცხენა წრეწირი უძრავია, კარდიო“ 

იდღს აღწერს /# წერტილი, 
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ამიტომ 

#”ც “ + /? = ძი" (§Iი”0 + 1 + 2ლ05ს + C05“0) == 

2 LL ი 90 = 2თ" (1-+-C0§ 0) = 4 თ”ლ0§ > · 

გამოდის რომ 

2 2» 0 

(+- (წ 4ი" Cი8' -2- ძ0მ=2ძთ | 005 -> ძ0=0. 

0 0 

ეს შედეგი უაზრობას წარმოადგენს. 

 ·- 0 

საქმე იმაშია, რომ 4 40“ C05“ + -ის 20 005 2 – ით შეცვლის 

დროს ვუშვებთ შეცდომას. ეს შეცვლა კანონიერია როცა 0=<0ლV, 

მაგრამ როცა #<0<2#ჯ უნდა დავწეროთ 

40" -0 2 9 თ" 005 -ც- = –- 20005 -- · 

მართლაც, V#4ბპ=4 ტოლობა მართებულია მხოლოდ მაშინ, როცა 

4>0, ხოლო როცა 4<20, გვაქვს /4:=--4. იი > ფუნქცი- სწო- 

რედ დადებითია I0,1I შუალედში და უარყოფითი |X, 20) შუალედში, 
ამიტომ სწორი ამოხსნა ასეთია: 

#ჯ 2ჯ „ა„'V„ე'ეხLეააეაეა'. 

§=: I“ 4ი" 605“ -- ძმ + | / 4ც? იი8! -” ძ0= 

0 ჯ 

2, ჯ 0 I 0 

<2 |5თ 2 ძ0–2თ | 005 2 ძმ, 

” 

საიდანაც 

- 01 - 0 2 
ა= 4 აი 2) უ42 «ი 2) =40+40=80. 
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§ 4. განსაზღვრული ინტებრალის გამოყენება 

მექანიკაში 

1. სტატიკური მომენტები და ინერციის მომენტები 

მექანიკაში მნიშვნელოვან როლს ასრულებს მატერიალური 
წერტილის ცნება, ე. ი. ისეთი სხეულის ცნება, რომლის განხომი– 

ლებები იმდენად მცირეა, რომ მას ვთვლით გეომეტრიულ წერტილად, 

მაგრამ ამავე დროს მხედველობაში ვღებულობთ მის მასას. 

მატერიალური / წერტილის ინ ე რ ციის მომ ე ნ ტი 0 

წერტილის მიმართ (ან 0X წრფის მიმართ, ან X/ სიბრტყის მიმართ) ეწო– 

დება /# წერტილის /! მასისა და 0 წერტილამდე (შესაბამისად 0Xჯ წრფემ- 
დე, ან X/ სიბრტყემდე) ძ მანძილის კვადრატის ნამრავლს, ე. ი. 

ჰი=/10" (მესაბამისად #/,=Mმ, I»„.ც=//ძ“). 

ანალოგიურად შემოაქვთ წერტილის სტატიკური «% (შესაბა– 

მისად 5», 5:ყ) მომენტის ლცნება 0 წერტილის (შესაბამისად 0X 
ან XV) მიმართ. ამ შემთხვევაში /I წერტილის #1 მასა მრავლდება ძ მან– 

ძილზე: 

5ი-=/იმ §-=ჩწმს ა5.ც=/!რ 

მაგრამ აქ ვითარება უფრო რთულია, ვინაიდან რამდენიმე /VM, /M”,..- 

მატერიალური წერტილის განხილვის დროს, სასარგებლოა ძ, ძ”, 

მანძილების აღება გარკვეული ნიშნით. თუ ლაპარაკია 5: მომენტზე და 

მატერიალური წერტილები მოთავსებულია ღერძზე, რომელიც შეიცავს 

0 წერტილს, მაშინ ხსენებული ნიშნის გარკვევა ადვილია. ამისათვის 

საჭიროა, ეს ღერძი მივიჩნიოთ კოორდინატთა ღერძად, 0 წერტილი 

კოორდინატთა სათავედ, ხოლო ძ ჩავთვალოთ /I წერტილის კოორდი- 

ნატად (ნახ. 240). მაგრამ თუ /#/I წერტილები მდებარეობენ სიბოტყეზე, 
ან სივრცეში, მაშინ არა გვაქვს არავითარი საფუძველი იმისა, რომ 
ძ მანძილებს მივაწეროთ ესა თუ ის ნიშანი, ამიტომ წერტილების ამ მდება- 

რეობისათვის 50 მომენტს არ განიხილავენ. ანალოგიურად, 5 ჯ მომენტი 

შემოაქვთ მხოლოდ მაშინ, როდესაც /I წერტილები მოთავსებულია 

      

“ #V – 

, | 
# > 

მ>0მ მ ” 
#MV # 7 

ნახ, 240. ნახ. 241. ნახ. 242. 
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სიბრტყეზე, რომელიც შეიცავს 0X ღერძს. ამ შემთხვევაში 0 წერტილზე 
ავლებენ კოორდინატთა 0V ღერძს 0X ღერძის მართობულად, და ძ-ს განი– 
ხილავენ, როგორც / წერტილის V ორდინატას (ნახ, 241). როდესაც მა– 
ტერიალური წერტილები სივრცეშია განლაგებული, 5» მომენტს ღერძის 

მიმართ არ განიხილავენ. პირიქით, 5 ყ, მომენტი ამ შემთხვევაში შემოაქვთ 

სავსებით ბუნერივად, თუ ძ-ს ჩავთვლით /M წერტილის 2 კოორდინატად, 
რომელიც აითვლება 072 ღერძის გასწვრივ, სადაც 7 მართობია XV სიბ“- 

ტყის (ნახ. 242.) 

სასრული რაოდენობის წერტილისაგან შეღგენილი მატერიალური 
სისტ ემის მომენტი (სტატიკური ან ინერციის) წერტილის მიმა”თ 

(შესაბამისად ღერძის, ან სიბრტყის მიმართ) სისტემის წერტილების ერთ- 
სახელა მომენტების ჯამის ტოლია თუ მასები განაწილებულია 

უწყვეტად, მაშინ ჯამის ნაცვლად განიხილავენ ინტეგრალს. 
განვიხილოთ მაგალითები. 

1 წირის მომენტები. განვიხილოთ მატერიალური V=/(X) 
(ილX=სხ) წირი ჩავთვალოთ ის ერთგვაროვნად, ვიგულისხმოთ, 
რომ სიმკვრივე ? ერთის ტოლია. მაშინ ჩვენი წირის ნებისმიერი რკალის 

მასა მისი სიგრძის ტოლი იქნება. ავიღოთ წირზე (X, ყ) წერტილი (ცხადია, 
რომ X და # დაკავშირებულია განტოლებით (/=/(X)). ამოვჭრათ წირიდღან 
ელემენტარული მონაკვეთი, რომლის სიგრძე ძ§5-ის ტოლია და რომელიც 
შეიცავს (X, #): წერტილს. თუ ჩავთვლით, რომ ამ მონაკვეთის მასა (ძ§-ის 

ტოლი) მოთავსებულია V, #) წერტილში, მაშინ მისი მომენტები („ელე– 

მენტარული მომენტები“) ცხადია, იქნება (ნახ. 243) შემდეგი სიდიდე– 

ების ტოლი: 

ძა,=ყძას რძ5,=Xძა5, ძჰ,=ყ'ძ ძჰI,=X"ძ5, ძ/ა=(X"-L- ყ')ძა. 

მთელი წირის მომენტები მიიღება ამ მომენტების შეკრებით. მაგალითად, 

სტატიკური მომენტი 5. 0X ღერძის მიმართ მოცემულია. ფორმულით 
  

: ს 
5; =|I ყძ§ (1) 

      
აქ V უნდა შეიცვალოს /(X)-ით, ძა=V1+-Vყ, “ძა, თ და ხ X აბსცისის 

ცვლილების საზღვრებია ვიპოვოთ 

ყ=V#" -X C–/ლXღი9#ჩ). 

· როცა მასა განაწილებულია წირის გასწვრივ, მამ«ნ სიმკვრივე განიხილება, რო- 

გორც "რკალის მასისა და სიგრძის შეფარდება. V 
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ნახე ვარწრეწირის სტატიკური მომენტი. 

  

_ # #” 
, ==–=– 1 ', “ == ____–_––>კ>კკაშ“დ<ეგებ 

ყ. V CI --X> +ყ,” 1+ ი. 12? - ჯ? 

XძX 
ძა= -– ––– 

VIII-X 

და ამიტომ · 

+/ჩ? მძ. 

8 | (C-» წ5=5-=2- 1 =2/ (2) 

I. ბრტყელი ფიგურების მომენტები. ამ მაგალი- 
თებში ვთვლით, რომ მასა თანაბრად არის განაწილებული ამა თუ იმ 
ბრტყელ ფიგურაში. ამასთან სიმკვრივე (ე. ი. მასის შეფარდება მის 
ფართობთან) ერთის ტოლია. 

  

  

        
    ! 

I მ 
7 ი« რი +  <–I 

ნახ. 243. ნახ. 244, 

1) ვიპოვოთ 5) და #.კ მომენტები მართკუთხედისათვის, რომლის 

ფუძეა ძი, ხოლო სიმაღლე #, მისი ფუძის მიმართ. 

ამოხსნა. გამოვყოთ მართკუთხედიდან ფუძის პარალელური 
ძ2 სიგანის ელემენტარული ზოლი (ნახ. 244), რომელიც ფუძიდან 2 მან– 

ძილითაა დაშორებული. ზოლის მასა ტოლია მისი თძ2 ფართობისა, ხოლო 

მისი ყოველი წერტილიდან ფუძემდე მანძილი ტოლია 2-ის. ამიტომ 

ძ5ა=079ძ2, ძ) ა=ძ2“ძ2. 

აქედან 

3-=| ძ2შჰ2, I»ი»ი= I თ2“ძ2, 
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ანუ 

  

1 1 
ზე= -- 0M?, ჰი= 8 ვ 2 ! ი 3 იჩ (3) 

  

2) ვიპოვოთ /# რადიუსიანი წრის ინერციის მომენტი #0 ცენტრის 

მიმართ. 

ამოხსნა. გამოვყოთ წრიდან ელემენტარული რგოლი ცენტრით 
0 წერტილში, რომელიც მოთავსებულია # და ”-9/ რადიუსებიან წრე– 

წირებს შორის (ნახ. 245). რგოლის ფართობი ტოლია 2#X/ძ” რიცხვის 
და ყველა მისი წერტილი დაშორებულია 0 წერტილიდან / მანძილით. ამი- 

ტომ 

ძჰ/ა==21L2ძV/, 

საიდანაც 

  

ნახ. 245. ნახ. 246. 

ვ) მრუდწირული ტრაპეცია შემოსაზღვრულია X=-0, ჯ=ხ, V=0, 

ყ=/(9>0 წირებით. ვიპოვოთ მისი მომენტები §5,, 5,კ, V#., V#ყ- 

ამოხსნა. გამოვყოთ ტრაპეციიდან 0ყ ღერძის პარალელური 
ძX სიგანის ელემენტარული ზოლი, რომელიც ამ ღერძიდან დამორებუ- 

ლია X მანძილით (ნახ. 246). ამ ზოლის ყველა წერტილი ერთნაირად არის 
დაშორებული 0ყ ღერძიდან, ამიტომ (რადგან ზოლის ფართობია V9X) 

ძვ,=XV/ძ  ძI,=X"ყძ», " 
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საიდანაც 

ხ ხ 
5ე=Xყძ,ი  ჰ,=|I X'ყძ. 

ძ 4 

იმისათვის, რომ ვიპოვოთ ზოლის მომენტი “0X ღერძის მიმართ, ეს 

ზოლი ჩავთვალოთ მართკუთხედად. მაშინ შეიძლება ვისარგებლოთ (3) 

ფორმულებით, სადაც M-ის მაგივრად შეეიტანოთ ყ, ხოლო თ-ს მაგივრად 

ძX. ეს გვაძლევს 

ძვ,=-' ყშძი, ძჰ/,=-1 ყბძX ” 29 , X-– 39 · 

ახლა საკმარისია შევაჯამოთ ეს ელემენტარული მომენტები. მაგალი–- 
თად 

1 . 
§5.= -- | ყ?ძ (4) | #» 

  
ვიპოვოთ იმ ნახევარწრის: სტატიკური მომენტი 5. , რომელიც შემო- 

სახღვრულია ქვემოდან 0Xჯ ღერძით, ხოლო ზემოდან 

ყ=VIII-; (C–9Cლ»ლ§7/) 

ნახევარწრეწირით. 

(4) ფორმულა გვაძლევს: 

1 + 1 9 )+." 2 §,.=-- ი არ ქ. 1 | ეი. X = +“ ჯმ. 5 > | (7 X”) ძX უც. 3) „8 # (5) 
–ი · 

II. სხეულების მომენტები. ამ ჯგუფის მაგალითებში 

განიხილება მატერიალური სხეულები. ვგულისხმობთ, რომ ეს სხეუ- 
ლები ერთგვაროვანია და აქვთ ერთის ტოლი სიმკვრივე 5. 

1) ვიპოვოთ კონუსის სტატიკური მომენტი და ინერციის მომენტი 

მისი ფუძის მიმართ. 

აღვნიშნოთ კონუსის ფუძის რადიუსი #-ით, ხოლო სიმაღლე II/-ით. 

გამოვყოთ კონუსიდან ფუძის პარალელური ძX სისქის ელემენტარული 
ფირფიტა, რომელიც ფუძიდან X მანძილითაა დაშორებული (ნახ. 247). 

  

L აქ სიმკვრიეე არის სხეულის მასისა და მ ოც ულობის შეფარდება. 
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თუ ფირფიტის რადიუსია /, მაშინ სამკუთხედების მსგავსებიდან მიეი– 

ღებთ 
+  I-X 

წა M ” 
  

აქედან / -= ა-ი და ფირფიტის მოცულობაა 

MმქX= (II ––X) ძX. 
#M! 

ფირფიტის ყველა წერტილი დაშორებულია კონუსის ფუძიდან ჯ მანძი– 

ლით, ამიტომ 

ა 

L # 2. 
ძა=X# – (7-X)?XV ძჰ=5 –- (#1 -–-X)?X ძა. წ | X)? XთX 6.5 ( ) 

გამოდის, რომ 

”I 

| (9 – X)? X'ძX. 

0 

ე. ი. 

” 

§=»1 | თ –ა?აძი ჰ=X IL 
M" · 

რ 

1 1 
= –- თ # MI; /= -- 1I2"/7/9 (6) 5 თ დ IM 2 ჯი 

| 

| 7:19): 

| 
| 

          
  

      

” I) 
გ ' II )! ჩ 

222 2> 22 II) ' ' _ 
I L ქა) ს > წ I 

ჯ. ა) : 

-–-+-- 1 

# _ –-რ 

ნახ. 247. ნახ. 248. 

2) ვიპოვოთ კონუსის ინერციის მომენტი მისი ღერძის მიმართ. 

გამოვყოთ კრნუსის ფუძიდან ელემენტარული რგოლი, .„ და #”+ძ/ 
რადიუსებიან წრეწირებს შორის, რომელთა ცენტრი კონუსის ფუძის 
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ცენტრს ემთხ;ვევა (ნახ. 248). თუ განვიხილავთ ცილინდრულ ზედაპირებს, 
რომელთა მიმმართველი წირები ეს წრეწირებია, ხოლო მსახველი კო- 
ნუსის ღერძის პარალელურია, მაშინ მათ შორის მოთავსებული იქნება 

ელემენტარული სხეული. ამ სხეულის მოცულობაა 2XV/ძ/ · /ს სადაც MI 
სხეულის სიმაღლეა. სამკუთხედების მსგავსებიდან გვაქვს 

” ”.. 

” ჯ ” 
  

საიდანაც 

ყ 
ჩ=-- (?–-/ 2 ა) 

ძV == 21 %, (I–;) ძ,. 

გამოყოფილი ელემენტარული სხეულის ყოველი წერტილიდან კონუსის 
ღერძამდე მანძილი ”/-ის ტოლია, ამიტომ 

ძ)=2» % „XC ეძ. 
მაშასადამე, 

“I 

” 1 
#=27- -- ბ%I-–- ეძ = -- III. ი % | »)ძ კ ბ 

6 

განვიხილოთ ამ ამოცანის მეორენაირი ამოხსნა, როგორც დავინახეთ, 
M რადიუსიანი წრის ინერციის მომენტი თავისი ცენტრის მიმართ 

24 „ჩ+ის ტოლია. თუ კონუსს დავშლით ელემენტარულ ფირფიტე- 
2 
ბად, როგორც ეს გავაკქთეთ წინა მაგალითში, მაშინ ერთი ფირფი- 

ტის (4X სისქის) ინერციის მომენტი კონუსის ღერძის მიმართ აა -ის 

ტოლია (რადგან შეიძლება ვიგულისხმოთ, რომ ფირფიტის მასა წრეში 

განაწილებულია თანაბრად). მაგრამ 

,=5 (9 –#X- 

მაშასადამე, 

ჯ I) ' «2 I (9-5. 1 , 
„ტე 11ის “ I», 

“> .1თ- ი ძ«= –-„ | C I 160. 
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3) ვიპოვოთ /? რადიუსიანი ბირთვის ინერციის მომენტი მისი ცენტრის 

მიმართ. 

გამოვყოთ ბირთვის „ელემენტი“, რომელიც მოთავსებულია ორ კონ- 
ცენტრულ / და #+ძ” რადიუსებიან ბირთვულ ზედაპირებს შო“ის, ასეთი 

ელემენტის მოცულობა ტოლია ბირთვული ზედაპირის ფართობისა 47/? 

და ამ „ელემენტის ძ/” სისქის ნამრავლის. 

რადგან ხსენებული ელემენტის ყოველი წერტილი ბირთვის ცენტრი- 

დან /” მანძილითაა დაშორებული, ამიტომ ძჰ =4:V"'ძ” და 

7 

1- |+»“« – თ. 

0 

8. პარალელურ ძალთა ცენტრი 

ვთქვათ, მყარი სხეულის M,(X,, V), 2)), Mი(Xა, Vი, 2),---,/Mი(Xი, ყი, 2,) 

წერტილებში მოდებულია ერთმხრივ მიმართული პარალელური #ჩ), #,,... 

ჩ, ძალები". საჭიროა ვიპოვოთ მათი ტოლქმედი და მისი მოდების წეო- 

ტილი. შევკრიბოთ #, და #ე ძალები. ფიზიკიდან ცნობილია, რომ მათი 

ტოლქმედი #7” ამ: ძალების პარალელურია, ტოლია #ე-L#% ჯამისა, მო–- 

დებულია C” წერტილში, რომელიც ძევს /MI/M2 მონაკვეთზე და ყოფს 
ამ მონაკვეთს ძალების უკუპროპორციულ ნაწილებად, ე. ი. 

MC _M 
CM. ჩჩ. 

თუ გამოვიყენებთ მოცემელი ფარდობით მონაკვეთის გაყოფის ფორ– 

მულებს””, C” წერტილის »ჯ” აბსცისისათვის მივიღებთ 

წეილუანა2დ (7) 

ს 2ჩ 
ახლა #2” ტოლქმედს მივუმატოთ ჩ. ძალა. საქმე გვაქვს ისევ ორი ძა- 

ლის შეკრებასთან. როგორც დავინახეთ, მათი ტოლქმედი #2” ამ ძალების 

პარალელურია, აქვს იგივე მიმართულება, ტოლია მათი 1 + ჩე= 

=8+#ჩ.+ წე ჯამის და მოდებულია C”” წერტილში, რომელიც C" /Mვ 

” აქ /„ ძალის სიდიდეა. რადგან ყველა ძალა ერთმხრიევ არის მიმართული, ძალის 

ვექტორული ხასიათი შეიძლება სარ გავითეალისწინოთ, 

«" ეს ფორმელები X/ სიბრტყის წერტილებისათვის იყო მიღებული, VIII თავში 

დავინახავთ, რომ მათ ადგილი აქვთ სიკრცოის შემთხკევაშიუ. 
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მონაკვეთს ყოფს /“” და ჩე ძალების უკუპროპორციულ ნაწილებად. 
(7) ფორმულის თანახმად, C””” წერტილის ჯ”” აბსცისისათვის გვაქვს 

XL) LXMI%ი 
„ ა0ი+Mნ #36, “IL” 1 %რ% 

# + წე (I1+ ჩა) + ჩე 
  

ანუ 

ჯო XII -“-XM5-LXეჩე 

ჩ,+ჩწა+-ჩე 
ახლა თუ დავუმატებთ /-, ძალას, ანალოგიურად მივიღებთ ”'), #ა, #'ე და 
#,ე ძალების ტოლქმედს და მისი მოდების წერტილის აბსცისას. თუ ამ 
მსჯელობას გავაგრძელებთ მივიღებთ, რომ ძალთა აღნიშნულ სისტემას 
აქეს ტოლქმედი, რომელიც ამ ძალების პარალელურია, აქეს მათი მი- 
მართულება, ტოლია მათი ჯამის და მოდებულია CCX,, V,, 2) წერტილში, 

სადაც 
  

” ” 

MIX. #M.ყ. #2. 
=! 1 #=I =1 

ჯბჯ-- - ს ყ-–=- „--, 2=–--– (8) 
I ბჯ” 

ხ=!     

შენიშვნები 1) როგორც ცნობილია, მყარ სხეულზე მოდე- 
ბული ძალა შეიძლება გადატანილ იქნას მისი მოქმედების წრფის გასწვ- 
რივ. მაშინ ამ წრფის ყველა წერტილი როლუფლებიანია და გაუგებარია 
თუ რით გამოირჩევა C წერტილი, რომლის კოორდინატები (8) ფორმუ- 
ლებით გამოითვლება. ამ კითხვაზე პასუხის გასაცემად, წარმოვიდგინოთ, 
რომ #), #ე, ..., ჩე ძალები მოვაბრუნეთ მათი მოდების /VI), #ა,-.-, MM, 

წერტილების გარშემო (ეს უკანასკნელი არჩეულია და ფიქსირებული 
ძალების მოქმედების ხაზზე) ისე, რომ ძალები ერთმანეთის პარალელურია 

და კვლავ მიმართულია ერთი მიმართულებით. მაშინ მათი ტოლქმედი 
მობრუნდება, მაგრამ მისი მოდების წერტილი კვლავ C წერტილია, რად- 
გან (8) ფორმულებში ძალის მიმართულება ასახული არ არის. ამგვარად, 

C წერტილი განისასღვრება ორი ფაქტორით: #'» ძალების სიდიდით და მა– 

თი მოდების MV, წერტილების არჩევით, ხოლო ძალების მიმართულებაზე 

C წერტილი არ არის დამოკიდებული. ამასთან დაკავშირებით, C წერტილს 
უწოდებენ /”, პარალელურ ძალთა ცენტრს. თუ ჩვენ 
არ ვიგულისხმებთ, რომ /V,, /.,-.-., M, წერტილები აღებულია ერთსა. 
და იმავე მყარ სხეულში, არამედ ჩავთვლით. მათ სივრცის ნებისმიერ 
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წერტილებად, მაშინ #, ძალების გადატანაზე მათი მოქმედების წრფის 

გასწვრივ ლაპარაკი ზედმეტია, მაგრამ C წერტილი მოცემული (8) ფორ- 
მულებით კვლავ დარჩება „პარალელურ ძალთა ცენტრად“. 

2) თუ კერძოდ, ყველა / წერტილი ერთ სიბრტყეში მდებარეობს, 
მაშინ იმავე სიბრტყეში მდებარეობს C წერტილიც. მართლაც, თუ ეს 
სიბრტყე ჯ/ სიბრტყეა; მაშინ 2,=2კ=...=2„=0, მაშინ (8) ფორმულე- 
ბიდან ჩანს, რომ 2.=0. 

8. სიმძიმის ცენტრი 

განვიხილოთ „ მატერიალურ წერტილთა /#VM,(ი, MI, 2), 
/M-(CX, ყა?) ,---, M,(Xი, V,, 2,) სისტემა, რომელთა მასებია /I,, /ILს,---://1გ · 

მაშინ ამ წერტილების წონები წარმოადგენს პარალელურ და ერთნაი– 
რად მიმართულ ძალთა სისტემას. ამ ძალთა სისტემის C ცენტრს ეწოდე– 

ბა /,, /Mი ,..-, #,, წერტილთა სისტემის სიმძიმის ცენტრი. C წერ– 
ტილის კოორდინატები განისაზღვრება (8) ფორმულებით, სადაც /'ჯ არის 

MM), წერტილის წონა. მაგრამ /M, წერტილის წონა დამოკიდებულია მის 

Mს, მასასთან თანაფარდობით 

#MM=- II დ. 

სადაც ყ=9,81 მ/წმ? დედამიწის ზედაპირთან ახლოს თავისუფლად ვარდ- 
ნილი სხეულის აჩქარებაა. თუ (8) ფორმულებიდან მესამეში ჩავსვამთ 

#.=ისწ და შევკვეცაეთ დ-ხე, მივიღებთ 
” 

„აბ 

წი. 1 

შევნიშნოთ ახლა, რომ ჯ, MI =/M არის მთელი განსახილველი მატე– 
M#:-=1 

რიალური სისტემის მასა, ხოლო ა. MI2. ამ სისტემის 5», სტატიკუ- 

რი მომენტი X/ სიბრტყის მიმართ. გამოდის, რომ 

2- 

5 2-= 

” M (9) 
    

ასეთია სიმძიმის ცენტრის 2, კოორდინატი, როცა მასა განაწილებულია 
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სივრცეში. ხოლო თუ მასა განაწილებულია XV სიბრტყეში, მაშინ ანა–- 

ლოგიური მსჯელობით (8) ფორმულებიდან მეორე გვაძლევს 

    

| § 
ს -= > (10) 

# M 

(9) და (10) ფორმულებიდან "გამომდინარეობს, რომ 

5,ყც=M2ა+, 5„=V7VMV-, (1#» 
« ანუ 

ა სივრცითი მატერიალური სისტემის სტა- 
ტიკური მომენტი ნებისმიერი სიბრტყის მი- 
მართ არ შეიცვლება, თუ სისტემის მთელ მასას 
მოვათავსებთ ამ სისტემის სიმძიმის ცენტრში. 

ბ) ბრტყელი მატერიალური სისტემის სტატი- 

კური მომენტი რაიმე ღერძის მიმართ, რომე- 
ლიც სისტემის სიბრტყეში მდებარეობს, არ 
შეიცვლება, თუ სისტემის მთელ მასას მოვა- 
თავსებთ მის სიმძიმის ცენტრში. 

(9) და (10) ფორმულები, მაშასადამე, (11) ფორმულაცტ, ზღვარზე გადა– 

სვლის შედეგად ვრცელდება მასის უწყვეტი განაწილების შემთხვევაზეც- 
განვიხილოთ კერძო მაგალითები 
1 ბრტყელი წირის სიმძიმის ცენტრი. 1 ქვეპარა-- 

გრაფში დავინახეთ, რომ ერთგვაროვანი ბრტყელი წირის შემთხვევაში, 
რომლის სიმკვრივე ერთის ტოლია, გვაქვს 

ხ 

5,= I ყძე. 

რადგან წირის მასა მისი სიგრძის ტოლია /M#=5, ამიტომ (10) ფორ- 

მულა გვაძლევს 
სხ 

ყ.= 1 | #4 (12) 
§ 

ძი   
მაგალითი. გიპოვოთ ყ=VI2"-X ნახევარწრეწირის?” სიმში- 

მის ცენტრის ორდინატი. 

% ყოველი სიბრტყე შეიძლება მივიჩნიოთ XV სიბრტყედ. ზუსტად ასევე .ბრტყელი 
მატ. რიალური სისტემის შემთხევაში ამ სიბრტყეში მდებარე ჟოველი ღერძი შეიძლება 
ჩავთბალოთ 0X ღერძაღ, 

ა" სიმეტრიის გამო X,-==0. 
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'ამ "შემთხვევაში §=ჯ , ხოლო 5+6:=:2/M' ( (2) ფორმულის თანახ– 

მად). მაშასადამე, 

2 ყ.=“- 20,637 #. (12) 
წ; 

საინტერესოა (12) ფორმულის შედარება §3 (19) ფორმულასთან, 

“რომელიც გვაძლევს V=>/(X)>>0 წირის 0 ღერძის გარმებო ბრუნვით 

მიღებული ზედაპირის ფართობს. (19) ფორმულას აქეს შემდეგი სახე 

სხ 

ჩ::2X I ყძე. 

გამოდის, რომ ? 
ყ.= ! # 

- ოვ 2 

საიდანაც 

L=§5.2X Vყ. (14) 
  

(14) ფორმულა გამოხატავს შესანიშნავ თეორემას: 

პაპ––გულდინის პირველი თეორემა. ბრტყელი წირისღერ- 
ძის გარშემო ბრუნვით(ლოცა ღერძი არ ჰკვეთს 
წირს მიღებული ზედაპირის ფართობი წირ- 
ის სიგრძისა და მისი სიმძიმის ცენტრის მიერ 
გავლილი მანძილის ნამრავლის ტოლია. 

შენიშვნები: 1) ის პირობა, რომ წირი არ ჰკვეთს ბრუნვის 

ღერძს არსებითია. ეს პირობა 'მემოაქვთ იმიტომ, რომ L-ის ფორმულა 

"დადგენილია მხოლოდ იმ შემთხვევისათვის, როცა /(X>0. 
2) პირველად ეს თეორემა აღმოაჩინა ალექსანდრიელმა მათემატი–- 

კოსმა პაპმა (ჩვენი წელთაღრიცხვის მესამე საუკუნეში). საშუალო საუ–- 
კუნეებში ანტიკური მეცნიერების მრავალი მიღწევა ევროპაში დაიკარგა 
(მაჰმადიანურ კულტურაში ისინი რამდენადმე შენარჩუნებულ იქნა). 
მე-17 საუკუნეში ეს თეორემა ხელახლა აღმოაჩინა შვეიცარიელმა მათე- 
მატიკოსმა გულდინმა. 

თეორემის არსი იმაში მდგომარეობს, რომ თუ #, V და § სიდიდეები– 
დან ორი მათგანი ცნობილია, მაშინ მოინახება მესამეც. 

მაგალითები. 1) თუ ნახევარწრეწირი ბრუნავს თავისი დია- 
მეტრის გარშემო, მაშინ მიღებული სფეროს ზედაპირის ფართობი L= 
= 41", ამას გარდა §=IXX/. გამოდის, რომ 

40Iბ%=-XI2.2XVV/,. 

კვლავ მივიღეთ (13) ფორმულა. 
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2) ვთქვათ, იგივე ნახევარწრეწირი ბრუნავს მისი დიამეტრის პარა- 
ლელური მხების გარშემო (ნახ. 249). აქ „სიმძიმის ცენტრი აღწერს 

(1- >)? რადიუსიან წრეწირს. გამოდის, რომ ბრუნვის ზედაპირის 
7 

  

ფართობია 

L=: · 2 () – <) I? => 2X(:L-–-2) 2”. 
2L 

“ა _––_ I. მრუდწირული ტრაპეციის 
IXI სიმძიმის ცენტრი. თუ მრუდწირულ 

6 ტრაპეციაში, რომელიც შემოსაზღვრულია ჯ=0, 

X=ხ, #V=0, ყ=/,/(0>0 წირებით, მასა 

ნახ. 249 თანაბრადაა განაწილებული და სიმკვრივე ერ- 
თის ტოლია, მაშინ ამ ტრაპეციის სტატიკური 

მომენტები 5: და 5ყ გამოისახება შემდეგი ინტეგრალებით“? 

ხ ს 

8,= > | .. | XყძM. (15) 
ძ 9 

ტრაპეციის მასა ტოლია მისი ფართობისა (რომელიც შეიძლება აგრე– 
თვე ინტეგრალური აღრიცხვის საშუალებით გამოითვალოს). ყოველივე 
ეს გვაძლევს ტრაპეციის სიმძიმის ცენტრის გამოთვლის საშუალებას. 
სიმძიმის ცენტრის ორდინატი გამოითვლება (10) ფორმულით (სადაც #I იც- 
ვლება #-ით), ხოლო აბსცისა გამოითვლება ანალოგიური ფორმულით 

/ 5 
+ი= 52. 

მაგალითები. 1) ვიპოვოთ 0X ღერძითა დღა #V= VI2>-- #2 
ნახევარწრეწირით შემოსაზღვრული ნახევარწრის სიმძიმის ცენტრის ორ- 
დინატი. 

აქ M=#ჩ = – =M? და 8:= + ჩა დხ. 1 ქვეპარაგრაფის (5) ტო- 

(16) 

? ზემოთ მივიღეთ ამ ფორმულებიდან პირველი, როცა ელემენტარული ზოლი– 

სადმი გამოვიყენეთ მართკუთხედის სტატიკური მომენტის ფორმულა, ახლა შეიძლება 

მოვიყვანოთ ფორმულის, მიღების სხვა ხერხი, ზ ო ლ ი ს სიმძიმის ცენტრი მოთავსე– 

1 1 
ბულია მის შუაში, მასა ტოლია VძX ფართობის. მაშასადამე, ძ5 „= (VძX) #=- - V მ». 

2 

(ვსარგებლობთ იმით, რომ სტატიკური მომენტი შეიძლება გამოვთვალოთ მასის მოთავ–- 

სებით სიმძიმის ცენტრში). 
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მაშასადამე, 
5 

ჩ 
მკითხველი შეამ ჩნევს (13) ფორმულისაგან (რომელიც იძლევა ნახევა“– 

წრეწირის სიმძიმის ცენტრს) არსებით განსხვავებას. 

2) ვიპოვოთ Xჯ=0, X=>, ყ=0, V=ჯაIი X წირებით შემოსაზღე–- 

ყი-= = 4 IX20,424 I. 

3: 

რული ფიგურის სიმძიმის ცენტრი. 

აქ 
#/2 ჯ/? 

. 1 ·ი 4 
#= | XVX=1, 5,= -- | ჯიბაძ ==, 

2 8 
9 მ 

»/2 

3,= | ჯ5I0იXძX = 19 
ძ 

მაშასადამე, 
5” 5. #2 

X.-=-–-=!1) ხყა=--=–-. 
4 #  ზ8-. 

თუ შევადარებთ 
ხ 

ა ,= > | V"ძX, V-» | ი%- 

ძ ძ 

ფორმულებს, რომელთაგან მეორე გამოსახავს მოცემული ტრაპეციის 

0X ღერძის გარშემო ბრუნვით მიღებული სხეულის მოცულობას, ცხადია, 
ომ 

  

§,:-=-1 V. 
2X 

თუ §»ის მნიშვნელობას ჩავსვამთ 

ყ,= > – 
ფორმულაში, მივიღებთ 

V 
I _ 

#« 2##-" 
საიდანაც 

=/. 2IV-, '(1 7) 

ეს არის 

415



პაპ. გულდინისს მეორე თერრემა.ა ბრტყელი ფიგური ს 

ღერძის გარშემო ბრუნვით (როცა ღერძი ფი- 
გურას არ ჰკვეთს) მიღებული სხეულის მოცეუ- 
ლობა ამ ფიგურის ფართობისა და მისი სიმძი- 

მის ცენტრის მიერ გავლილი მანძილის ნამრაე- 

ლის ტოლია. ზ 
პირობა, რომ ფიგურა არ ჰკვეთს ბრუნვის ღერძს არსებითია. ის 

გამოყენებული იყო, როდესაც ვსარგებლობდით (15) ფორმულებიდან 

პირველით (/=)I(X)>>0 შემთხვევისათვის). 

ისე როგორც ამ ავტორების პირველი თეორემა, ეს თეორემაც გამო- 

ყენებული იქნება, როცა V, #, ყ, სიდიდეებიდან ორი ცნობილია. 
მაგალითად, თუ ნახევარწრე ბრუნავს თავისი დიამეტრის გარშემო, 

მაშინ V <= 4 ჯ/?, =- X/ბ? და (17) ფორმულა გვაძლევს #= ჩი. 
ა + 

III. სხეულების სიმძიმის ცენტრი. თუ 1' სხა-ული ერთგვაროვანია 

და მისი სიმკეროივე ერთის ტოლია, მაშინ მისი მასა მოცულობის ტოლია, 

/#/ =:V და (9) ფორმულა გვაძლევს 

2--=–--. (18) 

მაგ-ღითად, 1-ლ ქვეპარაგრაფში ვნახეთ, რომ როცა კონუსის ფუძე 

X/ სიბრტყემი მდებარეობს ((6) ფორმულის თანახმად) გვექნება: 

1 
§,სეკ=– XC 7, 

” 12 იჩ 
რადგან 

1 
=-- “IM, V 3 ჯი 

ამიტომ 

2-= –- 7 (19) 

    
ე. ი. კონუსის სიმძიმის ცენტრი ძევს მის ღერძ- 

ზე? და დაშორებულია ფუძიდან სიმაღლის ---ით 

მეორე მაგალითის სახით, განვიხილოთ /? რადიუსიანი ნახევარ- 

სფერო, იმ პირობით რომ დიამეტრული სიბრტყე ემთხვევა 

" ეს ცხადია სიმეტრიის თეალსაზრისიდან. 
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X/ სიბრტყეს. თუ ნახევარსფეროდან გამოვყოფC /-რადიუსიან ფირფი4ას 
(ნახ. 250), დავინახავთ, რომ 

ძ5 „ე = (M”/ძ2) 2=2L (/,'–– 252.2. 

აქედან 
ჩ 

5 | (#72 – 7)ძ? =- 
0 

1 
–- 71, 
4 

  

რადგან V- #29, (18) ფორმუ- 

ლიდან გვაქვს 
წახ. 259. 

§ 5. განსაზღვრული ინტეგრალებიხ მიასლოებითი გამოთვლა 

1. საკით ხი ს დაყენება 

ნიუტონ-- ლაიბნიცის ფორმულის საზუალებით რაიმე ფუნქციის გან- 

საზღვრული ინტეგრალის გამოთვლა დაიყვანება ამ ფუნქციის პირველა–- 
დის მონახვაზე. მაშასადამე. თუ ეს უკანასკნელი (ე. ი. პირველადი) არ 
არის ელემენტარული ფენქცია, მაშინ უნდა გამოითვალოს განსაზღვრუ- 
ლი ინტეგრალი რაიმე სხვა ხერხით. ზოგჯერ ეს შესაძლებელი ხდება 

განუსაზღვრელი ინტეგრალის მოძებნის გარეშე. 

მაგალითი. ვთქეათ, 

I 

I- წყოლთ ძX. 
1--C05“ჯ 

0 

აქ 
56. 

( ჯ5ი0X ! “ ძX 
) 1--005” ჯ 

არ აიღება სასრული სახით. ამ ინტეგრალის გამოსათვლელად შემოვი- 
ღოთ აღნიშვნა X>--5---2. რაც. გვაძლევს 

# ჯ 

(1–- 2) 5)I1 2 §1I1) 2 ძ? 
_ 2 <2 13 _ააეაეა-_ 

1-LC05“2 1 –-C05“2 
0 

1=- –V/. 
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მაშასადამე. 

აჰ ჯ 
· 

21--X ( §5II1 2 ძ7:-- -4C052) _ _ „(გინ (C057) |, = #. 

· 1-+ლC05“2 14-005“2 2 

საიდანაც 

/= 2 
4 

ცხადია, რომ აქ საქმე გეაქეს გამონაკლის შემთხვევასთან. საზოგადოდ, 
განსაზლვრული ინტეგრალი ისეთი ფუნქციიდან, რომელსაც არ აქვს 
ელემენტარული პირველადი,, უნდა გამოითვალოს რომელიმე მიახ- 

ლოებითი ფორმულის სამუალებით. არსებობს ასეთი მრავალი 
ფორმულა, მაგრამ ჩვენ მკითხველს გავაცნობთ ორ მათგან: ტრაპეცი“ 
ების ფორმულას და სიმპსონის ფორმულას. 

ტრაპეციების ფორმულა 

ვთქ ვათ, 

/ =| I0ეძX, 

სადაც IV უწყვეტი ფუნქციაა, თვალსაჩინოებისათვის. ჩვენ ვიგულისხ- 
მებთ; რომ ის დადებითია, მაშინ / წარმოადგენს იმ მრუდწირული ტრაპე- 

ციის ფართობს, რომელიც შემოსახღვრულია X=0ძ, X=ხ, ყ“=0, V=IV) 

წირებით. ავირჩიოთ რაიმე ნატურალური #” რიცხვი და დავყოთ LI0თ, VI /' 

ტოლ მონაკვეთად X=ძ<X,<.--<X, =ხ წერტილებით. X--X, წრფეები 

ყოფენ ჩვენთვის საინტერესო ტრაპეციას # ზოლად. მივიჩნირთ ყოვედი 

ზოლი ჩვეულებრივ მართკუთხა ტრაპეციად (ნახ. 251, სადაც /1=5). 

მაშინ, მარცხნიდან პირველი ზოლის ფართობი მიახლოებით 

M00 +) > ჯე = #4 +M  ხ-ძ 
2 2 ჩ 

რიცხვით გამოისახება, რადგან ამ ზოლს ვთვლით ტრაპეციად, რომლის 
ფუძეებია შესაბამისად /(Xი)=ყე და /(X,)=Vყ,. ხოლო სიმაღლე არის 

ხ––-ძ 
X 1--–-Xი = 

იქნება 

  რიცხვი. ანალოგიურად, შემდეგი ზოლების ფართობები 

ზ-–- 

C.+Vი -> 9 ც,+ყემ 
M”= 

  
  –ი ს ყი ს4+წ,)2-4 
2ჩ “ა შია ზი 2/M 

418



მაშასადამე, ჩვენი ინტეგრალისათვის მიიღება ფორმჟცლა: 

ხ–ძ 

ჩ 
=>   Iყი+? (V,-++VყL+-.-·-+ყ,-I) -: #1: 

თუ სიმარტივისათვის დავუშვებთ " 

ყი+-ყ, =1/ დ ყI+-ყა.+ -..+·ყ-) “ Mსა 

საბოლოოდ მივიღებთ .. 

  

ხ == 
( ძილს (7 + 2V>) 
2 ”“..   
  

  

  

        
  

(1) 

ამ მიახლოებით ფორმულას ეწო- 

ღებ ტრაპეციების ფო- ' 

რმულა. ის მით უფრო ზუს- 

ტია, რაც მეტია ჩვენ მიერარლ 4#I) # ი ი ი M« 

ჩეული /#! რიცხვი. " 

მაგალითი. გამოეთე- 2>9 4, #;: 2, #». 7,8 ჯჩ 

ლოთ ნახ. 251. 

' 
/=- | X'ძX. (2) 

მ 

ამ ინტეგრალის ზუსტი მნიშვნელობა ადვილად გამოითვლება 

,I=- | | X-ძXI1= 
  

-შ 

XI _ 1 _იძვქვვ,. 
31 3 

მაგრამ ჩეენ. გამოვთვლით მას ტრაპეციების ფორმულის საშუალებით, 

„ რიცხვის არჩევა ჩვენხეა დამოკიდებული. ავიღოთ /=5. რადგან 

ყ=X?, 0=0, ხ=1. ამიტომ გამოთვლები შეიძლება ვაწარმოოთ შემდეგი 

ცხრილის საშუალებით: 

XI Vყ XV .--=-0+1=1 
ი |) 0 X.ე=0,04-+0,16-I-0,36.+0,64=1.2. 
0,2 | 0,04 V „.+2 /ცა=3,4. 
0.4 | 0!16 «X ხშ 
0,6 | 0,36 მაშასადამე, 1) 

6 3.4 0,8 | 0,64 /-3-4_ი,ვ4. 
10 

# V აღნიშნავს კიდურ და საშუალედო ორდენატებს. 

«+ ზემოთ გაკეთებული შენიშენა. /(X)>0 არ არი“ არსებითი,



რადგან ინტეგრალის ზესტი მნიშვნელობაა 0,3331,.. , ამიტომ აბსო– 

ლუტური ცდომილება ნაკლებია 0,007 ხოლო ფარდობითი ცდომილება 

  ნაკლებია 9 

კითხის შესწავლისას ეს სიზუსტე საკმარისია. 

პრაქტიკაში ინტეგოალის ზუსტი: მნიშვნელობა არ არის ცნობილი. 

ისმება კითხვა, როგორ შევაფასოთ (1) ფორმულის სიზუსტე? ამისათვის 

ჩვეულებრივად ზრდიან M-ს და ხელახლა თვლიან ინტეგრალს მიახლო- 

ებით თუ გამოთვლის შედეგები მიღებული სიზუსტის ფარგლებში, 

ერთმანეთს ემთხვევა, მაშინ ხშირად ეს მოწმობს, რომ მიღწეულია საჭი– 
რო სიხზუს ტე. 

დავუბრუნდეთ ჩვენს ინტეგრალს, გამოვთვალოთ ის (1) ფორმულის 
სამუალებით იმ პირობით, რომ /1:=10: 

'წ,.ა=1, Xს.3=2,85, X | V 

XV --2ყსაუ= 6,7, 0 0 

/=.5? = 0,335, 0,1, | 0,01 
20 0,2 | 0,04 

0,3 | 0,09 
0,4 | 0,16 

0,5 | 0,25 
0,6 | 0,36 

0,7 | 0,49 
0,8 | 0.64 
0,9 | 0,81 

1 1 

2. =0.021, ე. ი. ნაკლებია 2,1%. "მრავალი ტექნიკური სა- 

  
თუ შმევადარებთ /-ს მნიშვნელობებს, რომლებიც შეესაბამება /1=5 და 

I1-210. მივიღებთ 

I.=0,240, ჩ)-=0.335, 
დავინახავთ, რომ ისინი განსხვავდებიან 0,005-ით. 

თუ დავუშვებთ, რომ ინტეგრალის ზუსტი მნიშვნელობა თუნდაც 

უხეშად ემთხვევა მიახლოებით მნიშვნელობას (ანუ, თუ დავუშვებთ, 

რომ /=0,3), დავინახავთ, რომ როცა /ა-ს ეცელით /ც-ით, ფარდობითი 

  ცდომილებაა 3 5 0, 02=2%. თუ ?!“რაქტიკული ანგარიშის დროს. 

რომლისთვისაც საჭიროა (2) ინტეგრალის გამო თგლა, დასაშვებია ჯღნიშ- 

ნული ცდომილება, მაშინ შეიძლება დავკმაყოფილდეთ /-ს ნაპოვნი მნი- 
შვნელობით , ამასთან, რასაკვირველია უმჯობესია მივიღოთ /-ს მნიშვნე- 
ლობად /7/,კ:=0,335. ჩვენს შემთხვევაში, როცა ზუსტი მნიშვნელობა 
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/=- =0ფვვვ აბსოლუტური ცდომილება <0,002 და ფარდობი- 

თი ცდომილება <20,006 ანუ <0,6%. საპასუხისმგებლო შემთხვევებში 

რეკომენდებულია კიდევ ერთი საკონტროლო შემოწმება. 

შენიშვნა. უფრო სრულ კურსებში მტკიცდება, რომ (1) ფორ- 

მულის აბსოლუტური ცდომილება არ აღემატება 

# (ნ-– ი) 
12 „I? 

რიცხვს, სადაც /C არის |/' (XII-ის უდიდესი მნიშვნელობა IV, ი) შუა- 

ლედში. 

  

ვ. სიმპსონის მცირე ფორმულა 

იმ შემთხეევაში, როდესაც V==/(X) წირი X-=0 ღა X=ხს წკრტილებს 

შორის ნაკლებად მოღუნულია, 

ხ 

I= I I(0 იჯ 

ინტეგრალის მიახლოებითი მნიშვნელობა გამოითვლება ძალიან მარტივი 
ფორმულით. დავუშვათ, რომ /(9) დადებითია და გამოვთვალოთ ი/4 8 
მრუდწირული ტრაპეციის ფართობი ( ნახ. 252). ამისათვის დავყოთ 

(ი, ხს) შუალედი C = ილ წერტილით შუაზე და C(C /(Cთ) წერტილში“ 

გავავლოთ V=:/(X) წირის მხები. ამის შემდეგ IV, სხ) შუალედი დავ- 
ყოთ ი დღა 0 წერტილებით სამ ტოლ ნაწილად და გავავლოთ ამ წერტი- 

ლებში X=/ და X=ძ წრფეები. ვთქვათ. /> და 0 ამ წრფეების და მხების 

გადაკვეთის წერტილებია. თუ შევაერთებთ #4 და #2, 8 და C0 წერტილებს, 
მივიღებთ სამ მართკუთხა ტრაპე- 
ციას 

ი4#Mი, 00900, 0იC წხ. 

ჩვენთვის საინტერესო მიახლოებითი 
ფორმულა მიიღება,თუ 0/ 8ხ მრუდ- 
წირული ტრაპეციის ფართობს შევ- 

ცვლით მიღებული სამი ტრაპეცი- 

ის ფართობების ჯამით, ანუ თუ და- 

ვუშვებთ ნახ. 252. 

ი4+ი#”. ს–ი_ ხ#-L0ი0 ,ხ–ი_ 00+ხ8 "ხ–რ 
2 ვ 2 ვ 2 ვ. 

  
72   
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საიდანაც 

,>ხ-4ი. |ი#+-2(000+-იძ0) Lხ81. (3) 

შევნიშნოთ, რომ 

04:=/(ი)=–ყა, ხ0,8-=)/(ხ)=ყჯ. 

#7 ღა ძC0 მონაკვეთები არ წარმოადგენენ /5==/(X) წირის ორდინატებს, 
რადგან #7 და C0 წერტილები მდებარეობენ არა ამ წირზე, არამედ მის 

მხებზე. მაგრამ ჩვენ გვჭირდება არა ეს მონაკვეთები, არამედ მათი ჯამი, 

რომლის პოვნა ადვილია რადგან ტრაპეციის შუამონაკვეთი ტოლია 
მისი ფუძეების ნახევარჯამისა, ამიტომ ' 

ეო“. 
მაშასადამე, #//2+ იC0=2ყ,, და (3) ფორმულა ღებულობს შემდეგ სახეს 

  

ს 

  

  

  

ხ–- 

| „თი> -- (ყი ++ 4ყ. + ყა) (9) 
“ი 

ძ+ხ , , 
აქ C= 2 8 C)) ფორმულას ეწოდება სიმპსონის მცირე ფორ- 

მულა. 

შესანიშნავია ის გარემოება, ოომ ეს ფორმულა აბსოლე- 

ტურად ზუსტია ყოველთვის, როდესაც /ლი ფუნქ- 
ცია არის მრავალწევრი, რომლის ხარისხი ოთLხ- 

ზე ნ აკლებია. ასეთ მრავალწევრს აქვს სახე 

/ -0=ტ40– 8#-CX+ ნ 

და საკმარისია შევამოწმოთ, რომ ფორმულა მართებულია ყოველი შესაკ- 
რებისათვის. მაგალითისათვის შევჩერდეთ პირველ შზშესაკრებზე. რად- 
გან #4 კოეფიციენტი შეიძლება გავიტანოთ ინტეგრალის ნიშნის წინ, 

ხოლო შემდეგ (4) ფორმულის მარჯვენა ნაწილში ფრჩხილებს გარეთ, 

საკითხი დაიყვანება 

ხ, – ი 
ს 

| #%= >“ 
4 
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ინტეგრალამდე. ამ ინტეგრალისათვის #=X. ამიტომ #„=ი", /, –ხ 
ამას გარდა 

  
2 8 

მაშასადამე, (4) ფორმულის მარჯვენა ნაწილს აქვს სახე 

ხ–ი პიბ-პი"ხ+ 3იხ“--3ხ1 _ ხ1-–ი! , 

6. ვ 004. 

ი-ს იბ+ქი?ბხ-- 3ი!-- ხ? 
#-( ) = · 

  

ხ–ი 
“–“ (ყი+ 4ყა–-ყ.), = 

უფრო რთული ბუნების ფუნქციისათვის (4) ფორმულა იქნება მიახ 

ლოებითი, მაგრამ თვით ფორმულის გამოყვანიდან გამომდინარეობს 
რომ მცირედ: მოღუნული V=/(ჯX) წირისათვის მას აქვს კარგი სიხუსტ; 

მაგალითი. თუ 

1 

/=| XIძX, 
9 

მაშინ ყ=XI, ი=0, ხ=1, C=0,5, საიდანაც 

VMი=0. ყ.=0,062. VI. 

და (4) ფორმულა გვაძლევს 

/=4:5 – 0,208. C 

/-ს ზუსტი მნიშვნელობაა 0,2, ამიტომ (59) ტოლობის აბსოლუტურ 

ცდომილებაა 0,08, ხოლო ფარდობითე ცდომილებაა 0,04=4%. 

4. სხეულის მოცულობის გამოსახვა სიმპსონის ფორმულის საშუალებით 

განეიხილოთ # სიმაღლის სხეული, ვთქვათ, მისი ფუძე ჰორიზონტალურია (ნა 

252), აღვნიშნოთ # „ -ით ამ სხეულის იმ ჰორიზონტალური სიბრტყით კვეთის ფართი 

ბი, რომელიც ფუძიდან ჯ მანძილითაა დაშორებული, როგორც ცნობილია (§32, (ნ 

ფორმულა). ამ სხეულის მოცულობა 

ჩი 

V= I ჩ„ძ». 

(4) ფორმულის გამოყენებით მიეიღებთ შემდეგ მიახლოებით ტოლობას 

I 
V= –(65+4 LM ) 

6 –“ 

ან 

  

ჩ 
V>-> (#4: + 4ჩხამ + ჩელა) ( 

     



ამ ფორმულით ხშირად სარგებლობენ პრაქტიკაზი (მაგალითად, მთხრებლის კუბატე- 

რის გამოთვლის დროს). მრავალ შემთხვევაზი ეს ფორმულა აბსოლუტურად ზუსტია, 

მაგალითად. კონ უსისათვის ან სფეროსათვის (6) ფორმულა გვაძლევს მოცულობის ზუსტ 

ჯ» – მნიშვნელობას”. მართლაც, თუ სფე- 

როს რადიუსი არის #. მაშინ 

/” =2#/, 

ჩველ=/ჩზხედა=0, /'საუ= #/X” 
      

  

(2 ჯ 22222 
და» (6) ფორმულა გეაძლეეს 

4 #9 
=“- II". 

3 

კონუსისათვის გამოთვლა ანალოგი- 

ახ, 252, ურია. (1 

ხ. ელიფსის მიახლოებითი გაწრფევება 

განვიხილოთ საკითხი ! 

=+3% =1 (7) 
ელიფსის § სიგრძის მისი 0 და ხ ნახევარღერძების საშუალებით გამოსახეის შესახებ. 

თურმე § არ არის თ და ხ "სიდიდეების მიმართ ელემენტარული ფუნქცია, ამიტომ შეიძ- 

ლება ეილაპარაკოთ მიახლოებით ფორმულაზე, ასეთი ფორმულები არსებობს მრავალი, 

ჩვენ შემოვიტანთ ერთ მათგანს. ამისათვის დავწეროთ (7): ელიფსის პარამეტრული 

ანტოლება 
გატოლი X=ძ005 I, ყ==ხ51)ი /. (8) 

იმისათვის. რომ (X, ყ) წერტილმა აღწეროს მთელი (მ) ელიფსი, საქიროა ( იცვლებო- 

დეს 6-დან 2X-მდე. ჩვენ შემოვისაზღვრებით ელიფსის იმ რკალის სიგრძის განსაზღვრით, 

რომელიც პირველ საკოორდინატო კუთხეში მდებარეობს: ეს რკალი აიწერება 

LI4 

(ი) წერტილით. თუ / იცვლება '0-დან --- -მდე. 

| ჟ/2 “თ/? 

> §= | ამი თიიი ძ/= C V თ? 510“ / -L ხ? ლ03“ / ძ/. 

მ ი 

ეს ინტეგრალი??? არ აიღება ელემენტარულ ფუნქციებში (ამიტომაც § არ არის ძ და 
ხ სიდიდეების ელემენტარული ფუნქცია. გამოვიჟენოთ მიღებულ ინტეგრალზე 

(4) ფორმულა. აქ ი, ხ და C რიცხვების როლს ასრულებენ 0, იე 25% რიცხვებ ა ოიცზვები, 

ხოლო ინტეგრალქვეშა ფუნქციაა 

7=-Vი” 5I0ი"/ + ხ?005“/- 
  

" ეს არის იმის მედეგი, რომ კონუსისა და სფეროსათვის /“.. X-ის კვადრატული 

ფუნქციაა, ხოლო (4) “ფორმულა მართებულია მესამე ხარისხის მრავალწევრისათვი- 

საც (როგორც ეს ნაჩვენები იკო ზემოთ). : 

9“ მისი წარმოშობის გამო ამ ინტეგრალს ეწოდება ელიფსური ინტეგრალი. 
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ამიტომ 

?ე=ხ, 2? =|/ 4---, 7. =ძ.   

საიდანაც 

1 ე?-I- ც:--ჩ: ს 
39 C9 ხ-+4 I / C+ხM +ი) 

ღა საბოლოოთ, 

  

  

უა-ა. 
| (=5 («++ V > +) (9) 

  

ამ მიახლოებითე ფორმულის ხარისხში გასარკვევად, განეიბილოთ ორი კერძო 

შემთხვევა, როდესაც ცნობილია §-ის ზუსტი მნიშვნელობა. პირველ რიგში, როცა ი<–ხ 

ელიფსი გადაიქცევა წრეწირად, რომლის ოადიუსია იძ, (9) ფორმულა გვაძლევს ზუსტ 
მნიშვნელობას §=2:0. ეთქვათ, ახლა ხ=0, მაშინ ელიფსი გადაიქცევა 0X ღერძის 

L––ძ, ძი) მონაკვეთად, რომელსაც (X.. ყ/) წერტილი აღწერს ორჯერ (ეს, რომ უკეთ გაქ“ 
გოთ, უნდა წარმოვიდგინოთ (7) ელიფსი, როცა ხ>0 ძალიან მცირეა). გამოდის, რომ 

§-ის ზუსტი მნიშენელობაა 40, ხოლო (9) ფორმულა გეაძლეეს 

#0 - 
§ლ= – (1<4-2V2 ): 

3 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ 

>X=1ქ.1416, V7/2=1.4142, 
მივიღებთ 

§2=4,0291 იძ. 

აქ აბსოლუტური ცდომილება < 0.01 იძ. სოლო ფარღობითი ცდომილება < 0.259გ 

6. სიმპსონის დიდი ფორმულა 

სიმპსონის მცირე ფორმულა იძლევა ინტეგრალის მნიშვნელობას კა-–გი 

სიზუსტით, მაშინ, როცა ინტეგრალქვეშა ფუნქციის გრაფიკი ნაკლებად 

მოღუნულია. პირიქით, 254-ე ნახახხე გამოსახული წირის შემთხვევაში 
ეს ფორმულა აშკარად გამოუსადეგარია, რადგან გვაძლევს საძიებელი 
ფართობისათვის ნულის ტოლ 

მნიშვნელობას. მაგრამ თუ 

(თ,ხ) შუალედს გავყოფთ |ი, CI 
და LC, ხ) ნაწილებად და ყოვე- 
ლი მათგანის მიმართ გამოვი- 

ყენებთ (4) ფორმულას, მა- ნახ, 254. 
შინ მიიღება სასურველი შედეგი. 

  

  

ხ
 

ლ“ ა-
 ს) 
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ეს იდეა უდევს საფუძველად სიმპსონის „დიდი“ ფორმულის გამოყვა- 
ნას. სახელდობრ, 

I=I IლXითძ» 

ინტეგრალის გამოსათელელად, ავირჩიოთ რაიმე ლუწი „ი რიცხვი 
და Iი, ხ) დავყოთ # ტოლ ნაწილად 

Xი=ძლX<+%<..<X-1<X, =ს 

წერტილებით. 

მაშინ ინტეგრალი წარმოგვიდგება ”შემდეგი ჯამის სახით 

»X, 7 #ჯ 

/'– | /თაძ» + | /ხიძX +... + | /Cეძჯ. 
(X », + 

მარჯვენა ნაწილში ყოველი შესაკრების მიმართ გამოვიყენოთ სიმჰსო- 
ნის მცირე (4) ფორმულა. თუ გავითვალისწინებთ, რომ ინტეგრალების 

ყოველი მონაკვეთის სიგრძე ტოლია 

2 ხ–ი 

ჩ 

  

რიცხვისა (ვინაიდან IX, X.I, IX. XXI, მონაკვეთების რიცხვი VI-ის 

ტოლია, ხოლო ინტეგრების მონაკვეთების სიგრძე ორჯერ მეტია) და დავუ- 
შვებთ, რომ /(X,)=Vყ., მიეიღებთ 

  

ხ– ხ-– 
> - (ყი+ 4Vყ1 +V.) +“: (ყ-+4ყე+Vყ.) + .·.. 

..+5-“ თ. ა+4/ი +), 
/1 

ან 

ხ– 
/რ-ე“ I(ყი-+V,)+4 ()–- ყა– ·..+ყი-,)+2 (ყ-+ /კ+-...-+Vყი-ი) 1: 

თუ დავუშვებთ სიმარტივისათვის, რომ 

ყი“ ყა=V „ს 

MV + ყა“ ··--+LVMგ-1= 1 კეიტი 

ყა -სა+- -.·.+ ყა ა= V უნ.



საბოლოოდ მივიღებთ 
  

» ხ–ი 
IყძX <= "მი. (წ ა.-+ 4 XV კენტი –+ 2 V/ღუწ)“ (10) 

  

  

ეს არის „სიმპსონის დიდი ფორბულა“. მისი სიზუსტე მით მეტია, რაც 

უფრო მეტია /I. ამ ფორმულის ხარისხი უკეთესია, ვიდრე ტრაპეციების 

ფორმულის ხარისხი «რადგან ერთი და იმავე /I-ისათეის ის გეაძლევს 
მეტ სიზუსტეს. 

მაგა ლი თი. გამოვიყენოთ (10) ფორმულა“ 

I 

I ძი» 

ს1+-XMX 4 
9 

ინტეგრალისათვის, იმ პირობით, რომ /=4, 

  

  

  

  

აქ # = => ამიტო? 
ჯ | ყ წო =1,5, X” ,კიტი= 1,5812 Vლეთ5=0,8 

ი1_ ' ეა V „+ 4)7/ სტი + 2)7-უწ=9,4248 -- | ==0.9412 #1 .9.4248. ? 
4 12 

–- I 0,8 3 ალ 9,4248 =3,1416. 

310464 
/ 4 

1 | 0.5 

ეხედავთ, რომ (10) ფორმულა გეაძლევს საშუალებას გამოვთვალოთ 

ისეთი მნიშვნელოვანი მუდმივი, როგორიცაა # რიცხვი კარგი სიზუსტით 

(«+=3,141592...).. თუ გავადიდებთ #-ს, მივიღებთ ჯ-ს მნიშვნელობას 
მეტი სიზუსტით. 

შენიშვნა. მტკიცდება, რომ (10) ფორმულის ცდომილება არ 
აღემატება 7 

180 „4 

სადაც /= MI0X |/(ს0ე0|. ზემოთ აღვნიშნეთ, რომ ტრაპეციების ფოო- 
მულის ცდომილება ფასდება 

# ს-ით! 
12 7” 
  IM=იმXII”(XII1. 
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რიცხვით. რადგან #1! ბევრად უფრო სწრაფად იზრდება, ვიდრე VI”, 

ამით აიხსნება, რომ სიმპსონის ფორმულა უფრო ზუსტია,, ვიდრე. ტრა- 

პეციები ფორმულა. 

§ 0. არასაკუთრიპი ინტეგრალები 

1. ინტეგრალები უსასრულო შუალედში 

აქამდე ჩვენ ვსწავლობდით 
ხ 

I /(X)ძჯX 
ი 

ინტეგრალს, როცა ინტეგრების შუალედი სასრული იყო და IX) ფუნქციას 

ვთვლიდით უწყვეტაღ.” ზოგჯერ უარი უნდა ვთქვათ ამ დაშ- 
ვებაზე. აქ შევჩერდებით ინტეგრალის ცნებაზე, როცა ინტეგრების შუ- 

ალედდი უსასრულოა. 

ვთქვათ, /0) ფუნქცია განსაზღვრულია და უწყვეტია ი<X<-L 9% 

შუალედში. მაშინ ყოველი V,8-სათვის, სადაც 8>2>ძ, არსებობს ინტეგრალი 

8 
I I0ეძX. 

ამ ინტეგრალის ზღვარს (სასრული ან უსასრულო ოღონდ გარკვეული. 
ნიშნის), როცა 8-9 ეწოდება არასაკუთრივი ინტეგრალი და აღინიშ- 

ნება სიმბოლოთი 
+ოთ 

I /0ეძ». (1) 

მაგალითები: 

< 8 

1) შ 005 XIX=IIIი | C0§ XIX=.IIIი (510 8) არ არსებობს! 
0 8–+Cთ< ე 8-–+თ 

Lე 8 

3 | 2X0X=IIი. | 2X9X=I1თ (80=+თ. 
0 8519 ე 85+Cთი 

+= 8ძX_ . 1 
2) % ყი (“-Mო (1-ჯ)=!. 

ს” X# 8ა+თ IV მ8-+3+თა 8 

იმ შემთხვევებში, როც (1) ინტეგრალი არსებობს და სასრუ- 

ლია, ამბობენ, რომ ის კრებადია. ხოლო თუ ის უსასრულოა, 

“+ ან უბან-უბან უწყვეტად, მაგრამ ყოველ შემთხეევაშში შემ ოსაზღერუ- 

ლა «ს. 
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ან არ არსებობს, ამბობენ, რომ ინტეგრალი განშლადია. მა- 
+თ +თი 

გალითად, | C05 XIX და | 2XIVIX ინტეგრალები განშლადია", ხოლო 
() ი 

+თ 

| ძ: –-–კრებადია. 
ჯ 

თუ II) ფუნქცი დადებითია, მაშინ 

8 
|70ი0ძX 
ძ 

ინტეგრალი იზრდება 8-სთან ერთად, მართლაც, თუ 8”->>8, მაშინ 

8 ჩ ც: 8 

I0ძX-- ( IC0 ძX+ | /00ძX> |ICაძX, 
ძ ყ 8 ძ 

ს? 

რადგანაც I I(90ძX>>0. ყოველ ზრდად ცვლადს აქვს სასრული ან უსას- 
8 

რულო ზღვარი. მაშასადამე, როცა. I(X)>>0 

+= 
| #C0ძX 

ინტეგრალს შეესაბამება სასრული ან უსასრულო რიცხვი. გეომეტ- 

რიულად ის წარმოადგენს იმ ფიგურის ფართობს, რომელიც შემო- 

საზღვრულია მარცხნიდან X=ძ წრფით, ქვემოდან 0X ღერძით, ზემოდან 
ყ=/(X) წირით და ვრცელდება მარჯვნივ უსასრულოდ (ნახ. 255). ამ 

შენიშვნიდან ცხადია, რომ 

+თ 

I 2XძX=-L00, 
0 

+“ 
| ძ_ |). 

# 

L) 

მეორე შემთხვევაში ყ= –. წირის ასიმპტოტაა (0X ღერძი (ნახ. 256), #0 ' 

ამიტომ დამტრიხულ ფიგურას, მიუხედავად იმისა, რომ ის ვრცელ- 

« პირველ მათგანს არ შეესაბამება არავითარი რიცხვითი მნიშვნელობა, ხოლო 

მეორე ტოლია +ით. 
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დება უსასრულოდ, აქვს სასოული ფართობი. უნდა შევნიშნოთ, რომ 

ყოველთვის ასე არ არის. მაგალითად, 

1 
თუმცა V= – ჰიპერბოლის ასიმპტოტა არის 0X ღერძი. ამ მაგალი–- 

თებს შორის განსხვავება აიხსნება იმით, რომ + ბევრად „ფრო 2 
სწრაფად მიისწრაფვის ნულისაკენ, როცა X->+იი, ვიდრე 1 

Xჯ 

), 

ეშ 8 ჩჯ.!      
ნახ. 255, ნახ. 256. 

ვთქვათ, რომ #(CX) არის /(0-ის პირველადი, მაშინ 

+თ 8 
| #00ძX = IMი | /(0) ძ«= 11Iი I/”C8)-–/(თ)1. 

თ 8-5+თ ე 8–+თ 

თუ, შემოვიღებთ აღნიშვნას” 

110 ” 0ე=# (LC), 
ჯ->+Cთ 

მივიღებთ ნიუტონ-–-–ლაიბნიცის ფორმულის ანალოგიურ ფორმულას 

  

1 IC0ძX = L CL) –– ”(9) თ 
  

  

(2 ფორმულა შეიძლება ასეც ჩაიწეროს 

/ Iთოძ«= წწთII 

+ რასაკვირველია, მას აზრი არ ექნება, თუ ეს ზღვარი არ არსებობს, მაგალითად, 

3Iი(+-თ) სიმბოლოს აზრი არა აქეს. 
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(1) ინტეგრალთან ერთად განიხილავენ აგრეთვე შემდეგი სახის ინ- 

ტეგრალებს 

LI I თეძX = IIთ (I6იძ». 
4--–-თ 4 

1 IV0)ძX = II91 I I0ეძჯX". 
#-ა–-თ 

8–-+თ 

ამ ინტეგრალებისათვის (2) ფორმულა ღებულობს შემდეგ სახეს: 

ხ +თ 

| /ი0ძX=#ჩ(ხ)-–-––C–თ) | /(X)ძX=/(CL-თ)--ჩC-თ), 

სადაც 
#C–0ძ9) = III #(Cი. 

ჯაა–თ 

მაგალითი. ,1) ვთქვათ, 0X ღერძის გასწვრივ თანაბრად გა- 
ნაწილებულია რაიმე მასა, რომლის სიმკვრივე 1-ის ტოლია. ხოლო 

(0,1) წერტილში მოთავსებულია /”/ მასა. ვიპოვოთ0X ღე“ძის მიზი- 

დულობის # ძალა ამ მასისადმი. 

ამოხსნა სიმეტრიის თვალსაზრისით #” ძალა მიმართულია 
0ყ ღერძის გასწვრივ კოორდინატთა სათავისაკენ. გამოვყოთ 0X ღერ- 
ძიდან ელემენტარული IX, X+ძXI მონაკვეთი (ნახ. 257). ნიუტონის 

კანონის თანახმად ძალა, რომლითაც ეს მონაკვეთი იზიდავს #1. მასას, 

ტოლია 

IX __ IX 
წC. ს 1-+C/ , 
  

  

ამ ძალის გეგმილი 0/ ღერძის უარყოფით მიმართულებაზე მიიღება 
ძალის სიდიდის იმ 6C კუთხის კოსინუსხე გამრავლებით, რომელსაც 

+Cთ 

, + I(იქX ინტეგრალს ზოგჯერ. განსაზღერავენ, როგორც 

ი +თ 
| Mიძ»X+ | /C0იძ» 
–თ 0 

ჯამს, ეს განსაზღვრა ტექსტში მოცემული განსაზღერის ტოლფასია. 
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ძალის მიმართულება ადგენს 0ყ ღერძის უარყოფით მიმართულებასთან 

(ანი 1 სიდიდეზე გამრავლებით I. მაშასადამე ,– 
/ 

  

ძი-%M% იIთX –. 

, – 

0 +»ჯ“ 
აქედან 

+ძი 
# ნ- | /IMIX 

” V0 აო? 
/0ი0 « 89 

დავუშვათ, რომ X=Lი0, მაშინ (ეს გარ– 
ი” ჯყ.ჰ» ჯ კვეულად ჩანს 257-ე ნახახზე) 6 იცვლება 

ნახ. 257. _ #- ან + # მ · 2 ღ 2 დე 

ამას გარდა 

1 
    

  
= 1 =- =ლ0996 ძX= ძ8 

V0 უა V0 +) V5606 ” C09% 
მაშასადამე, 

წI/? 

#= ( ”I C05 0 ძ8=2/». 
–/? 

2) ვიპოვოთ ძალა, რომლითაც წინა მაგალითში მოცემული #1 მა= 
სა მიიხიდება მასით, რომელიც მოთავსებულია 0ლX-+ თ ნახევარ– 

ღერძზე. 

აქ უნდა განვიხილოთ M” ძალის გეგმილები ორივე ღერძზე. წინა 
მაგალითის ამოხსნიდან ცხადია, რომ #ს,ც=ჩხ. ამას გარდა 

  

  

ძნ.= >> · ყიც= -.5:XC _. 
XI _– 

(1+#“ 
საიდანაც 

+თ ძ 

ჩ,–ი | X0+X ვ. 

· : ბ (1+ ჯე? 
ადგა 

XძX 1 _3 -1 
3 => I (14+#) ? ძ(14X#)= -– (1-Lჯე)ე ? -LCი 

(1 +X) 
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ამიტომ 
–-1 +თ 

ჯ”=IL |2=> | =-/11. 

ამგვარად, # ძალა ტოლია MIV2 სიდიდისა და ადგენს 0V/ ღერძის 
უარყოფით მიმართულებასთან 45“იან კუთხეს, ანუ მიმართულია 0»ჯ 

ღერძის (1,0) წერტილისაკენ. 

3) უკვე ვნახეთ, რომ იმ ფიგურის ფართობი, რომელიც შემოსაზღ– 

ერულია X=1, ყ=0, ყ = _1 წირებით, უსასრულოდ დიდია. საინტერე- 
ჯ 

სოა, რომ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც მიიღება ამ ფიგურის 0L 
ღერძის გარშემო ბრუნვით,. არის სასრული სიდიდე, რადგან ის ტოლია 

+თ +თ 

V=» | ყშძხCხ=7 | 4X_ · 
· ჯ» 

L) |) 

5. ინტეგრალები შემოუსაზღვრელი ფუნქციებიდან 

დავუშვათ ახლა, რომ Iი, ხ) შუალედი სასრულია, მაგრამ /(X) 
ფუნქცია არ არის შემოსაზღვრული ამ შუალედზე, არამედ მიისწრაფვის 

უსასრულობისაკენ, როცა X უახლოვდება ერთ-ერთს C,, თ,... „განსა- 

კუთრებული“ წერტილებიდან. ვთქვათ, თავიდან მოცემულია ერთი გან– 

საკუთრებული წერტილი და ეს არის |Iი, ხI შუალედის მარცხენა ბოლო 
X=თ. ვგულისხმობთ, რომ Iთ, ხ) შუალედის ყველა დანარჩენ წერტილში 

I(X ფუნქცია უწყვეტია, ხოლო როცა X–>, მაშინ /(X)->იი. 

ავიღოთ ძ და ხ წერტილებს შორის თ წერტილი, Iთ, ხ) მუალედზე 
I(X ფუნქცია უწყვეტია და არსებობს 

ხ 
1 I00 ძჯ 
« 

ინტეგრალი. , 

Mიი |7 00 ძჯX (60) 
თ–ი+0 ი ' 

ზღვარს ეწოდება არასაკუთრივი ინტეგრალი და აღი- 
ნიშნება ჩვეულებრივი სიმბოლოთი 

#Iიძ». რ) 

ეს ზღვარი საზოგადოდ შეიძლება არ არსებობდეს ან იყოს უსასრულოდ 
დიდი. ასეთ “შემთხვევებში ამბობენ, რომ (4) ინტეგრალი განმ ლა- 
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დია. თუ (3) ზღვარი არსებობს და სასრულია, მაშინ (4) ინტქგრალი 
კრებადია. 

მაგალითები: 

ყხ–ა0 თ–აი 

' 1 

1) (= =IIMV. ძX = IIი (–Iით)= + იი- 
XX” X 

I) წ) 

1 1 

ძჯ ძX 
2 –– = I) –– == II – –ს _– 

1 V 'თ,| /7= = Iფ 2-2/ნა =2. 
თუ /(0>0 და IIთ /X)=-Cთ, მაშინ /(ი) ფუნქციის გრაფიკს აქვს 

X+–თ+0 

258-ე ნახაზზე მოცემული სახე. (4) ინტეგრალი გეომეტრიულად წარ–- 
მოადგენ“ დამტრიხული ფიგურის ფართობს. 

ანალოგიურად განიხილება შემთხვევა, როცა /(0 ფუნქცია უწყვეე- 
ტია (თ, ხ) შუალედის ყოველ წერტილში გარდა X=ხ წერტილისა და 
Iთ /X=C. მაშინ 

ჯახი 

ს ჩ 
I/ თთ: =I ჯი, | 0იძ. 

თუ ორივე ძ და ხ წერტილი განსა- 

კუთრებულია მაშინ    
   
   სა

აზ
ას
 

„ ხ 

2, II Cთ9: (4 

1“ « 

4“ ინტეგრალი განისაზღვრება, როგორც 
#/ თ ხ 1 ; ; 

ნახ. 258, ჯI0თეძX-+ | M0აძ; 
ი C 

ჯამი", სადაც C წერტილი თ და ხ წერტილებს შორის მდებარე ნების- 

მიერი წერტილია. 

ბოლოს, ვთქვათ, /(X) ფუნქცია უწყვეტია IV, ხ) შუალედის ყველა 
წერტილში, გარდა 0–,–თფ<..<60 წერტილებისა, რომლებიც .თ და 

ხ წერტილებს შორის მდებარეობენ და /(X) ამ წერტილებში უსასრულოდ 

დიდი ხდება (ე. ი. /(X9)->C9. როცა X->C,). დავუშვათ აგრეთვე, რომ #(X) 

# ეკ ჯამი სასრულია. თუ სასრულია ორიეე მესაკრები. ამას გარდა ვთვლით, რომ 
(+9)4-(--თ)=-+-2თ. (–=)+-(-900)2=>--თ,. ხოლო გამოსახულება (4-90)4+-(--C%) 
უაზოობაა, ბოლოს თუ # სასრულია, მაშინ (+- თ)-–-0-= +520, (–– 90) -I-0= –-თ. 
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უსასრულოდ დიდი ხდება ძ და ხ წერტილებიდან ერთ-ერთში (ან ორი- 

ვეში), მაშინ (4) სიმბოლოთი აღინიშნება 

თ C ს 

I IთძX+ | /ეძჯ +-...+ I I(იძX 

ჯამი. ' ” 

უნდა აღინიშნოს, რომ მაშინ როდესაც # IC0ძX სიმბოლო გვიჩვე– 
ძ 

ნებს რომ საქმე გვაქს არასაკუთრივ ინტეგრალთან, (4) 

სიმბოლო (როცა ძი და ხ სასრული რიცხვებია) არაფრით არ განსხვაე- 
დება ჩვეულებრივი განსახლვრული ინტეგრალის აღნიშვნისაგან. თუ (4) 
წარმოადგენს კრებად ინტეგრალს!, მაშინ ასეთი აღნიშვნა დასაშ- 
ვებია, მაგრამ იმ შემთხვევაში, როცა (4) ინტეგრალი განშლადია, 
შესაძლებელია ადგილი ექნეს გაუგებრობას. 

მაგალითი. ეთქვათ, 

+! 

I= | # 9X (5 
ჯ. 

=I 

|(ჯ=-+1+C 

ნიუტონ–- ლაიბნიცის ფორგულის თანახმად, გვაქვს 

ყელ 
ეს კი აშკარა უაზრობაა, რადგან ინტეგრების საზღვრების ნორმალური 
მიმდევრობის დროს დადებითი ფუნქციიდან აღებული ინტეგრალი და- 

დებითი სიდიდის ტოლი უნდა იყოს. შეცდომა გამოიწვია ნიუტონ––ლა- 
იბნიცის ფორმულის უკანონოდ, გამოყენებამ, განშლადი არასაკუთრივი 
(5) ინტეგრალის მიმართ. მართლაც, ინტეგრალქვეშა ფუნქცია 

/თ)=-: 

რადგან 

უსასრულოდ დიდი ხდება, როცა Xჯ=0. მაშასადამე, (5), ინტეგრალი უნ– 

დღა გამოვთვალოთ, როგორც ჯამი 

|2+I4 
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მაგრამ 
0 ჩ 
ძX _ . ძ» _.. 1 
– ='IIიი | –- =IMი (–ჯ-1)=+თ: 
X” ჩ-56-095 ) VI ჩ–-9 ზ 

–I! –I 

ანალოგიურად, 
1 

ძX _ 
LL 

9 
მაშასადამე, /=<+%ლ0 და არა –-2-ს. 

ვუჩვენოთ, რომ შემოუსახღვრელი ფუნქციიდან აღებული არასა–- 
კუთრივი ინტეგრალი გვხვდება კონკრეტული საკითხების “რმესწავლის 

დროს, მაგალითად, ვთქვათ საჭიროა გამოვთვალოთ 

ყ=თV- “> C-იCXლ-7ჩ) 
ნახევარწრეწირის სიგრძე. აქ 

  

  

„> =+ 7C-»" 
და ამიტომ 

> IIძX 
ძ5=V 1–+ყ“ძX 7 2 

გამოდის, რომ 
+ჩ 

§- IXძX 
29-ჯ 

ეს კი არის არასაკუთრივი ინტეგრალი, რადგან ინტეგრალ 

ქვეშა ფუნქცია უსასრულოდ დიდი ხდება, როცა X=>+)/?. მაგრამ. ამ 
გარემოების გამო არავითარ უხერხულობას ადგილი არა აქვს, რადგან 
მიღებული არასაკუთრივი ინტეგრალი კრებადია. მართლაც, 

ჩ 
ჯძX · XძX . - ჩ 

= 4=-- == _ 
1VC = -9-> =, შთ ( გიიასი = )= 

= I? გLC 510 1=5%. 

      

ანალოგიურად, 

: IძX = ჯი 

VII-X. 2. 
=/” 

და ამიტომ §=9)I?, რაც შეესაბამება სინამდვილეს. შევნიშნავთ, რომ 
ზემოთაც ასტროიდის სიგრძის გამოთვლის დროს გამოვიყენეთ (კრე–- 
ბადი) არასაკუთრივი ინტეგრალი. 
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ფინაარნი 

წინასიტყვაობა 

შესავალი 

I თავი, ანლიზური გეომეტრია ხიბრტყეზე 

§ 1. წერტილები და კოორდინატები 

1. მართკუთხა კოორდინატთა სისტემა 

2. ორ წერტილს შორის მანძილი 

3, მონაკვეთის შუაწერტილი 

4. მონაკვეთის გაყოფა მოცემული ფარდობით 

5. სამკუთხედის ფართობი 

6. მრავალკუთხედის ფართობი 

§ 5. წირები და განტოლებები 

1. შესაბამისობის მეორე პრინციპი 

2. წრეწირი 

§ 3. წრფე 
1. წრფის განტოლება კუთხური კოეფიციენტით 

2. წრფის ზოგადი განტოლება 

3. წრფის განტოლება ღერძთა მონაკეეთებში 
4. წრფეებს შორის კუთხური თანაფარდობანი 

5. ერთ ან ორ მოცემულ წერტილზე წრფის გავლება 

6. მანძილი წერტილიდან წრფემდე 

§ 4. ელიფსი 
1. ელიფსის განსაზღვრა. მისი კანონიკური განტოლება 

2. ელიფსის ფორმის გამოკვლევა 
3. ელიფსი, როგორც შეკუმშული წრეწირი 

4. ელიფსის ექსცენტრისიტეტი 
5. ელიფსის ურთიერთშეუღლებული დიამეტრები 

§ 5. პარაბოლა 

1. პარაბოლის განსაზღვრა, მისი კანონიკური განტოლება 

2. პარაბოლის ფორმის გამოკვლევა 

3. ყ=0იX2 პარაბოლა 

§ 0. ჰიპერბოლა 
1, ჰიპერბოლის განსაზღერა, მისი კანონიკური განტოლება
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 „ ჰიპერბოლის ფორმის გამოკვლევა 

„ პიპერბოლის ასიმპტოტები 

. ჰიპერბოლის ექსცენტრისიტეტი 
„- ტოლფერდა ჰიპერბოლა 

.· შეუღლებული ჰიპერბოლა 

„ ჰიპერბოლის ზოგიერთი გამოყენება 

§ ?. კოორდინატთა გარდაქმნა 

1. 

2. 

3. 

4. 

§. 

საკითხის დაყენება 

სისტემის პარალელური გადატანა 

სისტემის მობრუნება 

კრორდინატთა გარდაქმნა ზოგად შემთხვევაში 

ალგებრული წირი და მისი რიგი 

§ ზ. მეორე რიგი წირების განტოლებების გამარტივება 

1. ყ=0X?4+-ხX+C განტოლება 
2. #X?+Cყ?L+X+ნV+#ჩ განტოლება 

3. 

4. 

მეორე ხარისხის ზოგადი განტოლება 

მაგალითები. ჰიპერბოლა, რომელიც მოცემულ ასიმპტოტებს 

ვნება 

§ 9. პოლარული კოორდინატები 

1. 

ი
 

ა
 

ი
ა
ა
 

6. 

პოლარულ კოორდინატთა სისტემა 

„ მანძილი ორ წერტილს შორის 

„ კავშირი პოლარულ და მართკუთხა კოორდინატებს შორის 

„ არქიმედის სპირალი 

· ჰიპერბოლური სპირალი 

ლემნისკატა 

II თავი. ცვლადი. ზღვარი. ფუნქცია 

§ 1. ცვლადი და მისი %ზღვარი 

9
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· დანომრილი ()ელადღი 

. ზღვარი 

„ უსასრულოდ მცირე და უსასრულოდ დიდი სიდიდეები 

· ცვლადი სიდიდეების ძირითადი თვისებები 

„ განუსაზღვრელი გამოსახულებები 

· ზოგიერთი ტიპის განუსაზღვრელობათა გახსნა 

· C რიცხვი 

, ნატურალური ლოგარითმები 

- ეკვიეალენტური უსასრულოდ მცირეები 

.· სამი შესანიშნავი ზღვარი 

'11. უსასრულოდ მცირე სიდიდეთა შედარება 
/ 

§ 5». ფუნქცია 

1. 

„ ფუნქციის მოცემის სხვადასხვა ხერხი 

„ ზოგიერთი ფუნქციის გრაფიკი | 

· ფუნქციის უწყეეტობის ცნება 
- ელემენტარული ფუნქციები თ

 
>
 
ი
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ფუნქციის ცნება 
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133 

136 

128 

141 

144 

148 

148 
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153 

156 

159



6. ფუნქციის მოცემის არე. შუალედების სხვადასხეა ტიპი 
7. თეორემა უწყვეტი ფუნქციის საშუალედო მნიშვნელობის შესახებ 
მ. მრავალი ცვლადის ფუნქციის ცნება 

ჯ1IL თავი. წარმოებული და დიფერენციალი 

§ 1. წარმოებული 

1. მხები წრფე 
2. სიჩქარე 
3. ღეროს სიმკვრივე 
4. წარმოებულის განსაზღერა 

§ 5. ელემენტარულ ფუნქციათა გაწარმოების ტექნიკა 

„ მუდმიეის წარმოებული · 

· დამოუკიდებელი ცელადის წარმოებული 
.„ ხარისხოვანი ფუნქციის წარმოებული 
. სინუსისა და კოსინუსის წარმოებულები · 

„ ჯამის, სხვაობის, ნამრაელისა და შეფარდების წარმოებული 
.· ტანგენსის და კოტანგენსის წარმოებულები 
.· მაჩვენებლიანი ფუნქციის წარმოებული 
„ ლოგარითმის წარმოებული 
„ ჯაჭქეური წესი 
„ შექცეული ტრიგონომეტრიული ფუნქციები და მათი გაწარმოება 
· გაწარმოების განსაკუთრებული შემთხვევები 
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§ ვმ. დიფერენციალი 

1. დიფერენციალის განსაზღვრა 

2. დიფერენციალის გეომეტრიული აზრი 

ვ, ფუნქციის დიფერენციალის მონახვა 

4. დიფერენციალის ჩანაწერის .ინვარიანტობა 

5. დიფერენციალის გამოყენება მიახლოებით გამოთელებში 

§ 4. უმაღლესი რიგის წარმოებულები და დიფერენციალები 

1. უმაღლესი რიგის წარმოებულები 

2. უმაღლესი რიგის დიფერენციალები 

§ §. ფუნქციათა გამოკვლევა 
1. ფუნქციათა ზრდა და კლება 

2. ფუნქციის ექსტრემუმი 

3, ფერმას პრინციპი 

4. სტაციონარული წერტილების გამოკვლევის მეორე ზერზი 

5. უწყვეტი ფუნქციის უდიდესი და უმცირესი მნიშვნელობის პოენა 

6. კონკრეტული ხასიათის ამოცანები 

7. წყვეტილ ფუნქციათა გრაფიკები 
8. ნახვილი. ექსტრემუმი 

§ 6. დიფერენციალური აღრიცზვის ძირითადი თეორემები 

1. როლის თეორემა 

2. სასრულ ნაზრდთა ფორმულა 

3. სასრულ ნაზრდთა განზოგადებული ფორმულა 

4. ფუნქციის მუღმივობის ნიშანი 
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162 
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217 

219 

227 
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249 

243 

245 
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439



5. განუსაზღვრელობათა გახსნა 
6. სყ=ი ყ ტოლობის სიზუსტის შეფასება 

§ ?. ტეილორის ფორმულა 

1. საკითხის დაყენება 

2. ტეილორის ფორმულა მრავალწევრისათვის 

ვ. ტეილორის ფორმულა ნებისმიერი ფუნქციისათვის 

4. ტეილორის ფორმულის სხვა სახეები 

IV თავი. დიფერენციალური გეომეტრიის ზოგიერთი საკითზი“ 

§ 1. მხები და ნორმალი 

1. მხების გავლება 

2. ნორმალი 

3. წირის ჩაზნექილობის მიმართულება 

1. ჩაზნექილობის მიმართულება 

2. გადაღუნვის და გაწრფევების წერტილები 
§ 8. წირის მოცემა პარამეტრული სახით 

1. საკითხის დაყენება 
2. წრეწირის და ელიფსის პარამეტრული განტოლებები 

3. ციკლოიდი 

4. წრეწირის ევოლვენტა 

5. პარამეტრული გაწარმოება 

§ 4. სიმრუდე 

1. საშუალო და ჭეშმარიტი სიმრუდე 

· სიმრუდის გამოსათვლელი ფორმულა 

, პარამეტრული სახით მოცემული წირის შემთხვევა 

„ პოლარულ კოორდინატთა მემთხვევა 
· სიმრუდის წრეწირი, ცენტრი და რადიუსი 

· ეეოლუტის და „ევოლვენტის ცნება 
„· სიმრუდის ცენტრის კოორდინატები 

მ. რკინიგზის მოსახვევები 
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V თავი. განუსაზღვრელი ინტეგრალი 

§ 1. ინტეგრების ზოგადი ხერხები 

პირველადი 

„· ნებისმიერი მუდმივი. განუსაზღვრელი ინტეგრალი 

· ძირითად ინტეგრალთა ცხრილი 

· ჯამის ინტეგრება და მუდმივი მამრავლის გამოტანა 

„ ჩასმის ხერხი 

წრფივი ჩასმები 

„ ნაწილობითი ინტეგრება 

„ ინტეგრალის დაყვანა თავის თავზე 

„ ინტეგრალები, რომლებიც) არ აიღება ელემენტარულად 

§ 2. რაციონალური ფუნქციების ინტეგრება 

1. საკითხის დაყენება 

2. ზოგიერთი ცნობა ალგებრული მრავალწევრის შესახებ 
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3. რაციონალური წილადის დაშლა მარტიე წილადებად 

4. რაციონალური წილადების ინტეგრება 

§ შ. ზოგიერთ ირაციონალობათა ინტეგრება 

1, ინტეგრალქეეშა ფუნქციის რაციონალიზაცია 

_ 4X+-ხ 

( VIთX2-+ ხX-: 
4 4. ზოგიერთი ტრანსცენდენტური ფუნქციის ინტეგრება 

· (ჩითი ძX, |ჩიი დიიXძ», | %X) ლ050X ძX სახის ინტეგრალები 

· ( ჩფე Iირ»ძX სახის ინტეგრალები 

= ძ+X სახის ინტეგრალები 

1 

2 

3. | §(იი» C0§MX0X სახის ინტეგრალები 

4. I (MX ძX და I|ილ»ძ+X სახის «ღნტეგრალები 

§. 5(იX-ის და C05X-ის მიმართ რაციონალურ ფუნქციათა ინტეგრება 
6. ტრიგონომეტრიული ჩასმები 

VL თავი. განაზღვრული ინტეგრალი 

4 1. განსაზღვრული ინტეგრალის განსაზღვრა და მისი მნიშვნელოვანი თეისებები 

„ ამოცანა ღეროს მასის შესახებ 

„ განსაზღვრული ინტეგრალი 
„ ინტეგრალის გეომეტრიული არსი 

„ ინტეგრალის ორი უმარტივესი თვისება 
„ ინტეგრალი, როგორც ზედა საზღვრის ფუნქცია. ბაროუს თეორემა 

.· განსახღერული ინტეგრალის გამოთელა. ნიუტონ--ლაიბნიცის ფორ- 

მულა 

7. ნაწილობითი ინტეგრება და (ვვლადის შეცვლა განსაზღვრულ ინტეგ- 

რალში 
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მ. ინტეგრალის მნიშვნელოვანი თვისებები 

§ 9. პრაქტიკული ამოცანების ამოსახსნელად განსაზღვრული ინტეგრალის გამო- 

ყენების მეთოდიკა 

1. ვერტიკალურ კედელზე სითხის წნევის გამოთვლა 

2. ჭურჭლიდან წყლის ამოსატუმბად საჭირო მუშაობის განსაზღვრა 
1. ინტეგრალის გამოყენება კონკრეტულ საკითხებში 

§ 0. განსაზღვრული ინტეგრალის გამოყენება გეომეტრიაში 

1. ფართობების გამოთვლა, დეკარტის კოორდინატები 

2. ფართობების გამოთვლა, პოლარული კოორდინატები 

3. სხეულის მოცულობის გამოთვლა მისი კვეთების ფართობების სა- 

შუალებით 

„ ბრუნვის სხეულის მოცულობა 

· წირის რკალის სიგრძე 

„ ბრუნეის ზედაპირის ფართობი 

„ შემთხვევ, როღესაც წირის განტოლება მოცემულია პარამეტრუ- 

ლი სახით 

-მ. რკალის სიგრძე პოლარულ კოორდინატებში 

ა
 

თ
ი
თ
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325 

129 

332 

332 

336 

336 

338 

339 

340 

342 

ვ33 

უ46 

35) 

351 

351 

354 

356 

359 

362 

363 

366 

369 

372 

372 

379 

383 

385 

385 

387 

389 

392 

394 

3% 

449 

41!



§ #4, განსა“ზღვრული ინტეგრალის გამოჟენება მექანიკაში 

1. 

2, 

3. 

სტატიკური მომენტები და ინერციის მომენტები 

პარალელურ ძალთა ცენტრი 

სიმძიმის ცენტრი 

§ განსაზღვრული ინტეგრალის მიახლოებითი გამოთვლა 

1. საკითხის დაყენება 
2. ტრაპეციებს ფორმულა 

ვ. 

4 

5. 

სიმპსონის მცირე ფორმულა 

.· სხეულის მოცულობის გამოსახვა სიმპსონის ფორმულის საშუალებით 

. ელიფსის მიახლოებითი გაწრფევება 

6. სიმპსონის დიდი ფორმულა 

§ 0. არასაკუთრივი ინტეგრალები 

1. 

2. 

ინტეგრალები უსასრულო შუალედში 
ინტეგრალები შემოუსასღვრელი ფუნქციებიდან 

402 

402 

409 

411 

4!7 

4177 

4)8 

42! 
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424 

425 

428 

428 

433
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მთარგმნელი ა. ჯახუა 

რეღაქტორი ა. ბესელია 

მხატერული რედაქტორი ე. ქიშმარაია 

ტექრედაქტორი გ. ბოკუჩავა 
უფროსი კორექტორი მ. ამირანაშვილი 

კლრექტორი ნ.ქაფიანიძე 

გამომშვები ო. მაჭავარიანი 

გადაეყკა წარმოებას 1/XI-79 წ, ხელმოწერილია დასაბეჭდაღ 

26/VI-81 წ., ქაღალდის ზომა 60X90!/,,, საბეჭღი ქაღალდი # 2. 

ნაბეჭდი თაბახი 27,75, სააღრიცხვო-საგამომცემლო თაბახი 19,89. 

ტირაჟი 1000 შეკვ. # 1325 

ფასი 80 კაპ. 

გამომცემლობა „განათლება4, თბილისი, მარჯანიშვილის ქ. # 5, 

Iვოვოლბიხი180 «I გახგიდ§ნ22, 16-ა=ი, VI. MგნXარმ)სრიოფთშაბუ#M, 5. 

1981 

საქართველოს სსრ გამომცემლობათა, პოლიგრაფიისა და წიგნის 
ვაჭრობის საქმეთა სახელმწიფო კომიტეტის ბეჭდვითი სიტყვის კომ- 

ბინატი, თბილისი, მარჯანიშვილის ქ. M# 5. 

IM0CM6MსVM03+I ICM8IM 1 0CVI20CX8CIMIM0>0 X0MMXCI2  9V3MMCX0M CCX 
00 M2M2M M3121CIXხCX8, უ0უII”ხ2რთდMM IM MIMIMM0M #00:00»I, 1C6M- 

IIIC#, VI. Mმ80უX2MIIII8M»)M, # 5.


