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წინასიტყვაობა 

წინამდებარე სახელმძლეანელო უმაღლესი მათემატიკის 
მოკლე კურსია (თეორია და ამოცანათა კრებული) უმაღლესი 
ტექნიკური სასწავლებლების, ბაკალავრიატის და პროფესიული 
უმაღლესი განათლების სტუდენტებისათვის. 

იგი შედგენილია ამჟამად მოქმედი პროგრამის მიხედვით. 
მასში განხილულია შემდეგი საკითხები: წრფივი ალგებრისა და 
ანალიზური გეომეტრიის ელემენტები; ერთი და მრავალი ცვლა- 
დღის ფუნქციის დიფერენციალური აღრიცხვა ერთი „ელადის 
ფუნქციის ინტეგრალური აღრიცხვა; დიფერენციალური განტო- 
ლებები და მისი გამოყენება, მწკრივები (რიცხვთა და ხარის- 
ხოვანი). 

წიგნი შედგება ორი განყოფილებისაგან. პირველში გადმო- 
ცემულია თეორიული მასალა. მეორე განყოფილება ამოცანათა 
კრებულია, რომელიც შეიცავს თეორიული მასალის შესაბამის 
მრავალ ამოცანას და სავარჯიშოს. ისინი დალაგებულია 
თეორიული მასალის შესაბამისად, მათი ტიპებისა და სირთუ- 
ლის გათვალისწინებით. 

წიგნის ხელნაწერი გულდასმით წაიკითხა და სასარ- 
გებლო შენიშვნები მოგვცა რეცენზენტმა,„ რისთვისაც მას 
გულწრფელ მადლობას მოვახსენებთ. 

აჟტორები



მათემატიკის საგანი 

სიტყვა მათემატიკა წარმოდგება ბერძნული სიტყვისაგან 
„მათემა“, რაც ნიშნავს ცოდნას, მეცნიერებას. მათემატიკა, ისევე 
როგორც ყველა სხვა მეცნიერება, წარმოიშვა პრაქტიკული 
საჭიროებისაგან. მათემატიკა განუწყვეტლივ კავშირშია ტექნიკის, 
ბუნებისმეტყველებისა და მრავალი სხვა მეცნიერების მოთხოვ- 
ნილებასთან. 

მათემატიკა უნივერსალური მეცნიერებაა. იგი სხვა მეცნიე- 
რებებს აძლევს რიცხვებისა და სიმბოლოების ენას, ბუნების 
მოვლენებს შორის სხეადასხვა სახის დამოკიდებულებათა გა- 
მოსახვისათვის. მათემატიკის უნივერსალობა იმაში გამოიხატება, 
რომ მისი შესწავლის ობიექტებია არა რაიმე კონკრეტული 
მოვლენები, არამედ ე.წ. მათემატიკური მოდელები. მისი ძალა 
იმაშია რომ იგი ქმნის სულ უფრო რშსოგად მათემატიკურ 
სქემებს მოდელებს. ერთი და იმავე მათემატიკურ მოდელს 
შეუძლია აღწეროს თავიანთი კონკრეტული შინაარსით 
ერთმანეთისაგან ძალიან შორს მდგომი რეალური მოვლენების 
თვისებები. კერძოდ, ერთი და იმავე დიფერენციალური განტო- 
ლებით აღიწერება როგორც რადიაქტიური დაშლის ხასიათი, 
ასევე სხეულის ტემპერატურის ცვლილება და სხვა მოელენები. 
ამიტომ სამეცნიერო-ტექნიკური პროგრესის პროცესში ადამიანის 
მოღვაწეობის ყველა სფეროში იჭრება მათემატიკური კვლევის 
მეთოდები. 

მათემატიკის კავშირი ტექნიკასა და საბუნებისმეტყველო 
მეცნიერებასთან ორი სახით გვევლინება: ბევრი მათემატიკური 
მოდელი თვითონ არის წარმოშობილი ტექნიკისა და ბუნების- 
მეტყველების უშუალო მოთხოენილების საფუძველსე და 
ამგვარად ისინი განსაზღვრავენ მათემატიკის წინსვლის რეალურ 
შესაძლებლობას. მაგალითად, უმცირეს კვადრატთა მეთოდის 
წარმოშობა დაკავმირებულია გეოდეზიურ სამუშაოებთან, კერ- 
ძოწარმოებულებიანი დიფერენციალური განტოლებების ბეერი 
ახალი ტიპის შესწავლა პირველად დაიწყო ტექნიკური პრობლემის 
ამოხსნით. 

საავიაციო ტექნიკის განეითარების პრობლემებმა, მიიყვანა 
აკადემიკოსი მ. ა. ლავრენტიევი კვეასიკონფორმული ასახვების 
თეორიის შექმნამდე. 

ამავე დროს ხდება პირიქითაც: უკვე ჩამოყალიბებული 
მათემატიკური თეორია პოულობს გამოყენებას ტექნიკისა და



ბუნებისმეტყველების მანამდე ამოუხსნელი პრობლემების 
ამოხსნაში და ამით წინ სწევს მათ. ამის ბრწყინვალე 

მაგალითია ა. ეინშტეინის მიერ ფარდობითობის ზოგადი თეორიის 
შექმნა, რომლის სისუსტე ექსპერიმენტულად მოგვიანებით იქნა 
შემოწმებული. იგივე შეიძლება ითქვას ნეიტრონის აღმოჩენის 
შესახებ, რომელიც, როგორც ფიზიკოსები ამბობენ, თავდაჰპირ- 
ველად მათემატიკოსების „კალმის წეერსე“ იქნა აღმოჩენილი 
და მხოლოდ მოგვიანებით აღმოაჩინეს ექსპერიმენტულად. ავია- 
ციის განვითარებაში დიდი წარმატება იქნა მიღწეული მ.კელ- 
დიშის მიერ შექმნილი მათემატიკური თეორიის გამოყენებით 
„შიმისა“ და „შტოპორის“ პრობლემის გადაწყვეტაში. ეს მოვ- 
ლენები წარმოადგენდა მრავალი თვითმფრინავის დაღუპვის 
მი'სეზს. 

თუ რამდენად დიდია მათემატიკის როლი თანამედროვე 
მეცნიერებაში, შეგვიძლია ვიმსჯელოთ იმ სიტყვებით, რომელიც 
ჯერ კიდეე XVI საუკუნეში წარმოთქვა დიდმა ხელოვანმა და 
მოასროვნემ ლეონარდო და ვინჩიმ – არც ერთ გამოკელევას, 
რაც კაცობრიობას ჩაუტარებია, არ შეიძლება ეწოდოს ჯეშმა– 
რიტი მეცნიერება თუ მან არ გაიარა მათემატიკური დამტკი- 
ცება, ხოლო XVIII საუკუნის დიდმა ფილოსოფოსმა ემანუელ 
კანტმა განაცხადა, რომ ყოველი მეცნიერება იმდენადაა 
მეცნიერება, რამდენადაც დიდია მასში მათემატიკა. 

მათემატიკის უნივერსალობა იმაშიც გამოიხატება, რომ მი- 
სი შესწავლა ავითარებს ლოგიკურ და ალგორითმულ ა'სროვ- 
ნებას, ამიტომ სტუდენტი მათემატიკაში უნდა სწავლობდეს არა 
მარტო იმ საკითხებს, რაც უშუალოდ მას სჭირდება თავისი 
სპეციალობის დასაუფლებლად, არამედ მან უნდა მიიღოს ისეთი 
ფუნდამენტური მათემატიკური განათლება, რომელიც საშუალე- 
ბას მისცემს საჭიროების მიხედვით (დროის, საქმის მოთხოვნი- 
ლების შესაბამისად) დამოუკიდებლად გააფართოოს და გაალ- 
რმაოს თავისი მათემატიკური ცოდნის დონე.





I თავი 

ნამდვილი და კომპლექსური რიცხვები 

წ1. სიმრავლე. მოქმედებები სიშრავლეებზე. ლოგიკის 

სიმბოლოები 

განვსახღვროთ რაიმე ცნება ნიშნავს – გადმოვცეთ მისი ში- 
ნაარსი სხვა ადრე შემოღებული ცნებების სა'მუალებით. მაგრამ 
განსასღვერებათა ამ ჯაჭვში უნდა გამოიყოს საწყისი ცნებები, 
რომლებიც სხვა ცნებების საშუალებით არ განისა“სღერებიან. ეს 
ცნებები მიღებულია ძირითად, პირველად ცნებებად და მათზე 
დაყრდნობით განისაზღვრება ყველა სხვა ცნება. 

მათემატიკის ერთ-ერთი პირველადი ცნებაა სიმრავლის ცნება. 
სიმრავლესე წარმოდგენას გვაძლევს რაიმე ნიშნის მიხვდეით 
გაერთიანებული ობიექტების ერთობლიობა. მაგალითად, შფშეიი- 
ლება ვილაპარაკოთ საქართველოს უმაღლეს სასწავლებელთა 
სიმრავლეზე, მსის სისტემის პლანეტების სიმრავლეზე, ქართუ- 
ლი ანბანის ასოების სიმრავლეზე და ა. შ. 

ობიექტებს, რომელთაგანაც შედგება სიმრაელე. ამ სიმრაე- 

ლის ელემენტები ეწოდება. 
სიმრავლეებს აღნიშნავენ ლათინური ანბანის დიდი ასოებით: 

4, 8, C, 66.... ხოლო მის ელემენტებს პატარა ასოებით: თ, ხ, C, ძ... 

იმ ფაქტს, რომ ი წარმოადგენს 4 სიმრავლის ელემენტს, ასე 

ჩაწერენ: იC4 (იკითხება “თ ეკუთვნის 4-ს”), ხოლო თუ ძ არ წა- 

რმოადგენს 4-ს ელემენტს, მაშინ წერენ: ით4 ან ძC4 (იკითხება 
“ი არ ეკუთვნის X-ს”). 

სიმრავლე მოცემულია, თუ ნებისმიერ ობიექტსე შეიძლება 
ითქვას, წარმოადგენს თუ არა იგი ამ სიმრავლის ელემენტს. 

სიმრავლე, რომლის ელემენტებია თძ, ხ, C.., აღინიშნება ასე: 

(თ, ხ, C,..), ხოლო ყეელა იმ X ელემენტთა სიმრავლე, რომლებ- 
საც გააჩნიათ რაიმე # თვისება, აღინიშნება შემდეგნაირად: 

(X:/721. 

მაგალითად, ყველა იმ ნატურალურ რიცხეთა სიმრავლე, რომ- 

ლებიც ნაკლებია 100-ზე, ასე აღინიშნება: (X: XCIV, X<100), სადაც 
M ყველა ნატურალური რიცხვის სიმრავლეა. 

იმ შემთხვევაში, როდესაც ცხადია, თუ რა თვისების მიხედ- 
ვით არიან ელემენტები გაერთიანებული 4 სიმრაელეში, ეს თვი- 
სება შეიძლება არ მივუთითოთ და ჩავწეროთ 

4=(X). 
მაგალითად, ნატურალურ რიცხვთა M სიმრავლე შეიძლება 

ჩავწეროთ ასე: 
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MV=(I), 
სადაც ” აღნიშნავს ნებისმიერ ნატურალურ რიცხეს. 

სიმრაელეს, რომელიც არცერთ ელემენტს არ შეიცავს, ცარი- 

ელი სიმრავლე ეწოდება და თ სიმბოლოთი აღინიშნება. მაგა- 
ლითად, »“+1=0 განტოლების ნამდვილ ამონახსნთა სიმრავლე 
ცარიელია. 

4 სიმრავლეს ეწოდება 8 სიმრავლის ქვესიმრავლე, თუ 4 
სიმრავლის ყოველი ელემენტი ეკუთვნის 8 სიმრავლეს და წე- 

რენ: 4C8 (იკითხება “4 ქვესიმრავლეა ,8-სი") თუ 4 სიმრავლე 

არ არის 8 სიმრავლის ქვესიმრაელე, მაშინ წერენ 4#4Cთ#. 
მიღებულია, რომ ცარიელი სიმრავლე ნებისმიერი სიმრავლის 

ქვესიმრავლეა, ე. ი. რC4. 
ცხადია, რომ ნებისმიერი სიმრავლე თავისი თავის ქვესიმრავ- 

ლეს წარმოადგენს, ე. ი. 4C4. 
თუ 4 სიმრავლე 8 სიმრავლის ქვესიმრავლეა, ხოლო. 7#-ში 

არსებობს ერთი ელემენტი მაინც, რომელიც 4-ს არ ეკუთვნის, 
მაშინ #-ს ეწოდება „8-ს საკუთრივი ქვესიმრავლე. 

თუ 4C8 და 8C4, მაშინ #4 და 8 სიმრავლეებს ტოლი ეწოდე- 

ბა და წერენ 4=#. 
ორი 4# და 8 სიმრავლის გაერთიანება (ჯამი) ეწოდება ყველა 

იმ ელემენტის სიმრავლეს, რომლებიც 4 და 8 სიმრავლეებიდან 

ერთ-ერთს მაინც ეკუთენის და 4LI8 სიმბოლოთი აღინიშნება. 

ახლა ვთქვათ, გვაქვს რამდენიმე სიმრავლე #4, 4, .., 4„. ამ 
სიმრავლეთა გაერთიანება (ჯამი) ეწოდება ყველა იმ ელემენტის 
სიმრავლეს, რომლებიც ეკუთვნის ერთ-ერთს მაინც მოცემული 
სიმრავლეებიდან. სიმრავლეთა გაერთიანება აღინიშნება ასე: 

4#ს4ს..ს4, ან LI4. 
L=L 

ორი 4 და 8 სიმრავლის თანაკვეთა (ნამრავლი) ეწოდება ყვე- 
ლა იმ ელემენტის სიმრავლეს, რომლებიც ერთდროულად ეკუთ- 
ენის როგორც #4 ისე 8 სიმრავლეს და 408 სიმბოლოთი 
აღინიშნება. 

ახლა ვთქვათ, მოცემულია რამდენიმე სიმრავლე 4(|, 41, ..., 4». 
ამ სიმრავლეთა თანაკვეთა (ნამრავლი) ეწოდება ყველა იმ ელე- 
მენტის სიმრავლეს, რომლებიც ერთდროულად ეკუთენის ყველა 
მოცემულ სიმრავლეს. ამ შემთხვევაში სიმრავლეთა თანაკვეთა 
ასე აღინიშნება: 

4, ი.. 04, ან ( 14 
L=I



ორ 4 და 8 სიმრავლეს ურთიერთარაგადამკვეთი (თანაუკვე- 
თი) ეწოდება. თუ მათი თანაკვეთა ცარიელი სიმრაყლეა. 

4 და 8 სიმრავლეთა სხვაობა ეწოდება 4 სიმრავლის ყველა 
იმ ელემენტის სიმრავლეს, რომლებიც 8 სიმრავლეს არ ეკუთ- 

ვნიან და ”#V8 სიმბოლოთი აღინიშნება. 
ადეილია ჩვენება, რომ მოქმედებებს სიმრავლეებზე გააჩნიათ 

შემდეგი თვისებები: 

მ2-4ს)8=80)4, 4ი8=ჩი4 (გადანაცვლებადობა), 
#2) 4სი80სთოთ=C80)C 4#იფიC=(408)”0C (ჯუფთებადობა), 

3) ტ/იფწს თო=ღდინჩ)სოლდით ლფდლისტრიბუციულობა). 
მათემატიკური წინადადებების (თეორემების, განსაზსღვრებე- 

ბის და სხე) ფორმულირებისას ხშირად იყენებენ მათემატიკური 
ლოგიკის სიმბოლოებს. 

თუ თ და #თი აღნიშნულია რაიმე წინადადებები, მაშინ თ->/ 

(> იმპლიკაციის სიმბოლო) ჩანაწერი ნიშნავს: “თ წინადადები- 
დან გამომდინარეობს / წინადადება”. 

ჩანაწერი თ=28 (=> ეკვივალენტობის სიმბოლო) ნიშნაეს: “თ 

და / წინადადებები ეკეივალენტურია” ე. ი. თ2/# და #-2თ. 

V სიმბოლო (სოგადობის კვანტორი) იხმარება “ნებისმიერი”, 
“თითოეული”, “ყოეელი” სიტყეების ნაცვლად. მაგალითად: 

VXC4:თ ნიშნავს: “4 სიმრავლის ყოველი X ელემეჩტისათვის ად- 

გილი აქვს თ წინადადებას”. 

შ სიმბოლო (არსებობის კევეანტორი) იხმარება “არსებობს”, 

“მოიძებნება” სიტყვების ნაცვლად. მაგალითად, 3V7C8:/# ნიშნავს: 
“8 სიმრავლეში არსებობს ელემენტი ”/, რომლისთვისაც ადგილი 

აქეს /# წინადადებას”. 

ჩანაწერი 3IXC4:თ ნიშნაეს: “არსებობს # სიმრაელის ერთადე- 

რთი ჯ ელემენტი, რომლისთვისაც ადგილი აქეს თ წინადადებას” 

(შ) სიმბოლოს ეწოდება არსებობისა და ერთადერთობის კვან- 
ტორი). 

თMმ ჩანაწერი (+ კონიუნქციის სიმბოლო) ნიშნავს: “თ და #-ს 

ერთდროულად აქვს ადგილი”. იკითხება: “თ და /?'. 

თV# ჩანაწერი (V დიზუნქციის სიმბოლო) ნიშნავს: “ და 
#-დან ერთ-ერთს მაინც აქვს ადგილი”. იკითხება: “თ ან /?”. 

სიმბოლო თ აღნიშნავს თ წინადადების უარყოფას და იკით- 
ხება “არა "თ". მაგალითად, VXC4:თ ნიშნავს, რომ წინადადება (44 

არ სრულდება 4# სიმრავლის ყოველი » ელემენტისათვის. 
სხვანაირად რომ ვთქვათ, 4 სიმრავლეში არსებობს ერთი მაინც 

X ელემენტი, რომლისთვისაც ადგილი აქვს თ წინადადებას, ე. ი. 
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VXC 4:თ<>9XC #:0. 

§2. ნამდვილი რიცხვები. რიცხვითი ღერძი. 

რიცხვთა შუალედები 

რიცხვის ცნება უძეელეს დროში წარმოიშვა და განვითარე- 

ბის დიდი გზა გაიარა, რომლის დროსაც ხდებოდა რიცხვის 
ცნების გაფართოება და განზოგადება. 

ნატურალურ რიცხვთა სიმრავლე: 
M=(1, 2,...,/,...) 

წარმოიშვა საგნების თვლის შედეგად. შემდგომში პრაქტიკისა 
და თეითონ მათემატიკის განვითარების მოთხოვნილებით შემო- 
ტანილი იქნა მთელი რიცხვების 

2=(...,-3, -2, -1, 0, 1, 2,...) 
და რაციონალური რიცხეების ცნება: 

=(2:»<2, „II. 
” 

როგორც მათემატიკის სასკოლო კურსიდანაა ცნობილი, ყო- 
ველი რაციონალური რიცხვი შეიძლება წარმოვადგინოთ სასრუ- 
ლი ათწილადის ან უსასრულო პერიოდული ათწილადის სახით 
და პირიქით. 

რაციონალურ რიცხვთა შემოღებამ სრულად ვერ გადაჯრა 
ზოგიერთი მნიშვნელოვანი პრაქტიკული ამოცანა, მაგალითად 
მონაკვეთის სიგრძის გაზომვა. არსებობენ ისეთი მონაკვეთები, 
რომელთა სიგრძე რაციონალური რიცხვით არ გამოისახება. ასე- 
თი მონაკვეთია იმ კვადრატის დიაგონალი, რომლის გვერდის 
სიგრძე 1ის ტოლია. ე. ი. არ არსებობს ისეთი რიცხვი, რომლის 
კეადრატი 2-ის ტოლია. ასევე, არ არსებობს რიცხვები, რომელ- 

თა კვადრატებია 3, 5, 6, 7 და ა. შ. ასეთი რიცხვები ეკუთენიან 
ე. წ. ირაციონალურ რიცხეთა სიმრავლეს. რადგან ასეთი რიც- 
ხვები არ არიან რაციონალური, ამიტომ მათი წარმოდგენა უსას- 
რულო პერიოდული ათწილადის სახით შეუძლებელია. 

უსასრულო არაპერიოდულ ათწილადს ირაციონალური რიც- 
ხვი ეწოდება ირაციონალურ რიცხეთა სიმრავლე / ასოთი 
აღინიშნება. 

მაგალითად, ირაციონალურია უსასრულო ათწილადი 
0,101001000100001... 

რომლის ჩანაწერში პირველი 1-იანის შემდეგ არის ერთი ნული, 
მეორე I-იანის შემდეგ – ორი ნული და ა. ფშ. 

რაციონალურ და ირაციონალურ რიცხვთა სიმრავლეების გა- 
ერთიანებას ნამდვილ რიცხეთა სიმრავლე ეწოდება და #” ასოთი 
აღინიშნება. 
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რადგან ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლის ძირითადი თვისებები 
და არითმეტიკული მოქმედებები ნამდვილ რიცხვებსე მკითხვეე- 
ლისათვის ცნობილია მათემატიკის სასკოლო კურსიდან, ამიტომ 

ჩვენ მათ'სე არ შეეჩერდებით. 
წრფეს, რომელზედაც ფიქსირებულია რაიმე 0 წერტილი (სა- 

თავე), არჩეულია დადებითი მიმართულება და სიგრძის ერთე'ე- 

ლი (მასშტაბი), რიცხვითი ღერიი ანუ რიცხეითი წრფე ეწოდება 
(ჩახასი 1.1). 

1 
თ 

  

' 
' 

1 C1
--

- 
Mლი 

ნახ. I.1 

რიცხეითი ღერძის ყოეელ #MV წერტილს შეიძლება "'შევუსაბა- 
მოთ ერთადერთი ნამდვილი ჯ რიცხეი და პირიქით. ეს ურთიე- 
რთცალსახა შესაბამისობა შეიძლება დამყარდეს შემდეგი წე- 

სით: X=I0M) (CM მონაკვეთის სიგრძეს), თუ 0-დან #-საკენ მიმა- 

რთულება ემთხვევა ღერძის მიმართულებას და X=-|I0M) – წინა- 
აღმდეგ შემთხვევაში. ამ ჯ რიცხვს #M წერტილის კოორდინატი 
ეწოდება. ის ფაქტი, რომ X რიცხვი M წერტილის კოორდინატია, 
ასე ჩაიწერება: MC). ცხადია, რომ 0 სათავის კოორდინატია ნუ- 
ლი. მოცემულია წერტილი ღერძსე ნიშნავს, რომ მოცემულია 
წერტილის კოორდინატი. 

შემდგომში ნამდვილ რიცხვსა და მის შესაბამის წერტილს 
ღერძზე გავაიგივებთ. 

განვიხილოთ ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლის სოგიერთი ქვე- 
სიმრავლე, რომელთაც რიცხვითი შუალედები ეწოდება. 

ვთქვათ, ძი და ხ ორი ნამდვილი რიცხეია და ძ<ხ. 
განსაზღვრება 2.. ყველა იმ ნამდვილ ჯ რიცხვთა სიმრავლეს, 

რომლებიც აკმაყოფილებენ უტოლობას ძ<X<ხ, ჩაკეტილი შუალე- 
დი (მონაკვეთი) ეწოდება და (ი;ხ) სიმბოლოთი აღინიშნება, ე. ი. 

(თ;ხ|=(XCჯ: ძ<X<ხ1. 

ანალოგიურად 
1#:ხL=(ჯXCI: ძ<X<ხ) 

სიმრავლეს ღია შუალედი (ინტერეალი) ეწოდება, ხოლო 

(ი;ხI=(XCI?: თ<X<ხ|, 

#;ხI=(XC/Iზ: ძდ<X5ხ), 

სიმრავლეებს ნახევრად ღია შუალედები ეწოდება. 
ძი და ხ რიცხეებს განხილული შუალედების საზღერები ან 

ბოლოები ეწოდება, ხოლო ხჩ-ი რიცხეს შუალედის სიგრძე. 
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განსაზღვრება 2.2. ყეელა იმ ნამდვილ X რიცხეთა სიმრავლეს, 

რომლებიც აკმაყოფილებენ უტოლობას X>2ძ, უსასრულო შუალე- 

დი ეწოდება და (ძიუ+თ.| სიმბოლოთი აღინიშნება, ე. ი. 

(თ;+I=(ჯXC/?: X20). 

უსასრულო შუალედებს წარმოადგენენ აგრეთვე შემდეგი სიმ- 
რავლეები: 

#;+XI=(XC/%: X>ძ), 
1)-:ხ)=(XC71: X<ხ), 

1C;ხI=(XC#: X<ჩ). 

ნამდვილ რიცხვთა # სიმრავლეც უსასრულო შუალედს წარ- 

მოადგენს და იგი ასე აღინიშნება: 7#/=|)-თ;+თ(. 

ძC”„ რიცხეის მიდამო Vხ(თ) ეწოდება ამ რიცხვის შემცველ 

ყოველ. ინტერვალს. 
ძCM რიცხვის § მიდამო VX(2;8) ეწოდება #-65,0ი+89L ინტერეალს: 

LL(თ;§)=1)ძ-§:თ+6L. 

§3. ნამდვილი რიცხვის მოდული 

(აბსოლუტური სიდიდე) და მისი თვისებები 

განსაზღვრება 8.1. ნამდვილი ძი რიცხვის მოდული (აბსოლუტური 
სიდიდე) ეწოდება თვით ამ რიცხეს, თუ იგი არაუარყოფითია, 

მის მოპირდაპირე რიცხეს, თუ იგი უარყოფითია და |ი| სიმბო- 

ლოთი აღინიშნება, ე. ი. 
> 4-1 თუ ძ20, 

-ი, თუ ძ<0. 

გეომეტრიულად ნამდვილი რიცხვის მოდული წარმოადგენს 
მანძილს რიცხვითი წრფის სათავიდან ამ რიცხვის შესაბამის 
წერტილამდე (ნახაზი 12). 

II ICI 

ხ 0 ძ 

ნახ. 1.2. 

  

ნამდვილი რიცხვის მოდულის განსასღვრებიდან უშუალოდ 
გამომდინარეობს, რომ: 

1, |-ძ.=Iძ); 
2. -IთI<ძ<10I; 

3. |(თ<6 «5 -8<ძ<6, (§>0); 

4. თ >6 «<> ძ<-6V ძ26, (§>0). 
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მოვიყვანოთ მოდულის ზოგიერთი თვისება: 
1. ორი რიცხეის ჯამის მოდული არ აღემატება ამ რიცხვების 

მოდულების ჯამს, ე. ი. |თ+ხ|<|იI+Iხ|. 

2. თუ ძ და ხ ნამდეილი რიცხვებია, მაშინ |II-IჩII<Iთ-ჩ!. 

3. ორი რიცხეის ნამრაელის მოდული უდრის ამ რიცხვების 

მოდულების ნამრავლს. ე. ი. |თ·ხ|I=/0I.IხI. 

4. თ« და ხ რიცხეების (ხ#0) ფარდობის მოდული ამ რიცხვების 

მ-, ხ| 

§4#. სიმრავლეთა ეკვივალენტობა. სასრული და 

უსასრულო სიმრავლეები. თვლადი და არათვლადი 

სიმრავლეები 

მოდულების ფარდობის ტოლიია, ე. ი. 
  

ვთქვათ მოცემულია 4 და 8 სიმრავლეები და წესი, რომლის 
საშუალებითაც 4 სიმრავლის ყოველ ძ ელემენტს შეესაბამება 8 
სიმრავლის ერთადერთი ხ ელემენტი. ამ შემთხეევაში ამბობენ, 
რომ მოცემულია შესაბამისობა 4# სიმრავლისა 8 სიმრავლეში. 
ხ-ს უწოდებენ ძ ელემენტის შესაბამისს. 

4 და 8 სიმრავლეებს შორის შესაბამისობას ეწოდება ურთიე- 
რთცალსასა, თუ 4 სიმრავლის ყოველ ელემენტს შეესაბამება 
ერთადერთი ელემენტი 8 სიმრავლიდან და „8 სიმრავლის ყოვე- 
ლი ელემენტი არის / სიმრავლის ერთადერთი ელემენტის შესა- 
ბამისი. ე. ი. ასეთი შესაბამისობა შექცევადია. 

4 და 8 სიმრავლეებს ეწოდება ეკვივალენტური, თუ მათ შო- 
რის შეიძლება დამყარდეს ურთიერთცალსახა შესაბამისობა და 

წერენ 4–-ჩ. 
ცხადია, რომ 1) 4-4 (რეფლექსურობა): 2) თუ 4-8, მაშინ 8-4 

(სიმეტრიულობა); 3) თუ 4-8 და 8-C, მაშინ 4-C (ტრანზსიტუ- 

ლობა). 
4 სიმრავლეს ეწოდება სასრული, თუ იგი არის ცარიელი ან 

არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი #”, რომ 

4+–+(1, 2,...,/?). 

ამ შემთხვევაში ვიტვით, რომ 4 სიმრაელის ელემენტთა რიცხვი 
არის M#. ცარიელ სიმრავლეში ელემენტთა რიცხვი მიღებულია 
ნულის ტოლად. 

ცხადია, რომ ორი სასრული სიმრავლე ერთმანეთის ეკვივა- 
ლენტურია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა მათი ელემენტების 
რიცხეი ერთმანეთის ტოლია. 

სიმრავლეს უსასრულო ეწოდება, თუ იგი სასრული არ არის. 
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სიმრავლეს თვლადი ეწოდება, თუ იგი ეკვიეალენტურია ნა- 
ტურალურ რიცხეთა MV სიმრავლის, ხოლო უსასრულო სიმრავ- 
ლეს, რომელიც თვლადი არაა, არათელადი სიმრავლე ეწოდება. 

მაგალითად, #M=X2, 4,...,2/,...) სიმრავლე თვლადია, რადგან M 

და M სიმრავლეებს შორის ურთიერთცალსახა შესაბამისობა 
შეიძლება დამყარდეს თანადობით #«<>2/. ასევე სიმრაცყლე M=(2") 

თვლადია რადგან 'მესაბამისობა I<>2 ურთიერთცალრსახაა. 
განხილული მაგალითებიდან ჩანს, რომ MV სიმრავლეში არსე- 

ბობს მისი ეკვივალეჩტური საკუთრივი ქეესიმრავლე. ამ თვისე- 
ბით ხასიათდება მხოლოდ უსასრულო სიმრავლე. ეს თეისება 
შეიძლებოდა მიგვეღო უსასრულო სიმრავლის განსაზღვრებად. 

თვლადი სიმრავლის განსაზსღვრებიდან გამომდინარეობს, რომ 
შესაძლებელია მისი ელემენტების დანომერა ნატურალური რიც- 
ხვებით, ამიტომ ხშირად თვლად სიმრავლეს ჩავწერთ მისი ელე- 
მენტების მიმდეერობის სახით: 

4=(ძ), ძე,..., იი, --1. 

რადგან ეკვივალენტობის მიმართება ტრანზიტულია, ამიტომ 
ყეელა თვლადი სიმრავლე ერთმანეთის ეკვივალენტურია. 

მტკიცდება, რომ რაციონალურ რიცხვთა 0 სიმრავლე თელა- 
დია, ხოლო ნამდვილ რიცხვთა # სიმრავლე არათვლადია. უფრო 
მეტიც, ირაციონალურ რიცხვთა / სიმრავლე არათვლადია და 
ნებისმიერი რიცხვთა შუალედიც არათვლადია. 

8§წ. რიცხვითი სიმრავლის სუსტი ზედა და ქვედა 

საზღვარი 

განსაზღვრება წ1. ნამდვილ რიცხვთა რაიმე X სიმრავლეს ეწოდე- 
ბა ზემოდან (ქვემოდან) შემოსაზღვრული, თუ არსებობს ისეთი C 

რიცხვი, რომ ნებისმიერი XCX რიცხვისათეის მართებულია უტო- 

ლობა X<0C Cდ>ი). C რიცხვს X სიმრავლის ზედა (ქეედა) საზღვარი 

ეწოდება. 
სიმრავლეს, რომელიც შემოსაზღვრულია როგორც ზემოდან 

ასევე ქვემოდან, ეწოდება შემოსაზღვრული. 
მაგალითად, ნებისმიერი სასრული შუალედი §9ძ,ხI, #,ხL (Cთ,ხL 

#,ხ) შემოსაზღვრულია, ხოლო (თ;+თ( ინტერვალი შემოსასღვრუ- 

ლია ქვემოდან, 1«;ჯ ინტერვალი კი ზემოდან. 
ცხადია, რომ ნებისმიერი ზემოდან (ქვემოდან) შემოსაზღვრუ- 

ლი სიმრავლის ზედა (ქვედა) სასღვართა სიმრავლე უსას- 
რულოა. 

განსაზღვრება ნ2. ი რიცხეს ეწოდება X სიმრავლის უდიდესი 

(უმცირესი) რიცხვი, თუ იCX და VXCX რიცხვისათვის X<თ (X2თ). 
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სიმრავლის უდიდესი (უმცირესი) რიცხეი აღინიშნება თიXX 
(თ) სიმბოლოთი. ცხადია, რომ თუ X სასრული არაცარიელი 
სიმრავლეა, მაშინ მასში არსებობს უდიდესი და უმცირესი რიც- 
ხვი. თუ სიმრავლე უსასრულოა, მაშინ მასმი უდიდესი ან უმცი- 
რესი რიცხეი შეიძლება არ არსებობდეს. მაგალითად, 

ა –. 
234 M+1 

სიმრავლეში არ არის უდიდესი რიცხვი. 

აა 
2.3 M/+L 

სიმრავლეში არ არის უმცირესი რიცხეყი, ხოლო I-I:2( სიმრავლე- 
ში არ არის არც უმცირესი და არც უდიდესი რიცხვი. 

შევნიშნოთ, რომ თუ სიმრავლეს გააჩნია უდიდესი (უმცირე- 
სი) რიცხვი, მაშინ იგი ზემოდან (ქვემოდან) შემოსაზღვრულია. 

ბუნებრივად ისმება ამოცანა: ნამდვილ რიცსვთა ნებისმიერი 
სიმრავლისათვის შემოვიტანოთ ისეთი მახასიათებლები (რიცხვე- 
ბი) რომლებიც გარკვეულად შეცელიან თ2XX და თIიX-ს, როცა 
ისინი არ არსებობენ. 

არაცარიელი სიმრავლის ასეთ მახასიათებლებს წარმოადგე- 
ნენ სიმრავლის, ე. დC. ზუსტი სედა და ხუსტი ქვედა საზსღერები. 

განსაზღვრება წ.38. სემოდან შემოსასღვრული X სიმრავლის სედა 
სასღვართა შორის უმცირესს ეწოდება X სიმრავლის ზუსტი ზე- 
და სასლეარი და აღინიშნება 5§ს9იX-ით, ხოლო ქეემოდან შემოსა- 
ზღვრული X სიმრავლის ქვედა სახღეართა შორის უდიდესს 
ეწოდება X სიმრავლის ზუსტი ქვედა სასღვარი და აღინიშნება 
10LX-ით. 

მაგალითად, #,ხ| ინტერეალის ზსუსტი ზედა საზსღვარია ხ, 
ხოლო “სუსტი ქვედა საზღვარია ძ. 

ზუსტი ზედა (ქვედა) საზღერის განსასღვრებიდან გამომდინა- 
რეობს, რომ, თუ სიმრავლეს აქვს ეს სასღვარი, მაშინ ის ერთა- 
დერთია, რადგან ვოეველ სიმრავლეში უდიდესი (უმცირესი) რიც- 
ხეი ერთადერთია. 

შევნიშნოთ, რომ, თუ არსებობს =2XX (IთIICX), მაშინ იი2XX=5ს0X 
(თი X=Iი IX). 

გააჩნია თუ არა ყოველ ზემოდან (ქეემოდან) შემოსაზღვრულ 

სიმრავლეს ზუსტი ზედა (ქვედა) საზღვარი? ამ კითხვაზე პა- 
სუხს იძლევა შემდეგი თეორვგმა. 

თეორემა წ... ყოველ არაცარიელ ზემოდან (ქვემოდან) შემოსა%ზ- 
ღვრულ სიმრაელეს გააჩნია ზუსტი ზედა (ქვედა) საჭღვარი. 

შედეგ. ნამდვილ რიცხვთა ყოველ არაცარიელ შემოსაზღვ- 
რულ სიმრაელეს აქეს ზუსტი სედა და ზუსტი ქვედა საზღვარი. 
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თუ X სიმრავლე ზემოდან (ქვემოდან) არ არის შემოსაზღვრუ- 

ლი, წერენ, რომ §ს0X=+თCთ (180 X=-თ). 

§6, კოორდინატთა სისტემები 

L დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა სისტემა სიბრტყეზე საერთო 

სათავისა და ერთნაირი მასშტაბის მქონე ორი ურთიერთპერპენ- 
დიკულარული ღერძი ქმნის დეკარტის მართკუთხა კოორდინატ- 
თა სისტემას სიბრტყეზე. საერთო 0 სათავეს კოორდინატთა სა- 
თავე ეწოდება, ხოლო ღერძებს – საკოორდინატო ღერძები. მათ 
უწოდებენ აგრეთვე აბსცისთა CX და ორდინატთა CX» ღერძებს. 

განეიხილოთ სიბრტყის ნებისმიერი M წერტილი. მისი გეგმი- 
ლები 0Xჯ და C” ღერძებზე (ნახ. 13) შესაბამისად აღვნიშნოთ M, 
და M-ით. 

წერტილის დეკარტის მართკუთხა X» და »”» კოორდინატები 
ეწოდება შესაბამისად M, და M, წერტილის კოორდინატებს სა- 
თანადო ღერძებზე. X კოორდინატს წერტილის აბსცისა ეწოდება, 
ხოლო X-ს ორდინატი. ის ფაქტი, რომ MV წერტილის კოორდინა- 

  

    

XV
წ ნი VM, 

  

  
ნახ. 13. ნახ. 1.4. 

ტებია X და » ასე ჩაიწერება: M(ა). ზემოთქმულიდან ჩანს, რომ 
სიბრტყის ყოველ წერტილს შეესაბამება ნამდვილ რიცხეთა 
ერთადერთი დალაგებული წყვილი და პირიქით, ნამდეილ რიც- 
ხვთა ყოველ დალაგებულ წყვილს შეესაბამება სიბრტყის ერთა- 
დერთი წერტილი. ამრიგად, სიბრტყის წერტილთა სიმრავლესა 
და ნამდვილ რიცხვთა დალაგებული წყვილების სიმრავლეს შო- 
რის არსებობს ურთიერთცალსახა შესაბამისობა. 

საკოორდინატო ღერძები სიბრტყეს ოთხ ნაწილად ყოფს, ამ 
ნაწილებს მეოთხედებს ანუ კვადრატებს უწოდებენ. 

2. დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა სისტემა სივრცეში. დეკარტის 

კოორდინატთა სისტემა სივრცეში განისაზღვრება სიბრტყეზე 
კოორდინატთა სისტემის ანალოგიურად. 
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საერთო სათავისა და ერთნაირი მასშტაბის მქონე წყვილ- 
წყვილად ურთიერთპერპენდიკულარული სამი ღერძი ქმნის დეკა- 
რტის მართკუთხა კოორდინატთა სისტემას სიერცეში. საერთო 0 
სათავეს კოორდინატთა სათავე ეწოდება, ხოლო ღერძებს – 
საკოორდინატო ღერძები. მათ უწოდებენ აგრეთვე აბსცისთა 0», 
ორდინატთა CV და აპლიკატთა C72 ღერძებს. 

ვთქვათ, M,, M, და M: სივრცის ნებისმიერი M წერტილის 

ბეგმილებია შესაბამისად CX, 0» და 02 ღერძებსე (ნახ. L4). M 

წერტილის დეკარტის მართკუთხა », » და 2 კოორდინატები ეწო- 
დება შესაბამისად M» M, და M:. წერტილის კოორდინატებს სა- 
თანადო ღერძებსე. X კოორდინატს MV წერტილის აბსცისა ეწო- 
დება, #ს – ორდინატი, ხოლო 2-ს აპლიკატი. ის ფაქტი, რომ M# 
წვრტილის კოორდინატებია X», »” და 2 ასე ჩაიწერება: M(Xკ/,უ). 

ადვილი შესამჩნევია, რომ სივრცის წერტილთა სიმრავლესა 
და ნამდვილ რიცხვთა დალაგებული სამეულების სიმრავლეს 
შორის არსებობს ურთიერთცალსახა შესაბამისობა. 

წყვილ-წყვილად აღებული საკოორდინატო ღერძები განსა%- 
ღვრავენ ე. წ. საკოორდინატო XჯCV, X22 და X0C> სიბრტყეებს. ეს 
სიბრტყეები სივრცეს ყოფენ რეა ნაწილად, რომელთაც ოქტან- 

ტები (მერვედები) ეწოდება. 
3. პოლარულ კოორდინატთა სისტემა. კავშირი დეკარტისა და პოლარულ 

კოორდინატებს შორის. სემოთ განხილული დეკარტის მართკუთხა 
კოორდინატთა სისტემის გარდა, სიბრტყესე შეიძლება აიგოს 
კოორდინატთა მრავალი სხვა სისტემაც, რომლებიც საშუალებას 
იძლევიან განისახლვროს სიბრტყის წერტილის მდებარეობა ორი 
ნამდვილი რიცხვით. 

განვიხილოთ ერთ-ერთი მათგანი, ე. წ. პოლარულ კოორდინა- 
ტთა სისტემა, რომელიც დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა 
სისტემის შემდეგ ყეელაჭზე მოხერხებულია და საკმაოდ ხშირად 
გამოიყენება. 

ავიღოთ სიბრტყეზე რიცხვითი / ღერძი. ამ ღერძს ვუწოდოთ 
პოლარული ღერძი, ხოლო მის სათავეს – ჰოლუსი. 

ვთქვათ, M სიბრტყის ნებისმიერი წერტილია, რომელიც პო- 
ლუსს არ ემთხვევა. გავავლოთ 0 პოლუსზე და M წერტილზე /, 
ღერძი, რომლის სათავეა 0 პოლუსი, ხოლო მიმართულება ემთ- 
ხეევა C პოლუსიდან M წერტილისაკენ მიმართულებას (ნახ. 15). 
მოვაბრუნოთ / ღერძი 0 პოლუსის გარშემო /, ღერძთან შეთა- 
ვსებამდე. მიღებულია, რომ თუ მობრუნება ხდება საათის ისრის 
მოძრაობის საწინააღმდეგო მიმართულებით, მაშინ მობრუნების 
კუთხე დადებითია, ხოლო თუ საათის ისრის მოძრაობის მიმარ- 
თულებით, მაშინ – უარყოფითი. შევნიშნოთ, რომ მოცემული #M 
წერტილისათვის არსებობს უსასრულოდ ბეერი მობრუნების კუ- 
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თხე. კერძოდ, თუ თ ერთ-ერთი მობრუნების კუთხეა, მაშინ თ+2» 
აგრეთვე მობრუნების კუთხეა ნებისმიერი მთელი #-სათვის. M#M 
წერტილის კოორდინატი /, ღერძზე აღვნიშნოთ /თი და ეუწო- 
დოთ მას M წერტილის პოლარული რადიუსი, ხოლო / ღერძის 
მობრუნების კუთხეს პოლარული კუთხე. 

ცხადია, რომ #>0 და ამასთან სიბრტეის ყოველი წერტილი, 
რომელიც პოლუსს არ ემთხვეეა, განისაზღვრება რიცხეთა წყვი- 

ლით (ს6თ. 

  

ნახ. 1.5. 

პოლუსისათვის პოლარული რადიუსი #0, ხოლო პოლარული 

თ კუთხე განუსაზღვრელია. პოლუსის მდებარეობა სიბრტყეზე 

სავსებით განისასღვრება #0 კოორდინატით. 

M წერტილის პოლარულ #/ რადიუსს და დ პოლარულ კუთ- 
ხეს ეწოდება ამ წერტილის პოლარული კოორდინატები. ის ფავშ- 

ტი, რომ M წერტილის პოლარული კოორდინატებია / და დ ასე 

ჩაიწერება MVC2,თ). 

  

ნახ. 1.6. 

თუ სიბრტყეზე არჩეულია პოლარული ღერძი და პოლუსი, 
მაშინ ვიტყვით, რომ სიბრტყეზე მოცემულია პოლარულ კოორ- 
დინატთა სისტემა. 

შევნიშნოთ, რომ სიბრტყის ყოველ წერტილს შეესაბამება 
უსასრულოდ ბევრი პოლარული კოორდინატები. კერძოდ, მოცე- 
მული წერტილისათვის პოლარული რადიუსი ცალსახად განისა- 
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სღვრება, ხოლო პოლარული კუთხეები განსხვავდებიან ერთმა- 

ნეთისაგან 2#-ს ჯერადით. 
ზოგჯერ, როდესაც სასურველია, რომ სიბრტყის წერტილებსა 

და კოორდინატებს შორის იყოს ურთიერთცალსახა შესაბამისო- 
ბა პოლარულ კუთხედ იღებენ მის უმცირეს არაუფარყოფით მჩიშ- 

ვჩელობას, ცხადია, ამ შემთხვევაში 0<თ<27. 
ადეილი საჩვენებელია (ნახ. 1.6, რომ თუ პოლუსი ემთხეევა 

დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა სისტემის სათავეს და პო- 
ლარული ღერძი აბსცისთა ღერის, მაშინ 

X=/->X05თ, #=/ჯIით. (6.1) 
ეს ფორმულა გამოსახავს MV წერტილის დეკარტის კოორდი- 

ნატებს ამავე წერტილის პოლარული კოორდინატებით. პირიქით, 
თუ ცნობილია M წერტილის დეკარტის კოორდინატები და”, მა- 
შინ (6.1) ტოლობებიდან გვაქვს 

0= V/X? +) , (“60=>. (6.2) 

უკანასკნელი ტოლობიდან პოლარული კუთხისათვის უნდა 
ავიღოთ მნიშენელობა MVCე) წერტილის მდებარეობის მიხედვით. 

მაგალითი L პოლარულ კოორდინატთა სისტემაში მოცემულია 

წერტილი M(2#25). ვიპოვოთ ამ წერტილის დეკარტის კოორ- 

დინატები. 

ამოსსნა. რადგან 0=2V3 და თ=5. ამიტომ (6.) ტოლობების 

ძალით გვაქვს 

X=2V3:005< =V3, »=2V3-9ი3-=3. 

მაგალითი 2. დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა სისტემაში 

მოცემულია წერტილი M(+V3;-I). ვიჰოვოთ ამ წერტილის პოლა- 

რული კოორდინატები. 

ამოხსნა. მოცემულია X=+V/3 და »7=-1I, ამიტომ (62) ტოლობე- 
ბის ძალით გვაქვს 

1 
=+V3+1=2, (§დC=-–=. ი §დ 48 

თუ გავითვალისწინებთ M(V/3;–)) წერტილის მდებარეობას, 

უკანასკნელი ტოლობიდან დავასკენით, რომ თ=+». 
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წ7. კომპლექსური რიცხვები 

L კომბლექსური რიცხვების განსაზღვრება მოქმედებანი კომბლექსურ 

რიცხვებზე... როგორც ვიცით, ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეში ყო- 
ველთვის სრულდება შეკრების, გამოკლების, გამრავლებისა და 
მთელ დადებით ხარისხში ახარისხების ოპერაცია. რაც შეეხება 
ახარისხების შებრუნებულ ოპერაციას – ამოფესვას, იგი ყოველ- 
თვის არ არის შესაძლებელი. ასე, მაგალითად, ნამდეილ რიცხ- 
ეთა სიმრავლეში არ არსებობს რიცხვი, რომლის კეადრატი –I- 
ის ტოლია, ამიტომ ამ სიმრავლეში ამონახსნი არ გააჩნია ისეთ 
უმარტივეს კვადრატულ განტოლებას, როგორიცაა 

X“+1=0. 
საზოგადოდ, ნამდეილ რიცხეთა სიმრაელეში არ არსებობს 

რიცხვი, რომლის ლუწი ხარისხი უარყოფითი რიცხვია, ამიტომ 
იმ ნამდვილ კოეფიციენტებიან კვადრატულ განტოლებებს, რო- 
მლებსაც უარყოფითი დისკრიმინანტი აქვთ, ნამდვილ რიცხეთა 
სიმრავლეში ამონახსნი არ გააჩნია. 

ისმის ამოცანა: მოვახდინოთ ნამდვილ რიცხვთა სიმრაელის 
ისეთი გაფართოება, რომ მიღებულ სიმრავლეში ნებისმიერ 
კვადრატულ განტოლებას ჰქონდეს ამონახსნი, ე. ი. ყოველთვის 
შესაძლებელი იყოს ფესვის ამოღების ოპერაცია. 

კომპლექსური რიცხვი ეწოდება გამოსახულებას 
2=X+II, 

სადაც X და /” – ნამდვილი რიცხვებია, ხოლო ! – ეგრეთწოდე- 
ბული წარმოსახვითი ერთეული, რომყლიც განისაზღვრება ტო- 
ლობით 

I=-1. 
X-ს უწოდებენ 2 კომპლექსური რიცხვის ნამდვილ ნაწილს, 

ხოლო უ)-ს წარმოსახვით ნაწილს და აღნიშნავენ სიმბოლოებით 
X=ILგ2, ”=Iი012. 

განსაზღვრებით მივიღოთ, რომ 
1. 0+/I/=I» და X+I0=X. 

2. ორი 2)XI+!)/ და 2:=X+სე კომპლექსური რიცხეი ტოლია 
მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც X).=>ი და X/I=X7:. 

ამ ტოლობებიდან გამომდინარე 2=X+M=0 მაშინ და მხოლოდ 
მაშინ, როცა X=0 და X#=0. 

ორი 2)=XI+I/, და 22=X+I კომპლექსური რიცხვის 2)+ 2 ჯამი 
ეწოდება 2|+ 2:=(XI+VI)+I(X-+#) კომპლექსურ რიცხვს. 

2 და 2 კომპლექსური რიცხვების 2-2 სხეაობა ეწოდება 2 
კომპლექსურ რიცხვს რომელიც აკმაყოფილებს ტოლობას 
2+22=2). 
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ადვილი საჩვენებელია, რომ 2.=X+ს და 2:=X:+M კომპლექ- 
სური რიცხვების სხვაობა ყოველთეის არსებობს და იგი ცალსა- 

ხად განისასღვრება ტოლობით 

2|)-2:=(XL-X2)+I107| -»/:). 
ორი 2=X+I/, და 2:=.+Iსე კომპლექსური რიცხვის ნამრავლი 

ეწოდება ისეთ კომპლექსურ რიცხვს, რომელიც მიილება თუ ამ 
რიცხვებს გადავამრავლებთ ისე როგორც ჩვეულებრიე ორწეე- 

რებს და გავითვალისწინებთ, რომ #=–I, ე. ი. 
2)2:=(X)+IV/|I(Xე+05)=XXე+/XI)/1+60)/)+! /)/= 

(VIX-)/ს/2)+/(V ც/:+X2XI). 
მაგალითი L მოცემულია კომპლექსური რიცხვები 2|)=2+3I!, 2:=5-7!. 

ვიპოვოთ ა) 2)+2:; ბ) 2|)-2:; ტ) 2|)'22- 

ამოსსნა. ა) 2)+2:=(2+31)+(5-7!)=2+3/+5–7!=(2+5)+(3/-7!)=7-4/; 
ბ) 2)-2:=(2+31)-(5-7!)=(2-5)+(3+7)ჯ=–3+10/; 

ბ) 2)'2:=(2+3/)-(5-7I)=(10+2 1)+(-14+1 5)/=31+/. 
კომპლექსური რიცხეი 

–1- >=(-1+I-0XX+/)7)= -–X-I/ 

აღინიშნება -2-ით და მას ეწოდება 2-ის სიმეტრიული რიცხვი. 

ცხადია, რომ 2+C(- 2)=0. 

ადვილი გამოსათვლელია, რომ /+=-/, /#=I, და, საზოგადოდ, 
ნებისმიერი ნატურა ური M-ისთვის 

| ”=1, ჯა =/, /ი/0=- 1, ”/1 

X-ს კომპლექსურ რიცხეს ეწოდება 2=X-I/ კომპლექსური რიც- 

ხვის შეუღლებული და 2 სიმბოლოთი აღინიშნება, ე. ი. 7 =X-”/. 

=-/, 

ცხადია, რომ ყოველი კომპლექსური 2 რიცხვისათვის (C)=>. 

შეუღლებულის განსაზღერებიდან გამომდინარეობს, რომ ტო- 

ლობას 2=2 ადგილი აქვს მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც 2 
ნამდვილი რიცხვია. 

2=X-სV კომპლექსური რიცხეის მოდული ეწოდება ჯ? +)? 

რიცხვს და I2| სიმბოლოთი აღინიშნება, ე. ი. 

I0=ს-/= V»? +X" 
ცხადია, რომ |2>0, ამასთან |2I=0, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

როდესაც 21=0. 
ადვილი საჩვენებელია, რომ 

I9=|2, 2-2 =(2”. 
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72I=XI-+სV) კომპლექსური რიცხვის განაყოფი 2:=X+I/:#0 კომპლე- 
ქსურ რიცხეზე ეწოდება ისეთ 2=X+I კომპლექსურ რიცხვს, რო- 
მელიც აკმაყოფილებს ტოლობას 

2' 22=2) (7.I) 

და მას 2):2: ან <L სიმბოლოთი აღნიშნავენ. 
22 

(7.ე) ტოლობიდან გვაქვს 

X)+0/=00:+//:XX+7/)=CCX-)/2/)+I1(X/+)/2X), 
საიდანაც 

X)=X:X-)», IX)“ V/2X+X2V. 

ამ სისტემის ამოხსნით მიეიღებთ 

X)X2 + X# X2.»I – XIX2 ჯლ==2--62, ულო21 (2 
X2 + X2 X2 + »? 

ამრიგად 

2, _ ი +ხ) _ XX: +X»X# +22X = IX . -+= 5 
: 2-2 2 

2 X2+IM X2 + X# X2 + X 

მაშასადამე 2L (2:20) განაყოფის გამოსათვლელად საკმარი- 
22 

სია მრიცხველი და მნიშენელი გაეამრავლოთ მნიშენელის შეუდღ- 
ლებულზე. მაგალითად, 

2-1 _ (2-II3–-2!) _ 6–47–31+2/” _4-#-4_7, 
3+2, (3+2IX3–2!) 9+4 Iჰ3 13 13. 

2. კომპლექსური რიცხვის გეომეტრიული ინტერპრეტაცია. კომპლექსური 

რიცხვის არგუმენტი. ავიღოთ სიბრტყეზე C0XV7 მართკუთხა კოორდი- 
ნატთა სისტემა. 2=>X+I კომპლექსურ რიცხეს შევუსაბამოთ M# წე- 
რტილი X და ”» კოორდინატებით. პირიქით, სიბრტყის ყოველ 
MVთაე) წერტილს შევუსაბამოთ კომპლექსური რიცხვი X»+I”/. ასეთ- 
ნაირად კომპლექსურ რიცხეთა სიმრავლესა და სიბრტვის 
წერტილთა სიმრავლეს შორის დამყარდება ურთიერთცალსახა 
შესაბამისობა. 

სიბრტყეს, რომელიც გამოყენებულია კომპლექსური რიცხვე- 
ბის გეომეტრიული წარმოდგენისათვის, კომპლექსური სიბრტყე 
ეწოდება და დ) სიმბოლოთი აღინიშნება. 

  

– 

ვინაიდან M წერტილს და ამ წერტილის C0M რადიუს-ვექ- 

ტორს ერთნაირი კოორდინატები აქვთ (ნახ. 17), ამიტომ ყოველი 

  

“ 
" სათავეზე მოდებულ 0M ვექტორს M წერტილის რადიუს-ვექტორი 
ეწოდება. 
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2 კომპლექსური რიცხგეგი შეიძლება განვიხილოთ როგორც სიბრ- 
ტყის წერტილი ან ამ წერტილის შესაბამისი რადიჟუს-ვექტორი. 

  

ნახ. I.7. 

ცხადია, რომ კომპლექსური რიცხვის მოდული წარმოადგენს 
მისი შესაბამისი რადიუს-ვექტორის # სიგრძეს. 

2=Xს კომპლექსური რიცხვის შესაბამისი რადიუს-ვექტორის 
მიერ CX ღერძის დადებით მიმართულებასთან შედგენილი კუთხე 
აღვნიშნოთ დ ასოთი (ნახ. 1.7). 

#6CMM-დან გვაქვს: 

X=I/-0050, =)5)ი თ. (72) 

: ” ჯ 
§51I 0=-====, C05თ= · (7-3) 

/ჯ? + )/? = + /? 

დ კუთხეს, რომელიც (73) ტოლობებით განისაზღვრება, ეწო- 
დება 2=X+I კომპლექსური რიცხვის არგუმენტი. როდესაც #0, 
არგუმენტი განუსახლერელია და ამიტომ, როცა საკითხი ეხება 
არგუმენტს, ყველგან იგულისხმება, რომ 2»0. 

(73) ტოლობებს აკმაყოფილებს დ-ს მნიშენელობათა უსასრუ- 

ლო სიმრავლე, რომლებიც ერთმანეთისაგან 27”ს ჯერადით 
განსხვავდებიან. ეს სიმრავლე #Iწ2 სიმბოლოთი აღინიშნება. 

2 კომპლექსური რიცხვის თ არგუმენტის იმ ერთადერთ მნიჟ- 

ვნელობას, რომელიც აკმაყოფილებს პირობას --=თ<7”, ეწოდება 
არგუმენტის მთავარი მნიშვნელობა და მMC> სიმბოლოთი აღინიფშ- 
ნება. ამრიგად, 

საიდანაც 

-7=8IC2<7, 

ხოლო 

#აოი2=გI0C>2+2L>, #M=0, +1, +2,... 
3. კომპლექსური რიცხვის მაჩვენებლიანი და ტრიგონომეტრიული ფორმა. 

კომპლექსური რიცხვის 2>=X+-, სახით ჩანაწერს მისი ალგებრუ- 
ლი ფორმა ეწოდება. 
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თუ (72) ტოლობიდან Xჯ-ისა და X»”-ის მნიშენელობებს შევიტანთ 
2 კომპლექსური რიცხვის ალგებრულ ფორმაში, მივიღებთ: 

2=X+1)7/=)(C05თ+I51ი თ). (74) 

7(-ლ§თ+ჯ51ით) გამოსახულებას, სადაც დთ-მIწ-2 ეწოდება 2 კომ- 
პლექსური რიცხეის ტრიგონომეტრიული ფორმა. 

მაგალითი 2. 2=-2+ 2-/3; კომპლექსური რიცხვი ჩავწეროთ ტრი- 
გონომეტრიული სახით. 

ამოსსნა. ვინაიდან X=–2 და »= 2V3 გვაქვს 

„= /X” +»? =V4+12 =4. 

ვინაიდან 2 რიცხვი მდებარეობს მეორე მეოთხედში და 

ჯ 
» სა 

| 5
 ჯ 1 · 

Cლ0506=-–-=-–-; §%0იდ= 
” 2 

ამიტომ თ= 2” · 

(74) ტოლობის ძალით გვაქეს 

2=-=2+2-/3/ =4 C-. +750 22) . 

გამოვთვალოთ ტრიგონომეტრიული ფორმით მოცემული 

27)=1)(C0§C|+15Iიდ,) და 2:=I%(C05თC;+191ით) კომპლექსური რიცხვების 

ნამრავლი და განაყოფი: 

2)'22=1)2(C05თდ)605C:+IC05Cთ, 510 დ;+I51ი თ,003Cთ.- 

-510თ,510 თC»)= 1'I21C05( CI + თ;)+I51ი(თ,+დ,)!. (7.5) 

თუ 2:70, მაშინ 

25 - 7:(C0§ თე +7151ი დ; ) - ჩი 

„ 9058 დ, 905 და – 7160§ Cთ, 510 დ: +151ი დ, C05 თე + 51ი 0, §1ი თ _ 

00§? თ; +51ი“ თ. 

= L(ი%(თ, – თ,)+15Lი(თ, – თ;)). 06 
2 

(7.5) და (7.6) ტოლობებიდან გამომდინარეობს, რომ 

I22I=|2)|122I, |“! =#I, 

შევნიშნოთ, რომ (7.5) ფორმულა მართებულია თანამამრავ- 
ლთა ნებისმიერი სასრული რაოდენობისათვის. კერძოდ, „» ტოლ 
თანამამრავლისათვის იგი მიიღებს სახეს 

ნ+005თ+1510 თ) )”=)7(C05/1თ+I51IMICდ). (7-7) 
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(77) ფორმულის გამოყენებით ადვილად მიიღება. რომ 

ნ4C0§თ+I51ი თ)|””=/- '”(C05/1დთ – 151ი/ჰთ). 

ე. ი- (77) ფორმულა მართებულია ნებისმიერი მთელი #-ისათვის. 

ამრიგად, კომპლექსური რიცხვი რომ ავახარისხოთ მოელ 
ხარისხში, საჭიროა მოდული ავახარისხოთ ამ ხარისხში, ხოლო 
არგუმენტი გავამრავლოთ ხარისხის მაჩვენებელ.რსე. 

(77) ფორმულას ეწოდება მუავრის ფორმულა. 

თუ |I=!) ლა თ=-2+92, მაშინ (7.4) ფორმულის თანახმად გვაქვს 

2=00§თ+I5Iით. კომპლექსური რიცხვი იC05თ+/ით აღინიშნება «” 
სიმბოლოთი, ე. ი. ნებისმიერი ნამდვილი თ რიცხვისათვის 

0'7=005თ+/51ით. (7.8) 
ამ ფორმულას ეილერის ფორმულა ეწოდება. (7.6) და (7.7) 

ტოლობებიდან ჩანს, რომ «წ ფუნქციას აქვს ჩვეულებრივი მაჩვე- 
ნებლიანი ფუნქციის შემდეგი თვისებები: 

”44) 

 _– „რთ-თ). ვ. (C)'=6"”, #M=0, +1,... 1. დ'წ . რი? = 2(თ+თ.). 2. – 
დგ'წ: 

(74) და (7.29) ფორმულების ძალით ნებისმიერი 220 კომპლექ- 

სური რიცხვი შეიძლება წარმოვადგინოთ 
2=/ჯ('წ (7.9) 

სახით, სადაც 7”#=|2I, თ=მI862. კომპლექსური რიცხვის ჩანაწერს (7.9) 

სახით ეწოდება კომპლექსური რიცხვის მაჩვენებლიანი ფორმა. 

მაგალითი 8. რიცხეი 2=3-3 V3/ ჩავწეროთ ტრიგონომეტრიული და 
მაჩვენებლიანი ფორმით. 

ამოხხნა. გვაქეს X=3, X»= –3V3, ამიტომ 

#=+X» +»? =+49+27 =6. 

Xჯ_1 ”» 8 =-=-; 5ით==-=- · 
იი ” 2 ? „” 2 

ქეინაიდან 2=3-3 «3; კომპლექსური რიცხვი მდებარეობს მეოთხე 

მეოთხედში, ამიტომ თ=-3. 

ამრიგად, 2 რიცხეის ტრიგონომეტრიული ფორმაა 

2=6 (აწ |+/ი(-5)) ·) ხოლო მაჩვენებლიანი ფორმაა 

–, 
2=6263 
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4. ფესვი კომპლექსური რიცხვიდან. /-ური ხარისხის ფესვი კომპლექ- 

სური რიცხვიდან, #CVM, ეწოდება ” კომპლექსურ რიცხვს, რომე- 
ლიც აკმაყოფილებს ტოლობას 

M”=2. (7.10) 
”-ური ხარისხის ფესეი ნულისაგან განსხვავებული კომპლექ- 

სური რიცხვიდან ყოველთვის არსებობს და აქვს M# სხვადასხვა 
მნიშვნელობა. ეს მნიშვნელობები მიიღება ფორმულიდან 

M, = მი ა 2+2%% 2# +159)ე 2 14# 26% | , 
” M 

სადაც 
#=0, 1, 2,..., M-1; 7#=|)2, თ=მLC2. 

მართლაც, ვთქვათ 2=I(005თ+/9)ით) და I=/7XC=030+75Iი 60), მაშინ 

გვაქვს: 
I/X20§6+I5I060)|'=ICC050+I5)ი თ). 

აქედან მუავრის ფორმულის თანახმად 
/7(905/10+I5Iი710)=I(C05თ+/51ი თ). 

რადგან ორი ტოლი კომპლექსური რიცხვის მოდულები ტო- 

ლია, ხოლო არგუმენტები შეიძლება განსხვავდებოდნენ 27»-ს 

ჯერადით, ამიტომ /'=/, #0=დ+2MV, #=0, 31, 12,... 

აქედან 

ი=V., 0=9+X#> /#-0,+I,+2,... 
M 

ამრიგად, კომპლექსური რიცხვები რომლებიც დააკმაყოფი- 
ლებენ (7.10) ტოლობას, არსებობს და ისინი შეიძლება ჩაიწერონ 
შემდეგი სახით: 

M, =V 6 2+2ი5 აკი 2+2რ%), M=0,+1,+2,.. (7.11) 

(7.11) ტოლობა განსაზღვრავს კომპლექსურ რიცხვთა უსასრუ- 
ლო რაოდენობას. ადეილია შემოწმება, რომ ამ უსასრულო რაო- 
დენობათა შორის ერთმანეთისაგან განსხვავდება მხოლოდ VI, 
ამასთან ისინი მიიღებიან (7.1) ტოლობიდან, თუ #ს მიეცემთ 
მიმდევრობით » მნიშვნელობას, მაგალითად, #X=0, 1, 2,..., M-1. 

მაშასადამე, #-ური ხარისხის ფესვი ნულისაგან ს ნსხვავებუ- 
ლი 2 კომპლექსური რიცხვიდან ყოველთვის არსებობს და აქვს 

”» სხვადასხვა მნიშვნელობა. ყეელა ეს რიცხვი ძევს წრეწირზე, 
რომლის ცენტრია კოორდინატთა სათავე და რადიუსი უდრის 

19 -ს. ისინი ამ წრეწირს ყოფენ » ტოლ ნაწილად. 

მაგალითი #. ვიპოვოთ –I-დან კუბური ფესვის ყეელა მნიშვნე” 
ლობა. 
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ჰამოსსნა. რადგან |-I=) და მI0CI)=7ი ამიტი“ემ (7.1))-ის იალით 

გვაქვს 
    M, =3/1 C 2 22 +I5)ი 2924, L=0, 1, 2. 

აქედან 
1. V3 I! #4 

M 21773) V, =005>7+!5)ი7=-), Mეა=--I--, 

I თავი 

წრფივი ალგებრის ელემენტები 

§1, მატრიცები და დეტერმინანტები 

1 მატრიცის ცნება. მოქმედებანი მატრიცებზე. მეცნიერებისა და ტექნი- 

კის სხეადასხვა ამოცანის შესწავლა მოითხოვს გარკვეული სა- 
ხის ცხრილების, ე. წ. მატრიცების და მათზე მოქმედებათა წარ- 
მოების წესების შემოღებას. მატრიცოა თეორიას ფართო გამოყე- 
ნება აქვთ წრფივი გარდაქმნებისა და წრფივი განტოლებების 
თეორიაში, დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემების ამოხ- 
სნაში, რხევათა თეორიაში, წარმოების დაგეგმვაში და სხვა. 

განსაზღვრება 1L ეთქვათ მოცემული გვაქვს MXM რაოდენობის თ) 
(/=1, 2,...,; /=1, 2,...,)/) რიცხვები. ამ რიცხეებისაგან შედგენილ 

მართკუთხა ცხრილს 

მს 492 ძი 

4= რიე 42 რთ 

რ, 4,2 ით 

ეწოდება მატრიცა ” სტრიქონითა და M სვეტით. 
4 მატრიცის შემადგენელ ძე რიცხვებს ეწოდება მატრიცის 

ელემენტები. აქ პირველი ინდექსი | და მეორე ინდექსი / შესაბა- 
მისად იმ სტრიქონისა და სეეტის ნომრებია, რომლებსაც ეკუთ- 
ვნის ეს ელემენტი. ხშირად ხმარობენ მატრიცის მოკლე ჩაწერას 
4=(ი)„ა. წ” და # რიცხვებს უწოდებენ მატრიცის რიგებს. ორ მა- 
ტრიცას ეწოდება ერთნაირი ტიპის, თუ მათი რიგები შესაბამი- 
სად ტოლია. იმ შემთხეევაში, როცა #=/I, მატრიცას ეწოდება 

კვადრატული, ხოლო V/I=M რიცხვს მისი რიგი. 

კეადრატული მატრიცის ელემენტები თ||, 022, ·-., 0» ქმნიან ეგ- 

რეთწოდებულ მთავარ დიაგონალს, ხოლო რ, 0:თდ-)) ·-ს მი) ელე- 
მენტები არამთავარ დიაგონალს. 
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განსაზღვრება 12. კვადრატულ მატრიცას ეწოდება დიაგონალუ- 
რი, თუ მისი ყველა ელემენტი, გარდა შესაძლებელია მთავარი 

დიაგონალის ელემენტებისა, ნულის ტოლია, ე. ი. ძიკ=0, თუ IV. 
ყოველ #7 რიგის დიაგონალურ მატრიცას აქვს სახე 

ძ. 0 0 
0 ძ 0 

ნ= 2 , 

0 0 ძ 

სადაც ძ), ძი, ...,ძ, ნებისმიერი რიცხვებია. 

განსაზღვრება 18. დიაგონალურ მატრიცას ეწოდება ერთეულოვა- 
ნი მატრიცა, თუ მთავარი დიაგონალის ყველა ელემენტი ერთის 
ტოლია. 

ერთეულოვანი მატრიცა აღინიშნება # ასოთი, ე. ი. 

1.0 0 

0. 1 0 
#= 

0 0 1 

განსაზღვრება 1#. მატრიცას, რომლის ყოველი ელემენტი ნულის 

ტოლია, ნულოვანი მატრიცა ეწოდება. 
ნულოვანი მატრიცა აღინიშნება 0 სიმბოლოთი: 

0 0 0 

0 0 0 
0= 

0 0 0 

განსაზღვრება 1ნ, ერთი სტრიქონისაგან (სვეტისაგან) შედგენილ 
მატრიცას ეწოდება სტრიქონ-მატრიცა (სვეტ-მატრიცა). 

4=(0, რთ 2, .. ძი) 

არის სტრიქონ-მატრიცა, ხოლო 

სვეტ-მატრიცა. 
განსაზღჟრეპა 18. ორი ერთნაირი ტიჰის მატრიცას ეწოდება ტო- 

ლი, თუ მათი შესაბამისი ელემენტები ტოლია. 
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მატრიცებზსე მირითადი მოქმედებებია: მატრიცთა შეკრება, მა- 
ტრიცის რიცხეზე გამრავლება და მატრიცის მატრიცზხე გამ- 
რავლება. 

განხაზღვრება 17. ორი ერთნაირი ტიპის /#=(ძ,),,„ და 8=(ხე)„ა მა- 

ტრიცების ჯამი ეწოდება C=(თ)»,„,» მატრიცას, რომლის ყიველი 
ელემენტი უდრის #/ და 8 მატრიცების შესაბამისი ელემენტების 
ჯამს: C,=თ,+ხა (I=1, 2,...,//;/=1, 2,.../). 4 და 8 მატრიცების ჯამი 

აღინიშნება 4+8 სიმბოლოთი. 
მაგალითი L თ“უ 

2 –I -I 0 

4=|-3 2 | და 8=5) 2 –3), 

. 1. 3 

მაშინ 

ს –! 

4+8=) -) –II. 
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განსაზღვრება 1.ზ. #=(ძე)„„ მატრიცის ნამრაელი 4 რიცხვზე ეწო- 
დება C=(თ)»„„ მატრიცას, რომლის ელემენტები მიიღება 4 მა- 

ტრიცი ელემენტების # რიცხეზე გამრავლებით: C«,=#4ი, 

(I=1, 2,...,/I/; /=1, 2,...,). 4 მატრიცის # რიცხვზე ნამრავლი აღინი- 

შნება 24 სიმბოლოთი. 

იმ შემთხვევაში, როცა 4=-1I, მიღებულია აღნიშენა (-1)4=–-/. 
4 და 8 მატრიცების სხვაობა განისასღვრება ტოლობით 
4-8=/4+(-8). 

-–2 3 0 -10 15 0 
მაგალითი მ. თუ #-| ი) მაშინ .4-| I 

1 –4 5 –20 10 

მაგალითი მ. ვიპოვოთ 34-28, თუ 

2 4 0 4 -6I –2 

4=)I-6-1I 5 1)  .8=|)0 –3 5 

.- ! 2.0 –+4 

ამოსსხნა. ეინაიდან 

6 –12 0 58 2 4 

34=|-3 15 3 ,, -28=) 0 6 –149, 

0დლზ –-2) –“40 8 

ამიტომ 
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6 –I2 0 -58 2 4 -2 -I0 4 

3428=|-3 15 3 /+|)0 6 –10)= –3 2! –7 

· “440 8 49 –I3 

განსაზღჟრეპბა 1.9. 4=(თე),„ მატრიცის 8=(ხა), მატრიცაზე ნამრა- 
ვლი ეწოდება C=(თ)»» მატრიცას, რომლის ყოველი ელემენტი 

გამოითვლება ფორმულით 

Cც“ 2.0ხყ =მეხს)+ძახ:,+-+ფძხე. CL.I) 

#=I 

#4 მატრიცის 8 მატრიცასე ნამრავლი აღინიშნება 48 სიმ- 
ბოლოთი. 

(1.0) ფორმულიდან ჩანს, რომ C მატრიცის თ ელემენტი წარ- 
მოადგენს # მატრიცის #ური სტრიქონისა და 8 მატრიცის /-ური 
სვეტის შესაბამისი ელემენტების ნამრავლთა ჯამს. მაგალითად, 

თუ 

შს 42 
ხ,, თ 

4= ძ. ძ ი 8= , 2) 492 თ ხ,. 

რს შვი 

მაშინ 

ძ,,ხ,, +ძეხ:, ძ))ხვ + რ)კხ:ვ 

4-8 =| ძე,ხ,, +თეეხე) ძე|ხე + ძეეხ;ე |. 

თხ.) + რკეხე, 0ვ3)ხ,2 + შკეხეე 

მაგალითი #. ვიპოვოთ 4 და 8 მატრიცების ნამრავლი, თუ 

3.1. .1 1.1 

1 2, 8=|)2 –1 

2.3 1 0 

ამოხსნა. გამოვთვალოთ C=4-8 მატრიცის თითოეული ელემენტი: 

0))=3:1+1-:2+1-1=6; 
C):=3-1+1-(-1)+1:0=2; 
C2)=2:1+1-2+2:1=6; 

0C22=2:1+1-(–1)+2·0=1; 
C3)=1-1+2-2+3:1=8; 

C3ვე=1- 1+2:(-1)+3:0=– L 

ამრიგად, 

6 2 

C=|)6 ! |. 

8 –I 
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ცხადია, 84 არ არსებობს. 
შევნიშნოთ, რომ # მატრიცის 8 მატრიცაზე გამრავლება ყო- 

ქელთვის არ არის შესაძლებელი. ეს მესაძლებელია მაშიჩ და 
მხოლოდ მაშინ, როდესაც 4 მატრიცის სეეტების რიცხყი ტო- 
ლია 8 მატრიცის სტრიქონების რიცხვისა. 48 მატრიცას იმდენი 
სტრიქონი აქეს, რამდენიც #-ს და იმდენი სვეტი, რამდენიც 8-ს. 
ორივე ნამრავლი 48 და 84 განისასღვრება მაშინ და მხოლოდ 
მაშინ, როდესაც 4-ს სვეტების რიცხვი უდრის #8-ს სტრიქონების 
რიცხეს და #4-ს სტრიქონების რიცხვი უდრის 8-ს სვეტების 
რიცხვს. 

სემოთ მოყვანილ ოპერაციებს გააჩნიათ შემდეგი თვისებები: 
I. 4+8=8+4 (ჯამის გადანაცვლებადობა), 
2. 4+(C8+C)=C4+8)+C (ჯამის ჯუფდებადობა), 

3. 4+0=0+74=7#, 4. #4- 4=0, 

5. 1· ,4=4, 6. (2/0ი 4=#4(/44), 

7. #(4+8)=#7. 4+#2წ8, 

ზ. (4+/!) 4=#.4+/!4, 

9. /4:0=0-4=0, 

10. 4-6=ს§-4=#4, 
11. (4+8)C=4C+8C (დისტრიბუციულობა მარჯენიდან), 
12. 4(8+C)= 48+4C (დისტრიბუციულობა მარცხნიდან), 
13. 4(8C)=(48) C (ნამრავლის ჯუფდებადობა). 
შევნიშნოთ, რომ მატრიცთა გამრავლება არ არის გადანაც- 

ვლებადი ოპერაცია, ე. ი. სასოგადოდ 48>#84. უფრო მეტიც, #8 
და 84 შეიძლება სხვადასხვა ტიპის მატრიცები იყოს. მართლაც, 

1 –1 1 I.0 –-2 2 –I! 

თუ 4=|2 1 |, #-L | I). მაშინ 4#8=| –) 1. I I, ხო- 

0 I 1 –1 I! 

84 |) 2 ო = · 
ლ . –-)ს –1 

იმისათვის, რომ 48 უდრიდეს 84-ს, აუცილებელია # და 8 
იყოს ერთიდაიმავე რიგის კეადრატული მატრიცები, მაგრამ ეს 

პირობა საკმარისი არ არის. მაგალითად, თუ 4-L გ) 
0 0 

0 0 0 0 
8= 0 ,· მაშინ #48 = ! , ხოლო „845: · 

1 0 0 0 0 ! 
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მოვიყვანოთ ერთი საინტერესო ფაქტი: ცნობილია, რომ ორი 
ნულისაგან განსხვავებული რიცხვის ნამრავლი არ “უდრის 
ნულს. მატრიცებისათვის შესაძლებელია ორი არანულოეანი მა- 
ტრიცის ნამრავლი ნულოვანი მატრიცა აღმოჩნდეს. მაგალითად, 

წ “(0 6 ქ. 
#4-ჩ-(0 ი): 

0 0 

თუ 4 კვადრატული მატრიცაა, მაშინ 4-4 აღინიშნება #”-ით და 
მას 4 მატრიცის კვადრატი ეწოდება, 4” განისაზღვრება ტოლო- 

ბით „”=( –4"')-4. 
განსაზღვრება 110. მატრიცას, რომელიც მიილება # მატრიცისა- 

გან ყველა სტრიქონის სვეტებით და სვეტების სტრიქონებით შე- 
ცელით, ეწოდება #4 მატრიცის ტრანსპონირებული მატრიცა და 

#4 სიმბოლოთი აღინიშნება, ე. ი. თუ 

მაშინ 

. რი რძე 0; 0, 

ძე ძ ძი: ძმა 0» ძ 4 = 2! 22 ჩ#M , მაშინ 7 = #”2 

მა, რ ი2 მთა მ, რი» რი 

2. დეტერმინანტები და მათი ძირითადი თვისებები. განვიხილოთ ნების- 

მიერი თ» რიგის კვადრატული მატრიცა 

რიე 0 ი. 

ძ თ. თ, – ი” 2 
4= ” I, (I.2) 

ში, 4 ძი» 

არსებობს წესი, რომლის მიხედვითაც ყოველ კვადრატულ მა- 
ტრიცას შეესაბამება გარკვეული რიცხვი, რომელსაც ამ მატრი- 
ცის დეტერმინანტი ეწოდება. 

თუ #”=1, მაშინ (12) მატრიცა შედგება ერთი ძ,) რიცხვისაგან 
და მისი შესაბამისი პირველი რიგის დეტერმინანტი ეწოდება 
თვით ამ რიცხეს. 

თუ M=2, მაშინ (12) მატრიცას აქვს სახე 

4= მის 42 

რთ, 9 
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ამ მატრიცის შესაბამისი მეორე რიგის დეტერმინანტი ეწოდება 
შ)I9:-თ არი, რიცხეს და აღინიშნება შემდეგი სიმბოლოებიდან 
ერთ-ერთით: 

    

    

IM, ძი/, |. რ), 
თ, 00; 

ე- ი. განსაზღვრებით 

ძ,ე ძ 
I4|=ძCL4= . > =0)1022-02|012. 

ყ რ: 
მაგალითად, 

3 = 
_ე <3C2-I-C3)=-3; 

    1 

მესამე რიგის კვადრატული 

რე რი: ძვ 

#4= ძ,, რმე ძ. 

მე მე რე 

მატრიცის შესაბამისი დეტერმინანტი აღინიშნება სიმბოლოთი 

რცე მე რა 

M4ს ძის, (რძ, იძ, თ.:!, 

თ, 0: რძე 

და განისასღვრება ტოლობით: 

მე 9. მც 
მეუ 0: რ, 0; 

რე შა 

ძე 90 – 2 %72:| _ 
მე, მე 0C:ვ)=CI, –შია +ძაც = 

რე 09         

  

  მი: რკ 
მშე 0შე ძა) 

=ძ1)1)022033+9)302:|032+0310)2023-C13022031-01 18023032-033021012. 
ამ ფორმულის დასამახსოვრებლად, თუ რომელი ნამრაელი 

აიღება “+ ნიშნით და რომელი “-” ნიშნით, სასარგებლოა გა- 
მოვიყენოთ ეგრეთწოდებული სამკუთხედების წესი: რომელიც 
სიმბოლურად ილუსტრირებულია შემდეგი სქემით: 

2 
მაგალითი ს. გამოვთეალოთ მესამე რიგის დეტერმინანტი 

33



3.2 I 

2.5 3. 

3 4.3 

ამოხსნა. სამკუთხედების წესით გეაქვს 

3.2 1 

2 5 3) =3:5-:3+1-2:4+3-:2:3-3:5-1-3:4.3-3-2-2=45+8+I8-15-36-12=8, 

3943 

ნებისმიერი M>2 რიგის დეტერმინანტი განისაზღვრება ინდუქ- 
ციის წესით, თუ ვიგულისხმებთ, რომ X-I რიგის მატრიცის შესა- 
ბამისი MI რიგის დეტერმინანტის ცნება უკვე შემოყვანილია. 

წინასწარ მოვიყვანოთ მატრიცის ელემენტის მინორის და ალ- 
გებრული დამატების ცნებები: # რიგის კვადრატული მატრიცის 
ძე (I, )=1, 2,...7) ელემენტის მინორი M, ეწოდება M-I რიგის იმ 
მატრიცის შესაბამის დეტერმინანტს, რომელიც მიიღება (1.2) 
მატრიციდან მისიI-ური სტრიქონისა და/-ური სეეტის ამოშლით. 

  

  

-–1:2 0) 

მაგალითად, | 3 7 –1/ მატრიცის ელემენტების მინორებია: 

5 4 2, 

M-, ოტ M2=, გ-ს Mა=. ქ--> 

.  "'.'' 
M,-5 1-2 რ“ ს M- 1--.         
ძე ელემენტის ალგებრული დამატება 4/ განისაზღერება ტო- 

ლობით 

4„=(-1)' 7Mყ. 
მაგალითი ზ. ვიპოვოთ 4 მატრიცის ძვ და თ2| ელემენტების ალ- 

გებრული დამატებები, თუ 

–-–.1.:2 3 

4=|2 0 –3 

3.2 5 

ამოზსწა. გვაქვს 

2 0 23 4 =(-1 1+3 =4: #421=C-I 24) =–-4 13=(-1) 3.2 2'-C-1) 2 § 
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(13) მატრიცის შესაბამისი M-ური რიგის დეტერმინანტი ეწო- 
დება რიცხვს 

ი "” ი 

ძ ძ ძ ა 2) 49: 2 | 4| = 96! 4 = ”|= ბ ი,4, 
=. “| 4-; 

რ, 0, ი 

მოვიყვანოთ დეტერმინანტის ძირითადი თვისებები. 
I დეტერმინანტის რომელიმე სვეტის (სტრიქონის) ყოველი 

ელემენტის მათ შესაბამის ალგებრულ დამატებებსე ნამრავლთა 
ჯამი მოცემული დეტერმინანტის ტოლია, ე. ი. 

ძ,4 ყ+0:,42,+--·+ი4ი,=L/4| (/=L, 2....,/1), (1.3) 

ძ,,4,ე+0იაჭეX.-+ი,,4,„=I4ს (I1=1, 2,...,!). (1.4) 

(13) და (I4) ფორმულებს ეწოდება დეტერმინანტის გაშლა 
შესაბამისად /-ური სვეტის და #ური სტრიქონის ელემენტების 
მიხედეით. 

დეტერმინანტის გამოთელას ამ ფორმულებით უწოდებენ აგ- 
რეთვე დეტერმინანტის გამოთვლას მინჩნორებად გაშლის წესით. 

ამ თვისებიდან მარტივად მივიღებთ, რომ 

სI=L. 
მაგალითი 7. დეტერმინანტი რ 

3. .1 2 

ნ=ILI 2 5 

0 -4 2 

გამოვთვალოთ მინორებად გაშლის წესით. 
ამოზსნ,.. გავშალოთ დეტერმინანტი მეორე სვეტის ელემენტების 

მიხედვით. გვაქვს 

ი- -I 5 3.2 

--ე 2.“ /0 2 
2. მატრიცის ტრანსპონირებით მისი დეტერმინანტი არ იც- 

ვლება, ე. ი. 

3 2 +2. -C4 , 2 = 2-12+68-2. 
    

I#1=4I. 
3. დეტერმინანტი მხოლოდ ნიშანს იცელის, თუ მოვახდენთ 

მისი ნებისმიერი ორი სეეტის (სტრიქონის) ურთიერთშენაც- 
ვლებას. 

4. დეტერმინანტი უდრის ნულს, თუ მისი რომელიმე სვეტის 
(სტრიქონის) ყველა ელემენტი ნულია. 

5. დეტერემინანტის რომელიმე სევეტის (სტრიქონის) ყველა 
ელემენტის საერთო მამრავლი შეიძლება გავიტანოთ დეტერმინა- 
ნტის ნიშნის გარეთ. 
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6. დეტერემინანტი ნულის ტოლია, თუ მისი რომელიმე სვეტის 
(სტრიქონის) ელემენტები პროპორციულია სხეა სეეტის (სტრი- 
ქონის) შესაბამისი ელემენტებისა. 

7. თუ დეტერმინანტის რომელიმე სვეტის (სტრიქონის) ყოვე- 
ლი ელემენტი ორი შესაკრების ჯამს წარმოადგენს, მაშინ ეს 
დეტერმინანტი წარმოიდგინება ორი დეტერმინანტის ჯამის სა- 
ხით. მაგალითად, 

ეაეაეგებგბგბგბგბბეირი“ გეა...” 

თ, რ:+0ც ძე, =|თ, 0: რე|+|თ, ძუ თრ, · 

თ, შმა?რე რკ) |თ, რე რკ) |თ, რე რე 
8. თუ დეტერმინანტის რომელიმე სვეტის (სტრიქონის) ელე- 

მენტებს მივუმატებთ სხვა სეეტის (სტრიქონის) შესაბამის ელე- 
მენტებს, გამრავლებულს ერთსა და იმავე რიცხეზსე, მივიღებთ 
მოცემული დეტერმინანტის ტოლ დეტერმინანტს. 

9 დეტერმინანტის რომელიმე სეეტის (სტრიქონის) ყეელა 
ელემენტის ნებისმიერი სხვა სვეტის (სტრიქონის) შესაბამისი 
ელემენტების ალგებრულ დამატებებსე ნამრავლთა ჯამი ნულის 
ტოლია, ე. ი. 

მ,4)+ძეტოი+-+0მ,4ი=0, 

0ძ),4),+02„42„+--+ძე4,,=0, 
სადაც #/=1, 2,...,; M/. 

10. ორი კვადრატული მატრიცის ნამრავლის დეტერმინანტი 
უდრის ამ მატრიცათა დეტერმინანტების ნამრავლს, ე. ი. 

|(48I=14II8). 
ვ. შებრუნებული მატრიცა. ვთქვათ, 4 არის M-ური რიგის კვადრა- 

ტული მატრიცა, ხოლო # – იმავე რიგის ერთეულოვანი მა- 
ტრიცა. 

განსაზღვრება 1. 4 მატრიცის შებრუნებული მატრიცა ეწოდება 
ისეთ 8 მატრიცას, რომლისთვისაც 

4-8=8-4=#M. 
,4 მატრიცის შებრუნებული მატრიცა აღინიშნება სიმბოლოთი 

4”, ე.ი. 

4-4 =/4'.4=/5. (1.5) 
(I5ე ტოლობა სიმეტრიულია 4 და 4! მატრიცების მიმართ, 

ამიტომ თუ 4' არის 4-ს შებრუნებული, მაშინ. 4 არის 4'-ის 
შებრუნებული: 

4=C04“)'. 
სიმეტრიულობიდან ცხადია აგრეთეე, რომ 4" არის იმავე ი 

რიგის კვადრატული მატრიცა. 
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აღვილია ჩვენება, რომ, თუ 4 მატრიცას გააჩნია შებრუნებუ- 
ლი მატრიცა, მაშინ ის ერთადერთია. 

განსაზღვრება 112. კვადრატულ მატრიცას ეწოდება განსაკუთრე- 
ბული, თუ მისი დეტერმინანტი ნულის ტოლია; წინააღმდეგ შემ- 
თხვევაში მატრიცას ეწოდება არაგანსაკუთრებული. 

განსაზღვრება LI8. # კეადრატული მატრიცის მიკავშირებული მა- 
ტრიცა ეწოდება მატრიცას 

4) 4, 4. 

4' = 42 4; 4. , 

4, 4. 4 

სადაც 4, არის 4 მატრიცის ძკ(I,/=I, 2,...,/) ელემენტის ალაგებ- 
რული დამატება. 

მაშასადამე, 4, მატრიცის მისაღებად # მატრიცის ყოველი ძეც 
ელემენტი უნდა შეიცეალოს 4, ალგებრული დამატებით და შემ- 
დეგ მოხდეს მისი ტრანსჰონირება. 

ადვილია ჩვენება, რომ 

=ჩ. 
შებრუნებული მატრიცის არსებობის შესახებ მართებულია 

შემდეგი თეორემა: 
თვორემა 1I. იმისათეის, რომ # მატრიცას გააჩნდეს შებრუნებუ- 

ლი მატრიცა, აუცილებელია და საკმარისი, რომ # იყოს არაგან- 
საკუთრებული მატრიცა. შებრუნებული მატრიცა გამოითვლება 
ფორმულით 

4.=---.4 (I.6) 

2 - 
#4= L ა) 

მატრიცის შებრუნებული მატრიცა. 
ამოხსნა. ვიპოვოთ 4 მატრიცის დეტერმინანტი 

2 I 
4, 3 

გამოვთვალოთ მატრიცის თითოეული ელემენტის ალგებრუ- 
ლი დამატება. 

4;)=(-1)''!.3=3, 4,,=(-1)!2-4=–4, 4:,=(-1)?''·(-1)=1, #::=(-1)?”?-2=2 
ამრიგად, მიკავშირებული მატრიცაა 

მაგალითი ზ. ეიპოვოთ 

=6+4=10. 
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„ (3.1 
4 = · 6 » 

(16) ტოლობის ძალით გვაქვს 

4-1 3 1) (03 0,1 

_ 10L-4 2) L-0,4. 0,2)” 
მაგალითი მ. ვიპოვოთ 

2.5 7 

4=)6 3 4 

5 “2 –3 

მატრიცის შებრუნებული მატრიცა. 
ამოსხნა. გამოვთვალოთ #4 მატრიცის დეტერმინანტი 

  

  

  

2.5 7 

|4=რ6 3  4|)=-18+100-84-105+90+16=–1. 
5 -2 533 

ცხადია 

4, = 3 ა- #--, 1 --რ)8-20-8 

>. 3“ I2-)5--2ი #--, წარ ნიტ-ს 

#4. -- ჟ–_ 4. --. 3 ---4-29-2, 

4-, ქ-2ი-2I-- #--- ქ--რ-4თ- 2 

2 5 
4აკ = =6–-30=–-24. 

63 
ამრიგად, მიკავშირებული მატრიცა ტოლია 

-–. – 

4=) 38 -41 34 

627 29 -24 

(1.6) ფორმულის მიხედვით გვაქვს 

–1 I – 1 –I 1 

/1=-+L ვვ -4L 34 1= –38 4I –-34!. 
–27 29 –-24 272 –-292 24 
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წ2. წრფივ განტოლებათა სისტემები 

1 პირითადი ცნებები. კრამერის წესი. ვთქვათ მოცემულია M#-უცნობი- 
ან # წრფიე განტოლებათა სისტემა: 

თ|)X, + რ ეXე +''-+ შ),X, =ხ, 

ძე|X, + შე:Xვ +'''+ შე,IX, = ხე 
(2.1) 

რთ)X, + შე,2X2 +". '+ 0ც,Xე = ხ,, 

სადაც XIX... XX. უცნობებია, ხოლო რ), მთ კოეფიციენტები 

და ხ,ხ:,.,.ხ, თავისუფალი წევრები კი ცნობილი რიცხეებია. 
სასოგადოდ, უცნობთა რიცხვი ”„ არ უდრის განტოლებათა 
რიცხეს. თუ M=/!, მაშინ (2.1) სისტემას კვადრატული ეწოდება. 

განსაზღვრება 2... განტოლებათა სისტემას ეწოდება ერთგვარო- 
ვანი, თუ მისი ყველა თავისუფალი წევრი ნულის ტოლია, ხო- 
ლო არაერთგვაროვანი, თუ ერთი მაინც თავისუფალი წევრი 
განსხეავდება ნულისაგან. 

განსაზღვრება 2.2. CC... რიცხეთა ერთობლიობას ეწოდება 
(2)) სისტემის ამონახსნი, თუ სისტემაში XIX...» უცნობების 

ნაცვლად შესაბამისად C),C,..> რიცხვების ჩასმით, სისტემის 

ყოველი განტოლება გადაიქცევა ჭეშმარიტ რიცხვით ტოლობად”. 
განსაზღყრება 2.83 სისტემას ეწოდება თავსებადი, თუ მას გააჩნია 

ერთი მაინც ამონახსნი, ხოლო არათავსებადი, თუ მას არა აქვს 
არცერთი ამონახსნი. 

განსაზღვრება 2.6. მატრიცას 

“ის რ: მი 

ძ C22 (წ) 4= 2! ” , 

მა 902 (ილ 

რომელიც შედგენილია (2.I)) სისტემის კოეფიციენტებისაგან, ამ 
სისტემის მატრიცა ეწოდება. 

განეიხილოთ X),.V,...X»- 'უცნობებისაგან და ხ,,ხ;,..,ხუ: თავისუ- 
ფალი წევრებისაგან შედგენილი სვეეტ-მატრიცები 

  

'" სისტემის ამონახსნი შეიძლება ჩაიწეროს როგორც სტრიქონ-მატრიცის 
ასევე სეეტ-მატრიცის სახით. 
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X, ხ, 

ხ 
>X=| · და 8= : 

ხ 

მატრიცთა გამრავლების წესის გამოყენებით განტოლებათა (2. 
სისტემა “შემდეგნაირად შეიძლება ჩაეწეროთ: 

4-X5=8. 
ეს არის (2.1) სისტემის ჩაწერა მატრიცული ფორმით. 

გთქვათ მოცემულია კვადრატული სისტემა 

ძმ,)X, + ძ,ეXე +''.+ შ),X, = ხ, 

თ:)X, + 0:2Xე +'''+ 0ე„Xე = ხა (2.2) 

ძ,,X, +ძ,ეXე +“. + 0ეX, =ხ,, 

ამ სისტემის მატრიცის დეტერმინანტს 

შს რI2 “ი 

რა) 492 ძე I4 =/= M 

რი! მა2 თ,, 

სისტემის დეტერმინანტი ეწოდება. 
სისტემის #4 დეტერმინანტის /-ური V=1,.2,.../) სეეტის ელემენ- 

ტები შევცვალოთ შესაბამისი თავისუფალი წეერებით. ასეთნაი- 
რად მიღებული დეტერმინანტი აღვნიშნოთ #, სიმბოლოთი (მას 
დამხმარე დეტერმინანტს უწოდებენ), ე. ი. 

რ) CI/,-I ხ, (წებ. რ, 

თე) რ2,-) ხ რ2,+) რთი 
აბ · 

რი შ,,-I ხ, შ,ც+I! ძ,, 

თვორემა 2.1 (კრამვრის წესი) თუ (22) სისტემის დეტერმინანტი # 
განსხვავებულია ნულისაგან, მაშინ სისტემა თავსებადია, აქვს 
ერთადერთი ამონახსნი და ეს ამონახსნი გამოითვლება ფორმუ- 
ლით 

»,=“/, /-I2 23 7” გ” ” , ვა... C ) 

დამტკიცება. ვაჩვენოთ, რომ სვეტ-მატრიცა Cი=4'8 არის #X=8 
მატრიცული განტოლების, ანუ (22) სისტემის ამონახსნი. მარ- 
თლაც 
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4Cი=4(4''8)=(44')8=68=8. 
დავამტკიცოთ, რომ ამონახსნი ერთადერთია. ვთქეათ სვეტ- 

მატრიცა C არის #X=8 განტოლების ნებისმიერი ამონახსნი, ე. ი. 

4C=8. 
ამ ტოლობის ორივე ნაწილი მარცხნიდან გავამრავლოთ 4#4"- 

სე, მივიღებთ 

#'(4Cთ=4“8, 
(4''4/)C=C, 
C=Cი, 
C=Cი. 

ამრიგად, (2.22) სისტემას აქვს ერთადერთი ამონახსნი, რომე- 
ლიც გამოითვლება ფორმულით 

X-#18=+4'8, (24) 

სადაც 4” არის #4 მატრიცის მიკავშირებული მატრიცა. 
შევნიშნოთ, რომ (24) ამონახსნი მიიღება 4X=8 მატრიცული 

განტოლების ორივე ნაწილის #"-ზე მარცხნიდან გამრავლებით. 
ახლა (24) ტოლობიდან მივილოთ (2.3) ფორმულები. მატრიც- 

თა გამრავლების წესის გამოყენებით, გვაქვს 

  

4ს 49) 4ა |(ხ 4,ხ,+ 4,ხ; +---+ 4კხ, 

XL რ, 422 4,2 V – IL 4კხ, + 4ეახ, + ··-+ 4,კხ, · (25 

#ტ : ტრ... 

რ, 4» 4იი „ხხ, 4,ხ, + 4,,ხ, +-4+ 4ხ, 

დეტერმინანტთა პირველი თვისების ძალით 

4,,ხ, + 4;,ხე +---+ 4„ხ, = ტბ, 
4,ხ, + #ავხე +:-/+ 4,ეხ, = რე 

4კხ, + 4ტვეცხაე +.“ + „ეხე = #ე, 

ამ ტოლობების გათეალისწინებით (2.5-დან მივიღებთ 

ტ, 
X, ტ, ბ 
Xჯ რა: <2 

«- 7 -2 1 - ბ." 
Xი ტბ, ტ, 

85 
საიდანაც 
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თეორემა დამტკიცებულია. 
(23, ფორმულები კრამერის ფორმულების სახელწოდებითაა 

ცნობილი. (24) არის კრამერის ფორმულების ჩაწერა მატრიცუ- 
ლი სახით. 

მაგალითი L მებრუნებული მატრიცის გამოყენებით ამოვხსნათ 
სისტემა 

Xჯ) –X + X3 = 6 

2», +X2 + X3 = 3 

X, + Xე +2Xკ = 5. 

ამოხსნა. გვაქვს 

რადგანაც 

I4=ბ>=2 1 1|=5X90, 
1.1 2 

ამიტომ 4! არსებობს. მარტივი გამოთვლებით მივიღებთ 

13 _2 
5 5 5 

,41= -_3 1. 1 
5 5 5 

1.52 3 
5 5. 5 

(24) ფორმულის ძალით გვაქვს 

.. 
X, ? 1 1 6 1 

X= XI =-- – –I)3|)=!-2 
5.5 5 

X3 ... 5 3 

5 5 5 

საიდანაც, X)=I, XX=-2, Xვ=3. 

მაგალითი 2. კრამერის ფორმულების გამოყენებით ამოვხსნათ 
სისტემა 
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2X, + Xე – 2X- =7 

XI – 3Xე +X3 = –9 

4X, – 2Xე – Xჯ =–I. 

ამოხსნა. რადგან სისტემის დეტერმინანტი 

2.1. -2 
=I -3 1)=-5>+0, 

4 -2 –I 
ამიტომ სისტემას აქვს ერთადერთი ამონახსნი. 

მარტივი გამოთვლებით მივიღებთ, რომ 

7 | –2 27 –2 

ტ#ტ)=|–9 –3 1 =-5, #უ=|1 –9 1 =-15, 

–1 –2 –I 4 I –I 

2. 1 7 

#ტკ=) –3 –9 =5. 

4 –2 –I 
კრამერის ფორმულების ძალით გვაქვს 

შენიშვნ. კრამერის წესი საშუალებას იძლევა ამოვხსნათ 
წრფივ განტოლებათა სისტემა იმ კერძო შემთხვევაში, როცა 
განტოლებათა სისტემის დეტერმინანტი განსხვავებულია ნული- 
საგან. მტკიცდება, რომ თუ 4#=0 და #4, დამხმარე დეტერმინანტე- 
ბიდან ერთი მაინც განსხვავებულია ნულისაგან, მაშინ (2.2) 
სისტემა არათავსებადია, ხოლო თუ სისტემის ყველა დეტერმინა- 
ნტი ნულის ტოლია, მაშინ სისტემა ან არათავსებადია, ან აქვს 
ამონახსნთა უსასრულო სიმრავლე. 

II თავი 

ვექტორთა ალგებრის ელემენტები 

V წ. ვექტორები 

ფიზიკის, მექანიკისა და სხვადასხვა ტექნიკური მეცნიერებე- 
ბის შესწავლისას გვხვდება სხვადასხვა სახის სიდიდეები. ზოგი 
მათგანი სავსებით განისაზღვრება მისი რიცხვითი მნიშვნელო- 
ბით. ასეთ სიდიდეებს სკალარული სიდიდეები ეწოდება. სკალა- 
რული სიდიდეების მაგალითებია სიგრძე, ფართობი, მოცულობა, 
ტემპერატურა, კუთხის ზომა, ადამიანის ასაკი და სხვა. არსე- 
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ბობს სხვა სახის სიდიდეებიც, რომელთა განსაზღერისათვის, 
გარდა რიცხვითი მნიშვნელობისა, საჭიროა აგრეთვე მათი მიმა- 
რთულების ცოდნა. ასეთ სიდიდეებს ვექტორული სიდიდეები ან 
მექტორები ეწოდება. ვექტორული სიდიდეებია, მაგალითად ძა- 
ლა, სიჩქარე, აჩქარება, მაგნიტური ველის დაძაბულობა და სხვ. 
სხვადასხვა სახის ვექტორული სიდიდეების ზოგადად შესწაელი- 
სათვის (მათი კონკრეტული თვისებების გაუთვალისწინებლად) 
საჭიროა შემოვილოთ ე. წ. ეექტორის ცნება. 

განსაზღვრება 1L ვექტორი ეწოდება მიმართულ მონაკვეთს, ე. ი. 
მონაკვეთს, რომლისთვისაც დასახელებულია სათავე და ბოლო 
წერტილი. 

ვექტორი, რომლის სათავეა 4, ხოლო ბოლო წერტილია 8, 

აღინიშნება სიმბოლოთი 48. ზსოგჯერ ევექტორი აღინიშნება 

აგრეთვე ერთი ასოთი, მაგალითად, ი ნახაზზე ვექტორი 
გამოისახება ისრით (ნახ. 3.L). 

ვექტორის სათავეს მისი მოდების წერტილი ეწოდება. 
· ვექტორს, რომლის სათავე და ბოლო 

4 ძ ც წერტილი ერთმანეთს ემთხვევა, 
==“ –= =“““ · ნელოვანი ვექტორი ანუ ნულ-ვექტორი 

. ეწოდება. ის აღინიშნება 0 სიმბოლოთი. 

ნულ-ვექტორს გარკვეული მიმართულება 
ნახ. 3.1. არ გააჩნია. 

განსაზღერებ, !2. ეექტორის სიგრძე 
(მოდული) ეწოდება მანძილს მის სათავესა და ბოლო წერტილს 
შორის. 

48 ეექტორის სიგრძე აღინიშნება I48' სიმბოლოთი. ცხადია, 

ნულ-ვექტორის სიგრძე უდრის ნულს. 
განსაზღყრება 13. ეექტორს, რომლის სიგრძე 1-ის ტოლია, ერთე- 

ულოვანი ვექტორი ან ორტი ეწოდება. 
განსაზღვრება 14. ერთი და იგივე წრფის პარალელურ ვექტო- 

რებს კოლინეარული ვეექტორები ეწოდება, ხოლო ერთი და იგი- 
ვე სიბრტყის პარალელურ ვექტორებს – კომპლანარული. 

მიღებულია, რომ ნულოვანი ვექტორი ნებისმიერი ვექტორის 
კოლინეარულია, ხოლო თუ სამი ვექტორიდან ერთი მაინც 
ნულოვანია, მაშინ ისინი კომპლანარულია.



  

ნახ. 3.2 

48 და Cი კოლინეარულ ვექტორებს თანამიმართული 
(ერთნაირად მიმართული) ეწოდება, თუ არსებობს #48 წრფის 

არაპარალელური თ სიბრტყე ისეთი, რომ 48 და CM სხივები 

მდებარეობს თ სიბრტყის ცალ მხარეს (ნას. 3.2). 

48 და Cხ კოლინეარულ ეექტორებს საწინააღმდეგოდ 
მიმართული ეწოდება, თუ ისინი არ არიან თანამიმართული 
ქექტორები (ნახ. 3.3). 

  

  

ი.  _- 

8 4 C ი 4#/ 

4 8 ი C 

ი C 

ნახ. 33 

განსაზღვრება Lღნ6. ორ ეექტორს ეწოდება ტოლი, თუ ისინი თანა- 
მიმართულია და მათი სიგრძეები ტოლია. 

პარალელური გადატანის თვისებებიდან გამომდინარეობს, 
რომ სივრცის ნებისმიერ წერტილზე შეიძლება მოვდოთ მოცემუ- 
ლი ვექტორის ტოლი ვექტორი, თანაც ერთადერთი. 

თუ #48 და 4,9, (ნახ. 3.1) ვექტორები ტოლია, წერენ 

48=/,8, 
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V ყ§2. წრფივი ოპერაციები ვექტორებზე 

– ვექტორებზე წრფივი ოპერაციები 
– „_–ს ეწოდება ევექტორთა შეკრებას და 

>–27 ქექტორის რიცხვზე გამრავლებას. 

ვთქვათ 4 და ხ ნებისმიერი ორი 
– ვექტორია. ავიღოთ სიერცის ნებისმიე- 

ძ ხ 3.5 
„– > ვ რი 0 წერტილი და ავაგოთ C#=ძთ 

– 

ძ+ხ ვექტორი, შემდეგ კი 48=ხ ვექტორი. 

ნახ. 34 08 ვექტორს (ნახ. 34) ეწოდება ძ 

და ხ მექტორების ჯამი და აღინიშ- 

ნება შემდეგნაირად: ი+ხ, ე. ი. 
== 

08=09+ხ. 
ვექტორთა შეკრების ამ წესს სამეუთხედის წესი ეწოდება. 

შევნიშნოთ, რომ იძ და ხ ვექტორების ჯამი არ არის 
დამოკიდებული იმ წერტილის შერჩევაზე, რომელსაც მოვდებთ 
პირეელ შესაკრებ ვექტორს. 

ვექტორთა შეკრების ეს წესი “შეიძლება განეაზოგადოთ 
შესაკრებ ვექტორთა ნებისმიერი სასრული რაოდენობისათვის. 

ვთქვათ, მოცემულია «,, ი,,.., რ, ვექტორები. ი, ვექტორის 

ბოლო წერტილზე მოვდოთ «, ვექტორი, თ, -ის ბოლო წერტილ- 

ზე – 2 ვექტორი და ა. შ. ი, ვექტორის ბოლო წერტილზე – 

თ, ვექტორი. ვექტორს, რომლის სათავეა ძ, -ის სათავე, ხოლო 
– 

ბოლო წერტილია ძ, -ის ბოლო წერტილი, ეწოდება ძ, თ, ძ, 

ვექტორების ჯამი და ასე აღინიშნება: 2, +0,+'--+0, (ნახ. 3.5). 
– 

ძ 4% – ჯ 4 

– V ილი: V2 
თ+თ,+-.4+0, ს ძ 

8 

„ C ხ 

რი-, 
ნახ. 3.5 ნახ. 3.6



მექტორთა შეკრების ოპერაციას 
გააჩნია შემდეგი თვისებები: 

1.ი+ ხ =ხ+0 (გადანაცელებადობა). 

2. ი+(ა+ C|= (2 »+2 C (ჯუფდებადო- 

ბა). 
ამ თეისებების მართებულობა 

ჩაჩნს შესაბამისად 36 და 3.7 ნახა- 
სებიდან. 

  

ცხადია, ნებისმიერი · ქექტორი- 
სათვის ადგილი აქეს ტოლობას 

0ი+0=ძ. 

ძ ვექტორის 2 რიცხეზე ნამრავლი ეწოდება ისეთ ხ 
ვექტორს, რომელიც აკმაყოფილებს შემდეგ ორ პირობას: 

II) Iს =I#II4I, 2) ძ და ხ ვექტორებს აქვთ ერთნაირი მიმართუ- 

ლება, თუ 420 და საწინააღმდეგო მიმართულება, თუ 4<0. 

ჩ ვექტორის 4 რიცხვსე ნამრავლი აღინიშნება 2ძ 
სიმბოლოთი. 

თუ 2=0 ან 9=0, მაშინ მიღებულია, რომ 49=0. 

ძ ქექტორის (-I)-სე ნამრაელს ეწოდება ძ ქექტორის მოპირ- 

დაპირე ვექტორი და აღინიშნება - სიმბოლოთი. ცხადია 

0+C9)=90 0 
ვექტორის რიცხვსე ნამრავლის განსასღვრებიდან გამომდინა- 

რეობს, რომ 

2=Iძ.4, 

სადაც 2 არის « ვექტორის მიმართულების მქონე ერთეულოვა- 

ნი ვექტორი. მას 2 ვექტორის მიმმართველი ვექტორი, ანუ 
მგეზავი ეწოდება. 

ვექტორის რიცხეზე ნამრაელის განსაზღერების თანახმად, 

ხ= 2ძ ვექტორი ი ეექტორის კოლინეარულია. პირიქით, თუ ი 

და ხ არანულოვანი კოლინეარული ეექტორებია, მაშინ ხ= 49, 
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– 

ჩხ 
სადაც 2=M, თუ ამ ვექტორებს ერთნაირი მიმართულება აქვთ, 

– 

4 
ხ 

და =-4, თუ მათ საწინააღმდეგო მიმართულება აქეთ. 

(| 
ამრიგად, ადგილი აქვს შემდეგ თეორემას. 

თვორემა 2. იმისათვის, რომ ორი ვექტორი იყოს კოლინეარუ- 
ლი, აუცილებელია და საკმარისი რომ ერთ-ერთი მათგანი 
წარმოადგენდეს მეორის ნამრავლს გარკვეულ რიცხვზე. 

ვექტორის რიცხეზე გამრავლების ოპერაციას გააჩნია შემდე- 
გი თვისებები: 

1. #(„2)- (2: 2. (2+/)2= 2ძ+/09; 

3. #(2+2 |- 1222 

ძი და ხ ვექტორების სხვაობა ეწოდება 6+(-X| ვექტორს 

და ასე აღინიშნება: თ-ხ. ცხადია, ძ და ხ ვექტორების სხვა- 

ობა არის ისეთი C ვექტორი, რომ ხ+0=თ. 
ბოლოს მოვიყვანოთ არაკოლინეარულ ვექტორთა შეკრების 

კიდეე ერთი წესი, ე. წ. პარალელოგრამის წესი, რომელიც გვაძ- 

ლეეს აგრეთვე ვექტორთა სხვაობის აგების წესს. 

გვთქეათ, მოცემულია არაკოლინეარული ი და ხ ვექტორები. 
ეს ვექტორები მოვდოთ ნებისმიერ 0 4 
წერტილზე და ავაგოთ მათზე პარა- 
ლელოგრამი (ნახ. 33) ნახაზიდან 

    
ჩანს, რომ 08 დიაგონალი წარმოა- 

დგეჩს ამ ვექტორების ჯამს 

08=0ი+ხ, ხოლო C4 დიაგონალი – 
ლ 

მათ სხვაობას C4 =ძ2-ხ. 
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83. ვექტორის გეგმილი ღერძზე. დეკარტის 

მართკუთხა ბაზისი 

8 ვთქვათ, მოცემულია ორი არანუ- 
4 – – 

ს თ ლოვანი ი და ჩხ ვექტორი. სიერცის 
ხ მ ნებისმიერ 0 წერტილსე მოვღოთ 

0 – – -· – 
0C04=ძ და 08 =ხ ვექტორები 

ნახ. 3.9 (ნახ. 3.9). 

განსაზღგრება ზ1. ი და ხ ვექტორებს შორის კუთხე ეწოდება 

იმ უმცირეს თ კუთხეს, რომლითაც უნდა მობრუნდეს ერთ-ერთი 

ვექტორი, რომ მისი მიმართულება დაემთხვეს მეორე ვექტორის 
მიმართულებას. 

განსაზღვრება 3პ2. კუთხე ძ ვექტორსა და 7 2” 

ღერძს შორის ეწოდება კუთხეს ჩ ვექტორსა და “ / 

,! ღერძის მიმართულების მქონე ნებისმიერ ხ ნახ. 3.10 

ვექტორს “შორის (ნახ. 3.10). ლ 

ვთქვათ, მოცემულია I! ღერძი და 48 ვექტორი (ნახ. 3.II). 4 
და 8 წერტილების ორთოგონალური გეგმილები / ღერძზე შესა- 
ბამისად იყოს 4, და #). 

8 8 

I ა. 
' ' ძთ 

4492 ' ' 

| ' ' (4 
–-. >> _- ს C”------ > 

4, 8, ! 8, 4, / 

ნახ. 3.11 

განსაზღვრება 8.3. 48 ვექტორის გეგმილი / ღერძზე ეწოდება 

I4,8)-ს, თუ 48, ვექტორსა და 7! ღერძს ერთი და იგივე 

მიმართულება აქეთ და –I4,8,-ს წინააღმდეგ შემთხვევაში. 

48 ვექტორის გეგმილი ! ღერძსე გეგ, 48 სიმბოლოთი 

აღინიშნება. 

ადვილია იმის ჩვენება, რომ თუ #8 ვექტორსა და / ღერძს 

შორის კუთხეა თ, მაშინ 
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გებ, 48 = I48 ლიათ. (3.0 
ცხადია, რომ ტოლ ეექტორებს ერთსა და იმავე ღერძზე 

ტოლი გეგმილები აქვთ, 
ვექტორის გეგმილს ღერძზე გააჩნია შემდეგი თვისებები: 

ვექტორთა ჯამის გეგმილი რაიმე ღერძსე ”შესაკრებ 
ვექტორთა გეგმილების ჯამის ტოლია. 

2. ვექტორის რიცხევსე ნამრავლის გეგმილი უდრის ვექტორის 
გეგმილის ამავე რიცხვზე ნამრავლს. 

ამოცანა 1. ვიპოვოთ გეგ, 26-41), თუ I =4, (ხI=I, C 2-2. 

ამოხსნა. გვაქვს 

გეგ, 246 | = გეგ, 4 გეგჯხ =/ 005” 4 =-2-4=-6, 

განვიხილოთ ახლა დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა 

სისტემა სივრცეში CX”. ეთქეათ, I, 7 და # შესაბამისად 0», 

C და 0: ღერძების მიმართულების მქონე ერთეულოვანი 
ვექტორებია (ნახ. 3.12). ცხადია, ეს ვექტორები არაკომპლანარუ- 
ლია. 

თეორემა 8... ნებისმიერი ი ვექტორი ერთადერთი სახით წარ- 

მოიდგინება წ 7 და # ეექტორებით: 

ძ=XI+V#/+2V#. (3.2) 

დამტკიცება. ვთქვათ, 4 ნებისმიერი ვექტორია. მოვდოთ იგი 

კოორდინატთა სათავეზე (CM =ძთ., ნახ. 3.12. M წერტილზე გავა- 
ვლოთ საკოორდინატო სიბრტყე- 

2) ების პარალელური სიბრტყეები. 
ჯ# მივიღებთ მართკუთხა პარალელე- 

” პიპედს რომლის ერთ-ერთი დია- 

  

  

–- 

– L“ ' LL გონალია CM ეექტორი. ნახაზი- 
0 7 M » დან ჩანს, რომ 

ჩ? ძ=CM =CM,+ M,+ M 

      

  
#ი 

ნახ. 3.12 

რადგან M.6=0M, და §სM =0M, , ამიტომ 
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9=0M,6+0M,+0M, (3.3) 
ამასთან 

0M =»-!, 0M=»/, რ0M,=27-V. 
ამ ტოლობების ჩასმით (33)-ში მივიღებთ (32)-ს. 

ვაჩეენოთ, რომ (32) წარმოდგენა ერთადერთია. დავუშვათ 
საწინააღმდეგო. ვთქვათ (3.2) ტიილობასთან ერთად ადგილი აქვს 

ტოლობას 

0=X7+I#M1I+2#. (34) 
(32) და (34)-დან მივიღებთ 

(X- X)7+(X-–»#)7+(2-2,)=0. (3.5) 

ეინაიდან I, 7 და # არაკომპლანარული ვექტორებია (3.5) 

ტოლობას ადგილი აქვს მხოლოდ მაშინ, როდესაც 

X-X=0, /-/=0, 2-2, =0, 

ე. ი. 
X=X), X=V)I), 2=7|. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თუ 2 ვქექტორი წარმოდგენილია (3.2) სახით, მაშინ ევიტყეით,, 
– ლ 

რომ ეს ეექტორი დაშლილია 1, 7 და # ვექტორების მიხე- 

დვით. 

რადგან ყოველი 4 ქექტორისათვის ადგილი აქვს (32) ტო- 

ლობას, ამიტომ ეექტორთა I, 7 და # დალაგებულ სამეულს 

დეკარტის მართკუთხა (ორთონორმირებული) ბაზისი ეწოდება, 

ხოლო »X», I), 2 რიცხვებს 2 ქექტორის დეკარტის მართკუთხა 

კოორდინატები და ჩაეწერთ 2=C, #2) ან 4 =CV, ), 2). 
ვექტორის დეკარტის მართკუთხა კოორდინატები უდრის ამ 

ეექტორის გეგმილებსს "შესაბამის ლღერძებსე მართლაც, 
– – – 

გებ; 9 = ბებ; (» / +»)+>X|= »ბეგ. | =X, ანალოგიურად »= გეგ 0. 

– 

2=გეგ.ძ 

როგორც თეორემის დამტკიცებიდან ჩანს 0M ეექტორის 
კოორდინატები უდრის მისი ბოლო M წერტილის კოორდინა- 
ტებს. 
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– – – – “ა – – 

ცხადია, რომ, თუ ძ=X»–I+), /+2, და ხ=X1+1, /+2,L, 

მაშინ: 

1. 0+ხ=(» +X,)7+(», +») 7/+(2, +2,)#, 

2. 29=(2X»)!+(2»)/+(42,)#, 

38 ძ=ხ, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა XI=X, X)=M2, 21=73. 

4. ძ და ხ ვექტორების კოლინეარობის პირობაა 

”“ი, ჭრი,  2)=/2ე. 
ეს პირობა ასეც შეიძლება ჩაიწეროს 

„–-–-.. 
ორი ვექტორის კოლინეარობის პი- 

რობას ასეთი სახით ფორმალურად ჩავ- 
წერთ იმ შემთხეევაშიც, როცა ამ ვექ- 
ტორების შესაბამის კოორდინატთა რო- 
მელიმე წყეილი ნულოვანია. 

თეორემა 8.22. ეექტორის კოორდინატები 
უდრის მისი ბოლო წერტილისა და სა- 

  

თავის სათანადო კოორდინატების სხვა- 7” ნახ. 3.13 
ობას. 

დამტკიცება. ვთქვათ, მოცემულია „(XI ა/,>,) და .8(Cა/,2) წერტი- 
ლები, მაშინ 

04=XI+#1+2,, 08=X I+# /+2,#. 

ნახ. 3.13-დან გეაქვს 
– 2 ლ – –- – 

48 =08-04 =(X, – X ) !+(X», – » )1+(7ე – 2,)# . (3.6) 

თეორემა დამტკიცებულია. 

ამოცანა 2. მოცემულია ვექტორები 2 (2:-1;3), ხ C1;:3:0). ვიპოვოთ 

შემდეგი ეექტორის კოორდინატები: ა) ი+ხ 1: ი-ხ :.გ8 

39+4ხ; დ) 24-3ხ. 
ამოსსხნა. მოყვანილი წესების თანახმად, გვაქვს: 

ა). ი +ხ =(2-1;-1+3;3+0)=(1:2:3); 

ბ) 9 –ხ =(2+1;-1-53;3-0)=(3;-4:3); 

გ) 32 +4 ხ =(6;-3;9)+(-4;12;0)=(2:9;9); 
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დ) 2 « -3 6 =(4;-2;6)-(-3:9:01=(7;-LI6). 
ამოცანს 8. მოცემულია წერტილები #(2;-1;3), /8(1;:0:2), C(3;2:-I). 

ვიპოვოთ შემდეგი ვექტორების კოორდინატები: I) 48; 2) C4 3) 

4C– 48; 4) 248+38C 
ამოხსნა. მოყვანილი წესების თანახმად, გვაქვს: 

I) 48 =CI-2;0+I:2-3)=(-3;L:-I); 

2) C4=(2-3;-I-2:3+1)= CI:-2:4); 

3) 4C =-2:2+1-1-3)=(I:3;-4), 48 =(3,1:-)), ამიტომ 4C- #8= 
=(1I+3;3-1;-4+ 1 )=(4;2:-3); 

4) 48 =(3,I-1),8C =04:2;-3), ამიტომ 2 48+3 8C =(-6+L2:2+6;-2-9)= 
=16;8;-11). 

წ#. ვექტორთა სკალარული ნამრავლი 

განსაზღვრება IL. ორი ვექტორის სკალარული ნამრაელი ეწოდე- 
ბა მათი სიგრძეებისა და მათ შორის კუთხის კოსინუსის 
ნამრავლს. 

ძ და ხ ვექტორების სკალარული ნამრაელი აღინიშნება 

ძ-ხ ან (| სიმბოლოთი. მაშასადამე, განსაზღვრებით 

(« (| = MI 00§თ, (C 8I) 

სადაც რთ არის ძ და ხ ქექტორებს შორის კუთხე, ე. ი. 

თ=2ი,ხ თუ მხედეელობაში მიეილებთ ვექტორის ღერძზე 
ბეგმილის (3.) გამოსახულებას, (4,) ტოლობა შეიძლება ასე 
გადავწეროთ: 

(<,?| =|9გეგ. ხ =|0|გეგ, «, ტ2) 

სადაც გეგ. ნ არის ხ ვექტორის გეგმილი 4 ვეექტორით 

განსასღვრულ ღერძზე. ამრიგად, ორი ვექტორის სკალარული 
ნამრავლი უდრის ერთ-ერთი ვექტორის სიგრძისა და ამ 
მექტორზე მეორე ვექტორის გეგმილის ნამრაელს. 

სკალარულ ნამრავლს აქვს შემდეგი თვისებები: 
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1 სკალარული ნამრავლი გადანაცვლებადია: წავCI) 

2. სკალარული ნამრავლი ნულის ტოლია მაშინ და მხოლოდ 
მაშინ როცა ეექტორები ურთიერთმართობულია ან ერთი 
მათგანი მაინც ნულ-ვექტორია. ე. ი. ორი ვექტორის მართობუ- 
ლობის პირობაა მათი სკალარული ნამრავლის ნულთან ტოლო- 
ბა. 

_ –– – 

3. ნებისმიერი ძი ვექტორისათვის (22)=4 , ე. ი. 

4. საკოორდინატო ღერძების 

თებულია ტოლობები: 

ნე-ნე-ტი-ი 
098 

ე სკალარული ნამრავლი დისტრიბუციულია ვექტორთა 
შეკრების ოპერაციის მიმართ, ე. ი. 

(2,6+6)=(26)+(2). 

6. ნებისმიერი 2 და ხ ქექტორებისა და #4 რიცხეისათვის 

(26)-(226)-7(2L). 
მართებულია შემდეგი თეორემა: 

ს) თეორემა ტს... ორი ვექტორის სკალარული ნამრავლი უდრის 
მათი ერთსახელა კოორდინატების ნამრაელთა ჯამს, ე. ი. თუ 

-– 

ძ=1%,X»,2,| და ხ=1X,X,,2,) , მაშინ 

წ = X,X, + 7,7 +722: . (4.3) 

- – – 

დამტკიცება. რადგან 4= X 1+), #+ 2# და ხ=X», (+ 2» 21, 

ამიტომ 4, 5 და 6 თვისებების ძალით 
3-2 – –პ6/ – – – – –5- – 

(2,7 |=(» I+)I, /+7, MX, X; 1+ X», /+2)ე 3--C + 
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რის (/7)+M%(76)+»5(7.7)+V»(I7)+X5(7.7)+ 

––“– 2 -– – 

+2,X (« '+M»(C7)+25(6X)-»5 +»#X# +722. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი 1. ძ და ხ ვექტორების მართობულობის პირობა კოო- 
რდინატებში ასე ჩაიწერება: 

XX. + #,7/ე + 2,2: =0. 

შედეგი 2. 0 =(X,»,2|) ვექტორის სიგრძე გამოითვლება ფორმუ- 
ლით 

I = VI» +)/?+2? (44) 

შედეგი ვ. მანძილი /#(X.ა/,2,)) და 8C0::,22) წერტილებს შორის 
გამოითვლება ფორმულით 

|48|= V#C, –X) + –»#) +(2, – 2,» 
ამ შედეგის მართებულობა გამომდინარეობს (3-6) ფორმული- 

დან და შედეგი 2-დან. 

შედეგი #4. კუთხე ძ და ხ ქექტორებს შორის გამოითვლება 

ფორმულით 

  

მც 
C0§I 2 1= _ XX, + )/,/, + 7,2, 

, ააი, V 2, ე? 2. 2, 1 ეე? 
წI2 X, +, + 2, VIX + #ვ +2ე 

ეთქვათ, თ, /# და #»” კუთხეებია, რომელსაც ი=XI+#/+2# ვე- 

ქტორი ადგენს შესაბამისად Cჯ, 0» და 02 ღერძებთან. რადგან 
ვექტორის კოორდინატები უდრის ამ ეექტორის გეგმილებს 
შესაბამის ღერძზე, ამიტომ (3.))ჯ-ის ძალით გვაქეს 

»ჯ=|ძლი-თ, »=|)ი1C05/, 2= |2|C05ჯ (4.5) 
(44) და (45) ტოლობებიდან გამომდინარეობს, რომ 

ჯ ” 2 
C05 / = ლ08თ =-===--=, ==, 0ლ0X=------, 

V/X? + / +272 V» +) +272“ VX: + /? +2? 

C0§თ, C05/, C057 რიცხვებს ი ვექტორის მიმართულების კოსი- 
ნუსები ეწოდება. (4.5-დან გამომდინარეობს აგრეთვე, რომ ერთე- 
ულოვან ვექტორის კოორდინატებია მისი მიმართულების 
კოსინუსები, აქედან გამომდინარე, ადგილი აქეს ტოლობას 
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005 თ+C05”/2+60§72:=1. 
ჰმოცან L #8C ტოლგვერდა სამკუთხედია 4-ის ტოლი გევერ- 

დით. ვიპოვოთ: I) 48./C; 2) 48.8C. 

ამოხხნა. 1) ვინაიდან (2 #CI-თ-. ამიტომ 

48. 4C =| 491. 4CI. =ი§609=4.4- + =8, 

2) ვინაიდან ნწ. 8! I- 1209, ამიტომ 

48.5C=|48).18CI. C05120%=–8. 

ამოცან 2. მოცემულია I =5, (9 =3, C (|-5. ქიპოვოთ 

– –V? 

(2-2; 

ჰმოსხნა. გვაქეს 
– – 2 ა? 32 ა? =+ 3 – #ჯ# “ა? 

(2-2ბ) =6 -42-ხ+4ხ =|4 -414.0-0§7+40| = 

=25-30 +/2 +36=61-30 +/2 
ამოცანა ვ. ვიპოვოთ თხ, თუ ძ=27-3/+#, ხ=–-I+3/7+6#. 

ამოსსნჩა. (43) ტოლობის ძალით გეაქვს 

ძ· ხ =2-C1)+3-(-3)+6-1=–2-9+6=<–5. 

ამოცანა #. ეიპოვოთ კუთხე 2 და ხ ქეექტორებს შორის, თუ 

ძი=2C+ძ, ხ=0C-2ძ., C=(2;L-1), ძ =(0;1:2). 
ამოხსნა. გვაქეს M =(4:2:-2)+(0;L2)=(4:3;0), ხ =(2;1:–1)–(0;2;4)=(2;-1;-5), 

ამიტომ 

(აწ ვიჯ)_ თხ __4:2-3:1-5-00_ __ 5. __1 
I.) +V/)6+9./V4+I1+25 5-·/320 30. 

ამოცანა წ. მოცემულია ვექტორები ი (2;-I:3), ხ C-2;2;1), C (3:0;-I. 

ვიპოვოთ გეგ; 2+ 3) 
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ამოსხხნა. ცხადია ი+ 2 =(5;-1:2), ამიტომ 

+. 5 (+ |» -2-5-2-I+2.1 10 
ბეგ = = =-- . C2+0C 

, IM V/4+4+! 3. 

§წ. ვექტორთა ვექტორული ნამრავლი 

გავეცნოთ კიდევ ერთ ოპერაციას ვექტორებსე, ე. V- ეექტო- 
რულ გამრავლებას. წინასწარ მოვიყვანოთ ვექტორთა დალაგე- 
ბული სამეულის ორიენტაციის ცნება. 

განსაზღვრება წ. არაკომპლანარულ ვექტორთა დალაგებულ 
– – 

ძი,6ხ.C სამეულს ეწოდება მარცხენა ორიენტაციის ან მარცხენა 
სამეული, თუ მათი ერთ წერტილზე მოდების შემდეგ უმცირესი 

კუთხით მობრუნება ძ ვექტორისა ხ ვექტორისაკენ 2 ვექტო- 
რის ბოლოდან ჩანს საათის ისრის მოძრაობის მიმართულებით 
(ნახ. 3.14) თუ ეს მობრუნება ჩანს საათის ისრის მოძრაობის 

საწინააღმდეგო მიმართულებით, მაშინ ძ, ხ, 2 სამეულს მარ- 

ჯვენა ეწოდება (ნახ. 3.15). 

2 0 

ხ 2 ძ ხ 

ნახ. 3.14 ნახ. 3.15 

ადვილი საჩვენებელია, რომ თუ ვექტორთა ორიენტირებულ 
სამეულში რომელიმე ორ ვექტორს ურთიერთგადავანაცვლებთ, 
მაშინ · სამეულის ორიენტაცია შეიცელება. სახელდობრ, თუ 

გ ვ 3 3 3 – 

ძ, ხ, 2 მარცხენა სამეულია, მაშინ ხ,ძ,0C;თ,C,ხ:C, ხ, 4 სამე- 
ულები მარჯეენა ორიენტაციისაა. სამეულის ორიენტაცია შეიც- 
ვლება მაშინაც, როცა სამეულში რომელიმე ვექტორს შევც- 

ვლით მისი მოპირდაპირე ვექტორით. მაგალითად, თუ ი, ს, 2 
– 

მარცხენა სამეულია, მაშინ ძ, ხ, -2 სამეული მარჯვენაა. 
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თუ დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა 0C0X%”- სისტემის სა- 

კოორდინატო ღერძების მგესავები 1, /, # ქმნიან მარცხენა 

(მარჯვენა) სამეულს, მაშინ ამ სისტემას მარცხენა (მარჯვენა) 
სისტემა ეწოდება. შემდეგში ჩვენ ვისარგებლებთ მხოლოდ მარ- 
ცხენა სისტემით. 

განსაზღვრება წ.2. 9 ვექტორის ვექტორული ნამრავლი ხ ვექ- 

ტორზე, სადაც ი და ხ არაკოლინეარული ვექტორებია, ეწოდე- 

ბა ისეთ 2 ვექტორს, რომელიც განსასღვრულია შემდეგი სამი 
პირობით: 

L I=1/4 ქმ-აი(2. ს) ; 

2. C ვექტორი მართობულია 4 და ხ ვექტორებით განსაზ- 
ღერული სიბრტყის; 

3. C ვექტორის მიმართულება ისეთია, რომ ი, ხ, 2 მარც- 
ხენა სამეულია. 

თუ. 2 და ხ კოლინეარული ვქექტორებია, მაშინ მიღებულია, 

აიიი 4 ვექტორის ხ ქექტორზე ვექტორული ნამრავლი ნულ- 
ქექტორია. 

4 ქექტორის ს ვექტორზე ეექტორული ნამრავლი აღინიშნე- 

ბა იXხ ან I2,61) სიმბოლოთი. 

განსასღვრებიდან ჩანს, რომ ორი ეექტორის ვექტორული ნამ- 
რავლის სიგრძე რიცხობრივად უდრის ამ ვექტორებზე აგებული 
პარალელოგრამის ფართობს. 

ვექტორულ ნამრაელს აქვს შემდეგი თვისებები: 

1. ვექტორული ნამრავლი ანტიკომუტაციურია: (9 ,ხ1>-(ხ,ძ). 

2. ნებისმიერი 2 და ხ ვექტორებისა და 4 რიცხვისათვის 

(10 ,ხ1=(9,2ნ1=2(0,ხ1 
3. ვექტორული ნამრავლი დისტრიბუციულია ვექტორთა შეკ- 

რების ოპერაციის მიმართ: 

(თ,ნ+0)1-(0,0M(2,C1) და (9+6,C1-(2,6#(ხ,C1 
4. საკოორდინატო ღერძების I, 7, # მგეზავებისათევის ად- 

გილი აქეს ტოლობებს: 

58



რ 

(,,/)=–L 7,1) # IV, L)=-(M,7VI, 

(ნ,11=-(1,6=77,1157,71#.#1>0 

(22+6»(2-ბ), ––_- ამოცას !. ეიპოვოთ 

C :|-5. 
6 

ამოსხხნა. გეაქეს 

(22+6X(+-#|- 2ძ ძXმი2ი»Xხ+ხ Xძთ- ხ  Xნ6=3ხXთ, 

ამიტომ 

(226 »(2-:) =3 7 

  

5 
ხXი 

      =3|)-I4 =C ნ|-3261-# 
ამოცანა 2. გამოვთვალოთ 

7X7XX)-2#+X/ XI); X/ XX). 

ამოსხხნა. გვაქვს 

ვო – 

7:(C(7X#)-2#-C7X7)+3/ 'C7X#)=7/-7 +2#-# +31 · / =2+3=5. 

86. სამი ვექტორის შერეული ნამრავლი 

განსაზღვრება 6.. ი, ხ და C ვექტორების შერეული ნამრავლი 

ეწოდება ძ და ხ ვექტორების ვექტორულ ნამრავლს, გამრავ- 

ლებულს სკალარულად = ვექტორზე და აღინიშნება სიმბოლო- 

თი (,ხ ,2 ა, ე- ი. 

(,ხ,2)-C2,ხ1C), 
თეორემა 8.L არაკომპლანარული ი,ხ,ი ვექტორების შერეული 

ნამრავლის მოდული უდრის ამ ეექტორებზე აგებული პარალე- 
ლეპიპედის მოცულობას. შერეული ნამრავლი დადებითია, თუ 

ი,ხ,C მარცხენა სამეულია, ხოლო უარყოფითია, თუ ეს სამეუ- 
ლი მარჯევენაა. 
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ღ– 

ხ 

ნახ. 3.16 

გრ ლ 

დამტკიცებ. თ,ხ,C ეექტორებსე აგებული პარალელეპიპედის 

” მოცულობა უდრის ფუძის (2 ,ხ1 ფართობისა და I9|ლიჯ§ XI სი- 

მაღლის ნამრავლს (ნახ. 3.16), სადაც 9 არის კუთხე 2 და 

(2 ,ხ1 მექტორებს შორის, ე. ი. 

წფე3-C5 ფ 
ამრიგად, თეორემის პირეელი ნაწილი დამტკიცებულია. რად- 

გან 

(2,6, | = 22. 

გამომდინარე აქედან შერეული ნამრავლის ნიშანი ემთხვევა 

M= IძIლი§ | = 
            

“ 
·ICI=ი§ 9 , 

    

ლ05+ს ნიშანს. თუ 2,ხ,C მარცხენა (მარჯვენა) სამეულია, მა- 

შინ 9 მახვილია (ბლაგვია), ამიტომ შერეული ნამრაელი დადე- 
ბითია (უარყოფითია). 

თეორემა დამტკიცებულია. 

ცხადია, თ'უ ი,ხ,ი კომპლანარული ვექტორებია, მაშინ 
ლლ 

(ძი ,ხ,C)X=0. 

შერეულ ნამრავლს აქვს შემდეგი თვისებები: 

I (9,ხ,C)(0C,0,ხ)(ნხ,C,0)=–(ხ,9,C)= 
=-(C,ხ,ძ)=-(9,C,ხ), 

2. (2,ხ1C)=9 6,CI; 

3. (10, +//0, ,ხ,C)=#(9, ,ხ ,C )+/4თ, ,ხ ,C). 
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§7. ვექტორული და შერეული ნამრაგლის 

გამოსახვა კოორდინატებით. სამი ვექტორის 

კომპლანარობის პირობა 

თეორემა 7.L თუ « ძ=X, +), 1+2, L და ხ= X +), /+2.#, მაშინ 

– –ღ – 

_ უ! / # 

>ბ+- X X 2). (7.1) 

2.2 # 2; 

დამტკიცება. ვექტორული ნამრავლის თვისებების ძალით გვაქვს 

ძ X ხ =(XI ჯ +», 1 +272, # )XC0C, 1 ; +) 1 47 L )= XXX I ; X ჯ )«Xც/X I ; X 1 )+ 

+X)2X ჯ , ა+#MXX/ XI )+/სX# X 7 )+/I52( 7 X# )+2,X( # XI )+ 
– – – – –- – რო 

+2ც/X # X / )+2)2:( # X # )=07)2:-)/22|) ! +(2|)X2-2:X1) / +(V0/:-X2V)) # = 

.. ი. 2) ი.» 

”. 23 2? X 

საიდანაც გამომდინარეობს (7.1). 

თეორემა დამტ, ს)იცებულია. 

– 

-I+ 

– 

-#, (72) 
– 

.I-– 

        შე 22     

ამოცანა L ვიპოვოთ ძ= 21+3/- # და ხ= 3/-/- 4 ვექტორე- 

ბის ვექტორული ნამრავლი. 
ამოსსნა. (7.1) ფორმულის ძალით გვაქვს 

;) X# 
გ– –-I– –II – /ჩ22 3!) – 5 – ლ 

თხ=2 3 –-I=) “I.7-2 “I. /, -#=-13(+5/-)I# 
– 4“ ვ -47-63 .,         3 –) -4 

თეორემა 12. თუ ძ=X /+ 7, /+ 2, # , ხ=X 7+ 2) #+ 2. M და 

C0=X1+# + 2. , მაშინ ამ ვექტორების შერეული ნამრავლი გა- 

მოითვლება ფორმულით 

„აღგლ–:--:-––_“_-–-–_.: 

(25,C)- X. 1 2;:|. 

2–2 #2 

დამტკიცება. (43) და (72) ტოლობების ძალით გვაქვს 

6!



          
(>2,2)-( <2)” ბ-»: +” #- 

» 2: ო... ი >X: 

XX. ს» 2, 

=X ჰM#. 2:!. 

”»–» # 23 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 7.8. იმისათვის, რომ ძ= L2 + » + 2, ჩ , ხ= X 1+ » 7+ 2ე # 

და 2=X +» /+ 2 ვექტორები იყოს კომპლანარული, აუცილე- 
ბელია და საკმარისი, რომ მათი შერეული ნამრავლი უდრიდეს 
ნულს: 

X XV 2, 
”» IX, 2; =0. (7.3) 

თ # 27 
დამტკიცება. აუცილებლობა უშუალოდ გამომდინარეობს შერეუ- 

ლი ნამრავლის განსასღვრებიდან. ეაჩვენოთ პირობის საკმარი- 
სობა. ვთქვათ, ადგილი აქ>ვს (73) პირობას. თუ დავუშვებთ, რომ 
ეს ვექტორები არაკომპლანარულია, მაშინ მათი შერეული ნამრა- 
ვლის მოდული თეორემა 6.-ის ძალით იქნება ამ ვექტორებზე 
აგებული პარალელეპიპედის მოცულობის ტოლი, რომელიც ნუ- 
ლისაგან განსხვავებულია, ეს კი ეწინააღმდეგება პირობას. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

ამოცხა 2. ვაჩვენოთ, რომ ვექტორები ძ=-7+3/+ 2, 
43 

ხ= 21-3/-4# და C=-3/+ 12/+6# კომპლანარულია. 

ამოხსნა. შევამოწმოთ (73) პირობა 

132 3 -4 I2 –-4 |2 –3 
2 3 -4 --I. 6 -. 3 6 + ვ == 
-3 12 6 - -   

ამრიგად, მოცემული ვექტორები კომპლანარულია. 

ჭმ. ვექტორების ზოგიერთი გამოყენება 

1 მონაკვეთის გაყოფა მოცემული ფარდობით. ეთქვათ, მოცემულია 

#M” როა 2), #(Cთა:თ) წერტილები და ნებისმიერი 2>-1 რიცხვი. 

MM) მონაკვეთის გაყოფა 4 ფარდობით ნიშნავს ისეთი #V წერ- 
ტილის მოძებნას, რომლისთვისაც 
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M,M = 2MM, . 
თუ MM წერტილის კოორდინატებია »”» # 2 მაშინ 

MM =(X-–%,#-– #,2- 21, MM, = (I. – X,) – #8 – 2). ამიტომ 

გვაქვს 
X-Xე=/(X:-X), )/-/)=40/-/), 2-2)=/(2;-2). 

აქედან 
X,+4% 1 +4V, 2, + #2) 
––<–_.-–-:” 8.1 I+4 "7 I+2 I+2 სა 

პერძოდ, როცა #=1, მაშინ M არის IM,Mი) მონაკვეთის 'მუა- 
წერტილი და მისი კოორდინატებია: 

»ჯ=2:1% 21» ,;-2195%. 
2 ” 2 2 

სმოცან L # წერტილი MM მონაკვეთის ყოფს ფარდობით 
VMMIIXM=2:3. ეიპოვოთ # წერტილის კოორდინატები, თუ #M#7;4:9), 

7XC-3:9;-6). 
ამოხხნა. (8.1)-დან მივიღებთ, რონ # წერტილის კოორდინატებია: 

2 2 
7+=(-3) 1-2 4+გ'9 4+6 

+ვი =2-13-0 
1+– – 1+-– – 

3 3 3 3 

9+<–-(-6) 9-4_, 

2 5.5. 
1+– – 

3 
ამრიგად, #X(3;6;3). 

2. სამკუთხედის ფართობის გამოთვლა. ეთქეათ მოცემულია 4#.48C. 

როგორც ვიცით, ორი ვექტორის ეექტორული ნამრავლის სიგრძე 
უდრის ამ ვექტორებზე აგებული პარალელოგრამის ფართობს, 

ამიტომ 48C სამკუთხედის ფართობი ტოლია 48X 4C ვექტორის 
სიგრძის ნახევრის, ე. ი. 

1 8» 40. ა, =- 48C 2 
  

ამოცანას 2. ვიპოვოთ იმ სამკუთხედის ფართობი, რომლის წეე- 
როებია „%#(2;3;1), 8(1;2;3), C(2;1:33) წერტილები. 

ამოხსნა. ცხადია, 

48=-1-1+2L, 46=-27+2#, 
ამიტომ 
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43 35 - 

! ” # – 5 – 

48X4C=I-) –-I 2. =2/+27/+2# 
0 –2 2 

ამრიგად 

  
წიი=1 2/+ 27+26=+. 

იმ კერძო "შემთხეევაშიი როცა სამკუთხედის წვეროებია 
4Cლა), 8-3») და C0ვა”), სამკუთხედის ფართობი გამოითვლება 
ფორმულით 

2თ- XI XX, 

2”), »“), 

შ. ტეტრაედრის მოცულობის გამოთვლა. ვთქეათ მოცემულია ტეტრა- 

ედრი, რომლის წვეროებია 4, 8, C, » წერტილები. 

  
5ა-=<II , სადაც 7= 

  

როგორც ვიცით, 48, 4C, #ი წიბოებზე აგებული ტეტრა- 
ედრის მოცულობა ტოლია ამავე წიბოებზე აგებული პარალელე- 
პიპედის მოცულობის მეექვსედის, ამიტომ 

/”,თ= 10, 46,409 : (82) 
  

ამოცანა ვმ. გამოვთეალოთ იმ პირამიდის მოცულობა, რომლის 
წვეროებია CX0;0;0), ”(5;2:0), 8(2;5:0), C(1;2;4). 

ამოხსნა. (ცხადია 

04=5I+2/), 08=2I+5/, 06=1+2/+4#. 
ამიტომ 

5 
(0408, | =/2 

1 ა 
თ
ბ
 

>
 

ლ
 

ლ 

"I თდთ
 

> 

აქედან (82X-ის ძალით 

M-, =4-84=14. 

#. ძალის მუშაობა როგორც ფიზიკიდან ცნობილია, თუ # ძა- 
ლის მოქმედებით მატერიალური წერტილი სწორხაზობრივად გა- 

დაადგილდება 4 მდგომარეობიდან 8 მდგომარეობაში, მაშინ # 
ძალის მიერ შესრულებული მუშაობა გამოითვლება ფორმულით 
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4 =IჩI.I48-თ§თ , 

სადაც თ=#, 48, ე. ი. =–წი) ამრიგად, # ძალის მიერ 

48 გადაადგილებასე შესრულებული მუშაობა ამ ვექტორთა 

სკალარული ნამრავლის ტოლია. 

ჰამოცანა 4. ვიპოვოთ ერთ წერტილზე მოდებული /> (2:0-2) და 

ჩნ, C3:2:2) ძალების ტოლქმედის მიერ შესრულებული მუშაობა, 

როცა მათი მოქმედებით სხეული სწორხაზოვნად გადაადგილდე- 
ბა #(2;-4-3) წერტილიდან #(-4;-2;-I) წერტილამდე. 

ამოხსნა. ვინაიდან # +/#, =LI20) და „#48=L6:2:2), ამიტომ 
შესრულებული მუშაობა იქნება 

M= (5+ 6). 48 =6+4+0=10. 

წ. ძალის მომენტი წერტილის მიმართ. ეთქვათ მოცემულია რაიმე 0 
– 

წერტილი და ” ძალა, რომელიც არ გადის 0 წერტილზე. აღ- 

ვნიშნოთ თ-თი # ვექტორითა და 0 წერტილით განსასღერული 

სიბრტყე. 0 წერტილიდან # ძალის მოქმედების წრფემდე ძ მან- 
ძილს ეწოდება # ძალის მხარი 0 წერტილის მიმართ. 

ცნობილია, რომ # ძალის მომენტი 0 წერტილის მიმართ 

ეწოდება 0 წერტილზე მოდებულ და თ სიბრტყის პჰერპენდიკუ- 

ლარულ ისეთ M ვექტორს, რომელიც მიმართულია ისე, რომ 

მისი ბოლოდან ” ძალის მიერ თ სიბრტყის “მობრუნება” ჩანს 
საათის ისრის მოძრაობის მიმართულებით და რომლის სიგრძე 

უდრის # ვექტორის სიგრძისა და რ#/ მხარის ნამრავლს 
(ნახ. 3.17). 

განვიხილოთ რადიუს-ვექტორი ”, რომლის სათავეა 0, ხო- 

ლო ბოლო წერტილია L ძალის მოდების წერტილი. თუ გავიხ- 
სენებთ მექტორული ნამრავლის განსაზღვრებას და 

გავითვალისწინებთ, რომ ძ=/აი(.. წ), ადვილად დავასკენით, 

რომ 
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– 45-– 

M=1:7X#ჯ 

ამრიგად, # ძალის მომენტი 
0 წერტილის მიმართ წარმოად-   გენს ; რადიუს-ეექტორისა და 0 ” 

# ძალის ეექტორულ ნამ- ძ “ 
რავლს. (თ (ი 

ნახ. 3.17 

ამოცანა ხ. Cფ;-I2) ძალა მოდებულია CX2;-2;უ0) წერტილზე. ვი- 
პოვოთ ამ ძალის მომენტი #(3;4;1) წერტილის მიმართ. 

ჰამოხხნა. გეაქვს 

– – 
'! / 

M=V#0XC=|)! 6 =121-M+3)-18L+I-2/= 

3 

=13/+ /-19#. 

I თავი 

წრფე და სიბრტყე 

§1. წირისა და ზედაპირის განტოლებები 

ვთქვათ სიბრტყეზე მოცემულია დეკარტის მართკუთხა კოორ- 
დინატთა 0X/) სისტემა და რაიმე L წირი. განეიხილოთ განტო- 

ლება 
XVCა/)=0, (1.1) 

რომელიც აკავშირებს ჯ და » ცვლად სიდიდეებს. 
განსაზღვრება 1. #LX)))=0 განტოლებას ეწოდება (#) წირის გან- 

ტოლება, თუ მას აკმაყოფილებს ამ წირის ნებისმიერი წერტი- 
ლის კოორდინატები და არ აკმაყოფილებს არცერთი სხვა (#) 
წირზე არამდებარე) წერტილის კოორდინატები. 
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განსაზღერებიდან ჩანს, რომ # წირი წარმოადგენს (კოორდი- 
ნატთა მოცემულ სისტემაში) სიბრტყის ყველა იმ წერტილთა 
სიმრავლეს, რომელთა კოორდინატები აკმაყოფილებს (1.1) გან- 
ტოლებას. ამის გამო ამბირბენ, რომ (1I.) განტოლება გაჩსას- 
ღვრავს # წირს. 

წირის განტოლების ცნება საშუალებას იძლევა ამოვხსნათ 
გეომეტრიული ამოცანები ალგებრული მეთოდებით. მაგალითად, 
ორი წირის თანაკეეთის წერტილის მოძებნის ამოცანა დაიყვანე- 
ბა მათი განტოლებებისაგან შედგენილი სისტემის ამოხსნის 
ალგებრულ ამოცანაზე. 

წირის განსასღვრა შეიძლება ასეთი სახის განტოლებითაც 

#VC2ი)=0, 
სადაც 0 და თ წერტილის პოლარული კოორდინატებია. 

ხშირად # წირის ანალისური წარმოდგენისათვის მოსახერხე- 
ბელია ამ წირის წერტილების X და 7” კოორდინატების გამოსახ- 
ვა მესამე დამხმარე ცვლადის ანუ პარამეტრის დახმარებით: 

X=XCI), X=VII), 
სადაც XC) და XV) ! პარამეტრის ფუნქციებია. ამ განტოლებებს 

ეწოდება წირის პარამეტრული განტოლებები სიბრტყეზე. 
ამოცან L შევადგინოთ იმ წრეწირის განტოლება, რომლის 

ცენტრია C(თ,6ხ) წერტილი, ხოლო რადიუსია #–. 
ამოხსნა. ეთქვათ M(ჯა) წრეწირის ნებისმიერი წერტილია. რად- 

გან მანძილი M და C წერტილებს შორის #-ის ტოლია, ამიტომ 
ორ წერტილს “შორის მანძილის გამოსათვლელი ფორმულის 
გამოყენებით გვაქვს 

(X- ი) +(7-ხ) =#, 

საიდანაც 

(X»–ი)” +(#/– ხ)” = #2 (12) 
ცხადია, რომ (12) განტოლებას აკმაყოფილებს მოცემული 

წრეწირის ნებისმიერი წერტილის კოორდინატები და არ აკმა- 
ყოფილებს არცერთი სხვა წერტილის კოორდინატები, ამიტომ 
(12) არის მოცემული წრეწირის განტოლება. 

იმ კერძო შემთხვევაში, როდესაც ცენტრი კოორდინატთა სა- 
თავეშია, წრეწირის განტოლებას აქეს სახე 

»ჯ? + = ჩ? 

მოვიყვანოთ ახლა ზედაპირისა და წირის განტოლებების 
ცნებები სიერცეში. 

ეთქვათ მოცემულია დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა 
CX”> სისტემა და რაიმე 5 ზედაპირი. განეიხილოთ ტოლობა 

დXX»”,2)=0, (013) 
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რომელიც აკავშირებს X», » და 2 (კვლად სიდიდეებს. 

განსაზღყრება L2. 9XXა/,2)20 განტოლებას ეწოდება 5 სედაპირის 
განტოლება, თუ მას აკმაყოფილებს 53 ზედაპირის ნებისმიერი 
წერტილის კოორდინატები და არ აკმაყოფილებს არცერთი სხვა 
(+ ზედაპირზე არამდებარე) წერტილის კოორდინატები. 

განსაზღვრებიდან ჩანს, რომ 5» ზედაპირი წარმოადგენს (კო- 
ორდინატთა მოცემულ სისტემაში) სივრცის ყველა იმ წერტილ- 
თა სიმრავლეს, რომელთა კოორდინატები აკმაყოფილეებს (1.3) 
განტოლებას. ამის გამო ამბობენ, რომ (13) განტოლება განსაზ- 
ღვრავს 5 ზედაპირს. 

წირი სიერცეში შეიძლება განვიხილოთ როგორც ორი ჭზსედა- 
პირის თანაკეეთა, ე. ი. როგორც იმ წერტილთა სიმრავლე, რომ- 
ლებიც ერთდროულად ორ ზედაპირზე მდებარეობენ, ამიტომ წი- 
რი შეიძლება განისახღვროს ორი განტოლების მოცემით. ამრი- 
გად, განტოლებათა სისტემა 

დ,(X,7,2)=0 

დ, (X,),2)=0 

განსაზღვრავს წირს. 
ანალოგიურად სიბრტყეზე მდებარე (ბრტყელი) წირისა, სივ- 

რცითი წირის მოცემა შეიძლება პარამეტრული სახის განტო- 
ლებებით 

X=XLCI), 7=V(I), 2=>(I). 
ჰამოცანა 2. შევადგინოთ იმ სფეროს განტოლება, რომლის ცენ- 

ტრია C(ი;ხ:0) წერტილი, ხოლო რადიუსია 7. 
ამოსსნა. ვთქვათ M(X)/2) სფეროს ნებისმიერი წერტილია. რად- 

გან მანძილი M# და C წერტილებს შორის #-ის ტოლია, ამიტომ 
ორ წერტილს შორის მანძილის გამოსათვლელი ფორმულის 
გამოყენებით გვაქვს 

(»X– ი) +(7-ხ)” +(2-ი) =#, 

საიდანაც 

(X- თ)” +(/-ხ)” +(>7-2)” = #2? (14) 
ცხადია, რომ (14) განტოლებას აკმაყოფილებს მოცემული 

სფეროს ნებისმიერი წერტილის კოორდინატები და არ აკმაყო- 
ფილებს არცერთი სხვა წერტილის კოორდინატები. ამიტომ (14) 
არის მოცემული სფეროს განტოლება. 

იმ კერძო შემთხვევაში, როდესაც ცენტრი კოორდინატთა სა- 
თავეშია, სფეროს განტოლებას აქეს სახე 

Xჯ? + /? + 2? = #” 
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წ2. წრფე სიბრტყეზე 

1 წრფის ზოგადი სახის განტოლება. ეთქვათ, სიბრტყეზე მოცემულია 
0. მართკუთხა კოორდინატთა სისტემა და რაიმე L წრფე 

(ნახ. 4), განვიხილოთ L წრფის პერპენდიკულარული რაიმე 
არანულოვანი ვექტორი 

» (4,8). 

ავიღოთ L წრფესე ნებისმიერი წერტილი Mი(ის”ი). ცხადია, 
წრჟფესე და მხოლოდ მასსე აღებული ნებისმიერი MC) 

წერტილისათვის ვექტორი MM იქნება ” ეექტორის 

პერპენდიკულარული, ე. ი. 

( M.M ,#M )=0. ტ0.ს 
რადგან 

MM =(X-Xი, )-X1, 

ამიტომ (2.I)-დან გეაქვს 

  

#C--X)+80/-#)=0. (22) 
თუ შემოვიღდებთ აღნიშვნას 

C=-4X6– 8Vი, 
მაშინ (2.2) ტოლობა მიიღებს სახეს 
4X+ს8)/+C=0. (2.3) 

ნახ. 4.1 
ამრიგად, L წრფის წერტილების კო- 

ორდინატები და მხოლოდ ისინი აკმაყოფილებენ (23) წრფივ 
განტოლებას. 

ასევე შეიძლება ევაჩვენოთ, რომ ყოველი წრფივი (2.3) სახის 
განტოლება მოცემული კოორდინატთა სისტემის მიმართ განსაზ- 

ღერავს რაღაც წრფეს. 
ამრიგად, სიბრტყეზე ფიქსირებული კოორდინატთა სისტემის 

მიმართ ყოველი წრფივი განტოლება განსასღვრავს წრფეს და, 
პირიქით, ყოველი წრფის ნებისმიერი წერტილის კოორდინატები 
აკმაყოფილებენ წრფივ განტოლებას. 

(23) განტოლებას ეწოდება წრფის ზოგადი სახის განტოლება 

სიბრტყეზე, ხოლო #M =(4,8) ვექტორს – წრფის ნორმალური ვექ- 
ტორი. 

ახლა დავადგინოთ, თუ რა მდებარეობა აქვს წრფეს კოორ- 
დინატთა სისტემის მიმართ, როდესაც (2-3) განტოლების ერთი 
ან ორი კოეფიციენტი ნულია. 

IL. ვთქვათ C=0. მაშინ (23) განტოლება მიიღებს სახეს 
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#X+8X#=0. 

რადგან X=0, X>0 აკმაყოფილებს ამ განტოლებას, ამიტომ წრფე 
გადის კოორდინატთა სათავეზე. 

II. ვთქვათ 8=0. მაშინ (2-3) განტოლება მიიღებს სახეს 
4X+C=0. 

აქედან 
X=თ, 

სადაც 

C 
ძ=--. 

4 
ეს წრფე CX ღერძს კვეთს (ძ:0) წერტილში და CI” ღერძის პა- 

რალელურია, რადგან მისი #” =(4,0 ნორმალური ვექტორი 0” 
ღერძის მართობულია. კერძოდ, როცა C=0 გვაქვს C”» ღერძის 
განტოლება X=0. 

II. ეთქვათ 4=0. მაშინ (2.3) განტოლება მიიღებს სახეს 
8»+C=0. 

აქედან 
X-ხ, 

სადაც 

ხ=-5=, 
8 

ეს წრფე C”» ღერძს კვეთს (0,ხ) წერტილში და 0CX ღერძის პა- 

რალელურია, რადგან მისი ნორმალური # =(0;8) ვექტორი CX 
ღერძის მართობულია. კერძოდ, როცა C=0 გეაქვს CX ღერძის გა- 
ნტოლება )I”-0. 

შემდეგ პუნქტებში ჩვენ მიეიღებთ წრფის სხვადასხეა სახის 
განტოლებებს. 

ამოცანა L ვიპოვოთ ძ-ს მნიშენელობა, რომლისთვისაც (#ი+1)»ჯ+ 
+(4-3)#+ძ”-40+3=0 წრფე: 

1) აბსცისთა ღერძის პარალელურია; 2) გადის კოორდინატთა 
სათავეზე; 3) ემთხვევა ორდინატთა ღერძს. 

ამოხსნა. 1) ეს წრფე CX ღერძის პარალელური იქნება, როცა 
0+1=0 ანუ ძ=-I; 2) ეს წრფე გადის კოორდინატთა სათავეზე, თუ 
ი”-40+3=0, ანუ თ=1 ან Cთ=3; 3) იმისათვის, რომ ეს წრფე იყოს 0” 
ღერძის განტოლება საჭიროა 

ძ-3=0 ძ=3 

მ?-4ძი+3=0 ძ=1I ან ძ=ლ3 ე.ი. იძ =ქ3. 
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2. წრფის განტოლება ღერძთა მონაკვეთებში. დავუშეათ, რომ (2.3) გაჩ- 

ტოლებაში 4, 8 და C მუდმივები განსხვავებულია ნულისაგან. 
მაშინ ეს განტოლება ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს 

C C 
ძ=--, ხ=--, 

4 8 
მაშინ წრფის განტოლება მიიღებს სახეს 

ჯX+.> –+=-=1. 2.4 2.2 (24) 
ლ
)
 

C
 
>
/
 

«< 

ი M Xჯ 

ნახ. 4.2 

ძ და ხ პარამეტრებს აქვთ მარტიეი გეომეტრიული შინაარსი. 
ი წარმოადგენს (24) წრფის მიერ CX ღერძზე ჩამოჭრილი 0M 
მონაკვეთის MV წერტილის აბსცისას, ხოლო ხ – ამ წრფის მიერ 
C» ღერძზე ჩამოჭრილი CV მონაკვეთის » წერტილის ორდინატს 
(ნახ. 4.20. ძი და ხ პარამეტრების ამ გეომეტრიული შინაარსის 
გამო (24) განტოლებას ეწოდება წრფის განტოლება ღერძთა 
მონაკვეთებში. 

ჰმოცანა 2. შევადგინოთ #M(3:5) წერტილზე გამავალი იმ წრფის 
განტოლება, რომელიც საკოორდინატო ღერძებზე მოკვეთს ტო- 
ლი სიგრძეების მონაკეეთებს. 

ამოხსნა. საძებნი წრფის განტოლებას ღერძთა მონაკვეთებში 

აქვს სახე 21#=1 ან =+4-2> =1. ვინაიდან წრფე გადის M(3;5) 
ძი ძ ი –ძ 

3 5 3. 5 
5 ი –+-= =8, ნ –+-–-–=1 ნ =-2, წერტილზე, ამიტომ რს. 2 1 ანუ თ=8, ა => ანუ იძ 

ამრიგად, საძებნი წრფეა 3962 = ან -+2=1. 

71



ჭ. წრფის განტოლება კუთხური კოეფიციენტით. ვთქვათ, 8>0. მაშინ 

(23) განტოლება შეიძლება გადავწეროთ ასე: 

7 ვხ ცვ 
თუ შემოვიღებთ აღნიშენებს 

_4 =X , _C =ხ , 
8 8 

მაშინ მივიღებთ 
X»=IX+ხ. (2.5 

7 

X 

ნახ. 4.3 

ადეილია ჩვენება, რომ # არის იმ ძ კუთხის ტანგენსი, რომე- 

ლსაც (2.5) წრფე ადგენს C»ჯ» ღერძთან (კუთხე წრფესა და ღერძს 
შორის ეწოდება იმ უმცირეს კუთხეს, რომლითაც უნდა მობრუნ- 
დეს წრფე საათის ისრის მოძრაობის მიმართულებით, რომ 
დაემთხვეს ღერძს), (ნახ. 4.3). #M-ს წრფის კუთხური კოეფიციენტი 
ეწოდება. ხ წარმოადგენს წრფის CV” ღერძთან გადაკვეთის წერ- 
ტილის ორდინატს. 

ამოცანა 8. შევადგინოთ M(2;1) წერტილზე გამავალი იმ წრფის 

განტოლება, რომელიც აბსცისთა ღერძთან ადგენს 135-ის ტოლ. 
კუთხეს. 

ამოხსნა. გინაიდან #=IC1)35%-1, ამიტომ საძებნი წრფის განტო- 
ლებაა #/=-X+ხ. რადგან წრფე გადის M(2;1) წერტილ“სე, ამიტომ 
1=-2+ხ ანუ ხ=3. 

ამრიგად, საძიებელი განტოლებაა 
#=-X+3. 

4. წრფის კანონიკური და პარამეტრული განტოლებები. ყოველ არანუ- 

ლოვან ეექტორს, რომელიც მოცემული წრფის პარალელურია, 
ეწოდება მისი მიმმართველი ვექტორი. 

შევადგინოთ იმ წრფის განტოლება, რომლის მიმმართველი 

ვექტორია 4 (,,) და რომელიც გადის Mითიი) წერტილზე. ცხა- 
დია, რომ წერტილი MC) ძევს მოცემულ წრფეზე მაშინ და 
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მხოლოდ მაშინ, როცა M.M და ძ ვექტორები კოლინეარულია, 

ე. ი. როცა ადგილი აქეს ტოლიებას 

X-X _ 7-1 
; (2.6) 

IV) 
(26) განტოლებას ეწოდება წრფის კანონიკური განტოლება. 

წრფის კანონიკური (2.6) განტოლებიდან გვაქვს 

X=X +V/ 
(27) 

X = X +V//””, 

სადაც 

  

X-%X%-  X-X 
/ .– 

(27) წარმოადგენს წრფის პარამეტრულ განტოლებებს. 
წ. მოცემულ ორ წერტილზე გამავალი წრფის განტოლება. წრფის (2.6) 

კანონიკური განტოლებიდან ადვილად მიიღება ორ #4ი(იასი) და 

MCთა) წერტილზე გამავალი წრფის განტოლება. ამისათვის, 
საკმარისია წრფის მიმმართველ ვექტორად ავიღოთ ვექტორი 

1= 

M.M, =(X)-Xი:X)-7ი). თუ გავითვალისწინებთ ამ გარემოებას, მივი- 

ღებთ #Mი და M, წერტილებზე გამავალი წრფის განტოლებას 

2-% XI %. 
%-X  X#-X 

ამოცანა #. შევადგინოთ 48C სამკუთხედის 8ჩ მედიანის განტო- 
ლება, თუუ #(1:-2), „8(3;:0), C(3:4). 

ჰმოსსწ. ეიპოვოთ /#) წერტილის კოორდინატები. გვაქვს 

=113 ე, ==. =I, ე. ი. IX2;1).   

  

2 
დავწეროთ 4 და # წერტილებზე გამავალი წრფის განტოლე- 

ა: 

+232 ანუ X+)/-3=0. 
2-3 1 

მ. მოცემულ წერტილზე მოცემული მიმართულებით გამავალი წრფის გან- 

ტოლება. ვთქვათ მოცემულია Mი(ნი”/) წერტილი. შევადგინოთ იმ 
წრფის განტოლება, რომელიც გადის M წერტილზე და რომლის 

კუთხური კოეფიციენტია მოცემული # რიცხვი. საძიებელი გან- 

ტოლება იყოს 
X»X=#0:+ხ. (2.8) 

რადგან ეს წრფე გადის #. წერტილზე, ამიტომ 
»0=/2::+ხ. (2.9) 

(2.8) და (2.9)--დან მივიღებთ 
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X»-”ი=MC-Xი). (2.10) 
(2.10) არის მოცემულ წერტილზე მოცემული მიმართულებით 

გამავალი წრფის განტოლება. ამ განტოლებიდან #ს სათანადო 
შერჩევით მიიღება Mიე წერტილზე გამავალი ნებისმიერი წრფის 
განტოლება გარდა იმ წრფისა, რომელიც C” ღერძის პარალე- 
ლურია. (2.1)0-ს უწოდებენ #ი წერტილზე გამავალი წრფეთა 
კონის განტოლებას. 

7. კუთხე ორ წრფეს შორის. ორი წრფის პარალელობისა და პბერპენდიკულა- 

რობის პირობები, ვთქვათ სიბრტყეზე ორი წრფე მოცემულია ზ%ოგა- 
დი სახის განტოლებებით 

4)X+8I,)+C)=0, 

#42X+88:7+C3=0. 

ეს წრფეები განსაზღვრავენ ორ კუთხეს, რომელთა ჯამი უდრის 

180”. ამ კუთხეებს შორის უმცირესს ვუწოდოთ კუთხე მოცემულ 

წრფეებს შორის. რადგან », (4,8) და », (4,8) ვექტორები ჟშე- 
საბამისად მოცემული წრფეების პერპენდიკულარულია, ამიტომ 
მოცემულ წრფეთა შორის კუთხე გამოითელება ფორმულით 

|4, 4, + 8,.8.| 

იი /4+81-/6+8: 
ცხადია, რომ მოცემულ წრფეთა პარალელობის პირობა იგი- 

0.II) 

> 

ვეა, რაც მათი ნორმალური ” და ”",: ვექტორების კოლინეა- 

რობის პირობა, ე. ი. მათი კოორდინატების პროპორციულობა 

4-8 1C. 
4 #8. C 

ცხადია აგრეთვე, რომ ამ წრფეთა თანამთხვევის პირობაა 

4-838:-C 
4 8 C 

რადგან ურთიერთპერპენდიკულარული წრფეებისათვის ი0§Cთ-0, 
ამიტომ (2.11) ფორმულიდან გვაქვს ორი წრფის პერპენდიკულა- 
რობის პირობა 

#4)4:+8)8:=0. 

ახლა ვთქვათ ზემოთგანხილულ წრფეთა განტოლებები ჩაწე- 
რილია კუთხური კოეფიციენტებით: 

X»X=#%X+ხ,, 

»=MX+ხ:, 
ადვილია ჩვენება, რომ ამ შემთხვევაში 

Iჯდდთ = 6-% , 

1+იM% 
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რომელიც აგრეთვე გამოიყენება ორ წრფეს შორის კუთხის 

გამოსათელელად. 
ორი წრფის პარალელიბისა და პერპენდიკულარობის პირო- 

ბები კუთხური კოეფიციენტების საშუალებით შესაბამისად შემ- 
დეგნაირად ჩაიწერება: 

#=% 
და 

I+()L2=0. 

ამოცანა წ. ვიპოვოთ კუთხე X+5M”/-3=0 და 2X-3/+4=0 წრფეებს შო- 
რის. 

ამოსსნა. (2.11) ფორმულის ძალით გვაქეს 

    
თაი = 2153) | -:-- =. 

VI+25:+4/4+9)| |I3/2) “#2” 

ამიტომ დ= ? · 

პმოცანა ზ. შევადგინოთ MM მონაკვეთის შუაპერპენდიკულარის 
განტოლება, თუ #(7:3), IM(-3;!). 

ამოხსნა M და M წერტილებსე გამავალი წრფის განტოლება 

იქნება X-7 _ »-3 ანუ »=4++<. ე. ი. ამ წრფის საკუთხო 
–)ბ –2 
  

I 
კოეფიციენტია # =<. 

MM მონაკვეთის # “შუაწერტილის კოორდინატები იქნება 

X= თ =2, 7==1%-2, ანუ 7”X2:2). 

#” წერტილზე გამავალი წრფეთა კონის განტოლება იქნება 
»-2=M X-2) ამ წრფეებიდან უნდა შეეარჩიოთ ის, რომელიც 
მართობული იქნება MM წრფის. მართობულობის პირობიდან 

  

მივიღებთ #=-+=-5. 
! 

ამრიგად საძებნი წრფის განტოლებაა XI-2=-5(--2), ანუ 
5X+#-12=0, 

ზ. მანპილი წერტილიდან წრფემდე. ვოქვათ, მოცემულია L წრფე 
(23) სახის განტოლებით და სიბრტყის ნებისმიერი Mი(იის”) წერ- 

ტილი. ვიპოვოთ მანძილი #X#Mი,L), Mი წერტილიდან L წრფემდე. 
ამ მისნით Mი წერტილიდან L-სე დავუშვათ პერპენდიკულარი 
და აღვნიშნოთ მისი ფუძე MI(XIX)-ით (ნახ. 44) ცხადია, რომ 

საძიებელი მანძილი 
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XMი,L)=| MM, I. 

     
Mი- (XX) 

M,(XL.X) 

ნახ. 4.4 

ვექტორები M(C4,8მ) და MM, = (X-ს) კოლინეარულია, 
როგორც ერთი და იმავე L წრფის პერპენდიკულარული ვექტო- 

რები. ამიტომ მოიძებნება ისეთი / რიცხეი, რომ MაM, =(M# , საი- 

დანაც გვაქვს 
X, – Xც = «41, 

(2.12) 
თ – ჰა = ჩIM. 

MC) წერტილი ძევს # წრფეზე, ამიტომ მისი კოორდინა- 
ტები აკმაყოფილებენ (23) განტოლებას. თუ (2.12) სისტემიდან X», 
და /”-ის მნიშვნელობებს ჩავსვამთ (2.3) განტოლებაში და 
განესასღვრავთ (”-ს, მივიღებთ 

„#4Xე + 8). + C 
(ლ-––-––-–-, 

4“ + 871 
მეორეს მხრივ, რადგან 

II =V 4: + 8? 
ამიტომ 

IM.M,| =|0--/ 41 + 8: 
საიდანაც 

|/44X, + 8/) + CI 

“#4 + გ? 

ICI /#X0.L)ა-==–=-. 
+ 4? + 8? 

ჰსმოცანა 7. სამკუთხედის წვეროებია X(-4;-2), 8(2;3), C(0;1). ეიპო- 
ვოთ მანძილი ” წვეროდან 8/0 სიმაღლემდე. 

/XMი,L)=| MM, I> 

კერძოდ, 
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Xჰ-ჭ I+2 
  ამოხსნ. 4C ბგეერდის განტოლება იქნება ანუ 

3X-47+4=0. მისი საკუთხო კოეფიციეჩტია V, =>. 

8) სიმაღლე გადის 8 წერტილზე და მისი საკუთხო 

I 4 
კოეფიციენტია რ---=-9 ამიტომ მისი გაჩტოლება იქნება 

' 

4 
»#»-3= –3(X-2) ანუ 4X+3/-17=0. 

გამოვთვალოთ მანძილი ,„4%-4;-2) წერტილიდან 8ი წრფემდე. 

_|-4:4-2:3-17I _39_„§5 
–. /V/66 5. ” 

83. სიბრტყის განტოლებები 

1 სიბრტყის ზოგადი სახის განტოლება. წინა პარაგრაფში ჩატარებუ- 

ლი მსჯელობის ანალოგიურად შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ ყოვე- 

ლი წრფივი განტოლება 
4X+87»+C2+I0=0 (3.1) 

განსასღვრავს სიბრტყეს ფიქსირებული 05> მართკუთხა კოორ- 
დინატთა სისტემის მიმართ და პირიქით, ყოველი სიბრტყის ნე- 
ბისმიერი წერტილის კოორდინატები აკმაყოფილებენ წრფივ 

განტოლებას. 
(3) განტოლებას ეწოდება სიბრტყის რსოგადი სახის განტო- 

ლება, ხოლო სიბრტყის პერპენდიკულარულ 7 C4,8,თფ ეექტორს 
ამ სიბრტყის ნორმალური ვექტორი. 

დავადგინოთ, თუ რა მდებარეობა აქვს სიბრტყეს კოორდი- 
ნატთა სისტემის მიმართ, როდესაც (3.) განტოლების ერთი ან 
რამდენიმე კოეფიციენტი ნულის ტოლია. 

IL. ვთქვათ 12=0. მაშინ (3.1) განტოლება მიიღებს სახეს 
#4X+8»7+C2=0. 

"რადგან X=0, )X=0, 220 აკმაყოფილებს ამ განტოლებას, ამიტომ 
სიბრტყე გადის კოორდინატთა სათავეზე. 

IL. ვთქვათ C=0. მაშინ (3.1) განტოლება მიიღებს სახეს 
#X+8»/+(L0=0. 

ეს სიბრტყე CX/ საკოორდინატო სიბრტყეს კვეთს 4X+8”/+#00=0 
წრფეზე და 07 ღერძის პარალელურია, რადგან მისი ნორმალუ- 

რი » (4,8,0) ქექტორი პერპენდიკულარულია CX ღერძის. 
II, ვთქვათ #8=0. მაშინ (3.1) განტოლება მიიღებს სახეს 
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#X+C2+(0=0. 

ეს სიბრტყე 0X2 საკოორდინატო სიბრტყეს კვეთს #4X+C2+/2=0 
წრფეზე და C»” ღერძის პარალელურია, რადგან მისი ნორმალუ- 

რი » (4,0, თ ვექტორი პერპენდიკულარულია CM ღერძის. 
IV. ეთქვათ 4=0. მაშინ (3.I)) განტოლება მიიღებს სახეს 

8)7+C2+(12=0. 

ეს სიბრტყე CV> საკოორდინატო სიბრტყეს კვეთს 87+C2+/#00=0 
წრფეზე და CX ღერძის პარალელურია, რადგან მისი ნორმალუ- 

რი » 6,8, ვექტორი პერპენდიკულარულია CX ღერძის. 
V. ვთქვათ X75=0, ,8=0. მაშინ (3.)) განტოლება მიიღებს სახეს 

C2+/2-=0. 
აქედან 

#» 
2=--- 

C 

ეს სიბრტყე C2 ღერძს კვეთს (თთ-2 | წერტილში და 0ი%' 

საკოორდინატო სიბრტყის პარალელურია, რადგან მისი ნორმა- 

ლური » (0,0,თ ქექტორი ჰერპენდიკულარულია CXV/ საკოორდი- 
ნატო სიბრტყის. კერძოდ, როცა #=0 გვაქვს CX) სიბრტყის გან- 
ტოლება 2-0. 

VI. ვთქვათ 4=>0, C=0. მაშინ (3.1) განტოლება მიიღებს სახეს 
8)+#0-5=0. 

აქედან 
=-9 »=-ჯ. 

ეს სიბრტყე CV” ღერძს კეეთს (თ-5:| წერტილში და CX2 

საკოორდინატო სიბრტყის პარალელურია, რადგან მისი ნორმა- 

ლური ვექტორი » (9:8;0) პერპენდიკულარულია C0X> საკოორდი- 
ნატო სიბრტყის. კერძოდ, როცა #2=0, გვაქვს CX2 საკოორდი- 
ნატო სიბრტყის განტოლება )-=0. 

VII. ვთქვათ 8=0, C=0. მაშინ (3.1) განტოლება მიიღებს სახეს 
/#4X+12=0. 

აქედან 
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ეს სიბრტყე CX ღერის კვეთს (-7:60| წერტილში და CX»2 

საკოორდინატო სიბრტყის პარალელურია, რადგან მისი ნორმა- 

ლური ევექტორი ” (4:0;0) პერპენდიკულარულია CI საკოორდი– 
ნატო სიბრტყის. კერძოდ, როცა #0:50 გვაქვს C> საკოორდინატო 
სიბრტყის განტოლება X-0. 

ამოცანა 1L შევადგინოთ #C2;-3;:1) წერტილ“სე გამავალი იმ სიბრ- 

ტყის განტოლება, რომლის ნორმალური ვექტორია ” (2;1:0), 
ამოსსნა. ვინაიდან საძებნი სიბრტყის ნორმალური ვექტორია 

M (2;:1:0), ამიტომ სიბრტყის განტოლებას ექნება სახე 
2X+V+#0=0. 

რადგან ეს სიბრტყე გადის #C2;-3;1) წერტილზე, ამიტომ ამ 
წერტილის კოორდინატები უჩნდა აკმაყოფილებდეს სიბრტყის 
განტოლებას, ე, ი. 4-3+/00:=0 ანუ #-2=–-1. 

ამრიგად, სამებნი სიბრტყის განტოლებაა 
2X+V-1=0. 

2. სიბრტყის განტოლება ღერძთა მონაკვეთებში. დაეუშვათ, რომ (3.1) 

განტოლებაში 4, 8, C და # მუდმივები განსხეავებულია ნული- 
საგან. მაშინ ეს განტოლება ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

მაშინ სიბრტყის განტოლება მიიღებს სახეს 

23#,ე5-1, 
ძი ხ C 

ძ, ხ და C პარამეტრებს აქვთ მარტივი გეომეტრიული შინაარ- 
სი. ისინი წარმოადგენენ შესაბამისად C». CV” და 0: ლერძებთან 
სიბრტყის გადაკვეთის წერტილების აბსცისას, ორდინატს და 
აპლიკატს. 

მ. სამ წერტილზე გამავალი სიბრტყის განტოლება. ვთქვათ მოცემულია 

ერთ წრფესე არამდებარე სამი #V(XIV,:2)), M,ე0Cე”:;) და 

#რიასი;) წერტილი. რადგან ეს წერტილები ერთ წრფეზე არ 
მდებარეობენ, ამიტომ ვექტორები 

M,M, =1X:-XI; )/2-»; 22-21), 
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M 'M, =1Xვ-XI; #ა-XI; 23-21) 
არაკოლინეარულია. აქედან გამომდინარეობს, რომ წერტილი 
M(:ე,2) ძევს M,, M და M წერტილებზსე გამავალ სიბრტყე%!ე, 
მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ვექტორები 

M,M =(X- XX-#:2- 38), MM, და M,M, კომპლანარულია, 
ე. ი. მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ადგილი აქვს ტოლობას 

X-XI #-) 2-7, 

2 -X 2 -# 2: -2,|=0. 

X-XI 1-7 2-2 

ეს არის სამ M,, M. და M. წერტილებსე გამავალი სიბრტყის 
განტოლება. 

4. კუთხე ორ სიბრტყეს შორის. პარალელობისა და პერპენდიკულარობის ბი- 

რობები. ვთქვათ მოცემულია ორი სიბრტყე განტოლებებით 
#4,)X+8)/+C)2+M2)=0, #4:X+,8:7+C:32+I1=0. 

რადგან ვექტორები #, (4,:8,:C,) და », (45:8::C) შესაბამისად მო- 
ცემული სიბრტყეების პერპენდიკულარულია, ამიტომ მოცემულ 
სიბრტყეთა შორის თ კუთხე გამოითვლება ფორმულით 

| 4,4, +8,5ე +C,C.| 

V//4:+87+C? -/42+81+C1 
ცხადია, რომ მოცემულ სიბრტყეთა პარალელობის პირობა 

ლ08თ =   

იგივეა, რაც მათი ნორმალური M, M ვექტორების კოლინეარო- 

ბის პირობა. ე. ი. მათი კოორდინატების პროპორციულობა 

ცხადია აგრეთვე, რომ ამ სიბრტყეთა თანამთხვევის პირობაა 

4-8 C #9 
4, 8, C #X, : 

მოცემულ სიბრტყეთა პერპენდიკულარობის პირობა იქნება „ 

და ”, ქექტორების პერპენდიკულარობის პირობა 

#4#)4:+8,8:+C)C:=0. 

ჰმოცანა 2. ვიპოვოთ კუთხე 2X+2”7+2+2=0 და 3X+2;,-62+1=0 სიბრტ- 
ყეებს შორის. 

ამობხნა კუთხის გამოსათვლელი ფორმულის ძალით გვაქეს 
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|/#, 4, + 8,8. +C,CI 2:3+2·:2-–1-6 
005Cდ = > 

V4” +8/ +C. -/ 4. + 8, +C; 44+4+1-V9+4+36 

_ 4 
21” 

4 
ამიტომ დ=მICC05 21“ 

ამოცანა 8. ი-ს რა მნიშენელობისთვისაა პერპენდიკ6ულარული 

2X+ძ)-52+1=0 და (თ-1X-37/+ით2+2=0 სიბრტყეები. 
ამოსხნა. პერპენდიკ6ულარობის პირობის ძალით გვაქვს 

2-(თ-1)-3-ძ-5ძ=0 

აქედან ძ= = · 

წ. მანძილი წერტილიდან სიბრტყემდე. ეთქვათ მოცემულია თ სიბრ- 

ტყე განტოლებით 
#X+8უ)/+C2+/0=0 

და წერტილი #M/ი0(CXი.7/ი.2ი). 

Mი წერტილიდან თ სიბრტყემდე მანიილი /X#Mი,თ) გამოითვლე- 
ბა ფორმულით 

_ | 4X + 8», +C72ე +#| 
/XMი,თ ==-=-- 

V/4: + 8:+C? 
ეს ფორმულა მიიღება წერტილიდან წრფემდე მანმილის გა- 

მოსათვლელი ფორმულის ანალოგიურად. 
ამოცანა 6. ვიპოვოთ მანძილი 2X-/+22-3=0 და 4X-2)+42+5=0 სიბრ- 

ტყეებს შორის. 
ამობსნ.. ადვილი შესამჩნევია, რომ ეს სიბრტყეები პარალელ“ე- 

რია. 

ავიღოთ პირველ სიბრტყეზე რაიმე #M წერტილი. ამისათვის 
დავუშვათ მაგალითად X>=I და X=I. მივიღებთ 2-1+22-3=0. აქედან 
გვაქვს 2=1. ე.ი. M1;1;1). 

საძებნი მანძილი იქნება მანძილი VV(I;1:1) წერტილიდან მეორე 
სიბრტყემდე: 

|/4X, + 8V, + C7, +#| _ 4-1-<2:1+4-1+5 115.5 
>. 

“4? +8: +C? VI6+4+))სსVდ 6 
წ. სიბრტყეთა ძნული და სიბრტყეთა კონა. მოცემულ M4ი(Xი.)/0,20) წერ- 

ტილზე გამავალ სიბრტყეთა ერთობლიობას ეწოდება სიბრტყეთა 

ძნული #Mი ცენტრით. 

Mიდიას”»,2ი) წერტილზე გამავალ სიბრტყეთა ძნულის განტოლე- 
ბას აქვს სახე 

4CX-Xი)+,80/-»/ი)+C(2-20)=0, (3.23 
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სადაც 4, 8 და C რიცხვებიდან ერთი მაინც განსხვავებულია 
ნულისაგან. 

ერთსა და იმავე L წრფეზე გამავალ სიბრტყეთა ერთობლი- 
ობას ეწოდება სიბრტყეთა კონა # ღერძით. 

ვთქვათ მოცემულია ორი თანამკვეთი სიბრტყე 
41X+8ე/+C,2+M0,=0 და „#4:X+.8:V+C:52+402:=0. 

ამ სიბრტყეთა თანაკვეთის წრფეზე გამავალ სიბრტყეთა კო- 
ნის განტოლებას აქეს სახე 

4)(4)X+8,)/+C)2+M-)+4:C42X+.18:/+C:2+1M:)=0, 
სადაც 4, და #. რიცხვები ერთდროულად ნულის ტოლი არ 
არის. 

§4. წრფე სივრცეში 

1 წრფის სხვადასხვა სახის განტოლებები. სიბრტყესე განხილული 
წრფის ანალოგიურად, სივრცეში ფიქსირებული C0X> მართ- 
კუთხა კოორდინატთა სისტემის მიმართ იმ წრფის განტოლე- 

ბები რომლის მიმმართველი ვექტორია წელი და რომელიც 

გადის Mი(X”7;2ი წერტილზე არის 

+-% XX 2-% (4.ს 
/ „” M 

ამ განტოლებებს სივრცეში წრფის კანონიკური განტოლებები 

ეწოდება. 
(4.) განტოლებებიდან მარტივად მივიღებთ წრფის პარამეტ- 

რულ განტოლებებს 

Xჯ=Xე +V/, 

X7= # +7M, 

2=20+VM, 

სადაც 

თუ ამ განტოლებებს განვიხილავთ, როგორც წერტილის მოძ- 
რაობის განტოლებებს, მაშინ ისინი განსასღერავენ თანაბარ 
სწორხასოვან მოძრაობას. !:! დროში გავლილი მანძილი იქნება 

§ =./(X- X) +(7-X) +(2- 2; ხოლო სიჩქარე V =-//? +»! +” 

ეთქვათ მოცემულია ორი წერტილი Mი(XიV;7ი) და. MICXIX7I;2)), 
ამ წერტილებზე გამავლი წრფის მიმმართველ ვექტორად 
შეიძლება ავიღოთ ვექტორი 
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MაM, =ყნC-Xი; ))-)/ი; 2|“20). 
ამიტომ, (4.1-ის მიხედვით, M და M წერტილებზე გამავალი 

წრფის განტოლებებია 

XX-XX . #-% _ 2“ %. 
X-XI “XX 2“ % 

წრფე სივრცეში შეიძლება განვიხილოთ, როგორც ორი გადა- 
მკვეთი 4),X+8,/+C,>2+#0,=0 და #2:X+მ:/+C:2+M,=0 სიბრტყის თანაკ- 
ვეთა. ამიტომ განტოლებათა სისტემა 

4X+8,»X+C,2+M, =0 

(ელ =0 

განსაზღვრავს გარკვეულ წრფეს. 
განტოლებათა (42) სისტემას ეწოდება წრფის განტოლებები 

ზოგადი სახით. 
ამოცანა 1. წრფის განტოლებები 

X-) »#-1_ 2+2 
–3 5 2 

ჩავწეროთ ზოგადი სახით. 
ამოხსნა. წრფის განტოლებებიდან გვაქვს 

(42) 

X-1 _ 7-1 

:3·.. 5 5X+3)/<-8=0 

»-I _ 2+2 2/-52-12=0 

5 2 
ეს არის მოცემული წრფის განტოლება ჩაწერილი "სოგადი 

სახით. 
ვაჩვენოთ როგორ დაიყვანება წრფის ზოგადი (42) სახის გან- 

ტოლებები კანონიკურ (4.1) სახესე. რადგან 4IX+8)/+C,2+M)=0 და 
4:X+8:V+C:2+I=0 სიბრტყეები გადამკეეთია, ამიტომ შემდეგი 
ტოლობებიდან 

ერთი მაინც არ სრულდება. გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, 
რომ 

4, 8, –+ # -L 

რ #5, 
ანუ 

4 8, 

4“ 8. 

83 

#0. 

 



ამიტომ, (4.2)-დან მივიღებთ 

X=ძ,2+ხ, 

როის 

ამრიგად, მოცემული წრფის პარამეტრული განტოლებებია 

X=ხ,+0/! 

X=ხ, +0.! 

2=0+!:/. 

მაშასადამე, მოცემული წრფე გადის Mი(ჩ,;ხ::0) წერტილზე და 

მისი მიმმართველი ვექტორია 9 (9:0:;1). ამიტომ მისი კანონიკუ- 

რი განტოლებებია 

  

2. წრფეთა ძნული. მოცემულ #4ი(ი»2) წერტილზე გამავალ 
წრფეთა ერთობლიობას ეწოდება წრფეთა ძმნული M% ცენტრით. 

ადვილი საჩეენებელია, რომ Mილიაი2ი) წერტილსე გამავალ 

წრფეთა ძნულის განტოლებებს აქვს სახე 

2-%-X7-% _ 2-% (43) 
/ ” წ 

სადაც /, » და #” რიცხვებიდან ერთი მაინც განსხვავდება ნული- 
საგან მართლაც (43) განტოლებებით განსასღვრული ნების- 
მიერი წრფე გადის #Mე წერტილზე. მეორეს მხრივ, თუ მოცემუ- 
ლია Mი წერტილ“სსე გამავალი რაიმე წრფე, მაშინ ის ცალსახად 

განისასღვრება მისი მიმმართველი 9 (II) ეექტორის მოცემით, 

ე. ი. განისაზღვრება (4.3) განტოლებებით. 
ამრიგად, მოცემულ Mი წერტილზე გამავალი ნებისმიერი 

წრფის განტოლებები მიიღება (4.3) განტოლებებიდან /, #7 და » 
მუდმივების სათანადო შერჩევით. 

ამოცანა 2. შევადგინოთ M#(-1:3:0) წერტილზე 20-20:-5 

წრფის პარალელურად გამავალი წრფის განტოლება. 
ამობსნა. MLC-1;3ე0) წერტილზე გავლებული წრფეთა ძნულის 

განტოლებაა 29. »-3_ 2 · იმისათვის რომ ეს წრფე 
." 7” 

პარალელური იყოს მოცემული წრფის, შეგვიძლია ავილოთ 7/=13, 
7=-I, 7=2. ე. ი. საძებნი წრფის განტოლებაა 

XX) 7-3 2 

  

3. 1.2. 
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შ. კუთხე ორ წრფეს შორის. პარალელობისა და პერპენდიკულარობის პირო- 

ბები. ეთქვათ მოცემულია ორი წრფე 

1 #-X 2-2 X-X  M/“ 1 2-2) 

/, MI, ს” /. ა ”ც ა # ს 

რადგან ძ, (III) და ძ. (/,MI:72) ვექტორები შესაბამისად მოცე- 

მელი წრფეების პარალელურია, ამიტომ ამ წრფეებს შორის დ 
კუთხის კოსინუსი გამოითვლება ფორმელით 

I”, +/,M), + MM,| 

ააა რეიუოთოოსიუოთურო ჩ2 1.2. /, + MI +I1 “V/; + +715 

ამ წრფეთა პარალელობის ან თანამთხვევის პირობაა 

L _ I _ I 

7”) #ი #6 

ხოლო პერპენდიკულარობის პირობაა 
/ე1გ+711))13 +)1111:=0. 

4. კუთხე წრფესა და სიბრტყეს შორის. პარალელობისა და პერპენდიკულა- 

რობის პირობები. ვთქვათ, მოცემულია #” სიბრტყე ზოგადი განტო- 
ლებით 

#4X+87+C2+10=0 
დღა # წრფე კანონიკური განტოლე- 

ბებით   

  

X-X%- _ X- # _2-% 

/ ” ჩM 

ვიპოვოთ დ კუთხე (ნახ. 4.59) 7” 

სიბრტყესა და # წრფეს შორის. თ ჩახ.4.5 

იყოს კუთხე ო (4:8: და 9 (II) ვექტორებს შორის, მაშინ 

ი=>-თ , თუ თ მახვილია და თ=თ-=, თუ ძ ბლაგეია, ამიტომ 

I47+ 8MI+ CII 

V/4? + 8? +C? VI? +I +” 
/რფის და სიბრტყის პარა ხობის ან წრფის სიბრტყე სე ძდე- ფის და სიბრტყის პარალელობის ან ფის სიბრტყეზე მ 

ბარეობის პირობაა 

§)ით=I)-605თ=   

#4!+8)))+CX=0, 

ხოლო მათი პერპენდიკულარობის პირობა იქნება 

4_8 C 

, თ.” 7» 
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წნ. ზოგიერთი ამოცანა წრფესა და სიბრტყეზე 

სივრცეში 

L მოცემულ წერტილზე მოცემული სიბრტყის პერპენდიკულარულად გამაგა- 

ლი წრფის განტოლებები. ვთქვათ მოცემულია M4(Xი:”ი;20) წერტილი 

და სიბრტყე 
#4X+8)/+C2+0=0. 

რადგანაც საძიებელი წრფე უნდა გადიოდეს M#Mი წერტილზე და 
მის მიმმართველ ვექტორად შეიძლება ავიღოთ მოცემული სიბ- 

რტყის ნორმალური » (4:8:ფ ვექტორი, ამიტომ ამ წრფის გან- 
ტოლებებია 

    

წ! 8 C 

2. მოცემულ წერტილზე მოცემული სიბრტყის პარალელურად გამავალი სი- 

ბრტყის განტოლება. ვთქვათ მოცემულია #4(Xაე/ი:200) წერტილი და 
სიბრტყე 

X- ი _ X- X _ 2-% 

#4X+8)7+C2+/0=0. 

რადგან საძიებელი სიბრტყე უნდა გადიოდეს M#იე წერტილზე და 

მის ნორმალურ ვექტორად შეგვიძლია ავიღოთ I (4;8;C) ვექტო- 
რი, ამიტომ სიბრტყეთა ძნულის (3.2) განტოლების თანახმად, ამ 
სიბრტყის განტოლებაა 

4 CC=Xი)+8 C”/-)/ი)+C (2: –2; ი)=0. 

შ. მოცემულ წერტილზე მოცემული წრფის პერპენდიკულარულად გამავალი 
სიბრტყის განტოლება. ეთქვათ მოცემულია Mი-(ი)/ი,2ი. წერტილი და 

წრფე 
    

Xჯ-X _»-X _ 2-2, 

/ „” ი. 
რადგან საძიებელი სიბრტყე უნდა გადიოდეს Mე წერტილზე 

და მის ნორმალურ ვექტორად შეგვიძლია ავილოთ წრფის მიმმა- 

რთველი ძ (II) ეექტორი, ამიტომ სიბრტყეთა ძნულის (32) 

განტოლების თანახმად, ამ სიბრტყის განტოლებაა 

I(X-X6)4MM/-X)+(>-7ი)=0. 
#. სიბრტყისა და წრფის თანაკვეთის წერტილის მოძებნა. ეთქეათ მოცე- 

მულია სიბრტყე 
4X+87/+C2+0=0 (5.1) 

და წრფე 
X=Xე +II, 

»=X%+/ჩ (5.2) 
2 = 7ე +Vწ. 
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(5.2-დან X, ”» და 2-ის მჩიშენელობები შევიტანოთ (5.1) განტო- 
ლებაში. მივიღებთ 

(4X0ი+8)ი+C20+L))+(4I+8/)+CVIX=0. (5.3) 

თუ #4Xი+8»”ი+C20+0)=0 და #4!I+8/M+CV)=0, მაშინ (5.I))-ის ძალით 
წრფე ძევს სიბრტყეზე. 

თუ 4/+8/)+Cი=0 და #4Xი+8Mი+C20+/10 მაშინ წრფე სიბრტყის 
პარალელურია. 

თუ #/!+8I+CI#0, მაშინ (53) ტოლობიდან განსასღერული #-ს 
მნიშენელობის ჩასმით (5.2)-ში, მივიღებთ თანაკვეთის წერტილის 
კოორდინატებს. 

წ. მოცემულ წრფეზე და მასზე არამდებარე წერტილზე გამავალი სიბრტყის 

განტოლება. ვთქვათ მოცემულია #რი(ი”;2ი) წერტილი და წრფე 

X-% V-X  2-% 
/ ” ი... 

ვიპოვოთ მოცემულ წრფეზე მდებარე, MVI(XI.:2)) წერტილისა- 
გან განსხვავებული რაიმე M წერტილი. საძებნი სიბრტყის 
განტოლება იქნება Mი, M, # წერტილებსე გამავალი სიბრტყის 
განტოლება. 

პმოცანა L ეიპოვოთ VMXL(-1;:0;1) წერტილ“სე და 

-2-»+3 2-3 
06ეროუო-2 2 

წრფეზე გამავალი სიბრტყის განტოლება. 
ამოხსნა. ვიპოვოთ მოცემულ წრფესე მდებარე, MIM2;-3:3) წერ- 

ტილისაგან განსხვავებული რაიმე M# წერტილი. ამისათვის 
დავუშვათ 2=5. მაშინ წრფის განტოლებიდან მივიღებთ X=3, /=-5 
ე. ირ. წერტილი /#X3;-5:5) მდებარეობს მოცემულ წრფეზე. 

შევადგინოთ M-ი M, »#M წერტილებზე გამავალი სიბრტყის 
განტოლება. გვაქვს 

X+ჰ+I 7 7-1 

აქედან 
2X+4უ/+32-1=0. 

ამრიგად, საძებნი სიბრტყის განტოლებაა 2X+4)/+32-1=0. 

მ, მოცემული წერტილიდან მოცემულ წრფეზე დაშვებული პერპენდიკულა- 
რის განტოლება. დავწეროთ მოცემულ #Mი წერტილ“სე მოცემული 
წრფის პერპენდიკულარულად გამავალი სიბრტყის განტოლება 
(იხ. პუნქტი 3) ვიპოვოთ ამ სიბრტყისა და მოცემული წრფის 
გადაკვეთის M# წერტილი (იხ. პუნქტი 4). საძებნი წრფის განტო- 
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ლებები იქნება M. და M წერტილებსე გავლებული წრფის 
განტოლებები. 

ამოცანა 2. შევადგინოთ #ი(-1;0:2) წერტილიდან 

წრფეზე დაშვებული პერპენდიკულარული წრფის განტოლებები. 
ჰმოსხნა. Mი წერტილზე მოცემული წრფის პერპენდიკულარუ- 

ლად გამავალი სიბრტყის განტოლება იქნება 
X-/+1=0. 

ვიპოვოთ მოცემული წრფისა და »X-/+I=0 სიბრტყის თანჩაკვე- 
თის წერტილი. ამისათვის მოცემული წრფის განტოლებები ჩავ- 
წეროთ პარამეტრული სახით 

X=2+! 

=-1-7 

2 =0. 

თუ X», 7 და >=-ის ამ მნიშენელობებს შევიტანთ სიბრტყის გან- 

ტოლებაში, მივიღებთ /=-2, ე. ი. გადაკეეთის წერტილია 
M,(9;1;0). 

დავწეროთ Mე და M, წერტილებზე გამავალი წრფის განტო- 
ლებები: 

X+1 # 2-2 
11 –-2 

V თავი 

მეორე რიგბის წირები და ჭედაპირები 

განვიხილოთ ორუცნობიანი მეორე რიგის ზოგადი სახის 
განტოლება 

#4X+289)+C)//+20X+26ნ)/+#7=0, რ 
სადაც 4, 8 და C რიცხვებიდან ერთი მაინც განსხეავებულია 
ნულისაგან.. 

00 სიბრტყის ყველა იმ წერტილთა სიმრავლეს, რომელთა 
კოორდინატები აკმაყოფილებენ ამ განტოლებას, მეორე რიგის 
წირი ეწოდება. შესაძლებელია, რომ სიბრტყესე არ არსებობს 

არცერთი წერტილი, რომლის კოორდინატები აკმაყოფილებენ CI) 
განტოლებას. ამ შემთხეევაში ამბობენ„ რომ (#,) განტოლება 
განსაზღვრავს მეორე რიგის წარმოსახეით წირს. მაგალითად, 
განტოლება 

X +)/7=-1 
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არის მეირე რიგის წარმოსახვითი წირის განტოლება. მეორე 
რიგის წარმოსახვით წირებს ჩვენ არ შევისწავლით. 

სოგჯერ (+) განტოლება განსაზღვრავს პარალელურ, თანამთ- 

ხეეულ ან გადამკეეთ წრფეთა წყეილს, მაგრამ მაშინაც ამ 
სიმრავლეებს მეორე რიგის წირებს უწოდებენ. 

IV თავის §1-ში მიღებული იყო წრეწირის განტოლება 

(X-ძ)?+0/-ხ)2=/?7, 
ეს განტოლება მეორე ხარისხისაა X და /” ცელადების მიმართ. 
ამიტომ წრეწირი მეორე რიგის წირია. 

ამ თავმი ჩეენ შევისწავლით მეორე რიგის წირებს: ელიფსს, 
ჰიპერბოლას და პარაბოლას. 

81. ელიფსი 

გაჩსაზღვრება LL. ელიფსი ეწოდება სიბრტყის ყველა იმ წერტი- 
ლთა სიმრავლეს, რომლის ყოველი წერტილიდან ორ მოცემულ, 

ფოკუსებად წოდებულ წერტილებამდე მანძილების ჯამი ერთი- 

დაიგივე მუდმივი სიდიდეა”. 
» აღენიშნოთ ფოკუსები X#, და #ე- 

MC) ით ეთქვათ ფოკუსებსს შორის 
” თლ მანმილია 2თ ხოლო ელიფსის 

ნებისმიერი წერტილიდან ფოკუსე- 
> ბამდე მანძილების ჯამი უდრის 2ი- 

#V-C0) 9 ჩა(0) X ს (განსაზღვრებით 22>20). 

შევარჩიოთ კოორდინატთა სის- 
ნას. 5.1 ტემა ისე, რომ CX ლღერიი გადი- 

ოდეს ფოკუსებსე და მიმართული 
იყოს #.-დან #:-საკენ კოორდინატთა სათავედ აეიღოთ #V/: 
მონაკვეთის შუაწერტილი (ნახ. 5.) ცხადია, რომ ამ სისტემაში 
ფოკუსების კოორდინატებია: #I(-C,0) დღა /”:X(C:0). 

ვთქეათ MC) ელიფსის ნებისმიერი წერტილია. აღენიშნოთ ”, 
და კ-ით მანძილები MM წერტილიდან ფოკუსებამდე: I)=I-,M, 
7:=I”MI ამ რიცხვებს M წერტილის ფოკალური რადიუსები 

ეწოდება, 
განსასღერების ძალით 

4 

  

1)+I5=20ძ. 

ორ წერტილს შორის მანძილის გამოსათელელი ფორმულის 
თანახმად 

I; = V(X+Cთ)” +” #= V(X-თ” +» 

' იგულისხმება, რომ ეს მუდმიეი სიდიდე მეტია ფოკუსებს შორის მანძილზე 
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ამიტომ 
  

V(X+თ” +” +V/(»X-–თ”+X” =2ძ8 (1) 

(1.1) არის ელიფსის განტოლება. 
ელიფსის განტოლება (I.)) სახით პრაქტიკული გამოყენებისა- 

თვის მოუხერხებელია, ამიტომ დავიყვანოთ ის უფრო მარტივ 
სახესე. ამ მიზნით (I.1)) ასე გადავწეროთ 

V(X+C” +)? = 2 –./(X-C) +» 

აქედან ტოლობის ორივე ნაწილის კვადრატში აყვანით მივიღებთ 

(+)7?+ ე2?=40'-40 I(X-C)” + »? +(C-თ7+)/, 

ანუ 

ძ.I(X- თ” + #? =07-0CX. 

თუ “უკანასკნელი ტოლობის ორიეე ნაწილს ავიყვანთ 
რატში, ნებ კვადრატში, გვექ 2 2 ეე? :CX+0 ?ე?+ე?)=ქ“-2070X+07X · 

აქედან 
(ე“- 2),2+ც2,2=ც?(ტ?-ი?), 01.2) 

პირობის ძალით ძთ”-0->0. ამიტომ, თუ შემოეიღებთ აღნიშვნას 

“ი? – C? =ხ, 
მაშინ (12) განტოლება მიიღებს სახეს 

ხ“”X“+ც“,ბ=ძ"ხ?, 
ანუ 

X? »”” 

+492 1, (13) 

(13) განტოლებას ელიფსის კანონიკური განტოლება ეწოდება. 
დავადგინოთ ელიფსის ფორმა მისი კანონიკური განტოლების 

მიხედვით. რადგან (1.3) განტოლება X და » ცვლადებს შეიცავს 
მხოლოდ ლუწ ხარისხებში, ამიტომ ელიფსი სიმეტრიულია სა- 
კოორდინატო ღერძების მიმართ. ამის გამო საკმარისია დავადგი- 
ნოთ ელიფსის ფორმა საკოორდინატო სიბრტყის პირეელ მეოთ- 

ხედში., რადგან პირეელ მეოთხედში X>20 და X#»”>0, ამიტომ (1.3) 
განტოლებიდან გამომდინარე ცხადია, რომ ელიფსის ის ნაწილი, 
რომელიც მოთავსებულია პირველ მეოთხედში, წარმოადგენს 

ჯ= ხი? -»? (14) 
ძ 
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8-(0:ხ) 

რით %  74X40 X 

8I(0;-ხ)   
ნახ. 52 

ფუნქციის გრაფიკს, როცა 0<X5<5ძ. (14) განტოლებიდან ჩანს, რომ 
X-ის 0-დან ძ-მდე სრდისას, / მცირდება V#ხ-დან 0-მდე. მაშასადამე 
ელიფსის ის ნაწილი, რომელიც მოთავსებულია პირველ მეოთ- 
ხედში„ წარმოადღგენს რკალს ბოლოებით #8:X0;„) და #+4:(ძ:0) 
წერტილებში (ნახ. 5.2) თუ გაეითვალისწინებთ ელიფსის სიმეტ- 
რიულობას, დავასკვნით, რომ ელიფსს აქვს 52 ნახასსე გამოსა- 
ხული ფორმა. 

საკოორდინატო ღერძებთან ელიფსის გადაკეეთის წერტილებს 
ელიფსის წვეროები ეწოდება. ელიფსის სიმეტრიულობიდან გა- 
მომდინარეობს, რომ მისი წვეროებია #)(-2:0), I18I(0;-ხ), #:(ი:0) და 

8-X0;ხ) (ნახ. 5.2). 
4,4 და 8,8: მონაკვეთებს, აგრეთვე მათ 2ძ და 2ხ სიგრძეებს 

(ი>ხ), ეწოდება ელიფსის დიდ და მცირე ღერძები, ხოლო ძ და ხ 
რიცხვებს კი დიდი და მცირე ნახევარღერძები. ღერძების გადაკ- 
ქეთის წერტილს ელიფსის ცენტრი ეწოდება. 

განვიხილოთ ელიფსის ერთ-ერთი რიცხვითი მახასიათებელი. 

ე. V. ექსცენტრისიტეტი. ელიფსის ექსცენტრისიტეტი ეწოდება 
ფოკუსებს შორის მანძილის ფარდობას დიდ ღერძთან და აღინი- 
შნება # ასოთი. ე. ი. 

2C _ C 
6=-–-=-. 

2ი თ 

რადგან C<ძ, ამიტომ 90<1. ექსცენტრისიტეტი ახასიათებს ელი- 
ფსის ფორმას. მართლაც 

იიი ეეი   

ძ ძ ი” ძ 

აქედან ჩანს, რომ რაც უფრო მცირეა ექსცენტრისიტეტი, მით 
უფრო ნაკლებად განსხვავდება ერთისაგან ელიფსის ნახევარღე- 
რძების ფარდობა, ე. ი. მით უფრო ახლოსაა ელიფსის ფორმა 
წრეწირის ფორმასთან. ზღვრულ შემთხეევაში, როცა ხ=ძ (C-0) 
ფოკუსები ერთმანეთს ემთხვევა და მიილება თი რადიუსიანი 
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წრეწირი X“-+/”=ი. პირიქით, რაც უფრო მცირედ განსხვავდება 

ექსცენტრისიტეტი ერთისაგან, ფარდობა ხ მით უფვრო მცირედ 
ძ 

განსხვავდება ნულისაგან და მით უფრო გაჭიმულია ელიფსი 
დიდი ღერმის გასწერიე. 

ახლა გამოვიყვანოთ ელიფსის პარამეტრული განტოლებები. 
განეიხილოთ ი რადიუსიანი წრეწირი, რომლის ცენტრი ემთხვე- 
ვა (13) ელიფსის ცენტრს (ნახ. 5.3) ავიღოთ ამ ელიფს“სე მდება- 
რე ნებისმიერი M() წერტილი. M წერტილზე გაეავლოთ CV” 
ღერძის პარალელური წრფე, რომელიც წრეწირს გადაკვეთს # 
წერტილში, ხოლო 0X ღერძს IV წერტილში. 

აღვნიშნოთ Iთი ” წერტილის პოლარული კუთხე (0<(<2ჯ. 
გამოვსახოთ M წერტილის დეკარტის X და » კოორდინატები ”-ს 
საშუალებით. ცხადია X არის აგრეთვე ” წერტილის აბსცისა. 
თუ გავიხსენებთ კავშირს დეკარტისა და პოლარულ კოორდინა- 
ტებს შორის, გვექნება 

X=ძ-605/. (1.5) 

ელიფსის (1.3) განტოლებიდან გვაქვს 
2 

„=5:(“'-X). 

ამ ტოლობაში შევიტანოთ X-ის მნიშენე- 

  

ლობა (1.5)-დან, მივიღებთ »” 
2 ” 

» 6 – ი” ·00§ /)= ხ? ყი“! M 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ §I! და X-ს 90 „ X 
აქეთ ერთიდაიგივე ნიშანი, გვექნება 

X#=ხ5IVი!. 
ამრიგად ელიფსის ნებისმიერი MC) ნას. 53 

წერტილისათვის გვაქვს არ. 
= / 

“ 909 „ცდ,ეჯ), (0.6 
»=ხვი! 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ ნებისმიერი I-სათვის (1.6) 
ტოლობებით განსასღვრული წერტილი ძევს (1.3) ელიფსზე. 

(16-ს ეწოდება ელიფსის პარამეტრული განტოლებები. 
შევნიშნოთ, რომ თუ ხ>ძ, მაშინ (I3) განტოლება განსაზ- 

ღვრავს ელიფსს, რომლის ფოკუსები მდებარეობს CV» ღერძზე, 
სათავის სიმეტრიულად და რომლის ნებისმიერი წერტილიდან 
ფოკუსებამდე მანძილების ჯამი უდრის 24-ს. 
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ამოცანა. შევადგინოთ იმ ელიფსის განტოლება, რომლის ფო- 
კუსები მდებარეობენ აბსცისთა ღერძისე კოორდინატთა სათავის 
სიმეტრიულად, თუ ცნობილია, რომ: 

ს) მისი მცირე ღერძია 6, ხოლო ფოკუსებს შორის მანძილია 
8; 

2) ფოკუსებს შორის მანძილია 12, ხოლო ექსცენტრისიტეტია 

3 

5 

3) M(4:V3) ელიფსის წერტილია და მისი დიდი ღერძია 16. 

ამოხსნა. |) პირობით 2ხ =6, 20=8. ე. ი. ხ=3, =4. ტოლობიდან 

ძ” -C' =ხ?, გვაქეს თ? =ხ? +C?1=9+16=25. ე. ი. თ=5. 
2 2 

XI,” 
საძებნი გან '”ებაა –-+=-=1. აძე განტოლებაა 25.9 

2) პირობით 20=12, C==. ვინაიდან 2=<, ამიტომ == ანუ 
ი ი 

თ=10. 

ტოლობიდან თ? –C? =ხ?, ხ? =100-36=64. 
2 2 

ამრიგად, საძებნი განტოლებაა C2+251. 

3) პირობით 2თ"=16. ე.ი. თ=8, ამიტომ საძებნ განტოლებას აქვს 
2 ე? 

სახე <:+4> = 

ვინაიდან M (4;V3) წერტილი მდებარეობს ელიფსზე, ამიტომ 

12+2-=1 აქედან ხ'=4 ამრიგად, საძებნი განტოლებაა 

> #-) 
64 4... 

§2. ჰიპერბოლა 

განსაზღვრება 21. ჰიპერბოლა ეწოდება სიბრტყის ყველა იმ წერ- 
ტილთა სიმრავლეს, რომლის ყოველი წერტილიდან ორ მო- 

ცემულ, ფოკუსებად წოდებულ, წერტილამდე მანძილების სხვაო- 
ბის მოდული ერთიდაიგივე მუდმივი სიდიდეა”. 

აღენიშნოთ ფოკუსები #, და #:-ით. ეთქვათ ფოკუსებს შორის 
მანძილია 20, ხოლო ჰიპერბოლის ნებისმიერი წერტილიდან ფო- 

  

' იგულისხმება, რომ ეს მუდღმიეი სიდიდე ნაკლებია ფოკუსებს შორის მანპილზე 
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კუსებამდე მანძილების სხვაობის მოდული უდრის 20-ს (განსაზ- 
ლვრებით 2ძ<20). 

შევარჩიოთ კოორდინატთა სისტემა ისე, რომ Cჯ ღერძი გადი- 

ოდეს ფოკუსებზე და მიმართული იყოს #I-დან #უ;-საკენ. კოორ- 
დინატთა სათავედ ავიღოთ MM,” მონაკვეთის შუაწერტილი 
(ნახ. 54) ცხადია, რომ ამ სისტემაში ფოკუსების კოორდინატე- 
ბია: #1(-C:0) და #2(C;0). 

M/Cდე”) 
7, 

(მი. 

  

#CC0) 0! /#ა(0) X 

ნახ. 54 

ვთქვათ MC) ჰიპერბოლის ნებისმიერი წერტილია. აღვევნიშ- 
ნოთ ს” და #-ით მანძილები M წერტილიდან ფოკუსებამდე 

#,=ILI MI, 7:=II-MI. ამ რიცხეებს M წერტილის ფოკალური რადიუ- 
სები ეწოდება. 

განსასღერების ძალით 
II) -/:|=2ძ. 

ორ წერტილს შორის მანძილის გამოსათვლელი ფორმულის 
თანახმად 

# = V(X+C“ +” #= I(>-– თ” + X» 

ამიტომ 
  

V(X+თ” +» -V(>-თ”+X =2ი. (2.0 

(2.1) არის ჰიპერბოლის განტოლება. 
ჰიპერბოლის განტოლება (2.1) სახით პრაქტიკული გამოყენე- 

ბისათვის მოუხერხებელია. ამიტომ, ისევე, როგორც ელიფსის 
შემთხვევეაში, მარტივი გარდაქმნებით ის დაიყვანება მის ტოლ- 
ფას განტოლებამდე 

  

_- > - > =1. IVX), 
2 2 

2 

5,
 

X 

სადაც ხ=40” -ძ?



(22) განტოლებას ჰიპერბოლის კანონიკური განტ'ილება ეწო- 
დება. 

დავადგინოთ ჰიპერბოლის ფორმა მისი კანინიკური განტოლე- 
ბის მიხედეით. რადგან (2.2) გაჩტოლება X და » ცვლადებს 
შეიცავს მხოლოდ ლუწ ხარისხებშიდ„ ამიტომ პიპერბოლა 
სიმეტრიულია საკოორდინატო ღერძების მიმართ. ამის გამო 
საკმარისია დავადგინოთ ჰიპერბოიოლის ფორმა საკოორდინატო 

სიბრტყის პირველ მეოთხედში. რაღგან პირველ მეოთხედში X>0 

და X#20, ამიტომ (2-2) განტოლებიდან გამომდინარე ცხადია, რომ 
ჰიპერბოლის ის ნაწილი, რომელიც მოთავსებულია პირველ 
მეოთხედში წარმოადგენს 

ჯ=5V>C -ი: (2.13) 
ძ 

ფუნქციის გრაფიკს, როცა X2ძ. (23) განტ(ილებიდან ჩანს, რომ »ჯ- 

ის ჭსრდისას თ-დან +თ-მდე, / ისრდება 0-დან +თ-მდე, ე. ი. 

როდესაც X» მიისწრაფვის +თ-საკენ, მაშინ ჰიპერბოლის MC) 

წერტილი მიისწრაფვის თ-საკენ“. 
ვაჩვენოთ, რომ # წერტილი მიისწრაფვის უსასრულიბისაკენ 

ისე, რომ იგი უსასღეროდ უახლოვდება 

»= ხ. (24) 
ძ 

წრფეს. 
ავიღოთ ნებისმიერი X>ი და განეიხილოთ ორი წერტილი 

#MLX) და MMC), სადაც 

»=5V» - 2 /=4%ჯ, 
ძ ძ 

ცხადია, რომ ” წერტილი ძევს ჰიპერბოლასე ხოლო VM 
წერტილი (24) წრფეზე. შევნიშნოთ, რომ 

  

  

“ წერტილი მიისწრაფვის C-საკენ ნიშნაეს, რომ მისი ერთი მაინც კოორდინატი 

მიისწრაფვის თ«-სკენ. 
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=9 2-2? <9 2 =9;=/ 

ძ ძ ძ 

ეს ნიშნავს რომ პირეელ მეოთხედში ჰიპერბოლის ყოველი 
წერტილი ძევს (24) წრფის შესაბამისი წერტილის ქვემოთ. 
გამოვთეალოთ MM მონაკვეთის სიგრძე: 

ხ აა იხ 
=V/-ს=-| X --/X” – თ? |=-==. 

#2" წრ ) X++X? +0ძ“ 

აქედან ჩანს, რომ როცა X»ჯ მიისწრაფეის +თ-საკენ, მაშინ IMM 
მიისწრაფვის 0-საკენ და M#M წერტილიდან (24) წრფემდე M#6 
მანძილი (ნახ. 5.5) მითუმეტეს მიისწრაფვის ნულისაკენ. 

ამრიგად, როცა M წერტილი მიისწრაფვის უსასრულობისაკენ, 

მაშინ ის უსასღეროდ უახლოვდება უ,=ხ» წრფეს. 
ძ 

ანალოგიური თვისება გააჩნია ჰიპერბოლის სხვა ნაწილებსაც. 
სახელდობრ, ჰიპერბოლის მესამე მეოთხედში მოთავსებული 
ნაწილი უახლოვდება იმავე (24) წრფეს, ხოლო მეორე და 
მეოთხე მეოთხედებში მოთავსებული ნაწილები კი 

ჯ=-ხჯ» (25 
ძ 

წრფეს. 
(24) და (2.5) წრფეებს უწოდებენ ჰიპერბოლის ასიმპტოტებს. 
ცხადია, რომ ასიმპტოტები წარმოადგენენ 0X და CV» ღერძე- 

ბის მიმართ სიმეტრიული იმ მართკუთხედის დიაგონალების 
შემცველ წრფეებს, რომლის გვერდების სიგრძეებია შესაბამისად 
2ძ და 2ჩ. 

  

  

        

»” ს 
»=--ჯ 

+ მი, 

ს» 8-+X90;ხ) “2 

ა 2 
ჟი. „26“ > 

”I(-0:0) 4(«), -“ 0 +. Xი:0) #XC4,00 X 

-+4 8,0;-ხ) წმაჯ 

– 

ნახ. 5.6



თუ გავითვალისწინებთ ჰიპერბოლის სიმეტრიულობას, დავას- 
კვნით, რომ ჰიპერბოლას აქვს 56-ე ნახასსე გამოსახული 
ფორმა. 

ჰიპერბოლის კანონიკური განტოლებიდან გამომდინარეობს, 
რომ სიმეტრიის 0” ღერძი ჰიპერბოლას არ კეეთს, ხოლო სიმეტ- 
რიის CX ღერძი ჰიპერბოლას კვეთს #I(-თ,0) და #:(ი:უ0) წერტი- 
ლებში. ამ წერტილებს ჰიპერბოლის წვეროები ეწოდება. სიმეტ- 
რიის ღერძების გადაკვეთის წერტილს ჰიპერბოლის ცენტრი 

ეწოდება. 
4,4 მონაკვეთს და აგრეთვე მის 2ძი სიგრძეს ეწოდება ჰიპერ- 

ბოლის ნამდვილი ღერძი, ხოლო #8/(0:-ხ) და /8:(0;ხ) წერტილების 
შემაერთებელ მონაკვეთს და აგრეთვე მის 2ხ სიგრძეს ეწოდება 
ჰიპერბოლის წარმისახვითი ღერძი. ი და ხ რიცხვებს შესაბამი- 
სად ჰიპერბოლის ნამდვილი და წარმოსახეითი ნახევარღერძები 
ეწოდება. 

განვიხილოთ ჰიპერბოლის ერთ-ერთი რიცხვითი მახასიათებე- 
ლი ე. წ. ექსცენტრისიტეტი. ჰიპერბოლის ექსცენტრისიტეტი ეწო- 
დება ფოკუსებს შორის მანძილის ფარდობას ნამდვილ ლერძთან 
და აღინიშნება « ასოთი. ე. ი. 

C 
29= = 

|
.
 

ა 
(ო
 

=>. 

რადგან C>ძ, ამიტომ C>I. გარდა ამისა 

8-9 9. = =“++- 2 =<-7“ I |...) 
იძ ძ იძ ძ 

აქედან ჩანს, რომ ჰიპერბოლის ასიმპტოტების კუთხური კოეფი- 
ციენტები განისა'სღვრება ექსცენტრისიტეტით. მაშასადამე, ჰიჰე- 
რბოლის ფორმა გარკვეულად ხასიათდება ექსცენტრისიტეტით. 

ჰიპერბოლას, რომლის ნამდვილი და წარმოსახვითი ღერძები 
ტოლია, ე. ი. თ>ხ, ტოლფერდა ჰიპერბოლა ეწოდება. ტოლფერდა 
ჰიპერბოლის კანონიკურ განტოლებას აქვს სახე 

X -” =ძ“. 
მისი ასიმპტოტების განტოლებებია XX და X»=-». მაშასადამე, 

ასიმპტოტები წარმოადგენენ საკოორდინატო კუთხეების ბისექ- 
ტრისებს. ტოლფერდა ჰიპერბოლის ექსცენტრისიტეტი 

ძ 

  

რ0რ=-= 

ძ 
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2. ე? 
შევნიშნოთ, რომ 57 =- არის ჰიპერბოლა, რომლის ფო- 

კუსები მდებარეობს CV ღერძ“სე სათაეის სიმეტრიულად, ნამდვი- 
ლი ნახევარღერძია ხ, ხოლო წარმოსახვითი ნახევარღერძია ძ. 

ამოცანა L შევადგინოთ იმ ჰიპერბოლის განტოლება, რომლის 
ფოკუსები მდებარეობენ აბსცისთა ღერძზე კოორდინატთა სათა- 
ვის სიმეტრიულად, თუ ცნობილია: 

1) ფოკუსებს შორის მანძილია 10+2 , ხოლო ასიმპტოტების 

განტოლებებია 7=+=». 

2) M(6-4V3) და MVL(-3V3:4V2) ჰიპერბოლის წერტილებია. 

სამოსსნა. 1) პირობით 2C = 10“2, 5-2, ანუ 20=5«”2, ხ==ძ. ვი- 
ძ 

ნაიდან თ" =0" -ხ“, გვაქვს თ +: =50. აქედან ი?=32 და ხ“=18. 
2 2 

  

ამრიგად, საძებნი განტოლებაა > 27 -I 
32 18 

2 2 

2) ---5 =)1 განტოლებას უნდა აკმაყოფილებდეს # და VM 
ძ 

36 48 

2 ხი წერტილების კოორდინატები. ამიტომ 27 32 აქედან თი”=9, 

ძმ? ხხ? 

ხ? =16. 
-” 

ამრიგად, საძებნი განტოლებაა 9 16-ე" 

ამოცანა 2. შევადგინოთ M(4:-2) წერტილზე გამავალი იმ ტოლ- 
ფერდა ჰიპერბოლის განტოლება, რომლის ფოკუსები მდებარე- 
ობს CX ღერძზე. 

ჰმოსხნა როგორც ვიცით, ტოლფერდა ჰიპერბოლის განტოლე- 

ბაა X?-)/=ქ?, 
ვინაიდან M(4;-2) წერტილი მდებარეობს ჰიპერბოლაზე, ამი- 

ტომ 16-4=ძ”. ე. ი. ი?=12. 
ამრიგად, საძებნი განტოლებაა ჯ?-ე/2=12. 
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წ3. ელიფსისა და ჰიპერბოლის დირექტრისები 

ვთქვათ ელიფსი მოცემულია კანონიკური სახის განტოლებით 
ჯ? # 

=:135>>=1, 
ხ 

სადაც ძ>ხ. 

» 

(, ––ასეM რ 

1 1.” V! | 
”C – « 

ნახ. 5.7 ნახ. 5.8 

  

  

  

        

წრფეებს ჯ=<- და »ჯ=-< ეწოდება შესაბამისად ელიფსის 
8 6 

მარჯვენა და მარცხენა დირექტრისები რადგან ელიფსის ექს- 
ცენტრისიტეტი 6<1, ამიტომ დირექტრისები ელიფსს არ კეეთს 
(ნახ. 5.7) 

მტკიცდება, რომ ელიფსის ყოველი წერტილიდან ფოკუსამდე 
და “შესაბამის” დირექტრისამდე მანძილების ფარდობა ამ 
ელიფსის ექსცენტრისიტეტის ტოლია, ე. ი. 

9=9%=ი, 
ძმ, ძ, 

ახლა განვიხილოთ ჰიპერბოლა, რომლის განტოლებაა 
ჯ? X» _ 

ი” ხ? 

წრფეებს #ჯ== და X=-< ეწოდება ჰიპერბოლის შესაბამი- 

სად მარჯეენა და მარცხენა დირექტრისები. რადგან ჰიპერბო- 
ლის ექსცენტრისიტეტი 6>I, ამიტომ დირექტრისები ჰიპერბოლას 
არ კეეთს (ნახ. 5.8). 

მტკიცდება, რომ ჰიპერბოლის ნებისმიერი წერტილიდან ფო- 
კუსამდე და შესაბამის დირექტრისამდე მანძილების ფარდობა ამ 
ჰიპერბოლის ექსცენტრისიტეტის ტოლია, ე. ი. 
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MM 7 

ბი ძ, 
ელიფსისა და ჰიპერბოლის ზემოთ მოყვანილი თვისება შეიი- 

ლება მივიღოთ ამ წირების განსა'სღვრებად. 
სიბრტყის ყველა იმ წერტილთა სიმრავლე, რომლის ყოველი 

წერტილიდან ფოკუსამდე და შესაბამის დირექტრისამდე მანძი- 
ლების ფარდობა ერთიდაიგივე 6 მუდმივია, არის ელიფსი, როცა 
6<I და პიპერბოლა, როცა 6>1. 

ბუნებრივად ისმის კითხვა: რას წარმოადგენს სიბრტყის წერ- 
ტილთა ანალოგიურად განსახღერული სიმრაელე, როცა ი#4=). 
როგორც შემდეგ პარაგრაფში ვნახავთ, ასეთ წერტილთა სიმრა- 
ვლე არის მეორე რიგის წირი, რომელსაც პარაბოლა ეწოდება. 

=6. 

§4. პარაბოლა 

განსაზღვრება MI. პარაბოლა ეწოდება სიბრტყის ყველა იმ წერ- 
ტილთა სიმრავლეს, რომლის ყოველი წერტილიდან მანძილები 

მოცემულ წერტილამდე, ე.წ. ფოკუსამდე და მოცემულ წრფემდე, 
ე. წ. დირექტრისამდე, ერთმანეთის ტოლია”. 

აღენიშნოთ ფოკუსი #-ით, ხოლო მანძილი ფოკუსიდან დირე- 
ქტრისამდე #-თი (--ს პარაბოლის პარამეტრი ეწოდება). შევარ- 
ჩიოთ კოორდინატთა სისტემა ისე, რომ CX» ღერძი გადიოდეს # 
ფოკუსზე დირექტრისის მართობულად და მიმართული იყოს 
დირექტრისიდან ფოკუსისაკენ. კოორდინატთა სათავედ ავიღოთ 
ფოკუსიდან დირექტრისაზე დაშვებული პერპენდიკულარის შუა- 
წერტილი (ნახ. 5.9) ცხადია, რომ ამ სისტემაში ფოკუსის კოორ- 

დინატებია ჩ(§.ი), ხოლო დირექტრისის განტოლებაა X=-#-. 

  

») ტ“რა 

  

2 7 თლა     
ნახ. 5.9 

  

: იგულისხმება, რომ დირექტრისა არ გადის ფოკუსზე. 
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ვთქვათ MC:)) პარაბოლის ნებისმიერი წერტილია. აღყნიშნოთ 
” და ძი-თი მანძილები M წერტილიდან შესაბამისად ფოკუსამდე 

და დირექტრისამდე: #=|M/·I, ძ=IVMI. განსასღერების ძალით I=ძ. 

ცხადია, რომ თუ წერტილი ეკუთვნის პარაბოლას, მაშინ მისი 
აბსცისა არაუარყოფითია (წინააღმდეგ შემთხვევაში />ძ). ორ წე- 
რტილს შორის მანძილის გამოსათვლელი ფორმულის თანახმად 

2 

”= (»-9) +X», ძ=X++, 
2 2 

მაშასადამე 

2 
ნ 2 დ –<2.!I + =X++. 4.1 

C 3 7” 2 რა 

(4.) არის პარაბოლის განტოლება. ტოლობის ორივე ნაწილის 

კვადრატში აყვანით მივიღეთ 

ნახ.5.10 

2 2 
2 2 2 _ _2 ს” X -– X+ 19» =X +იX+ >. 

ანუ 

» =2ი». (42) 
მტკიცდება, რომ (4.2) განტოლება (4.,)) განტოლების ტოლფა- 

სია (42 განტოლებას პარაბოლის კანონიკური განტოლება 
ეწოდება. 

დავადგინოთ პარაბოლის ფორმა მისი კანონიკური განტოლე- 
ბის მიხედეით. რადგან (42) განტოლება ”» ცვლადს შეიცავს 
მხოლოდ ლუწ ხარისხში, ამიტომ პარაბოლა სიმეტრიულია 0CXჯ 
ღერძის მიმართ. ამის გამო საკმარისია დავადგინოთ პარაბოლის 
ფორმა საკოორდინატო სიბრტყის პირველ მეოთხედში. ვინაიდან 

პირეელ მეოთხედში X»>0, ამიტომ (42 განტოლებიდან 
გამომდინარე ცხადია, რომ პარაბოლის ის ნაწილი, რომელიც 
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მოთავსებულია პირველ მეოთხედში, წარმოადგენს »= /2#იX 

ფუნქციის გრაფიკს. თუ გავითვალისწინებთ პარაბოლის სიმეტ- 
რიულობას, დავასკენით, რომ პარაბოლას აქეს 5.10-ე ნახაზზე 
გამოსახული ფორმა. 

სიმეტრიის Cჯ ღერძს პარაბოლის ღერძი ეწოდება. სიმეტრიის 
ღერძთან პარაბოლის გადაკვეთის წერტილს, პარაბოლის წვერო 

ეწოდება. 
პარაბოლის განსაზღვრებიდან გამომდინარე მისი ექსცენტრი- 

სიტეტი 

> 
ძ 

შევნიშნოთ, რომ განტოლება X”=2ი» განსაზღვრაეს პარაბო- 
ლას, რომლის წვეერო კოორდინატთა სათავეშია და სიმეტრიის 
ღერძია CV». 

სმოცან,. შევადგინოთ პარაბოლის განტოლება, თუ: 
1 პარაბოლა სიმეტრიულია CXჯ ღერძის მიმართ და დირექტ- 

რისის განტოლებაა X+8=0; 
2) ფოკუსი მდებარეობს 0” ღერძზე და გადის X(I:9) წერტილ- 

6=-=1. 

ამოსსნა. 1) 1X”=2იX პარაბოლის დირექტრისის განტოლებაა 

X+4--0, ამიტომ 2-8, ე. ი. =16. 

ამრიგად, საძებნი განტოლებაა X-=32X. 
2) პარაბოლის განტოლებაა »“=2ი/. ვინაიდან ის გადის „XI1;9) 

1 
წერტილზე, გეაქვს 1=18ი, ანუ ჩ=->. 

ამრიგად, საძებნი განტოლებაა 2- >». 

§5. მეორე რიგის წირები, როგორც 

კონუსური კვეთები 

წრიული კონუსი ეწოდება ზედაპირს, რომელიც მიიღება 
წრფის წრიული ბრუნვით მისი თანამკვეთი წრფის (ბრუნვის 
ღერძი) გარშემო. მბრუნავ წრფეს მის ნებისმიერ მდებარეობაში 
კონუსის მსახველი ეწოდება, ბრუნვის ღერძს – კონუსის ღერძი, 
ხოლო წრფეთა თანაკვეთის (უძრაე) წერტილს – კონუსის წვე- 
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რო. კონუსი მისი წვეროთი იყოფა ორ ნაწილად, რომელთაც კო- 
ნუსის კალთები ეწოდება. 

მტკიცდება, რომ წრეწირი, ელიფსი, პიპერბოლა და პარაბო- 

ლა წარმოადგენენ წრიული კონუსისა და იმ სიბრტყეების 
გადაკვეთის წირებს, რომლებიც არ გადიან კონუსის წეეროზე. 
ამის გამო ამ წირებს უწოდებენ კონუსურ კვეთებს. 

თუ მკვეთი სიბრტყე კონუსის ღერიის პერპენდიკულარ'ელია, 
მაშინ კვეთაში მიიღება წრეწირი. 

თუ მკვეთი სიბრტყე კონუსის ღერძის პერპენდიკულარული 
არ არის, ჰკვეთს კონუსის მხოლოდ ერთ კალთას და არ არის 
პარალელური არცერთი მსახველისა, მაშინ კვეთაში მიიღება 
ელიფსი. 

თუ მკვეთი სიბრტყე პარალელუ- 
რია კონუსის რომელიმე მსახვე- 
ლისა და ჰკვეთს კონუსის მხოლოდ 

ერთ კალთას, მაშინ კვეთაში მიიღე- 
ბა პარაბოლა. 

თუ სიბრტყე ჰკეეთს კონუსის 
ორივე კალთას, მაშინ კვეთაში მი- 
იღება ჰიპერბოლა (ნახ. 5.11). 

მეორე რიგის წირებს ფართო გა- 
მოყენება აქვთ მეცნიერებისა და 
ტექნიკიის სხვადასხვა დარგებში. 
მოვიყვანოთ ზოგიერთი მაგალითი. 

) ცნობილია, რომ მზის სისტე- 

მის პლანეტების მოძრაობის ტრაექ- 
ტორიები წარმოადგენენ ელიფსებს Cას. 511 
ერთი საერთო ფოკუსით, რომელ- ახეთ 
შიც მოთავსებულია მზე. 

2) თუ სინათლის წყაროს მოვათავსებთ პარაბოლის ფოკესში, 
მაშინ სინათლის სხივები პარაბოლიდან აირეკლებიან პარაბო- 
ლის ღერძის პარალელურად. ამ თვისებასეა დამყარებული პრო- 

უქტორის მუშაობის პრინციპი. 
3) მექანიკიდან ცნობილია, რომ დედამიწის შსედაპირიდან ჰო- 

რისონტისადმი რაიმე კუთხით გაშვებული რაკეტა, რომლის 

საწყისი სიჩქარე M=1I,2 კმწმ (I კოსმოსური სიჩქარე) იმოძრა- 
ვებს რა პარაბოლაზსზე, უსასრულოდ დაშორდება დედამიწის 
სედაპირს. თუ M საწყისი სიჩქარე მეტია 112 კმწმ-სე, რაკეტა 
კვლავ უსასრულოდ შორდება დედამიწის ზედაპირს ისე, რომ 

მისი მოძრაობის ტრაექტორია იქნება ჰიპერბოლა. თუ M% საწყისი 

სიჩქარე ნაკლებია II,22 კმწმ-ზე, მაშინ რაკეტა იმოძრავებს ან 
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ელიფსზე, ან დაეცემა დედამიწის ზედაპირსე, ან გადაიქცევა 

მის ხელოვნურ თანამგზავრად. 

§6. მეორე რიგის ზედაპირები 

განვიხილოთ სამუცნობიანი მეორე რიგის ზოგადი სახის 
განტოლება 

ძ,)X +ძა:)/ +ძკკ2 +20):X/+20თ)3X2+ 
+2ძ:1))2+20თ)+X+2ძ:,)/+2ძვკ2+ძ4=0, (6.1) 

სადაც II, Cთ::, 03, 0) 9, და თკ რიცხვებიდან ერთი მაინც 

განსხვავებულია ნულისაგან. 
სივრცის ყველა იმ წერტილთა სიმრავლეს, რომელთა კოორ- 

დინატები აკმაყოფილებენ ამ განტოლებას, მეორე რიგის ზედა- 
პირი ეწოდება. შესაძლებელია, რომ სივრცეში არ არსებობდეს 
არცერთი წერტილი, რომლის კოორდინატები აკმაყოფილებდეს 
(6.1) განტოლებას. ამ შემთხვევაში ამბობენ, რომ (6.1) განტოლე- 
ბა განსაზღვრავს მეორე რიგის წარმოსახვით ზედაპირს. წარ- 
მოსახვით ზედაპირებს ჩვენ არ შეეისწავლით. სოგჯერ (6.1) გაჩნ- 
ტოლება განსაზღვრავს პარალელური ან თანხვედენილი სიბრ- 

ტყეების წყეილს, გადამკვეთ სიბრტყეთა წყვილს, წრფეს, ან 
ერთადერთ წერტილსაც კი, მაგრამ მაშინაც ამ სიმრავლეებს 
მეორე რიგის ზედაპირებს უწოდებენ. 

IV თავის §1-ში მიღებული იყო სფეროს განტოლება 
(X-თ)?+6/-ხ)?+(2-0)7=/77. 

ეს განტოლება მეორე ხარისხისაა », ” და 2 ცელადების მიმართ. 
ამიტომ, სფერო წარმოადგენს მეორე რიგის ზედაპირს. 

(6.,) განტოლება განსასღვრავს სხვადასხეა სახის ზედაპი- 
რებს, რომელთა კანონიკური განტოლებები მიიღება (6.1) განტო- 
ლებიდან გარკვეული წრფივი გარდაქმნებით. განვიხილოთ ეს 
ზედაპირები. 

# ელიფსოიდი. მისი კანონიკური განტოლებაა 
2 2 2 

2 XX ა5 =1 (=>0,ხ>0, C>0). (62) 
თ” ხხ: (ლ? 

კერძოდ, როცა ძ=ხ=0=/,, მაშინ (62) განტოლება მიიღებს სა- 
ხეს X +/+72=/”“, რომელიც წარმოადგენს /-რადიუსიანი სფეროს 
განტოლებას ცენტრით კოორდინატთა სათავეში. 

ძ, ხ, C რიცხეებს ელიფსოიდის ნახევარღერძები ეწოდება. (62) 
განტოლებიდან გამომდინარეობს, რომ: 

1) ელიფსოიდი შემოსაზღვრული ზედაპირია; 
2) ელიფსოიდი საკოორდინატო ღერძებს კვეთს წერტილებში 
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ნახ. 5.13 ნახ. 5.14 ნახ. 5.12 

4I(-თ:0;0), /4X(:0;0), 8I(0:-ხ:0), 
8:(0;ხ;0), CI(0;0;-თ), CX(0;0+0), 

რომლებსაც ელიფსოიდის წვეროები ეწოდება. 

3) ელიფსოიდი სიმეტრიულია საკოორდინატო სიბრტყეების 
მიმართ. 

ელიფსოიდს აქეს 5.12-ე ნახასზე ნაჩვენები სახე. 
2. ცალკალთა პიპერბოლოიდი. მისი კანონიკური განტოლებაა 

2.X 25 -I (#>0,ხ>0,C-0). 

ამ განტოლებიდან გამომდინარეობს, რომ: 
ს) ცალკალთა ჰიპერბოლოიდი შემოუსაზღერელი ზედაპირია; 
2 ცალკალთა ჰიპერბოლოიდი აბსცისთა ღერძს კეეთს 

4(-თ;0უ0), ”#2(000) წერტილებში ორდინატთა ლღერის – 

8, (0;-ხ;0), 8:(0;ხე00 წერტილებში, ხოლო აპლიკატთა ღერძთან 

საერთო წერტილები არ გააჩნია. 4), 4, 8,, 8: წერტილებს ცალ- 
კალთა ჰიპერბოლოიდის წეეროები ეწოდება. 

3) ცალკალთა ჰიპერბოლოიდი სიმეტრიულია საკოორდინატო 
სიბრტყეების მიმართ. 

ცალკალთა ჰიპერბოლოიდის სახე მოცემულია 5.13-ე ნახაზზე. 

შ. ორკალთა პიპერბოლოიდი. მისი კანონიკური განტოლებაა 

X# ?8- I (ი,ხ,C0.



ამ განტოლებიდან გამომდინარეობს, რომ: 
1 ორკალთა ჰიპერბოლოიდი შემოუსაზსღვრელი ზედაპირია; 
2 ორკალთა ჰიპერბოლოიდი აპლიკატთა ღერძს კვეთს 

CX(0:0;იო და C:(0:0;) წერტილებში, რომელთაც ორკალთა ჰიპერ- 
ბოლოიდის წვეროები ეწოდება. ორდინატთა და აბსცისთა ღერ- 
ძებთან ორკალთა ჰიპერბოლოიდს საერთო წერტილები არ 
გააჩნია; 

3 ორკალთა ჰიპერბოლოიდი სიმეტრიულია საკოორდინატო 
სიბრტყეების მიმართ. 

ორკალთა ჰიპერბოლოიდს აქვს 5.14–6ე ნახასსე ნაჩვენები 
სახე. 

4. ელიფსური ბარაბოლოიდი, მისი კანონიკური განტოლებაა 

2 V4 

XX =2> (ი,ძ>0). (63) 
წ” ძ 

ამ განტოლებიდან გამომდინარეობს, რომ: 
ა) ელიფსური პარაბოლოიდი შემოუსასღვრელი ზედაპირია 

და რადგანაც ჯ,ძ9>0, ამიტომ ეს სედაპირი მდებარეობს 2>0 ნახე- 
ვარსივრცეში; 

2) ელიფსური პარაბოლოიდი აპლიკატთა ღერძს კეეთს (0;0:0) 
წერტილში, რომელსაც ელიფსური პარაბოლოიდის წვეერო ეწო- 
დება და ამ წერტილში ეხება CX/ საკოორდინატო სიბრტყეს; 

3) ელიფსური პარაბოლოიდი სიმეტრიულია CX> და Cს»> საკო- 
ორდინატო სიბრტყეების მიმართ. 

     
ნახ. 5.16 

ელიფსურ პარაბოლოიდს აქვს 5.15-ე ნახაზს“სე ნაჩვენები სახე. 
კერძოდ, როცა #=9ძ, მაშინ (6.3) სზედაპირი არის ბრუნვითი ზე- 

დაპირი, რომელიც მიიღება X-=2ი> პარაბოლის ბრუნვით C> ღერ- 
ძის გარშემო. მას ბრუნეითი პარაბოლოიდი ეწოდება. 
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წ. ჰიბერბოლური პარაბოლოიდი. მისი კანონიკური განტოლებაა 
73 2 

2 2 -2> (ი,ძ>0). 
ი ძ 

ამ განტოლებიდან გამომდინარეობს, რომ: 
სა) ჰიპერბოლური პარაბოლოიდი შმემოუსასდვრელი “სედაპი- 

რია; 

2) ჰიპერბოლური პარაბილოიდი გადის კოორდინატთა სათა- 

ვესე: 
3) ჰიპერბოლური პარაბოლოიდი სიმეტრი'ელია 0. და CV2 

საკოორდინატო სიბრტყეების მიმართ. 
ჰიპერბოლურ პარაბოლოიდს აქვს 5.16-ე ნახასზე ნაჩვენები 

სახე. 
6. მეორე რიგის კონუსი. მისი კანონიკური განტოლებაა 

2 2 2 ჯ 2 

თ ომ რხთი. 
ამ განტოლებიდან გამომდინარეობს, რომ: 
1) მეორე რიგის კონუსი შემოუსაზღვერელი ზედაპირია; 
2) მეორე რიგის კონუსი გადის კოორდინატთა სათავეზე; 
3) მეორე რიგის კონუსი სიმეტრიულია საკოორდინატო სიბრ- 

ტყეების მიმართ. 
მეორე რიგის კონუსს აქვს 5.17-ე ნახაზსე ნაჩვენები სახე. 
7. მეორე რიგის ცილინდრული ზედაპირები. სედაპირს, რომელიც შექ- 

მნილია ურთიერთპარალელური წრფეებით, რომლებიც გაელებუ- 
ლია რაიმე წირის ყველა წერტილზე, ცილინდრული ჭ%ედაპირი 
ეწოდება. ამ წრფეებს ცილინდრული “სედაპირის მსახველები 
ეწოდება, ხოლო აღებულ წირს – მიმმართელი წირი. თუ მსახვე- 
ლი 02 ღერძის პარალელურია, მაშინ ცილინდრული ზედაპირის 
განტოლებას აქეს სახე 

'#X35/X90. 
09, სიბრტყესე ეს განტოლება წარმოადგენს მიმმართველი 

წირის განტოლებას. 
ა) ელიფსური ცილინდრი. მისი კანონიკური განტოლებაა 

X? 2 

+551 (9, ხ>0). 

და აქვს 5.18-ე ნახასზსე ნაჩვენები სახე. 
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ნახ. 5.17 ნახ. 5.18 

ბ) ჰიპერბოლური ცილინდრი. მისი კანონიკური განტოლებაა 
ჯ. 
“--3>5) (ი, ხ>0). 

და აქვს 5.19ე ნახასზე ნაჩვენები სახე. 
ზ) პარაბოლური ცილინდრი. მისი კანონიკური განტოლებაა 

X-=2#X (>0) 
და აქვს 5.20-ე ნახასზე ნაჩვენები სახე. 

  
  

              
  

  

ნახ. ნახ. 5.19 

თ) ცილინდრულ ზედაპირებს შეიძლება მივაკუთნოთ აგრეთვე: 
1) ურთიერთგადამკვეთ სიბრტყეთა წყვილი 

ფ”X -ხ?ე)?=0 (ძ, ხ>0). 
2) ურთიერთპარალელურ ან თანხვდენილ სიბრტყეთა წყვილი 

X”-ი“=0 (თ>0) და 2“=0 

»ჯ”+ე/=0. 

»X”+)/”+77=0. 
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3) წრფე 

ზ. წერტილი.



VI თავი 

მიმდევრობები 

§1, მიმდევრობის ცნება 

თუე რაიმე წესით ყოველ ნატურალურ ” რიცხეს შეესაბამება 
ჯ. ნამდვილი რიცხვი, მაშინ ვიტყეით, რომ მოცემულია რიცხვი- 
თი მიმდეერობა 

XII X2,-..„.ჭიო,.-.. 

ჯ-ს ეწოდება მიმდევრობის პირეელი წეერი, X--ს– მიმდევრო- 
ბის მეორე წევრი და ა. შ. ჯ-ს მიმდევრობის #–ური ან სოგადი 
წეერი ეწოდება. მიმდევრობას, რომლის სოგადი წევრია X., მო- 
კლედ (ჯ.) სიმბოლოთი აღნიშნავენ. 

შევნიშნოთ, რომ იმ შემთხვევაშიც კი, როდესაც X„=X», M>7! 
ეს რიცხვები ითელებიან მიმდევრობის განსხეავებულ წევრებად. 

მიმდევრობის მოცემის ბუნებრივი წესია ანალიზსური წესი, 
რომელიც გვიჩვენებს თუ რა მოქმედებები უნდა ჩავატაროთ 
M-სე, რომ მივიღოთ მიმდეერობის X», წევრი. 

მიმდევრობა აგრეთვე შეიძლება მოცემული იყოს რეკურენტუ- 
ლი დამოკიდებულებით. ეს წესი იმაში მდგომარეობს, რომ მიმ- 
დევრობის ყოველი წევრი, რამოდენიმე საწყისი წეერის გარდა, 
რომლებიც თავიდანვეა მოცემული, მიილება მის წინ მდგომ 
წევრებსე გარკვეული მოქმედებების ჩატარებით. განვიხილოთ 
მიმდევრობის რამოდენიმე მაგალითი. 

1. მიმდევრობა, რომლის ზოგადი წევრია X=+, არის შემ- 
” 

დეგი მიმდევრობა 

  

11.1 ვ, მომე ბი 

26. დავწეროთ მიმდევრობა თუ მისი ზოგადი წევრია 

ჩ 
X, = 1. ცხადია, რომ 

X)= 1 , Xე= 2 , 8=3 ვო... 

2 3 4 

  

"ზოგჯერ გამოვიყენებთ გამოთქმას “I, მიმდევრობა”. 
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3. X -C)) ტოლობა განსაზღერავს შემდეგ მიმდევრობას: 
'” 

ს) )) (CI 
2. ვეთ მოო 

4. თუ X,=005/#, მაშინ გეექნება მიმდევრობა -I1, L, -1,.., (=1)”,.... 

5. თუ X,=M, მაშინ X,=1, XX:=4, X3=9,... 

6. თუXა=-(2M-1), მაშინ X)=–1, X:=–3, X3=-5,... 

7. თუ X-=(-1)”, მაშინ X)=–-1, XXC=4, Xკ=-9,... 

8. თუ მიმდევრობის სოგადი წევრი მოცემულია ფორმულით 

X„=ძი”! (0X0, ძ»0), მაშინ 
X)=ძ, X:=00, Xვ=00”,...,. 

ამ მიმდევრობას გეომეტრიული პროგრესია ეწოდება. 

9. ვთქვათ თ)=3 და თ,+)=ძ,+2; ცხადია, რომ 

ძ52=5, ძ3=7, ძკ=9,.... 

ეს მიმდევრობა მოცემულია რეკურენტული წესით. 

თუ X=ი, VICM, მაშინ მიმდევრობას ეწოდება მუდმივი მიმ- 
დევრობა. 

გეომეტრიულად მიმდეერობა რიცხვით წრფეზე გამოისახება 
წერტილთა მიმდევრობის სახით, რომელთა კოორდინატები ტო- 
ლია მიმდევრობის შესაბამისი ელემენტების. 6.1 და 6.2 ნასაზებ- 

  

  

  

სე გამოსახულია შესაბამისად »#=1 და „=C ) მიმდევრო- 
M წ 

ბები. 

! 
. 212 I! ე 92.11 
0. X, % X. X, ჯ, %–9 0 X, X 

ნახ. 6.1 ნახ. 6.2 

განსაზღვრება 11. რიცხვთა (X.) მიმდევრობას ეწოდება ზემოდან 
შემოსაზღვრული, თუ არსებობს ისეთი MV რიცხვი, რომელიც მი- 
მდევრობის ყველა წევრზე მეტია, ხოლო ქევემოდან შემოსაზღ- 
ვრული – თუ მოიძებნება ისეთი L რიცხვი, რომელიც ნაკლებია 
მოცემული მიმდევრობის ყოველ წევრზე. 

თუ მიმდევრობა შემოსაზღერულია როგორც ზემოდან, ისე 
ქვემოდან, მას შემოსაზღვრული მიმდევრობა ეწოდება. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ ზემოთ მოყეანილ მაგალითებში I, 
2, 3 4 მიმდევრობები შემოსაზღვრულია. მე-5 მაგალითი შე- 
მოსაზღვრულია ქვემოდან, 6 შემოსაზღვრულია ზემოდან, ხოლო 
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7 არ არის შემოსასდღვრეული არც "სემოდან და არც ქეემოდან. 

მე-8 მიმდევრობა შემოსასღვრულია, თუ |I/I<), მე-ჭ მიმდევრობა 
ქვემოდან (ხემოდან) რმემოსასღვრულია, თუ ძ>0 (ძ<0) და «ძ>I. 
თ'უ ძ<-1, მაშინ მიმდევრობა არ არის შემოსასღვრული. 

განსაზღვრება 12. X. მიმდევრობას ეწოდება არაკლებადი, თუ 
X)<X<-<Xე<- და არახრდადი, თუ X)>2C:>--->Xგ->.., 

განსაზღვრებას 13. XV. მიმდევრობას ეწოდება “რსრდადი, თუ 

X)<”Xა<-<Xჯ<“- და კლებადი, თუ XI)>X>-->X,>““, 

თუ მიმდევრობა არაზრდადია ან არაკლებადი მას მონოტონუ- 
რი ეწოდება. 

ცხადია, რომ სემოთ მოყეანილ მაგალითებში I, 2, 5 და 6, 8 
(თუ ძ>0) და 9 მონოტონური მიმდევრობებია, ხოლო 3, 4 და 8 
(თუ ძ<0) მიმდევრობები არ არიან მონოტონური. 

§2. მიმდევრობის ზღვარი 

განსაზღვრება 2... ი რიცხეს ეწოდება (XX) მიმდევრობის ზღვა- 

რი, თუ ნებისმიერი «>0 რიცხვისათეის მოიძებჩება ისეთი (§«-ზე 

დამოკიდებული) რიცხვი #2ი=/0(5), რომ ყოველი ნატურალური 

M>IM0C(6)-ისათვის ადგილი აქეს უტოლობას: 

M--ძ|<§8. (2.1) 

ის ფაქტი, რომ (X) მიმდევრობის “სღვარი ძი რიცხვია, ასე 
ჩაიწერება: 

IIთX, =ძ, 

ან შემოკლებით MოთX.-=0ი, ან კიდევ X--პძ. 
სღვრის განსასღვრება ლოგიკური სიმბიელოების გამოყენე- 

ბით შემდეგნაირად ჩაიწერება: 

სთ X, = ი <X(V5>0)(3/1ი(6)CI/?XV7I>/Iი(6)):IX„-თ|< წ. 

(2.1) უტოლობა ტოლფასია შემდეგი 

ი0-ალჰსე<ი+6 

ორმაგი უტოლობის, რაც ნიშნავს იმას, რომ X, ეკუთენის ი წერ- 

ტილის § მიდამოს, ე. ი. X„CI(((თ,5). 

ამრიგად, ის ფაქტი, რომ «ძ რიცხვი არის (X,) მიმდევრობის 

ზღვარი, გეომეტრიულად ნიშნავს, რომ ძ რიცხვის ნებისმიერ § 
მიდამოში მოთავსებულია (XX) მიმდევრობის ყველა წევრი, გარ- 
და სასრული რაოდენობა წევრებისა. 

მიმდევრობას, რომელსაც ზღვარი გააჩნია, ეწოდება კრებადი. 
წინააღმდეგ შემთხვევაში მიმდევრობას განშლადი ეწოდება. 
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განსაზღვრებიდან გამომდინარეობს, რომ თუ X.=ძ, VMICVV, მა- 

შინ IთX, =ძ. ე. ი. მუდმივი მიმდევრობის სღვარი თვით ამ მუდ- 

მიეის ტოლია. 

მაგალითი 1. გაჩვენოთ, რომ Mო+=0. 

ამოსხნა. ვგთქეათ #>0 ნებისმიერი რიცხვია. განვიხილოთ უტო- 

ლობა L- 0 
M 

1 1 
ი =–-, მაშინ –0 ღებთ 7M(6) 2 მაში L 

ლი ”–ისათვის, რომელიც აკმაყოფილებს პირობას #ი6>ჩი(6), ე. ი. 

<6. აქედან 1<5 ანუ #>+. მაშასადამე, თუ ავი- 
” 6   

<6 უტოლობა შესრულდება ყოვე- 
  

სი+=0. 
»% #8 

მაგალითი 2. თუუ |I9I<1, მაშინ 

სი ძ” =0. (22) 

მართლაც, თუ ძ50 (2.2) ცხადია. ვთქვათ, 0<19|<1, მაშინ 

I0”-0|=I9I <4. (2.3) 
ამ უტოლობიდან გვაქვს 

II1CI9I<166. 
საიდანაც 

„>. 5 -ი(9, 
2 

ე. ი. თუ M>Mი(5), ადგილი აქვს (2.3) უტოლობას. 

მაგალითი 3. ვაჩვენოთ, რომ ((-1)) მიმდევრობა განშლადია. 
მოცემულ მიმდეერობას აქეს სახე 

-I, 1, -I, 1,-., (-1)”,.... 
დავუშვათ, რომ ამ მიმდევრობის ზღვარია ძ რიცხვი. განვიხი- 

ლოთ თძ რიცხვის 16-+.4+3. მიდამო, რომლის სიგრძე 1-ის 

ტოლია. ამ მიდამოში ერთდროულად ეერ მოხედება –1 და 1 რი- 
ცხვები (მოცემული მიმდევრობის წევრები), რადგან მათ შორის 
მანძილი 2-ს ტოლია. ამრიგად, როგორიც არ უნდა იყოს » 
რიცხვი, აღებული მიდამოს გარეთ დარჩება მიმდევრობის წეე- 
რთა უსასრულო რაოდენობა, ე. ი. მიმდევრობა განშლადია. 

მაგალითი 4. ვთქვათ დადებითი ი რიცხვი წარმოდგენილია უსა- 
სრულო ათწილადით: 

ძ=ძი, თ)თე...ძი... 
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შემოვიღოთ აღნიშვნა 
Xი= ძი, თIთ2...0. 

ცხადია, რომ ყოეელი #CM-სათვის X, რაციონალური რიცხვია. 
ვაჩვენოთ, რომ 

სოიX =ძ. (24) 
ჩ”ჩ-)ა+ 

მართლაც 

Iთ-X,,=0.00...0 ძ-.,ძ,.:...<10”, 

#-ჯეყრ 

აქედან ჩანს, რომ როგორიც არ უნღა იყოს «>0 რიცხვი, 

10”<68, თუ #/>M0=-1C6. ე. ი. მართებულია (24) ტოლობა. 
ანალოგიური მსჯელობა ჩატარდება, თუ ძ<0. 
ამრიგად, ყოველი ნამდვილი რიცხეი წარმოადგენს რაციონა- 

ლურ რიცხეთა მიმდევრობის ზღვარს, საიდანაც გამომდინარე- 
ობს, რომ ყოველ ორ ნამდვილ რიცხვს შორის არსებობს ერთი 
მაინც რაციონალური რიცხვი. ამ თვისების გამო ამბობენ, რომ 
რაციონალურ რიცხვთა 0 სიმრავლე ყეელგან მკვრივია ნამ- 
დვილ რიცხეთა # სიმრავლეში. 

8§3, ზოგიერთი თეორემა მიმდევრობის 

ზღვრის შესახებ 

თეორემა 3.1. თუ მიმდეერობას სღვარი აქეს, მაშინ ის ერთადე- 
რთია. 

დამტკიცება. ვთქვათ (X) მიმდეერობა კრებადია ძ და ხ რიცხეე- 
ბისაკენ მაშინ ზღვრის განსაზღვრების თანახმად ნებისმიერი 

=>0 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი #Mი და MC” რიცხვები, რომ 

IX, => <5 , (3.1) 

როდესაც #M>”ი და 

IL -ხ|<5. (32) 
როცა M>Mი'. ცხადია, რომ თუ „/>ი1მX(/Mი 0”), მაშინ (3.1) და (3.2) 

უტოლობებსს ერთდროულად ექნებთ ადგილი. ამიტომ, თუ 

M>ნიმX (10 0), მივიღებთ: 

Iი-ხ|=I(0-X,)+(X,-ხ)|<X,-იI+>-ხ|< 2 + 8 =#8. 
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მივიღეთ, რომ არაუარყოფითი |2-ხ რიცხეი ნაკლებია ნების- 
მიერ §>0 რიცხეზე. ეს კი შესაძლებელია მხოლოდ მაშინ, როდე- 
სა( I0X-ხI=0. ე. ი. ძ=ხ. 

თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 3.2. თუ მიმდევრობა კრებადია, მაშინ იგი შემოსაზსღ- 

ვრულია., 

დამტკიცება. თუ (+) მიმდევრობა კრებადია ძ რიცხვისაკენ, მა- 

შინ ნებისმიერი 0 რიცხვისათვის მიმდევრობის ყველა წევრი, 
გარდა შესაძლებელია მათი სასრული რაოდენობისა, მოხედება 

ი წერტილის § მიდამოში. ამრიგად, #-6ძი+§8| ინტერვალის გარეთ 
შეიძლება აღმოჩნდეს მიმდევრობის წევრთა მხოლოდ სასრული 
რაოდენობა. ამიტომ არსებობს ორი ” და M რიცხვი, ისეთი, 
რომ IVI;M) მონაკვეთი მიმდევრობის ყეელა წევრს შეიცავს. ე. ი. 

ყოველი »/CM-ისათვის. M5<X,<M, რაც ნიშნავს, რომ (X,) მიმდევ- 
რობა შემოსაზღვრულია. 

თეორემა დამტკიცებულია. 
ამრიგად, მიმდევრობის შემოსაზღერულობა წარმოადგენს მიმ- 

დევრობის კრებადობის აუცილებელ პირობას. შეენიშნოთ, რომ, 
მიმდევრობის შემოსასღვრულობა არ არის მიმდეერობის კრება- 

დობის საკმარისი პირობა. მაგალითად, (CI) მიმდევრობა ”შემო- 
საზღვრულია, მაგრამ როგორც “რსემოთ ვნახეთ, ის არ არის 
კრებადი. 

დამტკიცების გარეშე მოვიყვანოთ შემდეგი 
თეორემა 8.81. თუ III0იIX,=ძ და 1Iთ/,=ხ, მაშინ: 
I) IIიXX+XV)=ძ+ხ, 2) სიიX„/,=ძიხ, 

3) სთ-+=47, თუ #20 (CM) და. ხ»0. 

შედეგი L მუდმივი მამრავლი შეიძლება ზღვრის ნიშნის გარეთ 

გავიტანოთ. ე. ი. თუ (X) კრებადი მიმდევრობაა, მაშინ: 
ყი (CC,)=C: IIთ X.. 

შედეგი 2. თუ (XX) და (”) კრებადი მიმდევრობებია, მაშინ: 
თ (X„-/,)= IIIი X-- IIIთ )/. 

თეორემა 8... თუ 110 X-=ძ, მაშინ. IIთ IX,I=10|. 

შევნიშნოთ, რომ თეორემა 34-ის შებრუნებული საზოგადოდ 

სამართლიანი არ არის. მართლაც, თუ X,=(-1”, მაშინ IIთ IXI=1, 

მაგრამ )Iთ X, არ არსებობს. 
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თეორემა 3.წ. თუ X,<2,</, და სთ Xე= თი Xა=ძ, მაშინ IIთ 2,=ძ. 

  

  

. 5-2 
მაგალითი L გამოვთვალოთ Iთ · 

ის» 5M+I 
ამოხსნა. გეაქეს 

5 
–-2 

Iმკი--– “ო =სი/ =9-2- _2 
M-სი 5/7+1 აა, I 5+0 5 

” 

7M-2M? +5 
მაგალითი 2. გამოეთეალოთ II ––––“ ––_ გალ. ბ ეთვალ ი9+ 3? + 27? –1 

ამოხსნა. გეაქვს 

  

7 2, § 
=> უსი – სფ მ- 27 +5 კა7 თ 2 0-0+0_ 

იათ3,გ +2/) –) ია» 3 2) 3+0–-0 

ი 

მ. 8. გამ სთ (3»X+1)(1–<#7)(2#»+5) სგალითი 8. გამოეთვალოთ 10 ლელე, გალ გამოეთვალ ია=(6, –2)(5-2/)(2M+3) 

ამოზსნწა. გეაქეს 

სრენედაბ სნ ენოელე 
(3+0)(0–1)(2+0) _ 1 

(6–0)(0–<2)(2+0) 4“ 

მაგალითი #. გამოვთვალოთ IIთ (VI +2/ –») · 

პამოზხნა. გეაქეს 

(თ: +2» – »)(VI +2»+») „+2”- გ _ 
  

  

სო» +2ი –»)=სთ = IIIი. = 
ჩათ ჩათ VI? +27 +# თან ა/,? +290 + 

=სცი =2 =სიო---2 =-%-=I. 
VM? + 2M +# /I+2+! + 

M 
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წ4. უსასრულოდ მცირე და უსასრულოდ დიდი 

მიმდევრობები 

განსაზღგრება 4.1. (თ) მიმდევრობას ეწოდება უსასრულოდ მცი- 
რე მიმდევრობა ან უსასრულოდ მცირე, თუ მისი ზღვარი ნულის 
ტოლია. 

§I-ის მაგალითებში I, 3 და 8 (თუ I/<ს უსასრულოდ მცირე 
მიმდევრობებია. 

განსაზღვრება #.2. (8,) მიმდევრობას ეწოდება დადებითი (უარყო- 

ფითი) უსასრულოდ დიდი, თუ VM>0 რიცხვისათვის მოიძებნება 
ისეთი MI რიცხვი, რომ ყოველი #M>Mი--ისათვის ადგილი აქეს უტო- 

ლობას /მ,>#M7 (/,<-M). 
ის ფაქტი, რომ (/#,) დადებითი (უარყოფითი) უსასრულოდ 

დიდია, შემდეგნაირად ჩაიწერება: 

თ ,მ=+% (თ #/=-თ) ან /#,->+> (/ვი–> -თ). 

თუ Mთ /#,=+Cთდ (თ #,=–თ) ამბობენ, რომ (#,) მიმდევრობა მი- 

ისწრაფვის პლიუს (მინუს) უსასრულობისაკენ. 
§1-ის 5 მიმდევრობა არის დადებითი უსასრულოდ დიდი, სო- 

ლო 6 კი უარყოფითი უსასრულოდ დიდი. 

შენიშვნ,. (XI) მიმდევრობას, რომლისთვისაც Mი X,=+Cთ, უწო- 

დებენ უსასრულოდ დიდს და წერენ ი X„=თ. 

მიმდევრობა შეიძლება იყოს უსასრულოდ დიდი, მაგრამ არ 
წარმოადგენდეს არც დადებით უსასრულოდ დიდსა და არც 
უარყოფით უსასრულოდ დიდ მიმდევრობას. ასეთია მაგალითად 
§I-ის 7 მიმდევრობა. 

ცხადია, რომ უსასრულოდ დიდი მიმდევრობა არ არის შემო- 

საზღვრული, მაგრამ საზოგადოდ ყოველი არაშემოსაზღვრული 
1 

მიმდევრობა უსასრულოდ დიდი არ არის. მაგალითად 1, 2” 2, 

+, 3, აა +. მიმდევრობა არ არის შემოსასღვრული, 

მაგრამ იგი უსასრულოდ დიდ მიმდევრობას არ წარმოადგენს. 

თუ (ფჯ) უსასრულო დიდი მიმდევრობაა, მაშინ LI უსასრუ- 

ლოდ მცირეა და პირიქით. 
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§წ. მონოტონური მიმდევრობის კრებადობა. 

ზოგიერთი მნიშვნელოვანი ზღვარი 

თვორემა წ... მონოტონური შემოსასღვრული მიმდევრობა კრება- 
დია. 

თეორემა მონოტონური მიმდევრობის სღვრის არსებობის შე- 
სახებ ასეც შეგეიძლია ჩამოვაყალიბოთ: იმისათვის, რომ მონო- 
ტონური მიმდევრობა იყოს კრებადი, აუცილებელია და საკმა- 
რისი, რომ იგი იყოს შემოსასღვრული (აუცილებლობა გამომდღი- 
ნარეობს თეორემა 32-დან). 

ცხადია, რომ ყოველი კრებადი მიმდევრობა არ არის მონო- 

1 
ტონური. მაგალითად მააფაარ თის თორის მიმდევრობა კრე- 

ბადია ნულისაკენ, მაგრამ არ არის მონოტონური. 

1 6 რიცხვი. განეიხილოთ », -ს +1| მიმდევრობა. 
წ 

მტკიცდება, რომ XX მიმდევრობა ზრდადია და შემოსაზ- 

ღვრული, ამასთან 2<X,.<3, ამიტომ თეორემა 5.-ის ძალით იგი 
კრებადია. ამ მიმდევრობის ზღვარი 6 ასოთი აღინიშნება. ე. ი. 

წლს +1| =6C. 
ჩლუ«თ MM» 

აგრეთვე მტკიცდება, რომ ი ირაციონალური რიცხვია და 
მისი მიახლოებითი მნიშენელობა 6=2,718281. 

მათემატიკის ზოგიერთი საკითხის განხილვისას მოხერხებუ- 
ლია ვისარგებლოთ ლოგარითმებით, რომელთა ფუძე « რიცხვია. 
ი რიცხვის ლოგარითმს რი ფუძით ნატურალური ლოგარითმი 
ეწოდება და 1I1იძთი სიმბოლოთი აღინიშნება. 

  მა, ამოვთვალოთ ICI 2211 გალითი. გ ვმთვალ ML 20+1 

ამოხხნა. გეაქეს 
<6 

2ი+ 521(55-!) 
5ო-I 5M- 

სთ 9-1 | =სთ 1+--2 =Iთ ს- 2 7 = 
იათL 27 +1 ჩათ 2M+1 ჩა» 2M+1 
      

 



. 1 
2. ვთქვათ X,=1+49+ძ”+---+ძ”, I4I<1. ვაჩვენოთ, რომ IთოთX.=–––. 

„ოი“ – ძმ 

ბეომეტრიული პროგრესიის წევრთა ჯამის ფორმულის გამო- 

ყეჩებით გვაქვს: 

  

რადგან IMი)ი0”! =0, როცა I9I<1, ამიტომ 

”»+I 

სი X, = I -- 2) = 
ით ჩათ 1-–ძ 1-–ძ 

-=!. 1 „I. 1. 

I-ი 1-ცძ»ო 1-4 

§6, ბოლცანო-ვაიერშტრასის თეორემა 

ვთქეათ, მოცემულია რიცხეთა (X) მიმდევრობა. განვიხილოთ 
ნატურალურ რიცხვთა ზრდადი მიმდევრობა: 

71)< /1ე<>--< //<... 

ცხადია IIC>V#. 
მიმდეერობას 

+ ნცსათაა მწე ვია. 

ეწოდება (ჯ) მიმდევრობის ქეემიმდევრობა. ყოველი მიმდევრობი- 
დან შეიძლება გამოიყოს უსასრულო სიმრაელე ქვემიმდევრო- 
ბებისა. 

ზღვრის (უსასრულოდ დიდის) განსაზღვრებიდან უშუალოდ 
გამომდინარეობს შემდეგი თეორემა. 

თეორემას 81. თუ მიმდევრობა კრებადია (დადებითი უსასრულოდ 
დიდია, უარყოფითი უსასრულოდ დიდია), მაშინ მისი ყოველი 
ქვემიმდევრობა აგრეთვე კრებადია (დადებითი უსასრულოდ დი- 
დია, უარყოფითი უსასრულოდ დიდია) იმავე ზზღერისაკენ. 

შედეგი L თუ მიმდევრობის ყველა ქვემიმდეგრობა კრებადია, მა- 
შინ ყველა ისინი კრებადია ერთი და იმავე ზღვრისაკენ (ამავე 
ზლვრისაკენ იკრიბება მოცემული მიმდევრობაც). 

მართლაც, თვით მოცემული მიმდევრობა (როგორც ერთ-ერთი 
ქვემიმდევრობა) კრებადია რაღაც ზღერისაკენ, ამიტომ თეორემა 
6.-ის ძალით მისი ნებისმიერი ქვემიმდევრობაც კრებადი იქნება 
იმავე ზღერისაკენ. 
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შედეგი 2. თუ მიმდევრობის ერთი მაინც ქეემიმდევრობა გან- 
ფმლადია, მაშინ მოცემული მიმდევრობაც განშლადია. 

შედეგი 3. თუ მიმდევრობის ორი მაინც ქეემიმდევრობა კრება- 
დია სხვადასხვა სლღვრისაკენ, მაშინ მოცემული მიმდევრობა გან- 
შლადია. 

როგორც ვიცით, ყოეელი კრებადი მიმდეერობა შემოსაზღე- 
რულია. მიმდევრობის შემოსასღვერულობიდან სასოგადოდ არ 
გამიმდინარეობს მისი კრებადობა. თუმცა მართებულია შემდეგი 
თეორემა. 

თეორემა 68.2 (ბოლცანო-ვსიერშტრასი). ყოველი შემოსასღერული მი- 
მდევრობიდან შეგვიძლია გამოეყოთ კრებადი ქეემიმდევრობა. 

VII თავი 

ფუნქცია და მისი ზღვარი 

§1. ფუნქცია. განსაზღვრის არე. მნიშვნელობათა 

სიმრავლე. შექცეული ფუნქცია. ფუნქციის გრაფიკი 

ვთქვათ მოცემულია ორი სიმრავლე X და I. მათ ელემენტებს 
შორის შეიძლება დამყარდეს სხვადასხვა სახის შესაბამისობა, 
რომლებსაც აღნიშნავენ /, §, /,,... ასოებით. 

განსაზღვრება LL X და XV სიმრავლეებს შორის შესაბამისობას, 
როცა X სიმრავლის ყოველ ელემენტს ” სიმრავლის ერთადერთი 
ელემენტი შეესაბამება, ფუნქცია ეწოდება. 

ფუნქციის ჩასაწერად, რომელიც ამყარებს შესაბამისობას X 
და XX სიმრავლეებს შორის რაიმე / წესით, მიღებულია აღ- 
ნიშვნები: 

X-+-5–V, ან # X-+X, ან 7=/VX), სადაც X6CX, /CX. 

X-ს უწოდებენ დამოუკიდებელ ცელადს ანუ არგუმენტს, ხო- 
ლო /სე-ს ფუნქციის მნიშვნელობას, რომელიც შეესაბამება არ- 
გუმენტის X»ჯ მნიშვნელობას. შემდგომში ხშირად ვისარგებლებთ 
აგრეთვე გამოთქმებით /# ფუნქცია, “X») ფუნქცია, ან “ 

ფუნქცია”. 
X სიმრავლეს / ფუნქციის განსაზღვრის არე ეწოდება და IX) 

სიმბოლოთი აღინიშნება 7 სიმრავლის ყველა იმ ელემენტთა 
ქვეესიმრავლეს, რომლებიც X სიმრავლის ერთ ელემენტს მაინც 
შეესაბამებიან, / ფუნქციის მნიშვნელობათა სიმრავლე ან ცვლი- 
ლების არე ეწოდება და CV) სიმბოლოთი ადინიშნება. 
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7 ფუნქციას, რომლისთვისაც #C)=X, ხოლო #V)C=7 უწოდებენ 
აგრეთვე X სიმრავლის ასახვას ” სიმრავლეში. კერძოდ, თუ 
#თ)=X, მაშინ ვიტყვით, რომ / არის X სიმრავლის ასახვა 7X-“სე. 
ეთქვათ, მოცემულია / ფუნქცია, რომელიც X სიმრავლეს ასა- 
ხავს 7 სიმრავლესე. თუ ამ ფუნქციის შექცეული « შესაბამი- 
სობა წარმოადგენს ფუნქციას, მაშინ #ს ეწოდება შექცევადი, 

ხოლო «§-ს მისი შექცეული ფუნქცია და იგი /!. სიმბოლოთი 

აღინიშნება. 

#" ფუნქციის განსაზღვრის არეა (ი), ხოლო მნიშენელობა- 

თა სიმრავლე ჩ0/ ე. ი. IX / ')=-0) და #(/ ')=/Xჩ. /-ს და /"'-ს 

ურთიერთ შექცეულ ფუნქციებს უწოდებენ. 
შევნიშნოთ, რომ შექცევადია მხოლოდ ის ფუნქცია, რომე- 

ლიც თავის ყოველ მნიშვნელობას ღებულობს მხოლოდ ერთ- 
ხელ. 

ფუნქციას, რომლის განსაზღვრის არე და მნიშენელობათა 
სიმრავლე რიცხვითი სიმრავლეებია, რიცხეითი ფუნქცია ეწოდე- 
ბა. ე. ი. რიცხვითი ფუნქცია არის # სიმრავლის რაიმე #) ქვესიმ- 
რავლის ასახვა # სიმრავლის მეორე  ქეესიმრავლეზე, სადაც 
ა) წარმოადგენს ფუნქციის განსასღვრის არეს, ხოლო # 
მნიშენელობათა სიმრავლეს. 

შემდგომში ჩვენ მხოლოდ რიცხვით ფუნქციებს განვიხილავთ, 
თუ არ იქნა სპეციალური მითითება. 

განსაზღვრება 12. / ფუნქციის გრაფიკი ეწოდება XC” სიბრტყის 
ყეელა იმ (თ) წერტილთა # სიმრავლეს, რომელთათვისაც 
X»=#ჩX), სადაც XCXX) (ნახ. 7.L). ე. ი. ,4=(( X,/): XCIX/), X=/(X)1. 

  

ნახ. 7.1 

თუ 7=#X) ფუნქცია შექცევადია, მაშინ »= /“'(/). მიღებულია, 

რომ / და /'' ფუნქციების არგუმენტად ერთი და იგივე ცვლადი 

ვიგულისხმოთ და ამიტომ »7=/>») ფუნქციის შექცეული ფუნქცია 

ჩაიწერება »=/ '(») სახით. ცხადია, რომ /#L/ '(X»X))> და 
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# 'VC%9I=X ამასთან, იმისათვის, რომ / ფუნქცია იყოს თავისთა- 

ვის შექცეული, აუცილებელია, რომ IX/)=#M%0ჩ. 
თვორემა LL ურთიერთ“მექცეული ფუნქციების გრაფიკები სიმე- 

ტრიულია იმ წრფის მიმართ, რომელსაც პირეელი და მესამე 
საკოორდინატო კუთხის ბისექტრისები შეადგენენ (ნახ. 7.2). 

V 

ნახ. 7-2 

§2. ფუნქციის მოცემის ხერხები 

განსასღვრის თანახმად ფუნქცია ითვლება მოცემულად, თუ 
ცნობილია ფუნქციის განსასღერის არე და შესაბამისობის წესი. 
ამასთან, ამ წესის მოცემის ხერსი შესღუდული არ არის. განვი- 
ხილოთ ფუნქციის მოცემის სამი ყეელასე უფრო გავრცელე- 
ბული ხერხი: ცხრილური, გრაფიკული და ანალიზური. 

ცხრილური ხერხი. ბუნების მოელენათა შესწავლის დროს ხში- 
რად საქმე გვაქვს ისეთ ცვლადებთან, რომელთა შორის არსე- 
ბულ დამოკიდებულებას ადგენენ ცდის საფუძველზე. ასეთ შემ- 
თხვევაში ცდათა შედეგების მიხედეით ადგენენ ცხრილს, რომე- 
ლშიც მოცემულია არგუმენტის სხვადასხვა მნიშვნელობების 
შესაბამისი ფუნქციის მნიშვნელობები. 

გრაფიკული ხერხი. ეთქვათ სიბრტყეზე აღებულია მართკუთხა 
კოორდინატთა სისტემა და ამ სისტემაში მოცემულია ისეთი 
Mთა) წერტილთა სიმრავლე, რომელთაგან არც ერთი ორი 
წერტილი არ ძევს C” ღერძის პარალელურ ერთსადაიმავე 
წრფეზე. წერტილთა ასეთი სიმრავლე განსასღვრავს ფუნქციას, 
რომლის განსაზღერის არე და მნიშვნელობათა სიმრავლეა შე- 
საბამისად მოცემულ წერტილთა სიმრავლის აბსცისთა და ორ- 
დინატთა სიმრავლეები. მართლაც, ნებისმიერ ჯ რიცხეს განსაზ- 
ღვრის არედან შეესაბამება ერთადერთი ”/ რიცხვი, ისეთი რომ 
MCე) წერტილი მოცემულ სიმრავლეს ეკუთენის (ნახ. 73). 
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ჩახ. 73 

ფუნქციის მოცემის ასეთ ხერხს გრაფიკული ხერხი ეწოდება. 
ანალიზური ხერხი. უმეტეს შემთხვევაში ფუნქცია მოცემულია 

ფორმულის საშუალებით, რომელიც გვიჩვენებს, თუ რა მოქმედე- 
ბები უნდა ჩავატაროთ არგუმენტზე, რომ მივიღოთ ფუნქციის 
შესაბამისი მნიშვნელობა. ასეთ ფორმულას ფუნქციის ანალისუ- 
რი გამოსახულება ეწოდება, ხოლო ხერხს – ფუნქციის მოცემის 
ანალი'სური ხერხი. 

თუ ფუნქცია მოცემულია ფორმულით და არ არის მითითე- 
ბული განსაზღვრის არე, მაშინ იგულისხმება, რომ ამ ფუნქციის 
განსაზღვრის არეა არგუმენტის ყველა იმ მნიშვნელობათა სიმ- 
რავლე, რომლისთვისაც ფორმულას აზრი აქვს. 

განვიხილოთ რამოდენიმე მაგალითი. 
I. +>X+1 ფორმულით მოცემულია ფუნქცია, რომლის განსა%- 

ღვრის არეა ნამდვილ რიცხეთა სიმრავლე, ხოლო მნიშვნელო- 

ბათა სიმრავლეა ILI;+თ( შუალედი. 

2. #=+VI6-». ფორმულა განსაზღვრავს ფუნქციას, რომლის 
განსასღვრის არეა |-4:4), ხოლო მნიშვნელობათა სიმრავლე კი 

(0:44) შუალედი. 

შევნიშნოთ, რომ ფუნქცია განსასღერის არის სხვადასხვა 
უბანსე შეიძლება სხეადასხვა ფორმულით იყოს მოცემული, მა- 

გალითად ფუნქცია 
ს), თუ X>0, 

X»=5!8ი-X=10, თუ X=0, 

-I თუ X<0, 

მოცემულია ანალისური წესით მთელ რიცხეთა ღერძზე. მისი 
მნიშვნელობათა სიმრავლე შედგება სამი რიცხვისაგან:-I, 0 და I. 

ასევე, დირიხლეს ფუნქცია: 

ს ჯ რაციონალურია, 
IXX)= 

1, X ირაციონალურია, 
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მოცემულია ანალისური წესით მთელ რიცხვით ღერძზე და მისი 
მნიშვნელობათა სიმრავლე შედგება ორი რიცხვისაგან: 0 და 1. 

უნდა აღინიშნოს, რომ დირიხლეს ფუნქციის გრაფიკის აგება 
შეუძლებელია. 

ვთქვათ მოცემულია ფუნქციები /-X–-V” და 2-2. ამ ფუნქცია- 

თა სუპერპოსიცია ან რთული ფუნქცია ეწოდება ისეთ #:X-–632 
ფუნქციას, რომელიც განსასღვრულია ტოლობით: 

IICX)=§%(/(LX)), XCX. 

ანალოგიურად შეიძლება განეიხილოთ რთული ფუნქცია, რო- 
მელიც მიიღება რამოდენიმე ფუნქციის სუპერპოზიციით: 

X»=/IVXC..)/იCX))...). 
ვთქვათ მოცემულია I! ცვლადის ორი ფუნქცია: 

X=თ(I), #=§(), (2.1) 
ამასთან ვიგულისხმოთ, რომ X=C() ფუნქციას აქვს შექცეული 

ფუნქცია /=თ '(უ. ე. ი. ”» შეიძლება განვიხილოთ, როგორც X-ის 

რთული ფუნქცია: 

წ»=§(Cდ ' (ი). 
ამ შემთხვევაში ამბობენ, რომ ფუნქცია მოცემულია პარამეტრუ- 
ლი სახით (2.1) ფორმულების საშუალებით. 

ახლა ეთქვათ Xჯ და » ცვლადები დაკაეშირებულია ერთმანეთ- 
თან რაიმე განტოლებით, რომელიც სიმბოლურად ასე შეიძლება 
ჩაიწეროს: 

#CX, 1)=0. (22) 
თუ # სიმრავლეზე განსასღერული 7=/X) ფუნქციისათვის ად- 

გილი აქვს ტოლობას 
ჯ#CX#/(X))C0, MVXC#, 

მაშინ ამბობენ, რომ #X) ფუნქცია მოცემულია (22) განტოლე-ბით 
არაცხადი სახით. 

ანალისური სახით მოცემულ ფუნქციებს შორის განსაკუთრე- 

ბული ადგილი უჭირავთ ე. წ. ელემენტარულ ფუნქციებს. თავდა- 
პირეელად მოვიყვანოთ ძირითადი ელემენტარული ფუნქციები. 

ასე უწოდებენ შემდეგ ფუნქციებს: 
1. მუდმიეი ჯX-C, სადაც C ნამდვილი რიცხეია. 

2. მაჩვენებლიანი ფუნქცია )=თ" (9>0, ძXI). 

3. ლოგარითმული ფუნქცია X”/=10წ» (0>0, თ>I). 

4. ხარისხოვანი ფუნქცია ”7=X-7, სადაც თ ნულისაგან განსხვა- 
ვებული ნამდეილი რიცხვია. 

5. ტრიგონომეტრიული ფუნქციები X/=51იX, /7=005X, #-1CX, X=01წX. 

ნ “შექცეული ტრიგონომეტრიული ფუნქციები /=მ1C8სიX, 

უ=210005X, /-=მIXCLCX, )=-მICCIღX. 
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განსაზღვრება. ერთი ფორმულით, ცხადი სახით მოცემულ ფუნ- 

ქციას ეწოდება ელემენტარული ფუნქცია, თუ იგი შედგენილია 
ძირითადი ელემენტარული ფუნქციებისაგან მათხე არითმეტიკუ- 
ლი ოპერაციებისა და სუპერპოსიციათა სასრულ რიცხეჯერ გა- 
მოყენებით. 

§1. ზრდადი და კლებადი, შემოსაზღვრული და 

შემოუსაზღვრელი ფუნქციები 

განსაზღვრება 8.1. / ფუნქციას ეწოდება არაკლებადი (არასრდა- 
დი) რაიმე სიმრავლეზე, თუ ამ სიმრავლის ნებისმიერი X.<Xი 
რიცხვებისათვის მართებულია უტოლობა: 

#I2)< /0=) . (760 )> /ნო)). 
განსაზღვრება 8.2. / ფუნქციას ეწოდება ზრდადი (კლებადი) რაი- 

მე სიმრავლეზე, თუ ამ სიმრავლის ნებისმიერი X.<> რიცხვები- 
სათვის მართებულია უტოლობა: 

#X)</) (CLX)> /CC))” 
77 ნახასხე გამოსახული გრაფიკით მოცემული ფუნქცია 

არაკლებადია (07) სეგმენტზე, ზრდადია (ხ;0)-ზე, არასრდადია 
IC;მ)-სე და კლებადია Iძ;61-%ე. 

  ბ 2 

ნახ. 7.7 

განსაზღვრება 8.3. / ფუნქციას ეწოდება მონოტონური რაიმე სიმ- 
რავლეზე, თუ ის ამ სიმრავლესე არის არაზრდადი ან არაკ- 
ლებადია. 

თუ ფუნქცია სრდადია ან კლებადი, მაშინ იგი თავის ყოველ 
მნიშვნელობას მხოლოდ ერთხელ ლღებულობს, ამიტომ იგი 
შექცევადია და მისი შექცეული ფუნქცია შესაბამისად ზრდადია 
ან კლებადი. 

განსაზღვრება 3.4. / ფუნქციას ეწოდება ზსემოდან (ქვემოდან) შე- 
მოსასღვრული რაიმე სიმრავლეზე, თუ არსებობს ისეთი M რიც- 

  

" ცხადია ზრდადი (კლებადი) ფუნქცია არაკლებადია (არასრდადია). 
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ხევი, რომ ამ სიმრავლის ნებისმიერი X წერტილისათვის #C)<M 

იძCი=>#ი. 
განსაზღჟრება 8.6, / ფუნქციას ეწოდება შემოსასღერული რაიმე 

სიმრავლესე, თუ ამ სიმრავლესე იგი შემოსაზღვრულია ზემო- 
დან და ქვემოდან. 

თუ ფუნქცია არ არის შემოსასღვრული რაიმე სიმრავლეზე, 
მას ეწოდება შემოუსა'სღვრავი ამ სიმრავლეზე. 

მაგალითად, »=+ ფუნქცია შემოსასღერულია (§I;2) სეგმენტ- 

სე და შემოუსა“სღერავია 10;II-სე. 
განსაზღვრება 3.ზ. თუ / ფუნქცია განსაზღვრულია ხ სიმრავლეზე 

და არსებობს ამ სიმრავლის ისეთი X წერტილი, რომ /(X)</LXი) 

(ლოე=/Vი)), ნებისმიერი » წერტილისათვის #-დან, მაშინ /Lი)-ს 

ეწოდება /#ი) ფუნქციის უდიდესი (უმცირესი) მნიშენელობა # 

სიმრაელეზე და წერენ /LXი)= IიმX #>X) ან /LXი)=Cი2X /(-). 

(V/Cი)=Iი)ი /(X) ან /(Xი)=იიი დი). 

მაგალითად, #29)=>C ფუნქციისათვის თი #(X) = /(0)=0, 

იი9X /(X) = /(2)=4. ფუნქციის უდიდეს (უმცირეს) მნიშვნელობას 

უწოდებენ აგრეთვე მის მაქსიმალურ (მინიმალურ) მნიშენელო- 
ბას, ფუნქციის მაქსიმალურ და მინიმალურ მნიშვენელობებს 
უწოდებენ ექსტრემალურ მნიშვნელობებს. 

შევნიშნოთ, რომ ფუნქციას უდიდესი ან უმცირესი მნიშვნე- 

1 

1+X? ფუნ- 
  ლობები შეიძლება არ გააჩნდეს. მაგალითად #”= 

ქციას უმცირესი მნიშვნელობა არ გააჩნია. 
განსაზღჟრება 87. სიმრავლეზე განსაზღერული #») ფუნქციის 

სუსტი სედა (ქვედა) საზღვარი ეწოდება ამ ფუნქციის მნიშვნე- 
ლობათა სიმრავლის ზუსტ ზედა (ქეედა) საზლვარს და აღლღინიშ- 

ნება სიმბოლოთი §სი /(X) ან §სი /V), (1ი# #X) ან I10L/C). 
წ 

პირველი თავის თეორემა 5.1-ის ძალით შემოსაზღვრულ ფუნ- 
ქციას ყოველთვის გააჩნია ზუსტი ზედა და ქვედა საზღერები. 
ცხადია, რომ, თუ #») ფუნქცია X წერტილში ღებულობს უდი- 
დეს (უმცირეს) მნიშვნელობას, მაშინ #/(Xი)=5სი /#X) (/(Xი)=ICLI /LX)). 

1 

1+X? 
  ზემოთ განხილული /(X)= ფუნქციისათვის 19L /L)=0. 
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§#. ლუწი, კენტი და პერიოდული ფუნქციები 

ვთქვათ, წ რიცხვთა რაიმე სიმრავლეა. ამ სიმრავლეს ეწოდე- 

ბა სიმეტრიული ნულის მიმართ, თუ XC ჰირობიდან გამომდი- 

ნარეობს, რომ -X6C6ჩ. მაგალითად, |L-ძ;ი), #, 7, 0 ნულის მიმართ 

სიმეტრიული სიმრავლეებია. 
განსაზღვრება #1. / ფუჩქციას ეწოდება ლუწი, თუ მისი განსა- 

სღვრის არე სიმეტრიელია ნულის მიმართ და ნებისმიერი 

X6CIX/-ისათვის 

#-X=5/ნი. 
მაგალითად, /=VC და /=XL ლუწი ფუნქციებია. 
განსაზღვრება 4.2. / ფუნქციას ეწოდება კენტი, თუ მისი განსაზ- 

ღვრის არე სიმეტრიულია ნულის მიმართ და ნებისმიერი 

X6C#X/7)-ისათევის 

X#C>X)= –/ხი. 
მაგალითად, 7=X და /=5ICX კენტი ფუნქციებია. 
ცხადია, რომ ლუწი ფუნქციის გრაფიკი სიმეტრიულია C»” ღე- 

რძის მიმართ, ხოლო კენტი ფუნქციის გრაფიკი სიმეტრიულია 
კოორდინატთა სათაეის მიმართ. შევნიშნოთ, რომ ფუნქცია შეიძ- 
ლება არც ლუწი იყოს და არც კენტი. 

მაგალითად, X>X+X ფუნქცია არც ლუწია და არც კენტი. 
ყოველი #X) ფუნქცია, რომელიც განსასღვრულია სიმეტრიულ 

შუალედზე, შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ ლუწი და კენტი ფუნ- 
ქციების ჯამის სახით. მართლაც, 

#C0)=დთ(ი)+§თ, 
სადაც 

/თ+V7C9, „სე-#ო-/Cი, 
წო. 2 

ცხადია, რომ თა) არის ლუწი ფუნქცია, ხოლო «ლიე – კენტი. 
განსაზღვრება #.მშ. / ფუნქციას ეწოდება პერიოდული, პერიოდით 

I/X>0, თუ ნებისმიერი XC#/X/)-ისათვის რიცხვები X-„ და X+/ აგრეთ- 
ქე ეკუთვნის #X)-ს და მართებულია ტოლობა: 

#X+9)=/Cი. 
განსასღვრებიდან გამომდინარეობს, რომ, თუ / ფუნქციის პე- 

რიოდი არის / და XC7X7ი), მაშინ 

/X)= /(CC0+ჩ=/CX-ი. 
ასევე შეიძლება ეაჩვენოთ, რომ 

#X+#ი=/C), სადაც #62. 
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ამრიგად, ყოველ პერიოდელ ფუნქციას გააჩნია პერიოდთა 
უსასრულო სიმრავლე. შემდგომში ფუნქციის პერიოდის ქვეშ ვი- 
გულისხმებთ უმცირეს დადებით პერიოდს, თუ იგი არსებობს. 

სასკოლო კურსიდან ცნობილია, რომ ტრიგონომეტრიული 
ფუნქციები პერიოდული ფუნქციებია. პერიოდული ფუნქციის მა- 
გალითია აგრეთვე დირიხლეს ფუნქცია: 

ალ» ით)= ს X რაციონალურია, 

და მისი პერიოდია ნებისმიერი რაციონალური # რიცხვი. 
მართლაც, თუ ჯ რაციონალურია, მაშინ X+»” აგრეთვე რაციო- 

ნალურია, ხოლო, თუ Xჯ ირაციონალურია, მაშინ X+” რიცხვიც 
ირაციონალურია. ამიტომ დირიხლეს ფუნქციის განსასღერიდან 
გამომდინარეობს, რომ #C+/)=/(X), ე. ი. #»X) პერიოდულია პერი- 
ოდით /. ამრიგად, დირიხლეს ფუნქცია არის მაგალითი ისეთი 

ფუნქციისა რომელსაც უმცირესი დადებითი პერიოდი არ 
გააჩნია. 

ფუნქცია X7=»-IX) სადაც წი წარმოადგენს უდიდეს მთელ 
რიცხვს, რომელიც არ აღემატება ჯXჯ რიცხვს, ასეეე წარმოადგენს 
პერიოდული ფუნქციის მაგალითს. მისი პერიოდია /=I რიცხვი 

#64404444. 
3 2 -10!. 1) 

ნახ. 7.8 

I, X ირაციონალურია 

  

§5. ფუნქციის ზღვარი 

განსაზღვრება ნL 4 რიცხეს ეწოდება #») ფუნქციის ზღვარი X 
წერტილში, თუ #») ფუნქცია განსაზღვრულია X» წერტილის 
რაიმე მიდამოში, გარდა შესაძლებელია თეით Xი წერტილისა და 

ნებისმიერი #>0 რიცხვისათვის არსებობს ძ0=0(L6)>0 რიცხვი, რომე- 

ლიც დამოკიდებულია #--%სე, ისეთი, რომ თუ 0<IX-X|<ძ2, მაშინ 

I(X)-4I<წ. 
ის ფაქტი, რომ # არის #X) ფუნქციის სღვარი X- წერტილში, 

შემდეგნაირად ჩაიწერება 

ი #9=#4 ან /0:ე)-3.4(X–3Xი). 

ფუნქციის შსღვრის ეს განსასღვრება ეკუთენის კოშს. 
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რადგან ს-ა უტოლობა ტოლფასია Xი-ი-X<დი+-ი ორმაგი 
უტოლობისა, ამიტომ ფუნქციის სღერის განსა სღვრება შეიილე- 

ბა შემდეგნაირადაც ჩამოყალიბდეს: 4 რიცხვს ეწოდება /C) 

ფუეუნქციის სღვარი X წერტილში, თუ 4 რიცხვის ნებისმიერი #§ 

მიდამოსათვის მოიძებნება X. წერტილის ისეთი ბ მიდამო, რომ 

ფუნქციის გრაფიკის ის ნაწილი, რომელიც შეესაბამება 0 მიდა- 

მოს წერტილებს, გარდა შესაძლებელია X წერტლისა, არ გამო- 

ვა (4-6,4+8) სოლიდან (ნახ. 7.9). 

    Xი-თ X06 X0+2 Xჯ 

ნახ. 7.9 

ფუნქციის ზღვრის სხეაგვარი განსასღვრება მიმდევრობის 
ზღვრის საშუალებით ჩამოაყალიბა ჰეინემ. 

განსაზღვრება ს... 4 რიცხეს ეწოდება #X) ფუნქციის ჭსლღვარი X 
წერტილში, თუ /X) ფუნქცია განსასდღვრულია X წერტილის რა- 
იმე მიდამოში, გარდა შესაძლებელია თვით X წერტილისა და 

განსაზღვრის არიდან აღებული ნებისმიერი (X,) მიმდეერობისათ- 
ვის (#XXი), რომელიც კრებადია Xი-საკენ, VCL)) მიმდევრობა კრე- 
ბადია 4 რიცხვისაკენ. 

მტკიცდება, რომ ფუნქციის ზსღვრის ზემოთ მოყვანილი განსა- 
სლღერებები ერთმანეთის ეკვივალენტურია. 

განვიხილოთ ზღვრის გამოთვლის მაგალითები. 

მაგალითი 1. ეთქვათ 
#აე=თ, როცა X6C|თ;ხ), X>#X-ი. 

სადაც C რაიმე რიცხვია. X წერტილში ფუნქცია განსასღვრული 
არ არის. დავამტკიცოთ, რომ სი ყდი=თ ე. ი. მუდმივის ზღვარი 

იგივე მუდმივია. 
მართლაც ნებისმიერი §>0 რიცხვისათვის გვაქვს: 

I#0ხი-იI|=ICC=0<6, როცა X#Xი. 

მაშასადამე, ყოველი #2#>0 რიცხვისათვის 
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I/#(M)-თ<8, როცა 0<|X-Xი|<0, 

ე. ი. 1Iიი. /(X)=0. 
1I-–·X 

X? 

  მაგალითი 2. ეთქეათ M#(X)= 2, ეს ფუნქცია განსახღვრულია 
2 

მთელ ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეზე, გარდა X>1 წერტილისა. 

ვიპოვოთ /#X)-ის “სლღეარი ამ წერტილში. ყოველი X#I-სათეის 

X –-I 
  =X+I, ამ მ: ჯ> X ამიტო 

2 

წო - == ყო C+I). 
„ხს X-I წლე 

  

ვაჩვენოთ, რომ სი X+I)=2. მართლაც, რადგან |C+I1)-2|=ს-II, 

ამიტომ თუ §>0-სათვის ავიღებთ 0652, გეექნება: 

0<X-1I<ბ => |(C+1)-2|<4. 

ე. ი. თ (X+1I)=2 და მაშასადამე: 

  

მაგალითი 8. ეაჩვენოთ, რომ #=5ი + ფუნქციას X-=0 წერტილში 
X 

ზღეარი არ გააჩნია მართლაც, თუ განეიხილაეთ ნულისაკენ 

კრებად X», = მიმდევრობას, მაშინ _ 2. _ 
(2M+1)# 

· (7 ” 
/#ააღას(5+ი | =(-1X. 

ამ მიმდევრობას კი ზღვარი არ გააჩნია. 
განსაზღვრება წ.8 ვიტყვით, რომ # რიცხვი არის #X») ფუნქციის 

ზღვარი, როდესაც Xჯ მიისწრაფვის პლიუს (მინუს) უსასრულობი- 

საკენ და ჩავწერთ IMთ /CX)=4 CIIთ /)=4) თუ ნებისმიერი #>0 

რიცხვისათვის არსებობს ისეთი MM რიცხვი, რომ როცა X>M#M 
(X<Mი, მაშინ: 

I(<)-,4|<§. 

თუ IMთ #Cი)= სთ /Cე)=4, მაშინ ვიტყვით, რომ 4 არის /CX)-ის 

სღვარი, როდესაც X მიისწრაფვის უსასრულობისაკენ და დავ- 
წერთ: 

11თ /C9)=4 ან /C)-354, როცა X->>. 
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განსასღვრება 53-ის ეკეიკალენტურია შემდეგი განსაზღვრე- 
ბა: 

4 რიცხვი არის /X) ფუნქციის სლღვარი, როდესაც »ჯ მიისწ- 

რაფვის პლიუს (მინუს) უსასრულობისაკენ, თუ ნებისმიერი (LX) 
დადებითი (უარყოფითი) უსასრულოდ დიდი მიმდეერობისათვის 

I /CL)=4. 

განსაზღვრება წ.. 4 რიცხეს ეწოდება #X) ფუნქციის მარჯეენა 

(მარცხენა) სღვარი X წერტილში, თუ ნებისმიერი #§>0 რიც- 

ხვისათვის არსებობს ისეთი 02>0 რიცხეი, რომ როცა Xი<X<X0-+0 

(Xი-0<X<Xი), მაშინ | /#(X)-4|<6 და წერენ: 

იი /(X)=/4 (სთ '#X)=#4) . 

ფუნქციის მარჯვენა და მარცხენა სღერებს ფუნქციის ცალ- 
მხრივ სღვრებს უწოდებენ. ხშირად #>) ფუნქციის მარჯვენა და 
მარცხენა სღერებს X წერტილში აღნიშნავენ შესაბამისად /Vი+) 
და /(Xი--) სიმბოლოთი. 

სღვრის განსასღლვრებიდან უშუალოდ გამომდინარეობს შე- 
მდეგი თეორემის მართებულობა: 

თეორემა წ... იმისათვის, რომ /X»X) ფუნქციას გააჩნდეს ზღვარი Xი 
წერტილში, აუცილებელია და საკმარისი, რომ მას ამ წერტილ- 
ში გააჩნდეს ერთმანეთის ტოლი ცალმხრივი %ზღერები. 

ამ თეორემის საფუძველზე ვაჩვენოთ, რომ: 

1, თუ X>0, 

#0)=59წყიX=4+0, თუ X=0, 

-), თუ X<0, 

ფუნქციას X=ი წერტილში შზლღვარი არ გააჩნია მართლაც 
სთ /იე= წთ 1=1, ხოლო Iსი /ცი= სი C1)=–I. 

ამრიგად /») ფუნქციის მარჯვენა და მარცხენა ზჯზღერები 
X“0 წერტილში ერთმანეთისაგან განსხვავებულია, ამიტომ მას 
ამ წერტილში %სღვარი არ გააჩნია. 

§6. თეორემები ფუნქციის ზღვრის შესახებ 

სამართლიანია შემდეგი თეორემები: 
თვორემა ზ.I. თუ #X) ფუნქციას X წერტილში რსღვარი გააჩნია, 

მაშინ ის ერთადერთია. 
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თეორემა 8.2. თუ არსებობს სთ #X), მაშინ #>) ფუნქცია შემოსა- 

ზღვრულია X- წერტილის რაიმე მიდამოში”. 

თვორემა ზ.38. თუ Iთ /00=4 და Mთ §(X)=8, მაშინ: 
L.-><% .-># 

ს. 1Mო 0C)+§C9)=4+8. 

2) სთ /დადც)=4ჩ. 

3) სთ #(9=4, თუ 80“ 
ლი 59» 8 

შედეგი L თუ სი /(X)=4 და MCV, მაშინ IIთ | /(X))=4”. 
#LC0% §--5% 

შედეგი 2. თუ IIი /#/X) არსებობს, მაშინ ყოველი ნამდვილი C 
..«ი 

რიცხვისათვის სი იი“ თ #ი. ე. ი. მუდმივი თანამამრაელი 

შეგვიძლია გამოვიტანოთ ზღერის ნიშნის გარეთ. 

თეორემა 68.# თუ X წერტილის რაიმე მიდამოში /(X)<წ(ი<თV) 

(X#Xი) და III #>X)= IIი1 C(X)=4, მაშინ: 
+-% XI-9% 

ჯო §(09=4. 

თვორემა ზ.ნ. თუ ყო /#X)=4, მაშინ ჯი ILX)I=IM4I. 

შენიშვნა. თუ ოი V/ხიI=I4, აქედან სასოგადოდ არ გამომდინა- 

რეობს, რომ სთ /ნა=4. მაგალითად, თუ: 

1, როცა ჯ რაციონალურია, 
/ი-| გაა ც 

მაშინ IIთ ICI ნებისმიერი X-C#I რიცხეისათვის, ხოლო /#») 
I-5X% 

–-I, როცა ჯX ირაციონალურია, 

ფუნქციას არც ერთ წერტილში ზღვარი არ გააჩნია. 

თვორემა ზ.ზ. თუ X წერტილის რაიმე მიდამოში /#X)>202 და 

სთ #X)=4, მაშინ VMICM-სათვის 

Mთ VI7C0 = ეთ /C9 =V4 

  

" შეიძლება X არ ეკუთენოდეს ფუნქციის განსასღვრის არეს. 

“ადვილია ჩვენება, რომ არსებობს X წერტილის ისეთი მიდამო, სადაც 
§(X)»0. 

131



ზ7. უსასრულოდ მცირე და უსასრულოდ დიდი 

ფუნქციები 

განსაზღყრება 71. თ) ფუნქციას ეწოდება უსასრულოდ მცირე ძ 

წერტილში (როდესაც X-+ ი) თუ «თX») ფუნქციის სღვარი ძ 

წერტილში ნულის ტოლია. 
აჩალოგიურად განისაზღვრება უსასრულოდ მცირე ფუნქციე- 

ბი, როდესაც X-3>+თ, X-3-თ, X-პი+, X-3ძ-. 
თეორემა 11. ი წერტილში უსასრულოდ მცირე ფუნქციების ჯა- 

მი და ნამრავლი არის უსასრულოდ მცირე ფუნქცია იძ წერტი- 
ლში. 

თვორემა 1.2. ი წერტილში უსასრულოდ მცირე ფუნქციისა და ძ 
წერტილის რაღაც მიდამოში შემოსასღვრული ფუნქციის ნამრა- 

ქლი არის უსასრულოდ მცირე ძი წერტილში. 

განსაზღვრება 7.2. /XX) ფუნქციას ეწოდება დადებითი (უარყოფი- 

თი) უსასრულოდ დიდი ფუნქცია თ წერტილში (როდესაც X-20), 

თუ ნებისმიერი M რიცხვისათვის არსებობს 0>0 რიცხვი ისეთი, 

რომ, როცა 0<X-ი<ბ მაშინ /XX>>M (2XX»)ა-”) და ამ ფაქტს 
შემდეგნაირად ჩავწერთ: 

სთ #XX)=+თ (თი /XX)=-Cთ). 

განსაზღვრება 7.3 /XX) ფუნქციას ეწოდება უსასრულოდ დიდი 

ფუნქცია ი წერტილში, თუ |წXX) დადებითი უსასრულოდ დიდია 
და დავწერთ: 

წთ #XX)2თ ან /X)-3Cთ. 

შევნიშნოთ, რომ თ წერტილში დადებითი უსასრულოდ დიდი 
ან უარყოფითი უსასრულოდ დიდი ფუნქცია ამავე დროს არის 
უსასრულოდ დიდიც ამავე წერტილში. პირიქით კი სასოგადოდ 

მართებული არ არის. მაგალითად, 7=+ ფუნქცია არის უსას- 
X 

რულოდ დიდი თ=0 წერტილში, მაგრამ არ არის არც დადებითი 
და არც უარყოფითი უსასრულოდ დიდი ამ წერტილში. 

ცალმხრივი ზღვრების განსაზღვრების ანალოგიურად განისა- 
სღვრება უარყოფითი უსასრულოდ დიდი, დადებითი უსასრუ- 
ლოდ დიდი და უსასრულოდ დიდი ფუნქციები, როცა X->თ+ და 
Xჯ–პთ-. 

თვორემა 7.8. თუ თCX) უსასრულოდ მცირეა ი წერტილში (CთXX90, 

X#ძ), მაშინ _! უსასრულოდ დიდია ი წერტილში და პირიქით, 
დ(») 
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თუ თ») უსასრელოდ დიდია ძი წერტილში, მაშინ -– უსასრუ- 
დ(X 

ლოდ მცირეა ძი წერტილში. 

§8. ორი შესანიშნავი ზღვარი 

ამ პარაგრაფში განეიხილაყთ ორ სღეარს, რომელთაც დიდი 
გამოყენება აქვთ მათემატიკურ ანალიზში. 

1. დავამტკიცოთ, რომ 

.- 9იX 
Mთ =1, 
I«„0ი XXჯ 

  

განვიხილოთ ერთეულრადიჟუსიანი წრეწირის ცენტრალური +ჯ 
კუთხე (ნახ. 7.10) რომლის რადიანული ზომა აკმაყოფილებს 

პირობას 0<:<. რადგან 04=1, ამიტომ 

510 X=//#, I X=/41“ ((:41) 

1 

M 

(%, 
ნახ. 7.10 

ცხადია, რომ C#/M სამკუთხედის ფართობი ნაკლებია C4##V 
სექტორის ფართობზე, რომელიც თავის მხრიე ნაკლებია 04” 
სამკუთხედის ფართობზე. ე. ი. 

1 .04-.MCC1 ე/5<1 .04.4ჯ 
2 2 2 

თუ გავითვალისწინებთ (8.) ტოლობებს, უკანასკნელი თანა- 
ფარდობები შემდეგნაირად ჩაიწერება 

§1ი X<X<L§ X. (8.2) 

თუ გავყოფთ ამ უტოლობებს §1I0X-ზე, გვექნება 

· < ! ჯ 
ვ9|“ი» C05X 

  

  

1< ანუ 1>=9X > ლი§ჯ. აქედან ვღებულობთ 
ჯ 
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0< |-59% 1 ი0§ჯ. რადგან I-005X=281ი”> და (82) უტოლობის 
Xჯ 

2 2 

ძალით 28Iი“ > < 2(>) = – , ამიტომ 

· 2 

295 -2., (83) 
X 2 
  0<1– 

ამრიგად, თუ 0<<>, მართებულია (83) უტოლობები. მაგრამ 

: 2 
რადგან 297 და – ლუწი ფუნქციებია, (83) უტოლობები მარ- 

ჯ 
2 

თებული იქნება მაშინაც, როდესაც - 2 <0. ვინაიდან Mო“-=0, 

ამიტომ (8.3)-დან თეორემა 64-ის ძალით 

    ჩე 59%) -ი ანუ 101“ > =1. 
XLჯ-–0 ჯ ჯაი X 

2. მტკიცდება, რომ 

ხო)+1) =7- 
ჯათ X 

§1ი” X 
  მაგალითი 1. გამოვთვალოთ სი= 

X-ს X/C2X 

ჰამოსხნა. გეაქვს 

. 59ი:X ს. 0052X-51ი?X 1... 2ჯ /(590XV | _ 1 
სთ =ო--–-–-–-  –=–Iთი 0052X·-–- · =–. 
«ას XდC2X “ა X5)0 2X 2 ჯმ 510 2X ჯ 2 
      

  
Xჯ3= Xჯ 

ჯ»ჯ-2 X+3 

ჰმოცანა 2. გამოვთვალოთ სო” | 

ამოზხნა. გვაქვს 
–2(Xჯ+13) 

X+3 ==... _ -2X=6 
ე “-?| =1Iიი ლ 7 = + =დ7, 
I6თ X #2-% XჯX 
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VII თავი 

უწყვეტი ფუნქციები 

§1, ფუნქციის უწყვეტობა წერტილში 

განსაზღვრება 11. 7=/X) ფუნქციას ეწოდება უწყვეტი Xი წერტილ- 
ში, თუ იგი განსასღერულია Xი წერტილის რაიმე მიდამოში და 

IMთ /(9=/ს). (Lს 
წერტილს, რომელშიც ფუნქცია უწყვეტია, ამ ფუნქციის უწ- 

ყვეტობის წერტილი ეწოდება. 
თუ გამოვიყენებთ ფუნქციის სღერის კოშისა და ჰეინეს გან- 

სასღერებებს, ფუნქციის უწყვეტობის განსასღვრება შემდეგნა- 
ირად შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ: 

ა) X=/X) ფუნქციას ეწოდება უწყვეტი X წერტილში, თუ ნე- 
ბისმიერი #0 რიცხეისათვის არსებობს ძთ>0 რიცხვი ისეთი, რომ 

VC90)-/Cი)<6, როცა IX-Xი|<4. 

ბ) »=/X) ფუნქციას ეწოდება უწყვეტი »ი წერტილში, თუ ნები- 
სმიერი (X) მიმდევრობისათვის, რომელიც კრებადია Xი რიცხვი- 

საკენ, CVCC)) მიმდევრობა კრებადია /(Xი) რიცხვისაკენ. 
მოვიყვანოთ ფუნქციის უწყვეტობის კიდევ ერთი განსაზღვრე- 

ბა. (L)0 ტოლობაში /CXი) გადავიტანოთ მარცხენა ნაწილში და 

შევიტანოთ ზღვრის ნიშნის ქეეშ. რადგან X–->Xი და X-X-->0 პირო- 
ბები ტოლფასია, მივიღებთ: 

„სთ, ყC026)1-0. 02 
X-Xი სხვაობას ეწოდება X არგუმენტის ნასრდი X წერტილში 

და #X სიმბოლოთი აღინიშნება, ხოლო /LX)-/Xი) სხვაობას არგუ- 
მენტის #; ნაზრდის შესაბამისი ფუნქციის ნაზრდი X წერტილ- 
ში და #» ან «MM სიმბოლოთი აღინიშნება. ამრიგად, #X=X-Xი, 
ტუ=/(Xი+4X)-/Xი), (121 ტოლობა ახალი აღნიშენებით ასე ჩაი- 

წერება 
სი, ტ/50. (13) 

(13 ტოლობის საფუძველზე ფუნქციის უწყვეტობა წერტილში 
შეიძლება შემდეგნაირად განისაზღვროს: ფუნქციას ეწოდება უწ- 
ყვეტი რაიმე წერტილში, თუ ამ წერტილში არგუმენტის უსასრუ- 
ლოდ მცირე ნაზსრდს შეესაბამება ფუნქციის უსასრულოდ მცირე 
ნასრდი. 

ეთქვათ /Cთ) ფ'უნქცია უწყეეტია Xი წერტილში, ე. ი. 

სათ /C<5Xი). 
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რადგან IIთ X=X. ამიტომ ეს ტოლობა შეიძლება ასე ჩაიწეროს: 
L% 

"თ 0=/(Vთ XI. 

მაშასადამე, თუ ფუნქცია უწყვეტია, შეიძლება რსღვეარზ%ე გა- 
დასვლა “ფუნქციის ნიშნის” ქვეშ – არგუმენტში. 

განსაზღვრება L2. IX) ფუნქციას ეწოდება მარჯვნიდან (მარცხნი- 
დან) უწყვეტი XX წერტილში, თუ 

Iყი /C905/ხი) . C 1Iი. /C)=/CXი))- 

განსაზღვრებიდან გამომდინარეობს, რომ /») ფუნქციის უწ- 
ყვეტობისათვის X წერტილ“მი აუცილებელია და საკმარისი, რომ 
ადგილი ჰქონდეს ტოლობებს: 

X#(Xი+)= /LXი-)= /(Xი). 
მაგალითი. დავამტკიცოთ, რომ /=5IიX ფუნქცია უწყვეტია ნების- 

მიერ ჯXი წერტილში. მაროლაც 

  

· · · _– + . 
|§10X-9111X0|= 290“ %ილვ=--2 <2(ი02+--291. (14) 

      

როგორც VII თავის §8-ში ვაჩვენეთ, |§IიXI<IM, როცა 0<M<=>. 

ამიტომ (1.4)-დან მივიღებთ 

|51IIX-510+ე|/< X-Xი|. 

აქედან ცხადია, რომ IIთ §IიX=5)იXი, ე. ი. 7X=51იX ფუნქცია უწ- 
15» 

ყვეტია Xა წერტილში. 
ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ X”»=008 ფუნქცია “უწყვეტია 

1L1>-+თ შუალედის ნებისმიერ წერტილში. ასევე შეიძლება ვაჩვე- 
ნოთ, რომ ყეელა ძირითადი ელემენტარული ფუნქცია უწყვეტია 
თავისი განსასღვრის არის ნებისმიერ წერტილში. 

განსაზღჟრება 1.ზ. /(X) ფუნქციას ეწოდება უწყვეტი )ჰი;ხ| ინტერვა- 
ლში, თუ ის უწყვეტია ამ ინტერვალის ყეელა წერტილში, ხო- 

ლო #») ფუნქციას ეწოდება უწყვეტი (ი;ხ) სეგმენტზე, თუ იგი 
უწყვეტია #,.;ხ| ინტერვალში და გარდა ამისა, ი წერტილში უწ- 
ყვეტია მარჯვნიდან, ხ წერტილში კი მარცხნიდან. 

ფუნქციის ზღვრის თვისებებიდან უშუალოდ გამომდინარეობს 
შემდეგი თეორემების მართებულობა. 

თვორემა 11. რაიმე წერტილში უწყვეტი ფუნქციების ჯამი, ნამ- 
რავლი და შეფადება (თუ ამ წერტილში მნიშვნელი განსხვავე- 
ბულია ნულისაგან) აგრეთვე უწყვეტია ამ წერტილში. 

თეორემა 12. თუ ფუნქცია უწყვეტია წერტილში, მაშინ იგი შე- 

მოსასღვრულია ამ წერტილის რაიმე მიდამოში. 
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თვორემსა 189. თუ /C) ფუნქცია უწყვეტია X წერტილში და 

#X0=20, მაშინ არსებობს # წერტილის ისეთი მიდამო, რომ ამ 
მიდამოში /L0) ფუნქციას აქეს იგივე ნიშანი, რაც /LX)-ს. 

თვორემა 14. თუ /#CX) ფუნქცია უწყვეტია რაიმე წერტილში, მა- 

შინ MCი| ფუნქციაც უწყვეტია იმავე წერტილში. 
ამ თეორემის მართებულობა გამომდინარეობს VII თავის თე- 

ორემა 6.5-დან. 
თეორემა Lწნ. თუ I=6(X) ფუნქცია უწყვეტია X წერტილში, ხოლო 

#IMI) ფუნქცია უწყვეტია I(ი-=C(-) წერტილში, მაშინ რთული ფ·.ენ- 

ქცია #C)=/I§Cთ) უწყვეტია Xი წერტილში. 
თვორემა 1.წ. თუ /=/X) ფუნქცია სრდადია (კლებადია) და უწ- 

ყვეტი (ი;ხ) სეგმენტზე, მაშინ არსებობს მისი შექცეული ფუ- 

ნქცია X= /“! (”), რომელიც აგრეთვე ზრდადია (კლებადია) და 

უწყვეტი თავის განსასღვრის არეში. 
თეორემა 17. ელემენტარული ფუნქცია უწყვეტია თავის განსაზჭ- 

ღვრის არეში. 

8ზჭ2. ფუნქციის წყვეტის წერტილები და მათი 

კლასიფიკაცია 

ვთქვათ />) ფუნქცია განსასღერულია X წერტილის რაიმე 
მიდამოში (ცალმხრივ მიდამოში), გარდა შესაძლებელია თვით X%ი 

წერტილისა. X წერტილს ეწოდება /C) ფუნქციის წყვეტის წერ- 
ტილი, თუ შესრულებულია ერთ-ერთი შემდეგი პირობებიდან: 

ა) XX წერტილში ფუნქცია განსაზღვრული არ არის. 
ბ) ფუნქციას X წერტილში სღვარი (ცალმხრივი ჭ%ღვარი) არ 

გააჩნია. 
გ) X წერტილში ფუნქციის მნიშვნელობა განსხვავებულია % 

წერტილში ფუნქციის ზღვრისაგან (ცალმხრივი ზღერისაგან). 
თუ Xი არის #X) ფუნქციის წყვეტის წერტილი, მაშინ ამბობენ, 

რომ ფუნქცია განიცდის წყვეტას (წყვეტილია) X წერტილში. 
როგორც ვიცით, #») ფუნქციის უწყვეტობისათვის Xი წერ- 

ტილში, აუცილებელია და საკმარისი 

+#Xი-)= /#Xი+)= /(Xი)- 
განსაზღვრება 2.1 თუ Xი არის /X) ფუნქციის წყვეტის წერტილი 

და არსებობს ცალმხრივი ზღვრები #Xი-) და /#Xი+), მაშინ Xი 
წერტილს ეწოდება #2) ფუნქციის პირველი გეარის წყეეტის 
წერტილი. მაგალითად, 

რა) X+), როცა X<), 

XX+2, როცა X>1 
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ფუნქციას XX წერტილში გააჩნია პირველი გვარის წყვეტა 

(ნახ. 8.1). მართლაც 

III0 #(X)= ი (X+1)=2, 
+ -I- 

ხოლო 

იი /(X)= სი ( XX+2)=3. 

  

სხვაობას /(Xი+)-/Xი-) ეწოდება #X) ფუნქციის ნახტომი Xი წერ- 
ტილში. განხილულ მაგალითში /L1+)- /(1-)=3-2=1. 

თუ Xი პირველი გვარის წყვეტის წერტილია და 7#(Xი+)=/(Xი-), 
მაშინ Xი წერტილს აცილებადი წყვეტის წერტილი ეწოდება. 

მაგალითად, 

(-X, როცა X<0, 

#00 =+2, როცა X=0, 

(5910X, როცა X>0 

ფუნქციისათვის, X>0 წერტილი არის აცილებადი წყვეტის წერ- 
ტილი (ნახ. 8.2). | 

» 

  
  

  

ნახ. 82 

განსაზღვრება 2.6. X» წერტილს ეწოდება /X) ფუნქციის მეორე 

გვარის წყვეტის წერტილი, თუ X- წერტილში ფუნქციას არ გააჩ- 
ნია ერთი მაინც ცალმხრივი ზღვარი, ან ცალმხრივი "'ხღევრები- 
დან ერთი მაინც უსასრულოდ დიდია. მაგალითად, 
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9ი+ თუ ჯX>0 
/ლ0=1'"» 70%? · 

X, თუ Xჯ5<09 

ფუნქციას X-=0 წერტილში მარჯვენა ზსღეარი არ გააჩნია, ამი- 

ტომ ფუნქციისათვის X-=0 არის მეორე გვარის წყვეტის წერტი- 
ლი, ხოლო 

_L 
#C09) = 2, როცა XXI, 

0“ რ”ლცა X=1 

ფუნქციისათვის X=I მეორე გვარის წყვეტის წერტილია (ნახ. 8.3). 
მართლაც 

IIიი /(X)=0, 
L-- 

ხოლო 

1IIი /CV)=+Cთ. 
ჯ-)- 

  

  

ნახ. 83 

§3. სეგმენტზე უწყვეტი ფუნქციის თვისებები 

ამ პარაგრაფში დაუმტკიცებლად მოვიყვანთ სეგმენტზე უწ- 
ყვეტი ფუნქციის ძირითად თვისებებს. 

თვორემა ზ.! (ყაიერშტრასის პირველი თვორემა). სეგმენტზე უწყეეტი 

ფუნქცია შემოსაზღვრულია ამ სეგმენტზე. 
შენიშვნ. თეორემაში არსებითია, რომ ფუნქცია უწყვეტია სეგ- 

მენტზე. ინტერვალზე უწყვეტი ფუნქციები საზოგადოდ არ არიან 

ფემოსასღვრული ამ ინტერვალზე. მაგალითად, »=+ ფუნქცია 
X 
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უწყვეტია 10; ინტერვალზე, მაგრამ არ არის შემოსასღვრული 

მასე. 
ახლა, ვთქვათ /X) ფუნქცია შემოსასღვერულია შუალედში (ეს 

შუალედი შეიძლება იყოს სეგმენტი, ინტერვალი, ნახევრად სეგ- 
მენტი). 

თუ შუალედში არსებობს ისეთი #, წერტილი, რომ (იხ. VII 
თავი, §3) 

#2)“ 5სი /C%, 

მაშინ ამბობენ, რომ #»ს) ფუნქცია აღწევს შუალედზე თავის 
სუსტ სედა სასღეარს; ასევე, თუ შუალედში არსებობს ისეთი 

თ წერტილი, რომ 

#6)=ი(/Cი, 
მაშინ #ჯ) ფუნქცია აღწევს თავის სუსტ ქვედა სასღვარს შუა- 

ლედზე. 
თეორემა 8.2 (ცაიერშტრასის მეორე თეორემ.). სეგმენტზე უწყვეტი ფუ- 

ნქცია აღწევს ამ შუალედ“სე თავის ზუსტ ზედა და ბუსტ ქვედა 
საზსღვრებს. 

შენიშვნა L სეგმენტსე განსასღერული უწყეეტი ფუნქციის ზუს- 
ტი სედა (ზუსტი ქვედა) სასღვარი, რადგანაც ის მიიღწევა, წარ- 
მოადგენს ამ ფუნქციის მაქსიმალურ (მინიმალურ) მნიშვნელო- 
ბას. ამიტომ თეორემა 32 ასე შეიძლება ჩამოყალიბდეს: სეგმენ- 
ტზე უწყვეტ ფუნქციას ამ სეგმენტზე აქვს მაქსიმალური და მი- 
ნიმალური მნიშვნელობანი. 

#ი) ფუნქციის მაქსიმალური და მინიმალური მნიშვნელობანი 
IC;ხ) სეგმენტსე აღინიშნება შესაბამისად სიმბოლოებით: 

მ. = 

იემX /(X)= XI9X /CX), 

21870 ქევანა: 
შენიშვნა 2. ინტერვალზე ან ნახევრად სეგმენტზე უწყვეტმა ფუ- 

ნქციამ შეიძლება ვერ მიაღწიოს თავის ზუსტ %ედა ან სუსტ 
ქვედა საზლვარს. მართლაც 101, ინტერვალზე ფუნქცია /(X)=X 
ვერ მიაღწევს სუსტ ზედა და ზუსტ ქეედა სასღვრებს ამ ინ- 

ტერვალზე. 
შენიშვნა მ. სეგმენტსე წყეეტილმა ფუნქციამ შეძლება მიაღწი- 

ოს თავის ზუსტ ზედა და ზუსტ ქვედა საზღვრებს. მართლაც, 
დირიხლეს #Vთ) ფუნქცია (0:1Lსე აღწევს ზუსტ ზედა და სუსტ 
ქვედა საზღვრებს. 

შენიშყვნს 4. მეიძლება ფუნქცია შემოსახზღერული იყოს სეგმენ- 
ტზე, მაგრამ მან ვერ მიაღწიოს თავის სუსტ “სედა და "სუსტ 
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ქვედა სასღვრებს. მაგალითად ასეთია შემდეგი წყვეტილი ფუ- 

ნქცია 

2X, თუ 0<X<1, 

#()=41-X, თუ 1<X<2, 

XჯX-2, თუ 2<5X<3. 

ცხადია §სი /X)=2, 1ი” #X)=-1, მაგრამ ისინი არ მიიღწევა. 
09<+<3 053543 

თეორემა 3.8 (პოლცანო). ვთქვათ /სე) ფუნქცია უწყვეტია (თ,ხ) სეგ- 
მენტსე. თუ #2) და #ხ) რიცხვებს სხვადასხვა ნიშანი აქვთ, მა- 
შინ ამ სეგემენტში მოიძებნება ერთი მაინც C წერტილი, ისეთი, 
რომ /#-C)=0. 

ამ თეორემის გეომეტრიული შინაარსი შემდეგში მდგომარე- 
ობს: თუ უწყვეტი »7=/(L) წირის #4 და 8 წერტილები მდებარეობენ 
CX ღერძის სხვადასხვა მხარეს, მაშინ ეს წირი გადაკვეთს CX»X 
ღერძს ერთ წერტილში მაინც (ნახ. 8.4). 

  

7 

წC) # 
I 

' / ჩ 
0| ი.CV/ LX 

' 

#ხ) დღა ადლთლთლლ= 8 

ნახ. 8.4 

თეორემა 8.4 (კოში) თუ / ფუნქცია უწყვეტია (ი;ხ) სეგმენტზე და 

X#თ)#/#Lხ), მაშინ />) ფუნქცია მიიღებს ყველა მნიშვნელობას /ძ) 
და #ხ) რიცხვებს შორის. 

ცხადია, რომ ბოლცანოს თეორემა არის კოშის თეორემის 
კერძო შემთხვევა. კოშის თეორემას ხშირად უწოდებენ თეორე- 
მას შუალედური მნიშვნელობის შესახებ. 

ამ თეორემის გეომეტრიული შინაარსი შემდეგში მდგომა- 
რეობს: თუ უწყვეტ წირს ჰკვეთს 7=4 და »=8 წრფეები, მაშინ 
მას ჰკვეთს ყოველი »X=C წრფე, რომელიც მდებარეობს მათ 
შორის. 

შეღეგი 1 თუ ფუნქცია უწყვეტია სასრულ ან უსასრულო შუა- 
ლედსე და მუდმივი არ არის, მაშინ მისი მნიშვნელობათა სიმ- 
რავლე აგრეთვე წარმოადგენს შუალედს. 
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შედეგი > სეგმენტზე უწყვეტი ფუნქცია ამ სეგმენტსე დებუ- 
ლობს ყველა მნიშვნელობას, რომელიც მოთავსებულია მის 
უდიდეს და უმცირეს მჩიშვნელობებს შორის, ე. ი. სეგმენტზე 
უწყვეტი ფუნქციის მნიშვჩელობათა არე სეგმენტია. 

შენიშვნა. თეორემა 34 სასოგადოდ მართებული არ არის სეგმე- 
ნტსე განსასხღვრული წყვეტილი ფუნქციისათვის. ამასთან შევნი- 
შნოთ, რომ ფუნქციის თვისება, მიიღოს შუალედური მნიშვნე- 
ლობა, არ არის უწყვეტობის ეკვივალენტური. არსებობს წყვეტი- 
ლი ფუნქცია რომელიც ღებულობს ყველა შუალედურ მნიშვნე- 
ლობას. მართლაც, ფუნქცია 

ყი+ თუ X#0 
#/უ=4 X” შ ” 

0, თუ X=0 

წყვეტილია X=0 წერტილში, მაგრამ ის ყოველ ინტერვალში, რო- 
მელიც შეიცავს ამ წერტილს, ღებულობს ყე:ელა მნიშვნელობას 
-I-სა და I-ს შორის. 

განსაზღვრება 8..  სიმრავლესე განსასღვრულ />) ფუნქციას 

ეწოდება თანაბრად უწყვეტი # სიმრაელესე, თუ ნებისმიერი #>0 

რიცხვისათეის არსებობს #>0 რიცხვი, რომელიც დამოკიდებუ- 

ლია მხოლოდ «-ზ%ე, ისეთი, რომ # სიმრავლის ნებისმიერი X# და 

» წერტილებისათვის, რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობას V- 

Xჯ"I<2მ, მართებულია უტოლობა 

I/CX")-/(CL”)|<6. 
თვორემა მ.ს (კანტორის) სეგმენტზე უწყვეტი ფუნქცია თანაბრად 

უწყვეტია ამ სეგმენტზე. 

84. ზოგიერთი ზღვრის გამოთვლა 

1. ვაჩვენოთ, რომ 

=> 10C, (1+X») 
#XჰX-–0 Xჯ 

რადგან )109,X ფუნქცია უწყვეტია )0:++=«. შუალედში, ამიტომ: 

= 108, (1+») 

#<50 

=108, 6 (0ი>0, თ>+1). 

1 . 1 
=IMIთ10წ, (1+X)+ =10წ, Mუ0 + »”| = 108, 6. 

კერძოდ, როცა თ=20, გვექნება: 

= Iი(1+ ») _ 

ჯ=0 ჯ 
1.   

2. ვაჩვენოთ, რომ: 
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. 2 -–I 
ყით 
31–0 

  =1იძ (თI, ი>0). 

შემოვიღოთ აღნიშვნა თ'-1=თ. გვექნება თ=1+თ და მივიღებთ 

XIიი=Iი(I+თ, 

აქედან 
ჯ= IV +ძ) : 

იძ 
როდესაც X%-30, მაშინ თ-30. ამიტომ: 

ჯ 

1სიე–––- =1Iი იძი =I2 
ი XL ძ-ა0 სX(1+ თ) «–+01ი(1+ძ) 

კერძოდ, როცა ძ=4, გვექნება: 

0 –1 
IIთ =1. 
ს„ს0ი XX 

      

  

3. ვაჩვენოთ, რომ: 

1+X)” –1 სინ+X) -1 
1-0 ჯ 

=თ. 

შემოვიღოთ აღნიშვნა (1+»)“=1+/I. მაშინ: 
ძIი(1+0=ILი(1+ი, 

მაშასადამე 

სა 0I+X) -1_. ! კეთომ+ი 
#-–§30 Xჯ (––00 1ი0+1) #0 ჯ 
  

წნ. უსასრულოდ მცირე ფუნქციათა შედარება. 

0 და 0 სიმბოლოები 

ვთქვათ «X) და /7X»ა) ფუნქციები განსაზღვრულია თძ წერტი- 

ლის (ი შეიძლება იყოს სასრული ან უსასრულო) რაიმე IX) 
მიდამოში, გარდა შესაძლებელია თვით ი წერტილისა. ვიგულის- 

ხმოთ, რომ V(თ) მიდამოში /XX)>»0. 

განსაზღჟრება წ. ეთქვათ XX) და /#X) უსასრულოდ მცირე ფუნ- 
ქციებია ი წერტილში. ვიტყვით, რომ: 

L X) და /X2) ეკვივალენტური (ტოლფასი) უსასრულოდ მცი- 
რე ფუნქციებია, თუ: 

თ(ჯ 
I წი =1 და წერენ თლი-/ლი. 
ცხადია რომ თუ თ()-/#C) მაშინ /ოი-%აუე, ხოლო თუ 

თოი-/მის) და /ინე-)აე, მაშინ თC)-VV. 
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2. XX) და /XX) ერთი და იმავე რიგის უსასრულოდ მცირე- 
ებია, თუ: 

  სუნ ჰ%X (4 სასრულია). "აჩი 
3. «Vა) მაღალი რიგის უსასრულოდ მცირეა /XX)-თან შედარე- 

ბით, ხოლო /#») დაბალი რიგის უსასრულოდ მცირეა თლ) 
უსასრულოდ მცირესთან შედარებით, თუ: 

Iო209 > ი, 
L-» #ჩ(») 

4. თთ) უსასრულო მცირე # რიგის ესასრულოდ მცირეა /ლე- 
თან შედარებით, თუ: 

  სო--ნ9) _ #0, 
„ი /# (X) 

ანალოგიურად განისაზღვრება უსასრულოდ მცირეთა შედა- 

რება, როცა X-პ3ძი+, X-3ძ-, X-§თ, X-3+თ, X-3-თ. 

    შევნიშნოთ დრომ ვიჩაიდან სამი % _ ) , => - =), 

“ი IX XჯX-–0 ჯ 

სოს+9_,, ამიტომ §იX-X, 6“ –1-X, I0+»X)->, როცა X-+0. 
«0 ჯL 

მაგალითი I. 591ი3X და I§2X ერთი და იმავე რიგის უსასრულოდ 

მცირეებია, როცა Xჯ-30. 

  

  

  

მართლაც, 

§Iი 3X 
სთ §1ი 3X = ი §IIს3X-C052X =3ყვი _ 3X ც0§2» =3. 

«აი /ჯი2ჯ „ბ ვ§ი02X 2+-0) 5102X 2 

2X 
მაგალითი 8. X 5IIX მაღალი რიგის უსასრულოდ მცირეა I-00§2X- 

თან შედარებით. 
მართლაც 

X 9)იX _ . XI 89ი0X 1. X 
ჰი == )სი--–--=-IIი) X.-- =0. 
+) -C052» ”·ბი259 ი» 2. ვ§I0X 

მაგალითი 3. 1-005X ფუნქცია მეორე რიგის უსასრულოდ მცირეა 
X-თან შედარებით. 

    

: -_X 
1- 28)ი” – 96 

Iიე-- ლ%=II ა 1 = III 
მართლ ც 1-5–0 Xჯ? #30 X 27 
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ცელადი სიდიდეების შედარებისას ხშირად გამოიყენება სიმ- 

(“ი” მცირე). თუ ხოფნე-ი, მაშინ ეს ასე ჩაიწერება: 

თ(ი)=0(/XX)), X–ძ. 

(იკითხება: XX) უდრის 0 მცირე /XX). 

კერძოდ ჩანაწერი ით(X)=0ი(I) როცა X-ი ნიშნავს, რომ თ(») 
უსასრულოდ მცირეა ი წერტილში. 

მაგალითად: 

ბოლო 

§1იX=0(L) X-30, 

(X-ი)პ=ი((X-ძ)), X-3>ძ, 
X =0(X”), X-> თ'უ #MI>M/ და III, 1CVM. 

ადვილია შემოწმება, რომ თუ (ლ) და /C) უსასრულოდ მცი- 

რეებია ი წერტილში, მაშინ: 

თ(ი)/იი)=0(X)) და თX(X)/XX)=ი(მხი), X-–პძ. 
თეორემა წ.. ორი უსასრულოდ მცირე ფუნქციათა შეფარდების 

სღვარი არ შეიცვლება, თუ ამ უსასრულოდ მცირეებს შევ- 
ცვლით მათი ეკვივალენტური უსასრულოდ მცირე ფუნქციებით. 

დამტკიცება. ვთქვათ თ) და /##X») უსასრულოდ მცირეებია იძ 
სარტლში და თ()-თ,(X), /#X)-# (ი) როცა X->ძი. დავუშვათ, რომ 

სი     არსებობს, ვაჩეენოთ, რომ მაშინ იარსებებს სი“ თ(X) 

    

  

>» /# იი + /,(») 
და 

“ო, თო 
„ი #8(X)  >%M/,(X)” 

მართლაც 

ყე თ (X) _ ჯი თ(X) თ(X) ჩ(»X) 

#% #8, (X) (23) ჩC) #2 
=IIIთ თ(9 ცა «() „ა #90 2 თC) 
1 თ(») · #52 #(») +- /მ, (63) MC). 

თეორემა დამტკიცებულია. 
ეს თეორემა გამოიყენება ორი უსასრულოდ მცირე ფუნქცია- 

თა შეფარდების სღერის გამოთვლის დროს. 

მაგალითი #. გამოვთვალოთ სო 00 -3X7) 
ი §0 X 

ამოსსწა. გვაქვს 
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> I 3 X) _.  =3X 

  

  

  

- ოი––-კ– =–3. 
#50 5) Xჯ »ჯ550 Xჯ 

მაგა, წ. გამოეთეალოთ IIთ 1-“ გალითი ს. : 3 3 
+-0X +3X 

ამოხსნა. გეაქვს 

„1-2 – : 2 
ი _ =- 1100 ვუეეაე == -ი-––:= 
იჯ +633 თან (X+3) »X5-X”(X+3) 

1. 1 1 
=–- III ლ=--, 

«50 X+3 3 

1-251+59)იX 
მაგალითი ზ. გამოეთეალოთ III) გალ გაძოვთვეალ მაი 2 +2ჯ 

ამოხსნა. რადგან 0+X# -I1-, ამიტომ გვაქვს 
! 

_ 1-9I+59იX .. (1+5IიX)5 –1 
ო --–- –-=Iსეეიი–- 
ა-ა X“+2X აბი  X(CX+2) 

:. 5იX 1.1 
ლ ა-სთო-–-–--–=--წოი 

5259 X(X+2) 5560 X+2 

შერშვნა L ორი უსასრულოდ მცირე შეიძლება არ იყოს შედა- 

  =-0,1. 

რებადი. მართლაც, ფუნქციები თ0ე=X§Iი + და /#XX)ა=X უსასრუ- 
ჯ 

ლოდ მცირეებია, როცა X->0, მაგრამ სღვარი 

სო (9) - სოფი! 
L–0 #(») L-50 Xჯ 

  

არ არსებობს. 

შენიშვნა 2. თ“ /2(X),/»(X).-..,/8.0ე მაღალი რიგის უსასრულოდ 

მცირეებია ი წერტილში თი») უსასრულოდ მცირესთან შედარე- 
ბით, მაშინ: 

თ(X)=თაი)+/8,(X)+ /იC:)+---+7,ციი)–თ.ი. 
მართლაც, 

· თ(X) .· #(X) . /#.(X) _ : #(X) _ 
XV =)+ი თ(») +M= თილი +Mოი თი 

ე. ი. თX)-თ(CX) როცა X–-2თძ. 

აქედან გამომდინარეობს პრაქტიკული წესი ზღვრულ ოპერა- 
ციებში უსასრულოდ მცირეთა ჯამის გამარტივების შესახებ. თუ 

მოცემულია უსასრულოდ მცირეთა ჯამი თCX)+/8I(X)+/2(>»)+---+/#,) 
რომლის შესაკრებთა რიცხვი სასრულია და თუ ამ ჯამის «ი 
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შესაკრები დაბალი რიგის უსასრულოდ მცირეა დანარჩენ შესაკ- 
რებთა მიმართ, მაშინ ზღვრულ თანაფარდობათა განხილვისას 
შეგვიძლია უკუვაგდოთ მაღალი რიგის უსასრულოდ მცირეები 

/#ICV)./»ლე....,8,თ). აქეე “უნდა “შევნიშნოთ, რომ დაბალი რიგის 

უსასრულოდ მცირე შესაკრები უნდა იყოს მხოლოდ ერთი. 

მაგალითი 7. ვთქვათ /XX)=(1-C09X)+35IიX+4+ -X.. ვაჩვენოთ, რომ 

#Cიე-35იX, როცა X-50. 
2 

მართლაც, რადგან 1005-2907 > -=-, ყია, ამიტომ 

/#ხ0)–35)იX. 

უსასრულოდ მცირეთა უკუგდების წესი გამოიყენება ორი 
უსასრულოდ მცირის შეფარდების სღვრის გამოთელის დროს. 

მაგალითი ზ. გამოეთვალოთ შ%ღდეარი: 

სეჰ190 +3/CX+ 451ი: X+ X”) 

„ა §50X+5(C X-7XI... 

ცხადია, რომ როცა X-30. 

Iი(1+3(CXL+-4510 X+X )-3'ფ0+-4510 X+X" -310X-3X, 

§10X+510 X-7X -5)იX-X, 
ამრიგად, 

= § 
I MMXI+39X14510 +++ ბ-ციუპX- ვ. 

ი ვ§0X+5/ი X-7X ჯა 3 

ვთქვათ თX) და /) ფუნქციები განსაზღვრულია # სიმრაე- 

ლეზე. 
განსაზღვრება წ.2. თუ არსებობს ისეთი დადებითი მუდმივი C რი- 

ცხვი რომ  სიმრაელის ყოველ წერტილზე ადგილი აქეს 
უტოლობას: 

Iთ C0)I<C1/ (XII, 
მაშინ ეს პირობითად ასე ჩაიწერება: 

თC0)=0CC09V)) 
და იკითხება: თ(X) არის “0 – დიდი” /9(X)-ის მიმართ. 

კერძოდ ჩანაწერი XC)=CXI) ნიშნავს, რომ LX) შემოსაზღვრუ- 
ლია #X სიმრავლეზე. 

ცხადია, რომ თუ თ») და /XX) ერთიდაიმავე რიგის უსასრე- 

ლოდ მცირე ფუნქციებია, მაშინ LX)=CX/XX). 

მაგალითები: 1) 51იX=CX1), LთC;+>C ზე; 

2) 51იX=C0XX), 1)-«;+თ(L-ზე;, 
3) C05X=C0CX, )1;+თ(-ზე. 
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IX თავი 

წარმოებული და დიფერენციალი 

ზ1. ფუნქცის წარმოებული 

გთქვათ 7=/X) ფუნქცია განსასღვრულია X წერტილის რაიმე 
მიდამოში, ხოლო X წარმოადგენს ამ მიდამოს Xჯი-ისაგან განსხეა- 

ვებულ წერტილს. 
როგორც ვიცით, X-ა სხეათობას ეწოდება არგუმენტის ნაზ%- 

რდი X წერტილში და აღინიშნება 4X სიმბოლოთი, ე. ი. #X=X-Xი, 
ხოლო /(Xი1/ბX)-/Xი) სხვაობას ეწოდება ფუნქციის ნასრლღი და 
აღინიშნება #VMLი) ან #/ სიმბოლოთი, ე. ი. 

ტა/=/(Xი+40X)-/(Xი). 
განსაზღვრება 11. / ფუნქციის წარმოებელი X წერტილში ეწო- 

დება ამ წერტილში ფუნქციის ნახრდის არგუმენტის ნასრდთან 
შეფარდების სღეარს (თუ ეს შსლღევარი არსებობს) როდესაც 
არგუმენტის ნასრდი მიისწრაფვის ნულისაკენ. 

ჯ» წერტილში X»7=/X) ფუნქციის წარმოებულის აღსანიშნავად 

მიღებულია »” ან /წი) სიმბოლოები. ე. ი. თანასმად განსაზჭ- 
ღვრებისა 

75/Cა= ს + - ს 205+49-#C), (ს 
თუ (1.) სღვარი არსებობს, მაშინ / ფუნქციას #X% წერტილში 

წარმოებადი ფუნქცია ეწოდება შეენიშნოთ, რომ, თუ (C(1.) 

სღვარი +თ-ის ან -«-ის ტოლია, მაშინ ამბობენ, რომ /» 
ფუნქციის წარმოებული X წერტილში უსასრულოა. 

თუ (1.1) ტოლობაში #4X-20, ისე რომ #X იღებს მხოლოდ და- 

დებით მნიშვნელობებს, მაშინ შესაბამის სღვარს ეწოდება / 
ფუნქციის მარჯვენა წარმოებული X წერტილში და აღინიშნება 

#+CXი) სიმბოლოთი, ე. ი. განსაზღვრებით 
#(X+4X)- / (XI) 
„გს == 8 

ანალოგიურად, (I.) სღეარს როცა #X->0, ისე რომ #X<0, 

ეწოდება / ფუნქციის მარცხენა წარმოებული ჯი წერტილში და 

აღინიშნება /?2Cი) სიმბოლოთი, ე. ი. 

ჩ#Mთა> სო +(2+49)-/C%), 
ბ+0– ტX 

#/+Cი) და /“(X)-ს ფუნქციის ცალმხრივი წარმოებულები ეწო- 

დება Xი წერტილში. 

#+(#0ი)= ყთ 
ირL-–50+ 
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ადვილი შესამჩნევია, რომ წერტილში ფუნქციის წარმოება- 
დობისათვის აუცილებელია და საკმარისი ამ წერტილში ფუნ- 
ქციას გააჩნდეს ერთმანეთის ტოლი ცალმხრივი წარმოებულები. 

ფუნქციას წარმოებადი ეწოდება | თ,ხ ინტერეალზე, თუ ის 
წარმოებადია ამ ინტერვალის ყოველ წერტილში, ხოლო «ფუნ- 
ქციას წარმოებადი ეწოდება (თხ) სეგმენტსე, თუ ის წარმოება- 

დია M#:ხ ინტერვალსე და ი წერტილში წარმოებადია მარჯენი- 

დან, ხ-ში კი მარცხნიდან. 
განვიხილოთ ზოგიერთი მაგალითი. 

მაგალითი 1 ვთქვათ )/=C=00#05!. გამოყთვეალოთ ამ ფუნქციის წა- 
რმოებული. თანახმად წარმოებულის განსასღერებისა 

ე. ი. მუდმივი ფუნქციის წარმოებული ნულის ტოლიია. 
მაგალითი 2. გამოვთვალოთ #=X ფუნქციის წარმოებული. თანა- 

ხმად წარმოებულის განსაზღერებისა: 

+40X)–) 
#ლ= სერ - სი (1+49-+X_ სო რX=I. 

ბ.ი ტდ; 4-0 #X 4-0 #ჯ 

ე. ი. X”=1. 

მაგალითი მ. გამოვთვალოთ #=§5I0IX ფუნქციის წარმოებული. რა- 

დგან 
2X+#ტX . /#X 

-8ი––, 
2 

#ტX I. #რX 
20C0§| X+-––-|)წყი– 

. #47. .. 2 2 
Iწლი–-= შო -– ბი = 
რანს #+-00 #MX 

  /#ს)/=51IMX(X+#X)-§10იX=2005 

ამიტომ 

9 
= IIIი 00 14% ·Iთი მთ 2 
ი 5| X 2.) ბი: 4» 

2 

  =0C05Xჯ. 

მაშასადამე (§1იX)=0085X. 
მაგალითი 4. გამოეთვალოთ X#=009% ფუნქციის წარმოებული. 

გვაქვს: 

–289ი 6C “ი 4 
სო ა» _ ე 0095(X+ #X) – C05X - ყო 2 2 
4-0 #X ტ"-–0 #X რ+-5=0 #X 
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ა«L-–0 ტბ+–ა0 #ტX 

ლ 50 -–-– 

--სფთი(X+% | თ 2 =-859იXჯ. 

2 
ე. ი. (C05X)'=–-519X. 

მაგალითი წ. გამოვთვალოთ) 72” ფუნქციის წარმოებული. რად- 
გან 

ტ#»=თ' “თ =თ(ი“-1), 
ამიტომ 

2» _ ». 

რჯ ტჯ 

თუ გავითვალისწინებთ VIII თავის §4-ის მე-2 მაგალითს, მი- 
ვილებთ: 

თ“ I 
  

    
„ ეტ» . „ძმ“ - „. 01-11... 

ხოი ––– = IIი ძი" · =თძ" Iოი =ძ” ით. 
#ტ+-–0 MX რI-0 #X ბაი #X 

მაშასადამე, 

(თ)”=თ''Iიძ. 

ამ ტოლობიდან კერძოდ მივიღებთ: 
(რ )=C", 

მაგალითი ზ. გამოვთვალოთ X=)0%X ფუნქციის წარმოებული. 

გვაქვს 
  #ს)=)0ფ .(X+/ბაX)-)10თ.X= 108, 1+4X =10ფ. ს +%) · 

Xჯ ჯ 

  

ამიტომ 

I08, +“) 108, +“ | 

((0:-3#_ სე 9 = იო ა. “7 ყო X 
ი აააი რტ ბპ»–0 წაზი X 4ტ+-–0 ტ#ტX 

ჯ 

=1I0C 2= 
შაასრივუოლს 

ამ ტოლობიდან კერძოდ მიიღება 

,-1 
ძიი“– -. 

ჯ 
მაგალითი” 71. გამოვთვალოთ )=»”» ფუნქციის წარმოებული. 

გვაქვს . 

(++ ტაჯ)“ კ“ 0-4) -I 
#X ტX 
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+“) –I 
თ. , X 

4% 
X 

აქედან, VIII თავის §4-ის მე-3 მაგალითის გათვალისწიჩებით, მი- 
ვიღებთ: 

( 1+ 2) –I 
X თ-I 

(ჯ»2/=ჯ““!. ო -=თ-ჯ 
ტ»-–+0 

=ჯ 

ჯ 
ე. ი. 

(X-7=თღ““!, 

ამ ფორმულის გამოყვანისას ცხადია იგულისხმებოდა, რომ X+X 

ეკუთვნის ფუნქციის განსასღვრის არეს და X>#0. თუ X-0 მაშინ 
ამ წერტილის მიდამოში ფუნქციას ასრი აქეს მხოლოდ იმ შემ- 

თხვევაში, როცა თ მაჩვენებელი ისეთი დადებითი რაციონალური 
რიცხვია, რომლის მნიშვნელი კენტია, ამასთან: 

(CI. 
ბ» 

0, როცა თ>I, 

  C”/,-ი” თ =41), როცა რთ=I1, 

თ, როცა თ <1. 

§2. კავშირი წარმოებადობასა და უწყვეტობას 

შორის 

თეორემა 2. თუ ფუნქცია წარმოებადია რაიმე წერტილში, მა- 
შინ ის ამ წერტილში უწყეეტია. 

დამტკიცება. ვთქვათ X=/C) ფუნქცია წარმოებადია X. წერტილ- 
ში, მაშინ: 

სთ ტ/= სო ტა - Iსიი #X- II <” =0- /'(X) =0 
ა+-–3ი რ+«–5–0 #ტX ბL–0 რა.-9 #ტჯ ი · 

რაც იმას ნიშნავს, რომ / ფუნქცია უწყვეტია Xი წერტილში. 
თეორემა დამტკიცებულია. 
შევნიშნოთ, რომ შებრუნებული დებულება სასოგადოდ არ 

არის მართებული. მაგალითად განვიხილოთ ფუნქცია ჯ>II. 
ცხადია ეს ფუნქცია უწყვეტია X-ის ნებისმიერი მნიშენელო- 

ბისათვის. ვაჩვენოთ, რომ მას X=0 წერტილში წარმოებული არ 
გააჩნია. მართლაც, თუ X-0 მაშინ 

151



/"” _ |რქ _ V თუ #X > 0, 
=- L 

რ“, #X თუ #X<0 

ამიტომ 

–..__ 
#ი+–0. #X რო-სხს- #X 

ე. ი. ფუნქციის მარჯვენა წარმოებული X>0 წერტილში I-ის 
ტოლია, ხოლო მარცხენა წარმოებ'ელი კი (-I)-ის, რაც იმას ნი“- 

ნავს, რომ ფუნქცია #=IX არ არის წარმოებადი X=0 წერტილში. 
მაშასადამე, ფუნქცია შეიძლება იყოს უწყვეტი წერტილში, 

მაგრამ ის ამ წერტილში არ იყოს წარმოებადი. 
შეიილება ვაჩვენოთ უფრო მეტიც, რომ ფუნქციის უწყვეტობა 

წერტილში არ ესრუნველყოფს ამ წერტილში ცალმხრივი Vწარ- 
მოებულების არსებობასაც კი. 

მაგალითად, ფუნქცია 

X§(0-L, როცა #X#90, 
»- »Xჯ 

0, როცა X=0. 

უწყვეტია X-ის ყოველი მნიშვნელობისათვის. დავამტკიცოთ, რომ 
ამ ფუნქციას X20 წერტილში ცალმხრივი წარმოებულები არ გ” 
აჩნია მართლაც, X>20– წერტილში მოცემული ფუნქციის “ა 
ნასრდი ასე გამოისახება: 

- 1 
#ე)ლ–=40X§Iი0 –“– . 
> ტX 

აქედან 

რგ ყი, 
#ტX 

მაგრამ მი -- ფუნქციას X+0– წერტილში ცალმხრივი ჭსღერები 

არ გააჩნია (იხ. თავი VII, §5, მაგალითი 3). 
შევნიშნოთ, რომ არსებობს ისეთი უწყვეტი ფუნქცია, რომე- 

ლსაც არც ერთ წერტილში წარმოებული არ გააჩნია. 

§3. «ამის, ნამრავლის და ფარდობის 

წარმოებული 

სამართლიანია შემდეგი თეორემები 
თეორემა 9.1. თ'უ IC) და VX) წარმოებადი ფუნქციებია წერტილ- 

ში, მაშინ მათი ჯამიც წარმოებადია ამ წერტილში და 

(IVC(V)+V(X))”=IV(CX)+V"თე. 
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შევნიშნოთ, რომ ეს თეორემა მართებულია შესაკრებთა ნე- 
ბისმიერი სასრული რაოდენობისათვის. 

თეორემა 3.2. თ'უ IVX) და VCX) წარმოებადი ფუნქციებია X წერ- 
ტილში, მაშინ მათი ნამრავლიც წარმოებადია X წერტილში და 

(I/(X)X(X))”=!(/(X)VCX)+V/(X)IVI(X). 

შედეგი– თუ IC) ფუნქცია წარმოებადია X წერტილში და C 

რაიმე მუდმივია, მაშინ CV») ფუნქცია წარმოებადია ამავე წერ- 
ტილში და 

(CIVCX)),=CIVVIX), 

ე. ი. მუდმივი თანამამრავლი შეიძლება გავიტანოთ წარმოებუ- 
ლის ნიშნის გარეთ. 

თეორემა 8.8. თუ ICX) და VX) წარმოებადი ფუნქციებია X წერ- 

  

  

ტილში და V(X2X0, მაშინ რ წარმოებადია ამავე წერტილში და 
V 

#CX)X _ II (X)VCX) – V(X)”/(X) ცა 

V>X) V (X) | : 
მაგალითი L განვიხილოთ X”=LIX ფუნქცია. (3.) ფორმულის ძა- 

ლით გვაქვს 

  

· , · 

ე ჩ5IიX ს _ C0§57 X+51ი“ X 1 
((,:53 = 3 = თ 

008X 008” X 0085” X 
მაგალითი 2. გამოვთვალოთ »”=6C(9%X ფუნქციის წარმოებული. (3.I) 

ფორმულის გამოყენებით გვაქვს 

  

:.1._ 2 რდი-(55+) _ –5ს0” X- 008 X _ _ _ 1 

89ი»ჯ §10” X 910“ X 

წ4. შექცეული ფუნქციის წარმოებული. 
შექცეული ტრიგონომეტრიული ფუნქციების 

წარმოებულები 

ქეთქვათ /=/თ) ფუნქცია აკმაყოფილებს VIII თავის თეორემა 
I6-ის პირობებს შექცეული ფუნქციის არსებობისა და უწყვეტო- 

ბის შესახებ. დაეუშვათ, რომ X=თც/) მისი შექცეული ფუნქციაა. 
მართებულია შემდეგი თეორემა 

თეორემა #.L თუ X7=/V) ფუნქცია წარმოებადია X წერტილში და 
#LX)%#0, მაშინ შექცეულ X=თ() ფუნქციას 17ი=/X) წერტილში 
აქვს წარმოებული და მართებულია ტოლობა: 

= 1... დს) #/”(X) 
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ანუ 

#=-L, ტ.ს 

1 ვიპოვოთ )/=2#C51იX ფუნქციის წარმოებული. ეს ფუნქცია განსაზჭღ- 

ვრულია I-II) სეგმენტსე. ამ ფუნქციის შექცეელი ფუნქციაა 

X=5I1Mი/, ->5»5>- ვთქვათ XCI-I1;1ს მაშინ XI-75., ამიტომ 

C05#>0. (4.0) ფორმულის ძალით გვაქვს: 
1-1 1 1 

X, 005» „/I-ჯჯი? “V-X ' 

ამრიგად 

  (გ1:C§1იX)= ,) -1<X<1, 
1-»ჯ? 

2. ვიპოვოთ #/=9VC005X ფუნქციის წარმოებული. ეს ფუნქცია განსაზღ- 

ვრულია V-I;)) სეგმენტსე. ეთქვათ XC)-1,ს მაშინ თუ გავითვა- 
ლისწინებთ ტ“ლობას: 

გილვეხაო-მინივირ თ- , 

მივიღებთ 

1 

VI – »ჯ? 
შ. ვიპოვოთ #»7=მICIიX ფუნქციის წარმოებული. ეს ფუნქცია განსაზსღე- 

რულია თუ, შუალედში. მისი შექცეული ფუნქციაა X»X=1თ/, 

  

# ._ V 
ფოიიი-| 2 –მXC51ი XI =- 

-2 452 · (4.1) ფორმულის ძალით გვაქვს 

1 

1+IC2V 1+X?“ 
    ფCI8ი=-L=- 1 -= 005” » = 

“ (C) 
რ. ვიპოვოთ I=2XICლ0(10X ფუნქციის წარმოებული. როგორც ვიცით 

მიღსფაინმილლსფრ >. აქედან გვაქვს: 

_ _) 

14». 
  

» , 

(2ICCICX)= (LL – 0/XCI§5X ) = 
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§წ. რთული ფუნქციის წარმოებული 

ეთქვათ, მოცემულია ფუნქცია X7/=/I), სადაც MV=თCთL»). 

თვორემა წ. თუ M#=თ(C) ფუენქცია წარმოებადია რაიმე X წერტი- 
ლში, ხოლო IV-ს სათანადიო მნიშენჩნელობისათვის წარმოებადია 
X»=/Cი) ფუნქცია, მაშინ 

»=”'C)=/LCთCX)) 
რთული ფუნქცია წარმოებადია Xჯ წერტილში და მართებულია 
ტოლიბა: 

#"C0)=/Cი:7თ) (5.,) 

X#.=V.' "». 

ე. ი. რთული ფუნქციის წარმოებული უდრის მოცემული ფუნ- 
ქციის წარმოებულს დამსმარე ცვლადით, გამრავლებულს დამ- 

ხმარე ცვლადის წარმოებულზე დამოუკიდებელი ცვლადით. 
შევნიშნოთ, რომ რთული ფუნქციის გაწარმოების წესი მარ- 

თებულია მაშინაც, როდესაც ფუნქცია წარმოდგენილია არა 
ორი, არამედ რამოდენიმე ფუნქციის კომპოზიციით. მაგალითად, 

თუ 

ანუ 

X-სი. #/=თ(V), V=80X), 
მაშინ 

X#»,.5V,· "VI. 

განვიხილოთ რამოდენიმე მაგალითი რთული ფუნქციის წარ- 
მოებულის გამოთელა?ზე. 

მაგალითი L გამოვთვალოთ /=5)ი”X ფუნქციის წარმოებული. 
ამოსსწა. მოცემული ფუნქცია წარმოადგენს »X7=“ და V=95)იX 

ფუნქციების კომპოზიციას, ამიტომ რთული ფუნქციის გაწარმო- 
ების წესის გამოყენებით გვექნება: 

#=CV””, (51იX)„=21/C05X=25IIXXC05X=5102X. 

მაგალითი 2. გამოეთვალოთ X»7= 2-%X% ფუნქციის წარმოებული. 
ამოხსნა. 

#/= 2“ %1ი 2(თ-იI§15») =2“#”%ე2 -30/CI(C715X-(0ICIC5X) = 

, 1 , 
=2“% '1ი2-3თი(თ1 5 ––--(5X) = თი %X-, 25 L-%) 

იCIC” 5X 

1+25X1 
მაგალითი 3. გამოეთვალოთ X”=IიII (X#0) ფუნქციის წარმოე- 

ბული. 

=151ი 2.22 
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(X' 
  ამოხსნა. როგორც ეიცით ძიი=1+ და (1ი(C-X);= =1+, ამდე- 

ჯ X 
ნად 

0ის)=1. (5. 
X 

შენიშვნა. იმ შემთხვევაში, როცა ფუნქცია მოცემულია რამო- 
დენიმე ფორმულით, წარმოებულის გამოთვლა “სოგჯერ გვიხდე- 
ბა უშუალოდ წარმოებულის განსასღვრების გამოყენებით. მაგა- 
ლითად, ეიპოვოთ 

. 1 
Xჯ78ი-, თუ X#0, 

#%ი= ჯ 
0, თუ X=0 

ფუნქციის წარმოებული. 

როცა X#20, მაშინ წარმოებული გამოითვლება ჩვეულებრიე 
გაწარმოების წესის გამოყენებით: 

_წე. 1V -103  1/ | 
#/ნე=| XI 50 – | =2X50-+X?00§--- –--–> |= 

ჯ ჯ ჯ X 

=2X5ი+-ლი§--. 
ჯ Xჯ 

ამ გამოსახულებით მოცემული ფუნქციის წარმოებულს X=0 
წერტილში ვერ გამოვითვლით. X20 წერტილში მოცემული ფუნქ- 
ციის წარმოებულის გამოსათვლელად უნდა გამოეიყენოთ წარ- 
მოებულის განსაზღერება: 

  

2. 1 
„ლთ (#X)“ ი -–– –0 

#C)= სი #(009-/C0) _,. ი4 - 
#C-30 #ტX რL–-50 #X 

= IIIი ბაყი-= 0. 
ტ:<5–0 #ტX 

ამრიგად 

1 1 
2X59ი – -–ლ05-, როცა X#%0, 

#19= ჯ ჯ 8 
0, როცა +X=90. 

როგორც აქედან ჩანს, /თ) ყველგან განსასღვრ'ელია, უწყვე- 
ტია როცა XX>X0C; X>20 წერტილზე /C) განიცდის მეორე გვარის 

1 1 
წყვეტას რადგან #ი=2X9ი-- – 00§-> ფუნქციას X=0” წერტილში 

X 
სლღვარი არ გააჩნია. 
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§0. უმარტივეს ელემენტარულ ფუნქციათა 
წარმოებულების ცხრილი 

  

  

  

  

  

  

  

1. (C)=0. 2. (“X”=დ“”! 

3. (იძ =თ”Iიძ. 4. (C')=C“. 

5. (108 X)X= ! · 6. (1იIXIM/=– 
XIიძ 

7. (5I0X)”=005X. 8. (C05X)=-+-§Iის. 

9. ((-X)=–“––. 10. (C(CX)= –––––. 
ლ0ა“ X ვ.ი“ X 

11. (8IC51იX) = ! · 12. (მ-CC05X/= – ! = 
VI-X” 1-X» 

13. (8ICLCX)= 14. (თXI= – · (27C(თX) 12 (გ00018X)= – –––; 

§7. ლოგარითმული ფუნქციის წარმოებული. 

სარისსოვანმაჩვენებლიანი ფუნქციის წარმოებული 

(5.) ფორმულის გამოყენებით გამოვითვალოთ X”=I9IVC) რთუ- 

ლი ფუნქციის წარმოებული, სადაც /#X) წარმოებადი ფუნქციაა 

და /#CX)#X0. გვაქეს 

#(9. »=(ი ,– =(იI/ხი!)= 760 

გამოვთვალოთ ახლა ხარისხოვანმაჩვენებლიანი »=”V(ი)' 
ფუნქციის წარმოებული, სადაც V და ”» წარმოებადი ფუნქციებია 
და V(C)>0. რადგან I2”7»=VCX)III), ამიტომ (7.) ფორმულის გამო- 

ყენებით გვაქვს: 

+. IX) ი#Cი) =VICX)Iი I/CX) + თლ1X62) . 

” 
"(X) 

(7.1) 

აქედან 

”-ირი)შ- /C)10 #CX)+V(%) 0, (CC) 

მაგალითი. გამოვითვალოთ წ7=XM ფუნქციის წარმოებული. (7.2) 
ფორმულის გამოყენებით გვაქვს: 

წორო( იიი» ი» +259 3 . 
X 

შევნიშნოთ, რომ X”=II(0))""' ფუნქციის წარმოებული “შეიძლე- 
ბა გამოვითვალოთ აგრეთვე სხვა გსით. ამისათეის X7=(იC))'9? 
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ფუნქცია წარმოვადგინოთ ასეთი სახით უ=C'ი“თ) 

ლოთ /#: 

/=(09ირა)= გორრაცდესიით)ლე » (თ)ი«C0+M%%ი «ი ა L 

და გამოვთვა- 

=IVC9|“” „ თ)იVC0+V6ი“ (თ), 

ზმ. ფუნქციის დიფერენციალი 

ეთქვათ ”7=/-) ფუნქცია განსასღვრულია Xი წერტილის რაიმე 
მიდამოში. 

განსაზღვრება ზ.. / ფუნქციას ეწოდება დიფერენცირებადი X 
წერტილში, თუ ამ წერტილში ფუნქციის ნასრდი შეიძლება 
წარმოვადგინოთ შემდეგი სახით: 

#უ/=/4:4X+ თ(0X):/+X, (8.I) 

სადაც 4 არ არის დამოკიდებული #MX%სე, ხოლო Cთ(0404X)2>0, როცა 

#X–30. 

განსასღვრებიდან გამომდინარეობს, რომ თ0#4»):4X=ი(0X), ამი- 
ტომ (8.1) ტოლობა შეიძლება ასეც ჩაიწეროს: 

/ს))=,4#X+0 (/"X). (8.2) 

4-იX; წრფივ ფუნქციას (M-ის მიმართ) ეწოდება / ფუნქციის 
დიფერენციალი » წერტილში და აღინიშნება ძ/(Xი) ან რძ” 
სიმბოლოთი. მაშასადამე თ·=4#X და ამიტომ (82) ტოლობა ასე 

ჩაიწერება: 

#ე|!=თ1+0(M%X), როცა #X-30. (8.3) 

შევნიშნოთ, რომ დიფერენციალი #წ)7=4MX როგორც წფივი 
ფუნქცია, განსასღვრულია #MXის ნებისმიერი მნიშენელობისათ- 

ვის: -«<0ტX<+. რაც შეეხება ფუნქციის ნაზრდს #”7=/(Xი+4ი+X)-/Cი), 
ცხადია ის განიხილება #Xის მხოლოდ იმ მნიშენელობებისა- 
თვის, რომლისთვისაც X0-+4X ეკუთენის / ფუნქციის განსასღვრის 
არეს. 

თუ #%0, მაშინ (83, ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

ფუნქციის ნასრდი და ფუნქციის დიფერენციალი ეკვივალენტუ- 
რი უსასრულოდ მცირეებია, როცა #X-30, ხოლო თუ 450, მაშინ 

ძთ->0 და #X”=0(M) როცა #X-3>0. ე. ი. ამ შემთხეევაში #» არის 

მაღალი რიგის უსასრულოდ მცირე M-თან შედარებით. 
თეორემა ზ.. იმისათვის, რომ #X»X) ფუნქცია იყოს დიფერენცირე- 

ბადი XX წერტილში, აუცილებელია და საკმარისი, ის ამ წერტი- 

ლში იყოს წარმოებადი, ამასთან ამ შემთხვევაში ძVM=/'(Xი)/ტX. 
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აუცილებლობა. ეთქვათ / ფუნქცია დიფერენცირებადია Xი წერ- 
ტილში, ე. ი. ტ7=444X+0(#4X), აქედან 

ყი > ცფ ტ4:ტ4X+2ბ9 _ „ცა 909. ,. 
რა-0 ს”. #X-0 #X საბი #ტX 

მაშასადამე, ფუნქცია წარმოებადია X წერტილში და / /(Xი)=4, 

ამიტომ ძV»=/ '(%ი)//V. 
საკმარისობა. ეთქვათ / ფუნქცია წარმოებადია X წერტილში, 

-_ ტბ» · ი. რს ბ =--=/' · ა: ა ე. ი. არსებობს 1 =-=/ ი). აქედან 

2) 5რდა)+თ(ბა0, - X4+X)-5–0, როცა 4X-აძ. 
საიდანაც 

ტ)/=/ '(Xი)0X+ Xტი)რ». 
ეს ტოლობა ნიშნავს, რომ / ფუნქცია დიფერყნცირებადია X 

წერტილში. 
თეორემა დამტკიცებულია. 
ამრიგად, ერთი ცვლადის ფუნქციისათვის წარმოებადობა და 

დიფერენცირებადობა ერთმანეთის ეკვივალენტურია. 
ამ თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ ფუნქციის დიფერენ- 

ციალი გამოითელება ფორმულით: 

«M/=/ '(X)/·X. 

შევნიშნოთ, რომ «=C)/X=ბ» ამიტომ დამოუკიდებელი 
ცვლადის დიფერენციალს განსაზღვრავენ, როგორც მის ნა- 
ზრდს, რის გამოც #») ფუნქციის დიფერენციალისათვის მივი- 
ღებთ შემდეგ გამოსახულებას: 

ძ/=ძV/ (9))=/ 'დი)რი. 
ეინაიდან 0(M%) მაღალი რიგის უსასრულოდ მცირეა #X-თან 

შედარებით, ამიტომ (8.3) ტოლობაში ი(MC;)) შესაკრების უკუგდე- 
ბით მივიღებთ მიახლოებით ტოლობას: 

რა” ძ/= / (>)ბX, (84) 
რომელიც მით უფრო ზუსტია, რაც უფრო მცირეა #. რადგან 
#)/=/ (X+/4X)-/ცე, ამიტომ (84Xდან გვაქეს: 

# X+4აი) = />)+ /'0)4ს, (8.) 
რომელიც გამოიყენება ფუნქციის მიახლოებითი მნიშვნელობის 
გამოთვლაში. 

მაგალითი. გამოვთვალოთ 490 გამოსახულების მიახლოებითი 

მნიშვნელობა. თუ დავუშვებთ, რომ #2%9)=4/» , »X=81, 4X=9 და გავი- 
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I 
4.3) 
  

1 

თვალისწინებთ. რომ /(8))=+-6)) + = , მაში (8-5) 
ფორმული-დან მივიღებთ: 

4/90 =4/81+9. 31=3+ L =3,083. 
12 

  

1 

4-3 

§90. მაღალი რიგის წარმოებული 

ვთქვათ, /=/ყ0ე ფუნქცია წარმოებადია Iხ, იჩტერეალში. მა- 

შინ /=/სე წარმოებული არის X ცვლადის ფუნქცია, რომლის 

განსასღვრის არეა M#;ხ ინტერვალი. თუ /C) ფუნქციას აქეს 
წარმოებული, მაშინ მას ეწოდება /#C) ფუნქციის მეორე რიგის 

წარმოებული და აღინიშნება #” ან /(X) სიმბოლოთი. 

ანალოგიურად, /7სე წარმოებულის წარმოებულს, თუ იგი 

არსებობს, ეწოდება #») ფუნქციის მესამე რიგის წარმოებული 

და აღინიშნება #7””ან /”' სიმბოლოთი. 
სასოგადოდ, »=/»ა) ფუნქციის M#-ური რიგის წარმოებული 

ეწოდება ამ ფუნქციის (I-I)) რიგის წარმოებულის წარმოებულს 
და აღინიშნება #”ან /#/%0 სიმბოლოთი. 

ამრიგად, თუ #»თ ფუნქციას X წერტილში აქვს წარმოებუ- 
ლები M-ურ რიგამდე ჩათვლით, მაშინ 

#თ=0“'MX)”, 
ე. ი. 

იფ” სა #XX+4ი9- მ). 
რX-30 #ჯ 

განვიხილოთ მაგალითები ფუნქციის »-ური რიგის წარმოე- 
ბულის გამოთვლაზე. 

მაგალითი 1. ეთქეათ X7=თ", მაშინ: 

»=(ით ”=ძიძ, #'=(თ)”=ძ1M2თ,..., #ს=(80)ლრ0=ძ”IიMძ. 
კერძოდ («)0=დ”, 

მაგალითი 2. ეთქვათ X»7=X”, მაშინ: 
X#”=C-=თ““!, /'=(9)”=თ(თფ-1)-X””?,...,1ს=Cთ-1)...(თ-V+1)»“””. 

თუ თ ნატურალურია, მაში5 ცხადია 

და 2 როცა CოX=7M, 
ჯ = 

0, როცა თ<7M. 

მაგალითი მშ. ვთქვათ X7=5IიX, მაშინ 

X» =(51იX)=005X=351ი C + 2) კ) X»”=<-51იX=5)ი ს +2· 5) , 
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# "'=-009X=51ი C +3- 5) კ... #)=(510X))=§10 ს +#/- 2) 

ანალოგიურად მიიღება: 

(C05%)(9=605 C +7 2 · 

ცხადია, რომ ჯამის გაწარმოების წესი 'ეუცვლელად გადაი- 
ტანება ნებისმიერი რიგის წარმოებულებ“სე, ხოლო რაც შეეხება 

ორი ფუნქციის ნამრავლის წარმოებულს, მის შესახებ მართებუ- 
ლია შემდეგი თეორემა, რომელსაც დაუმტკიცებლად მოვიყვანთ. 

თეორემა ზ.1 (ლაიბნიცი). თუ " და V ფუნქციებს რაიმე წერტილში 
აქვს M-ური რიგის წარმოებულები, მაშინ ამ წერტილში VV ნამ- 
რავლსაც გააჩნია იმავე რიგის წარმოებელი და მართებულია 
ტოლობა: 

(1/V)= ქ/ს +,” 7+ ოთ-) |/ 2 +... + 

+ MC – 1X» – 2> „I –L+1 ყრიყრა....-ყლ, 

მაგალითი #. გამოვთვალოთ ”/=X5IX ფუნქციის მეასე რიგის წა- 
რმოებული. 

ლეიბნიცის ფორმულის ძალით 

(X81ი0X)(100=ჯ(§) იჯ) 9+100-1-(§1იX)(?7?/2=X§1ი ს +100· 5) + 

+100§ი C +99 4 =X§1იX- 100005X. 

§10. პარამეტრულად და არაცსადი სახით 

მოცემული ფუნქციის გაწარმოება 

1 ვთქვათ ფუნქცია მოცემულია პარამეტრული სახით ფორ- 

მულებით X=თ(), /=%(I)) (იხ. VII თავი, §2). 

გამოვიყვანოთ პარამეტრულად მოცემული ფუნქციის წარმოე- 

ბულის გამოსათვლელი ფორმულა. 

თუ X=Cთ(/) და »=9() ფუნქციები წარმოებადია (=(0 წერტილში 

და თL/ი)»70, მაშინ პარამეტრულად მოცემული »=9LCდ IC9)1 ფუნ- 

ქცია წარმოებადია X-=C0(/ი) წერბილში და მართებულია ტოლობა 

, _ Xი) _ ი) 

ან XC) #6). ძიძა 
მართლაც, XV. =<, მაგრამ ძ/=X"(/ი)ძ!, ძ-=დთხი)ძი/, ამიტომ 

ჯ 
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, და) 
X ==“ +. 

CI(ი) 
მყორე რიგის წარმოებულისათვის გვაქეს: 

„_ 9 I#)_ I #IV _ XM#- MX ლ=-, =–>- |<= --.- ==, –-- = · 10.2 

X 4+(XI 2» ძV (CI 002 
ანალოგიურად მიიღება #ის ნებისმიერი რიგის წარმოებული 

X-ით. 
გამოვითვალით პირველი და მეორე რიგის წარმოებულები 

პარამეტრულად მოცემული 

ჯ=0V –50/), 

#=0ძ(0 –<005/, –C<1<+თ 

ფუნქციის. 
წირს, რომელიც წარმოადგენს ამ ფუნქციის გრაფიკს, ციკ- 

ლოიდა ეწოდება. ეს წირი წარმოადგენს ძ-რადიუსიანი წრეწი- 
რის რაიმე წერტილის ტრაექტორიას, თუ ეს წრეწირი უსრია- 
ლოდ გორავს წრფესე, (კ პარამეტრი არის წრეწირის ამ რადიუ- 
სის მობრუნების კუთხე). (10.1) და (10.2) ფორმულების გამოყენე- 
ბით, მივიღებთ: 

თეი! / 

ძს – ი0§/) "9 2 

„ ძ0 – C0§/):თა0§! – ძ5ს)ი/ -ძ51ი/ 
X)ს> = 

7 თ. იბპ0 – 005!) 

_ 0? C05/ – ი? 1 1 

ა ძ1პ0 – ილ§(X __ ძ0–00§/) ი თავი“ #. 

X#»VC)= 

  

  

2. თუ წარმოებადი /=/X) ფუნქცია მოცემულია არაცხადი სა- 

ხით განტოლებით #”Lჯა/)=0 (იხ. VIL თავი, §2), მაშინ 2/თ წა- 
X 

რმოებულის მოსაძებნად უნდა გავაწარმოოთ X-ით იგიველბა 
#CV/C9ე))=0, როგორც რთული ფუნქცია. 

მაგალითი. ვიპოვოთ §1ი”»-XI=0 ტოლობით განსასღერული არა- 
ცხადი / ფუნქციის წარმოებული. 

ამ ტოლობაში იგულისხმება, რომ ” წარმოადგენს ჯ-ის ფუნქ- 
ციას და მაშასადამე გვაქვს იგივეობა: 

§I))V-X )/=0. 

ამ იგივეობის გაწარმოება, რთული ფუნქციის გაწარმოების წე- 
სის გამოყენებით, გვაძლევს: 
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005V. 4 -2XV/-X 2 =0. 

აქედან 2 (C0§V-X-)=2%”, 

საიდანაც “ = _ 29 _ , 
რძ 605V#V-» 

აქ იგულისხმება, რომ C005”-X»0 და, ამას გარდა X და 
აკმაყოფი ღებს მოცემულ. განტოლებას. 

§1. მაღალი რიგის დიფერენციალები და მათი 

კავშირი წარმოებულებთან 

ვთქვათ 7=#X) ფუნქციას რაიმე #,ხ( ინტერვალში აქ>ვს ყველა 

რიგის სასრული წარმოებული M რიგამდე ჩათელით. მაშინ რო- 
გორც ვიცით, მისი დიფერენციალი 

ძ/=/ თეთ. 
აქ % დამოუკიდებელი ჯXჯ ცვლადის #; ნაზსრდია, ის არ არის და- 
მოკიდებული »ჯ-%სე, ამიტომ 

(თიე',=0. (11.1) 
»X=/») ფუნქციის მეორე რიგის დიფერენციალი, რომელიც 

აღინიშნება ძ«'» სიმბოლოთი, ეწოდება პირველი რიგის დიფერენ- 
ციალის დიფერენციალს, ე. ი. განსაზღერებით: 

ძ'» =ძ(4). 
(111) ტოლობისა და ნამრავლის წარმოებულის გამოსათვლე- 

ლი ფორმულის გამოყენებით გვაქეს: 

ძ?/= ძ(4) =4L/ (049 = I ი2ე « = 
= /“თ«+(რ) / (6) %-= / “იძ, 

სადაც #I-ით აღნიშნ“ელია (თX2. 
საზოგადოდ, განსახლვრებით ”-ური რიგის დიფერენციალი 

ეწოდება M-I რიგის დიფერენციალის დიფერენციალს და აღინიშ- 

ნება ი» სიმბოლოთი. ადვილია ჩვენება, რომ 

ძ"»=ძ(ძ"'»)= /(M(X)«”, (112) 

სადაც თ =(თი”. მართლაც (112) ტოლობა მართებულია #M=1-სათ- 
ვის. თუ დავუშვებთ, რომ ის მართებულია V-I-სათვის, მაშინ 

ძ"»=ძ(ძ”'»)= ძ(ყ“ა ()«”') =(/”ა» (ით) ძჯ = / 1) (+) #" 

(I12) ტოლობიდან გვაქვს 
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ოცა 9?» (113) /'09)=–, 
ე. ი. ს უნქციის V-ური რიგის წარმოებული დამოუკიდებელი 

ცვლადით უდრის ამავე ფუნქციის #-ური რიგის დიფერენციალს, 
გაყოფილს არგუმენტის დიფერენციალის #-ურ ხარისხზე. 

§12. წარმოებულის ზოგიერთი გამოყენება 

გეომეტრიასა და მექანიკაში 

1. წარმოებულისა და დიფერენციალის გვომეტრიული შინაარსი. წარმოე- 

ბულის გეომეტრიული შინაარსის გასარკვევად თავდაპირველად 
შემოვიყვანოთ »7=/ ი) წირისადმი მოცემულ წერტილში გავლებუ- 
ლი მხების ცნება. 

გთქვათ X7=/ს) წირსე მოცემულია რაიმე Mე წერტილი. განვი- 
ხილოთ ამ წირის მეორე V წერტილი და გავავლოთ #MიM მკვე- 
თი (ნახ. 9.1). თუ M#M წერტილი მოძრაობს წირ'სე, ხოლო Mი – უძ- 
რავია, მაშინ მკვეთი იცვლის თავის მდებარეობას. #ი წერტილ- 
სე გავლებულ L წრფეს ეწოდება მოცემული წირის მხები M#ი 
წერტილში, თუ კუთხე # წრფესა და M-იM მკვეთს შორის მიისწ- 
რაფვის ნულისაკენ, როცა M წერტილი მიისწრაფვის #Mი-საკენ 
წირის გასწვრიე. მოკლედ რომ ეთქვათ, მხები წარმოადგენს 

მოცემულ წერტილში გავლებული მკვეთის სღვრულ მდებარე- 
ობას. 

ვაჩვენოთ, რომ თუ ”7=/0ე ფუნქცია წარმოებადია Xი წერტილ- 
ში, მაშინ ამ ფუნქციის გრაფიკს M%ი(ი,/(Xი)) წერტილში გააჩნია 

მხები, რომლის კუთხური კოეფიციენტი /1Xი)-ის ტოლია. 

#7 IL 

  

ვთქვათ, M წერტილის აბსცისაა Xი+MX და MიM მკვეთი CXჯ 

ღერძთან ადგენს თ კუთხეს. გავავლოთ MაMI | 0» და MVI | 0» 
(ნახ. 9-2). #Mი0MVVM-დან გვაქვს: 

164



MV _ 
MაMV #ტX. 

ცხადია, როცა MM წერტილი მიისწრაფვის Mი-საკენ წირის 

გასწვრივ, მაშინ 4X-6606- და პირიქით. თუ გავითვალისწინებთ, 

რომ ტანგენს ფუნქცია უწყვეტია და ვისარგებლებთ 
წარმოებულის განსა“'სღერებით, (12.1)-დან მიეიღებთ 

  (Cთ = (0. 

#I%)= კუბ = ია (6თ=I§Cთ, 

ე. ი. 

ძად, როცა M -2 Mი. (12.2) 

გავავლოთ C» ლღერძისადმი თ კუთხით დახრილი #/ა#” 

წრფე. რადგან X» = –MMა” =თ-დ, ამიტომ (12.2)-დან გამომდინა- 

რეობს, რომ #Xჯ-–+0, როცა M –3> Mე. ეს კი ნიშნავს, რომ #7/ა# 

წრფე წარმოადგენს X»= /(«–) ფუნქციის გრაფიკის მხებს Mე წე- 

რტილში, ამასთან მისი კუთხური კოეფიციენტია //(X). ამიტომ 

მხების განტოლებას აქვს სახე 

X»-Xი= / (XიXX-Xი), 
სადაც X0C=/ლი). 

ამრიგად მიეიღეთ, რომ წარმოებულს გააჩნია შემდეგი გეო- 
მეტრიული შინაარსი: /(X»X) ფუნქციის წარმოებული X, წერტილ- 

ში უდრის ამ ფუნქციის გრაფიკისადმი Mა)(X;/()) წერტილში 

გავლებული მხების კუთხურ კოეფიციენტს. 

შევნიშნოთ, რომ, თუ /#(X)=+>«, ან /(X)=-«, მაშინ ამ ფუნ- 

ქციის გრაფიკს #იCთიყ/Xი)) წერტილში აგრეთვე გააჩნია მხები და 
მისი განტოლებაა X=X. ასევე), იმ შემთხვევაშიც როცა 
#7(XI)=+თ და /”(X-)=2-თ ან პირიქით, /(X) ფუნქციის გრაფიკს 

M ა(ა; / (X-)) წერტილში აგრეთვე გააჩნია მხები და მისი განტო- 

ლებაა X=X-ი . 

განვიხილოთ ფუნქცია I) #(X)=%X. ვაჩვენოთდ„დ რომ 

#C(0)=+C. მართლაც 

#/C0) _ V/#MX I 

2 > შტა 
აქედან ცხადია, რომ /”(0)=+Cთ. ე. ი. /ჯ ფუნქციის გრაფიკის 

მხები (00) წერტილში არის X=0 წრფე. 

2) 9()= »# ფუნქციისათვის 
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აქედან გამომდინარე §.(0)=+Cთ, §'(0)=–თ, ამიტომ ჯრ ფუ- 

ნქციის გრაფიკის მხები (00) წერტილში არის X=0 წრფე. 

წრფეს, რომელიც გადის Mი წერტილში ამ წერტილში გაე- 
ლებული მხების მართობულად, ეწოდება X7=/ს) ფუნქციის გრა- 
ფიკის ნორმალი ამ წერტილში. ნორმალის განტოლებაა 

X-X0+ / (X0)CV/-)0)=0. 
დაეადგინოთ ახლა დიფერენციალის გეომეტრიული შინაარ- 

სი. #რM0%იM/>-დან (ნახ. 9.2) გეაქვს, რომ: 

MVM0= MიM-Iცთ=4+X: /(Xი)=ძთ). 
ამრიგად, ფუნქციის დიფერენციალი წერტილში ოდრის ფუნ- 

ქციის გრაფიკისადმი შესაბამის წერტილში გავლებული მხების 
ორდინატის ნაზსრდს. 

ამოცანა L შევადგინოი) #=X -3X. ფუნქციის გრაფიკის M(I;:-2) წე- 
რტილისე გავლებული მხებისა და ნორმალის განტოლებები. 

ამოსსნა. გამოვთვალოთ ფუნქციის წარმოებული, »=/C)=3X--6». 

ცხადია /LXი)=/11)=3-6=-3, X#ი-=-2, ამიტომ მხების განტოლებაა 

»+2=-3C-I) ანუ 3X+”-1=0, ხოლო ნორმალის განტოლება იქნება 
X-1-307+2)=0 ანუ X-3”-7=0, 

2. წარმოებულისა და დიფერენციალის ფიზიკური შინაარსი. 1) ეთქვათ 

წერტილის წრფივი მოძრაობის განტოლებაა §=+«%(,), რომლის მი- 
ხედვითაც დროის ნებისმიერ მომენტში შეიძლება გამოვიანგა- 
რიშოთ გავლილი მანძილი. დროის /#: მომენტიდან #+4/ მომენტა- 
მდე გავლილი მანძილი ტოლია /"=5(/0+//)-9(/ეე-ისა,„ ამიტომ 
დროის #! მონაკვეთში მოძრაობის საშუალო სიჩქარე გამოითვ- 
ლება ფორმულით: 

_ §(/ა + M)– §(/(6) _ რ. 

” MI 
ეს ფორმულა მით უკეთესად ახასიათებს წერტილის სიჩქარეს #% 
მომენტში რაც უფრო მცირეა #/, ამიტომ მიღებულია, რომ 

”/საუ 

- ი(:>–, ჩია- გე რ -6) 
წარმოადგენს წერტილის მყის სიჩქარეს დროის # მომენტში. 

ამრიგად, სიჩქარე დროის მოცემულ მომენტში არის მანძი- 
ლის წარმოებული დროით. 

ანალოგიურად შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ აჩქარება დროის ი 
მომენტში არის სიჩქარის წარმოებული, ე. ი. 
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9VLM) _- ძ(#ი) # 

ან რაც იგივეა აჩქარება არის მანძილის მეორე რიგის წარმოე- 
ბული დროით, ე. ი. 

  

დიფერენციალის განსასღერების თანახმად გვაქეს, რომ: 

ძ9=§' (/ე)თ!= I/(I0)#"!. 

მაშასადამე, მანმშილის დიფერენციალი არის მანძილი, რომე- 
ღსაც გაიელიდა წერტილი დროის რ/ მონაკვეთში, თუ ის იმოძ- 
რავებდა თანაბრად იმ სიჩქარით, რაც ჰქონდა მას დროის ი 
მომენტში. 

ამოცანა 2. მატერიალური წერტილი მოძრაობს წრფივად §=/-3! 
კანონით. ვიპოვოთ წერტილის აჩქარება დროის იმ მომენტში, 
როცა მისი სიჩქარე 9 მ/წმ-ის ტოლია. 

პჰმოსსნა. როგორც ვიცით V = 5“ -ვძვ, პირობით 3/”-3=9. აქედან 

(=2. 
2 

გამოვთვალოთ წერტილის აჩქარება ი=<1-6. აქედან #. 

ძ(2)=6-2=12 მ/წმ?. 
2) ვთქვათ მოცემულია ! სიგრძის არაერთგვაროვანი ძელი. 

დავუშვათ, რომ ძელი მოთავსებულია 0ჯ ღერძზე ისე, რომ მისი 
ერთ-ერთი ბოლო ემთხვევა კოორდინატთა სათავეს. ”I=MIC) იყოს 
ფუნქცია, რომლის საშუალებითაც ძელის ნებისმიერი ჯი წერტი- 
ლისათვის გამოითვლება სათავიდან ჯX წერტილამდე მოთავსებუ- 
ლი ძელის ნაწილის მასა. განვიხილოთ ძელის რაიმე Xი და 
Xა+#X წერტილები. ამ წერტილებს შორის მოთავსებულ ძელის 

მონაკეეთს აქვს #X სიგრძე და #//=/II(Xი+#4X)-IICXი) მასა. 2 ფარ- 

დობას ეწოდება ძელის განხილული მონაკვეთის საშუალო სიმკ- 
ვრივე. ძელის სიმკვრივე XX წერტილში ეწოდება საშუალო სიმკე- 

ვრივის ზღვარს, როცა #X მიისწრაფვის ნულისაკენ და /#XX)-ით 
აღინიშნება, ე. ი. 

_“ : 47 _. 
/XX) ი, > (Xი). 

თუ 0 სიმკვრივე არ არის დამოკიდებული ჯ-ზე ე. ი. მუდმი- 
ვია, მაშინ ძელს ეწოდება ერთგვაროვანი. 

დიფერენციალის განსასღერების თანახმად გვაქვს, რომ: 
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ძI))= I))'(X0ი)VX=7/XX0)/ბ·X. 

ამრიგად, მასის დიფერენციალი არის 4X სიგრძისა და /7XXი) 

სიმკვრივის მქონე ერთგვაროვანი ძელის მასა, სადაც /XXი) არის 

ძელის სიმკვრივე Xი წერტილში. 

§13. დიფერენციალური აღრიცხვის 

ძირითადი თეორემები 

თეორემა 18.1 (ფერმა). ვთქვათ / ფუნქცია განსახღვრულია Xი წე- 
რტილის რაიმე მიდამოში და წარმოებადია X წერტილში. თუ ამ 
წერტილში / ფუნქცია ღებულობს უდიდეს ან უმცირეს მნიშვნე- 

ლობას, მაშინ 4/(Xი)=0. 

დამტკიცება. ასრის გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ / 
ფუნქციას ჯX წერტილში აქვს უდიდესი მნიშვნელობა, მაშინ საკ- 
მარისად მცირე # რიცხვისათვის ადგილი ექნება უტოლობას; 

-#Xი+ #X )-/(X0)<0. 

#6 +4X)-– /(=) 
რ#X 

#(=% +4ტ»X)- /(X) 
ტაX 

თეორემის პირობით X- წერტილში არსებობს ფუნქციის წარ- 
მოებული, ამიტომ (13.1) და (132) უტოლობებიდან გვაქვს: 

#Vი)= სი 70+49)- #9) <0, (13.2) 

აქედან 

<0, როცა #4#X>0, (13.1) 

20, როცა #X;<0. (13.22) 

034) #/ თი)= სე #+49-7C)> 6, 

(13.3) და (13.4) დამოკიდებულებიდან ვღებულობთ /LსXI)=0. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

ფერმას თეორემის გეომეტრიული შინაარსია: თუ % წერტი- 

ლის რაიმე მიდამოში განსასღვრული / ფუნქცია ამ წერტილში 
ღებულობს უდიდეს ან უმცირეს მნიშვნელობას და ფუნქციის 
გრაფიკს (Xა; /(X-)) წერტილში აქვს მხები (C”» ღერძის არაპარა- 
ლელური), მაშინ ეს მხები CჯX ლერძის პარალელურია (ნახ. 913), 
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ნახ. 93 

თეორემა 18.2 (როლი). ეთქეათ / ფუნქცია უწყვეტია §ი:ხ) სეგმენ- 
ტზსე და წარმოებადია X,;ხ, ინტერვალში. თუ M/(9)=/(ხ), მაშინ ამ 
ინტერვალში არსებობს ერთი მაინც ისეთი C წერტილი, რომ 

7 Lო=0. 
დამტკიცება. ვინაიდან / უწყვეტია (ი,ხ) სეგმენტზე, ამიტომ ის 

ამ სეგმენტსე მიიღებს უმცირეს და “უდიდეს მნიშყნელობებს. 
ვთქვათ M#M=იI1ი /X) და M=ოთმX /(X), მაშინ: 

M</(ნX)ა<M,  VXCLთ;ხI. 

თუ #M=M მაშინ / მუდმივია (თ,ხ) სეტგმენტსე და ამიტომ 

VXCIი,ხ-დან გეექნება /L)=0. ამ შემთხეევაში თ წერტილად 
შეიძლება ავიღოთ #;ხ( ინტერვალის ნებისმიერი წერტილი. 

თუ MM, მაშინ #2ი)=/ხ) პირობის ძალით / ფუნქცია » და M#M 
მნიშვნელობებიდან ერთ-ერთს მაინც მიიღებს IM.ს. ინტერვალის 
რაიმე C წერტილში. ამ შემთხვევაში ფერმას თეორემის ძალით 
#(020)=0. 

თეორემა დამტკიცებულია. 
როლის თეორემის გეომეტრიული შინაარსია: თუ / ფუნქციის 

გრაფიკს ყოველ (დყნი), ი<«X«<ხ წერტილში აქვს მხები (C»” ღერ- 

ძის არაპარალელური) და #9)=/ხ), მაშინ ამ გრაფიკზე არსებობს 
ერთი მაინც წერტილი, რომელ“სედაც გავლებული მხები აბსცის- 
თა ღერძის პარალელურია (ნახ. 9.4). 

  

ნახ. 94 
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თეორემა 18.3 (კოში). გთქვათ / და C ფუნქციები უწყვეტია (ი;ჩ) 

სეგმენტსე და წარმოებადია Iხ( ინტერვალში. თუ ამ ინტერვა- 

ლის ყოველ წერტილში «#0, მაშინ M#:, ინტერვალში არსე- 

ბობს ერთი მაიჩც ისეთი C წერტილი, რომ ადგილი ექნება ტო- 
ლობას: 

§(ხ)– (0) §") 
თეორემა 18.4 (ლაგრანჟის თეორემა სასრული ნაზრდის შესახებ). თ“'უ §V.ხ) 

სეგმენტსე უწყვეტი / ფუნქცია წარმოებადია 12,ხ( ინტერვალში, 
მაშინ ამ ინტერყალში არსებობს ერთი მაინც ისეთი C წერტილი, 
რომ: 

„”(ხ)- /(0)=(ხ-ძ) /%C). (13.6) 
დამტკიცება. ლაგრანუის თეორემა მიიღება კოშის თეორემიდან, 

როგორც მისი კერძო შემთხვევა. მართლაც, ეთქვათ დ«§(X)=X, მა- 

შინ დ«(ი=1, დ§«(ი)=თ, §(ხ)>ხ, ამიტომ (135) ტოლობა ასე გადაი- 
წერება: 

#(ხ)– /(თ) – #0 · (13.7) 
ხ–ი 1 

აქედან 

#(ხ)-./(0)=(ხ-თ)/ (0). 
თეორემა დამტკიცებულია. 
შენიშვნა 1 (136) ფორმულა / ფუნქციის /(ხ)-/ 0) ნასრდს აკავ- 

შირებს არგუმენტის ხ- ნასრდთან, ამიტომ ლაგრანჟის (13.6) 
ფორმულას სასრყლი ნაზრდის ფორმულასაც უწოდებენ. 

შენიშვნ 2. როლის თეორემა არის ლაგრანჟის თეორემის კერ- 
ძო შემთხვევა, როცა /#(0)= #ხ). 

ვინაიდან (136) ფორმულაში ძ<Cლჩ, ამიტომ თუ შემოვიღებთ 
აღნიშენას 

C-ძ 

ხ-–ძ 

გვექნება 0<0%-I და C=ძ+6C(8M-ი). 
ამიტომ (13.6) ფორმულა ასე ჩაიწერება: 

/(ხ)-/(9)=(ხ-ძ)/(0+0(ხ-ძ)). 
კერძოდ, თუ ხ=ძ+#/, გეექნება: 

#9+#ჩ)-#(0)=M/(თ+0)), 0<0<1. 

სასრული ნასრდის ფორმულის ასეთი სახით ჩაწერას ხში- 
რად სასარგებლო გამოყენება აქეს. 

ლაგრანჟის თეორემის გეომეტრიული შინაარსია: თუ (თხ) 

სეგმენტზე უწყვეტი / ფუნქციის გრაფიკს ყოველ (X; /(X)). 
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  =60,



ი<Xჯ<ხ წერტილში აქვს მხები (C, ღერძის არაპარალელური), 

მაშინ /=#X) წირხე / და 8 წერტილებს შორის არსებობს ერ- 

თი მაინც ისეთი MM წერტილი, რომელზედაც გავლებული მხები 
48 ქორდის პარალელურია (ნახ. 9.5). 

მართლაც, ვთქეათ X»7=/») წირის ბოლოებია #(იი/(ი)) და 
8(ხე(ხ)), მაშინ (137) ტოლობის მარცხენა ნაწილი წარმოადგენს 
48 ქორდის კუთხურ კოეფიციენტს, ხოლო მარჯვენა ნაწილი 

#2) არის X7=/(X) წირის (ი#-C)) წერტილსე გავლებული მხების 

კუთხური კოეფიციენტი, ე. ი. მხები #8 ქორდის პარალელურია. 

  

   
ლს 

-–
--

--
--

- 

' 
' 
' 
' 
' 
1 

C 

ნახ. 9.5 

შედეგ« თუ / ფუნქცია წარმოებადია I2,ხ ინტერვალში და 

#'"Cთ=0 ამ ინტერვალის ყოველ წერტილში, მაშინ ფუნქცია მუდ- 

მივია #,;ხL-ზე. 
დამტკიცება. გთქეათ Xი რაიმე ფიქსირებული, ხოლო Xჯ ნების- 

მიერი წერტილია #;ხ(-ში, მაშინ (136) ფორმულიდან გეაქვს: 
#(9)= /(Xი)=00/1§!. 

ამ შედეგიდან გამომდინარეობს, რომ თუ #,ხ, ინტერვალის 

ყოველ წერტილში /)=2თ), მაშინ ეს ფუნქციები მხოლოდ მუდ- 
მივი ”შესაკრებით განსხვავდებიან ერთმანეთისაგან ე. ი. 
-#(X)=9(X)+00713!. 
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§14. განუსაზღვრელობათა გახსნა. 

ლოპიტალის წესი 

იმ შემთხეევაში, როცა / და § ფუნქციები უსასრულოდ მცი- 

რეებია, ან უსასრულოდ დიდებია, როცა X-20ი, მაშინ ამბობენ, 

რომ +) ფარდობა X=ი წერტილსე არის > ან = სახის გა- 

ნუსასღვრელობა. ამ ტიპის სღვრის გამოთვლას, რომელიც უშუ- 
ალოდ ბსღვარსე გადასვლის გზით არ ხერხდება, განუსაზსღერე- 
ლობის გახსნა ეწოდება. ასეთი სღევრის გამოსათვლელად ზსოგ- 
ხერ ხელსაყრელია ეგრეთწოდებული “ლოპიტალის წესის” 
გამოყენება, რომელიც საშუალებას გეაძლევს ფუნქციათა ფარ- 
დობის სღვრის გამოთელა შევცვალოთ მათი წარმოებულების 
ფარდობის ზსღვრის გამოთვლით. 

ასეთი განუსასღვრელობის გახსნა ნიშნავს გამოვთვალოთ 

“ღვარი სი #V), თუ ის არსებობს, ან დავადგინოთ რომ ის არ 
X-59 §(») 

არსებობს. 
ლოპიტალის წესის გამოყენება ემყარება შემდეგ თეორემას 
თეორემა 14.L ვთქვათ: 

ა) #2) და «C0) ფუნქციები წარმოებადია ი წერტილის რაიმე 
მიდამოში, გარდა შესაძლებელია თვით ძი წერტილისა. 

2) IIი #X)=1Iთ §(X0)=0 ან Iი #0)=თ, II0ი §(X)=Cთ. 
ჯაძ X–ძი ჯ-)ძ ჯაი 

3) 9” (X»)#0, X#ძ. 

4) არსებობს Iთ #25 სასრულო ან უსასრულო (ტოლი 
ჯ-6ძ § 2ჯ 

+თ-ის ან –-თ-ის). 

მაშინ არსებობს სღეარი IIთ #C) და 
+–5იძ 9(X) 

სთ #9 = სი ო, 
X”X26–6ძ 9») ჯ–ძ C'(X) 

შენიშვნ 1 ლოპიტალის წესის მიხედვით თუ არსებობს წარ- 

მოებულთა შეფარდების ზღვარი, მაშინ არსებობს თვით ამ ფუნ- 
ქციათა შეფარდების ზღვარიც. მაგრამ შეიძლება წარმოებულთა 
შეფარდების ზღვარი არ არსებობდეს, თუმცა თვით ამ ფუნქცი- 

ათა შეფარდების ზღვარი კი არსებობდეს. მართლაც 
1 

X” 60§-– 
· · 1 
სო--–--%=IიXC009-=0. 
ჯაი 5)0)Xჯ X5–0 XჯX 
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მაგრამ წარმოებულთა ფარდობა არის 
1.1 

2X005--+§!ი – 
ჯ X. 

005X 
ამ ფარდობის ზსზღვარი კი, როცა X-20 არ არსებობს. 

შენიშვნა ?. ეს წესი გამოიყენება მაშინაც, როცა X-3ძ+, X-3ძ-, 
X-–6+თ, X-3-თC ან X-თ. 

შვნიშვნა 3. თუ 405 ფარდობა აგრეთეე წარმოადგენს განუ- 

საზღვრელობას Xჯ=ი წერტილზე, მაშინ შეიძლება გადავიდეთ 
მეორე რიგის წარმოებულების ფარდობის ზღვარზე და ა. შ. 

თ 

მაგალითი I. ვიპოვოთ სახლს თ>I. აქ გვაქვს > სახის 

განუსასღვრელობა. ლოპიტალის წესის გამოყენებით მიიღება 
თ თ- 

  

· _” _ _ 1: თ”X = I თ-I – 

სინჯე 0 1 ი თX 0+050. 
1+Xჯ 

Xჯ-59იXჯ 
მაგალითი 2. ეიპოვოთ II 3 

X530 Xჯ 

ლოპიტალის წესის გამოყენებით გვაქეს: 

· X-59იX . 1-005X 
სი ––კ––=Iთ 2 
”»აი IX „აბი მ3ჯ 

  

აქ ისეე მიეიღეთ > სახის განუსასღვრელობა. ლოპიტალის 

წესის კვლავ გამოყენება გვაძლეეს: 
X-5)0X _ ს. §50X _ 1 510 X =I0ი->=- I     

I 

”ა0ი ჯXჯ X530 6Xჯ 6»–0 X 6. 

ჯ? 
მაგალითი 8. ვიპოვოთ IIთ –-. 

ჯ+თ 6 

2 ·. Xჯ .  2X · 1 
მი –“–= 1Iი) ––=2 II ––=0, 

ჯ«ახითგც L1-+თდ ეი X»-53+Cთ 06% 

ამრიგად, ზემოთ მოყეანილი დებულების გამოყენებით ლოპი- 

ტალის წესი საშუალებას გეაძლევს გავხსნათ > და = სახის 
ით 

განუსასღვრელობები. ხშირად სხვადასხვა გარდაქმნებით 0:·თ, 
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თ-თ, 0) თს I სახის განუსასღვრელობები შეიილება 

დავიყვანოთ 2 ან = ტიპის განუსასღვრელობამდე. 
თ 

1 0- სახის განუსაზღვრელობა. ვთქვათ სი /X)=0 და 1Iი1 C(X)=Cთ, 
L.-–“ი ჯI6ძ 

მაშინ 

ჰი სწედლცე)= სთ #6), (14.1) 

2 
ან 

სთ ყნიჯლი)– სთ 82. (142) 
#76) 

(14.1) და (142) ტოლობებიდან ჩანს, რომ 0-« სახის განუსაზ- 

ღერელობის გახსნა დაიყვანება 2 ან > სახის განუსასღერე- 
თ 

ლობების გახსნამდე. 

მაგალითი გ. ეიპოვოთ IIიი(I – XIC =>. 
XI 2 

გვაქვს 0-> სახის განუსასღერელობა. (14.));-ის ძალით 
–I 2 1-XჯX · 

=)ი----  .-., 
„” ვა # 1 ჯ 

2 2 :.272X 

  

. 7 _ .. 

სუს-ი სთ 
  

2. -% სახის განუსაზღვრელობა. ეთქვათ III /##X)=+«>« ( 1Iიი #(X)=-Cთ) 
„აძ ჯაძ 

და IIი §00=+% (ო §00=–თ). ამ შემთხვევაშორი IIი) VI(X)-9C0X)) 

0 
სლღვრის გამოთელა დაიყვანება 2 სახის განუსასლერელობის 

გახსნამდე, მართლაც: 

1 1 

IIი წVCი-900)= Iთ §ო /ი . 

#C)XC) 

მაგალითი წ. ვიპოვოთ სთ (თ>-1). 
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1 

  

1- 
· 1 X-IX  . 2 
ი (თ>-1)- სიო >-- 55%. სი 005 X. - 

ჯ-50 ჯX „ან XIX Xჯ--50 (X+ 
  

008” X 

§1ი” X 250 X00§ X 
=- თ =-Iრო----...- 

ჯ–ა0ვ)იXლლა+.-I. X-0 0052X+! 
ვ. 1“, 09, «" სახის განუსაზღვრელობები. ამ სახის განუსასღვრელო- 

ბების გახსნა დაიყვანება 0-% სახის განუსასღვრელობის გახსნა- 
მდე შემდეგი ფორმულის გამოყენებით: 

ყCი)ო=0- MM, ძდი>0). 
განვიხილოთ სათანადო მაგალითები. 
მაგალითი ზ. 

IIი XX = II ე 2:%X= «==. IX? =ე9=|I, 
X-–>0+ X50+ 

მაგალითი 7. 

# 
, · #I- 

IIიი (/დჯ)'“” = IIიე CM გ? = 
> 38 
2 2 

I 
/CXC0§1 L 

· I I ილ 

=C C0§” ჯ =დ0 2 =1. 

  

  

მაგალითი ზ. 
2X 

2 
2 ' ცის») სო1++ 

თ II+X ++ -I> -„ =ტ6" 96 --X = 86-02 - == 
0 ჯ.- 

შით 2» I 2X 
– 

= „'7მს+»? I" -) = გ'+დ –I =(62 

  

  

  

§1ნ. ტეილორის ფორმულა და მისი ზოგიერთი 

გამოყენება 

თუ #») ფუნქციას X წერტილის რაიმე მიდამოში აქეს 7I+1 
რიგის წარმოებული, მაშინ ამ მიდამოს ნებისმიერი Xჯ წერტილი- 
სათვის მართებულია ტეილორის ფორმულა: 

CV) 
#X)= /თე+ 450) ცაიე+4 ხი) 0) ც-ე2+. +247 ი) -C ი) ც-»უჩ+ჩ,ნი, 
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სადაც 
#8 (=) 

(+1)! 

ჩი არის ტეილორის ფორმულის ნაშთი ლაგრანჟის სახით. 
ნაშთი შეიძლება ჩაიწეროს აგრეთვე პეანოს სახითაც: 

IM(X)= 0 –X » I 

როცა X0-=0, მაშინ ტეილორის ფორმულა მიიღებს სახეს: 

# LV, #0) >, , #90) „, /'')(0X) „. #0=/(0)+ X ++ X+ 
2! „I (#+1)! 

რომელსაც ი მაკლორენის ფორმულა ეწოდება. 
მაკლორენის ფორმულის გამოყენებით ადვილად მიიღება, 

რომ 

1. თუ #(X)=/(X)=ია+0)X+---+0,X”, მაშინ 
, ” (») 

ჩ,ი)=ჩ,/(0)+-% 0) »+ 6) 2+.+45%” (0) » 
' ' „ 

(XX), რ=Xაე+0LX-Xა), 0<0<1. #იიე= 

L 

2. თუ /#(X)=(0+XX», MCVM, მაშინ 

(0+X)"=ი”+/ი” X+ ჟთ-)) ) ე" X+.+ 

+ #თ-ს...V-C-I) ე”ტ+..-+X. 

ამ ფორმულას უწოდებენ ნიუტონის ბინომის ფორმუდიას. 
3. თუ /#CX)=C, მაშინ 

2 ” ო+ 
X X Xჯ 

თ=)1+-+-+.-+ +- +-- . .. 
ჟჟ-– „! (9+1)!“ 

ნებისმიერი »-სათვის (--:?) სეგმენტიდან ი«“<0წ, ამიტომ ნაშ- 
თითი წევრისათვის ადგილი აქეს შეფასებას: 

LL" 

/ 63 ფულე (ი+1)! 

%+ 0<0<1, 

4. თუ /(X)=5IიX, მაშინ 
ჰ 5 ” „+I 

აიალუ თ +>  -+2-8ვი7-7რ+ 6“ ყი (ფ+ 1)# + რI. 
31.5 (I. 2 (ი+!) 2 

ცხადია, რომ ნებისმიერი Xჯ-ისათვის I-M-#) სეგმენტიდან ნაშ- 
თითი წევრისათვის მართებულია შეფასება: 

I. თI<-“ 
(#+))!” 

ი+1 

(015.ს 
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5. თუ) /(X)=00%, მაშინ 

2 %. ჯი M7» თ”L·I 

ლ09=1- > + _..+2 ლ09-+-> 08 (ფ+))2+6: ' 2... 4 ”! 2 (V+1)! 2 
აქაც ნებისმიერი »-ისათვის (-?:) სეგმენტიდან ნაშთითი წფევ- 

რისათვის ადგილი აქვს (15.1) შეფასებას, 
6. თუ /(X)=Iი(1+X»X), მაშინ 

»" I 

(L+IXI+ რი”. 

ჩ 
„I X 

2 

I(1+9=»- 2 +-+C 0)” + +C ს” 
ჩ 

§16. ფუნქციის გამოკვლევა წარმოებულის 

გამოყენებით 

1. ფუნქციის ზრდადობისა და კლებადობის წიშნები. ფუნქციის გამოკ- 

ვლევისას ერთ-ერთი ძირითადი ამოცანაა დავადგინოთ ამ ფუნ- 
ქციის მონოტონურობის შუალედები. ეს საკითხი კი წარმოებადი 
ფუნქციის შემთხვევაში დაკავშირებულია ფუნქციის წარმოებუ- 
ლის ნიშანთან. მართებულია შემდეგი თეორემა. 

თვორემა 161. თუ I2,ხ( ინტერვალის ყოეელ წერტილში ადგილი 
აქვს უტოლობას 

#ე>0 V%ი<თ, 
მაშინ ამ ინტერვალზე /(ი ფუნქცია სრდადია (კლებადია)”. 

დამტკიცებ. დავუშვათ ადგილი აქეს /1X)>0 პირობას. ვთქვათ 
X, და X I,ხ, ინტერვალის ნებისმიერი წერტილებია, ისეთი, რომ 
X-<X. მაშინ ლაგრანჟის თეორემის თანახმად, ამ წერტილებს 

შორის არსებობს ისეთი C წერტილი, რომ 

/ (2)- / (C,)= 7 MC)C-X)). (16.1) 
რადგან პირობის ძალით /(C)>0 და X--X,>0, ამიტომ (16.1) ტო- 

ლობიდან მივიღებთ, რომ /(C)-/ (VI)20, ე. ი. 

#(.)>/ (X). 
ანალოგიურად განიხილება შემთხეევა /”''(X)<0. 
თეორემა დამტკიცებულია. 
2. ფუნქციის ექსტრემუმი. მეცნიერებისა და ტექნიკის მრავალი 

ამოცანა დაკავშირებულია ფუნქციის მაქსიმუმისა და მინიმუმის 

მოძებნასთან. ასეთი ამოცანების ერთი ნაწილი შეისწავლება დი- 
ფერენციალური აღრიცხვის მეთოდებით. 

ვთქვათ მოცემულია (Cთ;ხ) სეგმენტზე განსაზღვრული /C) ფუ- 
ნქცია. 

  

"თუ ფუნქცია უწყვეტია (თხ1 სეგმენტზე. მაშინ თეორემის პირობებში 
სრდადობას (კლებადობას) ადგილი ექნება (თ,ხ) სეგმენტზე. 
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განსაზღვრება 18.1. (0V,ს1) სეგმენტის შიგა X წერტილს ეწოდება 
#ო) ფუნქციის ლოკალური მაქსიმუმის (მინიმუმის) წერტილი, თუ 

მოიძებჩება X-ის ისეთი IXი-0,Xი+ი მიდამო, რომ ამ მიდამოს 

ყოველი »ჯ წერტილისათვის სრულდება უტოლობა / (X)< / (%) 

(X2> / 0%Xი)). 
ყუნქციის მნიშვნელობებს მაქსიმუმისა და მინიმუმის წერტი- 

ლებში უწოდებენ შესაბამისად ფუნქციის ლოკალურ მაქსიმუმს” 
და ლოკალურ მინიმუმს. 

ფუნქციის მაქსიმუმისა და მინიმუმის წერტილებს ფუნქციის 
ექსტრემუმის წერტილები ეწოდება ხოლო თვით «ფუნქციის 
მნიშვნელობებს ექსტრემუმის წერტილებში ამ ფუნქციის ექს- 
ტრემალური მნიშვნელობანი ანუ ექსტრემუმები. 

მოყვანილი განსასღვრებიდან ჩანს, რომ ფუნქციის მაქსიმუმი 
(მინიმუმი) უდიდესია (უმცირესია) იმ მნიშენელობებთან ”შედარე- 
ბით, რომელიც მას აქეს მაქსიმუმის (მინიმუმის) წერტილის 
გარკვეულ მიდამოში. მაშასადამე ის ფაქტი, რომ ფუნქციას გა- 
აჩნია ექსტრემუმი რაიმე წერტილში არის ამ ფუნქციის ლოკა- 
ლური, ე. ი. მხოლოდ ამ წერტილის რაიმე მიდამოსათვის დამა- 
ხასიათებელი თვისება.    
  

ლ
ს
ხ
-
-
-
-
-
-
-
-
–
-
-
-
-
-
 

' 

'I 
XI 

0I ძ X0ი X X2 X3 

ნახ. 9.6 

როგორც 96 ნახაზიდან ჩანს, მოცემულ შუალედზე ფუნ- 
ქციას შეიძლება გააჩნდეს რამდენიმე ექსტრემუმი. ამასთან ზ%ო- 
გიერთი მინიმუმი შეიძლება ზოგიერთ მაქსიმუმსე მეტი ალღმო- 
ჩნდეს. 

ახლა შევისწავლოთ ფუნქციის ექსტრემუმის წერტილების 
მოძებნის წესი. 

ფერმას თეორემის თანახმად, თუ X წერტილში წარმოებად 
#») ფუნქციას აქვს ექსტრემუმი, მაშინ /(XX0. ე. ი. წარმოებადი 

  

"შემდგომში, იქ სადაც გაურკეევლობას არ გამოიწვევს, ლოკალური 
მაქსიმუმის (მინიმუმის) ნაცელად გამოეიყენებთ გამოთქმას მაქსიმუმი 
(მინიმუმი). 
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ფუნქციის ექსტრემუმის არსებობის აუცილებელი პირობაა პირ- 
ველი რიგის წარმოებულის ნულთან ტოლობა. 

შევნიშნოთ, რომ ფუნქციას ექსტრემუმი შეიძლება გააჩნდეს 
იმ წერტილშიც, სადაც წარმოებული არ არსებობს. 

მაგალითად, #X)=X) ფუნქციას X=0 წერტილში წარმოებული 
არა აქვს, მაგრამ ამ წერტილში მას აქვს მინიმუმი (ნახ. 9.7) 

» 

0 ჯX 

ნახ. 97 

უნდა აღინიშნოს, რომ წერტილში ფუნქციის წარმოებულის 
ნულთან ტოლობა ან არარსებობა წარმოადგენს ექსტრემუმის 
არსებობის მხოლოდ აუცილებელ პირობას, ე. ი. იქიდან, რომ 
ფუნქციის წარმოებული რაიმე წერტილში ნულია ან არ არსე- 
ბობს, არ გამომდინარეობს, რომ ეს წერტილი ექსტრემუმის 
წერტილია 

» » 

0 X 0 ჯ 

ნახ. 9.8 ნახ. 9.9 

მაგალითად, X>20 წერტილში /C)=X. ფუნქციის წარმოებული 
ნულის ტოლია, ხოლო 

X, როცა X<0, 

ის- 15 
X, როცა X>0. 

ფუნქციის წარმოებული არ არსებობს, მაგრამ ამ წერტილში 
ფუნქციებს ექსტრემუმი არ გააჩნია (ნახ. 9.8 და ნახ. 9.9). 
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განსაზღვრება 16.2. წერტილს. რომელსედაც ფუნქციის წარმიოე- 
ბული ნულის ტოლია, ამ ფუნქციის სტაციონალური წერტილი 
ეწოდება. 

განსაზღვრება 1.3. წერტილს, რომელ“სედაც ფუნქციის წარმოე- 
ბული ნულია ან არ არსებობს, კრიტიკული წერტილი ეწოდება. 

მაშასადამე როგორც სემოთ იყო აღნიშნული, ფუნქციის 
ექსტრემუმის წერტილები უნდა ვეძებოთ ამ კუნქციის კრიტი- 

კულ წერტილებს შორის. 
დავადგინოთ ექსტრემუმის არსებობის საკმარისი პირობები. 
თეორემა 1.2. ეთქვათ Xი არის /C) ფ'ენქციის კრიტიკული წერ- 

ტილი. თუ / ფუნქცია უწყვეტია X წერტილში და ამ წერტილის 
რაიმე მიდამოში 

/თ >0, როცა X<X 067 

#I(X)<9, როცა Xჯ> X 

მაშინ ფუნქციას X წერტილში აქვს მაქსიმუმი, ხოლო თუ 

/ I> <0, როცა X<7X 063) 

#XIX)>0, როცა X> X 

მაშინ ფუნქციას X წერტილში აქვს მინიმ'უმი. 

დამტკიცება. ეთქვათ Xი წერტილის რაიმე IX--2:Xა-+2L მიდამოში 

შესრულებულია (I62) პირობა. რადგან IX-თXის ინტერეალში 

#Cთ)>0ი და /X) ფუნქცია უწყვეტია X წერტილში, ამიტომ იგი 

სრდადია Iი-იXი) შუალედში. ე. ი. ნებისმიერი XCIXი--თXიL წერტი- 
ლისათვის მართებულია უტოლობა /(XX)</(X) ანალოგიურად 
შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ ეს უტოლობა მართებულია აგრეთეე 

ნებისმიერი XCI)XიXი+2LI წერტილისათვის. 
ამრიგად, Xი--საგან განსხვავებული ყოეელი X წერტილისათ- 

ვის MXი-2X+2| მიდამოდან მართებულია უტოლობა /CX)< /I(Xი). ე. ი. 

ჯი არის #X) ფუნქციის მაქსიმუმის წერტილი. 
ანალოგიურად მტკიცდება, რომ თუ »ი წერტილის რაიმე მი- 

დამოში შესრულებულია (16.3) პირობა, მაშინ /X») ფუნქციას X 
წერტილში აქვს მინიმუმი. 

თეორემა დამტკიცებულია. 
ხშირად სარგებლობენ ამ თეორემის შემდეგი ფორმულირე- 

ბით თუ წერტილში ფუნქცია უწყვეტია და ამ წერტილზე 
მარცხნიდან მარჯენივ გადასელის დროს წარმოებული ნიშანს 
იცვლის “+”“-დან “-”- სე, მაშინ Xი მაქსიმუმის წერტილია (ნახ. 
9.10), ხოლო, თუ წარმოებული ნიშანს იცვლის “–”-დან “+”-სე % 
მინიმუმის წერტილია (ნახ. 9.11). 
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ნახ. 9.10 ნახ. 9.11 

შევნიშნოთ, რომ თეორემა 162-ში კრიტიკულ წერტილში ფუ- 
ჩნქციის უწყვეტობის მოთხოვნა აუცილებელია. მართლაც 

X2+1I, როდლკა X<0, /თ-| · 
X, როცა X>0 

ფუნქციისათვის X>0 წერტილში შესრულებულია თეორემა 16.2-ის 
ყველა პირობა, გარდა უწყვეტობისა, მაგრამ ამ წერტილში ფ·უნ- 
ქციას ექსტრემუმი არ გააჩნია. 

შენიშვნა L თუ ფუნქცია უწყვეტია კრიტიკულ წერტილში და 
ამ წერტილის რაიმე მიდამოში ფუნქციის წარმოებული ნიშანს 
ინარჩუნებს, მაშინ ფუნქციას ამ წერტილში არა აქვს ექსტრე- 
მუმი. 

შენიშვნა 2. ფუნქციას ექსტრემუმი შეიძლება ჰქონდეს ისეთ 
სტაციონალურ წერტილშიც, რომლის ნებისმიერ მარჯეენა და 
მარცხენა მიდამოებში ფუნქციის წარმოებული ნიშანს არ ინარ- 
ჩუნებს. მაგალითად, განვიხილოთ ფუნქცია 

2+X7 –აი+|, როცა X#9, 
»= ჯ 

2, როცა Xჯ=90. 

გვაქვს: 
7=2X)-9ი1|+%+, X20 

ჯ ჯ 

და 

2+X7(-9ი1|-2 | 
»”C0)= სთ–-–-–---2 == XI -ძი+|= 0. 

X-560 Xჯ Xჯ-–5–0 ჯX 

ი0§-+ ფუნქციის მნიშვნელობათა სიმრავლე X=0 წერტილის 
ჯ 

- 1 
ნებისმიერ მიდამოში არის I-I:I) სეგმენტი, ხოლო 2XI-+ი1 | 
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უსასრულოდ მცირეა, როცა X->0. ამიტომ არ არსებობს X=0 წერ- 
ტილის ისეთი მიდამო, სადაც მოცემული ფუნქციის წარმოებუ- 
ლი ნიშანს ინარჩუნებს, თ'ემცა მოცემულ. ფუნქციას X>20 წერტი- 
ლში აქეს მინიმუმი. 

ამრიგად, თეორემა 16.2-ის (I6.2) და (16.23) პირობები ექსტრე- 
მუმის არსებობის საკმარისი, მაგრამ არა აუცილებელი პირიებე- 
ბია. 

თეორემა 16.შ. ვთქვათ X»ი არის #X) ფუნქციის სტაციონალური 

წერტილი და /"'(Xი)<0 (/”(Xი)>0), მაშინ Xი წერტილში /(»ი) ფუნქ- 
ციას აქვს მაქსიმუმი (მინიმუმი). 

დამტკიცება. მეორე რიგის წარმოებულის განსასღვრების ძა- 
ლით: 

#'(X)= III #C)- #7") _ ცი #0). 
X3X X-–X0 ჯ-აXი X -– Xე 

ახლა თუ დაევჟყშეებთ, რომ /”(Xი)<0, მაშინ არსებობს Xი წერ- 

ტილის ისეთი მიდამო, რომელშიაც 

#თ «ე 
X-X0 

აქედან გამომდინარეობს, რომ / (%)<0, როცა X>Xე და /”(XV)>0, 

როცა X<X. თეორემა 16.2-ის ძალით />») ფუნქციას X წერტილში 
აქვს მაქსიმუმი. 

ანალოგიურად დამტკიცდება, რომ თუ /"'Cთი)>0, მაშინ #X) ფუ- 
ნქციას XX წერტილში აქვს მინიმუმი. 

თეორემა დამტკიცებულია. 
მაგალითი L ვიპოვოთ / (X)=X--6X+9X-2 ფუნქციის ექსტრემუმები. 
ამოხსნ.. მოვძებნოთ მოცემული ფუნქციის წარმოებული და 

გავუტოლოთ იგი ნ'ულს: 

X#VC=3X-12X+9=0. 
აქედან მივიღებთ ფუნქციის სტაციონალურ წერტილებს: X,=Lს 
X-=3. გამოვთვალოთ მოცემული ფუნქციის მეორე რიგის წარმო- 

ებული 
+#I(X)=6X-12. 

გამოვარკვიოთ უკანასკნელის ნიშანი X,.=1I წერტილში: 
#'(1)=6-12<0. 

ამიტომ X»,=1 არის ფუნქციის მაქსიმუმის წერტილი და 
X022X/(2:)= /L1)=2. 

ახლა შევამოწმოთ ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებულის 
ნიშანი X=3 წერტილში. გვაქვს: 

#'(3)=18-12>0. 
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ეს იმას ნიშნავს, რომ X,=3 არის მოცემული ფუნქციის მინი- 
მუმის წერტილი და ამასთან 

#იIი/(X)= #(3)= –2. 

შენიშვნა. თ)უ /(Xი)>20 და /"(Xი)=0, მაშინ #X) ფუნქციას Xი წერ- 
ტილში შრშეიძლება ჰქონდეს ექსტრემუმი და შეიძლება არა. მარ- 

თლაც, თX)=X” და /C0=X' ფუნქციების პირეელი და მეორე რიგის 
წარმოებულები X-0 წერტილ“შმი ნულის ტოლია, მაგრამ X=0 წერ- 

ტილი თ«C=X ფუნქციისათვის არ არის ექსტრემუმის წერტილი, 
ხოლო #X)=#“ ფუნქციისათვის კი არის მინიმუმის წერტილი. 

თეორემა 16.4. ვთქეათ /X) ფუნქციას XX წერტილში გააჩნია M- 
ური რიგის წარმოებული და შესრულებულია პირობები: 

#7 Cთი)=/ (Xი)=---= /”” Cი)=0, ,/XX)#0 . (M>2). 
მაშინ: 

1) X წერტილში ფუნქციას გააჩნია მაქსიმუმი, თუ ”» ლუწია 

და /'XX)<0; 
2) X წერტილში ფუნქციას გააჩნია მინიმუმი, თუ » ლუწია 

და /#”X)>0; 
3) X წერტილში ფუნქციას ექსტრემუმი არ გააჩნია, თუ #M 

კენტია. 
მაგალითი 2. მოვძებნოთ /(-)=C'+6”+2005X ფუნქციის ექსტრემუმი. 
ჰმოხსნა. მოვძებნოთ მოცემული ფუნქციის წარმოებული და 

გავუტოლოთ ნულს 
#6Cე=C”-6”-25იX. 

აქედან მივიღებთ ერთადერთ სტაციონალურ წერტილს X=0. ად- 
ვილი შესამოწმებელია, რომ: 

/#M0)= /”%0)=0, /”M0)=4>0. 
მაშასადამე, მოცემულ ფუნქციას X>20– წერტილში აქვს მინი- 

მუმი და 
დი1ი /(X)= #(0)=4. 

მაგალითი 3. ვიპოეოთ /(CX)=C+X ფუნქციის ექსტრემუმი. 

ამოსხნა ადეილია ჩვენება, რომ /(0)= /“0)=0 და /”(10)#0, ამი- 

ტომ მოცემულ ფუნქციას ექსტრემუმი არ გააჩნია. 
შევნიშნოთ, რომ თეორემა I64-ის გამოყენებით ყოეელთვის 

არ ხერხდება ფუნქციის ექსტრემუმის არსებობის დადგენა. მარ- 
თლაც, ადვილად შეგვიძლია დავრწმუნდეთ, რომ 

! 

#00 =16 ”, როცა X#X0, 

0, როცა X=0 
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ფუნქციის ყველა რიგის წარმოებული X>0 წერტილში 0-ის ტო- 
ლია, თუმცა ამ წერტილში ფუნქციას გააჩნია მინიმუმი და თIი/= 
#:9)=0. 

შ. უწყვეტი ფუნქციის უდიდესი და უმცირესი მნიშვნელობები სეგმენტზე. 
როგორც ვიცით სეგმენტსე უწყვეტ ფუნქციას ამ სეგმენტზე 
აქვს უდიდესი და უმცირესი მნიშვნელობები (თავი VIIს თეორე- 
მა 32-ის შენიშენა I. 

ცხადია, ფუნქციის უდიდესი (უმცირესი) მნიშვნელობა სეგმე- 
ნტზე შესაძლოა არ უდრიდეს ამ ფუნქციის რომელიმე ლოკა- 
ლურ მაქსიმუმს (მინიმუმს) ამ სეგმენტზე (ნახ. 9.12). 

ასევე ცხადია, რომ თუ ფუნქცია უდიდეს (უმცირეს) მნიშენე- 
ლობას ღებულობს სეგმენტის შიგა წერტილში, მაშინ ეს წერტი- 
ლი მისი ლოკალური მაქსიმუმის (მინიმუმის) წერტილიც იქნება 
(ნახ. 9.13). 

7 

  

ნახ. 9.12 ნახ. 9.13 

სემონათქვამიდან გამომდინარეობს სეგმენტზე უწყვეტი ფუნ- 
ქციის უღიდესი და უმცირესი მნიშვნელობების მოძებნის შემ- 

დეგი წესი: 
იმისათვის, რომ მოვძებნოთ სეგმენტსე უწყვეტი ფუნქციის 

უდიდესი და უმცირესი მნიშვნელობა ამ სეგმენტზე, საჭიროა 
გამოვთვალოთ ფუნქციის მნიშვნელობები სეგმენტის ბოლოებზე 
და ამ სეგმენტსე მოთავსებულ ყველა კრიტიკულ წერტილზე; 
გამოთვლილ მნიშვნელობებს შორის უდიდესი იქნება ფუნქციის 
უდიდესი მნიშენელობა, ხოლო უმცირესი კი ფუნქციის უმცი- 
რესი მნიშვნელობა. 

მაგალითი #. გამოვთეალოთ /(X)=X-3” ფუნქციის უდიდესი და 
უმცირესი მნიშვნელობები (1:31) სეგმენტზე. 

კმოსბნა. მოცემულ. ფუნქციას (1:33) სეგმენტზე აქვს ერთადერთი 
კრიტიკული წერტილი X=2 და /#2)=-4. ვინაიდან /#1)=-2 და 
#3)=0, ამიტომ ფუნქციის უდიდესი მნიშენელობაა 0, ხოლო უმ- 
ცირესი მნიშვნელობაა –4. 

შევნიშნოთ, რომ თუ /#X) არის (იხ) სეგმენტსე ზრდადი 
(კლებადი) ფუნქცია, მაშინ #ძ) და #ხ) იქნება შესაბამისად მისი 
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უმცირესი (უდიდესი) და უდიდესი (უმცირესი) მნიშვნელობები ამ 
სეგმენტზე. 

მაგალითი წ. გამოვთვალოთ /#X=X ++ ფუნქციის უდიდესი და 
უმცირესი მნიშენელობები I=-1;2) სეგმენტზე. 

ამოსსხნა. მოცემული ფუნქცია სრდადია, რადგან /C0=5X“+1>0, 

ამიტომ ფუნქციის უმცირესი მნიშენელობაა #-1)=-2, ხოლო უდი- 
დესი მნიშვნელობაა – #2)=14. 

4. ფუნქციის გრაფიკის ამოზნექილობა და ჩაზნექილობა. გადაღუნვის წერ- 

ტილი. განვიხილოთ (ი:;ჩ) სეგმენტზე უწყვეტი /=/) ფუნქცია. ამ 
ფუნქციის გრაფიკზე ავიღოთ ისეთი #Mი(ი,#X)) წერტილი, რომ- 

ლისთვისაც /სი) სასრულია, ე. ი. გრაფიკის Mი წერტილზე გამა- 
ეალი მხები 0» ღერძის პარალელური არ არის (ნახ. 9.14). 

განსაზღერება 16.4. ჯ7=/(X) ფუნქციის გრაფიკს ეწოდება ჩაზნექი- 
ლი #Mი(X,)(X)) წერტილში (/X) ფენქციას ჩასნექილი Xი წერტი- 
ღში) თუ არსებობს X-ის ისეთი მიდამო, რომ ამ მიდამოში 
ფუნქციის გრაფიკი მდებარეობს #ე წერტილში გავლებული 
მხების ზემოთ (ნახ. 9.14). 

  

»” 

Mი 

>–- 
ბ +X0 X 

ნახ. 9.14 

განსაზღჟრება 1.წ. /=/(X) ფუნქციის გრაფიკს ეწოდება ამოზნექი- 

ლი #M(X0C/(Xი)) წერტილში (C) ფუნქციას ამოზნექილი ჯი წერტი- 
ლში), თუ არსებობს X-ის ისეთი მიდამო, რომ ამ მიდამოში ფუ- 
ნქციის გრაფიკი მდებარეობს M წერტილში გავლებული მხების 
ქეემოთ (ნახ. 9.15). 

   



თეორემა 18.წ. თ'უ /Cე) ფუნქციას X წერტილში აქეს მეორე რი- 

გის წარმოებული და /”%)>0, მაშინ ფუნქცია Xი წერტილში ჩაზ- 
ნექილია, ხოიოლო თუ /”Lი)<0, მაშინ ამოზსნექილია. 

შევნიშნოთ, რომ /”Xი)>0 (/”წX)<0) პირობა არ არის აუცილე- 
ბელი იმისათვის, რომ /X) იყოს ჩასნექილი (ამოზსნექილი) Xი წე- 

რტილში ვინაიდან, თუ /MXX0)=0, მაშინ X წერტილში /C) ფუნ- 
ქცია შეიძლება იყოს ჩაზნექილი, ამოსნექილი ან არც ჩა“სნე- 

ქილი და არც ამოსნექილი. მართლაც /0)=“ და თ(X9)=X” ფუნქცი- 

ებისათეის /”(0)=თდ“%0)=0, მაგრამ X0 წერტილში /C) ფუნქცია 

ჩასნექილია, ხოლო თLC) – არც ამოზნექილი და არც ჩაზნექილი. 
ვიტყვით, რომ ფუნქცია ჩასნექილია (ამოსჩექილია) შუალედ- 

სე, თუ იგი ჩასნექილია (ამოზსნექილია) ამ შუალედის ყოველ 

წერტილზე. 
მაგალითი ზ. გვიპოვოთ /=X“-6L+X ფუნქციის გრაფიკის ამოზნე- 

ქილობისა და ჩასნექილობის შუალედები. 

ამოხსნა. ვინაიდან 7”=12X-36X, ამიტომ, როცა XC1)-თ;0L ს )3;+თს 

მაშინ 7/7>0 და, როცა XC)0;3ს, მაშინ X”7”<0. 
ამრიგად, მოცემული ფუნქციის გრაფიკი ჩასნექილია, როცა 

X6CI-თ;0(LI1)3;+თ, და ამოზსნექილია, როცა X6C10;3L. 

ვთქვათ #2) ფუნქციას X წერტილში აქვს წარმოებული (სას- 
რულო ან უსასრულო). 

განსაზღვრება 18.ზ. M-ი(CC.,/(Xი)) წერტილს ეწოდება #X) ფუნქციის 
გრაფიკის გადაღუნეის წერტილი (ი-ს ეწოდება #X) ფუნქციის 

გადაღუნვის წერტილი), თუ არსებობს ისეთი რ6>0 რიცხვი, რომ 

Mი-0XიL და 1Iი;X+28L ინტერვალების შესაბამისი ფუნქციის გრაფი- 
კის ნაწილები მდებარეობენ Mე წერტილში გავლებული მხების 
სხვადასხვა მხარეს (ნახ. 9.16). 

  

Xი 

ნახ. 9.16 

ცხადია, რომ თუ Xი გადაღუნვის წერტილია, მაშინ ამ წერ- 

ტილში ფუენქცია არც ჩასნექილია და არც ამო“სნექილი. ასეეე, 
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თუ X წერტილში ფუნქცია ჩაზნექილია ან ამოზნექილია, მაშინ 
X არ არის გადაღუნვის წერტილი. 

თეორემა 16.ზ. თუ Xი წერტილი #X) ფუნქციის გადაღუნეის წერ- 

ტილია და არსებობს /”“X), მაშინ /”(X)=0. 

დამტკიცება. დავუშვათ საწინააღმდეგო. ვთქვათ, /”Xი)20. მაშინ 

#”ი)>0 ან /”X)<0, ე. ი. ფუნქცია X წერტილში ან ჩაზნექილია 
ან ამოსნექილი, ამიტომ Xი არ არის გადაღუნვის წერტილი. 
მივიღეთ წინააღმდეგობა. 

თეორემა დამტკიცებულია. 
შევნიშნოთ, რომ გადაღუნეის წერტილში ფუნქციას მეორე 

რიგის წარმოებული შეიძლება არ გააჩნდეს. მაგალითად 
2 

+. როცა X20, 

/Cდ)=12 . 
== როცა ჯ<0 

ფუნქციისათვის X-0 გადაღუნვის წერტილია, მაგრამ /%0) არ 

არსებობს, ვინაიდან /1X)=IXI. 
ამ შენიშენიდან და თეორემა 16.6-დან გამომდინარეობს, რომ 

ფუნქციის გადაღუნვის წერტილი უნდა ვეძებოთ იმ წერტილებს 
შორის, სადაც მეორე რიგის წარმოებული ნულის ტოლია ან არ 
არსებობს. 

უნდა აღინიშნოს, რომ წერტილში ფუნქციის მეორე რიგის 
წარმოებულის ნულთან ტოლობა ან არარსებობა წარმოადგენს 
გადაღუნვის წერტილის არსებობის მხოლოდ აუცილებელ პირო- 
ბას, ე. ი. იქიდან, რომ ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებული 
რაიმე წერტილში ნულია ან არ არსებობს, არ გამომდინარეობს, 
რომ ეს წერტილი გადაღუნეის წერტილია. 

მაგალითად, X>20 წერტილში /#X)=“ ფუნქციის მეორე რიგის 
წარმოებული ნულის ტოლია, ხოლო 

2 

თ(9) =4 2. 
X7, როცა X>0 

,· როცა X<0, 

ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებული არ არსებობს, მაგრამ X=0 
ამ ფუნქციებისათვის არ არის გადაღუნვის წერტილი. 

ახლა მოვიყვანოთ გადაღუნვის წერტილის არსებობის საკმა- 
რისი პირობა. 

თეორემა 16.7. თუ #X) ფუნქციას XX წერტილში აქვს წარმოებუ- 
ლი (სასრულო ან უსასრულო), სოლო ამ წერტილის რაიმე მი- 

დამოში /”Cი0ე წარმოებულს აქვს სხვადასხვა ნიშანი X>X და X<X 

187



მნიშვნელობებისათვის, მაშინ Xი არის />») ფუნქციის გადაღ'ენვის 
წერტილი. 

მაგალითი 71. მოეძებნოთ »7=6“'' ფუნქციის გრაფიკის გადაღუჩ- 
ვის წერტილები. ჩა სნექალობისა და ამოზნექილობის შუალე- 
დები. 

ამოსხნა. გამოვთვალოთ ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებული: 
ი”IდL 

,_C , 1- 2X . დი#CI6X 

–“. ს+X»?) 

აქედან ჩანს, რომ 7720, როცა X<2, და #7<0, როცა »>+. 

    

ამრიგად, ფუნქციის გრაფიკი ჩასნექილია, როცა + -=1. 

ამოზნექილია, როცა + -ათ. ხოლო »=1 ფუნქციის გადა- 

ღუნვის წერტილია. 
წ. ფუნქციის გრაფიკის ასიმბტოტები. ვთქვათ M(ჯა!)) არის X7=/(X) ფუ- 

ნქციის გრაფიკის წერტილი. ვიტყვით, რომ MV წერტილი მიისჯ- 
რაფვის უსასრულობისაკენ, თუ ამ წერტილის ერთი კოორდინა- 

ტი მაინც აბსოლუტური სიდიდით მიისწრაფვის +თ-საკენ. 
ფუნქციის გამოკვლევის დროს ერთ-ერთი მნიშვნელოვანი 

მომენტია მისი გრაფიკის ფორმის დადგენა, როდესაც გრაფიკის 
წერტილი მიისწრაფვის “უსასრულობისაკე. განსაკუთრებით 
მნიშენელოვანია ის შემთხვევა, როდესაც ფუნქციის გრაფიკი მი- 
სი წერტილის უსასრულობისაკენ მისწრაფების დროს უახლოე- 
დება რაღაც წრფეს. 

განსაზღვრება 18.7. რაიმე წრფეს ეწოდება ფუნქციის გრაფიკის 
ასიმპტოტი, თუ მანძილი გრაფიკის წერტილიდან ამ წრფემდე 
მიისწრაფვის ნულისაკენ, როდესაც ეს წერტილი მიისწრაფვის 
უსასრულობისაკენ. 

ასიმპტოტს, რომელიც C»”» ღერძის პარალელურია, ვერტიკა- 
ლური ასიმპტოტი ეწოდება, ხოლო ასიმპტოტს, რომელიც C» 
ღერძის პარალელური არ არის, დახრილი ასიმპტოტი. 

განსასღვრებიდან გამომდინარეობს, რომ X=ი წრფე არის 
»=/ო) ფუნქციის გრაფიკის ვერტიკალური ასიმპტოტი, თუ: 

ჰყი# C0=+თ ან სთ V/ Cთ)=+Cთ. 

მართლაც, ამ შემთხვევაში გრაფიკის წერტილი მიისწრაფვის 

უსასრულობისაკენ, როცა X-რ, ამასთან მანძილი გრაფიკის 

MC) წერტილიდან X=ი წრფემდე არის IX-ი| (ნახ. 9.17), რიიმელიც 
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ცხადია მიისწრაფვის ნულისაკენ, როცა X-3ძთ, ე. ი. X=ძთ არის 
»=/0) ფუნქციის გრაფიკის ვერტიკალური ასიმპტოტი. 

ამრიგად, ფუნქციის გრაფიკის ვერტიკალური ასიმპტოტის 
მოსაძებნად საჭიროა ვიპოვოთ არგუმენტის ის მნიშენელობა 
რომლის ერთ-ერთ ცალმხრიე მიდამო“'მი მაინც ფუნქცია უსას- 
რულოდ დიდია. 

მაგალითად, X>0 წრფე არის #=+ ფუნქციის გრაყიკის ვე- 
X 

რტიკალური ასიმპტოტი, რადგან 

სო +=-თ, Iს –-=+თ. 
Xჯ-–0- ჯ X-5–0+ ჯ 

ახლა ვთქვათ 7=/X) ფუნქციის გრაფიკს აქვს დახრილი ასი- 
მპტოტი, მაშინ მის განტოლებას ექნება სახე (ნახ. 9.18) 

X»=M+ხ. (16.4) 
ვიპოვოთ # და ხ რიცხეები. ეთქვათ M(X.LX)) არის X»=/#VX) ფუ- 

ნქციის გრაფიკის რაიმე წერტილი. მანძილი #V წერტილიდან 
(164) წრფემდე გამოითვლება ფორმულით: 

ქ-MX-/ +. 
LC2+I 

   MX-#MXI) 

ძ2V 
' 
' 
' 
' 

Xჯ 

  

I ნახ. 9.17 ნახ. 9.18 

გარკეეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ »ჯ->+>« (შემთხვევა 
X>++«+ განიხილება ანალოგიურად). ასიმპტოტის განსაზღერების 
ძალით 

„Iთ (§X – /(X)+ხ)=0, (16.59) 

ანუ 

ი. #L- 420.2 |-ი. 
XV-5+თ #X X 

აქედან (40.4) 
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საიდანაც: 

MX= ყი #V). (16.6) 
წ””აკდთ X 

ახლა ხ შეგვიილია განესასღვროთ (16.5) ტოლობიდან: 

ხ= I (/(X)–MX). (16.7) 
ტ ა.თ 

ამრიგად, თუ X=/MX+ხ წრფე არის »=/) ფუნქციის გრაფიკის 
ასიმპტოტი, მაშინ # დღა ხ გამოითელება (16.6) და (16.27) ფორმუ- 
ლებით. ადვილია ჩეენება, რომ პირიქითაც, თუ (16.6) და (16.7) 
ზღვრები არსებობენ, მაშინ X7=I+ხ წრფე არის ასიმპტოტი, ე. ი. 
იმისათვის, რომ X»X>=%+ხ წრფე იყოს ასიმპტოტი, აუცილებელია 
და საკმარისი, არსებობდეს (16.6) და (16.7) სასრული "სღვრები. 

იმ კერძო შემთხვევაში, როცა „სთ, #/(X) სასრული რიცხვია, 

(166) და (167) ტოლობებიდან გამომდინარეობს, რომ #=0 და 

ხ= სო #(X). ამიტომ ფუნქციის გრაფიკს გააჩნია ასიმპტოტი, 

რომლის განტოლებაა /=ხ და მას ჰირისონტალური ასიმპტოტი 
ეწოდება. 

შევნიშნოთ, რომ ფ'უენქციის გრაფიკს ასიმპტოტთან შეიძლება 
ჰქონდეს საერთო წერტი ღები (სასრული ან უსასრულო). ამის 

მაგალითია ფუნქცია „=> (შეამოწმეთ). 

მაგალითი ზ. ვიპოვოთ ულა-20001» ფუნქციის გრაფიკის ასიმპტო- 
ტები. ცხადია, რომ ამ ფუნქციის გრაფიკს ვერტიკალური ასიმ- 

პტოტი არ გააჩნია (მოცემული ფუნქცია უწყვეტია #-ზე). ვიპო- 
ვოთ დახრილი ასიმპტოტები: 

1) როცა X-2+« გვაქვს 

L= 1Iით” X-2თ%XI9X _ ყო ც-2+9C )-), 
ჯამით ჩჟ X-34+–C ჯ 

ხ= IIთ (X- 2თVXICX – X)=-2. იი თ/X0/CX = -#. 
»ჯ63-თ –+-ი 

ამრიგად, როცა X-3>+თ მოცემული ფუნქციის ასიმპტოტია 

X»=X-X წრჯფე. 
2) როცა X->-, მაშინ ადვილია გამოთვლა, რომ L=1 და ხ=#ჯ 

ე. ი. როცა X->+-«, მოცემული ფუნქციის ასიმპტოტია X=X+# წრფე 
(ნახ. 9.19). 
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ნახ. 9.19 

მაშასადამე /=»-22:I% ფუნქციის გრაფიკს აქვს ორი სხვადა- 

სხვა ასიმპტოტი: /=ჯ-X, როცა X--+> და #/=X+#, როცა X-3-თ, 
8. ფუნქციის გრაფიკის აგების სქემა. ფუნქციის გრაფიკის ასაგებად 

მისანშეწონილია დიფერენციალური აღრიცხეის მეთოდების და- 
ხმარებით გამოვიკვლიოთ ფუნქცია და შემდეგ ავაგოთ მისი 
გრაფიკი. ფუნქციის გამოკვლევა შეიძლება ჩავატაროთ შემდეგი 
სქემით: 

1) ვიპოვოთ ფუნქციის განსაზღვრის არე და წყვეტის წერტი- 

ლები; 
2) თუ შესაძლებელია, ვიპოვოთ ფუნქციის გრაფიკის კოორ- 

დინატთა ღერძებთან გადაკვეთის წერტილები; 
3) შევამოწმოთ არის თუ არა ფუნქცია ლუწი ან კენტი, არის 

თუ არა იგი პერიოდული; 
4) მოვძებნოთ ფუნქციის სრდადობისა და კლებადობის შუა- 

ლედები, ექსტრემუმის წერტილები და ექსტრემუმები; 
5) ვიპოვოთ ფუნქციის გრაფიკის ამოსნექილობისა და ჩაზჭნე- 

ქილობის უბნები, გადაღუნვის წერტილები; 
6) ვიპოვოთ ფუნქციის გრაფიკის ასიმპტოტები. 

  მაგალითი მ. გამოვიკელიოთ »-- 2 _ ფუნქცია და ავაგოთ მი- 
+X 

სი გრაფიკი. 
ამოხსნა. მოცემული ფუნქციის განსასღვრის არეა 1I«;თ( შუა- 

ლედი და ეს ფუნქცია უწყვეტია. როცა X=0, მაშინ #0 და პირი- 
ქით. როცა X#-0, მაშინ X=0, ე. ი. ფუნქციის გრაფიკი გადის კო- 
ორდინატთა სათავესე და სხვა თანაკვეთის წერტილი კოორდი- 
ნატთა ღერძებთან გრაფიკს არა აქვს. 

ცხადია ფუნქცია კენტია, ამიტომ მისი გრაფიკი სიმეტრიუ- 
ლია კოორდინატთა სათავის მიმართ. 

ახლა მოვძებნოთ ფუნქციის წარმოებული: 
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2 
, 1-Xჯ 

” ს») 
აქედან მივიღებთ, რომ ფუნქციის სტაციონალური წერტილებია 

X=-1 და X:=1. ადვილი შესამოწმებელია, რომ #>0 როცა XCII;I( 

და <0 როცა »C1)-%:-IILIII+თს ე. ი. ფუნქცია სრდადია, როცა 

X61I-1:1 და კლებადია, როცა XCI-თ:-1(L))),+>L. ამიტომ »)=-I არის 

ფუნქციის მინიმუმის წერტილი, ხოლო X:=I – მაქსიმუმის ჯწერ- 
ტილი. 

, 1 1 
სისი ლ ფს იმXV=>-. 

ვიპოვოთ ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებული: 

„_ 2XV” –3 
ს+»?) | 

აქედან მიიღება, რომ მოცემული ფუნქციის გრაფიკი ამო“ზსნექი- 

ლია, როცა XC1>;- V/3 IVI10;V3 ( და ჩასნექილია,კ როცა 

»XC1-V3 :0(VI1-V3 ;+თL. 
ცხადია გრაფიკის“ გკადაღუნეის წერტილები იქნება 

M, (6-2. MX(90;0) და M 6, |. 

ვინაიდან: 

ჯ 
IIი = 

| ->+თ 1 + ჯ 

ამიტომ ფუნქციის გრაფიკს აქვს ჰორიზონტალური ასიმპტოტი 

  

2 

  #=0. ცხადია, რომ X»=-+ 2 _ ფუნქციის გრაფიკს ვერტიკალური 
+X 

ასიმპტოტი არ გააჩნია. 

ჩატარებული გამოკვლევის საფუძეელსე ავაგოთ ფუნქციის 
გრაფიკი (ნახ. 9.20). 

   



X თავი 

მრავალი ცვლადის ფუნქციის ღიფერენციალური 
აღრიცხვა 

§I. მრავალი ცვლადის ფუნქცია, ზღვარი და უწყვეტობა 

L ევკლიდეს კოორდინატული სივრცე. ვთქვათ # არის ნამდეილ რიც- 

ხვთა X=(X,,X,...X.) სახის ყეელა შესაძლო დალაგებული V”-ეულე- 
ბის სიმრავლე. შეკრებისა და რიცხვზე გამრავლების ოპერაციე- 
ბი განესასღვროთ შემდეგნაირად: 

X+ე/=600 ,X2,-.--XI)+0/ 3»,..-ა)=C1)ი ათ)... XXX»), 
4X= 400 X2,...X)=(4C,4Cთ,.., რი). 

სიმრავლეს, ზემოთ მოყვანილი შეკრებისა და რიცხვზე გა- 
მრავლების ოპერაციებით, ეწოდება ექკლიდეს #- 
განზომილებიანი კოორდინატული სიერცე და აღინიშნება # 
სიმბოლოთი. 

“ათ... რიცხვებს უწოდებენ X=XCX,C,...X.) წერტილის კოორ- 

დინატებს. 
” სივრცის X=X(LX,,X.-..X) და X=CVI)5,..-Xა) წერტილებს შო- 

რის მანძილი განისასღვრება ფორმულით: 

იCა)=V(» –»)” +( –%)” ++, –X,) 
როცა M5=2 ე. ი. სიბრტყის შემთხვევაში 

/XXა)= +C -X) +(# –X,)” 
ვთქვათ X=X(XI,X2,...X»)C და ძ>0. სიმრავლეს 

VC,ბ)= სV/C, (XXა))<ბ) 
ეწოდება M-განსომილებიანი ღია ბირთვი ცენტრით X=(>),X,...,X.) 

წერტილში და რადიუსით იძ. 

(X,0) სიმრავლეს ეწოდება აგრეთეე X=(ი)C,..,X») წერტილის 

სფერული მიდამო (2C-მიდამო). 

როცა #=2, მაშინ I(C2ბ) არის 6 რადიუსიანი ღია წრე ცენტ- 
რით X=(),2) წერტილში (ნახ. 10.1) 

სოგჯერ #” სიბრტყის წერტილი ნაცვლად X(CIX)-სა უფრო 
მოხერხებულია აღენიშნოთ MVCკ3/-ით. 

ქვემოთ ყველა საკითხი სიმარტივისათვის განხილული იქნება 
სიბრტყის შემთხვევაში. 
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ნახ. 10.1 

სიბრტყის წერტილთა რაიმე # სიმრავლეს ეწოდება 'მემოსა“ს- 
ღვრული, თუ არსებობს ისეთი წრე, რომელიც შეიცავს # სიმრა- 

ვლის ყველა წერტილს. 
” წერტილს ეწოდება # სიმრავლის “შიგა წერტილი, თუ 

არსებობს ” წერტილის ისეთი 
მიდამო, რომელიც მთლიანად # 
სიმრავლეს ეკუთვნის (ნახ. 10.2). 
M წერტილს ეწოდება # სიმრავ- 
ლის გარე წერტილი, თუ არსე- 
ბობს ამ წერტილის ისეთი მიდა- 
მო, რომლის არცერთი წერტი- 
ლი არ ეკუთვნის # სიმრავლეს 
(ნახ. 10.2). V წერტილს ეწოდება 
L სიმრავლის სასღვრის წერტი- 
ლი, თ'უ იგი არ არის ამ სიმრავ- 
ლის არც შიგა და არც გარე 
წერტილი. 

L სიმრაელის სასღვრის 
წერტილების სიმრავლეს # 

სიმრავლის სა'სღვარი ეწოდება. 
სიმრავლეს, რომელიც შედგება მხოლოდ შიგა წერტილებისა- 

გან, ღია სიმრაელე ეწოდება. მაგალითად, იმ (X») წერტილთა 
სიმრავლე, რომლებიც აკმაყოფილებენ უტოლობებს 1<X +/<4 
ღია სიმრავლეა. ეს სიმრავლე წარმოადგენს წრიულ რგოლს. 

სიბრტყის წერტილთა სიმრავლეს ეწოდება უწყვეტი წირი, 
თუ ამ სიმრაელის წერტილთა X»X, » კოორდინატები არიან 1 პარა- 
მეტრის უწყვეტი ფუნქციები X=C(I), /=C(I), თ=I</მ. 

ღია სიმრავლეს არე ეწოდება, თუ მისი ნებისმიერი ორი წერ- 
ტილი შეიძლება შევაერთოთ ისეთი უწყვეტი წირით, რომლის 
ყოველი წერტილი ეკუთენის ამ სიმრავლეს. 
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არისა და მისი საზღერის გაერთიანებას ჩაკეტილი არე ეწო- 
ხება. 
შე 2. ორი ცვლადის ფუნქციის ცნება. 

განსაზღჟრება 11. თუ სიბრტყის სიმრავლის ყოველ MVCა) წერ- 
ტილს რაიმე წესით შეესაბამება ნამდეილი 2 რიცხვი, მაშინ ამ- 
ბობენ, რომ ს სიმრავლეზსე განსასღვრულია MC) წერტილის 

ფუნქცია, ანუ ორი », » ცვლადის ფუნქცია და მას ასე აღნიშ- 
ნავენ: 

2=/LM) ან 2=/Xკ»). 

» » ცვლადებს უწოდებენ არგუმენტებს ანუ დამოუკიდებელ 
ცვლადებს 2-ს კი დამოკიდებულ ცვლადს, ხოლო ჩნ სიმრაელეს 
ფუნქციის განსასღერის არეს და მას #X) სიმბოლოთი აღნიშ- 
ნავენ. 

ანალოგიურად განისასღვრება სამი და მეტი ცელადის «ვუნ- 
ქცია. 

განსაზღვრება 1.2. 2=/(Xკ)) ფუნქციის გრაფიკი ეწოდება სიმრაე- 

ლეს: 
L=((ა,2)C#3: 2=/(X)/))- 

ორი ცვლადის ფუნქციის გრაფიკი სასოგადოდ წარმოადგენს 
რაიმე ზედაპირს #”-ში. 

ვთქვათ, 2=/X/) ფუჩქციის გრაფიკი არის რაიმე 5 ზედაპირი. 
ჯაჯ სედაპირის შესასწავლად შეგვიძლია გამოვყოთ მისი ყველა 
ის წერტილი, რომლებიც ერთი და იმავე მანძილით არიან დაში- 
რებული CXV, სიბრტყიდან. ე. ი. « ზედაპირზე გამოვყოთ ის წერ- 
ტილები, რომლებსაც აქვთ ერთი და იგივე აპლიკატი 2=/”. ეს 
წერტილები შეადგენენ «+ ზედაპირისა და 2=/ სიბრტყის გადაკ- 

ვეთის წირს. აღვნიშნოთ ეს წირი C” ასოთი, ხოლო მისი გეგმი- 
ლი Cი/ სიბრტყეზე C-თი. 

რადგანაც C” წირის ყველა წერტილის აპლიკატს აქეს ერთი 
და იგიეე # მნიშვნელობა, ამიტომ C წირის განტოლება C0X” სიბ- 
რტყეზე იქნება 

#X3/)=ჩ.. (LI) 
C წირს ეწოდება 5 ზსედაპირის ან #Xა)) ფუნქციის დონის წი- 

რი. 

თუ (1.1) განტოლებაში # პარამეტრს მივანიჭებთ სხვადასხეა 
მნიშვნელობას, მივიღებთ ა ზედაპირზე 0X/ სიბრტყის პარალე- 
ლურ კეეთებს. ამ კვეთების მართობული გეგმილები C0CX/ სიბრტ- 
ყეზე გევეაძლევს /#X8) ფუნქციის დონის წირთა ერთობლიობას. 
წირთა ამ ერთობლიობის განტოლება არის (1.1), სადაც # განი- 
ხილება როგორც პარამეტრი. 
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მ. ორი ცვლადის ფუნქციის ზღვარი. განეიხილოთ სიბრტყის წერ- 

ტილთა რაიმე მიმდევრობა 

/იCXLა7), /:(Xა»:),..-, /ი(XიV ს... (1.2) 
ვიტყვით, რომ წერტილთა (1.2) მიმდევრობა კრებადია /%(Xი,7) 

წერტილისაკენ, თუ 

IIIი X„=X9, IIIX) /=)/0 

და დავწერთ 
IIიი /9,=/ი. (L3) 

ცხადია, (1.23) ტოლობა ტოლფასია ტოლობის 

1101 /7=0, 

სადაც /7»=/XI%,/)- 
ვთქვათ 2=/CV)=/(Xა) ფუნქცია განსასღვრულია /#ი(X- სი) წერტი- 

ლის რაიმე მიდამოში, გარდა შესაძლებელია თეით #0 წერ- 
ტილისა. 

განსაზღვრება 13. 4 რიცხეს ეწოდება /LXაე) ფუნქციის შბსლღეარი 

#ი(Xაა”ი) წერტილში, თუ ნებისმიერი C0 რიცხვისათეის არსე- 

ბობს ბძ=თ26)>0 რიცხვი, ისეთი, რომ როცა 0<#/Xჩ%ი,7”)<2, მაშინ 

VCX-ა7)-4|<6. 
ის ფაქტი, რომ 4 რიცხვი არის /#/X)) ფუნქციის ზღვარი #% 

წერტილში, შემდეგნაირად ჩაიწერება 

ჯიო ##”)=4 ან ჯი #(Xა')=4. 

#<5 

ფუნქციის სღვრის ეს განსასღვრება ეკუთვნის კოშს. ახლა 
მოვიყვანოთ ფუნქციის რსღვრის მეორე განსასღვრება, რომელიც 
ჰეინეს ეკუთენის. 

განსაზღვრება 14. 4 რიცხეს ეწოდება /#Xა)) ფუნქციის სღვარი # 

წერტილში, თუ ნებისმიერი (ჩ(X»,)) მიმდევრობისათვის (M,##%, 

M=1,2,..), რომელიც კრებადია #ჩი-საკენ, ფუნქციის მნიშვნელობათა 
შესაბამისი VCV,)) მიმდევრობა კრებადია 4# რიცხვისაკენ. 

ფუეუნქციის სღერის ეს ორი განსაზღვრება ერთმანეთის ეკვი- 
ეალენტურია. 

ახლა მოვიყვანოთ ფუნქციის ზღვრის ცნება, როცა #->თ. 
განსაზღვრება 1ნ6. #4 რიცხეს ეწოდება /(X)) ფუნქციის ზღვარი, 

როცა #-3->« და ჩავწერთ IIი /V)-4, თუ ნებისმიერი §>0 რიცხვი- 

  

 ეიტყვით, რომ ”->%«, თუ ” წერტილის ერთი კოორდინატი მაინც 
აბსოლუტური სიდიდით მიისჯწრაფეის +Cთ-კენ. 
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სათვის არსებობს ისეთი M რიცხვი, რომ როცა 'I»: +)“ >M, მა- 

შინ 

I(Xა/)-4|<§. 
მრავალი ცელადის ფუნქციებისთვისაც, ერთი ცელადის ფუნ- 

ქციის ანალოგიურად, განისაზღვრება 

სთ /(Lგ3)=%. და. IIთ /(Xა/)=Cთ. 

შენიშვნ. სოგჯერ საჭიროა ფუნქციის ზსღერის გამოთელა 
ისეთ #ი წერტილში, რომლის ნებისმიერი მიდამო შეიცავს წერ- 
ტილებს, რომელზედაც ფუნქცია არ არის განსასღერული და 
აგრეთვე წერტილებს, რომელზედაც ფუნქცია განსასღერულია. 
ამ შემთხვევაში ფუნქციის სღევრის განსასღვრებაში განიხილება 
ა წერტილის მიდამოს მხოლოდ ის წერტილები, რომელზედაც 
ფუნქცია განსასღერულია. 

ისევე როგორც ერთი ცელადის ფუნქციის შემთხეევაში, მრა- 
ვალი ცვლადის ფუნქციათა ზღვრებისთვისაც ადგილი აქვს 
შესაბამის თეორემებს, ჯამის, ნამრავლის, ფარდობის შჭღერების 
შესახებ და სხვა. 

განვიხილოთ მაგალითები. 
მაგალითი I. გამოეთვალოთ 

> 1- V1+X? +)” 
2 2 –0 ჯ 

7–0 + 

ამოხსნა. შემოვიღოთ ჩასმა X +#/=/, მაშინ I-3>0, როცა X-50 და 

#2560, ამიტომ 

· 1- //+X: +» 1--1+1 –! 1 
Vთ 3 = IIი =Mთ –-. 
ი XI +” თი. – M,(1+VI+: |. 2 

· = X _ მაგალითი 2. ეთქვათ /Lე/) წელი „ ეაჩვენოთ, რომ 

IIი1 #(X)/)=0. 
3=0 

მართლაც, X +” >2IXI-ს უტოლობის ძალით გეაქეს: 

_MIX „IV +» MICკე)-0|=–,===5=– · 
V/»X +? 2 

ამიტომ თუ მოცემული §«>0 რიცხვისათვის ავიღებთ ძ6=2#, მაშინ 
იმ XI) წერტილებისათვის, რომლებიც აკმაყოფილებენ უტოლო- 

ბას 0<./(X–0)? +(»#7-0)” <6 გვექნება: 
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ბ 
IV(CXა7)-0| < 1VI + »” < 2 =§, 

რაც იმას ნიშნავს, რომ 

IIთ /(ჯც)=0. 
0 

  მაგალითი ზ. ვაჩვენოთ, რომ /(Xა/)= - 2 ფუნქციას (0;0) წერ- 
ჯ 

ტილში სღვარი არ გააჩნია. 

ვთქვათ ჩC))=0 წერტილი მიისწრაფვის #%(0;0) წერტილისაკენ 

X»=#%: წრფის გასწვრიე. მივიღებთ 

  

. XV · M' MX 
I ––--––--=Iიზ“––––--= >. 
950 X 4# 129 +(» 1+# 

შედეგი დამოკიდებულია #-%სე, ამიტომ ფუნქციას (0;0) წერტი- 
ლში სღვარი არ გააჩნია. 

2 

მაგალითი #4. ვაჩვენოთ, რომ /(Xა')= 22 ფუნქციას (0;0) წერ- 

ტილში ზღვარი არ გააჩნია, თუმცა (0:00) წერტილზე გამავალი 
ნებისმიერი X=% წრფის გასწვრივ მას გააჩნია სღვარი და ის 
უდრის ნულს. 

  

  

მართლაც, 
ულ 

„> = ლეეეეოდ =-–-–---530, 
#იჩი X +”. X?+#“ 

როცა X-50. 
ახლა, გთქვათ X»=X”, მაშინ 

#X,C)= ჯ =1 
იი ა+ჯ! 

ე. ი 

. _1 
ი #C%ა)= 2 

V#=X# 

ამრიგად, მოცემულ ფუნქციას (0,0) წერტილში ზლღევარი არ 
გააჩნია. 

4. ორი ცვლადის ფუნქციის განმეორებითი ზღვრები. ეთქვათ /(Xკ”) 

ფუნქცია განსასღვრელია Mრლნის”ი) წერტილის რაიმე CLMი,ბ) მი- 

დამოში, გარდა შესაძლებელია თეით Mი(ნისი) წერტილისა. და- 

ვუშვათ, რომ VXCIXი-შ,Xი+0L, X>Xი არსებობს 

1IIი /(X.)/)=დლ–ი- 
»-V% 

თუ არსებობს “სლღვარი 
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IIIი C(X)= IMთ. IIთ /(XV/), 
M>X% ჯ “ა.ი ე)“ 

მაშინ მას ეწოდება განმეორებითი %ღვარი. 

ანალოგიურად განისაზსღერება განმეორებითი სღეარი 

  

ყი Iთდ #X)/). 
7 17% 

მაგალითი წ. განეიხილოთ ფუნქცია /(ჯა)= 2 >. 
Xჯ + 

როგორც ენახეთ (მაგალითი 3) ამ ფუნქციას (0;0) წერტილში 
ზღვარი არ გააჩნია. მიუხედავად ამისა 

სთ 11 /(Xა7)= IIიე 1Iო1 /CX)7)=0. 
#0 ჯ-–0 ჯ”ჯასი 1-0 

ჯ? – )/ 

»ჯ +). 
  მაგალითი ზ. ეთქვათ ,/(X,)/)= ცხადია, რომ , სო /#Xა/) არ 

#,») =X(0,0) 

არსებობს, თუმცა 

Iი IIი1 /LX)/)=–1, 
»-60 7-<6+0 

IM IIIი /(Xკ7)=1. 
აი ;-–0 

ეს არის მაგალითი ისეთი ფუნქციისა, რომელსაც გააჩნია ერ- 
თმანეთის არატოლი განმეორებითი ზღერები. 

მაგალითი 7. ეთქვათ 

: 1 .- 1 
Xჯეი-+X/59ი -, როცა X7/#90, 

#>X5ა)= » ჯ 
0, როცა XX7/=90. 

ცხადია, რომ 

MI  /(X,7/)=0. 
(»,#)–X(0.0) 

რაც შეეხება განმეორებით 

: I. .-_ 1 1 : I .- 1 :_ 1 
IIი1| II1ო1| X510-–-+ /§9Iი– |) და IIთ IIიი,| X§1ი––+ ”/§51ი– 
»-0) 7-9 » Xჯ #-<50| „–9 7» ჯX 

ზღვრებს, ისინი არ არსებობენ. 
ეს არის მაგალითი ისეთი ფუნქციისა, რომელსაც გააჩნია 

ზღვარი, მაგრამ არ გააჩნია არცერთი განმეორებითი ჭღვარი. 
ზსემოთ მოყვანილი მაგალითებიდან გამომდინარეობს, რომ 

მრავალი ცელადის ფუნქციის ზღვრის არსებობიდან საჭოგა- 
დოდ არ გამომდინარეობს განმეორებითი ფსღვრების არსებობა, 
და პირიქით, განმეორებითი სღერების (უფრო მეტიც, ერთმანე- 
თის ტოლი განმეორებითი ჭ%სღვრების) არსებ“იბიდან არ გამომდი- 
ნარეობს ფუნქციის სღვრის არსებობა. 
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წ. ორი ცვლადის ფუნქციის უწყვეტობა. !/=/(L/”) ფუნქციას ეწოდება 

უწყვეტი ჩი წერტილში თუ შესრულებულია შემდეგი სამი. პი- 
რობა: 

ს) #7) ფუნქცია განსასღვრულია # წერტილში; 
2) არსებობს ო ##); 3) სთ „LL”)= /LI%). 

#7”) ფუნქციას ეწოდება უწყვეტი რაიმე # არეში, თუ იგი უწ- 

ყვეტია ამ არის ყოველ წერტილში. თუ #ი წერტილში დარღვეუ- 

ლია 1)3) პირობებიდან ერთი მაინც, მაშინ ჩი წერტილს ეწო- 

დება ##) ფუნქციის წყვეტის წერტილი. ამ შემთხვევაში ვიტყეით 

აგრეთვე, რომ #2) ფუნქცია ბანიცდის წყვეტას (წყვეტილია) ჩ% 
წერტილში. 

მოვიყვანოთ უწყვეტი და წყვეტილი ფუნქციის მაგალითები. 
მაგალითი ზ. განვიხილოთ ფუნქცია 

X' 
==, როცა »ჯ? +» #0, 

#Xა)=1 /XL +)” 
0, როცა X=XV=0. 

ეს ფუნქცია (0,0) წერტილში უწყვეტია ვინაიდან შესრულებუ- 
ლია 1)-3) პირობები (იხ. მაგალითი 2). 

მაგალითი 9. განვიხილოთ ფუნქცია 
ჯ 

#X))= 22 როცა Xჯ? +)? X0, 

0, როცა X=7X7/=0. 

როგორც ვნახეთ (მაგალითი 3) ამ ფუნქციას (0;0) წერტილში 

ზღვარი არ გააჩნია, ე. ი. ის ამ წერტილში განიცდის წყვეტას. 

0» სიბრტყის სხეა წერტილებში მოცემული ფუნქცია უწყვეტია 

(აჩვენეთ). 
ორი ცვლადის ფუნქციის უწყვეტობის განსაზღერებიდან გა- 

მომდინარეობს შემდეგი თეორემის მართებულობა. 

თეორემა 1L თუ ორი ცელადის ფუნქცია უწყვეტია რაიმე წერ- 

ტილში, მაშინ იგი უწყვეტია ამ წერტილში ცალ-ცალკე ცელა- 

დების მიმართ. 
ამ თეორემის შებრუნებული თეორემა სასოგადოდ მართებე- 

ლი არ არის. მართლაც, მაგალით 9-ში განხილული ფუნქცია 
წყვეტილია (00) წერტილში. ვაჩვენოთ, რომ იგი ამ წერტილში 
უწყვეტია ცალ-ცალკე ცვლადების მიმართ. ცხადია 

+#X,0)=#0ა/)=0, 
  

" /ა) ფუნქციას ეწოდება უწყვეტი (იაი) წერტილში X ცელადის მი- 
მართ. თუ ერთი (კელადის /LX, Vი) ფუნქცია 'ეწყვეტია X წერტილში. 
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ამიტ“იმ 
IIთ /(X,0)= IIი /(0,»)=0= /(0,0). 
I-V 1 -» 

ე. ი. #Xს) ფუნქცია უწყვეტია (0:00) წერტილში ცალ-ცალკე 
ცელადების მიმართ. 

6. ორი ცვლადის უწყვეტი ფუნქციის თვისებები. ისე, როგორც ერთი 

ცვლადის ფუნქციის შემთხვევაში მრავალი ცვლადის ფუჩ- 
ქციებისათვისაც მართებულია “შემდეგი თეორემები: 

თეორემა L2. რაიმე წერტილში უწყვეტი ფუნქციების ჯამი, ნამ- 
რავლი და შეფარდება (თუ ამ წერტილში მნიშვნელი განსხვაეე- 

ბულია ნულისაგან) აგრეთვე უწყვეტია ამ წერტილში. 
თვორემა Lმ. თუ ფუნქცია უწყვეტია წერტილში, მაშინ იგი შე- 

მოსასღერულია ამ წერტილის რაიმე მიდამოში. 
თეორემა 1.4. თუ /(Xა) ფუნქცია უწყეეტია (Xი”ი) წერტილ“მი და 

#XიXVი0)#0, მაშინ არსებობს (X”ი) წერტილის ისეთი მიდამო, რომ 

ამ მიდამოში #Xკ) ფუნქციას აქეს იგივე ნიშანი, რა(კ #LXი„”)-ს. 
თეორემა 1წ. თუ /LXა) ფუნქცია უწყვეტია რაიმე წერტილში, 

მაშინ |/Xა)) ფუნქციაც უწყ?ეტია იმავე წერტილში. 

§2. პირველი რიგის კერძო წარმოებულები და 

დიფერენციალი 

1 ორი ცვლადის ფუნქციის კერძო წარმოებულები და მათი გეომეტრიული 

შინაარსი. განვიხილოთ ორი ცელადის 2=/(ჯე) ფუნქცია, რომელიც 

განსასღვრულია რაიმე # არეში. ვთქვათ (CI)/#)C#ჩ. გამოსახულე- 
ბებს 

#,2=/(X0+4LX)7ი)-/LXი)/0). 
რ#,2=/LXია/ი+4/)-/LXი.7”0), 

სადაც /#X=X-ი და რ/=/-#X, ეწოდება შესაბამისად 2=/(Xა/) ფუნ- 
ქციის კერძო ნაზრდი Xით და კერძო ნაზრდი X”-ით (Xიკ”ი) წერ- 
ტილში. 

განსაზღვრება 2. / ფუნქციის კერძო წარმოებული X ცვლადით 

ფისი) წერტილში ეწოდება ამ წერტილში ფუნქციის X არგუმენ- 
ტით კერძო ნაზრდის » არგუმენტის ნაზრდთან შეფადების 
ზსღვარს (თუ ეს ზღვარი არსებობს), როდესაც არგუმენტის ნა%- 
რდი მიისწრაფვის ნულისაკენ. 

(ისი) წერტილში 2=/Xა) ფუნქციის X ცელადით კერძო წარ- 

V მოებულის აღსანიშნავად მიღებულია 7”, /» <%, 2. ან 2”(XაM), 
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მ%(%,Xე). 2/ (XX) 
#»C%ა”), 2» 2 სიმბოლოები. ე. ი. თანახმად განსა- 

ზსღვრებისა 

25 ცებ? ცე # 0ი+49X%)–./ (XX). 

მ.ხ ბანი წ #M ას #X 

ანალოგიურად განისასღვრება 2=/ს/)) ფუნქციის კერძო წარ- 

მოებული ”» ცვლადით (ისი) წერტილში: 

9 (5:X) _ ტან. 
7 აგ, 

განსასღვრებიდან გამომდინარეობს, რომ ორი ცვლადის ფუნ- 
ქციის კერმო წარმოებული რომელიმე ცვლადით არის ამ 
ფუნქციის როგორც ერთი ცვლადის ფუნქციის ჩვეულებრივი 
წარმოებული, თუ მეორე ცვლადს გაწარმოებისას ჩაყთვლით, 
როგორც მუდმიეს. ამიტომ, კერძო წარმოებულები გამოითვლება 
ერთი ცვლადის ფუნქციის წარმოებულის გამოსათელელი ფორ- 
მულებითა და წესებით. 

ანალოგიურად განისასღვრება კერძო წარმოებული სამი და 
მეტი ცვლადის ფუნქციებისათვის. 

მაგალითი L. ვიპოვოთ: 

ს) /X2;1), თუ /CXა)=X აი” 15); 
2) /V(2;-1), თუ /C-ა)=6” '” 
ამოხსნა. 1) გვაქვს /#(Xა)=3»”ჯ”“-V”, ამიტომ /”(2;1)=12-1=11. 

2) გეაქვს /:Xკე= 6” ·(-27). ამიტომ /7X(2;-1)=ტ6“!.2=20), 
შენიშვნა 1 მრავალი ცვლადის ფუნქციის მოცემულ წერტილში 

უწყვეტობიდან არ გამომდინარეობს მისი კერძო წარმოებულების 

არსებობა ამ წერტილში. მაგალითად #9ა)=-/X +) ფუნქცია 

უწყვეტია (0,0) წერტილში, მაგრამ მას ამ წერტილში კერძო 
წარმოებულები არ გააჩნია. მართლაც 

/#(0+4»0)– /(0,0)  +V/(0+4X)1+0-0  |#» 

#X ა #X  #X 

I4« მაგრამ ყლ ფუნქციას სღვარი არ გააიჩინია, როცა #X-20. ე. ი. 

  

#7(0,)0) არ არსებობს. ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ /7(0;0) არ 
არსებობს. 

შენიშვნას 2. მრავალი ცვლადის ფუნქციის კერძო წარმოებულე- 
ბის არსებობიდან მოცემულ წერტილში არ გამომდინარეობს 
მისი უწყვეტობა ამ წერტილში. მართლაც, 
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#LXა)= > + 2. მოცა თ 47 #0, 
0, როცა X=X»#=0 

ფუნქცია წყვეტილია (0:00) წერტილში (§I, მაგალითი 9), ადვილია 
ჩვენება, რომ 

მ/ (0,0) მ/ (0.0) 

2 მ” 

ორი ცვლადის 2=/Xა) ფუნქციის /+(-აი) და /XXისი) კერძო 
წარმოებულების განსასღერების ძალით მათი გეომეტრიული 
შინაარსი უშუალოდ გამომდინარეობს ერთი ცვლადის ფუნქციის 
ჩვეულებრივი წარმოებულის გეომეტრიული შინაარსიდან. 

კერძოდ,დ გეომეტრიულად 
#10იჰ”ი) წარმოადგენს იმ კუთ- 

ხის ტანგენსს, რომელსაც შე- 
ადგენს 2=/»») ზედაპირისა 

და 7=/ი სიბრტყის გადაკვე- 
თით მიღებული წირის 

Mნია/(Xის”ი)) წერტილ“ე გავ- 
ლებული მხები CX ღერძთან 
(ნახ. 10.3), ხოლო კერძო წარ- 

მოებული /1(%ი,) წარმოად- 
გენს იმ კუთხის ტანგენსს, 
რომელსაც შეადგენს 2=/LXა/) 
სედაპირისა და X=Xი სიბრტყის 

გადაკვეთით მიღებული წირის #M/(XIX.XიX»ი)) წერტილ“სე გავლე- 
ბული მხები CV ღერძთან (ნახ. 10.3), ამრიგად 

#9Cიაი)=(6Cთ, /(Xი.)0)=L§/მ. 
2. ორი ცვლადის ფუნქციის სრული დიფერენციალი. განეიხილოთ ორი 

ცელადის 2=/X)/) ფუნქცია, რომელიც განსაზღვრულია რაიმე #0 

არეში. ვთქვათ (Xა”)C#. 

გამოსახულებას 

  =0. 

  

ნახ. 10.3 

4#2=/(X+#ანე/+ტ4ა/)-/CXა”) 
ეწოდება 7=/Xა) ფუნქციის სრული ნაზრდი C(X») წერტილში. 

განსაზღვრება 2.2. / ფუნქციას ეწოდება დიფერენცირებადი (ჯკ”) 
წერტილში, თუ ამ წერტილში ფუნქციის სრული ნაზსრდი შეიძ- 
ლება წარმოიდგინოს შემდეგი სახით 

4ტ2=,40X+ 8/0)/+ თ(//ჭX,/V)/)/სX+ /%/+"X,/“)/)/")”/, 
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სადაც 4 და 8 რაღაც რიცხვებია, რომლებიც არ არის დამიიკი- 

დებული #X სე და #»სე ხოლო Cთ(0X,ბტ/) და /+/MVX6ბუწ)) უსასრუ- 

ლოდ მცირეებია, როცა /-2>0 (0=-/#X” + ტ#)“ ). 

განსაზღვრება 2.9. დიფერენცირებადი / ფუნქციის პირეელი რი- 
გის სრული დიფერენციალი (X»7) წერტილში ეწოდება 44X+8#)' 

წრფივ ფუნქციას (M-ისა და #)-ის მიმართ) და აღინიშნება ი: ან 

9/(Xა”) სიმბოლოთი, ე. ი. 

ძ:=4#0X+ჩ8ტ. 
დიფერენცირებადი 2=/X>») ფუნქციისათვის საკმარისად მცირე 

#=+V4ა + #” -სათეის ადგილი აქვს მიახლოებით ტოლობას: 

#2=თ?2. 
ე- ი. 

#X+#X/+4#)/)უI(Xა)+ძ/ა/. 
თეორემა 2.L თუ / ფუნქცია დიფერენცირებადია თ.) წერტილში, 

მაშინ ამ წერტილში არსებობს კერძო წარმოებულები /,(ა) და 

ჩია) და ადგილი აქვს ტოლობებს 

7#XCXა)=4, /XX))=8. 
ამრიგად, თუ /L)) ფუნქცია დიფერენცირებადია და) წერტი- 

ლზე, მაშინ 

ძ;=-%Xგ-+% 
მ; რ) 

დამოუკიდებელი X და » ცვლადების დიფერენციალები ვუწო- 
დოთ ამ ცვლადების ნასრდებს: ძ-=4X, ძ»=#ტ)/. მაშინ 

ძ2= %., +%ჟ, 
2 #ას 

ა). 

2 
მაგალითი 2. გამოთვალოთ #X3ე=>– ფუნქციის სრული დიფერე- 

» 
ნციალი M(2;1) წერტილში. 

ამოხსნა. გამოვთვალოთ კერო წარმოებულები გვაქვს 

/,სა)==>-, # თა)--5-, ამიტომ /,„(-2;1)=-4, /„C2;1)=-4. 

ი მოცემული ფუნქციის სრული დიფერენციალია 
ძ/(-2;1)1=/„(-2;:1)·ძ2X+/ ,(-2;1)-ძს/ =-4ძX-4ძ)=4(ძX+ძ»). 

თეორემა 22. თუ ფუნქცია დიფერენცირებადია რაიმე წერტილ- 

ში, მაშინ ის უწყვეტია ამ წერტილში. 
შენიშვნა. თეორემა 2.I1-სა და 22-ის შებრუნება სასოგადოდ არ 

შეიძლება. მართლაც, განვიხილოთ ფუნქცია 
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#Xა)= /V»>I · 
ეს ფუნქცია უწყვეტია (0:0) წერტილში და გააჩნია კერძო წარ- 
მოებულები, მაგრამ ის ამ წერტილში დიფერენცირებადი არ 
არის. 

ამრიგად, 2= ,IIXI არის მაგალითი ისეთი ფუნქციისა რომე- 

ლიც უწყვეტია (0,0) წერტილში, აქეს კერძო წარმოებულები ამ 
წერტილში, მაგრამ დიფერენცირებადი არ არის ამ წერტილში. ე. 
ი. ფუნქციის უწყვეტობა და კერძო წარმოებულების არსებობა 
არის დიფერენცირებადობის აუცილებელი მაგრამ არა საკმარი- 
სი პირობა. 

თეორემა 2. (ფუნქციის დიფერენცირებადობის საკმარისი პირობა). თუ 

#Xა) ფუნქციის კერძო წარმოებულები /XXXV) და ,ე(Xა) არსე- 
ბობს MX) წერტილის რაიმე I(CM02ბ მიდამოში და MVCკ) 
წერტილში ისინი უწყვეტია, მაშინ ამ წერტილში /Xკ) ფუნქცია 
დიფერენცირებადია. 

ანალოგიურად განისა'სღერება სამი და მეტი ცვლადის ფუნ- 
ქციის სრული დიფერენციალი. 

ჭ3. რთული ფუნქციის წარმოებული და დიფერენციალი 

ვთქვათ რაიმე # არეში მოცემულია ორი ცელადის ფუნქცია 
7=/(Xკ)). 

ვიგულისხმოთ, რომ ჯ და »/ წარმოადგენენ ვრთი ( ცელადის 

ფუნქციებს: 
X=თCI), »X=9%(I), 

რომლებიც განსასღვრულია )თ,/) შუალედში. დავუშვათ, რომ 

თა) წერტილი არ გამოდის # არიდან, როცა ( იცელება 1თ/L 
შუალედში. ამ შემთხვევაში 

2=/LCI).9(0) 
წარმოადგენს ერთი |! ცვლადის რთულ ფუნქციას. მართებულია 
შემდეგი თეორემა: 

თვორემა 8.1. ვთქვათ X=Cთ(I/) და X7=%()) წარმოებადი ფუნქციებია % 
წერტილში. თუ 2=/X)) ფუნქცია დიფერენცირებადი'. (#ი»”ი) 

წერტილში, სადაც X0ი=CთXIი) და X0=%(IMი), მაშინ 2=/LთC(I).§()) რთული 

ფუნქცია წარმოებადია # წერტილში და იგი გამოითვლება ფორ- 
მულით 

«5-2 ბევ 5,2. (C8),



მაგალითი 1. ვიპოვოთ 2 , თუ 2=ი'”"” სადაც X=3(/ -1, 7=3(+L. 

ამოსსნა. გეაქეს 

9 _ 2ყ.ცით 2 _ „ემო 2% =6/, «V _-, 
2 მ” წუ მ! 

ამიტომ (3.,) ტოლობის ძალით შივიდებთ 

4 _ 2 9. 0. 9 _ ა,» -გ"'+ .6/(+2/-6' '” .6|= 

=12/-ი"'"” · (L+)/)=72/' .2V“+2 
შედეგი. თ'უ 2=/(Xა)), X7=თლყ0ე, მაშინ (3.) ფორმულა მიიღებს სა- 

ხეს 

42% _ მ, მ. 
ძი მ მ « 

> წარმოებულს ეწოდება 2 ფუნქციის სრული წარმოებული. 

მაგალითი 2. ვიპოვოთ 4 ,თუ ?=M C1> X”) , სადაც #=§5)ი7X. 
ბ. 

ამოხხნა. გეაქვს 

მ- X'/-X7” მ» ჯ")–- XV) ' ძ 

  

ამიტიომ 

42 _ 22 , თ 9/ _ 2X-X» 1 2-2X -§10 2X = 
ძი მი მ % X-XI. X-” 

_ 2X/– 7 +» 510 2X – 2X/51ი 2X 

X/(X»– 7) 
ახლა ეთქვათ, მოცემულია ფუნქცია 

2=/სLა3/), 
სადაც X=თ(I, 7, »=C(/,,). ამ შემთხვევაში 2 წარმოადგენს ორი ! 

და LL ცვლადის რთულ ფუნქციას მართებულია ”შემდეგი 
თეორემა. 

თეორემა 39.2. ვთქვათ X=CთVC,:) და ”=9(,:) ფუნქციები დიფერენცი- 

რებადია (#ი,%) წერტილში, ხოლო 2=/(Xა) ფუნქცია დიფერენცი- 
რებადია (Xისი) წერტილში, სადაც Xი=CLI/0,%), Xი=9(Iთ1ხ) მაშინ 

2=/Iდი9.9(,0) რთული ფუნქცია დიფერენცირებადია (#,=) წერ- 
ტილში და კერძო წარმოებულები გამოითვლება ფორმულებით 
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(32) 

« და > წარმოებულებს ეწოდება 2 ფუნქციის სრული კე- 
ჯ 

რძო წარმოებულები. 
2 

მაგალითი ზ. კიპოვოთ >«, თუ 2= 2 , სადაც. X=2V-3V, )/=V/-V, 
“ »' 

ჰამოზსნა. გვაქვს 

მ» 2X მ 3” მ. V_ 
_-_-- 72 –- =2I( 

მს #// მა 7” მ" მ 
ამიტომ 

მ2 92 _მ> 2 82 მ» _ 2X. _3X. აყ= 4X/ – 6» 

მი მჯმ/ 2 მ, X”· # >” 

§4. მაღალი რიგის კერძო წარმოებულები 

ვთქვათ 2=/Xა/) ფუნქციას გააჩნია კერძო + და > წარმოე- 
X 

ბულები რაიმე MC” არეში. საზოგადოდ ეს კერძო წარმოებუ- 
ლები წარმოადგენენ X და ” ცვლადის ფუნქციებს, რომლის გან- 
სასღვრის არეა #. 

განსაზღვრება #.L. თ'უ > და V ფუნქციებს აქვს წარმოებული 
X > 

X ცველადით (7) წერტილში, მაშინ მათ ეწოდებათ #X) ფუნ- 
ქციის მეორე რიგის კერძო წარმოებულები (ჯე) წერტილში და 
აღინიშნება შესაბამისად შემდეგი სიმბოლოებით 

2 (+). მ“/I>»)_ მ” I =/აV)=2 

  

მX _ გ.ა. 

მ (მ (> >») | _ მ'/(=. ») _ თ ____ 
2 მ |- გ/მX – > სა-> 

მ მ/ 
ასევე განისასღვრება 3: და მ ფუნქციების კერძო წარმო- 

ებულები / ცვლადით Cა) წერტილში: 
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2 (9) მდა). 2 
მჯ 2 მას მამჯ –” 

მ (%თ IL- მ'/(>თV) _ მ“: _ , 
მ, მ» მ„? მ»? ? 

მაშასადამე ორი ცვლადის ფუნქციისათვის გვაქვს ოთხი 

მეორე რიგის კერძო წარმოებული. /”ა(()) და /XV) მეორე 
რიგის კერძო წარმოებულებს “ოუწოდებენ შერეულ კერძო 
წარმოებულებს. 

ანალოგიურად განისასღვრება მესამე, მეოთხე და უფრო მა- 
ღალი რიგის კერძო წარმოებულები. მაგალითად განსა სღერებით 

გ”+/ _მ გ”'/ 

მ/”მX""! მX მ/" გ" : 
  

მაგალითი. ვიპოვოთ 
2=)0/+51ი(X+);) 

ფუნქციის მეორე რიგის კერძო წარმოებულები. 

გვაქვს 

% 20964), 5” =2%7-0050+)), 
CX მ» 

  

  

    

2 2 
2 · 2 . 

=-–8§10XC(C(X+)/), –->= =2X-51ი(X+)/), მ” (X+)/) მე? 2) 

მ?» . მ“7> : 
=2X- +), –-–=2)/- +/) . მ-მ, ')/-511)(X+)/) მენ» „/-§111(X+)/) 

ამ მაგალითში 
2 2 მ“? – მ“2 : ტ.) 

მმ” მVMმ2X 

ისმება კითხვა: მართებულია თუ არა (4.) ტოლობა ნებისმიერი 

ფუნქციისათვის? პასუხი უარყოფითია, (4.1) ტოლობა საზოგა- 
დოდ მართებული არ არის. 

8§6. ზედაპირის მხები სიბრტყე და ნორმალი 

თავდაპირველად შემოვიყვანოთ 2=/X)) ხედაპირისადმი მოცე- 
მულ წერტილში გავლებული მხები სიბრტყის ცნება. 

ვთქვათ ზედაპირსე მოცემულია რაიმე Mა წერტილი. განვიხი- 

ლოთ ამ ზედაპირზსე ნებისმიერი მეორე M წერტილი და გავაე- 
ლოთ MიM მკვეთი (ნახ. 104). თუ M წერტილი მოძრაობს «სედა- 
პირსე ხოლო Mი “უძრავია, მაშინ მკვეთი იცვლის თავის 
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მდებარეობას. სედაპირის #ი წერტი- 

ლში გავლებულ #” სიბრტყეს ეწო- 
დება მოცემული ზედაპირის მხები 
სიბრტყე Mი წერტილში, თუ კუთხე 

»” სიბრტევსა და MაM მკვეთს შო- 
რის მიისწრაფვის ნულისაკენ, როცა 
M წერტილი მიისწრაფეის Mი-საკენ 
სედაპირის გასწერიე. 

შევნიშნოთ, რომ თუ Mი წერტილ- 

ში არსებობს მხები სიბრტყე, მაშინ 
ნახ. 10.4 ცხადია, ამ სიბრტყეში მდებარეობს 

M წერტილ'სე გამავალი და ზხედაპირსე მდებარე ნებისმიერი 
წირისადმი ამავე წერტილზე გავლებული მხები წრფე. 

მართებულია შემდეგი თეორემა. 
თეორემა ნ. თუ /#(XV) ფუნქცია დიფერენცირებადია Mი(Vის”ი) წე- 

რტილში, მაშინ 2=/#Xკ,) ფუნქციის გრაფიკს შესაბამის #M(Xია#7) 
წერტილში (ნახ. 10.5), სადაც 20=/LMია#), გააჩნია მხები სიბრტყე 
და მისი განტოლებაა 

გა- %ნ8:29)6. - ჯა)+ 97:29), - »). (ლ.ს 

  

ამრიგად, 2=/(X7) ფუნქციის დიფერენცირებადობა (Xაა”ი) წერ- 
ტილში გეომეტრიულად ნიშნავს რომ 2=/ა)) “რწედაპირს 
(«ი.”/9#LXი,Xი)) წერტილში გააჩნია მხები სიბრტყე. 

მაგალითი. შევადგინოთ 7=V)9-» -” ზედაპირის მხები სიბრ- 

ტყის განტოლება #V«(3;3;1) წერტილში. 
ამოჩხნა. გვაქვს 

მ2 ჯ მ2 » 

VX +/)9-»? – ' მ 19-X – 

9226;3) _ _კ  მ%2:3) _ _კ 
მX ,/ გ : 

ამიტომ (5.,) ტოლობის ძალით მხები სიბრტყის განტოლება 
იქნება 

2-1=–-3(X-3)-30”-3) ანუ 3X+37/+7-19=0. 
განსაზღვრება ა. წრფეს, რომელიც მხები სიბრტყის მართობია 

და გადის შეხების წერტილში, სედაპირის ნორმალი ეწოდება. 
რადგანაც ნორმალის მიმმართველი ქექტორია 

ლ 

MVI(M%.X # /I(Xი,Xი#- 11, ამიტომ მისი განტოლება იქნება 
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ნახ. 10.5 

X-X%ი _ X-X _2-2 

#16, 7) #7 %X) –-I 

§წ. ორი ცვლადის ფუნქციის 

ექსტრემუმი 

  

ეთქვათ 2=/Xე/) ფუნქცია განსასღერულია რაიმე არეში. 
განსაზღვრება 6. (Xი.7იე)CL წერტილს ეწოდება #Xა) ფუნქციის 

ლოკალური მაქსიმუმის (მინიმუმის) წერტილი, თუ მოიძებნება 

(იი, წერტილის ისეთი მიდამო, რომ ამ მიდამოს ყოველი და) 

წერტილისათვის სრულდება უტოლობა /Lჯა7)</Cთ7ი) C(CX,/)>/(Xია»)). 
ფუნქციის მნიშვნელობებს მაქსიმუმისა და მინიმუმის წერტი- 

ლებში უწოდებენ შესაბამისად ფუნქციის ლოკალურ მაქსიმუმს 
და ლოკალურ მინიმუმს. 

ფუნქციის მაქიმუმისა და მინიმუმის წერტილებს ფუნქციის 
ექსტრემუმის წერტილები ეწოდება, ხოლო თვით ფუნქციის მნი- 
შვნელობებს ექსტრემუმის წერტილებში ამ ფუნქციის ექსტრემა- 
ლური მნიშვნელობანი ანუ ექსტრემუმი. 

თვორემა ზ., (ექსტრემუმის არსებობის აუცთლებელი პირობა). ვთქვათ 

2=/MX,/) ფუნქციას (XXს) წერტილში აქვს ექსტრემუმი. თუ ამ 

წერტილში არსებობს რომელიმე სასრული კერძო წარმოებული, 
მაშინ ეს კერძო წარმოებული უდრის ნულს. 

შევნიშნოთ, რომ ფუნქციას ექსტრემუმი შეიძლება გააჩნდეს 
იმ წერტილში, სადაც კერძო წარმოებულებიდან ერთი მაინც არ 
არსებობს. 
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მაგალითად, 2 =-»? +? ფუნქციას (0,0) წერტილში კერძო 

მარმოებულები არ გააჩნია, მაგრამ ამ წერტილში მას აქვს მინი- 
უმი. 
უნდა აღინიშნოს, რომ წერტილში ფუნქციის ყოველი კერძო 

წარმოებულის ნულთან ტოლობა ან არ არსებობა წარმოადგენს 

ექსტრემუმის არსებობის მხოლოდ აუცილებელ პირობას, ე. ი. 
იქიდან, რომ ფუნქციის ყოველი კერძო წარმოებული რაიმე წერ- 
ტილში ნულია ან არ არსებობს, არ გამომდინარეობს, რომ ეს 

წერტილი ექსტრემუმის წერტილია. 

განსაზღჟრეპა 8.2. წერტილს, რომელსედაც ფუნქციის ყველა კე- 
რძო წარმოებული ნულის ტოლია, ამ ფუნქციის სტაციონარული 

წერტილი ეწოდება. 

განსაზღვრება ზ.. წერტილს. რომელზედაც ფუნქციის ყოველი 
კერძო წარმოებული ნულია ან არ არსებობს, ამ ფუნქციის კრი- 
ტიკული წერტილი ეწოდება. 

მაშასადამე, როგორც ზემოთ იყო აღნიშნული ფუნქციის ექს- 
ტრემუმის წერტილები უნდა ვეძებოთ ამ ფუნქციის კრიტიკულ 
წერტილებს შორის. 

თვორემა ზ.2 (ექსტრემუმის არსებობის საკმარისი პირობა). ვთქვათ /#Cკ”) 

ფუნქციას სტაციონარული #Mითისი) წერტილის მიდამოში გააჩ- 
ნია მეორე რიგის უწყეეტი კერძო წარმოებულები და 

ტი )=|/ ნი”) #5 (%»X) 

იპი /უ(X,X) #2 (0,X 

(4= /”. (Xი,Xი), C= #”, (XX). 8= /5ნ%,X)- 

მაშინ /Xგ) ფუნქციას M წერტილში: 

ს როცა #>0 აქვს ექსტრემუმი, კერძოდ მაქსიმუმი, თუ 4<0 
და მინიმუმი, თუ #X20; 

2) როცა #<0 ექსტრემუმი არ გააჩნია. 
შენიშვნა L თუ 4C-87=0, მაშინ ფუნქციას შეიძლება ჰქონდეს ექ- 

სტრემუმი და შეიძლება არა. ე. ი. გვაქვს “საეჭეო” შემთხვევა, 
რის გამოც საჭირო ხდება დამატებითი გამოკელევის ჩატარება. 

მართლაც, თუ /LX))=X +/, მაშინ #:54XV, /:=4)", #5 =12X, #”აC0, 

#ი =12). 

ადვილია შემჩნევა, რომ (0;0) არის სტაციონარული წერტილი 
და #(0,0)=4C-8“=0, ე. ი. საეჭეო შემთხვევაა. ცხადია, რომ (0;0) 
წერტილზე მოცემული ფუნქცია ღებულობს მინიმუმს. 

ახლა განეიხილოთ ფუნქცია /()=X'+)პ. წერტილი (0;0) ამ 
ფუნქციის სტაციონარული წერტილია და #(0,0)=/C-87=0, ე. ი. 
საეჭვო “შემთხეევაა.ა ადვილია ჩვენება, რომ (0ე0) არ არის 
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ექსტრემუმის წერტილი. მართლაც, /LX)”)- #0,0)>0, როცა X»>0 და 

'##0ა”)-/0,0)<0, როცა უ)”0. ამრიგად, სრული ნასრდი (0;0) წერტი- 
ლში ნიშანს არ ინარჩუნებს, ე. ი. (0.0) წერტილი ექსტრემუმის 
წერტილი არ არის. 

შენიშვნა 2. თუ #>0, მაშინ 4= #5 (X-,»ი) და C= #7 (X-,Xი) რიც- 

ხვებს აქვთ ერთნაირი ნიშანი, ამიტომ 4>0 ან #<0 პირობების 

ნაცვლად შეიძლება შევამოწმოთ შესაბამისად C>0 ან C<0 
პირობები. 

მაგალითი. მოვძებნოთ ექსტრემუმი ფუნქციის 
2=/LXე/)=X +3ე/-15X-12). 

ამოსხნა. ეიპოვოთ #Xა/) ფუნქციის სტაციონარული წერტილები 
სისტემიდან 

მ2 
=5=3უ2 +3V2 –15=0 
CX 

= 6X7/ – 12 =0. 

სისტემის ამონახსნებია (-);-2), (I:2), (2:L), (-2;-1), ე. ი. სტაციონა- 

რული წერტილებია #(C-I;-2), M-(I:2), #M+XC2:L), MIC2;-I). 
2 

გვაქვს 4=5 2=6ჯ 8=.0-2 =6), C= 9"? =6L ტ/Xა)=4C-8=366-)/). 
მჯ“ მXმ” მ)? 

1) #(-I:-2ე=–108<0, ამიტომ ფუნქციას M,/(-I;-2) წერტილში ექს- 

ტრემუმი არ გააჩნია. 
2) 6(1:2)უ>-–108<0, ამიტომ ფუნქციას M;X1:2) წერტილში ექსტრე- 

მუმი არ გააჩნია. 
3) #(2:1)=108>0 და 7=12>0, ამიტომ ფუნქციას #VX2;)) წერტილ- 

ში აქვს მინიმუმი 2„»=/(2;1)=-28. 
4) #C2:-1))=108>0 და 4=-12<0, ამიტომ ფუნქციას #/(-2:-I) წერ- 

ტილში აქვს მაქსიმუმი 2»„„=/#L-2;-1)=28. 

XI თაჭი 

განუსაზღვრელი ინტეზბზრალი 
§1. პირვანდელი ფუნქცია. განუსაზღვრელი ინტეგრალი 

დიფერენციალური აღრიცხეის ერთ-ერთი ძირითადი ამოცანაა 
მოცემული ფუნქციის წარმოებულის მოძებნა. მათემატიკური ანა- 
ლისის მრავალმხრიე გამოყენებებს (გეომეტრიაში, მექანიკაში, 
ფიზიკაში, ტექნიკაში) მიეყავართ შებრუნებულ ამოცანამდე: ვი- 
პოვოთ ისეთი #C) ფუნქცია რომლის წარმოებული უდრის მოცე- 

მულ /Cი) ფუნქციას. 
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ასეთი ამოცანაა მაგალითად მატერიალური წერტილის მოი- 
რაობის კანონის დადგენა, როდესაც მოცემულია მისი მოძრაო- 
ბის სიჩქარე ან აჩქარება. 

განსაზღვრება 1L MC) ფუნქციას ეწოდება /#X) ფუნქციის პირვან- 

დელი X,ხL შუალედსე, თუ ამ შუალედის ყოველ წერტილზე 
#C) წარმოებადია და #”"C)=/V»). 

ანალოგიურად განისასღერება პირვანდელი ფუნქცია 'უსას- 

რულო შუალედებზე. 
Mთ) ფუნქციას ეწოდება #») ფუნქციის პირვანდელი (თ,ხ) სეგ- 

მენტზე, თუ IIხ შუალედის ყოველ წერტილზსე MIთ)=/.ი და 

#(9+)=/(თ+), #(ხ-)=/(ხ-). 

მაგალითი L. #ICX)= 1 – X? წარმოადგენს /#X)= – > = ფუნქციის 
L-Xჯ 

პირვანდელს LI, შუალედზე, ვინაიდან ამ შუალედის ყოველ 

წერტილზე (VI –»?) =–- ==. 
( ) VI-»? 

მაგალითი 2. §IIX წარმოადგენს 00% ფუნქციის პირვანდელს 

თ. შუალედზე, ვინაიდან ამ შუალედის ყოველ წერტილში 
(510იX) =C05X. 

  

  

მაგალითი 8. IXX წარმოადგენს 1 ფუნქციის პირეანდელს 10;+თ| 
X» 

1 
შუალედზე, ვინაიდან ამ შუალედის ყოველ წერტილზე (IX ხეო, 

შევნიშნოთ, რომ თუ #»#C) წარმოადგენს მოცემული /თ) ფუნ- 
ქციის პირეანდელს, მაშინ #C)+C, სადაც C ნებისმიერი მუდ- 
მივია, აგრეთვე წარმოადგენს #») ფუნქციის პირეანდელს, რად- 

გან (I(CC+CI”=”'00)=/ხი. 

თეორემა 1. თუ #X) ფუნქციის პირვანდელია #Vთ), მაშინ #») ფუ- 

ნქციის ყველა პირვანდელების სიმრავლეა (”C)+C: CC#). ე. ი. 

ერთიდაიგივე ფუნქციის ორი პირვანდელი ფუნქცია ერთმანეთი- 
საგან განსხვავდება მხოლოდ მუდმივი შესაკრებით. 

დამტკიცება. ეთქეათ Cთღ(CX) არის #CX) ფუნქციისაგან განსხეავებუ- 

ლი /X)ის პირვანდელი ფუნქცია. ე. ი. დ (თ)=#X) და #"(CX)=/(X). 

აქედან #”')=Cდ”თ). 
როგორც ვიცით, თუ ორი ფუნქციის წარმოებული ტოლია, 

მაშინ ეს ფუნქციები ერთმანეთისაგან მუდმივი სიდიდით განსხ- 
ვავდებიან, ე. ი. 9XX)=/”0ე)+C. 

თეორემა დამტკიცებულია. 
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განსაზღყრება 12. /ს)ე ფუნქციის ყველა პირვანდელების სიმრაე- 
ლეს რაიმე შუალედსე ეწოდება განუსასღვრელი ინტეგრალი 

#»ა ფუნქციიდან ამ შუალედზე და |/ ფ% სიმბოლოთი აღინი- 

შნება. ე. ი. თუ #C) წარმოადგენს #») ფუნქციის პირვანდელ ფუ- 
ნქციას, მაშინ 

I/ თ% =ჩ”Cთ+C, 
სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. 

უკანასკნელ ტოლობაში /X)--ს ეწოდება ინტეგრალქვეშა ფუნ- 
ქცია, /სეთ:-ს ინტეგრალქვეშა გამოსასულება, ხოლო სიმბოლოს 

I – ინტეგრალის ნიშანი. 

განუსაზღვრელი ინტეგრალის მოძებნის ოპერაციას (გაწარ- 
მოების შებრუნებულ ოპერაციას) ინტეგრება ეწოდება. 

თუ #X) ფუნქციას აქვს პირვანდელი ფუნქცია, მაშინ ამბობენ, 
რომ #X) ინტეგრებადი ფუნქციაა. 

ისმის კითხვა: არსებობს თუ არა რაიმე შუალედზე განსა“ზ- 

ღვრული ნებისმიერი ფუნქციის პირვანდელი ფუნქცია? ამ კით- 
ხვასე პასუხი სასოგადოდ უარყოფითია, თუმცა მტკიცდება, რომ 

შუალედზე უწყვეტ ყოველ ფუნქციას გააჩნია პირვანდელი ფუნ- 
ქცია. 

შევნიშნოთ, რომ ელემენტარული ფუნქციის წარმოებული 
არის ელემენტარული ფუნქცია მტკიცდება, რომ '"სოგიერთი 
ელემენტარული ფუნქციის პირვანდელი ფუნქცია არ წარმოად- 
გენს ელემენტარულ ფენქციას. მაგალითად, 

6, §IიX, 1. 59X. 4. “510 X 
ი» XX» ჯ 

უწყვეტი ფუნქციებია თავიანთ განსასღერის არეში, ამიტომ მათ 
გააჩნიათ პირვანდელი ფუნქციები, მაგრამ მათი პირვანდელები 
არ წარმოადგენენ ელემენტარულ ფუნქციებს. 

წ2. განუსაზღვრელი ინტეგრალის ძირითადი თვისებები 

1 განუსასღვრელი ინტეგრალის დიფერენციალი ინტეგრალ- 
ქვეშა გამოსახულების ტოლია, ე. ი. 

ძ| I /ნეძი) =/ცითი. 
მართლაც განუსაზღვრელი ინტეგრალის განსასღერების თა- 

ნახმად 

-“-( I/ იძი) <6ი. 
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აქედან ცხადია, რომ 

ძ( I /(904«) =/ხათი 

2. განუსასღვრელი ინტეგრალი რაიმე ფუნქციის წარმოებუ- 
ლიდან ამ ფუნქციისა და ნებისმიერი მუდმივის ჯამის ტოლია, 

ე. ი. I”” თ! =#ხ0ი+C, 

ან რაც იგივეა |«წთ-/”Cთ+C. 

ეს თეისება უშუალოდ გამომდინარეობს განუსაზღერელი ინ- 
ტეგრალის განსაზსღერებიდან. 

3. თუ #X) ინტეგრებადი ფუნქციაა, მაშინ #/»), სადაც #4 მუდ- 

მივი სიდიდეა, აგრეთვე ინტეგრებადია და როცა 4»0 მართებუ- 
ლია ტოლობა 

I 4/თფ«= 4| /Cი«. (2.1) 

4. ორი ინტეგრებადი ფუნქციის ჯამი ინტეგრებადია და 

II/ დღ-+9C0ი)«%= |/(დ)%+ |2(0ე«. (22) 
მე-33 და მე-4 თვისებები გამომდინარეობს იქიდან, რომ I-ლი 

თვისების ძალით (2.) და (22) ტოლობების ორივე ნაწილის 
წარმოებულები ერთმანეთის ტოლია, ე. ი. ისინი წარმოადგენენ 
ერთიდაიგივე ფუნქციის განუსაზღვრელ ინტეგრალებს. 

შევნიშნოთ, რომ (22) ტოლობა მართებულია ინტეგრებად 
ფუნქციათა ნებისმიერი სასრული ჯამისათეის. 

შენიშვნა. (2.1) და (22) ტოლობები გვესმის სიმრავლური თვალ- 
საზრისით. 

5. თუ #C) არის #X) ფუნქციის პირვანდელი ფუნქცია, მაშინ 

|/ (++ ხ)#: = 1 #(CX+ხ)+C. 
თ 

ამ თვისების მართებულობა უშუალოდ გამომდინარეობს გა- 
ნუსაზღვრელი ინტეგრალის განსაზღვრებიდან და რთული ფუნ- 
ქციის გაწარმოების წესიდან. 

§1. ძირითად განუსაზღვრელ ინტეგრალთა ცხრილი 

ელემენტარულ ფუნქციათა წარმოებულების ცხრილიდან, გა- 
ნუსაზღვრელი ინტეგრალის განსაზღვრების ძალით, მიიღება ძი- 
რითად ინტეგრალთა შემდეგი ცხრილი: 

თ+! 

1) |X“ძი+ = 
X 

თ+I 
  +C (თ-ს, 2). | 24% _კს+C, 

» 

3) I51ი XC =-605X+C, 4) I C05 XთX =5)0იX+C, 
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თ «”% 
=(CX+C, 6 - =-CIთX+C, 

3 I; ზი ) LI; ზი 

7) |ი'ძ%=---+C, 8) 'ძი=2+C, 
Iიძ 
  

  9 I ძი =2მICI8X+C=-2გ1CCI0CX+C, 
1+ჯ 

  

ჯ . 
10) =210510X+C=-მILC005X+C. L1= 
თუ გავითვალისწინებთ განესასღვრელი ინტეგრალის §2-ში 

მოყვანილ მე-5 თეისებას, უშუალოდ შეგვიძლია გამოეთვალოთ 
ინტეგრალები ისეთი ფუნქციებიდან, რომლებიც მიიღებიან ძირი- 
თად ინტეგრალთა ცხრილის ინტეგრალქეეშა ფუნქციებისაგან 
დამოუკიდებელი ცვლადის წრფივი ფუნქციით შეცელით. 

მაგალითად: 

  I, I % =1 I თ+ხI+C, 2. |9ი(+ხ)რ = –1 თ05(<++ხ)+C, 
ძ+ხ ძ ძ 

თ: 1 1 
.· |ა–“–“–““.უ.უ=–19(იX+ხ)+C, 4. |ჯ–“ სძ; = - კი ხ+C, 
==) ძი 8(0X+0)+C I2 ი. 

მომდევნო პარაგრაფებში განხილული იქნება ინტეგრების ძი- 
რითადი მეთოდები და დადგენილი იქნება სოგიერთი კლასი 
ფუნქციებისა, რომელთა ინტეგრალები წარმოადგენს ელემენტა- 

რულ ფუნქციას. 

84. ზოგიერთი მაგალითი განუსაზღვრელი 

ინტეგრალის გამოთვლაზე 

ისეთი ფუნქციების ინტეგრება, რომლებიც წარმოადგენს ძი- 
რითად ინტეგრალთა ცხრილის ინტეგრალქვეშა ფუნქციების 
წრფიე კომბინაციას, ხდება განუსაზღვრელ ინტეგრალთა §2-ში 
მოყვანილი მე-3 და მე-4 თვისებების გამოყენებით. 

2 -5|რ-4 ებრ -3/ია»რი+ 
1+X” IX 
  მაგალითი I. (4 –305005X+ ბპ» – 

  

· 1 
+ IM ძX-2 L = –2 IX ძი =X“-35IიX+ ი X2%IX -281C10X+ > +C. 

ზოგჯერ ინტეგრალქვეშა ფუნქცია მარტივი გარდაქმნებით 
შეიძლება წარმოვადგინოთ ძირითად ინტეგრალთა ცხრილის ინ- 
ტეგრალქვეშა ფუნქციების წრფივი კომბინაციით. 

მაგალითი 2. 
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X? –2 X»+1-3 3 
(> 11 % -| 35“ «-/0-5 314 =X-3მLCICX+C. 

მაგალითი 3. II§? XCთX = 'ლ უ 

მაგალითი #4. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

  -I2 = 10CX-X+C. 

  

  
  

      

  

  

  

  

  

% (=> 
ვინაიდან 

1 --L 1 _ _1 

» -ი: 2იLX-ი X+ძ)' 
ამიტომ 

% 1 
I 5 2 == I ' – : I“ = 
X-ძთთ 2ი+X>იი X+ძ 

1 – 
=-- ის-ის +ი)+C--- III>-“+C 

2ძ X+ძ 

% §1ი”? X+C00§? X მაგალითი წ. |–––“––, = | ძი = 
510“ XC05“ X §Iი” XC0§” X 

(-5 +“ = (CX-CI0X+C. 
ლლე»X "598: X 

მაგალითი ზ. I5ი? XძX = 06-59%%> 1. 1ვყი 2X+C. 
2 2 4 

§ნ. ცვლადის გარდაქმნის ხერხი 

ხშირად ახალი დამოუკიდებელი ცვლადის შემოღებით ინტეგ- 
რალქეეშა ფუნქცია შესაძლებელია მივიყვანოთ ისეთ სახეზე, 
რომლის ინტეგრება უფრო მარტივია. განუსაზღვრელი ინტეგრა- 
ლის გამოთვლის ეს ხერხი ემყარება შემდეგ თეორემას: 

თეორემას წ... ვთქვათ X=დთ() ფუნქცია უწყვეტად წარმოებადია 
რაიმე ” შუალედზე და X მისი მნიშვნელობათა არეა. თუ X სიმ- 
რავლეზე განსასღვრულ #») ფუნქციას გააჩნია პირვანდელი ფუ- 
ნქცია, მაშინ 7” შუალედზე ადგილი აქვს ტოლობას 

I /#C949 ,ე = IL V(ი))ი'()“ (5.1 

(51)--ს უწოდებენ ცელადის გარდაქმნის ფორმულას განუსაზ- 
ღერელი ინტეგრალისათვის. 

შენიშვი. (5,)) ტოლობა საშუალებას გვაძლევს X=%XI) 

ცელადთა გარდაქმნით I/თძ«: ის გამოთვლა დავიყვანოთ 
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I/( იას ის -ას გამოთვლასე და პირიქით I!=თ%X) ჩასმით 

I/(თ( თ-ის გამოთელა დავიყვანოთ I/ თ4 - -ს გამოთ- 

ალბა, ე ი. 
  IV (თდე))თ'(X)4, ,,, = I/ (04 (52) 

(52) ტოლობაში სოგჯერ ნაცვლად !=თღ) ჩასმისა გამოიყენება 
დიფერენციალის ნიშნის ქვეშ ფუნქციის შეტანა, ე. ი. 

I/ (თ(ი)დთ'(X)ძ«= | / (თ(X))ძთ(X»). (53) 
მოვიყვანოთ მაგალითები: 

1. გამოვთვალოთ 

1= XძX 
  

X»X +060. 

გამოვიყენოთ ჩასმა X +ძ=/. გეაქვს »ი– 19, ამიტომ 

I=+ ლლ II + C=1)ი 7 +94+C 
272: 2 

2. გამოეთეალოთ 

1= IM" თ. 

გამოვიყენოთ ჩასმა -X?=/. აქედან ძლ -.ძ, ამიტომ 

#L= _1 |“! = == +C= == +C 
2 2 2 

შეენიშნოთ, რომ მოყვანილი და მისი მსგავსი ზოგიერთი მა- 
გალითი შეიძლება აგრეთვე გამოვთვალოთ დიფერენციალის ნი- 
შნის ქვეშ ფუნქციის შეტანის (5.3) ფორმულის გამოყენებით. 

  

ძ|?ჯ 
თ 1 8 _I...»ჯ 

I == -=-თი8-+C. 
თ'+X” ძ 

= გ7C§1ი >+C , (9>0). 
ძ 

ძX 26 

რ“ წ-> I 1 
“9 

5. IIდძ: = IL –-ძი=- (2595X =-IიIC0§XI+C. 
00§ჯX C05X 
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6. |CთXთ = |--““ 2 (<2 =LიI§IიX+C. 
§1ი X 

447) ძ% 
7. |I- = | % = | « = | 27. I +C. 

§Iი ჯ .-. XI.  X 1Xჯ 2 
25)ი-–00§-– 2/2> 60§7 (6 – 

2 2 2 2 
8. გამივთვალოთ 

1= (---. 
VX.+ძ 

დავუშვათ VX +ძ+X»ჯ=!, მაშინ ( ი|4-« ე. ი. 
X”+ძ 

თ  _ 4“ 

X+ძი ! 
ამიტომ გვაქეს 

= I =LI/+6C=1იIX+ +»? +9 I+C. 

§8. კვადრატული სამწევრის შემცველი ზოგიერთი ინტეგრალი 

I. ინტეგრალები 

(-“ და (=–-- (6.1) 
თ»? +ხX+C VიX? +ხX+C 

დაიყვანებიან ცხრილის ინტეგრალებამდე, კეადრატული სამწევ- 
რიდან სრული კვადრატის გამოყოფის გ'სით. 

ააა. X.-6X+9 (»ჯ– 3). X-3 

  

·L-–+>--3 = (7>-3?). 3) =1თიდ>X-3ად, 
--- 3 (X– 3X +4 2 2 

· 1–- = | 2(-3) -1/ =ევ 

- 6: (X–-3) –4 4 |I|X-1 

4. _1 «% _ 2. 4X+-5 .C. 
ჩ>-3 –<5X+4 2) 5V . 7 #7 5 ჩ · 

(+-2) 16 

: Iი(X-4)+C, როცა X>4, თ _ 

L-ვ---1--4 ი 42 როცა Xჯ <4. 
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6. | -- = |I თ „ი -4+VII -8X+7 +C VI -8X+7 '/(X-4) -9 
ძი ' ძ 1 იX 

7. => “2 · ხ=== 21 7 „აა 2 22% 2-(-+2) 
64 8 

= გილი“ 17+C, 

II. ინტეგრალები 

ჯX+0 ნX+ძ _-–- ”« == 
+ და (<= +ხX+C 

დაიყვანებიან (6.)) ინტეგრალებამდე მრიცხველში თი» +ხX+C კვად- 
რატული სამწევრის 20იX+ხ წარმოებულის გამოყოფის გზით. 

8. გამოეთვალოთ 

I 2X-I 

5; +4X+1 
ამოხსნა. გვაქვს 

I 2X-I #« 1 I 10X+4 ძ 4) თ 
  

  

52:+4++I 54150:+4X+1 5 15X74+4X+1 ს 
ძ!5X: +4X+I 

=1| ( - )_ 9 თ =11ი(5§7+4X+1)– 
5 5X +4X+1 25 ( 3) 1 5 

X – –_–_ 

5) 25 
9 

–VXI6(5X+2)+C. 

§7. ნაწილობითი ინტეგრება 

თეორემა 7. ვთქვათ MC) და VC) წარმოებადი ფუნქციებია რაიმე 

შუალედზსე. თუ ამ შუალედზ%სე არსებობს (ახი ეთ, მაშინ არ- 

სებობს |-CიVCთ« და ადგილი აქვს ტოლობას 

IMCიVIC«: = IVCX)MC)- IVიV (X)თ;: 

ანუ 

I» =IV- IM" · (7.I) 

0.1) ტოლობას უწოდებენ ნაწილობითი ინტეგრების ფორმუ- 

ლას. ეს ფორმულა საშუალებას გვაძლევს (თ: ინტეგრალის 
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გამოთვლა დავიყვანოთ I ინტეგრალის გამოთვლამდე, რომე- 

ლიც შეიძლება უფრო მარტივი გამოსათვლელი აღმოჩნდეს, ვიდ- 
რე მოცემული ინტეგრალი. 

მოვიყვანოთ მაგალითები ნაწილობითი ინტეგრების ფორმუ- 

ლის გამოყენებაზე. 

#/=X, იძV=50 XX 
1. |X=ი XX = =-XC05X+ |ლC05 XX = 

  ძი=ძ- V=-005X 

=-XC605X+5)იX+C. 

/=IX იძV=თ 

2. წი XX = =XIიX- I«: =XIიX-X+C, 
ძI/ = 1 თ, V=Xჯ 

ჯ 
სოგიერთი ინტეგრალის გამოსათელელად საჭიროა ნაწილო- 

ბითი ინტეგრების ფორმულის რამოდენიმეჯერ გამოყენება: 

M=Xჯ, რ0V=6'ძ 

ძ.=2X>L-, V=6რ" 

=X”თI-2XC+2 |«"ძ = XCV-2Xთ+2თ+C. 
4. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

MX +ი«. 

V=+VX.+ძ, ძV=ძXL 2 
; X“ VX 

IV» +ძ-= ქ,= Xთ; „ „=> =+VX+2-|==-- 

X»ჯ. +ძ 
ძ 

=XVX? +0 – |»? +თძX+ძ · | I>= 
აქედან §5-ის მაგალითი 8-ის გათვალისწინებით მივიღებთ: 

IVX»' +22%==V» +ძ +271 X+VX +9+C. 

5. მივიღოთ 

(=X ძ9V=6 
· 

=X C-2 IM =/ 
ძ,ი=CთC, V=6 

3. (1863 - 
    

გვაქვს 

  

  

  

I, = (-“ , CV, ძ20 
(ჯ +ძ”) 

ინტეგრალის გამოსათვლელი რეკურენტული ფორმულა. 

გვაქვს: 
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ყტ=- 1... ძV = ძX 

  

  

  

1 =-“ - (+ =- “ 
| (»” +ძ” , ძI/ = _ 20% _ , V=X (»” +ძ" ' 

წყ + ი?) 

+ თრ # „#7 „ა. % 
(». + ი”) (ჯ. + ი?) (» + ი?) (X ი?) ' 

იი" +2/,-2M0“/,.), 

X +ძ 

საიდანაც მივიღებთ 

ცე > ები, . 72 
' 20“ (»” +ძ“? ” ჯ 2ოძი? ” 72 

რადგან 

1,= ლ“ 5 ==. „ი. X+ C, 
ძი“ იძ ძ 

ამიტომ (72) ფორმულიდან მივიღებთ 

#ვ= –_–_ი 
(»+ძ? X 2თ'(X+ი?) 20" ძ 

§8. რაციონალური ფუნქციის ინტეგრება 

62, 
0C(») 

ნქციას, სადაც #>) და CCთ) მრავალწევრებია. ამ პარაგრაფში 
ჩვენ ვიგულისხმებთ, რომ ”X) და CCთ) ურთიერთმარტივი მრავა- 
ლწევრებია, ე. ი. მათ არა აქვთ საერთო ფესვები. 

რაციონალურ წილადს ეწოდება წესიერი, თუ მრიცხველის 
ხარისხი ნაკლებია მნიშვნელის ხარისხზე, წინააღმდეგ შემთხვე- 
ვაში მას არაწესიერი წილადი ეწოდება. 

ცხადია, რომ ყოველი არაწესიერი წილადი, მრიცხველის მნი- 
შვნელზე გაყოფით, შეიძლება წარმოვადგინოთ, როგორც მრავა- 
ლწევრისა და წესიერი წილადის ჯამი. 

ჩვენ ქეემოთ განვიხილავთ 5> წესიერ წილადს, ამასთან 

ვიგულისხმებთ, რომ მნიშვნელში X-ის უმაღლესი ხარისხის კოე- 
ფიციენტი ერთის ტოლია. 

  რაციონალური ფუნქცია (წილადი) ეწოდება სახის ფუ- 

222



განსაზღერეპა. 'ემარტივესი რაციონალური წილადი ეწოდება შე- 
მდეგი სახის ფუნქციებს 

  
  1. 4 , 2. 4 (C=2),..), 

#+-ძ (X-ძ) 

ვ M+M. , MM ცვ.) 
X +0X+ძ (»+/ჩX+9) 

სადაც 4, M, M, ძ, ი, ძ ნამდეილი რიცხვებია, ხოლო X>+იX+ძ 

კვადრატულ სამწევრს აქვს კომპლექსური ფესეები (ე. ი. #?-4ძ<0). 
მტკიცდება, რომ ყოველი წესიერი რაციონალური წილადი 

შეიძლება წარმოვადგინოთ უმარტივესი წილადების ჯამის სა- 
ხით, ამიტომ განუსასღვრელი ინტეგრალი წესიერი რაციონალუ- 
რი წილადიდან წარმოადგენს უმარტივესი წილადების განუსაზ- 
ღვრელი ინტეგრალების ჯამს. 

პირველი ორი ტიპის უმარტივესი წილადების ინტეგრება მარ- 
ტივია. 

მესამე ტიპის უმარტივესი წილადის ინტეგრება განხილულია 
მეექვსე პარაგრაფის მეორე პუნქტში. 

მეოთხე ტიპის უმარტივესი წილადის ინტეგრება ხდება შემ- 
დეგნაირად: 

I = MX+M ძ= I MX+M 
( 2, + V 2 2 ' % 
X X+ძ (C++) V-5) 

2 4 

1 2 
დავუშვათ (ლ<+9 , / -#- =0ძ0 ს -#- > 0| „ მივიღებთ 

MV-51+» 
ხს ა “. „ 

(/? +”) 

აქედან ცხადია, რომ /, ინტეგრალი წარმოაღგენს 

ჩის > და ჩი I--“ > 
(I1+ი?) (I +ი') 

  

ინტეგრალების 8 იიი. სანე 

1 
Iკლ-.---_––--+C 

2(1<#)(/7+4ი' ' 
ხოლო ”” ინტეგრალი "შეგეიძმლია გამოვთეალოთ §7-ის 
მაგალითი 5-ში მიღებული (72) რეკურენტული ფორმულით 
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Xჯ 2# –! 
ა =---–-–--–- + L. 

20“ C5 +ი?) 2#ი“ 

  

  ამასთან 1, '= I 3 ძ 3 =1 ი ++C. 

LI+0ძ ძ ძ 

ამრიგად მართებულია შემდეგი თეორემა: 
თვორემა. ინტეგრალი ყოველი რაციონალური ფუნქციიდან თა- 

ვის განსასღვრის არეში წარმოადგენს ელემენტარულ ფუნქციას, 
რომელიც გამოისახება რაციონალური, არკტანგენს და ლოგარი- 
თმული ფუნქციების წრფივი კომბინაციით. 

მაგალითი I. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

LC CC –3). 

სმოხბნა. ვინაიდან ინტეგრალქვეშა ფუნქცია წარმოადგენს წე- 
სიერ რაციონალურ წილადს და მნიშენელს აქეს ნამდვილი და 
მარტივი ფესვები, ამიტომ 

1 4 8 C 
= + + 

(X+2)(X–I)(X-–3) X»+2 X-ს X-3 

აქედან გვაქვს 
1=7,4(X--1XX-3)+8(X+2XX-3)+C(X+2XV-!1). 

თუ ამ ტოლობაში ჩავსეამთ X=-2, X>I და X=3-ს, შესაბამისად 
მივიღებთ 

  

ვ, 

154=1, -68=1 და 10C=1. 

  

აქედან 
_. 

15 6 10 

ამრიგად, 

: =1,.! 1,1. 1._1 
(X+2)(X–1)(X–-–3) 15 X+2 6 »–-I 10X-3” 

საიდანაც 

2 მის+2- > CI +. ის»3 I+C. 
I-C (X-I)(X– 3) 1 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

I 3». –5X+10 

(X–-1)” (»?+2X+5) 

ამობსნ. ვინაიდან ინტეგრალქვეშა ფუნქცია წესიერი რაციონა- 
ლური წილადია, ხოლო მნიშვნელს აქვს ნამდვილი ორჯერადი 
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ფესვი და მარტიეი კომპლექსური ფესვები, ამიტომ იგი დაიშლე- 
ბა შემდეგი სახით: 

3X' –5X+10 4, 4, 8X+9ხ 
? = 1. +-– , 

(X-1) (+I+2X+5) (X-I) X-I »XI+2X+5 

აქედან გვაქვს ტოლობა 
3C-5X+10=4,(X2+2X+5)+/4:(X- | 1(X2+2X+5)+(8++0XX»-1)?. 

ამ იგივეობის მარცხენა და მარჯეენა მხარეების X ცვლადის თა- 
ნატოლი ხარისხების კოეფიციენტების გატოლებით და მიღებუ- 
ლი სისტემის ამოხსნით, გეექნება 

4,=), #:=0, 8=3, L0=5. 

  

ამრიგად 

3Xჯ? – 5X+10 1 3X+5 I 
27 2 = 1:12 = + 

(X–-I) (» +2X+5) (X-)) X +2X+5 (X–1) 

43, 2X%2 , _ 1 

2 X”+2X+5 (X+1)” +4 

  

საიდანაც გეაქეს 
1_ II 3X 5X+10 ქძ= 1 

(X–I) (X#+2X+5) X-I 
XXI. C. 

2 
    +> (ჯ +2X+5)+თXV 

88. ზოგიერთი ირაციონალური ფუნქციის ინტეგრება 

1 წრფიგი ირაციონალობის ინტეგრება. განეიხილოთ ინტეგრალი 

(1 <7 4. Cწი 
XX+08 

სადაც #0/,V) არის V და V არგუმენტების რაციონალური ფუ- 

ნქცია, თ, /#, # 2 – მუდმიეი რიცხვებია და MCV, M#I. ვიგულის- 

  

  ხმოთ, რომ თძ“«/) თუ თრმ=/მ), მაშინ C170 ფარდობა მუდმივი 
#X 

სიდიდეა. 

CთX+ /# 
#) X,ე 5 სახის ფუნქციას უწოდებენ წილად-წრფივ ირა-   

XX+ 

ციონალურ ფუნქციას. (9.1) ინტეგრალი იხსნება ჩასმით 

ჯ= თX+/ჩ 

XX+ბ ” 

რომელსაც (9.) ინტეგრალი დაყავს იჩტეგრალამდე ! ცვლადის 
რაციონალური ფუნქციიდან. 
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მაგალითი I. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

    

  

(06+ 1+X _ძ»_ 

1-X 1-» 

სმოსხნ,. მოვახდინოთ ჩასმა 

1+Xჯ 

» 

საიდანაც 
2 ჯ=5 !. ძ= 44% _. 

(+) (I7+1) 

მაშასადამე, 

I I+» „-% =2 (+ -2IM- -2 | -2-2ი/0I8(+C- 
1-X 1-Xჯ 

=2 /1+X -2თიიგ I“ +C. 
1-Xჯ 1-Xჯ 

2. ზოგადი სახის წილად-წრფივი ირაციონალობის ინტეგრება. განვიხი- 

ლოთ ინტეგრალი 

4 24 

I8 » 2CX+მ0  (თ+# 1 ტ2) 
XX+06 XX+ბ 

სადაც 4, 4:,.-:#. რაციონალური არამთელი რიცხვებია, ხოლო თ, 

/, 7 2 ნამდვილი რიცხვები აკმაყოფილებენ პირობას თძი/”. (9.2) 
ინტეგრალი იხსნება ჩასმით 

თX+/ _ , 

X»X+ბ2ბ 

სადაც 4 არის #2), 4#,...4 რიცხვების საერთო მნიშვნელი. 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

I თ 

V/2X- '. 2X-1. 

ამოხსნა. შევნიშნოთ, რომ 2-1, რ-+ და ამიტომ 24=6. მაშასა- 

  

დამე საჭიროა ვისარგებლოთ ი ჩასმით 2 =/. აქედან 

»X=>(%), ძX=3/ძ/. 

ამიტომ 

== (8 +/ (534 
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1 3 2 –– I V=I.-=/? -3IL -(+-219-! 2 +3-31ი/+I+C= 

  

=V2X-1--V2+-1+3ჰ0X-1-ი(ყ9-1+1)+C. 

§10. ზოგიერთი ტრანსცენდენტული ფუნქციის ინტეგრება 

L |51ი თLC05 /X , ზი ლიყსი #X#% და I|C05C0=X005/XC ინტეგრა- 

ლების გამოსათვლელად საჭიროა ინტეგრალქვეშა ფუნქციების 

ნამრავლი გარდაექმნათ ჯამად. 

II. ინტეგრალი 

IM(წი X,C05 XM% (10.1) 

ჩასმით 

/= «> , XC1 > 7L (10.2) 

დაიყვანება ინტეგრალამდე #ს მიმართ რაციონალური ფუნქცი- 

იდან. ამიტომ მას უწოდებენ უნივერსალურ ჩასმას. უნივერსალუ- 

რი ჩასმით ინტეგრალის გამოთვლის დროს გამოიყენება ტოლო- 

ბები 

  

  

  

. –_” 2ძ! 
90X=--+, 905X=-––>, X=22ICIVI, თX = 1272 

მაგალითი 1 გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

I=|L--“ ., 
2+00§5X 

ჰმოსსნწნა. მოვახდინოთ (10.2) ჩასმა; გვექნება 

2ძ! ჯ 

LI= |)+- _ = 21% =- -თთინ--+C ი 2-2 + C 
1” "ი+3 “#3 +”#3 V3 #2... 

1+/? 
შევნიშნოთ, რომ არსებობს (10.1) ინტეგრალის ისეთი კერძო 

შემთხვევა როდესაც მისი გამოთვლა უფრო მოხერხებულია 
სხვა ჩასმებით. მოვიყვანოთ ასეთი შემთხვევებიდან ხოგიერთი. 

ს თუ ინტეგრალქვეშა ფუნქცია კენტია ი0§ჯ-ის მიმართ, ე. ი. 
X(§IიX,-C05X)= – /%(5111X,605X), 

მაშინ გამოიყენება ჩასმა §I0X=L 
2) თუ ინტეგრალქვეშა ფუნქცია კენტია §IX-ის მიმართ, ე. ი. 

#?(-5111X,C05X)= –/2(51)0X,C05X), 

მაშინ გამოიყენება ჩასმა 0C05X=L. 

3) თუ 
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/#?(-51იX,-0095X)=/2(§5IიX,C605X), 

მაშინ გამოიყენება ჩასმა 1CXCL. 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ 
1:52 ჯ 1= ფი X90§ ჯ 

2-00ყ“ ჯX 

ამოხსნა. ინტეგრალქვეშა ფუნქცია კენტია C0§X-ის მიმართ. ამი- 
ტომ გამოეის ი ჩასმა 51იX=/. გვექნება 

1-8ი“ ») )ძ5Iი»ჯ ! 1-/?) – (2 "| = | “( =- , ძ= 

ჰ 1+5)ი” ჯ 1+/? 1+1 

2 

  

3 - 3 

--IV 2 აშია” <კ 2890 X- 
/ +1 3 პ 

        

-2მLICIC(§5IიX)+C. 
მაგალითი 8. გამოვთვალოთ 

I= |5Iი! XC05' XX. 

ამოხსნა ინტეგრალქვეშა ფუნქცია კენტია §IV-ის მიმართ. თუ 

გამოვიყენებთ C0§5X=/ ჩასმას, გვექნება 

1= – I(1–<იიჯ” »X)ლივ" X C05 X = IV” –1),'%= IC" -/“)ძ( = 

>>... 
7 5 7 5 

მაგალითი 8. გამოვთვალოთ 

1= I 810 X+ 2005X 

§)ი” XC05X+ 4008" X 
ჰამოსხნა. ვისარგებლოთ ჩასმით 1I9X>I. თუ მრიცხველსა და მნიშ- 

ვნელს გავყოფთ 00§»-ზე მივიღებთ 

= I (§+2 იI/თX = (2 V=1V(7+4)+V>++C= 
Iდ“X+4 2 2 
  

1 ICX 
=–ი(/C2X+4)+ი/XC/C---+C 2 9(6 X+4)+2%6-2 

II. განვიხილოთ ინტეგრალი 

Iჩ(«)«. (I03) 

გამოვიყენოთ ჩასმა /=C, საიდანაც «%= =4, ამიტომ 

I#წ(« )ძC= 40  /- I# (I/)ძ(. 

ე. ი. (10.23) ინტეგრალი საო / ა ელემენტარულ ფუნქციას. 
მაგალითი 7. გამოვთვალოთ 

228



2 -) ,. 
  1= 
თა) 

ამობსნა. გამოვიყენოთ ჩასმა 7=თ, საიდანაც ძ.= %, ამიტომ 
! 

გემმა 
ძმ! ი 

ძი=2-–-–-–- -––=2MX+!)–Iი/ 
I= Lე /(+1 11; ი0+ი –)ი/+C =21ი(1+Cთ')-X+C. 

  

XII თავი 

განსაზღვრული ინტეგრალი 

81. მრუდწირული ტრაპეცია და მისი ფართობი 

ვთქვათ მოცემულია §ი,ხ) სეგმენტსე უწყვეტი, არაუარყოფი- 
თი 7=/X) ფუნქცია. მრუდწირული ტრაპეცია ეწოდება ფიგურას, 
რომელიც შემოსასღვრულია X»”7=/X) ფუნქციის გრაფიკით, X=ძ, ჯX=ხ 
წრფეებით და CX ღერძით (ნახ. 12.1) 

8 

  
     ნახ. 12.1 

ისმება ამოცანა: როგორ ვიპოვოთ მრუდწირული ტრაპეციის 
ფართობი? მოცემულ მრუდწირულ ტრაპეციაში განვიხილოთ 
მრუდწირული ტრაპეცია C#/X (ნახ. 122), რომლის C წერტილის 
აბსცისაა X, ხოლო # წერტილის აბსცისაა X+M. მრუდწირული 
ი4C ტრაპეციის ფართობი 5§„/ლიარის »-ის ფუნქცია, აღენიშნოთ 
ის 5C) სიმბოლოთი. ცხადია +4(9)=0 და 5(ხ)=5, სადაც 5 არის ძ48ხ 

მრუდწირული ტრაპეციის ფართობი. 5§(X+#X)=5-+წი. ეთქვათ, «46% 

და 404») არის. შესაბამისად /(/) ფუნქციის მინიმუმის და მაქსი- 
მუმის წერტილები წXX+#MX) სეგმენტზე. განეიხილოთ მართკუთ- 

ხედები CMMი და C0ჩ MI 0», ჩ0| | 0=. ნახ. 122-დან ჩანს, 
რომ 

5 იVი5=/ 95(ბ6ი).4XC%X+#4X)-5(C)< %Cიცი=/I7Xტ-X)1-ტX. 

აქედან გვაქეს 
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#X) – /I((ტ01§20149-09§ /ფრი1. 0 
აჩნალოგიური მსჯელობით მივიღებთ, რომ (1.)ჯ-ს ადგილი 

აქვს მაშინაც, როცა #X<0. 
თუ (II) უტოლობაში გადავალთ ზღეარზე, როცა #X-<+0-კენ 

და გავითვალისწინებთ, რიმ /##7) უწყვეტია, მივიღებთ 5'(X)=/”»-. 
ე. ი. ფართობი 5(ჯ) არის იმ /) ფუნქციის პირვანდელი ფუნქცია, 
რომლის გრაფიკითაც სემოდან არის შემოსასღერული მრუედჯი- 

რული ტრაპეცია. აღვნიშნოთ #(Cე-ით /X) ფუნქციის რაიმე პირვა- 
ნდელი ფუნქცია, მაშინ ცხადია ნებისმიერი »-სათვის I|ძ.ხ) სეგმე- 
ნტიდან ადგილი აქვს ტოლობას 

M#M00)=5ლ0ი)+C. 
აქედან მიიღება /(2)=5(ძი)+C=C, ”"(ხ)=%ჩ)+C=5+ჩ(ძ), საიდანაც 

5=/'(ხ)-/' (0). (1.2) 
(12) არის მრუდწირული ტრაპეციის ფართობის გამოსათვლელი 
ფორმულა. 

მაგალით” ! გამოეთვალოთ იმ მრუდწირული ტრაპეციის 
ფართობი, რომელიც შემოსასღვრულია »#X=X-ის გრაფიკით და 
წრფეებით Xჯ=1, X=2, »=0 (ნახ. 12.3) 

ამოხსნა. ჯ7=X დადებითია II.2) სეგმენტ- 

    

სე. ამ ფუნქციის ერთ-ერთი პირვანდელი XI 

ფუნქციაა ჩცე= 32 ამიტომ (1.2) ფორმე- 7/5=X2 

ლის ძალით მოცემული ფიგურის ფარ- 
თობი იქნება 0| IL 2 X 

2 1) 7-1 
სწლ---==-=2-, 3. 3. 3 3 ნახ. 12.3 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ იმ ფიგურის ფართობი, რომელიც 
შემოსასღვრულია »X=2X-X“ პარაბოლით და ”7=0 წრფით (ნახ. 124) 

ამოხსნა. »7=2X-X ფუნქცია არაუარყოფი- 
თია (|0,2) სეგმენტსე, მისი ერთ-ერთი პჰპირ- 

ვანდელი ფუნქციას #(X)=»” -12 (12) 

ფორმულის გამოყენებით მივიღებთ, რომ 
საძებნი ფართობი 

  

ნახ. 12.4 
8 4.) §=/”(0)-–-(0)=4- – -0-0=+ =1–. (2)-”(9) 3 3 13 
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82. განსაზღვრული ინტეგრალის ცნება 

(ი,ხ) სეგმენტსე უწყვეტი /#/») ფუნქციის განსასღვრული ინ- 
ს 

ტეგრალი, რომელიც აღინიშნება სიმბოლოთი Vთ4: (იკითხე- 

ბა: განსასღერული ინტეგრალი თძ-დან ხ-მდე ეფ იქს დე იქსი- 
დან), ეწოდება რიცხვს /”(Cხ)-”(ძ), სადაც MC) არის />X)-ის რაიმე 
პირვანდელი ფუნქცია (L9ძ,ი) სეგმენტზე. 

ამრიგად 
ხ 

I #(X)ძX= /-Cხ)-#(9). (2.1) 

თს ინტეგრალის ქვედა სასღეარი ეწოდება, ხოლო ხ-ს 
სედა საზღვარი. 

(2.1) ტოლობას ნიუტონ-ლაიბნიცის ფორმულა ეწოდება. 
(2.,) ფორმულის ჩასაწერად იყენებენ აღნიშვნას />:(ხ)-”(ი)= 

ხ 
=/#(>;),. ამ აღნიშენის გათვალისწინებით (2.) ფორმულა მი- 

იღებს სახეს 
ხ 

I /(X)თ = M(>X), = –(ხ)-/(9). (2.2) 

(22) ფორმულიდან ნათლად ჩანს განსასღერული ინტეგრა- 
ლის გამოთელის პროცესი. 

გამოვთვალოთ ინტეგრალები 

I 3|! 
I I თ«=”- 

ჟ 3 

2= 
2 

=-=-0=-- 2. |C05XძX=51ი X2 =1 
3 3 ! ი   0 

# 
” 4 - # 

3, (4 = ი»: =1ირ-Iი1=1 4. L“ -=CV =1-0=1=5)იX2 =1 
0 

83. განსაზღვრული ინტეგრალის გეომეტრიული 

მინაარსი და თვისებები 

მრუდწირული ტრაპეციის ფართობის გამოთვლიდან და გან- 
სასღვრული ინტეგრალის ცნებიდან გვაქვს, განსასღვრული 
ინტეგრალი |ი,ხ) სეგმენტსე არაუარყოფითი უწყეეტი /(») ფუნქ- 
ციიდან, უდრის იმ მრუდწირული ტრაპეციის ფართობს, რომე- 
ლიც შემოსასღვრულია »”=/X) წირით, CX ღერძით და X=თძ, X=ხ 
წრფეებით. 
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ამრიგად, მრუდწირული ტრაპეციის ფართობი გამოითვლება 
ფორმულით 

§= IVთ!. ც.) 

დაუმტკიცებლად მოვიყვანოთ განსასღვრული ინტეგრალის 
ძირითადი თვისებები: 

ხ ი 

ა VC« –-IVCე«.. 

2) თუ (ი,ხ) სეგმენტზე /0)=M, სადაც M მუდმივია, მაშინ 

| / (X)ძი =M(ხ-თ). 

3) მუდმივი მამრავლი შეიძლება გაეიტანოთ განსაღვრული 
ინტეგრალის ნიშნის გარეთ, ე. ი. თუ 4 მუდმიეია, მაშინ 

(V/C0თ- 4V/C+. 
4ტ4 ფუნქციათა ჯამიდან ინტეგრალი უდრის ინტეგრალთა 

ჯამს ამავე ფუნქციებიდან, ე. ი. 

IL/C0+ილი1«- I/C)«+ IVCე«-. 
5) თუ #X) 'ეწყვეტია (ძი,ხ)-სე და ძ<0<ხ, მაშინ 

ხ C ხ 

Vთ%- I/ Cე%+ I/ 00%. 

1. გამოვთვალოთ ინტეგრალები: 
2 2 2 2 2 2 

ს I“ +2X-8)ძი = |“ ძი |2X#– |8%= XII +XI, –8X, = 

=(2”-1)+(27-1)-8(2-1)=26 

  

0057 2X 

2 

00§? 2X 

ჯ 8 
2) | 8იია4»-4აიი 2X+ |«- |895§4Xი- 

შ 
-/ი §1ი 2XთX+ |   ძX =251ი 4X§ +2005 2X' +IC 2XL = 

=(2-0)+(-/2 – 2) + (1-0ე=+2 +1. 
2 გამოეთვალოთ იმ მრუდწირული ტრაპეციის ფართობი, 

რომელიც შემოსასღვრულია »=9- პარაბოლით და წრფეებით 

X»=0, Xჯ=-1, X=2 (ნახ. 12.5). 
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ამოსსნ.. »#=9-X ფუნქცია დადებითია (-I,2) სეგმენტზე. ამიტომ 

საძებნი +§ ფართობის გამოსათელელად 

გამოვიყენოთ (3.1) ფ'ირმულა 

წ = "ტ-ო«-(- 5). = 

ლ 5) ნი 90 
§4. ცვლადის გარდაქმნა განსაზღვრულ ინტეგრალში 

  

ნახ. 12.5 

სამართლიანია თეორვმა: 
თეორემა 4... ვთქვათ /#X) ფუნქცია უწყვეტია (ი,ხ) სეგმენტსე. თუ 

X=თV) ფუნქცია უწყვეტად წარმოებადია (თ/) სეგმენტზე, ამას- 

თან ძ<XVX(I/)<ხ, როცა თ=<!I</0 და თLთ=თ, /)=ხ, მაშინ 

თრ I/ ი(01თ()თ. (C9)) 

(4.) ფორმულას ეწოდება ცვლადის გარდაქმნის ფორმულა 
განსასღვრულ ინტეგრალში. 

მაგალითი 1. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

#= | XC05X”ძL 

==
 

შემოვიღოთ აღნიშვნა X-=, როცა X=0, მაშინ /=0, როცა 

– მაშინ (=>, 2XძX=ძ(, X6- 14. გეაქეს 

, 17 

2 

მაგალითი 2. გამოვთეალოთ # 4 ტედიუსიანი წრის ფართობი. 
ამოხსნა. X”+)/“=M არის #? რადიუსიანი წრეწირის განტოლება 

ცენტრით კოორდინატთა სათავეში (ნახ. I2.60 წრეწირის ზედა 

ნახევრის განტოლებაა »7=VM –»ჯ?. ეს ფუნქცია არაუარყოფითია 
(-”,წ) სეგმენტზე, ამიტომ წრის საძებნი ფართობის გამოსათვევლე- 
ლად (რადგანაც ის სიმეტრიულია საკოორდინატო ღერძების მი- 
მართ) საკმარისია გამოვთეალოთ იმ ნაწილის ფართობი, რო- 
მელიც მოთავსებულია I საკოორდინატო მეოთხედში (ნახ. 12.6) 

2 

IC C05(/ძ! = ვმ #2 = 

9 
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# 

§=4IVL –»თ. 
9 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას X=M5M! გვექ- 
ნება, როდესაც X=0, მაშინ 1=0, ხოლო რო- 

დესაც X=/# მაშინ =>. ამრიგად 

  

ნახ. 12.6 

” ”# 

? ? 2 
§ =4 IV? – ჩი? «სი? //2C0§/ძ( = 4” |C0§” (I = 27 |(1+ C052/) ძ/ = 

9 9 0 

2 7 
მაგალითი 8. ამთალით ინტეგრალი 

(5 
შემოვიღოთ აღნიშენა +X X+1=!1, ე. ი. X=I-1. როცა X=3, მაშინ 

(2, ხოლო, როცა X=8, მაშინ 1=3. გვაქეს 

=ჯI2?   

  

  

3 

LI= I - 4 = 2I(. =)L/ = „ლ 
2 2 2 

ზნ. ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულა 

განსაზღვრული ინტეგრალისათვის 

  
=10“. 

3 

მართებულია თეორემა: 
თეორემა ნ§.L თუ IX) და Vთ) უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციებია 

Iმ,ხ) სეგმენტზე, მაშინ ადგილი აქვს ტოლობას 

წაი» (X)ძX = M(X)VC>)|; – IM“ (X)#. (5.1) 

(51) ფორმულას ეწოდება ნაწილობითი ინტეგრების ფორმუ- 
ლა განსაზღვრული ინტეგრალისათვის. იგი შეიპლება მოკლედ 
შემდეგნაირად ჩაიწეროს 

ს ” 
|.“ =MV – IVძV 

განვიხილოთ მაგალითები: 
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=I, 5)0XIX=VთV 
მაგალითი L. =-Xჯ 00§XL +            

  ძ/=ძL, V#=-005X 

+ I60§Xი = #+910 +: =ჯ. 

თ 
1ი Xჯ იX=#, 7. 2. “ 

მაგალითი 2. (უ-თ- = ჯ = 2-/X 1ი X, – 

V ძ,=--, »=2+VX 

= 2-/6 – 4VXI, =2+V6 –4V6+4=2(2-VC). 

  

2(4%> 

I თ+ICX=IVI ძX=ძ9' 

მაგალითი 3. Iთ 'C(8XC% = %#% = X0ICI6XI, – I -= 
0 ძV = კ V=X 21+ჯ   

1+X? 

#. I ' #_I 
=> -3V(I+X?), =>-21ი2. 

§6. ლუწი, კენტი და პერიოდული ფუნქციის ინტეგრება 

სამართლიანია ტოლობები: 

2I/თთხი, თუ /(X) ლუწია, 
ი 

0, თუ /(») კენტია. 

თუ #X) ფუნქცია პერიოდულია, პერიდით / და ინტეგრებადია 

(07) სეგმენტზე, მაშინ ნებისმიერი CC#-ისათვის ადგილი აქვს 
ტოლობას 

I/Cი«- 

C+ 

I #00%-= Mთრ- 
' 

თX % ჯ 
მშ. თი + <2. –->-=2თ%X9X =–, 
შალი 12 21+X 9 =5 

  

მაგალითი 2. | §სი/ნით; = 0, MC7 რადგან §IVIX კენტი ფუნქციაა. 
–-. 
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მაგალითი 3, ვაჩეენოთ, რომ | ლი§/VძX =0, MC7, )1#0. ვიჩაიდან 

2 
005IIX ლუწია, ამიტომ თინ ჯაი = = 2 დისა - = წრას MX) =0. 

“+ 0 

§7. არასაკუთრივი ინტეგრალები 

ამ პარაგრაფში მოვიყვანთ განსასღერული ინტეგრალის ცვნე- 
ბის განსოგადებას იმ შემთხვევისათვის, როცა ფუნქცია განსაზ- 
ღერულია და უწყვეტია უსასრულო შუალედზსე და იმ შემთხვე- 
ვისათვის, როცა ფუყნქცია განსახღვრულია სასრულ შუალედ!ე, 
მაგრამ არ არის შემოსასღვრული ამ შუეალედსე. 

1 არასაკუთრივი ინტეგრალები უსასრულო საზღვრით. ვთქვათ, #·ე ფუნ- 

ქცია უწყვეტია (ი+თ| შუალედზე. 
ანსაზღგვრება 7.1. თუე არსებობს სღვარი განსაზღგრე უ არსე ღვ 

(I 

მდ IV Cთ«- წა 
მაშინ ამ სჭღვარს ეწოდება /#») ფუნქციის არასაკუთრივი ინტეგ- 

რალი I,+«L შუალედზსე და აღინიშნება სიმბოლოთი 

I #(XX. (72) 

ამრიგად | 

1 #Cი0« = 1Iი 3 7002. 

იმ შემთხეევაში, როცა (7.1) ღვარი სასრულია (7.2) ინტეგ- 
რალს ეწოდება კრებადი, ხოლო /#») ფუნქციას – ინტეგრებადი 

(არასაკუთრივი ასრით) (ი+«>| შუეალედ“ზსე. თუ (7.) ზღვარი არ 
არსებობს ან უსასრულოდ დიდია, მაშინ ამბობენ, რომ (72) ინ- 
ტეგრალი განშლადია. 

შენიშვნა. თუ C>0, მაშინ |/Cა« და 174 ინტეგრალები 

ერთდროულად კრებადია ან "ერთდროულად განშლადია. 

თუ ”Vთ) არის #X) ფუნქციის პირვანდელი ფუნქცია (ით71+თ( შუ- 
ალედზე, მაშინ 

I/ თ% =ჩC0-#ჩ(9), 

ამიტომ 
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      |#C0%= )Iთ ჩ(0-”(ფ=ჩC-თ)-ჩ(9)= 03 
სადაც 

#(C+«)= სთ LC). 

)1>.ი) შუალედსე მოცემული უწყვეტი ფუნქციისათვის არასა- 

კუთრივი ინტეგრალი განისასღვრება შემდეგი ტოლობით 

I #(X)თ# = ი, I #(ით. 
/ 

იმ შემთხვევაში, როცა #X) ფუნქცია განსასღერულია და უწ- 

ყვეტია I+,+თ>, შუალედში, მაშინ მას ინტეგრებადი ეწოდება ამ 
შუალედში, თუ კრებადია ინტეგრალები 

IVთ« და I #(იძი. 
მათ ჯამს ეწოდება ინტეგრალი 12 3თ( შუალედ“სე /#») ფუნქცი- 
იდან და 

“თ 0 ო 

I/C0#%-= | /6ე«+ | /0ეძი. 
–თ – 0 

მაგალითი L გამოეთვალოთ ინტეგრალი 

I ძ 

ე 1+X?. 
  

1 

1+Xჯ 
  >» ფუნქციის პირეანდელი ფუნქციაა ”#(X)=მIIV. ცხადია, 

რომ ”#(0)=0, ჩ6თ)=5-. ამიტომ (73) ფორმულის ძალით გეაქვს 

(რ I 
  

21+X 2. 

მაგალითი 2. ვაჩვენოთ, რომ ინტეგრალი |C0§X«: განშლადია. 
0 

0ლ009% ფუნქციის პირვანდელი ფუნქციაა §IიX. მაგრამ IIთ §IიX 
ჯა. 

არ არსებობს, ე. ი. | 605 Xძ განშლადია. 
0 

მაგალითი 8. ვაჩვენოთ, რომ ინტეგრალი |4, სადაც ით>0, კრე- 
1 X 

ბადია, როცა #>I და განშლადია, როცა თ<I. 
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თუ თ+I), მაშინ 
, 1-თ 1-თ 

|C-, IIი IC = IIთ =Mი '!. 9 = 
(–ა-თ ჯა“ (ათ LI-X» 1-ძ 

+Cთ, იის თ<I, 

ძ 

      

  , როცა თ>1. 
თძ-I ც 

თუ C=I, მაშინ 

I %- IIIთ (1ი/-100)=+C. 
ა Xჯ (ოა“თ 

მაშასადამე (4, სადაც ძ>0, კრებადია, როცა Cთ>1 და გან- 
:X 

შლადია, როცა თ<1). 
2. არასაკუთრივი ინტეგრალები შემოუსაზღგვრელი ფუნქციებიდან. ვთქვათ 

#ი ფუნქცია უწყვეტია (ით,ხ( შუალედში და 
სთ #X)=Cთ. 

განსაზღვრება 7.31. თუ არსებობს ზღვარი 

სი I/C0%, 04 
მაშინ ამ სღვარს ეწოდება #») ფუნქციის არასაკუთრივი ინტეგ- 
რალი (ი,ხ|) შუალედზე და აღინიშნება სიმბოლოთი 

ს 

I/('თ«. 05 
იმ შემთხვევაში, როცა (74) ზღვარი სასრულია, (7.5) ინტეგ- 

რალს ეწოდება კრებადი, ხოლო /#») ფუნქციას ინტეგრებადი 
(არასაკუთრივი აზრით) (იკ) სეგმენტზე. თუ (74) ზღეარი არ 
არსებობს ან უსასრულოდ დიდია, მაშინ ამბობენ, რომ (7.5) ინ- 
ტეგრალი განშლადია. 

შენიშვნა. თუ ძ<C<ხ, მაშინ Mთ4 და I #C0% ინტეგრალები 

ერთდროულად კრებადია ან განშლადია. 
თუ (იხ. შუალედზე />) ფუნქციის პირვანდელი ფუნქციაა 

#თ, მაშინ 

I/ თდ% =M(0-”Iთ, 

ამიტომ ' 
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ხ 

17(00%-= სთ (6(0-#L2)=”(-)-”(2), 
სადაც 

#Lხ-)= სთ #9). 
ანალოგიურად განისაზღვრება არასაკუთრივი ინტეგრალი 

' 
| /Cდ'% იმ შემთხვევაში, როცა #>) ფუნქცია უწყვეტია #1) შუ- 

ალედში და თ /X)=X, ე. ი. 

' ს 
I7C00%= სთ. I /#/(ი. 

იმ შემთხვევაში, როცა #>) ფუნქცია უწყეეტია ##L ინტერვა- 

ლზე და 
სთ /C)=თ, საი ,ჩX)=%, 

მაშინ მას ეწოდება ინტეგრებადი (ი,ხ) სეგმენტზე, თუ CC#ხ(L 
სათვის კრებადია ინტეგრალები 

6 ა 

I#Cდ# და |/C)%. 

ამ ინტეგრალების ჯამს ეწოდება არასაკუთრივი ინტეგრალი /თ) 
ფუნქციიდან (0"X#| სეგმენტზე ჯა განსახღვრით: 

(Iთ«- (ით. I #Cთთ. 

ახლა ვთექათ #ა ფუნქცია უწყვეტია ICC( და XI შუალედებ- 
ზე, ამასთან სთ #X); სთ ყი ზღვრებიდან ერთი მაინც უსასრუ- 

ი ხ 

ლობაა. თუ არსებობს ინტეგრალები I/თ«ი და I#/თ, მაშინ 

ჯამს · “ 
ი ხ 

I#(დთ+ | / 60% 

ეწოდება არასაკუთრივი ინტეგრალი /თ) ფუნქციიდან IC#) სეგმე- 
ნტზე და განსაზღვრით 

I /#C)ძ= I #C0ძ +I/თ«. 
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I 
თ 

მაგალითი #, ვაჩვენოთ, რომ ინტეგრალი (<> კრებადია, როცა 
ი 

თ<1 და გაჩშლადია, როცა თ=>I. 

როცა თ#I, მაშინ 

  
LV _ “ი | –-,ი თუე ძ<), 

| =+1-ძ 

ხX "იძი |,თ,თუ თ>1).   

როცა თCთ=I), მაშინ 
' 
ძX ' 
|– =Iი XV =+C. 
ეჯ 

'! · 

მაშასადამე | კრებადია, როცა Cთ<1 და განშლადია, როცა 
ეX 

  

  

თ>). 
' 

მაგალითი წ. გამოვთვალოთ ინტეგრალი I =. 
0 V1-X 

გვაქვს 
! 

ძX · . Xჯ» 
I == 1IIX 0IC510I/= –– . 
ბ 1-Xჯ ,-.- 2 

ე 
მაგალითი წ. გაჩვენოთ, რომ ინტეგრალი I XX კრებადია. 

ი 
1 ფუნქციის პირვანდელი ფუნქციაა #()=XIX--. ცხადია 

#VI)-”(0+)=–1, ე. ი. 

ი X2თX=-I, 
ხ 

§8, განსაზღვრული ინტეგრალის გამოყენება გეომეტრიაში 

I ბრტყელი ფიგურის ფართობის გამოთვლა 

1 ფართობის გამოთვლა, როდესაც წირის განტოლება მოცემულია დეკარტის 

კოორდინატებში როგორც ვიცით იმ მრუდწირული ტრაპეციის 

ფართობი, რომელიც შემოსასღვრულია არაუარყოფითი, უწყვეტი 
X»=/ხი0 ფუნქციის გრაფიკით, CX ღერძითა და X=ძ, X=ხ წრფეებით 
გამოითვლება ფორმულით 

5= I #0)%. 
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იმ ფიგურის ფართობი, რომელიც შემოსასღვრულია #/=/Cი და 

X=თლი). %X)<5/ი, უწყვეტ ფუნქციათა გრაფიკებით და X=ძ, X=ხ 
წრფეებით (ნახ. 12.7) გამოითვლება ფორმულით 

, 
5= | /C0 –თ(X))თ. (8.1) 

მაგალითი 1 გამოვთვალოთ იმ ფიგუ- 
რის ფართობი, რომელიც შემოსას- 

ღერულია 1=2-X და #=X ფუნქციათა 

გრაფიკებით (ნახ. 12.8). 

ამოხსნა. თავდაპირველად ვიპოეოთ ამ 
ფუნქციათთ გრაფიკების გადაკეეთის 

წერტილთა აბსცისები. 2-X=ჯ განტოლიე- 

ბის ამოხსნით მივიღებთ, რომ ეს აბ- 

სცისებია X.=-2 და X;=I. (8.1) ფორმულის თანახმად გვაქვს 

! 2 ჯ ჯ? ' 9 
§= I6-» იურა თ -5) -2. 

–2 

    

ნახ. 12.8 

2. ფართობის გამოთვლა, როდესაც წირის განტოლება მოცემულია პარამეტ- 

რული სახით. ვთქვათ მრუდწირული ტრაპეცია შემოსასღვრულია 

0X ღერძით, X=ძ, X=ხ (ი<ხ) წრფეებით და ფუნქციის გრაფიკით, 
რომლის განტოლება მოცემულია პარამეტრული სახით 

(5-9 ტ2) 
X»=8(I), 

სადაც §() არაუარყოფითი უწყვეტი ფუნქციაა, ხოლო დთX) უწვ- 

ეეტად წარმოებადია, ამასთან თ%Cთ)=ძ, თC2=ხ. თუ (82) სისტემი- 
დან გამოვრიცხვათ / ცვლადს მივიღებთ (თ,ხ) სეგმენტზე უწყვეტ 

»#=9(დთ I(X))=/ი0 ფუნქციას და მაშასადამე მრუდწირული ტრაპეცი- 
ის 5 ფართობი გამოითვლება ფორმულით 

§= Mთრ- = ჩი. 

24)



თუ მიღებულ ინტეგრალში მოვახდენთ ცელადის გარდაქმნას 

X=0(/), გვექნება 
ჩ 

§= |§(იდ'(I)4! (8.3) 

(83) წარმოადგენს მრუდწირული ტრაპეციის ფართობის გამო- 
სათვლელ ფორმულას, როდესაც ფუნქცია მოცემულია პარამეტ- 
რული სახით. 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ 

“ =ძ0085/, 
· 0<7<27, 

) = ხ5)L/, 

ელიფსით შემოსასღვრული ფიგურის ფართობი. 
აჰოსსნა რადგან ელიფსი სიმეტრიულია საკოორდინატო ღერ- 

ძმების მიმართ, ამიტომ საკმარისია გამოვთვალოთ, ფიგურის იმ 
ნაწილის ფართობი, რომელიც მოთავსებულია პირველ საკოორ- 

დინატო მეოთხედში (ნახ. 12.9), როდესაც X=0, მაშინ (=>, ხო- 

ლო, როდესაც X=ძ, მაშინ I=0. ე. ი. თ=> და /#-0. მაშასადამე 

(83) ფორმულის ძალით გვაქვს 

, 0 , 

” §=4 |ხ§Iი((ძ«იი§!) ძI = 

-C 9 ა) ჯ 2 9 
-ნ =40ხ |§Iი” (/ = 2თხ |(1–00§2/)ძ/ = 

მ 9 

ნახ. 12.9 

"!
 

  
-2იხ(/- ათ 8 7 =ჯძხ. 

  

I. წირის რკალის სიგრძე 

1 რკალის სიგრძის გამოთვლა, როდესაც წირის განტოლება მოცემულია დე– 

კარტის კოორდინატებში. ვთქვათ ბრტყელი 48 წირის განტოლება 

მოცემულია »7=/>») სახით, სადაც /#X) არის (ი,ხ) სეგმენტზე ჯწ- 
ყვეტად წარმოებადი ფუნქცია (ნახ. 12.10). 
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ნახ. 12.10 

მტკიცდება, რომ 48 რკალის სიგრძე L გამოითვლება ფორმუ- 
ლით 

L= LII+LI/ ი) «. (8.4) 

მაგალითი ვ. გამოვთვალოთ # რადიუსიანი წრეწირის სიგრძე. 
ჰმოსსნს. M რადიუსიანი წრეწირის (ცენტრით კოორდინატთა 

სათავეში) სედა ნახევრის განტოლებაა #=VM#'.-” (იხ. §4, 

მაგალითი 2). რადგანაც წრეწირი სიმეტრიულია საკოორდინატო 

ღერძების მიმართ (ნახ. 12.6), ე არაა, სიგრძე # ტოლია: 
7 

L= | 1+ თ =4 |,I1+ ათ -40|---- -4ჩიიმი იე, = MI (იფოფ 
=4M/.“=2ჯ»წ. 

2 
+ -L 

მაგალითი 4. გამოვთეალოთ »”= 2   განტოლებით მოცემუ- 

ლი წირის რკალის სიგრძე, როცა 0<X<1. 
ამოწსნა. (84) ფორმულის ძალით გვაქვს 

L= I +“ -2გ' |«- (107 ძი= 5" I _ 6-6 _ 2 -) : 
IV 2 1.2 2.0. 2 26 

2, რკალის სიგრძის გამოთვლა, როდესაც წირის განტოლება მოცემულია პა– 

რამეტრული სახით. ეთქეათ 48 წირი წარმოადგენს რაიმე ფუნქციის 
გრაფიკს, რომლის განტოლება მოცემულია პარამეტრული სახით 

იი 

X7=%(I), 

    

თ<L</9, 
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სადაც თხ) და §() უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციებია. რადგა- 

ნაც X=დთV) მონოტონური ფუნქციაა (იხილეთ პარამეტრული სა- 
ხით მოცემული ფუნქციის განსასღვრება) ამიტომ, როცა ის 
ზრდადია ი=თ(თ და ხ=%/), ხოლო, როცა კლებადია ძ=თ) და 

ხ=თთ) (ძი და ხ შესაბამისად 4 და 8 წერტილების აბსცისებია). 

თუ (84) ფორმულაში მოვახდენთ ცვლადის გარდაქმნას X=%(XV), 
მივიღებთ 

ჩ 

L= II I თ'თ)) +|C'V))V. (8.5) 

ეს არის პარამეტრული სახით მოცემული წირის სიგრძის 
გამოსათელელი ფორმულა. 

მაგალითი წ. გამოვთვალოთ 

X=Vთ(I-51ი/), X=ძ(1-005!), 0<I<27, 

ციკლოიდის ერთი თაღის სიგრძე. 

ამოხსნა. რადგან X»'-=V((/)=ძ(1-C05!)) და ჰX”=C”(I)=ძ51ი/, ამიტომ (8.5) 
ფორმულის ძალით 

2” 2” 2” 

L= I2VV –C605II +51ი” /ძ! =20 |თი+« =-4ძლ0§+ =80. 
უ : 2 24% 

I. სხეულის მოცულობის გამოთვლა 

1. სხეულის მოცულობის გამოთვლა განივი კვეთის ფართობების საშუალებით. 

ვთქვათ მოცემულია რაიმე სხეული, რომლისთვისაც ცნობილია 
0X ღერძის მართობული ნებისმიერი სიბრტყით კვეთის ფართობი 
(ნახ. 12.11). 

–+ 
X
 -
 

ნახ. 12.11 

ასეთ კვეთებს განივ კვეეთებს უწოდებენ. ცხადია განივი კვეთა 
სავსებით განისაზღერება სიბრტყით CX»X ღერძის გადაკეეთის წე- 
რტილის აბსცისით. მაშასადამე განივი კვეთის ფართობი წარმო- 
ადგენს X-ის ფუნქციას. აღვნიშნოთ ეს ფუნქცია §Cთ)-ით და ეიგუ- 
ლისხმოთ, რომ იგი ცნობილია. თ და ხ-თი აღვნიშნოთ კიდური 
კვეთების შესაბამისი აბსცისები მტკიცდება, რომ თუ: 25() 
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ფუნქცია უწყვეტია (C,ხ) სეგმენტსე, მაშინ მოცემული სხეელის 
მოცულობა ” გამოითვლება ფორმულით 

M= (<ხაძი · (8.6) 

მაგალითი ზ. გამ(იეთვალოთ 

ჯ? #2? 
–-+ #?. + –-= 1 

ელიფსოიდით შემოსასღვყრული სხეულის მოცულობა. 
ამოხსნა. ელიფსოიდის განიეი კეეთა, რომლის 0X ღერძთან გა- 

დაკვეთის წერტილის აბსცისაა X, წარმოადგენს 

2. 2 1 

7» + 2 1 
აწ”) ს” 2I. 
ხI1-–> I--; I-C) «L-C) 

ელიფსს, რომლის სნახევარღერძებია 
X? 

| 2. და C 1-2. (ნახ. 12.12), თ'უ 
მ? იე? 

ამ ელიფსით შემოსა" სღვრულ ფიგუ- 
რის ფართობს აღენიმნავთ <(X)-ით, 

გვექჩება (იხ. მაგალითი 2) 

უცე-იბი -5) · 
ძ 

აქედან კი (8.6)-ის ძალით 

M= 15თ«- »ხC 1)-5.|4- უბ +- >) 

  

  

ნახ. 12.12 

=4 „იხ. 
3 

კერძოდ, თუ ძ=ხ=C=ჩ, მივიღებთ #-რადიუსიანი ბირთვის მო- 
ცულობის გამოსათვლელ ფორმულას 

  

/=4 ჯი) 
3 

2. ბრუნვითი სხეულის მოცულობის გამოთვლა. 

გთქვათ არაუარყოფითი V”=/X) ფუნქცია უწყვეტია (ი,.ხ) სეგ- 
მენტზე. განვიხილოთ მრუდწირული ტრაპეცია, რომელიც შემო- 
სასღვრულია »=/X) ფუნქციის გრაფიკით, CX ღერძით და X=ძ, 
X=ხ წრფეებით. ვიპოვოთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც მი- 
იღება ამ მრუდწირული ტრაპეციის ბრუნვით CX ღერძის გარ- 
შემო (ნახ. 12.13). 
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ამ სხეულის განივი კვეთა, რომელიც შეესაბამება Iთ,ხ) სეგმე- 
ნტის X წერტილს წარმოადგენს წრეს რადიუსით /() ამიტომ 
კვეთის ფართობია 

§6ი=»7LCი)1)“=7”. 
(8.6) ფორმ'ელის ძალით გვაქეს 

I= 7 IL/Cი) «- 7 24. (87) 
მაგალითი 7. ვიპოვოთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც მიი- 

ღება (0,7) სეგმენტზე მოცემული X7=5IIჯ სინუსოიდით შექმნილი 
მრუდწირული ტრაპეციის ბრუნვით CX ღერძის გარშემო. 

ამოსსნა. (8.7) ფორმულის ძალით 

V= 2 IVი' Xის; = 
0 

წ 2 
=„/' 00§52% , _ # 

ბ 2 2 

  

ნახ. 12.13 

IV. ბრუნვითი ზედაპირის ფართობი 

ვთქვათ »X=/თ) არის (ი,ხ) სეგმენტზე უწყვეტად წარმოებადი, 

არაუარყოფითი ფუნქცია. განვიხილოთ "სედაპირი, რომელიც მიი- 
ღება ამ ფუნქციის გრაფიკის ბრუნეით C» ღერძის გარშემო 
(ნახ. 12.14). 

  

ნახ. 12.14 

მტკიცდება, რომ ბრუნეით მიღებული ზედაპირის ფართობი 
გამოითვლება ფორმულით 
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5=2» | #CV +| / (X)| ი. (8.8) 

მაგალითი ზ. გამოვთვალოთ #-რადიჟსიანი სფეროს ფართობი. 

ამოსსნა. მიცემული სფერო წარმოადგენს /#00=+V#ჩ?: – 1, -?<X</ 
ფუნქციის გრაფიკის C» ღერძის გარშემო ბრუნეით მიღებულ 

სედაპირს. ამიტომ (8.89) ფორმულის ძალით 
ჯ 2 ჩ# 

§=4» IV ნ: – X?, I + ლ -ძ = 4» | რი = 47? 
ი “X ი 

§9. განსაზღვრული ინტეგრალის გამოყენება ფიზიკაში 

  

1. ძალის მუშაობა. ეთქეათ მატერიალური M წერტილი მოძრაობს 

0X ღლერძსე # ძალის მოქმედებით, რომლის მიმართულება ემთ- 

ხვევა 0CX ღერძის მიმართულებას. მაშინ # ძალის მიერ შესრუ- 
ლებული მუშაობა, როცა MM წერტილი გადაადგილდება X=ძ 
წერტილიდან X=ხ წერტილამდე გამოისახება ფორმულით 

ს 
M= I”Cი«, 

იგულისხმება, რომ # ძალის #” სიდიდე X-ის უწყვეტი ფუნქციაა. 
2. მატერიალური წირის სიმძიმის ცენტრი. ეთქვათ, მატერიალური 48 

წირის განტოლებაა »7=/»), სადაც #» უწყვეტად წარმოებადი 

ფუნქციაა (2,9) სეგმენტსე და წირს აქვს უწყეეტი სიმკვრივე 
0=5XX). ასეთი მატერიალური წირის სიმძიმის ცენტრის კოორდი- 
ნატები გამოითვლება ფორმულებით. 

ნიი +I( (X))” ძ _ ოო. ო14« )VI+ILV/ («)1' ძა 

X% = · (9 

მიი ონიოწ« (9L რ სმი“ - (»X)| ძ: 

ამოცანა L გამოვთვალოთ არაერთგვაროეანი #=V' -» ნახე- 

ვარი წრეწირის სიმძიმის ცენტრის კოორდინატები. 
ამოხსნა. ცხადია 

–“ 
(9.1) ფორმულების ძალით გეაქეს 
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  _ 1 XთX 

=X-X. –Xჯ? 

(ინტეგრალქვეშა ფუნქცია ა ანარ, 
უ=-L 15“ --1|«- 

#" 

ამრიგად, მოცემული წირის სიმძიმის კენტრის კოორდინატებია 

2” 
#=0, ,',=–. 

# 
ვ, ფირფიტის სიმძიმის ცენტრი. განვიხილოთ თხელი მატერიალური 

ერთგვაროვანი ფირფიტა, რომელიც შემოსასღერულია უწყვეტი 

X»=/X), XC=თ0) წირებით /(-)>2X) და წრფეებით X=თ, X=ხ. ასეთი 

მატერიალური ფირფიტის სიმძიმის ცენტრის კოორდინატების 
გამოსათვლელი ფორმულებია 

1" 1." X% = IXL/C0 -6C)I%, X == III/ ი –|(§601”I%, (92) 
სადაც ა არის ფირფიტის ფართობი: 

5= | /6) – 6014: 

ჰმოცანა 2. გამოვთვალოთ იმ ერთგეაროვანი ფირფიტის სიმძი- 
მის ცენტრის კოორდინატები, რომელიც შემოსაზღვრულია წი- 
რებით »=X, )/“=8». 

ამოსსნა. მოცემული წირების გადაკვეთის წერტილებია (0;0) და 

(2:4). აქ #9=+/8X, §00=»X. ადვილია ჩვენება, რომ 

LXI-2)%=-., §- |(V8 -»2)4=3) 

20% -C4-ჯ 
(92) ფორმულის ძალით გვაქვს 

12 

2 
10 

თ= კ /= 

ს
ა
I
თ
V
 

| 
აა
 

II 
თ
 

სა
| 

I
C
I
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XII თამ0 

დიფერენციალური განტოლებები 

§I, ამოცანები, რომელთაც მივყავართ დიფერენციალური 

განტოლების ცნებამდე 

ბუნებასა და ტექნიკაში მიმდიჩარე პროცესები, როგორც წესი 
აღიწერება ამ პროცესებისათვის დამახასიათებელი რამოდენიმე 
პარამეტრის საშუალებით. ვთქვათ X და » რაიმე პროცესის დამა- 
ხასიათებელი სიდიდეებია. ხშირად მათ შორის არსებობს დამო- 
კიდებულება #”(Cჯა))=0, მაგრამ მისი უშუალო დადგენა ყოველ- 
თვის არ ხერხდება, რადგან ამისათვის საჯიროა პროცესის 
დამახასიათებელი სხვა პარამეტრების ცოდნაც, რომლებიც ასე- 
ვე შეიძლება X-ის ფუნქციებს წარმოადგენდნენ. მაგალითად, 
შეუძლებელია მოძრავი სხეულის მდებარეობასა და მოძრაობის 
დროს შორის დამოკიდებულების დადგენა, თუ არ გვეცოდინება 
სხეულის სიჩქარე და აჩქარება, რომლებიც აგრეთვე დროის 
ფუნქციებია. 

სასოგადოდ, რაიმე პროცესის დამახასიათებელ ორ ან რამ- 
დენიმე პარამეტრს შორის დამოკიდებულების დადგენა საკმაოდ 
რთული ამოცანაა. მისი გადაწყვეტა ზოგ შემთხეევაში მოით- 
ხოვს დიფერენციალური განტოლების ამოსსნას, ე. ი. ისეთი გან–- 
ტოლების ამოხსნას, რომელშიც უცნობ სიდიდეს წარმოადგენს 
ერთი ან რამოდენიმე ცელადის ფუნქცია და რომელიც აუცილე- 
ბლად შეიცავს ამ ფუნქციის წარმოებულს. 

განვიხილოთ რამოდენიმე ამოცანა, რომელთა ამოხსნას მივ- 
ყავართ დიფერენციალური განტოლების ცნებამდე. 

ამოცანა L ვთქვათ M” მასის მქონე სხეული ვარდება დედამიწა- 
სე. ვიპოვოთ ” სიჩქარის / დროზსე დამოკიდებულების კანონი, 
თუ ცნობილია, რომ სხეულზე მოქმედებს სიმძიმის ძალა და 
მოძრაობის საწინააღმდეგოდ მიმართული ჰაერის წინააღმდეგო- 
ბის ძალა, რომელიც სიჩქარის პირდაპირპროპორციულია. 

ამოხსნა. ნიუტონის II კანონის თანახმად 

„9 =/#/, 

ი 

სადაც 2 წარმოადგენს სხეულის აჩქარებას, ხოლო # არის 

ძალა, რომელიც სხეულზე მოქმედებს მოძრაობის მიმართულე- 
ბით. ცხადია, რომ # ძალა ტოლია სხეულ“სე მოქმედი სიმძიმის 
ძალისა და ჰაერის წინააღმდეგობის ძალის სხვაობის (რადგან 
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ჰაერის წინააღმდეგობის ძალა მიმართულია მოძრაობის საწინა- 
აღმდეგოდ). ამრიგად 

ძ” 
–- =/!9-#XV, 11 თ - 48 (LI) 

სადაც MX პროპორციულობის კოეფიციენტია. 
მივიღეთ განტოლება, რომელშიც უცნობ სიდიდეს წარმოად- 

V 
გენს 7/=VC) ფუნქცია. ამასთანავე განტოლებაში შედის მისი «+ 

წარმოებული. ე. ი. (1.1) განტოლება არის დიფერენციალური გან- 
ტოლება. 

ამოვხსნათ (1.)) დიფერენციალური განტოლება ნიშნავს ვიპო- 
ვეოთ ისეთი M=I/(,) ფ'ენქცია, რომელიც მოცემულ დიფერენცია- 
ლურ განტოლებაში ჩასმით მას აქცევს იგივეობად. 

ადვილია ჩეენება, რომ ნებისმიერი C რიცხვისათვის 
( 

M(ე=CC " +-# (1.2) 

ფუნქცია აკმაყოფილებს (1.1) განტოლებას. 
ამრიგად, ().) განტოლების ამონახსნთა სიმრავლე უსასრუ- 

ლოა. ბუნებრივია ვიკითხოთ – ამონახსნთა ამ სიმრავლიდან 
რომელი გამოხატავს ჭეშმარიტ დამოკიდებულებას კონკრეტული 
ეარდნის შემთხვევაში სხეულის სიჩქარესა და ვარდნის ხანგრ- 
ძლივობას შორის? 

იმისათვის, რომ მივიღოთ ამ კითხვასე პასუხი, საჭიროა ვი- 
ცოდეთ ვარდნილი სხეულის მოძრაობის შესახებ რაიმე დამატე- 
ბითი ინფორმაცია. მაგალითად, სხეულის სიჩქარე დროის რაიმე 
მომენტში. ვთქვათ, როდესაც L=0, მაშინ #”=IM თუ დროისა და 
სიჩქარის ამ მნიშვნელობებს შევიტანთ (12) ტოლობაში, მივი- 

დ 
ღებთ Mიე=C+ L ” საიდანაც C-M-- 8. ამრიგად, ამ შემთხვევაში 

დამოკიდებულებას ვარდნილი სხეულის სიჩქარესა და ვარდნის 
ხანგრძლივობას შორის ამყარებს ფუნქცია 

#-(რ-"6I +556. 
# # 

ჰმოცანა 2. ცნობილია, რომ რადიაქტიური ნივთიერების დაშლის 
სიჩქარე პირდაპირპროპორციულია რადიაქტიური ნივთიერების 
მასისა მოცემულ მომენტში. ვიპოვოთ რადიაქტიური ნივთიერე- 
ბის მასის დროზე დამოკიდებულების კანონი, თუ ცნობილია, 
რომ დროის საწყის (0 მომენტში რადიაქტიური ნივთივრების 
მასა „ი-ის ტოლია. 
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ამოხსნა ვთქვათ დროის / მომენტში რადიაქტიური ჩიეთიერე- 

ბის მასაა „I, ხოლო (+4ტ/ მომენტში კი /I+#. შეფარდებას ი” 

ეწოდება დაშლის საშუალო სიჩქარე, ხოლო ამ “შეფარდების 

სღვარს სთ ი კი ეწოდება დაშლის სიჩქარე დროის (ჯ მომენტ- 

ში. რადგან 

ამიტომ ამოცანის პირობის თანახმად მივიღებთ 

ი) 
7” ი, (13) 

სადაც # პროპორციულობის კოეფიციენტია, ხოლო ნიშანი 
დასმულია იმიტომ, რომ დროის სრდასთან ერთად რადიაქტიური 
ნივთიერების მასა კლებულობს. (I.პ) განტოლება წარმოადგენს 
დიფერენციალურ განტოლებას. მას აკმაყოფილებს შემდეგი 

ფუნქციები 
=C6C”. 

რადგან /M=/ როცა I=0, ადვილად დავადგენთ, რომ მასის დრო- 
სე დამოკიდებულებას გამოსახავს ფუნქცია 

=MეC“. (1.4) 

# კოეფიციენტის მნიშვნელობა გამოითვლება ექსპერიმენტულად. 
ვთქვათ /ი დროის განმავლობაში დაიშალა თავდაპირველი მასის 

თ%. ე. ი. 

ჩი) -2) =)/10 დი 

აქედან #-- 1-6. ასე იქნა დადგენილი, რომ რადიუმისა- 
0 

თვის /=0,000436. 

ვიპოვოთ რადიუმის ნახევარდაშლის პერიოდი 7, ანუ ის 
დრო, რომლის განმავლობაში რადიუმის თავდაპირველი მასის 

ნახევარი იშლება. ამისათვის (14) ტოლობაში ჩავსვათ თ=5X. 

მივიღებთ =. „ი“, საიდანაც 

1“ი2 #92 729952 _ 02 590 წელი, 
L _ 0,000436 წელი 
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ამოცანა ზ (პირველი გვარის ქიმიური რეაქცია). ვიპოვოთ პირ- 
ველი გვარის ქიმიური რეაქციის დროს რეაქციაში შესული 
ნივთიერების მასის დროზე დამოკიდებულების კანონი, თუ ცნო- 
ბილია, რომ (=0 მომენტში ქიმიურ რეაქციაში შემავალი ნივთიე- 
რების მასაა XX. 

ჰმოხხნა. ვთქვათ MI მასის მქონე რაიმე ნივთიერება შედის რეა- 
ქციაში ალენიშნოთ /#MM-ით ნივთიერების მასის ის ნაწილი, 
რომელიც შევიდა რეაქციაში დროის / მომენტიდან /+4/ მომენ- 

ტამდე. სღვარს ყუთით ეწოდება ქიმიური რეაქციის სიჩ- 

ქარე დროის (! მომენტში. 
ქიმიურ რეაქციას ეწოდება პირველი გვარის, თუ ქიმიური რე- 

აქციის სიჩქარე დროის / მომენტში პირდაპირპროპორციულია 
ნივთიერების იმ რაოდენობის, რომელიც ამ მომენტში რეაქციაში 
არ არის შესული. 

თუ #L) არის / მომენტისათეის რეაქციაში შესული ნიევთიერე- 
ბის მასა, მაშინ ამ მომენტისათვის რეაქციაში არ შესული 
ნივთიერების მასა იქნება /X-MICV). ამოცანის პირობის მიხედვით 

გვაქვს 

«ი =#/C(7710–)11(/)). 

მივიღეთ დიფერენციალური განტოლება, სადაც # პროპორცი- 
ულობის კოეფიციენტია. ამ განტოლებას აკმაყოფილებს შემდეგი 

ფუნქციები 
MI(C/)=M10-CC'” 

ნებისმიერი C-სათვის. 
თუ გავითვალისწინებთ, რომ #I=0, როცა L=0, მივიღებთ, რომ 

=/ი. საბოლოოდ გვექნება 
#I=/ი(1-6). 

ვინაიდან #-ს ზრდასთან ერთად მაჩვენებლიანი ფუნქცია 46” 
უსასრულოდ მცირდება, ამიტომ გარკვეეული დროის შემდეგ იგი 
გახდება იმდენად მცირე, რომ » თითქმის არ განსხვავდება 7/M- 
გან და რეაქცია პრაქტიკულად შეწყდება. 

§2. პირითადი ცნებები 

განსაზღვრება 21. განტოლებას რაიმე უცნობი ფუნქციის მიმართ, 
რომელიც შეიცავს ამ ფუნქციის ერთ რომელიმე წარმოებულს 
მაინც, დიფერენციალური განტოლება ეწოდება. 

დიფერენციალური განტოლება სოგადი სახით შემდეგნაირად 

ჩაიწერება 
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MCა/ა” »",...)=0. (2.0 
განსაზღვრება 2.2. დიფერენციალური განტოლების რიგი ეწოდება 

ამ განტოლებამი შემავალი უცნობი ფუნქციის წარმოებულის 

უმაღლეს რიგს. 

მაგალითად, #”-”V=I) არის მეორე რიგის დიფერენციალური 

განტოლება, ხოლო )-XV'=5X კი – პირველი რიგისა. 
განსაზღვრება 2.38 დიფერენციალური განტოლების ამონახსნი რა- 

იმე ინტერვალ“მი ეწოდება ფუნქციას, რომელიც მოცემულ. დიფე- 

რენციალურ განტოლებაში ჩასმით მას აქცევს იგივეობად 
არგუმენტის ყოველი მნიშვნელობისათვის ამ ინტერვალიდან. 

ამრიგად, დიფერენციალური განტოლების ყოველ ამონახსნს 
შეესაბამება გარკვეული ინტერვალი. შემდგომში, იქ სადაც ეს 
არ გამოიწვევს გაუგებრობას, ჩვენ არ მივუთითებთ ინტერვალს, 
რომელზედაც ფუნქცია არის დიფერენციალური განტოლების 

ამონახსნი. 
დიფერენციალური განტოლების ამოხსნა სასოგადოდ დაკავ- 

შირებულია ინტეგრებასთან. ამიტომ დიფერენციალური განტო- 
ლების ამოხსნას დიფერენციალური განტოლების ინტეგრებას 
უწოდებენ, მის ამონახსნს – დიფერენციალური განტოლების ინ- 
ტეგრალს, ხოლო ამონახსნის გრაფიკს კი ინტეგრალურ წირს. 
რადგან დიფერენციალური განტოლების ამონახსნებსა და ინტე- 
გრალურ წირებს შორის არსებობს ურთიერთცალსახა თანადო- 
ბა, ამიტომ მათ აიგივებენ ერთმანეთთან და ხმარობენ გამოთ- 
ქმას. მოცემული წირი არის დიფერენციალური განტოლების 
ამონახსნი. 

განსაზღჟრება 2.6. დიფერენციალურ განტოლებას, რომელიც ამო- 
ხსნილია უმაღლესი რიგის წარმოებულის მიმართ, ეწოდება ნო- 
რმალური სახის დიფერენციალური განტოლება. 

სასოგადოდ, M-ური რიგის ნორმალური სახის დიფერენცია- 
ლურ განტოლებას აქეს სახე 

»9=/XVა/ ა”). 

§3. პირველი რიგის დიფერენციალური 

განტოლება 

პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლების ზოგადი სა- 
ხეა 

#Cჯ,»ა”)=0. 

თუ იგი ამოხსნილია ” წარმოებულის მიმართ, ე. ი. მოცემულია 

ნორმალური სახით, მაშინ ის შემდეგნაირად ჩაიწერება 

»V=/ჯა/). (3.1) 
(3.0) განტოლება შეიძლება ჩაიწეროს შემდეგი სახით 
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M(ჯა)ძX+M(ჯა)თ-=0. (32) 

მართლაც, თუ (3.) განტოლებაში ”-ს შევცვლით 2 ით და 

შემდეგ განტოლების ორივე მხარეს გავამრავლებთ «X-ზე, მივი- 

ღებთ 
#Xა)ძX-თ'=0, 

რაც არის (3.) დიფერენციალური განტოლების (3.2) სახე, როცა 
MVCდა)=/Xა) და MC)=-I. ახლა, თუ მოცემულია (3-2) განტოლე- 
ბა, მაშინ მეორე წევრის მარჯეენა მხარეში გადატანით და 
MVCთა”)-ზე გაყოფით (VMXა”/)>X0), გვექნება 

2 _ _ MთX) 
თ” M(X))' 

რომელიც წარმოადგენს პირეელი რიგის დიფერენციალური გან- 
ტოლების (3.1) სახეს. 

დიფერენციალურ განტოლებათა თეორიის ერთ-ერთი ძირითა- 
დი ამოცანაა ამონახსნის არსებობისა და ერთადერთობის საკი- 
თხის დადგენა. ამ მხრიე (3.1) განტოლებისათვის მართებულია 
შემდეგი თეორემა, რომელსაც ეწოდება დიფერენციალური გან- 
ტოლების ამონახსნის არსებობისა და ერთადერთობის კოშის 
თეორემა. 

თეორემა 3.L თ'უ /LXა) და / XXIX) უწყვეტი ფუნქციებია სიბრტყის 
წერტილთა რაიმე # არეში, მაშინ როგორიც არ უნდა იყოს 

CფიXიაCა» წერტილი, არსებობს (3.1) განტოლების ერთადერთი 

X#დთCთდ) ამონახსნი X წერტილის რაიმე მიდამოში, რომელიც აკმა- 

ყოფილებს «CX)=# პირობას. 

ამ თეორემის გეომეტრიული შინაარსი იმაში მდგომარეობს, 
რომ ნებისმიერი (XX#)C» წერტილისათვის არსებობს (3.1) გან- 
ტოლების ერთადერთი ინტეგრალური წირი, რომელიც გადის 
ლ(იაი) წერტილში. 

თეორემა 3.1-დან გამომდინარეობს, რომ (3.) განტოლების 
ამონახსნთა სიმრავლე უსასრულოა, რადგან #) არის განსხვავე- 

ბულ დიაი) და (Xა”) წერტილებს (X>»”.) განსხვავებული ამონახ- 
სნები შეესაბამება. 

პირობას, რომ XCVი)=MX#, ეწოდება საწყისი პირობა. მას ხშირად 
შემდეგნაირად ჩავწერთ 

XX... = #. 

ამოცანას, ვიპოვოთ პირველი რიგის დიფერენციალური გან- 
ტოლების ის ამონახსნი, რომელიც აკმაყოფილებს XCXი)=#ი საწ- 
ყის პირობას, ეწოდება კოშის ამოცანა. თუ #XX) ფუნქცია (ი»”) 
წერტილის რაიმე მიდამოში აკმაყოფილებს თეორემა 3.I-ის 
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პირობებს, მაშინ როგორც ეს აღნიშნული თეორემიდან გამომდი- 
ჩნარეობს, კოშის ამოცანას (3.1) განტოლებისათვის გააჩნია ამო- 
ნახსნი და იგი ერთადერთია. 

განსაზღვრება ვ8.L პირეელი რიგის დიფერენციალური განტოლე- 

ბის ზოგადი ამონახსნი ანუ ზოგადი ინტეგრალი ეწოდება 

XთC.C) ფუნქციას, რომელიც დამოკიდებულია ნებისმიერ C მუ- 
დმივსე და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

ა) C-ს ნებისმიერი მნიწშვნელობისათვის გარკვეული სიმრავ- 
ლიდან, #/=თისX,C) ფუნქცია არის მოცემული დიფერენციალური 
განტოლების ამონახსნი. 

ბ) მოცემული საწყისი X(CXი)=V პირიობისათეის, სადაც (XVM) 
ეკუთვნის (ა-ის ცვლილების იმ არეს, რომელ'მიც შესრულებუ- 
ლია არსებობის და ერთადერთობის თეორემის პირობები, შეიი- 

ლება ვიპოეოთ C=Cი ისეთი მნიშგნელობა, რომ X#=თ(იCCი) ფუნქ- 
ცია დააკმაყოფილებს მოცემულ საწყის პირობას. 

ზოგ შემთხვევაში დიფერენციალური განტოლების ზოგადი 

ამონახსნი შეიძლება მივიღოთ არაცხადი სახით: 9XX-/,C)=0, რო- 

მელიც ”-ის მიმართ ელემენტარულ ფუნქციებში შეიძლება სა- 
სოგადოდ არ ამოიხსნას. 

დიფერენციალური განტოლების ამონახსნს, რომელიც მიილღე- 
ბა სოგადი ამონახსნისაგან მასში C მუდმივის რაიმე კონკრეტუ- 
ლი მნიშვნელობის ჩასმით, ეწოდება მოცემული განტოლების 
კერძო ამონახსნი. 

შენიშვნ. ს არის წერტილს, რომელშიც დარღევულია კოშის 
ამოცანის ამონახსნის ერთადერთობა, ეწოდება დიფერენციალუ- 
რი განტოლების განსაკუთრებული წერტილი. 

»=/Xა) განტოლების ამონახსნს (ინტეგრალურ წირს), რომ- 
ლის ყოველ წერტილში დარღვეულია კოშის ამოცანის ამონახ- 
სნის ერთადერთობა, ეწოდება ამ განტოლების განსაკუთრებული 
ამონახსნი (განსაკუთრებული ინტეგრალური წირი). განსაკუთრე- 
ბული ამონასსნი არ მიიღება ზოგადი ამონახსნიდან C მუდმივის 

არცერთი მნიშვნელობისათვის (C=+თ-ის ჩათვლით). 

§#. დიფერენციალური განტოლება განცალებული 

ცვლადებით 

განსაზღვრება 4.L დიფერენციალურ განტოლებას 

#ICC)X+60/)თ-0, (C8)) 
სადაც #Cთ და #0) შესაბამისად X და ” ცვლადების უწყვეტი 
ფუნქციებია, ეწოდება დიფერენციალური განტოლება განცალე- 
ბული ცვლადებით. 
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(4.1) განტოლების სოგადი ინტეგრალია 

  

|/თ«ი+ |#ც)V/=C. (42) 
მაგალითი 1 ვიპოვოთ 

ძX__ ძ/ =0 

1+X». » 
განტოლების ზოგადი ამონახსნი. 

ამოხხნა. (4.2)-ს ძალით ბმაქვს 

  (–“ -(-- =%C, 
1+X” 

2ICIთX-10|))=1იC. 
საიდანაც 

»7=C209M-, 

მაგალითი მზ. ეიპოვოთ 

1+Xჯ 1+ 7»? 

დიფერენციალური განტოლების კერძო ამონახსნი, რომელიც აკ- 
მაყოფილებს X0)=1 საწყის პირობას. 

კჰმოზსნა. ვაინტეგროთ მოცემული განტოლება. მივიღებთ ზოგად 
ინტეგრალს 

გრი ეი-ი, 1+X 1+X»? 

ანუ 

++ Iი(1I+/0=C. 

ჩავსვათ ამ ტოლობაში X=0, X#>I. გვექნება 

C= 12. 

ამრიგად, საძიებელი კერძო ამონახსნია 

VI1++ 2 Iი0+%20= 2 ი2. 

§წ. დიფერენციალური განტოლება განცალებადი 

ცვლადებით 

განსაზღვრება წ... დიფერენციალურ განტოლებას 

#0) თფ07)ძX+6(>)ლ0/)ძ/=0, (5.1) 
სადაც #C(), #(ი) და თ0). თC0) შესაბამისად X და »” ცვლადების 

უწყვეტი ფუნქციებია, ეწოდება დიფერენციალური განტოლება 
განცალებადი ცვლადებით. 
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ვიგულისხმოთ, რომ «C,0))/:(2)#0 ღა გავყოთ (5.)) განტოლება 
ამ ნამრავლზე, მივიღებთ: 

#0 ს, 800„,=0, 
ჩი“ ხოლ 

ეს განტოლება წარმოადგენს დიფერენციალურ განტოლებას გა- 
ნცალებული ცევლადებით. მისი ინტყგრებით მიიღება (2.1)) განტო- 
ლების სოგადი მატებრალი 

ჩი“ “თ 
შევნიშნოთ, რომ, თუ /I(CXXI0C)=0, მაშინ (52)ის ამონახსნია 

X/=C. თუ 2)0/)=0, როცა X»=Xი, მაშინ (5.2) სოგად ამონახსნთან ერ- 
თად (5.1) განტოლების ამონახსნია აგრეთვე 7=#ი 9ჯუნქცია. 

მაგალითი L ვიპოვოთ X)ძიX+(1+C)ი=0 განტოლების სოგადი ინ- 
ტებგრალი. 

ამოსხნა. განტოლება გავყოთ #X1+X”) გამოსახულებაზე. გეექნება 

  2) + “ =0. 
1+»” »” 

ამ ტოლობის ინტეგრებით მივიღებთ 

IL“ +X. + (“7 =IC 
1+X” » 

ანუ 

+ ს(0Iი0ო+Iის/=1იC, 

საიდანაც ”= =>.   

1+X 

მაგალითი 2. ვიპოვოთ 4-7 განტოლების ზოგადი ამონახსნი. 
X 

ჰმოხსნა. ვთქეათ X>0. მაშინ გვექნება 4-4, ამ ტოლობის ინ- 
» 

ტეგრებით მივიღებთ 

(%> (რ +IC (C>0,. 
» ჯ 

აქედან გვაქვს 
IიIII=I0CCIXI, 

ანუ 7=CX, სადაც C ნულისაგან განსხვავებული ნებისმიერი მუდ- 
მივია. 
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შევნიშნოთ, რომ #0 ფუნქცია აგრეთვე მოცემული განტოლე- 
ბის ამონახსნია. 

ამრიგად, მოცემული განტოლების სოგადი ამონახსნია »X=CX, 
სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. 

§6. ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლება 

განსაზღვრება ზ.. ორი ცვლადის 7=/Xა) ფუნქციას ეწოდება #- 
ური რიგის ერთგეაროვანი ფუნქცია X და »” ცვლადების მიმართ, 

თუ ნებისმიერი 40 რიცხვისათვის მართებულია ტოლობა 

.##X,4)/)=4MLXVI). 
მაგალითად, /())=X-+” არის მეორე რიგის ერთგვაროვანი 

ფუნქცია, ხოლო /(Xა)= ყX. +”. კი – პირველი რიგის. 
განსაზღვრება 8.2. პირეელი რიგის 

2 (ია) (6. 
დიფერენციალურ განტოლებას ეწოდება ერთვაროვანი, თუ /#LV/) 
არის 0-რიგის ერთგვაროეანი ფუნქცია X და » ცვლადების მი- 
მართ. 

ერთგვაროვანი განტოლება შეიძლება დავიყვანოთ განტო- 
ლებასე განცალებადი ლცვლადებით პირობის თანახმად 

#(4X,0,)=/Xა). თუ ამ ტოლობაში ავიღებთ 2=1, გვექნება 
ჯ 

/#თა)+(L2 | · 
X 

მოვახდინოთ ჩასმა 7=I». მაშინ 2 აჯი“. ამის გათვალისწი- 
X 

ნებით (6.)) განტოლება მიიღებს სახეს 

92% 0», 

ანუ 
(/(C1 ,?()–IV)თX-XI(=0. 

მიეიღეთ განტოლება განცალებადი ცვლადებით. 
მაგალითი 1 ეიპოვოთ 

V _ X+» 
ძი X-) 

განტოლების ზოგადი ინტეგრალი. 
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ამოსხნა. 117 
ჯ-” 

ყენოთ ჩასმა /=IV, მაშინ ძ/=IთX+Xი". მივიღებთ: 

IX + XIV _ 1+I/ 

-% 1-V. 

  არის 0-რიგის ერთგავროვანი ფუნქცია. გამოვი- 

აქედან გვაქვს 
XLI -1/)იIIV-( 1+I/?)თ-=0, 

აჩუ 

(1-V)ძ" % _0 

L+V? X.. 
უკანასკნელი ტოლობის ინტეგრებით გვექნება 

გICLCI/- + სი(1+,7)=IიCV,  C>0. 

თუ ჩავსვამთ #V == , მივიღებთ 

2 

გI(CIC » _1 ის + 5) =IიCXI. 
X 2 Xჯ 

შენიშვნა. M/L(Xა/)თX+IMC,/)ძ/=0 განტოლება იქნება ერთგეაროვანი, 
თუ MC) და M() ერთი და იმავე რიგის ერთგვაროვანი ფუნქ- 
ციებია. ეს გამომდინარეობს იქიდან, რომ ერთი და იმავე რიგის 
ორი ერთგვაროვანი ფუნქციის შეფარდება ნულოვანი რიგის 
ერთგვაროვანი ფუნქციაა. 

მაგალითი 2. ვიპოვოთ 

XV/9X-(X?+)?)თ/=0 
განტოლების ამონახსნი, რომელიც აკმაყოფილებს #(0)=1 საწყის 
პირობას. 

ამოხსნა. რადგან X/ და X +” ფუნქციები მეორე რიგის ერთგვა- 
როვანი ფუნქციებია, ამიტომ ეს განტოლება არის ერთგვარო- 
ვანი. გამოვიყენოთ ჩასმა /=IX. მაშინ ძ/=IძX+XთV და გეექნება 

X”IVთX-X”( 1+;/”XI/0X+XძI/)=0 

ანუ 
XC L+I/“)ძI(+I//7X=0,. 

ცქელადთა განცალების შემდეგ მივიღებთ: 

ძ” 1+I/ 
–+ ძV=0. 
X / 
  

აქედან 
1 

III) =–->. 
CM 2ყ/? 
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„ გვექნება თუ ჩავსვამთ V" => 

2 ჯ 
I =–->-. იCI-2> 

საწყისი პირობის გათეალისწინებით მიეილებთ C=I, ე. ი. საძებნი 

ამონახსნია ის/=-“–-. 
2» 

წ7. პირველი რიგის წრფივი დიფერენციალური 

განტოლება 

განსაზღყრება 7.1. პირველი რიგის დიფერენციალურ განტოლებას 
ეწოდება წრფივი, თუ იგი წრფივია უცნობი ფუნქციისა და მისი 
წარმოებულის მიმართ. 

პირეელი რიგის წრფივ დიფერენციალურ განტოლებას აქვს 
შემდეგი სახე 

2 სიცა/-0Cი, თ.ს 
სადაც (ი) და 0C(0 უწყვეტი ფუნქციებია რაიმე ინტერვალში. 

როდესაც რCC0=0, მაშინ (7.,) განტოლებას ეწოდება წრფივი 
ერთგვაროვანი, წინააღმდეგ შემთხვევაში – არაერთგვაროვანი. 

უე.) განტოლების ამონახსნი ვეძებოთ ორი ფუნქციის 
ნამრაელის სახით X”7=VV. მაშინ 

2 96, 
ით «თი I“ 

თუ X» და 42 -ის მნიშვნელობებს შევიტანთ (7.)) განტოლებაში, 

მივიღებთ 

„“ +V 2 + ჩი) =C0(X). (72) 

» ფუნქცია შევარჩიოთ ისე, რომ შესრულდეს ტოლობა 

ძი 
–-– +”0C0X=0. #09 

ეს განტოლება წარმოადგენს განტოლებას განცალებადი ცვლა- 
დებით. ცვლადთა განცალებით გვექნება 

9” კხცეთ=0. 
V 

აქედან 
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1იV+ (ილიძ =0, 

„=გ ო“ 

ცხადია V(CX)«0. V-ს ასეთი მნიშვნელობისათვის (7.2) განტოლება 
მიიღებს სახეს 

ძ" 
IL =0-ა, 

საიდანაც 

– (C(X) _ ჩა #= (წC თ+6- (ითი! ძი+C. 

თუ ( და V ფუნქციების მიღებულ მნიშვნელობებს შევიტანთ 
X=IV გამოსახულებაში, საბოლოოდ გვექნება 

ჯ-./“(C+IიC ე (რი4 კ. «|. თ 

ცხადია, (73) ტოლობით განსასღვრული ფუნქცია იქნება (7.1) 
განტოლების ბსოგადი ამონახსნი. 

მაგალითი. ვიპოვოთ 

# ”-7LCX=§1იX 
განტოლების სოგადი ამონახსნი. 

ამოხსნა. ამ შემთხვევაში #(X)=-IიX, C(CX)=5IიX. (73) ფორმულის 

თანახმად ზოგადი ამონახსნი იქნება 

»= -Iი4 (C + |C1 ჯი. რ“ | = 

= გ IM (C + Iფი XC MI = 

--(C+ +–5!CM(C05X) I§ი 2 ო |- 
“ |Cი§ XI 

! (C- 1: 2»| · 
C05X 4 

§8. ბერნულის განტოლება 

1 

|C0§ XI 
    (C – + 51§71(C05 X) · C0§ 2| = 

განტოლებას 

რ +იცა»–0Cი»/, ც.ს) 
სადაც M#>0 და M>I, ეწოდება ბერნულის განტოლება (როცა #=0 

ან 7=I (8.1) წარმოადგენს წრფიე განტოლებას). 
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(8.1) განტოლება შეიძლება დავიყვანოთ წრფივ განტოლებაზე. 
მართლაც, (8.) განტოლების ორიეე მხარე გავყოთ X””-ზსე, მივი- 

ღებთ 
»V+ჩCთიე»”''=0თ. (8.2) 

გამოვიყენოთ ჩასმა 2=»”!, მაშინ (-7+L)” => და (8.2) განტო- 
ლება მიიღებს სახეს 

2'+(1 -MI)/I(X)2=(1-/)0ციე. 

ეს განტოლება 2-ის მიმართ წარმოადგენს წრფივ დიფერენცია- 
ლურ განტოლებას. 

მაგალითი IL. ამოვხსნათ განტოლება 

,1 
V- - »=XI. 

ამობსნ,. განტოლების ორივე მსარე გაეყოთ »-ზსე. მივიღებთ 

» 11. 
»” X7 

(4 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 1 =,, მაშინ 2 =7 და გვექნება 
» » 

27+1:=-, 
X 

აქედან 
ააცილა რI- 

· 4 

-ე(ლ-589%|-1 C-ჯ_ 

IX 4 »ჯ 4 

1.1 ჯ საბ –=-C-=-I. აბოლოოდ ” L I 

შევნიშნოთ, რომ #0 აგრეთვე მოცემული განტოლების ამონა- 
ხსნია. 

§9. განტოლება სრულ დიფერენციალებში 

განეიხილოთ შემდეგი სახის პირველი რიგის დიფერენციალუ- 
რი განტოლება 

ML(Xა!)ძX+IM(Cა)ძ=0. (9.ს 

(9.1) განტოლებას ეწოდება განტოლება სრულ დიფერენცია- 
ლებში, თუ ამ განტოლების მარცხენა მხარე წარმოადგენს რა- 
იმე VXა) ორი ცვლადის ფუნქციის სრულ დიფერენციალს. ე. ი. 
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M/(დ,))თX+M(ჯ,/)თ,=ძ!/(Xკ)). 

ამ შემთხვევაში (9.1) განტოლება მიიღებს სახეს 

იII(X6I)=0. 

აქედან ინტეგრებით მივიღებთ (9.1) განტოლების ზ%სოგად ინტეგ- 
რალს 

1((Xა)7)=C. 

მაგალითად, ადვილია შემოწმება, რომ 
2X/ძX+(X -2;)თ/=0 

განტოლების მარცხენა მხარე წარმოადგენს I((X./)=X V-ს” ფუნქ- 

ციის სრულ დიფერენციალს, ამიტომ ეს განტოლება შეგეიძლია 

ჩავწეროთ შემდეგნაირად 

ძილ” /)50, 
რომლის ინტეგრებით მივიღებთ სოგად ინტეგრალს 

X"/-) =C. 

ბუნებრივად ისმება კითხვა: რა პირობებში იქნება (9.1) გან- 
ტოლების მარცხენა მხარე #/()/)თX+M>ა)თ, რაიმე MC) ფუნქ- 

ციის სრული დიფერენციალი და როგორ უნდა ვიპოვოთ იგი? 

პასუხს ამ კითხვაზე იძლევა შემდეგი თეორემა 

თეორემა მ.. თუ MC) და MC.) ფუნქციები და მათი 5; და 

მM 
“მ კერძო წარმოებულები უწყვეტი ფუნქციებია რაიმე # არეში, 

IV 
მაშინ: 1) იმისათვის, რომ გამოსახულება M(CXს))ძX+MCა)თ წარ- 

მოადგენდეს რაიმე IX) ფუნქციის სრულ დიფერენციალს # 

არეში, აუცილებელია და საკმარისი, რომ # არის ყოველ წერ- 

ტილში ადგილი ჰქონდეს ტოლობას 

მM _ მM . დ2) 
მე 6 

2) თუ შესრულებულია (92) ტოლობა, მაშინ IC) გამოით- 
ვლება ტოლობით 

X » 

MCXა)= | MC, »)%+ IM(=,C)ძX, (დ.3) 
X X 

სადაც Cიჰი) არის #-ს რაიმე წერტილი. 

მაგალითი. ვიპოვოთ 

(3X /+/)ძი+C +2/)ძ/ =0 
განტოლების ზსოგადი ინტეგრალი. 

ამოსხნა. პირველ რიგში შევამოწმოთ (92) პირობა. გვაქვს 

მM 
- 

=3X“ 2+2)/ მM =3X?+2). 
მჯ 
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ე. ი. ფიი9>, მაშასადამე, მოცემული განტოლება წარმოადგენს 
„ 

განტოლებას სრულ დიფერენციალებში. ამიტომ (9.3) ფორმულის 
თანახმად მივიღებთ (ავიღოთ Xი=V0=0): 

I(X./)= I(3» +X” M = CI» +ჩ” I, =Xმ)/+X/. 
ი 

ამრიგად მიღებული განტოლების სოგადი ინტეგრალი იქნება 
Xა/ნე7=C. 

§10. მაღალი რიგის დიფერენციალური განტოლებები 

დიფერენციალურ განტოლებებს, რომელთა რიგი ერთზე მე- 
ტია, ეწოდება მაღალი რიგის დიფერენციალური განტოლებები. 
„ური რიგის დიფერენციალური განტოლების შსოგადი სახეა 

XC, )», »,..., #))=0. (10.1) 
შემდგომში ჩეენ განვიხილავთ M-ური რიგის ნორმალური სა- 

ხის დიფერენციალურ განტოლებებს, რომელთა ზოგადი სახეა 

#9ს=/XIVა/,...ა#”)), (10.2) 
ისევე, როგორც პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლე- 

ბის შემთხვეეაში, მაღალი რიგის დიფერენციალური განტოლე- 
ბის სოგადი ამონახსნი, როგორც ქვემოთ ვნახავთ, დამოკიდებუ- 
ლია მუდმივებსე. ამიტომ ზოგადი ამონახსნიდან რაიმე კერძო 
ამონახსნის გამოყოფისათვის საჭიროა დიფერენციალურ განტო- 
ლებასთან ერთად რაიმე დამატებითი პირობები, რომლებიც სა- 
შუალებას მოგვცემენ განვსაზღვროთ ზოგად ამონახსნში შემა- 
ვალი მუდმივები. პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლე- 
ბისათვის ასეთ პირობას წარმოადგენდა ამონახსნის მნიშვნელო- 
ბის დაფიქსირება რომელიმე წერტილში – ჯXი=V#CXი), მაღალი რი- 
გის დიფერენციალური განტოლებისათვის ასეთი პირობები სხვა- 
დასხვაგვარად შეგვიძლია ჩამოვაყალიბოთ. მაგალითად, მეორე 
რიგის დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ამონახსნი რო- 
გორც ქვემოთ ვნახავთ, დამოკიდებულია ორ მუდმიეზსე. მათი მო- 
ძებნისათვის საჭიროა ორი პირობა. ასეთი პირობები შეიძლება 
იყოს ამონახნის მნიშენელობების დაფიქსირება ორ სხვადასხეა 
წერტილში ან ერთსა და იმავე წერტილში ამონახსნისა და მისი 
წარმოებულის მნიშვნელობების ცოდნა. ამ ორი ხერხიდან უფრო 
მეტად გავრცელებულია მეორე. კერძოდ, ის უფრო მოხერხებუ- 
ლია მექანიკის იმ ამოცანების ამოხსჩისათვის, რომლებიც დაკა- 
ვშირებულია სხეულის მოძრაობის განტოლების პოვნასთან. ამ 
შემთხვევაში მოცემულია სხეულის საწყისი კოორდინატი (ფუნქ- 
ციის მნიშვნელობა) და საწყისი სიჩქარე (ფუნქციის წარმოებუ- 
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ლი). ამიტომ პირ(იბებს X»ი=VXCXი) და X”ი=”(Xი) უწოდებენ საწყის 
პირობებს. 

პირობებს 

XXი)=M, XV (Xი)=V/,..-ა/”'(Xი)=ჯი””'' (10.3) 
ეწოდება საწყისი პირობები M-ური რიგის დიფერენციალური გან- 

ტოლებისათვის. 
ამოცანას, ვიპოვოთ #-ერი რიგის დიფერენციალური განტო- 

ლების ის ამონახსნი, რომელიც აკმაყოფილებს (10.3) საწყის „პი- 
რობებს, ეწოდება კოშის ამოცანა. 

განსაზღვრება 10.L M-ური რიგის (10.2) დიფერენციალური განტო- 
ლების ზოგადი ამონახსნი, ანუ ზოგადი ინტეგრალი ეწოდება 

X»=)(X%0ცCრ:,...C,) ფუნქციას, რომელიც დამოკიდებუელია # ჩებისმი- 

ერ მუდმივსე და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 
ა) ჩ7=)XX,C),C2,...C) ფუენქცია არის (102) განტოლების ამონახ- 

სნი თ),ო,...C, მუდმივების ნებისმიერი მნიშვნელობისათვის გარკ- 

ვეული სიმრავლიდან. 
ბ) მოცემული (10.3) საწყისი პირობისათვის შეიძლება ვიპო- 

ეოთ C,C,...,C, მუდმივების ისეთი მნიშვნელობები 0 ღმ,....C., რომ 

»=M/CLC)9,0ა",....C,-) ფუნქცია აკმაყოფილებდეს (10.3) საწყის პირო- 
ბებს. 

სოგ შემთსვევაში #-ური რიგის დიფერენციალური განტოლე- 
ბის “სოგადი ამონახსნი შმეიძლება მივიღოთ არაცხადი სახით: 

C(X./,0,,C,...C,)=0, რომელიც X-ის მიმართ ელემენტარულ ფუნქცი- 

ებში შეიძლება სასოგადოდ არ ამოიხსნას. 
ამონახსნს რომელიც მიიღება შზსოგადი ამონახნისაგან 

C,,რ,..,C მუდმივების რაიმე კონკრეტული მნიშენელობებისათვის, 
ეწოდება მოცემული განტოლების კერძო ამონახსნი. 

§11. განტოლებები, რომლებიც ამოიხსნებიან 

რიგის დაწევით 

სოგ შემთხვევაში შესაძლებელია, მაღალი რიგის დიფერენ- 
ციალური განტოლების ამოხსნის დაყეანა უფრო დაბალი რიგის 
დიფერენციალური განტოლების ამოხსნამდე ანუ განტოლების 
რიგის დაწევა. განვიხილოთ რამდენიმე შემთხვევა. 

I, )/”)=/ცე. 
ამ განტოლების ინტეგრებით მივიღებთ 

#”= I/ფ%+9 =დწ)(X+თ0, (II.1) 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. (11.1))-დან გეაქვს 
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/09= I თ, (X)ძა +0, X+C=X(X)+C)X+C. 

თუ ამ პროცესს გავაგრძელებთ, მივიღებთ 
თი-! „"-2 

»X |§,,(ით+-“ + +თ. 
ი)" (VI –2 (CVI-2)!.. ” 

განტოლების ამონახსნი, რომე- 

  

  მაგალითი 1. ეიპოვოთ V'=––. 
005 X 

ლიც აკმაყოფილებს )X0)=2, VI(0)=0 საწყის პირობებს. 
ამოსხნა. ინტეგრებით მივიღებთ 

)”=I9X+0C), /=–Iი|C05X|+C)X+თ. 
შევარჩიოთ ის ამონახსნი, რომელიც აკმაყოფილებს მოცემულ 
საწყის პირობებს. გეაქვს 

–IიIC0§50/+0·-C,+C, =2, 

IC0+0, =0. 

აქედან C)=0, C=2. ე. ი. საძებნი ამონახსნია 

X»=-Iი|ღC0§XI+2. 

II. ვთქვათ (10.1) განტოლება ცხადი სახით არ შეიცავს X-ს, ე. 
ი. განტოლებას აქვს სახე 

#Cა”,...)#”)<0. (112) 
შემოვიღოთ აღნიშვნა 20ი=V(VC). მაშინ 2'=V'.,... ,20-))=ცი) და (11.2) 

განტოლება მიიღებს სახეს 

MLCX.2,2',...,2(%-1)=0, 

მივიღეთ (Iს) რიგის დიფერენციალური განტოლება. თუ 
2=2(X,C),C,...C-)) არის ამ განტოლების ზსოგადი ამონახსნი (იგი 

დამოკიდებულია #-I მუდმივზე), მაშინ (112) განტოლების ზოგა- 
დი ამონახსნი იქნება 

»#= I2(=9,თ,...,C-,)ძ+თ, 

მაგალითი 2. ვიპოვოთ XV” =1+” განტოლების ზოგადი ამონახსნი. 

ამოხსნა. შემოვილოთ აღნიშვნა )=2. მაშინ მოცემული განტო- 
ლება მიიღებს სახეს 

  

X2=1+2. 

ცვლადთა განცალებით მივიღებთ 
იძ “X 

=–--, Iი 1+2I=1ი0|0C)XI. 
1+2 XX; 

ე. ი 
2=C)X-1. 
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2 
რადგან 2=V, ამიტომ ძი =(CIX-1)ძX და 7=0, 2. _X+თ. 

2 
II. ვთქვათ (10.,)) განტოლება (1=2-სათვის) ცხადი სახით არ 

შეიცავს X-ს, ე. ი. აქვს სახე 

#C”'ს”ა””)=0. (11.3) 
ვიგულისხმოთ, რომ ამ განტოლებაში » არის დამოუკიდებე- 

ლი ცვლადი, # – კი საძიებელი ფუნქცია. აღვნიშნოთ X#»=20/). მა- 

შინ 

„- 29%" _ XC») _ «C) «I _,, 

თუ » ფუნქციის წარმოებულების ამ მნიშვნელობებს ჩავსვამთ 

(113) განრტოლებაში, 2 ფუნქციის მიმართ მივიღებთ პირველი რი- 
გის დიფერენციალურ განტოლებას. 

მაგალითი 8. ამოვხსნათ VV”-” /2=0 განტოლება. 

ამოხსნა. შემოვილოთ აღნიშვნა »”=2V0/), მაშინ 

=-2-= 576 =77/:2. 
ძ« % 

ამ მნიშვნელობების ჩასმით მოცემულ განტოლებაში მივიღებთ 

#22 ,-2”= · 

აქედან 2-0 ან 75% - 2-0. ტოლობიდან 2=0 გვაქვს /=ძ0, რომელიც 
” 

ცხადია წარმოადგენს მოცემული განტოლების ამონახსნს. 

ეთქვათ 2#0, მაშინ „>, 7-0 განტოლებიდან გვაქვს 

    

«_ «“ 
2 7» ” 

აქედან 
2=C)/. 

რა ნ ==“? მ დგან 2 7 ა იტომ გეაქვს 

თ 
== =ილ” ა ძი LX 

საიდანაც 

Iი|I––|)| =C)X, 

C 

ანუ 

»=Cთ 6“! 
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812. წრფივი ერთგვაროვანი და არაერთგვაროვანი განტოლებები 

განსაზღერება 12. M-ური რიგის დიფერენციალურ განტოლებას 

ეწოდება M-ური რიგის წრფივი დიფერენციალური განტოლება, 
თუ იგი წრფივია უცნობი ფუნქციისა და მისი წარმოებულების 

მიმართ, ე. ი. აქვს შემდეგი სახე 

რი(X))+ი (ი) ..-+ი,00)=/ხი. (12.1) 
შემდგომში ჩვენ განვიხილავთ ისეთ განტოლებებს, რომელ- 

შიც ძი(0:=1. 

თუ /(CXX#0, (12.I) განტოლებას ეწოდება არაერთგვაროვანი, ხო- 

ლო თუ /LXX0, ე. ი. (12.1) განტოლებას აქვს სახე 

)Mძლი)/ )+---+ძ,00)=0, (122) 
ეწოდება ერთგვაროვანი. (122) განტოლებას ეწოდება (12.1) არაე- 
რთგვაროვანი განტოლების შესაბამისი ერთგვაროვანი განტო- 
ლება. 

განსაზღვრება 12.2. I), ფუნქციების წრფივი კომბინაცია 

ეწოდება Cც)+თო)ე+---+თა, სახის ჯამს, სადაც C,,თ,...,თ, რაიმე მუ- 
დმივებია. 

განსაზღჟრება 12.8. XI აM,...X» ფუნქციებს ეწოდება წრფივად დამო- 
კიდებული # სიმრავლეზე, თუ არსებობს ისეთი C),თ...,0,, რიცხ- 
ვები, რომელთაგან ერთი მაინც განსხვავებულია ნულისაგან და 

სიმრავლეზე ადგილი აქვს ტოლობას 

Cს”)+02/1+--·+C)/,,=0. (12.3) 

თუ (123) ტოლობა სრულდება მხოლოდ იმ შემთხვევაში, რო- 
დესაც C=Cღ=--=0„=0, მაშინ XI...» ფუნქციებს ეწოდება წრფი- 

ვად დამოუკიდებელი სჩ სიმრავლეზე. 
შევნიშნოთ, რომ 1”, და # ფუნქციები წრფივად დამოუკიდებე- 

ლია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 2 „ იი/5/. 
»X» 

მაგალითად, 5IიX და 003X ფუნქციები წრფივად დამოუკიდებე- 

ლი ფუნქციებია (02. სეგმენტზე, ხოლო მX§5IIX და მა0ლ09- => 

ფუნქციები კი წრფივად დამოკიდებულია ამავე სეგმენტზე. 
ადვილია ჩვენება, რომ თუ 7», და »#, ფუნქციები (12.2) განტო- 

ლების ამონახსნებია, მაშინ Cც”+თო»:, სადაც C, და 0, ნებისმიერი 
მუდმივებია, ასევე იქნება ამ განტოლების ამონახსნი. 

წრფივი დიფერენციალური განტოლების ზსოგადი ამონახსნის 
სტრუქტურასთან დაკავშირებით მართებულია შემდეგი თეორე- 
მები: 
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თვორემა IM0.L თუ MI)... ფუნქციები წარმოადგენენ (122) გან- 

ტოლების წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნებს, მაშინ ამ გან- 

ტოლების სოგადი ამონახსნია 

»=Cხს/,+C:V2+---+CაVი, 
სადაც C,C,...2, ნებისმიერი მ'ედმივებია, 

თვორემა 12.2. წრფივი არაერთგვაროვანი დიფერენციალური გან- 
ტოლების სოგადი ამონახსნი წარმოადგენს მისი შესაბამისი 

ერთგვაროვანი განტოლების » სოგადი ამონახსნისა და მოცე- 

მელი განტოლების რაიმე #”” კერძო ამონახსნის ჯამს. ე. ი. სსო- 
გად ამონახსნს აქვს სახე 

V= » 1". 
განვიხილოთ მეორე რიგის წრფივი არაერთგვაროვანი დიფე- 

რენციალური განტოლება 

# +თ)0:))/+ძ:0:)/=/C9). (124) 
ამ განტოლების კერძო ამონახსნის მოძებჩისათვის სასარგებ- 

ლოა შემდეგი თეორემა. 
თეორემა 9.8. თუ არაერთგვაროვანი განტოლების მარჯეენა მხა- 

რე წარმოადგენს ორი ფუნქციის ჯჯ·ამს, ე. ი. 

»# +თ ს) +თ0)/=/(0)+ჩ0/, 
მაშინ ამ განტოლების კერძო ამონახსნია /%წ=#M)"+)", სადღაც #" 

და #” არის შესაბამისად შემდეგი განტოლებების 

X» +ძ|CX))/+ძ:(X)7=/1(X), 
»" +ძთ)(X))/+ძ:C)/=ჩC) 

კერძო ამონახსნი. 
შეენიშნოთ, რომ იმ შემთხვევაში, როდესაც ცნობილია (124) 

განტოლების შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების რაიმე 
ორი წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნი, მაშინ (I24) განტო- 
ლების კერძო ამონახსნი შეგეიძლია ვიპოვოთ მათი საშუალებით 
ე. წ. მუდმიეთა ვარიაციის მეთოდის გამოყენებით. გავეცნოთ ამ 
მეთოდს. 

ეთქვათ ჯ”, და ) ფუნქციები 

#” +თ)(X)V+თ;:(ი)/=0 
განტოლების წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნებია. (12.4) გან- 
ტოლების კერძო ამონახსნი ეეძებოთ შემდეგი სახით 

»"თ)=თოC)»)C00+თოC9)/C), 
სადაც CI) და CC) ფუნქციები გამოითვლებიან შემდეგი განტო- 
ლებათა სისტემიდან 

C (X)X», +C;(X)V, = 0, 

თ(9)/+=9C) = /Cი. 
მაგალითი. ეიპოვოთ 
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/.2#.2#-, 
+ Xჯ 

განტოლების ზოგადი ამონახსნი. 

ამოსსწა. უშუალო შემოწმებით დავრწმუნდებით, რომ #)=X და 
X=X ფუნქციები მოცემული განტოლების შესაბამისი ერთგვარო- 
ვანი განტოლების ამონახსნებია. ამიტომ ერთგვაროვანი განტო- 
ლების ზოგადი ამონახსნი იქნება 

X» =0C)X+CX, 
მოცემული განტოლების კერძო ამონახსნი ვეძებოთ შემდეგი სა- 
ხით 

»"=CთI(X)/,+0:(X)V, 
სადაც ოდი) და თოდ) აკმაყოფილებენ სისტემას 

XCI(X)+ X?C'(X) = 0, 
CI(X)+ 2XC (X) = ». 

ამ სისტემის ამონახსნია «C”)(X9=-» და «C”ა(0X)=), საიდანაც 
2 

ი=-5-, C=X. ე. ი. მოცემული განტოლების კერძო ამონახსნია 

2 
»·- ჯ 2. Xჯ 
ლ=-–-XX+X-X=--. 

1.6 2 
ამრიგად, განტოლების ზოგადი ამონახსნი იქნება 

3 

=CIX+C 2+>X , X“–CIXI C.-X 2 

სადაც C, და თ ნებისმიერი მუდმივებია. 

§13. წრფივი მუდმივკოეფიციენტებიანი განტოლებები 

ჯ L მეორე რიგის მუდმივკოეფიციენტებიანი წრფივი ერთგვაროვანი განტოლე- 
ა. 
განვიხილოთ მეორე რიგის წრფივი ერთგვაროვანი დიფერენ- 

ციალური განტოლება 

)”+ძ,)/+ძ:)=0, (13.1) 

სადაც ძმ, და თ, მუდმივი რიცხვებია. ასეთ განტოლებას მეორე 
რიგის მუდმივკოეფიციენტებიანი წრფივი ერთგვაროვანი განტო- 

ლება ეწოდება. 
როგორც ვიცით (იხ. თეორემა 12.1) (13.1) განტოლების ზოგა- 

დი ამონახსნის მოსაძებნად საკმარისია ვიპოვოთ მისი წრფივად 
დამოუკიდებელი ორი ამონახსნი. ვეძებოთ (13.,) განტოლების კე- 
რძო ამონახსნი შემდეგი სახით 

X»=თ"”, სადაც #=00/151; 
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მაშინ 

X#=Mი-, ჟ//'=I 40%, 

თუ » ფუნქციისა და მისი წარმოებულების მნიშენელობებს 
ჩავსვამთ (13.1) განტოლებაში, მივიღებთ 

ი''ყC+ძ,L+ძ:)=0. 

რადგან 2 »0, გვექნება 

# +ძI)L+ძ9:=0. (13.2) 
ამრიგად, თუ # არის (13.2) განტოლების ფესვი, მაშინ «' იჟ- 

ნება (13.1) განტოლების ამონახსნი. (13.2) განტოლებას ეწოდება 
(I3.) განტოლების მახასიათებელი განტოლება. (132) განტოლება 

არის კვადრატული განტოლება. მას გააჩნია ორი «ესეი ჯერა- 
დობის გათვალისწინებით. განვიხილოთ შემთხეევები. 

I. (132) განტოლებას აქვს ერთმანეთისაგან განსხვავებული 

ნამდვილი ფესვები #, და (XL (#%#ჩ). მაშინ 6პშ და 6" ფუნქციე- 
ბი იქნება (13.,) განტოლების ამონახსნები. ამასთან ეს ფუნქციე- 
ბი წრფივად დამოუკიდებელია. ამიტომ ამ შემთხვევაში (13.1) გა- 
ნტოლების სოგადი ამონახსნი იქნება 

X”7=0, ტგM+ +თ ტო: 

მაგალითი 1 ვიპოვოთ ე)” +5#/-6/>0 განტოლების ზოგადი ამონა- 

ხსნი. 
ამოხსნა. ამ განტოლების მახასიათებელი განტოლებაა 

I +5M-6=0, 
რომლის ფესვებია #I=Lს #=-6. ამიტომ ზოგადი ამონახსნი იქნება 

»#=C)C'+თCC', 
2. მახასიათებელ განტოლებას გააჩნია ორჯერადი ფესვი 

#. ==, მაშინ #=60“ ფუნქცია იქნება (13.1) განტოლების ამონა- 
ხსნი ადვილია ჩვენება რომ ამ შემთხვევაში მეორე კერძო 
ამონახსნი იქნება 

#2=XC". 
მართლაც, 1) =0'+IX0, /'=2-0C”+2XCC. თუ ამ მნიშენელობებს 

ჩავსვამთ (13.1) განტოლებაში, მივიღებთ: 
, XC +272 +0,6-+0)!X6 +0:XC =6“ნX0“+ძ,+ძ:)+(2/-+ძ;)1=0, 

ვინაიდან /:(132) განტოლების ორჯერადი ფესვია. 

რადგან », და # წრფივად დამოუკიდებელი ფუნქციებია, (I1.1) 
განტოლების ზოგად ამონახსნს ექნება სახე 

»7=6 CC)|+0:X). 

მაგალითი 2. ვიპოვოთ 
X»/" +4)/+4”=0 

განტოლების ზოგადი ამონახსნი. 
ამოხსნა. მახასიათებელი განტოლებაა 

I +4/-4=0. 
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მისი ფესვია #=-2, ამიტომ ზოგადი ამონახსნი იქნება 

»=0 (CX+თ). 
3. (132) განტოლებას გააჩნია კომპლექსური ფესვები თ+/I. ამ 

შემთხვევაში წრფივად დამოუკიდებელი კერძო ამონახსნებია 

X#.=0“51ი/% და /2=6“ 0035/1. 
ამიტომ (13.1) განტოლების ზოგადი ამონახსნი იქნება 

X»X=0C”(C,C05/X+0:51ი/%). 
მაგალითი 8. ვიპოვოთ X”"-4”+13+=0 განტოლების ზოგადი ამონა- 

ხსნი. 
ჰმოხჩნ.. ამ განტოლების მახასიათებელი განტოლებაა 

LC-4M+13=0, 
რომელსაც გააჩნია კომპლექსური ფესვები #.=2+3!, #=2-3!. ამი- 
ტომ ზოგადი ამონახსნი იქნება 

X»=0“'(C)0053X+თ91ი3X). 
, #-ური რიგის მუდმივკოეფიციენტებიანი წრფივი ერთგგაროვანი დიფერენ- 

ციალური განტოლება. 
განვიხილოთ #-ური რიგის მუდმიეკოეფიციენტებიანი ერთგვა- 

როვანი წრფივი დიფერენციალური განტოლება 
X#”-+ძე#”))+---+ძ,უ§–0. (13.3) 

0133) განტოლების ზოგად ამონახსნს ვიპოვით ისევე, როგორც 
მეორე რიგის წრფივი ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტო- 
ლების შემთხვევაში: 

1) უნდა შევადგინოთ მახასიათებელი განტოლება 

I+ძ,V I+ძ;ს"“+.--+ძ,=0. 
2) ვიპოვოთ მახასიათებელი განტოლების ფესვები. 
3) განტოლების ფესეების საშუალებით ვიპოვოო (13.3) განტო- 

ლების წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნები შემდეგი წესის 
თანახმად: 

ა) ყოველ ნამდვილ მარტივ # ფესვს შეესაბამება კერძო ამო- 
ნახსნი ძ 

ბ) ყოველ ” ჯერად ნამდვილ წ. ფესეს შეესაბამება ”» ცალი 
კერძო ამონახსნი – რი“, X6“,...X 6 

გ) ყოველ მარტივ კომპლექსურ ფესვთა წყვილს /#)=თM#, 
(0=თ-/8 შეესაბამება ორი კერძო ამონახსნი 2“005/%X და თ” §L)/X. 

„დ) ყოველ #/-ჯერად კომპლექსურ ფესვთა წყვილს ც'ა)= თ, 
(%=თI8 შეესაბამება 2//, კერძო ამონახსნი 

6-005/X%, X6 ”605/%,...,X“” 6” C05/3, 

6”-§510/X, XC 51ი/%X,..., X“  6%81)ი/%. 

ასეთი წესით შედგენილი კერძო ამონახსნთა სისტემა იქნება 
წრფივად დამოუკიდებელი. ამასთან სისტემაში იქნება ზუსტად / 
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ცალი ამონახსნი. ამ ფუნქციათა წრფივი კომბინაცია იქნება ზო- 
გადი ამონახსნი. 

მაგალითი #. ვიპოვოთ 

”V"-პV”-”+30 
განტოლების სოგადი ამონახსნი. 

ამოხხნა.. შევადგინოთ მახასიათებელი გაჩტოლება 

L -3/7-#33=0. 
ამ განტოლების ფესვებია #=1, M:=-I, #=3. ამიტომ “სოგადი ამო- 

ნახსნი იქნება 

»7=CC+C6"+თფC'. 
მაგალითი წ. ვიპოვოთ 

»”+33"-4/-0 
განტოლების ზოგადი ამონახსნი. 

ამოხსნა. ამ განტოლების მახასიათებელი განტოლებაა 
#+3#-4=0, 

რომლის ფესვებია #I=1, #=-2. ამასთან –2 არის ორჯერადი ფეს- 
ვი. სოგადი ამონახსნი იქნება 

X»7=C,6C+თო6“'+თო XC”, 
მაგალითი ზ. ეიპოვოთ 

»”ა=0 
განტოლების სოგადი ამონახსნი. 

ამოხსნა. შევადგინოთ მახასიპთებელი განტოლება 
-1=0. 

მისი ფესვებია #=1, #:=-1, #კ=/, #ჯ=-I. ამიტომ ზოგადი ამონახსნი 

იქნება 

#”/=20)C'+Cო6 "+C005X+Cთ5)0X. 

მაგალითი 7. ეიპოვოთ 

»”"+2)/V-8)/-12)/-8)/=0 
განტოლების ზოგადი ამონახსნი. 

ამოხხნა.. შევადგინოთ მახასიათებელი განტოლება 
# +2#“-8/“-12/--8=0. 

ამ განტოლების ფესვებია #)=2, #:=-I+I, #კ=-I-/, ამასთან ს. და # 
ორჯერადი ფესვებია. სოგადი ამონახსნი იქნება 

7=0)C“ "+206 'C05X+CკX6 'C05X+0კ6  51L-X+C.XC "§1IX. 
II. მეორე რიგის მუდმივკოეფიციენტებიანი წრფივი არაერთგვაროვანი დიფე- 

რენციალური განტოლება. 

განეიხილოთ განტოლება 

» +ძს/1+0)/5/ნი, (I34) 
სადაც ძე და თ; მუდმიეებია. 

როგორც ვიცით (იხ. თეორემა 12.2) (134) განტოლების შსოგად 

ამონახსნს აქვს სახე 7=X” +»#”, სადაც » არის (13.4) განტოლე- 
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ბის შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების სოგადი ამინახსნი, 
ხოლო / კი (134) განტოლების რაიმე კერძო ამონახსნი. 

0)34) განტოლების კერძო ამონახსნი შეგვიძლია ვიპოვოთ მე- 
დმივთა ვარიაციის მეთოდით (იხ. §12). მაგრამ მუდმივკოეფიციენ- 
ტებიანი (I34) განტიილების კერძო ამონახსნის პოვნა სოგ შემთ- 
ხვევაში უფრო მოსახერხებელია სხეა გზით, ე. წ. “განუსასღე- 
რელ კოეფიციენტთა მეთოდით". განვიხილოთ ეს "შემთხვევები. 

1) ვთქვათ (134) განტოლების მარჯვენა მხარეს აქვს სახე 

#X)=ჩ,0იე)ი“, (13.5) 
სადაც #.>) არის M#-ური რიგის მრავალწევრი. შესაძლებელია 
სამი შემთხვევა. 

ა) ეთქეათ თ რიცხვი არ არის 
I" +0ძ)/0-ძ:=0 

მახასიათებელი განტოლების ფესეი. ამ შემთხვევაში (13.4) გან- 
ტოლების კერძო ამონახსნს ყეძებთ შემდეგი სახით 

»”=C4იX +4)X I+--+4,)2-=0,(002-, 
სადაც 409.4, 4. ჯერჯერობით უცნობი რიცხვებია. ეს რიცხვები 
უნდა ვიპოვოთ იმ პირობით, რომ »”' დააკმაყოფილოს (13.4) გან- 
ტოლება. 

ბ) ვთქვათ თ რიცხვი არის მახასიათებელი განტოლების მარ- 

ტივი ფესვი, ე. ი. თ+ი,თ+თ,=0 და 20თ+ი,=0. ამ შემთხევევაში #”” 
ფუნქციას ეეძებთ 

»"=XC,ღე)ი–“ 
სახით. 

ბგ) თ რიცხეი არის მახასიათებელი განტოლების ორჯერადი 
ფესვი. ე. ი. ადგილი აქვს ტოლობებს 

+ძ)თ+ძ:=0, 2თ+ძ)=0. 

ამ შემთხვევაში ”” ფუნქციას ვეძებთ 

X=X0,იი«” 
სახით. 

შენიშვინ. როცა თ=0, მაშინ (135) ტოლობით განსასღვრული 
#») ფუნქცია არის M-ური რიგის მრავალწევრი. ამიტომ როცა 0 
არ არის მახასიათებელი განტოლების ფესვი, კერძო ამონახსნს 
ვეძებთ »"=0,C%) სახით. ხოლო თუ 0 არის მახასიათებელი გან- 
ტოლების I! ჯერადი ფესვი (CI=1, /=2), მაშინ კერძო ამონახსნს ვე- 
ძებთ /“"=XC0,() სახით. 

მაგალითი ზ. ვიპოვოთ 
#”+#”-6)/=X> +3 

განტოლების ზოგადი ამონახსნი. 
აჰმოსხნა.. მოცემული განტოლების შესაბამისი ერთგვაროვანი 

განტოლების ზოგადი ამონახსნია 
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»/ =0,C”'+თ6'V, 

რადგან რიცხვი 0 არ არის მახასიათებელი გაჩტოლების ფეს- 
ვი, ამიტომ /” ფუნქცია ეეძებოთ შემდეგი სახით 

»#"=4XC+8X+C. 
მაშინ »V=24X+8, 7"”=24. მოცემულ. განტოლებაში »#. დფ'ყნქციისა 
და მისი წარმოებულის ჩასმით მივიღებთ 

2#+(24X+8)-6(4X”+8X+C)=X”+1, 
ანუ 

-6/4X-+(24-68)X+(2/+8-6C)=X-+1, 
ორივე მხარეში მდგომი X-ის ერთნაირი ხარისხის კოეფიციენტე- 
ბის გატოლებით მივიღებთ სისტემას 

-6/4=1, 

24 –68 =0, 

24+8-+-6C =3, 

ამ სისტემის ამონახსნია 4=-1, 8=-+, C=-.6), ამრიგად 
6 18 108 

1 1 6! 

75 18. 108 
7. -# 1 LI 6! 

და სოგადი ამონახსნი იქნება /=C,0'+ორ6" -დ9ევX-1ევ' 

მაგალითი მ. ეიპოვოთ 
#”+3ე/=1-2X 

განტოლების ზსოგადი ამონახსნი. 
ამოხსნა. მოცემული განტოლების მახასიათებელი განტოლებაა 

#+3/=0, რომლის ფესვებია #,=0, #=-3. ამიტომ ერთგეაროვანი 
განტოლების სოგადი ამონახსნია 

» =C,+ღC %, 

რადგან #=0 მახასიათებელი განტოლების ფესვია, კერძო ამონახ- 
სნი ვეძებოთ “შემდეგი სახით 

»%=X(4X+8)=,4X”+/ჩX. 
მაშინ /'=2/4X»X+8, V"”=24. განტოლებაში ჩასმით გვექნება 

24+64X+3,8=1-2X. 

5 
კოეფიციენტების გატოლებით მივიღებთ 4=-2. 8==. ამიტომ 

არაერთგვაროვანი განტოლების კერძო ამონახსნია 

1 5 
წ=- -X+=X, 7” ვეინ 

ამრიგად, მოცემული განტოლების "სოგადი ამონახსნი იქნება 

275



1.3.5 
=0C0, + იM _ + = ჯ, 

79C2> 53:09 
მაგალითი 10. ვიჰოვოთ 

#'-9ჯ=(X+1)6” 
განტოლების სოგადი ამონახსნი. 

ამობსნა. ერთგვაროვანი განტოლების სოგადი ამონახსნია 

»=თC0! + +) 

რადგან თ=3 არის მახასიათებელი განტოლების ფესეი, კერძო 
ამონახსნი ვეძებოთ შემდეგი სახით 

X#"=X(4X+8)ტV=(4X?+8X)6C”, 
მაშინ 

X»"=(24X+8)0“+3(4X+8X)0“, 
#"'=246M+6(24X+8)6''+9C1X-+8X)6”, 

განტოლებაში ჩასმით და 6”-სე შეკვეცით მიეიღებთ 
24+6(24»+8)+9(4X”+8X)-%4X+8X)=X+1, 

ანუ 
24+)24X+68=X+1. 

აქედან 

4=+, 8-5. 
12 36 

ე. ი 

1 5 ს-|I _“_ 2, ჰ» 

7 -(5»+ 36 ვ» 
ამრიგად, განტოლების ზოგადი ამონახსნია 

»=თ 6“ ს ფელე +» X, 
12 36 

მაგალითი I. ვიპოვოთ 

#-2/+/=XC 
განტოლების სოგადი ამონახსნი. 

”მობსნა. ერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი ამონახსნია 

»” =(C, +ოთX)C”. 

რადგან თ>1 არის მახასიათებელი განტოლების ორჯერადი 
ფესვი, ამიტომ კერძო ამონახსნი უნდა ვეძებოთ შემდეგი სახით 

»%V%=XIC4X+8)=C4X+8X-)”. 

ადვილია ჩეენება, რომ 4=+ და 8=0. ამდენად განტოლების 

სოგადი ამონახსნია 
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X»#=(C,+CთX)C+ 10. 

მაგალითი 12. ვიპოვოთ 
#" -4M-57=X+6'” 

განტოლების სოგადი ამონახსნი. 
ამოხსნა. მოცემული განტოლების შესაბამისი ერთგვაროვანი 

განტოლების სოგადი ამონახსნია 

» =ო6- +დლად“%, 

არაერთგეაროვანი გაჩტოლების კერძო ამონახსნი ეეძებოთ 

»'=/, +" სახით, სადაც #" არის #”"-4/-5/=X განტოლების კერ- 

ძო ამონახსნი, ხოლო I)" არის /'-4)/-5/=6" განტოლების კერძო 

ამონახსნ.ი ადვილად მივიღებთ, რომ V,"= => + > და 

ხღლვაბ ამრიგად, მოცემუელი განტ(ილების სოგადი ამონჩახს- 

ნი იქნება 

= - 5 ! 4 '.+ X= # +V/,"+V/ე"=C,)6" +C:6 “.%%2 –C%X · 

2) ვთქვათ (13.4) განტოლების მარჯეენა მხარეს აქვს სახე 

#X)=(0ე005/X+0ლ05Iი7/1ი6“”, (I3.6) 
სადაც ”თო და 0(C() მრავალწეერებია. 

ამ შემთხვევაში ”', ფუნქციას ვეძებთ შემდეგი სახით! 

ა) თუ თ+/8 არ არის მახასიათებელი განტოლების ფესვი, მა- 
შინ 

1/"=IIVCC0005/3C+V(X)519/#%)I2“, 
სადაც V() და VX) არის ერთიდაიგივე რიგის მრავალწევრები, 
რომელთა ხარისხი #C) და 0(ლი0 მრავალწეერების ხარისხებს 
შორის უდიდესის ტოლია. 

ბ) თუ XL// არის მახასიათებელი განტოლების ფესვი, მაშინ 

#/"=XIIVCX)C0§/2+V(X)51ი/3%)16“'. 
ბოლოს განვიხილოთ (113.6;-ის ერთი კერძო შემთხვევა, როდე- 

საც ფუნქციას აქვს სახე 
LX)=M6C05/1XL+/M518/X, 

ე. ი. როდესაც #(X)=M, CCი)=IM, თ=0. 

ამ შემთხვევაში, თუ +/მ არ არის მახასიათებელი განტო- 
ლების ფესეი, კერძო ამონახსნს ვეძებთ შემდეგი სახით 

»V=,4005/#X+851ი/%, 

ხოლი თუ +/ჩმ მახასიათებელი განტოლების ფესვია, მაშინ 
»”=XC4005/1+8519/%) 
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სახით. 
მაგალითი 18. ვიპოვოთ 

წ» +2)”7+5)=2005X 
განტოლების ზოგადი ამონახსნი. 

ამოხსნა. მახასიათებელი განტოლებაა #+2#+5=0. მისი ფესვებია 
#=-1+2,, #)=-1-27,, ამიტომ ერთგვაროვანი განტოლების შ%სოგადი 
ამონახსნი იქჩება 

» =C (C)0052X+C:5102X). 

არაერთგვაროვანი განტოლების კერძო ამონახსნი ვეძებოთ 
შემდეგი სახით ეძდეგ 

;"=/4005X+ 851იX. 

მაშინ Xწ"'=-7451იX+8005X, /"'=-,4005X-851იX. განტოლებაში ჩასმით 
მივიღებთ 

–/4005X-851იX –2.45)იX+28005X+5/4005X+5851იX=2005X 
ანუ 

(44+28)C05X+(-2,/4+48)§51IიX=2005X. 

განტოლების ორივე მხარეში §იX და 609» ფუნქციის კოეფიციენ- 

ტების გატიოლებით მივიღებთ 4=< , =+. 

მოცემული განტოლების ზოგადი ამონახსნი იქნება 

X/=6'(C)C052X+C5102X)+ 2 950§X+ + §IიX. 

მაგალითი I. ამოვხსნათ განტოლება 
»”+9)/=00§3X. 

ამობსნ. მახასიათებელი განტოლების ფესვებია +3, ამიტომ 
ერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი ამონახსნია 

7” =C)C6053X+C551ი3X. 

კერძო ამონახსნი ვეძებოთ შემდეგი სახით 
#"=XC40053X+851ი3X). 

მაშინ 

X»"'=/,4ლ053X+,85163X+X( –3.491ი3X+380C053X), 

X#”''= –6(45103X-80053X)+XC9,4C053X-9 85163»). 

განტოლებაში ჩასმით გვექნება 
-6/451Iი3X+68C053X=0053X». 

კოეფიციენტების გატოლებით მივიღებთ X4=0, 8=+. 

ამრიგად, მოცემული განტოლების ზოგადი ამონახსნი იქნება 

. X . 
»7=C)C6053X+0551ი63X+ % 81ი3X. 
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მაგალითი 1წ. ამოვხსნათ განტოლება 

#»"-/=30”'005;. 

ამოხსნა. მახასიათებელი განტოლებაა M-I=0. მისი ფესვებია 

#M=1, #:=-1. ამიტომ ერთგყაროვანი განტოლების სოგადი ამონახ- 

სნი იქნება 

7 =თC" +0ეC“. 

რადგან კომპლექსური რიცხვი 2+!, არ არის მახასიათებელი 

განტოლების ფესვი, არაერთგვაროვანი განტოლების კერძო ამო- 

ნახსნი ვეძებოთ 

»”"=C”'C1005X+851ი>-) 
სახით. 

განტოლებაში ჩასმითა და მსგავსი წევრების შეერთებით მი- 
ვიღებთ 

(24+48)C”C05L+(-44+28)6”81იX=30”'ლ0%. 

კოეფიციენტების გატოლებით გვექნება 

24+48=3, -44+285=0. 

აქედან 4=>, =>. ე. ი. კერძო ამონახსნია 

»7"=6“ 3 ი0§X+- ყი» , 
10 5 

ხოლო სოგადი ამონახსნი 

X=0C,C +თ6"+46“ (> 00§X +-თი 3 . 

IV. II#-ური რიგის მუდმივკოეფიციენტებიანი წრფივი არაერთგვაროვანი დიფე- 

რენციალური განტოლება. 

განვიხილოთ განტოლება 
3) +ცე/”+...+ი,/=/ნი. (13.7) 

ამ განტოლების #”' კერძო ამონახსნის “განუსაზღვრელ კოე- 
ფიციენტთა მეთოდით” მოძებნა განვიხილოთ შემდეგი ფუნქციე- 
ბისათვის: 

1) ეთქვათ 

X#L9)=ჩადე)6“, 

სადაც ჩ„(C) არის M-ური რიგის მრავალწევრი. თუ თ არ არის 
მახასიათებელი განტოლების ფესეი, კერძო ამონახსნი უნდა ვე- 
ძებოთ შემდეგი სახით 

»"=0აფიეი”, 
სადაც 0„ნიე) არის ”-ური რიგის მრავალწევრი. 

იმ შემთხვევაში როდესაც თ მახასიათებელი განტოლების /7/- 
ჯერადი ფესეია, კერძო ამონახსნი უნდა ვეძებოთ 

»"=X20,(იგ- 
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სახით. 

2) ვთქვათ 
#X)=M005/#X+M5§1ი/7%. 

მაშინ კერძო ამონახსნი უნდა ვეძებოთ 

X#”=,4005/X+ჩ851ი/X 

სახით, თუ +I8 კომპლექსური რიცხეი არ არის მახასიათებელი 

განტოლების ფესვი და 
)/%=X“C4C0§/1+851ი/%) 

სახით, თუ) +/7 არის მახასიათებელი განტოლების /, ჯერადობის 
კომპლექსური ფესვი. 

3) ვთქვათ 

#X)=(ჩ0010ლ095/X+0C)51ი/XI)6“ , 
სადაც ჩ”ლ0 და 0Cთ) მრავალწეერებია. 

თუ იL/მ8 კომპლექსური რიცხვი არ არის მახასიათებელი გან- 
ტოლების ფესვი, კერძო ამონახსნი უენდა ვეძებოთ 

#V" =(I/(C)C05/7X+VCX)§1ი/%)6“”, 
სახით, სადაც IC») და XV) ერთი და იმავე რიგის მრავალწევრე- 
ბია, რომელთა რიგი XX) და CC) მრავალწევრების რიგებს შო- 
რის უდიდესის ტოლია. 

თუ თ+M/8 არის მახასიათებელი განტოლების /! ჯერადობის 

ფესვი, »» უნდა ვეძებოთ 
X»"=X”LIICX)C05/>X+V(X)§1ი/2%I6“”, 

სახით. 
მაგალითი 1. ვიპჰ'ივოთ 

#V-7=X7+X-1 
განტოლების ზოგადი ამონახსნი. 

ჰმოხსნა. მახასიათებელი განტოლების ფესვებია X)=I, X5=–-I, 
X3=1, X4=-1. ამიტომ მოცემული განტოლების შესაბამისი ერთგვა- 
როვანი განტოლების რსოგადი ამონახსნი იქნება 

L =0)C" +0ე6 "+03005X+0კ§1იX. 

კერძო ამონახსნი ვეძებოთ 
»#%=/4X-+8X+C 

სახით. მაშინ (0””-)M=0 და განტოლებაში ჩასმით მივიღებთ 
-4X -8X-C=X”+X-I. 

აქედან 4=-I, 8=-1, C=1. ამრიგად მოცემული განტოლების ზოგა- 
დი ამონახსნია 

X»=2თ,0' +C6'+C605X+04510X-X”-X+1. 
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XIV თავი 

რიცხვთა მწკრიმ0 

81. ნამდვილ რიცხვთა მწკრივი. კრებადობა და 

განშლადობა 

განვიხილოთ ნამდეილ რიცხვთა მიმდევრობა 
თ), რ2. Cთ1,---.0ი,... 

ამ მიმდევრობის წევრებისაგან შევადგინოთ გამოსახულება 

ძ,+თაე+ძკ+--+ძ,+-- (I.) 

(I) გამოსახულებას რიცხეთა მწკრიეი ეწოდება. ძ, რიცხვს 
მწვრიეის M-ური წევრი ანე მწკრიეის სიოგადი წევრი ეწოდება. 
გამოიყენება აგრეთვე ასეთი გამოთქმა: მწკრივი სოგადი ძ, 
წევრით, ან მოკლედ (თ) მწკრივი. 

(ე) გამოსახელებას ჯამის სიმბილოს გამოყენებით ასე 

ჩაეწერთ 

აი, 
CI) 

«ამს 

§,=თ)+ძ:+ძვ+--+0, 

ეწოდება (1.) მწკრივის M#-ური კერძო ჯამი ან უბრალოდ – 

კერსო ჯამი. თუ M-ს მივანიჭებთ I2,..V7!,. მნიშვნელობებს, 
მივიღებთ (I.ს) მწკრივის კერძო ჯამთა მიმდევრობას 

1 02 მიი... 
განსაზღვრება 1L (1.1) მწკრივს ეწოდება კრებადი, თუ ამ მწკრი- 

ვეის კერძო ჯამთა (5, მიმდეერობა კრებადია. (5) მიმდევრობის 
5 ზღვარს ეწოდება (1.1) მწკრივის ჯამი და ჩაიწერება ასე: 

50,=5. 

თუ სოა, არ არსებობს ან უსასრულობაა, მაშინ მოცემულ 

მწკრივს განშლადი ეწოდება. 
შევისწავლოთ მწკრივის კრებადობის საკითხი ნიშნავს, დავა- 

დგინოთ მწკრივი კრებადია თუ განშლადი. 
მაგალითი 1. განვიხილოთ მწკრივი 

1.1 1 
–+ +-.-..+ 

2 
1+ 2: შლე +   
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ამ მწკრივის წევრები შეადგენენ უსასრულო გეომეტრიულ 

პროგრესიას, რომლის პირველი წეერია I, მნიშვნელი კი 1. ამი- 

ტომ M-ური კერძო ჯ·ამისათვის გვექჩება 

1 1--- 

§. 2-2 -2ს-+I, 
) 2” 1-– 
2 

საიდანაც 
ყო ა, =2. 

მაშასადამე, მოცემული მწკრივის ჯამია 2. 
მაგალითი 2. განვიხილოთ ეგრეთწოდებული ლეიბნიცის მწკრივი 

ლი 1 1 1 1 
=-–-- +C- -ს...+----+-.. 

ი-1II(I+I) 1-2 2-3 M(M+1) 

ამ მწკრივის #/-ური კერძო ჯამისათვის გვაქვს: 

1 1 1 
საამ +4ი+ 

I.2 2-3 M(M+1) 
( -) 1.1 1 1 1 

=|1--–- + –––- +..+4# –--–--–-––- =1-––--, 
2 283 #”M )+) #+1 

აქედან ეღებულობთ, რომ IMი15, =1. ამრიგად ლეიბნიცის მწკრი- 

  

  

ვი კრებადია და მისი ჯამი §=I. 
მაგალითი ზ. განვიხილოთ მწკრივი 

2 (-))' =1-1+1-1+---+(-1) +... 
ი-I 

ამ მწკრივის კერძო ჯამთა მიმდევრობაა 
5)=1 , 52=0, 5კ=1, აკა=0,...., ზვი.I=1, ზუე=0,... 

ამ მიმდევრობისათვის IC 5, არ არსებობს. ამრიგად, მოცემული 

მწკრივი განშლადია. 
მაგალითი #. ვაჩეენოთ, რომ 

1 1 
1+--+-–-4+... 

”. +V3 
მწკრივი განშლადია. მართლაც 

1 1 1 
§, =1+--–+---+- =>/ჩM--==+V7#M, 

“2 ჟ”/ MV» 
რადგანაც სო+V/M =+Cთ, ამიტომ IIთ5,=+C, ე. ი. მოცემული 

ჩით 

1 + + +... 

მწკრივი გაჩშლადია. 
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ს მანაალებ L. (იე მწკრივის ნაშთი M-ური წეერის შემდეგ 

ეწოდება მVკრივ 

მ... +ძ,.ე + = 2-4, 

თეორემა 11. თუ მწკრივი კრებადია, მაშინ მისი ნებისმიერი ნაშ- 

თი კრებადია. თუ (I.I)) მწკრივის რაიმე ნაშთი კრებადია, მაშინ 

კრებადია თეით მწკრიეიც, ამასთან. თუ 

§=2.ძ , ა, =3.ი , M =9თ. · 
„I 

მაშინ 
5=5,„+ჩ... 

ე. ი. მწკრივი და მისი ნებისმიერი ნაშთი ერთდროულად კრება- 
დია ან ერთდროულად განშლადია. 

შედეგი L თუ მწკრივში რამოდენიმე წევრს ახალი წევრით შევ- 
ცელით, ან თუ მას ჩამოვაშორებთ (დავუმატებთ) რამოდენიმე 
წეერს ამით მწკრივის კრებადობა არ შეიცვლება. 

შედეგი 2. თუ მწკრივი კრებადია, მაშინ მისი ნაშთის #„ ჯამი 
მიისწრაფეის ნულისაკენ. 

თეორემა L2. გეომეტრიული პროგრესია 

ი+ძ9+ძ0“+.--+ძი”+- (თ>20) 

არის კრებადი მწკრიეი, როცა |M”)<! და მისი ჯამია 5=-“-. ეს 
“ძ 

მწკრივი განშლადია, როცა I(9I>1 (იხ. VI თავი, §5). 

§2. მწკრივის კრებადობის აუცილებელი 

პირობა. კრებადი მწკრივის ძირითადი თვისებები 

მართებულია შემდეგი თეორემა. 
თეორემა 2.1 (მწკრივის კრებადობის აუცილებელი პირობა). (ი,) მწკრივის 

კრებადობისათეის აუცილებელია, რომ მისი სოგადი თი, წეერი 
მიისწრაფვოდეს ნულისაკენ, როცა #–თ, ე. ი. 

სთ ძ, =0. 

შედეგი. თ'ე სოძ, #0 ან IIიძ, არ არსებობს, მაშინ მწკრივი 
ჩათ 

განშლადია. 

მაგალითი L მწკრივი ს თ 1,2, ჩ4.. განშლადია, 
იI+1 23 M+1 

რადგანაც 

') 
ყი ი, =Iთ-––-=1#X0. 
7» ისთ) +1 
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მაგალითი 2. მწკრივი 2,ძიბ” განშლადია, რადგანაც 
თ” 

სოძ, =სთფი““ არ არსებობს. 
ჩიჩუა 

შევნიშნოთ, რომ მწკრივის ზოგადი წევრის ნულისაკენ მის- 
წრაფება არის მწკრიეის კრებადობის აუცილებელი, მაგრამ არა 

საკმარისი პირობა. ე. ი. თუ Mთი,=0, აქედან საზოგადოდ არ 

გამომდინარეობს რომ მწკრივი კრებადია. ამ დებულების დასამ- 
ტკიცებლად (თუმცა ეს გამომდინარეობს §1-იისს მაგალითი 4-და- 
ნაც) განვისილოთ ეგრეთწოდებელი ჰარმონიული მწკრივი 

____ ტ.ს) 
2 / 

ვაჩვენოთ, რომ (2.1) მწკრივი განშლადია. მართლაც, რადგან 

ყოველი #:CM-თვის 
(+ ძ; 1 

ამიტომ 

M· 

1 
= Iი(7+!). 

  
8,=2,+> –= IX 

მაშასადამე 
§,>1ი(თ+1) 

ნებისმიერი 7CM-თვის. ამ უტოლობიდან გვაქეს 

1Iი ა, =+Cთდ. 

ე. ი. ჰარმონიული მწკრივი განშლადია. 
თეორემა 2.2. თუ (ით,) მწკრივი კრებადია ა რიცხვისაკენ, მაშინ 

ნებისმიერი #4 რიცხეისათვის (42,) მწკრივი კრებადია 45 რიცხვი- 
საკენ. 

თეორემა 2.8. თ“) (ძთ,) და (ხ,) მწყრივები კრებადია და მათი ჯა- 
მია, შესაბამისად, 4 და #8, მაშინ (ი,+ხე) მწკრივი კრებადია და 
მისი ჯამია #4+8. ასევე (ი--ჩ,) მწკრივიც კრებადია და მისი ჯამია 
4-8. 

§3. დადებითი მწკრივები. კრებადობის აუცილებელი და 

საკმარისი პირობა. მწკრივთა შედარების ნიშნები 

(ლ) მწკრივს რომლის ყოველი წევრი დადებითი რიცხვია, 
დადებითი მწკრივი ეწოდება. 
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თეორემა 3.1. დადებითი მწკრივის კრებადობისათვის აუცილებე- 
ლია და საკმარისი, რომ კერძო ჯამთა მიმდევრობა იყოს ჭზემო- 
დან შემოსა სღვრული. 

თეორემა ზ.2 (შედარების პირველი ნიშანი). ვთქვათ (ძ,) და (ხ,) დადე- 

ბითი მწკრივებია. თუ, M-ის გარკვეული მნიშვნელობიდან დაწყე- 

ბული, ძ,<ხ,, მაშინ (ჩ,ე) მწკრივის კრებადობიდან გამომდიჩარე- 
ობს (თ) მწკრივის კრებადობა, ხოლი (ი«,) მწკრივის განშლადო- 

ბიდან გამომდინარეიბს (ჩ,) მწკრივის განშლადობა. 
მავალითი I. ვაჩვენოთ, რომ მწკრივი 

1,1... 1. 
2 3? (ფ.+L” 

კრებადია. მართლაც, შევადაროთ ამ მწკრივის წევრები ლეიბნი- 
ცის 

+... 

„კე კაკ- 1.9 
I.2 2:3 M(I+1) 

მწკრივის შესაბამის წევრებს. გვაქვს 

1 1 
–-–ა<-– 
(#+1)” M(M+1) 

მაგრამ ლეიბნიცის მწკრივი კრებადია. მაშასადამე თეორემა 32- 
ის ძალით მოცემული მწკრივი კრებადია. 

ამრიგად, §I-ის თეორემა I.IL-ის შედეგი I-ის გათვალისწინებით 

ვღებულობთ, რომ 

1.1 
1+--+ 

1 2 5394, ნიი ც.I) „? 

მწკრივი კრებადია. 
შენიშვნ. ჩვენ დავადგინეთ, რომ (3.) მწკრივი კრებადია, 

მაგრამ არა გვაქვს გამოთვლილი მისი ჯამი. მწკრიეის ჯამის 
პოვნა სასოგადოდ უფრო რთული ამოცანაა, ვიდრე მწკრივის 
კრებადობის დადგენა. უფრო მეტიც, ზოგიერთი კრებადი მწკრი- 
ვის ჯამის პოვნა პრაქტიკულად არ ხერხდება. მტკიცდება, რომ 

2 

(3.0) მწკრივის ჯამია <-. 

მაგალითი 2. განვიხილოთ მწკრივი 

მი +8ი ე, 443024 

ვიცით, რომ



აქედან გამომდინარე მოცემული მწკრივი კრებადია. 
მაგალითი 8. ვაჩვენოთ, რომ 

დ 46 1+...+/6++... 

I 2 M 

მწკრივი განშლადია. მართლაც, ვიცით, რომ 

(#1>1+, 
.” ” 

ე- ი. მოცემული მწკრიეის წევრები მეტია ჰარმონიული მწკრივის 
შესაბამის წეერებსე. მაშასადამე თეორემა 32-ის ძალით მწკრივი 
განშლადია. 

თეორემა 3.2-დან მიიღება: 
შედეგი L თ'უ (ძ,) და (ხ,) მწერივებისათვის არსებობს 

სიე“ =# (0</<%), 

მაშინ (ხ,ე) მწკრივის კრებადობიდან გამომდინარეობს (ძ,) მწკრი- 
ვის კრებადობა. 

შედეგი 2. თუ არსებობს 

ა = (0<(<თ), 

მაშინ (ხა) მწკრივის განშლადობიდან გამომდინარეობს (თ,) 
მწკრივის განშლადობა. 

შედეგი 3. თუ არსებობს 

სოჯ- =L (0<M<თ), 

მაშინ (ძთ,) და (ხ.) მწკრივები ერთდროულად კრებადია ან ერთ- 
დროულად განშლადია. 

მაგალითი #. დავადგინოთ კრებადია თ'უ არა მწკრივი 

  

2 –თა2 | · 
ო=1 ჩ 

გამოვთვალოთ ზღეარი 

1-C00§-. 2ყ0:--..., 
იი # სი #4. 
„ათ _1. ლ _L. 2 

„? ჯ»? 

რადგანაც (+) მწკრივი კრებადია, ამიტომ შედეგი 1-ის ძალით 
” 

მოცემული მწკრივი კრებადია. 
მაგალითი წ. განვიხილოთ მწკრივი 
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იე)... 1 . 1 
59)0-+5ი-+-.+5)ი-+..· 

1 2 ” 

გვაქვს 
-1 

59) –– 

ი–-–--=1, 
ი» 

  

” 

ჰარმონიული (LI მწკრივი განშლადია, ამიტომ შედეგი 2-ის ძა- 
M 

ლით მოცემული მწკრივი განშლადია. 
თეორემა ზ.ზ (შედარების მეორე ნიშანი). ეთქვათ (ი,) და (ხ,) დადები- 

თი მწკრივებია. თუ M-ის გარკეეული მნიშვნელობიდან დაწყებუ- 
ლი (ვთქვათ ”> 70-დან) ადგილი აქვს უტოლობას 

ძ ხ თ+1 < 8L2! 

ძ ხ 

მაშინ (ხე) მწკრივის კრებადობიდან გამომდინარეობს (#ი,) მწკრი- 
ვის კრებადობა, ხოლო (ძ,) მწკრივის განშლადობიდან გამომდი- 
ნარეობს (ხ,) მწკრივის განშლადობა. 

, 

84. დადებით მწკრივთა კრებადობის კოშისა და 

დალამბერის ნიშნები 

თეორემა #.I (კოშის ნიშან. თუ დადებითი (თ,) მწკრიეის წევრები- 

სათვის 

მაშინ: 

ს როდესაც 7<1, მწკრივი კრებადია, 
2) როდესაც />1, მწკრივი განშლადია. 

შენიშვნ. როდესაც /=1 ამ მეთოდით მწკრივის კრებადობის და- 

დგენა ვერ ხერხდება. 

მართლაც, ჰარმონიული CI მწკრივისათევის, რომელიც განშ- 

ლადია, გვაქვს 

(ხევი, სდებ, 
ვინაიდან 

Mი(Iი ყი,)= წო(ქი1|=- 97 -ი, 
„ათ ჩაი MM



ასევე (+ მწკრივისათვის, რომელიც კრებადია, აგრეთვე 

გვაქვს 

/=სოქი, =სთე-.- =I. 
ი–თ ი» ” 

მაშასადამე არსებობს როგორც კრებადი, ისე განშლადი 
მწკრივები, რომელთათვისაც /=I, ე. ი. როდესაც /=1, გვაქეს გაუ- 

რკვეველი შემთხვევა რომელიც მოითხოეს დამატებით გამოკ- 

ვლევას. 
მაგალითი L გამოვიკვლიოთ კრებადობაზე მწკრივი 

>”) 

/=სთ| ” | ლულუ = 11 ! =1+I. 
ი= VLII+1 იათL/I+1 '( 1 V 6 

M+I1 

კოშის ნიშნის თანახმად მოცემული მწერივი კრებადია. 
თვორემა #.2 (დალამბერის ნიშანი). თ'უ 

გვაქვს 

    

ძ . მ. 
მიო“ =/ , 
ჩათ ძ, 

მაშინ 
1) როდესაც 7<1, მწკრიეი კრებადია, 
2 როდესაც />I, მწკრიეი განშლადია. 
შენიშვნ. როდესაც /=1, ამ მეთოდით მწკრივის კრებადობის და- 

დგენა ვერ ხერხდება. 
როგორც კოშის ნიშნის შემთხვევაში, აქაც შეგვიძლია ვაჩვე- 

ნოთ, რომ არსებობს როგორც კრებადი, ისე განშლადი მწკრი- 
ვები, რომელთათვისაც I=1. 

მაგალითი 2. დავამტკიცოთ, რომ მწკრივი 

  

  

ჯ #12” 

ი M 

კრებადია. 

გვაქვს 
ძე _ (M+1)!2'' „2. 2 

––. . ი? 

9, (, + :) ” ს + 1) 

ჩ 

საიდანაც 
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.· 9) 2 
მი =<<1. 
ია“ თ, დრ 

მაშასადამე, მოცემული მწკრივი კრებადია. 

§5. დადებით მწკრივთა კრებადობის კოშის 

ინტეგრალური ნიშანი 

ამ პარაგრაფში განეიხილავთ დადებითი მწკრივის კრებადო- 
ბის კიდევ ერთ ნიშანს რომელიც “სოგიერთ შემთხვევაში 
წარმატებით წყვეტს საკითხს მწკრივის კრებადობის შესახებ, 
მაშინ როდესაც კოშისა და დალამბერის ნიშჩებით მათი კრება- 
დობის დადგენა ვერ ხერხდება. კრებადობის ეს ნიშანი დამყარე- 
ბულია #2) ფუნქციის არასაკუთრივი ინტეგრალის კრებადობის 

დადგენასე, სადაც /V) ფუნქცია ისეა შერჩეული, რომ მოცემუ- 
ლი მწკრივის თითოეული წევრი წარმოადგენს ამ ფუნქციის 
მნიშ;:ნელობებს არგუმენტის მთელი მნიშენელობებისათვის. 

თეორემა. გთქეათ /#X) დადებითი, უწყვეტი არასრდადი ფუნ- 
ქციაა (თ+თ) შუალედში, სადაც ძ რაიმე ნატურალური რიცხვია, 
მაშინ 

(0)+ /(0+1)+ /(0+2)+--·+ /(0+/)+ ·“ (5.1) 
მწკრივის კრებადობისათვის აუცილებელია და საკმარისი, რომ 

არასაკუთრივი ინტეგრალი I/თძ« იყოს კრებადი. 

მაგალითი L გამოვიკვლიოთ კრებადობაზე მწკრივი 

–_>_” (5.2) 
4“ ყ“ 29ძ ვ“ თ 

თუ «ით<0, მაშინ მწკრივის ზოგადი წეერი არ მიისწრაფვის 
ნულისაკენ ამიტომ ის განშლადია ვთქვათ თ>0. ადვილია 
შემოწმება, რომ კოშისა და დალამბერის ნიშნებით ამ მწკრივის 
კრებადობის დადგენა ვერ ხერხდება. კოშის ინტეგრალური 
ნიშნის გამოყენებით (52) მწკრივის კრებადობის დადგენა 

ადვილია. (I,+თ( შუალედში განეიხილოთ ფუნქცია #600=-L. ეს 
ჯ 

ფუნქცია აკმაყოფილებს თეორემის ყეელა პირობას. მოცემული 
(52) მწკრიეი შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც (5.) სახის 
მწკრივ,„ რადგან (52) მწკრიეისს წევრები წარმოადგენენ 

#00 =-)- ფუნქციის მნიშენელობებს როცა X=1,2,1.,... 
თ X 

განვიხილოთ ინტეგრალი 

289



– 
1 „ 

(დ-ს ი |“ = სთ 1-თ –-(4 -)), როცა თ«I1, 

' ! 
»X” 4--» 

Iი 4, როცა ძ =1. 

აქედან გვაქვს: 

ა (+=-+-., თუ თ-I, ე. ი. ინტეგრალი კრებადია და, მაშასა- 
ჯ L”-– 

დამე, როცა თ>I, თეორემის თანახმად მოცემული მწკრივი კრე- 
ბადია. 

2) თუ Cთ<I, მაშინ 

14, 
1 

ამიტომ იმავე თეორემის თანახმად მოცემული მწკრიეი განშლა- 
დია. 

მაგალითი 2. განვიხილოთ მწკრივი 

ლ 1 

რ #1ი?». 
  

დავადგინოთ თ რიცხეის რა მნიშვნელობებისათეისაა ეს 
მწკრივი კრებადი და რა მნიშვნელობებისათეის განშლადი. 

(2+თL შუალედში განვიხილოთ შ უნქცია 

/00=-1- 
ადვილია ჩეენება, რომ არასაკუთრივი ინტეგრალი 

I თ 
ძ 1 XIი“ ჯ 

  

  

კრებადია, როცა თ>1 და განშლადია, როცა თ<1). ამრიგად, თეო- 

რემის ძალით მოცემული მწკრივი კრებადია, როცა Cთ>1 და გან- 
შლადია, როცა C=<I. 

86. ნიშანმონაცვლეობითი მწკრივი. ლეიბნიცის თეორემა 

განსაზღვრება. ნიშანმონაცვლეობითი მწკრივი ეწოდება ისეთ 
მწკრივს, რომლის წევრებს რიგრიგობით დადებითი და უარყო- 
ფითი ნიშნები აქვთ. ნიშანმონაცვლეობითი მწკრივი შეიძლება 
ასე ჩაიწეროს 

ძ)-ძე+ძვ-ძკ+--+(-1)”'ძ,+..- (6.I) 
სადაც თ), ძე, თ),...,0,,.. დადებითი რიცხვებია. ასეთი მწკრივებისა- 

თვის მართებულია შემდეგი 
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თეორემა (ლეიბნიცი), თუ ნიშაჩმონაცვლეობითი (6.)) მწკრივის 
წევრები აკმაყოფილებენ პირობებს: 

1) თ1)> 02:>403=... 

2 Iსოძ,=0, 

მაშინ (6.)) მწკრივი კრებადია და მისი 5 ჯამისათვის ადგილი 
აქვს შეფასებას 

0<5<თღთ. 

გარდა ამისა, მწკრივის /#, ნაშთის აბსოლუტური მნიშენელო- 
ბა ნაკლებია უკუბდებული პირველი წევრის აბსოლუტურ 
მნიშვნელობაზე: 

IMიI=I5-5ე|<ძე.). (6.2) 
მაგალითი IL. მწკრივი 

1 I I ”1კ 
1 2-3 ვ.+ +(–1) (6.3) 

აკმაყოფილებს ლეიბნიცის თეორემის” ორივე პირობას, ამიტომ 
ის კრებადია და მისი ჯამი ნაკლებია I-სე. მტკიცდება, რომ (63) 
მწკრივის ჯამი ტოლია II2-ის (იხ. XVI თავი, §3-ის მაგალითი I). 

მაგალითი 2. მწკრივები 

დრს“ აჯ! 
ი= ი? Iი“ წ 

კრებადია ყოველი თ>0 ი რიცხვისათვის. 
(62) უტოლობა შეიძლება გამოვიყენოთ მწკრივის ჯამის მიახ- 

ლოებითი მნიშენელობის ცდომილების შეფასებაში. 
მაგალითი 3. განვიხილოთ კრებადი მწკრივი 

111 1. 1 §=)- 9483-2962 + (64) 
თუ ავიღებთ პირეელი ხუთი წეერის ჯამს 

111 1. 1 

რმე ბვ ბვ) 
მაშინ 

|§ – 5,| < +. ! «ი, 00078. 
ი 1296 

მაშასადამე, (64) მწკრივის პირველი ხუთი წევრის ჯამი საკ- 
მაოდ კარგი სისუსტით გეაძლევს ამ მწკრივის ჯამის მიახლო- 
ებას. 
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87. აბსოლუტურად და პირობით კრებადი მწკრივები 

განვიხილოთ მწკრივი 

0)+ძ:+ძკ+---+ძ,+... (7.1) 

სადაც ძI), ძა, ძ),..., მ... ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვებია. 

შევადგინოთ მწკრივის წევრების აბსოლუტური სიდიდეებისა- 
გან მწკრივი | 

|თ)I+IთI+--·+|ი,I+-.- (7.2) 
განსაზღვრება 7.L (7.) მწკრივს ეწოდება აბსოლუტურად კრება- 

დი, თუ კრებადია (72) მწკრივი. 
თეორემა. თუ (72) მწკრივი კრებადია, მაშინ კრებადი იქნება 

(7.1) მწკრივიც, ე. ი. მწკრივის აბსოლუტური კრებადობიდან 

გამომდინარეი«ბს მისი კრებადობა. 
აქვე შევნიშნოთ, რომ (7.)) მწკრივი შეიძლება იყოს კრებადი, 

მაგრამ (72) არ იყოს კრებადი. მართლაც, როგორც §6-ში ვნახეთ 
ნიშანმონაცელეობითი (63) მწკრიეი კრებადია, მისი წეერების 
აბსოლუტური სიდიდეებისაგან შედგენილი მწკრივი არის ჰარმო- 
ნიული მწკრივი, რომელიც როგორც ვიცით განშლადია. 

განსაზღერება 7.2. თ'უ (7.1) მწკრივი კრებადია, ხოლო (72) მწკრი- 
ვი განშლადია, მაშინ (7.) მწკრივს პირობით ანუ არააბსოლუ- 
ტურად კრებადი მწკრივი ეწოდება. 

მაშასადამე §6-ის (6.3) მწკრივი პირობით კრებადი მწკრივია. 
მაგალითი L განეიხილოთ მწკრივი 

CI) (73) 
852 I (10) 

გამოვიკვლიოთ თ რიცხვის რა მნიშენელობისათვისაა ეს მწკრი- 
ვი აბსოლუტურად კრებადი და რა მნიშენელობისათვის პირო- 
ბით კრებადი. 

(73) მწკრიეი არის ნიშანმონაცვლეობითი მწკრიეი. ადვილია 

ჩეენება, რომ ყოველი ფიქსირებული თ რიცხვისათვის მოცემული 
მწკრივის წევრები აკმაყოფილებენ ლეიბნიცის თეორემის პირო- 

ბებს, ამიტომ ის ყოველი ფიქსირებული თ-სათვის კრებადია. 
§5-ის მაგალითი 2-ის ძალით (7.3) მწკრივი აბსოლუტურად 

კრებადია როცა Cთ>1 და პირობით კრებადია, როცა თ=<I. 
შენიშვნა. 1) §1-ის თეორემა 1.-ის შედეგი I-დან გამომდინარე- 

ობს, რომ პირობით კრებადი მწკრივი შეიცავს როგორც დადე- 
ბით, ასევე უარყოფით წეერთა უსასრულო რაოდენობას. 2) და- 
დებითი მწკრივის კრებადობის ზემოთ მოყვანილი ყველა ნიშანი 
მართებულია მწკრიეის აბსოლუტურად კრებადობის დასადგე- 
ნად. 

მაგალითი 2. დავამტკიცოთ, რომ მწკრივი 
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  ააა ფე) 2/+1 
აბსოლუტურად კრებადია. 

კოშის ნიშნის გამოყენებით გვაქეს 

: : "_. 1 
სოჟი, = იჟ –” =I ” =-<I 
ოთ | ია“ (3) ჩა427+1 2 

ე. ი. მოცემული მწკრივი აბსოლუტურად კრებადია. 
მაგალითი ვ. განვიხილ“იით მწკრივი 

    

კელ IX 

იჩ | 

დავამტკიცოთ, რომ ეს მწკრივი აბსოლუტურად კრებადია ყოვე- 
ლი »X-სათვის, მართლაც, როგორიც არ უნდა იყოს »# და X, 

გვაქვს 

  

5I0ი/X 
2 

4<+. 
” ” 

  

    

2 
მაგრამ მწკრივი (+ კრებადია. აქედან გამომდინარე მოცემუ- 

ჩ 
ლი მწკრივი აბსოლუტურად კრებადია. 

§8. პირობით და აბსოლუტურად კრებად მწკრივთა 

თვისებები 

სასრულ წევრებიანი ჯამის ერთ-ერთი მნიშვნელოვანი თვისე- 
ბაა: შესაკრებთა გადანაცვლებით ჯამი არ იცვლება. ბუნებრი- 
ვად ისმის კითხვა: არის თუ არა სასრულწევრებიანი ჯამის ეს 
თვისება მართებული კრებადი მწკრიეებისათვის, ე. ი. თუ კრე- 
ბად მწკრივში მოვახდენთ წევრების ნებისმიერ გადანაცელებას, 
მაშინ ახალი მწკრივის ჯამი იქნება თუ არა ტოლი მოცემული 
მწკრივის ჯამის (და სასოგადოდ იქნება თუ არა ახალი მწკრივი 

კრებადი?. ამ კითხვასე პასუხი სასოგადოდ უარყოფითია. 
პირობთ კრებად მწკრივში “შეიძლებაა წევრების ისე 
გადანაცვლება, რომ მიღებული მწკრივი განშლადი იყოს ან 
იყოს კრებადი ნებისმიერი წინასწარ დასახელებული რიცხვისა- 
კენ რაც შეეხება აბსოლუტურად კრებად მწკრივებს, მისი 

წევრების ნებისმიერი გადანაცელებით მწკრივის კრებადობის 
“ხასიათი” და ჯამი არ იცვლება. სამართლიანია შემდეგი თეო- 
რემები: 

თეორემა 8.1 (დირიხლე). აბსოლუტურად კრებად მწკრივში წეერთა 
ნებისმიერი გადანაცვლებით მიღებული მწკრივი კვლაე აბსოლ.უ- 
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ტურად კრებადია და მისი ჯამი უდრის მოცემული მწკრივის 
ჯამს. 

მაგალითი. განვიხილოთ პირობით კრებადი მწკრივი 

1111 1.1 
#C---+---+ 

ამ მწკრივის ჯამი აღვნიშნოთ §5-ით. ლეიბნიცის თეორემის ძა- 
ლით 0<5<1. ამ მწკრიყში მოვახდინოთ წევრების გადანაცვლება 
ისე, რომ პირველი დადებითი წევრის შემდეგი მომდეენო ორი 
წევრი იყოს უარყოფითი მოცემულ მწკრივში მათი მიმდევრობის 
რიგის შეუცვლელად. აღნიშნული გადანაცვლებით მივიღებთ 
მწკრივს 

111 1 1 1 1 1 
+ + ებე_–ღ–უეაეეგეე––-–---დ---<-__“ "ს 

243 6 8 2)-) 45–-2 45 

ვაჩვენოთ, რომ (8.1) მწკრივი კრებადია და მისი ჯამი უდრის 

=> მართლაც განვიხილოთ კერძო ჯამი 

, ( LI I 1.1 5 1 1 1 
ა,ლ)1-–---–- + --–--- +-..+ ა –––= 

2 4) L3 6 8 2M-) 40-2 4 

1 3 
+ –-L'აი#I!)!- 

LC” 47 

-( 3 1 3 1 + 
ა ..-_ -–––-- I I= 

2 2 3 4 2-) 27 

-1ს-1+:-54+ 1 ->-|=15 

  

  

  

  

2.3 4 2M-) 2ი»/ 2 “” 
სადაც 4; არის მოცემული მწკრივის კერძო ჯამი. ამიტომ 

თზე =+სთ 5, =+§. 
ია” 2ი–თ 2 

აქედან და (8.I-დან გამომდინარეობს, რომ 

სო წე, =1Iი, §.+- |=+§, 
გათ ია. 2M+1) 2 

  

  
– · , I 1 ხომ, = სთ 5, - > |=15. 

მაშასადამე 

I 5/ = => . 

ამრიგად, განხილული მაგალითი გვიჩვენებს, რომ პირობით 

კრებად მწკრივში წევრთა გადანაცელებამ შეიძლება შეცვალოს 
მისი ჯამი. 
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თვორემა ზ.2 (რიმანი). თ'ე (თ,) მწკრივი პირობით კრებადია, მაშინ 

ამ მწკრივის წევრთა სათანადო გადანაცვლებით “შეიძლება მივი- 
ღოთ როგორც განშლადი, ისე ნებისმეირი Vინასწარ მოცემული 
5 რიცხვისაკენ კრებადი მწკრიეი. 

XV თავი 

ხარისხოვანი მწპრივები 

§1. სარისხოვანი მწკრივის კრებადობის ინტერვალი და 

კრებადობის რადიუსი 

ხარისხოვანი მწკრივი ეწოდება 

ძი+0)X+ძ-X +.-.+ძ,I" +.-= 2, ძ,.X (1.1) 
ი»0 

სახის მწკრიეს, სადაც ძი,თ),...,0მი,... მუდმიეი რიცხეებია, ხოლო X 

– ცვლადია. ამ მუდმივებს ხარისხოეანი მწკრივის კოეფიციენტე- 
ბი ეწოდება. 

ჩვეულებრივ ხარისხოვანი მწკრივი განიხილება უფრო ზოგა- 
დი სახით 

ძი+ 0I(X-Xი)+02(X-X)?+---+0ე(X-Xი)'%---- (12) 
ეს მწკრივი X-Xი=! ჩასმით დაიყვანება (LI) სახემდე. ამიტომ 

შემდგომში სიმარტივისათვის განვიხილაეთ (I.)) სახის მწკრი- 

ვებს. 
განსაზღვრება 1. (LI) მწკრივს ეწოდება კრებადი X-იC# წერტილ- 

ში, თუ კრებადია რიცხვთა მწკრივი 

ძი+თ|Xე+თაXე +-+0,ჯXე” +. (1.3) 
თუ რიცხეთა (13) მწკრივი განშლადია, მაშინ (I.I) მწკრივს 

ეწოდება განშლადი Xი წერტილში. 
(IL)) მწკრივს ეწოდება კრებადი #C# სიმრავლესე, თუ ის 

კრებადია ამ სიმრავლის ყოველ წერტილში. თუ CCჩ სიმრავლის 
ყოეელ წერტილში (1.1) მწკრივი განშლადია, მაშინ (1.) მწკრივს 
ეწოდება განშლადი C-ზე. 

ხარისხოვან მწკრიეთა თეორიაში ერთ-ერთი მნიშვნელოვანი 
საკითხია ხარისხოვანი მწკრივის კრებადობის არის სტრუქტუ- 

რის დადგენა. 
შევნიშნოთ, რომ ხარისხოვანი მწკრივის კრებადობის არე 

ცარიელი სიმრაელე არ არის, რადგან (I.I)) სახის ნებისმიერი 

ხარისხოვაჩი მწკრივი კრებადია X>0 წერტილში მაინც და ამ 
წერტილში მისი ჯამია ძი. ხარისხოვანი მწკრივის კრებადობის 
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არის სტრუქტურის დადგენა დამყარებულია აბელის შემდეგ 
თეორემაზე. 

თეორკმა 11 (აბელის პირველი თეორემ.). თუ (1.1) ხარისხოვანი მწკრი- 
ვი კრებადია X#0 წერტილში, მაშინ ის აბსოლუტურად კრება- 
დია ნებისმიერ X წერტილში, რომელიც აკმაყოფილებს უტოლო- 

ბას IXI<IXიI. 
შედეგი. თ'უ (1.) მწკრივი განშლადია X, წერტილში, მაშინ ის 

განშლადია ნებისმიერ Xჯ წერტილში, რომელიც აკმაყოფილებს 
უტოლობას MX>IX)I. 

მართლაც, (1.)) ხარისხოვანი მწკრივი კრებადი რომ იყოს ისე- 
თი X-თვის, რომელიც აკმაყოფილებს უტ“ოლობას IX>V»,I, მაშინ 
აბელის თეორემის ძალით (1.1) მწკრივი კრებადი იქნებოდა X, 
წერტილში, რაც ეწინააღმდეგება პირობას. 

აბელის თეორემისა და მისი შედეგის ასრი მდგომარეობს შე- 
მდეგში: თუ ხარისხოვანი მწკრივი კრებადია X წერტილში, 

მაშინ ის აბსოლუტურად კრებადია 1-IXიI,XიII ინტერვალში, ხოლო 

თუ ხარისხოვანი მწკრივი განშლადია », წერტილში, მაშინ ის 

განშლადია (-IXIIIXIII სეგმენტის გარეთ. 
არსებობს ხარისხოვანი მწკრივი, რომელიც კრებადია მხო- 

ლოდ X-0 წერტილში. ასეთია მაგალითად მწკრივი 

I+IIX+2 I + 4ე/+. 
არსებობს ხარისხოვანი მწკრივი, რომელიც კრებადია I-თ;თ(| 

შუალედში. ასეთია მაგალითად, მწკრივი 

ჯ »” 
)+X+5;+-+   +... 

არსებობს აგრეთეე მწკრივი, რომლის კრებადობის არეა სას- 
რული შუალედი. ასეთია მაგალითად მწკრივი 

1+X+X72+-..-4+Xჯ +... 

ამ მწკრივის კრებადობის არეა I-I,1( ინტერვალი. 

თეორემა 12. თუ სარისხოვანი მწკრივი კრებადია XI#0ი წერტილ- 
ში და განშლადია X-ში, მაშინ არსებობს #>0 რიცხვი, ისეთი, 
რომ მწკრივი აბსოლუტურად კრებადია, როცა IMX<” და განშლა- 

დია, როცა |IXI>#. 

ამრიგად, ზემოთმოყვანილი თეორემით დგინდება, რომ ხა- 
რისხოვანი მწკრივი კრებადია I# ბ ინტერვალში და გან- 
შლადია (#8) სეგმენტის გარეთ. რაც შეეხება X=-” და X=ჩ 
წერტილებს, ამ წერტილებში კრებადობის საკითხი შეისწავლება 
ყოველი კონკრეტული მწკრივისათვის. შესაძლებელია ადგილი 
ჰქონდეს ყეელა შესაძლო შემთხვევას მწკრივი “შეიძლება 
კრებადი იყოს ორივე წერტილში, ან კრებადი იყოს ამ წერტი- 
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ლებიდან მხოლოდ ერთ-ერთში, ან გაჩშლადი იყოს ორიეე 
წერტილში. 

1#. ML ინტერვალს ეწოდება ხარისხოვანი მწკრიეის კრებაღო- 
ბის ინტერვალი, ხოლო # რიცხეს კი კრებადობის რადიუსი. თუ 
ხარისხოეანი მწკრივი კრებადია მხოლოდ X=0 წერტილმი, მაშინ 
ყიტყვით, რომ ამ ხარისხოვანი მწკრივის კრებადობის რადიუსი 

M#=0, ხოლო როცა ხარისხოვანი მწკრივი კრებადია I#თ;თ| შუა- 
ლედში, მაშინ ვიტყვით, რომ ამ მწკრიეის კრებადობის რადიუსი 

#=+თ. 

შენიშვნ L თ'უ (1) ხარისხოვანი მწკრივის კრებადობის რა- 
დიუსია #, მაშინ (1.2) მწკრივის კრებადობის იჩტერეალი იქნება 

L-X0<, ან რაც იგივეა 1)-/#+Xი,+Xი ინტერვალი. 

შენიშვნა 2. თუ ხარისხოვანი მწკრივის კრებადობის არეა სეგმე- 
ნტი, მაშინ ის აბსოლუტურად კრებადია ამ სეგმენტის ბოლოებ- 
სე, ხოლო, თუ კრებადობის არეა ნახეერად ღია სეგმენტი, მაშინ 
ის პირობით კრებადია კრებადობის არის ბოლო წერტილზე. 

§2. სარისხოვანი მწკრივის კრებადობის რადიუსის 

გამოთვლა 

მოვიყვანოთ ხარისხოვანი მწკრივის კრებადობის რადიუსის 
გამოთვლის ორი ხერხი, რომლებიც მიიღება რიცხვითი მწკრი- 
ვის კრებადობის კოშისა და დალამბერის ნიშნების გამოყენებით. 

თეორემა 21. თუ 2,ძი,». ხარისხოვანი მწკრივისათვის 
თი=0 

შ,,, 

ძ 

=V, 
  
ძ,,=L ან Mთ 

ი–“” 
IIი 
ჩ-–თ     

მაშინ კრებადობის რადიუსი 

+, როცა 0<#<+თ, 

#=141+თ, როცა L=90, 

0, როცა #=+თ. 

2 ი 

მაგალითი 1 ვიპოვოთ + 4ალნო4ელგჯიი მწკრივის კრებადო- 
” 

ბის არე. 

  

I I 
„ ს ==–- ა ს = , მ მ გვაქვს ძ, – და რა =ფლლს ა იტო 
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M 
" =Iთ–---= 

თათ MI+1 

ძ,, 
L = ყო“ 

ჩა> ძ,     
ადვილია შემოწმება, რომ X=)1 წერტილში მოცემული მწკრივი 

განშლადია, ხოლო X=-ს წერტილში – კრებადი. ამრიგად 
მოცემული მწკრივის კრებადობის არეა L-I;1L შუალედი. 

ჯ? 

მაგალითი 2. ვიპოვოთ 1+> ++ +..4=- _+-· მწკრივის კრებადო- 
„” 

ბის არე. 

ი·I 

თ, 

=1. 
    

რადგან თ, =-+, ამიტომ ჩ=1Iი“" 
” 2 ჩი–თ 

ადვილია შემოწმება, რომ მწკრივი კრებადია X=-1 და X=1 წერ- 
ტილებში. ამრიგად მოცემული მწკრივის კრებადობის არეა (L-I;1) 
სეგმენტი. 

მაგალითი 3. ვიპოვოთ >» ,3'»” მწკრივის კრებადობის არე. 
ი-ა0 

  
ამ მწკრივისათვის ჩ=იუ ძ,| = 

ადვილი შესამჩნევია რომ მოცემული მწკრივი განშლადია 

1 
X=-3 და »=> წერტილებში. მაშასადამე, მწკრივის კრებადო- 

ბის არეა 1-2 ინტერვალი. 

მაგალითი #. ეიპოვოთ 2. მწკრივის კრებადობის რადიუსი. 
„MI ი=0 

: 1 1 1 
ამ მწკრივის ს #=I0თი) ––––:–-– =ს0-–---– =0. 

წკრივისათვი ე-ე თ) მა57+1 

გამომდინარე აქედან #=+თ, ე. ი. მოცემული მწკრივი კრებადია 

Lთ,1თ. შუალედში. შევნიშნოთ, რომ თანახმად მწკრივის კრება- 
დობის აუცილებელი პირობისა, ყოველი »X-თვის 

ჩ 

ყი=-=0. 
ჩათ M! 

წ3. სარისხოვანი მწკრივების ზოგიერთი თვისება 

მართებულია შემდეგი თეორემა. 
თეორემა 3... ხარისხოვანი მწკრივის ჯამი უწყვეტია კრებადო- 

ბის ინტერვალში. 
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ამ თყორემის თანახმად ხარისხოვანი მწკრივის ჯამი “წყვე- 
ტია I#, ინტერვალში, ახლა განვიხილოთ შემთხვევა, როცა 
ხარისხოვანი მწკრივი კრებადია X=M ან X=-M” წერტილიმი. 

თვორემა 3.2 (აბელი) ეთ.ქეათ 3 ი,» ხარისხოვანი მწკრივის 
იო0 

კრებადობის რადიუსია #. თუ ეს მწკრიეი კრებადია X=-ჩ ან X=/” 
წერტილში, მაშინ ის “უწყვეტია შესაბამისად I-#,0) ან (|07) 

სეგმენტზე, ე. ი. 

'უ > |- 3, ” ან M(2:+» |- XC) 7. 
. ”-0 ო-0 ი-0 ი-ი 

შენიშვნ. თუ მწკრივი ერთდროულად კრებადია X=-# და X= 
წერტილებში, მაშინ ის იქნება უწყეეტი L#;#I სეგმენტზე. 

პა. ბარისხოვანი მწკრივის წევრ-წევრად «ინტეგრებს და გაწარმოება. 

განვიხილოთ მწკრივები 

2,0,X (3.1) 

თი 
ო.“ 32 

2, M+I! (32) 

1 Mთ,»” (33) 

(32) მწკრივი მიიღება (3.1) მწკრივის წევრ-წევრად იჩტეგრე- 

ბით (0X) შუალედში, ხოლო (3.3) კი – (3.) მწკრივის წევრ- 
წევრად გაწარმოებით. 

თეორემა 3.3. (3.I), (32) და (3.3) მწკრივების კრებადობის რადიუ- 
სები ერთმანეთის ტოლია. 

თეორემა 8.4. ეთქვათ (3.,) მწკრიეის კრებადობის რადიუსია #>0, 

მაშინ ყოველი XI- M#:MI-თვის 

პათ” |4-2:4.) II =2. 2. 2--. 
ა სი=0 #=0 

თვორემა 38.5. (3.I) მწკრივის /X») ჯამი წარმოებადია ამ მწკრივის 
კრებადობის 1-?;”L ინტერვალში და ამ ინტერვალის ყოველი X 

წერტილისათვის ადგილი აქვს ტოლობას 

#6C0=თ,+2თ:X+..-+M0,V” +. 

შედეგი. ხარისხოვანი მწკრივის ჯამს აქეს ყველა რიგის წარ- 
მოებული თავის კრებადობის ინტერვალში. ამასთან, ჯამის #- 
ური (/=1,2,..). რიგის წარმოებული წარმოადგენს მწკრივის #- 

ჯერ წევრ-წევრად გაწარმოებით მიღებული მწკრივის ჯამს. 

299



მაგალითი 1. ვიპოვოთ (ა4ბ-დ4იი მწკრივის ჯამი. 

ამოხსნა. როგორც ეიცით 

დღ (XI<1. 
1+Xჯ 

ამ მწკრივის წევრ-წევრად ინტეგრებით, როცა IXI<I, მივიღებთ 

+1 XX. XI ი(I+X)= 1,4 =X უმ9ლ-=-+ (34) 

ამ მწკრიეს ეწოდება ლოგარითმული მწკრივი. მისი კრებადობის 

რადიუსი #=1. 
(34) ფორმულა ძალაში რჩება იმ შემთხვევაშიც, როცა X=I. 

მართლაც, თუ X=I, გევაქეს მწკრივი 

1.1. 1 

  

1უ–ნ4–---+... 
2.3 4 

რომელიც კრებადია. მაშასადამე აბელის თეორემის ძალით 

სთIი(I(+)=1-1+1-1+... 
. 23.4 

ე. ი. >>“ 

2.3 4 

მაგალითი 2. ვიპოვოთ I-1+1-...+(-I” ! +-.· მწკრივის ჯა- 
3 5 2/+1 

მი. 

                  , =1-(/7+/ –/65+--·+(-1)” (? + 

ამ მწკრივის წევრ-წევრად ინტეგრებით (XM<I: 
»ჯ 2ო+1 XX „ X ძი=X--+2=--... +(-I – 3.5 ავ. ლ) ი 02 

მიღებული მწკრივის კრებადობის რადიუსი #-1. 
(35) ფორმულა ძალაში რჩება მაშინაც, როცა X=1. მართლაც 

ამ შემთხვევაში მიიღება მწკრივი 

           

  

  

  

ეუეუსგაბ|ბ“ +C სწულათ 
ეს მწკრივი კრებადია. ამიტომ აბელის თეორემის ძალით 

IIიი თICICX = თICI81= I181_ 4 +(-I” 4... 8%- თ08::::3 5 ლი 
# 1.1 

„ი. –=)--6–--ი. +(–1 ი 2 ვაგ იოპლს” 231" 
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§#. ფუნქციის გაშლა ხარისსოვან მწკრივად. 

რტეილორისა და მაკლორენის მწკრივი და მათი გამოყენება 

განსაზღვრება #.L. ვიტყეით, რომ /#X) ფუნქცია IL ინტერვალში 

იშლება 2.0,» ხარისხოვან მწკრივად, თუ 
ი-0 

#X9=9%:ი,» , X6LVIL (4.1) 

წინა პარაგრაფის თეორემა 3.5-ის შედეგის თანახმად იმისა- 
თვის, რომ ფუნქცია გაიშალოს ხარისხოვან მწკრივად, აუცილე- 

ბელია ამ ფუნქციას ჰქონდეს ყველა რიგის წარმოებული მოცე- 

მულ. შუალედში. 
განსაზღვრება #.2. ეთქვათ /(XX) ფუნქცია განსასღვრულია Xი წერ- 

ტილის რაიმე მიდამოში და ამ წერტილში აქვს ყველა რიგის 
წარმოებული. მაშინ მწკრივს 

/ფ)+4 9) ი, აეე“ (4.2) 

ეწოდება /(X) ფუნქციის ტეილორის მწკრივი X წერტილში. როცა 
X0=0, (42) მწკრივს მაკლორენის მწკრივი ეწოდება. 

მტკიცდება რომ ერთიდაიგივე ფუნქციასს არ შეიძლება 

ჰქონდეს 04.) სახის ორი სხვადასხვა გაშლა. სამართლიანია 
შემდეგი თეორემა 

თეორემა 4.L ვთქვათ ხარისხოვანი 

ძი+ძთI(X–Xე)+ძ:(X-Xი)“+--·+ძა(X-Xი)”+--- 
მწკრივის კრებადობის რადიუსია #>მ. მაშინ ეს მწკრივი 
წარმოადგენს თავისი ჯამის ტეილორის მწკრივს. 

თეორემა 4.I1-დან გამომდინარეობს, რომ, თუ კრებადობის 
არეში ორი ხარისხოვანი მწკრივის ჯამი ერთმანეთის ტოლია, 
მაშინ ტოლი იქნება მათი კოეფიციენტები. ე. ი. თუ #») ფუნქცია 
იშლება სარისხოვან მწკრივად, მაშინ ეს გაშლა ერთადერთია 
და ეს ხარისხოეანი მწკრივი წარმოადგენს #») ფუნქციის 
ტეილორის მწკრივს. 

ისმება კითხვა, მართებულია თუე არა შებრუნებული დებულე- 

ბა? თუ #»X) ფუნქციას )I-#:#I ინტერეალში გააჩნია ყველა რიგის 
წარმოებული, მაშინ ამ ფუნქციის ტეილორის მწკრიეი იქნება 
თუ არა კრებადი IM: ინტერყალში, და თუ კრებადია, იქნება 

თუ არა მისი ჯამი #«ი-ის ტოლი? სასოგადოდ პასუხი ამ 
კითხვასე უარყოფითია. მოვიყვანოთ სათანადო მაგალითი. 

მაგალითი L განვიხილოთ ფუნქცია 
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1 

#C0ი = ი", როცა XX0, 

0, როცა X=90. 

ამ ფუნქციას 1თთ შუალედში გააჩნია ყეელა რიგის 

წარმოებული. მართლაც, თუ X#0, ცხადია 

/”ყა 22 „ 4_6) /თ-35967 /”95(4+->1 ,. 
ახლა ვაჩვენოთ, რომ /#X») ფუნქციას გააჩნია ყველა რიგის 

წარმოებული X>0 წერტილშიც და გამოვთვალოთ ის. ცხადია, 
რომ 

#'(0) = საქო #0) #0) სფ“ “ =1თ--=0, 
#-5-0 „აი Xჯ თ ი! 

I
-
 

  

/"0)= სუ 409-XX) #X) _ , 2» 2,“ 
=Iთ =1სი---=0, 

X-5–0 ჯაი Xჯ (ათ ი 

#”C)= ს /თ- /0) =0 
Xჩჯ--0 ჯ 

მაშასადამე #») ფუნქციის მაკლორენის მწერივია 

0+0-X+0-X-+..-+0-X”+..=0, -თ<X<თ, 
ამრიგად, მოცემული />X) ფუნქციისა და მაკლორენის მწკრი- 

ვის ჯამი ერთმანეთს ემთხეევა მხოლოდ და მხოლოდ X=0 წერ- 
ტილში. ე. ი. #X) ფუნქცია არ იშლება თავის ტეილორის 

მწკრივად X-0 წერტილის არცერთ მიდამოში. 
მოყვანილი ფუნქცია არის მაგალითი ისეთი ფუნქციისა, 

რომელსაც აქვს ყველა რიგის წარმოებული და მისი ტეილორის 
მწკრიეი ყველგან კრებადია, მაგრამ მწკრივის ჯამი არ უდრის 
ფუნქციის მნიშვნელობას. 

განხილული მაგალითიდან გამომდინარეობს, რომ ორ სხვა- 
დასხვა ფუნქციას ერთიდაიგივე შუალედში შეიძლება ჰქონდეს 
ერთიდაიგივე ტეილორის მწკრივი. მართლაც თუ 

თ(X) = 5'», (X- ჯა) მაშინ ცხადია, რომ იგივე 9 თ (X-»)” ტე- 
იო0 ი=0 

ილორის მწკრიეი X წერტილში აქვს თCX)+/IX) ფუნქციას, სადაც 
1 

  

#60) = გ I”. როცა X#X, 

0, როცა X=Xი. 
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შევნიშნოთ, რომ არსებობს ისეთი ფუნქცია რომელსაც 
გააჩჩია ყველა რიგის წარმოებული, მაგრამ მისი ტეილორის 

მწკრივი ყველგან განშლადია, გარდა ერთი წერტილისა. 
თეორემა #.2. იმისათვის, რომ #X) ფუნქციის ტეილორის მწკრივი 

კრებადი იყოს #X) ფუნქციისაკენ IXი-M,ი+ჩ( ინტერვალი, აუ(ჯი- 

დებელია და საკმარისი ამ ინტერყალის ყიველ წერტილში 
ადგილი ჰქონდეს ტოლობას 

სთ #M(X)=0, 

სადაც IX) არის /I) ფუნქციის ტეილორის მწკრივის ნაშთითი 

Vევრი. 
მოვიყვანოთ (4.) ტოლობის შესრულების ეფექტური საკმარი- 

სი პირობა. 
თეორემა #.3. გთქვათ /(X) ფ'უნქციას IX-M:X-+#L ინტერეალში აქვს 

ყველა რიგის წარმოებული. თუ არსებობს ისეთი #>0 რიცხვი, 

რმ 

I MC <M, XC1V%ი-/2:Xი+/?I, /7=0,1,2,... 
მაშინ IX--”ი+ჩL ინტერვალში /X) ფუნქცია იშლება ტეილორის 

მწკრივად 

დ 

#(Cი= ა“ #% XL" იც), IX-XეI<ჩ. 

მაგალითი 2. გავშალოთ ს მაყღორენის მწკრივად #X)=C ფუნქცია. 
ამოსსნა რადგან / VXX0=“თ, 7#=1,2,.. ამიტომ ნებისმიერი />0 

რიცხვისთვის 

0</VXო<2ი", VIXC1-/?,ჩ(,1=0,1,2,... 
მაშასადამე, თ ფუნქცია აკმაყოფილებს თეორემა 4.3-ის პირო- 

ბებს ნებისმიერ სასრულ ინტერვალში. ამიტომ C გაიშლება 
ხარისხოვან მწკრივად მთელს რიცხვით ღერძ!სე: 

„ალა. 
L- წ! 

მაგალითი 3. გავშალოთ მაკლორენის მწკრივად 51იX და 005X 

ფუნქციები. 
ამოხსნა. თუ 9#(CX)=§IX, მაშინ /“ (ი=9ი(X+”-I. ამიტომ 

VI%I<) ყოველი »X6CI-თ;თთეის. აქედან გამომდინარე თეორე- 
მა 4.ქ3ის ძალით §IიX ფუნქცია იშლება მაკლორენის მწკრივად 
მთელს რიცხეით ღერძზე: 

« (–I"ჯ მჯ.) 

§III X = ალ პში (0X+1)! (4.3) 
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'" 7# 2 (-I 
ანალოგიური მსჯელობით მივიღებთ, რომ ავალთ 

#50 ! 

მაგალითი # გავშალოთ მაკლორენის მწკრივად IიM(1+X) და მXCICჯ 

ფუნქციები. 
ამოხსნა. როგორც ვიცით 

“ ა) /+/ 04. (/<ს 
1+7 

1 

1+/ 
ამ ტოლობების წევრ-წევრად ინტეგრებით მივიღებთ შესაბამი- 

სად 1Iი(1+ი) და მგ%IVX ფუნქციების მაკლორენის მწკრივებს: 

=1-/? ბ _/ +--+(-1)” (ბ +... (III<1).   

  

2 1 4 

I(I+X)=X-=-+2-- 2-4... 

2.3 4 

XX ჯ ი ჯი 

ი'0Iლ: = XI ---+---ა.. +(-1 +. 
5 3 5 (I) 2M/+1 

ამ მწკრივების კრებადობის რადიუსია /#=1. 
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1.1. 

1.2. 

1.3. 

1.4. 

1.5. 

1.6. 

ამოცანათა პრებუშლი 

წრფივი ალგებრისა და ანალისური 
გეომეტრიის ელემენტები 

81. სიმრავლეთა თეორიისა და მათემატიკური 

ლოგიკის ელემენტები 

მართებულია თუ არა შემდეგი ჩანაწერი? 

1) 3C(0,-I,3,5); 2) -2C(-5,2,3), 
3) 5C(2M-1: /1CVMV); 4) 7CL(2/: MC7); 

დაადგინეთ შემდეგი ორი ჩანაწერიდან რომელია მართე- 

ბული: 

1) (2,3ჯ/C(2.3,(2,3,4)) თუ (2,3)C(2.3,12,3,4)); 

2) (2,31C(2.3,5,(2.3).(0,I,3)) თუ (2,3)C (2.3.5,(2,3).(0,1.3)). 
იპოვეთ 48, 4018 და 4V9, თუ: 

I) 4=(-3; 0; 2; 3;5))| 8=(-2;0; 1: 3:4) 
2) 4=(-8; -4; 1; 57:88), 8=(-3; 1; 5) 
3)4=|-5:2, 8=(I:4) 
4) 4=(0;7ცს 8=LI; 7) 
ჩაწერეთ მოცემული სიმრავლე მისი ელემენტების ჩამოთ- 
ვლით: 

1) 4=(XC-2)=0: XC#); 2) #=(-»X+3++10=0: XC7#|; 

3) 4=(-1</+2<5: /CM); 4) 4-(1<> <27: +XC2, 

5) იმ ლუწი ნატურალური რიცხეების სიმრავლე, რომლე- 
ბიც არ აღემატებიან 10-ს; 
6) 24-ის გამყოფების სიმრავლე. 
გამოსახეთ კოორდინატთა სიბრტყესე შემდეგი სიმრავ- 

ლე: 
)) 4=(1<X<3, -2<”/5=I, X,#CM); 

2) 4=(1X/ <0, X,»C#); გ 41560, M75ჩ: 

4) 4=LIXI <I, XC#ჩ1; 5) 4=17 >3, »#); 

6) #=(»>X, X,»X6C#); 7)4=(»<X, X»»67); 

8) 4=(ჯ? < #<2, X»6C7#| 

კლასში 35 მოსწავლეა. მათგან 20 დადის მათემატიკის 
წრეში, 11 – ფისიკის წრეში, ხოლო 10 ბავშვი არ დადის 
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ამ წრეებიდან არც ერთში. ამ კლასის რამდენი მოსწავ- 
ლე დადის ერთდროულად მათემატიკისა და ფიზიკის 
წრეებში? 

1.7. მთელი დღის განმავლობაში მაღასიაში I20 ადამიანი 
შემოვიდა. მათგან 50-მა შეიძინა მაგნიტოფონი, 40-მა ტე- 
ლევისორი, ხოლო 20-მა შეიძინა ტელევისორიც და მაგ- 
ნიტოფონიც, მაღაზიაში შემომსვლელთაგან რამდენმა 
ადამიანმა არ შეიძინა არც ტელევისორი და არც მაგნი- 
ტოფონი? 

1.8. კლასის ყოველი მოსწავლე სწავლობს ინგლის'ყრი, გერ- 
მანული და ფრანგული ენებიდან ერთ ან ორ უცხო ენას. 
ინგლისურს სწავლობს 16 მოსწავლე, გერმანულს +– 10, 
ფრანგულს – 9, ინგლისურს და გერმანულს ერთდროეუ- 
ლად სწაელობს 6 მოსწაელე, ინგლისურს და ფრანგულს 
– 3 მოსწავლე. სოლო ერთდროულად გერმანულსა და 
ფრანგულს არცერთი მოსწავლე არ სწავლობს. რამდენი 
მოსწაელეა ამ კლასში ? 

1.9. აჩვენეთ, რომ 

1) (4(V8)MCC4L)(8M%20; 2X4 ს ოს8C(C4%8)ს C; 

3) 4V 4V8)=/4()8; 4) C4VM8)სVC=,4M#8 LI C). 

1.0. დაადგინეთ შემდეგი წინადადებებიდან რომელია ჭეშმა- 
რიტი და რომელი მცდარი: 

1) VX 3)»: X+უ)/=3; 2) 3), VX: X+ჰწ7=3; 

3) 3X, V: X+)/=3; 4) VLX, 1): X+)/=3; 
11). იპოეეთ X2Xჩწ, #იიIი8, 5სი და II შემდეგი სიმრავლეები- 

სათვის (თუ ისინი არსებობენ): 

ს) 8=წ: -2<X<5, XC#M); 2) =(X:X5<3, X6C7#7); 

3) 6-11:»=ML. 4) 8-1! ” (ML. 
» #+1I 

§2. მოქმედებები ერთწევრებზე და მრავალწევრებზე 
მრავალწევრის მამრავლებად დაშლა 

  

შეკვეცეთ წილადები (MIM%2.1-23): 

    

2IL I 3»? +4X7/ . X” – 2X/ . ა »ჯ“ -4X+4. 4 1-3 

' 9»X?/ –16XV“ ' 27? – XV ჯ-4 ” 3+3X+3»?” 

2 _ 2 _ ჟC12 22... I) 3X 3». 20ძ 45ხ ; 

3(X- I» (2+3ხ) 

306



2.3. 

2.4. 

2.5. 

2.6. 

2.7. 

2.8. 

3ი" –6ცხ+3ს” · 4 5)? +10MჩI/+ 5”“ 

6თ” -6ხ. ) 15M? – 15)? 

1) 2 +ხ.. 2) ნ'-ძ'. 3) 2X) – 2)” 4 ვუ? -3ე?. 

M ჩ'-ძ 5+ – 5 6) +6/" 
  

შეასრულეთ მოქმედებები წილადებსე (MM24-2.8): 

    
  

      

        

  

  

    

  

ს 7 + 50 + ძ : 2) 4 3 _ X+2 , 

XI-9 X-3 X+3 X+2 X-2 2-4 
,) ”! ” 1 I 4 

ვ3უეარლალალღა- ; 4 + – · 
1-–ძი I+ძი I1I-ე? ) ძ+2 თძთძ-2 თი?-4 

4ი-3ი+-5 1-2ი 6 
ა 3 “2 + , 

ძ” -I ძ“+ძ+I) I-ი 

3 4 5 
2 – + : 

ი'+2იხ+ხ. ი? -2იხ+ხ. იც? -ხ? 
2. _ 2 2 3) ! _ 3ძიხ _ _ხ-ძ 14 ძ 4ი“ხ იხ“ ხ = 

ი-ხ იე.-ხ!,! ი'+იხ+ხ? ი-ხ ხჰ _ ეპ ძი?+იხ+ხ 

I I ძ ი »ჯ?+20იC+ძი“? 
1) (X2–1 _ღა-–-;: 2 ლელი 
) ს (CC X+1 | ) L-“- X+ძ 20“ 

    

2 

3) ?. ი 10 1-ძ :; 4) (თ+- ! I. „”- MI. 
X-–-ძ X+ძ ძ ჯ 1-/ #)-I 

ს( ხ +- 9 |5-% თ( 20 + 2ი + ზი | 2-1, 

თ“ -იხ ხ?-ძიხ) თი?-ხ? 22 ; 

· ი? L. => ი I 

3) ––_ · - ი. ., 

ძი+-. ძი“ +I +200) ს ძ0+ა! თ“ -M 

20ხ__,_ ხ 0-1) 
4ე?-9ხ: 3ხ-2ი)Lს 2ძ+3ხ). 

  

  

  

  

2) თა -IVI „ს +) 1- XV. 
XL++X“») X, – XII) "XI +1” 
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2.9. 

2.10. 

3.1. 

3.2. 

  

  

–I –I 
თ” -ხ” თ” +ხ” 

4 + 
) (> უძ თ'ხ თ” –->) => +ე“ ჩხ" = 

გაამარტივეთ და გამოთვალეთ (M%M29; 2.10): 

4-2VX , _VX 
, თუ X=8; ოდ +->-2 თუ »ჯ 

2) ს6X --რ. თუ ძ=2++/2,ხ=4-#V2; 

3) მ) 6. თუ ძ=7; 

1)     

  

2V9 

4) (46+I% 6, თუ 0=4. 

+Vი –ხ-/ხ ს) |9529-5?ი 3/ინ, =6,25, ხ=2,25; ) #5 –# V/იხნ თუ ძ 

2) +) VX-) თუ X=V3+1; 
X+VX+1 1-XVX ” 

3 +-# ლ) 
) თუ X=4;   –_ –=+ 

I-V # 

31.1 
ჟ2 -ხ2 4-ს თუ ძ=2+«2, ხ=3-+“2 4 იხ, თუ ძი=2++“2, ხ=3-+V2 

ი -V/ხ 

§3. კოორდინატთა სისტემები 

CX ღერძსე იპოვეთ X3 წერტილის სიმეტრიული წერტი- 
ლი Xჯ=-2 წერტილის მიმართ. 
ი” ლღერძსე იპოვეთ X»=-2 წერტილის სიმეტრიული 
წერტილი /=) წერტილის მიმართ. 
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3.3. 

3.4. 

3.5. 

3.6. 

3.7. 

3.8. 

3.9. 

3.10. 

3.11. 

3.12. 

3.13. 

3.14. 

3.15. 

3.16. 

3.17. 

3.18. 

იპოვეთ მანძილი 0X ღერძზე მდებარე X=-5 და X=2 წერტი- 
ლებს შორის. 
იპოვეთ მანძილი 0” ღერძზე მდებარე /=-15 და X=–3 წერ- 
ტილებს შორის. 
დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა სისტემაში მოცემუ- 

ლია წერტილები: #(-2;2), /34:-I), C(0:2), #X-3:-2). იპოვეთ 
მათი CX ღერძსე გეგმილების კოორდინატები. 
დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა სისტემაში მოცემუ- 
ლია წერტილები: „(4;-3), 8(-2:-4), C(-2:0), #X3;:5), იპოვეო 

მათი CV» ღერძზე გეგმილების კოორდინატები. 
იპოვეთ „(-4;-3), 8(0;-4), C(2;3), IX1:0) წერტილების სიმეტ- 

რიული წერტილები 0X ღერძის მიმართ. 
იპოვეთ #(5:-I), 8(-3;-5), C(-4:0), #X0:7) წერტილების სიმეტ- 

რიული წერტილები 0” ღერძის მიმართ. 

იპოვეთ #(7:1), „8C-4:0), CC5:-2), XX0:6) წერტილების სიმეტ- 

რიული წერტილები კოორდიჩატთა სათავის მიმართ. 
იპოვეთ „%(5;2), 8(-4;-6), C(-3;I), IX2:-4) წერტილების სიმეტ- 

რიული წერტილები პირველი და მესამე საკოორდინატო 
კუთხეების ბისექტრისების მიმართ. 
იპოვეთ #4C4;1), %2;-4), C(2;0), MC5:-6) წერტილების სიმეტ- 

რიული წერტილები მეირე და მეოთხე საკოორდინატო 

კუთხეების ბისექტრისების მიმართ. 

განსასღერეთ, რომელ საკოორდინატო მეოთხედებს შეიძ- 

ლება ეკუთენოდეს MVCდა))) წერტილი, თუ: 

I) X”>0, 2) Xე/<0; 3) X-/=0; 

4) X+/=0; 5) X+/>0; 6) X+)<0. 

იპოვეთ მანძილი 4 და 8 წერტილებს შორის, თუ: 

1) (3;0), „8C7;0); 2) #(0;-1), 8(0;-8); 

3) „4(-2;4), 8(6;4); 4) #(2:-9), 8(2;-11); 

5) 4#(-4,3), 8(0:0); 6) /(0;0), #(5;-12); 
7) #(-3;2), 8(2;-10); 8) /#(2;-1), 8(-2;2). 
იპოვეთ M(-3;4) წერტილის სიმეტრიული წერტილის კო- 
ორდინატები აბსცისთა ღერძის მიმართ. 
იპოვეთ VM(-2;4) წერტილის სიმეტრიული წერტილის კო- 
ორდინატები ორდინატთა ღერძის მიმართ. 
იპოვეთ M(C-3;2) წერტილის სიმეტრიული წერტილის კო- 

ორდინატები კოორდინატთა სათავის მიმართ. 
იპოვეთ 4C3;2) წერტილის სიმეტრიული წერტილის კო- 

ორდინატები #(2;-I) წერტილის მიმართ. 

იპოვეთ #4C4;2-)) და #9C03;-LI) წერტილების ბეგმილების 

კოორდინატები საკოორდინატო ღერძებზე. 
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3.19. 

3.20. 

3.21. 

3.22. 

3.23. 

3.24. 

3.25. 

3.26. 

3.27. 

4.1. 

იპოვეთ #(2:-3,)) და 8(-4;20) წერტილების გეგმილების 
კოორდინატები საკოორდინატო სიბრტყეებზე. 
იპოვეთ „(-3;1:2), ,8%(2:0;-I), C(3:5;2), #X-I;-3;-2) წერტილების 

სიმეტრიული წერტილები CXV საკოორდინატო სიბრტყის 
მიმართ. 
იპოვეთ #(4;-2:-1), 8(-4;!:-)), C(0;-2;1), IX4;1:22) წერტილების 

სიმეტრიული წერტილები 0X> საკოორდინატო სიბრტყის 
მიმართ. 
იპოვეთ X4C3;2;-1)), 8(4:5:2), CC-3;-2:-I), /X2;-I0) წერტილების 

სიმეტრიული წერტილები CXჯ ღერძის მიმართ. 
იპივეთ #(4;3;-2), 8(-4:-1:3), C(-L0:-2), #X-2:1;--3) წერტილების 

სიმეტრიული წერტილები 07 ღერძის მიმართ. 
იპოვეთ #(2;-5;1), 8(-2:3;-2), C(0;-3:3), IX4:2ე) წერტილების 

სიმეტრიული წერტილები კოორდინატთა სათავის მი- 
მართ. 
პოლარულ კოორდინატთა სისტემაში ააგეთ წერტილები 

4(L5). 8(>”). C(>+I, ი(>'C I. 2 4 6 6 

იპოვეთ ეC3) 8(.%I. 2C-3) ი(+) ფერტილე- 
4 2 3 6 

ბის სიმეტრიული წერტილების კოორდინატები პოლარუ- 
ლი ღერძის მიმართ. 
პოლარულ კოორდინატთა სისტემის პოლუსი ემთხვევა 
დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა სისტემის სათაეეს, 
ხოლო პოლარული ღერძი აბსცისათა ღერძს. 
) პოლარულ სისტემაში მოცემულია წერტილები 

4(55), 8(+5). C0:0, ი(>2-I. იპოვეთ ამ წერტილე- 

ბის დეკარტის კოორდინატები. 
2) დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა სისტემაში მო- 
ცემულია წერტილები ,%+%2;2), 8(3;:0), C(0:5), LXC5;0). იპოგეთ 

ამ წერტილების პოლარული კოორდინატები. 

§4. კომპლექსური რიცხვები 

იპოვეთ 27, და 7 კომპლექსური რიცხეების ჯამი და სხვა- 
ობა, თუ: 
1) 2უ)=2-3), 2:=-3+;I; 2) 2,=3, 2:2=-1+27; 

3) 2,=+V2 --/3 /, 2=-/2+-/3/, 4) 2,=-4/, 2:=-2, 
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4.2. 

4.3. 

4.4. 

4.5. 

4.6. 

4.7. 

4.8. 

4.9. 

2, 
იპოვეთ 2,-2 და –+„, თუ: 

2: 

I) 2,=1+2/, 2:=1-I; 2) 2,=3-), 2:=3+/; 

3)2,=-2, 2:=4+3;; 4) 2,=+5 -/, 2:=4/5 -2/. 
შეასრულეთ მოქმედებანი: 
ს) (+02++/:; 2) /-ჯ”+/ჰ-/“; 
3) §ჯ+3/ -48+“ ; 4) 3ჯ“-2/+/”-/. 

შეასრულეთ მოქმედებანი და პასუხი ჩაწერეთ ალგებრუ- 
ლი ფორმით: 

  

1) (I-2/-(2+/7+5/; 2) (2-/7X2+II0; 
ვე 2= >» _ #; 4ე 1=1+1+“/. 

1+4; 1+I 1–/ 
იპოვეთ განტოლების (I) ამონახსენი, სადაც X და  ნამ- 
დეილი რიცხვებია: 
1) (1+/)X+(2-3;)/=3+2/, 2) (3+27)X+(5+/)/=–2+3/. 
ამოხსენით განტოლება 

1) 22+3/+/2=0 2) 7-2 > -34=0. 
იპოვეთ კომპლექსური რიცხეის მოდული და არგუმენტი: 

ს –/; 2) -I+/; 3) -I-V37; 4) -V3 +. 
წარმოადგინეთ ტრიგონომეტრიული ფორმით შემდეგი 
კომპლექსური რიცხვები: 
I) 3; 2) 7, 3) -27; 

4) I+/; 5) 1443; 6) -ა8, 

ტრიგონომეტრიული ფორმით მოცემული კომპლექსური 
რიცხვების გამრავლებისა და გაყოფის წესის გამოყენე- 
ბით შეასრულეთ მოქმედებანი და პასუხი ჩაწერეთ ტრი- 
გონომეტრიული ფორმით: 

|) ეC =>. ქ? იია”+ იი?) 
2 2/ 2 4 4 

2) 3 ლ0§1-+/ფყი22 -2 ია 5 +902 
4 4 3 3 

3) V2( «მრა 1. „ნ ნაშ ++ ე, 

3!!



4.10. 

4.11. 

4.12. 

4.13. 

5.1. 

წ . #ჯ 
2| 00§-– +590 – #L რა, 2) 

#2 .. / 23%” 
00§ –“– |+/51ი, –“– 

( 3 ( 3 

4) (1-:2 (62% ++ |, 5) 

2(C057+751ი #) 

წარმოადგინეთ მაჩვენებლიანი ფორმით შემდეგი კომპა- 
ლექსური რიცხვები: 

6) 

I -I+/ 2) 1-3 7; 3) –+“3 +/; 4) -2+/. 
მუავრის ფორმულის გამოყენებით გამოთვალეთ: 

0 0+ი”, 2) 0-ჩ“; 

3) (1+-/3 #20; 4) (1464 +/%ი5 | 

გამოთვალეთ: 
ა) კუბური ფესვი 1-დან; 2) მეოთხე ხარისხის ფესვი 
-ILდან; 3, კვადრატული ფესვი )I-დან, 4) კვადრატული 
ფესვი –I”-დან; 5) კუბური ფესვი I-დან; 6) კუბური ფესვი 
+-დან; 7) კვადრატული ფესვი I+/, 8) კუბური ფესვი 
-I+/-დან; 9) მეოთხე ხარისხის ფესვი I-VI; 10) კვადრატული 

ფესვი I+-V/3 ”-დან. 
ამოხსენით განტოლება: 
1) 2“+4=0; 2) 477+9=0; 
3) 7?7+27+5=0; 4) 22-42+13=0; 
5) 57“--27+1=0; 6) 227–-102+25=0; 
7) 77+(5-21)#+5(1–1)=0; 8) 7 +(2/-3)2+1-31=0; 
9) ჯ“-372-4=0; 10) 77+22“+4=0; 
11) 21-8=0; 12) 22+16=0. 

8§ნ. მატრიცები და დეტერმინანტები 

იპოვეთ 4+7#8, თა: 

C 3) წ 2) 
ს 4= , 8= ; 

0 3 2 –1 

–-61 3 2 5 –-1 3 

2) 4=|2 –7 4), 8= –5 2. 6 |; 

2.0 4 3.1 –-2 
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5.2. 

5.3. 

5.4. 

5.5. 

3) 4= –“4 ) –2 , 8= 0 –2 4 : 

ტ 7 0 7 -4 |! 

-“2 § 0 -4 

4) 4=|0 ა! |, 8=)I 7 |. 

44 1 31 

მოცემულია მატრიცები 

4-(? I | და >წ –) ?). 
– 2.1 0. 1 .-=2 

იპოვეთ: 1) -44; 2) #+38; 3) 34-28; 4) 8-/. 
მოცემულია მატრიცები 

3 –I 2 –.4 1 
4=0 2 –3| და 8=|3. 0 -2. 

4-2 1 1 53.1 
იპოვეთ: 1) ”#-8; 2) 24+8; 3) 4-48; 4) 34-28. 

იპოვეთ 48 ნამრავლი, თუ: 

(2 –) 22.1 3 2 4. 

ა 4-Lკ 8) ჩ-L მ) 2 #-L" |? ს ) 
(–3 1I 3 12 I ა... 

  
/ 3. 1 · 1 4 +. 

5 4=|0 –2, ჩ-| ს 94. 2 3 .8-| 5 
1.1 52 3. 1 L 

, 3 
იჩ #=I1..1 წ) 8=| -21; 

LI2 1 4 გ 

LI -1 -2 -2 2 –3 
8)4=13 2 –1I,, #8=!-4 3 –-5. 

14.1 2457 
3 3 ) 

1) იპოვეთ 4, თუ 4#= 2. 1) 

3I3



5.6. 

5.7. 

5.8. 

1.2.1 

2) იპოვეთ 4,,თუ #=I –L 3. 1); 

0.21 

3) იპოვეთ #8-84, თუ 

3.1 0 1 2 –I 

4=|I2 –) 3, 8=)-1) 1 3 |; 

1.0 2 2.1 0 

4) იპოვეთ „84-48, თუ 

1.2.1 1.0 –I 

4=|-1 1 0,, 8=11 1 –1;/; 

0 2 1 -2 –-2 3 

5) იპოვეთ (#48)C, თუ 

4=რ0 3), მ-L 2) ი-(? 0 4. 
21 5.1 .0 

6) იპოვეთ „(8+C), თუ: 

4=0 2), >წ ,I' C-(0 2) 
3 4 2 5 

იპოვეთ C მატრიცა, თუ: 

2.3 1 – 
1) C=/“8-28', 4-| I -| I 

1 11 

1.1 5 
2) C=4'8-84, 4= , 8= · ; 

–-1 3 6 7 

2 

გამოთვალეთ დეტერმინანტები: 

  

1 –2 2 5 33 5 
' : 2 ; 3 ; ას ა. 2-5, >) 
4) 2.1 . 9 ვით 310/ . 905C 510 /# : 

40 ილია C005/ ვით C05/12           
გამოთვალეთ დეტერმინანტები სამკუთხედის წესით: 

314



5.9. 

5.10. 

5.11. 

5.12. 

2.-1 3 3 –I. 1 “21 4.2 I 

სა) 3 1 0;:21ჰ4 5 6:3)|)3 –-5 38;:4))0 3 4: 

1. 3 4 7 -58 2 2.0 1 5 -–5 7 

2.1 0 - 3 2 ძ –-ძ -ძ -X I MX” 

5) 3 | 2:6)4 1 0;7)იძ თ ი2«ძ|:8)0 –Xჯ –I!. 

4 563.1 -5 -2 1 ი –ი ი ბი ! –Xჯ 

გამოთვალეთ დეტერმინანტები მინორებად დამლის წე- 
სით: 

  

      

      

–-2 3 –I 2 –-5 I .. 

1. |1 4 2); 2)06 –I! -3; 3 2 4 I; 
–4 3 –3 21. 1 0 –1 0 

== 0-.210 0.1 0 I! 

493 1 0; 5 3.0 0 რჭ. 6 1-0 1 ი. 

3 –4 0.0 3 111.2 

0 1 2 0 -–111-1 1 

ამოხსენით განტოლებები: 

ს 3» –I =3. 2 2» 15, 7, 
Xჯ 2X–-3 2 1 1! Xჯ 

3.2 I »” 3 –I 

''---.–. 
ი. 1 3 2-X 212 

იპოვეთ #4 მატრიცის მიკაგშირებული მატრიცა, თუ: 

) 4-( 2 2) #-L” #) 
3 4 –-L 2 

1.2 0 1-1 

3) 4=|)0 1 83 |; 4) 4=I)0 1. –2. 

5.0 –I 311 0 

იპოვეთ 4 მატრიცის შებრუნებული მატრიცა, თუ: 

1.2 3 4 ბ 4 5 
1) 4-ს 8. 2) 4-C . 3) #=|I2 –3 11; 

3 -5 – 
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6.1. 

6.2. 

6.3. 

6.4. 

15.68, 8.3 4 2 2 3 

4)4=|7 1 6): 55:4=| I –I 2); 6)4=! 1 –I! 0. 

10 5 4 10 2 7 -I 2 1 

§0. წრფივ განტოლებათა სისტემები 

ამოხსენით სისტემები კრამერის ფორმულების გამოყენე- 
ბით (MM6.I-6.4): 

ს ათ: 2) იიი 1 

3X+2/=1, 3X+ 41 =18, 

ა 7-7 4 (ოილ) 

3X–- 7=4 –2X+3)X = 5, 

9 (ათ 0 6 I 27=0 

X-4)/=0, X+2) = 0. 

3X+2)/+ 3 = _ 2X+37/+2 =6 

1) > »#–-22=- 2) '- –27+2=0 

4X-– აიიი 2X+2/+2=5, 

3X-7+2=3 (=2X+ 7/-–37 =4 

3) 4X+2V/-2=2 4) 13X– X+22=-–4 

2X–#/+32 =4, X+7+2 =-–3, 

X+X7+2=0 2X+ 7<–7=0 

1) 412X–3);+42 =0 2) 1X+27+2=0 

(5X – 77/+82 = 0, (2X– /+32 =0. 

მ3X-+2=0 (X+27+2=0 

3) 4X+2”/<-22=0 4) 43X– 7+42 =0 

IX+»7+2=90, | X+7+2=0. 

(2X, +2X, +X, =2 (3X, +2X, – X, =5 

1) 4135-X+X =6 2) 4X, –3X, +I3X, = 

LX, – 3X, = –5, L2X, +X; – 3X, =4, 

(3X, +X, <2# =3 (72% – X, +2X% = – 

3) 42X+X, =3 4) 1X –X, =0 

L-X, + 2X; – Xკ = 2, L3X, – 4X, + 2X, = –L.     
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6.5. 

6.6. 

6.7. 

6.8. 

7.1. 

ამოხსენით სისტემები შებრუნებული მატრიცის გამოყენე- 

ბით (0MXM6.5; 6.6): 

3X, – 2Xე =4 2 2X, +3X, =8 

2X, +5X, =9, 4X, – X, =2, 

3) 2X +X, =5 ” X, –< 4X, =3 

X, – 3X, = –I1, –2X, +X, =1. 

5X, +2X, +3X, =0 

2X, – 3X, +4X, = –I 

X, +4X, +58 =8. 

5X, +4X, +3X, =17 

1) 445 +3X +2X, =14 2) 

2X, +2X, +X, =7, 

5X, + 7X, +7X, =4 5% +X, +6X, =2 

3) 43X,+4X, +4X, =2 4) 

4X, +4X, – 5X =0, 

დაადგინეთ თავსებადია თუ არა განტოლებათა შემდეგი 

სისტემები: 

3X, + X, +4X, =0 

5X – X, +3- = 0. 

(თ -–X =5 7 ს –2X, =3 

X,+2X, =4, 2X, –4X, =1, 

(X +2X, – X, =1 (25 – X, =3 

3) 43X,+4X, +X =2 4) 1X.+2X, –  =3 

L2X, + 2X, +2X, =3, (3X, –4X, +2% =4. 

ამოხსენით განტოლებათა სისტემები: 

(2X +5X, –4X =8 წი -3X- +4% =2 

1) 13ი+15C –9%–- =5 2) 43 +X, –3X, =1 

LX, – 5X, LX, =11, LX, +7X, – 11% = –3, 

(3X, +2X, – X, =0 (4X –X, +3– =0 

3) –22X, – X, +3X, =0 4) 4X, –X.+2X, =0 

LX, +3X, – 4X, = 0, (5X –< 2X, + 5X, =0.     
87. წრფივი ოპერაციები ჭექტორებზე. გექტორის 

გეგმილი ღერძზე. ვექტორის კოორდინატები 

–- 

მოცემული ძ და ხ ვექტორებისათვის ააგეთ 30, -ძ, 

3 24 – – – 

+2, ძ+ხ, ი-ხ,40+2ჩ,2ძ-3ხ. 
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7.2. 

7.3. 

7.4. 

7.5. 

7.6. 

7.7. 

7.8. 

7.9. 

7.10. 

7.11. 

7.12. 

7.13. 

მოცემული ი, ხ და 2 ვექტორებისათვეის ააგეთ: 39+C, 

ხ-2C, ი+ხ+C, 29- 3ხ+C, 30+ხ- 2C, ძ-2ხ+3C. 
– – 

ძ+ხ ძ-ხ 
    

მოცემულია Iძ=0, I = =15, 
  

  

=20. იპოვეთ 

მოცემულია I =7, IMI=IL, ძ-ს ი+ხ. 
      

  

=14. იპოვეთ 

–4 – 

ძ-ხ. 
  

მოცემულია II =5, (ხI= =12, ი Lხ , იპოვეთ ი+ხ 
  

და 

    

მოცემულია Iი1=1.5, > =0,8, ი ხ. იპოვეთ 
  
220+5ჰ. 

მოცემულია I =8, ხ) =5, (4,6 | – 20". იპოვეთ |ი+ხ:. 
    

მოცემულია I =5, MI =8, ყე =60?. იპოვეთ თ-ხ!. 

  

  

იპოვეთ ი ეექტორის გეგმილი / ღერძზსე, თუ მისი სიგ- 

რძეა |ი| =4 და ! ღერძთან ადგენს კუთხეს: 

1) 30?; 2) 1209. 

იპოვეთ CX/ სიბრტყეზე მდებარე 4 ვექტორის გეგმილი 

0” ლერძზე, თუ მისი სიგრძეა |ი=6 და CX» ღერძთან 

ადგენს 60"-იან კუთხეს. 

მოცემულია ვექტორები თ(I;-2:4), ხ (-3;L-2). იპოვეთ შემ- 
დები ვექტორების კოორდინატები: 

ს ი«+ხ; 2) 2-ხ; 3) 20; 4) 39 -5ხ. 

მოცემულია ვექტორები ი (4;-3;6), ხ C-5:2:4). იპოვეთ შემდე- 
გი ვექტორების კოორდინატები: 

– 

ი 3ხ; 2) 22-56; 3) 10+4ს; 4) 20-ხ 

მოცემულია „»(-3:4;2) და ,/8(2;1:5) წერტილები. იპოვეთ 48 

და 84 ქექტორების კოორდინატები. 
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7.14. 

7.16. 

7.17. 

7.18. 

7.19. 

7-20. 

7.21. 

8.1. 

8.2. 

8.3. 

მოცემულია 48(4:2;) ეექტორი და ჩ(IM4:5) წერტილი. 
იპოვეთ 4 წერტილის კოორდინატები. 
მოცემულია წერტილები V„(3;-1;2); 8(0;-5;3); C(-2:1;4), იპო- 

ვეთ შემდეგი ვექტორების კოორდინატები: I) 48: 2) ს8C; 

3) C4; 4) 48+8C; 5) 4C-/8; 6) 248+38C4C4. 
მოცემულია წერტილები #04;0;-4); 8(-1:3:); C(5:7;0), იპო- 

ვეთ შემდეგი ვექტორების კოორდინატები: 1) 4C, 2) 48; 

3) 8C, 4) 48+4C; 5) 48-8C; 6) -348+28C -5/C. 
კოლინეარულია თუ არა ძ და ჩ ვექტორები, თუ: 

ს) 9 C3:-2;1), ხ (6:4:-2); 2) 4:41). ხ CIL-8.)). 
4-ს რა მნიშვნელობისთვისაა კოლინეარული ვექტორები 

ძ(1;-2:4) და ხ (-4:8:3)? 
იძ და #ს რა მნიშვნელობებისათვის არის კოლინეარული 

ვექტორები თ (1;თ-2), ხ (/1.4;6)? 
აჩვენეთ, რომ „((3;-1;1), 8(2;3;-1), C(3;:3:-5) და #X2;-I,-19) წერ- 

ტილები წარმოადგენენ ტრაპეციის წვეროებს. 
აჩვენეთ, რომ #XI;-I:3), ,%(2:2;-5), C(4;I:-6) და IX3;-2:2) წერ- 
ტილები წარმოადგენენ პარალელოგრამის წვეროებს. 

§მ. ვექტორთა სკალარული ნამრავლი 

იპოვეთ 4 და ხ ვექტორების სკალარული ნამრაელი, 

თუ |4=2, I0I-5, (2,6 |=<. 

იპოვეთ ძ და ხ ვექტორების სკალარული ნამრავლი, 

თუ |91=4, || =-/3, (2,6)->-. 

მოცემულია CI =3, |ხ|=4, (2.6|=+. იპოვეთ 

––- – – -.V 

ს ძ-ხ; 2) ხ2; 3) («+I. 

319



8.4. 

8.5. 

8.6. 

8.7. 

8.9. 

8.10. 

8.11. 

8.12. 

ი (2-2). ა””” (გ2+2).(2+37). 

მოცემულია MI =3, (9= =2, ·L ხ)=+ „ იპოვეთ 

ს) 2-ხ; 3) ხ! 

4 (22). 5 CI, 6 (22+2 |(+->X. 

იპოვეთ კუთხე ჩ და ხ ვექტორებს შორის, თუ I =4, 

Iს =I, 2-ხ=2+2. 

იპოვეთ კუთხე ხ და C ვექტორებს შორის, თუ |ხI=3, 

I=4, ხ-C=6. 

იპოვეთ გეგ ,ხ, თუ I =2, თ.ხ =-4, 

5– 
იპოვეთ გებ (2 3) თუ % =1, ძ.ხ=-6. 

– 

იპოვეთ ბეგ;(24-X), თუ I91=4, (61 =2, (2,6 |- 

იპოვეთ ბებ. 2+25 |, თუ Iძ =2, (6.=4, წ. 

გამოთვალეთ: 

ს (7 XI I-/|-(M-27) I+7+6(X-X), 

2) ,V-2|- 1(2/+1|#- 7)+ML-)+21, 

3 (7 XI). -(2+I I #-/+X0+X) : 

ი 2) -/(2+%I)+VI-X). 
– 

იპოვეთ ძ და ხ ვექტორების სკალარული ნამრავლი: 

) თ(I0-5), ხ (3:12); 2) 2(2+V2;3;-1), ხ(–+V2:1-2); 

ა
ა
 

სა
პ 
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8.13. 

8.14. 

8.15. 

8.16. 

8.17. 

8.18. 

8.19. 

8.20. 

8.21. 

3)თ =3/-4/+L,ხ = I+/; 4)ძ=/37-=4)++/5L, ნ6=-2/3 7-3). 

იპოვეთ #C-8C. თუ 463:2:-I), 8C4:0:2), C(1:2:3). 
იპოვეთ 48. ჩC, თუ „4C-I;2:0), /%(2;-3;2), CLC1:4:5). 

იპოვეთ 2 და თ, ვექტორების სკალარული ნამრავლი, 

თ)'უ: 

ს) თ =3ი-2ხ; C=ი+3, «(IL-2-I), #(2:1:-I; 

2) ი = 20+ 5; 2, = –30+ხ ' ძ (2-2- I, ხ (0:1;1). 

იპოვეთ ძ ვექტორის სიგრძე და მიმართულების კოსინუ- 
სები, თუ: 

ს) 2(3:-2:6); 2) 2(3V2;-2;V1); 
3) ძ =3/-5/+V2#; 4) ძ=2I+3/-6#. 

იპოვეთ ძ ვექტორის მგეზავი, თუ 

I) 9 C-6:2:-3); 2) ძ=/+2/-2L. 

იპოვეთ კუთხე ძ და ხ ვექტორებს შორის, თუ: 

) 2(1-2;-2); 6 (2:-623); 2) 2(3-+V2:5), ხ CI2+2 #0). 
3) თ=2/-4/+4L; ხ =-3(+2/+6L; 

4) 9=2I+3/-6M, ხ=1-2/-2L 

იპოვეთ კუთხე ძ და ხ ვექტორებს შორის, თუ: 
– – 

ძ=0+2ძ, ხ=2C-ძ, 2=(L-I-ს.  ძ=C22;ს. 

იპოვეთ კუთხე 48 და 8C ვექტორებს შორის, თუ: 

4(1:3;-2), 8(4;5:4), CL(5:7;6). 

განსაზღვრეთ, თ-ს რა მნიშვნელობებისათვის იქნებიან 4 

და ხ ვექტორები ურთიერთპერპენდიკულარული, თუ: 

ს ი=თI-3/+2, ხ=/+2/-თL; 

ხ 2) ძ=თ/+3/+4L, 
=- – 

=4I+თ/+7L. 
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8.22. 

8.23. 

8.24. 

8.25. 

9.1. 

9.2. 

9.3. 

9.4. 

9.5. 

მოცემულია ძ=5/+2I+5L, ხ= 2/– 1+2L გექტორები. იპო- 

ვეთ გეგ..ძ. 
– 

იპოვეთ გებ.ხ, თუ ძ =C2:2;1, ხ =(0:3;6). 

– – – 

მოცემულია ძ =3/–6/–#, ხ=I+4/-5 და C =3I-4/+12L 

ვექტორები. იპოვეთ =C 3) 

მოცემულია „7%(II2;-3), 8(7:4:0) და C(1;-I:2) წერტილები. იპო- 

ვეთ გეგ . 48. 

§მ. ვექტორთა ვექტორული ნამრავლი. 

სამი ვექტორის შერეული ნამრავლი 

48C0-4,8,C,ს პარალელეპიპედში 48, #ი, 47, გვექტორ- 

თა სამეულს მარცხენა ორიენტაცია აქვს. განსასლერეთ 
ვექტორთა. შემდეგი სამეულების ორიენტაცია. 

1) ჩი, LM, იC; 2) CC, Cნ,, C8; 

3) იი, 7, , ჩ#4: 4) ჩ4, 88, , 8C 

იპოვეთ ძXხ , თუ: 
    

ს) |ძ=4, MI -3(2,6)=>, 2) |91=5, |9=2+V3 , ყვ. 

3)|9| =2V3 ,ხ-3,(276|=<, 4)|9|=5+X2 , |ს|=4, (+: ხ)=5. 
4 

45 – 

იპოვეთ |იXხ, თუ: 

    

ს | =10, |ხ=2, თ ·ხ =12; 2) |ი|=2, |ხI=6, 2 ·ხ =–6. 

იპოვეთ ძ ·ხ, თუ: 

1) |I=3, |ხI=26, (9X6 =72; 2) |ი1=5, |0I=6, (=Xხ =15+2. 
        

მოცემულია |9|=3, |6|=4, 2 LV . იპოვეთ: 
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9.6. 

9.7. 

9.8. 

9.9. 

9.10. 

9.11. 

)) (2+2»(4-:), 2) (მ 2)»(+-»|. 
–- – –,.- 27 

მოცემულია I =I, Iხ =2, (2 , !) = 5. - იპოვეთ: 

· სკა? 6 – 2- ს 
ა (> ა) ; 2) (თ ;|+(2+ 2)| 

4 – -– ? - – ,უ -– ს 

3) ((<. #| X(32- :)| ; 4) ((- 30C 3) 

შეასრუ დეთ მოქმედებანი: 

ა (7. #)- + #9 (I(/+/- XI, 

2) (> #I- 2C> #I- #. (7 7) 

3) 2» /)- რ» +6/(X% 7) ; 

4) რი 7+ 2 #7 I- I. »(- /+ #- 3 · 

იპოვეთ ძ» ხ, თუ: 

ს 2 დ:-3;I), ხ C-2:0»I); 2) ძ (3;-2:0), ჩ (-2:1:4); 

3 2=2-7+3, ხ=1+2/-6; 4 9=3-2/#L, 6=7/-%. 

  

  

მოცემულია თ (3:-I-2) და ხ (I2;-I) ვექტორები. იპოვეთ: 

ს (22 :»ი, 2) C I (22 ნ). 

იპოვეთ 2 , ხ და 2 მექტორების შერეული ნამრაელი, 
თუ: 

ს 9=71-/+3–, ხ=-2(+2/+#, C=3/-2/+5ჩ; 
2) 9=2(–-7/-#, ხ=1-3/-#, C= /+/+4. 

შეამოწმეთ კომპლანარულია თუ არა ი ი,ხ ხ.” ვექტორები 

ს 2(0:3-ს, #(I-I 3) 2C(I9-I0; 2) 9«(2:-2:1),  #(2;1:2), 
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9.12. 

10.1. 

10.2. 

10.3. 

10.4. 

10.5. 

10.6. 

10.7. 

10.8. 

10.9. 

10.10. 

10.11. 

206>-I-2); 3) ი(3-I2), ხ(12:-3), (3:47); 4)  24(2:57), 

ხ (LI--I);. C (112;2). 
შეამოწმეთ მდებარეობს თუ არა ერთ სიბრტყეში წერტი- 
ლები: I) 4(5;7;-2), 803;I:--)), C(9;:4:-4), IXI;5:0); 2) ·4(0:0;1), 

8(2:1;5), C(6;:2:3) IX3;722), 3) #(I;2;-1)), „8(0;1:5))| CXC-1;2:1), 

#X2;1:3); 4) #(2;2:2), (8(4;3;3), C(4:5;4), IX<5;5:6). 

810. გეჭტორების ზსოგიერთი გამოყენება 

იპოვეთ მანძილი 4 და 8 წერტილებს შორის: 
1) 4C2;1), 85(1:5); 2) #(14:2), 8(9;14); 

3) „CI;3;1), 8(1;0;7); 4) 4(-2;-6;2), I8(4;-6;-6). 
სამკუთხედის წვეროებია „(3;-4), ,8C3;4) CLC-2;ბ). იპოვეთ 

ბქერდების სიგრძეები. 
სამკუთხედის წვეროებია „(1;4;3), 8(7:8-I) და CX1;2;L. იპო- 

ვეთ მისი შუამონაკეეთების სიგრძეები. 
აჩვენეთ, რომ სამკუთხედი, რომლის წვეროებია #(I;I), 
8(2:3) და C(5:-1) მართკუთხაა. 

აჩეენეთ, რომ სამკუთხედი, რომლის წეეროებია „#(-2;3:4), 

80;1;-5) და C(0;:-2-5) ტოლფერდაა. 
იპოვეთ #48 მონაკვეთის შუაწერტილის კოორდინატები, 

თუ: 1) 4C-2;4), „8(4;-6); 2) #(3;-1:2), ,8(4;-3;0). 
M არის #8 მონაკვეთის შუაწერტილი. იპოვეთ „,88 წერტი- 

ლის კოორდინატები, თუ: 1) 4#C3;2), M(I,2);, 2) /#(1:3:1), 
M(-2;-1;3). 
მოცემულია „(-2:4) და 8(2:2) წერტილები. იპოვეთ 8 წერ- 

ტილის მიმართ 4 წერტილის სიმეტრიული წერტილის 
კოორდინატები. 
მონაკვეთი, რომლის ბოლოებია >4C4;-6) და 8(2:8), დაყო- 
ფილია ოთს ტოლ ნაწილად. იპოვეთ დაყოფის წერტი- 
ლების კოორდინატები. 
მონაკვეთი, რომლის ბოლოებია 2-I;-3) და ,8%4;3), დაყოფი- 
ლია სამ ტოლ ნაწილად. იპოვეთ დაყოფის წერტილების 
კოორდინატები. 
იპოვეთ 48Cჩ ტეტრაედრის მოცულობა და # წვეროდან 
დაშვებული სიმაღლის სიგრძე, თუ: 1) 7”(2;1:3), I9(4:1;3), 

C(5:5;13), LX(5:5:5); 2) 4#(2:3;)), 8(4;1-2), C(6;3;7), I(-5;-4;8). 
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10.12. 

10.13. 

10.14. 

10.15. 

10.16. 

10.17. 

10.18. 

11.2. 

11.3. 

10.4. 

11.5. 

იპოვეთ # ძალის მიერ § გადაადგილებაზე შესრულე- 

ბული მუშაობა, თუ |/'| =2, II =5, (#.+)=<. 

იპოვეთ მუშაობა, რომელსაც შეასრულებს #” (3;-2:-5) ძა- 
ლა მისი მოდების წერტილის სწორხასოვანი გადაადგი- 
ლებისას „#2;-3:5) წერტილიდან #(3:-2;-I) წერტილამდე. 
მოცემულია ერთ წერტილხე მოდებული სამი ძალა 

M (3;-4:2), IV (2:3;-5), 7” (-3;-2;4). გამოთეალეთ მათი ტოლ- 

ქმედის მიერ შესრულებული მუშაობა, როცა მათი მოქმე- 
დების წერტილი სწორხა'სოენად გადაადგილდება 

4(5:3:-7) წერტილიდან #804;-I;4) წერტილამდე. 

M(C3:2:-4) ძალა მოდებულია #(2;-1I) წერტილზე. იპოვეთ 
ამ ძალის მომენტი კოორდინატთა სათავის მიმართ. 

#L(2:-4:5) ძალა მოდებულია M(04-23) წერტილ“ე. იპოვეთ 
ამ ძალის მომენტი #(3:2:-)) წერტილის მიმართ. 

M (3:4-2) ძალა მოდებულია M(2:-I;-2) წერტილ“სე. იპოვეთ 
კოორდინატთა სათავის მიმართ ამ ძალის მომენტის 
სიდიდე და მიმართულების კოსინუსები. 

#(2;2:9) ძალა მოდებულია M(4;2:--3) წერტილზე. იპოვეთ 
40240) წერტილის მიმართ ამ ძალის მომენტის სიდიდე 

და მიმართულების კოსინუსები. 

§1. წრფე სიბრტყეზე 

მოცემულია წრფე 2X»X-3”-3=0. შემდეგი წერტილებიდან რო- 
მელი მდებარეობს მასსე და რომელი არა: #MI(3;!), MX(2;3), 

MX(6:3), MXC-3;-3), #MX(3;-1), M%(-2;1)? 
M,., #., M3§, MM. წერტილები მდებარეობენ 3X-2”-6-0 წრფე- 
სე იპოვეთ ამ წერტილების ორდინატები, თუ მათი 
აბსცისებია შესაბამისად 4; 0; 2; -6. 

M,, M. Mვ. M. წერტილები მდებარეობენ »-3X+2=0 წრფე- 
სე. იჰოვეთ ამ წერტილების აბსცისები, თუ მათი ორდი- 
ნატებია შესაბამისად |; 0; -I; 3. 

იპოვეთ 4X-5#-12=0 წრფის აბსცისთა ღერძთან გადაკეეთის 
წერტილი. 
იჰიოვეთ 2X-3”-I2=0 წრფის საკოორდინატო ღერძებთან გა- 
დაკვეთის წერტილები და ააგეთ ეს წრწყე. 
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11.6. 

11.7. 

11.8. 

11.9. 

11.10. 

11.11. 

11.12. 

11.13. 

11.14, 

11.15. 

დაადგინეთ, ი-ს რა მნიშენელობისთვისაა (ძი+2)X+(ი“-9)/+ 
+3ი”-ზძ+ 5=0 წრფე: 
1) აბსცისთა ღერძის პარალელური; 
2) ორდინატთა ღერძის პარალელური; 

3) კოორდინატთა სათავესე გამავალი? 
დაადგინეთ ძ-ს მნიშვნელობა, რომლისთვისაც 
(ი-2)X+(9+3)+ი“+ი-6=0 ტოლობა წარმოადგენს: ა) აბსცის- 
თა ღერძის განტოლებას; ბ) ორდინატთა ღერძის განტო- 

ლებას. 
იპოვეთ შემდეგ წრფეთა გადაკვეთის წერტილები: 
1) 5X-3/-4=0, X-2=0; 2) 3X+4)/-6=0, X+2=0; 
3) 3X-4)/-29=0, 2X+5)+19=0; 4) 2X-3)+5=0, X+2)/-1=0. 
48C სამკუთხედის 48, 8C და #C გვერდების განტოლე- 
ბებია შესაბამისად 4X+3V-5=0, X+3/+10=0 და X-2=0. იპოვეთ 
სამკუთხედის წვეროების კოორდინატები. 
წრფის კუთხური კოეფიციენტია # ხოლო ამ წრფის 0” 
ღერძთან გადაკვეთის წერტილის ორდინატია ხ. შეადგი- 
ნეთ წრფის განტოლება და ააგეთ ნახაზი, თუ: 

1) #=3, ხ=-2; 2) #=–I, ხ==, 3) #=2, ხ=0; 4) #=0, ხ=–3. 

შემდეგი წრფეებისათვის იპოვეთ # კუთხური კოეფიციენ- 
ტი და CV» ღერძთან გადაკვეთის წერტილის ხ ორდინატი: 
1) 5X-”+3>0 2) 2X+3»-6-0. 3) 7-3=0; 4) 3X+2)=0. 
შემდეგი წრფეების განტოლებები ჩაწერეთ ღერძთა მონა- 
კვეთებში და ააგეთ ნახაზი: 
1) 2X+3/-6=0C;„ 2) 4X-3)+24=0; 3) 2X+3/-9=0; 4) 5X+2)/-1=0. 
გამოთვალეთ საკოორდინატო ღერძებითა და მოცემული 
წრფით შედგენილი სამკუთხედის ფართობი: 
1) 3X+2»-12=0; 2) 7X-2X- 14=0. 
შემდეგი წრფეების განტოლებები ჩაწერეთ ზოგადი სა- 
ხით: 

    ე #-2-#-2. უვ X+3-7-I. 
3 2 0 2 

7 >2+1_ »+1. 4) X_ »-2. 
–2 0 5 6 

შემდეგი წრფეების განტოლებები ჩაწერეთ შზსოგადი სა- 
ხით: 

=2! -1 =1+1 X=3 X=2! 
ს 17 ; 24“ 3.1“ : 494“.“,. 

»=2I!+1 X»=3! »=1-I »7X=5! 
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11.16. 

11.17. 

11.18. 

11.19. 

11.20. 

11.21. 

L1,22. 

11.23. 

11.24, 

11.25. 

11.26, 

11.27. 

11,28. 

11.29. 

შეადგინეთ ორ მოცემულ წერტილზე გამავალი წრფის 

განტოლება: 1) 4(-1:2), 8(2:-1); 2) #(2:-2), 8(2:3); 3) #C(-2:-I), 

8(2;)); 4) #(7;1). 8(LI). 
იპოვეთ ორ მოცემულ წერტილზე გამავალი წრფის კუთ- 

ხური კოეფიციენტი: 1) „(2;-5), #8%(3;2); 2) /4(5;-3), „8(-I;6). 

4C12;-13) და #8(C-2;-5) წერტილებსე გამავალ წრფესე იპო- 
ვეთ წერტილი, რომლის აბსცისაა 3. 
4#(2:-3) და #8(C6;:5) წერტილებსე გამავალ წრფესე იპოვეთ 
წერტილი, რომლის ორდინატა -5-ის ტოლია. 
შეადგინეთ 48C სამკუთხედის გვერდების განტოლებები, 

სადაც 4C(-1:2), ,8(5;3), C(4;-2). 

შეადგინეთ 48Cნ ჰეადრატის დიაგონალების 

განტოლებები, სადაც ”(1;1), 8(4;2), C(5;-)), IX2;-2). 

შეადგინეთ 48C სამკუთხედის მედიანების განტოლებები, 

სადაც #C07;0), %3;6), C(-I;1). 
შეადგინეთ M# წერტილზე გამავალი წრფის განტოლება, 
რომლის კუთხური კოეფიციენტია #: 
1) MX%(-2;:1), #=2; 2) M70(0;2), #=–I. 

შეადგინეთ #(5:33) წერტილსე გამავალი იმ წრფის 

განტოლება, რომლის ნორმალური ვექტორია VI (510). 

შეადგინეთ იმ წრფის განტოლება, რომლის ნორმალური 

ვექტორია ” (3:2) და რომელიც გადის წერტილ“სე 

C(-3;5). 
შეამოწმეთ, პარალელურია თუ არა წრფეები: 

1) 1=2X-5, 7=2X+1; 2) #=-X+3, #=X-I; 

3) 2X-3)7+4=0, 3X+4)/-3=0; 4) X-3/-2=0, -2X+6)+7=0; 

5) 9X+3)+2=0, /=–-3X+I; 6) X+3)-6=0, )-2X-3. 

შეამოწმეთ, პერპენდიკულარულია თუ არა წრფეები: 

4 3 
1) )= 142, #7=+-3X-1, 2) # -3+XM, # -.X2; 

3) 2X-/-1=0, X-2)”+1=0; 4) 2X-2»7+1=0, 3X+3)+1=0; 

5) 2X+10X#-5=0, )=5X-I; 6) X-3=0, V-2=0. 

შეადგინეთ M წერტილზე მოცემული წრფის პარალელუ- 
რად გამავალი წრფის განტოლება. 

1) M0%X(0:2), 1-ს 2) Mი(1;), /=-3X; 3). Mი(2:1), 2X+3)/+4=0; 

4) M/(-2;-5), 3X+4»#-2=0; 5) Mი(-I:3), X-4=0; 6) M/V(1;3), ;+2=0. 
შეადგინეთ Mი წერტილზე მოცემული წრფის პერჰენდი- 
სპულარულად გამავალი წრფის განტოლება: 
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11.30, 

11,31. 

11.32. 

11.33. 

11.34. 

11.35. 

11.36. 

11.37. 

1) M0X(2:2), #=3X-1; 2) M0(4:0), 75-1+X++: 3) Mი(1;3), 3X-3)/-1=0; 

4) Mი(2;-1), X-6)+12=0; 5) MXი(2;5), X+3=0; 6) /Mი (<2) „ 27-1=0. 

იპოვეთ კუთხე შემდეგ წრფეებს შორის: 

1) 1=2(0+5, /=–-3X+I; 2) 7->XV, X= -5X3; 

3) 5X+7=0, 3X+2)=0; 4 27/-2V/3X-I-ნი )X+2=0; 
=/ –1I =3/-I =(-1 5 4“ , 1 LL 6 2-3/+5=0, 1“ ; 

»#=2/+5, »”=VI/+3, #7=-21+! 

_ _ =2/-1 უც +-1-X+2 XX». ფ X-»II. )» . 
3 4” 4 3 == »#»=-/+2 

გამოთვალეთ მანძილი წერტილიდან წრფემდე: 
1) M(2-I), 4X+3/+10=0; 2) M(0;-3), 5X-12/-23=0; 

3) M-23), 7==X2) 4) Mც;ს, · 3/-1=0; 
X=4I –1 2 +1 

5) M(I>I), 5; 6) MCI0), +=-=-4=4#“", 
X=3/ ყო –I1 2 

4(02-3 წერტილი იმ კეადრატის წვეროა, რომლის ერთ- 
ერთი გვერდის განტოლებაა 3X-2»+1=0. იპოვეთ კვადრა- 
ტის ფართობი. 
იპოვეთ მანძილი პარალელურ წრფეებს შორის: 

0 3X+/-3+/10 =0, 6X+2»+5+V10 =0; 2) 2X-)+3=0, )=2X-7; 

3) X-1=0, 2X+7=0; 4--=-- ,.-5=2 ა. 
“4 3 8 –6 

კეადრატის ორი გევეერდის განტოლებებია X-3»#+5=0, 
»ჯ-3/+25=0. იპოვეთ კეადრატის ფართობი. 

შეადგინეთ 48C სამკუთხედის X7(5;-4), „8CI:3),) ”CLC-3;-2) 

წვეროებზე მოპირდაპირე გვერდების პარალელურად გაევ- 

ლებული წრფეების განტოლებები. 
იპოვეთ იმ სამკუთხედის კუთხეები, რომლის გვერდების 
განტოლებებია 18X+6)”-17=0, 14X-77+15=0 და 5X+10)/-9=0. 
შეადგინეთ 2X+3)»-18=0 და X-5#+I/7=0 წრფეების გადაკეე- 
თის წერტილსე გამავალი საკოორდინატო ღერძების 
პარალელური წრფეების განტოლებები. 
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11.38. 

11.39. 

11.40. 

11.41. 

11.42. 

12.1. 

12.2. 

12.3. 

12.4. 

12.5. 

12.6. 

12.7. 

12.8. 

შეადგინეთ 2X-3/+7=0 და 3Xა-6=0 წრფეების გადაკვეთის 
წერტილსე 2X-/-5=0 წრფის პარალელურად გამავალი 
წრფის განტოლება. 
იპოვეთ 4#48C სამკუთხედის კუთხეები, თუ #(1:0), #8(7;0), 

C(4;3V3). 

სამკუთხედის წვეროებია 7#(2;!), „8(-1;-1) და C(3;2). შეადგი- 
ნეთ სიმაღლეების განტოლებები. 
სამკუთხედის წვეროებია #(3;2), 8(5:-2) და C(I;0). შეადგი- 
ნეთ მედიანების განტოლებები. 
სამკუთხედის წეეროებია „(-I:-3), 8(-2;1) და C(3;1). იპოვეთ 

მანძილი #4 წვეროდან 8/) მედიანამდე. 

§12. სიბრტყე 

მოცემულია სიბრტყე Xჯ-3)/+27-5=0. შემდეგი წერტილებიდან 
რომელი მდებარეობს მასსე და რომელი არა: V#II(1;2;5), 

#M/-(-2;1;4), /M3(5;3;4), #/+(3;0:1). 

4(2:4;ი), 8(ხ:5-3) და CCსC2) წერტილები მდებარეობენ 

5XL/-32+I=0 სიბრტყეზე. იპოვეთ ძ, ხ და 0. 
იპოეეთ 4X-2/+32-24=0 სიბრტყის საკოორდინატო ღერძებ- 

თან გადაკვეთის წერტილები და ააგეთ ეს სიბრტეე. 

შეადგინეთ #V წერტილზე გამავალი იმ სიბრტყის განტო- 

ლება, რომლის ნორმალური ვექტორია »: 

1) M(C-6;1;3),. / (2;4:5); 2) M#I;-3;-2), . » (5;-1:4). 
შეადგინეთ კოორდინატთა სათავეზე გამაეალი იმ სიბრ- 
ტყის განტოლება რომლის ნორმალური ვექტორია 

» (2222). 
შეადგინეთ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც გადის 

M, წერტილ“სე M:.M,ცკ ვექტორის პერპენდიკულარულად: 

1) M#(3:5;0), #6(-4:2:7), M(5;-3:4); 
2) M(8;1;-ლ3), M-(3;3;3), M/X(-2:4;7). 
მოცემულია #MIC-5:2:) და #MX02;-2:3) წერტილები. 'შეადგი- 
ნეთ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც გადის V#M, 

წერტილსე M,M, ვექტორის პერპენდიკულარულად. 
შეამოწმეთ, პარალელურია თუ არა სიბრტყეები: 
I) X-47+22-5=0, X-4)/+2>+I>=0; 2) 3V-7V#+2-I=0, 6X-14V>27-5=0; 

3) 5X+)-32-2=0, 10X+2»+62+7=0; 4) X->+1=0, 3X-37+2=0. 
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12.9, 

12.10. 

12.11. 

12.12. 

12.13. 

12.14. 

12.15. 

12.16. 

12.17. 

12.18. 

12.19. 

ძ და ხ-ს რა მნიშვნელობებისთვისაა პარალელური შემ- 

დეგი სიბრტყეები: 
1) 5X-ძ/+32+1=0, 10X+9)/+ხ2-2=0; 
2) (9+1)X-2)/+(3-ხ)2+(თ-ხ)=0, 9X+6)/+92–13=0. 

შეამოწმეთ პერპენდიკულარულია თუ არა სიბრტყეები: 
1) 5X-2)/+32+2=0, X+)/-2=0; 2) 6X-7V7+>+1=0, 5X+4ე/-2+1=0; 
3) 4X+)/-12=0, 3X-I2)/+52=0; 4) 3)/-22+1=0, 2X+3V-1=0. 
ი-ს რა მნიშენელობებისთვისაა პერპენდიკულარული შემ- 
დეგი სიბრტყეები: 
1) თX+5)/-32+2=0, 2X-4)/+(0+2)2-2=0; 
2) (ი+IX-ი)+22-4=0, თX+6»7/+32+5=0. 
შეადგინეთ კოორდინატთა სათავეზსე გამავალი იმ სიბრ- 
ტყის განტოლება, რომელიც 6X+4/#-22+9=0 სიბრტყის პა- 
რალელურია. 
შეადგინეთ ML2:25) წერტილზე გამავალი იმ სიბრტყის 

განტოლება, რომელიც 4X-/+32-I=0 სიბრტყის პარალელუ- 
რია. 
შეადგინეთ #ML-2;4:-5) წერტილზსე გამავალი იმ სიბრტყის 
განტოლება, რომელიც: 1) 0X/ სიბრტყის პარალელერია; 
2 0C სიბრტყის პარალელურია; 3) C2 სიბრტყის 
პარალელურია. 
განსასღვრეთ ი-ს რა მნიშვნელობისთვისაა (თ-3X+(თ”- 
–5 0მ+4)/+(C6-ძ)+თ=0 სიბრტყე: 1) CX ღერძის პარალელური; 

2) C» ღერძის პარალელური; 3) 02 ღერძის პარალეელური; 
4) გადის კოორდინატთა სათაეეზე. 
შეადგინეთ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც გადის: 
1) CX ღერძზე და M0;-4;)) წერტილზე; 2) C7 ღერძზე და 
MC25-) წერტილსე 3) 0» ღერძზე და ცVM(1:4;5) 

წერტილზე. 
შეადგინეთ M,, M#M, M, წერტილებზე გამავალი სიბრტყის 
განტოლება: 

1) MI(1;2;3), MX(2;5;7), MX1;-1;-6); 
2) MI(1;1;1), MX(0;-1;2), MX(2;3;-1). 
იპოვეთ კუთხე შემდეგ სიბრტყეებს შორის: 
1) X-4)/-2+5=0, 5X–4უ/+32-1=0; 2) 2X-3:/+62–1=0, X-2ე)/-22+4=0; 

3) X+2+1=0, X+»”-5=0; 4) 2X-7/+72+3=0, X-5)/-2+1=0. 

შემდეგი სიბრტყეების განტოლებები ჩაწერეთ ლღერძთა 
მონაკვეთებში და ააგეთ ნახაზი: 
1) 4X+3)/+62-24=0; 2) 5X-7+32+30=0; 
3) 2X+5უ/+32-20=0; 4) 4X+3ე/-52+8=0. 
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12.20. 

12.21. 

12.22. 

12.23. 

13.1. 

13.2. 

12.3. 

13.4. 

13.5. 

13.6. 

იპოყეთ იმ პირამიდის მოცულობა, რომელიც შემოსაზ- 

ღვრულია საკოორდინატო სიბრტყეებით და 6X-4/+32-12=0 
სიბრტყით. 

იპოვეთ მანძილი წერტილიდან სიბრტყემდე: 

1) M(L-3;1;2), 2X-3”#+62>2+1 1=0; 2) MVL5;3;6), X+2)/-27-8=0; 
3) /V(2;-3;-3), 3X-42+2=0; 4) M(I;-5;3), 2X-5)/-32=0. 

იპოეეთ მანძილი #X2;3-ს) წერტილიდაჩ VMI(-1:10:1), 
#MXC0:-2;-I), M+X-I:2:0) წერტილებზე გამავალ სიბრტყემდე. 
იპოვეთ მანძილი პარალელურ სიბრტყეებს შორის: 
1) 6X+2)-32+1=0, 6X+2»/-3>+15=0; 2) X+2,/-22-3=0, X+2)”-27- | 5=0. 

§1შ. წრფე სივრცეში. წრფე და სიბრტყე 

შემდეგ წრფეთა განტოლებები ჩაწერეთ სოგადი სახით: 

ს 1-3 712_ 2. 2) X- X»-=3 - 214. 
–2 1 –5 2 –3 1 

Xჯ=-/-1 X=2! 

3) X=3/(+2 4) 17X=+-2/+1 

2 = –2/ –3; 2=! –3. 

შემდეგ წრფეთა განტოლებები ჩაწერეთ პარამეტრული 
სახით: 

– -4 ს X4-#7-3_ 2. უ 2+2-5 # 2-4. 
–1 2 5 ეი -–. I 

შემდეგ წრფეთა განტოლებები ჩაწერეთ კანონიკური სა- 
ით: 

  

X=2:-–-2 Xჯ=2 

1) «»–X=(/+1! 2) 1#=<-2/ –3 

2=–-3(+4; 2=7+2. 

შეადგინეთ M წერტილზე ი ეექტორის პარალელურად 
გამავალი წრფის განტოლებები: 

I) I/MC2;1;3) 9 (4:I-I; 2) M(3:-I,2) ი (0;2;-2). 

შეადგინეთ 7#C-2;I:0) წერტილსე გავლებული წრფის გან- 
ტოლებები, რომელიც პარალელ“ ერია: I) 0X ღერძის; 
2) C” ღერძის; 3) C> ღერძის. 

შეადგინეთ # წერტილზე მოცემული წრფის პარალელუ- 
რად გავლებული წრფის განტოლებები; 

1). M0:2:-3), X+ს) »”»-4 1 LI V+3 :>-5 
ლ =-: 2) #ML-5;0:3),––-==––-== ==. 

1 ) M M-2 0 -3 ” 
 



X=2(+1 X=I1 

  

3) M(-4;1;-2), 4#=-1-3 4) M(2:0:-1)), 4 7 = –1+2 

2=3/+2; 2=51-I. 

13.7. პარალელურია თუ არა შემდეგი წრფეები: 

X=2!'+) 
ა X+2 »_2 2). »=–-107 –3 

295 3 7=-61+4; 

XჯX- Xჯ-5  »+1_ 2-1 6X-– 7+22+20=0 

. წოსილითუიი 
13.8. პერპენდიკულარულია თუ არა შემდეგი წრფეები: 

ს 214.» 2, Xჯ+3 =”»X+2_ 2. 

ი 2. 2 1 

Xჯ-4რ4 X+I 2 ჯ=/+4 2 2+-4->2+.. 2, »#=-3+1 
232.4 2=3/? 

13... იპოვეთ კუთხე შემდეგ წრფეებს შორის: 

ც 554 # 2-2. X-I 7+2_#. 
1 .- 1 2 2 

2_ X=2:პ+4 

2) 211 X+1 _ »-2 2 »=-/#2/ 

7 # == 2=<-V2/ –2. 

13.10 შეადგინეთ ორ მოცემულ წერტილ“სე გამავალი წრფის 
განტოლებები: 

1) #(0;3;1), 8(-2;1;-3); 2) 4(3>-1;2), „3(1:2:6). 
13.1. მდებარეობს თუ არა ერთ წრფეზე შემდეგი სამი წერ- 

ტილი: 

1) 4#(2:4;4), ,8(-3;0;5), C(-8;-4;5); 2) „(6;-1;:2), (%(5:-3;1). C(7:1:3)? 
13.12. იპოვეთ მოცემული წრფის საკოორდინატო სიბრტყეებთან 

გადაკვეთის წერტილები: 
ს (აეუიეი · ეთის 

  

5X-–- 7+52-7 =0; 2X–3)/<9 =0; 

3 X=7+1 

ვე 2+3-»-=3- 2. 4) 17=2ჯ:–4 
–2 1 4 2=C 
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13.13. 

13.14. 

13.15. 

13.16. 

13.17. 

13.18. 

13.19. 

13.20. 

X=3-6/ 

წერტილის მოძრაობის განტოლებებია 1#=2+2/! იპოვეთ 

7=1-–-3/, 

მისი სიჩქარე. 

X=4-I2! 

წერტილის მოძრაობის განტოლებებია 1»=3-#/ იძო- 

2=4/. 

ვეთ მის მიერ გავლილი მანძილი /#/=2 მომენტიდან (6 
მომენტამდე. 
შეადგინეთ იმ წერტილის მოძრაობის გაჩტოლებები, რო- 

მელიც საწყის მომენტში იმყოფება M%(1;-3,2) წერტილში 

და მოძრაობს ნ C:-2;0 ქექტორის მიმართულებით V=9 

მუდმივი სიჩქარით. 

შეადგინეთ იმ წერტილის მოძრაობის განტოლებები, რო- 

მელიც M%ი(-5;:3;-3) წერტილიდან იწყებს სწორხაზოვან თა- 

ნაბრ მოძრაობას და #”2 მომენტისთვის იმყოფება 

MV,I(7;-13,5) წერტილში. 

შეადგინეთ ”/ წერტილზე მოცემული სიბრტყის პერ- 

პენდიკულარულად გამავალი წრფის განტოლებები: 

1) #M(3;-1;4), 2X-7/+62+1=0; 2) MV(0;5;-2), 3X+2)/+350. 

8 და C რიცხეების რა მნიშვნელობებისათვის არის 

Xჯ=21-1 

6X+8/+C>-3=20 სიბრტყე 1#»=4/+! წრფის პერპენდიკულა- 

2=-+3 

რული? 
იპოვეთ კუთხე წრფესა და სიბრტყეს შორის: 

ცე 8-1 7+I 5+5.  .ეა2-2; 
4 –3 –5 

X+I ”/-5 _ 7+1 
2 –--==-==5=-, X-7V2 +2-15=0, ) ) 76-.--) /V2 +? 

შეამოწმეთ, პარალელურია თუ არა წრფე და სიბრტყე: 

X=4!-! 

I) 17»X=3/+2 4X-5»/+2-8=0; 

2=-2/1+7, 

; 2+! 
2) 22 = > =--, რო-5/-3>+9=0? 
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13.21. 

13.22. 

14.1. 

14.2. 

14.3. 

14.4. 

14.5. 

14.6. 

”#-ის რა მნიშენელობებისათვის არიან პარალელური მო- 

ცემული წრფე და სიბრტყე: 
X+4 _ #+1 _ 2-1 

  

1) =--, 4X-4)+32+1=0; 
2 5 ” 

X=4/–3 

2) «7X=2(–1 3X+I)/+42-8=0? 

2=3ჯ+4, 

იპოვეთ წრფისა და სიბრტყის თანაკვეთის წერტილი: 

X=2(+3 

1) 4/=3/–) 5X+)+32-4=0; 

2=7+2, 

2ე2-1 >X2+95 2-4 , ა, ,ტ-0, 
4 3 –I 

§14. წრეწირი 

შეადგინეთ იმ წრეწირის განტოლება, რომლის ცენტრია 
C და რადიუსია #: 
1) C(0;9), #=2; 2) CLC-3;1), #X=4. 
შეადგინეთ ## წერტილზე გამავალი იმ წრეწირის 
განტოლება, რომლის ცენტრია C: 

1) 40;1), C(0;2); 2) 7(4;0), CC-2;1). 
იპოვეთ წრეწირის ცენტრი და რადიუსი: 
1) (X-2)?+6/+3)?=16; 2) X”+)/2-6X+5=0; 
3) X”+)/?+4)/-12=0; 4) 4X?+4ე;7–+20X-32;+85=0. 
შეადგინეთ წრეწირის განტოლება, თუ # და 8 წერტილე- 
ბი წარმოადგენენ მისი დიამეტრის ბოლოებს: 
1) (3;2), ,8(-1:4); 2) «#0;-5), 8(4;3). 
შეადგინეთ იმ წრეწირის განტოლება, რომლის ცენტრია 
C წერტილი და რომელიც ეხება მოცემულ წრფეს: 
1) C(0;0), 3»-2)/-26=0; 2) CC-2;1), X-3X”-5=0, 
დაადგინეთ სად მდებარეობს M წერტილი: მოცემულ 
წრეწირზე, მის შიგნით თუ გარეთ: 
1) M(-3:2), (X+2)7+0;+3)2=26; 2) M(9;5), (>+4)?+6/-2)7=32; 
3) MLCI:5), (X-5)?+/?=40; 4) MC-2;2), X“+)/?+6X-10)=0. 
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15.1. 

15.2. 

15.3. 

15.4. 

§15. ელიფსი 

იპოვეთ მოცემული ელიფსის ნახევარღერძები, ფოკუსები, 
ექსცენტრისიტეტი და დირექტრისის განტოლებები: 

2 2. 2 
) +-+X =1; 2) X+9)?=0; 3) 9X2+36)2=1; 4) დ++>-=I. 

Xჯ? 2 

3=+2-=) ელიფსსე იპოვეთ წერტილი, რომლის აბსცი- 

საა X=2 V3 
:. 

22 +XC =1 ელიფსსე იპოვეთ წერტილი, რომლის 

ორდინატია »#=2/5 . 

შეადგინეთ იმ ელიფსის განტოლება, რომლის ფოკუსები 
მდებარეობენ აბსცისთა ღერძსე კოორდინატთა სათავის 
სიმეტრიულად, თუ ცნობილია, რომ: 
1) მისი ნახევარღერძებია 7 და 2; 
2) მისი დიდი ღერძია 16 და ფოკუსებს შორის მანძილია 
12; 

3 მისი მცირე ლღერძმია I და ფოკუსებს შორის 

მანძილია 20, ' 
4 ერთ-ერთი ფოკუსიდან დიდი ლღერძის ბოლოებამდე 
მანძილებია 15 და I, 
5) ფოკუსებს შორის მანძილია 16 და ექსცენტრისიტეტი 

უდრის <-ს, 

6) მისი დიდი ღერძია 34, ხოლო ექსცენტრისიტეტი უდ- 

რის 15 ს. 
17 

7) მისი მცირე ღერძია 24, ხოლო ექსცენტრისიტეტი 'უდ- 

რის LII 
I3 

8) ფოკუსებს შორის მანძილია 4, ხოლო მანძილი დირექ- 
ტრისებს შორის 25-ის ტოლია; 
9) მისი დიდი ღერძია I2, ხოლო დირექტრისების განტო- 

ლებებია X-19, 

10) მისი მცირე ღერძია 12, ხოლო დირექტრისების გან- 
ტოლებებია X=+15; 
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15.5. 

15.6. 

II) დირექტრისებს შორის მანძილია 49, ხოლო ექსცენ- 

ტრისიტეტი უდრის 2-ს; 

12) M3;)) ელიფსის წერტილია და მისი მცირე ღერძია 4; 

I3) V, (V6;V3) და M.(3;:–/2) ელიფსის წერტილებია. 

შეადგინეთ ელიფსის განტოლება, რომლის ფოკუსები 

მდებარეობენ ორდინატთა ღერმსე კოორდინატთა სათა- 

ვის სიმეტრი'ელად, თუ ცნობილია, რომ: 

1) მისი ნახევარღერძებია 9 და 5; 

2) მისი დიდი ღერძია 8 და ფოკუსებს შორის მანძილია 

2+X15; 
3 მისი მცირე ლღერმძია 4 და ფოკუსებს შორის 

მანძილია 14; 

4) ფოკუსებს შორის მანძილია I4 და ექსცენტრისიტეტი 

უდრის 2-ს 

5) მისი დიდი ღერძია 12, ხოლო ექსცენტრისიტეტი 'ედ- 

რის 2-ს; 

6) მისი მცირე ღერძია 121, ხოლო ექსცენტრისიტეტი უდ- 

რის 4 ს, 
5 

7) ფოკუსებს შორის მანძილია 6, ხოლო მანძილი დირექ- 

ტრისებს შორის 54-ის ტოლია; 

8) მისი დიდი ღერძია 24, ხოლო დირექტრისების გან- 

ტოლებებია )X=116,; 
9) მისი მცირე ლერძია 6, ხოლო დირექტრისების განტო- 

ლებებია X#=>+6; 

100) დირექტრისებს შორის მანძილია 32, ხოლო ექსცენ- 

ტრისიტეტი უდრის +-ს. 

იპოვეთ იმ ოთხკუთხედის ფართობი, რომლის ორი წვე- 
რო ემთხვევა მოცემული ელიფსის ფოკუსებს, ხოლო 
დანარჩენი ორი მისი მცირე ღერძის ბოლოებს: 
1) 4X2+5)/=100; 2). 2X”+)/7=32. 
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15.7. 

15.8. 

16.1. 

L6.2. 

16.3. 

16.4. 

დაადგინეთ, სად მდებარეობენ მოცემული წერტილები 
2 2 

:=+2-=1 ელიფსსე, მის შიგნით, თუ გარეთ: 4#(2:V3), 

8C-1;2), CC-2;-ს; #X(-3;I), 5(2V3 ;1), /-(3;-2). 
დაადგინეთ, რას წარმოადგენს შემდეგი განტოლებით 
განსასღვრული წირი: 

12 2 
1) #=––+25-X? 2) #/=-<+V/9-ჯ? 1)» < ჯ ) » 3 

§10. ჰიპერბოლა 

იპოვეთ მოცემული პჰიპერბიოლის ნახევარღერძები, ფოკუ- 

სები, ექსცენტრისიტეტი, ასიმპტოტების და დირექტრისე- 

ბის განტოლებები: 
2 2 

X _» _ ს –--9%-=I; 2) 4X”-)/=4; 
) 144 25 ) 4» 

X? »” 

-9)/2=1; 4) ––--=-=-I1. 3) 16X”-9)/?=1; ) 21“ 36 

XX? 2 

3-4) ჰიპერბოლაზე იპოვეთ წერტილი, რომლის აბ- 

სცისაა X=-4. 
ჯ? წ) 

+ “-5-= ჰიპერბოლასე იპოვეთ წერტილი, რომლის 

ორდინატაა »=V2 , 
შეადგინეთ ჰიპერბოლის განტოლება, რომლის ფოკუსები 
მდებარეობენ აბსცისთა ღერძზე კოორდინატთა სათავის 
სიმეტრიულად, თუ ცნობილია: 

1) მისი ნამდეილი და წარმოსახვითი ნახევარღერძებია 
შესაბამისად 5 და 3; 
2) მისი წარმოსახვითი ღერძია 4 და ფოკუსებს შორის 
მანძილი 14; 
3) ერთ-ერთი ფოკუსიდან ნამდვილი ღერძის ბოლოებამდე 
მანძილებია I3 და 1; 
4) ფოკუსებს შორის მანძილია 20 და ექსცენტრისიტეტი 
უდრის 2-ს; 

5) მისი ნამდეილი ღერძია 16, ხოლო ექსცენტრისიტეტი 

უდრის =-ს; 
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16.5. 

6) მისი წარმოსახვითი ღერძია 6, ხოლო ექსცენტრისი- 

ტეტი უდრის 2-ს 

7) ფოკუსებს შორის მანძილია 30, ხოლო ასიმპტოტების 

განტოლებებია 7-+2% 

8) ფოკუსებს შორის მანძილია 16, ხოლო მანძილი დი- 
რექტრისებს შორის 6-ის ტოლია; 
9) მისი ნამდვილი ღერძია 12, ხოლო დირექტრისების გა- 

ნტოლებებია X=14; 
10) მისი წარმოსახვითი ღერძია 8, ხოლო დირექტრისების 

განტოლებებია X=1+6; 
1) დირექტრისებს შორის მანძილია 10, ხოლო ექსცენ- 
ტრისიტეტი უდრის 2-ს; 

1) დირექტრისებს შორის მანძილია 2, ხოლო ასიმპკ- 

ტოტების განტოლებებია 7-+12» 

I1პ) M(8:-3) ჰიპერბოლის წერტილია და მისი ნამდვილი 
ღერძია 8; 

14) M,C10:3) და M-20;-3+V6 ) ჰიპერბოლის წერტილებია; 
15) MC8:2V2 ) ჰიპერბოლის წერტილია, ხოლო ასიმპტო- 

ტების განტოლებებია 7-++> 

შეადგინეთ ჰიპერბოლის განტოლება, რომლის ფოკუსები 
მდებარეობენ ორდინატთა ღერძზე კოორდინატთა სათა- 
ვის სიმეტრიულად, თუ ცნობილია: 
1) მისი ნამდვილი და წარმოსახვითი ნახევარღერძებია 
შესაბამისად 4 და 7, 
2) მისი ნამდეილი ღერძია 6 და ფოკუსებს შორის მანძი- 
ლია 14; 

3) ერთ-ერთი ფოკუსიდან ნამდვილი ღერძის ბოლოებამდე 
მანძილებია 11 და 5, 
4ტ4 ფოკუსებს შორის მანძილია 14 და ექსცენტრისი- 

ტეტი უდრის >-ს; 
5) მისი ნამდვილი ლღერძია 10, ხოლო ექსცენტრისიტეტი 
უდრის I,8-ს; 
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16.6. 

16.7. 

16.8. 

6) მისი წარმოსახვითი ღერძია I6, ხოლო ექსცენტრისი- 

ტეტი უდრის 3“ 

7) ფოკუსებს შორის მანძილია 26, ხოლო ასიმპტოტების 

განტოლებებია 72845» 

8) ფოკუსებს შორის მანძილია 20, ხოლო მანძილი დი- 
რექტრისებს შორის 16-ის ტოლია; 

9) მისი ნამდვილი ღერძია 16, ხოლო დირექტრისების 

განტოლებებია X=1+4,; 
I0) მისი წარმოსახვითი ღერძია 12, ხოლო დირექტრი- 

სების განტოლებებია )=+5,; 

I) დირექტრისებს შორის მანძილია + ხოლო ექსცენ- 

ტრისიტეტი უდრის 4-ს; 

12) დირექტრისებს შორის მანძილია 1, ხოლო ასიმპტო- 

ტების განტოლებებია 7-+2% 
13) MC3;10) ჰიპერბოლის წერტილია და მისი ნამდვილი 
ღერიძია 10; 

I4) M,(6:5) და M-X(9;5V2 ) ჰიპერბოლის წერტილებია: 
15) #(3;-4) ჰიპერბოლის წერტილია, ხოლო ასიმპტოტების 

განტოლებებია 7-+5» 

იპოვეთ იმ ოთხკუთხედის ფართობი, რომლის ორი წვე- 
რო ემთხვევა მოცემული ჰიპერბოლის ფოკუსებს, ხოლო 
დანარჩენი ორი მისი წარმოსახვითი ღერძის ბოლოებს: 

XX. 2 2 _ 
1) 13“ 3 1; 2) 8X -” =–8. 

იპოვეთ იმ ოთხკუთხედის ფართობი, რომლის წვეროები 
მოცემული ჰიპჰერბოლის ღერძების ბოლოებია: 

უე 2 
XX» I” 2 2. 

)ს –--=-=1; 2) 4X -V =8. 
) 45 20 ა +%X» 

„”. 
იპოვეთ მანძილი 22“ თე) ჰიპერბოლის ფოკუსიდან ამ 

ფოკუსის შესაბამის დირექტრისამდე. 
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16.9. 

16.10. 

16.11. 

16.12. 

16.13. 

17.1. 

17.2. 

17.3. 

17.4. 

17.5. 

17.6. 

ჰიპერბოლის ფოკუსებია #I(C-16,0) და #VC16:0), ხოლო ექს- 

ცენტრისიტეტი #6= 4 

ჰიჰპერბოლის იმ წერტილიდან, რომლის აბსცისაა -8. 
დაადგინეთ რას წარმოადგენს შემდეგი განტოლებით გა- 
ნსასღერული წირი: 

ს »=-+V2X-I2; 2) 7==VXX-24. 

შეადგინეთ იმ ტოლფერდა ჰიპერბოლის განტოლება, რო- 
_–“ 

ჯI 7” 
წი –52 =! ელიფსის ფოკუ- 

  3 · იპოვეთ მანძილი დირექტრისამდე 

  მლის ფოკუსები ემთხვევა 

სებს. 
შეადგინეთ იმ ჰიპერბოლის განტოლება, რომლის ექსცე- 
ნტრისიტეტი “3 და რომლის ფოკუსები ემთხვევა 
ჯუ? 

–-+<-=1 სის სებს. 300 75 ელიფსის ფოკუზე 

შეადგინეთ იმ ჰიპერბოლის განტოლება, რომლის ფოკუ- 
2 2 

სები წარმოადგენს ოლო ელიფსის წვეროებს, ხო- 

ლო წვეროები ამ ელიფსის ფოკუსებს. 

§17. პარაბოლა 

#=12X პარაბოლაზე იპოვეთ წერტილები, რომლის აბსცი- 
საა X=3. 
#4. პარაბოლასე იპოვეთ წერტილი„ი„ რომლის 
ორდინატაა X”=2. 
შეადგინეთ იმ პარაბოლის განტოლება, რომლის წვერო 
კოორდინატთა სათავეშია და მისი ფოკუსია: 

1) #(C3;0); 2) #(C-1;0); 3) ”(9;2); 4) ”(0;-5). 
შეადგინეთ იმ პარაბოლის განტოლება, რომლის წვერო 
კოორდინატთა სათავეშია და დირექტრისის განტოლებაა: 
1) X+4=0; 2) X-7=0; 3) X7+10=0; 4) X-6=0. 
შეადგინეთ პარაბოლის განტოლება, თუ მოცემულია მი- 
სი ფოკუსი და დირექტრისის განტოლება: 
1)” (4;0), X+4=0; 2)M(-8;0), X-8=0; 2)/IC0;3)ა/+3=0; 4)/'(0;-))ე/-1=0. 
შეადგინეთ იმ პარაბოლის განტოლება, რომლის წვერო 
მოთავსებულია კოორდინატთა სათავეში, თუ ცნობილია, 

რომ: 

340



17.7. 

17.8. 

17.9. 

17.10. 

17.11. 

18.1. 

18.2. 

18.3. 

18.4. 

სა) პარაბოლა სიმეტრიულია 0X ღერძის მიმართ და გა- 
დის „”(2;-8) წერტილზე; 

2 პარაბოლა სიმეტრიულია 0CX ღერძის მიმართ და გა- 

დის „>(-9:6) წერტილზე; 
3) პარაბოლა სიმეტრიულია C»”» ღერძის მიმართო და გა- 

დის #7(1:4) წერტილაე; 
4) პარაბოლა სიმეტრიულია 0» ღერძის მიმართ და გა»- 
დის „#-()0;-5) წერტილზე. 
დაადგინეთ, რას წარმოადგენს შემდეგი განტოლებით გა- 
ნსასღვრული წირი: 

1) X=X#»; 2) 7= –VL+X; 3) „>-V-X; 
4) X= –./» ; 5) X= /»: 6) X= /-» 
იპოვეთ მოცემული პარაბოლის #” ფოკუსი და დირექ- 
ტრისის განტოლება: 
L) 7=32X; 2) )2=– 12X; 3) X-=4); 4) X-=-40V. 
შეადგინეთ მოცემული პარაბოლის # წერტილის ფოკა- 
ლური რადიუსის განტოლება: 
1) )2=36», /VLI;6); 2) )2=-4X, M(-4:4); 
3) X72=9», /#(-3:1); 4) X2=-5V, M(5;-5). 
იპოვეთ მოცემული პარაბოლის იმ წერტილის ფოკალუ- 
რი რადიუსი, რომლის აბსცისაა Xი, თუ: 

1) #/7=16X, Xე=5; 2) /2=–20X, X0=–3. 
იპოვეთ მოცემული პარაბოლის იმ წერტილის ფოკალუ- 

რი რადიუსი, რომლის ორდინატია 1%ი, თუ: 
I) X-=36/, »-=1; 2) X”=– 12», #ი=–4. 

§18. მეორე რიგის ზედაპირები 

შეადგინეთ იმ სფეროს განტოლება, რომლის ცენტრია C 
და რადიუსი #, თუ: 
ს) C(9;0;0), #ჯ=5; 2) C(-2;3;-7), #=4. 

შეადგინეთ 4 წერტილზე გამავალი იმ სფეროს განტო- 
ლება, რომლის ცენტრია C: 

1) 4(-4;I;2), C(0:-2:1); 2) #(3;-5;2), C(-1;7:-2). 
შეადგინეთ სფეროს განტოლება, თუ # და 8 წერტილები 
მისი ერთ-ერთი დიამეტრის ბოლოებია: 

1) «4C-4;-5;!), 8(2:-3:5); 2) 4(3;-2:4). 8(-L:2:6). 
შეადგინეთ იმ სფეროს განტოლება, რომლის ცენტრია C 
წერტილი და რომელიც ეხება მოცემულ. სიბრტყეს: 
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18.5. 

18.6. 

18.7. 

18.8. 

18.9. 

18.10. 

18.11. 

18.12. 

1) C(-1:3;-2), 2X+2V-2+ |2=0; 2) C(3;-1:4), 6X-3»ჯ-2>+8=0. 
შეადგინეთ #V,(5;-1;0), M5(9;-4:3), M3(6;-5:-)), M.+(8:-5:3) წერ- 
ტილებზე გამავალი სფეროს განტოლება. 
იპოვეთ სფეროს ცენტრი და რადიუსი: 
1 თ-7)?+0/+3)?+(C--1)7=25; 2) (X+5)?+)/?+(2-8)?=81; 
3) X”+ე)/ +7“+4X+6/-10>+37=0; 4) ჯ?+/?3+27+8X-6)/=0. 
დაადგინეთ სად მდებარეობს M წერტილი, მოცემულ 
სფეროზე, მის შიგნით, თუ გარეთ: 
1) M(C-6;8;-13), (++5)“+C/-7)?+(7+10)7=20; 
2) M(-3;-4;8), (X+5)“+0/+7)“+(2-2)7=49; 
3) M(4;3;2), («-7)?+0/+2)7+(2+3)7=50. 
დაადგინეთ სფეროსა და სიბრტყის ურთიერთმდებარეობა 
(იკვეთებიან, არ იკვეთებიან თუ ეხებიან): 
1) (X-2)7+V”+(2+1)”=20, 2=1; 
2) («+3)?+0/-3)?+(C2-2)”=72, X-27+22-28=0; 
3) (X-1)?+0/-2)7+(>+3)?=14, 3X+X/-22+3=0; 
4) (X+2)?+0/-3)?+(7-5)2=100, 2X-9)”+62-32=0. 
დაადგინეთ სფეროსა და წრფის ურთიერთმდებარეობა 
(იკვეთებიან, არ იკვეთებიან თუ ეხებიან): 

1) (X-5)”+0/+3)”+(2-1)7=25, 2-5 - 211 2:10. 
1 –2 5 

2) »>2+0/-2)?+72=49, X-#-25_ 2-1. 
6 –21 2 

3) (X-2)?+6/-3)?+C+1)7=81, 28 2-2 027 
შეადგინეთ (X+4)“+0/-1)7+2=121 სფეროს #(5;-5:22) წერტილ- 
ზე გამავალი მხები სიბრტყის განტოლება. 
აჩვენეთ, რომ 6»-2/-3>+14=0 სიბრტყე ეხება (X-5)?+0/+4)7+ 
+C-1)2=49 სფეროს და იპოვეთ შეხების წერტილის კოორ- 
დინატები. 
რა ზედაპირს განსაზღერაეს მოცემული განტოლება: 

2 2 2 2 2 

16. 298)“: 236 2.) 
C)) + კმ 5=-ს „> 

5) 2 .X-I, 6) = 2 1; 

7) >. 8) )2=10X; 
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18.13. 

18.14. 

18.15. 

18.16. 

18.17. 

18.18. 

18.19. 

18.20. 

2 2 

9) + .+X 2-0, 
9“ 4 

2 2 _2 
» აჩვენეთ, რომ 2+81+85) ელიფსოიდის X-4=50 სიბრ- 

ტყით კვეთა წარმოადგენს ელიფსს. იპოვეთ ამ ელიფსის 
ნახევარღერძები და წვეროები. 

2 კა „? 
აჩვენეთ, რომ 1. 2 ს ცალკალთა პიპერბოლოი- 

დის 2-5=0 სიბრტყით კვეთა წარმოადგენს ჰპიპერბოლას, 
იპოვეთ ამ ჰიპერბილის ნახევარღერძები და წვეროები. 

2 2 უც? 
აჩვენეთ, რომ 232.5. ცალკალთა ჰიპერბოლოი- 

4 27 3 
დის 2+I-0 სიბრტყით კვეთა წარმოადგენს ელიფსს. იპო- 
ვეთ ამ ელიფსის ნახევარღერძები და წვეროები. 

2 2 2 
აჩვენეთ, რომ 2718 -=-) ორკალთა ჰიპერბოლოი- 

დის 2-2=0 სიბრტყით კვეთა წარმოადგენს ელიფსს. იპო- 

ვეთ ამ ელიფსის ნახევარღერძები და წვეროები. 

აჩვენეთ, რომ მ2-<+I>5=- ორკალთა ჰიპერბოლოი- 

დის X-4=0 სიბრტყით კვეთა წარმოადგენს ჰიპერბოლას. 
იპოვეთ ამ ჰიპერბოლის ნახევარღერძები და წეეროები. 

2.2 
აჩვენეთ, რომ დ +54-5=2 ელიფსური პარაბოლოიდის 

2-2=0 სიბრტყით კეეთა წარმოადგენს ელიფსს. იპოვეთ ამ 
ელიფსის ნახევარღერძები და წვეროები. 

2 
აჩვენეთ, რომ =+%-=2 ელიფსური პარაბოლოიდის 

»#4=0 სიბრტყით კვეთა წარმოადგენს პარაბოლას. იპოვეთ 
ამ პარაბოლის წვერო. 

2 1 
გამოარკვიეთ, რა წირს წარმოადგენს 12-12 =27 ჰიპერ- 

ბოლური პარაბოლოიდის კვეთა მოცემული სიბრტყით 
და იპოვეთ მიღებული წირების წვეროები: 

1) 2-1=0; 2) 2+6=0; 3) #”»-12=0; 4) X-6=0. 
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2 2 

18.21. დაადგინეთ, რა წირს წარმოადგენს -=27 პიპერბო- 

ლური პარაბოლოიდის »ჯ-2)+2=0 სიბრტყით კვეთა. 
18.22. შეადგინეთ 

წე? ე? 
#2 _ 
1.2. 

X=0 

ო 

ელიფსის 0» ღერძის გარშემო ბრუნვით მიღებული ჭზე- 
დაპირის განტოლება. 

18.23. შეადგინეთ 

#8. 
–-+ =1 “ა 

ა
I
«
 

ძ 
7=0 

ელიფსის CX ღერძის გარშემო ბრუნვით მიღებული ჭზე- 
დაპირის განტოლება. 

)ზგ24. შეადგინეთ 

”" 

I –
 + 

ი
,
»
 

)=0 

ელიფსის C> ღერძის გარშემო ბრუნვით მიღებული ზედა- 
პირის განტოლება. 

-
 

ერთი ცვლადის ფუნქციის დიფერენციალური 
აღრიცხვა 

819. მიმდეგრობა და მისი ზღვარი 

1901. ჩაწერეთ მიმდევრობის ზოგადი წევრის ფორმულა: 
1) 2.4,6,8,10,.: 2) 1,3,5,7,9,...; 3) 2,5,8,11,14,...; 

1111 123 4 
4) 1,4,9,16,25,..; 5) 1,–,–,–,–,...; ლალა ლცლ,.. 3 

) 2 ) 230945 ) 2394 5 

11111 1 
ღალღა ლალ ი. 8) 2,5,10,17,26,.... 

” 2 48 16 ) 6 

19.2. იპოვეთ ს.) მიმდევრობის პირველი სამი წევრი, თუ: 
1) X)=7, Xი+)“ Xი-3; 2) X|=-5, Xე+I-2Xი; 

1 
3) M-2, ჩ%იე.I “XV. 4) X)=3, XI “. 
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19.3. 

19.4. 

19.5. 

19.6. 

19.7. 

19.8, 

19.9. 

არის თუ არა მონოტონური მიმდევრობა: 

  

1) 1,5,9,13,... 2) 2,-2,2,-2,... 3) 0,-I.-2.-3,... 

1 1.1 1 
უა,ღაღ–-,-–,... 5) X„=I0-I/1; =19-/?; 3, 9'27' 981 ) X ” 6) X,=19-/) 

– ” 

7) > -/ ) : 8) X,=()I-6)?. 
' 

დაადგინეთ მოცემული მიმდევრობიდან რომელია შემოსა- 

  

სღერული სემოდან, 

არის შემოსასღვრული: 

1) X„=271+1; 2) X, = 21) ; 
” 

4) »-L-1) 5) X,= +XI+1 -+V; 6) X.=–- 
/" 

მემოსასღვრული ქეემოდან, არ 

3) ჩX=(-2)”; 

”5Iი 7 

+I 
  

მიმდევრობის ზღვრის განსაზღვრების საფუძველ“სე აჩვე- 

  

  

ნეთ, რომ: 

ს) სი 27X1>,, 
ია” 27 

4? 4 
3 MIთი =--; 

) იათ1 3: 3 

  

  

27 Iთ 3/+5 = 

ჩათ 1-7” 

3/9 –1 
4) II =ქ, 

) ისთ |? +1 

აჩვენეთ, რომ შემდეგ მიმდევრობას არა აქვს სღვარი: 

I) X-=I+C-L”, 2) X,=81)ი -- : 
2 

_-(-V” 3) X,= : 4), X,=(C-I)””. 
+ 
  

იპოვეთ მიმდევრობის ზსღვარი სიოობს 

ს წი ებ-2, 
ჩათ 2/1+1 

3) IM 5” – 7. 

ჩათ 1-2 ” 

59M+(-I)” 5 სი2”+LC I. 
ჩათ 3-2#M 

2 

ს Mთ # -49/1| : 
შთ გ“ +21+2 

2 

3) სინ” =3#12. 
იით 3-2ი“ 

ს) სი ---27+ .. 
შთ 3" – 21+5 
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2 სო1-7/, 
იათ 7+2 ” 

4) სთ 2-5, 
ია<4-2/M” 

  

  

§10 1 – M 
  6) ოი 

ჟა« 005)/1+7! 

2 

2) ი“ - ·# 
ჩათ +2” 

4 სთ 2+4) – 8. 

იხ” 2) -/ 
5 2 ი 3-5). 

ია) +2” 

  

 



19.10. 

19.11, 

19.12. 

19.13. 

19.14. 

19.15. 

19.16. 

3 სო 3ჩ' +2. 

ია< 1-5) ” 
  

„აV- 3) +(M+2) . 

„ 2 +(/+1)” 

– 5? +1 

ლლ, 
2)” +1 ; 

გა91- 4ეა +. 
,' +3””? –1 
იეეე“ოლლლ; 

3) სთ 

1) თ 

3) სო 
1-47 

(2» –1)(3#+2) . 
ით (67 – 1)(M+2) ” 

(3» –1)(M+1)(1- 2») . 

3 ენიიეთამ)დი: 3)! 

ს)სსი 

4) I 

4) 

2)! 

4) 

4) 

2 

4) 

(ი –3)(2M+1)(1<4M)(1– 7) 

70? +2M#+3 
30 +1 

„(+ – 4? : 

თM(ვ,-'- – 9? 

(M+2)? –4» 
სლავ. 
”»% (+4) – ე? 

„ეფი- 4)” +(3M+1)” . 

ჯ” +(3ი – 2)” 

0“ ვა? +2 

2ი-ვეეშიი 
ცო 32? +2/) 

„ათ 5,1. –3M+2“ 

1–3M? – 5)? 

3-ი? ' 

(ი? +2)(3”–5) 
სთო“––-––––– 
ჩ-თ 0,5“ –ჯ? +2 

III) 
ჩათ 

I 

I=ი 
„ა – 

Mოი 
ჩ–% 

ი–=(27+1)(#1+2)(4–3/)(1+2») 

წთ (»' +3)(1–4»?) . 

ყ – 3? +1 

+1)' +( 2»? +1)“ 

CI –1)” +(2»! +3) 

MI +1 
1) სთ ; 

თეთ ა/მ +1 

“4უ“ – 5? +1 +3/? 
ვ) მის) –--–-–-, 

) ისთ »? +377 

ბ, +3M-1 . 

V1+4. 

იტათ 

  

1) ყთ 
#-ი« 
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2) 

4 

2) 

(2»? +3)(5- 4"). 

ი (ი? + I" +(» +1) 

”5(„+1)" +(2#/1 –I)” 

V» +2+5» 

MIთ 
ჩათ 

ი–.– .–– –; 
ი–თ 3-49M 

. 9“ +1 
IMIIი 
#– თ /უბ C3უ +2/2 ' 

. ტუ +) -3+7 
სი1---======-; 
-–C ბ6 –485 – 8)უ9



19.17. 

19.18. 

19.19. 

19.20. 

19.21. 

20.1. 

20.2. 

31 3 _ 

3) იი 25% -=11#; 
იაო +/? –7#/ 

ს) სო3 +2:2". 
იჩა«ჯ 3” –4.2 

3) სო–=“ ავი ს) “ს, _ ს), ; 

ცს). > 6 
I) IIთო(VM+2 –-/V+1); 

3) სთ (VII +3»+2 –»); 
”ასათ 

ე) I» 

· –»”? +377 “ 

8 ლქ 

  

3) მო   

  

2 + 

ა ხუ” + 2) 
იათ ”“ +2 

3) Iღ| 

V9/" +5/ – 
4) Iოთი 

ჩ% V,,მ +3,ც? +/! 

თ 4 

2 Iთ----2%, 
ისთ=2. რტ –5 

ტ 2 _ 9. 4“ 

4 სიო=---24 
) 92. ვ. 3.4“ 

2) II (V3#+1 –V3/–1); 
ჩ–+ 

4) სთ(VI –337+2 -V2+»). 
ჩ-ს» 

M.· 

2) სფ(%-2|   

იდ ” 

  4) Iთ 

  

  

  4) ოი 

§20, ფუნქცია 

იპოვეთ /49), /L-I) და /(3), თუ /#X)=X"-2X+3. 

იპოვეთ #(I), §C3), 2C)) თუ §( ი--- 23+2X. 

2X 
 



20.3. 

20.4. 

20.5. 

20.6. 

20.7. 

20.8. 

20.9, 

X+IX. 
  იპოვეთ «X(3), «-700) და CთXI.I), თუ დოი=– 

იპოვეთ 7X0), ”C-3) და #(4), თუ 

”#60)=3“'+10დ:(X+4), 

იჰოვეთ /#9), /(5) და /(-%| | თუ 

#(X)=005-2X-I|(CXI. 
იპოვეთ /#-2), /#-3) და #)), თუ 

#”ი M როცა IX <2, X)= 
1-3», როცა |M>2. 

–-ჯ 

იპოვეთ ფუნქციის განსასღერის არე: 

2 1 X+2 
1) X–––; 2) 7>-––“––-; 3) #= ; 

) 7 1-ჯ )7 2X–5 17 X? –9 

რაბი 59 =VX-4, 6 7=-+6-2X; 
7) #=-X+-/1-X; 8) 7»=1C(2X-4)+ -/5 – X ; 

9) /=+X? –4X+3 ; 10) /=ICCC--6X+5); 11) ”= X-2 ; 

  

  

  

    

  

3X+1 

2 12) /=18 3X+2 ; 13) -+-- VX =5X+6. 

X+3 4/5X-4-»? 

ჯ”–4X+3 2 1 გ-“- ჯ? 
14) 7=,ს|––<=; : 16 
VI 6X-8-X» 7 

17) 7-გე051ი 2; 18) X#=მILC§1ი(X-2) 19) X7=2ICC035(1-2X); 

20) 3=3(0510 «> 

იპოვეთ ფუნქციის მნიშენელობათა სიმრავლე: 

1) ჯX-3X-2, XCI-1:41; 2) X=3-5X, XCI0:3I 

3) #=X--1, XCL-4:-21; 4) 1=X2-4X-7, XCI1;41. 
დაადგინეთ შემდეგი ფუნქციებიდან რომელია ლუწი, რო- 
მელი კენტი და რომელია არც ლუწი და არც კენტი, 

    
5 ჯ? 

I) X=2#“; 2ე)X=-=; ; ) #-. )X= - 3) X--– 4»--> 12: 

5) #-IXI+1, 6) #=X+II; 7) X>IXX+II+V-II, 

8) 1=/1- X+-/IL+X; 9) #=+X-3+-/X+3; 
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20.10. 

20.11. 

20.12. 

20.13. 

20.14. 

20.15. 

20.16. 

20.17. 

20.18. 

20.19. 

20.20. 

20.21. 

3. +3“ 
10) > I 1I) /=2'+2“; Iფ»-ი1-“; 

–-5 I+X 

I3) #=სი(X+ +/I+X»? ); 4) კღ–--,   

ი 
აჩვენეთ, რომ ,(LX)=00§5X ფუნქციის პერიოდია 7=<-. 

აჩვენეთ, რომ /(X)=I6X ფუნქციის პერიოდია ”=– 

განსასღვრეთ შემდეგი ფუნქციების უმცირესი დადები- 
თი პერიოდი: 

1) XC=§91ი31X. 2) „-თა “>; 3) თა 2-1, 4) 7=51ი“ ჯ. 

იპოვეთ X7=2X+3,XC(-I,5;1) ფუნქციის შექცეული ფუნქცია. 

იპოვეთ »#=3X+4 ფუნქციის შექცეული ფუნქცია. 
აჩვენეთ, რომ / და § ფუნქციები ურთიერთ შექცეულია: 

    1) #CXე=2X-5, §(X)= 1» +. 2) #Cი)=– –>, §C0= 2X+ I. 

3) #9-- , #00=---; ; 4) /-იე= (> 1- XI , (0= 9) –» 

აჩვენეთ, გომ მი ა ატემული ფუნქცია ემთხვევა თავის შექ- 

ცეულს: 
  

  

) "+I ს) X=7+; 2) »= 5 ;  3)უ=21% - ;  4)/=Mი – 

გამოსახეთ » როგორც X-ის ფუნქცია: 

1) »”=IV", IM=51იX; 2) ”7=VIV? +1 , I/=(6X; 

3) 7/=გ+CLCVV, M= +/V , »=1CX; 4) 7X=VI1+V? , I=1წV, V=51იX. 
მოცემული ელემენტარული ფუნქცია ჩაწერეთ ძირითად 
ელემენტარულ ფუნქციათა სუპერპოზიციის სახით: 
1) 7=(3X+1)3; 2) 3=59%; 3) 7=19/C10X; 
4) »=IXI; 5) 7=LC5)ი /X ; 6) /=მIXCC0§2 -2 

ააგეთ ფუნქციის გრაფიკი (MM20.19-20.22): 

1)X#=2X-5; 2) +=3-4X; 3) „=X+2; 
4) ჯ=3-X; 5))=3+2X-X2; 6) /=X"-4X+3. 

1 –I 
1))=VX ; 2)ე=2V/X+I: 3)X=; 4)ე)=--+.. 

ჯ X+I! 

1)X=2”; 2) კ=3'''; 3) ;=–-109:X; 
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20.22. 

21.1. 

21.2. 

21.3. 

21.4. 

21.5. 

4) X=1+19(X+2); 5) #=5102X; 6) ა-ი05> · 

1-X, როცა X<90, X +), როცა X<90, 
1)X- ;. 2» ; 

X7+1, როცა ჯXჯ>0;” 2”, როცა X>0, ” 

4 

X+2” როცა X<-2, 3.7 –1, როცა ჯ<1, 

3))=12X+2, როცა-2<X<I), 4)»=4I1იX, როცა 1<X<2, 

1M(X–1), როცა X>1; (X-–1)I022, როცა X>2. 

§21. ფუნქციის ზღვარი 

ფუნქციის სღერის განსასღვრების საფუძველზე (კოშისა 
და ჰეინეს მიხედვით) აჩვენეთ, რომ (0MსMIM%21.1-21.3): 

1) IIო(2X+3) =5; 

  

  

  

  

2) IIიი(X” –2X+4) =4; 

  

4 სთ 3X+2 _ 

«-ა2 X+I 

2 სო2++2=+§Cთ; 
Xჯ-აI+ X-–-1 

4) Iი _X-5 
Lა3- XI – 4X+3 

4. 

  

2) Iთ 
ჯაი 2X+1 

3 

  

=3,   4) სი -3X 
»ცი XI –1 

გამოთვალეთ ფუნქციის ზღვარი (0M%%214-2141): 

1) Mთ (3X+1); 

1-4X . 

211” 
1). 1Iიი (2ჯX-3); 

„ 3) IსMი2 (C--»+12); 

3) სთ 
ჯა- ჯ 

  

  

2) ი (C-4X+5); 

= 3 

4 სთა +4X-2X 
Xჯ–3 X“ –4 

2) IIთ (3»-10); 

4 სთ (4-2X-X”). 

" ზოგიერთი ზღვრის გამოთელისას საჭიროა ისარგებლოთ ელემენტა- 

რული ფუნქციის უწყვეტობით



21.6. 

21.7. 

21.8. 

21.9. 

21.10. 

21.11. 

21.12. 

21.13. 

21.14. 

  1) IIი 
«+ 2X+1' 

X».+3X-1. 

X+2 ” 
1) #9 7%“?; 

I -% 

3) 10 4'%; 
ჯ6+-- 

I 3+7X 

Iს) Iიო)I| – 
) MC) 

3) სთ 109:(3X+!); 

3) Mთ 
5+>” 

5) ჰო 108, (I –3X) ; 
2 

„+ 

I) თ (=“2| 
#«–5+2ი2 5Xჯ-I 

  

  

  

  

  

+--+%ჯ 5X-I 

1+2+ 1-1 

3) სთ L> 4) (212) 
«ა-ის 3X+4 25-+-L 4X – I 

ჯ? 2 – 2ჯ- 
ს სოდ -2. 2) ცო #43 ; 3) ყი +--1; 4 სთ +-8. 

>” X-2 «ა-3 X? +3X «-ა-I X+1 ბარჯ –16 

#9 
–I 12X+ 24 X – 27 X»+1 

1 II01> : 2) VIთ :3 ო : 4 მო 
) I X-I ) სთ– > დთ2 +8 ) 9 ჯ' –-9 ) »-- ჯ? –I 

1) II „2 =4X+3, 2) 1ჰი)–––––––-; 
293 ჯ–-3 ++ > – 7X+10 

1 

3) სი 1-=X-6X_, 4 სო–---2-. 
5-1 I „ა2– 3X-2Xჯ 

X+- 
2 

2 – 

1) იი –5X+6 . 2) 1 წთ 3X +2X 5. 

»92 ჯ? უნ  2X -X-I 

3) იი –9X+4 . 4) I 1+X-2X” 

1 => –-X- X? L-”" წ; –I 

) სო5+22;“ 2) სი 2=“X, 
«ათ 2X– ჯათ=თ2X+7 

3) IM 8+ -X+10 X+10. 4) სთ-“-X> 5 
ჯა” 2X” – 5X -53X1 –4X+9 
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2) Mთ X+I 

ლდ ჯ -4X+2” 

4) Mთ 4+3X-2»ჯ? , 

1-ს % ჯ–-2 

2) IMთ 3“; 
1-ს, 

4) ი 3““”, 
ჯ1L< 

1 1-2: ააა, 
4) Iთ 1ფ(3X-6); 

6) Iი I0ლი,I(1-X). 

X+I 
2) Mთ (+“ 3 

  

    

  

         



21.15. 

21.16. 

21.17. 

21.18. 

21.19. 

21.20. 

21.21. 

21.22. 

21.23. 

  

  

  

X-2 

»X -3X- XI +1 . 

+552 ფაფუ ' 
3 4 

4 სი 7 თ-X +4+ _, 
«ა+9 2X. +4X 3 – X1 

. 3.7712 –4.457'3 

2 სი-––-––--–-; 
) სი 2-.7“'! +4"-3 

3.7?“ +5.427“ 
L67 _ 421 . 

2) IMთ 

4) I 
ჯა თ 

  2) სო : 
) სფუ=” 2, 

V/X-1 
  

    

4) თ 
ასლ 

4 – 

3) სთ > 16. . 4) 1–ე V 1. 
2I62- 4/X” “ MI 1-ჯ 

#42); 
ათ , 

2) სთ 

40 92-78 “-- 

2) ,0-===–-–-==-– X ; 
#59 ./1+X –+/L-X-. 

4) Mთი _ X12  _ 
2-2 XX +2X+4 –2 

2) II –VX+2-2 –-2. 

#07 3” 

4) IMთ 4-VI6-X 
#50 9:25 

27 სთ( X:+1– » -1); 
თ 

4) სთ | » +1+X) 
L.>+ 

2) II XLV2+1-»: 

4 სი »( »X+2- »:+4)



21.24. 

21.25. 

21.26. 

21.27. 

21.28. 

21.29. 

21.30. 

21.31. 

ს) სო §10 2X . 

„ცი ჯ 
  

510 /IX 
3) II9ი) , 

«+-:0 §10 MX 

(§5X. 

  70; 

1) IIი““–– 
I–0 2ჯ 

L9) III XCI§2X : 

) I 800510 4X , 

ი XჯX 

3) Mთ მC9ი 5Xჯ. 

·ა0ი §)04X 
=. 1) ო §Iი 3X. 

«-–0 XIC5X 
  

:-2 3) სე2X90 2X. 

+–0 6/XCIC X 

ს I 59015X–X. 

#5 2ჯ 

ვყოთ (§3X 
«50 5910X+5)ი2X ” 

5) სთ §10 5X+51ი X . 

»% §103X –§(ი2X ” 

1-005X . 
)Iთ –“; 

IX ჯ 

005 X – C05 7X . 
7 , 

  

აშო > 
. 90იX-§8იძ 

1) მო–––––––––<; 
Xჯ–ძ ჯ–ძ 

. ICX-–-I/დCძ 3) ს იე/+5+ (54. 
ი X–-ძ 

1) Iთ(! +2) 
I-% ჯ 
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5X 
  2) თ 

1-ს§5103X 

  

51ი“ Xჯ 
4) Iოთ · 

L-–0 ჯ? 

  

2) სთ §ი03X 

++0 /თ7X 

. X 
4) სი)/63X-C6 >. 

7X 
  2) IIთ 

0 ICIC2X ” 

4 4) Mთ მIC/C4X 

+-0 გყლC§10 3X 

2) I მICვIი "3#. 

ხი % Xჯ 

XI - 
2 

4) სთ 80#62X, 

#-50 (6 ჯ 

IC7X-2 2) II ო457215-4%X, 
Xჯ--0 # 

§1ი 15X –5ი X . 
4) სო 

ი (დ2X 

6) IMთ §10 4X – §1ი X : 

«აბ IV5X+I§9X 

XIC3X 
2) ))ი)––––– 

) > 00§5X-1”7 

X2გ10510 6X 

#50 C08 5V – C05X 

–005ძ 
2) თ 5952-0910. 

ჰი X–-ძ 

._ CI-L-CIლძ 
4) სი––“–-–. 

„ათ X-ძ 

2) ხდს-1| ; 
XL-5% ჯ 

4) Mთ



21.32. 

21.33. 

21.34. 

21.35. 

21.36. 

21.37. 

21.38. 

21.39. 

·- 

3) სთ C3 
#–56CთC XჯX 

1 
I8) Mთო( +3»)+; 
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1-ჯ 

4 ხე(+-3| 
ჯჯეათ XჯX 

2 

2) სთ(1-2X) #; 

2 

4 ხდ 2-1 
X#-V0 2–1ჯ 

  

  

2X? – 2X+1 

2 _ 2X-I 

ი I I +3X 1 

  

  

4) სთ 0-7 –1 

3 
  

2 Iთ გჰ» -1 
; 

_. 

1-6" 
6 

4) სთ 
#I-0 ჯX 

1-2-# · 

  

  2 სთ 
„აი შმ2ჯ 

23 

4) სთ 1-7 · 
ბ ჯ 

ა სო 3X . 
„90 1ი(1+4»)” 

  

2) 1 

Iი(»” –3X+1) · 

(ა) X?-4X+3



21.40. 

21.41. 

22.1. 

22.2. 

22.3. 

  

  

  

.– აღ. XV –- 24 
3) სი 1-1... 3) სა სილბ). 

ალ, (5-X) აი #L- უა 

ყი: .._ "და _ 

1) სი“ -1. 2) სთ >; 
თა (ხის ს აჯ 

ელაი 2X . ებ 2. 
3) ს-ა -: 4) საო =%, 

LI-00 დ” –I "ი 1-5“. 

დ" – გ C" C 

ა) I) > : 2) IIIი < : 
+--0 ჯ #0 II) 3+-–§ი0X > 

2 _ 3“! _ CX 

3) Iი>- 3. 4) Iო-“ 2. 
უა ჯ წ0/ი3X – 530 ჯ 

§22, ფუნქციის უწყვეტობა 

აჩვენეთ “შემდეგი ფუნქციების უწყვეტობა “იე ენა'სე: 
1)»=თX+ხ; 2)ჯ=0C +ხX+0; 

3) /=X" 4)»=VX 
განსაზღვრეთ მოცემული ფუნქცია # წერტილში ისე. 
რომ იგი იყოს უწყვეტი ამ წერტილში: 

  
  

  
  

  

  

/ი-2--1, Xი=I; 2/X-5!, X=-1; 

3)/ი--"%,  »ი-0; 4/ე- 505, »-0, 

5/თა-(»-5 | რი X->;  6/00= #- 1, »X-0; 

7) /8)=X9ი+, X-=0; 8) /ე=““ -- Xე=0. 

აჩვენეთ, რომ ფუნქცია განიცდის წყვეტას Xი წერტილში. 

ააგეთ ფუნქციის გრაფიკი. 

2-X, როცა ჯ<90, 
1) #X)= X0=0; 
)/%) C როცა XჯC>0, ი 

1+3X, როცა ჯ<-–), 
2) #X)= 2 Xიე=-I; 

-X”, როცა X>-I, 

3) /ცი 35Iი»X, როცა Xჯ <0, 0 
X)= X0- ს, 

0ლ05X, როცა ჯX>0, ? 
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22.4. 

22.5. 

22.6. 

V». 
4)/დ=14“ ჯ როცა IX >1, Xე=-1. 

2 –1, როცა IX < 1. 

იპოვეთ ფუნქციის წყვეტის წერტილები. გამოარკეიეთ 
რომელი გვარის წყვეტა აქვს, იპოვეთ ფუნქციის მნიშვნე- 
ლობა წყვეტის წერტილში და ააგეთ ფუნქციის გრაფიკი: 

Xჯ? +1, როცა X<0, 
I)X> 6 

ჯ-2, როცა X>0; 

–, როცა XX#%0, 
2)კ=1»ჯ” 8 

0, როცა Xჯ=0; 

–X, თ შოცა X<-), 
| როცა Xჯ<0, 

ე 4)X 3))- 
5X-X?, როცა X>0; 1, როცა X>-I 

2-X, როცა X<1, როცა ჯ<-–), 
6 

1CX, როცა Xჯ>I, -.' როცა Xჯ> –I; 

X+I), როცა X < –I), 7 
2X+2, როცა X< –I, 

7)X>1-X»”+1, როცა -1<X<), 8)>= ჯ-ჯ-2, როცა -1<X52, 

2 
2 

| Xჯ-1, როცა X>I; 1 
–%X+1, როცა Xჯ> 2; 

X»X?, როცა X<0, (X+1), როცა X< –I, 

9)#-4I, როცა Xჯ=0, 101#=43, როცა -–1<X<1, 

(თX, როცა X>0; 2", როცა Xჯ>1. 

ძ-ს რა მნიშენელობისათვის იქნება ფუნქცია უწყვეტი? 

XCIC2X, რო(ვა X#0, |X Xჯ+1, როცა Xჯ <1, 
1)X= 8 I<2 ; 2: 2ა-L 2 L 

ძ, როცა Xჯ =0; –თძX., როცა Xჯ>I; 

ძ(X+1), როცა Xჯ<1, ძX? +2, როცა X<2, 
3)კ=1 , 4))=1, 8 

X +2, როცა Xჯ>1, X +2ძ, როცა Xჯ>2; 

30510 X, როცა X <0, 2“! +ძ, როცა X<1, 
5)X# . 6-1 , 

4005X+ძ0, როცა X>0; 2თX“ +1, როცა X>1. 

ძ და ხ პარამეტრების რა მნიშენელობებისათვის იქნება 

ფუნქცია უწყვეტი? 
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23.1. 

23.2. 

23.3. 

23.4. 

„X?, როცა Xჯ<2, X+0, როცა X5<0, 

1)#=+ი0=X+ხ, როცა 2<X<3, 2))1=12X+3, როცა 0<X<I,; 

(C(X –1), როცა X>3; თ? +ხ, როცა ჯ>1; 

წას # 
–25Iი X, როცა X5-=, 

3)X=4ძ51იX+ხ, როცა -2<X<2. 

”# 
005X, როცა Xჯ> 2' 

თაი X+2ხ, როცა ჯ< -2> 

4)X=4ძ5Iი X+ხ005X, როცა -><X<2,   3005X+ხ+I, როცა »X>=. 

§23. წარმოებული და დიფერენციალი 

იპოვეთ X7=/CX) ფუნქციის #»/=/MC) ნასრდი X. წერტილში, 

თუ: 

1) 7=X., X-=1, #X=0,1; 2) #=IდX, Xი=1, #V=9; 
· ჯ 

3) 7=4", Xე=2, #X=-0,5; 4) »X=51იX, Xი=0, 45-=, 

იპოვეთ X/=/X) ფუნქციის არგუმენტის 4 ნასრდის შესა- 
ბამისი #/ ნაზრდი X წერტილში: 
1) 7=0თX+ხ; 2) 7=თX?2+ხX+0; 3)7=თ"; 
4) »=IიX; 5) 7>=5VX; 6) »=005V. 

იპოვეთ 2 ფარდობა X წერტილში, თუ: 

1)7=3/X , Xე=1, #»=1?; 2) /= 8 =0, 4X= –1, 7 X, X0 ' 8 , » 27 ჯო" ჯ 3 

წარმოებულის განსაზღვრების საფუძველზე გამოთვა- 

ლეთ 7), თუ: 

1)/6ი0=X-X, Xა=–1; 2) /6ე=-/X-–I , X-=2; 

3) /0ე=2ს“-4,, Xი=-1; 4) #0=3”“?, X-=0; 

5) #>X)=IიC”-1), Xი=3; 6) /(X)=51ი3X, X= 3: 
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23.5. 

23.6. 

23.7. 

23.8. 

23.9. 

23.10. 

23.11. 

23.12. 

23.13. 

23.14. 

23.15. 

23.16. 

23.17. 

იპოვეთ />) ფუნქციის ცალმხრივი წარმოებული Xი წერ- 
ტილში, თუ: 

1)/2X)=X+2|, Xი=-2; 
3) /სე= /X ,. Xი=0; 

იპოვეთ ”შემდეგი 
23.19): 

1) #=3»-); 

I)7=X+2V» ; 
3)7=2X2 – 32% +3X-L; 

2) )|=X”-2X; 

ეაე-” 
7 ჯრ ჯრ ჯრ | 

2 4 5 

1) #7=3X) -2VX+--2; 

3 2. · 3) 7= უვ 5VX +2X-); 

1) -–=351იX-4005X+1; 
3) 7=2X-2+-C51იX+22L0CC05X; 

1) 7=3005X+251იX-X; 

3) X=3გ1LC§1იX-281C005X; 
1) 7=X”Iი»X; 

3)7=Vჯ ·3წ; 
1) /7=2რ”-3-5"; 

3) ჯX=51ი»-2C; 
1) )/=5” მICIX; 
3) 7=(1+რ6”)მ10§1იX; 

    

  

21) 2X+1 
= ჯ 2 = , 

ა)» –3 )» X2+2 
ტრ! 

1)7=->; 2) 7= 
5 00§X 
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2) /6ი=IX“-II, Xი=1 

4)/ხე=1/»? , ა-მ. 

ფუნქციების წარმოებულები (0%M23.6- 

3)31=X-5X+6 4) /=X-3X”+X?. 

2) ჯ= 9»? – 4-/X +X>-1; 

4)=3ჯ4 –4X-% +2. 
2 3. 

2) 7 = 5X“ – 
»ჯ 

5 
4) #=4-/»X –3ბშX? +-5- 
7 ულ 

2) X”7=219X-3CLCX+251იX-1; 
4) /=29LCICX+38მ10CLCX-2X. 

2) »=5მ1CIVჯ-2X”; 

4) 7=21 X-3C(ფX-1. 

2) 7=60”005X; 

4) 7=(X?-4X+1)გIXCC05». 
2) »=7"-3C”; 
4) ჯX=310–3X+56”. 
2) #/=XI0CფიX; 
4) 7=(1+X?)მICIთX-2X51ი». 

      

  

_ VX-1, 4) _ 1-4» 

VX+17 » ჯ?2+1 

Xჯ? 20 +1 
3 =--; 4 = )» შო” ა»= I“



23.18. 

23.19. 

23.20. 

23.21. 

23.22. 

23.23. 

23.24. 

23.25. 

23.26. 

23.27. 

23.28. 

23.29. 

_ 510X-C0C05X . 
I)»7=-–“––“––-, 

5)ი X+C05X 

ძ)CI 
3ე == 15. 

I+Xჯ 

  

ICX+2 . 
? 2) /=   

C92X-2 

IL X+1 
  4) „= 

3“ +5" 
2) 7X= : ა)» ოლე 

_ 1003 X+108ე X 

  

4)» 

იპოვეთ /CX), თუ (XM-23.20-23.22): 
1) ,#X)=X“-3»?+7, Xი=2; 

3) /690=3 2/X +-/X, Xი=64; 

1)/##/X)=319X+4005X-1, X –C ' 

2) /0)=2X-3X-+2X-1, Xი=1; 
1 

4/95%- +» 1, X0=I. + 

2) /6X)=2მ10§1იX-მXLCICX+X”-2, X0=0; 

3) /6ე=20-3”-, Xი=2; 

1) ,)#X)=X51იX», Xი= >. ; 

I 
4) #X)=5|0წ3X+IიX, X- >“ 

2) /(Xჯ)=3C C05X-7X, X0=0; 

2 
4) /(ჯ =-> · X0=6. 

(იჯ 

იპოვეთ შემდეგი ფუნქციების წარმოებულები (MM#23.21 

§ი X 
3)/00ე=--–---–--–--, X0C-27, 
)/ო §0X+00§X”. 

23.40): 

1)»X=CC-1)”; 

3) /=(3X2+5»-1)“; 

1)17= -/3X-5 ; 

3) ”= ?7-2X; 

1) 7=5103X; 2) 7=18(2X-5); 

1)»=0“); 2)7=5'” ; 
1) 7=§1ი”X; 2) /=005' X; 

1) 7= -/510 » ; 2) ჯ= C084/X ; 

1)»= სისი»  2)»7=3““; 
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2)7=(L-2MX) ; 

4) ჯ=CV9-2X")9. 

2)7=+V4+2»X-3X ; 

4) 7= §((2X+1)' 

ჯ 
3) /=81CC057X;, 4)/=02008-–> · 

3) /=Iი(4-XC); 
3) 7=21CL9X; 

3)7=4#; 
3) 7=8ICL64”; 

4)„=10თა(X-+X); 
4) 7=C(6%. 

4)7=%ი». 
4) #=810005I1VX.



23.30. 

23.31. 

23.32. 

23.33. 

23.34. 

23,35. 

23.36. 

23.37. 

23.38. 

23.39. 

23.40. 

23.41. 

23.42. 

23.43. 

1) /=5"9%; 2) 7=10წ319X; 

1) »X=§Iი?'-+/X; 2) /=005“3»; 

1) 7=§1ი“(2X+5); 

3) »#= ეთ)» : 

1) /=2LCL91 VX : 

3) X7=C1ც3""“; 

1) /=მLიC§)ი# -# ; 
3) »= რა902X, 

1) ”7=81ი (“1 | ; 

3) /=Iი!%Iი7X; 

= 3, 
» 1ი60§ჯ 

1) /=51ი 3 -5)ო4X; 

3)»#= 2#X IX; 

I)”; უო 

1)7=X", 2)»=»” 

I)7=»”; 2)»=CდIიი“””, 
იპოეეთ / LI), თუ: 

1) #X)=5105X10056X, Xია=0; 

3) /#(X)=I9M(1+2'), Xი=2; 

5) #(X)=X6 - Xი=0; 

3)X7=00§51%X;  4))/=2LCI0005X. 

3) /=185X?; 4) X=მXC51M15». 

2)»= /I§(X? +X) ; 

4) 7=1ი?(-/X + 2). 

2) »= გ/ კაი. : 

4) #=2#CC0§?10წკX-. 

2) 7=(წ“(X-C08X); 
4)»=6%' 
2) ჯ=IV (1+/X+1) 

4) »=8+051ი”(1ი%). 

  

  

ა)» აე»: 0#-– ი 

C/დ37 

2) ”7= რ” C0910X; 

4) ;= ვ+ + , გ;ცყვიჯ", 

26# 005? 5X 
; 3)7= ; რ). 

)» VX LV 8Iი6X 

3) 7=01ი%);, 4) 7=X%, 
3)ჯ=(X+1)7; _ 4) ,=ჯ9%, 

2) #X)=Iი-§1#9X, X- 2? 

4) /6)=L81) % , X0=2; 

6) /60= /X? -5X+25, X0=5. 

იპოვეთ დიფერენციალი თ (M%M#23.42 -23.44): 
1)3)=X"-3X; 

ჯ ჯ 
3) ჯ/=2!კ–--20(7-–; ) >=2% 2 2242 

1)X7=51ი5X; 2) 1=I951იX; 
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2) #=2§1იX-3005X; 

4)3=6” ' 
C05X 

–-; 4),=2X2751ი +V/X 
1-510Xჯ 
  3)/=



23.44. 

23.45. 

23.46, 

23.47. 

24.1. 

24.2. 

24.3. 

24.4. 

1)»=3+V»ჯ = ; 2) ჯ=5MM; 

3)/= 29"; 4)/=   

იპოვეთ »7=/0) ფუნქციის დიფერენციალი X წერტილში, 
თუ: 
1) 7=2X--X, Xი=), /#X=0,1; 

2) 7=X--X, Xე=-1, /#სX=-0,2; 

3)»= +»? –2X, X-=-1, #X=-0,01 +V3 ; 

4) „=2“!, Xი=1, #-=.9L. 
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იპოვეთ #X0+0X)-ის მიახლოებითი მნიშვნელობა დიფერენ- 
ციალის გამოყენებით, თუ (MM23:46; 23.47): 

ს)/ი=VX, X:=I, #X=0,004; 
2) /6)=851იX, X0=309, #X=19; 

3) #X)=0095X, X0=609, #X=19: 
4) /#X)=გICI-X,„ Xი=1, #X=0,I. 
1) #/(X)=IიX, ჰXე=1, /#LX=0,2; 

2) #X)=“”, X0=0, /#X=0,2; 
3) #X)=IXX, X0=1, #X=-0,1; 

4/9=V», X=1, #X=0,012. 

§24. მაღალი რიგის წარმოებული და 

დიფერენციალი 

იპოვეთ მითითებული რიგის წარმოებულები (MM24.L 
24.3): 

1)7=X -4X+2, /'=1 2) ”=4X“-3X+2X+6, /”=? 
3) »=5X“-3X+1, )'=? 4) „=XI-X+X-X, 1 
1)7=26 7, )/'=? 2)»7=3”, )#'=? 
3) /#=5102X, )/'=9 4) 7=Iი(2X-3), #”'=? 
1) »=XIიX, )/”=? 2) #=(1+X )მICIწX, )/'=? 

პ)»ჯ=2» M"=? 4) ჯ=XIიX, 1 '=? 

იპოვეთ მითითებული რიგის წარმოებულები მოცემულ 

წერტილში 0%59M24.4; 24.5): 

1) 7=»'-X+2X”-1, 1/'(1)=? 2) 7=X-3X- +X, '(2)=? 
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24.5. 

24.6. 

24.7. 

24.8. 

24.9. 

24.10. 

25.1. 

25.2. 

3) /=00§5»X, ”(<) 7 4) „=X"-101იX,  #(1)=? 

1)»7=XIიX, #”(2)=? 2) »=X §I0ი2X, )/”(0)=? 

3)X=6M, VV(4)=? 4)»=6"”!, »(0)=9 
იპოვეთ /-ური რიგის წარმოებულები: 

1) 7=IიX; 2) /=5IიძX; 3)ჯ=-– : 4) #=თ". 
–-ჯ 

ლაიბნიცის ფორმულის გამოყენებით იპოვეთ მითითებუ- 
ლი რიგის წარმოებულები: 

1) /=XC, )/%=9 2) »7=XIიX,  /=? 
3) 7=(--1)2“!, )49=? 4) »=XC60§X, 1/)=? 

იპოვეთ მითითებული რიგის დიფერენციალები (MM24.8, 
24.9): 

!)»-3»“-4X, ძა? 2) 7=5X-21იX, ძ'/=? 
3) X”7=00§5X, ძ")=? 4) ჯ=5"-2C, ძე =? 

117=0?+X+1)C", ძ”=? 2) ე=9X. ძხ=? 
X 

4 

3)»=X 6", ძა-? 4X-=–., ძა? 
–X 

იპოვეთ მითითებული რიგის დიფერენციალები მოცემულ 
წერტილში: 

  

1)»X=X -5X'+40, ძ”)(1:=? 2) /=(X+5), ძ)#0)=? 
1 

3)/=»X”ი», _ ძ"X4)=? 4)»---,, «XI)-? 

§2წ. პარამეტრული და არაცხადი სახით 

მოცემული ფუნქციის წარმოებული 

იჰოვეთ ჟ/-2, თუ » ფუნქცია მოცემულია პარამეტრული 

სახით (MM25.1; 25.2): 

ოლი უააიი ა რაილი არის 

»7=/პ; »#7=(-/! »=ხვსი?; X»= 20 +1. 

»= 7911 

X=C§5)ი/ |” 1 , 2 
) ითი ( =73=1. , ჯ” 
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25.3. 

25.4. 

25.5. 

25.6, 

25.7. 

  

=1ი(1+/?), 1+1” 
3) ჯ ( ) 4) , 

X#=1–-ძI/X/#%I/; #= 3 

(/+1) 

იპოვეთ I, (/ი), თუ: 

=(/2 X=785) I”, ს წ /? +1, ,=1; 2) ·' ”59ს)ი „=2; 

X=2!-I, 7 =70C05/, 4 

»X=ძ(/ –§)ი!), = C 008/, ( ) =4, ” Xჯ=C 00§ ,=0, 

»=2ძ(1–Cი+§!), 2 X#/=C §IიI, 

იპოვეთ პარამეტრული სახით მოცემული ფუნქციის მითი- 
თებული რიგის წარმოებული: 

ს Xჯ=/), ძ'» ა გ X=005/, ძ» „ 

»=/, ძ2. »=წ9ის თ. 
=26” 2 X=IVიV/, 2 

ვებ “ი» 9X-ე 4 · 97X-ე 
»ჯ=6”, თ; X»X=!, % 

ძ”” 
იპოვეთ /# წერტილში II თუ: 

Xჯ=/), 1 X=1–-008/, » 
1 I(ე=–>=:; 2 , 1ე =–. 
I“ შპ 8 არბო შ.2 

იპოვეთ 2, თუ » ფუნქცია მოცემულია არაცხადი სა- 

ხით: 
ჯ? »“ 

1) 77=2/X; 2) –-+=-=1; 
ი” ხ 

3) 8ICLC > = Iი „/X? +)” ; 4) /§სიX-C05(X-)/)=0. 
ჯ 

იპოვეთ #”Cი) როცა Xი=XXი), თუ: 
1) X +2X7/-)/=2X, Xი2 X0-4; 
2) C”- +X/=0, X0=0, X#ი= 1; 

3) 27=1+0#, Xე=1, 0=1; 
4) X/+Iიჯ=1, Xი=1, 0-6. 
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26.1. 

26.2. 

26.3. 

26.4. 

26.5. 

26.6. 

26.7. 

26.8. 

26.9. 

26.10. 

26.11. 

26.12. 

26.13. 

§28. წარმოებულის ზოგიერთი გამოყენება 

გეომეტრიასა და მექანიკაში 

იპოვეთ X#=5X კუბური პარაბოლის იმ წერტილზე გამავა- 
ლი მხების კუთხური კოეფიციენტი, რომლის აბსცისაა 

X=2. 

იპოვეთ )=3X”-2X+1I პარაბოლის MC 

ვალი მხების კუთხური კოეფიციენტი. 
იპოვეთ )=» კუბური პარაბოლის ის წერტილები, რომე- 
ლშიც გავლებული მხების კუთხური კოეფიციენტი 3-ის 
ტოლია. 

იპოვეთ )>V"-Xჯ პარაბოლის ის წერტილი, რომელშიც გავ- 
ლებული მხების კუთხური კოეფიციენტი 5-ის ტოლია. 
+=X+2 პარაბოლაზე იპოვეთ წერტილი, რომელშიც გაე- 

ლებული მხები 0X ღერძთან ადგენს 30“-იან კუთხეს. 
იპოვეთ )=X+1 კუბური პარაბოლის ის წერტილი, რომელ- 
შიც გავლებული მხები CX ღერძის პარალელურია. 
იპოვეთ ჯ#=3V +4X'-I2X++20 წირის ის წერტილები, რომელ- 
შიც გავლებული მხები CX ღერძის პარალელურია. 

| წერტილზე გამა- 

  იპოვეთ #»- წირის ის წერტილი, რომელშიც გავლე- 
+Xჯ? 

ბული მხებები პარალელურია აბსცისთა ღერძის. 
იპოვეთ X=2+LX” პარაბოლის ის წერტილი, რომელშიც 

გავლებული მხები 0X ღერძთან ადგენს 45”-იან კუთხეს. 

იპოვეთ უ-512 ფუნქციის გრაფიკის ის წერტილები, რო- 
ჯ-– 

მელშიც გავლებული მხები 0CX ღერძთან ადგენს 1355-იან 
კუთხეს. 
X=2X -3ჯ+7 ფუნქციის გრაფიკზე იპოვეთ წერტილები, რო- 

მელშიც გავლებული მხები პარალელურია აბსცისთა 
ღერძის. 

იპოვეთ #>X-7X3 პარაბოლის ის წერტილი, რომელშიც 
გავლებული მხები 5X+”-3=0 წრფის პარალელურია. 
იპოვეთ X#=2X-3+I პარაბოლის ის წერტილი, რომელშიც 
გავლებული მხები X+5X+2=0 წრფის მართობულია. 

შეადგინეთ ჯ/თს წირის M(იკი) წერტილში გავლებული 
მხების და ნორმალის განტოლებები, თუ (MM:26.14; 
26.15): 
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26.14. 

26.15. 

26.16. 

26.17. 

26.18. 

26.19. 

26.20. 

26.21. 

26.22. 

26.23. 

26.24. 

ა) #2VX, M(4:2); 2)»7=X+2X--4X-3, #V/(-2:5); 
3) /=X”-2, #M/(2;2); 4) »7=X'-4X2+8X+6, M#(2;14). 

3) 7=2ICC0§3X, M(0:5 ; 4)7=2'“”  #/(C-1;1). 

წერტილი მოძრაობს წრფივად კანონით §=2/+/-4. იპოვეთ 
მისი სიჩქარე დროის (=4 მომენტში. 
მატერიალური წერტილის CX ღერძის გასწვრიე მოძრაო- 
ბის განტოლებას აქეს სახე X=3-/”. იპოვეთ სიჩქარე 
დროის (§=0, /,=1I და 060=2 მომენტში. 

სხეულის მოძრაობს წრფივად ისე, რომ მოძრაობის საწ- 
ყისი წერტილიდან მისი დაშორება დროის ყოველ ! მომე- 

ნტში გამოითელება ფორმულით ლ<4+4-40+60. იპოვეთ: 

1) დროის რა მომენტში იმყოფებოდა სხეული საწყის წე- 

რტილში? 
2) დროის რა მომენტში იყო სიჩქარე ნულის ტოლი. 
3 კგ მასის სხეული მოძრაობს წრფივად შემდეგი კანო- 
ნით +=1+/++/”. § გამოსახულია სანტიმეტრებში, I-წამებში. 

2 
განსაზღვრეთ სხეულის კინეტიკური ენერგია წ3 მო- 

ძრაობის დაწყებიდან 5 წმ-ის შემდეგ. 
ზ კგ მასის სხეული მოძრაობს წრფივად კანონით 
§=2/+3”-1. იპოვეთ მისი კინეტიკური ენერგია მოძრაობის 
დაწყებიდან 3 წმ-ის შემდეგ. 
მოძრავი ავტომობილის სამუხრუჭე მანძილი გამოითელე- 
ბა ფორმულით: #«(0=30/-16/. რამდენი წამის განმაელო- 
ბაში მიმდინარეობს დამუხრუჭება მის სრულ გაჩერებამ- 
დე? რა მანძილს გაივლის აეტომობილი დამუხრუჭების 
დაწყებიდან? 
ბორბლის შემობრუნების კუთხის დროზე დამოკიდებუ- 
ლება გამოისახება ფუნქციით თ-/+7X-5. იპოვეთ კუთხური 
სიჩქარე დროის (5 წმ მომენტში. 
ბორბალი ბრუნაეს ისე, რომ შემობრუნების კუთხე დრო- 
ის კვადრატის პირდაპირპროპორციულია. პირველი ბრუ- 
ნი შესრულდა 8 წმ-ში. იპოვეთ ბორბლის ბრუნვის კუთ- 
ხური სიჩქარე დროის (=64 წმ მომენტში. 
წერტილი მოძრაობს )X=8ჯ»-X პარაბოლაზე ისე, რომ მისი 

აბსცისა იცვლება კანონით »Xჯ=+V (X-იზომება მეტრებში, 

365



26.25. 

26.26. 

26.27. 

26.28. 

26.29. 

26.30. 

27.1. 

27.2. 

”-წამებში) იპოვეთ წერტილის ორდინატის სიჩქარე მოძ- 
რაობის დაწყებიდან 9 წამის შემდეგ. 

წერტილი მოძრაობს წრფივად კანონით #§=3/-3/+8. იპო- 
ვეთ მისი აჩქარება /=4 მომენტში. 
დროის / მომენტში სხეული მდებარეობს საწყისი წერტი- 

ლიდან => +4/ +160? კილომეტრ მანძილზე. იპოვეთ 

მისი აჩქარება მოძრაობის დაწყებიდან 2 სთ-ის შემდეგ. 
მატერიალური წერტილი მოძრაობს წრფივად კანონით 

§= = +3! -5, იპოვეთ წერტილის სიჩქარე დროის იმ 

მომენტში, როცა მისი აჩქარება ნულის ტოლია. 
მატერიალური წერტილი მოძრაობს წრფივად კანონით 
§=/-/ იპოვეთ წერტილის აჩქარება დროის იმ მომენტში, 
როცა მისი სიჩქარე 1I მ/წმ-ის ტოლია. 
სსეული მასით 3 კგ, გარკეეული ძალის მოქმედებით, მო- 
ძრაობს წრფივად კანონით +«(/)=/-3/”+2. იპოვეთ მასზე მო- 
ქმედი ძალა (=4 წმ მომენტში. 
სხეული მასით 5 კგ, გარკვეული ძალის მოქმედებით, 

მოძრაობს წრფივად კანონით § =20 +! -1. იპოვეთ მას- 

სე მოქმედი ძალა დროის იმ მომენტში, როცა მისი სიჩ- 
ქარეა 3 მ/წმ. 

§27. ლოპიტალის წესი 

გამოთვალეთ ზღვარი (MM%27.1-27.14): 

0 
9 სახის განუსაზღვრელობა 

  

  

»ჯ – 3 _ 2 _ 

ჩა სო->->-L.. 2) სენ -2X =XX2. 
2 2X - X-1 ს X –-7X+6 

– 2 – 3) სთ > 3». +2X : 4 სთ 3X? – 2X> +4X – LL 

«ა X -4X +2X-1 «ა 9 +3X? –- X-I 

1) სთ“––; 2) ჩო>+-1; 
#5 ყვი ჯ X-) 1) X 

. ი (X-–I 
3) ჩოთ3-=3; 4) Mი ი(X-I). 

ჯ1) LსX 252 I0(2X– 3). 
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27.3. 

27.4. 

27.5. 

27.6. 

27.7. 

27.8. 

27.9. 

27.10. 

I(9X- X.. 
, 

  1) სთ – 
ჯა ჯ-59იX 

10005C0X ფიბი“ 
თ 

–- სახის განუსაზღვრელობა 
090 

ა) სიქ9X 2.2) Iთ–უ= ი». 
36% ჯ? 6-6 -თ პჯ 

  

ს სე 31%. 

#50+3-Iიჯ” 

3) სთ აX; 
ჯ-830+ CICჯ 

3+IX 
'!!: იოააააეასეასბი 
#X50+2 – 31ივ)იXჯ 

1ი 51)ი 2X 
3) Iთ - ; 

X–0+ I05)ი ჯ 

  

0· სახის განუსაზღვრელობა 

1) სთ XIი»; 
#ჰ-0+ 

3) თ §1იX-IიX 
Xჯ-50+ 

: XX . 
1) სთ I0(5-X)I8“-– ; 

3) სი X9ი 2 ; 
ჯ »6–-თ 
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X MM. 

4 სო>-63 =2 
#0 I0(1+§51ი») 

2) სო>- 425 , 
#-–0 Xჯ 

4) IM IივიX 

ჯ- -(»- 2» | 

  

    

  

4) წია Iი§9I0C ჯ . 

1-50- I0/C2X 

2) ჩოი (X-2)Iი(X-2); 

4) = §105X-Iი3X. 
წლი 

წ” Iთ §1იXI0/CX; 
#-30- 

4) თ „ი, 
#+-5–0+



27.11. 

27.12. 

27.13. 

27.14. 

28.1. 

28.2. 

28.3. 

28.4. 

28.5. 

28.6. 

«-Cთ სახის განუსაზღვრელობა 

  

  

ს) M(1---) თ სე(+--) L 
ახLX 5IიX +ახLX 6” –I 

3) სუ(1- ' I 4 IM :----). 
„LX XC05X “I სს» X–-1 

1“, 0), თ9 სახის განუსაზღვრელობები 
XL 

–) სი (X –1)+-2 23; 2) სია”) 

3) III (C05»)'%-; 4) I ტვენი 
25; 

ხის ბადი” 
_31_ 
4+თ+ „ = ალი 

3) ეე ჯი; 4 ჯი, »ჯ) “2? 

2 1 IL 

00) სთ»; 2) I. | 3) IIთ (Iი »X; 
„– თ #ჯX-–0.V Xჯ "-+თ 

4) თ (Iდი)?'”; 5) Mთ (C(თ-ი)“'“; 6). IIიი ((CXI9% 
9 X-560+ „- 

წ2მ. ფუნქციის ზრდადობა და კლებადობა, 

ექსტრემუმი, უდიდესი და უმცირესი მნიშვნელობა 

იჰოვეთ ფუნქციის სრდადობისა და კლებადობის შუალე- 
დები (MIM28.1-28.5): 

L))–C-4X+2; 2) 1)=8X-X”; 3) ჯ=X“-3X?; 4) X=1L2X-»X' 

1) 1=Xმ-1,5X--6X; 2) 7CX -3X”-9X+14; 
3) X7=X--6X +15X-2;: 4) +=2–3X-6X”-5X1, 

1) 7=X“-2X“-5; 2) X#=1-X +6X”-15X; 3) )=X+ XVX :4) )=X?+X. 

1)#=X”-5X +5)+1; 2) 7=X”(X-12)?; 

2X 2X? -I. 
3)#-–“–>; 4) »X=     

1+X X“ 

1)7=X-თ; 2) 7=26C%; 3)/=2X-იX 4) 7=+/2X-X? 

იპოვეთ ფუნქციის ექსტრემუმი (MIM28.6-28.13): 

1) »=X”-2X-6; 2)3= 1 ა2-X-4; 

3) #=1-6X-X?; 4) ჯ=10-3X”. 
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28.7. 

28.8. 

28.9. 

28.10. 

28.11. 

28.12. 

28.13. 

28.14. 

28.15. 

28.16. 

28.17. 

28.18. 

1))=X-12X+I; 

3) ჯ=2X?-6X>-18X+7; 

1 
1 კტ 2 ექ. 20+2; »” > 3 

3) ჯ=»“-8X”+12; 

1))=3X -4XC; 2) ჯ=(X”-7)(X+5)?; 

ჯ? I 

    

I)X---––_ 2; 2)#> >>: 

ა. +, 2,271); 

1)X=XC; 2))=X2C"; 

1) #=X-IX(1+X); 2) /=XIიX; 

2) 1=2X -3X”; 

4) უ=1ა0-2ძ+ვ»+I. 

2)უ=2X”-X; 

4) 1= + X-XI ო”, 

3)კ=>X+3;  4)ე=3»+12, 
3 X ჯ 

X' –2X+2 ჯ 3)ეკ=2 =4X%4./ , 
)) X-I I. 

2 #1 

X2+5X+6. 

  

ჯ 3))2--+ 4 
ა > .2:+2 ) 

3) X>--. 4) #=2C"+C", 

3)უ)=XიI:  4))=X-Iი(1+X"). 

იპოვეთ ფუნქციის უმცირესი და უდიდესი მნიშენელობა 
მითითებულ შუალედში (MM28.14-28.17): 

1) X=X”-4X+3, (0;3); 

3) 7=2X'-6X+5, (=>) 

1) პრატი ვ -62+I, L-2;4); 

3)ვ=»”-5X +5X+3, L-1;2); 

ჯ? => 
  I)»X-––––, L3:0), 

  3)#=X+ V4 
' 

(X+ 2)” ” 

1)1=X-210X+3,5, |1;6); 

3) X=0C0§2X-4005X1+3, IC»); 

2) 7=X--6X+8, 

4) 7=X'-3X7+2, 

(1:41; 

(2;51; 

2)#=3X+4X+I, (-2;1); 

I 13, 2 
4)უ=–-X%-=X+<)%+I. 
)X X-2X 13 

2ე--+ 5, (1;7); 

4) ჯ=+VI00 – »ჯ? , (-6:8). 

2)კ=# ი», (1;9); 
4) 1=251I0X+§012X, 8) 

მოცემული თ დადებითი რიცხვი დაშალეთ ისეთ ორ შე- 
საკრებად, რომ მათი ნამრავლი იყოს უდიდესი. იპოვეთ 
ამ შესაკრებების ნამრავლი, თუ Cთ=8. 
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28.19. 

28.20. 

28.21. 

28.22. 

28.23. 

28.24. 

28.25. 

28.26. 

28.27. 

28.28. 

28.29. 

28.30. 

28.31. 

28.32. 

იპოვეთ რიცხვი, რომელიც თავის კვადრატთან შეკრების 

შემდეგ გვაძლევს უმცირეს შედეგს. 
იპოვეთ რიცხვი, რომელიც თავის კვადრატით შემცირე- 

ბის შემდეგ გვაძლევს უმცირეს შედეგს. 
! სიგრძის მაეთულისაგან დაამსადეთ ისეთი მართკუთხე- 
დი, რომ მისი ფართობი იყოს უდიდესი. იპოვეთ ეს ფარ- 
თობი, თუ 7=32. 
ყველა იმ მართკუთხედებს შორის, რომელთა პერიმეტრია 
36, იპოვეთ უდიდესი ფართობის მქონე მართკუთხედის 
ფართობი. 
რიცხვი 24 დაშალეთ ისეთ ორ შესაკრებად, რომ მათი 
კუბების ჯამი იყოს უმცირესი. იპოვეთ ამ შესაკრებთაგან 
უდიდესი. 
რიცხვი ზ) დაშალეთ ისეთ ორ თანამამრავლად, რომ მა- 
თი კვადრატების ჯამი იყოს უმცირესი. იპოვეთ ამ თანა- 
მამრავლთა ჯამი. 
რიცხვი 10 წარმოადგინეთ ორი ისეთი დადებითი შესაკ- 
რების სახით, რომელთა კეადრატების ჯამი უმცირესი 
იქნება. 
იპოვეთ ისეთი ი რიცხეი, რომ 4ი-ი? სხვაობა იყოს უდი- 
დესი. 
იპოვეთ ისეთი დადებითი რიცხვი, რომ ამ რიცხეისა და 
მისი შებრუნებულის ჯამი იყოს უმცირესი. 
მოცემული პერიმეტრის მქონე ტოლფერდა სამკუთხედე- 

ბიდან რომელს აქვს უდიდესი ფართობი? 
იპოვეთ უდიდესი ფართობი # რადიუსიან წრეში ჩახაზუ- 

ლი მართკუთხედისა წ. = 35) · 

M024) წერტილსე გავლებული წრფის მონაკვეთი საკო- 
ორდინატო ღერძებთან (>0, »>0) ქმნის მართკუთხა სამ- 
კუთხედს. რას უნდა უდრიდეს კათეტების სიგრძეები, 
რომ სამკუთხედის ფართობი უმცირესი იყოს. 
იპოვეთ #2) წერტილზე გამავალი იმ წრფის საკუთხო 
კოეფიციენტი, რომელიც პირველ საკოორდინატო კუთხი- 
დან მოჰკვეთს უმცირესი ფართობის მქონე სამკუთხედს. 
სამკუთხედში, რომლის ფუძეა თ, ხოლო სიმაღლე VI, ჩა- 
ხასულია მართკუთხედი ისე, რომ მისი ორი წვერო მდე- 
ბარეობს ფუძეზე, ხოლო დანარჩენი ორი ფერდებზე. იპო- 
ვეთ უდიდესი ფართობის მქონე მართკუთხედის ფართო- 
ბი. 
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28.33. 

28.34. 

28.35. 

28.36. 

28.37. 

28.38. 

28.39. 

28.40. 

28.41. 

28.42. 

28.43. 

ნახევარწრეში რომლის რადიუსი X=14-/5 ჩახახულია 
უდიდესი პერიმეტრის მქონე მართკუთხედი (მართკუთხე- 
დის ერთი გვერდი ნახევარწრის დიამეტრზე მდებარე- 
ობს). იპოვეთ ამ მართკუთხედის დიდი გვერდის სიგრიე. 
იპოვეთ ტოლფერდა ტრაპეციის ფერდი, რომლის პერიმე- 
ტრი უმცირესია იმ ტოლფერდა ტრაპეციებს შორის, რო- 

მელთა ფართობია § და მახვილი კუთხე თ. 
სარწყავ არხს აქვს ტოლფერდა ტრაპეციის ფორმა, 
რომლის ფერდი მცირე ფუძის ტოლია. რისი ტოლი უნდა 

იყოს არხის ფერდის დახრის თ კუთხე, რომ არხის კვეთა 
იყოს უდიდესი? 
ფანჯარას აქვს მართკუთხედის ფორმაკ რომელიც 
მთავრდება ნახევარწრით. ფანჯრის პერიმეტრია ძ. რას 
უნდა უდრიდეს ნახევარწრის რადიუსი, რომ ფანჯარამ 
უდიდესი რაოდენობის სინათლე გაატაროს? 
სხეულის განელილი მანძილის დროსთან დამოკიდებუ- 
ლება გამოისახება ტოლობით §=18/+9--/, იპოვეთ სხეუ- 
ლის მაქსიმალური სიჩქარე. 
ქიმიური რეაქციის შედეგად ! დროში მიღებული პროდუ- 

ქციის 0 რაოდენობა გამოითვლება ტოლობით 0=3+%-#/. 
იპოვეთ რეაქციის მაქსიმალური სიჩქარე. 
საჭიროა დამსადდეს მართკუთხა პარალელეპიპედის ფო- 
რმის ღია ავზი, რომლის ფსკერიც იქნება კვადრატი და 
რომელიც დაიტეეს ”» მოცულობის სითხეს. რას უნდა 
უდრიდეს ამ ავზის სიმაღლე, რომ მის დასამზადებლად 

დაიხარჯოს უმცირესი რაოდენობის მასალა? (X=I108). 
გვაქვს კვადრატის ფორმის თუნუქის ფურცელი, რომლის 
ბეერდის სიგრძეა 60 სმ. ფურცლის კუთხეებში უნდა 
ამოიკვეთოს ტოლი კვადრატები და დარჩენილი ნაწილი 
უნდა გადაიკეცოს ისე, რომ მივიღოთ მართკუთხა 
პარალელეპიპედის ფორმის თავღია ყუთი. რისი ტოლი 
უნდა იყოს ამოკვეთილი კვადრატის გეერდი, რომ 
მიღებული ყუთის მოცულობა აღმოჩნდეს მაქსიმალური? 
ცილინდრის ღერძული კვეთის პერიმეტრი 6ძი-ს ტოლია. 
იპოვეთ ასეთი ცილინდრების მოცულობებს შორის უდი- 
დესი. 
ყველა ცილინდრებს შორის, რომელთა სრული ზედაპი- 

რის ფართობია 54» სმა იპოვეთ იმ ცილინდრის სიმაღ- 
ლე, რომელსაც აქეს უდიდესი მოცულობა. 
კონუსის მსახველია /. იპოვეთ ასეთი კონუსების მოცუ- 
ლობებს შორის უდიდესი. 
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28.44. 

28.45. 

29.1. 

29.2. 

29.3. 

29.4. 

29.5. 

29.6. 

30.1. 

30.2. 

იპოვეთ იმ კონუსის სიმაღლის ფარდობა ფუძის დიამე- 
ტრთან, რომელსაც მოცემული მოცულობისათეის აქვს 
უმცირესი გვერდითი ზედაპირის ფართობი. 
წესიერი სამკუთხა პრისმის მოცულობა არის ”. როგორი 
უნდა იყოს ფუძის გვერდი, რომ პრიზმის სრული “სედა- 

პირის ფართობი იყოს უმცირესი? 

წ29. ფუნქციის ამოზნექილობა და ჩაზნექილობა, 

გადაღუნვის წერტილი, ასიმპტოტები 

იპოვეთ შემდეგი ფუნქციების ამოსნექილობისა და ჩა'სნე- 
ქილობის შუალედები და გადაღუნეის წერტილები 
0M6M#29.1-29.4); 

      

  

1) )–X“-X; 2))1=3+5X-2X; 3) უ/=X7; 4) ;=3X”-X1. 
1))1=C-5X"+3X-5; 2) 1=X'-6X7+12X+4; 
3) ჯ”=2X“-3X2+X-1; 4) /=3X--5»ჯ +23X-2. 

I 1 ჯ? ჯ? 
1) »= ; 2)X=–––: 3) ”7= : 4)»X= · "+ „1-2 "+" "დ -)) 

1 

1) )'=2 -2 2) 1=6" ; 3) ჯ=II9(1+7X); 4) )=8MCIC + · 
X 

იპოვეთ წირის ასიმპტოტები (M%IX29.5; 29.6): 

ძმ 1 
1))=–; 2) += : 

» (X-2)” 
3))= 1 . 4)კ= I 

” 2 4+3” »” XX -6X+10 

))->–; 2)=->--; 3))=V»X-–1; 4)ე=9X – 
ჯ –-4 X +9 

830. ფუნქციის გრაფიკის აგება 

გამოიკვლიეთ ფუნქცია და ააგეთ მისი გრაფიკი (MIM30.I1- 
30.11): 
1) /=X -3X”; 2) 31=3»-X1; 

3) /=3X -2X2+4; რარ–5ა0+2> 2. 

1) »X=Xპ-3X”-9X; 2) 7=3+X-3X3; 

3) »=X2-62+9X-2; 4)»= 2-4. 
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30.3. 

30.4. 

30.5. 

30.6. 

30.7. 

30.8. 

30.9. 

30.10. 

30.11. 

I 
117= ++; 2) 7=»ჯ'-2C +313; 

4 L| 

    

    

    

3) /=-»X +4X12-27X2, 4-7? 521 

I 
1)X- > XCC-4)”; 2) +=X Cდ-2)7; 

3) ”=(X+2X4-»“); 4) ჯ=C-1)“დ+2). 
ს) 50-42, 2)3=6X +16X+10ჯ2; 

3) X=(-1)%X+1)?; 4ა- 10029. 
1 2 2 3 ჯ? 2ჯ 1)X=--X -3)?; 2) 7=32X--1)%; 3))=––––;  4))=–“–;. 4 X+3 1+X 

სი. 2ა)=2+2; 3)5+5; 4ე-2+2, ჯ 3 ჯ X2 3 »ჯ 
| _ 4 

I1))=2+=; 2) X=»2+-1.; ვ)უ=+-–ბ; 4ე=212, X Xჯ ჯ ჯ 
7 3 6_1 ! + I)#->X+- - +; 2))=3X6-––;3))=–<-–-–; 4) L ' X Xჯ X X X“ +8X X –1I 

1)X7=C”-X; 2) X-XC”, 3)/=X6”; 4) X=X"6'. 

L) X=XLი»; 23აუხბ 3), 4არ”ს. ჯ IX 

მრავალი ცვლადის ფუნქციის დიფერენციალური 
აღრიცსჭა 

31.1. 

31.2. 

31.3. 

31.4. 

§31. მრავალი ცვლადის ფუნქციის ზღვარი და უწყვეტობა 

გამოსახეთ ტოლფერდა სამკუთხედის პერიმეტრი, რო- 
გორც მისი Xჯ ფუძისა და ”/ ფერდის ფუნქცია. 
გამოსახეთ ტოლფერდა სამკუთხედის ფართობი, რო- 
გორც მისი X ფუძისა და »” ფერდის ფუნქცია. 
გამოსახეთ ტოლფერდა მართკუთხა სამკუთხედში ჩახა- 
ზული წრის რადიუსი, როგორც მისი X კათეტისა და »” 
ჰიპოტენუზის ფუნქცია. 
გამოსახეთ წრეზე შემოხასული ტოლფერდა ტრაპეციის 
§ ფართობი, როგორც მისი X და ” ფუძეების ფუნქცია. 

373



31.5. 

31.6. 

31.7. 

31.8. 

31.9. 

31.10. 

31.11. 

31.12. 

31.13. 

31.14. 

31.15. 

31.16. 

31.17. 

31.18. 

გამოსახეთ კონუსის ” მოცულობა, როგორც მისი ! 

მსახველისა და ფუძის ” რადიუსის ფუნქცია. 
გამოსახბაეთ მართი სამკუთხა პრისმის გვერდითი 
სედაპირის » ფართობი, როგორც მისი ფუძის »X, »” და 
2 გეერდებისა და # სიმაღლის ფუნქცია. 

იპოვეთ #(V3;1) და #(2:V2), თუ #LX,/)=X"-3)/. 

იპოვეთ / C 23) თუ #LXა7)=C05(X+)/)-251XM(X-»). 

იპოვეთ /(6;1), თუ /(Xა”)=2“”+1იC-51/. 

იპოვეთ /(0;1), „LI და /LL.-I), თუ #X.7/)= 22 = 

ჯ Xჯ“ + 

იპოვეთ ფუნქციის განსაზღერის არე (MIM31.11-31.15): 

1)7=X-+/X;:  2)2=X-./-»:  3)2=./X»: 4) 7= = 
» 

1) 2=|იც“+X»“-9); 2) 2=+V#? =ჯ? – ე? 

3) 2=)იCX-21); 4) 2= “/4X– » 

))2=იდ-)); 2)2= +; 3)2=V/4-X/; 4) 2=1ი(2-X/. 
1) 2=19C6/2-4X+8); 2)2=-/»' – 4»; 
3) 2= ,IIი(X” + » |; 47 I-V» 
1)7= 4-2 ++/0- 2 2) 2=1V(9-X)+/»? –4 ; 
3) 2=IVC25-X-აჩ)+/? +» -9; 4) 2=1ი(12-)2)+ /4X- ს? 

იპოვეთ ფუნქციის დონის წირები (0MM-31.16; 31.17): 

  

  

1) 2=X+); 2) 2=»+V;, 3) 2=»X/; 4) 2=./X” . 
»” 2.2 1 2X 

1)2=–-; 2) 2=X“- : 3 2==:·--–-; 4)2= 

ჯ? , ) Xჯ? +2)/?2 ) X2? + /? 

გამოთვალეთ შემდეგი განმეორებითი ზსღვრები (MM#31.18- 
31.20): 

1) სთ სი 2X+7-2, 2) თ სო -2X+X=-2.. 
Xჯ-50#/--2 X+ #”“ –4 X-50»-X 3X – 2»7– –3 

374



31.19. 

31.20. 

31.21. 

31.22. 

31.23. 

31.24. 

  3) სთ IIი >->»; 
X-–0»-60 X+ 

+» . I) IMთ IIთ =>; 
ჯათ ათ X+ I 

2 2 

3 ყთIი _.. : 
ჯ-30”/-თ ჯ +” 

X»-5I0ი 2X . 

  

  

ს) სIოIთი 
»-–ნ0X»-60 §1ი 7· (თ ” 

  

.  . 1-626727 
3) ჰო სთ : 

»–0X#–30 X- დ 

  4) სი ი >-X, 
V-50X–-0 X+V”M 

2) Iყი Iთ X1X , : 
»–»X665X292X-% ჯ +) 

  

2 2 

4) ცი ჩი 2 2227, 
ჯათ>»ათ XI –- / 

I 

თა0ეამ 5Iი 2ჯ· „90 / 

” ?Iი(1+2»? ) 
4) სთ III ოლოდ 

»აკ0ი,საი სX“ვ)ი“ ” 

გამოთვალეთ ზჭღეარი (31.21-31.23): 

1) სთ ი X ;2) II 5)0X ;   

ჯ–30 Lჯ-650 
ლა) ” »-+ძ 

3 
: 2. 2) 2? ) Mთ(I+> +» I » 

ჯ–0 

ჯ 

3) სთ ფჰ 
XჯX359 

X»-6ძ 

ს) სთ ლ 9(I+> 2 -): 

#” 

3) I ს + : 17 
ჯ–ფთ 

X»X-636ძ 

  ;4)სIო(1– XI)” 6: 
–-0 4. =%) 504 XX+16 I 

  

2 27 
2) სთ (X72+ 7 )ყი– 1; 

ჯ+6=თ 

»--ძი 

· »"თთფ 4) სი (1+/თ)) 
»#-590 

2) სთ 1= 595» (6+L, #=+L,+2...; 
+252 /5)ი? X 

” 
4) Iთ ( + ICI)». 

750 
დაადგინეთ უწყვეტია თუ არა /#Xა) ფუნქცია (00) წერ- 
ტილზე, თუ: 

ჯ?)/? 

1).#(X6)= Xჯ72+ » 

  

2 , 

0, როცა X=V=0; 

ჯ? / 

2).#Xა))= »ჯ + »” ' 

  

0, როცა Xჯ=7”/=0, 

როცა »X? +)? #9, 

როცა ჯ? +)? #0,



31.25. 

31.26. 

32.1. 

32.2. 

32.3. 

32.4. 

32.5. 

32.6. 

32.7. 

3.3 

27 _ როცა ჯ? +? #0, 

  

3) /(Xგ7)=4 »ჯ? + /?” 

0, როცა X=7X7/=0; 

4.4 
22 2, როცა Xჯ” +X/? #0, 

4) #(X3/)=4 »" + 7 

0, როცა X=X7=90. 

იპოვეთ ფუნქციის წყვეტის წერტილები (MI31.25; 31.26): 

    

2 

I); 2)7=Iიც2);  3)>= ; 4 =2192X_. 
X +V »-2X »–-2X 

აღ=- !. ; 2)=§)0-L ; 
XL +)? –I X 

3) 2= : 4) 7= 1 
(X+7)(X =3 ” (X +» –!)(»? –»?–1). 

წ32. პირველი რიგის კერძო წარმოებულები და დიფერენციალი. 

რთული ფუნქციის წარმოებული და დიფერენციალი 

იპოვეთ შემდეგი 

(XიM#212.1-32.10): 

1) 2=X”-/”; 2) 2=3X”+4)/; 

1) 2=X »; 2) 2=5X /; 
1) 7=X>-V-+4XV; 
3) 2=»/'-3X/ +2X-)/; 

1) 2= X"./» – 23/X ; 

3) 2= X2// – »VX; 

    

3) 3=ჯ”+3)/?; 

3) =X9/”-X” 72; 4) 2=3X)/+X1), 

ფუნქციების კერძო წარმოებულები 

4) უ=3Xპ-2)/ +X-/. 

2) 2=X”/-3X/+X“+2; 
4) 2=3X /?-2X V/+2X»-3)/. 

2) 2= »4/X – 2 XV ; 

+! 2 
4) 2=3/»? - 5/)/ – 3ჯ3 /3 

  

, 2 2 

1) 2=>:; 2)2=>-; 3) 2==/+2%: 4) 2=X)/2-=-. 
ჯ »” ჯX » 

, 3. 2_ 2 2.2 
1))2=+ 2 ; 2= 2X+3) :. 3)2= 2 7 1: 4)2= > 2 >. 

X+M” 2X-31 ჯ + /? Xჯ“ +” 

1) 2= V/»? 7; 2) უ=6+ 3) 2=5Iი(X”–7/); 

4) 2=Lწ(X+)/)+C1წ(%X)); 
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32.8. 

32.9. 

32.10. 

32.11. 

32.12. 

32.13. 

32.14. 

32.15. 

32.16. 

: 4 სქ =5)ი C9/); : 32:2=გIC(C=–; 4) 2=მ#651ი 1) 72=51ი (X7”); 2) 2=16”–– 7? : 3)2 მXCI6=; ) 2 X+)   

- > 
ყწყი–- 

ჯ 

1)7=7 7»; 2) 2=X.; 3)2=ი ”»  4)>=(»?+») 

1) I/(= 'V/X? + ე)/?+2? ; 2) I#/(=X/+)2+>X; 3) I=(X)”; 4)I/(=>7". 

იპოვეთ ფუნქციის კერძო წარმოებულები M წერტილში: 

I) /(Xა)=X"/+X/ -2X+3)-1, M(3;2); 
2) /(Xა)=X””-2X +), M(I:;-1); 

3)/Xა)=ი" ” -«, M(1;2); 
4) /Xა)=Iით?ა”), #(3;1); 
5) # Xა/,2)=სი(X/+2), #M(1;2;9); 

6) /(X„/,2)= -/51ი” X+510? 7+§)07 2 , M(C0:5 | · 

აჩვენეთ, რომ ფუნქცია აკმაყოფილებს მითითებულ ტო- 
ლობას 

მ> 
1) 2=1ი(X”+X/+X“), »>+ VI =2  2)2=)ი(C+2ე), –- -+ –-=1; 

თ 

»- 

ჯ-/ 0 +9V 19- 
  3) 1/(=X+ , ; 
#-7 2 '> იმ, 

მს მ“ მ" 
4) 1/=(X-)7)(”- –+--+-–- =0, ) V=(>X-)/)0/-2)(2-X), 22% მ 8 

იპოვეთ ფუნქციის სრული დიფერენციალი (M1#32.13-32.15): 

1)2=X V-X»  2)2=2XV"-Xა/; 3) 2=სი(X?+));. 4)2=005(X/-/'). 
2 

1)2=I1ი ს + 2 : 2)2=1C ჯ ; 3) 2=9ICL8 ჯ 480018 = :4) 72=1ი00§ 3 · 
” Xჯ ჯ 7» » 

  

? 

1)V=– 2 > ; 2) V=მCI8-> ;3) M-(თ+ | ; 4) ყ=6“ ?) §Iე2;, 
X +» 2“. ', 

გამოთვალეთ ფუნქციის სრული დიფერენციალი მითითე- 
ბულ M წერტილში: 

1) #Xკ/)=3Xჯ? X»%V, MI)I;ს); 2)/#Xა)=>V-X+"„  M(2;1); 

3)/და)=-“-, M(I;I); 4)/>თა)=3-7, M(I:2); 
#2. 
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32.17. 

32.18. 

32.19. 

32.20. 

32.21. 

32.22. 

32.23. 

32.24. 

32.25. 

32.26. 

9/MV02=| + I. M0:); 6 =--–----, M6:4:5). 

იპოვეთ ფუნქციის სრული ნასრდი და სრული დიფერენ- 
ციალი M წერტილში, თუ: 

1)/(Xა)5Xა,  M(3:4), ბX=), ტუ/=0,5; 
2)/Xაე=>, M(2:1), #X=0,1, #7/=0,2; 

3)/ნია)=დიდი), - M(0:0), ტX==, რე= C; 

4) /(ჯგ/)=1ი(X2+)/), M(0;1), ტ->2, #/=–0,5. 

იპოვეთ ”/(X-+ტX)ოი+4))ის მიახლოებითი მნიშვნელობა 
დიფერენციალის გამოყენებით, თუ: 

ს) /#CX3)=-/X? + »  Xი=4, )/0=3, /#MX=0,05, /#/=0,07; 

2) /CXა)= XI + »” Xი0=I, Xი=2, #X=0,2, /#/=-0,03; 

3) #Xკ)=X, Xი=2, X0=3, #X=0,01, #/=0,03; 

4) /ს:3ე=8(CIC> , X-=5, )X0=5, #X=0,01, #/=-0,02. 
»” 

C/2 · 
იპოვეთ ”” ' თუ 2=2'V სადაც X=ICI, /=/”-1. 

თ; · იპოვეთ ჯა თუ >2=X +X”, სადაც X=C”, /=51ი/. 

ძ> „ , 
იპოვეთ X” თუ 2=X, სადაც X=IV»!, /=51ი/. 

ძ2 35.2 1 
იპოვეთ +» თუ 2=005 (3X“+/), სადაც X=/,7=-. 

თ” ა 
იპოვეთ =>, თუ M=X/2, სადაც X=(/ +1, »=Iი/, 2=LV. 

ძV 2 , . 
იპოვეთ ”#? თუ V=)ი(L +»+2), სადაც X=0", 7=51)ი21, 2=მICLწI. 

ძ2 1.3 
იპოვეთ 7 თუ 2=1ი(თ +”), სადაც »- ვX –+X, 

ძ2 
იპოვეთ #" თუ 2=მICIV(X/), სადაც X/=C'. 
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32.27. 

32.28. 

32.29. 

32.30. 

33.1. 

33.2. 

33.3. 

მ, მ. 
იპოვეთ 4“ და 55. თუ 2=X”Iი», სადაც »ჯ=+, »=V”+V”. 

“ მ" მV 

იპოვეთ –- და 22 თ 2. სადაც X=VM-2V, /=V+2IM/ ეეთ ადა აა თუ »„. 95906 '” · 

მ> მ7 2. - 
იპოვეთ –– და ––, თუ 2=MV+V, სადაც M=X“+3|ი)/, V=Iი(X+)/). 

2X CV 

იპოვეთ < და 5, თუ 2=C" >, სადაც X=5IიI, 7=”+7, 
ჯ 

წვე. მაღალი რიგის კერძო წარმოებულები 

  

  

  

მ? მგ: მ?» =. 3 5 · 1) 2=X V-X”, იპოვეთ 22' გ მიმ» 

მ? მპ მ2; =C.2 3 4 . 2) 2=5X”/'-)/, იპოვეთ 22” მ)?” მამ»! 

მ? მ. მ? = 2 3 · 3) 2=X -3X/?+X”/-)', იპოვეთ 22” მ”? ” მმ 

4) 2=X“ –3X/ +2X) ავ იპოვეთ მ“? მ”2 წ:M2 

-სომე” გ? ' გ, %V 
2 2 2 

” მ2 მ2 მ2 1) 2=X/+> , იპ <=“ ოეე 
)2 ჯ მომე მ-?' მ” მX2 

2 2 2 X-»” მ“2 მ2 მ“? 
2 = 8 პ –2. 572 ; 

)2 X+» იშოვეთ მჯ? , მ” მ 

გმ: მ: მ“2 
= + –>- კს –-–=,; 3) 2=სი(XC +”), იპოვეთ მჯ? ' მ? მ” 

2 
4) 2= +/2X/+ X” , იპოვეთ მ 2 · 

მჯმ” 
2 მშ; მ”2 

1) ==8VC5Iი(XV), იპოეეთ ო 2) 7=M", იპოვეთ 22 'მამ, ; 

მ1: მგ?» · გ? მ“7> 
=ჯი ეთ ––-, ––“––; 4)72=/, იპოვეთ ––>, –=; 3) 2=X6 ”, იპოვეთ მ? მმ» ) 2=V მე მ მ” 
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33.4. 

33.5. 

33.6. 

33.7. 

33.8. 

33.9. 

ჯ? მ? მ22 
  5) 2= 505 , იპოვეთ ––>, წილო 

5-2 მ მ”2 2 2 = , პკ –_, 6) 2 ი(»+ X- +» | იპოვეთ მე? ' მუმ» 

2 

1)/=+/»? +»? +2? , იპოვეთ - 
X 

2 
2) /= /» +#7 +327? – 2X> , იპოვეთ 22 : 

“ 2 2 » 2 2 
პ-(> | „იპოვეთ მ# 0 “ ; 4) კ=.რ იპოვეთ» / მ” 

» 

  

  

    

მ) მმ” 2 “მ-მ 

· მ12> 2, 2 მ12> 
1) 2=51იXV7, იჰპოეეთ –“––––; 2) 7=1ს(X“ +”), იპოვეთ – ) 2=51იX/, იპოვე მიმ? ) 2=10(X +»), იპოვე მმ 

1 3 
3) 1/=C“, იპოვეთ მ" ; 4) V=C“"51ი2, იპოვეთ მ# · 

მXმ/მ2 მXმ/მ2 

იპოვეთ 32 /:82 და #) (3:22, თუ 

#X5)=XC/+X/-2X+3 7-1. 

იპოვთ /200,,) /1(0)), /5,(0:)) /ე.(0:!,) თუ 

#თაა-ი"” 
       

გ? _ მ7?2 
აჩვენეთ, მ-მ» XI თუ: 

1) 2=X ; 2)2=X51I(0X+ხ)). 
აჩვენეთ რომ ფუნქცია აკმაყოფილებს მითითებულ 
ტოლობას 

2 2 
I) 2=8ი0(8=, ტ2=-1+ 2259 (ლაპლასის განტოლება); 

მ:> მ?> 2) 2=1ი /(X–- ი)” +(»-ხ"” <->=+<--=0; ) ( ) (0 ) მ” გ/ 

1:07 
2 

3) 2=/451ი,2X-C050//, =1-2 (სიმის რხევის განტოლება); 
/ 

2 2 2 
4) »=-/»? + 7? +7? , 0010: ,197_ 2 

I. მჯ. მ)” მჯ? 
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34.1. 

34.2. 

34.3. 

34.4. 

34.5. 

34.6. 

34.7. 

34.8. 

34.9. 

35.1. 

§34. ზედაპირის მხები სიბრტყე და ნორმალი 

შეადგინეთ მოცემული ზედაპირის მხები სიბრტყისა და 
ნორმალის განტოლებები Mი წერტილში (MM234,1-343): 

L) 2=X”+#, M0(1;-2:5); 2) 7=2V--4/, M0(2;1;4); 

3)2=X/, #M4(1;1;1); 4) 2=5I9X005)/, /Mი #.5.1 · 
442 

1) 2= /»? +)” -XV, M0ი(3;4;-7); 2) 2=8C0(6=” , M(VL5| ; 
ჯ 

3 _ 3 
3) 2=დ9905/ , M(ს 81) : 4ე;= > =329%1+X» , Mი(0:ძ;-ძ). 

წ2 ძ 

1)» +»”+22=14, M4(1;2:3); 
2) XX+)?+2=21>, M/0(I605თ,M%510 თ,,1); 

2 2 2 
X »” 2 11.3 = 3 –--+---+-=I 1 VM, 3;2;1); 4)X +” +272 +X/72-6=0, M%(1;2;-1). 

იპოვეთ X7=4X-X)+#” ზედაპირის ის მხები სიბრტყე, რომე- 
ლიც პარალელურია 4X+X7+22+9=0 სიბრტყის. 
იპოვეთ X” +2”+32=2) ზედაპირის ის მხები სიბრტყე, 
რომელიც პარალელურია »ჯ+4)/+62=0 სიბრტყის. 
X +) -2X>20 ზედაპირზე იპოვეთ წერტილები, რომ- 

ლებზედაც გავლებული მხები სიბრტყეები პარალელუ- 
რია საკოორდინატო სიბრტყეების. 
იპოვეთ 2=X ზედაპირის მხები სიბრტყე რომელიც 

=5-202 51 წრფის მართობულია. 

იპოვეთ »X--7“-2X+6/-4=0 ზედაპირის ის ნორმალი, რომე- 

X+2 2+1 ლიც 1 ==“; წრფის პარალელურია. 

იპოვეთ X”-V-32=0 ზედაპირის იმ მხები სიბრტყის განტო- 

    

ლება, რომელიც გადის M(0:0;-) წერტილზე 2=2=<5 

წრფის პარალელურად. 

§36წ5. ორი ცვლადის ფუნქციის ექსტრემუმი 

გამოიკვლიეთ ექსტრემუმზე ფუნქცია (MI#35.1-35.6): 

L) -=C+1)“+0”-2)”; 2) 2=(«+1)”-0/-2)7; 
3) >=X”+X/+)“-3X-6); 4) ;=X/-X”-)/+2X-)/; 
5) 7=2X”+X/-)/-6X+37-1; 6) 2=X-+2)/+X/+3X-2X. 
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35.2, 

35.3. 

35.4. 

35.5. 

35.6. 

35.7. 

35.8. 

35.9. 

35.10. 

35.11. 

35.12. 

1) 25+/-3-; 2) 2=XXMემX3+X7; 
3) >=2X+)/-12X /+45); 4) 2=X +3)/-3XV+ > 

5) 7=3X”-X1+3)/+4);; 6) 2=X +3X +3Xე//+3)/-12X-127/-14. 
1) 2=XV/(I-X-”), (X>0, X>0); 2) 2=2X-X/ +5X +); 
3) 2=X"+ შ -2X/-)/; 4) >=ჯ“+ს“-2X? +40/-2)/”. 

1) 2=X”/(6-X-)), (X>0, X>0); 2) 2=X1ჰ/“#6–X-)X), (X>0, )/>0); 

3) 2=X”-2X/ + -V” 4) 2=X/ XX; 
· 5 

§) 2=X-'V“ +X”); 6) 7=X” )#1+Xჯპ/”- 2 XV. 

1) ;=0,+259 + 29. 2)7=8+X +); 

+L » +» 
2.2 

XX» XI7» 

5) 2=6 # (X+V"); 6) 7=C"'XX”-2)/), 

L) „=X“+0/+)/-41იX- 101)”; 2) 2=X”+)/-21იX-181ი)/; 

3) 2=5)იX+51ი)/+51ი(X+)), წ <Xჯ< 2. 0<»< 21 

4) 2=5I11X+C05)+C05(X-)), წ <X< 2. 0<»5< 5) · 

დადებითი ი რიცხვი დაშალეთ სამ ისეთ შესაკრებად, 
რომ მათი ნამრავლი იყოს უდიდესი. 
დადებითი ი რიცხვი დაშალეთ ისეთ სამ შესაკრებად, 
რომ მათი კვადრატების ჯამი იყოს უმცირესი. 
დადებითი ი რიცხეი დაშალეთ ისეთ სამ თანამრავლად, 
რომ მათი "შებრუნებული სიდიდეების ჯამი იყოს 
უმცირესი. 
მოცემული 7” მოცულობის მქონე მართკუთხა პარალელე- 
პიჰედებს შორის იპოვეთ ის, რომლის ზედაპირის ფარ- 
თობი უმცირესია. 
იმ მართკუთხა პარალელეპიპედებს შორის, რომლის 
განსომილებების ჯამი მოცემული რიცხვია. იპოვეთ ის, 
რომლის მოცულობა უდიდესია. 
მოცემული “რსედაპირის ფართობის მქონე მართკუთხა 
პარალელეპიპედებსს “შორის იპოვეთ ის, რომლის 
მოცულობა უდიდესია. 
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36.1, 

36.2. 

36.3. 

36.4. 

36.5. 

36.6. 

36.7. 

36.8. 

36.9. 

36.10, 

განუსაყლვრელი ინტებრალები 

§36. უშუალო ინტეგრება 

გამოთვალეთ შემდეგი ინტეგრალები (M-M%36.1-36.30): 

1) (»X'ძ»; 2) IXI«; 

ს) |“; 2) |4; 
X ჯ 

1) MVXX; 2) |VX?«; 

ს/ი 27 I? 

1) I(X”+3X+1)ძ; 

3) |(5»' –2»? +3X–8)თი; 

3) (=> -%4,ე 

1) |(6- +3ი თ; 

3) |(7X5 +5” +4ი”)თ; 

1) I(3590X-2005X+1)თ;; 

383 

3) |3X-% ; 4) |4X”თი. 

2 I 

3) |X3; 4) IX 17. 

თX ძ- 
3) |–=; 4) |.=>. ) I V/- ) I7> 

2 

3) (5§9%;. 4 ჯარ. 
ჯ4 

2) I(3»' – 4» +2X-2)%6; 

4) |(4»1 – 15»? +14>–3) რ. 

2) (4+-3+1-2|4; 

4) (ოჩ –7% +2VXIთ-. 

I 
2) | 3 –7X95 +5X1 –- 

–_ 
4) I. 5 4X 7-–++1 ძX. 

Xჯ 

2) (> Xჯ+X" 
  თ; 

ი (ლოა, 

2) ((20' –3”) თი; 

4) |(26' –3" +2-5')ი. 

2) |(25IიX+360§X)ძX;



36.11. 

36.12. 

36.13. 

36.14, 

36.15. 

36.16. 

36.17. 

36.18. 

36.19. 

36.20. 

    3) L-- 3 –|რ. 
§1ი” ჯ 00§“ X 

2 
1 –=–=–= (#; 
(>. = ' 

3) /–1 ---2-+3” «ი; 
005 I L"-ჯ? 

1) თი? 54; 

  

    

2). (6ი§? 22% : 

  

2 
ს 0+9 ძ: 

X(I+» ) 

1+2X> 
3) | –“–––X%; 

) (20+ >) 

2 ი 6. – 

2 
3 /4+005 ჯ 

C0§2 ჯ 

1) I(3»X+1)“ ძX; 2) I(2– 
თ 

· % · 

ა ვე? ინი: 

  თ; 

ძL; 

  

უო, 
3 · 

3) (–-+- –-|4: 

1) |§I03X« ; 

    

4) IC05(#X+2)ძ: ; 

ე) |-%   :2) |-% 
ლ0§? 4X 

ა) IC “დ; 2) (თ "ი; 3) IC" 

384 

2) |C0§ 2XძX; 

    

2 5 
4) ( ვღ+– რ. 

C0§ X 50 XჯX 

3 
2 ; 

) IC 1-ჯ? I 

4) (+-1+ 2 :|2. 
X I1+X 

    

  

3) |I(C7X; 

ბ ხთ 2: 

2 4) ( 2+3X ძა. 

»”(I+»?) 

2“ +8% 
LI“ 

4) ICI9? XV. 

  

4) ძL; 

2 2 005“ X – §1ი“ X 
4) )I|-––.-– 2 -ძხ. 

C0§“ X51ი“ X 

ჯ) 9; 3) IVI –<2XძX; 4) |2(3X–- 2)” ი. 
... ძX 

3) (==: 4) ქრ»-!. 

  

2) L“ 3ჯ” 

4 

4 L-- 3 -- 14 
3) |§1ი #Xთ; ; 

    

5) I5ი5–; 6) ი(+-I|რ. 

« _ « 
  >: 3) ; 4) > · 

ვჭიე? 3 ოლ 22-C>+9 

-C +); 4) I(თ ++“).



36.21. 

36.22. 

36.23. 

36.24. 

36.25. 

36.26. 

36.27. 

36.28. 

36.29. 

36.30. 

37.1. 

  

  

  

       

  

  

  

     

  

  

       

  

  

  

1) L- ი; ; 

> ა )) > - თ; 2) |“ -'თ; 

ხრერეი 
3) 8-:2%; 

ჯ“ ჯი +1 

ასრ. 2 2“ 
ძ% 

-3 

%: · % · 

I> 2 +16” 2) IL 27” 

1) 2) 
(=; -_ჯ == »? 

1) (5. 12, 2) 13-> 3Xჯ“ «: 

( » . 

(3X+1)? +!” 

ძX 
ვ –.–– ; 

) , C>-7+ 

(–.%. . 
(4X–1)? –9” 

% 
3) უეღეუვ––: 

) (4X+3)? +3 

    

    

  

      

      

        

887. ჩასმის ხერხი 

გამოთვალეთ ინტეგრალები (MM37.1-37.16): 

XთX 
ი) I       

385 

    

3) ოთ; 4 I--“ძ –4 

X+2 1 . 5X- | 

პ) ო; + რ: 4 13.2” 

2) (> 251) : 

3 2 
4 |>--2+ 1. 59 >, 

3) (+ «; 4) XI -3X _ 
X+1. ” I 1-Xჯ 

. «% 

| ხ- რX ' 

რ 2“ 2416. 

3) 4) · ირ წა. > 5“ 

4 (=-% +2 

2) 2, 
1- C 1“ 

4) | 
5- ი L” 

X% 
2) ––__–“–.; 

) I-C»>I1 

4) ==-%--. 

9-(2X+3) 

ჯ "ძი, . Xჯ ძ 

)) I. V (ოუს



37.2. 

37.3. 

37.4. 

37.5. 

37.6. 

37.7. 

37.8. 

37.9. 

37.10. 

37.11. 

37.12. 

1) (0+» ) ·»"-; 

3) IXVX”+2; 

5) IXVI-X"ჩ%; 

Xძ 
1) =>. 

1) IX9ი(X2 +2) ძი; 

3) (222; 

1) |§)ი? XC0§X; 

3) ჯინას C0§ XთL ; 

  

  

ი? X LL. თ. 
ა) (–-––ძ«; 2)I-:. 3) I 

ძი? 
1 ძX; 

) ჩი 2X 

3) IC(C3XძთX ; 

     

    

  

         

1 
2-2 » 

1) L--« 3 

ი ძX 3" ძX 
; 2 ; 

I>3 / ჩუ3: 

V2IXIX 
1 

) (აია I+Xჯ? 

ე>5ი ჯ 

3) (3 თრ; 
|-»ჯ? 

X% 
2 ; 

) ++ 2 

2X-–-3 
I 
ა 2 318 X? –3X+8 
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2) I(9-2»X |! X?V; 

4) I»?ჯ I+X %; 

6) IX IX +1ძX. 

იყვეს მული“ 
' X» თ _ 29 

I (8- +27)” 

2) I»? C05(1-3>»" )«%; 

4) ეარ 

2) | 

4) 3.99“ 5)ი XX. 

#+ი> 

9Iი X 
  

ლცვ“ 12 

თ; 
თX 

4) -– ==. 
) Lე 1-–Iიჯ 

2) |§Iი3ჯ- 00§? 3Xძ ; 

  

  

  

4) M§ 24%. 

3) რ.“ 4 (7-2 

3) ჯთ-+; 4) | უღ“. 

2) | 2559%2, 

4) საია 

3) <5: 42. 

ი სცა“!



37.13. 

37.14. 

37.15. 

37.16. 

38.1. 

38.2. 

38.3. 

38.4. 

38.5. 

38.6. 

38.7. 

  

       

3) I(2X) – I). “?'%; 4) (5: +I 4 ლ # 

I) 2) ; 3) 6... 4) | _ 605 XC _ : 

12; – 15 I>- 5. X+5 

1) თ: 2) ს IX; 

3) I(X–3)#VX+4%; 4) |(X+4)VX-1%. 

“ თ “რ 1+Xჯ 
I ჯ · · · 

) L-- ” I» X+1 ჩი» #. 4) ჩვ ე=4%- 

2 ჯ 
1.2 3 :; 4) IX" V1 – · წ -:4: 9 ჩეჯე! 3 ჩყ4 ჩარ 

§38. ნაწილობითი ინტეგრების სერხი 

გამოთვალეთ ინტეგრალები (MI%38.1-18.9): 

1) |Xი"ძ; 2) |X6 '«; 3) |X-3” % 

4) I(3X- 4) ი?" ; 

1) |IX51ი 2Xთ ; 

3) IX§Iი 5Xთ; ; 

5) I|(2X+5)C052X«» ; 

% 15% ; , 
  

ლ0§? X 

3) ) I X+I ძი: 

910” 2X 

1) IXIი XV; 

  

1) I(3X+2)1ი X#; 

3) წი? +1)% 

5) I(X– 1)6“« : 

2) |» IC Xთ ; 

  

6) I(+2):2“%. 
2) |IXC05X%; 

4) IX90§--%; 

6) I(1–<–3X)§5Iი 4XC. 

რ“ 2) (->“.. 
წო = 

4) | 
2X-– 1. 

! თ 
3) (5914; 4) (3-% 

008 ვ.“ 

2) IC? –-Xჯ+ სი» ; 

  

  

4) |X71ი(I+X)«. 

მXC51ი X 
  1) |Xთ-ი/CXთ-;; 2) |თ7C(დXძX ; 3) |მIX0C51ი XX ; 4) I 7-1 ძი. 

1) IX7C"« : 
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2) |(13 §1ი XთX ;. 3) IIი? X#: 4) IX” §Iი XX.



38.8. 

38.9. 

39.1. 

39.2. 

39.3. 

39.4. 

39.5. 

39.6. 

39.7. 

  
2 

ს I% XI. 

3) უღთუბ თიანი, 

2 I”, 
MX, 
  

4) I»' «ICICXCთ: . 

1) |“ §სიXთX; 2) |C" 005XძX ; 3) | ჯ” –3ძხ; 4) X?-IX” + ი" ძხ. 

წ39. კვადრატული სამწევრის შემცველი ზოგიერთი 

  

    

  

  

ინტეგრალები 

გამოთვალეთ ინტეგრალები (0X95M#39.1-39.7): 

ძX X 
:4 · 

ს ჯ? “4 +4' 2I 222) IL 2 +4+5 .1> 5-7 
თ“ 

ა 15 ?.3ჯ- 2 I 3 5” :3) 13“ »? -6X საწოთლოთუბს 
თ = X# 

I :2) L :3 _–; · 
ერია ა 2-2 5 ს 2--22-5 სუთოდ 

ბაშ ჯ% 

1-4X-Xჯ V2X-X 

ძX თ 
3) | -–====: 4) -–-––უეუეუეუე––. 

(153.- 2X7 M2--52-2 

ძX 
ა) ; 2) I -––''===; 

5. +X IX+- > 

ძX იX 

» IXM>-C-2 ” 4 I5+-=> | 

(X+2)ძ» (+– )%. 

ა > 2.2' 2) I –X-1” 

ე |, 90%. C- I)ძ... 4 | (1- 3X) ძ» 

–4X+17“ 5X? +6X+18. 

(CV+3)«, . (8X-11)ძრ . 

) I »X2 +2X+2 ” 2 I-5-->» , 

ვე | (2X+5)%_ (2X+5)ძრ  . . 4 | (3X+4)ძ» | 

V9X” +6X+2 6X-Xჯ? –8 
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40.1. 

40.2. 

40.3. 

40.4. 

40.5. 

40.6. 

40.7. 

წ40. რაციონალური ფუნქციის ინტეგრება 

გამოთვალეთ ინტეგრალები (M%M40.1-40.12): 
L მნიშენელს აქეს მხოლოდ ნამდვილი მარტივი ფესვები 

  

ჯ · 

) ILCCC3C+4) - >>): 2 თულ“ 

XთX . 2X+3 

2 ICC)0»+: 4) L-2C+9“ 
თ . 1X-2 , 

ა) ICL-ეC+7)C> 3): Cიც-7“' 
2X2? +41X – 91 . 4X? +4X-11 

ა Iს ეცა)ც-ე“. 4 (6:06»+3)C;-5) 
1) (3 -რი 2) |-2+13_ 2904, 

X+Xჯ– 

9X –19 “თ 
ა 2 -1-2 –3X- 2” ს 2 -I+2) 

2X? –15X-9. ,.. 
ა) (35-52 თლ. ურ: 2) | ჯ) -9ჯ «. 

3 _ 

3) (5-2519 2; 4) II“. 

I. მნიშვნელს აქეს მხოლოდ ჩამდეილი ფესვები, რომელ- 
თაგან ზოგიერთი ჯერადია. 

საური შე 
3) ICC" 4) CC 

I) ხოლ, 2) (>-2-უე! 

ა ,პვივვვრი 4 -ე> ოვე 
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40.8. 

40.9. 

40.10. 

40.11. 

40.12. 

2 

3) ს –-–––- | ძა; 
1C ლ ' 

III რიმეჩელს 

(3 

(X-1)« 
რ) |. 

(X»-2)(» +X) 

აქვს კომპლე ას. მარტივი ფესეები. 

  

ასე)! 

! 51! 

2X7 – 3X-3 

(X-I)(X? –2X+5) 

  

3) |, ? 

XV 

II ე?02+2+2)“ 

:2) | ( 

ლოსი „ 
2C+X+1 “+ 

2) (3 Xჯთ  . 
  

–2X–5 
4 _X =2X-5 ს 

) (> –X2+2X-2 

22 +2)” ' 

4) I ძ% 

X XI - X+1 

2 ს––-––– 

IV. მნიშვნელს აქვს კომპლექსური ფესვები, რომელთაგან 
სოგიერთი აჯერადია. 

XI +X” –4X+1 
1) ““–5-ძ; 

(2+I..” 

3) 2) თ, 

(+? +2X+2) 

1) – XX: 
0+X)(1+»?). 

ძX 
3) ა –; 

I ს+»?). 

X)+X-1 
2) L- 3“; 

დ? +2) 

5X” –12 

(;? –6X+L3) 

2 _ %ძ 

| ოლოლო. 

X(CX-2) 

(X–1)” (? +) 

4) | 
2 

4) (| ძ. 
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41.1. 

41.2. 

41.3. 

41.4. 

41.5. 

41.6. 

41.7. 

§4#1. ზოგიერთი ირაციონალური ფუნქციის ინტეგრება 

გამოთვალეთ ინტეგრალები (MM41.1-41.7): 
IL. წრფივი მრაციონალობის გაიუბრება 

  

ს უ=4ი :შ |-“– 3) 264 1-7 

ი ი-2X- 12%, 21:=-“- VX+I+I ვ) (ლM+V> 4) (2-ე1=-. 

ე (M14/ ; 2) IXVX-2ძ;; –-- 4 (1I1-“V. 

!) L- 2) II” «ი; 

ს (ეყ. მელე 
LI. ზოგადი სახის წილად-წრფივი ირაციონალობის ინტე- 
გრება. 

  

  

  

1) სინი 2) უ>-4 

ა ფნერ ” +» 

ოლელეუბ ანება რი რქის. 

8) (წ_= == 2) =, 

წამ 
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42.1. 

42.2. 

42.3. 

42.4. 

42.5. 

42.6. 

42.7. 

42.8. 

42.9. 

§42. ზოგიერთი ტრანსცენდენტული ფუნქციის ინტეგრება 

გამოთვალეთ ინტეგრალები (M%M42.1-42.13): 

I. I5Iი თXC09§/2XთX, |§1ი თX§1ი /2X0X, |C05C0XC0ა /2XთX სახის 

ინტეგრალები. 

      

  

        

1) |§5I0ი3XC05 Xთ: ; 2) |§Iი3XC0§5X9“X ; 

3) (თი “0055 Xრი; 4) |5I0(3X+2)0C05(X-1)ძX. 

1) |§Iი10X51015Xძ; 2) |§I02X§1ი 5XCრ ; 

3) (ნი>აი<- რ; 4) |5I0(5X+8)5Iი(3X–-7)თ. 

L) |C054XC05 7XX ; 2) |C05XC054XთX ; 

3) I§Iი X§1ი 2X510ი 3Xი% ; 4) |C0§XC05” 3Xთ. 

1) I§)ი? XC0§ XC; ; 2) (§Iი Xჯ-60§9 XძX; 

3) |5Iი X-Cი§' XძX ; 4) I§Iი" X-0C05XიX. 

ა) I§სი? XIX; 2) |6ი§? XX: 3) |§)ი? XთX; 

4) |Cი5წ XX; 5) |5(ი? X00§7 XთX ; 6) I§Iი? X00§? XძX. 

005X 90 X 510: X 
1 2) 3 

) ძი“ » ნაბ“ Xჯ ) ამარ » 

4) კ9%Xკ X 5) (5. 2 -ძ; ; 6) MC XძX. 
§ი“ X 

2 ს ჯი >. 2 ია? ·.. 3) ტი. _. 4) (CაXC7 X 
00§X 510 X თიX 

ს) (31 XძჯX ; 2) |Cი§? XძX;. 3) I9ი? X-C0§? XXI ; 

4) |§Iიშ X ; 5) |C05“ XXX; 6) |§Iი? X-C05“ XთX. 

I#8(§51ი X,605X) ძX სახის ინტეგრალები, სადაც /%V,V) 

არის " და V ცელადების რაციონალური ფუნქცია. 

    

  

თ; 
1 : 2) 

) => ) I. -; ბ) 8-=>: 

X% 

! C---- 5) „ სოლოს 
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42.10. 

42.11. 

42.12. 

42.13. 

43.1. 

43.2. 

    

I |დიაX« . 2) (პი»X#.. 

    

ხია» ' 1+5იX” 

ჯ 
3 4 წ, 

510 X+C05X ” 350 X+ჰ2005§+ 

005Xჯ X 

ა ს + +: Iს ი?» ” +005X):51ი” X 

1+/9X 2-80იXჯ 
3 4 თ. 

) ჩ-გ“ ) ი- =>» 

4. Iჩ(«)« სახის ინტეგრალები, სადაც /#V() არის ?1 

ცელადის რაციონალური ფუნქცია. 

    

    

C ძ 

ა ს. “I 2 (4 

დგ2+ «: 
3 ძ«; 4 

, +! ) LL 

ძ ტი )ს--+- , _ ი 
) >> -2 2 I ი”" _ 66" +13 

ჯ «% 1 –-–  –. .221 4(--“: .. 
) 2-3 ) ვი 

განსაზღვრული ინტეგრალი და მისი 
სოგიერთი გამოჭენება 

§43. განსაზღვრული ინტეგრალის გამოთვლა 

1. ნიუტონ-ლეიბნიცის ფორმულის გამოყენებით გამოთვა- 
ლეთ ინტეგრალები (MM43.1-43.8): 

2 

1) IX; 2) (ით; 3) (ა; 4) 42. 
2 0 0 

ა ძი. 4 ზ I6 ქ 
1 ძX; 2) |“=; 3) |-–=-; 4 ა I# ურ|“··“"'“· -2XჯX 
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43.6. 

43.7. 

43.8. 

43.9. 

43.10. 

  

    

  

  

  

  

2 თ 3 : 4 "ი ) I ) Iწი» X ) 2; ) I, 

4 

# 8 
3 2 9 

ა). | 2. 2) (| 2. ვ) |2“ძL; 4) IV» – IV 
1 1+X 1 4/1– ჯ? 2 

VI 2 
§ 2 

1) I(X? –6X+5)ძ; 2) I(2»X+3X? +4»" | თ; 
I – 
2 I 

3) ((5»“ +2X-8)თ; 4) I(2X+3»? +4X" +5»X“ ) თ. 
I – 

2 

2 თ; 4 | # „ ჯ 
4XIX; 3 –X>IX;. 4 ჰი–“–ძL. .) ა»- 1: 2) “ი ჯ ) IC 3 X ა) (ჯი 2-2 

1) IC 1) ძი: 2) | 50 
2 “ IV5X-I ” 

2 
4 I 

3 1-1 აა 4) IC –Iი3.3"!)«. 
»VC0§? 2ჯ 0 
8 

: 5 | 
1) ჩი? ი; 2) | ღ0§? XXX; 3) |L-“-თ; 4) 14 1 

» მ იX+I1 

გამოთვალეთ ინტეგრალები ჩასმის ხერხით (MM43:9- 
43.15): 

  

2. , V» 
I) |Xი” თ; 2) | X510X?«; 

0 მ 
714“ 

2 1 5 

3) | X7C0§5X თ; 4) IX-(X? +1) ძL. 
0 0 

წო 2 ე) ბ ჯ»–> L თ CC % ჩი» 
) LL -; 2) I< 54%; 3) | ; 4 | .%ძ 

იX +4 #11 1 XV1-–Iი? » (+. 
” 
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43.11. 

43.12. 

43.13. 

43.14. 

43.15. 

43.16. 

43.17. 

43.18. 

43.19. 

43.20. 

    

    

X თX . « ძ+ +ტX . (ოი Xკ. 

ა I ჯნ ” ა I-ი» 3) 13 %; რი.” 

“ % 4ჭ “/. 9 VX 4 % 

ჰ) ს –ლძძ–ძჰ–––; :3 თ; 4) -–– ==. 
!1 (1+Lი?») 0+V. 1») ს ს--9 

: : : : 
1) | იპX%; 2) |Cი§5X>; 3) |/C%იძ"X; 4) |CIდXთX. 

ბ ი >» # 
6 4 

- ი- I 2V2 ი, 
–===:; – ძX; 3 1-–XთX; 4 1ძX. )I-1===. 2) IX(2 ») )IXV X ანი 

ს) M- X.%; 2 IV2+%; 3)|--- X% 

2-060§X. 
  

# 

41 
ა ' | 

გამოთვალეთ ინტეგრალები ნაწილობითი ინტეგრების ხე- 
რხით (MM43.16-43.20): 

  
  

# 

1 ' 3 

1) |X6” 2) |X6C ”ძ; 3) |XC05XძL ; 
0 0 0 

=> 2 # 
8 3 თ 2 ჯ 

4) წX:-§102XძX; 5) |-“–>-; 6 |– ძი. 
0 # 005“ X (2-2. 

6 6 
- 2 2 “აჯ 

1) |სი»თ; 2) |/XI0 X#; 3) | ი XX; 4) LI « 
' I I I 

1 

2” ' 2, 

1) ი? XთX ; 2) | X» C05XძX; 3) |X0CI;CI6XთX ; 4) |გილ§1ი Xთი . 
1 0 ი 0 

! 3 1 . ჩკ... 

1) | 200005 XX ; 2) (8CC/და/XCთ: ; 3) (გიდაი V/XთX; 4) IX §)ი XV. 

0 ' ი ი 

2 “ “ 

1) მა ყი; 2) |6" ი05XL ; 3) |§Iი(IX)# ; 4) IM Iი? XთL. 

ი ი 1 ' 
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44.1. 

44.2. 

44.3. 

44.4. 

ქ4.5. 

44.6. 

44.7. 

44.8. 

§44. არასაკუთრივი ინტეგრალები 

1. არასაკუთრივი ინტეგრალები უსასრულო საზღვრით. 
გამოთვალეთ ინტეგრალები ან აჩვენეთ მათი ჯგანშლა- 
დობა (MM44.1-44.5): 

'წძ. "+ ძ საო დ ”ძ 
  

      

           

    

1 2 –=; 3 –; 4 
) LI ) წი ) I ) 2“ 

“« “თ 0 

I) I «სხ; 2) |21თ;, 3) (|C«-%; 4) |7'% 
1 0 0 თ 

ბ ძი +“ ძ ბ ძ”- თ თ” 
1 <1: 2 :. 3 1. 4 

) I X+I) / 13%) ა 1-+ '2+ LL 

: 3 –-X;, 4 
“ 2 1 იჯ! ) 1 ჯX 2 ) 1-1. 

“იჯ 1 ბ+ იICIდCX 
ძL; 2 ძX; 

ალი +! ) 11+ 7 

იდ “#% ”% ძX 
–“ ტე“ 

3 I- “+X-2 ს I–2::2 

დაადგინეთ კრებადია თუ განშლადი ინტეგრალები 
(Xნ#44.6-44.8): 

  

  

  

  

“რ ჯ +დ 3 კ 22 +1 
1 –-თძთ; 2 =---თ; 

) 120 ) I ჯ! 

დ I” 1. ჯI 

ბ) I 3, 2.4 ' რ | -- 
1 XVX“ +1 0 VX” +1 

დ ძX “დ ძX 1ი02+005X 
1) 12) ; 3) |“––-უ=–-–-»; 

1 ჯ? +9ვ +1 92:12) I 4» 

0605– 

4 + ძX;. 5 =–=–---; 6 –– 
, LI 2 ) I X+§1ი? ჯ ) 112? 

“დ ძჯ ი “ი დ “ (XX. 
1 –<-; 2 „ეა““:3 1. 4 

) IL ) თო ) 1> Xჯ ) ო 
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2. არასაკუთრივი ინტეგრალები შემოუსასღვრელი ფუნ- 

  

  

  

    

  

  

ქციიდან. 

დაადგინეთ კრებადია თუ განშლადი ინტეგრალები 
0§M%449-44.1L: 

LV 2 ძჰძ " ჩ» 
44.4. 1) (<=; 2) (–===: 3) +) 

IV IL (C-1' აბ უჩ" 

2 ! 
44.10. 1) |; 2 1“. 1) (1 % 4 I-%- 

47»Xჯ -1V1-ჯ? 0(X–1) – V»? 

# 
2 “ ”# 

44.11. 2) |ICXთL; 3) ; 
სჯ 1 8 L+= 

« LX " 
5) |“––-X; 6 · 

ა14, ) 1 ჯ ) 'I(= (იჯ 

დაადგინეთ კრებადია თუ განშლადი ინტეგრალები 
(M-X44,12; 44.13): 

1 

4412. 1) "92% ' ) I % 
.12, –უთ-%;,, 2) 4 · 

1); 1--== 1=> >” ; 3 1“. 23I0(1+X) 

L ჰი» #1 -ლ00§X ჩIი იჯ ძ 
44.13. 1 XX: 2 ძX;:3 თს. 

'ი- 2 ' )1 > I 7. I» | X + 070/0X 

§4წ. განსაზღვრული ინტეგრალის გამოყენება გეომეტრიაში 

1. ბრტყელი ფიგურის ფართობის გამოთელა 
გამოთვალეთ დეკარტის კოორდინატებში მოცემული წი- 
რებით შემოსაზღვრული ფიგურის ფართობი (MM45.L 
45.11): 

45...  1))=2X, X=-0, X=2; 

3)7=3-X, #=0, X=–-1; 

1) »>=2X”, #=0, X=4; 
3) 7=X”+1, ;=0, X=-1I, X=1; 

45.2. 

45.3. 1);=“, X#=0, X=1, X=3; 
»ჯ 

3) 7=6”, X=0, X=0, X=); 
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2) ”წ=X+1, #=0, X=1, X=3; 
4) X=4-2X, #=0, X=-1, X=1. 
2) 7=X, #0, X=1, X=3; 
4) წთ ბი, 3>=0, X=–I, X=2. 

2X-“ჯ, 7-0, X=1, X=2; 

4) »=6" , ჯ=0, X=1, X=Iი7.



45.4. 

45.7. 

45.8. 

45.9. 

45,10. 

45.11. 

45.12. 

1) )!=§5IიX, X#=0, 0<X<7, 

3) 7=400§2X, 1”=0, 0<§-; 

1)»=4-X, X=0; 
3) 754ჯა”,. X#=0; 

))#=2+X-X, 3-0; 
3) 7=-X”-I, X>1, X=4, X=0; 

1)X»X=X, >X=9; 
3) »=X, X=2X, X=4; 
I) »=X 4», )=X14; 

3)7=2X-, X#=X; 
11 7=X”, )X=2X-X”; 

3) 7=–-X>, უ=X -2X-4; 

1))”=X, X=4; 
3) »7=+/X · #=X-2, X=0; 

1))7=3X, X>=3); 2) /=X>, 7/= MX ; 

4) #7= § , )=7-X; 
Xჯ 

2) 7=2§1ი», #=0, X=0, =<:; 

4) ჯ=251ი2X, 1-0, X-0,X=5-. 

2) 7=12-3X?, 1=0; 
4) X=6X-X”, #=0. 

2) X#=7X-3X 2, X=0; 
4) /=X”-6X, )=0. 
2) 7=X", >=I; 

4) »=X, 1=2». 
2) /=»” +2X, )=X+2; 

4 /=X7-3X+4, X=X+1. 
2) »=X?, 3= 
4) ჯ7=X”-2X+2, უ)=2+4X-X”. 
2) ჯ2=2X+1, X-/-1=0; 

4)უ/=4-X», 3/=12+3X. 

3);=> · #=6-X; 
> 

5) /=X+1, #=2-X, 7=0; 6) /=2-2X, )/=X-I, X)/=2. 

გამოთვალეთ პარამეტრული სახით მოცემული წირებით 
შემოსასღვრული ფიგურის ფართობი: 

”C05! X=5008/, XX= , 
1 'რეწირ ს 2 : ! , 

) (=> (წრეწირი) ) (არაო (ელიფსი) 

X= ძ( ((– –§Iი7), 
05</<2», (ციკლოიდა) და /=0; 

იიიიი 

I, ი, I“ ივი” 0</(<2/, (ასტროიდა); 
=ხიი§“/, 

ლ” 
X=–=-00ე) /, 

ძ ი'=ძი”-ხ?, 0</<2#» 

X#= 9" კე) I, 
ხ 

X =ძ(200§/ – 0052!), 
6) (კარდიოიდი). 

»=ძ(25Iი/( –90ი2/), 
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45.13. 

45.14. 

45.15. 

45.16. 

45.17. 

45.18. 

2. წირის რკალის სიგრძე 
იპოვეთ წირის რკალის სიგრძე (MM45.13-45.17): 

ც,- 28, 0<X<I; 2) /7=X+X , 0<X<4; 

2) = 0<X<1; 4) ჯ=IიX,  /3 <C</8 . 
2 

1)7=+ფ-»-/»ჯ , 0<:53; 2ე=X- MX დ-ვ; 
3 2 4 

3) 7=C,, 0<X<Iი7; 4) 7=2V1+6? , Iი9<X<Iი64, 

1)#=2-/»ჯ , 0<X<1; 2) ჯ=1იCC-1), 2<X<5; 

3) »=1ი§სიX, 2–<<§2-; 4) ჯ=1ილ05X, 0<X< 2, 
3 3 6 

3 
– 2 X=-VIV, 

017 3 V6V 0<(<8; 2) 2 0<(<3; 
X#=L.V, X»#=42, 

X==/), 
”  0<(<1; 4) 1 0</<3. 

#/=2/“, »=<, –/, 

) „ ძიივ) ;: 0</<2» 

7 = ძ5101 7, 

»X =9(3005/ – C053/), ” 
2) 0<<+; 

»7= ძ(351ი/ –5103/), 2 

X=0ძ(/-5Iი/), »X= ძ(0C05/+(/5L2/), 
3) 0<<2ი2 4) | 0</<2# 

»#=09(1–0081), » =0(§1ი7 –70081), 

= 6” 005/, X=90% ი ეჯე, ენირიაი თ) 
X»7=891)0“/, »=C §IVI, 

3. სხეულის მოცულობა 
გამოთვალეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც მიიღე- 
ბა მოცემული წირებით შემოსაზღვრული ფიგურის ბრუნ- 
ვით 0» ღერძის გარშემო (MM45.18-45.23): 
1)1X»X=2X+1, X>1, X=4, #=0; 2) »X=X+3, 1=0, X=0, X=3; 
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46.1. 

46.2. 

46.3. 

46.4. 

46.5. 

46.6. 

46.7. 

3) 7=2-X, #/=0, X=0, X=–-2; 4) »=-2X-2, X=0, X=-4, X=-2. 
1)#=X”, )=0, X=L; 2) 7=X, )=0, X=2; 

3) 7=8 +V/X . )=0, X=1; 4) ჯ=5 V2X , #=0, X=+V3 

ს)/=+, )=0, X=1, X=4; 2) X7=5, #=0, X>1, X=5; 
ჯ 

3) ჯ=C", )=0, X=0, X=I; 4) ;=2', X=0, X=1, X=2. 
1)X=X+2, X=0, X=0, X=L; 2) 7=4-X, #=0, X=0, X=I; 
3) »=5IIXX, )=0, -7=X<0; 4) /=00§X, /=0, 0<X<7#. 
1)7=X“-2X, X=0; 2) ჯ=1-X, #=0, X=2; 

3) 7ჯ=»ჯ”-1, 1=0;: 4) „=4-#X, )=0. 

)X=12, 2ჯ+2)”-3=0; 2) 7=X, #=+4VX; 

3);=+, X=X, #=0, X=2; 4)»=+, X»=X, X=3; 
ჯ Xჯ 

5) 7=4-X?, »=3X, 1=0, -2<<0; 6) /2=2X, X=2. 

წ#8. განსაზღვრული ინტეგრალის გამოყენება ფიზიკაში 

მატერიალური წერტილის მოძრაობის სიჩქარის დროზე 
დამოკიდებულება მოცემულია ტოლობით V=(4/?-2(/+1) მ/წმ. 
იპოვეთ წერტილის მიერ პირეელ 4 წუთში გავლილი მან- 
ძილი. 

სხეული მოძრაობს წრფიეად სიჩქარით V(I)=(3+3/”) მ/წმ. 
იპოვეთ სხეულის მიერ მოძრაობის დაწყებიდან პირველ 5 
წამში გავლილი მანძილი. 
სხეული მოძრაობს წრფივად სიჩქარით V(/)=(/+4/-2) მ/წმ. 
იპოვეთ მის მიერ მეათე წამში გავლილი მანძილი. 
სხეული მოძრაობს წრფივად სიჩქარით V(/)=(3/”-2/-3) მ/წმ. 

იპოვეთ მის მიერ მეოთხე წამში გაელილი მანძილი. 

სხეული მოძრაობს წრფივად სიჩქარით X(I/)=(12/-3/?) მ/წმ. 
განსასღვრეთ სხეულის მიერ მოძრაობის დაწყებიდან მის 
სრულ გაჩერებამდე გავლილი მანძილი. 

სხეული მოძრაობს წრფიეად სიჩქარით V()=(18/-3/?) მ/ფმ. 

იპოვეთ მოძრაობის დაწყებიდან სრულ გაჩერებამდე სხე- 
ულის მიერ გაელილი მანძილი. 
სხეული აისროლეს ეერტიკალურად ზევით სიჩქარით 
VC/1=(49-9,8/) მ/წმ. იპოვეთ ამ სხეულის უდიდესი დაშორე- 
ბა საწყისი წერტილიდან. 
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46.8. 

46.9. 

46.10. 

46.11. 

46.12. 

46.13. 

46.14. 

46.15. 

46.16. 

46.17. 

46.18. 

46.19. 

სხეული აისროლეს ვერტიკალურად ზეეით სიჩქარით 
VC/)=(39,2-9,8/) მ/წმ. იპოვეთ ამ სხეულის უდიდესი დაშო- 

რება საწყისი წერტილიდან. 

სხეული მოძრაობს წრფიეად კანონით %()=(2/+ძ) მ/წმ. 
იპოვეთ ძ, თუ ცნობილია, რომ /,=0 მომენტიდან #=2 წმ 
მომენტამდე სხეულმა გაიარა 40 მ. 
სხეული მოძრაობს წრფივად კანონით V(/)=(4(+ძ) მ/წმ. ამ 

სხეულის მიერ პირველ 2 წმ-ში გავლილი მანძილია 48 მ. 
იპოვეთ ძ. 

ორი სხეული იწყვებს წრფივ მოძრაობას ერთიდაიგივე 
წერტილიდან ერთიდაიმავე მიმართულებით, პირველი 
»V=5! მ/წმ სიჩქარით, ხოლო მეორე – #.=3/” მ/წმ სიჩქა- 
რით. იპოვეთ ამ სხეულებს შორის მანძილი მოძრაობის 
დაწყებიდან 20 წმ-ის შემდეგ. 
ორი სხეული იწყებს წრფივ მოძრაობას ერთიდაიმავე 
წერტილიდან ერთიდაიგივე მიმართულებით: პირველი 
V.=(6(+4!) მ/წმ სიჩქარით, ხოლო მეორე – V;=4/ მ/წმ სი/- 
ქარით. მოძრაობის დაწყებიდან რამდენი წამის შემდეგ 
იქნება ამ სხეულებს შორის მანძილი 250 მ? 
რა მუშაობას ასრულებს 10 ნ ძალა ჭამბარის 2 სმ-ით 
გაჭიმვისას? 
რა მუშაობას ასრულებს 8 ნ ძალა ზამბარის 6 სმ-ით 

გაჭიმვისას? 
60 ნ ძალა ზამბარას ჭიმავს 2 სმ-ით. ზამბარის საწყისი 
სიგრძეა 14 სმ. რა მუშაობაა საჭირო ზამბარის 20 სმ-მდე 

გასაჭიმად? 
40 ნ ძალა ზამბარას ჭიმავს 0,04 მ-ით. რა მუშაობაა 

საჭირო ზამბარის 0,02 მ-ით გასაჭიმად? 
ზამბარის 5 სმ-ით გასაჭიმად საჭიროა 2943 ჯოული 
მუშაობის შესრულება. რამდენი სანტიმეტრით გაიჭჯიმება 
ზამბარა, თუ მის გასაჭიმად შევასრულებთ 9.81 ჯოულის 
ტოლ მუშაობას? 
ზამბარის 3 სმ-ით ”შესაკუმშად საჭიროა 16 ჯოული 
მუშაობის შესრულება, რამდენი სანტიმეტრით შეიკუმშე- 
ბა ზამბარა, თუ მის შესაკუმშად შევასრულებთ 144 
ძოულის ტოლ მუშაობას? 

გაუჭიმავი ზამბარის სიგრძეა 20 სმ. მას 9,8 ნ ძალა 
ჭიმავს 2 სმ-ით. განსაზღვრეთ მუშაობა, რომელიც საჭი- 
როა ზამბარის სიგრძის 25 სმ-დან 35 სმ-მდე გასაჯიმად. 
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46.20. 

46.21. 

46.22. 

46.23. 

46.24. 

46.25. 

47.1. 

47.2. 

47.3. 

გაუჭიმავი ზამბარის სიგრძეა 20 სმ. მას 50 ნ ძალა 
ჭიმავს 1 სმ-ით. განსასღვრეთ მუშაობა, რომელიც საჯი- 
როა სამბარის სიგრძის 22 სმ-დან 32 სმ-მდე გასაჯიმად. 

რა მუშაობა უნდა დაიხარჯოს ზამბარის 5 სმ-ით გასაჭი- 
მად, თ'უ მისი 1 სმ-ით გასაჭიმად საჭიროა 1 ნ ძალა. 
გამოთვალეთ მუშაობა, რომელიც უნდა დაიხარჯოს სპი- 
ლენძის მავთულის გასაჭიმად I მმ-ით, თუ მისი სიგრძეა 
1 მ, ხოლო განივი კვეთის დიამეტრი 4 მმ. 
ელექტრული მუხტი 2 კოორდინატთა სათავეში მოდებუ- 
ლი ძე მუხტის მხრიდან მოქმედი განსიდეის ძალის მოქ- 
მედებით გადაადგილდა (9:00) წერტილიდან (ხ:0) წერტილ- 
ში. გამოთვალეთ განზიდეის ძალის მიერ შესრულებული 
მუშაობა. 
გამოთვალეთ მოცემული წირის სიმძიმის ცენტრის კო- 

ორდინატები, თუ მისი სიმკვრივეა /XX); 

1)»7=X, XCL-1;11, რინ: 

+4X 

1 

X1+1 

გამოთვალეთ მოცემული წირებით შემოსასღვრული ერთ- 
გვაროვანი ფიგურის სიმძიმის ცენტრის კოორდინატები: 

3 

1)7=X, )X=+/X ; 2?) »7=+-, X=ძ, /=0, ძ>0, 720; 
ძ 

  2) »-+, XCII:21, /0= 

2 
3) X=51იX, »#=0, 0<X<X, 4)X=-–X, 1/=5IიX, 1/=0. 

ჯ 

დიფერენციალური განტოლებები 

§#7. პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლებები 

1 ძირითადი ცნებები. 

დაადგინეთ არე, რომელზედაც შესრულებულია ამონახ- 
სნის არსებობისა და ერთადერთობის პირობები (MIM%47.I; 
472): 

/, X / 'V, წ. ))V-»-V,  2)#==; 32ა)#=თ+,  4)#=-2-. 
” #-Xჯ 

1)”=+I–» ; 2ე)#=-/X-»; 3)/=X –#7-X;  4)#=I+(წ). 
აჩვენეთ, რომ მოცემული ფუნქცია წარმოადგენს მითითე- 
ბული დიფერენციალური განტოლების ამონახსნს: 
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47.4. 

47.5. 

47.6. 

47.7. 

47.8. 

47.9. 

47.10. 

47.11. 

L)X=X+X+0, თV=(2X+1)ძX: 2)»=VX,  2X/=1; 

3) #=Cდ“” ძ/+2X/ძC0; 4ა=-–“ 50X. /+/=0095X;   

5) X=5)იX-1+06 IM, )7/+ C0§§= + §102X; 
”–“2 

6) რიდ 3%+1 რ, X+2)=C”. 

შეადგინეთ დიფერენცილაური განტოლება, რომლის ამო- 
ნახსნს წარმოადგენს მოცემულ წირთა ოჯახის ყოველი 

წირი: 

1)X +#M-=2თ: 2) )2=2C 3)X=0C ა”);  4))=51ი(X+0). 

2. დიფერენციალური განტოლება განცალებული ცვლადებით. 

ამოხსენით განტოლება C-%%47.5-47-8): 

  

        

1) ”=3X”-1; 2) 7/=2X-3; 3)უ)/=6“-6%. 4))/=0052X-5102X. 
1) 2XძX-3)?2ს=0; 2) Cთ/-C თ-0; 
3) +VX»X თ= /» ძ); 4) C05XCსM=005)/0ჩ. 

1) C" =2. 2) I6I0(+ -” –0; ვე “7 = %.. 4) თ _ # 
»” 7” X–-I 1. »” 2-/» 

I)“ %  =0; 2 + – >> . 
2X-I თ X+2 +) 

ძ 3) »თ= 9» ==“; 4) XIიXის;- –>- =0, 
» 

იპოვეთ ს განტოლების კერძო ამონახსნი, რომელიც აკმა- 
ყოფილებს მითითებულ საწყის პირობას: 

1)» =X”-“”, X90)=2; 2) ”=I9X, X9)=1; 

3) X9X-ძ/=0,  X(2)=4; ე -% _ % =0, X1)=4; /» 
5 > +% -0, (XV),  6-2%-+->-%- =0,XII. 

» 1+X» “V/1+ » V1+»ჯ? 

8. დიფერენციალური განტოლება განცალებადი ცვლადებით 

ამოხსენით განტოლება (MM47.10-47.15): 

      

1) XთV-)/ძX=0; 2) Xთ/+2”/ძ«X=0; 

3) X”2/=)” ძი; 4) 6/-1)თ+Xთ=0. 

0) 2 #0; 2) 05თ+0%44ძ>ი; 
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47.12. 

47.13. 

47.14. 

47.15. 

47.16. 

47.17. 

47.18. 

47.19. 

47.20. 

47.21. 

2X 
3) წ = 3)1+L : 4) C>ძ%-C ”'თ,=0. 

1) (1+X))/+I+V=0; 2) #=/005X; 
3) ”-»/-1=0; 4) ”I8X=V. 
1))/=C"'+, 2) (1+7)ძი+//-0; 
3) +»? +1I თX=X2/თ”; 4) 2I/თX+C+1)ძ.=0. 

11X-I+ა)” ძX+#VI+ X? ძ/=0; 2) X/ძX+ 1 – ჯ? ძ,=0; 

3) /6”'ძ7X+(1+0”)“.=0; 4) (1+”/")X7X+(1+X”)თ/=0. 

I)X50/ +157; 2) 2XVI–» =/(I+2C); 
3) /+250+ =0; 4) XI +2)=XVV". 

»605X» 

იპოვეთ განტოლების კერძო ამონახსნი, რომელიც აკმა- 
ყოფილებს მითითებულ საწყის პირობას (MM47.16; 47.17): 

1) X?2თ/+»ძი=0, XI1)=1; 2) (1+”/ )ძი+-/L-» ი/=0, )(0)=1; 
3) (L"+4)თ/-0/”+1)ძL:=0, X2)=1; 4) C(X4)=2, X(0)=–1. 
I) C“-1)/+20=0,  X(0)=1; 
2) CC” +)ძ/+CV-)ძ(=0, X1I)=1; 

# I _ 1 3) /=(2/+1)C(დ;, X(5) -1; 

4) 3(25/+)/)ძV+./2+უ” თC=0, X0)=X2 . 

4. ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლება 

ამოხსენით განტოლება (%M#47.18-47.21): 
2 

1)7/=%-1; 2) /=2+2X. 3)/=>+72; 4)X#»=6" + X. 

ჯ Xჯ X ## ჯ 

  

1) (X+2/)თიL-XძV/=0; 2) (X+”/)ძX+Xძ/=0; 

3) X9ძ);-)/თX =)//; 4) (X-/)ძX+XძV/=0. 

I)/=X+(“; 2ე)7/==-20C62 ; 
ჯ ჯX ჯ ჯ 

2 
- X-» _ 3)#/= ; 4) /=<-– -2. ა)» X+» )» 2 

1) C-))#ძX-X ძ/=0; 2) ცი-2X)ძი+X ძ/=0; 

3) 6” +2/)ძ«=X/ძი; 4) დ” +)“ +3X)/)ძX=X"ძ. 
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47.22. 

47.23. 

47.24. 

47.25. 

47.26. 

47.27. 

47.28. 

47.29. 

იპოვეთ განტოლების კერძო ამონახსნი, რომელიც აკმა- 
ყოფილებს მითითებულ საწყის პირობას 0%M4722; 47.23): 

1)#=32++2, X1)=0; 2) («+#)თ=Xძ/, X1)=1; 

3) Xთ/=(3X+4))#%, )X1)=0; 4) X/= > +იი§? > >» #X1)= 5! 

1) (»+-/X») #=X«,  X1)=0; უიი2/2=. XI)50; 

3) 6/?-3X?)ძ/+2X/ძC=0, X(0)=1; რ9=0+იXI, XI)=-L., 
ჯ +V2 

ნ. პირველი რიგის წრფივი დიფერენციალური განტოლება. 

ამოსსენით განტოლება (0950M47.24-47.27): 

„3 1 1 
1)/-=ი  2)»- 2#-20; 32)#--»=  4)/--»7=--. 

X ჯ ჯ X 

-X. , =., , 4 , C 1))+»/=6'; 2) //+2X/=X6“” ; 3) /-X/=(1+06 :44#-V=-. 

  

I 1 
1)X7-#ითX=–-––_ 2) #/+/-I9X= ; 

§1ი Xჯ” C05 Xჯ 

3))/- 2» =2X>X+5); 4) ”-ტაე/=2X6?” 
X+5 

1) (1+X)»/-2X/-=(1+X"”; 2) /-4» /=4(C+1)6C“; 
3) XV -7/=2XICX; 4) (2X+1))=4X+2))/; 

5) » +2)/=4X; 6) ” +)=005X. 

იპოვეთ განტოლების კერძო ამონახსნი, რომელიც აკმა- 
ყოფილებს მითითებულ საწყის პირობას 054728; 47.29): 

8 

  

1:X”+2»7=3X, X(-2)=0; 2)” ე, 52%-3, §(-1)=1; 

1 3) V”V- = 0 =0; 4) V-– = #(0)=0. 
)V-X6–=–– X9) ) »-/9X == #0)=0 

1) X» C05X-)/510X=2X, XX0X=0; 2) ”+/00§X=§1იX005X, #(-0)=1; 

1 
3)»=2/+2-, X0)=>-; 4)#+2X/=2X, )X(0)=2. 
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47.30. 

47.31. 

47.32. 

47.33. 

47.34. 

47.35. 

47.36. 

8. ბერნულის დიფერენციალური განტოლება 

ამოხსეჩით განტოლება (MM47.:30; 4731): 

; , 1 4 , ჯ' 

1)7/+2)/=/C; 2) 3» 'V 3)/=–»+XV» :4) =>+5>. 

3 

1) ”-)/6=–ე/005X; 2) /=#CIVX+ –> -; 
§ყიX 

: , (ჯ _ I) 3) 7 +2)!'9X= VX»· §1MX; 4) (X–1 )X-–»= ––––––“–., 
4 

იპოვეთ განტოლების კერძო ამონახსნი, რომელიც აკმა- 

ყოფილებს მითითებულ საწყის პირობას: 

I)/+X=-L, XI)=V3; 2)/+2)-905:=2 „/'/ C05X, X0)=4; 
X #X 

3)/+20-1C 8 X0)=2; 4) შრამები», X(0)=1. 

შ. დიფერენციალური განტოლება სრულ დიფერენციალებში 

ამოხსენით განტოლება (MსM47.33-47.35): 

1) (2X+))თ:+C+2))ი#-=>0; 2) (X+”7/)ძთX+(X+2),)რ0=0; 
3) (3X?+2)/)თX+(2X-3)თ=0; 4) (10X»-8/+ | აძX+(5X?-8X+3)0/=0. 
1) + +/+2»)ძX+2%X50; 2) (XV +” )ძX+C/+)/ )იM/=0; 
3) (3X+6X/)ძX+(6X”/+4))თ>=0; 4) (2X+3X „)თX+(X"-3)/)თ/=0. 

Xთ Xძ) – #თX ა) 5 _ 3 -(>”> ჯ > -|4: 2)აძააარ- “5-5; 2 ; 
” X +» X. +) 

2 2 ჰ 
? 3) 3» +» ჟ-2X +” =0; 4) (4-4 |თ+2XV -ი. 

» » 1 · იპოვეთ განტოლების კერძო ამონახსნი, რომელიც აკმა- 
ყოფი ღებს მითითებულ პირობას: 

X -3+ =0,X1)=1; 2) 551+XV , 2--2%>0, X1)=0; 
ჯ+»” 

3) – =0, X5) =Xჯ, 
ჯ 7” 

  

1) 5 რი-2   

4) ს.” |. -5 7! -ი, #0)=2. 
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ძზ.1. 

48.2. 

48.3. 

48.4. 

48.5. 

48.6. 

48.7. 

48.8. 

§#8. ამოცანები პირველი რიგის დიფერენციალური 

განტოლების გამოყენებაზე 

შეადგინეთ MI;3) წერტილზე გავლებული იმ წირის გან- 
ტოლება, რომლის ყოველ წერტილში გავლებული მხების 

საკუთხო კოეფიციენტია 2X-3. 

8 
შეადგინეთ M(-2-5) წერტილზე გავლებული იმ წირის 

განტოლება, რომლის ყოველ წერტილში გავლებული 

მხების საკუთხო კოეფიციენტია ჯX. 
შეადგინეთ იმ Vწირის განტოლება, რომლის ყოველ წერ- 
ტილში მხების საკუთხო კოეფიციენტი ორჯერ ნაკლებია 
ამ წერტილის აბსცისაზე. 
უძრავად მყოფი სხეული იწყებს მოძრაობას სიჩქარით 
V()=5” მ/წმ. იპოვეთ სხეულის მიერ 3 წამში გავლილი 
მანძილი. 
უძრავად მყოფმა სხეულმა დაიწყო მოძრაობა 0X ღერძის 
გასწვრივ წერტილიდან M(4;0) და იგი მოძრაობს სიჩქა- 
რით V()=2/+3/”, შეადგინეთ ამ სხეულის მოძრაობის გან- 
ტოლება. 
სწორხაზოვნად მოძრავი სხეულის სიჩქარე დროის პირ- 
დაპირპროპორციულია. იპოვეთ ამ სხეულის მოძრაობის 
განტოლება, თუ პირეელ 10 წამში მან გაიარა 20 მ, ხო- 
ლო 20 წამში – 35 მეტრი. 
მითითება. ამოცანის პირობით 

ძა 

ი 

სხეულის მოძრაობის სიჩქარე განვლილი გხის პირდაპი- 
რპროპორციულია. იპოვეთ ამ სხეულის მოძრაობის გან- 
ტოლება, თუ დროის საწყის მომენტში ის ათვლის წერ- 
ტილიდან დაშორებული იყო 1 მ-ით, ხოლო 2 წმ-ის შემ- 
დეგ – 6 მეტრით. 
მითითება. პირობით 

4-9, აქედან 10X§2<=#+C. 

სხეული მოძრაობს ისე, რომ მისი სიჩქარე განვლილი 
გზის პირდაპირპროპორციულია. იპოვეთ ამ სხეულის 
მოძრაობის განტოლება, თუ მოძრაობის დაწყებიდან 2 
წმ-ში სხეულმა გაიარა 10 მ, ხოლო 4 წმ-ში – 40 მ. 

7 
=#/1L, აქედან §=4%-+C. 
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48.9, 

48.10. 

48.11. 

48.12. 

ბაქტერიების გამრავლების სიჩქარე პირდაპირპროპოციუ- 
ლია დროის ! მომენტში მათი რაოდყნობის. დაადგინეთ 
ბაქტერიების რაოდენობის დროზე დამოკიდებულება, თუ 
პირეელ საათში ბაქტერიების რაოდენობა გასამმაგდა. 
თაეიდან აღებული იყო 10 ბაქტერია. 
მითითება. თუ დროის / მომენტში არის X(,)) რაოდენობის 
ბაქტერია, მაშინ 

4, ანუ % MM, 
ი! X 

აქედან X(I) = იი“ 

პირობით X(0)=10 და X(5)=30. ამ პირობების 

გათეალისწინებით მივიღებთ 
XC/) =10. 9.23 

ბაქტერიების გამრავლების სიჩქარე პირდაპირპროპოციუ- 
ლია დროის / მომენტში მათი რაოდენობის. დროის საწ- 
ყის (0 მომენტში არის 100 ბაქტერია, ხოლო 3 საათის 
განმავლობაში მათი რაოდენობა გაორმაგდა. დაადგინეთ 
ბაქტერიების რაოდენობის დროზე დამოკიდებულება. 
რადიუმის დაშლის სიჩქარე პირდაპირპროპრციულია 
დროის / მომენტში მისი რაოდენობის. ცნობილია, რომ 
საწყის მომენტში გვაქვს #ი რაოდენობის რადიუმი და 
1600 წლის შემდეგ მისი რაოდენობა განახევრდება. და- 
ადგინეთ რადიოაქტიური დაშლის კანონი. 
მითითება. ეთქვათ # არის დროის | მომენტში რადიუმის 
რაოდენობა, მაშინ 

ძ” 
=-#ჩ, 

ძ 

აქედან #=06% 

XLC0)=?ი და XI600)= %. პირობების გათვალისწინებით, 

მივიღებთ 
#ი2 

ჩ= ჩი 59 

რადიუმის დაშლის სიჩქარე პირდაპირპროპორციულია 
დროის ამ მომენტში მისი რაოდენობის. რაღაც რადიოაქ- 
ტიური ნივთიერების ნახევრადდაშლის პერიოდია 1000 
წელი. რამდენი კილოგრამი რადიოაქტიური ნივთიერება 
დარჩება 500 წლის შემდეგ, თუ მისი წონა ახლა არის 20 

პგ: 
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8.13. 

48.14. 

48.15. 

48.16. 

ნიუტონის კანონის თანახმად ჰაერში სხეულის გაციების 
სიჩქარე პირდაპირპროპორციულია სხეულის ”# ტემპერა- 
ტურისა და პაერის 70 ტემპერატურის სხვაობის. დაადგი- 
ნეთ სხეულის ტემპერატურის დროზე დამოკიდებულება, 
თუ ცდა ტარდება 70=20" ტემპერატურაზე და 20 წუთის 
განმავლობაში სხეული გაციედა 100%დან 60%-მდე. 
მითითება. პირობით 

4<--#C,-209), აქედან X =20+C49” 

7(0:–=-100 და 1(20)ა-60 პირობების გათვალისწინებით, 
' 

მივიღებთ C=80, ი' =2 2. 
სხეულის გაციების სიჩქარე პირდაპირპროპორციულია 
სხეულის 7' ტემპერატურისა და ჰაერის 7ი ტემპერატურის 
სხვაობის. ჰაერის ტემპერატურაა 20". სხეული 40 წუთში 
ცივდება 80“-დან 30”-მდე. იპოვეთ სხეულის ტემპერატურა 
საწყისი გაზომეიდან 30 წუთის შემდეგ. 
სხეულის გაციების სიჩქარე პროპორციულია სხეულის 
ტემპერატურისა და ჰაერის ტემპერატურის სხვაობის. ღია 
ჭურჭელში მყოფი წყლის საწყისი ტემპერატურა იყო 70", 
ხოლო 10 წუთის შემდეგ მისი ტემპერატურა გახდა 65”. 
ჰაერის ტემპერატურაა 15". იპოვეთ: 1) წყლის ტემპერატუ- 
რა საწყისი მომენტიდან 30 წუთის შემდეგ; 2) საწყისი 
მომენტიდან რა დროის შემდეგ გახდება წყლის ტემპერა- 

ტურა ჭურჭელში 20". 
ნავზე მოქმედი წყლის წინააღმდეგობის ძალა პირდაპირ- 
პროპორციულია ნავის მოძრაობის V სიჩქარის. ნაეი მოძ- 
რაობს მდგარ წყალში სიჩქარით V-=20 კმ/სთ. იპოვეთ 
ნავის სიჩქარე მოტორის გამორთვიდან 2 წუთის შემდეგ, 
თუ 40 წმ-ში ის შემცირდა 8 კმ/სთ-მდე. 
მითითება. თუ ნავის მასაა »MI, მაშინ ნიუტონის მეორე 
კანონის თანახმად 

თ 
შIი– =-MV. 
ი 

სადაც #- პროპორციულობის კოეფიციენტია. 
ამ განტოლების ზოგადი ამონახსნია 

წ 

V(()=9 ”' 
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48.17. 

48.18. 

48.19. 

9.1. 

49.2. 

V(0)=20, MX პირობების გათვალისწინებით მივიღებთ 

1 /2 XV 
C=20, « ” -(:) , ანუ 

V(() = 2.(2)” 

მოტორიანი ჩავი მოძრაობს V=10 კმ/სთ სიჩქარით. რაღაც 
მომენტში გამორთეს ძრავი და ძრავის გამორთვიდან 20 
წმ-ის შემდეგ ნავის სიჩქარე შემცირდა V,=6 კმ/სთ-მდე. 
ჩათვალეთ, რომ ნაგვის მოძრაობისადმი წყლის წინააღ- 
მდეგობის ძალა პროპორციულია ნავის სიჩქარისა და 
იპოვეთ ნავის სიჩქარე 2 წთ-ის შემდეგ ძრავის გამორ- 
თვიდან. 
” მასის მქონე მატერიალური წერტილი მოძრაობს 
წრფივად. მასსე მოქმდებს ძალა, რომელიც პროპრციუ- 
ლია მოძრაობის დროის კუბისა (პროპორციულობის კოე- 
ფიციენტია #) და უკუპროპორციულია სიჩქარის მოძრაო- 
ბის დროზე ნამრავლისა (პროპრციულობის კოეფიციენ- 
ტია #) იპოვეთ მატერიალური წერტილის სიჩქარის 
დროსე დამოკიდებულების კანონი, თუ მისი საწყისი 
სიჩქარეა M. 
სითხეში. წრიულ მბრუნავ დისკზე მოქმედი ხახუნის ძა- 
ლა პროპორციულია ბრუნეის კუთხური სიჩქარის. ეიპო- 
ვოთ დისკის ბრუნვის კუთხური სიჩქარის დრო“სე დამო- 
კიდებულების კანონი, თუ 100 ბრ/წთ კუთხური სიჩქარით 
მბრუნავი დისკის კუთხური სიჩქარე | წთ-ის გავლის 
შემდეგ გახდება 60 ბრ/წთ. 

§49. მაღალი რიგის დიფერენციალური განტოლებები 

1. ძირითადი ცნებები. წრფივი ერთგვაროვანი განტოლება 

დაადგინეთ არე, რომელზედაც შესრულებულია ამონახ- 
სნის არსებობისა და ერთადერთობის პირობები: 
1) 7” =51ი/+6 -,პ» : 2) ”'=X+ = –-» ; 3) წ» =V'IიX"; 4) »#”=-/» 

აჩვენეთ, რომ მოცემული ფუნქცია წარმოადგენს მითითე- 
ბული დიფერენციალური განტოლების ამონახსნს: 

1)7=C)X+C2, X»”=0; 2) »7=Lი 
  1 2 +C, /'=”7. 
X+C, » X» >» 
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49.3. 
49.4. 

49.5. 

49.6. 

49.7. 

49.8. 

49.9. 

49.10. 

49.11. 

49.12. 

49.13. 

3) /-მსი»+Cაბ+CთX+C, 2-2; 4 7-1 6-1), 1+/2-2ჯ/. 

შეისწავლეთ ფუნქციათა სისტემის წრფივად დამოკიდე- 
ბულების საკითხი (%)%49.3; 49.4): 

11X+2, X-2; 2) 1, X, X;; 3) 6X+9, 8X+I2; 4) 4-X, 2X+3, 6X+8. 
11», Iიჯ; 2) 6“, X6“; 3) §1ი2X, §51IიXC05X; 4) 1, §1ი2X, C0§2X. 

2. განტოლება, რომელიც ამოიხსნება რიგის დაწევით 

ამოხსენით განტოლება (49.5-49.10): 

1)X»”=X+5IიX;  2)X”=X-0ლ052X; 3) =X”-ტ“; 4)” აიმირ”. 

1 
      

1 1 1) /”=-– ; 2) 7”'= ; 3) #”= ; 4 = 

)) » ს), 005? X )»- 8Iი” 2X სჰ»– 2 
1)» “=ლ052;  2)X=X+005X; 3) V”=»-თ", 

4) ””=1-51იX;.  5)/”= 9X ; 6) ” "=2Xი. X“ 
1)X””=V”; 2) +2X 0; 3)XV”-=V, 4)“ I6X-/=0. 
1) X””=(1+2X")”; 2)» Xსია=>V”; 3) XV =V7Iი > ; 

4) 2/"/=/Iი >» ; 5) X-3)=X >; 6)» “> 1- 27 '=X"-L. 
Xჯ 

1) ,/”=0/ 2; 2) XV" -V ”" =0; 

3) XV” +/'=X+1; 4) »” =20/'- 1)C1Iთა. 

იპოვეთ განტოლების კერძო ამონახსნი, რომელიც აკმა- 
ყოფილებს მითითებულ პირობებს (MM49.1L; 49.12): 

1) 7-5 X1)=2, X»(1)=1, ”(1)=1; 2)»//=4C0§2%», X(0)=0, XV (0)=0; 

3) »”=C-%, X0)=0, X/(0)=0, »”(0)=0; 4) /'=XC, X0)=1,  X/(0)=0. 
1) X»”=/, X09)=0, XI)=1;. 2) (1+C)»“-2X/=0, X0)=0, )/(0)53; 
3) /= ცო. >, Xს->, #(1)=1; 

4)7%1+I>0+1 უ-2+VXX XI-2, X»XCI)=I. 

შ. მუდმივკოეფიციენტებიანი წრფივი ერთგვაროვანი დიფერენცი- 
ალური განტოლება 

იპოვეთ განტოლების ზოგადი ამონახსნი (MML49.13-49.20): 

1) »”-5V+6)=0, 2) ”"+3·/-4)=0; 
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49.14. 
49.15. 

49.16. 
49.17. 

49.18. 

49.19. 

49.20. 

49.21. 

49.22. 

49.23. 

49.24. 

49.25. 

49.26. 

49.27. 

49.28. 

3) 2ა”'-57/+2V=0; 

1) »”+3)/=0; 
L) »”-6)/+9)=0; 
3) 4 +4)/+)=0; 
1) ””+)=0; 
I)»”-6V+13X=0; 
3) 4)+8)”/+13)/=0; 
I) »-4»'+3ე/=0; 
3) ””-2)' + =0; 

2) 2/”-5)/=0; 

2) »/+49)=0; 

4) 2) +5)”–7X”=0. 

3) ””-16X»7=0; 
2) //+4)/+4)/=0; 
4) 4»'- 12)”/+9»=0. 
3) 4V”+9)=0;1 4) 25/”+16X=0. 
2) /”+2#/'+5:=0; 

4) 9ჯ”–30)+29)/=0. 
2) #-2)/-–)/+2)=0; 

4) V'''-3ჯ'-27=0. 

4) 9»”-25)=0, 

1)#”'-8)=0; 2) # ა +4)-4/=0; 3) »”'-3#V +3)/-)=0; 4)ჯ''-3V +2)/=0. 

1))'”-16)=0; 

3) #”+3V"-4)-0; 
2) »V-5/”+4უ=0; 
4) ,'”-8ე/'+22/'-24)/+9)=0. 

იპოვეთ განტოლების კერძო ამონახსნი, რომელიც აკმა- 
ყოფილებს მითითებულ პირობებს (MM249.21; 49.22): 

1) ””-3);'+4)=0, X(0)=5, )/(0)=8; 
2)” ”+2”/=0, X0)=1, )/”(0)=0; 
3)» -27+=0, X2)=1, 1)/(2)=–2; 
4) ”'-10V+25)=0, XC0)=2, )”(0)=8. 

ჯ ”» 
5 '+4 /=0, – =1, ” =-2; 1) +4) ფლ ', ფ 

6)/ +2)/+5)=0, XV0)=1, 
1)» +»50, 

X»(0)=1. 
>X0)=2, #(0)=0, X»”(0)=–1; 

2)” ა=0, X(0)=1, »(0)=1, X»”0)=1, »” (0)=1; 
3) » -ე/=0, 

4) »”+4)=0,„ #(0)=0, )(0)=2. 

X0)=0, )”(0)=1, X”(0)=0, #”' (0)=1, /'”(0)=2; 

#. მუდმივკოეფიციენტებიანი წრფივი არაერთგვაროვანი დიფერე- 

ნციალური განტოლება 

იპოვეთ განტოლების ზოგადი ამონახსნი (0M-M49.23-49.3)): 

1)V"-”-12+=12; 
3) ””-5);,+6#=6X+1; 

1) „+ -2)=6X > 
3) #”-6)/+9#=2X”-X+3; 
1) #”-3)/=6; 2) 2#”-3)/-6=0; 
4) 7) -/=14X: 5) /-2)/=X”-1; 

2) »"+2V+/=-2,; 
4) /'+43=4X-8. 
2) »#"-4)/+5)=10X-16X-1 ; 

4) »”+4)/=4X)-14X+4, 
3) #”+8)/=8X; 
6) 2/'+)=3X”+10X-4. 

1) »”-2)”-3)=ტ6“; 2)V»”-)=C”; 3) +4ე)/+4)/=XC”"; 4)#/'-V”-2)/=(1-2X)C". 

1)» +4)/+3უ=90%, 
3) »”+4)/+4)=86”””; 

1) »" -3უ”/+2)/=51IX; 
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2) »” +)/-2/=3XC”; 
4) )/”-2)/+)/=6»ჯC”. 
2) #”-23'+2)/= –§510X-306005X;



49.29. 

49.30. 

49.31. 

49.32. 

49.33. 

50.1. 

50.2. 

50.3. 

50.4. 

3) 4»”+8)”/=X§IიX; 4) X” -33/'+2)/=XC05X. 

1) ”-)/=C'5IიX; 2) #”+2უ)/=4Cთ(§1იX+005X); 
3) 7”+”/=4X0C05X; 4) )”+/=605X. 
1) ””-/=2C"-X?; 2) #I+3)-47=6 #+X6“; 
3) »”+2)/'+2)=(5X+4)C +260”; 4) »+2)+5)=40”+1751ი02X. 

1) » "-3#'+3#ა=2; 2)#”-8))=276%; 
3) 7 "+2/ 4ე/=2X+C; 4) „”+/=X+20'. 

იპოვეთ განტოლების კერძო ამონახსნი, რომელიც აკმა- 
ყოფილებს მითითებულ პირობებს (MIX%49.32; 4933): 

1)» ს=40, X(0)=0, 17(0)=1; 
2) #'-2)/+10/=10X+18X+6, )(0)=1, X”(0)=3,2; 

3) „ +4ალ=5Iი,  #C0)=1, XVI(0)=1; 

4) »"-2/=67+%C-1, #0)», »(9)=1. 

1)» +2/+V=-20”, X(0)=2, X(0)=1, #"(0)=1; 
2)» -XV=-2», X(90)=0, X»X0)=2, #”(0)=2; 
3) „"-ა/=6-3X, _)X(0)=/(0)=/'(0)=1; 
4)” ა=8C, X(0)=0, X0)=2, »”(0)=4, »”(0)=1. 

§60. ამოცანები მაღალი რიგის დიფერენციალური 

განტოლების გამოყენებაზე 

წერტილი მოძრაობს წრფივად მუდმივი ძ სმ/წმ? აჩქარე- 
ბით. იპოვეთ მოძრაობის განტოლება (განვლილი გზის 
დროზე დამოკიდებულება), თუ დროის საწყის მომენტში 
სიჩქარეა V,, ხოლო განვლილი მანძილია ჯი. 

მითითება. პირობით §”=ძ. ამ განტოლების ამონახსნია 

ი/“ 
§= “16! 4+C. 

სხეული მოძრაობს წრფივად აჩქარებით ძ=6/-4. დაადგი- 
ნეთ განელილი მანძილის დროზე დამოკიდებულება (მოი- 
რაობის განტოლება), თუ დროის საწყის (უ=0 მომენტში 
განვლილი მანძილია +§5-=0, ხოლო სიჩქარეა Vი=4 მ/წმ. 
წრფივად მოძრავი სხეულის აჩქარებაა #=/+1. დაადგი- 
ნეთ სხეულის მოძრაობის კანონი, თუ დროის #1 წმ მო- 
მენტში მას განვლილი ჰქონდა +=1 მ მანძილი და მისი 
სიჩქარე იყო V=-2 მ/წმ. 
ზევით ასროლილი სხეულის აჩქარება მუდმივია და 9 
მ/წმ-ის ტოლია. იპოვეთ სხეულის მოძრაობის განტოლე- 
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50.5. 

50.6. 

50.7. 

50.8. 

ბა, თუ დროის საწყის /=0 მომენტში სიჩქარე V=V, ხოლო 

განვლილი მანძილი §=0. 
იპოვეთ იმ სხეულის მოძრაობის განტოლება, რომელიც 
ასროლილია ვერტიკალურად ზემოთ XV-=) მ/წმ სიჩქარით. 
რამდენი წამის შემდეგ მიაღწევს სხეული უმაღლეს მდე- 

ბარეობას? 

იპოვეთ #”+2)/+2)=0 განტოლების ის ინტეგრალური წირი, 
რომელიც გადის (0;) წერტილ%სე და ამ წერტილში ეხე- 

ბა 1=X+I წრფეს. 

მითითება, I'+27/+2)=0 განტოლების სოგადი ამონახსნია 
=6 '(C,C05X+0C55IIX) 

ამოცანის პირობით, როცა X=0, მაშინ »=1 და X».=1. ამ 
მონაცემების გათვალისწინებით მივიღებთ C)=I, C=2. 

იპოვეთ V/”-4+31=0 განტოლების ის ინტეგრალური წირი, 
რომელიც გადის (0:20) წერტილზე და ამ წერტილში ეხე- 
ბა #X+2 წრფეს. 
” მასის მქონე მოტორიან ნავს, რომელიც მოძრაობს სიჩ- 
ქარით Vი=5 მ/წმ, გამოურთეს მოტორი. მოძრაობის დროს 
ნავსე მოქმედებს წყლის წინააღმდეგობის ძალა, რომე- 
ლიც მოძრაობის სიჩქარის კვადრატის პროპორციულია, 

ამასთან პროპორციულობის კოეფიციენტია <C" რა დრო- 

ის შემდეგ შემცირდება ნავის სიჩქარე ორჯერ და რა 
მანძილს გაივლის ნავი ამ დროში? 
მითითება. ამოცანის პირობით 

ი _ _ M. „V2 )§” = LC) 

გეაქვს მეორე რიგის დიფერენციალური განტოლება. 
დაეწიოთ მისი რიგი. დავუშვათ + =2, მაშინ 

ძ: 1.) ძ? I 
ალ ნუ –-=-–-ძი!, 
თ 50. “შ “50 

  აქედან მივიღებთ 2= · გავითვალისწინოთ პირობა 
(+50ლთ 

  

  

1 50 
VM =95. მიეიღებთ C =–. ამრიგა = , ან ი ვიღე "5 გად 2= ე ახუ 

, 50 =§9= , 
ჯ+10 

აქედან § =50)1ი(/+10)+C. 
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50.9. 

50.10. 

50.11. 

პირობით 38§=0, როცა 1=0. ამიტომ C, =-501ი910, 
საიდანაც გვაქვს 

§=50%“- 19 · 
10 
  

ეს არის ნავის მოძრაობის განტოლება. 
ახლა ვუპასუხოთ ამოცანს კითხვებს თუ 

== 9 ა, = V= 2 =2,5, მაშინ 2,5 -+I0' აქედან /1=10 წმ. ამ 

დროში ნავი გაივლის § =501ი2 მანძილს. 
ვიპოვოთ ვერტიკალურად ვარდნილი სხეულის მოძრაო- 
ბის განტოლება, თუ ვარღნის დროს მასსე სიმძიმის 
ძალასთან ერთად მოქმდებს ჰაერის წიჩააღმდეგობის ძა- 
ლა, რომელიც პროპორციულია სხეულის სიჩქარის კვად- 
რატისა, პროპორციულობის კოეფიციენტია #. 
მითითება. ამოცანის პირობით 

5” = MC -#(+» 

M მასის მქონე სხეული მიიზიდება უძრავი 0 წერტილის 
მიერ. ამასთან მისიდულობის ძალა პროპორციულია სხე- 
ულის #» მასის და სხეულის 0 წერტილიდან დაშორების, 
ისე, რომ პროპორციულობის კოეფიციენტია », დაადგი- 
ნეთ სხეულის მოძრაობის განტოლება. 
მითითება. ამოცანის პირობით 

MX" = –V ი. 
ამ განტოლების ზოგადი ამონახსნია 

=0)005V/(+0551იVVI. 

უძრავ წერტილზე დამაგრებულ ზამბარაზე დაკიდებუ- 
ლია ტვირთი. ზამბარა შეკუმშეს ისე, რომ უძრავი წერ- 
ტილიდან ტვირთის Xჯ დაშორება გახდა ხ-ს ტოლი და შე- 
მდეგ გაანთავისუფლეს. ტეირთმა დაიწყო ვარდნა ისე, 
რომ მისი აჩქარება გახდა – #7“, სადაც ი მუდმივია. და- 
ადგინეთ ტეირთის მოძრაობის განტოლება. 
მითითება. ამოცანის პირობით 

§წ=-ჯე?§. 

ამ განტოლების შ%სოგადი ამონახსნია 
§=C)§1ი/!+C:0095#/. 

რადგან საწყის 7=0 მომენტში §=ხ და V=ჯ”=0, ამი- 

ტომ თ =0 და თ, =ხ. ამრიგად, მოძრაობის განტოლებაა 

§=ხ005/!. 
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51.1. 

51.2. 

51.3. 

51.4. 

51.5. 

51.6. 

51.7. 

მწპრივები 

§61. რიცხვთა მწკრივები 

შეადგინეთ მწკრივის კერძო ჯამი ა, და გამოთვალეთ 
მწკრივის გამი (M%IM5!.1; 51.2): 

· - ! · 

) 5თღეთიი ' 2 2 ი(+3)' 
· C ! 

ა 205: უც-:)! 4 C=C»-)0ი+9' 

თ 1 თ 1 
–ვ-“––,; 2) 2––“–““–, 
ურმით ) 2 ს” +M-2 

3) დთთებ +3-3 4) 2 + 

შეამოწმეთ შესრულებულია თუ არა მწკრივის კრებადო- 
ბის აუცილებელი პირობა (MM%51.3; 51.4): 

  

  

1) 2-7; 2) 2,005; 3) 2: ჟ0,1; 
»=1) + 1 »=I M=I 

დ. 1. თ "LC I. –_” 
4 თ. 9 2, 0 დ.ა + 

M#-1V 

) >(/M-აი-)); 2 ალი 3 257: 
4 3 ყიი; 5) 2 C-23) 02, ”-!) 

ი=! #=I I M=I 7 

შედარების ნიშნების გამოყენებით შეისწავლეთ მწკრივის 
კრებადობის საკითხი (M6M51.5-51.7): 

      

  

  

I ლ /1+1 3 . 

LL ი 2 -- 1, )2-> 5” ხელ 
§1ი? 7? 0605” #? Iი # თ 1 1 ; ; 31 %-–––; 4) ==. 

'იი +) თ: » +2 ) >, ” ათ 

1) 2, I- ; 2) ალა ა, 3 5-1; 4 548ი“+. 
ო=) +1 ი=I / ი=210M ე=1 ი 
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51.8, 

51.9. 

51.10. 

51.11. 

51.12. 

51.13. 

51.14. 

51.15. 

კოშის ნიშნის გამოყენებით შეისწავლეთ მწკრივის კრე- 
ბადობის საკითხი (MM51.8; 51;9): 

  

  

  

ცე ბ თ. 2 9-1... 
) ლ) ' 2 Iი” (X+1) ” 

თ ე (I-IV » 

ა -ს»5) იი)». 
IV IL. თ , 2” ჩი 

ხ2ს+) 2 >”ს/5) 
    

ი! „ 

3) >> 1) 4) ა” > 

” ” 

დალამბერის ნიშნის გამოყენებით შეისწაელეთ მწკრივის 
კრებადობის საკითხი (MIM%51.10; 51.11): 

    

    

თ 2. თ გი-! 

ს>.ს შბპვეე ვას 42 
ი=I 2 #51 > უ=| ი=1 1. 

(M+2)!. თ (»+1)” 

ა ეა-> M-.5” :. 2 2” ა ლ 3M+I! +.“ »= სეი.“ 

კოშის ინტეგრალური ნიშნის გამოყენებით შეისწავლეთ 
წკრივის კრებადობის საკითხი შიშს 12; 51.13): 

დ. 1 
1) 2>– ე 790354 3) > ––=-; 4)2–==– 

ი=L VI” ი=) M ო=! /19//2 ო=I +/ ვ? +1 
  

1) 2 –+-;:2)2>–0-; 3)2---; 42--% 
#=2 -. ი»M” #52 7Iი2 # ო=)M) +1 =L(Iი“ »+1) 

      

შეისწავლეთ მწკრივის კრებადობის საკითხი (M%M51.14; 
51.15): 

  1) 211”; ; 2) 2:ჟ0,01; ვ) §+-+9, 4 2––––. 
ი=11 ო=I 2-1 გ? – ი? # 

1 თ 

1) ჯ---. . 2) : 
MI (»+5)” (#+1) 560249» ლოო 
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51.16. 

51.17. 

51.18. 

51.19. 

52.1. 

52.2. 

რ2( 7-3)?” ს ოლო 

შეისწავლეთ ნიშანმონაცვლეობითი მწკრიეის კრებადო- 
ბის საკითხი (MIM51.16; 51.17): 

საი 28 წ-ი აალება 47-65) 
1) > (CI ი0§---; 2) 2>C 1” '§ - ; "» 

C „ს, #. ი-I 

წ 2,CI) 6: 4) 2(C- ) ” > 

იპოვეთ მოცემული ი ნიშანმონაცვლეობითი მწკრივის ჯამი 
8 სისუსტით: 

ჩ-I 

ა) 31.7. C)_ „ 6§=0,0); 2) LC) ა” , 6§=0,1; 
ოM=) M=I 

3) წ 2, =0,01; 4) 8 (-I)_ ს”. ==0,001. 
ვ" 

M=I 

შეისწავლეთ მწკრივების პირობით ღა აბსოლუტურად 
კრებადობის საკითხი: 

    

»-I ჩ- 

4) ჯ ლ” ა. 5) >(- -I” I. «+; 62 (- 1” ძი +/6+. 
M=! 

§ნწ2. სარისხოვანი მწკრივები 

იპოვეთ ხარისხოვანი მწკრივის კრებადობის რადიუსი და 
კრებადობის არე (MIM52.1-52.3): 

  

  

რთ ჯუ თ კ თ (– ს” ჯ” 

–=-: _– :4 –. 
ა ლV»+' 2) 2C+1)C+2): ა > VI ს» 

დ აი. ლ. IX". დ (–I) »” ს 52". 

1 2-7 X ; 2) 2" ჯ 3) 2, 2#+1 ; რ) 2,> 2 
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52.3. 

52.4. 

52.5. 

52.6. 

52.7. 

52.8. 

თ ჯ” თ თ 
ს დ() » == ;2) 9 MX” ; 3) 2( უ1LI » ; 4) 527» 

M=!) / თო=I ი=I 

იპოვეთ ხარისხოვანი მწკრიეის კრებადობის არე და 
ჯამი: 

  

  

ა 2 +)»: 2) 2-2 ; 3) CV, 
ი= »=I /1=1 

#5 : =(» 2 +7”M ჯი თ ა.ა 

42-–) +). 2 აიი 02% 
გამოთვალეთ შეცვილი მწკრივის ჯამი: 

ე 5, უჯ!., უჯ, აჯ”, 
ო=) 30-2 ი=| Mს2 ი” M4” , ი=I 2” 

გაშალეთ ფუნქცია მაკლორენის მწკრივად და იპოვეთ 
მიღებული მწკრივის კრებადობის არე (MM%52.6; 52.7): 
1) #(X)=2"; 2) /C0)=0“; 3) რაოო“ 4) /აიიიიX. 

1).#X)=2 - 2) #2)=00§ > 2; 3) #ი-- >: 4იე=--– 
3 1-3Xჯ 32 

გაშალეთ /#/>X) ფუნქცია ტეილორის მწკრივად Xი წერტი- 
ლის მიდამოში და იპოვეთ მიღებული მწკრივის კრება- 
დობის არე: 

  

ს #9=4/X , X=I; 2) /ც)=IიX, Xი=1; 

3)/2–+ · X0=-2; 4) /(X)= უოოთს Xი=-2. 
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პასუხები 

§1 

1.1. 1) მართებულია; 2) არა; 3) მართებულია; 4) არა. 1.2. 

1) მართებულია მეორე; 2) ორივე. 1.3. I) #LI8 = (–3; –2;0;1:2;3;4;51 , 

408=(0უ3,  4V"8=(1-3,25); 2) 4L)8=(-8;-4;-3;I;5:7;81, 
40 8=0;5|, 4V8=(-8;-4;7;ზ); 3) 4L)8=|-5:4|), 4018 =(1;21, 

#V8=|-5;I; 4) #)8=|0,7), 408=|I71, 4V8=|0;| 1.4. 1) 

4=(0;2|; 2) 4 =(-2;5) ; 3) # =11;2;3|) ; 4) / =10;1;2) ; 5) (2,4,6,8,10); 

6) (1,2,3,4,6,8,12,24). 1.6. 6. 1.7. 50. 1.8. 26. 1.10. 1) ჭეშმარიტია; 2) 
მცდარია; 3) ჭეშმარიტია; 4) მცდარია. 1.11. 1) IიI0ი#=-2, §0V06=5; 2) 

1066=-თ, 01მX#= –3; 3) ი10X#წ=1, 1ი”=0; 4) §ს0ჩ=1, თინ- > . 

      

  

წ2 

ჯ ჯ X-2 1-X ჯ 
2.1. 1 : 2 ––;3 ; 4 . 2.2. I :.2 

) »#3X+-4V) ) » ) X+2 ) 3 ) X-» ) 

_ 2 _ 2 5(29 –3ხ). 3) ძი-ხ – 4 +” »ვ. ს ძი -იეხ+ხ _ 

20+3ხ 2(+ხ) 30 – ») ძ-ხ 
2 2 ( 2 ?) _ 

X 1091ძ . 3) 2V + XX+ » ; 4) – IM +. 2.4. ს 

ნ+ძ 5(X+ ») 2V) – M0+/?) 

6თX+19ძ 6X-4 27710 + IM 2 12ძ 
–; 2 _–-; 3 ჯ 4 · 2.5. 1 ხდა, ; 

ჯ? –9 ) ჯ? –4 ) 1-0? ) ძ+2 ) 1- ეჰ 
2 2 – ხVX 2ხ“ –700=3 ), 3 XC-ჩ) –; 4) (2 ს) >, 2.6. 1) 3-X»?; 2) 

(თ– ხ)(ი+ხ) ი:'+იხ+ხ ი: +იხ+ხ 

    2 

    

X»+ძ თX ხ+თ 4ძ იდ –ძ) : : 4) –#. 2.7. 1) –––;2) ––“–-;3 :14 
X-ძ 3 ჯ? – ჟ? ა)“ ) ხ-ძ ) 3(9 –4) ) »+ძ ) 

ხ 2ხ”” 
  _ 0. _ _ . »-X. ჯა _). 

(6-2) 28) »XCC – ძ); 2) >>: -ს 4 ანი ეთ): 2.9. 1) 

3; 2) 3; 3) 4; 4) +X2. 2.10. I) I, 2). –+V3 ; 3) 2; 4) 5. 
§ვ 

3.1. X=–7. 3.2. ;=4. 3.3. 7. 3.4. 12. 3.5. (-2:0), (4:0), (0;:0), (-3;0). 3.6. (0:-3), 

(0;-4), (0;0), (0;5). 3.7. C-4;3), (0;4), (2:-3), (3;0). 3.8. (-5;-1), (3;-5), (4;9), 
(0;7). 3.9. C7;-L), (4:0), (5:2), (0;-6). 3.10. (2;5), (-6;-4), (1;-3), (-4;2). 3.11. 
(-1;4), (4;-2), (0;-2), (6;5). 3.12. 1) პირეელს ან მესამეს; 2) მეორეს ან 
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მეოთხეს; 3) პირეელს ან მესამეს; 4) მეორეს ან მეოთხეს; 5) 
პირველს, მეორეს ან მეოთხეს; 6) მეორეს, მესამეს ან მეოთხეს. 
3.13. 1) 10; 2) 7; 3) 8; 4) 2; 5) 5; 6) 13; 7) 13; 8) 5. 3.14. 1) (-3;-4). 3.15. 1) 
(2:4). 3.16. 1) (3;-2). 3.17. 1) (7;-4). 3.18. # წერტილის გეგმილების 

კოორდინატებია (-400),, (0:20) და (0;0-ს)ს. 8 წერტილის 
ბეგმილების კოორდინატებია (3;0:0), (0;-1,)0)1 და (0;0;1). 3.19. „4 

წერტილის გეგმილების კოორდინატებია (2:-3;0), (2;0;I), (0;-3;1); 8 

წერტილის გეგმილების კოორდინატებია (-4;:2:0), (-4;0;0) და (0:2;0). 

3.20. (-3;:1;-2), (2:0;1), (3;5;-2), (-1:-3;2). 3.21. (4;2;-1), (-4;-I;-1), (0;2;1), 
(4:-1:2). 3.22. (-3;-2;1), (4;-5;-2), (-3;2;1), (2;1;0). 3.23. (-4;-3:-2), (4;1;3), 

(1;0;-2), (2;–1;-3). 3.24. (-2;5;-1), (2;-3;2), (0;3;-3), (-4;-2;-1). 3.26. C3 , 

C3) C-3) 63) 3.27. I (59.5), (04), (2;0), 
2 3 6 2 

3. 3V3 "ჯ# „ჯ# ( 22 I 2) (2#2:5|. (30), (5: |, (5”. 
§4 

4.1. 1) –1-2/, 5-4/; 2) 2+2/, 4-27; 3) 2 42 , -2 "/3 /; 4) –2-4/, 2-4. 4.2. 1) 3+7, 
L 3 4.3 8.6 7 +5 –4++=I; 2) 10, –--==ჯ; 3) –8-6,, –––+-–I; 4) 3-3-/5 ,, <+–=, 4.3, 
221219 <-<1: 3) -8-6ც –22+35)1“) #9 5+%9“ 

1) 0; 2) 0; 3) –2-97; 4) -/. 4.4. 1) 11+3(; 2) 125; 3) -2.-1; 4) 0. 4.5. 

13.1 17. 13 3 # 
1) |––;– I; –;--–- I. 4.6. =– ––(1+21); 2) 2=I. 4.7. 1) 1; ––;2 _–_–_–__.__–_–_____. 
#2, 2 : 3) 2; => 4) 2; =2 4.8. 1) 3(C0§0%+/51009); 2) 605 5-+%10 =>; 

3) 2 CC + 263) ; 4) ელ> (90 | ; 

. 2 
5) 2 C 63 + Iთი(-<)) :6)205 4 +ჯ)ი დ .4.9. ს VII + 151ი %I, 

117 VI... 11” |). _7ჯ# .. _7ჯX . 
2) 1 CC ლკ. 3) 4(« ი ააი( 8) 4) 

7 ,.. 7# 37... + 
2+“”2 ““კIვი““ I; V2|) -005=-+15-– |; 6) +#L( ე ში 3 5) L 2 I 2 
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5”, 37”. => ; 

6 (%(-% ი -% 4.10. 1) #26“ 2) 22 3 3) 226”. 4) 

1 
»„– –ძ/CIი 

5, წ , 4.LL. 1) =219; 2) 229; 3)-219+21? -/3 7; 4) (+/2 +1X(1+#. 4.12. 

1) C0§2%% + -%-, #M=0,1,2; 2) თა (2+:)5 +/51ი (2++1)> , 
3 3 4 4 

I=0,1,2,3; 31)C0§ (§+I +/%ი ფ. I) „=0,1;4) თა - წ +VI + 

«აი -#+I, L=0,1; ულია (4+I)2 «ანი 4+04, M=0,I,2; 

6) თა 4-0 ახი 4-0<|,#-0,12; 7) 42 თ 8+)2 + 

თათ 6+0+ I, M=0,1; 8) §/2 ?(%ი: ღელვით 

9) ჭ2  «ია(%-))6+აო(%-I)), #=0,1,2.3; 

1თ) VI («+ )§+ CC + 051, #=0,1. 4.13. 1) +2/; 2) +1,5/; 

; #=0,1,2; 

3) –1+27; 4) 2+3/; 5) 142 ;:60. > -+CV; 7) =<2+/, -3+7; 8) 1-/, 2-/; 9) +/; 42; 

+V#2 , /6 +V#2 , 6 1. “3 Iფდ X2+4;9,. _X#24120,. სე) 2 111, კე /2+I/2, 
ბ “2 9+-2.! 2.62. 2-2. 72 V2+!V2 

–/2 +IV2. 
86 

4.2. .§5 , ა 21 
51. I) : 2 1-3 -5 1)0; 3) .411I 8 

2.2 I. 3.1 1.2 72 
8 4.0 1I 2 6 0 5-4 

52.1) ) 3) ; 4 8.4 -1 5-5 “3 4 7 
4.5. 5.2 § 

12.2 ის I 5ვ |) |-3 2 –I;: 2) (13 4 -8; 
3.1 0 9 -7 3 
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7 -I7 -2 I1 –I1 4 
პპ -I2 2 5):უ4)|)-6 6 –5..54.1)) ( 2 (5 I 

0 10 –3 10 9 1 

– : 7 20 28 –13 – 
3) 2) 4) (1) 50 |10 –4,; 6) |10. 4 |; 7) (> I 

– 8 18 –I7 

–I 10.4 
39 

-)ი0 7 –-26!). 5.5, ა V I 2) -4 9 3); 

000 

7 8 –141I;4) |I0 0 01; 5) (51 7 24); 6) (4 21). 5.6. 1) 

00.0 

7 53 10 

C05(თ+/9. 5.8. 1) 44; 2) 6; 3) 63; 4) –139; 5) 25; 6) –19; 7) 401; 8) –X -». 5.9. 

I) 2; 2) 72; 3) 0; 4) 44; 5) 75; 6) 0. 5.10. 1) -+; =; 2) 2:0,5:3)0; 4) -9; 

LI –3 -0 –8 · 
( I 2) ( ი) 5.7. 1) 10; 2) 17; 3) –I3; 4) –4; 5) §Iი(თ-/); 6) 

-–1 2 6 2.1 1 
2. 5.11. 1) (' (2 L გ.ბ 15 –) –3|;4)| 6 –3 2|.5.12. 

-5 10.1 3 41 

–8 29 –II -–3 8 14 
2.1 7 4 

სსკ “32 L" , 12 -5 18 -7|:44 16 –10 –171; 
, , 1.53. 1 22 15 27 

2.2 2 
11 13 –10 1 4 –-3 

5) | –I3 –16 12 |;6)|) IL –5 –3!. 
-12 –14 11 -–1 6 4 

86 
6.1. 1) X=1; /=–<–1, 2) X=2; 7=3, 3) X=1; X7=–1, 4) X=– 1; /=1, 5) X=0; /=0, 6) 

=0; -/=0. 6.2. 1) X=1; )/=2; 2=1, 2) X=1; #=1; 2=1, 3) X=1; )/=1; 2=1, 4) X=–1; 

»=-I; 2=-1I. 6.3. 1) X=0; /=0; 2=0, 2) X=0; X”/=0; 2=0; 3) X=0; X=0; 2=0; 4) 

=0; ”/=0; 2=0. 6.4, 1) X,=1; X:=–1; Xკ=2, 2) X,=3; X:=-2; X3=0; 3) X|=1; X:=2; 

X3=1; 4) Xე)=–1; X2=–1; Xვ=-1. 6.5. 1) X,=2; X:=1, 2) Xჯ=1; X:=2, 3) X1=2; X:=1, 
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4) X,=-1; X:=–1. 6.6. 1) Xე=4; Xე:=0; Xკ=–-1, 2) X,=– I; X:=1L; X1=1, 3) X=–2; 
X=2 Xკ=0, 4) X,=-7, X:=-11; Xკ=8ზ. 6.7. I) თავსებადია, 

2) არათავსებადია,ა 3) არათავსებადია, 4) თავსებადია. 6.8. 

14 
) ი-+ +X3; თ--1:+<%; Xკ-ნებისმიერია. 2) X)=0,5+0,5=3; 

X:=-0,5+1,5Xკ; X>კ-ნებისმიერია, 3) თ“-=X; აი–1-X; X-ნებისმიერია, 

4) M--2ი: 6-3: Xჯ-ნებისმიერია. 

§7 
– ლ 3 3 

7.3. 5-/10 . 7.4. 12. 7.5. |ი+ ხ| =|ძ– ხ| =13. 7.6. 5. 7-7. 7. 7.8. 7. 7.9. 1) 
        

24/3 ; 2) –2. 7.10. 3-/3. ან. -3/3 ; 7.11. 1) (-2;-1;2); 2) 4;-3;:6); 3) 2;-4:8); 4) 

(18;-11;22). 7.12. 1) (–15,6,12); 2X33,-16,-8); 3) (=I8%,9) ; 4) (13,-8,8). 

7.13. 48 (1;-3;3), 84 (-1;:3:-3). 7.14. ,4(5;6;4). 7.15. 1) (-3;-4;1); 2) (-2:6;1); 

3) (5;-2;-2); 4) (-5;2;2); 5) (-2;6;1); 6) (-36;18;13). 7.16. 1) (1;7:4);2X-5:3;5); 
3) (6;4;-I); 4) (-4;10;9); 5) (-11;-1:6); 6) (22;-36;-37). 7.17. 1) 

კოლინეარულია,„ 2) არაკოლინეარულია. 7.18. 4 = ->. 7.19. 

4 
C2= 8 , /8=-–1. 

88 

8.1. 5. 8.2. –6. 8.3. 1) 6 -/3 ; 2) 16; 3) 25+12 «3 ; 4) 25+12 /3 ; 5) 54-60 +3 ; 

6) 75+60 3 . 8.4. 1) –3; 2) 9; 3) 4; 4) 7; 5) 19; 6) 49. 8.5. 2: 8-6. 3. 87.2. 

8.8. 1, 8.9. 6. 8.10. 6. 8.L1. 1) –2; 2) –1; 3) 7; 4) 2. 8.12. 1) 7; 2) 1; 3) –1; 4) 

6. 8.13. –6. 8.14. –32. 8.15. 1) –I1; 2) 87. 8.16. 1) I =7, იი§0->; 

2 6 წ – 
0050“ –> ; 905–--; 2) |2| =6, ჯია; იი5- --, =9ძ+-7 3) |ი| =6, 

1 5 V2 – 2 3 6 =--: C0§/2= –– , 00§)= +“ : 4) 18 = 2. 3 _9. C05თC==5 /2= 6 7“ ) |2ი|=7, ი§თ= 2: C05/2= 2) 905-–> 
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6> 23 3– (+ 2> 2> 8 817. 1) -57+2; 2; 2) 17+<7-2ჯ, 8.18, 1 8.5 
) +.) :#) 2) 37937“ 3 ) 9%0005->; 2) 

+V70 

254, 

2IC005 8 :3) 80000§-=-; 4) 2(000§-=-, 8.19. #-მ70C0§ ==. 8.20. 
18 21 72! 

გილი05 “>. 8.21. 1) თ=-6; 2) თ=–4. 8.22. 6. 8.23. 4. 8.24. –4. 8.25. 

§9 
9.1. 1) მარცხენა; 2) მარჯვენა; 3) მარცხენა; 4) მარცხენა. 9.2. I) 6. 

2) 15; 3) 9; 4) 20. 9.3. 1) 16; 2) 6 +V3 . 9.4. L) +30; 2) +15 +/2 . 9.5. 1) 24; 2) 
3 

60. 9.6. 1) 3; 2) 27: 3) 300; 4) 127. 9.7. 1) 2( X– I ); 2) 4; 3) –12; 4) 0. 9.8. 1) 
4345– – ლოლ – – – – 3 53 

37 -6X; 2) -§87-12/ –L; 31 -551+5/+5L; 4) 51+9/+3#. 9.9.1) 
– – – – – ლ– 

101+2/+14#; 2) 2021+4/+28#L 9.10, 1) –7; 2) –21. 9.11, 1!) 

კომპლანარულია; 2) არაკომპლანარულია; 3) არაკომპლანარულია; 
4) კომპლანარულია. 9.12. 1) მდებარეობს; 2) არ მდებარეობს; 3) 
მდებარეობს; 4) არ მდებარეობს. 

§10 

10.1. 1) 5; 2). I3; 3) 7; 4) I0. 10.2. |481=10, |/C=+61 , |8C=-/5 . 10.3. 

+/19 ; «2 ; +VI7 . 10.6. I) (L-I; 2) (2-2). 10.7. L) (5;6), 2) (-5;-5;5). 

10.8. (6;0). 10.9. (->- 3) CL;1), C. 2) 10.10. (2:-1), (3;1). 10.11. 1) 

3: 2; 2) 22 ; 11. 10.12. 5-3 , 10.13. 31. 10.14. 13. 10.15. (2:11;7). 10.16. 

(-4:3;4). 10.17. 15; იიზი= <; იი9/- - >, ი05=1-. 10.18. 28; იი§2- >; 

6 2 
C05/= –– , 00§)=“–. 

#“– ა, 005-> 
811 

11.1. 1) MI, MI, M, წერტილები მდებარეობენ წრფეზე, ხოლო #Mრჩ, 
M., M არ მდებარეობენ. 11.2. 3; -3; 0; –12. 11.3. 1; -2; -5; 7. 11.4. (3;0). 
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11.5. (6:0), (0;-4). 11.6. 1) 0=–2; 2) 2=+3; 3) ი2=1 და «>. 11.7. ა) თ=2; ბ) 

ძ=-3. 11.8. 1) (2;2); 2) (-2:3); 3) (3;-5); 4) (-1;1). 11.9. „(2;-1), /3(5;-5), 
C(2;-4), 11.10. 1) 3X-/-2=0; 2) 4X+4)”-3=0; “. 2X-V=0; 4) 7+3=0. 11.11. 1) 

#M=5, ხ=3; 20--<, ხ=2; 3) L=0, ჩხ=3; 44M-->, ჩ=0. 11.12. I) 3562 =)' 

X I” XI. X-2= „% 1, #=I), 4 –“+-X-=1. 11.13. 1) 12; 2) 7. 
2 18.1: 2 2573 ) 0,2 “0,5 ) ) 
11.14. 1) 2X-3)”++5=0; 2) X+3=0; 3) )”+1=0; 4) 6X-57+10=0. 11.15. I) X-)7+2=0; 
2) 3X-)'-3=0; 3) X-3=0; 4) 5X-2#=0. 11.16. 1) X+/-1=0; 2) X-2=0; 3) X-2)=0; 

4)#7-1=0. 11.17. 1) 7; 2) ->. 11.18. (3;-)). 11.19. (4;-5). 11.20. 

X-16)7+13=0 (4.83); 4X+5)-6=0 (4C); 5X-”/-22=0 (8C). 11.21. X+2)/-3=0 (C4C); 
2X-)/-6=0 (82). 11.22. 7X-2)/-49=0 (,4M); X-3=0 (8#/); X-37+4=0 (C#). 11.23. 
1) 2X-I+5=0; 2) X+)-2=0. 11.24. X-5=0. 11.25. 3X-2);/+19=0. 11.26. 1) 
პარალელურია; 2) არაპარალელურია; 3) არაპარალელურია; 4) 
პარალელურია; 5) პარალელურია; 6) არაპარალელურია. 11.27. 1) 
პერპენდიკულარულია; 2) არ არიან პერპენდიკულარული; 3) არ 
არიან პერპენდიკულარული; 4) პერპენდიკულარულია; 5) პერჰენ- 

დიკულარულია; 6) პერპენდიკულარულია. 11.28. 1) »-27+4=0; 2) 
3X+)/-4=0; 3) 2X+3V-7=0; 4) 3X+4)+26=0; 5) X+1=0; 6) »-3=0. 11.29. 1) 
X+3უ”-8=0; 2) 2X-ჯX-8=0: 3) X+)I-4=0; 4) აბირბეიი 5) »-5=0; 6) 6X-1=0. 

11.30. 1) 5! 2 5: 3) 2! 4) თ. 5) – >: ; 6) 2XCI68; 7) 8იC00§ >; 8) 

) 3 
მLC00§-– ==. 11.31. 1) 3; 2) 1; 3) 4; 4 3 = ; 6) «5 . 11.32. 13. 11.33, I) 

CC ) 5 

= 2) 2-/5 : 3) =; 4) => 11.34. 40. 11.35. 5X-2/-33=0, X+4)-L11=0, 

7X+6)+33=0. 11.36. 459; 459: 909. 11.37. X-3=0, »-4=0. 11.38. 2X-)/+1=0. 

11.39. 609: 60%: 60“. 11.40. 4X+3);-1 1=0, X+)7+2=0, 3X+2MV-13=0. 11.41. 

X-3=0, X+X/-3=0, 1=0. 11.42. 90. 
VI3 

§12 

12.1. M, და M. წერტილები მდებარეობენ სიბრტყეზსე, ხოლო M 
და # წერტილები არ მდებარეობენ. 12.2. თ=5, ხ=-3, C=10. 
12.3. (6;0;0), (0;-12;0), (0;0;8). 12.4. 1) 2X+4წ/+5>2-7=0; 2) 5X-/+42=0. 
12.5. 7X-2»+22>0. 12.6. 1) 9X-5;-32-2=0; 2) 5X-)/-42-51=0. 12.7. 

7X-4/+22+41=0. 12.8. 1) პარალელურია; 2) პარალელურია; 3) არ 
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არის პარალელური; 4) პარალელურია. 12.9. IX=-4,5; ხ=6; 2)=–4; 

ხ=6. 12.10. 1) პერპენდიკულარულია; 2) არ არის პერპენდიკულარუ- 
ლი; 3) პერპენდიკულარულია; 4) არ არის პერპენდიკულარული. 
12.11. 1) ი2=-26; 2) ი–=2 და თ=3. 12.12. 3X+2X-2=0. 12.13. 4X-V/+3>-21=0. 
12.14. 1) 2+5=0; 2) X-4=0; 3) X+2=0. 12.15. 1) თ=3; 2) ი=1, თ=4; 3) ძ=6; 4) 
ძ=0. 12.16. I) /+42=0; 2) X-22=0; 3) 4X-#=0. 12.17. 1) 5X-3V +2-2=0; 2) 2X-X”- 

1=0. 12.18. 1) 8(C00§= ; 2) მ0000§-“- : 3) 2-4) 2 12.19, 18) 22-32). 
5 21 3 2 6 8 4 

2 =>+2 +-2 =1; ვ) >+4#+-= =I; 4) ->-+-% +-= =1, 12.20. 4. 
–6 30 –)0 10 4 20 -2 _8 8 

3 5 

18 
12.21. 1) 2; 2) 3; 3) 4; 4) –==> . 12.22. 1. 12.23. 1) 2; 2) 4. )4; 4) 3 

§13 

= 2”-6=0 3X+7+1=0 (3L I 21) 0 გ ი. 1 3) IX » 

  
  

  

5X»+2+10=0, »+32+9=0, 27/+32+5 =0, 

1=0 ჯ=-(-4 ჯ=-2 

4 ათი ე 132. 1) 1#=2(+3 2) 1»=-V  I33.. I) 
წ»9<2+3=წ. 2=5/, 2 =I1+4. 

ჯ+2 _ 7-1 _ 2-4. 2) X-2 _»X+3 _2-2 

2 | -3” ი -2 1 
X+2 X»”-I 2-3 X-3 »+1 2-2 

13.4, 1 ==-=--:2 =<-5=2 =-- 13.5 I) 
) 1 –I ) 0 2 –2 

X+2 X»-1_2. 2) X+X2 »-1_ 2. 3 X+2 _ /-1_ 2 13.6. 1) 

1 ი. 0 0 1 0 0 0. 1 

X=2(-4 X=2 
X _ V-2 2+3, 2) X+5 _»V_2 3, 3) 1=–/+1 4) 17=–/ 

- 3 ! 2 0 2 2=3/-2; უ7=5!–-I. 

13.7. 1) პარალელურია; 2) პარალელურია. 13.8. 1) პერპენდიკულა- 

# 
რულია; 2) არ არიან პერპენდიკულარული. 13.9. 1) 3: 2ჩ? 3 

  1310 0) %+=»X-3- 2-1. 2) 2-3 20-52, 13.11. 1) არ 
1 1 2 

მდებარეობს; 2) მდებარეობს. 13.12. 1) (0;3;2), (=0<|,0:2ი; 2) 
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(0:2:-3), (3:0;-1), (>-" ი), 3) (65:-, (3;0;-12), (-3;3:0); 4) (9;-6;-6), 

X=6C6/+I 

6:0:12), (L:-4;0). 13.13. 7. 13.14. 52. 13.I6. 1»#7=-6/-3 13.16. 
7=31+2. 

X5=6- 3 1 4 5 2 L-3 /+1 2–- X X-5 727+ 
=-8/+3 13.17. )) ––---– ==--=---. 2) – =<----= . 13.18, 

„ 1 იი 6:253“- 2 0 
27=4/!/ –3. 

8=12, C=–-3, 13.19. 1) ხიხვი -L ; 2) <. 13.20. 1) არაპარალელურია; 

2) პარალელურია. 13.21, 1) /1=4; 2) 1=–12. 13.22. 1) (1;-4;1); 2) (9;1;2). 

§14 
14.1. L) X”+)”=4; 2) (X+3)”+0/-1)72=16. 14.2. 1) X”+0/»-2)7=10; 2) (X+2)?+ 
+0”-1)72>37. 14.3. 1) C(2;-3), #=4; 2) C(3;0), M=2;: 3) CX0;-2), /2=4; 

4) 0(-:4), #=I. 14.4. 1) (X-1)?+0/-ლ3)2=5; 2) (X-2)?+(/+1)7=20. 

14.5. 1) X”-+X# =52; 2) (X+2)”+0»-1)”=10. 14.6. 1) მდებარეობს წრეწირზე; 
2 მდებარეობს წრეწირის შიგნით; 3) მდებარეობს წრეწირის 

გარეთ; 4) მდებარეობს წრეწირის შიგნით. 

§16 

3 25 
15.1. 1) თ=5, ხ=4, ”#I(-3;0), #:(3:0), 0= <' ალი 2) თ=3, ხ=1, 

#(-2XV2;0), #M5(2+V2;0),«= -2# „+252, :3) ი= = 1, 28), 

რმ 1 2+/3 “7 “2-9 ,ლ<5+“C-; 4) თ=3, ხ=4, XL(0;--/7 ), XX(0; “7 ), C–<--, 

  -ა167, 15.2. 1) (2#:-2) და ობ 15.3. (+ და 

10 კ? »? ჯ? ” ჯ? ”?2 

–<--:45 |. 15.4. 1) –-+––-=1; 2) -––-+=––-=1 –-+=--–==1;:4 
( 3 8 ა 494): “64 28 პ 125. 25 ) 

2 2 2 2 2 2 2 2 
+ 2 -); 5) > ე -#. )-- 42 =1; 7 +>2 7 =I, ზ) 

64 15 100 36 28 64 1690 144



2 2 2 2 2 2 2 2 

ეეუე–_---___-__.-–---..–-–.–. 
25 21 36 20 45 36 180 36 

2 2 2 2 2 2 2 2 

+ 12 =1; 12) 42 =1; I3) 2-4# =1, 15.5, 1) >-++-=1; 2) 
49 45 12 4 15.5 25 81 

2 2 2 2 2 2 2 

ჯ?+2 =1; 3) + #7 -I. ე)2-42. - :..5) X >» : 6) 
16 4 53 15. 64 11 36 

2 2 2 2 2 2 2 2 

2 1 =1); 7) 2.42 =); 8) 2.4 X .=I; თ +.4>» .>I; 10) 
36 100 72 81 63 144 9 1 

2 2 

5914 =1. 15.6. 1) 20; 2) 32. 15.7. / და # მდებარეობენ ელიფსზე. C 

2 2 

და 0 მის შიგნით, ხოლო 8 და # მის გარეთ. 15.8. 1) 22+9=5 

ჯ? »” 

ელიფსის ზედა ნახევარს; 2) 5. ლ) ელიფსის ქვედა 

ნახევარს. 

§16 

13 5 
–X, ჯ+14%. 2) თ=I, 
IV) L3 

ხ=2, #C-5 ;9), /5( +5 ;0), «=-/5 , )=+2X, =.X, 3) –+, ხ=+, 

16.1. 1) თ-12, ხ=5, #,C-13;0), #X(13;0), <=-= , X=+ 

5 5 5 4 3 
Iს; –; 6=-, 1=+-X, X2+--; 4) თძ=8, ხ=6, /II(0;-10), ( 50), რ( 0), 3: 3“ 20 ) IC ) 

#M(;10), <>, ++» ჯ»=+3,6. 16.2. (-4;1), (-4;-1). 16.3. (-4:V2) და 

2 2 2 2 2 2 

: + 2» -L. X 7» I). 3) +... =1; 4 (4:V2). 16.4. 1) 2--5-=1; 2) ==-“. 51: · 32“ 539 ) 

»  _» _ ) XI # ე 2 XI - ) XV »# ; 8) 
25 75 ” 64 17 ” 16 9. ” I44 81 

2 2 2 2 2 2 2 2 

>  X კ. თფთ “ »7 =I; 10:=--2-=I; 11) XX _ X =I; 12) 
24 40 36 45 48 16 100 300 

2. 2 2. 2 2. 2 2 2 
XX -1.13) X.-X .=I; I4) 2 =1; 15) 3). 16.5. 1) 
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–=__–_....___... 
4 )6 ტიტი 9 55 9 13 36 

2. 2 2 2 2 2 2. 2 
ებევე... 

56 25 6ჭ 36 25 144 20 80 

2 .? 2. 2 2 2 2 
> 2 ==. I; 10 2-2 .=- 1; I1) >. ,2=- |); I2) +.» ==. 
192 64 36 45 15 16 9 

ჯუ”? ჯუ? ჯუ? 
13) -––-–=–-=-1; 14) ––––––=-1; 15) –––––=-–1. 16.6. 1) 84; 2) 6. 

3 25 ე 5 27 12 

2 2 

16.7. 1) 60; 2) 8. 16.8. 9. 16.9. 5; II. 16.10. 1) 35-52 პიპერბოლის 

2 »” 

ნაწილს მოთავსებულს ქვედა ნახევარსიბრტყეში; 2) 21-45 

ჰიპერბოლის ნაწილს მოთავსებულს ზედა ნახევარსიბრტყეში. 
2 2 2 2 

16.11.X”-/=8. 16.12. >- >» =L 16.13, >- >» -(L. 
25 200 14 18 

§17 
17.1. (3:-6), (3;6). 17.2. (1;2). 17.3. 1) »2=12X;; 2) )/=–4X; 3) X2=8)/; 4) X7=– 
20». 17.4. ””=16X, 2) » =-28X; 3) X2=40)/; 4) X”-=-24). 17.5. 1) )”=16»; 

2) ”=–32X; 3) X”=12)/; 4) X-=-4”/, 17-6. 1) )X7=32X; 2) )/?2=-4X; 3) X2-+ X»; 

4) »:=–20». 17.7. 1) /=X პარაბოლის ნაწილი მოთავსებული შ%სედა 
ნახევარსიბრტყეში; 2) X“=X პარაბოლის ნაწილი მოთავსებული 
ქვედა ნახევარსიბრტყეში; 3) #=-X პარაბოლის ნაწილი მოთავსე- 
ბული ქვედა ნახევარსიბრტყეში; 4) X=»” პარაბოლის ნაწილი 
მოთავსებული მარცხენა ნახევარსიბრტყეში; 5) X=» პარაბოლის 
ნაწილი მოთავსებული მარჯვენა ნახევარსიბრტყეში; 6) X-=-” 
პარაბოლის ნაწილი მოთავსებული მარჯვენა ნახევარსიბრტყეში; 
17.8. 1) /:(8;0), X+8=0; 2) /“(-3;0), X-3=0; 3) #-(0;1), »+1=0; 4) /7“(0;-10), #”- 
10=0. 17.9. 1) 3X+4/-27=0; 2) 4X+3)/+4=0; 3)5X-127+27=0; 4) 3X+4)/+5=0. 
17.10. 1) 9; 2) 8. 17-(1. 1) 10; 2) 7. 

§18 
18.1. 1) XX+»”+27=25; 2) (X+2)7+C/»-3)?+(2+7)2=16. 18.2. 1) XX+(/+2)”+ 
+(>-1)2=26; 2) (X+1)72+(/-7)?+(>+2)7=176. 18.3. 1) (X+1)2+(/+4)?+(2-3)?=14; 
2) (X-1)7+)?+(2-5)2=9. 18.4. 1) (++1)7+C/-3)?+(>+2)2=36; 2) (X–3)2+(”/+1)72+ 
+(2-4)7=9, 18.5. (ჯ-7)7+6/+3)7+(2-1)2=9, 18.6. C(7;-3;1), #=5; 2) CC5;0:8), 
M6=9; 3) CLC-2;-3;5), #=1; 4) CC-4;3;0), #=5. 18.7. მდებარეობს სფეროს 
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შიგნით 2) მდებარეობს სფეროსე. 3 მდებარეობს სფეროს 
გარეთ. 18.8. 1) იკვეთებიან 2) არ იკვეთებიან; 3) ეხებიან; 
4) იკვეთებიან. 18.9. 1) იკყეთებიან; 2) ეხებიან; 3) არ იკეეთებიან. 

18.10. 9X-6”#+22-79=0. 18.11. (-1;-2;ჭტ4) 18.12. 1) ელიფსოიდი; 

2) ჰიპერბბოლერი ცილინდრი, 3) ორკალთა ჰიპერბოლოიდი; 
4) ჰიპერბოლური პარაბოლოიდი, 2) ელიფსური ცილინდრი; 
6) ცალკალთა ჰიპერბოლოიდი; 7) ელიფსური პარაბოლოიდი; 
8) პარაბოლური ცილინდრი; 9) მეორე რიგის კონუსი. 18.13. 3; 2; 
(4:3;0), (4;-3;0), (4;0;2), (4;:0;-2). 18.14. 5; 4; (5;0;2); (-5;0:2). 18.15. 8; 6; 

(8;0;-1), (8;0;-1), (0:6;-1), (0;-6;-1L). 18.16. 3; 2; (3;0;2), (-3;0;2); (0;2;2), 
(0;-2:2). 18.17. 10; 6; (4;10:0), (4;-10;0). 18.18. 6; 4: (6:0;2), (-6:0;2), 
(0;4;2), (0;-4;2). 18.19. (0;4;1). 18.20. 1) ჰიპერბოლა; (-6;0:1!), (6:0;!); 2) 
ჰიპერბოლა: (0;-12:--6))| (0;I2-6; 3) პარაბოლა; (0;-12;-6); 4) 

“ 
პარაბოლა; (6;0;). 18.21. პარაბოლა. 18.22. ილემი 

C 
ჯ? )”? უჟ? ჯ? »/“ 22 

18.23. ი 1 82-ე" 18.24. ო.) 

” 
  19.1. 1) X„=2M; 2) X,=2M+1; 3) X,=3#M-1; 4) X,=””; 5) »=+; 6) X,= 

//! M+1” 

7) »,=C1)”!-1.; 8) »,=/2+1 19.2. 1) 7,4,1; 2) <5;-10;-20; 3) 1.1. 1. ”ი წე : ” · .რ“ 1...” L) , L. 6” 6”' 6” 

4) 3, + 3, 19.3. 1) მონოტონურია; 2) არ არის; 3) მონოტონურია; 4) 

არ არის; 5) მონოტონურია; 6) არ არის; 7) არ არის; ზ) არ არის. 
19.4. 1) შემოსასღვრულია ქვემოდან; 2) შემოსასღერულია; 3) არ 
არის შემოსაზღერული; 4) შემოსაზღვრულია; 3) შემოსაზღვრუ- 

5 
ლია; 6) შემოსაზღყერულია. 19.7. I) 2:2) –7;3) -2 ;4)4; 5) -> ; 6)-1. 

19.8. 1) 1; 2) –3; 3) -3; 4) –4, 19.9. 1) 0; 2) 0; 3) -თ>; 4) +Cთ. 19.10. 1) –2; 2) 

-3:3) 0; 4) +C. 19.11. 1) 1; 2) 1,8; 3) -+, 4) –3. 19.12. 1) 0; 2) 0; 2)-; 

4) +თ. 19.13. 1) 1; 2) 6; 3) => -2. 19.14. 1) –4; 2) –4; 3) 1,8; 4) <. 

19.15. 1) 1; 2) -> ;3) 5;4) 1. 19.16. 1) 1; 2) –1; 3) 4; 4) 1. 19.17.1) 1; 2) –5; 
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I 3 3 
3) >:4) 12. 19.18. 1) 0; 2) 0; 3) 5 ; 4) -– . 19.19, 1) 0; 2) +თ; 3) 0; 4) 

7 4 
+, 19.20. 1) C”; 2) C''; 3) C''შ; 4) ც13 , 19.21. 1) რ); 2) 43 ; 3) 04; 4) დ”, 

§20 

20.1. /(0)=3, /#(-1)=4, /(3)=24. 20.2. დC(1)=–5, «-3)=->, 2-1“. 

20.3. «3)=–3, «(-700)=0, (1 ,1)=<–22. 20.4. #M0)= > : #C-3)= – ; #(41=30, 

20.5. /(0)=3, # 8 = 2-+3 :/ (-+) =+- V/3 . 20.6. /(-2)=9, /L-3)=–26, 

#05. 20.7. 1) X<1, X>1; 2) X<2,5, X>2,5; 3) X<-3, -3<X<3, X>3; 4) X<-4, 

-4<X<3, X>3; 5) X>4; 6) X<3; 7) 0<X<1L; 8) 2<X<5; 9) X<1; X>3; 10) X<1; X>3; 

II)X<-1, XC; 12) X-3კ>-<; 13) 1<X<2; 3<X<4; 14) 1<X<2; 3<X<4; 15) 

0<X<1; X>I0; 16) 1<X<4; 17) -4<X<4; 18) 1<X<3; 19)0<X<1; 20) 

3 5 
–2 252. 20.8. 1) #C”=(-5;10); 2) 80”=LI-12;3)1; 3) 607”)=(3;151; 4) 

ჩ0/=L-1 I;-7)I. 20.9. 1) ლუწია; 2) კენტია; 3) ლუწია; 4) კენტია; 5) 

ლუწია; 6) არც ლუწია, არც კენტი; 7) ლუწია; 8) ლუწია; 9) არც 
ლუწია, არც კენტი; 10) კენტია, 1)) ლუწია: 12) კენტია: 13) 

კენტია; I4) კენტია. 20.12. 1) => 2) >; 3) » 4) #. 20.13. /=0,5X-1,5, 

XCL0:5). 20.14. ლელი 20.17. 1) ჯ=§1ი X; 2) 3)=VV%?X+1: 3) 

1X=მ1CL8 „/I6X ;. 4) XC /+1წ? (§იX) . 20.18. ს X>=M", M=3X+1; 2) X=5", 

1=51IIXX, 3) )#=Iდ!/, I=IდV, V=5X; 4) )=VV , I=X”; 5) ჯ=LდI, IC=51იV, V= VX :6) 

X=910005//; I/=2', V=-X. 

§21 

21.4. 1) 7; 2) 17; 3) =:4-I 21.5. 1) +«%; 2) -თ; 3) +თ; 4) -«. 21.6. 1) 0; 

2) 0; 3) +თ; 4) +თ.21.7. 1) +თ; 2) 0; 3) 0; 4) +Cთ. 21.8. 1) 0; 2) 0: 3) +; 
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4) -«; 5) –თ; 6) +C., 21.9. 1) 0; 2) C; 3) 0; 4) 0. 21.10. L) 2; 2) = 3) –2; 4) 

+. 21.11. 1) 3; 2) 1; 3) 4,5; 4) –1,5. 21.12. 1) 2; 2) = 3) 5; 4) -+. 21.13. 

1 8 7 3 3 5 
1) –:2) –;უ3) ––;4) ––. 21.14. 1) –უ2)-2;3) 44) ––.21.15. 1) 3:2 ) 2 ) 3 ) 5 ) 2 :5 ) ე) 4:4) 3 23;:2) 

= 3) –2; 4) –4. 21.16. 1) 1; 2) 10,5; 3) 0; 4) 5. 21.17. 1) +:2) –4; 3) 108; 

4) +. 21.18. 1) 4; 2) -+; 3) –32; 4) –0,25. 21.19. 1) 0; 2) +; 3) +: 4) 4. 

21.20. 1) <:2) 0; 3)-1+:4)-2. 21.21. 113; 2) 1,5; 3) 2:4 =.21.22. 110; 

2) 0; 3) 9; 4) 0. 21.23. 1) = 2) -: 3) –1; 4) 1. 21.24. 1) 2; 2) 3: 3) ––; 
, 

5 3 I 7 5 
4) 1. 21.25. 1) =; 2) =; 3) –; 4) 15. 21.26. 1) 4; 2) – ; 3) –; 4 )1 ) >:2) 5:3) 5:24) ) 4; 2) 2: 3) 2:24) 

21.27. 1) =: 2) 54; 3) 4; 4) 2. 21.28. 1) 7; 2) 5; 3) 1; 4) 2; 5) 6; 6) 

სა 
–- 
ი
 

=I 
3 

1 6 1 . 
21.29. 1) –– ; 2) ––– ; 3) 24; 4) -– . 21.30. 1) 080; 2) –§5Iიი; 3 

) 2 ) 25 ) ) 2 ) ) ) 0ლ0§? 8 
  14) 

1 - 
= , 21.31. 1) §); 2) რ“; 3) #?; 4) 6'. 21.32. 1) თ"; 2) 6“; 3). C. 3 ; 4) (წ. 

1-2 
5I) ძ«” 

5 
21.33. 1) 4“; 2) 4; 3) 01; 4) დ”. 21.34. 1) 2; 2) =: 3) 2; 4) -2. 21.35. 1) –2; 2) 

– 3) == :4) I. 21.36. I) IV V3 ;2) = > ი; 3) –-I5; 4) –21ი7, 21.37. 1) 3; 

ვIი3 
XX 3) –2; 4) 0. 21.38. 1) “>; 2) # (3) %=; 4 -=2 

  

  · 21.39. 1) I; 

1 
2 =; 3) –193; 4 ---. 21.40. 1) 2; 2) = 4 3; 3) 2:4) -- 21.4). 1) 1;2) 

2; 3) Iი75; 4) ი“. 
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§22 

22.2. 1) /#(1)=2; 2) /#C)=-2; 3) /(0)=1; 4) /(0)=–1; 5) /(51--I, 6) 

/#0)=+. 22.4. )) X>20 არის პირველი გეარის წყვეტის წერტილი, 

X#(-0)=1; 2) X>20 არის მეორე გვარის წყვეტის წერტილი, X0)=0; 3) 
X=0 არის მეორე გეარის წყვეტის წერტილი, X#(0)=0; 4) X=–1 არის 
მეორე გეარის წყვეტის წერტილი, X-1I)=1; 5)X=1 არის პირველი 

გვარის წყვეტის წერტილი, X))=0; 6) უწყვეტია; 7) უწყექტია; 8) 
უწყვეტია; 9) X>20 არის ასაცილებელი წყვეტის წერტილი; I0) 

X=+1 წერტილებში აქეს პირველი გვარის წყვეტა, X-1)=0, XC1)=3. 

22.5. 1) = :2) ძ=1; 3) 2-> :4) ძ=3; 5) ძ=4; 6) ი=0. 22.6. 1) ი=4, ხ=-4; 

2) ძი=3; ხ=2; 3) ი=–1; ხ=1; 4) ძ=1, ხ=0. 

§28 

23.1. 1) #უ=0,21; 2) #ა)=1; 3) ##=-8; 4) #უ=-0,5. 23.2. 1) #)=04X; 

2) ტე=2თ»#X+ხ#MX+0(#ი2 3) /#ა,=ძ“(ი“-1); 4) ტოის+“|; 
ჯX 

5) #)/=2005 +კ+4% ყი “+; 6) #»=-231ი #4 X ყი“, 23.3. 1) 4. 
2 2 2 2 19 

2) –6. 23.4. 1) –3; 2) +: 3) 4; 4) 91ი3; 5) >: 6) –3. 23.5. L) /(-2)=–1, 

X#C-2)=1, 2) /-(1)=2-2,„ /+1)=2; 3) /(C0)=+; /-(0)=-თ; 4) /+I(0)=+C, 

/>(0)=–C, 23.6. 1) 3; 2) 2X-2; 3) 2X-5; 4). 1-6X+2». 23.7. 1)-2X+- LX ; 2) 
VX 

ვთ -უე-12% 3) 7კ2-5კ143; 4) => 23.8. 1) +-- 2) 

9 8. კ -2++ + 4) -ს+ვ-4+6% 23.9... I 

3 4. 1 5. I1..1 5.3. 1 

4) -2- XI" I 2310. I %-უ=-5- 2) 
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20 +- 3) _2. 2 ––-+4X: 4) „2 _2 __1_ 

მ-უვ+ა 72 ჟი VI VX 
3 2 

  

2005 3 2- ;   +   23.11. 1) 3-ი§X+459I»;,. 2 2 

  

  
  

      

  

    

    

  

      

  

  

  

ლი0- » §(ი“Xჯ 1-X 

4 ! 2. 23.12. 1) 2C0§X-35,იX-1,.. 2) 5 4X 3) 5... შაია, ერი პაქ? 7 7-2. 
2 3 . 3” 

4) ჯა+– „ 23.13.1) 2XIოX+X; 2) C(C05X-5IVX); 3) X3“)1ი3; 
ლ095 » §ი“Xჯ 2V»X 

2_ 5 
4) ს ავააათალოთოოებ 23.14. 1) 2C”-3:5"195; 2) 7წ“Iი7-3C”; 3) = -26”; 4) 

1-X ჯ 

3 , 1 1 
+522. 23.15. 1) 5“ | იIC/CX.105+ : 2 I00:X+--; 3) 

XIი3 1+»? (Iი2 

. 1+6“ , I 
C'21C51იX+ : 4) 2X8ICICX-1-25იX-2XC05X. 23.16. 1) ღაეეაეა–>) 2) 

VI - ჯ? (2X+–3) 

4-2X-2X2 – 2X 21 : 3) 1 -; 4) – 10X –. 23.17. 1) I 212 2) 

(»? +2) VXLVX+1) (»7+!) 

6 (5I0X+005X – · 
( - ). 2XI0 Xჯ > 26 –. 23.18. 1) _ 2... 

C0§5“ X (I0CX+1) რ) 1I+502Xჯ 

, X -92X+20052X –; 3) 1– – 2X0IXCI8X . 4) –MX, 2ვ,19, I) – 26 -; 

008“ X(005X<-25I0X) (I+»?) ჯ? 0+C) 

2:15'(105–1I1ი3 Iიწ =+106; > 
2) ( 3 1,3 “4 –--->+ . 23.20. 1) 20; 

(6” –5") X(IC Xჯ-2)“ Xჯ 

2(5+1ი3 2) 2; 3) 114 ->. 23.21. 1) 2; 2) 1; 3). 18Mი3; 4) 2011), 23.22. I) 
» 

1-2". 1; 2) –4; 3) 1; 4) «. 23.23. 1) 10XC”-1); 2) – წო 
XX 

4(6X+5X3X”+5»-1); 4) რ6X5X-8)C“-2X). 23.24. 1) 
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კგააეაესეაეაე----- ი” _ 73.25. 1) 3C0§3 2) =--=====, 

V4+2X-3»? 31)(7-2ი?  59(2X+IX” 

  

    
  

  

    

  

2 7 3 + 
2ე)––-–--: 331 - =5==; 4) – .· 23.26. I) 40”; 

) 005“ (2X– 5) VI – 49»? 9+Xჯ” 
2 

2) =2ჯ5-” 15:13) –>“–- 4) “XL, 23.27, 1) §1ი2X; 2) =300§7X§ს0X; 
X -4 C +X)Iი6 

VI 
20706. 58“ Xჯ C05X 96» . 4” Iი4 2 :4) – , 23.28. 1) :2) – 3) :4) 

) 1+ჯ ) ყი? Xჯ 2+V51ი X 2VX. ” 2» 

I 4 ი4 I 
–--–==. 23.29. 1) CI9X; 2) -51MX-3 'Iი3; 3) –;: 40)---====. 
3XV 1ი? ჯ 1+4? XVI -Iი? X 

ეო910 X · · 

23.30. I) =- ==995;2) 2 ვ -590X. ე) _ 90X ევ ვ), 
VI-» 2 §9)ი2X-I1ი3 ჯ 1+005“ X 

2 42 1.2 ს 35)ი“ VX- -005VX. 2). =120093X§წი3X; 3) 10X8 » 4) 152+0C5)ი 5X. 

2V»X C05“ X VI <25X? 

23.32.1)2510(4X+10);2) 2X+) :3) -30057X§1იX-2 ლი» 192; 
2.II/C (X + X) ლ0§72 (? +Xჯ 

Iი(V/X +2) 3თX/VC:-/X 4914  . 3:%%.ვიXIი3 
  

      

4) _-––––––_–., 23.33.1 : : 14 

) (V/X+2)VX ) 2(1I+X)VX ვშ კ2.ი» ყ§)ე“ 3995 ) 

220005 (10წვ X) _გ-VMX 21ფ(X– 605X)(1+ 518 X) 
–---==-=-=-,. 23.34. 1!) :2) : 

XVII –10§8ვ XIი3 2VI– გ-2VLX , VX (X-C00§X»)1ი 10 

2 გსრვIი 2ჯ გMი+ , , 

3) ; 4) ––--. 23.35. 1) (2X+3)6+ +1X-2 -605(67 +3X-2 ს; 2) 

VI – 4? 2XVIი X 

218#0§1ი9 (ია X): Iი? ჯ I 
–“-––---;370C(07X1ი?%§)ი7X; 4) „ 23.36. 
2VX+1(1+VX+1) XV1 – 19 ჯ 

150055X 15IდCX 35-2 ”1ი2 
ს) “>. 2) ფოლ 3) ალუ :ეზე! 

ჰი 5X Iი C05X C0§5“2 “Iდ 2 
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4- 3# 193 
I 

32637“ „სიყ3% -§)ი? ვრ. 

>" (3»2C-0§10X+1051ი10X); 3) 2+ (92. "27%, 4 ვომ2..ე 
» X 

4) 23.37. 1) 1 იი 3 §1ი4X+435)1ი 3 + 6054; 2) 

  

  

3 
– +2)ი3გ8C910 »“ + 4X | 23.38. 1)– 3ყსი 2ჯ- 5103X+20052X0053X 

VI – ჯზ «Iი“ 2X 

V 
005, L- თო», : 3) (V» –))4 .4 – 5510 10X510ი 6» – 6C0§6XC0§” 5X. 

§1ი“ Xჯ XVX 810? 6X 
2) 

2Iიჯ 
  23.39. 1) XI(IიX+1); 2) X“' (21იX+1)X; 3) ითი“ ი იX+ | ;4) -” 

X 

' კჯ 

234” )) X+ I-თი; 2) (ი) 2 (CC7-იდთი; 3) 

_ 1. (+) 14) იბნ +005X· ი»). 23.41. 1) 5; 2) 
X(CX+1) »ჯ? ჯ 

2 
2(X+1) 1 ( 

1:13) < V2; 4) 6#- 5) 1; 6) 0,5. 23.42. 1) 3(X“-2X)ძX; 2) (2C05X+351იX)თხ; 3) 

4 –– : 4) 3X26” ი. 23.43. 1) 50055XX; 2). – თ ვს #4 
51ი“ ჯ §1ი“ X 1-5იჯ 

3X+VX +4 25. 

2X 

    :4) 

24111" #; 2) “7-2 .59%V; 3) X(451ი V/»X + X005+V/X)ძ. 23.44. 1) _–2- 

_.. 2XC0§X-–|1–X? |§Iი Xჯ 
2C ე 2. მი». ძჯ ; 4) ( - ) 

C05 X ს – »?) 

0,02; 4) 0,2. 23.46. 1) 1,002; 2) 0,515L; 3) 0,485; 4) 0,835. 23.47. 1) 0.2; 2) 

1,2; 3) –0,1; 4) 1,004. 

ძX. 23.45. 1) 0,3; 2) -L; 3) 

  

§24 
24.L. L) 6X-8; 2) 96»-18; 3) 120X-18; 4) 2--60+)). 242. I) 4C>; 2) 

49.3”Lი23; 3) 200§2X; 4) –-––“---, 243. 1) – 5:2 %_ 428101; 3) 
(2X-3)” +X” 

_ 6 
26 “"' (2X?-1); 4) > · 244. 1) 12; 2) 30; 3) –25; 4) –24, 24.5. 1) 17; 2) 12; 3) 
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ი”. 4 (-I” -C- )! I _” 32: 4) 2 24.6. 1) “ესეეაესა””–-  მრი(თ+2” 3) (1<ჯ)”' , 

თ"( იძ)”. 24.7. 1) C(X+VI); 2) C-1)”- ღო , I>4; 3) (I02)”''2''C;+(C-1)Iი2); 

4) 

  

  

  

  

  

· 2 2ძაX? 

4) XC0§ ჯ.ბ +/51ი +++ · 248. )) 12X(3X-2)XI; 2) –-; 
ჯ 

3) <-2500§5XVXX; 4) (5'ი15-2C)თ?, 24.9. 1) (”-3X+1)6“თ;? 2) 

290X-3 2; ვ) „CMც2-6+6)ძC; 4) 384ძა „24.10. 1) –L6+”; 2) 1500ძX; 
ჯ 2–Xჯ) 

3) 5%X”; 4) “ თ/, 

§26 

25.1. 1) =2, 2) X =1.ვ) - ს ი8ი 4) 2. 25.2. 1) '-%, 2) – I; 3) <4) 
+(/6! 

=> 2 I + #+-L. 25.3, 1) 1; 2) –1; 3) 1; 4) L. 25.4. 1) ––“– ; 2) –––-– ; 3) 0,5-C%; 4) 
1+! ი/ჭ §)ი /7 

47. 25.5. 1) -2; 2) –1. 25.6. 1) +; 2) =+7 ვე 2+”. „ 
» ძი » -) 

X»C5X+5IX-» §ე, 1) =:2) –1;3)–1:4) –4? 
§1IXX – »/) – §)ი X 2 რ 

§26 

26.1. 60. 26.2. 1. 26.3. (1:11), (-1:-1). 26.4. (3;6). 26.5. (2, XI. 26.6. (0;1). 

26.7. (0;20), (1;15), (-2;-12). 26.8. (0;1). 26.9. (0;2). 26.10. (0;-1) და (4;3). 

26.11. (-1;-1) და (1;3). 26.12. (1:-3). 26.13. (2;3). 26.14. 1) X-4)7+4=0; 4X+)”- 

18=0; 2) /-5=0, X+2=0; 3) 4X-)/-6=0; X+4X”-10=0; 4) 4X-X+6=0; X+4V-58=0. 

26.15. 1) X-1=0, #0; 2) X”7=2», --1X 3) 6X+2წჯ/-X=0, 2X-6V#+37=0; 

4) 2X-7+3=0, X+2#/-1=0. 26.16. 104. 26.17. 3;0:-9. 26.18. 1) /ე,=0, /:=8; 2) 

#)=0, 80=4, (34=8. 26.19. 181,5-10) ერგი. 26.20. 900 ჯ. 26.21. 1 წმ; 14 მ. 
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26.22. 13 რად/წმ. 26.23. 4» რად/წმ. 26.24. + მ/წმ. 26.25. 6. 26.26. 92 

კმ/ სთ?. 26.27. 18. 26.28. 12 მ/წმ”. 26.29. 54 6. 26.30. 8 ნ. 

827 

27.1. 1) 1; 2) +: 3) დ: 4) –4,25. 27.2. 1) I; 2) 1: 3) 31ი3; 4) 1. 27.3. I) 

_3. -3ვ V--.43 2 . ს 15 > ; 2) -0,5; 3) 74" რი” 1) 0; 2) ––– 3 :3) Iი1C; :4 თ 

2 

27.5. 1) 2; 2) <; 3) –“ -;4) ––. 27.6. 1) 0; 2) 0; 3) «; 4)+«. 27.7.1)-L; 

2) 2; 3) 0; 4) 3. 27.8. 1) -1; 2) 0; 3) 1; 4) 1. 27.9. 1) 0; 2) 0; 3) 0; 4) 0. 27.10. 

I) –, 2) 0; 3) 0; 4)+თ-. 27.11. 1) 0; 2) +: 3) 0; 4) +. 27.12, 1)C2)C:3)1; 
4) C'. 27.13. 1) 1; 2) L; 3) C); 4) 1, 27.14. 1) 1; 2) 1; 3) 1;4) 1; 5) I; 6) 1. 

§28 
28.1. 1) ზრდადია )12;+. შუალედში, კლებადია 1-«;2, შუალედში; 

2) ზრდადია IC; შუალედში, კლებადია M#;თ. შუალედში; 3) 

ზრდადია 1C;0! და 12;++თC( შუალედებში, კლებადია 10.2 შუალედ- 

ში; 4) ბრდადია 1-2;2( შუალედში, კლებადია LC;-2( და 12;+თ( 

შუალედებში. 28.2. |) ზრდადია LCთ;-1, და 12:++თ( შუალედებში, 

კლებადია II შუალედში; 2) ზრდადია ILCთ;-I და )3;+თ( 

შუალედებში, კლებადია LI,3, შუალედში; 3) ზრდადია )-«;+Cთდ( 

შუალედში; 4) კლებადია 1-;+«-( შუალედში. 28.3. 1) კლებადია 

1Cდ;-II და 10;1| შუალედებში, ზრდადია I-I:0| და )I:+Cთ( შუალედებ- 

ში; 2) კლებადია Lთ;+თ( შუალედში; 3) ზრდადია |0;+თ( შუალედ- 

ში; 4) ზრდადია I-;+თ>( შუალედში. 28.4. 1) სრდადია 1Cთ;1( და 

3;+«I შუალედებში, კლებადია 11:31 შუალედში; 2) კლებადია 
1%;0( და )6;12( შუალედებში, ზრდადია 10;6( და 1I2:;+«( შუალედებ- 

ში; 3) კლებადია )-თ;-1( და 1I:+C( შუალედებში, ზრდადია LII( 

შუალედში; 4) ზრდადია 1-თ;-1( და )0:1( შუალედებში, კლებადია 

1I0L და 1I,+>( შუალედებში. 28.5. 1) ზრდადია 1>თ;0( შუალედში, 

კლებადია 1#0;+=«| შუალედში; 2) კლებადია 1ICთ;0( და 12;+Cთ( შუა- 
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ლედში, ზრდადია 1)0:2(-ში. 3) ზრდადია I1-- შუალედში, კლე- 

ბადია +. შუალედში; 4) სრდადია )0;1( შუალედში, კლებადია 

)):2I შუალედში. 28.6. 1) #„ი=-7; 2) Xთ,ი=-4,5; 3) #.ა,=10; 4) »/თა»=10. 

28.7. 1) )თ»ი-=17, X/თი=–15; 2) #=ა»=)X0)=0, X»,ი=#(1)=– 1; 3) )/თ»ი»=V#(C-1)=17, 

7 I7 37 
Xოთ=)/(3)=–-47; 4) ჰოთ 3. , Xოი“?. 28.8. 1) #»ა»” 2, ჯოი 312 , ჯი ე. 12) 

1 
»#თIი=0, ჰა» =1; 3) 1/თაჯ=)X0)= 12, Xიოი=/(+2)=–-4; 4) Xთა“ 4 , Xოი=0. 28.9. ა) 

7V 189 
Xოი=)XI)=-1; 2) 1/ი=)X(-5)=0, )/»ი=V#(1)=-216; »ა(-2|=“X: 3) 

»”თი=/(3)=2, ”ო»ა:=X(-3)=-2; 4) X»,ი=IMC2)212, X»კ„=)(-2)=-12. 28.10. 1) 

1 
ექსტრემუმი არა აქვს; 2) (2) =–4; 3) »ია„=V(0)= –2; Xოი=#2)=2; 

1 I 
4) X#ოთ”/XC-2)-- > Xთა X2)= > . 28.11. 1) Xოი;-2, ჰ#ოთ=-2; 2) ჰ#თაჯ=-რ, 

X#ოი=4; 3) #»იი=0, 1თა:=2; 4) IM,ა.=-24. 28.12. სს). =+-)=- 1; 2) 
დ 

X»თIი=)X#9)=0, ჯა); 3) Xოიო“XI)=6;, 4) 7თი=/ (– Iი V2 )=2V2 · 

1 1 1 4 28.13. 1) »»-=X0)=0; 2) "(I -1; ბათი |-<. 
C 6 რდ C 

რაარი 4) ექსტრემუმი არა „ქვს. 28.14. 1) –1; 3; 2 –1; 3; 3) 

-I1+; 9. 4) 4; 67. 28.15. 1) –44; 14 : 2) 0; 17; 3) –8; 4; 4) ––– ; 1. 28.16. 

1) 0; 1; 2) 2; = ; 3) 1; 3; 4) 6; 10. 28.17. 1) 5,5-194; 2) 0; 4”; 3) 0; 8; 4) 

1-V2 ; 28 . 28.18. 16. 28.19. –0,5. 28.20. 0,5. 28.21. 64. 28.22. 81. 28.23. 

12. 2824. 18. 28.25. 5 და 5. 28.26. 2. 28.27. 1. 28.28. ტოლგვერდას. 

28.29. 90. 28.30. 4 და 8. 28.31. –2. 28.32. 4, 28.33. 56. 28.34. ა   
9)ი თ 
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28.35. თ=60%. 28.36. „ო 28,37. 45. 28.38. 27. 28.39. 3. 28.40. 10 სმ. 

2» 
––= 
9V3 

28.41./ი). 28.42.6 სმ. 28.43, ბ, 28.44. L:+V2 . 28.45. 947 

829 

29.1. 1) ყველგან ჩასნექილია; 2) ყველგან ამოსნექილია; 3) ამოზ- 
ნექილია L«;0,. შუალედში, ჩასნექილია #;+«. შუალედში, (0:0) 

გადაღუნვის წერტილია; 4) ამოზსნექილია |II+თ. “შუალედში, 

ჩასნექილია 1I-;I( შუალედში, (1:22) გადაღუნეის წერტილია. 29.2. 

ამოზნექილია |=2. შუალედში, ჩასნექილია | თ. შუალე- 

დში, გადაღუნეის წერტილია (=-57 I! 2) ამოსნექილია 1-%;2( 

შუალედში, ჩაზნექილია )12;+>I შუალედში, გადაღუნეის წერტი- 

ლია (2;12); 3) ჩასნექილია |=- და (წთ. შუალედებში, 

ამოზნექილია 1-1 შუალედში, გადაღუნეის წერტილებია 

(-+-%I) და C-) 4) ამოზნექილია I-;I, შუალედში, ჩაზ- 

ნექილია 1I;+«| შუალედში, გადაღუნვის წერტილია (I:-I). 29.3. 1) 

1..1 I 
ჩაზნექილია |––=:–=>|) შუა ში, ჩასნექილია :- ა ექილ -53ე უალედ ექილ ==. 

1 L 3 
–--;დ შუა ბში. გადაღუნეის წერტილებია | –“-=;– ა +. | უალედებში. გადაღუნვის წერტილე C- 

(=>)! 2 ამოზნექილობის შუალედებია |+;-II და )I,:+თნ 

ჩაზნექილობის შუალედია I-II გადაღუნვის წერტილები არა 

აქვს; 3) ჩაზნექილია IC;-6 და 06. შუალედებში, ამოზნექილია 

160,” და I#თ, შუალედებში გადაღუნვს წერტილებია 
(--2). (0001 და 61. 4) ამოზნექილია 1Cთ;-2-V3 და 

12+5-/3 ;IL შუალედებში, ჩაზნექილია 12- V3 ;-2+-/3 ( და |II.+თ( 
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შუალედებში, გადაღუნვის წერტილის აბსცისებია -2+-/3 29.4. 1) 

1 I 
ჩაზნექილია |-თC;-–--–-= ხა -–=დ შუალედებში, ამო“სნექი- ჩაზნექილი | + დ I | უალედე ექ 

I IM აია || შუალედში. გადაღუნვის წერტილებია (-->:-:| ლ | - უალედში. გადაღუხვის წერტილე 757. 

და L>-; : 2) ამოსნექილია |=-. შუალედში, ჩაზნექი- 
6 

ლია -10. და #;ითს შუალედებში, გადაღუნვის წერტილია 

65) 3) ამოსნექილია 1თ;-1( და )11:+თI შუალედებში, ჩაზნე- 
6 

ქილია LI. შუალედში. გადაღუნვის წერტილებია (-1:Iი2) და 

(1;Iი2); 4) ამოსნექილია )-=:0 შუალედში, ჩასნექილია 10;+თ( 
შუალედში, გადაღუნჩნვის წერტილები არა აქვს. 29.5. 1) X=0, X#=0; 2) 

Xჯ=2, /=0; 3) X=1, X=3, ;,=0; 4) /=0. 29.6. 1) X=+2, 7=1; 2) 7”=X; 3) 7=+X; 4) 

=X- –-. 
7%X%3 

831 
2 

31.1. 8=C+2). 31.2. 5-1 »/4) –Xჯ .31.3. / = 2 “  31.4,§= 2 IX 
X+ I 

    

31.5. ათ? ლე? 316 §=(X+/+7)ჩ. 31.7. #(V3;1)=9, 

#(2:V2)=-2. 31.8. –I. 31.9. 16. 31.10.  /(0;1)=0, /LCLI>)--2. 

  /L+|--; 29 > · 31.16. 1) X+»/=/ (MC#) პარალელური წრფეები; 
L- +X) 

2) »”+/”=I კონცენტრული წრეწირები; 3) X/=# ჰიპერბოლები; 4) 
პირველ და მესამე მეოთხედში მოთაესებული »/=/“ ჰიპერბო- 
ლები. 31.17. 1) „=”? პარაბოლები წეეროს გარეშე; 2) X” -”=ჩ 
ტოლფერდა ჰიპებოლები; 3) MX +2M/=1 (M>0) ელიფსები; 4) წრეყწი- 
რები, რომლებიც ორდინატთა ღერძს ეხებიან სათავეში გარდა 
შეხების წერტილისა და ორდინატთა ღერძის გარდა. 31.18. 1) 3; 
2) –0,5; 3) 1; 4) –1. 31.19. 1) 0; 2) 1; 3) 0; 4) –3. 31.20. 1) 2; 2) 0,5; 3) 1; 4) 

2. 31.21. 1) 1; 2) 0; 3) –8; 4) ->- , 31.22. 1) თ; 2) 1; 3) 1; 4) «“. 31.23. 1) L; 2) 
#ჯ# 
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0; 3) ი; 4) 1. 31.24. 1) უწყვეტია; 2) წყეეტილია; 3) უწყვეტია; 
4) წყვეტილია. 31.25. 1) (0;0); 2) (0;0); 3) 7=2X წრფის წერტილები; 

4) »7=2“ პარაბოლის წერტილები. 31.26. I) ჯ“+/>I1 წრეწირის 

წერტილები; 2) „საკოორდინატო ღერძების წერტილები; 3) /=-X 

წრფისა და X=/ პარაბოლის წერტილები; 4) X+V/=) წრეწირისა 

და X”--)/”=I ჰიპერბოლის წერტილები. 

„მი 
მწ მ? მ7 მ: 

32.1. 1) <––=2X, == =–-2/; 2 +- –“ =8); 3) =-=2X, ––=6); 4 ) =- მ 474) X, 2 I» ა გ. 2, )/; 4) 

მ? მ» მ? მ; მ» 
–-=0XX+1, – =-4#1I. 32.2. 1) ––-=2XV”, 8; X, :.2 გ. 15%), 2. X ი.ი“ ) 3; V/; 2) ” 

ს 3) 5 ვაშ შიგ ბაბიი 4) 2. <მეშშმაბი წ. =9X/+X. 
)/ 

32.3, ) 5 – – =2X+8ათ, ხს გ; «-2142; ვე 29% 2. = =2)/პ-3/+2V, რაა -3X; 3) 

მ2 მ? მ2 2 
–-=4 - =-= 4 - '– . =-= 2. 2 _–_= >. -3. მ» X ე” -3)2+4X, 3X"/ -6XV/-2)/; 4) 6” -6X /+2, 6X”/-2X-3 

= , 2 – – წ" > 2/» 3). X ყი V» 
  

  

  

მ 2X 39»? ' მ. 39) 

მ; 2 ყ» მ” გ. V»”. 2ჰ%X მ I» 01 3 ვთ, == 32.5, 1) =-=--%, 5<=-; 2) 
X 34%» შ2” 2 უღ: / წო მ XX მ X 

ბმ 2» მ»; 5ჯ? მ: 1 მ”: ჯ 22 2X 
_=--- ==- : –=+-, ––=X- >; 4 –-=3X2/- –-, 
მჯ »” მ» # ) მX ” ი X 2 ) მX : 1 

მ; 2 

= 20,+2%-. 326 Iს) 25-27 XX. _ 2 2) 
> თ ცა V  C+) 
2 12» „,.. > მჯ _ 4” 

ა 2 შა 2 0) მ. 2? 
(2X–3») მ (2X–-3»V) 2 (2 +») 
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მ2 მ2 3 მ> 1 » 
–“ =2XC60%(X-- ' –-=-0C005(X -»); რ)ა-- =-----  . .-.--, 

CX C მ” CL» ) მ» ი0§“(X+)”) §10“(X”/) 

  

2% = _ სსე ლა. :.5) 2. =8Iი(X+)/)+XC05(X+X), 92 =XC05(X+V); 
მ» 9605 (X+X) §5Iი“ (XV) მX მ” 

მ? 1... Xჯ მვ X . Xჯ მ2 .- 2 
6 –_=--აი- –=-ვი-. 32.9. 1 –-–- =3უ/51901 X7<05XV, ) ი ე 9 ე?» ) 2: 5)ი XV/<085X» 

გ 2(9--- გ –4XIC – 

–– =3X51)ი“X/C605%7”; 2) = = _“– ––_–_–პ–პ–პაპა–” 
>» მ კ? ევ? > »” ე) ი0§-5- 

· » 

92 ___ » 2% __ »ჯ ) 22 _ _ »” 

__. მ» »"+X/ მ |X+X:/X+2X 
XL + 

მ? ჯ მ? 1 _–“ მ? X “, მ2 4 +“- ““.. 329.1) -“=--.6”7, ––=-“-ი ”;2) ––==MXV 
მ» IX+ XIX +2X” მ. » ს ”» 2 

XL Xჯ 

9 ასს; 3) 2 _ 1 ი§XV, 9 _ _ X იე» 4) 2 _ 

გ” XV » »” ს ”/ თ» 2X 

=ც”-I1X2X+1)ც2+იეა-?, <5 2ეცბხებ XIიX”7+). 32.10. ა) 
ს 

XV _ XX ი _ ”»–»  2V 2 2) 
2» X»? +/? +732 7 X2 + 2 +722 მ2 X? + /? + 2? ” 

2" =V+2, – =X+2, –- =X+X»; 3) C“ =V2(XV/» , C" =X2CX7/X', 

მჯ მ 

2 =6ეაწიციე; 4) 9%=, სი, 5" = თე, 9 = ცი, 32.11, 1) 
0> 2 მ” მ? 

/”ფ;2)=56, /X(3:2)=42; 2) /%I;-I)=4, /%(1;-1)=-7; · 3) /%(1:2)=თ(24“-1), 
/5(1:2)=44'; 4) /X3;1)=<, /5ც;1)=–+-; 5) /M(1:2;0)=1, 750:2:0)=+, 
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V/ ·-რ. _1I · / · ს. –// +·-რ. – / #%X1:2:0)=>; 6,0(C05 |–ი(C0.4 | –ი, /I(6.05 |- #2. 32.(3. 1) 

ძ2=(3»”-/)ძ0%X+(X -3X” )ძ; 2) ძ>7=(2#-3X #-)ი+(6აე/-2X))თ; 3) 

ძ2=– = თო); 4) ძ2=–51ი(X/-” XVCV+C-2ე)რ). 32.14. 1)   

    

X“ + 

== Xჯ » ძ2= თ--ძ I); 2) ძ?= 5 (2XV/სათე: 3) ძ:=0; 4) 
X+” » 2 2» 

X“ 005“ =- 
ჯ 

2 კ 2 1 X“ + #“ |ძთ2-22(XთX+ 
ძ2= –> (დ > ნძ”- თი. 32.15. 1) „ს +X)6C-27C0+X4). 2) » თლ 

2 2- 

ძი=----- ცრ.» -2%4) ა4-(თ+- | X 
X” +2 2 » 

X CC =>- (თ+”|ი(თ+”|4 : 
» » , » 

4) ძყ=6 „+» (2X51ი”20X+2)/51ი“2თ/+51ი22ძ2). 32.16. 1) ძ/1:1)=3ძX-3თ); 2) 
ძ/2;1)=29X+14ძ); 3) ძ/L1;1)=%-2ძ); 4) ძ/(1:2)=9(4ძX+ძ)); 5) ძ/(1;:1:1)=%- 

-ძი/; 6) 46:45-- (5ძ2-3ძX-4თ/). 32.17. 1) #/=36, ძ/=28,5; 2) M/= + , 

ძ/=0,075; 3) M-+, 4-<: 4) #M/=0, ძ/= = . 32.18. 1) 5,08; 2) 2,95; 3) 

8,29; 4)0,788. 32.19. 92 _ „2»-ა» (----“ +3) „32.20. <5.= 
მ 2 ძ! 

  

005“ 

770), .2 : ძ? I Xჯ ძ? 
=6“ (46 /+25)ი“/+51ი2/). 32.21. –– = X”| ––-+1ი XC05/ |. 32.22. –– = 

ძ X» ძ 

2 I“ +II(დ! 

=30C0§“(3X?+)/)5I9(3X”+MV) (+- 2 | .- 32.23. “ =2(1)ი/+(/წ! „CI.“ 
I 

/? +1I1ი/ , MI == მძ _ _ 2X8 20052! 207%XII 

2ხ +0/IX? +1 2 (X+1 

% 6" +C თ: I+X“ი“" 
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2 
2X ეკ8 IM» % ე, MX, 22|, ვევვ 2 _2X, XL, 

მV მ 

    

მ" » #” “ » წ 7” » 

LL -____3კ_3_2<.. ი 
მV >” » 2 X+// მ? X+ მI 

=დ2(C05/-6/), > =-4ე 2, 
ჯ 

§ვვ 

მ?> .– .. გვ მ72 22 
33... 1) ––-–=20X)7-6XV, –-–-– =6X)-20X, -– =15ჯ>#/ X 2 ) გა 20% #-6XV 2? #2». <2, “(X”-”); · 2) 

      

                    

    

    

  

  

      

  

  

2 2_ 2_ 2 2 
მ “ =10#), მ – =30X /-12X, მ. =30ე”; 3) 9 - =6++2), 27. 62), 
მX” მ“ მXმ) მX მ” 

2 2 2 2 · 
მ? ა.64) 2 5 =|2 = 6/, -2 5 =6)2-9)7, 33.2. 1) 
მჯმ” IX" მXმ» 

მ”> 2» მ“> _ მ”? = 1 ) მ?2 _ _ 4» მ“2 _ 4X 

მ, XX” მ? 'მV 2” მეე ((+ე” V?. (X+) 

მწ;  2(X-–7) 3) მ?2 2(„-» ) მ?» 1 
- 1· 2... 2 2 27 მXმს (X+V) მX (>? +X?) მ» 6. ლ 

2 2 2 3, 

ლვები _თ სევ“ “ 7 047---92-; 
(» +» ) · (2X+)?) ? 4 (I –»ჯ?)?) 

2. ში/·(IიV+1 გ? · 2 2) მ - = ი» ( ან “ 0 2 –= IX» Iი7+1 გი»IიV. 2) 22 =ქ0 ის 

მჯ ჯ“ მXმ” X მ» 

მ?> Iიბ, მ?2 2 გმ8დ 20605» 
=X(XV/-2)6 5; 4) + , <> =XC-1):/ %.5) = , 

მმ» თ” > » 
2 2 2 2 მითი ცია + 2 – 

> ? (X +X”) V C +X) 

მ? „2 _ჯ მ? მ“ყ _ 2(2+1)( » 267--35:9 22% (3 2 -5-1X>X), 
X , 2223 » » 
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2 2 , · 

მ = -1(2| ს+.ი 2 3) 49% „ 3#V+ #II> (2»+/0), 5“. 22; = 4 (2+Xია)#4, 

” 

  

4/|3X? – »? 
მ! მპჯ »” ( » ) 

გ-გ,”  “ ო9მე-2ამიიი 2 გაგ, (2,2 I 

მ, 

  

=/ა2 = = 2070; =(X”/ 2? +3X,2+1)დ-; 4) –––_ ღლ. =(1+0/6700#. 13.6. /” (3;2)=36, 

#1 ფ:2)=6, /გ (3;2)=31. 33.7. /5(0;1)=0, /,5(0;1)=0, /1.,(0;1)=2, 

7» (0;10)=0. 

  

83# 

34.1. I” 2X-4)/-2- =0, 2. = 742 = 52 : 2) 8X-8)-2=0, 

Xჯ-2 »/-I) 2-4 X-I X»#-I 72- 
X-2  »-I _ 2-4. ვ) აყ, 1-0, 1-1 =5X#-1= 2-1. 4) ჯ-27+1=0, § “გ ==“) 3) X+#2-1=0, =– კი5-550 4) X-X#-22 

ჯ ჯ# 
XX.-_ »”»-– 2–-– _ 

4-- 4-_ 2 342.1) 17(+II7+5:=60, >-=3=>»=4 5 217.) 

  

2-2 % – – 2 – – 2- 
X-)/+22– # =0, ჯ-) = »-I = 2 : 3) X+02-2=0, ჯ-I = ჯ # _– 7“ · 

2 I –! 2 | 0 6 

2 4) 2+ძ=0, 17 2 ვჭვ, I) X»+2/+37-14=0, +-1=X-252-3. 
X#=ძ. 1 2 3 

XC05C+)/51ი თ-M2=0, X- ჩ005თ 54 ჩაით = 2-# : 3) 2X+3/+62=18, 
C605C §9Iი თ 0 
  

  =2--=“ .. 4) X+11/+52-18=0, –--==-<=5””. 344, 

4X+)/+22-78=0. 34.5. X+4/+62=1+2 |. 34.6. (1;L1:0) წერტილებზე გავლე- 
ბული მხები სიბრტყეები პარალელურია 0X?> სიბრტყის; (0;0;0) და 
(2:00) წერტილებზე გავლებული მხები სიბრტყეები კი პარალე- 
ლურია CV»: სიბრტყის; ზედაპირზსე არ არის წერტილი, რომელზე- 
დაც გავლებული მხები სიბრტყე პარალელური იქნება 20% 

სიბრტყის. 34.7, 2X+/-2-2=0. 34.8. 2-2. =3»-10 524 , 34.9, »-2)/- 

-32=3. 
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§ვწ 

35.1. 1) 7»»=2C1;:2)=20; 2) სტაციონარული წერტილია (C-I;2), 

ფუნქციასს ექსტრემუმი არ გააჩნია 3) #2»»=2(0;3)=-9; 4) 
2»ი=7#(1:0)=1; 5) ექსტრემუმი არ გააჩნია; წ 2»თ/(-2;1)=-4. 35.2. I) 

2»ი=2(1;1)=–1, (0უე0) სტაციონარული წერტილია; 2) 2„».=27(-1;-1)=1, 

(0;ე0) სტაციონარული წერტილია; 3) 2„,.,=-36; 4) 7»ი(1:1)=-2,5; 5) 

სტაციონარული წერტილია (2-3). ფუნქციას ექსტრემუმი არ 

გააჩნია; 6) 2„ა=2(1;1)=-28, 2თ:,=2(-3;-1)=28, (0;2) და (-2:-2) სტაციო- 

1 1 
ნარული წერტილებია. 35.3. ა) შა-(1:1 | ““64' 2) 27თ»I-=2(0;0)=0, 

(=2:0| ; (1;4) (1;-4) სტაციონარული წერტილებია;3) 2იი=2(-1;-11)= 

=-2 2აი'2(:1)-2 (00) სტაციონარული წერტილია, 4) 

?იი=7(-V/2;V2)=2(--/2:-/2)=-8, (0;)0) სტაციონარული წერტილია. 

35.4. |) 2»ა.=2(2:3)=2108; 2) 2„:.=2(3;2)=108; 3) სტაციონარული 

წერტილია (00), ექსტრემუმი არა აქეს, 4) სტაციონარული 
წერტილია (0;0), ექსტრემუმი არა აქეს; 5) ექსტრემუმი არა აქვს; 

წ 2»ი(1;:1)=-0, ა. 355. I) 2»»=2(5:2)=2307 2) 2„,.=2(4;2)=6; 

3) 2თა–2(1;1)=3; 4) 2 =2-1;-1)=-1; 5) 2»»=2C-2;0)= –2 ; 6) 2»-.= 
C 

=7C-4;-2)=-5- , (0000) სტაციონარული წერტილია. 35.6. 1) 7»,=7(1;2)= 
8 

=7-10LV2; 2) 7„–,.:=2(1:3)=10-18193; 3) 23. 5)-2ჩ.4 2ოაა 

# 3 8 ძ ძ ძი ძძ =7 –;:“–- |==-3 .35.7. –, –, =.35.8, –, – , – , 35.9. 
L | 2 3” 3”3 3” 3” 3 V2, VI, V 

35.10. კუბი, რომლის წიბოს სიგრძეა VV 35.11. კუბი. 35.12. კუბი. 

836 

36.1. 1) +»; 2) –1+X7+C; 3) X+C; 4) + %-C. 36.2. 1) C--1-; 2) 4 7 2 2X 
§ 2 

3. 3 5|_7 

C--8;3 ++ C;4) 2 თ. 136.3. 1) –––– 2VX» 5VX , 
4X 3 წ) 
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ჩე 5 
ბა. +C; 4) 3V»X+C. 36.4. 1) C-4%; 2) C-2; ვე 30+C; 4) 

ჯ 

  

() I 6 

20-პ+C. 365. 1) 2 +=2ი+C 2) -ღიხამ-20-6; 3) 

5,4 2843 2.8;+C; 4) ჯ“-5X0+7X2-3X+C. 36.6. 1) ––- -2Lის0+X+C; 
4 3 2. 2X? 

2) 36 მინი- -2X+C;3) =V –2V» -X+C, 4) 22-42. +5XV#I + 

+C 367. 8) 2X/V» –3? X-3XVX თC 2) > -5V2 ააქ 

5,3. 2 4 · 1 +X+C; 3) 5VX -ე=-4% +C, 4) §ყ»ბ 7)» +-- +X+C. პ6.8. 1) 
ჯ X 

1 2 »” ჯ? 4 
37 +3- > +C; 2) ვ1ის/>++-– +C13) =– 2 -2X-31ის+– – +C: 4) 4,5X/+6X+ 

4. 

Iი 

2C_ 3" +2.5-+C. 36.10. 1) -3C0§»--2510X+X+C; 2) 3§1იX--2005X+C; 3) 
(“ი3 1ი 

–2C10X-3(თX+C; 4) 2(0X-5C(0X+C. 36.11. 1) 2ICIთX-2მ+C51იX+C; 2) 20ICI8X- 

  +IIXI+C. 36.9. 1) X+3C+C; 2) 27- --+0, 3) X+ - +42+C, 4) 

-30105)იX+C; 3) 1ლX-20:0510X+3C+C; 4) =-იI>XI +24იCგ+6, 36.12. 1) 

+ (X-§1IიX)+C; 2) + (X+5Iისე+C; 3) I0X-X+C; 4) -CI6X-X+C. 36.13. 1) IIIXI+ 

+22CLCX+C; 2) IL90IXI-22ICI6X+C; 3) 1 კგთი+C 4) 2 აგჯ8X+C, 
ჯ ჯ 

=> 

  36.14. 1) “-IიM+C; 2) 2 +C; 3) 4(9X+X+C; 4) C-IფC-CI6X. 36.15. 1) 

(3X+1X , (2-»" >. 3 - ქ) 7 ! 25-10 +C 2) (CI. 3) ->10-2»“ +C; 4) კ-1(3»-2)” +C. 36.16. 

1 1 , 2 - 795 2 
I) ––- -+C,2) ––-–--–-:+C3) -3M-3 +C4) 23(2»-)) + 

10(4– 5»)? 2(2X+1) 

+C. 36.17. 1) 1 Iი2X+9+C; 2) -1II- -3XI+C; 3) – 3 სი8X+II+ > 1ი(5-II+C, 

4) 310IX-3)-21იI2X+1|I+C. 36.18.1) –+ 9053X+C, 2) 2) 2 51ი2X+C; 3) I -057X+ 
# 
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+C 4) +ყწი(2+2)+C; 4) 590 –+6C, 6) -2ი05( > - | +C. 36.19. 1) 

+(84+6C, 2) 3063 +C; 3) თაი8(1+-4); 4) C++ V(2X+I). 36.20. 1) 

-» 2ჯ კ 2 

-546>+6 2) ––--+C:3) 10++6 4) –- +C. 36.21. I) 
ჯი 2Iიმ. . 2M%ძ 

  

  

  

X-21იIX+4)+C; 2) X-61იIX+3I+C; 3) X+1ი|2X-1I+C; 4) X- 2 II3X+II+C. 36.22. 

. 
ა) გ კოი II+C;2) 1 LI 3#-1X+6, 3) 52 =IითX+II+C 4) C»- 

2 

ლ 3 1ი|3X+2), 36.23. I) – +3»-71იIX+3|+C; 2) 2>++ 1იI3X-1I+C; 3) C- 

  

3 2 #7) #9 კჯ 

-> 2 1 ჰIი- 2XI; 4)=_- -3ა2+12»-231VIX+2|+C.36. 24. )ბ თა 2- 
6 8 8 3 2 

ჯ ჯ X , ჯ? 

-X+Iი|X-1I+C; 2) 2 2აძა2ი- 8X+171იIX+2|+C; 3) ლა 6ლ-% 

5 4 

-იIX+II+C; 4) C- 2 + _ > _+X +2X+21იII-X. 36.25. I) 1,,|+-2|+C; 2) 
5. 4 1 2 4 (X+2 

_1 .I(++X5|+C 3) .IX5+-2V3 +C 4) _1. /|2X+V7I+C, 36.26. 1) 
2 »X-+/5 2 ' /5X+243 25 ' (2X--/7.             

# V3X 1 3X 
–იI!XCI/ 1კC 2 თI%I +C;3 CI 22-X+C 4 (დ-– + 2 796 <= §-> ) ––თI%X§ :1 2 თინ 4 

+C. 36.27. 1) 2-C5ი– +, 2) გC9ი---+0; 3) ლოჯი 4) 

  

    

        

    

V3 

1 ი 2V3X +C. 36.28. 1) X--2ი>-. X=I 1+C, 2) C-3X-Iი 3) 
2 X+ 

3 3 

+ +4++41ი|+-2 +C; 4) რაა მა, -+#3 +C 3629. 1) 
CI X+2 2V3 X+4+V3         

    

1 3X+1 1 : 1 2X–-1I1 
–2ICI +C; 2 –გIC51(2X-I)+C; 3 – მILCI +C; 4 3 ICIთ 3 ) 3 LC51ი(2X-1) 1) 2 XXCI8 2 ა 
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1 იე 2X=-1 +C. 36.30. ს 8=- თ-2.თ 2) _ 1 ი) X+I-V2 2X#%1-–-/5 +C, 

+5 24 |2X+1 4/5 |2X+1++/5 

4X+3 3 
3) –– 8ICI +C;4) – გLC51ი +C ) წე 8 8 ) 

§37 

37.1. 1) + იC+I)+C, 2) --- სი(4-5X”I+C; 3) + იხ9X3+C 4) 

1 4 1 8 1 § –- 1ი(3X+2)+C. 372. 1) –-(1+X”)“C 2) +–-–-(9-22)+C: 13 > (3X +2) ) 20' ) ) 30' ) ) 

5 ,/ 2 აM# > 13 3V კ. 1/_ 2V.ჩ – 2. > +2) +C; 4) > (I+X) +Cთ 5) Cვს »ჯ VI »?; 6) 

(> ((5+I) +C 373... I 1/7+-+C 2)32 (+ +C 3) 
6 2 8 

-5V 2-3X? +C; 4) + 2V8X? +27 +C. 37.4. 1) = C6058(X“+2)+C; 2) - §Iი(3X-- 

-1)+C; 3) == +C4 53     

ვ-2+ 1 +C. 37.5. 1) ჯ5ი “XC; 2) +C; 3) 
4ი2 C05 Xჯ 

კათ 3 

  6M%LC; 4) +C. 37.6. ) 1Iი%+C 2) IიIIიIXI+C; 3) < (1+IიXI +C, 
ი 

– ' 2) C: 00873»; 3) 2 ისიმX+C, 
4008“ 2X 

3 1 2- 

4) -210ი|C0§XI+C. 37.8. 1) ---+6 2) ––– –.–+C;3) 26VX %++C; ი 3 +C. 

> ი2 
II(1+3“) · 1 „32 

+C:3) –––.0ICI§2”+C; 4) –––- მ.ნვ1ი –– + 
3 ) ლე +% წლ 2 

4 C> (1–10V»)” . 37.7. 1) 

  

  37.9. 1) IXი(“ +3)+C; 2) 

2 3 2 : ჰ 1 ს<X§IIყ. <– ; 2) – +C; 3) –––.3'“'+C, 4 +C. 37.10. 1) (თითი) +C; 2) 3 (გ(C§Iი X). +C; 3) ც3 ) 

3 1 . 
Iი|მგICLCXI+C. 37.11. 1) 2 გიისგ2+C; 2) კარგ > +C; 3) 2 მIC§1იX +C; 

3V2 
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2 2 > 
4) 1 მილი >-+C 37.12. 1) Iი(X“-3X+8)+C; 2) 3»? – 5X+6 +C; 

4 

  
                   

  
3) <6” X++V»? – 4+C 2) Iი,X++X? + + 

+C; 3) 106" + -/ც?? იიი 4) I) §1ი X++V5)ი? X+5+C. 37.14. 1) <Cთ2) X 
    

XI3+X? +C 2<VC- I” ++V(»-I +C;3) “<= C+4)3»X-23) VX+4 + 

+C; 4) > 6-1)8+X+22) VX-I +C. 37.15. 1) <-VX-I (5X'+6X”+8X+6)+C; 

VX+I –1 

X+1 +1 

+C. 37.16. 1) – 5 62+8»+3X) V/2–X +C. 2) 2(VX+1 –IV(I++VX+1)) +C; 

2)ი «თვ2ნრ-ინ+“ჩე)+თ42 5> 2-2 მი ++5)! 
    

– 4 
3)=ჯ (X+1)” -+3VX+1+ 3I1+7/ X+I+C4 - 2 დ6+12X+1422I(1-) 4+C, 

§38 

    

ჯ; 2X 

38.1. 1) XCI-“+C; 2) –C+1)«++C 3) “.–თი3-))+C, 4 “– (6+11)+C, 5) – 

  

3X-4 2” 1 1... 
–--–--“ ” +C; 6) (ჯ-Iი2+2192-1):· +C. 38.2. 1) ––XC052X+ – 51Iი2X+C;, 

9 1922 2 4 

2) X§10X+C05X+C; 3) C1(-თა>-1იი «I; 4) ვავსი ვ +900§= +C; 5) 

1 I(2X+5)§სი2X+0052:0+C; ლც 2>+-!   თიარა- ყ9ირ+C 383. 1) 

XIVX+Iი|C05XI+C, 2) 19I5!0იXI-XCICX+C; 3) -5 > იგ2ი+- სი(§91ი2X+C: 4) 

2 ჯმ 

2. "ყგ3ი+> IიIC0§3X+C. 38.4, 1) + თ ი-I)+C 2) 32 (6VMX1)+C, 2) C-   
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IიX+1 2 -2211. C20X+! „ 38.5... 1) 3X , 2X | IიX- 3X -2X+C; 
ჯX 4X 2 4 

X+1 
  X 

ა” » ».  ჯ? 
2) ლ“ +X სარ-ე-+-- +X+C, 3) »XIიCC+1)-2X+22#C(X+C; 4) 

–-X+ 6 + 1)თ 9» 31. 2 
XIით+I)-%- +C-3 +C. 38.6. 1) +C; 2) X2ICLIდX- 

1 
-2 10(1+X)+C; 3) X800510X+ + L – X? +C; 4) 2+/X+I1 X9IC5IიX+4 -/L- »ჯ +C. 

38.7. 1) –C2+2C-2)C'+C; 2) (2-X2)C05X+2X51იX+C; 3) X(Iი?X-210X+2)+C; 4) 

-XCC605C+3X>51იX+6XC0§X-65)იX+C. 38.8. 1) -1 (1ი-X+2IიX+2)+C; 2) 
X 

წელთ X –1 
X                     -+ 0ო2X+3102ჯ--6IიX+6)+C; 3) 2(-/»X 

    

3 
Xმ0(8X ---+> +C. 38.9. 1) 1 დნია-იიდეთ+C, 2) + დნია+იი%ეთ+C, 3) 

4 

  

        

    

        

  
    

    

  

  

XI 2X? +ი” 
2VX -3--V -+V2- 1-4“ L" “) VX? +802 --> 

აის. ი? +Xჯ ?|+ +C. 

839 

39.1. 1) ---6 2) ბმ2X%XICCX+I)+C; 3) 1 88(2X+1)+C, 4) 
–-ჯ 

2 4X-5 1, X-2 1, |X-–I1 
–=მიC-–----- +C 392. )) – ს -–-–--ღ+C; 2) –– ს –+C; 3 
V31 § V31 ) 7 IX+ ) 6 |»X»+5 ) 

1. IX–6 3X+5 2 6X-11 
– +C; 4 1. +C. 39.3. 1) --=>8LCL +C; 2 
6 | » ? 18. 1-3» 7) ოზ ყე ბრთ 2) 
2 1-2X 2 1-2X 1. |2X–3 
– მICI +C, 3) –21C! +C; 4) –» +C. 39.4. I! 
3 298 C 3) 3 2928 3 ) 5 | X+1 ) 

გIC510 > 2; :2)მIC51ი(X-1)+C;3)–= 816510 ––––-– 4X 3.C 4+ მXC51ი 3+-2 + 
# 7 5 “#2 

+C, 39.5. 1) ი + +V7++ +C; 2) ას აარი მი 3) 
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_I|3»-1+V9»? –6-+2| +C, 4) სრწუროო< 39.6. !) 

2X-1- “5 

2X-1+-/5. 

= 29 XV 5X+3_ 3 

+C; 3) 

    
1იცბ2» +2)+2IC(C(X+1)+C; 2) – თს? II- 2» 

  

ი I0 

XIი(5(2+6++18)+C, 39.7. 1). V»X? +2X+2 +21ი(++1++/X? +2X+2 )+C; 2) 

-8+/5+2X- >»? -3მი05910 > 1 +C:3) 2 922+6X+2++ X» 
“46 9 9 

  ს (4» –-4X+ I7)+> თოი 

XIV(1X+1+-+/9X? +6X+ 2 )+C; 4) -3/6X=X? –8 +1 3მIC51ი(X-3)+C. 

§40 

X- - 
    40.1. I) 3 +C; 3) Iის+II IიI2X+II+C; 4) 

    
X-3 ,C 2) 1 

4 3 X+     

ულ | თუ 1, (X-2), 
(X+2) შს (X+1)” 

(2X–-1)” (2X– 5) 
2X+3 

  
1იIX-2I+1იIX+5|+C. 40.2. 1) > Iი 

  
4 5 

+C: 3) »I(X-)) (+-4)_ + 4 =V 7 +C. 40.13. 
(X+ 3)       

+-C 2) _C-2) +C IX-2)_ _ 3) <ის-2+2- = IიI2X+II+C 
(>+2) (X+23)I !   

4+ 1ა2X+3|)+4IიX-7+C. 404 I) = IიXI = სის-2+57 1იIX-3I+C; 

IX(++3) ) 

(+-3» 
40.5. 1) 

ჯ- +-+C 4) =2+1) თ-2I+>. = )იX+2+C.   უი +C; 3) X+3Iსი 
    

  +1)ი(C+1)(C-1)/+C; 2) __4 „20 -IიIXII+ დ I+2C; _ 3 _ 
2(X»X+)) 4 3(X-1) 

1 1. IX–-I1 +C:4) – 9 1 -– ! “იი +C. 40.6. 1) 1იIVI-IიX- 
2(C+I) 4 |X+I 2(X-3) 2(X+1) ამინის:     
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1 1 LI, IX+1 I X-1 
- ს, 4თC 2 –“– +“ I“. +C; 3) – -.თ4 1---;+C, 2) 2C-) 4 > ) ორლოვი -1+C, 4) 

_! 1) -IX=-3) ,C კიუ.) 1“ -1ს+21---- + 
X-I 2 L 4 |X-2| X»ჯ 2X/ 2(X-2) 

+C;2) <-- 2 IიM+20ის-3|- 4“ სის-2+C, ვ) –-2%=6 კ ჭი+-1+C, 
ჯ?2 –3X+2 ჯ– 

= ჯა“ 

ტი I. 2 1 ,ეთ0-2C-) 1C 408 ს ს- II -+თ 2 
2»ჯ 3(X+I) 36 ჯრ“ ჯ? +L     

  

(+ 
მXCI0X+ + 2 Iი 1 +C:3) – “თ 1” C+)- 5 იიფ+C 4) +» 

X2 + 

აი 1 1. (X+)” 1 2X-1 XIV უღუ ო–მICIVX+C. 40.9.1) – Iი––-–––“––-<+–=მხL /3 + 
(»+!)” (X?+!) 2 ნ X2-X+1 V3 

  

2 2X+51 
_ს-I  , 1 „ყი2 +C3)I19 ს” -2+5) = მნ -–––=– 
მიმოი +V3 ნ 

«ნალ(გ ნ. +C:4) = 2 სიცბით)- 21იIX-1I+–= 

+C; 2) +V + I 
–X 
2 

+C 40.10. 1) 1 > მICI-–= # 

+C;2) _ 1! 8%IC. + +C;3)_ _L 
CC 2 2X ი მზე> თ ) :C- ა) 50 “ 

–1 2 
=C ) სცე წ 2ICI0C(X+1)+C; 4) _! 1 X+X+I 3 X 
ი» 2+2X+2 25 301-»X) 6 (X-1) 9 

ოიხ+II- MI) -   
  

  XმICLთ 2X+1 +C. 40.11. IL) __ 5___ , 1 სი(?+1)მXCIX+C; 2) ---X ს 
V 2(+) 2 4('+2) 

2 

+Mს”+2)_ _! ად X +Cვ)-  2X-IL +გიი(8C6+I)+C; 
2 4V#2 +” 2(»2 +2»+2) 

13+-159_ 53 _ X-1. 1. 1+»? 
8(X –6X+13) 16 8-2 -+0 რმ)ბ. 40+X) + +»)?! 

  

4) 
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X+2 –2XXI 
2 2! 1I+ 

) MI 26“ +X+!) «ვეი წ 8 
  -1 Iი(V+X+1)+C; 3) 

  

  

3(2+2 3 3»? –X 1. (X-)”. 1 
–-“-უელ=მიიX+C; 4) ––-===+-–)ი +-– გ1:CICX+C. 
2X(X +I). 2 4(X-1)VX2+) 4 X7+1 4 

§/1 

(+-1)  3(X–-1) 
41.1. 1) 2VX–1 აააასსასეასასსა სავი 2+VX -21ი(1+-/»ჯ )+C; 3) 

»X-2 +V/X +21ი(+/X +1)+C; 4) მLCIC > >> +C 41.2. 1) 2-/X -X-Iი(2 +/X +1)+C; 

2) X+4-/X+1 +41ი| /X+1 -II+C; 3)2VI -2V2 9<C | +C 4) –2X 

    

  

      

  

  

VX+4-2 4 
XმICIC +/1 – X +C. 41.3. 1) 2-#X+4 +21ი|“====––“ +C; 2) –– (X:-2X5X+8) X 8 ) /7.1+2 ) 5 X ) 

I /VI+X-+V-Xჯ 
X4/X – 2 +C; 3) 'თ-2+1 1 X++V»? – I+C, 4) სი =––==-I+ 

V/I+X++V1-+Xჯ 

აბია |1-“ +C. 41.4. 1) I0I+3%X +C; 2) 1 4290, 
1+Xჯ 2 2X+I 

2 2+1 , 2 X+I XX - I 
+–-–-თ!%! 9ძ9-1C> (1-- –< „3 ი -2მ1XC1 3X+C: 4 ვ 6 ვ |). 2 9 ყვ) “98 )   

  

=(V» –1 _ > –1 + X+C. 41.5. 1) 2 -/»X -3 ?%X +6 9/X +6X 

XI9C1+ 5X )+C: 2) 4+(#7- ი(#2+I)|+C 3) 59 - <წ - 

-= VI? +2VX +3შ» – 69» –3Iი|+VX+ 60M0I2C9/X +C; 4) 2გCIC +/X +1 + 

+C. 41.6. 04 +(>+)# –1(X+))რ ++(>+1)# _ <(>+1)+ 
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+1(++1)24 –1+(»+1)რ I+C, 2) „> 10 C; 3) 
ათა 7) აყ შ--#' ჰი 27> _ 

<% 2. –2-/X +69X – 6CIXIC9/X +C; 4) 5X -+ყი +C. 41.7. 1) 4-2/- 

-4Iი/+II+C, 7195 -»; 2) თ “ +C; 3) -3ე2) +C; 4) (I+%) 1+9» 2VX-I 
  

3 

ჯ7+1 
  +32+019I+C, 1= 5/Xჯ 

§42 

41 1!) – > (6094X+200524)+C; 2) = იი§8+ 1 ი052X+C, 3) 

> 005 3 ჯ = ლ09X+C; 4) –+ = ი0(4X+1) _1 > 905(2X+3)+6. 42.2. 1) ->- X 

X51025X+ -L 5115X+C; 2) – ავა ს §.ი7X+C; ვ) 1 “I II9ი-- – ყი ICI, 
10 6 14 22 15 15 

4 4 ყირX+15)–-+- §ყი(8+1)+C. 42.3. 1) +Lყ(ი3ჯ+-"- §I01IX+C,. 2) 
4 16 6 22 

1... 1.. 1 1 1 1... 1 
–-§Iი5X+ -–- §ი3X+C; 3) –– C0§6X – –– C6054X – – 0052X+C; 4) – §1იX+ –- X 
10 6 24 16 ზ 2 0 

X§105X+ 5 §1ი7X+C. 42.4. 1) 1 §1ი%X+C; 2) C5 605X; 3) C+ 005; 4) 

+ 810ი9X+C. 42.5. 1) · 00§ X-C05X+ C; 2) ყიჯ 1 8§)ი X+C; 3) –იი5+< 00§1X- 

-1 C057%X+C; 4) §1იX _2 §Iი-X+ 1 ყი X+C; 5) 1 ვიპ 1 9) X+C; 6) 
5 3 5 3 5 

1 1 

პ ”” %C05+X 

  +   + C085'X(300§?X-5)+C. 42.6.1) --- +C, 7გ-- +C;3) 
15 5910 X 05 X 3005 

    

  
    

+C; 4) + +C; 5) იი%+--- +C; 6) – + 2X0IC0§X+C. 42.7. 
810 X ' 380 ჯ 

– II1+ · 8) 1 ს 1 50X IიX+C: 2) თით++ ს 1 C05ჯ +C. + 1 510 ჯ ი 

2 1+5იXჯ 1+0605Xჯ 91 –83იXჯ 
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= 91ი“X+C; 4) + 005 'X+00§X+ + Iი 1- 005»   +C. 42.8. 1) 1 1 ყყი2»+C 
1+0C05X 2 4 

1 1... 1 1... 3 1... 1... 
–X+ –-§5)02L+C” 3) – X-–– §)04X+C; 4) –X-–502X+ –“–- §1ი4X+C; 5 

2) + 9020%C 2) §%32 : 8.4 32 ) 

3. 1 §1ი2XV+ 8> §Iი4X+C; 6) _L C-+ 1 დ ი2C- + ყირ- §5Iი6X+C. 42.9. 
8 4 32 16 4 4 12 

  

  

  

  

(დ- –I I V5+6> 

ე)1 # +C;; 2) 1იIC- “!+C: 3 –-ი--–--“+C2. 4) 

/(C-–-+1 2 V/5 V5-C6> 

2+462 · 565+4 2 462 -1 
–Iი +C; 5) –იI!CI0| ––-–“––-- +C;6) ––– თიმ –––.––––– +C. მეო 3 3 5. VI5 

2 

(0+-1++V2 
ჯ 1 2 

42.10. 1) »-Iგ>+C, 2) –“–--(CVX+C;. 3) #9 -- 10 4) 
C05X 

IC – –I–«“/2 
55 

| 2(0> –3+-/5 | 
“ყმ--“ +C42.6II.1) 2+> > Iი|ნსის+ი08§+C; 2) 2(72 
#5 26>-3-V#5 2 

X I 4 I 
-იIC-–-+ I 12§+C 3) 1იIC0§X-§10XI+C; 4) 10(2+0605X)+ –=0IXIC| –=L 82+3%5 ) II | ) IC +“ #6”. 

  +C. 42.12. I) C-- 2) “-Iი0I+ლო+C, 3) –1 -+ICXI)+C, 4) 
6 + + 

X _ 

2 1+C 4)                               33C3) 1M% 
6     

  

    6" –1 

§#8 

1 1 14 9 3 
43.1. 1) 3; 2) <;3) –:4) 16. 43.2. 1) ––; 2) –:13)4;4) ––. 43.3. 1) 192; ) შე 3 ) ) 3 15 ) 4; 4) 8 ა 

1 45 2 
2) 2; 3) 1; 4) 6-1. 43.4. 1) :2) 4 ;:3) –“–;4) 43. 43.5. 1) –10“ ; 2) 27; ) 2; 3) 1; 4) 6 'C 5 12 1 ა 3 ) 
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3) 26; 4) 4. 43.6. ს) 52; 2) + ვ) 28; 4 3» 437. 1) 68; 2) 2; 3) 
# 

3V3 – 2 
8 
  

ჯ : 4) «>, 43.8. 2) ». 2) 2; 
1-3 )262) – 

                      

1 1 5»? # # 3) =; 4) 5,25. 43.10. 1) – 122; 2) =”– ; 3) «-; 4) 1, 43.11. 1)--- ; 2) 192; 3 ) 3:4) ე) ვ ) 288 : 6:49 112 ) Iი2; 3) 

+(+-4); 4) §Iი1. 43.12. 1) 5: 2) 4-21ი2; 3) 7-2102; 4) 2-Iი2. 43.13. 1) 

32 უა; 3) + ი-:4 1 = Iი2. 43.14. 1) 2(+V2 –1); 8 2; ვ) 258. 

  

           

  

  

2 7 

# 3 # ჯ 2 
4) 4,5. 43.15. 1! ოსა : 2) 10+1ი3; 3) ––=-;4) –––-. 43.16. 1) 1: 2) I-–; ) 2 ) ) -# ) 3/3 )1:2) 2 

3) 2-4) ანვიჩა 5) ეგრიჩ ბი» 6) 0009 43.17- 1) 

7 – 2 I! 
1:12 2სი2->; ს2-––; . 43.18. : 20) 46 3) –––;4 ა) 315 9 2 ) 4X, 3) 1-2 ) 

/ 

#აა8.) 43.19, 1) 1; 2) C-V3+I 3) =-: 4) ,-6/ 43.20. I) «–+L; 2) 

% » 
6/“ –1 C +!) 1 3 

:3ე) –––––-უ4) ––(56C<-2). 
2 ) 2 ) 27! 2-2) 

§44 

1 
44.1. 1) 1; 2) განშლადია; 3) განშლადია; 4) 3: 44.2. 1) –– 32 :2) -> 

ან 109:0; 3) +, როცა #>0; განშლადია, როცა #50; 4) 10876. 44.3. 1) 

განშლადია; 2) განშლადია; 3) >; 4) <=. 444. I) +: 2) 

განშლადია 3) განშლადია; 4) განშლადია. 44.5. 1) განშლადია; 
ჯ? 

2)“.-; 3) – 2> 4) #. 44.6. 1) კრებადია; 2) განშლადია; 3) კრება- 

დია; 4) კრებადია. 44.7. 1) კრებადია; 2) განშლადია; 3) განშლა- 
დია; 4) კრებადია; 5) განშლადია; 6) განშლადია. 44.8. 1)-4) კრე- 

ბადია, როცა თ>1, განშლადია, როცა თ<1. 44.9. 1) 2; 2) 1,5; 3) გან- 
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შლადია; 4) განშლადია. 44.10. 1) განშლადია; 2) # 3) განშლადია; 
4) 6. 44.11. 1) 1; 2) განშლადია; 3) 2; 4) განშლადია; 5) განშლადია; 

6) განშლადია. 44.12, 1) კრებადია; 2) განშლადია; 3) განშლადია; 4) 

განშლადია. 44.13. 1) კრებადია; 2) კრებადია, როცა თ<3; განშლა- 

დია, როცა თ>3; 3) კრებადია; 4) კრებადია. 

§46 

45.L. 1) 4; 2) 6; 3) 8; 4) 16. 45.2. I) -“=; 2) 20; 3) 2- ; 4) 6, 45.3. 1) 4193; 

2) 5:3) 1-+; 4) 6. 45.4. 1) 2; 2) 2; 3) 2; 4) 1. 45.5. 1) 10<; 2) 32; 3) 5-4 
C 

36, 45.6. 1) 5+; 2) + ; 3) 24; 4) 36, 45.7. 1) 18; 2) 1,6; 3) 8; 4) + , 45.8. 1) 

5 4 1. 4 16 _. 16 
20-– ; 2) 4,5; 3) L; 4) – ., 45.9. 1) – ; 2) – ; 3) 9; 4) 9. 45.10. 1) –– ;2) –; C:2) 4.5; 3) L; 4) >. 45.9. 1) 3; 2) 3:13) 9;4) ) -:2) = 

32+V6 I 
3) + 14) <3“ 45.11. 1) 3; 2) " 3) 12-51ი25; 4) 17,5-61»ი6; 5) 2,2=; 6) 3. 

45.12. 1) #2; 2) 207 3) 370?; 4) = იხ; 5) <–- (4 ?-ხ?)?; 6) 6ჯი?, 45.13. 

) 12 =-0VI0 I); 2) '6.'იც+ჩ) 4 I+112. 45.14. 1) 

2542 
  2V3; 2) 4> Iი3;. 3)4+V/2+1Iი -.4 (> 45.15. 1) 

V2+I(1++X2); 2) 3+სი2; 3) Iი3; 4) +Iი3. 45.16. 1) 71 ; 2) 7; 3) 2 4) 

                  

12. 45.17. 1) 60; 2) 6ძ; 3) 80; 4) 2720; 5) 1+ ფოლრი 6) წ > 

128 45.18. 1) 1177 2) 63- 3) 6-4) 341 წ 45.19. 1) <=; 2) +“ > 3) 32” 

4) 75” 45.20. 1) 127 2) 20/; 3). =- – 

8 „? ჯ? 

I3-= 53) 5– ;4) 4–. 45.22. 1 2.“ > 1273) > < 54) 2--- > 45.23. 

272  წვ8 
1) „62146 <= #3) > = 74855) +-- 864» 
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§46 
46.1. 244 მ. 46.2. 140 მ. 46.3. 126,3 მ. 46.4. 27 მ. 46.5. 32 მ. 46.6. 108 მ. 
46.7. 122,5 მ. 46.8. 78,4 მ. 46.9. ძ=18. 46.10. ი=20. 46.11. 7000 მ. 46.12. 5 
ღმ. 46.13. 0,1 ჯ. 46.14. 24 ჯ. 46.15. 5,4 ჯ. 46.16. 0,2 ჯ. 46.17. 0,029 მ. 
46.18. 0,09 მ. 46.19. 49,05 ჯ. 46.20. 35 ჯ. 46.21. 1) 0,125 ჯ. 46.22. 0,024 

1.1 1 3 9 
„მ. 46.23. <-- |. 46.24. I) | 0;– |; 2)| 1ი4;= |. 46.25. 1) X,.=V#,=––; კგ =C 3 I( 3 10 2) ) X-=), 20 

5ძ 5ძ # # »“+12»X+-12 5 
2)X-ლ–-–-–,)1ლ––-; .-–--:4)ჯნ-----–-,9)=- ძ(»+4). ) X.= 7 2, 16 3)X=-–- წ ა“ 8 )X 3(»X+4) ”», C-V ) 

§#7 

47.1. 1) CL) სიბრტყე; 2) 1>0; 3) Cი/ სიბრტყე: 4) )”#X. 47.2. ((X67: 

-«<X<+Cთ, –1<ჯ/<1 1; 2) 1/<X; 3) )/<X?; 4) )/# 20+1 # MC7. 47.4.L) /--XX=2XVV; 

2) 7-2X7/=0; 3) 3#--X =2> ე”; 4) X2+/?=1. 47.5. 1) »X=X--X+C; 2) 7=X--C +C; 

3) 7-3 09+I+C 4) 7= > 902%+ 1 00§2X+6, 47.6. 1) »>)ბ=C; 2) 

  

X»=1იX(CC+2); 3) / = 2 _ ჯრ | ; 4) 7=8108ს1(§1IიX-C). 47.7. 1) »X=6“'“C ; 2) 

§=C-05, 3) 7=0(C-I); 4) X=(%--/X +C. 47.8. 1) C?X-0,5C-0,5; 2) 

»=+/C?»? +C? –1 ; 3) Lი?/=2(-C-“-C; 4) I/= კამით +2+C. 47.9, I) 

7525-2793; 2) 7=1-Lი|C05XI; 3) )/?=X2+12; 4) »=(/X "ა 5) ჯ=ა/»” +1 ; 6) 

VI+X? ++/I+»X? =2+V2. 47.10. 1) ჯ=CX; 2) »=-”-; 3) /=X1-Cი; 4) 

»= --. 47.11. 1) /=6-“"' ; 2) X+„»=C(1–X7);3) >–> 

47.12. სX-----I 27-C.-"-; :3) /=C"'C.1:4) /=C51იX.47.13.1)C'+6#=C; 

2) »“1+X?)=C; 3) იIX=C+ V/ ს? +1;: 4) 7=C(CX+1)6C“; X=-I1, 47.14. 1) 

VI+»? +-1+X? =C; 2) „დი? X>+I; 3) იC/=+V/1+დ2+ 4) 

+I+ »2 6IV7=C. 47.15. 1) > სანის- I=-++6, X»=1; 2) /=510IC+ 

46)



Xჯ 
  +Iი(1+X”)1; 3) X§107+00§)/-XC0§L+§10X=C; 4) X ჯ=C%”. 47.16. 1) #= უოლ :2) 

6 წ-აოით 3. 3) ხლ 2) : 4) />2-30095X, 47.17. 1) )XIიI1- 

+2+1)=); 2) 1 C2ე/ქ+IიI> 
2 ჯ 

=1: 3) »=29ი%- +; 4) 3+/2+ »? +2XCICX=6. 
    

-» 
ძ7.18. 1) )=XIი C ; 2) /=XIM(CCXC); 3) )=1X/2 IიICM ; 4) IიICXI-=-ი +» 

X 

  

  
», 

47.19. 1) X+/=C>, X=0; 2) /= <2 : 3) სსს/+= =C; 4) XX =C 47-20. 1) 
ჯ »” 

წყ > =C; 2) ი0§ > =CC; 3) )72+2X-X7=C; 4) /-2->C2Cთ/+X. 47.21. I) 

XI 

X=CC7 , /=0; 2) X(C/-Cე=CV, »=0; 3) /”=X-XC”X-1), 7=0; 4) »= – ICX+1 
10 CX 
  

/=0. 47.22. 1) /=X"”-X; 2) /=XI0X+X; 3) 7=X(310X-1); 4) (დ> =1იX+1. 47.23. 1!) 
ჯ 

ჯ 

»XIიX=2 „/X) ;2) I +სიX=0; 3) )/=V”-»?; 4) ჯ7=X6 2 47.24. 1) ;=CX+7?; 2) 
Xჯ 

»=5CXC+X#; 3) »7=X2C-X; 4) ”X(C-+.). 47.25. |) »7=C(C+X); 2) 
Xჯ 

2 2 ჯ? 

»=C6 LC +5-) 3) ”X=C6 # -6''; 4) 7=C(C+IიIXI). 47.26. 1) 7=C51MX-005X; 

2) X/=510X+C-ი05X; 3) X=(C+X'XX+5): 4) ჯ/=62?” (C+X). 47.27. 1) 

»7=(X+CX1+X:; 2) 7=C6““ -C%; 3) ჯ/=XCC+Lი7?X); 4) /=1+(2X+1)(C+Iი|2X+ 

+1|)); 5) X=CC>'+2X-1; 6) 7=6C2%+ + (6ი8+#ჯსიაი. 47.28. 1) უ=-5. +X; 2) 
ჯ 

9ი X 
§=2”+1; 3) 7=--+-– :4)75–– 

/ C0§ X 005“ X 
  

2 “. 

. 47.29. 1) „> –>-– ; 2) /=269M+§ის- 1; 
C05Xჯ 

3) უ–იებთ+1 ++; 4) ჯ=6 “+ +I. 47.30. 1)X(“+C25=1, )=0; 2) 

I 

005X 
  

2 

)-=1+C6”;3) 7=»“ წ CI ; 4) 7=X-/2X+ C . 47.31. 1) XX+C= 
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§I2 X 

2» /2005X+C ' 

)2=21 242 .2)„ =(C" 

2 

=0C; 2) – 3) XX+25-3X7-C, 4) 5X2/-8X/+X+3”»=C. 

3) წეს ”XCC-I0C05X)?; 4) /2=(X-1)7(C+2X). 47.32. 1) 

                    =1, 47.33, 1) X2+X/+)/= 

  

3 
47.34. )5- +XV+X=C; 2) X +2X +) =C; 31) X+3X 2 +/#=C; 4) X +X)- 

3 
–)=C. 47.35. 1) X+2001= =C; 2) X2+ე/2-201018 >. =C; 3) X+25-+>2 =C; 4) 

ჯ ჯ » 

2 

4:?2+)2=CX. 47.36. L) /=X; 2) +/X? + /? +> =1; 3) »სიც-ანიდი+Iისი/-Iი <-; 
ჯ 

4) + სა” =2. 

§48 

48.1. /=X”-3X+5. 48.2. 75-12. 48.3. #-1X+C 48.4. 45 მ. 48.5. §=( +, +4, 

48.6. §=0,05/”+15. 48.7. §=6-%” 48,8, §=5.2”!, 48.9. X(C0)=104" >”), 48,10. 
(ი? => 

X(0=100-24. 48.11. ?=/ეე “ი 48.12. 10+”#2 კგ. 48.13. I=20+80-2 29 

48.14. 35,69. 48.15. 1) 569; 2) 4 სთ I1 წთ. 48.16. V=1,28 კმ/სთ. 48.17. 

2) 
0,467 კმ/წმ. 48.18. –V=(Vი+ხ)C -თ' +ხ(ი!-I), სადაც –1XL, ხა . 

” 

/ 

48.19. ი=100 8 ბრ/წთ. 

§49 
49.1. 1) ყველა », », /-ებისათვის; 2) #”<X; 3) /7>0; 4) V>0, 49.3, 
1) წრფივად დამოუკიდებელია; 2) წრფივად დამოუკიდებელია; 
3) წრფივდ დამოკიდებელია„ 4) წრფივად დამოკიდებელია. 
49.4.1) წრფივად დამოუკიდებელია; 2) წრფივად დამოუკიდებე- 
ლია; 3) წრფივად დამოკიდებელია; 4) წრფივად დამოკიდებელია. 

ეჰ 3 
49.5. 1) „7= –9იორა+6; 2)7=5-+1 იი52+CX+C; პათ 5 + 

+C)X+C:2; 4) /7= = ინი? > 6”'+C)X+C. 49.6. 1) 7=XIიIXI+C)X+C; 2) )= 
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=–I9IC05X|I+CI)X+C:; 3) ”-თა+Cთ- > 1ი|5)ი2XI; 4))/=(CI)+მ1CI89)-X1ი VI+X? + 

4 

+C. 49.7. 1) 7= = §1ი2X+CIXX+CX+C); 2) “გ პთოთოოროოი 3) 

#) 

=> -V+C, +. ს +რაოC: 4) #X-“ -0095X+C) +_ ? “ +CX+C; 5)”7= -2 Iი“X+ 

2 Xჯ 1 13 
+==- +CX+CთC; 6) 7=-XVიX- “I CX+CX+C. 49.8. 1 C 5 :X+C); 6) ) 12. 144“ 2C 2X+C3. ) 

-C 
X+C, 
  

I ჯ 
+C., როცა C)>0; /=-–-თIXCIდC -–-- +C), 2 ც | » C თCI§ C »=C,2+C; 2) 7=-1–Iი> 

1 1 2C 

როცა CI<0; ჯ=C-1; 3) CX-C2/=Iი|IC,X+1I+C;, 2/=X7+C, /=C; 4) 7=Cე- 
7 

    

-C060%.49.9.1) /=C,6“ +C-;2) /=თ(V9იX-X)+C); 3) ”= – გლ». C – 2 + 
! I 

+C2, #-160+6C 4) „2-9. 6C# +C; 5) 7 L-1ა0+C; 6) 
! 1 

4 

#)2+-+-+ C ჯ- <2! X”+C.49.10.1)/=Cკ-(X+C,)1იIX+C,L|I+CXX; 2) 7„=C22+ 
4. 3 

3 2 

+C0+C; 3) »= > + – +CV0ILV+CეX+C); 4) 2/=C,1C0§2X+(1+2C,)X2+ 

2 

+CX+C). 49.11. 1) 7=31იX-2X--6X+6; 2) ჯ=1-00§2X; 3) )-20+5- -X+1; 4) 

X»X=(X-2)C'+Xჯ+3. 49.12. 07-12; 2)#=X"+3X; 3) 7-2, 4) 7-1. 49.13. 

7 

1) ;=C,6”'+C,C"”; 2) 7=C)C+C;6'; 3) »=C6''+Cე6”'; 4) »=CX+C:6 2 
§ 

49.14. 1) /=C)+C-C''; 2) X7=CI)+Cც6”'”; 3) 7=C|6''+C:6“"; 4) „=C)6 3 + 
ჯ 3 -2 

+Cთი. 49.15. 1) »=(C)+CეX)6'; 2) 7=(C+C:X)6 >; 3) /=(C)+CX)6. ? ; 4) 
X»=(C+C+)0!“. 49.16. 1) X=CIC05X+Cე51იX; 2) /=C)C057X+Cე5!ი7X; 3) 

X»=C)C605 > X+Cა:5)ი 2 +4)/=თ6ი50,8X+C,§სნი0,8>. 49.17. 1) X/=6“(C)C0§2X+ 

+C551)9ი2X); 2) /=6 (C(C)C05§2X+Cე51ი2X); 3) X=6 '”(C)C051,5X+C55!ი1,5X); 4) 

5, 
X”/=რ! (C. 605 3 X+6)510 3. 49.18. 1) /=C)+C:C+Cც6“; 2) 7>=C,C'+Cე6'+ 
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+Cთ6“'; 3) 7„=C|I+(C+CაX)C"; 4) »”=C|6”+(C:+C)X)6C.49.19. 1) ”=C6“'+6"X 
X (C.00§ +/3 X+Cვ51ი V3 X); 2) ”7=C)C+C50052X+C35)ი2X; 3) 7=C(C+C:X+ 

+CX); 4) /=თC(C.+CX)+CეC“. 49.20.1) 1)=(C)+C:X)ი“++(C+C»)C“; 2) 
X=CთC'+Cთ6“+C6”+Cა6“; 3) X72=C)C +C:6'+C3C052X+Cყ51ი2X; 4) /=(C,+ 
+CX)ი'+(C+C»ა)რ”. 49.21. 1) 7=4თ'+იV; 2) 7=1; 3) V#=(7-3X)რ”?; 4) 
ჯ»=20“”(1-2%); 5) 7=C0§2X+51)ი2X; 6) /=C '(C0§2X+51ი2X»). 49.22. 1) ჯ=1+ლ00%ჯ; 

2) 7=Cთ; 3) ჯ7=რ"+ლ0%X-2; 4) X7=51ი2X. 49.23. I) 7=C,C“-+C6M-I; 2) 
»=(C)+C.X)6"-2; 3) /=C)6”'+Cე6+X+1; 4) 7;=C)00§2X+Cე51ი2X+X-2. 49.24. 
11»X=C,C+Cე6'-3(X2+X+1,5); 2) X=6“(C,00§X+C5510ი%)+-2X”-1; 3) /=(C,+ 

5.11 
+თიეიი+ ++. ; 4) 7X=C)C052X+C051ი2X+X -2X+1. 49.25. 1) »= 

2 >ჯ 
=C)+C6'”-2X:2)/7=C)+C:6''“+2X;3) /=C)+CეC + =-ჯ ; 4ე)7=C)+C:67 – 

#) 2 

-X>-98X; 5) X-Cთ+C0-+2=-95--2- C: 6) X/=C)+C:6++0-X, 49.26. I) 

1 X X 1 
=C)6+C:6M+ – ი%; 2)/=C)C'+| C; –= | «"; 3)7/=(C+თX9)C6”+| –– – –– »=C)6 +CX +<6 )/=C, ( 2 “I )X=(CI+C2X)6 IC“ 32)“ 

X6“"; 4) 7=C,6"+Cე6“'+XC.49.27.1)7=C)6 "+C6”-4,5:X6C %; 2)/=CIX+Cთ6 “+ 
2 

+ 5--| თ; 3) /=(CI+C,ი0C “+4X7C”"; 4) ჯ=(C+CX+X )C, 49.28. 1) 

=C2+CთC%+ §IIX+ > C05X; 2) /7=C(CIC05X+Cე510X)+§1იX-C05X; 3) /= 

=C+Cღ602+ “+ ყი” 21 ით; 4) »„=C,C'+CეC”'+(0,1X-0,12)X 
50 20 10 50 

X005X-(0,3X+0,34)§1იX.49.29.1) ”/=C)+Cც:C = (§1MX+005X)C';2)X7X=C ,+C6 “+ 

+ - (65IMX-2009X)6რ”; 3) X=CI§I0X+C5605X+XC05X+X251იX; 4) XC=CI)C0§X+ 

+C25§510X+ + X510X. 49.30. 1) X=C)C+C256 '+XC +22+2;2)/=Cთ+C64- = წევ, 

- (> + 21 6 ':3)7=(C)C05X+C5:91MX)6 ”+XC"+6'':4)7;=(C)C052X+C55102X)6 + 

3 
+6 '-40052X+51ი2X. 49.31. 1) 7/= C +CX+CX? + 2 თ"; 2) 7=C,6"+ 
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I 

+ (თ – 3 2 M"+C00ა§3X+CV5!ი3X; 3) 7=C)+(C+Cი)C +X"+4X+ =. თ"; 4) ჯ= 

4 

=C,+CX+CX +CV005X+C59)იX+ 2-9" 49.32. 1) /=2X6"-§იხX;2) »=C"(0,1 6X 

+ 4X (> 
  X60§53X+0,28§1ი30)+X“+2,2X+0,84; 3)/-0052X+ + (51იX+519ი-2X); 4) /= 

1 2 

«ე--ლ-+> . 49.33. 1) /=4-36'+დ'?"; 2) ჯ=6”-C++X?; 3) ჯ=6+X; 4)/= 

=2ჯC". 

§50 
2 4 1 

50.1. §=§5ე+M/+ --– , 50.2, §=0-2/+/. 50.3, §= «-+C 421371. 50.4, 
2 I2 2 3. 12 

2 

დღით, 50.5. /=#0+100/-490,5/?, I=0,1 წმ. 50.6. /=«“(ი0§X+25I). 50.7. 

#=2,5C"-0,50”, 50.8. 10 წმ, 50L"2 მ. 5ი8.5-წით, თ) 50.10. 
(/! 

X=C)005CI+Cა51ი იჯ. 50.11. §=ჩი05/ჩ!. 

§51 

1 11 1 23 1 11 
51.1. 1) 2: 2) 1§ 3) 3: 4) 81“ 51.2. 1) 3: 2) 1§: 

51.3.1) არა; 2) არა; 3) არა; 4) კი; 5) არა; 6) არა. 51.4. 1) კი; 

2)არა; 3) კი; 4) არა; 5) არა; 6) კი. 51.5. I) განშლადია; 2) გა- 

ნშლადია; 3) კრებადია; 4) კრებადია. 51.6. 1) კრებადია; 2) კრება- 
დია; 3) კრებადია; 4) განშლადია. 51.7. 1) კრებადია; 2) კრებადია; 
3) განშლადია; 4) კრებადია. 51.8. )) კრებადია, 2) კრებადია; 
3) კრებადია; 4) კრებადია. 51.9. 1) განშლადია; 2) კრებადია; 13)გა- 
ნშლადია; 4) კრებადია. 51.10. 1) კრებადია; 2) განშლადია; 3) კრე- 
ბადია; 4) კრებადია. 51.11. 1) განშლადია; 2) კრებადია; 3) კრება- 
დია; 4) განშლადია. 51.12. 1) კრებადია; 2) განშლადია; 3) კრება- 

დია; 4) განშლადია. 51.13. 1) განშლადია; 2) კრებადია; 3) კრება- 
დია; 4) კრებადია. 51.14. 1) განშლადია; 2) განშლადია; 3) კრება- 
დია; 4) კრებადია. 51.15. 1) კრებადია; 2) განშლადია; 3) კრებადია; 
4) განშლადია. 51.16. 1) პირობით კრებადია; 2) პირობით კრება- 
დია; 3) განშლადია; 4) განშლადია. 51.17. 1) განშლადია; 2) აბსო- 
ლუტურად კრებადია; 3) პირობით კრებადია; 4) აბსოლუტურად 
კრებადია. 51,19. 1) პირობით კრებადია; 2) აბსოლუტურად კრება- 
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1 
3) 7,5; 4) –. ) ) 2



დია; პ) პირობით კრებადია; 4) აბსოლუტურად კრებადია; 5) პი- 
რობით კრებადია; 6) აბსოლუტურად კრებადია. 

852 
52.1. #=1, L-I:1IL 2) #=1, (-1:11; 3) #=1, 1-1:I1; 4) #=3,  1-3;3L. 
52.2. 1) #=1, 1-L:1I; 2) #=2, 1-2:2(; 3) #=1, 1-1:11; 4) #=1, (L-1:I1. 

  

  

    

52.3.1)/1=1, 1-I;1), 2) #=0; 3) ##=2, 1-2:26 4)ჩ=+, |=: 1. 52.4.1) 1-1;1LC, 

1 „1.1 . 313. ით .,ა LI. : ხ-ე?! 2-1 > XI-2ი0; 3) 13:36 _ 4 ნს 0ააბიძაიტი 

16 5 
; 6))-1,1ნ-–––= Iი2; 3)Iი= ; 51:22 -– 1 ა) 6)1- ხი ლი . 52.5. 1(ი2++-), 2) I02; 3)I0 > 

თ დ 2წჯ” თ (IV <2ჩ 2 

406.52.6.ყ) 2: + > )-C+Cნ2) 2. --> 1-C:+C(: 3) დ( 1)” 5» 

” ი=0 ”! ი=0. (27)! 

= (–1)”! ჯ“-2 (– ა. 4ი 

1-=;+თ(4) LC »” 1 C+C52.7.1) 3:%- 2“  1-დ:+C 
2 (2-1)! იმ 

თ ბი. 6” 

»-) 2:5- 8. 4, – I”, (0;2); 2) ლი ა I. 1-1;1L.52.8.1) ან ) 
ო=! 

0;2); 3) = ა თ-2 ,1-4;9L 4) > (- (X+2)”, 1-3:-1C 
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4ძი-ა 

8,ხ -ბე 

C, C – ცე 
ნ,ძ – დე 

L0-–-ე 

# / –ეფ 
თ, § “ უე 

M, სჩ – ჰაშ 

I-ი 

V,/) –ჟი 

ML – კა 

L,! – ელ 

M, ” – ემ 

#ტ, თ – ალფა 

8, # – ბეტა 
LL" 7» – გამა 

ტ, 2 – დელტა 

CC, 6 – ეფსილონ 

2, – – ძეტა 
MI, ფუ – ეტა 
0, 9 – თეტა 

1, | – იოტა 

#, C – კაპა 

#, 4 – ლამბდა 

M, / – მიუ 

ლათინური ანბანი 

ბერძნული ანბანი 
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M,,ო – ენ 

0,0 – ო 

ჩდ - პე 

0, 4 – ქუ 

ს” –ერ 

5,§ – ეს 

11, – ტე 
V,V – უ 
V,V –ვ 

#, # – დუბლ-ვე 
X, X – იქს 

#, ”» – იგრეკ 
27, 2 – ზეტ 

M, V – ნიუ 

=, 8 – ქსი 

0, 9 – ომიკრონი 

II, >» – პი 

ჩ, 0 – რო 

>, თ – სიგმა 

1, 1 – ტაუ 

დ, ი – ფი 

X, ჯ – ხი 

წს - იფსილონ 

V/,, V – ფსი 

C0, თ – ომეგა
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სიმრაელე. მოქმედებები სიმრავლეებ'სე. ლოგიკის 

  სიმბოლოები 

ნამდვილი რიცხვები. რიცხეითი ღერძი. რიცხეთა 
  ფუალედები 

ნამდვილი რიცხეის მოდული (აბსოლუტური სი- 

ლეველებლეეებეეილეებლელლ:იწძწძშმძიიე 

სიმრავლეთა ეკვივალენტობა. სასრელი და 'ესას- 
რულო სიმრავლეები. თვლადი და არათელადი 
  სიმრავლეები 

რიცხეითი სიმრაელის სუსტი ზედა და ქვედა 
სასღვარი   
კოორდინატთა სისტემები 
კომპლექსური რიცხეები 

I თავი. წრფივი ალბებრის ელემენტები 

§I. მატრიცები და დეტერმინანტები ...--.......--აეიეიტელიოლირორთით 

§2. წრფიე განტოლებათა სისტემები 

MI თავი. ვექტორთა ალბებრის ელემენტები 

§I. 
82. 
§3. 

§4. 
§5. 
§6. 
§7. 

§8. 

ეექტორები 
წრფივი ოპერაციები ეექტორებშე ..-.-..-აააიარაიივუვოტოტთბთბ 

ვექტორის გეგმილი ღერძზე. დეკარტის 
მართკუთხა ბასისი   

ვექტორთა სკალარული ნამრავლი 
ეექტორთა ვექტორული ნამრავლი --ა-ააიაივეენივფოტლთირა 

სამი ვექტორის შერეული ნამრაელი ...-.აააააეიიორტოროთით 

ვექტორული და შერეული ნამრაელის გამოსახვა 
კოორდინტებით. სამი ვექტორის კომპლანარობის 

პირობა   
ქექტორების ზოგიერთი გამოყენება .-..... აა –აცითივოოთ-ი 

IV თავი. ფრფე და სიბრტყე 

§1. 
§2. 
§3. 
ჭ4. 
§5. 

წირისა და ზედაპირის განტოლებები 

წრფე სიბრტყეზე   
სიბრტყის განტოლებები 
  წრფე სიერცეში 

“სოგიერთი ამოცანა წრფესა და სიბრტყეზე 

სიერცეში   

V თავი. მეორე რიბის წირები და სედაპირები 

§I. 
§2. 
§3. 

ელიფსი 
  ჰიპერბოლა 

ელიფსისა და ჰიპერბოლის დირექტრისები 

469 

კა
 
ი
ს
 

14 
16 

27 

27 
39 

43 

43 
46 

49 

57 
59 

61 
62 

66 

66 
69 
77 
82 

86 
88 

89 
93



§4. 

§§. 

§6. 

  პარაბოლა 
მეორე რიგის წირები, როგორც კონუსური 

კვეთები 
მეორე რიგის ზედაპირები 

  

VI თავი. მიმდევრრებები 

§1, 
წ2. 
§3. 

§4. 

§5. 

ჭ6. 

მიმდეერობის ცნება 
მიმდევრობის ზღვარი 
ზოგიერთი თეორემა მიმდევრობის ზღერის 
შესახებ 
უსასრულოდ მცირე და უსასრულოდ დიდი 
მიმდევრობები 
მონოტონური მიმდევრობის კრებადობა. ზოგიერთი 
მნიშვნელოვანი ზღვარი 
ბოლცანო-ვაიერშტრასის თეორემა 

  

  

  

  

VII თავი. ფუნძცია და მისი ზღვარი 

§1. 

წ2. 

ყვ. 

ყ4. 
§5. 
86. 
§7. 

§8. 

ფუნქცია. განსაზღერის არე. მნიშენელობათა 

სიმრავლე. შექცეული ფუნქცია. ფუნქციის 
გრაფიკი 

ფუნქციის მოცემის ხერხები 
  

ზრდადი და კლებადი, შემოსაზღვრული და 
შემოუსაზღვრელი ფუნქციები .................>.:აიუოუეიოთტიტუიუეთოთაბთოთითაოთ 

ლუწი, კენტი და პერიოდული ფუნქციები 
ფუნქციის ზღვარი 
თეორემები ფუნქციის ზღერის შესახებ 
უსასრულოდ მცირე და უსასრულოდ დიდი 

ფუნქციები 
ორი შესანიშნავი ზღვარი 

  

  

VIII თავი. უწყვეტი ფუნქციები 

წ1, 
§2. 

§3. 
§4. 
§5. 

ფუნქციის უწყვეტობა წერტილში .................იიიუოუუტუთვუთტტიობთობოთ 

ფუნქციის წყვეტის წერტილები და მათი 
კლასიფიკაცია 

სეგმენტზე უწყვეტი ფუნქციის თვისებები 
ზოგიერთი ზღერის გამოთვლა ........-ეაა აა ტვტვოუტრებანემტგეტგიგაბიიი 
უსასრულოდ მცირე ფუნქციათა შედარება. 
09 და 0 სიმბოლოები 

  

IX თავი. წარმოებული და დიფერენციალი 

§1. 
§2. 
§3. 
§4. 

§5. 

(0) 0 6 1002 სეს ესეს ლეოლოუ»––>» - 
კავშირი წარმოებადობასა და უწყეეტობას შორის 
ჯამის, ნამრავლის და ფარდობის წარმოებული 

შექცეული ფუნქციის წარმოებული. შექცეული 
ტრიგონომეტრიული ფუნქციების წარმოებულები 
რთული ფუნქციის წარმოებული 
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§6. 

ზ7. 

§8. 
§9. 
§10. 

§11, 

§12. 

§13. 

814. 
§15. 

§16. 

უმარტივეს ელემენტარულ ფუნქციათა წარმო- 
ებულების ცხრილი 
ლოგარითმული ფუნქციის წარმოებული. ხარის- 
ხოვანმაჩვენებლიანი ფუნქციის წარმოებული 
ფუნქციის დიფერენციალი 
მაღალი რიგის წარმოებული ..........,.ა,აატოივივტნენტნმენრნინენნინანწინიეინ 

პარამეტრულად და არაცხადი სახით მოცემული 
ფუნქციის გაწარმოება 

მაღალი რიგის დიფერენციალები და მათი კავშირი 
წარმოებულებთან 
წარმოებულის შსოგიერთი გამოყენება გეომეტრიასა 
და მექანიკაში 
დიფერენციალური აღრიცხეის ძირითადი თეორე- 
მები 
განუსაზღვრელობათა გახსნა. ლოპიტალის წესი 
ტეილორის ფორმულა და მისი ზოგიერთი გამო- 

ყენება 
ფუნქციის გამოკვლევა წარმოებულის გამოყებით 

  

  

  

  

  

  

X თავი. მრავალი ცვლადის ფუნძციის დიფერენცია- 

XI 

ლური აღრიცხმა 

§1. 

§2. 

§3. 

§4. 
§5. 
§6. 

  

მრაეალი ცვლადის ფუნქცია, ზღეარი და 

უწყვეტობა 
პირველი რიგის კერშჰო წარმოებულები და 

დიფერენციალი 
რთული ფუნქციის წარმოებული და დიფერენ- 
ციალი 
მაღალი რიგის კერძო წარმოებულები 
ზედაპირის მხები სიბრტყე და ჩორმალი 
ორი ცვლადის ფუნქციის ექსტრემემი ......-....... 

  

  

  

თავი. ბგანუსაღვრელი ინტებრალი 

ჭI. 

§2. 

§3. 
§4. 

§5. 
§6. 

§7. 
§8. 
§9. 

პირეანდელი ფუნქცია. განუსაზღვრელი ინტეგ- 
რალი 
განუსაზღვრელი ინტეგრალის ძირითადი თეი- 
სებები 
ძირითად განუსასღერელ ინტეგრალთა ცხრილი ..... 
ზოგიერთი მაგალითი განუსაზღვრელი ინტეგრალის 
გამოთვლაზე 
ცვლადის გარდაქმნის ხერხი ....-..ააყოივტვღატუუბონუბბარირტთთთ 
კეადრატული სამწეერის შემცველი ზოგიერთი 
ინტეგრალი 
ნაწილობითი ინტეგრება ...-.-ა–––ააი 
რაციონალური ფუნქციის ინტეგრება 

ზოგიერთი ირაციონალური ფუნქციის ინტეგრება 

  

  

  

  

  

§10. ზოგიერთი ტრანსცენდენტული ფუნქციის 
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ინტეგრება 

XII თავი. ბანსაზღვრული ინტებრალი 

§I. 
§2. 
ჭ3, 

ჭ4. 
85. 

§6. 

§7. 
§8. 

§9. 

მრუდწირული ტრაპეცია და მისი ფართობი 
განსაზღერული ინტეგრალის ცნება 
განსაზღვრული ინტეგრალის გეომეტრიული 
ეეილო–ულლვვ___.---ეუუ„უა' 
ცვლადის გარდაქმნა განსასღვრულ ინტეგრალში 
ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულა განსაზსღე- 
რული ინტეგრალისათვის ...............-.:::::ნონტემნენენინმომეინრეინრგინინინურიემიმ 

ლუწი, კენტი და პერიოდული ფუნქციის 
ინტეგრება 
არასაკუთრიეი ინტეგრალები 
განსასღვრული ინტეგრალის გამოყენება 
გეომეტრიაში 
განსასღვრული ინტეგრალის გამოყენება ფიზიკაში 

  

  

XII თავი. დიფერენციალური ბანტოლებები 

§1. 

§2. 
§3. 
§4. 

§5. 

§6. 
§7. 

§8. 
§9. 

§10. 
§11. 

ამოცანები, რომელთაც მივყავართ დიფერენცია- 
ლური განტოლების ცნებამდე 
ძირითადი ცნებები   
პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლება 

დიფერენციალური განტოლება განცალებული 
ცვლადებით 
დიფერენციალური განტოლება განცალებადი 

ცვლადებით 
ერთგვაროეაჩი დიფერენციალური განტოლება 
პირეელი რიგის წრფიეი დიფერენციალური 
განტოლება 
ბერნულის განტოლება 
განტოლება სრულ დიფერენციალებში 

მაღალი რიგის დიფერენციალური განტოლებები 
განტოლებები, რომლებიც ამოიხსნებიან რიგის 

დაწევით 

  

  

  

§1)2. წრფივი ერთგვაროვანი და არაერთგვაროვანი განტო- 
  ლებები 

§13. წრფივი მუდმივკოეფიციენტებიანი განტოლებები 

XIV” თავი. რიცხვთა მწკრივი 

§1. 

§2. 

§3, 

§4. 

ნამდვილ რიცხეთა მწკრივი. კრებადობა და 
განშლადობა   
მწკრივის კრებადობის აუცილებელი პირობა. 
კრებადი მწკრივის ძირითადი თვისებები ........აააატეტიითა 
დადებითი მწკრივები. კრებადობის აუცილებელი და 
საკმარისი პირობა. მწკრივთა შედარების ნიშნები 
დადებით მწკრივთა კრებადობის კო”მისა და 
დალამბერის ნიშნები 
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§5. 

§6. 

§7. 
§8, 

დადებით მწკრივთა კრებადობის კოშის ინტეგრა- 
ლური ნიშანი 
ნიშანმონაცელეობითი მწკრივი. ლეიბნიცის 
თეორემა 

აბსოლუტურად და პირობით კრებადი მწერივები 
პირობით და აბსოლუტურად კრებად მწკრიეთა 
თვისებები 

  

  

XV თავი. ხარისხოვანი მწკრივები 

§I. 

§2. 

§3. 
§4. 

ხარისხოვანი მწკრიეის კრებადობის ინტერვალი და 
კრებადობის რადიუსი 
ხარისსოვანი მწკრივის კრებადობის რადიუსის 
გამოთელა 
ხარისხოვანი მწკრივების სოგიერთი თეისება 
ფუნქციის გაშლა ხარისხოვან მწკრივად. 
ტეილორისა და მაკლორენის მწკრივი და მათი 
გამოყენება 

  

  

ამოცანათა პრებული 
წრფივი ალბებრისა და ანალიზური გეომეტრიის 
ელემენტები 

§L 

წ2. 

§3. 
§4. 
§5. 
§6. 
§7. 

§8. 
89, 

§10. 
§II. 
§12. 
§13. 
§I4. 
§15. 
§16. 
§17. 
§18. 

სიმრავლეთა თეორიისა და მათემატიკური ლოგიკის 

ელემენტები 
მოქმედებანი ერთწევრებზე და მრავალწევრებზე. 

მრავალწეერის მამრავლებად დაშლა 

კოორდინატთა სისტემები 

კომპლექსური რიცხვები ........-.....>..:../ი-ტუტირინინიტანრნტივლერგეუ ი ტუიტტლიიი 

მატრიცები და დეტერმინანტები 

წრფივ განტოლებათა სისტემები ...... აა აიიოოლლირთოლოთი 

წრფივი ოპერაციები ეექტორებზე. ეექტორის 

გეგმილი ღერძზე. ვექტორის კოორდინატები 

ეექტორთა სკალარული ნამრავლი .........--აააოველანროითბლი 

ვექტორთა ეექტორული ნამრავლი. სამი ეექტორის 

შერეული ნამრავლი 

ვექტორების ზოგიერთი გამოყენება 

წრფე სიბრტყეზე 
სიბრტყე 

წრფე სივრცეში. წრფე და სიბრტყე 
წრეწირი 
ელიფსი 
ჰიპერბოლა 
პარაბოლა 
მეორე რიგის ზედაპირები 

  

  

  

  

  

ერთი ცვლადის ფუნძციის დიფერენციალური 

473 

288 

289 

29! 

292 

294 

294 

296 
297 

305 
307 

31! 
315 

316 
13)1)8 

32! 
323 
324 
328 
330 
333 
334 

339 
340



აღრიცხვა 

§I19, 
§20. 
§21. 
წ22. 
§23. 
§24. 

§25. 

§26. 

§27. 
§28. 

§29. 

§30. 

მიმდეერობა და მისი სღეარი 

ფუნქცია 
ფუნქციის სღვარი 

ფუნქციის უწყვეტობა 
წარმოებული და დიფერენციალი 
მაღალი რიგის წარმოებული და დიფერენ- 
ციალი 
პარამეტრული და არაცხადი სახით მოცემული 
ფუნქციის წარმოებული   
წარმოებულის სოგიერთი გამოყენება გეომეტ- 
რიასა და მექანიკაში 
ლოპიტალის წესი   
ფუნქციის სრჯუადობა და კლებადობა, ექსტრე- 
მუმი, უდიდესი და უმცირესი მნიშენჩელობა 
ფუნქციის ამოსნექილობა და ჩასნექილობა, 
გადაღუნვის წერტილი, ასიმპტოტები 
ფუნქციის გრაფიკის აგება 

მრავალი ცვლალშის ფუნქციის დიფერენციალური 
აღრიცხვა 

§3I. 

§22. 

§33. 
§34, 
§35. 

მრავალი ცელადის ფუნქციის სღვარი და 

უწყვეტობა 
პირველი რიგის კერძო წარმოებულები და 
დიფერენციალი. რთული ფუნქციის წარმოე- 

ბული და დიფერენციალი 
მაღალი რიგის კერძო წარმოებულები 
სედაპირის მხები სიბრტყე და ნორმალი 
ორი ცელადის ფუნქციის ექსტრემუმი 

გბანუსასღვრელი ინტებრალები 

§36. 
§37. 
§38. 
§39. 

§40. 
§41. 

§42. 

უშუალო ინტეგრება 
  ჩასმის ხერხი 

ნაწილობითი ინტეგრების ხერხი 
კვადრატული სამწევრის შემცველი სოგიერთი 

  ინტეგრალები 
რაციონალური ფუნქციის ინტეგრება 
სოგიერთი ირაციონალური ფუნქციის 
ინტეგრება   
სოგიერთი ტრანსცენდენტული ფუნქციის 
ინტეგრება 

ბანსაზღვრული ინტებრალი და მისი ხზობიერთი 
გამომჭენება 

§43. 
§44. 
§45. 

განსასღვრილი ინტეგრალის გამოთვლა 
არასაკუთრივი ინტეგრალები .....აააააატატეტეტტტუტეტტუტოროტუროოტუნოობი 
განსასღვრული ინტეგრალის გამოყენება 

474 

343 
346 
349 
354 
356 

360 

361 

363 
365 

367 

37! 
37! 

372 

375 
378 
380 
380 

382 
384 
386 

387 
388 

390 

391 

392 

395



§46. 
გეომეტრიაში 
  

განსასღვრუეული ინტეგრალის გამოყენება 
ფიზიკაში 

დიფერენციალური ბანტოლებები 

§47. 

§48. 

§49. 
§50. 

პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლე- 
ბები 
ამოცანები პირველი რიგის დიფერენციალური 
ილ 7) ნაი) ეეე ეს ი ე, ე ვულძ6ძ6“ძ“ძ”“ძ”ძ“ძ”ძ”ძ”ძ”/წ”/წ“””„,ს'!'ს,,,.” 
მაღალი რიგის დიფერენციალური განტოლებები 
ამოცანები მაღალი რიგის დიფერენციალური 
განტოლების გამოყენებაზე 

  

მVკრივები 

§5I. 
§52. 
  რიცხვთა მწკრივები 

ხარისხოვანი მწკრივები 

პასუხები 

ლათინური და ბერძნული ანბანი 

475 

396 

399 

401 

406 
409 

412 

415 

47 

419 

467
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