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1 თავი 

მიახლოეგითი გამოთვლები 

§ 1. სიდიდის ზუხტი და მიახლოებითი მნიშპნელობანი 

არითმეტიკიდან ვიცით, რომ სიგრძის, წონის. ტემპერატურის, ფართობის, 

გოცულობისა და სხვა სიდიდეების გაზომვა იძლევა მხოლოდ მიახლოებით რიცხ– 
ვებს. მაგრამ, თუ ლაპარაკია კლასში მოსწავლეთა რაოდენობაზე, წიგნში გვე“- 

დების რაოდენობაზე, მუშის თვიურ ხელფასზე, აქ ყოველთვის ზუსტ რიცხვებ- 

თან გვაქეს საქმე. 
ყოველგვარი გაზომვა, რომელსაც ვაწარმ-ებთ პრაქტიკაში, ხდება განსა– 

ზღვრული სიზუსტით, ეს დამოკიდებულია იმაზე, თუ რას ეზომავთ, რითი ვზო” 

მავთ და რისთვის ვზომავთ. 

მაგალითად, როდესაც იზომება მანძილი რკინიგზის ორ # და 8 სად- 

გურს შორის კილომეტრობით, მაშინ საკმარისია დავიცვათ სიზუსტე ათეულ 

?ეტრამდე. მაგრამ, თუ ვზომავთ ფეხბურთის ან კალათბურთის მოედნის სიგრ– 

ძეს და სიგანეს, მაშინ სიზუსტე 1 დმ-მდე მაინც უნდა დავიცვათ, ხოლო, თუ 

ვზომავთ საკლასო დაფის ან ფანჯრის მინის სიგრძეს ან სიგანეს, მაშინ სიზუსტე 

1 სმ-მდე მაინც უნდა ავიღოთ და ა. მშ. 

როგორც ვხედავთ, სხვადასხვა სახის სიდიდეთა გაზოშვა-გამოანგარიშები- 

სას მიღებული შედეგები ზოგჯერ აბსოლუტურად ზუსტია, ხშირ შემთხვე– 
ქაში კი ––მიახლოებითი. 

§ 9. ათწილადები და ნიშნადლი ციფრები 

ვთქვათ, რაიმე მონაკვეთის სიგრძის შეუიარაღებელი თეალით გაზოშვი- 

სას მივიღეთ 18,7 სმ, ხოლო შეიარაღებული თეალით გაზომვისას 18,735. ცხა- 
დია, მეორე გაზომვისას მიღებული შედეგი უფრო ზუსტია, ვიდრე პირველი, 
როგორც ვხედავთ, პირველი შედეგი ერთ ათობით ნიშანს შეიცავს, ხოლო მეო– 

რე –– სამ ათობით ნიშანს. 

მიახლოებითი რიცხეი .მით უფრო ზუსტია, რაც უფრო მეტ ათობით ნიშანს 

შეიცაეს. მაგალითად, 2,7,2,71, 2,718. 2,7182, 2,71828 რიცხვებიდან ყველაზე 

ზუსტია 2,71828. 

1,2....? ფიფრებს ნიშნადღი ციფრები ეწოდება. ნულიც ნიშნად ციფრად 
ჩაითვლება, თუ ის მოთავსებულია ნიშნადი ციფრების მარჯვნივ და არ უჭირავს 

უკუგდებული ციფრის ადგილი. მაგალითად, 3,1 შეიცავს ორ ნიშნად ციფრს, 
0,201-სამ ნიშნად ციფრს, 0,02030 –– ოთხ ნიშნად ციფრს და ა. შ.



ამრიგად, მიახლოებით რაცხვში ნიშნადი ციფრი ეწოდება ყველა ციფრს, 

რომელიც მოთავსებულია პირველი ნულისაგან განსხეავებული ციფრის მარჯ– 
ვნივ, ამ ციფრის ჩათვლით. 

§ მ. ხანდო ღა ხაეპვო ციფრები მიასლოებით რიძხვებჭში 

მიახლოებით გამრთყლებში დიდი მნიშვნელობა აქვს რიცხვებმი სანდო 
და საეჭვო ციფრების დადგენას. 

განვეხილოთ, რომელიმე ზუსტი რიცხვი 5,76543 და ვიპი ვოთ ამ რიცხვის 

მიახლოებითი მნეშვნელობანი სიზუსტით 0,1-მდე, 0,01-მდე, 0,001-მდე დაა. შ. 

დოდღოებითი რიცხვების დამრგვალების წესის გამოყენებით შეგვიძლია დავ- 
ეროთ: 

5,7=5,76543<=5,8; 
5,76<5,76543<:5,77; 

§5,765<5,76543<5,766; 
5,7654<5,76543<5,7655. 

ლროოგორც ვხედავთ, მარცხენა სვეტის თითოეული რიცხვი ნაკლებია მოცე- 

მულ ზუსტ რიცხვზე –– 5,76541და წარმოადგენს მის მიახლოებას ნაკლებობით 

ანუ ე. წ. დანაკლისით. ხოლო მარჯვენა სვეტის თითოეული რიცხვი მეტია მო- 
ცემულ ზუსტ რიცხვზე და წარმოადგენს მის მიახლოებას ნამეტით ანუ მე- 
ტობით. 

რიცხვის ნაკლებობით აღებულ მიახლოებით მნიშვნელობას ეწოდება ზუ- 

სტი რიცხვის ქვედ» საზღვარი, ხოლო ნამეტით აღებულ მიახლოებით მნიშვნე- 
ლობას ზედა საზღვარი. 

თუ დავაკვირდებით ცხრილს,შევამჩნეეთ, რომ პირველ სტრიქონში ერთმ»– 

ნეთს ემთხვევა» მიახლოებითი რიცხვების და ზუსტი რიცხეის მთელი ნაწილები, 
ე. ი, 5: 5 და 5, ერთმანეთისაგან განსხვავდება ამ რიცხვების მეათედები, მეო– 

რე სტრიქონში ერთმანეთს ემთხვევა მთელები და მეათედები, ხოლო განსხ- 
ვავდებიან მეასედები. მუსამე სტრიქონში ერთმანეთს ემთხვევა როგორი) მთე–- 
ლები, ისე მეათედები და მეასედებიც. ერთმანეთესაგან განსხვავდება მხოლოდ 
მეათასედები და ა. შ. ეს იმას ნიშნავს, რომ თითოეულ შემთხვევაში რიცხვის 
იმ მიახლოებით მნიშენელობათა ციფრებია სანდო, რომლებიც) ემთხვევა ზუსტი 
რიცხვის ციფრებს, ხოლო დანარჩენი ციფრები საეჭვოა. 

სავარჯიშო 

ა) იპოვეთ 3,64541 და 7,63258 ზუსტ რიცხვთა მიახლოებითი მნიშვნელო– 

ბები სიზუსტით 0,1-მდე, 0,01-მდე, 0,001-მდე, 0,0001-მდე და ამოწერეთ ამ 
მნიშვნელობათა სანდო ციფრები. 

ბ) იპოვეთ 5,43263 და 6,56432 ზუსტი რიცხვების მიახლოებითი მნიშვნე- 
ლობები სიზუსტით 0,!; 0,01; 0,001; 0,0ეე1-მდე და განსაზღვრეთ ამ მნიშვ– 
ნელობათა ქვედა და ზედა საზღვრები, 

§ 4. რიცსვთა დამრგმალების წესი 

როგორც ვიცით, წრეწირის სიგრძის შეფარდება თავის დიამეტრთან გამოი- 
სახება უსასრულო არაპერიოდული ათწილადით: 

ჩX = 3,14159252,..



1 

100 
  პრაქტიკაში » რიცხვის მნიშვნელობა მიღებულია -ის სიზუსტით, 

„ ი. #-221,14, 

ე წელიწადში არის 365, 242199... დღე-ღამე, პრაქტიკულად იზმარება 365 

დღე-ღაზე. 
ხშირად, პრაქტიკული თვალსაზრისით, მიზანშეწონილია მოცემული რიცხვი 

შეიცვალოს სხვა ისეთი რიცხვით ,რომელიც მოცემულ რიცხვთან ახლოსაა; 
ამასთან, ადვილია როგორც ჩასაწერად, ისე წარმოსათქმელადაც. რიცხვის ასეთ 

შეცვლას რიცხვის დამრგვალება ეწოდება, 

მაგალითად, თუ 76,6534 -ის ნაცვლად ავიღებთ 76,653-ს, მაშინ მოცე- 

1 -მდე. აქ დამრგვა–- 
1000 

ლება შესრულებულია ნაკლებობით. თუ მოცემული რიცხვის მაგივრად ავი- 

  მული რიცხვი დამრგვალებული იქნება სიზუსტით 

ღებთ 76,7-ს, დამრგვალება შესრულებული იქნება > -მდე სიზუსტით, 

ამასთან მეტობით, 

რიცხვის დამრგვალებას საერთოდ ვაწარმოებთ შემდეგი წესით:, 

თუ პირველი უკუგდებული ციფრი §-ის ტოლია ან 5-ზე მეტია, მაგრამ მომ- 

დევნო ციფრებიდან ზოგიერთი მაინც განსხვავდება 0-საგან, მაშინ ბოლო და- 

ტოვებულ ციფრს ერთი ერთეულით ვადიდებთ. თუ უკუგდებული პირველი 
ციფრი 6-ის ტოლია, ხოლო შემდეგი ციფრები ნულებია, მაშინ ბოლო დატო- 

ვებულ ციფრს არ ვცვლით, თუ ის ლოწია, ხოლო ვადიღებთ ერთი ერთეულით, 

თუ ის კენტია. 

მაგალითე ბი: 1) 368154 2; 368350=3,6835 . 10" 

368400=3,684. 105 

368000=3,68. 10' 

370000=3,77 101, 

2) 6,76504-– 6,765C 

6,765 

6,77 

6,8 

§ 5. აბსოლუტური ცდოვილებგა და მისი საზღვარი 

ვთქვათ, ც რიცხვი რომელიმე სიდიდის მიახლოებითი მნიშვნელობაა, ხო- 

ლო 4 მისი ზუსტი მნიშვნელობა, 

განსაზღვრა 1. სიდიდის ზუსტ # ღა მიახლოებით 0 მნიშვნელო- 
ბათა შორის სხვაობის I4–იძ)აბბსოლუტურ მნიშვნელობას # რიცხვის აბსოლუ- 

ტური ცდომილება ეწოდება. 

თ რიცხეის აბსსოლუტური ცდომილება აღინიშნება რ#ძი-თი. 

ამრიგად, 

#ტძი=| #–-ი|.



მაგალითად, თუ რიცხვს 3,25347 დავამრგვალებთ სამ ნიმნად ციფრამდე, 

მივიღებთ 3,25-ს. დაშვებული ცდომილება ტოლია: 

3,25347––<3,25=0,00347. 

ამ შემთხვევაში 

#ძთ = 0,00347, 
უმეტეს შემთხვევაში აბსსბოლუტურ ცდომილებას განსაზღვრავენ მიახლო- 

ებით. მაგალითად, თუ სხეულს ავწონით და მივიღებთ 500 გრამს ან მონაკვეთს 
გავზომავთ სანტიმეტრებიანი სახაზავით და მივიღებთ 17 სმ-ს, ამ შემთჩხვევებ- 
ში ჩვენ ვერ ეიტყვკით, რას უღრის აბსოლუტური ცდომილებები, რადგან არ 
ვიცით, რას უდრის სხეულის ზუსტი წონა ან მონაკვეთის ზუსტი სიგრძე, 

მაგრამ ჩვენ შეგვიძლია ვთქვათ, აბსოლუტური ცდომილება არ აღემატება პირ– 

ველ მაგალითში 1-გრამს, მეორეში –– 4-სმ-ს. 

აბსოლუტური ცდომილების დაუდგენლობის გამო მისი შემოღება არაა 

პრაქტიკული,მაგრამ ამა თუ იმ გაზომკის დროს შეგვიძლია წარმოდგენა ვიქ. ნიოთ იმ 

რიცხეზე, რომელსაც არ აღემატება აბსოლუტური ცდომილება, ასეთ რიცხვს 
ზღვრული აბსოლუტური ცდომილება ეწოდება. 

განსაზღვრა 2. ზღვრული აბსოლუტური ცდომილება ეწოდება იმ 

რიცხვს, რომელსაც არ აღემატება მიახლოებითი რიცხვის აბსოლუტური ცდო– 

მილება. 

ზღვრულ აბსოლუტურ ცდომილებას აღნიშნავე§ თ-თი, 

ადვილი შესამჩნევია, რომ განხილულ #ი <> (1) მაგალითებში ერთ შემ- 

თხვევაში თ=1 გრ, მეორე შემთხვევაში თ == - სმ-ს. 

01)-დან გვაქვს 
I4-–თI< თ, 

საიდანაც 

–_თძ<4-იდთ. 

ი-თ<4<0-+თ. (2 

(2) უტოლობა შეიძლება ჩავწეროთ შემდეგნაირად: 

4 2 0თ(+თ). (2) 

(3) ტოლობა ნიშნავს: 4 ეტოლება ი-ს ცდომილებით, რომელიც, როგორც 

მეტობით, ისე ნაკლებობით, არ აღემატება თ-ს. ანუ 4270, თ ცდომილე- 

ბით. 
თუ ცნობილია 4-ს ზედა /M და ქვედა > საზღვრები, მაშინ მის მიახლოებით 

მ5იშენელობად მივიღებთ ამ საზღვრების საშუალო არითმეტიკულს, ე ი. 

=M#+# 
2 

ძი 

მასთან, ცხადია,



მაგალითად, ვთქვათ, რომელიმე Xჯ სიდიდე განისაზღვრება შემდეგნაირად: 

10,15<X%<:10,17. 

მაშინ ჯ-ის მიახლოებითი მნიშვნელობა იქნება 

0= 290951097 =10,16, 

ხოლო 10,16-ის ზღვრული ცდომილება თ განისაზღვრება ტოლობით: 

თ= 87-05 =0,01, 

ამიტომ 

X=10,16 ( +.-0,01). 

ვინაიდან პრაქტიკაში ყოველთვის საქმე გვაქვს არა აბსოლუტურ ცდომი- 
ლებასთან, არამედ ზღვრულ აბსოლუტურ ცდომილებასთან, ვიხმართ სიტყვას 
„აბსოლუტურ ცდომილებას“ და ვიგულისხმებთ ზღვრულ აბსოლუტურ ცდომი- 

ლებას, 

მაგალითად, თუ მხედველობაში არ ვიქონიებთ სიგრძის გაზომვისას + 

სმ-ს, სხეულის აწონისას 3 გრ-ს, კუთხის გაზომეისას 5”-ს, ტემპერატურის გა- 

ზომვისას 0,5-ს, დროის გაზომვისას 15 წამს, გვექნება აბსოლუტური ცდომი- 

ლებანი: 

– სმ, 3 გრ,5”, 0,59, 15 წამი. 

§. 4. ფარდობითი ცდრწილება 

თუ საჭირო ხდება ორი ან რამოდენიმე მიახლოებითი რიცხვის შედარება, 
მაშინ საკმარისი არაა აბსოლუტური ცდომილების ცოდნა. მაგალითად, ვთქვათ, 

მაგიდის სიგრძე არის 1,66 მ, აბსოლუტური ცდომილებით 0,02 მ, ზოლი 

მანძილი ორ დასახელებულ პუნქტს შორის--13,55 კმ, აბსოლუტური ცდომი 
ლებით 5 მ. თუ დაესვამთ კითხვას, ამ ორი გაზომვის შედეგებიდან რომელია 
უფრო ზუსტი, ცხადია, ამ კითხვაზე პასუხს ვერ მოგეცემს აბსოლუტური ცდო– 
მილების ცოდნა, 

ამ კითხვაზე პასუხს მივიღებთ, თუ მოვახდენთ აბსოლუტური ცდომილე– 

ბების შეფარდებას გაზომეის შედეგებთან. 

პირველ შემთხეევაში გვექნება: 

002მ 2სმ 1 
2-6 =“რ0=-. =0,01 
1,660 16600 81. ს 

მეორე შემთხვევაში, 

5მ 5მ 
_–-=-–--C=0,0014. 
3,55კი 3550 მ ' 

როგორც ვხედავთ, მეორე გაზომვის შედეგი გაცილებით უფრო ზუსტია, 
ვიდრე პირველი, რაც ერთი შეხედვით არ ჩანდა. 
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ამ მიზეზის გამო საჭირო ხდება შემოვიღოთ ()დომილების დამახასიათე– 
ბლად ე- წ. ფარდობითი ცდომილება. 

განსაზღვრა. # სიდიდის მიახლოებითი ი რიცხვის ფარდობითი 
ცდომილება ეწოდება ი-ს აბსოლუტური ცდომილების შეფარდებახ თვით ძ 
რიცხვთან. 

თუ ფარდობით ცდომილებას 6-თი აღვნიშნავთ, მაშინ შეგვიძლია დავწე- 

როთ: 

ზკ= ტი 

პრაქტიკაში ფარდობითი ცდომილება პროცენტობით გამოისახება. 

მაგალითი 1. #=20(+1); 

მაშინ 
1 

8= -- =0,05=5 · 

20 %# 

მაგალითი 2. 4=25(-+3); 

ვ 
=–-=0,12=12%. 

25 % 

მა გალითი 3. ტვირთი 5 გრ. სიზუსტით აწონეს და მიიღეს 3,4 კგ. 

გავიგოთ ფარდობითი ცდომილება. 

=- 5? >0,0014=0,14%. 
3400 

სავარჯიშო 

1, იპოვეთ აბსოლუტური ცდომილება Xჯ რიცხვისა, მის მიახლოებით 
მნიშვნელობად ჩავთვლით 3,14-ს, ხოლო უფრო ზუსტ მნიშვნელობად 3,1415-ს. 

2, იპოვეთ ფარდობითი ცდომილება, თუ: 

ა) 4=5( +0,1); ბ) 4=15(+0,05). 

ქ. იპოვეთ 6 რიცხვის ფარდობითი ცდომილება, თუ 6-ს მიახლოებით მნი– 
შვნელობად მივიღებთ 2,718-ს, ხოლო მის ზუსტ მნიშვნელობად 2,71828-ს. 

6 7, აახოლუტური და ფარდობითი ცდომილების დამოკიდებულება 

მიასლოებითი რიცხვის სანდო ციფრების რიცხვზე 

ვთქვათ, ლითონის ნაჭერი ლაბორატორიული სასწორით აწონა სამმა მოს- 
წავლემ. მასთან, ერთმა მიიღო 168,58 გრამი, მეორემ–-168,73 გრ. და მე– 
სამემ–-168,67 გრ, რკინის ნაჭრის წონად, ბუნებრივია, უნდა მივიღოთ წონის 
მიღებულ მნიშვნელობათა საშუალო არითმეტიკული: 

168,58 გრ + 168,73 გრ-+-168,67 გრ=505,98. გრ. 

§05,96 გრ : 3=168,66 გრ. 
მივიღებთ რა რკინის ნაჭრის ზუსტ წონად 168,66 გრ-ს. ვეპოეით მიახლოებით 
და ზუსტ წონას შარპ სხვაო: წა9 დ სები იქილე საი 

168,66 გრ–-160,58 გრ=0,08 გრ. 
168,73 გრ–--168,66 გრ=0,07 გრ. 

168,67 გრ--168,66 გრ=0,01 გრ. 
0,16 გრ.



ვიპოვოთ სხვაობათა ჯამის საშუალო არითმეტიკული, 0,16: 3=0,05 გრ. 

0,05 გრ იქნება აწონის აბსოლუტური ცდომილება და ვწერთ: 
ნაჭერის წონა =:168,66(+0,05 გრ). 

ახლა ისმება კითხვა: როგორ დავადგინოთ, მიახლოებით რიცხვში რომელია 
სანდო და რომელია საეჭვო ციფრი? 

თუ გვსურს მიახლოებით რიცხეში მივიღოთ ხანდო ციფრი, ამ მიახლოები- 

თი მნიშვნელობის აბსოლუტური ცდომილება. არ უნდა ალემატებოდეხ იმ 

თანრიგის ერთეულის ნახევარს, რომელსაც ეს ციფრი მიეკუთვნება, 

თუ აბსოლუტური ცდომილება მეტია ამ თანრიგის ერთეულის ნახევარზე, 
მაშინ ამ თანრიგის ციფრი საეჭვოა. 

ვთქვათ, ოთახის სიგრძის გაზომვისას მივიღეთ მიახლოებითი მნიშ- 
ვნელობა 6,62 მ ღა აბსოლუტური ცდომილება 0,05. როგორც ვიცით, ეს ჩაი– 
წერება შემდეგი სახით: 6,52 (+0,05). 

ახლა დავადგინოთ 6,52 მიახლოებით რიცხვში, რომელი ციფრია სანდო, 
რომელია საეჭვო. ციფრი 6 სანდოა, ვინაიდან ის არის ერთეულის თანრიგში. 
ამ თანრიგის ერთეულის ნახევარი არის 0,5, ხოლო აღებულ მაგალითში აბსო– 
ლუტური ცდომილება 0,05<0,5,სანდოა აგრეთვე ციფრი 5-იც, ვინაიდან იგი 
არის მეათედების თანრიგში, ხოლო მეათედების თანრიგის ერთეულის 

ნახევარი არის 9.1. 0,05, ხოლო აბსოლუტური ცდომილება 0,05=0,05.   

ციფრი 2 მეასედების თანრიგის ციფრია. მეასედების თანრიგის ერთეულის 

ნახევარი იქნება: 52. = 0,095. მაშასადამე, აბსოლუტური ცღომილება 

0,05>0,005, ამიტომ ციფრი 2 საეჭვოა. 

ამრიგად, გაზომვის შეღეგად მიღებულ მიახლოებით რიცხვში 6,52 

სანდო აღმოჩნდა 6 და 5, ხოლო 2 აღმოჩნდა საეჭვო. 

L 
L) · 

რაიმე სიდიდის ზუსტი მნიშვნელობა იყოს X. ვთქვათ, ამ რიცხვში 10- 

ის უდიდესი ხარისხია ი, მაშინ რიცხვი X შეგვიძლია წარმოვადგინოთ შემდეგი 
ახით: 

X=ძუ10- + ძო- კო1V..., 0ით-ი+1 10” ი.) + ძი 10-77 -+ ..4+-ძ. “თ 

სადაც ძა», რი»- კ, რო-ეს,.., ძე ნიშნადი ციფრებია. 

ახლა დავამრგვალოთ X რიცხეი # ნიშნად ციფრამდე დამატებითი წესით 
ქნება: 

ბმე ოღუეე–ეაეაეეედ–გეეეგ დ) 
სადაც მ»-ი+, მიღებულია 0ო.ი+ -დან შესწორებით. რადგანაც დამრ–- 

გვალებით დატოვებულია 0» ი+ე 10=“ +, ამიტომ 0 რიცხეის აბსოლუტური 

1 
ცდომილება #0 არ აღემატება სიდიდეს: თ, = > 10” -–ი+), 

ხოლო, თუ დამრგვალება შესრულებულია დამატებითი წესის გარეშე, 

მაშინ #ძ არ აღემატება შემდეგ სიდიდეს: 

თ.ვ = 105-9+1,



გამოვთვალოთ ი რიცხვის ფარდობითი ცდომილება. (2) ფორმულის სა- 

ფუძველზე შეგვიძლია დაეასკვნათ, რომ ი-ს ფარდობითი ცდომილება არ აღე– 
მატება სიდიდეს: 

1. 10ო5-9+1 

თ, 2 

ი„!1ნი “ მეჰზი 20,10M-1 

ე. ი. ფარდობითი ცდომილება, 

1 

2ძ»ა 105-1 

თუ კი დამრგვალება დამატებითი წესის გარეშე შევასრულეთ, მაშინ მი– 

ვაღებთ, რომ ი-ს ფარდობითი 0დომილება არ აღემატება სიდიდეს: 

§< 

ი,” იძ.10თC ძი 10”“-1 

ქ. ი. გვეკნება 
1 გ–=- შუ. 

< აი 

მაშასადამე, თუ ი რიცხვი X-ის მიახლოებითი მნიშვნელობაა #7 ნიშნადი 

ციფრით, მაშინ ი-ს ფართობითი ცდომილება არ აღემატება ს (დამა– 
· თ» 105- 

1 

ძო» 10”! 

გვალების გარეშე), სადაც .ძუფ არის ი რიცხვის პირველი ნიშნადი ციფრი. 

მაგალითად, თუ #-ს მნიშვნელობად მივიღებთ 3,14-ს, მაშინ, ცხადია, 

1 

2-3.109-1 

მაშასადამე, მიახლოებითი 6 რიცხვის პირველი ნიშნადი იუ ციფრით და 
ნიშნადღი ციფრების / რაოდენობით შეგვიძლია (3) ფორმულის საშუა- 

ლებით გამოვთვალოთ სათანადო ფარდობითი ცდომილება. 

მაგალითად, თუ ჭზეაქეს სამი ნიშნადი ციფრით შედგენილი მიახლოებითი 

რიცხვი, ე ი. #=3, მასთან, პირველი ნიმნადი ციფრი ძუ=1, მაშინ 
ფარდობითი ცდომილება 6 განისაზღვრება უტოლობით: 

1 _1 _0,005=0,5%. 
2.1.)0-1 200 

  ტებითი წესით დამრგვალების დროს) ან -ს(დამატებითი წესით დამრ- 

<0,0017 ანუ 6<0,17%. 

ბ< 

სავარჯიშო 

განსაზღვრეთ სანდო და საეჭვო ციფრები მიახლოებით რიცხვებში: 

5,36(+0,5); 12,48(+-0,05);25,357(+-%,03); 

30,304(+0,02), 65,45(+0,08); 43,26(+-0,12). 
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§ 8. მიასლოიბითი რიცსმების შეკრება და გამოპლეზა 

ჯერ განვიხილოთ მიახლოებით რიცხეთა შეკრების ისეთი შემთხვევა, 
ჭადაც) შესაკრებებში ათწილად ნიშანთა რაოდენობა ტოლია. 

ავიღოთ ჩვეულებრიეი წილადები –, – და--, ვაქციოთ ისინი ათწი– 

ლადღებად სიზუსტით 0,0001-მდე და მიღებული მიახლოებითი რიცხვები 
შევკრიბოთ: 

=0,მ3 .... თ 0,133 

=0,1428 ,.. =0,14 

–<–-=:0,111 ... 20,11 

0,58. 

ახლა ვიპოვოთ აღებული ჩვეულებრივი წილადების ზუსტი ჯამი, შემდეგ 
ვაქციოთ იგი ათწილადად 0,0001-მდე სიზუსტით: 

LI 1 211917 27 კ) ე 1. 21+9+7 _ 237 )0,587ქ. 
3 7 + 9 63 63 

თუ მიღებულ ჯამს შევადარებთ მიახლოებითი შეკრებით მიღებულ ჯამს, 
ენახავთ, რომ ერთმანეთს ემთხვევა მთელები, მეათედები და მეასედები. ერთ- 
მანეთისაგან განსხვავდება მეათასედები და მეათიათასედები, ამიტომ ბუ- 
ნებრივია, სანდო ციფრებად მიეიღოთ 0; 5 და 8, ხოლო 7 და 2 უნდა მივაკუთე- 

ნოთ საეჭვო ციფრს. ამიტომ: 

+++-++- =0,11 +0,14-L0,11=0,58. 

ამრიგად, ისეთი მიახლოებითი რიცხვების ჯამში, რომელთაც ერთი და იგი- 

ვე ათობითი ნიშნები აქვთ, შეიძლება ყველა ათობითი ნიშანი სანდო იყოს. 

განვიხილოთ სხვადასხეა ათობითნიშნიანი მიახლოებითი რიცხვების ჯამი 

(უკუგდებული ციფრები აღვნიშნოთ ” 94 ნიშნით). 

მაგალითი 1. 

25,1 32? 
16,272? 
14,2439 
17,519? 

93,123 =93,!. 

ცხადია, მიღებულ ჯამში 3 არაა სანდო ციფრი, რადგან ზოგიერთ შესაკრეზბ- 

“ში მძიმის შემდეგი მეორე ციფრი სავსებით უცნობია. ასეეე საეჭვოა 2-იც, ამი- 

ტომ ეს ციფრები უკუგდებულ უნდა იქნას. მივიღებთ 93,1-ს ე.ი. ჯამში იმდე– 
6ი ათობითინიშანი დარჩა სანდო, რამდენიც იყო ერთ შესაკრებში, სახელდობრ, 
25, 1. 
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მაშასადამე მიახლოებით რიცხვთა შეკრებისას ჯამში უნდა დავტოვოთ 

იმ შეხაკრებიხს ათწილადის ნიშანთა რაოდენობა, რომელშიაც ათწილადის ნიშან- 

თა რაოდენობა უმცირეხია. 

მაგალითი 2. 
5,43 
4,156 

-L7,2077 
6,13342 

22,92712 == 22,93. 

ამ მაგალითში შეგვეძლო პირველი ”შესაკრების გარდა ყველა სხვა 
შესაკრებები დაგვემრგვალებინა სამი ათობით ნიშნამდე, მივიღებდით (დანარჩენ. 
მერებებში ერთი ათობითე ნიშნით მეტს ვტოვებთ): 

5,43 
4,156 

-L 7,208 
6,133 

22,927 = 22,93 

სავსებით ანალოგიურად ვიქცევით მიახლოებით რიცხვთა გამოკლებისას. 

მაგალითი ქ, 
3,622? 

–)'237? 

2,5639 =2,6, 

სხვაობაში მიღებული ციფრები 6 და 3 არაა სანდო, ამიტომ ისინი უნდა 

შეე ბეებ  მეარების ორის, 8 მ შიც შეგვეძ მრგვალებინ ო ი! ოს, ამ მაგალითში, ო და ა ინა 
საკლები ჯნ მაკლები, ი მხოლოდ დამრგვალების დროს უნდა შევინარჩუნოთ ერ- 

თით მეტი ციფრი. 

გვექნება: 
_ 3,8 

1,24 

_ 2,56 22,6. 
მაშასადამე, მიახლოებითი რიცხვების შეკრებისა და გამოკლების შედეგში. 

უნდა შევინარჩუნოთ იმ მოცემული რიცხვის ათწილადის ათობით ნიშანთა 

რაოდენობა, რომელშიც ათწილადის ნიშანთა რაოდენობა უმცირესია. 

სა ვა რ ჯი შო 

გამოიანგარიშეთ: ა) 5,125-L35,24-+0,6079-L3,4263. 

ბ) 0,34-+0,567-L6,3. 
გ) 65,27-L+0,003-+0,692-L2,5, 
ღ) 3,8+4,3586-L12,462-+8,72+0,3+16,5-0,5782, 

ე) 3,518––-1,143, 3) 6,354––5,13, 

%) 45,77--2,3765, თ) 7,74587-–-2,84632, 

ი) 24,65-–-13,278974, კ) 12,031––-5,67,



გამოიანგარიშეთ სხვაობა იმ სიზუსტით, რომელიც მოცემულ ათწილადშია: 

§ 1 _ე,7815; 4 -= - 2,1245; 15,216–10 -– ; 
9 7 13 

§ 9. მშახლოებით რიცსპთა გამრავლება და გაჟოფა 

ვთქვათ, უნდა გადავამრაევლოთ ორი მიახლოებითი რიცხვი 52,4 და 34,8. 

ჩვეულებრივი წესით ამ რიცხეების გამრავლება მოგვცემს: 53,4.34,8=1858,32. 

რომ გავარკვიოთ, მიღებულ ნამრავლში თუ რომელი რიცხზხეია სანდო, ამი– 

სათვის მოვიქცეთ შემდეგნაირად: სამრავლში და მამრავლში უკუგდებული 

ციფრების ნაცვლად ჩავსეათ „?“ და შევასრულოთ გამრავლება ჩვეულებრი- 
ვად, მხოლოდ „7“-ის რაიმე რიცხვზე ნამრავლად კელავ „მ. დავწე- 

როთ: 

1858,3292 = 1860 

აშკარად ჩანს, რომ ნამრავლში სანდო არაა 8; 3 და 2, ამ ციფრების შენარ- 

ჩუნებას აზრი არა აქვს ე. ი. უკუვაგდებთ 2,3 და 8-ს, ამიტომ საძებნი ნამრავ– 
ლი იქნება 1860. 

როგორც ჩანს, პირველ შესაკრებში 5 კითხეის ნიშანი დავწერეთ, ეს იმიტომ, 

რომ რიცხვის ერთნიშნა რიცხვზე ნამრავლი უმეტესად ერთი „ციფრით მეტს 
შეიცავს, ვიდრე მოცემული რიცხვი. 

მიღებული ნამრავლიდან ჩანს, რომ ის სამ ნიშნად ციფრს შეიცავს 1,8 

და 6-ს (0––- ამ შემთხევევაში თანახმად წესისა არ ითვლება ნიშნად ციფრად, 

ღრადგანაცე), მას უკუგდღებელი 8-იანის ადგილი უჭირავს). ე. ი. ნამრაე- 

ლში იმდენი ნიშნადი ციფრი გვაქვს, რამდენი ნიშნადი ციფრითაცაა მოცემული 
თითეული თანამამრავლი. 

ახლა განვიხილოთ სხვადასხვა ნიშნადციფრებიანი მიახლოებითი რიცხვე- 

ბის გადამრავლების შემთხვევა: 
2, 3249 
8,297? 

99? 999. 
464 89 

185927? 

19,2568 9999 = 19 

ცხადია, ნამრავლში ორ ნიშნად (ცსიფრზე მეტის შენარჩუნებას აზრი არა 

აქეს, ვინაიდან ისინი ყეელა საეჭვოა. 
მოვიგონოთ, რომ, თუ მიახლოებით რიცხვშია ნაკლები რაოდენობის ნიშ- 

ნადი ციფრია, მაშინ ეს რიცხვი ნაკლებად ზუსტია. 

1)



ზემოთ განხილული მაგალითის მიხედვით შეგვიძლია "ვთქვათ: მიახლოებით 
რიცხვთა ნამრავლში „უნდა შევინარჩუნოთ იმდენი ნიშნადი (ციფრი, რამდენი- 
ცაა უმცირესი სიზუსტის მამრავლში. ' 

უნდა აღინიშნოს, რომ მიახლოებით რიცხვებზე გამრავლების ოპერაციის 

დროს გვიხდება ზედმეტი მოქმედებების შესრულება. ამ მოქმედებების თავიდან 

აცილების მიზნით შემღეგნაირად ეიქცევით. თუ უმცირესი სიზუსტის მჟონე თა- 
ნამამრავლში / ნიშნადი ციფრია, მაშინ მეორე თანამამრაელს დავამრგვალებთ 
(ფI+2) ბიმნად ციფრამდე. სა: რავლად (.+2) ნიშნადციფრიან რიცხვს ავიღებთ, 
ხოლო მამრავლად ჩი ნიშნადციფრიან რიცხვს. 

მიახლოებითი რიცხვების გამრავლებას უფრო მა–ტივად შევასრულებთ, თუ 

გამოვიყენებთ ე.წ. „მარჯვნიდან მარცხნივ“ გამრავლების წესს. „მარჯვნიდან მარ” 
ცხნივ"“ გამრავლების ხერხი ვაჩვენოთ ზუსტ ტიცხვებზე: 

542 

32 

1626 =- 542.3 
1084=542.2 

17344. 

ამ შემთხეევაში 542-ს ვამრაელებთ 3 ათეულზე, მივიღებთ 1626 ათეულს 

შემდეგ 542-ს ვამრავლებთ 2 ერთეულზე, მივიღებთ 1084-ს, რის შემდეგაც 1626 

ათეულს ვუმატებთ 1084-ს. ეს შეკრება შემდეგნაირად უნდა ჩაიწეროს: 

16260 
+ 1084 

გამრავლების დროს პირველ შესაკრებში 0-ს არ ვწერთ, მხოლოდ ვგულისხ- 
მობთ, ხოლო მის ქვეშ იწერება მეორე შესაკრების ერთეულები (აღებული მაგალით– 
ში 4). მაშასადამე, „მარჯვნიდან მარცხნივ“ გამრავლება შემდეგნაირად სრულდე- 
ბა; საპრავლი მრავლდება მამრავლის უდღიდეი თანრიგის ერთეულებზე, შემდეგ 
სამრავლი მრავლდება მომდევნო თანრიგის ერთეულებზე და მიეწერება წინა 
ნამრავლს ისე, რომ თანრიგობრივი ერთეულები წინა"! ნამრავლის თანრიგობრივ 
ერთეულების ქვეშ მოხვდეს, რისთვისაც საკმარისია მეორე ნამრავლი პირველი 
ნ-მრავლიდან ერთი ციფრით მარჯენიე გადავწიოთ. შემდეგ სამრავლი უნდა გამ- 
რავლდეს მესამე მომდევნო ციფრზე და მიღებული შედეგი უნდა დაიწეროს მეო– 

ღე ნამრავლის ქვეშ ერთი ციფრი მარჯვნივ გადაწეულად და ა შ. 

X527 
234 

1054 
-L 1581 

2108 
123318 

ახლა გადავამრავლოთ ორი მიახლოებითი რიცხვი: 

5,23425-2,3=5,234 
2,3 

104 68 = 5234.2 
15 702=5234.3 

12,0302212. 
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ამ მაგალითში მიახლოებითი რიცხვი 5,23425 დავამრგვალეთ 4 ნიშნად ციფ– 
რამდე, ვინაიდან მამრავლი ორ ნიშნად ციფრს შეიცავს (თუ უმცირესი სიზუსტის 
თანამამრავლი MI ნიშნად ციფრს შეიცავს, მაშინ მეორე თანამამრავლი უნდა დამრ- 
გვალდეს (I-+2) ნიშნად ციფრიან რიცხვამდე). 

მეორე შუალედურ ჯამში 2 ზედმეტია, იგი მიღებულია 3-ის 4-ზე გამრავ– 
ლებით, ამიტომ 4-ს 3ზე ნუ გავამრავლებთ, 4 უკუვაგდოთ. მამრავლში 
თუ მესამე ციფრი გვექნება, მაშინ ამ მესამე ციფრზეც ნუ გავამრავლებთ სამ- 
მრავლს 3-ს, იგი უკუვაგდოთ. მაგრამ ნამრავლში რომ ციფრთა რაოდენობა ზუს–- 
ტად განესაზღვროთ, შუალედურ ჯამებში უკუგღებული ციფრების მაგივრად ნუ- 

ლები ვწეროთ. 
განვიხილოთ მაგალითი, 

ქ,14152 
4,123 

125 6608 =3,14152.4 
314150 :=3უ,1415-1 

6282ე0 =3,141.2 
942000 =3,141-3 

12,95247000 = 12,95. 

თუ რაიმე საშუალებით დავადგენთ ციფრთა რაოდენობას ნამრავლში, მაშინ 
ნულების ხმარება შუალედურ ჯამებში არ დაგვჭირდება. 

მაგალითად: 
3,76214 

X 2,321 
75 2428 
11 2263 

7524 
176 ' _ __ 370 ____ 

8,72591 = 8,73. 

როგორც განხილული მაგალითებიდან ჩანს, ნამრავლში ციფრთა რაოდენო– 

ბა უდრის თანამამრავლებში ციფრთა რაოდენობის ჯამხ ან ამ ჯამზე ერთით ნაკ- 

ლებია, 

ახლა განეიხილოთ მიახლოებითი რიცხვების გაყოფა. ჯერ ავიღოთ ტოლნიშ- 

ნადციფრიანი მიახლოებითი რიცხეების გაყოფის შემთხეევა: 40, 1 :12,3, უკუ- 

გდებული ციფრების ნაცვლად ვწერთ, მ“ ნიშანს. შუალედური ოპერაციების დროს 
იგი ვიგულისხმოთ, როგორც 0. 

401) I2,3 = 4017 : 12179 =- ე,26 

    

    

15



უკანასკნელ ნაშთში მიღებული ციფრები არც ერთი არ არის სანდო, ამიტომ 

გაყოფის გაგრძელებას აზრი არა აქვს. ამიტომ გვექნება: 

40,1 : 12,3-1,26. 
ეხედავთ, რომ სამნიშნადი ციფრიანი მიახლოებითი რიცხვების განაჟოფი სამ 

სანდო ნიშნად ციფრს შეიცავს. 

განვიხილოთ მაგალითი სხვადასხვა ნიშნადციფრიანი მიახლოებითი რიცხეე- 

ბის გაყოფაზე. 

51,74 :უ1,2 = 517,4?;:32?7=16,1 

'“ 32? 
19.74 
19|2? 

47? 
ე,2? 
2,29 

  

გაყოფით მიღებულ პირველ ნაშთში ციფრი ? საეჭვოა, მეორე ნაშთში ()იფ- 
რები 5 და 4 ორივე საეჭეოა, ამიტომ განაყოფში მხოლოდ ორი ციფრია სანდო, 

ე.ი 
51,74 : 3,2 =16, 

მაშასადამე, მიახლოებითი რიცხვების გაყოფის დროს განაჟოფში უნდა შე- 
ვინარჩუნოთ იმდენი ნიშნადი ციფრი, რამდენი ნიშნადი ციფრიცაა მოცემული 

რიცხვებიდან უმცირესი ხიზუსტის რიცხვში. 

განხილული მაგალითები ცხადყოფენ, რომ ვიდრე გაყოფას დავიწყებდეთ, 
საჭიროა განვსაზღვროთ ნიშნად ციფრთა რაოდენობა განაჟოფში, მოვახდინოთ 
გაყოფა ისე, რომ განაყოფში მივიღოთ (1+1) ნიშნადი ციფრი, შემდეგ კი განა- 
ყოფი » ნიშნად ციფრამდე დავამრგვალოთ. 

მაგალითად, 917,68 : 2,124 განაყჟოფში საჭიროა სამი ნიშნადი (სიფრის შენარ- 
ჩუნება, ამიტომ გაყოფას ოთხ ნიშნად ციფრამდე შევასრულებთ და მერე დავა- 
მრგვალებთ სამ ნიშნად ციფრამდე.: 

917,8 : 2,34=91780 : 214=392,2 
702 

2158 
2106 

520 
468 

52. 

ამრიგად, 917,8 : 2,34 = 392. 

შენიშენა. პრაქტიკული საქმიანობისათვის მეტად დიდი ნიშნადციფ- 
რებიანი რიცხვები საჭირო არაა, მათი ხმარება მხოლოდ გამოთვლებს ართულებს 
და მეტად შრომატევადს ხდის. 

შეკრებისა და გამოკლების დროს სიზუსტეს ათობითი ნიშნების რაოდენობით 
ვაფასებთ, ხოლო გამრავლებისა და გაყოფის დროს -- ნიშნად ციფრთა რარდე- 
ნობით, ამიტომ მიახლოებითი რიცხეების შეკრება-გამოკლების დროს შედეგის / 
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ათობითი ნიშნით მიღებისათვის აუცილებელია, რიცხვები მოცემული იყოს (ი-L1) 

ათობითი ნიშნით, ზოლო გამრავლება-გაყოფის დროს # ნიშნადი ციფრით. შედე- 
გის მიღებისათვის საჭიროა (1-+1) ან (#+2) რიცხვები ნიშნადი ციფრით იყოს 

მოცემული. 

თუ ორიქმე საფეხურის მოქმედებით გვინდა შედეგი # ნიშნადი ()იფრით მივი- 
ღოთ, მაშინ კომპონენტები იმდენი ათობითი ნიშნით უნდა ავიღოთ, რომლებიც 
უზრუნველყოფენ შედეგში ჩ» ნიშნადი ციფრის მიღებას. 

მაგალითად, რამდენი ნიშნადი ციფრით უნდა ავიღოთ – და = კჯ რომ 

ნამრავლში ორი სანდო (სიფრი მივიღოთ? 

წესის თანახმად ნამრავლში ორი სანდო ციფრის მისაღებად საჭიროა თითო- 
ეული თანამამრაელი ავიღოთ სამ-სამი ნიშნადი (ციფრებით: 

2 0,667, -= =0,714, 
ვ 7 

მიახლოებითი რიცხვთა გამრავლების წესი იძლევა: 

22, --=0,667 „0,214 
3 

0,667 
0,714 

4669 
+ 66 

24 

0,4759 2 0,48. 

ზუსტი გამოთელები გვაძლევს: 

2 5 _10 10:21 >047620,48. 
3 7 21 

_ 10C 
84 

_ 160 

147 

130 
126 

4 

ზუსტი გამოთელების შედეგი ემთხვევა მიახლოებითი გამოთვლების შედიგს. 

სავარჯიშო 

ა) გამოთვალეთ: 30,252. 5,373; 2,785 · 0,3623; 

0,158 · 0,12; 21,3 - 6,4; 

ბ) გამოთვალეთ ორი ნიშნადი ციფრით: 

15,278 · 9,64; 3,278 · 5,654; 2,78· 6,2485; 24.6. 3,4; 

2. ვ. შონი» 17



წონ გ ერთა ლიტრი სითხე იწონის 0,93 კგ-ს. იპოეეთ ამ სითხის 2,78 ლიტრის 

ონა, 

დ) მონახეთ 58,46: 2,7; 38,56 : 1,2; 9,1 : 0,009; 1 : 0,009675. 

ე) მონახეთ 3,5; 0,00257, 6,35-ის შებრუნებული რიცხვები. 

§ 10, მიასლოებითი რიცსეების კვადრატფი და კუბფი ასარისსება, 
მიასლოებითი რიცსჭების ამოფესვა 

მიახლოებითი რიცხვების კვადრატში და კუბში ახარისხება წარმოადგენს გამ- 

რავლების კერძო შემთხვევას. ამიტომ ადვილი დასადგენია ახარისხების შემთხვე- 

ვაში ნიშნად ციფრთა რაოდენობა. 

მაგალითად: 2,161=2,16 · 2,16:=4,65. 

8,42=6,4 . 8,4 =770. 
(0,132)9=0,132 · 0,132 · 0,132 =0,00230. 

მაშასადამე, მიახლოებითი რიცხვის კვადრატი და კუბი შეიცავს იმდენ ნიშ- 

ნად ციფრს, რამდენსაც მოცემული რიცხვი. 

მიახლოებითე რიცხვების ახარისხებას მივყევართ იმ დასკვნამდე, რომ „» ნიშ- 

ნადციფრიანი რიცხვის კვადრატში ”-ური ციფრი ყოველთვის სანდო არაა. (ხა- 
დია, თუ ხარისხის მაჩვენებელს „ვზრდით, მაშინ მასთან ერთად ცდომილებაც გ» 
იზრდება. ამის გამო მიახლოებითი რიცხვის დიდ ხარისხში ახარისხებას ფრთხილად 

უნდა მოვეკიდოთ (მოცემული რიცხვი ერთ სათადარიგო ციფრს მაინც უნდა შეი 

ცავდეს). 
როგორც აღვნიშნეთ, მიახლოებითი რიცხვების ახარისხებისას სიზუსტე მცირ- 

დება, ფესვის ამოღების შემთხვევაში კი ამას ადგილი არა აქვს. მაგალითად, ვთქ- 

ვათ, მიახლოებითი რიცხვი 9,3 მიღებულია რიცხვთა დამრგვალებით, მაშინ რი- 

ცხვის ზუსტი მნიშვნელობა აკმაყოფილებს შემდეგ უტოლობას: 

9,26<-X <-9,34. 

ამ უტოლობიდან გვაქვ': 

V9,26 <: VX < V9,34, 

3,04 <: VX < 3,06. 
ამრიგად, კვადრატული თესვი ორნიშნადი რიცხვიდ ნ კვლაე ორ სანდო ნიშ- 

ნად ციფრს შეიცავს. ასე რომ, მიახლოებითი რიცხვიდან ფესვის ამოღებით მიღე 
ბული შედეგის სიზუსტე არაა ნაკლები მოცემული რიცხვის სიზუსტეზე. 

მაგალითდ, V12,5 =3,54, V3, 75=1,55. 

საიდანაც 

§ 11, მოქმედებათა წარმოება ნიშნაღი ციშრების დათვლის წესით 

ავიღოთ მაგალითი; მყარი სხეულის სითბოტევადობა განისაზღვრება ფორ- 
მულით: 

„== ლ.-ს +890) (ე –I.) თ 

ჩV-Iა) 
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სადაც MI, არის კალორიმეტრის შიდა ჭურჭლის წონა წყლის გარეშე, #I; არის 
ჭურჭლის წონა წყალთან ერთად. /, წყლის საწყისი ტემპერატურაა, #:-–-წყლის სა- 

ბოლოო ტემპერატურა, 1--წყლის დუღილის ტემპერატურა, /#--კალორიმეტრისა 
და სარეველის სითბოტევადობა, # არის იმ სხეულის -წონა, რომლის სითბოტევა- 
დობასაც ვეძებთ. ცდის მიხედვით მიღებულია შემდეგი მონაცემები: 

ჩ=401,7; იI,=119; იI.=6721; ი=0,094; I,=9,5; #.=12,8; 7=1C0,11. 

აღებულ მაგალითში #/ და /#,-ის მნიშვნელობებს გააჩნიათ ორი ნიშნაღი ციფრი. 
ამიტომ სხვა მონაცემები, რომლებიც უფრო ზუსტნი არიან, წინასწარ დავამრგვა- 

ლოთ, მათში 3-3 ნიშნადი ციფრების შენარჩუნებით: #=404 და 7=100. შუა- 
ლედური გამოთელები შევასრულოთ სამი ნიშნაღი ციფრებით გამოსახულ რიცხ- 
ვებზე, საბოლოო "'მედეგში შევინარჩუნოთ ორი ნიშნაღი ციფრი. · 

ჩავსვათ რიცხვითი მონაცემები :1) ფორმულაში: 

„-- (673– 119+119 · 0,074) (L2,8-–9,5) _ 554 -L 119 · 0,094) . 3,3 
404 (100–12,5) 404 · 87,2 

შევასრულოთ გამოთვლები: 

119-0,094= 11,186 11,2. 
554+11,2=565,2 22565, 

565. 3,3=1864,5 =1ჩ6- 10, 
404 · 87,2=:35228.8 2; 35200=352 · 101, 

186 1 186 18,6 ლ: ==“ =42- = 0,0528 > 0,051, 

პასუხი: X=0,05ე, 

მაგალითი 2. ცელადი დენის წრედში ჩართულია კოვი და კონ- 

დენსატორი წრედის სრული წინააღმდეგობა განისაზღვრება ფორმულით: 
_ -  "– 

2= V #"-L I +L--+-) სადაც ”# არის წრედის შიდა ნაწილის წინააღმდეგო- 

  

ბა, ( თ L-+, – რეაქციული წინააღმდეგობა. გამოვთვალოთ 2, თუ #=41,4, 
L"'! 

ს=0, 75, L=18, C=0,52. უმცირესი სიზუსტის მქონე მონაცემები გამოსახულია 

ორი ნიშნადი ციფრით, ამიტომ საბოლოო შედეგში ვ-ნარჩუნებთ ორ ნიშზად 
ციფრს. საშუალედო მოქმედებებს ვაწარმოებთ 3-3 ნიშნადი ()იფრებით გამოსა– 

ხულ რიცხეებზე. 

ებ_ღ__–_–__<-- 
ოC 0,75 · 0,52 

2. (10,9)2==118,8=119. 

ვ. 41,49>-1714 =171 · 10, 

4 

5 

=1ქ,5--2,56=10,9, 

„ 119--1710= 1829 >1830=180 - 10, 

„ #V18502=42,8 =>43 (ომი). 
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§ 1». გამოთვლები წინასწარ ზმოცეგული სიზუსტის მისედვით 

პრაქტიკაში ხშირად გეხვდება საკითხი: რა სიზუსტით ავიღოთ წინასწარი მონა- 

ცემები. რომ საბოლოო შედეგში ცდომილება არ აღემატებოდეს წინასწარ მოცე- 
შულ საზღვარს. 

განვიხილოთ მაგალითები: 
მაგალითი 1, როგორც ვიცით, საქანის სრული რხევის პერიოდი 7' გა- 

მოითვლება ფორმულით: 7=2» |/ -' სადაც I –- საქანის სიგრძეა სანტიმეტ- 

რებში, # სიმძიმის ძალის აჩქარება სმ/სეკ?-ში. 

როგორი სიზუსტით უნდა გაიზომოს ( და რამდენი ნიშნადი ციფრით ავიღოთ 

რიცხვები ჯ და #, რომ ფარდობითი ცდომილება პერიოდის გამოთელისას არ აღე– 
მატებოდეს 0,5%-ს. 

საქა.ის სიგრძე I|=80 სმ. » და #-ს მ”იშენელობები აეიღოთ დამრგ;ალებუ- 
ლად: #=2; #=1000, მაში5 

7 .=2-3. M/ :5=6. 0,28 => 

1,7-ის 0,5% =0,005· 1,7=0,0065. 
ფარდობითი ცდომილების მიხედვით ჩვენ მოვძებნეთ აბსოლუტური ცდომილების 
საზღვარი: #7=0,0085. დაშვებული აბსოლუტური ცდომილების მიხედვით შეგვი- 
ძლია ვიმსჯელოთ იმაზე, რომ 1 პერიოდს უნდა ჰქონდეს სამი ნიშნადი ციფრი, 
ამიტომ სიგრძე / უნდა გამოისახოს მიახლოებითი რიცხვით სამი ნიშნადი ციფრით, 
ე. ი, უნდა გაიზომოს სანტიმეტრის მეათედით, ხოლო ჯ უნდა ავიღოთ ოთხი ნიშ- 
ნადი ციფრით ანუ ერთი სათადარიგო ციფრით, ჯ# კი -- სამი ნიშნადი ციფრით, 
(981). საშუალედო მოქმედებები უნდა ვაწარმოოთ ოთხი ნიშნადი ციფრით გამო- 
ხატულ მნიშენელობებზე, საბოლოო. შედეგში შევინარჩუნებთ სამ ნიშნად ც-ფრს. 

მაგალითი 2. როგორი სიზუსტით უნდა გაიზომოს მართკუთხა სამკუთხე- 
დის კათეტები 0 და ხ, რომ შევძლოთ C=1/0წ+ხ? ჰიპოტენუზის გამოთვლა ფარ–- 
დობითი ცდომილებით 8/, რომელიც ,არ აღემატება 2%-ს, 

ვთქვათ, თ 2250 სმ; ხ 280 სმ (ე. ი. ორივეს აქვს ნიშნადი ციფრების ტოლი რა- 
ოდენობა), მაშინ 

C=V50'-+80?=V100(25-+64) =10V89 10 · 9,4=94. 

94ის 2%=>94.0,02=1,88 =2. 

ამრიგად აბსოლუტური შეფარდება #C=2 სმ-ს. ეს იმას ნიშნავს, რომ საბო– 
ლოო რეზულტატში ერთეულის გამომსახველი ციფრი საეჭვოა, ამიტომ საჭიროა 
ჟათეტები თ და ხ ავიღოთ ორი ზუსტი ნიშ-აჯი ციფრით, ე. ი. 0,5 სმ-ის სიზუსტემ- 
დე. საშუალედო გარდაქმნები უნდა ვაწარმოოთ სამნიშნადციფრიან მნიშვნელობებ– 
ზე, ხოლო ჰიპოტენუზის მნიშვნელობა უნდა დამრგვალდეს ორნაიშნად ციფრამდე. 

სავარჯიშო 

1, სხეულის ხვედრითი წონის განსაზღვრისათვის დადგენილი იყო, რომ მისი 
წონაა 117,8 გრ. წყალში ჩაძირვისას სხეულმა გამოდევნა 54, 7 სმ წყალი. რო- 
გორი სიზუსტით შეიძლება განისაზღვროს ხვედრითი წონა? 

პასუხი: (სამი ზუსტი ციფრით), 
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2. როგორი ფარდობითი ცღომილებით შეიძლება გამოითვალოს ცილინდრის 
მოცულობა, თუ ფუძის რადიუსი #„=15,4 სმ, სიმაღლე M=28,2 სმ. 

,პასუხი: სიზუსტით 0,5%-მდე. 

ვ, 32,4 ჰა ფართობიდან აიღეს 4580 (). ქერი. რამდენი ცენტნერი ქერძ: აღე- 

ბული საშუალოდ 1-ჰექტარიდან? 
პასუხი: 14 ც. 

4, მიახლოებითი მნიშენელობა ცილინდრის რადიუსისა არის 20 სმ, სიმაღ– 
ლისა –– 30 სმ. როგორი სიზუსტით უნდა ვაწარმოოთ გაზომვა, რომ ფარდობითი 

ცდომილება მოცულობის გამოთელის დროს არ აღემატებოდეს 1%-ს? 

პასუხი: სიზუსტით 0,1 სმ-მდე, 

§ 19. საანბარიშო (ლოგარითმული) სასაჭავი და მყისი აბებულება 

ამ პარაგრაფში მოკლედ შევეხებით საანგარიშო: სახაზავის აგებულებას, გ>- 
ვარჩევთ მასზე სკალებს, სკალებზე რიცხვთა დანიშენის და წაკითხვის წესს. გავი- 
მეორებთ სახაზავის საშუალებით რიცხვთა გამრავლების, გაყოფის, აზარისხებისა 

და ამოფესვის ოპერაციების შესრულებას 
ლოგარითმული სახაზავი სამი ძირითადი ნაწილისაგან შედგება: 
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1. კორპუსი, რომელზედაც აღნიშნულია სკალები: #) (ძირითადი) სკალა, 4 

სკალა" (კვადრატების სკლა) და # სკალა (კუბების სკალა) (ნახ. 1). 

2, კორპუსში ჩასმულია მარჯვნიე და მარცხნივ თავისუფლად მოსრიალე და» 
ნაყოფებიანი სახაზავი ანუ ძვრია. საწყის მდგომარეობაში ძერიის C სკალის ყველა 
დანაყოფი ემთხვევა კორპუსის ძირითადი #) სკალის დანაყოფს (ნახ. 2). 

3, ლითონის ჩარჩო, რომელშიც ჩასმულია მინის ნაჭერი, მინის ნაჭრის შუა- 
ზე. გავლებულია ე. წ. სამიზნებელი ხაზი. ჩარჩო თაეისუფლად მოძრაობს კორ- 

პუსზე და აფიქსირებს სკალაზე რიცხვებს (ნახ, 3), ამ ჩარჩოს მორბედი (66LVII0CM) 

ეწოდება. 
1. ძირითადი #) სკალა, 

სახაზავის კორპუსზე არის # (ძირითადი) სკალა, მასზე ეხედაეთ 10 ძირითად 

შტრიხს, რომლებიც დიდი ციფრებითაა აღნიშნული 1, 2, 3,..10 (ნახ. 4). შტრიხებს 

შორის, როგორც ვხედავთ, შუალედები არაა ტოლი. ყველაზე დიდი შუალედი 

არის 1--2. 

მომდევნო შუალედები კი თანდათანობით მცირდება, ეს შტრიხები შეესაბა- 

მება რიცხვებს: 1,2,1,...,10, აგრეთვე ეთანადება რიცხვებს, რომლებიც ამ რიცხვებ” 

ზე მეტია ან ნაკლებია 10-ჯერ, 100-ჯერ, 1000-ჯერ და ა. მ. ეს ნიშნავს, რომ, მაგა 
ლეთად, 3-ით აღნაშნული შტრიხი შეიძლება ნიშნავღეს დასმული საკითხის შინა- 

არსის მიხედვით 3-ს, 30-ს, 300-ს; 0,3-ს, 0,03-ს და ა. შ. 

შუალედები შტრიხებს შორის დაყოფილია უფრო წვრილ ნაწილად. ამ სკა- 

ლაზე ადვილად შეგვიძლია წავიკითხოთ ორი და სამი ნიშნადი ციფრით ჩაწერილი 

რიცხვები, 1-2 შუალედზე, უფრო მცირე ციფრებით, აღნიშნულია რიცხვები: 

1,1; 1,2.., 1,9 და მათ შორის მანძილები კვლავ იუოფა 10 ტოლ ნაწილად. 

ადეილი მისახვედრია, რომ 1-2 შუალედი დაყოფილია 100 ტოლ ნაწილად 

და 1 დან 2-––მდე ერთი დანაყოფის ფასი უდრის 0, 01-ს. მომდევნო შტრიხები 1; 1,01; 

1,02; ...1,98; 1,99; 2 რიცხვებს აღნიშნავენ. 

ს სკალის შემდეგი 2--3 და 3-4 უბნიდან თითოეული დაყოფილია არა 100, 

არამედ 50 ნაწილად და ამიტომ ერთი დანაყოფის ფასი აქ იქნება არა 0,01, არამედ 
0. 02. მაშასადამე, ორიდან დაწყებული მომდენეო შტრიხები აღნიშნავენ რიცხვებს: 
2,02, 2.04, 2,05... 2,98; 3, ამ შტრიხებს შორის იმყოფება რიცხეები: 2,01, 2,03, 

2,05 და ა. შ. ასეთავე წესით: წაიკითხება დანაყოფები 13-დან 4-მდე. 

#ჩ სკალის დანარჩენი ნაწილი 4-დან 10-მდე ძირითად შტრიხებს შორის 

დაყოფილია ჯერ 10 ნაწილად და“ შემდეგ თითოეული ნაწილი კიდევ შუაზე 

ე. ი. სულ 20 ნაწილად, ამიტომ აქ თითოეული დანაყოფის ფასია 0,05. 4-დან 

დაწყებული მომდევნო შტრიხები აღნიშნავს რიცხვებს: 4,05; 4,10; 4,15; 

9,00; 9,05; 9,10...., 9,95; 10. საანგარიშო სახაზავზე მოქმედებათა წარმოების 

დაწყებამდე საჭიროა დაწვრილებით გავიხსენოთ ძირითად სკალაზე რიცხვების 

სწორად წაკითხვა. 

სამიზნებლის ი) მდებარეობას 1. ––0--6 შეიძლება ეთანადებოდეს რი- 

ცხგები: 1,06, 10,6, 106. 1060, 0,106, 0,0106 და ა, შ. ანალოგიურად შეიძლება 
წავიკითხოთ რიცხვები, რომლებიც შეესაბამება სამიზნებლის ხ) მდებარეობას 
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1-7-6 C«) მდებარეობს 2–-–0–5 ძ) მდებარეობს 3-–8--4. 

ი) მდებარეობას 8 -– 5 –– 5 და ა, შ. 
რა თქმა უნდა, სახაზავის საწყის უბანზე წარმოებული გამოთვლები იძლე– 

ეა რამდენადმე მეტ სიზუსტეს, ვიდრე სკალის ბოლო უბანზე წარმოებული გა– 

მოთვლები,. საერთოდ, სახაზავზე ვანგარიშობთ სიზუსტით, რომელიც სამი 
ნიშნადი ციფრით გამოიხატება გამოთვლების ფარდობითი ცდომილება 3%-ს 

არ აღემატება, რაც საინჟინრო და სხვა პრაქტიკული გაანგარიშებისათვის საე- 

სებით საკმარისია. 

  

  

  

  

ნახ. 4. 

§ 14). ბამრავლება და გაქჟოფა ლოგარითმული სახაზავის საფშუალეგით. 

რიცხვების გამრავლებას ვაწარმოებთ ძირითადი #) სკალითა და ძვრიის 

C სკალით. 

მაგალითად, რომ ვიპოვოთ ნამრავლი 2.3, საკმარისია სამიზნებელი ხაზი 
დავაყენოთ ძირითადი სკალის მტრიხზე, სადაც აწერია 2. შემდეგ ქვრია გავ- 

წიოთ მარჯვნივ ისე, რომ ძერიის წარწერა 1 დადგეს სამიზნებელი ხაზის ქვეშ. 
შემდეგ კი მორბედი გადავაადგილოთ მარჯვნიე ისე, რომ სამიზნებელი ხაზი 

დადგეს ძვრიის იმ წერტილზე, სადაც წერია მეორე თანამამრავლი 32, მაშინ 

კორპუსის ძირითად სკალაზე სამიზნებელის ქვეშ წავიკითხავთ შედეგს 6-ს 

(ნახ. 5). 

  

  
| > 
„X-–- IL. 2 4 
L." (2I. 3 2 5 3ბი9! | 

ნახ, 5. 

ვიპოვოთ ნამრავლი ჯ= 3,4, 4,5, 

დავაყენოთ ძერიის ციფრი 1 ძირითადი სკალის 3,4-ზე, მაშინ ვნახავთ, 

რომ ზედა (C) სკალის ნიშანი 4,3 გადაეა საზაზავის კორპუსის გარეთ. ასეთ 
შემთხვევაში ძირითადი სკალის 3,4-ზე უნდა დავაყენოთ არა ძვრიის დასაწყისი 

ნიშანი 1. არამედ ძვრიის ბოლო –- მარჯვენა ნიშანი –- 1, მაშინ ძერ-ის 4,5 

დანაყოფის ქვეშ წავიკითხავთ: 15,ქ. (ნახ, 6). 

  

( “––--–-=, 1 

I . 5 67 891 

1 425 6 7 #8 51) 

ნახ, 6. 
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ჩვეულებრივი წესით 3,4-ის გამრავლება 4,3-ზე გვაძლევს 15,30-ს. განხი- 
ლული მაგალითების შემდეგ შეიძლება დავიმახსოვროთ სახაზავზე ორი რიცხ- 
ვის გადამრავლების წესი: 

1, სამიზნებელი ბაზით დავნიშნავთ ძირითად სკალაზე ერთ-ერთი თანამამ- 

რავლის შესაბამის დანაყოფს და დავაყენებთ მასზე ძვრიის დასაწყისს ან 

ბოლოს, 

95. დავაჟუნოთ სამიზნებელი ზაზი ძვრიის C სკალაზე აღწიშნულ მეორე 

თანამამრავლის შესაბამის შტრიზზე, მაშინ ძირითად (I) სკალაზე სამიზნებელი 

ხაზის ქვეშ წავიკითხავთ ნამრავლს. 

ვიპოვით რა ნამრავლს, მაგალითად, 3,4. 4,5-ს, შედეგს ეკითხულობთ, რო- 
გორც ციფრთა თანმიმდევრობას: 1 –- 5-–-მ. ეს შეიძლება იყოს: 153, 15,ქ, 
1,53. და ა. შ. მაგრამ უხეში მიახლოება გვიჩვენებს, რომ ეს შეიძლება იყოს 
მხოლოდ 15,3 და არა 153 ან 1,53. მოქმედების შედეგი ყოველთვის საჭიროა 
შეფასდეს უხეში მიახლოებით. 

თუ ამოვხსნით ამოცანას, ვთქვათ, მანქანის სიჩქარის შესახებ და მივი–- 
ღებთ 5 ან 6 კმ/სთ., მაშინ ადვილი მისახვედრია, რომ მანქანის სიჩქარე საათ- 
ში შეიძლება იყოს:56 კმ და არა 5,6 კმ. ან 560 კმ. 

გავოფა ლოგარითმულ სახაზავ?ზზე სრულდება უფრო მარტივად, ვიდრე 

გამრავლება. 6 გავყოთ 3-ზე. 

სამიზნებელი ხაზით ძირითად სკალაზე დავინიშნოთ 6. დავაყენოთ სა- 

მიზნებელი ხაზის ქვევით ძერიის C სკალის დანაყოფი.3... მაშინ ძვრიის 1-ის 

(საწყისის) ქვეშ წავიკითხავთ შედეგს 2-ს (ნახ. 7). 

  

> ?_ «ი 5 5 7M09' IL 
( წ სო 7 ! · 7   

ნახ. 7. 

4,25 რომ გაიყოს 5,13-ზე, მაშინაც ისეთნაირად უნდა მოვიქცეთ და შე- 
დეგს (09,828) ვპოულობთ ძვრიის ბოლოს 1-იანის ქვეშ (ნახ. 8). 

| 
1 2 „.. 6 7 9 M 

1 2. 3 (424 3535 CC 78282 91 

6:25 (CCXI11) 

  

  » 

ნაზ. 8. 

განხილული მაგალითების მიხედვით შეიძლება გამოვთქვათ შემდეგი 
წესი: 
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სამაზნწებელი ხაზით დავინიშნავთ კორპუსის ძირითად სკალაზე გახა- 
ყოფ რიცხვს. სამიზნებელი ხაზის ქვეშ ვაყენებთ ძვრიის დანაყოფს, რომელიც 

გამჟოფს შეესაბამება, რის შემდეგ ძირითად (/)) სკალაზე ძვრიის საწყის ან 

ბოლო 1-იანის ქვეშ წავიკითხავთ შედეგს. 

სავარჯიშო 

ა) აღნიშნეთ სახაზაეის ძირითად სკალაზე შემდეგი რიცხვები: 123, 15,3, 
0,186, 1,34, 1,08, 104, 175, 0,0135, 0,00159, 254, 2,76, 2,28, 0,294. 

ბ) შემდეგ მაგალითებში სამრავლი აღნიშნეთ ძვრიას მარჯვენა ბოლოთი: 
2,5. 4,8; 3,8. 3,5; 1,2. 5,1; 2,5. 6,4; 8,5. 2; 1,9. 8,8; 1,6. 9,5; 

გ) შეასრულეთ ნაჩვენები მოქმედება და მიღებული მედეგი შეადარეთ პა- 

სუხს: 
  

  

  

  

რიგის მაგალითი პასუხი რიგის მაგალითი პასუხი 

I 2,96:7,5 22,2 რ 2,18.4,65 ს0,! 
2 6,98.3,05 2I,2 7 0,095.17,8 1.69 
3 1,54-1,26 5,02 8 6,55.2,42 15,9 
4 0,433.19 ,8 ზ,57 9 0,546-91 ,8 50,1 
5 0,015.3, 0,0525 10 0,016.0,173 0,00277 

რიგის მაგალითი პასუხი რუის მაგჯლითი პასუხი 

1 ?72,36:2,56 28,3 5 77,3:0,54რ 142 
2 635172 8,82 6 0,439 : 264 0,00166 
ვ |0,541+0,0230 22.7 7 0,221:0,0125 | 25.7 
4“ |54,20:6,92 783 8 0,0921)0,17ი | 0,521           

§ 16. აომბინირებული მოკმედების შესრულება ლოგარითვული ხასაზავის 

საშუალებით, პროპორციის უსნობი წევრის პოპნა 

ლოგარითმული სახაზავის საშუალებით შეიძლება ერთდროულად ვაწარ– 
მოოთ რამდენიმე მოქმედება. განვიხილოთ მაგალითი. 

ვთქვათ, გვინდა გამოვთვალოთ შემდეგი გამოსახულების მნიშვნელობა: 

_ 13,8.43,3 
C- 167 

მოქმედებები უნდა ვაწარმოოთ შემდეგი მიმდევრობით: ჯერ 13,8 გავყოთ 
16,7-ზე, შემდეგ კი შედეგის წაუკითსაად გავამრავლოთ 9431,3-ზე. პასუხს 
(35,8) მივიღებთ ძვრიის მხოლოდ ერთხელ გადაადგილებით (ნახ. 9). 

  

  

  

      

| | 

L) 2 თ ა3ა§7209,ე L 
| 1 L § 3 2)5<76868695: |) 

, თ? 
ნაზ. 9. 
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ძ-.ხ-·-C 
  სახ-ს გამოსახულება უხდა გამოვთვალოთ შემდეგი სქემით: 

ირ.ჩ-C 
ლ. 

განხილული მაგალითი შეიძლება განვიხილოთ, როგორც შემდეგი სახის 
პროპორცია: 43.3:16,7= X:13,8 

მაშასადამე, პროპორ_იის უ.ნ=ბი წე რი „ა 432129, 

ამრიგად, ლოგარითმული სახაზავით ადღეეალად შეიჭლება მოინახოს პროპორ- 

ციის უენობი წევრი. 

სავარჯიშო 

საანგარიშო. სახახავის საშუალებით შეასრულეთ შემდეგი მოქმედებანი შუეა- 

ლედური მოქმედების წაუკითხავად: 

0.214-17.5 პას, 190; –1:95-4?4 კას. 0,284; 
0,019 157 

ქ)98:0,2?. კს 0,00723. 
308 

მედეგი შეამოწმეთ პასუხით, 

2. შემდეგი პროპორციები ამოხსენით ლოკარითმული სახაზავის საშუალებით: 

0,15 : ჯXCC3:8, X : 4,15=14,7 ; 18,9, 1,15 ; 0,032=X : 0,7, 

0,56 : 1, 5==2,0:X. 

§ 10. რიცხვის კვადრატში და კუბში ასარიხსება ლოგარითმული 

სასარავის საფუალებით 

ლოგარითმულ სახაზავზე ნებისმიერი რიცხვის კვადრატის პოვნა შეიძლება 

მარტივად შესრულდეს რიცხვების კვადრატში ახარისხება წარმოებს კვადრატების 

C4) სკალის და ძირითადი (I) სკალის გამოყენებით. კვადრატების (#4) სკალა (ნახ 

1თ. ორე ნაწილი"საგან შედგება: მარცხენაზე არეს დანაყოფები 1-დან 10-მდე, მარ- 

ჯვენაზე 10-დან 10ე-მდე. მარჯვენა ზუსტად იმეორებს პირველ ნაწილს. 

, 2 ჰი «4 5 67091 2 პ 

# ღალა ეფლუქექლლ = ი ე !       
4 5 6.7 69! 

ესთ ოუსთ 

ნახ. 10, 

თითოეული ამ ნაწილთაგანი წარმოადგენს ორჯერ შემცირებულ ძირითად 

(0) სკალას. 

თუ სამიზნებელ ხახს ძირითადი #2 სკალის ნებისმიერ რიცხეზე დავაყენებთ, 
მაშინ კვადრატების 4 სკალაზე წავიკითხავთ ამ რიცხვის კვადრატს, ხოლო კუბე. 
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ბის # სკალაზე ამ რიცხვის კუბს, 10-ე ნახაზზე ვკითხულობთ 2“=4, 31=9, 4“%=16, 
29=8, ვ1=27-ს, 41=64-ს და ა. შ. 

თუ სამიზნებელ ხაზს დავაყენებთ 3,4-ზე, მაშინ მის პირდაპირ ზევით /#4 სკა- 

ლაზე წავიკითხავთ 11,6-ს, ხოლო კუბების # სკალაზე 39,5-ს, 
სახაზავზე კვადრატში ახარისხების შემდეგ შედეგში მძიმის ადგილი განისახღე– 

რება უხეში მიახლოებით ისე, როგორც გამრავლება - გაყოფის დროს, 3,42-სათვის 
ვპოულობთ 1--1-–6. ცხადია, რომ 3,4? არ შეიძლება იყოს 1,16 ან კიდეე 116, 

ამიტომ. 3,42=11,6, 
მეტად მოხერხებულად გამოითვლება სახაზაეზე რამდენიმე მოქმედების კომ- 

ბინაცია. ვიპოვოთ ჯ-ის მნიშენელობა, თუ X=4.53 · 2,389, 

დავაყენ «თ სამიზნებელი ხაზი ძირითადი /) სკალის 2,38-ზე. მაშინ კვაღრა- 

ტების /# სკალაზე სამიზნებელი ხაზი გვეჩეენებს 2,387%-ს. 

ეს რიცხვი არ წავეკეთხოთ და მორბედს ხელე არ ვახლოთ, ძერია კი გადავა 

ადგილოთ ისე, რომ მისი დასაწყისი ! დაემთხვეს სამიზნებლის ხაზს. შემდეგ 

მორბედი დავაყენოთ 8 სკალის რიცხვზე -- 4,513, მაშინ სკალაზე წავიკითხავთ 

საბოლოო შედეგს –– 25,7. 

აღნიშნული ოპერაციები იმ მიმდევრობით, როგორც ეს აღეწერეთ, ნაჩეე- 

ნებია მე-11, მე-12, და მე-13 ნახაზებზე. 

  

  

  

      

  

  

  

    

  

  

  

  

+ 2.38, ნ ხ. 1), 
' 

1 უებ : -„ 567899! 

---2,38წ-4.53=257 

L-. 2.382 25.7 88 
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“ + – „ + 

L-- 223 1 1 - 6702.) 

6.ხ. 12. 

უ5=# 15,კ? 

ს 1.55 7.35, ––ო–აკუ–კაააეუეოუენ 
„231. “ო 
LL 1 153 2 3 525 56789! | (| 615 

_ 

§ 1:. კვარატული და კუბური ამოფესვა ლობარითვული 

სახაზავის საშუალებით 

კვადრატში ახარისხება და კვადრატული ამოფესვა ურთიერთშებრუნებული 

მოქმედებებია. ამიტომ ლოგარითმულ სახაზავზე რიცხვებიდან კვ-დრატული ამო- 

ფესვისათვის იმავე სკსლებით (ს და 4) ვსარგებლობთ, მხოლოდ მოქმედება ამო–- 
ფესვას ვაწარმოებთ შებრუნებული თანმიმდევრობით, ვიდრე კვადრატში ახარის- 

ხებისას. 
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კვადრატში ახარისხების დროს სამიზნებელი ხაზით ვიღებღით ფუძეს ძირითად 

6 სკალაზე და შედეგს ვკითხულობდით „4 სკალაზე. აქ კი ვიქცევით პირიქით. ფესვ- 
ქვეშა რიცხე» ვიღებთ 74 სკალაზე და სამიზნებელი ხაზის ქვეშ ძირითად (12) სკალაზე. 

ვკითხულობთ ფესვის მნიშვნელობას (ნახ. 2): V4=2, V9=3 და ა. შ. 
თუ გვინდა ორნიშნა რიცხვის ამოფესვეა, მაგალითად V 42, მაშინ სამიხზნებელ 

ხაზს ვაყენებთ კვადრატების” (4) სკალის მარჯეენა ნახევარზე 42-თან და ძირითად 
სკალაზე ვკითხულობთ პასუხს: 6,48. 

ნებისმიერი რიცხვის კევდრატული ამოფესვა დაიყვანება განხილული შემ- 

თხვევებიდან ერთ-ერთზე. 
კუბური ფესვის ამოღების დროს ვსარგებლობთ (#) კუბების სკალითა და ძი– 

რითადი (8) სკალით, ანალოგიურად კვადრატული ამოფესვისა. 

წესი: 1. ფესექვეშა რიცხვს წარმოვადგენთ ერთნიშნა ან ორნიშნა რიცხვის. 

სახით, რისთვისაც მას ვამრავლებთ (ან ვყოფთ) ათის ლუწ ხარისხზე. 

2. თუ ფესვქვეშა რიცხვი წარმოდგენილია ერთნიშნა რიცხვით, მას ვიღებთ 

სამიზნებელი ხაზით 4 სკალის მარცხენა ნახევარზე და თუ ის წარმოდგენილია ორ- 
ნიშნა რიცხვით, მაშინ კვადრატების სკალის მარჯვენა ნახევარზე, 

3, შედეგს წავიკითხავთ სამიზნებელი ხაზის ქვეშ ძირითად სკალაზე. 

სავარჯიშო 8 

ა) იპოვეთ საანგარიშო სახაზავით: 26?, 4,52?, 6,4წ, 8,5“, 4,42, 76,29, 1422; 

ბ) იპოვეთ საანგარიშო სახაზავის საშუალებით შემდეგი რიცხვების კვადრა- 

ტები და პასუხები შეადარეთ ცხრილით მიღებულ „კვადრატებს: 

  

  

  
  

ძ 2,4 7,6 8,4 | 9,8 | 1,46 | 1,85 | 2,63 

0? სასაზავით 

ი! ცხრილით 5,760 | 57,76 | ?70,56 | 96,04| 2,132| 3,423| 6,917                 
  

გ) იპოვეთ საანგარიშო სახაზავის საშუალებით შემდეგი რიცხვების კვადრა–- 
ტები, წინასწარ დაამრგვალეთ ეს რიცხვები სამნიშნად ციფრამდე, ჩანაწერები და– 
ალაგეთ შემდეგი ნიმუშის მიხედვით: 

  

  

  

  

1 2,346 | 3,748 | 3,563 | 24,81 | 12,56' | 0,2484 
2. ) 

ს.ხ-ზ ვით 5,50 

ცხრილით 5,504 

განსხეავება 0,004                   
  

დ) იპოვეთ საანგარიშო სახაზავის საშუალებით რიცხვების კუბები და შეადა- 
რეთ პასუხები ცხრილში მოყვანილ ამავე რიცხვების კუბებს: 
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ძთ9 სახაზ. ეით 

          ც' ცხრილთ | 216 | 2343 512 | 229 | 1,728) 3,375| 5,832| 9,261! 15,62| 21,95                   
  

  

  

                
  

ი 3,5 | 4.1 | 45 | 52! 4,5 7,3 გ,5 

თ3 სახ.ზავით 

ი3 ცხრილით 42,88| 79,51| 91,13| 140,6 247,6 | 389,0 | რ14,1 

II თავი 

§ 18. პირველი სარისსის განტოლებანი 

გა ნსაზღ ვრა 1, ორ ალგებრულ გამოსახულებას, შეერთებულს „=4“ 

ზიშნით ტოლობა ეწოდება. ტოლობანი შეიძლება იყოს ორი სახის: იგივობა და 

განტოლება, 
იგიეობა ისეთი ტოლობაა, რომელიც სწორია მასში შემავალი ასოების ნებიხ- 

მიერი (დასაშვები) მნიშვნელობებისათვის. მაგალითად, ჩვენთგის ცნობილი შემოკ- 

ლებული გამრავლების ფორმულები: 

(თ+ხ)1=იზ+2იხ+ხ!  (ი+ხ)1=01+30პხ +3იხ?-L-ხ? და ა, შ. 

წარმოადგენენ იგივობებს, ადვილად შეიძლება დავადგინოთ, რომ ყოველთვის, 
როგორი მნიშვნელობაც არ უნდა ჰქონდეს ი და ხ რიცხვებს, თითოეული ამ ტო- 
ლობის მარცხენა ნაწილი უდრის მარჯვენას. შეამოწმეთ ეს აღებულ მაგალითებზე, 
როცა 0=––2 და ხ=5 (ან 0 და ხ-ს მიეცით ნებისმიერი რიცხვითი მნიშვნელობები). 

განსაზღვრა 2 ასოთი გამოსახული უცნობი რიცხვის შემცველ ტო- 
ლობას განტოლება ეწოდება. 

მაგალითად 3ქ0-––5=0+15 ტოლობა წარმოადგენს განტოლებას ერთი 6 უც- 
ნობით. იგი სამართლიანია მხოლოდ მაშინ, როცა ძ=10. 

ეზ=25 ტოლობა წარმოადგენს განტოლებას, იგი სამართლიანია მხოლოდ მა- 
შინ, როცა 0=5 და ძ––-5., 

Xჯ+2ყწ=9 ტოლობა წარმოადგენს განტოლებას ორი X და ყ უცნობით. იგი 
სამართლიანია, მაგალითად, თუ X=1 და V=2. 

მიღებულია, რომ განტოლებაში უცნობი რიცხვები ლათინური ანბანის უკა- 

სასკნელი X, ყ, 2,.... ასოებით აღინიშნოს. 

29



ნაცვლად გამოთქმისა „განტოლება სამართლიანია, როცა X=1, ყ=2“. ხში- 
რად მიღებულია გამოთქმა „განტოლებას აკმაყოფილებს უცნობის მნიშვნელობები 
ჯ=1 და ყ=-2"“. 

განსაზღვრა 3, უცნობის მნიშვნელობებს, რომელნიც აკმაუოფილე- 

ბენ განტოლებას, მისი ამონახსნები ანუ ფესვები ეწოდება. 

8–1=25 განტოლებას აქვს ორი ფესვი: 0=5 და ძ=–-5, ხოლო 30-–-5=6 +15 
განტოლებას »ქვს ერთი ფესვი: 0=10, მნ X--4X- 4=0 განტოლებას კი –- სა- 

მთ ფესვი: X=--1, Xე=–-2 და Xე=2. 

განსაზღვრა 4. ამოვხსნათ განტოლება ან განტოლებათა სისტემა ნიშ- 
ნავს, ვიაოვოთ უცნობის ჟველა ის მნიშვნელობები, რომლებიც აკმაჟოფილებენ 

მოცემულ განტოლებას ან სისტემას. 

განტოლებას შეიძლება სრულიად არ ჰქონდეს ფესვი. ავიღოთ, მაგალითად, 
განტოლება 

X+3=X--1. 

როგორი მნიშენელობაც არ უნდა მივცეთ ჯ-ს, ამ განტოლების მარცხენა ნა– 

წილი მუდამ 2-ით მეტი იქნება მარჯვენაზე. მაშასადამე, არ არსებობს X-ის ისეთი 
მნიშვნელობანი, რომლებიც ამ განტოლებას დააკმაყოფილებენ, ე. ი. ამ განტო– 
ლებას ფესეები კრა აქვს. 

განტოლებაში შემავალი უცნობების რიცხვის მიხედვით არჩევენ განტოლე- 
ბებს: ერთუ კნობიანს, ორუ„ცნობეანს, სამუ:კნობიანს და ა. შ. 

ყველა შესაძლო გამარტივების შემდეგ ანტოლებაში შემავალი უცნობის უმა- 
ღლეს პა53აას განო ლ)ბას ბარასხი ეწოდება, 

განტოლების ზემოთ მოყვანილი მაგალითებიდან პირველი განტოლება მეო- 
რე ხარისხისაა, მყორე –– პირველი ხარისხის, ხოლო მესამე -– მესამე ხარისხის. 

განტოლების ფესვების რიცხვი მუდამ განტოლების ხარისბის ტოლია. 

განსაზღვრა 5. ტოლი ხარისხის მქონე ერთნაირი უცნობის შემცველ 

ორ განტოლებას ტოლფასი ეწოდება. მაშინ, თუ პირველი განტოლების ყეელა 
ფესვი წარმოადგენს მეორის ფესვებს დ» პირიქით –-- მეორე განტოლების ყველა 
ფესვი წარმოადგენს პირველის ფესვებს, ან არც ერთს არა აქვს აზონახსნი. 

მაგალითად, განტოლებანი: 

1 .2X-5=11 და 7(+6=62 
წარმოად ენს ტოლფას განტოლებებს, რადგან ორივეს ერთი და იგივე ფესვი აქეს. 
სახელდობრ, XჯX=8 

2L–5=7 და C0X-2)V+ 11=7(X+1) განტოლებანი არ არიან ტოლფასნი: პირ- 
აქვს ერთადერთი ფესვი X=5, ხოლო მეორეს, გარდა X=5 ფესვისა, აქეს კი- 

ღევ ფესვი X=--1, რომელიც არ წარმოადგენს პირველი განტოლების ფესვს. 
X-63=X-2 და X(CX--2)=X:-+5-2X განტოლებები ტოლფასია, ან არ 

ერთ მათგანს ამონახსნი არა აქვს. რადგ 9 

§ 10. პირპელი სარისსის ერთუცნობიანი ბანტოლება 

პირეელი ხარისხის ერთუცნობიანი განტოლების ზოგადი სახეა: 

0X=ხ. (1) 

ამ სახეზე შეიძლება დაყვანილი იქნას ნებისმიერი სახით მოცემული პირველი 
ვი



ზარისხის ერთუცნობიანი განტოლება, თუკი მასზე მოვახდენთ სათანადო გარდაქ- 
მნებს. ეს გარდაქმნები ემყარება განტოლების შემდეგ ძირითად თვისებებს: 

თვისება 1, თუ განტოლების ორივე ნაწილს ერთსა და იმავე რიცხვს ან 
ერთი და იმავე უცნობის შემცვილ მრავალწევრს მივუმატებთ, მაშინ მიღებული 

განტოლება მოცემულის ტოლფასი იქნება. 

მაგალითები: 

1. ვთქვათ, მოცემულია განტოლება: 3X-+7=19, 

ამოვხსნით მას და ეიპოვით ერთადერთ ფესვს X=4. განტოლების ორივე მხა- 

რეს დავუმატოთ 7: 

3X-+14=26, 

ამოვხსნით ამ უკანასკნელს და ვიპოვით, რომ მასაც ერთადერთი თესვი აქეს: 

Xჯ=4. 

2. ავიღოთ განტოლება: 
2X--5:-=9 

ამოვხსნით მას და ვიპოვით მის ერთადღერთ ფესეს X=7. ამ განტოლების ორივე 

ნაწილს ––3X მივუმატოთ, მივიღებთ განტოლებას: 

2X--5-3X=9--13ჯ 

–X-–-5=9-3X 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ მიღებული განტოლების ფესვიც ერთად- 

ერთია: L=7,. 

განტოლების ზემოთ განხილული თვისებიდან უშუალოდ გამომდინარეობს 
შემდეგი დასკვნები: 

1. თუ განტოლების ,ორივე ნაწილში არის ერთნაირი წევრები, ისინი ერთმა- 

ნეთს აბათილებენ. 

მართლ ც, ავიღოთ განტოლება: 

2X--5+5X=47+5X 

თუ განტოლების ორივე ნაწილს მიეუმატებთ –--5X, მაშინ მივიღებთ განტო- 

ლებას 2X--5=47, რომელიც მოცემულის ტოლფასია. 

2. განტოლების ყოველი წევრი შეგვიძლია ერთი ნაწილიდან მეორეში გადა- 

ვიტანოთ ნიშნის შეცვლით. 

მაგალითად, 3შX+1=2X-+-3 განტოლების ორიეე ნაწილს მივუმატოთ –-2X -- 

–-ქ, გვექნება 
3X+1--2X-–-1=2X-+L3--2X-–--2, 

3X+1--2L--3=0. 

X-–-2=0. 

მიღებული განტოლება მოცემულის ტოლფასია. 
თვისება2 თუ განტოლების ორივე ნაწილს გავამრავლებთ ერთსა და 

იმავე ნულის არატოლ რიცხეზე, მაშინ მიღებული განტოლება მოცემულის 

ტოლფასი იქნება. 
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მაგალითები 

1, ავიღოთ, მაგალითად; განტოლება: 

3X--4=14. 

მას ერთადერთი ფესვი აქვს X=6, მისი ორ«ვე ნაწილი გავამრავლოთ სამხე, მ«ვი- 
ღებთ: 9L--12=42. 

თუ ამოვხსნით უკანასკნელ განტოლებას, დავი-ახავთ, რომ მასაც ერთადერთი 
ფესვი აქვს Xჯ=6, მაშასადამე, ორივე ეს განტოლება ტოლფასია. თუ მოცემული 

განტოლების ორივე ნაწილს გავა 'რავლებთ –-2-ზე და – ზე, მივიღებთ განტო- 

-ლებებს: 

–6X+8=--28 

4 14 
LC -.ლ=- 

3 ვ 

თითოეულის ამოხსნა იძლევა ერთადერთ ფესვს X=6. მაშასადამე, ყველა ეს 
განტოლება მოცემულის ტოლფასია. 

განტოლების მე-2 თვისებიდან გამომდინარეობს შემდეგი დასკენები: 

1, განტოლების ყველა წევრი შეიძლება დაყვანილი იქნას საერთო მნიშვნელ– 
ზე, 

ე 2. განტოლების ყველა წევრი შეიძლება შევკვეცოთ ერთსა და იმავე ნულის 
არატოლ რიცხეზე, 

ამოვხსნათ განტოლება ეს ნიშნავს, ვიპოვოთ განტოლების ყველა ფესვი ან 
უცნობის იმ ძნეშვნელობათა) სიმრავლე, რომლებიც განტოლებას აკმაჟოფილებენ 

განვიხილოთ წრფივი ერთუცნობიანი განტოლების ამოხსნის მაგალითები: 

X-2 X+-2 X--4“ 
უნდა აღენიშნოს, რომ X=2 და X=–-2 არ წარმოადგენს ჯ-ის დასაშვებ მნიშე- 

ნელობებს, რადგან ამ მნიშვნელ «ბათა დროს განტოლება აზრს კარგავს. 

საერთო უმცირე'ი მნიშვნელია (X-2)(C+2)=»#+-4, თუ განტოლების ორი- 
ვე ნაწილს მასზე გავამრავლებთ და შეკვეცას ჩავატარებთ, მივიღებთ: 

(X-LI)CX-C2)––(X-–-–3)(X––2) = 10 

X-L3X-+2--)1+5X-–-6=10 

8X=14 

დავალება 

შეამოწმეთ ამოხსნის სისწორე 

პიX+ხ=C-L4,



უცნობის შემცველი წევრები გადავიტანოთ განტოლების ერთ-ერთ ნაწილში (მა- 
გალითად, მარცხენაში), ხოლო თავისუფალი წევრები –– მეორეში (მარჯვენაში): 

36%-C(=4--ნ. 

განტოლების მარცხენა ნაწილში ფრჩხილებს გარეთ გავიტანოთ »ჯ: 

(3ი-–-ოX=4-–-ჩ. 

უცნობი ჯ უნდა დაიწეროს ფრჩხილის შემდეგ, რადგან 3თ–-C წარმოადგენს კოე- 
ფიციენტს, ხოლო კოეფიციენტი ყოველთვის იწერება უცნობის წინ, 

მიღებული განტოლების, ორივე ნაწილი გავყოთ (30--C0-ზე, მივიღებთ: 

_ 4-ხ 

ვი--C 

მივიღეთ მოცემული განტოლების ფესვი შემდეგი პირობებით: 

3თ-05-0 ან 30540. 

  

დავალება 
შეამოწმეთ ამოხსნის სისწორე: 
განვიხილოთ პირველი ხარისხის ერთუცნობიანი განტოლება ზოგადი სახით: 

ძX+ხ=0. 
ცხადია, რომ: 

1. თუ 0=0, მაშინ განტოლების ფესვი არის 9. 
თ 

2, თუ 0=0 და ხ=-0, მაშინ განტოლებას ამოხსნა არა აქეს. 
3, თუ ძ=0 და ხ=0, მაშინ განტოლების ფესვად შეიძლება აღებული იქნას 

ნებისმიერი რიცხვი. ამ შემთხვევაში განტოლებას განუზღვრელი ეწოდება. 

ვთქვათ, მოცემულია განტოლება 2+-1= > X-L5. 

ვხედავთ, რომ როგორც მარჯვენა, ისე მარცხენა ნაწილები ამ განტოლებისა 
წარმოადგენს წრფივ ფუნქციებს, ამ განტოლების ამოხსნა, ცზადია, ნიშნავს მოიძებ– 
ნოს X-ის ისეთი მნიშვნელობა, რომლისთვისაც ორივე ფუნქცია რიცხობრივად ტო- 

ლი იქნება. 
ამ თვალსაზრისით განტოლების განხილვას ბუნებრივად მივყევართ მისი ამო– 

ხსნის შემდეგ ხერხამდე: 
ეაგებთ გრაფიკს წრფივი ფუნქციებისას: 

ყლ2X-) და #=+- X+5. 

როგორც ცნობილია, მათი გრაფიკები წარმოადგენს წრფეებს. სწორედ წრფე- 
თა გადაკვეთის M წერტილის აბსცისა წარმოადგენს მოცემული განტოლების 

ფესეს, ვინაიდან ამ აბსცისას (ნახ, 14) ეთანადება ორივე წრფის ერთი და იგივე 
ორდინატი, ანუ Xჯ აბსცისის ამ მნიშვნელობისათვის განტოლების ორივე მხარე 
ტოლია. 

ნახაზიდან ჩანს, რომ წრფეთა გადაკვეთის წერტილის აბსცისა, ანუ განტოლე–- 

ბის ფესეი, X=4, 
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ჩვენ შეგვიძლია აღებული განტოლება დავიყვანოთ უმარტივეს სახეზე, სა– 

ზელდობრ, ყ=1–-4=0, მაშინ განტოლების გრაფიკულ ამონახსნს ექნება მე-15 

     
ნახ, 14, ნახ. 15. 

ნახაზზე გამოსახული სახე. უნდა აღინიშნოს, რომ განტოლები!, ამოხსნის ზემოთ 

განხილულ შემთხვევებს შეესაბამება 

ყ=ძX+ხ 

წრფის სამი სხვადასხვა მდებარეობა აბსცისათა ღეოძის მიმართ, საბელდობრ, პირ- 
ველ შემთხვევაში #/=0+ხ წრფე აბსცისათა ღერძს კვეთს (განხილულ მაგალითში 

V=X--4 წრფე აბსცისათა ღერძს კვეთს X=4 წერტილში); განტოლებას აქვს ერთად– 
ერთი ფესვი. მეორე შემთხვევაში –– განტოლებას არც ერთი ფესვი არა აქეს, 

ყ=0იX+ჩხ წრფე აბსცისათა ღერძის პარალელურია. მესამე შემთხვევაში /:=იX–-9 
წრფე ემთხვევა აბსცისათა ღერძს (განტოლებას გააჩნია უსასრულო სიმრავლე 

ფესვებისა). 

§ ჯი, წრფივ განტოლებათა სისტემა 

წრფივი ორუცნობიანი განტოლება ეწოდება 

ძX+სყ=6C (1) 

სახის განტოლებას, სადაც X და V უცნობებია, ი და ხ კი (უცნობთა კოეფიციენ– 
ტები) ––მოცემული რიცხვები, C (თავისუფალი წევრი) ნებისმიერი მოცემული რ– 

წ 
ცხვია. ' 

ადვილად შეიძლება დავრწმუნდეთ · იმაში, რომ ამ განტოლებას აქვს ამონახ- 
სნების უსასრულო სიმრავლე. მართლაც, თუ X და ყ უცნობთაგან ერთ-ერთს, მა” 
გალითად, X-ს მივცემთ სხვადასხვა მნიშვნელობას რიცხვთა რაიმე სიმრავლიდან, 
მაშინ შესაბამისი მნიშვნელობები უცნობი V. -ისათვის მოიძებნება (1) განტოლე 

ბიდან, 
მართლაც, თუ 2X+Vყ=5 განტოლებაში X იღებს მნიშვნელობებს: ––1,0, 2,5, 

მაშინ ყ-ის შესაბამისი მნიშვნელობები იქნება: 7,5 · 1,––5, რიცხვთა ყოველი წყვი- 

ლი: (-–-1,7, (0,5,) (2,1), (5,–-5) წარმოადგენს მოცემული განტოლების ამონახს- 

ნებს. ცხადია, არსებობს რიცხვთა ასეთი წყვილების უსასრულო სიმრავლე. სწორედ 
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ამიტომ ამბობენ, რომ ერთი ორუცნობიანი წრფივი განტოლება განუზღვრელია,. 
ეს უკანასკნელი ადვილად წარმოსადგენია გრაფიკულად. მართლაც, 2X-Lყ= 5 გან- 

ტოლებას მართკუთხა კოორდინატთა სისტემაში შეესაბამება წრფე. ეს წრფე წარ- 
მოადგენს ყ=--2X--5 წრფივი ფუნქციის გრაფიკს. 

აღებული წრფის ნებისმიერი წერტილის კოორდინატები წარმოადგენს განტო- 
ლების ამონახსნებს დ» რადგანაც წრფეზე გვაქვს წერტილთა უსასრულო სიმრავ- 
ლე, ამიტომ მოცემულ განტოლებას ექნება უსასრულო სიმრავლე ამონახსნებისა, 

თუ ერთად განვიხილავთ პირველი ხარისხის ორუცნობიან განტოლებას, სა- 

დაც ერთხახელა უცნობები ერთსა და იმავე რიცხვებს აღნიშნავს, გვექნება ე. წ. 

განტოლებათა სისტემა, 

ასეთი სისტემა ზოგადი სახით ჩაიწერება შემდეგნაირად: 

( ი,X+-ხ,ყ=თ, 
| ი)X+ხ.ყ=C. (3) 

უცნობთა მნიშვნელობების ყოველ წყვილს, რომელიც სისტემის შემადგენელ 

ორივე განტოლებას აკმაყოფილებს, მოცემული სისტემის ამონახსნი ეწოდება. 

სანამ განვიხილავდეთ (3) სისტემის ამონახსნს ზოგადი სახით, მოვიგონოთ 

რიკცხვითკოეთიციენტიან ორეცნობიან წრფივ განტოლებათა სისტემის ამოხსნის 

ცნიბილ ხერხები, 

.„ ჩასმის ხერხი 

მოვხსნით სისტემა: 

( 3X+--2ყ/=:6, 
ს 5X+-4ყ -:32, 

გამოვსახოთ ერთ-ერთი განტოლებიდან რომელიმე უცნობი მეორის საშუალე- 

ბით. მაგალითად, პირველი განტოლებიდან / გამრესახოთ L-ის საშუალებით 

3+-6 
V-- 2, (4)   

ყ-ის მიღებული „მნიშვნელობა ჩავსეათ სისტემის მეორე განტოლებაში: 

5+-C4. 22- 
  =32,. 

მივიღეთ ერთუცნობიანი ერთი წრფივი განტოლება, რომლის ამოხსნაც მო- 
გქცემს: 

  

X=4. 

მიღებული X--4 მნიშენელობა ჩავსვათ (4-ში); 

3.4-6 
ყ= , ყ=3; ყ 2 ყ 

მიღებულ მნიშვნელობათა X=4 და ყ=3 წყვილი წარმოადგენს მოცემული 

სისტემის ამონახსნს. 

ამოვხსნათ სისტემა: 

1 წ იX+2Vყ=0, 
ხX--ყ=ძ. 
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მეორე განტოლებიდან ვპოულობთ V=ხსX--ძ, ყ-ის მნიშვნელობა ჩავსვათ სი- 
სტემის პირველ განტოლებაში: 

  

ძX+2(ნწX--თ)=0, 
საიდანაც: 
ლო 0X+2ხX-–-2ძ=C 

(ი+2ხ)X=C-2ძ, 

_ 06+2ძ. 
თ-+2ხ , 

X-ის მნიშვნელობის ჩასმა სისტემის მეორე განტოლებაში მოგვცემს: 

ყ=ხ.· _6-++2ძ. –ძ, 
ძ-–+2ხ 

საიდანაც მივიღებთ: 

_ ხ-”-2ძ 

ძი+2ხ 

II. ალგებრული შეკრების ხერხი 

ამოვხსნათ სისტემა: 7X+3ყ=8, 
5X-L2V=5,5. 

პირველი განტოლების ორივე ნაწილი გავამრავლოთ 2-ზე, ხოლო მეორისა 
–-3-ზე, მივიღებთ სისტემას: 

14X--6ყ=16 
-– 15X+-6ყ=--16,5. 

სისტემის განტოლებათა წევრები შევკრიბოთ წევრ-წევრად, მივიღებთ ––): = 
=–--0,5, საიდანაც X=0,5. 

შემდეგ სისტემის ერთ-ერთ რომელიმე განტოლებაში X-ის ნაპოვნი მნიშვნე- 
ლობის ჩასმით ვპოულობთ ყ=1,5. 

ამოვხსნათ სისტემა: 

| XჯX „ /V თ+ხ – .%   

სისტემის თითეული განტოლება დავიყვანოთ საერთო მნიშვნელზე, "შემდეგ 
პირველი განტოლება გავამრავლოთ (თ-––ნ)-ზე, მერრე კი––-(ძ-L6)-ზე, რის შემდეგ 

მიღებულ განტოლებებ შევკრებთ წევრ-წევრად: 
(თ+-ხ)X-L (0-–ხ) ყ=-0? 4+-M, ი–ხ 
(0-ხ)X-+-CC-+C-ხ)Vყ=ძცზ"-ხ! | –(0-Lხ) 

(იწ -–– ხხ?) X-+L(C0––ხ)? ყლ–(ი"-Lხ?) (2–-ხ), 
–(01--ხ9) «X-– («+ ხ)7 ყ= – (01 -– ხ?) (-Lხ) 

(თ”--– 2იხ +ხ? ––ც?2-–2ძნ --ხ?) ყ=(თ-–-ხ) (თ?-+-ხ1––ი” – 20ხ – ხ?) 
–40ხყ=(2თ–-ხ) (–20ხ); 

იხ 
ყლთ–- 

2 
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X-ის განსაზღვრის მიზნით ყ-ის მნიშვნელობა ჩავსვათ სისტემის მეორე გან– 

ტოლებაში: 

ძაეა"' 
2 

„X ,თ-ხ _1_ 4+ხ 
ი+-ხ 2 ძ-ხ ძი 2 -

 

  ამრიგად, X და V-ის მნიშვნელობები „-გ+! და ყ=ი-' წარმოადგენს 

მოცემული სისტემის ამონახსნებს. 

სავარჯიშო 

ამოზსენით შემდეგი სისტემები: 

1, 2X--3ყ=19, 3. ( 3ჯ-–-2ყ , 5X–3) 
7X+2ყ=4. (“+ -+%3-+= X+1, 

2X-–30 4X–3 | რანაირი 
2. X+ყ=1, 

სCX-L.-ძCყ =0ხ. => + ძ, 

L
 

      ი»
 

1 ღღ
 

I4 

§ I, წრფივ განტოლებათა სისტემიხ ამოსხნა დეტერმინანრების 

ხაფუალებით 

ვთქვათ, მოცემულია განტოლებათა წრფივი სისტემა ზოგადი სახით: 

ძ,X-+ხ,ყძ=C, 
ძ.-X+-ხას=C 

განვსაზღვროთ V მეორე განტოლებიდან: 

ს.ყ=6Cა-–-ძ.ს, ყ=----4% (4) 

ჯ-ის მნიშვნელობა ჩაესვათ სისტემის პირველ განტოლებაში: 

0,L-+L+ ხ, 4--09% -. 

ა 

მივიღებთ ერთუცნობიან წრფივ განტოლებას X-ის მიმართ. 

ამი-ვხსნათ ეს უკანასკნელი: 

ტი,ხ,X+საკლნ--–იხ,;ა=ხ.თ; (0ი,ხ.–-ი.ხ,)(=ხა:C--ხ,ნა: 

_ მად –ხ)C თ 

ძ;ეხა –ძახ, 

X-ის მნიშვნელობა ჩავსვათ (4)-ში და განვსაზღვროთ V. 

C-–0. . 05 ხთ 
V#= CC“ ძ,ხ.– ძან, –_ 0,ნ-თ–-ძახ,C– იახ:C,-L ძახ,C. 

ხ. ხ. (ი,ხ.-– ძახ,) 
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სათანადო გარდაქმნების შესრულების შემდეგ მიეიღებთ 

„- თ6-თC 
0ეხა-–- ძან, 

(60) 

ამრიგად, მოცემული სისტემისათვის მივიღეთ მნიშვნელობათა წყვილი X-ისა 
და ყ-ისათვის: 

ჯ == ხა0 --ხ1C , _ ძეთ -–ძენ, ; 

ძეხა–იახ, რეხე–ძახ, 

რომლებიც წარმოადგენენ მოცემული სისტემის ამონახსნებს. 

თუ დაკაკვირდებით ჯ-ისა და ყ-ის მნიშვნელობებს, შევნიშნავთ, რომ მათი 

მნიშკნელები ერთნაირია. სახელდობრ, ის ტოლია ი)ხა–-ძას,-ისა, ეს უკანასკნელი 
კი შედგენილია მოცემულ სისტემაში შემავალი უცნობების ––- X-ისა და ყ-ის კოე– 

ფიციენტებისაგან. მოცემულ სისტემას აქვს ერთადერთი ამოხსნა, თუკი ძ,მა-- 

–-ი.ხ,95-0, X და ყ-ის მნიშვნელობანი გამოითელება (5) და (6) ფორმულებით. 
ამოვწეროთ მოცემული სისტემის კოეფიციენტები იმავე მიმდევრობით, რო- 

გორც ისინი არიან მოცემული, და მიეცეთ მას კვადრატული ცხრილის ფორმა, მი- 
ვიღებთ: 

აქს თ 

თუ ვაწარმოებთ გამრავლებას ისე, როგორც ისრებია ნაჩვენები, და პირველ 

შედეგს გამოვაკლებთ მეორეს, მივიღებთ ი,მ:–ძას,; მიღებულ გამოსახულებას 
ეწოდება წრფივ განტოლებათა მოცემულ სისტემის II რიგის დეტერმინანტი დღა 
აღინიშნება შემდეგნაირად: 

ა= |“! ხ, =0,ხა–ძ.ს,; 
ძა ხი (55     

თუ დავაკვირდებით X-ისა და ყ-ის (5) და (6) გამოსახულებების მრიცხველებს, 

ადვილად შევნიშნავთ, რომ ისინი წარმოადგენენ მეორე რიგის დეტერმინანტებს: 

C ხ, ძმ. რ 

      
#X= | =რთფხა-ხ,C; ბაყ= == 0,6 –- შენ: 

C ს» ძი Cი 

ტ. დეტერმინანტი მიიღება სისტეშის დეტერმინანტისაგან 

#= 01 ხ, | · 

0. ხ.   

თუ პირველ სვეტის ელემენტებს შევცვლით თავისუფალი წევრებით, #/ დე- 
ტერმინანტი მიიღება აგრეთვე სისტემის დეტერმინანტისაგან შეთ რე სვეტის ელემენ- 

ტების თავისუფალი წევრებით შეცვლის გზით. ' 

ამრიგად, მოცემული 

0,X+ხ,ყ=თ, 
ძაX-Lხ.ყ=-C 

სისტემის ამოხსნა შეგვიძლია ჩავწეროთ შემდეგი სახით: 

რX ტყ 
ჯXX–, ყ=– ტიუ” ა 

უბ



ამოეხსნათ სისტემა: 

3ჯX+4ყ=17 
2ჯX+3ყ=12 

შევადგინოთ სისტემის დეტერმინანტი; 

ტ#ტ=1|3 %4| = ვ.ვ- 2.4=9-8=1; 
23   

ვინაიდან #540, ამიტომ სისტემას ექნება ერთადერთი ამოხსნა. (5) და 6 ფორ– 
მულების გამოყენებით გამოვთვალოთ #Xჯ და #ყ დეტერმინანტები: 

  

#X= 174 =51-–52= I; ბყ/=|> 17 =39--34=5; 
133 2 13 

ამრიგად, 

ჯ„=-21  =1 –1. ყ=49- 5 =5 

რ 1 რი 1 

2, ამოეხსნათ სისტემა: 

X. 
_–– 

შევადგინოთ სისტემის დეტერმინანტი 

1. 
ტ=|” 

1 

თი 
1.1 ძი! თ 

Cძ 

გამოვთვალოთ რX დღა ტყ: 

2+ძ ი. _54ძ _ M+ი_ თ 1ძს ძი -ძი 
  

  

#X= _–__- =--–_---= 

1-1 ძ ჩ ძი 
I>- # 7 

CIს–ძ/ 

ძი 

1 + 
უუ ” C _ M+#M _ C+ძ _ CII+Cს იი --ძII CI –- ძი 

1 „” C C”. თ. 
ჯ« I 4ი 

ვპოულობთ X-ისა და ყ-ის მნიშვნელობებს: 

CL-ძ” 2:-ძი 
#ტXჯX ძი ტყ »თC 

Xლ=-== ი =C0/,; ====-–-სესესეა–- =ძM”. 

ბ იი–-ძი # ს C.–ძი ) 
Cძოთი იძთი 
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§ აა, ნრფივ ბანტოლებათა სისტემის გამოკვლევა დეტერმინანტის 

მისედვით 

ვთქვათ, მოცემულია წრფიე განტოლებათა სისტემა: 

ძ:X+ხეყ=6, (#» 

0:X-+ხ-ძ=C 
წროფიე განტოლებათა სისტემის გამოკვლევისას განიხილება შემდეგი შემთ- 

ხვევები. 

I შემთხვევა. სისტემის დეტერმინანტი ნულის ტოლია, 

ე. ი- 

#=ი,კხე-–ძ.ხ;=0. 

ცხადია, რომ მაშინ თ,ხე=ძახ,კ, საიდანაც 4 «ღო როგორც ვხედაეთ, თუ სი- 

სტემის დეტერმინანტი ნულის ტოლია, მაშინ განტოლებათა სისტემის ერთსახელა 

უცნობების კოეფიციენტები პროპორციულია. 

პირიქით, თუ ერთსახელა უცნობების კოეფიციენტები პროპორციულია, მა- 

შინ სისტემის დეტერმინანტი ნულის ტოლია. მართლაც, I => პროპორციი- 
ძა 

დან უშუალოდ გამომდინარეობს ძ,ნჯ=თახე, რაც “იმას ნიშნავს, რომ 

თ,ხე––ძეხ1=0. 

ახლა დავუშვათ, რომ 4#X და #V დეტერმინანტებიდან ერთი რომელიმე ნულის 
ტოლია, 

ვთქვათ, #X=0, ე, ი. C,მე–C,.ხ, =0, საიდანაე გამომდინარეობს ბროპრრცია» 

ი 
ხ C 

ამრიგად, იქიდან რომ #=0 და #X=0, უშუალოდ გამომდინარეობს სისტემის 

ერთსახელა უცნობების კოეფიციენტებისა და თავისუფალი წევრების პროპორ- 
ციულობა: 

ძია ხ. C (2) 

თითოეულ ამ შეფარდების მნიშვნელობა ავღნიშნოთ #-თი (#-+0); 

0). =#; 0 /; C =, 

თა 5 რ 
მივიღებთ: 

ძ,=/ჩძ.; ხ,=#ხ,; C ==ჩ0,; 

ძ, ხუ და თ-ის მნიშენელობებს თუ ჩავსვამთ (1) სისტემის პირველ განტოლე– 

ბაში, მივიღებთ; 
#0,;X-+ ჩხ. = MC, 
ძ:X+ხაV=-C,. 

თუ მიღებული სისტემის პირველ განტოლების ყველა წევრს შევკვეცავთ # 
თანამამრავლზე, მაშინ მიღებული სისტემა 'შედგენილ იქნება ორი ერთნაირი გან– 
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ტოლებისაგან, ე, ი. ფაქტიურად გვექნება ერთი განტოლება 2 უცნობით, მე-3 პა– 
რაგრაფში აღნიმნული გექონდა, რომ ერთ განტოლებას ორი უცნობით შეიძლება. 

ჰქონდეს ამონახსნების უსასრულო სიმრავლე. 

ასეთ შემთხვევაში ამბობენ, რომ სისტემა განუზღვრელია· 

განვიხილოთ მაგალითი: 
4X–-3ყ=112, 

8X--6ყ=:26. 

როგორც ვხედავთ სისტემის ერთსახელა უცნობების კოეფიციენტები და თა- 

ვისუფალი წევრები პროპორციულია. 

ცხადია, #= +. თუ სისტემის პირველ განტოლებას გავამრავლებთ 2-ზე ან 

მეორე განტოლებას ზე, მაშინ მივიღებთ ორ ერთნაირ განტოლებას, სახელ- 

დობრ, 4X--3ყ=13. ერთ განტოლებას ორი უცნობით, როგორც ვიცით, აქვს ამო– 

ნახსნთა უსასრულო სიმრავლე (ე. ი. იგი განუზღვრელია). 

განეიხილოთ შემთხეევა, როცა #=0, მაგრამ #X#560 (მაშინ #V-იც #0). 

იქიდან რომ სისტემს დეტერმინანტი ნულის ტოლია, გამომდინარეობს 

თ. დ. თუ #X540, მაშინ 5462 .· აქაც პირველი პროპორციის შეფარდებე- 
თავ ს C. 2 3 

ბი აღვნიშნოთ #-თი (ჩ#5-0), გვექნება 
ძთ,=#ძა და ხ1=რხ.. 

შეფარდების < სიდიდე აღვნიშნოთ იI-ით, სადაც MI5-#, მაშინ C=ი!C. თუ 
C2 

სისტემის პირველ განტოლებაში გავითვალისწინებთ მიღებულ აღნიშვნებს, გვეჭ- 

ნება 
(ძი.-X+- ხ-V)#=C./, 

ძა-X+ხ-ყ=–თ (#27) 

თუ მიღებულ სისტემის მე რე განტოლების ყველა წევრს გავამრავლებთ #– 
ზე, მაშინ 

(ძ-X +-ხ-ყ) #=Cკ/!, 
(თ.X+ხაყ) ჩ= C.ჩ 

საიდანაც გამომდინარეობს C.M1=C.ჩ და #I=# (C 540), მაგრამ სინამდვილეში 

ი!56ჩ. მიღებული წინააღმდეგობიდან გამომდინარეობს, რომ სისტემას ამოხსნა არა 

აქვს. 
ამ შემთხვევაში ამბობენ, რომ განტოლებათა სისტემა არათავსებადია. 

მაგალითი: 
2X+3ყ=5, 
4X-+6V/=8. 

სისტემის ერთსახელა უცნობებთან მდგომი კოეფიციენტები პოოპორციულია: 

2 ვ 1 

“



მაგრამ თავისუფალი წევრები არაა კოეფიციენტები პროპორციული: 

2 5 

278 
მოცემული სისტემის მეორე განტოლების მარცხენა ნაწილი მიღებულია პირ- 

ველი განტოლების მარცხენა ნაწილის 2-ზე გამრავლებით, მარჯვენა კი – <-ზე 

გამრაელებით. სისტემა არათავსებადია და ამოხსნა არ გააჩნია. 

ახლა გავაკეთოთ საბოლოო დასკვნა იმაზე, რაც ვილაპარაკეთ წრფივ განტო- 

ლებათა (1) სისტემის ამოხსნის შესახებ. 

1) თუ სისტემის დეტერმინანტი #50, მაშინ სისტემა განსაზღვრულია, ე. ი, 

მას გააჩნია ერთადერთი ამონახსნი. 

2) თუ #=0 და #X=0 (რაც გულისხმობს #4/=0), მაშინ სისტემა განუსაზღ- 

ვრელია ე. ი. გააჩნია ამონახსნების უსასრულო სიმრავლე, 

3) თუ 4=0 და #X5#40, მაშინ სისტემა არათავსებადია, ე. ი, მას ამოხსნა არ 

გააჩნია, 

სამივე განხხლულ შემთხვევას შეიძლება მივცეთ გეომეტრიულად თვალსაჩი- 

ნო ახსნა (ნახ. 16). 

1) თუ #540, სისტემაში შე–- 
მავალი განტოლებებით გამოსა- 
ხული წრფეები თანაიკვეთება, 

სწორედ გადაკვეთის წერტილის 
კოორდინატები წარმოადგენს სი– 

სტემის ამონახსნებს. 

2) თუ #=0, #Xჯ=0, მაშინ 

წრფეები ერთიმეორეს უთავსდე- 

ბა, ე. ი. მათ გააჩნიათ უსასრუ- 

ლო სიმრავლე საერთო წერტი- 

ლებისა და, მაშასადამე, სისტე– 

_მას აქვს უსასრულო სიმრავლე 
ამონახსნებისა,. 

3) თუ #=0 და #X560, მა- 
“რინ წრფეები პარალელურია, ე. ი. მათ არც ერთი საერთო წერტილი არ გააჩნიათ 

და, ამრიგად, სისტემას ამონახსნი არა აქეს, 

  

  

§ 29. წ6რფივ განტოლებათა სისტემის ამოსსნის სჭობიერთი ვაგალითი 

მაგა ლითი 1, ამოვხსნათ სისტემა: 
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მოცემული განტოლებათა სისტემის ამოხსნისათეის მიზანშეწონილი არაა მისი 
წინასწარ დაყვანა საერთო მნაშენელზე. 

ამოვხსნათ განტოლებათა სისტემა ალგებრულ შეკრების ხერხით: 

4 რ 
;+“აე “2 

5 6 1. 
IX. V 4 
92-22, X=4 

ჯ 4 

X-ის მნიშვნელობა შევიტანოთ მოცემულ სისტემის პირველ განტოლებაში და 

განვსაზღვროთ VI: · 

213. 3-1. =6; 
4 ყ ყ 2 

ამრიგად, სისტემის ამონახსნები იქნება: X=4 და V=6, 

დავალება, იგივე სისტემა ამოხსენით დეტერმინანტის ზერხით. 

მითითება. წინაწარ შემოიღეთ აღნიშნა 1 =V, + =ჟშ. 
ჯ ყ 

მა გალითი 2, ამოვხსნათ სისტემა 

18 20 – C-“- 5 
X-–V ' X-<წ ' 

შემოვიღოთ აღნიშვნები: 

X+ყ=V, X--ყ=Vს, 

რის შემდეგზმოცემული სისტემა მიიღებს შემდეგ სახეს: 

–- +--=5, 
იი ” 

2ეე 30 – 

თს «4 
ამოვხსნათ მიღებული სისტემა ალგებრული შეკრების ხერხით: 

18 20 54 60 
–+-- == –_ +--=1 
ი IV 5, 13 შ + « 5, 

24 _320_:.15 4 _ 699 ა» 
ო “« ხ “ 

292 _ 7. აც=6 
ხ 

წ-ს მნეშვნელობა შევიტანოთ ჰირველ განტოლებაში და გავიგოთ V; 

18 . 20 20 –++- =5; --=2; V0=10, 
« 
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თუ #«! და ხ-ს მნიშვნელობებს გავითვალისწინებთ მიღებულ აღნიშვნებში, გვე– 

ჭნება: 
X+V=10, 
X--ყ=6. 

ამ უკანასკნელის ამოხსნა მოგვემს X=8 და ყ= 

მაგალითი ქ. ამოვხსნათ სისტემა 

  

X+წყ+2=0 
X+ყ+9=ხ 
X+2+Vხ=6C 
ყ+2-+-ხ=ძ 

მოცემულ სისტემის განტოლებათა შეკრებით ვპოულობთ: 
3X+3ყ+32+3ხ=0+ 0 +26+ძ, 

საიდანაც ს 

X+Vყ+2+ ს-“39540%4+4 , 
ცხადია, რომ 

ხ+C-+ძ ხ+60+ძ-–-20 
0=(++V-+2+ხ) –- (X +ყკ+უ=9240169+9 „. 9401-%-20. 

დავალება. ანალოგიური გზით მიიღეთ 2, V და X-ის მნიშვნელობები 

პასუხი: 

ი+60-ძ–-2სხ 0ი-ხ+ძ-2C ·„ 0+ხნხ-+6C-2ძ 
= 3 · ყ= 3 , ჯ =––– 

მაგალითი 4. ამოვხსნათ სისტემა 

ძ)+ხX=C 
CX+თ2=ხ 
ხ2+იყ=0 

გავყოთ სისტემის პირველი განტოლება იხ-ზე, მეორე--ი0C-ზე, მესამე––ხC-ზე 
(ვგულისხმობთ, რომ ძ5+0, ხ5#+0, C=40), მიეიღებთ: 

#25 «2 ს 2 V#- 9. 
ხ ი იხ იძ C იძ ლთ ხ ხი 

შევკრიბოთ მიღებული განტოლებები წევრ-წევრად: 
Lყ 2 C ხ ძ ჯ M 2 

2,1-– --+– = 6-6) =6ა4-= 
6 ხ –)= იხ «ძ ძ ხა" - 

=+( +) 
2 (5+ 2. ხC 

საიდანაც 

5=/%21#V, 2) (X31##4ს-1/-C 1ხ .1 90% 2 _ 
6 (2+#4+=<) (=<+%)-+(% თ ხი თხ 

2იხC 
4“



ამრიგად, 
_ ი +ხ" CC 

20ხ 

დავალება, ანალოგიური გზით იპოვეთ X და ყ-ის მნიშვნელობები. 

პასუხი: 

  

  

_ 01+C-წ2 + ხ'+C ი“ 

2ძ0 , 2ხი · 

მაგალითი 5. ამოვხსნათ სისტემა 

X+Vყ_ 9 
X-ყ ხნ-6C –=C 

Xჯ+C _9+ხს 
ყ+ხ –>+C' 

თუ გამოვი, ყენებთ წარმოებული პროპორციის თვისებას,? სისტემის პირველი 

განტოლებიდან შეგვიძლია დავწეროთ 
2X 2+ხ–-- ძ-ხ-C 
“=----, საიდან, X--– -– ·Mყ. 1 
2ყ 0+C-ს ადმ ძ+LC-ხ '“ ს 

თუ X-ის მნიშვნელობას ჩავსვამთ სისტემის მეორე განტოლებაში, გვექნება 

რ+ხ-9V9 , 
ძარის __ _9 +ხ. საიდანაე (თ+ხ) (ყ+ ხ) = 

ყ–+ხ ძ-?ი 

_ 0+იდ+ხ-იV +60+0, 
2ძ+C-ხ 

(თ+ხ)ყ– ჩ(6რ+თიC6+ხ-იV _. (0--C0) –ხ (ილ 4 ს), 

0ი+20-ხ 

(თ+ხ) (9C-C)–ხს(+ს)–(ი0+Cო)(ძი+ს) -C(თ+Cთ ყ=6C064+0თ – ხC+ხ), 

ძLC-ხ 

I1206+090 -ხ(0+0IV_. (9+Cთ –ხ(-+Lხ). 
ძიC-C-ხ 

მიღებული განტოლების ორივე მხარე შევკვეცოთ C(9+C-––ხ(+-ხ) -ზე, მივი– 
ღებთ: 

  

_ V -I, ყ=06+C-ხ. 
ძ+C–-ხ 

ყ-ის მნიშვნელობა შევიტანოთ (1) გა5 ტოლებაში და გამოვთვალოთ ჯ, მივიღებთ 

X=ძ0-+ხ–--. 

, ი C« იძ. CC, <2 IX 
" თუ გეაქვს პროპორცია += 3 მაშინ + + =39%- და დ –1= 7 -1 ანუ 

214 04. ა 2-ს <4 · ამ ორი ტოლ-.ბის წეურობრივი გაყოფა მოგეცემს. 

: იLნ 044 
ი-ხ 9-ძ 
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სავარჯიშო 

1. ამოხსენით განტოლებე 

2» 2-+ 
1) ––__–_-._ _- =2; 

4 §) 

#X -L ჩ! 

I” ”. 

  

ჩXI 
სა -_ <1) =2 

X–-ძხ ,X-ძიC X–ხი 

თLხ ი+-6 ხ+C 
    5) 

– 
პასუხები: 1) 2. 2) 0,1; 

ამოხსენით განტოლებათა 

ბი: 

; რ“) 

=0+ს+4-6. 6) ––– 

ფორი ე –– 
+ –ძ 

1,8- მჯ 1,3-- 3»; _ 5X-–0,4 

1,2 2 0,3 2) 

  

ხ ძ 

2 

2 5) ინ-+-0იC+ხC; 6) 20ხ · 
ი+ხ 

შემდეგი სისტემები: 

  

1) § 2X-–3ყ=19 

  

  

7X.L2ყ=7 ჰას, L-2, ყ= –-5, 

2 X+ყ=1 პას იCლC-–-წხს) _ხრდ–0ი 
„ =-- ' ყლ“ ხCX-I- ი6V==0ხ. 2 0=წ) ყV => (0-ს). 

3) 31-29 + 52--V =X+1 

4 პას: X.=შ; ყ.=2, 
2X-3ჰყ , 4X-3ხე _ | >> ა%-% „კე 

4 ; 

” (-++%-=-4. 
ჯ ყ _ 

| + 9 +ს-ი, პას: X=ს (თ-–ხ), ყ=0(0- ხ). 
5) ჯ ყ 

(== +წე-2, 
(| M-ყ=4იხ პას: X=(თ+ ხხ), MV=:(C-–-ხ)? 

ი ( X  MV 24 M. 4... 
' C" ს თ პას ჯ=-924% ხს. , 6-0 
| X V 0? 1 სხ?” 0? L ხ? X2_ V _1-.0 

ხ ი 

7 /1. 1.1 _ 

#719/+-“ ას ვ _ ვ 
1 1, 1 _ ას) X–= ი ნსი-24'” ი9+ხ+ძ-2C” 

სგ –6“–-=ხ, 
ი" »X ყ _ ვ = ვ 
1,1, 1. ი-C+ძ-2'. ხ+04+§ძ-2ი· 
–<.. 

1, 1.1. _ 
ი. მიი “4



§ 524. უტოლობის 0ძ0ნება. რიცხვითი უტოლობანი 

განსაზღვრა, 1. ორი რიცხვი ან ორი ალგებრული გამოსახულება, შე– 

ერთებული > (,„მეტია4) ან <: („ნაკლებია“) ნიშნით, წარმოადგენს უტოლობას. 

თუ 0 და ხ რიცხვების სხვაობა დადებითია, მაშინ, ცხადია, ძ მეტი იქნება ხ- 

ზე, ე. ი. თუ –-––ხ>9, მაშინ ი>>ხ და, თუ 0 და ხ რიცხვების სხვაობა უარყოფითია, 
ე. ი. –––ხ<0, მაშინ ი«ლხ. ეს უტოლობები რიცხვით უტოლობებს წარმოადგენს. 

მაგალითად, 12-–5=7>0, ამიტომ 12:>>5; 3--5---2ლ-0; ამიტომ 3=5; უტო- 

ლობათა მაგალითებია: 2>>--–-3; –-10ლ––3, 1+-ი>ძ. 

რიცხვითი უტოლობები გეომეტრიულად შემდეგნაირად შეიძლება წარმოვა–- 
დგინოთ. თუ რიცხვით წრფეზე თ და ხ რიცხვებს შეესაბამება # და 8 წერტილები 

და, ამასთან, 0:>ს, მაშინ #4 წერტილი წრფეზე მდებარეობს 8 წერტილის მარჯ- 

ვნიე (ნახ. 17, ა); თუ ძ<ხ, მაშინ 4 წერტილი წოფეზე მდებარეობს 8 წერტილის 
მარცხნიე (ნახ. 17, ბ), როგორც განტოლებას, ისე უტოლობასაც გააჩნია ორი ნა- 

წილი –- მარჯვენა და მარცხენა განხილულ 
მაგალითებში უტოლობათა ორიეე ნაწილი გა- ა) 4 ჯ 

ნსახღვრულ რიცხვებს წარმოადგენს. 

მათემატიკაში, ხშირად საქმე გვაქვს ისეთი ი ჯ 

სახს უტოლობებთან”ნ რომელთა ცალკეულ ა·'ცე–_ღ<-_ | 

წევრებს, გამოსახულს ასოებით, შეუძლიათ მი- 

იღონ განსხვავებული რიცხვითი მნიშვნელობე- ნახ. 17. 

ბი, მაგალითად, 

1--ი<ი, 3ი<1, V0>0ი, ი–-I<ი, Vი+-Iსხ<2 და ა, შ. 

განსაზღვრა, 2. უტოლობაში შემავალი ასოების ისეთ მნიშვნელობებს. 

რომელთათვისაც უტოლობას აზრი აქვს, უტოლობაში შემავალი ასოების დასა- 

შვები მნიშვნელობები ეწოდება. 

1--ი>0ძ და ჰი<1 უტოლობებში 6 შეიძლება იყოს ნებისმიერი უარყოფითია 

რიცხვი, Vი<0ი უტოლობაში კი ნებისმიერი 1-ზე მეტი დადებითი რიცხვი ნულის 

ჩათვლით. V0+Vხ<2 უტოლობაში 0 და ხ რიებვებისათვის დასაშვებ მნიშენელო- 

ბათა სიმრავლე შედგება არაუარყოფით რიცხვთა წყეილებისაგან. 

- 1 
Vი>ი უტოლობამი თუ მივიღებთ, რომ ი = <' მაშინ დცხადია, 

1. 1. 1 
M/ +>+%უ 225. მაგრამ, თუ 0-=-9, მაშინ ი-ს ეს მნიშვნელობა არ დ:- 

აკმაყოფილებს უტოლობას, რადგან V9 < 9. 

მაშასადამე, ასოს შემცველ უტოლობას შეიძლება აკმაყოფილებდეს ამ ასოს 

ზოგიერთი მნიშვნელობა და შეიძლება არ აკმაყოფილებდეს ამავე ასოს სხვა დასა– 

შვები მნიშვნელობა. 

განსაზღვრავ. უტოლობას რომელსაც აკმაქოფილებს მასში შემა- 
ვალი ახოების ქველა დასაშვები მნიშვნელობა, იგივური უტოლობა ეწოდება. 

მაგალითად, თ--1<6ი უტოლობას აკმაყოფილებს ი-ს ყველა მნიშვნელობა, 
ამიტომ იგი იგივურია. განხილლული 3ი<1 უტოლობა კი არაიგივურია, ვინაიდან 

მას არ აკმაყოფილებს, მაგალითად, ი=1, C=2 მნიშვნელობები. 
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განსაზღვრა4. ორიი>ს, C>ძ ან ი«<ხ და C=ძ უტოლობა წარმოად- 
გენს ერთნაირი აზრის უტოლობებს. მაგალითად, 2:>1 და 32>0,5 ან --1<0 და 

1 --<2 უტოლობები ერთნაირი აზრისაა, 

განსაზღვრა5. ი>ხ დაC<:ძ უტოლობებს მოპირდაპირე აზრის უტო- 

ლობები ეწოდება, მაგალითად, 3>>2 და 5<7 უტოლობები მოპირდაპირე აზრისაა. 

სავარჯიშო. 

ა) აჩვენეთ ქვემოთ მოყვანილ უტოლობების მიხედვით ასოს მდებარეობა რი- 

ცხვთა ღერძზე: 

ი>90, ი<0, თ>1, 3<ძ, ძი>>–--2,5, 

ბ) ჩაწერეთ უტოლობის ნიშნის გამოყენებით: თ დადებითია, 0 უარყოფითია, 
ი-სა და ხ-ს საშუალო არითმეტიკული მეტია მათ საშუალო გეომეტრიულზე. 

გ) დაადგინეთ ქვემოთ მოცემულ უტოლობებში ასოების დასაშვები მნიშენე– 

ლობანი: 

V2 1 I –->-_აეეაეაეე 
2" იხ? “ ი?+ხ-+1' 

დ) შეიძლება თუ არა, ადგილი ჰქონდეს უტოლობებს: 

2. ე__ 
V9+3>1, 21. 0-1 

+ 1 7 0-1 

_ 1 
Vნ< 

<0? +0+1,   

ე) იპოვეთ და აჩვენეთ რიცხვთა ღერძზე ძ-ს მთელი მნიშვნელობები, რომლე- 

ბიც აკმაყოფილებენ უტოლობებს: 

1 0,2ლ0<4, –3<X<2, – <X<C5, –1<Xჯ<3 

§ 95, რიცხვით უტოლობათა ძირითადი თვისებები 

თვისება 1. თუ თ>ნ, მაშინ ხ<:ი. მაგალითად, 5:>1, ამიტომ 3<5. 

თვისება 2. თუ თC>წ და ხ>C, მაშინ 0>C (უტოლობების ტრანზიტიუ- 
ლობის თვისება). 

მაგალითად, –-3>-–-5 და –-5>--7, ამიტომ –-3>>--7; ასევე –0,5>>-–1,5, 
–-1,5>-2, ამიტომ --0,5>>-–-2; 

თვისება 3. თუ თ>ნ, მაშინ ნებისმიერი C რიცხვისათვის 0+იC>ხ+ი2C და 

ძ–-0>ხ--> სხვანაირად, თუ უტოლობის ორივე ნაწილს მივუმატებთ ან გამოვაკლებთ 

ერთსა და იმავე რიცხვს, ამით ოფრტოლობა არ დაირღვევა. 

მაგალეთად, თუ 7>5 უტოლობის ორივე ნაწილს მავუმატებთ 1 <-, მი– 

1 1 2 2 
ვიღებთ 8 ლ > 6 ევ) თუკი გამოვაკლებთ, მივიღებთ 5 ფ >3 ლს 

შედეგი 1. წებისმიერი შესაკრები შეგვიძლია გადავიტანოთ რიცხვითი 

უტოლობის ერთი ნაწილიდან მეორე ნაწილში, თუ ამ შესაკრების ნიშანს მოპირ- 

დაპირე ნიშნით შევცვლით, 
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ნაგალით:დ, თუ ძ+ხ>6 უტოლობის ორივე ნაწილს დავუმატებთ –-ჩ-ს, მი- 

ვიღებთ თ->ხ-–ი. 
თვისება4, თუ თ>ხ და #I>90, მაშინ იი1>სი), ხოლო თუ /I<0, მაშინ 

ი„თ<ხ/. სხვა სიტყვებით, თუ რიცხვითი უტოლობის ორივე ნაწილს გავამრავ- 

ლებთ დადებით რიცხვზე, ამით უტოლობის აზრი არ შეიცვლება (ე, ი, მივიღებთ 

იმავე აზრის უტოლობას), ხოლო, თუ რიცხვითი უტოლობის ორივე ნაწილს გა- 
ვამრავლებთ უარყოფით რიცხვზე, მოცემული უტოლობა შეიცვლება მოპირდა- 

პირე აზრის უტოლობით. 

მაგალითად, თუ 7>5 უტოლობას-წევრ-წევრად გავამრავლებთ 3-ზე, გვექნე– 
ბა 21>>15, ე. ი, მივიღეთ იმავე აზრის უტოლობა, როგორიც გვქონდა, 

ახლა, თუ მოცემულ უტოლობას წევრ-წევრად გავამრავლებთ -–3-ზე, მივი- 

ღებთ მოცეძბული უტოლობის მოპირდაპირე აზრის უტოლობას: --21<--15. 

შედე გი. 2. უტოლობის აზრი შენარჩუნებული იქნება, თუ მის ორივე ნა- 

წილს წევრ-წევრად გავყოფთ დადებით რიცხვზე, ხოლო უტოლობა შეიცვლება 
მოპირდაპირე აზრის უტოლობით, თუ მის ორივე ნაწილს წევრ-წევრად გავყოფთ 

უარყოფით რიცხვზე. 

ეს შედეგი გამომდინარეობს იქიდან, რომ #15-0 რიცხვზე მოცემული უტოლო- 

ბის წევრ-წეერად გაყოფა შეიძლება შევცვალოთ <-ზე წევრ-წევრად გამრავლე– 
ბით, 

საგარჯიშო 
ა) გაამრავლეთ უტოლობის ორივე ნაწილი ფრჩხილში ჩასმულ თანამამრავ- 

ლზე: 

–-3<1(5; 2<5C–1); X>2(7); 
ძ<–-)1(0); ხ<-––-1C–ხ); X-22>109; 

ბ) გაყავით უტოლობათა ორივე ნაწილი ფრჩხილში მოთავსებულ რიცხვებზე: 

–6<3 ( 2) „ 4 ა-ს, ძ<-20%9; 
9>06%ი); ც>2>0ი?C-თ); 

მოკვმედებანი უტოლობეგზე 

1. შეკრება 

ერთნაირი აზრის უტოლობანი შეიძლება წევრ-წევრად შევკრიბოთ. 

0ი>ხ მაგალითად: ( +-2>--7 0<4 
( +224 _ +->ძ –“5>-10 + + 3<-2 
90+-C>ს+ძ –3>-17 “32. 

2. გამოკლება 

მოპირდაპირე ა%რის ორი უტოლობა შეიძლება წევრ-წევრად გამოვაკლოთ 

იმ უტოლობის ნიშნის შენარჩუნებით, საიდანაც ვაკლებთ, 

2ი>ხ მაგალითად: ( 2>1 I _ 8<10 
“ -<ძ |! –3<5 2,5>2 
2თ–-6>ხ-ძ. 5>-4 5,5<8. 
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3. გამრაელება 

ერთნაირი აზრის უტოლობანი, რომელთა ნაწილები დადებითია, შეიძლებ» 

წევრ-წევრად გადავამრავლოთ. 
ძ<ხ მაგალითად: 2<5 ს» 5>3 I %XC<ძ_ (->0, ხ>0C. X 1<2 1057 

“ ილნ<ხძ 2<10 50>21. 

4. გაუოფა 

მოპირდაპირე აზრის ორი უტოლობიდან ერთი შეიძლება წევრ-წევრად გავ- 

ჟოთ მეორეზე, თუ უტოლობათა ყველა წევრი დადებითია, ამასთან, უნდა შევინარ– 

ჩუნოთ იმ უტოლობის წიშანი, რომელსაც ვქოფთ- 

( ი<ხ ((>0, 6>0). მაგალითად: 1>2 
ს C<ძ 1<5 

ძ ხ 3 2 06“ თ2=>-“6 
CC ძ 1 ? 5 

სავარჯიშო 

ა) შეკრიბეთ წევრ-წევოად შემდეგი უტოლობები: 
12>11 და 1>-–3; -–5<2 ღა 4<8,2; 

ი-2<8+ხ და –-2თ<--ხს. 

ბ) გამოაკელით წევრ-წევრად შემდეგი უტოლობები: 

5>2; –3<1, 0,2<2, 0,3>>--2, 
7<-11; -4–<--3; 20ი-1>3ხ; 2ხ>3; 

გ) გაამრავლეთ წევრ-წევრად შემდეგი უტოლობები: 
2 

7>5 და 3>2; 3<5 და = <2; –-6<--2 და –-3–--1, თ>2 და ს<- 2; 

დ) მოცემულია ი>სხ უტრლობა; ყოველთვის მართებული იქნება თუ არა 

უტოლობა: 0?>ხ"7 

ე). რომელია მეტი, (0,3)2 თუ (0,1)? 

მითითება. (0,3)29=. (I 1,3 (3119, 

§ 950. ორმაბი უტოლობანი, მკაცრი და არამკაცრი უტოლობები 

ორი 0<7/! და I< სხ უტოლობა შეიძლება იავწეროთ შემდეგნაირად: თ</I< ს, 
ეს უტოლობა წარმოადგენ ორმაგ უტოლობას, ორმაგი უტოლობებისათვის 

გრცელდება რიცხვით უტოლობებზე გამოთქმული ყველა თვისება, 
მაგალითად, თუ # არის ნებისმიერი რიცხვი, მაშინ: 

ი+ი<ი+ი<ხს+ი#. 

ორმაგი უტოლობის ყველა წევრი შეიძლება გავამრავლოთ ნებისმიერ დადებით # 
რიცხვზე: 

იხ<ი#<ხ#. 
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უტოლობის ყველა წევრის გამრავლებით #-ზე (»<0) მივიღებთ: 
0II>/1M->ხI!. 

თუ საჭიროა ჩაწერა, 0 რიცხვი არაა ნაკლები ხ რიცხვზე", წერენ ი>>ხ (მეტია 
3ნ ტოლი), თუკი საჭიროა ჩაწერა: „ი არაა მეტი ხ-ზე“, მაშინ წერენ ძ<:ხ (თ ნაკლე– 
ბია ან ტოლი ხ-ზე,) 02<ხ დ ძ2>>ჩ უტოლობებს არამკაცტი უტოლობები ეწოდება, 
ხოლო. ძ<ჩ ან ი>ხ უტოლობებს-- მკაცრი უტოლობები, 

განსაზღვოა 1. ყველა იმ » რიცხვის სიმრავლეს, რომლებიც აკმაჟო– 
ფილებენ 0<-X<-ხ უტოლობას, ეწოდება მონაკვეთი ან სეგმენტი, ან კიდევ, დახუ- 

რული შუალედი და (ი, ხ) სიმბოლოთი აღინიშნება. 

სეგმენტი ანუ დახურული შუალედი, გეომეტრიულად წარმოადგენს რიცხვითი 

ღერძის თხ მონაკვეთის წერტილთა სიმრავლეს 0 და წ წერტილების ჩათვლით 
(ნახ. 18, ა), 

განსაზღვრა 2. ჟველა იმ X რიცხვის სიმრავლეს, რომლებიც აკმაყო–- 

ფილებენ ი–X<6 უტოლობას, ეწოდება ღია წუალედი ანუ ინტერვალი და (0, 
ხ) სიმბოლოთი აღინიშნება. 

წ ჯ» 
ა 

_–_ ს: |! 
ნახ. I8, ნახ. 19. 

ინტერვალი წარმოადგენს რიცხვითი წრფის იხ მონკვეთის წერტილთა სიმრავ- 
ლეს თ და ხ-ს ჩაუთვლელად (ნახ. 18, ბ). _ 

თუკი X რიცხვთა სიმრავლე აკმაყოფილებს 0<:X<ხ უტოლობას, მაშინ ვამ 
ბობთ, რომ რიცხვი ეკუთჯნის ნახევრად ღია (მარჯვნიდან ღია) Iთ, ხს) ინტერვალს, 
თუკი ადგილი აქვს თ–X<:ნ დამოკიდებულებას, მაშინ ვიტყვით, რომ ჯ ეკუთვნის 
მარცხნიდან ღია (ი, ხ1I ინტერვალს. 

მარჯვნიდან და მარცხნიდან ღია ინტერვალები გამოსახული: 19. ა და 19, ბ 

ნახაზებზე. 

სავარჯიშო 

აე) აჩვენეთ, რომ, თუ |XI<ძ, მაშინ ––ი<X<20; 
ბ.) შემდეგი უტოლობები ჩაწერეთ ორმაგი უტოლობის სახით: 

MII<1, |I---2|<2; 

გ.ა) გამოყავით რიცხვით წრფეზე იმ X რიცხვთა სიმრავლე, რომლებიც აკმაყო- 

ფილებენ უტოლოგებს: 

IM«<2, IXI< 1, IXI>>––3, |I-–1|I<1, 

დ.) შეცვალეთ შემოკლებული ჩანაწერით ორმაგი უტოლობები: 

–:2ლ0«2, –-–1<:20<1, 1=Xჯ<32; 
5!



ე) ლითონის ღეროს / სიგრძე განისაზღვრება შემდეგნაირად: 

1=<24,08 (+0,01 მმ), 
დაადგინეთ ღეროს სიგრძის ს:ზღვრები. 

37. უტოლობათა დამჭკიცება 

ასრითე გამოსახულების შემცველი უტოლობის დამტკიცება ნიშნავს, ვაჩვე- 

ნ-თ, რომ მას დააკმაყოფილებს ასოს ნებისმიერი დასაშეები მნიშენელობები. 

უტოლობათა დამტკიცების ხერზებს გავეცნოთ კონკრეტული მაგალითების 
განხილვით, 

მაგალითი. დავამტკიცოთ, რომ ნებისმიერი 6>>0 და ხ>0 რიცხვები- 

სათვის ადგილი აქეს უტოლობებს: 

8+ხ. 
5 >V0ხ. 0)   

1 ხერხი. ვთქვათ, მოცემული უტოლობა მართებულია დადებითი თ და ხ რი– 
ცხეებისათვის. თუ უტოლობის ორივე ნაწილს ავიყვანთ კვადრატში, ამით მივიღებთ 

იმავე აზრის უტოლობას, რაც მოცემულია: 

2610) >თ, ანუ 0'+2ი0ხ-+ხ? > 4ის. 

ც?-2ძხ+ხ?2>0, საიდანაც (ი-–-ხ)“>0. 

ადვილი მისახეედრია, რომ უკანასკნელი წარმოადგენს ცხად უტოლობას, მაგრამ 
ეს ჯერ კიდევ არ ნიშნაეს (1) უტოლობის მართებულობას, ჩატარებული მსჯელობა 

(1) უტოლობის მართებულობის დამტკიცების გზის გამონახვაა, ახლა, თუ ვაჩვე–- 

ნებთ, რომ (1) უტოლობის მიმართ ჩატარებული ოპერაციების შედეგები ძალაში 

დარჩება ოპერაციათა გზების უკუსვლის გზით განმეორებისას, მაშინ ვაჩვენებთ 

(1) უტოლობის მართებულობას, მართლაც, გვაქვს: 

(თ––ჩ)2>0, ანუ თ?+ხ">20ხ, ამ უკანასკნელი უტოლობის ორივე ნაწილს და–- 
ვუმატოთ დადებითი სიდიდე 20ჩ, მივიღებთ: 

2? ნუ (9+ხ) 
(თ«+ხ)" >4იხ ა 29ძხ: 

თუ უკანასკნელი უტოლობის ორივე ნაწილიდან ამოვიღებთ კეადრატულ 

ფესვს, გვექნება: 

9+0-. Vიხ. , 

2 

რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 

ცხადია, ტოლობას ექნება ადგილი მხოლოდ და მხოლოდ მაშინ, თუ #=ხ. 

IL ხერხი (საწანააღმდეგოს დაშვების ხერხი), დავუშვათ საწინააღმდეგო, რომ 

დადებითი თ დ წ რიცხვებისათვის არაა მართებული (1) უტოლობა და ადგილი აქვს 
უტოლობას: 

200C/ინ თ 
52



განეიხილოთ სხვაობა: 

2+ხ _ M#ნ- «0. დფ) 

თ--2V0ხ +ხ „ი, (4 3 ე 
საიდანაც 

(V/2–Vხ) <0. 
ეს უკანასკნელი კი შეუძლებელია, მამასადამე, შეუძლებელია (4) უტოლობაც 

და ადგილი ექნება უტოლობას: 
9-2V0ხ + ხ-,0, 

90+ხ _ V2ნ->0. 

და 

2- ხ „»IV#6ს- 

რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 
III ხერხი (უტოლობის განმარტების გამოყენებით). შევადგინოთ მარცხენა 

და მარჯვენა ნაწილების სხვაობა და განვსაზღვროთ მისი ნიშანი: 

ი-ს Vინ _ «-2V9 +ხ _(/9 –Vნ)+ი 

    

ამრიგად, 

ი+ხ ი-ს... 
–-> – V0ს :>0, 2 >Vი0ხ · 

მაგალითი 2. დავამტკიცოთ უტოლობა: 

9. ხ -> –C >3, 

ხ C ი 

ძ, ხ და C დადებითი განსხვავებული რიცხვების, ეს უტოლობა შეიძლება 
ტკიცდეს სხედასსვა გზით; აეიღოთ ერთ-ერთი. 

ეთქვათ, ხ=6+ძ, და ი=ხ·-ძ.. (ძ,>0, ძ.>0) ანუ ი>>ხ>-C, 

მაშინ გვექნება: 

  2 615 ხ0რვლიძ , < ე,ი,იე 22, 
ხ C “" ხ C ძ ხ C ძი 

3.6 9. +ძ. 2.91ხ-6-0-ხ ე. 1-ვ 

რ ძ 

ამრიგად, 

“ ხ 
–+ –- >ქ. 

ხ C "ი



მაგალითი 3, დავამტკიცოთ, რომ, თუ 0>0, ხ>0, C>0, მაშინ 

ი01+ხ'+C>ძთხ-+იძC-+LხC. 
დამტკიცება. 

გამოვიყენოთ შემდეგი ცხადი უტოლობები: 

(თ––ხ)“>0, 8?+ს'>2ის, 

(ი-––C'>0, იზ+C>2ძC 

(ხ-–ი%>0, ხ2?-LCზ>2სი. (I) 

პირველი უტოლობათა შეკრება გვაძლეეს: 

2(თ“-Lხ?-+C)>>2(ის+0C+სი, 
საიდანაც მივიღებთ: 

ე?ბჭ-+ახ1?+C>იხ-LიძC-+ხი. 

მაგალითი 4. დავამტკიცოთ, რომ, თუ X+ყ--2=1, სადაც X>0, ყ>0 
და 2>0, მაშინ 

(1--9(1--4)(1--3>>8Xყ?2. 
დამტკიცება. 

თუ გავითვალისწინებთ ზემოთ დამტკიცებულ უტოლობას, დაეწერთ: 

2+#> >V/XV , 514>VXV. #12>VVX. 

სა-დანაც 

X+Vყ>2VXV 
X+22>2VX2 

ყ+2>2VV?. 

X+ყ:-=1-2 

X+2=1–# 

ყ+2=1--, 

პირობის ძალით 

ამიტომ 

1--2>2VXV. 
1-–-ყ2>>2VX2. 
1--X>>2VVყ2.. (2) 

(2)-ის წევრ-წევრად გადამრავლებით მივიღებთ: 

(1–-X)(1---/)(1--2)2>8XV2. 
მაგალითი 5. დავამტტკიცოთ უტოლობა: 

ი -+2 

  

VI+I- 
დამტკიცება. 

გამოვიყენოთ გარდაქმნა 
ი: + 1 

= ?+L –==5:==– 

723 V2+1X 721) 
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ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილის მიმართ გამოვიყენოთ ცნობილი უტოლობა: 

  

0+0_ 
იხ, 2 –-> 

გვექნება 
V#V0?+1 C– -––- –- 

ი958%, > V />+I · 757 =1 
ამიტომ 

V014%>1 + –––-–- => 

5 >, 
ანუ 

– 1 0? ს2 
2-+1 ––==––=>2, –=== 

V2+ +72+1 > #/6C+1 
სავარჯიშო 

1, აჩვენეთ შემდეგ უტოლობათა მართებულობა მაშინ, როცა >; 

1 2 ა 1+--<2 ბ) 5-4%<982, 29%-5<>1 
2. რომელია მეტი, 

7 1 –_ == უ= თუ ს ბ) 5 + V/5 21; ა V195 თუ ) +V' თუ V: 

მითითება. უ> >> ; მითითება, შეადარეთ (1/5 +V-6)?და(I/21)“. 

3) დაამტკიცეთ უტოლობები: 

ა) XX +ყმ2>XV + X/8 (%>0, #>0; 
4 · , 

ბ) 23! >2, მითითება“ -“ = 2? +-1 (. გამოიყენეთ 24ხ-. 
ძი ძი თ” V 2 

    

  

=–Vიხ » 

ცკ? 1 გ) -< +, დ) (6+ხ) (1+ +ჯ)>4 სადაც ი >0, 6>0; 
1+ი”. 2 

დღ) 9+24>2, სადაც 7>0 და ძ>0. 

§ 28. თეორემა საშუალო არითპეტიკულიხა და საშუალო გეომეტრიულის შესასებ 

გა ნსაზ ღვ რა 1). ძე, ძვ ...-, მი ნებისმიერი რიცხვების საშუალო არით- 

4 +C+. ·..· + ძი რიცხვს. 

განსაზღვრა 2) თ,, თ...,ძი.... დადებითი რიცხვების საშუალო ჯეო- 

მეტრიული ეწოდება V2Cთ,ძა..მგ რიცხვს. 

მეტიკული ეწოდება 
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3 +5 
  მაგალითად, 3-ისა და 5-ის საშუალო არითმეტიკული იქნება 2 =4, საშუ- 

ალო გეომეტრიული კი V3 · 5 =V15 ; 

ვ-ის, 3-ისა და 3-ის საშუალო არითმეტიკული იქნება 22421, =3, ხოლო 

საშუალო გეომეტრიული V3-3-3 = 2; 

ორი ი>0 და ხ>0 რიცხვისათვის დავამტკიცეთ, რომ მათი საშუალო არითმეტი- 
კული მეტია ან ტოლია მათი საშუალო გეომეტრიულისა, ე, ი, 

2410 >V2ნ. 
ამ უტოლობის განზოგადება დადებითი რიცხვის ნებისმიერი რაოდენობისათვის 

მოცემული იყო ფრანგი მათემატიკოსის კოშის (1789--1857) მიერ, რაც შემდე გ” 
ნაირად გამოითქმება: 

# დადებითი რიცხვის საშუალო არითმეტიკული არაა ნაკლები მათ საშუალო 

გეომეტრიულზე: 

0: +ძე + ·-. + 9.-. MV0V, ძა ..0, 0, 
#M 

ტოლობას ექნება ადგილი იმ შემთხვევაში, როცა ი,=ძ:ე=..=ძე კოშის 
უტოლობის გამოყენებით ადვილად მტკიცდება ჩვენ მიერ დამტკიცებული უტო 

ლობა: 9« + ხ +- >), 
ხ C ძი 

2. უტოლობა; თუ. გა- 

მოვიყენებთ კოშის უტოლობას სამი რიცხვის შემთხვევისათვის, გეექნება: 

მაგალითი 1. დავამტკიცოთ ++ 

ძ ხ C “ი -+-– 
ხი ი-M/ 26.0, , 

3 4“. ხ C« - 

ე.ი 

2+6+ - 3 >), 

ამიტომ 

0კ 05-ე, 
ხ C ძ 

მაგალითი 2. დავამტკიცოთ 9990 + 1>> 1000 19V ემ? უტოლობა: თუ 
გამოვიყენებთ საშუალო არითმეტიკულისა და სამუალო გეომეტრიულის შესა- 
ხებ კოშის თეორემას (ათასი რიცხეის შემთხვევაში). დავწერთ: 

–” 
–---> ცა", 1000.” 
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საიდანაც უშუალოდ გამომდინარეობს დასამტკიცებელი უტოლობის მართებულო- 

ბა. ტოლობას ადგილი ე ქნება, როცა 0=1. 
შედე გი. თუ #7 დადებითი რიცხვის ნამრავლი 1-ის ტოლია, მაშინ მათი ჯამი 

არაა ნაკლები /1-ზე 

ე. ი., თუ ძ,-ი....ძე=1, მაშინ ძი,+0ძ.+იე“ + ძე >”. (1) 

მართლაც, თუ კოშის უტოლობაში 

0) +ძ. ... + ძ, –ა–_ 
0) +0: + ·.. + 0. > / 0, თ. ..0, 

”" 

გავითვალისწინებთ მოცემულობას ი, · თ:...ი„=1, მივიღებთ (1) უტოლობას. 

სავარჯიშო: 

1, V(2-) (ხ+I) < <4510ე 017, (ი>0ი. ხსხ>0, /” >0. /:>90) 

ი +ხჩ, 

ს
 ”'Vიხ” დ-ი 

3. (4(+ხ) ი ტაირა; > ნინი (2>0, ხ§>0, C>0)) 

მითითება: 0+6ნ2>2Vის: ნ+C>2VხC0. C+0:22V%0. 

ი+ხ+>>Vინ+Vხ- (6>0, ხ>0, C>90) 
1 "+ 

(' ძ“–“-–-– >.წ1-+ + –). » ადაც / ნებისმიერი წატურ. აღ ური რიLC.. 
1+// ” 

–
 

0
 

კია, 

§ 590. ერთუცნობიანი წრფიპი უპოლობანი 

განსაზღვრა I. ამოვხსნათ უცნობის შემცველი უტოლობა ნიჯნავს. 

ვიპოვოთ ამ უცნობის ყველა ის მნიშვნელობა, რომელთათვისაც მოცემული უტო- 

ლობა სრულდება. 

განტოლებათა ამოხსნის მსგავსად, უტოლობებიც ამოიხსნება უფრო მარტივ. 

ტოლფას (ეკვივალენტურ) უტოლობებზე დაყვანის გზით, 
განსაზღვრა, 2. ერთი და იმავე უცნობის შემცველ ორ უტოლობას 

ეწოდება ტოლდასი (ეკვივალენტური), თუ ისინი სრულდებიან ამ უცნობის ერთი 

და იმავე მნიშვნელობებისათვის. 

მაგალითად, 5X>>0 და ––2X<0 უტოლობები ეკვივალენტურია +-ის ყველა და- 
დებითი მნიშენელობებისათვის, 2X2>>0 და 1X>0 უტოლობები არ არიან ეკველვ- 
ლენტურნი, ვინაიდან პირველი სრულდება X-ის როგორც დადებითი, ისე უარყოფი– 

თი მნიშვნელობებისათვის, ხოლო მეორე –– მხოლოდ X>>0 მნიშვნელობებისათეის. 

უტოლობათა ამოხსნა ემყარება ტოლფას უტოლობათა შემდეგ ძირითად თვ“- 
სებებს, რომლებსაც მოვიყვანთ დაუმტკიცებლად, 

თვი ს ე ბა1, თუ უტოლობის ორივი ნაწილს მივუმატიბთ ან გამოვაკლებთ 

ერთსა და იმავე რიცხეს, ან უცნობის ყველა მნიშვნელობებისათვის განსაზღვრულ 

გამოსახულებას, მივიღებთ უტოლობას, რომელიც მოცემულის ტოლფასია. 
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მაგალითები: 1. თუ 3-+<X; უტოლობის ორივე ნაწილს მივუმატებთ -–-1, 

შედეგში მიეიღებთ 2–-X<X-–--1, ეს უტოლობა ტოლფას უტოლობათა პირველი 
თვისების ძალით უნდა იყოს მოცემულის ტოლფასი. 

3 

X+4+5 
  2. 2=ჯ უტოლობის ორივე ნაწილს მივუმატოთ „ მივიღებთ; 

ვ ვ 
2+ --–-<ჯ4 · 

+ X+5 X# 45 

3 

Xჯ +5 
ბისათვის, ამიტომ (1) უტოლობა მოცემულის ტოლფასი უნდა იყოს. 

თუკი გამოსახულება, რომელსაც ვუმატებთ უტოლობის ორივე ნაწილს, გან– 

საზღრული არაა, მაშინ, ცხადია, მიღებული უტოლობა მოცემულის ტოლფასი არ 

აღმოჩნდება, მაგალითად, თუ მოცემული უტოლობის ორივე ნაწილს დავუმატებთ 

1 

#4 

  (1) 

  რადგანაცც გამოსახულება განსაზღვრულია X-ის ყველა მნიშვნელო- 

  გამოსახელებას, მაშინ მიღებული უტოლობა არ იქნება მოცემულის ტოლ- 

1 

»ჯ–4 
ტოლფას უტოლობათა პირველი თვისებიდან გამომდინარეობს შემდეგი შე- 

დეგი: 

შედეგი. უცნობის ყველა მნიშვნელობისათვის განსაზღვრული ნების- 

მიერი შესაკრები უტოლობის ერთი ნაწილიდან ნიშანშეცელილად შეიძლება გა–- 

დავიტანოთ მეორე ნაწილში. 

მაგალითად, თუ მოცემულია 3X+5>X+7 უტოლობა, პირველი შედეგის ძა- 

ლით გვექნება: 3X--X>>7––5 

თვისება 2. თუ უტოლობის ორივე ნაწილს გავამრავლებთ დადებით რი- 

ცხვზე ან გამოსახულებაზე, რომელიც ღებულობს მხოლოდ დადებით მნიშვნე- 

ლობას და განსაზდვრულია უცნობის ყველა მნიშვნელობისათვის, მივიღებთ მო- 

ცემულის ეკვივალენტურ უტოლობას. 
მაგალითი. თუ 3-X#<X, უტოლობის ორივე ნაწილს გავამრავლებთ 2– 

ზე, მივიღებთ 6--2X<2X უტოლობას, რომელიც მოცემულის ეკვივალენტურია. 

განსაკუთრებით უნდა გაესვას ხაზი, რომ გამოსახულება, რომელზედაც ვამ- 
რავლებთ მოცემული უტოლობის ორივე ნაწილს, უნდა აკმაკოფილებდეს შემდეგ 
მოთხოენებს: 

ა) იგი უნდა ღებულობდეს მხოლოდ დადებით მნიშვნელობებს; 

ბ) განსხღვრული უნდა იყოს უცნობის ყველა მნიშვნელობისათვის. ამ პი- 
რობებიდან თუნდაც ერთიც რომ არ შესრულდეს, მოცემული და მისგან მიღებული 
უტოლობა შეიძლება არაეკვივალენტური აღმოჩნდეს. 

მაგალითად, X>0 უტოლობა მხოლოდ ჯ-ის დადებითი მნიშვნელობისათვის 
სრულდება, თუ მას წევრ-წევრად გავამრავლებთ X-ზე, მივიღებთ X2>>0 უტოლო- 
ბას, იგი სრულდება ჯ-ის როგორც დადებითი, ისე უარყოფითი მნიშვნელობებისა– 
თვის, ამიტომ X2>>0 არაა ეკვივალენტური »X>0 უტოლობისა. ეს აიხსნება იმით, რომ 
X>>0 უტოლობის ორივე ნაწილი გავამრავლეთ Xჯ-ზე, რომელიც ღებულობს როგორც 
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  ფასი, რადგან არაა განსაზღვრული, როცა X=2,



"დადებით, ისე უარყოფით მნიშვნელობებსაც. ასევე, თუ X>0 უტოლობას წევრ- 

1 »ჯ 
წევრად გავამრავლებთ “>: გეექნება C-2: >0; ეს უკანასკნელი კი   

არაეკეივალენტურია X>0 უტოლობისა. ეს მოხდა იმიტომ, რომ => გამოსა– 
X-- 

ხულება არაა განსაზღერული, როცა X=2. 

თვისება 3. თუ უტოლობის ორივე ნაწილს გავამრავლებთ უარყოფით 
რიცხვზე ან გამოსახულებაზე, რომელიც განსაზღვრულია უცნობის ყველა მნიშვ- 

ნელობინათვის და ღებულობს მხოლოდ უარყოფით მნიშვნელობებს ხოლო 

უტოლობის ნიშანს შევცვლით მოპირდაპირე ნიშნით (>>ნიშანს<ნიზ9ზნით და 

< ნიშანს > ნიშნით). მივიღებთ მოცემული უტოლობის ტოლფას უტოლობას. 

სავარჯიშო 

1. ეკვივალენტურია თუ არა უტოლობები: 
ა) XX-+2>>X და X->>X--2: ბ) 2(+3<0 და 2X+ 3+ 5 8, გ) X–3<0 

Xჯ ჯ 

და (+ – 3) + –-< დ) 5+-I:>0 და (5X--1)-CC;-L2)2>X+-2. 
X– - 

2. ეკვივალენტურია თუ არა უტოლობანი: 

ა) 31X>>2 და 2· 3X>2 · 2; ბ) 2X>5 დღა (–-23). 2X<5 - C–2); 

2»ჯ ვ 
> · 

ჯჯქ X–-3 
    გ) 5X>3 და 5X>1#> დ) 2X>3 და 

§ ყი. წრფივი უტოლობანი და მათი ამოსსნა 

განსაზღვრა 1. წრფივი ეწოდება უტოლობებს, რომელთა ორივე ნა- 
წილი (მარჯვენა და მარცხენა) უცნობის მიმართ წრფივ ფუნქციებს წარმოადგენს. 

წრფივი უტოლობის მაგალითებია: 

3X--1>>5X--2, 3X<0, 72>>X-–-4 და ა. შ. 

ამ პარაგრაფში გარკვეულობის მიზნით განეიხილოთ >> („მეტია") ნიშნის 

შემცველი უტოლობანი, 
ამრიგად, წრფივი უტოლობა ზოგადი სახით ჩაიწერება ასე: 

თძX+ხ>90, “”) 

სადაც ძ და ხ გარკვეული რიცხვებია, მასთან ძ560. თუ (1) უტოლობის მარცხენა 
ნაწილიდან ხ-ს მარჯვენაში გადავიტანთ, გვექნება: 

ძX>–--ს და »X> 0. · 
ძ 

უკანასკნელი განსაზღვრავს X-ის ყველა იმ მნიშვნელობათა სიმრაელეს, რო– 
მელთათვისაც სრულდება (1) უტოლობა. გეომეტრიულად ეს სიმრავლე შეიძლება 

გამოისახოს რიცხვითი წრფის იმ ნაწილით, რომელიც – ხ აბსცისის მქონე წერ– 
ძთ 
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ტილის მარჯვნივ მდებარეობს (ნახ. 20, ა), თეით- წერტილი ამ სიმრავლეში არ 
ძ 

შედის. 

თუ ძ<9, მაშინ (1) უტოლობის ორივე მხარის ი-ზე გაჟოფით და მასთან უტო- 

ლობის ნიშნის მოპირდაპირეთი შეცელით მივიღებთ: #ჯ< « (ნახ. 20, ბ). + 

წერტილი ამონახსნთა სიმრავლეში არ შევა. 

>– ჯ Xჯ< 2 
მა. 777472, » · “. ·- # ლა 2 2C62222C2CC 222222222 | 
ჯ ჯა 

#4 C ” ტბ მ 

ნახ. 20 ა. ნახ; 20 ბ, 

(1) უტოლობის ამოხსნა, რაც გეომეტრიულად ნაჩვენებია 20 ა, და 20, ბ ნ5ა-. 
ზაზებზე, სიმბოლურად შეიძლება ჩაიწეროს შემდეგნაირად: 

>0=>X = (–->, + ი, ძ<0= X == (–თ, -+). 
ძ 7 . ძ 

განვიხილოთ წრფივ უტოლობათა ამოხსნის მაგალითები, 

მაგალითი 1, ამოვხსნათ უტოლობა: 

7X--+6>X+12; 

X გადავიტანოთ უტოლობის მარჯვენა ნაწილიდან მარცხენაში, ხოლო 6 შარ- 

ჯვენაში, გვექნება: 

7X--X>12-+6, 
საიდანაც 

6X>18 და X>3. 

რიცხვით წოფეზე (ნახ. 21) აღნიშნულია X-ის ყველა მნიშვნელობა, რომლე-. 
ბიც აკმაქოფილებენ მოცემულ უტოლობას, X=3 წერტილი ამოხსნათა სიმრავლეს 
არ მ”ეკუთენება. 

: <=-:წ6226%%%%““–% ა-ს გ ა6 5-2 666+62-6666+6CC++C2C2C---- > 
, #”# ! 1 

ნახ. 21. ნახ, 22. 

მაგალითი 2. ამოვხსნათ უტოლობა: 1--2X2>4-–5X. 

5L-2X>4-11 (5X გადმოვიტანეთ უტოლობის მარცხენა ნაწილში, 

3X>3 ხოლო 1 –– მარჯვენა ნაწილში) 

X>1 (ორივე ნაწილი გავყოთ სამზე), 

ჯ-ის ყველა იმ მნიშვნელობათა სიმრავლე, რომლებიც აკმაყოფილებენ-მ”ცე- 
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მულ უტოლობას, გამოსახულია რიცეით წრფეზე (ნახ. 22), მასთან წერტილი 

X=1 მიეკუთვნება ამონახსნთა სიმრავლეს. 

მაგალითი ქ. ამოვხსნათ უტოლობა: 

1-–- X->2X+3. 

2X გადავიტანოთ უტოლობის მარცხენა ნაწილში, 1 –– მარჯვენაში, მივიღებთ: 

–3X>2. 

უკანასკნელი უტოლობის ორივე ნაწილი გავყოთ ––3-ზე, ამ შემთხვევაში უტო– 
ლობის ნიშანი შეიცვლება და გვექნება: 

X<> 

X-ის ყველა ასეთ მნიშვნელობათა სიმრავლე გამოსახულია რიცხვით წრფეზე; (ნახ, 

23). თვით რიცხვი »=-- მიეკუთვნება ამონახსნთა სიმრავლეს. 

  

  
    

2 დ 5<5- 
, ი იაია, “პპ „== 

ა=– რ62222226662---4%%%“2-“ 
ჰ 

ნახ. '23, 

სავარჯიშო 

1. ამოხსენით უტოლობანი და მიღებული შედეგებ- აღნიშნეთ რიცხვით 

წრფეზე: 
ა) 3--2X<12–-5ჯ ბ) 2X-3<7(1+ჯ) 

X-–-1 X+I X+2 ჯ 3,5 (C+1) >4; – 4=“, 11. 21-52 --%, გ) (X+1) >4X 2 დ) 2 3 ყვლ 

ე 295 ცებს ვ) 4(X+1) + 3X>7X+2 

37-213ჯ 2-7 X+1 1 3 
ზს) –- :·9 –2ჯ; –=”  “ >--,; ) 2 +9< თ) >> 2-32-2 

იძX+ხ _ ძL–სხ X-1_  L-3 X–-2 
_–_> თ>0, 0>0); X- აებსე„_ღ–“_– · 

ი ი–-ხ 0ი+ხ ( ) » 2 4 3 

2) ჯ-ის როგორი მნიშვნელობისთვისაა განსაზღვრული მოცემული გამოსახუ– 
ლებანი: ' 
  ა) /7+3X, V5–-X, MVM2X+4, VI1I--2X, 

გ მI. წრშივ უბტოლობათა სისტემები და მათი აგოსხხა 

განსაზღერა 1. ერთი და იმავე უცნობის შემცველ ორი ან მეტი წრფი- 
ვი უტოლობის ერთობლიობას წრფივ უტოლობათა სისტემა ეწოდება. 

წრფიე უტოლობათა სისტემის მაგალითებია: 

2L--2>1, 1-2X<-–-5, 

| 31X-–-–X>90, 3X+1<13. 

ი!



ამოვხსნათ უტოლობათა სისტემა ნიშნავს, ვიპოვოთ უცნობის ყვილა ის მნი-- 

შვნელობა, რომლებიც აკმაჟოფილებენ სისტემის თითოეულ უტოლობას, 

მაგალითი). ( 2X-2>0, 
| შX-–6:>0. 

განვიხილოთ ერთმანეთის პარალელური ორი წრფე, ერთ-ერთზე, მაგალითად, 
ზედაზე აღვნიშნოთ V-ის ის მნიშვნელობები, რომლებისთვისაც სრულდება მოცე– 
მულე სისტემის პირველი უტოლობა («C>1), ხოლო ქვედაზე აღვნიშნოთ »ჯ-ის «ს 

4 –“..ეაჯაბააბბა 
„222222222 . 2-CC 2 C 

, 2 7 ბ 4 

ნახ. 24, ნ.ხ. 25. 

მნიშვნელობები, რომლებისთვისაც სრულდება მოცემული სისტემის მეორე უტო– 

ლობა (X->2) „მიღებული შედეგების შედარება რიცხვით წრფეზე გვარწმუნებს, რო? 
ორივე უტოლობა ერთსა და იმავე დროს კმაყოფილდება, როცა X>2 (ნახ. 24). 

მაგალითი 2. 1--2X<-–-5, 
3X--1<13. 

პერველი უტოლობის ამოხსნა იძლევა X>3; მეორის ამოხსნა გვაძლევს Xჯ<24. 
თუ გამოვსახავთ მათ რიცხვით, წოფეხე, გვექნება 29. ნახაზზე ნაჩვენები დამოკი- 
დებულება. ეს კი გვიჩვენებს, რიმ X მოთავსებულია 3-სა და 4-ს შორის. ჯ-ის ასეთ 
მ ი იშვნელობათა სიმრავლე ჩაიწერება ორმაგი უტოლობის სახით: 

3<X<4, 

მაგალითივქ, ს X+-4<2X, 

ს) 1 X>––2. 

პირველი უტოლობის. ამოხსნა გვაძლევს; 

4<X ანუ X>4; მეორე უტოლობის ამოხსნა გვაძლევს: –-X>>–3 ანუ X<ლქ, 

მაშასადამე, ნებისმიერი რიცხვი რომელიც დააკმაყოფილებს მოცემული სი- 
სტემის ორივე უტოლობას, ნაკლები უნდა იყოს ქ-ზე, და მეტი 4 ზე, მაგრამ ასეთ” 

რიცხვები არ. შეიძლება არსებობდეს. აქედან დავასკუნით რომ უტოლობათა მოცემუ- 
ლი სისტემა. არ სრულდება X-ის არც ერთი მნიშვნელობისათვის (ნახ. 26). 
უტოლობათა ასეთ სისტემებს არათავსებადი სისტემები ეწოდება. 

=22-– ეეე 

–---–--–- ა>=>>2- 
ჰ 

ნახ. 26. 

სავარჯიშო 

1, ამოხსენით უტოლობათა სისტემები და რიცხვით წრფეზე გამოყავით წერ– 
ტილთა სიმრავლე, რომელიც ამოხსნას შეესაბამება: 
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ა) 3X--5>23--4X, ა) ( 2X--1>>3ჯ+4, 

7X+-3–=9X--1 · (პას. X>>4) | 5X+3:>8X-+21. (პას: XC- 6 

გ) 5X--2=>>2X-+1, დღ) (X--1>2X--1, 
2X+3<18–--1ჯ. (პას, 1<X< 3) ს4X- 5>:X+17. (არ:თაგსებ:დიაპ 

ე) 10C-––-1)-++11>>4X--5(X-L1), 
3X-5ლ20-. (პას; არათავსებადია). 

2. იპოვეთ შემდეგ სისტემათა მთელი ამონახსნები: 

ა) 1 2(3+–4) <3 (4+– 3) +16, 

  

4 (1--X)<3X-+5. (პას. 0; –1; – 2). 

ბ – ბ ( 1»>2- 2%-13, 
11 

X 2 1ჯ- 20... · 
I -+- XV – 7) <–5 (პას, 2; 3; 4); 

ბ) X-) LL--2 ჯL-პ 

2 3“242 ” 
! 1-0,5X>Xჯ-4. (პას. 1; 0; 1: 2: 3): 

დ) XII X+2 X-3პ 

(+-+)-517<-ჯ. 
! 1,5V-- 5,05 < X». (პას 7; 8; 9: 10). 

IV თავი 

ნამდვილი რიცხვები 

§ ყა. რრი მონაკვეთის საერთო საზოპი 

ვთქვათ, მოცემულია 478, CM და # მონაკვეთები (ნახ, 27). 

განსაზღვრა, 1. # მონაკვეთს ეწოდება #8 და CL) მონაკვეთების 
საერთო საზომი, თუ ის მთელ რიცხვჯერ თავსდება თითოეულწამ1მონაკვეთში. 

27-ე ნახაზზე გამოსახული 6#” . 
მონაკეეთი წარმოადგენ 48 ღა 4 წ 
CL) მონაკვეთების საერთო საზომს, 

  

ვინაიდან #/# მონაკეთი #8ში C ნ 
თავსდება 2-ჯერ, ხოლო CIX-ში– # – 
სამჯერ. · # 

იბადება კითხვა: ნებისმიერ ორ “ას. 27. 

მონაკვეთს აქვს თუ არა საერთო 
საზოში? სხვა სიტყვებით რომ ვთქეათ, არის თუ არა ნებისმიერი ორი მონაკვეთი 
თანაზომადი? ამ კითხვაზე უარყოფითად პასუხობს შემდეგი თეორემა. 
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თეორემა 1, ნებისმიერი კვადრატის დიაგონალი მისი გვერდის უთანაზომოა. 
ვადრე ამ თეორემას დამტკიცებას შევუდგესოდეთ დავამტკიცოთ შემდეგი თე- 

ღორემა. 

თეორე მა აპ, არ არსებობს რაციონალური რიცხვი, რომლის კვადრატი უდრი-, 

დეს 5=-ს, 

ამ თეორემის დამტკიცებისათვის დავუშეათ საწინააღმდეგო. ვიგულისხმოთ, 

რომ არსებობს რაციონალური L2 რიცხვი, რომლის კვადრატი უდრის 2-ს. 
ძ 

ე. რ“. . 
ი ! 
# ) 2, I (4) ი 

“იგულისხმება, რომ § უკვეცი წილადია, წინააღმდეგ შემთხვევაში ი და 0 

შე”კვეცებოდა საერთო თანამამრავლზე, (1)–დან 

ი"= 20" (2 
(2) ტოლობის მარჯვენა ნაწილი 24? “გამოსახავს ლუწ რიცხეს, 

ამიტომ ი“- აც ლუწი უნდა იყოს, ეს კი იმას ნიშნავს, რომ # რიცხვიც ლუწი იქნება, 
ე. «. 0=2#, სადაც # რაიმე მთელი რიცხვია. თუ #-ს მნიშვნელობას შევიტანთ 
(ა) ტოლობაში, გვექნება: 

4#6"=2ძ? 

და 01=2#9; 
ე. ი, ე-იც წარმოადგენს ლუწ რიცხვს, რაც იმას ნიშნავს, რომ ი-ც ლუწი რი 

ცზეია. გამოდის, რომ ი და 6§ ლუწი რიცხვებია,ეს კი ეწინააღმდეგება პირობას იმის 

შესახებ, რომ წ წილადი უკვეცია. 

მაშასადამე, ჩვენი დაშვება, რომ არსებობს ისეთი რაციონალური რიცხვი, 

რომელიც აკმაყოფილებს ( # ს =2 პირობას, არ. არის მართებული. აქედან 

დავასკვნით: რაციონალურ რიცხეთა სიმრავლეში არ მოიპოვება ისეთი რაციონა- 
ლური რიცხვი, რომლის კვადრატი უდრის ორს. 

შენიშვნა. ზემოთ დამტკიცებული თეორემა ტოლფასია შემდეგი წინადადე- 

ბისა: რაციონალურ რიცხვთა ხიმ- 

რავლეში არ არსებობს რიცხვი 

/. 
ახლა დავამტკიცოთ თეორემა: 

კვადრატის დიაგონალს და მის 
გვერდს საერთო საზომი არა აქვს. 

თეორემის დამტკიცების მიხ- 
ნით დავუშვათ საწინააღმდეგო. 
ვთქვათ, #4. 8CL- კვადრატის /#C დი- 
აგონალს და მის 48 (ნახ. 28) 
გვერდს გააჩნია საერთო საზომი, ე.ი. 
არსებობს ისეთი მონაკვეთი, რომე- 

# ლიც #8-ში მოთავსდება #I-ჯერ, 
ნახ. 28. ხოლო 4C-ში /I-Iერ, თუ ამ მონაკ- 
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ვეთა ჩავთვლით სიგრძის ერთეულად, მაშინ 4 8-ს სიგრძე გამოისახება. ი რიცხ- 

ვით, ხოლო 4#C-ს სიგრძე იI-ით. 
4C დიაგონალზე ავაგოთ 4Cჩ6/ კვადრატი. ცხადია, #C%ჩ-ის ფართობი 

ორჯერ აღემატება #8C#M) კვადრატის ფართობს. 
მაგრამ ფართ. 48CM8=ი?, ფართ. 4C6/=იჩ", 
ამიტომ #I2==2/2, საიდანაც: 

: ი». თ V· 
--= 2, –_ =2. 1-2, (?) თ 

(ვ) ტოლობა ეწინააღმდეგება 2-ე თეორემას, 

მაშასადამე, ჩვენმა დაშვებამ მიგვიყვანა უმართებულო დასკვნამდე, რომ 
კეადრატის გვერდს და მის დიაგონალს არ შეიძლება ქონდეს საერთო საზომი. 

განსაზღვრა 2. ორ მონაკვეთს, რომელთაც საერთო საზომი აქეთ, 

თანაზომადი მონაკვეთები ეწოდება. 

განსაზღვრა ქ, ორ მონაკვეთს, რომელთაც ხაერთო საზომი არა აქეთ, 
უთანაზომო მონაკვეთები ეწოდება. 

§ ეყ. რაციონალური რიცხვების გეომეტრიული გაგოსასვა 

ავიღოთ რიცხვითი წრფე, მასზე ღავნიშნოთ 0 წერტილი (ნახ. 29). 

CC, 7.,,,,1L1 "> 
-5%5 პკ 00 2466 

ნახ. 29, 

ყოველ რაციონალურ # რიცხვს შევუსაბამოთ რიცხვითი წრფის წერტი- 

ლი, რომელიც მდებარეობს 0 წერტილიდან 2 მანძილზე, თუ 2 >0, მაშინ 

” M 

წერტილი იქნება 0 წერტილის მარჯვნივ, თუ - <0, მაშინ –– მარცხნივ. მაგა- 

ლითად, რიცხეს 3-ს ეთანადება 4 წერტილი, რომელიც მდებარეობს 0 წერტილი– 

დან სიგრძის სამი ერთეულის ტოლ მანძილზე, ასევე 3 – -ს ეთანადება 8 წერ- 

ტილი, 5-ს –– C წერტილი, ––3-ს –– ს წერტილი ––5 =- –- 85 წერტილი და 

ა, შ, 

მასთან, თუ თ” რიცხვი ნაკლებია #X -ზე, მაშინ == რიცხვის შესაბამისი 
„" ძი 9 

წერტილი მდებარეობს > რიცხვის შესაბამისი წერტილის მარცხნივ. მაგალითად, 

ჭ<5, ამიტომ წერტილი 4 მდებარეობს C წერტილის მარცხნივ. ასევე, 

–3>-5 – ამიტომ წერტილი # მდებარეობს 8 წერტილის მარჯენივ. 

"5. ვ. შონია (33



როგოლც ვხედავთ, რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლიდან აღებული ნებისმი- 

ური რიცხვი გეომეტრიულად შეიძლება გამოისახოს რიცხვითი წრფის სრულიად 

გარკვეული წერტილით, სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, რაციონალურ რიცხვთა სი-– 
მრავლიდან აღებულ ყოველ რიცხვს რიცხვით წრფეზე მოეძებნება შესაბამისი წერ– 
ტილი. 

იბადება კითხვა: მართებულია თუ არა შებრუნებული დასკვნა? კერძოდ, წრფის 

ყოველი წერტილი შეიძლება თუ არა განვიხილოთ, როგორც რომელიმე რაციონა- 
ლური რიცხვის გეომეტრიული საზე ? 

ამ საკითხის გარკვევის მიზნით ჩავატაროთ შემდეგი სახის მსჯელობა, ავიღოთ 
რიცხვითი წრფე, წრფეზე ავიღოთ 0 წერტილი (ნახ. 30). 

0 წერტილიდან გაღავზო- 
მოთ სიგრძის ერთეულის ტოლი 

0/4 მონაკვეთი. # წერტილიდან 

აღვმართოთ პერპენდიკულარი 

და მასზე მოვზომოთ 04=/48 

მონაკვეთი. ცხადია, რომ |08I:- 

=V2 -ს.0 წერტილიდან 08 რა– 

დიუსით შემოეწეროთ რკალი 

86. ცხადია 0C=:08. ამიტომ 

ნახ. 30. C წერტილის შესაბამისი რიცხვი 

სიდიდით ტოლი უნდა იყოს 

V2 რიცხვითი მნიშვნელობის, მაგრამ § 32-ში დამტკიცებული თეორემის და იქვე 
გაკეთებული შენიშვნის თანახმად C წერტილის შესაბამისი რიცხვი არ შეიძლება 
იყვლს რაციონალური (ვინაიდან მისი კვადრატი 2-ის ტოლი აღმოჩნდებოდაც. 

მაშასადამე, გამოდის, რომ რიცხვით წრფეზე აღმოვაჩინეთ ისეთი წერტილი, 
რომლის შესაბამისი რიცხვი რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლეში არ არის. ამ უკა- 
ნასკნელ გარემოებას ბუნებრივად მივყავართ რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლის 

გაფართოების საქიროებამდე. 

  

  

§ 34. მონაკვეთების გაზომვის ცნება 

ეთქვათ, თ არის სიგრძის ერთეულად მიღებული მონაკვეთი, ხოლო ს –– გას» 
ზომი მონაკვეთი (ნახ 31), აქ შეიძლება წარმოგვიდგეს ორი შემთხვევა; 

ძ 
'–– 

  

ნახ. 31, 

1) თ და ხ მონაკვეთები თანახომადია; 

2) ძ და ჩ მონაკვეთები უთანაზიმოა. 

პირველ შემთხვევაში ხ მონაკვეთის ზომა გამოისახება““ სახის რაციონალუ- 
” წ 

რი რიცხეით, მეორე შემთხვევაში ხ მონაკვეთის ზომა არ გამოისახება არავითირი 
რაციონალური რიცხვით, 

LI) -



მაშასადამე, მოხაკვეთების გასაზომად რაციონალური რიცხვები არ კმარა, 
სწორედ ეს გარემოება გეაიძულებს გავაფართოოთ რაციონალურ რიცხვთა სიმ- 

რავლე, ე ი. შემოვიღოთ ახალი ბუნების რიცხვი, რ.„მელიც განსხვავებულია რაცი- 

ონალური რიცხვებისაგან. ასეთი სახის რიცხვებს ირაციონალური ანუ არარაციო– 

ნალური რიცხვებე ეწოდება. 
ისმება კითხვა: რა სახით წარმოვადგინოთ ირაცინალური რიცხვი? ამ კით- 

ვაზე პასუზის გაცემის მიზნით განვიხილოთ მონაკვეთების გაზომვის ის შემთხეე- 

ვა, როცა გასაზომი მონაკვეთი ზომის ერთეულის უთანაზომოა. 

ვთქვათ, ხ მონაკვეთი სიგრძის ერთეულად შერჩეული ძ მონაკვეთის უთანაზო- 
მოა (ნახ. 31), გადაქზომოთ ხ მონაკვეთზე თ მონაკეეთი. ვთქვათ, 6 მონაკვეთი ხ– 
ში მოთავსდა 2-ჯერ და ჩ-სგან მოგვრჩა კიდევ ნაშთი 6, მაშინ, ცხადია, ხ-ს ზომა 

მიახლოებით იქნება რიცხე: 2. ახლა სიგრძის ერთეულად 2-ღებული # მონაკვეთი 
დავყოთ 10 ტოლ ნაწილად დ. გადავზომოთ 6 მონაკვეთის = ნაწილი C ნაშთზე, 

ეთქვათ, C-ში % მოთავსდა ოთხჯერ და მოგერჩა ნაშთი CC რომელიც ნაკლებია 

ფზე, მაშინ, ცხადია, ს მონაკვეთის სიგრძე გ:მოისახება რიცხეით 2,4. ახლა ი-ს 

> ნაწილიც გავყოთ 10 ტოლ ნაწილად, რითX) მ”ეიღებთ ი-ს = ნაწილს. ვთქვათ, 

ი-ს > C-ში 5-ჯერ გადაზომეს და კ–დევ დარჩა ნაშთი C” ახლა, ცხადია, ხ მო- 

ნაკვეთის მიახლოებითი ზომა იქნება რიცხვი 2,45. ეს პროცესი შეიძლება გავაგრძე- 

ლოთ უსასრულოდ. ამით მივიღებთ ხ მონაკვეთის სულ უფრო და უფრო ზესტ 

ზომებს; 

2: 2,4: 2,45; 2.453: 2,4532... და ა. შ. 

მართლაე, რომ ეს პროცესი დასრულდეს რომელიმე ნაბიჯზე, მაგალითად, 

მე-4-ზე, მაშინ ხ მონაკვეთის სიგრძე გამოსახული იქნება ზუსტად 2,453-ით. ამ შე- 

1 
1000 ნაწილი მ-ში მოთავსდება 1000-ჯერ, ხოლო ხ-ში   მთხვევაში ძ მონაკვეთის 

1 

1000 
ზომა. ეს კი ეწინააღმდეგება თ:ვიდან აღებულ პირობას, რომ C და ხ მონაკვე–- 

თები უთანაზომოა. 

ამრიგად, ეს პტოცესი გაგრძელდება უსასრულოდ და ხ მონაკვეთის სიგრძე გა- 
მოსახული იქნება უხასრულო ათწილადით, მასთან ეს ათწილადი არ შეიძლება იყოს 

პერიოდული, რადგანაც ყოველი პერიოდული ათწილადი შეიძლება წარმოვიდგი- 
ნოთ – რაციონალური რიცხვის სახით და თ-ს /I-ური ნაწილი ძ-ში მოთავსდება 

” 

#-ჯერ, ხოლო ხ-ში ”I-ჯერ, რა) ეწინააღმდეგება აგრეთვე თ და ხ მონაკვეთების 
უთანაზომობის მოცემულ პირობას. 

მაშასადამე, თუ მონაკვეთი სიგრძის ერთეულის უთანაზომოა, მაშინ მისი სი- 

გრძე გამოისახება უსასრულო არაპერიოდული ათწილადის სახით. 

2453-ჯერ, მაშასადამე, 0 მონაკვეთის ნაწილი გამოვა ი და ხ-ს საერთო   
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განსაზღვრა, ქ, რიცხვებს, რომლებიც შეიძლება წარმოვადგინოთ უსა- 

სრულო არაპერიოდული ათწილადების სასით, ეწოდება ირაციონალური რიცხს- 

ვები. 

როგორც ვხედავთ, ერთეულთან უთანაზომო მ- ნაკვეთის გაზომვის ()დამ მაგ- 

ვიყვანა ირაციონალურე რიცხვის ცნებამდე. 

ირაციონალური რიცხვის ცნებამდე მივყავართ აგრეთვე არაზუსტი კვადრა- 

ტიდან კვადრატული ამოფესვის ოპერაციასაც. ირაციონალურია V2, V9, V5 და 

ა. შ. რიცხვები. 
ყველა ესენი გამოისახებიან უსასრულო არაპერიოდული ათწილადით. 

ახლა, თუ რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლეს დავუმატებთ ირაციონალურ რ-– 

ცხვებსაც, მაშინ, ცხადია, რიცხვით წრფეზე არ დარჩება არც ერთი „ცარიელი“ 

წერტილი, ე. ი. ისეთი წერტილი, რომელსაც არ შეესაბამება რიცხვი. 

განსაზღვრა 4, რაციონალურ და ირაციონალურ რიცხვთა სიმრავლეს, 

ერთად აღებულს, ეწოდება ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე. 

ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეში ოთხი არითმეტიკული მოქმედების: შეკრე- 
ბის, გამოკლების, გამრავლების და გაყოფის ოპერაციების გარდა სრულდება ამო- 

ფესვის ოპერაციაც. 

სა ვა რ ჯი შო 

1. თანაზომადია თუ არა 0 მონაკვეთი სიგრძის ერთეულად მიღებული წ მო- 

ნაკვეთისა, თუ თ მონაკვეთის სიგრძე გამოისახება: 

ა) სასრული ათწილადით; 

ბ) უსასრულო პერიოდული ათწილადით; 

გ) უსასრულო არაპერიოდული ათწილადით;! 

2, ა) არის თუ არა ნებისმიერი რაციონალური რიცხვი ნამდვილი და პირი- 

ქით? 

ბ) არის თუ არა ნებისმეერი ირაციონალური რიცხვი ნამდვილი და პირი- 

ით? 

, 3. გამოისახება თუ არა ნებისმიერი მონაკვეთის სიგრჭე: 

ა) რაციონალური რიცხვით; 

ბ) ირაციონალური რიცხვით; 

გ) ნამდვილი რიცხვით? 

4. დაამტკიცეთ ა) რაციონალურ რიცხეთა სიმრავლეში არ არსებობს უმცი- 
რესი რაციონალური რიცხვი; 

ბ) რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლეში არ არსებობს უდიდესი რაციონალური 

რიცხვი. 

5. დაამტკიცეთ, რომ მართკუთხა სამკუთხედში 60“-იანი კუთხის პირდაპირ მდე- 

ბარე კათეტი ჰიპოტენუზის. უთანაზომოა. 

6. დაამტკიცეთ, რომ, თუ 0 მონაკვეთი თანაზომადია ხ-სი, ხ მონაკვეთი კი 
C-სი, მაშინ თ თანაზომაღია. C-სი. 

7. დაამტკიცეთ, რომ, თუ 0 მონაკვეთი თანაზომადია ხ-სი, მაგრამ უთანაზომოა 
«-სი, მაშინ ხ და C უთანაზომოა., 
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§ ვ2:, ნამდაილი რიცხვები და მათი გეომეტრიული გამოსასჭა 

ა) იმის შემდეგ, რაც შემოვიღეთ ნამდვილი რიცხვის ცნება, ბუნებრივად დგე– 

ბა საკითხი სიდიდის მიხედვით მათი შედარების შესახებ. როცა ლაპარაკი ეხება 
ნამდვილ რიცხვებს, ყოველთვის ვიგულისხმებთ, რომ ისინი მოცემული არიან 
უსასრულო ათწილადის სახით, 

განსაზღვრა 5. ორ დადებით ნამდვილ რიცხვს ეწოდება ტოლი, თუ 
მათი ყველა შესაბამისი ათწილადი ნიშანი ტოლია, ხოლო, თუ ერთ-ერთი რიცხვი 

შეიცავს ნიშანს, რომელიც არ ემთხვევა მეორე რიცხვის შესაბამის ნიშანს, ასეთ 
რიცხვებს არატოლი ეწოდება. 

მაგალითად, რიცხვი 2,356,.. არ უდრის 2,423... ასევე რიცხვი 1,14... არ 
უდრის 1,231... 

თუ თ და ჩ ნამდვილი რიცხვები ერთმანეთის ტოლი არაა, მაშინ მათგან ისაა 
მეტი, რომლის მთელი ნაწილიც მეტია. თუ კი მთელი ნაწილები ტოლია, მაშინ 
ისაა მეტი, რომელიც შეიცავს მეათედების მეტ რიცხვს, თუ მეათედებიც ტოლია, 
მაშინ ას იქნებ: მეტი. რომელიც შეიცავს მეასელების მერ რაცხვს დაა, შუ. ტოლ 

მაგალითად: 2,56432>>2,6532... 

2.5643>3,4321... 
3,5641:>3,5563... 

25.5642:>3,5653... და ა. შ. 

განსაზღვრა 6. C და ჩ უარყოფითი ნამდვილი რიცხვები ტოლია, თუ 
ტოლია მათი აბსოლუტური მნიშვნელობები. 

ე. ი. IთI=:IჩI. 

თუ |თI5=I8I), მაშინ და 8 ნამდვილი რიცხვები არად ტოლი. 
ორი უარყოფითი ნამღვილი რიცხვიდან უდიდე- 

სად ითვლება ის,რომლის აბსოლეტური სიდიდეც ნ. 
კლებია. მაგალითად, –-23,564...>-–3,654..., საიდანაც 3,564 · < 3,654, ასე–- 

ვე, –4,2321..,<--2,3211... ვინაიდან 4,2321->2,3211. 
ნებისმიერი ნამდვილი დადებითი რიცხვი მეტია ნებისმიერ უარყოფით რიცხ- 

ვზე და ნულზე. ნული კი მეტია ნებისმიერ უარჟოფით რიცხვზე. 

ბ) ისე როგორც რაციონალური რიცხვები, ნამდვილი რიცხვებიც გამოისახე– 

ბა რიცხვითი წრფის წერტილებით. 

ღლ 

ჯ# 0 თ LI –_ 
ჯ 4 

ნ,ხ. 32, 

ყოველ დადებით თ რიცხვს შევესაბაპოთ 4 წერტილი, რომელიც მდებარეობს 0 
წერტილის მარჯვნივ სიგრძის თ ერთეულის ტოლ მანძილზე (ნახ. 32). მაგალითად, 
თუ თ=ქ,1415..., 

მაშინ ვ3-–თ<4, 

3,1=<თ<23,2, 
2,14–თ<21,15 

და ა, შ. 
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ადვილი მისახვედრია, რომ რიცხვით წრფეზე /# წერტილი უნდა მდებარე იბ დეს 
იმ წერტილების მარჯვნიე, რომლებიც შეესაბამებიან 

3; 3,1; 3,14... 

რიცხვებს და იმ წერტილების მარცხნივ, რომლებიც შეესაბამებიან: 

4; 3,2; 3,15.... 
ღიცხვებს. 

შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ ეს პირობა რიცხვით წრფეზე განსაზღვრავს ერთად- 

ერთ წერტილს. რომელსაც განვიხილავთ, როგორც თ=3,1415... ნამდეილი რი- 
ცხვის გეომეტრიულ სახეს. 

საესებით ანალოგიურად, ნებისმიერ უარყოფით ჩ ნამდვილ რიცხვს შევუს»„- 

ბამებთ 8 წერტილს, რომელიც მდებარეობს 0 წერტილის მარცხნიე, მისგან (ჩ | 
ტოლ მანძილზე. 

მაშასადამე, ყოველ ნამდვილ თ რიცხვს შეგვიძლია შევუსაბამოთ სრულიად 

ბარკვეული წერტილი რიცხვით წრფეზე. ეს წერტილი 0 წერტილიდან დაშორე- 
ბული იქნება სიგრძის ერთეულის |თ|) ტოლ მანძილზე და მდებარეობდეს იქნება: 
0 წერტილეს მარჯგნიე, თუ თ>0, და 0 წერტილის მარცხნიე, თუ თ<0. 

§ 34-შე ჩვენ მივედით იმ დასკვნამდე, რომ რიცხვითი წრფის ყოველ წერ- 

ტილს შეესაბამება სრულიად გარკვეული რიცხვი -– ან რაციონალური ან ირაცი- 

ონალური. როგორც ვიცით, რაციონალური და ირაციონალური რიცხვთა სიმრავ- 

ლეები ქმნიან ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეს. ამიტომ შეგვიძლია ვთქვათ, რიცხვი- 

თი წრფის ყოველ წერტილს ეთანადება გარკვეული ერთადერთი ნამდვილი რიცხ- 

ვი და, პირიქეთ, ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლიდან აღებულ ყოველ ნამდვილ რიცხვს 

წრფეზე მოეძებნება სრულიად გარკვეული ერთადერთი წერტილი, აქედან შეიძლე– 

ბა დავასკვნათ: ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლისა და რიცხვითი წრფის წერტილთა 

სიმრავლეს შორის არსებობს ურთიერთცალსახა დამოკიდებულება. 

§ ვი, მოქმედებანი ნამდვილ რიცხვებზე 

ვთქვათ, მოცემულია თ და ჩზ ნამდვილი რიცხვები, თუ თ და წ რაციონალური 

რიცხვებია, მაგალითად, თღ= თ და ჩ= #, მაშინ მათი ჯამი მოინახება რაცი- 
” 4 

ონალურ რიცხვთა შეკრების წესით: 

თ, 0 _:0+იი. 
იძ წ 

მაგრამ შეიძლება თ ღა ჩ რიცხვებიდან ერთ-ერთი ან ორიეე იყოს ირაციონა- 
ლური, 

ვთ1ვათ, თ=V3, ჩ=V72. 
თ და ჩ-სათვის შევადგინოთ მიახლოებითი მნიშვნელობები და შევადგინოთ 

შემდეგი ცხრილი: 

ვ 1. 1 743 10 
აგალითად. 3+ 7 3.7 2L 

2 
  

  
ნამჯეილი რიცხვის ათწილადი მიახლ. 0,1-მდე | 0,01-მდე |0,001-მდე|0 ,0001-მდე 

    

  
თ ნამდვილი რიცხვები 1,7 1,732 1.7422 1,7120 
8 ნამჯვილი რიცხვები 14 1.41 | (,414 | 1,4142       
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ნამეტით აღებულ თ და ჩ-ს მნიშვნელობები მიიღება ამ რიცხვებიდანეე, მათი 
უკანასკნელი ათობითი ნიშნის 1-ით გადიდებით. 

მაშასადამე, თ და ჩ ნამდვილ რიცხვთა შეკრება ნიშნავს ისეთი რიცხვის აოვ- 

ნას, რომელიც (1) გამოსაზულების თითოეულ ჯამზე მეტია და თითოეულ (2)-ის ჯამ- 

ზე ნაკლებია: 

1,7+1,4=3,1 1,8- -1,5=3,3 

1,73-L1,41=ქ,14 (1) 1,74-C 1,42=3,16 (2 

1,732-L1,414=ქ,146 1,733+ 1,415=2,148 

მაშასადამე, თ ღა ჩ ნამდვილი რიცხვების შეკრება ნიშნავს ისეთი მესამე « 

რიცხვის პოვნას, რომელიც მეტი იქნება ნებისმიერი სიზუსტით, მაგრამ ნაკლე– 

ბობით აღებულ მათ მიახლოებით მნიშვნელობათა ჯამზე, ხოლო ნაკლები იქნება 

ნებისმეერი სიზუსტით მაგრამ მეტობით აღებულ მათ მიახლოებით მნიშვნელობა- 

თა ჯამზე. 

დაუმტკიცებლად მივიღოთ, რომ თ ღ ჩ რიცხვების ჯ=+ჩ ჯამი" არსებობს 

და მასთან მხოლოდ ერთი, 

თ და ჩ რიცხვების ზემოთ მოყვანილე მიახლოებითი მნიშვნელობების მიხედ- 

ვით შეგვ-ძლია განვსაზღვროთ თ და ჩ ნამდეილი რიცხვების ნამრაელი, 

თ-ჩ არის რიცხვი, რომელიც თ · ზ არის რიცხეი, რომელიც 

თითოეულ ამ იამრავლზე მეტია: თითოეულ ამ ნამრავლზე ნაკლებია: 

1,7 · 1,4=2,38, 1,8- 1,5=2,70, 

1,73· 1.41=2,42ქ9ქ, 1.74 · 1,42=2,4708, 
1,732. 1,414=2,449048, 11733 · 1,415=2,452195. 

მაშასადამე, თ და 8 ნამდვილი რიცხეების გამრავლება ნიშნავს ისეთი%” მეხა- 

მე ჯ რიცხვის პოვნას, რომელიც მეტია ნებისმიერი სიზუსტით, მაგრამ ნაკლებო–- 

ბით აღებულ მათ მიახლოებით მნიშვნელობების ნამრავლზე და ნაკლებია ნებიხ- 

მიერი სიზუსტით. მაგრამ მეტობით აღებულ მათ მიახლოებით მნიშვნელობების 

ნამრავლზე. 

დაუმტკიცებლად მივიღოთ, რომ თ · ჩ=ჯ რიცხვი არსებობს და მასთან ერ- 

თადერთი. 

თ ნამდვილი რიცხვის კეადრატში, კუბში, მეოთხე ხარისხში და ა. შ. ახარის– 

ხება ნიშნავს, ვიპოეოთ თ-ს ტოლი ორი, სამი, ოთხი და ა. შ. რიცხვების ნამ- 

რავლი. 

« გგულისზმობთ, რომ 9 და ზ ირაციონალურია. რადგან, როცა ისინი რაციონალურია მათი 

შეკრების წესი ცნობილია, 

«” როცა ნამდვილ რიცხეზე მოქმედებებს განემარტაეთ, ყოველთვის ვგულისხმობთ ირაცი- 

ონწალურ რიცხეებს. 
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ირაციონალური რიცხვებისათვის შებრუნებული მოქმედებები ისევე განისაზ– 

ღვრება, როგორც რაციონალური რიცხვებისათეის, მაგალითად, თ ირაციონალუ- 

რი რიცხვიდან ჩ ირაციონალური რიცხვის გამოკლება ნიშნავს ისეთი X რიცხვის 

პოვნას, რომელიც შეკრებილი ჩ-თან მოგვცემს თ-ს, ე. ი. ზ+–-X==თ 

თუ თ და 8 რიცხვებიდან ერთ-ერთი რაციონალურია, მამინ, ცხადია, ის გან- 

საზღვრული იქნება ზუსტად და ზემოდ მოცემულ განსაზღვრებში რაციონალური 

რიცხვის მიახლოებითი მნიშვნელობების ნაცვლად მისი ზუსტი მნიშვნელობა უნ- 

და ავიღოთ. 

ირაციონალური თ რიცხვის 0-ზე ნამრავლი ნულის ტოლადაა მიღებული ე. «, 

თ .0=თ. 

უარყოფით ირაციონალურ რიცზვებზე მოქმედებები იმავე წესით სრულდება, 
როგორც მოქმედებები უარყოფით რაციონალურ რიცხვებზე, 

ირაციონალურ რიცხვებზე მოქმედებებს ახასიათებს იგივე თვისებები, რ) 

რაციონალურ რიცხვებზე მოქმედებებს. 

მაგალითად, შეკრებისას გვაქვს: 

ა) გადანაცვლების კანონი თ+8=ჩ–+თ; 

ბ) ჯუფთებადობის კანონი (თ+-8)-L+» =Cთ+(8ზ+1). 

ე. ი. ირაციონალურ რიცხეთა შეკრებისას სრულდება გადახაცვლენია. 
ჯუფთებადობის კანონები. 

თ და ზ ირაციონალურ რიცხვთა გამრავლების შემთხვევაში სრულდება შეჭ- 
დეგი კანონები: 

ა) გამრავლების გადანაცვლების კანონი: 

თ-ზ=ჩ. თ; 

ბ) ჯუფთებადობის კანონი: 

(თ· ზა)·ჯ=თ.: (ჩ· ;). 

გ) გამრავლების განრიგებადობის კანონი შეკრების მიმართ: 

(«+ჩ8)ჯ=თC- 7+ჩ· +. 

სავარჯიშო 

1. მოცემული ჯამები წარმოადგინეთ ათწილადების სახით, მძიმის შემდეგ სა- 
მი სანდო ციფრის ჩვენებით: 

ა V3 +- –+V5 -++(-V8» –V2# V5. 

2, მოცემული ნამრავლები წარმოადგინეთ ათწილადების სახით, მძიმის შემ- 
დეგ არანაკლებ ორი სანდო ციფრის ჩეენებით: 

#3 #5: /2 <' –/# #2; +V2. V7' 
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IV თავი 

ხარისსი რაციონალური მაჩვენებლით 

§ 87. ი.ური ხარისხის ფესპი რიცსვილან 

როგორც არეთმეტიკიდან ვიცით, შეკრება და გამოკლება ურთიერთშებრუ. 
ნებული მოქმედებებია. 

ასევე, გამრავლება და გაყოფაც წარმოადგენს ურთიერთშებრუნებულ მოქმე– 

დებებს, 

ახარისხების ერთ-ერთ შებრუნებულ მოქმედებას ამოფესვა” ეწოდება, ამო-. 

ფესვის “ოპერაციას V#“ სიმბოლოთი აღვნიშნავთ, მას რადიკალის ანუ ფესვის ნიშანი 
ეწოდება, ფესვის მაჩეენებელი იწერება რადიკალის ნიშნის ზევით. მაგალითად, 

%V9, 9 ს, /2 იკითხება „კუბიკური ფესვი ძ0-დან“, „მე-5-ე ხარისხის ფესვი ხ–დან“. 
»„II-ური ხარისხის ფესვი ძი-დან“, მეორე ხარისხის ფესვის ნიშანს რადიკალის ნი9- 

ნის ზევით არ ვწერთ, არამედ ეგულისხმობთ. მაგალითად, მეორე ზარისხის ანუ 

კვადრატული ფესვი თ რიცხვიდან დაიწერება ასე: 1/ი. თუ ახარისხებისას ფუძით 
ან ხარისხის მაჩვენებლით ქეძებთ ხარისხს, ამოფესვის დროს მოცემული ხარის- 

ზით და ხარისხის მაჩვენებლით ვეძებთ თვით ფუძეს. მაგალითად: 

თუ 23=8, მაშინ %8=2. 

01=9, მაშინ V#7=ძ. 

ხმ?= 27, მაშინ 3/27=ხ 

IX2=--8, მაშინ %--ზ=»ჯ. 

განსაზღვრა 1. იძ რიცხვიდან „/ ხარისხის ფესვი ეწოდება ისეთ 

რიცხვს, რომლის ახარისხება / ხარისხში მოგვცემს ი რიცხვს. 

განსაზღვრის თანახმად, (წ 0)” = #. 
ამ განსაზღვრის მიხედვით ადვილად შეიძლება შემოწმდეს შმშესრულებელი 

ამოფესვის სისწორე. მაგალითად, ვთქვათ, ვიპოვეთ 3/32<2; შემოწმების მიზნით 

2 უნდა ავახარისხოთ მე-5 ხარისხში, მივიღებთ 25=32, 

მაშასადამე, ფესვი სწორადაა ნაპოვნი. 

4 ე8. ნიშანთა წესი ამოფესვის დროს 
' 

ა) ლუწი ხარისხის ფესვს დადებითი რიცხვიდან აქვს ორი ნამდვილი ერთ:- 

მეორის მოპირდაპირე მნიშვნელობა: 

V25= +5, ღადგან (+5“)= 25; 

416=+2, რადგან (+2)?=16, 

“« ახარისბებას ორი შებრუნებული მოქმედება აქვს: ამოფესეა ღა ლოგარითმის მოძებნა.



ბა) კენტი ხარისხის ფესვს აქვს იგიეე ნიშანი, რაც ფეს,ქვეშა გამოსახულებას: 

V27 =3. რადგან 3?=27, /-–27=-3, რადგან (–3)2= -–27; 

V-32= – 2, რადგან (--2)2=32, 

გ) ლუწი ხარისხის ფესვი უარყოფითი რიცხვიდან არ წარმოადგენს ნამდვილ 

ლიცხვს. მაგალითად, V-–-16 არ შეიძლება იყოს არც –-–4 და არც 4, რადგან (+4)1 

უდრის 16-ს და არა –- 16-ს. უარყოფითი რიცხვებიდან ლუწი ხარისხის ფესვი 
წარმოადგენს ე. წ. წარმოსახვით რიცხვს. 

§ კი, არითმეტიკული ფესვი 

განსაზღვრა >. დადებითი რიცხვიდან ლუწი ხარისხის დადებით ფესვს ეწო- 
დება მისი არითმეტიკული მნიშვნელობა ანუ არითმეტიკული ფესეი. ასე მაგა- 

ლითად, V 25-ის არითმეტიკული მნიშვნელობა არის 5, 1/81-ის არითმეტიკული მნი- 
შვნელობა არის 3. 

ამასთან დაკავშირებით მეტად სასარგებლოა დავიმახსოვრ=თ შემდეგი მნიშე- 

ნელოვანი ფორმულა: 

X თუ X>0, 

VXI-= (კ –-X, თუ X<0, 
0, თუ X#=0. 

ანუ სხვანაირად VX>= II · 

არასწორი იქნება თუ დავწერთ VX'=-X, ვინაიდან X-ის უარყოფითი შნიშვნე- 
ლობისათვის საქმე გვექნებოდა უარყოფით (არაარითმეტიკულ) ფესვთან, 
მაგალითები: 

3-ჰ თუ X<ლ4, 

1. I/(3–-ყ?=|)3-X> ბპX-1, თუ X>21, 

; თუ X=პ3. 

2. V(CX--+-2X--5)" - I" -+-2X+5. 

მ შემთხვევაში შეგვიძლია არ დავწეროთ მოდულის ნიშანი, ვინაიდან X#"-L 2X-C 5 == 
=(X+1)“-+-4. ეს გამოსახულება კი დადებითია X-ის ნებისმიერი მნიშვნელობისა- 
თვის. 

სავარჯიშო 

იპოვეთ ფესვის არითმეტიკული მნიშვნელობანი: 

ა) (/(0--1)2: დ) VI16--X9; 

ბ) VC0+3)”: ე) VC9X?2+-2X+1)"; 

გ) V8--?: ვ) VC–=5#+X+1)". 

§ #ს. არითმეტიკული ფესვის ძირითადი თვისებები 

განვიხილოთ ნამრავლის, წილადის და ხარისხის ამოფესეის საკითხი ცალ-ცალკე. 
ა) ეთქვათ, უნდა ვიპოვოთ იხC ნამრავლის /L ზარისხის არითმეტიკული ფესვი. 

ვიცით, რომ ნამრავლის ახარისხებისათვის საჭიროა, ავახარისხოთ იმავე ხარისხში 
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თითოეული თანამამრავლი და მიღებული შედეგები გადავამრავლოთ, ვინაიდან 
ამოფესვის ოპერაცია ახარისზების ოპერაციის შებრუნებული ოპერაციაა, ამიტომ 

შეიძლება ნამრავლის ამოფესვისას დაგვჭირდეს თითი ეული თანამამრავლის ცალ– 
ცალკე ამოფესვა და მიღებული შედეგების გადამრავლება, ე. ი. საჭიროა ვაჩვენოთ 
მართებულობა ტოლობისა: 

/26-V/6. ნ - 2. ი) 
(1) ტოლობის მართებულობაში დარწმუნების მიზნით მარჯვენა ნაწილი ავიყ- 

ვანოთ /# ხარისხში: 

(/2 IM M6)”=(%6 ” (Vს V (/6)"=იხ” 

მაშასადამე, (/2 %Mხ MC V =ძხ0. 

(ით Mნ ”/6) ნამრავლის „ ხარისხის იხC-სთან ტოლობა ნიშნაეს, რომ, ეს 

ნამრავლი წარმოადგენს თსC-დან # ზარისხის ფესვს. დამტკიცებული წინადადება 
შეიძლება ჩამოყალიბდეს შემდეგი წესის სახით: /-ური ხარისხის ფესვი დადებითი 

რიცხვების ნამრავლიდან უდრის ამ თანამამრავლებიდან ჩ#-ური ხარისხის ფეს- 

ვების ნამრავლს. 

მაგალითები: 

I. V4:16.25 -=V4 V16- V25=2.4-:5=40; 

2. #/25-:100 --V25 V100=5.10=50. 

ახლა, თუ (1) ტოლობას წავიკი თხავთ მარჯწენადან მარცხნიე, ე. ი. 

2 ბ/ნ · ტ/6 =ჩ/8ხ6. 

მაშინ დავასკვნით, რომ ტოლმაჩვენებლიანი ფესვების გადამრავლებისათვის სა- 

ჭიროა, გადავამრავლოთ ფესვქვეშა გამოსახულებები და ნამრავლიდან ამოვიღოთ 

იმავე ზარისხის ფესვი. 

მაგალითები: 

1, V2 V/8 =V2 8 =V16-=4; 

2. #13 %V9 =V27=12: 

ვ, %ა V#C=%VX.X = VX> = X, 

ბ) /I-ური ხარისხის ფესვი წილადიდან უდრის მრიცხველიდან /I! ური ხა- 

რისხის ფეხვს, გაყოფილს მნიშვნელიდან იმავე ხარისხის ფეხვზე. 

ი/ თ "ი –_–-+> 2 # ი ნ (2 

(20) ტოლობის სისწორეში ადვილად დავრწმუნდებით, თუ მარჯვენა ნაწილს ავახა–- 

ტრისხებთ /I ხარესხში.. მართლაც, 

(4 "_690”_იძ. 
Vხ – 
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ამრიგად, 

( 9) - 9. 
"'”Vხ ხ , 

ე. ი. (2) ფორმულა მართებულია. 

აქვე უნდა შევნიშნოთ, რომ, როცა /1=2#/ (ს ლუწია), მაშინ მოთხოვნა 9>0, ხ>>0 
არსებითია, თუკი «=2#+1 (| კენტია) მაშინ (2) ფორმულა მართებულია 0 და V-ს 

როგორც დადებით ისე უარყოფით მნიშვნელობებისათვისაც 

მაგალითები: 

1) MV =-->: 16_ 4. ჯ/ -2 V#-2% 2 
25. 5. 49 7” “27 %27 ვ. 

თუ (2) ტოლობას წავიკითხავთ მარჯვნიდან მარცხნიე, ე. ი. 
.- 
V0 ჩ/ძ +== –, წე) 

ჩM/ხ ხ ( 

'მეგვიძლია ჩამ” ვაყალიბოთ წემდეგი წესი: ერთნაირმაჩვენებლიანი ფესვების გა- 
ქყოფისას საკვარისია, ერთმანეთზე გავყოთ ფესექვეშა გამოსახულებანი, ხოლო 

ფესვის მაჩვენებელი უცვლელად დავტოვოთ. 
მაგალითები: 

2 1) (2 7 =M/2- 

> 3 724 ვ.- 
2 +“” –-“ %8- ) 55 აი» V8=2. 

გ) რომ ამოვფესვოთ დადებითი რიცხვის იხეთი ხარისხიდან, რომლის მაჩ 

ვენებელი მთლიანად იყოფა ფეხვის მაჩვენებელზე, საკმარისია ფესვქვეშა გაშო- 

სახულების მაჩვენებელი გავყოთ ფესვის მაჩვენებელზე, ხარისხის ფუძე კი უც- 

ვლელი დავტოვოთ. 
ვთქვათ, თ ნებისმიერი დადებითი რიცსხვდა, / და /! ჯეი –– ნატურალური რიცნ- 

ვები. მასთან, ი! უნაშთოდ იყოფა #I-ზე, მ ინ 

ოი 

Mი0- = 05, 
ხარისხის ახარ-სხების წესის გამოყენებით დავწერთ: 

(«> » = 09 = ე”. 

მაგრამ ეს უკანასკნელი ნიშნავს, რომ ჩ/ფი= ე» ს, 

სავარჯიშო 1. ამოფესეეთ: 

ა) V25თ!ხ?; 

ბ) %V/125იბხ"; 
. 9 ეზხ! 

გ V 16 XV 
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ბი: 2. X-ის რომელი მ5იშვნელობესათვისაა მართებული შემდეგი ტოლ „ბე 

ა) VXჭ?8--25=VX+5· VX-–5; 

ბ) %(X--2)(8--1=-VX-2 %8-X, 

გ) /(CX+-1) ((––3) = VX+1. /«--5 . 

დ) ფესვის სიდიდე არ შეიცვლება, თუ ფესვის მაჩვენებელს და ფესვქვეშა 

გამოსახულების ზარისხის მაჩვენებელს გავამრავლებთ ერთსა და იმავე რიცხვზე. 

ე. ი. V ==” /8 ', მართლალ, შემოვიღოთ აღნიშვნა ჯ=”/0, მაშინ X9=V, თუ ამ 
უკანასკნელი ტოლობის ორჯვე ნაწილს ავახარისხებთ „I-ხარისხში, გვე:ნებ-ჯ 295= 

<ძ=", საიდანაც X=”'V 0", ე. ი. 0 =”/ი=, 
ე) თუ ფესვქვეშა გამოსახულება წარმოადგენს ისეთ ხარისხს, რომლის მაჩ- 

ვენებელსაც თესვის მაჩეენებელთან საერთო გამჟოფი აქვს, მაშინ ამ საერთო 

გამყჟოფზე შეიძლება გავყოთ ორივე მაჩვენებელი: მასთან თუ 0>0, მაშინ თ 

შეიძლება იყოს ნებისმიერი მთელი დადებითი რიცხვი, მაგრამ თუ 0<0, მაშინ ჯი 

აუცილებლად უნღა იყონ კენტი- 
მაგალითები: 

1. %VX =-VX: 2. %V(I - X9X =V1-+-X: 

ვ, ი/გბო =M/0"; 4. მინი –% დ 25! = V20%. 
ე) დადებითი რიცხვიდან ფესვი რომ ავახარისხოთ, საკმარიხია ამ ხარისხში 

ავახარისხოთ ძფეხვქვეშა გამოსახულება, ფესვის მაჩვენებელი კი უცვლელად 

დავტოვოთ, ე. ი. (M/6)რ >--Vი”, 

მაგალითები: 

ტ3ბ=%V9>=V6 
(/-2)1–=V-=X–V=32. 

%) ფესვიდან რომ ფესვი ამოვიღოთ, საკმარისია გადავამრავლოთ ან ფეს- 

ვების მაჩვენებლები ფესვქვეშა გამოსახულების შეუცვლელად. 
ე. 

ი“ – 
V- 2 =7/6 · 

მაგალითები: 

== – 3 /-– – 
V ·/53 =V4, 1/იV3 =1V/3: და ა, 8. 

სავარჯიშო: 
3 – 4/“–– 5 => „==. 4 /2:-===–= 
VV- IV. #73. M%-3. 1I/27/--223 

§ 41. რადიკალის დაყვანა საერთო მაჩვენებელზსე 

სხვადასხვა მაჩვენებლიანი რადიკალები შეიძლება დაეიყეანოთ საერთო მაჩ- 

დლენებელზე, რისთვისაც საკმარისია ვიპოვოთ ყველა რადიკალის მაჩვენებლის 

უმცირესი საერთო ჯერადი, მოცემული რადიკალების თითოეული მაჩვენებელი გა– 
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ეამრავლოთ სათანადო დამატებით მამრავლზე, მასთ:-ნ რადიკალქვეშა გამოსახუ–- 

ლება ავახარისხოთ სათანადო ხარისხში. 
ყოველივე ზემოთ თქმული ავხსნ:თ კონკრეტულ მაგალითებზე: 

ჯის: V0X: %V90ი. 

როგორც ვხედავთ, რადიკალის მაჩვენებლების 2-ის, 3-ისა, და 6-ის უმცირე- 
სი საერთო ჯერადია 6, დამატებითი თანამამრავლებია, შესაბამისად. 3, 2 და 1, 

ამიტომ გვეჯნება: 

V20ს =%/(0ხ)! --Vი"სმ; V0X =%/(იი: %Vი>C; 

%V0=%(0) = Vი0· 
სავარჯიშო 

დაიყვანეთ საერთო მაჩვენებელზე: 

1. V 0-6): V#ი> და %/ (0-C)? 
სეს იაა იი ა 

2 >. ირ დ 1ეინ /#/>. <M იდ I 4 
1, 1 3174) 1 

ჰ. V --+-- და როლ ჯი 

§6 42. ფეხპების ალბებრული მნიშვნელობა 

განსაზღვრა ქ, ფესვს ეწოდება ალგებრული, თუ არ არის მოთხოვნი- 

ლი, რომ ის იჟო ამოღებული დადებიოი რიცხვიდან და თვითონაც იყოს დადები- 

ამრიგად, თუ ჩ/0 გამოსახულებაში ვგულისხმობთ /I-ური ხარისხის ალგებრულ 

ფესვს, ეს იმას ნიშნავს, რომ როგორც თ რიცხვი ისე, ”/ი შეიძლება იყოს როგორც 
დადებითი, ისე უარყოფითიძ). 

აღსანეშნავია ალგებრული ფესვის შემდეგი თვისებები: 

ა) კენტი ზარისხის ფესვი დადებითი რიცხვიდან დადებითია: 

V8 =2; 932=2; 927 = 1. 

როგორც ვხედავთ, ფესვის მნიშვნელობები დადებითი რიცხვები; და სხეანაი- 

რად არც შეიძლებოდა, ვინაიდან უარყოფითი რიცხვის კენტი ხარისხი ყოველთეის 

უარყოფით რიცხვს გვაძლევს. 

ბ) კენტი ხარისხის ფესვი უარყოფითი რიცხვიდან უარკოფითია: 

V-8=-2, %V-243=--ვ, 

ეს თავისთავად ცხადია, რადგანაც დადებითი რიცხვის ნებისმიერი ხარისხი იძლე– 
ვა ისეე დადებით რიცხვს, და არა უარყოფითს. 

გ) ლუწი ხარისხის ფესვს დადებითი რიცხვიდან ორი აბსოლუტურად ტოლი 
და ნიშნით მოპირდაპირე მნიშვნელობა აქვს; 

V+9 =+3, დ.ა V+9 =--ვ, ვინაიდან (+3)პ=9 და ( – მ)2=9, ასევე 
V-I6-+2 ღა V+-I6=2, რადგან (-+2)1=+16; და (--2)ბ= +16, 
78



დადებითი რიცხვიდან ლუწი ხარისხის ფესეის მნიშვნელობას აღნიშნავენ შემდეგ- 
რად: 

416=- +-2; V4:=+2; V9-=-4+2; V16X9/=- +4X და ა. შ. 

ლუწი ზარისხის ფესვი უარყოფითი რიცხვიდან შეუძლებელია იყოს დადებითი 

ან უარყოფითი რიცხვი, ვინაიდან ორივე რიცხვის, როგორც დადებითის, ისე უარყო– 
ფითის, ლეწი ხარისხი იძლევა დადებით რიცხვს და არა უარყოფითს, მაგალითად, 

V--25 არ უდრის არც +5-ს და არც --5-ს, 

ლეწი ხარისხის ფესვი უარყოფითი რიცხვიდან წარმოადგენს თ. რმოსახვით 
რიცხვ 

სავარჯიშო 

გამოიანგარიშეთ: 

3 ყ/88> 1 1. 9. <5 ა/ფ. 1. V190 , V0,01, I/ +. M ს: V -.. 160, VI” : 

2. (V3), (227), #27, %/27, IV” L “VI =X % V81, 

§ Iე, ფეხეის უმარტივესი ბარდაჭმნა 

ა თანამამრაელის გამოტანა რადიკალის ნიშნის 
გარეთ. 

ფესვ1ვეშა გამოსახულება ხშირად შეიძლება დაიმალოს ისეთ თანამამრავლე- 

ბად, რომ ზოგი მათგანიდან შეეძლოთ ზუსტად ამოფესეა, ასეთ შემთხვევაში ეს თა– 
ნამამრავლები ამოფესვის შემდეგ რადიკალის ნიშნის წ.ნ გამოიტანება, 

მაგალითები: 

V#ი0ს =V01-0=Vი, V0 =0ი'V0: 

3ი0I1,=%20"-ი'! = იი ში" =03V0" : 

5/ფიგნ - ბ/ენ ენეს - ებს? , ენნ. 
კ ა თანამ ამ რავლების შეტანა რაღიკალის ნიშნის 

ვეშ 
ზოგჯერ საჭირო ხდება რადიკალის წი5 დაწერილი თანამამრავლი რადიკალის 

ნიშნის ქვეშ შევიტანოთ: ასეთ შემთხვევაში საკმარისია რადიკალის ნეშნის წიჩ 
დაწერილი თითო ული თანამამრავლი ავახარისხოთ ფესვის მაჩვენებლის ტოლ 
ხარისხში და ს გავამრაქლოთ ფესექვეშა გამოსახულებაზე, წა. 

მაგალითები: 1. 

L. ი #6 = /209:0=270) ; 
2 “–0იV0თ=-V0); 

ე, 20>ხ 3 იხ-:= V(20>ხ)1-0ხ” =V80% ხმ · იხ- =V/80'ხ": 

4. 3იოხი 'V/ი02)ხ3 = V(30” ნ”). 0563 = V/ესეზსხ იმინ3-5/ვხიი XML), ნი ,ა. 

  

  

  

" წარმოსახვითი რიცხვები განხილული იქნება ცალკე თაეში. 

_ დაი/ვი,წ თუი:0 · გ.მ/ი> V2 ხ თუძ> 
_ V ე, თუ 6<0, 

ს.დიე 020 და 0 ნებისმიერი ნამდეილი რიცხეია.



სავარჯიშ ო, 

1, გამოიტანეთ თანამამრავლები ფესვის ს: ძნის გარეთ: 

ა) V8ი LV პ2იას': V/72ი"ნზი! : 1/ 32. 21 ზეპ 

ბ) 81 (უბე, ; V93(0+-ხ). V0,25ყ"”, 

გ) გამოიანგარიშეთ ზეპირად, რომელია მეტი 2V3 თუ 3V2: 2%3 

3%2: 517 თუ 8V3: 

შეიტანეთ თანამამრ, ელები ფესვის ნიშნის ქვეშ: 

თქ 

1 I =9 ი ი, ჰ, გ. 
ვ “ –-V18X?ყ: 20"ხ V პიხზ; ა 30 ის --VI8XIყ: 20%V 

ბ) (თ + ხ)“ % ი4-.ხ: 3(X+-ყ)V0+ს : 
გ) გამოიანგარიშეთ: V/50 – 5Vმ +V2 + V128: V2 +V250 - /686 – 

დ) გაამარტივეთ: 

#5V6> V 3V37 3: IV/ 2V§/ 8. 
გ ფესვქვეშა გამოსახულების განთავისუფლება 

2ნიშვნელისაგან ვთქვათ, საჭიროა 1/ 32 გამოსახულების მნიშვნელი- 

საგან განთავისუფლება. ასეთ შემთხვევაში ფესვქვეშა წილადი უნდა გარდავქმნათ 
ისე, რომ მნიშენელიდან ამოდიოდეს კვადრატული ფესვი, 

მაგალითები: 

20:5 100 V109_ 1 8. 
: . / 2=V -55 =M 5§ -=“ვ3 =ყ- V109 

3 3იხი პიხC = =X 3იხი · 
2. IM 4იპხ / 403ხი · იხC M 4 ეხ: => „V3060. 

აქვე უნდა შევნიშნოთ, რომ, თუ ფევსქვეშა გამოსახულება წარმოადგენს ალგებრულ 

ჯამს, თითოეული შესაკრებიდან ცალ-ცალკე ამოფესვა არ შეიძლება. 

მაგალითად, V16-+-9=1V/25=5 და არა /16-+V9=7. აქედან ჩანს, რომ მოქმედება 

ამოფესვას შეკრების მიმართ განრიგებადობის თვისება არ ახასიათებს (ასეა ახა- 

რისხების შემთხვევაშიც). 

სავარჯიშო 

  

  
  

1 გაათავისუფლეთ მნიშენელის.გან ფესვექვეშა გამოსახულებები: 

ა 5 თ ყი3 ყიდ ყრი რი



აა რა ირისი 1 
#XV(§I 8 ნი ჯი #MI თ #V> 

დ) <2 2თ, 5 0MI/ იუი (6+ხ) M 25. 

რ იM თ: 

§ 44. ფესვების მსბაქსება 

განსაზღვრა 1, მსგავსი ეწოდება იხეთ ფეხვებს, რომლებსაც ფესვის 

მაჩვენებლები და ფესვქეეშა გამოსახულებები ერთნაირი აქვთ. 

მაგალითად, მსგავსია შემდეგი ფესვები: 

2XV3იხ, –3ვიშ?ხV3ინ, – XV V30იხ · 

საერთო, სეების მსგავსება რომ ინოთ, საჭიროა მიმდევრობით შე- 
ვასრულოთ შემდეგი სახის გარდაქმნებ ბი: დეადგ ჰ სა ე 

ა) გამოვიტანოთ ფესვის ნიშნის წინ თანამამრავლები (თუ ეს შეიძლება); 

ბ) ფესვქვეშა გამოსახულება გავათავისუფლოთ წილადისაგან; 
გ) ფესვის მაჩვენებელი და ფესვ1ვეშა გამოსახულების ხარისხის მაჩვენებელი 

შევკვეცოთ მათს უდიდეს საერთო გამყოფზე (თუ ეს შესაძლებელია). 

ყველა ამ გარდაქმნების შემდეგ ფესვი ღებულობს უმარტივეს სახეს და შეი- 
ძლება გამოვლინდეს მათი მსგავს, სებაც. 

მაგალითები 

დავიყვანოთ უმარტივეს სახეზე და დავადგინოთ მსგავსია თუ არა ფესვები: 

/ი3 +, I 5+ დ 1/ 164+-' 

V ა-V 3- 235-M 3-3 -37955V0) 
ე 5-- / > 163 -V5 5 

3 9 3 

იღვაღსრიაო. 
ვხედავთ, რომ მოცემული ფესვები მსგავსია. 

2. VიI1X, VიX და VV9: 

V0მX=V20'-6· X =0V0X. 

VთX2= (/0X"მX=XV0X. 

6. ვ. შონია მ!



როგორც ვხედავთ, მოცემული რადიკალებიც მსგავსი აღმოჩნდა. 

ი3 1 ეზ 3 ით. და ხე” 2 

9 6I >'. სწ სხ : 
3 ” “2 3 – ძ ხ ძ იხ-.ხ იძ ხ3 3 · 

– “-=->- ==“... Vიხ = ხ.: წ L” წ # 
ი ' /2   

  

წო იმ 

23 5 953 ევი 2 ' ი“. თ'_ თ ი.ი ხ _ _ძ 9 /5- _ 0'3,–-. 

CM I სნI რრ=  შჟჰძ«. 9 Vთხ = > Vიხ 

  

ხ "ე: ი”იხ ხ იზ3,-- ძ 3/–- =>.“ Vიხ = “MVი- 
სყ % – ბეი თნ ი“ > წ --Vი 

ვხედავთ, რომ ეს უკანასკნელი ფესვებიც მსგავსია. 

სავარჯიშო: 

(რეპირად) დაამტკიცეთ მსგავსება ფესვებისა: 

1. ა V2 და V8; V3 და V75: 

ბ) 3 V12 და 2V48; 5V61 და 4V28. 

2. ა) 2V250 და 3%128' ბ) < /166 და > V32. 

    
  

ვ CI 3 3 

ვ, ა /1+ და 1// 23: ბ9/ 2 და 1 404. 

გ) 1/” >> და #2 ; 

4. ა) 2Vი0%%, 3 Vიმხთ და 4 Vიხბ ; 

38970ჯ მ 71 4-4) 
ბ) XC> 2; და 

ვ -–- 
გ) V 9 Vთხ!. და Iითა 

დ ბ / X+ყ ა 1 /1) XX, 
სლ ყ' 

წ 1 ”“ ; 2++X# . 
· > -–. და ი. 

ე დო 3-4 1... 
7 ნიV სა ლ “ხ იხ--ხ? 

%) MC > »-! V 4თპხ? -- 4თ-ხს და V-0მ4 თ?პხ--იხ?--ხზ 

»· X29M+1_ 

“ყო-5 

  

  

თ) MV X7+1 ყო+2 და 
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§ 45, ფესვებზე მოკმედება 

1. ფესვების შეკრება-გამოკლება 

ფესვებზე შეკრება-გამოკლების ოპერაცია რომ ვაწარმოოთ, ამისათვის საჭი- 

როა წინასწარ დავიყვანოთ ისინი უმარტივეს სახეზე, მივუწეროთ ერთიმეორეს 

თავიანთი ნიშნით, ბოლოს, მევაერთოთ მსგავსი წევრები. 

მაგალითები 

1. (5V8 –3V250)+–(2V369 --2V90 )=5Vი – 15Vი+)2V96 + 
–-6Vი=Vი(5-15+12--6)=8 V9-· 

  

2) 6ი I63იხ? – ე V1120"ს +-2იხV 3430ხ – 5ხV/ 2803 = 60 | 9-7იხ%ხ – 

–3V/16.78'.0ხ?-ხ + 2იხV49 7ი0ხ -- 5ხV4·7ი'იხ = 60 - 3ნV7იხ– 
  

–3-4იხს!7ინ + 2თხ-7 #/70ხ --5ხ -2ძ· V70ხ = 

==(L8ის – 120ხ-+ 140ხ– 10ძხ) - V7იხ = 10 იხ; /7იხ · 

2. თესვების გამრავლება 

§ 39-ში განვიხილეთ ნამრავლისა და წილადის ამოფესვის საკითხი, მასთან 

დაკავშირებით ჩამოვაყალიბეთ ერონაირმაჩვენებლიანი რადიკალების გამრავლე- 

ბისა და გაყოფის წესები. 

ახლა განვიხილოთ სხ ადასხვა მაჩვენებლიანი თესვე:ის გამრავლების და გაყო - 
ფის საკითხი. 

ვთქვათ, გვინდა გადავამრავლოთ ?%/2 დ; /ნ. თუ გამოვიყენებთ § 39-ის 
დ) თვისებას, შეგვიძლია დავწეროთ: 

V2=”Vის რ/ხ =”/ხ", 
საიდანაც _ 

Mი ”/ნ- ”/იეი ”ი/ხ? =””/იო ნ”. 

მაგალითად, 

/2 V5 -V> .V9 -V4 75 =VC 5%5-V/5: 
აქვე უნდა შევნიშნოთ, რომ ”/ი და ”/ხ ფესვებისათვის საერთო მაჩვენებლად ყველა- 

ზე ხელსაყრელია #I და // რიცხვების უმცირესი საერთო ჯერადის აღება, მაგალი– 

თად, თუ გვინდა %3 და %V2 ფესვების გადამრავლება, მაშინ საერთო მაჩვენებლად 

უნდა ავიღოთ 4 და 6-ის უმცირესი ჯერადი, ე. ი. 12. 

მაშასადამე, 

%3=19/39 –-12/27; %V2 =% 23 =1V4: 

ამიტომ 

%3 .V2 =127/27 . 15/4 =12/106 . 
LM



3. ფესვების გაყოფა 

§ 39-ში განხილული გვაქვს ერთნაირმაჩვენებლიანი ფესვების გაყოფის წესი: 

#2 ტენ. 
Vხ. ხ 

სხვადასხვა მაჩვენებლიანი ფესვების გაყოფისათვის საჭიროა წინასწარ დავიყვა- 

ნოთ ისინი საერთო მაჩვენებელზე და შემდეგ გაეყოთ, როგორც ერთნაირმაჩვენე- 
ბლიანი ფესეები, 

მაგალითები 

V2 :V2 =%V29) :V2“ = V8:4 =%2:; 

(2 -%>: იაროთ 2; 

2რარიარის რივი 
-5 VI თ ი ი. მთე 11%, 

სავარჯიშო 

  

  

1. შეასრულეთ ნაჩვენები მოქმედება: 

ა) (2V18 + 3V/8) +(3V32 – V50): 

ბ) (0,5V24 – 3V40)– (V150 + V54 -–– V1000); 

გ) (/125X--/8») – (/27X – 'V/647X): 
დ) (/9X–%/8/) – (/27/– V16X): 

ე) IM 3-+VM5- VII –0,5V200 +V242 «+6)/ 1 >–-V245 

ა” 2 / 4 3,5. 2) #I/ +2-V% –3ი -> -V0ზ': 

.“/უ) ბპ/2 ,- უე” #6) 
ზ) V -)/ #+- VXV+I,/ 

თ) VV) +X)? ყ +VC1 – Xმ? V-– V/CX – გ)? –V4ძყ +VC + ყა? - 

“იე V0?X-20ნX + ხ"X – V-X – 200X+C04%X + Vხ"X + 2ხ0X + CX: 

· 0-ჯ (ძ+X) (თ–X) 
კ), 30 2+X –3Xჯ / 5-- – 27 6+2 6-9. C+X! + 

4ჯ 01 

0ი+X 4 
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2. შეასრულეთ გამრავლება 

ა) V0 ·Vიხ: 5720 ·2V8ი:: (V12–21/75)X/3: 

ბ) (>V2++V2- > + ) .(–16V=); 

(4XV» -–59VVXV + XV/VVI ) · 2XMV>XV· 

გ) გადაამრავლეთ ზეპირად: (« + V3) (ი -V3): (V“ « =8 VX) (V0 – VX): 

დ) V2 ·V4; %V2 ·V2: V3 ·V4ჭ4; V%V0 ·V0: VX-. VI: 

ე. #5-5/3.4/2. ი 5-M +. “2; 

- – –-- 1 – _- 
ქ) V01 -V0მ.V/ი': ი!ხV160% · > 9 V20ხ -ს%V4იხ?; 

ზ) 43% 2 7 », 02 / 9 54, 22, 

თ) (2V/. +V. 1VVI) ('Vთ'– ი”). 

3, შეასრულეთ ფესვების გაყოფა: 

ა) +90:V1მ: V23ი:Vი: #6ი' :)/2ი: Vი" :Vი: ჯ6C:1// 6) 

87414 3 2 3,2 .3,2>. პ,>. ბ?ი»ა 2. ბ) V 12 IM/ 23' %62 :V25: 0.75V9 :0,25 |,“ 2 -ვ- 

ბა) (VXV9+VXმ):VXIს. (1/0"ხ1- I ბა): | იპნ?; 

დ) %V3 :1/I8. Vი:Vი: "//.:/ეე Vთ :V0 ; 

რ I/ გა იძი? /ი ბ 02. 4 --. 
ე ჯ ე?” ხ IV ხ ხხ 15ხ ი-ხ 

20 ე. 

5ხ ი-ხ. 

ვ) 6იხ Vი"1: 25Vიმხბ; (1თ/9 –5 V3):7/3 : 

“ (--V2ნ – რი'ს' V2% + V2V) : 5-Vინ" 

§ 40, წილადის მნიფვნელის განთავისუფლება რადიკალისაბან 

ზოგჯერ საჭირო ხდება წილადის მნიშვნელის განთავისუფლება რადიკალისაგან, 
რასაც ვაღწევთ მოცემული გამოსახულების სათანადო გარდაქმნით. განვიხილოთ 

ეს საკითხი კონკრეტულ მაგალითზე. 
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მაგალითი 1. გავათავისუფლოთ რადიკალისაგან 5 წილადის მნიშვ- 

ნელი. წილადის ძირითადი თვისების გამოყენებით, ეს წილადი შეგვიძლია გარდავ- 
ქმნათ შემდეგნაირად: 

2. გავათავისუფლოთ ე წილადის მნიშვნელი რადიკალისაგან: 

2 22 2-5 _ 22. 
/95 V3./2? V#32? 3 

3. გავათავისუფლოთ რადიკალისაგან ლლ წილადის მნიშვნელი. ასეთ 

შემთხვევაში მოცემული წილადის მრიცხველი და მნიშვნელი უნდა გავამრავლოთ 

V5+V8. გამოსახულებაზე. V5-+V8 გამოსახულებას ეწოდება /5--V8 გამოსახუ- 

ლების შეუღლებული. 
ამრიგად გვექნება: 

  

6 6V5 + |8 6(V5 +V8) _ 
V5 –V8 (V5. – Vზ)(V5 +V8) (V5)–(V8) ს 

%(V/5 +V8) _ 
ლ–-5 3 2(/5+V5); 

4. გავათავისუფლოთ რადიკალისაგან _V2=ხ–V0--ს_ წილადის შნიშვ- 
V0+ხ+Vი–-ხ 

ნელი: 

V9-Lხ – V0–ხ _ (V9+ს–/80-–ხ) 
  V2-6ნ6+Vი-ხ (V6+ნ6+V0თ-ხ)(V2+6-VM2--6) _ 

0-ხ-2V(02+ხ)(2-ხ)+0–ნ _ 20--2V ი: –ხ _ 
  

(V0+ხ)"–(V/6–ს) _ ძხ-ი+ხ 

2(თ-Vი '-–-ხ ი -I.ე01- წ 
” –..” 

5. გავათავისუფლოთ რადიკალისაგან ფ––8- წილადის მნიშვნელი: 
+ 

12 12I(4+ V2)+ V3| _ 12(32+V2 +V3) _ 
  

3+V2 –V3 I(3+V2 )–V3 II(1+V2)+V2) (3+V2 )?2–(/V 
_12(3+V2+L3)_ 12(3+V2 +V3) _ 6(1+V2+V3)_ 
9+6V2 +–-2--3 8+6V2. 4+3V2 
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_6(3 --V2 + V3) (4–41V2) _ 6(12–9V2 +4V2 ––6 +4V3-. 3V6) _ 

(4+3V2) (4– 3V2) 16--9.2 
=–3(6--5V2 +4V3 –3V6). 

6 
6. გავათავისუფლოთ რადიკალისაგან 3-7 წილადის მნიშვნელი: 

5 6(V7'--V7:4 + V4? 6(»49-–- V28 + V16) _ 
  

V7+V4 C6/7 + #4) 0/7-V77:4+/2) (27 )1+ (–/4)2 

_6035_ V26+/1I5). 56:04 – /264 #10), 

საზოგადოდ, ·თუ გვაქვს წილადი +-––>–– X=_ %- +979 ==, მაშინ მისი მრიცხველი და 

მნიშვნელი უნდა გამრავლდეს ისეთ ორმრაულზე, რომ მნიშვნელში გვჯონდეს 

(4 )”+ (Vხ )?; კერძოდ, #2'+V96+VC5% 

ხოლო, თუ გეაქეს წილადი კ მაშინ მრიცხველსა და მნიშვნელს 
V2 23 7/2ნ+ Vნ” 

გავამრავლებთ 9 + # გამოსახულებაზე. 

სავარჯიშო 

გაათავისუფლეთ წილ. აის მნიშენელები რადიკალებისაგან: 

  

  

ეყუღუძორ'»'"” 
'/. V ში VI" Vისხ VC-9. 

2. X-V V5 + V3_ V3. თ1+ი+VI -”, 

2+V2 VX+I/9/ 5 – V3: V3ვ8) თ»თ”+-ი- თ–+ი- Vთ8 = ი”. –/”/ 

9VX –ხVV.. 
CVX + ხVV. 

1 2 1 ” 

V3+V5+V7. V4-I %V0 -V6+/. V0 –-Vხ 
    

§ 47. „რთული: კვაღრატული რაღიკალის ბარდაქვნის ფორმულა 

ასე ეწოდება ფორმულას: 

“–– თ-+-Vი-=-ხ რ-ს მბ8შ-ხ 
V-იV+Vს 8 C5>= V2 პკ 6-ს ხ, 8), 

სადაც 2>0, ხ>0 და ი“ >ს. 

დამტკიცება. 

ვთქვათ, I 6 + Vხ +M 9-Vნ =X. 
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ავახარისხოთ კვადრატში ორივე ნაწილი, მივიღებთ: 

X#=20+2 Vი“-ნ, საიდანაც X= V/ 22+2 VიC-ხ. 

მაშასადამე, 

წ – 0--- ნ. 
M + წ +V ი–- VI =V/ 20+2 V0მ –ხ =2 / /+VC-L. თ 
  

ამრიგად, 

ეეაბსაულ–”' –_“–– ეხ ხ V +Vნ +M 2 -Vნ =2I/ -“+V2C- ს, 
2 

ანალოგიურად ვიპოეით: 

ადას ' ო“ო“–– /ი–-Vე–-წ V თ+Vხ –V 5 - Vს =2MV 6-VC-ხ.. – 
2 

2) და (3) ფორმულებს თუ წევრ-წევრადღ ჯერ შევკრებთ და შემდეგ კი გამოვაკ- 
ლებთ, მაშინ მივიღებთ (1) ფორმულას, 

მაგალითები 

1. გავამარტივოთ გამოსახულება 

#=(2V8 +3V5 – 7V2)(V72 – 5V20 – 2V2). 

მოცემული რადიკალები წარმოვადგინოთ შემდეგნაირად: 

V8=V4-2=2V2: V72=V36:2=6V2: V20=V4-5=2V5; 

ამიტომ 

2V8 +-3 V5 – 7V2 = 4/2 +3V5 – 7V2 =3V5 – 3/2 = 

=3(C/5 – V2 ); V72– 5V20 -–- 2V2 = 4V/2--10V/5 = X2V2 -– 5) 5). 

ამრიგად, 

»Xჯ= 6(V5 -– V2)(2V2 –5V5)= 6(2V10– 5V5წ -- 2V2- +5V16)= 

=12V10 –150–-24 + 30V10 =42V10–174; 

2. დავადგინოთ, 2V8--V15 და V30+-/3 რიცხვებიდან რომელია მეტი. 
ავახარისხოთ ორივე რიცხვი კვადრატში 

46-V15), 30+2V30· /3+%9. 

ცხადია, პირველი გამოსაზულება ან ნაკლებია, ან მეტია, ან ტოლია მეორე გამოსა– 

ხულებისა: 

4(8 –– V15) > 10+2V30 · V3 + “5. 
საიდანაც 

–-2V30 · #9 – 4V15= 979 –2,



ვინაიდან უკანასკნელი გამოსახულების მარცხენა ნაწილი §აკლებია 0-ზე, ამიტომ 

ადგილი უნდა ჰქონდეს თანაფარდობას 

2M 6 / 15 < V30+%/3. 
3. გარდავქმნათ ნამრავლი 

V 2+ V3 - 2+V 2+V3. /2+M 2+V2<V3 X» 

XV 2-M 2+V2+79. 
1-ლი, მე-2 და მე-3 თანამამრავლთა ფესვე1ვეშა გამოსახულებები დადებითია. 

შევამოწმოთ მე-4 თანამამრავლი; მე-4 თანამამრავლის ფესექეეშა გამოსახო– 
ლება რომ დადებითი იყოს, საქირრა ადგილი ჰკონდეს უტოლობას: 

2>V 2+V2– V 9. 
მ-რთლაც, თუ ორივე მხარეს ავახარისხებთ კვადრატში, გვექნება: 

4>2+V 2+V3. 

  

  

ყარდანაც 
  

2>V 2 +V3 

თუ ისევ ავახარისხებთ კვადრატში, გვექნება: 

4>2+V2 ანუ 2>V3. 

გამოვთვალოთ ახლა მე-3 და მე-4 თანამამრავლთა ნამრავლი: 

V2 +V 2 +V2+V3. #2 –M 2 +V 2+Vმ: = V2 –M2+V3. 

თუ ამ უკანასკნელს გადავამრავლებთ მე-2 თანამამრავლზე, გვექნება: 

V/ 2 –#2+V3. #2+%/2+ V3. =V 2-V72. 

დასასრულ, მიღებული შედეგის გამრავლება 1-ლ თანამამრავლზე მოგეჯებს: 

  

  

V2-V3 V2+V3 =V4-–3 =1. 

ამრიგად, 

V2+V3 /2+VM2+V3 V/ 2 +V 2+V2+ V8- 

XV” 2 –342+V2+V3 =! 

4. გავამარტივოთ გამოსახულება 

§=V/ 13+3031/2 +V9+41/2. 

თანამიმდევრობით გამოვიყენოთ რთული რადიკალის გარდაქძნის ფორმულა: 
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V5+4ჯ2 =I// 2+V 9-2 „V/ ?=#5=52 =2V92+1, 

(0-9, ხ=მ32) 

“ცელ:  V315უ753 - 1/3+ V9-8+31/ 3–-V2-8_ V 2+CV2 +) =V5+2V2 = 1/ 2+ V9-9 +I/ 3=V2=8 

=V2 +1' («=3, ხ=8); 

_------___ –„=ა'ს'-––– 43–-7 

§=V13- 30(72 + 11=>V43+30V2 =/ 10>-7-   

--54+3V2 (0ი=4ქ, ხ=1800) . 

ს ა ვ ა რჯ ი შ ო 

1. მოახდინეთ გარდაქმნა რთული რადიკალის ფორმულის გამოყენებით: 

ა) / 8- V15: 

ბ) 1/ 4V2 - 2Vხ. 

დაამტკიცეთ უტოლობა: 

იი >” '/,+1, #>2. 

§ სა. სარისსის ცნების განზოგადოება 

1. ნულმახვენებლიანი ხარისხი 

ტოლფუძიანი ხარისხების გაყოფის დროს შეიძლება გასაყოფის ხარისსის მ»- 

ჩვენებელი აღმოჩნდეს გამყოფის მაჩვენებელზე მეტი, ტოლი ან ნაკლები. 

პირველ შემთხვევაზე აჭ არ შევჩერდებით, ვინაიდან ეს შემთხვევა ჟკარგადაა 

ენობილი წინა კლასებიდან. 

განვიხილოთ მეორე შემთხვევა, ე. ი. როცა ხარისხის მაჩვენებლები ტოლია: 

ლმ: 09 == ემ 9= ემ; ცზ: ეხ=ე05-5=ე0, 

საზოგადოდ, 

ი":095= თ"“ M=ძ0ს, 

იი გამოსახულებას გარკვეული აზრი რომ მივცეთ, ამისათვის საჭიროა გავიხ- 
სენოთ შემდეგი წესი: ნულისაგან განსხვავებული ნებისმიერი რიცხვის|) მისსავე 

ტოლ რიცხეზე გაჟოფით მიიღება 1. 

ასე რომ, იჟ”? თთობ<=1 (05+-0). 

ამის გამო, შეთანწმების საფუძველზე, თ? 1-ის ტოლია. 

ნულისაგან განსხვავებული ყოველი რიცხვი ნულ ზარისხში ერთის ტოლია, 

ე. ი. თუ ძ=>0, მაშინ ი” =1. 

2 უარყოფითმაჩვენებლიანი ხარისხები 
განვიხილოთ ტოლფუძიანი ზარისხების გაყოფის ერთი შემთხვევა, როცა გა- 
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საყოფის ზარისხის მაჩვენებელი ნაკლებია გამყოფის ხარისხის მაჩვენებელზე, მაგა– 

ლითად, 
ც? : ენ=ცბზ-ხ--ც-პ, 

თ :0ჰ=ც1-21=კ-?, 

საზოგადოდ, იშ: ტ09შ+5:- ცი-(ი+5 = ცი 8-1 ც-2 

5: ეპმ=ჟეი2ბ=ე"'. დაა. 9, 

ამრიგად, როცა გამყოფის ხარისხის მაჩვენებელი აღემატება გასაყოფისას, 
მაშინ გამყჟოფში ვღებულობთ ასოს (ფუძეს) უარყოფითი მაჩვენებლით. 

ახლა დავუბრუნდეთ მოყვანილ მაგალითებს: 
2 

„ედა... -_ 4=4+. ამიტომ შეგვიძლია დავწეროთ: 

ც-9=-L · 

დ 

წ) 1 1 ასევე ძ:03-=0-?, მაგრამ ძ:01=--=-–-, ამიტომ 0-3 =>. 
თ თ გ? 

% 2 = ა ი” 1 – 1 
ოგადად, 0" : 0'ჩ=0-ჩ, მაგრამ იცი: 01M%=--=-, ამიტომ რი“ ჩ=--. 

კ6ი ი" ი" 

განხილული მაგალითების მიხედვით შეიძლება გაკეთდეს შემდეგი დასკვნა: 

ნულისაგან განსხვავებული ყოველი რიცხვი უარყოფით მთელ ხარისხში უდრის 

წილადს, რომლის მრიცხველია 1, ხოლო მნიშვნელი იგივე ხარისზი დადებითი მა– 

ჩვენებლით. ე. ი. თუ 0540 და #I მთელი დადებითი რიცხვია, მაშინ 0-M=--. 

ადვილად შეგვიძლია დავრწმუნდეთ იმაში, რომ უარყოფითმაჩვენებლიან ხა- 
რისხებზე შეგვიძლია ვაწარმოოთ ყველა მოქმედება იმავე წესით, რა წესითაც მას 

ვაწარმოებთ დადებითმაჩვენებლიან ხარისხებზე. 

1, – თ.ი“ი=0 (რ+”), 

მართლაც. 

: 1. 1 1 
ცე რ.ც- =>. –= =0თ-(ო+ი) , 

ცს ცკ. ეხ” 
  

ჩ 

ასევე, 0“-თ . ეი=0-”+, რადგან 0-ო.ებ- 1 .05= <= გიო=ტ-რაი, 

2. (0“”) -M= ც-ს) (–M) ==. ცრ#; 

  

  

მართლალ, 

1 
–თ) “ი –- =–--=ეი. (ი””) (6-ო)ბ- 1. 

გო” 

1 1 
ასევე, (20.9) ”=ტ- ი, რადგან რა) ოლი თი =6 ””; 
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ჩვენ განვიხილეთ უარყოფითმაჩვენებლიანი ხარისხების გამრავლებისა და ახა– 

ორისხების შემთხვევები, რადგანაც მათი შებრუნებული მო ქმედებების ––გაჟოფი– 

სა და ამოფესვის წესები პირდაპირი მოქმედების წესების შებრუნებულს წარმო– 
ადგენს, ამიტომ მათ ცალკე არ განვიხილავთ. 

მაგალითები: 

ა,ღხაექექ!!.!!   

  

იპხ! 
' ჟ 

2 (20X-9)-1=2-5წ 8-1 # = >, 
4ი” 

12 
ვ (30ყ-პ)-3=3-პჯ-მებ - # ., (3+Vყ-) ყV =5-- 

სავარჯიშო 

1. გამოიანგარიშეთ შემდეგი გამოსახულებანი: 

4 –= 2V%) 
100)9მ; – ს; 3--; 10“91 (--1)“!; (--2)-2; | 0,1)“?. ა) (100) (+) (-0-ს (-2-5 ( 2) (0,1) 

2. წარმოადგინეთ მთელის სახით შემდეგი გამოსახულებანი: 

1 3 2X 5 200 

იხ” 22. 50. 0-2, (1+.0პ? (1-1? 
3. გამოიანგარიშეთ: 

  

ა) 10თ“%““? .- 50“ ?ხ?! + ფ”?. 2 იხ: 0,3 X-9 ყ?.2X2?//2; 

ბ) X-მ:X; 20-3ხ-13 · 5ებხ:; რ601'ძ!შ! ;:1ი-.ძ-; 0,8ჯ-) ; 0,45-1, 

3. წილადმახნვენებლიანი ხარისხი. 

1, ტოგორც ცნობილია, ხარისხის ამოფესვისათვის საჭიროა, ხარისხის მაჩვე- 

ნებელი გავყოთ ფესვის მაჩვენებელზე, თუ გაყოფა შესაძლებელია უნაშთოდ. 

მაგალითად: VX! =X, /იეC-=ი,;: შ/XI = ჯ და ა. შ. 

თუ ამ წესს გავავრცელებთ იმ შემთხვევაზეც, როცა ხარისხის მაჩვენებელი ა“- 
იყოფა ფესვის მაჩვენებელზე, მაშინ გვეკგნება: 

ჯ ჯ 
V=თ V02=0 

ოთ 

საზოგადოდ, გამოსახულება 02, სადღაც #1 და 1 მთელი რიცხ;ებია, აღწიშეა-ს /! 
ხარისხის ფესეს თ”-დან, 

ე. ი. 

– 3 
, Vთ=ი! და ა, შ. 

იი=Vი” (02>90. 

შევთანხმდეთ აგრეთვე, რომ უარყოფით წილადღმაჩვენებლები ვიხმაროთ იმ 

აზრით, რა აზრითაც ვხმარობდით უარყოფით მთელ მაჩვენებლებს. 
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მაგალითად, შევთანხმდეთ, რომ: 

  

2. წილადური მაჩვენებლის ძირითადი თვისება. წილადმაჩვენებლიანი ხა–- 

რისხის სიდიდე არ შეიცვლება, თუ მისი წილადური მაჩვენებლის მრიცხველსა და 

მნიშვნელს გავამრავლებთ ან გავყოფთ ნულისაგან განსხვავებულ ერთსა და იმავე 
რიცსეზე. 

ასე მაგალითად, 

2“ 8 2 3 . 2 
ცზ =0' =0' და ა.შ. X7:=X.: XL =X: 

ზოგადად, 

თ თ 
ი” =ი” 

3. მოქმედებანი წილადმაჩვენებლიან ხარისხებზე. 

ა გამრავლება: 

თი ი 

ი” .იწ =/2" .%05 == "%/0ი9 , "920 = ერინ. ეი =M%/ ცო +>.Mნ == 

ოინი” ღი თი 
=ძ0 #2 =0“ ი კ ი 

როგორც ვხედავთ, წილადმაჩვენებლიანი ზარისხების გამრავლებისას ხარისხის 

მაჩვენებლები იკრიბება ისე, როგორც მთელმაჩეენებლიანი ტოლფუძიანი ხარ«ს- 

ხების გამრავლებისას. 

მ:გალითად, 
ქმე 2 =3კ2 <=. _( 

ტც შპ.ცზ-ებ მ-ე 1 კ 

"..... 
5? .55:--.52 5-§510 _ MX 

ბ გაყოფა: 

რ? 
ი" : ი“ =/05 :V208 =”%/0%% ; “909 = 

ფოლი თი იი თ_ი 
-ი 2 =%/გონ-2ი ცე რ =ტც ი == ეი 4. 

აპოიგად, წილადმაჩვენებლიანი ზარისხების გაყოფის დროს ხარისხის მაჩვენებლები 
უნლა გამოვაკლოთ ისევე, როგორც ტოლფუძიანი ხარისხების გაყოფისას. 

გ) ანალოგიურად, წილადმაჩვენებლიანი ხარისხების გამრავლების წესისა, შეი– 

3ჰლება გამოვიყვანოთ წილადღმაჩვენებლიანი ხარისხების ახარისხების წესები. 

  

სავარჯიშო: 

ა) ჩა,წეროთ შემდეგი რადიკალები წილადური მაჩეენებლის სახით: 
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1. V3: Vის; ი: V90-ნ: Vი'+ს “/V-ყV- 

2. ბ/უ5 0; 1. == 1 _ 2ი 
ს ო0ი) 72 Vოს VI-ს V/X-)/ V(2+ 0 

ბ) წილადური მაჩვენებლები შეცვალეთ სათანადო რადიკალებით და გამო–- 

იანგარიშეთ შემდეგ გამოსახულებათა მნიშვნელობები: 

94 

ა 

+ ა 3 –. =+ 1 I 
). 4? 8ბ?პ 16' 64 2, (0,26) 2; (0,16;; (–უ 1: 

2 _9 => 1 32 = 
2. (X-–- ყე), (ძთ-ხ) ?; (–27) ?; ( 2-- |“ (32) წ; 

(2 

_. 
(125)3 ჯიბის ი (+)! (0,8) ? 

1 11 _ 1 3 13 

ქ X -- ე.ე .ე!; ი” ხ?C?-ძ 2ხი 

2 1 3 _ 
ი?ხ 20%.ე 2პ2ხ16 1 

გ აწარმოეთ ნახვენები მოქმედებები: 

”“”“ე·ე ! 0 1 _– 4 0 “ 
იხ. იხ?; (ი-ს?) ი, (2, („: L /?), –-

 

2. (2 +) ; (++) (ი.ი: +I)(--ი”+)). 
' 1 ' 2 1 1%Vჯ 

ვ, იC 2 ი: 7). 'ს- 

1 
– თ + 15 · 0,00163 ს)! 

  

2 4 “ -L 5 ჯი 2 
4. (+. 2. ) CV შ52 + MX); ც ? 01.ე5ც) იხ) 

დღ) გაამარტივეთ შემდეგი გამოსახულებები: 

4 1 ა 

ჯ. +მზ»?ყ _ 
.  .-__---– 2/ყ 

»ჯპ - 2) XV+ 4. 

(ი-1+ხ-_) (+). 

%Vე! 7-2 V0-.. 

–2 -_?2 
3, C, ?-ხ · )06/2 – პ/ნ)“ 43 ცხ? (056ხ).



§ (9. წილადი მაჩმენებლების გბამოჟენება რადიკალებზე მოქჭედებისას 

რადიკალებზე ყველა განხილული მოქმედებები შეგვიძლია ვაწარმოოთ წ– 
ლადი მაჩვენებლების გამოყენებით 

1, მაგალითად, ვთ:ვათ უნდა გავამრაელოთ რადიკალები: Vი- და ი” გვე– 
ქნება: 

' | 

.I
- + 

“
 

5.
 

1. V#ი? %0ი1= VI 09 =0?.იბ -ი =V0' =ძ)C. 

LI ე 7 
2 VC 46563. ებ =ე'-/C ; 

1 1 1 6+4+3 1 
  

4. X0- Vი %2 =C -ც!.ენ ღე ? ი''= '/ ე". ე" =. ე? /ეიშ= 

=03%0 · 

2) რადიკალების გაყოფა 

31 4 
1. V0>: V0 =0“ :80! =0' =0ძ; 

გჩიძიტძტრ·” 
2. M9ი" : დე “პ“ი! 3 4 -ც! =3%1:--:ჯი0: 

“რ: წ 2 “ი” >: __ 
ე. შბ: 'V/ო"=#ჩ 15. უე 5ა:უბ -/!. უც: .VI/ო?: 

4ი“ 814 - 40" -5ხ ი ი = 

რ. ოაM 2 ა'2 5ხ –ხ 15ხ 20 + 
(0-ს)! ლ 

+ __ + + 
=- · 29-რთ-V90 =+ -6-1(ი-ხ) ! -2%V2-ხ=--VC-ნ- 

– – ი 
თ? (ი – ხე! 

3. რადიკალების ახარისხება 

_–_–_____. 
1) (=> ) -(2 კნ) ა 3 ხმ = Vეპბ.ი ხ“ =0%V0ხ"; 

23 ___ 
–ვ:VI 27 = - 5 VMII ! 

იხ კ ცზხ? . 3 2: 4M ენ6 5 4 8 
3) (« VანC ) =53” იპ ხ§ ი+) 22 ი ხა ი3ა- 

ხს აე 22 5. /ინ დ : 
დ! დ 
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4 4 
ი ( ი? ი 99+) = ი (0 +X " _ი(2+X) _ 

ი ++X (0 + ჯი. გ 8 
0? 

  

0მ(ძ+6+X#! 

12 –8 3/ე15ც იწ%2 2 

=ი'0+ა "რინ ებ(ძ+6ა. (+X)1?3/(0 +»? (0+»X? V თ 

ი! 3%0C0+X). 
ს ი . (რირი ძი აჯ 

(0+X)” 0+ჯ (0 +- #) 

4. რადიკალების ამოფესვა. 

– 2 

1 VI >  V 3-3 მ. 9 3 5, , #2 =V :1= =X 98 =X9" =VX : 

  

  

3 „– პავ 3 , 
23,,„== – – > – – 

2, ა32- VI თ =”ც! =/2 =ი!? =%/7; 

7 = 4 2117 2.) – ვ. V-VI -V ემ - ჯმ=ჯ? =ჯზ? %ჯ; 

=> 2 4 3 2. / «' ი“ სხ 4 /ი"ხ 5 _ 7:1._ 
4. L «+V “> > 5 -)/ 95- თს _/ 3 =ძ ლ: 

  

  

ი? იხ 

2 _. 
=ძთ" =V0? 

სავარჯიშო 

წილადმაჩვენებლების გამოყენებით შეასრულეთ მოქმედებანი რადეკალებზე. 

ა) გადაამრავლეთ რადიკალები 

3 4/4 – 12 V > 2/3 
V/ +·-V ლ. 2. V0C 2! ვ. 2 

4 #IV3ი!-V/3ი: 5. 271“ M//თ/? ·5/III2 V MM ·3/7/ 157 

ბ) მიასდიზეთ რადიკალების გაყოფა: 

-M +: M2-- 2. /0,2:V25: 3. 0,75 V9 :0,25 ს 225-3 

VX :VI. 5. V 9 .// 5 6. 5 8:0იMV/C. 

7. იX:%V90XC. 8) (X //45+%-5 5%Vი0ხ ნ ):>X ა.Vიხ: 

გ) აახარისხეთ რადიკალები: 

(თ?/თ?ი)? 2) (– 205/0%ხ5)? ვა 2 /ეაცალ; 

მლ 
  

96



დ) მოახდინეთ რადიკალების ამოფესქა: 

1) Vით'/C: 2) V/ /იხმ>C 3) V' 2. 4) V/ იVიVი=. 

+ თ/იVის 5 / CV =V> 2 -V XV >' 
§ 50. სარისსოჭანი ფუნქცია 

ყ=X7 სახის ფუნქციას, ხადაც ”# ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია, ეწოდება 

ხარისხოვანი ფუნქცია. 

განვიხილოთ ხარისხოვანი ფუნქცია, როცა #=1, 2, 3, 
1. როცა M=1, მაშინ ხარისხოვანი ფუნქცია მიიღებს სახეს: /=X. 
ამ ფუნქციის განსაზღვრის არეს (არგუმენტის დასაშვებ მნიშვნელობათა სიმ- 

რავლეს) წარმოადგენს ყველა რიცხვის სიმრავლე ანუ (იი, -L) შუალედი. 
როგორც ვხედავთ, მოცემული ფუნქცია ღებულობს ნებისმიერ რიცხვით მნწი- 

შვნელობას, ამიტომ შეგეიძლია დავასკვნათ, რომ ამ ფუნქციის ცვლილების არე, 

აგრეთვე, ყველა რიცხვის სიმრავლეა, ე. ი. C–იი, +-90) შუალედი. 
ყ=Xჯ ფუნქციის გრაფიკი გამოსახუ- 

ლია 33-ე ნახაზზე, გრაფიკი წარმოადგენს 
წრფეს, რომელიც გადის კოორდინატთა 
სათავეზე და წარმოადგენს I და III საკო– 

ორდინატო კუთხეების ბისექტრისას, 
ყ=X ფუნქცია მონოტონურად ზრდა- 

დია, ვინაიდან, როცა X->X,, მაშინ ყი >> 
>V, (ნახ. ვე). 

ყ==X ფუნქციაკენტია, ვინაიდან არგუ– 

მენტის ნიშნის შეცვლისას იცვლება თვით 

ფუნქციის ნიშანიც, ნახაზიდან უშუალოდ 
ჩანს, რომ #=Xჯ ფუნქციის გრაფიკი სი- 
მეტრიულია კოორდინატთა სათავის მი- ნას, 31. 

თ. 
2. როცა #=2, ყ=X5 ფუნქციას ე1ნება სახე #/=X1. ამ ფუნქციის განსაზღვრის 

არე არის ყეელა ნამდვილი რიცხეის სიმრავლე, ცვლილების არე კი არის ყველა 
არაუარყოფითი რიცხვის სიმრავლე, რადგან (––X)1=X2; ე. ი. X-ის ისეთი ორი მნი– 
შვნელობისათეის, რომლებიც ერთმანეთისაგან მხოლოდ ნიშნით განსხვავდება, მი– 
ვიღებთ ყ-ის ორ ერთნაირ დადებით მნიშენელობას, მაგალითად, როცა X=–-3 და 

X= +3, ყ-სათვის ვღებულობთ ერთსა და იმავე მნიშვნელობას 9-ს. ყოეელივე ამის 
გამო, #/=X“ ფუნქცია არის ლუწი და მისი გრაფიკი მთლიანად მდებარეობს აბსცი– 
სათა ღერძის ზევით. 

ახლა ავაგოთ V=X ფუნქციის გრაფიკი და გამოვი!ვლიოთ მისი ძირითადი 
თვისებები", რისთვისაც შევადგინოთ ცხრილი: 

    

= " კეადრატულ ფუნქციას დეტალურად შეეისწაელითთ კეადრატული განტოლებების "შესწავლის 
'ეძდუგ. 

7. ე. შონია 97



  

  

  

–_ 1 9   LL.     1 – 4 
ჭ I       

  

34-ე ნახაზიდან უშუალოდ ჩანს, რომ არგუმენტის ორი უარყო ითი მნიშვ- 
წელობიდან უმცირესს ეთანადება ფუნქციის 
Xჯ<უჯ მნიშვნელობას ეთანადება V.>V/. ეს 

  

  

ნახ, 34. 

მოსახული 
რძის იმართ, 

იდესი მნიშენ. ბა. მაგალითად, 
მიშნავს, რომ /-» ფუნქცია C-თ, 

0) შუალედში მონოტონურად კლე- 
ბადია, 

არგუმენტის დადებითი მნიშე- 

ნელობისათვის, ე. ი. (0,-+- იი) შუა- 
ლედში ფუნქცია ზრდადია. მართ- 

ლაც, არგუმენტის X”>Xჯ მნიშვნე- 
ლობას ეთანადება ფუნ :ციის ყ >>!" 
მნიშენელობა. 

არგუმენტის X=:0 მნეშვნელო- 

ბისათის ფუნქცია ღებულობს უმ- 
ცირეს მნიმენელობ.ს V=0: უდი- 

დღესი მნიშვნელობა ყ = #. ფუნ- 
ქციას არ გააჩნია. 34-ე ნახაზზე გა- 

ყ-=X” ფუნქციის გრაფიკი პარაბოლაა. ეს მრუდი სიმეტრიულია 0/ ღე- 

3. ყ=X ფუნქცია. ფუნქციის განსაზღვრის არეს წარმოადგენს ყველა ნამდვი- 

ლი რიცხეის სიძრავლე, 
ფიკი და გამოვიკელიოთ 

· (ლ + 
ი თ) შუალედი. ავაგოთ ამ ფუნქციის ;გრა- 

მისი ძირითადი თვისებები. 
გრაფიკის აგების მიზნით შევადგინოთ ცხრილი: 
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35-ე ნახაზზე გამოსახულია ყ=X ფუ- 
ნჰციის გრაფიკი. ეს მრუდი კუბური პა- 

რაბოლაა, გრაფიკი ნათლად გვიჩვენებს, რომ 
Vყ=X? ფუნქცია X-ის ყველა მნიშვნელობისა– 

თვის მონოტონურად ზრდადია. ფუნქცია 
კენტია, არგუმენტის ნიშნის შეცვლა ნიშანს 

უცვლის ფუნქციასაც. (-X)2=-- ფუნქ- 
ციის კვლილების არეა ყველა ნამდვილი რი– 
ცხკის სიმრავლე, ანუ (––თი, -+9C) შუალედი, 

ს:ყურადღებოა ამ ფუნქციის ყოფაქცევა სა–- 
“ავის მახლობლობაში. გრაფიკი გვიჩვენებს, 
რომ სათავესთან კუბური პარაბოლა მიემარ. 
თება ჯ ღერძისაკენ, თითქოს ერთდროულად 

კიდევაც ეხე?ა მას და კიდევაც ჰკვეთს. 
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სავარჯიშო 

ააგეთ შემდეგ ფუნქციათა გრაფიკები: 
ა) ყ=Xჯ#ზ+1, ყ=»%-1, 

ბ) ყ=X-+-1; ყ=X7-1; ყ=–IXI. 

4. ყ=X-. ფუნქცია. 

ყ=»Xჯ”! ანუ ყ= 1 ფუნქცია განსაზღვრულია X-ის ყველა მნიშვნელობისათ- 
ჯ 

ვის, გარდა X=0-ისა, ე. ი. ამ ფუნქციის განსაზღვრის არეს წარმოადგენს ყველა 
ნამდვილი რიცხვის სიმრავლე ნულის გამოკლებით. 

  =-4 , ამიტომ V= 1 ფუნ;:ციის 
X ჰ) 

4 | 

ყ = 1 ფუნქცია კენტია, რადგან 
Xჯ 

გრაფიკის ასაგებად შეეადგინოთ ფენქციის მნიშვნელობათა ცხრილი. 

1 (! 

4 2 | 
1 1 1 

V | 4 2 1 3 3 | 4 | 

ამ ცხრილის და ყ =- ფუნ1ციის კენტობის თვისების გამოყენებით ავა- 
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გებთ #V= 1 ფუნქციის გრაფიკს (ნახ. 36). 
X 

როგორც ნახაზი გვიჩვენებს, ყ/=+X“1 ფუნქციის გრაფიკი შედგება ორი მრუ- 

დისაგან, რომელთაგან ერთა მდებარეობს ბირველ საკოორდინატო კუთხეში, მეორე 
კი -––- III-ში. ორივე მტო სიმეტრიუ- 

ლია კოორდინატთა სათავის მიმართ. ' 

ამ მრუდებს ერთად ჰიპი .--.სლა ეწო– ყ 

დება, ცალ-ცალკე აღებულს კი –– ჰი- 
ჰერბოლის შტოები, ე. ი. ჰიპერბოლა 
არი შტოსაგან შედგება. ისინი სიმეტ- ჯ=ჯ 

რიული არიან კოორდინატთა სათავის 
მიმართ. X-ის როგორც დადებითი, ისე 

უარყოფითი მნიშვნელობებისათვის, 

ყ=X-' ფუნქცია მონოტონურად კლე- 9 
ბადია. მაგრამ უნდა შევნიშნოთ, რომ 

ჯ-ის ყველა მნიშვნელობისათვის ეს ასე 

არაა. მაგალითად, არგუმენტის X=-––1 ' 

  

მნიშენელობას ეთანადება ფუნქციის 
მნიშენელობა /,= –-1, ხოლო არგუ- 
მენტის X:=1 მნიშვნელობას ფუნქციის ნახ. 36. 

მნიშვნელობა ყა=1. 
მაშასადამე, გვაქვს X,:>>X,, მაგრამ ყ->>#4,. ეს კი მონოტონურად ზრდადობას ნი. 

შნავს, ამრიგად, იმის თქმა, რომ ყ/=»“! ფუნქცია ყველგან მონოტონურად კლებუ- 
ლობს, არაა სწორი. 

99



ყ=X-! ფუნქცია ღებულობს ნებისმიერ რიცხვით მნიშვნელობას, გარდა ნუ- 
ლისა. მაშასადამე, მისი ცვლილების არე, ისე როგორც განსაზღვრის არე, არის 

ყველა ნამდეილი რიცხვის სიმრავლე, გარდა ნულისა. 
აღსანიშნავია ყ=X“-1 ფუნქციის ყოფაქცევა სათავის მახლობლობაში. რი ცა 

Xჯ–>-0 და მასთან რჩება დადებითი, მაშინ #-–>იი, თუკი X->0 და მასთან რჩება უარ- 
ყოფითი, მაშინ ყ-ის შესაბამისი მნიშვნელობები უსასრულოდ კლებულობს, ე. ი, 
ყ->-–-თ, 

1 
4. ყ=X-?" ფუნქცია. ყ=X“ "ანუ ყ= >. ფუნქციის განსახღერის არეა ყვე– 

ლა ნამდვილი რიცხვის სიმრავლე, გარდა ნულისა. 

1 1 1 
ყ=- ფუნეცია ლუწი ფუნქციაა, ვინაიდან (-–-ჯე“%= = –:=X" 3, ამ 

(–». ჯ 
ფუნქციის გრაფიკის ასაგებად შევადგინოთ მის მნიშვნელობათა ცხრილი: 

  

  

1 1 1 2 3 « 4 2 
  

ყ=X.9 16 4 

9
2
)
 

+I
ი 

    
1 1 

1 – – 
4 9             

  

ყ=X“-ზ“ ფუნქციის ლუწობის გამო არგუმენტის უარყოფითი მნიშვნელობისა- 
თვის ფუნქციის მნიშვნელობა უდრის არგუმენტის უარყოფითი მნიშენელობისა- 
თვის ფუნქციის იგივე მნიშვნელობას. 

მაგალითად, 
1 3 1 + 

_–._ –– = 16. 

თუ ვისარგებლებთ შედგენილი ცხრილით და #ყ=X“? ფუნქციის ლუწობის 
თვისებით, შეგვიძლია ავაგოთ მისი გრაფიკი (ნახ. 37), 

ყ=X “ფუნქციის გრაფიკი შე- 
»” დგება რორი შტოსაგან რომელთა- 

გან ერთი მდებარეობს L საკოორდია- 
ნატო კუთხეში, ხოლო მეორე -– მე– 

ორეში. ეს შტოები ერთმანეთის სი-- 

მეტრიულია 0X ღერძის მიმართ. 

ამრიგად, ყ=Xჯ-?2 ფუნქციის 
გრაფიკი შედგება ორი 'შტოსაგან, 

  

  

  ე - მასთან ცალ-ცალკე არც ერთი შტო 
არ ითვლება ყ=X“ზფუნქციის გრა- 

ფიკად. 

ვინაიდან /= “2 ფუნქცია ღე– 
ნაზ. 27, ბულობს მხოლოდ დადებით მნიშვე- 

ნელობებს, ამიტომ მისი გრაფიკი 

(ორივე შტო) მთლიანად მდებარეობს აბსცისათა ღერძის ზემოთ (ნახ. 37). 
გრაფიკიდან უშუალოდ შეიმჩნევა შემდეგი: როცა Xჯ არგუმენტის მნიშენე- 
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ლობები უსასრულოდ იზრდება ან უსასრულოდ კლებულობს, მაშინ #-ის მნიშვ- 
ნელობები უსასრულოდ უახლოვდება 0-ს, 

როდესაც X-–+0, როგორც, მარცხნიდან ისე მარჯვნიდან, მაშინ ყ-+იი, ამავე ნა– 
ხაზიდან ჩანს, რომ ყ=ჯ-? ფუნქციის ცვლილების არეა ყველა დადებითი რიცხვის 
სიმრავლე. 

სავარჯიშო. 

ააგეთ ფუნქციათა გრაფიკები: 

ყ=(X--)), ყ=(+)), ყ=)X 1, ყ=X 2; ყ=Xჯ შL1 
5. ყ=X) ფუნქცია. ყ=XV+ ანუ #V=VX ფუნქცია განსაზღრულია ჯ არგუმენტის 

მხოლოდ დადებითი მნიშვნელობებისათვის, ამიტომ მისი განსაზღვრის არეს წარ- 

მოადგენს ყველა დადებითი რიცხვის სიმრავლე, ე. ი, (0, +თი) შუალედი. ყ= XI 
ფუნქციის გრაფიკი გამოსახულია 38-ე ნახაზზე. 

ყ=X#ჯL ფუნქცია ღებულობს მხოლოდ დადებით მნიშვნელობას, ამიტომ მისი 

ცვლილების არე იქნება აგრეთვე ყველა დადებით რიცხვთა სიმრავლე, ე. ი. 
(0, + ითი) შუალედი. 

ნახაზიდან ნათლად ჩანს, რომ #=X#I ფუნქცია მონოტონურად ზრდადია. 

ყ=X; ფუნქციის მონოტონურად ზრდადობა ადვილი საჩვენებელია იმით, რომ 
ორი რიცხვიდან უფრო მეტს მეტი კვადრატული ფესვი შეესაბამება. მაგალითად, 
თუ X.>Xჯ, მაშინ 

#X >. 1-7 

ყ=XVC ფუნქცია აღწევს უმცირეს მნიშვნელობას, როცა ჯ=0; უდიდესი მნიშ- 

ვნელობა ამ ფუნქციას არ გააჩნია. 

6. ყ–=Xს ფუნქცია. Vყ=Xს ანუ V = V X ფუნქცია განსაზღვრულია ჯ არ- 
გუმენტის ყველა ნამდვილი მნიშვნელობისათვის, (X შეიძლება უარყოფითიც იყოს). 

     
ნდხ, 18. ნახ. 39. 

ყ=XV ფუნქციის გრაფიკი გამოსახულია 39-ე ნახაზზე. ნახაზიდან უშუალოდ 
ჩანს, რომ ფუნქცია მონოტონურად ზრდადია X არგუმენტის ყველა ნამდვილი 

მნიშანელობისათვის, 
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ფუნქ კიის განსახღვრის არეს წარმოადგენს ყველა ნამდვილი რიცხვის სიმრავ- 

ლე, ანუ (– თ, 4+-ი) შუალედი. ვინაიდან ფუნქცია იღებს ყველა მნიშვნელობას 
(იი, +ძ:) შორის ამიტომ მისი ცვლილების არე) ემთხვევა ყველა ნამდვილი 

რიცხვის სიმრავლეს, ანუ (–თ, + თ) შუალედს, ამ ფუნქციას არ გააჩნია არც უმ- 

ცირესი და არც უდიდესი მნიშენელობა. 

სავარჯიშო 

ააჭეთ შემდეგ ფუნქციათა გრაფიკები: 

M=VX--1; ყ=VX+2; ყ=VX-–1; 

ყლ=--2VX; Vყ=%VX-#-1; ყ=9%X+1. 

Vთავი 

კვადრატული განტოლეგანი და განტოლებები, რომლებიც 
კვალრატულზე დაიყვანებიან 

§ 51. კვადრატული განტოლების ხასეები და მათი ამოსხნა 

განსაზღვრა, 1. განტოლებას, რომლის მარცხენა ნაწილი მეორე ხა- 
რისხის მრავალწევრია უცნობის მიმართ, მარჯვენა კი––ნული, კვადრატული გან- 

ტოლება ეწოდება. 
1, კვადრატული განტოლების ზოგადი სახეა: 

იX-+LLხX+0=90. () 

ძი. სხ და C მუდმივი რიცხვები კვადრატული განტოლების კოეფიციენტებია, 
მასთან, ი ნულის არატოლი ნებისმიერი რიცხვია, ხ და C კი ნებისმიერი მუდმივი 

რიცხვები, 

ი-ს ეწოდება პირველი კოეფიციენტი, ხ-ს –– მეორე კოეფიციენტი, C-ს კი–– 
თავისუფალი წევრი. 

Xე რიცხვს, რომელიც იX--+LხX+C გამოსახულებას აქცევს ნულად, ეწოდება 
იV?-LხV--C=0 კვადრატული განტოლების ფესვი. 

მაგალითად, X-6X+5 გამოსახულებას ნულად აქცევს 5 და 1, ამიტომ ეიტ- 
ყვით, რომ X"-6X-+-5=0 კვადრატულ განტოლებას აქვს ორი ფესვი, სახელდობრ, 
X.=5 და Xა=1, 

VIII კლასიდან ცნობილია, რომ, თუ 0X'+ხX+0=0 კეადრატულ განტოლე- 
ბაში, ხ ან C ან ორივე ერთად შეიძლება იყოს ნულის ტოლი, მაშინ განტოლებას 
არასრული კვადრატული განტოლება ეწოდება, არასრული კეადრატული განტოლება 
შეიძლება იყოს შემდეგი სახის: 

1. იX2-+სX=0 (==0, 0=0, 629); 

2. ი#წ+C=0 (ხ=0, ი+90, C=>0); 

3. თქ=0 (ხ=2C=0, დღა 050). 
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თუ (1) განტოლებაში პირველი კოეფიციენტი 0=1, მაშინ განტოლებას დაყ- 

ვანილი ეწოდება, დაყვანილი კვადრატული განტოლება შემდეგი სახისაა: 
X?L+იX+ძ0=0, (2? 

სადაც 0 და 0 ნებისმიერი მუდმივი რიცხვებია, (1) სახის კვადრატული განტო– 
ლება ყოველთვის შეიძლება დავიყვანოთ (2) სახეზე, ამისათვის საკმარისია, მისი 

ყველა წევრი გავყოთ 0ი-ზე: 

X»·+ ხ X+ «C -0, 
ძი 4 

შემოვიღოთ აღნიშვნა: ხ =/ჩ, –C =ძ, მივიღებთ: 
ძ ი 

X„+9X+0=0. 

2. იძVL+ხX=0 განტოლება ამოიხსნება მარცხენა ნაწილის მამრავლებად და– 

შლით: 

X(იX--ხ)=0. (3) 

ნამრაელი მაშინ უდრის ნულს, როცა ერთ-ერთი თანამამრავლი უდრის ნელს, 

ამიტომ ან X=0 ან იX--ხ=0, აქედან ჯX= –– – . 
ძ 

ამრიგად, (3) განტოლებას აქვს ორი ფესვი: X=0, XI. = ხ . 
4“ 

3, 0CV--2=0 განტოლების ამოხსნის მიხნ-თ თავისუფალი წევრი გადავიტა- 

ნოთ განტოლების მარჯვენა ნაწილში, შემდეგ კი ორივე ნაწილი გავყოთ ძ-ზე: 

იX1=--0 #=-- +– ,ჯ საიდანაც X = + / –- აქ შეიძლება წარმოგ- 4 V “ო 
ვიდგეს შემდეგი შემთხვევები: 

ა) ი და Cკოეფიციენტებს ერთნაირი ნიშანი აქვთ, მაშინ 4–C >0და– §C < 0, 
(74 ძი 

ასეთ შემთხვევაში იX +C=0 განტოლებას ამონახსნი არა აქეს. 

მაგალითად, ავიღოთ განტოლება 2VX7-+-5=0. ამ განტოლბის მარცხენა ნა- 

წილი ჯის ყოველ მნიშვნელობისათვის დადებითი რიცხვია, ამიტომ ის არ შეიძლე- 

ბა უდრიდეს ნულს. 

ბ) თ და C კოეფიციენტებს მოპირდაპირე ნიშნები აქვთ, მაშინ 12 <მე და 
ი 

_ CC >. ასეთ შემთხვევაში განტოლებას ორი ფესვი აქვს: 
ძ 

C 0 
5=-MV -< და M5=V/ 5. 

ვ 3 
მაგალითად, 4X"--9=0; X>=- 2 , Xგ == 

  

>. 

3. ძიX2=0, ეიცით, რომ 0540, ამიტომ »' უნდა იყოს ნულის ტოლე, ამ შემთ- 
ხვევაში X,=X.=0. 
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§ §ი. თაუვანილი კვადრატული განტოლების ამოსხნა 

კჯ» +იX+ძ=0 განტოლების მარცხენა ნაწილი გარდავქმნათ შემდეგნაირად: 

L. ა 

ჯ+L2. § -++C#) –-(4) +0 =0. () 

თუ (1) განტოლებაში ბოლო ორ შესაკრებს გადავიტანთ მარჯვენა ნაწილში, 
მივიღებთ: 

ი ი V / იMV იV /#0VM. 
2.+-. – =| «“– –/, ნ. ;X _– =! – –4მ „ჯე. 9 #X+L(+-) (+) « ანუ (++ 2 ) (+) 4 

ამ უკანასკნელში თუ ვიგულისხმებთ, რომ Xჯ-+ -6-- >, მაშინ ვიპოვით 

ეუ_ 

#+=+I/ ( +) –ძ 

–=“” ი: ი 
(2) ფორმულის შინაარსი სიტყვიერად გამოითქმება შემდეგნაირად: 

დაჟვანილი კვადრატული განტოლების ფესვი უდრის მეორე კოეფიციენტის 
ნახევარს მოპირდაპირე ნიშნით, პლუს-მინუს კვადრატული ფესვი ამ ნახევრის 

კვადრატიდან თავისუფალი წევრის გამოკლებით. 

საიდანაც 

  

  

მაგალითები, 

1. X>--6X+8=0. 2. ჯჯ+-7X+10=0 

=3-+V9-8= 1 7 –- 7 ჯ + V9-8 = 3+ »=> + +I/ 7%V -.I0= “+ 

X=4, Xა=2. 2 2 2 

49 _ . )//-5495-28+5. >M –--)0=523 5 --=-2>3%5 

X,=5, X=2 

სავარჯიშო 

1. X-+10++5=2X-6»-53 პას.: 12 და 4. 
1 ჯ 21 5 21. 

=4-“-=6- პას. 8 და –-2--. 
7 X+5 7 4 

ვ, 24-25 =6= პას, 44 და <2 
7 X+5 7 

5 4 ეX-1 ვ 
4. ლევლლელ=ლ= პას, ტ და – 

ტტ 5-X 4 

5 + 24 პას, ძ (2+3); 
X–ძ ძ



§ §8. პკვაშრატული განტოლების ფშესმების ზობალი ფოტნულა 

თ +ხX+20=0 განტოლების უოველ წევრს თუ გავყოფთ ძ-ზე (თ+0), მივი– 
ღებთ დაყვანილი სახის კვადრატულ განტოლებას; 

246 »+ 5 =0, თ 
ი ძ 

ამოვხსნათ ეს განტოლება (2) ფორმულის გამოყენებით: 

ხ 
X=--- +V/ (>) –< 

20 -“ 28 ძ 

გავამარტივოთ უკანასკნელი: 

  

ხ ხ LC ხ ხ“--406 
+“ 2+M 4. 6” 2-> 40. > 
--=+I/ + :%X  -ხ+VV- 4, 
“ 2.“ 20... 20 ' 

ჯ=-=ხ1+ ხ"-49 . რტ 
28 

(4) ფორმულის შინაარსი გამოითქმება შემდეგნაირად: 

სრული კვადრატული განტოლების ფესვები უდრის წილადს, რომლის მნწი– 

შვნელია გაორკეცებული პირველი კოეფიციენტი, მრიცხველი კი“ შეორე კო– 

ეფიციენტი მოპირდაპირე ნიშნით, პლუს-მინუს კვადრატული ფეხვი ამავე კოე–- 

ფიციენტის კვადრატიდან კიდური კოეფიციენტების გაოთხკეცებული ნამრავლის 
გამოკლებით. 

(04) ფორმულა წარმოადგენს ზოგად ფორმულას, ვინაიდან მისი საშუალებით 

შეიძლება ამოიხსნას, როგორც დაყვანილი, ისე არასრული სახის კვადრატული. 

აატირე ს მარტივდება, რო მეორე ნტი ხ ლუწ 4) ფორ- ა მა: ; თ«ეფი; ი ია, ო 
ზულაში  გიგულისხმებთ, რომ, ხ==26, მაშინ გვექნება: ტი წლიწია. თუ (ს) ფ 

_ – 21+V4#'-–-40 _-2+2V =M –- 6 _ –ს+ VI -–-ძ . 
#= 20 = 26 8 

ამრიგად, 

–;ხ+VMI –- «% · 
ძ 

ლ) ფორმულით სარგებლობა მიზანშეწონილია, როცა ხ ლუწი რიცხვია. 

ჯ= დ» 

ავიღოთ (4) ფორმულა: 

_ -ხ+V ხზ" 49% . 

=ლ====2ი. 

0>2C+ხX+42=0 განტოლებას შეიძლება ჰქონდეს ნამდვილი ფესვები მხოლოდ 

მაშინ, როდესაც ხ2?--4იC>0. 
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ხ“- 4 იC გამოსახულებას იV +096L+C=0 განტოლების დისკრიმინანტი 

ეწოდება. 
თუ "ს" 4იCლ-0, მაშინ იV+სX+C=0 განტოლებას არ შეიძლება ჰქონდეს ნა- 

მდვილი ფესვები. 
ამრიგად, შეიძლება შეგვხვდეს შემდეგი შემთხვევები: 

ა) ხ---4იC>0, მაშინ ი +-სX+C=0 განტოლებას აქეს ორი ერთმანეთისაგ ნ 

განსხეაეებული ნამდვილი ფესეი, სახელდობრ: 

2= –0+1LIხ' –- 4იC და X.= –ხ-- V სზ–-40C. 
- 20 20 

ბ) ს1--4ძ2=0, მაშინ იX-+ხX-+2=0 განტოლებას ექნება ერთმანეთის ტოლი 

ორი ნამდვილი ფესვი, კერძოდ, 

  

გ) ს“--4იილ0, მაშინ იX>-2+სX+C=0 განტოლებას არ შეიძლება ჰქონდეს ნა- 
მღველი ფესვები. ამ შემთხვევაში ორივე ფესვი კომპლექსურია და ერთმანეთისა- 

გან განსხვავებული. 

მაგალითები: 

1. 5I--38X-4=0 განტოლებისათვის დისკრიმინანტი 

ნს?---4იი=(-–-8)2-4. 5. (–-44=64-+80=144>90, 

ამიტომ აღებულ განტოლებას ექნება ორი ერთმანეთისაგან განსხვავებული ფესვი: 

8+12 
10 
  = ; X,=2; #რ95-იC 

2. 3ა---5+3=ე განტოლებისათვის დისკრიმინანტი ხპ–-406=(C–-6)2-–4 · 3.3=0, 

ამიტომ მოცემულ განტოლებას ექნება ერთმანეთის ტოლი ორი ნამდვილი 

ფესვი. 
6 

=Vა=-–--–-= 1 · X1=X3 2.1 

3, 2>--1ჯ+5=0 განტოლებისათვის დისკრიმინანტი ხ?--40C=(--3)?-–--4 X 

X2-.5=9--40=--31<0, ამ განტოლებას ნამდვილი ფესვები არ ექნება. 

სავარჯიშო 

1). 1#+8»X=4, რფ 14 ,%-X. 7 1 კს 4და-5; 
2 44(-+-9;+2=0, #M-9 3+X X+3 3-Xჯ 

2ჯ ჯ ხ? /) ხ 
3) 3X?--5X--2=0. 7ტ) “–“-..=  . პას – ––. 

) 2+ნ X-ს 4X”--4ხ? 2 9“ 6 
4. 4“ LX–3=0, 2 ” 

X ძ ი 
5) 20IXL+იL-–- ა= ზ –. -–_ “ “ ; პას, 30; –2. 

MX 18X-=0. X-ძი X+60 #-რთ . 
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§ 54, ასოითკოეფიციენბებიანი კვადრატული განტოლების ამოსსნა 

ამ პარაგრაფში განვიხილავთ ასოითკოეფიციენტიან კვადრატულ განტოლება- 

თა ამოხსნის რამდენიმე მაგალითს. 

მაგალითი 1. 

  

0X+ხ  _იხ 

“ი 2-VX 
ამოხსნა 

(იX-Lხ)(ი?-–X) = 60%, 

ცმX--თVX?-+ი'ს--სX=ი0%, 

იპX--იX--სX=0, 

–-ძX--–-(ხ-–ი0მ?)X=0, 

რXმ-LCხ––ი1) C=0, 

X(იX-+ხს––ი9) =0; 

X,=0; თX+ხ--0%მ=9 საიდანაც, იVC=0მძ-ხს, აა X.= == 

მაგა ლითი 2, 

X+0ი I-ი ძ(3ჰ--2ძ) 

=2 60 2-2" 
აძოსსნა 

(%V--0)" + (X-–-0)? =ი(3X+2C), 

X-+2ძX+ი0"-+L+X--20X+ 01 = 30X+20“, 

2X-+2ი1=3იX-L-20?, 

2ჯ“--–30X=0 

2X(2X-––30)=00 

X =>0; 2X-30=0; X= 

სა
|6
 

მაგალითი 3. 
2X 12 X2 ხ-X 

5552 - > ს" 
ამოხსნა 

2ჯ )1" ხ–ჯ. 

X-ს I -ხ X+ხ” 

2X(X+-ხ)-–– 12X?1= (ხ––-X) (X––ს), 

–- 10X+2ხX=-–-)+2ხX -ხ?, 

    

9ჯ+---ხ?=0, 

9 #1==ხ12 

კა=L 
9 

»ჯ= + წ. –__. 
1 ვ. 1 ვ' 3 ვ 

1:07



მაგალითი4. 

Xჯ 1 

თ 
ამოხსნა 

X%2---ხნ)+ით-ხ=20X, 

(თ--ხ)X1--26CX-L (8-I-ხ) =0. 

=9+Vი"-ი'+ს' _ი+ხ, 
  

იX--ხX 

ხ 2 

0ზX- იხX ი-ს 

თX--ხX=X(თ--–-ხ) 

(ცმX-–-იხX=CX(0-–-ხ) 

ძ-ხ 
 აგხს  ო4ი-ხ 

სელ Xვ=1. 

რთ-–. 

მაგალითი 5. 

9 /,/ სტა _ხCთ+2 _ ით–2 
ხ»ჯ 2 )= ძ ხ · 

ამოხს3ვა 

იხ _ ხთX+2 _ C=V-2). 

იხX ძ ხ ”' 

=ხ9%X C2ხX-–- ც%X2-+ 20X, 

(1-–ც?) X” + 2 (ხ-Lთ) X + ხ1-––ი1=0 

  

  

  

  

  

  
  

_-(რ6+თ + VC+Vთ)პ - (მ-ე)? – (ხ+იძ)+ 'V(0+0ძ)?|1 --(ხ-თ)"| _ 
ხ'-ი? - ხ“- ე? - 

_ –დ+თ+(+0ი)V1--0-ი” . 
__-–-_>_–> 

»=-(06+თ+06+თ)V1-C6-თ"“  -1+V1-C6C-თ! 
ხ?-- ე? ხ–ძ 

»->-0+თ-6+თVI-6-თ' -1-VI-6C-თ) _ 
–_ ხ-ძ 

სავარჯიშო 

2ჯ ჯ ხ? ხ ხ 
1. –_--··--- – –-–- 

X4ხ 2-ხ 42 – 4ხ. 2.“ % 
3 

2 XX 2 89. ხას. 3ი; –-2ძ. 
ჯX-ი X+0 I-ი 

ვ ძ-X #-ხ 9. ხ_ ც?ხ? 2იხ 

 X-ნ X–-ი ხ ძ თ+ხ ი+Lხ 

4 2X(X+1) (ძ+2) დ-თ _ 1 

' 6X43 6ძ 4X+2“



1 1 89-Xჯ · 0+#ჩ 
5 –_-_–აე–--=- პას. ძ _– 

CთC+იMC ძისი. 20იX ლ 

6. - 1 _ 1. =-- თ-ის · პას, 94-%, 1. 
მის--ეუბ ძ-0 ი?-ძიX-00+CX C–ძ 

§ 66. ვიეტის თეორემა (კვადრატული განტოლების ფესვთა თვისება) 

Xჯ+ი2X+ძ=0 განტოლების ფესვებსა და კოეფიციენტებს მორის არსებობს 
დამოკიდებულება, რომელიც გამოითქმის შემდეგნაირად: 

თეორემა (ვიეტის), დაყვანილი სახის კვადრატული განტოლების ფესვთა ჯა–- 

მი ეტოლება მეორე კოეფიციენტს მოპირდაპირე ნიშნით, ამ ფესვთა წამრავლი კი 

–_ თავისუფალ წევრს, 

დამტკიცება 

როგორც ვიცით X#X-+69X+ძ=0 განტოლების ფესვები გამოისახება შემდეგნა- 
ირად: 

X, = _=–+ (+) –ყწ და Xე =-9-)/( ) – იწ; 

თუ ამ ტოლობებს შევკრებთ წევრ-წევრად, მივიღებთ: 
X+X=-–-ჩ. 

ამ ტოლობათა წევრ-წევრად გამრავლება მოგეცემს; 

ი9-(-5)-(M (§)-?) 

5 9=(-5) -(§) 
+“ 

X-X-=0,. 

მაგალითი: 
X"--5X-+6=0' 

აღებული განტოლების დისკრიმინანტი ხ?--4თ0C= C=-5)2--4 « 1 · 6=1>0, ამი– 

ტომ ამ განტოლებას ექნება ორი ერთმანეთისაგან განსხეავებული ნამდვილი ფესვი 
>X და Xა. ვიეტის თეორემის ძალით, 

X+1I)=5, X, · X-=6, 

მკითხველს ევალება დარწმუნდეს ამ უკანასკნელის სისწორეში. 
ავიღოთ ზოგადი სახის კვადრატული განტოლება: 

ძX'--ხX-+--2=0. (ს) 

ამ განტოლების ყველა წევრი გავყოთ ძ-ზე 

ჯ +-' #»+<5 =0. წრ) 
ძი ძი 
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თუ (1) განტოლებას აქვს ნამდვილი X, და X, ფესვები, მაშინ იგივე ფესვები 
ექნება (2) განტოლებასაც და ვიეტის თეორემის ძალით შეგვიძლია დავწეროთ: 

ხ . C 
ტხ5იიააკლო “თ დღა X·Xგ == ი. 

მაგალითი: 

3 --5X-+2=0, 

ამ განტოლებისათვის ხ“–-4იC-C-–-5)“--–4-3· 2=1>0 

ამიტომ განტოლებას აქეს ორი ნაპდვილი X, და XL» ფესვი. 

მასთან, 

ღებაეეა-–“ .. 
3 3 

მართლაც. 3V"--5X+-2=0 განტოლების ამოხსნა გვაძლევს 

2 
X%=1, X.= ლ 

და 

245 9=1:2- 1) 2-5, 3 .Xე= 1 2-2 
3 ვ ვ 3 3 

სავარჯიშო: 

ამოხსენით ზეპირად განტოლერანი: 

1, X--7X-8=0, 4, 3V--LCX--2-50, 

2. #- 7+12=0, -5+-+L6-60, 
3 X--99X--100=0. 6. –-I-L6X--5=0, 

შეადგინეთ განტოლება მოცემული თესვების მიხედვით: 

1. X.=13; X·=5, 

2. X=2--V/3შ; I=2+V3. 
. X1=0-+ხ და X:=06-L-2ხ?. 
X,=70ძ; X.=5ხ; 

. X,ლ=--2/); Xგ2=--5Iს 

. X=V0თ–ს; X.=V0+ხ. 

_–___-___ ვა
თ 
თ
ი
 

§ ყ6. კვადრატული სამწევრის დაპლა წრფივ თანამამრავლებად 

როგორც მე-8 კლასიდან ვიცით, კვადრატული სამწევრი ეწოდება ყ=იX?-+ 
–-სX+C სახის ფუნქციას, სადაც ძ, ხ და C რომელიმე მოცემული მუდმივი რიცხვე- 

ბია, ხოლო X დამოუკიდებელ ცვლადს წარმოადგენს, 
ვიცით, რომ 0X?-+ხX--C=0 კვადრატულ განტოლებაში ჯ აღნიშნავს იმ რიცხ- 

ვებს, რომლებიც განტოლებას აკმაყოფილებს, 0X---სX+C სამწევრში კი ის ნების- 

მიერ ნამდვილ რი„ხეს წარმოადგენს, 
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X-ის იმ მნიშვნელობებს, რომლებიც #იX?--ხX-C სამწეერს ნულად აქცევენ, 
მისი ფესვები ეწოდება. ამრიგად, იX"+ხX--C კვადრატული სამწევრის ფესვები თიX” 
+ხნX+0C-=0 განტოლების ფესვებია, 

ეთქვთ, თX"–-ხX-+C კვადრატული სამწევრის დისკრიმინანტი ხ“-–-40C>0, მ> 

შინ ამ სამწევრს ექნება ნამდვილი ჯX, და X; ფესვები, თუ გავითვალისწინებთ ვ-ეტ-ს 
თეორემას, მივიღებთ: 

ი» +ხX+62=0ძ (+ + 6 XL <)= C IXI– (XC +4-Xე) X+X,X:1-= 
ძი ძი 

=-0 I(I-–- 1) –- CაV-–-25X)1=20 | X (V--Xე)– X (C–-+-X,)) = 

=0 (X–X) (:–X»). 
მაშასადამე, 

ც2--ხX-+6-6--0(L--ე) 0-–-X%). 

როგორიც ეხედაეთ, იXC --ხნX--C კვადრატული სამწევრი წარმოდგენილია ნამ- 
დეილკოეფიციენტიანი ორი წრფივი თანამამრავლის ნამრავლის სახით. 

შენიშვნა, თუ კ)ჰადრაბულე სამწევრე ღაყქავილე სასიაას (0=1), მ:ში5 
დაშლას ექნება შემდეგი სანე: 

ჯ +ნVC+-V6-=(I-ი)(I-X). 

მაგალითი 1. დავშალოთ წრფივ მამრ:ვლებად 6V“--7X--2 სამწევრი. 
ამ ვადრატელი სამწევრის დისკრიმინანტი ს”-406-=(--7-)--4. 6. 2=1>90, ამC- 

ტომ მას ექნება Xჯ და », ნამღვილი ფესეები: 

თი
კა

 

სა
|–
 

X= 

1 
6I"-7X--2:=6| XV – 2 (» – I. 

ე 2 

მა გალითი 2. 2+L--5X+5. ამ სა-წევრის დისკრიმინანტი ს“––4ი6=C–5)"– 

–4. 2. 5ლ-0, ამიტომ მოცემული სამწევოი ნამდვილკოეფიციენტიან წრფივ მამ- 
რავლებად არ დაიმლება. 

ს X.= 

და 

სავარჯიშო 

დაშალეთ მამრავლებად: 

  

1, X---2X-215, პას, (L--7).X-+-5). 

2. XX-+7X--10. პას, (V--2)(X-L5) 

ვ, ეჯი. 7X-40, პას, 3(+-– 5) C ++-). 

4. 4? -2იჯ-90ი%, პას. (2L-–-9ი)(2X-–-ძ). 

შეკვეცეთ წილადები: 
კ 92'-900+14ხ“ ა» ძ-7ხ 

ი”--იხ + 2ხ1 “ 9+ხ 

120--ძ--1 

301+ 502“



§ 67. პვაღრატული ხამწექრიდან სრული კვადრაბის ბამოქოფა 

მოვახდინოთ 0X?2+ხX+6 კვადრატული სამწევრის გარდაქმნა შემდეგნაირად! 
ა) გავიტანოთ ფრჩხილებს გარეთ ჯ"-ის კოეფიციენტი: 

იVC?C-+ხX+2=ძ (« + ხ. Xჯ+ 2) · 
ძი 02 

ბ) გამოსახულება 96 Xჯ წარმოვადგინოთ შემდეგი სახით 
ძ 

ხ 
.= », 
2ძ 

(„+ +++) =49( #+2- (1 <5) 
ძ ძი 20 ი 

გ) უკანასკნელი გამოსახულების ფრჩხილში მდგომ ნაწილს მიეუმატოთ და 

გამოვაკლოთ > რიცხვის კვადრატი, მივიღებთ: 
თ 

2 

გვექნება 

    

ხ ხ, ხ? 0 
იძX+-ხX+6=0 XX+L+2-. –-.X+ 2 )– –I. 

+XM+ LL + 20. 4ძე 2>+< | 

თუ შევნიშნავთ იმას, რომ 

ხ ხ? ხ V? 
#+.2. - IL -–--- C 

+ 2 + 4ც1 ( 26 

გვექნება: 
' ხს ხ? 2 ხა” ხ1–-4იC 

ითX"-Lხ. C=0 _–!ს „-–-–_|I!= L –-– |“–––---–.–- .I= 
+0X+ (++; 22% | «(++ჯ) 40" | 

8 თ =4(++ 2) 52% . 

2ძ 40 

მაშასადამე, 

C--ხ? L1 

თ2-Lხ+X+6=0 (++ X) +-4 თ 
20 4 

კვადრატულის სამწევრის (1) სახით გარდაქმნას სრული კვადრატის გამოყოფა 

ეწოდება. 
მაგალითები: 

1. გამოეყოთ სრული კვადრატი 2X-+4X--3 სამწევრიდან. 

20+-4-2=2( #2 + 2L– 3 = 2 |(I+2-»: 1 +1)-1-ჯ|= 

5 
= =1)1 -– –– |. ?2| თ+» 2 

1:2



ამრიგად, 

2X2-+4X-3=2(X--1)?–-5 , 

2, –-5X"-+20X-13 სამწევრიდან გამოვყოთ სრული კვადრატი. 

–-5X"-+20X--13=--5 (+-+ + – =-5 | (CC -–-2.2L+ 6-+++- 

=-5 | თ- 2" + =259+:0) =-5| (+- 2)? 2 )=-5თ-27. 

სავარჯიშო 

გამოყავით სრული კვადრატები შემდეგ გამოსახულებებში: 

1. + X--4X-+-16, 4. იX1--40“X-L 4ც? -L3 

2. –-2X1+--4X-+5, 5, 60ჰI-9შე“--იX +ძ-L1 

3. 0,5X--0,25 X2-- 2,25, 6, 2 54 7. 

§ 58, კვაღრატული ფ5ნჰციის გრაფიკი და თვისებები 

კვადრატული სამწევრის გრაფიკის აგება და თვისებების შესწავლა დავიწყოთ 
მისი კერძო შემთავევების განხილვით, 

ვთქვათ, გვაქვს ფუნქცია /=- იX>, ადვილი შესამჩნევია ამ ფუნქციის შემდეგი 
თეისებები: 

1. ყ=0X? ფუნქცია განსაზღერულია X-ის ნებისმიერი ნამდვილი მნიშვნელობი– 

სათვის, ე. ი. C–«, +-თი) შუალედი წარმოადგენს ამ ფუნქციის განსაზღვრის არეს, 
2. ყ=0X? ფუნქცია ლუწია, რადგან 0(--X-) =0C%2; მისი გრაფიკი სიმეტრიუ– 

ლად იქნება განლაგებული 0)” ღერძის მიმართ. 

3, ყ=0თX?! ფუნქცია ხდება 0, როცა X=0, რაც იმას ნიშნავს, რომ მისი გრაფი– 

კი გაივლის კოორდინატთა სათავეში. 

4. როცა 0>0, დადებით მარჯვენა ნახევარღერძზე ფუნქცია ზრდადია, უარ- 
ყოფეითზე (მარცხენა ნახევარღერძი) –– კლებადი, ე. ი. ყ–ძ»" ფუნქცია ზრდადია 
10, ი) შუალედში, კლებადი ( -––- თი, 0) 

შუალედში. მართლაც, თუ ავიღებთ არგუ- 
მენტის ორ დადებით მნიშვნელობას X,-სა 

და X-ს, სადაც X->>X,, მაშინ V: მეტი იქნება 
ყ,.-ზე (ნახ. 40), ვინაიდან თ (X§--X2)2>0. 

უარჟოფით ნახევარღერძზე გეექნება 
X>>X, მაშინ ყ.<V.. 

ყ=ი» ფუნქციის ზემოჩამოთელი- 
ლი თვისებების გათვალისწინების ”შემ- 

დეგ აღვილი ასაგებია მისი გრაფიკი 
(ნახ, 40). 

8. ე. შონია  



ყ=0ი#X ფუნქციის გრაფიკს პარაბოლა ეწოდება. 41-ე ნახაზზე გამოსახულია 
სამი სხვადასხვა პარაბოლა: 

ყ=»", ყ=2X, და ყ =+ 12 

ნახაზიდანაც უმუალოდ ჩანს, რომ ჯ არგუმენტის ერთი და იმავე მნიშვნელო- 
ბის დროს ყ-ის მნიმვნელობა მეორე ყ=2# ფუნქციაში ორჯერ მეტია, ხოლო მე- 

სამეში წ = + ” )–ორურ წაკლები, ეს იმას ნიშნავს, რომ მე-2 ფუნქციის 

გრაფიკის ყოველი წერტილის ორდინატი I ფუნქციის გრაფიკის იმავე აბცისის შე– 
საბამისი ორდინატის გაორკეცებით მიიღება, ხოლო III ფუნქციის გრაფიკის ყო- 
ველი წერტილის ორდინატი პირველი ფუნქციის იმავე აბსცისის შესაბამისი ორ- 

დინატის ორზე გაყოფით მიიღება. 

  

ნახ. 4I, ნაპ. 42. 

აქედან შეიძლება გაკეთდეს შემდეგი დასკვნა: 

ყ=2X და ყ= + X" ფუნქციების გრაფიკის აგების მიზნით ვაგებთ V-X“ 

ფუნქციის გრაფიკს, შემდეგ თითოეული მისი წერტილის ორდინატის ორჯერ გამ- 

რავლებით ვღებულობთ- ყ = 2X”-ის გრათიკს ხოლო ორჯერ შემცირებით –- 

ყ= + Xჯ"-ის გრაფიკს. 

გრაფიკი გვიჩვენებს, რომ, რაც უფრო მეტია თ კოეფიციენტის რიცხეითი მნი- 

შვნელობა, შტოები მით უფრო ციცაბოდ მიემართება ზევითკენ, ხოლო რაც უფრო 
ნაკლებია ი-ს რიცხვითი მნიშვნელობა, შტოები მით უფრო იხრება 0” ღერძისა– 

კენ, #/=0X" და ყ=–-0X ფუნქციებში ჯ-ის ყოველი მნიშვნელობისათვის ყ-ის მნი– 
შვნელობები აბსოლუტური სიდიდით ტოლია და ნიშნით მოპირდაპირე, ეს იმას 

ნიშნავს, რომ მათი გრაფიკები სიმეტრიულად იქნება განლაგებული აბსცისათა 

ღერძის მიმართ. 

ამრიგად, #=–-იX? ფუნქციის გრაფიკის მიღება შეგვიძლია სიბრტყეზე #=0X? 
ფუნქციის გრაფიკის 180--ით შემობრუნებით., სხვანაირად, #= – თX” ფუნქციის გრ> 

ფიკე მიიღება #=0X? ფუნქციის გრაფიკის სარკისებრი ასახვით აბსცისათა ღერძის



მიმართ. .43-ე ნახაზზე მოცემულია სყ =-–-X, ყ=. -- 2X და ყ=-– + »X2 ფუნ- 

ქციათა გრაფიკები. 

43-ე ნახაზზე მოცემულია V=0X' პარაბოლები ძ-ს სხვადასხვა მნიშვნელობები- 
სათვის, 

2. ყ=0X2-+LIL ფუნქციის გრაფიკის ასაგებად საკმარისია პარაბოლა გადავიტა- 
ნოთ თავის თავის პარალელურად მასშტაბის „ ერთეულით ორდინატთა ღერძის 

> 

'»
V    

    _–1 

ნახ, 43. ნახ, 44, 

გასწვრივ, დადებითი მიმართულებით (ზევით), თუ />0, და უარყოფითი მიმარ- 

თულებით (ქვეევით), თუ <0. 44-ე ნახაზზე ნაჩვენებია /=2X-+2, ყ=2X--–-3 და 

ყ-- > X'-+1 პარაბოლების აგება. 

I პარაბოლის წვერო მდებარეობს 0 წერტილში, კოორდინატებია (0,0), სი– 

მეტრიის ღერძს წარმოადგენს X=0 წრფე (ორდინატთა ღერძი). 
IL პარაბოლის წვეროა 0, (0; 2), სიმეტრიის ღერძი იგივეა, ე ი. X=0 წრფე. 

; III პარბბოლის წვერო მდებარეობს წერტილში, რომლის კოორდინატებია 
0, –-უ). 

IV პარაბოლის წეეროს კოორდინატებია (0, 1); სიმეტრიის ღერძს როგორც 

1 და II პარაბოლისათვის, ისევე III და IV-სათვის წარმოადგენს X=0 წრფე. 

ე. ყლი(X-–-ი))? ფუნქციის გრაფიკი 

=L ევადაროთ ერთმანეთს ორი ფუნქცია V,=0(L-)? და ყა=CთX?, სადაც 
”I>9. 

ვთქვათ, 4, (Xი, ყი) არის #/=0(I-–-იი)? ფუნქციის გრაფიკის ნებისმიერი წერ- 
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ტილი (ნახ. 45), მაშინ 4, წერტილის კოორდინატებს შორის არსებული კავშირი 

გამოისახება განტოლებით: 

ყი==0(Xე–-/)”. (ს) 

(1) თანაფარდობა გვიჩვენებს, რომ 4:(Iს---–”, ყი) უნდა ეკუთვნოდეს #გ= თ 
ფუნქციის გრაფიკს. 

აქედან შეიძლება დავასკვნათ: 

ყ=ძ(L-ი)? მრუდის თითოეული წერტილი მიიღება ყ=0X? მრუდის შესა- 
ბამისი წერტილის აბსცისათა ღერძის გასწვრივ მარჯვნიე, /I-ის ტოლ მანძილზე გა- 
დატანით. მაშასადამე, #=0(X-–-)" ფუნქციის გრაფიკი მიიღება V=0X ფუნქ- 
ციის გრაფიკის აბსცისათა ღერძის გასწვრივ თავის თავის პარალელურად თ მანძილ– 
ზე მარჯენივ გადატანით. 

  

  

ნახ. 45. 

მაგალითად, #=2CX-3)?2 მრუდი მიიღება ყ=2X? მრუდისაგან, თუ მას გადა- 
ვიტანთ სამი ერთეულით მარჯვნივ, თავის თავის პარალელურად აბსცისათა ღერძის 
გასწვრივ (ნახ, 46). 

  

ნახ, 46. ნახ. 47, 

= –+ (ლX--1)? მრუდი მიიღება ყ= – -/ მრუდის ერთი ერთეულით 

მარჯვნივ თავის თავის პარალელურად აბსცისათა ღერძის გასწვრივ გადატანით. 
რ», 47). 
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ყ=0CX? პარაბოლის წვეროს წარმოადგენს 0 წერტილი, რომლის კოორდინა- 
ტებია (0,0), სიმეტრიის ღერძი არის X=0 წრფე (ორდინატთა ღერძი), თუ ყV=თX” 
მრუდს მარჯენივ გადავაადგილებთ „) მანძილით, მაშინ წვერო 0 (0,0) გადავა” 
0”(I,0) წერტილში, ხოლო სიმეტრიის ღერძი ამ ახალი მდებარეობის დროს იქნება 

არა X=:0 წრთე, არამედ X=ი! წრფე (ორდინატთა ღერძის პარალელური წრთე, 
დაშორებული, სათავიდან /! მანძილით). მაშასადამე, წ = 0(X–- ი)“ პარაბო- 

წის წვერო იქნება 0” (თ; 0) წერტილში, ხოლო სიმეტრიის ღერძი იქნება X=IV7 

ფე. 
როგორც ეიცით, /=0# პარაბოლა მიმართულია ზევით, როცა 6>0, და –– 

ქვევით, როცა ი<0. სწორედ ასეთივე მიმართულება ეჭნება Vყ=0(X-–-ი0)" პარაბო- 

ლასაცტ. 
ამრიგად, MV=:0(X-/7)? ფუნქციის გრაფიკი არის პარაბოლა. რომელიც მიმარ- 

თულია ზევით, როცა 0>0, და –– ქვევით, როცა ი<0. ამ პარაბოლის წვერო არის 
წერტილი, რომლის კოორდინატებია (#I, 0), ხოლო სიმეტრიის ღერძია X=// წრფე. 

ზუსტად ანალოგიურად შეიძლება ავაგოთ V=0ძ(X+-/I)2 ფუნქციის გრაფიკიც. 

ამ ფუნქციის გრაფიკი წარმოადგენს პარაბოლას, რომელიც მიიღება ყ=0X” პარა- 

ბოლის #2 ერთეულით მარცხნივ გადატანით. პარაბოლა მიმართულია ზევით, როცა 

ი>0, და –– ქვევით, როცა თ<0. მისი წვერო იმყოფება 0”(--/, 0) წერტილში. 
სიმეტრიის ღერძს წარმოადგენს X=-–-ი! წრფე. 

4. ყ=0(X-–-ი)“ + ფუნქციის გრაფიკი მიიღება #/=60(+-/)? პარაბოლის ორ– 

დინატთა ღერძის გასწვრივ თავის თავის პარალელურად გადატანით ზევით, თუ I>>0 

„და-- ქვევით, თუ M<0. ამ გადაადგილების შემდეგ პარაბოლის წვერო იქნება 
წერტილი, რომლის კოორდინატებია (თ: /0, სიმეტრიის ღერძი იქნება X=/ წრფე. 

როცა 0>0, პარაბოლის მტოები მიმართულია ზევით, ხოლო როცა 0<0, ქვე– 

ვით. 48-ე ნახაზხე გამოსახულია ყ=- 2 (X--2)“--2,5 ფუნქციის გრაფიკი, რომელიც 

მიიღება ყ=2(X--23)2 პარაბოლის სიმეტრიის ღერძის (L=3 წრფის) გასწვრივ ქვევით, 

2,5-ის ტოლ მანძილზე გადაადგილე– 

        

რ 

ბით. ( ყ=- > C+1)1+-2 ფუნქციის ' V I)! უთ. 87% 
LV LV //-727 /« /> 

გრაფიკი მიიღება ყ= ---– + CI I) V V წ დღ 
V 

პარაბოლის ზევითკენ გადაადგილე- / » ღ 

ბით 2 ერთეულით. „– 
  ამრიგად, ყ = 2(X –– 3) –– 2,5 

პარაბოლის ს საგებად საჭიროა: 
ა, ყ=2X“- პარაბოლის აგება 

(მრუდის 1 მდებარეობა). 

ბ) ყ=2X” პარაბოლის გადატა– 
ნა სამი ერთეულით მარჯვნივ თაეის- 
თავის პარალელურად (მრუდის II“ 
მდებარეობა), წვერო გადაადგილ- ნახ 48. 
დება წერტილში, რომლის კოორ- 
დინატები იქნება (43, 0), სიმეტრიის ღერძი იქნება X=3' წრფე. 

გ) ამ პარაბოლის სიმეტრიის ღერძის გასწვრივ ქვევით 2,5 ერთეელით დაწე– 

ვა (მრუდის III მდებარეობა). 
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ასეთივე წესით მიიღება V -= –> (+4+-1)/+2 პარაბოლაც. 

5. ყ=0X'-+-ხX+C ფუნქციის გრაფიკი. 

როგორც ვიცით, თ> -+ნX+C კეადრატული სამწევრი შეიძლება წარმოვადგი- 
ნოთ შემდეგი სახით: 

–” 
იX + ხX + 2=06 (++; ხ% _ 0490 . 

20 4თ 

– 
თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს: -- > =7#M: – ტ-2-%% = I, მაშინ ყ = 

ი ძ 
=(X"+ხსX+6C კვადრატული სამწევრი მიიღებს შემდეგ სახეს: 

ყ=0(X--)?+#ჩ 

ამრიგად, #M=0X-+-სX-+-C ფუნქციის გრაფიკის აგება შეიძლება #=0ი0X? ფუნქ- 
კიის გრაფიკის მიხედვით. მასთან, /=0X?+6X+C ფუნქციის გრაფიკი წარმოადგენს 

პარაბოლას, რომლის წვერო მდებარეობს (-> , _%- = 4ძ0 –- -)წ წერტილში, ხო- 
ი 

ლო მისი სიმეტრიის ღერძს წარმოადგენს X = – 2 = როცა 0>0, პარაბო- 
ი 

ლის შტოები მიმართულია ზევით, ხოლო, როცა ი<0-– ქვევით. 

§ 5ს. კვადრატული ფუნქციის გრაფიკის აბების მაბალითები 

მ:გალითი 1. ავაგოთ /=2X-6X+7 ფუნქციის გრაფიკი. მოცემული კვად- 

რატული სამწევრიდან გამოეყოთ სრული კვადრატი: 
„ 7 | ვ 9 · 7 

2 --6X + 7 =2 ( #-–-3L+ 7)“?|(+-2 2 1+ +)-++71- 

+C-I)-+ 
საბოლოოდ, 

3: 5 
=2- -–- ს –--– #-2(+- +) –2 

გრაფიკის აგებას ვასრულებთ შემ- 

დეგი თანამიმდევრობით: 

ა) ვაგებთ ყ=2X პარაბოლას 
(მრუდის I მდებარეობა); წვერო 

მდებარეობს (0, 0) წერტილში, სი- 

მეტრიის ღერძია ჯX = 0 წრფე (0V 

ღერძი). 

ბ) ყ=2#? პარაბოლა გადავიტა– 

ნოთ მარჯვნივ წერტილში, რომლის 

კოორდინატებია (;-: 0 I სიმეტრიის ღერძია «=> წრფე. 

 



ბ) ყ == 2(» –_ 2) პარაბოლა გადავაადგილოთ ახალი სიმეტრიის ღერძის 

გასწერივ ქვევით, – -ის ტოლი მანძილით, 

პარაბოლის წვეროს კოორდინატები იქნება ფდა-> , სიმეტრიის ღერძია 

იგივე წრფე. 
ამრიგად, პარაბოლის III მდებარეობა შეესაბამება /=2»ჯ"--6X-+L7 

ფუნქციას და წარმოადგენს მის გრაფიკს (ნახ.49). 

მაგალითი 2. ავაგოთ #= |-–3/2+2) ფუნქციის გრაფიკი, საკოორდინატო 
სიბრტყეზე ავაგოთ #V=--1X-+2 ფუნქციის გრაფიკი (ნახ. 50). 

  

  

ნახ. 50 ა. ნახ, 50 ბ, 

ყ=–-3#-L2 პარაბოლის იმ ნაწილს, რომელიც აბსცისათა ღერძის ზევით მდე– 

ბარეობს, ვტოვებთ უცვლელად, ხოლო პარაბოლის იმ ნაწილს, რომელიც მდება– 

რეობს აბსცისათა ღერძის ქვევით (ნახ. 50, ბ-ზე წყვეტილადაა ნაჩვენები), სიმეტ– 

რიულად გადავსახავთ აბსცისათა ღერძის მიმართ. მიღებული მრუდი (ნახ. 50, ბ) 

წარმოადგენს V=-) ––1X+2) ფუნქციის გრაფიკს, 

სავარჯიშო 

ააგეთ შემდეგ ფუნქციათა გრაფიკები: 

1. ყ-=2X?-+12X+ 17. 4. ყლ=|-V"+2 I 

2. ყ=2X2--3X--2,. 5. 'ყ=|) 3X"--1 |. 

3, ყლ––-3ჯ--++L8X+3. 6. ყ=|)--V;+3X--2 I. 

7. ნახაზზე გამოსახეთ შემდეგი პარაბოლების ურთიერთგანლაგება: 

- ყ=–3X? და ყ=-–-3X?; 

· ყ=(X--1)? და ყ= -–- (X--1)1 

3, ყ=(X+2)ბ+3 და ყ/=--CX+2)1+3. 

სა
 

– 
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§ 40. პარაბოლის მასახიათებელი წერტილები 

V=ყV -+ხX+-6C პარაბოლის მახასიათებელი წერტილები ეწოდეჩ. მისი წვეროს 

და კოორდინატთა ღერძებთან გადაკვეთის წერტილებს. თუ ძ«X”+ხX+ი სამწევ– 

რიდან მოვახდენთ სრული კვადრატის გამოყოფას, მივიღებთ პარაბოლის წვეროს 
კოორდინატებს: 

იV-- ხX–<6C=0 წ + თი)“ > · 
2ძ 4C 

ხ?-4იC ხ 
ჯ=–-- წყლით 2 დაყ => 

მაგალითად, თუ /=X”-+L4X-+3 პარაბოლის წეეროს კოორდინატების მოსაძებნად 

გამოვყოფთ მისგან სრულ კვადრატს 

X'-+4X+3=(X--2)”--1, 

წვეროს აბსცასა იქნება--2, ხოლო ორდინატი--1 (ნახ. 51), 

ორდინატთა ღერძთან გადაკვეე–- 
თა აქვს ნებისმიერ ყ=0Xმ?-++ხX+ი. 
პარაბოლას,„ ცხადია, პარაბოლის 

0V ღერძთან გადაკვეთის აბსცისა 
უდრის ნულს, ორდინატი კი-- C-ს. 

იგი მიიღება, თუ ყ=0X + ხX+C 

გამოსახულებაში ჩავსვამთ ჯ == 0. 
განხილულ მაგალითში თუ ვიგე- 
ლისხმებთ X=-0, მიეიღებთ V =-: 3. 

მართლაც, ყ=X"+4X+2 პარაბო- 

ლა ორდინატთა ღერძს კვეთს ყ=-3 
წერტილში (ნახ. 51), ე. ი. ორდი- 

ნატა ღერძთან პარაბოლის გადაკვე–- 
ნაზ. 51. თის წერტილის კოორდინატებია 

C, 3). . 
აბსცისათა ღერძთან გადაკვეთის წერტილები ყ=0X'--+სX+C პარაბოლას ვ::- 

ველთვის არა აქვს. თუ 0X2+ხX+-C გმოსახულების დესკრიმინანტი 0?–-40C>0, მა–- 
შინ, როგორც ვიცით, 0X”+ 0X-LC განტოლებას აქვს ორი ერთმანეთისაგან განსხვა- 
ვებული ფესვი X, და X.. სწორედ ამ წერტილებში გადაკვეთს აბსცისათა ღერძს 
ყ=იჯ?"-.-ხX+ი2 პარაბოლა, 

მაგალითად, X2-L4X-+-3 კვადრატული სამწევრისათვის ხ?-–-402=4>>20. ამ სამ- 

წევრს აქვს ფესვები X,=>--1, X.=3, ამიტომ #/=X-+4X+3 პარაბოლა აბსცისათა 

ღერძს გადაკვეთს X=--1 და X=–-3 წერტილებში (ნახ. 51). 
თუ CX2?მ-+ხX+%C გამოსახულების დისკრიმინატი ნ?--402=0, მაშინ ი» +ხX+ 

  

–+6=0 განტოლებას ექნება ერთი' ნამდვილი ფესვი X= და პარაბოლის გ:ნ-   

2ძ 

ტოლება ჩაიწერება შემდეგი სახით: ყ =0 C + L ) ' ეს პარაბოლა ეხება აბსცისა– 
ძი 
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თა ღერძს ( -+ :0 ) წერტილში, მაგალითად, X“-4X-L1 კვადრატული სამ-- 

წევრისათვის დ-სკრიმინანტი ხ-–-40ძC0=0, ამიტომ X#2-–-4X + 4 =0 განტოლებას 
აქვს ერთი ნამდვილი ფესვი X=2. ამიტომ ყ=X2-- 4X +4 პარაბოლა ეხება აბს– 

ჭვისათა ღერძს წერტილში, რომლის აბსცისაა 2 (ნაზ. 52), თუ იXL-+სX+6 სამწევროს 
დისკრიმინანტი 6--– 402 < 0, მაშინ იX? + ხX + C განტოლებას, როგორც ეიცით, 

არა აქვს ნამდვილი ფესყჟები. ეს იმას ნიშნავს, რომ პარაბოლა არ კვეთს აბსცისათ> 

ღერძს. მაგალითად, X"+2X-+5 სამწევრისათვის ხ”-- 40C == 4 –– 20 =: –– 16< 0. 

   
ნწხ, 52. ნაზ. 52, 

ეს კი იმას ნიშნავს, რომ #-+2X+5=0 განტოლებას არა აქვს ნამღვი ლი ფესვები 
და ყა +2X+5 პარაბოლა კვეთს აბსცისათა ღერძს (ნახ, 53). 

ყ=თ2ნ+ხX+6 პარაბოლის გრაფიკის აგებისას უნდა მოეძებნოთ პარაბოლის 

მახასიათებელი ჯერტილები, ე.ი სლილი წვეროს გრორდინატები და საკოორ“ 

დინატო ღერძებთან გადაკვეთის წერტილები, ამით ეიძლება პარაბოლა საკმაო 

სიზუსტით იქნას აგებული. 

სავარჯიშო 

Cა ააგეთ პარაბოლები მახასიათებელი წერტილების და სიმეტრიის ღერძების ჩვე– 
ებით: 

1. /ლ=3(X--2)2--1. 

2. ყ=2X2-LX-+L1. 
3, ყლ2X?-2X--4, 

4. ყ=X9-112X-L22. 

§ 01. კვაღრატული საზწეპრიხ ეპხსტრემალური მნიშვნელობები 

ყ=0X-+ხX+C კვადრატული ფუნქცია არგუმენტის სხვადასხვა მნიშვნელო- 
ბისათვის მიიღებს ერთმანეთისაგან განსხვავებულ მნიშვნელობებს. ამ მნიშენელო– 
ბებიდან უმცირესი ანუ მინიმალური მნიშვნელობა გეომეტრიულად შეიძლება გან– 
ვიხილოთ როგორც ყ=060X2-+ხX+%C პარაბოლის ყველაზე „დაბალი“ წერტილის ორ– 
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დინატი (ნას 54, ა), ხოლო უდიდესი ანუ მაქსიმალური მნიშვნელობა -–– როგორც 

ყ=თX"+ხX+026 პარაბოლის ყველაზე „მაღალი“ წერტილის ორდინატი (ნახ, 54, ბ). 
იმ შემთხვევაში, როცა 0>0, პარაბოლას ექნება 54, ა ნახაზზე მოცემული სა– 

ზე, როგორც ნახაზიდან ჩანს, პარაბოლას არ გააჩნია ყველაზე „მაღალი“ წერტი–- 

ლი, რაც იმას ნიშნავს, რომ ყ=Cთ=X-+სX+C ფუნქციას ამ შემთხევევაში არ გააჩნია 
მაქსიმალური მნიშვნელობა. 

VI 

X”თიჯ #7 

  

  

ნაგ. 54 ა. ნახ. 54-ბ. 

იგივე ნახაზი გვეუბნება, რომ პარაბოლას გააჩნია ყველაზე „დაბალი“ წერტი- 
ლი –– მისი წვერო, ე. ი ამ შემთხვევაში ფუნქციას გააჩნია მინიმალური მნიშგნე– 

ლობა, რაც სიდიდით #=0X-+ხX+C პარაბოლის წეეროს ორდინატის ტოლია და 

აღნიშნულია გვაქეს Vთ(,-ით. წვეროს აბსცისა –- Xოკე გამოსახაეს X არგუმენტის 
იმ მნეშვნელობას, ომელზედაც ყ=0X'+ხX+0 ფუნქცია აღწევს მინიმუმს, 

თუ ძ<90, მაშინ პარაბოლას ექნება 54, ბ ნახაზზე მოცემული სახე. ნახაზიდან 

უშუალოდ ჩანს, რომ ამ შემთხვევაში არ არსებობს პარაბოლის ყველაზე „დაბა- 

ლი“, წერტილი. ეს კი იმას ნიშნავს, რომ არ არსებობს ყ=0X-+ხX-+-%2 ფუნქციის 
მინიმალური მნიშვნელობა. იგივე ნახაზი გვიჩვენებს, რომ ამ შემთხვევაში არსე- 

ბობს პარაბოლის ყველაზე „მაღალი“ წერტილი -- მისი წვერო, მაშასადამე, არ– 

სებობს #=0X +-ხX+C ფუნქციის მაქსიმალური მნიშვნელობა. ეს მნიშვნელობა 
სიდიდით უდრის წვეროს ორღინატს და მას ყი) ით აღვნიშნავთ. წვეროს აბსცისა 

ჯა არის ჯX არგუმენტის ის მნიშენელობა, რომლისთვისაც #=0X"+ხX-+L-ი ფუნ- 
ჭეია აღწევს თავის მაქსიმალურ მნიშვნელობას, 

ჩვენ ენახეთ, რომ ყ=იჯ"-+LხX+6C პარაბოლის წვეროს, იმისგან დამოუკიდებ- 
ლად დადებითია ძი თუ უარყოფითი, აქვს კოორდინატები: 

ხ ხ?--40C 
ა-–- ყ =ეა„აეეაეაეს_–_ 

22 4ძ 

ამიტომ შეიძლება ვთქვათ: თუ 0>0, მაშინ /=0CX-+სხX+6. ფუნქცია ღებუ- 
2 

ლობს მინიმალურ მნიშვნელობას: ყო = – 4-4%, როცა ჯაი = 2, 
0 ი 

ფუნქეიის მაქსიმალური მნიშენელობა არ არსებობს. 
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თუ ძ<0, მაშინ ყ=209X?+ხX+C ფუნქცია იღებს თავის მაქსიმალურ მნიშვნე- 
ხზ--4ძ” 

ლობას ყია,ა.=-“--––- 
4თ 

ენელობა არ არსებობს. 

განსაზღვრა. ფუნქციის მინიმალლურ და მაქსიმალურ მნიშვნელობებს 
ეჭქტრემალური მნიშვნელობები ეწოდება. 

მაგალითები. 

1, ვიპოვოთ V#=2X#?“-+L12X+13 ფუნქციის ექსტრემალური მნიშვნელობა და 
მივუთითოთ X-ის რა მნიშენელობისათვის ღებულობს ფუნქცია ამ მნიშვნელობას, 

როგორც ვხედავთ, X-ის კოეფიციენტი 0=2>0, ამიტომ ყ=2X1+12X-.13 

ფუნქციას ექნება მინიმალური მნიშენელობა. მაქსიმალური მნიშვნელობა მას არ 
ექნება. 

მინიმალური მნიშენელობის განსახღვრის მიზნით ვიპოვოთ წვეროს კოორდი– 

ნატები, რისთვისაც საჭიროა 2X2-+-12X+13 სამწევრიდან გამოიყოს სრული კვად- 
რატი: 

, როცა Xუი= -> , ფუნქციის მინიმალური მწიმ- 

1 20+)2+19=2( + 6» + - = 2 «+ ვმ + 21- 

  

+ 18-11 => | თ+» –– 

ამრიგად, პარაბოლის წვეროს კოორდინატებია X=-––-2; #=--5, ვხედავთ, რომ 

ყ=2X"4+12X+13 ფუნქციის მინიმალური მნიშვნელობაა #V==-5; ფუნქცია მას აღ- 
შეს მაშინ, როცა X=-–-3. 

2. ვიპოვოთ #=--2X-4X-5 ფუნქციის ექსტრემალური მნიშენელობები. 
გამოეყოთ სრული კვადრატი: 7 

-2( # +2»+ 2) --2| თ- 1 1+ 3 --2 თ+ა' + > 
= – 2(X-“+-1)1–-5, 

ამრიგად, V»იჯ=–- 5, მას ფუნქცია აღწევს მაშინ, როცა X=-–-I. მინიმუმი ამ 
ფუნქციას არა აქეს. 

სავარჯიშო 

იპოეეთ მოცემული ფუნქციების ექსტრემალური მნიშვნელობები და აჩვენეთ 
არგუმენტის რა მნიშვნელობისათვის მიიღებენ ისინი მას: 

| =2(X+3)--–5. 

1. #=2X”---4X––17. 
2 ყლ=-I--4X-+6. 

3. ყ= |6X?--X-–-1 | 

4. ყ= (4X?--4X--3 |, 

§ ია, კვადრატული უპოლობგანი 

ძMX'"-+ხX+-0>0, 

თა"+ხX+ილ0 
სახის უტოლობებს, სადაც ძ5462 და თძ, ხნ, C კოეფიციენტები რაიმე მუდმივი 

რიცხვებია, ეწოდება კვადრატული, ანუ მეორე ხარისხის, უტოლობანი. განვიხი– 
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ლოთ უტოლობა ის --ხX+C>0. აქ შეიძლება წარმოგვიდგეს შემთხვევები, როცა 

ი>0 და ძ<0. 
ა) ძ«>0, მაშინ, ცხადია, ყ=0X2-+ხX+%C პარაბოლის შტოები მიემართება ზე- 

ვით. თუ 0C-+ხX+6C კვადრატული სამწევრის დისკრიმინანტი ხ“--40C<0, მაშინ, 
სამწევრს არ ექნება ნამდვილი ფესვები, რაც იმას ნიშნაეს, რომ ყ=0X?-+-ხX+C 

პარაბოლა არ გადაკვეთს აბსცისათა ღერძს და მდებარეობს მთლიანად ამ ღერძის 
ზეეით (ნახ. 55, ა). ამ შემთხვევაში იX--+წX+C>0 უტოლობა სრულდება X-ის ნე- 

  

    

ბისმიერი მნიშენელობისათვის. დისკრიმინანტი ხ--–-40C>0, მაშინ პარაბოლა 
კვეთს აბსცისათა ღერძს X, და X, წერტილებში (ნახ. 55, ბ): 

_ =ხ+ · ბი, „> -ხ–- -V ს.-40C. სხ“ 40C · 
- 2ძ 

1« 

VL 0>0 

2. + თ> 0 Mხ--4ძ6>0 

80>0 ს-%თC>0 
ხ-4ძ0<0 : 

– 

#I 

““იმ“% 
ნახ. 55, ა. ნახ. 55, ბ. ნახ, 55, გ. 

როდესაც X<X, და X2>X., სრულდება იX"-+სX--2>0 უტოლობა, ბოლოს, თე X'-+- 

+ხX+C კვადრატული სამწევრის ს“–-406=0, მაშინ სამწევრს აქვს ერთადერთი 

ფესვი X= – > და, როგორც ვიცით, იგი წარმოიდგინება + + 3) სახით, 
ი 

ამ შემთხვევაში პარაბოლა ეხება აბსცისათა ღერძს ჯC-–- > წერტილში, ამ-- 

ტომ იXI-+ხX+-C>0 უტოლობა სრულდება X ის ყველა მნიშვნელობისათეის, 

გარდა Xჯ= – LL (ნახ, 55, ბ). 
20 

ბ) ძლი, ამ შემთხვევაში, როგორც ვიცით, /=0X"+ხX--C პარაბოლის შტო- 
ები მიემართება ქვევით. 

თუ ხ"--40C<0, მაშინ, ცხადია, ძXL-+-ხX+C=0 განტოლებას არა აქვს ნამდეი– 

ლი ფესვები, ეს კი ნიშნავს, რომ პარაბოლა არ გადაჰკვეთს აბსცისათა ღერძს და 
მთლიანად მდებარეობს მის ქვემოთ (ნახ, 56, ა, ამიტომ იX---ხX+C>0 უტო- 
ლობა არ შესრულდება X-ის არც ერთი მნიშვნელობისათვის, 

თუ ხ?--40->0, მაშინ, როგორც ვიცით, #V=0X-+ხX+C პარაბოლა კვეთს 

–ს+ V ს1–406 აბსცისთა ღერძს X, და X, წერტილებში, X, = 2 და Xა=: 
ი 

=-ხ- ს'-4% (ნახ, 56, ბ). ამ შემთხვევაში 0 + ხX+ C:>0 უტოლობა 
20 

სრულდება X-ის ყველა მნიშვნელობისათვის, რომლებიც მდებარეობენ X, და X 
შორის, ე. ი, როცა X,< X< ე. 
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' 82 ' 
0 X 

0 

; ” 
ძ<0 

სი <0 ყა '996>0 ხ-4ძC=C 

ჰ) 

ნახ. 56. 

ბოლოს, თუ ხ“--406=0, მაშინ, როგორც ვიცით, #/=0XL+6ხX+6C პარაბოლა 

ეხება აბსცისათა ღერძს „-- >» წერტილში და ი»"+6X+C>09 უტოლობა არ 
2 

სრულდება ჯ-ის არც ერთი მნიშენელობისათვის (ნახ. 56, გ). 

როგორც ვნახეთ. თუ იX-+X+6C კეადრატული სამწევრის დისკრიმინანტი 
ხ“" 49C>9, მაშინ სამწევრს შეუძლია მიიღოს როგორც დადებითი ისე უარყოფითი 
მნიშვნელობაც, ამის ილუსტრაციას წარმოადგენს 56 ბ, და 56, გ ნახაზები. 

თუკა ს--4ძ-ლ<0, მაშინ 0M#I+ხX+4%C სამწევრის ყველა მნიშვნელობას ერთი 
და იგივე ნიშანი აქვს, სახელდობრ, X?2-ის კოეფიციენტის ნიშანი. 

§ იე, კვადრატულ უპოლობათა ამოსსხნა 

ამოვხსნათ იX-+ხX+C>0 სახის უტოლობა ნიშნავს, დავადგივოთ X-ის მნი- 
შვნელობათა სიმრავლე, რომლისთვისაც განხორციელდება ეს უტოლობა. 

მაგალითი 1. ამოეხსნთ უტო- 
ლობა X"--4X-L32>0. ვინაიდან L"--4X--3 
სამწევრის დისკრიმინანტი ხ?--4ძ2= 

=(–-4)?--4.1.3=4>0, ამიტომ ჯX#- 

–=4X+3=0 განტოლებას ექნება ფეს–- 

ვები X=3 და Xა=1; ვინაიდან =1>90, 
ამიტომ პარაბოლის შტოები მიმართული 
იქნება ზევით (ნახ. 57). 

ნახაზიდან ნათლად ჩანს, რომ ჯX#-- 

–4X+232>0 (ე. ი. უტოლობა სრულდება). 
მაშინ” როცა X<1 დღა X>3. ე. ი. 
3<X<1 ანუ 1>>X>3 (ნახ, 57). · 

მაგალითი 2. ამოვხსნათ უტო- ნახ. 57. 

ლობა –- 3X-+2X+12>0; --3X2-+-2X+1 

სამწევრის დესკრიმინანტი ხ1-–-400=4 --4· C(–3). 1=4 + 12= 16:>0. ამიტომ 

–326-+2X-1=0 განტოლებას ექნება ორი ნამდვილი ფესეი XX =1 და 
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+ა= -- +, ვინაიდან ი=--3<0, ამიტომ /=--3»“-2X-L1 პარაბოლის შტოები 
მიმართული იქნება ქვევით (ნახ. 58.) 

ბოლოს -–-32+2X+1>0 უტოლობა სრულდება მაშინ, როცა »>-- დ 

X<1, ე. როცა – + < X< 1. 

მაგალითი 3. ამოვხსნათ უტოლობა 

9. 2ჯ-. X”.-2X 15-60, 

X+1! 

ამოხსნა; 

მოცემულია: 

45+2+-15 _ 
X+1 

9 ) ჯ'--2X–- 15>0 

X-L1<0. 

  

ან | X--2X-15<0 

X+-1>9. 

დახ, 58. ამოვხსნათ პირველი სისტემის პირველი 
უტოლობა: X# +2L-152->>0 ძიძ=1>0, 

ს"-–-40-0=16>0, ამიტომ 'X?--2X-15 კვადრატულ სამწევრს ექნება ორი ნამდვი- 
ლი ფესვი: X,=-––5 და X»=3. პირველი სისტემის მეორე უტოლობის ამოხსნა იძლე- 
ვა X=--I. როგორც ვხედავთ, #V=X"+-2X-15 პარაბოლა გადაჰკვეთს აბსცისათა 
ღერქს +=-–-5 და X=3 წერტილებში," 

X# –-2L-- 15->0 უტოლობის 

ამონახსნებია L<-–-5; X>3. ხოლო ჩჯ<- 0 ჯ»>კ 
  

  

  

პირველი სისტემის საერთო ამო- «4++---C«C<4. – 2 122722274 

ნახსნი იქნება 2 ისიემ იჰ ე1 ს ეიიეი1 0 პ 

| X<-–5 
X>3 ნახ. 58 ა. 

! X< 1. 

ე. რ. ამონახსნი იქნება X<--5, ახლა განვიხილოთ მე-2 სისტემა, ვხედავთ, რომ 
იგი აზრით პირეელის მოპირდაპირეა ამიტომ მისი ამონახსნი იქნება: 

1123.” 
X<3. 

X>-1! 

საბოლოოდ გვაქვს: IL<--5 და –1<ჯლე, 

· კვადრატულ უტოლობათა ამოხსნის დროს სავალდებულო არაა წვეროს კოორდინატები» 

8ლ-პებზ ღა წვეროს ზუსტად აგება. 
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59 ნახაზიდან უშუალოდ ჩანს, რომ #2+2X--15=<0 უტოლობა შესრულდება 

მაშინ, როცა X->>–-5 და X<23. 

ხოლო მოცემული უტოლობის”ამონაზსნი იქნება ან X< -–- 5. ან –– 1 <#X<3, 

  

  
X 

რდრრეარ რანთა მერრინ%იივბ. 

92 
აეეე ი-იარ-რრ25ბ6ი“-ს> 

ღ -1 

წას. 59. ა. ნახ. 59. ბ. 

სავარჯიშო 

ამოხსენით მოცემული უტოლობანი: 

1. X?--6X+-5<90, 5, –-3პVC-+2X+–-1>0. 

2. 2-++4X--6:>0. 6. V”-–-6X+10<0 

ვ, _ 5X-+1+-+L2>0. 7 -9-=-6-16 
4. 92+- +150. –/”.-8მX-12 

8. 5“-8X-+-2<0. 

§ ის). ტოლძალრვანი ბანტოლებანი. თეორემები განტოლებათა 

ტოლკალოვნების შესახებ 

წინა კლასებიდნ ვიცით, რომ ასოს შემცველი ყველა ტოლობა იყოფა ოლ 

კლასად -– იგივობებად და განტოლებებად. 
იგივობები ისეთი ტოლობებია, რომელთა ორიეე ნაწილი ღებულობს ეღთ- 

ნაირ რიცხვით მნიშვნელობებს ასოს ნებისმიერი დასაშვები მნიშვნელობებისათვის. 

მაგალითად, ტოლობები: 

(ი+ხ)?=0ი?+2იხ+ხ?, ი'--1=(0--1) (ი+1)), ძ%+1=(ი+1) (ი”-Lი-.-1) 

წარმოადგენს იგივობებს, 

შეიძლება საქმე გვექნეს ისეთ ტოლობასთან, რომლის ორივე ნაწილი ღებუ– 

ლობდეს სხეადასხვა რიცხვით მნიშვნელობებს, ასოს თუნდაც ერთი დასაშვები 

მნიშვნელობისათვის. ასეთ ტოლობებს მიეკუთვნება, მაგალითად, ტოლობები: 

X+4=5, XI +1=--3. 

ასო შემცველი ტოლობის განხილვისს თუ მოვითხოვეთ, ასოს რომელი 
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დასაშვები მნიშენელობისათვის ღებულობს ამ ტოლობის ორივე ნაწილი ერთნაირ 
რიცხვით მნიშვნელობას, მაშინ საქმე გვექნება განტოლებასთან. 

მაგალითად თე V+3=2 ტოლობას განეიხილავთ როგორც განტოლებას Xჯ- 
5ს მიმართ, მაშინ ადვილი მისასვედრია, რომ აღებული ტოლობეს ორივე ნაწილი 

მიიღებს ერთსა და იმავე რიცხვით მნიშვნელობას მხოლოდ მაშინ, როცა Xჯ=-–I1, 

მართლაე, ––1+3=2: 2=2; 

განსაზღვრა 1. ასოთი გამოსახული უცნობი რიცხვის შემცველ ტო– 
ლობას განტოლება ეწოდება. 

განტოლებათა მაგალითებია: 

2ძ+5=2: + X+3=2; X#=5X+1 და ა. შ. 

განსაზღ რა 2. უცნობის მნიშვნელობებს, რომლებიც აკმაყოფილებენ 

განტოლებას, მისი ამონახსნი ანუ ფესვები ეწოდება. 

ასე მაგალითად, 20+ 5==2 განტოლების ფესვი არის ->, ვინაიდან აღებულ 

განტოლებაში 0-ს შეცვლა = –ით აკმაყოფილებს განტოლებას, 

განსაზღვრა. 3. ამოვხსსწათ განტოლება ნიშნავს, ვიპოვოთ უცნობის 
მნიშვნელობანი, რომელთა დროსაც განტოლების ორივე ნაწილი ერთი და 

იმავე რიცხვს უდრის. 

განსაზღერა4. ერთი და იგივე უცნობი სიდიდის მიმართ ორ ·-განტო- 

ლებას ტოლფასი (ანუ ეკვივალენტური) ეწოდება, თუ პირველი განტოლების თი- 

თოეული ფესვი იმავე დროს მეორე განტოლების ფეხვია, ხოლო მეორე განტო- 

ლების თითოეული ფესვი იმავე დროს პირველი განტოლების ფესვიცაა. 

ტოლფასია, მაგალითად განტოლებები: X4+2=1 და X-1=0. თითოეულს 
ამ განტოლებათგან აქვს ერთადერთი ფესვი 1. ეკვივალენტურია X-=9 და 
2X"--18=-0 განტოლებებიც, ვინაიდან თითოეულ მათგანს აქეს ფესვი X = + 3, 

ტოლფასად ჩაითვლება ის განტოლებებიც, რომელთაც სულ არა აქვთ ფესვები, 
მაგალითად, 2XX2=–-5 და X-+2=--1, 

განტოლებათა ამოხსნის დროს ყოველთვის მხედველობაში უნდა ვიქონიოთ 
ტოლფას განტოლებათა თეისებები, რომლებიც ჩამოყალიბდება შემდეგი თეორე–- 
მების საბით. 

თეორემა 1. თუ განტოლების ორივე ნაწილს მივუმატებთ ერთსა და 

იმავე რიცხვს ან ერთსა და იმავე მრავალწევრს, მაშინ მივიღებთ განტოლებას, 

რომელიც მოცემულის ტოლფასი იქნება. 

დამტკიცება 
ვთქვათ, მოცემულია განტოლება: 

I(0ი=დხ(ი. (1) 
უნდა დავამტკიცოთ, რომ (1) განტოლების ორივე ნაწილისთვის #2(X)-ის მიმატებით 
მიღებული განტოლება: 

შლ ბუბილი“ ეკ Mიი=თ00+ინი თ 
ტოლფასია მოცემული განტოლებისა, 
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ვთქვათ, Xე არის (1) განტოლების ფესვი, მაშინ გვექნება შემდეგი რიცხვითი 
ტოლობა; 

”(X) = დ(Xე). (2 

ახლა, თუ (3) ტოლობის ორივე ნაწილს დავუმატებთ #XX)ე რიცხეს, მივიღებთ: 

/(X%-) + 0(X.) =დი) -L –(X). (4) 
(4) ტოლობა გვეუბნება, რომ ჯე არის (2) ტოლობის ფესვი. 

ამრიგად, ნაჩეენებია, რომ (1) განტოლების ყოველი ფესვი იმავე დროს არის (2) 

განტოლების ფესვიც. 
ახლა ვაჩვენოთ შებრუნებული გამოთქმა: (2) განტოლების ყოველი ფესვი 

აგრეთვე არის (1) განტოლების ფესვიც.. 
ვთქვათ, რიცხვი Xე არის (2) განტოლების ფესვი. მაშინ გვექნება შემდეგი რი– 

ცხვითი ტოლობა: 
/ (X%)+იC0:)=დ(X)+ #7). (5 

მაგრამ როგორც ვიცით, თუ ტოლ რიცხეებს გარკეეულ ტოლ რიცხეებს გა- 
მოვაკლებთ, ამით ტოლობა არ ირღვევა. ე, ი, თუ (5) ტოლობის ორივე მხარეს გა- 
მოვაკლებთ #(Xე)-ს, მივიღებთ: 

/(X)=დ(%). 
ეს” უკანასკნელი კი ნიშნავს, რომ რიცხვი Xე არის (1) განტოლების ფესვი. 

ამით დავამტიცეთ (1) და (2) განტოლებათა ტოლფასობა, 

თეორემა2, თუ განტოლების ორივე ნაწილს გავამრავლებთ ან გავ- 

ჟოფთ ნულისაგან განსხვავებულ ერთხა და იმავე რიცხვზე, მივიღებთ მოცე- 

მული განტოლების ტოლფას განტოლებას. 

ვთქვათ, მოცემული გეაქვს განტოლება: 
/თ=დ> (1) 

და 4560. თუ გავამრავლებთ (1) განტოლების ორივე მხარეს /#-ზე, მივიღებთ 

#4 ./0)=#4-დიი. (C1) 

უნდა დავამტკიცოთ, რომ (1) და (2) განტოლება ტოლფასია. 

Xე იყოს (1) გავტოლების ფესვი, მაშინ გვექნება შემდეგი ცხადი რიცხვითი ტო- 

ლობა: /(Xე) =დ(Xე). როგორც ვიცით, ტოლი რიცხვების ნულის არა ტოლ ერთსა- 
და იმავე რი,კხვზე გამრავლება ტოლობას არ ცელის, ამიტომ გვექნება: 

4 · MI(X)1=#4-დC). (C)) 

(3) ტოლობა ნიშნავს იმას რომ Xე არის (2) განტოლების ფესვი. 

ახლა მებრუნებით, თუ Xა არის (2) განტოლების ფესვი, გვექნება რიცხვითი 
ტოლობა: 

4,M(X-)== 4 · დ(Xე). (4) 

სადაც #540. (4) რიცხვითი ტოლობა შეიძლება გაიყოს ნულის არატოლ 4 

რიცხვზე და გვექნება: 
/თX)=ფდთდ()). 

ეს უკანასკწელი ტოლოზა გვიზენებს, რ მ Xე არის (1) განტ-ლების თესეი, 

ამათ მკ,ორე თეორემას სამართლიაზობა დამტკა კებულია. 
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§ 95. შესვების დაკარგვის ღა გარეშე ფეხვებიხ მიღების 

ფემთსპვევები 

ზემოთ დამტკიცებული ორი თეორემა მიუთითებს იმაზე, თუ განტოლების წევ- 

რებზე რომელი მოქპედებების წარმოება არ არღვევს განტოლებათა ტოლფასობას, 
ახლა განვიხილოთ განტოლების წევრებზე ისეთი მოქმედებები, რომლებმაც შეი- 

ძლება გამოიწვიოს ფესვების დაკარგვა ან გარეშე ფესვის მიღება. 

ჯერ ეს საკითხი განვიხილოთ კონკრეტულ მაგალითებზე. 

მაგალითი 1. 3X(X---2)=4C0X-2), ამ განტოლებას გამარტივების შემ- 

დეგ ექნება სახე 3X--–10X--8=0. მისი ფესვებია: X,=2; Xგ= _ .· თუკი მოცემულ 

განტოლებას შევკვეავთ საერთო თანამამრავლზე, მივიღებთ 3X=4, საიდანაც X= 

=- · როგორც ჩანს, 3+X=4 განტოლება მოცემულის ტოლფასი არაა, ვინაიდან 

მას აქვს მხოლოდ ერთი ფესვი X=: 3: მეორე X=-2 ფესვი მას არ აკმაყოფილებს. 

ასეთ შემთხევაში იტყვიან, საქმე გვაქვს ფესვის დაკარგვის შემთხვევასთან. 

მაგალითი 2. 3X–1=5 განტოლებას აქეს ფესვი X=2. 

ახლა, თუ მოცემული განტოლების ორივე ნაწილს ავახარისხებთ კვადრატში, 

გვექნება 9X? –– 6X--24=0, საიდანაც X.=2; X.= –- 

როგორც ვხედავთ, მიღებული განტოლება მოცემულის არატოლფასია, რაც 

გამოიწვია ორივე ნაწილის კვადრატში ახარისხებამ. X, = –- -4- არ აკმაყოფილებს 

მოცემულ განტოლებას, ამიტომ ის წარმოადგენს ე. წ. გარეშე ფესეს. მიღებული 

გარეშე ფესვი ეკუთვნის განტოლებას 3X-1=--5, რომლის ორიეე ნაწილის კეად- 

რატში ახარისხებით მივიღებთ იმავე 9X>-6X-24=0 განტოლებას. 

მა გალითიქ, 2X--1=3 განტოლებას აქვს ერთი ფესვი X=2. თუ ამ გან– 

ტოლებას გავამრავლებთ ჯ+2-ზე, მივიღებთ: (2X––-1)(X-+-2)=3(X+2), საიდანაც 

(2X––1)(X-L2)- –3(X+2)=0, 

(X-2)(2X– 1––3)=0, 

2C0+2)(X--2)=0, 

რაც გვაძლევს X=-–-2, X=2. 

ფესვი X=–-2 არ აკმაყოფილებს მოცემულ განტოლებას, რომელსაც აქვს ერთად- 

ერთი ფესვი X=2. მიღებული გარეშე ფესვი ეკუთვნის განტოლებას: X-+-2=0 

განხილული მაგალითების მიხედვით დავასკვნით: გარეშე ფესვი შეიძლება მი– 

ვიღოთ განტოლების ორივე ნაწილის კვადრატში (სახოგადოდ ლუწ ხარისხში) ახა– 

რისხებით, ასევე, ორივე ნაწილის უცნობის შემცველ თანამამრავლზე გამრავლე- 

ბით, რომელიც ნული ხდება უცნობის ნაქდვილი მნიშვნელობისათვას. 
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§ 06. ირაციონალური ბანტოლებანი 

განსაზღვრა, ირაციონალური განტოლებები ეწოდება იხეთ განტოლე- 
ბებს, რომლებიც უცნობს შეიცავენ რადიკალის ნიშნის ქვეშ. 

მაგალითად, 

V1--3X=3-:X, 21+V2X-7=X, V4-X+V5+X=3 

განტოლებები ირაციონ-ლურია. 
აშ პარაგრაფში ჩვენ განვიხილავთ ისეთ ირა(იონალურ განტოლებებს, რომლე- 

ბიც მხოლოდ კვადრატულ რადიკალებს შეიცავე,. როგორც ვიცით, კვადრატული 
ფესვის ამოღება შეიძლება მხოლოდ არაუარყოფითი რიცხვებიდან, ე. ი, ფესექვეშა 

გამოსახულება იყოს დადებითი, წარმოადგენს ძირთადად მოთხოვნას, რომელიც მუ– 

დამ უნდა გავითვალისწინოთ, მაგალითად, აზრს მოკლებულია V-–5, ! <9 V-20 

და ა, შ. გამოსახულებები. გარდა ამისა, დადებითირიცხვიდან კვადრატული ფესვი 
მუდამ უნდა ვიგულ-სხმოთ დადებითი ე. ი, მხედველიბაში უნდა გვქონდეს მისი არი– 

თმეტიკული მნიშვნელობა, ასე მაგალითად, V#9=-L) და არა ––3-ს #16=-L4 და 

არა –-4-ს და ა. შ. · 
ყოველივე ზემოთ აღნიშნულის გამო საჭიროა, სახმ ამა თუ იმ ირაციონალური 

განტოლების ამოხსნას შევუდგებოდეთ, დავრწმუნდეი, აქს თუ არა აზრი მოცე- 
მულ. განტოლებას, 

მაგალითი 1: VX-–-9=5--X განტოლებისაგანხვენ მოვითხოვთ ფესვქვეშა 

გამოსახულება იყოს არაუარყოფითი, ე. ი. X--9>0, ან-XC>9, გარდა ამისა, მოვი- 

თხოვთ, რომ X--9 რადიკალი იყოს არითმეტიკული, ე: მოთხოვნა, როგორც გან 

ტოლების მარჯვენა ნაწილი გ იჩვენებს, დაკმაყოფილდებ: როცა X<5, ე. ი. ვღე- 
ბ ბთ ერთმანეთის მოპირდაპირე აზრის ორ მოთხოვნს: ა ქლ ულოით ე ე დ ე . 

X>9 და X<:5. 

ცხადია, ერთდროულად ეს პირობები არ შეიძლება შესრუღდეს, ამიტომ ამ შემ- 
თხვევაში უკნობის დასაშვებ მნეშვნელობათა სამრავლე ცრიელია. ე. ი, იგი არ 

შეიცავს არც ერთ რიცხეს, ამიტომ აღნიშნულ განტოლებასსერ შეიძლება ჰქონდეს 
ნამდვილი ფესეები. 

მაგალითი 2. 

#X>-+2X--1=–- V2---47 განტოლებას არ შეიძლება ჰქ.ნდეს რაიმე ფესვები, 
ვინაიდან მისი მარცხენა ნაწილი X+2V+1=(X+1.: არაუთყოფითი:ა, მარჯვენა 
კი –– უარყოფითი, ამიტომ აღებული განტოლების ამოჯსნას არ; უნდა შევუდგეთ, მას 
ახრი არა აქეს. 

მაგალითი ქ, VXI-1+VX-+-3=--1 განტოლებას ა“შეიძლება ჰქონდეს 

ფესვები, ვინაიდან ჩვენ ვგულისხმობთ: X-–<3>>0 და X+3:2>0, გიდა ამისა, ვიღებთ 

VX--3-ის და VX+3-ის არითმეტიკულ მნიშვნელობებს, მათი (>; როგორც დადე– 
ბითი რიცხვების ჯამი, არ შეიძლება უარყოფითი იყოს C-1-ის ოლი იყოს). 

სავარჯიშო 

აჩვენეთ, რომ მოცემულ განტოლებებს ფესვები არა აქვს:“ 

1. V3X-5+V6ნ-X--7 2. M4-4L+ X-2=6; 

ვ. (ძფ2X-7+ X=0; 4. 1X+ 1-X=--2. 
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§ 5:. ირაციონალური განტოლების ამოსხნა 

ირაციონალური განტოლების ამოხსნა უნდა დავიწყოთ რადიკალისაგან განთა- 
ვისუფლებით. თუ განტოლების რომელიმე ნაწილში რადიკალის გარდა შედის რა- 
ციონალური გამოსახულებაც, მაშინ უმჯობესია რადიკალი გავაცალკევოთ, ე. ი, 

რაციონალური წევრი გადავიტანოთ განტოლების მეორე ნაწილში. სათანადო გარ- 

დაქმნების შემდეგ ვღებულობთ წოფივ ან კვადრატულ განტოლებას, 
მაგალითი1. ამოვხსნათ განტოლება: 

21+V2X--7=X, 

ამოხსნა 

V2X-7=Xჯ-21. 

ცხადია, X-ის დასაშვებ მწიშვნელობათა სიმრავლე განისაზღვრება 2X>7, ანუ 

X> დ X>21 უტოლობებით, ამ მნიშვნელობათა შორის რომ ვიპოვოთ მოცე- 

მული განტოლების ფესვები, საჭიროა ავახარისხოთ ორიჭვე ნაწილი კვადრატში 

(V2X–7)”=(X–21)9, 

2X--7=X?"-42X+441, 

X--44X-+448=0 (2), 

საიდანაც X,=28; X.=16. 

შემოწმება გვიჩვენეს, რომ პირველი ფესვი X=28 განტოლებას აკმაყოფი- 
ლებს. რაც შეეხება მეორე X=16 ფესვს განტოლებას არ აკმაჟოფილებს. მართ- 

ლაც: 

V2: 16--7=16- 2), 
§5C--5, 

ეს მოხდა იმიტომ რომ (2) განტოლება მივიღეთ (1) განტოლების კვადრატში 

ახარისხებით, მაგრამ იგივე შედეგს მივიღებდით, რომ კვადრატში აგვენარისხები- 

ნა არა (1) განტოლებ, არამედ მისგან განსხვავე აული V2--7=-–-(X--21) განტო- 
ლება, ამრიგად, X=# ფესვი მოცემულ განტოლებას არ აკმაყოფელებს, ის წარმო- 

ადგენს ე. წ, გარეშ; ფესვს. X=16 არის V2X--7=--(>-21) განტოლების ფესეი, 
მართლაც: 

V2: 16-=7=--(1რ--21) 
V25=-–C-5) 

5=5, 

გარეშე ფესდ წარმოშობა გამოიწვია (1) განიტოლების კვადრატში ახარისხე- 
ბამ. 

ირაციონალრი განტოლების ამოხსნისას აუცილებლად საჭიროა შემოწმდეს 
მიღებულე ფეს-/ი და ამით და'ადგინოთ, რომელია მოცემული განტოლების ფესკი 
და რომელია გ»ეშე ფესვი (თუკ2 ასეთი არსებობს), 

2. ამოვხსსთ განტოლება V4X+8--VუX--2=2. 
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განტოლებაში შემავალი უცნობისათვის ღასაშვებ მნიშვნელობათა სიმრავლე 
განისახღვრება 4X+8>>0 და 3X--2>0 უტოლობებიდან, რაც გვაძლეეს X>2. 

თუ ავახარისხებთ განტოლების ორივე ნაწილს კვადრატში, გვექნება: 

4X+8-2V0X1თ0X-2+3X-2=4. 
2V(4X+8) (3X––2) =7X-L2, 

უკანასკნელი გამოსახულების ხელახლა კვადრატში ახარისხება მოგვცემს: 

4(4X+6)(3»ჯ---2)= (7»-L2)1, 
რომლის გამარტივების შემდეგ მივიღებთ: 

X»X2+36X+68=0, 

საიდანაც X,=34 და X»=2. შ)მოწმება გვიჩვენებს, რომ #X„=34 და X:=2 მოცემუ- 

ლი განტოლების ფესვებია, 

§ 08, ირაციონალური განბაოლების გარეშე ფუსვები 

ავიღოთ ირაციონალური განტოლება 2-4-VX+5 =1. გადავიტანოთ 

–VX+5 გამოსახულება მეორე ნაწილში, მიეიღებთV2X–--4=1-LVX-+5 თუკი ამ 

განტოლებას აქვს ფესეი, რასაც ადგილი ექნება მაშინ, როცა X>2, შეგვიძლია 

განტოლების ორივე ნაწილი ავაზარისხოთ კვადრატში, რადგანაც, როცა X>2; 

განტოლების ორივე ნაწილს ექნება ერთნაირი ნიშანი. 

მივიღებთ: 

X--)0=2)X+5. (1) 

ადვილი მისახეედრია, რომ უკანასკნელ განტოლებას აზრი ექნება მაშინ, როცა 

X>10. თუ დაუშვებთ, რომ X>10 და განტოლების ორივე ნაწილს ავახარისხებთ 

კვადრატში ღა შევასრულებთ სათანადო გარდაქძნებს, მივიღებთ: 

X#?--24L-+80=0. 

ამ განტოლების ფესვებია X,=20 და X.=4. შემოწმებით დავრწმუნდებით, 

რომ X,=20 ფესვი განტოლებას აკმაყოფილებს, ხოლო X,=4--არა, რადგან X უნ–- 

და იყოს ათზე მეტი, რომ (1) განტოლებას აზრი ექნეს, ამრიგად მეორე ფეს- 

ეი წარმოადგენს გარეშე ფესვს. 

ახლა თეორიულად ავხსნათ, რა იწვევს გარეშე ფესვის მიღებას, ვთქვათ, 

გვაქვს განტოლება 4 = 8. თუ ამ განტოლების ორიეე ნაწილს ავახარისხებთ კვად- 

რატში, გვექნება: /41= 81. ამ გამოსახულების მამრავლებად დაშლა გვაძლეეს: (4 –– 

––8) (4+8)=0, ამ განტოლებას როგორც 4= 8 განტოლების ისე 4 =–- 8 გან- 

ტოლების ფესვი –– აკმაყოფილებს. 
მაშასადამე, მოცემული 4= 8 განტოლება და მიღებული 42= 81 განტოლება 

არატოლფასია, ამიტომ 47? = 81 განტოლების ამოხსნის დროს შეიძლება მივიღოთ 
ისეთი ფესვებიც, რომლებიც არ დააკმაყოფილებენ 4= 8 განტოლებას, როგორც 
ეს კონკრეტულ მაგალითების განხილეით ვნახეთ. 

თუ 4=8 განტოლების ამოხსნისას დაგეჭირდა განტოლების ორივე ნაწილის 

კუბში ახარისხება, მაშინ მივიღებთ განტოლებას ,49= 89%. ადვილად შეიძლება ვა– 
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ჩვენოთ, რომ #= 8 და 43= 83 განტოლებები ტოლფასია (ტოლძალოვანი), მარ– 
თლაც, 43--8%-(4--8) (4:+48+8%. თანამამრავლი #:+/48+ 87540, რად- 

9 

განაც 4. + 48+81= (4 + 2) +-> 8" ამიტომ წულს შეიძლება უდრიდეს 

მხოლოდ 4 – 8 თანამამრავლი, მაშასადამე, ,49--89=0 განტოლების ფესვები იქნე– 
ბა აგრეთვე 4--8 =0 განტოლების ფესვებიც." 

აქვე უნდა შევნ-შნოთ, რომ კუბური რადიკალების შემცველ ირაციონალურ 

განტოლებაში სა-ალდებულო არ არის, რომ რადიკალები იყოს არითმეტიკული, 

სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, კუბური რადიკალის ქეეშ მყოფი გამოსახულება შე– 
იძლება იყოს უარყოფეთიე. 

მაგალითია. 

ამოვხსნათ განტოლება 9/-––(X---62=2. 

–-0მ-6X=8, 

–-#-+6X-8=0, 
X--6X+8=0, 

საიდანაც X,=4, Xგ=2. 

შემოწმება გვიჩვენებს, რომ ორივე ფესვი აკმაყოფილებს მოცემულ განტო- 

ლებას, ე. ი. მოცემული განტოლება ტოლფასია განტოლებისა: 
–-(მ?8--6X) =8. 

სავარჯიშო, 

ამოხსენით ირაციონალური განტოლებები: 

1. VX–3 -V2X+-2= X+1. პა, 7 და 3. 

  

2 (92233 --X+1 კე წ · V4X-3 = 3-5 .·. 7 და 4. 

_ 2 პას. 1 3. V3X–1 + V3X-1 =! 5X+3- ას. 1. 

4, 12X+15 – 325 =V2X-1 - პას, ფესვები არა აქ,ს. 

5. L2X+5 +VX-1=ზწზ., პას. 10. 

6. VX+8 – V 5X+-20 +2=0. პას. 1, 

7. V5X+4 -L V2-–-1 =V3+1 პას. 1. 

ზ. V0ი-X+VX –- ხ=V-5 - ხს. პას. ი და ხ. 

9. VX +30:-–-.# -–-30:=XV2. პას. ი V3. 

§ 99. მეორე სარიხსის ორუცნობიან ბანტოლებათა სისტემები 

1, ორუცნობიანი ორი განტოლების სისტემა, რომელშიც ერთ: გან ზოლ)ება 
მეორე ხარესხისაა, ხოლო მეორე –– პირველის, ზოგადად ჩაიწერება შემდეგნა- 

4»X+8XV+C+სნყ+#ჩ=0, () 
ძX+ხყ--C=0.



(1) სისტემა ამოიხსნება ჩასმის ხერხით, რისთვისაც საკმარისია (1) სი სტემის 
მეორე განტოლებიდან განვსაზღვროთ »ჯ ა5ნ ყ და მიღებული მნიშვნელობა ჩავს– 
ვათ (1) სისტემის პირეელ განტოლებაში, სათანადო გარდაქმ5აების შემდეგ მივი– 

ღებთ ერთუცნობიან კვადრატულ განტოლებას, რომლის ამოხსნაც მოგვცემს ერთ– 
ერთი უცნობის მნიშვნელობას. თუ უცნობის მოძებნილ მნიშვნელობას მეორე გან– 

ტოლებაში შევიტანთ, ეიპოვით მეორე უცნობის სათანადო მნიშვნელობას, 

მაგალითი 1, ამოვხსნათ განტოლებათა სისტემა 

( X2+- 3Xყ--ყ1--2X--5ყ-–--64, 
ს X--ყლ=--7. 

მეორე განტოლებიდან გვაქვს 

=ყV--7. 

X-ის ეს მნიშვნელობა ჩავსვათ მოცემული სისტემის პირველ განტოლებამი, 

მივიღებთ: 
(ყ–-7)პ2-+3ყ(ყ--7)--ყზ-+-2(/--7)--5ყ-=--64. 

გამარტივების შემღეგ გვექნება 

ვ3ყ?--3მყ--99=0, 
საიდანაც 

10 11 
X=2, X= –- #)=9% Vყ.=---. 

92. ორუცნობიან განტოლებათა ხისტემა, რომლის თითოეული განტოლება 

მეორე ხარისხისაა. 

ორუცნობიანი არაწრფივი ორი განტოლების სისტემის ზოგადი სახეა 

4,XM+ჩ8,/?+თXI+ ნ,V+ჩ,:=0, 
#ეX+ მ.V?-+-CXV+ ნ:ყ+ ხა=0. (1) 

მეორე ხარისხის ზოგადი სახის განტოლების ამოხსნა შეისწავლება უმაღლეს 
ალგებრაში, ჩვენ აქ მხოლოდ მის ისეთ კერძო შემთხვევებს განვიხილავთ, რომელ- 

თა ამოხსნა შესაძლებელია ელემენტარული ალგებრის მეთოდებით. 

მაგალითი 1. ამოვხსნათ განტოლებათა სისტიმა: 

220-–3X/-- 19 ყწ = 25, 
X“--6ყ"= 250. (2? 

როგორც ვხედავთ, მოცემული სისტემის განტოლებებში შედის მხოლდ X, ყ? 

და Xყ, რომლებშიც X-ისა და ყ-ის შეჯამებული ხარისხები მუდმივია. 
მოცემულ სისტემაში საჭიროა მოვახდინოთ ისეთი გარდაქ)ნა, რომ მივიღოთ 

ერთგვაროვანი განტოლება. რისთვისაც საქიროა (2) სისტემის მეორე განტ -ლე- 

ბას წევრ-წევრად გამოვაკლოთ 10-ზე გამრავლებული პირველი განტოლება: 

–-19#-+-30XV-+-184 (1=0, 
19ჯმ--30XVყ--184ყ3=0. –) 

რთ) წარმოადგეს ერთგვარ წყან განტ ლებას X-ისა და ყ-ის მიმართ. X560: 
წინააღმდეგ შემთხვევაში (3) განტოლებიდან მივიღებდით, რომ V=0. ესკი ეწინააღ– 

მდეგება (2) სისტემის განტოლებებს. 
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ამრიგად, თუ X360, მაშინ (3) განტოლება წევრ-წევრად შეგვიძლ-ა გავყოთ 
ს-ზე, რაც მოგვცემს: ვი · 

9-8 I84( + ) =0, 
#ჯ Xჯ 

ავღნიშნოთ # =შ:, გვექ8ვება 

–-1842"- 30ჯ-L 19=0, 
18421 +302-–19=0, 

1 19 
და .– 46” ბ საიდანაც 7 = 

V 

# 
ამ უკანასკნელის შეტანა მო ემული სისტემის პირელ განტოლებაში გ;აძლეს: 

2. 16ყ'--3. 4ყ?- .19ყ9=25, 

ვ2ეზ. 12ყბ- 19ყ:=25. 

4 

, 1 
ამრიგად, = + 1: X=4ყ, 

ყ?=25, ყ=-L5. თუ V,=5, მაშინ X,= 20, 
ყ,ე=5; ყა=–-5; თუ ყვ=-–-9, მაშინ %- = -_ 20. 

” 19 46 
ახლა, თუ == =- ტოლობიდან განვსახლვრავთ ჯ-ს, გვექნება X =– 35 9' 

ჯ 

რომლის ჩასმა მოცემული სისტემის მეორე განტოლებაში გვაძლეეს: 

– 50ყ+2=250-· 36), 

საიდანაც M,=V--1805, #=--V--1605; 
ამონახსნთა მეორე სერია იქნება: 

4 –-–-- 46 – · 
+ა=--- V– 1805 =V 10 X=-–- V- 1 19 ყ1= V –-1805 "5 V – 1805 ღა 

ყვ = –V – 1805: 

2. ამოვხსნათ განტოლებათა სისტემა: 

შკ?-- 2Xყ-++5ყ1=35, 
5X>--10ყ2=5. 

მოცემული სისტემის მეორე განტოლება გავამრავლოთ 7-ზე და წევრ-წევრად 
გამოვაკლოთ პირველს, მივიღებთ: 

–- 32Xპ?-2XV+75ყ2=0, 

გავყოთ მიღებული განტოლების ყველა წევრი X?-ზე: 
ს ყ 75 – –2|, >. I–232=90, (+) -?(+) 

თუ »#=2, მაშინ 752:-- 272-- 32 = 0, 
Xჯ 
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საიდანაც გვექნება 

ახლა ამოვხსნით განტოლებათა სისტემებს: 

ა თ
ი
ა
 

  

53 10 ყწ=5 5 10X-=5, 

V-2 ღა ე) #_ 16 
X 3 ჯ 25 

გვექნება: 

25 
X.=3; ყ.= 2; X.= --3; ყ.= 2; X-= 7113! 

გეაეეაეაეა“ ““: „6 
5 V)13, ' VII...“ V/113.. 

3, ამოვხსნათ განტოლებათა სისტემა: 

X-––-XV+ყ?=2, 

X--თ=4. 

მოცემული სისტემის განტოლებები გარდაექმნათ შემდეგნაირად: 

»ჯ"--Xყ-+ყ1ზლ=(X--ყ)?-LXV. 

X3-ყმ=(X-V) (X1-+-XV/+Vყ59=CC-/) I(X-–V)?-+3XVII, 
რის შემდეგაც მოცემული სისტემა შეიძლება გადავწეროთ შემდეგი სახით: 

(X-–-ყ)?+X/=2. 
I (X--ყ)ICC-–-ყ)"+3XI/=4. 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს X--/=V! და XV/=V, გეექნება 

ყზ+აი=2, 
1 “I(I?+30)=4. (6). 

ამ სისტემის ამოხსნა უფრო მარტივად ხდება ჩასმის ხერხით 

ხ=2--Vზ თს მნიშვნელობას თუ ჩავსვამთ მეორე განტოლებაში და გავამარტი– 

ვებთ, გვექნება 
|=-–-–-13ყ-L2=0, 

საიდანა() 

(ი--3ყ--2=//ბ--0--2ყV-L2=II(Vს?---1)–-2()--–-1)=V(I–-1)(+1)–-– 

–-2(/--1)=(V--1)(I1-+V--2). 

ამრიგად, გვექნება შემდეგი განტოლება 
(#-–1)(4?+ ს––2)=0, 

საიდანაც 
+0=1, Vე=1; /ე=--2, 

(4) ტოლობიდან ვპოულობთ: 

უ=2--// 

მ,=1, ყა=1, შე=-–2



საბოლოოდ განტოლებათა მოცემული სისტემა დაიყვანება შემდეგ მარტივ სის- 

ტემებამდე: 

    

ა) X--1=V, ბ) X-V=:1, გ) +-–-ყლ–-2, 
XV=1; XVყ=1; Xყ=--2. 

პირველი სისტემის ამონა"სნებია: 

/5 + 1 „5-1, _ _ V5-1, _ V5 + 1 
5=4:2-1. ყალოლე. X=- 2 , ყ:ე= V. > · 

მეორე სისტემას იგიეე ამონახსნი ე ქნება. 

მესამე სისტემის ამონახსნები წარმოსახვითია. 

§ :0. არაწრფივ ბგანტოლებათა სისტემები, რომლებიც ამოისსნებიან 

სელოვნური სერსებით 

ამოეზსნათ განტოლებათა შემდეგი სისტემა: 

X+Vყ=0, 
Xყ=ხ, 

ვინაიდან მოცემული გვაქვს X და ყ-ის ჯამი და ნამრავლი, ამიტომ ჯ და ყ შე- 
გვიქლია განვიხილოთ, როგორც ფესვები შემდეგი კვადრატული განტოლებისა 
(ს იეტის თეორემის შებრუნებული თეორემა): 

2?--0ძ2+ხ=0, 

საიჯანა(): 

ი+Vი0ზ–4ხ ძ–-VIC-–4ხ ___-2. 
მაშასადამე, X==2,; M=>2ე: X=2ა, #=72). 

მაგალითი 1. 

X+-2ყ= 13, 

XV=> 15. 

მოცემული სისტემის მეორე განტოლებას თუ გავამრავლებთ 2-ზე, გვექნება 

( X+2ყ=13, 
ს X-:2ყ=30. 

X და 2ყ შეგვიძლია განვიხილოთ, როგორც 2?-–-13>-++40=0(1) განტოლების 
ფესვები. (1) განტოლების ამოხსნა გვაძლევს: 

72,=10, 7.=3; 

თუ X#=10, მაში5 2ყ==3 და #=> ; 

ამრიგად, გვაქვს შემდეგი ამოხსნა 

ვ 
X=10, #= 1 X=3; ყ=5. 
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2. ამოვხსნათ განტოლებათა შემდეგი სისტემა: 

X»-+ყზ=ძ, 
Xყ=ხ. 

გავამრაელოთ მოცემული სისტემის მეორე განტოლება 2-ზე და შევკრიბოთ 
პირველთან: 

X?-Lყ?-+2XV=ძ+2ჩ, 

(X+Vყ)1=40+-2ხ. 

X»+ყ=+V0ი+2ხ. 

ჩიტა თუ პირველ განტოლებას გამოვაკლებთ მეორის გაორკეცებულს, 
გვექნება: 

საიდანაც 

ანუ 

საიდანაც 

(L-ყ)2=0--2ხ 

X-–-ყ=:LV0--2ხ. 

მაშასადამე, მო:-ემული სისტემის ამოხსნა დაიყვანება წრფივ განტოლებათა 

შემდეგი ოთხი სისტემის ამოხსნამდე: 

    

  

1) | X+ყ=! 09+2ჩ, 3) ( XLყ=-–-V8-L2ს, 
| X––ყ::V60--2ს. X-ყ=Vი0-2ხ. 

2 · #-Lყ=V06+2ხ, 4) I X++ყ=–-V09+2წ. 
(X-ყ=- რთ--2ხ. | I-–--ყ=– V2--2ხ. 

რომელთა ამოხსნა ადვილად ხდება, 

მაგალითი 2. ამოვხსნათ განტოლებათა სისტემა: 
) )ტ+ყზ=5 

Xყ=–2 

გავამრაელოთ მეორე განტოლება 2-ზე, შემდეგ კი ჯერ მივუმატოთ, ხოლო 

შემდეგ გამოვაკლოთ პირველ განტოლებას, გვექნება: 
(-LV)?=1; (L--ყ)?=9. 

საიდანაც: X+ყ=7+1, X-ყ=7C3. 
მივიღებთ წრფივ განტოლებათა შემდეგ სისტემებს: 

ა) 111 X+V=1, ბ) I X+ჰ+ყ=1 . გ) ) X+ყ=–-!), 
X-–-ყ<=< ქ, X#--ყ=3. 

დღ) ( X+Vყ=--1, X=2, ყ=-ს  X=-1; ყ=2, 
(2-ს X= -2 ყ=1; =-2 ყ=1, 

ამრიგად გვაქვს შემდეგი ა” "ონახსნი; 

X=2, V.=--); 

X.=--1, ყ5=2; 

Xვ5=--2, ყა=1; 
X.ა= 2, ყა=1. 
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3. ამოვხსნათ განტოლებათა სისტემა: 
ამ ყბ=ძ, 

Xყ=ხ 

განტოლებათა ეს სისტემა შეიძლება ამოიხსნას ჩასმის ხერხითაც. ჩვენ ამოვხსნათ 

მოცემული სისტემა ხელოვნური ხერხით. ავახარისხოთ სისტემის მეორე განტოლე- 

ბის ორივე ნაწილი კვადრატში და სისტემა წ-რმოვადგინოთ შემდეგი სახით: 

X+C-V)=ძ, 
X2C-V)ზ=--ხ?, 

უკანასკნელ სისტემაში შემავალი X? და –-ყშ შეიძლება წარმოვადგინოთ, ტრო 

გორც ფესვები 2"--0/--02=0 განტოლებისა: 

2=2=95L V/ იზ-+-4ხ? 
2 ' 

_ /#/2.:C-4ხ0 25: 215- –ყზლ=2=% #2 44 ანუ ბნ V2 14 ძ 

საიდანაც მივიღებთ: 

“ო. 7 > 25 სა. #2 == 

X=-> ”/ 9+V295+ 4 , == |/ 9+V 2 +465 , 

V ე+4ხ ი /#/ V0-+4ს? ძი . 
ყ1= + ყ/” 52144 -ა, ყეუ=– (2+41 -ი, 

აქ შეიძლება შეგვხვდეს 2 შემთხეევა: ხ>>0 და ხ<0, თუ ხ>0, მაშინ სისტემის ამო- 
ნახსნები იქნება: 1) X,; ყე 2) Xი, ყა. თუ კი ხ<0, მაშინ სისტემის ამონახსნები იქ–- 

ება: 1) X,, ყ); 2) X,, ყე, რადგანაც) Xყ ნამრავლს უნდა ქონდეს ხ-ს ნიშანი.. 
აქვე უნდა შევნიშნოთ, რომ მოცემული სისტემის ამოსახსნელად მოგვიხდა 

მეორე განტოლების კვადრატში ახარისხება, რასაც შეიძლებოდა წარმოეშვა გა- 

რეშე ფესვები, ამიტომ ყოველთვის საჭიროა მიღებული ფესვების შემოწმება. 

სავარჯიშო. 

ამოხსენით განტოლებათა შემდეგი სისტემები: 

2 _'_ = 1) ( X2-+-3ყზ--X/+-2X+1=0 პასუხი: X, = 4, #/= 1, , 
XIX-–-ყ=0 ვ ვ 

Xა=1, ყა=0. 

21 ( 14»--5X/-+-3ყ1=16 2V3. 2V3. 
პკ ხ, ===55-:-; =–= 

| 6X- #/-+ყ?=8, უუ 
2V3 2V3 

2. X= ––, ხყM=-–-“ვ- 

ჰს (X-+XV+2ყ1=74 
2»X+XV -+ყ?1=5ზ8. პასუხი; V,=3; ყ,=5. 
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«47 X+Xყ+ყ=11 მითითება: სისტემის თითოეული განტოლე- 
I Xჯ?ყ + Xყ3= 30. ბები წარმოადგინეთ შემდეგნაირად: 

X+XI+ყ=C+Vი)+X»  X?V+ XVყზ = Xყ(X-+L ყ). 

შემოიღეთ აღნიშვნა: X--ყ=ს, XV =V. 

პას უხი: 1. X,=5; ყუ=1; 2. X,=1; Vვ=5; 

3. Xე:=2;, ყეუ–3; #4. X-=3; ყ,=2. 

) X+ყ+Xყ=19 მითითება: X+Vყ=V; XV=V, 
XVყ(X-Cყ) =84 პასუხი: 1, X,:=3; ყ,=4:; 2. XX= 4; ყა: =3; 

X.=6 LV29, ყ=6-Vს29, X,=6--V29 

”ი
 

ყკ=6 + V29. 

4) ი 85%, მითითება X1--ყმ = (X – V) (Xმ + XV + ყ?) = 

=(X-V) | C–ყ)1+ 3XV), X ს–- Xყ1=XVყ X-–-/). 
აღვნიშნოთ ჯX– ყ=:C, Xყ=V. 

პასუხი: 1. X,=3, 9ყ,=2, 2. X» = –- 2, 

ყა= –ჰ. 

(I) » –ყ=ზ მითითება: %=V, მაშინ #-4 და გვექ8ნება 

#,კ V _10 წ . 
ყი X. 3. ყVყ+ 1 _19 

VI 3 
პასუხი: X,=3, ყ.=:, Xგ=-ქ, ყა:=1,. 

§ ?1. ამოცანები არაწრშივ განთოლებათა სისტემის შეღბენაზე 

განვიხილოთ რამდენიმე ტიპობრივი სახის ამოცანა არაწრფივ განტოლება- 
თა სისტემის შედგენაზე. 

ამოცანა 1. ორნიშნა რიცხვის ციფრთა კვადრატების ჯამია 34. თუ ამ რიცხ-ს 

გავამრავლებთ ამავე ციფრებით, მხოლოდ შებრუნებული მიმდევრობით დაწე– 

რილ რიცხვზე, მივიღებთ 1855-ს. ვიპოვოთ ეს რიცხვი. 

განტოლებათა სისტემის შედგენა 

ორნიშნა რიცხვის ერთეულების გამომსახველი (იფრი აღვნიშნოთ »X-ით, 
ათეულებისა კი ––ყ-ით, მაშინ ეს რიცხვი ათობით სისტემაში ჩაიწერება შემდეგნაი- 
რად: 

10ყ--X. 

ამავე ციფრებით მხოლოდ შებრუნებული მიმდევრობით დაწერილი რიცხვი 
იქნება 10X+-ყ. 

ამოცანის 1 პირობის თანახმად შეგვიძლია დავწეროთ 

X#-+ყზ=34, 
მეორე პირობის ძალით დავწერთ: 

(00/+X)(10»X-LV) =1855. 
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ამრიგად, გვაქვს განტოლებათა შემდეგი სისტემა: 

X-–მ-+ყ1=34 
(10ყ/-+X)(10X-+ყ)= 1855. 

სისტემის ამ სცხსნა 

ამ სისტემის თითოეული განტოლება გარდავქმნათ შემდეგნაირად: 

ჯპ+ყბ=(-+ე)"--2M/, 

10»-L10ყ”-++101X/= 10(X+-)ზ--20XV/-+- 101X/= 10(X+ყ)9--81X. 

ამრიგად გვექნება სისტემა 
(X+ყ)ზ––-2Xყ/=შ4, 

, 10(X+ V)"+81XV= 1855. 

შემოვიღოთ აღნიშვნები X+V=I! და X#/=ხ, გეექნება: 

ყზ–-2ყ=34, 
10ყ“-+810=1855. 

ამ სისტემის ამოხსნა მოგვცემს «=>+8; 9=15. 
ე. ი. X+ყ=8 

X/=15 (I) 

ვიწაიდან X და ყ სორნიშნა რიცხვის ციფრებს გამოხატავს, ამიტომ მათ 

ჯამს ვიღებთ მხოლოდ დადებითს. 

(1) სისტემაში X და ყ/ შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც ფესვები შემდეგი გან-. 
ტოლებისა: 

2'--82-L15=0, 

საიდანაც 2,=5; 2=3; ე. ი. X=5 და ყ=ქ. 

შემოწმება. თუ ათეულების ციფრი იქნება 3 და ერთეულების –- 5. 
მაშინ საძებნი რიცხვი შეიძლება გამოისახოს შემდეგნაირად: 

3. 10+5=125. 

იმავე ციფრებით მაგრამ შებრუნებული მიმდევრობით დაწერილი რიცხვი იქ- 
ნება 5- 10+3=53. ამოცანის პირობის ძალით მათი ნამრავლი უნდა იყოს 1655. 

მართლაც 35 · 53=1855. ხოლო ციფრების კვადრატული ჯამი უნდა იყოს 234, მარ- 

თლაც 
32.-L5%=9--25=234, 

რაც ამოცანის პირობას აკმაყოფილებს. 

ამოცანა 2. 4 და 8 ქალაქებიდან ერთდროულად ერთმანეთის შესახვედრად 
გამოვიდა ორი ველოსიპედისტი. ერთი საათის შემდეგ ისინი შეხვდნენ ერთმანეთს 
და შეუჩერებლივ განაგრძეს გზა. პირველი 8 ქალაქში მივიდა 35 წუთით ადრე, 
იდრე მეორე # ქალაქში. ვიპოვოთ თითოეულის სიჩქარე და მანძილი, რომელიც, 

გახარა თითოეულმა შეხვედრამდე, თუ ქალაქებს შორის მანძილი 28 კილომეტრია. 

განტოლებათა სისტემის შედგენა 

ამოცანის პირობის ძალით ტურისტები ერთი საათის შემდეგ ზხედებიან ერთ- 
მანეთს, ამიტომ თუ ერთის სიჩქარეს საათში აღვნიშნავთ X-ით, მეორისას კი –– 
ყ-ით, გვექნება: X+ყ=28. 
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28 კმ-ს ერთი (4-დან გამოსული) დაფარავს 28 საათში, მეორე კი (8-დან გა– 
X 

მოსული) –– 28. საათში, ამოცანის პირობის ძალით ვწერთ: 

LM 

ამრიგად გვაქვს შემდეგი სისტემა: 

X+Vყ=28, 

28 28 =7 

V 12“ 

რომლის ამოხსნაც გვაძლეეს 1) 16 მს. და 12 კმ/სთ. 2) 16 კმ და 12 კმ 

(შეამოწმეთ). 
ამოცანა ქე. 

აუზში გაყვანილია ორი მილით ერთი მათგანი ცლის, მეორე კი ავსებს მას, თუ 
ორივე მილი ღიაა, აუზი 24 საათში აივსება, თუ ამ მილების განივკვეთებს გავადი– 
დებთ ისე, რომ პირველი მილი ორი საათით ადრე ()ელიდეს, ხოლო მეორე –– ორი 

საათით ადრე აესებდეს აუზს, მაშინ ორივე მილის ერთად მოქმედებით აუზი 12 
საათმი აივსება. რამდენ საათში (ყლის პირველი მილი აუზს და რამდენ საათში 

ავსებს მას მეორე? 

განტოლებათა სისტემის შეღგენა 

ვთქვათ, მეორე მილით აუზი ივსება X საათში, ხოლო პირველით იცლება ყ 

საათში. მეორე მილით ერთ საათში აივსება აუზის 1 ნაწილი, ხოლო პირველი 
MX 

მილი დაცლის საესე აუზის 1 ნაწილს. 
“ 

ამო ანის პირობის თანახმად, ორივე მილის ერთდროული მოქმედებით აუხი 

ივსება 24 საათში, ამიტომ შეგვიძლია შევადგინოთ განტოლება: 

მილების განივკვეთის ფართის შეცვლის შემდეგ ორივე მილის ერთდროული 

მოქმედებით აუზი ივსება 12 საათში7, ამიტომ ვადგენთ განტოლებას: | 

1 1 1 
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სისტემის ამოხსნა 

პირველი განტოლება მოგეცემს 

240--24X=XV; 24(/-––-X) =X/. 

მეორე განტოლებიდან მივიღებთ 

12(ყ--2)--12(X-2) = (X--2)(V-–-2), 

12C(/--X)=XI-2(X4+-/4M) -+L4. 

ამრიგად, გვაქვს სისტემა 

საიდანაც 

24(ყ––X)=XV, 

12(0-–-–X=XV--2(X-V) -+L4. 

თუ მეორე განტოლებას გავამრავლებთ 2-ზე და შემდეგ მას წევრ-წევრად გა- 
მოეაკლებთ პირველს, გვექნება: 

Xყ9-–-–- 4(X+ყ)+8=0. 
4 

ამ უკანასკნელში თუ ჩავსვამთ პირველიდან ნაპოვნ ყ =:--- მნიშვნე- 

ლობას და გავამარტივებთ, მივიღებთ განტოლებას 

7X?--50X+48=0, 

საიდანაც X,=6; X- = 5- · 

24.6 6 
ლლ--=8; ლ 
24-6 V 5 

ჩXე და ყვ ამოცანის პასუზისათვის უვარგისია, უნდა შემოწმდეს X=6 და ყ=8, 

შეამოწმეთ! 

ამოცანა 4, წრეწირზე, რომლის სიგრძე 72 მეტრია, ერთი და იმავე მიმართუ- 

ლებით მოძრაობს ორი წერტილი, რომლებიც ყოველ ოთხ წამში ერთხელ ემთხ– 

ვევა ერთმანეთს. იპოვეთ თითოეული წერტილის სიჩქარე, თუ ერთი მათგანი წრე- 
წირს გაირბენს 9 წამით უფრო ჩქარა, ვიდრე მეორე. 

განტოლებათა სისტემის შედგენა 

4 წერტილიდან ორივე წერტილი იწყებს მოძრაობას (ნახ. 60). I წერტილი უს- 
რებს II-ს და ი! ა #-ს, ა ოძრაობას და ეწევა II წრებს II-ს და შემდეგ ისევ უბრუნდება #-ს, აგრძელებს მოძრაობას და ეწევა II-ს 

C წერტილში, ე. ი, I წერტილმა გაიარა წრეწი- 
"I რის სიგრძის ტოლი მანძილი და კიდევ რკალი 

4 8C, მეორემ კი –– მარტო რკალი 48C, ამი- 
ტომ #4 წერტილთან (მოძრაობის დაწყების წერ- 

21 ტილთან) ხელახლა შეხეედრამდე გადის 4 წუ- 
თი (პირობის ძალით). 

ახლა თუ I წერტილის სიჩქარეს »X-ით აღ- 

ვნიშნავთ, მეორისას ყ-ით, მაშინ 4 წამში LI წე– 

ჩე რტილი გაივლის 4»-ის ტოლ მანძილს, შეორე 
C კი 4ყ-ის ტოლს. შეგვიძლია დავწეროთ განტო– 

ლება: 
ნახ, 60. 4X+4ყ=72 ანუ XI-ყ=18. (1) 

"“ 
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11 წერტილი მთელი წრეწირის შემოვლას მოანდომებს 12 წამს, პირველი კი 
ყ 

72 
–- წამს, ამოცანის პირობის ძალით შეგვიძლია დავწეროთ ჯ : 

ამრიგად, გვაქვს განტოლებათა შემდეგი სისტემა: 

X+Vყ=18 

ამ სისტემის ამოხსნა გვაძლეეს X=24 მ/წმ. ყ=6 მ/წმ (შეამოწმეთ!) 

ამოცანა §. ორმა მუშამ სამუშაო შეასრულა 12 საათში. მარტო პირველს რომ 

სამუშაოს ნახევარი შეესრულებინა, დანარჩენი კი -– მეორეს, სამუშაო შესრულ- 
დებოდა 25 საათში, რამდენ საათში შეასრულებს ამ სამუშაოს თითოეული მუშა 

ცალ-ცალკე? 
განტოლებათა სისტემის შედგენა 

ვთქვათ, ერთი მუშა მთელ სამუშაოს შეასრულებს ჯ საათში, მეორე კი –– ყ 

საათში. ერთი მუშა ერთ საათში შეასრულებს მთელი სამუშაოს 1 ნაწილს, შეო- 
X 

რეკი 1 ნაწილს, ორივე ერთად ერთ საათში შეასრულებს - + 4 ნაწილს. 
ყ » MV 

ვინაიდან ორიეე მუშა ერთად სამუშაოს ასრულებს 12 საათში, ამიტომ შეგვიძლია 
დავწეროთ განტოლება: 

თუ ერთ მუშას მოუხდება სამუშაოს ნახევრის შესრულება, მაშინ ის ერთ საათ– 

ში შეასრულებს სამუშაოს > 1 => ნაწილს, ხოლო მეორე მუშა ერთ საათში 
X 

შეასრულებს მთელი . სამუშაოს – · 4- + ნაწილს. 
ყ 

ამოცანის პირობის ძალით ვწერთ: 

(2 1-1. 1.) –ისა-= 
ყ 12 ჯ ყ 

| 5+4 <25, 
ამ სისტემის ამოხსნა გვაძლევს X=20; ყ=30; შეამოწმეთ! 

10. ვ. შონია (45



სავარჯიშო 

1. ორნიშნა რიცხვის ციფრთა ნამრავლი ნაკლებია თვით ამ რიცხეზე, თუ ამ 
რიცხვს მივუმატებთ 18-ს, მივიღებთ იმავე „ციფრებით, მაგრამ შებრუნებულ მი– 
მდევრობით დაწერილ რიცხვს. იპოვეთ ეს რიცხვი. 

პასუხი. 24. 

2.წორ ქალაქს შორის დადის სახალხო და”საბარგო მატარებელი. სახალხო მა– 
ტარებელი მთელი მანძილის გავლას ანდომებს 8 საათით ნაკლებ დროს, ვიდრე სა– 
ბარგო. თუ ორივე მატარებლის სიჩქარე საათში 5 კმ-ით გაიზრდება, მაშინ სახალ- 
ხო მატარებელი მთელ მანძილს გაივლის 6 საათით ნაკლებ დროში, ვიდრე საბარ- 

გო. რამდენ კილომეტრს გადის თითოეული მათგანი საათში, თუ ამ ქალაქებს შო- 
რის მანძილი 250 კმ-ია. 

პასუხი: სახ. მატარებლის სიჩქარეა 45 კმ/სთ. 
საბარგოსი 25 კმ/სთ. 

3. 18 მ. მანძილზე ეტლის წინა თვალი ათით მეტ ბრუნს აკეთებს, ვიდრე უკა– 
ნა თვალი, თუ უკანა თვალის წრეწირის სიგრძეს 6 დმ-ით შევამცირებთ, ხოლო 
წინა თვალის წრეწირის სიგრძეს 6 დმ-ით გავადიდებთ, მაშინ იმავე მანძილზე წი– 
ნა თვალი 4ით მეტ ბრუნს გააკეთებს, ვიდრე უკანა თვალი, გაიგეთ უკაჩა და წინა 
თვლების წრეწირთა სიგრძეები. 

პას. 12 დმ და 36 დმ, 

§ 29. შექცეული ანუ სიმეტრიული განტოლება 

მე-4 ხარისხის შექცეული ანუ სიმეტრიული განტოლება ეწოდება შემდეგი სა– 

ხის განტოლებას 
თM-+ხXმ+C2C+ხX+2=0. (1) 

როგორც ვხედავთ, (1) განტოლების ბოლოებიღან ტოლად დაშორებული წევ- 
რების კოეფიციენტები ტოლია, 

(1) განტოლების ფესვები არ შეიძლება იყოს ნულის ტოლი, წინააღმდეგ შემ– 

თხვევაში კოეფიციენტი ი-ც ნულის ტოლი იქნებოდა, რაც შეუძლებელია. 
ახლა დავამტკიცოთ სიმეტრიულ განტოლების შესახებ შემდეგი თეორემა: თუ 

თ არის (1) განტოლების ფესვი, მაშინ 4 აგრეთვე იქნება ამავე განტილების ფესვი. 
თ ჯ 

დამტკიცება. თუ თ არის (1) განტოლების ფესვი, მაშინ ადგილი ექნება 

ტოლობას: 
ით!+ხთზ-LC?-+ხთ-+ძ=0. 

ახლა, თუ (1) განტოლებაში X-ს შევცვლით –--თი და გავითვალისწინებთ (2)-ს, 
, თ 

1 V :. , 2 4 (>) +ხ(-) +-(>) 4+ხ.-+09= 
L+4 LL 4 თ თ 

= ი0+ხთ-+0თ?-+ ხთ - ით' 
თ! 

გვექნება: 
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ეს უკანასკნელი ნიშნავს, რომ LL არის (1) განტოლების ფესვი. 
თ 

(1) განტოლების ამოხსნის მიზნით განტოლების ყველა წევრი გავყოთ ჯ”-ზე, 

შევასრულოთ სათანადო გარდაქმნები, გვექნება: 

ი (« +>)+ა(++ + )+0=0. (C4) 
»ჯ ჯ 

9 

თუ შევნიშნავთ, რომ #X + §-(+ + +) –2 და შემოვიღებთ აღნიშ- 
1 ჯ 

ვნას X# –>=V, გვექნება: 
Xჯ 

ძი(ფ/--2)+ხყ+ი=90, 
საიდანაც 

იყ"+ხყ+C-260=0. 

როგორც ვხედავთ, მიღებული განტოლება კვადრატული განტოლებაა ყ-ის 
მიმართ, ამიტომ გვექნება: 

  

_ –ხ+ Vხ? + ზი“ 40C · –ხ-Vხ + 8071-4096 
V 20 , V 2ძ ' 

აღნიშვნის თანახმად გვექნება: 

1 1 
X4+ –-=ყ, X+-–-=ყ: 

» XX 

ეს განტოლებები დაიყვანება კვადრატულ განტოლებებამდე, რომლებსაც ამოვ– 
ხსნით ჩვეულებრივი წესით. 

მაგალითი 1. X-+80+14X-+8X--1=0, 

გაეყოთ ტოლობის ყველა წევრი »"-ზე: 
8 1 

X+-8ა+<14:-- – + –- =9, 
ჯ # 

(«+ >) + "(» + + )+14=0 
» X 

თუ გავითვალისწინებთ Xჯ+-! =ყ აღნიშვნას, გვექნება 
» 

აქედან 

(ყ?--2)+8ყ+14=0, 
ყ'–-მყ+12=0; 

აქედან 
ყ=-41+2; ყ,.=--2, ყა=-–-6. 

ამრიგად, გვექნება 

1 
LC -==-2 + L=- 

ჩჯ Xჯ 

"4



ეს განტოლებები გადავწეროთ ასე: 

X0-+-2L+1=0 და X”--6X-+-1=0: 

საიდანაც 
_ _ 

X,ე=1, ჯXე.კ =-1+V/8=-–-3+2V2. 

სავარჯიშო 

ამოხსენით განტოლებები: 

1. 25X-- -100)2 106: 100X+25=0: 

2. 220-+L2-L ჯ-- 81> 2 6. X+L2=90. 
21 21 

„6 73. უმაღლესი ხსარიხსის განტოლებანი, რომელთა მჭარცსენა ნაწილი 

მამრაპლებად იშლება, მარჯვენა კი ნულის ტოლია 

1. ორწევრა განტოლება. ორწევრა განტოლება ეწოდება შემდეგი სახის გან– 
ტოლებას: 

»Xჯ9%=ხ, (1) 

სადაც /” ერთზე მეტ მთელ რიცხვს წარმოადგენს, ხოლო ს ნამდვილი ან კომ–- 

პლექსური რიცხვია. 

ამ პარაგრაფში განვიხილავთ მხოლოდ იმ შემთხვევას, როცა ცხ ნამდვილი რი– 
ცხვია: 

ჯ94+-0=0 (2) (თ არის ნამდვილი დადებითი რიცხვი) 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას X=ყ” ძ, სადაც ტ/2 არის არითმეტიკული ფესვი, 
მაშინ განტოლება მიიღებს შემდეგ სახეს: 

ყ"+1=0. (3) 

განვიხილოთ ორწევრა განტოლების ამოხსნის რამდენიმე კონკრეტული მაგა- 
ლითი: 

მაგალითი 1. X-1=0, მაშინ X2=1; X,=1; X:=--1; 

მაგალითი 2. X-+1=0, მაშინ X2==--–-1; X,=+I, X:=–-წ. 

მაგალითი 12. X--1=0,. დავშალოთ მარცხენა ნაწილი მარტივ მამრავ– 

ლებად: 
X%--1=(X-––1)(X2+X+1); 

ამრიგად, , 

(X--1)X?+X+1)=0, 

საიდანაც X--1=0 ან X--X+<1=0, პირველი განტოლებიდან X,=1. მეორე- 
დან X»--LX-L1=0. 
საბოლოოდ, 

–1+V-3. –1+(V-3 
=-ფ5-.- =-–+ 2.” 2 

–1-/IV-13. 
= > 1. X-= ფ:ა,ასხასხგტტ-



მაგალითი 4, X"--1=0, განტოლების მარცხენა ნაწილი დავშალოთ მამ- 

რავლებად 
Xჯ--1=(C---1)(X--L1). 

ამრიგად, (X---1)(X2-+ 11=0, საიდანაც X>-1=0 ან X---1=0. პირველი გან- 

ტოლება გვაძლევს X=1, X=--1, მეორე განტოლებიდან 
M9ე=§ნ, Xვ=--წ. 

მაგალითი 5, XI+1=0. მარცხენა ნაწილი გარდავქმნათ, შემდეგ კი დავ– 
შალოთ მამრავლებად: 

X+1=C00+2X-+L1)--2X:=600-+1)?--(V2X).? 
ამრიგად, მოცემული განტოლება შეიძლება ჩავწეროთ შემდეგი სახით: 

(.+1)“-–(V 291=0, 
ანუ 

0C+V2X+I)(I--V2X+1)=:0, 
საიდანაც 

»X+V2X-+1=0 ან X"-V2X-+-1=0. 

პირველი განტოლების ამოხსნა იძლევა 

_I+/ 1+/ 
X,3:-= =–, წე, == 

V2 V 

„მაგალითი 6. X--1=0 განტოლების მარცხენა მხარე დავშალოთ ბე- 

ზუს თეორემის გამოყენებით, გვექნება: 

ჩX"--1 = (X-–- 1) (2C+-X2+X7+X+1), 

  

აზრიგად 

(V-–1) (VI-+ 9 +X# -- + 1) =0, 

საიდანაც X--1-0 და XI. -X+-XL-+X-+1=0. 

პირველი განტოლებიდან 
X=1; 

მეორე განტოლება წარმოადგენს სიმეტრიულ განტოლებას, როგორც) ვიცით 

მისი ამოხსნისათვის საჭიროა, ჟველა წევრი გავყოთ X”-ზე: 

2 1 1 
ყ+ +CI.XC-I1C -–-+-–-=0. 

+” I" 

(«+ –) +(»+ + )+1 =9. 
ჯ X 

შემოვიღოთ აღნიშვნა X+ 4+-,, გეექნება #”+-V+12=-9, 
ჩ4 

საიდანაც 

საიდანაც 

ყ.= 
–1+-V5. . –1-V5 . 
0-2 ' V–=“=52. 
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ამრიგად, გვექნება შემდეგი ორი განტოლება 

1 5-1 1 541 
„ა 4%- კ X+“ =-V54+ 

ეს განტოლებები გადაიწერება შემდეგნაირად: 
2#X--( V5--1)X+-2=0, 

2X-L(V5-L1)X-L2=0. 

პირველი განტოლების ამოხსნით მივიღებთ 

  
  

5-1. ( 
ფა-+:11' VIნ6+2V/5“ 

მეორე განტოლების ამოხსნა მოგვცემს 

/5-+>1 ! = 
+5= > 3-3 VI0-2V5   

სავარჯიშო 

ამოზსენით ორწევრა განტოლებები: 

.· X>XL+8=0, 

„ 27X>-195=0, 
. Xჭ7–---16=0, 

. X#X---64=0, 

„ 8C- 3=0, თი 
ა
 

ი
 

წა
 
აღ

. 

9. სამწევრა განტოლება. სამწევრა განტოლება ეწოდება შემდეგი სახის გან- 
ტოლებას: 

იX"9-+ხX5%სL2ი=0. CV) 

თუ შემოვიღებთ აღნიშენას X" =ყ, მაშინ (1) განტოლების ამოხსნა ·/დაიყვანე- 
ბა იყ'+ხყ-+-2=0 განტოლების ამოხსნამდე. 

განვიხილოთ მაგალითები: 

მაგალითი I, 8»'--9X1-+1=0. 

თუ აღვნიშნავთ X2=ყ, მაშინ გვექნება: 

საიდანაც 

_9+Vმ1 – 32 9+7 
_<__-_-_–_>>ი.. 

1 
ყ.=1; M.= “8. 

1 113. 1 1+7V3 
X.=1, წელ + 6-5. Xგა = 2. X86,-= >LV   
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სავარჯიშო 

ამოზსენით განტოლებები; 

1, X--7X-8=0, 
2. 16ჯ9მ –-257X"-+16=0, 

3. («-L3)?--9(X+3)მ-+8=>0, 

4 (X+-–-/3)“-–-5(X--/3)1+4=0. 

V თავი 

§ ?ჯჰ, ჰექტორის ცნება 

ზოგიერთი სიდიადე, რომლებთანაც საქმე აქვს ფიზიკას და მათემატიკას, სავ– 
სებით განისაზღვრება მათი რიცხვითი მნიშვნელობებით, მაგალითად, როგორიცაა 
სიგრძე, ფართობი, მოცემულობა, დრო, მასა, პოტენციალი და სხვა, ასეთი სახის 
სიდიდეებს სკალარული სიდიდეები ეწოდება, 
> გამოყენებითი მათემატიკის სხვადასხვა დარგებში და ფიზიკაში, გარდა სკალა 

რული სიდიდეებისა, გვხვდება ისეთი სახის სიდიდეები, რომლებიც შეუძლებელია 
სრულად დახასიათდეს მარტო რიცხვითი მნიშვნელობებით. მაგალითად, ფიზიკი– 
დან ცნობილია, რომ ძალა, სიჩქარე, აჩქარება და სხვა, ხასიათდება არა მარტო მა– 
თი რიცხვითი მნიშვნელობებით, არამედ გარკვეული მიმართულებითაც. ამიტომ 
ასეთი სიდიდეების სრულად დახასიათებისათვის საჭიროა მათი რიცხვითი მნიშვნე– 
ლობებთან ერთად ვიცოდეთ მათი მიმართულებაც. ასეთი სახის სიდიდეებს ვექტო– 
რული სიდიდეები ეწოდება. 

მაშასადამე. ვექტორის ცნება წარმოადგენს რიცხვის და მიმართულების ცნე 
ბათა გაერთიანებას. 

განსაზღვრა 1, ვექტორი ეწოდება წრფის მონაკვეთს, რომელხაც აქვს 
განსაზღვრული სიგრძე და განსაზღვრული მიმართულება. 

ქექტორების აღნიშვნაში პირველად იწერება მისი სათავის აღმნიშვნელი ასო, 
ხოლო შემდეგ –– მისი ბოლოს აღმნიშენელი ასო. ვექტორის მიმართულებად მი– 
ღებულია მისი მიმართულება სათავიდან ბოლოსაკენ. ვექტორების აღნიშვნა მო–- 
ცემულია 61-ე ნახაზზე. 4 8, CM და 8/ ვექტორები შეიძლება განვიხილოთ, რო– 
გორც მოძრავი სხეულის მიერ გავლილი გზა # მდებარეობიდან 8 მდებარეობამ- 

დე, ასევე C-დან #-მდე, 6-დან #-მდე. 
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ვექტორის აღსანიშნავად იხმარება პატარა ისარი, რომელიც იწერება სათა–- 
ვისა და ბოლოს აღმნიშვნელი ასოების ზევით, მაგალითად, 48, იკითხება »ვექ- 

ტორი 48“: 
შეიძლება ვექტორი ერთი ასოთიც აღვნიშნოთ. მაგალითად, X, 0, # და ა.შ. 

(ნახ. 62). 

როგორც ვიცით, წრფის მონაკვეთის ერთ-ერთი მახასიათებელია მისი სიგრძე. 
ვექტორსკი, როგორც ვნახეთ, რამდენიმე მახასიათებელი აქვს: სათავე, მიმართულება 
და სიგრჭე. 48 ვექტორის სიგრძის გამომსახველ რიცხვს მოდული ეწოდება. მო- 
დული აღინიშნება შემდეგნაირად: |48I. მაგალითად, |18|I=323; |C80|=5 (ნახ. 63), 

იმისდა მიხედვით, თუ რა სახის სიდიდეს გამოსახავს აღებული ეექტორი, გა- 
ნასხვავებენ სამი სახის ვექტორებს: თავისუფალს, სრიალას და ბმულს. 

ა) თუ ვექტორი განსაზღვრულია მხოლოდ სიგრძით და მიმართულებით, ხო- 

ლო სათავის (მოდების წერტილის) მდებარეობას ყურადღება არ ექცევა, მაშინ 

ვექტორს თავისუფალი ეწოდება, ე. ი თავისუფალი ვექტორი შეგეიძლია 
გადავიტანოთ თავისთავის პარალელურად სიბრტყის ნებისმიერ წერტილში. თავი- 
სუფალი ვექტორის მაგალითად შეგვიძლია დავასახელოთ სიჩქარე და აჩქარება 
სხეულის გადატანითი მოძრაობის დროს. 

ბ) თუ ვექტორი განსახღვრულია 
მისი ფუძით, ე. ი. წრფით, რომელზე– 

დაც ვექტორი ძევს და რომლის გასწვ– 
რივ მას შეუძლია იმოძრაოს, მაშინ ვე– 

ქტორს სრიალა ეწოდება. სრიალა 

  

  

ნახ, 63. ნახ. 4 ა-ბ. 

ვექტორი შეიძლება გადავიტანოთ მისი ფუძის გასწვრივ (ნახ. 64, ა). ჩ ვექტორი 

4 წერტილიდან გადატანილია „7 წერტილში. 
სრიალა ვექტორის მაგალითს წარმოადგენს მყარ სხეულზე მოდებული ძალა 

(ნახ. 64, ბ), წ ვექტორი მოდების წერტილიდან შეგვიძლია გადავიტანოთ 47 წერ– 
ტილში. 

გ) თუ ვექტორის განსაზღვრისას არსებითია მის სიგრძესთან ერთად მოდების 

წერტილიც, მაშინ ასეთ ვექტორებს; ბმული ვექტორები ეწოდება. 
- განსაზღვრა 2. ” და 0 ვექტორებს 

_ეუე ”– (ნას. 05), რომელთაც ტოლი სიგრძეები აქვთ, ხო- 

– ლო მიმართულება მოპირდაპირე, შებრუნებული 

ი ვექტორები ეწოდება. 

ამ თავში ჩვენ მხოლოდ თავისუფალ ვექტორებს 

ნახ, 65, განვიხილავთ, 
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§ ?5, მოქმედებანი ქექტორებზე 

ისევე, როგორც რიცხვებზე ანუ სკალარებზე, ვექტურებზეც შეიძლება ვაწარ– 

მოოთ არითმეტიკული მოქმედებები. 

1. ვექტორების შეკრება. ეთქვათ, მოცემულია სამი ვექტორი: 78, C6 და 
86. ამ ვექტორების ჯამს ვღებულობთ შემდეგი წესით: ვიღებთ სიბრტყეზე ნების- 
მიერ #4” წერტილს და ამასთან ვაგებთ 48 ვექტორს (18 ეექტორი თავის თავის 

პარალელურად გადაგვაქვს #4” წერტილში). ამავე წესით, 18 ვექტორის 8” ბო- 
ლოხე ვაგებთ 8C ვექტორს და ბოლოს კი Cნ ვექტორს, 48Cჩ) ტეხილის შემა- 

ერთებელ 48 ვექტორს, რომლის სათავე ემთხვევა X#8-ს სათავეს და ბოლო კი Cჩ 

ვექტორის ბოლოს, ეწოდება 48, 8C და Cი ვექტორების ჯამი და ჩაიწერება 

შემდეგნაირად: 48+8C+C0=246 (ნახ. 66). ასეთივე წესით შეიძლება მოიძებ– 

ნოს ნებისმიერი სასრული რაოდენობის ეექტორთა ჯამი, 

“.'!'' ./ 

პი ==. ” 
„–“ ს „––“ ”C 

8 C ს ' 

=> “ , სი 2 

ნახ. 66. ნახ. 67. 

ორი ვექტორის შემთხვევაში ჯამის პოვნა მოხერხებულია ე. წ. პარალელოგრა- 

მის წესით. ამ შემთხვევაში ორივე შესაკრებ ვექტორს მოდებენ ერთ წერტილზე და 

მათზე აგებენ პარალელოგრამს, 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ამ პარალელოგრამის დიაგონალი იქნება მოცე- 
მული ვექტორების ჯამი (ნახ, 67): 

48+/495=46C. 

საყურადღებოა ის გარემოება, რომ ვექტორების ჯამს, ისევე როგორც სკალა– 
რების ჯამს, ახასიათებს კომუტატიურობისა და ასოციატიურობის თვისება. 

ვექტორთა ჯამი დამოუკიდებელია შესაკრებთა რიგისაგან: 48+-45=40+)8 

(კომუტატიურობის თვისება) 

ვექტორთა შეკრება შეიძლება შესრულდეს შესაკრებთა ნებისმიერ ჯგუფებად 

შეერთებით: (485+8C)+C5=48+(8C+C0) (რასოციატიურობის თვისება). 
2. ვექტორების გამოკლება. ორი 418 და C0 ვექტორის სხვაობა ეწოდება 

ისეთ მესამე §წ ვექტორს, რომელიც შეკრებილი C6 ვქექტორთან მოგეცემს 248-ს. 

ე. ი. წ ვექტორი აკმაყოფილებს შემდეგ პირობას: 

48=6C8+#ჩ. 

თუ ვექტორს აღვნიშნავთ თითო ასოთი, მაშინ შეგვიძლია დავწეროთ: 

ს=#ნ,--წკ ანუ =ს,+(C–-?.). 
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ამრიგად,”ორი ვექტორის სხვაობა რომ ვიპოვოთ, საჭიროა პირველ ვექტორს 
“მივუმატოთ მეორე ვექტორის მოპირდაპირე ვექტორი (ნას, 68). 

ჯ': კითხვები და სავა“ 
ჯიშო 

–“ 1. რას ეწოდება ვექტორი? რო– 
გორ აღინიშნება ვექტორი? 

2. როგორ აღინიშნება ვექტო- 
რის მოდული? 

3. იპოვეთ შემდეგი სამი ნე- 
ბისმიერი ნ, ს. და ჩა ვექტორე- 
ბის ჯამი. 

4, ააგეთ |–|I=5 და |CI=3 ვექ– 
ტორები და იპოვეთ მათი ჯამი და 
სხვაობა. 

5. 48C სამკუთხედის გვერ- 

დებზე აგებულია ვექტორები 28, 

  

– ნახ. 68, 89C და C8, მასთან | 48|=ძ, |8CI=ხ 

და |C4|=C, რას უდრის ი + ხ +იC 
ჯამი? 

6. დაამტკიცეთ, რომ. თუ 064 და 08 ორი ვექტორი 0 წერტილს აერთებს 

„4 და 8 წერტილებთან. მაშინ ეექტორი 06 = > (04+08) 4 8 მონაკვეთს ყოფს 

ორ ტოლ ნაწილად. 

§ ?1ს. ჰექტორის გეგმილი ღერძზე 

ავიღოთ)სიბრტყეზე L ღერძი და მის გარეთ 4 წერტილი. 

განსაზღვრა 1. 4 წერტილის გეგმილი L ღერძზე ეწოდება 4 წერტი- 
ლიდან L ღერძზე დაშვებული პერპენდიკულარის /4“ ფუძეს (ნახ. 69, ა). 

განესაზღვრა 2. 48 ვექტორის გეგმილი L ღერძზე ეწოდება იმ 4, 8, 
მონაკვეთის სიგრძეს, რომელიც აერთებს ამ ვექტორის სათავის გეგმილს მისი 

ბოლო წერტილის გეგმილთან L ღერძზე (ნახ. 69, ბ). 

  

· წ 
8 #8 

#§ 1 
I 

.._– ,–+-=-+ – I I 4 
' ' .-. 1 I I ( | ! ! 4 
, ! ! I ' I ! 

+ 1 I -L ! 1 | 1.- 
#“ ა” 8სხს MM + MM "M- #M# 0# 

ნახ, 69, ა, ნახ. 69, ბ, ნახ, 69, გ. 

გეგმილის სიდიდე ითვლება დადებითად, თუ 48 ვექტორის მიმართულება 
ემთხვევა L ღერძის მიმართულებას, და უარყოფითად--წინააღმდეგ შემთხვევაში 
'(ნახ. 69, გ). 
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თუ 48 ვექტორი პერპენდიკულარულია #, ღერძისა, მაშინ ვექტორის # სა- 
“თავე და ,3 ბოლო ერთ C წერტილში გეგმილდება (ნახ. 69, გ), ამიტომ ღერძის პერ– 

პენდიკულარული ვექტორის გეგმილი ამ ღერძზე ნულის ტოლია. 
48 ვექტორის გეგმილი #L ღერძზე არის სკალარი ანუ რიცხვი, რომელიც გა- 

მოსახავს „187 მონაკვეთის სიგრძეს, 
ეს უკანასკნელი ჩაიწერება შემდეგნაირად: 

გეგ; 48= 4“ჩ'. (1) 

4 8C მართკუთხა სამკუთხედიდან (ნახ. 69, ბ) შეგვიძლია განესახღროთ 4” 8” მო– 

ნაკვეთის სიგრძე: 

#4C=I48) 005 თ. 

მაგრამ 4C=/4/ჩ8/, ამიტომ 4” 8”=|28| C05 თ, თუ ამ ტოლობას შევადა- 
«რებთ (1)-ს, შეგვიძლია დაეწეროთ: 

ბებჯ, 48 =|48I · C05 Cთ. 

მაშასადამე, 28 ვექტორის გეგმილი # ღერძზე (4'8') უდრის 48 ვექტო- 

რის სიგრძეს, გამრავლებულს იმ კუთხის კოსინუსზე, რომელსაც ეს ვექტორი 
ადგენს CL ღერძთან. 

სავარჯიშო 

1. როგორ შეიცვლება ვექტორის გეგმილი ღერძზე, თუე: 
ა) ვექტორის სიგრძე გადიდდება ორჯერ? სამჯერ? 

ბ) ეექტორის მიმართულება შეიცვლება მოპირდაპირეთი, ხოლო ღერძის მი– 

მართულება დარჩება უცვლელი? 

2. 48 ეექტორი, რომლის მოდული 6 სმ-ია, # ღერძთან ადგენს 30“-იან კუთხეს. 

რპოეეთ მისი გეგმილის სიდიდე L ღერძზე. 

§ 27. ვექტორის ნამრავლი სკალარზე 

ეთქვათ, მოცემულია # ვექტორი და # სკალარი. ნ ნამრავლი განიხილება, 

როგორც ვექტორი, რომლის სიგრძე ტოლია » ვექტორის სიგრძის ღა # რიცხვის 
აბსოლუტური მნიშენელობის ნამრავლისა. #6 ეექტორს აქვს # ვექტორის მი- 
მართულება, თუ #>0, და საწინააღმდეგო მიმართულება, თუ #<290. 70-ე ნახაზზე 

წარმოდგენილია ვექტორები: –. 

ს. 2; # -. #(C- 23. ნების ო“ 
#-2 

მიერი ვექტორისათეის შეიძლება ავა–-  –-–----აეასეაეაეაეა-ა',- 

გოთ ერთეულოვანი 2 ვექტორი, რომ- თ.) 
ლის სიგრძე ერთეულის ტოლია და M:2 ააა 

აქვს იგივე მიმართულება, რაც მოცე–- /#2(=2) „აე“ 
მულ ვექტორს, ამიტომ #-ჩ- 6, სა- 

დაც ჩ? =|#I. მაშასადამე, ჟოველი თხ. 70. 
ვექტორი შეგვიძლია წარმოვადგინოთ, 

როგორც მისი მოდულის და ერთეულოვანი ვექტორის ნამრავლი, 

71-ე ნახახზე გამოსახულია ორი ვექტორის ჯამის სკალარზე გამრავლება: 

(95:+ჩა) · 2=#. 
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ნახ. 71, 

§ :8ც. ვექტორის ჰოორდინატები სიბრტყეზე 

ვთქვათ, მოცემულია ჯი/ მართკუთხა კოორდინატთა სისტემა. #( იყოს სიბრ- 
ტვის ნებისმიერი წერტილი. 

განსაზღვრა 1. 0/M ვექტორს, რომელიც კოორდინატთა სათავეს აერ– 

თებს MM წერტილთან, /I წერტილის რადიუს-ვექტორი ანუ მოძრავი რადიუსი 

  

  

ნახ, 72, 

ეწოდება. (ნახ. 72) და აღინიშნება. 

0M=„/. 
განსაზღვრა 2. 0M ვე– 

პქტორის X და /( გეგმილებს 0X 
და 0) ღერძებზე ამ ვექტორის კო- 
ორდინატები ეწოდება, 

ვექტორის კოორდინატები ჩაი- 

წერება (X, #) სახით, თეით ვექ- 
ტორი კი სახით 

6M= LV, V), 
სადაც 

X=გეგიჯ0M და ყ=გეგ.ცჯ- 0M. 
განვიხილოთ C0/#/ ევექტორის 

მდებარეობის, სხვადასხვა შემთხვე- 

ვები. 

1. თუ მ#I ვექტორი ძევს 0X ღერძზე და »ქეს 0X ღერძის მიმართულება, 

მაშინ CM=წ(V/, 0) (ნახ, 73, ა) თუკი ვექტორს ექნება 0X ღერძის საწინააღმდეგო 
მიმართულება, მაშინ 0M= (–-”, 0) (ნახ. 73, ბ). ნახ. 73, გ და ნახ, 73, დ-ზე წარ- 
მოდგენილ შემთხვევებში 

07 = (0,,) და 0M =(0, ––/). 

  
ნახ, 73, ა. 
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M(07 

  

ნახ. 73, გ. ნახ, 71, დ. 

თუკი ეექტორის სათავე არ ემთხვევა კოორდინატთა სათავეს, მაშინ ორის 
კოორდინატები და ვექტო: ის ბოლო. წერტილის კოორდინატები ერთი ვექტორის 
არ იქნება (ნახ. 74). 

ამ შემთხვევაში 48 ვექტორის გეგმი– 
ლი 0X ღერძზე იქნება #, 8, მონაკვეთი, 
0» ღერძზე კი–-– C,8, მონაკვეთი. 

4,8,.=08,--04ე,=Xვ–-+X,; 

C,8:=08-–--0C.=ყე–V/. 

ამიტომ 

48=(%ე-X,, ყი-წა)- 

ყოველი ვექტორი ამომწურავად ხა- ნახ, 74. 
სიათდება თავისი კოორდინატებით, ვინაი– 

დან, თუ გვეცოდინება ვექტორის კოორდინატები, ამით ადვილად ავაგებთ თვით 
ვექტორს და ვიპოვით მის სიგრძესაც. 

ახლა დავამტკიცოთ თეორემა, რომელიც გამოსახავს ვექტორის სიგრძეს მისი 
კოორდინატების საშუალებით. 

თეორემა. ნებისმიერი ვექტორის სიგრძის კვადრატი უდრის მისი კო–- 
ორდინატების კვადრატების ჯამს. 

დამტკიცება. ვთქვათ, მოცემულია 0M# _ვექტორი. თუ მისი კოორდი– 
ნატებია X და ყ , ხოლო სიგრძე „, მაშინ ადგილი უნდა ექნეს ტოლობას: 

„“=X#-+ყ?. 

     
ნახ. 75. 
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V” 

0) ჯ» 

# » 

მ იM 

  

ნახ. 75, ბ. ნახ. 75, გ. 

თუ 0M ეექტორი რომელიმე საკოორდინატო ღერძზე ძევს, მაშინ, როგორც 
ზევით ვნახეთ, მისი ერთ-ერთი კოორდინატი იქნება 0, ხოლო მეორე კი # ან – #. 
ამ შემთხვევაში თეორემა სამართლიანია, თუკი ვექტორი ძევს I მეოთხედში (ნახ. 

75), მაშინ მართკუთხა #0//4-დან ჰითაგორის თეორემის ძალით დავწერთ: 

„?=Xჯ" -Lყ?. 

ა თუ ვექტორი ძევს, რომელიმე სხვა მეოთხედში, მაშინაც იგივე შედეგს მივი– 
ებთ. 

სავარჯიშოები 

1. ააგეთ ვექტორები, თუ მოცემულია მისი კოორდინატები; 

(3; 2); (071) (3; 0); (-2: 1); (–3; 2); (0; –3). 

2. როგორ შეიცვლება ვექტორის კოორდინატები, თუ ვექტორის მიმართუ– 
ლებას შევცვლით მოპირდაპირეთი, 

3. იპოვეთ ვექტორის სიგრძე, თუ ცნობილია მისი კოორდინატები: 

(2; 1), C–5; 4); (–-2; 1), (0, ––-5), (1; V2). 
4, რას წარმოადგენს ვექტორების ბოლო წერტილთა სიმრავლე, თუ ამ ვექ– 

ტორთა (X; ყ) კოორდინატები აკმაყოფილებენ განტოლებას: 

(X-–0)”-L ფ––ხ)2=/7: 

§ :0. რამდენიმე ვექტორის ჯამის გებმილი ლერძზე 

თეორემა: 1, ვექტორთა ჯამის გეგმილი რაიმე ღერძზე ტოლია შესაკრებ 
ვექტორთა გეგმილების ჯამისა, ვთქვათ, 46 ვექტორი წარმოადგენს შემდეგი სამი 
ვექტორის ჯამს. 10=7248+ 8C-LC%6 (ნახ. 76). 

ცხადია, 

ბებ, 48=#,0,, (1) 

ახლა დავაგეგმილოთ თითოეული შესაკრები იმავე ღერძზე; 

ბებ:4მ=/#,8,; გეგჯმC-მ8,C ბეგჯC=C,.. 
თუ ამ ტოლობებს წევრ-წევრად შევკრებთ, მივიღებთ: 

ბეგ» 48+ გეგ, 8C-+გებჯC0= /181+ 8)C14+C0,=4)ჩ) (2 
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(1) და (2) ტოლობის მარჯვენა ნაწილების ტოლობიდან გამომდინარეობს: 

გეგ»#9 = გებ, 48 + გეგ, 8C + გეგ„C8ნ. 

  

  

C 
წ 

# 

! I ' 
! ! ! ! I 

- I 1 I 1 · 

'.7 #, , 3 “2 

ნახ. 76. ნახ, 77. 

თეორემა 2. თუ 0/M ვექტორი L ღერძთან ქმნის თ კუთხეს, მაშინ7/, 
ღერძზე 0M ვექტორის გეგმილის შეფარდება 0M# ვექტორის ხიგრძესთან არის. 
გარკვეული რიცხვი, რომელიც არაა დამოკიდებული 0V/M ვექტორის სიგრძეზე, 

77-ე ნახაზზე მოცემულია 48 და 4C ვექტორები, რომლებიც L ღერძთან. 
ქმნიან თ კუთხეს. 

გეგ.48=#48,; ბებ,4C=-4C,; #«-488,--46C. 

ამიტომ შეგვიძლია დავწეროთ: 

#8, _46, 
48 /C 

§ 80. ორი პჰეკტორინ სკალარული ნამრავლი 

განსაზღვრა, ორი § და C ვექტორის სკალარული ნამრავლი ეწოდება. 

მათი სიგრძეებისა და მათ შორის კუთხის კოსინუსის ნამრავლს, # და 0 ქეჭქტორე– 

ბის სკალარული ნამრავლი აღინიშნება შემდეგნაირად: ჩ · 0 განმარტების თანახმად, 

ჩ-0=I)ჯI-I0IC050. : 
სადაც |#I და | 0 | შესაბამისად გამოსახავს # და C ვექტორების სიგრძეებს, ხოლო. 

დ არის კუთხე მათ შორის. 

    
  

“V 

+ “I 
ჩ ( · - · ე 

# წ “ 
ო „(+ 

წას, 78. ნახ. 79. 

ორი ვექტორის სკალარულ ნამრავლს მარტივი მექანიკური შინაარსი აქვს. 
ვნახოთ ეს კონკრეტულ მაგალითზე, 

ამოცანა, # ძალის მოქმედებით სხეული ასრულებს გადატანით მოძრაობას 

ისე, რომ მისი სიმძიმის ცენტრი 0 გადაადგილდება 4 წერტილში, მასთან, # ძა–- 

ლის მოქმედების მიმართულებასთან ადგენს 30%იან კუთხეს. ვიპოვოთ # ძალის 
მიერ შესრულებული მუშაობა, თუ |I#I=10 კმ, ხოლო 04=9 მ. (ნახ. 79). 
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# ძალა იშლება ოო /:, და #კ მდგენელად. # ა-ის მოქმედება ბათილდება სხე- 
ულის სიმძიმის ძალით და მის გადატანით მოძრაობაში მონაწილეობას არ ღებუ- 

ლობს, სხეულის გადატანით მოძრაობას იწვევს ჩ, ძალა. #, ძალის მიერ შესრუ- 
ლებული მუშაობა 04 მანძილზე იქნება #4ტ=/#ჩ)ე.· 04=/,.: 9 მ. #0/MM-დან 
#,=%# · 005 30”. ამიტომ #, ძალის მიერ შესრულებული მუშაობა 0/ გზაზე 

ოქნება: 

#3. 
2. 

ამრიგად # ძალის მიერ შესრულებული მუშაობა არის /” ძალის გამომსახველი 

ქექტორისა და 04 ვექტორული გადაადგილების სკალარული ნამრაელი. 

4=#-00§ 230“ 04 ანუ 4=10. კგ · 9 მ= 45 V3. კგმ. 

§ 61. ორი მეჭქტორის ვეპტორული ნამრავლი 

როგორც ზემოთ ენახეთ, ორი ვექტორის სკალარული ნამრავლის მექანიკუ– 
ლი შინაარსი არის ძალის მუშაობა გადაადგილების მიმართ. 

ახლა განვიხილოთ ორი ქექტორის ვექტორული ნამრავლი: ორი # და 0 ვექ- 
ტორის ვექტორული ნამრავლი არის ისეთი მესამე # ვექტორი, რომელიც შემ- 
დეგი პირობებითაა განხაზლვრული: 

1. # ვექტორის სიგრძე ' უდრის ნ და 6 ვექტორების სიგრძეებისა და მათ 
შორის დ კუთხის სინუსის ნამრავლს: 

I”წI=I§ნI |შIჯიდ, 
ე. ი. ” და 0-ზე აგებული პარალელოგრა- 
მის ფართობს (ნახ. 80). 

2. ვექტორი პერპენდიკულარულია 

დღა ნ და 0 ვექტორებზე გამავალი ზიბრტყისა. 

გაა ა ე. L ვექტორის მიმართულება ისეთია, 

რომ ს, 60 და # ვექტორები ადგენენ მარ- 

ცბხბენა სისტემას. 

მესამე პირობა ნიშნავს შემდეგს: დამკ- 
ვირვებლისათვის, რომელიც # ეექტორის 

გასწვრივ დგას და უყურებს /? ვექტორს, 
მისი უმცირესი კუთხით მობრუნება 6 ვექტორთან შესათავსებლად საათის ისრის 

  

მოძრაობის მიმართულებით უნდა ხდებოდეს. 

#6 და 0 ეექ ტორების ვექ ხორული ნამრავლი აღინიშნება. ასე  X 6. 

§ 895. ვეძტორული ნამრავლის მექანიკური მნიშვნელობა 

ვთქვათ, მოცემულია # ძალა, რომელიც მოდებულია 4 წერტილზე, და 0 წერ- 
ტილი (ნახ. 81). # ძალის ვექტორული მომენტი 0 წერტილის მიმართ არის ვექ- 
ტორი, რომელიც მოდებულია მომენტის 0 ცენტრზე, და განსახღვრულია შემ- 

დეგწაირად: 
1. ვექტორული მომენტის სიგრძე უდრის # ძალის სიგრძისა და # მხარის 

(მართობი 0 ცენტრიდან ძალის ფუძეზე) ნამრავლს: 

| L |=M I=25, 
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ე. ი. # ძალასა და 0 ცენტრზე აგებული სამკუთხედის გაორკეცებულ ფართობს 
(ანუ სათანადო პარალელოგრამის · ფართობს), 

2. ვექტორული მომენტი # ძალაზე და 0 წერტილზე გამავალი სიბრტყის პერ- 

პენდიკულარულია. 
3, ვექტორული მომენტის მიმართულება ისე უნდა შეირჩეს, რომ ჯX ძალა მას 

საათის ისრის მოძრაობის მიმართულებით უვლიდეს, 
ვექტორული L მომენტის ამ განმარ- 

ტებას თუ შევადარებთ ეექტორული ნამ– _- 4 4, 
რავლის ზემოთ მოყვანილ განმარტებას, “I 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ჯ» '. 

#=მომ წ =04X08=04#X (64+7) = 2 VI 
04X04+04XXL 

მაგრამ 04X04=0, მ 
_– = ნახ, 813, 

ამიტომ L=04X#. 

ამრიგად, წ ძალის ვექტორული ჯ მომენტი რაიმე 0 წერტილის მიმართ არის 

04 რადიუს-ვექტორისა და # ვექტორის ვექტორული ნამრავლი, 

§ გყ. ვექტორის დაშლა კოორდინატთა ღერჰების ზისედვით 

განსაზღვრა. ვექტორს, რომლის სიგრძე ერთეულის ტოლია, მგეზავი 

ანუ ორტი” ეწოდება. ღერძების მგეზავებად მიღებულია ( და / ვექტორები, ყოვე- 
ლი ვექტორი შეიძლება დავშალოთ კოორდინატთა ღერძების მიმართ. ამისათვის 
საკმარისია დავაგეგმილოთ იგი 0X და 0V ღერძებზე და მიღებული გეგმილები 

გავამრავლოთ სათანადო მგეზაგზე. 

მაგალითად, ვთქვათ, 48 = (X, «), 
მაშინ 48 = XI -L წI (ნახ. 83), 

  

C 

“0.” 
4 მ 

ნახ. 82. ნახ, 83. 

მაგალითები: 

1. 48CM მართკუთხედის გვერდებზე აგებულია ვექტორი 48=ჯ; 8C=0. 

გამოვსახოთ # ღა 6 ვექტორების საშუალებით #8 ვექტორი, თუ M 4» გვერ- 
დის შუაწერტილია (ნახ. 81). 

9" სიტყეა 0II0ო(მ10ი .დან. 

11, ვ. შონია 161



ამოხსნა: 

„საეა'. _ 1. _ _ 
M#M8=M4 + 48, მა:გრამ #44=- 2 9 და 48=7, 

ამიტომ 

ი 1 _ 
M8 =–-–-შ+ჩ. 2 0+ 

2. ავაგოთ # ვექტორი, თუ M=2#--მნ. 

  

ნახ. 84, ნაზ, 85, 

ამოხსნა. ჯერ ავაგებთ X ვექტორის გაორკეცებულ ვექტორს (მოდების 
წერტილი ნებისმიერია). შემდეგ ვუმატებთ მას ნებისმიერი 0 ვექტორის მოპირდა- 
პირე ვექტორს, ე. ი.––მ-ს, მაშინ (ნახ. 84) გვექნება: 

#=2ნ+(–-0)=26ნ--0. 

3, მოცემულია 48 ვექტორის სათავისა და ბოლო წერტილების კოორდინა- 
ტები: 4(–2; 3), 8C02, 1). ვიპოვოთ: 

ა) 218 ქექტორის გეგმილი 0X და 0V ღერძებზე; ბ) 248 ვექტორის მო– 

დული (სიგრძე). 
ამოხსნა 

48 ვექტორის გეგმილი 0X ღერძზე უდრის 4, 8; მონაკვეთის რიცხვით მნიშ- 
ვნელობას: 

I4,8,|=2--C=-2=4. 
48 ვექტორის გეგმილი 01)” ღერძზე უდრის /IC# მონაკვეთის რიცხვით მნიშ- 

ვნელობას: 
(XC 6I=3--–1=2 

48 ვექტორის სიგრძე ანუ მოდული ად 

|48|= 42--2 

ამოცანა 4, მო; ეემულია ნ <(C- 24, 

ვაჩვენოთ, რომ #=ჯნ-+C=(1; 7). 
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ამოხსნა 

თუ გამოვიყენებთ თეორემას ვექტორთა ჯამის გეგმილის შესახებ, გვექნება: 

გებ»(– + 0) = გეგჯ ” + გეგ»0=-–2+3=1. 
განვიხილოთ გეგმილი 0)” ღერძის მიმართ: 

ბებჯ (6 + 0) = გებ, ჩ + გეგ;0=4+2= 6. 

ამრიგად, 
9=#6+90= (), 6). 

  

  

ნახ, 86. ხაზ, 87. 

ამო ცა ნა 5. დავშალოთ მოცემული 418 ვექტორი კოორდინატთა ღერძის 

მიმართ ჯ და ჯ/ ერთეულოვანი ვექტორების მიხედვით, თუ #4LC-–-2; 2), 8(4; 5). 

ამოხსნა. 

განეიხილოთ 248 ვექტორის გეგმილი 0X და 0V ღერძებზე: 

გეგ»48 = Xგ– XX =4– (--2)=6, 

გებ.48-=-V7გ-7„=5-3=2. 
ამრიგად, 

28=6(4+92/. 
სავარჯიშო. 

1. მოცემულია #7 ეექტორი, რომლის სათავის და ბოლოს კოორდინატებია შე- 
საბამისად: /4(3, ––5); 8C-2, 4). ' 

იპოვეთ: ა) ვექტორის გეგმილი კოორდინატთა 0X და 0 ღერძებზე, 
ბ) # ვექტორის მოდული. 

გ) დაშალეთ ჯ» ვექტორი 0X და 0)” ღერძების მიხედვით: 

პას. ა) 59. ბ) L10ნ6. გ) 48=5(+9/. 

2. დაამტკიცეთ, რომ /#(3;-–-1), 801; 2), CC–1; 1) და XXI; ––2, წარმოად- 
გენს პარალელოგრამის წვეროებს. 

მითითება. პარალელურ ვექტორებს ერთსახელა კოორდინატები პრო- 
პორციული აქეთ. 
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ვ. მოცემულია ვექტორები: 6=34/-+5), და C=I--2; იპოვეთ სკალარული 
ნამრავლი #. · C0. 

პას, ჩ:.0= – VI70. ––=––“––-- 
· 8 V V34+V5 

4. ორი ვექტორის სკალარული ნამრავლის , განსახღვრის მიხედვით იპოვეთ 
ნ6=4(:+) და 0=2/-3 ვექტორებს შორის კუთხე. 

პას. C05.დ=-–-–-–-“ C05, დ 7175" 

5. ორ #= (2; 1) და 6=L-1; 5) ვექტორზე აგებულია პარალელოგრამი. 
იპოვეთ კუთხე მის დიაგონალებს შორის. 

პას: C05 დ = _=21_ 
· 5 Vე7 

6. მოცემულია ორი ვექტორი: #= (5; 2), 6=(2; – 3). იპოვეთ მისი ქეჭქ- 

ტორული ნამრავლი, 

თავი „II 

ნეგისმიერი არგუმენტის ტრიგონომეტრიული ფუნკციები 

§ §4, კუთხის ცნების განზოგადება 

გეომეტრიაში კუთხე განიხილება როგორც ფიგურა, რომელიც შედგენილია 
ერთი წერტილიდან გამოსული ორი სხივით. 

ყოველი კუთხე შეიძლება განვიხილოთ, როგორც ფიგურა, რომელიც მიიღე- 
ბა თავისი საწყისი წერტილის გარშემო სიბრტყეში მბრუნავი სხივით. მაგალითად, 
0 წერტილის გარშემო სხივის მობრუნებით 04 საწყისი მდებარეობიდან 08 სა- 

ბოლოო მდებარეობამდე მიიღება 408 კუთხე (ნახ. 88). 
სხივის ბრუნვის დროს შეიძლება შეი- 

8 ქმნას მართი კუთხე, გამლილი კუთზე, გაშ–- 
ლილ კუთხეზე მეტი კუთხე. თუ სხივი შე- 

ი ასრულებს ერთ სრულ ბრუნს, მაშინ 08 
4 გვერდი შეუთავსდება 074 საწყის მდებარე- 

ობას. სხივის მობრუნება თავისი საწყისი 

ნახ, 86, მდებარეობიდან შეიძლება შედგებოდეს ერ- 
თი ან რამდენიმე სრული ბრუნისა და იმ 

კუთხისაგან, რომელიც სრული ბრუნის ნაწილია (ნახ. 89, ა, ბ, გ,. დ). 

სიბრტყეზე სხივის ბრუნვა შეიძლება ორი ურთიერთსაწინააღმდეგო მიმარ- 

თულებით. 

სიბრტყეზე სხივის ბრუნვის ორი შესაძლებელი მიმართულებიდან ერთს თვლი– 
ან დადებითად, მეორეს კი –- უარყოფითად. 
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შეთანახმების საფუძველზე“ ბრენვის. დადებით მიმართულებად თვლიან ბრუნ– 
ის სიბრტყეზე მოთავსებულ და ციფერ ბღატით დამკვირეებლისაკენ მიმართული, 
აათის ისრის მოძრაობის _ საწინააღმდეგო მიმართულებას 

ამრიგად, თუ სხივი ბრუნავს საწყისი 

მდებარეობიდან საათის ისრის მოძრაობის 

მ საწინააღმდეგო მიმართულებით, მაშინ 
მიიღება დადებითი კუთხე, ზოლო წინაა– 

: ღმდეგ შემთხვევაში –– უარყოფითი (ნახ. 

90). 

( თუ 04 სხივი არავითარი კუთხით 

· არ მობრუნებულა საწყისი მდებარეობი–- 

' დან, ე. ი. დარჩა საწყის მდებარეობაში, 

მაშინ ვიტყვით, რომ სხივის მობრუნების 

0 2 კუთხე 0-ის ტოლია. 
ა) მბრუნავი სხივის საწყის მდებარეო– 

ბას ეწოდება შესაბამისი მობრუნების 

კუთხის საწყისი გვერდი, ხოლო სხივის 

საბოლოო მდებარეობას ამ კუთხის ხა–- 

3 ბოლოო გვერდი, 

  

ნაა. 89. ნახ, 91, 

0/4 სხივს (ნახ. 91) შეუძლია ნებისმიერ რიცხეჯერ შეასრულოს სრული ბრუე- 
ნი და შემდეგ კვლავ აღმოჩნდეს 08 მდებარეობაში, ე. ი. არსებობს, როგორც 
სასრულო, ისე უსასრულო სიმრავლე კუთხეებისა, რომელთათვისაც საწყის და 

საბოლოო გეოღებს 04-ს და 08-ს მდებარეობა აქვს. ეს კუთხეები შეიძლება 
ჩავწეროთ დეგნაირად: 

ჩ=თ-+#- 360”, სადაც #=0, +1, +2, +ქ,.., 
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§ 35. კუთხეებისა და რკალების რაშიანული გაზოპვა 

კუთხეების გაზომვის დროს წინასწარ საჭიროა კუთხის საზომი ერთეულის 

შერჩევა, კუთხის სახომ ერთეულად შეიძლება ავიღოთ სხვადასხვა სახის კუთხე. 

პრაქტიკაში კუთხის საზომ ერთ; ულად უფრო მეტად ხმარობენ გრადუსს, რომელიც 
1 

360 
  სრული ბრუნვის ნაწილს შეადგენს. როცა გაზომვა უფრო მეტი სიზუსტი- 

თაა საჭირო, მაშინ ერთეულად იღებენ გრადუსის > ნაწილს -– წუთს და წუ- 

თის = ნაწილს –– წამს, 

გეომეტრიაში ხშირად კუთხეებს ზომავენ ძ-ს ნაწილებში, ამ შემთხეევაში სა– 

ზომ ერთეულად აღებულია მართი კუთხე. 

არტილერიაში კუთხის საზომად ღებულობენ 
1 360“ 

სრული ბრუნკის < ნაწილს ე. ი. “2-5 , ამ 

კუთხეს კუთხსაზომის დიდი დანაყოფი ეწოდება. 
როცა უფრო მეტი სიზუსტეა საჭირო, მაშინ კუთხ- 
საზომის დიდ დანაყოფს ყოფენ 100 ტოლ ნაწი- 

ხ 

  

ლად; კუთხეს -==336” ეწოდება კუთხსაზო- 

მის მცირე დანაყოფი, 

ნახ. 92. ვინაიდან სიბრტყეში სხივის ბრუნვის შედე- 

გად შეიძლება მივიღოთ ნებისმიერი სიდიდის კუთ- 
ზე, ამიტომ კუთხის ზომები შეიძლება გამ. ვსახოთ ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვე- 
ბით, მასთან, დადებითი კუთხის სიდიდე გამოისახება დადებითი რიცხვით, უარყო- 
ფითისა კი –– უარყოფითით. 

რკალების გაზომეისას ერთეულად იღებენ ე, წ. რკალურ გრადუსს. ეს არის 
რკალი, რომელსაც ეყრდნობა ერთგრადუსიანი ცენტრალური კუთხე, როგორც 
ცენტრალური კუთხის, ისე მისი შესაბამისი რკალის სიდიდე გამოისახება ერთი და 
იმავე ნამდვილი რიცხვით, 

გეომეტრიიდან ვიცით, რომ ერთი და იმავე ცენტრალური კუთხისათვის ორი 
წრეწირის რკალის სიგრძე ისე შეეფარდება ერთმანეთს, როგორც მათი რადიუსე- 
ბი (ნახ, 92), 

4,8 _M 
#8. 

ანუ 

4,8, _ 4.8. 
ზს #. 

“ამრიგად, ერთი და იმავე ცენტრალური კუთხისათვის წრეწირის რკალის სი- 

გრძის შეფარდება რადიუსთან დამოკიდებული არაა რადიუსის სიდიდეზე. 

მაგრამ, ცხადია, ცენტრალური კუთხის სიდიდის შეცვლასთან ერთად იცვლებ-“ 

მ შეფარდების სიდიდეც. 
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განსაზღერა, კუთხის რადიანული ზომა ეწოდება წრეწირის იმ რკალის 

სიგრძის შეფარდებას მიხი რადიუსის სიგრძესთან, რომლისთვისაც ეხ კუთხე 

ცენტრალურია. | 

კუთხეების რადიანული გაზოშვის დროს საზომ ერთეულად იღებენ რადიუ- 
სის სიგრძის ტოლი რკალის შესაბამის ცენტრალურ კუთხეს. „ამ კუთხეს რადიანი 

ეწოდება. 
წრეწირის რკალების რადიანული გაზომვისას ერთეულად მიღებულია რკალუ- 

რი რადიანი, ე. ი. რკალი, რომლის სიგრძე რადიუსის სიგრძის ტოლია. 

§ 80. კუთხის რადიანულ და გრადუსულ ზომებს შორის დამოკიდებულება 

ა) კუთხის გრადუსული %ზომიდან რაღიანულზე გადასვლა, განსაზღვრის 

თა”ა'მად, სრული კუთხის (ბრუნის) რადიანული ზომა უდრის წრეწირის სიგრძის შე- 
ფარდებას რადიუსის სიგრძესთან: 

  

  

  

  

2#/ 2 = 6,2811... 

· 2ჯ «+ ი 
1>იანი კუთხის რადიანული ზომა იქნება: 360C  160- თუკი კუთხე /#%სს 

შეიცავს, მაშინ მისი რადიანული ზომა ტოლი იქნება: 

ი=-%. 4, 
180 

სასარგებლოა ვიცოდეთ ცხრილში მოცემული კუთხეთა რადიანული ზომები: 

გრ-დუსებ- | 209 | 45 | 603 90“ | 180? | 220? 360= 
' | 

838 1 § 1 85 . | დ | 89 
რადიანნბი” | C | C – 2 = – 2 

" " M " თ " " 

CL I< ხ I« CIო CI რ C 5! ო დ           

ბ) რადიანული ზომიდან გრადუსულზე გადახვლა. #4"-იანი კუთხის რადია- 

ჯ 

80” 
  აული ზომის ფორმულიდან ი= ; ·- #4“ გამომდინარეობს: 

180? 
-ძ 

ჯ 
4?=   

1. რადიანის ტოლი კუთხის გრადუსული ზომაა 180”. 2 57:17” 45'” 
2 

ჩ 180? 9 13/ გღ/, 
2. რადიანის ტოლი კუთხის გრადუსული ზომაა –-–----2 = 57? 17“ 45”, · 2-2 

5L L) 

2= 114-36რ” 

გრადუსული ზომიდან რადიანულზე გადასასვლელად მოზერხებულია ვისარ- 
გებლოთ ცხრილებით: (3. ბრადისის ცხრილი 11, გვ. 60, 1963 წ.). 
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რადიანებში” გამოსახული კუთხის ან რკალის სიდიდე ჩაიწერება რიცხვით სახელ- 
წოდების გარეშე. მაგალითად „კუთხე, რომელიც იზომება ი რიცხვით“, მ კლედღ 

ეიტყკით, „0 კუთხე“, ჯუთხე რომლის სიდიდე არის 2 2,5, 3 +, რადიანი, 

ვიტყვით: „კუთხე < “«, „კუთხე 2,5“, „კუთხე ვ.ა და ა, მშ. 

მაგალითი: გამოვსახოთ გრადუსებში კუთხე, რომლის რადიანული ზო- 
მაა 2, 0176. რადგან ასეთი კუთხე ცხრილში არაა, ამიტომ ეს სრულდება 2 ეტაპად: 

1,5691 90954” 
0.4485-––- 83? 

2,017+9-–- 173954”. 
შენიშვნა, თუ ვიცით წრეწირის რადიუსი # და რკალის რადიანული ზო- 

მა ძ, შეიძლება გამოვთვალოთ ამ რკალის სიგრძე |, მართლაც, განსახღვრის თა- 
ნახმად, 

! 

# 

ამრიგად, წრეწირის რკალის სიგრძე უდრის მისი რაღიანული ზომისა და რა - 

დიუსის სიგრძის ნამრავლს. 

სავარჯიშოები: 

ი6=-, აქედან კი #=0Cთ-Iბ. 

ცხრილების გამოყენებით გადაიყვანეთ შემდეგი კუთხეები რადიანულ ზომებში: 

1. 276;  ვ35%4/; 145536;  18ვ%36' 
2. გადაიყვანეთ ცხრილების საშუალებით რადიანული ზომიდან გრადუსულში: 

1,1537; 0,3681; 1,3716. 

2,1716; 2,5; 2,14; 1,313, 

§ 67. ნებისმიერი არბუზენტის ტრიგონომეტრიულ ფუნკპციათა განხაზღვრა 

VIII კლასის გეომეტრიის სახელმძღვანელოში განმარტებულია მახვილი კუთ- 
ხის ტრიგონომეტრიული ფუნქციები: სინუსი, კოსინუსი, ტანგენსი და კოტანგენსი. 

ეს განსაზღვრა ემყარება მართკუთხა 48C სამკუთხედის გვერდების შეფარ- 
დებას: 

=51I) თ; 

ი
ი
 

ი
|
)
ლ
თ
 

=C005C; « (თ; V ით, 
ხ ძ 

თუ გავითვალისწინებთ ამ განსაზლღ- 
8 ვრებს, მაშინ; ცხადია, ახრს კარგავს 

0-იანი, 90-იანი, 120-იანი, 180“-იანი და 

ა, შ. კუთხეთა ტრიგონომეტრიული ფუნ- 
ი ქციების განხილვა, ეინაიდან დასახელე– 

ბული კუთხეებიდან არც ერთი არაა მახ- 
ვილი. ეს გარემოება გვაძულ ბს მივმარ- 

„227 თოთ ტრიგონომეტრიულ ფუ'ქციათა ისეთ 
C განსაზღვრას, სადაც არგუმენტი შეიძლე- 

ბა იყოს არა მარტო მახვილი, არამედ ნე- 
წ,ხ, 91. ბისმიერი კუთხე. 
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ავიღოთ სიბრტყეზე 0ჯ და იყ ურთიერთპერპენდიკულარული ღერძები. მათი 
გადაკვეთის 0 წერტილიდან ნებისმიერი რადიუს-ვექტორით შემო:საზოთ წრეწი- 
რი, რომელიც გადაკვეთს 0X და 0/ ღერძებს, შესაბამისად, # და 8 წერტილებში 

0#M რადიუს-ვექტორი 04 საწყისი 
მდებარეობიდან 0M საბოლოო მდებარე– 

ობამდე აღწერს თ კუთხეს (ბრუნვის და– 
დებითი მიმართულება); M წერტილის 

კოორდინატები იყოს X და ყ, ხოლო 0/# I 
რადიუს-ვექტორის მოდული |0MI)=L. I 

განსაზღვრა 1. თ კუთხის 
სინუსი ეწოდება მოძრავი რადღიუს-ვექ- ”M, 

ტორის ბოლო წერტილის ორდინატის შე– > 

ფარდებას ამავე რადიუს-ვექტორის მო- 

დულთან (სიგრძესთან), თუ ეხ რადიუს– წ:ხ. 94. 

ვექტორი აბსცისათა ლერძთან C კუთხეს ადგენს, 

ე. ი. 

  

  

    

51 თ = (0) 

- 
I
 

განსაზღვრა 2. თ კუთხის კოსინუსი ეწოდება მოძრავი რადიუს-ვექ- 
ტორის ბოლო წერტილის აბსცისის შეფარდებას ამავე რადიუს-ვექტორის მო- 

დულთან (სიგრძესთან), თუ ეს რადიუს-ვექტორი აბსცისათა ლერძთან თ კუთხეს 

ადგენს, 
ე. ი. 

C05 == –; (2 

ა)
 

CI) და (2)-დან მივიღებთ 

ყ=7 5)ი თ და X=/-C05 C. 

განსაზღვრა. ქ. კუთხის ტანგენსი ეწოდება ამ კუთხის სინუსის შეფარ–- 
დებას ამავე კუთხის კოსინუსთან, 

ე. ი - 
30 თ 

Iნთძ=-- 
2C05C 

განსაზღვრა 4. კუთხის კოტანგენსი ეწოდება კუთხის კოსინუსის შე- 

ფარდებას ამავე კუთხის სინუსთან, ე. ი. 

შენიშენა,. ტანგენსის და კოტანგენსის განმარტებებიდან გამომდინარე- 
ობს, რომ თ კუთხის ტანგენსი უდრის მოძრავი რადიუს-ვექტორის ბოლო წერტი- 
ლის ორდინატის შეფარდებას ამავე წერტილის აბსცისასთან, ხოლო კოტანგენსი უდ– 

რის მოძრავი რადიუს ვექტორის ბოლო წერტილის აბსცისის შეფარდებას ორდინა- 
ტთან, თუ მოძრავი რადიუს-ვექტორი 0X ღერძთან თ კუთხეს ადგენს. 
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და CICთ = 

ა) განხილული ოთხი ფუენქციის გარდა, კიდევ განიხილება ორი ფუნქცია ს ე- 
კანსი, და კოსეკანსი: 

1 

C05C# M 

X 

V 
C050C თ =: და – = 

ზIი თ 
  

პაგრამ ამ ორ ფუნქციას ფართო გამოყენება არა აქვს, 
§ C-ის მეორე თეორემის ძალით 

ჟიულ ფუნქეიათა მხიშე ელობანი არ არია: 
შეიძლება დავასკვნათ, რომ ტრიგონომეტ- 

6 დამოკიდებულნი მოძრავი რადიუს- 
კექტორის სიგრძეზე, ამიტომ ეს რადიუს-ვექტორი ყოველთვის შეიძლება ერთი 

V 

8(0./, 

”/X,V 
V 4, 

L 

ნახ. 95. 

4(/.0) 

4,/-7.0) 2 

  

და იმავე სიგრძის ავიღოთ, 

ჩვეულებრივ იღებენ |6MI=” 1; 
ასეთ შემთხეევაში 0/M რადიუს-ვექტორი 
საკოორდინატო სიბრტყეზე შემონახავს 

· წ. ერთეულოვან წრეწირს (ნახ. 95). ამ 
მთხვევაში 

§I1 =ყ, C05 Cთ=VXV; (6თ=. # 
84 

; 6(CთC– 
ყ 

ამრიგად, თ კუთხის სინუსი და კო- 
სინუსი უდრის ერთეულოვანი წრეწირის 

მოძრავი რადიუს-ვექტორის ბოლოს ორ- 

დინატს და აბსცისას, ტანგენსი და კოტან- 

გენსი კი უდრის მოძრავი რადიუს-ვექ- 

ტორის ბოლოს ორდინატის შეფარდებას 

აბსცისასთან და აბსცისიხს შეფარდებას ორდინატთან, თუ მათი მოძრავი რადიუს- 
ვექტორი აბსცისათა ღერძთან თ კუთხეს ქმნის, 

ავიღოთ ერთეულოვანი წრეწირი. 

განსაზღვრა. ერთეულოვანი წრეწირის მხებს, გავლებულს პორიზონ- 
ტალური დიამეტრის (1; 0) წერტილზე, ეწოდება ტანგენსების ღერძი. 

ტანგენსების ღერძზე ისეთსავე დაღე– 
ბით მიმართულებას ვიღებთ, როგორსაც 

ორდინატთა ღერძზე (ქვევიდან ზევით). 

M წერტილი იყოს თ კუთხის შესა– 

ბამისი ერთეულოვანი წრეწირის წერტი- 

ლი: თუ განვაგრძობთ 6/#M რადიუს-ვექ- 
ტორს ტანგენსების ღერძის გადაკვეთამ- 

დე, ამ ღერძზე მივიღებთ L წერტილს?. 

თ კუთხის ტანგენსი უდრის ტანგენსე– 

ბის ლერძის შესაბამისი წერტილის ორდი- 

ნატხს. მართლაც, თუ C კუთხე მთავრდება 

  

V 

  
  

ნახ. 96, 

" ამ აგების შესრულება შეუძლებელი გახდება, თუ M წერტილი ორდისატთა ღერძზე ძეეL. 
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მარჯვენა ნახევარსიბრტყეში-, მაშინ 0ჯL -ს ავიღებთ მოძრავ რადიუს-ვექტორად და 
გვექნება:. 

  

  

    

  

I/L) V, (დცი. 14) VI. ე. 
აიი. ი 

სადაც ყ, არის # წერტილის ორდინატი. 

„ 
== , 
| M, 

თ 

” 0 ჯ 

ნახ. 97, ა. ნაზ. 97, ბ. 

თუკი თ კუთხე მთავრდება მარცხენა ნახევარსიბრტყეში, მაშინ /M და # წერ- 
უილების ერთსახელა კოორდინატები საწინააღმდეგო ნიშნებისაა. 0/#MV და 04L 
სამკუთხედების მსგავსების გმო ორდღინატის შეფარდება აბსცისასთან ორივე 
წერტილისათვის ერთნაირია: 

ყM#M #MVMV 4L V, 
“ინთ=-2>-- ლი ეა 8ს წ: 

წი. იV 041.9 – 

თუ M წერტილი ძევს ორდინატთა ღერძზე, მაშინ # წერტილი არ არსებობს ღა 
მასთან LC თ-'!. 

კოტანგენსების ღერძა ეწოდება ერთეულოვანი წრეწირის მბებს, გავლებულს 
ქერტიკალური დიამეტრის 8(0,1) ბოლოში, დადებითი მიმართულება ამ ღერძზე 

ემთხვევა დადებით მიმართულებას 0X ღერძზე. 

თ კუთ"ის კოტანგენსი არის კოტანგენსების ღერძის შესაბამისი წერტილის ჯ 
აბსცისა (ნახ. 106). 

(11) ფორმულაში Iყთ = # "შეიძლება არსებობდეს მხოლოდ და მხოლოდ იმ 
+ 

შემთხვევაში, როცა X98+0. 

თუკი X=0, მაშინ # აზრს კარგავს (ნულზე გაყოფა არ შეიძლება). ამ 'შემთხ- 
Xჯ 

ვევაში 0# რადიუს-ვექტორის მიმართულება ემთხვევა 0X” ღერძის მიმართულე- 
ბას (ნახ, 98). 
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თ კუთხე კი შეიძლება ზოგადად შემდეგნაირად წარმოვიდგინოთ: 

სადაც #=0, -+L)1, +2, +383... 

ჯ 
= 2. –+VX, % 

ამრიგად, თ = 2 +##% კუთხეთათვის ფუნქცია ტანგენსი არ არსებობს (0/# რადი– 

1 

  

  

  
ხახ. 98, ბ. 

  
ნახ, 98, გ. 

უს-ვექტორი ტანგენსების ღერძის პარალელუ- 

რია, ე. ი. მას არ კვეთს) (ნახ. 98,ა და 98, ბ). 

ახლა, თუ თ=#/ჯX, მაშინ 0/M რადიუს- 
ვექტორის მიმართულება ემთხვევა 0 ღერძის 

მიმართულებას და შეფარდება X აზრს კარ- 
ყ 

გავს, (ყ=0), ე. ი. თ = #X კუთხეთათვის კო- 
ტანგენსი არ არსებობს (ნახ. 98, გ). 

განსაკუთრებული ყურადღება უნდა მივაქ- 
„ციოთ იმ გარემოებას, რომ ერთეულოვანი წრე- 
წირი კოორდინატთა ღერძებით იყოფა 4 ტოლ 
ნაწილად, IL და I1 მეოთხედი ერთად შეადგენს 
ზედა ნახევარწრეწირს. I1L და IV მეოთხედი –– 
ქვედა ნახევარწრეწირს. 1 და IV მეოთხედი 
შეადგენს მარჯვენა ნახევარ-წრეწირს, III და II 
მეოთხედი -– მარცხენა ნახევარწრეწირს. 

ჰორიზონტალური დიამეტრის მარჯვენა ბო- 

ლოში (4 წერტილი) ბოლოვდება რკალებით, 
რომლებიც 2#M#% (ან გრადუსებში 3601) რიცხ- 

Vზ 

8 

I 

4 , 

4 0 « '! წ ” 

ნახ. 99, 

  

  
ვებით იზომება, ამ დიამეტრის მარცხენა 4, ბოლოში კი –– რკალები, რომლებიც 

იზომება რიცხვებით: 

XL+2-=:2 (2#+1) ან გრადუსებით 180? (2”-L1), სადაც #=0, +1, +2... 
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აქედან ვასკვნით. ია» და 180 # რკალები (სადაც # მთელი რიცვია) 

ბოლოქდება ჰორიზონტალური (44,) დიამეტრის ბოლოებში; როცა # ლუწია, 4 
შერტილში, და როცა # კენტია 4; წერტილში, 

8 წერტილში, ვერტიკალური დიამეტრის ზედა ბოლოში, ბოლოვდება რკა– 

ლები = +2ჩი (ან 90-+260M). 8, წერტილში ფერტიკალერი დიამეტრის ქვედა 

ბოლო) „ბოლოვდება რკალები – 2 +2ჩ= > + (2#-–1) #. 

აქედან დავასკვნით, რომ ვერტიკალური დიამეტრის ბოლოში ბოლოვდება 

2 +212 რკალები, მასთან, 8 წერტილში, როცა /1=2#, და 8;-ში, როცა #1=2#6-–-1. 

§ 88. ტრიბონომეტრიულ ფუნპჰციათა ნიშნები 

როგორც ვიცით, კოორდინატთა 0X და 0V ღერძები ერთეულოვანი წრეწირს 

ყოფენ 4 ტოლ ნაწილად, თითოეულ ნაწილს მეოთხედები ეწოდება (LI, II, III, IV 
მეოთხედებს, (ნახ. 100 ა). ვინაიდან 510 თ ფუნქცია არის ერთეულოვანი წრეწირის 
მოძრავი რადიუს-ვექტორის ბოლო წერტილის ორდინატი, როცა რადიუს-ვექტო- 

რი 0X ღერძთან თ კუთხეს ადგენს, ამიტომ 

სინუსის მნიშვნელობანი დადებითია იმ მე–- 

ოთხედში დამთავრებული კუთხეებისათვის, 

რომელშიც რადიუს-ვექტორის ბოლო წერ- 

-ტილი ორდინატები დადებითია, ხოლო 

უარყოფითი –– სადაც ეს ორდინატები უარ- 

ყოფითია, 
ამრიგად, ზედა ნახევარსიბრტყეში (I და 

IL მეოთხედები) სინუსი დაღებითია (ნახ. 

10ე, ბ), ხოლო ქვედა ნახევარსიბრტყეში (III 

და IV მეოთხედი) უარყოფითია (ნახ. 100გ). 

კერძოდ, 0-სა და X-ს შორის მოთავსებული 

კუთხეებისათვის, ე. ი. 0–თ<X §Iი CთC>90, 
ბოლო #<:X<-24 კუთხეებისათვის, §I(ი თ<0, ნახ. 100, ა, 

  
  

  
ნახ, 100,ბ.  



ვიცით, რომ C05 თ არის ერთეულოვანი წრეწირი რადიუს-ვექტორის ბოლო 
წერტილის აბსცისა, თუ ეს ვექტორი 0X თან თ კუთხედს ადგენს. ამიტომ ფუნქცია 
C05 თ დადებითი იქნება იმ მეოთხედში დამთავრებული კუთხეებისათვის, რომელ- 
შიც მოძრავი რადიუს-ვექტორის ბოლო წერტილის აბსცისა დადებითია, ხოლო 

უარყოფითი –- სადაც ეს აბსცისა უარყოფითია, ე. ი. მარჯვენა ნახევარსიბრტყე- 

“ში (I და IV მეოთხედები) ფუნქცია კოსინუსი დადებითია (ნახ. 101, ა) ხოლო მარ- 
ცხენა ნაზევარსიბრტყეში (III და II მეოთხედები) –– უარყოფითი. (ნახ. 101, ბ). 

- · 

#V 

ჯ0 

  

    
ნახ. 101, ა. ნას, 101, ბ. 

კერძოდ, კოსინუსი დადებითია -- < და + -ს შორის მოთავსებული კუთხე- 

ებისათვის, ე. ი. C0§ თ>0, თუ – > <თ< => ხოლო (Cლ0§ თ<20, თე 2 < 

<9ძ< 22. ვინაიდან 

Iთ = აII11თ 
  =M# და Cი(9თ=-95% + 
ლა» X ყით ყ 

ამიტომ ტანგენსის და კოტანგენსის მნიშვნელობანი დადებითია იმ მეოთხედში 
ამთავრებული კუთხეებისათვის, რომლებშიც მოძრავი რადიუს-ვექტორის ბოლო 

წერტილის ორდინატებს ერთნაირი ნიშნები აქეთ, ხოლო უარყო ითია იმ მეოთ- 
ხედში დამთავრებული კუთხეთათვის, სადაც ეს ორდინატები საწინააღმდეგო ნიშ- 
ნებისაა, 

ამრიგად, 1 და III მეოთხედებში დამთავრებული კუთხეების ტანგენსი და კო- 
ტანგენსი დადებითია, II და IV მეოთხედებში დამთავრებული კუთხეებისა კი––უარ- 
ყოფითი. 

ჩატარებული მსჯელობის მიხედვით ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა ნიშნები- 
ათვის შეგვიძლია შევადგინოთ შემდეგი ცხრილი: 

“აას მეოთხედი 

ფუნქციები 

ყოთ | 
C05 თ 
Iდთ 

  

I II II IV 
  
  

      
+ 

++
+ - + 

+ – 
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უნდა შევნიშნოთ, რომ სინუსის ნიშნები მეოთხედების მიხედვით ემთხვევა» 
კოსეკანსის ნიშნებს, კოსინუსისა –- სეკანსისას ბოლო ტანგენსისა –- კოტან- 

კენსისას, 

§ 60. ტრიბონომეტრიული ფუნჰციების ძვლილება, როცა არგუზენტი 

იცვლება 0-დან § 2-გდე 

ავიღოთ ერთეულოვანი წრეწირი. როგორც ვიცით, 511 «=ყ და C05 C=-X, 
ე. ი. ერთეულოვანი წრეწირის მოძრავი რადიუს-ვექტორის ბოლო წერტილის ორ- 
დინატი არის თ კუთხის სინუსი, აბსცისა კი –– კოსინუსი, თუ რადიუს ვექტორი 

0X ღერძთან თ კუთხეს ქმნის. 
ჯ 

როცა თ იცვლება 0-დან > -მღე, 

მაშინ სინუსი იზრდება 0-დან #,#,- 

მდე, M2:#,-მდე, და ბოლოს, როცა 

თ == 5 Cრ039), მაშინ 0! ვექტორს ექ- 

ნება შ#MI, მდებარეობა და §Iი <= 

=1, როდესაც კუთხე იზრდება 5 

  

  (90 )-დან Xჯ (180)-მდე, მაშინ სინუსი 

კლებულბს 1-დან /M# ,ჩჩე-მდე Mჯსჩ,-მდე 
და ა. შ. ბოლოს, როცა Cთ=X, მაშინ 

სინუსი 0-ის ტოლი ხდება. ე. ი. §I9 2=0; 

ნახ. 102. 

თ კუთხის #-დან ე (270) ცვლილების დროს სინესი კლებულობს 0-დან-– 

1-მდე, ე. ი. როცა თ = 2 მაშინ მოძრავი რადიუსი იქნება 0#MIკ მდებარეობაში, 

ამიტომ §Iი 29=- 22-დან 2X-მდე. თ კუთხის ცვლილებისას სინუსი კვლავ 

იზრდება ––1-დან 0-მდე, და როცა თ=2Xჯ (2605), კელავ უბრუნდება საწყის 0#M 

მდებარეობას, ამიტომ 5Iი 2#=0. 

ბ) ფუნქცია კოსინუსის ცვლილება. თუ თ=0 მაშინ C05 თ=|0/1|=1, როცა 

თ იზრდება, მაშინ C05 თ კლებულობს 1-დან 0#,-მდე, 0#.-მდე და ა. შ. და ბოლოს, 

როცა თ = <=, მაშინ C05 თ 0-ს ტოლი ხდება. > –დან #-მდე თ-ს ცვლილები. 

სას კოსინუსი კვლავ კლებულობს 0-დან ––1-მდე. შემდეგ, როცა თ იცვლება #ჯ-დან 

31-მდე, კოსინუსი კვლავ იზრდება––1-დან 0-მდე, 55%-დან 2#-მდე თ-ს ცვლილე–- 

ბის დროს ის კვლავ იზრდება 0-დან 1-მდე. მეტად სასარგებლოა #, 8, 4,, და 89, 
წერტილების კოორდინატების დამახსოვრება. ამ წერტილების კოორდინატების 
ცოდნით და კუთხის ცალკეული მნიშვნელობების დროს მოძრავი რადიუს-ვექტო– 
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რის მდებარეობის გათვალისწინებით პირდაპირ შეიძლება 0, <=, 7, სკ და 2ჯ 

კუთხეების, ტრიგონომეტრიული ფუნქციების მნიშვნელობების განსაზღვრა (ნახ, 
103). მაგალითად, როცა თ==0, მაშინ მოძრავ რადიუს-ეექტორს უჭირავს 04 სა- 

წყისი მდებარეობა, ამიტომ 4 წერტილის კოორდინატები იქნება 0-იანი კუთხის 

სინუსი და კოსინუსი, ე. ი. 

§5)00”=0 და C05 0“==1, 

როცა თ=90”, მაშინ რადიუს-ვექტორის ბოლო იქნება 8 წერტილში, ამიტომ 
C0590"=-0 და §1ი 90%=1; როცა თ= 1803, მაშ ნ რადიუს-:ექტორი იქნება 0/#, მდება– 
რეობაში, ამეტომ C0§5 180%=--1 და §(ი 18Cმ=0; თუ თ=270”, მაშინ რადიუს-ვექ- 
ტორს ექნება 0#8,-ის მდებარეობა, ამიტომ C0§ 2708=0 და ვIი 270'=--1; როცა 

თ=360", რადიუს-ვექტორი აკეთებს რა ერთ სრულ ბრუნს, კვლავ საწყის მდება– 
რეობაშია, ამიტომ C0§ 360?-=1, 5Iე 3608=0. 

“ 

8(0) 

#9 

       
ნ,ხ. 103. ნახ. 104, 

თუ ვიცით სინუსისა და კოსინუსის მნიშვნელობანი, შეგვიძლია გავიგოთ ტან- 
გენსის და კოტანგენსის მნიშენელობები: 

_ 59090? 

005 0? 

# 59090 _ 1. 6 არსებობს). 
2 ლ059900 0 

მართლაც 104-ე ნახაზი გვიჩვენებს, რომ, როცა თ-+90, მაშინ 6// რადიუს- 
ვექტორი ტანგენსების წრფის, (47) პარალელური ხდება, ამიტომ წერენ, როცა 

თ-–>90, მაშინ 1–თ –>თ, 

LC 0? =0.   

0 

1 

  

511 180? 0 

§9ი27?? –1 17 270“ = =–-- (არ არსებობს). 
C05270 0 

ამიტომ წერენ: (თ 270-=––50, 
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სავარჯიშო: 

გამოიანგარიშეთ: 

1. 5(10?--–5C0050? | 7 (207. 

· 31 ჯ ჯ 
2. ი -–- -60თ–0 – +306 –– +5005%0, 

2 2 + წ 2 

. 3X 3X 
„ 50 –– + C0ა –- – C(დ2». - 2 2 6 “ღ

ო 

1 – 
ტე – ყი» – V3 Cი5.+ 1167, 

2 1-I6# 

§ ი6. არბუმენტის დასაშვები მნიშვნელობები ტრიბონომეტრიულ 

ფუნკციებუი 

ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა განსაზღვრის დროს, როგორც ენახეთ, არგუ- 
მენტად აიღება კუთხე ან რკალი, მაგრამ თუ კუთხე ან რკალი გაზომილია რადია- 
ნებში, მაშინ მოხერხებულია არგუმენტად ჩავთვალოთ არა თვით კუთხე ან რკალი, 
არამედ რადიანებში მისი სიდიდის გამომსახველი რიცხვი. ასე მაგალითად, 51) 1 
ნიშნავს იმ კუთხის ან რკალის სინუსს, რომლის სიდიდე არის 1 რადიანი, ასევე, 

005.7 არის იმ კუთხის ან რკალის კოსინუსი, რომლის რადიანული ზომა 7-ის ტოლია 
და ა. შ, 

ალგებრიდან ცნობილია ფუნქციის ცნება, აგრეთვე, ფუნქციის განსაზღვრის და 
ცვლილების არეები, კერძოდ, არგუმენტის დასაშვებ მნიშვნელობათა სიმრავლეს 
ფუნქციის განსაზღვრის არე ეწოდება. ამ პარაგრაფში შევისწავლით ტრი ონომეტ– 
სალ ფუნქციათა განსაზღერის არეებს, ე. ი. არგუმენტის დასაშვებ მნი ვნელო– 

ა) ხინუსისა და კოხინუსის განსაზღვრის არეები 

ავიღოთ ერთეულოვანი წრეწირი (ნახ. 115, ა). (1, 0) საწყისი წერტილიდან 

შეიძლება 0M# რადიუს-ვექტორით აღვწეროთ როგორც დადებითი ისე ჟარყოფი- 

თი თ კუთხე, რომლის რადიანული ზომა ნებისმიერი 0 რიცხვით გამოისახება. მას– 
თან, 0M რადიუს-ვექტორის ბო–- 

4 ლო M წერტილის X და ყ კოორდი- 
ნატები გამოსახავს §I0ი თ და C05 თ 
ფუნქციათა მნიშვნელობებს. ვინაი– 
დან ი შეიძლება იყოს ნებისმიერი 

ნამდვილი რიცხვი. ამიტომ 519 თ და 

  

  
  

  

4 C05 თ ფუნქციათა განსაზღვრის არე 
2 თ, იქნება ყველა ნამდვილი რიცხვის 

ა. სიმრავლე ანუ C– თ, -L თ) შუა- 

ლედი; გეომეტრიულად §Iი თ და 

ბ) L  , მ , ლ) 
0 ' -I +! 

ნახ, 105, ა. ნაზ. 105, ბ. 
12. ე. შონია 17 2



ლ05 თ ფუნქციათა განსახღვრის არე გამოისახება მთელი რიცხვითი ღერძით. (ნახ. 

105, ბ). 
აქვე უნდა შევნიშნოთ, რომ §1)ი თ და C0§5 თ ფუნქციათა ცვლილების ანუ არსე–- 

ბობის არეს წარმოადგენს |-–1; -L1) სეგმენტი ანუ მონაკვეთი. (ნახ. 105, გ.) 

დასკვნა: როცა თ არგუმენტს შეუძლია მიიღოს ნებისმიერი ნამდვილი რიცხ- 
ვის მნიშვნელობა, მაშინ 51ი Cთ და C05 თ, ფუნქციები იღებს --1 და +1--ის შორის 
არსებულ ყველა მნიშვნელობას. 

ბ) ტანგენსის განსაზღვრის არე, 

(«თ ფუნქციას გააჩნია სასრულო მნიშვნელობა ნებისმიერი კუთხის ან რკალი- 
სათვის, გარდა იმ კუთხეების (ან რკალებისა) მნიშვნელობებისა, რომლებიც იზო- 

მებიან 23 რიცხვებით, სადაც #=0, +1, -L2,... 

იმ კუთხეებს (რკალებს), რომლებიც იზომებიან 2 +# რიცხვებით, ტან- 

გენსი არ გააჩნიათ. ამრიგად, 1წ თ ფუნქციის განსაზღვრის არეს წარმოადგენს 

ყველა ნამდვილი რიცხვის სიმრავლე, 5 +% სახის რიცხვების გამოკლებით. 

ბ) კოტანგენსის განსაზლვრის არე 

C1დ თ-ს გააჩნია სასსრულო მნიშვნელობა ნებისმიერი კუთხეების (რკალებისათ- 

ვის). გარდა იმ კუთხეების მნიშვნელობებისა, რომლებიც იზომებიან #M% რიცხვებით. 

§ 91, ტრრიბონომეტრიულ ფუნკციათა პერიოდულობა 

1. განვიხილოთ ერთეულოვანი ტრიგონომეტრიული5ნწრეწირი, (ნახ. 106). 

ეთქვათ. 0M ვექტორი 0# საწყის მდებარეობასთან ადგენს დ კუთხეს; 07 =(X-– 
–Vყ), თუ 0M რადიუს-ვექტორი გააგრძელებს ბრუნვას დადებითი (საათის ისრის 
მოძრაობის საწინააღმღეგო) მიმართულებით და დაუბრუნდება 0M-ის მდებარე- 

ობას, მაშინ მას აღწერილი ექნება დ :-: 

360“-იანი კუთხე. ვინაიდან, 6M ვექტო- 

რმა კვლაგ დაიკავა თავისი პირვანდელი 
MVC,V) მდებარეობა, ამიტომ მისი # წერტილის 

კოორდინატები X და (V არ შეიცვლება და 

გმე ქნება: 
წ ყ=35)ი დ=5(ი (დ+3609, 

X=C05 დ=C05 (დ+360–).   
ეს უკანასკნელი გვიჩვენებს, რომ §Iიდ 

და C05 დ ფუნქციათა მნიშვნელობები 

“ უცელელი რჩება, თუ დ არგუმენტს და- 
ვუმატებთ 360”-ს. 

ახლა თუ შM/ რადიუს-ვექტორი შე- 

ასრულებს # ბრუნს დადებითი მიმართუ- 
ლებით, მაშინ მივიღებთ დ+V/!· 160” კუთხეს, ხოლო, თუ 0M შეასრულებს II! 
ბრუნს საათის ისრის მოჭრაობის მიმართულებით (უარყოფითი მიმართულება) მა– 
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შინ მივიღებთ –-დ--”-360” კუთხეს, თითოეულ ამ შემთხვევაში /#/ წერტილის 

X და V კოორდინატები უცვლელი რჩება და ამიტომ §Iი დ და C03 დ არ განიცდის 

ცვლილებას. 
მაშასადამე, 

§1ი დ=5Iი(დ--/ · 360”), 

C05 დ=Cლ005(დ+/· 3607), (1) 

სადაც # ნებისმიერი მთელი #იცხვია, დადებითი ან უარჟოფითი, (1) თანაფარ– 

დობა გვიჩვენებს, რომ კუთხეები: 

2360", +720, +180”,... (1=2+1, +2, +23, ...) 

წარმოადგენს §Iი დ და C05 დ ფუნქციათა პერიოდებს. 

განსაზღვრა. თუ დ არგუმენტის ნებისმიერი დასაშვები მნიშვნელობი- 
სათვის ”(დ-L 71=/(დ), სადაც 1' ნულისაგან განსხვავებული რომელიმე რიცხვია, 

მაშინ / (დ) ფუნქციას პერიოდული ფუნქცია ეწოდება, ხოლო 7” რიცხვს მისი პე- 

რიოდი, ეს უკანასკნელი განსაზღვრა გვიჩვენებს, რომ §I0 დ და C05 დ პერიოდულ 
ფუნქციებს წარმოადგენს, 7'-=360? პერიოდით. 

მაშასადამე, პერიოდულ §IM დ და C05 დ ფუნქციებს გააჩნიათ პერიოდთა უსა- 
სრულო სიმრავლე. 

როდესაც ფუნქციათა პერიოდზეა ლაპარაკი, ყოველთვის პერიოდად ვირ- 

ჩევთ პერიოდთა შორის უმცირესს. როგორც ვხედავთ, კოსინუსისათვის და სინუ- 
სისათვის უმცირეს დადებით პერიოდს წარმოადგენს 360”, 

ბუნებრივად იბადება კითხვა, ხომ არ არსებობს ამ ფუნქციებისათვის 360”-ზე 

უფრო ნაკლები პერიოდი? 

ამ საკითხის გარკეევის მიზნით, ვთქვათ, 5Iი X ფუნქციის უმცირესი პერიოდია 
7, მაშინ ნებისმიერი დ კუთხისათვის გვექნება: 

§)ი (დ--71)=§!ი დ 

და, როცა დ=0, მივიღებთ 

5IIL(0-- 71=51ი 0”, 

§5II1 7 =§1ი 07=0. 

მაგრამ, როგორც ვიცით 0-ს უდრის იმ დადებითი კუთხის სინუსები, რომ- 

ლებიც 180”-ის ჯერადია, ასეთი კუთხეებია 180”, 360”, 540” და ა, შ, ამ მსჯელობი– 
დან ვასკვნით, რომ 180”-იანი კუთხე წარმოადგენს ერთ-ერთ „მეტოქეს#. ახლა საინ–- 

ტერესოა, შეადგენს თუ არა 180>იანი კუთხე სინუსის პერიოდს ? 

180-იანი კუთხე რომ წარმოადგენდეს §5Iი დ ფუნქციის პერიოდს, მაშინ 

დ ყოველი მნიშვნელობისათვის უნდა შესრულდეს ტოლობა: 

§5IM(დ-LL1809=§1ი დ. 

მაგრამ ეს ასე არ ხდება, მართლაც, სადაც დ=90“ს, მაშინ მიგიღებთ 

§IIIL(90”-L- 1809=35Iი 90”. 
ანუ 

§Iი 270"=§II) 90”. 
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როგორც ვიცით, აIი 270" ---1, ხოლო §Iი 90:-=1, ამიტომ 180“-იანი კუთხე 
არ შეიძლება იყოს 310 დ ფუნქციის პერიოდი. 

ამით დამტკიცდა, რომ სინუსის უმცირესი პერიოდი არის 360”. სრულიად ანა- 

ლოგიური მსჯელობით შეგვიძლია დავამტკიცოთ, რომ კოსინუსის უმცირესი და- 
დებითი პერიოდი არის 360-იანი კუთხე. 

2) (# დ და CI6 დ ფუნქციების პერროოდულობა განეიხილოთ ერთეულოვანი 
წრეწირის M0 რადიუს-ვექტორი, რომელიც 0X ღერძის დადებით მიმართულე- 
ბასთან დ კუთხეს ადგენს (ნახ. 107), 

ცხადია, I დ=,744X7. ახლა, თუ ფშM რადიუს-ვექტორს მოეაბრუნებთ 180%- 
თ, მაშინ C.V რადიუს-ვექტორი აღმოჩნდება 0M, მდებარეობაში. 0  ვექტო- 
რის მიმართულება 0M ვექტორის მიმართულების საწინააღმდეგოა, მაგრამ ტან- 
გენსების ღერძზე მისი შესაბამისი 7' წერტილი უცვლელი დარჩება, ამიტომ არც 

დ + 180? კუთხის ტანგენსი შეიცელება. 

მაშასადამე, ნებისმიერი დ-სათვის 

გვექნება: LI-(Cდ+180”):= IC დ. 

ამრიგად, ფუნქცია ტანგენსი არის 

პერიოდული ფუნქცია, პერიოდით 1809. 

წინა პარაგრაფის მსგავსად შეიძლება და- 
ვამტკიცოთ, რომ 180“% იქნება ტანგენსის   

  

  
#, და კოტანგენსის უმცირესი პერიოდი. 

სავარჯიშო 

რ“ დაამტკიცეთ: 
8, L 1. 5II1 7409=§(ი 2021; 

ნახ. 107. 2, C0§ 54=2Cლ095(––<10269;) 

3, მოცემული გამოსახულებანი გარდაქმენით ისე, რომ მათში შემავალი კუ– 
თხეები იყოს დადებითი და არ აღემატებოდეს 360”-ს: 

ა) §კ0 8207, C05,(7363"), §Iი (--600”); 

4. მოცემული გამოსახულებანი გარდაქმენით ისე, რომ მათში შემავალი კუთ- 
ხეები აბსოლუტური სიდიდით არ აღემატებოდეს 180“-ს, 

ა) C05 7299, §Iი 12689, §Iი(–-5359), C05(1001ფშ; 

5) მოცემული გამოსახულებანი გარდაქმენით ისე, რომ მასში შემავალი კუთ- 

ხეები იყოს დადებითი და არ აღემატებოდეს 180”-ს: 

LV 205”, (CC––1859, C1C 300”, C(C(–-2105; 

6. მოცემული გამოსახულებანი, გარდაქმენით ისე, რომ მათში “შემავალი 
კუთხეები აბსოლუტური სიდიდით არ აღემატებოდეს 90”-ს. 

1თ 3759, CLდ (–-939, CLდ 5307. 

§ 99. ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა ლუწობა და კენტობა 

განვიხილოთ ერთეულოვანი წრეწირი და მასთან მოძრავი რადიუს-ვექტორი 
0მM,, რომელიც 0X ღერძის დადებით მიმართულებასთან დ კუთხეს ადგენს. ახლა, 
თუ 0M რადიუს-ვექტორს მოვაბრუნებთ საათის ისრის მოძრაობის მიმართულებით 
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04 საწყისი მდებარეობიდან, მა9ინ 0M, ვექტორი, შემოწერს რა დ კუთხეს, მი- 
იღებს 0/4,-ის მდებარეობას (ნახ. 108)...” ალე 
ვექტორები 04, =(%, V,)-და 0#M1.= (X, V-), 

1 მასთან,ჯ X=VX და ყ,=Vყ., 

    

საიდანაც უშუალოდ გამომდინარეობს; 
ა M,(%,, ე) C05(–-დ)= C05 დ 

  

   

§I0(C––დ)ლ=–-სი დ. 

როგორც ვხედავთ, სინუსი კუთხის 

კენტი ფუნქცია, ხოლო კოსინუსი –- 

ლუწი. 

დავალება. დაადგინეთ დანარ– 

ჩენ ფუნქციათა ლუწობისა, და კენტო- 
ბის საკითხი. 

/M.(>-, ქ)       
ნახ. 108. 

6 «3. კუთხის აზება მისი ტრიბონომეტრიული ფუნქციის მოცემული 
მნიშპნელობის მიხედვით 

ამოცანა 1, ავაგღთ თ კუთხე, რომლის სინუსი უღრის #X-ს. 

ამოხსნა, თუ IIIII>>1, მაშინ ასეთი კუთხის აგება შეუძლებელია,”ვინაიდან 
იგი არ არსებობს. თუკი IIII« 1, მაშინ ვიქცევით შემდეგნაირად: ეიღებთ ერთე- 
ულოვან წრეწირს, 0) ლერ–ძზე ავაგებთ /#/ წერტილს, რომლის ორდინატი უდრის 
”I-ს (ნახ. 109, ა). 

! წ 

  

  
ნაზ. 109, ა, 

/M წერტილზე გავატარებთ 0X ღერძის პარალელურ წრდეს, ამ წრფის წრეწირ- 
თან გადაკვეთის წერტილები იყოს .4; და #;, ცხადია, 04) ღა 0#ა ვექტორების სი- 
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გოძეები ერთეულის, ხოლო მათი ორდინატები /"-ის ტოლია. ყოველ თ კუთხეს, რო- 
მლისთვისაც 64, და 04, საბოლოო გვერდს წარმოადგენს, ექნება /ი-ის, ტოლი სი– 
ნუხი: §|ი თ=/). თუ I7=11, მაშინ თ კუთხის საბოლოო გვერდისათვის შესაძლე- 
ბელია ერთი მდებარეობა: 0.8,, როცა #1=1, და 08,, როცა I=-–-1 (ნახ. 10ზ, ბ). 

როდესაც #I=-+1, მაშინ ყველა იმ კუთხეთა სიმრავლე, რომელთა სინუსი 

1-ის ტოლია, გამოისახება შემდეგნაირად: თ=90"-L360"/! ანუ თ=-> L2»7. თუ 

ი1= –- 1, მაშინ თ= -–– 90“ -- 360“: ანუ თ =-++ I ყველა იმ კუთხიდან 

(რკალიდან), რომელთა სინუსი უდრის /I-ს, სადაც I/II<- 1, მთავარ კუთხედ ითე- 
ლება უმცირესი თავისი აბსოლუტური მნიშვნელობით, ეს კუთხე მოთავსებულია 

= = –დან ---მდე შუალედში (ფარჯვენა ნახევარსიბრტყე) და იგი აღინიშნება ასე: 

თე:=2!C 510 /I. " 

V 

  

  

  

8,   
ნახ. 109, ბ. ნახ. 109, გ. 

გა ნსაზ ღვ რა. 

მთავარი კუთხე (რკალი) მIლ§)ი ი! არის იხ კუთხე (რკალი), მოთავსებული 

(- 3 , 2. )ზტალედებში, რომლის სინუსი უდრის /#”-ს. 

მაგალითი!1. ავაგოთ კუთხე, რომლის სინუსი არის –- · 

ამოხსნა: ვაგებთ M წერტილს, რომლის ორდინატი უდრის 1-ს, ვავლებთ 

„M წერტილზე აბსცისათა ღერძის პარალელურ წრფეს, ამ წრფის წრეწირთა გადა- 

კვეთის წერტილებს ვაერთებთ 0 წერტილთან, მივიღებთ თ1=30? და თ.=150?%, ასე 
რომ, საძებნი კუთხე თ=360?. „+230? და 360%. +180“ 30--180% (2ი-+1)-- 
–-30”, ე. ი. 2IC §Iი 230 

? ვ ლათინური სიტყიეის ე(ის5-ის (რკალი) პირველი სამი ასოა. იკითხება „არკუს სინუს VI", 
ე. ი. კუთხე ან რკ.ლი, რომლის სინუსი 2-ს ეტოლება. 
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ამოცანა 9, ავაგოთ თ კუთხე, რომლის კოსინუსი უდრის ”-ს, == 

ამოხსნა. პირველი ამოცანის მსგავსად, საჭირო აგება შეიძლება შევასრუ- 
ლოთ მაშინ, როცა III <1. 0X ღერძზე ვიღებთ V წერტილს, რომლის აბსცისა 
»X=ი, და გავატარებთ მასზე 0V ღერძისჯპარალელურ წრფეს... · 

0V” ღერშის პარალელური წრფე წერ- 
-'თეულოვან წრეწირს გადაკვეთს ორ სხვადა– 
სხვა წერტილში „ რომელთაგან ერთი #4, 

ძევს ზედა ნახევარწრეწირზე, მეორე #3 კი 
ქვედაზე. ყველა თ კუთხეს, რომლებისთვი- 
საც 0, და 07; რადიუს-ვექტორები წარ- 
მოადგენს საბოლოო გვერდს, ექნება „თ-ის 
ტოლი კოსინუსი: 

C05 თ=VI. 

თუ თ=2+X1, მაშინ V(თ, მი წერტილი 

მდებარეობს პორიზონტალური დიამეტრის 
ერთ-ერთ ბოლოში, ორდინატთა ღერძის პა- 

რალელური წრფე კი ეხება ერთეულოვან 
წრეწირს, ამ შემთხეევაში ასაგები კუთხის 

საბბოლოოთღ გვერდისათვის "შესაძლებელია 
მხოლოდ ერთი მდებარეობა. 04, როცა 
ი!=1, და 0#,, როცა I#=-––1. (ნახ. 110, ბ). 
როცა ი1= -L1, მაშინ ყველა იმ კუთხეთა სიმ- 
რავლე, რომელთა კოსინუსი „I-ის ტოლია, 

გამოისახება ასე: 

თ=360?. ი ან თ=2ჯ-იჩ 

ხოლო, როცა »=--1, თ=360/”. /+180" 

ან 

ით=2X7I-+X%=(2/-+1) უ (1=0, +1, +2...). 

მაგალითი. ავაგოთ თ კუთხე, თუ 

C05 თ = <2. ერთეულოვანი წრეწირის რა- 

დიუსს ვყოფთ 3 ტოლ ნაწილად 0-წერტი- 

ლთან, 5--ის ტოლ მანძილზე (M წერტი- 

ლზე) ვატარებთ 0ა”-ის პარალელურ წრფეს, 

რომელიც წრეწირს გადაჰკვეთს ორ4, და #4: 
წერტილებში (ნაზ. 110, გ). 

04, და 04, წარმოადგენს ასაგები კუ- 
თხის საბოლოო გვერდებს. ამოცანას ექნე- 
ება ორი თ, და თ; ამონახსნები, რომლებიც 

1 და IV მეოთხედში ბოლოქედებიან: 

Cთ 

  

ნახ, 110, ?ა. 

» 

  
ნახ, 110, ბ. 

# 

ნაზ, 110, გ, 

  

    
X=360”-”+თ, და X=360”-/1+თა (2:I+Cთ,, და 2XIL+-თა). 
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ამოცანა #. ავაგოთ თ კუთხე, რომლის ტანგენსი /I-ის ტოლია. 

ამოხსნა: ავაგოთ ტანგენსების ღერძზე /V(1, I) წერტილი (ნახ. 110, გ). 

წიფე. რომელიც M წერტილს კოორდინატთა სათავესთან აერთებს, ერთეულოვან 
წრეწირს კვეთს ორ დიამეტრულად საწინა- 

აღმდეგო MV და M წერტილებში. 0V და 
შ/1 რადიუს-ვექტორები ასაგები კუთხის; სა- 
ბოლოო გვერდის ორ სხვა და სხვა მდებარე– 
ობას გამოსახავს. ასე რომ, საძებნი კუთხე 

იქნება 

თ,=#4#0)/M ღა თ–-=4,0V, 

მაგალითი 1. I0==1.5= –.   

  

ამოხსნა, ტანგენსების ღერძზე აღ- 

ნახ. 111. ვნიშნავთ #/M# 0, >) წერტილს. (ნახ, 

111). M წერტილის 0 ცენტრთან შემაერთებელი წრფე წრეწირს კვეთს /V და V, წერ- 
ტილებში. მივიღებთ თ, და თ. კუთხეებს. 

  

  

  
ნახ. 112, ა. ნახ. 112, ბ. 

მაგალითი 2. '(Vთ=- 4 

ამოხსნა. ტანგენსების ღერძზე ვაგებთ წერტილს (C –--) (ნახ, 112, ა). 

საძებნი ყუთხეები იქნება: 

თ,= #40M და თ:=#40VVM,. 

შენიშვნა მოცემული კოტანგენსით, სეკანსით და კოსენკანსით კუთხის 

აგება შეიძლება შევცვალოთ ტანგენსით, კოსინუსით და სინუსით კუთხის აგებაზე. 
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  ასე მაგალითად, თუ §0C თ=2, მაშინ -- 1 =2 დალ005თ:= –. ამის აგება უკვე 
005 თ 

ცნობილია. 

მოსწავლეებს ევალებათ ააგონ ასევე C050C თ=3 და C!0 თ=5, 

სავარჯიშო 

ააგეთ თ კუთხე შემდეგი მონაცემების მიხედგით: 

: 2 
§ 

1, 1ი=-–-; 
. 5. 

3 6. IC –; 

2. აით=--+, 
7. Iდ0 =: – 2, 

; 
8. CLCთ= –მ13; 

3, §1ით:2–1; 
3 

3 9. §0-0= – ; 
4. 00:0თ=--; 

2 

2 10. C0%6C თ := –2. 
5. 605 თ=–-, 

ახლა ვთქვათ, თ= 30" (+ 2 I მაშინ ერთეულოვანი წრეწირის 0 რადიუს-ვექ- 

ტორი 0X ღერძთან ქმნის 30“იან კუთხეს, 0M რადიუს-ვექტორის ორივე კორრ- 

დინატი დადებითია და წარმოადგენს მართკუთხა 0-”M სამკუთხედის კრეტის 

რომლის პიპოტენუზა #=1 (ნახ. 111). გვაქვს 0/“ + /M.47 = 0/M1 ანუ X-+-ყ"= 

მაგრამ ,V/2 = – ნ ცი: “იანი კუთხის მოპირდაპირე კათეტი უდრის ჰიპოტენუზის. 
2 

ნახევარს): V 

1 1.” =-- და -X=I/ 1-' –) = ყ=-ე- და X V : 2) 

_V3. =--! 

მაშასადამე, , : 
· ე 1 V8 ?)ს ი 

ვ 
აბ “თ. – ლ ' ა(ი30 2' C05 30 –ე- 

1   

  

202 
L2 ქ09 = ა-ი უ CLდ 309? =-V3. 
8 #97) ნახ. 1141. 

სავალდებულოა ზეპირად ვიცოდეთ 0', 30”, 45“; 60”; 90?; 180”; 270”: 360“-იან- 

კუთხეთა ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა მნიშვნელობები, შევადგინოთ მათი მნი–- 

შენელობათა ცხრილი: 

185.



  

  

  

  

  
                

თ ი: | 230> | 45> | 602 | «ცა 1605 270: | ერი? 

· 1 V2 | V3 
5“ 0 – –_ => 1 ბ I! 0 

2 2 2 

V3 V2 1 
(ა.ვ 1 – – – 0 1 1 

” 2) 2) 2 9 

V3 = | არ არსე- არ არსე- 
LC თ 9 _ 1 IV ბობს 9 ბობს 9 

არ არსე- | _,_ V3 | არ არსე- არ არსე– 
(<I8§C ებ... | 9 ბობს | 9 ბობს.     
  

სავარჯიშო 

1. გამოიანგარიშეთ: 

1, 25030? + 300530: -–- 2 I>C 30?-–4 (წ 30?-L§06ლ 30?-– C050§ 309; 

  

კას) 215 V3 , 
2 

2, 55045 +-2ლ0545“ L3Cლ6(თ45"-–- 1066 45”--4 566 45”--7 60566 45”, 

პას == 14+15 1/2. 
2 

ჰ. 9060 +C005 60" -- (დ 60? -–- CLთ 60? -L 56C 60”, -- Cი50ლლ 607; 

პას, 5-3V3 . 
2 

4. ვაუსი0?--5 2050 +7 (ლ 09-| 5 09; პას, –4, 

5. 5090“ -–-6C0590” -++-3C1C0” + 5 C05%0?; პას. არაა გავსაზღვრული. 

6. 511270“ --C05 270" --C LC 2707: პას. –-1. 

– 9 – 

24 ყი 180? - V3 C0§ 18601 + 16180” , „ი ევეი, პას, V3. 
2 1–Lი 1809 

510 45”-60050”–C005 (–- 45") · §(ი (–.609 3. – 
8, პას, – · 

18' 30” –51ი” 90” · C05? 2709 გ (/2+V5) 

§ ის. კუთხეთა ზოგადი გამოსახულებები 

მაგალითი 1 ყი »= 

ცხადია, ერთ-ერთი კუთხე. რომლის სინუსი არის <, არის 30“, მეორე კი 

150". რადგანაც ფუნქცია სინუსი არის პერიოდული ფუნქცია, პერიოდით 2X, ამი– 
ტომ სხვა ამონახსნების მისაღებად ამ ორ კუთხეს უნდა დაემატოს 360ი, სადაც # 
ნებისმიერი მთელი დადებითი ან უარყოფითი რიცხვია. 
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ამრიგად გვექნება: 

ჯ == 350?. M-+309?, 
“. | 360”. -+150?. 

მოვახდინოთ შემდეგი სახის გარდაქმნა: 

1. 360#--30?=1807. 2”-+309; 

2. 360. „ ++ 150?=180? - 2” +180 -– 

30”=180%2/--1)---30?; 
ამიტომ 

»-> | 1800 -(2ი+203, 
““ L 180%(2/-L 1) –- 301, 

X-ის მნიშვნელობა შეიძლება ზოგადი სახით 
ჩაიწეროს შემდეგნაირად: 

X»ჯ= 180%# -++ C-–1)"თ («=/#IL+LC-1)"თ)" 
როცა #=2/, მივიღებთ X=180" . 2ი--+30!, ხოლო როცა #=2#M+1. გვექნება 
X=180“2#-L1)--307. 

  

  
ნახ, 114. 

მაგალითი 2. ავაგოთ კუთხე, რომლის კოსინუსი არის _ „ე. ი. C05X== + · 

ცხადია, X,)=60”, X:=–-––-609. 

თუ მივიღებთ მხედველობაში კოსი- 
ნუსის პერიოდულობას, გვექნება: 

360?. »--609, 
360 · /:--60”. 

ანუ X=360". „+60? ანუ X=2:/+609., 

თუკი 005 X=# და მისი ერთ–ერთი ამო- 
ნახსნი იქნება თ, მივიღებთ 

X=360“+თ ანუ X =2%ი+თბ? 
(M=0,-+-1, -L2;...). 

3. ავიღოთ: (წ X=1. 

ნახ. 115. ცხადია, X,=45”, მაგრამ რადგან LC Xჯ 
პერიოდული ფუნქციაა პერიოდით 1807, 

ამიტომ X.:=180%-I-459, 
ყველა კუთხის ზოგადი გამოსახულება, რომელთა ტანგენსი 1-ის ტოლია, 

დაიწერება შემდეგნაირად: 

X=180წ+45? ან X=X#ML-+-45“; 

ზოგადად X=XI-+თ. 

მიღებული ფორმულა წარმოადგენს კუთხეთა ზოგად გამოსახულებას ტანგენსი- 

სათვის. 

  

  

+ მიღებულ ფორმულას ეწოდება კუთხეთა: ზოგადი გამოსახულება სინუსისათეის, 

.. ფორმულას ეწოდება კუთხეთ, ზოგადი გამოსახულება ფუნკც:ა კოსინუსისათეის. 

187



§ 95. ტრიბონომეტრიულ ფუნკციათა გრაფიკები და თვისებები 

1. ფუნქცია V=35)ი X-ის გრაფიკის აგება შეიძლება ორნაირი ხერხით: 

ა) §)ი » ფუნქციის ნატურალური მნიშვნელობათა ტაბულის გამოყენებით შე– 
ვადგენთ ცხრილს, სადაც აღნიშნული იქნება არგუმენტებისა და შესაბამის ფუნ- 
ქციათა მნიშვნელობანი 0-დან 360“მდე, იხ. ცხრილი 

| | ფუნქციის მნიშენელობა 

  ' ! 
გლადუსები | 0 | 30% | 607|90“ I207)1509180“ 210“! 240'| 270“| 30093უ0' 1360 | 

  

  რადიანები „ა, 0,5 1,0 I 2,1 2.4 2, 3,7 4,!| 4.7, 5,2, 5.2| 6,2 

  

                  ფუენ:ე. მნიშვ.! 0,2. ი, 0,2 1,0| 0,9 0,2 0,0--0,5-0,9- 1.0 –0,9 –0,5 

  

ვიღებთ კოორდინატთა მართკუთხა სისტემას აბსცისათა (0X) ღერძზე რაიმე 
მასშტაბით. გადაეზომავთ მასზე არგუმენტის მნიშვნელობებს, ორდინატთა (0)”) 

ღერძზე კი –– ფუნქციის შესაბამის მნიშვნელობებს და ამ წესით ავაგებთ წერტი- 

ლებს, წერტილები დალაგდებიან გარკვეულ მრუდზე (ნახ. 116), მიღებული მრუდი 

წარმოდაგენს ყ=5ი X ფუნქციის გრაფიკს. “აქვე უნდა შევნიშნოთ, რომ არაა 

სავალდებულო 0იX და ი/ ღერძებზე მონაკვეთების გადაზომვისას ერთნაირი მასმტა– 

ბი გვქონდეს. 

  

  

  

ნახ, 1!6. 

ბ) 0X ღერძის ნებისმიერ წერტილზე, როგორც ცენტრიდან, ერთეულის ტო- 
ლი რადიუსით შემოვზაზოთ წრეწირი, დავყოთ ეს წრეწირი რამდენიმე ტოლ ნაწი– 
ლად (აღებულ მაგალითებში 12 ნაწილად). დაყოფის წერტილები გადავნომროთ ისე, 
როგორც ეს 117-ე ნახაზზეა მოცემული. 

ამ შემთხვევაში დაყოფის შედეგად მიღებული რკალი ეტოლება 20“-ს წ I 

0 წერტილიდან მარჯვნივ გადავხზომოთ 30"-იანი რკალის სიგრძის მონაკვეთები, მა– 
შინ, ცხადია, 0# მონაკვეთი გამოსახავს აღებული წრეწირის სიგრძეს. 

0 წერტილიდან 4 წერტილისაკენ გადაზომილი გვაქვს არგუმენტის მნიშენე- 
ლობები, რომელთა შესაბამისი სინუსის მნიშვნელობები გამოისახება მონაკვეთე- 
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ბით: 0, 1, 2, 3 დაა. შ. მაშასადამე, 0X ღერძისა და წრეწირის დაყოფის შე- 
საბამისი წერტილებიდან კოორდინატთა ღერძებისადმი გავლებული პარალელური 
წრფეების გადაკვეთის წერტილები იქნება ყ=5Iი X ფუნქციის გრაფიკის წერტი– 
ლები, რომელთა შეერთება გვაძლევს მრუდს. ეს მრუდი წარმოადგენს ყ=5!ი ჯ 
ფუნქციის გრფიკს. 116-ე და 117-ე ნახახებზე მოცემულია სინუსის გრაფიკის ის 
ნაწილი, რომელიც) შეესაბამება არგუმენტის ცვლილებას 0-დან 360--მდე, (0- და 
2X-მდე). 

  

    

  

რაც შეეხება გრაფიკის სხვა ნაწილებს, მათი აგება არავითარ სიძნელეს არ 

წარმოადგენს. მართლაც, ცნობილია, რომ ფუნქცია სინუსი პერიოდული ფუნქ- 
ციაა პერიოდით 2: ამიტომ არგუმენტის ცვლილებას 2ჯX-დან 4#ჯ-მდე შეესაბამება 
ისეთივე მრუდი, როგორც მივიღეთ არგუმენტის ცვლილებისას 0-დან 2ჯX(-მდე. 
გრაფიკის სხვა ნაწილების აგებისათვის საკმარისია მიღებული მრუდი იყ ღერძთან 
ლეკალოს საშუკლებით გადავანაცელოთ მარჯვნივ. 2, 4X, 6 და ა, შ. მანძილე– 
ბით. ამით მივიღებთ ყ=5Iი X ფუნქციის ცვლილების გრაფიკს. ამ მრუდს ხი- 
ნუხოიდი ეწოდება. მიღებული გრაფიკის მიხედვით ადვილად შეიძლება დავადგი- 
ნოთ V=-510 X ფუნქციის თვისებები: 

1. ყ=510 X ფუნქცია განსაზღვრულია X არგუმენტის ნებისმიერი ნამდვილი 
მნიშვნელობისათვის, ანუ ამ ფუნქციის განსაზღვრის არეა ყველა ნამდეილი რიჯახ- 
ეის სიშრავლე. 

2. #ყ=5Iი X ფუნქციის ყველა მნიშვნელობის სიმრავლე ავსებს IL-–1,1) სეგ- 

მენტს, ანუ –-1<-3ი X< 1. 
3. ყ=3|ი X ფუნქციის გრაფიკი სიმეტრეულია კოორდინატთა სათავის მიმართ, 

ე. ი. ფუნქცია კენტია, §I0(––-X)=-–-51ი X. 

4. ყ=35)ი ჯ ფუნქცია (-> 5) შუალედში იზრდება –-1-დან –+1-მდე, 

ჯ 
(ჯ , +) შუალედში კი კლებულობს 1-დან –-1-მდე. 

5. ყ = 5)ი X ფუნქცია აღწევს თავის უდადეს მნიშვნელობას ( + 1), როცა 

X= > +2-, სადაც #=0, +1, 22.. ბოლო აღწევს უმცირეს მნიშვნე–- 

ლობას (-–1), როცა «X=2-5=+2% (=0, +1I, +2...). 
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6. ყ=51ი X ფუნქცია ხდება 0, როცა X=#X% (#=0, 21, -+2...). 

7. ყ=51ი X ფუნქცია უწყვეტი ფუნქციაა, რაც გრაფიკზე ნათლად ჩანს (სინუ– 
სოიდი არსად განიცდის წყეეტას). 

2). ყ=C05 ფუნქციის გრაფიკი 
თუ ცნობილია V=5I) X ფუნქციის გრაფიკი, მაშინ 

: წ 
C0§ X = 510 C +) 

ფორმულის გამოყენებით ადვილად "შეგვიძლია მივიღოთ V=00§ X ფუნქციის 
გრაფიკი. 

ამრიგად, კოსინუსის გრაფიკის ასაგებად საკმარისია, სინუსის გრაფიკი გადავ– 

იოთ 0X ღერძის გასწვრივ, > მანძი მარცხნივ, ე. ი. კოსინუსის გრაფიკი ღე გასწვრივ, > ლით მარცხნივ, ე. ი. კ გრაფიკ 

არსებითად არის სინუსის გრაფიკი. (ნახ, 118). ამ მრუდს კოსინუსოიდღი ეწო- 

დება. 
ყ=005§ X ფუნციის გრაფიკიდან ნათლად ჩანს ამ ფუნქციის შემდეგი თვისე–- 

ბები: 

  

  

V 

–_“ – 

> 0 ას _აა · ჯ» ' 
- > ჟი." თ ჯ 

== „ 2 აფ» სა 1 

ნახ. 118. 

1. 005 X ფუნქცია განსაზღვრულია მთელს რიცხვით ღერძზე, ვინაიდან X-ის 
ყოველ ნამდვილ რიცხვით მნიშვნელობას (რომელიც მ იიღება კუთხის ან რკალის 

რადიანულ ზომად) შეესაბამება კოსინუსის სრულიად განსაზღვრული მნიშვნე- 

ლობა, 

2. C05 X ფუნქციის მნიშვნელობათა სიმრავლე მთლიანად ავსებს |-–-I; 1) 

სეგმენტს. 

3, C05 X ლუწი ფუნქციაა, ვინაიდან C05(C--X)=C05 X (გრაფიკი სიმეტრიულია 
იყ ღერძის მიმართ). 

4. C05Xჯ ფუნქცია კლებულობს (0, ») შუალედში 1-დან –-1-მდე, (–», 0) 

შეალედში კი იზრდება –-1-მდან 1-მდე. 

5. 005 X-ის უდიდესი მნიშვნელობა უდრის 1-ს, რომელსაც აღწევს X=2/X 

წერტილებში (#=0, +1, +2...). 

ლ05 X-ის უმცირესი მნიშვნელობა უდრის --1-ს. ამ მნიშვნელობას იგი აღწევს 
(2#--1)# წერტილებში (#=0, +1, -+-2,...). 
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6, ფუნქცია 0-ის ტოლი ხდებჰ > (2#+!) წერტილებში და უწყვეტია მთელს. 

ღერძზე. 
3. ყ–/დ X ფუნქციის გრაფიკი. 

(თ X ფუნქციის გრაფიკის ასაგებად შეგვიძლია მოვიქცეთ ისე, როგორც მო– 
ვიქეცით 510 X ფუნქციის გრაფიკის აგებისას, ამ შემთხვევაში უნდა გავითვალის–- 

წინოთ ის გარემოება, რომ Lწ X-ის პერიოდი არის 180“ (>). 

გრაფიკის ასაგებად აქაც შეიძლება გამოვიყენოთ ორი ხერხი: შეგვიძლია ვი- 

სარგებლოთ ტანგენსის ნატურალურ მნიშვნელობათა ცხრილით, 0X ღერძზე 0 წერ– 

ტილიდან მარჯვნიე რაიმე მასშტაბით გადავზომავთ არგუმენტის მნიშვნელობებს, 
მიღებულ წერტილზე აღვმართავთ პერპენდიკულარებს. მათზე მოვზომავთ ფუნქ- 

ციის შესაბამის მნიშვნელობებს, მიღებულ წერტილებს შევაერთებთ მრუდი საზით, 

შეიძლება ვისარგებლოთ მეორე ხერხით, ე, წ. გეომეტრიული ხერხით (ზუს- 

ტად ისე, როგორც ეს გამოყენებულია §I(ი X ფუნქციის გრაფიკის აგებისას). 
ტანგენსის გრაფიკის წერტილების ასაგებად 0X ღერძის დაყოფის წერტილე- 

ბიდან უნდა აღვმართოთ პერპენდიკულარები და მათზე გადავზომოთ ცენტრალუ- 
რი კუთხეების ტანგენსების შესაბამისი მნიშვნელობები, მივიღებთ ტანგენსის გრა– 
ფიკს (0, #) შუალედში. 

ვინაიდან ტანგენსი პერიოდული ფუნქციაა # პერიოდით, ამიტომ (», 2X) 
შუალედისათვის გრაფიკს ზუსტად ისეთივე მოხაზულობა ექნება, ე. ი. აგებული 

გრაფიკი საკმარისია გადავწიოთ # მანძილით მარჯვნივ, მაშინ მივიღებთ გრაფიკს (>, 
2») შუალედში და ა. შ. 

ახლა დავადგინოთ ICX ფუნქციის თვისებები: 

1) 1დ X» ფუნქცია განსაზღვრულია მთელს რიცხვით ღერძზე, გარდა > (2#-- 1) 

წერტილებისა (C=0, +1, –+-2,...). 

2) (თ X ფუნქცია არაა შემოსაზღვრული, ვინაიდან შეუძლია მიიღოს აბსოლუ - 

ტური სიდიდით ნებისმიერად დიდი 
რიცხვითი მნიშვნელობა. # 

3) 1თ X კენტი ფუნქციაა, ე, ი ჯ=1/> _) 

1თ8(--X) =--IდX, რასაც გრაფიკი 
ნათლად ადასტურებს (მრუდი სი- წუ 
მეტრიულია კოორდინატთა სათავის 
მიმართ). I # 

4) (წ X იზრდება, # X-– 5< 

<X<ჩMს + < 

  

  

  

    

  

    
5) უდიდესი და უმცირესი მნი- ' 1. 

შვნელობა ტანგენსს არა აქვს, I 
6) ფუნქცია ხღება ნულის?ტო- 

ლი, როცა X5= #I (7; = 0, +1, L LL 

+2,...)- ნახ, 119. 
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4) ყ/=CI6 ჯფუნქციისს გრაფიკი ადვილად აიგება ILწ X-ის გრაფიკის მიხედ- 
ვ«თ, 

სავარჯიშო 

1. #-=5(ი L ფუნქციის გრაფიკის მიხედვით განსახღვრეთ | = > | 

-ნტერვალიდან რომელი რიცხვის სინუსია: ა) 0,6; ბ) --0,8. 

2. ყ=51ი X ფუნქციის გრაფიკის მიხედვით განსაზღვრეთ, რომელ რიცხვს აქვს 

–-ს ტოლი სინუსი. 

3. ყ-=005 ჯ ფუნქციის გრაფიკის მიხედვით განსახღვრეთ, (0,=) ინტერვალი– 
“ჯან « რომელი რიცხვის კოსინუსია: ა) 0,6; --0,8 

.· #ყ=005 ჯX ფუნქციის გრაფიკის მიხედვით, განსაზღვრეთ, რომელ რიცხეს 

აქვს ა ტოლი კოსინუსი. 

§ 950. თაეოკიდებულება ერთი და იჭამე არგუმენტის ტრიბონომეტრიულ 
ფუნკციებს ფორის 

ვთქვათ. თ ნებისმიერი კუთხე ა, რომელსაც 0M ვექტორი ადგენს 0X ღერძის 
დადებით მიმართულებასთან. X და 1 იყოს 6#M ვექტორის გეგმილები შესაბამისად 

CX და 0V ღერძებზე, 0M რადიუს-ვექტორის სიგრძე იყოს „. 
მამჭინ 

C05C => 2 §II1X = M#. (1) 
, , 

(1) ტოლობის ორივე მხარეს კვადრატში თუ ავიყვანთ და წევრ-წევრად შეე- 
რებთ. გვექნება: 

? ყზ + ჯ 
იე: თ --510ზთ=-“--, # 

მაგრამ 6#! ეექტორის X და / კოორდინატების კვადრატების ჯამი ტოლია 0# 
ვექტორის კვადრატის ანუ #%ის, ამი- 
ტომ 

C05? თ -L 5102 თ = 1. (2) 
V 

ერთი და იმავე არგუმენტის კო- 

#M/>,VI სინუსის და სინუსის კვადრატების ჯა- 

მი უდრის ერთს. 

! # განსახღგრის თანახმად, LCთ = #. 

ჯ 
  

0! 2 XX თუ # წილადის მრი ხეელს და მნიშ- 

' ნელს ავაოფთ წელის არატოლ / 
ნახ. 120. მიგსჭ XI ზე" მივიღებთ 

  Lთთ-= --= 1 , (== 59% · თ) 
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ამრიგად, კუთხის ტანგენსი არის ამ კუთხის სინუსის შეფარდება ამავე კუთ- 

ხის კოსინუსთან. 

განსაზღვრის თანახმად, 

CLVთ= + 
V 

C05 თ 

§(ი თ 
  (340). 

>X 
+ ” 

ყ #9. 

ღო
 

ამრიგად, 

იყი-5=9-4%, რ 
§II 

კუთხის კოტანგენსი არის ამ კუთხის კოსინუსის შეფარდება ამავე კუთხის 

სინუსთან, 

(3) და (4) იგივობათა წევრ-წევრად გადამრავლება მოგვცემს: 

ICთ-CLCთ=1I1. C) 
თუ (2) ტოლობის ორივე მწარეს წეერ-წევრად გაეყოფთ ჯერ C0§5% -ზე, შემ- 

დეგ კი 51ი”თ-ზე, მივიღებთ: 

  

1 §1ი:თ _ 1 =50თ | _ _1 , 

ლლწ?თ (C05C 511” თ §1ი” თ 
ანუ 

1+(Cთ=50-ლ2თ ღა 1-LCLCთ =00300' თ (6) 

შენიშვნა (2)(3) (4) გამოსახულებები წარმოადგენს ე. წ. ძირითად ტრი– 

გონომეტრიულ იგივობებს, ხოლო რაც შეეხება (5) და (6) იგივობებს, ისინი მი- 

იღებიან პირველი სამიდან. 
ყოველი ტრიგონომეტრიული იგივობა თ არგუმენტის ყეელა დასაშვები მნი– 

შვნელობისათვის მართებული ტოლობაა. ის მართებულია არგუმენტის ყველა იმ 
მნიშვნელობისათვის, რომლის დროსაც მარჯვენა და მარცხენა მხარეს აზრი აქვს. 
მაგალითად, (5) იგივეობა სრულდება თ-ს ყველა მნიშვნელობისათვის, გარდა თ= 

=#. = მნიშვნელობისა, ამ დროს თ კუთხე მთავრდება ან ვერტიკალურ ან ჰორი– 

ზონატალური დიამეტრის ბოლოებში. თუ თ მოთავსდება ჰორიზონტალური დია- 
მეტრის ბოლოებში (4 ღა 4, წერტილებში), მაშინ C6( თ აზრს კარგავს, ხოლო 

თუ თ მთავრდება ვერტიკალური დიამეტრის ბოლოებში (8 და 8, წერტილებში, 
მაშინ ჯC თ კარგავს აზრს. 

ძირითადი ტრიგონომეტრიული იგივობათა გამოყენებით შეგვიძლია ერთ-ერ- 
თი ფუნქციის მოცემული მნიშვნელობის მიხედვით გავიგოთ სხვა ფუნქციათა მნი- 
შვნელობა, ვაწარმოოთ ტრიგონომეტრიული ფუნქციების შემცველ გამოსახულე - 

ბათა იგივური გარდაქმნები და დავამტკიცოთ აგრეთვე სხვა ტრიგონომეტრიული 
იგივობანი. ცხადია, ამ დროს გამოვიყენებთ ალგებრულ გამოსახულებებზე მოქ– 
მედებათა საერთო წესს. 

13. ე. შონია 193



§ 9; ტრიბონომეტრიული ფუნქციების მნიშვნელობათა გამოთვლა 

ერთ-ერთი მათბანის მნიშვნელობის მისეღვით 

მაგალითი 1, მოცემულია §1ი თ = – „ გამოეთვალოთ დანარჩენ ტრი- 

გონომეტრიულ ფუნქციათა მნიშვნელობები, თუ 90”=<თ< 180”. 

ამოხსნა. მოცემულია, რომ თ კუთხე მთავრდება მეორე მეოთხედში, მე- 

ორე მეოთხედში კოსინუსი, ტანგენსი და კოტანგენსი უარყოფითია, ამიტომ 

  

–_- 9 16. 4 5თ= – V1-–ფიძ-- –  = 9:12: – 
«ათ V1–9ი?თ V1- 55 25 5 

3 

51ი თ 5. ვ 4 5 
(თძ = ლ-ა== -; 6ლ0C(ყთ= - -–- 5%თ=- 
- 005 თ 4 4 6 ვ' 4” 

5 

5 
C050-თ = – 

3 

მაგალითი 2. 51 თ=0,6. ვიპოვოთ ყველა სხვა ფუნქციის მნიშვნელო– 
ბები, 

ამოხსნა, აქ არაა მოცემული, თუ რომელ მეოთხედში მთავრდება თ კუთხე, 

ამიტომ ფუნქციათა მნიშვნელობების წინ საჭიროა ავიღოთ 2 ნიშანი: + და -––."” 

C05თ=2+V1--51)ი?X=-L V 1--0,36=-LV0,64= +0,8. 

1 +0,6 _90Cთ  +90, =+3, CIVთ= +“; 9%Cთ= + >, 
აი» –0,8 4 ვ 4 

  12თ 

5 
C05ლC 0 = –-., 

3 

მაგალითი 3. I–თ=-25 (90<-თ<:1809. 

ამოხსნა, -იძთ>- 1 =..2 
–2,5 5. 

1+(!ილ1თ= §%2თ დამოკიდებულებიდან ვპოულობთ: 

§C-C= – V1+1(დ02თ=-- V1+C2,5)2 =--V7,252>-2,6; 

1 1 5 აე > 12 
205 ლ9ძ'„'ოუეუ'ხ'ა'ღნხღე– == -–- 8 = –,ს–- = _–_“--. 

ფთ –-26 )ტ)ვ. 999 ==“ ( 3) V 166– 13 

სასარგებლოა ვიცოდეთ ერთი ტრიგონომეტრიული ფუნქციის სხვა ფუნქცი- 
ით გამოსახვის შემდეგი ცხრილი: 

  

“ -6თ, (თ, CICთ, 55 თ ფუხსქციათა მნიშვნელობების წინ აღებულია –- ნიშანი, ხოლო 

კოსენკასის წინ მარტო +, ეს იმიტომ, რომ Cთ6CC თ-ს, 5|ი თ-ს ნიშანი აქვს შეოთხედებში, 

1%



  

  

  

  

  

  

          

ყით C05 თ I-C CICC 

_ : 1292 + _ §წი თ ყით +V) – Cთ2თ +VI + 1ლ2თ | + V1+C101 თ 

! «ათ 
-– 2 

§2:8:ც3- 
=<თ + VI –ვIი? თ C05Cთ +VI4-I02C +V1-LCIC> 

§იMთ +V1 – CC3C 1 
Iდთ + VI) –ჯIი?თ C03C სი «Cთ 

+VI -9ი:7თ | _ C05თC _ ! 
CIდთ §ი თ C3 ლლლელ (თ 909     
  

ძირითადი ტრიგონომეტრიული იგიეობანი საშუალებას გვაძლევს გავამარტი- 

ვოთ ზოგიერთი ტრიგონომეტრიული გამოსახულება. 

მაგალითი 1. გავამარტივოთ: 

ამოხსნა: 

აიბთ _1-C05“თ _ (1-–C05 თ) (1+2050) 

1-ი000 1-0ლ008თ 

ამრიგად, 

  

§)ი? თ 

1-005თ 

1--C005თ 

§Iოი?თ 

1--005 თ 
=1+4C-Cთთ. 

=1+0050. 

მაგალითი 2. გავამარტივოთ: §)ი%I+C05'თC-+C(ყ?თ. 

ამოხსნა: 

§5)ი“თ+C05“თ-C,C2თღ-=-1--CI(ლ2თ=-C050C2Cთ. 

ამრიგად, 

სავარჯიშ 

1. გაამარტივეთ შემდეგი გამოსახულებები: 

1. 1--–003?თ, 

2, ვ თ--1. 

3. 
510 8 C05 

1–-351ი2თ 

1-ლ050 

§)ი?თI-C057CL-LCI0მთღ=00501თ 

ო 

5)0 თC005ჩ 

C05?1თ 

1–3)ი თ 

6 -_16C+16ჩ 
CLCთ-+CL6ჩ 

ლ05§5%-–-C(ყ2თ 

(დი –- §ი2ფთ 

1+1C თ-L1თ_ 

1+CLწთ +C(ი?ძ 

2 5)ი თლი§თ 

)–5ი" თ 

1-– ვით · 

' 1+420§ თ 
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2. მოცემული ტრიგონომეტრიული ფუენქციის მიხედეით გამოთვალეთ დანარ– 

ჩენის მნიშვნელობები: 

ე 
1. §10ფ8=--–0,6. (5<9<+): პას: Cი5თ = 0,8; (თ = 

CC თ = 

თს
ი|

> 
>
|
C
 

2 ვ V5 1 
2. C050=-––= ·. –-– I<თ<2X»ჯ |; პ ღეაეააღაეაეაეგს. –_ V5 (> ) ას. 51Cთ 5 8 2 

ი თ= 2: 

3. ს-წთ = 1. + -თ< ა | 1 _ L · წ 2:12 1. პასს, 5Iით= 15, 005C=“V§9, იCთ=-2 

ჩი
 

. 51IIთC=0,96; (+ <თ<ჯ I პას. C05C = – 0,2მ; (ით = – 3,432; 

CLყთ= –0,29. 

: 3ა ა 1 
5, 51MIთ= --0,8; 2 <თ>2ი ;. პას. 008თ =0,60; IV«- -1=; 

CCC= –-0,75, 

. 3X 
6. 510თ= –0,3; (5<9< +) პას. C05თ = – 0,95; LCთ = 0.32; 

CC თ=3,18; 

7. ი§ თ=--- ; (”< თ <-) პას. 5I0თ=0,94; 1LCთ = –2,86; 

CL თ= –-0,35, 

2 ჯ V5 2 
8. ლ-ლ5თ=– 0<თ<-»–-+I. Iუთ="-. == 3! (9< 3) პას, ვ§ჰეთ >: (2 თ ვ! 

3 
Lთთფ =-–-. CIთთ 2 

9 ჯ 40 9 40 
9. Lთ=–,I0 თ <I პას Cლ0%თ = –-; §! =–- Lნთ=--. ნწ 26 <0< 3 თ > 1ით 26 C1ღთ 5 

1 ჯ V10 
10 I(ი0თღ= –- .,| 0<-თCთ –-I. =ქე: «უთძ-="-.; ი 3 ( <%< 2): პას. CLCთ=9; 5I0თ= 10“! 

3 
C05 თ = ––. 

V10 

4 #ჯ ვ 4 3 
11. CCთ=–-; | 0Cთ< –– |; პას სყით= _ – = –-; ყთლ=–--; 960 =--; (0<ი< ->-) 'ით= - (05თC == –-; L8 2 
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12. CLCთ = 2,4; (=<9«<-) პას, ყი= -- >, ლ§თ= 12, 

2 13 13 

5 
L =–; (ქ =2,4. წთ 12 CI. თ 

§ 08. ტრიგონომეტრიულ იგივოჯბათა დამტკიცების ზაბალითები 

განვიხილოთ ტრიგონომეტრიულ იგივობათა დამტკიცების რამდენიმე მაგა–- 

ლითი. 

მაგალითი 1. დავამტკიცოთ იგივობა: 

„ა  =((ყ0თ+C!ყთ)?. 
8102 თ C05?თ 

დამტკიცება 

ტოლობის მარჯვენა ნაწილი გარდავქმნათთ იგივობად: 

(CL CC--CL-თ)? =(ც?თ-L2L0თ CICთ-LCLC-თ=1ლ?2თ--2+CLდღ?თ = 1-L 

+-1 
ლ0520თ §I0?1თ 
  + LC2თ + 1 + CIთ?თ = 5007თ -L C050C2თ = 

_ 510“ თ + C0570 _ 1 

ლლ: თ-.5II11თ C05”9 · §(ი2თ 

ამრიგად, მივიღეთ იგივე გამოსახულება, რაც დასამტკიცებელი იგივობის მარ– 

ცხენა მზარეში გვაქვს, რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 

მაგალითი 2. დავამტკიცოთ იგივობა: 

ლღლთ 1+ჰ2თ 14იკთ 

14+Cლხყი 1Iთ 1ი2თ4CI02თ 

დამტკიცება 

იყთმთ 1+!0თ _ CIC“თ(1+1C2თ) _ CIC"0(1+ 18" თ) 
1+იდთთ 10Cთ 1ფ"თ+ (02თ· CLC?თ 1+19?9თ 

C. 2 M=0, +), +2,...) 

=C!C“თ 

ახლა გარდაექმნათ მარჯვენა ნაწილი: 

წაწ-0871 1 +იICთ თ · 
14Cათთ _ ლით _ CIდწ თ(!C”თ4-CL9პ0) 

(ფ?თ->-CLC"თ 107თ+Cწდთ Lთ-თ+C1Cთ 

( თ#ხ--, #=0, +1, +2,-.). 

  

=CLი?თ 

როგორც ვხედავთ, მარჯვენა და მარცხენა მხარეებში მიღებულია ერთი და იგი– 

ვე გამოსახულება, ე. ი. CLC?თ, ამით იგივობა დამტკიცებულია. 
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მაგალითი 3. დავამტკიცოთ იგივეობა 

8 5 
2 –005% 9_ ევი თ-+1=CსLCთ. 

1თ0თ-1 

დამტკიცება 

გარდავქმნათ იგივობის მარცხენა ნაწილი: 

  

2–0ლ0056C"თ _ C05ლ--თL+1= 1–VX(20§50ლ- თ-1) – (C050-9თ-- 1) = 

(დ2თ–1 1 –) 
CLდ თ 

_–_ 2 _–_ _1 ლთ 9 აყ = CIთთ (1-–CLით) (1 +CI8წთ _ იაც – 

1--CIით 1-–ლIდთ 

=Cს9ყთ(1 +ისლთ)-CსCთ=CLი თ+ CI. თ-იC:”თ=CL8თ. 

რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 

4. დავამტკიცოთ იგივობა: 

Lყმთ--5Iიბ»= LC“ თ · 51ი ?თ. 

დამტკიცება 

გარდაექმნათ მარჯვენა ნაწილი: 

§)02თ : 1--ლ032თ 
–- ·5Iით=----- ·§5ი1თ = 

ლ05:თ 
Lთ?თ · §10? თ= 

C05“თ 
  

    

1 · §Iი?თ : · 
=( = 1 | §1ი?დX= –ვ)ით=107თ-–- §Iი?თ, 

C05? თ 0052თ 

მაგალითი 5. დავამტკიცოთ იგივობა: 

გადავწეროთ იგი შემდეგი სახით; 

1 §1ი? თ 1 სყთ.– -–- ------- 
იია'თ ლინ» §0ლთ.”-Iწყთ 

გარდავქმნათ მარცხენა ნაწილი: 

Lთ 1 _ 5Iი“თ _ 5I0თ · 00- თ+ 1–5I)ი?თ _ 5IითლC05”თ+005”თ _ 

ლინ» იC05?2თ C0§9თ C05?თ 

_ C05”თ (510თ+1) _ 1453)1Cთ 

0059Cთ 005C 
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ახლა გარდავქმნათ მარჯვენა ნაწილი: 

1 1 0C05თ C05 თ(1--51ი თ) 

ვით-წყთ _! _ჯით 1-ჯით. 1- ვი” თ “ 
ლიათ 0Cლ05Cთ 

_ 005 თ (1+5Iით) _ 1+5!ით 

«ით ი05თ 

როგორიც ვხედავთ, იგივობის ორივე ნაწილის გარდაქმნით ვღებულობთ ერთსა 
და იმავე გამოსახულებას. ამით მოცემული იგივობა დამტკიცებულია, 

სავარჯიშო 

დაამტკიცეთ შემდეგი იგივობათა მართებულობა: 

1 590 _1+<005CV 

1-ლ ო» §10Cთ 

2. 1 _ 1+C(ი თ 

ვ)ი?თ- ლეთ 1-ილ(ლთ 

§1ი? თ C0§7 > : 
_ – ––=5იC-0050X1. 

1+-იხთ 1+!ით 

. 51ი“თ-L-C055Cთ-L5ი? თ C0§57თ=1. -
 

5. Cთ2თ–--005?თ=-00592თ · CLC ?თ. 
' გ 

1+ "თ თ =ხით 

LCCთ-LCLდ?თ 

ღა 

 '”წ”ჩ _–_- „ 

+-255+ / 18890 მაი –C ი< +) ' 

ზ. ვIუთ(20056Cთ + CLCთ) (=050Cთ--2CLწ6 თ)=- 2 51ით-–3CLC თ. 

ლი5თ (C?თ 

1-+005თ 

10. (5(იX-+C050CX)? +(C05X-L56CX)?” –– (LC?X-+L C101X)-=7. 

11. 2(5|09X--C05ჩX) –-3(5)0ჭ%X-LC05/ძX)-L1 =0. 

12, §510მX-+-005ზ%X-+–-351ი% C05“-C=1. 

9 1-+ =5909CC,. 

§ 90. ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა დაყვანის ფორმულები 

თეორემა. ნებისმიერი თ კუთხისათვის 

§III(90"-+თ) =00§ თ. (1) 

დამტკიცება. აქ განიხილოთ ორი შემთხეევა, 

ა) « კუთხე ბოლოვდება I მეოთხედში. ავიღოთ ერთეულოვანი წრეწირი (ნახ. 
121, ა). ნახაზიდან ჩანს, რომ 

§1IIM(90“--თ)= #M,ჩ, და C05 =0#/, მაგრამ 20#M##=>260M,L,, 
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ამიტომ 
M,#7, = 0), 

საიდანაც უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ 

§1ა (90?-L თC)==005 თ. 

ბ) თ კუთხე ბოლოვდება 11 მეოთხედში (ნახ. 121, ბ). ნახახი გვიჩვენებს, რომ 

510M(90”-+თ)ლ=--M,ჩ, და C05თ=-–-0ჩმ0, მაგრა 20#M7#ჩ= 20/M,#,, ამიტომ 
M,9,=0#, ანუ 

51ი (90?-L+თ)=00§5 თ. (1) 

იმ შემთხვევაში, როდა თ კუთხე ბოლოქდება III და IV მეოთხედებში, მაშინაც 
ანალოგიური მსჯელობით იგივე შედეგი მიიღება. 

  

ნახ. 121. 

მოსწავლეებს ევალებათ, "შეამოწმონ (1) იგივობის მართებულობა იმ შემ- 

თხვევაში, როცა თ კუთხის საბოლოო გვერდი მდებარეობს 0X ან 0” ღერძზე. 
ახლა, თუ (1) იგივობაში თ-ს შევცვლით ––თ-თი, გვექნება: 

§1ი(90“--თ)-==005(-–თ) =C05 თ. 

§)ი (90“--თ)=C605 თ (C)) 

ანალოგიური ფორმულის მისაღებად C05(90“-–თ)-სათვის საჭიროა (2) ფორმულაში 
თ შევცვალოთ (90--თ)-–--თი. 

ე. ი. 

510(90--–-(90“--თ)) =C05(90“--თ) 
ანუ 

§Iი0 თო=C05(90-–-თ), 

ამრიგად, 

C0§ (90”–-თ) = 51) თ. (3) 

(2) და (3) ფორმულებიდან შეგვიძლია მივიღოთ: 

(დ60“–თ) = 519 ღი --თ _ ლ05C 

005(90 -- თ) 51Cთ 

1თდ(90?--–თ)=CLით. (4; 

=CLით. 
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ასევე, 
C05 (90 –-თ) _ 511 თ 

CLდ (90 ––თ = 
8( ) §ი0(900 -– თ 0C0§C 

  =Iი0 თ 

C(C(90--–თ)=1სC თ, (59 

შენიშენა: ორ კუთხეს, რომელთა ჯამი უდრის 90”-ს, ერთი მეორის და– 

მატებით კუთხეებს უწოდებენ. ე, ი. თ დღა 90--თ –– ურთიერთდამატებითია, ვი- 
ნაიდან თ + 90--თ=90". ასევე ურთიერთდამატებითია 20” და 70”, 15" და 75“, 
30” და 60” და ა. შ. 

51I1I(90“-–თ)=003 თ, 

C05(90“-––თ) =5ი თ, 

(თ(900“-––-თ)=:CLდ თ, 

CLC(90“-––თ)=LC თ 

ფორმულებს დამატებითი კუთხის ფორმულებსაც უწოდებენ. როგორი ჩანს მათი 

დამახსოვრება მეტად მარტივია, ე. ი. ერთი ფუნქცია იცვლება მეორე მისი მსგავსი 

ფუნქციით: სინუსი -– კოსინუსით, კოსინუსი-სინუსით და ა. შ. 
მაგალითად, 5Iი 30” იგივეა, რაც 30? კუთხის დამატებითი 60“იანი კუთხის 

კოსინუსი, ე. ი. §)ი 30”=Cლ08 60? (>-+) „ ასევე, C0§ 30" = §)ი რი'( +3= 

=%) და ა. შ. 

ჩვენ მიღებული გვქონდა ფორმულა 
§510(90“-+თ)=Cლ005 თ. 

ახლა თუ გამოვიყენებთ ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა ლუწობა-კენტობის 
თვისებებს და დამატებით კუთხეთა ფორმულებს, ადვილად შეგვიძლია მივიღოთ 

დაყვანის ფორმულები (90 +თ) კუთხისათვის. 

მაგალითად, 

2C05(90'-Lთ)=C005(90--(––-თ))=51იC–თ)=-––-5)ი თ, 

C05(90"-Lთ)=––-§Iი თ. (ე) 

LC(90”-Lთ)= 10(90“--C–თ))=CLCC-–თ)=–--CLწ თ. 

ე. ი. (90 -+-თ)=–-–-CLდ თ, (7) 

CLC(90"-+-თ)=CL6I90"--(––თ))=LC(--თ)=--Iყთ. 

ამრიგად, 

C1ი (90+თ) =–-(წ თ. (8 

(1), (6) (7) და (8) ფორმულის გამოყენებით ადვილად შეგვიძლია მივიღოთ და- 

ყვანის ფორმულები 180”+თ კუთხეთათვის, 

მართლაც, 

81M(180"-Lთ) =51ი(90?+ (909-I-თ)1=C05(90"-I-თ) = –-51ით. 
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მაშასადამე, 
§1IX180”--თ) =––3)ით () 

§III(180---თ)= 5|იI90” + (90“--თ)1)==C05(90"-–თ) =:00§ თ. 

ამრიგად, 
510(180-–თ)=00§ თ. (10) 

დავალება. (9) და (10 ფორმულების ანალოგიურად დამოუკიდებლად 

მიიღეთ 

0C05 (180? -–- თ) = – -C05 თ და C05 (180”--თ)= –- 005 თ. (11) 

ახლა თუ გავიხსენებთ იმას, რომ ტანგენსი და კოტანგენსი პერიოდული ფუნქ- 

ციებია, პერიოდით --180”, მაშინ ადვილად დავასკვნით, რომ: 

LC(180”-Lთ)=L(დ თ. 

Iთ(180“- თ)=1თC-თ)=--L თ. (12) 

CLC(180”-++თ) =Cსდ თ. 

CIC(180--თ)=6CLლ(C--თ)=---(წ თ. 

დავალება. (9) (10) და (11) ფორმულების გამოყენებით და ILCთ= 
§I0 თ 

გათვალისწინებით მიიღეთ (12) ფორმულები,     

C05 თ 
| CLთ=-- 

005 თ 511 

დაყვანის ფორმულების მიღება 270?7+Cთ და 360”+თ არავითარ სიძნელეს არ 
წარმოადგენს. 

მა გალითად, 

§51IM(270?--თ)=§IM9(90" +-(180?-Lთ)1==C005(180"-L-თ) = – C05 თ. 

§(იM(270“--თ)=510(90 --C160“-თ))=C05(180“--თ)=--ლ00§ თ. 

ანალოგიური წესის გამოყენებით მიიღება ფორმულები: 

C05(270"--თ)=§10 თ. 

C05(270“–-თ)=-–-Iი თ. 

LC(270'-+თ)=-–--(6 თ. 

IV(270--თ)=CLდ თ. 

დაყვანის ფორმულების დაზეპირება არაა სავალდებულო, მაგრამ მისი სწრა- 

ფად მიღების წესი კი აუცილებელია ვიცოდეთ. 
ეს წესი მდგომარეობს შემდეგში: 

თუ ფორმულა შეიცავს 90? და 920“-იან კუთხეებს, მაშინ ფუნქციის დასახე- 

ლება იცვლება მსგავსი დასახელებით, კერძოდ სინუსი-–-კოსინუსით, ტანგენსი---კო- 

ტანგენსით და ა. შ. ხოლო თუკი ფორმულა შეიცავს 180“-იან და ე60”-იან კუთხე- 

ებს, მაშინ ფუნქციის დასახელება იგივე რჩება, 

მარჯვენა ნაწილში + ან –– იწერება იმისდა მიხედვით, თუ რომელ მეოთ- 

ხედშია ასაჟვანი არგუმენტი და რა ნიშანი აქვს ამ მეოთხედში ფუნქციას (მა– 

სთან ვგულისხმობთ თ<909, 
ასე მაგალითად, , ვთქვათ, საჭიროა განისაზღვროს §:ი(360”--თ), ამისათვის 

ვმსჯელობთ შემდეგნაირად: რადგან ფორმულაში შედის 360”, ამიტომ სინუსი უც- 
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ელელი დარჩება. კუთხე 360--თ არის მეოთზე მეოთხედში, ამ მეოთხედში კი სი– 
ნუსი უარყოფითია, ამიტომ მარჯვენა მხარეში გვექნება ნიშანი –.. ამრიგად, 

§10(260“-–--თ)=-–-51ი თ. 

ასევე, ეთქვათ, უნდა განისაზღვროს C05(270-+თ). აქ კოსინუსი შეიცვლება 
სინუსით, რადგან ფორმულა შეიცავს 270“-ს, 270+Cთ არის IV მეოთხედში, IV მე– 
ოთხედში კოსინუსი, ე, ი, მარცხენა ნაწილში მყოფი ფუნქცია დადებითია, ამიტომ 

მარ ჯვენა ნაწილში გვექნება დადებითი ნიშანი, ე. ი, 

C05(270”-Lთ) =51ი თ. 

განხილული წესით შეიძლება სწრაფად დავწეროთ დაყეანის ყველა ფორმულა, 

სავარჯიშო 

1, დაიყვანეთ შემდეგ კუთხეთა ტრიგონომეტრიული ფუნქციები მახვილი კუ- 
თხის ფუნქციებზე: 

1) §1ი 165”, აიი», 11) §1ი (3009; 
2) C05 210”; 4 § 12) C0§(––400); 

1) (დ 1357; მ) CC ყურა 11) (თ(––960შ 

4) 1 2007; 7 14) CLCC– 2,2 »); 
9) (დ–-ჯ; · 

5) CL 240”; 8 15) §Iი(–-5,4 »); 

6) C0§ 3159; 10 CV 5 »; 16) 12C=2,3 7); 
5 

2. გაამარტივეთ შემდეგი გამოსახულებანი: 

1) CLC675" · C09- 280" --1ღ 1845”. §Iი 460”; 

2) C05 X· (C(180”-++X · LC(270“--) · C0%% (90“–)X; 

· ჯ 
აი(L – X «C(LL-5) 

005 (+ +X ) -C(დ L-–-X 

4) §Iი 3%_ ი%§ #.. 
10 5 

ღა
 .- გამოიანგარიშეთ ზეპირად: 

. 510(180"-Lთ)––C05(90“-Lთ)--IV(270”-+-თ)+CLდ (180"--თ). 

.„ C05(180"--თ)--500(360“-–თ) -LC050C(270“ –-თ)–-51ი(270”-+თ). 

. 5(IM360––თ) · §CC(270“ ––თ) ++C05(90”-Lთ) · C050C(180"––თ). 

„ 519M(90'––თ) · C05(360“ ––თ)––51ი(180“-–თ) · C05(90”-Lთ) +- IC-(180“-––თ). · 
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- . დაამტკიცეთ. 

§IM(180'-– თ CIC (90 – თ) C08 (36V-–თ 

IC(180-+თ 1-ღ50მ+თ) §1ი (– თ) 

3» 
CLC (L+-–-თ) · დ§ (> + «) 

ვი? (+ + «) 
§ი“( –- თ) + 2 –) 

ო (+– «) CLდ? (X – 2») ' 

5. უპასუხეთ ზე პირად, შეიძლება თუ არა, რომ: 

1, უარყოფითი კუთხის კოსინუსი იყოს უარყოფითი რიცხვი? 
2. უარყოფითი კუთხის სინუსი იყოს დადებითი რიცხვი? 

(მოიყვანეთ მაგალითები) 

3, სამკუთხედის ორი კუთხის ჯამის კოსინუსი უდრის <--ს, რას უდრის მე- 

= 5Iი 0,   

  ი 

სამე კუთხე? 
4. სამკუთხედის ორი კუთხის ჯამის სინუსი უდრის 1-ს. რას უდრის მესამე 

კუთხე? 
5, სამკუთხედის ორი კუთხის ჯამის კოსინუსი უდრის 0-ს, რას უდრის მესამე 

კუთხე? 

6. მართკუთხა სამკუთხედის ერთ-ერთი მახვილი კუთხის ტანგენსი უდრის 
3-ს. რას უდრის შეორე მახვილი კუთხე? 

თავი VM!! 

შებრუნებული ტრიგონომეტრიული ფუნძციები 

6 100. შებრუნებული ფუნქიიის ინება 

განეიხილოთ პირველი ხარისხის ერთუცნობიანი განტოლება: 
0X+ხყ-=>=06. (0) 

ცხადია, აქ არავითარი მნიშვნელობა არა აქვს, ჯ-ს მივიღებთ არგუმენტად 

და ყ-ს მის ფუნქციად, თუ პირიქით, ყ-ს მივიღებთ არგუმენტად და X-ს ის ფუნქ- 
„ციად. 

განვსაზღვროთ (1) განტოლებიდან ჯერ ყ, "შემდეგ კი Xჯ: 

C-იჯ 
ა 

ჯ=5-ხყ (3) 
ძ 

  (3 
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რი (2) ტოლობაში ჯ არის არგუმენტი, ხოლო V --- მისი ფუნქცია, (3)-ში კი პი- 
იქით, 
აშკარაა, რომ ორივე ფუნქცია ისე როგორც თვით მოცემული განტოლება, 

არსებითად გამოხატავს ერთსა და იმავე დამოკიდებულებას ცვლადებს შორის. 

(2) და (3) ფუნქციებს ურთიერშებრუნებულს უწოდებეზ. 
ავიღოთ კონკრეტული მაგალითი: 

5X+3ყ--–-30=0. 
ცხადია, 

ყ= -– X-+10, (4) 

ვ 
X=---#+ 6, (5) 

(4) და (5), ისე როგორც (2) და (3), ურთიე რთშებრუნებული ფუნქციებია. ახ- 
ლა, თუ (5)-ში არგუმენტს აღვნიშნავთ ისევ X-ით, როგორც ეს საერთოდაა მიღე- 
ბული, მაშინ გვექნება 

ვ 
=--X+6. ყ 5 (0 

ახლა თუ (4) და (6) ფუნქციებს გამოვსახავთ გრაფიკულად, ვნახავთ, რომ 
ისინი წარმოადგენენ ყ=X წრფის (I და III საკოორდინატო სიბრტყის ბისექტრი–- 
სის) მიმართ სიმეტრიულ წრფეებს (ნას. 122). 

VI 

ი 
აა I 

    

  

«“/ბ. /23 
  

ნას, 122, ნახ. 123. 

თუ მოცემული გ. გვექნება ზოგადი სახით #=/(X) (7) ფუნქცია და მისგან შესა- 

ძლებელია X-ის განსაზღვრა ყ-ის საშუალებით, ე. ი. თუ გვაქვ 
X=დCV/), (8) 

მანა (7) და (8) ფუნქციები ურთიერთშებრუნებული იქნება თუ (8) ში არგუ- 
ნტს ისევ აღვნიშნავთ »-ით, მაშინ გვექნება 

ყ==დლი. (C)) 
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(7) და (9) ფუნქციათა გრაფიკები, ისე როგორი წინა მაგალითში, სიმეტრიუ 

ლი წირები იქნება I და III საკოორდინატო კუთხეების ბისექტრისის მიმართ (ნახ. 

121). 
ცალსახა ფუნქციის (ე. ი. ისეთი ფუნქციის, რომელიც არგუმენტის მოცემუ- 

ლი მნიშენელობისათვის ღებულობს ერთ სრულიად გარკვეულ მნიშვნელობას) 

შებრუნებული ფუნქცია შეიძლება იყოს მრავალსახაც, ისე როგორც, მაგალითად, 

ყ=+ და მისი შებრუნებული ყ=+VX ფუნქციები. 
აქვე უნდა შევნიშნოთ, რომ შებრუნებული ფუნქციის ცალსახობისათვის აუ- 

ცილებელი და საკმარისია, რომ პირდაპირი ფუნქცია არგუმენტის განსახლვრული 

მნიშვნელობებისათვი“ ღებულობდეს განსხვავებულ მნიშვნელობებს. უწყვეტი 

ფუნქციისათვის ეს პირობა შესრულებულია მხოლოდ მაშინ, როცა ის მონოტონუ- 

რია, (ე. ი. ან ზრდადია ან კლებადი). 

§ 101. შებრუნებული ტრიგონომეტრიული ფუნკციის ბანსაზღვრა 

1. განვიხილოთ V=5I0 X ფუნქცია. როგორც ვიცით, ამ ფუნქციის განსაზღ - 
ვრის არეს წარმოადგენს ყველა ნამდვილ რიცხვის სიმრავლე, ჯX არგუმენტის ჟოველ 
ნამდვილ მნიშვნელობას შეესაბამება ყ ფუნქციის ერთადერთი ნამდვილი მნიშ–- 

ვნელობა L-–-1; 1) სეგმენტიდან, მაგრამ შებრუნებულ დასკვნას ადგილი არა აქვს, 

ე. ი. V ფუნქციის ნებისმიერ მნიშვნელობას ამ სეგმენტიდან, როგორც ცნობილია, 

“შეესაბამება ჯ-ის მნიშვნელობათა უსასრულო სიმრავლე. ასე მაგალითდ, თუ 

თუ 9იX=--, ე. ი. #=--, მაშინ 

X=ჩM+ (–1) – C#=0, +1, +2,...). 

თუ Mყ=351) X ფუნქციას განეიხილავთ L->. 2 | სეგმენტზე, ე. ი. 

–> <Xჯ< + , მაშინ ადვილი მისახვედრია, რომ X და V ცვლადებს შორის ად- 

გილი ექნება ურთიერთცალსახა დამოკიდებულებას. ე. ი. X-ის ყოველ ცალკეულ 

მნიშვნელობას => + სეგმენტიდან შეესაბამება ყ-ის ერთი და მხოლოდ 

ერთი მნიშვნელობა I––1; 11 სე– 

# გმენტიდან და, პირიქით, ყ-ის ტიდან დ ყ 
(> ყოველ მნიშვნელობას |1--1; 11 

სეგმენტიდან შეესაბამება X-ის 

ერთი და მხოლოდ ერთი მნიშვ- 

ნელობა |–-.“ -%I ცსეგმენ- ელობა | 2 7 ეგმე 

ტიდან. 

–“ X და ყ (ვვლადებს შორის 

! არსებული შურთიერთცალსახა 

ნახ. 124, დამოკიდებულება ნათლად ჩანს. 

- 

M 
| 

.
 

> 
4
 
M
I
 

ლი 

M
M
"
.
 

5) 
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გრაფიკზე (ნახ. 124), ––2<X<> შუალედში ფუნქცია ზრდადია და შუალედის 

ნებისმიერი წერტილიდან 0"” ღერძის პარალელურად გავლებული წრფე გადაკ– 

ვეთს ყ=§51ი X ფუნქციის გრაფიკს ერთადერთ წერტილში, 

ამრიგად, – + « <Xჯ << –- შუალედში არსებობს #=5)) X ფუნქციის შებ- 

რუნებული ცალსახა ფუნქცია, რაც სიმბოლურად შემდეგნაირად აღინიშნება: 

X=მIC 510 ყ · (1) 
თუ ახლა არგუმენტს, როგორც ეს მიღებულია, _#-ით აღვნიშნავთ, მაშინ ყ=§)ი ჯ 

ფუნქციის შებრუნებული ფუნქცია ჩაიწერება ასე: 

ყ=:8LC §1ი X. 

განსაზღვრა, X რიცხვის არკსინუსი ეწოდება (-+ , >) შუალე- 

დის რკალს, რომლის სინუსი არიხ X; 51) ყ=X; 

როგორც ჩანს ყ=21XC 510 ჯX ფუნქციის განსახღვრის არეს (არგუმენტის დას:- 

შვებ მნიმენელობათა სიმრავლეს) წარმოადგენს |-–-1; 11 სეგმენტი, ხოლო ცვლი– 

ლების არეს (ფუნქციის მიერ მიღებულ მნიშვნელობათა სიმრავლეს) წარმოადგენს 

წ წე 
––- I სეგმენტი: | = 2 ეგმენტ 

# - ჯ 
_–- <28%57ი – 2 <2 X<- 

განმარტებიდან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ: 

გIC 510 (§10 X)=X, თე – 5 <« X,<: > და 

§Iი (2IC,§)ი X)=X. 

   
ნაზ, წ§25, ნაზ, 12რ, 

თუ. გავითვალისწინებთ” § 98-ში გაკეთებულ შენიშვნებს შებრუნებული ფუნ- 

ქციის გრაფიკის შესახებ, მაშინ ადვილად შეგვიძლია ავაგოთ ყ=მLC 510 X ფუნქ–- 
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ცრის გრაფიკიც. ამისათვის საქიროა ავაგოთ X=:51ი / სინუსოიდა და გამოვყოთ 

გრაფიკზე მისი ნაწილი (– ს) და ( 1; 2) წერტილებს შორის. სი- 

ნუესოიდის ეს ნაწილი იქნება სწორედ ყ=8LC 5(ი X ფუნქციის გრაფიკი (ნახ. 125), 

ცხადია, მიღებული წირი იქნება #=5სი #X(C-5- <Xჯ+< +) ფუნქციის შე- 

ბრუნებული ფუნქციის გრაფიკი და ორივე წირი იქნება ყ=83LC 5(ი X. 
ყ=2IC §1ი ჯX ფუნქცია, მსგავსად ყ=51ი X ფუნქციისა, კენტია 

2IC §51იC-X)=–--მ+ლ51ი X. 

მაგალითები. 

  

ჯX 1 ჯ 3 
1, II 1 = -–-. 2. ვივი --=-- -V3 95. მილ§I0 1 = -> ლ3Iი 2 2. მ. მ% §I0--=5- 

1. განმარტეთ შემდეგი გამოსახულებების აზრი: 

1 - V3 Xჯ» 
. 2IC 51) == ვ ' 

· 1 
2, მIC 50 (– 109 = – 2 

V2_ _ 2 3. 2IC §1ი –-835-4 

11. აქვს თუ არა აზრი შემდეგ გამოთქმებს: 

1) 8LC 51ი 2? 

ი! · 5 
2. 28+C51ი მ? 2XC5I1 (V2-1)? 

ი +L+1 

IL. განვიხილოთ ფუნქცია 

ყ=005 X. “რთ 

როგორც ვიცით, ეს ფუნქცია არ ამყარებს ურთიერთცალსახა დამოკიდებუ- 
ლებას, ერთი მხრივ, X-ის ნამდვილ მნიშვნელობებსა და, მეორე მხრიე, |-––-1, 1) 
სეგმენტიდან ყ-ის მნიშვნელობებს შორის, ე. ი. ყ-ის ყროველ მნიშვნელობას, რო- 

მელიც მოთავსებულია (––-1; 11 სეგმენტზე, შეესაბამება ჯ-ის უამრავი მნიშვნელო– 

ბა, სახელდობრ, 

X»ჯ=2#%L+თ. 
სადაც თ არის ყ=00§ X განტოლების ფეს– 
ვი და მოთავსებულია 0-სა და #-ს შორის, 
ხოლო # ნებისმიერი მთელი რიცხვია. 
იმისათვის რომ C0§ X ფუნქციის შებრუ–- 
ნებული ფუნქცია ცალსახად იქნას გან- 

საზღვრული, საჭიროა (2 განტოლებაში 

X-სათვის ისეთი შუალედი ავირჩიოთ, რო- 

ნას. 126, ა, მელშიაც 005 მონოტონურია; მაგალითად, 
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ასეთ შუალედად შეიძლება ავიღოთ (0, #I სეგმენტი. ამ შუალედში C0§ ჯ კლება– 
ღია და მხოლოდ თითოჯერ ღებულობს ყოველ მნიშვნელობას, ––1-სა ღა +1-ს შო– 
რის, ე. ი. –1<V<1, ამიტომ ყ-ის ყოველი მნიშვნელობისათვის, რომელიც მოთავ= 
სებულია–-1-სა და +1-ს შორის, არსებობს (0, «I შუალედში X-ის ერთი მნიშვნე– 
ლობა, რომლის კოსინუსიც ეტოლება ყ-ს. ამ შემთხვევაში, ცხადია, X-ს და ყ-ს 

შორის მყარდება ურთიერთცალსახა შესაბამისობა და XV წარმოადგენს ყ-ის ცალ–- 
სახა ფუნქციას, რომელიც აღინიშნება შემდეგნაირად: 

X=მLC C05 ყ. 

განსაზღერა. Xჯ რიცხვის არკკოხინუსი ეწოდება / რკალს (0<-ყ9< 7), 

რომლის კოსინუსიც არის ». 

C05 #=X. 

ახლა თუ არგუმენტს ისევ X-ით აღვნიშნავთ და მის ფუნქციას ყ-ით, როგორც 
ეს საერთოდაა მიღებული, გვექნება: #=მLC 605 X. 

როგორც განმარტებიდან გამომდინარეობს, V=2IC 005 X ფუნქციის განსაზ- 
ღვრის არეა (არგუმენტის დასაშვებ მნიშვნელობათა სიმრავლე) –– 1<-:X<-1 სეგ- 
მენტი, ხოლო ცვლილების (ფუნქციის მიერ მიღებული მნიშენელობათა სიმრავლე) 

0<Vყ<X სეგმენტი: 
0<-8IC 005X<-%. 

V=-გIC 5Iი X ფუნქცის გრაფიკის ასაგებად ვაგებთ X=005ყ კოსინუსო- 

იდას და ვიღებთ მის ნაწილს (––1, »X) და (1,0) წერტილებს შორის (ნახ, 127), სწორედ 

ეს იქნება ასაგები გრა ფიკი. 

ცხადია, აქაც, როგორი) წინა მაგალითში (ნახ. 125), შებრუნებული ფუნქ- 

ციის გრაფიკი სიმეტრიულია პირდაპირი (/=0C05 X, 0<-X<-) გრაფიკის I და III 
საკოორდინატო კუთხეთა ბისექტრისის, ე. ი. 

#ყ=+X წრფის მიმართ . 

ყ = 2IC C05 X ფუნქცია არ წარმოადგენს 

არც ლუწ და არც კენტ ფუნქციას, ადვილი 
საჩვენებელია, რომ 

მIC C05(--X)==--მIC 005 X. 

განმარტებიდან გამომდინარეობს, რომ 

005(200005X)=”» თუ –1<X<1 და 
0მICC05( 005 X) = X თუ 0<XჯX<-%, 

მაგალითები 

    

“
>
 

1 ჯ : 
1. 2050 ––=–-–-, : 0 2 3 | 
2. 2LC C05 1=0. ნახ. 127, 

7 L 

სავარჯიშოები: 

1. განმარტეთ შემდეგი გამოსახულებების აზრი: 

#2 _ ,-ი 3 ა) 2XC C05 -2- =45 ს ბ) 2IC6005(– 1) =X, გ) მICC0§5 V9_ ვია, 

I4. ვ. შონია 
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2. აქვს თუ არა აზრი შემდეგ გამოსაზულებას? 

ა) 27C005 21), ბ) მIC 605 (V2– 1), გ) 2-CC05V3. 

3, იპოვეთ მოცემული ფუნქციების შებრუნებული ფუნქცია და უჩეენეთ არ- 
გუმენტის როგორი მნიშვნელობისათვის აქვს. აზრი ამ ფუნქციას: 

ა) »=+ §ით; გ) X=35)ით,; 

ბ) X=+ ლ05X, დ) X=2C0§თ, 

4. იპოვეთ: 

ა) 2IC აი ( ჯი 5) ე) §1M(2:0 §ს)ი 1); 

ბ) 2წCC05 ( C05 5) ე) C05 (2I1CC0§0); 

გ) ვIC§Iი | §Iი (-+)) ზ) 5)ი „წ §)ი (-+)I' 

დ) 2ICC05 (C05 2ჯ); თ) 005 წ C05 #2. · 

5. გამოსახეთ X რკალი შებრუნებული ტრიგონომეტრიული ფუნქციის საშუა- 
ლებით: 

პ §0»=--; ე) §ი | X+-“- )=0,2; ., C+2)-ი 
4 ჯ 1 

ბ) 005X=->; ე) C05 C +)= 2: 

გ) §(02X=0,6; (5) ყი =- 1, 
2 ვ 
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დ) C05 4X=290,მ; 
) C08 ჯ 1 

თ _–=-. 
–.' 

6, შემდეგი ტოლობებიდან გამოსახეთ X, როგორც ყ-ის ფუნქცია: 

ა) ყლ=31ი X; წ ყ=- გIC C00§ 2X; 

ბ) #=2510 1X; 2 
1 

გ) #=300% -> ” «= ვ მდ 8ი3X 

ჩ ვ : 
დ) ყ=2მ10 5'ი – ; L)) +=+ მIC 510 2X; 

ყ 1 X 
> =--2IXCC0§ --; 

თ 3“ 5



III. განვიხილოთ ფუნქცია: 
ყ=I1)V X. (4) 

ადვილად შესამჩნევია, რომ ყ-ის ყოველ მნიშვნელობას (4) ტოლობის მიხედ–- 

ვით ეთანადება X-ის უსასრულოდ მრაეალი მნიშვნელობა. 

სახელდობრ, X=#X-+თ. 

სადაც თ არის (4) განტოლების ფესვი (––, +) შუალედში, ხოლო #= 

=0, +1, +2... იმისათვის, რომ (წ X ფუნქციის შებრუნებული ფუნქცია ცალ– 

სახად იყოს განსაზღვრული, საჭიროა (4) განტოლებაში X# განვიხილოთ ისეთ შუალედ– 
ში, სადაც (დ X იღებს ერთმანეთისაგან განსხვავებულ მნიშენელობებს. ასეთ შუა- 

ლეღად ავიღოთ |–5:' 3: ამ შუალედში (წ X ფუნქცია ზრდადია და ის მხო– 

ლოდ ერთხელ მიიღებს ყველა მნიშვნელობას, რომელიც მოთავსებულია (–-9 

+იი) შუალედში. , 
ამრიგად, ყ-ის ყოველ მნიშენელობას (–-=C9, =9) შუალედიდან შეესაბამება X- 

ის სრულიად გარკვეული მნიშენელობა (-+. +) შუალედიდან”ნ რომლის 

ტანგენსიც ყ-ის ტოლია. 
ე. ი. ყ=Iწ ჯ ამყარებს ურთიერთცალსახა დამოკიდებულებას X და #V (|ყვლა- 

დებს შორის, თუ -><X<2, რაც იმას ნიშნავს, რომ ა ინტერვალში არ- 

სებობს (4) ფუნქციის შებრუნებული ცალსახა ფუნქცია რომელიც შემდეგნაი– 

რად აღინიშნება: 

X=მLC IC V 
ანუ ყ=მIC L§ X. 

განსაზღვრა, X რიცხვის არკტანგენსი ეწოდება ყ რკალს, რომლის ტან– 

გენსი არის X, როცა – –- <ყ< > ე. ი. 

(წ ყ=X. 

ყ=მIC LI X ფუნქციის განსაზღვრის არე არის ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე, 

ჯ” ჯ 
ხოლო ცვლილების არე (C-+ , >) შუალედი: 

ჯ ჯ 
_––_ #C (1 – 2-< 200 (6+<= 

განმარტებიდან გამომდინარეობს, რომ 

Lთ(2ჯ1C IC X)=Xჯ 

სადაც X ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია და მIC დ ((წ X)=X, თუ – 3 <L< 

წს 

–-2 
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ყ=ვIC 16 X ფუნქციის გრაფიკი სიმეტრიულია ყ/=1ლ X ფუნქციის · გრაფიკისა ყ/= 
=ჯ წრფის მიმართ, სადაც -5 <ჯ< –. ყ=<იC (-X ფუნქცია, ისე როგორც 

#=ICდ X, კენტია და მისი გრაფიკის სიმეტრიულია კოორდინატთა სათავის მიმართ 
(ნახ. 128). 

მაგალითები: 

ჯ > #L 
1. მ1CLC1= –; 2. თ I 3=-- წ გ 2IC 18.) 3 

1. აქვს თუ არა აზრი შემდეგ გამოსახულებებს: 

  

2 
მხCIC ქ; გ% (62; ვმICL 4 ; V წ (4 წ 0მ+1 

ჯ 8(C IC(V2 +1)2? 
 ---- 

2. იპოეეთ მოცემული ფუნქ- 

0 ციის შებრუნებული ფუნქცია და 
_– ”» აჩვენეთ არგუმენტის როგორი მნი-   

შვნელობისათვას აქვს აზრი ამ 'შე– 

- ბრუნებულ ფუნქ კიებს. 

#=-- IV X=4Lყთ. 

    
ნაზ. 128. 

3, იპოვეთ: 

მIC 1– (« +) მწა I | '(წ (-+)I (დ (+ VX2) 

LC Lგ»C 16 (–V3) |. 

4. შემდეგი ტოლობებიდან გამოსახეთ X, როგორც ყ-ის ფუნქეია: 

ყ=22LL. მ V = --არ I; ყ= V22ICICV3X; 

-X. 
V3. 

IV. ყ=CL/ ჯX ფუნქცია ამყარებს ურთიერთცალსახა დამოკიდებულებას X და 
ყ ცვლადებს შორის 0=X<X#% შუალედში, მაშასადამე, ამ ინტერვალში არსებობს 

ყ=CLC ჯ ფუნქციის შებრუნებული ცალსახა ფუნქცია, რომელიც აღინიშნე– 
ბა შემდეგნაირად: 

=43C I 
V 2 

ყ=-21C CI X. 

განსაზღვრა. ჯ რიცხვის არკკოტანგენსი ეწოდება ყV რკალს (0<V<7ე, 
რომლის კოტანგენსი არის +; CL #=X. 

ყ=მLC C1დ X ფუნქციის განსახღვრის არეს წარმოადგენს ყველა ნამდვილი რი–- 

ცხვის სიმრავლე, ხოლო ცვლალებას არეს 0–ყ<5 შუალედი. 
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ამრიგად, 
0-მLი C1წ X<%. 

მXC CLC X ფუნქციის განმარტებიდან გამომდინარეობს, რო? 

CIC (გIC CLC X)=X», : 
" სადაც X ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლიდან, აგ- 
რეთ; ი 
ქშეე 2IC CLC(CLC X)=X, თუ 0=X<X%. 

” ყ=მIC CL X ფუნქციის გრა- 

» ფიკი ემთხვევა X=C(წ ყ ფუნქციის 
გრაფიკს 0–ყ<% შუალედში (ნახ. 

წ 129), 

ადვილად დავრწმუნდებით იმა– 
0ძ 

  ში, რომ ყ=მ2IXCIC ჯ ფუნქციის 
“. გრაფიკი სიმეტრიულია V =CIC Xჯ 

ნახ. 129, ფუნქციის გრაფიკისა #=>X წრფის 
მიმართ. #=81C CI6 X არ წარმოად- 

გენს არც ლოწ და არც კენტ ფუნქციას, მისთვის ადგილი აქვს ტოლობას: 

2ICCIC(-–-X) = X-–- 2IC C16 X. 
მაგალითები: 

  

გ LC (0=+. გ1C CLC V3-=“- და ა, შ. 

სავარჯიშოები. 
ა) რეპირად) გამოიანგარიშეთ შემდეგი გამოსახულებანი: 
1. ყ=81C LC V3 + მICI6); 

V3 
2. ყლ 221C LC “ვ 1+მIC I-რი 

1 3 
3. ყ=2+ლ5ი -1 1 2გლC ლიგა? 

==. M 1 
4. ყ=>3 გIC 5) V2- გჯიი0§--, 

( 2 2 
5, ყ=005 L მIC 51ი V2 + მ2IC C05 X), 

: :_ 1 1 
6. ყ=53)ს) მIC5Iი –+2IC0035-- 

( 2 2 ) 

_ :1V3 5. 
7. ყ = 8C51ი თვ! 

8. ყ=3 2ICCL6 V3 + 2IC (#2, 

9. /-C( 2გIC 005 %), 

10. ყ =: §0ი | მIC 1C(–V3)1; 
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ბ) შეამოწმეთ შემდეგ ტოლობათა მართებულობა: 

)ს 1,53-C§3/ი + =8IC 1C 1; 

V3 V3 2. ვM% ყი5- + 2XC 005 -ც-=-8IC §Iი 1; 

ლ 32+C 1წ 1 გ §1ი 1; 
V3 

1 V32. 1 · – 
2 2%C+5Iი -ვ-+-ვ-მIC 0050 წ=-მ(C (დ V3. > 

6 102. ძირითადი ფორჯულეჯი 

- დავამტკიცოთ შემდეგი იგივობები: - 

8IC §I0 X + 806 C05 X =<. თ <1 (1) 

გმXC 18 X «+ 2მ:C6CL6 X = + (2) 

ჯერ დავამტკიცოთ პირველი იგივობის მართებულობა. 

ვთქვათ, 
„გი 3Iი X=თ, (C)) 

საიდანაც ცხადია, რომ ჯ=51ი თ და 

– > <თ <. +. (2) 

(4) გავამრავლოთ C-–1)-ზე მივიღებთ: 
ჯ ჯ 
2 2>-ძ>- 2 ' 

ანუ რაც იგივეა: 

ჯ 
– 5 <-9<2- რ 

ამ უკანასკნელიდან 
0 < -თ< 0X 

დაყვანის ფორმულების გამოყენებით დავწერთ: 
ნ) : 

605! –– –– თ |=51)1ძთ=-Xჯ. (_-%) 
რადგანაც 2 –თ რკალი ეკუთვნის (0, ») შუალედს, ამიტომ 

გ» C058 X= > –ძ., (6)



(2) და (6) ტოლობების შეკრება გვაძლეეს 

8IC 51 X+281C C05 LX = –– 

ანალოგიური მსჯელობით დაამტკიცეთ (2) ტოლობის მართებულობა. 

§ 109. ნებისმიერი ფესრუნებული ტრრიბონოზეტრიული ფუ6ძ000ს გამოსახვა 
სხვა ფუნქციებით (ძირითადი ფორჯულები) 

I. 8+C §1ი X-ის გამოსახვა არკვკოსინუსით, არკტანგენსით და არკკოტანგენსით„» 

ეთქვათ, 
მაშინ 

§III თ==Xჯ (0<X<-)), 

003 თ=V1-–-»"; 

სით=---=---   

3 ==. თ) 

VI-X72 ++, CIით= 

(1) ტოლობები ტოლძალოვანია შემდეგი ტოლობებისა: 

თ=ვ3LC 5)ი X. 

თ=ვ2LC C05 V1--X", 

თ=2IC1C 3 ი) 

#. –X#. . 

  

თ=2IC CI   

როგორც ვხედაეთ, (2) ტოლობის მარცხენა ნაწილები ტოლია, ამიტომ ტოლი 

იქნება მარჯვენა ნაწილებიც: 

– Xჯ V –=#ჯ/ 

მIC §I0X=2VCC05 VI) – X-XC= 8 IC 38- = 9%% CV XIX. 

  

მაგალითი: 
2 

. 2 4 1. 
მIC §1ი –– =მ8L C0§ _– == –- == 3 M 1 5 მXC Lდ ; ჯ 

VI -> 
= 2ICCI ეუღაღაღდა––--- 2ICCIწ 3 

3 

ჯუ 
- 2 5 2V5 

8 810 -ვ> = 8IC 60§ # = 8L LC 242 = 20CCIწ -ა- V5 · 

213



II. 8: 1C X-ის გამოსახვა სხვა შებრუნებული ფუნქციების_ საშუალებით, 

ვთქვათ, მოცემულია ფუნქცია 

LL თ=ჯ (+>0და0<ი< 2) 

მაშინ, ცხადია, რომ 

  

  

  

  

  

      

  

  

    

  

1 
-ისწთ=-, 

ჯ 

1 1 1 
C05 თ = ლ- ---–===– 

§%Cთ 1+ხმთ V14+X 

თ§5თC - --- () 
V1+# 

ამაეე გზით გავიგებთ: 

. X 
ჯასთ = ' 4 71+X2 (4) 

ამიტომ 

Cთ=82IC 1C X; 

1 
თ=მICCLს6 –“– ; 

ჯ 

თ=მLC C05 ; 
V1 --ჯ 

თ=მLC 5) 4 
V1+X 

მაშასადამე, 

მIC IთX=2გIC CL 1. მXC 005 -–– = მIC 5ი 2 “1-6, V1+»2 VI+2' 
მაგალითი 1. 

  

2 5 1 
2IC LC ი= გICCLდ > – 2X% 605 –- == 

1+5> 

2 

: 5 
=216 §51ი---––=-- 

VI ქ·> 
2 5 

2მIC (დ <= 2ICCIC –- = მLC ლ05 
5 · 2 

= მ!C 5 ==, 
2 V 29 V 29 
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ანუ 

  
 



ზემოთ მოყეანილი ხერხით ადვი შეიძლება ვაჩვენოთ შემდეგი ტოლო– 

ბათა სამართლიანობა: ე დვილად ემა ვაჩვე ემდეგ! 

  
  ' '-> = მVCCIდ > (0<X<1) 

    
  

2VC 605 X == მIC 510 V1-–X? = 2IC.1C 79-82 

და 

2IC CC X=-2:0ლ LC 1 2C 519 1 _ =200005 + (X>9) 
ჯ V1+4-X» V1+»ჯ? 

ამ ტოლობათა დამტკიცება ევალება მოსწავლეებს, 

შებრუნებულ ტრიგონომეტრიულ ფენქციებს შორის დამოკიდებულება შე– 
იძლება გავაერთიანოთ შემდეგი სახით: 

  

  

  

  

  

  
  

  

  

  

  

2LC 00§ V1-–-# XCLI0,1| 

– გI6605-V1--X XCIL-1,0| 

მMC I-–=>+ XC L-- 1;1) 
2IC 510 X = VI-+X (61) 

VI-–-X 
8Iლ CL “> »XCI0,1| 

1=X#>. 
–X+2მ%C #I-+ XCI-–1,0) 

/ 206 510 V1-–X? XC (0,1) 

1XL–2”C 5I0 V1--X2 XC –1,0) 

2IC LC VI-+X X 6(0,11 
მIC C0§ X = _ (0) 

X + გIC LC VI XC(- 1,0 

მIC CLC + XCL-–1,11 

(ს/ი: 
X · 

ი– X ნებისმიერია. 2XC 5! 772 _ნე. ე 

1 
მს 005-–=- #X2>0 

VI+X ” 

1 =. მIC IC X = – 2XC C05 77 X<0 (7) 

210 CIწ 1 X<0 
ჯ 

–X%-+ 2IC იC-1 X<0 
X 
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ვ8(C 5)ი   

1 

VI>კ > 

წL–შIC 5)ი 1 X<0 
V1+X# 

8CCCIC X = ვნCლ§ - -”  ჯნებისშძი (C)) 
( შ0-C0%5 იჯ 7 + ჩებისმიერია 

1 
გIC LI. –– X>0 

ჯ 

#ჯ + ვმ დ 1 Xჯ<0 
» 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ 

§1IM(3L1C §)ი X+2LC 5Lი ყ). 
აღვნიშნოთ 

თ=ვC §1ი X და ზ=გ1C 519 ყ. 

თუ გამოვიყენებთ 
§II(თ+ჩ8)=§(ი თ «05 ჩ+C5 თ §ი ჩ 

ფორმულას, შეგვიძლია დავწეროთ: 

§1)ი (გIC 5)ს X-L-8IC §)ი ყ)=5)ი(81C 510 X) · C05 (2LC §51ი I)+ 

-ი09(გ8IC §1ი X) · 510 (გIC 510 ყ)=XV1-–-/1-+VV1--ჯ?, 

ამრიგად, 

§11(8IC §1II X-L2IC §|ი ყ)=XV1--ყ+VV1--ჯX2 (9) 

ანალოგიური მსჯელობით მიიღება შემდეგი ფორმულები: 

§წი (2IC C05 X-L2XC 6005 ყ)=-ყV 1--X-+XVI–-ყ? (01თ 

5111 (მIC 510 X-L2VC C05 ყ)=XV+V1--X?. V1-–-ყ? (11) 

C05 (მIC 5III X+მ8IC 510 ყ)=V1--X? · V1-–ყ? +XV, (12 

!დ (IC LC X-+-გ!C 1C V) = 2219. (13) 
1+Xყ 

მაგალითი ქ. გამოვთვალოთ 

5101 (2 2IC §IM X) 

თუ ვისარგებლებთ ტრიგონომეტრიულ ფუნქციებს შორის ცნობილი დამოკიდე- 

ბულებით 
2(ყ9თ 

§|I-0 2X=25I1 თ C050= –-–--–--, 
14+Iღ1თ 

(14 

მაშინ შეგვიძლია დავწეროთ: 

§II(2 2+C 510 X)=2 §1ი(2LC 5I) X) · C05(8IC 5180 X)=2XV1--X”; 

ამრიგად, 

§1ი(2 გXC §I0 X) =2XV1-–-X1, 
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მაგალითი 4, გამოვთვალოთ 510 (2 გLC LC X), 

(14) ფორმულის გამოყენებით შეგვიძლია დავწეროთ 

: 22%-LXჯX 2ჯ 
ვი 22-02 ჯ1)= –––=“- · 

დ წXი 1ჯგიდ» 14# 
  

  

  

ამრიგად, 

· 2X 
§IIL(281C LCX) = 11" (16) 

ასევე, რადგან 

605 2თ=0C6005? თ – §(ი? თ= 1-'7თ 
1+Lთ2ღ–თ 

ამიტომ 

C0§ (2 2IC §Iი X)=1--2X?, (17) 

C0§ (2 2IC C0§5 X)= 2X1--1, (18) 

1--X# 
:,005 (2 20(C LC X)= – (19) 

1LX 

რადგან 

21ღძ 
L.ღ2თ = 
„წწ 1-(2Cთ ” 

ამიტომ ; 

' | « (2 მIC LთX) = IXI 561. (20)   

მაგალითი ყ. გამოეთვალოთ §Iი "C 2XC 51 #). 

  

  

თუ გამოვიყენებთ §Iი ლ = 2=+)/ 1905 ფორმულსს, შეგვიძლია დავ- 

წეროთ: 

_- (1... /1-V1-2 / 1-1+#/ 
§Iი (თი »)-+ 3 =+V/ 2(1+V7I- =>)“ 

+ IM... 
“ V2(1+V1–X) 

ამრიგად, 

5(M C-- მIC §II) X _ IX)  . (21) 
2 +V 2(1 +V1=2). 

რადგანაც §1იჩ (+ გლ ყი« ) ფუნქციის ნიშანი ემთხვევა X-ის ნიშანს, ამიტომ 

ჯ 
5Iჩ C> 5III X |)= – – – –=–===.==> ; 

2 V2(1+ V1-–>22) 
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ასევე, თუ გამოვიყენებთ ფორმულებს: 

_–_–– ჯაი –_ 
_–. 14605 თ აი _ 2 თა ->-=+ჯ/ -+5 · 1--= ' 

  

  

შეგვიძლია გამოვთვალოთ: 

- 1 1-Xჯ 22 
819 ლ 005 »)= # 5 (22–2 

1 
რ0§ (---Cა»)– 11%, 

  

2 

1 1-ჯ 
«(> თლ) -1/ 317 

1 X 
II --2MX (წ X =V312-+) 

მეტად დიდი პრაქტიკული ღირებულება აქვს ამ ფორმულების დამახსოვრე– 
ბას, რომელიც მოცემულია შემდეგ ცხრილში: 

  

  
  

  

  

  

  

  

          

თ ვო ვი L 3%C60თ9 XL XC16CX 2წCCI§ ჯ 

ი »ჯ 1 
§ი თ ჯ VI-XI ა–-===– –. __ 

« VI --»? V1+2C 
1 X 

თ თ VI – X72 ჯ _ V1+ 53 #03 2 

ჯ VI -X3 + 
16 თ 1=ჯ% »X ჯ 

11-X? >» 1 ჯ 
CIC თ – 

6 Xჯ V1 – ჯ? ჯ   
  

აღნიშნული გექონდა, რომ ყ=§1ი X (–თ<Xჯ<26%0) ფუნქცია არ ამყარებს 
ურთიერთცალსახა დამოკიდებულებას ჯ და / ცვლადებს შორის, სწორედ ამიტომ 
მისი ცალსახა შებრუნებული ფუნქციის განმარტების მიზნით განვიხილოთ 

|-2- , >| სეგმენტი. 

ვთქვათ, მოცემულია ფუნქცია 
ყ=351ი X, –-იილ=ჯX<:00 

ყველა იმ კუთხის (რკალის) სიმრავლეს, რომლის სინუსი მოცემული ი! რი- 
ცხვის C–1<X<:1) ტოლია, აღნიშნავენ #XC ჯი «-ით. ასე რომ, 

V=MC 51ი #1 ' (23) 
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ფუნქცია ყოველ % (C–.1<:X<-I) რიცხვს შეუსაბამებს მნიშვნელობათა უსას– 
რულო სიმრავლეს, ეს სიმრავლე გამოისახება შემდეგნაირად: 

#VC 510 X=#%-+(-–-)) MგI(C 51ი ჯX (24) 

როგორც ვხედავთ, მIC §(ი X არის #VC §Iი X-ის ის მნიშვნელობა, რომელიც 

მიიღება (24)-დან, როცა #=0. 

მC 5) X-ს შ”C 5Iი ჯ ფუნქციის მთავარ მნიშვნელობას უწოდებენ. (23) 

ფუნქციის გრაფიკის ასაგებად ეიღებთ ყ=35)ი X (–იი–Xჯ<20ი) ფუნქციის გრა- 
ფიკს და ვაგებთ მის სიმეტრიულ წირს /=X წრფის მიმართ. ნახაზზე (ნახ, 130) 
გამოყოფილია ყ=ვLC §|ი X ფუნქციის გრაფიკი. 

V 

  

    
ნახ, 120. ნაზ, 131. 

ანალოგიურად ·განიმარტება და აიგება #V=005 X, V=Lწ6 X, #=CLC X ფუნქ- 
ციათა შებრუნებული ფუნქციების ყ= 2ICC059X და ყ=2:C 18 ჯ გრაფიკები. 

ყ=/M:C C05 X არის ყველა იმ კუთხის (რკალის) სიმრავლე, რომლის კოსინუ- 

სიც მოცემული ჯX რიცხვის ტოლია. C-1<X<:1). 

ყველა იმ კუთხის (რკალის) სიმრავლე, რომელიც X რიცხვის ტოლია, ჩა- 
იწერება შემდეგნაირად: 

#9» C05 C= 2#1X-LმIC C05 X. 

ცხადია, გIC 005 X არის #IC C05 X-ის ის მნიშვნელობა, როცა #=0. ამ მნიშ- 

ვნელობას /#LC C05 X-ის მთაეარ მნიშვნელობას უწოდებენ. 131-ე ნახაზზე მოცე- 

მულია V= /#LC 00§ X-ის გრაფიკი, მასზე გამოყოფილია მLC 005 X-ის მნიშვნელობა. 
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ყ=/MC (დ X არის ყველა იმ კუთხის 
(რკალის სიმრავლე), რომლის ტანგენ– 

სი მოცემული »ჯ ნამდვილი რიცხვის 

ტოლია (ნახ. 132), 

ჟველა ის კუთბე (რკალ.), რომელ- 
თა ტანგენსი მ აცემული « რიცხუის ტო- 
ლია, ჩაიწერება შემდეგნაირად:   

  
ნახ, 132. 

/#C 16 X=#X-L2LC LC X 

2CIწX-ს ყ=/#LCLILX ფუნქციის 

მთავარი მნიშენელობა ეწოდება, 

§ 104, შებრუნებულ ტრიბონოზეტრიულ ფუნქციათა შემცველი 

ბამოსასულებები 

მაგალითი 1. გამოეთვალოთ §Iი (31C0080,5) . 

ვთქვათ, 

მაშინ 

და 

გჭექნება 

ამრიგად, 

მაგალითი 

აღენიშნოთ 

მაშინ 

და 

ამიტომ 
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თ= 

CC5 

§1წ (2C C05 0,5) = 5Iი – =V 

2+CC05 0,5, 

«=90,5 

თ
 

=>. 

V3 
510) (გIC C05 0,5) =–-– · 

? 

2, გამოვთვალოთ (05 C 2LC §1ი !). 

1 ; 
–-2გC5:01=0, 
2 

2IC 

§I0 2თ=1, 

005 ) მIC 5II),1 1= C0§. # 
2 · 42.2“ 

§)უ 1 = 2C 

202=-=> 
2 

ჯ 
, 6=–-. 

4 

V2 
2



ამრიგად, 

1 
008 (კარი 1 –V2.. 

მაგალითი 3, გამოვთვალოთ 

' |+- 8C C% (-X I 
აღვნიშნოთ 

1 V2 -- 87 C0§ (–M?)-», 

მაშინ 

8IC 005 (-M)- ეთ, 
2) 

და 

V2 კე 5, 8 9 2% ლ053თ= –--. 3თ= 2+23= 4 თ=--. 

ამიტომ 

| ( .2XI 8) 
1 -ვ“ მX% 605 -%) =1.-,-=1 

ამრიგად, 

აიი - 
მაგალითი 4. გამოვთვალოთ 

5 
§,M (2 ICდ1 – 2060 -,- ). 

19 

ვთქვათ, 
220ლ1C 1=თ, 66 00§--=ჩ. 

მაშინ 

თ -თ თ MI” ჯ 
1=–- Iს --=1 –-–=- #%C-=--. 

82% 2. %2 2 4” 2 
გვექნება 

: 5 : ჯ 5 
5) (22ICI1წ 1 –გI1C00§ გ) თ (+-4%% აღმო 

2 19 

5 
=C005 2 09 -- | =–--. ( 2 

ამრიგად, 

§I(ი | 22L1C LV 1 –– მC0C0§ 2 = 5 · 
19 19 

მაგალითი 5. გამოვთვალოთ 

აI1 | 22:C 1 1 1 მი ლ0§ - > · 
2 2 4 
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აღვნიშნოთ ვ 
1 

8IC IC –=6 მიC008 –- = ჩზ, 

მაშინ 
1 3 

ჭოთ=-- ==, (-8.) 2 და 0058 2 

აგრეთვე, , 3 
22IC +C- = 2« და 2 მIC 00§ ==. 

ახლა მაგალითი შეიძლება გადაიწეროს შემდეგნაირად: 

1 1 3 · ჩ 
: 2ვნსთ--–-> => 2ც- » ზი ( 2XC 16 2 2 835 2005 >) იი (: თ >) 

მაგრამ 

§ი (2 – --)–აი 2თC05 ჩი 2 ყი-ჩ. 
2 2 .2 

გამოვთვალოთ ცალ-ცალკე 50 2თ, C05 2თ, 5Iი + და C05 +, რადგანაც თ 

და წ მახვილი კუთხეებია, ამიტომ 

§ი2%= 2 18თ_ 

1 + დრ 

1 
2 _– 

§II 2თ = 2) 4 

(+155 
+გ “ 

1 3 

'1ხთ ' 4 4 მ 
00526 =– ე = 1 ფ9=ძევე! 

«+IL6Cთ „_– – 
1+ 4 4 

  

საბოლოო, 

. 1 1 «I 4 1 CI 1. .- 
5I0 I 22-06 –––– -–– გმIC 005 +)=< – _–- – = ( 8 2 3 14 3 V2 

2 5 4 5 

1 3 > 4V14--3V2. 
=« V 14 – 0V2=““- აე თ02). 
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მაგალითი 6. გამოვთვალოთ 

005 (3 გIC CLC( C2+1)-–მLC 1C (V2-–1)). (69) 

ვინაიდან V2+1 და V2--1-დან თითოეული მეტია ნულზე (დადებითია), ამიტომ 

2CC CIV( V2+1) და 2IC LV (V2-–-1) 

რკალები ეკუთვნის 1 მეოთხედს. 

გამოყთვალოთ თითოეული ამ რკალის გაორკეცებული მნიშვნელობების ტან- 

გენხები: 

    

  

2. 1 2 

V2 +1 V2 +1 
(C12 8+1CC( 2 11) =8IC! =მICL - = CI ძთ(V2 + 1)) = 2» .--–, ) მ-ი ვ 

V2+1 C2+1” 
2(V2 · 

=მIC Lწ (/2+ 1) =გIC IC 1. 
C/2+ 1) 9+2V2) 

შენიშვნა. 2 3§CCIC(V2-L1) კუთხე (რკალი), როგორც I მეოთხედის 
კუთხის (რკალის) გაორკეცებული, შეიძლება ეკუთვნოდეს მხოლოდ (| მეოთხედს, 

ვინაიდან მისი ტანგესი აღმოჩნდა დადებითი, 

ამიტომ 

– I 

(20-0CIVI V2+ 1)=- 

ჯ 
მMCCLდ (V2 +1) =“–+ (C)) 

ასევე გამოვთვალოთ 

(დ I2 გIC (თ ( /2––1)1. 

  

: 2(V2 –1) 2(V2 –1) 2 2-1)= _2(V2 –1) _ _ 2(V22-1)) _ მIC Lთ (V2–1) 256. (5-7 მი 2 2/2-1 

2(V2–1) # 
= – _– - =. ხ 1=“ გLC IC 2(,2–1) 2IC LC 4 

საიდანაც 

მIC LC (/2-–11=+ 

და 

- – ი. წ” 
ლ05 (3 მ(CCLC (/2-#1)--2CC LC (1/2-– 11) =005 (9-+-–+)= 

% _ /2 =005-კ-=--. 

15, ვ. შონია 225



ამრიგად. _ 

C05 (3 3 CIC(„ 2+ 1) გIC (6 (/2 11 | =M#”. 

მაგალითი 7. 

  

გამოვთვალოთ 

(ი C 8IC C05 V2+V2. --8მIC ძიწ2+VM2 ). 

ვინაიდან 

0< V2 + V2 <1, 
2 

ამიტომ 

გIC C05 V2+VX2_ და მIC ყი” 2+ #2. · 

რკალები ეკუთვნის I მეოთხედს, გამოვთვალოთ ამ რკალების გაორკეცებული 
მნიშვნელობების კოსინუსი და სინუსი, ვისარგებლოთ ცნობილი ფორმულებით: 

C05 (2 ვIC C05 X) =2X-–- 1 და (605 (2 2+IC§:ი X)=:1–2ჯ 

205 C =5629XX '=2 ლია? L 2IXC C05 V2+V2)_ 

“".2+V2> _. _ V2 
=2-კეეალ-1= 2--. 

= 2აღყიეწ2%I2 ) 1-2 §ი"L მXC 5(ი V2+V2) 

  

2_. - 

I. 
=1-2 ჯ =-+- 

რადგან 

22% ყიX2+V2. C (0, 7) 

და 

/2 82 
22LC თ§+2+V2. C (0, 1), 

ამიტომ 

V2+V2 _ «+. - M2 +V2 _ 3% 
20C005 ლილ, და მყიი 8 =-%5“ 

ამრიგად, 

1 (§ 2IC თ:წ2+VM2 ა ყიV2 +V2 ) = I C35L ) = (C 
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მაგალითი 8. გამოგთვალოთ 

LC | 286 §)0 0,6--გ(C C0§ (3 ჩ · (1 

აღენიშნოთ 

თ=282L105)0 0,6 და ჩზ = მICC05 (-1) · 

თუ ვისარგებლებთ ფორმულით 

ICC + Lჩ 1C(თ- 8) = , 
§6+ჩ 1–I”თ-.1I9ჩ 

მივიღებთ 
1 

2 I0 0,6 –-)II= LC | გC ყი 0,6 + მი 005 , 13 II 

, 12 
LC (2X-ლC8§Iე 0,6) + LC | მIC 005 ყე 

“ · 12 
1–-LC (2 მIC 5Iი 0,6) 6) 2LC 005 L 3)| 

გამოვთვალოთ ცალ-ცალკე: 2 

Lთ (221C§5(L0,60) და LC | + 008 (–:-)) 

I(2 2IC510 0,6) = 2! (611210) 9.90 · (3 
1-–LC2C5Iი 0,6) 

მაგრამ 

0,6? 06 3 9 7 
6 =–===-ევ 'ლ 0,60=1–--–--=–. LC (მIC §5Iი 0,6) 71 60.69 08 და LC?(8LC §|0 0,6) 1. 

ამიტომ 

2-+ + 48 _ 24 
Lთ(2გჯა 519) ებს––__ 

1) 16 

ამრიგად, 
24 

ILთ (22IC§5:0 0,6) = ––. (4 

12 V 
ყეღებსა».: 

12 V წვ 5" 
I | მIC C05 ( =2 ად 22 “782 დფ) 

13 

ი” 1(2(Xჯ-ი59ი1IX) == 

ვ-ყზ 
–- I ფრ 5) =- M1-X · 
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(4) და (5-ს თუ შევიტანთ (2)-ში გვექნება 

24 +( 5 ) 

· 12%) __ 7 12 _ 
(I-4 (2 81+ლC §5100,64- IC C0§ (5) ს» ჯა 

7 ·( 12 

_ 253 _ , 49 
22ბბ 204_ 

მაგალითი 9. გამოვთვალოთ 
2IC LC (Lდ 8). 

უნდა შევნიშნოთ, რომ გვIC Lდ (LC 8) ფC6მ. როგორც განმარტებიდან ვიცი თ 

გCLC XC (–> +) , ამიტომ გIC 1 (IV. მ) უნდა ეკუთვნოდეს (-+ , 

2) შუალედს, ეს კი იმას ნიშნავს, რომ 

გIC 16 (1ღ 8) 5-8, 

ასეთ შემთხვევაში ვიქცევით შემდეგნაირად: 

შემოვიტანოთ აღნიშვნა თ=:>IC (დ (LC 8) 

და ავიღოთ ორივე ნაწილის ტანგენსი: 

Lთ ი=I1ც (ვგ+C LC (Lდ 8)), 

სადაც 
1 თ=Lი 8 ILთ (8IC LC /)=/# I. 

ორი კუთხის (რკალის) ტანგენსების ტოლობიდან დავასკვნით, რომ 

თ=M+ზ; #=0, --1, +2,... 

თ რიცხვი რომ ეკუთვნოდეს (- +. +) შუალედს, საჭიროა გექონ- 

დეს: 
ჯ წ 

_–- << ი-8<-- 2 <#XXX+4-8 < 8 ' 

    

საიდანაც 

-% ც –-ზ 
<ჩ< 

აქედან კი 
ჩ=–-ვ3 

მაშასადამე, 

გIC 1” (LC 81=8––3ჯ. 

მაგალითი 10, შევამოწმოთ შემდეგი ტოლობის მართებულობა: 

2 1 1 
II –– + 22610 ––-=2:CLწ –-. 2%C IV -- + 223001 --- =2MC1გ -> 
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შემოვიღოთ აღნიშვნა 

2 1 
თ=81ლ-Iდ წლი ზ=ვL (C –, 

საიდანაც 

2 1 # ჯ ჯ (ყძთლ=-“, (იზ=--, ე.ი, 0<--, > >. 89 11' იჩ 7" ე.0. 0<-> ზ< 4 და 9+2ჩ<> 

განვიხილოთ მარცხენა ნაწილის ტანგენსი 

IC (C I- = +22LIწ +)=% («+ 28) = _I69+ 1§2ჩ. 
1-–- თ. I22ჩ 

მაგრამ 

2.1 2 
ყი286- 29, “7 7 249 7. 

1-(2ზ ქ, _ |! 48 487 24 
49 49 

ამიტომ 

2,7 48+77 
2 I 11 ' 24 11-24 

IC (CV + 2806 -) = –2> 7 =–-2-=52>-= 

11 24 11-24 

_ 125. 1 

_ 2599. 2. 

მარჯვენა ნაწილი გვაძლევს. 

1 1 
Iნ6-- |=–-. (7: ICC ნწ 2 ) 2 

ორი მახვილი კუთხის ტანგენსების ტოლობიდან გამოდის თვით კუთხეთა 
ტოლობა, რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 

მაგალითი 14. შევამოწმოთ შემდეგი ტოლობის მართებულობა: 

1 
CLდ 1. გ+0 C1წთ )-%# 1 2მXC CC )-2+ – გ2იCCICC1I- 

8 8 4 

–4(C C 2CC ICი )–%. 

შემოვიღოთ აღნიშვნა: 

20% Cსთი=ი. 2ICCLC ძ=80თ, CI 80=0. 

გვექნება: 

ინთთ--ნი თ-2!-2თ-4 (ი4-=მ0C(Cზ8ი. 
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ჯავამარტივოთ ამ გამოსახულების მარცხენა ნაწილი: 

ლეთ §5'0თ ვი2თ 
–2 4 

8310 4თ _ 

ვით C05თ C05 2თC 005 4თ 

ა : 1. , 
ივ" თ - 00520 -· 00540 – §:ი?1 20 · C052თ · 005540 – 2 “-2 5902თ-§002თ-00540 

  

_ C052თ-005 4თ(C05“ 0--5I0“თ) –-3'ი“2თ.-C05 4-- 2510 2თ C052თ 5104თ _ 

510 თ C05C · C05“ 2თ · C05 4თ 

7 

4-> §I12თ · C052თ-5)ი 4თ 

_  §80თC05თ ·.C052თლ00540C... 

§.01(თ 605V 005 2თ C05 4თ 

_ C054თ(C05“ 2თ--5(ი22თ) –-5იზ4–« 0051 4თC-- 510? 4თ 

§5II1თ 005თ 005 2თ 005 4თ 

1 1 
–- 5(ი 4თ · 0ლ05:4C –5ი08თ 
4 8 

რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 

ს ავარჯიშო 

გამ ოთვალ. ეთ: 

1. 

– 1 /2 
2. მ2IC 1C( – /3) + გ»C C(C (=4)+ა« ყი(–--) 4+-მIC 005 (– 

3 

4 

5Iი (გIC C05 1-L+გIC LC 1). 

. C05 (3 ვილ CIC (//2-+1)––-გჯC LC (1//2-–-1)| 

. C05 (2 3 CIC 0,5)=51ი (3––4 გIC CL 0,(3)I. 

აჩვენეთ შემდეგ ტოლობათა მართებულობა: 

1 

2. 

3. 

> 

„ 2 2+C 0605 X=გ1C 005 (2X2-–-1), 0=%=I 

მი 16 1 -L მIC IC --=5% Lი ქ. 

მIC C05 0,6-+-გIC C05 0,8=გIXC C05 0. 

+ მ1C §)ი XI, > 2ICC050=მXC LC V3 · 

» 510 (2 გIC 5)ი 0) + 510 (2 გIC 005 ი) <=: 4ი V1-–-0?, 

1.., 
2 §II) 2თ C05 2Cთ 005 4თ 

0<იძ<1.



§ (00. ტრიბონომებტიულ განტოლებათა ამოსხნა 

ტრიგონომეტრიულ” განტოლებათა შესწავლა დავიწყოთ ე. წ, უმარტივესი 

წახის ტრიგონომეტრიული განტოლებებით, 
#. უმარხიკესი ტრიგონომეტრიული განტოლებები ეწოდება შემღჯეგი სახის გ:ნ- 

ტოლებებს XI 
510 X=#1; 605 X=, 1წ X=-/I: CC X=/ჩ 

სადაც თ მოცემული რიცხვია. 

| იო55I777 
„აღ 2 

–- #, აწ, %=6 4 4,ლლამ. 
#L 

=”“ << .I. –=7 =7% 

ნაL,”133, 

  
'/ 

'L “C-ს _– 
–”– => 2 ჟ–ს 727. "((L- X   

  

  
  

  

ნახ, 133, ბ. 

9#=/7 

“ო ” ს ს C ა > 

“ლ +-> _.–“ “–- IMV=71 

ნახ. 131, გ. 

უმარტივესი სახის ტრიგონომეტრიული განტოლების ამოხსნა ნიშნავს,წ ვიპო- 
ჟოთ ყველა იმ კუთხეთა სიმრავლე, რომელთაც აქეთ ტრიგონომეტრიული ფუნქცი- 
ის მოცემული /” მნიშვნელობა. 

1. გვაქვს განტოლება §)ი X=!. თუ |III<1. მაშინ როგორც § 92-ში გექონ- 
და განხილული მ0C §Iი „I და #-21C 51Iი #72 რკალების სინუსებს აქვთ მოცემული 
„I-ის მნიშვნელობა. ამ განტოლების თითოეული ფესვი (კუთხის ან რკალის მხი- 
შენელობა) შეიძლება განვიხილოთ V=35)ი X სინუსოიდის #=/ წრფესთან გადაკ- 
ეეთის რომელიმე წერტილის აბსცისა და, პირიქით, გადაკვეთის ყოველი წერტი- 
ლის აბსცისა §(ი X=ი1 განტოლების ერთ-ერთი ფესვია (ნახ. 133, ა), ზოგადი სა- 
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ხით, ყველა იმ კუთხის (რკალის) სიმრავლე, რომელთა სინუსი I-ის ტოლია, ჩაი- 

წერება შემდეგნაირად. 
Xჯ=ჩ%L+(C-–-1) M8C6 5|ი თ (M=0, -+1, +2,...). 

როცა III>1, განტოლებას ამონაზსნი არ ექნება (ნახ, 133, ბ), 

V3 
მაგალითი 1.51 XC= ფ- 

ცხადია, X1=მ1C 51ი #2 3 

ამიტომ ზოგადი ამონახსნი ჩაიწერება შემდეგნაირად: 

IX = MM + (–-1)! = (რადიანებში), 

X=180?--LC-–1) "60? (გრადუ'ე“ში), 

2. C05 I=M განტოლება. თუ III<:1, მაშინ იარსებებს კუთხეები 
(რკალები) მ2IC C0§ ” და –- 2 C05 7, რომელთა კოსინუსს ექნება მო- 

ცემული „I მნიშვნელობა. C05 X=/I განტოლების ფესვი, წინა მაგალითის მსგავ- 

სად, შეიძლება განვიხილოთ, როგორც V=60C5 X კოსინუსოიდის ყ=/! წრფესთან 

გადაკვეთის რომელიმე წერტილის აბსცისა და, პირიქით, გადაკვეთის თითოეული 
წერტილის აბსცისა შეიძლება განვმარტოთ როგორც 003 ჯX=/! განტოლების ერთ- 
ერთი ფესვი. ასე რომ, მოცემული განტოლების ყველა ამონახსნთა სიმრავლე შე” 

ადგენს ყ=005 X კოსინუსოიდის ყ= ი1 წრფესთან გადაკვეთის ყველა წერტილის აბ- 
სცისათა სიმრავლეს (ნახ. 134). 

ა» 2- LL == # 
=>? “–.7. 

იM-C06M | თ07”6C05/7   
ნახ, 134. 

განტოლების ზოგადი ამონახსნი გამოისახება ფორმულით: 

=2ჩIL+მIC C05 #1 #=0, 1, 2+2,..- 

თუკი III>>1, განტოლებას ამონახსნი არ ექნება. 

მაგალითი: 

V3 V3 ჯ C5X=--, X=მ1C005 =-=--. 

X=2 Mს+ <– (რადიანებში), X,=360%# + 30% (გრადუსებში). 
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3. («ყ X=/.M განტოლება. 

როგორც ვიცით, ”I-ის ნებისმიერი მნიშვნელობისათვის (-5. +) შუა- 

ლედში არსებობს ერთადერთი კუთსე (რკალი) მLC 16 #1, რომელსაც მოცემული 
ტანგენსი აქვს. 

ყველა საძიებელი კუთხის (რკალის) მიღება შეიძლება, თუ მIC 16 ი რკალს 
მივუმატებთ ტანგენსის პერიოდს, აღებულს მთელ რიცხვზე. ასე, რომ, ყველა 

საძებნი კუთხის (რკალის) სიმრავლე შეიძლება ჩავწეროთ შემდეგი ფორმულით: 

X=M+-2IC LC თ. 
მაგალითი: (დ X=1, 

ჩჯ 
Xჯ=:2C:L21=–, 

წ 4 

ამიტომ %=M+%+ (რადიანებში); X,=#- 180”-L45“ (გრადუესებში). 

4. CC XC=M განტოლება, 

ვინაიდან კუთხეთა ზოგადი გამოსახულება LC X და CI X ფუნქციებისათვის 
ერთი და იგივეა, ამიტომ CIწ X=/” განტოლების ყველა ამონახსნის სიმრავლე ჩაი– 

წერება შემდეგნაირად: (135, ა). 

X5=#M%X+მ2IC 1C თ (რადიანებში). 

მაგალითი: CL X=–-–-1. 

3 
X» =20(CCI6(–1) ==2, 

ამიტომ 
1X.,, 

X=-#M L “ (რაჯიანებში), 

X.-=180% -C 135? (გრადუსებში). 

“I I I 
სე აიი 

V V”” 
–თ-ლეო – ძოწი 

ნახ, 135, ა. ნახ. 135, ბი 

  

  

–-
 

«ა
პ 
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უმარტიეესი სახის ტრიგონომეტრიული განტოლებათა ამოხსნა შეიძლება წარ- 

მოვადგინოთ შემდეგი ცხრილით: 

  

  

  

განტოლება ზოგადი ამონახსნი 

«)ი #X>/! X=#ჩMX-+(-1) IC 5(I იI,, ||! #=0, +1, >+2,... 

CCთC5 X=/ X=9MIL+21C 005”, |ი!|I <1 ჯXჯ=0, >+1, +2,... 

  

ჰი X=MI, C05X=ი) არა აქვთ ამონახსნი, თუ III > 1 

  

(დფ X=ჩL X=#M04--მLX 19 I, საღ: – იი<ი<–-თ #=0, +1, =-2... 

  

CLC X=/I X+=#ო-LმIC (დ I, სადაც – <ი<+-თC #20, ძ1, =2,,...     
  

§ 100. ტრიბონომეტრიულ განტოლებათა ამოხსნია 

სოგიერთი მაბალითი 

ტრიგონომეტრიულ განტოლებათა ამოხსნისას ჩვენი მიზანი იქნება იგივური 
გარდაქმნების საშუალებით დავიყვანოთ ისინი ჩვენთვის უკვე ცნობილ უმარტივესი 
სახის განტოლებაზე; მაგრამ აქვე უნდა შევნიშნოთ, რომ ყოველი იგივური გარ- 

დაქმნისას საჭიროა გავითვალისწინოთ, ხომ არ დაუკარგავს აზრს მოცემულ გან- 
ტოლებას ესა თუ ის გარდაქმნა? შესაძლოა იგივური გარდაქმნების დროს ადგი- 
ლი ექნეს დამატებით ამონახსნების წარმოშობას ან ფესვების დაკარგვის შემთხეე- 
ვას. 

პირველს ადგილი ექნება, თუ უცნობის დასაშვებ მნიშვნელობათა სიმრავლე 
გაფართოედა, მეორეს –– თუ ეს სიმრაელე შევიწროვდა: მანამ, სანამ ტრიგონო- 
მეტროიულ განტოლებათა ტიპებს და მათი ამოხსნის სპეციალურ ხერხებს განვიხი– 
ლავდეთ, განვიხილოთ ტრიგონომეტრიული განტოლებათა ამოხსნის რამდენიმე 
მარტივი მაგალითი, 

მ ა გ ა ლ ითი 1. ამოვხსნათ განტოლება: 

§I0 2X-· C05 ჯX=C05 X. 

ამოხსნა 

გადავიტანოთ C05 ჯ განტოლების მარცხენა ნაწილში და მიღებული გამოსახუ- 
49ებიდან გავიტანოთ ფრჩხილებს გარეთ C085 X, გვექნება: 

005 X(5)ი 2X-–1)=0 

ორი გამოსახულების ნამრავლი მაშინ და მხოლოდ მაშინ უდრის ნულს, რო· 

კა ერთი თანამამრავლი მაინც უდრის ნულს. 

ამიტომ ან C05 X=0 ან §1ი 2ჯX-–-1=0, 
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თუ C05 X=0, მაშინ X=-- და ზოგად ამონახსნს ექნება შემდეგი სახე 

  

    
M=ჩX+-> (L=0, +I, +2,..). 

თუკი 2X== X= და 

: '2' 4 

ჯ 
X=#954+(-14--> (#=0, +1, +2,...). 

  

  

მოცემული განტოლება რომ შეგვეკვეცა 005 ჯ-ზე, მაშინ მივიღებდით 510 2X=> 

==1 განტოლებას და ამით დავკარგავდით X=ჩMIL-+ > სახის ფესვებს. 

2. მაგალითი 2. ამოვხსნათ განტოლება 

2005 “X-L3 C05 X=2. 
ამოხსნა 

შემოვიღოთ აღნიშვნა C0§ X=/ და 2 გადმოვიტანოთ განტოლების მარცხენა 
ნაწილში, მივიღებთ: 

  

2”+21/--2=0, 
საიდანაც, 

,==3+V94)6 ბჭ)“ , 1, /=-2. 
4 4 2 

ვინაიდან 005 X+--2, ამიტომ გვექნება: 

C0§51=-+, 
2 

საიდანაც, 

X=27#%X + >#X. 
3 

მაგალითი 9. ამოვხსნათ განტოლება 

2005-X= 3517 .V. 
ამოხსნა 

2(1-- ვებზე –-35Iი +X=0, 
2–-2 §(ი"X--351ი X=0. 

აღენიშნოთ §Iი X=/, გვექნება: 
20-+3/--2=0. 

,_ =1ე+V9+16_ –3+5 , _1.,__ე 
<<< 

§Iი ხფ-–-2, ე. ი. 50ჯ =--, 

7 . LC. # საიდანაც X=–-- და X = MX + (<1). –= (C=0, +1, +2) 
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მ აგალითი 4. 

ამოვხსნათ განტოლება 

§'08 2ჯ _ 

ჭი»... 
  

ამოხსნა 

ღოოგორც ვიცით, წილადი იმ შემთხევევაში შეიძლება უდრიდეს 0-ს, როცა მისი მრი- 

ცხეელი ეტოლება 0-ს, 
ე. რ. 

511 +X=0, 

საიდანაც 2X=%#M, 
ჯ 

X=/ჩ.–-, 1 2 () 

მოცემული განტოლების ამონახსნთა სიმრავლეს უნდა ჩამოშორდეს ის ფესვები, 

რომელთათვისაც მნიშვნელი, ე. ი. 5(ი X იქცევა ნულად (ვინაიდან წილადს ახრი 
არა აქვს, როცა მნიშვნელი უდრის წნულს). ეს მოხდება მაშინ, როცა X-ს ექნება 
ჯ-ს ჯერადი მნიშვნელობები. X-ის ეს მნიშვნელობები მიიღება მაშინ, როცა # არის 

ლუწი რიცხვი დს ფესვები იქნება გარეშე ფესვები). 
ამრიგად, მოცემული განტოლების ფესვები გამოისახება შემდეგნაირად: 

ჯ =(2ჩ + 1) · ––. X=(2ჩ + 1) 2 

მაგალითი 5, ამოვხსნათ განტოლება 

00§ X-5)ი X=1. 
ამოხსნა 

კოსინუსი გამოვსახოთ სინუსით: 

C05 X=+V1–- ჯი %. 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 51ი X=7, მივიღებთ: 

1+-V/1-#Mჩ=1. 

რადიკალისაგან განთავისუფლების შემდეგ გვექნება: 

2('---21=0, საიდანაც #=0, /.=1. 

§10 X=0 და 5)ი X=1, 

ამ უკანასკნელ განტოლებათა ამოხსნა იძლევა ამონახსნთა ორ სერიას: 

X=2% +> და X=#» (C=0, +1, +2..), 

შემოწმება. ამონახსნთა პირველი სერიისათვის გვექნება: 

ყი (2%+ “+)='' 005 (2»+ 2)“. 

რაც განტოლებას აკმაყოფილებს. 
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ამონახსნთა მეორე სერიისათვის: 

§ი ი-=0, C08#M= | 1, თუ # ლუწია. 
–-I, თუ # კენტია, 

როგორც ვხედაეთ, განტოლება კმაყოფილდება მხოლოდ #=2/! (ლუწი) მნი- 
შენელობებისათვის, მეორე სერიის ამონახსნები, როცა #=2ი+1, გარეშეა, ამრი- 

გად, მოცემული განტოლების ამონახსნები შედგება ორი სერიისაგან: 

ა=2ხი4+> და X=2ს" 

ერთგვაროვანი განტოლებანი 

ერთგვაროვანი ტრიგონომეტრიული განტოლებები ისეთ განტოლებებს ეწო- 
დება, რომელთა ყველა წევრს §Iი X და 005 ჯX ფუნქციათა მიმართ ერთი და იგივე 
საერთო ხარისხი აქვთ.' 

ერთგვაროვან ტრიგონომეტრიულ განტოლებათა მაგალითებს წარმოადგენს 
შემდეგი განტოლებები: 

§8(0 X-––005 X=0 

§10%X--3005 X· 5Iი X-L500§ ?X=0 

C0§5 ?X=-––3Iი X· C05 X=0 
და ა, შ. 

განვიხილოთ ერთგვაროვანი ტრიგონომეტრიულ განტოლებათა ამოხსნის რამ- 

დენიმე მაგალითი. 

მაგალითი I. ამოვხსნათ განტოლება 

9005 X-–- 2 §Iი X=0. 
ამოხსნა 

2 C> – V2.ი ჯ )=-, 

ბაიდანაც - 

005 XI-– 52 510 X=0. (1) 

C0§ X-#0, რადგან, თუ C05 X ნულის ტოლი იქნება, მაშინ §1ი X-იც 0-ის ტოლი 
აღმოჩნდება, ეს კი ნიშნავს, რომ ვერ შესრულდება ი0§5:X-L5Iი“X=1 იგივობა. 

ე. ი. განსახილველ შემთხეევაში C05 X5-0 და შეგვიძლია 

(1) განტოლების ყველა წევრი გაეყოთ C05 X-ზე, 
გვექნება: _ 

#2 1დX=1, 1-X=V2, X=მL LC V2, 

ჩ 

XMს=#ჩX-Lმ2LIC 1CV2 · 

2. მაგალითი. ამოვხსნთ ტრიგონომეტრიული განტოლება 

/3 §Iი?X-4§Iი X· C05 X+V3 · C0§2X=0. 
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ამოხსნა. 

ლ0§ X=-0, ამიტომ განტოლების ყველა წევრი გავყოთ C05 %-ზე, მივიღე ბთ: 
V3თX-–-4L-X+V3=0, 

_2+V4-3 2+1 
- V3 /3” 

((თX.=V/3, X=მIC1C /3=-> 

LთX 

X” =ჩMი + M დთ=0, +1, +2,..) 

/3 V3 2 (LC X)„= ვ #X#= 32% IC ვ3=«%. ამიტომ 

== + 0 (6#=0, +1, «2, ..). 
სავარჯიშო 

ამოვხსნათ ტრიგონომეტრიული განტოლებები: 

1. 

2. 

დ 

8. 

9. 

10. 

11, 

12. 

13. 

14. 

15. 

51 X- 1ყ X-+-IV X=0, პას: MX, –+ +211, 

_90X _ი, პას: + 2ჩ=, 
1 –-005 X · 

_=59%5X 0, პას -” | 2ჩ»ა, 
1+ 501 ჯ 2 

. C05X· LC X=0 პას: #2, 

.· 1C"X+4+-2წ6 X-3=0 პას: _+ჩი ჩო-–-მXი (წ 3, 

„ 2005'X-+5C05 X--3=0 პას: 2/X 5921 

„ 25107?X-+7005 X--5=0 პას; »=2ჩM+->- (360% + 60'), 

25ჰ0%%X=2-L5C0§ Xჯ პას: – +#IX. 

§IIIX-LC05 X=3 პას: (ფესვები არა აქვს). 

§10) X--C05 X=-1 

§III X=005 X. 

35Iი X+<5005 ჯL=0 

5)0?1X--45)ი X· C05 X-+3C03 ?7X=6 

2510 X--005 X- §Iი X=0 

· 1 2 
5)II X · C05X = / 9 »X. 

16, C05:X-–- 350 X· C05 X+1=0 
17. 510 X- C05 X=–-0,25.



თავი )»X 

შეკრების თეორემები და მათი შედეგები 

§ 107. ორი კუთსის ჯამისა და სხვაობის კოსინუსი 

თეორემა. ორი კუთხის ჯამის კოსინუსი უდრის ამ კუ- 
თხეების კოსინუსების ნამრავლს, მინუს ამავე კუთ- 
ხეების სინუსების ნამრავლი, 

ეს» ი. 
C05 (თ-Lჩ)=005 თ · C05 ჩ––5Iი დ - 5Iი ჩ. 

დამტკიცება. 

ავიღოთ ერთეულოვანი წრეწირი (ნახ. 
136). 

/#/ 40M=თ, / M09=გჩტ, 

# 40=Cთ+ჩ. 

განვიხილოთ ურთიერთპერპენდი- 

კულარული 0X” და 0V” ღერძები. 

0? ვექტორი დავშალოთ C0ჩ და 
0” მდგენელებად 

00=0ს' + 0ჩ. (()) 

  

(ეე) ტოლობა დავაგეგმილოთ 0X 

ღერძზე, გვექნება: 
ბეგი» 0” =გეგ.,X 0–+გებიჯ0ჩ. (1) 

თუ გავიხსენებთ ვექტორს გეგმილის ნახ. 126, 
განსაზღვრას ღერჰზე, (1 და 3 თავე– 
ბი), მაშინ დავწერთ: 

გები ჯ 06 =|0#§ | ფ· C05 (თ-Lჩ8) =1 · C05(C+ჩ) =005 (თ-Lჩ), (2–2 

ბები» 00” =I0#I- C05 (90”-Lთ)= |0ნ” |(–-5IM თ)=-–-|0ჩ” |5Iი თ, 

  

  
მაშინ 

|0C”)=|6ჩ0)=§Iი ჩ, 
ამიტომ 

გები» 0ჩ”=–-+§Iი თ · 510 ჩ. (3) 
ხოლო 

გებიჯ 0ი=|0#I· C05 =005 ჩ · C05 თ= ლ05C · C05 ჩ, რტ 

თუ (2 +(23) და (4) ტოლობებს გავითვალისწინეთ (1), გვექნება 
  

C05(თო+ჩ)=005 თ· 605 ჩ–-5Iი თ. §)ი 8 
  

მიღებულ ფორმულაში ჩ-ს შეეცვალოთ --ჩ-თი, გვექნება: 
C05(თ-+(-–-8ზ))=ლC05>ჯ · C05(–-ჩ)--510Cთ · 5IIC--ჩ)=C05თ · C05 ჩ-+-5Iთით · §1იჩ, 
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C05(>-–- ჩ) = C05 თ. C05 ჩ + 3Iი თ · §Iი 8 
    

მიღებული ფორმულები შეიძლება გაერთიანდეს შემდეგნაირად: 

  

    
C05 ( + ჩ) = 005 C · ლ05ჩ-L5Iი თ · 5Iი ჩ. 
  

მაგალითები: 

1. «C0§5 105%= Cლ05 (45” -L 609) = Cლ0§ 45”. 008 «ყი 45” - §(ი 60-= 

2 1 

-6.+-X 0-6 4-4 Mც ი. 
2. C0§ 75” = 005 (30? -- 459 = C0§ 20? · 00§ 45? –– §Iი 30?-. §(ე 459=– 

V3 2 1 V2 V3 V2 #2 V2.,> 
-5 23-29 23 2-1 Vმ-I. 

3. 205 15'.=005(45“-- 30 =00§ 45” · 005 30?-L5Iი 45? · §(ი 309= 

_ V2 V3 1) V2 1 M2./3 1M2 V2 
== 13 35-94 =4 (V3 +1). 

4. გამოვთვალოთ ტრიგონომეტრიული ცხრილების გარეშე: 

005 17” · C05 43“ –-51ი 17”. §I0 439 = (08 (17?-L4219%) = 005 60? = 

  

სავარჯიშო 

გამოთვალეთ ცხრილების გარეშე: 

1. C05 12- C0§5 18“-–-51ი 12? - §(ი 187; პას: #3 , 

2. 5)ი 3. 5(ი 42” –– C00§ 3? · C00§ 427; პას: = , 

ქ. 605 74? -· C05 29“ --§5)ი 74? -· §)ი 299; პას: #2 , 

4. 50 97". §1იო 37"-LC05 97” · C05 37; პას: – , 

7 
5, ყი I. 8ი ო თინ--» 5 - თ პას: --1, 

5 5 5 5 

3 3 . 2 
6. ლ05-– > C0§ -–– +590 – –= #.59”ი =>, პას: V2., 

მ 8 8 8 2 

გაამარტივეთ გამოსახულებანი: 

1. C05(24? –- თ) · C05 (36”-Cთ)1–– 51ი (24? –– თ) 519 (36” -L 0); პას:1-- · 
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2. 005 წვ +) -LC05 (3-«) პას. C05 თ 1. 
3 «I 1 

ვ, ყი (+– «) +ძთ (++9)-თ: (+ +«)C: (+- «), პას, 0. 

1 

კ 90 (თ–ჩ) + 5Iით5)იჩ. პას. 1 95-2-+#M6 

_ 005(თ--ჩ)– 50 თ-5I0 8” ' ჯ 
ზ25M++ ი“ 

5. 005 (თ –– ჩ) –– -05თ · C09§§5ჩ პას. (CC - LCჩ 

005 (თ+ჩ)-+§5Iით· 5)ით ” ' ' 

გამოთვალეთ: 

1. C0995(–- ზ) და C05(ღ+ჩ), თუ C05თC= =2 9ი8= > 

0<თ-ჩ<90ი და 90“<ძ + ჩ 180“. 

2. Cლ05 (+++) თუ C0§5თ=0,3 (9< «<>). პას. 5V3–V2L -V2I. · 

გამოთვალეთ: 

-. 1 2 1 – 
თია ( მIC 517 - + მ 005 3) პას, « (4V2-–%V5)' 

2 5- 
თა, მIC5I0 _ – მIC 005 C3 პს. -V9 =V2 ; 

005 | IC --+2რ 16 (»-2) I ბას. ––, 

§ 108. ორი კუთსის X#ამისა ლა ხსვაობის ხინუსი 

ორი კუთხის ჯამისა და სხვაობის სინუსის ფორმულის გამოსაყვანად ვისარგე- 

ბლოთ ორი კუთხის ჯამისა და სხვაობის კოსინუსების ფორმულებით, მასთან, დაგ– 

ქჭირდება დაყვანილი ფორმულებით სარგებლობაც. 

§8IIM(თ-Lჩ) წარმოვიდგინოთ შემდეგი სახით: 

81ი (თ + ჩ) = 005 I>–C +ხ  –თა I(+- «) _– ჩ), 

§1ი (=+ჩ) = 005 I5– «) –ჩ I 

თუ გამოვიყენებთ ორი კუთხის სხვაობის კოსინუსის ფორმულას, გვექნებაჯ 

51 (+ 8) = ლ0§ I(5-– «) – 8 =თა (>-– «) 005 ჩ +- 

+ ვი (-– თ ) თი ზ=51ი თ · C05 ჩ+-ი05 თ- 51 ჩ. 
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მაშასადამე, 
  

  
§(ი(თ + ზ) = 5)ი თ=C05ჩ +0ლ05თ-3§იჩ () 
  

ორი კუთხის ჯამის სინუსი უდრის პირველი ყჯეუთ- 
ხის სინუსის მეორე კუთხის კოსინუსზე ნამრავლს, 
პლუს მეორე კუთხის სინუსისა და პირველი კუთხის 
კოსინუსის ნამრავლი, 

განვიხილოთ მაგალითი, 

5Iი 75”=510M(30"-45შ9=§5)ი 30? · C05 45?-LC0§ 30? 6. 5)ი 45-= 

_ 1. V2, V3, V2 V2 , V6_ V2+V56 
=2:212 2 42032“ კ3=-. 

ახლა, თუ (1) ფორმულაში ჩ-ს შევცვლით –-თ-თი, გვექნება: 

§81II(თ--ჩ)=51)ი C· C05C-–ჩ8)-L51ი(–-ჩ) » C05 თ= 

=5)M C» C05 ჩ--C0ვ თ. 51ი ჩ. 

  

ამრიგად, 
  

530 (თ-–– ჩ) = §1ი თ· C05 ჩ-––C05Cთ-· §Iი ჩ () 
    

(01) და (2) ფორმულები შეიძლება წარმოვადგინოთ ერთი ფორმულით. 

  

    
51I(თ-Cჩ)=5Iი თ-· C05 8 +C05თ-· §)ი ჩ.) 

მ ა გ ა ლ ითი: 

51I) 15 ==51M(45-–309=>35)ი45? · C0§30“--60545? . ვ|უ 309= 

=V2 V3 V2 _1 _V6_ V2_ V5–V2 

სავარჯიშო 

1, გამოთვალეთ: 

ა) 510 25” · C0§ 20”-+C0§ 25? · §:ი 209, პას, V2 , 

ბ) 51ო 17? - C05439 + C0§17” · §(0413, პას, ––, 

გ) 5II1 18? - C05 12? -L C0§ 182 · §1უ 129, 

2 

პას, 1 
2 

დ) §Iო 65” · C05 20?-– C0§ 65” · 5Iი 209, პას. V2 

ე) 5I2 37 · C057”-–C0§ 37“ · 5107”, პას –_ 
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2. გაამარტივეთ გამოსახულებანი: 

ა) C05 (25” -L თ) · 310 (20“--თ) -L §1ი (25შ-I-თ) · C0§(20“-- თ), პას, V2 

ბ) §Iი(96“- თ) - C05(36? -L თ) –- C05 (36% თ) · §(ი06-+ი). XL, V3, 

§'II (+) + C050 · §Iი ჩ 

§1ი (თ–ჩ) +605 თ · §(ი წ.” 

§)0 (-- ჩ) + C2§0 · 5I0ი ჩ. 

§1ი (+) ––51ი თ · C05 წ 

პას: 1, 

პას: (დ თ · CIC ჩ. 

ე) იპ. §(ი («+ჩ) და ჯIი (– ჩ), თუ აი==V3 და თ:9=-VI2 , 

0<თ<- და 4+C=8წ8<%7 პას: 0 და V39., 
2 2 8 

ვ) §'»ი ( მIC 5Iი 1. + 8ICC05 2 პას: 2 10 3 1) 1 (1 +V10), 

ზ) 516 | მIC §Iი – + 89% C05 C-<)I პას: -–+0/5- 1). 

§ 100. რრი კუთსის Xამისა და სსვქაობის რანბენსი 

ორი კუთხის ჯამისა და სხვაობის ტანგენსისა და კოტანგენსის ფორმულის მი- 
საღებად, საჭიროა ვისარგებლოთ ამაეე კუთხეების ჯამისა სხვაობის სინუსისა მეხინის ასვე ვიარე კუთხეების ჯამისა და სხვა: უსისა და 

ამრიგად, 
50 (თ+ წ) ყით-.C58+Cი560.5იჩ 

(თ(თო+ 8) = = - იღე 
C05 (თ+ჩ) 005 თ · 209 ჩ– ვით-ვიჩ 

ვიგულისხმოთ, რომ თ და ჩ კუთხეებიდან არც ერთი მთავრდება ვერტიკალუ- 
რი დიამეტრის ბოლოებზე, რაც იმას ნიშნავს, რომ 00§ თ; C05 ჩ და C05 (=-+8ზ) გა– 

მოსახულებებიდან არც ერთი არ უდრის ნულს. ეს კი თავის მხრივ გულისხმობს 
იმას, რომ LC თ, LC ჩ, და 10(თ+8) განსაზღვრულია. თუ უკანასკნელი წილადის 
მრიცხველს და მნიშენელს წევრ-წევრად გავყოფთ C05 თ· C0§5 8 >+-0-ზე, მივიღებთ: 

§)ი თ - C05ჩ _%§9. 5Iი 
§II1Iთ · C05 ჩ + 0050 · 005ჩ _ 909 · C05ჩ C05 0 · C05 

ლ05თC C05ჩჩ-9ით-აიზ (§05თC·0058_ ვ§ით-ყი 
C5თ-ლ005ზ C050თ · 605 

– (Cთ -- (Cჩ 

1-1ლთ.(0ჩ 

  

  

«
დ
 

თ.
 

თ 

I 

მაშასადამე, 

IC -ჯ+ICჩ (ს 
ICC+8)=-+> (2C-I2ჩ 
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ამრიგად, ორი კუთხის ჯამის ტანგენსი უდრის ამავე კუთხეების ტანგენსების 

ჟამს, გაყოფილს ერთისა და ამავე კუთხეთა ტანგენსების ნამრავლის სზვაობაზე, 

(.) ფორმულაში ჩ შევცვალოთ ––ჩ-თი, მასთან, თუ გავითვალისწინებთ, რომ 
#=16 X კენტი ფუნქციაა, მიეიღებთ: 

I-თ+ICC- 8) _ 16C-1იჩ 
IდC(– 8) = · 

1-1წნთ.I6(-ზჩზ) 1+1ლი -16ჩ 
ამრიგად, 

(დთ · LCჩ 
( –ჩზა=-5=--5C. წ (თ–ჩ) 14 (CC.I68 

  
მაშასადამე, ორი კუთხის სხვაობის ტანგენსი უდრის ამავე კუთხეების ტაწ- 

გენსების სხვაობას, გაჟოფილხ ერთისა და ამავე კუთხეების ტანგენსების ნამრავ- 

ლის ჯამზე. 

ზუსტად ანალოგიურად მიიღება ორი კუთხის ჯამის და სხეაობის კოტან- 
გენსების სხვაობას, გაჟოფილს ერთისა და ამავე კუთხეების ტანგენსების ნამრავ- 

მისი ფორმულები. 

მაგალითი 1. გამოვთვალოთ 

I (+ + «) 

    

ამოხსნა 

L +-+!0თ” 

«(-+6C)- –11+:% 1-'+- (ICC 1-–Iწძთ 

სავარჯიშო: 
· : 3 L /3. 1+V3. 1)ა) იპოეეთ (8 75, ბ) (LC 105 პას, 2- /3. და 1L-/3. 

2. გამოთვალეთ: 

(ფ439 | (თ 279 –_“- წი" ას, V3- ა. 1 (2439. (617: 

ეაეგბეეასა““““– 
(დ329-+ (დ 28 3 

1 – (დვ? . (275 V3 
ბ 629 (627. ა "ჟა 

1-+Lდ6პ . (დ 399 1 

1დღ399- (დ 65 
12 3, იპოვეთ IC(+ ჩზ) ღა IC(თ--ჩ), თუ §(1თ=0,6, C05 ჩ= – 3! 

_16 ვრ ჯ 3 
–<ძ<», #ჯ< – I, პას, –-. 
2 ჩ<- _ რე დ 63 
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4. გამოთვალეთ: 

ა) LC (მ(C (წ 2-LგIC IC ვ. ჰას. –-1., 

1 #ჯ 2 
ბ ი–- –,; პას. –– (2 · ) V( 2XC 5)ი 3 +805. ) 3 (V2 + V5) 

§ 119. რრმაბი კუთხის ტრიგონომეტრიული ფუნჰიიები 

თუ დავუშვებთ, რომ §5!ი(=+ჩ)=§)ი თ - 205 ჩ+C05 თ. 510 ჩ ფორმულაში 
თძ=ჩ, მაშინ მივიღებთ: 

510 (X+თ) = §)ი თ - 205 თ + 005 C .· 511 თ=2 5Iი თ · 005თ. 

ანუ 
§Iი 2თ>=2 51)ჩ თ · 005 0. (1) 

ამრიგად, ორმაგი კუთხის სინუსი უდრის მოცემული კუთხის სინუსისა და 

კოსინუსის გაორკეცებულ ნამრავლს. 

ახლა თუ C05 (თ-L,) =C05თ C05ზ–-ჯით 50 ჩ ფორმულაში დღავუშ- 
ვებთ თ=8, მივიღებთ: 

C05(თ+თ)=ლ0 > C05 CთC–--5I) თ · §II თ=C0§“--5)ი" თ 

ანუ 

(2) C05 2თ = C05” თ – 510? თ 
    

ამრიგად, ორმაგი კუთხის კოსინუსი უდრის მოცემული კუთხის კოსინუსისა 

და სინუსის კვადრატების სხვაობას. 

ანალოგიურად მიიღება ორმაგი კუთხის ტანგენსისათეის შემდეგი ფორმულა 

21წთ 
(თ2თ= 
§ 1 – IC თ (C)) 

  

ორმაგი კუთხის ტანგენსი უღრის მოცემული კუთხის გაორკეცებულ ტან- 

გენს, გაჟყოფილს ერთისა და მოცემული კუთხის ტანგენსისს კვადრატის 

სხვაობაზე, 

აქვე უნდა შევნიშნოთ, რომ ორმაგი არგუმენტის ქვეშ შეიძლება ვიგულისხ- 

მოთ არა მარტო გრადუსებისა და რადიანების ლუწი რიცხვი, არამედ ყოველი კუ- 
თხე, ასე მაგალითად; 

5შძ-2 (--). ვ79= 2· (--) და ა, შ. 

ზოგადად, 0 =2 · C) 
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თუ ამ შენიშვნას გავითვალისწინებთ, მაშინ შეგეიძლია ფუნქციები გამოვსა- 
ხოთ ნახევარი არგუმენტის ფუნქციებით, მართლაც; 

ვით =350)2- (+ =25001-–“+“-. ლ0§-- 
2 2 2 

  

  

  

ასევე, 

C05თ= ლე? - ყე? 
2 

და 

2L(წ – 
LCთ = 2 

თ –საე თ 1-LV 2 

მაგალითები: 

1. გამოვთვალოთ §)ი2თ და C052თ, თუ 5Iი თ=0,6, მასთან, 0–=თ<# 

ამოხსნა 

  005 თ=--M1--5)ი?»=--VI--0,6:=--VI1--0,36=--V0,64=--0,8, 

ამიტომ 

§(ი2ღ=25)ი თ · C05 თ=2 · 0,6 · (–-0,8)=-––0,96. 

ამრიგად, 

§10 2>X=–-––0,96. 

ხოლო 

ლC05 2X=C005' თ––51ი?2თ=0,64<-0,36=0,28 

C05 2X=0,28. 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ C0§ 3თ და 510 3თ-ს მნიშენელობები: 

ა) C05 3თ = 005(2თ+Lთ) = C0520თ · ლე5 თ– 5I0 2თ · 59ი თ = 

=(005თ--5Iი?თ0)ლ005--251)02თ·C05თ=C053თ–--351ი0?თ - C05 თ. 

თუ §Iი?თ-ს შევცვლით 1-–-C052თ-თი, გვექნება: 

C05 3X=4005I-––3 C08 თ. 

ბ) §Iი 3>=5Iი(2თ-+თ) =5102თ · C05 თ+C005 2თ · 510 თ= 

=2ა51ით · C05? თ-L(CC05'თ--5Iი2თ)5Iი თ=:3ლ005?თ · §(ით –- 5(02თ. 

თუ ლ059თ-ს შევცვლით 1--§5Iი2თ-თი, მივიღებთ 

§)ი3თ=351ი თ--451იბ?თ, 
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სავარჯიშო 

1. იპოვეთ 51ი2თ, C05 2თ და Lყ 2თ, თუ §I0 თ=0,8 და 2 <5<7. 

პას, –0,96, –-0,2მ; 9. 

2, იპოვეთ 005 თ თუ 5)ი += –01 და --<C< 2ჯ. პას: 0,98. 

3. გამოთვალეთ: 

ა) 50 22“30” C0§ 227 30”, პას; V2 
4 

ბ) C0§? 15”--§1ი? 159, პას; V3 , 

Lთ 15? ,· MV3 
გ) 1--I01155 პას: +-, 

1-(ფ2 30“ 
დ) Lდ30-. ” პას V3, 

4. დაამტკიცეთ შემდეგი იგივობანი: 

ა) (5Iი თ-LC0§ თ)?=1-L§5Iი 2თ; 

ბ) C051თ –“-ვ1)ი“თ=:005 2თ; 

გ) CI-თ–--Iყთ=2C1წ 2თ, 

5, გაამარტიეეთ გამოსახულებანი: 

ა) §(უ%Xთ- 459- Cი52(თ-459; 

ბ) 510(45-–-თ) · C05(45-–თ); 

1 1 
გ ეა _„ა----; პას; 1Lყ 2თ. 

1-Iყთ 1+1Cთ 

/ . «თ « · თ თ თ 
დ) (5ი + თია ) (ი 2 9085 +) ბას: C05 2 

ჯ 9, ა, ე ა. 7. პას: –– CI 2C 
1-2? (++«) 2 

6. გამოსახეთ 510 თ და C05 თ 

(თ55M5+ 459 

ა) 5(0 1 ღა C05-“--ით; ბ) §(ი 39% ით; ბ) C0§ -> -ით 
2. % 23 ” 2. ” 2 · 
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7. გაამარტივეთ შემდეგი გამოსახულებანი: 

§Iი?თ · C(Cთ 1 M#ჯ 
–- 5. პა; -- /თ55-–– |), 

ა 5112.თ 2 ( 9% 2 

ბ – (ICთ + CICთ) 511 20 პას: 2; («> ჩა , 

გ) 2005 თ – ლა 2თ პას: 1, 

1–I“ პას: C05 2თ; (=> %+ 2 , 
1+1ი'თ 2 

1-5 2თ 

დ) 

ე პას: 510 თ + 0050, თ (+++). 
ლ05C-- ვით” 

8, გამოიანგარიშეთ: 

ა) (თ(2 2ჟCIდC3), პას: – >, 

1დ 2 2+C 005 =3) პას: 24 , 
5 7 

1 1 
005 | 2 ვ2(C5)0 –“– ს), პას: ––-. 

2 2 

ბ – 
–-

 

გ. 

§ 111, ნასეპარი კუთხის ტრიგონომეტრიული ფუნქციები 

ორმაგი კუთხის კოსინუსის ფორმულაში თ შევცვალოთ -“ - «თ, მივი– 

ღებთ (5) ფორმულას 

ი05>– ლ0§->. – 8? > (7) 

გამოვიყენოთ ძირითაღი იგივობა 

§1ი? = + (005? <=, (8) 

თუ (7) და (8) იგივობებს წევრ-წევრად შევკრებთ და გამოვაკლებთ, მივიღებთ: 

        

  

  

  

    

2 იის C – 14 Cი5თ 2 ზი? =1 0050 (CI) 

დ) ფორმულიდან უშუალოდ გამომდინარეობს; 

- 9 1--ლ005თ თ 1+00§5 თ 
ძი 9-=+),7 1-C52 C5 უ-=+ / –--“ 

თ /1-005C 
--= –- 10 

ს 2 + 1+50 თ 00   
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ნიშანი რადიკალის ნიშნის წინ შეირჩევა იმის მიხედვით, თუ რომელ მეოთ– 

ხედში მთავრდება კუთხე 5. 

ხშირად საჭირო ხდება ნახევარი არგუმენტის ფუნქციათა ფორმულების გამო– 
ყენება იმ სახით, როგორც ეს (9) ფორმულაშია მოცემული, ამიტომ მისი დამახ- 

სოვრება სავალდებულოა, 

მაგალითები: 

1. გამოვთვალოთ ზი-ე- და C05 + 

ამოხსნა 

+ (რად) =229%30”, რადგან + მახვილია, ამიტომ რადიკალის ნიშნის წინ 

მივიღებთ პლუს ნიშანს, ამიტომ: 

2 I + V2 
/ 1 -- C0§ 45” / 2 

9 /= - 1 უა = C0§ 22” 30” = 3 3 

= /? +V2 _ V2 +V2 –აკლ-=-ილ 

  

  

2 

ამრიგად, 

2 2–=V2 
C0§ 2230” = V2+M2, §ი 22? 30, = V2-V2, 

ე.ი 

– 2 
§Iი 229 30, = #2-.2 · 

2. გამოვთ; §ი + , C0§ –“ ა 1C +, თუ§სით= 3 და · ა09რ), ალოთ –, –- –, ==- 
გაძოვთვალ 2 2 დ 2 უ 5 

3 
MX რ _– < %9< 2 

ამოხსნა 

9 16. 4 თ 
_ _-=- “ =--- – ბ, C05 თ= /! 2= 55 –. ვინაიდან კუთხე 2 ბოლოქდება 

II მეოთხედში, ამიტომ 6-2 <0, §0ი >> 0 და! + < 0. 

გვექნება: 
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სავარჯიშო 

1. დაამტკიცეთ იგივობანი: 

ა) 1+2005 2თ-+-C05 4თ=4005“თ · C05 2თ. 

ბ) 1–-2 C05 3თ + 005 6თ = –- 4ლ015>. 20§ 3თ, 

2 თ 
1450 თ=2 0050 | –– – I. გ) 1 წ 3 

1–511თ = 2§5)ი?წ ( = 9“), დ) (5 2 

ე) გაამარტივეთ გამოსახულება L--IX9 პას, (გა ( # 9 ) თურ2M+ >. 
1+5IMთ 4 2 ძ 

2. იპოვეთ: 

ა) 51ით, და C05 თ, თუ C052თ = –- 0,6. 

ბ) «ი >, C08 > და (თ = თუ ცნობილია, რომ C00§თ = --0,6, 

3. გამოთვალეთ: 

: 1 , 1 · 
ა) ზი წ 2XC 5110,8 I გ) Iწ L> 3IC 51) (– 0,8) L 

ბ) C05 L მIC ვი 0.4, დ) 1C (+ მIC LC ( – 0,75) I 

§ 115, §1ოთ და C0§ თ-ს გამოსახვა ნასევარი კუთხის ტანგენსით 

როგორიც ვიცით, 

  

29ი-= 8-2 
· - 9 ძ 2 9%-2 

5) ძ=25ი – 005 ==“ “ეეე 
2 2 §'ე2–- +005 

2 2 

- 6 თ 
2ყ9ი-. 005 –უ- 

ვ > 9. _ 005“-> _ 2 I2-5 

ებ“ აი „ვთ §Iი“-ე- + 005 2 (ი --+1 

ლი§?-– 
2 

ამრიგად, 

2ფ-> 

510 თ = > (1) 
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ახლა გამოვსახოთ 005 თ (-- ლით. როგორც ცნობილია, 005 თ=003: –– 

– §02 
2 

ანალოგიურად წინა მაგალითისა გვექნება: 

თ => 
C0§? –-- – §) –- 

  

2 2 

ლებ = ყე % ლა 1-– LV 9«% 
2 2 2 2 

05 თ = თ > = წ” თ >! 

2 +“ „ეე?“ 2 _“ კე?--. .უ 005 2 190 3 005” -2 + 5ი 2 1 +IC 2 

ლიბ – 
2 

ამრიგად, 

თ 1- «–ლ> 
2 

C05 ა“ () 

14+ (6 – + !წ 2 

შენიშვნა, (1) და (2) ფორმულას აზრი აქვს მხოლოდ იმ შემთხვევაში, 

როცა > 560, ე. ი. როცა IC – განსაზღვრულია. 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას LV >=. მაშინ (1) და (2) ფორმულები გადა- 

იწერება შემდეგნაირად: 

: 2! 
ა) თ=–-–-– => (3) 

    

  

: ძ 
მაგალითი 1. ვიპოვოთ 510 თ და C05თ, თუ I.---=9. 

“გვექნება 

  

, 2 
5I11თ0= 

1 

სავარჯიშო 

1+19-16ჩ _ -05(C--ჩ) 
1-((0თ.Iზ C05(თ+ჩ) 

1+5Iი 2თ 2 
2 –-–-- - V2 C0§ (3-«). 

1. დაამტკიცეთ იგივეობა: 

C05თ-+50თ 
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§ 113, ტრიბონომეტრიულ ფუნპციათა ნამრავლის გარდაკმნა ჯამად 

ავიღოთ ორი კუთხის ჯამისა და სხვაობის სინუსის ფორმულები: 

§Iო(თ-+-8)=5)ით · C05 8+-ი005 თ · 517 ჩ, 

§)ლ0(თ–-–ჩ)=51ი თ · 605 8--–C005 დ · §I0 ჩ. 

§8კIი(თ-+-ჩ)-L-5(0ი(>––ჩ) =2ჯ§კი თ · 005 8, 
საიდანაც, 
  

ვით - Cაჩ= 1- (5Iი (+ ჩ) + 5Iი(C–-ჩ)) 

      

ამრიგად, ერთი კუთხის სიწუსისა და მეორე კუთხის კოსინუსის ნამრვლთ 

უდრის ამ კუთხეების ჯამის ხინუსისა და სხვაობის კოსინუსის ნახევარჯამს. 

მაგალითად, 

§Iი 75”. C05 15%=-+ L5IM (75? + 159 +310 (75” – 159 1= 

1... . 1 3 1! 2+V3 2+V3 
==– (§(0 90? -+ §Iი 60) =-–– V3 =-.“1:V>. C«“ +I+Vა. 

2. + :–-2 C 1%2)/“2 2. “4 

თუ წევრ-წევრად შეეკრებთ იგივობებს; 
C05(თ-L-ზ8)=005 თ · C05 ჩ-––5I0 თ· 51ი ჩ 

C05(–– ჩ)=C05 Cთ · C05 ჩ-L5Iი თ · 5)ი 8, 
მივიღებთ: 

C05(>2+ჩ)+ C05(თ–– 8) = 2005 თ · C05 ჩ. 

საიდანაც 

  

ლ005თ · 005 8 =-- ( C0§(თ+ჩ)-LC05 (თ– ჩ) 1 

      

ორი კუთხის კოსინუსების ნამრავლი უდრის ამავე კუთხეების ჯამის კოსი–- 

ნუსისა და სხვაობის კოსინუსის ნახევარჯამს. 

თუკი 

C05(თ-––-ჩ)=C005 X - C05ჩ-+5Iი თ · §)ი ჩ 

იგივობას გამოვაკლებთ 

005(-L ჩ)1=C0§ C · C05 ჩ––§Iი თ· 5Iი ჩ 

იგივობას, მივიღებთ: 

005 (=––8) -– C05(თღ–+- ჩ) =251ი თ · 519 ჩ, 
საიდანაც 
  

§9ი თ·.5იჩ =--I9V (თ–ჩზ) – <05 (+8) | 
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ორი კუთხის სინუსების ნამრავლი უდრის ამავე კუთხეების სხვაობის კოხი– 
ნუსხისა და ჯამის კოსინუსის ნახევარხხვაობან, 

სავარჯიშო 

1, გამოიანგარიშეთ ცხრილების გარეშე: 

  

  

  

  

  

ა) §I037წეC”? «C0§ 7910, პას: 1 +V2 

ბ) §Iი 52930” · C0§ 7930,” პას: L2+V3 . 

გ) C0§537%30”7 « C0§7%307, ხას: V3+V2 

დ) 519052930” · ვე 7%ძ30” პას: V2- 1 

ე) C0575? · C0§ 159, პას: V.-2 

უა) §10459. 5Iი 15", = X#-L 

2) ქვემოთ მოცემული ნამრავლები წარმოადგინეთ ჯამის სახით: 

ა) §Iი 10” · C0§5“. 

ბ) §1ი (X-- თ) · §10(X–თ), 

გ) 5)ი(X-+თ) · (C05(X-–თ). 

“დ) C05(X+თ) · C05(X--თ). 

ე) 4510 20? · C0§ 50?- C0§ 80? პას: –– §Iი 10”-+C0§ 20“-L-§5Iო 501. 

3) 4C0§ 15? - §(ი 20” - §Iი 40 პას: C05 5---+C0§ 75” -I-C05 ვი. V2 

§ 114, ორი კუთხის სინუსების ჯამისა და სსვაობის გარდაქმნა 

ნამრავლად 

როგორც ვიცით, 

§19I((X-+ჩ8)==25|ი თ C05 ჩ+-C05 თ · 519 ჩ, 

810(თ–– 8პ)=353)ი თ - C05 "--05 თ- §5Iი ჩ. (1) 

იგივობათა წევრ-წევრად შეკრებით და მერე გამოკლებით მიღებული გვქონდა: 
§Iი(თ-L ჩ)-L5IV(C>-–ჩ) =25|ი თ · C0C§ ჩ. 

§1(თ-+ჩ)––5)ი(–– ჩ) =-2ლ05 თ · 510 8. (2 

დ) ტოლობაში თუ დავუშვებთ 
თ + ზ=X, თ–-ზ=V, 

მაშინ მივიღებთ 
X+V 

2 
9= და ჩ = <7, () 
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თუ (3)-ს გავითვალისწინებთ (2)–ში, მივიღებთ: 

  

  

  

  

§(ი X+51ი ყ=2§ი ++% . ლიე >--5 
2 2 

“) 

§)0 X –– §)ი ყ = 200§ => 5+# - 510 =-#     
  

ორი კუთხის სინუხების ჯამი უდრის ამავე კუთეების ნახევარჯამის სინუსისა 

და ნახევარსხვაობის კოხინუსის გაორკეცებულ ნამრავლს, · 

ორი კუთხის სინუსების სხვაობა უდრის ამავე კუთხეების ნაზევარჯამს კოსი–- 

ნუსხისა და ნახევარსხვაობის სინუსის გაორკეცებულ ნამრავლს, 

მაგალითები: 

=2 510 45? -C055” = 
ი ია ი ი 

1. §I140? + §(ი 50? = 2 35Iი <1: · C05 401--50' 

=V2 · C055”. 

759 ი ი__ 1ლ9 - 
2. 51075? + ვ)ი 15-=2 §Iი 25 +15. , თ”. 25)045" · C05 30= 

2.V2 V3-V5 
2 2 2 

2. 1 
3. 5I0ი 75” –5(0 15=2 00§ 457 · §(ი 30?”=2 · #2 · 1 _V2, 

2 2 2 

5 #ჯ 5 % 
–XჯL- –-ხს--– 

: 5 .. 2 12 12 12 2 
4. 510 –– ა –– 9)ი –-=20095-–---- - „იი 

12 12 2 2 

ჯ. . ჯ V ! V2 
=2005-კ--310-გ– =2. == 

სავარჯიშო 

1. გამოიანგარიშეთ ცხრილების გარეშე ორი კუთხის სინუსების ჯამისა და სხვა– 

ობის ფორმულების გამოყენებით: 

· 11 5 
ა) §1ო 105”+ჯIი 759. სო ა –8ზი-–- +5Iი დ) 5Iი 12 #-–-8ი 12 წ 

ბ) 5Iი 105“ --ი)ო 759. 7 
ე) C05 +890 > #. 

გ) ფი 11 +9ი“# 12 – 1) –– X. 
12 12 ვ) «08 2 ყი--თ. 

12 12 

2. გაამარტივეთ მოცემული გამოსახულებანი: 

ა) ვი (+ )++» (<--«). ბ) პი( 2 + )-თი( ი ) 

» LL
)



3, დაამტკიცეთ იგივობანი: 

ა) 1+§I11თ==2 051 (4– +): ბ) 1–5Iი თ==2 5)ი? (1-5) 

4. წარმოადგინეთ ნამრავლის სახით შემდეგი გამოსახულებები; 

ა) §ჯი C+--; ბ) V3--25ით, 

§ 118. ორი კუთხის ჯამის წა სხვაობის კოსინუსების ბარდაქზნა 

ნამრაგლად 

როგორც ვიცით, , 

005თ · 005ჩ =2 (005 (+ 8) + C05(–-)|1. (1) 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს: 

თ+ზ=». თ–ჩ=ყ. 
მივიღებთ: 

_ X+ყ == 
თ=->-- და ჩ=-->=, რ 

(2) ჩავსეათ (1) ში, მივიღებთ: 
  

X+Vყ X-ყ C05 X + C05ყ = 2 C605 –-–-– 2 · 005 2 (3) 

      
3) ფორმულა შეიძლება მივიღოთ სხვა გზითაც. 

მართლაც, თუ წინა პარაგრაფში დამტკიცებულ 

9+ჩ კ, 9-ჩ 51I1 თ + 50 ჩ=23ი ––“–. 2 

ფორმულაში თ= X ++. ზ=Vყ + <-. მაშინ მივიღებთ: 

: 7 : ჯ _ ეფე (/ 12-90) #2 )%. ჯ–წყ 
§ი C- + »)+აი (= + ყI)= 230 „> + 2 ) 2 

თუ გავითვალისწინებთ დაყვანის ფორმულებს, მივიღებთ (3) ფორმულას. 

სავარჯიშო 

1. გამოიანგარიშეთ ცხრილების გარეშე: 

ა) C0§ 75” + C0§ 105, პას: 0, 

ბ) C05759“ - C0§105, პას: V2-V3, 

#V#2 
ბ) C0§ 11 გ + CC 5 პას 

12 12.“ 'ულ 

     

დ) ლ0§ 11 დ - ლივ 5», ბას: –V6, 
12 12 
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2 - 11 3 
ე) C05 15“ –– 511 15”, პას: V 1 ' «2, 

=>. ე) 5ი <-% 008 324“ პას: –-+“ 

2. გაამარტივეთ მოცემული გამოსახულებანი: 

ა ჯ ჯ % 
–_-“- –-თ |. ბ. –_ – –--თ I. ა თ(§+6)+თ=( 3-2) ა «(3 4+ი)-თ( 2 -ი) 

3. დაამტკიცეთ იგივობანი: 

ა) 5Iი თ + C055ფ = V2 §(ი («+ +). 

ბ) §|ით– C05 თ = V2 §Iი ( თ +) 

4. მიეცით ნამრავლის სახე: 

2 + 20% პას: 45 >ჯ. +) · #_ ძი ა) V2+ თ ყი(>+ 90% (-- –--I, 

ბა V3--2ლC0§თ, პას: 4 5ი (++) §(ი (>-+). 

  გ) 511 თ + C5 8, პას: 25 (<+-+“> 31. C- –ჩ 

დ) 510 6 – C05ჩ, პას: 2 605 (++“1! ჩ -აი(– იერ. 

5, დაშალეთ მამრავლებად შემდეგი გამოსახულებანი: 

ა) 1-L5Iი თ--005 თ. გ) C05 თC-L-CC0§2თ-LC0§5 3თ. 

ბ) 1+5)ი თ-LC05 თ. დ) 5Iი თ-+-3!ი ჩ+3ი(თღ+ჩ). 

6. დაამტკიცეთ იგივობანი: 

ა §ი თძ+§5)ი 30 =IC 90. გ) 511) (თ-L 8) –– 510 (თ– ჩ) =--ით. 

C05 თ+C05 3თ 005 (თო+ ზ)– C05 (=– 8) 

ბ) §)ი (თ-Lჩ) -L 510 («– ჩ) =Vთ დ) §Iიჩ თ–-2 5(I1 2თ-+§)ი 3თ =--(დ2თ. 

C05 (თ-L ჩ) + 205 (თ–ჩ) 005 თ-–- 2 C05 2თ+-C005 3თ 

§ 11:94, ორი კუთსის ტანგენსების ჯამისა და სხვაობის გარდაჭმნა 

  

ნამრავლაღ 

ყით %9ჩ ჯIით-C058 +Cი5თ-53 იზ §(ი(თ+ჩ) 
( +L =-+-+ = = , 

#5+Lჩ ლიათ C05ჩ C050-605ჩ C0§თ· C05ჩ 

ამრიგად, 

(თთ+Iი8= 59 (9+ ჩ. (ს) 
ლC05თ · C05ჩ 
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ანალოგიურად მიიღება ფორმულა 

  

30 C–-ჩ 1იი--I-ჩ = 
C05 Cთ · C05 8 

(9 
    

ორი კუთხის ტანგენსების ჯამი უდრის ამ კუთხეების ჯამის სინუხს, გაყკოფილს 

ამავე კუთზეების კოსინუსების ნამრავლზე. 

ორი კუთხის ტანგენსების სხვაობა უდრის ამ კუთხეების სხვაობის სინუსს, 

გაყოფილს ამავე კუთხეების კოსინუსების ნამრავლზე, 

შენიშვნა. თ და ჩ კუთხეებისათვის დასაშვებია ნებისმიერი მნიშვნელო– 

ბანი, რომლებიც განსხვავდებიან (5-+ ჩი) –საგან. 

მოსწავლეებს ვავალებთ მიიღონ ორი კუთხის კოტანგენსების ჯამის და სხვა- 
ობის ფორმულები: 

წი (8+თ 
CCთ+CI98= – –=-, 

§Iითდ- 5 8 
სავარჯიშო. 

1. გარდაქმენით შემდეგი გამოსაზულებანი: 

ა) 16 70 -+LC 20; ე) 1265 + LC 25”, პას: 2%0:40; ი) (2 4თ-–-I6 2თ; 

ბ) (C70--Iთ 30; ე) CLC80” + CL 10”, კ) CI 5თ+იLწთ; 

გ) 1C130%+- IC 50; %ზ) C(დ 70“ --CLდ 107; ლ) CLდ4თ – CLძ3თ. 

დ) 12100--L. 0; თ) IC 3თ=+Lდთ; 

2. გარდაქმენით: 

  

ა) 1+1დთ. ბ) 1–Lდთ, გ) 1+CIდთ, დ) 1–იCLდ0. 

3. დაამტკიცეთ იგივობა: 

519 «+5Iიჩ _ |. + ჩ გ) 51 3თ + 5I0 თ =LL2თ, 

C0§ თ+C05ჩ 2 005 3თ ++ C05 თ 

5 ყი 72% 
50 თ--5I18ჩ ძ-ჩ ++ 3 

ბ = ( ჯ.ღ) Iდ თ. 
C035თ + C05ჩ 2 2თ 

C05 4ჩ%+-0§ _ 
ვ 3 

§ 117. იძეით4+ხC5თ გამოსასულების გარდაძმნა დამსმარე 

კუთხ;ხის შემოტანით 

ვთქვათ, წთ და ხ რიცხვები განსხვავებულია ნულისაგან. განეიხილოთ კოორ– 
დინატთა მართკუთხა სისტემა და ავაგოთ სიბრტყეზე წერტილი V#4(0, ხ), აღვნიშ– 

ნოთ დ-თი კუთხე, რომელსაც 0შM რადიუს-ვექტორი ადგენს 0X ღერძის დადებით 
მიმართულებასთან, თ არის /#M წერტილის აბსცისა, 6 კი –- ორდინატი, 0#M რადი- 

უს-ვექტორის სიგრძეა 
I0MI=„=V20%+ნ!. 

17- ვ. შონია 25?



მM რადიუს-ვექტორის მიერ შექმნილი L 
კუთხის სინუსი და კოსინუსი უდრის: 

  

    

  

ყიდ = ი__ ხ._ 
» Vი?+ხ? 

თდ- 4 9. 
#» V#თ+ს! 

ახლა მოცემული ძ §1ჩ თ -+ხ C05 თ გამო- 
ნახ. 137. სახულება წარმოვადგინოთ შემდეგნაირად: 

–ლ–-- ხ 
იაით-+ხ%05თ=-V0ი V( 4 §ი6 + თათ )= 
წ 3 V2V+ V9'+ხ! V01-+- ს? 

ყვ, ნდა, 

= Vი?+ხ” (ილ§დ · 5900 + §/!IC დC05 0) = V90-"+ხ“” 5Iი (ო-Lდ). 

ამრიგად, 
  

  
ივით+ხ5ხ-ლ5თ=Vი'+ს 50(თ+დ) | 

  

მაგალითები. 

1, V3 + 2ლ005თ =.2 (V. +059 ) 2 (-§ 20? 4 C050) == 

4C05/ 15%L-“- ს ი«ი§/ 159.“ 
2 2 

_ 1 3 
2. §(0X+ V3008X=2 (_ · იX+XV2ი05 » ) == 

= 2 (C05 60” · 5) X -+- 31ი 60 · C-55 Xჯ) = 2510 (60 +). 

3, ვიპოვოთ §Iი X+-005 X” გამოსახულების უდიდესი და უმცირესი მნიშვნე- 

ლობა: 

51ი X + C05X = V2 ( IX. V2+C%X · X2)= 

=V2C(5Iი ჯ· 510 45”+-C05 X· 510 45-0=V2 §Iი(X+459. 

ვინაიდან 5Iი(X+-45” გამოსახულებას შეუძლია მიიღოს უდიდესი მნიშვნელობა 1 და 
უმცირესი მნიშვნელობა –- 1, ამიტომ §Iი ჯ-+-C0§ ჯ გამოსახულების უდიდესი მნიშ- 

ვნელობა შეიძლება იყოს V2, ხოლო უმცირესი მნიშვნელობა --2. 

სავარჯიშო 

1. გარდაქმენით მოცემული გამოსახულებანი დამხმარე კუთხის შემოტანის 
ხერხითჯ 

ა) §იX-CX პას; /29ი(X – %) ,



ბა 350X+ 4ლ005X, პას: 5519 (C + 2IC 18 >) 

ბ) 450X– 30605 პას: 55ი («-აოV +) , 

დ) 5511X – 12003X, პას: 1138ი (“+ +) 

ე) 351I03X+2 V2 ლ005 3», 

ე) 50 5X-+C0§5 5X. 

2. რა უდიდესი და უმცირესი მნიშვნელობების მიღება შეუძლია გამოსახულე– 

ბებს: 

ა) 3 §Iი X1-4ლ05X; Xას:5ღა–ა გ) #51იX-C05, პას: 42 და0. 

1 1 
I5IMX + იყ» V2” 

მაქსიმუმი არ არსებობს 

ბ) 13510 X-4005X, პას: –-5 ღა0, დ) 

§ 118. ტრიბონომეტრიულ გამოხასულებათა ბარდაქმნის მაბალითები 

ამ პარაგრაფში განხილული იქნებ ტრიგონომეტრიულ გამოსახულებათა 
გარდაქმნისა იგივობათა დამტკიცებისა და გამოსახულებისათვის სალოგარითმო 
სახის მიღების შედარებით უფრო რთული მაგალითები. 

მაგალითები, 

1. მივცეთ. ნამრავლის სახე გამოსახულებას: 1 + C0§5C -L C05 >. თუ გ-- 

მოვიყენებთ 1 + C0§ თ = 2 0051 > ფორმულას, მივიღებთ: 

ძ თ თ თ თ. 1 
1+4005ძთ –-=2001 -- % 2დვ--(/ -ი0§-–=-+C-“- I)= + #00§ -> ით 2 + 00§ -> 5-2 ( ++) 

= 2005 -=. C0§ 49% L+C0§5609 = 2005 -– .2-§4ი -- კჯ ეიC 519 
2 2 . 2 4 

(3-) = 4005 ––. · 58 (++%”') 5) (+-%” ) · 
4 2 ' 4 4 

2. მივცეთ ნამრავლის სახე გამოსახულებას: 

§10 5X-> §)ი 4X+53)ი 4X · 31ი 3X–-§10 2X-· §Iი X. 

თუ გამოვიყენებთ ნამრავლის ჯამად "გარდაქმნის შემდეგ ფორმულას: 

ვით. 5იჩ =-- + (თ–-8)-––C05 (=+ჩ)), 

ი 259.



მაშინ მივიღებთ: 

- · 1 
§ი5X-.5ი4XჯX “I (C05 X –- C05 9X), 

. 1 
ყი 4X-.5063L= 2. (C05 X –– C057X), 

- : : 41 
§1ჩ 2X · §)ი ჯ => (C05 X –– C05 3X), 

„თუ ამ უკანასკნელ გამოსახულებებს გავითვალისწინებთ მოცემულ. მაგალითში 
მივიღებთ: 

1 - 
“2 (205 X--6005 9X-+C005 X--005 7X--C08 X-+C05 30=-- (C05 X#605 3X)–– 

1 -. 
–> (C0§ 7X + C059X) =:C05,2X · C05 X--605 8 X · C05X=> 

=C005 X(CC052X--C058X) == 2C0§ X· §I0 5X- 51ი 3X. 

3. მივცეთ ნამრავლის სახე გამოსახულებას: 

1--V2005 თ4+-C05 2თ. 

თუ გავითვალისწინებთ იმას, რომ 1--C052>=20052თ, მივიღებთ 

2 2 
2005: თ –– V206050თ = 2005თC ( 00586 –V2 =2 005 თ(C05თღ--C05 459) == 

55 5. 459 5პ-- 
= 20050-25I.C 434. ყე 4 =40050ძ0- 9ი-2-4-7, 5Iი 45-90 . 

4. მივცეთ ნამრავლის საზე გამოსახულებას: 

1--51ი?“(თ-Lჩჩ)--51ი%თ--ჩ)  1--5!ი2XCთ-Lჩ) =C05%თ-Lჩ), 

ამიტომ 
1--51ი?(თ-L ჩ)––51ი%(თ-–ჩ) =605“%(დ-L 8)-–-5)ი%––ჩ) = 

_ 1+005(2თ+2ჩზ) 11-05 (2თ--2ჩ) _ C05(2თ+ 28) -+ C05 (2თ–-2ჩ) _ 

2 2 2 

_. ლ0§2C-C0§ 2ზ–-ვ)ო2თ-51ი 28 +605 2თ-C05 28-L5Iი 2თ-5Iი 2ზ_ 

2 

=Cი3 20 · C05 2ჩ. 

5, მივცეთ ნამრავლის სახე გამოსახულებას: 

1+5)ი თ+ი05თ-L6თ. 

მოცემული გამოსახულება დავაჯგუფოთ შემდეგნაირად: 

(1 +-C05თ) -+- (0 თ+-IC თ) = (1 -L 005 თ) + LC თ(1 +005 თ) = 
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= (1-L-ლლ§თ) 0+!6თ=26ი“ > 0645-LC0=2ი09 5 X 

2V200:1 ->- §(0(45-40) 
  

510 (45? + თ) =2ლღე 39%. §)ი (45 4+ თ) = . 

C05 459 · C0§50 2 205თC V2იიჯი 
2 

6. მივცეთ ნამრავლის საზე გამოსახულებას: 

1 +ა3)ით –ლ0§5თ 
: 9 
დწი– 

2 

აღებულ გამოსახულებაში გავითვალისწინოთ, რომ 1--C0§ თ=25(0? + გვე- 

ქნება, 

=>. · თ თ თ 28)?“ ' ჯე:-% უშ... – ვი 3 +ვით 2%5ი 2 + 25 2 '005-5 
= 2 ( §(0-“ + C0§ +) 

§I1 = ვი 2 2 
2 

=2 | §1 -> “+ე)ი (+-+)| =2 -:-23ი + · C05 (_-+)– 

= 2 V2 C0§ (« –+). 

7. მივცეთ ნამრავლის სახე გამოსახულებას: 

  

V2– Cთდათ--5Iი თ 

  

  

  

  

§Iი0-–C05თC 

ჯ# 
2 –I C050- –_–- = 

V2 | 92 C05 (=> 9) V2 – 2605 45” · C05 (თ-- 459) _ 
: · ( ჯ _. 200545?-50 (0--45?) 
ვით-ვყი|“–-– –თ 2“) 

ა 

= 2ვე 45 . 
V2 I1 – C05(თ –. 459) = 92-45 , 

= · = ბ 225 ““ 
#2 §ი (თ–-45” 28% 92-40 · დC§-“---2 2. 2 

8. მივცეთ ნამრავლის სახე გამოსახულებას: 

2-+-IC2თ-LCL2თ. 

(M.2 2 (ი? 2 9 2, 2+Lი2თ + C(დ2თ=2+2 9 05 1 2+ 5IV” 2თ-L C05“ 2თ =2+   
-ლია2თ §ი02თ 0C052C · §1ი 2თ



ა.ა" I 
· 1  C§ (+– «) 

2 1- 4 
4 1 =2 + =2. 117994940 5. 4 =   

  

-19ი 4თ '8)ი 4თ 90 4თ §ი4თ 

2 · 2ლ0§? -L- 29) 4ლ0§ | -“” 2თ. 

511) 4 §04თ 

9. მივცეთ ნამრავლის სახე გამოსახულებას: 

14-005თ + C052თ + 0033Cთ 

C05 თ + 2005? თ -–- 1 

(1-+C052თ) + (C0§ თ+ 005 30) _ 2005“ თ L2 C052თ · C05§თ _ 

2 205'თ-LC05 თ–- 1 1 +%0C052თ-005 თ--1 

2005ძ0(205თ-LC05 2თ) 

005 თ + C05 2თ 
=2 ლ03თ,. 

10. გარდავქმნათ ნამრავლად გამოსახულება: 

1... · 
1-– 3 51იზ 2თ--5(0)? ჩ--C005' თ, 

1... · - 1 _. 
1-– -> 5)ი?2თ--35!1:8 -- -ე§ჭთ == (1 –– 5)ი“ჩ) –ჯ. 45107თ · C05“თ– 

–Cლ05'თ=C005“ჩ – §I02თ · 005” თ--C05'თ=-00528---C05“თ (§(ი02თ L C057თ) = 

1 2 1-+ 2 
C0§? ჩ--C05? თ = _1 + %0§2ჩ _ _1+0052თ. =--რი§28--00§2თ = 

=- -251(C+ წწ 5Iი (0--ჩ)=§5Iი (თ-C 8) · 510 (თ––ჩ). 

სავარჯიშო 

მიეცით ნამრავლის სახე შემდეგ გამოსახულებებს: 

5ლ0§ > V2 CC§ 2 

005 4572) 
2 

2. C05 +510 2თ–--005 3თ, პას: 45(ე2თ :. §I)ი (++ => (;-- 15), 

1. 1--Iყთ-9ით. პას: 

3. I (+ +-)+%( =-%) პას: 2 Lდ 2თ, 

4 25910 ჩ8-–-§Iი 2ჩ. პას: >> 

25)ი ჩ+ 512 2ჩ 2 

5. CC თ+CIC 2თ-LC05% 2თ, პას: 2CLC თ, 

6. C05 2თ-5!ი 2თ- (LC თ. პას: 1. 
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7. 251ი?თ-LV3 5(ი2თ-–-1, პას: 25I1(2თ – 309, 
1- 2-– 

8, 1+I62თ–18თ. პას: 1 Iდ 20, 

ი(Cთ+I.თ 2 ' 

9. ((X- 1+5იXL- C0+--1 პას: 46 · ლევ?-“ ეი“ კვი 2 , 
1+I-ლ 2 2 

10. 1+CCთ§2თ--25ჰი7თ, პას; 2C052თ, 

ს), აიმი კე იი. კა. (2, 
ლ05თ-ვით ი05C+ა5Iით 

12, 1-Iწ=. კას: C(ჟ2თ, 
2 წ 

§ 110, ტრიგონომეტრიულ იბივმობათა დამტკიცების მაგალითები 

ტრიგონომეტრიულ იგივობათა დამტკიცებისათვის არ არსებობს დადგენილი 

გზა, როგორც პაგალი ეს არსებობს კვადრატ ა! ბის ამოხსნისას 
ან პროგრესიების ჯამ ის მოძებნისას ა 49 ული. განტოლე 

. ტრგონნეტრელი უგივობის "დამტკიცებისათვის საჭიროა ვიცოდეთ ყველა 
ტრიგონომეტრიული ფორმულა, გარდა ამისა საჭიროა მოსწავლე კარგად ერკვეო– 
დეს იგივურ გარდაქმნებში, განეიხილოთ რამდენიმე მაგალითი. 92 

მაგალითი 1. დავამტკაცოთ იგივობა: 

50C (+ )-+X(+--ი )–2% 2თ 
4 4 

გარდავქმნათ იგივობის მარცხენა ნაწილი 

ჯ ჯ 
5ლCC (++«) . 5CC (+-+ )= 

4 4 ლ «ფო. =- =(->)- 

– 1 

ჯ ჯ» – ჯ : : 
C05 | ––+-0 |)-C05| –– –-–თ C05 4“ ინთ-5(ი--+ -§9ი თ 

( 4 ) C ) 4 4 

  

1 1 
  X =->- = =- - = 

005 #%., ლ005თ + 5Iი «+ ყი თ LLC > =4 «ით )(X2 C05 თ +M7იი«) 
4 4 2 2 2 2 

=-- 4 _ =-2 =250C2თ; 

2 (605 თ–-§5Iი' ი) C052თ 

I1ი (2 
2, 29(221 1). ჩ _უCა («+ 8) = ჯი 

§Iი თ §51ი თ 

გარდავქმნათ მარცხენა ნაწილი: 

1 => 5ი (C2> ზ) –. 205(C+ჩ)= §111(20+ჩ)–2ჯ იძ. §05(-+ჩ). 

§)0 თ §(0თ 
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ცალკე გარდავქმნათ მრიცხველში არსებული მაკლები შემდეგნაირად: 

25წით · C05(C>+ 8)=5)იIთ-(თ-+ჩ8)1-+-5!ი|თ-- (=-+- 8)1= 
= 519) (2თ -L ჩ) -L §IიC–8ჩ), 

გვექნება. 

§1ი (20 + ჩ) –– §Iი (2თ+ ჩ) –– §(ი (–ჩ) _ §ი ჩ ტ 
ყით ვი თ ' 

პ. 2 (C05CC2თ4-C1C 2თ)=CLდ > –1I2 > 

გარდავქმნათ მარცხენა ნაწილი: 

2 (C05002თ+CLწ 20) =2 (2:+89-2)=2 „ 1+00§2თ _ 

  

  

  

  

  

  

§02თ §I01 2თ §1ი 2თ 

2 - 20ლ0§9თ 
= =2CI · 

25Iი თ.C05 თ “წ 

CIC2თ-–- 1 
ახლა თუ გამოვიყენებთ CIყ20=----> იგივობას, გვექნება: 

CIC 

26025 _ CL 2 1 თ თ 

2 CICთ= – =0 65-11 2. 
2 26 2 –_ 

4. 510? (+ +9) – ანია ( =– ო 2“ 
8 

გარდავქმნათ მარცხენა ნაწილი, თუ გამოვიყენებთ ფორმულას 

–= 1-–Cლ00§2თ 
ვი:ძ=-–- 

2 

გვექნება: 

· · 1-–00§ თ 4+2თ |“ –1-+C05 (+-2% 

ყი? (++)–თი (1-9 = 4 4 = 
ზ 8 2 

ჯ ჯ ჯ · 
C05 | ––2ფთ |–0095| – +2C ) 290 – ვი2თ = 

_ ( 4 ) ( 4 = 4 =V2§ი2-= 
- 2 2 

_ 9ი2თ 
V2 · 

Cი§ 2თ 
_ ია? _ 1 §II12 20, 
Cთ–-წთ 4



გარდავქმნათ მარცხენა ნაწილი: 

C0§2თ ლ0§1C--ვ)იბთ _ C051თ0-- ვი? თ 

«თ -Iემი 605 თ 5IIთ დევი §|იბთ 
ყი (ლი?ი ·-§Iი?თC-C05პ7თ 

  

  

  

005 0 – §,ი3? თ 1 ლთ. ვი 
= – – = –-- = თ-§51I010= 

(005? თ–-5)უ? თ) (C052თ + §Iი?თ) 1 

C052ღ · §|ი2 თ C0510C · 5I0C 

1... 
= –- 50? 2თ. 

4 

6, 50 თ–- 5(0 3თ + §5Iი 5თ _ 

Cლ05თC-–-0053 თ +C0055თ 

გარდავქმნათ მარცხენა გამოსახულების მნიშვნელი და მრიცხველი: 

§Iი თ+5!ი 5>-––-ვა)ი 3=2§5'ი 3თ · C052თ-–-5!0 3თ=§5)ი 3თ (2:05 2თ–– 1); 

C05 თ–-–-C053თ-+C055თ = 20052თ · C053თ--–C05 3თღ=0053თ(20052თ-––1). 

ამრიგად, 

Iდ 39. 

5111 თC-–– 5II1 3ღC+5ი 5თ _ 9 3თ(20ე520-– 1)_ (ვი, რ. დ. გ) 

Cლ05C-0053თ+ თლაა>თ C053თC(2C052C-–1) 

7. დავამტკიცოთ, რომ 

§)ი?თ-L5102ჩ8 +5Iი?»--2005თ · C05 ჩ · C05 ჯ=2, თუ C+ჩ-++V/=180”. 

  

დამტკიცება 

მოცემული გამოსახულება გადავწეროთ შემდეგი სახით: 
§IწIთ-L5)ი?ჩ -+-§5Iი?) = 2 + 22050 · 005 ჩ · C05V. 

უკანასკნელი გაშოსახულება გარდავქმნათ ასე: 

1005 2თ 1-–00§2 _1-–= Cთ§2> კ _1 – 009§2ჩ. 5I0?2თ-L §1ი“ჩ -L 5111? = +§5,ი?–-=1-– 

=L-- 28 + §ი? (1809 (C+ჩ)| = 1. .2905 C+ჩ · ლ05 (C– ჩ) 

+51ი?(თ-L ზ)= 1---C0%(თ-L ჩ) · C05(–– 8)-++I1––C05%თ -L ჩ) | == 
=2--05(თ-ჩ)IC05(თ–--ჩ)-+C05(თ-Lჩ8ჩ)1==2--005(1+V) · 2205 თ - C05 ჩ= 

=2+0C005 დ· C05 ჩ · C05 8, 

რაც მოცემული იგივობის სისწორეს ადასტურებს. 

8. დავამტკიცოთ, რომ 

Cთ4 · CC 8+იC 4:CICC+CLს 8-LC=1, თუ #+19+C6C=180". 

დამტკიცება: 
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მარცხენა ნაწილი წარმოვადგინოთ შემდეგნაირად: 

CC 4 · CV 8+CIC 4+ი-!წ8)-Iდ C=1. 

ფრჩხილებში მოთავსებული გამოსახულება: 

§ი (4+8) 
CC4 +CIC 8= ი8 ი 8 

ხოლო მამრავლი 

CI C=CI0IX--(4+8))=-–-C-C-(4+8). 

ამიტომ, ცხადია, მოცემული გამოსახულება 

ლ 24.0--8-  M41+8) <0%044+#)  -,, –ვ 550448) _ 
530 4-)ი8 ა§ი(4+#ჩ) 5104 -59)ი8 

=CI6 #4-CIC8-. 905#-00§ 8 – 8904-5908. =CIწ 4-CCC8-C ი 4-CLC 8L1, 
ვევიტ-9ი8 აჯიტ:.ყი8 

ამრიგად, მოცემული გამოსახულების მარცხენა მხარე ეტოლება ერთს. 

9. დავამტკიცოთ, რომ 

  

  

2ჯ 1 
ლ05-- -005 -–--–- =--. 

5 4 
დამტკიცება 

მარცხენა ნაწილის თათოეული თანამამრავლი წარმოვადგინოთ შემდეგნაირად: 

. 2ჯ 
ყი– 

ჯ 5 
C05 ასა „ლ -“·.ჯ' 

5 250-–– 
5 

4 
· ფი. “ი( (L-–- 2) 5Iი 5 

C0§ 2 = 5 = 5 = 5 , 

ა ყე 2-§902% 25102 
5 5 5 

ამრიგად, 

„ 2ჯ ==. 
ყი ვი 

C0§” -C§21= 5 _ 5 =L+ რ < §“ 2» 4 .- დ. გ. 
2§(ი-“+. 259990 –– 

5 5 

10. დავამტკიცოთ, რომ 

1 
ლივ +008 3 _ 

5 5 2 

მარცხენა ნაწილი გარდავქმნათ კოსინუსების ჯამის ფორმულის მიხედვით: 

005 + +თა-“ =2005 2> «005. 
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წინა მაგალითის მიხედვით, 

„ 2 .- წ 
ვი– 51 -––- 

წ 5 2 5 

აგაფია, აცვია 2ყი–- უე ა2ვიე“ბ' 
5 § 

ამიტომ 

  

3 გ : : 

C05 “ +C0§5-“ =2C60§ -“- -C0§--=2. 5 5 1 
5 5 5 5 2-.ფი-% 2 კე2% 2 

50 -დ 590 - 

სავარჯიშო 

დაამტკიცეთ: 

1, «ი(+-2 

ეგე ' თ+C005 ჩ თ-ს 010051. 
2. C05 4თ · C05 6თC-–ლ05 10თ=5)ი 4თ · 50 6თ. 

ვ, 2059+9იძთ = «+4). 

C05 თ –– §9(ი « 4 

მითითება. მარცხენა ნაწილის მრიცზეელი და მნიმენელი გავყოთ C05 თ-ზე» 

შემდეგ გავითვალისწინოთ, რომ Lდ ჯ=!' 

ლ05 თ + 530 თ 

C05 თ–– 51 თ 
მითითება, გაამრავლეთ მრიცხველი და მნიშვნელი მნიშვნელის შეუღლე“ 

1 + 5910 თ 
ბულზე, გამარტივების შემდეგ მიიღება--–-----, 

4. =1წ 2თ + 50C2ძ. 

200510 – 1 

21 (+-9%) §)ყ“ (++ «) 
4 4 

მითითება. მრიცხველი უდრის C052თ-ს, მნიშვნელი გარდაქმენით ასე 

არ (ეთო ე 42-ე 1-+2-4- 
«ე «დ-ი 

ჯ 
§(ი (+– «) 

ამ უკანასკნელში LC (+- თ | შევცვალოთ _ ა. 7 თ და ა, შ. 

4 908 (+– თ) 
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(თ (+-+) (1 + ით 

  

511 C =060. · 
თ  _ყიდ ჯე 

მითითე ბა. ისარგებლეთ ფორმულით: 1წ 2. 1 _ 05% ღა იგულისხმეთ 

ჯ = 
442.2 2 >. 

1=–509 _ 
7. (1 --+-– «(6+2) X2 

ხ ძ-ი ხ-“ი 
8. 50 (ძ--ხ) + §Iი(ი–Cთ) + ი(ხ– 0 =400 -- · წი---ი 00§->-. 

მითითება. პირველი ორი შესაკრებისათვის გამოვიყენოთ სინუსების ჯამის 
ფორმულა, ხოლო მესამე შესაკრები წარმოვადგინოთ როგორც ორმაგი კუთხის 
სხვაობის სინუსი. 

9. 2(5(0ი-X-LC05%X)––3(5Iი X-LC05'X) + 1=0, 
მითითება. §)ი"თ-LC05%X= (§1ი0”თ)3?-I- (C057C)3, 

10. 510 თ+ 5ი («++ )+აი («+ 4. )–ი. 

მითითება, პირველი ორი შესაკრებისათვის გამოვიყენოთ სინუსების ჯამის 

ფორმულა. 

11, §)ი? (+ +9)–აი? (30?–-თ)– 51ი 15” -C05 (15”-L 2თ) =: 510 20. 

მითითება. 
1-0052 _ 1-ლ052ჩ C052ჩ-ი0052თ _ 

2 2 2 

=5III(თC+ ჩ) - §10(თ–-”ზ). 

  511” თ–– §Iი“ჩ=: 

ჯ თავი 

ტრიგონომეტრიული განტოლეგბანი 

§ 150. ერთგვაროჭანი ტრიგონომეტრიული განტოლებანი 

§იჯ-ისა და C0§»-ის მიმართ 

ჩვენ განვიხილეთ ტრიგონომეტრიულ განტოლებათა ამოხსნის1სხვადასხვა სა– 
ხის მაგალითები. მათ შორის ერთგვაროვან განტოლებათა ამოხსნა, ამ პარაგრაფ- 
ში განხილული იქნება უფრო რთული მაგალითები, 
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ერთგვაროვანი ტრიგონომეტრიული განტოლება ეწოდება ისეთ განტოლებას, 
რომლის ყოველ წევრში შემავალი სინუსისა და კოსინუსის ხარისხის მაჩვენებლე– 
ბის ჯამი ერთი და იგივეა. 

მაგალითად, 
3005“ X+2005 X· 510 X+5Iი"X=0 (1) 

წარმოადგენს ერთგვაროვან განტოლებას, სადაც ერთგვაროენობის მაჩვენებელი 

უდრის 2-ს 
თუ (1) განტოლებაში დავუშვებთ, რომ §Iი X=0, მაშინ გეექნება C05 X=-C, 

რაც შეუძლებელია (ერთი და იმავე კუთხის სინუსი და კოსინუსი არ შეიძლება უდ- 

რიღეს ნულს). 
ამრიგად, თუ §Iი X=0, მაშინ C0§5 X590, და თუ, 005 X%0, მაშინ 510 X560. ერთ- 

გვაროვანი ტრიგონომეტრიული განტოლებათა ამოხსნისას განტოლების ყველა 
წევრს ვყოფთ ერთგვაროვნების ხარისხში აყვანილ სინუსზე ან კოსინუსზე, აღნიშნუ- 
ლი ოპერაციის შედეგად მივიღებთ ალგებრულ განტოლებას (წ X-ის ან C1წ “X-ის 
მიმართ, 

მა გალითები. 

1. 35I97X-+-4510 X· 005 V--2C057X=0. 

განტოლების ყველა წევრი გავყოთ C057ჯ-ზე, მიეიღებთ: 316 'X+41წ6X--2=0, 

საიდანაც: 

4,- -2+V326 _ -2+V, 
აა“ “ “.” 

XV” (=ჩი+გრ 1 -2+VI9. (8=0, +1 +2,...). 

და8==2 2409 · 

Xა=#XM--მIC LC -2+VI9 (#=0,+1, 12,...). 

2, – 510 2X+ §1ი“X= 2 C05“X, 

ამოხსნა 

§10XC05 X--5102X=-2005%. 

Lთ2X-L LC X--2=0, 

IდX= -=-1+V 1+8 =1#V 1+8 – =04§9. 

I8X,=1, X „== ჩა # + 

Lი X-=-2, XX =#ჩ7%-მILC 1წ2 

(§=9, +1, +2,...). 

(=0, +1, +2....)- 
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3. 4+-- 5)ი 4X= 11 C053 2ჯ. 

ამოხსნა 

მოცემული განტოლება დავიყვანოთ ერთგვაროვან განტოლებაზე: 
4-4C25:'2X-+35)02X C052X=7 · C05'2X. 

4(1-–ლ0ვ3:20-L351ი2X . C052X-–700572LX=0. 

4 - 5)უ?2X-+35|)ი2X · C052X-7C0522X=0. 

41ლ?ზ2L-- 31ი2X--–-7=0. 

–3+V 9+112 _ –3+V121 -–3+11. =-:5-%:5= ; 
(დ2+X= 8 8 

(Iდ291=1; 

ჩჯ იჯ 20,=#XL+-“. ს=ხ. თკ... რ#=0, +1, 4+2,.). (2-2 ჩM+– »”" 2 + 8 ' C +1, +2,.ა2 

7 
(Iდ2X) =–---; 

(2X) X=#X--გ1”ი 16 +. 

  
5 1 7 

X»X +=# · 9016 -“ 

4. 55I6I2X--400§5?X=0. 

ამოხსნა 

5L6X-4=0; 
4 

Lდ? X= “ე =0,8; 

LV X=+V6,8 

X„ =#L+მLCLV0,68 =>180?- +419. 48/(=0, +1, +2,...) 

შემოწმება 

551ი7(180?წ. #-+2IC(0V0,მ)--4C05%180? · #-L-გ+CLCV/0,8) = 

=58)ი%8ICLCV0,8)--4C05%8ICLCV0,8 = 

  

=5. 16" (2C 1დV/9,8) – _ 4. 1 =5' (V9,8 )? _ 

1--LდC? (2IC 1CV 0,8) 1+Lი?(2:0 CL” V0,8 ) 14+(V0,8)? 

4 5.08-4 4-4 C 
“ 14 (V0,80? 1408 = 18...” 

თ? ემ. ++ ,   
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5. 3 51ი?X--2 §1ი 2X -+L 5C051 X = 2. 

ამოხსნა 

დავიყვანოთ მოცემული განტოლება ერთგვაროვან განტოლებაზე: 
35)ი"X-45|იX· C05 X-++23C05?L= 2(1-C052X), 

§)ი?X-45|IიX- C05 X+3005%%=0, 

LდX--4(-X+3=0; 

I X=2+V4--1=2+1; 

((დ XX–=3; (Iფ X),=1. 

XX ==MX+გ:CLდ3 (-=0, +1, -L2,...) 

ს» =60++ რთ=0, +, +2,..). 

შემოწმება 

XX. =#X+2!CLწ 3=1807%-L71“30” (#=0, 3-1, +2, 2-3,...). 

ა" =#+-+ =160%+-45' (=0, +1, +2,...). 

მოვახდინოთ ჩასმა 

35)ი7(180“#-L-3CC(თ3)––451M(180%#--3ICI(დ3) · C05(180"#-LგICLC3) -L 

–+25 0C05%180%-L2გICLთ 3)= 3§1ი“(2ICIC3)––45IM(2+CLდ 3) · C05(8-C1წ 3) -L 

LC" (გICIდ3)__ _ ” Lდ (გIC Lთ3) 

1-LLC“ (8IC Iდ3) V1-–!C?(8IC Iწ3) 

1 1 ვ.ვ! 4.3 

X ჟა +5. ” ღა ვ? V Iვ+ LC"(8ICIC 3) 1+'- (მCIC3ვ) 143. 1#+3 

5 27--12+5 

+ 5C057(2LC 163) =3. 

+ 1+3 10 2. 

6. §(იზX-ვ)იბ# - C05X=2 510% · C05“X. 

ამოხსნა 

§)ომXC5009X-––-5(0XC05X--20051#) =0. 

8107X=0, საიდანა(): 510X,,,ვ1=0 და 

XV =Xს =X#  =#1X (/=0, +1, 12,..), 

ფრჩხილებში მოთავსებული განტოლება წარმოადგენს ერთგვაროვან განტო– 

ლებას, რომელიც ამოიზსნება წინა განტოლების ანალოგიურად. 

პას: XIV = #M 4 8LC16 2 (-=0, +1, 12, ..,). 

X Vწ=#ჩ/X – % (§=0, +!, 12, სა. 
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7. §კიბშX. C05პX-+5)ოს“V · C05'X= 510. C05X+5Iი X- C05%X. 

ამოხსნა 

(ყბ%X-L ICX-Iთ--I6X=0, 

(C7XCICIX-L 1)–– 1 X(IC1X-+1) =0. 

Lთ X(CLCჯX+1) (IC Xჯ–1) = 0. 

12 - 96% - (LC X-–-1)=0; 

რადგანაც §6C:%=40, 

ამიტომ 
16X(LC X–-–11=0, 

საიდანაც 
IC X=0, X. =#% (-=0, +1, +2, ..) 

(8 X– 1 =0. 

ჯ 
(თ X=1, ს ჩი“ (#=0, +!, +2), 

§ 19). განტოლებები, რომლებიც ამოისსნებიან ტრიბონოპეტრიულ ფუნპციათა 

წამრავლის ალგებრულ Xჯამად წარმოდგენის სერსით. 

ამ პარაგრაფში განიხილება ტრიგონომეტრიულ განტოლებათა ამოხსნის ისე- 
თი მაგალითები, სადაც დაგეჭქირდება შემდეგი ფორმულების გამოყენება: 

ყით. 09 8=-+ (§ი C+ჩ) ++ C-ჩ), () 

00§0თ · 5Iი ზ=-- I§Iი (+ ჩ) – §ი («– ჩ)1, (C1) 

ლ0§C · C058= + (C05 (C-- ჩ) 4- C05 (თ-–-ჩ)1, (3) 

ყი თ. იჩ => (C05 (თ– ჩ) – C0§ (თო+ ჩ)1. (4 

1. §(” X-–-5Iი 7X=5I0ი 3X-· §)ი5X. 

ამოხსნა 

– (C05 (X-–-7X) –-C05 (X+7X) |) = + (C05 (3X-–- 5X) -– 005 (1X4- 5X) I, 

C056X-–-0058X=0052X-–4058X. 

C056X –C052X=0, 
მაგრამ 

C056X ––- 6052 X = –– 251ო04X · 5102X, 
ამიტომ 

25104X · 5:02X=0, 

საიდანაც §1ი4X=0 და §1)ი2X=0. 
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მეორე განტოლების ყველა ფესეი შევა 
§III(4V=0 

განტოლების ფესეებში, ამიტომ 

4X=0, 

საიდანაც 

4I=#X. 

X,=# + (6=0, +1, +2,..) 

2. C05X- §5II7X=0055X · 5I05X. 

ამოხსნა 

1 
=. (§1ი 8X + §)ი 6XI => I§(08X 4 510 2XI, 

საიდანაც 

§Iი 6X––-5II12ჯX=0. 

მაგრამ 

§106X---5102X= 251ი4ჯ · 5102X. 

ამრიგად, მივიღებთ განტოლებას: 

, 20054X · 5102X=0 

ა) §1ი2X=0 

2X=V/. 

XV -"” («=0, +1, +2..), 

ბ) C054X=0, 

C05?:2X–-5(022X=0, 

1––251022X=0, 

251022X=1, 

1 
§ჰ02 2X=-- , 

ზოგადი ამონახსნი კი იქნება 

ჯ 
#–= –- (2#-+1); % 8 (2#+1) 
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1 
3, ვი ჯ-·ა 5) 2Xჯ. 510 3X = --- 904. 

ამოხსნა 

§II1X · §1ი2ჯ · §1ი მ»=-- 510 2X · C05 2X. 

31ი 2X(25)ი0X · 51I13X---C052X) =0, 

5))2X(C052X-––-5054X-––0052X) ==0, 

§5)I12XC–00§ 4X)=0. 

ა) 5I012X=-0, 

2X= #1. 

ჯ თ” =#ჩ-. თ#=0, +1, +2,..). 

ბ) C05 4+X= 0. ეს განტოლება კი ამოხსნილი გვაქვს წინა მაგალითში. 

§ 1ი0. ტრიბონომეტრიული განტოლებანი, როძლებიც ამოისსნებიან 

მარცხენა ნაწილის თანამამრავლებადღ დღაფლით 

1, 1-2C05X=2 51ი ->, 

ამოხსნა 

5)9 X 1=0, 
2 

90 --=1, (-- ს =2ჩ++-“, იე=4ხ»4»ი (:=0, +1, 1+2,..) 
2 2 /), 2 

2. 005 X-L-C05 2X--C:054X=0 

ამოხსნა 

C05 X-LCC052X-LC054X) =0. 

005 X+2005 3X · C05 X=0, 

C05 XII +200§ 3X)=0. 

თ§5X=0, XV =ჩX +-, (#=0..+1, +2,..) 

20053X41=0; 
1 

C053X = – –-, 
2 
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(3X),”=2# +-- 2, X„” => ჩი+--» რთ=0, +1, +2,..). 

3. V2 C0§5 2 X=51ი X4-00§ X. 

ამოხსნა 

V2 (C05? X-–- 510? X) =51ი X + C057X, 
/2 (C0§ X–-51ე X) (C05X-+L 510X) – (510X+ 008 =0, 
(C0§ X + 510 X) IV2 (005X-–-§Iი X--1 |=0, 
ა) 5.იX+C05X=0, 

Iდ Xჯ=-–-– 1, 

X„ =0-- +% (თ#=0, +1, +2,..). 

ბ) V2 (C05X--5(0)) –1=0, 

V2 CC§ X –- V2 1 1 “2. 2 9იX=-2' 
ჯX - ## . 1 

ლ05 –“–--C05X--5)ი ––- .:59I1 L=-–-, 
4 2 4 

% იჯ _ _1L 
005 | )=>-. 

ჯ 2 
–+-X=2% +, 
4+ “3 

აარ=2++2) (L=0, +1, +2..) 

7 აე =26%++<> (%=0, +1, +2,...), 

4, 51)1X-§102X+5§51ი3X4+-5I0 4X=0, 

ამოხსნა. 

(§IM X -4- 510 3X) + (§(ი 2X,4- 510 4X) =0, 

2 5I7112X · C05X + 2510 3X ·-C05X=0, 
2005 X(5I12X + 510 3X)=90, 

საიდანაც 

ა) C05 X=0. 

X=–. 
2 

, 2 - 
X% =24#5% (რ0=0, +1, .+2,... 

ბ) 5102X-+-3I02X=0. 

· 5 
2 51” 2X . Cი§ -X 0, 

2 2, 

C05 -X =0, 
2 

სI
X _ თ 

2” 2735.



ფოგ. 2 2.” 

ა”=Xჯ#+2ჩ»M,; (§=0, +1, +2,..., 

5)ი 5%_0, 
2 

5 - 

2? #ი. 
2 

5Xჯ=2ჩწა5. 

2” =-- MI (#=0, +1, +2,...). 

5. 510 X+531ი2X-+51ი3X=005 X-+2C052X-LC005 3». 

ამოხსნა 

(510 X+5ი3Xი-+502X=(Cთ§ X-LC053X) -L C052X, 

25)02X · C05X-+5§51ი2X= 200§2X· C05 X+C005 2X, 

§5102X (2005X-L 1)––C052X(200§ -L 1)=0, 

(2006 X-L- 1)(302X––C052X) =0. 

ა) 2 C095 X+1=0, 

1 
ლ05X=--–-„, 

2 

XL =2MX + – #, (#”=0, +1, +2,...). 

ბ) 510 2X-–C05 2X=0, 

(დ 2X =1, 

2X.” =ჩ+-> , 

ჩX ჯ ”-ნ. 99. 
42 2 78 

  

„ C05 L-–--<5 2X=51)ი 1. 

ამოხსნა 

- 3 5 
290: 2. ყი 2 =25ი %X. ი§- 2, 

2 2 2 

ა) §ი <2=0. (დაასრულეთ), 

ბ) §ი -%.  თ§ 3X_0, 
2 2



5 -> შევცვალოთ თ (-5---) გამოსახულებით, შემდეგ გამოიყენეთ 

კოსინუსების სხვაობის ფორმულა და დაასრულეთ. 

2 
პას: XV = ჩის XV =2ხ---%, ა“ =#M#4+-, (#=0, +1, +2,..). 

7. 1თ 2X=16 X- 1(ლ(45--X) · (9(45' +». 

ამოხსნა 

2 1წ ჯ 

1-- (დმ ჯ 

I. ჯ |– გ --% (45 -–X-Iწ (++ -ი. 
1-1დჯ 

= !წX · (C(45?--X) · 1ღ (45 +X). 

X=#M (#=0, +1, +2,..). 

1-I6X 1+IთX =1 

__ 
  –- = 59- X) · (0 (45? = 1-9; 18 (45“--X) ·18 (45 + X) 

2 

1-I(6% 

1 4 I--X=0 

ანუ §20X=0, რაც შეუძლებელია, ვინაიდან სეკანსი ერთზე ნაკლები არ შეი+- 
ლება იყოს. 

ამიტომ განტოლებას ექნება მხოლოდ ერთადერთი: ამონაზსნი 

X=ჩI, (=0, +1, +2, ...). 

ზ. 5) X+C058 XC=1. 

ამოხსნა 

§I0 X=1--005 X. 

· · ჯ 
510 X = 25ი? –-, 

2 

§Iი X შევცვალოთ 24ი-> C0§ 2- 

გვექნება 

250 -“. C0§ -> = 2%ი7-“. , 
2 2 2 

5108 > C0§5 + ში > =0, 
2 2 2 

-_ # ჯ , 
ა) 5ი - 9; “ა #7, XM=2%, C=0, +1, +2,..) 
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ბ) თა > –9ი --=0. 

I ->=I), 

ჯ #ჯ XV ხX4-% 
2 #4 4' 

ა” = 2ჩM+ ->. (6=0, +1, +2,..). 

§ 1958. განრტროლებანი, რომლებიც ამოისსნებიან ე, წ. უნივერხალური #ახგით 

უნივერსალურ ჩასმას მივმართავთ მაშინ, როცა "შეუძლებელია განტოლება- 
ში ერთი ფუნქციის მეორეთი რაციონალურად გამოსახვა. 

აქ დაგვჭირდება გავიხსენოთ ფორმულები: 

  

  

2LC >, 1-I(02-> 
· 2 2 9იX=--– , ლ§X=---.= (1) 

3 =-1 1 4+LIC 2 1+1IC 3 

მაგალითები: 

1. ფ-პიX=1#%05X. 

ვისარგებლოთ (1) ფორმულებით: 

5 .2(დ->-. კლ” 82 
2 2 2 

––; =14 (33 ვ > 32. 1 4+1C > 1 + IC 5 

X X »X 5 –- 1 + Iყ2-“–- + 1--(02 წე 1+M ვი1-I% -2 

93 012 : 1 + 1ღდ -> 14V 3 

5I >. 
წ 2 2 

წ 

  

ეინაიდან 
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ამიტომ 

საიდანაც 

(5) =2IC (-?, 2ჟ 21948", 
2 5 

X2=21%8“ · 2-43926“, 

X.=2M5-+43"%36/ =2წL-+L43 36. (§=0, +1, -L2,...) 

2. §10---V7 C053 X=V 7. 

ამოხსნა 

ვისარგებლოთ უნივერსალური ჩასმით: 

ჯ ჯX 
2 – 1-IVი? 
L 2 – წ 2 

=V7, 
ჩჟ · ა X_ 

1418 -- 1+!C-2 

2( +. V7+V7 I > 
2 2 

14 -- 

21 > --V7 #V7 IC > =/7+V7IC-> , 

=V7, 

2 < =2V/7, 

ჯ 
–-=V7 I--=V7 

=5=40LVV7, 

X.= 2%XX «+ 23ჰ+C 1ICV7-· 

ზოგიერთი სახის განტოლების ამოხსნა მიზანშეწონილია წარმოებული პრო– 
პორციების გამოყენებით. ასე მაგალითად, 

ჯ# : ჯ 
ვ. 3: –+ 2, = 45.1 |–-– –– XI. ყი (3-+ »)- 51 (= ) 

ამოხსნა 

ძი (--+7) 4 

979



  

200§--+ - §(8 2X 

LC “+ . CC 2X==7; 65 CL 2X 

  

  

  

26295 

3 

2XX#== MX 4«- 2C 16--–---; 
LC –- 

- წ 3 

X2ლ=#რ6--%C-1 გი 7 , (8-0, +1, +2, ..). 

წ – 

3 

4 3ლა/ > #7. ეე(- 2. #). 

ამოხსნა 

(2-2) ლ05 –“- 
2 2 = 

Xჯ ჯ ი. 
C05 აა (–-+) 
თ9(->--- +ლ05/ 1. თ 

2 2 2 4 _ 1+3 _ 

X_  X ჯ „ა 3-17 
ლ05 ---–--– |)-–-005| –-–-- 

Xჯ ->) > 

2005 (| –– ·- C05 –- 

  

3; 

  

აასს ფას ოა, – 2ი (-––– ს -ევი ––– 
C 2 8 8 

353 ჩ>ჯ 
_იი/ XX 3%Vს ა. % ი: 

“ ი( 2 2) 65% 

CC (--“ _ 2 __ 2 ! 

2 8 ლდ-- ლ 229 30 
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(2 გ ობი% ა-ა 
(X), ლ=#7-–მIC 6-5 LX 

CLდ22?31? 8 

XLX=2 XMჩ--2მIC CIC 2 + ფ#=>0, +1, +2,...) 
" CIC 22-30, " 84 ხთ 

§ 184. ტრრიბონომეტრიული განტოლებათა ამოსსნა ზობარი სერსით 

1. 20052X+3005X--2=0 

ამოხსნა 

შემოვიღოთ აღნიშვნა C0§ X=L. მივიღებთ: 

2რ+23(-2=0 პას: X=2##++ ფ-- 

დაასრულეთ! 
2. LIლX-+IC?2X--2!წ X--3=0. 

აღვნიშნოთ Lდ« X=-/, გვექნება: 

ტ-L4#--ე/-–-3=0, 

მიღებული განტოლება დავშალოთ თანამამრავლებად: 

(L+1)(––V3)V/+V3) =0. 

ფ.=-), 16 X.=+V3, 
საიდანაც , 

X»=ი-%I +ა=ჩM + 

ლი
I8
 

3, ვIობX--C051X-+502X+2= 

ამოხსნა 

1... 
(51ი“X + C05! X)1=2 §!ი? X -C05'X= 1-– > §102 2X. 

გეექნება 
1– -მსიბ2»-ნნსი 2X+0=0. 

§)022X--2 510 2X--2(1 -++ი) =0. 

ვთქვათ, §Iი 2X=/, გვექნება: 

ტ#--2/--2(0-+1) =0, 

/=1+/20+3. 
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16
02
) 

#ს მიღებული მნიშენელობა წამდვილია, თუ 20+32>0, საიდანაც თ> -- 

ამრიგად, 

X.=#MLC-1)MმXLC §Iი(1-LV29+31. 

4. 200514X-L51013X=1, 

ამოხსნა 

ავღნიშნოთ C05 2X=7/, გვე ქნება: 

2005%4X=-2(00§22X--510'2X)?-=2(2ლ0§ზ%2X- -1)3= 2(2/?---1)3=- 8/!-8/?-+-2. 

1--ლ056ჯ 

2 
  §10ი%93ჯ= =>I-თაც.291)=-- (1 – 4ლ05?2ჯX + 30052 X) = 

"1 
=–-209+31. 2 + 

საბოლოოდ მივიღებთ: 

164. 4/9 .16/4+3/,+3=0. 

(4ჯმ-_ქ) (4/---/--11)=0, 

40-.3-- 
რ#-3=0, XV =ჩხ.--+-, 

,1=+ V3 2 12 

“ – 2" 4/.--/--1=0, 

· V3 1+V17 
205 2Xჯ = + <> 1=--3=–, 

(2X) = #M# + <>, ჯ= 2=#+27000:1+V12 , 

3 
5. §კ)ომ·. C05 ქX+600§3ჯ - 90-3«X=--. 

მითითება, 310 2X და C0§ 3X შეცვალეთ მათი მნიშვნელობებით: 

35)0იX--4 §1იჰX და 4C057X--3 005 ჯ. 

ჩასმის შემდეგ მივიღებთ 

35)ი X C05 X(C05პX–– §1იზი = >, ანუ §I0 41= + · 

დაასრულეთ! 
6, 3--7C45" X · 5(0 X -–- 33|ი9 X = 0, 

მითითება. შემოიღეთ აღნიშვნა §1ი X=/, შემდეგ დაშალეთ მამრაელე- 
ბად და მიიღებთ: (/––1)(4/(/-+-1)––3)1=0, 

დაასრულეთ! 

7. 510 X-+-C05 X+5)ი X· 003 X=1. 
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მითითე ბა, გაღაიტანეთ §1ი X· C05 X განტოლების მარჯვენა ნაწილში. შე– 
მდეგ აახარისხეთ ორივე ნაწილი კეადრატში. დაასრულეთ!. 

8. (ლ / > –..%X 1-(იX. IC 3 6 

ამოსსნა 

ამ განტოლების ამოხსნა შეიძლება ჩასმით (დ >=L 

მაგრამ მისი ამოხსნა უფრო ადვილად შეიძლება შემდეგი გზით: 

ი(ლ-2-იC-2)+-2- 
სოფ) «2-3) -=6-). 
ონ) ო) ონი 
  

  

#2. X XX . Xჯ 
79 2 წ9ი > ს) ყი. ნფ მი > 

X > · = 
28 V2 დ 1+5Xჯ უყ -_ X 
V2> >. +“ 5990. C05 – +5ი -- 

7 2:12 .2 2 ი 

«095 X ვე > V 1–29ი 82 C0->- 
1--ვი»ჯ 2 2 1-ჯ9იX 2 2 = · = · 
1-+50ი XჯX თვ" Xჯ _ ვებ 2. 145იXჯ =5X 

2 2 

_ (1–ჯყი»ჯ? 

(1+3ი X» C05X 

ამრიგად: 

(1-8ყი»? _9იX 

(1+50X) %C5X ” თა» 

(1––§I!ი X)7=5Iი X(1-L§Iი X) 

1--2 5Iი X+§'ი %=5Iი X-L51ი%. 

შეIი X=1. 

· 1 
5I0 X = ფ3.' 

. 1 
X=მCC 510 | –– (>) 

X.=#%X + (--1)" · მIC §1ი. (>).



9, 51017X+C6005?X=1. 

§)ოპX--511X-L C05X--C05?X=0, 

§1ო9?X(51I X-–- 1)-CC05?X(C05X-–-–-1) =0, 

ჯაი? X ( «ი» –ვი 5) + ლC05”X (C05 X – C0509=-0. 

§IიმX-2 C0§ | -- 4+> - C05 3 %) თთ;:.29ი > · 511 X-0. 
2 4 2 4 2 2 

გამოვთვალოთ ცალ-ცალკე 

ონ მეორიდობრბაროგატ. 
X( C: > M? აი > .M?)-2. +X> „ე. 

ჯ X ჯ X 
XI Cლ05-–--+ ვი- ლ00§1 -- -- 5? -–-= 005 X. 

( 2" 2) – 2 2 

ამიტომ გვექნება 

§1წპ X · C05 X–.0031 ჯ · 2 - §(ი? >=0 

% 

) 
005ჯ ( 81)? X-– 2 51ი? 3 )=9. 7 

(C05 X) =0, 

X.=V#X, 

810? X-2 §)ე? ---0, 

45007? “+ ლე? + . 29ი? %=0, 
2 2 

2 ვი? (2 თ > 1 )=0, 20058 ––--–1=0, 

1 
510“ 2 2-0, რივ? X=-“. 

2 2 2 

.-. X ჯ V2 
5II1) =–=0, –=->-, 

2 005 -5-–-2 
X ჯ ჯ 
– =/#%, –=-, 
2 2 4 

XIX = XჯC=5X, Xლ–-; Xსლ=---3-2#7. 
2 2 
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10. 5(0ბ% -++510M91 (+ + +)“+-. 
· რ 4 

ამოხსნა: 

მითითება: მარცხენა ნაწილი გამოესახოთ ორმაგი არგუმენტის ფუნქციის 

ფორმულის გამოყენებით: 
კემ (1-– 005 2X)? 

5II XX = “– , 

. 1- <9<5| 27ჯ»ჯ >)! 

აჯი! («+ 59 ( +5 | =(1+51ი 2»), 
4 4 4 

დაასრულეთ! 
· 29 

11, ვე! X -L Cცევ19იX = 1 ლლ05!' 2»ჯ. 

ამოხსნა 

მარცხენა ნაწილი გარდავქმნათ "'შემდეგნაირად: 

(1-C25 2X)" , (1+008 2X)5 _ 

32 32 

_ 1--5005 2X+ 10C05:2X-- 10C0552X+ 5C05ჰ2X-- 005" L+ 1+ 50052X+ 

- 32 

(51%? »)” -L (C052 X)მ = 

+ 10C00532X-+ 10C05-2X+5C05'2X>-C0C%5-2X 1-+ 10C05'2X+ 5C0512X+C05'2X 

32 16 

შემოეიღოთ აღნიშვნა: C05? 2X=-/, 

გვექნება: 
1+101+5#8 _29, 

16 16 

24”--10/--1=0; 

4 8 

12. C0§?წX.C05 2X-LC05 4X LC05 ეჯ · C05 X + 2 C05' X=- 
28ი X 

2



ამოსსნა. 

განტოლების მარცხენა მხარე გარდავქმნათ შემდეგნაირად: 

C05"X·. C052X+0054X-+-0053X · C05X-+20051=0057X . C052X-+-C0054X-+-0ლ0§ 3): X 

XC0C5 X-+005“X(1-1-C052X) =C05X(200§ X· C05 2X+-6005 3X-+0C05 X)-+-C0§ 4X= 

= C05 XCC05 3X-+C0§5 X+C60§ 3X+00353X)-+005 4X=C05 X(20053X-+200§X) + 

+0054=2005 X· C05 3X-+2005%-+-0054X=C0054X--C6052X+ 1-+0C0§2X-+ 

+0054X=1-2(C052X-I-C054X) ==1 +-40053X · 005 X. 

ამის შემდეგ, მოცემული განტოლება შეგვიძლია ჩავწეროთ შემდეგი სახით: 

1+4ლ0052X · C05X =- 1 · 
: Xჯ 

2 5ი – 

უკანასკნელი განტოლების ორივე ნაწილი გავამრავლოთ §I1L X-ზე, 

- X .-- X 
250 –-– -ლ§5-–- 

511 X #- 25I112X -C05 ვთ 2 2. 

25 -%. 
2 

· : ჯ 
510) X + 2 5Iი 2X005 3X = 005->; 

. : : X 
510 X-# 510 5X–-5)ი X = C05 ლი 

. »ჯ 
§9ი5X=005=–-; 

2 

Xჯ »ჯ 
005 | –––-–-–5X'I=005––; 

+->=>-5X+2%ი: 

”“ _ 4ჩ+1 M X” = (4#41)». 
9 

შენიშვნა. განტოლების ორივე ნაწილის §5)ი X-ზე გამრავლებამ შეიძლება 

წარმოშვას გარეშე ფესვები. 

19. 10წ-თ. 50 X 4- 10წ0|ი„ C05 X = 2. 

ამოხსნა 

მარცხენა ნაწილი გარდვქმნათ: 

· · 1 
10წაია დ 5114“ 106, C05 X => 10CCიჯ 51, ი. მიდX8Iი X : 

28



ამრიგად, 

I 1 =_--=2 

9წია IX 156, ყი». ” 

(10წ-იჯ» 510 X)? –– 210წ-ია 51 X + 1 -= 0. 

აღვნიშნოთ I06.V- §I0;= ”. 

(--2(+1=0; 
L=1 + V1-–1; 
(L==1. 
10 წ-ი, 5! X=1; 

C05X=5!ჩი X; 

LთX=1. 
ჯ _ 817» + #1 _(8ჩ”+ 118. / 

ბ 2ჩიაიი==4 4 

აქ შეიძლება დავწეროთ X»=#X4# + ვინაიდან §I0X და C0§5 X წარმოადგენს ლო– 

გარითმის ფუძეებს და ისინი დადებითი უნდა იყენენ. 

14. |510 X3|ლ=1, 

ამოხსნა 

მოცემული განტოლება ტოლფასია შემდეგი ორი განტოლებისა: 

5111#72=1 და §1MX+=--1, ან იგი ტოლფასია ერთი განტოლებისა: §1ი? XX=1. 
უკანასკნელიდან 

1-005 2” –I. 

2 

005 2X1=1, 

2» =(2#+1) §, 

2- 2L + 1 წ 
  

2 

X=+V/ 211 ·2. რთ=0, +1, +2..), 

15. 0,312003 #-2 C0§ X» – 0,0961, 

ამოხსნა 

0,312 C01+- 22% 2 =– (0,31)2, 

ამიტომ 

2005 X--2 605 2X=:2,· 

005 X--605 2X=1 (დაასრულეთ!). პას: X'M=M#X+4« 5- XV” =2ჩM + <5. 

16. 1-L51ი X+§Iი?X-L§)ი?X+...=2. 
2ბ7



ამოხსნა 

განტოლების მარცხენა ნაწილი შეიძლება განვიხილოთ როგორც უსასრულოდ 

კლებადი გეომეტრიული პროგრესია, სადაც 0,=1 და 0=31ი X. მარცხენა ნაწილის 

თ ჯამის გამოსათვლელად ვისარგებლოთ ფორმულით; §=- ; 

–ძ 

1 =რ? 

1-5 1 X 

2--251იV=1; 

<-251IX=--1; 

ა) X= + (დაა.რულეთ!). 

17. M35Iი X--600§ X--1, 

მითითება, ისარგებლეთ ფორმულებით 

2V-- 1-2 

510 X = “ულა თეეეეეეი 
1+ დ? “ე 1+ (თ -- 

(დაასრულეთ) პას: XX=2ჩ# ++ # (=0, +1; +2,...). 

§ 196. ტრიგონომეტრიულ განტოლებათა ხიხტემები 

1. §1)0X · C05 V=0; 
C0§ X- 5, ყ=>ხ. 

შევკრიბოთ და გამოვაკლოთ მოცემულ სისტემაში შემავალი განტოლებები 

წევრ-წევრად: 
§1ი X· C05V-L0C0§ X- §Iი /=ძ0+-%, 
51) X- C0§ V--00§ X-· §|ი ყ=ძ--ხ; 

| 51I(X+V)=0-+ხ; 
5I(X--–- ყე)=6-–-ხ. 

X+ყ=2105IMV(0-Lხ) · (–-1) "+#», 
X--ყ=2LC §10M(0-–-ხ) « (–-1) "L/თ. 

X.=ხX + _(C= 1. (გIC §17 (თ--ხ) +- მXC 510 (9––ხ)!, 
2 

ყ»= 4#(–1)"წ2IC 515 (ძ-I-ხ) –– გI6 510 (0––ხ)1) · (#=-0, +-1, 2+2...). 

2, | 510 X-+510 ყ=ძ. 
X+ყ=თ. 

ამოხსნა 

811 X # 5I0 ყ==2 5(ი +I+ C05 2-9 
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მაგრამ, რადგან 

  

  

X+Vყ _ თ 

2 2' 
ამიტომ 

აი X+5II ყ =29Iი –- · C0§ <> . 

ამრიგად, 

2590 --.ლ0§---4..ე; დლ§5-X+-#4. რ6 

2 2 29%. –- 

საიდანაც 

2-4 =2CCლ§ --2C . X-–ყ=2 8IC 005 3“: 
259ი –– 2ი – 

2 2 

გეექნება სისტემა 
Xჯ+ყ=ძ0 

ძ 
X- ყ= 280005 ; 

29”7ი-- 
2 

ძ 
2X=0+28;C00§ –– 

· თ 
2ყი –– 

2 

ჯ=-45 + 2LC C05 –ი?-, 

2 2380 -– 
2 

2 ყ=0-2მ%ლ:0 - , 
298 -–– 

2 

ყ = -9 _ ვჯილი§ 4. 
2 2 §Iი-- 

2 

ვ 905X _ 5. 
ლ5ყ 3” 

.. – ჯ · 
XC ყ = 3 

ამოხსნა 

ი0§/ _ 005 ჯ–--0605V ' 5-3 

C05X+005ყ _ , 

C5X-Cი5ყ ” 
19. ე. შონია 289



  

  

2ლ0§5>-+-#% 2 თ 905-> _ 

-_ X+9ყV. ა ყ-X 
2 5ი 5 §ი=- 

CIდ +# ი-97მ-X-/, 
2 

ი“ .ქიV- +“... 

V3 კ,წ–X -ვ-'CIწ. 2 =4; 

ყ–-X 
იდ · > 4V3; 

ყ-X – 
5 = -2IC CIC4V3. 

ყ–-X=2#X-+ 22(C (6 4V3. 
ამრიგად, 

ჯ 
| X–ყ= 3: 

| ყ-X5= 2#+21C (6 43” 

წ 

2ყ= -გ- +2#%+ 201C16 4V3. 

ყ- 10% , 2IXCCLC 4V3; 

2X= + – 26%-2მLC CIწ 4V3; 

Xჯლ=-- 26% ს. –21CCLV 4V3. 

„4 25M+0ლ0სV =1, 

| 16”M%+00417--4. 

ანოხსნა: 

( 250++00ყ = 29, 

! 4%(90ი%+0014ყ) –– 42, 

§II1I XL+C05ყ=0, 

1 2(51ი“X-L C05”/) = 1. 

510 X= – C05 V; 

| 80% ი091/=--: 

1 
(--0054)1+ C051ყ=->, 

სა
| –
 

2005?ყ=



სა 

სა 
ძ
თ
 

+
 

(0
) 

ხს 
·-

 

8. 

9. 

C05”ყ= –-, 005 #= -L +, ყ1= <, ყვ= 2, 

5) X=– +-+)=+-;-. X=- --, X= ->. 
- 2 2 6 6 

ვეარჯი შო: 

- 31ყ?2X--56C-X=1. 

„ (1+005 4X)5)ს 4X=003512X. 

· აI0'X--6051X=C05 4X. 

„ 3ლ052X--510?X-–-5(M2X=0. 

„ 605?X-+35)ი?X+2V3 §Iი X· C05 X=1. 

„ 651(0?2X-L-35)ი X· C05 X--5005პ7%=2, 

§)I)” X + 3 ლ0§7ჯ=-=- §1I) X-C05X. 
2 2 

5102X · C05 X=51ი4X · C05 3X. 

I 

C05 2X· C05 3X=>C05 5X. პას: ა =#- + "ლო =# – #=0, +1, +2,..). 

10. §1ი(ჯ-+309 · §I(M(X-–- 309 =§(ი 309. პას: X»–=#%+ 3-#=0, +1, +2,..). 

11. 

12 

13 

14, 

15. 

16. 

17. 

18, 

19. 

20. 

21, 

ს . 
C05 X C05 3X-=00§ 5X· C05 7X. პას. XV = # 3 X”=#ჩX, (#=0, +1, + 

+2,..). 

1 
.„ 5II13ა): · C05 2X => აი 5–. პას: XX=#X, (#”-–0, +1, +2,...). 

1 
§10 (2X +709) · §1ი (2X-– 50) = –. პას: ==5-+15), (§=0, 1. + 

+ 2, ...). 

: ; ვ , ჯ , 
§10X §1)0(1%L--4X) =5(02X· C05 C,” + 39 I პას: XI =# ->. XX =#%X. 

51112X=4 5109. 

005 X--<90§ 3X=5)I2X. 

V3 §1ი X=31ი 2X. 
§)I1 X-+51ი 3X=5!ი 2X-+-5)ი 4X. 

C05 X-L-C0§ 7X+=C05 4X. 

§10 2X+00§5 2X+51I X+C005 X=0. 

– 7 
511 X-- /3 005 X=1, პას: 2 «2; > +2ჩი. 

22. V3 510X + C05 »X = V2. პას: 264) 2ხი+ფ. 
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აესბოლთ”_-____–__ 5. 26 – 2გC I” <- 

· / ჯ · დ #1 1 5 ჯ 
24. 3570 -–– +3ს |=55ი|,|––- –3ჯ |). პას; ს,ლ– – + –-გIC,თ--.... 

( 6. ) ( ვ ) სახესა ოო 

25. §1ბ -L «061 = + ; 

მითითება. მარცხენა ნაწილი წარმოადგინეთ შემდეგნაირად: 

· .პ ა 1 
C51ი% -L «05"X)? –- 251I1X · ლ09X- >; პას: X, = # > + + - 

26. 451ი5X 1 §1ი" 2X= 23; პას: X. = 2» + +: ჰტ=2ჩM + 22, 

27. 1-IთX=ლ0თC5 2X; 

X 
1-IთდX 1–I#-5. 

მითითება. 0052X შევცეალოთ ––--–=–- “ -ით | -ლ05X=-–-–--“ 
1+10X 1+(ღ% 

2 

პას: ე” =#X-/- + ; პე” =#X. 

28. «(% +»X) =2«(3 - >»). 

მითითე ბა. მოახდინეთ შეცვლა: 

4 4 %( ++») 

7 
“აეებ––ააე·დ –”– · + 12' " 12 

1 
29. 5111X –- C05! X= ->' პას, X=#X + 

C0
I§

 

30. «(3 -»)-9(+-» =4. პას: I =6M 0 =: ი ჩი «+ 

31. 5(1-+51ი 2X)-––12(51ი X-- C05 X)+-7=0. 

მითითება, მოახღენეთ შეცვლა 1+3!ი0 2X=(510X-+C0§ X): და შემოიღეთ 
აღნიშენა §Iი X+-C05 ჯX=1. 

32. 51ი(X+თ) –– 50 (X-– თ) =5111(2X+-თ)––510(2X-––თ) +5I9 თ. 

33. C-–-Lთ XIX1+51ი 2X)=1--1წ X, 

მითითება. შეცვალეთ 1+5)ი 2»X=1+- 2MX _ · 
1 +LC2?2X 

ჯ 
პას! +, =#/7 ––- –; X =#7.



34, 5.21-605:X_ 7,2 = 6, 

მითითება. 1--+082X შეცვალეთ 25Iი?X-ით და შემოიღეთ აღნიშენა 
25უი 2=– /. 

35, ( 3 
LC X-ICყ –VM2, 

5 
Xჯ+ ყ = წწ) ჯ. 

36. 
850 X+51ი ყ=+ 

#+ყ= 423 

ჩჯI თავი 

კბერადღი კუთხეების ტრიგონომეტრიულ ფუნპციათა გრაფიკები 

§ 190 ყ–ი59ი» უნჰციის ბრაფიკი 

თუ შევადარებთ წყ=25|ი X და ყ/=+ §1M X ფუნქციებს V=-5იX ფუნქცდღ:ას, 

ვნახაეთ, რომ X არგუმენტის ერთი და იმავე მნიშენელობისათვის V=-2§1ი # ფუნქ- 
ციის მნიშვნელობა ორჯერ მეტია ყ=51ი X ფუნქციის შესაბამის მნიშვნელობაზე, 

ხოლო ყ=+ §IMი X ფუნქციის მნიშენელობა ორჯერ ნაკლებია /=8M X ფუნქციის 

შესაბამის მნიშენელობაზე. 

გეომეტრიულად ეს იმას ნიშ- 
ნავს, რომ /=25)ი X მრუდის ორდი- 
ნატები შეიძლება მივიღოთ ყ=35I)ჩ X 
ფუნქციის შესაბამისი ორდინატები– 

დან, მათი იყ ღერძის გასწვრივ ორ- 
ჯერ „გაჭიმვით/ (მასთან დადებითი 
ორდინატები გაიჭიმება ზევით, უარ- 

ჰოფითები –– ქვევით). 
1... 

ყ= > §I0 X ფუნქციის გრაფიკი მიიღება #=5Iი ჯ ფუნქციის გრაფიკის ორ- 

  

ნას, 136, 

ჯერ „შეკუმ შვით" იყ-ის გასწვრიე (ნახ. 138). 

ამრიგად, შეგვიძლია დავასკვნათ შემდეგი: V/=ძ.· §I1 X ფუნქციის გრაფიკი 
მიიღება ყ=51ი X-ის გრაფიკიდან მისი 0” ღეოძის გასწერიე ი-ჯერ გაჭიმვით, თუ 
ძ>1, და 6-ჯერ შეკუმშვით, თუ 0<0<1,. 
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ძ რიცხვს ეწოდება ყ=0 §1ი ჯ სინუსოიდის ამპლიტუდა, რაც აღნიშნავს 0X 
ღერძიდან V=0 §)ი X ფუნქციის გრაფიკის წერტილთა უდიდეს გადახრას (ანუ ორ- 
დინატის უდიდეს მნიშვნელობას აბსოლუტური სიდიდით). 

§ 197. ყ=590#2 ფუნქციის ბრაფიკი 

ყ=51ი #X ფუნქციის გრაფიკის აგების მიზნით შევადაროთ ეს ფუნქცია #=51)იXჯ 
ფუნქციას. როცა არგუმენტი მიიღებს X-ის ტოლ მნიშენელობას, (ცხადია, ფუნქ- 

ცია მიიღებს ყე-ის მნიშვნელობას, ე. ი. როცა X=Xჯე, მაშინ ყა=5II ჯე. ეს უკანას- 
კნელი წარმოვადგინოთ შემდეგნაირად: 

+) 
აქედან დავასკვნით, რომ V=§1ი #X ფუნქცია, როცა X = 2 , ღებულობს იმა 

ქე ყი-ის ტოლ მნეშვნელობას, რასაც ყ=5)1ი X ფუნქცია, როცა X=Xე. 

ეს უკანასკნელი მიუთითებს იმაზე, რომ ყ=§Iი #X ფუნქცია M#-ჯერ უფრო 
ხშირად იმეორებს თავის მნიშვნელობებს, ვიდრე V=§I)ი X ფუნქცია. ამიტომ, 

ცხადია, #=51ი #X ფუნქციის გრაფიკი მიიღება 0X ღერძის გასწვრივ ყ=§II) X ფუნ- 
ქციის გრაფიკის #-ჯერ „შეკუმშვით“, 

მაგალითად, განვიხილოთ შემთხვევა, როცა #=2. ყ=5)ი2X ფუნქციის,გრაფი- 
კის მისაღებად საჭიროა ყ=§|ი X ფუნქციის გრაფიკი (სინუსოიდა) ორჯერ შეიკუმ- 
შოს აბსცისსთთა ღერძის გასწვრივ (ნას, 139). 

  

      

        

V „9=3I» „VM იჯ ხოლო V = 51ი > ფუნქციის 

გრაფიკი მიიღება V#=§1იX ფუნქცი- 
2X ის გრაფიკის 0X ღერძის გასწერივ 

0 <VL 2#I > ორჯერ „გაჭიმვით“ (ნახ. 140). 
: რადგანაც V=51ი #X ფუნქცია 

V– §(72> თავის მნიშვნელობებს #-ჯერ უფრო 
Cახ, 129. ჩქარა იმეორებს, ვიდრე ყ = §5Iი X 

ფუნქცია, ამიტომ მისი პერიოდი 

#-ჯერ ნაკლებია, ვიდრე MV=§5I1I X ფუნქციის პერიოდი. 

მართლაც), V=318 2X-ის პერიოდი უდრის 25 ს. ხოლო ყ=3ი =ფუ- 

ნქციის პერიოდი უდრის 2-4 #-ს, 

2 

ანალოგიურად აიგება V=C005 IX და ყ=C§5- ფუნქციათა გრაფიკები. ყ = 

=C005 MX ფუნქციის გრაფიკი მიიღება ყ=005X ფუნქციის გრაფიკის ორჯერ „შეკუმ– 

შვით“ 0X-ის გასწვრივ (ნახ. 141). ხოლო ყ=-ლ0§ + ფუნქციის გრაფიკი მიიღება 

#V=005 X-ის გრაფიკის ორჯერ „გაჭიმვით“ იX-ის გასწერივ (ნახ. 142), 
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– #= C05+ 

  456 <4C 

ნახ. 140. 

#=C057ჯ 

XX სოლ “ა რ 

ყ= 005#   
ნაზ. 141, 

§ 198, ყ=ძ05IიMXX ფუნპჰციის გრაფიკი 

თუ C>0, მაშინ ყ=ძ §10 #X ფუნქციის მნიშვნელობა თ-ჯერ აღემატება #=5I1#X 
ფუნქციის შესაბამის მნიშვნელობას. ცხადია, ამის გამო V=ძ §Iი #X ფუნქციის 

გრაფიკი მიიღება #=51ი #X ფუნქციის გრაფიკის იყ ღერძის გასწვრივ ი-ჯერ „გა- 
იშვით“, 

მაგალითად, ყ=2§)ი 2X ფუნქციის გრაფიკი მიიღება წყ=35!ი 2X ფუნქციის 

გრაფიკის 2-ჯერ „გაჭიმვით# ორდინატთა ღერძის გასწვრივ (ნახ. 143), მსგავსად ამი– 

  

სა, =- §1ი 2X ფუნქციის გრაფიკს მივიღებთ, თუ V=5I1ი 2X ფუნქციის გრაფიკს 

ორდინატთა ღერძის გასწვრივ „შევკუმშავთ“ ორჯერ (ნახ. 144). 

+” 

წიობ „ის „ა, 

0 ჯ ” I«” 2” -X 
2 / 2 VV , 

_. წყ 5თMჯ 

#=ძ5'ი/2 

ნაზ. 142- 
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#5 (77744 

დ 4 §(§ჯ 

     

  

ნახ. 144. 

§ 1-0 V»=ძ51ი IM (X+-თ)) და » = 0C05ILCX4თ)) ფუნქციათა ბრაფიკები 

აღნიმნულ ფუნქციათა გრაფიკების ასაგებად წინასწარ განვიხილოთ უფრო 

მარტივი შემთხვევ. კერძოდ, #V=3Iი C + 3. ) ფდწმციის გრაფიკი. ფუნქცი- 

ათა გრაფიკების აგებისას § 93-ში განვიხილეთ, თუ როგორ მიიღება §(ი C + 2) 

და «ა (»+ <2 ) ფენმციათა გრაფიკები ყ=§5)ი X ღა ყ=005X ფუნქციათა 
გრაფიკებიდან. 

ზუსტად ასევე, ყ = §Iი (» + 3) ფუნქციის გრაფიკი მიიღება ყ=5!იX ფუ- 

ნქციის გრაფიკის გადაწევით 0X ღერძის გასწვრივ 2 მანძილზე (=ი+ >90. 

მაშინ მარცხნივ გადაწევით, წინააღმდეგ შემთხვევაში-- მარჯვნივ გადაწევით). 

თუ X-ს განვიხილავთ როგორც დროს, მაშინ თითოეული მნიშვნელობას => 

= ყი (++5) ფუნქცია ღებულობს დროის + ერთეულით უფრო ადრე 
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(= 3 >0), ვიდრე ყ = §(ი X ფუნქცია, ან 3 ერთეულით უფრო გეიან 

თუ (31 <9) (ნას. 145, 146). 

V 

_– – „ეე სალია 
+ პ ა «< 

ჟო M· 
” 

_“ 

#=5(7/%+3) 

ნახ, 145. 

/ _ =წი(დ-7) 

ააა ძ „თას. თაა. 
საჟ საარ LC 

– 9#=2:77»ჯ 

ნახ, 146. 

  

    

  
ახლა განეიხილოთ ყ=0 §)იI”(X--თ)) ფუნქციის გრაფიკი, ამ ფუნქციის გრა– 

ფიკის აგების მიზნით შევადაროთ ეს ფუნქცია ყ=0 510 #%, ფუნქციას, რომლის გრა– 
ფიკის აგებაც ჩეენთვის ცნობილია, ვთქვათ, #=C §)0ი|I#(X+თ)) ფუნქცია, როცა 
X=X-, ღებულობს ყ-ის ტოლ რომელიმე მნიშვნელობას: 

Vი= 9059 (LM (Xა-+Lთ) 1. “–) 

(1) გვიჩვენებს რომ ყ=ძ51)ი ## ფუნქცია, როცა X=X-+თ, ღებულობს 
იმავე ყ-ის ტოლ მნიშვნელობას, ამიტომ ყველა მნიშვნელობას, რომლებსაც ღე- 

ბულობს ყ=ძ35)ი (|M(X+თ)) ფუნ- 
ქცია, მიიღებს აგრეთეე V=051Mი #X 

ფუნქციაც, მასთან, თუ X-ს განვი– 

ხილავთ, როგორც დროს, მაშინ თი– 

თოეულ მნიშვნელობას პირველი 

ფუნქცია მიიღებს დროის თ ერთე- 

ულით უფრო ადრე, ვიდრე მეორე. 
ეს უკანასკნელი მიგვითითებს იმაზე, 
რომ ყ = თ5)ი Iჩ(X+თ)| ფუნქციის 

გრაფიკი მიიღება /=051ი #X ფუნ- 
ქციის გრაფიკის 0X ღერძის გასწ– 

ვრივ თ ერთეულით მარცხნივ გა–- ნახ. 147. 
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დაწევით, მაგალითად, ყ = 25)ი (2 C + +) ფუნქციის გრაფიკი მიიღება 

ყ=253)0 2X ფუნქციის გრაფიკის მარცხნივ გადაწევით 0X-ის გასწვრიე + ერთეუ- 

ლით (ნახ. 147). 

სრულიად ანალოგიურად აიგება #=0 C05 (M(X+თ)) ფუნქციის გრაფიკიც. 

§ 130. ყ=ძ310 ((X+თაშუნჰციის გრაფიკი 

ეს საკითხი განვიხილოთ კონკრეტულ მაგალითზე, ვთქვათ, უნდა აიგოს ყ= 
= 3510(2X4+-3) ფუნქციის გრაფიკი. მოცემული ფუნქცია გარდავქმნათ შემდეგი 
ახრთ: 

: ვ 
ყ=შ ვი | 2 C +7)I 

აგება შევასრულოთ შემდეგი თანმიმდევრობით: 

1. თუკი ყ=351ი X ფუნქციის გრაფიკს „შევკუმშავთ“ ორჯერ აბსცისათა ღერძის 
გასწვრივ (ჰორიზონტალურად), ამით მივიღებთ V=51ი 2X ფუნქციის გრაფიკს, 
(I მეოთხედი) (ნახ. 147). 

2. თუ ყ=5)ი 2X ფუნქციის გრაფიკს სამჯერ „გავჭიმავთ/ ორდინატთა ღერძის 
გასწვრივ (ვერტიკალურად), ამით მივიღებთ V=3 §Iი 2X ფუნქციის გრაფიკს (II 

მეოთხედი) (ნახ. 148). 

3. ახლა, თუ ყ= 351: 2 ფუნქციის გრაფიკს მარცხნივ გადავწევთ > 

ერთეულით, მივიღებთ სწორედ V==3519M(2X-+23) ფუნქციის გრაფიკს. (III მეოთხე– 
დი) (ნახ. 147). 

ანალოგიურად აიგება ყ=0005 (M-თ) ფუნქციის გრაფიკიც ძი, # და თ-ს სხვა 
მნი შენელობისათვისაც. 

V, 
M= პჰMო/62:4) ყ=პვი2ჯ 

  

  

ნახ, 148. 

სავარჯიშო: 

ააგეთ შემდეგი ფუნქციათა გრაფიკები: 

1 
1. ყ=5!ი3X, 2. #-+ ზიმა) 3. ყ= –“ ვაი 2X, 4. ყლ–-23 005 2X.



5. ყ=9ი(X+<), 7  ყ= 2511(3X--2), 

6. ყ=C005 (++). 8. #«= > 8Iი (3X + 3). 

§ 131. ჰარმონიული რსევა და მისი გრაფიკი 

განვიხილოთ 4 რადიუსიანი წრეწირი. ვთქვათ, ამ წრეწირზე რომელიმე VV/ 
წერტილი მოძრაობს თანაბრად ს რადიანი კუთხური სიჩქარით. დროის საწყის 
მომენტში ((=0) #M წერტილს, ვთქვათ, უჭირავს დ კუთხით განსაზღრული რაიმე 

/Mა მდებარეობა (ნახ. 149), ცხადია, დროის / მონაკვეთის ბოლოს ის დაიჭერს 

«თ/+და კუთხით განსახღერულ /M მდებარეობას. 
მაშინ, როცა /#M წერტილი თა- 

ნაბრად მოძრაობს წრეწირზე, /# 

წერტილის # გეგმილი ორდინატთა 

ღერძის გასწვრივ, 88, დიამეტრზე 
ასრულებს რხევით მოძრაობას 8 
და 8, წერტილებს შორის, მერხევი 

#? წერტილის ყ ორდინატი შეგეიძ- 7 
ლია გამოვსახოთ დ კუთხით, LI კუ- - 

თხური სიჩქარითა და ( ცვლადი 
დროით. 

ცხადია, ” წერტილის ორდი- 

ნატის შეფარდება 0// რადიუსთან 
არმ. ნს თ! + თხის სი- 

წესეფი / თან წო წას, 149. 
  

5 =85Iი /_ 0V1# == 5Iი (ოთ! + დ), 

ანუ 
V =ყი (თ/--Cდ), 

> 

საიდანაც 

ყ=0#43Lი (ი(+-დ) (61) 

უკანასკნელი ფორმულა გამოსახავს 88, დიამეტრზე #V წერტილის რხევის 
კანონს. M წერტილის რხევა 88, დიამეტრზე წარმოადგენს ე, წ. ჰარმონიულ 
«რხევას, 

როგორც ჩანს, მიღებული ფორმულა წარმოადგენს / დროის ფუნქციას, მისი 
მაქსიმალური მნიშვნელობა იქნება 4, ხოლო მინიმალური 4, 4 სიდიდეს, რო- 

მელიც გამოსახავს მერხევი წერტილის მაქსიმალურ გადახრას წონასწორობის 
მდგომარეობიდან, ეწოდება ჰარმონიული რხევის ამპლიტუდა, 

თ7/+დ კუთხეს ეწოდება რხევის ფაზა, დ-ს –– საწყისი ფახა. საწყისი ფაზა მუ- 
დამ დადებითია და 2#-ზე ნაკლებია. 1 დროს, რომლის განმავლობაშიც #M წერტი- 
ლი აკეთებს ერთ სრულ ბრუნს, ანუ რაც იგივეა, # წერტილი ასრულებს ერთ 

სრულ რხევას, ეწოდება ჰარმონიული რხევის პერიოდი. 
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ჰარმონიული რხევის პერიოდი შეგვიძლია გამოვსახოთ # ამპლიტუდის, თ 
კუთხური სიჩქარისა და საწყისი დ ფაზის საშუალებით. 

ცხადია, დროის #' მონაკვეთში M# წერტილი წრეწირზე გაივლის თ 7 რადიან 
გზას, მაგრამ, როგორც ზემოთ შევნიშნეთ, დროის 7 მონაკვეთში # წერტილი 
შემოწერს სრულ წრეწირს, ე. ი. 2» რადიანს, 
ამრიგად, 

საიდანაც 
თ? =2X, 

ჯ=29 C)) 
ი 

როგორც ვხედავთ, პარმონიული რხევის პერიოდი კუთხური სიჩქარის 

უკუპროპორციულია. იგი არაა დამოკიდებული არც რზევის // ამპლიტუდაზე 

და არც საწყის ფაზაზე. 

ადვილად შეიძლება გაჩვენოთ, რომ ჰარმონიული რხევის 7=2" პერიოდი 

არის ყ#ყ=,745|ი(ი(+-დ) ფუნქციის პერიოდიც. მართლაც, – 

4§3ი1თ(+7) +დ)=481ი | თ C ++ )4+9|= 

= 4 5)ი (იჯ + დ +-2>X) = 4§IიI2X-L- (თ/?-LX)) = ,1 §Iი (თ/-Lდ). 

რხევის პერიოდის შებრუნებულ სიდიდეს რხევის სიხშირე ეწოდება და 

ჯწ ასოთი აღინიშნება. 

ე. ი. 
1 

=–-. 3 წ?=+- (3) 

მაგრამ ვიცით, რომ 1-5, 
9 7 22 

ამიტომ 

ი 
;= _ . 4 ზა (4) 

    
გვიჩვენებს თუ რამდენ რხევას ასრულებს მერხევი წერტილი ერთი წამის. 
განმავლობაში, 

(4) ფორმულიდან გვაქვს: 

თ=2#X#V=2ჯჩ. 2=- 

ამრიგად, 

25 
= · 5) თ=> (– 

  

  

 



ამის შემდეგ ჰარმონიული რხევის კანონი შეიძლება ჩავწეროთ შემდეგნაირად: 

2ჯ 
=45ი|–-/L» #<49ი( 7-9)   

    

ჰარმონიული რხეეის გრაფიკი იმ შემთხვევისათვის, როცა 4#=3 თ =2რად. 

და დ = > რადიანს, გამოსახულია 158-ე ნახაზზე, საზოგადოდ ჰარმონიული 

რხევების გრაფიკები სინუსოიდას წარმოადგენს. 

სავარჯიშო: 

მოცემულია ჰარმონიული რხევები: 

1. ჯ 1 ჯ ). ყ=ლო– 9ი (1ე/+C – I, პას: 4= --–, თ=ე, ფ= “2” ( +) 2 წ?“ 
2. ყ-=300§2(, პას: 4=3. თ=3რად. დ=0; 

3. ყ=79ი( 2 +<-). პას: #4=7, თ=2რად, დ -= > რად; 

4, ყ=25(3%7+)); ჰას: 4=2, თ=3ჯრად, დ=1 რად, 

თითოეულისათვის განსაზღერეთ 4 ამპლიტუდა, 7' პერიოდი, V სიხშირე და 
დ საწყისი ფაზა. 

XII თავი 

აპარობგრესიები 

§ 185. რიცსვთა მიზდევრობები 

განსაზღვრა 1, თუ ყოველ ნატურალურ /! რიცხვს ეთანადება გარკვე- 
ული 'ძე რიცხვი, მაშინ ვიტყვით, რომ მოცემულია რიცხვთა მიმდევრობა: 

ძა შა ,-.სა შიც... (61) 

(1) მიმდევრობა კიდევ შეიძლება ჩავწეროთ შემდეგნაირად: (ძ.). 

მაგალითად, 1, _ , <, +, – 85 ,„ წარმოადგენ რიცხვთა მიმდევ- 
ჩ 

რობას, ნატურალურ #=4 რიცხვს ეთანაღება რიცხვი ი,= + და, პირიქით, 

რიცხეს ძ, = + ეთანადება ნატურალური რიცხვი #=4. 

(1)-ში ი,-ს ეწოდება მიმდევრობის პირველი წევრი, ძიე:-ს მეორე –– წევრი და 

ვი!



ა. შ. ძე-ს მიმდევრობის ზოგადი წევრი. (1) მაგალითში ზოგად წევრს წარმოად- 

„გენს 1. 
ჩ 

რიცხვთა მიმდევრობა მოცემულად ჩაითვლება, თუ ცნობილია მისი ზოგადი 
წევრი. 

მიმდევრობის ზოგადი წევრი ს.შუალებას გვაძლევს ვიპოვოთ ამ მიმდევრო– 

ბის ნებისმიერი წევრი. 

მაგალითად, თუ ცნობილია, რომ ყოველი „-სათვის ი, = 2 „მაშინ ელ 
”„ 

  ძე = ძე = + და ა. შ. როცა ი,=:5=-1, მაშინ გვექნება მიმდევრობა: 
I 

1 
27 

#-1 1 
0, “–– 

2 ” 

2 
ვ , 

აღსანიშნავია, რომ ყოველთვის არ ხერხდება მიმდევრობის ზოგადი წევრის 

ფორმულის დადგენა. მაგალითად, თუ აეიღებთ V2-ის მიახლოებითი მნიშვნელობა- 
თა მიმდევრობას (ნაკლებობებით): 

1, 1,4 1,41, 1,414, ... 
ჩვენ არ შეგვიძლია შევადგინოთ ფორმულა, რომლის მიხედვითაც შესაძლე– 

ბელი გახდება ამ მიმდევრობის, ეთქვათ, მე-5; მე-10 ან მე-12 წევრის გამოთვლა. 
ასეთ შემთხვევაში ვიტჟვით, მიმდევრობა განსახღერულია არა ფორმულით, არამედ 
მიახლოებითი კვადრატული ფესვის ამოღების წესით. 

მიმდევრობა შეიძლება შეიცავდეს წევრების როგორც სასრულო, ისე უსას- 

რულო რიცხვს. 

გა ნსაზ ღ ვ რა. მიმდევრობას, რომელიც შედგება წევრთა სასრულო რი– 

ცხვისაგან, ეწოდება სასრულო, ხოლო მიმდევრობას, რომელიც შედგება წევრთა 

უხასრულო რიცხვისაგან ეწოდება უსასრულო, მაგალითად, ნატურალურ რი- 

ცხვთა მიმდევრობა 

1, 2, ქ3,..... უსასრულოა; 

უსასრულოა ლუწ დადებით რიცხეთა. მიმდევრობა 

2,4,6,8 დაა. შ. 

მაგალითად, სასრულოა ერთნიშნა კენტ ან ლუწ რიცხეთა მიმდევრობა. 

1, შჰ, 5, 7, 9. 

2, 4, 6, 8. და ა. შ. 

სავარჯიშო 

დაწერეთ ზოგადი წევრის ფორმულა შემდეგი მიმდევრობებისათეის: 

1. 1, 1, 1, ...1 (პას: ძ,==1"), 

2. 2, 6, 18, 5, (პას: ძგ=2. 35-1), 

ვ. 1, 0,1 0,01, 0,001, ..- ( პას: ი, –-თ5)' 
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1 1 1 
4. ვ3' – –ია.. (აას. 0 =-– 

  

9”, 27 ვი 

5. 1, 9, 25, 49,... პას. ძგ=(2ჩ + 1)1; 

2 313ი–2 6. 1,9 2+, 21.23 22 25 25... (პას ძე–ლვ3- == )- 
3 2 5 ვ 7 4 ” ჩი 

§ 138, %ზრდაღი და კლებადი მიმდევრობები 

ვთქვათ, მოცემულია მიმდევრობა 

თ.ე, ძე, შვ....შე... (I) 

განსაზღვრა 1. (1) მიმდევრობას ეწოდება ზრდადი, თუ ძ, < ძე <0:< 
< ..რიე<... ხოლო კლებადი თუ 0ძ0,>ძ:>ძ3>...>0ე... 

განსაზღვრა 2. (1) მიმდევრობას ეწოდება არაკლებაღი, თუ 

თ<თ<რდ.. მიედ... 
ხოლო არაზრდადი, თუ 

0) =>0:>>0ე>-..>0ა=>..- 

განსაზღვრა ჭუ, %რდად და კლებად მიმდევრობებს მონოტონური მიმ– 

დევრობები ეწოდება. 
მონოტონურად ზრდადი რიცხვითი მიმდევრობის მაგალითად, შეიძლება და- 

ვასახელოთ ნატურალურ რიცხვთა I, 2, 3, 4, 5,.... მწკრივი, აგრეთვე, წრეწირში 
ჩახაზული წესიერი სამკუთხედის, ოთხკუთხედის. და ა, შ. პერიმეტრების მიმდევ- 
რობა, როცა გვერდებ ის რიცხვს ვაორკეცებთ: 

-_-____-_.-.._.- __- 

მონოტონურად კლებადი რიცხვითი მიმდევრობის მაგალითად გამოდგება მიმ– 

დევრობა: 
1.1 + ვი თუ 

აგრეთვე, წრეწირზე შემოხაზული წესიერი სამკუთხედის ოთხკუთხედის 
და ა,შ პერიმეტრების მიმდევრობა, როცა გვერდების რიცხვი ორკეცდება: 

ვ---. --..__ 

უნდა შევნიშნოთ, რომ ყოეელი რიცხვითი მიმდევრობა არაა მონოტონური, მაგა- 
ლითად, -–-1, 1, –-1 და 1..,. 

მიმდევრობა, რომლის ზოგადი წევრია რგ=(--1))%, არაა არე მონოტონურად 
ზრდადი და არც მონოტონურად კლებადი. ასეთივე სახის იქნება მიმდევრობა: 

1 
ს >. 

1 1 1 1 
1 ––-, –, ეეე. 

2 3 4 5 

რომლის ზოგადი წევრია 

(–1)511 ძალ“, 
ჩ 

ასეთი სახის მიმდევრობებს მერხევი მიმდევრობები ეწოდება. 
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სავარჯიშოები 

მოცემულია მიმდევრობის ზოგადი წეერები, დაწერეთ მიმდევრობა და გამოი- 

«ანით, რომელია ზრდადი, რომელია კლებადი დ». რომელია მერხევი: 

1. ძე=2-–-1, პასუხები: 1. 1, 1, 5,..., 2ი–1, ... (ზრდადი) 

2. ძ,=-, –_-_---"-- 
ჩ 2 3 M 

ჩჯ I ჯ I 23 
3. 0, = 18. . ვ, IC 5» IC >, (8 5 წ-ი. 

(კლებადუ). 
4. იე=7?, 4. 1, 4, 9, ..., #12, ... (ხრდადი). 

5. ძე:=(-–-0,1)"“1, 5. 1. –0,1, 0,01, –0,001,... (-–0,1)"“1),,., 

(მერხევი): 

§ 184, შემოსაზღვრულ და არა შემოსაზღვრულ რიცსვთა მიჭდევრობეპი 

განსაზღვრა 1. რიცხვთა (ძე) მიმდევრობას ეწოდება ზემოდან შემო- 
საზღრული, თუ მისი ყოველი წევრი ნაკლებია რომელიმე /# რიცხვზე: 

ძა<M (M=1, 2, ჰ3,...). 

ასეთი მიმდევრობის მაგალითად გამოდგება: 

1 2 ვ _._ 
2. 3. 3 აეეე 

მიმდევრობა, რომლის ყოველი წევრი ნაკლებია 1-ზე (ამ შემთხვევაში /V ==1), 
ააგგრეთვე, მიმდევრობა ყველა უარყოფითი ნამდვილი რიცხვისა ზემოდანაა· შე- 

მოსაზღვრული, რადგან ყველა მისი წევრი ნაკლებია ნულზე (ამ შემთხვევაში /#=“ 

=0). ზემოდან შემოსაზღვრული მიმდევრობის მაგალითად გამოდგება წრეწირში 

ჩახაზზული წესიერი M-კუთხედის პერიმეტრების მიმდევრობა, როცა გვერდების 

რიცხვი ორკეცდება. 

თუ ზემოდან 'შშემოსაზღერულ რიცხვთა მიმდევრობის წევრებს გამოესახავთ 
რიცხვითი ღერძის წერტილებით, მაშინ ყველა წერტილი დალაგდება /V რიცხვის 

“შესაბამისი წერტილის მარცხნივ (ნახ, 150, ა). 

4) 8 __ეე„ეე– 

ნაზ, 150, ა. ნახ, 150, ბ. 

განსაზღვრა 2. რიცხვთა (თ,) მიმდევრობას ეწოდება ქვემოდან შე- 
მოსაზღვრული, თუ მისი ყველა წევრი მეტია რომელიმე MV რიცხვზე: 

ძია>VM (I=1, 2, 3,...) 
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ასეთი მიმდევრობის მაგალითად გამოდგება რიცხვთა ნატურალური “მწკრივი; 

1, 2, 4, 4, 5,... (.=1, 2, 2,...), 

რადგანაც მისი ყველა წევრი მეტია ნულზე (ამ შემთხვევაში /V =0). 

ქვემოდან შემოსაზღვრული რიცხეთა მიმდევრობის მაგალითს წარმოადგენს 
წრეწირზე შემოხაზული წესიერი #-კუთხედის პერიმეტრების მიმდევრობა, როცა 
გვერდების რიცხეი ორკეცდება. 

თუ ქვემოდან შემოსაზღვრული მიმდევრობის წევრებს გამოვსახავთ რიცხვითი 
ღერძის წერტილებით, მაშინ ეს წერტილები დალაგდებიან V რიცხვის შესაბამისი 
წერტილის მარჯვნივ (ნახ. 150, ბ). 

განსაზღვრა 2. რიცხვთა (ძე) მიმდევრობას ეწოდება შემოსაზღვრუ- 
ლი, თუ არსებობს ისეთი #V და V რიცხვები, რომ ადგილი ექნება უტოლობას: 

#V<ძ,ე<M (M=1, 2, ქ, ...), 

რიცხეთა ღერძზე შემოსაზღვრული მიმდევრობის წევრები მთლიანად მოთავ– 
სდებიან იმ წერტილებს შორის, რომელთაც ეთანადება /# და V რიცხვები (ნახ. 
150, გ). 

7 , « 4 ს 

ნახ. 150, გ. 

შემოსაზღვრული მიმდევრობა კიდევ შეიძლება განისაზღვროს შემდეგნაირად, 

(თ) მიმდევრობას ეწოდება შემოსაზღვრული, თუ მისი ნებისმიერი წევრის აბსო– 

ლუტური მნიშვნელობა არ აღემატება რომელიმე /M დადებით რიცხვს, ე. ი. |იგ|<:4: 
წინააღმდეგ შემთხევევაში მიმდევრობა არაშემოსახღვრულია., ასეთი მიმდევ– 

რობის მაგალითებია: 0„=/1; 0გ=#M01-–-); ი=V#M (2=0, -+1, +2) და ა. შ. 
არაშემოსაზღვრული მიმდევრობა არ უნდა აგვერიოს უსასრულო მიმდევრო– 

ბაში, რომელსაც აქვს ელემენტთა უსასრულო სიმრავლე, მაგრამ იგი მაინც შეიძლე– 
ბა შემოსაზღერული იყოს. მაგალითად, 

0,3, 0,33; 0,333; 0,ქვ3ე,... 
ან კიდევ 

0,9 0,99, 0,999, 0,9999,... 

ამ მიმდევრობის ელემენტების რიცხვი უსასრულოა, მაგრამ ისინი მაინც შე- 

მოსაზღრული არიან. 

§ 136. არითმეტიკული პროგრესია 

განსაზღვრა, არითმეტიკული პროგრესია ეწოდება რიცხვთა ისეთ მი- 

მდევრობას, რომლის თითოეული წევრი, დაწყებული მეორიდან, უდრის წინა 

წევრს, გადიდებულს ერთი და იმავე რიცხვით. 

არითმეტიკული პროგრესიის მაგალითად "გამოდგება ნატურალურ რიცხვთა 
მიმდეერობა: 

1, 2, 3, 4,.... 
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ამ მიმდევრობის ყოველი წევრი, დაწყებული მეორიდან, უდრის თავის წინა 

წევრს, გადიდებულს ერთი ერთეულით. 
არითმე ტიკულ პროგრესიას წარმოადგენს აგრეთვე შემდეგი მიმდევრობები: 

5; 8; 11)... (C.) 
7; 5; 3; 1; ––-1; ––3, (2 

(1) მიმდევრობის ყოველი წევრი, დაწყებული მეორიდან, მიიღება მისი წინა 
წევრზე 3-ის მიმატებით, ხოლო (2) მიმდევრობის ყოველი წევრი მიიღება თავის 
წინაზე –-2-ის მიმატებით, 

არითმეტიკული პროგრესია ზოგადად ჩაიწერება შემდეგი მიმდევრობის სა- 
ხით: 

–-შე, შე, შე, ..., შე... 

ნიშანი –- გამოსახავს იმას, რომ მიმდევრობა წარმოადგენს არითმეტიკულ პროგ- 

რესიას. ირ, წარმოადგენს არითმეტიკული პროგრესიის პირველ წევრს, ძა –- კი 
უკანასკნელ წევრს. იმ რიცხეს, რომელსაც ვუმატებთ, ეწოდება პროგრესიის სხვა- 
ობა და აღვნიშნავთ ძ-თი. არითმეტიკული პროგრესიის განსახღვრის თანახმად: 

ძე=0+ძ, 

ძე:=0:+ძ=ძ,+ძ-+ძ=თ,1+2ძ, 

ძკ)=0მე+ძ=0ი,+2ძ+ძ=0თ,-32ძ. 

ადვილი შესამჩნევია შემდეგი წესი: არითმეტიკული პროგრესიის იმ წევრის 
მისაღებად, რომლის ნომერიც არის მაგალითად, #, საჭირრა პირველ წევრს დავუ- 
მატოთ სხვაობისა და #-–-1-ის ნამრავლი. ასე რომ, 

ი.=ძ,-+C#-–-1)ძ. (1) 

ვთქვათ, მართებულია (1) ტოლობა, ე. ი. ძალაშია ზემოთ აღნიშნული წესი 

პროგრესიის იმ წევრისათვის, რომლის ნომერიც არის #, და ვაჩვენოთ, რომ ეს 
წესი მართებულია იმ წევრისთვისაც, რომლის ნომერი არის #+1, ე. ი. 

ძIM)=0,+#/ძ (2–3 

მართლაც, 

0.+1=0+ძ=0)+(6-–-1)ძ-+ძ = 0; +ჩძ. 

ამრიგად, 

0ა+1=01+ჩძ, 

ამით (2) ტოლობის მართებულობა დამტკიცებულია. 

უშუალოდ დავრწმუნდით, რომ (1) ფორმულა მართებულია, როცა #=2 და 
#=3, ასევე იგი მართებული იქნება, როცა #=4, და თუკი ის მართებულია, როცა 
#=5, მაშინ მართებული იქნება მაშინაც, როცა #=6 და, სახოგადოდ, მართებული 

იქნება ნებისმიერი მთელი დადებითი #=»-სათვის. ამიტომ 

ძგ=0თ, +(CM-–-1)ძ. (3) 

(3) ფორმულა წარმოადგენს არითმეტიკული პროგრესიის ზოგადი წევრის ფორ- 

მულას. (2) ფორმულის საშუალებით ადვილად შეიძლება ვიპოვოთ არითმეტიკუ- 
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ლი პროგრესიის ნებისმიერი წევრი, თუ ცნობილია პირველი წევრი 0, და სხვაობა 

მაგალითები: 

1. =-15, 10, 5,... 

ვიპოვოთ ამ პროგრესიის მე-17 წევრი. როგორც უშუალოდ ჩანს, 

0=15, ძ=--5, 
ამიტომ: 

ი,,=0,-+16 ძ=15 + 16-· C–5) = 15––80= ––65, 

2. > 7, –6-L, 6 
2 

ვიჰოვოთ ამ პროგრესიის 35-ე წევრი. ვხედავთ, რომ ი,= ––7, ძ= _ . 

ძეს=ძ0 +34ძ= --7+34. 3 =--7+17=10. 

სავარჯიშო 

1, 21=10, ძ=-–-3. შეადგინეთ არითმეტიკული პროგრესია და იპოვეთ თ.ე. 
პასუხი:--10, 7, 4, ..., რვ,=--98, 

2. ძ,=6, ძ,ა=33, შეადგინეთ არითმეტიკული პროგრესია და იპოეეთ მე-100 
წევრი. პას: -:-6, 9, 12,... ძ,აი=303. 

3, ძეუ=12, ძ-–=27„ იპოვეთძ, პას.: ძ=5 

4. ძ,=3V, ით,=2თ, იპოეეთ ძ, პჰპას.: ძ--9? 

1 1 1 
5. დაამ, თ, რომ, _––. –-, –- #რიცსეები9 ენს არით- დაამტკიცე თელ ჯი ნ ცვები შეადგენს ა 

მეტიკულ პროგრესიას, მაშინ ი?, ხ?, 02 რიცხვები შეადგენს არითმეტიკულ პროგ- 
რესიას, 

§ 186. საშუალო არითმეტიკული 

თეორემა, არითმეტიკული პროგრესიის 

ძ), 0., შე,...რი, რი+1.-. 

თითოეული წევრი, დაწჟუებული მეორიდან, მისი წინა და მომდევნო წევრების 

საშუალო არითმეტიკულის ტოლია. ' 

დამტკიცება 

წ მართლაც, არითმეტიკული პროგრესიის განსაზღვრის ძალით შეგვიძლია დავ- 
ეროთ: 

ძელ=რი + და ძა=ძეი+-4ძ, 

ამ ტოლობათა წევრ-წევრად შეკრება გვაძლევს 
2ძა=ძი 1+ძი. (1) 

საიდანაც ი,=90-L1რია, 

რითაც თეორემა დამტკიცებულია.



მოსწავლეებს წინადადება ეძლევათ დაამტკიცონ ამ თეორემის შებრუნებული 
თეორემა. თუ რიცხვთა მიმდევრობის უოველი წევრი, დაწყებული მეო- 

რიდან, ტოლია მისი წინა და მომდევნო წევრების საშუალო არითმეტიკულისა, 

მაშინ ეს მიმდევრობა არითმეტიკულ პროგრესიას წარმოადგენს. 

მაგალითები: 7-სა და 35-ს შორის მოათავსეთ 6 რიცხვი ისე, რომ მივიღოთ 

არითმეტიკული პროგრესია. 

ძ.=7, ძკ.=35, საძებნი პროგრესია იქნება: 

ია,=თ,+7ძ. 7, 11, 15, 19, 2ქ, 27, 11, 35. 
35=7-L7ძ. 
70-28. 

ძ=4,. 

სავარჯიშო 

1. იპოვეთ 5 რიცხვი, რომლებიც უნდა მოთავსდეს 1-სა და 25-ს შორის, 
ისე რომ მივიღოთ არითმეტიკული პროგრესია. 

პასუხი ძ=4; --1, 5, 9, 11, 17, 21, 25, 

2. მოცემულია: მწკრივი 2, 14, 26. მის ყოველ ორ მომდევნო წეერს შორის 
ჩასვით საშუალო არითმეტიკული. შეადგინეთ საძებნი მწკრივი. 

პას. ძ,=2; –-2, 4, 6, 8, 10, 12, 14; ძ.=2; –-14, 16, 18, 20, 22, 24, 26. 
3, ძ და ხ რიცხვებს შორის მოათავსეთ /! რიცხვი, რომლებიც მოცემულ რი- 

ცხვებთან ერთად "შეადგენენ არითმეტიკულ პროგრესიას. 

განსახღერეთ ამ პროგრესიის პირველი სამი წევრი. 

პას. ძ; ით +ხ ; ძ(ი–1) + 2. 

II -4+- 1 7I+1 

§ 137. არითმეტიკული პროგრესიის პირველი, წევრის ჯამი 

ვიდრე არითმეტიკული პროგრესიის პირველი ი წეერის ჯამის ფორმულას გა- 
მოვიყვანდეთ, გავეცნოთ ისეთი არითმეტიკული პროგრესიის ერთ საინტერესო 

თვისებას, რომელთა წევრთა რიცხვი სასრულოა, ვთქვათ, გვაქვს: 

3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17. 

შევკრიბოთ თავიდან და ბოლოდან თანასწორი რიგით დაშორებული წევრები: 

3-L17=20, 5-L15=290. 
7-+13=20, 9-LI1=20. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ თავიდან და ბოლოდან ერთნაირი რიგით დამორე- 
ბული წევრების ჯამი უდრის კიდურა წევრების ჯამს. 

ეს ასეც უნდა ყოფილიყო, ვინაიღან 1 შესაკრებები 2-ით იზრდება (1, 5, 7, 9), 
შეორე შესაკრებები 2-ით კლებულობს (17, 15, 13, 11), 

ახლა გადავიდეთ არითმეტიკული პროგრესიის პირველი # წევრის ჯამის ფორ- 
მულის გამოჟვანახე. 
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ვთქვათ, მოცემულია # წევრისაგან შემდგარი არითმეტიკული პროგრესია: 

–-მშე, 0, ძე,..»რი- ვ, მში რი. 

აღვნიმნოთ ამ პროგრესიის წევრთა ჯამი 5,-ით, 

ე. ი. 

5გ=0:+ძე+L+თ+...0ი-3+ძია_1+0ძ,. () 

თუ (1)-ის ჯამის შესაკრებებს დავწერთ ადგილების შეცვლით, ამით, ცხადია, ჯამი 

არ შეიცვლება და გვექნება: 

ზაე=ძ0ე+ძიე.)+ძიე.ვ+...-+ძვ+ძა+-ძ,. (2? 

(1) და (2) ტოლობების წევრ-წევრად შეკრება მოგეცემს 
25გ=(0,+ძე)+(თ+ძი 0+(ივ+ძ,- )+...+(9იი :+ძე-+-(C, .+0ი)-L-(ი+ძ,). 

თითოეულ ფრჩხილში გვაქვს თავიდან და ბოლოდან თანასწწორად დაშორებული 

რარების ჯამი, ცხადია, ეს ჯამი ეტოლება კიდურა წევრების ჯამს. ასე რომ, გვექ- 
ბა: 

0:+ძე=0ძ:4+0ა 1=0ძე+ძგ_:=...=0ა :+ძე=0ა .1+ძე=0ი +ძ,, 

ამიტომ 

25”=(0 +9ძ,)· ”„, 
საიდანაც ' 

(თ, + ძ.) ი 5, =45102-, თ 

სასრულო არითმეტიკული პროგრესიის წევრთა ჯამი უდრის მისი კიდურა 

წევრების ნახევარჯამისა და წევრთა რიცხვის ნამრავლს. 

მიღებულ ფორმულაში თუ გავითვალისწინებთ არითმეტიკული პროგრესიის 
ზოგადი იე წევრის მნიშვნელობას, (ძგ=0,)+(იM-––1) თ), გეექნება 

I0ი,+0,+(L-1)ძ) ი (20.+C--1)ძი)/ი 
ზა= ს აალლეეეეეეეესაეეა ააა“. -, 

2 2 
ანუ 

_ I20, + (1-–)1)ძ)/ 
4 2 · (4) 

მაგალითები: 

1. ვიპოვოთ –:--3, 7, 11, 15, 19, 23, 27, 31,... 

პროგრესიის პირველი 8 წევრის ჯამი. 

აღებულ მაგალითში ი,=3, ძ=4, ძგ=31. 

ვისარგებლოთ ჯამის ფორმულით 

§.= (თ+ძ)#ჩ 
2 

ჩავსვათ ცნობილი სიდიდეები: 

§,=-02+20წ –17 .8=13ი 5,=126, 
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2. ვიპოვოთ -= 4, 3 +, ე, ... 

პროგრესიის 20 წევრის ჯამი 

მოცემულია ძ,=4; ძ=–- –-, M=20, 

ა
ა
)
 > 

ამ მაგალითში მოხერხებულია გამოვიყენოთ ჯამის (4) ფორმულა: " 

5, _I 20, +ძ (IL--1) 1” 

1 |2:4- > (20–1) 20 „_9 ვ 
=: – 7 ):10= – 2 109=-15, 

5,:=--15. 

სავარჯიშო. 

1. იპოვეთ ნატურალურ რიცხვთა მწკრივის ჯამი 1-დან 100-მდე. პას: 5050 

2. იპოვეთ სხვაობა და წევრთა ჯამი არითმეტიკული პროგრესიისა, რომელში,, 

ძ,=5, იგ=105 და #=26, ბას: ძ=4, 5=1365. 

3. ამოხსენით განტოლებები: 

ი) 1+7+13+...+-X=280 პას: X=55, 

ხ) 1-+4-L7-...+X=117 პას: X=25 

0 (++1)+(X-+4)+(X+7)+...+-(X+28)=155 პას: X=1., 

4. იპოვეთ ვაბურღილის სიღრმე, თუ ჩაგდებული კენჭი ფსკერზე ეცემა 6– 

წუთის შემდეგ (ჰაერის წინააღმდეგობა მხედველობაში არ მიიღება), 

§ 188. გეომეტრიული პრობრესია. გეომეტრიული პროგრესიის ზოგადი 
წევრის ფორვულა 

განსაზღვრა. გეომეტრიული პროგრესია ეწოდება რიცხვთა ისეთ მიმ. 
დევრობას, რომლის თითოეული წევრი, დაწყებული მეორიდან, უდრის წინა წევრს, 

გამრავლებულს ამ მიმშდევრობისათვის მუდმივ, ნულისაგან განსხვავებულ რაიმე 

რიცხვზე. 

მაგალითად, გეომეტრიულ პროგრესიას წარმოადგენს რიცხვთა შემდეგი მიმ–- 

დევრო ბები: 

“ 15, მ, –, – 1 ა. “3, 6, 129,... 5 – 

აღებული პროგრესიის ჯამის გამოთვლა შეიძლება (3) ფორმულითაც, მაგრამ ამისათვის 

წინასწარ უნდა გაჯიგოთ პროგრესიის მე-20 წეერი, რისთვისაც გამოვიყენებთ ძე=0,+(ი - :)4 

ფორმულას. 
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<> ნიშნას გეომეტრიულ პროგრესის. დასახელებული მიმდევრობები–- 
დან თითოეული, დაწყებული მეორიდან, მიიღება წინა წევრის გამრავლებით პირველ 

მაგალითში ე, მეორეში < ზე, შესამეში 2-ზე. 

გეომეტრიული პროგრესია ზოგადად ჩაიწერება შემდეგი მიმდეერობის სა- 
ხით: –> რ, მე, მე,..ა ში, 

ძ,-ს პროგრესიის პირველი წევრი ეწოდება, ძ,-ს –– ზოგადი წევრი, 
იმ რიცხვს, რომელზედაც უნდა გადავამრავლოთ გეომეტრიული პროგრესიის 

ყოველი წევრი მომდევნო წევრის მისაღებად, ეწოდება პროგრესიის მნიშვნელი 

და აღინიშნება 0 ასოთი. 

თუ პროგრესიის პირველი წევრი დადებითია და 0<0<1, მაშინ პროგრესია 

კლებადია. მაგალითად გეომეტრიული პროგრესია “9,3, 1, –, ... კლებადია, 

კლებადია პროგრესია მაშინაც, როცა პირველი წევრი უარყოფითია (ძ, <0) 
და |I9I>!. 

მაგალითად, –“ –-1, –-6, –-12,... პროგრესია კლებადია, 

თუ გეომეტრიული პროგრესიის პირეელი წევრი უარყოფითია და 0<-0<1, 
მაშინ პროგრესია ზრდადია. 

მაგალითად, --- --12, –-4, –<. =>. პროგრესია ზრდადია; იმ ”შემ- 

თხვევაში, როცა პირველი წევრი დადებითია (0ი,>0) და პროგრესიის მნიშვნელი 

უარყოფითია (0<0), მაშინ პროგრესიის წევრები რიგრიგობით იცელიან ნიშანს, 

ასეთ შემთხეევაში გეომეტრიული პროგრესია არც ზრდადია და არც კლებადი. 
მაგალითად: 

5, ––10, 20, –-40,... 

გეომეტრიული პროგრესიის განმარტების ძალით შეგვიძლია ეწეროთ 

ძ.=0ძე · 0, 

ძე=0ძა- 0=რ0· 0· ძ=ძეძ", 

ძკ=ძე· 0=0,0"· 0=თ0). 

ადვილი შესამჩნევია შემდეგი წესი: პროგრესიის რომელიმე წევრის მიხაღე- 
ბად საკმარისია, პირველი წევრი გადავამრავლოთ მნიშვნელის იმ ხარისსზე, რამ- 

დენი წევრიც წინ უძღვის ამ წევრს. 

მაგალითად, მე-10 წეერს მივიღებთ ასე: ი,ე=0ე0". 

მე-100 წევრს მივიღებთ ასე: 0,ია=ძ0,0%. 

ვთქვათ, ეს წესი სამართლიანია #-ური რიგის წევრისათვის ე. C. 

ძა=0, · 0"-!. (1) 

დაჟგამტკიცოთ მისი სამართლიანობა #+1 რიგის წევრისათვის, ე. ი. 

0»+1=0, 0. 
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ართლაც, გეომეტრიული პროგრესიის განმარტების ძალით შეგეიძლია დაე- 
წეროთ: 

0M+ე)=0ძ» · 0 = ძეი") · 0 = 0,0), 
0.+: = 0; · 0"; 

(1) ტოლობის სამართლიანობა ჩვენ უშუალოდ შევამოწმეთ იმ შემთხვევისა- 
თვის, როცა #=4, ცხადია ახლა დამტკიცებულის ძალით ის სამართლიანი იქნება 

მაშინ, როცა #=5. მაგრამ თუ ის სამართლიანია, როცა #=5, სამართლიანი იქნება 
მაშინაც, როცა #=6, და ა. შ. საზოგადოდ დამტკიცებული წესი სამართლიანი 
იქნება ყოველი მთელი დადებითი #=/! რიცხვისათვის (#>1). 

„რ. 
მ ძა=თ, · 5-1! (C) 

ამრიგად, გეომეტრ. ი პროგრესიის #-ური ი რის მის პირ 
წევრს, ს გამრაელებულს პროგრესიის. მნიშვნელზე ი წ ევი სშმი ქელ 

(2 ფორმულა წარმოადგენს გეომეტრიული პროგრესიის ზოგადი წეერის 
ფორმულას. 

მაგალითები: 

1, იპოვეთ <3, 6, 12,... 

გეომეტრიული პროგრესიის მე-6 წევრი, ვისარგებლოთ (2) ფორმულით: 

ძა=0;· 0%, 

ძ,=3; 0=2. 

ამიტომ ძკ=3. 25=3. 21=ქ . 32=96, 

სავარჯიშო 

1. გამოიანგარიშეთ მე-6 წევრი გეომეტრიული პროგრესიებისა: 

ა) –– მ, 4, 2,... პას. «,=-- , 

ბ 55,383 21, პას ძ.=29, 
8 4 2 27 

2. იპოვეთ მე-10 წევრი გეომეტრიული პროგრესიისა: 

1 1 
– 2, –V2 1 ––-,.. პას, ძ,ა=– V2. 2 V2, V2 კა=– 5 V2 

3. იპოვეთ იმ გეომეტრიული პროგრესიის პირეელი წევრი, რომელშიც 

ა) თიკ=384, ძ=2. პას: ძ,=6,. 

4 1 
ბ = –, =-- პას: =2916, ) რ 9 ჟძ 9 რ 

§ 180. საზუალო გეომეტრიული 

თეორემა. დადებითწევრებიანი 

–-ძ,, C2-, ძე,... რიგ, რაც+1I... 

გეომეტრიული პროგრესიის ჟუოველი წევრი, დაწყებული მეორედან, უდ- 

რის მისი წინა და მომდევნო წევრების საშუალო გეომეტრიულს. 
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=V0მი-1 რე+· 

მართლაც, როცა M>2, 

მა=0შეიე- 0. (1 

(1) ტოლობის ორივე ნაწილი ავიყვანოთ კვადრატში: 

ძე”ლ=რმ"ი 1 > 0“, 
ანუ 

იბ,=ძა_1 · (იი) · თ 0=ძიაი.1" (ძ, , თ =ძი .1' მი+I. 

ამრიგად, 

ძა'=ძი-1 "მი... 

საიდანაც 

ძგ= Vყი-) · მი+: 

აქვე უნდა შევნიშნოთ, რომ, თუ გეომეტრიული პროგრესია უარყოფით წევ- 

რებს შეიცავს, მაშინ ეს თეორემა არ გამოგვადგება, ვინაიდან საშუალო გეო- 

მეტრიული მხოლოდ დადებითი რიცხვებისათვისაა განსაზღვრული. 

მაგალითად, –- 2, 4. მ,... პროგრესიისათვის მივიღებთ არასწორ ტოლობას. 

–4=V2.:-8=პბ; 

მაგალითები: 

1. 2-ს და 486-ს შორის ჩასვით 4 ისეთი რიცხვი, რომლებიც მათთან ერთად. 

შეადგენენ გეომეტრიულ პროგრესიას, 

ცხადია, 01=2. და 0გ4=486. 

ძ.ა=0,0"5; 486=2- 03; 0%ძ=243; ძ=1/243=3, 

გეექნება შემდეგი პროგრესია: -- 2, 6, 18, 54, 162, 466. 

სავარჯიშოები: 

1. 9-სა და 243-ს შორის ჩასვით 2 რიცხვი. რომლებიც მოცეჰულ რიცხვებთან.- 
ერთად შეადგენენ გეომეტრიულ პროგრესიას. პას. 9, 27, 81, 243. 

2, 160-სა და 5-ს შორის ჩასვით 4 საშუალო გეომეტრიული 

პას, 160, 80, 40, 20, 10, 5; 

3, 1-სა და 7 შორის ჩასვით 6 საშუალო გეომეტრიული, 

პას, 1, %V7, #75, 77, #7', V75, V7%, 7. 

§ I40, ბეომეტრიული პრობრესის ჯამის ფორმულა 

ვთქვათ, მოცემულია ძე, ძე, მუ,..., 0ის... 

ავღნიშნოთ ამ გეომეტრიული პროგრესიის პირველი # წევრის ჯამი 5 აგ-ით: 

პზ§ა=0,+0თ:+ძა +...+ძი. (1) 

გავამრავლოთ პირველი ტოლობის ორივე ნაწილი ქ-ზე, სადაც 05%), 

§,0=0ძ,0-+ძე0+ძემ+...+ძეძ. 
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«ჭინაიდან 

ძი) #=ძა 

მიაძ=0ძვ 

ძემ =0ძ4 

მა-10= ძი 

5„0=0ძ.+ძე+ი,კ+...იი+ძეძ. (2) 

(2) ტოლობას გამოვაკლოთ (1): 

ზ5ემ-ზიე=ძეძ--, 

5ეა(0--1)-=0ე0--ძ,, 

ვვექ5ება 

' 
ხაიდ ანაც 

ვ§.-0შ- ი (9>%1). (6). 

(3) ფორმულა წარმოადგენს გეომეტრიული პროგრესიის პირველი /#, წევრის 
ჯამის ფორმულას. გეომეტრიული პროგრესიის პირველი „თ წევრის ჯამი უდრის 
წილადს, რომლის გრიცხველია უკანასკნელი წევრისა და პროგრესიის მნიშვნე- 

ლის ნამრავლს გამოკლებული პირველი წეერი, ხოლო წილადის მნიშვნელია 

პროგრესიის მნიშვნელი ერთის გამოკლებით, 

თუ (3) ფორმულაში ი„=თ09"“), გვექნება 
 _ თიში -რძ _ 90“ – ძი, _ 0, (0-'– 1) 

აი = , 

ძ-I ძ-1 ძ-1 

§,- 0-ს. თ რ 
იმ შემთხვევაში, როდესაც გეომეტრიული პროგრესიის მნიშენელი |0|<1, 

'უფრო მოხერხებულია ჯამის (3) და (4) ფორმულები გამოვიყენოთ შემდეგი სახით: 

5,= ძე-ძიინ და 8= 0, (1–9') · 

1” 1-ძ 
მაგალითები, 

1, იპოვეთ იმ გეომეტრიული პროგრესიის წევრთა ჯამი, რომელშიც 

0,=3, 0=2, #=6, 

291 §,C20-) ე 
2–1 

2, _#ნსახღვრეთ იმ გეომეტრიული პროგრესიის პირველი და უკანასკნელი 
წევრი, რომელშიც: „=8, 9=2, 5კ =765. 

ი 
5 = თ (6"–)).. ძ-ა=ძ) ი; 

ძ–1 
წ 765=-2) (2-1) . ი,=3-27 = 384; 

2-1 

765–-255 0; ძ-გ=384. 
ძე =3. 
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სავარჯიშო 

იპოვეთ ჯამები: 

1) 1+2+2'-+L..,+24; 5) 1+X+X+...+X!“ (54) 
2) 1--24+2'-L2)...-L2), 6) X--X-L 0... +X2 

1 1 1 1 ძმა-1=15 იპ. იძ ; 
მშ – უა ნუფ ლ.ა 7 გ უდი 

2 2. 2 ვე! 7 | ი,-თ=6 პას, 1; 2. –16,= · 
1 1 1 -–=6.= 4 +42+44+4 42, 8 I2 ძა=4მ, 

  

  

  
          
  

ვ 23 33 ვა ძკ+0ძგ=48, 

5.ა=102ქ.. იპ: ძი, და ძ. 

პას: 1; 2 
პასუზები: 

101__ 1) 1024, 2) 2731, ვ) 243. კ, 3200. „ე X9-1 
4096 6561 X–1 

5. ცხრილში მოცემული სამი სიდიდის მიხედვით განსაზღვრეთ ორი დანარ- 

ჩენი, 

#) თI0I8) ში |§,„I #Iთი|დთ |M | ძი § |M)ძსი)ი! ძე |) § 

1|I1)3|10 4 3 567 | 847| 7 –2| 19|262144 
I 

2 49) 2 5 + 1 1275 -34| !2,3 
+) 2 2 128 | 128) I 

|212 7 | 1458 I. 11 1 "» 0,0%0,5 §7 
2 | 2 654! | !                                 
  

§ 141. უსახრხულოდ კლებადი გბგეომეტრიულუეუ აპრობრესია 

ჯამის განსაზღვრის განხილულ მაგალითებში იგულისხმებოდა, რომ შესაკ- 
“რებთა რიცხვი იყო სასრულო. ახლა განვიხილოთ ჯამის მოძებნის ის შემთხეევა, 
როდესაც შესაკრებთა რიცხვი უსასრულოა. ვთქვათ, 

§=ი,-+ძე+ძე+...+ძე... (1) 

გა ნსაზ ღე რა: 0,, ძა, ძე... 0ე,... რიცხვთა უსასრულო მიმდევრობის 

ჯამი ეწოდება ამ მიმდევრობის პირველი # წევრის ჯამის ზღვარს, როცა /–<+თ, 

ე. 9. 
5=IIთო 5გ=)1ი00 (0,+ ძ--+ძე + ... +0ძ,...) (2 

#M->-თ. იიი 

«2 ზღვარი შეიძლება არსებობდეს და შეიძლება არც არხებობდეს, თუ (2) ზღვა- 

“რი არსებობს, მაშინ ამბობენ, რომ (1) ჯამი არსებობს, თუკი (2) ზღვარი არ არსე– 

ბობს, მაშინ არც (1) ჯამი არსებობს, 

(1) მიმდევრობის ჯამის არსებობის კრიტერიუმები განიხილება უმაღლესი მა– 
თემატიკის იმ განყოფილებაში, რომელსაც „მწკრივთა თეორია4 ეწოდება. 
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ჩვენ აქ განვიხილავთ რიცხეთა უსასრულო მიმდევრობის ჯამის განსაზღვრის 

ერთ-ერთ კერძო შემთხვევას –– უსასრულოდ კლებადი გეომეტრიული პროგრე- 
სიის წევრთა ჯამის განსაზღვრის შემთხვევას. 

ვთქვათ, მოცემულია უსასრულოდ კლებადი გეომეტრიული პროგრესია 
ძი თა, რთვ,... რის... 

ცხადია, 

ანუ 
ძა=0,0, 0ე=0,0",...,ძე=0,0 9“ 1,... 

–<-ძს 0.0; 0.0” ,... 0.05“, 

როგორც ვიცით, ამ პროგრესიის პირველი წევრის ჯამი გამოითვლება ცნობილი 

ფორმულით: 

§. == 91:(1-9) . 

  

1-ძ 
თუ ამ უკანასკნელ ტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, გვექნება: 

სო 5,=Mთ -<-(0-99 _ ჩი. კე 1 ე) = -2. (ი 1- ი ძე. 
ი-ი იარ 1–-ძ 1–მი–თ 1-ძთ-თ ი-+თ) 

სკო 1=) IIთ0ბ=0 (|I0|I<1), 
ჩ-- თით #--ი0 

ამიტომ 

5= IIი1 5, = თ . 
იჩი-–>თ –ძ 

§8=-! 
1-4   

ამრიგად, უსახრულოდ კლებადი გეომეტრიული პროგრესიის ჯამი უდრიხ 

ამ პროგრესიის პირველ წევრს, გაჟყოფილს ერთისა და პროგრესიის მწიშე- 

ნელის სხვაობაზე. 

მაგალითები. 

ვიპოვოთ ჯამი უსასრულოდ კლებადი გეომეტრიული პროგრესიებისა: 

ეღ_ §=- 1! =1.2 
2102 4 1 C 1 

2 2 

2, – 14 –7 3241, , §8=--4 _1ტ 1462 2_ა ე 
+242 3 3. 3.“ ვ 

3. მარტივი პერიოდული ათწილადი 

0, 13, 13, 13... 

ვაქციოთ ჩვეულებრივ წილადად. 
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მოცემული მარტივი პერიოდული წილადი წარმოვადგინოთ უსასრულო ჯამის 
სახით; 

0,13131ქ,,., =<++- ჰე) ქვე. 
10:20 1000000 

ცხადია, ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილი წარმოადგენს იმ უსასრულოდ კლებადი 

გეომეტრიული პროგრესიის ჯამს, რომლის პირველი წეერი არის = ხოლო მნი- 

  შვნელი = - ამიტომ 

13 

0,13131ვ > 190 _ _ 
1–- – 

100 

13 
9. 

ამ ხერხით მივიღეთ მარტივი პერიოდული ათწილადის ჩეეულებრივ წილადად 
გადაქცევის წესი: 

მარტივი პერიოდული ათწილადი ჩვეულებრივ წილადად რომ გადავაქცი- 

ოთ მრიცხველში ვწერთ ათწილადის პერიოდს, ხოლო მნიშვნელში იმდენი 

ცხრიანისაგან შედგენილ რიცხვს, რამდენი ნიშანიცაა აოწილადის პერიოდში. 

4, შერეული პერიოდული წილადი 0,2888... ვაქციოთ ჩვეულებრივ წილადად. 
აღებული წილადი წარმოვადგინოთ შემდეგი ჯამის სახით: 

2 8 8 8 
ი 000 ' 100001“ )0 10“ 10000 

ამ ჯამის შესაკრებები, დაწყებული მეორიდან, წარმოადგენს უსასრულოდ კლებად 

გეომეტრიული პროგრესიის წევრებს. ამ პროგრესიაში მნიშვნელი 0= +, ამიტომ 

8 
2,8 2 19 2 8 
–-.ი--– ძ=– – =----- - = 

10 0“ წნენ ს .+. 0.11 10 100 10 
10 

2 ზ 2.98 2.10-2+8 28-2 26 13 
10990 ში % 90 90 45. 

5. ასეეე, თუ გვაქვს წილადე 0,254545... 

გვექნება 
54 

ვ. 54 54 ვ 1000. 3 _ 54 
აა ასს +..= ალენი იი= 
10 ' 1000 '1000000 1011 _ 1 I! 990 

100 

ვ.909+54 3 -100-3+54 354-ე _ 154-3 151 39 
990 990 990 თე 990 110“ 
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განხილული მაგალითებიდან ჩანს, რომ შერეული პერიოდული წილადი უდ- 
რის ისეთ ჩვეულებრივ წილადს, რომლის მრიცხველი მიღებულია მეორე პერიო- 

დამდე დაწერილი რიცხვიდან, პირველ პერიოდამდე დაწერილი რიცხვის გამოკ- 
ლებით, ხოლო მნიშვნელი ისეთი რიცხვით, სადა) 9 მეორდება იმდენჯერ, რამდე- 

ნი ციფრიცაა პერიოდში, იმდენი ნულით ბოლოში, რამდენი ციფრიცაა ერთიდან 

პერიოდამდე. 
სავარჯიშო 

იპოვეთ შემდეგი გეომეტრიული პროგრესიების ჯამები: 

1 62, 11. 4... 
3 ვ 15 

2. 3V2, V2, V2,.. 

1 > 2 „> მ. M/ 5. IMV3.. 3 M3'- 

V3+ 1 1 V3–1 
V3–1' ” #3+1'“ 

5, შემდეგი პერიოდული ათწილადებიდან თითოეული წარმოადგინეთ უსას- 
რულოდ კლებადი გეომეტრიული პროგრესიის ჯამის სახით და განსაზღვრეთ ამ 
ჯამის ზღვარი: 

1) 0,444, ... 2) 15,666,... 

XIII თავი 

მაჩვენებლიანი და ლოგარითმული ფუნქციები 

§. 1419, ირაციონალურმაჩვენებლიანი სარისსის ცნება 

ჩვენ გავეცანით ნულოვანი, წილადი და უარყოფითმაჩვენებლიან ხარისხებს. 

ახლა განვიხილოთ ხარისხი, რომლის მაჩვენებელი ირაციონალური რიცხვია. 

ვთქვათ, მოცემულია ხარისხი თ”, სადაც ი5-) და თ რაიმე ირაციონალური: 
რიცხვია, აქ შეიძლება შეგვხვდეს შემდეგი შემთხვევები: 

1. 2>1 და თ>0. 

თ, იყოს თ ირაციონალური რიცხვის ნებისმიერი მიახლოებითი რაციონალური 
მნიშვნელობა, აღებული ნაკლებობით, ხოლო თ, ნებისმიერი მიახლოებითი მნიშ- 
ვნელობა მეტობით, მაშინ ი გამოსახულების ქვეშ გვესმის რიცხვი, რ ომელიც. 
მეტია ყოველი ძ= ხარისხზე და ნაკლებია თ“. ხარისხზე, მაგალითად, 3.V2 ნიშნავს 
ისეთ რიცხეს, რომელიც მეტია შემდეგი რიცხვთა მიმდევრობის თითოეულ წევრზე: 

ვ1V, ვI41 ვ14M (ს 
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ხოლო ნაკლებია შემდეგი მიმდევრობის თითოეულ წევრზე: 

ვ.ბ, ვI4, ვ1416, .,, (2 

(1) მიმდევრობის წევრთა ხარისხის მაჩვენებლები წარმოადგენენ I/ 2-ის მიახ–- 
ლოებით მნიშვნელობებს ნაკლებობით, 

(2) მიმდევრობის წევრთა ხარისხის მაჩვენებლები არის V 2-ის მიახლოებითი- 
მნიშვნელობები, აღებული მეტობით. 

2. ძ<1 და თ>0, 

ე. ი. 04 დადებითია და ნაკლებია 1-ზე და თ-ც დადებითია, 

მაგალითად, 
1 VV> 

(5) 
მაშინ „> გამოსახულების ქვეშ გვესმის ისეთი რიცხვი, რომელიც ნაკლები» 

ყოველ თ9. ხარისხზე და მეტია 0 ხარისხზე. 

ე. ი. (> V. არის რიცხვი, რომელიც ნაკლებია 

დ) დ) 0) ცე“ 
მიმდევრობის თითოეულ წევრზე. ხოლო მეტია 

1 VI.8 1 12 1 V1·28 1 V1+4141 

(I) (+) (ე) (2) 
მიმდევრობის თითოეულ წევრზე. 

3. 2=1, მაგრამ თ<0 (თ უარყოფითი ირაციონალური რიცხვია); ამ შემთხ- 

ვევაში 0% გამოსახულებას ეძლევა ისეთი აზრი, რაც აქვს უარყოფით რაციონალურ- 
მაჩვენებლიან ხარისხს. 

მაგალითად, 

  

ვ-V. 1 1 ) ''= 1 
“32 "+ %Lს2 ( 1 I ' 

2 
უნდა შევნიშნოთ, რომ ირაციონალურმაჩვენებლიან ხარისხებზე ვრცელდება» 

ყველა ის თვისება, რაც მიღებული გექონდა რაციონალურმაჩეენებლიანი ხარისხე– 

ბისათვის. 

მაგალითად, თუ თ და ჩ ირაციონალური რიცზეებია, მაშინ 

ც9 . 0ჩ=09%ჩ ით: 0ჩლ=იე=-ჩ; (ი0=)ჩ= ც98ზ. 

§ 148. მაჩვენებლიანი ფუნჭცია 

გა ნსაზღ ვ რა 1. ყ=05 სახის ფუნქციას, სადაც 0->>0 და 65-11, ხოლო 

X-ს შეუძლია მიიღოს ნებისმიერი მნიშვნელობა ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლი–- 

დან, ეწოდება მაჩვენებლიანი ფუნქცია. 

თუ ფუძე 1-ის ტოლი იქნება, მაშინ გვექნება #=1 %=1, ეს კი ჩვენთვის საინ- 
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ტერესო არაა. ფუძე ძ ასევე უნდა ვიგულისხმოთ დადებითად, ვინაიდან, როცა 6 
უარყოფითია, თ% ხარისხი X-ის ზოგიერთი მნიშვნელობებისათვის ვერ მოგვცემს 

ნამდვილ რიცხეს. ასე, მაგალითად, როცა 0 = –-9 და Xჯ =<. ხარისხი ი% მი- 

იღებს სახეს: (–-9), =V-9, რასაც ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეში აზრი არა 
«აქვს. განვიხილოთ მაჩეენებლიანი ფუნქციის რამდენიმე თვისება. 

   
ნაზ. 151, 

თვისება 1, მაჩვენებლიან ფუნქციას შეუძლია მიიღოს მხოლოდ დადებითი 

მნიშვნელობები, ' 

ე. ი. 2%>0, ძ რიცხეის ყოველი დადებითი მნიშვნელობისათვის. მართლაც), 
თუ X>0, მაშინ თ«->0 (ვინაიდან 0ი>9). ახლა, ვთქვათ, #ჯ არის რაიმე უარყოფითი 

რიცხვი. მაგალითად, X = –– ი, მაშინ ე#=6-ჩი = –. ცხადია, 00 >> 0, ამიტომ 

<+ >0. 
ცემ 

ე. ი. 09% ფუნქცია დადებითია ჯ-ის ყოველი ნამდვილი მნიშვნელობისათვის, ეს 

თვისება ნათლად ჩანს ყ=0% ფუნქციის გრაფიკზე (ნახ. 151, ა, ბ). 

თვისება II. მაჩვენებლიანი ფუნქციის განხაზღვრის არე არის ყველა 
ნამდვილი რიცხვის სირავლე, ე. ი. (–=თ0, +Cთ) შუალედი. 

მართლაც, როცა 0>0, 65 გამოსახულება განსაზღვრული იქნება (C-–-იი, -LCC) 

შუალედიდან აღებული X-ის ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვითი მნიშვნელობისათვის, 

თვისება III. თუ C>1, მაშინ 0+>>1, თუ X>0, და 0%<:1 თუ X<0. თუ Xჯ 

რაციონალური რიცხვია, მაგალითად, »-%, მაშინ, ცხადია, 

» ლია ი'=ძი = Vიცო. 

ვინაიდან 6>>1, ამიტომ ი ->>1, ერთზე მეტი რიცხვიდან ი ხარისხის ფესვიც, 
აგრეთვე, 1-ზე მეტი იქნება, ამრიგად, 60%>1. 

ახლა ვთქვათ, ჯ რაიმე ირაციონალური რიცხვია. მაშინ, როგორც ვიცით, არ- 
სებობს დაღებითი რაციონალური X, და X, რიცხვები, რომლებიც წარმოადგენენ 
Xჯ რიცხვის ათწილად მიახლოებებს, ისე რომ 

X,.<X<X%·. 
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თუ გავიხსენებთ ირაციონალურმაჩვენებლიან ხარისხის განსაზღვრას, გეუქ- 

ნება: 

ცი<ლყკილი 2 

მაგრამ 05>>1, ამიტომ 8-”-იც მეტი იქნება –-1-ზე. 

ამრიგად, დამტკიცდა, რომ ჯ-ის ნებისმიერი დადებითი მნიშენელობისათვის, 

როცა ძ>1, თძ5ა>1. 

განვიხილოთ შემთხვევა, როცა X უარყოფითია და უდრის --/-ს. 

მაშინ 09%=,0-ჩ= +, მაგრამ 09>>1, ამიტომ <<), ე. ი. როცა 80>>1 და ჯ ნე– 

ბისმიერი უარყოფითი რიცხვია, 6%<1. 
ის შემთხვევა, როცა 0<:0<1, შეიძლება ადვილად დავიყვანოთ განხილულ 

“შემთხვევამდე. 

თვისება IV. როცა თ>1, ყ=თ% ფუნქცია მონოტონურად %რდადია, 

ხოლო როცა 0<1, –-– მონოტონურად კლებადი. 

მართლაც, ვთქვათ, თ>>1 და X->X. დავამტკიცოთ, რომ 052>X%. რადგანაც 
X.>X,, ამიტომ X, შეიძლება წარმოვადგინოთ შემდეგნაირად: 

X-=X+/, სადაც II>0. 
ცხადია, 

ც.-ცა6=ცხს+-ი ტცX=ე%I(ე M-1). 

ზემოთ განხილული თვისების ძალით 0”#>>0. რადგან #>0, 6'>>) და სხვაობა 
იო--1>0, ამიტომ ნამრავლი CM” · (0 -––1)>>0, 

ე- ი, 

ძ5--95>0, 

საიდანაც 0-%>ძ5%, რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 
მოსწავლეებს ევალებათ განიხილონ და დაამტკიცონ მე-4 თვისების ის შემთ- 

ხვევა, როცა ძ<1. 

თვისება V. თუ ი>1, მაშინ ჯX არგუმენტის უსასრულოდ ზრდასთან ერ- 
თად V=05% ფუნქციის მნიშვნელობაც უსასრულოდ იზრდება, ჯ არგუმენტის უხა–- 

სრულოდ კლებასთან ერთად ყ=0თ%+ ფუნქცია უსასრულოდ კლებულობს და მახ– 

თან რჩება დადებითი. ეს თვისება ნათლად ჩანს ნახაზზე (ნახ. 152, ა). 

6) ყ=-თ> ფუნქციის ცვლილების არეა ყველა დადებითი რიცხვის სიმრაელე, 
ე. ი. შჟალედი. (0, +<). 

ამრიგად ყ=0X ფუნქციის განსაზღვრის არეა (X არგუმენტის მნიშენელობათა 
სიმრავლე) C–ითი, +290) შუალედი, ხოლო ცვლილების არე (0, -+-თ-) შუალეღი. 

როგორც ვნახეთ, მაჩვენებლიანი ფუნქციის თვისებები შემდეგია: 

1. ყ=20% ფუნქციას შეუძლია მიიღოს მხოლოდ დადებითი მნიშვნელობები 

(->0, ი5)). 
2. თუ 2>>1, მაშინ >>1, როცა X>0, და 0%-<:1, როცა L<90. 

3. როცა 0>1, ყ=ძ% ფუნქცია მონოტონურად ზრდადია, ხოლო, როცა 

ძ<1, მონოტონურად კლებადი. 

4. თუ 6>1, მაშინ ჯ არგუმენტის უსასრულოდ ზრდასთან ერთად ყ=ძ7 

ფუნქცია უსასრულოდ იზრდება, ჯ არგუმენტის უსასრულოდ კლებასთან ერთად 

ყ=ძ5 ფუნქცია უსასრულოდ კლებულობს, მასთან რჩება მუდამ დადებითი. 
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5. ყ–ც% ფუნქციის განსაზლვრის არეს (არგუმენტის დასაშვებ მნიშვნელო– 

ბათა სიმრავლეს) წარმოადგენს ყველა ნამდვილი რიცხვის სიმრავლე, ე. ი. (–თ 

–+იი) შუალედი. 
ცვლილების არეს (ფუნქციის მნიშვნელობათა სიმრავლეს) წარმოადგენს ყველა 

დადებითი რიცხვის სიმრავლე, ე. ი. (0, +909) შუალედი, 

§ 144, მაჩვენებლიანი ფუნქციის გრაფიაი 

# ყ# 

'ყ-ი0/ყი-გ= 

  

  

  

  
  

    
  

  

      
  

          

  

  
  

  

  

    

      
  

92 + 

ნახ. 152 ა, ბ. 

ყ=2X 
+ I ა| 2 ი !. | 2 I 2 იზრდება | 

V 1 I | 1. | 1 | 2 4 8 | იზრდება 
ზ I 4 2 

ყ= 10” 
» -II->-+I-+ 0) .:).2 | 3) 1! „არღება 

4) 4! 4 4 4 4 

V« (0,1! (|0,17 10,32 >. 1 | 3,16| 5,622 10) იზრღება 

1 · 

#-(<) XჯX | –3 -2| -1|0 | 1 2 |3 იზრდება 

ყ 8 · | 2 1 1. 1 1 კლებულობს 
2! 4 გ I 

1 V· ვ 1 I 1 1 ვ ყ=(| – II «დ | 1) “| 1) L0 |უ1 1 უუ 1! იზრდება 
10 4 2) 4 4)2)4 

ყ |19 6,8 3,2 1,8 1 | 0,6 | 0,3 /(0,17 0,1| კლებულობს                     
  

უფრო თვალსაჩინოდ წარმოდგენის და ერთი მეორესთან შედარების მიზნით 
ყეელა განხილული შემთხვევა გავაერთიანოთ ერთ „ნახაზში. % 

სავარჯიშო 

1. მოცემულია მაჩვენებლიანი ფუნქციები: 
ა) ყ=27#, ბ) ყ=2მ1+-1, ყ=0,5-”. 
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ჯ 
  

ყ=/ 

  

  

MI
 3 2 1 ძ ); ? 4 

ნახ. 152 გ. 

აჩვენეთ, რომ »ჯ არგუმენტის მნიშვნელობებისათვის (X=0, 1, 2, 3, 4,...) 
ძ5 ფუნქციის მნიშვნელობები შეადგენენ გეომეტრიულ პროგრესიას, 

2. დაადგინეთ არგუმენტის დასაშვებ მნიშენელობათა სიზრაელე შემდეგი 

ფუნქციებისათვის: ყ/=0თ4, ყ=0- 5, ყ=0; ყ=0“ წV=0 
3, დაადგინეთ შემდეგ ხარისხებში: 

(+ (§)" (20%. (§)1 თარო რაიო რიგია 
რომელია ერთის ტოლი, რომელია ერთზე ნაკლები და რომელია 1-ზე მეტი. 

4. მაჩვენებლიანი ფუნქციის რომელი თვისების ძალით შეიძლება მტკიცება, რომ 

ა ე »6)-ც) 
5, რომელი რიცხვია მეტი 

"ო (2. (ერა. 
§ 140, ლობარითვმული ფუნკცია 

”. ცყ = 0>=. 

როგორც ცნობილია მოცემული ხარისზით და ხარისხის, მაჩვენებლით ადეილად 
შეიძლება ვიპოვოთ ხარისხის ფუძე. 

მაგალითად, 8=X, ცხადია, X=9/8= 2 ან 4=X, X=V4=2. 
8 არის ხარისხი, ჯ ხარისხის ფუძე და 3 კი ხარისხის მაჩვენებელი, 

ახლა დავსვათ საკითხი ასე: რა ხარისხში უნდა ავახარისხოთ 2 ან 1, რომ მი- 
ვიღოთ 8 ან 9? 

ამის მიზედვით უნდა შევადგინოთ განტოლება, ამ შემთხვევაში X-ის პოვნა 

ფესვის ამოღებით შეუძლებელი ხდება. ერთ შემთხვევაში გვექნება განტოლება, 
2%=8, მეორეში 3X=9, 
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ე. ი. მოცემული ხარისხით და მოცემული ფუძით უნდა ვიპოვოთ ხარისხის მაჩ– 

ვენებელი. 
მოქმედებას რომლის საშუალებითაც მოცემული "ხარისხით და მოცემული 

ფუძით მოიძებნება ხარისხის მაჩვენებელი, ეწოდება მოც,მული რიცხვის ლოგარი- 
თმის პოვნა მოცემული ფუძით. 

ამრიგად მოქმედება ახარისხებას ახასიათებს 2 შებრუნებული მი.ქმედება –– 

ამოფესვა და გალოგარითმება. 

განსაზღვრა: მოცემული ს რიცხვის ლოგარითმი, მოცემული 0 ფუ- 
ძით, ეწოდება ხარისხის მაჩვენებელს, რომელშიც უნდა ავახარისხოთ 0, რომ 

მივიღოთ ხ რიცხვი: 

ა )M () 

ის ფაქტი, რომ ჯ არის ს რიცხვი” ლოგარითმი 6 ფუძით. ჩაიწერება შემ- 
დეგნაირად: 

I0ოCე ხ=X, (2 

(2) იკითხება ასე: ხ რიცხვის ლოგარითმი ი ფუძით უდრის X-სს. 

(1) და (2) ტოლობებიდან ადვილი შესამჩნევია, რომ 

თ %8 

= ხ. (2) 

(3)-ს ძირითადი ლოგარითმული იგივობა ეწოდება. ამ იგივეობის გამოყენებით 
)იყე 

ადვილად შეიძლება გამოვთვალოთ: 2 %« 8, ასევე 

)იყჰ 10დ+ზ 
29% (2) – ვ+– ეკე, 

თუ ფუძედ ავიღებთ 4-ს, მაშინ: 

16-ის ლოგარითმი 4-ის ფუძით უჯრის 2-ს, ვინაიდან 4- 16, ანუ 2=109, 16 

64-ის ი 3-ს =64, ანუ 3=I6წ,)64 

4–ის 1-ს 4L=4, ანუ 1=10წ,)4 

1 ჯ 1 
ის – ს 4 =2, ანუ –=)06, 2 2 2 ანუ >=106, 

1 1 1 
ის –1-ს 4-1–- ანუ –1=I0წ,- ” 4 უ წვ 

32-ის 2-ის „ 5-ს 2პ=32, ანუ 5=)0ნწ332 

100-ის 10-ის 2-ს 1013=-100, ანუ 2=10წჯი 100 

81-ის ქ-ის 4-ს ვ+=81, ანუ 4=10წ, 81 

8-ის 2-ს, 3-ს (;) =" ანუ. –-3=10დღ+M8. 
2 “CV 2 ' 

სავარჯიშო: 

1, იპოვეთ შემდეგი რიცხვების ლოგარითმები, თუ ფუძე უდრის 2-ს; 

4; 16; 32; 1; 0,5; 0,125; V2, თ 2V2. 
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2. იპოვეთ შემდეგი რიცხეების ლოგარითმები, თუ ფუძე 3-ის ტოლია: 

3; 1; 27; 1 1 
1 - 

1 – 3: ––; , 
ვ 2ჯვ' V) V3- V) 

' 
3. იპოვეთ შემდეგი რიცხვების ლოგარითმები, თუ ფუძე უღრის -> -ს: 

1 1 2 2; 32; 0,125; –, –--; V2; 4V2. , , 16 V2. V V2 

4. იპოვეთ შემდეგი რიცხვების ლოგარითმები, თუ ფუძე უდრის --ს: 

1 1 1 1 1 –, –, 21207 -%, V2 
ვ' 2 81 #3” 3V3 

5. დაამტკიცეთ იგივობა 10ყფეი (ით”) => – 

ამ იგივეობის გამოყენებით გამოიანგარიშეთ: 

1 
10616; 1062 V2: 100, --: 19წX 64; 106527; 

სიდე, 243; 106 , 125; 
8 

6, ძ. ლ. ი-ს გამოყენებით გამოიანგარიშეთ: 

49. 4 –-14 იამ 
1, 5? 2 -4%თ; ; 497 

9 C ა ( 9) ს 
§ „აე, ლობარითვული ფუნქცია და მიხი გრაფიკი 

განსაზღვრ ა. ლოგარითმული ფუნქცია ეწოდება #=10წ(ა0” სიხის ფუნქციას, 
სადაც თ ერთისგან განსხვავებული რაიმე მუღმივი რიცხვია ფორმულა ყ=10წიX 
იგივეს გამოსახავს, რასაც 0”=Xჯ. ცხადია, ადვილი დასაკავშირებელია ლოგარითმუ- 
ლი და მაჩვენებლიანი #=4ძ5% ფუნქციები. 

თუკი ფუნქცია #/=0% გვიჩვენებს ხარისხის ცვლილებას, ზარისხის მაჩვენებლის 
ცვალებადობის მიხედვით, ი'=Xჯ ფუნქცია, პირიქით, გვიჩვენებს ხარისხის მაჩვჟ- 
ნებლის ცვალებადობას ზარისხის ცვლილებასთან დაკავშირებით, 

ყოველივე ამის გამო, ბუნებრივია, /=108, > (ლოგარითმულ) ფუნქციას ვუ- 
წოდოთ მაჩვენებლიანი /=0% ფუნქციის შებრუნებულ ფუნქცია. ადვილი შესამჩ- 
ნევია, რომ ი”=»ჯ ფუნქცია მიიღება თ#=ყ ფუნქციიდან, თუ ამ უკანასკნელში X- 
სა და ყ-ს ადგილებს შევუცვლით. ეს გარემოება მიუთითებს იმაზე, რომ ყV=10ყაL 

ფუნქციის მნიშვნელობები შეგვიძლია მივიღოთ V=0#6% მაჩვენებლიანი ფუნქციის 
მნიშვნელობებიდან, თუ იმას, რაც მაჩვენებლიანი ფუნქციისათეის იყო ყ, ლოგა- 
რითმული ფუნქციისათვის განვიხილავთ, როგორც X-ს, ხოლო იმას, რაც მაჩვე– 

ნებელნი ფუნქციისათვის იყო X, ლოგარითმული ფუნქციისათვის განვიხილავთ, 
როგორც V-ს. 
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ეს გარემოება პირდაპირ მიუთითებს იმაზე, რომ ლოგარითმული ფუნქციის 
გრაფიკი შეიძლება მიღებულიქნას მაჩვენებლიანი ფუნქციის გრაფიკიდან, თუ კო– 
ორდინატთა სიბრტყეს გავკეცავთ I და III მეოთხედების ბისექტრისაზე. ნახაზზე 
ნაჩვენებია, თუ როგორ მიიღება #=29% მაჩვენებლიანი ფუნქციის გრაფიკიდან მი- 
სი შებრუნებული V=10წ;V ლოგარითმული ფუნქციის გრაფიკი, (ნახ: 153), 

  

  

    
ნახ, 153. 

§ 147, ლობარითმული ფუნწპციის თვისებები 

მაჩვენებლიანი ფუნქცია 

1. ყ=ლცი> ფუნქცის "შეუძლია 
მიიღოს მხოლოდ დადებითი მნიშე- 
ნელობები, ე. ი ფუნქციის ცელი- 
ლების არეა ყველა დადებითი რიცხ- 
ვის სიმრავლე, ანუ (0, +იი) შუალე- 

დი, რაც იმას ნიშნავს, რომ ფუნქციას 

შეუძლია მიიღოს მნიშვნელობები მხო– 

ლოდ (0, +იი) შუალედიდან. 

2. თუ ფუძე ერთზე მეტია, თ><1, 

როცა X>0მ, ხოლო 09%<1, როცა 

Xჯ<20, 

ლოგარითმული ფუნქცია 

1. ყ=10-.-X ფუნქცია იღებს ნამ- 
დვილ მნიშვნელობას არგუმენტის 
მხოლოდ დადებითი მნიშვნელობები- 
სათვის, ანუ რაც იგივეა, ფუნქციის გან– 
საზღვრის არეს წარმოადგენს ყეელა 
დადებითი რიCხვთა სიმრავლე, ა! 
(0, + თ0) შუალედი, რაც ნიშნავს, რო 

არგუმენტს შეუძლია მიიღოს მნიშენე- 
ლობები მხოლოდ (9, + თ თი) შუალე- 

შეე კიკი მოთავსებ # ლ. გრაფიკი მოთავსებულია 0V ღე– 
რძის მარჯვნივ (ნან, 151, ა). 

8. თუ ფუძე ერთზე მეტია მა- 

შინ ერთზე მეტი რიცხვების ლოგა- 

რითმი დადებითია, ხოლო ერთზე 

ნაკლები რიცხვებს ლოგარითმი 

უარყოფითია, 

ლოგარითმული ფუნქციის ამ თვისებას აქვს მარტივი გეომეტრიული ინტერ- 
პრეტაცია. ასე მაგალითად, ს როცა 0>>1, მაშინ ყ=10წიX ფუნქციის შესაბამისი 

326



შრუდის ის ნაწილი, რომელიც ეთანაღება X>1 მნიშვნელობებს, მთლიანად 

მ ოთავსდება 0X ღერძის ზემოთ, ხოლო ამ მრუდის ის ნაწილი, რომელიც) ეთანადება 
0<X<1 მნიშვნელობებს, მოთავსდება ღერძის ქვემოთ. 

ანალოგიური სურათი გვექნება, როცა ძ<1 (ნახ. 15ქ, ბ). 

3. როცა ი>1, მაშინ ი% ფუნქ- 
ცია მონოტონურად ზრდადია, ხოლო, 

როცა ძ<ლ<0, მონოტონურად კლებადი. 

4. ყ=05 მაჩვენებლიან ფუნქცი- 
აში თუ X=0, მაშინ ყ=1. 

5. ყ=0> მაჩვენებლიანი ფუნქ- 
ციის განსაზღვრის არეს (არგუმენტის 

დასაშეებ მნიშვნელობათა სიმრავლეს) 

წარმოადგენს ყველა ნამდვილი რი/)ხ- 

ვის სიმრავლე, ე. ი. C–თ, +თ) შუ- 

ალედი, ცვლილების არეს კი (ფუნქცი– 
ის მნიშვნელობათა სიმრავლეს) წარ– 

მოადგენს ჟველა დადებითი რიცხვის 

სიმრავლე. 

3, როცა 0>>1, მაშინ ლოგარით- 
მული ფუნქცია ყ=10თ.-X მონოტო– 

ნურად ზრდადია, ხოლო, როცა 0< 

<ძ<1, მონოტონურად კლებადი. ლო– 
გარითმული ფუნქციის ეს თვისება 
თვალსაჩინოდ ჩანს გრაფიკზე. როცა 

ით>1, ყ=I0წიX ფუნქციის გრაფიკი 
X-ის ზრდასთან ერთად მიემართება ზე– 

ვით (ნახ, 153, ა). 

4. ერთის ლოგარითში ნებისმიერი 

ფუძით უდრის 0-ს. 

5. ყ=10წ”ა% ფუნქციის განსაზღვ- 
რის არეს (არგუმენტის დასაშვებ მნიშ– 

ვნელობათა სიმრავლეს) წარმოადგენს 

ყველა დადებითი რიცხვის სიმრავლე, 

ე. ი. (00, +თ) შუალედი, (ვალება- 
დობის არეს კი -– ყველა ნამდვილი 
რიცხვის სიმრავლე, ანუ C-თი, -+Cთ) 

შუალედი. 

აქვე უნდა შევნიშნოთ, რომ ფუძის ლოგარითმი ერთის ტოლია. 

სავარჯიშო 

1) იპოვეთ განსაზღვრის არეები შემდეგი ფუნქციებისათვის; 

ა) V=1Iიწ-VX პას.: X->0, 

ბ) ყ=10ყი(X+1), პას.: X>>––1. 

გ) ყ=10ყწVაX?, პას.: X5-0. 

დ) ყM=I0ლი (––-X), პას.: X<0. 

ე) ყ=I0წ 6ი(X-–--1), პას.: IXI>>1. 

2) რომელი რიცხვია მეტი: 

ა) 106.5 თუ 10წ-:6. 

ე) ყ=10ყძა51ი X, პას.: 2 ჩ<- X<2#X%-Lჯ. 

%) ყ=)106C(X--1), პას.: X>1, 

თ) ყ=1იწი(X”-L1), პას: ––- თ, +C% 

ი) ყ=10წე (X” -L X-–– 2). პას.: X<--2. 

გ) 106,2, თუ 19წ, 4, 

1 1 4 5 
ბ) 106--, თუ 108. დღ) 1061 --, თუ I90წ --. 

7 7 

3) რა შეიძლება ითქვას თ რიცხვის შესახებ, თუ: 

ა) 10607 >10წ5- 6. 

ბ) 106 5< 10წე 4. 

გ) იყ, -- < 10წძე –. 
1 

2 

დ) 10-ე 5>0? 
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4) ამოხსენით უტოლობები: 

ა) 106აX->10წ 4, პას: |XI>2. გ) 10წ)ი (X„-––1) -> 10ფა (4X-L4). 
ბას: X> 5. 

4X-–1 

4X+8 

5) რა შეიძლება ითქვას თ ფუძის შესახებ, თუ ჯ-ის ნებისმიერი მნიშვნელობი– 
სათვის 

  ბ) 10-§X > 106,3, პას: X>3. დ) 10თ >0, პას: + <X<2. 

10წ9 (X“-I-1) > 10წა”X? 

6) მოცემული რიცხვებიდან, რომელია დადებითი და რომელი უარყოფითი. 

1 1 
ა) I(ილა6; ბ) 106:-- გ) 106კ5; დ) 106 3' ე)102ე1; ვ) I0წ„, ი? 

§ 148. ნამრაპლის, განაჟოფის, სარისსისა და ფესვის ლოგარითმებჯი 

1. ორი ან რამდენიმე დადებითი რიცხვის ნამრავლის ლოგარითმი თანამრავ- 

ლთა ლოგარითმების ჯამის ტოლია. 
ვთქვათ, MI და V მთელი დადებითი რიცხვებია, მასთან 

10-იM=X  106აM=V. 

ლოგარითმის განსაზღვრის ძალით ვწერთ 

M =09%, (1) 

M=0V. (2) 

ამ ტოლობების წევრ-წევრად გაღამრავლება გვაძლევს: 
#VM=თი- ანუ /# · M=-019წიM+Iიყი” . 

საიდანაც უშუალოდ გამომდინარეობს; 

10წკ (M · M) = 10წა /M + 10წ ე) VM. 

2. ორი დადებითი რიცხვის განაყოფის ლოგარითმი უდრის გასაყოფისა და 

გამყოფის ლოგარითმების სხვაობას. 

(1) ტოლობა გავყოთ (2)-ზე 

= ჟტხო-V, 
M 

ლოგარითმის განსაზღვრის ძალით; 

M 
106ა (»)-+-» ანუ 10”, (# )=I%. #M–I90დCა M. 

3. დადებითი რიცხვის ხარისხის ლოგარითმი უდრის ამ ხარისხის მაჩვენებ- 
ლისა და მისი ფუძის ლოგირითმის ნამრავლს. 

ვთქვათ, 1ი-MV=X, მაშინ M=07, ავახარისხოთ ორივე ნაწილი /# ხარისხში 
(253), ო->>თ: 

M“%--ი575. 
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ლოგარითმის განსაზღვრის ძალით ვწერთ: 

10წ(M ბ) = IX, 
საიდანაც 

10წა(M 7)=ი- 10დიVV. 

ამით მტკიცდება გამოთქმული დებულება. 
4. დადებითი რიცხვიდან ფესვის ლოგარითმი უდრის ფესქვეშა გამოსახულე– 

ბის ლოგარითმს, გაყოფილს ფესვის მაჩვენებელზე, 

ვიცით, რომ 
– ო. 

MM=VMი. 

თუ გამოვიყენებთ ხარისხის გალოგარითმების წესს, გვექნება: 

1-4 
10წა /M=10წ.აV წ = – 199 M; 

ეს უკანასკნელი ადასტურებს გამოთქმულ დებულებას. 
სავარჯიშო 

1. როგორ შეიცელება მოცემული რიცხვის ლოგარითმი, თუ ფუძის შეუცე– 

ლელად: 
ა) რიცხეს გავამრავლებთ /#M-ზე, გავყოფთ /M-ზე., 
ბ) რიცხვს ავახარისხებთ /„ ხარისხში: 

გ) რიცხვიდან ამოვიღებთ # ხარისხის ფესეს? 
2. დაამტკიცეთ, რომ გეომეტრიული პროგრესიის მომდევნო წევრების ლო– 

გარითმები შეადგენს არითმეტიკულ პროგრესიას. 

3, განსხვავდებიან თუ არა ერთმანეთისაგან ფუნქციები 

– 1 
ა) ყ=10დX და ყ=31ინა» ბ) #=10წა VX ღა ყ= -- 10ფაX? 

4. იპოვეთ დაშვებული შეცდომები შემდეგ მტკიცებებში: 

1 1 1 1 V? 1 1 
– –. –>(| – |; 10წაI –– |I>2710, –M/ ა. (>) «(-) “ (<) 

1 
ბ) 10ილ < = 106: 2: Iილ < < 2I0თ <: 

1 1 
_–”“ ) + უ5< 35 

§ 140. ლობარითმების ერთი ფუკიდან მერორაზე გადასვლა 

პრაქტიკაში ხშირად გეიხდება ერთი ფუძით აღებული ლოგარითმიდან სხე» 

ფუეძით აღებულ ლოგარითმზე გადასვლა. 
ავიღოთ ძირითადი ლოგარითმული იგივობა: ცტIიწიხ = ხ, 

გავალოგარითმოთ ეს იგივობა C ფუძით: 

32>



1060. (ი IXი") =10C- ს; 10ყახ·.·I0თ-თ=10წ,ხ, 

საიდანაც მა=ხ 

106, ხ =-55, (ს 
10წ- თ 

(1) ფორმულის საშუალებით შეგვიძლია თ ფუძით აღებული ხ რიცხვის ლოგა- 
რითმი გადავიყვანოთ ახალი C ფუძით აღებული ხ რიცხვის ლოგარითმზე.. 

თუ (1) ტოლობაში C ფუძეს შევცვლით ხ-თი, გვექნება: 

  

  
  

  

1ით ს 1 1 
ჰიყიხ=-= == ' . ამრ 1იყეხ = · 2 
5 1ინიი I0წა ი (გად !9წი I0–ა 0 თ 

რ”ოგორც (1), ისე (2) ფორმულას დიდი პრაქტიკული გამოყენება აქვს, 

მაგალითები: 

1 1 1 1 
= =-; ბ) 1 295 5= ==-–, 1. ა) 10ფა2 9016 4 ) 1061 ოოლპვვი 

1 1 
| ს უღებსეასეაეა“”–– 

გ 106, 3 108, 27 ვ 

2. (3) ფორმულის გამოყენებით გამოვთვალოთ 10წ,იხ 

ეე_.>” 10წ, ხ; 
)ჰის ი" ”#-იწით #/ I0თ0ი ი» 

108» ს= –- 10ყე”ნ. 
” 

მაგალითები 

ა) 1060: X =. _. #ი10(ძ9X.. ბ) )იდიაბ= -- 10წე X–-XC=10წ-ე X. 

ამოვხსნათ განტოლება: 

· _ 15 
100, + 198, X+ 10წკ ჯ + 106,> X= 2>' 

108, X =10წა-!' X= –– 1-1ო0 წა X= ––-10წე X; 

10C, X=10ფ,: +X= + 100: X 10%,-X = I06X= + 10წ» X= 210ყ-ჯ. 

ამიტომ გვექნება 

100. X–-10ფწ: X + + 10თ:X+ 2 1070:X= = · 

L 10წ: +X= 15 წი+= >. 

10იწა X=3. 

X=239=8,. 
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სავარჯიშოები. 

1, როგორ შეიცელება რიცხვის ლოგარითმი თუ მის ფუძეს ავახარისხებთ მე-4, 
მე-5, მე-10 ხარისხში? 

2. როგორ შეიცვლება რიცხვის ლოგარითმი თუ ამ რიცხეს და ლოგარითმის 

ფუძეს ავახარისხებთ მე-5 ხარისხში? 

იპოვეთ შემდეგი წილადების მნიშვნელობები: 

  
  

იყ 654 „ე 10CV2_ ს 196იX. კე ქ9წა-81 
10ფ, 64 106 V2. ” 10წ6 „ა )იწ, 81 

2) ამოხსენით განტოლებები: 

ა) 10C8.X-+LI0C,X-LI08,X=11. 

ბ) 109. X + 10წკ X:=0,5. 

§ 150. გალოგარითმება და პოტენცირე:ა 

წინა პარაგრაფში განეიხილეთ ნამრავლის, განაყოფის, ხარისხის და ფესვის 
ლოგარითმები, თუ. ალგებრული გამოსახულება შედგენილია გამრავლების, გაყო- 
ფის, ახარისხების და ამოფესვის ოპერაციების საშუალებით, მაშინ ზემოთ განხი–- 

ლული წესები საშუალებას გვაძლეეს ასეთი გამოსახულების ლოგარითმი გამოვსა- 

ხოთ მასში შემავალი ცალკეული რიცხვების ლოგარითმების საშუალებით. 

მაგალითები: 

ითი? 
1, X=–->; 

თV§ნ 

წილადის ლოგარითმის შესახებ განხილული წესის ძალით, 

1065X= 10წე (/I?/139) ––10წა (0 V(). 

ნამრავლის ლოგარითმის შესახებ განხილული წესის თანახმად ვწერთ: 

I0C ი(/”? · /Iმ) = 10წა/1 -+ 10წ5/!3, 

100 (2 Vხ) =10წ,-+10წ,V ნ. 

ახლა გამოვიყენოთ ზარისხის და ფესვის ლოგარითმების შესახებ არსებული 

წესი, გვექნება: 
10წ5 1? = 2 10ფი/I!; 

10წ- /I? = 3 10წ6V!; 

10წით =1; 

1 
1088 Vნ= 2 I0დ. ნ. 

ყოველივე ამის გათეალისწინების შემღეგ X-ის ლოგარითმი შეიძლება წჩავწე– 
როთ შემდეგნაირად: 

106 X=2 10წაი! 4+ 3 |0წ,/-1– + 10წა–-ხ. 
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გამოსახულებიდან მის ლოგარითმ%ზე გადასვლას ამ გამოსახულების გალო- 

გარითმება ეწოდება. 

5ეხ! . 

6V5იხ. 

10“0X= 10ყ8ა(50ხპ) – 10წე (6 V5 იხ); 

10წა (50ხ") = 109 5+ 10წა0 + 2 10დC, ხ; 

XჯXჯ= 

–- 1 1 )1 
10წ, (6 V50იხ )=10წ, 6+ -> 1969 5 + თ 10წი 0+ 2 I0იწახ. 

ამიტომ 

109 X = 106.5+9+2 10ნ,ხ–10ჟ, 6-- + I100ე5- +. 1-3 10წ6,ხ = 

1 1 1 
==-– 1005:5+1 –– I ხ-–10ყა6 + –; 2 წა 2 + 2 0წი 0ყა0 + 2 

ამრიგად 

1 1 1 
106-X = =- 10წ6- 5 + 1 -2 1086-1096, 6 + -! 

შენიშვნა. თუ ლოგარითმების ფუძედ აღებული არის 10, მაშინ ლოგარითმს 

ათობითი ლოგარითმი ეწოდება. ათობითი ლოგარითმების დროს ფუძეს არ მივუ- 
წერთ, მაგრამ 10C ნიშნის ნაცვლად ვწერთ 1დ ნიშახს. 

გალოგარითმების შებრუნებულ მოქმედებას პოტენცირება ეწოდება, 

განემარტოთ ეს კერძო მაგალითზე: 

ვთქვათ, 

Iიწი =+ I0წი (MI + ი) + + (2 10წა + 210ღ.»). 

თუ გამოვიყენებთ ხარისხის, ფესვის და ნამრავლის ლოგარითმების შესახებ 

არსებულ წესს, გვექნება: 

ჯ „აეა–– 
+ 106 (M1+V/I) = 10წა (MI + ,) = 10წკ /II+ ”, 

§ – – 
= (2 10Vე MI+2 10ყწ, 7) = 10წა(თ? · #8) ' = 10წე VI? 8.1, 

რის შემდეგ 10წაჯ შეიძლება ჩავწეროთ შემდეგნაირად: 

106ა X=10წე (V II+ VI · / 2? ). 

სავარჯიშო 

გაალოგარითმეთ 10-ის ფუძით: 

1. ა) X=50ხ, ბ) X=3ი0(ხ+Cთ, 2) X=4 (2?-–ხ?). 

2. 2) ჯ = 29. ბ) »=3(2 +), X= _4C+I) . 

ვ3თი 4თ(0–ხ) 5(M? 4 ა? 
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1. ა) »=22 :ბ) --> (1+თ/); გ) ი=თ.ჩ; დ) V = =-   

  

ვე? იხ“ 2 : 
4. ლ– --,; ბა) X= ; == -CLCჩ · CIC ”- ა) Xჯ 20–95 ) X იღ გ) ჯ 3 I? §(0 თ · CLC 8 · CIC 7 

_ ?ე? 4 /“–> 

5. ა) X=37/1 V3ი?; ბ) X= 27 გ) X-=401 V// 5' 

5 ც:ხ? = ჟ2C., ც-1%36 5(ი? თ 
6, ა) ჯ=––-–- 627/2>2 23! ბ) ჯ 92% გ) აოაოლუოუბიი, 

„4/უეზ,. გზ "წე! ე 7 ა»ჯ-“V9/VI-C VI თ” გ „კ / 15V3V5 | 
„მ V25V3 

ამოხსენით განტოლებები: 

2 
1. M06აX=2 106, (M+#) + “ვ (1061-1006. მ), პას: X => (II --/I)? V 

2. 106 X = 502   _% 106, 10- ქიწა(თ ა ვ.ს, =4 
3 თ-ი 

1 
ვ. ხნა მ 69- ანნ. პას: X=1-- 

I00X= > 1იგ32-- -L 10064+10წ 10, პას: X=10. 

2 1 · 
5. 1061X = 23 1ი–8 +- 100 1რ. პას: X=16. 

210თ7 _ I0წ:7 6. I10წგX = 
- 5 10” 

10 / 81 
პას; X= 8), 

  7) )0C:X=10ყწ, 0 -V/I 109: (0+ხ; _ე იძე (თ–- სხ), პას: „= 520, 
ჩ ი– 

8. IიდX=-- + 1იყეხ ++ CV “გ M 100: 0+ 3 10წე (თ–ხ) – 

1 1 ხ" (0 –– ხ)ჭ –– +ხ)|. პას: X= –– -- ”»” 
2 1ირ (4 )! += V82 იერშ(C+ხ)?“ 

9. 10წაX = < 10წე 57 დ + – 10% “დ- 1იდა Cი§ დ. პას, X=1ი დ. 

§ 16). ათობითი ლობარითმების სისტება 

განსაზღვრა, რიცხვთა ლოგარითმებს 10-ის ფუძით ათობითი ლოგა- 
რითმები ეწოდება. 

ათობითი ლოგარითმების აღსანიშნავად მიღებულია სიმბოლო „1IC" და არა 
„I0ყ“, ათობითი ლოგარითმების სისტემაში ფუძეს არ წერენ, იგი თავისთავაღ 
იგულისხმება, მაგალითად, 16 53 ნიშნავს 10დფა53. 1 125 ნიშნავს I10C,ა 125ღა ა. შ. 

ვუ3



ათობით ლოგარითმებს ახასიათებს ყველა ის თვისება, რომლებიც ზემოთ 
განვიხილეთ. მაგალითად, ათობითი ოგარითმები განსაზღვრულია მხოლოდ და- 
დებითი რიცხეებისათვის; ერთზე მეტი რიცხვების ათობითი ლოგარითმები დადე- 

ბითია, ხოლო ერთზე ნაკლებისა--–უარყჟოფითი; ორი დადებითი რიცხვიდან უდი- 

დესს უდიდესი ლოგარითმები შეესაბამება და ა. შ. მაგრამ, გარდა ამ თვისებები- 

სა, ათობით ლოგარითმებს ახასიათებს ზოგიერთი ისეთი თეისება, რომლებიც მათ 

ხდიან მეტად მოხერხებულს, პრაქტიკული გამოყენების თვალსაზრისით. 

თვისება 1. ერთიანითა და მისი მომდევნო ნულებით გამოსახული რი- 

ცხვის ათობითი ლოგარითმი არის მთელი დადებითი რიცხვი, რომელიც უდრის 

ამ რიცხვის ჩანაწერში ნულების რაოდენობახ. 

ასე მაგალითად, 

ვინაიდან 101=10, 1ღ10=1. 

109=100, 1100=2 

101=10000 1C10000=4. 
საზოგადოდ, თუ ძ=105=100...0, I-ი=IC 10%=ი 1010=#ჩ · 1=». 

თვისება2. ერთიანითა და მისი წინამდებარე ნულებით გამოხახული და- 

დებითი ათწილადის ლოგარითმი არის მთელი უარყოფითი რიცხვი, რომელიც 

იმდენ უარჟოფით ერთეულს შეიცავს, რამდენი ნულიცაა ამ ათწილადის ჩანა- 

წერში ნული მთელის ჩათვლით, 

გინაიდაინ 10 1=90,1 1C 0,1=–-1 
10-2=0,01 IC 0,01=–-2 
10-38=0,001, Iდ 0,001=–-3 

10- -=0,00...01 16 0,00...01=––ი. –- –“ 

უნდა შევნიშნოთ, რომ ათობითი ლოგარითმები იმ რაციონალური რიცხვე- 
ბისა, რომელთა წარმოდგენა არ ეიძლება 10% და 10“ ” სახით, არ შეიძლება გამო– 
ისახოს არ) მთელითა და არც ლო ათწილადით, ასეთი სახის რიცხვთა ლოგა– 
რითმები ირაციო! ი იოხალურ რიცხ სბ აა რ იჩი ს. 

მაგალითისათვის ვაჩვენოთ, რომ 16 3 არ შეიძლება ეტოლებოდეს „– სახის 
4 

რაციონალურ რიცხვს, სადაც ი და 0 მთელი დადებითი და ურთიერთთანამარტივი 
რიცხვებია. 

თუ დავუშვებთ, რომ 1.3 = + მაშინ ადგილი უნდა პქონდეს ტოლობას 

109=3, აწუ 109=-39, ეს უკანასკნელი ტოლობა კი შეუძლებელია, ვინაიდან მარ– 
ცხენა ნაწილი (100) არის რიცხვი, რომელიც გამოისახება ერთიანით და „წ“ ნუ- 

თ. 
ლი 10M=(5 - 2)0=50 . 20, 

მარჯვენა ნაწილის დაშლა ასეთი სახით შეუძლებელია, ამრიგად, იმის დაშვება, 

რომ 16 3 არის 4 რაციონალური რიცხვი, არაა სწორი. 
(I 
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იმ რიცხვების ათობითი ლოგარითმები, რომლებიც არ გამოისახებიან 10” 
საზით, (სადაც #2 მთელი დადებითი ან უარყოფითი რიცხვია) შეიძლება ვიპოვოთ 
მიახლოებით. 

მაგალითები: 1) ვთქვათ, საჭიროა ვიპოვოთ 196-ის ათობითი ლოგა– 
რითმი, დავწეროთ შემდეგი ცხადი უტოლობა 

100<:196<-1000, 
მაშინ 

)თ100<-IV 196 <Iდ 1000 
ანუ 

2<IC196<3, 
საიდანაც დავასკვნით, 

!თ 196=2 (პლუს დადებითი წესიერი წილადი). 

2, ასევე, ვთქვათ, გვაჭვს 16 72,3, მაშინ 10<72,3-=100: |C10<1C72,3<10100; 

1<1C72,3–2, ამიტომ, 1C72,3=1 (პლუს წესიერი წილადი). 

განსაზღვრა, ლოგარითმის მთელ ნაწილს მახასიათებელი ეწოდება, 
წილად ნაწილს –- მანტისა, ცხრილში ეპოულობთ 

1C196=2,2921; 1672,3=>1,8591. 

მიღებულ მაგალითებში მახასიათებელი შესაბამისად ეტოლება 2-ს და 1-ს, 
მანტისა კი 0,2923-სა და 0,8591-ს, 

თვისება 3, ერთზე მეტი დადებითი რიცხვის ათობითი ლოგარითმის მა- 

ხასიათებელი უდრის ციფრების რაოდენობას ამ რიცხვის მთელ ნაწილში, ერ- 

თის გამოკლებით. 

თვისება 4. ერთზე ნაკლები ათწილადი ლოგარითმის მახასიათებელი 

არის უარყოფითი რიცხვი, რომელიც იმდენად უარჟოფით ერთეულს შეიცავს, 

რამდენი ნულიცაა მოცემულ ათწილადში პირველი ნიშნადი ციფრის წინ, წული 

მთელის ჩათვლით. 

მაგალითები: 

ა 16 0,025 ლოგარითმის მახასიათებელი არის ––2. 

მართლაც, 
0,001<0,025<0,01, 

1ყ 0,ლ21<1დ 0,025<1 0,01, 

–-3C1წ 0,025C--2. 
ამრიგად, 1წ 0,025= –- 3 + წესერი დადებითი წილადი, 

2. 10 0,00055 = -– 4 + წესიერი დადებითი წილადი. 

მართლა:ე, 0,0001 <0,00055 <0,001, 

საიდანაც 1 0,0001 < 16 0,00055 < 10,001. 

–-4<1« 0,00055=-–-3, 

საერთოთ, თუ Cთ ათწილადის პირველ ნიშნად ციფრს წინ უძღვის ი ნული, 
ნული მთელის ჩათვლით, მაშინ 

0,00...01<:თ<0,0...01 
___<><_ ____. 

ი ნულ ი-1 ნული 
–ი< 7 თ<--(M-1), 
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აქედან ჩანს, რომ 

1 თ=-–ი+ წესიერი დადებითი წილადი, 
ე. ი. უმცირეს რიცხვს პლუს დადებითი წესიერი წილადი, ამ ”ემთხვევაში 

მაზასიათებელი, უარყოფითი რიცხვია, მანტისა კი –– დადებითი. 

მიღებულია, რომ უარყოფითი მთელი რიცხვის და დადებითი წესიერი წილა- 

დის ალგებრული ჯამი შემოკლებით ჩაიწეროს შემდეგნაირად: 

–-2+0,5741=2,5743, 

–-3+0,123134=3,1234. 

მთელი ციფრის ზევით მინუსი იმას ნიშნავს, რომ უარყოფითია მხოლოდ მა- 

ხასიათებელი, ხოლო მანტისა დადებითია, 

აღნიშნული წესით ლოგარითმების ჩაწერას ხელოვნური ხერხი (ფორმა) 

ეწოდება. ასეთი ფორმით ჩაიწერება ერთზე ნაკლები რიცხვების ლოგარითმები. 

უარყოფითი ლოგარითმები ყოველთვის შეგვიძლია ჩავწეროთ ხელოვნური 
ფორმით. ასე მაგალითად: 

ა  –-1ქ,4561=--3 0,4561-+L1--1=( 3 1I)-L(I- 0,4561)= 

=–-–4-+0,5439=4,5429. 

ბ) – 4,3254=- 4- 0,1254+1- 1=(- 4 1)-L(1- 0,3254)=–-5-+0,6746= 
=5,6746, 

ე. ი. უარყოფითი ლოგარითმის ხელოვნური ფორმით ჩაწერის მიზნით ჩვენ 
„დავუმატეთ 1 და გამოვაკლეთ 1, ამით მივიღეთ შემდეგი პრაქტიკული წესი: 

უარჟოფითი ლოგარითმი რომ ვაქციოთ უარყოფით მახასიათებლიან და 

დადებით მანტისიან ლოგარითმად, საჭიროა უარყოფით მახასიათებელს მივუ- 

მატოთ უარყოფითი 1 და მინუსი დავწეროთ მხოლოდ ზევით, ხოლო მანტისის 

ჟოველი ციფრი გამოვაკლოთ 8-ს, უკანასკნელი კი 10-ს. 

პირიქით, თუ ლოგარითმი ჩაწერილია ხელოვნური ფორმით, და გვინდა მისი 

გარდაქმნ,ი უარყოფით ლოგარითმად, ვიქცევით შემდეგნაირად: უარჟოფით 
მახასიათებელს ვუმატებთ დადებით ერთს, ხოლო მანტისის ყოველ ციფრს ვაკ- 

ლებთ 9-ს, უკანასკნელს კი 10-ს. 

მაგალითად, 

3,2437=–-–2,7562, 

5,32574=-––-4,6426. 

თვისება 5. თუ რიცხვს გავამრავლებთ ან გავყოფთ 10-ზე, 100-%ზე, 1000-%ზე 

და ა. შ. მაშინ მისი ლოგარითმის მანტისა უცვლელი რჩება, ხოლო მახასიათე- 

ბელი დიდდება ან მცირდება, შესაბამისად, ერთი, ორი, ხამი და ა. 8. 

ერთეულით, 

შევნიშნოთ, რომ 10, 100, 1000 და ა. შ. რიცხვები წარმოადგენს 10-ის მთელ 
“დადებით ხარისხებს, ე. ი. 105 სახის რიცხვებს, ამიტომ 

1თ(#M#:.107)=1წ M +986 IC 10 = 16 M+LI; 
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ე. ი. /#M რიცხვის გამრავლებით 10"-ზე ლოგარითმი გადიდდა / ერთეულით, ხოლო 
წილადი ნაწილი (მანტისა) დარჩა უცვლელი. 

ასევე, 

  1დ ( “. )<M% M-–ი)თ10= 16 M–V; 

ე. ი. რიცხვის 10"-ის გაყოფით ლოგარითმი შემცირდა # ერთეულით, ხოლო 
წილადი ნაწილი –-– მანტისა დარჩა უცვლელი. 

მაგალითად: 

Iდ15,5=1,190ქ, 1015 500=4,1903 

Iდ155=2,1901, 1C1,55=0,1903 

Iდ 1550=3,1903 12 0,155= L,...1(903 და ა. შ. 

ლოგარითმის მახასიათებელი დამოკიდებულია მხოლოდ მძიმის ადგილზე მო- 
ცემულ რიცხვში და არა იმ ციფრებზე, რომლითაც ჩაწერილია ეს რიცხვი, 

მაგალითად, ლოგარითმის მახასიათებელი შემღეგი რიცხვებისა: 

257,);; 764,95; 941,0741, 123, 7945 
არის ერთი და იგივე რიცხვი –- 2. ცხადია, მათი მანტისები სხვადასხეაა. 

ათწილადი რიცხვის ლოგარითმის მანტისა არ შეიცვლება ამ რიცხვში მძიმის 

გადატანით, 

მართლაც, მძიმის გადატანა მარჯვნივ იგივეა, რაც ამ რიცხვის გამრავლება 

10-ზე, 100-ზე, 1000-ზე და ა. შ. მძიმის გადატანა მარცზნივ იგივეა, რაც ამ რიცხ- 
ვის გაყოფა 10-ზე, 100-ზე და 1000-ზე. და ა. შ. 

ამრიგად, შემდეგი რიცხვების ლოგარითმები: 

0,00231; 0,0231; 0,231; 2,31; 23,1; 231; 2310; 0,000231; 0,0000231 და ა. შ. 
ერთმანეთისაგან განსხვავდებიან მხოლოდ მახასიათებლებით და არა მანტისებით. 

მაშასადამე, ლოგარითმის მანტისები ერთნაირი იქნება, თუ ამ რიცხვის ნიშნა- 

დი ნაწილები არ განსხვავდებიან ერთმანეთისაგან. 

ზემოთ მოყვანილი ათობითი ლოგარითმების თვისებებიდან ჩანს, რომ 
ნებისმიერი მოცემული რიცხვის ლოგარითმის მახასიათებელი შეგვიძლია ვი- 

პოვოთ ზეპირად, ცხრილის გარეშე, ამიტომ ცხრილში მხოლოდ მანტისებია მო- 

ცემული. გარდა ამისა, წილადის ლოგარითმის პოვნა დაიყვანება მრიცხველიხა 

და მნიშვნელის ლოგარითმების პოვნაზე. ამიტომ ცხრილებში მოცემულია მხო- 

ლოდ მთელ რიცხვთა ლოგარითმების მანტისები. 

§ 169. ოთსნიშფნა ათობითი ლობარითმეზის ცსრილები 

ათობითი ლოგარითმების მანტისები მოცემულია ვ. მ, ბრადისის ოთხნიშნა 

მათემატიკურ ცხრილებში, (68-––71 გვ. 1963 წ.) 

ნებისმიერი სამნიშნა რიცზვის ათობითი ლოგარითმის მანტისა მოინახება შემ- 

დეგნაირად, მოცემული სამნიშნა რიცხვის პირველ ორ ნიშნად ციფრს ვეძებთ ათო– 

ბითი ლოგარითმის მანტისების V ვერტიკალურ სვეტში, მესამე ციფრს ვეძებთ 

ჰორიზონტალურ სტრიქონში, ხოლო მათს გადაკვეთაზე გვექნება საძებნი მანტისა, 
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მაგალითად. ვთქვათ, გვინდა ვიპოვოთ 16 235. ()ხადია, მახასიათებელს ვიპო- 

ვით ზეპირად: 16 235:-2.... 

ვერტიკალურ სვეტში ვეძებთ 23-ს, ჰორიზონტალურ სტრიქონში კი 5-ს, მათ 
გადაკვეთაზე ვპოულობთ მანტისას 0,3711, ამრიგად, IC 235= 2,3711. 

ოთხნიშნა მთელი რიცხვების ათობითი ლოგარითმების მანტისის მოსაძებნად 

საჭიროა ვიპოვოთ სამნიშნა რიცხვის მანტისა და მას დავუმატოთ შესწორება, რო- 

მელიც მოცემულია ცხრილის მარჯვენა ნაწილში მეოთხე ციფრებისათვის. 

მაგალითად. ვთქვათ, გვინდა ვიპოვოთ Iწ 5378, ჯერ ვიპოვით 537-ის მანტი– 

სას, იგი უდრის 0,7300-ს, გავყვებით იმავე სტრიქონს, ვიდრე არ მივაღწევთ ზედა 
სტრიქონში დაწერილ ციფრ 8-ს. 8-იანის ქვევით. ვეძებთ შესწორებას 0006-სს, 

(ცხრილში 0,0006-ის ნაცვლად წერენ 6-ს). 

ყოველივე ამის შემდეგ გამ ოვთვლით 5378-ის მანტისას: 

0,7300 
+0,0006 
0,7306 

ცხადია, 5378-ის ლოგარითმის მახასიათებელი უდრის 3-ს, ამიტომ: 

1C 5378=3,7306. 

ზუსტად ასევე: 
19 3245 =3,5104 1ყ8693=3,9390. 

+0,0007 +00002 
3,5111 3,9392 

თუ მოცემული მთელი რიცხვი შეიცავს ოთხ ციფრზე მეტს, მაშინ ის უნდა 
დავამრგვალოთ ისე, რომ ყველა ციფრი, დაწყებული მეხუთედან, იჟოს ნული, 
თუ მეხუთე ციფრი 5-ზე ნაკლებია, მაშინ პირველ ოთხ ციფრს უცვლელს ეტოვებთ, 
თუ კი მეხუთე ციფრი უდრის 5-ს ან მეტია 5-ზე, მაშინ მეოთხე ციფრს 1-ით ეადი–- 

დებთ, 
მაგალითად: 1თ 54374 =Iდ 54370. 

1თ 79438 =IC 79440. 

დ 643275 =დ 641300. 
1დ 29996 =IV 230 000. 

1, 2, ჰ....9 ერთნიშნა რიცხვების მანტისების მოძებნა ადვილია, ათობითი 

ლოგარითმების მე-5 თვისების ძალით. 

1, 2, 3.... 9– რიცხვების მანტისები იგივე იქნება, რაც 10, 20, 30, 90 რიცხვე– 
ბის მანტისები. ამიტომ მათ პირდაპირ ვპოულობთ ცხრილში. 

ასევე 10-დან 99-მდე თრნიშნა რიცხვების ათობითი ლოგარითმების მანტისე- 

ბი მოიძებნება ცხრილში „0-სვეტში“. 

ვთ ქვათ, უნდა მოინახოს წილადი რიცხვის ათობითი ლოგარითმის მანტისა, 

17412,24 ამ ლოგარითმის მახასიათებელი, ცხადია, უდრის 2-ს, ვინაიდან მოცე– 
მული რიცხვის მთელი ნაწილი შეიცავს 3-ციფრს, ამ რიცხვის ათობითი ლოგა- 

რითმის მანტისა იგივე იქნება, რაც 74320-ის ლოგარითმის მანტისა. ცხრილში ვპო= 
ულობთ მანტისას 0,8711, მაშასადამე, 

1დ 743,24 2,8711. 
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ვთქვათ, გვინდა მოვძებნოთ ათობითი ლოგარითმი რიცხვისა: 0,0072. ცხადია, 
მახასიათებელი არის –– 3, ხოლო მანტისა იქნება იგივე, რაც 72-ისა 720-ისა, 7200– 

ისა და ა, შ, 

ასე რომ, , 
1 0,0072=-–3--0,8573=––2,1427; 

სავარჯიშო 

ა) იპოვეთ შემდეგი რიცხვების ათობითი ლოგარითმები: 

39); 243; 27; 34; 5; 7; 6; 5746; 5849; 60076. 

39907; 41365; 0,076; 0,56; 0,0063. 

0,008643, 0,00027645, 

ბ) ცხრილების გამოყენებით გამოიანგარიშეთ: 

ჰილა5: 06.15; I0წ-,,0.017; 10ლ%,1: 0,005. 

§ 158, ანტილობარითმების ცხრილით ხარბებლობის წესი 

იმ რიცხვის მოსაძებნად, რომლის ლოგარითმი არის, მაგალითად, 1,2742, 
ვიჭცევით შემდეგნაირად: ანტილოგარითმების XIV-ე ცხრილში (გვ. 69) MV სვეტ- 

ში ვპოულობთ 37-ს, ზევიდან კი 4-ს, მათ გადაკვეთამი გეაქვს 2366, რო– 

მელსაც უნდა დაემატოს ორის შესწორება 1. ასე რომ, გვექნება: 2367. მოცემული 

ლოგარითმის მახასიათებელი არის 1 მთელი, ეს იმას ნიშნაეს, რომ საძიებელი რი- 

ცხეის მთელი ნაწილი ორი ნიშნადი ციფრისაგან უნღა შედგებოდეს, კერძოდ, სა- 

ძიებელი რიცხვი იქნებ 23,67 მოცემული ლოგარითმი” მახასიათებელი 

რომ ყოფილიყო 2 მთელი, ე. ი, 2,3742, მაშინ საძიებელი რიცხვი იქნებოდა არა 
23,67, არამედ 236,7. 

მოცემული ლოგარითმის მახასიათებელი რომ ყოფილიყო 3 მთელი, მაშინ 

საძიებელი რიცხვი იქნებოდა 2367. 

თუ კი მოცემული ლოგარითმის მახასიათებელი იქნებოდა 5 მთელი, მაშინ სა– 

ძიებელი რიცხვი იქნებოდა 236700 და ა. შ. 

ვიპოვოთ რიცხვი, რომლის ლოგარითმი არის ––35, 643. უარყოფითი ლოგა– 

რითმი საჭიროა წინასწარ გარდავქმნათ უარყოფითმახსასიათებლიან და დადებით- 
მანტისიან ლოგარითმად: 

–-3,5643=-–4-L0,4357=4,4257. 

ამრიგად, მახასიათებელი არის ––4, მანტისა კი +0,4357. ახლა მოვნახოთ რი– 

იხვი, რომელიც შეესაბამება მანტისას: 0,4357. ცხადია, ეს რიცხეი იქნება 2727, 

რადგანაც საძიებელი რიცხვის ლოგარითმის მაზასიათებელია –-4. ამიტომ საძიე- 
ბელი რიცხვი უნდა ჩავწეროთ ათწილადის სახით, ოთხი ნულით პირველი ნიშნა– 
დი ციფრის წინ: 0,0002727. ' 

მაგალითები: 

ოთხნიშნა ლოგარითმული ცხრილების დახმარებით გამოვიანგარიშოთ 

1,56) . 0,003641 - ”“ + 
X= 

4,6682 . V 0,0467 
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გავალოგარითმოთ ორიეე ნაწილი: , 

! – IC7)--2104,658-. -“ I<X=31წ 1,56 + 2 1(0,00364 + -- ძ0დ2–67)--2 )დ 4,658 2 160,0467 

3 · 1ლ1,56=3-0,1931 .„ =0,5793 

2 1C0,00364= 2 3,56L1 = 5,1222 =5,1222 
1 –_ 

+ 06 3–I2 ი=- (0,4771–0,8451) = = «(– 0,368) = 1,8773 

– 2.I>4,658– --2.0,6682=- ––1,1364 =2,6636 

–_ 1თ 0,0467 = – + . 2,6693= –- + (–-1,3107)=0,6653, 

  

1თ X=6,9077 
907 –––-–-–- 8072 
ბ–---- ვ 

9077----–--- 68085 

ვინაიდან 1დ X-ის მახასიათებელი –– 6 მთელს წარმოადგენს, ამიტომ 

X»X=0,000008085. 
სავარჯიშო 

ოთხნიშნა ლოგარითმული ცხრილის დახმარებით გამოიანგარიშეთ: 

23,6 
ა ს 325 

7,26 
2) ველ V48.31; 

ვ) %0,42 V0,0275 ; 
4) 4/0,275 .·4%/7,2386; 

9 %V2,5 V 0,0125 , -===53===: პას. ლ ე,55. V0,0125 - 7 0,25 
4 

ტე 12,49 V5.76 . პას, > 186,5. V673,8.1,842 ” 

4 ი 1 // 2,551“. %6,0836 2,591ბ. V6,0836. ჯ.ს, „3,870, 
== “1,147. – 

-?, 3/_ _ 

3,89“"-V-–0)უვ”ე კს კ. 0,4146, ა 0,924? 

9. 1/ 5V72+%V3 – 245. ;. პას. =71,617, 
გ ანტილოგარითმების ცხრილების გამოყენებით ამოხსენით შემდეგი განტოლე- 
ები: 

1) 1დ X=2,3464; პას. X-=>222,0. 
2) 1“ X=0,03215, პას.: X=2,096. 
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1) 1C X = 0,7422, პას.: ჯ 2 5,5537.. 

4) Iდ X=--2,4741 ჰპას.: X2>0,03357, 
5) 10 X=–-0,76122 პს.: X-=>0,1725. 

6) 1C X==––3,4578, პას.: X=0,0003485. 

§ 1604. მოქმედებათა დასაბუთება ლოგარითვულ ხასაზავით 

ლოგარითმების ჩვენთვის უკვე ცნობილი თვისებების გამოყენებით საესებით 
მარტივად შეიძლება დავასაბუთოთ ყველა ის მოქმედებათა წესები რომლებიც 
სრულდება ლოგარითმულ სახაზავზე. სიმარტივისათვის განვიხილოთ ორი მოქმე– 
დება გამრავლება და გაყოფა. წინასწარ ვაჩვენოთ, თუ როგორ შეიძლება ვაწარ- 
მოოთ რიცხეების შეკრება და გამოკლება. 

ავიღოთ ერთი და იგივე სიგრძის ორი სახაზავი, თითოეული დავყოთ 20 ტოლ 
გაწილად ისე, როგორც ნახაზზეა ნაჩვენები. (489 გაყოფილია ზემოდან, C# ქვე– 
ოდან). 

წნ)2ჰ45ნ7ე9დიი»სCწზიყწშა: 1 ნ ს მასები - 
  წ) 

          

  

დ 

4 # ე–დ––_–-–-_--–-__-----“-- 
072154554789000729686 5 67ჰ8წ» 

ნახ, 154, 

ვთქვათ, რიცხვი 7 უნდა მივუმატოთ 5-ს. C89 სახაზავზე აღნიშნულ წერტილს, 

სადაც აწერია 0, ვაყენებთ #8 სახაზავის იმ წერტელის პირდაპირ, სადაც აწერია 

7. მაშინ CM სახაზავის იმ წერტილის ქვეშ, სადაც აწერია 5, 48 სახაზავზე ვკით- 

ხულობთ: 7+5=12. (ნახ 155). ასევე მარტივად შეიძლება შესრულდეს რი- 
ცხვების გამოკლებაც. 

  > _–აეე– ლ=ლლლლილ=> 
? 

.ტ 0,2?2443 დ · ჯე 

4-1 25 «35749 იი”069 2... _ 
, # 

ნახ, 155. 

      

  

ვთქვათ, 15-ს უნდა გამოვაკლოთ 4, 4,8 სკალის იმ წერტილთან, რომელსაც 

აწერია 15, ვაყენებთ CM სკალის იმ წერტილს, რომელსაც აწერია 4, მაშინ 48 

სკალაზე C# სკალის იმ წერტილის ქვეშ, რომელსაც აწერია 0, ე კითხულობთ: 15-- 

–-4=11. 

  6 
_–_– თ 4 

07279 M აა? ეპ 0უნიისაიი7თ 
+ # 

ნახ. 156, 
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აღწე რილ პრინციპს ემყარება ლოგარითმული სახაზავის აგება, მხოლოდ და–- 

ყოფი“ წერტილებზე დასმული ციფრები გამოსახავს არა რიცხვებს, არა- 
მედ მათ ლოგარითმებს, 

ლოგარითმების შესახებ ცნობილია, რომ 

10 ი+!0ყხ=10ცწ (ი · ნ) 
და 

ძ 
იწ 0-– )იფხ= Iი-–. , 

ახლა თუ სახაზავზე აღვნიშნავთ არა თვით რიცხვებს, არამედ მათ ლოგარით- 

მებს, მაშინ ასეთი სახაზავების საშუალებით შეგვიძლია შევასრულოთ რიცხვების 

გამრავლება და გაჟოფა. 

  

  

, 2 ” 4 3 ტბ 7. ცე 9 ი» 

L ი 

ნახ, 157, 

48 სახაზავის სიგრძე მივიღოთ ერთეულად. 1 დავაწეროთ წერტილს, რომე- 
ლიც ეთანადება რიცხვს 1იყ 1=0; 2 დავაწეროთ წერტილს, რომელიც ეთანადება 

რიცხვს 1 2->0,3010: 3 დავაწეროთ წერტილს, რომელიც ეთანადება რიცხვს 1632 
=0,4771 და ა. შ. მარჯვენა ბოლო წერტილზე აწერია 10, რომელიც შეესაბამება 
რიცხვს 1 10=1. ასეთი წესით შედგენილი სკალა წარმოადგენს ე. წ. ლოგარით- 
მულ სკალას. სწორედ ასეთ: წესით დამზადებული ორი სკალის საშუალებით შეი- 
ძლება რიცხვების გამრავლება და გაყოფა. მაგალითად, ვთქვათ, გვინდა 2 გავამ- 

რავლოთ 3-ზე. ამისათვის CM) სკალის იმ წერტილს, რომელსაც აწერია 1, დავა- 
ყენებთ 4,8 სკალის წერტილთან, რომელსაც აწერია 2, მაშინ C# სკალის იმ წერ- 
ტილის ქვევით, რომელსაც აწერია 3, წავიკითხავთ ნამრავლს 2X3=6. 

  

  
, M) 

: 2 პ 4 56754იი 

–«56789 
  

–I
 

ხ
ს
ა
1
ნ
=
 

<ა
 

LX
) 

Cა
 

  ლთ     

ნაზ, 158, 

ასეთივე წესით შეიძლება შესრულდეს რიცხვების გაყოფა. ვთქვათ, ზ უნდა 
გავყოთ 4-ზე. C#0 სკალის წერტილს, რომელსაც აწერია 4, ვაყენებთ 7#8 სკალის 
წერტილთან 8, მაშინ CM2 სკალის წერტილი 1-ის ქეევით, ##ჩ8-ზე წავიკითხავთ 

განაყოფს 8 : 4=2 (ნახ, 159), 
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–
 

ო,
 | 

ღ
ლ
)
 

    
  

  

= ლ
 

Cა
 

C
 

თ
 

    
  

ნახ, 159, 

§ 156, მაჩვენებლიანი ბანრტროლეგები და მათი ამოსხნა 

განსაზ ღვრა 1. მაჩვენებლიანი განტოლება ეწოდება იხეთ განტოლე–- 

ბას, რომელიც უცნობს შეიცავს ხარისხის მაჩვენებელში, 

მაჩვენებლიანი განტოლების მაგალითებია: 4+=25-!, 5%=125, 

მ-= -“: “V7- = V343 და ა. შ. 

მაჩვენებლიანი განტოლების ამოხსნისთვის არსებობს ორი ძირითადი ხერხი; 

ერთნაირ ფუძეზე დაყვანისა და განტოლების ორივე ნაწილის გალოგარითმებისა. 
განვიხილოთ თითოეული კონკრეტულ მაგალითებზე. 

1. ტოლფუძიან ხარისხებზე დაყვანის ხერზი, 

ა) 2%+9-- 32; 27+4.- 25, 

გავიხსენოთ ხარისხის შემდეგი თვისება: „ერთისაგან განსხვავებული ერთი და 
იგივე დადებითი რიცხვის ორი ხარისხი თუ ტოლია, მაშინ ტოლი იქნება მათი 

მაჩვენებლებიც“. 

განხილულ შემთხვევაში ხარისხების ამ თვისების ძალით შეგვიძლია დავწეროთ: 
Xჯ+3=5, 

საიდანაც 

Xჯ=2. 

შემოწმება: 

29+9= 21=–32 

ბ 1/2+. /3X=36. 

გვაქვს: . 
#2”:37=36 %V(2-3)”=36, V6"=36, 6 2 =67. 

საიდანაც 

+ -.2, Xჯ=4 
2 

შემოწმება 
V21.V31 =2%.1“=4 . 9=36, 

გ) ც0-2C-2 –-) (7>0). 

გვაქვს: 
ც(X-2XM-3) ემ,



საიდანა 
“ლოი («-–– 2) (X-––3) =0 

ჯზ–-ვჯ–2X+6=0 

#ბ2-5X+6=0 
#ჯ-= 5+V25-24 _51+1 

–-– 
X=3, Xვ=-=2, 

შემოწმება 
ც(2-2X2-3)-- ც%-I) =-ც0-- 1. 
ც(3-2X3-1) = ც1 '0-- ცი--1, 

დ) §5X+1 +3.5+-I.--6.5++10=0. 

განტოლება გარდაექმნათ ასე 
· (ლ5+3. 55. 5-1. .6. 55=-_ 10 

5«(5-L3. 5-ს) =--10 

57. (+ – 1 |=–10. 
5 

5« _2 =–10. 

5 

5>= - 10: (–<)–>. 
5 

5-=59 

საიდანაც 
Xჯ=2. 

შემოწმება 

5241 ე ვ.5?-1  6.5?84 10=53+21. 5-6. 25+10= 
=125+15––-150–+ 10=0. 

დამხმარი გემი სვევავი, მაჩვენებლიანი განტოლების ამოხსნისას მიზანშეწონილია 

ვთქვათ, მაგალითად, უნდა ამოიხსნას შემდეგი მაჩვენებლიანი განტოლება; 

ე) 5? 5» 600=0, 
შემოვიღოთ აღნიშენა 5+=წყ. მაშინ 52«=(55)2=ყ?, ამიტომ მო, მული მაჩვენებ - 

ლიანი განტოლება დაიყვანება შემდეგ კვადრატულ განტოლებაზე 

  

ყ"-–-ყ--600=0; 

საიდანაც 
_ 1 +V1+ 24200_ 1 + V2401 _ 1+49. 
– 2 2 =2” 

ყ1=25. 

ყა=–--24. 
55=5?, 

საიდანაც X=2, კვადრატული განტოლების მეორე ფესვი –-24 უვარგისია, 
შემოწმება 

–-5?7--600=625--25--600=0, 
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1) ამოვხსნათ მაჩენებლიან განტოლებათა სისტემა 

ვ3.2+L2.3» =11 

3 
2:-3)=---, 

პირველი განტოლების ორივე ნაწილი გავყოთ 3-ზე და მიღებულ განტოლებას წევრ- 
წევრად გამოვაკლოთ მეორე განტოლება: , 

2-4 2.3» _ 11. ყ-ის მნიშვნელობა შევიტანოთ პირველ 

12' განტოლებაში: 

– 3 

2-+-3'= 1 -გ, ვ.22+2.ვ0- –, 

2.3" 13-58. ვ.2+2 = 1 

-1 –5.3-1 ვV-1 (2+3)=5-.3-), –. 
ვV-1.5=5.3ვ“), 4 

-1--ვ-1 ვ” =3 · 3.29 3 

/-1=--1, 4 
ყ=0. 3.21=3.4.. 2,=2-. Xჯ=-2, 

შემოწმება 

ვ.2-5კ 2.ვს= ვ, 1 +2=11, 
4 4 

1I. მაჩვენებლიანი განტოლების ამოხსნა ორივე ნაწილის გალოგარითმების 
ხერხით. 

მაგალითი 12,5+=1,9%4+1, 

გავალოგარითმოთ მოცემული განტოლების ორივე ნაწილი 

ჯ-· Iთ2,5= (X-L1) IC 1,9; 

XIთ2,5=X IV 1,9-+1წ 1,9 

X(Iთ 2,5––1ი 1,9) =1C 1,9. 
საიდანაც 

ჯ= 1C 1,9 ლ= 0,2788 _ 0,2788 = 

1C2,5-–IC1,9– 0,3979 – 0,228გგ 0,1191 
2. (35. 2» =576, 

  

X–-Vყ=3, 

ამოხსნა 

მეორე განტოლებიდან გვექნება: 

X=ყ+3 
მაშინ 

ვმ, 2;-576,„ 6·.27=576 6'= 2, VIC6 = IC 2 · 

საიდანაც ყ= 400462, დაასრულეთ! 
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246 

სავარჯიშო 

ამოხსენით მაჩვენებლიანი განტოლებები: 

1. 4%=-64, პას, X=ქ,. 

2. 39% = პას. X= -–-4, 

ეუ. 25+ = 

თI
- 

=
I
-
 

, პას. ჯ =-1, 
2 

-– 2:+:9- 32 პას, X=2. 

ული---__-- 

რ V»7-=9343, პას, X= 

7. 25-6L-25 --16 V2, პას. X=7. 
ც. 53.5%.5ბ 5პ--0,04- 24, პას, X=7, 

9. (+)-(2) პას, «= – 2-1. 
9 2 2 

# 10. ფ .·(=V=27, პას, X=ქ, 
ვ 8 64 

11, ვ++3+=1080, პას, X=ქ, 

აეაებესაა-დ· 
13, 2პ“+X=2V-), პას, X=2. 
14, 7Mპ -4.7#-1= 347 პას. X=1, 

15. (0,25)პ-5- 25%. კ. „460.5 – 5162. 
2249 2160,5 – .Iდ2 

1 სა-3 1 ს 
16, 5” თლ –(:>) პას, X=–1. 

5 125 

17. 2” · 5-=0,1 (10”-!), ჰას, »= >. 

  

== 17 
18. V27=-1=9%V9-->, პას, X=კვ“ 

19. 4/0”+=%ი+-?; (თ>0); პას. X= 11, 
«--- ე,'ა'ა'გბაებგბსბსბსბსბგსაბს“– 2100,5–I64 

20. /4+ =1/“V(,5>:"”, »ჯ=-5-' ”””»" 
VV V·I ) 14 – 41C0,5 

2) 4V”+!.- 64 , 2M#+I პას, X=24. 

16 §+--. –= 
22- M C2 4 2” პას, X= –6. 
23, 9>--32- 6=0, პას. X=1, 
24, 4”-+2”=80,„ პას, Xჯ=ქ, 
25. 3-9 _810=0, პას. X=4. 

26, 5? 7" 5წ·>.17+7'-.17=0 პას. X=0.



27. % = -C=5) პას. X=0, 

11#=19-+, პას, ჯ=0, 
29. ვ.2>=2-3,, პას, X=1. 

30, 7.2+=5.1. პას, ჯ = 167165. 
1თ 3–1-2“ 

ვ), VM თ ოი -–9+- #8 ას, 1, 3 · 2. 2“ 

ამოხსენით მაჩვენებლიან გატოლებათა სისტემები: 

32. 1 >+97=-6 > "I X=3 > 
8 

27, ვ3V =-5- 

33, ( 27.3”=648 პას. X=3 

3+.27=432, I · 
34. ( 5:-_5V–1009 სისტემა უთაესებადია. 

§+--1) 5M-1=20, 
35, ( +-+-49-M/-/343 პას, ( X=3 

ვწ=92»-V” , ყ=4. 

36, ( „V _ V. 

ყ/7- #”. 

§ 1:86, ლოგარითმული განტოლებანი 

ლოგარითმული განტოლება ეწოდება ისეთ განტოლებას, რომელიც უცნობს 
ლოგარითმის ნიშნის ქვეშ შეიცავს. 

ასეთია, მაგალითად, განტოლებები: 

1იX=7; 10. (X-2)=0; ML + »)=V –-IV და ა. შ. 

უმარტივესი ლოგარითმული განტოლების ზოგადი სახეა: 

)C X=ხ (1) 

სადაც ძი და ხ მოცემული რიცხეები, ხოლო X –– უცნობი. 
თუ 0>90 და განსხვავებულია ერთისაგან მაშინ (1) განტოლებას ექნება ერთად– 

ერთი ამოხსნა. კერძოდ: ჯ=იბ 

რთული სახის ლოგარითმული განტოლებების ამოხსნა დაიყეანება (1) სახის 

ალგებრული სახის განტოლების ამოხსნაზე. განვიხილოთ ლოგარითმული განტო- 
ლების ამოხსნის რამდენიმე მაგალითი. 

1. 10წ,. 1(X--–-5X+7)=1. 

9 უნდა მოვახდინოთ ორივე განტოლების გალოგარითმება ნებისმიერი ფუძით, 

347



ლოგარითმის განსაზღვრის ძალით შეგეიძლია დავწეროთ; 

(I--1)1=ჯ“-––-5X-+7. 

X-1=X?---5X+7. 

ჯ?“-–6X+<8=0 

საიდანაც 

X.=4, Xგ=2,. () 
შემოწმება. 

როცა X=4, 

1თ„_1 (X?– 5X-+ 7) =1ლე (16-––29--7)= 1ღვ 3=1. 

მეორე ფესვი X=2 უვარგისია, რადგან მოცემულ ლოგარითმულ განტოლებაში, 

როცა X=2, ფუძე ერთის ტოლი ხდება. X=2 არის (2) განტოლების ფესვი, ე. ი. 

(2) და მოცემული განტოლება არა, ერთიმეორი“ ტოლძალოეანი, ფესვი X = 2, 

არის მოცემული განტოლებისათვის გარეშე ფესვი. ამრიგად, X=4 არის მოცემუ– 

ლი განტოლების ფესვი. 

2. I2CX+6 – + 1ი (2X--3)=2--1დ 25. 

ცხადია, რომ 

. 1 X+6 
1თ(X16)-– –1 2Xჯ-–3) = I „==, 8 (X+5) 2 8 ( ) წ: 3 

ხოლო 

2--1IC25=1ჯ 100-)ყ 25=1გ1.=|დ4. 

ამრიგად, გვექნება: 

Xჯ+6 

V2X–3 

ასეთი სახის განტოლების ამოხსნა ემყარება ლოგარითმების შემდეგ”ცნობილ 

თვისებას: თუ ერთი და იმავე ფუძით აღებული ორი რიცხვის ლოგარითმები ტოლიაას 
მაშინ თვით ეს რიცხვებიც ტოლია, 

ლოგარითმების ამ თვისებიდან გამომდინარეობს, რომ, თუკი მოცემულ გან- 

ტოლებას ფესვები აქვს, მაშინ ისინი უნდა აკმაყოფილებდნენ შემდეგ განტოლებას: 

X+6 _ 

V2X–3 ' V 

ამ ირაციონალური განტოლების ამოხსნა გვაძლევს 

  

  I =Iწ4. 

X,=6; X:= 14. 
შემოწმება 

როცა X,=6, მაშინ 

1CCXC+6 –_ 1C(2X-– 3) = 1C 12 –. + 1Iფ9=1დ 12–1C3 = 14. 

როცა X.=14, მაშინ 

1 1 20 
1თC (X+ 6) –> 1C (2X--3) =1620-– – 1Cთ25=16 20–1წ 5 = IC 9 =1წ 4. 
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ამრიგად, ორივე ფესვი აკმაჟოფილებს მოცემულ განტოლებას. 

ქ, 216(X-–1) = + IC წ – IC V>. 

განტოლების თითოეული ნაწილის ცალ-ცალკე პოტენცირება მოგეცემს: 

218 (X––1) = 16 (X––1)1?. 

– ჭ 
1 1წ Xბ> – IC VX=I6 XI – )თXV = 1თ%- =16 X”, 
2 # 

ამრიგად, მოცემული განტოლებიდან მივიღებთ 

16C(X––-1)1=16C »”. (CI) 

საიდანაც 

(«--1)1=X? 

ამ განტოლების ამობსნა გვაძლეეს X = +. 

უნდა შევნიშნოთ, რომ, როცა X = +, მოცემული განტოლების მარცხენა 

ნაწილი არაა განსაზღრული (C-. = – 2 რაც <0%ე). ამით ირკვევა, რომ 

მოცემულ განტოლებას ფესვები არა აქვს. X =+ არის (1) განტოლების ფესვი, 

ეს მიუთითებს იმაზე, რომ მოცემული განტოლება და (1) განტოლება არ არიან 
ტოლძალოვანი. 

ლოგარითმული განტოლებების ამოხსნისას, ყოველთვის უნდა შევამოწმოთ 
ფესვები, ვინაიდან შეიძლება მიღებული ამონაზსენი მოცემული განტოლებისათგის 
გარეშე ფესეი აღმოჩნდეს, 

ლოგარითმული განტოლების ამოხსნის დროს ზშირად მიზანშეწონილი ხდება 
დამხმარე უცნობის შემოტან,ა განვიხილოთ ამის კონკრეტული მაგალითი: 

4. 21C16X=19(7––-2 1დ X)-–IC 5. 

თუ შემოვიტანთ აღნიშვნას, 16 X=Vყ, გვექნება 

2)დ ყ=1დ(7--2ე)--Iდ 5. 
ანუ 

7-2 
Iფყბ=16---“7; 

საიდანაც 

=7-24 ტ-7-%. 
7 

ამ განტოლების ამოხსნა გვაძლევს: #,=1; ყა= – (ყე ფესვი უვარგისია, 

ვინაიდან აა შემთხვევაში |წV/ არ არსებობს) 

თუ ყ,=I1, მაშინ 16 X=1 და X=10, 
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შემოწმება. თუ ჯX=10, მაშინ მოცემული განტოლება გვაძლევს: 

2) Iთ10=1C0(7––2 1ფ 10)––IC 5; 

2 I 1=I6 (7-–2)-––16 5; 
0=0. 

ათ რ ი გან, ბის ამოხსნა მი - 

რად სარ რაგამური: ვილ განვიხილოთ ეს. ხერხი მნათი არასარსეე 

5. XIწ«-1 = 100. 

ორივე ნაწილის გალოგარითმება მოგვცემს: 

()თწ X––1))თ X=-2. 

თუ ახლა შემოვიღებთ აღნიშვნას Iთ X=ყ, მაშინ ამით ეს შემთხვევა დაყვანი– 
ლი იქნება მე-4 მაგალითზე. 

განვიხილოთ ლოგარითმული განტოლების ამოხსნის ასეთი მაგალითი: 

6. 1თკX+IწX"3=1. 

როგორც ცნობილია, 

1Cა X = 1ფვ:X = + 1ლე X 5. 

და 

I1თა3 = – 16,3. 
2 

  თუ გავითვალისწინებთ აგრეთვე იმასაც, რომ 18, 3= ; . 

მოცემული განტოლება მიიღებს შემდეგ სახეს: 

1 : =1; 10 X L 1 =); 
2 ჰე» "2 "წ '2წ ” 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას, 12ეX=ყ, გვექნება: 

    

1 1 )ფX+ 2 "წა 

4ი+ 1 =1, 
2 2ყ 

საიდანაც 
1 

ყ+ -–-=2, 
ყ 

ყ?-–-2ყ-L1=0; 

ამ განტოლების ამოხსნა გვაძლევს 

#M1--ყე=-1; 
ე. ი- 

IთდეX=1; 
საიდანაც ' 

Xჯ=3, 

1 
· Iდთხ<– 166; 

1 « )ნ = > –. 
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ეფ შემოწმება. 

  

1 1 !! 1 1 
–I0წ33 +-,. =–-+-> 
2-69-X+5 Iიდ.3 212 

ზოგიერთი ლოგარითმული განტოლების ამოხსნისას მიზანშეწონილია ლოგა–- 
რითმის ერთი ფუძიდან მეორეზე გადასვლა. 

განვიხილოთ ეს შემთხვევა კონკრეტულ მაგალითზე 

6. 10წეX-+-I0>C.X=10ყწკ 15; 

ცნობილი ფორმულის: 

  

Iილ,ხ= )ით.ხ 

1ი”თ, ი 

გამოყენებით შეგვიძლია დავწეროთ, 

10წX 1იდX 10615 
100 X=-–-= ; 10ძკX = –-=. 1ილ 15= –=–, 

წი 10წ3 5 10905 დაიწ Iიყ 3 

ამის გათვალისწინებით მოცემული განტოლება გადაიწერება შემდეგნაირად: 

196» , I9CX _ 19615. 
Iით3 1025 1063” 

10დX · )0წკ +106 X ·I0C3=105 10ც 15. 

1005-1იC6)ა I0C5-10ლ 15 

106X = 55-Iდ --% 2215 =10§15. 
)0იყ X=10ყ 5. 

საიდანა,) X=5. 

შემოწმება 

:06:5 + 100:5=10წ55 + 1=10წე5+10წე 3=109855 · 3=10წე 15. 

განვიხილოთ კიდევ ერთი მაგალითი. 

7. 10C6:X-L)ილეX=1. 

“ეი. >= 99% = 108X. 

0| 
; )წეჯ ჯ 

Iიწ2 წე 1083 

ამიტომ მოცემული განტოლება მიიღებს შემდეგ სახეს: 

1ი6X , 106X_ .. 
საი 1023 

10დ X(I0წ 3+ I0იწ 2) =106 2-10წ 3. 

1062 · 103. 
1ი6 X = ; 

6 1იყ 6 

საიდანაც 
1012-10ყ3 103 1ლ 

X=10 XC =(1010ც)1%5 =- 2 196 . 

1%3 
X#5== 21096 + 
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შემოწმება. 

)ირX-ე-2- Iდ 2 MX). ჯა 2 (ა, 
LL1 1ი3 

1 X IC 2<)_ 166)? _ I83-I2_IC2. 
IიყაX =153 კგ LC 162.Iლდ6 IC 

ამიტომ 

=)63, 162 163+I62. I-6_ 106» X+ 109 X= 126 6+I-6 126 166 

როგორც ვხედავთ X-ის ნაპოვნი მნიშენელობა აკმაყოფილებსჯგანტოლებას, 

პასუხი: 
'დ 

X= 215 

განვიხილოთ ლოგარითმული განტოლებათა სისტემისჯამოხსნის კონკრეტული 

მაგალითი. 

8. 2V+VV - 512; 

16 VXV =1+LI§ 2. 

მოცემული სისტემა გადავწეროთ შემდეგი სახით: 

| 2/+V” _ 512. 

18 VXV=1C10+ IV 2, 
ანუ 

2V++VV7 _ უ#. 

18 VXV = 1C 20. 

საიდანაც გვექნება: 

VX + VV =9; 

VX.Vწ7=20. 

VX და VV წარმოადგენს ფესვებს შემდეგი კვადრატული განტოლებისა: 
2 97+1+20=0, 

ამ განტოლების ამოხსნა მოგვცემს 

2.=4; 23=5, 

ე. ი. 

V X=4;V ყ=5, 
საიდანაც 

X=16; ყ=25, 
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შემოწმება 

2+% – 2? = 512, 

ICდV16- 25=)დ4- 5=I|დ 20=IC 10· 2=!-LIდ 2. 

სავარჯიშო 

1. 21CVX=1C(15--2»X); პას; 5. 

2. _ 2IწX _. პას: 4, 
IC(5X–4) 

1 ვ, 2106:X= –- 10დე -“-; 
, 4 285 76125. 

4. 21– X=--)ლ(6--X); 

5, 0,51C(2X–-–-1)=1-–1C(VX–9) პას: 14, 

6. I Cთ+6-2= + 18 (2X–3) – IC 25; პას; 14. 

7. _–! ს 2) პას: 100. 
5-დყი” 1+IიXჯ 

8, 0,1 1ლ_X--–1დC?X+0,9=0; პას: 0,001, 

9, 536წ6+ ==12,5X; პას: 10. 

10. 0,1 XI§+-2 = 100; პას: 0,1. 

11. 10ყ2X·I0–წ1X=10წ-:3; პას: –. 

12. 100, X+106,X+I106X=7, პას: 16. 

113. | XVI =ყ, პას: თუ X=4, მაშინ ყ=2 

| ყVV= XI), თუ X=1, მაშინ ყ=1 

14, ( Xყ=40; 1პას; (10, 4). 

| XI§6 V=-4. ' 

)ა. ( X+ყ=34; პას: Xჯ=2, 

| 106:X+ 10წყი /= 6. I-V 

§ 167, მაჩჭენებლიანი და ლოგარითმული განტოლებების გრაფიკული 

სერსით ამოხსნა 

განვიხილოთ მაჩვენებლიანი განტოლება: ' 

1) 2%=2X, 

ერთსა და იმავე ნახაზზე ავაგოთ ორი #=2” და #=2 X ფუნქციის გრაფიკები. 

ეს გრაფიკები იკვეთება ორ წერტილში: #-ში რომლის აბსცისაა 1, და #8-ში, 
რომლის აბცისია 2. თუ ნახაზს ზუსტად ავაგებთ, დავინახაგთ, რომ X= 1, X=2. 

2. 106,X= 37; 

ავაგოთ ყ=106, X და ყ=35 ფუნქციათა გრაფიკები, როგორც ეს მოცემულია 

161-ე ნახაზზე. 

23. ვ. შონია შფუვ.



  

  +    დ 
ნაზ, 160, ნახ, 161. 

გრაფიკების გადაკვეთის 4 წერტილის აბსცისაა X=>- –, რომელიც წარმოად- 

გენს მოცემული” განტოლების ფესვს, 

– ვ. ავიღოთ ლოგარითმული განტოლება I” X=X+1. ავაგოთ გრაფიკები V= 
=IC X და ყ=X+1 (ნახ.X162). 

  

    

  

ნახ, 162, ნახ. 163. 

როგორც ვხედავთ, ყ=16წ X და /V=Xჯ+1 ფუნქციათა გრაფიკები არ გადაიკვე- 

თებიან, რაც იმას ნიშნავს, რომ მოცემულ განტოლებას ფესვები არა აქვს. 

1 
4. ავიღოთ განტოლება 106:X-= 4, ავაგოთ ყ=10წე X და ყ= -- ფუნქცია- 

X 
თა გრაფიკები (ნახ, 163). 
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როგორც ნახაზიდან ჩანს, /=106;X და ყ == 1 ფუნქციათა გრაფიკები იკვეთე–- 
XჯX 

ბა ერთ (#4) წერტილში, რომლის ჯე აბსცისა მოთავსებულია· (1,2) შუალეღში, 
ე. ი. 1<Xე <-2. 

ავიღოთ (1,2) შუალედის ის წერტილი, რომლისთვისაც Xა=1,5, და ვიპოვოთ 

ამ წერტილისათვის /=106X ღა ყ = -+ ფუნქციათა მნიშვნელობები. 
ჯ 

19 1,5 _ 0,1781. _ 
10წ:XI„=),5==10წ:-1,5= 2 2 I106;XI„=1,§ წ. 12 2 0,3010 

  
1 =-! 0,066, 
X M=<),§ 1,5 

როგორც ვხედავთ, როცა Xჯ=1,5. 

1 
ჰილ X< –; 

ჯ 

ამიტომ ჯე წერტილი უფრო მარჯვნივ იქნება ვიდრე 1,5 წერტილი, ე. ი. 1,5< 
<Xა<2 (ნახ. 163). 

ახლა, თუ ამავე გზით გავსინჯავთ X=1,7 წერტილს, აღმოჩნდება, რომ 

1 
!! 1,7 >–- 
96 1,7 , 

ამიტომ წერტილი მდებარეობდეს იეჟნება X-1,7 წერტილის მარცხნივ, ე. ი. 

1,5=%X<-1,7. 
აქედან ადვილი მისახვედრია, რომ ჯკ-ის მნიშვნელობა 0,1-მდე სიზუსტით ი/- 

ნება 1,6, 

ე. ი. X02=1,6. 

თუ ზემოთ აღნიშნული წესით გამოვთვლით V=Iი0ყწე X და ყ =4 ფუნქციათა 
X 

მნიშვნელობებს (1,5, 1,7) შუალედის წერტილებისათვის, შეგვიძლია მივიღოთ 

X-ის უფრო ზუსტი მნიშვნელობები. 

სავარჯიშო 

ამოხსენით გრაფიკულად განტოლებანი 

1) 3%=ჯ; 3) 10თეხ=ჯ-–-1; 

2) 22=X-+1; 4) 196:(X-+3)=3-–#, 

5) იპოვეთ 2%=2--X განტოლების ფესვი სიზუსტით 0,1-მდე. 

§ 166. მაჩვენებლიანი ღა ლოგარითვული უბოლობანი 

განსაზღერა, ისეთ უტოლობას, რომელშიც უცნობი შეღის ხარისხის 

მაჩვენებელში ლოგარითმის ნიშნის ქვეშ, ეწოდება მაჩვენებლიანი ან ლოგარით– 

მული უტოლობა, 
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მაჩვენებლიან, და ლოგარითმულ უტოლობათა ამოხსნა ემყარება მაჩვენებლიან 

ყ=ძ5 და ლოგარითმულ ყ=I0ყიაX ფუნქციათა ცნობილ თვისებას, კერძოდ, იმას 

რომ ყ=0% და #ყ=)10იწაX ფუნქციები როცა 0>1, მონოტონურად ზრდადია, 
ხოლო, როცა 0<0ი<I, მოწოტო ურად –- კლებადი. 

ჯერ გავიხილოთ მაჩვენებლიან უტოლობათა ამოხსნის მაგალითები. 

1. ამოვხსნათ უტოლობა: 3>> = 

+ წარმოვადგინოთ როგორც 3“?, მაშინ გვექნება 

ე#>3ვ-!, 

ვინაიდან ყ=3% ფუნქცი მონოტონურად ზრდადია, ამიტომ ამ ფუნქციის 

უდიდეს მნიშვნელობას უნდა ეთანაღებოდეს არგუმენტის უდიდესი მნიშვნელობა, 
ე. ი, X>–-2 

2. ამოვხსნათ უტოლობა: 24-+>-+, 

+ წარმოვადგინოთ როგორც 2-?, მაშინ გვექნება 

20-36 > 2-7; 

საიდანაც X”--3X>>--2 ანუ X--3X-+22>>0. ყ=X--3X+2 პარაბოლა 0ჯ ღერძს 
კვეთს X,=1 და X:=2 წ ერტილებში და ვინაიდან 9>>0, იგი მიმართული იქნე- 

ბა "ზევითკენ (ნახ. 164). როგორც ჩანს, X---3X+-2>0 უტოლობა ყოველთეის შეს- 
რულდება, როცა X<I და X>2. 

V 

  

  

ნახ. 164. 

  

9– #- 

3. ამოეხსნათ უტოლობა: (1) არა <(1) ი ჯვინაიდან ყ =0% 

ფუნქცია, როცა 00 <1, მონოტონურად კლებადია, ამიტომ ფუნქციის ნაკლებ 
მნიშვნელობას არგუმენტის მეტი..მნიშვნელობა უნდა ეთანადებოდეს, ე. ი, 

4X--–-15X-+-13>>4––ეჯ 
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ანუ 
4X--12X+92>0; ყ=4X"--12X+-9:“ 

რი” 73 
კვადრატული სამწევრის დისკრიმინატი 0=0, ამიტომ X,=ჰXა= –– =-––და, მაშ” 
სადამე, კვადრატულ სამწევრს წარმოვადგენთ! შემდეგნაირად. 

4 12X-+9=4 («– 2)” 

ამ შემთხვევაში, როგორც ვიცით, ყ=4X“-12X+9 პარაბოლა ეხება 0X ღერძს 

ჯ= > წერტილში, ამიტომ 4X»X--12X+9>2>0 უტოლობა (სრულდება X-ის ყველა 

მნიშვნელობისათეის, გარდა, როცა #=> (ნახ. 165). 

4. ამოვხსნათ უტოლობა: 4-2. 51%+=10>, მოცემული უტოლობის ორივე 
ნაწილს თუ გავყოფთ 10-ზე (10>>თ, მაშინ უტოლობა შეგვიძლია გადავწეროთ 
"შემდე გნაირად: 

2 MV -5 V · 
–'-2|– 1. (+) -?(+)< 

შემოვიღოთ აღნიშვნა ფ =! (>9), 

  

გვექნება 
1-2. + <1 ანუ C-/=2-0, 

თუ გავითვალისწინებთ იმას, რომ /7>0, გვექნება 

#-/-–-2ლ00 
1>0 

მი ბთ: საიდანაც მივიღე 9=/<9 

მაშინ 
2 V" 2 

0 – · < ( - ) < 

ანუ +0C0->>X>)წა2 

მაგრამ 
162 162 ჰი 0,2>--%%“ -= #6“. 

9%წი )ყ 4–-)2 10 1-– 2162 

ამიტომ 

–_ M2 <Xჯ< +0ი0 
1–21წ”2 ' 

პასუხი: 
»> 19 2 

–:-212" 
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XX 

5. ამოვხსნათ უტოლობა: 0,6 L+= | <0 §. 

ვინაიდან ფუძე 0,6<1, 0<6<1, 

ამიტომ 

  >X. 
  

  

XჯX–I. 

ამ უტოლობის ამოხსნა, როგორც ვიცით, დაიყვანება ორი უტოლობის სისტე- 
მის ამოხსნაზე 

–--2>90; –--<0; 
X#-41 ჩჯ-I 

-% >X + >» 
#ჯ-1 1-–ჯ 

საიდანაც, მივიღებთ X#X<0, 0=X<1, და 1<X<2,. 

პასუხი: X<0; 0=X<L; 1<ჯ<2. 

6. ამოვხსნათ ლოგარითმული უტოლობა: 

Iიძ,(3X-––-2)>>!0წ:(6––5X) 
გვაქვს 

3ჯX-2>6–-5X, 

გარდა ამისა, არ უნდა დავივიწყოთ პირობა: 

3X-2>0 და 6–-5»X>0. (CI) 

(I) უტოლობიდან მივიღებთ X>I: 

უტოლობათა სისტემა 1ჯ-–2>0; 

| 6-5X>0 
გვაძლევს 

3X>2. 

2 
XჯX> –; 

ვ 

6--5X>0, 

6>5», ანუ 5+X <6 

X< 6 2. 
5 

ამრიგად; მოცემულ განტოლებას დააკმაყოფილებს ფესვთა სიმრავლე, რომ- 

ლებიც მოთავსდება (1; 1,2) შუალედში, ანუ X შეიძლება განისაზღვროს ორმაგი 
უტოლობით: 

1<-X<-1,2. 

7. ამოვხსნათ უტოლობა: 10დ,(2X-+5)<--2. 

უნდა შევნიშნოთ, რომ უტოლობას აზრი აქვს მხოლოდ მაშინ, როცა 2X+5>6C 

––2 წარმოვადგინოთ შემდეგი სახით: 10წ, 9. 
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მაშინ გვექნება: 
106,(2X+-5)< 18. 

როგორი ვიცით, ყ= 1089 ფუნქცია, როცა 0–<X<1, კლებადია, ამიტომ ფუნ– 
ქციის ნაკლებ მმერლი ბან არგუმენტის მეტი მნიშვნელობა უნდა ეთანადებოდეს 

ე. ი. 
2X+5>9; 

X>2. 

8. ამოვხსნათ უტოლობა: 106) 2X-3)>-–-3. 

აღებულ მაგალითში L-ს შეუძლია მიიღოს ყველა ნამდვილი რიცხვითი მნიშვ> 

ნელობა, გარდა #ჯ= <-ისა. 

საიდანაც 

განტოლების მარჯვენა ნაწილი წარმოვადგინოთ შემდეგი სახით: 

–3= Iიწ,ზ. 

ამის შემდეგ მოცემული უტოლობა გადაიწერება ასე: 
1 108.1 2Xჯ–3|I >19წ,8 

ორივე ნაწილის პოტენცირება გვაძლევს 
|2X––31ლ84%, 

ა) თუ 2X--1>90, მაშინ 

)2X-–3|I=2X-–1 

და გვექნება უტოლობათა შემდეგი სისტემა 
2X––-3>0. 
2X-–-3<8, 

საიდანაც 
»X>2 ჯ< 1 2 > 2' 

ე.ი 

ვ 11 
–6-Xჯ< -; 
2 %-5 

ბა თუ 2X-3<0, მაშინ |2L--3|=3--2X. 

გვექნება უტოლობათა შემდეგი სისტემა: 

2ჯL--3ლ0, 
3- -2ჯX<8, 

საიდანა; ჯდ »>>-> ი 5 <X%< 3. დანაც 2 და 2' ე. ი. 2 2: 

პასუზი: 

3 დ. 5 -ჯ 3 
2 2... 2 2. 

  

" ყ=>I0დე Xჯ ფუნქცია, როცა 0<:0<1, კლებადია.



9. ამოვხსნათ უტოლობა: 

X2--10წე+X-– (0ყჟაა > 1 (X>0), 
4 

აქ შესაძლოა გვუქნეს სამი სხვადასხვა შემთხვევა, კერძოდ, 

0<X<1, X>1 და »ჯ=.1. 
განვიხილოთ ეს შემთხეევები ცალ-ცალკე 

ა) თუ 0<X<1, მაშინ, ცხადია, 

2--)0წა"X--0|წეX-<--1, 
ანუ 

I0ი0ე?X+210წ,X--3>0. 
მარცხენა ნაწილი შეგვიძლია დავშალოთ თანამამრავლებად: 

(106: X-C 3) (106-X– 1) >0. 

საიდანაც 

106:X+-3–=0, და 10წ:X--1<0. ან 10-:X+23>0 და 106:X--12>>0 

10წ-X<--მ, 10წ-X<-1; 10წაX->>––ქ, 109,X->1 
ანუ 

” 1 1 
ჯ-”-–, X<2. ჯ> -,; X>2 

8 8 

მაგრამ თავიდან დაშვებული გვქონდა, რომ 0<X<1, ამიტომ X>>2 არ გამოდ- 

გება, ე. ი. უნდა განვიხილოთ X<+ · 

პასუხი: 

<<. 
ბ) თუ X>1, მაშინ მოცემული უტოლობა მიიღებს შემდეგ სახეს: 

2--)00,'X--100:X>--1 ანუ 100::X+2ითX-3<0 და 

(106:X-L3X(10-:X––1)<0. 

საიდანაც 10“:X-+-3>>0 და 10წ:X--1<0 ანუ 100:X>>––3 და 10წეX<-1, 

ანუ 

–3<10თX<1, 

საიდანაც + <X<2,. 

მაგრამ დაშვებული გვაქვს X>>1, ამიტომ პასუხი იქნება: 

1<X<2. 

10, ამოვხსნათ უტოლობა: 10წე,კ (5X-+ 10) < 10წყჯა(X”-I- 6X-+ 8). 

ჯერ დავადგინოთ მოცემული უტოლობის განსაზღერის არე, (ცხადია, ეს იქნე–- 
ბა: 

5X+10>0. 

X2?-L6X-L8:>0. 
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აქედან გამომდინარეობს X>–-2 

ვინაიდან ლოგარითმის ფუძე 0=0,5<1, ამიტომ 

5X+10>X4+6X+8" 

ანუ X2-+X--2<0. (1) განტოლებით გამოსახული პარაბოლა 0X ღერძს კვეთს ორ 
წერტილში: X,=1 და X.= – 2. ამრიგად, (1) უტოლობა შესრულდება X-ის მნიშვნე– 

ლობებისათვის, რომელიც მიეკუთვნება (1, ––2) შუალედს ანუ. –2<X#<1. 

X-ის ეს მნიშვნელობები ეკუთვნის მოცემული უტოლობის განსაზღვრის არეს, 

პასუხი: –-2=<Xჯ<1, 

1. ამოვხსნათ უტოლობა: 

196,(10წ, (X1–5)|) >0. 

ადვილი მისახვედრია, რომ ეს უტოლობა ტოლფასია შემდეგი უტოლობისა: 

| 0<10, (6-–5)<1; 
აქედან I 2 

1<X2---5<4 

აზუ 6<X<9 
ანუ ' 

V6<IXI<2; 

პასუხი: V6<X<3 და –-3<ჯ<--V6, 

§ 169. მაჩვპენებლიან და ლოგარითვულ განტოლებათა და უტოლობათა 

გრაფიკული ამოსსნა 

განვიხილოთ ეს საკითხი კონკრეტულ მაგალითებზე. 

მაგალითი 1. ამოეხსნათ გრაფიკული ხერხით შემდეგი მაჩვენებლიანი 
განტოლება: 

2++1-ჯ-. 2, –- 1=0. 

ყ=25:--.ჯ. 295 - 1 ფუნქციის გრაფიკის აგება რთულია, ამიტომ მოცემული 
განტოლება გავამარტივოთ. გავყოთ უველა წეერი 2>-ზე (29540), გვექნება: 

2--X=2“ 5; 

ახლა ავაგოთ ყ=2-X და ყ=2“5% ფუნქციათა გრაფიკები (ნახ. 166), გრაფიკების 

გადაკვეთის წერტილთა აბსცისებია X,=--2 და X-221,7. 
დავალება. X, და X, მნიშვნელობათა მოცემულ განტოლებაში ჩასმით დარ–- 

წმუნდით, რომ პირველი ფესვი X =--2 ზუსტია, ხოლო X 2: 1,7 მიახლოე– 

ბითი. 

მაგალითი 2. ამოვხსნათთ გრაფიკული ზბერხით განტოლება: 

106ე(X-L2)?-+2X-–3=0. 

“ როცა 0<0ი<1, მაშინ /= 10წაX ფუნქცია მონოტონურად კლებაღია.



მოცემული განტოლება წარმოვადგინოთ შემდეგი სახით: 

310”ე(X-L 2) = 3–-2X. 

ავაგოთ V=3100:(X+2) და ყ=3--2ჯX ფუნქციათა გრაფიკები (ნახ. 167). 

  

  

  

ნას. 166. ნახ. 167. 

როგორც ჩანს, ამ ფუნქციათა გრაფიკებს აქეს ერთი საერთო წერტი რომ 
აბსცისა არის 0, ხოლო ორდინატი 3; ლ–» ლის 

ამრიგად, X=0. 

დავალება. შეამოწმეთ ფესვის სიზუსტე. 

3, ამოცანა, გრაფიკულად განვსაზღვროთ ICIXI=X--5 განტოლების ნამ- 
დეილ ფესვთა რაოდენობა. ავაგოთ გრაფიკები ფუნქციებისა ყ=1CIX|I და #==X1--5. 
როგორც ნახაზიდან ჩანს, /=16IX|I და ყ=X#--5 ფუნქციათა გრაფიკები იკვეთებიან 
4 წერტილში, კერძოდ, #, 8, C და L) წერტილებში. აქედან დავასკვნით, რომ მო– 
რებულ. განტოლებას ექნება 4 ნამდვილი ფესვი. 

4. ამოვხსნათ გრაფიკული ხერხით განტოლებათა სისტემა: 

XV+X--2=0, 

X–)ით(ყ-LI)=0. 

    

  

  
ნას, 169,  



განტოლებათა სისტემა გარდავქმნათ შემდეგნაირად: 

Xყ=2–-X, 2–Xჯ 2 
_ ყლ -–- -I), 

108:(ყ+I>1)=X, X Xჯ 
ყ4%1=2%. 

2 
ავაგოთ ყ= –– 1 და ყ=2“-1 ფუნქციათა გრაფიკები (ნახ. 169). ნახაზიდან ჩანს, 

Xჯ 

ყ=2%–-1, 

რომ X2=1 და V22, 

დავალე ბა. შეამოწმეთ ჯ და ყ-ის მნიშვნელობები და დაადგინეთ სისტემის 
ზუსტი ფესვები. – 

პასუხი: X=1 და ყ=1. 

5. ამოვხსნათ X+5<2% უტოლობა გრაფიკული ხერხით. 

ავაგოთ #=X#+5 და V=2% ფუნქციათა გრაფიკები (ნახ. 170), 
ნახაზიდან ჩანს, რომ X=–-5 და X>3. 

მოცემული უტოლობის ამონახსნი იქნება X-ის ყველა ის მნიშენელობა, რომელ- 

თათვისაც #=X+5 ფუნქციის გრაფიკი მდებარეობს ყ=2% ფუნქციის გრაფიკის 

ჭვევით. 
6. ამოვხსნათ უტოლობა: 1ყIX+1|>>X--–-3X, 

ავაგოთ ყ=I§IX+1| და ყ= |X--3X| ფუნქციათა გრაფიკები (ნახ. 171). 
/ 

  

ნახ, 170, ნახ. 171, 

როგორც ნახაზიდან ჩანს, X>>0 და X<3,2; ე. ი. 0–X<3,2. 

სავარჯიშო 

ამოხსენით უტოლობები 

<5 _ ეი LI 
1, 0,2 რ21<0,02!; პას: (–2, – <>). (ს +თ); 

2, 2პ2. 0,756. 29ძ2LI; პას: (–თი, 0); 

3, 10წალ) 00#+2X-1) <1; პას: (-=. =3-X2) (=3+X02, +თ) 
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გ ათაბ!  , კ.. 0), 
4. (+) <1; პას; –ი, ოლ , 

5. X#I0წი6++1>0,36 ჯ. 

ამოხსენით გრაფიკული ხერხით განტოლებათა სისტემები: 

1. წXVყ=2--V, პას: (1; 1), იწ ეინ იი ე პას: (2; 3), 
ყ=10წა(X+2)- 2106)(X+ 7) –ყ-– 10. 

ამოხსენით გრაფიკულად უტოლობები: 

1. 2,5 -)იყკX---6>0, პას: X-–-–-13, X>3, 

2. 31I–CIX+5|>X–-2, პას: ––5=Xჯ<5. 

ჯIVCI თავი 

კომპლეკსური რიცსვები 

§ 160. კომალეკსური რიძსვის ცნება 

როგორც 1 თავში იყო აღნიშნული, საგანთა დათვლის საჭიროებამ ადამიანი 

მიიყვანა ნატურალური რიცხვის აღმოჩენამდე, გაყოფის და გამოკლების ოპერა- 

ციის შესრულებამ +- რაციონალური რიცხვის აღმოჩენამდე, ამოფესვის ოპერა- 
ციის შესრულებამ =- ირაციონალური რიცხვის ცნებამდე. 

ასევე, პრაქტიკულმა საჭიროებამ ადამიანი მიიყვანა წარმოსახვითი რიცხვის 
აღმ ოჩენამდე. X?-+60?=0 (ძ5=60) სახის კვადრატული განტოლების ამოხსნის საჭი- 

როე ბა გახდა წარმოსახვითი რიცხვის შემოღების ერთ-ერთი საფუძველი. 

მართლაც, X1=--0, X=2V--0-=+VC-1) · 0272=2+0V-–- I; 
რიცხვს V-–-1 აღნიშნავენ 7 ასოთი (( არის ფრანგული სიტყვის „Iოგფიგ)ტი 

პირველ ი ასო, რაც წარმოსახვითს ნიშნავს) ამ რიცხეს წარმოსახვითი ერთეული 
ეწოდება, 

მაშასადამე, შემოვიტანეთ ახალი რიცხვი 1 –– წარმოსახვითი ერთეული, რო- 
მელიც ხასიათდება შემდეგნაირად: 

(ზ=--1. 

განსაზღვრა1, ი+ხI სახის რიცხვს, სადაც ი და ხ ნამდვილი რიცხვე- 
ბია, ეწოდება კომპლექსური რიცხვი. სიტყვა» კომპლექსური ნიშნავს შედგენილს. ეს 
სახელწოდება პირველად შემოღებული იყო გერმანელი მათემატიკოსის გაუსის 
(1777--18 55) მიერ. სიტყვა „Iომლ!იმIIტ“ შემოღებული იყო 1637 წელს ფრანგი 
მეცნიერის დეკარტის მიერ. 

ძ-ს ეწოდება ნამდვილი ნაწილი, ხოლო ხI-ს –- წარმოსახვითი ნაწილი. 

ხ-ს უწოდებენ კოეფიციენტს წარმოსახვით ნაწილთან, 
როდესაც ძ=0, მაშინ ძ+ხ/ კომპლექსური რ«იცხვი გადაიქცევა ე. წ. წმინდა 
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წარმოსაწვით ხ( რიცხვად. თუ კი ხ=0, მაშინ 0+ხ! კომპლექსური რიცხვი ღებუ- 

ლობს თ-L-იI! სახეს, ეს კი ნამდვილ ძი რიცხვს წარმოადგენს. 
განსაზღვრა 2. ორი კომპლექსური რიცხვი ტოლად ითელება, თუ მათი 

ნამდვილი ნაწილები “და წარმოსაზვით ნაწილებთან მდგომი კოეფიციენტები ტოლია, 

ე. ი. «+ხ(=ძ,-+ხ,! მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ძ=თ, და ხ=ნწ,. კომპ- 
ლექსური რიცხვი ი+ხ: ნულის ტოლია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 0=0 
და ხ=0. 

აღსანიშნავია ის ფაქტი, რომ ნამდვილი რიცხვებისათვის ყოველთვის განსაზღ- 

ვრულია თანაფარდობა „მეტი“ ან „ნაკლები+, მაგალითად, 10:>3, ––3ლ-0 და 

ა. შ. არატოლი კომპლექსური რიცხვებისათვის არ არის მიღებული რომელი 

მათგანი ჩაითვალოს მეტად, მაგალითად, არ შეიძლება ითქეას, რომელია მეტი 

3+571 თუ 7–3/ ან 2-2; თუ 0+3/ და ა,შ. 
ეს აიხსნება იმით, რომ კომპლექსური რიცხვების შესაბამისი რადიუს-ვექტორე« 

ბი, როგორც მომდევნო პარაგრაფში ვნახავთ, მდებარეობენ სიბრტყეზე და არა 
ერთი მიმართულების მქონე წრფეზე. 

§ 101. პომალექზური რიცხვის გეომეტრიული გამოსასვა 

I თავში ნამდვილი რიცხვის ცნების განსახღერის დროს ვნახეთ, რომ ყველა 
ნამდვილი რიცხვის სიმრავლე ურთიერთცალსახა შესაბამისობაშია რიცხვითი ღერ- 

ძის ყველა წერტილის სიმრავლესთან. 

როგორც ნამდვილი რიცხვები შეიძლება გამოისახოს რიცხვითი ღერძის წერ- 

ტილებით, ასევე კომპლექსური რიცხვები შეიძლება წარმოდგენილი იქნას სიბრ- 

ტყის წერტილებით. 
ავიღოთ სიბრტყეზე კოორდინატთა მართკუთხა სისტემა. ავირჩიოთ სიგრძის 

ერთეული (სანტიმეტრი) და გამოვსახოთ ნამდეილი რიცხეები CX ღერძზე, ხოლო 

წარმოსახვითი –– 0” ღერძზე. 
ამ გზით ყოველ 6-ს! კომპლექსურ რიცხვს შეიძლება შევუსაბამოთ სიბრტყის 

გარკვეული წერტილი, კოორდინატებით (CV; ხ). 

   

  

XM/3;1) 

I 
   

ჯ 

  

I 

| 
–-–1//(2;-§) 

  
ნახ, 172, ნახ. 173, 
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მაგალითად 3-+2 კომპლექსურ რიცხეს შეესაბამება M წერტილი, ასევე 2--- 

–-51 რიცხვს –– M წერტილი და ა. შ. პირიქით, #(3; 2) და /V(2; ––5) წერტილებს 

ჟთანადება კომპლექსური რიცხვები: 

3-+L2ჯ და 2--5/. 
როგორც ვხედავთ, ყოველ ძთ+-სხ? კომპლექსურ რიცხეს სიბრტყის ერთი, სრუ–- 

ლიად განსაზღვრული წერტილი შეესაბამება კერძოდ, წერტილი, რომლის კო- 

ორდინატებია (ი; ხ). 
პირიქით, სიბრტჟის ყოველ (ი”; ხ')) წერტილს ერთი სრულიად განსაზღრუ- 

ლი კომპლექსური რიცხვი შეესაბამება, კერძოდ, ი” -+ხ”!. 

ამრიგად, ყველა კომპლექსური რიცხვის სიმრავლე და სიბრტყის ყველა წერ- 

ტილის სიმრავლე ურთიერთცალსახა შესაბამისობაში იმყოფება. 

· სიბრტყის ჟუოველ /4 წერტილს შეიძლება დავუკავშიროთ 07 ვეჯტორი, რო- 
მელიკ გამოდის კოორდინატთა სათავიდან და მთავრდება # წერტილში. 

როგორც ვხედავთ, შეგვიძლია კომპლექსურ რიცხვებს მივცეთ მეორენაირი 
გეომეტრიული-ინტერპრეტაცია. სახელდობრ, ყოველი ძ+ხ! კომპლექსური რი- 
ცხვი შეგვიძლია განვმარტოთ, როგორც 6# ვექტორი, კოორდინატებით (ი, ხ), 

მასთან, 0M ვექტორის კოორდინატები იგივე იქნება, რაც /#M წერტილის კოორდი- 
ნატები. 

განსა ზღვრა 3, 046, კომპლექსური რიცხვის მოდული ეწოდება 

ჯ= Vი1+ხ? ნამდვილ რიცხვს. 

მოდული გამოსახავს 0M ვექტორის სიგრძეს. რიცხვი 2 დადებითია და ნულის 

ტოლი ხდება, როცა თ2=0 და ხ=200; მოდულს აღნიშნავენ შემდეგნაირად: 

=(-Lხ!|I. 

მაგალითად, 

I)2+-3!| = V2“--31= V13; L-2-–-/,|I=VC–2)?-L17=-1/5.. 

კერძოდ, თუ ხ=0, მაშინ |თ-LიL|I =Vი?+0? = |0 |, 

V ე. ი. ნამდვილი რიკხეის მო-აული 

არის ამ რიცხეის აბსოლუტური სი- 

დიდე. კომპლექსური რიცხვის მო- 
დულს უწოდებენ ამ რიცხვის აბსო- 
ლუტურ მნიშვნელობასაც. 

აღსანიშნავია ის გარემოება, 
= რომ კომპლექსური რიცხვები, რო- 

0 X მელთა მოდული ერთეულის ტო- 
ლიას, გამოისახება ერთეულოვანი 

# წრის წერტილებით, 
? მაგალითად, კომპლექსური რი- 

ცხვები: 

ნ-ს, 174. V5 V2 –_ +C 1! + V 37, 2 –+4+5 ხ და – -+ 

  

  

  
გამოისახება /M,, #, და „ვ წერტილებით. 
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§)სი. მოქმედებანი კომპლექსურ რიცსვებზე 

1. კომპლექსური რიცხვების შეკრება 

განსაზ ღერა4. ორი 6–+ხჯ და C+ძ კომპლექსური რიცხვების ჯამი ეწო– 

დება (ი+02+(+თ; კომპლექსურ რიცხვს. 

ამრიგად, 

(9+ხი0+(C+ძეი=(+0თ0+(ხ+ძ)! 
დასკვნა. კომპლექსური რიცხეების შეკრების დროს მათი ნამდვილი ნა- 

წილები და წარმოსახვით ნაწილებთან მდგომი კოეფიციენტები იკრიბება, 

მაგალითები; 

1. (14+40+(2+–30=(1+2)+(4--23)/=:3-+-7); 

2. (5+4,)+(3–702=(5+3)+(4-–7)/=8-–-3!; 

3. (2+90+C–3+0:=(2-–-3)+(9-+1)ჯ1=<–-1+10(; 

4. (3--5/)+C=––2-+7:)= (3--2)+(C–5+7)|-=1+2!. 

ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეში არის რიცხვი 0, რომლის მიმატება ნამდვილ 

რიცხვთა სიმრავლის ნებისმიერ ელემენტთან არ ცვლის ამ ელემენტს, 
ანალოგიურად ზემოთ აღნიშნულისა, კომპლექსურ რიცხვთა სიმრავლეში არ– 

სებობს რიცხვი 0--0/, რომლის მიმატება ან გამოკლება არ ცვლის მოცემულ კომ- 

პლექსურ რიცხვს. მართლაც, 

(ი+ხი + (0+00=(6--0)+(ხ+0),=06+ს!. 

0+0! რიცხვს კომპლექსური ხული ეწოდება. 

ცნობილია, რომ ორ წამდვილ 06 დახ 

რიცხვს, რომელთა ჯამი ნულის ტოლია, მო- 

პირდაპირე რიცხეები ეწოდება. ანალოგიუ- 

რად, თ+ხ! ღა –-ი-–-ხ/ კომპლექსურ რი- 

ცხვებს მოპირდაპირე კომპლექსური რიცხვე– 
ბი ეწოდება. 02+ხ, და 0-ხ/ კომპლექ- 
სურ რიცხვებს ურთიერთშეუღლებული ეწო- 
დება. 

რამდენადაც კომპლექსური რიცხვები 

გამოისახება ვექტორის სახით, კომპლექსური 

რიცხვების შეკრება გვომეტრიცლად შეიძლე- ნაზ. 175, 
ბა წარმოვადგინოთ, როგორც ქეგჟტორების 

“შეკრება. ასე მაგალითად, 185-ე ნახაზზე გამოსახულია 2, =4 + 2/ და 2:=2-1L5/ კომპ- 
ლექსური რიკხვების ჯამი. 

2. კომპლექსური რიცხვების გამოკლება 

განსაზღვრა 5. 2,=ძ,+ხ, კომპლექსური რიცხვიდან „== რეხა; 
კომპლექსური რიცხვის გამოკლება ნიშნავს, მოვძებნოთ ისეთი 2=თ-ხ; რიცხვი, 

რომ მიმატებული 2კ- სთან გვაძლევდეს 2,-ს. 

ამრიგად, 

  
(ი,+ხ,I)––(9;-- ხკ0 =0+ხ! 
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ნიშნავს იმას, რომ 
ი+ს!+ძა-ს.1=0,-Lხ,!, 

(ი+ი)+(ხ-+ხე:=0ი,-Lხკ. 
თუ გავიხსენებთ კომპლექსური რიცხვების ტოლობის პირობებს, დავწერთ: 

საიდანაც 

6=0:-“-ძე, =ხ,--ნ,. 

ერთ კომპლექსურ რიცხვს რომ გამოვაკლოთ მეორე, საკმარისია გამოკლება 

“შევასრულოთ ცალ-ცალკე ნამდვილ ნაწილებზე და წარმოსახვით ნაწილთა კოეფი- 

ციენტებზე. 
მაგალითები: 

1. (65+30-–(2-+5/)=(5-–2)-L(3-–5)7/=3--2(; 

2. (22+30ი-––ფ--0=(2-–-3)+(C3-1)7=--1 +4/; 
ე, §5-+-70)-–(1-–I)=Cლ-–))+(7--1)7=4+8X;, 
4, (10–30+0-–40=00--7)-L(-––-3-L4)/=3-LV. 

176-ე ნახახზე წარმოდგენილია 21=4-Lშ/ და 2= ––-3+2/ჯ კომპლექსური რი- 

  

  

ნახ. 176, 

ცხვების გამოკლება. 

აღსანიშნავია, რომ ორი კომპ- 

ლე ქსური რიცხვის ჯამი ან სხვაო- 

ბა შეიძლება იყოს ნამდვილი რი- 

ცხვი, მაგალითად, შეუღლებული 
კომპლექსური რიცხვების ჯამი არის 
ამდვილი რიცხვი: 

(ით+ხი+(606-ხ0ე=0თ+6ი+ 
+ხI---ხ:=20. 

შ. კომპლექსური რიცხვების 
გამრავლება 

ორი 0+ს! და თ,+ხ,! კომპ- 

ლექური რიცხვის“ გამრავლება 
ხდება მრავალწევრთა გამრავლე- 

ბის ჩეეულებრივი წესის მსგავსად, მიღებულ შედეგში საჭიროა IL? ყველგან შე- 
იცვალოს –-1-ით. 

(+ხი(,+ხ,0=ძ0,+იხ,(+თ,ხ(+ხხ,8= (00,--ნხ,)+ (ინ, +ი,ხ)#,, 

როგორ/'ვხედავთ, ორი კომპლექსური რიცხვის ნამრავლი კვლავ კომპლექსური რი- 
ცხვია. შევნიშნოთ, რომ ნულის არატოლი ორი შეუღლებული კომპლექსური რი- 
ცხვის ნამრავლი ნამდვილი რიცხვია, 

მაგალითად, 

(ი+ხიე(.--–--სსი=ი"--–-იხ!-+ცხ(-ხ27=012-Lხ?, 
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მაგალითები: 

1, (3+2(/)(5-––30)=15--9ჯ-+10(--6ჯპ=15-L/--6=21 +I: 

2. (2+50 (6––0=6-–-2/+15(-–-54=6-L11/--50=11-L13ჯ, 
ცნობილია, რომ ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეში ადგილი აქვს ტოლობას: 

ძ· 0=0 კომპლექსურ რიცხვთა სიმრავლეში კომპლექსურ ნულს (0 -+ 0X-ს) 
ანალოგიური თვისება აქვს: 

C6+ხი00+ი0=0+-V!. 
მაგალითები: 

1. (3+20606-+00=0+%0X; 
2. (2––)(0+-0()=0-+-ი0!. 

სავარჯიშო 

გამოთვალეთ: 

1·- (5+7I)C–2+3ი. 
2. (3+4/(6–5ი. 

3. (0,5+0,20(2+3ი. 

4. (/2–ი (V3+2/). 
4. კომპლექსური რიცხვების გაჟოფა. 

განსაზღვრან6. თ-+ხ( კომპლექსური რიცხვის განაყოფი C-Lძ/ კომპლე– 
ქსურ რიცხვზე ეწოდება ისეთ X+ყ! რიცხვს, რომელიც გამრავლებული C0+ძ7 
%ე მოგვცემს ძ--ხ!-ს, 

ასე რომ, თუ ერთდროულად C და ძ კოეფიციენტები არ უდრის ნულს, გვექ–- 
ნება: 

რა „ა/ ი) 
C+ძ! 

საიდანაც 
თ+ხ!=C06+ძის-ხყი, 

0+ხ(=0X-+LC/-+LXძ:+ძყბ=CC--ძყ-+L(CV/-+ძX)!. 

თუ გავიხსენებთ კომპლექსურ რიცხეთა ტოლობის პირობებს, გვექნება: 

    

CX--ძყ=თ, 
ძX+0ყ=ხ. 

ამ სისტემის ამოხსნა გვაძლევს: 

ჯ= 0C+ხძ _ ხC–იძ 

C+ძ3' ლ3+ქშ' 

თუ X-ისა და ყ-ის მიღებულ მნიშვნელობებს ჩაესეამთ (1)-ში, გვექნებაჯ 

09+ხ! _ 0ი0+ხძ ., ხC–“იძ 

იძ, (+ძ ' აქ 

ამ ფორმულის დაზეპირება არაა სავალდებულო, მხოლოდ საჭიროა ვიცოდეთ მისი 
მიღების წესი. 
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მიღებული შედეგი შეგვიძლია მივიღოთ უფრო მარტივად, თუ (1) გამოსახუ- 
ლების მარცხენა ნაწილს გავამრავლებთ გამყოფის შეუღლებულ რიცხვზე. მოსწაე- 

ლეებს ევალებათ გააკეთონ ეს დამოუკიდებლად. 
მაგალითები: 

5+2 §+20(1+20  5+10+2+40 _ 1+12! 
  

  

1-2 (1--20(1+2ი 11-- (20)? ე 

1+(0V3 _ (1+7 V3) (1+! V3) _. (00+CV3Xჯ 1+2(V3–3 _ 
1-IV3 (1-/V3)(1-+( V3) –_ 4 

_ –-14+/V3 =--22-X0, 

§ 168. პომპლექსური რიცსვის ტრიგონომეტრიული სასე 

როგორც ვიცით, თ+ხ! კომპლექსურ რიცხვს სიბრტყე ეთანადება ვექტორი 
(ნახ, 177), კოორდინატებით («, წ). აღვნიშნოთ (7 ვექტორის სიგრძე „-ით, ხო- 
ლო კუთხე, რომელსაც 6M ვექტორი ადგენს 0X ღერძის დადებით მიმართულებას- 

თან, დ-თი. 

დ კუთხის ფუნქციების –– სინუსის და კო- 
სინუსის განსაზღვრის ძალით, შეგვიძლია დაე– 
წეროთ:    M/0ი; 4) –---- ძ ხ __. 

– =ლ5დ,; –=ვიდ, () 
, ,„ 

საიდანაც: თძ=/ C05 დ და ხ=/ §Iი დ. 

' ამრიგად, ნებისმიერი 0 + ნ: კომპლექსური 

რიცხვი შეგვიძლია ჩავწეროთ შემდეგი სახით: 

ძ+ხ:=”ლ05დ+/წაიდ-ჯ 

ნახ. 177. ანუ · 
ძი + ხ!= 7(C205 დ +1351ი დ). 

ამ შემთხვევაში კომპლექსური რიცხვი ტრიგონომეტრიული სახითაა ჩაწერილი. 
ძი + ხ! კომპლექსური რიცხვის ტრიგონომეტრიულ ფორმაში შემავალ # რიცხვს 

ეწოდება მოდული, ხოლო დ კუთხეს––არგუმენტი. 

§ 194, პომალეკსურეი რიცსვის ალგებრული სასიდან ტრიბონომეტრიულჭზე 

გადასვლა და პირიკით 

როგორც ვნახეთ, 

ძ ხ : 
–=005 და –-=5I1C, 
, , 

საიდანაც 

0=/ 005 დ (1) 

ხ=ჯ §ჯზიდ (2 
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ამ გამოსახულებათა ორივე ნაწილს თუ ავიყვანთ კვადრატში და შეეკრებთ, 
მივიღებთ: 

ი2?-Lხ2?= 1 (C05?დ -L§5IიM2დ) 
ანუ 

„1=ი1-Lხ?, 

„=Vი“-+Lხ?. თ 

თუ (2) გამოსახულებას გავყოფთ (1)-ზე, გვექნება: 

ამრიგად, 

#-Vდ. (4) 
ძ 

(01), (2), (1) და (4) ფორმულების დახმარებით ყოველთვის შეგვიძლია ალგებრული 

სახით მოცემულ კომპლექსურ რიცხვს მიეცეთ ტრიგონომეტრიული სახე. 
მაგალითები: 

1. მივეეთ ტრიგონომეტრიული სახე კომპლექსურ რიცხვს: 

–1+7V3 

ა) გამოვთვალოთ მოდული, რისთვისაც ვისარგებლოთ ფორმულით: 
„= V2?+ხ? 

ვაწარმოოთ ჩასმა: 

„== VC–I)1+( V3)7=V1+3=2. 

ბ) ვიპოვოთ არგუმენტი: 

1ყდ= 

ი 
|ლ
– 

V3 , 3, # 
9დ=--=“-V3: დ=- 3. 

მაგრამ, როგორც ვიცით, ტანგენსის ასეთივე სიდიდე აქეს 

ჯ ჯ 2 
–-“- )|=ჯ1=–=–-= ხესაც. #+ ( 3 ) 3 3 ჯ კუთზესაც. 

ისმება კითხვა, რომელი მათგანი უნდა ავიღოთ? 

აღნიშნული საკითხის გარკვევის მიზნით გავარკვიოთ, როგორი ნიშნები ექ– 
ნება 510 დ და C05 დ-ს, ამით დავადგენთ, თუ რომელი მეოთხედის კუთხის აღება 
იქნება საჭირო. ვიცით, რომ 

V3 : ხ 1 
იდო > და C05დ = §Iი დ = “3 ლი0§დ =– =>. » ქ 
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ამრიგად, კუთხე უნდა იქნას აღებული მეორე მეოთხედში, რადგანაც II მეო- 

თბედში სინუსი დადებითია და კოსინუსი ––- უარყოფითი. 

  

_ წ? ჯი ვაო+ა 2» 

სხააოსიისიასსაა, ი 
ამრიგად, 

დ 2%. 3' 

მოცემული ––1 -I-/ V3 კომპლე ქსური რიცხვი გამოისახება შემდეგნაირად: 

2 :: 2% 
–1+ (V3 =2 ( => > 4 #5Iი 2): 

2. მივცეთ ტრიგონომეტრიული სახე 1ჯ რიცხეს. 7 კომპლე ქსურ რიცხვს, ანუ 
რაც იგივეა, 0+1”-ს ეთანადება ვექტორი, კოორდინატებით (0;1) (ნახ. 176), 

ცხადია, ამ ვექტორის სიგრძე 1-ის ტოლია, ხოლო 64 ვექტორის მიერ 0X ღერძის 

დადებით მიმართულებასთან შექმნილი კუთხეა = , ამიტომ ( რიცხვის ტრიგონო- 

მეტრიული საზე იქნება: 

: ჯ .: ? ჯ 0: # 
04+17=1| C05 – (ვი _ |)=005– (5ეი -–; 
+ ( 2 + >) 2 + 2 

მაგალითი ქ, ჩავწეროთ ტრიგონომეტრიული სახით რიცხვი 5; ცხადია, 
კომპლექსურ 5+ი! რიცხვს შეესაბამება 08M# ვექტორი, რომელიც ბოლოვდება 
0X ღერძის იმ წერტილში, რომლის აბსცისაა 5. ამ ვეტორის სიგრძე იქნება 5 ერ– 

თეულის ტოლი, ხოლო კუთხე დ, რომელსაც ეს ვექტორი შეადგენს 0X ღერძის და- 
დებით მიმართულებასთან, უდრის 0-ს (ნახ, 179). 

  

ამიტომ 

54607/=5(00507 + I§0ი 0'. 

V 

" _ 

0 X 

ნახ, 176. ნახ, 179. 

მაგალითი 4. ჩავწეროთ ტრიგონომეტრიული სახით რიცხვი –-3, ად- 
ვილი მისახვედრია, რომ კომპლექსურ -–- 3+0( რიცხვს შეესაბამება 6#M ვე ქტო- 
რი, რომელიც ბოლოვდება 0X ღერძის იმ წერტილში, რომლის აბსცისა უდრის 

– 3-ს; 0M ვექტორის სიგრძე უდრის 3 ერთეულს, ხოლო დ კუთხე, რომელსაც ეს 
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ვექტორი შეადგენს 0X ღერძის დადებით მიმართულებასთან, უდრის ჯ-ს (ნახ, 180) 
ამიტომ 

–-3-+ი0!=3(00§ X-I §1ი I). 

ახლა განვიხილოთ საკითხი, თუ როგორ შეიძლება ტრიგონომეტრიული სახით 
მოცემული კომპლე ქსური რიცხვი ჩაიწეროს ალგებრული სახით, 

მაგალითები, 1. ჩავწეეროთ ალგებ- 
რული სახით კომპლექსური რიცხვი V 

16 1 # 
V2( C05 + +:50ი +) 

ვიცით, რომ 

< =0ლ05თდ 9 =8ი და » დ, – თ- 
    

ნახ. 180. 

ამრიგად, 

V2( + +79ი +)=!+! 

2, ჩავწეროთ ალგებრული სახით კომპლექსური რიცხვი: 

ჯ . ა. ” 
2 | 2095 –– +758 – |. 

ჯ 
წ(ლ=2; =-: 

? 6 

9 _ ი. 2 =V3, ნ .ყეზ-), 
2 6 2 2 6 2 

-9 _ V3. ხ 1. 
2. 2' 2 2” 

ი= V3; ხ=1 

ამრიგად, 
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სავარჯიშო 
1. მიეცით ტრიგონომეტრიული სახე კომპლექსურ რიცხვებს: 

  

პასუხები: 

1 V3 წ –_ 
1) – – L,4>, ლ05 – + 7890 ––. 

2 1'-2 ვ % 3 
– 5 .·.. 5 

2 –2-2/IV3, 2 ( ლ§ >> + (5ი 29). 
6 6 

ვ, V2+ (V2, 2(C§> + 150 XV 
4 4 

“ 9,27ჯ 9,2 
4. 413, 5 | ი05- 4 75986 I, X ( 45 ს 45 

5. 1--005თ + 1511 თ; 250 > ( «:--“ + 7518 ს) 

2. მიეცით ალებრული სახე ტრიგონომეტრიული სახით მოცემულ შემდეგ 

კომპლექსურ რიცხვებს: 

1. V2( «ა + 151ი +). პას; –-1--./, 
4 4 

2. 2(=9< +135 +) პას: V3+ /. 

, 

ვ, V2 («:-» +(:59ი +)' პას:––1 -L#. 

§ 1656. წარმოსასვითი ერთეულის სარისსები 

კომპლექსური რიცხვის ცნების შემოტანის დროს განსაზღვრული გექონდა 

რიცხვი (––წარმოსახვითი ერთეული –– იმ გაგებით, რომ 

ჯბ=--1. 

წარმოსახვითი ერთეულის ხარისხების გამოთვლისას ეს უკანასკნელი მივიღოთ 
მხედველობაში, 

ჯ1=(, 

(ბ=--1, 

/%9=ჯ1. 1=C-–-1)ჰ=-–-, 

ტლუ.  ჯ=. |=-/7=-C-1)=+1, 

ც5=/. ჯ=(-L1)7=(, 
ჯ=ჯ- (=ჯპ=- 1, 

  

”ლ=(06.წ=(-1)=- ს” #=#” ()=-:-6=-MM-=1 და ა. შ. 
თუ დავაკვირდებით მიღებულ შედეგებს, ივენ ვნახავთ, რომ წარმოსახვითი 

ერთეულის ახარისხებისას მონაცვლებით მიიღება: ( –-1; 7 და +1. 
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მიღებული წესის მიხედვით ადვილად დავასკვნით, რომ ყოველი ნატურალუ- 
რი /-სათვის! გვექნება: /47 == /; –-/19+%=. 1; /19+1=/, /ტMM+9=-.ჯ 

შენიშენა ჯ? მიღებულია ერთის ტოლად, 

საეარჯიშო 

აახარისხეთ; 

1. #. 4. (1+#ი? 7 6904) 

2. 4 5, (3-+2/? 8) (1+ი1+-(2+ვე! 
ვ, ,% 6. (2--ჯ V3)5 9) (3+(V/2# 

§ 159, ტრიბონომეტრიული სასით მოსემული კომპლეჰსური რიძყვების 

გამრავლება და გაქოფა 

ავიღოთჰკომპლექსური რიცხვები: 
2,=/(C05 დ,-LI §1ი დე, 

?:=/5(C05 დ.-LI/ 5Iი დე). 

გადავამრაჟლოთ ისინი მრავალწევრთა გამრავლების წესის მიხედვით, მივიღებთ: 

2) · 7ე=წ5:(C05 დ, -++I 51ი დ,)(=05 და-LL 51 დეე)= 

=/წ, " „კ(C05 დ,C05 დე–-5Iი დ,51ი დ.-+I C05 დ,5I0 დ;:--I 511 დ;C05 და) = 

=/, · „I (005 დ,C0§ დე––51 დ,51ი დ.)-LI (=0§ დ,5III დე+510 დ,C05 დ,) 1= 

=// I C05 (დ,-++დ.) +! 5Iი (დ,+დ.) |. 

თუ დავაკვირდებით მიღებულ შედეგს, ადვილად დავასკვნით, რომ 2,2) ნამ- 

რავლის მოდული ჯდა 72. რიცხვთა მოდულების ნამრავლის ტოლია, ხოლო არგუ- 
მენტი წ და 2, რიცხეთა არგუმენტების ჯამისა. 

მაგალითები: 

.„ 2(-0§ 20”--I 5(ი 209) · 2(C00§ 10"-LI §Iი 103=4(C05 30”-LI; §Iი 30%= 

=4(%+ +)= 2 /3+72/. 

2. V2(005 15"-LI 51ი 155 · /3(C05 ქ0?-L/5Iი 309=VC6(-C0§ 45“-L/ §Iუ 459 = 

“ირა 
აღსანიშნავია, რომ ტრიგონომეტრიული სახით მოცემული კომპლექსურ რი– 

ცხვთა გამრავლების წესი მართებულია თანამამრავლთა ნებისმიერი სასრულო # 
რიცხვისათვის, ე. ი. 

რო (205 დ, +I( 510 დ.) · 7,ყ(C05 დ.-LI 5(ი დ.)...” (205 დგ-+LL: §(ი და)= 

=/) " ჩ....”ეIC05 (დ,+დ,-+...+დეი)+( 5)ი(დ,-+დე-...+დ,)); 

თუკი ყველა თანამამრავლი ტოლია, მაშინ მივიღებთ 

(#7 (C05 დ+1 51ი დ) |" =/” (C05 /I დ –L I 5111 /1 დ). (1) 
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მიღებული (1) ფორმულა ცნობილია მ უაერის ფორმულის სახელწოდებით , 
თუ #=1, მაშინ მუავრის ფორმულა მიიღებს სახეს: 

(-0§ დ-L/ 5II) დ) "შ=C085 /Iდ-L/ §)ი ოდ; “ი 

(2 ფორმულის გამოყენებით ადვილად გამოითვლება §102დ, C052დ, 5Iიპდ, C052დ 
ფუნქციათა მნიშვნელობები, 

მართლაუ,, 

(C05 დ-LI 510 დ)ზ=005 2დ-+-/ §)ი 2დ, 
ვინაიდან 

(C0§ დ-LI 510 დ)? = C05?დ-LI 2 C05დ §1იდ––51ი?დ. 

ამიტომ გვექნება 

C05 2დ-+LI5|)ი 2დ=C005“დ-–5Iი”დ-LL 2 C03 დ §5Iი დ. 

თუ გავიხსენებთ ორი კომპლექსური რიცხვის ტოლობის პირობებს, ადვილად 

დავასკვნით: 

C05 2დ==00§1დ––ვIი2?დ, 01) 
და 

510 2დ= 2005 დ 51ი დ. (2 

ახლა გამოვთეალოთ C08§ მდ და §Iი 3დ, 

ცხადია, (C0§5 დ-I §1ი0 დ)ზ=C005 3თ-L (§51ი 3დ, 
ვინაიდან 

(C05 დ+-I 5111 დ)ქ1=C05დ–– 30605 დ · §(ი? დ + / (3 C05“დ 5(ი დ-–– 5,ი1? დ), 

ამიტომ 

ლC05 3დ+; 51ი ქჰდ=Cლ005?დ––3005 დ · §1ი“დ-LV7(3 C05"დ 5Iი დ––5)იპდ); 

საიდანაც 

C05 3დ=C6C05'დ––3 C0§ დ §Iი?დ, (C)! 

§1ი 3დ=3C0092ი 530 დ-––5Iიბდ (C1) 

(4)-ში თუ ჩავსვამთ C052დ= 1-–-§Iი?დ, გვექნება 

810 ქდ=3 §Iი დ––4 ვ)ი?დ. (5)- 

ადვილად შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ ტრიგონომეტრიული სახით მოცემული 
კომპლექსურ რიცხვთა ახარისხების მიღებული წესი მართებულია უარყოფითი 
მთელი ჩი, რიცხვისათვისაც; მართლაც, 

1(ი05დ +-I 51ი დ)“ 11=1005(––დ) -LI §Iი (––დ)) "=C05C(––/1დ) –– 15)ი(– ჩდ). 

ამრიგად, 

(-C05 დ+/ 5Iი დ) “ "=C05 (C-– იდ)-LI 51ი(C-– დ). 

§ 162. ტრიბონომზებრიული სასით მოცემული კომალეკსური რიცხვების 

ნამრამლის გეომეტრიული გამოსასვა 

ვთქვათ, 21=/ (C05 დ,+! §Iი დ.) კომპლექსურ რიცხვს შეესაბამება 6#%ი ვექ– 

ტორი, ხოლო 2:=/,(C05 დე+/I §Iი დ,) რიცხვს 0#; ვექტორი. 
მაშინ ნამრავლს: 2, · 2:=/ე I 1C05 (დ,+ დ.) -L ჯ §1ი (თ,-L დე) | ეთანადება 0M 

ვექტორი, 
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0M ვექტორი მიიღება დ კუთხით 0/V, ვექტორის მობრუნებით საათის ისრის 

მოძრაობის საწინააღმდეგო მიმართულებით და მისი სიგრძის („) შეცვლით /„- 
ჯერ. თუ #->1, მაშინ ამბობენ, რომ 0/#/, ვექტორი განიცდის გაჭიმვას, ხოლო, 
თუ ო<1, განიცდის შეკუმშვას, 

კერძოდ, თუ კომპლექსური რიცხვი მრავლდება წარმოსახვით ერთეულზე, 

(-ზე, მაშინ 0M, ვექტორი მობრუნდება <– კუთხით ისე, რომ მისი სიგრძე უცვ-. 

ლელი რჩება. 

VI 

   
ნახ. 161. ნაზ. 182. 

§ 108. ტრიგონომეტრიული სასით მოცემული კომალეკსური რიცსჭებინ გაყოფა 

ვთქვათ, მოცემულია ორი კომპლექსური რიცხვი 

21=71)(005 დ;-LI 510 დ,) და 2ა=/-ა (005 დე+:I §Iი დ.). 

საჭიროა მოიძებნოს მოდული და არგუმენტი 

2ე __ო (0056, + ! 50 დ)) 

2 #2(C05დ» + ! 50 დ.) 
შეფარდებისა. 

უკანასკნელი გამოსახულების მნიშვნელი და მრიცხველი გავამრავლოთ 
005 და––/ ვი დე-ზე, მივიღებთ 

21 _ ”)(C05 დ, +! 51ი დ)) · (C05 დე–150 დ.) 

2 7” (C05' დ.+ 5'ო“ დ.) 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ ლ05'და+-5(ი"დ.= 1, მასთან; ორი არგუმენტის 
სხვაობის სინუსის და კოსინუსის ფორმულებს, გვექნება: 

<1 = 91 (იი§ დ,-– დი) + 1 50 (8) – და). (1) 
ბი 

(01) ფორმულის მიხედვით დავასკვნით: 

ტრიგონომეტრიული საზით მოცემული კომპლექსური რიცხვების განაჟოფის 

მოდული ტოლია გასაყოფის მოდულის შეფარდებისა გამყოფის მოდულთან, ხო- 

ლო არგუმენტი –- გასაჟოფისა და გამყოფის არგუმენტების სხვაობისა. 
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ამ წესის გამოყენებით ადვილად დავასკვნით: 

(რ5დI/ ყიდ): -- 1 == 59025950:4115900 _ 
Cლ0ადსკIი ი05დ+ჯყიდ 

=C005(--დ)+I 51ი (<–დ)= 005 დ--/ 51ი დ. 
ამრიგად, 

C05 დ+I 5Iი დ)-1=C0§ დ––/ §)ი დ, 

§ 10ი, ფესჭის ამოღება პკომპლეპჰხური რიცსვითან 

ამოვიღოთ #! ხარისხის ფესვი კომპლე ქსური რიცხვიდან 2=/(C05 დ-LI 5Iი დ 
ნიშნავს, ვიპოვოთ ისეთი ი(C05§ 06+; §IიV 0) კომპლექსური რიცხვი, რომელიც ახა– 
რისხებელი /! ხარისხში მოგვცემს #(C0§8 დ-LIX §1ი დ) რიცხვს. 

ე· ი. 

I0C(C05 6+7; §Iი 6) "=„/(C05 დ+ ( 5109 4), 
ანუ 

0 'MC05 /10-L1( 51ი /)8)=/(C05 დ-+-/ §Iი დ). 

კომპლექსურ რიცხვთა ტოლობის პირობების ძალით იბ=/,, ხოლო არგუმენ- 

ტები შეიძლება განსხვავებული იყვნენ მხოლოდ 2X#-ს ჯერადი რიცხვით, 

ე. ი. 
„90=დ -L 2#. 

ამრიგად, 
დL2ჩXM 

=ი 7? = 
ი=,/" ღა0=--; 

სავი /# ხარისხის ფესვს მოცემული კომპლექსური რიცხვიდან ექნება შემდეგი 

ახე: 
ლლ– – +2(» .. 2#X 

VI”, (C05დ+/5Iი დ) =%Vი(დ: “+ :9ძი შლი) (1) 

თუ (1) ფორმულაში #-ს მივცემთ მნიშვნელობებს: 0, 1, 2, .., /1-–1, მივიღებთ 

ფესვის შემდეგ M მნიშვნელობებს: 

#=0, მაშინ %-/-(Cა ?9 ყი #). 
ჩ· M 

  #=1, მაშინ 2=M-(C» დ +2X+ +I ყი 9+2%), 
„ 1 

#=2, მაშინ 5=%V- (ა 9+49#. +(5'ი 23:24), და ა. შ. 
ჩ ჩ 

მართალია, # რიცხვის ზრდასთან ერთად იზრდება არგუმენტის მნიშვნელო- 
ბებიც, მაგრამ არც ერთი მათგანი არ აღემატება 2»-ს, ამ აზრის ნათელსაყოფად 
საკმარისია ვაჩვენოთ არგუმენტთა მიმდევრობის ყველაზე მეტი მნიშვნელობა 
დ+20-1)იე ა. 

ჩ 

· VI/2 გამოსახულებაში იგულისხმება არითმეტიკული ფეხვი, 
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მართლაც, კომპლექსური რიცხვის არგუმენტის მთავარი მნიშვნელობა ნაკ- 

ლებია 2»-ზე, ე. ი. 

0 <დ<2# 
ამიტომ 

დ+2(0-1) 1 292120 = 1) IL 2” 

(კ ჩ 
ამრიგად, 

დ+2(-–-1) 6 -2ჯ. 

” 

ვინაიდან ერთი სრული კუთხის ფარგლებში ორ სხვადასზეა თ და ჩ კუთხეს არ შეი– 
ძლება ერთდროულად ჰქონდეს როგორც სინუსის ასეეე, კოსინუსის ერთი და იგი- 

ვე მნიშვნელობები, ამიტომ, ცხადია, ფესვის ყველა # მნიშვნელობა ერთმანეთისა– 

გან განსხვავებული ოქნება. 

ადვილი საჩვენებელია, რომ # რიცხვის მომდევნო მნიშვნელობებისათვის, მა- 

გალითად: #=7#/, #-+1,... თესვის ახალ მნიშვნელობებს ვერ მივიღებთ: 

მაგალითად, 

2.=%. ( C§9+2950 კ (59 5+ 2“) Mი თა( 7-+2» )+ 
L ჩ „ ი 

+ (90 (7+2» ). =%I( ა 7 +/89ი + )<-» 
/”# ” ჩ 

ე. ი. მივიღეთ M-ური ხარისხის ის მნიშენელობა, რაც მიღებული გვქონდა 
0=0-ის დროს. ასევე #=M-+-1 მნიშვნელობისათვის, მივიღებთ 2,)-ს, #=/1+2-სა– 

თვის 7,-ს და ა. შ. უკანასკნელის შემოწმება ევალებათ მოსწავლეებს, 

მაგალითები: 

ეთქვათ, გვაქვს 
1. V?. 

2: წარმოვიდგინოთ ტრიგონომეტრიული სახით: 

· #ჩ# .- # 
(=C05 – (591 –– =1), 2 1! 2 (7=1) 

ამიტომ 

  

> + + 2 #X -+2% 
– 2. წ – 

V/ =)/// თ > +927 =005 2 +1:5ი 2 

როცა #=0, გვექნება 

/L= 00§-“- + (50 = =V2+(V2 
4 4 2 2 

როცა #=1, გეექნება: 

V( =ლ05-7 #/9022 /2 ,#2 V 
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2. ვიპოვოთ I; რიცხვიდან მე-4 ხარისხის ფესვის ყველა მნიშვნელობა, ჯ წარ– 
მოვადგინოთ ტრიგონომეტრიული სახით: 

1=005 > + (518 3) #7=%V1=1. 

არგუმენტი იქნება: 

როცა #=0; მაშინ 2: 

2 5Xჯ როცა #=1); =LC42%--2%. 
814 8 

4X 9ჯ როცახ=2; => 12%... 72%. ც 8913 8. 

6ჯ 13X# როცა #=ე; => +2%. 12% 
შო 8 4 8 

ამრიგად, ( რიცხვიდან მე-4 ხარისხის ფესვის მნიშვნელობებიიქნება: 

ლ05 “ + 7 §ი #. C0§ 22% # (50 22; 059 0 1 /ყე25 
8 8 8 8 

და თა" +? დები. 

სავარჯიშო 

იპოვეთ ყველა მნიშვნელობები: 

ჩჯ ჯ 
“+ + 2ხოX “> + 27#M1 

ა #0 პას CC“ –“––+6/წი“ 

ბ) V1+7, პას: ი> “ “ი · 

გ) VI პას: =- (V/3 +: 

XV თავი 

ფუნქციები და ზღვრები 

§ 1720. აბსოლუტური სიდიდეები და მათთან დაკავშირებული თანაფარდობანი 

რი რიცხვის აბსოლუტური მნიშვნელობა აღინიშება |0| სიმბოლოთი და განი– 
საზღვრება შემდეგნაირად: · 

ძ, თუ ი>90; 
|0)C=7? ––-–ძ, თუ 0<0, 

0, თუ ძ=0



მაგალითად, 

|(5|=5, |(–< | =< | ––20|=20 და ა. შ. 

მოვიყვანოთ აბსოლუტურ სიდიდეთა ძირითადი თვისებები დაუმტკიცებლად, 
თვისება 1. თუ |იI<თ, საღაც თ>0, მაშინ ი-სათვის ვღებულობთ 

–თ<ი<თ, 

თვისება II. რამდენიმე შესაკრებთა ჯამის აბსოლუტური მნიშვნელობა 
არ აღემატება ცალკეულ შესაკრებთა აბსოლუტური მნიშვნელობის ჯამს: 

IV-+ხI=I0I+|Iხ|“ 
ამ ტოლობას შეიძლება ადგილი ექნეს მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა ორივე 

"მესაკრების ნიშნით ერთნაირია. 

მაგალითები: 

1. |C-5)+C-)თ|=|-5I+-–)ი, 15=15; 
2. I104-C–3)|<))0/+L–პ_, 7<13. 
თვისება III. ორი ნამდვილი რიცხვის სხვაობის აბსოლუტური მნიშე- 

ნელობა არაა ნაკლები ამ რიცხვების აბხროლუტურ მნიშვნელობათა სხვაობაზე: 

IC-–ნI>I6I-–IსI. 
მაგალითები: 

1. |20-–5|=|I20|-–-|5|==15, 15=15; 

2, 5-C2>5-I-2 7>/. 
თვისება IV. ნამღვილ რიცხვთა ნამრავლის აბსოლუტური მწიშენე- 

ლობა თანამამრავლთა აბსოლუტური მნიშვნელობების ნამრავლის ტოლია. 

ML - ხI=|IC0I- Iს) 
„ეს წესი შეიძლება გავავრცელოთ თანამამრავლთა ნებისმიერი რიცხვისათვის, 

თვისება V. ნამდვილ რიცხვთა ფარდობის აბსოლუტური მნიშვნელობა 

-გასაყოფისა და გამყოფის აბსოლუტურ მნიშვნელობათა ფარდობის ტოლია: 

ძ 

ხ ხI 

  

  

§ 121. ფუნკცია და არბუმენტი 

ფუნქციონალური დამოკიდებულების იდეას არითმეტიკის დაწყებითი კურ- 
სის შესწავლიდანვე ეყრება საფუძველი. მე-8 კლასში მოსწავლეთათვის ცნობილია 

ცვლადი და მუღმივი სიდიღეების, ფუნქციის განსაზღვრა, ფუნქციის განსაზღვრისა 
და ცვლილების არეები, ზოგიერთი ფუნქციის გრაფიკის აგება. 

ამ თავში ფუნქციის ცნებას განვიხილავთ უფრო ღრმად, ვიდრე ეს სამუალო 
სკოლის მე-8 ფოს ი ისწავლებოლა, მოშ დ ქიდოვ ე სასა 

“ ეს თეისება ძალაში რჩება შესაკრებთა ნებისმიერი სასრული რიცხვისათეის. 
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მუდმივი და ცვლადი სიდიდეები. სიდიდეები, რომელთაც მათემატიკა განიხი– 
ლავს, ორგვარია: მუდმივი და ცვლადი, 

სიდიდეს ეწოდება მუდმივი, თუ იგი მოცემულ პირობებში მუდამ ინარჩუ- 
ნებს ერთსა და იმავე რიცხვით მნიშვნელობას. მაგალითად, წრეწირის სიგრძის შე- 

ფარდება მისივე დიამეტრთან მუდმივი სიდიდეა (ის უდრის »-ს), სამკუთხედის ში- 

გა კუთხეთა ჯამი მუდმივი სიდიდეა (უდრის 180“-ს) და ა. შ. 
სიდიდეს ეწოდება ცვლადი, თუ იგი მოცემულ პირობებში ღებულობს სხეა- 

დასხვა რიცხვით მნიშვნელობებს, მაგალითად, ჰაერის ტემპერატურა, წნევა, მა- 

ტერიალური წერტილის სიჩქარე, აჩქარება და ა. შ. 
ჩვეულებრივ, მუდმივი სიდიდეები აღინიშნება ლათინური ანბანის პირველი 

(პატარა) ასოებით: 

ი, ს, C, ძ და ა. შ. 

ცვლადი სიდიდეები კი ამავე ანბანის უკანასკნელი ასოებით: 

X, ყ, 7, V, 9 და ა. შ. 

X ცვლადი მოცემულად ჩაითვლება, თუ ცნობილია მნიშვნელობათა ის სიმ- 

რავლე, საიდანაც ის იღებს თავის მნიშვნელობებს. 

განეიხილოთ ნამდვილ რიცხვთა რაიმე სიმრავლე, თუ Xჯ ცვლადს შეუძლია 
მიიღოს 6 სიმრავლეში შემავალი ყოველი რიცხვის მნიშვნელობა, მაშინ ვიტყეით, 
რომ ჯ არის სიმრავლეზე განსახღვრული ნამდვილი ცვლადი. თვით #6 სიმრავლეს 
კი, საიდანაც X ცვლადი იღებს თავის მნიშვნელობებს, ეწოდება X ცვლადის ცვლი- 
ლების არე. 

ამრიგად, X ცვლადი მოცემულად ჩაითელება, თუ ცნობილია მისი ცვლილების 
არე. 

მუდმივი სიდიდე შეგვიძლია განვიხილოთ, როგორც, აგრეთვე, ცვლადი სი- 

დიდე, რომლის ცვლილების არე შედგება მხოლოდ ერთი რიცხვისაგან. 
განსაზღვრა1, იმ ჯ რიცხვთა ერთობლიობას, რომლებიც აკმაყჟოფილე- 

ბენ უტოლობებს 0<-X<ხ, სადაც 0 და ხ ნამდვილი რიცხვებია, ეწოდება დახურუ- 

ლი შუალედი ანუ სეგმენტი და აღინიშნება Iძ, ხ) სიმბოლოთი, სეგმენტი გეომეტ- 

რიულად წარმოადგენს, რიცხვითი წრფის იხ მონაკვეთს. მასთან წერტილები თ და ხ 
მიეკუთგნება თვით ამ მონაკეეთს (ნახ. 183). (თ, ხ) სეგმენტი შეიძლება განვიხილოთ, 

აგრეთვე, როგორც წერტილთა სიმრავლე, რომელსაც ძ და ხ წერტილებიც მიეკუ- 

თვხერა, 

L .>. ძ ხ ა. ხ- ძ დ 

ნახ. 183. ნახ. 104, 

განსაზღვრა 2. იმ რიცხვთა ერთობლიობას, რომლებიც აკმაკოფილე” 

ბენ უტოლობებს ი«<X<წ%, ეწოდება შუალედი და აღინიშნება (ძი, §) სიმბოლოთი. 

შუალედი გეომეტრიულად წარმოადგენს რიცხვითი წრფის იხ მონაკვეთს, მასთან 
ძ და ხ წერტილები მონაკვეთს არ მიეკუთვნება (ნახ, 184), 

(იხ) შუალედი წარმოადგენს წერტილთა სიმრავლეს, რომელსაც ძ და ხ წე- 

რტილები არ მიეკუთვნება. 
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განსაზღვრაქ, იმ ჯ რიცხვთა ხიმრავლეს, რომლებიც აკმაყოფილებენ: 
უტოლობებს 0<-X< ხხ და თი<X<ხ, ეწოდება ნახევრად ღია შუალედი და აღინიშ–- 

ნება (თ, ხ) და (თ, 6) ხიმბოლოთი, მასთან (ი, ხ) წარმოადგენს ნახევრად ღია შუა– 
ლედს მარჯვნიდან, ხოლო (თ, ხ) –- ნახევრად ღია შუალედს მარცხნიდან, 

სეგმენტს სხვანაირად დახურულ შუალედს უწოდებენ, ხოლო ინტერვალს –– 
ღია შუალედს. 

განსაზღვრა4. შუალედს უწოდებენ ყველა იმ ჯX რიცხვთა სიმრავლეს, 
რომლებიც აკმაყოფილებენ უტოლობახ X<ხ ან X>9ძ. მათ აღნიშნავენ შესაბამისად. 

(–ილ, ხ) და (თ, +). 
განსაზღვრა წ, ყველა ნამდვილ რიცხვთა ერთობლიობას უწოდებენ. 

(C-ლ=<, +) შუალედს, 

ვთქვათ, მოცემულია ნამდვილი ჯ ცვლადი, განსახღერული რომელიმე # სიმ– 
რავლეზე, და ცნობილია რაიმე წესი, რომლის ძალითა, X ცვლადის ყოველ მნიშენე– 
ლობას ეთანადება გარკვეული ნამდვილი ყ რიცხვი. ასეთ შემთხვევაში ვიტყვით, 
რომ ყ ცვლადი X-ის ფუნქციაა ანუ X-სა და ყ-ს შორის დამყარებულია ფუნქციონა- 
ლური დამოკიდებულება. 

ცვლადს, რომელსაც ნებისმიერად ვაძლევთ ამა თუ იმ რიცხვით მნიშვნელო. 

ბას თავისი ცვლილების არიდან, ეწოდება დამოუკიდებელი ცვლადი ანუ არგუმენ- 
ტი, ყ ცვლადს კი, რომლის მნიშვნელობები დამოკიდებულია X-ის ცალკეულ მნი-. 

შენელობებზე, ეწოდება დამოკიდებული ცელადი ანუ ფუნქცია. 
Xჯ არგუმენტის მნიშვნელობათა სიმრავლეს ყ ფუნქციის განსაზღვრის არე ეწო- 

დება, ე. ი. არგუმენტის ცვლილების არე ფუნქციის განსაზღვრის არეს წარმოადგენს. 
ყველა იმ ყ მნიშვნელობის სიმრაელეს, რომლებიც X-ის სხვადასხეა მნიშვნე– 

ლობებს ეთანადება, ეწოდება ფუნქციის მნიშვნელობათა სიმრავლე ანუ ფუნქციის. 

ცვლილების არე 
განსაზღვრა6., ყ ცვლადს ეწოდება დამოუკიდებელი X ცვლადის ფუნ- 

ქცია, თუ X-ის უოველ მნიშვნელობას მისი ცვლილების არიდან ეთაწადება ყ-იხ 

ერთადერთი გარკვეული ნამდვილი მნიშვნელობა. 

როგორც ჩატარებული მსჯელობიდან ირკვევა, ფუნქციის განსაზღვრაში უნ– 
და გამოვყოთ ორი ძირითადი მომენტი: პირველი –– X არგუმენტის მნიშვნე... 
ლობათა #6 სიმრავლე ანუ ჯ არგუმენტის ცვლილების არე, რომელიც ფუნ ქციის 

განსაზღვრის არეს წარმოადგენს, და შეორე ის წესი, რომელიც ამყარებს შესაბამი–. 

სობას X-ისა და ყ-ის მნიშვნელობებს შორის. 

ის ფაქტი, რომ ყ წარმოადგენს X-ის ფუნქციას, ჩაიწერება ასე 

ყ=/ (ი, 

მაგალითად, წრეწირის სიგრძე რადიუსის ფუნქციაა: 

ყ=2#X. 

სადაც X-ით აღნიშნულია რადიუსი, ხოლო ყ-ით-- წრეწირის სიგრძე. ასევე გავლილ: 
მანძილსა ღა დროს შორის არსებობს ფუნქციონალური დამოკიდებულება 

5=V/ (ს მუდმივი სიდიღეა). 

შეიძლება ფუნქციის ფცელილება დამოკიდებული იყოს ერთდროულად ორ,. 
სამ და მეტ დამოუკიდებელ ცვლადებზე. 
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მაგალითად, ცვლადი სიჩქარის შემთხვევაში, გავლილი მანძილი ორი ()ვლა- 
დის –-- სიჩქარის და დროის ფუნქციას წარმოადგნს. 

იმ გარემოებას, რომ ყ არის რამდენიმე დამოკიდებული ცვლადის ფუნქცია, 
ჩაიწერება ასე: : 

ყ= 0X.,..., X-). 

მო ვიყვანოთ ფუნქციის რამდენიმე მაგალითი 

1, ყოველ ნამდვილ ჯ რიცხვს შევუსაბამოთ მისი კვადრატი, ე. ი. ამით მივიღებთ 

ყ=X' ფუნქციას, რომლის განსაზღვრის არე არის ნამდვილი რიცხვთა (X) სიმრავლე. 

2. ყოველ X რიცხეს L-–-1; 1) სეგმენტისას შევუსაბამოთ VI1--X2, გვექნება 

ყ=V/1--ჯ ფუნქცია, რომლის განსაზღვრის არე არის I-–1, 1) სეგმენტის წერტილ- 

თა სიმრავლე. 

§ 175. ფუწქციის ზოძევმის კირითადი სერსები 

როგორც აღნიშნული გვქონდა, ფუნქცია განსახღვრულად ჩაითვლება, თუ 

ცნობილია წესი, რომლის მიხედვითაც არგუმენტის ყოველ შესაძლო მნიშვნელობას 

ფუნ ქციის განსახღვრის არიდან) ეთანადება ფუნქციის გარკვეული მნიშენელობა. 

სხვადასხვა კონკრეტულ შემთხვევაში ეს წესი შეიძლება სხვადასხვანაირად იქნეს გან “ 

ხორციელებული, 
პრაქტიკაში უფრო ხშირად გვხვდება ფუნქციის მოცემის სამი ხერხი: 

ანალიზური, ცხრილური და გრაფიკული. ? 

1. ფუნქცია მოცემულია ანალიზურად, თუ ცნობილია ის მათემატიკური ოპე- 

რაციები, რომლებიც უნდა შევასრულოთ გარკვეული თანმიმდევრობით, დამოუ- 

კიდებელ ცვლადზე, რომ მივიღოთ ფუნქციის სათანადო მნიშენელობა, 

ფუნქციის ასეთი სახით მოცემის ერთ-ერთი საშუალება არის ფორმულა, 
ფორმულას, რომლითაც ფუნქცია განისაზღვრება, ფუნქციის ანალიზური გამოსახუ- 

ლება ეწოდება. 
მაგალითად, ზემოთ განიხლული ყ=X” ღა ყ=V1--X2 ფუნქციები მოცემულია 

ანალიზურად (ფორმულით). 

განხილულ მაგალითებში თუ X-ს მივცემთ სხვადასხვა რიცხვით მნიშენელო–- 
ბებს, ნაჩვენები ოპერაციების შესრულებით მივიღებთ ყ ფუნქციის სათანადო 
მნიშვნელობებს, ასეთ შემთხვევაში იტყვიან, რომ ფუნქციონალური დამოკიდებუ- 

ლება მოცემულია ცხადი სახით. 
აქვე უნდა შევნიშნოთ, რომ ფუნქციონალური დმოკიდებულება შეიძლება მოცე– 
მული იყოს ე. წ. არა ცხადი სახით. ე.ი. ხშირად ვხვდებით ისეთ შემთხეევებს, რო- 
ცა ფუნქციონალური დამოკიდებულების გამომსახველი განტოლება ამოუხსნელია 
თვით ფუნქციის მიმართ. 

ეთქვათ, მაგალითად მოცემულია განტოლება: 

# C«, ყ) =0. 0) 

რომელიც აკავშირებს ორ ნამდვილ X და ყ 0;ლადს, თუ არსებობს X-ის ისეთი 

((%9 ფუნქცია, რომელიც ჩასმულია (1) განტოლებაში, მას აქცევს იგივეობად, მაშინ 

    

" შეიძლება ფუნქცია მოცემული იყოს აღწერილობით. 
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ვიტყვით, რომ (1) განტოლებით განსაზღვრულია კ, როგორც X-ის არაცხადი 

ფუხქცია. ' 
მაგალითად, XX?2+ყ? = 1 გამოსახავს X და ყ (ვლადღებს შორის ფუნ- 

ქციონალურ დამოკიდებულებას არა ცხადი სახით, მაშინ, როც. VM= + 

+VI--X? გამოსახავს იმავე დამოკიდებულებას ცხადი სახით. 

ფუნქციონალური დამოკიდებულების ზემოდ მოყვანილი განსაზღვრის დროს 

მოვითხოვდით, რომ არგუმენტის ყოველ დასაშვებ მნიშვნელობას ეთანადებოდეს 

ფუნქციის ერთი ნამდვილი მნიშვნელობა. შეიძლება არგუმენტის რომელიმე და– 
საშვებ მნიშვნელობას შევუსაბამოთ ერთი ნამდვილი რიცხვის ნაცვლად რამდენი– 

მე ნამდეილი რიცხვი (მნიშენელობათა უსასრულო სიმრავლეც კი). თუ დამოკიდე– 

ბ ბა ისეთია, რომ არგუმენტის ერთ მნიშვნელობას ეთანადება არა ნაკლებ 
ორ | ამდვილი რიცხვი, მაშინ მი, მრავალსახა მ უნქცია ეწოდება. ალე 

მაგალითად, განტოლება 

MV = 

ი
 

I
M
,
 

გასაზღვრავს ყ-ს, როგორც X-ის ორსახა ფუნქციას, ვინაიდან 

ყ= 33 VX- 

შემდეგში, როცა ნახსენები იქნება ფუნქცია. მხედველობაში გეექნება „ფალ- 
სახა ფუნქტია, თუ რაიმე შენიშენა არაა გაკეთებული. 

9. ფუნქცია მოცემულია ცხრილურა ხერხით ნიშნავს იმას, რომ შედგენილია 

გარკვეული ცხრილი, რომელშიც ამოწერილია არგუმენტის მნიშვნელობათა სიმ– 
როავლე და მასთან ფუნქციის შესაბამის მნიშენელობათა სიმრავლე. 

მაგალითად, 
  

  

      ' –_'!'' 
წ 11 +) 2 25 

ცხრილით მოცემულია ფუნქციონალური დამოკიდებულება, რომელიც ანალი– 
ზურად შემდეგნაირად გამოისახება 

  

1 

ულ 
ისეთი ფუნქციებისთვის, რომლებიც ხშირად გვხეღება პრაქტიკაში, არგუმენ– 

ტის საკმაოდ ბევრი მნიშვნელობებისათვის გამოთვლიან ფუნქციის მნიშვნელობებს 

და ამგვარად ადგენენ ცხრილებს, შემდეგ ასეთი ცხრილებით სარგებლობენ კონკ– 

რეტული ამოცანების გადაწყვეტისა. მაგალითად, ასეთი ცხრილები შედგენი- 

ლია V=VX9?, 1, X და სხვა ფუნ, ბისათვის. X და სხვა ფუმქციე ვ 

§ 178. ფუნქციონალური დავოკიდებულების გამოსახვის გრაფიკული სერსი 

ვთქვათ, მოცემულია განტოლება 

ყ=/ დი, 
რომელიც აკავშირებს »ჯ არგუმენტს ყ ფუნქციასთან. ფუნქციის განსაზვრის თა- 

ნახმად ჯ-ის ყოველ მნიშვნელობას არგუმენტის მნიშვნელობათა სიმრვლიდან ყ-ის 
25. ე. შონია 3გ5



სრულიად გარკვეული მნიშვნელობა ეთანადება. ამ გზით მიეიღებთ ნამდვილ რიც- 

ხვთა (X, ყ) წყვილს. · 
თუ ავიღებთ სიბრტყეზე მართკუთხა კოორდინატთა სისტემას და ნამდვილ 

რიცხვთა ყოველ (X, ყ) წყვილს მევუსაბამებთ სიბრტყის /I/ წერტილს, რომლის 
აბსცისაა X, ორდინატი კი V, მაშინ სიბრტყეზე მივიღებთ წერტილთა ერთობლიო– 

ბას, რომელსაც ეწოდება #–/ნიეფუნქციის გრაფიკი. წერტილთა ე - 
ფუნქციის გრაფიკის ასაგებად, როცა მოცემულია განტოლება, რომელიც ფუნ- 

ქციას და არგუმენტს ერთმანეთთან აკავშირებს, საჭიროა შევადგინოთ არგუმენ- 
ტის და ფუნქციის მნიშვნელობათა ცხრილი, ცხრილის მიხედვით სიბრტყე- 

ზე ავაგოთ წერტილები და მიღებული წერტილები უწყვეტი წირით შევაერთოთ, 
4. შეიძლება ფუნქციონალური დამოკიდებულება ორ ცვლადს შორის მოცე- 

მული იყოს აღწერით. 
მაგალითად, ვთქვათ, (0,1) სეგმენტზე 

ყ= 00) ფუნქცია განსაზღვრულია შემდეგნა– 
ირად: ამ სეგმენტის ყოველ ირაციონალურ 
რიცხეს ეთანადება ყ-ის მნიშვნელობა 0, ხოლო 

ყოველ რაციონალურ Xჯ რიცხვს--ყ-ის მნიშვნე– 

ლობა 1, მაგალითად, %L-> =0 და LMX1)=1. 

როგორც ვხედავთ, ამ ფუნქციის განსაზღ- 
ვრის წესი ჩაიწერება შემდეგნაირად: 

0, როცა X ირაციონალურია, 

  

ნას. 185. ყ= 90C)= 

1, როცა X რაციონალურია. 

ამ ფუნქციას დ ირი ხლეს ფუნქცია ეწოდება, ეს ფუნქცია ფორმულით არ 
განისაზღვრება. 

5. ვთქვათ, ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეზე ყ ფუნქცია განსაზღვრულია 
შემდეგნაირად: 

1, როცა X>0, 

ყ-= 0, როცა X=0. 

–1, როცა X<0. 
ეს ფუნქცია აღინიშნება §/C/I(VII-ით (იკითხება, „სიგნუმ“»X) და შემოღებული ივო 
კრონიკერის მიერ, როგორც ვხედავთ ფუნქციის განსახღვრისათვის არ არის 
აუცილებელი, რომ იგი განსაზღვრული იყოს რაიმე ფორმით. 

მაგალითები: 

1. /(%V0 ფუნქცია მოცემულია ფორმულით 
–. /#00=V9--X. 

ვიპოვოთ ამ ფუნქციის განსაზღვრის არე. 
ცხადია, აღებულ ფუნქციას ექნება ნამდვილი მნიშვნელობები ისეთი ჯ-ის- 

თვის, რომელიც აკმაყოფილებს უტოლობას 

9 .X2>>0, 

« 1. ჩიიI(ს (1805--1852)--გამოჩენილი გერმანელი მათემატიკოსი, 

ა Cოიილი, (1823--1891)-– გამოჩენილი გერმანელი მათემატიკოსი, 
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საიდანაც ცღებულობთ 

IXI დ 3. 

ეს უტოლობა ტოლფასია უტოლობისა 

– ქჯეჯ<ქ, 
ამრიგად, მოცემული /(X) ფუნქციის განსაზღვრის არე იქნება (--3; 3) სეგ- 

მენტი, 
2, ვიპოვთ #V=(X--3)1--5 ფუნქციის განსაზღვრისა და ცვლილების არეები. 

როგორიც ვხედავთ, ფუნქცია განსახღვრულია X-ის ყველა მნიშვნელობისათვის, 
ამიტომ მისი განსაზღვრის არე იქნება C–-თ, +თი) შუალედი, ე. ი. ––ი0< ჯ< თ 

ხოლო ცვლილების არე იქნება |--5,თ-) ნახევრად ღია შუალედი. ეს ფაქტი 
„კიდევ შეიძლება ჩაიწეროს ასე ––5<:X<-+ძი. 

3. ვიპოვოთ ყ = –- ფუნქციის განსაზღვრის და ცვლილების არეები. 
–Xჯ 

მოცემული ფუნქცია განსაზღვრული იქნება X-ის ყველა მნიშენელობისათვის 
გარდა X=1 მნიშვნელობისა. ამიტომ მისი განსაზღვრის არე შედგება ორი შუა- 

ლედისაგან (–=,1) და (1, +იი), 
ხოლო ცვლილების არე იქნება (0,1) და (1,0) ნახევრად ღია შუალედები, ანუ 

სხვანაირად, 0<:X<1 და 1<X<:0; 

სავაჯიშო 

აჩვენეთ შემდეგი ფუნქციების განსაზღვრისა და ცვლილების არეები 

  

1. ყ=--, პას, X»5-0, ყM5%0; 

2. ყლ»ჯ“ - 447, ბას. – <X<თი, 3<ყ< 90; 

3. ყ=-- !: , პას, X=1, X56C2; 
MX -–-1X+2 

1 
4. ყლ!” – პას, 0, Xჯ» , =0<ყ<200; ყ= I8 5 ' X5C რ ა0ი+ 1) ი<Vყ 

1 7 
5. ყ–ლ––==–=, პას. X<-–-, ყ>0. 

9“ 7-2» > 445. 7 

6. ყ=->-, პას, X2-0, #-= +1; 
1XI 

ჯ ა · 
7. M-::>.' პას, –თო< X< 00, – 090 <ყ<900. 

§ 124. ლუწი და კენტი ფუნპციები 

განსაზღვრა 1. ყ=/0ე) ფუნქციას ეწოდება ლუწი, თუ X-იხ ჟოველი 
მნიშვნელობისათვის ამ ფუნქციის განსაზღვრის არიდან შესრულებულია პირობ» 

/(C–ი=/თ. 

ლუწი ფუნქციის მაგალითებია: /=X, წV= IX), #=0C0§5 X და ა. შ. განვი- 
ხილოთ მართკუთხა კოორდინატთა სისტემა (ნახ. 186), ვთქეათ, X0/ სიბრტყე– 
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ზე აღებული #M (ი. ხ) წერტილი ეკუთვნის #+/() ფუნქციის გრაფიკს. 
მაშინ” ცხადია, ხ = /(ი) რადგანაც ყ =/() ფუნქცი ლუწია, ამიტომ 
/(–ძ) =/(ი) =ხ. ეს უკანასკნელი ნიშნავს იმას, რომ / (ი, ხ) წერტილთან ერთად 

ყ=/(ი ფუნქციის გრაფიკს უნდა ეკუთვნოდეს MC–ი, ხნ) წერტილიც. 

ამრიგად, როგორც ვხედავთ, 
/#( და V წერტილები Vყ ღერძის მი- 
მართ სიმეტრიულად არიან განლა–- 

გებული. 
ანალოგიურად, ი წერტილს, 

რომელიც აღებულია ლუწი ფუნქ- 
ციის გრაფიკზე, მოეძებნება ყ ღე- 

რძის მიმართ სიმეტრიული C0 წე- 
რტილი და ა, შ. 

: სწორედ ამ თვისების გამოა 
ლუწი ფუნქციის გრაფიკი ორდინა–- 

ტთა ღერძის მიმართ სიმეტრიული 

ნახ. 186. წირი. 
განსაზღვრა 2. ყ=/C%. 

ფუნქციას ე წოდება კენტი, თუ X-ის ჟველა მნიშვნელობისათვის ამ ფუნქციის 

განსაზღვრის არიდან 

  

  

IC–9=–-I/VC. 

კენტი ფუნქციის მაგალითებია: ყ=X, ყ=X0; ყ=351)ი X და ა. შ. /=X და ყ=X 

ფუნქციათა გრაფიკები ნაჩვენებია 187-ე ნახაზზე. 187ა და 187 ბ ნახაზებიდან 

ნათლად ჩანს, რომ #=/(0ი ფუნქციის გრაფიკზე აღებულ ყოველ #M და M წერტი- 
ლებს. მოეძებნება სათავის მიმართ სიმეტრიული წერტილები. 

“V, ძ) 

“/,ბ/ 

ნახ. 187 ა-ბ, 

მართლაც, თუ M(თ, ხ) ეკუთვნის #=/(X) კენტი ფუნქციის გრაფიკს, მაშინ 
ცხადია, ს=/ (თ, მაგრამ რადგანაც ყ=/ (X) (განხილულ მაგალითში ყ=X) კენ- 
ტია, ამიტომ / (–– 0) = –-/ (თ). ამის გამო, /C–0)=–-ხ. ეს უკანასკნელი ტოლო– 
ბა მოწმობს იმას, რომ ჩC–-ძ, ––ხ) წერტილი ეკუთვნის ყ=|(») ფუნქციის გრა–- 

ფიკს. 
ამრიგად, თუ M (თ, ხ) წერტილი ეკუთვნის ყ=/(X) კენტი ფუნქციის გრაფიკს, 

მაშინ, ამ გრაფიკს უნდა ეკუთვნოდეს ჩC–ი, ––ნ) წერტილიც. 
ასეთივე მსჯელობით დავადგენთ: რომელი წერტილიც არ უნდა ავიღოთ კენტი 

ფუნქციის გრალდიკზე, მასხე აუცილებლად მოიძებნება მეორე წერტილი, რომელიც 
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პირველის სიმეტრიულია სათავის მიმართ, სწორედ ამიტომ არის წებისმიერი 
კენტი ფუნქციის გრაფიკი სათავის სიმეტრიული. 

აქვე უნდა შევნიშნოთ, რომ არსებობს ისეთი ფუნქციებიც, რომლებიც არც ლუ- 
წი არიან და არც კენტი. მაგალითად, განვიხილოთ /(X) = X+X? და #(Xი)6C=-–-X+X? 

ფუნქციები. როგორც ვხედაეთ, ორი ტოლობიდან: /(––X)=/(X) და /(––X)=-–-/(X%) 
არც ერთს არა აქვს ადგილი, რაც იმას ნიშნავს, რომ აღებული ფუნქცია არც 

ლუწია და არც კენტი. 
ამრიგად, არ უნდა ვიფიქროთ, რომ ყოველი ფუნქტეია უსათუოდ ან ლუწია ან 

კენტი. ლაპარაკი იმაზე რომელიმე ფუნქცია ლუწია თე.კენტი, შეგეიძლია მხოლოდ 
იმ შემთხვევაში, როცა ამ ფუნქციის განსაზღერის არე (არგუმენტის დასაშვებ 

მნიშვნელობათა სიმრავლე) სიმეტრიულია კოორდინატთა სათავის მიმართ, 

ეს უკანასკნელი იმას ნიშნავს, რომ, თუ V=/(X) ფუნქცია განსაზღვრულია 

X=ძ-სათვის, მაშინ ის განსაზღვრული უნდა იყოს X=-–--სათვისაც. წინააღმდეგ 
შემთხვევაში /Cი0 და /(–X) გამოსახულებათა შედარებას აზრი არ ექნება. 

როგორც ვიცით, V= I.» ფუნქეია განსაზღვრულია მხოლოდ არგუმენტის და– 

დებითი მნიშვნელობისათვის, ამიტომ 1წ ჯ და )Iწ C–»ი გამოსახულებათა შო- 

რის ერთ-ერთს აზრი არა აქეს. ამიტომ თქმა იმისა, რომ ფუნქცია კენტია ან ლუწი, 

აზრს მოკლებულია. 

სავარჯიშო 

მოცემულ ფუნქციათა შორის უჩვენეთ რომელია ლუწი და რომელიკენტი, 

  

1. #== 199: 7. ყ=X.-3+1; 
2. ყ=XX); 8. ყ=–X+3)იX; 
3. ყლ=X“ზ; 9, ყ=2X++- 2“; 

= 5II 
4. ყ=VX: )0 ყ=“ +“ 

3,- 005 X 
5, V=VX: 11. # = ; 

X 
6. ყ=V-2L+5 12. ყ=351)ი (X 5). 

§ I?75. ფუნკციის პერიოდულობა 

განსაზღვრა 3, /=/()) ფუნქციას ეწოდება პერიოდული, თუ პრსე– 

ბობს ისეთი რიცხვი 723-0, რომ X-ის ჟველა მნიშვნელობისათვის ამ ფუნქციის 

განსაზლვრის არიდან 

/”/(X+7)=I Cე. 

7560 რიცხვს ამ შემთხვევაში ეწოდება ფუნქციის პერიოდი. 

პერიოდულია, მაგალითად, V=§5)ი X და ყ=005 X ფუნქციები. მათი პერიო–- 

დია 2, 

ვინაიდან 

5111(X-L 2%) =51ი X და 
«05(X-+-2)= 005 X, 
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V=/(XL+ 71=/(ა) ტოლობა მიუთითებს იმაზე, რომ #/=/(ი) ფუნქციის მნიშ- 

ვნელობები პერიოდულად მეორდება პერიოდით 7'. 

ეს გარემოება ნათლად ჩანს V#=3)ი X პერიოდული ფუნქციის გრაფიკულ გა–- 

მოსახულებაზე (ნახ. 188). თუ დავაკვირდებით სინუსოიდას, ვნახავთ, რომ მას 
(0, 2») სეგმენტზე ისეთი მოხაზულობა აქვს, როგორიც (2X, 4XI, (4X, 6X) და 

ა. შ. სეგმენტებზე. ' 

1 

ლ: 0 თ 
“ლოს ჰი _“ 

– · ხს-.2# “ა >. 2. 

# 
ნახ, 168, 

ადვილად შეიძლება დავრწმუნდეთ, რომ თუ 7 წარმოადგენს / =/(X ფუნქციის 
პერიოდს, მაშინ 

27, 37, 47,..., /MI7... 

–7, 27, –217,..., – 7 

წარმოადგენს აგრეთვე ამ ფუნქციის პერიოდებს. მართლაც, 

I(XIX+271=IICX+ 11+7)=/(X+ 73=/(9; 
/(X+371=/I(X+271+ 7 I=/(X+-271=/(ი 

(0--7ე=/I(X-- 714- I)=/00; 
I0--271=/I(X-271+27=/(X. 

და ა. შ. 

და ა. შ. 

ამრიგად, თუ 7 რიცხვი არის V=I/(X) ფუნქციის პერიოდი, მაშინ როგორიც 

არ უნდა იყოს მთელი #” რიცხვი, ”1 რიცხვიც ამ ფუნქციის პერიოდი იქნება. 
აქედან დავასკვნით, რომ #=/(») პერიოდულ ფუნქციას პერიოდთა უსასრულო სი– 
მრავლე გააჩნია. 

საერთოდ, როდესაც ლაპარაკია ყ=/(X) ფუნქციის პერიოდზე, მაშინ ყოველ- 

თვის ვგულისხმობთ უმცირეს დადებით პერიოდს. მაგალითად, ყ=35)ჩ (M) ფუნქცი- 
ისათვის უმცირესი დადებითი პერიოდია 2X, /=/წ X-სათვის კი ჯ და ა. შ. 

  

    

V 

ს“უუ- 2რლა1 = 

(0011 I1II I | | 
/5#ს/ (4824, 

'I))!!!1 I | | 
-§-53-2/)7123545 X 

ი ნა. 189. ს 
ვე



ამ საკითხთან დაკავშირებით უნდა შევნიშნოთ, რომ პერი ნქციას 
შეიძლება არც გააჩნდეს უმცირესი დადებითი პერიოდი. მოლღდულ შე 

ასე მაგალითად, /(X)=5 ფუნქციისათვის ნებისმიერი ნამდვილი დადებითი 
რიცხვი წარმოადგენს პერიოდს, მაგრამ, როგორც ვიცით, დადებით ნამდვილ რი– 
ცხეთა შორის უმცირესი არ არსებობს, ე. ი, /(X1=5 ფუნქციისათვის უმცირესი და- 
დებითი პერიოდი არ არსებობს, მიუხედავად იმისა, რომ მას გააჩნია პერიოდთა 
უსასრულო სიმრელე, რაც შეიძლება ჩავწეროთ ასე: ––იი-–=7<-+თი, 

სავარჯიშო 

შემდეგი ფუნქციებისათვის იპოვეთ უმცირესი დადებითი პერიოდი: 

1) #=5ი 2»; პას, ჯ. 

2) #=5I!/ 3X,; პას, 27. 
3 

ვ. ყ=005=>; პას. 42, 

4) ყ = 005(I -– 29); პას. #. 

ჯ 3" 

6. ყ=51ი (2-3) პას. 

7) ყ=5!ი?X, პას. ». 

5. ყ=63X: პას, 

2 

–
1
I
 

§ 178. სრდადი და კლებადი ფუნქციები 

ვთქვათ, მოცემულია IC, ხ1 სეგმენტზე განსახღვრული #=/09) ფუნქცია. 
განსაზღვრა 1. (ი, 6) ხეგმენტზე განსაზღვრულ V=/(ი) ფუნქციას 

ეწოდება #%რდადი (ან არაკლებადი), თუ X არგუმენტის ორ1 ნებისმიერ X, და X: 

მნიშვნელობისათვის X,<X. უტოლობა იწვევზ (X)<)0ი0) უტოლობას, ე. ი- 

არგუმენტის ზრდასთან ერთად იზრდება ფუნქციის მნიშვნელობაც. 

თუ X<X,., უტოლობას მოსდევს / (+,) </ (X.) უტოლობა, მაშინ ყ=/(X) ფუნ- 

ქციას მკაცრად ზრდადი ეწოდება. 

განსაზღვრა 2. (ი, ხ) სეგმენტზე განხაზღვრულ სყ = წ(ი) ფუნქციას 

ეწოდება კლებადი (არაზრადადი), თუ X < X უტოლობა იწვევს უტოლობას 

7(C0) >>, C.)." 

თუ X<X უტოლობა იწვევს /(X)>/() უტოლობას, მაშინ ყ=/(ი) ფუნქ- 
ციას მკაცრად კლებადი ეწოდება. 

განსაზღვრა 3. ზრდად და კლებად ფუნქციებს მონოტონური 

მეიერის თ ე ნიშნოთ, რომ ნქცია ზრდადია რომელიმე შუალედშ ა იმნოთ, რომ, თუ V=/(X) ია ია რო ი, 

მაში /=-7ხი კლებადი იქნება მაე შუალედში, .. საამის 
გარდა ამისა, /=/(X) ფუნქცია ყოველთვის არაა მუდამ ზრდადი ან მუდამ კლე- 

ბადი განსახილველ შუალედში, შესაძლებელია შუალედის ზოგიერთ ნაწილში იყოს 
ზრდადი, ზოგიერთშიც –- კლებადი. 

ბ. ცხაღია, X,->Xკ უტოლობა იწეეეს / (XC) 2>/ (XL) უტოლობას, 
391



1) მაგალითად, /=5)ი() ფუნქცია (0, 2 #1 სეგმენტის %. 51 ნაწილში ზრდა- 

ვ 
დია (ნახ. 190), 5 , + ნაწილში––კლებადი, ხოლო წ 2X |თწილი–-ისევ 

ზრდადი: 

/“ 
V 

ნახ. 190, 

2) ფუნქცია #/=X” მკაცრად ზრდადია (0, «%) შუალედში (ნახ. 290,წა), ხოლო 

ყლ=–--X” მკაცრად კლებადია იმავე შუალედში (ნახ. 200 ბ). 

  

  

  

ტ , 

0 +. +. 

ი) 5 
+“– ' 

'IV–) 

/ 2 / 2,< 3. 

#(Xჯ)>7(>) 

ნ ახ, 191, 

§ 177. ფუნქციის ეპსტრემალური მნიშვნელობები 

ვთქვათ, მოცემულია (0, ხ) სეგმენტზე განსაზღვრული ყ=/ (09) ფუნქცია; 
განსაზღვრა 1. (ი, 6) სეგმენტზე განს ზღვრულ” ყ=/(») ფუნქციის 

მნიშვნელობათა შორის უდიდესს, ამ ფუნქციის აბსოლუტურ მაქსიმუმს უწოდე- 

ბენ. 

  

4 ყ=/ (») ფუნქცია განსაზღვრულია (ი, ტ,1 სეგმენტზე გულისხმობს იმას, რომ ის განსაზღ 
ვრულიაა (თ, ბ) სეპმენტი ჟყეელა წერტილზე, ე, ი. ფუნქცია ღებულობს სასრულო მნიშენ ელობას 
ყოველი ჯX-ისათვის, როშელიც (ი, ხ1 სეგმენტს მიეკუთენება. 
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თუ დავაკვირდებით #=/(0%9) ფუნქციის გრაფიკს, ადვილად მივხვდებით, რომ 
ყ=I/I(X) ფუნქცია |0, 10) სეგმენტის X=8 წერტილზე აღწევს აბსოლუტურ მაქსიმუმს. 
და /(81=6, ხოლო #=5 წერტილზე -- აბსოლუტური მინიმუმს და /(5)=2. 

გრაფიკზე თვალსაჩინოდ ჩანს, რომ ყ=/(X) ფუნქცია (0,5) სეგმენტის X=4 
წერტილზე ღებულობს აგრეთვე მაქსიმალურ მნიშვნელობას, ამიტომ აბსსოლუტუ- 

რი მაქსიმუმის” და აბსოლუტური მინიმუმის გარდა განიხილავენ აგრეთვე) ე. წ.. 
ლოკალურ (ადგილობრივ) მაქსიმუმსა და მინიმუმს. 

განსაზღვრა 2, Iი, ხ) 

  

  

სეგმენტის X=Xე წერტილს ეწო- , 
დება ყ = /() ფუნქციის ლოკა- 
ლური მაქსიმუმის წერტილი, თუ 61 

X-ის ყველა იმ მნიშვნელობისათ- ; 

ვის, რომლებიც საკმაოდ ახლოს 31 

არიან ჯ--თან, ადგილი აქვს უტო- ? 

ლობას; , 

70 </C. 5 2 
ყ=/C0ი ფუნქციის მნიშვნელო–   

ბებს ლოკალური მაქსიმუმების წე– 

რტილებზე ამ ფუნქციის ლოკა- 
ლურ მაქსიმუმებს უწოდებენ. 

192-ე ნახაზზე წარმოდგენილია ყ#=/(ი ფუნქციის ლოკალური მაქსიმუმის- 
წერტილები X=4 და X<8; ლოკალური მაქსიმუმის მნიშვნელობები ამ წერტილე- 

ბისათვის იქნება /(4)=4 და /(8)=6; გრაფიკი გვიჩვენებს, რომ X=4 და X=8 წერ– 

ტილებზე #=/(ი) ფუნქცია ღებულობს უფრო დიდ მნიშვნელობებს, ვიდრე მას– 
თან საკმაოდ ახლოს მდებარე სხვა წერტილებზე. 

განსაზღრა 3. (ი, 6) ხეგმენტის X=X, წერტილს ეწოდება V=/ (+) ფუ-. 
ნქკციიხ ლოკალური მინიმუმის წერტილი, თუ X-ის ყველა იმ მნიშვნელობისათვის,. 

რომლებიც საკმაოდ ახლოს არიან ჯ--თან, ადგილი აქვს უტოლობას: 

((0>/CI). 

განსაზღვრა 4. ფუნქციის მნიშვნელობებს ლოკალურ მინიმუმის წერ–-. 

ტილზე ამ ფუნქციიხ ლოკალური მინიმუმი ეწოდება. 

მაგალითად, გრაფიკზე (ნახ. 192) ჩანს, რომ X=5 წერტილი არის ლოკალური. 

მინიმუმის წერტილი. ლოკალური მინიმუმის მნიშვნელობა X=5 წერტილზე იქნე- 

ბა /(5)=2. 

ყ=/(X) ფუნქციის მაქსიმუმს და მინიმუმს ამ ფუნქციის ექსტრემუმი ეწოდება. 
ყ=/(X) ფუნქციის გრაფიკზე (ნახ. 192) თვალსაჩინოდ შეიძლება ენახოთ გან– 

სხეავება აბსოლუტურ და ლოკალურ ექსტრემუმებს შორის, ამ ფუნქციას X=4 

წერტილზე აქეს ლოკალური მაქსიმუმი, რომელიც (0, 10) სეგმენტზე აბსოლუ– 

ტურ მაქსიმუმს არ წარმოადგენს, სწორედ ასევე, X=5 წერტილზე გვექნება ლოკა– 
ლური მინიმუმი, რომელიც (0, 10) სეგმენტზე აბსოლუტურ მინიმუმს არ წარმოად– 

გენს. 

თუ ყ=/0იე ფუნქცია |9, 61 სეგმენტის შიგა წერტილში აღწეეს აბსოლუტურ 
მაქსიმუმს მაშინ ეს ლოკალური მაქსიმუმიც იქნება. მაგალითად (ნახ. 192), 

393; 

ნახ. 192.



15, 101 სეგმენტზე ფუნქცია აღწევს აბსოლუტური მაქსიმუმს, რაც ამ ფუნქციის 
«ლოკალური მაქსიმუმი იქნება. 

ჩატარებული მსჯელობიდან შეიძლება დავადგინოთ V=/(ა) ფუნქციის აბ- 

სოლუტური მაქსიმუმის მოძებნის პრაქტიკული წესი: 

1. ვიპოვით ყ=/C) ფუნქციის ყველა ლოკალურ მაქსიმუმს მოცემულ სეგ- 
მენტზე. 

2. ლოკალურ მაქსიმუმებთან ერთად განვიხილავთ V=V/(X) ფუნქციის მნიშ- 

ვნელობებს სეგმენტის /(ი) და /(ხ) ბოლო წერტილებში. 
ყველა ამ მნიშენელობებიდან უდიდესი, ცხადია, იქნება ყ/=/(ი) ფუნქციის 

აბსოლუტური მაქსიმუმი (თ, ხ) სეგმენტში. 
ანალოგიური წესით მოიძებნება (თ, ს) სეგმენტზე განსაზღვრული V=/(X 

ფუნქციის აბსოლუტური მინიმუმიც. 

საეარჯიშო 

იპოვეთ ლოკალური ექტსრემუმის წერტილები, თვით ლოკალური ექსტრემუ- 
მები და გაარკვიეთ, რომელია მაქსიმუმები და რომელია მინიმუმები: 

1. ყ–ლ(_X– 1) +5, პას. Xთკე=1; ყოსი=5. 

2. ყ–ლ3-–(V+2X, პას. Xთი» == --2; ყოი»ჯ=3. 

3. ყ= (ილ) C-2, პას. Xთოვ.= --2; ყოეჯ == –– ქ. 

1 3 1 
, პას. Xუსაელ= –; = –-. 2 X თო 2 : ხყ9ოი 2 

.5. ყ–VX-–-2X+8 პას. XთIი=1; Mთ)ი=7. 

6. ყ=5ი (L- +) ჰას. Xო)ი = +: ყოს =0- 

4. ყ=   

“იპოვეთ შემდეგი ფუნქციების აბსოლუტური ექსტრემუმები: 
7) ყ=–--2-L--3ჯ-–); IXI<-2 შუალედში. პას. X»,.=0 Vობა=--1. 

8) ყ=IX"+5X+6, |–-5,4| შუალედში. 

პასუხი. 

აბსოლუტურ მნიშვნელობას ფუნქცია იღებს » =-5 წერტილზე, 

აბსოლუტურ მაქსიმუმს ჯი-- X=4 წერტილზე, 

აბსოლუტურ თIი = – + 

აბსოლუტურ ო2X=42. 

§ 178. შებრუნებული ფუნკციის იწება 

ვთქვათ, მოცემულია I0, ხI სეგმენტზე განსაზღვრული ფუნქცია 
ყ=/(%. (ა) 

როგორც ვიცით, ჯ ცვლადის ყოველ დასაშვებ მნიშვნელობას (თ, ხ) სეგმენტი– 
დან, (1) ფორმულის ძალით, შეესაბამება ყ-ის სრულიად განსაზღვრული მნი- 

შვნელობა. 
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ხშირად საჭირო ხდება საკითხი დავაყენოთ შემდეგნაირად: V ვლადის ყოველ 

მნიშვნელობას (1) ფორმულა შეუსაბამებს X ცვლადის სრულიად განსახღვრელ 

მნიშვნელობას. 

განვიხილოთ ეს საკითხი კონკრეტულ მაგალითზე. 

მაგალითი 1. ავიღოთ პირველი ხარისხის ორუცნობიანი განტოლება: 

ყ=5X+1. წო. 

ცხადია, (2) ტოლობა X-ის ყოველ დასაშვებ მნიშვნელობას, აღებულს მისი 

ცვლილების არიდან, შეუსაბამებს ყ-ის სრულიად გარკვეულ მნიშენელობას, 

მაგალითად, როცა X=0, #=1, როცა X=1, ყ=6 და ა. შ... 

1 · | + | 

.. '"' " 16 2 | 

იგივე (2) ტოლობა ყ-ის ყოველ მნიშვნელობას, აღებულს მისი ცვლილების 

-არიდან, შეუსაბამებს ჯ-ის შემდეგ მნიშვნელობას. 

  

ჯ 

  
  

          
  

== (1) 
5 

მართლაც, თუ ყ=1, X=0;V=6, X=1 და ა. შ, ამრიგად, (3) ფორმულა განსა– 

'ზღვრავს X ცვლადს, როგორც Vყ ცელადის გარკვეულ ფუნქციას. 
მაგალი თი 2. #V=2% ტოლობა #-ის ყოველ დადებით მნიშვნელობას ”შე– 

“რუსაბამებს X-ის შემდეგ მნიშვნელობას: 

»ჯ = 10დ-ყ. 

მართლაც, თუ V=1, X=106ე1=0; თუ V=2, მაშინ X=10წ:2=1; თუ ყ=3, 

მაშინ X=10წჯ 3 და ა. შ. 

ამრიგად, #V=2% ტოლობა განსაზღვრავს ჯ-ს როგორც Vყ ცვლადის გარკვეულ 
ფუნქციას ცხადი სახით. ეს ფუნქცია ასე ჩაიწერება: 

ჯ= 106. VI. 

მაგალითი მქ. ეთქვათ, განტოლება #=5)ი X ფენქციაა, სადაც ცვლადი 

მოცემულია შემდეგნაირად: 
ჯ ჯ _ % #. 
2 2-%X< 5 

ყ-ის ჟუოველ მნიშენელობას |-–-1, 1) სეგმენტიდან, V#=51ი X ფორმულის ძა- 

ლით, შეესაბამება X-ის გარკვეული მნიშვნელობა (– + , XI სეგმენტიდან, კე– 

რძოდ, რიცხვი X=2X105!ი ყ. მაგალითად, რო(/)ა # = –- 1, X = 21C 5Iი C–- 1) = 

– 2. როცა ყ=0, X=82IC §10ი 0 = 0; როცა V = V2, მაშინ X = 2მIC ზი#2 = 

= > და ა. შ. ამრიგად, V=51ი X ტოლობა, როცა – <= <X< < განსაზღე– 
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რავს ჯ-ს, როგორიც ყ ცვლადის რაღაც ფუნქციას, რომელიც ჩაიწერება 'შემდეგნა– 

ირად: 

X=მ8მLC 510 ყ. 

საზოგადოდ, თუ ყ=/(X) ტოლობის მიხედვით შესაძლებელია ყV ცვლადის ყო– 

ველი დასაშვები მნიშვნელობისათვის X ცვლადის ერთი და მხოლოდ ერთი მნიშვ– 

ნელობის აღდგენა, მაშინ ეს ტოლობა განსაზღვრავს X ცვლადს, როგორც Vყ ცვლა– 
დის რაღაც ფუნქციას. აღვნიშნოთ ეს ფუნქცია დ ასოთი, გვექნება: 

X=დV). 
ამ ფორმულაში ყ გვევლინება, როგორც არგუმენტი, ხოლო X ––- როგორც. 

ყ-ის ფუნქცია, თუ ჯ-სა და ყ-ს როლებს შევუცვლით, მაშინ ფუნქციონალური და– 

მოკიდებულებას ჩავწერთ ასე: 

ყ=დ (ი. 

ამნაირად განსაზღვრულ #=დC) ფუნქციას ყ/=/(X ფუნქციის შებრუნებული 

ეწოდება. 
განვიხილოთ მაგალითები; 

  1. ყ#=5X+1 განტოლებიდან X -9- , ამიტომ ყ := 2) ფუნქცია მო- 

ცემული #=5X-+1 ფუნქციის შებრუნებული ფუნქციაა. 
2. ყ=2% განტოლებიდან +=I0წ:ყ, ამიტომ ყ=10წ9. X ფუნქცია მოცემული 

ფუნქციის შებრუნებულია. 

3. როცა 3 «<X< 5) ყ=510 X ტოლობიდან მივიღებთ X=გ10C §IიV, 

ამიტომ ყ=გLC §(ი X ფუნქცია ყ=§5|ი X ფუნქციის შებრუნებულია, 
თუ დავაკვირდებით, ადვილად შევნიშნავთ, რომ ყV=/(X) ფუნ ქციის და მისი 

შებრუნებული #=დ(X) ფუნქციის განსაზღვრისა და ცვლილების არეები, ასე ვთქ– 

ვათ, როლებს იცვლიან. კერძოდ, ის რაც #=/(X) ფუნქციისათვის არის განსაზღვრის. 
არე, შებრუნებული #=4%(X) ფუნქციისათვის არის ცვლილების არე, ხოლო ის რაც 

ყ=/ (X) ფუნქციისათვის არის ცვლილების არე, შებრუნებული ყ=დ(ი) ფუნქცი– 
ისათვის იქნება განსაზღვრის არე. 

მაგალითად, #=2% ფუნქციის განსაზღვრის არეა ყველა ნამდვილი რიცხვის 
სიმრავლე, ანუ (-–-თ, თ) შუალედი, ხოლო ცვლილების არეა დადებით ნამღვილ. 

რიცხვთა სიმრავლე, ანუ (0, თ) შუალედი, შებრუნებული Vყ== 10წ,X ფუნქციისა- 

თვის განსაზღერის არე იქნება დადებით ნამდვილ რიცხეთა სიმრავლე, ანუ (0, =) 

შუალედი, ხოლო ცვლილების არე ყველა ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე, ანუ (-- ით, თი)- 
შუალედი, ასევე, #=5Iი X ფუნქციაში, თუ –-5 <X< >' მაშინ მისი (ევლი-. 

ლების არე იქნება L--1I, 1) სეგმენტი. 

შებრუნებული ყ=8მIC 511 X ფუნქციი განსაზღვრის არე იქნება (–-1, 11 

სეგმენტი, მაშინ, როცა ცვლილების არეა |–2 , 21 სეგმენტი, 

ბუნებრივად იბადება კითხვა: არსებობს თუ არა ნებისმიერი ყ=/ (X) ფუნქცი- 

ის შებრუნებული ფუნქცია? 

მათემატიკაში მტკიცდება შემდეგი დებულება: 
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თუ ყ=I!|(0– ფუნქცია მონოტონურია (ი, ხ) შუალედში, მაშინ 6<-X<-ხ მნიშ- 

უნელობებისათვის არსებობს მიხი შებრუნებული ფუნქცია. 

განვიხილოთ V=/ (9) ფუნქციის შებრუნებული V=/(0ი ფუნქციის არსებო- 
ბის საკითხი კონკრეტულ მაგალითზე. 

მა გალითი 1. განვიხილოთ ფუნქცია. 

V=X. (I) 

ცხადი», (1) ფორმულის მიხედვით V-ის ყოეელ მნიშვნელობას შეესაბამება 

Xის ორი მნიშვნელობა. მართლაც, თუ #=1, მაშინ X=>+1; თუ ყ=4, მაშინ 

X=+ 2 დაა. შ. 

ამიტომ #=X? ფუნქციას თუ განვიხილავთ ჯ-ის ყველა მნიშვნელობისათვის 
ანუ მთელს რიცხვით წრფეზე, მაშინ მის შებრუნებული ფუნქცია არ იარსებებს, 

მაგრამ, თუ ამ ფუნქციას განვიხილავთ X-ის მხოლოდ დადებითი მნიშენელობები– 

“სათვის, მაშინ იარსებებს მისი შებრუნებული ფუნქცია, რომელიც შეიძლება ჩაე– 

წეროთ ასე: ყ=VX. 

მაგალითი 2, როგორიც ვიცით, V-ის ყოველ მნიშვნელობას, რომელიც 

აღებულია (––-1, 11 სეგმენტიდან, ყ=51ი X ფორმულის ძალით, X-ის მნიშენელობა– 

-თა უსასრულო სიმრავლე შეესაბამება, მაგალითად, თუ 4ყ=0, მაშინ ჯ-ის მნიშვნე- 

ლობები იქნება 0, 2», ქს... და ა. შ. ამიტომ, თუ ყ=5Iი ჯ»ჯ ფუნქციას განვი- 
ხილავთ ჯ-ის ყველა მნიშგნელობისათვის, ანუ მთელს რიცხვით წრფეზე, მაშინ 

მას არ ევნება შებრუნებული ფუნქცია. მაგრამ თუ ამ ფუნქციას განვიხილავთ მხო- 

ლოდ –-5 , 2 სეგმენტზე, მაშინ ყ-ის მნიშვნელობათა მიხედვით X-ის მნი–- 

'შვნელობები ცალსახად აღსდგება, 

ამრიგად, როცა – + «<X <5. მაშინ /=5Iი X ფუნქციის შებრუნებული 

“ფუნქცია იქნება ყ=გLC 51 X. 
ამ ორი მაგალითიდანაც კი ნათლად ჩანს ზემოთ გამოთქმული ზოგადი დებუ- 

ლების სისწორე, კერძოდ, ის, რომ ორივე მაგალითში შებრუნებული ფუნქციის 

მოძებნისათვის საქირო შეიქმნა მონოტონურობის შუალედების გამოყოფა, 

სავარჯიშოები 

იპოვეთ შემდეგ ფუნქციათა შებრუნებული ფუნქციები: 

1. ყ =X(X<)), პას: ყ=V–-X. 

2. ყ=X4, პას, ყ=%VX. 
1 ” 

3. ყ =19წ, , პას, #-(+) 

3. არსებობს თუ არა #/=00§Xჯ ფუნქციის შებრუნებული ფუნქცია შუალედში: 

ჰა – ><:<5; 
3 

ბ) <X<. 2 4 
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როგორც აღნიშნული გე ქონდა, #/=/(X) ფუნქციის განსაზღვრის არე შებრუნე-– 

ბული ყ=დლღე) ფუნქციისათვის ცვლილების არეს წარმოადგენს და V=/(X) ფუნქ-. 
ციის ცვლილების არე კი შებრუნებული ყ=დ() ფუნქციისათვის განსაზღვრის 

არეა (ე. ი. X და V ცვლადები, ასე ვთქვათ, როლებს იცვლიან). 
აქედან შეიძლება დავასკვნათ, რომ ყ=/(X) ფუნქციის გრაფიკი შებრუნებული 

ყ=თ(ე ფუნქციის გრაფიკის სიმეტრიულია, 

  

  

: 0(ტ /9ზ 

  

ნახ. 193 ა,ბ. 

მართლაც, #/=2> ფუნქციის გრაფიკიდან შეგვიძლია მივიღოთ V= I0წე X ფუნ– 

ქციის გრაფიკი. ამისათვის საჭიროა ავაგოთ V/=2” ფუნქციის გრაფიკის სიმეტრი– 

ული მრუდი! და III საკოორდინატო კუთხეების ბისექტრისის მიმართ, ანუ, თუ გა– 

დავკეცავთ I და 111,საკოორდინატო კუთხეების ბისექტრისაზე საკოორდინატო სიბ-. 
რტყეს, მაშინ ყ=2% ფუნქციის გრაფიკი მოგვცემს ყ=10წ0.X ფუნქციის გრა ფიკს· 
(ნახ. 192,ა). 

ასევე 193, ბ ნახაზზე გამოსახულია /=»X' ფუნქციის შებრუნებული #=V+X 

ფუნქციის გრაფიკი. 

ნწ 170. ელემენტარულ ფუნკციათა თვიხებები და გრაფიკები 

ამ პარაგრაფში განვიხილავთ ადრე შესწავლილ ელემენტარულ ფუნქციებს: 
და მათ გრაფიკებს. ამა- თუ იმ ფუნქციის განხილვისას შევეხებით მისი განსა– 
ზღვრისა დღა ()სვლილების არეებს, ლუწობა-კენტობას, ზრდადობა-კლებადობას, 
პერიოდულობას, ნიშან-მუდმივობის მუალედებს, ფუნქციის ნულებს, ე. ი. არგუ- 

მენტის იმ მნიშვნელობებს, რომლებისთვისაც მოცემული ფუნქცია ნულად იქცევ> 

და ა, შ, 

კვადრატული ფუნქცია. 
როგორც ვიცით, კვადრატულ ფუნქციას აქვს შემდეგი სახე: 

ყ=0X. -+ხX-C 
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სადაც თ, ხ და C კოეფიციენტები ნულისაგან განსხვავებული მუდმივი რიცხვე– 
ბია, ხოლო X ღებულობს ყველა ნამდვილი რიცხვის მნიშვნელობას (––თ0, თ) შუ- 
ალედში. 

56-დან ცნობილია,რომ კვადრატული სამწევრი შეგვიძლია წარმოვადგინოთ. 
შემდეგი სახით: ეძდეგ წ – 

#- ( 2) 4... 
ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილი შედგება ორი შესაკრებისაგან რომელთა– 

გან პირველი დამოკიდებულია X ცვლადზე, ხოლო მეორე არაა დამოკიდე 
ბული X-ზე, ე. ი. წარმოადგენ, მუდმივ სიდიდეს. ეს ფუნქცია განსაზღვ- 
რულია ჯ-ის ყეელა მნიშვნლობისათვის, ე. ი. მისი განსაზღვრის არეს წარ–- 
მოადგენს ნამდვილ რიცხეთა სიმრვლე. კვადრატული ფუნქციის გრაფიკი, 
როგორკ ცნობილია, არის პარაბოლა, რომლის წვეროს კოორდინატებია. 

ხ?1-- 40C 

ი... 4 
ძ < 0-– ქვევით (ნახ, 194). ფუნქცის ცვლილების არეს როცა ძი > 0, 
წარმოადგენს” ყველა იმ რიცხვთა სიმრავლე, რომლებიც მეტი ან ტოლია. 

–ხ1--4იC ს - –“ "“.ს, 
40 

სი ცვლილების არე იქნება ყველა იმ რიცხე–- 
თა სიმრავლე, რომლებიც ნაკლები ან ტო- 

2 
–%6-4% “სი. ორიე განხილულ 

თ 

შემთხვევაში, როცა დისკრიმინანტი ხ1-- 

–4იC>0, პარაბოლა კვეთს 0X ღერძს ორ- 

წერტილში, რომლებიც დამორებული არიან 

სათავიდან X, და ჯა; მანძილებით. სწორედ, ეს 

რიცხვები წარმოადგენს კვადრატული სამ- 

წევრის ფესვებს: 

  

„ თუ 0>0, პარაბოლა მიმართულია ზევით, ხოლო, თუ. 

ხოლო, თუკი ძ<ლ0 მაშინ მი– 

ლია 

  

„ = =ხ+Vნ--2X , რა. IX. 
2ძ 

” =-ხ-Vხ –40C . 
- 26 

როცა ხ5+-0, ყ–ძX--+ხX+%C ფუნქცია არ იქნება არც ლუწი, არც კენტი, ვინაიდან. 

ძC-X)X?+ხC-ია+ი=0X--ხX+C, LI/ C-)ა=/001 

იC–-X)+ხC.0+2-=--(02-+ხX+0, 1)ჰ)C–3–=–VV) 

ტოლობებიდან იგიგურად არც ერთი არ სრულდება. თუ #ხ=0, მაშინ კვადრატუ–- 

ლი ფუნქცია ღებულობს სახეს #=0X-4+-0; ამ შემთხვევაში ფუნქცია იქნება ლუწი. 

ყ=ძX?+ხX-+C ფუნქცია არაპერიოდულია. თუ დისკრიმინანტი ხ“–402<0, მაშინ 
კვადრატულ სამწევრს ნამდვილი ფესეები არ ექნება, ე. ი. პარაბოლა არც მაშინ, 
როცა 0>0 და არც მაშინ, როცა ძ<0, 0X ღერძს არ გადაკვეთს. ამ შემთხეევაში 
კვადრატული ფუნქციის ყველა მნიშვნელობა ინარჩუნებს ერთსა და იმავე ნიშანს 
კერძოდ, 0 კოეფიციენტის ნიშანს რის 195 ბ, გ). ' 

და 
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როგორც აღვნიშნეთ. თუ ხ“--4იC>0, მაშინ ფუნქციის გრაფიკი 0X ღერძს 

კვეთს X, = =0+Vხ--4% და X, = =ხ–VV – % წერტილებში, მასთან, 

თუ 9ი>0, მაშინ ფუნქცია დადებითია, როცა X< #, და X>>X,, ხოლო უარ- 
ყოფითეა, როცა ი<Xლი (ნახ. 194). 

თუკი ძლი და ხ1-–--4 ძC>0, მაშინ 

ფუნქცია დადებითია, როცა X, < X < X. 
ბ ხოლო უარყოფითია, როცა X<X, და 

§ხ§86-4ძC X>>X (ნახ. 195, ა). 
4ძ იმ შემთხვევაში, როცა ს“--–-4 ძC =0, 

პარაბოლა ეხება 0X ღერძს M=- წ 
ძი 

     
რტილში, ყველა X #+-> მნიშენელობი- 

(71 

სათვის ფუნქცია ინარჩუნებს ერთსა და 
იმავე ნიშანს, კერძოდ, თ კოეფიციენტის 
ი ნში. ი შპ 

ყ=0X-++ხX-+ი ფუნქცია, როცა 0>0, 

მონოტონურად კლებადღია, თუ X<– > ' 

ხოლო მონოტონურად ზრდადია, თუ 

»X>-»> :X= -> წერტილში აღწევს 

თავის მინიმალურ მნიშვნელობას: 

_ აბს (ნაზ. 194 და 195, ბ). იმ შე- 

მთხვევაში, როცა ი<0, ფუნქცია მონო- 

ტონურად იხრდება, თუ ჯ< – >, და 

მონოტონურად კლებულობს, თუ X>– 

  
  

ნახ, 195,ბ. ხი. ხ 
” –2C იგი წერტილთან X = –- აღ- 

2 
თ>“+ხ>+C ) წევს თავის მაქსიმალურ მნიშვნელობას: 
0<0 –ხ?--4იხ 
<0 –“–ი (ნახ. 195). 

“ 0 | ჯX- გრაფიკი ნათლად გვიჩვენებს, რომ 

ყ=0ძX -L ხX + C ფუნქციას აქვს ერთად- 
9 ერთი ექსტრემუმი: – 9=4% გა, აღ- 

ხ 
წეეს ფუნქცია X= -- > წერტილზე. 

იგი მაქსიმუმია, თუ ი<0, ხოლო მინიმუ- 

ნახ, 195,გ, მი, თუ ძ>9. 
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§ 180, ხჩარიხსოვანი ფუნქცია 

როგორც ვიცით, Xჯ" სახის ნქციას, ი ნებისმიერი ნამდვილი 
რიცხვია, ეწოდება ს სარისხოვანი ბათჩეყის "აღაც 6 ჩებისშიე წეილ 

ა) ჯერ განვიხილოთ ის შემთხვევა როცა # მთელი დაღებითი რიცხვია, 

ხარისხოვანი ფუნქციის განსახღვრის არე იქნება მთელი რიცხვითი წრფე, ანუ 

(-თ, თ) შუალეღი. 
თუ თ» ლუწი რიცხვია (”=2#%), მაშინ X% იქნება ლუწი, რადგან (--X)5ბ=X#M, 
თუთი კენტია:(/I= 2#+ 1), მაშინ ჯ5 იქნება კენტი. მართლაც, 

(–=X)#+1= = –"”9) 

ფუნქცია, ძ ყ=X"% ნებისმიერი მთელი დადებითი „-სათვის (0, თა) შუალედში 
იქნება ზრდადი. 

# 

9ყ=+X 

  

  

ნახ, 196, ა. ნახ, 196, ბ, 

ვ – პლებიც თვაღსაზინიდ სანაი შენით Cთ დოკ. სს ძენქცითა გიაფიკები, რო 
ი ხს იაია ილი ვე ელელლეი 

ბ) განვიხილოთ შემთხვევა, როცა # უარყოფითი რიცხეია, ე. ი. 

X=Xჯ წ= – 

ყ=X“% ფუნქცია განსაზღვრულია X-ის ნებისმიერი მნიშვნელობისათვის, გარდა 
X=0-ისა, დაყლX ფუნქცია (0, +), ინტერვალში კლებადია. მართლაც, რად– 

გან X-M=– და X5(0, +) ინტერვალში ზრდადია, ამიტომ ჯ- "=> => იქნება 

_1. 

(C«- (<XM) 

=> = X 5=ყ. თუკი ჩ კენტია, მაშინ /=X-" ფუნქციაც კენტი იქნება, მართლაც, 
1 _ 1 

(– უგ. -» 
26. ე. შონია 401 

კლებადი. თუ # ლუწია, მაშინ ყ=+X“ 7 იქნება ლუწი, მართლაც, (–X)“ წ” = 

  (–-"=   =--X# ჩ= –-Vყ.



«C;- დ.ი შეიძლება დავრწმუნდეთ იმაში, რომ (––თი, 0) ინტერვალში #=»ჯ-» 

ფუნქცია, თუ # ლუწია, ზრდადია, ხოლო, თუ I! კენტია, კლებადია. ასევე 

ცხადია, (––იი , 0) ინტერვალში ყ=X“ " ფუნქცია დადებითი იქნება, თუ /! ლუწია, 

ხოლო უჟარყოფითი, თუ /! კენტია. თუ X-+0 მარჯვნიდან, ე. ი. ისე, რომ X მუდამ და– 

  

  

  

ნახ., 197, ა. ნახ. 197, ბ. 

დებითი რჩება, მაშინ ჯ#- " ++ თ. მართლაც, ჯ:ა=1 4 თ; თუკი X-+0 
ჯაჯ 

მარცხნიდან, ე. ი. ისე რომ მუდამ უარყოფითი რჩება, მაშინ ჯაზ +446 დ, თუიჩ 

ლუწია, და X- 5 -+-– თ, თუ ი კენტია, 
ბოლოს შევნიშნოთ; რომ, თუ X-+--თ, მაშინ ჯ“ 7->+0. მართლაც, 

1 
X წ= თ». –0, თუ X-X+9Cი, 

ყოველივე ზემოთ ნათქვამი ყ=X#- 9 ფუნქციაზე შეიძლება თვალსაჩინოდ ვნახოთ 

V= 1 და ყ-= 8. ფუნქეციათა გრაფიკებზე (ნახ. 197, ა, 197, ბ), 
ჯ ჯ 

დ) განვიხილოთ ახლა შემთხვევა, როცა ხარისხის მაჩვენებელი არის #ჩ ს. 
ძ 

ხის უკვეცი წილადი. 
ე. ი. 

82 
ყ=X9. 

ინასწარ შევთანხმდეთ, რომ, 9>9, მაშინ - წილადის ნიშანს განსაზ ეჭ დე თუ 9 ლად გ ღვ- 

რავს />-ს ნიშანი, 
ი” 

როგორც ვიცით, X9 =%7X? ჯ-ის იმ მნიშვნელობებისათვის, რომელთათვის არ– 

სებობს VX2. იმ შემთხევევაში, როცა 0 ლუწია, ვიხილავთ არითმეტიკულ ფესვს. 
ცალ-ცალკე განვიხილოთ ორი შემთხვევა: 0>>0 და 9<0. 

თუ #0>20, მაშინ ჩვენ გვექნება ხარისხოვანი ფუნქცია დადებითი წილად მაჩ- 

ვენებლით, ამ შემთხვევაში ფუნქცია მარჯენიდან ღია შუალედში (0, ++თ2) ზრდადი 
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იქნება. თუ 0 ლუწია, მაშინ ფუნქციის განსაზღვრის არე იქნება ნახევრად შუ- 
ალედი 10, +თ). თუ ძ კენტია, მაშინ ფუნქცია განსაზღვრული იქნე ბა მთელს 
რიცხეით წრფეზე, ანუ (–-Cთ, +C=) შუალედში, ვი ნაიდან. არსებობს კენტი ხა- 

რისხის ფესვი უარყოფითი რიცხვებიდან. 

მაგალითად: 

1) ყ=%VX ფუნქციის განსაზღვრის 
არეა მარჯენიდან ნახევრად ღია შუალედი 
I0, –+- «) (ნახ, 198, ა), 

2) ყ =%9X ფუნქცია განსაზღვრუ - 
ლია მთელს რიცხვით ღერძზე (ნახ. მ ჯ 

198, ბ). #4 /98. 1.) 
3) ყ=Xჯ=%Xჯ ფუნქეია განსაზღვრუ – == 

ლია ნებისმიერი »X-სათვის (ნახ. 198, გ), 
თუ # და რკენტი რიცხეებია, მაშინ 
ი 

, 
ყ=ჯ: 

  

ყ=Xჯ97. ფუნქციაც კენტი იქნება მართ- 

ლაც, 

    

  
8 ე –_ 

(–X) 7 =V(–X)95=%-–X? =%VX9= · 
#9 «:6. /76 კ. 

=-XV7 =-Vყ. 

ვთქვათ, ი ლუწი რიცხვია მასთან თუ 4 1 

გავითვალისწინებთ იმას, რომ # წილა– #-< 

7 ე“ 
დი უკვეცია, დავასკვნით, რომ ყ კენტი __ ო 

# _ 5 
რიცხ = –. იცხვი იქნება. ამ შემთხვევაში ყ = ჯ9 ი. /098 
ფუნქცია იქნება ლუწი. მართლაც, 

ი წ ნახ, 198 ა, ბ, გ. 

(–-X)? =V(–>ე5=%VX=»ჯ” =Vყ. 
ასეთ შემთხვევაში ფუნქცია კლებადი იჭნება C–თ, 0) შუალედში. 

ი” 
ეს გამომდინარეობს იქიდან, რომ ყ=X9 ლუწი ფუნქციაა. 

თუკი ” და 0# ორივე კენტია, მაშინ 

ყ=ჯ? ფუნქცია C-თ, 0) ინტერ- 
ვალში იქნება ზრდადი. მაგალითად 

(ნახ, 198,გ), ადვილი შესამჩნევია, 
რომ ნებისმიერი მთელი დადებითი: 

ი და 4-სათვის, თუ X-+>- თ, მა- 

შინ ყ–>00. იმ შემთხვევაში, როცა 
ი კენტია და 0 ლუწი, მაშინ, თე 

§ 

  

ჯვ ი, ყ=X-> + იი. მ:გა– 

ლითად, ყ=X" =%/X. (ნახ 199). 
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როცა ი და 0 კენტი რიცხვებია, მაშინ, თუ L+--–-Cთ. ყ->--Cთ (მაგალითად, /= 

ლ= XV=%/X ) (ნახ. 198, გე ზოგიერთ ხარისხოვან ფუნქციას, მაგალითად, 

ყ=-- 1, ყ=# ფუნქეიებს გააჩნია ლოკალური მინიმუმი X=0 წერტილზე. 

8 1ც1. მაჩეენებლიანი ფუნქცია 

როგორც განმარტებული გექონდა, #=ძ% სახის ფუნქციას, სადაც თ ერთისა- 

გან განსხვავებული დადებითი რიცხვია, მაჩვენებლიანი ფუნქცია ეწოდება. 

ვიცით, რომ მაჩვენებლიან ფუნქციას ახასიათებს შემდეგი თვისებები: 

1) მაჩვენებლიანი ფუნქცია განსაზღვრულია მთელს რიცხვით ღერძზე, ანე 

C-თ, +თ) შუალედში. · 

2) ყ=ძ5 მაჩვენებლიანი ფუნქცია დადებითია X-ის ნებისმიერი ნამდეილი მნი– 
შვნელობისათვის (ე. ი. მისი გრაფიკი მთლიანად მდებარეობს საკოორდინატო სი– 

ბრტყის ზედა ნახევარში). 

V 3) თუ ჯ=0, მაშინ ყ=0?=1, 

1 რაც იმას ნიშნავს, რომ ყ=0% ფუ–- 
ნქციის გრაფიკი კვეთს 0V ღერძს 
(0,1) წერტილში, 

4 თუ 20>1, მაშინ ყ=0C5%>1 
როცა ჯX>0, და 0%<1, როცა X<90. 

5) თუ >), ყ=9ძ% ფუნქცია 
« ზრდადია. 

6) თუ 0=0ი<1, მაშინ 0+<I, 
როცა X>0, და 0-2>1, როცა ჯX<0. 

ნახ. 200. 7) თუ 09<0<1), ყ=ძ0% ფუნქ- 

ცია კლებადია. 
მაჩვენებლიანი ფუნქციის ყველა ჩამოთვლილი თვისება ნათლად ჩანს მის 

გრაფიკზე (ნახ. 201). ყ=0% ფუნქციას ლოკა ლური ექსტრემუმის წერტილები არ 
გააჩნია. ეს ფუნქცია არც ლუწია და არც კენტი, იგი არც პერიოდულია. 

  

  

§ 185, ლოგარითმული ფუნჰცია 

განსაზღვრა 1, ფუნქციას, რომელიც განისაზღვრება #=10წ”ეX ტოლობით, 
სადაც თ დადებითია და 65-I, ეწოდება ლოგარითმული ფუნქცია, 

ცხადია, ფუნქციის ყოველი მნიშენელობა იქნება X ცვლადის ლოგარითმი 
აღებული თ ფუძით. ვინაიდან ლოგარითმული ფუნქცია მაჩვენებლიანი ფუნქციის 
შებრუნებულია, ლოგარითმული ფუნქციის გრაფიკი მაჩვენებლიან ფუნქციის გრა– 
ფიკის სიმეტრიული იქნება (ნახ, 202). 

გავიხსენოთ ლოგარითმული ფუნქციის შემდეგი თვისებები: 

1. ყ=I0იწაX ლოგარითმული ფუნქციის განსაზღვრის არეა ყველა დადებითი 
რიცხვის სიმრავლე, ხოლო ცვლილების არე–– ყველა ნამდეილი რიცხვის სიმრავ– 

ლე (9<Xჯ<-Lთ). 

2. თუ 0>1, მაშინ ყ/=10წ6:X->0, როცა X>1, ხოლო ყ=10წ:X<0. თუ 0=X<1 

და უდრის ნულს, თუ #=1, 
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3, თუ 02>1, ფუნქცია მონოტონურად ზრდადია, ხოლო, თუ 0<0< 1, მაშინ 
ფუნქცია მონოტონურად კლებადია, 

4. თუ 0=0<1 და 0<X<I, მაშინ ლოგარითმული ფუნქცია დადებითია, 
ხოლო, თუ 0<9<1 და X»X>1, მაშინ–– უარყოფითი, და უდრის ნულს, როცა ჯ =1. 
თუ დავაკვირდებით გრაფიკს, შევამჩნევთ, რომ მრუდი ამოზნექილია, როცა ძ0>! 

(ნახ. 202), და ჩაზნექილია, როცა 0 <1 (ნახ. 202): 

  

  

V 

ზ% “ 
%ზ » 2 „““” 

_ 2ცზა. –“ 

“სა -- ' 
' ე ჯ I 
– 

«. დ 

! #ა 
ნახ. 20!. ნას. 202. 

ყ=10. X ფუნქციას ლოკალური ექსტრემუმები არ გააჩნია, რადგან X ყოველ– 
თვის დადებითია, ამიტომ ფუ?ზქციის ლუწ-)ენტობაზე საკითხის დასმას აზრი არა 
აქვს, ფუნქცია არც პერიოდულია. 

ნახაზიდან ნათლად ჩანს, რომ თუ 0ი>1 და X-+0, მაშინ ყი, ხოლო თუ 
ძ<1 და X-+80, მაშინ ყ–+იი (ნახ, 202), 

6 188. ტრიგონომეტრიული ფუნქციები 

1. Vყ=51Xჯ ფუნქციის განსახღვრის არეს წარმოადგენს ყველა ნამდეილი 

რიცხვის სიმრავლე, ანუ C–თი, + 9C) შუალედი, ხოლო მისი ცვლილების არეს წარმო– 
ადგენს ყველა იმ რიცხვის სიმრავლე, რომლებიც მოთავსებულია |-––1, 1) სეგმენტში. 

V 

0 · 1 # I ა. ს» /#- ა 267 I>7 7 
ნახ. 203. 

M
L
 

– ჯ 
2 – 

1   
მაშასადამე, როცა ჯX არგუმენტი გაირბენს (––თ, + თ) შუალედის ყველა რიცხვით 

მნიშვნელობას, მაშინ // ფუნქცია გაირბენს |––1; 1) სეგმენტის ყველა რიცხეით მნიშე- 

ნელობას. ეს ფუნქცია კენტია და პერიოდული, პერიოდით--2». 0<:X<-# შუალედში 
იგი დადებითია, მისი პერიოდულობის გამო იგი ასეთივე იქნება 2#M<-X<:1% + 2ჩM% 

შუალედშიც, სადაც #=0; 5-1; +2: 23... 
V=5)ი X ფუნქცია უარყოფითი იქნება X<-X<-2# შუალედში. მისი პერი- 

ოდულობის გამო იგი უარყოფითი იქნება ი + 2#ი <. X§:2X++2-% შუალედშიც. 
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–2 <X< > შუალედში ფუნქცია მონოტონურად იზრდება, ასეთიეეა იგი 

–5 +2ჩ9% <-X <- – 4 2#0M შუალედშიც. 5 <Xჯ< <= შუალედში ·ფუნ- 

ქცია იქნება მონოტონურად კლებადი, ამიტომ მონოტონურად კლებადი იქნება 

იგი 5 +2%<X< 2 +2#MX შუალედშიე. 

ყ=51)იჯ ფუნქციისათვის ჯX=.-- 5 +2#X და + 42 #X წერტილები ლოკალური 

ჯ 
ექსტრემუმის წერტილებია. X= = 42#X წერტილებზე ფუნქცია აღწევს, თავის 

მაქსიმალურ მნიშვნელობას +1-ს, ხოლო X= – 5 4+2#X წერტილებზე -- მინი- 
მალურს –-1-ს (ნახ. 202). 

2. ყ=005 X ფუნქციის განსაზღვრის არეს წარმოადგენს ყველა ნამდვილი 

ნავის სიმრავლე, ანუ (–%, თი) შუალედი, ხოლო Cელილებისას (--1, 11 სეგ– 
ეხტი. 

მაშასადამე, რო კა X არგუმენტი გაირბენს ყველა ნამდვილი რიცხვის მნიშენე- 

ლობებს, მაშინ ყ მიიღებს 'შესაბამისად ყეელა მნიშენელობებს |-–-1, 1 სეგმენტიდა§, 

    

  

  

ნახ. 204. 

ყ=005 X ფუნქცია ლუწია და პერიოდული, პერიოდით 2”. ვინაიდან 

C05დ= 5Iი ( > + თ”) , ამიტომ ყ=00§ X ფუნქციის გრაფიკი მიიღება V=5)ი X 

ფუნქციის გრაფიკის 2“ 0X ღერძის გასწვრივ გადატანით ან მიმართულების 

შეუცვლელად კოორდინატთა სათავის გადატანით (5 ,9 ) წერტილში. 

–5 «<Xჯ <3 შუალედში ფუნ ქცია დადებითია მისი პერიოდულობის გამო, 

იგი დადებითი იქნება + + 2ჩ5<ჯ< 5 4 28 შუალედშიც. ეინა- 

იდან ეს ფუნქცია 5 «<X< > შუალედში უარყოფითია,ა ამიტომ იგი 

უარყოფითი იქნება 2 +246 <Xჯ< > აჯ-L2ჩჯ შუალედშიც. ყ=C005X ფუნქცია 
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–> <-X«<20 შუალედში მონოტონურად ზრდადია, ამიტომ მონოტონურად ზრდა- 

დი იქნება ეს ფუნქცია -- + + 2ნ5<X<:2#MX შუალედშიც. 0<:X <- 5 შუალე- 
დში ფუნქცია მონოტონურად კლებადია, ამიტომ მონოტონურად კლებადი იკ%ნება 

იგი 20ი<X<>+26 'შმუალედშიც. 

X=2#ჩX წერტილებზე ფუნქცია აღწევს ლოკალურ მაქსიმუმს -LI-ს, ხოლო 
X = (21 -L 1) # წერტილზე ლოკალურ მინიმუმს –-1-ს (ნახ. 204), 

3, ყ/=1C», ანუ ყ-22 ფუნქცია განსაზღვრულია X-ის ყეელა მნიშენე– 

ლობისათვის, გარდა X = >» +ჩი მნიშვნელობებისა, ე. ი გარდა იმ წერტილებისა, 

სადაც C05 X = 0, ამ ფუნ ქციის ცვლილების არეს წარმოადგენს (– თი, + თი) 

შუალედი. ეს ფუნქცია კენტია და პერიოდელი, პერიოდით «. 0 <X < > შუა- 

ლედში იგი დადებითია, ამიტომ დადებითი იქნება #<XC> + MX მუალედშიც. 

ხოლო ვინაიდან იგი უარყოფითია -- 5 «-X<20 შუალედში, ამიტომ უარყოფი- 

თი იქნება – > +წL<-Xდჩი შუალედშიც. 

V=I9ჯ ფუნქცია ნულის ტოლი ხდება, მაშინ, როცა X=#%. ყველა იმ შუალე- 

დში, რომლებიც X= 2 –+#X წერტილებს არ შეიცავს, იგი მონოტონურად ზრდა- 

: /, /. 

ნახ. 205. 

” 

0 

V/ 
დია, ამ ფუნქციას ლოკალური ექსტრემუმები არ გააჩნია, იმ შემთხეევაში, როცა 

X-+ > +ჩი, და მასთან X<< =- +ჩი, ყ-ის მნიშვნელობა უსაზღვროდ იზრდება, ხზო– 

ლო, როცა => +#L, მაგრამ + +#CLC<X C არგუმენტი მუდამ მეტი რჩება 

> +#5-ზე I ყ=LV X ფუნქცია უსაზღვროდ კლებულობს, ე. ი. ყ-+ქ. 
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§ 184. უსასრულოდ მცირე და უხასრულოდ დიდი სიღიდეები 

1. რიცხვითი მიმდევრობის ზღვარი 

ადრე ჩვენ დაწვრილებით გავეცანით რიცხვით მიმდევრობებს. მიმდეერო –- 

ბანი განვიხილეთ, როგორც რიცხვითი არგუმენტის ფუნქცია, ე. ი. ისეთი ფუნ- 

ქცია, რომლის განსაზღვრის არეს წარმოადგენს ნატურალურ რიცხვთა სიმრავ- 
ლე. ლაპარაკი გექონდა მიმდევრობის შემოსაზღვრულობაზე, ზრდადობა და 
კლებადობაზე, ზუსტ ქვედა და ზედა საზღვარზე და ა. შ. 

განვიხილოთ კლებადი მიმდევრობის მაგალითი: 

1) თ ცვლადი, რომელიც მიმდევრობით ღებულობს მნიძვნელობებს: 

–_-- 
2 3 //3 

ნომრის გადიდებასთან ერთად აბსოლუტური მნიშვნელობით მცირდება და ნულს 

უახლოედება. 

აღსანიშნავია ის გარემოება, რომ რა გინდ მცირე დადებითი 6 რიცხვიც არ 

უნდა ავიღოთ, თითოეულ დასახელებულ ამ მიმდეერობაში მოიძებნება ისეთი 

რიცხვი, რომლიდანაც დაწყებული თ-ს ყოველი მნიშენელობა აბსოლუტური 

სიდიდით 6-ზე ნაკლები აღმოჩნდება. მაგალითად, თუ ავაღეათ C =-+, მაშინ 

განხილული მიმდევრობაში შეგვიძლია ვიპოვოთ ისეთი .წევრი, რომლის აბ- 

სოლუტური სიდიდე ნაკლები იქნება ზე. ცხადია, პირველი ასეთი წევრი 

იქნება = და აქედან დაწყებული თითოეულის აბსოლუტური მნიშვნელობა 

აგრეთვე ნაკლებია =- ზე. ახლა თუ ავიღებთ, მაგალითად, 6=0,001, მაშინ 

ცხადია, მიმდევრობაში აღმოჩნდება ისეთი წევრი, რომლიდანაც მოყოლებული 

თითოეული წევრის აბსოლუტური მნიშვნელობა ნაკლები აღმოჩნდება 0,001-%ე, 

1 

1001 

წევრი რომლის აბსოლუტური მნიშვნელობა ნაკლებია 0,001-ზე იქნება ო-ური 

წევრი, ე. ი. 1 -ზე, მაშინ, პირობის ძალით, 
ჩ 

  ცხადია,პირვ ელი ასეთი წევრი იქნება „მართლაც, თუ მიმდევრობის ის 

    
< 0,001 ანუ 1 – 0,001, 

ჩ 

საიდანაც M > ანუ #>1000.   

0,001 
მამასადამე, აღნიშნული პირობა რომ დაკმაყოფილდეს, საჭიროა ნატურა- 

ლური რიცხვი # უნდა იყოს 1001, 1002, 1003 და ა. შ. ე. ი. აღებულ მაგალითში 

პირველი წევრი, რომლის აბსოლუტური მნიშვნელობაც 0,001-ზე ნაკლებია, 

+ 1 1 1 
რის 1001- წ 'რ, - ი. ა! , ე ევ 4 ე 1001 

1 
მარ. _–– ა სლ–=–--<-- ცხ 
ალი | 10011 1001 1000-2%” 

1001-დან დაწყებული ყოველი წევრი აბსოლუტური მნიშვნელობით აგრეთვე, 
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ნაკლები იქნება 0,001-ზე. თ ცვლადი შეგვიძლია განვიხილოთ, როგორც ზემოთ 
დასახელებული მიმდევრობის ზოგადი წევრი. 

განხილული თ, ცვლადის მიმართ იტყვიან, რომ იგი უსაზღვროდ უახლოვ- 

დება ნულს ან, სხვა სიტჟვებით, თ სიღიდე მიისწრაფეის ნულისაკენ, რასაც ჩაწე– 
რენ შემდეგნაირად თ-+0, 

ასეთი სახის (ყევლადებს, რომელთა მიერ თანმიმდევრობით მიღებული რი- 

ცხვითი მნიშვნელობები უსაზღვროდ უახლოვდება ნულს, მათემატიკაში განსა- 
კუთრებული მნიშვნელობა ენიჭებათ. ამ სახის ცელადებს სხვა სახის (ევლადები- 
საგან განსხვავებით „უსასრულოდ მცირეებს“ უწოდებენ, 

განსაზღვრა 1. თ ცვლადს ეწოდება უსახრულოდ მცირე, თუ ყოველი დადებ- 
ითი 6 რიცხვისათვის (რაგინდ მცირეც არ უწდა იყოს იხ) არსებობს თ-ს ისეთი მწიშ- 

ვწელობა, რომლიდანაც დაწუებული თ-ს ყოველი მნიშვნელობა აბსოლუტური სი- 

დიდით 6-ზე ნაკლებია: | თ |< 6. 

უსასრულოდ მცირის განსაზღვრის საფუძველზე შეგვიძლია ჩამოვაყალიბოთ 
უსასრულოდ მცირე მიმდევრობისა და უსასრულოდ მცირე ფუნქციების უფრო 

მკაცრი განსაზღვრები. 

განსაზღვრა. 2. X,, Xვ,.... Xი, მიმდევრობას ეწოდება უხახრულოდ 
მცირე, თუ ნებისმიერი დადებითი § რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ნატურალუ- 

რი რიცხვი V, რომ მიმდევრობის ჟოველი წევრი, M>V ნომრიდან დაწჟებული, 

აბსოლუტური მნიშვნელობით ნაკლები იყოს 6-ზე, ე. ი. IX <8. 

განსაზღვრა, 3, უსახსრულოდ,მცი- V 
რის შებრუნებულ სიღიდეს უხასრულოდ 

დადი ეწოდება. 
მაგალითად, თუ თ-+0 (ე. ი. უსასრუ- 

ლოდ მცირეა) მაშინ 1 მიღებულია აღი- 
« 

ნიშნოს თ სიმბოლოთი, რაც უსასრულოდ 

დიდს აღნიშნავს. 0 ჯX 

უსასრულოდ მცირესა და უსასრულოდ 
დიღს მორის დამოკიდებულება ნათლად 

შეიძლება ვნახოთ ყ= + ფუნქციის გრა- 
ჩ4 

ფიკზე, როცა X-+>+0. როცა M წერტილი ისე ნახ. 206. 

მოძრაობს გრაფიკზე, რომ აბსცისის მნიშვ–- 

ნელობა უახლოვდება ნულს, მაშინ ორდინატი ყ + თი. როცა X +, მაშინ 

ყ–-0. 

ყურადღება უნდა გავამახვილოთ იმაზე, რომ სულ სხვა და სხეაა „უსასრუ- 

ლოდ მცირე“ და „ძალზე მცირე“, უსასრულო მცირის ქვეშ გვესმის ცვლადი 

სიდიდე, რომელიც ნულისაკენ მიისწრაფვის და ძლიერ მცირე სიდიდე კი მუდმი- 

ვია. 

ასეეე განსხვავებულია ძალზე დიდი რიცხვი და უსასრულოდ დიდი, ვინაიდან 
პირველი მუდმივია, მეორე კი ცვლადი, რომელიც უსაზღვროდ იზრდება. 

განსაზღვრა. 4, ი რიცხვს ეწოდება X»,, Xე,..., Xე,... მიმდევრობის %ღვა- 

რი, თუ X,-––ი0, Xვ–-0, .., Iე-–-ძშ,... მიმდევრობა წარმოადგენს უსახრულოდ მცირეს. 
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ახლა განვსაზღვროთ ცვლადი სიღიდის ზღვარი. განვიხილოთ X (ველადი დღა 
მასთან ერთად მუდმივი ძი”სიდიდე. 

განსაზღვრა 5. ამბობენ, რომ X ცვლადის ზღვარი არის თ მუდმივი რიცხვი 

ან ჯ ცვლადი მიისწრაფვის ძ-საკენ თუ X-ის მნიშვნელობები თანდათანობით 

უაზლოვდება ი-ს, ისე, რომუროგორიც არ უნდა იყოს ნებისმიერი დადებითი 

6 რიცხვი, იარსებებს X-იხ ისეთი მნიშვნელობა, რომ ყოველი მომდევნო მნიშვ. 

ნელობისათვის ადგილი ექნება უტოლობას | X-ძ |<6. 

იმ გარემოებას, რომ ჯ ცვლადის ზღვარი არის თ მუდმივი, ჩაწერენ 1Iი1 X=0 

იკითხება „ლიმმეს X უდრის ი-ს“ (CI ო06§ ზღვარს ნიშნავს). 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ /2 ერთეულის, მეათედის, მეასედის და 

შ. სიზუსტით. 

ამოხსნა: 

მიახლოებითი მნიშვნელობები V2 სიზუსტით ერთამდე, მეათედამდე და ა. შ. 
აღვნიშნოთ შესაბამისად X,, X.,..., XX... ცხადია, გვექნება: X,=I; X.=1,4; 
X:ე=1,41,... ამ მიმდევრობის წევრები ი-ის ზრდასთან ერთად უახლოვდებიან 
V2-ს ისე, რომ 

– – 1 = 1 --V2 აა – _ –_ Iი%--V2| <1; IM -- V2|< 30 1X – V2I< ჯენ. 

– 1 
II –V2I<16=: 

ავიღოთ ნებისმიერად მცირე დადებითი 6 რიცხეი, ის შეიძლება იყოს ძალზე მცი- 

1 
რე, მაგალითად 6= 101%-' მაშინ 

– 1 - ' 
IX – V2I< “ე! IX+--V2 1<I ცი: + “ჯეი ' 

_ 1 1 1 
IX.ფ-–V2 | < 161 1010 10100 ტე!!! ' 10100“ 

ზოგადად M#>>100-სათვის გვექნება 

= 1 
IX. -- V21< 69% ო“ 

ამრიგად, აღე ბული 6 რიცხვისათეის ვიპოვეთ ისეთი ნატურალური რიცხვი 
M, რომ M>>ი-სათვის სრულდება უტოლობა 

|ბი--/2|<9, ე. ი. 1101 X„=V72. 
წ ლC%. -| 

§ 166. მვლადის ზღვრის განმარტების ბეომეტრიული წარმოდგენა 

ზღვრის განმარტება შეიძლება გეომეტრიულად ნათელვყოთ შემდეგნაირად; 
ავიღოთ რიცხვით წრფეზე თ წერტილი და მისი § მიდამო (ნახ. 207.) 

ვთქვათ, ჯ ცვლადი უახლოვდება ი რიცხეს, ცხადია, |X--ი | სხვაობის აბსოლუტუ- 
რი მნიშენელობა გამოსახავს მანძილს ჯ და ძი წერტილებს შორის, უტოლობა: 

|IX--– ლი 
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ნიშნავს, რომ იარსებებს X-ის ისეთი მნიშენ: ბა, რომლის ა მომდევნო 
მნიშვნელობები მთლიანად მოთავსდება ძ წერტილის 8 მიდამოში, ლემ 

ამრიგად, X ცვლადის ზღვარი არის ძი მუდმივი რიცხვი გეომეტრიულად ნიშ- 
ნავს, რომ რაგინდ მცირე არ უნდა იყოს ი წერტილის 6 მიდამო, იარსებებს X-ის 
ისეთი მნიშვნელობა, რომლის მომდევნო მნიშვნელობები ვერ გამოვლენ აღნიშ– 
ნული მიდაშოდან. 

ნაზ, 207. 

ზღვრის “განმარტებიდან გამომდინარეობს, რომ ერთსა და იმავე (ევლადს არ 
შეიძლება ჰქონდეს ორი განსხვავებ ული ი და ხ ზღვარი. მართლაც, თუ ხ->0 და 

6-ს ავირჩევთ 429 ტოლს, მაშინ შეუძლებელია ერთდროულად ადგილი ქონ- 

დეს უტოლობებს: 
IX-თძ)<8 და |X–-ნ|<§. 

უნდა შევნიშნოთ ის, რომ „ელადის მისწრაფება თავისი ზღვრისაკენ შეიძ- 

ლება სხვადასხვა ხასიათის იყოს. ხმირ შემთხვევაში ცვლადი ისე უახლოვდება 
თავის ზღვარს, რომ მუდამ ამ უკანასკნელზე ნაკლები რჩება, მაგალითად, წრე– 
წირში ჩახაზული მრავალკუთხედის პერიმეტრი, როცა გეერდების რიცხვი უსას- 
რულოდ ორკეცდება. 

არის შემთხვეეა როცა ცვლადის ცალკეული მნიშვნელობები ზღვარზე მუდამ 
მეტი რჩება, მაგალითად, წრეწირზე შემოხახულ მრავალკუთხედის პერიმეტრი, 

როცა გვერდების რიცხვი უსასრულოდ ორკეცდება. შესაძლებელია ისიც, რომ 

ცვლადი სიდიდე თავის ზ ღვარზე ხან მეტი, ხან ნაკლები იყოს. ასე რომ ცვლადი 

სიდიდე შეიძლება თავისი ზღვარის გარშემო რხეეას განიცდიდეს. ასეთია, მაგა– 

ლითად, (ვლადი რომელიც ღებულობს მნიშვნელობებს: 

1 1 1 
X.=–=1, Xჯ _–. – Xელ=-–-, X= –- – ,... I.=(--1)%.–, 1 2= 2' ვ ვ 4 გ ,=(C ) ი 

ამ ცყელადის ზღვარი არის ნული, მაგრამ აქ როგორც ეხედავთ, ცვლადის მნიშვ- 

ნელობები ხან ნულზე მეტია, ხან კი ნაკლები. 

გ 180. უსასრულოდ მცირე სიდიდეთა ძირითადი თვისებები 

ამ პარაგრაფში მოვიყვანთ უსასრულოდ მცირეთა ძირითად თვისებებს დაუმ–- 

ტკიცებლად. 
თვისება 1. უსასრულოდ მცირეთა ჯამი უსასრულოდ მცირეა, თუ შე- 

საკრებთა რიცხვი ხასრულია. 

ეთქვათ, გვაქვს რამდენიმე უსასრულოდ მცირე: X,, X.,..., Xი, მაშინ მათი 

ჯამიც X,+X+...+X, უსასრულოდ მცირე იქნება. 
თვისე ბა 2. მუდმივი სიდიდის და უსასრულოდ მცირის ნამრავლი უსას- 

რულოდ მცირეა. 

ვთქვათ, »X უსასრულოდ მცირეა, ხოლო ძ რაიმე მუდმივი რიცხვი. მაშინ 0 · ჯX 
უსასრულო მცირე იქნება, 
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თვისება 3. უხასრულოდ მცირეთა ნამრავლი უსასრულოდ მცირეა. 

ვთქვათ, X, და X უსასრულოდ მცირეებია. მაშინ მათი ნამრავლი X, · X; აგ–- 
რეთვე უსასრულოდ მცირე იქნება. 

თვისება4. უსასრულოდ მცირეთა შეფარდება შეიძლება იყოს როგორც 

უსასრულოდ მცირე, ისე ხასრული და უსასრულოდ დიდიც. 

ვთქვათ, X უსასრულოდ მცირეა, მაშინ მე-3 დებულების ძალით X”იც უსას- 

რულოდ მცირე იქნება და ფარდობაც >=» იქნება უსასრულოდ მცირე. 

ავიღოთ რაიმე სასრული სიდიდე ძ. მეორე თვისების ძალით თ · X ნამრავლი 

უსასრულოდ მცირე იქნება, ხოლო 9. ფარდობა სასრულია, რადგან ის თ«-ს 

ტოლია, · 

ბოლოს განვიხილოთ ორი უსასრულოდ მცირის ფარდობა 3 „ეს ფარდობა 

იქნება უსასრულოდ დიდი, ვინაიდან იგი L -ის ტოლია და თუ X უსასრულოდ 
X 

მცირეა, მაშინ, როგორც ცნობილია, 1 უსასრულოდ დიდი იქნება. 
Xჯ 

თვისება5. ორი უსსრულოდ დიდის ფარდობა შეიძლება იყოს, როგორც 

უსასრულოდ დიდი, ისე სასრული და უსასრულოდ მცირეც. 

ვთქვათ, ყ, და ყე უსასრულოდ დიდი სიდიდეებია. განვიხილოთ ფარდობა 

#. ეს ფარდობა ტოლია 
95 

L-
I>
I –

 

MI 

ფარდობისა, მაგრამ ეს უკვე ორი უსასრულოდ მცირის ფარდობაა, ამიტომ მე-5 
დებულება სამართლიანია. 

ანალოგიურად მტკიცდება შემდეგი თვისებები: 

თვისება 6. უსსრულოდ მცირის ღა უსასრულოდ დიდის ნამრავლი 
შეიძლება იყოს უსასრულოდ მცირე, სასრულო და უსასრულოდ დიდიც, 

§ 1827. ზღვრის წარმოდგენა ტოლობის საშუალებით 

ვთქვათ, განიხილება ჯ ცვლადი, რომელსაც ზღერად აქვს თ მუდმივი, ზღვრის 
განმარტება, რომელიც მოყვანილი გვქონდა ზემოთ, ძირითადად გულისხმობს 
იმას, რომ თუ X–ი0 სხვაობა არის უსასრულოდ მცირე, მაშინ 6 იქნება X ცვლადის 
ზღვარი და პირიქით, თუ ძ არის X-ის ზღვარი, მაშინ X-–-ი სხვაობა უსასრულოდ 
მცირე იქნება. 
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ამრიგად, ის გარემოება, რომ »ჯ ცვლადის ზღვარი არის თ მუდზივი, შეიძლება 
შემდეგნაირად გამოვსახოთ 

X--–თ=თ, 

ანუ X=0+თ, (1) 

სადაც თ უსასრულოდ მცირეა. 

(1) ტოლობის შინაარსი მეტად საინტერესოა. კერძოდ, ის გვეუბნება, რომ 
ცვლადი უდრის თავიხ ზღვარს, დამატებული უსასრულოდ მცირე. 

§ 1880. ფუნკეიის ზღვარი 

ჩვენ განვიხილეთ რიცხვითი მიმდევრობის ზღვარი, მიმდევრობა კი გან- 

საზღვრული გექონდა, როგორც ნატურალური არგუმენტის ფუნქცია. ე. ი. მიმ- 
დევრობა წარმოადგენს ფუნქციის კერძო სახეს, ახლა განეიხილოთ ნამდვილი »ჯ 

ცელადის ფუნქცია დღა განემარტოთ ასეთი ფუნქციის ზღეარი, 
განვიხილოთ (0, ხI სეგმენტი და ვთქვათ Xე: ამ სეგმენტიდან აღებული წერ- 

ტილია, ე. ი, 

ძ<X-ა<ხ 

ავიღოთ V=/(X) ფუნქცია, რომელიც განსაზღვრულია" (ი, ხ) სეგმენტის 

ყველა წერტილზე, გარდა შესაძლოა ჯგ წერტილისა. 14 
ვთქვათ, X არგუმენტი მიისწრაფვის Xე-საკენ (ნახ. 207,ა), მაგრამ არ ხდება 

მისი ტოლი. ამ დროს, თუ /(X) ფუნქციის სათანადო მნიშვნელობები თავის მზრივ 

  

  

ნახ. 207, ა. 

მოისწრაფვიან გარკვეული 4 რიცხვისაკენ, მაშინ 4 რიცხვს უწოდებენ /00 ფუნ- 

ქციის ზღვარს Xე წერტილზე. 
განსაზღერა. ამბობენ, რომ /(X) ფუნქციის ზღვარი Xე წერტილზე არის 4 

რიცხვი, თუ ჟოველი ნებისმიერად მცირე დადებითი 6 რიცხვს ისეთი მცირე დადე– 

ბითი უ რიცხვი ეთანადება, რომ, როდესაც | X--Xა|ლია და X5-Xე, ადგილი აქვს 

უტოლობას 

| წიი–#4 (<6, 

" ფუნქციას ეწოდება განსაზღეტული (იჩ) სეგმენტში, თუ სეგმენტის ყოველ წერტილზე ის 
ღებულობს სასრულო მნიშენელობას. 

« », წერტილზე ფუნქცია შეიძლება არც იყოს განსაზღვრული. 
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ფუნქცია შესაძლოა არც იყოს განსაზღვრული რომელიმე წერტილზე, მაგ- 
რამ მას შეიძლება ჰქონდეს გარკვეული ზღვარი. მაგალითად, ცხადია, ფუნქცია 
2 2__ 

3 –“ X=1 წერტილზე არაა განსაზღვრული, რადგან ვღებულობთ 2 I მა– 
“._ 

გრამ, როგორც ახლა ვნახავთ, ამ ფუნქციას X=1 წერტილზე აქვს ზღვარი: 

    

3_ == X%--1 – (ლXL-–-1) VII), . 1. 

X-–-1 X–4) 

ვინაიდან X5C1, ამიტომ ჩვენ უფლება გვაქვს წილადი შეეკვეცოთ (X––1)-ზე. 

ამრიგად მივიღებთ: 

- #- 
1101 
X->-I X-1 

რაც გამოთქმული წინადადების სისწორეს ადასტურებს. 

  =III1 (X+ 11=1+1=2, 

§ 169. ძირითაღი დებულებები ზ%ზღვართა შესახებ 

1, მუდმივი სიდიდინ ზღვარი თვით ამ მუდმივის ტოლია IIIს ი=ყ. 

?. მუდმივი თანამამრავლი %ღვრის ნიშნის წინ გამოიტანება: 

ოი 0- X=82- III X. 

3, რამდენიმე ცვლადის ალგებრული ჯამის ზღვარი ამ ცვლადთა ზღვრების 

ჯამის ტოლია: 

სი (X+ყ-–-2=11 X+I1Iთ ყ–-IIთ 7. 

4. ნამრავლის %ლვარი თანამამრავლთა ზღვრების ნამრავლის ტოლია: 

IIთ (X· ყ)=1Iთ X· 1IIიVI წყ. 

5. ცვლადის მთელი დადებითი ხარისხის %ღვარი ზღვრის იმავე ხარისხის 

ტოლია: 

(თ Xგ8-=(IIთ X)". 

6. ფარდობის ზღვარი უდრის მრიცხველის ზღვარს, გაყოფილს მნიშვნელის 

“სჯღვარზე, თუ მნიშვნელის ზღვარი განსხვავებულია ნულისაგან: 

; !! ; 
ო == =:0X. თუ IIV9I) ყფ-0. 

ყ Iთყ 

თუ რომელიმე 2 ცვლადის მნიშვნელობები მოთავსებულია ისეთი ორი. 

ჯ და ყ ცვლადის მნიშვნელობებს შორის, რომლებიც ერთი და იმავე ზღვრები- 

საკენ მიისწრაფვიან, მაშინ » ცვლადიც იმავე %ღვრისაკენ მიისწრაფვის, 

ე. ი თუX<2<Vყ და 1IიX=11ი1ყ=ძ, მაშინ 110) 2=0ძ. 

მაგალითები, 1. ვიპოვოთ117) (+”-+-2X-––-1), 
Xჯ-–+I 

თუ გამოვიყენებთ დებულებას ალგებრული ჯამის ზღვრის შესახებ, შეგვი-. 
ძლია დავწეროთ: 
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1)01 (X2+ 2X– 11==111) X” + III0 2+–IIV) 1 = (1Iი) X)2+ 
XL>-2 #+2 Xჯ-+2 L>-2 

+ 2)I0X-1=21+2-2-1=7,. 
1->2 

2 

2. ვიპოვოთ II X+3%. 
+ >-2 2X+1 

ვიდრე გამოვიყენებდეთ დებულებას ფარდობის ზღვრის შესახებ, დავადგი- 

ნოთ, მნიშვნელის ზღვარი ხომ არ იქნება ნული, როცა X=2. 

1101 (2X+ 1) =IIIი 2X4+17თ 1=21I0X+1=2:2-+1=5, 
X-+2 L+>2 XI--2 X-2 

ამრიგად 11I”Iი (2X+ 1) 5- 0. 
ჯ+>+2 

ამიტომ აღებული მაგალითისათვის შეგვიძლია გამოვიყენოთ დებულება ფარ– 

დობის ზღვრის შესახებ; 

· IIთ (X#+1+3ი) 1IC (2) + 1Iი1 (3X) 
Iოი V + პჰX _ X-–>2 -.#-+2 Xჯ>2 

#-2 2X+1 1) (2X+21) 1101 (2X) +IIიი 1 
წლს. I->2 

  

1100 X)? + 3 110:X · 
0 ) „> 2 _ 21+3 · 2 _ 10 _ 

X>-2 

განვიხილოთ ახლა ისეთი ფარდობის მაგალითი, რომელშიც მნიშვნელის 
ზღვარი ნულის ტოლი ხდება. 

  3, ვიპოვოთ II · 
ვიაოვ «->-3 2X-6 

ჯერ ვიპოვოთ 11) (2X-––- 6)=110) 2X-– 1101 6 = 2 1101X--6=2-3–6=0. 
#ჯ+-3 L->-3 Xჯ-+12 

როგორც ვხედავთ, ფარდობის ზღვრის შესახებ არსებული დებულების გა 
მოყენება შეუძლებელი ხდება, რადგანაც 11 (2X –– 6) = 0, ამიტომ 2X-––6 არის- 

I--3 

უსასრულოდ მცირე სიდიდე, ბოლო, როგორიც ვიცით, მისი შებრუნებული სიდიდე 

იქნება უსასრულოდ დიდი. ამიტომ – 2   , როცა X-+0, უსასრულოდ დიდი ხდე- 

ბა, ასევე უსასრულოდ დიდი იქნება =9 ნამრავლიც. 
X- 

ამრიგად, 

: 3 
ხთ = 
ჯავ 2X-6 

  

ახლა განვიხილოთ ისეთი შემთხვევა, როდესაც როგორც მრიცხველის ისე 
მნიშვნელის ზღვარი ნულის ტოლია. 
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4. ვიჰოვ ოთ II _X1+2X. 
X-0 X ++X 

ამოხსნა 

ყოლთ+ 2X)= 110) X»" +110) 2X=0. 
#-+–90 XL+0 

ასევე, 
1Iფ05++=110 X" + II00X=0 

#+0 #-–0 

ამრიგად, ვღებულობთ > სახის განუზღვრელობას. 

მიუხედავად ამისა, მოცემულ ფარდობას შეიძლება ჰქონდეს გარკვეული 

ზღვარი. ამაში რომ დავრწმუნდეთ, საჭიროა მოცემული გამოსახულება წინას- 

წარ გარდავქმნათ, კერძოდ, მრიცხველი და მნიშვნელი გავყოთ »-ზე. ეს შესაძ- 

ლებელია, ვინაიდან ზღერულ მნიშენელობაზე გადასვლამდე X5#40, 

ამრიგად გვექნება: 

X.+2X _X+2. 

კ.» X+1 

#2 
21 გამოსახულებისათვის შეგვიძლია გამოვიყენოთ დებულება ფარდობის 
ჯ 

ზღვრის შესახებ, რადგან მნიშენელის ზღვარი, როცა X-+0, არ უდრის ნულს. 

გვექნება 
ი X+2_0+2 

X-5-0X+I 0+1 
=2, 

საბოლოოდ გეექნება 

= »ჯ? L 2X 

0 X.-+X 

5. ვიპოვოთ 1Iთ _VX+3 –2 · 
1-1 X-1 

=2,   

ამოხსნა 

პირდაპირ ზღვარზე გადასვლით ვღებულობთ < სახის განუზღვრელობას, 

ამიტომ მოცემული გამოსახულება უნდა გარდაიქმნას წინასწარ, რისთვისაც სა- 
ჭქიროა მოვსპოთ ირაციონალობა მოცემული გამოსახულების მრიცხველში: 

სო VX+3-2 - ი (VX+3 - 2) (VX+3 + 2) _ 
#->- X–-I X-1 (X–-1) (VX+3 + 2) 

: XL+3-–-4 · X–-1 
=11ი) = =ICთ == = 
++) (C–- 1) (V/X+3+2) «++ (X-–I) (VX+3 +2) 

1 1 1 
= Iს == ==, 

– I VX+3+2 V1+3+2 4 
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ამრიგად 

სო VX+3- 2.1 
„ს IX–-1 4. 

საეარჯიშო: 

1. 1|ი0(2XX-–-2X+4), პას, 6; 
Lჯ+2 

2 –_ 

2. Iო #+X=3. ვას, 1, 
-- ს 2X–-1 

2 

ვ, სთ -“X+% 1 

»-0 3X+2X" “ ვ 

4. IIთ V1+X–-V1I-X , კს 1. 
X-+>0 4ჯ 4 

§ 19ე, წრეწირის სიბრძე 

გამოეიყენოთ ზღვართა მეთოდი წრეწირის სიგრძის, წრის ფართობის და 
უსასრულოდ კლებადი გეომეტრიული პროგრესიის წევრთა ჯამის გამოსათ- 

ვლელად. 

ავაგოთ ერთეულოვანი წრე, ჩავხაზოთ და შემოვხაზოთ მასზე წესიერი მრა- 

ვალკუთხედები (მაგალითად, კეადრატი) (ნახ. 208). 
აღვნიშნოთ შესაბამისად ჩახაზული და შემოხაზული კვადრატთა პერიმეტ–- 

რები წე და ჩ,-ით. 

როგორ, ვიცით, 

48=#4C+C8 ღა 96<0M1+7ჩ#. 

აქედან დაეასკვნით, რომ ჩახაზული მრავალკუთხედის პერიმეტრი გვერდების 

გაორკეცებისას იზრდება, მაგრამ წრეწირის სიგრძეზე მუდამ ნაკლები რჩება, 

შემოხაზულისა კი –- მცირდება, მაგრამ წრეწირის სიგრძეზე მუდამ მეტი რჩე–- 

ბა, ასე რომ, ჩახაზული მრავალ-, 

  

კუთხედის პერიმეტრების /„, ”ა...  –--7ე # « 
მ... მიმდევრობა ზრდადია და ; 

ზემოდან შემოსაზღვრული, ხოლო #, 

შემოხაზული მრავალკუთხედის პე- »” “« 

რიმეტრების #,, /#X,..., ჩ,,... მიმ- 

დევრობა კლებადია და ქვემოდან 
შემოსაზღვრული. - |=-----. 

ამრიგად, გეექნება პერიმეტ– 

რების შემდეგი მიმდევრობა: V 

ჩე<ჩეა...-–/მე<... 
ს 

,.>ა>ე>...> ჩი>... ა 

ვაჩვენოთ, რომ შემოხაზული 

ღა ჩახაზული მრავალკუთხედების 
პერიმეტრების მიმდევრობებს ერთი და იგივე ზღვარი აქეს, ე. ი. 

1100 მგ=110ი|)#ი. 
ჯ–-.-თ თ 
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ჩახაზული მრავალკუთხედის აპოთემა აღვნიშნოთ თძ,-ით, შემოხაზული მრა- 

ვალკუთხედის აპოთემა ეტოლება წრეწირის # რადიუსს, თუ გავითვალისწინებთ 
ცნობილ თეორემას მსგავს მრავალკუთხედების პერიმეტრებსა და აპოთემების 

შეფარდების შესახებ, დავწერთ: 

მიმი 
”» 7” 

გადავიდეთ ზღვარზე, როცა M-+90, 

Iს)იე ”- = IIთ -”. , 
ი+-თ'. ით # 

ანუ 
სო ი 1Iოი ძი 
რთ =5>429 ; 

სოIM სი #? 
ჩ–-იი იჩი--9იი 

მაგრამ 110 #M=# (მუდმივის ზღვარი თვით მუღმივის ტოლია) და III მა=/ 
–-თ ი“–+თ 

(როცა ჩახაზული მრავალკუთხედის გვერდების რიცხვი უსასრულოდ ორკეცდება, 
მაშინ აპოთემა თ,„-+თ2), ამიტომ 

110 მგ 

მად ა 2ე' 
ჰი” ი 

ჩ-..”თ 

და 

I1Iთი მგ=110 ჩე. 
#=>9ი #ჩ–-ლთ- 

ამრიგად, შე და M, მიმდევრობებს საერთო ზღვარი აქეს. 

გან,საზღ ვრა, წრეწირის სიგრძედ მიღებულია ზღვარი, რომლისკენაც მიის– 
წრაფვის მასში ჩახაზული და შემოხაზული წესიერი მრავალკუთხედებიხ პერი- 

მეტრების მიმდევრობა, როცა გვერდების რიცხვი უსასრულოდ ორკეცდება. 

ე. ი. წერწირის სიგრძეს თუ აღვნიშნავთ C-თი, დავწერთ: 

C=1I1II იე=1თ#ჩ, 
წ-ი ჩოM--ი 

ახლა დავამტკიცოთ დებულება: წრეწირის სიგრძის შეფარ- 
დება თავის დიამეტრთან მუდმივი სიდიდეა. ავიღოთ 
ორი წრეწირი, რომელთა რადიუსებია /? და /. ჩავხაზოთ მათში წესიერი მრავალ– 
კუთზედები. აღვნიშნოთ ამ მრავალკუთხედების პერიმეტრები შესაბამისად #„ 
და ჩ,-ით. წრეწირთა სიგრძეები იყოს შესაბამისად C და C. თუ გავითვალისწი- 
ნებთ გეომეტრიიდან ცნობილ დებულებას წესიერი ერთსახელა მრავალკუთხე- 
დების პერიმეტრებსა და მათზე შემოწერილი წრეწირის რადიუსებს შორის დამო- 
კიდებულების შესახებ, დავწერთ: 

ი) 

> 
ა I 

ა 
I 
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ზახაზული მრავალკუთხზედების გვერდების უსაზღვროდ გადიდებისას მათი პერი- 

მეტრები ჯგ და #7 ხდება ცვლადი სიდიდეები, ხოლო #? და / რადიუსები მუდმი- 
ვი რჩება. 

განვიხილოთ (1) ფარდობის ორივე ნაწილის ზღვარი, როცა M-++თ, 

  

Iოთ ჩი = III #. 
ი-თ მიე ”-თ !” 

ანუ 
1Iთი 

სო 2: _ 

I) ჩი - ,” · 
8-9 

მაგრამ, როგორც ზემოთ ვნახეთ, 

1Iი ჩა=C და II მა=.C 
ჩ–--თ ი–თ 

ამრიგად, 

C ჩკე5-24#ჩ 
C , C 2, 

თუ უკანასკნელ პროპორციაში გადავანაცვლებთ შუა წევრებს, გვექნება: 

2=-< =Cთი%. 
2 

ეს მუდმივი სიდიდე მიღებულია აღინიშნოს # ასოთი, 

C 
– == 2 2? ჯ (2) 

საიდანაც C=2X#. 

(2) ფორმულა გამოსახავს წრეწირის სიგრძეს რადიუსის საშუალებით. % რიცხვი 
ირაციონალური რიცხვია, იგი გამოისახება უსასრულო არაპერიოდული ათწი- 
ლადით, მისი მიახლოებითი მნიშვნელობა 0,0001 სიზუსტით უდრის 3,1416-ს. 
პრაქტიკული გამოთვლების დროს საკმარისია ავიღოთ M=«=ქ21,14, 

მაგალითები 

1. ვიპოვოთ წრეწირის სიგრძე, რომლის რადიუსი #=1,7. ვისარგებლოთ 

ფორმულით: 
C=2XM; C=2»:.· 1,7=3,4 · 3,14 >:10,676 სიგრძის ერთეული. 

2, ვიპოვოთ წრეწირის სიგრძე, რომლის დიამეტრი უდრის ძ-ს; 

C =2ჯXჯ. 4 =უთ, 
2 

§ 101. წრეწირის რკალის ხიბრპჰე 

როგორც ვიცით, -რადიუსიანი წრეწირის სიგრძე გამოისახება შემდეგი 

ფორმულით: 

C =2X%#ჯ:. 
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ცხადია, ამ წრეწირის 1-იანი რკალის სიგრძე იქნება 

25-5# =2# 

360 180” 
ხოლო #I-იანი რკალის სიგრძე იქნება 

XII # 

180. 

  

თუ #“-იანი რკალის სიგრძეს /-ით აღვნიშნავთ, მაშინ შეგვიძლია დავწეროთ: 

1 = I 

180 

§ 195. წრის ფართობი 

განსაზღვრა. წრის ფართობად მიღებულია ზლვარი, რომლისკენაც მიის- 

წრაფვის მასში ჩახაზული ან მასზე შემოხაზული წესიერი მრავალკუთხედის 

ფართობი, როცა გვერდების რიცხვი უსასრულოდ ორკეცდება. 

ჩავხაზოთ #-რადიუსიან წრეში წესიერი მრავალკუთხედი, როგორიც გეომეტ- 

რიიდან ვიცით, წესიერი მრავალკუთხედის ფართობი უდრის პერიმეტრისა და 

აპოთემის ნამრავლის ნახევარს. 

“თ აღვნიმნოთ აღებული მრავალკუთ- 
ხედის ფართობი, პერიმეტრი და აპო- 

თემა, შესაბამისად 45,, ჩ.გ და თ,-ით, 

გვექნება 
1 

C 5აი= > ჩი ძი. (1) 

თუ მრავალკუთხედის გვერდების რიც- 
ხეს უსასრულოდ გავაორკეცებთ, მაშინ 

§„, ”ი და ძე სიდიდეები ცვლადი გახდე– 
ბა. გადავიდეთ (1) ტოლობაში ზღვარზე, 

როცა #->თ: 

    44“ –იწ 

ნახ. 209, 1 

11 ო ზგე= – ICC ჩ. 1I01ია. თ) 
.-თ ი-–·ი M--9ი-% 

მაგრამ როგორც ვიცით, 

1)ი1მა=C II ძე-=#7 (წრეწირის სიგრძეა). 
იი ი–თი 

განსაზღვრის თანახმად IIთ 5 წარმოადგენს წრის ფართობს, 
ი–ი 

აღვნიშნოთ იგი #-თი, ე. ი. 
1I01 5 = #. 

ი-–-თი 

თუ გავითვალისწინებთ ყოველივე ამას, (2) ტოლობა გადაიწერება შემდეგ– 
ნაირად; 

M= – C0, C=2იჩ. 

420



ამიტომ 

„== + 2ი ს. წ =ი”. #=ჯ/ბ, (3) 

§ ნ თუ რადიუსს შეეცვლით· =- -ით, გვექნება: 

ს: ხნ = 9-7. - (4 

(3) და (4) ფორმულებით გამოითვლება #-რადიუსიანი წრის ფართობი. 

მაგალითები 

1. გამოვიანგარიშოთ წრის ფართობი, რომლის რადიუსი #1=0,7 V2:; 

=5:#M%-=ჯ. 2.0,49=0,98# კვ. ერთ. 

2. გამოვიანგარიშოთ წრის ფართობი, რომლის რადიუსი /#=0V6: 

5=I# #2=7ჯ-იეზ.ხ=»ი"ხ. 

შედეგი. ორი წრის ფართობები ისე შეეფარდება ერთმანეთს, როგორც 

მათი რადიუსების ან დიამეტრების კვადრატები. 

ვთქვათ, მოცემულია ორი წრე, რომელთა რადიუსები ან დიამეტრებია #, 

და /?, ან 1), და /#)ე. 

პირველი წრის ფართობი 

#,ლ=X/ #2? ანუ #=X 2, 

მეორე წრის ფართობი 
ჩ.=#- ჩ§ ანუ #ჩ.= 2-2 

თუ მოვახდენთ წევრ-წევრად გაყოფას, გვექნება: 

იხ =M 8 « რტ იხ იჩ: ი: 
M =«ნM6 დ 99% 4 4 #' 

ამრიგად, 

რი LX 2 6 IM. 
"” ს. ” 6? 

სავარჯიშო. 1) იპოვეთ წრის ფართობი თუ ა) #=0.3; ბ) 2=0,2V5; 

გ) #7=2წ2. 

§ 10. ხექტორის ფართობი 

  1-იანი რკალის შემცველი სექტორის ფართობი იქნება 1 # · ხოლო ი- 
360 

ისა. #42 

360 
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ამრიგად, 

% MX" 

260 

მარჯვენა ნაწილი ამ ტოლობისა წარმოავადგინოთ ნამრავლად. 

ჯო # 

180 2 

5სეკ. =   

  

#ჯ§ #2 160 არის „იანი რკალის # სიგრძე, ამიტომ სექტორის ფართობი- 

სათვის მივიღებთ ფორმულას: 

  მაგრამ 

# ზს.კ=606 · <=. სექ==C 2 

მაგალითი. იპოვეთ 11-იანი რკალის შემცველი თ რადიუსიანი წრის 

სექტორის ფართობი. 
ჯ-თ-.11 

2 
  

11 ჯი? 
5Vჯტ. = –. 92 

“2 2 

§ 194. უსასრულოდ კლებადი გეომეტრიული პრობრესიის ჯამის ფორმულა 

ჩვენ გამოყვანილი გვქონდა გეომეტრიული პროგრესიისჯამისფორმულა, 

როცა პროგრესიის მნიშვნელი | #I<1, სადაც წევრთა რიცხვი იყო სასრული: 

§,=9=09"“). ი 1-0 

უკანასკნელი ჯამი წარმოვადგინოთ შემდეგი სახით: 
ძ ციე" “1 

– · (1) 
1 1–ძი 

როცა პროგრესიის წევრთა რიცხვი უსასრულოდ იზრდება, მაშინ პროგრესი 

    

უსასრულოდ კლებადია. 
გადავიდეთ (1) ტოლობაში ზღვარზე, როცა #->%9: 

სი 5, = 1Iთ –“-– Iთ –“. „ე-), 
ი+თ ი-იი 1-0 ი+ი1-ძ 

– წარმოადგენს მუდმივ სიდიდეს, ამიტომ 
–4 

ხოლო IIი)0% 1=0 (რადგან 0<1). 
ჩ-–ი 

I1=ი 65 _ 4 
ისთ 1-0 1-40' 

  

ზღვარი 1101 5„ მიღებულია უსასრულოდ კლებადი გეომეტრიული პრო- 
ჩი“-თ 

გრესიის ჯამად, აღვნიშნოთ იგი §-ით, გეექნება: 

1-0ი 1–ძ 1-7" 

ამრიგად, 

1–ძ 
422



სავაოჯიშოები, იპოვეთ უსასრულოდ კლებადი გეომეტრიული პროგ- 
რესიის ჯამი; 

  

___ 
3 2 4 

V3+ 1 1 V3 –1. პას 5+6V3 

V1ვ– 1, ' V#3+1” 6-2 

6 196, X. ფარდობის «ღვარი, როცა »-+0 
XჯX 

ამ მაგალითში შეუძლებელია გამოყენებული იქნას დებულება ფარდობის 
ზღერის შესახებ, რადგან X-0, მასთან, ზღვრის გამოთვლის მიზნით არც რაიმე 

გარდაქმნაა შესაძლებელი. ამიტომ საჭირო ხდება მივმართოთ გეომეტრიულ გზას, 

ავილოთ #-რადიუსიანი წრე და კუთხე Xჯ< <, გავავლოთ #4#M ქორდა და 4M 

მხები, რომელიც 0M რადიუსის გაგრძე- 
ლებას კვეთს V წერტილში (ნახ. 210). 

ნახაზიდან ნათლად ჩანს, რომ 

ფართ. 0/M#0 < ფართ. სექ, 04M < 

< ფართ. 0#4V 

ანუ 
  

04 :Mჩ -04 '4M_ 04:.4M 

2 2 2 

თუ მიღებულ უტოლობას შევკვეცავთ, 
მივიღებთ:   

#0 < 4/ < #M. 

გავყოთ ყველა წევრი /2-ზე: 

  

V#ს #M ,4M =თ9 0219, 
ჩ? წა ? 

მაგრამ 

M- ყი», იი, და 4" CV 

ამიტომ გვექნება: 

510 X<-X<-Lწ X. 

უტოლობის ორივე ნაწილის §Iი X-ზე გაყოფით უტოლობის აზრი არ შეიცელება. 
რადგან §Iი X>90, 

Xჯ 1 
1<-- · 

ყი» C05X 
    

ანუ 

1 > 252 >0605X. 
» 
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მაგრამ, როცა X-+-0, მაშინ C05 X-+1, 

ამიტომ ზღვართა შესახებ ცნობილი დებულების ძალით შეგვიძლია დავწეროთ: 

სი =9შ8% =1 
M--0 X# 

§ 1080. ეკვივალენტური უსახრულოდ მცირეები 

განსაზღვრა. უსასრულო მცირეებს ტოლფახი ანუ ექვივალენტური ეწო- 
დება, თუ მათი ფარდობის ზღვარი ერთის ტოლია, 

ჩვენ განვიხილეთ §1ი X და X ორი უსასრულო მცირის ფარდობის ზღვარი, 

რომელიც 1-ის ტოლი აღმოჩნდა. ამიტომ, როცა X-+0, 5) X და X ტოლფასი უსას- 
რულო მციტრეები იქნება. 

ტოლფასი უსასრულოდ მცირეებია, მაგალითად, (წ X და X, როცა X-+0. 

მართლაც, 

  

  

5I1 X 

- I8წV -_ C05Xჯ · 51 ჯ · ყი X 1 
1 1§ I(1ჯღი = II) –-–---. =IIთI  –--.----– |= 
X+>0 X 0 XX X>-0 X Cლ005Xჯ ჯანის” C05ჯ 

„- 95IIX... 
= 1)0) –“–- · 1Iი1 =1-1=1. 
0 XI I#+0 Cლ005Xჯ 

მაგალითები 

.ი X 
50“ –-- 

2 
1. ვიპოვოთ 10) 

ამოხსნა. როგორც ვიცით, 50 X და X, როცა X->0, ტოლფასი უსასრულოდ 

მცირეებია, ამიტომ აღებულ მაგალითში §Iი > შეიძლება შევცვალოთ > არ- 

  

გუმენტით: 

§)ი? - (+) 2 . . , · 1 1 
ჰი ––,'-“ =Iთ 12 = IIთ ––>– = Iი –=- 
„ი MX ი M# X-+0 4X? .' 

2. ვიპოვოთ 110) 20 0# 
X->0 5)I1 0X 

ამოხსნა: როცაX-+>0, მაშინ თიX->0 და ხX->0, ამიტომ §(ი ი X და §(ი ხX 

უსასრულოდ მცირე სიდიდეებია. თუ 3)ი თწX და §I|ი 0X-ის შევცვლით მათი 
ექვივალენტური იX და ხX უსასრულო მცირეებით, გეექნება: 

  

  

  

  

._ 5"იძჯ . 0X ; ძ ძ 
Mყოთი – = Iი) => = 10 –=-–, 
Xა05იხს X#-0ნX ხ ხ 

სავარჯიშო 

ყო – 
: ჯ : · აი 2ჯ · - ,. 9ი2ჯ 

1 II ––; 2.ყMიო 3. Iთ 1 4. IIი. 2; 5. Mთ ; 
X-–-0 5იX X–+0 C05 X L–-0ი Xჯ ი 2 ++0 3X 
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.-  5იიჯ ._ 5M2Xჯ ,„ 5)ი?2ჯ . 98) 
6. IM ;. 7. IM ; ზIთ-–-––, %9Iი 3იX. 
ი ი ჯი +X X+-0 ჯ »X+0 16X 

· „__ 5102X · §IIIX ,_ 5I1XC05 
10. 11ი1XCICX; 11. თ –-–-–; 12. Iთ 90% 209X . 

Xჯ-+>0 X-+0 X# –-90 ჯ 

6 I97. (0+>) გამრსასულების ზღვარი, როსა ი-იი 
ჩ 

მათემატიკური ანალიზის კურსში მტკიცდება, რომ არსებობს 0 ++ ” 
ჩ 

გამოსახულების ზღვარი და, მასთან, ის 2-ზე მეტია და სამზე ნაკლები. ეს ზღვარი. 

გამოისახება უსასრულო არაპერიოდული ათწილადით, 

გამოთქმული აზრის ნათელსაყოფად შევადგინოთ შემდეგი ცხრილი: 

  

10 100 

  

M !| | 2 | 4 5 

13“ 

('++) | ? 

ცხრილიდან ჩანს, რომ #-ის ზრდასთან ერთად 0++1 გამოსახულებაც 
I” 

        
  

2,25       
2,37 | 2,44 | 2,49 | 2, 2,705             
  

იზრდება, მხოლოდ გაცილებით უფრო ნელა, ვიდრე #7. (C + =) გამოსახუ- 
M 

ლების ზღვარი, როცა #->0, მიახლოებით > “მდე სიზუსტით ტოლია 

2,716828-ისა, მიღებულია ეს ზღვარი აღინიშნოს #6 ასოთი. ასე რომ, 

IMი | 1 ++-)= 6 =2,71828. 
M-–-C ”/ 

8 რიცხვს აქვს მეტად დიდი გამოყენება, როგორც თვით მათემატიკაში, ისე 

მთელ «რიგ სხვა დარგებშიც. 

უმაღლეს მათემატიკაში 6 რიცხვი მიღებულია ლოგარითმების ფუძედ. ლო– 
გარითმებს, რომელშიც ფუძედ მიღებულია 6 რიცხვი, ნატურალური ლოგარით- 

მები ეწოდება. ნატურალური ლოგარითმების აღსანიშნავად იხმარება სიმბოლო 

„1“. 

ერთი და იგივე რიცხეის ნატურალური და ათობითი ლოგარითმები ერთმა- 

ნეთთან გარკვეულ კავშირშია. ამ კავშირის დადგენის მიზნით ავიღოთ რიცხვი 

M. ვთქვათ, X და V შესაბამისად იყოს ამ რიცხვის ათობითი და ნატურალური ლო- 
გარითმი (ნატურალურ ლოგარითმებს აგრეთვე ნეპერის ლოგარითმებს უწოდე-- 

ბენ) ასე რომ: 

M=10- (IიM=X), 

M=4! (Iი V=ჯ/). 

საიდანაც დაეწერთ: 
10%=(". 
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„ამ ტოლობის ორივე ნაწილი გავალოგარითმოთ ათის ფუძით: 

XI 10=ყ 1V§ 6. 

=ყ- 164, 
“საიდანაც 

– 

-თუ X-სა და ყ-ს შევცვლით მათი მნიშვნელობებით: X=IV MV და Vყ=IიVV, 

მაშინ მივიღებთ: 

#V. 

1თ6 

ამრიგად, V რიცხვის ნატურალური ლოგარითმის მისაღებად საკმარისია ამ 

Iს M = 

რიცხვის ათობითი ლოგარითმი გავამრავლოთ 2 გამოსახულებაზე. 

–-–- გამოსახულება ათობითი ლოგარითმიდან ნატურალურ ლოგარითმ- 
16” 

'ზე გადასვლის მოდული ეწოდება. 

მაგალითი 

1. ვიპოვოთ Iი 2. 

თ2-%2 ცხრილიდან ვიპოვოთ IV 6=0,4391, ხოლო 1 2,ქ0ქ, 

86C 7 
ამიტომ 

Iი 2=0,3010 · 2,303 20,693. 

§ 198. რიცსვთან დაკავშირებული ზღვრები 

ძ ი« 

1, ვიპოვოთ IIი1| 1 + – 
ი–-9 ((4) ) 

აღვნიშნოთ 5=4. აქედან (როცა #->თ მაშინ ”->იი) 0/1= VI. 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობები მოცემულ მაგალითში 

» ეი 

+.) -0+-)-(0+X) | ”„” ჩ I/ 

“== ჩ 

ყი 1+>) = III I0+1) I“ 

თ-–-თ „7 M->+ი ჩ 

რ 
IIთ (1 +2) = 

თ-–-თ 7 

8 ზოი 

2, ვიპოვოთ IIი1 | 1 +>) 
” »,.-თ 

ამრიგად, 
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აღვნიშნოთ 

6 · 
<= L ი)=8 7», როცა MI->Cთი, მაშინ #-+იი, 
/M5 , 

გვექნება 
_ 1 91. ზი 1 საწ“ 

„ოთ I+2)” = = IIთ I+>) = IIიI I0C++)I =C5, 
ჩი-თ #8 ით ”M 

ამრიგად, ს 
· ზ ვო 

I» 1+>) = 
თ-–თ M” 

სავარჯიშო. 

იპოვეთ შემდეგი გამოსახულებათა ზღვრები: 

· 1 # 

1. IC (– ): პას. #. 
თ ჯ 

“ეჯშო 
2 Mთ(/” 2) პას. C 

  

  

თ: 

3. III (+2“+V, პას. (3, 
L–-რ“ი 

სალ: თავი XVI 
2.4 ას 

წარმოებული 

§ Iიი. არბუმენტისა და ფუნჭციის ნარაზდი 

ეთქვათ, განიხილება Iთ, ხ1) სეგმენტზე განსახღერული ყ=/ლ) ფუნქცია. 
ავიღოთ Xჯ ა ნტის ორი X, და X. მნიშენ; ბა აობას L--X, ეწოდება X 
არგუმენტის რგუმეტ და იგი , 9» ხიმბოლოთი აღინი ნება: %--X, ეწოდე 

Xა–-–X,= #X. 
აქედან X,=-X, -- ჩა. 

აქვე უნდა შევნიშნოთ, რომ #X მთლიანი სიმბოლოა და არა # და X-ის ნამრა– 

ვლი. ახლა განესაზღვროთ ფუნქციის ნაზრდი. დაგუშვათ, X არის არგუმენტის 

მნიშვნელობა Iი, ხ) სეგმენტში და ეთქვათ შემდეგ X ღებულობს #X ნაზრდს, 
მაშინ, ცხადია, არგუმენტის ახალი მნიშვნელობა იქნება X+ #4#, ხოლო ფუნქცი- 
ის შესაბამისი მნიშენელობები /(X+ რ») და /(2) სხვაობას /”(X+ 4ტX--/(X) 

ეწოდება ფუნქციის ნაზრდი და აღინიშნება #ყ სიმბოლოთი: 

ამრიგად: 

#ტყ=I)(ჯX+ ტე–თ 

არგუმენტისა და ფუნქციის ნაზრდის გეომეტრიული ინტერპრეტაცია მოცე- 
მულია 211-ე ნახაზზე, ავხსნათ იგი. 
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ვთქვათ, არგუმენტის X-ს მნიშენელობას ეთანადება 0X ღეოძზე #4 წერტილი, 
მაშინ ცხადია, 4M ორდინატი იქნება /(X) ფუნქციის მნიშვნელობა / წერტილში. 

ახლა თუ X არგუმენტს მივანიჭებთ #ტX ნაზრდს, მაშინ არგუმენტის ახალი მნიშე- 
ნელობა იქნება X+ 4X, ხოლო X= 8 წერტილი კი მისი შესაბამისი წერტილი 0ჯ 
ღერძზე. ცხადია, 4 8.მონაკვეთის სიდიდე იქნება #X· 8MV მონაკვეთი გვიჩვენებს 

არგუმენტის ახალი X+ #ტX მნიშვნელობის შესაბამისი ორდინატის სიდიდეს. 

ე. ი. /(X+ რ). ამრიგად, 

ბყ=)1+6რი–-/I/,Cთ 

V
 

  

ნახ. 211. 

იქნება ფუნქციის ნაზრდი. # წერტილზე თუ გავატარებთ 0X ღერძის პარალე– 
ლერ წრფეს, მაშინ მივიღებთ #48 მართკუთხედს, რადგანაც M.4=8%7, ამიტომ 

რყ=VM/2. 
როგორც ვხედავთ, X არგუმენტის ნაზრდი გამოისახება #8 მონაკვეთით, ხოლო 
ფუნქციის ნაზრდი VI/· მონაკვეთით, 

მაგალითი. ვთქვათ, განიხილება V= 22013, ფუნქცია და აღებულია არგუ– 
მენტის ბრი მნიშენელობა: X=3 და X.=3,0), შინ 

#X=3,001––3=0,01. 

ფუნქციის საწყისი მნიშვნელობა იქნება ყ,=–2. 311+3=21, ფუნქციის შეცვლი– 

ლი მნიშვნელობა ყ:=2 · 3,0)"+3=21,1202. 

ამრიგად, #ყხ=ყე–-ყ,=21.1202--21=0,1202, 

სავარჯიშო. 

1, მოცემულია ყ=X+1 ფუნქცია. იპოვეთ მისი ნაზრდი თუ X გადადის: 

ა) 2-დან 2,2-ზე, ბ) 0,3-დან 0,5-ზე, გ) 4-დან 4,03. 

2. იპოვეთ ყ=21X>-+1 ფუნქციის ნაზრდი, თუ X გადადის 

ა) 1-დან IL,3-ზე. ბ) 0,5-დან 0,2-ზე. გ) 0-დან 0,01 დ) 0-დან ძთ-L0,1-ზე. 

2, იპოვეთ კვადრატის ფართობის ცვლილება, თუ მისი X გვერდი იცვლება 
X+ ტX-ით, 

§ 200. ფუნპციის უწყვეტობა 

ვთქვათ, 4,8 რკალი წარმოადგენს ყ=/(0) ფუნქციის გრაფიკს. (ნახ. 212). ავი– 

ღოთ 48 რკალზე ნებისმიერი /#(X; ყ) წერტილი და X არგუმენტს მივცეთ /VIMV, = 

= 4X ნაზრდი, მაშინ ყ მიიღებს სათანადო #/#,= #ყ ნაზრდს. დავუშვათ, #X->0 
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“და მასთან 4V-–+0 ანუ II ტყ=0. თუ დავაკვირდებით, ადვილად შევნ იშნავთ, 
ტL-+0 

რომ, როცა #X-+0, მაშინ M,MV, ორდღინატი უსახღლეროდ უახლოედება MV 
ორდინატს, ხოლო წერტილი M, წერტილი /#-ს. ეს იმას ნიშნავს, რომ 48 რკალ- 

ზე მოიძებნება წერტილი, რომელიც რაგინდ ახლოს იქნება # წერტილთან; ასეთ 
"შემთხვევაში იტყვიან , რომ /=/(X) ფუნქცია უწყვეტია X-ის მოცემული მნიშვნე- 
-ლობისათვის, 

      | #1C ' 
' ' 
I 

' ' 
4% 

  

  
ნახ. 212. 

განსაზღვრა, #=/(X) ფუნქციას ეწოდება უწყვეტი X არგუმენტის მო- 
-ცემული მნიშვნელობისათვის, თუ X-ის უსასრულოდ მცირე #X ნაზრდს ეთა- 

ნადება ყ-ის უსასრულოდ მცირე ტყ ნაზრდი. 

ე. ი. III ბყ=0. (.) 
ბ X-9 

თუ (0; ხI) სეგმენტის ყველა წერტილზე დაცულია აღნიშნული პირობა, მა- 

შინ ფუნქციას ეწოდება უწყვეტი I0; ხI სეგმენტზე. ცხადია, უწყვეტი V=/(X) 
ფუნქციის შესაბამისი გრაფიკი (48 რკალი) შეიძლება დაიხაზოს ფანქრის უწყვე- 
ტი მოძრაობით ქაღალდზე, ე. ი. ქაღალდიდან ფანქრის აუღებლად. 

ახლა განეიხილოთ ფუნქცია V= 1. როგორც ვიცით, ამ ფუნქციის გრაფი- 
Xჯ 

კი არის ტოლფერდა ჰიპერბოლა, რომელიც ორი შტოსაგან შედგება. ცხადია, 

ქაღალდზე ფანქრის უწყვეტი მოძრაობით შეიძლება დაიხაზოს ჰიპერბოლის -მხო- 

“ლოდ რომელიმე ერთი შტო, მაგრამ ერთ შტოზე. მაგალითად, ზედაზე გაყოლებით 

არ შეიძლება #4 წერტილიდან ფანქრის ქაღალდიღან მოუწყვეტლად გადავიდეთ 
მეორე შტოს 8 წერტილზე. 

ყ= 1 ფუნქცია უწყეეტია ჯ-ის ყველა მნიშვნელობისათვის, გარდა X=0 მნი– 
X 

“შენელობისა. -C=0 წერტილზე, როგორც იტყვიან, ეს ფუნქცია განიცდის წყვეტას. 
აღებულ მაგალითში წყვეტის შინაარსი მდგომარეობს იმაში, რომ ჯ არგუმენტის 

მარცხნიდან მარჯვნივ მოძრაობისას 0-ზე გავლით, ფუნქცია ნახტომისებურად იც- 
ვლება თი-დან –+0C-მდე. ასეთი სახის წყვეტა ახასიათებს წილად ფუნქციებს არ 
გუმენტის იმ მნიშვნელობისათვის, სადაც მნიშვნელი იქცევა ნულად. 
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5ჯ 

ჯX–2 
  მაგალითად, ფუნქციას ყ= აქვს წყვეტა, როცა X=2, ფუნქციას 

  აქვს წყვეტა, როცა X,=3 ღა X.=-–-3 და ა, შ. 

ჰ 

#- 5-5 

  

  
ნახ. 213, 

არსებობს ისეთი სახის წყვეტაც, სადაც რომელიმე მნიშვნელობაზე გავლით 
არგუმენტის ერთი მნიშვნელობიდან მეორეზე გადასვლისას ფუნქცია ერთი სას- 

რულო მნიშვნელობიდან ნახტომისებურად გადადის მეორე სასრულო მნიშვნე– 

ლობაზე, ასეთი სახის წყვეტას პირველი გვარის წყვეტა“ ეწოდება, მოვიყვანოთ- 
ასეთი ყვეტის მაგალითი, 

ავიღოთ ფუნქცია +I, თუ X>0 

ყ=)_), თუ »ჯ=0. 

აღებულ მაგალითში, როცა არგუმენტი 0-ზე გავლით გადადის ერთი მნიშვნე– 

ლობიდან მეორეზე, ფუნქცია იცვლის მნიშვნელობას –-1 დან -L1-მდე (ნახ. 214). 

»4 

++--–-–-–- 

LL 

  

  
ნახ. 214, 

430



მკა გალითი,. გამოვიკვლიოთ უწყეეტობაზე #=X? ფუნქცია. 

ამოხსნა, 
ყ+ რყ=(X+ 4» 

#ყ=(X-+ #X)%--XXC=X+3Xტ4X-L-3X/##1-L #X+--)2=3X406X+3X#4X2-L #2. 

განვიხილოთ #ყ-ის ზღვარი, როცა #X-0 

110) ტყ = თ. (3X? (რტX)-L3X(/#00X)2-+C#X)მ?)=.3X3 · 0-+3ჯ. 02-L02=0 
#61-–0 ტ1-> 

როგორც ვზედავთ, ჯ არგუმენტის უსასრულოდ მცირე #რX ნაზრდს ეთანადებ» 
ფუნქციის უსასრულოდ მცირე ნაზრდი #V, რაც ნიშნავს იმას, რომ ყ=X? ფუნქ- 
ცია უწყვეტია ჯ-ის ჟველა მნიშვნელობისათვის, ე. ი. მთელს რიცხვით წრფეზე, 
ნახახზე გამოსახულია #=X) ფუნქციის გრაფიკი, რომელიც ადასტურებს ზემოთ 
მიღებულ შედეგს (ნახ. 215). 

ახლა განვიხილოთ ფუნქციის უწყვეტობის განსაზღვრა, რომელიც მტკიცედ 
უკავშირდება ზემოთ მოცემულს. 

დავწეროთ V=/(X) ფუნქციის ნაზრდის მნიშვნელობა, როცა ჯ არგუმენტი 
იცვლება X=Xა-ღან X=X-ა+ #X. ცხადია, გვექნება: 

ბყ=I(Xა+ #ტX)--/V). 
თუ მოცემული ფუნქცია უწყვეტია X=>ჯე წერტილზე, მაშინ (1) ტოლობაში 

რყ-ის მიღებული მნიშვნელობის ჩასმით გვექნება: 

სო ტყ=)სთი|/ Cი+ტი–/ (X)1=9 ყ I გ 
ტX-+0 ყ. + 

მაგრამ 

IIიი (7 (Xე + #4 X) – ”(X)) = 
ტ)#->-0 

= III /(Xა + #სX)- 119) / (Xა)=0. 
ტბX-–>0 #ტX-0 

ანუ 
„ი წეაუ + 4ტX) = II / (X.). 

ტბXა–+0 –   

M,
 

მარიმ. M(X)) მუდმივი სიდიდეა, ამი- 
ტომ 

წთ / Cი+4)) = / (XI), (2) 
X-+-# 

თუ X.+ 6X=X, მაშინ პირობიდან 

#ტX-0 გამომდინარეობს: X->Xა ხო- 
ლო (2) ტოლობა მიიღებს შემდეგ ' '“ 

სახეს: ნახ, 215. 

II0ი /(X) = I”(Xა) (3 
Xჯ«–->1Xი 

  
ამრიგად, (1) ტოლობიდან გამომდინარეობს (3). შეიძლება ვუჩვენოთ პირიქით-- 

(3) გამომდინარეობს (1)-დან.. 

განსაზღვრა. % წერტილის მიდამოში განსაზღვრულ V=/(»X) ფუნქციას 
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უწოდება უწყვეტი Xე წერტილში, თუ /(ჯ) სასრულოა და X, წერტილში ფუნქ- 
ციის ზღვარი და ფუნქციის მნიშვნელობა თანატოლია, 

ე. ი, ყოველი რაგინდ მცირე დადებითი 6 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი 
დადებითი ჩუ რიცხვი, რომ |/ (X)-––- / (+) |<. 6, როცა | X--Xი | <ი. 

გავაშუქოთ გეომეტრიულად V=/(ა) ფუნქციის უწყვეტობის საკითხი X=X 
წერტილზე. 

როგორც ვიცით, #=/(X) ფუნქციის გრაფიკი XCV სისტემის მიმართ გამოისა– 

ხება გარკვეული წირით. თუ #=/0) ფუნქცია უწყვეტია X წერტილში, მაშინ, 
როგორც ზემოდ გვქონდა აღნიშნული, ყოველი 62>0 რიცხვისათვის მოიძებნება 
ისეთი )>0 რიცხვი, რომ X-ის ყოველი მნიშენელობისათვის, რომლებიც აკმაყო- 

ფილებენ პირობებს: 

X-–ი<X<X -+V, 
მართე ბულია უტოლობები: 

,/ (X0)––6 < / 00<IწVი)-L §. 

ახლა 0X ღერძზე თუ ავიღებთ »ჯ წერტილს, » მიდამოს, მაშინ 0X ღერძზე გვექნე– 
ბა შესაბამისად ყ=/ (X-ის 6 მიდამო / (XI) + 6 და /(Xე)--6, ახლა თუ გავატარებთ 
0X ღერძის პარალელურ წრფეებს #) და MV წერტილებზე (ნახ. 216), მაშინ მი- 

ვიღებთ ზოლს, რომლის სიგანეა 

25, რადგან ყ=/() ფუნქცია უწყ- 
ვეტია X წერტილში, ამიტომ 0X 
ღერძზე ყოველთვის იარსებებს X- 

წერტილის შემცველი | X-–- ს, 
X + ი) მიდამო, რომ #=7() 

წირის ყველა წერტილი, რომელ- 
თა აბსცისები აღებულია ამ მიდა- 
მოდან მოთავსდება დამტრიხულ 
ზოლში. 

განსაზღვრა. ყ=I(X) ფუნქ- 

ციას ეწოდება უწყვეტი IV, ხ) ხეგ– 
შენტზე, თუ ის უწყვეტია (0, ხ) სე– 
გმენტის ყოველ წერტილზე. 

ნახ. 216. ახლა ვთქვათ, #ყ=/(») ფუნქ- 
ცია განსაზღვრულია (თ, ხ) სეგმე– 

ნტზე, გარდა, შესაძლებელია, ამ სეგმენტის X=Xე წერტილისა, შემოვიღოთ შემ- 

დეგი1#8 განსაზღვრა: 

განსაზღვრა. Xა წერტილს ეწოდებ-. / (+), ფუნქციის წყვეტის წერ- 
ტიალი, თუ შესრულებულია ერთ-ერთი შემდეგი პირობებიდან: 

ა)IXX წერტილში ფუნქცია განსაზღვრული არაა; 

ბ) II 7(X) არ არსებობს; 

  

2=–+-Xი 

ბგ) Xი წერტილში ფუნქცია განსაზღვრულია, არსებობს III. 8262 მაგრამ 
· Xჯ+X%ი 

IIთ / (X) %/ (Xა; 
X->XV 
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ე. ი. ფუნქციის ზღვარი X წერტილზე არ უდრის ფუნქციის მნიშვნელობას 

ამ წერტილზე. 
განსაზლვრა. ფუნქციას, რომელსაც (ი, ს) სეგმენტზე აქვხ წყვეტის რაიმე 

X. წერტილი, ამ სეგმენტზე წყვეტილი ფუნქცია ეწოდება, 

§ 201. უწუვეტ ფუნქციათა კჰირითადი თვისებები 

აქ მოვიუვანთ უწყვეტ ფუნქციათა ძირითად თვისებებს დამტკიცების გარეშე. 

1. უწყვეტი ფუნქციის მუდმივ რიცხეზე ნამრავლი კვლავ უწყვეტი ფუნკ- 
ტისა. ე. ი. თუ Iთი უწყვეტი ფუნქციაა, მაშინ /(X) · # =დ(») კვლავ უწყვეტი იჟ- 
ება. 

2. უწყვეტ ფუნქციათა სასრული რიცხვის ალგებრული ჯამი უწყვეტი ფუნ- 

3. უწყვეტ ფუნქციათა სასრული რიცხვის ნამრავლი უწყვეტი ფუნქციაა. 
4. უწყვეტ ფუნქციათა შეფარდება უწყვეტია ყველა წერტილებში, სადაც 

მნიშვნელი განსხეავებულია ნულისაგან. 
5. თეორემა (ბოლცანო)? თუ /(») ფუნქცია უწყვეტია (ი, ხ) სეგმენტზე და 

ამ სეგმენტის ბოლო წერტილებზე ფუნქციას აქვს საწინააღმდეგო ნიშნები (/((ძ) 

და /(ხ) სხვადასხვა ნიშნები აქვთ), მა– 
შინ (თ, ხ) სეგმენტის შიგნით იარსე- » 
ბებს ერთი ისეთი წერტილი მაინც, 

რომელზედაც / 0) ფუნქცია ნულის M 
ტოლი ხდება, ე, ი. / ()=0. I 

სხვა სიტყვით რომ ვთქვათ, უწუ– ' 
ვეტ ფუნქციას ნიშნის შეცვლა შეუძ- ' 7წ.. 
ლია მხოლოდ 0 მნიშენელობის გაე– 9 თ I X 
ლით. | 

217 ნახაზზე ნაჩვენებია ბოლცა- 
ნოს თეორემის გეომეტრიული შინა- წას. 2)? 

არსი. _–_ 
6. თეორემა (კოში) "? 

ს თუ /00 ფუნქცია უწყვეტია Iძ, M სეგმენტზე და სეგმენტის ბოლოებზე მას 

ა: აა მნი აქვს, ე. ი. /(ძ, დხ), მაშინ ეს ია - 
ლა მნიშვნელობებს, /(9) აეე მრა! » ეს ფუნქცია მიიღებს ყვე 

სავარჯიშოები. 

გამოიკვლიეთ უწყვეტობა შემდეგი ფუნქციებისა: 
1. #/ყ=2X 4. ყ=5)ი X; 

2. ყლXჯ%--3. 5. ყ=00§ X. 
3. ყ–Xჯ-2#X 

უჩვენეთ შემდეგი ფუნქციების წყვეტის წერტილები: 
1 Xჯ 2X 

1) ყლ–––; 2 -.._. ლ–--; 4) ყ=ICXჯ; ბპ ყ _-: ა) ყ 2-2 ) ყ 2+1 ) ყ=I6 

ი ბოლცანო–-ნორვეგიელი მათემატიკოსი. 

ამ კოში ცნობილი ფრანგი მათემატიკოსი. 

26. ვ. შონია



ფუნკციის წარმოებული. გაწარმოების ძირითადი წესები. 

§ «ლა. არათანაბარი მოძრაობა, მისი ხეზუალო სინძარე და სიჩკატე 
მოცემულ მომენტში 

სხეული როცა თანაბარი სიჩქარით მოძრაობს, მაშინ ის გადის დროის ტოლ 

ჯალედებში ტოლ მანძილებს, ამიტომ თანაბარი მოძრაობისას სხეულის სიჩ- 

არე 

გარდა თანაბარი მოძრაობისა, პრაქტიკაში ხშირად გვაქეს საქმე არათანაბარ 

მოძრაობასთან, სხეული, რომელიც არათანაბრად მოძრაობს, ცხადია, დროის 
სხვა და სხვა მომენტში სხვა და სხვა გზას გაივლის. ამიტომ არათანაბარი მოძრა- 

ობა თანაბრისაგან განსხვავებით მთლიანად ვერ დახასიათდება დროის რომელიმე 

ერთეულში გავლილი გზის სიგრძით. 
არათანაბარი მოძრაობა ხასიათდება ე. წ. საშუალო სიჩქარით დროის გარკ- 

ვეულ შუალედში. 
სადგურიდან გასვლის მომენტში მატარებელი ნელა მოძრაობს, ის ნელნელა 

უმატებს სიჩქარეს. ყოველ მომდევნო წუთში განავითარებს რა გარკეეულ სიჩქა- 
რეს, შემდეგ იგი მოძრაობს თანაბარი სიჩქარით მომდევნო გაჩერების ადგილას 

მიახლოებისას, მატარებელი ანელებს სიჩქარეს, ყოველ მომდევნო წუთში მატა– 

რებლის სიჩქარე სულ უფრო მცირდება და ბოლოს ის ჩერდება. იგივე ითქმის 

ავტომანქანაზე, გემზე და ა, შ, 

ვთქვათ, მატარებელმა ზუთ საათში დაფარა მანძილი #4 და # ქალაქებს შო- 
რის არსებული 350 კმ. მანძილი, მაშინ მატარებლის საშუალო სიჩქარე 

თაა=--> კმ/სთ= 70 კმ/სთ, 

C , ცხადია, ეს სრულებით არ ნიშნაეს იმას, რომ მატარებელი ყოველ საათში 

თითქოს 70 კმ-ს გადიოდეს, მოძრაობის პირველ საათში, ე. ი. როცა მა– 

ტ ტარებელი სიჩქარეს ავითარებს, გაივლის ნაკლებს, ვიდრე 70 კმ-ს. მაგ– 

რამ მომდევნო საათში კი გაივლის 70 კმ-ზე უფრო მეტს, ხოლო ბოლოს 
გაჩერების წინ კვლავ ანელებს სიჩქარე, და გაივლის საათში 70 კმ-ზე 

ჩ, ნაკლებს და ა. შ. ეს მაგალითი ნათლად გვიჩვენებს რომ საშუალო სიჩ- 
IX ქარე ვერ გამოდგება არათანაბარი მოძრაობის სრული დახასიათები– 

სათვის. 

საშუალო სიჩქარე მით უფრო სრულყოფილად დაახასიათებს არა- 
თანაბარ მოძრაობას, რაც უფრო მცირეა გზის ის უბანი რომელზეც 

სჯ 1 განსაზღვრულია ეს სიჩქარე. როგორც ფიზიკიდან ვიცით, თავისუფლად 
ვარდნილი სხეულის მოძრაობა არის არათანაბარი მოძრაობა, ის გამო- 
ისახება შემდეგი კანონით: 

ვთქვათ, ვარდნის დასაწყის ში სხეული იმყოფებოდა 0 წერტილში 

(ნახ. 218) 1 დროის შემდეგ ის მიაღწევს 4 წერტილს, ამასობაში გაივ–- 

ლის გზას, რომელიც ტოლი იქნება: 

ნახ. 210, §5,=4,9 (', 
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დროის მომდევნო /+ #/ მომენტში ის მიაღწეეს 8 წერტილს და გავლილი ექნება 
გზა: 5:=4,9(/-+L 4717. 

რ! დროის განმავლობაში გავლილი, მონაკვეთი 

48=5,--5,=4,9%/-+-4/)-4,9//=4,9/'-:+9,8/- #/-+4,9(4#4/)1–-4,9/2= 

=9,8/- #M/+4,9(40/). 

თუ გავლილ მანძილს 45 =:5:- 5, გავყოფთ ტ/ დროზე, მივიღებთ 
ა5__9,8/.4/+4,9-(ტ!") =9,6/C 4,9 #/ 
ბ! გ” ა 

შეფარდებას 2 ეწოდება ვარდნის საშუალო სიჩქარე, გზის 48 =0#5 უბანზე. 

როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, საშუალო სიჩქარე მით უფრო სრულად ახასიათებს 

მოძრაობას, რაც უფრო მცირეა იმ გზის უბანი, რომელზეც განსაზღვრულია ეს 

სიჩქარე. ამიტომ, ვთქვათ, სხეულის ვარდნის დროის შუალედი რ! მცირდება, 

მაშინ 48= #5 გზაც შესაბამისად შემცირდება და მიიღებს მნიშენელობებს #18 

48., 4#8ე,... და ა. შ. (ნახ, 2181 და რ/-ს ყოველი ახალი მნიშვნელობისათვის 

ფარდობა თ სულ უფრო და უფრო ზუსტად განსაზღვრავდეს იქნება გზის 

სათანადო უბანზე სხეულის ვარდნის საშუალო სიჩქარეს. დაეუშვათ, #7-+0, მა- 

შინ, ცხადია, /+ #4/–>-/, ხოლო ფარდობა მიისწრაფოდეს იქნება სიდიდისაკენ, 

რომელსაც ეწოდება სხეულის მოძრაობის მყისი სიჩქარე დროის / მომენტისა- 
თვის. თუ ამ სიჩქარეს ბღენიშნაეთ თ-თი, გვექნება: მ 90 

შ= IMი აა (2) 
ტ/.0 ტ! 

ამრიგად, მოძრაობის მყისი სიჩქარე დროის / მომენტში ეწოდება /-დან /+/"/ 

მოზენტამდე მოძრაობის საშუალო სიჩქარის ზღეარს, როცა რ/ „მიისწრაფვის ნუ- 
ლისაკენ. 

(1) და (2) ტოლობების საშუალებით ჩვენ შეგვიძლია ვიპოვოთ ვარდნილი 

სხეულის სიჩქარე, დროის / მომენტისათვის; 

ს= IIი (9,8 - / -- 4,9 4 /1=9.8/, 
#/–-0 

ამრიგად. 
ხ=9.8/. 

სავარჯიშოები 

1, იპოვეთ საშუალო სიჩქარე იმ სხეულისა, რომელიც მოძრაობს შემდეგი 
კანონის მიხედვით 5=2/', დროის შემდეგი შუალედებისათვის: 

ა) /,=2-დან /)=4-მდე. პას, წ.გ= 12. 

ბ) /,=6-დან (:=10-მდე. პას. ხს.3=32. 

2. სხეულის მოძრაობის კანონი გამოისახება შემდეგი ფორმულით: 5='/“-1 

იპოეეთ სხეულის საშუალო სიჩქარე დროის შემდეგი შუალედებისათვის: 
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ა) 8=2, #ე:=3; პას: 5. გ) 8 =2, /:=2,01. პას: 4,01. 

ბ) ტ=2 #§=2, პას: 4), დ) (=2 #.=2,001, პას: 4,001, 
გამოთვლის შედეგები ჩაწერეთ ცხრილის „სახით და მიაქციეთ ყურადღება საშუ- 
ალო სიჩქარის ცელილებას. 

§ 908. ფუნქციიხ ცვალებადობის სხიჩჰარე 

სიჩქარის განსაზღვრის საკითხი შეიძლება შეგვხვდეს არა მარტო სხეულის 
მოძრაობის შემთხვევაში, არამედ ფიზიკური შინაარსის მქონე სხვა სახის ცვლადი 
სიდიდის ცვალებადობის დროსაც, მაგალითად, როგორიცაა, სითხის აორთქლების 
სიჩქარე, რომელიმე რეაქციის სიჩქარე, სხეულის გათბობის სიჩქარე და ა. შ. 

ვთქვათ, ცვლადი ყ, რომლითაც ხასიათდება რომელიმე ცვალებადი პროცესი, 

არის X არგუმენტის წრფივი ფუნქცია; 
ყ=M#L+ხ 

მაშინ ფარდობა ა ისე, როგორც თანაბარი მოძრაობის დროს, იქნება 
ჯ 

მუღმივი სიდიდე, რომელიც #-ს ტოლია, ე, ი. 
ბაყ_ 
4X # “ა 

მუდმივ სიდიდეს #-ს, რომელიც გვიჩვენებს წრფივი ფუნქციის ნაზრდის 

რამდენი ერთეული მოდის არგუმენტის ნაზრდის ერთ, ერთეულზე, ეწოდება 
წრფივი ფუენქციის სიჩქარე ნებისმიერი X-სათვის. 

თუ კი სიღიდე ყ წარმოადგენს სხვა სახის ფუნქციას, მაშინ ფარდობა 

წ ანალოგიურად არათანაბარი მოძრაობის შემთხვევისა განსაზღვრავს ყ-ის 
X 

ცვლილების საშუალო სიჩქარეს, არგუმენტის X-დან X-+/#X-დე დცვლილე- 
ბის დროს თუ #X->0, მაშინ გვექნება X+ #X->X, ასეთ შემთხვევაში ფუნ- 
ქციის ცვალებადობის საშუალო სიჩქარე მიისწრაფვოდეს იქნება სიდიდისაკენ, 
რომელსაც ფუნქციის ცვალებადობის მყისი სიჩქარე ეწოდება მოცემული X-სა– 
თვის, თუ ამ სიჩქარეს აღვნიშნავთ ყ-თი, შეგვიძლია დავწეროთ: 

უ= MI» ტყ · (2) 
იბ1-+0 4X 

ამრიგად, ფუნქციის ცვალებადობის მყისი სიჩქარე მოცემული ჯ-თვის არის 
მისი საშუალო სიჩქარის ზღვარი, როცა 4X-++0. განვიხილოთ რამდენიმე მაგა–- 
ლითი, 

მაგალითი 1 ერთგვაროვან მავთულის წონა კილოგრამებით გამოისა- 
ხება შემდეგი ფორმულით: #9=0,5/, სადაც / მავთულის სიგრძეა მეტრებით გა- 

მოსახული, განვსაზღვროთ მავთულის წონის, ზრდის სიჩქარე მისი სიგრძის 

ზრდასთან დაკავშირებით, 

ამოხსნა 

ვინაიდან # წარმოადგენს /-ის მიმართ წრფივ ფუნქციას, საქმე გვექნება წო- 
ნის თანაბარ ცვალებადობასთან. ცხადია, /# წონის ცვალებადობის სიჩქარე სიგრ- 
ძის ნებისმიერი |! მწიშვნელობისათვის (1) ფორმულის ძალით იქნება:: 

ტჩ 0,5, 
რტ! 
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ეხ უკანასკნელი კი გვეუბნება, რომ მავთულის სიგრძის ერთი მეტრით გადი– 
დებისას მისი წონა 0,5 კგ-ით გადიდდება. 

მაგალითი 3, სხეულის გახურებისას მისი ტემპერატურა ?' იცელება გახუ- 
რების 7 დროსთან დაკავშირებით შემდეგი კანონის მიხედვით: 

7'=0,4/?, 

როგორი სიჩქარით ხურდება სხეული იმ მომენტისათვის, როცა /=10 სეკ.? 

ამოხსნა 

მოცემული ფუნქცია მეორე ზარისხისაა და გამოსახავს არათანაბარი ()ვა- 
ლებადობის კანონს, ამიტომ გამოვიყენოთ (2) ფორმულა, მასთან ზღვრის მო–- 

ძებნისას მოვიქცეთ, ისე როგორც ეს გავაკეთეთ ვარდნილი სხეულის სიჩქარის 
განსაზღვრისას. 

იმ მომენტში, როცა /=10, სხეულის ტემპერატურა 7)=0,4 - 10“=>40, 

იმ მომენტში, როცა /7=10-L #/, სხეულის ტემპერატურა 7-=0,4(10+ 40". 

თუ 75-ს გამოვაკლებთ 7-ს, გვექნება 
47 =7-:–71=0,4(10-+ #/)--40=40-+8//-0,4(06/0)2-–-40=8#/-+0,4(4##01. 

საიდ ანაც 

ტ7 
– =8+-0,4 · ტ/; 
ტრ! 

ფარდობა 2? გამოსახავს სხეულის გახურების საშუალო სიჩქარეს #/=10 

სეკუნდიდან /=10+ /#/ სეკუნდამდე. რომ მოვნახოთ სხეულის გახურების სიჩქარე 

7=10 სეკ. მომენტისათვის, საჭიროა ვიპოვოთ სხეულის გახურების სამუალო 

სიჩქარის ზღვარი პირობებში, როცა #/-+0, გვექნება: 

III ი? 11ი1 (9+0,4 ტ0/=8; 
ა(ა ბაბ! #/=0 

ამრიგად, 7=10 სეკ. მომენტისათვის სხეული ხურდება დროის ერთეულში 

8“-ით. ეს იმას ნიშნავს, რომ თუ /(=10 სეკ. მომენტამდე სხეული ხურდებოდა თა– 
ნაბრად, /=10 მომენტიდან დაწყებული ღროის ყოველ ტოლ მონაკეეთში მისი 
ტემპერატურა გაიზრდება 8“-ით, 

სავარჯიშოები 

1, იპოვეთ ყ=2X ფუნქციის ცვალებადობის სიჩქარე ნებისმიერი X-სათვის, 

პას. =2, 

2. გაზის მოცულობა V, ( ტემპერატურის დროს განისაზღვრება ფორმულით 

V=-1-L0,0075/. 

განსაზღვრეთ გაზის მოცულობითი გაფართოების სიჩქარე ნებისმიერი ტემ– 
პერატურის დროს. პას. 0,0075. 

3. იპოვეთ ფუნქციის #ყ=X"-ის ცვალებადობის სიჩქარე 

ა) X=1, ბ) X=3 მნიშვნელობისათვის. 
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4. დენის ძალა, გამოსახული ამპერებით, იცვლება დროისაგან დამოკიდებუ- 

ლად შემდეგი კანონის მიხედვით 1=0,2/, სადაც / არის დრო, გამოსახული წა- 

მებით. იპოვეთ დენის ძალის ცვლილების სიჩქარე (=4 სეკუნდის ბოლოს. პას: 1,6. 

§ >4. ფუნკციის წარმოებული 

ვთქვათ, განიხილება ნებისმიერი #=/(X) ფუნქცია. ცხადია, როცა X არგუმენ– 
ტის ფიქსირებული მნიშვნელობაა ჯა, მაშინ მოცემული ფუნქცია მიიღებს /(Xე)-ის 
ტოლ მნიშვნელობას. მივცეთ არგუმენტის ჯე მნიშვნელობას #Xე ნაზრდი. ასე, 
რომ ჯ-ის ნაცვლად განვიხილოთ ჯე+ #Xე მნიშვნელობა. მაშინ (ხადია, /(X) ფუნ- 

ქცია მიიღებს /(X-+ #Xე)-ის ტოლ მნიშვნელობას. ახლა გამოვთვალოთ /(»ჯ) ფუნ- 

ქციის ნაზრდი, როცა ჯ არგუმენტი იზრდება Xე-დან X---#Xე-მდე: 

რყწყა=/(Xა+ #Xა)-–/(Xა). 

წინა პარაგრაფიდან ვიცით, რომ შეფარდება 

ტყა _ I; (Xი-+#Xი) – / (XV) 
რXა ტიX 

იქნება (02) ფუნქციის Xა-დან X-+ რწ -მდე შუალედში ცვლილების საშუალო 
სიჩქარე. ახლა თუ #X-->0, მაშინ X-+ #XMე–>Xე და მიეიღებთ /(X) ფუნქციის 

ცვლილების მყის სიჩქარეს X=Xა წერტილისათვის. თუ აღვნიშნავთ ამ სიჩქარეს 
V-თი, გეექნება: 

V =Iთ ბი ი „(+ 5+)– / (Xა (XI). 
X=X- ტIა->-0 4 X6 რ·X 

მოცემული /(») ფუნქციისათვის ეს ზღვარი (თუ კი არსებობს) დამოკიდებულია 

X-ზე ღა ეწოდება /=/(X) ფუნქციის წარმოებული X=Xე წერტილში. ცხადია, 
X-ის თითოგულ მნიშენელობას შეესაბამება (იე ფუნქციის ცვლილების მჟისი 

სიჩქარის სათანადო მნიშვნელობა, ამიტომ ზღვარი (თუ კი იგი არსებობს) 

ყო #X+46%ი-7Cთ 
ტ»X-+0 ა» 

რომელიც იქნება /(ჯ) ფუნქციის ცვლილების მყისი სიჩქარე ნებისმიერ წერტილ- 

ში, შეიძლება განხხ-ლულ იქნა, როგორც Xჯ არგუმენტის ახალი ფუნქცია. ამ 

ახალ ფუნქციას ეწოდება მოცემული V=/(X) ფუნქციის წარმოებული. 

ამრიგად, ფუნქციის წარმოებული არის ფუნქციის ნაზრდის და არგუმენ- 

ტის ნაზრდის ფარდობის ზღვარი, როდესაც არგუმენტის ნაზრდი მიისწრაფ- 

ვის ნულისაკენ. 

= მათემატიკაში გამოიყენება #/=წ(X) ფუნქციის წარმ:აებულის რამდებიმე აღ- 

იშვნა, 

1. ყ=/() ფუნქციის წარმოებული Xა წერტილში აღინიშნება შემდეგნაი- 
რად: ყ” ან V (X). XX რომელიც ფრჩხილშია ჩასმული, აღნიშნავს იმ წერტილს, 

რომელზედაც განხილულია წარმოებული, იკითხება „ყ პრიმ“ ან „V პრიმ ჯ 

ნული“. 
2. ზოგჯერ ყ-ის ნაცვლად წერენ ყ”,. ამით ხაზგასმულია, რომ წარმოებუ- 

ლი აღებულია X ცვლადით. 
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3, / ძე, იკითხება „ეფ პრიმ იქსით.“ 

4. 2V, იკითხება „დე იგრეკ დე იქსით“. 
X 

სიმბოლო #” შემოღებული იყო ლაგრანეის ? მიერ, ხოლო 4ყ – კი ლაიბნე- 
XჯX 

ცის?” მიერ. ამრიგად, ყ”,/ (0) და 2 ერთი და იმავე #/=/(X) ფუნქციის წარ– 
ჩჯ 

მოებულის ფორმით სხვა და სხვა, მაგრამ შინაარსით ტოლფასი აღნიშვნებია, 
როგორც შემდეგში ვნახავთ, მათემატიკის სხვადასხვა განყოფილებებში მო– 

ხერხებული და მიზანშეწონილია გამოყენებული იქნას წარმოებულის სხვა და 
სხვა აღნიშვნა. 

ფუნქციის წარმოებულის განმარტებიდან გამომდინარეობს მისი მოძებნის 

შემდეგი წესი ანუ სქემა: 

1. X არგუმენტს ვაძლევთ #4 ნაზრდს და ვეძებთ ფუნქციის ახალ მნიშვნე– 

ლობას; 
ყ+C-4ყ=/(X+ტი. 

2. ფუნქციის ახალ მნიშვნელობას ვაკლებთ წინა მნიშვნელობას და ამით 
ვეძებთ ფუნქციის ნაზრდს #ყ-ს 

რყ=!IX+ტბX–-–/Cთ. 

3. ვეძებთ ფუნქციის ნაზრდის არგუმენტის ნახრდთან ფარდობას 

აყ_ I(X-+-- #X) –'ო 

ტX – ს; 

(ეს იქნება ფუნქციის ცვლილების საშუალო სიჩქარე). 

4. ვეძებთ ფუნქციის ნაზრდის არგუმენტის ნაზრდთან შეფარდების ზღვარს, 
როცა აოგუმენტის ნაზრდი მიისწრაფვის ნულისაკენ: 

თ 2#=/, ან /დი. 
ა--0 პაX 

მაგალითები. 

1. ვიპოვოთ /=X-ის წარმოებული, 

ამოხსნა 

მიეცეთ X არგუმენტს ნაზრდი 4ჯ, მაშინ / მიუღებს ·Vყ/ ნახროდს, ასე, რომ 
გვექნება ყ-C ტ#ყ=X-L MX. 

აქედან Mსყ=X+C#ტXI-X=ტX #9= 4X, ამიტომ C7- 1. 

ამრიგად, X-ის ნებისმიერი მ ნიშენელობისათვის 

ყ'=1Iი აძ). 
აX--0 4ჯ 

"II ედჯვიძC ()926-–-18131–– გამოჩენილი ფრანგი მაოღემატიკოსი. 
“წ ეილპელმ «ააიბნიცი (1947-1716) –– გამოჩენილი გერმანელი მათემატი- 

კოსი, 
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მაშასადამე, იმ ფუნქციის წარმოებული, რომელიც არგუმენტის ტოლია, უდრის 
ერთხ. 

2. ვიპოვოთ #=X+X-ის წარმოებული. 

ამოხსნა 
ყ+4ბ6X=(X+#4)X?+X+ 0)X 

#ყ=C/-L ტყ) ,=(X+ 4X)?+ (X+ #ტX)-–-C1-++LX) = 

=Xჯ-+2X. #X-+(40X)1-+-X-+ სI-–---X=2X. რX+(4X)?-L ტ#X. 

. 2 .. ბყ_ 2X-40X + (41)? + #X =2X+#ტX+1, 

ტბ» ტX 

ყ'= III ტყ = III (2X--#ტX+ 1)=2X+1, ე, ი. (X1--X)/=2X+1. 
ტ.–-0ი ბჯ 

1, ვიპოვოთ ყ=X3ის წარმოებული, 

ამოხსნა: 

ცხადია, ნებისმიერი ფიქსირებული X-სათვის გვექნება 

Vყ+რბყ=I|(X+ #X)?, 

ხოლო #Vყ=/(X-L #X)3--)2=1X2#ტX-L3XC#MX)2+ (4X9, 

აქედან 290=ე,219- ტ#X-L #X. 

თუ ზღვარზე გადავალთ, როცა #X->0, მივიღებთ. 

წი 2-#=3 2, 
#X--0 # X 

- ი. (0) =3X?, მსგავსად განხილული მაგალითებისა მიიღება #V=X5% ხარის- 
ხოვანი ფუნქციის წარმოებულის ფორმულა: ' 

(ლ) = თაო“ 1 

სავარჯიშოები 

იპოვეთ შემდეგ ფუნქციათა წარმოებული: 

1. ყ=4X. 

2. ყ=--2#X, 
3. #=ჯ. 

§ 905. პავშირი ფუნპციის წარმოებულობასა და მის უწყვეტობას იორის 

თეორემა. თუ V=/(X) ფუნქციას აქვს წარმოებული ჯ-ის რომელიმე მნიშე- 

ნელობისათვის, მაშინ ის უწყვეტი იქნება X-ის ამ მნიშენელობისათვის, 

დამტკიცება: ვთქვათ, ყ=-/(X) ფუნქცია წარმოებადია X»ის რომელიმე 
მნიშვნელობისათვის, ე.. არსებობს წარმოებული 

ყ”= III ტV. 
აX-+-0 #X 

ზღვრის განმარტების თანახმად შეგვიძლია დავწეროთ 

ყ 
–= = M -Lთ. “() 
ტბX წ 
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სადაც თ უსასრულოდ მცირეა #X-თან, ერთად, ე. ი, C->+0, როცა #ტX-+0 

(1)-დან; #ტყ=ყ ტX-+თტX. 

IIთი ჩტყ= I)ო (ყ' #X) + 119 (თ -/სX) ==0, 
#ტX-–+0 #ტL->0 

ამრიგად, 

IIი) რყ =0. 
/#X->-0 

მიღებული ტოლობა გვეუბნება, რომ არგუმენტის უსასრულოდ მცირე ნაზრდს 
ეთანადება ფუნქციის უსასრულოდ მცირე ნაზრდი. მაგრამ, როგორც ვიცით, 
ეს ნიშნავს ყ=/(0ი ფუნქციის უწყვეტობას არგუმენტის ამ მნიშვნელობისათვის. 

უნდა შევნიშნოთ, რომ შებრუნებული დებულება ყოველთვის არაა მართე–- 

ბული, ვინაიდან არსებობს ისეთი სახის ფუნქციები, რომლებიც უწყვეტი არიან, 
მაგრამ X-ის ზოგიერთი მნიშვნელობისათვის არა აქვთ წარმოებული. 

გეტ ა ბენბილე, შემმით კ -IL ალალად მიოვუბ. დიმ. უნდეთ იმაში, ფუნქციას X=>0 წერტილზე არ გააჩნია ოებული. 
მართლაც, წერტილზე ფუნქცია წარმოებულის განსაზღვრის თანახმად. 

”C) = სთ 4#6+-490-/C0) _ „უც 19+4+XI-I9! _ 
გბჯ0 –ტ–აX ტ9-+-0 გ 

= III IMI. 
ტL.--–0 #X 

ამრიგაღ, 

I C)= თ. 14%, თ 
ბ.--ი #»X 

აქ უნდა გავარჩიოთ ორი შემთხვეკა. ერთი: შეიძლება #X ისე მიისწრაფვოდეს 

ნულისაკენ, რომ მუდამ რჩებოდეს დადებითი, მაშინ | /სV |= MX და 

თ IტXI_ _). 
4+C-0 ბჯ 

(აX>9) 

მეორე: რX->-0 და მასთან ყოველთვის #X<20, მაშინ | MსMX|=--MX და 

| ბXI _ 

ა+-+0 #ტX 

თუ კი (2) ფოომულაში იარსებებდა ზღვარი, მაშინ იგი არ იქნებოდა დამო- 

კიდებული იმაზე, თუ როგორ მიისწრაფვის #X ნულისაკენ. სინამდვილეში კი 
ვხედავთ, რომ ეს ასე არაა. ეს უკანასკნელი კი მოწმობს, რომ (2) ფორმულაში 

ზღვარი არ არსებობს. 

ამრიგად: ყ=|Iწ»XI) ფუნქციისათვის X=0 წერტიილში წარმოებული არ არსე–- 

ბობს. ადვილად შეიძლება დავრწმუნდეთ, რომ ყველა დანარჩენ წერტილში ყ= 

=IXI ფუნქციის წარმოებული არსებობს და უდრის: 

”„, ს-ე 1, თუ X>0, 

! 60=1) –)I1, თუ ჯლი. 

–I1. 
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ე. ი. ჩვენ ენახეთ, რომ /=| X | ფუნქცია უწყვეტია X=0 წერტილში. მაგრამ 
მას ამ წერტილში არავითარი წარმოებული არა აქვს, 
C მაგალითი 2. განვიხი-ლოთ ფუნქცია, რომელიც განსაზღვრულია შემდეგ- 

ირად: 

# = (ა, როცა 0<X<1,. 
2-X როცა 1<X<:2. 

ს ფუნქცია უწყვეტია X=1 წერტილზე, მაგრამ მას X=1 წერტილზე არა აქვს 
შარ ოებული (ნახ. 219), 
მართლაც, 

სო 49 = ყთ 2-0-რ690-! ._, 
ბა .0 ს, ბტბML--0 ტX 

როცა #4X>0. 

როცა #X<0, მაშინ 

თ რ = სი 44-11.) 
აX-+0 /სLL „ს 

ე. ი. “წ ფარდობის ზღვარი დამოკიდებულია #X#-ის ნიშანზე, ე. ი. X=1 წე- 
წ 

რტილზე ფუნქციას წარმოებული არა აქვს. ე, ი. უწყვეტობა წარმოებულის არ– 
სებობის აუცილებელი პირობაა, მაგრამ არაა საკმარისი, 

  

  

ნ:ზ. 219, 

უფრო მეტიც. შეიძლება .ფუნქცია არსად არ იყოს წყვეტილი, მაგრამ არსად 
არ გააჩნდეს წარმოებული.? 

განსაზღვრა 1, ფუნქციას, რომელსაც -V=Xა: წერტილში აქვს წარმო- 

ებული, ამ წერტილში წარმოებადი ეწოდება. 

განსაზღვრა 95. თუ ფუნქცია წარმოებადღია რომელიმე შუალედის თითოე- 

ულ წერტილში, მაშინ ამბობენ, რომ იგი წარმოებადია მთელს ამ შუალედში, 

მაგალითად, ზემოთ განხილული V=| XI ფუნქცია წარმოებადია ყველგან 
შუალედში, რომელიც X=0 წერტილს არ შეიცავს. /=X ფუნქცია ყველგან წარ- 
მოებადია, 

" ამ საკითხის დეტალურად გარჩეეა პროგრამის ფარგლებს სცილდება.



§ 909. ფუნქციის წარმოებულის მექანიკური და გეომეტრიული 

შინაარსი 

ა) თუ § 199-დან გაეიხსენებთ არათანაბარი მოძრაობის დროს სხეულის 
მყისი სიჩქარის განსაზღერას, ადვილად დავასკვნით, რომ წარმოებულის მექანი– 

კური მნიშენელობა სხეა არაფერია, თუ არა და სხეულის მოძრაობის კანონის ამსახ– 

ველი 5=/(/) ფუნქციის წარმოებული X=/ წერტილში. 

ამრიგად, 

§= Iიო ტა დ. 
ბ/.0#4'! 

ანუ 

  

  

ნახ. 220. 

ბ) ვთქეათ, განიხილება უწყვეტი #=/(ი ფუნქცია, რომლის გრაფიკი მო- 
ფემულია 220-ე ნახაზზე. ავიღოთ მასზე /4(X, ყ) წერტილი, ასე რომ 0M,=X, 
და /MM,=ყ. მივცეთ X არგუმენტს ,7M,MV,= 4» ნაზრდი. ცხადია, არგუმენტის 
X+4რXჯ მნიშვნელობის შესაბამისი ფუნქციის მნიშვნელობა იქნები ორდინატი 

MM, =/(X+ 4»). M წერტილიდან გავატაროთ M7ჩ I 0V,, მივიღებთ მართკუთხა 

MVMVC სამკუთხედს, სადაც /VI = ტ». 

M0=MM,--0M, =| ((+ 8) –I0ე = ტყ. 

#M მკვეთის დახრილობის კუთხე აღვნიშნოთ ჩ-თი. 
#M#MM#-დან შეგეიძლია დავწეროთ: 

ტყ 

წ. ი 

ეს უკანასკნელი ტოლობა გეეუბნება, რომ ფუნქციის ნაზრდის არგუმენტის 
ნაზრდთან ფარდობა ტოლია იმ კუთხის ტანგენსისა, რომელსაც #MV/ მკვეთი ად- 
გენს 0X ღერძის დადებით მიმართულებასთან. 

=1Iწ ჩ. 
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ახლა თუ #ტX->0, მაშინ ტყ->0 (მოცემული ფუნქციის უწყვეტობის გამო). 

ამის შედეგად V წერტილი უსასრულოდ დაუახლოვდება M# წერტილს, ხოლო 
MV მკვეთი დაიწყებს ბრუნვას # წერტილის გარშემო და ზღვარზე გადასვლის 
შემდეგ დაიწყებს მისწრაფებას #M# მხების მდებარეობისაკენ. კუთხე ჩ გახდება 

ცვლადი და მასთან ზ-–+თ, 

ე. ი. IIთ ზ=თ, 
აX->-0 

ამრიგად, გვექნება: 
ი ტყ _ III IC 8=1C 1Iთ 8=1ლით, 

X-–+0 ბაი ბა». იტ» 4 
ამიტომ 

I ძ= IIით აყ. 
4X->0 #4 X 

მაშასადამე, #=/(ჯ») ფუნქციის წარმოებული წერტილზე არის იმ კუთხის ტანგენ– 
სი, რომელსაც ფუნქციის გრაფიკზე მდებარე და X=0 აბსცისის მეორე წერტილ- 
ზე გატარებული მხები ადგენს 0X ღერძის დადებით მიმართულებასთან, 

ყ=I(ი ფუნქციის X=თ წერტილში წარმოებულის მნიშვნელობის გეომეტ– 
რიული შინაარსის განხილვა საშუალებას გვაძლევს შევადგინოთ მრუდის მოცე- 
მული წერტილისათვის მხების განტოლება. განეიხილოთ ეს საკ-თხი კონკრეტულ 
მაგალითზე. 

ამოცანა. ვიპოვოთ #=X? პარაბოლის მხების განტოლება იმ წერტილში, რომ” 
ლის აბსცისა X=2. 

ამოხსნა: ყ=X? პარაბოლის მხების განტოლებას ექნება სახე /=V#VX--ხ, 
სადაც კუთხური კოეფიციენტი იქნება! ყ=Xჯ? ფუნქციის წარმოებულის მნიშვნე- 
ლობა X=2 წერტილზე, 

ე. ი. 

ჩხ=ყ',-:=09/,-:=(2-,-ა=2-2=4. 
ამრიგად, მხების განტოლებას ექნება შემდეგი სახე 

ყ=4X+ხ. 

ვინაიდან შეხების წერტილი ერთდროულად მდებარეობს როგორც მხებზე, 
ისე პარაბოლაზე, ამიტომ ყ=2"--4, ე. ი. 

4=24.· 2+ხ, საიდანაც სხ=--4. 

მაშასადამე საძიებელი მხების განტოლება იქნება 

ყ=4L-4 
სავარჯიშოები 

1. დაწერეთ #=X? პარაბოლის მხების განტოლება იმ წერტილისათვის, რო- 
მლის აბსცისაა ა) –-1, ბ) 0 და გ) 1. 

პას: ა) ყ=--2X--), ბ) ყ=0, გ) ყ–<2X-–-1, 

2. განსაზღვრეთ ყ=2X” მრუდის იმ წერტილზე გატარებული მხების დახრი– 

ლობის კუთხე, რომლის აბსცისაა X= 1 „ პას: 45”, 
4 

3. ყ=3X-+X მრუდის იმ წერტილზე, რომლის აბსცისა არის –-1, გატარე– 
ბულია მხები. იპოვეთ მისი განტოლება. პას: ძ=-–-5X--3, 
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ლ ი
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ხარჩევი 

1 თავი 

მიახლოებითი გამოთვლები 

„ სიდიღის ზუსტი დღა მიახლოებითი მნიშენელობანი 
„· ათწილადები ღა ნიშნადღი ციფრები 

სანდო და საეჭქეო ციფრები მიახლოებით რიცხვებში 
რიცხვთა დამროგეალების წესი 

ბსოლუტეური ცდომილება და მისი საზღვარი 

ფარდობითი იცდომილობა 
· აბსოლუტური და ფარდობითი ცდომილების დამოკიდებულება მიახლოებითი რი- 

ცხვის სანდო ციფრების რიცხვზე 

„ მიახლოებითი რიცხვის შეკრება და გამოკლება 
„ მიახლოებით რიცხეთა გამრავლება და გაყოფა 

„ მიახლოებითი რიცხეების კვადრატში და კუბში ახარიახება, მიახლოებითი რიცხეე- 

ბის ამოფესვა 

„· მოქმედებათა წარმოება ნიშნადი ციფრების დათელის წესით 

. გამოთვლები წინასწარ მოცემელი სიზუსტის მიხედვით 
· საანგარიშო (ლოგარითმული) სახაზავი და მისი აგებულება 
„ გამრაელება და გაყოფა ლოგარითმელი სახაზავის „აშეალებით 

„ კრმბინირებული მოქმედების მეაღელება ლოგარითმეC სახაზავის საშუალებით. 

პროპორციის უცნობი წევრის პოვნა 

.- რიცხვის კვადრატში და კუბში ახარისხება ლოგარითჭული სახაზავის საშუალებით 

კეადრატელი და კუბერი ამოღებვა ლოგარითმული სახაზავის საშვალებით 

11 თავი 

18. პირეელი ხარისხის განტოლებანი 
„ პირველი ზარისხის ერთუცნობიანი განტოლება» 
. წრფივ განტოლებათა სისტემა 

„ წრფივ განტოლებათა სისტემის ამოხსნა დეტერმინანტების საშუალებით 

· წრფივ განტოლებათა სისტემის გამოკელევა დეტერმინანტე?ის მიხედეით 

· წრფივ განტოლებათა სისტემის ამოხსნის ზოგიერთი მაგალითები 
უტოლობის ცნება, რიცხვითი უტოლობანი 

„ რიცხვით უტოლობათა ძიოითადი თვისებები 

„ ორმაგი უტოლობანი, მკაცრი და არამკაკრი უტოლობები 
„ უტოლობათა დამტკიცება 

„ თეორემა საშუალო არითმეტიკელისა და საშეალო გეომეტრიულის შეახებ 

„ ერთუცნობიანი წრფივი უტოლობანი 
წრფიეი უტოლობანი და მათი ამოხსნა 
წრფივ უტოლობათა სისტემები და მათი ამოხსნა 
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III თავი 

ნამდვილი რიცზეები 

ორი მონაკვეთის საერთო საზომი 

თაციონალური რიცხეების გეომეტრიული გამოსახვა 

„ მონაკვეთების გაზოპეის ცნება 

ნამდვილი როცხვები ღა მათი გეომეტრიული 'გამოსახეა 

.„ მოქძედებანი ნამდვილ რიცხვებზე 

IV თავი 

ხარიხბი რაციონალური მაჩვენებლით 

· ი-ური ხარისხის ფესეი რიცხეიდან 

- ნიშანთა წესი ამოფესვი» დროს 

9. არითმეტიჯული ფესვი 

. არითმეტიკული ფე+ვის ძირითადი თეიაებები 

· რადიკალის დაყვანა საერთო მაჩვენებელზე 

· ფესვების ალგებრული მნიშვნელობა 

„ ფეხეის უმარტივესი გარდაქმნა 

· ფეხეების მსგავსება 

· ფესვებზე მოქმედება 

. წილადის მნიშენელის განთავისუფლება რადიკალისაგან 

„-რთელი“ კვადრატული რადიკალის გარღაქმნის ფორმულა 

„ ხარისხის ცნების განზოგადოება 

· წილადი მაჩვენებლების გამოყენება რაღიკალებზე მოქმედებისას 

.· ხარისხოეანი ფუნჭცია 

V თაპი 

კვადრატული განტოლებანი ღა ისეთი განტოლებები, რომლებიც 

კვადრატულზე ღაიჟვანებიან 

- კვადრატული განტოლების სახეები და მათი ამოხსნა 

„ დაჟუვანილი კვადრატული განტოლების ამოხსნა 
„ კვადრატული განტოლების» ფესვების ზოგადი ფორმულა 

· აარითკოეფიციენტებიანი განტოლების ამოხსნა 
· ქიეტის თეორემა (კვადრატული განტოლების ფესეთა თვისება) 

. კვადრატული სამწეერის დაშლა წრფიე თანამამრაგლებად 

„ კვადრატული სამწევრიდან სრული კვადრატის გამოყოფა 

კვადრატული ფუნქციის გრაფიკი და თვისებები 

„ კვადრატული ფუნქციის გრაფიკის აგების მაგალითები 

„ პარაბოლის მახასიათებელი წერტილები 

§ 6). 
§ 62. 
§ 63. 
§ 64. 
§ 65. 
§ 66. 

კეადრატული სამწევრის ექსტრემალური მნიშვნელობები 

კვადრატული უტოლობანი 
კეადრატულ უტოლობათა ამოხსნა 

ტოლძალოვანი განტოლებანი. თეორემები განტოლებათა ტოლძალოენების შესახებ . 

ფესვების დაკარგვის და გარეშე ფესვების მიღების შემთხეევები 

ირაციონალური განტოლებანი 

632 

65 

66 

ტ9 

70 

102 

101 

105 

1097 

109 

1IC 

112 

1I4 

118 

120 

121 

121 

125 

I27' 

130 

131



ვ
ა
კ
ე
 

თ
ი
თ
ი
თ
 

> 

თ
 

თ 
თ
 

თ,
 

თ
ო
 

თ
ი
თ
 

თ
 

ა)
 

თ
თ
თ
ო
–
ა
ყ
ო
თ
 

ლ
 

6 94. 
§ 95. 
§ 96. 

6 97. 

6 98. 
§ 99. 

ა
)
 

თ
ხ
ი
 - 

„ ირაციონალური განტოლების ამოხსნა 
. ირაციონალური განტოლების გარეშე ფესეები 
. მეორე ზარისხის ორუცნობიან განტოლებათა სისტემები 
- არაწრფივ განტოლებათა სისტემები რომლებიც ამოიხსნებიან ხე ვლოვნური ხერ- 
ხებით 

· ამოცანები არაწრფიე განტოლებათა სისტემის შედგენაზე 

· შექცეული ანუ სიმეტრიული განტოლება .. · 
„ უმაღლესი სარისხის განტოლებანი, რომელთა მაღცხენა ნაწილია მამრაელებაღ 
იშლება, მარჯვენა კი ნუCის ტოლია 

VI თავი 

ვექტორები 

- ეექტორის ცნება · 

. მოქმედებანი ეექტორებზე 

· ვემტორის გეგმილი ღერიზე 
ეექტორის ნამრაელი სკალარზე 

ქექტორის კოორდინატები სიბრტყეზე 

.· რამდენიმე ეექტორის ჯამის გეგმილი ღერძზე 

- რრი ვექტორის ს,ალარული ნამრაელი 

ორი ეექტორის ვექტორული ნამრავლი 
.· ვექტორული ნამრაელი" მექანიკური მნიშენელობა 

· ვექტორის ღაპლა კორრდ-ნატთა ღერძების მიხედით 

VII თავი 

ნებიხმიერი არგუმენტის ტრიგონომეტრიული ფუნქციები 

.· კუთხის ცნების განზოგადება 

ჰუთხეებისა და რკალების რადიანული გაზოშვა 

კუთხის რადჯანულ და გრადესულ ზომებს შორის დამოკიდებულება 
„ ნებისმიერი არგუმენტის ტრიგონომეტრიულ ფუნქეიათა განსაზღერა 

· ტრიგრნომეტრიულ ფუნქციათა ნიშნები 
ტრიგონომეტრიელი ფენჭციის ცვლილება. როცა არგუმენტი იცვლება 0-ღან 

22-მდე 

არგუმენტის დასაშეები 3ნიშვნელობები ტრიგონომეტრიუC ფუნქციებში 

- ტრიგონომეტრიულ ფენქციათა პერირდულობა 

- ტრიგონომეტრიულ ფენქციათა ლეწობა და კენტობა 

.· კუთბის აგება მისი ტრიგონომეტრიული ფენქცის მოცეპული მნიშვნელობის 

მიხედვით 

კუთხეთა ზოგადი გამოსახულებები · 

ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა გრაფიკები ღა თეიჯებები 

დამოკიდებულება ერთი და იმავე არგუმენტის ტრიგონომეტრიულ ფუნჭციებ» 

ფორის 

ტრიგონომეტრიულ ფუნქციის მნიშენელობათა გამოთვლა ერთ-ერთი მათგანის 

მიხედვით 

ტრიგონომეტრიულ: იგიეობათა დამტკიცების მაგალითები 

ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა დაყეანის ფორმულები 

1312 
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105. 

. ტრიგონომეტრიულ განტოლებათა ამოხსნის ზოგიერთი მაგალითი 

107. 

108. 

109, 

110. 

111. 

112, 

113. 

114. 

115. 

116. 
117. 

118. 

119. 

120. 

121. 

126. 

127. 

128. 

129. 

130. 
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VIII თავი 

შებრუნებული ტრიგონომეტრიული ფუნქციები 

შებრუნებელი ფუნქციის ცნება 

შებრუნებული ტრიგონომეტრიული ფუნქციის განსაზღვრა 

ძირითადი ფორმულები 

ნებისმიერი შებრუნებული ტრიგონომეტრიული ფუნქციის გამოსახვა სხეა ფუნ- 

ქციებით (ძირითადი ფორმულები) 

შებრუნებულ ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა შემცეელი გამოსახულებები 
ტრიგონომეტრიულ განტოლებათა ამოხსნა 

IX თავი 

შეკრების თეორემები და მათი შედეგები 

ორი კუთხის ჯამისა და სხვაობის კოსინუსი 
ორი კუთხის ჯამისა დღა სხეაობის სინუსი 

ოლი კუთხის ჯამისა და სხვაობის ტანგესი 

ორმაგი კუთხის ტრიგონომეტრიული ფუნქციები 

ნახევარი კუთხის ტრიგონომეტრიული ფუნქციები 

5(ი ძ და C05 9-ს გამოსახეა ნახევარი კუთხის ტანგენსით 
ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა ნამრავლის გარდაქმნა ჯამად 
ორი კუთხის სინუსხებია» ჯამისა და ბხეაობის გარდაქმნა ნამრავლადღ 
ორი კუთხის ჯამისა და სხვაობის კოსინუსების გარდაქმნა ნაბრავლად 

ორი კუთხის ტანგენსების ჯამისა და სხვაობის გარდაქმნა ნამრაელად 

ი5Iით+6ხ0050 გამოსახულების გარდაქმნა დამხმარე კუთხის შემოტანით 
ტრიგონომეტრიულ გამოსახულებათა გარდაქმნის მაგალითები 

ტრიგონომეტრიულ იგივობათა დამტკიცები» მაგალითები 

X თავი 

ტრიგონომეტრიული განტოლებანი 

ერთგვაროვანი ტრიგონომეტრიული განტოლებანი 510 »-ისა და C05 ჯ-ის მიმართ 

განტოლებები, რომლებიც ამოიხსნებიან ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა ნამრავ– 

ლი» ალგებრულ ჯამად წარმოდგენის ხერხით 

„· ტრიგონომეტრიული განტოლებანი, რომლებიც ამოიხსნებიან მარცხენა ნაწილის 

თანამამრავლებად ღამლით 

· განტოლებანი, რომლებიც ამოიხანებიან ე. წ. უნივერსალერი ჩასპჰით 

· ტრიგონომეტრიულ განტოლებათა ამოხსნა ზოგადი ხერხით 

„ ტრიგონომეტრიულ განტოლებათა სისტემები 

XI თავი 

ჯერადი კუთხეების ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა გრაფიკები 

ყ=ძ5იჯ ფუნქციის გრაფიკი 

ყ=5ჩ #2 ფუნქციის გრაფიკი 

V=თ50#L> ფუნეციის გრაფიკი 

ყ=0 5)ი IL(C>+0)) და ყ=იC05 (L(++თ)) ფუნქციათა გრაფიკები 

ს= თ 50 (IX+9) ფუნქციის გრაფიკი 

.· ჰარმონიული რხევა და მისი გრაფიკი 
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278 

20) 

288 

292 

294 

295 
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298 

299



თ
 

ა 
ა. 

ა 
. 

თ. 
. 

თ
 
ო
თ
.
 
თ
 

თ
 

თ
.
თ
 

IC 
თ
ო
თ
ი
 

თ
 
თ
 
თ
 

თ,
 თ
თ
 
თ
 

თ
 

თ
 

თ
 

თ
.
 
თ
 

ოთ 

132. 

1უვ. 

134. 

125. 

126, 

137. 

136. 

139. 

140. 

14! 

142. 

143. 

144. 

145. 

146. 

147. 

148. 

149. 

15). 

152- 

153. 

154, 

155. 

156. 

157. 

1589. 

159. 

160. 

16). 

162. 

161, 

164. 

165. 

166. 

XII თავი 

პროგრესიები 

რიცხეთა მიმდევრობები , 
ზრდადი და კლებადი მიმდეერობები 
შემოსაზღვრულ და არაშემოსაზღერულ რიცხვთა მიმდევრობები 

არითმეტიკული პროგრესია 

საშუალო არითმეტიკული 

არითმეტიკული პროგრესიის პირეელი # წევრის ჯამი 

გეომეტრიული პროგრესია. გეომეტრიული პროგრესიის ზოგადი წეერის ფორმულა . 

საშუალო გეომეტრიული · 

გეომეტრიული პროგრესიის ჯამის ფორმულა 

„ უსასრულოდ კლებადი გეომეტრიული პროგრესია 

XIII თავი 

მაჩვენებლიანი და ლოგარითმული ფუნქციები 

ირაციონალუორ მაჩვენებლიანი ხარისხის ცნება 

მაჩვენებლიანი ფუნჭცია 
მაჩვენებლიანი ფუნქციის გრაფიკი 

ლოგარითმული ფუნქცია · 
ლოგარითმული ფენქცია ღა მისი გრაფიკი 

ლოგარითმული ფუნქციის თეისებები 

ნამრაელის, განაყოფი», ხარისხის და ფესეის ლოგარითმები 

ლოგარითმების ერთი ფუძიდან მეორეზე გადასვლა 

· გალოგარითმება ღა პოტენცირება 

ათობითი ლოგარითმების სისტემა 

ოთხნიშნა ათობითი ლოგარითმების ცბრილები 
ანტილოგარითმების ცხრილით სარგებლობის წესი 

მოქმედებათა დასაბუთება ლრგარითმულ სახაზავით 
მაჩვენებლიანი განტოლებები და მათი ამოხსნა 

ლოგარითმული განტოლებანი 
მაჩვენებლიანი ღა ლოგარითმული განტოლებების ამ ოზს! ნა გრაფიკული ხერხით 

მაჩეენებლიანი და ლოგარითმული უტოლობანი 

„ მაჩვენებლიან და ლოგარითმელ განტოლებათა და უტოლობათა გრაფიკული 

ამოხსნა 

ჯIV თავი 

კომპლექსური რიცხვები 

ცნება კომპლექსური რიცხვის შესახებ 

კომპლექსური რიეხვის გეომეტრიული გამოსახვა 

მოქმედებანი კომპლექსურ რიცხეებზე 

კომპლექსური რიცხეების ტრიგონომეტრიული სახე 

კომპლექსური რიცხვის ალგებრული სახიდან ტრიგონომეტრიულზე გადასელა 

და პირიქით 

წარმოსახვითი ერთეულის ზარისზები 

ტრიგონომეტრიული სახით მოცემული კომპლექსური რიცხვების გამრავლება და 

გაყოფა 

29. ვ. შონია 

301 

301 

304 

305 

308 

1)9 
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უპ 

315 

318 

325 

370 

374 

375 

449
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171. 

172. 

173. 

174. 

175. 

176. 

177. 

178. 

179. 

ტრიგონომეტრიული საზიო მოცემულ კომპლექსურ რიეცხეთა ნამრავლის გეომეტ- 

რიული გამოსაზვა · 

ტრიგონომეტრიული სახით მოცემული კომპლექსური რიცხვების გაყოფა 
ფესეის ამოლუბა სკომპლექაური რიცხვებიდან 

XV თავი 

ფუნქციები ღა ზღვრები 

აბსოლუტური სიდიდეები და მათთან დაკავშირებული თანაფარდობანი 

ფუნქცია და არგუმენტი 
ფუნქციის მოცემის ძირითადი ხერხები 

ფუნქციონალერი დამოკიდებულების გამოსახვის გრაფიკული "ხერხი 

ლუწი და კენტი ფუნქციები 
ფუნქციის პერიოდულობა 

ზრდადი და კლებადი ფუნქციები 
ფუნქციის ექსტრემალური მნიშენელობანი 

შებრუნებელი ფუნქციის ცნება 

ელემენტარულ ფუნქციათა თვისებები და გრაფიკები 
ხარისხოეანი ფუნქცია 

მაჩვენებლიანი ფუნქცია 

ლოგარითმული ფუნქცია 
ტრიგონომეტრიული ფუნქციები 

უსაარულოდ მცირე და უსასრულოდ დიდი სიდიდეები 

ცვლადი ზღვრის განმარტების გეომეტრიული წარმოდგენა 

. უსასრულო მცირე სიდიდეთა ძირითადი თვისებები 

ზღერის წარმოდგენა ტოლობის საშუალებით 
ფუნქციის ზღვარი 

ძირითადი დებულებები ზღვართა "შესახებ 

წრეწირის სიგრძე 

წრეწირის რკალის სიგრძე 

წრი: ფართობი 

აექტორის ფართობი 

უსასრულოდ კლებაღი გეომეტრიული „ჯამის ფორმულა 

209 + ფარდობის ზღვარი, როცა X-–+7% 

§ 196. ეკვივალენტური უსაარულოდ მცირეები 

6 197. ( 1 + – )'' გამოსახულების “სღვარი, როეაი- „== 
ჩ 

§ 198. ! რიცხეთან დაკავშირებული ზღვრები 

XV) თავი 

წარმოებული 

§ :99. არგუმენტისა და ფუნქციის ნაზრდი 

§ 200. ფუნქციი» ტწკვეტობა 
§ 22). უწუპეტ ფუნქციათა ძირითადი თვისებები 

§ 292. არათანაბარი შოძრაობა, მისი საშუალო სიჩქარე და სიჩქარე მოცემულ მომენტში 

§ 2ეპჰ. ფუნჭციი,» ცეალებადობის კიჩქარე 

§ 254. ფუნქციის ჯა”ბროებეული 

§ 225, კავშირი ფუნქციის წარმრებელობასა და მის უწყეეტობას შორის 

§ 205. თუნქციის წარმოებული» მექანიკური და გერმეტრიული შინაარსი 

სარჩევი 
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რედაქტორი შ. მიღოცხულავა 

მხატვრული რედაქტორი მ. ასათიანი 

ტექრეღაქტო4ი ი. ბასილია 

კორექტორი ზ. მახარაშვილი 

გაპომჭქეები მ. უულოშვეილი 
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