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წიგნი განკუთვნილია სახელმძღვანელოდ იმ პირთათვის, 
რომლებიც იცნობენ მათემატიკას ჩვეულებრივი უმაღლესი 
ტეკნიკური სასწავლებლის კურსის მოცულობით და დაინტე- 
რესებულნი არიან ალბათობათა თეორიის, კერძოდ სროლის 
თეორიის ტექნიკური გამოყენებით. 

ამავე კატეგორიის მკითხველთათვის განკეთვნილი სხვა 
სახელმძღვანელოებისაგან განსხვავებით წიგნი გამოირჩევა დი- 
დი ყურადღებით ალბათობათა თეორიის გამოყენების მნიშვ- 
ნელოვანი ახალი დარგების (ალბათობითი პროცესების, ინ- 
ფორმაციის, მასიური მომსახურებისა და სხვა თეორიის) მი- 
მართ, 
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მეორე. გამოცემის წინასიტჟქვაობა 

წინამდებარე გამოცემაში შედარებით პირველთან შეტანილია შემდე- 

გი ცვლილებანი და დამატებანი: მასალა, რომელიც შეეხება ლიაბპუნოვის 

თეორემას და მასთან დაკავმირებულ მახასიათებელ ფუნქციონალურ მე- 

თოდს (ადრეული 13.7–--13.9 პარაგრაფებს) შემოკლებულია და უფრო 

მარტივადაა გადმოცემული 13.7--13.9 პარაგრაფებში. შეცვლილია ცღე– 
ბის დამუშავებასთან (მე-14 თავი) დაკავშირებული საკითხები, რის გა- 

მოც ნაცვლად აღრინდელი 14.1 და 14.2 პარაგრაფებისა ჩამატებულია 

ახალი -–- 14.1- 14.5, ხოლო ადრინდელე 14.3--14.5 პარაგრაფები მე- 

ნარჩუნებულია შესაბამისად 14.5–-14.8 ნომრებით. რამდენადმე შეცვლი- 

ლია 5.9 პარაგრაფი, რომელიც პუასონის კანონისადმია მიძღვნილი. და- 
მატებულია ორი ახალი თავი: მე -18 თავი „ინფორმაციის თეორიის ძი- 

რითადი ცნებები“ და მე-9 თავი „მასიური მომსახურების თეორიის ელე- 

მენტები“, რომლებიც ალბათობათა თეორიის ორ მნიშვნელოვან დარგს 

ეხება. ეს დარგები სასწავლო ლიტერატურამი თითქმის დღემდე არ ყო– 
ფილა გამუქებული. შეცვლილია ცხრილთა შემადგენლობა დანართში. 

შეცვლილია ზოგიერთი მაგალითი. 

ავტორი, გულითად მადლობას მოახსენებსსIს უუ ს ს 6 მეცნიერება- 

თა აკადემიის აკადემიკოსს ბ. ვ. გნედენკოს მთელი რიგი მნიშვნელოვანი 

მითითებებისათვის. 

ე. ვენტცელი 

__-__ 

წინამდებარე მესამე გამოცემაში. არ არის შეტანილი არსებითი 

ცვლილებები. შეტანილია უმნიშვნელო შესწორებანი და შეცვლილია 

ზოგიერთი მაგალითები და ამოცანები; ზოგიერთი ცხრილი შეცვლილია 

ახლით. 

მეთოდური თვალსახრისით წიგნის ცალკეული 5.9, 6.3, 9.4, 95 

და 9. პარაგრაფები ოდნავ შეცვლილია. არსებითად. განახლებუ- 

ლია 10.3 პარაგრაფის შინაარსი. 

პირველი გამოცემის წინასიტყვაობა 

წინამდებარე წიგნი დაწერილია ალბათობათა თეორიის ლექციების 

ბაზაზე, რომლებიც წაკითხულია ავტორის მიერ მთელი რიგი წლების 

განმავლობაში ნ. ე. ჟუკოვსკის სახელობის სამხედრო-საჰაერო საინჟინრო 

აკადემიაში და ასევე, ავტორის ამავე საგნის სახელმძღვანელოს მიხედვით.



ტომელიც აკადემიის მიერ შეხღუდული ტირაჟით გამოვიდა 1952 წელს. 

წინამდებარე გამოცემაში სახელმძღვანელოს თავდაპირველი ტექსტი 
საფ: უძვლიანად გადამუშავდა. 

წიგნი გათვალისწინებულია ძირითადად ინჟინრისათვის, რომელსაც 

უმა აღლესი ტექნიკური სასწავლებლის ჩვეულებრივი კურსის მოცულო- 
ბით მათემატიკური მომხადება გააჩნია. 

წიგნის მედგენის დროს ავტორი ამოცანად ისახავდა საგანი თვალსა- 

ჩინოდ და მარტივად გადმოეცა სრული მათემატიკური სიმკაცრის გარეშე. 

ამასთან დაკავშირებით ცალკეული დებულებები მოყვანილია დამტკიცე– 

ბის გარეშე (განყოფილება სანდოობის სახღვრებზე და სანდოობის 

ალბათობებზე: ა. ნ. კოლმოგოროვის თეორემა რომელიც შეეხება 

თანხმობის კრიტერიუმს და სხვა), ზოგიერთი დებულება დამტკიცე- 

ბულია არა სავსებით მკაცრად (განაწილების კანონების გამრავლე–- 
ბის თეორემა; მათემატიკური ლოდინის და კორელაციური ფუნქციის 

გარდაქმნის წესები შემთხვევითი ფუნქციის ინტეგრირებისა და ·დი- 

ფერენცირებისას და სხვა). 

გამოყენებული მათემატიკური აპარატი ძირითადად არ სცილდება უმა- 

ღლესი მათემატიკის ნორმალტრი კურსის ჩარჩოს, რომელიც: გადმოი- 

ცემა უმაღლეს ტექნიკურ სასწავლებლებში; იქ სადაც ავტორს საერთოდ 

ნაკლები ცნებებთ მოუხღება სარგებლობა (მაგალითად წრფივი 

ოპერატორის ცნება, მატრიცა, კვადრატული ფორმა: და ა. შ.) ისინი 

ახსნილი იქნება. 
წიგნმი მოყვანილია მაგალითების დიდი რაოდენობა, მთელ რიგ 

შემთხვევებში-–გამოთვლითი ხასიათის მაგალითები, რომლებშიც ხდე- 
ბა გადმოცემული მეთოდების ილუსტრირება კონკრეტულ პრაქტიკულ 

მასალაზე და დაიყვანება რიცხვით შედეგამდე. საჭიროებისამებრ მაგა–- 

ლითების უმრავლესობა აღებულია საავიაციო ტექნიკიდან, საჰაერო 

სროლიდან, ყუმბარების ტყორცნისა და საბრძოლო მასალების თეორი- 

იდან. მთელი რიგი მაგალითებისა მიეკუთვნებ სროლის ზოგად თეო–- 

რიას. ამ თვალსაზრისით წიგნი · გასაკუთრებით სასარგებლო იქნება 

სახმელეთო, სახენიტო და სახღვაო არტილერიის დარგის სპეციალის- 

ტებისათვის. თუმცა მაგალითების რამდენადმე სპეციფიკური შერჩევი- 

სა და განლაგების მიუხედავად წიგნში მოყვანილი საილუსტრაციო მა- 

სალა სრულიად გასაგებია ტექნიკის სხვა დარგში მომუშავე ინჟინრები- 

სთვისაც. 

ავტორი დიდ მადლობას მოახსენებს პროფესორ ე. ბ. დინკინს 

და პროფესორ ვ. ს. პუგაჩოვს მთელი რიგი მნიშვნელოვანი მითითე– 

ბებისათვის. 

ე. ვენტცელი



I თავი 

შესავალი 

1.1. ალგათობათა თეორიის საბანი 

ალბათობათა თეორია მათემატიკური მეცნიერებაა რომელიც სწა- 
ვლობს კანონზომიერებებს შემთხვევით "მოვლენებში. 

შევთანხმდეთ თუ რას ვიგულისხმებთ ცნებაში -–– „შემთხვევითი მოჟ- 
ლენა“. 

სხვადასხვა ფიზიკურ და ტექნიკურ ამოცანათა მეცნიერული კვლე- 
ვისას ხშირად გვხვდება განსაკუთრებული ტიპის მოვლენები, რომლებ- 
საკ მიღებულია დავარქვთ შემთხვევითი. მემთხვევი- 
თი მოვლენა ეს ისეთი მოვლენაა. რომელიც ერთი და იგივე ცდის 

რამდენჯერმე ჩატარებისას მიმდინარეობს ყოველთვის რამდენადმე სხვა- 
ნაირად. 

მოვიყვაწოთ შემთხვევითი „მოვლენების მაგალითები. 
1. წარმოებს სროლა ჰორიზონტთან წინასწარ მოცემული კუთ ხით 

დადგმულლი ქვემეხიდან 
(ნახ. 1.1;1). 

ვსარგებლობთ რა გა- 

რეგანი ბალისტიკის (მეც- 
ნიერება ჰაერმი ჭურვის 

მოძრაობის ”შესახებ) მე- ნახ. 1.1.1 
თოდებით შესაძლოა მოი- 
ნახოს ქურვის თეორიული ტრაექტორია (მრუდი ნახ. 1.1.1). ეს ტრაექ- 
ტორია სავსებით განისაზღვრება სროლის პირობებით: ჭურვის საწყისი ჯე 

სიჩქარით, გატყორცნის 0ე კუთხით და ჭურვის ბალისტიკური C კოეფიცი- 

ენტით. ცალკეული ჭურვის ფაქტიური ტრაექტორია აუცილებლად რამდე- 
ნადმე გადაიხრება თეორიულიდან მრავალი ფაქტორის ერთობლივი გავ- 

ლენის გამო. ამ ფაქტორებს შორის შეიძლება დავასახელოთ მაგალითად: 

შეცდომები ჭურვის დამზადებისას, ჭურვის წონის ნომინალიდან გა- 

დახრა, ჭურვის სტრუქტურის არაერთგვაროვნება, შეცდომები ლულის 
მოცემულ მდებარეობაში დაყენებისას, მეტეოროლოგიური პირობები 
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და სხვა. თუ (ჟი. 0... ი უცვლელ პირობებში რამდენიმე გასროლას 
მოვახდენთ, მივიღებთ არა ერთ თეორიულ ტრაექტორიას, არამედ 

ტრაექტორიათა მთელ კონას-ანუ „ძნას“. რომლებიც ქმნიან ე· წ. 
„ქურვთა გაფანტვას“. 

2. ერთი და იგივე სხეული რამდენიმეჯერ იწონება ანალიზურ 
სასწორზე; განმეორებითი აწონის შედეგები რამდენადმე განსხვავდებიან 
ერთიმეორისაგან, ეს განსხვავებანი განპირობებულია “მეორე ხარისხო- 

ვანი ფაქტორების გავლენით, რომლებიც თან ახლავს აწონის ოპერაციას, 
როგორიცაა: სხეულის მდებარეობა სასწორის თეფშზე, აპარატურის შემ.. 

თხვევითი ვიბრაციები, ხელსაწყოს ჩვენების ანათვლის შეცდომები დაა. შ. 

3. თვითმფრინავი მიფრინავს მოცემულ სიმაღლეზე: თეორიულად 

იგი მიფრინავს ჰორიხონტალურად, თანაბრად და წრფივად. ფაქტიუ- 

რად ფრენას თან ახლავს თეორიული ტრაექტორიიდან თვითმფრინავის 
მასის ცენტრის გადახრა და თვითმფრინავის რხევა მასის ცენტრის ახლოს.. 

ეს გადახრები და რხევები შემთხვევითია და დაკავშირებულია ატმოს- 

ფეროს ტურბულენტობასთან: ჯერიდან-ჯერზე ისიხი არ მეორდებიან. 
“4. წარმოებს მთელი რიგი აფეთქებები მსხვრევადი ჭურვით სამიზ- 

ნის მიმართ განსაზღვრულ მდგომარეობაშია. ცალკეულ აფეთქებათა შე– 

დეგები რამდენადმე განსხვავდება ერთიმეორისაგან, იცვლება ნამსხვრევთა 

საერთო რიცხვი, მათი ტრაექტორიების ურთიერთგანლაგება, თვითეუ- 

ლი ნამსხვრევის წონა, ფორმა და სიჩქარე ეს ცვლილებანი შემთხვე- 
ვითია და დაკავშირებულია ისეთი ფაქტორების გავლენასთან, როგორე- 

ცაა: ჭურვის კორპუსის ლითონისა და ფეთქებადი ნივთიერების არა- 

ერთგვარობა, დეტონაციის სიჩქარის არამუდმივობა და ა. შ. ამის გამო 

თითქოს ერთნაირ პირობებში განხორციელებულმა სხვადასხვა აფეთქე- 

ბებმა შეიძლება მიგვიყვანოს სხვადასხვა ჯშედეგამდე: ერთ შემთხვევაში 

სამიზნე იქნება დაზიანებული, მეორეში---არა. 

ყველა ზემოთ მოყვანილი მაგალითები აქ განხილულია ერთი და 

იმავე თვალთახედვით ხაზგასმულია “შემთხვევითი ვარიაციები, იმ 

ცდების არაერთნაირი შედეგები, რომელთა ძირითადი პირობები უცვლე- 

ლი რჩება ეს ვარიაციები ყოველთვის დაკავშირებულია რომელიღაც 

მეორე ხარისხოვანი ფაქტორების არსებობასთან რომლებიც გავლენას 

ახდენენ ცდის შედეგხე, მაგრამ არა იმათზე, რომლებიც მოცემულ 

ძირითად პირობებშია ჩამოთვ ლილი. ცდის ძირითადი პირობები რომლე- 
ბიც საერთოდ უხეშად განსაზღვრავენ მის მიმდინარეობას, უცვლელი 

რჩება; მეორე ხარისხოვანნი ცდიდან ცდამდე იცვლებიან და მით მედე“ 

გებში შეაქვთ შემთხვევითი განსხვავებანი. 

სავსებით ნათელია. რომ ბუნებაში არ არის არცერთი ფიზიკური” მოვ- 

ლენა, რომელსაც არ ახლდეს თან ამა თუ იმ ზომით შემთხვევითობის 

ელემენტები. როგორი სიზუსტითა და დაწვრილებითაც არ უნდა იყოს 
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ფიქსირებული ცღის პირობები, არ შეიძლება მილწეული იქნას ცდის 

განმეორებისას შედეგების სრული და ზუსტი დამთხვევა. 

შემთხვევითი გადახრანი თან ახლავს ნებისმიერ კანონზომიერ მოე- 

ლენას. მით უმეტეს, რომ მთელ რიგ პრაქტიკულ ამოცანებში 'შმესაძლე- 

ბელია თვით რეალური მოვლენის ნაცვლად განხილული იქნას მისი 

გამარტივებული სქემა –– „მოდელი“ და მიჩნეულ იქნას, რრმ ცდის 

მოცემულ პირობებში მოვლენა მიმდინარეობს სავსებით განსახღვრული 

სახით. ამ დროს ფაქტორთა იმ უსასხულო სიმრავლიღან. რომლებიც 

გავლენას ახდენენ მოცემულ მოვლენაზე გამოიყოფა ყველაზე მთავარი, 

ძირითადი, გადამწყვეტი; სხვა მეორე ხარისხოვანი ფაქტორების გავლენას 

უგულებელყოფენ. მოვლენათა შესწავლის ასეთი სქემა სისტემატიურად 
გამოიყენება ფიხიკაში, მექანიკაში, ტექნიკაში. ამ სქემით სარგებლო- 

ბისას ნებისმიერი ამოცანის გადაწყვეტის დროს უწინარეს ყოვლისა 

გამოიყოფა გასათეალისწინებელ პირობათა ძირითადი წრე ღა ირკვევა 

ამოცანის თუ რომელ პარამეტრზე აბღენენ ისინი გავლენას; შემდეგ 

გამოიყენება ესა თუ ის მათემატიკური აპარატი (ხდება შედგენა და ინ- 

ტეგრირება იმ დიფერენციალურ განტოლებებისა, რომლებიც აღწერენ 
მოვლენას): ამდაგვარად ხდება გამოვლინება მოცემული მოვლენის დამა- 

ხასიათებელ ძირითადი კანონზომიერებისა. რომელიც იძლევა საშუალე- 

ბას ვიწინასწარმეტყველოთ ცღის შედეგი წინასწარ მოცემული პირობე- 

ბის გათვალისწინებით. მეცნიერების განვითარებასთან ერთად გათვალი– 

სწინებული ფაქტორების რიცხვი გაიზრდება: მოვლენა გამოკვლეული 
იქნება უფრო დაწვრილებით, მეცზიერულია პროგნოზი გახდება უფრო 

ზუსტი. 

მაგრამ მთელი რიგი საკითხეაის გადასაწყვეტად აღწერილი სქემა 

„ზუსტ მეცნიერებათა“ ე. წ. კლასიკური სქემა – როგორც ჩანს ცუდადაა 

მომარჯვებული. არსებობს ისეთი ამოცანები, სადაც ჩვენთვის საინტე- 

რესო ცდის მედეგი დამოკიდებულია ფაქტორთა ისეთ დიდ «იცავხზე, 

რომ პრაქტიკულად შეუძლებელია რეგისტლოაცია მოვახდინოთ ღა გა- 

ვითვალესწინოთ ყველა ეს ფა1ტორებე. ეს ის ამოცანებია, რომლებ- 

შიც მრავალრეცხოვანი მეორე ხარისხოვანი ერთი მეორეში მჭიდროდ 

გადახლართულე შემთხვევითი ფაქტორები შესამჩნევია და ამასთან 
ერთად მათე რიცხვი ისე დაუდია და გავლენა ისეთი რთულია, რომ კვლე- 

ვის კლასიკური მეთოდე- 
ბის გამოყენება თავის თავს 
ვერ ამართლებს. 

განვიხილოთ მაგალეთე:. ! % 
ჰორიზონტთან წე კუთხით მ; 

დადგმულ ქვემეხიდან წარ- ( 
მოებს სროლა რომელიმე 
ს სამიზნისაკენ (ნახ. 1. 1.2). ნახ. 1.1.2.



ჭურვების ტრაექტორიები, როგორც ზემოთ იყო მითითებული, არ 

ემთხვევიან ერთიმეორეს, შედეგად, კი ჰჭუოვების მიწახე დაცემის წერ- 

ტილები იფანტებიან. თუ კი სამიხნეს ზომები დიდია გაბნევის არესთან 

შედარებით, მაშინ ეს გაბნევა შესაძლებელია უგულებელვყოთ: ქვე- 

მეხის სწორად. დაყენებისას ნებისმიერად გაშვებული. ჭურვი ხვდება 

მიზანს, თუ კი ჭურვების გაფანტვის არე აღემატება სამიზნე” ზომებს 

(როგორც ეს ხდება ჩვეულებოივ პრაქტიკაში), მაშინ ზოგიერთი ჭურვი 

შემთხვევითი ფაქტორების გავლენით მიზანს არ მოხვდება. წამოიჭრება 

მთელი რიგი საკითხები, მაგალითად გასოოლილი ჭურვების რა პროცენტი 

ხვდება საშუალოდ მიხანს, რამდენი უურვი უნდა დაიხარჯოს იმისათვის, 

რომ საკმაოდ დავაზიანოთ სამიზნე? რა ზომები უნდა იქნას მიღებული 
იმისათვის, რომ შემციოდეს ჭურვების ხარჯი? 

რომ ვუპასუხოთ მსგავს კითხვებს, ზუსტ მეცნიერებათა ჩვეულებ– 

რივი სქემა არ არის საკმარისი. .ეს საკითხები რრგანულადაა დაკავშირე- 

ბული მოვლენის შემთხვევით ბუნებასთან. იმისათვის, რომ მათ ვუპასუ- 

ხოთ ცხადია არ შეიძლება, რომ უბრალოდ უგულებელვყოთ შემთხვე– 

ვითობა, შესწავლილი უნდა იქნას ვურვის გაბნევის შემთხვევითი მოვ- 

ლენა, რომელიც ახასიათებს მას, როგორც შემთხვევით მოვლენას. უნდა 
' გამოვიკვლიოთ კანონი-ი რომლის მიხედვითაც ნაწილდებიან ჭურვთა 

დაცემის წერტილები, გამოკვლეულ უნდა იქნას ის შემთხვევითი სიდი- 

დეები, რომელნიც იწვევენ გაბნევას, შედარებული იქნას ისინი ერთიმეო- 

რესთან მნიშვნელობის მიხედვით და ა. მშ. 
განვიხილოთ მეორე მაგალითი. რომელიმე ტექნიკური მოწყობილო- 

ბა, მაგალითად ავტომატური მართვის სისტემა წყვეტს გარკვეულ ამო- 

ცანას ისეთ პირობებში, როცა სისტემაზე უწყვეტად მოქმედებს შემთხვე- 
ვითი დაბრკოლებები. დაბრკოლებათა არსებობა იწვევს სისტემის მიერ 
ამოცანის რამდენადმე მეცდომით გადაწყვეტას, რომელიც მთელ რიგ 

შემთხვევებში დასაშვები სახლვრებიდან გამოდის. 
ისმის კითხვები: რამდენად ხშირად გამოჩნდება ასეთი დაბრკო- 

ლებები? რა ზომები უნდა იქნას მიღებული იმისათვის, რომ პრაქტი- 

კულად გამორიცხული იქნას მათი შესაძლებლობანი? 

რომ ვუპასუხოთ ამ. კითხვებზე, აუცილებელია გამოვიკვლიოთ 

სისტემახე გავლენის მომხდენ შემთხვევით შემფოთებათა ბუნება და 

სტრუქტურა, შესწავლილი იქნას სისტემის რეაქცია ასეთ შეშფოთებებ- 

ზე, გაირკვეს სისტემის კონსტრუქციულე პარამეტრების გავლენა რე- 

აქციის ამ სახეობახე. | 
ყველა მსგავსი ამოცანა,ა რომელთა რეცბვი ფიზიკაში და ტექნი- 

კაში მეტისმეტად დიდია, საჭიროებს შესწავლას არამარტო ძირითადი, 

მთავარი კანონზომიერებებისა,ს რომლებიც განსახღლვრავს მოვლენის 

ზოგად ნიშნებს, არამედ ანალიზს შემთხვევით შეშფოთებებისა და 
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დამახინჯებებისას რომლებიც დღაკავმირებული არიან შეორე ხარის- 
ხოვან ფაქტორების :რსებობასთან და ცდის შედეგს მოცემულ პირო- 

ბებში განუზღვრელობის ელემენტს აძლევენ. 

როგორი გხენი ლა მეთოდები არსებობს შემთხვევით სიდიდეთა 

გამოსაკვლევად? წმინღა თეორიული თვალსაზრისით ის ფაქტები, ოომ- 

ლებსაც პირობითად „მემთხვევითი“ ვუწოდეთ, არაფრით არ განსხვავ- 

დება სხვებისაგან რომლებიც გამოვყავით როგორც „ძირითადი“. 

თეორიულად შესაძლოა თითოეული ამოცანის გადაწყვეტის სიზხუს- 

ტე სულ ახალი და ახალი ჯგუფის ფაქტორების გ:ათვალ სწინებით ყველა- 
ზე არსებითიდან ყველაზე უმნიშენელ უზდე. მაგრამ პრაქტიკულად ისეთი 

ცდა, რომ ერთნაირად, დაწვრილებით. გულ?ოღგინებ-თ გავაანალიზოთ 

გელა ფაქტორის გავლ ნა. რომლებზედაც რაპრკადებულაა მოვლქეა. 
მიგვიყეანღდა იქამდე, რომ ამოცანის ამოხსნა მო, ულობისა და სირთუ- 

ლის გაზო, გახდესოღა პრაქტიკულად განუხორცი,ლეLელია ღა ან:ვე 
დროს არ ეჟნებოდა არავითარი ”'შმემეცნებითი ღირებულება. 

მაგალითად, თეორიულად შესაძლო იქნეხოღა დაგვესვა და ამოგეე%- 
სნა ამოცანა მოცემული ჭურვის ტრაექტორიის განსახღვრის ”შესა?:ებ, 

მისი დამზადების ყეელა კონკრეტული ცდომილების გათვალისწინებით, 

ზუსტი წონის ღა მოცემული, სრულიად განსახლვრულა დენთის მუხტის 

სავსებით კონკრეტული სტრუქტურის, ტრაექტორიის“ ყოველ წერგილ- 
ში მეტეოროლოგიური პირობების (ტემპერატურა, წნევა დტენიეანო- 

ბა, ქარი) ზესტი მონაცემებისას. ასეთი ამოცანა არა მარტო წარმოუდ“ 
გენლად. რთულია იქნებოლა, არამედ არ ექნებოდა არავითარი პრაქტ“- 

კული ღირებულება რადგან ის მოცემულ კონკრეტულ პირო ბებმი, 

მოცემული კონკრეტული ჭურვის და მუხტის კუთვნილებაა, რომელიც 

პრაქტიკულად მეტჯერ არ განმეორდება. 

ცხადია უნდა არსებობდეს პრინციპული განსხვავება მთავარ გადამ- 

წყვეტ ფაქტორთა გათეალისწინების მეთოდებში, რომლებიც მთავარ 

შტოიხებმი ძირითადად განსაზღერავს მოვლენის მიმდინარეობას და 
მეორად. მეორეხარისხოვან ფაქტორებში გათვალისწინების მეთო- 
დებს შორის, როგლებიც გავლენას ახდენენ მოვლენათა მიმდინარეობა- 

ზე. როგორც „ცდომილებანი, ანდა „მენფოთებანი“. განუზღვრელო- 

ბის სირთულის, მრავალმიხეზიანობის ელემენტი, რომელიც თან ა:- 

ლავს “შმემთხვევით მოვლენებს, მოითხოვს სპეციალური მეთოდების 

შექმნას ამ მოვლენების შესასწავლად. სწორედ ასეთი მეთოდები მუშა- 
ვდება ალბათობათა თეორიამი. მის საკანს წარმოადგენს სპეციფიკური 

კანონზომიერებანი, შენიშნულაი შემთხვევით მოვლენებში მათზე დაკ- 
ვირვებებისს დროს. 

პრაქტიკა გვიჩვენებს, რომ ვაკვიოდებით რ»ა ერთობლივად შემთხ"- 

C



ეევით. მოვლენათა მასებს ჩვეულებრივ მათში გამოვავლენთ გარ- 

კვეულ კანონზომიერებებს თავისებურ მდგრადოუბებს, დამახასიათე– 

ბელს სწორედ მასიურ შემთხვევითი მოვლენებისათვის. მაგალითად, თუ 
კი მრავალჯერ ავისვრით მონეტას, ღერბის გამოჩენის სიხშირე (ღერბის 

გამოჩენის რიცხვის ფარდობა ასროლათა საერთო რიცხვთან) თანდათან 

სტაბილური გახდება, მიუახლოვდება სრულიად გარკვეულ რიცხვს –– 

–M „სიხშირის სიმყარის,” ასეთივე თვისება მჟღავნდება ნებისმიერი 

სხვა ცდეს მრავალგზისი განმეორებისას, რომლის შედეგი წარმოგვიდ- 

გება წინასწარ განუსახღვრელად. შემთხვევითად. ასე, გასროლათა რიც- 

ხვის გადიდებისას მოხვედრათა სიხშირე, რომელეღაც სამიზნეზე სტა- 

ბილირდება, უახლოვდება, რომელიღაც მუდმივ რიცხვს. განვიხილოთ 

მეორე მაგალითი. ჭურჭელში მოთავსებულია გახის რომელიღაც მო- 

ცულობა, რომელიც შედგება მოლეკულათა მეტად დიდი რიცხვისაგან. 

თითოეული „მოლეკულა წამში განიცდის სხვა მოლეკულებთან "მრავალ 

შეჯახებას, იცვლის სიჩქარეს და მოძრაობის მიმართულებას. თითოეული 

ცალკეული მოლეკულის ტრაექტორია შემთხვევითია. ცნობილია, რომ 

გაზის წნევა ჭურჭლის კედელზე განპირობებულია კედლებზე მოლეკუ- 
ლათა დარტყმების ერთობლიობით, თითქოს და თითოეული ცალკეული 

მოლეკულის ტრაექტორია შემთხვევითია, მაშინ წნევა ჭურჭლის კედელ– 

ზე უნდა იცვლებოდეს შემთხვევითი და გაუკონტროლებელი სახით; 

მაგრამ ეს ასე არ არის. ·თუ კი ზოლეკულათა რიცხვი საკმარისად დიდია 

მაშინ გახის წნევა პრაქტიკულად არ არის დამოკიდებული ცალკეულ 

მოლეკულათა ტრაექტორიაზე. და ემორჩილება სრულიად განსაზღვ– 

რულ და მეტად მარტიე კანონზომიერებას. შემთხვევითი. განსაკუთრე- 

ბულობანი დამახასიათებელნი ცალკეული მოლეკულის მოძრაობისათვის 

მასამი ურთივრთ კომპენსაციას ახდენენ; მიუხედავად ცალკეული შემ- 

თხვევითი მოვლენის სირთულისა და დახლართულობისა, შედეგში ვღე- 

ბულობთ მარტივ კანონზომიერებას, რომელიც სამართლიანია შემთხ- 

ვევით მოვლენათა მასისათვის. აღვნიშნავთ, რომ შემთხვევით მოვლენათა 

სახელდობრ მასიურობა უზრუნველყოფს ამ კანონზომიერებათა შესრუ- 

ლებას: მოლეკულათა შეზღუდული რხცხვისას თავს იჩენს კანონზო- 

მიერებიდან შემთხვეეითი გადახრები, ე. წ. ფლუქტუაციები. 

განვიხი ლოთ კიდევ ერთი მაგალეთი: რომელიღაც სამიზნეზე ერთემეო - 

რის მიყოლებით წარმოებს სროლათა რიგი; წარმოებს სამიზნეზე მოხვედ- 

რის წერტილების განაწილებაზე დაკვირვებაც. გასროლათა შეზღუდული 

რიცხვისას მოხვედრა სამიზნეზე ნაწილდება სრულიად უწესრიგოდ, რო- 

მელიმე ხილული კანონზომიერების გარეშე. გასროლათა რიცხვის გა- 

ღიდებასთან ერთად მოზვედრის წერტილებს შორის იქმნება რომელიღაც 
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კანონზომიერება; ეს კანონზომიერება მით უფრო მკაფიოდ გამომჟ- 

ღავხდება რაც მეტი გასროლათა რიცხვი იქნება წარმოებული. 
მოხვედრის წერტილების განლაგება აღმოჩნდება მიახლოებით სიმეტ- 

რიული რომელიღაც ცენტრალური წერტილის მიმართ: ნახვრეტთა 

ჯგუფს ცენტრალურ ნაწილმი განლაგებულნი არიან მჭიდროდ, 
ვიდრე კიდურებზეა; ამ დროს ნახვრეტთა სიხმირე იკლებს სრულიად 

განსახღვრული კანონით (ე. წ. „ნორმალური კანონი, ანდა „გაუსის 

კანონი“, რომელსაც მოცემულ კურსში დიდი ყურადღება მიექ:ციევა). 

მსგავსი სპეციფიკური ე. წ. „სტატისტიკური“ კანონხომიერეძანი 

შეინიშნება ყოველთვის, როცა საქმე გვაქვს ერთგვაროვან. შემთხვევით 

მოვლენათას სიმრავლესთა. კანონზომიერებანი, რომლებიც გამოვ- 

ლინდებიან ამ მასაში აღმოჩნდებიან პრაქტიკულად დამოუკიდებელნი 

მასაში შემავალი ცალკეული შემთხვევითი მოვლენების ინდივიეუალური 

თავისებურებებისაგან. ეს ცალკეული. თავისებურებანი მასაში: თ-თ- 

ქოს და ურთიერთქრებიან, ნიველირდებიან და შემთხვევით მოვლეხა- 

თა მასის სამუალო შედეგი აღმოჩნდება პრაქტიკულად უკვე არა შემთ- 

ხვევითი. სახელდობრ მასიურ შემთხვევით მოვლენათა ეს ცდით მრავალ- 

გხის დანოწმებული მდგრადობა გამოიყენება ალბათობრივ (სტატეს- 

ტიკურ) მეთოდებით კვლევების ბახად. ალბათობათა თეორიის მეთო- 

დები თავისი ბუნებით მიმარჯვებულია მხოლოდ მასიურ შემთხვე- 

ვით მოვლენათა კვლევისათვის ისინი არ იძლევიან შესაძლებლობას 

ვიწინასწაომეტყველოთ ცალკეულ შემთხვევით მოვლენათა შედეგი, მაგ- 
რამ შესაძლებლობას იძლევიან ვიწინასწარმეტყველოთ საშუალო ჯამური 

შედეგი ერთგვაროვან შემთხვევით მოვლენათა მასისა, ვიწინასწარმეტყ- 
ველოთ საშუალო შედეგი ანალოგიურ ცდათა მასისა, რომელთა ყოველი 

მათგანის კონკრეტული მედეგი რჯება ვჯანუსახღვრელი, შემთხვევითი. 

რამდენადაც ერთგვაროვანი შემთხვევითი მოვლენების მეტი რაოღდე- 

ნობა მონაწილეობს ამოცანაში, მით უფრო განსახღვრულად და მკა- 

ფიოდ ვლინდება მათთვის დამახასიათებელი სპეციფიკური კანონები, 

მით უფრო დიდი დამაჯერებლობით და სიხუსტით შესაძლოა განვახორ- 

ციელოთ მეცნიერული პროგნოზი. 

ყველა “თემთხვევაში, როცა გამოიყენება კვლევის ალბათობითი მე- 

თოდები, მათი მიზხანი არის ის, რომ გვერღი ავუაროთ ძლიერ რთულ 

(და ხშირად პრაქტიკულად შეუძლებელ) ცალკეულ მოელენათა “შეს- 
წავლას, რომლებიც განპირობებულია ფაქტორთა მეტად დიდი რიცხვით. 
მივმართოთ უშუალოდ კანონებს რომლებიც მართავენ შემთხვევით მოვ- 

ლენათა მასებს. ამ კანონების შესწავლა საშუალებას იძლევა განხოC- 

ციელდეს არამარტო მეცნიერული პროგნოზი შემთხვევით მოვლენათა 

თავისებურ დარგში, არამედ გავაკონტროლოთ ისინი, შევხლუდოთ შემ- 

ხვევითობის მოქმედების სთერო, მათი გავლენა პრაქტიკახე. 
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ალაათობითი ანდა სტატისტიკური მეთოდი მეცნიერებაში არ უპი- 

რისპირდება კლასიკურ, ჩვეულებრივ ზუსტ მეცნიერებათა მეთოდს, 

არამედ მისი დამატებაა რომელიც საშუალებას იძლევა ღრმად გა– 

ანალიხებულ იქნას მოვლენა, მისთვის დამახასიათებელი შემთხვე– 
ვითობის ელემენტების გათვალისწინებით. 

საბუნებისმეტყველო და ტექნიკურ მეცნიერებათა განვითარების თა- 

ნამედროვე ეტაპისათვის დამახასიათებელია მეტად ფართო და ნაყოფიე- 

რი გამოყენება სტატისტიკური მეთოდებისა ცოდნის ყველა დარგში. ეს 

სრულიად ბუნებოივია, ვინაიდან მოვლენათა ნებისმიერი წრის ღრმად 

ზესწავლისას გარდუვალად დგება ეტაპი, როცა საჭირო ხდება არამარ- 
ტო ძირითად კანონზომიერებათა გამოვლენა, არამედ მათგან შესაძლო 

გადახრათა ანალიზიც. ზოგიერთ მეცნიერებაში საგნის სპეციფიკისა 

და ისტორიულ პირობათა მიხედვით სტატისტიკურ მეთოდთა დანერგეა 

შეინიშნება ადრე, სხვებში –- მოგვიანებით. ამჟამად არ არის თითქმის 

არცერთი საბუნებისმეტყველო მეცნიერება, რომელშიდაც ასე თუ ისე 

არ გამოიყენებოდეს ალბათობითი მეთოდები. თანამედროვე ფიზიკის' 

მთელი განყოფილებები (კერძოდ ბირთვული ფიხიკა) ემყარება ალბა- 

თობათა თეორიის მეთოდებს, სულ უფრო ფართოდ და ფართოდ გამოი- 

ყენება ალბათობითი მეთოდები თანამედროვე ელექტროტექნიკაში და 

რადიოტექნიკაში მეტეოროლოგიაში. და ასტრონომიაში, ავტომა- 

ტური რეგულირების თეორიაში და მანქანურ მათემატიკაში. 

ფართოდ გამოიყენება ალბათობათა თეორია სამხედრო ტექნიკის 

სხვადასხვა დარგში: სროლისა და ყუმბარების ტყორცნის თეორიასა, 

საბრძოლო მასალების მარაგის თეორიასა, დამიხნებისა და ცეცხლის სა- 

მართავ ხელსაწყოთა თეორიასა, აერონავიგაციასა, ტაქტიკასა და სამხედ– 

რო მეცნიერების მრავალ დარგში, რომლებიც ფართოდ სარგებლობენ 

ალბათობათა თეორიის მეთოდებით და მისი მათემატიკური აპარატით. 

ალბათობათა თეორიის მათემატიკური კანონები რეალური სტატის- 

ტიკური კანონების ანარეკლია, რომლებიც “ობიექტურად არსებობენ 

ბუნების მასიურ რმემთხვევით მოვლენებში. ამ მოვლენათა შესასწავლად 

ალბათობათა თეორია იყენებს მათემატიკურ მეთოდს და თავისი მეთო- 
დღით წარმოადგენს მათემატიკის ერთ-ერთ დარგს, ლოგიკურად «სევე 

ზუსტი და მკაცრია, როგორც სხვა მათემატიკური მეცნიერებანი. 

1.9, მოკლე ისტორიული ცნობები 

ალბათობათა თეორია სხვა მათემატიკურ მეცნიერებათა მსგავსად 

პრაქტიკის მოთხოვნილებებით წარმოიშვა. 

ამოცანათა სისტემატური კვლევის დასაწყისი რომლებიც მიეკუთვ- 

ნება მასიურ შემთხვევით მოვლენებს, და წარმოშობა შესაბამისი მათე- 
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მატიკური აპარატისა მიეკუთვნება მე-17 საუკუნეს. მე-17 საუკუნის 

დასაწყისმი სახელგანთქმული ფიხიკოსე გალილეი უკვე შეეცადა 

მეცნიერული კვლევებისათვის დაექვემდებარებენა, ფიზიკურ გაზომ- 

ეათთ შეცდომები განიხილავდა რა მათ, როგორც შემთხვევითს ღა 

აფასებდა რა მათ ალბათობებს. ამავე ღროს მიეკუთვნება დაზღვევის 

ზოგადი თეორიის შექმნის პირველი ცდა, რომელიც დაფუძნებული 

იყრ ისეთ მასიურ შემთხვევით კანონზომიერებაზე, როგორიცაა დაავა– 

დებულობა, სიკვდილიანობა, უბედურ შემთხვევათა სტატისტიკა და 

ა. შ. შემთხვევით მოვლენათა ანალიხისათვის სპეციალურად მომაოჯვე- 

ბული მათემატიკური აპარატის შექმნის აუცილებლობა გამომდინარეობ- 

და აგრეთვე მეცნიერებათა ყველა დარგმი მასალათა გადამუშავების 

აუცილებლობიდან, მაგრამ ალბათობათა თეორია, როგორც მათემატი- 
კური მეცნიერება ჩამოყალიბდა ძირითადად არა ზემოთ აღნიშნულ პრაქ- 

ტიკული ამოცანების მასალებზე: ეს ამოცანები მეტად რთულია; მათმი 

კანონები, რომლებიც მართავენ შემთხვევით მოვლენებს, არა საკმაოჯ 

ნათელია და დაჩრდილულია მრავალი გამართულებელი ფაქტორებით. 
აუცილებელი იყო თავიდან შემთხვევით მოვლენათა კანონზომიეოება- 

თა შესწავლა უფრო მარტივი მასალის საშუალებით. ასეთ მასალაღ ის- 
ტორიულად აღმოჩნდა ე. წ. „ახაოტული თამაშები“. ეს თამაშები უხ- 

სოვარ დროიდან იქმნებოდა თაობათა მთელ რიგში, სახელლობრ ისე, 

რომ მათში ცდის შედეგი ღამოუკიდებელი იყო ცდის პირობებისაგან 

ღა წმინდად შემთხვევითი იყო. თვით სიტყვა „აზარტ“ (ფრანგული „L8 

ჩგ256-4-) აღნიშნავს „შემთხვევას“. აზარტულ თამაშთა სქემები შემთხ- 
ვევით მოვლენათა განსაკუთრებული სიმარტივისა ღა სიცხადის მო- 

დელებია, რომლებიც საშუალებას იძლევა ყველაზე მკაფიო ფორმით 

დავაკვირდეთ ამ მოვლენებს და შევისწავლოთ მათი შმართველი სპეცი- 

ფიკური კანონები, ხოლო შესაძლებლობა იმისა, რომ ერთი და იგივე 

ცდა განმეორებული იქნას რაგინდ მრავალჯერ –– უზრუნველყოფს ამ 

კანონების ექსპერიმენტულ შემოწმებას, ნამდვილ მასიურობის პირო- 

ბებში. დღემდე მაგალითები ახარტული თამაშებიდან და მათი ანალო- 

გიური ამოცანები „ურნების სქემით” ფართოდ გამოიყენება ალბა- 

თობათა თეორიის შესასწავლად, როგორც შემთხვევით მოვლენათა გა- 

მარტიეებული მოდელები, რომლებიც ყველაზე მარტივი და თვალსაჩი- 

ნო სახით იძლევიან ალბათობათა თეორიის კანონებისა და წესების ილუს- 

ტრაციას. 

თანამედროვე ახრით ალბათობათა თეორიის წარმოშობა მე-17 სა- 

“უკუნის მეორე ნახევრს მიეკუთვნება და დაკავშირებულია პასკა- 

ლის (1623 -- 1662) და ჰიუგენსის (1629 ––- 1695) გამოკვლევებთან 

ახარტულ თამაშთა თეორიაში. ' ამ ნამუშევრებმი თანდათან ყალიბ- 

"დებოდა ისეთი მნიშენელოვანი ცნებები, როგორიცაა ალბათობა და მ> 
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თემატიკური ლოდინი: დადგენილი იქნა მათი ძირითადი თვისებები და 

გამოთვლის ხერხები, ალბათობრივმა მეთოდებმა უშუალო პრაქტიკული 
გამოყენება ჰპოვეს უწინარეს ყოვლისა დახღვევის ამოცანებში. უკვე 

27 საუკუნის ბოლოდან დაზღვევათა წარმოება დაიწყო მეცნიერულ 

მათემატიკუო საფუძვლებხე. | ამის შემდეგ ალბათობათა თეორია სულ 

უფრო და უფრო მეტად გამოიყენება სხვადასხვა დარგში.. 

დიდი ნაბიჯი ალბათობათა თეორიის განვითარებში დაკავშირებუ- 

ლია იაკობ ბერნულის (1654--170") ფ“რომებთან. მას ეკუთვნის პირ- 

ველი დამტკიცება ალბათობათა თეორიის ერთ-ერთი ისეთი უმნიშვნელო– 

ვანესი დებულებისა, როგორიცაა დიდ რიცხვთა კანონი. 

ჯერ კიდევ იაკობ ბერნულიმდე" ბევრნი აღნიშნავდნენ, როგორც ემ– 

პირიულ ფაქტს, რომელსაც შეიძლება „ცდათა დიდი რიცხვისას სიხ- 

შირეთა მდგრადობის, თვისება“ ვუწოდოთ. არაერთხელ იყო აღნიშნული 

რომ ცდათა დიდი რიცხვისას რომელთაგან თითოეულის შედეგი წარ–- 

მოადგენს შემთხვევითს, თითოეული მოცემული შედეგის გამოჩენის 

ფარდობით სიხშირეს აქვს ტენდენცია სტაბილობისაკენ, უახლოვდება 

რა რომელიღაც განსახღვრულ რიცხვს – ამ შედეგის ალბათობას. მაგა- 

ლითად თუ მრავალჯერ ავისვრით მონეტას, ღერბების გამოჩენის ფარ– 

დობითი სიხშირე მიუახლოვდება 2-ს, კამათლის მრავალჯერ გაგორები–- 
ს 

სას ხუთ ქულიანი წახნაგის გამოჩენის სიხშირე უახლოვდება –ს და 

ა. შ. იაკობ ბერნულის თეორემა- დიდ რიცხვთა კანონის უმარტივესი 

ფორმა – ამყარებს კავშირს ხდომილობის ალბათობასა და მისი გა- 

მოჩენის სიხშირეს შორის. ცდათა საკმაოდ დიდი რიცხვისას “შესაძლებე- 

ლია პრაქტიკული უტყუარობით მოველოდოთ ალბათობასთან სიხ- 
შირის ახლო დამთხვევას. 

მეორე მნიშვნელოვანი ეტაპი ალბათობათა თეორიის განვითარები–- 

სა დაკავშირებულია მოავრის (1667--1754) სახელთან. ამ მეცნიერმა 

განსახილველად პირველად შემოიტანა და უმარტივეს შემთხვევისათვის 

დაასაბუთა თავისებური კანონი. ე. წ. ნორმალური კანონი (სხვაგვარად 

გაუსის კანონი) ნორმალური კანონი, როგორც ამას ქვემოთ დავინა–- 

ხავთ, მნიშვნელოვანია შემთხვევით მოვლენებში. თეორემები, რომლე- 

ბიც ამ კანონს დააფუძნებენ ამა თუ იმ პირობებისათვის ალბათობათა 

თეორიაში ატარებენ საერთო სახელწოდებას – ,,ცენტრალური ზღვრული 

თეორემა“. 

ალბათობათა თეორიის განვითარებაში თვალსაჩინო როლი მიე– 

კუთვნება ცნობილ მათემატიკოსს ლაპლასს (1749-–-1827), მან პირველმა 

ჩამოაყალიბა მწყობრად და სისტემატიკურად ალბათობათა თეორიის 

14



საფუძვლები. დაამტკიცა ცენტრალური ზღვრული თეორემის (მოავრ- 

ლაპლასის თეორემა) ერთ-ერთი ფორმა და განავითარა ალბათობათა 

თეორიის გამოყენება პრაქტიკის საკითხებში, როგორიცა. დაკვირ- 

ვებათა და განახომთა შეცდომების ანალიხი მნიშვნელოვანი ნა- 
ბილი ალბათობათა თეორიის განვითარებამი დაკავშირებულია გაუ- 

სის (1777--1855) სახელთან, რომელმაც კიდევ უფრო ზოგადად დაასა– 

ბუთა ნორმალური კანონი და დაამუშავა ექსპერიმენტულ მონაცემთა 

დამუშავების მეთოდი, რომელიც ცნობილია „უმცირეს კვადრატთა მე- 

თოდი“-ს სახელით. 

ასევე უნდა აღინიმნოს პუასონის (1781--1840) ნაშრომები, რო- 

მელმაც დაამტკიცა დიდ რიცხვთა კანონის უფრო ზოგადი ფორმა 

ვიდრე იაკობ ბერნულიმ და პირველმა გამოიყენა ალბათობათა თეორია 

სროლის ამოცანებში. -. 

პუასონის სახელთან დაკავშირებულია განაწილების ერთ-ერთი კა- 

ნონთაგანი, რომელიც მნიშვნელოვანია ალბათობათა თეორიის გამო- 
ყენებისას. 

მე-18 და მე-19 საუკუნის დასაწყისისათვის დამახასიათებელია ალბა- 

თობათა თეორიის მძაფრი განვითარება და საყოველთაო გატაცე- 

ბა. ალბათობათა თეორია „მოდური“ მეცნიერება გახდა, მის გამო- 

ყენებას იწყებენ არა მარტო იქ სადაც ეს კანონზომიერია, არამედ იქ, 

სადაც იგი არაფრით არ არის გამართლებული. ამ პერიოდისათვის ღამა– 

ხასიათებელია მრავალრიცხოვანი ცდები ალბათობათა თეორიის გამო– 

ყენებისა საზოგადოებრივი მოვლენების შესასწავლად ე. წ „მორალურ“ 

ანდა „ზნეობით“ მეცნიერებებში. მრავალი შრომა შეიქმნა რომლებიც 

მიძღვნილი იყო სასამართლო წარმოების, ისტორიის, პოლიტიკის, ღვთის 

მეტყველებისადმისაც კი, რომლებშიც ალბათობათა თეორიის აპარატი 

იყო გამოყენებული. ყველა ამ ფსევდომეცნიერულ გამოკვლევებინათ- 
ვის მათმი განსახილავ საზოგადოებრივი მოვლენებისადმი მეტად გა- 

მარტივებული მექანიკური მიდგომაა დამახასიათებელი; მსჯელობის 

საფუძვლად დაიშვება რომელიმე ნებისმიერი მოცემული ალბათობე- 

ბიდან (მაგალითად სასამართლო წარმოების საკითხების განხილვის 

დროს მიდრეკილება ყველა ადამიანისა სიმართლისაკენ ან სიცრუისაკენ 

ფასდება, რომელიმე მუდმივი, ყველა ადამიანისათვის ერთგვარი ალბა– 

თობით) და შემდეგ საზოგადოებრივი პრობლემა წყდება როგორც მარ- 

ტივი არითმეტიკული ამოცანა ბუენებრივია, რომ' ყველა მსგავსი ცდა 

განწირული იყო წარუმატებლობისათვის და არ შეეძლოთ ეთამაშნათ და– 

დებითი როლი მეცნიერების განვითარებაში. პირიქით, მის არაპირდა- 

პირ შმედეგად აღმოჩნდა, ის რომ მაგალითად მე-19 საუკუნის 20-ან-–- 

30-ან წლებში დასავლეთ ევროპაში ალბათობათა თეორიით საყოველთაო 

გატაცება შეიცვალა იმედგაცრუებით და სკეპტიციხმით ალბათობათა 
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თეორიას უყურებდნენ, როგორც მეორე ხარისხოვან საეჭეო მეცნიერე- 

ბას, თავისებურ მათემატიკურ გატაცებას, რომელიც ღიოსი არ არის. 

სერიოზული შესწავლისა. აღსანიშნავია, რომ სწო“ედ ამ დროს რუსეთში 

იქმნება პეტერბურგის ის ცნობილი მათემატიკური სკოლა, რომლის 

ფტრომების მეშვეობით ალბათობათა თეორია დაყენებული იქნა მტკიცე 

ლოგიკურ და მათემატიკუო საფუძველზე და იგი შემეცნების საიმედო, 

ზუსტ და ეფექტურ მეთოდად იქნა გადაქცეული. ამ "სკოლის წარმო- 

შობის დროიდან ალბათობათა თეორიის განვითარება · უკვე რუს და 

შემდგომ საბჭოთა მეცნიერების შრომებთან მჭიდროდაა .დაკავმ ირე- 

ბული. 

პეტერბურგის მათემატიკური სკოლის მეცნიერებს შორის დასახე- 

ლებული უნდა იქნას კ. ი. ბუნიაკოვსკი (1804---1889), –– რუსულ ენა- 

ზე ალბათობათა თეორიის პირველი სახელმძღვანელოს ავტორი, ალ- 

ბათობათა თეორიამი თანამედოოვე რუსული ერმინოლოგიის შემქმ- 

ნელი, სტატისტიკისა და დემოგრაფიის დარგში ორიგინალური კვლევების 

ავტორი. 

ვ. ი. ბუნიაკოვსკის მოწაფე იყო დიდი რუსი მათემატიკოსი პ. ლ. ჩე- 

ბიშევი (1821 –- 1894). პ. ლ. ჩებიშევს ვრცელ და მრავალნაირ მა– 

თემატიკურ შრომებს შორის თვალსაჩინო ადგილი უჭირავს მის ნამრო– 

მებს ალბათობათა თეორიაში. პ. ლ. ჩებიშევს მიეკუთვნება დიდ რიცხვ- 

თა კანონის შემდგომი გაფართოება და განხოგადოება. გარდა ამისა 

პ. ლ. ჩებიშევმა ალბათობათა თეორიაში ფრიად მძლავრი და ნაყოფიე– 

რი მომენტთა მეთოდი შემოიტანა. 

პ. ლ. ჩებიშევის მოწაფე იყო ა. ა. მარკოვი (1856-–-1922), რომელ– 

მაც დიდი აღმოჩენებით და თეორემებით გაამდიდრა ალბათობათა თე- 

ორია. ა. ა. მარკოვმა არსებითად გააფართოვა დიდ რიცხვთა კანონის და 

ცენტრალური ზღერული თეორემების გამოყენების არე, გაავრცელა ისი- 

ნი არა მარტო დამოუკიდებელ, არამედ დამოკიდებულ ცდებზე. ა. ა. მარ- 

კოვის უმნიშვნელოვანესი დამსახურებაა, ის რომ მან საფუძველი 

ჩაუყარა ალბათობათა თეორიის სრულიად ახალ მიმართულებას – შემთხ- 

ვევითი ანუ „სტოქასტიკურ“ პროცესების თეორიას. ამ თეორიის გან- 

ვითარება უახლესი თანამედროვე ალბათობათა თეორიის ძირითად. ში- 

ნაარსს "შეადგენს. 

პ,შლ. ჩებიშევის მოწაფე იყო აგრეთეე ა. მ. ლიაპუნოვი (1857––1918), 

რომლის სახელთან დაკავშირებულია ცენტრალური ·'ზღვრული თეორე- 

მის პირველი დამტკიცება ზოგად პირობებში. თავისი თეორემის დასამ– 

ტკიცებლად ა. მ. ლიაპუნოვმა დაამუშავა მახასიათებელ ფუნქციათა სპე– 

ციალური მეთოდი, რომელიც ფართოდ გამოიყენება თანამედროვე ალ– 

ბათობათა თეორიაში. 
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პეტერბურგის მათემატიკური სკოლის შრომებით ალბათობათა თეო- 

რია წამოწეულ იქნა წინა პლანხე და დაყენებულ იქნა ზუსტ მათემატიკურ 
მეცნიერებათა რიგებში. მისი გამოყენების პირობები მკაცრად იყო 

განსო_ხხღვრული, ხოლო თვით მეთოდები სრულყოფის მაღალ საფე- 

ხურზე იქნა აყვანილი. პეტერბურგის მათემატიკური სკოლის დამა- 
ხასიათებელი თვისება იყო ამოცანათა მკსფიოღ დაყენება გამოყენებუ- 

ლი მეთოდების სრული მათემატიკური სიმკაცრე ღა მასთან ერთად თე– 
ორიის მჭიდრო კავშირი პრაქტიკი უშუალო მოთხოვნებთან. 

ალბათობათა თეორიის თანამედრივე განეითარება ხასიათდება 

მისი საყოველთაო ინტერესის აღმავლობით და პრაქტიკული გამოყე- 

ნების არის მკვეთრად გაფართოებით. უკანასკნელ ათწლეღმი ალბათო- 

ბათა თეორია გაღაიქცა ერთ-ერთ ძალზე სწრაფად განვითარებად მეც- 
ნიერებაღ, რომელიც მჭიდროდაა დაკავშირებული პრაქტიკისა და ტექ- 

ნიკის მოთხოვნილებებთან ალბათობათა თეორიის საბჭოთა სკოლას, 

მიიღო რა მემკვიდრეობად პეტერბურგის მათემატიკური სკოლის ტრ» 

დიციები, მსოფლიო მეცნიერებაში» წამყეანი ადგილი უკავია. აქ ღავა- 

სახელებთ მხოლოდ ზოგიერთ უდიდეს საბჭოთა მეცნიერს, რომელთა 

შრომები თანამედროვე ალბათობათა თეორიის პრაქტიკულ გამოყენე- 
ბათა განვითარებაში მნიძვნელოვანია. 

ს. ნ. ბერნმტეინმა დაამუშავა ალბათობათა თეორიის პირველი დას- 
რულებული აქსიომატიკა და აგრეთვე არსებითად ,ააფართოვა ზღვრული 
თეორემათა გამოყენების არე. 

ა. ი. ხენჩინი (1894--1959) ცნობელია თავისი გამოკვლევებით დი(9 

რიცხვთა კანონის შემდგომი განხოგადებისა და გაძლიერების სფეროში, 

მაგრამ უმთავრესად კი თავისი გამოკვლევებით ე. წ სტაციონარულ 
შეძთხვევითი პროცესების დაოგშზი. 

ალბათობათა თეორიის და. მათემატიკური სტატისტიკის სხვადასხვა 

დარგმი მთელი რიგი უმნიშვნელოვანესი ფუძემდებლური შრომები 

ეკუთვნის ა. ნ. კოლმოგოროვს. მან მოგვცა ალბათობათა თეორიის ყვე– 

ლაზე სრულყოფილი აქსიომატიკური აგება, დაუკავშირა რა იგი თანა- 

მედროვე მათემატიკის ერთ-ერთ უმნიშვნელოვანეს განყოფილებას -- 

ფუნქციათა მეტრიკულ თეორიას. განსაკკუთრებული მნიმვნელობა აქვთ 

ა. ნ. კოლმოგოროვი შრომებს "შემთხვევით ფუნქციათა თეორიის 

(სტოქასტიკური პროცესები) დარგმი„ რომლებიც ამჟამად მოცემულ 

დარგში ყველა გამოკველევების საფუძველია. ა. ნ. კოლმოგოროვის შრო–- 

მები. ეფექტურობის შეფასების შესახებ, საფუძვლად დაედო მთელ ახალ 

მეცნიერულ მიმართულებას სროლის თეორიამი, რომელიც შემდგომ 

გადაიხარდა უფრო ფართო მეცნიერებაში საბრძოლო მოქმედებათა 
ეფექტურობის შესახებ. 

ვ. ი. რომანოვსკი (1879--1954) და ნ. ვ. სმირნოვი ცნობილნი არიან 
თავიანთი შრომებით მათემატიკური სტატესტიკის დარგში, ე. ე. სლუც- 
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კი (1880--1948) შემთხვევით პროცესების თეორიაში, ბ. ვ. გნედენკო- 
მასი-ური მომსახურეობის თეორიის დარგში, ე. ბ. დინკინი-მარკოვის 

შემთხვევით პროცესების დაოგში, ვ. ს. პუგაჩოვი- შემთხვევითი პროცე- 

სების ავტომატური მაოთვის ამოცანების გამოყენების დარგში. 

საზღვარგარეთ ალბათობათა თეორიის განვითარება ამჟამად აგრეთ- 
ვე გაძლიერებული ტემპებით არის პრაქტიკასთან დაკავმირებული. 
მეტად საყურადღებოა საკითხები, რომლებიც მიეკუთვნება შემთხვე- 

ვით პროცესებს. მნიშვნელოვანი შრომები ამ სფეროში მიეკუთვნებიან 

ნ. ვინერს, ვ. ფელერს. დ. დუბს, ხოლო ალბათობათა თეორიაში და 

მათემატიკუო სტატისტიკაში მიეკუთვნება რ. ფიშერს, დ. ნეიმანს და 

გ: კრამერს. 

უკანასკნელი წლების განმავლობამი ჩვენ მოწმენი ვართ გამო- 

ყენებითი ალბათობათა თეორიის ახალი და თავისებური მეთოდების 

ჩასახვის, რომელთა წარმოქმნა საკვლევი ტექნიკური პრობლემების 
სპეციფიკასთანაა დაკავშირებული. 

კერძოდ, საუბარია ისეთ ახალ დისციპლინებზე, როგორიცაა „ინფორ– 

მაციის თეორია“ და „მასიურ მომსახურების თეორია". უშუალო პრაქ- 

ტიკული მოთხოვნილებების საფუძველხე წარმოშობილი ალბათობათა 

თეორიის ეს განყოფილებები ზოგადი თეორიული მნიშვნელობისაა, 
ხოლო მათი გამოყენების არე სწრაფად იზოდება. 

II თავი 

ალგათობათა თეორიის ძირითადი ცნებები 

9.1. ხდომილობა. სდომილობათა ალბათობა 

ყოველი მეცნიერება რომელიც ავითარებს მოვლენათა რომელიმე 

წრის ზოგად თეორიას, შეიცავს მთელ რიგ ძირითად ცნებებს, რომელსაც 
იკი ემყარება. ასეთებია მაგალითად, გეომეტრიაში წერტილის, წრფის 

წოის ცნებები; მექანიკამი--ძალის, სიჩქარის, აჩქარების და სხვა ცნებე– 

ბი. ბუნებრივია, რომ ყველა ცნების განსახღვრა არ შეიძლება ზუსტად, 

რადგან განვსახღვროთ ცნება –– ეს ნიშნავს შევცვალოთ იგი მეორით, 

უფრო ცნობილით ცხადია ცნებათა სხვა ცნებით განსახღვრის 

პროცესი სადღაც უნდა დამთავრდეს პირველად ცნებამდე დასვლით, 

რომელზედაც დაიყვანება დანარჩენები და რომლებიც მკაცრად არ გა- 
ნისახღვრებიან, არამედ განიმარტებიან. ასეთი ძირითადი ცნებები ალბა- 
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თობათა თეორიაშიც არსებობენ. შემოვიტანოთ ერთ-ერთი პირველთა- 
განი ხდომილობის ცნება. 

„ხდომილობის“ ქვემ ალბათობათა თეორიამი იგულისწმებ. ყო- 
ველი ფაქტი, რომელიც ცდის შედეგაღ შეიძლება მოხდეს ან არ მოხდეს. 

მოვიყვანოთ ხდომილობათა რამდენიმე მაგალითი: 

4 –“– მონეტის ასროლისას ღერბის გამოჩენა; 

8 --– მონეტის სამჯერ ასროლისას სამჯერ ღერბის გამოჩენა; C – 
გასროლისას მიზანში მოხვედოება; 

ს –- ტუხის გამოჩენა დასტიდან ქაღალდის ამოღებისას; 
6 –– ობიექტის გამოვლინება რადიოლოკაციური სადგურით მი- 

მოხილვის ერთ-ერთი ციკლისას: 

# –– საქსოვი დახგის მუშაობისას ძაფის გაწყვეტათა რიცხვი ერთ 

საათში. 

განვიხილავთ რა ზემოთ ჩამოთვლილ. ხდომილობებს, ჩვენ ვხეღაეთ, 
რომ თითოეუცლ მათგანს გააჩნია შესაძლებლობის რაღაც ხარისხი: ერთს-– 
მეტი სხვებს ––- ნაკლები, თანაც ზოგიერთი ამ ხდომილობათაგან მაშინვე 
შეგვიძლია გადავწყვიტოთ, რომელი მეტაღ, ხოლო რომელი ნაკლებადაა 
შესაძლებელი. მაგალითად, მაშინვე ჩანს, რომ 4 ხდომილობა უფრო შე- 
საძლებელია ვიდრე /8 ღა 1). C, ჩ და / ხღომილობის მიმართ ანალო– 

გიური დასკვნები არ შეიძლება სწრაფად გავაკეთოთ. ამისათვის საჭი- 

რო იქნებოდა ცდის პირობების რამღენაღმე დაზუსტება. ასე თუ ისე ფხა- 

დია, რომ თითოეულ ასეთ ხდომილობათაგანს გააჩნია ამა თუ იმ ხარისხის 
შესაძლებლობანი. რაოდენობრივად რომ შევადაროთ ისინი ერთიმეო- 

რეს მათი შესაძლებლობის ხარისხის მიზეღვით, ცხადია საჭიროა თითოვულ 

ხდომილობას დავუკავშიროთ გარკვეელი რი ცხვი, რომელიც მით 

მეტია, რაც მეტია ხდომილობის შესაძლებლობა. ასეთ რიცხვს დავარქმევთ 
ხდომილობის ალბათობას. 

ამგვარად, განსახილველად შემოვიტანეთ ალბათობათა თეორიის 

მეორე ძარითადღი ცნება –ხდომილობის ალბათობის ცნება. ხდომილობის 

ალბათობა არის ოიცხვითი ზომა ამ ხდონილობის ობიექტური შესაძლე- 

ბლობის ხარისხისა. 

შევნიშნოთ, რომ უკვე თვით ხდომილობის ალბათობის ცნება შემო- 
გვაქვს გარკვეული პუააქტიკული თვალსახრისით. 

ცდის საფუძველზე უფრო მეტი ალბათობის მქონე: ჩავთვლით სახელ– 

დობრ, იმ ხდომილობებს, რომლებიც ხდება უფრო ხშირად; ნაკლები ალ- 
ბათობის მქონედ-––იმ ხდომილობებს, რომლებიც ხდება უფრო იშვიათად: 
ამდაგვარად ხდომილობის ალბათობის ცნება თავის საფუძველშივე და– 
კავმირებულია ცდისეულ ხდომილობის სიხშირის პრაქტიკულ ცნებას- 
თან ვადარებთ რა ერთიმეორეს, სხვადასხ ა ხდომილობებს. მათი 
შესაძლებლობის ხარისხის მიხედვით, უნდა დავადგინოთ გაზომვის 
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რომელიღაც ერთეული. ასეთ ერთეულად ბუნებრივია მიღებული უნდა 
იქს აუცილებელი ხღომილობის ალბათობა, ე. ი. 

ისეთი ხდომილობისა, რომელიც ცდის შედეგად უთუოდ უნდა მოხდეს. 

აუცილებელი წხდომილობის მაგალითი –– გამოჩენა არა უმეტეს 6 ქული- 

სა ერთი კამათლის გაგორებისას. 

თუკი მივაწერთ აუცილებელ ხდომილობას ალბათობას, რომელიც 

ტოლია ერთის, მაშინ ყველა ხდომილობანი-––შესაძლებელნი, მაგრამ არა 

აუცილებელნი-–დანასიათებული იქნება ალბათობებით, რომლებიც ერთ- 

ზე ნაკლებია და შეადგენენ ერთის რაღაც ნაწილს. 

აუცილებელი ხდომილობის საპირისპიროა შე უძლებელი ხდო- 

მილობა ე. ი. ისეთი ხდომილობა, რომელიც მოცემული ცდისას არ 

შეიძლება მოხდეს. შეუძლებელი ხდომილობის მაგალითია ერთი კამათ- 

ლის გაგორებისას 12 ქულის გამოჩენა. ბუნებრივია შეუძლებელი ხდო- 

მილობის ალბათობა ნულის ტოლი იქნება. 

ამგვარად, დადგენილია ალბათობათა სახომი ერთეული––აუცილებე- 

ლი ხდომილობის ალბათობა და ნებისმიერი ხდომილობების ალბათო–- 

ბათა ცვალებადობის დიაპაზონი 0-დან 1-დე რიცხვები. 

ი,-. ალბათობათა უშუალო გამოთვლა 

არსებობს ცდების მთელი კლასი, რომელთა შესაძლო ”'შმედეგების 

ალბათობა ადვილად შეფასდება თვით ცდების პირობებიდან. აჰისათვის 

ცდის სხვადასხვა შედეგს, უნდა გააჩნდეს სიმეტრია და ამიტომ ისინი 

ობიექტურად ეოთნაირად შესაძლებელი უნდა იყოს. 

განვიხილოთ მაგალითად, კამათლის გაგორების ცდა ე. ი. სიმეტრიული 

კუბისა, რომლის წახნაგებზე აღნიშნულია ქულათა სხვადასხვა რაო- 

დენობა: 1-დან 6-დე. 

კუბის სიმეტრიის გამო გვაქვს საფუძველი ჩავთვალოთ, რომ ცდის 

ყველა ექვსივე შესაძლო შედეგი ერთნაირადაა მოსალოდნელე. სწორედ 

ეს გვაძლევს უფლებას ვივარაუდოთ რომ კამათლის მრავალჯერ გაგო- 

რებისას ყველა ექვსივე წახნაგით დავარდნა ერთნაირი სიხშირით მოხ- 

დება. ეს დაშვება სწორად დამზადებული კამათლისათვის მართლაც 

მართლდება ცდის დროს; კამათლის მრავალჯერ გაგორებისას მიი 

ყოველი წახნაგი გამოჩნდება (დავარდება) ყველა გაგორებათა რი- 

ცხვის დაახლოებით ერთ მეექვსედჯერ, თაზაც ერთი მეექვსედიდა5 გადახრა 

მით ნაკლები იქნება, რამდენადაც მეტი ცდა იქნება ჩატარებულე. მხედ- 

ველობაში გვაქვს რა, რომ აუცილებელი ხდომილობის ალბათობა მი- 

ღებულია ერთის ტოლად, ბუნებრივია თეთღოეული ცალკე წახნაგის 

გამოჩენის ალბათობა +-ის ტოლი იქნება. ეს რიცხვი ახასიათებს მოცე – 
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მული შემთხვევითი მოვლენის ობიექტურ თვისებებს -- სახელდობრ 

ცდის ექვსი შესაძლო “შედეგის სიმეტრიის თვისებას. 

ყოველგვარი ცდისათვის, რომელშიც შესაძლო შედეგები სიმეტრი- 

ულია და თანაბრად შესაძლებელი, შეიძლება გამოვიყენოთ ანალოგიუ- 
რი ხერხი, რომელსც ალბათობათა უმუალო გამოო- 

ვლა ეწოდება. 
ცდის შესაძლო შედეგთა სიმეტრიულობა ჩვეულებრივ შეინიშნება 

აზარტული თამაშების ტიპის ხელოვნურად ორგანიზებული ცლებისას. 

ვინაიდან ალბათობათა თეორიამ თავდაპირველი განვითარება მიიღო, სა- 

ხელდობრ, აზარტულ თამაშთა სქემებზე, ამიტომ ალბათობათა უშუა- 
ლოდ გამოთვლის ხერხი, რომელიც ისტორიულად წარმოიშვა შემთხ- 

ვევით მოვლენათა მათემატიკურ თეორიასთან ერთად, “დიდხანს ითვლე–- 

ბოდა ძირითადად და საფუძვლად დაედო ალბათობათა ე. წ. „კლასიკურ“ 

თეორიას. ამ შემთხვევაში ცდები, რომლებსაც არ გააჩნდათ ”მესაძლო 

შედეგთა სიმეტრია, ხელოვნურად დაიყვანებოდა „კლასიკურ“ სქე- 

მამდე. 

მიუხედავად ამ სქემის: პრაქტიკული გამოყენების სთეროს შეზღუ- 

დულობისა, იგი მაინც საინტერესოა, ოადგან დცდებზე, რომელთაც 

გააჩნიათ შესაძლო 'მედეგების სიმეტრია და ასეთ (კდებთან დაკავმირე- 

ბულ ხდომილობებზე, აღვილია გავეცნოთ ალბათობათა ძირითად თვი- 

სებებს. : 

პირველ რიგსი განვიხილავთ ისეთი სახის ხდომილობებს, რომლებიც 

ალბათობათა უმუალოდ გამოთვლის საშუალებას იძლევა. შემოვიტა- 

ნოთ წინასწარ ზოგიერთბ დამამარე ცნება. 

1) ხდომილობათა სრული ჯგუფი. 

ამბობენ, რომ მოცემულ ცოამი რამდენიზე ხდომილობა ქმნის 

ხდომილობათა სრულ ჯგუფს, თუკი „ცდის შედეგად 

აუცილებლად ერთი მათგან მაინც მოხდება. 

ხდომილობათა მაგალეთები. რომლებიც ქმნიან სრულ ჯგუფს: 

1) მონეტის ასროლისას ღერბის ან ციფრის მოსვლა; 

2) გასროლისას მოხეეღრა ან აცდე?§ა: 

3) კამათლის გაგორებისას 1, 2, 3, 4, 5,6 ქულის მოსვლა: 

4) თეთრი ბურთულის და შავი ბურთულის . გამოჩენა ერთი ბურთულის 

ამოღებისას ურნიდან, როოზელმიდაც 2 თეთრი და 3 შავი ბურთულაა; 

5) არცერთი მცდარბეჭდილი, ერთი, ორი, სამი, და სამზე მეტი მცდაო- 

ბეჭდილი გადაბეჭქდილი ტევ:სტის გვერდების გადასინჯვისას; 

6) ორი გასროლისას თუნდაც ერთი მოხვედრა, თუნდაც ერთი აცდენა. 
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2 შეუთავსები ხდომილობანი. 

მოცემული ცდღისას რამდენიმე ხდომილობას ეწოდება შე უთავ- 
სები თუკი არცერთი ორი ამ ხდომილობიდან არ შეიძლება ერთად 
მოხდეს. მშეუთავსები ხდომილობათა მაგალითები: 

1) მონეტის ასროლისას ღეობისა და ციფრის მოსვლა; 

2) ერთი გასროლესას მიზანში მოხვედრა ან აცდენა; 

3) კამათლის ერთი გაგორებისას 1, 2, 3, 4, 5 ქულის მოსვლა; 7 

4) ტექნიკური მოწყობილობის 10 საათიანი მუშაობისას ზუსტად ერთი 

შეჩერება, ზუსტად ორი შეჩერება, ზუსტად სამი შეჩერება. 

3 ტოლშესაძლო ხდომილობანი. 

მოცემულ ცდაში რამდენიმე ხდომილობას ეწოდება ტოლმშე- 

საძლო. თუ სიმეტრიის პირობებით არსებობს საფუძველი ჩავთვა- 

ლოთ, რომ არცერთი მათგანი ამ ხდომილობიდან ობიექტურად არ წარ- 

მოადგენს უფრო შესაძლებელია, ვიდღე მეორე. 

მაგალითები: 

1. მონეტის ასროლისას ღერბისა და ციფრის მოსვლა; 

2. კამათლის გაგორებისას 1, 3, 4, 5 ქულის მოსელ.; 

3. დასტიდან კარტის ამოღებისას აგურის გულის, ჯვრის მოსვლა. 

4. ურნიდან რომელშიც ათი ცალი დანომრილი ბურთულაა, ერთი 

ბურთულის ამოღებისას 1, 2, 3 ბურთულების გამოჩენა. 

არსებობენ ხდომილობათა ჯგუფები, რომლებიც ხასიათდებიან ყველა 

სამივე თვისებით: ისინი ქმნიან სრულ ჯგუფს, არათავსებადი და ტოლმე– 

საძლონი არიან. მაგალითად: მონეტის ასროლისას ღერბისა ღა 
ციფრის გამოჩენა. 

კამათლის გაგორებისას 2, 3, 4, 5, ქულის მოსვლა. ხდომი- 

ლობებს, რომლებიც ასეთ ჯგუფს ქმნიან შემთხვევითი (ს:3»- 

ნაირად „მანსები“) ეწოდებათ. 

თუ რომელიმე ცდას თავისი სტრუქტურით გააჩნია შესაძლო მშეჯე- 

გების სიმეტრია, მაშინ მემთხვევები წარმოადგენენ ერთ5აერად შე)აძ- 

ლებელ და ერთიმეორის გამომრიცხავ ცღისეულ შედეგების ამომწუ- 
რავ სისტემას. ასეთ ცდახე იტყვიან, რომ იგი „დაიყვანება შემთავ)ევათა 
სქემაზე». (სხვაგვარად „ურნების სქემაზე"). 

შემთხვევათა სქემას უმთავრესად ადგილი აქვს ხელოვნურად ორ- 

განიხებულ ცდებისას, სადაც წინასწარ და შეგნებულად უზოუნველ- 

ყოფილეა ცდის შედეგების ერთი და იგივე მშესაძლეაბლაბა (როგორე, 

მაგალითად, ახარტულ თამაშებში). ასეთი ცდებისათვის შესაძლებელია 
ალბათობათა უშუალოდ გამოთვლა, რომელიც ემყარება ე. წ. ხელსაყ– 

რელ შემთხვევათა წილეს მეფასებას შემთავევათა საერთო რიცავიდან. 

შემთხვევას, ეწოდება ხელსაყრელე რომელიმე ხდომილობისათვეს 

თუ კი ამ შემთხვევისას მოცემული ხდომილობა მოხდება. 
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მაგალითა:, კამათლის გაგორებისას შესაძლოა 6 შემთხვევა, მოსელა 
1, 2, 3, 4, 5, 6 ქულებისა. მათ შორის 4 ხდომილობას-- ქულათა ლუ- 

წი რიცხვის მოხდენას ხელს უწყობს 2, 4 და 6 სამი შემთხვევა ღა ღა– 
ნარჩენი სამი ხელს არ უწყობს. 

თუკი ცღა დაიყეანება შემთხვევათა სქემაზე, მაშინ ხოომილობის ალ–- 

ბათობა მოცემულ ცდაში შესაძლოა შეფასებული იჭნას ხელსაყრელ 

შემთხვევათა ფარდობითი წილით, ალბათობა /„ ხლომილობისა გამრ- 

ითვლება ხელსაყრელ “შემთხევათა რიცხვის შემთხვევათა საერთო რიცხ- 

ვთან ფარღობით: 

ჩ?(4)= > (2.2.1) 
” 

სადაც ” (4) 4 ხდომილობის ალბათობა; 

# –– შემთხვევათა საერთო რიოეცხვი; 

თ- 4 ხდომილობისათვგის ხელსაყრელ რ<ემთხვევათა რიცხვი. 

ვინაიდან ხელსაყრელ რშემთ5ვევათა რიცხვი მოთავსებულია 0 და 

”M შორის (0-შეუძლებელი ღა ი-აუცილებელი ხღომილობისათვის) 2.2.1 

ფორმულეთ გამოთვლღილე ალბათობა ყოველთვის რაციონალური წე- 
სიერი წილადია: 

0ლ#(C1)ლ!. (2.2.2) 

ეს ალბათობათა გამოსათვლელი „კლასიკური ფორმულაა". იგი დიდღბანს 

იყო ლიტერატურაშია, როგორც ალბათო ის განმარტება. 

ამჟამ.-დ ალბაოლბის განმარტებისას (აჯსნისას). უკავშირებენ რა 

უშუალოდ ალბათობას ცმებაე; სეჭშელის ემპირიულ ცნებას, სხვა პრინ - 
ციაებიდან გამოდიან ხოლო (2.2.1) ფორმულა შეინარჩუნება მხო- 

ლოდ, რობორც ფორმულა ალბათობის უშუალად გამოსათვლელად, 

რომელიც გამოსადეგია მაშინ და მსოლოდ მაშინ. როცა ცდა დაიყვანე- 

ბა შემთხვევათა სქემამდე, ე. ი. ხასიათდება შესაძლო შედეგების სიმიტ- 

რიდით, 

მაგალითი: 1. ერნამე 2 თეთრი და 3 შევი ბერთულაა. ურნ-დან ალალ- 

ბეღზე იღებენ ერთ ბურთელას, საჭ-როა მოიძებნოს ალბათობა იმისა, რომ ეს ბურთე- 

ლა იქნება თეთრი, 

ამოხსნა. ალვსიშნოთ თეთრი ბურთელას გამოჩენის ხდომილობა „-თი, 

შემთხვევათა საერთო რიცხეი #=5--თ, შემთხვევათა რიც ხეი, რომელიც 4 ხდომილო- 

ბის მოხდენისათკის ხელა აფრელია. (I =2-ეთ 

მაშ ასად „ჰე 

2 
ჩ(4) = –. 

მაგალითი 2. ურნაში ი თეთრი და ხ შავი ბურთულაა. 

ურნიდან იღებენ ორ ბურთულას, ეიპოკოთ ალბათობა იი) რომ ორივე ბურთულა 

თეთრი იქნება. 
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ამოხსნა. ორი ოეთრი ბურთულას გამოჩენის ხდომილობა აღენიშნოთ 8. 

თი. ჯამოვოვალოთ შესაძლო შემთხვევათა საერთო რიცხვი და შემთხვევათა „1 რიცხ- 

ვი, რომელიც ხელსაყრელია 8 ზდომილობის მოსდენისათვის: 

  

I=- C" იკხ; 

I-C"); 

თამასადაზე 
C' 

#8)= ---“-- 
C”ს+-ხ 

2 მაგალითი 5, MV ნაკეთობისაგან შემდგარ პარტიამი /#M წუნდებულია. პარ- 

ტიიდან აღალპედზე ამოარჩევენ # ნა.-თობას, განვსაზღვროთ ალბათობა იმისა, როძ 

ამ # ნაკეთობათა შორის იქნება ზუსტად „! წუნდებული. 

ამოხსნა. შემთხვევათა საერთო რიცხვი, ცხადია, ტოლია C” ხელსაყრელ 

ფემთხვეკათა რიცხვია CV CV სყ, სადღაც ალხათობა ჩვენთვის ს სინტერესო ხდო- 

მილობე“ა 

ჰ))ი,ო 1– ”M 

C ყMCX- M 
” 
V 

#(4)= 

95.8. ხისშირე, ანუ სდომილოგის სტატისტიკური ალბათობა 

(2.2.1) ფორმუ ლა ალბათობათა უშუალო გამოთვლისათვის მისაღებია 

მხოლოდ მაშინ. როცა ცდას, რომლის 'მედეგადაც შეიძლება მოხდეს 

ჩვენთვის საინტერესო ხდომილობა, გააჩნია შესაძლო შედეგთა სემეტ- 

რია (დაიყევანებ» მემთხავევათა სქემაზე). 

ცხადია, რომ არა ყოველი ცდა შეიძლება დაყვანილე იქნას მემთხ 

ვევათა სქემაზე ღა არსებობს ხდომილობათა ფართო კლასი, რომელთა 

ალბათობა არ შეიძლება გამოთვლილ იქნას (2.2.1) ფორმულით. გან- 
ვიხილოთ, მაგალითად, წარასწორად დამზადებული, არასიმეტრიული 

კამათელი. ამ შებგთხვევშბი გარკვეული წახნაგის გამოჩენა უკვე 

აღარ ხასიათღება -- ალბათობით: ამასოან ერთად „ცხადია, რომ მო- 

ცენული არასიმეტრიული კამათლისათვეს (ამ წახნაგის გამოჩენას გააჩ- 

ნია რომელიღაც ალბათობა, · რომელიც გვიჩვენებს საშუალოდ რამ- 

დენაღ ხშირად უნოა გამოჩნდეს მოცემული წახნაგი მრავალჯერ გაგო- 

რებისას აგრეთვე ცხადია, რომ ალბათობა ისეთი ხდომილობებისა, 

როგორიცაა. „მოხვედრა მიზანმი სროლისას“, რადიონათურის მწყობ- 

რიდან გამოსვლა მუმაობის ერთი საათის განმავლობამი“ ანდა „ჯავშნის 

გახვრეტა ჭურვის ნამსხვრევებით“, აგრეთვე არ შეიძლება გამოთვლილი 

იქნას (2.2.1) ფორმულით, რადგან სათანადო ცღები შემთხვევათა სქე- 
    

1) CI ნიშნით აღნიმნულია # ელემენტიდან / ელემენტ-ან ჯუფთებათ. რიცხვი 
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მებზე არ დაიყვანება. ამასთან ერთად ცხადია, რომ თითოეულს ჩამოთვ- 

ლილი ხდომილობებიდან გააჩნია ობიექტური შესაძლებლობის გარკვეუ– 

ლი ხარისხი, რომელიც პრინციპში შეიძლება გაიხომოს რიცხობრივაღ 

და მსგავსი ცდების განმეორებისას შესაბამის ხდომილობათა ფარღო- 

ბით სიხმირეში აისახება. ამის გამო ჩავთვლით. რომ თითოეულ ხდომი– 

ლობას, დაკავშირებულს ერთგვაროვან ცდების მასასთან, –– რომლე- 
ბიც ღაიყვანებიან თუ არ დაიყვანებიან შემთხვევათა სქემაზე, –– აქვს 

გარკვეული ალბათობა მოთავსებული ნულსა და ერთს შორის. იმ ხდო- 
მილობათათვის რომლებიც “შემთხვევათა სქემაზე, დაიყვანებიან, ეს 
ალბათობა შეიძლება გამოითვალოს უშეალოდ (2.2.)) ფორმელით. 

იმ ხდომილობათა ალბათობის გამოსათვლელად. რომლებიც ”'შმემთხვე- 
გათა სქემაზე არ დაიყვანებიან, სხვა ხერთები გ:მოიყენესა. ყეილა ამ 
ხერხს საფუძველი აქვს ცდებში, ექსპერიმენტებმი და იმი+ათვის რომ 
ვიქონიოთ წარმოდგენა მათზე, აუცილებელია გავარკვიოთ ხდომილობის 
სიხრირის ცნება და იმ ორგანული კავშირის სპეციფ:კა, იომელიც არსე- 

ბობს ალბათობასა და სიხმირეს შმორის. 

ვთქვათ ჩატარებულია / ცდის სერიაა თითოეულ მათგანში შეიძ- 

ლება მომხდარიყო ან არ მომხდარიყო რომელეღაც 4 ხდომილობა. მაშინ 
ცდების მოცემული სერიის 1 ხდომილობის სიხშირე) ქეწო- 

დება ჩატარებულ ცდათა საერთო რცხვთან იმ ცდებ'.. რიცხვეს ფარ- 

დობას, რომელშიც 4 ხდობილობა მოხდა ხდომილობის სიხშირეს 

ხშირად უწოდებენ სტატისტიკურ ალბათობას (განსოვა– 

ებით ადრე შემოტანილი „მათემატიკური» ალაბათობესაგან). 

შევთანხმდეთ 4 ხდომილობის სიხმირე (სტატისტიკური ალბათობა) 

აღვნიშნოთ #%?%(4)-თი, ხდომილობათა სიხშირე ცდების შედეგების 

საფუძველზე გამოითვლება ფორმულით: 

ჩ"(4)= XC, (2.3.1) 
,” 

სადაც 

თ-ტ ხდომილობის მოხდენათა რიცხვია: 

MM -–– ჩატარებული ცდების საერთო რიცხვი: 

ცდების მცირე რიცხვისას ხდომილობის ალბათობა შემთხვევითი ბა- 

სიათისაა და ცდების ერთი ჯგუფიდან მეორეზე გადასვლისას შეიძ- 

ლება შესამჩნევად “შეიცვალოს მაგალეთად, მონეტის ოომელი- 

ღაც ათა ასროლისას სოულეად შესაძლებელია, რომ ღერბი გამოჩნდეს 

მხოლოდ ორჯეო (ღერბის გამოჩენის სიხშირე იქნება 0.2): სხვა ათი ას- 

როლისას ჩვენ სავსებით მევვიძლია მივიღოთ 8 ღეობი (სიხშირე 0.8). 

მხოლოდ ცდების რაოდენობის გადიდებისას ხდომილობის სიხშირე სულ 

უფრო ღა უფრო დაჰკარგავს თავის შემთხვევით ხასიათს: მემთხვევითი 
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გარემოება. რომელიც დამახასიათებელია ყოველი ცალკეული ცღისათ- 

ვაის, მახაში ურთიერთბათილდებიან და სიხშირე სტაბილიზაციისაკე- 

ნაა მიდრეკილი უახლოვდება რა უმნიშვნელო რხევებით 'რომელიღაც 

საშუალო მუდმივ სიდიდეს. მაგალითად მონეტის მრავალჯერ ასროლი- 

სას ღეობის გამოჩენის სიხშირე მხოლოდ მცირედ გადაიხრება 1 სა 
2 

გან. 

სიხშირის მდგრადობა ექსპერიმენტულად ეს მრავაღჯერ შემოწმე- 

ბული და კაცობრიობის პრაქტიკული მოღვაწეობის გამოცდილებით ღა- 

დასტურებული ერთ-ერთ კანონზომიერებათაგანია, რომელიც შემთხვე–- 

ვეთ მოვლენებში შეიმჩნევა. ამ კანონზომიერების მათემატიკური ფორმუ- 

ლერება პირველად მოგვცა იაკობ ბერნულიმ თავის თეორემაში, რომელიც 

დიდ რიცხვთა კანონის უმარტივესი ფორმაა. იაკობ ბერნულიმ ღაამტ- 

კიც, რომ ერთგვაროეანი დამოუკიდებელი ცდების რიცხვის უსახღვ- 

როდ გადიდებისას პრაქტიკული უტყუარობით შეიძლება დავამტკი- 

ცოთ, რომ ხდომილობის სიხშირე ცალკეული ცდის ხდომილობის ალბა- 

თობისაგან მცირედით იქნება განსხვავებული. 
კავშირი ხდომილობის სიხშირესა და მის ალბათობას შორის ღრმა, 

ორგანულია. ეს ორი ცნება არსებითად განუყოფელია. მართლაც რო- 

ცა ვაფასებთ რომელიღაც ხდომილობის შესაძლებლობის ხარისხს, 

აუცილებლად ვაკავშირებთ ამ შეფასებას პრაქტიკაში ანალოგიური ხდო- 
მილობათა მოხდენის მეტ-ნაკლებ სიხშირესთან. 

ვახასიათთებთ რა ხდომილობის ალბათობას რომელიღაც რიცხ- 

ვით იგი წარმოადგენს ცდების დიდი რიცხვის შემთხვევამი მოცემული 

ხდომილობის მოხდენის ფარდობით სიხშირეს. ხდომილობის შესაძლებ– 

ლობის ხარისხის ალბათობის მეშვეობით რიცხობრივ შეფასებას აქვს 

პრაქტიკული ახრი, სახელდობრ, იმიტომ, რომ უფრო მეტალბათობია- 

ნი ხდომილობანი წარმოიშობიან საშუალოდ უფრო ხშირად ვიდრე ნაკ– 

ლებალბათობიანი და თუ პრაქტიკულად მივუთითებთ იმახე, რომ ცდა– 

თა რიცხვის გადიდებისას ხდომილობათა სიხშირეს აქვს გათანაბრების 

ტენდენცია, ბუნებრივია ვიგულისხმოთ, რომ ეს რიცხვი არის ხდომილო–- 

ბის ალბათობა. 

ასეთი დაშვების დემოწმება ბუნებრივია, შეგვიძლია მხოლოდ ისე- 

თი ხდომილობებისათვის, რომელთა ალბათობა შეიძლება გამოთვლილი 

იქნას უშუალოდ, ე. ი. ისეთი ხდომილობებისათვის, რომელთა დაყვანა 

შეიძლება შემთხვევათა სქემაზე, ვინაიდან მხოლოდ ასეთი ხდომილობე- 

ბისათვის არსებობს მათემატიკური ალბათობის გამოთვლის ზუსტი მე– 

თოდი. სრულიად ბუნებრივია დავუშვათ, რომ ისეთი ხდომილობებისათ- 

ვის, რომელნიც არ დაიყვანებიან შემთხვევათა სქემაზე, იგივე კანონი 

დარჩება ძალაში და მუდმივი მნიშვნელობა, რომელსაც უახლოვდება 
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ხდომილობათა სიხშირე ცდების რიცხვის გადიდებისას, წარმოადგენს 

თვით ხდომილობათა ალბათობას. მაშინ ხდომილობათა სიხმირე ცდე- 

ბის საკმაოდ დიდი რიცხვისას შეიძლება მივიღოთ რომელიღაც ალბა- 

თობი მიახლოებით მნიშვნელობად. პრაქტიკულადაც ასე ხდება: 

განსაზღვრავენ (ღდებიდან იმ ხდომილობათა ალბათობას, რომლებიც 

შმემთხვევათა სქემაზე არ დაიყვანებიან. 

საჭიროა აღვნიშნოთ, რომ სიხშირის ალბათობასთან მიახლოების 

ხასიათი ცდების რიცხვის გადიდებისას რამდენამდე განსხვავდება „ზღერი- 

საკენ მისწრაფებისაგან” სიტყვის მათემატიკური მნიშვნელობით. 

როდესაც მათემატიკამი ვამბობთ. რომ X, ცვლადი /-ის გახრდისას 

მიისწრაფის მუდმივ ძი ზღვრისაკენ, ეს ნიშნავს, რომ სხვაობა ;,„-–-ძ| 
ხდება ნაკლები ნებისმიერ დადებით § რიცხვზე I-ის ყველა მნიშვნელობი- 

სათვის, დაწყებული რომელიღაც დიდი რიცხვიდან. 

ხდომილობათა სიხშირისა დღა მისი ალბათობის მიმართ ასეთი კატე- 

გორიული მტკიცება არ მეიძლება. სინამდვილეში არ არის რაიმე თი- 
ზიკურად შეუძლებელი იმაში, რომ ცდათა დიდი რიცხვისას ხდომილო–- 

ბის სიხმირე მნიშვნელოვნად გადაიხრება მისი ალბათობისაგან; მაგრამ 

ასეთი მნიშვნელოვანი გადახრა იმღენად ნაკლებმოსალოღნელია, რამ–- 

დენადაც ცდების დიღი რიცხვია ჩატარებული. მაგალითად მოხეტის 10- 

ჯერ ასროლისას ფიზიკურად შესაძლოა (თუმცა ნაკლებმოსალოდნელი), 

რომ 10-ჯერვე დავარდება ღერბი და სიხშირე| ღერბის გამოჩენისა იქ- 

ნება 1-ის ტოლი; 1CC0-ჯერ ასროლისას! ასეთი ხღომილობა ჯერ კიდევ 

რჩება ფიზიკურად შესაძლებლად, მაგოამ იმდენაღ ნაკლებმოსალოლფნე- 

ლია, რო? გაბედულაღ შეიძლება ჩავთვალოთ განუხორციელებლად. 

ამგვარად, სდათა რიცხვის გადიდებისას სიხშირე უახლოვღება ალბა- 

თობას, მაგრამ არასრული უტყუარობით, არამედ დიღი ალბათობით, 

რომელიც ცდათა საკმარისაღ დიდი რიცხვისას შეიძლება განეიხილოთ 
როგორც პრაქტიკული უტყუარობა. 

ალბათობათა თეორიამი ზმირად გვხვდება ასეთი ხასიათის ერთი 

სიდიდის მეორესთან მიახლოება და მათ ასაღწერაღ შემოტანილია სჰე- 

ციალური ტერმინი: „ალბათობით კრებაღობა“. 

ამბობენ, რომ X, სიდიღე ა ლ ბათობით კრებადია ძი სი- 

დიდისაკენ, თუ რაგინღ მცირე §-სათვის |V,.-–-ი|<§8 უტოლო- 

ბის ალბათობა /-ის უსასრულოდ გადიდებისას უახლოვდება ერთს. 

ამ ტერმინის გამოყენებით, შეიძლება ვთქვათ, რომ ცდების რიცხვის 

გადიდებისას ხდომილობათა სიხშირე კი არ , მიისწრაფვის“ ხდომილო- 

ბის ალბათობისაკენ, არამედ ალბათობით იკრიბება მისკენ. 

სიხმირისა და ალბათობის ეს თვისება, აჟ გადმოცემული ჯერჯერო- 

ბით მათემატიკური საფუძვლის გარეშე, უბრალოდ პრაქტიკისა და საღი 

ახრის საფუძველზე. წარმოადგენს ი. ბერნულის თეორემის შინაარსს. 
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რომელიც ჩვენს მიერ შემდეგში იქნება დამტკიცებული (იხ. მე-13 თა- 

ვი) ამგვარად ”შემოვიტანეთ რა ხდომილობის სიხშირის ცნება და 
ვისარგებლეთ სიხშირესა და ალბათობას შორის კავშირით, შესაძ- 
ლებელია ნულსა” და ერთს შორის მოთავსებული გარკვეული ალ- 

ბათობანი მივაწეროთ არა მარტო იმ ხდომილობებს რომლებიც შემთ- 

ხვევათა სქემებზე დაიყვანება არამედ იმ ხდომილობებს, რომლებიც 

შემთხვევათა სქემაზე არ დაიყვანებიან; უკანასკნელ შემთხვევაში ხდო–- 

მილობის ალბათობა ცდების დიდი რიცხვისას მესაძლოა მიახლოებით 

განვსაზღვროთ. შემდეგ დავინახავთ, რომ იმ ალბათობათა ხდომილო- 

ბის განსახღვრისათვის, რომლებიც შემთხვევათა სქემაზე არ "დაიყვანე- 
ბა ყოველთვის არ არის აუცილებელი („დებიდან მისი სიხშირე უშუა- 
ლოდ განვსაზღვროთ. 

ალბათობათა თეორიას გააჩნია მრავალი ხერხი, რომელიც საშუალე- 
ბას იძლევა განისაზღვროს ხაომილობის ალბათობა არა პირდაპირი-–- 

მასთან დაკავშირებულ სხვა ხდომილობათა ალბათობის საშუალებით. 

არსებითად ასეთი არაპირდაპირი ხერხები ალბათობის თეორიის ძირითად 

შინაარსს შეადგენენ ასეთი არაპირდაპირი გამოკვლევისას შეიძლება 

მივმართოთ ექსპერიმენტულ მონაცემებს. საიმედობა და ობიექტური 

ღირებულება ყველა პრაქტიკული გამოთვლებისა, რომელიც შმესრუ- 

ლებულია ალბათობის თეორიის აპარატით, განისახღვრება იმ ექსპე- 

რიმენტული მონაცემების რაოდენობითა და ხარისხით, რომლის ბაზახეც 

ეს გაანგარიშება სრულდება. 

გარდა ამისა გამოკვლევის ალბათობრივი მეთოდების პრაქტიკულად 
გამოყენებისას ყოველთვის უნდა მივაქციოთ ყურადღება იმას, გამო–- 
საკვლევი მოვლენა მიეკუთვნება თუ არა სინამდვილეში მასიური მოვლე- 

ნების კატეგორიას, რომელთათვისაც, დროის რაღაც მონაკვეთისათვის 

მაინც სრულდება სიხშირეთა მდგრადობის თვისება, მხოლოდ ამ შემთ– 

ხვევაში აქვს ახრი ხდომილობათა ალბათობაზე ლაპარაკს. მხედველობაში 

გვაქვს არა მათემატიკური ფუნქციები, არამედ შემთხვევითი მოვლე– 

ნების რეალური მახასიათებლები. 

მაგალითად გამოთქმას „საჰარო ბრძოლაში მოცემულ პირობებში 

თვითმფრინავის დახიანების ალბათობა ტოლია 0,7-ის“ აქვს კონკრე- 

ტული ახრი, იმიტომ რომ საჰაერო· ბრძოლები იგულისხმება როგორც 

მასიური ოპერაციები, რომელნიც ანალოგიურ პირობებში დაახლოე–- 

ბით რამდენჯერმე იქნება განმეორებული. 

პირიქით, გამოთქმა „ალბათობა იმისა, რომ მოცემული მეცნიერუ- 

ლი პრობლემა გადაწყვეტილია სწორად, ტოლია 0,7“ -- მოკლებუ- 

ლია კონკრეტულ აზრს, და იქნებოდა მეთოდოლოგიურად არა სწორი 
შე ჯვეფასებინა მეცნიერულ დებულებათა მართებულობა ალბათობის 

თეორიის მეთოდებით. 
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8.4. შემთხვევითი სიდიდვ 

ალბათობათა თეორიის ერთ-ერთი მნიშვნელოვანი ძირითაღი ცნება–- 

შემთხვევითი სიდიდის „ცნება. შემთხვევითი სიღიდე 

ეწოდება სიდიდეს, რომელმაც შეიძლება ცდის შედეგად მიიღოს ესა თუ 

ის მნიშვნელობა, ამასთან წინასწარ ცნობილი არ არის სახელდობრ რო– 

მელი. 

შემთხვევით სიდიდეთა მაგალითები; 

1) მიზანში მოხვედრათა რიცხვი სამი გასროლისას; 

2) დღე-ღამეში სატელეფონო სადგურში გამოძახებათა რიცხეი; 

3) მიზანში მოხვედრის სიხშირე 10 გასროლესას. 

მაგალითში შემთხვევით სიდიდეებს შეუძლია მიიღოს ცალკეული 

იზოლირებული მნიშვნელობანი, რომლებიც შესაძლებელია წინასწარ 

იქნეს ჩამოთვლილი. : 

1-ელ მაგალითში ეს მნიშვნელობები 9.I1,2,32; 
მე-2 მაგალითში I.2,3,4,...; 

მე-3 მაგალითში 0,0.L.I1,0,2;...:1.0 

ისეთ შემთხვევით სიდიდეებს რომლებიც ღებულობენ ერთმანე- 

თისაგან განცალკავებულ მნიშვნელობებს, რომლებიც წინასწარ შეიძ- 

ლება ჩამოვთვალოთ, ეწოდებათ წყვეტილი ან დისკრეტუ- 

ლი შემთხვევითი სიდიდეები. 

არსებობენ სხვა ტიპის შემთხვევითი სიდიდეები, მაგ: 

1) გასროლისას მოხვედრის წერტილის აბსცისა: 

2) ანალიტიკურ სასწორზე სხეულების აწონვის შეცდომა; 

3) მოცემულ სიმაღლეზე გასვლის მომენტში საფოენი აპარატის სიჩ- 

ქარე: 
4) ალალბედზე აღებული პურის მარცვლის წონა; 

ასეთი შემთხვევითი სიღიდეების შესაძლო მნიშვნელობანი ერთი- 

მეორისაგან არ არის განცალკევებუდი. ისინი უწყვეტად ავსებენ რომელი– 
ღაც მუალედს, რომელსაც ზოგჯერ აქვს მკვეთრად გამოსახული საზღ- 

ვრები, უფრო ხშირად კი სახღვრები გაურკვეველია, ბუნდოვანია. 

ისეთ შემთხვევით სიდიდეებს, რომელთა შესაძლო მნიშვნელობანი 

უწყვეტად ავსებენ რომელიღაც შუალედს ეწოდებთ უწყვეტი 
შემთხვევითი სიდიდეები. 

შემთხვევითი სიდიდის ცნება ალბათობის თეორიაში მეტად მნიშვნე- 
ლოვანია. თუ ალბათობის „კლასიკური?C” თეორია უპირატესად თოპე- 

რაციებს ახდენდა ხდომილობებზე, თანამედროვე ალბათობათა თეორია, 

სადაც ეს შესაჭქლებელია, ამჯობინებს ოპერაციები შემთხვევით სიდიდე–- 

ებზე აწარმოოს. 
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მოვიყვანოთ ალბათობათა თეორიისათვი ტიპური ხდომილობიდან 
შემთხვევით სიდიდეებზე გადასვლის ხერხების მაგალითები. 

წარმოებს ცდა, ოომლის შედეგად მოხდება ანდა არ მოხდება რომე- 

ლიღაც 4 ხდომილობა. 4 ხდომილობის მაგიერ შესაძლოა განვიხილოთ 

შემთხვევითი » სიდიდე რომელიც ერთის ტოლია, თუ ხდომი- 

ლობა მოხდება დჰპ ტოლია 0-ის თუკი ხდომილობა არ მოხდება. 
შემოხვევითი X სიდიდე ცხადია წყვეტილია. მას აქვს ორი შე- 

საძლო მნიშვნელობა: 0 და 1. ამ შემთხვევით სიდიდეს ეწოდება „”. ხდო- 
მილობის მახასიათებელი შემთხვევითი "სიდი- 

დ ე. პრაქტიკაში ხშირად ხდომილობის მაგიერ უფრო მოხერხებულია 

ოპერაციები ვაწარმოოთ მახასიათებელ შემთხვევით სიდიდეებზე, მა- 

გალითად, თუ წარმოებს ცდები, რომელთაგან თითოეულში. შესაძლოა 

4 ხდომილობის მოხდენა, მამინ ხდომილობათა მოხდენის საერთო რიცხ- 
ვი ტოლია ყველა ცდამი 4 ხდომილობის მახასიათებელ შემთხვევით 

სიდიდეთა ჯამისა. მრავალი პრაქტიკული ამოცანის გადაწყვეტისას ასე– 
თი ხერხით .სარგებლობა მოხერხებულია. 

მეორეს მხრივ ძალიან ხმირად ალბათობათა გამოთვლისათვის მო- 

ხერხებულია ეს ხდომილობა) დავუკავშიროთ რომელიღაც უწყვეტ 

სიდიდეს (ან უწყვეტ სიდიდეთა სისტემას). 

დავუშვათ ხდება რომელიღაც 0 ობიექტის კოორდინატთა გახომვა 

იმისათვის, რომ ავაგოთ /M წერტილი, რომელიც ამ ობიექტს ადგილზე 
გამოსახავს შლილში. 

გვაინტერესებს 4 ხდომილობა, რომლის დროსაც #M წერტილის 

ყ მდებარეობისა” # შეცდომა მოცე– 

: მულ #ე: მნიშვნელობას არ აღემატება 
(ნახ. 2.4.1). 

აღვნიშნოთ ობიექტის კოორდი- 

ნატების გახომვის შემთხვევითი შეც- 

დომები X და X-ით. ცხადია 4 ხდომი–- 

ლობა ტოლძალოვანი “შემთხვევითი 

X და 7? კოორდინატებიანი წერ–- 
ტილის იმ წრისშიგნით მოხვედოისა, 

რომლის რადიუსია #7, ხოლო ცენტ- 

რია 0. სხვა სიტყვებით, 4 ხდომი- 

ლობის შესასრულებლად შემთხვე- 

ვითი X და პა/ სიდიდეები უნდა აკმაკოფილებდნენ უტოლობას 

Xმძ- V8-ლი?. (2.4.1.) 
ხდომილობის ალბათობა სხვა არა არის რა, თუ არა ალბათობა 

(2.4.1) უტოლობის 'შმესრულებისა. ეს ალბათობა შესაძლოა განსახღვ- 

ვი 

წხ 

  

  

ნახ. 2,4.1



რული იქნეს, თუ ცნობილი იქნება X. XV შემთხვევითი სიდიდეების თვე– 

სებები. 

ასეთი ორგანიული კავბირი ხდომილობებსა და შემთხვევით სიდი- 

დეებს შორის ფრიად დამახასიათებელია თანამედროვე ალბათობათა 

თეორიისათვის, რომელიც, სადაც “მეიძლება, გადადის „ხდომილო ბათა 

სქემიდან“ „შემთხვევით სიდიდეთა სქემაზე“. უკანასკნელი სქემა პირ– 

ველთან შედარებით გაცილებით უფრო მოკჟ#ნილი და უნივერსალური აპა- 

რატია, შემთხვევით მოვლენებთან დაკავშირებული ამოცანების გადა- 

საწყვეტად. / 

92.6. პრაქტიკულად შეუძლებელი და პრაქტიკულად 

აუცილებელი სდომილობანი 

პრაქტიკული დარწმუნებულობის პრინციპი 

2.2 პარაგრაფში გავეცანით შეუძლებელ და უტყუარ ხდომილობების 

ცნებებს, ალბათობა შეუძლებელი ხდომილობისა, რომელიც 0-ის ტო- 

ლია, და აუცილებელი სდომილობისა, რომელიც 1-ის ტოლია, იკავებენ 

უკიდურეს მდებარეობას ალბათობათა სკალახე. 

პრაქტიკაში ხშირად საქმე გვაქვს არა შეუძლებელ და აუცილებელ 
ხდომილობებთან, არამედ ე. წ. „პრაქტიკულად შეუძლებელ“ და „პრაქ- 

ტიკულად აუცილებელ“ ხდომილობებთან. 

პრაქტიკულად შეუძლებელი ხდომილობა ეწოდება 

იმ ხდომილობას, რომლის ალბათობა ახლოსაა ნულთან. 

განვიხილოთ შემდეგი ცდა; რუსული დასაჭრელი ანბანის 32 ასო 

შერეულია ერთიმეორეში: აიღება ერთი ბლანკი, მასზე გამოსახული 

ასო ჩაიწერება. რომლის შემდეგ ამოღებული ბლანკი ბრუნდება უკან. 

და ბლანკები შეირევა. ასეთი ცდა წარმოებს 25-ჯერ. განვიხილოთ ,1 
ხდომილობა, როცა 25 ამოღების შემდეგ ჩვენ დავიწერთ „ევგენი ონეგი- 

ნის“ პირველ სტრიქონს: 

»IMC0I 1908 CმMხIX Vყ6CI8ხIX ინმ 8)“ 

ასეთი ხდომილობა პრაქტიკულად შეუძლებელს არ წარმოადვენს. 

1 259, 
შეიძლება გამოვთვალოთ მისი ალბათობა, რომელიც ტოლია (>) “მი. 

მაგრამ იმის გამო, რომ „I ხდომილობის ალბათობა ძალზე მცირეა, 

იგი პრაქტიკულად შეუძლებლად შეიძლება ჩავთვალოთ. 

პრაქტიკულად უტყუარი ხდომილობა შეიძლე- 

ბა ვუწოდოთ ხდომილობას, რომლის ალბათობა ზუსტად ერთი არაა, 

მაგრამ ძლიერ ახლოსაა ერთთან. 
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თუკი რომელიმე 4 ხდომილობა მოცემულ ცდაში შეუძლებელია, მაშინ 

მისი საწინააღმდეგო 4 ხდომილობა, რომელიც 4 ხდომილობის არ შეს- 

რულებაა, პრაქტიკულად აუცილებელი იქნება. ამლ აგვარად ალბათობათა 
თეორიის თვალსაზრისით სულერთია რომელ ხდომილობებზეა ლაპა- 

რაკი: პრაქტიკულად შეუძლებელზე თუ აუცილებელზე, რადგან ისინი 

ყოველთვის ერთი-მეორეს თან ახლავს. 

პრაქტიკულად შეუძლებელი და უტყუარი ხდომილობანი ალბათო- 

ბათა თეორიაში მნიშვნელოვანია. მათზეა დაფუძნებული ამ მეცნიერების 

პრაქტიკული გამოყენება. 

მართლაც, თუ ვიცით, რომ მოცემულ ცდაში :ხდომილობის ალბათო- 

ბაა 0.შ, ეს წერ კიდევ არ გვაძლევს საშუალებას ვიწინასწარმეტყვე- 
ლოთ ცდის შედეგი, მაგრამ თუ ხდომილობის ალბათობა მოცემულ ცდა- 
ში უმნიშვნელოდ მცირეა, ანდა პირიქით, ფრიად ახლოსაა 1-თან, ეს გვაძ- 

ლევს შესაძლებლობას ვიწინასწარმეტყველოთ ცდის შედეგი; პირველ 

პემთხვევაში არ დაველოდებით 4 ხდომილობის მოხდენას; მეორე შემ- 

თხვევაში საკმაო საფუძველი იქნება ხდომილობის მოხდენისა. „ასეთი 

წინასწარმეტყველებისას ვხელმძღვანელობთ ე. წ. პრაქტიკული დარ- 
წმუნებულობის პრინციპით რომლის ფორმულირება შეიძლება შემ- 

დეგნაირად გამოვთქვათ: 

თუკი რომელიღაც 44 ხდომილობის ალბათო- 

ბა მოცემულ # ცდაში ძალიან ს·მმცირეა, მაშინ 

შეიძლება პრაქტიკულად, დარწმუნებული ვი- 
ყოთ იმაში, რომ #/ ცდის ერთჯერადი შესრულე- 

ბისას 4 ხდომილობა არ მოხდება. ' 

სხვა სიტყვებით თუკი ხდომილობის |ალბათობა მოცემულ ცდაში 

ძალხე მცირეა, მაშინ, შევუდგებით თუ არა ცდის ჩატარებას, შეეძლება 

ვიგულისხმოთ, რომ თითქოს და ეს ხდომილობა საერთოდ შეუძლებელია, 

ე. ი. სრულიად არ ვივარაუდოთ მისი მოხდენა. 

ყოველდღიურ ცხოვრებაში ჩვენ ·განუწყვეტლივ |შეუგნებლად (სა- 
რგებლობთ პრაქტიკული დარწმუნებულობის პრინციპით. მაგალითად, 

გავდივართ, რა სამგზავროდ რკინიგზით, არ ვითვალისწინებთ სარკი- 
ნიგზო კატასტროფას, თუმცა რომელიღაცკც ძალიან მცირე ალბათობა 

ასეთი ხდომილობისა მაინც არსებობს. 

პრაქტიკული დარწმუნებულობის "პრინციპი არ შეიძლება დამტ- 

კიცებული იქნას მათემატიკური საშუალებებით, იგი დასტურდება Iკა- 

ცობრიობის მთელი პრაქტიკული გამოცდილებით. 

საკითხი, Iთუ რამდენად მცირე უნდა იყოს ჭზდომილობის ალბათობა, 

რომ იგი ჩაითვალოს პრაქტიკულად შეუძლებლად, მათემატიკურ თეო- 

რიაში არ განიხილება და ყოველ კერძო შემთხვევაში გადაწყდება პრაქ- 
ტიკული მოსაზრებით. ჩვენთვის სასურველი ცდის შედეგის მიხედვით. 
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მაგალითად, თუ ამფეთქის მტყუნების ალბათობა გასროლისას 0,01- 

ის ტოლია ჯერ კიდევ შეგვიძლია, რომ ამფეთქის მტყუნება შეუძლებელ 
ხდომილობად ჩავთვალოთ. პირიქით, თუ პარაშუტის მტყუნების ალბა– 

თობა გადმოხტომისას ასევე 0,01-ის ტოლია, ჩვენ არ შეგვიძლია ეს 
მტყუნება ჩავთვალოთ პრაქტიკულად შეუძლებელ ხდომილობად და 
უნდა მივაღწიოთ პარაშუტის დიდ საიმედობას. 

ალბათობათა თეორიის ერთ-ერთი უმნიშვნელოვანესი ამოცანაა გა- 

მოვლინება იმ პრაქტიკულად შეუძლებელი (ანდა პრაქტიკულად აუ- 
ცილებელი) ხდომილობებისა,ა რომლებიც შესაძლებლობას იძლევიან 
ვიწინასწარმეტყველოთ ცდის შედეგი და იმ პირობების გამოვლენა, 

რომლის დროსაც ეს თუ ის ხდომილობანი გახდებიან პრაქტიკულად 

შეუძლებელი (უტყუარი). არსებობენ ალბათობათა თეორიის მთელი 

რიგი თეორემები ე. წ. ზღვრული თეორემები, რომლებითაც დადგენი– 

ლი ხდომილობათა არსებობა პრაქტიკულად შეუძლებელია (უტყუა- 

რია), როდესაც ცდათა რიცხვი ანდა ამოცანაში ·მონაწილე შემთხვევით 

სიდიდეთა რიცხვი იზრდება. ასეთი ზღვრული თეორემის მაგალითია უკ- 
ვე ზემოთ ფორმულირებული ი. ბერნულის თეორემა (დიდ რიცხვთა 

კანონის უმარტივესი ფორმა. ბერნულის თეორემის თანახმად ცდათა 
დიდი რიცხვისს ხდომილობა –- სხვაობა ხდომილობის სიხშირესა და 

მის ალბათობას შორის რაგინდ მცირეა--პრაქტიკულად აუცილებე- 
ლია. 

პრაქტიკულად შეუძლებელ ხდომილობებთან ერთად, რომლებიც სა- 

შუალებას იძლევიან დამაჯერებლობით ვიწინასწარმეტყველოთ ცდის 
შედეგი, მიუხედვად შემთხვევითობის არსებობისა ალბათობის თეორია– 

ში დიდი მნიშვნელობისაა განსაკუთრებული ტიპის შემთხვევითი სიდი- 

დეები, რომლებიც თუმცა შემთხვევითია, მაგრამ აქვთ ისეთი უმნიშვნე– 

ლო ცვლილება რომ პრაქტიკულად შეიძლება განხილული იქნას როგორც 

არა შემთხვევითი. 

ასეთი,თითქმის არა შემთხვევითი“ სიდიდის მაგალითია („დათა დიდი 

რიცხვისს ხდომილობათა სიხშირე. ეს სიდიდე, თუმცა შემთხვევითია, 

მაგრამ ცდათა დიდი რაოდენობისას შეუძლია მერყეობდეს ხდომილობა– 
თა ალბათობის მახლობლად ძლიერ ვიწრო სახღვრებში. 

ასეთი „თითქმის არა შემთხვევითი“ სიდიდეები საშუალებას გვაძლევენ 

ვიწინასწარმეტყველოთ ცდის რიცხობრივი შედეგი, მიუხედავად იმისა, 

მასში არსებობს თუ არა შემთხვევითობის ელემენტები და ოპერაციები 

ვაწარმოოთ ამ შედეგით ისეთივე დამაჯერებლობით, როგორც ვატარებთ 

ოპერაციებს იმ მონაცემებით, რომლებსაც გვაძლევს ზუსტ მეცნიერე–- 
ბათა ჩვეულებრივი მეთოდები. 

3, ე. ვენტცელი ვქ3



III) თავი 

ალბათობათა თეორიის ძირითადი თეორემები 

ვ.1. ძირითაღი თეორემების დანიშნულება. 

სდომილობათა ვჯბამი და ნამრავლი 

წინა თავში გავეცანით ალბათობათა უშუალოდ გამოთვლის ხერხებს, 

სახელდობრ: იმ ხდომილობათა ალბათობის კლასიკურ ფორმულას, 

რომელიც შემთხვევათა სქემახე დადის და ალბათობის მიახლოებით 

გამოთვლას ამ ხდომილობათა სიხშირის მიხედვით, რომლებიც შემ– 

თხვევათა სქემაზე არ დაიყვანება, მაგრამ) ეს წარა უშუალო ხერხები 

ძირითადი არაა ალბათობათა თეორიამი.1 მათი გამოყენება ყოველთვის 
არ არის მოხერხებული და შესაძლებელი მაშინაც კი, როცა ხდომილო–- 
ბა დაიყვანება შემთხვევათა სქემახე. 1 ხშირად ეს სქემა ძლაერ რთულია 

და (2.2.1) ფორმულით უშუალოდ გამოთვლა ალბათობისა მეტისმე- 
ტად ძნელია. რაც “რშეეხება ხდომილობებს, |რომელებიც ჯშემთხვევათა 
სქემებხე „არ დაიყვანებიაი” მათი ალბათობები მხოლოდ იშვიათად 

განისახღვრება უშუალოდ სიხშირის მიხედვით. პრაქტიკაში ჩვეულებ- 

რივ საჭიროა ისეთ ხდომილობათა ალბათობის გამოთვლა, რომელთა 

უშუალოდ ექსპერიმენტული ჩატარება გაძნელებულია. თუ მაგალი- 

თად საჭიროა განვსაზღვროთ თვითმფრინავის დაზიანების ალბათობა 

საჰაერო ბრძოლაში, ცხადია, რომ ამ ალბათობის გამოთვლა სიხშირის 

მიხედვით შეუძლებელია და არა მხოლოდ იმიტომ, რომ ასეთი ცდები 

გახდებოდა განუზომლად რთული და ძვირად ღირებული, არამედ იმი–- 

ტომ, რომ ხშირად გვჭირდება ბრძოლის ამა თუიმ შედეგის ალბათობის 

შეფასება არა მარტო ტექნიკის არსებული ნიმუშებისათვის, არამედ 

დაპროექტების პროცესში მყოფ პერსპექტიულისათვისაც. ჩვეულებ- 

რივ ასეთი შეფასება წარმოებს იმისათვის, რომ “გამოვავლინოთ პერს- 

პექტიული ტექნიკის ელემენტების ყველაზე უფრო რაციონალური კონ- 
სტრუქციული პარამეტრები, 

ამიტომ, როგორც წესი ხდომილობათა ალბათოზბე ბის გამოთვლისათ– 

ვის გამოიყენება არა უშუალოდ პირდაპირი არამედ არაპირდაპირი მე-“ 
თოდები, რომლებიც საშუალებას იძლევიან გარკვეული ხდომილობის 
ცნობილ ალბათობათა მიხედვით განვსახღვროთ მათთან დაკავშირებული 

სხვა ხდომილობათა ალბათობანი. -თვით ალბათობათა თეორია ძირითა- 

დად ისეთი არაპირდაპირი მეთოდების სისტემაა, რომლითაც სარგებლო- 

ბა საშუალებას იძლევა აუცილებელი ექსპერიმენტი დაყვანილი იქნას 
მინიმუმამდე. ვიყენებთ რა ასეთ არაპირდაპირ მეთოდებს, ამა თუ იმ 
ფორმით ვსარგებლობთ ალბათობათა თეორიის ძირითადი თეორემე- 
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ბით, ასეთია ორი თეორემა: ალბათობათა შეკრებისა და ალბათობათა გა- 

დამრავლების თეორემა. ვთქვათ ორივე დებულება თეორემაა და შეიძ- 
ლება დამტკიცებული იქნას მხოლოდ ხდომილობებისათვის, რომლებიც 

დაიყვანებიან შემთხვევათა სქემებზე. იმ ხდომილებებისათვის, რომლე– 

ბიც შემთხვევათა სქემაზე არ დაიყვანება, მიიღებიან აქსიომატურად რო– 
გორც პრინციპები ანდა პოსტულატები. 

წინასწარ სანამ მოვახდენთ ძირითადი თეორემების ფორმულირებას 
ღა მათ დავამტკიცებთ, შემოვიტანოთ ოამდენიმე დამხმარე ცნება, 

სახელდობრ ხდომილობათა ჯამის და ხდომილობა- 
თა ნამრავლის ცნება. 

ზუსტ მეცნიერებათა მრავალ დარგში გამოიყენება სხვადასხვა ობიექ- 
ტებზე სიმბოლური ოპერაციები, რომლებიც თავიანთ სახელწოდებებს 

ღებულობენ არითმეტიკულ მოქმედებათა ანალოგიურად, რომელთა 
ზოგიერთი თვისებებია მათ გააჩნია თ ასეთია მაგალითად მექა–- 

ნიკამი ვექტორთა “რმეკრებისა და გადამრავლების ოპერაციები, ალგებ- 

რაში მატრიცათა შეკრება-გამრავლების ოპერაციები და ა. შ. ეს ოპე- 

რაციები ექვემდებარება რა ცნობილ წესებს, საშუალებას იძლევა არა 

მარტო გავამარტივოთ ჩანაწერების ფორმა, არამედ ზოგ შემთხვევაში 

მეცნიერული დასკვნების ლოგიკური აგება. არსებითად გავაიოლოთ. ხღო– 

მილობებზე ასეთი სიმბოლური ოპერაციების შემოტანა ალბათობათა 
თეორიაში ნაყოფიერი აCმოჩნდა. 

4 და 8ორი ხდომილობის ჯამი ეწოდება ისეთ CC ხდო- 
მილობას, რომელიც ხდება მაშინ, თუ მოხდა „4 ან ,8 ან ორივე ერთად. 

მაგალითად, თუ #4 ხდომილობა მიზანში მოხვედრაა პირველი გას- 
როლისას, 8 ხდომილობა –- მეორე გასროლისას, მაშინ C=744+ 8 არის 

ხდომილობა მიხანში მოხვედრისა საერთოდ, სულერთია პირველი, 

მეორე თუ ორივე გასროლისას. 

თუ 4 და /,8 ხდომილობანი შეუთავსებია, მაშინ ცხადია, რომ ორივე 

ხდომილობის მოხდენა გამორიცხულია და 4 და ,8 ხდომილობათა ჯამი 

დაიყვანება 4 ხდომილობის ან 3 ხდომილობის მოხდენამდე. 

4 და 8ხდომილობის ჯამი ეწოდება ისეთ C ხდომილობას, 

რომელიც არის #4ჯდა ,3 ხდომილობათაგან ერთ-ერთის მოხდენა. 

რამდენიმე ხდომილობის ჯამი ეწოდება ხდომი- 
ლობას, რომელიც არის ამ ხდომილობათაგან თუნდაც ერთის მაინც შე ს- 

რულება. 
მაგალითად, თუკი ცდა შედგება სანიმნოზე 5 სროლისაგან და მო- 

ცემული ხდომილობანი: 

4ი-- არც ერთი მოხვედრა, 

4, -- ზუსტად ერთი მოხვედრა, 
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3 “ემე თაVI7 VI სკების) 

ტრ ზუსტად ოთხი მოხვედრა, 

4 ე-- ზუსტად ხუთი მოხვედრა, მაშინ 

4=4#4ა--4:+4ა 

არის ხდომილობა „არა უ?ეტეს ორი მოხვედრა” ხოლო 

8=4ე:+4.+4+ 

არის ხდომილობა კარა ნაკლებ სამი მოხვედრა“. 

4 და 8 ხდომილობის ნამრავლი ეწოდება C ხდომილო– 
ბას, რომელიც არის 4 და 8 ხდომილობის ერთდროულად მოხდენა. 

მაგალითად, თუ 4 ხდომილობა არის ტუზის გამოჩენა დასტიდან კარ- 
ტის ამოღებისას, 8 ხდომილობა-–აგურის გამოჩენა, მაშინ C=748 ხდო– 

მილობა, არის აგურის ტუხის გამოჩენა. თუ ხდება ორი გასროლა სანიშ– 

ნოხე და #4 ხდომილობა--–მოხვედრა პირველ გასროლისას, 8 ხდომილო- 
ბა –– მოხვედრა მეორე გასროლისას, მაშინ C=/48 არის მოხვედრა 
ორივე გასროლისას. 

რამდენიმე ხდომილობის ნამრავლი ეწოდება 

ხდომილობას, რომელიც ყველა ამ ხდომილობათა ერთდროული მოხდე- 

ნაა. მაგალითად თუკი სამიხნეზე წარმოებს სამი გასროლა და განიხი- 
ლება ხდომილობანი 

8, –– აცდენა პირველ გასროლისას, 
8. –- აცდენა მეორე გასროლისას, 

მე –– აცდენა მესამე გასროლისას, მაშინ ხდომილობა 

8=8.)8ა8ვკ. 

მდგომარეობს იმაში, რომ მიზანს არ მოხვდება არც ერთი გასროლისას. 

ალბათობათა მოსაძებნად ხშირად ,მოგვიხდება წარმოვადგინოთ რთუ- 

ლი ხდომილობანი უფრო მარტივ ხდომილობათა კომბინაციის სახით, 

რომლი დროსაც გამოიყენება როგორც შეკრების, ისე გამრავლების 

ოპერაციები. 

მაგალითად, სამიხნეხე წარმოებს სამი გასროლა და განიხილება 
შემდეგი ელემენტარული ხდომილობანი: 

4, -- მოხვედრა პირველი გასროლისას, . 

4, –- აცდენა პირველი გასროლისას, 
4აე -- მოხვედრა მეორე გასროლისას, 

#.ა-- აცდენა მეორე გასროლისას, 

#ვ –– მოხვედრა მესამე გასროლისას, 

4ვ –- აცდენა მესამე გასროლისას. 
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განვიხილოთ უფრო რთული 8 ხდომილობა, რომელიც არის მოცემუ– 

ლი სამი გასროლის “'მედეგად მიხანმი ზუსტად ერთი მოხვედრა. 8 
ხდომილობა არის ელემენტარულ ხდომილობათა შემდეგი კომბინაცია: 

8= 4,40:+414:4:+ 4, ტატა. 
C ხდომილობა არის სამიზნეზე არანაკლებ ორი მოხვედრა და შეიძლება 

წარმოვიდგინოთ შემდეგი სახით: 

C=/4, 4:43+#41/4:4ტვ+ 414ა4ე-“+/#4)4ა/ვ. 

რთულ ხდომილობათა წარმოდგენის ასეთი ხერხები ალბათობათა 

თეორიაში ხშირად იხმარება. ხდომილობათა ჯამისა და ნამრავლის განსა– 

ზღვრიდან გამომდინარეობს, რომ 

#+/=4#4 

44=#4 

თუ 8 ხდომილება 4 ხდომილობის კერძო შემთხვევაა, მაშინ 

4+8=4. 

#48=8. 

ხდომილობათა ჯამისა და 

ნამრავლის ცნებების გამო- 

ყენებისას ხშირად სასარგებ- 

ლოა მათი თვალსაჩინო გე- ნახ. 3,1.1 

ომეტრიული ინტერპრეტაცია. 

3.1.1. ნახახზე თვალსაჩი- 

ნოდაა ილუსტრირებული 

ორი ხდომილობის ჯამისა 

და ნამრავლის ცნებები. 

თუ 4 ხდომილობაა წეო- 

ტილის მოხვედრა ,4 არეში, 
ხოლო 8 ხდომილობა-–შესა- 7 ძძ ? 
ბამისად მოხვედრა 8 არეში, ნახ. 3.1.2 

მაშინ 4.4+- 8 ხდომილობა 
არის მოხვედრა ნახ. 3.1.1 ა) დამტრიხულ ზონაში, ხოლო 48 ხდომი- 

ლობა ნახ. 3.1.1 ბ) დაშტრიხულ ზონაში, 

3.1.2 ნახ-ხე ანალოგიურად ნაჩვენებია სამი ხდომილობის ჯამი და 
ნამრავლი.     37



8.2. ალბათობათა შეკრების თეორემა 

ალბათობათა შეკრების თეორემა ჩამოვაყალიბოთ შემდეგნაირად: 

ორი შეუთავსები ხდომილობის ჯამის ალბა- 
თობა ტოლია ამ ხდომილობათა ალბათობათა 
ჯამისა: 

ნჩ(4+8)=#M(4)-+-სL8) (3.2.1.) 
დავამტკიცოთ ალბათობათა შეკრების თეორემა შემთხვევათა სქემი– 

სათვის. 
დავუშვათ ცდის შესაძლო შედეგები დაიყვანება შემთხვევათა ერ- 

თობლიობამდე, რომელთაც თვალსაჩინოებისათვის გამოვსახავთ /:, წერ– 
ტილების სახით: 

4 წ-8 
ეეღუღე–-- ჰ-_––- 7 

ეევასაესასა ა =–-–-–-–-აეაეასგსგაგეგ,ე, 

, /” 

დავუშვათ რომ ამ შემთხვევებისაგან ” ხელსაყრელია 4 ხდომილო- 

ბისათვის, ხოლო #-8 ხდომილობისთვის. მაშინ 

ჩრ- “, #ჩ(9=- #, 

ვინაიდან 4 ღა 8 ხდომილობანი შეუთავსებია, ამიტომ არ არსებობს 
ისეთი შემთხვევები, რომლებიც ხელსაყრელია ერთად „#4 და „8 ხდომი- 
ლობებისათვის. მაშასადამე 4 + 7 ხდომილობისათვის ხელსაყრელია #-+ 
+# “შემთხვევა და 

#M+#ჩI 

” ' 

  ს(C4-+8) = 

მიღებულ გამოსახულებებს ჩავსვამთ რა (3.2.11)ფორმულაში, მივიღებთ 
იგივეობას. თეორემა დამტკიცებულია. 

განვაზოგადოთ შეკრების თეორემა სამი ხდომილობის შემთხვევი– 
სათვის. აღვნიშნავთ რა 4+,8 ხდომილობას #) ასოთი და შევუერთებთ 

რა კიდევ ერთ C ხდომილობას, ადვილად დავამტკიცებთ რომ 

#(4+8-+C)ს=CVC+C)=ს(C0)+LC)= 
=IX4-+8)+#ნC)=ჩ(4)+#M9(C8)+#(C) 

ცხადია, რომ სრული ინდუქციის მეთოდით შესაძლოა განვახოგადოთ 

შეკრების თეორემა უთავსებადი ხდომილობათა ნებისმიერი რიცხვი- 
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სათვის. მართლაც, დავუშვათ, რომ იგი მართებულია M# ხდომილობი- 
სათვის. 

რ, “ე.ი 

და დავამტკიცოთ, რომ იგი მართებული იქნება #+ 1 ხდომილობისათვის: 

- 4) #რე,...4იე. რიპ. 

აღვნიშნოსი: 
4,+/4ა+...-+/4გ=C. 

გვაქვს: 
M(1,+43:+-..-.-+ტაი+4ია+))–=–ჩ(C-+4აგ+)ა=#(C)+#(4ა4+)) 

მაგრამ ვინაიდან # ხდომილობისათვის თეორემას უკვე დამტკიცებულად 

ვთვლით 

ნ(C)=#C(4))-+#6-C4-:)-+-...+ ჩC4,). 
საიდანაც: 

ჩMC4,+/4ა.-+...+ტე+4ია+)= 

=#C4,))+ჩ(C4.)+-..+ჩC4,)+#(4 +), 

რისი დამტკიცებაც გვინდოდა. 

ამგვარად, ალბათობათა შეკრების თეორემა გამოიყენება შეუთავ- 

სები ხდომილობათა ნებისმიერ რიცხვისათვის. იგი მოხერხებულია ჩა- 

იწეროს შემდეგი სახით: 

ი I #,) რუ ჩ(ჰე. (3.2.2) 
(=1 

აღვნიმნოთ შედეგები რომლებიც გამომდინარეობენ ალბათობათა 
შეკრების თეორემიდან. 

შედეგი 1. თუ /), /#4:..., 4, ხდომილობანი ქმნიან შეუთავსებ ხდო- 

მილობათა სრულ ჯგუფს, მაშინ მათი ალბათობათა ჯამი ერთის'ტოლია: 

ი 
ჩM(4,)=1. 

I=1 

დამტკიცება. ვინაიდან ხდომილობანი „2, //ე,..., #ც ჰქმნიან 
სრულ ჯგუფს, ამიტომ ერთი რომელიმე მათგანის მოხ- 
დენა აუცილებელი ხდომილობაა. 

ჩნ(4+4.+...-+4აც)= 1. 
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ვინაიდან „11, 4ა.., 4 –– შეუთავსები ხდომილობებია, ამიტომ მათ 

მიმართ მართებულია ალბათობათა შეკოების თეორემა 
_ 

” 

ჩ(11+4:+...-+4,)=ჩ04ა+ჩ0)ჰ+...+ჩ04,)=5 'ჩ–(4 ი, 
ჯ=1 

საიდანაც 

ი 
3 ,03=1. რ. დ. გ. 

(=1 

მანამდე სანამ გამოვიყვანდეთ შეკრების თეორემის მეორე შედეგს, 
განვსაზღვროთ ცნება მოპირდაპირე. ხდომილობათა“ შესახებ. ებებ 

მოპირდაპირე ხდომილობანი ეწოდება ორ შეე- 

თავსებ ხდომილობას, რომლებიც ჰქნიან სრულ ჯგუფს. 
ხდომილობა, რომელიც საპირისპიროა 4 ხდომილობისა, მიღებუ- 

ლია აღვნიშნოთ „-ით. მოპირდაპირე ხდომილობათა მაგალითები. 

1) 4 –– მოხვედრება გასროლისას, 

4- აცდენა გასროლისას, 
2 8 –– მონეტის ასროლისას ღერბის დავარდნა, 

8 – მონეტის ასროლისას ციფრის დავარდნა; 

3) C –– ტექნიკური სისტემის ყველა ელემენტის უმტყუნებელი მუ- 
შაობა; ' 

C- მტყუნება ერთ-ერთი ელემენტის მაინც; 

4) LI -- ნაკეთობათა საკონტროლო პარტიაში აღმოჩენა არანაკლებ 

ორი წუნდებული პროდუქციისა; 

ს –– აღმოჩენა არაუმეტეს ერთი წუნდებული ნაკეთობის. 
შედეგი 2. მოპირდაპირე ხდომილობების ალბათობათა ჯამი ერ– 

თის ტ'ილია: 

C4)+6(C4)=1. 

სვ ეს შედეგი პირველი შედეგის კერძო შემთხვევაა. იგი გამოყოფილია, 

რადგან ალბათობათა თეორიის პრაქტიკული გამოყენებისას განსაკუთ- 

რებით დიდი მნიშვნელობა აქვს. პრაქტიკაში ხშირად უფრო ადვილია 

მოპირდაპირე 4. ხდომილობის ალბათობის გამოთვლა, ვიდრე პირდა- 

პირი 4 ხდომილობისა. ამ შემთხვევებში გამოთვლიან '/X(/4) და პოულო– 

ბენ 
I –(4)=1-–7#ჩ04). 

განვიხილოთ შეკრების თეორემის და მისი შედეგების გამოყენების 
რამდენიმე მაგალითი. 
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მაგალითი 1. ლატარიაში 1000 ბილეთია, მათ მორის ერთ ბილეთს ხვდება მო– 

გება 500 მან, 10 ბილეთს––თითოეულს 100 მანეთი, 50 ბილეთს მოგება ოც-ოცი მან. 
100 ბილეთს –– ხუთ-ხუთი მანეთი.დანარჩენ ბილეთებს მოგება არა აქვს. ვიღაც ყედუ– 

ლობს ერთ ბილეთს. მოინახოს ალბათობა არა ნაკლებ 20 მან. მოგებისა, 

ამოხსნა, განვიხილოთ ხდომილობანი: 

# –- მოგება არა: ნაკლებ 20 მანეთისა, 

4, –“ მოგება 20 მანეთისა, 

42 –- მოგება 100 მანეთისა,, 

#43 –- მოგება 500 მანეთისა, 

ცხადია, 

4 == /#1-+ #4ი-L ,4ვ. 

ალბათობათა შეკრების თეორემის მიხედვით 

(4)=0C4))+ ნ(4:)-+-–C4ე)=0,050–-0,010--0,001:= 0,061. 

მა გალითი 2. 

წარმოებს ყუმბარების დაშენა საომარი მასალების 3 საწყობზე, რისთვისაც ვარდება 

ერთი ყუმბარა, პირველ საწყობზე მოხვედრების ალბათობა შეადგენს 0,01; მეორეზე 

0,008; მესამეზე 0,025. ერთ რომელიმე საწყობზე მოხვედრისას სამივე ფეთქდება. გა- 

მოთვლილი იქნას ალბათობა იმისა, რომ საწყობები აფეთქებული იქნება. 

ამოხსნა, 

განვიხილოთ ხდომილობანი: „“ ს 

#4 –- საწყობების აფეთქება, 
#4: –– მოხეედრება I საწყობზე, 

#5 –- მოხვედრება II საწყობზე, ( #6 ჟუ) 2 
#4ე –– მოხვედრება III საწყობზე, | 

ცხადია, : 

#=/4#,ე+ #42--4ე. 

ვინაიდან ერთი ყუმბარის ჩამოგდებისას „კე, .4ა, 

4: ალბათობანი შეეთავსებია, ამიტომ 

#(/))=#9C1)) --%42) --–(43)= 
=0,01-L0,008--0,025=C0,043. 

ნახ, 3.2.1 

მა გალითიქ,. წრიული სამიზნე (ნახ. 3.2.1) შესდგება სამი ზონისაგან: I, I1, III. 

ერთი გასროლისას პირველ ზონაში მოხვედრების ალბათობაა 0,15, მეორეში –– 0,23 

მესამეში 0,17, გამოვთვალოთ აცდენის ალბათობა. 

ამოხსნა. 

აღენიშნოთ: 4 არის აცდენა, 

4-– მოხვედრება. 
მაშინ 

#4=4,+/9:+4, 
სადაც 4), 42, 8: -–– მოხვედრებაა შესაბამისად I,II1 და 111 ზონაში 

0(4)=#%4,)+ჩ(4+#(4:)=0,15+0,23-L0,17=0,55, , 
საიდანა() ' 

(4)=ზ–-–(4)=0,45. ' 
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როგორც უკვე მითითებული იყო, ალბათობათა შეკრების (3.2.1) 
თეორემა სამართლიანი იყო მხოლოდ შეუთავსები ხდომილობებისათვის, 
იმ შემთხვევაში, როცა 4 და 8 ხდომილობანი შეთავსებადია, ამ ხდო- 
მილობათა ჯამის ალბათობა გამოისახება ფორმულით: 

(4--8)–M9(4)+#C8)--–ჩ(4 8). (3.2.3) 

3.2.2. ნახაზის განხილვით -“შესაძლებელია თვალსაჩინოდ დავრწმუნ- 

დეთ, როომ 3.2.3 ფორმულა სამართლიანია. 

   ნახ, 3.2.2 

ანალოგიურად სამი შეთავსებადი ხდოგილობის ჯამის ალბათობა 
გამოითვლება ფორმულით 

(4+8–+C)=#%(4)+ #ჩC8)-+ (C)–– 

–M9(48)--M(4C)--–X(8C)+#9(48C). 

ამ ფორმულის სამართლიანობა ნათლად ჩანს გეომეტრიული ინტერ- 
პრეტაციიდან (ნახ. 3.2.3). 

სრული ინდუქციის მეთოდით შეიძლება დავამტკიცოთ შეთავსება- 

დი ხდომილობათა ნებისმიერი რიცხვის ჯამის ალბათობის საერთო ფორ- 

მულა: 

” 

“(3 4)=3 ჩრა– 9,4 4ა+9_ ჩ, 4, #ა)..– 
(=1 ჯ ს I ს /,ჩ 

+C-1) 82-94, #4... 4,) (8.2.4) 

სადაც ჯამები ვრცელდებიან ინდექსთა სხგადასხვა მნიშვნელობებზე 
”ეეეასბ–––_–_–-_. 

(3.24) ფორმულა გამოსახავს ხდომილობათა ნებისმიერი რიცხვის 

ჯამის ალბათობას თითო-თითოდ, ორ-ორად, სამ-სამად და ა. შ. 
ალბათობების საშუალებით ანალოგიური ფორმულა შეიძლება 
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ხდომილობათა ნამრავლისათვის დაიწეროს, მართლაც, 3.2.2 ნახ- 

დან უშუალოდ "ცხადია, რომ 

#C48)=ხ(4)+#6%(8)–––ჩ(4+ 8). (3.2.5) 

3.23 ნახ-დან ჩანს, რომ 

ჩ(48C)=M(4)+#%(C8)–-ჩ(C)-–-–(4+8)-–-–C(4+C)–-ს (8+C)+ 
+ (4+8+თ0). (3.2.6) 

საერთო ფორმულას, რომელიც გამოსახას ხდომილობათა ნებისმიერი 

რიცხვის ნამრავლის ალბათობას ამ ხდომილობათა ჯამის ალბათობით აღე– 

ბულია თითო-თითოდ, ორ-ორად, სამ-სამად და ა. შ. შემდეგი სახე აქვს: 

(4,4,...4,)= ა (4) 1 ,%4,+4ა+ 
წ LI 

+ 3 (0.+4,+4ა+..4+C)7 ჩ(ს+..4+4)  6.2.7 
ს ი.“ 

(3.2.4) და (3.2.7) ტიპი ფორმულები პრაქტიკულად გამოიყენება 

სხვადასხვა გამოსახულებათა გარდაქმნისას რომლებიც ხდომილობათა 

ჯამისა და ნამრავლის ალბათობებს შეიცავს. 
ამოცანის სპეციფიკისაგან დამოკიდებულებით ზოგ შემთხვევაში უფ- 

რო მოხერხებულია ხდომილობათა “მხოლოდ ჯამებით სარგებლობა, 

ხოლო სხვა შემთხვევებში მხოლოდ ხდომილობათა ნამრავლით. სწორედ 

ერთის მეორედ გარდასავმნელად არსებობს ამდაგვარი ფორმულები. 

მაგალითი 

ტეკნიკური მოწყობილობა შედგება სამი აგრეგატისაგან. ორი I-ტიპის „4; და .42 

აგრეგატისაგან და ერთი მეორე ტიპის 8 აგრეგატისაგან. „4; და „ა აგრეგატები ერთი 

მეორეს ცვლიან: ერთ-ერთი მათგანის მტყუნებისას მეორეზე ავტომატერი გადართეა 

ხდება. 8 ავტომატი არ არის დებლირებული. იმისათვის, რომ მოწყობილობამ შეწ- 

ყვიტოს მუშაობა (გვიმტყუნოს), საჭიროა, ერთდროულად გვიმტყუნოს ორივე «41 და 

#2 აგრეგატმა ანღა 8 აგრეგატმა. ამდაგვარად, მოწყობილობის მტყუნება –– C ხდო- 

მილობა წარმოგვიდგება შემდეგი სახით: · 

C=14:+ 8, სადაც „1 აგრეგატი 4-ს მტყუნებაა, 42 –- აგრეგატი -- #ე-ის, 

8 აგრეგატი – ჩ8-სი. 

საჭიროა C ხდომილობის ალბათობის გამოLახვა მხოლოდ ჯამის შემცეელ ხდომილო- 

ბათა ალბათობით და არა ელემენტარულ 4).4» და 8 ზდომილობათა ნამრავლით: 

ამოხსნა. 

(3.2.3) ფორმულიდან 

ნCC)= ჩ(4,,/1:)-- IX 8) – ჩ04:4:); (3.2.3) 
" 

(3.2.5ე)1 ფორმულიდან ! 

' –ჩ(4,40=ჩ(4)+ჩ(4) –ჩ(4.+<4») 
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(3.2.0) ფოოპულით 

Mნ”(C4,4:8)=9(4) +-ჩ(C4ტა)-I- (8)-–-ჩC4, 1-42)–– 

_–ჩმი(4.4+8)--ჩ(4:-- 8)-- 0C4,-+#4:3- 8). 

ამ გამოსახულებების (3,2.8)-ში ჩასმით და შეკვეცით მივიღებთ: 

ნC0=1,+8)--(4>--+ 8)-ჩ(4,-L4-+ ჩ). 

ვ.ვ. ალბგათობათა გამრავლების თეორემა 

წინასწარ სანამ გადმოვცემდეთ ალბათობათა გამრავლების თეორე– 
მას, შემოვიტანოთ კიდევ ერთი მნიშვნელოვანი ცნება: ცნება დამოუკი- 
დებელ და დამოკიდებულ ხდომილობათა შესახებ. 4 ხდომილობას უწო- 

დებენ დამოუკიდებელს 8 ხდომილობისაგან, თუკი 

#4 ხღომილობის ალბათობა არ არის დამოკიდებული იმაზე, ,8 ხდომი- 

ლობა მოხდა თუ არა. 

4 ხდომილობას ”ეწოდებ დამოკიდებული „8 ხდომი- 

ლობისაგან. თუკი 4 ხდომილობის ალბათობა იცვლება იმის და 

მიხედვით 8 ხდომილობა მოხდა თუ არა. 

განვიხილოთ მაგალითები. 

1) ორი მონეტის ასროლის ცდა; განიხილება ხდომილობანი; 

4 –- ღერბის გამოჩენა I მონეტახე, 

8 –“ ღეობის გამოჩენა II მონეტახე. 

მოცემულ შემთხვევაში 4 ხდომილობის ალბათობა არ არის დამოკი– 

დებული იმახე. მოხდა 8 ხდომილობა .თუ არა; 

4 ხდომილობა დამოუკიდებელია /# ხდომიულობისაგან. 

2) ურნაში ორი თეთრი და ერთი შავი ბურთულაა; ორი პიროვნება ურ- 

ნიდან იღებს თითო ბურთულას: განვიხილოთ ხდომილობანი: 

4 –– I პირთან თეთრი ბურთულის გამოჩენა, 

8 -– II პირთან თეთრი ბურთულის გამოჩენა. 

4 ხდომილობის ალბათობა მანამდე, სანამ რაიმე ცნობილი იქნება 

8 ხდომილობაზე == ტოლია. თუ გახდა ცნობილი, რომ 8 ხდომილო- 

ბა მოხდა, (4 ხდომილობის ალბათობა გახდება 5, საიდანაც დრვასკვნით 

რომ 4 ხდომილობა დამოკიდებულია „8 ხდომილობახე. 

4 ხდომილობის ალბათობას, გამოთვლილს იმ პირობით, რომ #8 
ხდომილობა მოხდა, ეწოდება 4 ხდომილობის პირობითი 
ალბათობა და აღინიშნება | 

ჩნ (C4/8)-თი. 
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უკანასკნელი მაგალითის პირობებისათვის 

ჩ(0ე= 2,  ჩXC4/8)=-+. 
3 2 

#4 ხღომილობის 8 ხდომილობისაგან დამოუკიდებლობის პირობა 
შეიძლება ჩაიწეროს შემდეგი სახით: 

C4/8)=#(4) 

ხოლო დამოკიდებულობის პირობა -–– 

§(C4/8)5-ჩ(C4) 
სახით ჩამოვაყალიბოთ. 

გადავიდეთ ალბათობათა გამრავლების თეორემის ფორმულირებაზე 
და დამტკიცებახე. 

ალბათობათა გამრავლების თეორემის ფორმულირება ხდება შემდეგ- 
ნაირად. ორი ხდომილო“ბის ნამრავლის ალბათობა 

ტოლია ერთ-ერთი მათგანის ალბათობის ნამრავლისა 
მეორე ხდომილობის პირობით ალბათობაზე,რო- 

მელიც გამოთვლილია პირველის მოხდენის 
დროს: 

(4 8)= –(4)ჩ(8/4) (3.3.1) 

დავამტკიცოთ გამრავლების თეორემა შემთხვევათა სქემისათვის. 
დავუშვათ ცდის შესაძლო შედეგები დაიყვანება შემთხვევებამდე, 

რომელსაც თვალსაჩინოებისათვის ხელახლა გამოვსახავთ ” წერტილის 
სახით: 

”ჩ–8 
1-4 _–_ 

–ევას 

____._ 

!– 48 
_ეაეაეაეეე 

ი 

დავუშვთ რომ 4 ხდომილობის ხელისშემწყობია ”. შემთხვევა. 

ხოლო 8 ხდომილობისა / შემთხვევა. ვინაიდან 4 და 8 ხდომილობებს 

არ ვთვლიდით როგორც შეუთავსებს, აბიტომ საერთოდ არსებობენ 

შემთხვევები რომლებიც ერთდროულად ხელსაყრელია როგორც 

4, ისე 8 ხდომილობისათვის, დავუშვათ, რომ ასეთი შემთხვევების 
რიცხვია /, მაშინ 

| 48)=--; 0(4)= =. 

გამოვთვალოთ # (8//4) ე. ი. 8 ხდომილობის პირობითი ალბათობა იმ 
პირობით რომ #4 ხდომილობა უკვე მოხდა.



თუ ცნობილია რომ 4 ხდომილობა უკვე მოხდა მაშინ, ადრე შესაძლო 
M შემთხვევიდან შესაძლო რჩება მხოლოდ ის /ჯ-ები, რომლებიც ხელს უწ- 
ყობენ 4 ხდომილობას. მათ შორის / შემთხვევა ხელს უწყობს 8 ხდო- 
მილობას. მაშასადამე, 

–(8/4)= CL 
1 

ჩავსვამთ რა (4 8), C4) და # (8//4) გამოსახულებას (3. 3.1) ფორმუ– 

ლაში, მივიღებთ იგივეობას. თეორემა დამტკიცებულია. 
ცხადია გამრავლების თეორემის გამოყენებისს სრულებით არ 

აქვს მნიშვნელობა, თუ რომელ ხდომილობას ჩავთვლით პირველად 4-ს 
თუ 8-ს, ამიტომ გამრავლების თეორემა-შეიძლება დავწეროთ შემდეგ– 
ნაირად: 

#C48)=#(8)ნ(478) 

აღვნიშნოთ გამრავლების თეორემიდან გამომდინარე შედეგები,. 
I შედეგი. თუ 4 ხდომილობა არ არის დამო- 

კიდებული 8 ხდომილობაზე, მაშინ აგრეთვე 

8 ხდომილობა არ არის დამოკიდებული 4 ხდო- 
მილობაზე. 

დამტკიცება. მოცემულია, რომ 4 ხდომილობა არ არის დამო–- 

კიდებული „8-ზე, ე. ი. 
#C4)=7#LC4/8) _ (3.3.2) 

უნდა დავამტკიცოთ, რომ 8 ხდომილობა არ არის დამოკიდებული /4- 

ზე ე. ი. 

#(8)=7ჯ(8/4). 

დამტკიცებისას ვგულისხმობთ, რომ # (/4)=+0. 

ალბათობათა გამრავლების თეორემას დავწერთ ორი ფორმით: 

#C4 8)=#%(C4)#(8/#4), 

#XC4 8)= ჩ(8)LLC4/8), 
საიდანაც 

სC4)ნ(8/4)=#(8)(4/78) 
ანდა (3.3.2) პირობის თანახმად 

(4)0C8/4)=#(8)ჩC4) (3.3.3) 

გავყოთ (3.3 3) ტოლობის ორივე ნაწილი /#(4)-ზე მივიღებთ: 

(8/4)= #8) 
რისი დამტკიცებაც გვინდოდა. 
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I ––- შედეგიდან გამოდის, რომ ხდომილობათა დამოკიდებულება ანდა 

დამოუკიდებლობა სა ურთიერთოა. ამასთან დაკავშირებით შე- 

იძლება მოვიყვანოთ დამოუკიდებელი ხდომილობების ახალი განმარტება. 

ორ ხდომილობას ეწოდება დამოუკიდებელი, 

თუკი ერთ-ერთი მათგანის მოხდენა მეორისმოსL- 

დენის ალბათობას არ ცვლის. 
ხდომილობათა დამოუკიდებლობის ცნება შეიძლება შემოვიტანოთ 

ხდომილობათა ნებისმიერი რიცხვის შემთხვევაში. რამდენიმე ხდომილო– 

ბას ეწოდება დამოკიდებული, თუკი ნებისმიერი მათგანი დანარჩენთა 

ნებისმიერ ერთობლიობაზე არ არის დამოკიდებული. 

I. შედეგი ორი დამოუკიდებელი ხდომი- 

ლობის ნამრავლის ალბათობა ტოლია ამ ხდო- 
მილობათა ალბათობების ნამრავლისა. 

შედეგი უშუალოდ. გამომდინარეობს დამოუკიდებელ ხდომილობათა 

განმარტებიდან. 

ალბათობათა გამრავლების თეორემა შეიძლება განვახოგადოთ ხდო- 

მილობათა ნებისმიერი რიცხვის შემთხვევისათვის; საერთო |სახით თეო–- 

რემა ფორმულირდება შემდეგნაირად: 

რამდენიმე ხდომილობის ნამრავლის ალბათობა ტოლია ამ ხდომილო– 

ბათა ალბათობების ნამრავლისა, თანაც ყოველი რიგით მომდევნო ხდო- 

მილობების ალბათობა გამოითვლება იმ პირობით, რომ ყველა წინა 

ხდომილობას ჰქონდა ადგილი 

#MC4)/4ე...4გ)= 604))004:|4,)0C4ე/,4144ე)... 
..– (4ა//4,/ტე---4 ი -)). (3.3.4) 

შეიძლება დამტკიცდეს იმავე სრული ინდუქციის მეთოდით. 

დამოუკიდებელ ხდომილობათა შემთხვევისას თეორემა მარტივდება და 

ღებულობს შემდეგ სახეს: 

(414... 4)=#4)) ჩ–(4.)...5(C4,), (3.3.9 

ე. ი დამოუკიდებელ ხდომილობათა ნამრავ- 

ლის ალბათობა ტოლია ამ ხდომილობათა ალ- 

ბათობების ნამრავლისა. 
გამრავლების ნიშნის გამოყენებით თეორემა შეიძლება ჩაიწეროს 

შემდეგი სახით: 

ი(II 4, | = LI X4ა. (3.3.6) 
ჯ=1 1=1 

განვიხილოთ ალბათობათა გამრავლების თეორემის გამოყენების მა- 

გალითები. 
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მაგალითი 1. ურნაში 2 თეთრი და 3 შავი ბურთულაა., ურნიდან იღებენ ზე- 

დღიზედ ორ ბურთულას. 

მოვნახოთ ალბათობა იმისა, რომ ორივე ბურთულა თეთრია. 

ამოხსნა. 
აღენიშნოთ: 

4 –- ორი თეთრი ბურთუელის გამოჩენა. 

თვით 4 ხდომილობა წარმოადგენს ორი ხდომილობის ნამრაელს: 

#4=/#)4ა, 

სადაც 4; –– თეთრი ბურთულის გამოჩენა I ამოღებისას, 

#4: –– თეთრი ბურთულის გამოჩენა II ამოღებისას, 

გამრავლების თეორემის მიხედვით ალბათობა 

1 

4 
მაგალითი 2. იგივე პირობებია, მაგრამ პირველი ამოღების 'შემდეგ ბურთულა 

უბრუნდება ურნას და ბურთულები ურნაში შეირეეა. 

2 
#C4)=(4,) 6C4ა| 4,))= > =0,1. 

ამოხსნა. მოცემულ შემთხვევაში ხდომილობანი #4; და #2 დამოუკიდებელ- 

ნი არიან და 

2 2 
ნ(4)=#M(4,)ჩ(4:= –– - =0,16. 

მაგალითი 3, ხელსაწყო, რომელიც / დროის განმავლობაში მუშაობს, შედგება 

3 კვანძისაგან, რომელთაგან თითოეულმა, ერთიმეორისაგან დამო-. 

უკიდებლად 7 დროში შეიძლება გვიმტყუნოს (გამოვიდნენ წყობი- 

დან). მტყუნება თუნდაც ერთი კვანძისა იწვევს მთელი ხელსაწყოს მტყუნებას (წყობი- 

დან გამოსვლას). / დროის განმავლობაში საიმედოობა (უმტყუნებლად მუშაობის ალ- 

ბათობა) 1 კვანძისა 0,=0,8-ის ტოლია, მეორე კეანძისა /5:=0,9, მესამე კვანძისა 

ვ=0,7. ზ 

მოვნახოთ მთლიანად ხელსაწყოს საიმედოობა, 

მოხსნა. აღვნიშნავთ რა: 

# –– ხელსაწყოს უმტყუნებელი მუშაობა, 
#41--I კვანძის უმტყუნებელი მუშაობა, 

#42--IIL კვანძის ი 

ქვს #ა–IIIL კვანძის ” 
გვაქვს: · 

#4=#4, #42 «#ე, 

საიდანაც დამოუკიდებელ ხდომილობათათვის გამრავლების თეორემის მიხედვით 

სC4)=#6C4))CC42) 9C4ვ3)==010-მე=0,504. 

პრაქტიკაში იშვიათად გვხვდება ამოცანები, რომლებშიაც ალბათო– 

ბათა მხოლოდ შეკრების ან მხოლოდ გამრავლების. თეორემები უნდა გა- 
მოვიყენოთ. ჩვეულებრივ მოგვიხდება ორივე თეორემის ერთდროული 
გამოყენება. ამ დროს, როგორც წესი ხდომილობა რომლის „ალბა- 

თობის განსაზღვრაც გეჭირდება, წარმოდგენილი უნდა იქნას როგორც 
ჯამი რამდენიმე შეუთავსები ხდომილობისა (მოცემული ხდომილობის ვა- 
რიანტებისა), რომელთაგან თითოეული თავის მხრივ ხდომილობათა 
ნამრავლია. 
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მაკალითი 4. ერთი და იგიეე სამიზნეზე წარმოებს სამი გასროლა, I, II და III 
გასროლისას მოხვედრის ალბათობა შესაბამისად ტოლია #,=:0,4; #-=0,5; /#:=0,7. 
მოვნახოთ ალბათობა იმისა, რომ ამ სამი გასროლის შეღე გად მიზანში ზუსტად ერთი 
ნახვრეტი იქნება. 

ამოხსნა 

განვიხილოთ # ხდომილობა –- ზუსტად ერთი მოხვეღრა მიზანში, ეს ხდომილობა 

შეიძლება განხორციელდეს რამდენიმე ხერხით, ე. ი. იშლება რამდენიმე შეუთავსებ 

ვარიანტად: შეიძლება იყოს მოხვედრა I-ლი გასროლისას, აცდენა--II და III-ისას; ანდა 
მოხვედრა II გასროლისას. აცდენა I და III გასროლისაL; ანდა ბოლოს აცდენა I და II 

გასროლისას და მოხვედრა III გასროლისას. მაშასაღამე, 

4=#4)4: 43+4,4:45-++#, 4:43, 

საღაც „4,442, „ე –– მოხვედრაა I, 1L და III გასროლისას, 4;, #0, „43 –– აცდენა I, II 
დღა III გასროლისას, 

ალბათობათა შეკრებისა და გამრავლების თეორემების, და აგრეთეე ურთიერთსაპი- 

რისპირო ხდომილობათა თვისებების გამოყენებით მოვნახა>ვთ: 

(4)= (4,4: 43)+ჩC4)4:45)-–C4, 4-4ე)= 
=0,4 ·0,5 ·:0,3---0,6 ·0,5 ·:0,3-L90,6 ·0,5 ·C,7==0,36, 

მაგალითი §, 

წინა მაგალითის პირობებში მოვნახოთ ალბათობა იმისა, რომ მიზანში იქნება ერთი 

ნახვრეტი მაინც. 

ამოხსნა. 

განვიხილოთ 8 ხდომილობა-–-მიზანში, თუნდაც ერთი მოხვედრა. წინა მაგალითში 

გამოყენებული ხერხებით და იგივე აღნიშვნებით. შეიძლება 8 ხდომილობა წარმოვიდ- 

გინოთ უმთავრესად ვარიანტთა ჯამის სახით: 

8= #4) /4:45+ 4. 4-4ე+#4 უშლმე- #44“ 4.42 4ე+ /414:43-+ 4, 404, 

მოვნახოთ თითოეული ვარიანტის ალბათობა გამრავლების თეორემის საშუალებით და 

ყეელა ეს ალბათობანი შეეკრიბოთ. ოღონდ ამოცანის ამოხსნის ასეთი გზა ძლიერ რთუ- 

ლია;ჯაქ მიზანშეწონილია პირდაპირი 8 ხდომილობიდან გადავიდეთ საპირისპიროზე: 

8 –- არც ერთი მოხვედრება მიზანში, 
ცხადია, _ 

8= 4; #4: #43 

გამრავლების თეორემის მიხედვით 

#C8)= #C4, #4: 23:)=0,6 ·0,5 ·0,3=0,09 
საიდანაც 

„(C8)=1--–C8)=1--0,09=0,91. 

უკანასკნელ მაგალითში ილუსტრირებულია ალბათობათა თეორიაში 
მოპირისპირე ხდომილობებზე გადასვლის მიზანშეწონილობის პრინცი- 
პი. იგი შეიძლება ფორმულირებული იქნას შემდეგნაირად: 

თუ მოპირდაპირე ხდომილობა იშლება ვა- 

რიანტების ნაკლებ რაოდენობად, ვინემ პირ- 

დაპირი ხდომილობა, მაშინ ალბათობათა გა» 

მოთვლისას აზრი აქვს მოპირდაპირე ხდომი- 
ლობაზე გადასვლას. 
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მაგალითი 6. წარმოებს ბრძოლა („დეელი“) ორ 4 და 8 მონაწილეს (საფრენ აპჰა- 

რატებს, ტანკებს, ხომალდღებს,) შორის. „1-ს მხარეზე მარაგშია ორი გასროლა, ხოლო 8-ს 

მზარეზე––ერთი. სროლას იწყებს #: ის ახდენს 8-ს დაზიანებას 0,2 ალბათობით, თუ 
8 არ არის დაზიანებული, იგი მოწინააღმდეგეს პასუხობს გასროლით და მას 0,3 ალბა– 

თობით აზიანებს. თუ 4 ამ გასროლით არ არის დაზიანებული, მაშინ იგი 8-კენ ახდენს 

თავის უკანასკნელ გასროლას და აზიანებს 0,4 ალბათობით. მოვნახოთ ალბათობა 

იმისა, რომ ბრძოლაში დაზიანებული იქნება: 

ა) # მონაწილე, ბ) 8 მონაწილე. 

ამოხსნა. განვიხილავთ ხდომილობას: 

#4-/4 მონაწილის დაზიანება, 
8-8 მონაწილის დაზიანება. 

#4 ხდომილობის შესრელებისათვის (მოხდენისათვის) ორი ხდომილობის შეთავსებადო- 

ბაა (გამრავლებაა) საჭირო: 1) /#-მ ვერ დააზიანოს8 პირველი გასროლით, და 2) 8 
დააზიანოს 7# თავისი საპასეხო გასროლისას. 

ალბათობათა გამრავლების თეორემის მიხედვით მივიღებთ: 

#(4)=0,8 -·0,3=0,24. 

გადავდივართ 8 ხდომილობაზე. ცხადია, იგი შედგება ორი შეუთავსები ვარიანტები- 

საგან: ) 
8= 8, + 8. 

სადღაც 8-8 მონაწილის დამარცხებაა პირველი გასროლით #-ს მიერ. 
8:-–-8 მონაწილის დამარცხებაა მეორე გასროლით /#-ს მიერ. ალბათობათა შეკ- 

რების თეორემის მიხედვით 

#(C8)= %8,)+ #ჩ(C8») 
პირობის მიხედვით M#X8,)=0,2. რაც შეეხება 8: ხდომილობას, იგი წარმოადგენს სამი 

ხდომილობის შეთავსებას (ნამრავლს), სახელდობრ: 

1) 4 მხრიდან პირველი გასროლით არ უნდა დამარცხდეს 8; 

2) 8 მხრიდან საპასუხო გასროლით არ უნდა დამარცხდეს #: 

3) უკანასკნელმა (მეორე) გასროლამ 4-ს მხრიდან უნდა დაამარცხოს 8. ალბათობათა 

გამრავლების თეორემის მიხედვით 

#(8:)=0,8 ·0,7 ·0,4=0,224, 

საიდანაც /#X8)=0,2-L0,224=0,424. 
მაგალითი 7. სამიზნე, რომელზედაც ხდება სროლა, შედგება სამი სხვადასხვა 

ნაწილისაგან, სამიზნის დასაზიანებლად საკმარისია ერთი მოხეედრა I ნაწილში, ან 

ორი მოხვედრა 1I-ში, ანდა სამი მოხვედრა III-ში თუ ჭურვი მოხვდა მიზანს, 

მაშინ ალბათობა ამა, თუ იმ ნაწილში მოხვედრისას პროპორციულია ამ ნაწილის 

ფართის. სროლის მიმართულების მართობულ სიბრტყეზე,ე სამიზნის გეგ- 

მილზე. I, I1 და III ნაწილები იკავებენ შეფარდებით ფართობებს 0,1., 0,2 და 0,7. 

ცნობილია, რომ მიზანს მოხვდა ზუსტად ორი ჭურვი, მოვნახოთ ალბათობა იმისა, რომ 

სამიზნე დაზიანებული იქნება, 

ამოხსნა, · 

აღვნიშნოთ /#4-თი სამიზნის დაზიანება; /X/4/2)-- პირობითი ალბათობაა სამიზნის 

დაზიანებისა იმ პირობით, რომ მას მოხვდა ზუსტად ორი ქურვი. ორმა მოხვედრილმა 

ჭურვმა მიზანი შეიძლება დააზიანოს ორი ვარიანტით: თუნდაც ერთი მათგანი მოხვდება 

პირველ ნაწილს, ანდა ორივე ჭურვი მოხვდება II-ს. ვარიანტები შეუთავსებია, რად- 
ა 
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გან მიზანს მოხვდა მხოლოდ ორი ჭურვი; ამიტომ შეიძლება შეკრების თეორემის გა- 

მოყენება. ალბათობა იმისა, რომ თუნდაც ერთი ჭურვი ხვდება 1! ნაწილს, შეიძლება გა- 
მოთელილი იკნას საპირისპირო ხდომილობის საშუალებით (არც ერთი ორი ჭურვიდან 
არ ხვდება I ნაწილს) და ტოლია 1--0,9?. ალბათობა იმისა რომ ორივე ჭურვი მო::- 
დება 11 ნაწილში ტოლია 0,278, მაშასადამე, 

#(4I)21=1–0,92-1- 0,22=: 0,223, 

მაგალითი 8. წინა მაგალითის პირობებისათვის მოინახოს სამიზნის დაზიანების 

ალბათობა, თუკი ცნობილია, რომ ამას მოხედა სამი ჭურვი, 

ამოხსნა. 

ამოვხსნათ ამოცანა ორი ხერხით; პირდაპირი და საპირისპირო ხდომილობათა Lა– 

შუალებით, 

პირდაპირი ხდომილობა -- სამიზნის ღაზიანება სამი მოხვედრისას იშლება ოთხ 

შეუთავსებ ვარიანტად. 

4,--I ნაწილში თუნდაც ერთი მოხვედრა, 

#: -- ორი მოხვეღრა II ნაწილში და ერთი III-ში, 

4ვ –– სამი მოხვედრა I) ნაწილში, 

#4, –- სამი მოხვედრა III ნაწილში. 

1 ვარიანტის ალბათობა წინა მაგალითის ანალოგიურად მოინახება; 

M(C4)=1-0,9=0.271. 

' 

მოვნახოთ II ვარიანტის ალბათობა, სამი მოხვედრილი ჭურვი შეიძლება განაწილოეს 

11--II1 ნაწილებში საჭიროების მიხედეით (ორი მეორეში და ერთი მესამეში) სამი ხერ- 

ხით (Cე“=3). მაშასადამე, 

ჩ–C4:)=3 ·0.2' ·0,7=0,084. 
შემდეგ ვიპოვით: 

6C04ე)-==9,23=0,008, 

ჩC40XV=0,79=0,343, 
აქედან 

#ნ(4/3)=0.271-+-0,084--0,008-L 0,343=0,706. 

ამოცანა უფრო მარტივად წყდება საპირისპირო ხდომილობაზე გადასვლით –- სამი 

მოხვედრისას მიზნის დაუზიანებლობა.ეს ხდომილობა შეიძლება განხორციელდეს მხოლოდ 

ერთი ხერხით: თუ ორი ჭურვი სამიდან მოხვდება მესამე ნაწილში, ხოლო ერთი –- II- 

ში. ასეთი კომბინაცია შეიძლება იყოს სამი (Cვ”=3), მაშასადამე, 

ჩC4|3)=3 -0,7? -0,2==0,294, 
საიდანაც 

(4) 3)= 1––0,294-=0,706, 

მაგალითი 9. მონეტის ასროლა ხდება 6-ჯერ. მოვნახოთ ალბათობა იმისა. რომ 

დავარდება უფრო მეტი -ღერბი, ვინემ ციფრი. 
ამოხსნა, 

ჩვენთეის საინტერესო 4 ხდომილობის მოსანახავად (რომ დავარდება უფრო მეტი 

ღერბი, ვინემ ციფრი) შეიძლება ჩამოვთვალოთ მისი ყველა შესაძლო ეარიანტი, მაგალი– 

თად: 

#41 –– დავარდება 6 ღერბი ღა არც ერთი ციფრი, 

#4: –“- დავარდება 5 ღერბი და ერთი ციფრი და ა. შ. 
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მაგრამ უფრო მარტივი იქნება მეორე ხერხის გამოყენება. ჩამოეთვალოთ ცდის 

ყველა შესაძლო შედეგი: 
41 –– დავარდება მეტი ტერბი, ვინემ ციფრი, 

8 –– დავარდება მეტი ციფრი, ვინემ ღერბი, 

C –– დავარდება ციფრებისა და ღერბების ერთნაირი რაოდენობა, 

1, 8. C ხდომილობანი შეუთავსებია და.ქმნიან სრულ ჯგუფს. 
მაშასადამე, 

(4)-L#8)-I >C)=1. 

ასე რომ ამოცანა სიმეტრიულია „ღერბისა“ და „ციფრის“ მიმართ, 

(4)=VIX8), 

საიდანაც 

2–(4)-+-9(C)=1 
და 

იM(4)=1=” (0 =#X%C). 

მოვნახოთ C ხდომილობის ალბათობა, რომელიც არის მონეტის 6 ასროლისას ზუსტად 

3 ღერბის დავარდნა (რაც ნიშნავს, ზუსტად 3 ციფრი). ხდომილობის ნებისმიერი ვარიან- 

ტის ალბათობა (მაგ. მიმდევრობა ღ, ც,ღ,ღ,ც.ც 6 ასროლისას) ერთი და იგივეა ღა ტო– 

1 MVმ · 
ლია ( –) ასეთი კომბინაციათა რიცხვი ტოლია C33= 20 (იმ ხერხთა რიცხვი, რომ – 

ლებითაც შეიძლება 6 ასროლიღან ამოვარჩიოთ 3, რომლებშიდაც გამოჩნდა ღერბი), 

მაძასადამე, 
ნ(ნხ= 20 _ 5 
(C)= 64 16“ , 

1 5 11 Mი)=+0-50=4. 
: 2 16 32 

მაგალითი 10. 

ხელსაწყო შედგება 4 კვანძისაგან: „მ, /45, „ჭე, და ,4კ, ამავე დროს ,4ი ახდენს #4,-ის 

დუბლირებას, ხოლო )1კ კვანძი ახდენს #ე კვანძის დუბლირებას. ნებისმიერი ძირითა– 

დი კვანძის (#4) ან /ვ) მტყუნებისას ავტომატური გადართვა ხდება მადუბლირებელ კვანძ- 

ზე. საიმედოობა (უმტყუნებლად მუშაობის ალბათობა) მოცემული დროის განმაე– 

ლობაში თითეული კვანძისა შესაბამისად /,, ი, ჩე, მკ ტოლია, თითეული გადამრთვე – 

ლი მოწყობილობის საიმედოობა /#-ს ტოლია, ყველა ელემენტი გამოდის წყობიდან ერ“ 

თიმეორისაგან დამოუკიდებლად. განვსაზღვროთ ხელსაწყოს საიმედოობა. 

ამოხსნა. 

განვიხილოთ /; და „2 კვანძების ერთობლიობა შესაბამისი გადამრთველი მოწყო- 

ბილობით, როგორც ერთი „გამაერთიანებელი #8 კვანძი“, ხოლო „4ე-?და „კ კვანძების ერ– 

თობლიობა და შესაბამისი გადამრთველი მოწყობილობით როგორც გამაერთიანებელი C 

კვანძი განვიხილოთ ხდომილობანი: 

4 –– ხელსაწყოს უმტყუნებელი მუშაობა, 

8 –– გამაერთიანებელი 8 კვანძის უმტყუნებელი მუშაობა, 

C –– გამაერთიანებელი C კვანძის უმტყუნეზელი მუშაობა, 

აქედან 

ცხადია, 
4=8C 

საიდანაც 

(4)=#(8) #C). 
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მოვნახოთ 8 ხდომილობის ალბათობა, იგი იძლება ორ ვარიანტად; 

4, –– წესიერად მუშაობღა ),4) კვანძი და /'.--/;ჯ კვანძი მტყუნებას ახდენდა, მაგრამ 

გადამრთველი მოწყობილობა და ,4ი კვანძი წესიერ მღგომარეობაში აღმოჩნდნენ. 

გვაქვს: 
#C8)= ჩC4,)-I- –C4 :)=#90,+C-–ჩ,)იჩიია, 

ანალოგიურად 

”(C)=/ჯ:-L(1-–/)მი“ 
საიდანაც 

ჩ(4)=LI9,+(1+/ი,)აი/ი:) |/0ვ--(1-–/ა)/0/ა)- 

8.4. ხრული ალბათობის ფორმულა 

ალბათობათა შეკრების და ალბათობათა გამრავლების ძირითადი 
ორი თეორემის შედეგს წარმოადგენს ე. წ. სრული ;ლბათო- 

ბის ფორმულა. დავუშვათ საჭიროა ალბათობის განსახღვრა რო- 

მელიღაც 4 ხდომილობისა, რომელიც #7, #/),.-- //„ ხდომილობებიდან 

შესაძლოა მოხდეს ერთ-ერთთან, რომლებიც ქმნიან შეუთავსებ ხდო- 

მილობათა სრულ ჯგუფს. ამ ხდომილობებს ჰიპოთეზები დავარ- 

ქვათ. 
დავამტკიცოთ რომ ამ შემთხვევაში 

(4)= 2 'ჩ(Iა#4/MI, ც.4.1) 
|=1 

ე. ი. #4 ხდომილობის ალბათობა გამოითვლება'როგორც ჯამი თითოეუ- 

ლი ჰიპოთეზის ალბათობის ნამრავლისა, ამ ჰიპოთეზისას ხდომილობის 
ალბათობაზე. 

(3.4.1) ფორმულა ატარებს სრული (ალბათობის ფორ- 

მულის სახელწოდებას. 

დამტკიცება. 

ვინაიდან #/,, M..., #/„ ჰიპოთეზები ქმნიან სრულ ჯგუფს, ამიტომ 

#4 ხდომილობა შეიძლება მოხდეს ამ ჰიპოთეზებიდან რომელიღაც ერთთან 

კომბინაციაში: 
4=ჩM),4+ჩ,4ტ4+...+ 7,4. “1 თ9 

ვინაიდან #M,, //ა,..., # ჰიპოთეზები შეუთავსებია, ამიტომ M4, 

:ტ,... I4 კომბინაციები აგრეთვე შეუთავსებია; მათ მიმართ შეკ- 

რების თეორემის გამოყენებით მივიღებთ: .-2 “ _ 15 
– 

ჩ(4)= ჩI9,4)+ჩ(M:4)+...+ნV/,4)= > ,%#MI4). 
ჯL=1 
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M,4 ხდომილობის მიმართ გამოავლების თეორემის გამოყენებით 
მივიღებთ: 

(4 

(4)= ბ ,/(M/0ჩ(4/Mა 
1=1 

რ. დ. გ. 

მაგალითი 1. გვაქვს გარეგნულად ერთნაირი სამი ურნა; 1 ურნაში 2 თეთრი და 

ერთი შავი ბეურთულაა; II-ში–-3 თეთრი და ერთი შავი ბურთულა; 111-ში–-2 თეთრი და 

ორი შავი ბურთულა. ვიღაც ალალბედზე ერთი ურნიდან იღებს ბურთულას, მოვნახოთ 

ალბათობა იმისა, რომ ეს ბურთულა თეთრი იქნება. 

ამოხსნა. 

განვიხილოთ სამი ჰიპოთეზა: 

#M,--I ურნის არჩევა, 

#MC--II ურნის არჩევა, 

I-III ურნის არჩევა 

და ხდომილობა # იყოს თეთრი ბურთულის გამოჩენა, ვინაიდან ჰიპოთეზები, ამოცა–- 

ნის პირობის მიხედვით, ერთნაირად შესაძლოა. 

1 
0(#M/))= IX#/») = /Iე)= 3 

4 ხდომილობის პირობითი ალბათობები ამ ჰიპოთეზებში ტოლია: 

ი(4 IM/,)= 

თ
ი
ა
 ვ 1 

; #ხ(4| IMMI:)= “-: #LC4 IIIვ)= >. 

სრული ალბათობის ფორმულის მიხედეით: 

ს(4 1 2 1 ვ 1 1 23 

ი “” ' 

მაგალითი წარმოებს თვითმფრინავზე სამი ერთჯერადი გასროლა. პირეელ 

გასროლაზე მოწვედრის ალაბათობა 0,4-ის ტოლია, მეორე გასროლაზე 0,5, მესამე 

გასროლაზე -– 0,7. 

თვითმფრინავის მწყობრიდან გამოსვლა შესაძლოა სამი მოხვედრით; პირეელი 

მოხვედრისას თვითმფრინავის მწყობრიდან გამოსვლის ალბათობა 0,2-ია, მეორე მოხ- 

ვედრისას –– 0,6. მოვძებნოთ ალბათობა იმისა, რომ მესამედ გასროლის შედე გად თვით– 

მფრინავე გამოყვანილი იქნება მწყობრიდან, 

ამოხსნა, 

განვიხილოთ ოთხი ჰიპოთეზვ: 

IM –– თვითმფრინავს არ მოხვდა არც ერთი ჭურვი, 

MI, –– თვითმფრინავს მოხვდა ერთი ჭურვი, 

MM –– თვითმფრინავს მოხვდა ორი ჭურვი, 

Mე –– თვითმფრინავს მოხვდა სამი ჭურვი.



ვისარგებლოთ შეკრებისა და გამრავლების თეორემებით, მოენახოთ ამ ჰიპოთეზათა 

ალბათობები: 

ჩნ(#M/,)=0,6 ·0,5 ·0,1=0,09; 
#(V/I,) =0,4 ·0,5 :0,3-L0,6 ·-0,5 :0,3-L0,6 ·0,5 ·70,7=0,26; 

#C#”I/:)=90,6 ·:0,5 ·:0,7+-0,4 ·0,5 ·0,7+0,4 ·:0,5 ·70,3=0,41; 

#(#1ე)==0,4 ·0,5 ·0,7=0,14, 

4 ხღომილობის (თვითმფრინავის მწყობრიდან გამოსვლა) პირობითი ალბათობანი 

ამ ჰიპოთეზებისას ტოლია; 

M(4I/Iიე2=20; #M4)I/)=9,2; #(4IIMI-)=0,6; IX41/7ე)=1,0. 

სრული ალბათობის ფორმულის გამოყენებით, მივიღებთ: 

#C4)= 0CM/0)–C4I II) -+ ჩ(/I/,) –C4| //,)–- –(//2) (#4| II») -- (#3) (#1 //3)= 

=0,36 -0,2+-0,41 ·0,6--0,14 ·1,0=0,458. 

აღვნიშნოთ რომ პირველი //ე პიპოთეზა შეიძლება არ განგიხილოთ, რადგან სრული, 

«ლბათობის ფორმულაში შესაბამისი წევრი ნულად იქცევა. ჩვეულებრივ ასეც იქცე– 

ვიან სრული ალბათობის ფორმულის გამოყენებისას, როცა განიხილავენ შეუთავსებ 

ჰიპოთეზათა არა სრულ ჯგუეფს, არამედ მათ შორის მხოლოდ იმათ, რომლის დროსაც მო– 

ცემული ხდომილობა შესაძლებელია. 

მაგალითი 3. ძრავის მუშაობის კონტროლი 2 რეგელიატორით ხდება. 

განიხილება დროის გარკვეული ( პერიოდი. რომლის განმავლობაში სასურველია 

ძრავის უმტყუნებელი მუშაობა. ორივე რეგულატორის შემთხვევაში ძრავის მტყუნე– 

ბის ალბათობა ძ0),0:-ის ტოლია, მათ შორის მხოლოდ ერთის მუშაობისას –– 0; ალბა- 

თობის, მხოლოდ მეორის მუშაობისას-– ძა ალბათობის. ორივე რეგულატორის მტყუნე– 

ბისას –– ძე ალბათობისა. რე გულატორებიდან პირველს აქვს საიმედოობა ჩ,, მეო- 

რეს –– –:, ელემენტები გამოდიან წყობიდნ ერთი მეორისაგან დამოუკიდებლად , 

მოვნახოთ ძრავის სრული საიმედოობის (ემტყუნებული მუშაობის) ალბათობა, 

ამოხსნა. 

განვიხილოთ ჰიპოთეზები: 

MI, –- მუშაობს ორივე რეგულიატორი; 

ჩM, –-.მუშაობს მხოლოდ პირველი რეგუელიატორი (II-რე წყობიდან გამოვიდა) 

MM: –- მუშაობს მხოლოდ მეორე რეგულიატორი (I-ლი' წყობიდან გამოვიდა); 

Mა –- ორივე რეგულიატორი წვობიდან გამოვიდა 

და 4 ხდომილობა -- ძრავის უმტყუნებელი მუშაობა. 

ჰიპოთეზათა ალბათობანი ტოლია: 

ჩ(//,.:)= ლა: (/I,)= ჩ,(1-–?); 
ჩ(//:)ლ– ჩა(1--ჩ,); ჩ(I/0)=(1--ჩ,) (1--ჩ.). 

4 ხდომილობის პირობითი ალბათობანი ამ ჰიპოტეზებისას მოცემულია: 

C4IM/,,ა=1–-0თ 5: #M4II/,)=1–-რთ; (4!,M>-)=1--თ; 
C41M/,)=1--ძ. 

სრული ალბათობის ფორმულით მივიღებთ: 

#(4)= ნ, ჩ+(1--ძ,,2+ჩჩ)(1––ჩა) (1--9)-L 

“+ ჩ:0--?,) (1-0)+(1--ჩ,) (1-ჩ:) (1-–თ). 
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85. ჰიპოთეჭათა თეორემა (ბაიესის ფორმულა) 

გამრავლების თეორემის და სრული ალბათობის ფორმულის შედეგს 

წარმოადგენს ე. წ. ჰიპოთეზების თეორემა, ანუ ბაიესის ფორმულა. 
დავსვათ შემდეგი ამოცანა. 

გვაქვს MI, #7, შეუთავსები ჰიპოთეზების სრული ჯგუფი. 

ცდამდე ცნობილია ამ ჰიპოთეზების შესაბამისი # (/7,), #X/7),..., 

M(C9,) ალბათობანი. ჩატარებულია ცდა, რომლის შედეგად შემჩნეულია 
რომელიღაც 4 ხდომილობა. ისმის კითხვა, როგორ შეიცვლება ჰიპო- 
თეზების აღბათობანი ამ ხდომილობის გამოჩენასთან დაკავშირებით? 

აქ არსებითად ლაპარაკია იმახე, რომ,პირობით #XI/,/ 4) ალბათობა 

თითოეული ჰიპოთეზისათვის მონახული იქნას. 
გამრავლების თეორემიდან გვაქვს: 

(49 )ლ= 6(4)ნ(M,/ ტ)=ს(M) 86(4/M,) ((=1,2,-..,/1), 

ანდა მარცხენა ნაწილს თუ უგულვებელვყოფთ 
(C4)ნ(9,/4)C=ნCVწ)ნC4/7ა ((1=1,2,...,I1). 

საიდანაც 

LXVII)(64I 70 
LV-) 

თუ #/X4) ალბათობას სრული ალბათობის ფორმულეათ (3.4.1) გა- 

მოვსახავთ მივიღებთ: 

 ნMან(4Mი ს სააათი 65) 
> MM0X4I#) 
(==1 

LსVI,I 1) = (L=1,2,.«·, ”) 

#(II,I4)= 

ამ ფორმულას ბაიესის ფორმულა ანდა ჰიპოთე- 
ზების თეორემა ეწოდება. 

მაგალითი 1. ხელსაწყო შეიძლება აიკრიბოს მაღალხარისხოვანი და ჩვეულებრივი 

ხარისხის დეტალებისაგან; საერთოდ ხელსაწყოთა 40% იკრიბება მაღალხარისხოვანი დე – 

ტალებისაგან, თუ ხელსაწყო აკრებილია მაღალხარისხოვანი დეტალებისაგან, მისი საიმე– 

ღდოობა (უმტყუენარი მუშაობის ალბათობა)'/ დროის განმავლობაში 0,95-ის ტოლია; თუ 

ჩეეულებრივი ხარისხის დეტალებისაგან არის აკრებილი მაშინ მისი საიმედოობა 0,7-ის 

ტოლია, ხელსაწყო იცდებოდა / დროის განმავლობაში და მუშაობდა უმტყუნებლად. 

გვიპოვოთ ალბათობა იმისა, რომ იგი აწყობილია მაღალხარისხოვანი დეტალებისაგან. 

ამოხსნა. შესაძლოა ორი.ჰიპოთება: : 
MI, –– ხელსაწყო აწყობილია მაღალხარისხოვანი დეტალებისაგან, 

IM: -– ხელსაწყო აწყობილია ჩვეულებრივი ხარისის დეტალე– 

ბისაგან. (დამდე მათი ალბათობანი ტოლია: 

–(ყა=0,4 M//>=0,6. 
56



ცდის შედეგად შემჩნეულია, რომ მოხდა #4 ხღოომილობა – ხელსაწყო უმტყუნებლად 

მუშაობდა / დროის განმავლობაში. 
ამ ხდომილობის პირობითი ალბათობანი //, დღა #2 პიპოთეზებისას ტოლია: 

#MXC4III,)=0,95; #(41I/-)=0,7. 

(3,5.1) ფორმულის მიხედვით ვიპოვით //, ჰიპოთეზის ალბათობას, ცდის შემდეგ: 

0,4-0,95 
ჩI,,ქა)ლ- იი 0,475. 

0,4-0,95+0,6.0,6 

მაგალითი 2. ორი მსროლელი ერთი მეორისაგან დამოუკიდებლად ერთი მეორის 

მიყოლებით ერთი სამიზნისაკენ აწარმოებს სროლას. სამიზნეში| მოხვედრის ალბათობა 

პირველი მსროლელისათვის არის 0,8 და მეორისათვის 0,4.|სროლების შემდეგ სამიზნე– 

ში აღმოჩენილი იქნა ერთი მონაზხვედრი. მოიძებნოს ალბათობა იმისა, რომ ეს მონახგე– 

დრი ეკუთვნის პირველ მსროლელს. 

ამოხსნა. (დამდე შესაძლოა შემდეგი ჰიპოთეზები: 

#77, – ვერც პირველი ღა ვერც მეორე მსოოლელი ვერ ახვედრებს; 
MI –- ორივე მსროლელი ახვედრებს; 

#Mვ–1 მსროლელი ახვედრებს, მეორე ვერ ახვედრებს; 

Mკვ–I ვერ ახვედრებს, 1I ახვედრებს. 

ამ ჰიპოთეზათა ალბათობანია: 

#V9I))-=9,2 ·0,6=0.12; 

ჩჩმი192)=0,8-0,4=0,32; 

#CM)=0,8:-0,6=0,48; 

ჩ(//)=0,2-0,4=0,08, 
დაკვირვებული #4 ხდომილობის პირობითი ალბათობანი ამ ჰიპოთეზებისა ტოლია: 

(4IM)=0 4I/M)=0; ჩC4IM)=1; X4I//)=1. 

ცღის შემდეგ პირველი და მეორე ჰიპოთეზები შეუძლებელია, ხოლო ჰიპოთეზების 

ალბათობანი იქნება: 

0,48-1 6 
ჩ(M5M)= ი 48.1+0,08.1 _ 7. 

0,08-1 I 
#XM+I#)= 0,ქ8-1+0,08-1 “7. 

· 6 
მაშასადამე, ალბათობა იმისა, რომ მონახვედრი ეკუთვნის პირველ მსროლელს, ---ის 

ტოლია. 
ი 

მაგალითი(2, 

რომელიღაც ობიექტზე წარმოებს დაკვირვება ორი სათეალთვალო სადგურის დახ– 

მარებით. ობიექტი ერთიდან მეორეში გადასვლით შეიძლება იმყოფებოღლეს ორ სხვ 

დასხვა 5, და 53 მდებარეობაში. ხანგრძლივი პრაქტიკით დადგენილია, რომ დაახლოე- 
ბით დროის 30% ობიექტი 5, მდებარეობაშია, ხოლო 70% -–-52. მდვბარეობაში,სათვალ– 

თვალო /V, სადგურიგადასცემს მცდარ ცნობებსწყველა შემთხვევის დაახლოებით 2%გ-ში, 

ხოლო M- სადგური 892-ში. დროის რომელიღაც მომენტში სათვალთვალო M, საღ- 
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გურმა აცნობა ობიექტი 5, მდებარეობაშია, ხოლო დაკავშირების /V; სადგურმა: ობიექ–- 
ტი55 მდებარეობაშია, ისმის კითხვა: რომელ ცნობას უფრო დაეჯერება? 
ამოხსნა. 

ბუნებრივია უნდა დავუჯეროთ იმ ცნობას, რომლისათვისაც მეტია ალბათობა იმი- 
სა. რომ იგი ჭეშმარიტებას შეესაბამება, გამოვიყენოთ ბაიესის ფორმულა, ამისათვის 

ობიექტების მდებარეობაზე გავაკეთებთ ჰიპოთეზებს;: 

//, –– ობიექტი 5, მდებარეობაში იმყოფება, 
ა –- ობიექტი 5: მდებარეობაში იმყოფება, 

დაკვირვებული 4 ხდომილობა შემდეგია: M,-მა სადგურმა გვაცნობა რომ ობიექტი 
იპყოფება 5) მდებარეობაში. /Vა-მა სადგურმა––რომ ობიექტი 52 მდებარეობაშია, ცდამ- 
დე ჰიპოთეზათა ალბათობანია 

IXI/7,)=0,3; IXII5)=0,7. 

ამ ჰიპოთეზებისას მოვნახოთ დაკვირვებული 4 ხდომილობის პირობითი ალბათობანი, 

IM) ჰიპოთეზისას, რომ მოხდეს „4 ხდომილობა საჭიროა, რომ | სადგურმა გადასცეს სწო- 

რი ცნობა ხოლო II მცადარი: 

(41 I7,))==20,98:0,08=0,0784 

ანალოგიურად #X/4|/77:)=-0,92 ·0,02=0,0184. 

ვიყენებთ რა ბაიესის ფორმელას, ვპოულობთ ალბათობას იმისას, რომ ობიექ- 

ტის ქეშმარიტი 5, მდგომარეობა: 

0,3:0,0784 
20,645 ე. ი. ორი 

0,3-0,0784-+0,7:0,0184 
ჩ(/M, I4ე)= 

გადაცემულ ცნობიდან სიმართლესთან უფრო ახლოსაა პირველი სადგურის ცნობა, 

IV თავი 

ცდების განმეორება 

4.1, კერძო თეორემა ცდების განმეორებაზე 
3 

„ალბათობათა თეორიის პრაქტიკული გამოყენებისას ხშირად გვხვდე– 

ბა. ამოცანები, რომლებშიაც ერთი და იგივე ცდა ანდა ანალოგიური (კღე- 

ბი მრავალჯერ მეორდება. თითოეული ცდის შედეგად შეიძლება მოხდეს 

ან არ მოხდეს რომელიღაც 4 ხდომილობა. ჩვენ გვაინტერესებს არა შე- 

დეგი ყოველი ცალკეული ცდისა, არამედ 4 ხდომილობის მოხდე- 
ნათია საერთო რიცხვი ცღათა სერიის შედეგად. მაგალითად, თუ 

წარმოებს გასროლათა ჯგუფი ერთი და იგივე სამიზნეზე, როგორც წე- 
სი გვაინტერესებს არა თითეული გასროლის შედეგი, არამედ მოხვედრათა 
საერთო რიცხვი. მსგავს ამოცანებში საჭიროა ცდების სერიების შედე- 
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გად ხდომილობის გამოჩენის ნებისმიერი რიცხვის ალბათობის განსაზ- 
ღვრა. ამ თავში ასეთი ამოცანები განხილულია მარტივად, იმ შემთხვე- 
ვაში, როცა ცდები დამოუკიდებელია. 

ცდას ეწოდება დამოუკიდებელი, თუკი თითოეული ცდის ამა თუ 

იმ შესაძლო შედეგის ალბათობა არ არის დამოკიდებული იმაზე თუ რო- 

გორია სხვა ცდების შედეგი. მაგალითად, |მონეტის მიმდევრობით 

რამდენიმე ასროლა თავისთავად დამოუკიდებელი ცდაა დასტი- 
დან მიმდევრობით კარტის რამდენჯერმე ამოღება დამოუკიდებელი 

ცდაა, მაშინ, როცა ამოღებული კარტი ყოველთვის უბრუნდება დასტას 

და კარტი შეირევა. წინააღმდეგ შემთხვევაში –– ცდებია დამოკიდებუ- 

ლი, რამდენიმე გასროლა წარმოადგენს დამოუკიდებელს, მხოლოდ იმ 

შემთხვევაში, როცა დამიზნება ყოველი გასროლისას ხელახლა წარმო–- 

ებს; იმ შემთხვევაში, როცა დამიზნება ხდება ერთხელ მთელი სროლის 

დაწყებისას ანდა უწყვეტად ხორციელდება სროლის პროცესში (ჯერებით 
სროლა, სერიებად ყუმბარების დამშენა) ყოველი გასროლა დამოკი- 

დებული ცდაა. 
დამოუკიდ ებელი ცდები შეიძლება წარმოებდეს ერთნაირ ანდა სხვა– 

დასხვა პირობებში. პირველ შემთხვევაში 4 ხდომილობის ალბათობა 

ყველა ცდისას ერთი და იგივეა. მეორე შემთხვევამი 4 ხდომილობის 

ალბათობა ცდიდან ცდამდე იცვლება. პირველ შემთხვევას მიეკუთვნე– 

ბა კერძო თეორემა, ხოლო მეორს–ცდების განმეო- 

რებაზე მეორეთეორემა. 

როგორც უფრო ელემენტარული ვიწყებთ კერძო თეორემიდან. უპირ- 

ეელ ყოვლისა განვიხილავთ კონკრეტულ მაგალითს. 

მაგალითი. სამიზნეზე სწარმოებს სამი დამოუკიდებელი გასროლა, რომელ- 

თაგან მოხვედრის ალბათობა ყოველი გასროლისას –”-ს ტოლია. მოვნახოთ ალბათობა 

იმისა, რომ ამ სამი გასროლისას მივიღებთ ზუსტად ორ მოხვედრას. 

ამოხსნა: აღვნიშნოთ „8.:-ით ხდომილობა, რომელიც არის ორი ჭურვის მი- 

%ზანში მოხვედრება. ეს ხდომილობა შეიძლება მოხდეს სამი ზერხით: 

1, მოხეედრა პირველი გასროლისას, მოხვედრა მეორე გასროლისას, აცდენა მე– 

სამისას; / ა 

2. მოხვედრა პირველი გასროლისას, აცღენა მეორისას, მოხვედრა მესამისას; 

3. აცდენა პირველი გასროლისას; მოხვედრა მეორისას. მოხვედრა მესამისას. 

მაშასადამე 8. ხდომილობა შეიძლება წარმოვიდგინოთ როგორც ჯამი ხდომილო- 

ბათა ნამრავლებისა: 

8:= 4, 4:4ე+ 4 4>43-+414:45, 

სადაც #), #42, #43 –- მოხვედრებაა პირეელ, მეორე, მესამე გასროლისას, ხოლო 4. 

”, #4ე –-. აცდენა პირველი, მეორე, მესამე გასროლისას. 

თე გავითეალისწინებთ, რომ სამი ჩამოთვლილი ვარიანტი 8» ხდომილობის მოხ–- 

დენისა შეუთავსებია, ხოლო ნამრავლში შემავალი ხდომილობანი-––დამოუკიდებელი, 
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შეკრებისა და გამრავლების თვოორემების საშუალებით მივიღებთ: 

#(/3ა)-= )(1--0)-I-0(1-–ი)ი-I (1--/)ისნ, 
ანდა თუ აღვნიშნავთ 

1--/0-- ძ, 

#X8:)=3პი?ძ. 

ანალოგიურად, ჩამოვთვლით რა ყველა ვარიანტს, რომლე ბშიც ჩვენთ- 
ვის საინტერესო ხდომილობა მოხდება მოცემულ რიცხვჯერ, შეიძლება 

ამოვხსნათ შემდეგი ·საერთო ამოცანა. 

წარმოებს # დამოუკიდებელი ცდა, რომელთაგან თითოეულში შეიძ- 

ლება მოხდეს ან არ მოხდეს რომელიღაც 4 ხდომილობა: 4 ხდომილო- 
ბის მოხდენის ალბათობა თითოეულ ცდაში ი-ს ტოლია, ხოლო არ მოხ- 
დენის ალბათობა #ძ= 1--ე-ი. საჭიროა მოვნახოთ ჩი, ი . ალბათობა 

იმისა, რომ 4 ხდომილობა / ცდისას მოხდება ზუსტად //-ჯერ. ეს ხდო–- 

მილობა შეიძლება განხორციელდეს სხვადასხვა ხერხით. განვიხილოთ #,, 

ხდომილობა, რომელიც არის 4 ხდომილობის / ცდისას ზუსტად /”I-ჯერ 

მოხდენა. 

. დავშალოთ „8,, ხდომილობა ხდომილობათა ჯამად; აღვნიშნოთ „4,-თ 

#4 ხდომილობის მოხდენა, ხოლო „,--,4 ხდომილობის არ მოხდენა ჯ-იურ 

ცდაში. 58 
ცხადია, ყოველი ვარიანტი (ჯამის თოთოეული წევრი) 8,, ხდომილო- 

ბის მოხდენისა უნდა შედგებოდეს 4 ხდომილობის /”-ჯერ მოხდე- 

ნისაგან და M--/1-ჯერ არ მოხდენისაგან. ე. ი. 4 ხდომილობის /I და „4 
ხდომილობის #-–-/ სხვადასხვა ინდექსებით. ამ გვარად. 

ეუჟ–-__ 

3 რი+... ... + ე/ჭა/ტვ.-. 4, 

შ...+- რემა... -თრი - +144 ი, 

7» 

ჰი 

« 

რომლის ყოველ ნამრავლში #4 ხდომილობა უნდა შედიოდეს /1-ჯერ, 

ხოლო 4 უნდა შედიოდეს (M-ი)-ჯერ. 
ამგვარი ყეელა კომბინაციის რიცხვი C»-ის ტოლია, ე. ი. იმ 

ხერხების რიცხვი, რომლებითაც შესაძლებელია / ცდიდან შევარჩიოთ 

”, რომლებშიაც მოხდა 4 ხდომილობა. თითოეული ასეთი კომბინა- 

ციის ალბათობა გამრავლების თეორემის მიხედვით დამოუკი- 

დებელ ხდომილობათათვის #0 ის ტოლია. 
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ვინაიდან კომბინაციები ურთიერთ შორის შეუთავსებია, შეკრების თეო- 
რემის მიხედვით 8, ხდომილობის ალბათობა ტოლია: 

ი”'ეშრშრი L ქ... -L სებ M= CMირ0”“. 

C”-ჯერ 
ამგვარად, ცდების განმეორებაზე შეგვიძლია კერძო თეორემის შემ- 

დეგი ფორმულირება: 
თუ წარმოებს დამოუკიდებელი #/ ცდა, რომელთაგან თითოეულში 

ხდომილობის ალბათობა ი-ს ტოლია, მაშინ ალბათობა იმისა, რომ 
ხდომილობა მოხდება ზუსტად /I-ჯერ გამოისახება ფორმულით 

ჩ,,გ= 

ჩ,,,=6”ჰეMყი-თ (4.1.1) 
სადაც ძი=1--ი. 

(4.1.1) ფორმულა აღწერს იმას, თუ როგორ ნაწილდებიან რომე- 

ლიღაც “მემთხვევითი სიდიდის მოხდენის რიცხვის ალბათობანი მის 

შესაძლო მნიშვნელობებს შორის –– 4 ხდომილობის მოხდენის რიცხვი. 

იმასთან დაკავშირებით, რომ #,,,, ალბათობანი თავისი ფორმით 

(0+ი). ბინომი–ს დაშლის შედეგად მიღებული წევრებია, (4.1.1) 

სახს ალბათობათა განაწილებას ეწოღება ბინომალუთრი გა- 
ნაწილება. 

4.9. ზოგაღი თეორემა ცდების განმეორებაზე 

ცღების განმეორებაზე ზოგადი თეორემა ეხება იმ შემთხვევას, როცა 

ხდომილობის ალბათობა ყველა ცდაში ერთი და იგივეა. 

პრაქტიკაში გხვდება უფრო რთული; შემთხვევები, როცა ცდები წარ– 

მოებს არა ერთნაირ პირობებში და ხდომილობათა ალბათობანი ცდიდან 

ცდამდე იცვლებიან. მაგალითად, თუ წარმოებს მთელი რიგი გასროლები 

ცვალებად პირობებში (ვთქვათ, ცვალებადი სიხშირისას) მაშინ გასროლი– 

დან გასროლამდე მოხვედრების ალბათობა მნიშვნელოვნად შეიცვლება. 

ასეთ პირობებში ხდომილობათა მოცემული რიცხვის მოხდენის ალბა–- 

თობის გამოთვლის ხერხს ცდების განმეორების ზოგადი თეორემა 

იძლევა. 

დავუშვთ ტარდება ” დამოუკიდებელი ცდა, რომელთაგან თი- 

თოეულში შეიძლება მოხდეს ან არ მოხდეს 4 ხდომილობა და ამავე 

დროს 4 ხდომილობის L-ურ ცდაში მოხდენის ალბათობა ი,-ის ტო- 

ლია, ხოლო არ მოხდენის ალბათობა 0,=1-- ჩ?,(,=/ჩ...1). საჭიროა 

მოვნახოთ #,,, ალბათობა იმისა, რომ /! ცდის შედეგად # ხდომილობა 

მოხდება ზუსტად #I-ჯერ. წინანდებურადვე აღვნიშნოთ 8, ხდომილობა, 

რომელიც "1 ხდომილობის / –-–ცდაში /7I-ჯერ მოხდენაა. ასევე წინანდე- 
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ბუოადვე წარმოვიდგინოთ 8,., ოოგორც ელემენტარულ ხდომილობათა 
ჯამი: 

ზა=/4)ე4ა..-.4ი4ი «ყა. 4, +... 

ა. + მარე... მი რა +... 

·..+4, 4ა...4» არი -1 +140, 

რომლის დროსაც ყოველ ნამრავლში 4 ხდომილობა შედის /; -ჯერ, 4. 
ხდომილობა კი #(--/I-ჯერ. წინანდებურად ასეთი კომბინაციათა რიცხვი 

იქნება C-%ა. მაგრამ თვით კომბინაციები ურთიერთშორის არათანაბარ– 
ალბათურია. 

დამოუკიდებელი ხდომილობისათვის შეკრებისა და გამრავლების თე– 
ორემების გამოყენებით მივიღებთ: 

ს თ,გე=/კმა-..ჩთმი+I.-0წი “+... 

·-·-+/მიმვ---ძი მა +... 
...+L+ 0102···მი -7/7ი –<)1+1...ჩი 

ე. ი. საძებნი ალბათობა ტოლია ყველა შესაძლო:ნამრავლთა ჯამისა, რომ– 

ლებშიც სხვადასხვა ინდექსიანი ჯი ასო შედის /I-ჯერ, ხოლო სხვადასხვა 
ინდექსიანი 0 ასო /--ჩ1-ჯერ. 

იმისათვის, რომ სრულიად მექანიკურად შევადგინოთ ყველა 'მესაძლო 
ნამრავლი /I ასოებიდან #0 და (M-–-ი!) ასოდან # სხვადასხვა ინდექსებით, 

მიღებულია შემდეგი ფორმალური ხერხი. შევადგენთ ” ბინომთა ნამ– 

რავლებს: | 

დე()=(თ-+/0)2) (ძ-+/აშ)... (მ„+/ჩ,უ) 

ან მოკლედ 
” 

თ,(უ= II (თ-+-ი,2?), 
(L==1 

სადაც 2--ნებისმიერი პარამეტრია. 

დავისახოთ მიზნად მოვნახოთ ბინომთა ამ ნამრავლში 2,-ის კოეფი- 

ციენტი ამისათვის გადავამრავლოთ ბინომები და მსგავსი წევრე- 

ბი შევაერთოთ. ცხადია ყოველი წევრს რომელიც 2„-ს შეიცავს, 

კოეფიციენტებად ექნება რაღაც ინდექსებიანი იც ასოს ი? ნამრავლი და ძ 

ასოს /--/ ნამრავლი. მსგავსი წევრების შეერთების შემდეგ 2,, კოეფი- 

ციენტი იქნება ასეთივე ტიპის ყველა შესაძლო ნამრავლთა ჯამი. 
მაშასადამე ამ კოეფიციენტის შედგენის ხერხი მთლიანად ემთხვე- 

ვა ჩათ, ალბათობის გამოთვლის ხერხს ცდების განმეორების ამოცა–- 

ნაში. ? 
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თ,(2) ფუნქციას, რომლის 2 პარამეტრის ხარისხების მიხედეით დაშ–- 

ლა კოეფიციენტებად იძლევა ჩ,»,, ალბათობას, ეწოდება #ჩ», ალბათობა– 

თა მწარმოებელი (წარმომშობი) ფუნქციათა ანდა მარტიეად მაწარმოებელი 

ფუნქცია. ვისარგებლებთ რა მწარმოებელი ფუნქციის ცნებით, ცდების 

განმეორების შესახებ თეორემის ფორმულირება შეიძლება შემდეგი 

სახით. 
ალბათობა იმისა რომ # ხდომილობა ი” დამოუკიდებელ ცდებში 

მოხდება ”I-ჯერ, ტოლია 2,-ის კოეფიციენტისა მწარმოებელი ფუნქ- 

ციის გამოსახულებაში: 
Mჩ 

დე()= II (თ +ი,შ, 
(თ? 

სადაც ი; „4 ხდომილობის მოხდენის ალბათობაა (-ურ ცდაში ძ,=1–-ი,. 

ცდების განმეორებაზე ზემოთ მოყვანილი ზოგადი თეორემის ფორ– 

მულირება განსხვავებით კერძო თეორემისაგან, არ იძლევა ცხად გამოსა– 

ხულებას ჩ„»,, ალბათობისათვის. ასეთი გამოსახულების დაწერა პრინ- 

ციპში შეიძლება, მაგრამ იგი მეტად რთულია და მას არ მოვიყვანთ. 

მაგრამ ასეთი ცხადი გამოსახულების”გარეშე, ყოველ შემთხვევაში 

შეიძლება დაიწეროს ზოგადი თეორემა (ცდების განმეორების შესახებ 

ერთი ფორმულის სახით: 

” IV) 

II (დ+ი,ბ= ა 2”. 
თ<=0 (=1 

(4.2.1) ტოლობის მარცხენა და მარჯვენა მხარე წარმოადგენენ ერთსა და 

იგივე მწარმოებელ დ (2) ფუნქციას, მხოლოდ მარცხნიდან იგი დაწერი– 
ლია ერთწევრის სახით, ხოლო მარჯვნიდან––მრავალწევრის სახით, მარ- 

ცხნივ ფრჩხილების გახსნით მსგავსი წევრების შეკრებით მივიღებთ ყვე–- 

ლა ალბათობას. 

იი რეი... #.. 

როგორც კოეფიციენტები შესაბამისად 2-ის ნულოვან, პირველ და ა.მ. 
ხარისხებში. 

ცხადია ცდების განმეორებაზე კერძო თეორემა გამოდის ზოგადიდან, 

როცა 

01=ყშა=-...–= მი=7/, 

0ძ1:= 0:=.-·ძი=ძ. 

ამ შემთხვევამი მწარმოებელი ფუნქცია იქცევა (0+- 02) ბინომის 

ჩ-ურ ხარისხად: 

დეა(2)1=(0+ ი2)”. 
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თუ ამ გამოსახულებას ბინომის ფორმულის მიხედვით გავხსნით, მივიღებთ 

ჩ 

(ძ+ი/2) M= ბ. C”იეოე" - თ, 

IMIს=0 

საიდანაც გამოდის (4.1.1) ფორმულა. ! 

აღვნიშნოთ, რომ როგორც ზოგადად, ისე! კერძო შემთხვევაში ყვე- 
ლა ჩე, ალბათობათა ჯამი ერთის ტოლია: 

” 

2 ან.,=1. ტ.2.2)- 
#M:=:0 

ეს უპირველეს ყოვლისა გამოდის იქედან, რომ „8ა, #8), ...8, ხდო- 

მილობანი ქმნიან შეუთავსებ ხდომილობათა სრულ ჯგუფს. ფორმალურად 
(4.2.21 ტოლობა შეიძლება მივიღოთ ზოგად (4.2.1) ფორმულაში 2=1 
დაშვებით. 

მრავლ პრაქტიკულ შემთხვევამი გარდა „ა, ალბათობისა 

(4 ხდომილობის ზუსტად ი! მოხდენა), გვიხდება კანვიხილოთ #4 ხდო- 

მილობის არა ნაკლებ #1 მოხდენის ალბათობა. 
აღვნიშნოთ Cთ „ხდომილობა, რომელიც არის 4: ხდომილობის მოხ- 

დენა არა ნაკლებ /I-ჯერ, ხოლო C, ხდომილობის ალბათობა აღვნიშნოთ 

სო, -ით, ცხადია, 

C»=8»+8»++..--+L8), 

საიდანაც შეკრების თეორემის მიხედვით 

ბისიაი მიი + ჩა+-Iი+..“+-ჩაი 

ანდა მოკლედ 
ჩ 

ჩა= ა ,ხაი. (4.2.3) 
ბ=»ი» 

სიეცე-ის გამოთვლისას ხშირად უფრო მოხერხებულია ვისარგებლოთ 
არა (4.2.3) ფორმულით, არამედ მოპირდაპირე ხდომილობით და თ, 

ა ლბათობა გამოვთვალოთ შემდეგი ფორმულით: 

I1–1 

ჩიი=1-- >», L, (4.2.4) 

(=0 

მაგალითი 1, 

წარმოებს 4 დამოუკიდებელი გასროლა ერთი და იმავე სამიზნეზე სხვადასხვა მან– 
ძილიღან; ამ გასროლებისას მოხვედრის ალბათობანი შესაბამისად ტოლია 

0,ლ=0,1; #:2=0,2; ჩმე=0,3; #ა=0,4. 
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ეიპოვოთ არცერთი, ერთი, ორი, სამი ღა ოთხი მოხქედრების ალბათობანი 

ამოხსნა, 

შვვადგინოთ მწარმოებელი ფუნქცია: 

4 

დ)(2)= IICთ,+ი,1= 
:=1 

=(0.9:I-0,12) (ი,ზ8--C,2 2) (9.7+ი.372) (0,6-I-0,42)=> 

=0,302-|-0.4407-I-0,2157--+0,0407"-I-0.602724, 

საიღანაც 
ჩა.,--0,302; ჩ?,.,= 0,440; ჩ..1=-0,215; –?,.1=0,0940; #?,.,=0,002. 

მაგალითი 2. 

წარმოებს ერთნაირ პირობებში 4 დამოუკიდებელი გასროლა, რომლის ღროსაც მოხვედ- 

რების ი ალბათობა წინა მაგალითის /,, #ა. #1, 0, ალბათობათა საშ უალოს ტოლია 

1 
/7-: < (წ ია+#ი0:+ ჩ/,) =0.25. 

მრენახოთ · 

#L%-.4.: ?,..; ჩგა:::ვ1-ჩვ.,:M4, ალბათობანი, 

ამოხსნა. 

(4.1.1) ფორმულის მიხეღვით გვაქვს": 

ჩა.§== ე0%ზ=-0.23:6; 

M.:=C)001==6.421; 
ჩ2.--C“ჯ.ი?0"=-0.2!I; 

ჩე 4 =:C")00=0.047; / 

ჩი.ს=-=ე3=C,0:4, 

მაგალითი ქ. გვაქვს 5 საღგური, როვლებთანაც დღამკარებულია კავშირი. 

ატმოსფერული დაბრკოლებათა გამო დრო და ღრო კავშირი წყღება. საღგურე- 

ბის დაშორების გამო კავშირის შეწყვეტა ყოეელ მათგანთან წარმოებს სხვებისაგან და- 

მოკიდებული ერთი და იგივე 0,2 ალბათობით. ეიპოვოთ ალბათობა იმისა, რომ დროის 

მოცემელ მომენტში კავშირი ეჟნებათ არა უმეტეს ოო სადგერთან, 

ამოხსნა. ხდომილობა, რომლის შესაბებაც წარმოებს საუბარი, დაიყვანება 

იმაზე, რომ შეიძლება კავშირის დარღეევა არა ნაკლებ სამ სადგურს შორის. (4.2.3) 

ფორმულის მიხედვით მივიღებთ: 

Mშე,ე:= ჩე, ჩეევ- ჩ..:=:C%ე -0.23 -0,8”-- C.! -0.2! -0,8--0.29 = 

-=0,0512--C.0064--0,CC03=0.0579. 

მაგალითი 4. 

რადიოსალოკაციო სადგურთა სისტემა დაკვირვებას აწარმოებს ობიექტების ჯგუფ- 

ზე, რომელიც შედგება 10-ობიექტისაგან, ჟოველი ობიექტი შეიძლება იყოს ერთი მეო– 

რისაგან დამოუკიდებლად დაკარგული 0.1 ალბათობით. მოვნახოთ ალბათობა იმისა, 

რომ თუენდაც ერთი ობიექტთაგანი იქნება ღაკარგელი. · 

ამოხსნა. 

თუნდაც ერთი უფბიექტის დაკარგვის ალბათობა /#? ე შეიძლება მოინახოს ფორმუ- 

ლით 

ჩის -= )-)0 + 2,101... #710.10, 
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მაგრამ უფრო მარტია საწინააღმდეგოს მიღების ალბათობით სარგებლობა, 
რომ არცერთი ობიექტი არაა დაკარგული და გამოვაკლოთ იგი ერთს 

Xიცი5= 1–ჩ%.10= 1--0,919 0.65. 

მაგალითი 5, ბელსაწყო შედგება 8 ერთგვაროვანი ელემენტისაგან, მაგრამ 

დე-ძლება იმუშაოს გამართულად, როცა მათგან არა ნაკლებ 6 ელებენტისა იქნება გამარ- 

თოლი, მათგან თითოეული ხელსაწყო მუშაობის 7 დროში, მწყობრიდან სხვებისაგან 

დამოუკიდებლად გამოდის 0.2 ალბათობით, მოვნახოთ ალბათობა იმისა, რომ ხელსაწ- 

ყო გვიმტყუნებს / დროში. 

ამოხსნა. 

ხელსაწყოს მტყუნებისათვის საჭიროა 8 ელემენტისაგან მწყობრიდან არა ნაკლებ 

ორის გამოსვლა. (4.2.4) ფორმულით გეაჟვს: 

#:,ვ= 1--(/ე.ვ-+ –,,§5)= 1-- (0.§9მ-L C1ვ ·0,2 :0,8?) 20,497. 

მაგალითი 6. თვითმფრინავიდან თვითმფრინავზე სწარმოებს 4 დამოუკიდე – 

ბელი გასროლა. ყოველი გასროლისას მოხვედრის ალბათობა 0,3-ის ტოლია. თვითმ- 

ფრინავის მწყობრიდან გამოსაყვანად (დასაზიანებლად) ყოველთეის საკმარისია 2 მოხ- 

ქედრა; ერთი მოხვედრისას თვითმფოინავი ზიანდება 0,6-ის ტოლი ალბათობით. მოვ- 

ნახოთ ალბათობა იმისა, რომ თვითმფრინავი მწყობრიდან გამოყვანილი იქნება. 

ამოხსნა. 

ამოცანა ამოიხსნება სრული ალბათობის ფორმელით. 

შესაძლოა განხილული იქნას შემდეგი ჰიპოთეზები: 

MM, –– თვითმფრინავს მოხვდა 1 ჭურვი, 

IM – თვითმფრინავს მოხვდა 2 ჭურვი, 

Mვ –– თვითმფრინაკს მოხვდა 3 ჭურვი, 

MI, –– თვითმფრინავს მოხვდა 4 ჭურვი და მოვნახოთ 4 ხდომილობის 

თვითმფრინავის დაზიანების-ალბათობა ამ ოთხი ჰიპოთეზების საშუალებით. გაცილე–- 

ბით მარტივია 2 ჰიპოთეზის განხილვა: 

Mი –– თვითმფრინავს არ მოხვდა არცერთი ჭურვი, 

M, =– თვითმფრინავს მოხვდა 1 ჭურეი და გამოვთვალოთ 4 ხდომილო– 

ბის თვითმფლოინავის მწყობრიდან გამოუყვანლობის ალბათობა: 

ნ(C5)=#(M9,) 8041 Mი)+ ჩ(M,)–C417,). 
გვაქვს: 

#ჩ(”Mა)=%%კ=0,71=0,240; 

ნ(IM,)= #, ,,== CI, :0,3 :0,73=- 0,412; 

C4IM)=1; 

. ნC41//,)C= 1-–0,6=0,4. 
მაშასადამე: 

ჩ?ნ(2:=0,240+-0,412 -0,4-=>0;405, 
საიდანაც: 

(4)=1–-0,405=0,595, 
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V თავი 

თმემთხვევითი სიდიდეები და მათი 

განაწილების კანონები 

§.1. განაწილების მწკრივი, განაწილების მრავალკუთხედი 

განყოფილებაშიდ„ რომელშიც განხილულია ალბათობათა თეორიის 

ძირითადი ცნებები, უკვე შევიტანეთ განსახილველად შემთხვევითი 

სიდიდის მეტად მნიშვნელოვანი ცნება. აქ მოვახდენთ ამ ცნების შემ–- 

დგომ განვითარებას და მივუთითებთ იმ ხერხებზე, რომელთა საშუალებით 

შეიძლება აღწერილი და დახასიათებულ იქნას შემთხვევითი სიდიღეები. 

როგორც უკვე ზემოთ იყო ნათქვამი, შემთხვევიძთი სიდიდე ეწო- 

დება სიდიდეს, რომელსაც ცდის შედეგად შეუძლია მიიღოს ესა თუ ის 
მნიშვნელობა და სახელდობრ, თუ რომელი, წინასწარ არ არის ცნობილი. 

შევთანხმდით, აგრეთვე გავარჩიოთ წყვეტილი (დისკრეტული) და 
უწყვეტი ტიპის შემთხვევითი სიდიდეები. მძესაძლო წყვეტილი სიდიდე– 

ების მნიშვნელობანი წინასწარ უნდა იქნას ჩამოთვლილი. უწყვეტ სი- 

დიდეთა შესაძლო მნიშვნელობანი შეუძლებელია ჩამოთვლილ იქნას 
წინასწარ. ისინი უწყვეტად ავსებენ რომელიღაც შუალედს. 

წყვეტილ შემთხვევით სიდიდეთა მაგალითები: 

1) მონეტის სამჯერ ასროლისას ღერბის გამოჩენათა რიცხვი (შესაძლო 

მნიშვნელობანი, 0,1,2,3); 

2) იმავე ცდაში ღერბის გამოჩენის სიხშირე (შესაძლო მნიშვნელობანი 

0,1, 2, 1); , 3 L) 3 , I 

3) ხუთი ელემენტისაგან შემდგარ ხელსაწყოში ნამტყუნებ ელემენტთა 
რიცხვი (შესაძლო მნიშვნელობანი 0,1,2,3,4,5); 

4) თვითმფრინავის მწყობრიდან გამოსაყვანად საქირო მოხვეღრებათა 

რიცხვი (შესაძლო მნიშვნელობანი 1,2,3,...,/)); 

5) საჰაერო ბრძოლაში ჩამოგდებულ თვითმფოინავთა რიცხვი (შესაძლო 

მნიშვნელობანი 0,1,2....,V, სადაც V –- ბრძოლაში მონაწილე თვით- 
მფრინავთა საერთო რიცხვია). 

უწყვეტ შემთხვევით სიდიდეთა მაგალითები: 

1) გასროლისას მოხვედრის წერტილის აბსცისა (ორდინატა.); 

2) მოხვედრის წერტილიდან სამიზნის ცენტრამდე მანძილი; 

3) სიმაღლის მზომის შეცდომა: 
4) რადიონათურის უმტყუნებლად მუშაობის დრო. 

შევთანხმდეთ, რომ შემდგომში შემთხვევითი სიდიდეები აღვნიშნოთ 

დიდი ასოებით, ხოლო მათი შესაძლო--- მნიშვნელობანი –- შესაბამისი პა- 

ტარა ასოებით. მაგალითად, XV -–-მოხვედრებათა რიცხვია 3 გასროლი- 
სას, შესაძლო მნიშვნელობანი X,=0; X:=1; ჰXე=2; X)=3. განვი– 
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ხილოთ წყვეტილი შემთხვევითი X სიდიდე შესაძლო X, XV..-, X„ მნიშ- 
ვნელობებით„ თითოეული ამ მნიშვნელობათაგანი შესაძლოა, მაგრამ 
არ არის უტყუარი და X სიდიდეს შეუძლია მიიღოს თითოეული მათგანი 

რომელიღაც ალბათობით. ცდის შედეგად X მიიღებს ერთ-ერთს ამ მნიშ- 
ვნელობათაგან, ე. ი. მოხდება ერთ-ერთი შეუთავსები ხდომილობათა 
მთელი ჯგუფიდან: 

| X:C-X, 

1 X=Xა, 
-.. (5.1.1) 
| X=X, 

ამ ხდომილობათა ალბათობებს აღვნიშნავთ –” ასოთი შესაბამისი ინ- 
დექსებით: 

M(X--ი)=ი: #ჩ(X=X)=/ა,... ჩM(X=X-)ა=/ე. 

კოადგან შეუთავსებიჯხდომილობანი (5.1.1) ქმნიან სრულ ჯგუფს, ამი– 
ლო 

ბ ჟღ+ ” 

ბ, ჩ/;= 1, 

L= 

ე. ი. შემთხვევით სიდიდეთა ყველა შესაძლო მნიშვნელობათა ალბათო- 

ბების ჯამი ერთის ტოლია. მაშასადამე, ჯამური ალბათობა განაწი- 
ლებულია ცალკეულ მნიშვნელობებს შორის. შემთხვევითი სი- 
დიდე ალბათობის თვალსაზრისით სრულად იქნება აღწერილი, თუკი 
მოცემულია ეს განაწილება, ე. ი. თუ ზუსტად Iმივუთითებთ, როგორი 

ალბათობა გააჩნია თითოეულს (5.1.1) ხდომილობათაგანს. ამით დავადღ– 

გენთ შემთხვევით სიდიდეთა ე:'წ. განაწილების კანონს. 

შემთხვევითი სიდიდის განაწილების კანონი ეწოდება ყოველგვარ 

დამოკიდებულებას, რომელიც ამყარებს კავშირს შემთხვევით სიდიდეთა 

შესაძლო მნიშვნელობებსა და შესაბამის ალბათობათა შორის. შემთხვე- 

ვით სიდიდეზე ვიტყვით, რომ იგი ემორჩილება განაწილების მოცემულ 
ანონს. 

· დავადგინოთ ფორმა, რომლითაც შეიძლება მოცემული იყოს წყვე- 

ტილი შემთხვევითი სიდიდის განაწილების კანონი. ამ კანონის მოცემის 

უმარტივეს ფორმას წარმოადგენს ცხრილი, რომელშიაც ჩამოთვლილია 
შემთხვევითი, სიდიდის შესაძლო მნიშვნელობანი და მათი შესაბამისი ალ– 
ათობანი: 
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ახეთ ცხრილს ჩვენ ·დავარქმევთ შემთხვევითი X სიდიდის გ ა ნ ა- 
წილების მწკრივს. 

განაწილების მწკრივს უფრო თვალსაჩინო სახე რომ მისცენ ხშირად 
მიმართავენ მის გრაფიკულ გამოსახვას: აბსცისთა ღერძზე გადაზომა- 
ვენ შემთხვევით სიდიდეთა შესაძლო მნიშვნელობებს, ხოლო ორდინატ- 
თა ღერძზე ამ მნიშვნელობათა ალბათობებს. თვალსაჩინოებისათვის მი– 

ღებულ წერტილებს აერთებენ წრფის მონაკვეთებით. ასეთ ნაკვთს ეწო- 
ღება განაწილების მრავალკუთხედი (ნახ. 5.1.1). 

  

  

განაწილების მრავალკუთხედი, ისე როგორც განაწილების მწკრივი 
სავსებით ახასიათებს შემთხვევით სიდიდეს; იგი განაწილების კანონის 

ერთ-ერთი ფორმათაგანია, 

ზოგჯერ უფრო მოხერხებულია განაწილების მწკრივის | ჯე. წ. „ზმექა- 

ნიკური“ ინტერპრეტაცია... წარმოვიდგინოთ რომელიღაც ერთის ტოლი 

მასა განაწილებულია აბცისთა ღერძზე ისე, რომ ცალკეულ ჩ წერ- 

ტილებში X, Xა,--Xგ თავმოყრილია შესაბამისად #,, /ი,-.,მი მა- 

სები. მაშინ განაწილების მწკრივი ინტერპრეტირებული იქნება როგორც 

სისტემა მატერიალური წერტილებისა, რომელთა მასები განლაგებულია 

აბსცისთა ღერძხე. 

განაწილების კანონების მიხედვით განვიხილოთ წყვეტილი შემთხვე- 

ვითი სიდიდეების რამდენიმე მაგალითი. 

მაგალითი 1, წარმოებს ცღა, რომელშიაც 4 ხოომილობა შეიძლება მოხდეს 

ან არ მოხდეს. #4. ხდომილობის ალბათობა 0.3-ის ტოლია. განიხილება შემთხვევითი 

X სიდიდე –– 4 ხდომილ ობის, მოხდენის რიცხეი მოცემულ ცდაში. ე. ი. 4 ხდომი- 
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ლობის დამახასიათებელი შემთხეევითი ს-ღიღე. რომელიც ღებულობ" 1-ის ტოლ 
მნიშვნელობას. თუ იგი მოხდება, და –– 0 (ნულს) თუ იგი არ მოხდება, ავაგოთ სიდი- 

დის გან-წილების მწკრიეი და განაწილების მრა – 

ვალკუთხედი, : 
ამოხსნა. X სიდიდეს აქვს მხოლოთღ ორი 

მნიშენელობა: 0 და 1. X სიდიდის განაწილე–- 
ბის მწკრივს აქგს სახე. 

X 0 

  

  

  

+. ?: 0,7 0,3 

  

    

  

ნახ. 5.1.2. განაწილების მრავალკუთხედი გამოსახულია 5,.1.2. 
ნაზაზზე. 

მაგალითი 2. მსროლელი ახდენს სამიზნეზე სამ გასროლას, მოხვედრის ალ 

ბათობა 0,4-ის ტოლია, ყოველი მოხეედრისას მსროლელს ეთელება 5 ქულა, ავაგოთ 

მოსული ქულების განაწილების მწკრივი, 

ამოხსნა. მოსული ქულების რიცხვი აღვნიშნოთ X-ით. X სიდიდის შესაძლო 

მნიშვნელობანია: X#,=0; X-C2=5; Xვ=10: Xა= 15. ამ მნიშვნელობათა ალბათობებს ვეპო- 

უღრბთ ცდების განმეორების თეორემის გამოყენებით 

0,==0,63=0,216; ·მ5=C1ე -0,4 ·0,6%-=0,432; 
იე==C1%ე ·0,4? -0,6=0,288; ·/კ,=0,438=0,064. 

სიდიდის განაწილების კანონს აქეს სახე: 

      

    

  

  

  

     

    

  

  

   
  

” X I 9 5 (0 | 15 
იძ4 .. 

: I ; · 
43 | ი; II 9,216) 0,432| 0,268| 0,064 

I .. 

#82. | I 
I I განაწილების მრავალკუთხედი 

წ I I . გამოსახულია 5.1.3 ნახ-ზე. 
! ( : 
; ' L უ5 მაგალითი ქე, 4 ხდომილო– 

I8 #უ #0 უშვა ბის გამოჩენა ერთ ცდაში /-ს ტოლია. 
წხ. 5.13 წარმოებს მთელი რიგი დამოუკიდე– 

ბელი ცდებისა. რომლებიც მიმდინარე- 

ობს 4 ხდომილობის პირველ მოხდენამდე, რომლის შემდეგ წყღებიან ჩატარებელი 

ცღების რიცხვი –– ეს შემთხვევითი X სიდიდეა. ავაგოთ X შემთხვევითი სიდიდის გა- 

ნაწილების მწკრივი. . 
ამოხსნა. X სიდიღის შესძლო მნიშენელობანია: 1,2.3,.. (თეორიულად 

ისინი არაფრით არ არიან შეზღუდულნი), იმისათვის, რომ X-მა მიიღოს 1-ის მნიშენელო- 

ბა, აუცილებელია, რომ 4 ხდომილობა მოხდეს პირველივე ცღაში; ამ უკანასკსხელის 

ალბათობა ი-ს ტოლია. 

იმისათვის, რომ სიდიდემ მიიღოს 2-ის მნიშვნელობა, საჭიროა პირეელ ცდაში # 

ხდომილობა არ მოხღეს, ხოლო მეორეში–-მოხდეს. ამისი ალბათობა 0ძი-ს ტოლია, 

სადაც ძ=1--/ და ა, შ. 

LI)



X სიღიღის განაწილების მწკრიეს ძემდეგი სახე აქვს: 

I 
( | · 

იი! ! · 

2 3 
        

    

  

იე | იძ" 

განაწილების მრავალკუთხედის პირველი ხეთი ორღინატა ი=0-=C6.5 შემთხეეგისათ- 

ეის ნაჩვენებია 5.1.4 ნახ-ზე. 

მაგალითი 4. მსროლელი აწარმოებს ს:მიზნეზე სროლას პირიელ მო ხე: ღ- 

რამღე ისე, რომ მარაგში აქვს 4 ვაზნა. თითოეულ გასროლაზე მოხიედრების „ლბათობა 

0,6-ის ტოლია. ავაგოთ დაეხ,არჯავი საბრძოლო მარაგის განაწილების მწკრივი. 

ამოხსნა. 

შემთხვევითი XL. სიდიღეს – გავხარჯავი ეაზნების რიცხვს -- აქეს ოთხი შეაძ- 

ლო მნიშვნელობა: 0,1,2 და 3.ა§ გხამენელობ,თა ალბათობანი შესაბამისად ტოლ ლიან 

ჩი-= -,47=0,.რCრ4; 

/))==0,41·C,6=0,“96; 

#Mა==C,4 ·0,6=0,240; 
იუ=2,6C0, 

  დ 

  
    

  

–
-
–
-
-
-
.
.
 

  

ნახ, 5.1.5. 

X-სიდიდის განაწილების §წ,რ--ს შმემღეგი საზე აქეს: 

II 1 .2 
  

  

  
  

I I 
ჩი; | 0,%(4 | 0,096 0.240 | 0,600 

    

განაწილების მრავალკუთხედი მოცებულის 5.1.5 ნაბ-ზე, ! 

მაგალითი 5. ტეკნიკერა მოწყობილობა ფშეიჭქლება გამოყენებვლი ინას 

სხვადასხვა პირობებში და ამაLთან ღაქოკადებულებით დრო და დრო საჭიროებს რეგუ- 

ლაციას, მოწყობილობის ერთხელ გამოყენებისას იგი შეიძლება ფემთხჭევით მოხედეს 
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ხელსაყრელ ან არახე ლსაყრელ რეყკიმში, ხელსაყრელი რეჟიმისასს ხელსაწაო ინარჩუე- 

ნებს რეგულაცის გარეშე 3-ჯერ გამოყენების უნარს. მეოთხე გამოყენების წინ 

მას რეგულაცია სჭირდება. არახელსაყოელი რეჟიმისას მოწყობილობას პირველივე 

გამოჟენების შემდეგ სჭირდება რეგულაცია, ალბათობა იმისა, რომ ხელსაწყო ხვდება 

ხელსაყრელ რეჟიმში, 0.7-ის ტოლია და რომ არახელსაყრელში -–- 0.3. განიხილება 

შემოხეევით X სიდიდე –– რეგულირებამდე ხელსაწყოს გამოყენების რიცხვი. ავაგოთ 

მისი განაწილების მწკრივი. . 

ამოხსნა. შემთხეევითი X სიდიდეს აქეს სამი შესაძლო მნიშვნელობა 1.2 და 3. 

ალბათობა იმისა, რომ X-=1 ტოლია იმ ალბათობისა, რომ მოწყობილობა პირველივე 

გამოყენებისას ვარღება არახელსაყ- 

I” რელ რეჟიმში, ე. ი. #9;==0.3. იმი- 

სათვის რომ 7X სიდიდე გახდეს 

ორის ტოლი, საქიროა მოწყობილობის 

პირეელივე გამოყენებისას იგი ჩავარ- 

დეს ხელსაყრელ პირობებში (რეჟიმ- 

ში, ხოლო მეორეჯერ არახელსაყრელ- 

ში; ალბათობა ამისა /#:=0,7 ·0,3=- 

=0.21-ის ტოლია. X სიდიდემ რომ 

მიიღოს მნიშენელობა 3, საჭიროა მო- 

წყობილობა ორჯერ პირველად მოხე-. 

  

“ა 

| 
I 
! 

–
–
ა
3
ა
.
 

იე
 
–
–
-
–
 

  დ >, დეს ხელსაყრელ რეჟიმში (ყოველ 
მესამეჯერ მას მოუწევს ოეგულირე- 

ა ნას ”5. 1.6. ბა), ამხსსი ალბათობა ტოლია: #3= 

=0;7?= 0;49. 

X სიდიდის , განაწილების მწკრივს აქვს შემდეგი სახე: 

2 X; 1 3 

    

?: 0,30 

  

0,21 | 0,49 

1. 
განაწილების მრავალკუთხედი ნაჩვენებია 5.1.6 ნახაზზე. 

ნ.5. განაწილების ფუნქცია 

წინა პუნქტში შემოვიტანეთ განსახილველად განაწილების მწკრივი 

როგორც ამომწურავი “მახასიათებელი (განაწილების კანონი) წყვე- 

ტილი შემთხვევითი სიდიდისა ეს მახასიათებელი უნივერსალური 

არ არის, იგი არსებობს მხოლოდ წყვეტილ შემთხვევითი სიდიდი- 

სათვის. ძნელი არ არის დავრწმუნდეთ იმაში, რომ უწყვეტი შვმთხვევი 

თი სიდიდისათვის ასეთი მახასიათებლის აგება შეუძლებელია. მართლაც, 

უწყვეტ შემთხვევით სიდიდეს აქვს შესაძლო მნიშვნელობათა უსასოუ- 

ლო სიმრავლე, რომელიც ავსებს რომელიღაც შუალედს (ე. წ. „არათვ- 

ლადი სიმრავლე"). “შედგენა ცხრილისა, სადაც ჩამოთვლილი იქნებო- 

და ასეთი შემთხვევითი სიდიდის ყველა შესაძლო მნიშვნელობანი, შეუძ-, 
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ლებელია. გარდა ამისა, როგორც შემდგომში დავინახავთ, ყოველი უწ- 

ყვეტი შემთხვევითი სიდიდის ცალკე მნიმვნელობას ჩვეულებრივ არ 

გააჩნია არავითარი ნულისაგან განსხეავეებული ალბათობა მაშა- 
სადამე, უწყვეტი შემთხვევითი სიდიდისათვის არ არსებობს ისეთი 

განაწილებათა მწკრივი როგორიც წყვეტილი სიდიდისათვის არსებობს. 

მაგრამ შემთხვევით სიდიდეთა შესაძლო მნიშვნელობათა სხვადასხვა 
შუალედი არ წარმოადგენს ერთნაირად ალბათურს და უწყვეტი სილი- 

დისათვის არსებობს. „ალბათობათა განაწილება“ თუმცა არა იმ ახრით, 

როგორც წყვეტილისათვის. 
ალბათობათა ამ განაწილების რაოდენობრივი დახასიათებისათვის მო– 

ხეოხებული არაა X=Xჯ ხდომილობის ალბათობა, არამედ „X<Xჯ ხდო- 

მილობის ალბათობა, სადაც X--რომელილაც მიმდინარე ცვლადია. ამ 

ხდომილობის ალბათობა, ცხადია დამოკიდებულია X-ზე, არის X-ის რა- 
ღაც ფუნქცია. ამ ფუნქციას გწოდება C<ენთხვევითი X სიდიდის 

განაწილების ფუნქცია და აღინიშნება /#(X): 

#0) = –(X<-წე. (5.2.1) 

განაწილების #Cი ფუნქციას ზოგჯერ უწოდებენ აგრეთვე განაწი- 

ლების ინტეგრალულ ფუნქციას ანდა, განაწი- 

ლების ინტეგრალურ კანონს... · განაწილების"! (> მ ფუნქცია 

ყველაზხე უნივერსალური დამახასიათებელია კმემთხვევითი სიდიდისა. 
იგი არსებობს ყველა შემთხვევითი სიდიდისათვის; როგორც 'უწყეეტი, 

ისე წყვეტილისათვის განაწილების ფუნქცია ალბათობის თვალსახზრი- 

სით შემთხვევით სიდიდეს სავსებით ახასიათებს, ე. ი. წარმოადგენს 

განაწილების კანონის ერთ-ერთ ფორმა. ჩამოვაყალიბოთ 

განაწილების ფუნქციის ზოგიერთი ზოგადი თვისება. 
1) განაწილების ფუნქციაა #(X):თავისი არგუმენტის არაკლებადი ფუნ- 

ქციაა, ე. ი. როცა X>>X, #(X.)2>/'(X,). 
2) მინუს უსასრულობაზე განაწილების ფუნქცია ნულის ტოლია: 

#C– 9ით)=0. 

3) პღუს უხასრულობაზე განაწილების ფუნქ ცია ერთის ტოლია: 

#(– თ)=1. 

ამ თვისებათა ზუსტი დამტკიცების გარეშე მოვახდინოთ მათი ილუსტოა- 
ციას თვალსაჩინო გეომეტრიული ინტერპრეტაციის საშუალებით. ამი– 

სათვის განვიხილავთ შემთხვევით X სიდიდეს როგორც შემთხვევით X 

წერტილს 0.6. ღერძზხე (ნახ. 

  

5.2.1), რომელსაც ცდის შე- –-––ეეა––. „ 
დეგად “შეუძლია დაიკავოს 0. +X/ #« 
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მინ განაწილების ფუნქცია #(X) არის ალბათობა იმისა, რომ შემთხვე- 

ვითი წერტილი X ცდის შედეგად ხვდება X წერტილის მარცხნივ. 
გავხარდოთ ჯ. ე. ი. აბსცისთა ღერძზე წერტილი გადავწიოთ მარჯ- 

ვნივ. ცხადია, ამ დროს ალბათობა იმისა, რომ შემთხვევითი X წერტილი 

მოხვდება X-ის მარცხნივ არ შეიძლება შემცირდეს; მაშასადამე განაწი- 

ლების #Cე ფუნქციას ჯ -ის გახრდით შემცირება არ შეუძლია. 
რომ დავრწმუნდეთ იმაში. რომ ”#(--%)->0, X. წერტილი აბსცისის 

ღერძზე მარცხნივ უსასრულოდ გადავაადგილოთ. ამდროს შემთხვევითი 

წერტილის მოხვედრა X-ის მარცხნივ ზღვარში გახდება შეუძლებელი 

ხდომილობა: ბუნებრივია დავუშვათ, რომ ამ ხდომილობის ალბათობა 

მიისწოაფვის 'ნულისაკენ, ე. ი. # (–<90)=0. 

, ანალოგიურად, წერტილის მარჯვნივ უსასრულოდ გადაადგილებით 

დავრწმუნდებით, რომ # (+ %)=1, რადგან ხდომილობა X <Xჯ ზღვარში 

უტყუარია. · . 
#(-) ფუნქციის განაწილების გრაფიკი ზოგად შემთხვევაში არაკლე- 

ბადი ფუნქციის გრაფიკია (ნახ. 5.2.2), რღმლის მნიშვნელობანი იწყება 

| 0-დან და აღწევს 1-მდე, თა- 
<< – 

    

რიX3... I” ნც ფუნქცის ცალკეულ 
| - – "C ერტილებში შეიძლება ნახ- 

„ტომები (წყვეტები) ექნეს. 

– ვიცით რა წყვეტილი შემ- 
_! თხვევიძთი სიდიდის განაწი- 

_ __ ლების მწკრივი, შეიძლება 

/ . ა | ადვილად ავაგოთ ამ სიდიდის 

4 · 9. განაწილების ფუნქცია. მართ- 

ნახ. 5.2.2. ლაც), 

ჩ0ე=ნ(X<ა= 2, M(X=XI, 
X,<ჯ 

სადაც X,„<X უტოლობა ჯამის ნიშნის ქვეშ აჩვენებს, რომ აჯამვა ვრცელ- 

დება X-ის ყველა მნიშვნელობებზე, რომლებიც ნაკლებია X-ზე. როცა 

მიმდინარე X, ცვლადი გადის წყვეტილი X სიღიდის რომელიღაც შესაძ- 

ლო მნიშვნელობახე, განაწილების ფუნქცია იცვლება ნახტომისებუ- 

რად, რომლის დროსაც ნახტომის სიდიდე ტოლია ამ მნიშვნელობის 

ალბათობისა. 

მაგალითი 1, მიმღინარეობს ცღ), რომელშიდაც # ხდომილობა შეიძლება 

მოხდეს ან არ მოხდეს. # ხდომილობის ალბათობა C,3-ის ტოლია. შემთხეევითი X სი- 

ღ-ღე– ცდაში 4 ხდომილოზის გამოჩენის რიცხვია (4 ხდომილობის მახასიათებელი“შემთ- 

ხეჟეითი სიღიდე). 4« 
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ავაგოთ მისი განაწილების ფუნქცია, 

ამოხსნა. X სიდიდის განაწილების მწკრივს აქეს სახვ; 

M | 0 1 

  

  

ჩ; 0,7 | 0,3 

  

ავაგებთ X სიღიდის განაწილების ფემჰციას: 

1) როცა Xლ% #(X)= §(X<ი9=0 0; 
2) როცა 0=<X=! 

ნ0)=:(X=C7=#M(X=0)=:0,7;: 
3) როცა X>L 

ჩ00-=XCX=0#(X=თ0))-I-ჩ(X=1)=!. 

ფუნქციის განაწილების გრრფიკი წერპოდგენილია 5.2,3 ნახაზზე. წყყეტის წერტელებსში 

#ი00.ფუნქცია ღებულობსL მნიშვნელო– I 

ბებს, რომლებიც ნახაზზე აღნიშნულია ქ ”ჯ) 

წერტილებით (ფუნქცია უწყეეტეა “ აეოაღLLL““ 
მარცხ§იდან). | ' 

მაგალითი 2. წინა მა»გია- : 

ლითის პირობებში წარმოებს ოთხი 

ღამოუკიდებელი ცდა, აგებული იქნას 
განაწილების ფუესქცია 4# ხდომილობის 

მოხღენის რიცხვისა. 

ამოხსნა. აღვნიშნოთ X-ით 

ოთხივე ცდაში #4 ხღომილობის მოა- ” L 1 L +   

დენის რიცხეი. ამ სიდიჯეს ”აქეს გა- 

ნაწილების მწკრივი ნახ. 5.2.3. 
! 

2 1. 

გ, ,C756 

X; 0 4 

  

  

  

ჩი! | 9,240! 0,4116 0,008! 

  

  

  
აეაგოთ შემთხვევითი X სიდიდის"განაწილების ფუნქცია: 

I) როცა X=ლ=0 #(C0I=0: 

2) როცა 0<X<IL. #00=0,2401; 

3) როცა 1<Xლ2 L(X0=9,6517; 

4) როცა 2<Xლ3 ”(X)=0.9163; 

5) როცა გლალტ §(X)=0,9919; 

6) როცა X>4 ჩ(9=1. 
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განაწილების ფუნქციის გრაფიკი მოცემულია 5.2.4 ნახაზზე. 

  

  

ეასა–– · 
! 

აეეაა 

4 

” 2. + L 7” 

2; 7 2 3 4 

ნახ. 5.2.4, 

ნებისმიერი წყვეტილი შემთხვევითი სიდიდის განაწილების ფუნქ ცია ყოველთეის არის 

წყვეტილი საფეხურისებრი ფუნქცია, რომლის ნახტომები წარმოიშობიან შემთხვევითი 

სიდიდის შესაძლო მნიშვნელობების შესაბამის წერტილებში და ტოლია ამ მნიშვ 

ნელობათა ალბათობებისა, ფუნქციის ყველა ნახტომთა ჯამი 1-ის ტოლია. 

შემთხვევითი სიდიდის შესაძლო მნიშვნელობათა რიცხვის გადიდე- 

ბასა და მათ შორის ინტერვალთა შემცირებასთან ერთად ნახტომთა რიც- 

ხვი ხდება მეტი, ხოლო თვით ნახტომები-––ნაკლები; საფეხურისებრი მრუ- 

დი ხდება მდოვრე სადა (ნახ. 5.2.5); 

ნახ. 5.2.5. 

შემთხვევითი სიდიდე თანდათან უახლოვდება უწყვეტ სიდიდეს, ხოლო 

მისი განაწილების ფუნქცია––უწყვეტ ფუნქციას (5.2.6) : 

“ პრაქტიკაში უწყვეტი შემთხვევითი სიდიდის განაწილების ფუნქცია 
ყველა წერტილში უწყვეტია, როგორც „ეს 5.2.6. ნახ-ზეა ნაჩვენები, 
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.– 
“– “ 

  

ნახ, 5.2.6. 

თუმცა ჯშეიძლება აიგოს შემთხვევით სიდიდეთა მაგალითები, რომელთა 

შესაძლო მნიშვნელობანი უწყვეტად ავსებენ რომელიღაც შუალეღს, 

მაგრამ მათთვის განაწილების ფუნქცია ყველგან არ წარმოადგენს უწ- 

ყვეტს, არამედ ცალკეულ წერტილებში განიცდის წყვეტას. 
#ლ 

   _ა 
Lჰ ჯ : I 

ნახ. 5.2.7. ნახ. 5.2.8. 

ასეთ შემთხვევით სიდიდეებს ეწოდება შერეული. შერეული სიდიდის 

მაგალითად შეიძლება მოვიყვანოთ სამიზნეზე ყუმბარებით მიყენებული 

ნგრევის ფართობი, რომლის დამანგრეველი მოქმედების რადიუსია /? 

(ნახ. 5.2.8). 

ამ შემთხვევითი სიდიდის მნიშვნელობანი უწყვეტად ავსებენ 0-დან 

XX" შოა ლედს, მაგრამ ამ დროს 0 და #/პ? კიდურა მნიშვნელობებს, 
რომელთაც ადგილი აქვს ყუმბარების L და II ტიპის განლაგებისას, 
გააჩნიათ გარკვეული სასრულო ალბათობანი და ამ მნიშვნელობებს შე- 
ესაბამებიან განაწილების ფუნქციის ნახტომები, მაშინ როცა საშუალედო 
მნიშვენელობებისათვის (III ტიპის მდებარეობა) განაწილების ფუნქცია 

უწყვეტია. მეორე მაგალითი შერეული შემთხვევითი სიდიდისა––ეს არის 

7 დრომი გამოსაცდელი ხელსაწყოს უმტყუნარი მუშაობის 1 დრო. ამ 

შემთხვევითი სიდიდის განაწილების ფუნქცია ყველგან უწყვეტია, გარდა 

# წერტილისა. 
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5.3. მოცემულ უბანზე შემთხვევითი სიდიდის 

მოსპვედრის ალგათობა 

შემთხვევით სიდიდესთან დაკავშირებული პრაქტიკული ამოცანე- 

ბის გადაწყვეტისას, ხმირად ხდება აუცილებელი გამოთვლა ალბათო 

ბისა, რომ შემთხვევითი სიდიდე მიიღებს მნიშვნელობას, რომელიც მო–- 

თავსებულია რაღაც სახღვრებში, მაგალითად თ-დან ჩ-მდე. ამ ხდო–- 
მილობას ჩვენ დავარქმევთ „შემთხვევითლ. X სიდიდის, თ და ჩ უბანს 
შორის მოხვედრას“. 

ვთქვათ მარცხენა ბოლო C (თ, ჩზ) მონაკვეთს ს მიეაითვნება, ხოლო. 

მარჯეენა –– არ მიეკუთვნება. მამინ შემთხვევითი X სიდიდის მონაკ- 
ვეთმი მოხვედრა ტოლძალოვანია 

თ<-X <ჩ 
უტოლობის შესრულებისა. 

ამ ხდომილობის ალბათობა გამოვსახოთ X სიდიდის განაწილების ფუნ– 
ქციით. ამისთვის განვიხილოთ სამი ხდომილობა: 

4 ხდომილობა, რომელიც მდგომარეობს იმაში, რომ X<8; 
8 ხდომილობა, რომელიც მდგომარეობს იმაში რომ X<თ; 
C ხდომილობა, რომელიც მდგომარეობს იმამი რომ თ=X=<5ჩ. 

გავითვალისწინებთ რა 4=8+C, ალბათობათა შეკრების თეორემის 

მიხედვით გვექნება. 

(CX<ჩ)=%(X<თ)+” (==X<ჩ), 
ანდა . 

#(8)=ჯC)-+#ნC><-X <8). , 
საიდანაც “ 

(=ლX<ჩ)=”(ჩ)-– ჩ (თ), (5.3.1) 

ე. ი. მოცემულ უბანში შემთხვევითი სიდიდის 

მოხვედრის ალბათობა ამ უბანზე განაწილე- 

ბის ფუნქციის ნაზრდის ტოლია უსასრულოდ შე- 

ვამციროთ (თ, ზ) მოწაკვეთი, იმ დაშვებით ; რომ ზღვარში ჩ->თ, 

მოხვედრის ალბათობის ნაცვლად, მივიღებთ იმის ალბათობას. რომ სი- 

დიდე მიიღებს ცალკე აღებულ მნიშვნელობას: 

(X= =თ=IIთ §(==X <ჩ)= III (8)-–# (C)). (5.3.2) 

ამ ზღვრის მნიშვნელობა დამოკიდებულია იმახე X=Cთ წერტილში #V(#) 

ფუნქცია უწყვეტია, თუ განიცდის წყვეტას. თუ ”(Xი) ფუნქციას ი. წერ- 
ტილში წყვეტა აქვს, მაშინ (5.3.2) ფორმულის ზღვარი ტოლია იმ ნახ- 

ტომის მნიშვნელობისა, რომელიც MC) ფუნქციას აქვს თ წერტილში. 

თუკი #CX) ფუნქცია თ წერტილში უწჭვეტია, მაშინ ესზღვარი ნ ულის 
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ტოლია. შემდგომ გადმოცემაში „უწყვეტს“ ვუწოდებთ მხოლოდ იმ 

' შემთხვევით სიდიდეებს რომელთა განაწილების ფუნქცია ყველგან, 

უწყვეტია. გვაქვს რა ეს, მხედველობაში შეიძლება შემდეგი დებულე- 
ბის ფორმულირება: 

უწყვეტი შემთხვევითი სიდიღის ნებისმი- 
ერი ცალკეული მნიშვნელობის ალბათობა ნუ- 
ლის ტოლია. 

ეს უფრო დაწვრილებით განვიხილოთ. მოცემულ კურსში უკვე შევხ- 

ვდით (იხ. ზემოთ) ხდომილობებს, რომელთა ალბათობა, ნულის ტოლი 

იყო. (სახელდობრ შეუძლებელი ხდომილობანი). ეხლა კი ვხედავთ რომ 

ნულოვანი ალბათობანი “რმეიძლება ჰქონდეთ არამარტო “შეუძლებელ, 

არამედ შესაძლო ხდომილობებს. სინამდვილემი X=VCთ „ხდომილობა, 

რომლის დროსაც უწყვეტი შემთხვევითი სიდიდე მიიღებს C მნიშვნელობას, 
შესაძლებელია, ოღონდ მისი ალბათობა ნულის ტოლია, ასეთი ხდომი- 

ლობანი –– შესაძლოა, რომელთა ალბათობანი ნულია და მოხდებიან 
მხოლოდ იმ ცდების განხილვისა,” რომელნიც არ დაიყვანებიან შემთხვე– 

ვათა სქემახე. 

ცნებს ხდომილობახე, რომელიც „შესაძლოა, მაგრამ გააჩნია 

ნულოვანი ალბათობა“, ერთი. შეხედვით პარადოქსულად მოჩანს. სი- 
ნამდვილეში იგი იმაზე მეტი პარადოქსული არაა, ვიდრე წარმოდგენა 

სხეულზე, რომელსაც განსახღვრული ,მასა აქვს, მაშინ როცა სხეულის 

შიგნით არც ერთ წერტილს გარკვეული სასრულო მასა არ გააჩნია; 

სხეულიდან გამოყოფილ რაგინდ მცირე მოცულობას გარკვეული სას- 

რულო მასა გააჩნია; ეს მასა ნულს უახლოვდება მოცულობის შემცი- 

რებასთან ერთად და ზღვარში წერტილისათვის უდრის ნულს. ანალოგი- 

ურად ალბათობათა უკყწვეტი განაწილებისას მცირე უბანზე მოხვედრის 

ალბათობა შესაძლოა განსხვავებული იქნეს ნულისაგან, მაშინ როდესაც 

მკაცრად განსახღვრულ წერტილში მოხვედრის ალბათობა ზუსტად ნუ- 

ლის ტოლია. 

თუ წარმოებს ცდა, რომელშიც უწყვეტმა შემთხვევითმა X სიდი- 

დემ უნდა მიიღოს თავისი ერთ-ერთი შესაძლო მნიშვნელობათაგანი, მა- 

შინ ცდამდე ალბათობა თითოეული ასეთი მნიშვნელობებისა ნულის 

ტოლია; თუმცა ცდის შემდეგ შემთხვევითი X სიდიდე აუცილებლად მი- 

იღებს ერთ-ერთ თავის შესაძლო მნიშვნელობას, ე. ი უეჭველად მოხ- 

დება ერთ-ერთი ხდომილობათაგანსი რომელთა ალბათობანი ნულის 
ტოლია. იქიდან, რომ ხდომილობას X=თ აქვს ნულის ტოლი ალბათობა, 

არ ნიშნავს თითქოს ხდომილობა არ მოხდება, ე. ი. სიხშირე ამ ხდომილო– 
ბისა ნულის ტოლია. ჩვენ ვიცით, რომ ცდათა დიდი რიცხვისას სიხშირე 

არ უდრის არამედ მხოლოდ უახლოვდება ალბათობას. რადგან X=Cთ 
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ხდომილობის ალბათობა ნულის ტოლია, ამიტომ ცდის უსასრულო გან- 
მეორებისას ეს ხდომილობა მოხდება იშვიათად. 

თუ 4 ხდომილობა მოცემულ ცდაში შესაძლოა, ხოლო ნულის ტოლი 

ალბათობა აქვს, მაშინ მის საპირისპირო 4 ხდომილობას აქვს ერთის 
ტოლი ალბათობა, მაგრამ არა უტყუარი. უწყვეტი შემთხვევითი X სი- 

დიდისათვის, ნებისმიერი თ-სას X=5-თ ხდომილობას აქვს 1-ის ტოლი 

ალბათობა, ოღონდ ეს ხდომილობა არა უტყუარია. ასეთი ხდომილობა 

ცდათა უსასრულო განმეორებისას მოხდება თითქმის ყოველთვის, მაგ- 

რამ არა ყოველთვის. 5.1.-მი ჩვენ გავეცანით წყვეტილ (შემთხვევით) 

სიდიდეს როგორც აბსცისის ღერძზე რამდენიმე იხოლირებულ წერტილ- 
ფი თავმოყრილი ცალკეული მასის განაწილების „მექანიკურ“ იხ- 

ტეოპრეტაციას. 

უწყვეტი შემთხვევითი სიდიდის დროს მექანიკური ინტერპრეტაცია 

დაიყვანება ერთეული მასის“ არა ცალკეულ წერტილებზე, არამედ აბს- 
ცისის ღერძზე უწყვეტად განაწილებაზე, თანაც, ისე, რომ არც ერთ წერ- 

ტილს არ გააჩნდეს სასრულო მასა. 

6.4. განაწილების სიმკვრივე 

' დავუშვათ გვაქვს უწყვეტი შემთხვევითი X სიდიდე, რომლის განა– 

წილების ფუნქციაა (ჩ0ი0, რომელიც უწყვეტია და დიფერენცირებადი. 
გამოვთვალოთ ამ შემთხვევითი სიდიდის X-დან X+ #X მონაკვეთზე მოხ- 

ვედრის ალბათობა: 
7 

ჩი:ლ=X ლ<):-+L #4)ე=#”CX+ #4X)–ჩCლC0ე, 

ე. ი. ამ უბანზე განაწილების ფუნქციის ნახრდი. განვიხილოთ ამ ალბა- 

თობის ფარდობა ერთეულზე მოსული (უბნის) სიგრძესთან. ე. ი. ამ 

უბანზე სიგრძის ერთეულხე მოსული საშუალო ალბათობა. და #.+ 

მივუახლოვოთ ნულს. ზღვარში, მივიღებთ განაწილების ფუნქციის წარ- 

მოებულს: 

იი ჩMX+46ა-ჩთ. =7/(0. (5.4.1) 
ტX-.0 აწ 

“ფემოვიტანოთ აღნიშენა: 

I00C=V/'” I). (5.4.2) 

I(X ფუნქცია განაწილების ფუნქციის წარმოებულია. იგი თითქოს ახა- 
სიათებს სიმკვრივეს, რომლითაც შემთხვევითი სიდიდის მნიშვნელობანი 

ნაწილდებიან მოცემულ წერტილებზე. ამ ფუნქციას ეწოდება უწყვეტი 
“შემთხვევითი X სიდიდის განაწილების სიმკვრივე (სხვანაირად –– „ალ- 

ბათობის სიმკვრივე“). ზოგჯერ /(X). ფუნქციას უწოდებენ აგრეთვე „დ ტა- 
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ნაწილების დიფერენციალურ ფუნქციას“ ანდა კიდევ X სიდიდის „გა- 
ნაწილების დიფერენციალურ კანონს“. 

ტერმინები „განაწილების სიმკვრივე“ „ალბათობის სიმკვრივე“ გახ–- 

დება განსაკუთრებით თვალსაჩინო განაწილების მექანიკური ინტერ- 
პრეტაციის გამოყენებისას. ამ ინტერპრეტაციისას /(X) ფუნქცია ზუსტად 

ახასიათებს აბსცისათა ღერჰზე მასების განაწილების სიმკვრივეს (ე. წ. 
„წრფივ სიმკვრივეს“). · 

მრუდს, რომელიც გამოსახავს შემთხვევითი სიდიდის განაწილების 

სიმკვრივეს ეწოდება „განაწილების მრუდი“ (ნახ. 5.4.1). 

/>ი ი 

  

  

  

აას იდ 27>ძ> « 

ნახ. 5.4,1. ნახ, 5.4.2. 

განაწილების სიმკვრივე, ისევე როგორც განაწილების ფუნქცია 

– არის განაწილების კანონის ერთ-ერთი ფორმა. განაწილების ფუნ1–- 

ციის საწინააღმდეგოდ ეს ფორმა უნივერსალური არაა. იგი არსებობს 

მხოლოდ უწყვეტი, შემთხვევითი სიდიდეებისათვის. 

განვიხილოთ უწყვეტი შემთხვევითი X სიდიდე, რომლის განაწილე- 

ბის სიმკვრივეა ”I(ი დღა ელმენტარული მონაკვეთი ძLX, რომელიც Xჯ 
წერტილს ემიჯნება (ნახ. 5. 4. 2). : 

შემთხვევითი .2X# სიდიდის მოხვედრის ალბათობა ამ ელემენტარულ 
უბანზე (უმაღლესი რიგის უსასრულო მცირეთა სიზუსტემდე) /C0 ძX- 

ის ტოლია. /(0X9) ძX სიდიდეს ეწოდება ალბათობის ელემენტი. გეომეტ- 
რიულად იგი ელემენტარულ მართკუთხედის ფართია, რომელიც ძჯ 
მონაკვეთს ეყრდნობა (ნახ. 5.4.2). 

გამოვსახოთ X სიდიდის Cთ-დან ჩ-მდე მონაკვეთში მოხვედრის ალ- 

ბათობა (ნახ 5.4.2) განაწილების სიმკვრივის საშუალებით. ცხადია, 

იგი ტოლია ალბათობათა ელმენტების ჯამის, ე. ი. ინტეგრალის: 

' ჩ სა წ 

ნ ==X <ჩ) = I / ცეძჯ)). (5.4.3) 
_ 

თ 
” 

1 რადგან უწყვეტი შემთხვევითი სიდიდის ალბათობის ნებისმიერი ცალკეფლი მნიშ- 
ენელობა ნულის ტოლია. აქ მონაკვეთი (C , ჩ ) შეიძლება განხილულ იქნეს მასში მარ– 
ცხენა ბოლოს ჩაუთვლელად ე. ი. ტოლობის ნიშანი უტოლობაში «=X<ჩ გამოვ -- 
ტოვოთ. 

6. ე. ვენტცელი «ი (1)



გეომეტრიულად X სიდიდის (>,ჩ) მონაკვეთში მოხვედრის ალბათობა ტო- 
ლია ამ უბანზე დაყოდნობილი განაწილების მრუდით შემოსახღვრული 

ფართისა (ნახ. 5.4.3). 

(5.4.2) ფორმულა განაწი- 

ლების ფუნქციის საშუალე- 

ბით განაწილების სიმკვრივეა. 

გადავწყვიტოთ შებრუნე- 
ბული ამოცანა განაწილე- 

ბის ფუნქცის გამოვსახოთ 

სიმკვრივით. განსახღვრის მი- 

ხედვით 

  

  

ნახ, 5.4.3. 

ჩ00=0MCXლი= ჩC- <X <7, 
· საიდანაც (5.4.3) ფორმულის მიხედვით გვაქვს: 

ჯX 

#(C0= | / ყიძX. (5.4.4) 

თ 

გეომეტრიულად VICი) სხვა არაფერია თუ არა X წერტილის მარცხნივ 
(ნახ. 5.4.4) მდებარე განაწილების მრუდის ქვემოთ მდებარე ფართი. 

ვაჩვენოთ განაწილების სიმ- 

კვრივისს ძირითადი თვისე- #6) 

ბები. 

“1. განაწილების სიმკვრი–- 

ვე წარმოადგენს არა უარ- 

ყოფით ფუნქციას /(X)=>0 

ეს თვისებ უშუალოდ ა 

გამომდინარეობს განაწილე- 0 Xჯ ჯ 

ბის ფუნქციის არაკლებადო- 

ბიდან. 
2. განაწილების სემკვრევის ინტეგრალი უსასრულო ზღვრებში ერ- 

თის ტოლია: 

  

ნახ. 5.4.4. 

ი 

L I(X) ძX=1. 

ეს გამომდინარეობს (5.4.4) ფორმულიდან და იქედან. რომ განაწილების 
სიმკვრივის ძირითადი გეომეტრიული თვისებებიდან: 

1) განაწილების ყველა მრუდი არ მდებარეობს აბსცისის ღერძის 

ქვემოთ. 
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2) განაწილების მრუდით და აბსცისთა ღერძით. ,მემოსახღვრული 

მთელი ფართობი ერთის ტოლია. 

გამოვარკვიოთ განზომილებანი შემთხვევითი სიდიდის ძირითადი მა- 

ხასიათებლების -–– განაწილების ფუნქციისა და განაწილების სიმკვრივი- 

სა. განაწილების #(CX) ფუნქცია როგორც ყოველგვარი ალბათობა. 

არის უგანხომილებო სიდიდე, ხოლო განაწილების IC) სიმკვრივის გან- 

ზომილება, როგორც (5.4.1) ფორმულიდან ჩანს. შებრუნებულია ”შემ- 

თხვევითი სიდიდის განზომილებისა.:', 

მაგალითი 1. უწყეეტი შემთხვევითი X სიდიდის განაწილების ფუნქცია 
მოცემულია გ-მოსახულებით 

, 0, როცა X<290, 

M#(იე = თV-. როცა 1<X<I, 

1, როცა X>1. 

ა) მოვნახოთ კოეფიციენტი თ. 

ბ) მოვნახოთ /(X)-ის განაწილების სიმკვრიქე, 

გ) მოვნახოთ X სიდიდის 0,25-დან 0.5- მდე მონაკვეთში მოხვედრის ალბათობა. 

ამოხსნა, ა) ვინაიდან X სიდიდის განაწილების ფუნქცია უწყეეტია, ამიტო13 
როცა X==1, ძX1%=>1, საიდანაც ძ=>1, 

ბ) X სიდიდის განაწილების სიმკერივე გამოისახება ფორმულით: 

0, როცა X<0, 

2X, როცა 0<%<1,. 

0, როცა X>1 

/(X)= 

(5.3.1.) ფორმულით გვაქეს: 

#(0,25=X<90,5)=#ჩ (0,5)––< ჩ(0.25ე)= 0.5“––0,25-= 0,1875, 

მაგალითი 2. შემთხვევითი X სიდიდე ემორჩილება განაწილების კანონს 

შემდეგი სიმკვრივით: 

Iჯ (+)=ძ0005X ოროოცა – ლალ –; 

ა)
 

2 

/ (+–)=0, როცა #+< ან X> –. 

ა
ა
 

ა) მოვნახოთ 6 კოეფიციენტი 

ბ) ავაგოთ განაწილების /(X) სიმკვრივის გრაფიკი. 

გ) მოვნახოთ განაწილების ”(ა) ფუნქცია და აიგოს მისი გრაფიკი. 

დღ) მოვნახოთ X სიდიღის 0-დან + „მდე მონაკვეთში მოხვედრის ალბათობა. 

ამოხსნა. ა) კოეფიციენტის განსახღვრისათვის ეისარგებლოთ განაწილების. 
სიმკვრივის თვისებით: 

XI 

თ 2 

L / (+X)ძX = L+ C-05 X ძL=20=1, - 
ა V 

–თ 
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1 
/რ) საიდანაც Cთ=–,. 

2 

ბ) სიმკერივის გრაფიკი წარმოდგენილია 

-5,4.5, ნახ-ზწე. გ) (5.4.4) ფორმულით 

მივიღებთ განაწილების ფუნქციის გამო- 

სახულებას: 

  

    
ნახ. 5.4.6. 

დ) (5.3.1), ფორმულის მიხედვით გვაქვს: 

ი (9 < X< –) = =C –1+))– (90 0+1) = #2,   

იგივე შედე გი (მაგრამ რამდენაღმე უფრო რთული გზით) შეიძლება მივიღოთ ფორმულით 

(5.4.3) 

მაგალითი 3. შემთხვევითი სიდიღის განაწილების სიმკვრივე მოცემულია 
ფორმულით: 

1.1) 
ალ–– სასა ულ 

  

1 ე. წ. კომშის კანონი. 

გ4



ა) ავაგოთ /(X) სიმკვრივის გრაფიკი, 

ბ) მოვნახოთ, ალბათობა იმისა, რომ X სიღიდე მოხვდება (–1,+:) მონაკვეთში. 
ამოხსნა. ა) სიმკვრივის გრაფიკი მოცემულია 5.4.7-ნახ-ზე. 

(ი) 

  

  

ბ) (5.4.3) ფორმულით გეაქვს: 
' ა 

1 

1 1 
ნ--1<X<1I, -I ლენ» = 

ი ჩჯ – 2“ 
  

ი.ს შემთხვევით სიდიდეთა რიცხვითი მასასიათებლები, 

მათი როლი და დანიშნულება 

მოცემულ თავში ჩვენ გავეცანით შემთხვევით სიდიდეთა მთელ რიგ 

სრულ ამომწურავ მახასიათებლებს –– ე. წ. განაწილების კანონებს. 

ასეთი მახასიათებლებია: 

დისკრეტული შემთხვევითი სიდიდეებისათვის. 

ა) განაწილების ფუნქცია; 

ბ) განაწილების მწკრივი (გრაფიკულად-– განაწილების მრავალკუთხედი) 

უწყვეტ სიდიდეთათვის 
ა) განაწილების ფუნქცია; 

ბ) განაწილების სიმკვრივე (გრაფიკულად-განაწილების მრუდი). 

განაწილების ყოველი კანონი თვით წარმოადგენს რომელიღაც ფუნქ- 

ციას და ეს ფუნქცია სრულიად აღწერს შემთხვევით სიდიდეს ალბათო- 

ბის თვალსახრისით. 
მრავალი პრაქტიკული საკითხის განხილვისას არ არის აუცილებელი 

შემთხვევითი სიდიდე ამომწურავად იქნეს დახასიათებული. ხშირად: 
საკმარისია ვუჩვენოთ ცალკეული რიცხვითი პარამეტრები, რომლებიც 

შემთხვევითი სიდიდის განაწილების არსებით ნიშნებს” ახასიათე ბენ: 

მაგალითად, რომელიღაც საშუალო მნიშვნელობა, რომლის ახლოს ჯგუ- 
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ფდებიან შემთხვევითი სიდიდის შესაძლო მნიშვნელობანი; რომელი- 
ღაც რიცხვი, რომელიც ახასიათებს, ამ მნიშვნელობათა გაფანტულობას, 

სამუალო მნიშვნელობასთან შედარებით და ა. მ. ვსარგებლობთ რა 

ასეთი მახასიათებლებით, გვინდა. ,შემთხვევით სიდიდეთა შესახებ 

ყველა არსებითი ცნობები, რომელიც გვაქვს უფრო კომპაქტურად 

რიცხვითი პარამეტრების მინიმალური ოდენობით გამოვსახოთ. ისეთ 

მახასიათებლებს, რომელთა დანიშნულებაა გამოსახვის მეკუმმულ ფორ- 

მაში კანაწილების ყველახე არსებითი თავისებურებანი, ეწოდებათ შემ- 
თხვევითი სიდიდის რიცხვითი მახასიათებლები. 

ალბათობის თეორიაში რიცხვითი მახასიათებლები და მათზე ოპერა- 

ციები უდიდეს როლს თამაშობენ. რიცხვითი მახასიათებლების დახ- 

მარებით არსებითად ადვილდება ბევრი ალბათობითი ამოცანების ამო- 

ხსნა. ძლიერ ხმირად შესაძლებელი ხდება ამოცანა ბოლომდე იქნას მიყ- 

ვანილი განაწილების კანონების გვერდის ავლით და მხოლოდ რიცხ- 

ობრივ მახასიათებლებზე ოპერაციებით. ამ დროს ფრიად მნიშვნელოვან 
როლს თამაშობს ის გარემოება, რომ როდესკც ამოცანაში მონაწილეო ბს 

შემთხვევით სიდიდეთა დიდი რაოდენობა, რომელთაგან თითოეული ახ- 

დენს გარკვეულ გავლენას ცდის რიცხვით შედეგხე, მაშინ ამ შედეგის 

განაწილების კანონი მნიშვნელოვან წილად დამოუკიდებლად შეიძლება 

ჩაითვალოს ცალკეული შემთხვევით სიდიდეთა განაწილების კანონე- 

ბისაგან. (წარმოიშობა ე. წ. განაწილების ნორმალური კანონი). ამ 'მემთ- 

ხვევამი განაწილების მაშედეგებელი კანონის თვალსაზრისით ამოცა- 

ნის ამომწურავი შეფასებისათვის აუცილებელი არ არის მასში შემა- 

ვალი ცალკეული “თმემთხვევითი სიდიდის განაწილების კანონთა ცოდნა. 

საკმარისია მხოლოდ ვიცოდეთ ამ. სიდიდეთა ზოგიერთი რიცხვითი მა- 

ხასიათებლები. 

ალბათობათა თეორიასა და მათემატიკურ სტატისტიკაში სხვადასხვა 

რიცხვითი მახასიათებლების დიდი რაოდენობა გამოიყენება რომელთაც 

აქვთ სხვადასხვა დანიშნულება და გამოყენების სხვადასხვა არე. მათ 
შორის წინამდებარე კურსში ყველაზე ხშირად გამოსაყენებლად მხოლოდ 

რამდენიმეს შემოვიტანთ. 

/ 

§.6. მდებარეობის მასასიათებლები 

(მათემაბიკური ლოდინი, მოდა, მედიანა) 

შემთხვევით სიდიდეთა რიცხვით მახასიათებლებს შორის უწინა- 

რეს ყოველისა უნდა აღვნიშნოთ ისინი, რომლებიც ახასიათებენ შემთხვე- 

ვითი სიდიდის მდებარეობას რიცხვით ღერძებხე, ე. ი. უჩვე- 

ნებენ რომელიღაც საშუალო, საორიენტაციო მნიშვნელობას, რომელთა 
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ახლოს ჯგუფდება შემთხვევით სიდიდეთა ყველა შესაძლო მნიმვნელო- 

ბანი, 
შემთხვევითი სიდიდის საშუალო მნიშვნელობა არის რომელილაც 

რიცხვი, რომელიც თითქოს და მისი „წარმომადგენელია“ და ცვლის მას 

უხემ საორიენტაციო გამოთვლისას როცა ვლაპარაკობთ; ჯლამპის 

მუშაობის სამუალო დრო 100 საათია“ ანდა „მოხვედრის საშუალო წე“- 

ტილი გადაადგილებულია მიზნიდან 2 მეტრხე მაოჯვნივ“, ამით ვუჩვენებთ 
შემთხვევითი სიდიდის განსახღვრულ რიცხვით მახასიათებელს, რომელიც 
აღწერს მის ადგილმდებარეობას რიცხვით ღერძზე, ე. ი. „მდებარეობის 

მახასიათებელს“. 
მდებარეობის მახასიათებლებიდან ალბათობათა თეორიაში უმნიშ- 

ვნელოვანეს როლს ასრულებს შემთხვევითი სიდიდის მათემატიკური 
ლოდინი, რომელსაც ზოგჯერ უბრალოდ შემთხვევითი სიდიღის საძუა- 

ლო მნიშვნელობას უწოდებენ. 

განვიხილოთ დისკრეტული შემთხვევითი X სიდიდე რომელსაც აქვს 
შესაძლო XX, X-,.--., X, მნიშვნელობანი, რომელთა ალბათობებია ი, 

ა... მა. გვჭირდება დავახასსითოთ რომელიღაც რიცხვით აბსცისათა 

„ღერძზე შემთხვევითი სიდიდის მდებარეობათა მნიშვნელობები, იმის 

გათვალისწინებით, რომ ამ მნიშვნელობებს სხვადასხვა ალბათობანი, 

აქვთ. ამ მიზნისათვის ბუნებრივია გამოვიყენოთ ე. წ. X, მნიშვნელო– 

ბათა „სამუალო შეწონილი“, ამასთან X,-ის ყოველი მნიშვნელობის გა- 

საშუალებისასს გათვალისწინებული უნდა იყოს “მასით, რომელიც 

პროპორციული იკნება ამ მნიშვნელობის ალბათობისა. ამგვარად, გა- 

მოოვითვლით შემთხვევითი X სიდიდის საშუალო მნიშვნელობას, რომელიც 

აღინიშნება VVII,V |-ით 

I 

ბ, X;0; 

; 0, ––1ემე თ... –+“-Xიჩი (=1 
/M#I X)= 92740 ' 29/%“, - 2 ? = ! - 

ჩკ მაი... მი : 
1=! 

ანდა თუ გავითვალისწინებთ 

/ 

2_ი,=), 
|(=1 

” 

MIIXI)= 3, X,ი0,. (5.6.1) 

ჯ=L"



ამ საშუალო შეწონილ მნიშვნელობას ეწოდება შემთხვევითი სიდიდის 
მათემატიკური ლოდინი. 

ამგვარად, ჩვენ შემოვიტანეთ განსახილველად ალბათობის თეორიის 

ერთ-ერთი უმნიშვნელოვანესი ცნება-მათემატიკური ლოდინის ცნება. 

მემთხვევითი სიდიდის მათემატიკური ლო- 

დინი ეწოდება შემთხვევითი სიდიდის ყველა 

შესაძლო მნიშვნელობის შესაბამის ალბათო- 
ბებზე ნამრავლების ჯამს. 

შევნიმნავთ, რომ ზემოთ მოყვანილ ფორმულირებაში მათემატიკური 

ლოდინის განმარტება სამართლიანია მხოლოდ დისკრეტული შემთხვე- 

ვითი სიდიდეებისათვის; ქვემოთ ეს ცნება განხოგადებული იქნება უწვყ- 

ვეტ სიდიდეთა შემთხვევისათვის. 

იმისათვის, რომ მათემატიკური ლოდინის ცნება უფრო თვალსაჩინო 

გავხადოთ საჭიროა მივმართოთ დისკრეტულ შემთხვევითი სიდიდის გა- 

ნაწილების კმექანიკურ ინტერპრეტაციას დავუშვათ აბსცისათა ღერძზე 
განლაგებუს ია წერტილები, რომელთა აბსცისებია Xს Xა,:.ს Xც. ამ 

წერტილებში შესაბამისად თავმოყრილია #,, /#ი,--.მ მასები, თანაც 
ი 

ბ, ძ=1. მაშინ ცხადია (5.6.1) ფორმულით განსახღვრული მათემატი- 

ური ლოდინი #„M(X) არის მატერიალურ წერტილთა მოცემული სისტე- 

მის სიმძიმის ცენტოის აბსცისა. 

X შემთხვევითი სიდიდის მათემატიკური ლოდინი თავისებური და- 

მოკიდებულებით დაკავშირებულია ცდების დიდი რიცხვისას დანაკვირ! 

მნიშვნელობათა საშუალო არითმეტიკულთან. ეს' დამოკიდებულობა ისე- 

“თივე ტიპისაა, როგორც დამოკიდებულობა სიხშირესა და ალბათობას შო- 

რის, სახელდობრ: ცდათა დიდი რიცხვისას დაკვირვების შედეგად მიღებ- 

ული შემთხვევითი სიდიდის მნიშვნელობათა სამუალო არითმეტიკული 

უახლოვდება (ალბათობით) მის მათემატიკურ ლოდინს, სიხშირესა და 

ალბათობას შორის კავშირისაგან შეიძლება დავადგინოთ მსგავსი კავ– 

შირის არსებობა სამუალო არითმეტიკულსა და მათემატიკურ ლოდინს 

“მორის. 

მართლაც განვიხილოთ დისკრეტული შემთხვევითი X სიდიდე, რო– 

მელიც ხასიათდება განაწილების შემდეგი რიგით: 

| 
ჩ?: ჩ” I ი, | ჩი 

  
X; 2) 

  
ჯი 

  

სადაც 0,=ჩ(X=X). 

1 დაკვირვების შედეგად მიღებული 
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დავუშვათ წარმოებს დამოუკიდებელი ცდა. თითოვულში X სი- 
დიდე ღებულობს განსახღვრულ მნიშვნელობას. დავუშვათ, რომ მან 
X, მნიშვნელობა #I,-ჯერ მიიღო, X. მნიშვნელობა ჩM-ჯერ, და საერთთ;: 
X, მნიშვნელობა მიიღო //,-ჯერ. ცხადია. 

ა >. 
(=1 

გამოვთვალოთ X სიდიდის დაკვირვების შედეგად მიღებულ მნიშვნელო– 

ბათა საშუალო არითმეტიკული, რომელიც VVII XI მათემატიკური ლოდი– 

ნისაგან განსხვავებით აღვნიმნოთ )7V”IXI: 

სმ 1:00 + · · -Xეი _ /#I?I XI = თე 

ე _ ს, ა, 
) 

ააა... თ. _–. 

=X M · „V 
(=1 

მაგრამ –. არის X=X, ხდომილობის სიხშირე (ანუ სტატისტიკური 

ალბათობა). ეს სიხშირე შეიძლება აღვნიშნოთ ი,"-ით. მაშინ 
ი 

MV" IX)= 2_ X,0,", 

1=1 

ე. ი. დანაკვირ შემთხვევით სიდიდეთა საშუალო არითმეტიკული ტოლია 

შემთხვევით სიდიდეთა ყველა შესაძლო მნიძვნელობების მათ სიხშირეზხზე 

ნამრავლების ჯამისა. 

ცდათა V რიცხვის გადიდებისას ი,“ სიხშირეები მიუახლოვდებიან 

(ალბათობით) შესაბამის ალბათობებს ამგვარად, დაკვიოვების შედე- 

გად მიღებულ შემთხვევით სიდიდეთა მნიშვნელობების სამუალო არით–- 

მეტიკული ცდათა რიცხვის გადიდებისას მიუახლოვდება (ალბათობით) 

მის მათემატიკურ ლოდინს. 

სამუალო არითმეტიკულსა და მათემატიკურ ლოდინს შოოის ზემოთ 

ფორმულირებული კავშირი შეადგენს დიდ რიცხვთა კანონის ერთ-ერთი 

ფორმის შინაარსს. ამ კანონის ზუსტი (მკაცრი) დამტკიცება მოცემუ- 

ლე იქნება მე-13 თავში. 

ჩვენ უკვე ვიცით, რომ დიდ რიცხვთა კანონის ყოველი ფორმა ცდა- 

თა დიდი რიცხვისას ზოგიერთ საძუალოთა სიმდგრადის ფაქტს აღნიშ- 

ნავს. აქ საუბარია მთელი რიგი დაკვირვებებიდან ერთი და იგივე სიდიდის 

საშუალო არითმეტიკულის სიმდგრადეზე. (დათა მცირე რიცხვისას 
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მათი შედეგების სამუალო არითმეტიკული შემთხვევითია; ცდათა რიცხვის 

საკმაოდ გადიდებისას იგი გახდება „თითქმის არაშემთხვევითი“ და მოხ- 

დება რა სტაბილიზაცია მიუახლოვდება მუდმივ სიდიდეს-–მათემატი- 
კუო ლოდინს. 

ცდათა დიდი რიცხვისას სამშუალოთა მდგრადობის თვისება ექ- 
სპერიმენტულად ადვილი შესამოწმებელია. მაგალითად: როცა ვწო- 

ნით” რომელიღაც სხეულს ლაბორატორიაში ზუსტ სასწორხე, აწონვის 
შედეგად ჩვენ ყოველ ჯერზე ვღებულობთ ახალ მნიშვნელობებს; რომ 

შევამციროთ შეცდომა დაკვირვებისას, სხეულს ვწონით რამდენჯერმე და 

ვსარგებლობთ მიღებულ მნიშვნელობათა საშუალო არითმეტიკულით. 

ადვილია დავრწმუნდეთ იმამი, რომ ცდათა (აწონვათა) რიცხვის “შემ- 

დგომ გადიდებისას სამუალო არითმეტიკულის რეაგირება ამ გადიდე- 

ბახე უფრო ნაკლები და ნაკლები იქნება და ცდათა საკმაო დიდი რიცხ- 

ვისას ცვლილებას თანდათან შეწყვეტს. 

მათემატიკური ლოდინისათვის (5.6.1) ფორმულა შეესაბამება დის- 

კრეტულ შემთხვევით სიდიდეს “უწყვეტი X სიდიდისათვის მათემა- 

ტიკური ლოდინი ბუნებრივია გამოისახება არა ჯამით, არამედ ინტეგ- 

რალით: 

ლ) / 

MIXI= | X/ ა ძX, (5.6.2) 
-_თ : 

სადაც /(ი) X სიდიდის განაწილების სიმკვრივეა. (5.6.2) ფორმულა მი- 

იღება (5.6.1) ფორმულიდან თუკი მასში X,-ის ცალკეულ მნიშვნელობებს 

შევცვლით უწყვეტად ცვლადი ჯ პარამეტრით, შესაბამისი ი, ალბათო- 
ბებს-- ალბათობის /(X)ძX ელემენტით,' სასსრულო ჯამს-–– ინტეგრალით. უწ- 

ყვეტ სიდიდეთა შემთხვევებისათვის. შემდგომში ხშირად ვისარგებლებთ 

წყვეტილი სიდიდეებისათვის გამოყვაილი ფორმულებით. უწყვეტი 

შემთხვევითი სიდიდის მათემატიკური ლოდინის მექანიკური ინტერპრე- 

ტაცია ინარჩუნებს იგივე აზრს-– სიმძიმის ცენტრის აბსცისისა იმ შემთხვე- 

ვისათვის, როცა მასა განაწილებულია აბსცისთა ღერძზე უწყვეტად, რომ- 

ლის სიმკვრივეა MX). ეს ინტერპრეტაცია ხმიოად საშუალებას იძლევა მო– 

ნახულ იქნას მათემატიკური ლოდინი (5.6.2) ინტეგრალის გამოუთვლე- 

ლად, მარტივი მექანიკური მოსახრებებიდან. 

ზემოთ შემოვიტანეთ X სიდიდის მათემატიკური ლოდინისათვის 

MIX) აღნიშვნა. მთელ რიგ შემთხვევებში, როდესაც /MIV) შედის ფორმუ- 

ლებში, როგორც განსაზღვრული რიცხვი, უფრო მოხერხებულია აღვნიშ- 

ნოთ ერთი ასოთი. ამ შემთხვევებში X სიდიდის მათემატიკურ ლოდინს 

აღვნიშნავთ –– /1 «ით, 
/1 »== /4I X I. 
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». და /IXI აღნიშვნები მათემატიკური ლოდინისათვის შემღგომში 

გამოყენებული იქნება პარალელურად იმის და მიხეღვით, თუ როგორ 

უფრო მოხერხებული იქნება ფორმულის ჩაწერა. და ვთქვათ“ აგრეთეე, 
რომ საჭირო შემთხვევაში შევკვეცოთ“ სიტყვები „მათემატიკური ლო- 

დინი“ –- ასოებით მ. ლ. ! 

უნდა აღინიშნოს, რომ მდებარეობის მნიშვნელოვანი დამახასიათე– 
ბელი–– მათემატიკური ლოდინი––არსებობს არა ყეელა შემთხჭევითი სი–- 

დიდეებისათვის. შესაძლოა შევადგინოთ მაგალითები ისეთი ”შემთხვევი- 
თი სიდიდეებისა, რომელთათვისაც მათემატიკური ლოდინი არ არსებობს, 
რადგან შესაბამისი ჯამი ან ინტეგრალი განშლადია. 

მაგალითად განვიხილოთ, წყვეტილი შემთხვევითი X სიდიდე, რომლის 
განაწილების მწკრივია: 

”'' 
X; 2 2. · | .2! 

' 

12) 
ადვილია დარწმუნება იმაში, რომ პჯ ჩი! ე. ი განაწილების მწკრივს 

(=1 

  

  

  

I 
2 

1 

23 

  

  
= 

ი” 

აქვს ახრი, მაგრამ ჯამი 2 ,XV მოცემულ შემთზვევაში განძლადია 

;-1 
და, ამის გამო X სიდიადის მათემატიკერი ლოდინი არ არსებობს, მაგრამ 

პრაქტიკულად ასეთი “'მემთხვევები არსებითად საინტერესო არ არის. 
ჩვეულებრივ შემთხვევით სიდიდეებს. რომლებსაც ვიხილავთ, აქვთ 

შესაძლო მნიშვნელობათა შეზღუდული არე და უთუოდ, გააჩნიათ 
მათემატიკური ლოდინი. 

ზემოთ მოვუყვანეთ (5.6.1) და (5.6.2) ფორმულები, რომელნიც. გა- 

მოხატავენ შესაბამისად მათემატიკურ ლოდინს წყვეტილი და უწყვეტი 

შემთხვევითი X სიდიდისათვის. · 

თუკი X სიდიდე მიეკუთვნება შერეულ ტიპს,:-მაშინ მისი მათემატიკუ– 

რი ლოდინი გამოისახება ფორმულით: 

/MIIX I = ბ, X,ი, + I XL CეძX (5.6.3) 
! 

სადაც ჯამი ვრცელდება ყველა X, წერტილზე, რომლებშიც განაწილების 

ფუნქცია განიცდის წყვეტას, ხოლო ინტეგრალი –– ყველა უბანზე. რომ- 

ლებზედაც განაწილების ფუნქცია უწყვეტია. , 
მდებარეობის უმნიშვნელოვანესი მახასიათებლის –– მათემატიკუოი 

ლოდინის „გარდა პრაქტიკაში ზოგჯერ გამოიყენება მდებარეობის სხვა 
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მახასიათებლებიც, კერძოდ შემთხვევითი სიდიდის მოდა და მე– 
დიანა. 

შემთხვევითი სიდიდის მ ოდა ეწოდება მის ყველაზე უფრო სა- 

ალბათო მნიშვნელობას. ტერმინი „ყველაზე უფრო საალბათო მნიშვნელო– 

ბა“, ზუსტად რომ ვთქვათ, 

გამოსადე გია მხოლოდ წყვე– 

ტილი სიდიდეებისათვის; უწყ- 

ვეტი სიდიდისათვის მოდაა 

ის მნიშვნელობა, რომელ- 

შიაკცკ ალბათობის სიმკვრივე 

მაქსიმალურია; შევთანხმდეთ 

მოდა აღვნიშნოთ /VI ასოთი. 
” 5.6.1. და 5,6.2. ნახ.-ზე ნა–- 
ჩვენებია მოდა შესაბამისად 

წყვეტილი და უწყვეტი შემ– 
თხვევითი სიდიდეებისათვის. 

  

  

    

   

ჯა 
ა
ე
ე
ე
 

ნახ. 5.6.2. 

  

   ღ
ე
–
_
_
_
_
-
-
-
_
 

' 
! 
' 
1 
  

ნახ. 5.,6.3.



თუ განაწილების მრავალკუთხედს (განაწილების მრუდს) აქვს ერთზე 
მეტი მაქსიმუმი, მამინ განაწილებას ნახევრად მოდალური ეწოდება. 
(ნახ, ნახ. 5.6.3 და 5.6.4). 

  

  

%. 

  

  

ნახ, 5.6.5, ნაზ, 5.6.6. 

ზოგჯერ გვხვდება განაწილებანი, რომელთაც ახასიათებთ არა მაქსი- 
მუმი, არამედ მინიმუმი (ნახ. 5.6.5. და 5.6.6). ასეთ განაწილებებს ეწო–- 

დებათ „ანტიმოდალური“. ანტიმოდალური განაწილების მაგალითია 
განაწილება, რომელიც 5.1 პუნქტის მაგალითმია მიღებული. 

ზოგადად მოდა და მათემატიკური ლოდინი არ არიან თანხვდენილნი. 
კერძო შემთხვევაში, როცა განაწილება სიმეტრიულია და მოდალური 

(ე. ი. აქვს მოდა) და არსებობს მათემატიკური ლოდინი, მაშინ იგი მო- 

დას და განაწილების სიმეტრიის ცენტრს ემთხვევა. 

ხშირად გამოიყენება მდებარეობის კიდევ ერთი მახასიათებელი-– 

შემთხვევითი სიდიდის მედიანა. ეს მახასიათებელი გამოიყენება მხოლოდ 

დღა მხოლოდ უწყვეტი შემთხვევითი სიდიდეებისათვის, თუმცა ფორმა– 

ლურად შეიძლება იგი განვსახღვროთ წყვეტილი სიდიდეებისათვისაც. 

შემთხვევითი X სიდიდის მედიანა ეწოდება მის ისეთ /#6 მნიშე- 

ნელობას, რომლისთვისაც 

ნ0ე=M#20=სნ(X>#M0, 
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ე. ი. ერთნაირად საალბათოა შემთხვევითი X სიდიდე ნაკლები თუ 
მეტი აღმოჩნდება /#6-ხე. 

გეომეტრიული მედიანა –– 
„ეხ აბსცისასა იმ წერტილისა, 

რომელშიაც განაწილების 

მრუდით შემოსაზღვრული 

ფართობი იყოფა შუახე (ნახ. 

5.6.7). 
სიმეტრიული მოდალური 

განაწილებისას მედიანა თან 

ემთხვევა მათემატიკურ ლო- 

ნახ. 5.6.7. დინს და მოდას. 

  

მომენტები. დისპერსია. საშუალო კვადრატული გადახრა 

| 

შემთხვევითი სიდიდის მდებარეობის მახასიათებლების––საშუალო ტი- 

პიური მნიშვნელობათა გარდა, –“- გამოიყენება აგრეთვე კიდევ სხვა 

მახასიათებლები, რომელთაგან ყოველი მათგანი აღწერს განაწილების 

ამა თუ იმ თვისებას. ასეთ მახასიათებლად ყველაზე ხშირად გამოიყენე–- 

ბიან ე. წ. მომენტები. : 

მომენტის ცნება ფართოდ გამოიყენება მექანიკამი მასების განაწი–- 

ლების აღსაწერად (სტატიკური მომენტები) ინერციის მომენტები და 

ა. შ.). სრულიად ასეთივე ხერხებით სარგებლობენ ალბათობათა თეორი– 

აში შემთხვევითი სიდიდის განაწილების ძირითადი თვისებების აღწე- 

რისას. ყველაზე ხშირად პრაქტიკაში გამოიყენება ორი სახის მომენ– 

ტი: საწყისი და ცენტრალური. 

'“ წყვეტილი შემთხვევითი X სიდიდის «რCრი- 
გის საწყისი მომენტი ეწოდება შემდეგი სა- 
ხის ჯამს:. 

ჩ 

თ.IX)= 2. X,50,. (5.7.1) 
ჯ=1 

ცხადია, ეს განსახლვრა ემთხვევა მექანიკაში § რიგის საწყისი მომენ– 

ტის განსაზღვრას, როცა აბსცისთა ღერძზე »,, X.,.., X. წერტილებში 

თავმოყრილია /ჯ#,, /ე,-. მც მასები. 
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უწყვეტი შემთხვევითი X სიდიდისათვის §-რიგის საწყისი მომენ – 

ტია ინტეგრალი 
CC 

C.IXI = | 2X'I(X)ძX. (5.7.2) 

9 

არ არის ძნელი დავრწმუნდეთ რომ წინა პარაგრაფში შემოტანილი 
მდებარეობის მახასიათებელი-– მათემატიკური ლოდინი-– შემთხვევითი #4 

სიდიდის პირველი საწყისი მომენტია. 
ვისარგებლოთ მათემატიკური ლოდინის ნიშნით, და გავაერთიანოთ 

(5.7.1) და (5.7.2 ორი ფორმულა. სინამდვილეში (5.7.1) და (5.7.2) 

ფორმულები სტრუქტურული თვალსაზრისით ანალოგიურია (5.6.1) 

და (5.6.2) ფორმულებისა იმ განსხვავებით. რომ მათში X,; და X-ის ნაც- 
ვლად ჩასმულია შესაბამისად X,; და X'.. ამიტომ შეიძლება დაიწეროს 

§-რი რიგის საწყისი მომენტის ზოგადი განსაზღვრა, რომელიც სამართლი–- 

ანი იქნება როგორც წყვეტილი ასევე უწყვეტი სიდიდეებისათვის: 

XIX |=:· /VVIIX 5), (5.7-3) 

ე. ი შემთხვევითი სიდიდის §რი რიგის საწყი- 

სი მომენტი ეწოდება ამ შემთხვევითი სიდი- 

დის რი ხარისხის მათემატიკურ ლოდინს). 

მანამ სანამ · განვსახღვრავდეთ ცენტრალურ მომენტს, შემოვიტანოთ 

„დაცენტრებული შემთხვევითი სიდიდის“ ცნება. 

დავუშვათ გვაქვს X “მემთხვევითი სიდიდე, რომლის მათემატიკური 

ლოდინია ”,. დაცენტრებული შემთხვევითი სიდი- 

დე, რომელიც შეესაბამება X სიდიდეს, ეწოდება შემთხვევითი სიდი- 

დის გადახრას მისი მათემატიკური ლოდინიდან: 

X=X-»., (5.7.4) 

შევთანხმდეთ და შემდგომში ყველგან დაცენტრებული შემთხვევითი 

სიდიდე, რომელიც შეესაბამება მოცემულ შემთხვევით სიდიდეს აღვნიშ- 

ნოთ იგივე ასოთი, რომელსაც ზემოთ დასმული აქვს «' ნიშანი. 

არ არის ძნელი დავრწმუნდეთ, რომ დაცენტრებული შემთხვევითი 

1 ცნება მათემატიკური ლოდინისა, როგორც ფუნქცია შემთხვევითი სიდიდისა, 
დაზუსტებული იქნება ქვემოთ (იხ. თავი 10). 
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სიდიდის მათემატიკური ლოდინი ნულის ტოლია. მართლაც, წყვეტილი 

შემთხვევითი სიდიდისათვის 

წ. 

MIX)=MIX--M)=5_ ლ,-“–-) #ი0,= 

(=| ა 

,' ” 

=2. X,0, 2 0-=M--იV=0; (5.7:5) 

1==1 (=1 

ანალოგიურად უწყვეტი სიდიდისთვისაც. 

შემთხვევითი სიდიდის დაცენტრება, ცხადი,ა ტლოლძალოვანია 

კოორდინატების საწყისის საშუალო „ცენტრალურ“ წერტილში გა- 
დატანისა, რომლის აბსცისა მათემატიკურ ლოდინს -უდრის. 

დაცენტოებული შემთხვევითი სიდიდის მომენტები ატარებენ ცენტრა- 

ლური მომენტების სახელს. ისინი მექანიკაში სიმძიმის ცენტრის მი- 

მართ მომენტების ანალოგიურია. 

ამგვარად, შემთხვევითი X სიდიდის §-რი რიგის ცე ნტრა- 

ლური მომენტი ეწოდება შესაბამის დაცენტრებული შემთხვე- 
ვითი სიდიდის §-რი რიგის მათემატიკურ ლოდინს: 

ი:IX)=–/MILX-)=MILX–თე...) (5.7.6) 
წყვეტილი შემთხვევითი სიდიდისათვის §-რი |ცენტრალური მომენტი 

გამოისახება ჯამით 

” 

I.= 2 (ი) (5.7.7) 
1=1 

ხოლო უწყვეტისათვის ინტეგრალით 

: ლ 

#-= | C-V)'. /ნიძა. (5.7.8) 
–თდ 

შემდგომში იმ შემთხვევაში, როდესაც არ აღიძვრის ეჭვი, თუ რო- 

მელ შემთხვევით სიდიდეს ეკუთვნის მოცემული მომენტი, ჩვენ სიმოკ- 

ლისათვის Cთ,IX) და (LLაIXI მაგიერ უბრალოდ დავწერთ თ, და II. 
ცხადია ნებისმიერი შემთხვევითი სიდიდისათვის პირველი რი- 

გის ცენტრალური მომენტი ნულის ტოლია: 

ს,= MIX)= MIX--–MI..1=0, (5.7.9) 
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ვინაიდან დღაცენტრებული შემთხვევითი სიდიდის მათემატიკური ლოდინი 

ყოველთვის ნულის ტოლია. 

გამოვიყვანოთ თანაფარდობანი რომლებიც დააკავმირებენ სხვა- 

დასხვა რიგის ცენტრალურ ღა საწყის მომენტებს. გამოვიყვანოთ მხო–- 

ლოდ წყვეტილი სიდიდეებისათვის; ადვილად დავოწმუნდებით, რომ ჭუს- 

ტად იგივე თანაფარდობანია უწყვეტი სიდიდეებისათვისაც, თუ კი 'მევ- 

ცვლით სასრულო ჯამებს ინტეგრალებით, ხოლო ალბათობებს––ალბათო– 

ბის ელემენტებით. 

განვიხილოთ მეორე ცენტრალური მომენტი: 

ჩ 

LIა=” /VIIX "|. = 2 თ--რ)ჩ,= 

(=1 

,”' ჩ ჩ 

ა ო I ა:ა·', ი ი 

=/7ჯ X მე 2M. )  X,0,+ი!, ჩ,ლ=ფე--2/ -- MI ,=Cთე--/?”,. 
(=1 ' (-=1 (5-1 

ანალოგიურად მესამე ცენტრალური მომენტისათვის მივიღებთ: 

” ” ” 
6 

სე= MIXმI- > C--თ)ზი, = 2 ჯი ვი, ბპ “ი + 

L=1 (=1 (-==1 

” ი 

-- 3»,2., X,მ,-– ი, 2 ,0,=თა-3C:M,+2ი8 

(==! (-=1 

"ა ს.ა და ა. მ. გამოსახულებანი შეიძლება მიღებულ იქნას ანალოგი- 

ური |გხით. 

ამგვარად, ნებისმიერი შემთხვევითი X სედიდის ცენტრალური მო- 

მენტებისათვის მართებულია ფორმულები: 

L)=9: წ 

LLა= Cა–-/” | 
სე= თვ--5//აCთა-L- 2/7:, | (5.7.10) 

/ 

ზოგადად რომ ვთქვათ, მომენტები შეიძლება განხილული იქნას. არა 
მარტო კოორდინატთა სათავის (საწყისი მომენტები) ანდა მათემატიკური 

ლოდინის (ცენტრალური მომენტები) მიმართ, არამედ „ნებისმიერი ი 

წერტილის მიმართ: 

”,კ= VIICX-–ძ)'| (5.7.11) 
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მაგრამ ცენტრალურ მომენტებს სხვებთან შედარებით აქვთ უპირატე- 

სობა: პირველი ცენტრალური მომენტი, როგოოც დავინახეთ, ყოველთ- 

ვის ნულის ტოლია, ხოლო მის მომდევნო მეორე ცენტრალურ მომენტს 

ათვლის ამ სისტემისას აქვს მინიმალური მნიშვნელობა. დავამტკიცოთ 
ეს. შემთხვევით წყვეტილი X სიდიდისათვის, როცა §=2 (5.7.11) ფორ- 

მულას აქვს სახე: 

” 

=>, (I––ი)"ი, (5.7.12) 
1=1 

გარდავქმნათ ეს გამოსახულება; 

“ა== ბპ სხ–ი,+V,–იბი,= 

(=1 

”„ 

= ა 6 თაა 0--2(,–-ი) 2,თ–ი, პი, -+ (I,-–-ძ)?= LLა-+ (/---ი)? 

ჯ=) |=1 

ცხადია, რომ ეს სიდიდე თავის მინიმუმს აღწევს, როცა /I,=0 ე. ი. 

როცა მომენტი „I. წერტილის . მიმართ იღება. 

ყველა მომენტებს შორის შემთხვევითი სიდიდის მახასიათებლად 

ხშირად გამოიყენება პირველი საშყისი მომენტი (მათემატიკური ლო–- 

დინი) /I>=Cთ, და მეორე ცენტრალური ა მომენტი. 

მეორე ცენტრალურ მომენტს შემთხვევითი სიდიდის დისპერ 

სია ეწოდება. ამ მახასიათებლის მეტად დიდი მნიშვნელობის გამო, სხვა 

მომენტებს "შორის, მისთვის შემოგვაქვს სპეციალური აღნიშვნა სIXI: 

Iა-=12LXI 

ცენტოალური მომენტის განსახღვრის თანახმად 

ნIXI=MIXII (5.7.13) 

ე. ი შემთხვევითი X სიღიდის დისპერსია ეწო- 

დება შესაბამისი დაცენტრებული სიდიდის 

კვადრატის? მათემატიკურ ლოდინს. 

გცვლით რა (5.7.13) გამოსახულებაში X-ს მისი გამოსახულებით, 

აგრეთვე გვაქვს: 
0ILX)= MICX––”,)”!. (5.7.14) 
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დისპერსიი უშუალოდ გამოსათვლელად გვაქვს ფორმულები: 

ჩ 

ნIXI> ბ ფ–რიზი, (5.7.15) 
'-:1 

M0IXI.- | (;–-/I )?/0)იX (5.7.16.) 

–- შესაბამისად წყვეტილი და უწყვეტი სიდიდღეებისათვის. 
შემთხვევითი სიდიდის დისპერსია ეს არის მემთხვევითი სიდიდის მათე– 

მატიკური“ ლოდინის ალო გაბნევის (გაფანტვის) მახასიათებე– 

ლი. თვით სიტყვა „დისპერსია“ აღნიშნავს „გაბნევა“-ს. 

თუკი განაწილების მექანიკურ ინტერპრეტაციას მივმართავთ, მა- 

შინ დისპერსია მასების სიმძიზის ცენტრის (მათემატიკერი. ლოდინის) 

მიმართ მოცემული გან-წილების ინერცუის მომენტია. 

შემთხვევითი სიღიდის დისპერსიას შემთხვევითი სიდიდის კვადრა- 

ტის განხომილება აქვს; გაბნევის თვალსაჩინო დახასიათებისათვის უფ- 

რო მოხერხებულია ვისარგებლოთ სიდიდით, რომლის განზომილება ემ- 

თხვევა შემთხვევით სიდიდის განხომილებას. ამისათვის დისპერსიიდან 

იღებენ კვადრატულ დესვს. მიღებულ სიდიდეს უწოდებენ შემთხვევი- 
თი X სიდიდის სარ უალო კვადრატულ გადახრას 

(სხვაგვარად –– „სტანდარტს"). საზუალო კვადრატულ გადახრას აღვ- 

ნიშნავთ თ(X)-ით. 

CIXI= 1” IVLV I. (5.7.17) 

ჩაწერის გასამარტივებლად ჩვენ ხაირად ვისარგებლებთ საზაულო 

კვადრატული გადახრის ღა დისპერსიის შემოკლებული აღნიშვნებით: 

იმ შემთხვევაძი, როცა არ არის საეჭვო, თუ რომელ შემთხვევით სიდიდეს 
მიეკუთვნება ეს მახასიათებელი, ზოგჯერ გამოვტოვებთ X, ყ, თ; და I, 

ნიშანს და დავწერთ უბრალხდ თ და L). სიტყვას „საშუალო კვადრატე- 

ლი გადახრა“ ზოგჯერ შევცვლით ს. კ. გ. ასოებით. პრაქტიკაში ხში- 

რად გამოიყენება ფორმულა, რომელიც გამოსახავს შემთხვევითია სიდი- 

დის დისპეოსიას მისი მეორე საწყისი მომენტით (მეორე (5.7.10) ფორ– 

მულებიდან). ახალ აღნიშენებში მას ექნება შემდეგი სახე: 

ს ,=თძა–- II ,. (5.7.18) 

მათემატიკური #?, ლოდინი და /2, დისპერსია (ანდა სამუალო კვადრატუ– 

ლი გადახრა თ,) ––- შემთხვევითი სიდიდის ყველახე ხშირად გამოსა- 

ყენებელი მახასიათებლებია. ისინი ახასიათებენ განაწილების ყველახე 

მნიშვნელოვან თვისებას: მისი მდებარეობას და განფანტვის ხარისხს. 

განაწილების უფრო დაწვრილებით აღწერისათვის “უმაღლესი რიგის 
მომენტები გამოიყენება. 
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მესამე ცენტრალური მომენტი გამოიყენება განაწილების ას ი მეტ- 

რიის. (ანდა „დაცერებულობის") დასახასიათებლად, თუკი განაწილ ე– 

ბა სიმეტრიულია მათემატიკური) ლოდინის მიმართ (ანდა მექანიკური 

ინტეოპრეტაციით, მასა განაწილებულია სიმეტრიულად სიმძიმის ცენ- 

ტრის მიმართ), მაშინ კენტი ოიგის ყველა მომენტები (თუკი ისინი არ- 

სებობე5) ნულის ტოლია. მართლაც ჯამში 

” 

14 == ) (სCნ–– ს! ,)'ი, 

(=1 

წ-ის მიმართ განაწილების სიმეტრიული კანონისას, როდესაც §· კენ- 

ტია, ყოველ დადებით 'მესაკრებს შეესაბამება აბსოლუტური სიდიდით 

მისი ტოლი უარყოფითი შესაკრები, ასე, რომ მთელი ჯამი ნულის ტო– 

ლია. იგივე, ცხადია, სამართლიანია 

ლ 

LL = I (L-–-III,)'I(CV)9X, 
–ი: 

ინტეგრალისათვის, რომელიც ნულის ტოლია, როგორც კენტი ფუნქციის 

ინტეგრალი სიმეტოიულ საზღვრებში. 

ამიტომ განაწილების ასიმეტრიის მახასიათებლად ბუნებრივია 

ავიოჩიოთ რომელიღაც კენტი მომენტი. მათ შორის უმარტივესი არის 

მესამე ცენტრალური მი- 

/0) მენტი. მას შემთხვევითი 

სიდიდის კუბის განხომი– 

ლება აქვს; რომ მივიღოთ 

უგანზომილებო მახასიათე- 

ბელი, მესამე IL მომენტს 
ყოფენ საშუალო კვადრა- 

ტული გადახრის კუბხე. 

მიღებული სიდიდე ატა- 

“რე ბს „ასიმეტრიის კო- 

ეფიციენტი-“ ს სახელს, ჩვენ 

მას აღვნიშნავთ §»-თი 

  

  

§,=M, (5.7.19) 
თ 

5.7.1 ნახაზზე ნაჩვენებია ორი ასემყცტრიული განაწილება: ერთ მათ–- 

განს (მრუდი 1) დადებითი ასიმეტრია აქვს (5/>>0): მეორეს (მრუდი II) 

–- უარყოფითი (5,<0) მეოთსე ცენტრალური მომენტი ემსახურება 
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ე. წ. „ციცაბოობის“ დახასიათებას, ე. ი. განაწილების მახვილ მწვერ– 

ვალიანობას ანდა ბრტყელ მწვერვალიანობას, განაწილების ეს თვისე- 

ბები აღიწერება ე. წ. ექსცესის დახმარებით. შემთხვევითი X სიდიდის 

ექსცესი ეწოდება სიდიდეს. 

6X= L –3, (5.7.20). 

IM – შეფარდებიდან რიცხვი სამი გამოაკლდება იმიტომ, რომ მეტად მნიშ- 
4 

ვნელოვან და ბუნებამი ფართოღ გავრცელებული” განაწილების ნორ- 

მალური კანონისათვის (რომელსაც უფრო დაწვრილებით ქვემოთ გავეც- 

ნობით) ხM4 – ვ, ამგვარად, ნორმალერი განაწილებისათვის ექსცესი 
თ 

ნულის ტოლია; ნორმალერთან შედარებით უფრო მახვილწვეროიან 
მრუდეებს დადებითი ექს- ჩი 

ცესი გააჩნია–თ უფრო | 

ბრტყელ წვეროიანებს 1კი ' 7(6X>0) 

უარყოფითი ექსცესი. 

5.7.2. ნახაზხე წარმოღ- 

გენილია: ნორმალური”გა- 

ნაწილება (მრუდი 1). გა- 

ნაწილება, რომელსაც და– 
დებითი ექსცესი აქვს | 
(მრუღი II) და განაწილე- 7 + 

ბა, რომელსაც უარყოფითი ხხ. §72. 

ექსცესი აქვს (მრუდი III). 

ზემოთ განხილულ საწყის და ცენტრალურ მომენტებს გარდა, პრაქ- 

ტიკამი ზოგჯერ გამოიყენება ე. წ. აბსოლუტური მომენტები (საწყისი დ» 

ცენტრალური), რომელიც განისაზღვრება ფოომულებით: 

  

ჩზ,=/MIIX1I5): V..= MIIXIII, 

ცხადია, ლუწი რიგის აბსოლიტური მომენტები თან ემთხვევა ჩვეუ- 
ლებრივ მომენტებს. 

აბსოლიტური მომენტებიდან ყველაზე ხშირად გამოიყენება პირველი 

აბსოლიტური ცენტრალური მომენტი 

»,= MIIXII= MIIX-–- II, 11 (5.7.21) §) 

რომელსაც ეწოდება საშუალო არითმეტიკული გა- 

დ ახრა. 
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მათემატიკური ლოდინი, მოდა, მეღიანა, საწყისი ღა ცენტრალური 
მომენტები და კერძოდ დისპერსია, საშუალო კვადრატული გადახრა, 

ასიმეტოია და ექსცესი შემთხვევითი სიდიდის ყველახე მოსახმარი მა- 
ხასიათებლებია. პრაქტიკულად მრავალ ამოცანაში შემთხვევითი სიდი- 
დის სრული დახასიათება –“– განაწილების კანონი -- ან არ არის საჭირო, 

ახდა შეუძლებელია მისი მილება. ამ “ემთხვევამი შემთხვევითი სი- 

დიდეს რიცხვითი მახასიათებლების მეძვეობით მიახლოებით აღწერენ,, 

რომელთაგან თითეული მათგანი განაწილების დამახასიათებელი თვი- 
სებაა. 

ხშირად რიცხვითი მახასიათებლებეთ სარგებლობენ ერთი განაწილე- 

ბის მეორეთი მიახლოებით მეცვლისას, რომლის ღროსაც შეცვლას აწარ- 

მოებენ ისე, რომ რამდენიმე უმნიშვნელოვანესი მომენტი უცვლელად 

იქნას შენარჩუნებული. „ 

მაგალითი 1. წარმოეასს 0ღა, როპლის შეღეგად შეიძლება მო5ბდეს ან არ 

მოხლღეს „I ხდომილობა, რომლის ალბათობა 8-ს ტოლია. განიხილება შემთხვევითი X 

სიდიღე, 4 ხდომილობის მოხდენის რიცხვი (41 ხდომილობის დამახასიათებელი შემთხ- 

ეეგითი სიდიდე). განვსაზღვროთ.მისი დამახასიათებელი: მათემატიკური ლოდინი, დის- 

პერსია და ს. კ. გ. 
ამოხსნა. სიდღიღის განაწილების მწკრიეს შემღეგი სახე აქეს: 

X, 0 1 

    

იჩ: ძ ჩ 

  

სადაც 9=1–ი 4 ხდომილობის არ მოხდენის ალბათობაა. (ნახ. 5.6.1) ფორმულით 

ვპოულობთ X სიდიდის მათემატიკურ ლოღინს: 

„I.=VIIX1I==0 -V-+-1 ·0=7/ 

(59.15) ფორმულით ეპოელობთ X სიდიდის დისპერსიას: 

ს.=0IX)=C--ი)" -ძ--(1-–ი)“ი= იძ, 

თ.= V/იძ. 
(გთავაზობთ მკითხველს იგივე შედეგი მიიღოს დისპერსიის მერრე საწყისი მომენტის 

გამოსაბვით). · ' 

მაგალითი 2. წარმოებს სამი ღამოუკიდებელი გასროლა სამიზნეზე, ხოლო 

მოხვედრის ალბათობა ყოეელ გასროლისას 0,4-ია. შემთხეევითი X სიდიდე მოხვედ– 

რებათა რიცხვია. განესახღეროთ X სიდღიღის მახასიათებლები –- მათემატიკური ლო–- 

ღი:ი. დისპერსჩა, ს. კ. გ. და ასიმეტრია. 

ამოხსნა, X სიდიდის განაწილების მწკრივს აქვს სახე: 

I CI" 2 | ა 

| 2% –_ 0,064 

საიდანაც 

Xჯ 
  

  

ჩ; 
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გამოვთვალოთ X სიდიდის რიცზობრივი მახასიათებლები: 

/1>== 0 ·0,216-I- 1! ·0,432-I-2 ·.0,288--3. ·0,0664:= 1,2; 

ჩნ.=(0--I,2)"-C,216-I-(1--1,2)? .0,432-=(2–– 1.2)? -0.286-IL- 
–+(3-–1,2)” -0,094=0.72; 

თ.=- V/ 8 ..-> V5,72=:0,გ4%; 

Mვ=-: (0–– 1.2)" ·0,216–<-(1<–-1.2)9 -0.432-!-(2-– 1.2)? .9,255-L 

–(1--1,2)4 .0.664=-',.144; 

0,144 5,= 178 =-- «”“ “0,226, 
თ. 0,72-0,მ48 

შევგნიშნაეთ. რომ იგივე მახასიათებლების გაცილებით მარტივად შელძლება გამრთვლა 

ფუნქციის რიცხობრივი მახასიათებლების შესახებ თეორემის საშ ვალებით (იხ, მე 10 

თავი), 

მაგალითი ქ, წ,რმოებს დამოუკიღებელი ცულების რიგი 4 ხღომილობის პირ- 

ეელ მოხდენამდე (იხ. მაგალითი 3 5,1 პარაგრა:ფ“). 4 ხღომალობის ალბათობა ყოეელ 

ცდაში /-ს ტოლია. მოენახოთ მათემატიკური ლოტი; დისპერსია ღა ს. კ. გ, ჩატარებუ- 

ლი ცდებისა. 

ამოხსნა. X სიღიღის განაწილების მწკრიი“ შემღეგი სახისაა: 

“I. 
> 

X სიდიღის მათემატიკური ლოდისი გ:მოი?ახება მწკრივის ჯაპით 

ჯ; 2 CI 

  

| 
        

ჩ?( ი 

  

    

  

ჩი იი 

  

MI: => 1 +/)--2 ·მი--2.Vყ?)+,..- (.0',ე--...-. , 

== X1-- 2041 0“-,-...+(0'-1-L...). 

ადვილი მისახეედრ-ა, რომ ფრჩხილებში ჩასმული მწკრივი გეომეტრიული პროგრესიის 

გაწარმოებით მიღებული რეღეგია, 

  

ას . ძ 
ძC-ძი.-0+... 0 + ...= 1-2 

მაშასადამე 
· 

1+-20+ეყ! L ჯე“) ძ  ! 1 ! 
' " ...I!! +,,.=-–- ეე == 

190:%X+ 7 ძყიქფ-ი (რ“ყ /# 
საიდანაც 

2 1 

როთ. თ 
X სიდიდის დისპერსიის გამოსათვლელად განესაზღეროთ ჯერ მასი მეორე საწკისი 
მომენტი: 

ო 

ი.= ა »3%ი,= 11.0-+-2პ-00+31 -ი'ი-+... მ-ი. ი ...ლ= 

(=1 

=/(:7-+L2'ძ-+-2:7%-+...+I/'ე0-14-...). | 
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ფრჩხილებში ჩასმული მწკრიეის გამოსათკლელად 1-L204-3ე%-I-...-I-/01 +... = 
1 

(1–– კ)? 
  მწკრივს ძ-ზე გავ-ამრავლებთ მივიღებთ: 

  იძ -2კ7 +-პეზ-I-...--I01-+...= 9 - 
L (1 –იძX» 

თუე მკრ-ეს ძ-თი გააწარმოებთ მივიღებთ: 

ძი (1–. ფთ” (1–-ი)9. 
ჯგ 

  1-2 27) 3 ძ 

0=1--ყ-ზე გადამრავლებით მივიღებთ 

=- 119 _ 
ა (1–ყ/. 

(5.7.15) ფორმულით გამოვსახოთ დისპერსია: 

  

  

  

1– 1 
სალ=ფთა–-)':= =I აა = 9 = -9, 

ს-ყეეი (1-იძ") (1) ევ 
საიდანაც 

– V9V 
თ.=V 8.= ი 

მაგალით“ 4. უწყვეტი შემთხვევითი X სიდიდე ემორჩილება განაწილების 
#=) კანონს, რომლის სიმკვრივეა: 

| ICე=/46-VI 
მოვნახოთ # კოეფიციენტი. X 

სიდიდისათვის. განვსაზღეროთ 

მ. ლ. დისპერსია, ს. კ.გ, ასიმეტ- 

რია და ევსცესი. 
ამოხსნა. /#-ს განსასა- 

ზღვრელად ვისარგებლოთ 

განაწილების ( სიმკვრივით: 

  

  

ჯ» ი ი 

(| I(X)ძX= 24 ( C “ძლ 2/4=1; 
ნახ. 5.7.3. 

–თ: 0 

აჟედან 
1 

4= --., 
2 

XI 
ვინაიდან ფუნქცია – კენტია, X სიდიდის მ. ლ. ნულის ტოლია: 

თ 
1 – 

M!ჯ== ( “> X6 MI ჯ.=0. 

–ი0 
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დისპერსია და ს, კ. გ. შესაბამისად ტოლია: 

C5 

2 ქ 
0.=2) -> XX MX =2; 

0 

ძ.=M/ #M. = V 2. 

ვინაიდან განაწილება სიმეტრიელის. ამიტომ 5#=:0 ექსცეს“ს გამოსათვლკლად ეპოუე- 
ლობთ LLგ-ს. 

C) 
1 

Mჯ-: | 2 X% “ძX =24, 

ი ს 

საიღანაც 

IL1 
(95 – -ვ=ვ3ვ, 

ფთ1!. 

მაგალითი 5. რემთხ-ევ-თი X სიდიდე ემორჩილება განაჯილების კანონს; 

რომლის სიმკვრივე გრაფიკულაღ, მოცემულია 5.7,4. ნახ-ზე. 

დაიწეროს განაწილების სიმკვრივეს 

გამოსახულება. მოვნახოთ მ. ლ. დის- 

პერია, ს. კ. გ. და: ასიმ ეტრიაგანა- 

წილებისა. 

ამოხსნა. განწილების სიმ- 

კვრივის გამოსახულებას აქვს შემდეგი 

სახე: 

I(ჯ) 

  
( 
I 
' 
" 

/(X)=> ძX, როცა 0<X<1. 
0, როცა X<0 ანლა ჯ>1. ; 

ვსარგებლობთ განაწილების სიმკვრა- “I< 

ვის თვისებით, ვპოულობთ «ძ=2. X 

სიდიდის მათემატიკერი ლოღინი: ნახ. 5.7.4. 

  

  

1 

' 
ა 

MII= | 2X” ძL = 

9 

დისპერსიას მეორე საწყისი მომენტით ვპოულობთ 

I 

2 | -2ყ __ = ; = –; ლრა--M“= –. C- | » ჯ >: 2 ა-ს 16 

0 

აქედან 
1 

ძ:ა= “““>. 

“ 3V2 

1C5



მეზამე საწყისი მოჰენტი ტოლია 
1 

2 
თე=:2 წა ლარ. 

5 
0 

ვისარგაბლოთ (5.7.10) ფორმულით რომელიც გამოსახაეს IL) საწყისი მომენტების სა- 

შუალებით: 

1 
სე =თე–-3/+თაI-2//1:=-- –- , 13 =თვ–-3/!§Cთა-I- 2/'> 35 

საიდანაც 

2 – 
§5- 95მ =- . “–V 2 

თჰჯ 5 

§.8. თანაბარი სიმკვრივის კანონი 

პრაქტიკის ზოგიერთ ამოცანაში გვხვდება უწყვეტი შემთხვევითი სი- 

დიდეები, რომლებზედაც ცნობილია, რომ მათი შესაძლო მნიშვნელობა- 

ნი მდებარეობენ რომელიღაც განსახღვრული ინტერვალის ფარგლებში; 

გარდა ამისა, ცნობილია, რომ ამავე ინტერვალის ფარგლებში შემთხვე– 

ვითი სიდიდის ყველა მნიშვნელობანი ერთნაირად საალბათოა. (უფრო 

ზუსტად, გააჩნია ალბათობის ერთი და იგივე სიმკვრივე). ასეთ შემთხვე– 

ვით სიდიდეებზე იტყვიან, რომ ისინი განაწილებულია თანაბარი 
იმკვრივის კანონით. 
მოვიყვანოთ მსგავსი შემთხვევით სიდიდეთა რამდენიმე მაგალითი. 

მაგალითი 1. სხეულს წონიან ზუსტ სასწორხზხე, მაგრამ მწონავის 

განკარგულებაშია სხვადასხვა საწონები მხოლოდ წონით არა ნაკლებ 
1 გრამისა; აწონვის შედეგი გვიჩვენებს, რომ სხეულის წონა მოქცე- 
ულია # და (”+1) გრამებს შორის. 

სხეულის წონა მივიღოთ (#+- 1 გრამის ტოლად. ამ დროს დაშვე– 

ბული X შეცდომა, ცხადია, არის შემთხვევითი” სიდიდე, განაწილებული 

თანაბარი სიმკვრივით (–+. +) გ მონაკვეთხე: 

მაგალითი 2. შეეულად და- 

ყენებული სიმეტტიული ბორბალი 

(ნახ.- 5.8.1) მოდის ბრუნვაში და 

შემდეგ ხახუნის შედეგად ჩერდება. 

განიხილება შემთხვევითი 0 სიდიდე – 

კუთხე, რომელსაც გაჩერების შემდეგ 

04 რადიუსი ადგენს ჰორიზხონტთან. 

ცხადია, 0 სიდიდე განაწილებულია 

ნახ. 5.8.1. თანაბარი სიმკვრივით (0,2) უბანზე. 
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მაგალითი 3. მეტროპოლიტენის მატარებლები დადიან 2 წუთია–- 

ნი ინტერვალით. მ გხავრი გამოდის ბაქანხე ღროის რომელიღაც მომენტ- 

ში. 1 დრო, რომლის განმავლობაში მგზავრი მატარებელს უცდის 
შემთხვევითი სიდიდეა, რომელიც განაწილებულია ' უბანზე თანაბარი 
სიმკვრევით (0,2) წუთი. 

განვიხილოთ შემთხვევითი X სიდიღე. რომელიც ექეემდებარება თა- 

ნაბარი სიმკვრივის კანონს თ-ღან ჩ-მდე უბანზე (ნახ. 5.8.2) და დავ- 
წეროთ მისთვის განაწილების /(X I/X>, 
სიმკვრივის გამოსახულება. სიმკვ- + 

რივე მუდმივია და (თ. ჩ) მონაკ- I 

ვეთხე C-ს ტოლია. ამ მონაკვეთის #1 22 

გარეთ იგი ნულის ტოლია: ” / 

I(X0)=0, როცა <X<8, | 
I(XC0, როცა X<Cთ როცა X>ჩ.     

რადგან ფართობი. შმემოსახღვრე- 

ლი განაწილების მრუდით ერთის 

ტოლია: 

  

  

ჩ–თ 

და /()-ის განაწილების სიმკვრივეს აქვს შემდეგი სახე: 

1 , 
'ი=-- როცა თ<–X<ჩ, (.8.1) 

/ლ0ე)=0ი. როცა X<თ ან Xჯ>ჩ. 

(5.8.1) ფორმულაც (თ, ჩ) უბანზე თანაბარი სიმკვრივის კანონს გამოსა- 
ხავს. 

დავწეროთ გამოსახულება განაწილების ჩ(ე) ფუნქციისათვის. განა- 

წილების ფუნქცია გამოისახება X წერტილის მარცხნიე მდებარე გა– 

ჩრე ნაწილების მრუდის ფართით. მა- 

შასადამე, 

0, როცა V<თ 

X-–-% 
ჩ(0ე= “ჭ-–-–, როცა «=1ჯ1<8, 

ჩ–თ 

1, როცა X>ჩ 

#C) ფუნქციის გრაფიკი მოცემუ- 

ლია (5.8.3) ნახ–ხზე. 

განვსაზღვროთ შემთხვევით X 

სიდიდის რიცხვითი მახასიათებ- 
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ლები, რომლებიც თ და ჩზ მონაკვეთხე ემორჩილებიან თანაბარი განა- 
წილების კანონს. 

X სიდიდის მათემატიკური ლოდინი ტოლია: 

ჩ 
ჯ თ+ჩ „= !--“ (== –.L, 5.8,2 ”! L _ ჯ 2 ( ) 

თ 

თანაბარი განაწილების სიმეტრიულობის ძალით X სიდიდის მედიანა 

აგოეთვე ტოლია ––“––– =-L, 

თანაბარი სიმკვრივის კანონს მოდა არა აქვს. 

'(5.7.16) ფორმულის მიხედვით ვპოულობთ X სიდიდის დისპერსიას: 

  

1) ჩი  თ+ჩ+ (ჩ-თ# =)ს.= –-–---- | X--– > =-–--–--. 5.8.3 0,-ა- გ--L 2 ) 4» 12 (5.8.3) 
თ 

"საიდანაც ს. კ. გ. 

ი,=Vნ; =L 9, (5.8.4) 
2V 3 

განაწილების სიმეტრიულობის ძალით მისი ასიმეტრია ნულის ტოლია: 

5#-. 19-60, (5.8.5) 
C „> 

ექსცესის განსაზღვრისათვის ვპოულობთ მეოთხე ცენტრალურ მომენტს: 

+! (+-“-
.)- (ჩ–თ)! , 
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  LI= 

საიდანაც 

ნჯ= MM ვ= - 12. (5.8.6) 
წე 

განვსახღვროთ საშუალო არითმეტიკული აღ 

ჩ 
თ ლ 59 4-2; | 5 მეი ჩ–თ+ 

= · (5.8.7) 

V1 ==   
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დაბოლოს, მოვნახოთ (თ, ხ) უბანზე თანაბარი სიმკვრივით განაწილებუ- 
ლი შემთხვევითი X "სიდიდის მოხვედრის ალბათობა, სადაც (თ, ხ) («. ზ) 
უბნის -ნაწილია (ნახ. 5.8.4), (X) 

გეომეტრიულაღ ეს ალბა- ” 
თობა ფართობი,ს რომელიც 

  

        

(5.8.4) ნახ-ხე დამტრიხულია. 2 : 
ცხადია, იგი ტოლია - | 

ხ–თძთ 2–2 ჩი<X<ხ0)=–“–,  (5.8.8) მ. | _ ქ ჩ–თ მ) + (220: | – 

ე. ი. ფარდობა (თ, ხნ) მონაკვე– Cხ §8/ 

თის სიგრძისა (>, ჩ) უბნის 

მთელ სიგრძესთან რომელხედაც მოცემულია თანაბარი განაწილება. 

წ.9. პუასონის კანონი 

მრავალ პრაქტიკულ“ ამოცანაში საქმე გვაქვს თავისებური კანონით 

განაწილებულ შემთხვევით სიდიდესთან, რომელსაც პუასონის კანონი ეწო– 

დება. 
განვიხილოთ წყვეტილი შემთხვევითი X სიდიდე, რომელსაც შეუძ- 

ლია მიიღოს მხოლოდ მთელი, არა უარყოფითი მნიშვნელობანი: 

0,1,2,.../71, 

თანაც ამ მნიშვნელობათა მიმდევრობა თეორიულად შეუზღუდველია. 

ამბობენ, რომ შემთხვევითი X სიდიდე განაწილებულია პუასონის კანო- 
ნის მიხედვით, თუ ალბათობა იმისა, რომ იგი მიიღებს განსაზღვრულ /! 

მნიშვნელობას, გამოისახება ფორმულით. 

ი" 

ჩ„ა= –6 ბმ (MI=0,1 «« ), (5.9.1) 
„I! 

სადაც 0 -–– რომელიღაც დადებითი სიდიღეა და ეწოდება პუასონის 

კანონის პარამეტრი. 

პუასონის კანონით განაწილებული შემთხვევითი X სიდიღის განა–- 

წილების მწკრივს აქვს შემდეგი სახე: 

      
  

Xი 0 1 2 ი” 

| - ძ ი: (იო 
” | 69 – იძ იძ –- ტ“ძ 

!! 2! „”!   
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უპირველეს ყოვლისა დავრწმუნდეთ ჯერ იმაში, რომ ალბათობათა მიმ- 

დევრობა რომელიც მოცემული (5.9.1) ფორმულით წარმოადგენს განა- 

წილების მწკრივს, ე. ი. რომ ყველა /#2,, ალბათობათა ჯამი ერთის ტოლია. 

გვაქვს: 
9 თ ი 

ი"' · ი 

ა L,,= ა –69%=69 –,. 

ი1--50 »=0”!“ უე 
ი...) 
მაგრამ 

ლი 

ი" 

2, – =0, 
ი1=0' 1: 

საიდანაც 

(ი თ! 

) #ჩ,,=40-9:6-1. 

ჰ)=0 

5.9.1 ნახ-ზე ნაჩვენებია პუასონის კანონით განაწილებული X “”შემთხვე– 

ვითი სიდიდის განაწილების 

” მრავალკუთხედები, რომლე- 

ბიც შეესაბამებიან პარამეტ- 

რის სხვადასხვა მნიშვნელო– 

ბას დანართის 8 ცხრილში 

მოყვანილია ჩ,, მნიშვნელო– 

ბანი სხვადასხვა იძ-სათვის. 

განვსახღვროთ პუასონის კა–- 
ნონით განაწილებული წშემ- 

თხვევითი X სიდიდის ძირი- 

,0,5 

  

  

0 თადი მახასიათებლები–– მათე– 

ნახ, 5.9.1, მატიკური ლოდინი და დის- 
პერსია. 

მათემატიკური ლოდინის განსახღვრის თანახმად 

თ ი 
ს 

M!,= VII X | = 2. IC, = 2. MI -. 6, 
„,I=რ I1=6 ”!. 

ჯამის პირველი წევრი (რომელიც შეესაბამება /1=0) ნულის ტოლია, მა– 

შასადამე შეჯამება შესაძლოა დავიწყოთ /1= 1-დან: 

  

CC ლილ ლილ 

ი” #))0ჟ!-1 ი" -- 1 

I), =პ ” –, 62 'ძ=ძ6-4 ) ; =ძC 9 ) ღები 
ე>=) ალ) ჟ თ»=) (I)I–– 1)! 
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აღვნიშნოთ /I-1=#, მაშინ 

CC 
ლიც 

”I,= 06” “ა 5, =06“460:- იე. (5.9.2) 
6565 

ამგვარად, თ პარამეტრი შემთხვევითი X სიდიდის მათემატიკური ლოდი- 

ნია. 
დისპერსიის განსაზღვრისათვის მოვნაზოთ ჯერ X სიდიდის მეორე 

საწყისი მომენტი: 

იერ“! 

+. ცრო-ი2 I”. 0“0 =- 
(021–– 1)! 

„I! M1==1 

  

აარეათიალა: 2 “ი თ-1-“ IL - I 6(-6-+ 
111 -== 

(II-–- 13! 

_ 00) _ =) 

+) 
2, “თ=1)I. 

ადრე დამტკიცებულის მიხედვით 

ი1:==1 

00 CC 

ბეთ – ცი ზი ჩ ი 609=0: 

„=1 (V-–-1) L=0. 7"! 

გარდა ამისა, 

ილ 

ღაე– ეორ-! 

– “-694=6404>-1, 
ფ=) (M--1)! 

მაშასადამე, 

თ·ა=0ძ(0-L1) 

შემდეგ ვპოულობო X სიდიდის დისპერსიას: 

LI) ა=:თა––- I .=0“-“+-ძ-ი=0. (5.9.3) 

ამგვარად, პუასონის კანონით განაწილებული შემ- 
თხვევითი სიდიდის დისპერსია მისი მათემ.>- 

ტიკური ი ლოდინის ტოლია. 

პუასონის განაწილების ეს თვისება პრაქტიკაში ხშირად გამოიყენება 

საკითხის გადასაწყვეტად, სარწმუნოა თუ არა ჰიპოთეზა, რომ შემთხვე- 
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ვითი X სიდიდე განაწილებულია პუასონის კანონის მიხედვით. ამისათვის 

დეღან განსახღლვრავენ შემთხვევითი სიღიდის სრ”ატისტიკურ მახასია- 

თებლებს -–– მათემატიკურ ლოდინს და დისპერსიას!. თუ მათი მნიშ- 

ვნელობანი ახლოსაა, ·მაძინ ეს საბუთია პუასონურ განაწილებახე პჰი- 

პოთეზის სასარგებლოდ: მათ შორის მკვეორი განსხვავება, პირიქით 
მოწმობს – ჰიპოთეზის საწინააღმდეგოდ. 

განვსახღლვროთ პუასონის კანონით განაწილებულ შემთხვევითი X; სი- 

დიდისათვის ალბათობა იმისა, რომ იგი #-ზე მცირე მნიშვნელობას არ მი– 

იღებს. აღვნიშნოთ ეს ალბათობა /9/. 

#,=#MX>7/). 

ცხადია, #, ალბათობა შეიძლება გამოთვლილ იქნას, როგორც ალბა- 

თობათა ჯამი 

ჩ,-ჩჩ,+ჩ,ს+,.= ჯ, ჩი. 
»L==# 

მაგრამ გაცილებით ადვილია იგი განვსახღვროთ მოპირდაპირე ხდომილ- 

ობის ალბათობით: 

MI 

8,= IL (–-+ჩ+..+ჩ.ა)=1-2. ჩა. (5.9.4) 
III =0 

კერძოდ, ალბათობა იმისა, რომ X სიდიდე მიიღებს დადებით მნიშვნელო- 

ბას გამოისახება ფორმულით 

/#9=1--–ა= 11-49. (C.9.5) 

უკვე მივუთითებდით, რომ პრაქტიკის ბევრ ამოცანას მივყავართ პუასო- 

ნის განაწილებამდე. განვიხილოთ ასეთი სახის ტიპიური ამოცანა. და- 

ვუშვთ აბსცისათა C0X 
ღერძხე შემთხვევითი წე- 

( სით ნაწილდებიან წერტი- 

ლები (ნახ. 5.9.2). დავუმშ–- 

ვათ რომ წერტილების 

შემთხვევითი განაწილება “აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

1. (მონაკვეთზე წერტილთა ამა თუ იმ რიცხვის მოხვედრის ალბათო– 

ბა დამოკიდებულია მხოლოდ ამ მონაკვეთის სიგრძეზე, მაგრამ არ არის 

დამოკიდებული აბსცისის ღერძზე მის მდებარეობაზე. სხვა სიტყვებით, 

ნახ. 5.9.2. 

1-ამ მახასიათებლის ექსპერიმენტულად განსაზღვრის მეთოდებზე, იხ., ქეემოთ, 

მე-7 და მე-14 თაეი. 
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აბსცისების ღერძზე წერტილები განაწილებულია ერთი და იგივე საშუა- 
ლო სიმკვრივით. აღვნიშნოთ ეს სიმკვრივე (ე. ი. სიგრძის ერთეულზე მო- 

სული წერტილების რიცხვის მათემატიკური ლოდინი) 7.-თი; 

2. აბსცისთა ღერძზე წერტილები ნაწილდებიან ერთიმეორისაგან დამო– 

უკიღებლად, ე. ი. წერტილების ამ თუ იმ რიცხვის მოცემულ მონაკვეთ- 

ზე მოხვედრის ალბათობა არ არის დამოკიდებული იმისაგან, თუ რამდენი 

წერტილი მოხვდა მისგან გადაუფარავ ნებისმიერ სხვა მონაკვეთხე. 

3. მცირე #ჯ უბანზე ორი ან მეტი წერტილის მოხვედრის ალბათობა 

უგულვებელსაყოფად მცირეა შედარებით ეოთი წერტილის მოხვედრის 

ალბათობასთან (ე. ი. პირობა ნიშნავს ორი ან მეტი წერტილის დამთხ– 

ვევის პრაქტიკულ შეუძლებლობას). 

“- გამოვყოთ აბსცისათა ღერძზე სიგრძის: განსახღვრული ( მონაკვეთი 

და განვიხილოთ დისკრეტული შემთხვევითი X სიდიდე --ამ მონაკვეთზე 

ს ნვედრილი წერტილების რიცხვი. სიდიდის შესაძლო მნიშვნელობანი 
იქნება 

ჟტხ"" (5.9.6) 

ვინაიდან წერტილები ხვდებიან მონაკვეთხე ერთი მეორისაგან 

დამოუკიდებლად, თეორიულად არ არის გამორიცხული, რომ იქ აღ- 

მოჩნდება რაგინდ ბევრი, ე. ი. მწკრივი (5.9.6) გრძელდება განუსახღვრე- 

ლად. დავამტკიცოთ, რომ შემთხვევით X სიდიდეს აქვს პუასონის განა- 

წილების კანონი. ამისათვის გამოვთვალოთ ჩი, ალბათობა იმისა, რომ | 
მონაკვეთზე ხვდება ზუსტად # წერტილი. / 

თავდაპირველად ამოვხსნით უფრო მარტივ ამოცანას. განვიხილოთ 

0, ღერძზე მცირე #4, უბანი და გამოვთვალოთ ალბათობა იმისა, რომ 

ამ უბანზე მოხვდება ერთი წერტილი მაინც: ვიმსჯელოთ შემდეგნაირად: 

ამ უბანზე მოხვედრილი წერტილების მათემატიკური ლოდინი, ცხადია, 

ტოლი იქნება 7.ბX (ვინაიდან ერთეულ სიგრძეზე ხვდება საშუალღდ 

7. წერტილი). მესამე პირობის თანახმად მცირე მონაკვეთისათვის შეიძლე– 

ბა უგულებელვყოთ მასზე ორი ან მეტი წერტილის მოხვედრის შესაძლებ- 

ლობა, ამიტომ მათემატიკური ლოდინი წერტილთა 7.#X რაოდენობისა, 

რომელიც ხვდება #X უბანზე, მიახლოებით ტოლი იქნება მასხე ერთი 

წერტილის მოხვედრის ალბათობისა (ანდა, რაც ჩვენს პირობებში თანა– 
ბარმნიშვნელოვანია, ერთის მაინც). 

ამგვარად, უმაღლესი რიგის უსასრულო მცირემდე სიზუსტით, 
როცა შეიძლება ჩავთვალოთ, რომ ალბათობა იმისა, #X მონაკვეთხე ხვდე- 

ბა ერთი (თუნდაც ერთი) წერტილი 2.ყX-ის ტოლია, ხოლო ალბათობა 

იმისა, რომ არ მოხვდება არც ერთი წერტილი 1--7.#ტX-ის ტოლია. 

ამით ვისარგებლოთ მონაკვეთზე ზუსტად ”I წერტილის მოხვედრის 

#,, ალბათობის გამოსათვლელად. დავყოთ IL მონაკვეთი /#X=> L სიგრ– 
. ”! 

8. ე. ვენტცელი 113



ძის ტოლ ნაწილად. შევთანხმდეთ, რომ ელემენტარულ მონაკვეთს დავარ- 
ქვათ „ცარიელი“, თუ) მასში არ მოხვდა არც ერთი წერტილი, და 
„დაკავებული“, თუკი მასხე მოხვდა ერთი მაინც. თანახმად ზემოთ დამ- 

ტკიცებულისა ალბათობა იმისა, რომ #X მონაკვეთი აღმოჩნდება „და- 

კავებული“ მიახლოებით X#X= 2) -ის ტოლია. ალბათობა იმისა, რომ 
” 

იგი აღმოჩნდება „ცარიელი“, 1- პის ტოლია. 
I” 

ვინაიდან, მეორე პირობის თანახმად, წერტილების მოხვედრა გა- 
დაუფარავ მონაკვეთებზე დამოუკიდებელია, ჩვენი # მონაკვეთები შეიძ- 

ლება განვიხილოთ, როგორც /, დამოუკიდებელი „ცდა“, რომელთაგან 
ყოველი მონაკვეთთაგანი შეიძლება „დაკავებული“ იყოს, რომელთა ალ- 

ბათობა ი= 2-ის ტოლი იქნება. მოვნახოთ ალბათობა იმისა, რომ / მო– 
I 

ნაკვეთებს შორის ზუსტად /» იქნება „დაკავებული“. ცდების „განმ ეორე- 
ბის თეორემის მიხედვით ეს ალბათობა ტოლია 

>)C->) 
ანდა, თუ აღვნიშნავთ #I=თC 

თ(> Iს 42 ). (5.9.7) 
” 7” 

საკმაოდ დიდი M-სთვის ეს ალბათობა მიახლოებით ტოლია IL მონაკვეთ- 

ზე ზუსტად 7. წერტილის მოხვედრის ალბათობისა, რადგან #X მონაკ- 
ვეთხე ორი ან მეტი წერტილის მოხვედრის ალბათობა მცირეა. 
იმისათვის, რომ მონახულ იქნას ჩუ-ის ზუსტი მნიშვნელობა, საჭიროა 
(5.9.7) გამოსახულებაში გადავიდეთ ზღვარზე, როცა M->Cიდ: 

ჩა = II Cი” (+ I(- – I” (5.9.8) 
ი–>პ6თ M8M / I 

გარდავქმნათ ზღვრის ნიშნის ქვეშ მდგომი გამოსახულება: 
ძ M 

ლ 9 'ც- 2” - 11(/1-–– 1) ... (71– I2 + 1) ი” (1– ყო _ 

ML #7 1! ჟ" /,_ იგ” 

(I-«) 
1 თ 

MCVL–1). > +CVI-–-MI-+1) ით L +) 
= “ება (ლ5.9.9 

„ი MI 1 XV” 

(I-+) 
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პირველი და უკანასკნელი წილადის მნიშვნელი (5.9.9) გამოსახულებაში, 
”/ 

  როცა /->C%, ცხადია, მიისწრაფვის ერთისაკენ, გამოსახულება ი 

დამოკიდებული არ არის #-ზე. უკანასკნელი წილადის მრიცხველი შეიძ- 

ლება გარდავქმნათ შემდეგნაირად: 

|§ 0 

(1– =) - I(I–+) 4 «| (5.9.10) 
” 

როცა # –>C%, და გამოსახულება (5.9.10) მიისწრაფვის Cრ-4 –საკენ. ამ– 
თ 

გვარად, დამტკიცებულია, რომ ! მონაკვეთხე ზუსტად /: წერტილის 

მოხვედრის ალბათობა გამოისახება ფორმულით 

სადაც ძ=272.I, ე. ი. X სიდიდე განაწილებულია პუასონის კანონის მიხედ– 

ვით, რომლის პარამეტრია ძ=27.I. 

აღვნიშნავთ, რომ შინაარსით თ სიდიდე წარმოადგენს / მონაკვეთზე 

მოსულ წერტილთა საშუალო რიცხვს. 

I, სიდიდე (ალბათობა იმისა, რომ X სიდიდე მიიღებს დადებით 

მნიშვნელობას) მოცემულ შემთხვევაში გამოსახავს ალბათობას 

იმისას, რომ / მონაკვეთზე მოხვდება თუნდაც 

ერთი წერტილი: 

ჰე=1--ტ-ძ. (5.9.11) 

ამგვარად, დავრწმუნდით, რომ პუასონის განაწილება წარმოიშობა 

იქ, სადაც რომელიღაც წერტილები (ანდა სხვა ელემენტები) ღებულობენ 

შემთხვევით მდებარეობას ერთი მეორისაგან დამოუკიდებლად და გა- 

მოითვლება რომელიმე უბანხე ამ წერტილების რაოდენობა. ჩვენ 

შემთხვევაში ასეთი „უბანი, იყო ( მონაკვეთი აბსცისების ღერძზე. 

„ოღონდ ადვილია დასკვნა გავავრცელოთ წეოტილების სიბრტყეზე გა– 
ნაწილების შემთხვევაშიც (წერტილთა შემთხვევითი ბრტყელი ველი) და 

სივრცეში (წერტილთა შემთხვევითი სივრცითი ველი). არ არის ძნელი 

დავამტკიცოთ, რომ თუ დაცულია პირობები: 

1) წერტილები განაწილებულია სტატისტიკურად თანაბრად, რომელ- 

თა საშუალო სიმკვრივეა 4.; 

2) წერტილები ხვდებიან გადაუფარავ არეში დამოუკიდებლად; 

3) წერტილები გამოჩნდებიან თითო-თითოდ და არა წყვილად, სამ- 
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სამად და ა. შ., მაშინ წერტილების V რიცხვი, რომელიც ხვდება ნე- 
ბისმიერ არეზე (ბრტყელი ან სივრცით) ნაწილდება პუასონის კანონით: 

L,, == ი" გ-ი (,,=0,1,2- · ·). 

”,!! 

სადაც ი-წერტილების საშუალო რიცხვია, რომელიც ხვდება IL არეში. 

სიბრტყის შემთხვევისათვის 

ძ=5/2., 

სადაც 5ი-ს არის ფართია; 

სივრცისათვის 

ძ=Vი.· ,., 

სადაც Vი-არის მოცულობა. 

შევნიშნავთ, რომ მონაკვეთხე ან არეხე მოხვედრილი წერტილთა 

რიცხვი პუასონის კანონით განაწილებისათვის მუდმივი სიმკვრივის 

პირობა (-=00ი5წ) არაა არსებითი. თუ შესრულებულია ორი პირობა, 
მაშინ სულ ერთია პუასონის კანონს მაინც აქვს ადგილი, მხოლოდ თ 

პარამეტრი მასში სხვაგვარად გამოისახეშა. იგი მიიღება 2, სიმკვრივის 

სიგრძეზე, არის ფართხე ან მოცულობაზე არა უბრალო გადამრავლე- 
ბით, არამედ მონაკვეთით, ფართით, ან მოცულობით ცვლადი სიმკე- 

რივის ინტეგრირებით (დაწვრილებით იხ. პარაგრაფი 19.4). წირხე, 

სიბრტყეზე, და მოცულობახე, გაფანტული შემთხვევითი წერტილების 

არსებობა არ არის ერთადერთი პირობა, რომლის დროსაც წარმო- 

იმობა პუასონისს განაწილება. მაგალითად, შეიძლება დავამტკიცოთ, 

რომ პუასონის კანონი წარმოადგენს ზღვრულს მინიმალური განაწილე– 

ბისათვის: 

ჩა, „=6-M,0" (1-იე)"- თ, (5.9.12) 
თუ ერთდროულად მივასწრაფებთ ცდათა # რიცხვს უსასრულობი- 

საკენ, ხოლო ი ალბათობას ნულისაკენ, ამასთან /,0 ნამრავლი ინარჩუ– 

ნებს მუდმივ მნიშვნელობას: 

' ))0=0 (5.9.13) 

მართლაც, ბინომალური განაწილების ეს ზღვრული თვისება შეიძლება 

ჩაიწეროს შემდეგი სახით: 

% თ 

11II1 CM0 M(1 – 8)". 7= 0. (5.9.14) 
თ->თ /1! 

მაგრამ (5.9.13) პირობიდან გამოდის, რომ 

“იი= <= (5.9.16) 
I” 
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(5.9.15)-ის (5.9.14)-მი ჩასმით მივიღებთ ტოლობას 

” ”/-I) MI 

IIი 62 (« ) (1– 4) = 90. (5.9.16) 
” 1 2 ჯ–>00 ”! ! 

რომელიც დამტკიცდა სხვა საბაბით. 

ბინომალური კანონის ეს ზღვრული თვისება ხშირად გამოიყენება 

პრაქტიკაში. დავუშვათ, რომ წარმოებს დიდი რაოდენობა დამოუ- 

კიდებელი #/ ცდებისა, რომელთაგან თითოეულში 4 ხდომილობას აქვს 

ძლიერ მცირე #/ ალბათობა. მაშინ ჩ„,, ალბათობა იმისა, რომ ,4 ხდო- 
მილობა მოხდება MM-ჯერ, შეიძლება გამოითვალოს მიახლოებითი ფორ- 
მულით 

(მი „იი. (5.9.17) 
„I! 

სადაც M0=0ძ–-პარამეტრია პუასონის იმ კანონისა, რომლითაც მიახლო– 
ებით შეიცვლება ბინომალური განაწილება. 

პუასონის კანონის ამ თვისებიდან– ცდების დიდი რიცხვის შემთხვევაში 
და ხდომილობათა მცირე ალბათობისას ბინომალური განაწილება გამოისა- 
ხოს პუასონის განაწწილებით-–– წარმოიმვა იშვიათ შემთხვევა- 
თა კანონი, რომელიც ხშირად გამოიყენება სტატისტიკის სახელმ- 
ძღვანელოებში. განვიხილოთ რამდენიმე მაგალითი პრაქტიკის სხვადასხვა 
დარგიდან, რომლებიც დაკავშირებული იქნება პუასონურ განაწილე- 
ბასთან. 

მაგალითი 1. ავტომატურ სატელეფონო საღგერში შემოდის გამოძახება, 
რომლის საშუალო სიმკვრიიეა # გამოძაბება საათში იმ დაშვებით, რომ გამოძაზებათა 
რიცხვი დროის ნებისმიერ მონაკვეთში განაწილებელია პუეასონის კანონის მიხედვით. 

მოვნახოთ ალბათობა იმისა, რომ ორ წეთში სადგურში შემოვა ზუსტად სამი გამო- 

  ჩ.,= 

ძახება. 

ამოხსნა. ორ წუთში გამოძახებათა სამეალო რიცხეი ტოლია: 

2# #X 
ძლ–ლ'სა. == ––, 

6ე 30 

(5.9.1.) ფორმულით ალბათობა ზუსტად სამი გამოძახების შემოსელისა ტოლია: 

(+) 
1.2-3 

3 

# 
ი 30   

ჩე= 

მაგა ლითი 2. წინა მაგალითის პირობებში მოვნახოთ ალბათობა იმისა, რომ 

ორ წუთში მოვა ერთი გამოძახება მაინც. 

ამოხსნა. (5.9.4) ფორმულით მივიღებთ: 

X 

#”#„=1---0-1-4 პი 
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მაგალითი 3, იმაჯე პირობებში მოვნახოთ ალბათობა იმისა, რომ ორ წუთში 
მოვა არანაკლებ სამი გამოძახებისა. 

ამოხსნა (5.9.4) ფორმულის მიხედვით გვაქეს: 

+ + +C%)1I4 

მაგალითი 4. საფეიქრო(საქსოვი) დაზგის მუშაობის 1 საათში ძაფი საშუალოდ 

წყდება 0.375-ჯერ. მოვნახოთ ალბათობა იმისა, რომ ცვლაში (8 საათის განმავლობაში) 
ძაფის გაჯყვეტათა რიცხვი იქნება მოთავსებული საზღვრებში 2 და 4 (არანაკლებ ორისა 

და არა უმეტეს ოთხი გაწყეეტისა). 

ამოხსნა. ცხადია, 

# 

ჩა=1 – (ჩე+ჩ, + ჩა=) –6 % 

ძ=0,375 ·8=3; 

გვაქვს: , 
(2ლ=%X%=4)= ჩა-L ჩე:+ ჩა. 

მიახლოებით, დანართის მე-8 ცხრილით, როცა ძ=3 

ჩა=0,224; 0ვ=0,224; –,=0,168, 
ნ(2=X=4)=0,616. 

მაგალითი 5. გავარვარებელი კათოდიდან დროის ერთეულში გამოიყოფა 

საშუალოდ ელექტრონთა ძ() რაოდენობა, სადაც (– ცდის დაწყებიდან განვლილი 

დროა. მოვნახოთ ალბათობა იმისა, რომ +” დროის შუალედში, რომელიც #ე მომენტში 

იწყება, კათოდიდან გამოიყოფა ზუსტად /! ელექტრონი. 

ამოხსნა. ვპოულობთ ელექტრონთა სამუალო თ რაოდენობას, რომელიც 

გამოიყოფა კათოდიღან დროის მოცემელ მონაკვეთშ ი. გვაქვს: 

10-+L 

ძ= L ძ() ძ!. 

15 
გამოთელილი თძ-ს მიხედვით განვსაზღვრავთ საძიებელ ალბათობას: 

ი”. 

ჩა= –-6-4. 
„I 

მაგალითი 6. ნამსხვრევების რაოდენობა, რომელიც ხვდება მცირე ზომე ბის 

მქონე მიზანს გასკდომის წერტილის წინასწარ მოცემული მდებარეობისას, ნაწილდება 

პუასონის კანონის მიხედვით. ნამსხვრევთა ეელის საშუალო სიმკვრივე, რომელში–- 

დაც აღმოჩნღება სამიზნე გასკდომის წერტილის მოცემულ, მდებარეობისას, ტოლია 

მსხვრ : · 
3 2”სხვრები, სამიზნის ფართი ტოლია §=>0,5 მ“, სამიზნის “დასაზიანებლად საკმარისია 

მასზე ერთის მაინც ნამსხვრევის მოხეედრება, მონახულ იქნას სამიზნის დაზიანების 
ალბათობა სკდომის წერტილის მოცემული მდებარეობისას. 

ამოხსნა. #==7/,§5= 1,5. (5.9.4) ფორმულით ვპოულობთ ერთი მაინც ნამსხვრე-' 

ვის მოხვედრების ალბათობას: 

M,=1--6-1:5=L- 0,223= 0,777 

(მაჩვენებლიანი 6-9 ფუნქციის გამოსათვლელად სარგებლობენ დანართის მე-2 ცხრი- 

ლით). 
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მაგალითი 7. ავადმყოფობის წარმომქმნელ მიკრობთა საშუალო სიმკვრივე 

1103, პაერში ტოლია 100-ის, აიღება ჰაერის 2 ღმ! სინჯი, მონახვლი იქნას ალბათობა 

იმისა, რომ მასში აღმოჩენილი იქნება ერთი მიკრობი მაინც. 

ამოხსნა. ვღებულობთ) რა მოცელობაში მიკრობთა რიცხვის პუასონისებერ 

განაწილების ჰიპოთეზას, ვპოულობთ: - 

ძ=0,,; I|Iმ=1--6-0:5=21--0,819-0,18 

მაგალითი 8. რომელიღაც მიზანზე წარმოებს 50 დამოუკიდებელი გასროლა» 

ერთი გასროლისას მიზანში მოხეედრების ალბათობა 0,4-ის ტოლია. ვისარგებლებთ რა 

ბინომალური განაწილების ზღერეცლი თეის ხით (ფორმულა 5.9.17), მოენახოთ მიახ- 

ლოებით ალბათობა იმისა, რომ მიზანს მოხედება: არც ერთი ქურვი, ერთი ჭურვი, 

ორი კურვი, 

ამოხსნა. გეაქვს თ:=/)0=50-0,C4=2. დანართის მე-8 ცხრილით. მოვნახავთ 

ალბათობებს: 

იი=0,11წ /#,=-0,271; ი:=0,271. 

VI თავი 

განაწილების ნორმალური კანონი 

0.1, ნორმალური კანონი და მისი პარამეტრები 

განაწილების ნორმალური კანონი (ხშიოად გაუსის კანონად წოდებული) 

მნიშვნელოვანია ალბათობათა თეორიაში და განაწილების სხვა კანონებს 

შორის უჭირავს განსაკუთრებული ადგილი. განაწილების ეს კანონი 

პრაქტიკამი ყველახე გავრცელებული კანონია. მთავარი თავისებურე- 

ბა, რომელიც ნორმალურ კანონს გამოჰყოფს სხვა კანონებიდან, არის ის, 

რომ იგი ზღვრული კანონია, რომელსაც ხშირად ტიპიურ პირობებში გა- 

ნაწილების სხვა კანონები უახლოვდებიან. შეიძლება დამტკიცდეს, რომ 

დამრუკიღებელ (ან სუსტად დამოკიდებულ) შემთხვევით სიდიდეთა 

საკმაოდ დიდ რიცხვთა ჯამი რომლებიც ემორჩილებიან განაწილების 

ნებისმიერ კანონს (არა მკაცრ შეზღუდვათა დაცვისას), მიახლოებით მით 

უფრო ზუსტად ემორჩილება ნორმალურ კანონს, რამდენადაც შემთხვე– 

ვითი სიდიდეების მეტი რიცხვი იკრიბება, პრაქტიკაში შესაძლო ყველა 

შემთხვევით სიდიდეთა უმრავლესობა, როგორიცაა, შეცდომები გახომ- 

ვებისას, სროლისას და ა. შ. შეიძლება წარმოდგენილი იქნას როგორც 

ჯამი მცირე შესაკრებთა (ელემენტარულ შეცდომათა) დიდი რიცხვისას, 

რომელთაგან თითოეული გამოწვეულია ცალკეული მიზეზებით, რომ- 

ლებიც სხვა დანარჩენებზე არაა დამოკიდებული. განაწილების რომელ 

კანონსაც არ უნდა ემორჩილებოდნენ ცალკეული ელემენტარული შეც- 
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დომები, ამ განაწილებათა თავისებურებანი "შესაკრებთა დიდი რიცხ. 

ვისას ნიველირდებიან და ჯამი ნორმალურ კანონთან მიახლოებული აღ- 

მოჩნდება. დასაჯამებელ შეცდომებზე ძირითადი შეზღუდვა არის ის 
რომ ყველა შეცდომები საერთო ჯამში უმნიშვნელო უნდა იყოს. თუკი 

ეს პირობა არ სრულდება და ერთი რომელიმე შეცდომათაგანი აღმოჩ- 

ნდება ჯამზე მკვეთრად გადაჭარბებული სხვა დანარჩენებთან შედარებით, 

მაშინ ამ გადაჭარბებული შეცდომების განაწილების კანონი მოახდენს 

გავლენას ჯამზე და ძირითად მტრიხებში განსაზღვრავს მის განაწილების 

კანონს, თეოოემები, რომლებიც ამყარებენ ნორმალურ კანონს შესაკ- 

დრებთა ჯამისათვის დაწვრილებით იქნება განხილული მე-13 თავში. 
განაწილების ნორმალური კანონი ხასიათდება შემდეგი სახის ალ- 

ბათობის სიმკვოივით: 

_ (X–-ჩ)” 1 
C 2 CV2X 2C 

ნორმალური კანონის მიხედვით განაწილების მრუდს აქვს სიმეტრიული 

ბორცვის სახე (ნახ. 6.1.1). 

/(0) მრუდის მაქსიმალური ორდინა– 

I(X = (6.1.1)   

  ტა, რომელიც 1 ტოლია შე- 
თV 2X 

ესაბამება X=/I წერტილს; #1 წერ- 
ტილიდან დაშორების მიხედვით გა– 

ნაწილების სიმკვრივე ეცემა და 

როცა X--+%, მრუდი ასიმპტო- 

მურად "უახლოვდება აბსცისათა 
ღერძს. 

ნორმალური კანონის (6.1.1.) გამოსახულებაში გავარკვიოთ ახრი 

”! და თ პარამეტრებისა; დავამტკიცოთ, რომ | სიდიდე არის მ ათემა- 

ტიკური ლოდინი, ხოლო თ სიდიდე საშუალო კვადრა- 

ტული გადახრა X სიდიდისა. ამისათვის გამოვთვალოთ X სი- 
დიდის ძირითადი რიცხვითი მახასიათებლები ––წმათემატიკური ლოდინი 
და დისპერსია. 

  

  

ნახ. 6.1.1, 

  

ი C2 · 

1 _ (X––II)” 

/VICX) = L XI(CX) ძ= –“–– L X6 2თ” ძ. 
CV2X 7 

–ა· თით 

თუ "მევცვლით ცვლადს 
X–II 

–- =7, 
თV 2 

12ე



გვექნება: 

MI XI= == - I. (თV 2! –/ი)6-/"ძ(= 

ლ 

6“? ძ/. (6.1.2) 

–_ი: 

ადვილი მისახვედრია, რომ (6.1. ' ორმულაში ორი ინტეგრალიდან ვედ ფოოძულ ტეგრალიდ 
პირველი ნულის ტოლია; მეორე ეილერ-პუასონის ცნობილი ინტეგ- 
რალია: 

   = თC2 (> -,'ძ/-- 

ი: 

CC 

L 62-''ძ/ = 2 / 6! ძ, = V >. (6.1.3) 

0 –C% 

მაშასადამე 

/MILXI= MI, 

ე. ი. #7. პარამეტრი X სიდიდის მათემატიკური ლოდინია. ეს პარამეტრი, 
განსაკუთრებით "სროლის ამოცანებში, ხშირად მიღებულია როგორც. 

გაფანტვის ცენტრი გ. ც.! 

გამოვთვალოთ X სიდიდის დისპერსია: 

ი (X–- MI)" 
9. 7 ფ: ძ ჩ4   

               

  კვლავ ცვლადის შეცვლით => =7/, მივიღებთ: 

  

CC 

20" _ | /ბც-ს! ძ/, 
V X 

LI XI = 

წევრწევრთა იპტეგრირებით მივიღებთ: 

თ 2 (5 =) 

” =(12 I/ __ – –ჯ3 · ლ ნIXI= უ ძI= == # 1 + | C-“ძ/ნ.          
–თ 

პირველი შესაკრები თ ფიგურულ ფრჩხილებში ნულის ტოლია (რადგან 6“? 

როცა (–- ი კლებულობს უფრო სწრაფად ვიდრე იხრდებაჯ-ს ნებისმიე– 

რი ხარისხი) მეორე შესაკრები (6.1.3) ფორმულით V>2 ოლი ტოლია, 
საიდანაც 

LIX)=თ12. 

მაშასადამე (6.1.1) ფორმულაში თ პარამეტრი არის X' სიდიდის საშუა- 

ლო კვადრატული გადახრა. გამოვარკვიოთ ნორმალური განაწილების 

1 აქ და ქვემოთ გ. (0. –– გაფანტვის ცენტრი. 
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”. და თ პარამეტრის ახრი. უშუალოდ (6.1.1) ფორმულიდან ჩანს, რომ 
განაწილების ცენტრს წარმოადგენს /! გაფანტვის ცენტრი. ეს ცხადია 
იქედან, რომ (L-/) სხვაობის ნიშნის შეცვლისას (6.1.1) გამოსახულება 
არ იცვლება. თუკი შევცვლით გაფანტვის ცენტრს, განაწილების მრუდი 
გადაადგილდება აბსცისის ღერძის გასწვრივ ისე, რომ ფორმას არ შეიცვ- 
ლის · (ნახ. 6.1.2). 

MM) 

   
| 
I 
I 
! 

(· 

I 
” 

=> ა I L=– 

”, „ე ი 

ნახ, 6.1.2. 

გაფანტვის ცენტრის განზომილება იგივეა, რაც შემთხვევითი X სი- 
დიდის განზომილება. · 

თ პარამეტრი ახასიათებს არა მდებარეობას, არამედ თვით განაწილე– 
ბის მრუდის ფორმას. ეს არის წ გაფანტვის ) მახასიათებელი. განაწილების 

მრუდის უდიდესი ორდინატი თ-ს უკუპროპორციულია. 
ძ-ს გადიდებისას მაქსიმალური ორდინატა მცირდება. ვინაიდან გა- 

ნაწილების მრუდის ფართი ყოველთვის ერთის ტოლი უნდა დარჩეს. 

თ-ას გადიდებისას განაწილების მრუდი გახდება უფრო ბრტყელი, გა- 

იწევა რა აბსცისის ღერძის გასწვრივ; პირიქით, თ-ს შემცირებისას გა- 
ნაწილების მრუდი აიწევა (აიზიდება), ერთდროულად შეიკუმშება გვერ- 
დებიდან და გახდება უფრო ნემსისებური. 6.1.3 ნახ-ხე ნაჩვენებია 

წელ 

  
  
  

0. 

ნახ. 6.1.3. 
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სამი ნორმალური მრუდი (IL II, III) როცა 1=0; მათგან L მრუდი შე- 

ესაბამება თ-ს ყველახე დიდ, ხოლო III მრუდი ყველახე მცირე მნიშვნე- 

ლობას. პარამეტრის შეცვლა განაწილების მრუდის მასშტაბის შეცვლის 

ტოლძალოვანია––მასშტაბის ერთ ღერძზე გადიდებისა და ასეთივეშემ- 
ცირებისა მეორეზე. 

განზომილება თ პარამეტრისა, ბუნებრივია, ემთხვევა შემთხვევით 

X სიდიდის განზომილებას. 
ალბათობა თეორიის, ზოგიერთ კურსში ნორმალური კანონისათვის 

გაფანტვის მახასიათებლად საშუალო კვადრატული გადახრის ნაცე- 

ლად გამოიყენება ე. წ. სიზუსტის ზომა. სიზუსტის ზომა ეწო–- 

დება საშუალო კვადრატულ გადახრის (თ შებრუნებულ სიდიდეს: 

1 

' თV2. 

სიხუსტის ზომის განხომილება შემთხვევითი სიდიდის განზომილების 

შებრუნებულია. 

ტერმინი „სიხუსტის ზომა“ ნასესხებია შეცდომათა გაზომვების 

თეორიიდან: რამ-იენადაც ზუსტია გაზომვა, იმდენად მეტია სიზუსტის 

ზომა. თუ ვისარგებლებთ სიზუსტის / ზომით შეიძლება ნორმალური 

კანონი შემდეგი სახით დავწეროთ: 

  ჩ 

–=-6-I"(X-ი1?. 
2L 

  I(X) = 

0.9. ნორმალური განაწილების მომენტები 

ზემოთ დავამტკიცეთ, რომ (6.1.1) ნორმალურ კანონს დაქვემდე- 
ბარებული შემთხვევითი სიდიდის მათემატიკური ლოდინი /I-ის ტოლია, 

სამუალო კვადრატული გადახრა 6-ის ტოლია. 

გამოვიყვანოთ საერთო ფორმულები ნებისმიერი რიგის ცენტრალუ- 

რი მომენტებისათვის. 

განსახღვრის მიხედვით: 

(X-MI)“ 

რ- 1 (X1-–/I)'I(CI)ძX –=6- I. (X – ი)56 2%" ძX. 

  

მოვახდინოთ ს შ ცრ =1, მივიღე ბთ: 'ვასდ ა ცვლადის ძეცვლ თV 2 ვიღე   

  

_ თ–თ 

M§ => 92 | #56“ !"ძ/, (6.2.1) 

წ –ი 
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(6.21) გამოსახულებისათვი“ გამოვიყენოთ ნაწილობითი ინტეგრების 
ფორმულა: 

Cი- 
/2 ჯაჯ 

„= ს9V 2)“ | (./C-Mი(= 
V% "_ 

ად CC 

= («V 2). _ 1 6 I2/- | ?%ი-,ზძ( 
V X 2 

–თ 

        

გავითვალისწინებთ რა, რომ პირველი წევრი ფრჩხილებს შიგნით ნუ–- 
ლის ტოლია, მივიღებთ: 

–_ C- 

ს, 5 0V1012) ( /5-26-I? ძ(, (6.2.2) 
წ; 

(6.21) ფორმულიდან ს-სათვის გვაქვს შემდეგი გამოსახულება: 

ლ 
§-2 

თოი 1 (5-96-ჯ? (7, (6.2.3) 

VI 

(6.2.2) და (6.2.3) ფორმულების მარჯვენა მხარეების შედარებიდან ვხე– 

დავთ, რომ ისინი ერთიმეორისაგან განსხვავდებიან მხოლოდ (§–-1)თ? 
თანამამრავლით; 

მაშასადამე, 

აეაეაეაგეან– (6.2.4) 
(6.2.4) ფორმულა მარტივი რეკურენტული დამოკიდებულებაა, რომელიც 

საშუალებას იძლევა უმაღლესი რიგის მომენტები გამოსახული იქნას 

დაბალი რიგის მომენტებით. თუ ვისარგებლებთ ამ ფორმულით და 

მხედველობაში მივიღებთ, რომ Iე=11) და, I,=0, შეიძლება გამოვთ- 

ვალოთ ყველა რიგის ცენტრალური მომენტები, რადგან II)=0, მაშინ 
(6.2.4) ფორმულიდან გამომდინარეობს, რომ ნორმალური განაწილების 

ყველა კენტი მომენტი ნულის ტოლია. ეს გამომდინარეობს, აგრეთვე 

უმუალოდ ნორმალური კანონის სიმეტრიულობიდან. 
ლუწი §-ებისათვის (6.2.4ე ფორმულიდან გამომდინარეობს თანმიმ- 

დევრული “მომენტებისათვის შემდეგი გამოსახულებანი: 

Mე-== თ?; 
Mკ=301; 
LLგ=> 1509 და ა. შ. 

1 ნებისმიერი შემთხვევითი სიდიდის ნულოვანი მომენტი ერთის ტოლია, როგორიც 

ამ სიდიდის ნულოვანი ხარისხის მათემატიკური ლოდინი. 
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ზოგად ფორმულას § რიგის მომენტისათვის ნებისმიერი ლუწი §-სათვის 

აქვს სახე: 

Iსა== (§–-1)!!თ?, 

სადაც (§-1)! სიმბოლოს ქვეშ იგულისხმება ნამრავლი ყველა კენტი 

რიცხვისა 1-დან (§--1)-მდე. 

ვინაიდან ნორმალური კანონისათვის Vე=0, მისი, ასიმეტრიულობაც 
ნულის ტოლია: ' 

56- 1L9 -ი, 
ფ3 

მეოთხე მომენტის გამოსახულებიდან 

IIკ= 3ფთ1 

გვაქვს 

6X= I –3=0, 
ლ 

ე. ი. ნორმალური განაწილების ექსცესი ნულის ტოლია. ეს ბუნებრივი- 

ცაა, რადგან ექსცესის დანიმნულებაა დაახასიათოს ამ კანონის სიმკ- 

ვეთრე–– შედარებით ნორმალურთან. 

6.1. ნორმალურ კანონს დაქვემდებარებული შემთხვევითი 

სიდიდის მოცემულ უბანზე მოსვედლრის ალბათობა. 

განაწილების ნორმალური ფუნქცია 

ნორმალურად, განაწილებულ შემთხვევით სიდიდეებთან დაკავშირე- 

ბულ ბევრ ამოცანამი გვხვდება განვსახლვროთ (–ჩ) უბანში ნორმა- 
ლურ კანონს დაქვემდებარებულ VI და თ პარამეტრებიანი შემთხვევი–- 

თი X სიდიდის მოხვედრის ალბათობა. ამ ალბათობის გამოსათვლელად 

ვსარგებლობთ ფორმულით 

ს(C=X<ჩ)=# (ჩ)––” (0) (6.3.1) 

სადაც #(X)-X სიდიდის განაწილების ფუნქციაა. 

მოვნახოთ /I, თ პარამეტრებიანი, ნორმალური კანონით განაწილებული 

შემთხვევითი X სიდიდის #(X) განაწილების ფუნქცია. 

X სიდიდის განაწილების სიმკვრივე ტოლია: 

(X-––- თი)? 

00 = !.“ 20" = /5> (6.3.2)   
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აქედან მოვნახავთ განაწილების ფუნქციას 

ჯX <= თ 

= 14 „2თ7. კ (6.3.3)   

Xჯ 

#C) >. | I(X+) ძX= 

  

/ 
მოვახდინოთ 6.3.3 ინტეგრალმი ცვლადის შეცვლა + I და დავიყ– 

ძშ 

ვანოთ იგი შემდეგ სახემდე: 

X–) 
  

(2 

1 – – . 
= 6 · “I. (6.3.4 

V 27 %) » 
         

(6.3.4ე ინტეგრალი არ გამოისახება ელემენტარული ფენქციებით, 

მაგრამ იგი შეიძლება გამოვთვალოთ სპეციალური ფუნქციით, 
- „ 

რომელიც გამოსახავს განსაზღვრულ ინტეგრალებს C-/? ან 2 2 გა- 
მოსახულებებიდან (ე. წ ალბათობათა ინტეგრალი), რომ- 
ლისთვისაც შედგენილია ცხრილები. არსებობს ასეთი ფუნქციების ბევ–- 
რი ნაირსახეობა. 

  

მაგალითად: 

ჯ ჯ _ (1? 

თX(X)==--- |-2ძ, რთ.მელ=–--- 2 ძ/. თო=უ= “ => 5=17 

და ა. შ. თუ რომელი მათგანით ვისარგებლებთ მნიშვნელობაა არ აქვს. 

ვირჩევთ შემდეგ ფუნქციას 
.X (3 

1 =2 
თ”(X) = 7 L" ძ/. (6.3.5) 

ადვილი მისახვედრია, რომ ეს ფუნქცია /77=0, თ=1 პარამეტრებიანი ნორ– 
მალურად განაწილებული ·შემთხვევითი სიდიდის განაწილების ფუნქ- 
ციაა. შევთანხმდეთ თ? (MX) ფუნქციას განაწილების ნორ- 
მალური ფუნქცია ვუწოდოთ. დანართში (ცხრილი 1) მო–- 
ცემულია თდ10) ფუნქციის ცხრილები. ”#. და თ პარამეტრებიანი X სი- 

1 ინტერპოლაციის გასაადვილებლად ცხრილებში ფუნქციის მნიშვნელობა-– 

თა გვერდით მოცემულია მათი #X ნაზრდები ერთ ბიჯზე, 
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დიდის განაწილების (6.3.3.) ფუნქცია გამოვსახოთ განაწილების ნორ- 

მალური თ "C) ფუნქციით. ცხადია: 

”ცი=რ"(> –” ) (6.3.6) 
თ 

  

ახლა მოვნახოთ შემთხვევითი X სიდიდის Cთ-დან ჩ-მდღე “უბნებში 

მოხვედრის ალბათობა, (6.3.1) ფორმულის თანახმად 

ხნთ<ჯ< ჩ-დ%--”) რ. (“–“). (6.3.7) 
თ თ 

ამგვარად, ჩვენ გამოვსახეთ ნებისმიერ პარამეტრებიანი ნორმალურ 

კანონით განაწილებული შემთხვევითი X სიდიდის უბანხე მოხვედრის 
„ალბათობა, განაწილების თ CV) სტანდარტული ფუნქციით, რომელიც 
შეესაბამება უმარტივეს) ნორმალურ 0,1 პარამეტრებიან კანონს. შევ-: 
ნიშნავთ, რომ CV)” |ფუნქციის არგუმენტებს I(6.3.7)1 ფორმულაში ძალ- 

ზე მარტივი ახრი აქვთ: ჩ-ჩატის მანძი ი უბნის მარჯვენა ჩ ბოლოდან ე ტივ ' ვ ლიუ ჯვე ლოდ 

  

გაფანტვის ცენტრამდე, რომელიც გამოსახულია საშუალო კვადრატულ 

გადახრებში;   –”»M ასეთივე მანძილია უბნის მარცხენა ბოლოსათვის, 

თანაც ეს მანძილი ჩაითვლება დადებითად, თუ ბოლო მდებარეობს გა- 

ფანტვის ცენტრიდან მარჯვნივ, ხოლო უარყოფითად, თუ იგი მდებარეობს 
მარცხნივ. 

როგორც განაწილების ყოველგვარ ფუნქცის Cდ?ი0ე ფუნქციას 
გააჩნია შემდეგი თვისებები: 

1. CX“«C-9ო)=0, 2. 0)"(+ =)=1, 3. 0 "„-–არაკლებადი ფუნქციაა. გარ- 

და ამისა #:=0, თ>1 პარამეტრებიანი ნორმალური განაწილების, 

კოორდინატთა სათავის მიმართ სიმეტრიულობიდან გამომდინარეობს, 
რომ 

დ?C-)=1-Cთ”(ი (6.3.8) 

ვისარგებლებთ რა ამ თვისებით, შეიძლება თდC%Cი) ფუნქციის ცხრილებში 

დავკმაყოფილებულიყავით არგუმენტის მხოლოდ დადებითი მნიშვნელო–- 
ბებით, მაგრამ თავიდან რომ ავიცილოთ ზედმეტი ოპერაციები (ერთი- 
დან გამოკლება), დანართის I ცხრილში მოგეყავს დ?იე-ის მნიშვნელო– 

ბანი, როგორც დადებითი, ისე უარყოფითი არგუმენტებისათვის. 
პრაქტიკაში ხშირად გვხვდება ნორმალურად განაწილებულ შემთხვე- 

ვითი სიდიდის მოხვედრის ალბათობის გამოთვლის ამოცანა, გაფანტვის 

” ცენტრის სიმეტრიულ უბანზე. 
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განვიხილოთ უბანი 2 / სიგოძის (ნახ. 6.3.1). ფორმულით გამოვთ- 
ვალოთ ამ უბანზე მოხვედრის ალბათობა: 
ჩ=) ს ჩ(--ჩსჩ=X</-+ 7) = 

="( L )–დ%- >) (6.3.9) 
0 

თუ (სხე ფუნქციის (6.3.8) -თვი– 

სებას გავითვალისწინებთ და მარ- 

ცხენა ნაწილს უფრო კომპაქტურ 

622“ სახეს მივცებ2თ, მივიღებთ ნორმა- 

%2 ძ ლური კანონის მიხედვით განაწილე– 

| # ბულ შემთხვევითი სიდიდის გაბნე- 

ჯა
 

  აა
ს'

სა
'ე

ა„
გუ

ეა
–ა

._
 

”- + თ „2 % ვის ცენტრის მიმართ სიმეტრიულ 
Cხ. 6.3.1. უბანხე მოხვედრის ალბათობის 

გამოსათვლელ „ფორმულას: 

1 ; ნ0X-I<0=2თ"( – ) –1 (6.3.10) 
C 

ამოვხსნათ შემდეგი ამოცანა. გაფანტვის #1 ცენტრიდან გადავხომოთ თ-ს 

ტოლი სიგრძის მონაკვეთები მიმ- ”(2) 

დევრობით (ნახ. 6.3.2), გამოვთვა– “ 

ლოთ ს)თითოეულ მათგანში შემთხ- 

ვევითი X სიდიდის” მოხვედრის ალ- 

ბათობა. ვინაიდან ნორმალური კა- 

ნონის მრუდი სიმეტრიულია, | საკ- 
მარისია გადავხომოთ ასეთი მონაკ- 

  

  

ვეთები მხოლოდ ერთ მხარეზე. ა 22 X 

L (6.37) ფორმულით ვბოუ. 0! წ, ი 2 შბ > 

ლობთ: , ნახ. 6.ქ.2, 

ჩხსნ:<X<–<ი+თ=Cთ? (1)-- თ" (0)= 
=0,8413- 0,500020,341; | 

ჩ(,+ თ–=X=/-+L2თ =თC%(2) -L 0)#(1) -; 0,136; (6.3.11) 
LCI:-+2თ=X<70!+ 3თ = თ" (3)--– თ” (2) ლ 0,012; | 

ჩი»+3ძთ–=X<=</-+-4თ)=Cთ %(4)––- თ“ (3) =; 0,001. 

მომდევნო მონაკვეთზე (მეხუთე, მეექვსე 1და ა. შ.) მოხვედრის (ალბათობა 
0,001-მდე სიხუსტით ნულის ტოლია. 

თუ მონაკვეთებში მოხვედრის ალბათობას 0,01-მდე (1%-მდე) დავამ– 

რგვალებთ მივიღებთ სამ ადვილად დასამახსოვრებელ რიცხეს: 0,34; 
0,14; 0,02. 
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“ჯამი ამ სამი მნიმენელობისა უდრის 0,5. ეს ნიშნავს იმას, რომ ნორ– 

მალურად განაწილებულ შემთხვევითი სიდიდისათვის მთელი გაფანტვა 

(პროცენტუს ნაწილამდე) სრულად მოთავსდება /I+ 3თ უბანში. 
ვიცით რა, შემთხვევითი სიდიდის სამუალოლ კვადრატული გადახ- 

რა და მათემატიკური ლოდინი, შესაძლებელია საორიენტაციოდ ვუჩ- 

ვენოთ მისი პრაქტიკულად შესაძლო მნიშვნელობათა ინტერვალი. შემ- 

თხვევითი სიდიდის შესაძლო მნიშვნელობათა დიაპახონის შეფასების 

ასეთი ხერხი მათემატიკურ სტატისტიკამი ცნობილია „სამი სიგ- 

მას წესი“-ს სახელწოდებით, „სამი სიგმას“ წესიდან გამომდინარე–- 

ობს აგრეთვე შემთხვევითი სიდიდის საშუალო კვადრატული გადახრის 

განსაზღვრის საორიენტაციო ხერხი: სამუალოდან პრაქტიკულად მაქ- 

სიმალურად შესაძლო გადახრას იღებენ და ყოფენ მას სამზე. იგულისხ- 
მება, რომ ასეთი უხეში“ ხერხი შეიძლება რეკომენდებული იქნას მხოლოდ 

მაშინ, თუკი არა გვაქვს თ-ს უფრო ზუსტად განსახღვრის სხვა ხერ- 

ხებე. 

მაგალითი 1. შემთხვევითი X სიდიდე, განაწილებული ნორმალერი კანო- 

ნით, რომელიღაც მანძილის გაზომეისას შეცდომას წარმოადგენს. გაზომვისას მომა– 

ტების მწრივ დაიშვება სისტემატური შეცდომა I, 2 (1); გაზომვის შეცდომის საშუალო 

კვადრატული გადახრა ტოლია 0.8 (მ)-ის. მოენახოთ ალბათობა იმისა, რომ განაზომის 

მნიშვნელობის გადახრა ჭქეშმარიტიდან აბსოლიტური სიდიდით 1,6 (მ)-ს არ აღემატება. 

ამოხსნა. გაზომვის შეცდომა არის #I=1,2 და C=0.8 პარამეტრებიანი შემ- 

თხეევითი X სიდიდე, დაქვემდებარებული ნორმალერ კანონს. უნდა ეიპოვოთ ამ სიდი- 

დღის X=--1,6-დან ჩ-- + 1.6-დე უბანზე მოხვეღრის ალბათობა. 

(6. 3.7) ფორმულის მიხედვით გვაქვს: 

_ I,6-1,2 
%-1,6=X<1, 6 =6'(L 2) - დ. უი –“-“) = 

· აივნების 

ვსარგებლობთ დანართში მოცემული(!I)#+(») ფენქციით (ცხრილი 1) და ეპოულობთ:- 

· Cთ0#(0.5)=0,6915; CI1?(-–-–3,5)=0,0002 

საიდანაც: 

ნC–1,6= X< 1,6)=-0.6915–0,0002=0,691320,691. 

მაგალითი 2. მოვნახოთ იგივე ალბათობა, რაც წინა მაგალითშია, მაგრამ იმ 

პირობით, რომ შეცდომა არ არის სისტემატიური. 

ამოხსნა. (6.2.10) ფორმელის მიხედვით 1=1,6 დაშვებით, მივიღებთ: 

1,6 
0 XI<1,6:= 20)“ ( ლ ) – 120,955. 

მაგალითი 1. სამიზნე, რომელსაც აქვ ზოლის სახე (ავტოსტრადა), 

სიგანე 20 მეტრია და წარმოებს სროლა ავტოსტრადის მართობულად. დამიზ- 

ნება წარმოებს ავტოსტრადის შუა ხჰხზე, სხოლის თ საშუალო კვადრატული გადახრა 

8 მ-ის ტოლია, გვაქვს სისტემატური შეცდომა სროლის მიმართულებით: მოუწვევდომ- 

ლობა –– 3 მ. მოვნახოთ ავტოსტრადაზე მოხვედრის, ალბათობა ერთი გასროლისას. 
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ამოხსნა. კოორდიხატთა სათავეს ვირჩევთ ავტოსტრადის შუა ხაზის ნებისმიერ 

წერტილში (ხახ, 6.3.3) და აბსცისთა ღერძს მივმართავთ ავტოსტრადის მართობულად. 

ავტოსტრადაზე ჭურვის მოხვედრა ან არ მოხვედრა განისაზღვრება ვარდნის წერტილის 

1I/ 2) 

#7! 
/! 

' 

    
       

    
! 
I 

I 
! 
I 
” 

  

ნახ. 6.3.4. 

მხოლოდ ერთი X კოორდინატით (მეორე -”/ კოორდინატის მნიშვნელობა ჩვენთვის არ– 

სებითი არ არის). შემთხვევითი X სიდღიღე განაწილებულია ნორმალური კანონით,, 
რომელთა პარამეტრებია „=-–-3, ძლ=8. ავტოსტრადაზე ჭურვის მოხვედრა- შეესაბა–- 

მება X სიდიდის თ=-–-10-დან ჩ=>-+10-მდე უბანში მოხვედრას, (6.3.7) ფორმულის გა- 

მოყენებით, გვაქვს: 

ხ(- 10<X<10)=6" ( >) ლ (– + )=4'(I,625)--6" (–-0,875) = 0,757. 

მაგალითი 4, გვაქვს ნორმალურად განაწილებული შემთხვევითი X სიდიდე, 

რომლის გაფანტვის ცენტრია //! (ნახ. 6.3.4.) და აბსცისათა ღერძზე რომელიღაც (თ, 

ზ) უბანი. როგორი უნდა იყოს შემთხვევითი X სიდიდის თ საშუალო კვადრატული გა- 
დახრა იმისათვის, რომ (თ, ჩ) უბანზე მოხვედრების # ალბათობა აღწევდეს მაქსიმუმს ? 

ამოხსნა. გვაქვს: 

    ი=ნ(C=<X<ჩ)=Cდ" ( =4 ) – «'( = ) =დ(ძ). 

გავაწარმოვოთ ეს ფუნქცია თ სიდიდით: 

დ”(0)= |«' წ = | · ( C- ა". 

1 – 

დთდ”(X)= –.––- ( C ძI!. 
V2X 

ი0 

  

მაგრამ 

ა
ს
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ინტეგრალის ზღვარში შემავალი ცვლადის მიხედვით გადიფერენციალების წესის 

გამოყენებით მივიღებთ: 

  
  

  

      

  

ჩ–. , 
, “ძ. (2 

ზ--M 1 -. : «' ( )) == = 2 = 
| .” ი / 2X C მ! 

–«%ი 
თ 

_ ჩ–თ» (6- თ)! 
= 1. 2თ (– "--)=- ჩ–ო –“ თ 

'წVI2> თ 927“ 
ანალოგიურად 

(>X-– M1)? 
მ-/7+I” ძ-/! – თ «'( =- –“-+-ტ 

| თ )I 01 V 2» 

ექსტრემუმის მოსანახად დავუშვათ: 

(Cთ– #1)? (ჩ– 2 
  

201? 2ფ2 1 _ , – –(8ზ- 6.3.12 დ” (თ)= ხლ 7 => I (თ– I) (ჩ––იო) C ) 

როცა თძ= თ ეს გამოსახულება გადაიქცევა ნულად და ი ალბათობა მიაღწევს მინიმუმს. 

მაქსიმალურ /#-ს მივიღებთ პირობიდან: 

(თ––ი?)? (ჩ– თ)? 
20: 

(C-–I1)6 2” _ ( ჩ–-თ)6 

  

-=0. (6.3.13) 

(6.3.13.) განტოლება შეიძლება, რიცხობრივად ან გრაფიკულად გადღაეწყვიტოთ, 

6.4. საალბათო (მუა) ბადასრა 

ალბათობათა თეორიის პრაქტიკულად გამოყენებისას მთელ რიგ დარ- 
გებში (კერძოდ სროლის თეორიაში) ხშირად, საშუალო კვადრატულ 

გადახრასთან ერთად, სარგებლობენ აგრეთვე გაფანტვის კიდევ ერთი მა- 
ხასიათებელით ე. წ. საალბათო ანუ შუა გადახრით. საალბათო გადახრა 
აღინიშნება 8 ასოთი (ზოგჯერ 8). 

ნორმალური კანონით განაწილებულ შემთხვევითი X სიდიდის საალ–- 
ბათო (შუა) გადახრა ეწოდება გაბნევის ცენტრის მიმართ სიმეტრიულ 

უბნის სიგრძის ნახევარს, რომელზედაც მოხვედრის ალბათობა ნახევ- 

რის ტოლია. 

საალბათო გადახრის გეომეტრიული ინტერპრეტაცია ნაჩვენებია 6.4.1. 

ნახ-ზე. 8 საალბათო გადახრა აბსცისის ღერძზე #. წერტილის მიმართ 

სიმეტრიული უბნის სიგრძის ნახევარია რომელზედაც განაწილების 
მრუდის ნახევარი ფართობი ეყრდნობა. 
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ავხსნათ აზოი ტეომინისა „მუა გადახრა“, ანდა „შუა შეცდომა“, 

რომლითაც ხშირად სარგებლობენ საარტილერიო პრაქტიკაში ნაცვლად 
„ხსაალბათო გადახრისა“. 

თ. განვიხილოთ ნორმალური 

კანონით განაწილებული შემთხ- 

ვევითი X სიდიდე. 'ალბათობა 

იმისა, რომ იგი გაფანტვის ” 

ცენტრიდან გადაიხრება #-ზე 

ხაკლებს საალბათო გადახრის 

განმარტების თანახმად წე! 1-ს 
2 

7/ ”თ7ა ტოლია: 

ნახ. 6.4,.1.- ნ§(CIX––-1|= 6) = _ (6.4.1) 

ალბათობა იმისა, რომ იგი გადაიხრება /I-დან #-ხე მეტად აგრეთვე: 

1 
–- -ის ტოლია: 2 ტოლ 

8(IX––- III>>8)= -– 

ამგვარად, მრავალრიცხოვანი ცდისას სამუალოდ შემთხვევითი X სიდიდის 

ნახევარი „დან გადაიხრება 6-ხე მეტად, ხოლო ნახევარი „ნაკლებად. 

აქედანაა ტერმინი „მუა შეცდომა#, „შუა გადახრა“. 

ცხადია, საალბათო გადახრა როგორც გაფანტვის მახასიათებელი, 

პირდაპირ დამოკიდებულებაშია თ საშუალო კვადრატულ გადახრასთან. 

დავადგინოთ ეს დამოკიდებულება. (| გამოვთვალოთ 6.4.1. განტოლე- 

ბაში (X-ის ხდომილობის ალბათობა (6.3.101 ფორმულით. 

გვაქვს: 

–0X–»I<65-26% > ) –1= = _. 

დ" (<)“ + 3 = 0.75. (6.4.2) 

ცხრილით Cთ”(X) ფუნქციისათვის შეიძლება მოვნახოთ Xჯ არგუმენ- 

ტის ისეთი მნიმვნელობა რომლის დროსაც იგი 0,75-ის ტოლია. არგუ- 

მენტის ეს მნიშვნელობა მიახლოებით 0, 674-ის ტოლია; აქედან 

აქედან 

# =0,674 #=0,674თ. (6.4.3) 
C 
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ამგვარად, ვიცით რა თ-ს მნიშვნელობა, შესაძლოა ვიპოვოთ მისი 

პროპორციული # მნიშვნელობა, ხშირად სარგებლობენ აგრეთვე ამ 
დამოკიდებულების ასეთი სახით: 

6=0იV2თ, (6.4.4) 

სადაც 0 არგუმენტის ისეთი მნიშვნელობაა, რომლის დროსაც ალბათობა– 

თა ინტეგრალის ერთ-ერთი ფორმა ე. წ. ლაპლასის ფუნქციაა. 

X 
2 

თდ?(მ0 = –––= | 6-I? ძ/. 
V #7 

ნახევრის ტოლია: ი სიდიდის რიცხვითი მნიმენელობა მიახლოებით 

0,477-ის ტოლია. 

ამჟამად საალბათო გადახრა, როგორც გაფანტვის მახასიათებელი, 

თანდათან იცვლება უფრო უნივერსალური თ მახასიათებლით. ალბა- 

თობათა მთელ რიგ დარგებში იგი მხოლოდ ტრადიციით შემოინახება. 

თუკი გაფანტვის მახასიათებლად მიღებულია საალბათო #6 გადახრა, 

მაშინ ნორმალური განაწილების სიმკვრივე ჩაიწერება შემდეგი სახით: 

_ L (X--III)? 

ICX) -= 2 # (6.4.5)   

ი 

ნV 2 

ხოლო მოხვედრის ალბათობა. თ-დან ჩ-მდე უბანში ხშირად ჩაიწერება 
შემდეგი სახით: 

ნ(C6.-<<X<,ჩ) = 9 (/7-”)- 2 (-;”)) (6.4.6) 
2 #ნ წ 

2 იXჯ I/(თ–) 

დ. = 7 X | იი (6.4.7) 

0 

    

სადაც 

  

ე წ ლაპლასის დაჯ- 
ვანილი ფეუნქციაა. 

გავაკეთოთ წინა პარაგრაფში 

საშუალო კვადრატული გადახოა 

თ-სათვის შესრულებული გამ. ”·--– 

ოთვლის ანალოგიური: გადავ- 
ზომოთ გაფანტვის /. ცენტრი- 

დან მიმდევრობით # საალბათო 

გადახრის ტოლი მონაკვეთები (ნახ. 6.4.2) და გამოვითვალოთ მოხ– 

ვედრის ალბათობანი ამ მონაკვეთებზე 0,01-მდე სიხუსტით. 

–_ 
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მივიღებთ: 

#M(ი:=X</M1-L #:) 220,25; 

#CI+ ნ=X<7ი!-+2#6) =0,16; 
M9C1+2ნ <X</--3/#) =0,07; 

#VI+35=X< /!-+4 6) 20,02. 

აქედან ჩანს, რომ ნორმალურად განაწილებული შემთხვევითი სიდიდის 
ყველა მნიშვნელობანი 0,01-მდე სიზუსტით მთავრდებიან ·/I+ 48 უბან- 

ზე. · 

მაგალითი. მოიერიშე თვითმფრინავი აწარმოებს სროლას მოწინააღმდეგის 

ჯარების კოლონაზე, რომლის სიგანე უდრის 8 მეტრს, ფრენა -– კოლონიის გასწვრივაა; 

დამიზნება –– კოლონიის შუა ხაზზე; სრიალის გამო ადგილი აქვს სისტემატიურ შეც- 

დომას: 2 მ მარჯვნივ ფრენის მიმართულებით. მთავარი საალბათო 1 გადახრები: ფრენის 

მიმართულებით 8:=15 მ, გვერდითი მიმართულებით 8ძ=- 5მ. ალბათობის ინტე გრალის 

არავითარი ცბრილი “არა გვაქვს, მხოლოდ ვიც-ათ რიცხვები: 

25%, 16%, 7%, 2% 

შევაფასოთ უხეშ მიახლოებით კოლონაზე მოხეედრის ალბათობა ერთი გასროლი- 

სას და ერთი მაინც მოხვედრის ალბათობა სამი დამოუკიდებელი გასროლისას. 

ამოხსნა. ამოცანის ამოსახსნელად საკმარისია განვიხილოთ მოხვედრების 
წერტილის ერთი კოორდინატი –– X აბსცისი კოლონის მართობული „მიმართულებით. 

ეს აბსცისა განაწილებულია ნორმალური კანონის მიხედეით, რომლის გაფანტვის ცენტ– 

რი =2-ს, ხოლო საალბათო გადახრა 8=7#=5 მ-ს. ჩვენს წარმოდგენაში გადავზომოთ 

გაფანტვის ცენტრიდან, როგორც ერთი ისე მეო4ზე მიმართულებით 5 მ სიგრჭის მონაკ- 

ვეთები, გაფანტვის ცენტრის მარჯვნივ სამიზნეს უკავია 2 მ-ის ტოლი უბანი, რომელიც 

საალბათო გადახრის 0,4 ნაწილს შეადგენს. ამ უბანზე მოხვედრის ალბათობა დაა ხლო» 

ებით უდრის: 

0,4 -25%=-0,1. 

გაფანტვის ცენტრის მარცხნივ სამიზნეს უკავია 6 მეტრიანი უბანი. ეს მთელი სა– 

ალბათო გადაახრაა (5მ), რომელზედაც მოხვედრის ალბათობა 25%-ია) პლუს 1 მ სიგრძის 

მქონე ნაწილი მომდევნო (ცენტრიდან მეორე) საალბათო გადახრისა, რომელზედაც მოხ- 

ვეღრის ალბათობა 16%-ია, 1 მ სიგრძის მქონე ნაწილზე მოხვე დრის ალბათობა მიახლოე– 

ბით ტოლია: ' 

1 
-– 16%=0,03. 

ამგვარად, კოლონაზე მოხვედრების ალ ბათობა მიახლოებით ტოლია: 

0,1-++0,25--0,03=0,38 

სამი გასროლისას თუნდაც ერთი მოხეედრების ალბათობა ტოლია: 

#,=1--(1--0,38)?>0,76. 
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VII თავი 

შემთხვევით სიდიდეთა განაწილების კანონების 

გბგანსაზღვრა ცდისეულ მონაცემების საფუძველზე 

7.1. მათემატიკური სტატისტიკის ძირითადი ამოცანები 

ალბათობათა თეორიის მათემატიკური კანონები არ წარმოადგენს 
ფიხიკურ)! შინაარსს მოკლებულ უსაგნო აბსტრაქციებს; ! ისინი 1ბუ- 
ნებაში ფაქტიურად არსებულ მასიურ შემთხვევით მოვლენათა, რეალურ 
კანონზომიერებათა მათემატიკური გამოსახვაა, 

აქამდე ვსაუბრობდით რა შემთხვევით სიდიდეთა განაწილების 

კანონებზე არ შევხებივართ საკითხს იმახე, თუ საიდან აიღება, რა სა= 

ფუძველზე ხდება განაწილების ამ კანონების დადგენა. 

კითხვახე პასუხი სავსებით განსახღვრულია–- ყველა ამ მახასიათებლებს 

საფუძვლად უდევს ცდა. შემთხვევით მოვლენათა ყოველი გამოკვლევა; 
შესრულებული ალბათობათა თეორიის მეთოდებით, პირდაპირ” ან- 

და არაპირდაპირ ეყრდნობა ექსპერიმენტულ მონაცემებს. ვმოქმედებთ 

რა ისეთი ცნებებით, როგორიცაა ხდომილობანი და მათი ალბათობანი, 

შემთხვევითი. სიდიდეები, მათი განაწილების კანონები და რიცხვითი 

მახასიათებლები ალბათობათა თეორია იძლევა საშუალებას ხდომი- 

ლთბათა ცნობილი ალბათობებით თეორიულად განვსახღლვროთ სხვა 

ხდომილობათს ალბათობები განაწილების კანონები და რიცხ- 

ვითი მახასიათებლები, „ცნობილი განაწილების კანონებით და რიცხ- 

ვითი მახასიათებლებით ასეთი არაპირდაპირი მეთოდები საშუა- 

ლებას იძლევა ექსპერიმენტხე დახარული დრო და საშუალებე- 

ბი დავხოგოთ, მაგრა სრულიადაც არ გამორიცხავს თვით ექსპე- 
რიმენტს. შემთხვევით მოვლენათა დარგში ყოველი კვლევ,ა როგორი 

განყენებულიც არ „უნდა იყოს, ყოველთვის ეყრდნობა დაკვირვებათა 

სისტემას ექსპერიმენტსა და ცდისეულ მონაცემებს. 

მასიურ შემთხვევით მოვლენებზე დაკვირვებათა შედეგად მიღებუ- 

ლი სტატისტიკური ექსპერიმენტული მონაცემების რეგისტრაციის, 
აღწერის და ანალიზის მეთოდების დამუშავება შეადგენს სპეციალური 
მეცნიერები მათემატიკური სტატისტიკის საგანს. 

მათემატიკური სტატისტიკის ყველა ამოცანები ეხება მასიურ შემთხ- 

ვევით მოვლენებზე: დაკვირვებათა დამუშავების საკითხებს, მაგრამ პრაქ– 

ტიკულად გადასაწყვეტი საკითხის და ჩვენს ხელთ არსებული ექსპე- 

რიმენტული მასალის მოცულობისაგან დამოკიდებით ამ ამოცანებმა 

შეიძლება მიიღონ ესა თუ ის ფორმა. 
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მოკლედ დავახასიათოთ მათემატიკური სტატისტიკის ზოგიერთი ტი- 

პური ამოცანები რომლებიც პრაქტიკაში ხშირად გვხვდება. 
1. შემთხვევითი სიდიდის (ან შემთხვევით 

სიდიდეთა სისტემის) განაწილების კანონის 
სტატისტიკუერი მონაცემების საფუძველზე გან- 
საზღვრის ამოცანა. 

უკვე მივუთითებდით, რომ მასიურ შემთხვევით მოვლენებში კანონ- 

ზომიერებანი მით უფრო ზუსტად და მკაფიოდ ვლინდება, რაც უფ- 
რო მეტია სტატისტიკური მასალის მოცულობა. თავისი მოცულობითი 

ვრცელი სტატისტიკური მონაცემების დამუშავებისას ხშირად წამოიქე- 

რება ამა თუ იმ შემთხვევითი სიდიდის განაწილების კანონების განსახღ- 

ვრის საკითხი. 

თეორიულად ცდათა საკმაო რაოდენობისას ამ შემთხვევით სიდიდე–- 

ებისათვის დამახასიათებელი კანონზომიერებანი ზუსტად განხორციელ- 

დება. პრაქტიკამი ჩვენ ყოველთვის გვაქვს საქმე ექსპერიმენტული 
მონაცემების შეხღუდულ რაოდენობასთან, ამასთან დაკავშირებით დაკ- 

ვირვებანი და მათი დამუშავების შედეგები ყოველთვის “შეიცავს შემ- 

თხვევითობის მეტ ან ნაკლებ ელემენტს. იბადება!) კითხვა თუ დაკ- 

ვირვებაში მყოფი. ელემენტის რომელი დამახასიათებელი, ნიშანია მუდ- 

მივი, მდგრადი, ნამდვილად მისთვის დამახასიათებელი, ხოლო რომელი 

წარმოადგენს შემთხვევითს და დაკვირვებათა მოცემულ სერიაში გა- 

მომჟღავნდება ექსპერიმენტულ მონაცემთა შეზღუდულ მოცულობაში. 

ბუნებრივია, ექსპერიმენტულ მოცულობათა დამუშავების მეთოდიკას 

უნდა წავუყენოთ ისეთი მოთხოვნები, რომ იგი შეძლებისდაგვარად ინარ- 

ჩუნებდეს დაკვირვებაში მყოფი მოვლენის ტიპიურ, დამახასიათებელ 

ნიმნებს და 'უკუაგდებდეს ყველა არაარსებითს და მეორე ხარისხოვანს 
დაკავშირებულს ცდისეული მასალათა არა საკმაო მოცულობასთან. 

ამასთან დაკავმირებით წამოიჭრება მათემატიკური სტატისტიკისათვის 

დამახასიათებელი, სტატისტიკური მონაცემთა გაგლუვების ან გასწორების 

მარტივ ანალიხურ დამოკიდებულებათა მეშვეობით მათი კომპლექტუ- 

რი სახით წარმოდგენის ამოცანა. 

2. ჭიპოთეზის დამაჯერებლობის შემოწმების ამოცანა 

ეს ამოცანა მჭიდროდაა დაკავშირებული წინასთან; ასეთე გვარის ამო- 

ცანის გადაწყვეტისას ჩვენს განკარგულებაში არ არის იმდენად ვრცე- 

ლი სტატისტიკური მასალა, რომ მასმი გამოვლენილი სტატისტიკური 

კანონზომიერებანი საკმარისი ზომით თავისუფალი იყოს შემთხვევი- 

თობის ელემენტებისაგან. სტატისტიკური მასალის მიხედვით “მეიძლება 

მეტ-ნაკლები დამაჯერებლობით დავამოწმოთ ან არ დავამოწმოთ ამათუ 
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იმ ჰიპოთეზის სამართლიანობა, მაგალითად, შეიძლება წარმოიშვას ასეთი 

საკითხი ეთანხმებიან თუ არა ექსპერიმენტის შედეგები ჰიპოთეხას 
იმახე, რომ მოცემული შემთხვევითი სიდიდე დაქვემდებარებულია გა- 
ნაწილების #C) კანონს? მეორე მსგავსი კითხვა: მიუთითებს თუ არა 

ცდაში შემჩნეული ტენდენცია ორი შემთხვევითი სიდიდის შორის ნამდ- 
ვილ ობიექტურ დამოკიდებულების არსებობაზე, თუ იგი აიხსნება დაკ- 

ვირვებათა არა საკმარის მოცულობასთან დაკავშირებულ “შემთხვევითი 

მიხეზებით. მსგავსი საკითხების გადასაწყვეტად მათემატიკურ სტატის- 

ტიკაში შემუშავებულია მთელი რიგი სპეციალური ხერხებისა. 

3. განაწილების უცნობი პარამეტრების მო- 

ნახვის ამოცანა. 

ხშირად სტატისტიკური მასალების დამუშავების დროს, გამოსაკვ- 

ლევ შემთხვევითი სიდიდის განაწილების კანონის განსახლვრის საკითხი 

სრულებით არ წამოიჭრება. ჩვეულებრივ ეს დაკავშირებულია ექსპე- 

რიმენტული მასალის არა საკმარის მოცულობასთან. 

ზოგჯერ განაწილების კანონის ხასიათი თვისობრივდ ცნობილია 

ცდამდე თეორიული მოსაზრებით; მაგალითად, ხმირად შესაძლებელი 

ხდება წინასწარ ვამტკიცოთ, რომ “თმემთხვევითი სიდიდე დაქვემდებარე- 

ბულია ნორმალურ კანონს. მაშინ წამოიჭრება დაკვირვებათა დამუშა- 

ვების უფრო ვიწრო ამოცანა– განსახღვრულ იქნას შემთხვევითი სიდიდის 

ან შემთხვევით სიდიდეთა სისტემის მხოლოდ ზოგიერთი პარამეტრი (რიც- 

ხვითი მახასიათებლები). (ცდათა მცირე რაოდენობისას ამ პარამეტრების 

მეტ-ნაკლებად ზუსტი განსახღვრის ამოცანა ვერ ამოიხსნება: ამ შემთხვე– 

ვებში ექსპერიმენტული მასალა გარდუვლად შეიცავს ”“ემთხვევი- 

თობის მნიშვნელოვან ელემენტს, ამიტომ ამ საფუძველზე გამოთვლილი 

ყველა პარამეტრები შემთხვევითი აღმოჩნდებიან. ასეთ პირობებში 

შეიძლება დაისვას ამოცანა საძიებელი პარამეტრების მხოლოდ ე. წ. 

„შეფასებებზე“ ანდა »„ შესაფერის მნიშვნელობებზე“, ე. ი. ისეთ მიახლო– 

ებით მნიშვნელობებზე, რომლებიც მასიური გამოყენებისს მიგვიყ- 

ვანდა სამუალოდ უფრო მცირე შეცდომამდე, ვიდრე სხვა მნიშვნელობე- 

ბი. ყოველი მნიშვნელოვანი რიცხობრივი მახასიათებლების, „შესაფე– 

რის მნიშვნელობათა“ მოძებნის ამოცანასთან მჭიდროდაა დაკავშირებული 

მათი სიზუსტის და საიმედოობის "მეფასების ამოცანა. მსგავს ამოცა- 

ნებს მე-14 თავში შევხვდებით. 

ასეთია არა სრული ნუსხ მათემატიკური სტატისტიკის ძირითადი 

ამოცანებისა მათ შორის ჩამოვთვალეთ მხოლოდ ისინი, რომლებ– 

საც ყველაზე უფრო მნიშვნელოვანი პრაქტივული გამოყენება აქვთ. 

ამ თავში მოკლედ გავეცნობით მათემატიკური სტატისტიკის ზოგიერთ 

ყველახე: ელემენტარულ. ამოცანას და მათი ამოხსნის მეთოდებს. 
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7.9. მარტივი სტატისტიკური ერთობლიობა, 

განაწილების სტატისტიკური ფუნკცია 

დავუშვათ რომ შეისწავლება რომელიღაც შემთხვევითი X სიდი- 
დე. რომლის განაწილების კანონი ზუსტად არ არის ცნობილი და საჭი- 
როა უეს კანონი განსახღვრული იქნას ცდის საშუალებით, უნდა შემოწ- 

მდეს ექსპერიმენტულად ჰიპოთეზა იმის შესახებ რომ X დაქვემდება- 
რებულია ამა თუ იმ კანონს. ამ მიზნით შემთხვევით X სიდიდეზე წარ- 

მოებს დამოუკიდებელი ცდების (დაკვირვებების) რიგი. ამ ცდებიდან 

თითოეულ მათგანში შემთხვევითი სიდიდე ღებულობს გარკვეულ მნიშვ- 

ნელობას. დაკვირვებისას მიღებული სიდიდეების „მნიშვნელობათა ერ- 

თობლიობა წარმოადგენ სწორედ პირველად სტატისტიკურ მასალას, 
რომელნიც მოითხოვენ დამუშავებას, გააზრებას და მეცნიერულ ანა- 
ლიზს. ასეთ ერთობლიობას ეწოდება „მარტივი სტატისტიკური ერთობ- 
ლიობა“ ანუ „მარტივი სტატისტიკური მწკრივი“. ჩვეულებრივ მარტივი 

სტატისტიკური მწკრივი ფორმდება ცხრილების სახით, რომლის პირველ 

სვეტხე ცდის (| ნომერია დასმული, ხოლო მეორეზხე –– შემთხვევითი 

სიდიდის დანაკვირი მნიშვნელობა. , 

მაგალითი I, შემთხვეეითი.სიდიდე ჩ––თვითმფრინავის სრიალის კუთხე ყუმ- 

ბარის ჩამოგღების მომენტში. ნაწარმოებია ყუმბარების ტყორცნა 20-ჯერ, რომელთა– 

გან თითოეულში რეგისტრირებულია სრიალის ჩ კუთხე! რადიანის მეათასედ ნაწილებ- 

ში დაკვირეების შედეგები მოცემულია მარტივი სტატისტიკური ცხრილის სახით: 

ILILI+I+ I" 
  

1 –20 '– 30 15 –10 

2 –-60 I. 9 120 16 20 
3 –I0 10 –< 100 17 30 
4 30 11 – 80 18 – 80 
5 60 12 20 19 60 
6 70 13 ი 20 70 
7 –10 '14 –-60   

მარტივი სტატისტიკური მწკრივი სტატისტიკური, მასალის ჩაწერის პირ- 

ველადი ფორმაა და შეიძლება დამუშავებულ იქნას სხვადასხვ” ხერ- 
ხებით. ასეთი დამუშავების ხერხებიდან ერთ-ერთ მეთოდს წარმოადგენს 

მემთხვევითი სიდიდის განაწილების სტატისტიკური? ფუნქციის აგება. 

“ემთხვევითი X სიღდღიღის განაწილების სტა- 

ტისტიკური ფუნქცია ეწოდება X<X ხდომი- 

1 სრიალის კუთხის ქვეშ იგულისხმება სიჩქარის ვექტორის მიერ შედგენილი კუ– 

თხე თვითმფრინავის სიმეტრიის სიბრტყესთან. 
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ლობის სიხშირეს მოცემულ სტატისტიკურ მ»- 
სალაში: 

#"Cე=ჩ0%(X<ი. (7.2.1) 

იმისათვის, რომ მოცემული X-სათვის მოვნახოთ განაწილების სტატის– 
ტიკური ფუნქცია, საკმარისია დავთვალოთ იმ („დათა რიცხვი რომელ- 
შიც X სიდიდემ მნიშვნელობა ჯ-ზე ნაკლები მიიღო, და გავყოთ ჩატარე– 

ბული ცდების საერთო რიცხვხე.! 

მაგალითი 2. წინა მაგალითში განხილულ შემთხვევით ჩ სიდიდისათეია 

ავაგოთ განაწილების სტატისტიკური ფუნქცია! 

ამოხსნა. ვინაიდან ყველაზე მცირე მნიპვნელობა, რომელიც დაკვარვებების 

შეღეგადა.: მიღებული –-100-ის ტოლის, ამიტომ /-( –– 100)=0. მნიშენელობა –– 100 

ერთხელაა შემჩნეული მისი სიხშირეა > –-; მაშასადამე, წერტილშაე –-200 #"(8)-აქკს 

1 
ნახტომი, რთმელიც ფე “ის ტოლია; –-100-დან – 80-3დე შეალეღში ჩ%ჩზ) ფუნქციას 

1 
აქეს მნიძვნელობა 26 -ის ტოლი. წერტილში –-80 ”#(X) ფენქციას აქვს ნახტომი, 

ხზ 

2 
რომელიც 22 “ის ტოლია„ყვინ:იდან მნიშვნელობა 80 შემჩნეელია: (დღაკეირვე+ბითაა 

მიღებული) ორჯერ და ა. შ. სიდიდის სტატისტიკური ფუნქციის განაწილების გრაფიკი 

წარმოდგენილია 7.2.1 ნახ.-ზე.) 

    

#8) 
ქ –'“'“რ“რუგ“ს·სესგეეაე1.._ __ 

___ 

ლ 
_ 

““ 

– 
- 

== 
=-!““ 

–I ' I ჯ ი. 

-00 ,„  -40 0 20 700. ?” 

ნახ. 7,2.1. 

  

1 აჭ ღა ქვემოთ, მრავალ შემთხვევებში. კონკრეტელი პრაქტიკული მაგალითების 

განხილვისას, არ გავყვებით მკაცრად წეას-- ავღნიშნოთ შემთხვევითი სიდიღეები ღიდი 

ასოებით, ხოლო მათი შესაძლო მნიშვნელობანი შესაბამისი პატარა ასოებით. თუ ეს 

გაუგებრობას არ გამოიწვევს, მთელ რიგ შემთხვევებში შემთხვევით სიდიდეებს და მათ 

შესაძლო მნიშვნელობებს აეღნიშნაეთ ერთი და იგივე ასოთი, 
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ნებისმიერი წყვეტილი ან უწყვეტი შემთხვევითი სიდიდის განაწილე– 
ბის სტატისტიკური ფუნქცია წყვეტილ საფეხურებიანი ფუნქციაა, რომ- 
ლის ნახტომები შეესაბამება დაკვირვების შედეგად მიღებულ მნიშ- 
ვნელობებს და სიდიდით ამ მნიშვნელობათა სიხშირის ტოლია. 

თუ შემთხვევითი X სიდიდის ყოველი ცალკე მნიშვნელობა შემჩნე- 

ულია მხოლოდ ერთხელ, განაწილების სტატისტიკური ფუნქციის ნახ- 

ტომი დაკვირვების შედეგად მიღებულ ყოველ მნიშვნელობის 1-ს 
I” 

ტოლია, სადაც / დაკვირვებათა რიცხვია. 

ცდათა # რიცხვის გახრდისას, ბერნულის თეორემის თანახმად ნე– 
ბისმიერი ჯ-სათვის X<X ხდომილობის სიხშირე უახლოვდება (ალბა- 

თობით) ამ ხდომილობის ალბათობას, მაშასადამე ჩ#-ის გადიდებისას 
განაწილების სტატისტიკური #”() ფუნქცია უახლოვდება (იკრიბება 

ალბათობის მიხედვით) შემთხვევითი X სიდიდის განაწილების ” CV) ფუნ- 

ქციას. 

თუკი X# "უწყვეტი შემთხვევითი სიდიდეა, მამინ დაკვირვებათა /# 

რიცხვის გადიდებისას #7”(ე ფუნქციის ნახტომთა რიცხვი გაიხრდება, 

თვით ნახტომები შემცირდება და #7”(X) ფუნქციის გრაფიკი მიუახლოვ- 

დება X სიდიდის განაწილების გლუვ #0) მრუდს. 

განაწილების სტატისტიკური ფუნქციის აგება პრინციპში სწყვეტს ექს– 

პერიმენტული მასალის აღწერის ამოცანას. მაგრამ ცდათა / დიდი რიცხ- 

ვისას #”Cი0 -ის აგება ზემოთ აღწერილი ხერხით ფრიად შმრომატევადია. 

გარდა ამისა, თვალსაჩინოების თვალსაზრისით ხმირად მოხერხებული 

ხდება ვისარგებლოთ სტატისტიკური განაწილების სხვა მახასიათებლებით 

–- არა განაწილების #(V) ფუნქციის ანალოგიურით, არამედ /(») სიმკვრი- 

ვის ანალოგიურით. სტატისტიკური მონაცემების აღწერის ასეთ ხერხებს 

მომდევნო პარაგრაფში გავეცნობით. 

7.3. სტატისტიპური მწკრივი. ჰისტოგრამა 

დაკვირვებათა დიდი რიცხვისას (ასეულობით)' მარტივი სტატისტიკუ– 

რი ერთობლიობა არაა მოხერხებული სტატისტიკური მასალის ჩასა- 

წერად, იგი ვეება და ნაკლებ თვალსაჩინო ხდება. მისთვის “დიდი კომპაქ- 

ტურობის და თვალსაჩინოების მისაცემად სტატისტიკური მასალა დამა- 

ტებით უნდა გადამუშავდეს –– იგება ეგრეთ წოდებული „სტატისტიკური 
მწკრივი.“ 

დავუშვათ, რომ ჩვენს განკარგულებაშია შემთხვევით X სიდიდეზე 

დაკვირვების მედეგი, გაფორმებული მარტივი სტატისტიკური ერთობლიო- 

ბის სახით. გავყოთ სიდიდის დაკვირვების შედეგად მიღებული X, მნიშ- 
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ვნელობათა მთელი დიაპაზონი ინტერვალებად ანდა „თანრიგებად“ 
და დავთვალოთ თითოეულ L-ურ თანრიგზე მოსულ მნიშვნელობათა 

ი, რაოდენობა ეს რიცხვი გავყოთ დაკვირვებათა საერთო # რიცხ- 

ვზე და ამით მოვნახოთ მოცემული თანრიგის შესაფერისი სიხშირე: 

ი'=”' (7.3.1.) 
” 

ყველა თანრიგის სიხშირეთა ჯამი, ცხადია, რომ ერთს უნდა უდრიდეს. 
ავაგოთ ცხრილი, რომელშიც მოცემული იქნება თანრიგები მათი აბსცი- 
სების ღერძზე განლაგების თანმიმდევრობით და, შესაბამისი სიხშირეები. 

ამ ცხრილს ეწოდება „სტატისტიკური მწკრივი“; 

Xა; Xვ /, X); X» 
  

  

  
XVI XI”+L XC; Xხ.I 

  

?: იჯ"       
ჩა ი," ჩი," 

აქ /,-აღნიშვნაა (-რი თანრიგისა: X,, X,., -- მისი სახღვრებია; ი,?“-- 

შესაბამისი სიხშირე, #-- თანრიგთა რიცხვია. 

მაგალითი I, თვითმფრინავიდან მიწიერ (მიწისზედა) ს-მიზნეზე სროლისას 

დამიზნების გვერდითი შეცდომის 50ხ გაზომვა ხწღება. გაზომვის შედეგები (რადიანის 

მეათასედ ნაწილებში) თავმოყრილია სტატისტიკერ მწკრიეში: 

    

  

      
  

  

    
  

/ | ღეა–დდ დ. = –IL0 |0;1 (121 2:3:'| 2;4 

წ | 6 | 25 72 ჯვვ 120| 88 46 | 10 

ი, 0,012 0,050 0,144 | 0,266 | 0,240|0,176 |0,092 | 0,020   

  

          

  

აქ /,-ით აღნიშნულია დამიზნების ხდომილობის ინტერვალები; II; –– დაკვირვებათა 

რიცხვი მოცემულ ინტერვალში; ი,V= =" –. შესაბამისი სიხშირეები, 
” 

შემთხვევითი სიდიდის დაკვირვების შედეგად მიღებულ მნიშენელო– 

ბათა თანრიგებად დაჯგუფებისას წამოიჭრება კითხვა,ა თუ რომელ თან–- 

რიგს მიეკუთვნოს ის მნიშვნელობა, რომელიც იმყოფება ზუსტად ორ 
თანრიგთა საზღვარზე. ასეთ შემთხეევებში შესაძლოა რეკომენდებულ 

იქნას (წმინდად პირობითად) შემდეგი: მოცემული მნიშვნელობა მიე- 

კუთვნოს თანაბრად ორივე თანრიგს და ორივე თანრიგის /I; რიცხვებს 

დაემატოს თითოეულს > · 
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თანრიგთა რიცხვი, რომელზედაც უნდა მოხდეს სტატისტიკური მა- 

სალის დაჯგუფება, არ უნდა იყოს მეტისმეტად დიდი (მაშინ განაწილების. 

მწკოივი გამომსახველი არ იქნება და მათში სიხშირეები ავლენენ არა– 

კანონზომიერ ცვლილებას); მეორეს მხრივ იგი არ უნდა იყოს მეტის- 
მეტად მცირე (თანრიგთა მცირე რიცხვისას სტატისტიკური მწკრივის 
მიერ განაწილების თვისება აღიწერება მეტად უხეშად). 

პრაქტიკა გვიჩვენებს, რომ მეტ წილ შემთხვევებში რაციონალურია. 
თანრიგთა რიცხვი მივიღოთ 10--20-ის ტოლი. რაც “უფრო მდიდარია 

და ერთგვაროვანი სტატისტიკური მასალა, თანრიგების მით მეტი რიცხ–- 

ვი შეიძლება ავირჩიოთ სტატისტიკური მწკრივის შედგენისას. თანრიგ- 
თა სიგრძეები შესაძლებელია იყოს როგორც ერთნაირი, ისე სხვადასხვა. 

უკეთესია ერთგვარი ავიღოთ. არათანაბრად” განაწილებულ შემთხვე– 

ვით სიდიდეებზე მონაცემთა გაფორმებისას ზოგჯერ "უფრო მო- 

ხერხებულია განაწილების ყველახე დიდი სიმკვრივის უბნებში ავირ- 
ჩიოთ უფრო მოკლე თანრიგები, ვინემ მცირე სიმკვრივის უბნებში. 

სტატისტიკურ მწკრივს ხშირად აფორმებენ გრაფიკულად ე. წ. ჰის– 

ტოგრამის სახით. ჰისტოგრამა აიგება. შემდეგნაირად. აბსცისების ღერ– 

ძზე გადაიზომება თანრიგები, და ყოველ თანრიგზე როგორც მათ ფუძე– 

ზე აიგება სყწორკუთხედი, რომლის ფართი ტოლია მოცემული თანრიგის 

სიხშირისა. ჰისტოგრამის ასაგებად თითოეული თანრიგის სიხშირე უნდა 

გაიყოს მის სიგრძეზე და მიღებული რიცხვი ავიღოთ სწორკუთხედის სი- 
მაღლედ. ტოლი სიგრძის თანრიგების შემთხვევაში სწორკუთხედთა სი– 

მაღლეები სათანადო სიხშირეთა პროპორციულია. ჰისტოგრამის აგების 

ხერხიდან გამოდის, რომ მისი მთლიანი ფართი ერთის ტოლია. 
მაგალითისათვის შესაძლოა მოვიტანრთ I-ელ (მაგალითში განხილული 

მოცემული სტატისტიკური მწკრივის მიხედვით აგებული დამიზნების ხდო– 
მილების ჰისპოგრამა (ნახ. 7.3.1). 

-,
 

  აა =უ           სა 
-# –3 -2 –/ 
  

ნახ. 7.3.1. 
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ცხადია, ცდათა რიცხვის გადიდებისას შესაძლოა სულ უფრო და უფრო 

მცირე თანრიგები ავირჩიოთ: ამ დროს ჰისტოგრამა სულ უფრო უახლო- 

ქდება რომელიღაც მრუდს, რომელიც შემოფარგლავს ერთის ტოლ სი- 

დიდის ფართობს. არ არის ძნელი დავრწმუნდეთ, რომ ეს მრუდი X სი- 

დიდის განაწილების სიმკვრივის გრაფიკია. ვისარგებლებთ რა სტატის– 

ტიკური მწკრივის მონაცემებით შესაძლებელია მიახლოებით „ავაგოთ 
X სიდიდის განაწილების სტატისტიკური ფუნქცია. ზუსტი სტატისტიკური 

განაწილების ფუნქციის აგება X სიდიდის ყველა დანაკვირ მნიშვნელო– 
ბის მიხედვით, რომლებსაც ასეულობით ნახტომები აქვთ, მეტად შრო–- 

მატევადია და გაუმართლებელია. პრაქტიკულად ჩვეულებრივ საკმა– 

რისია განაწილების სტატისტიკური ფუნქცია რამდენიმე წერტილის მი- 

ხედვით ავაგოთ. ამ წერტილებად მოხერხებულია ავიღოთ თანრიგების 

2), 2%ა,... სახღვრები, რომლებიც სტატისტიკურ მწკრივშია. მაშინ, 
ცხადია, 

#"VCV,)=0; " 

#"V)= ჩკ"; 

#VCX.)= 0, '+ი:?; 

(7.3.2) 

  #"VCVVI+)) =2 ი,= 1. 

ჯ==1 

თუ მიღებულ წერტილებს ტეხილით ან გლუვი წირით შევაერთებთ გა– 
ნაწილების სტატისტიკური ფუნქციის მიახლოებით გრაფიკს მივიღებთ. 

მაგალითი 2. ავაგოთ დამიზნების ხდომილობის განაწილების სტატისტიკური 
ფუნქცია მიახლოებით პირველი მაგალითის სტატისტიკური მწკრივის მონაცემების მი> 
ხედვით, 

ამოხსნა. 7.3.2. ფორმელის გამოყენებით გვაქვს: 

#V"C 4)=0; MC 3)=0,012; წ%#C -2)=0,012-L-0,050=0,062; 
სა #+C-1)=0,206; #4(0)=0,472; #9%(1.=0,712 /#7%(2)=0,888; 

#M"(3)=0,0980; #"%(4)=1000 

განაწილების სტატისტიკური ფუნქციის მიახლოებითი გრაფიკი მოცემულია (7.3.2) 
ნახ.-ზე,



  

  

2.4. სტატისტიკური განაწილების რიცხვითი მახასიათებლები 

მეხუთე თავში შემოვიტანეთ შემთხვევით სიდიდეთა სხვადასხვა რიცხ- 

ვითი მახასიათებლები: მათემატიკური ლოდინი, დისპერსია, სხვადასხვა 

რიგის საწყისი და ცენტრალური მომენტები, რომელთა გამოყენება ალ- 

ბათობათ»: თეორიამი მნიშვნელოვანია. ანალოგიური რიცხვითი მა- 

ხასიათებლები სტატისტიკური განაწილებისათვისაც არსებობენ. შემთხ- 

ვევითი X სიდიდის ყოველ რიცხვით მახასიათებელს შეესაბამება მისი 

სტატისტიკური ანალოგია. შემთხვევითი სიდიდის მდებარეობის ძირითა- 

ღი მახასიათებლისათვის როგორიცაა მათემატიკური ლოდინი, ასეთ 

ანალოგიას წარმოადგენს შემთხვევით სიდიდეზე დაკვირვების. შედეგად 
მიღებულ მნიშვნელობათა სამუალო არითმეტიკული: 

” 

პა 
|=1 M"LX1= ; (7.4.1)   

M 

სადაც X; შემთხვევითი სიდიდის I-ურ ცდისას დაკვირვების შედეგად მი– 

ღებული მნიშვნელობაა, ხოლო /'-ცდათა რიცხვია. ამ მახასიათებელს შემ– 

დგომში ვუწოდებთ შემთხვევითი სიდიდის სტატისტიკურ საშუალოს. 

დიდ რიცხვთა კანონის თანახმად ცდათა რიცხვის უსასრულოდ გახრ- 

დისას სტატისტიკური საშუალო მათემატიკურ ლოდინს უახლოვდება. 

საკმაოდ დიდი #-სთვის სტატისტიკური საშუალო შესაძლოა მივიღოთ 

მიახლოებით | მათემატიკური ლოდინი ტოლად. ცდათა შეზღუდული 

რიცხვისას სტატისტიკური საშუალო შემთხვევითი სიდიდეა, რომელიც 

დაკავშირებულია მათემატიკურ ლოდინთან და შეუძლია მოგვცეს მასზე 

გარკვეული წარმოდგენა. 
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ყველა რიცხვითი მახასიათებლებისათვის არსებობს მსგავსი სტა- 
ტისტიკური ანალოგიები. შევთანხმდეთ, რომ შემდეგში ეს სტატისტი– 
კური ანალოგიები აღვნიშნოთ იგივე ასოებით, როგორითაც შესაბა- 
მისი რიცხვითი მახასიათებლები, მაგრამ მათ დავუსვათ “ ნიშანი. 

განვიხილოთ, მაგალითად, შემთხვევითი სიდიდის დისპერსია. იგი 

წარმოადგენს X2?=(X–-- 1)? შემთხვევითი სიდიდის მათემატიკურ ლო- 
დინს: 

LIIX)=V/ILX?)== /VICX-––ი? .)I. (7.4.2) 

თუ ამ გამოსახულებაში მათემატიკურ ლოდინს მისი სტატისტიკური: 
ანალოგიით – საშუალო არითმეტიკულით შევცვლით, მივიღებთ შემთხვე– 
ვითი X სიდიდის სტატისტიკურ დისპერსიას: 

” 

აპ – IM)” 

რ“ _ ჯ=1 
(XI == ს (7.4.3) 

სადაც #I1=/M%(X) სტატისტიკური საშუალოა. ანალოგიურად განი- 

საზღვრება ნებისმიერი რიგის საწყისი და ცენტრალური მომენტები: 

”„ 

თთ)X)= (7.4.4) 

ს)“. (7.4.5) 

ყველა ეს განსახღვრებანი მე-5 თავში მოცემული შემთხვევითი სიდიღის 

რიცხვითი მახასიათებლების ანალოგიურია, იმ განსხვავებით, რომ 

მათმი ნაცვლად მათემატიკური ლოდინისა საშუალო არითმეტიკულია. 

დაკვირვებათა რიცხვის გადიდებისას, ცხადია, ყველა სტატისტიკური მა– 

ხასიათებელი იკრიბება ალბათობის მიხედვით სათანადო მათემატიკუო 
მახასიათებლებისაკენ და საკმაო დიდი #-სათვის შეიძლება მიახლოებით 
მათ ტოლად ჩავთვალოთ. 

არ არის ძნელი დავამტკიცოთ, როომ "საწყისი და ცენტრალური სტა- 

ტაისტიკური მომენტებისათვის სამართლიანია იგივე თვისებები, რომლე- 

ბიც იყო მე-5 თავში მათემატიკური მომენტებისათვის გამოყვანილი. 
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კერპჰოდ, პირველი სტატისტიკური ცენტრალური მომენტი ყოველთვის 
ნულის ტოლია: 

იო- – MM) ბ, XV 

= (==1 _ (51 . . 0 
1 I წო ––!)1ჯ == 1)1ჯ –– !)1ვ; = ს). 
  

თანაფარდობა ცენტრალურ და საწყის მომენტებს შორის აგრეთვე 

შენარჩუნებულია: 

აა (ვ-–ჩ.” 

· ა (==1 
(2:21) = 

M « I! 

(/) ჩ 
ა” / 

) X;“ ) XI 

__>_ 
| == «გი # · 

| 

= 1 – ' 2 ! – -L (I)? -= თ. (II,)” (7.4.6) 

ა ა, შ. 

” ცდათა ძალიან დიდი რიცხვისას მახასიათებლების გამოთვლა (7.4.1) 

(7.4.5ე) ფორმულებით მეტისმეტად დიდ შრომას მოითხოვს და შეიძლე– 

ბა მივიღოთ შემდეგი ხერხი: ვისარგებლოთ იგივე თანრიგებით რომ- 

ლებითაც კლასიფიცირებული იყო სტატისტიკური მასალა სტატისტი- 
კური მწკრივის ან ჰისტოგრამის ასაგებად და შემთხვევითი სიდიდის მნიშ- 

ვნელობა ყოველ თანრიგში ჩავთვალოთ მიახლოებით მუდმივად და სა- 
შუალო მნიშვნელობის ტოლად, რომელიც გამოდის თანრიგის „წარ- 
მომადგენლის“ როლში. მაშინ სტატისტიკური რიცხვითი მახასიათებ– 
ლები გამოისახება მიახლოებითი ფორმულებით: 

( 

M.= /VIXI =2_ X, ჩა (7.4.7.) 

(==) 

” 

ჩ.=0M2 'IX)= 2) (2-XI)ბ%;, (7.4.8) 
(=1 

/ 

თ.IXI= 2 , XIV 0.4.9) 
ჯ=1 
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: 4.10) MIX) = > (V-ის) (7.4. 
(=1 

სადაც X,-–- „წარმომადგენელია“ I-ური თანრიგის, 
ი; -- ური რიგის სიხშირე, #-– თანრიგთა რიცხვი. 

როგორც ვხედავთ (7.4.7) ––(7.4.10) ფორმულები სრულიად ანალო- 

გიურია 5.6 და 5.7 პარაგრაფების ფორმულების, რომლებიც განსახღ- 
ვრავენ წყვეტილი შემთხვევითი X სიდიდის მათემატიკურ ლოდინს, დის–- 
პერსიას, საწყის და ცენტრალურ მომენტებს, მხოლოდ იმ განსხვავებით 
რომ ნაცვლად #; აპლბათობისა მათში არის ი; , ნაცვლად /I> მათემატი- 
კური ლოდინისა -–- ”. სტატისტიკური სამუალო, ნაცვლად შემთხვე– 
ვითი სიდიდის შესაძლო მნიშვნელობათა რიცხვისა -– თანრიგთა რიცხვი. 

ალბათობათა თეორიის და მათემატიკური სტატისტიკის სახელმძღვა- 
ნელოთა უმრავლესობაში, შემთხვევით სიდიდეთა დასახასიათებლად 
სტატისტიკური ანალოგიების საკითხის განხილვისას გამოიყენება ტერ- 
მინოლოგია, , რომელიც რამდენადმე განსხვავებულია მოცემულ, წიგნში 
მიღებული. ტერმინოლოგიისაგან, სახელდობრ, სტატისტიკური საშუა- 
ლო იწოდება როგორც „არჩევითი საშუალო“, სტატისტიკური დისაეო- 
სია“ –– არჩევით დისპერსიაღ და ა. შ. წარმოშობა ამ ტერმინებისა შემ- 
დეგნაირია, სტატისტიკაში, განსაკუთრებით კი სასოფლო სამეურნეო და 
ბიოლოგიურში, ხშირად გვიხდება გამოვიკვლიოთ ამა თუ იმ ნიშნის 
განაწილება სტატისტიკურ კოლექტივის შემქმნელ ინდუვიდუმთა ფრიად 
ღიდი ერთობლიობისათვის, (ასეთი ნიშანი შესაძლოა იყოს, მაგალითად, 
პურის მარცვალში ცილის შემცველობა, იმავე მარცვლის წონა, ცხო–- 
ველთა ამა თუ იმ ჯგუფის სხეულის სიგრძე ან წონა და ა. შ.). მოცემული 
ნიშანი წარმოადგენს შემთხვევით სიდიდეს, რომლის მნიშვნელობა ინ- 
დუივიდუმიდან ინდუივიდუმამდე იცვლება, მაგრამ იმისათვის, რომ შევ- 
ქმნათ წარმოდგენა ამ შემთხვევითი სიდიდის განაწილებახე ანდა მის 
უმნიშვნელოვანეს მახასიათებლებზე, არ არის საპირო გამოვიკვლიოთ 
ამ ფართო ერთობლიობის ყოველი ინდივიდუმი: შეიძლება გამოვიკ–- 
ვლიოთ საკმაო დიდი მოცულობის, რომელიღაც ამონარჩევი იმისათვის, 
რომ მათში გამოვლენილი იქნეს შესასწავლი განაწილების არსებითი 
ნიშნები. ის ფართო ერთობლიობა, რომლიდანაც წარმოებს ამორჩევა 
სტატისტიკაში, ატარებს გენერალური ერთობლიობის სახელწოდებას. 
ამასთან იგულისხმება, რომ წევრთა (ინდივიდუმთა) რიცხვი V გენერა- 
ლურ ერთობლიობაში ფრიად დიდია, ხოლო წევრთა რიცხვი ამონარ- 
ჩევში შეზ ია. 
საკმაოდ დიდი V-სთვის აღმოჩნდება, ტომ ამორჩევითი (სტატისტიკუ- 

რი) განაწილების და მახასიათებლის თვისებები პრაქტიკულად არ არიან



დამოკიდებული V-ზხე: აქედან ბუნებრივად გამომდინარეობს მათემატი- 
კური იდეალიხაცია. რომელიც მდგომარეობს იმაში, რომ გენერალურ 

ერთობლიობას. რომლიდანაც ხორციელდება შეოჩევა, აქვს უსასრულო 

მოცულობა. ამასთან ანსხვავებენ სუსტ მახასიათებლებს (განაწილების 
კანონი, მათემატიკური ლოდინი, დისპერსია და ა. შ.), რომლებიც მი- 

ეკუთვნებიან გენერალურ ერთობლიობას, მათ ანალოგიურ „შერჩე- 

ვით” მახასიათებლებისაგან “შერჩევითი მახასიათებლები განსხვავდე– 

ბიან გენერალური ერთობლიობის შესაბამისი მახასიათებლებისაგან # 
ამონარჩევის მოცულობის შეზღუდულობის გამო; #-ის უსასრულოდ გა- 

დიდებისას, ბუნებრივია, ყველა შერჩევითი მახასიათებელი უახლოვდება 

(იკოიბება ალბათობის მიხედვით), გენერალური ერთობლიობის შესაბა- 

მის მახასიათებლებს. ხშირად წამოიჭრება საკითხი როგორი უნდა იყოს 

” ამონარჩევის მოცულობა, იმისათვის, რომ შერჩევითი 'მახასიათებ- 
ლების მიხედვით “შესაძლო გახდეს საკმარისი სიხუსტით ვიმსჯელოთ გე- 

ნერალური ერთობლიობის უცნობ მახასიათებლებზე, ანადა იმახე, შერ- 
ჩევის მოცემული მოცულობის შემთხვევაში როგორი სიზუსტით შეიძლება 

ვიმსჯელოთ გენერალური ერთობლიობის მახასიათებლებზე. ისეთი მე–- 
თოდი, როგორიცაა უსასრულო გენერალური ერთობლიობათა პარა- 

ლელური განხილვა, რომლიდანაც ხორციელდება ·არჩევა და შეზხღუ- 

დულია ამონარჩევის მოცულობით, წარმოადგენს სრულიად ბუნებრივს 
სტატისტიკის იმ დარგებში: სადაც ფაქტიურად გვიხდება შერჩევის 
განხდოციელება ინდივიდუმთა· ფრიად მრავალრიცაოვან ერთობლიობი- 

დან. სროლასა და “შეიარაღებასთან დაკავშირებულ პრაქტიკული ამო-. 

ცანებისათვის, გაცილებით უფრო დამახასიათებელია სხვა · ვითარება, 

როცა კვლევაში მყოფ შემთხვევით სიდიდეზე (ანდა შემთხვევით სიდი- 

დეთა სისტემახე) ცდა წარმოებს ამა თუ იმ სიდიდის მახასიათებლების გან– 
სახღვრის მიზნით. 

მაგალითად, სროლისას გაფანტვის კანონის გამოკვლევის მიხნით წარ- 

მოებს გასროლათა, რაღაც რაოდენობა ანდა დღამისნების შეცდომის 

გამოკვლევის მიზნით წარმოებს ცდათა სერია, რომელთაგან თითოეულ 

მათგანში დამიხნების შეცდომის რეგისტრაცია ხდება ფოტოტყვიამფ- 

რქვევის საზუალებით, ·და ა. შ. ამასთან ცდათა შეხღუდული რაოდენო– 

ბა დაკავშირებულია არა რეგისტრაციის და დამუშავების სიძნელესთან, 

არამედ თითოეულ ცდის სირთულეზე და სიძვირეზე. ასეთ შემთხვე– 

ვაზი ,ცგარკვეული უსუსტობით შეიძლება აგრეთვე წარმოებული ცდლა 

ახრობლივად განვიხილოთ როგორც „ამონარჩევი“ რომელიმე წმინდა 

პირობით „გენერალური ერთობლიობიდან“, რომელიც შედგება შე- 

საძლო ცდების უსასრულო რიცხვისაგან, რომელთა ჩატარება შესაძლე– 

ბელი იყო მოცემულ პირობებში. ოღონდ ასეთი პიპოთეზური „გენერა- 

ლური ერთობლიობის“ ხელოვნური შემოტანა არ არის აუცილებელი და 
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საკითხის განხილვისას შეაქვს იდეალიზაციის ზედმეტი ელემენტი, რო– 
მელიც ამოცანის უშუალო რეალობიდან არ გამომღინარეობს. 

ამიტომ ჩვენ მოცემულ კურსში არ ვსარგებლობთ ტერმინებით „მერ- 

ჩევითი საშუალო“, „შერჩევითი დისპერსია“, „შერჩევითი მახასიათებ– 

ლები“, და ა.შ., ვცვლით რა მათ ტერმინებით „სტატისტიკური საშუალო“, 
„სტატისტიკური დისპერსია“, „სტატისტიკური მახასიათებლები“. 

?.ე. სტატისტიკური მწკრივის გათანაბრება 

ყოველგვარ სტატისტიკურ განაწილებას გარდაუვალად თან ახლავს 

შემთხვევითობის ელემენტები, რომლებიც დაკავშირებულია დაკვირვე-: 

ბათა რიცხვის შეხღუდულობასთან0, რომ ჩატარებულია სახელდობრ 
ეს და არა სხვა ცდები, რომლებმაც მოგვცეს ,სწორედ ეს და არა სხვა 
შედეგები. მხოლოდ დაკვირვებათა დიდი რიცხვისას სწორდება შემთხ- 

ვევითობის ეს ელემენტები და შემთხვევითი მოვლენა მთელი სისრულით 

გამოამჟღავნებს მისთვის დამახასიათებელ კანონზომიერებასს პრაქ- 
ტიკაში ჩვენ თითქმის არასოდეს არ გვაქვს საქმე დაკვირვებათა ასეთ 
დიდ რაოდენობასთან და იძულებული ვართ ანგარიში გავუწიოთ, რომ 

ნებისმიერ სტატისტიკურ განაწილებას მეტნაკლებად ახასიათებს შემთხ- 

ვევითობის ნიშნები, ამიტომ სტატისტიკური მასალის დამუშავებისას 

ხმირად გვიხდება გადავწყვიტოთ საკითხი იმის შესახებ თუ როგორ 

“შევარჩიოთ მოცემულ სტატისტიკურ მწკრივისათვის განაწილების თეო–- 

რიული მრუდი, რომელიც გამოსახავს სტატისტიკური მასალის არსებით 

თვისებებს და არა შემთხვევითობებს დაკავშირებულს ექსპერიმენტული 

მასალის მოცულობით უკმარისობასთან. ასეთ ამოცანას ეწოდება ს ტ.ა- 

ტისტიკური მწკრივის გათანაბრების ამოცანა. გას- 

წორების ამოცანაა შევარჩიოთ განაწილების სადა მრუდი, რომელიც ამა. 

თუ იმ თვალსაზრისით ყველახე საუკეთესოდ აღწერს მოცემულ სტა- 
ტისტიკურ განაწილებას (ნახ. 7.5.1). 

სტატისტიკური მწკრივების საუკეთესოდ „გათანაბრების ამოცანა, რო– 

გორც საერთოდ ემპირიული ფუნქციის ანალიტიკურად საუკეთესოდ 

წარმოდგენის ამოცანა–--ეს მეტნაკლებად განუსაზღვრელია და მისი გა- 
დაწყვეტა მნიშვნელოვანწილად დამოკიდებულია იმაზე, თუ რას ვუ- 
წოდოთ „საუკეთესო“. მაგ. ემპირიულ დამოკიდებულებათა გასადავე– 
ბისას ძლიერ ხშირად გამოდიან ე. წ. უმცირეს კვადრატთა პრინციპიდან 

ანდა მეთოდიდან (იხ. 14. 5 პარაგრაფი), იმის გათვალისწინებით, რომ 

ფუნქციათა მოცემულ კლასში ემპირიულ დამოკიდებულებასთან საუკე- 

თესო მიახლოებად ითვლება ისეთი ფუნქცია, რომლისთვისაც გადახრა- 

თა კვადრატების ჯამი იქცევა მინიმუმად. ამასთან საკითხი იმახე, რომ ფუნ– 

„ქციათა სახელდობრ რომელ კლასში უნდა მოიძებნოს საუკეთესო მი- 

ახლოება, წყდება უკვე არა მათემატიკური მოსაზრებიდან, არამედ გა- 
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დასაწყვეტი ამოცანის ფიხიკასთან დაკავშირებული მოსახრებებიდან, 

მიღებული ემპირიული მოუდის ხასიათის და წარმოებულ დაკვირვება- 
თა სიზუსტის გათვალისწინებით. 

ხპირად ფუნქციის პოინციპული ხასიათი, რომელიც გამოსახავს 

საკვლევ დამოკიდებულებას, ცნობილია წინასწარი თეორიული მოსახ- 

რებეაიდან, ხოლო ცდისაგან კი საჭიროა მივიღოთ ფუნქციის გამოსახუ- 
ლებაჰი შემავალი ზოგიერთი რიცხვითი პარამეტრები, სახელდობრ, ეს 

პარამეტრები შეირჩევა უმცირეს კვადრატთა მეთოდის შემწეობით. 

ანალოგიურად დგას საკითხი სტატისტიკური მწკრივების გათანაბ- 
რების ამოცანის შესახებაც, როგორც წესი: თეორიული მრუდის პრინ- 
ციპული სახე აირჩევა წინდაწინ ამოცანის არსთან დაკავშირებული მო- 

სახრებებით, ხოლო ზოგიერთ შემთხვევაში კი უბრალოდ სტატისტიკურ 

განაწილების გარეგანი სახით. 

განაწილების არჩეული 'მრუდის ანალიხური გამოსახულება დამო- 
კიდებულია ზოგიერთი პარამეტრისაგან. სტატისტიკური მრუდის გას- 

წორების ამოცანა გადადის ამ პარამეტრების მნიშვნელობათა რაციონა- 

ლურად შერჩევის ამოცანამი, რომელთათვისაც თეორიულ და სტატის- 
ტიკურ განაწილებათა შორის შესაბამისობა საუკეთესო აღმოჩნდება. 

დავუშვათ, მაგალითად, რომ გამოსაკვლევი X"” სიდიდე არის გახომ-. 
ვის შეცდომა წარმოშობილი მრავალ დამოუკიდებელ ელემენტარულ 
შეცდომათა ერთობლევი გავლენის შედეგად; მაშინ თეორიული თვალ– 

საზრისით შეიძლება ჩავთვალოთ, რომ X სიდიდე დაქვემდებარებულია 
ნორმალუო კანონს: 

(X-- IV   
1.2. -20: 

XX) ====6 (7.5.1) (თ თ/5> 

და გასწორება გადადის (ნახ. 7.5.1) გამოსახულების ”. და თ პარამეტ- 

რების რაციონალურად შერჩევის ამოცანაში. 
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არის შემთხვევები როცა წინასწარ ცნობილია, რომ X სიდიდე სტა– 

ტისტიკურად მიახლოებით თანაბრად ნაწილდება.ა რომელიღაც ინტეორო- 

ვალზე. მამინ “შეიძლება დავსვათ თანაბარი სიმკვრივს ამოცანა ამ 

კანონის პარამეტრებს რაციონალურად შერჩევის შესახებ 

1 

I(X) 8 ჩ-“ 
ბ, როცა X<C ანდა X>ჩ, 

როცა X«<X<ჩ, 

რომლითაც მოცემული სტატისტიკური განაწილება შესაძლოა საუკე- 

თესოდ შევცვალოთ (გავათანაბროთ). ამასთან მხედველობამი უნდა 

ვიქონიოთ, რომ ნებისმიერ ანალიხურ: /0ე ფუნქციას, რომლის დახმა- 

რებითაც სწორდება სტატისტიკური განაწილება, უნდა გააჩნდეს განა–- 

წილების სიმკვრივის ძირითადი თვისებები: 

I(0->0ბ; 

C 

| /6აძX=1. ქ.5.2) 
–CიC- 

დავუშვათ, რომ ამა თუ იმ მოსახოებებიდან გამომდინარე, ჩვენს 

მიერ მერჩეული /0ე ფუნქცია, რომლის დახმარებით გვინდა გავათა– 

ნაბროთ მოცემული სტატისტიკური განაწილება, აკმაყოფილებს (7.5.2) 

პირობებს; ამ ფუნქციის გამოსახვამი შედის რამდენიმე პარამეტრი ძ, 

ხ,...; საჭიროა შევარჩიოთ ეს პარამეტრები ისე, რომ /(X) ფუნქცია 

საუკეთესოდ აღწერდეს მოცემულ სტატისტიკურ მასალას. ერთ-ერთი 

მეთოდთაგანი, რომელიც გამოიყენება ამ ამოცანის გადასაწყვეტად, 

არის ე. წ მომენტთა მეთოდი. 

მომენტთა მეთოდის თანახმად 0, ხ,... პარამეტოები შეირჩევა იმის 

გათვალისწინებით, რომ განაწილების რამდენიმე უმნიშვნელოვანესი 

რიცხობრივი მახასიათებლები (მომენტები), შესაბამისი სტატისტიკური 

მახასიათებლების ტოლი იყოს. მაგალითად, თუკი თეორიული /(X) მრუდი 

დამოკიდებულია მხოლოდ ორი ი და ხ პარამეტრისაგან, ეს პარამეტრები 

შეირჩევა ისე, რომ 'თეორიული განაწილების მათემატიკური #I> ლოდინი 

და ს. დისპერსია დაემთხვნენ შესაბამის #!. და I» სტატისტიკურ 

მახასიათებლებს. თუ /(ი) მრუდი დამოკიდებულია სამი პარამეტრისაგან, 

ისინი შეიძლება შევარჩიოთ ისე, რომ დაემთხვეს პირველი სამი მომენტი 

და ა. შ. სტატისტიკური მწკრივების გასწორებისას შესაძლოა სასარგებ- 

ლო აღმოჩნდეს სპეციალურად დამუშავებული სისტემა პირსონის 

მრუდეებისა. გასწორებისას ეს პარამეტრები შეირჩევა იმ ვარაუდით, 

'რრომ შევინარჩუნოთ სტატისტიკური განაწილების პირველი ოთხი მო– 
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მენტი (მათემატიკური ლოდინი, დისპერსია, მესამე და მეოთხე მომენტე- 
ბი). განაწილების მრუდეების ორიგინალური ნაკრები, რომელიც აგე– 

ბულია სულ სხვა პრინციპით, მოცემულია ნ. ა. ბოროდაჩევის? მიერ. 
პრინციპი, რომელზედაც იგება, ნ. ა ბოროდაჩევის მრუდთა სისტემა, 

მდგომარეობს იმაში, რომ თეორიული მრუდის შერჩევა ეყრდნობა არა 

გარეგან ფორმალურ ნიშნებს, არამედ მოვლენის ან პროცესის ფიხზი-“ 

კურ არსს, რომელსაც განაწილების ამა თუ იმ კანონამდე მივყავართ. 

უნდა აღვნიშნოთ, რომ სტატისტიკურ მწკრივთა გასწორებისას არ 
არის რაციონალური მეოთხეზე მეტი რიგის მომენტებით ვისარგებლოთ, 

რადგან რიგის გახრდით მომენტთა გამოთვლის სიზუსტე მკვეთრად 

ეცემა. : 
მაგალითი 1. 7.3. პარაგრაფში მოყვანილია თვითმფრინავიდან მიწისზედა 

სამიზნეზე სროლისას დამიზნების გვერდითი X შეცდომის სტატისტიკური განაწილება. 

საჭიროა ეს განაწილება გამოისახოს ნორმალური კანონის მეშვეობით: 

. (X– /7)? 

/M00= 75-69 20“ 
  

ამოხსნა. ნორმალური კანონი დამოკიდებულია ორი პარამეტრისაგან: /I ღა 

თ. ეს პარამეტრები შევარჩიოთ ისე, რომ შევინარჩუნოთ სტატისტიკური განაწილების 

პირველი ორი მომენტი –- მათემატიკური ლოდინი და დისპერსია. 

გამოვთვალოთ მიახლოებით დამიზნების სტატისტიკური საშუალო შეცდომა (7,4.7) 

ფორმულით, ამასთან თითოეული თანრიგის წარმომადგენლად მივიღოთ მისი საშუალო: 

MI/,= –-3,5 -0,012--2,5 -0,050--1,5 ·0,144--0,5 ·0,266-L0,5 -0,240-L 

-L1,5 -0,176-L2,5 ·0,092-L3,5 -0,020=0,168. 

დისპერსიის განსაზღვრისათვის გამოვთვალოთ პირველად მეორე საწყისი მომენტი 
(7.4.901 ფორმულით, როცა §=2, #=8. ' 

CC 

თი =5 , წ%ჯ=2,1%. 

ჯ(=1 

ვსარგებლობთ რა მეორე საწყისი მომენტით გამოსახულ დისპერსიის (7.4.6) ფორმულით 

მივიღებთ: | 

0:=თ;-–( თჯ )=2,126--0,028= 2,098. 

ავირჩიოთ ნორმალური კანონის /! და თ პარამეტრები იმდაგვარად, რომ სრულდე- 

ბოდეს პერობები: 
· ა .. 

ი1=VIჯ) ძ:=1 >. 

1 იხ, მაგალით. 8. MI. ნიMეM08CMMII, Mმ1CMმაIსლ-CMგი C1Iმ1ICIMMმ, 
01LIII1, 1939. 

3 CM., რმიწMMრი, 8. II. ს0M#8მM080XM# IV, M216MმXM906CM08 ლმ1ICIIIMმქ 
CIIII1, 1939. 
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ე. მიგიღებთ: 

#M1=20,168; თძ=1,44მ. 

დაეწეროთ ნორმალური კანონის გამოსახულება 

1 (X-–-9 ,168)? 

X):=-_– – 06“ “5.1,446: 
/ თ) 1,448 V/2> / 

· / 
ვისარგებლებთ რა დანართის 3-მე ცხრილით გამოვთვლით /(X)-ის მნიშვნელობას თან– 

რიგის საზღვრებზე 

ჯ I –ა –2 |–1 | 0 
      

ვ | 4 
  

  

  
  ია 

I(X) 0,004 | 0,025 | 0,090 0,199) 0,274|0,234 | 0,124| 0,041L| 0,098 

  

    

  

      

  

ავაგოთ ერთ გრაფიკზე (ნახ. 7.5.2.) ჰისტოგრამა და მისი გამასწორებელი განაწილების 

მოუდი. 
/7!

.ია
ი 

< 
72
5 

#§ 

  

ა
ა
.
 

უუ
 ჟყM
 

ჯ
დ
ა
 

აა
ა 

–
 
I
X
 

  

ააა
) 

  

/ 
427-ე 

«+ 3-2 7 მთ 

          222 _ 
3.2 # 

      #- 

«7 

ნახ. 7:52, 

გრაფიკიდან ჩანს, რომ განაწილების თეორიული /(X) მრუდი ინარჩუნებს რა ძირი– 

თაღში სტატისტიკური განაწილების თავისებურებებს თავისუფალია ჰისტოგრამის 

სვლის შემთხვევითი უსწორებებისაგან, რომლებიც როგორც ჩანს შესაძლოა მივაწე– 

როთ შემთხვევით მიზეზებს. უკანასკნელის სერიოზელი დასაბუთება მოცემული იქნე– 

ბა მომდევნო პარაგრაფში. 

შენიშვნა. მოცემულ მაგალითში IL).-ის განსახღვრისას ვი- 

სარგებლებთ სტატისტიკური დისპერსიის (7.4.6) გამოსახულებით საწ– 

ყისი მომენტის საშუალებით. ეს ხერხი მხოლოდ იმ შემთხვევაშია რე- 

კომენდებული, როცა გამოსაკვლევი შემთხვევითი X სიდიდის მათემა- 

ტიკური /.? ღ ლოდინი შედარებით დიდი არ არის, წინააღმდეგ შემთხვე– 
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ვაში (7.6.4) ფორმულა დისპერსიას გამოსახავს როგორც ახლობელ 

ოიცხვთა სხვაობას, რომლის სიზუსტე ძალიან მცირეა. იმ შემთხვევაში 
როცა ამას აქვს ადგილი, რეკომენდებულია ან გამოვთვალოთ /#) „" უშუა- 

ლოდ (7.4.3) ფორმულით, ანდა კოორდინატთა სათავე /I?წ --თან ახლო 

მდებარე რომელიღაც წერტილში გადავიტანოთ და შემდეგ გამოვიყენოთ 
(7.4.6) ფორმულა. (7.4.3, ფორმულით სარგებლობა ტოლძალოვანია 
კოოოდინატთა სათავის I”. წერტილმი გადატანისა ეს “შესაძლოა 
აღმოჩნდეს მოუხეოხებელი, რადგან 71 გამოსახულება შეიძლება იყოს 
წილადიანი და /I>-ის გამოკლება ყოველი X,-დან ზედმეტად ართულებს 
გამოთვლას. ამიტომ რეკომენდებულია კოორდინატთა სათავე გადმოვი- 
ტანოთ ჯ-ის რომელიღაც დამრგვალებულ #/I-ის ახლო მდებარე Xჯ წერ- 
ტილში. 

მაგალითი 2. რადიომანძილმზომით სიშორის გაზომვის ხდომილობის გა- 

ნაწილების კანონის გამოსაკვლევად ნაწარმოებია სიშორის 400-ჯერ გაზომვა. გაზომეის 

მეღდეგები წარმოდგენილია სტატისტიკური მწკრივის სახით: 

  

  
  

    
  

#;(M)) | 20; 30 30; 40 40; 50 50; 60 |60; 70 |70; 80 (80; ი) 90;10უ 
' 

”!; | 21 72 66 38 51 56 64 32 

ი, 0,052 | 0,180 | 0,165 | 0,095 | 0,128| 0,140, 01160 0,080             

        

გაგასწოროთ სტატისტიკური მრუდი თანაბარი სიმკვრივის კანონის'მეშვეობით. 

ამოხსნა. თანაბარი სიმკვრივის კანონი გამოისახება ფორმულით: 

1 

ჯკ(X)= ჩ-–თ 

0, როცა X<C ანდ! X>ჩ; 

როცა თ<X<ჩ 

და დამოკიდებელია ორი C და ჩ პარამეტრებისაგან. ეს პარამეტრები უნდა შევარჩიოთ 
ისე რომ შევინარჩუნოთ სტატისტიკური განაწილების პირველი ორი მომენტი –-მა- 

თემატიკური /I!" დ ლოდინი და ს." დისპერსია, 5.8 პარაგრაფის მაგალითიდან გვაქვს 

მათემატიკური ლოდინისა და დისპერსიის გამოსახულებები თანაბარი სიმკვრივის კა- 

ნონისათვის: 

Cთ-Lჩ 

2 

(ჩ-–თ)” 
3 სა= = · 

    !)!!(X) => 

იმისათვის, რომ გავამარტივოთ სატატისტიკური მომენტების განსაზღვრასთან დაკავ- 

მირეხული გამოთვლები. ანათვლის დასაწყისი გადავიტანოთ ჯ-==60 წერტილში და თი- 

თოეული თანრიგის წარმომადგენლად მივიღოთ მისი საშუალო. განაწილების მწკრივი 

მიიღებს სახეს: 
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XIV –35 35 

  თ I+I | I.» 
0,180 

  

ი; 0,052 0,165 0,160) 0,080 

    

  

  

0,095 | 0,1 2ხ, 140 

    

სადაც X, – რაღიომანძილმზომის X” ხდომილობის თანრიგის საშუალოა ანათელის 
ახალი საწყისისას X” ხდომილობის მიახლოებითი საშუალო სტატისტიკერი მნიშ- 
ვნელობა ტოლია: 

Mჩ 

ის,= ) X', 0; =0,26. 

(51 

X” სიდიდეს მეორე სტატისტიკური მომენტი ტოლია: 

I 

თ =2 (#9)? ი; =447, 
1= 1 

საიდანაც სტატისტიკური დისპერსია 

ჩ2»,=% –(თ> )7#==447,7. 

გადავდივართ რა ათვლის წინა საწყისებზე, ეღებელობთ ახალ სტატისტიკურ საშუალოს 

MIჯ = MI>.4-60-=60,26 

და იგივე სტატისტიკურ დისპერსიას 

MX := 801, =447,?. 

თანაბარი სიმკვრივის კანონის პარამეტრები განისაზღვრება განტოლებებით: 

აღებ 6- . #2) 
ამ განტოლებათა Cთ და ჩ მიმართ ამოხს- 

ნით მივიღებთ 

თ=23,6 ჩ2-=96,9,   

Lაიდანაც 

Iს =-. + 0,0136 X) ლე == ––-–20, · / I-ი თ 7პ,3 | თL       

  

7.5.3. ნახ.-ზე ნაჩვენებია პისტოგრამა და ე ბე 420 
მისი თანაბარი /(X) სიმკვრიქის გამასწორე – 

ბელი კანონი, ნახ. 7.5.3. 
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2.6. თანხმობის კრიტერიუმი 

მოცემულ პარაგრაფში განვიხილოთ ერთ-ერთი საკითხთაგანი, რო– 

მელიც ჰიპოთეხათა დამაჯერებლობის შემოწმებასთან, „სახელდობრ-– 
თეორიული და სტატისტიკური განაწილების შეთანხმებულობის საკითხთა- 

ნაა დაკავმიოებული. 
დავუშვათ, რომ მოცემული სტატისტიკური განაწილება გ-თანაბრე– 

ბელია რომელიღაც თეორიული /(ე- მრუდით (ნახ. 7.6.1). როგორადაც 

IC) 

  

    
  

  

  #0 _ _ 
ნახ, 7.6.1. 

  

არ უნდა იყოს შერჩეული თეორიული მრუდი, მას და სტატისტიკურ 
განაწილებას შორის გარდაუვალია რაღაც განსხვავება. ბუნებრივად ის- 

მის კითხვა: აიხსნებიან თუ არა ხს განსხვავებანი მხოლოდ დაკვირვებათა 
შეზღუდულ რიცხვთან დაკავშირებული შემთხვევითი გარემოებებით, 
თუ ისინი წარმოადგენენ არსებითს და დაკავშირებული "რიან იმასთან, 

რომ ჩვენს მიერ შერჩეული მრუდი ცუდად ასწორებს მოცემულ სტატის- 

ტიკურ განაწილებას. ·ასეთ საკითხზე პასუხის გასაცემად იყენებენ ე. წ. 

„თანხმობის კრიტერიუმებს“. 

თანხმობის კრიტერიუმების გამოყენების იდეა, მდგომარეობს შემ- 

დეგში. 
მოცემული სტატისტიკური მასალის საფუძველზე გვიწევს შევამოწ- 

მოთ // ჰიპოთეზა, რაც არის ის, რომ შემთხვევითი X სიდიდე ექვემდება– 

რება განაწილების, რომელიღაც განსახღვრულ კანონს. ეს კანონი შეიძ- 

ლება მოცემული იყოს ამა თუ იმ ფორმით: მაგალითად, განაწილების #”(X) 

ფუნქციის სახით ან განაწილების სიმკვრივის სახით, ანდა კიდევ ალბათო– 

ბათა ი, ერთობლიობათა სახით, სადაც #7, ალბათობაა იმისა, რომ X 

სიდიდე მოხვდება L ური თანრიგის სახღვრებში. 

ვინაიდან განაწილების #(CXI) ფუნქცია ამ-· ფორმებიდან ყველახე 

ზოგადია და განსაზღვრავს ნებისმიერ სხვას, /” ჰიპოთეზის ფორმუ- 
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ლირებას მოვახდენთ, ისე რომ თეთქოს X სიღიდეს ჰქონღეს განაწი- 

ლების #6) ფუნქცია. 
იმისათვის რომ მივიღოთ ან უკუვაგდოთ ჰიპოთეხა, განვიხილოთ 

ისეთი ს სიდიდე, რომელიც დაახასიათებს თეორიულ და სტატისტიკურ 

განაწილებათა განსხვავების ხარისხს. L/ სიდიდე მესაძლოა შერჩეული იყოს 

სხვადასხვა ხერხით, მაგალითად, შეიძლება მივიღოთ როგორც თეორიულ 
#7; ალბათობათა შემაბამისი ი; სიხმირეებისაგნ გადახრების კვადრა- 

ტების ჯამი, ანდა ჯამი იმავე კვადრატებისა რომელიღაც კოეფიციენტე- 

ბით („მასებით“), ანდა განაწილების სტატისტიკური #”() ფუნქციის 

მაქსიმალური გადახრა თეორიულ ”V) -დან და ა. შ..დავუშვათ, რომ V/ 
სიდიდე შერჩეულია ამა თუ «იმ ხერხით. ცხადია, ეს არის რომელიღაც 
შემთხვევითი სიდიდე. ამ შემთხვევითი სიდიდის განაწილების კანონი 

დამოკიდებულია შემთხვევითი X სიდიდის განაწილების კანონზე, რომელ- 

ზედაც წარმოებდა ცდები, და ცდათა # რიცხვზე. თუ // ჰიპოთეზა 

მართალია, მაშინ ს სიდიდის განაწილების კანონი განისახღვრება X 

სიდიდის განაწილების კანონით (/”(X) ფუნქციით) ღა / რიცხვით. 

დავუშვათ, რომ განაწილების ეს კანონი ჩვენთვის ცნობილია. 
ცდათა მოცემულ სერიების შედეგში აღმოჩნდა, რომ ჩვენს მიერ შერჩეუ- 

ლმა განსხვავებულობის CV ზომამ მიიღო რომელიღაც მნიშვნელობა. 
ისმის კითხვა, შეიძლება თუ არა ეს ახსნილი იქნას მემთხვევითი მიზხე- 

ზებით ანდა ეს განსხვავებულობა მეტად დიდია და აჩვენებს არსებითი 

სხვაობის არსებობას თეორიულ ღა სტატისტიკურ განაწილებებს “შმორის 

და, ამრიგად, ჰიპოთეზის უვარგისობას? ამ კითხეახე პასუხის გასაცემად 

დავუშვათ, რომ ” ჰიპოთეზა სწორია;. და ამ დამვებით გამოვთვალოთ 

ალბათობა იმისა, რომ ცდისეული მასალის არასაკმაო მოცულობასთან 

დაკავშირებული მიზეზების გამო განსხვავებულობის CV ზომა არ აღმოჩ- 

ნდება ნაკლები, ჩვენს მიერ ცდებხე დაკვირვების შედეგად მიღებულ 
კ მნიშვნელობაზე, ე. ი. გამოვთვალოთ ალბათობა ხდომილობისა: 

V>Vყ. 

თუ ეს ალბათობა ფრიად მცირეა, მაშინ MI ჰიპოთეხა შეიძლება უკუვაგ- 

დოთ როგორც ნაკლებად დასაჯერებელი. თუკი ეს ალბათობა მნიმვნელო– 

ვანია, მაზინ შესაძლოა მივიჩნიოთ, რომ ექსაპერიზენტული მონაცემები 

არ ეწინააღმდეგება // ჰიპოთეზას. 
ისმის საკითხი იმაზე, თუ რა ხერხით უნდა შევარჩიოთ V-ს განსხვა- 

ვებულობის ზომა? თურმე მისი ზოგიერთი ხერხის შერჩევისას LV სი- 

დიდის განაწილების კანონს გააჩნია ფრიად მარტივი თვისებები და საკ- 
მაოდ დიდი /#-ისას პრაქტიკულად არ არის დამოკიდებული #( ფე§- 
ქციისაგან, მათემატიკურ სტატისტიკამი თანხმობის კრიტერიუმად სწო- 

რედ ასეთი განსხვავებულობის ზომით სარგებლობენ. 
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განვიხილოთ თანხმობის კრიტერიუმებიდან ერთ-ერთი ყველახე ხში– 
რად ხმარებული პირსონის ე. წ. »»> კრიტერიუმი“. დავუშვათ, რომ 
ნაწარმოებია დამოუკიდებელი / ცდა, რომელთაგან, თითეულ მათგან- 

ში შემთხვევითმა X სიდიდემ გარკვეული მნიშვნელობა მიიღო. (დათა 

შედეგები თავმოყრილია / თანრიგებში და გაფორმებულია სტატისტიკუ-. 

რი მწკრივის სახით: 

Vი XM+1 
      
  

რი 

  

ი: ჩ, ჩ. 

საჭიროა შევამოწმოთ, ეთანხმებიან თუ არა ექსპერიმენტული მონაცე– 

მები ჰიპოთეხას, იმახე რომ შემთხვევით X სიდიდეს აქვს განაწილების. 

მოცემული კანონი (განაწილების #(CX) ფუნქციით ანდა /(X) სიმკვრივით 

მოცემული). განაწილების ამ კანონს „თეორიული“ ვუწოდოთ. 

ვიცით რა განაწილების თეორიული კანონი, შესაძლოა მოვნახოთ 

შემთხვევით სიდიდეთა ყოველ თანრიგში მოხვედრის თეორიული ალ- 

ბათობანი: 

ჩს რმა... 

თეორიული და სტატისტიკური განაწილების შეთანხმებულობის შესა–- 

მოწმებლად, განვიხილოთ თეორიული ი; ალბათობათა და დანაკვირ ი" 

სიხშირეთა შორის სხვაობა. ბუნებრივია თეორიულ და სტატისტიკურ გა- 

ნაწილებათა შორის განსხვავებულობის ზომად ავირჩიოთ, რომელიღაც 

„მასებით აღებული (ი; ––იმე) გადახრათა კვადრატების ჯამი: 

V= ა ი,(01-ჩია!. (7.6.1) 
1=1 

კოეფიციენტები (თანრიგთა „მასები“) შემოიყვანება იმიტომ, რომ 
სხვადასხვა თანრიგის გადახრების მნიშვნელობანი საერთოდ არ შეიძლება 
ჩაითვალოს ტოლძალოვნად. მართლაც, აბსოლუტური სიდიდით ერთი 

და იგივე გადახრა ი1--ი,; შეიძლება იყოს ნაკლებად მნიშვნელოვანი, 
თუ თვით ი; ალბათობა დიდია, და ძლიერ შესამჩნევი –– თუ იგი მცირეა. 
ამიტომ ბუნებრივია 0, „მასები“ თანრიგთა ი, ალბათობების უკუპრო- 
პორციული ავიღოთ. შემდეგ ისმის კითხვა, თუ როგორ შევარჩიოთ პრო– 
პორციულობის კოეფიციენტი. 

  

1 წაიკითხეთ ასე: პირსონის კაპპა კვადრატ კრიტერიუმი. 

1+8



კ. პირსონმა გვიჩვენა რომ თუ დავუშვებთ 

„ 

/ჩ! 

მაშინ დიდი /1-სას ს სიდიდის განაწილების კანონს გააჩნია მეტად მაო– 

ტივი თვისებები: იგი პრაქტიკულად არ არის დამოკიდებული განაწი– 

ლების #(CX) ფუნქციისა და ცდათა #”რიცხვისაგან, არამედ, დამოკიდებუ- 

ლია მხოლოდ თანრიგთა # რიცხვისაგან და სახელდობრ, ეს კანონი 

I-ის გადიდებისას უახლოვდება გ. წ. „/? განაწილებას“1, 
C; კოეფიციენტების ასეთი ”მერჩევისას განსხვავებულობის ზომა 

ჩვეულებრივ აღინიშნება 72-ით: 

60, (7.6.2) 

; 
ბ სცა? 

V/?-- ია, იჩა · (7.6.3) 
I“-=) 

გამოთვლის მოხერხებულობისათვის (რომ არ გვქონდეს საქმე ისეთ წი– 

ლადურ სიდიდეებთან რომელთაც'ნულების დიდი რიცხვი აქვთ) შეიძლება 

I შევიყვანოთ ჯამის ნიშნის ქვემ და გავითვალისწინოთ რომ წ,7= „I. 
I/1 

სადაც MI; ურ თანრიგში მნიშვნელობათა რიცხვია და მივიყვა ნოთ 

(7.6.3) ფორმულა შემდეგ სახემდე: 

_ 
(V7=-/,/), . =>. ა ; CV:=7/“= ი; · (7.6.4) 

(-=1 

– 
1 თავისუფლების # ხარისხით #” განადილება, ეწოდება # დამოუკიდებელ შემთხვე– 

ვით სიდიდეთა კვადრატების ჯამის განაწილებას, რომელთაგან თითოეული მათგანი დაქ- 

ვემდებარებულია ნორმალურ კანონს, ნულის ტოლი მათემატიკური ლოდინით და ერთის 

ტოლი დი! პერსიით. ეს განაწილება ხასიათდება სემკვრივით 

"M 
–1 ––- > 

წა
 

გ 

M#,-(I) == ––“  “ 8 2 კე როცა #V>98, 

– , 

27 ( 2 ) 
0, როვა #<90, 

სადაც 

Cლ6 

ირა= |ჯ4-7/ ცნობილი გამა ფუნქციაა. 
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»' განაწილება დამოკიდებულია #” პარამეტრისაგან, რომელსაც განაწი– 

ლების „თავისუფლების ხარისხის“ რიცხვი ეწოდება. „თავისუფლების ხა- 

რისხთა" # რიცხვი ტოლია თანრიგთა ჩ რიცხვს გამოკლებული ეი,” 
სიხმირეზე დადებულ დამოუკიდებელ პირობათა („კავშირების“) რიც- 

ხვი. ასეთ პირობათა მაგალითებია 

ჯ 

2 ,0,'=1, · 

(=1 : 

თუ ვთხოულობთ მხოლოდ იმას, ·რომ სიხშირეთა ჯამი იყოს ერთის ტო– 
ლი (ეს მოთხოვნა დაედება ყველა შემთხვევაში): 

; 

) X,ხ; = IX 
(=1 ' 

თუ თეორიულ განაწილებას ვარჩევთ იმ პირობით, რომ თეორიული და 
სტატისტიკური განაწილების საშუალო მნიშვნელობანი უნდა ემთხვეო- 

დეს; 
ს) 

L 

ბ ( 30% ) “0; == 
(=1 

გარდა ამისა თუ ვთხოულობთ, თეორიულ და სტატისტიკური დისპერსი- 

ების დამთხვევას და ა. შ. 

/. განაწილებისათვის შედგენილია სპეციალური ცხრილი (იხ. და- 
ნართში ცხრილი 4). თუ ვისარგებლებთ ამ ცხრილებით შესაძლებელია /“- 
ის და ” თავისუფლების. ხარისხის ყოველი მნიშვნელობისათვის, მოვნა- 

ხოთ ი ალბათობა იმისა, რომ /? კანონით განაწილებული სიდიდე აღე- 
მატება ამ მნიშვნელობას. (მე-4 ცხრილმი შეტანილია: ალბათობის ი 
მნიშვნელობა და # თავისუფლების ხარისხთას რიცხვ. (ცხრილში 

მდგომი რიცხვები თვითონ ”»“ -ისს შესაბამისი მნიშვნელობებია. »” 

განაწილება საშუალებას იძლევა 'მევაფასოთ თეორიული და სტატის- 

ტიკუთ განაწილებათა შეთანხმებულობის ხარისხრ.ი თუ X სიდიდე 
ნამდვილადაა განაწილებული /(#2) კანონით, მაშინ ცხრილის მიხედვით 

განსახღვრული ალბათობა არის ალბათობა იმისა, რომ წმინდა შემთხ- 

ვევძთთი მიზეხების გამო თეორიული და სტატისტიკური განაწილების 

განსხვავებულობის ზომა (7.6.4) იქნება არა ნაკლები, ცდათა მოცემულ 

სერიაში ფაქტიურ დაკვირვებათა შედეგად მიღებულ წ-ის მნიშვნელო–- 

ბაზე. თუ 0 ალბათობა ფრიად მცირეა (იმდენად მცირე, რომ ხდომილო– 

ბა ასეთი ალბათობით შეიძლება პრაქტიკულად შეუძლებლად ჩაით- 
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ვალოს), მაშინ ცდის შედეგი უნდა უარვყოთ, როგორც არაღამაჯე– 

რებელი. პირქით თუ ი ალბათობ. შმეღარებით დიდია, შესაძლოა 

მივიჩნიოთ, რომ განსხეაგებულობა თეორიულ და სტატისტიკ,ურ გა- 

ნაწილებებს შორის არ არის არსებითი და მიგაკუთენოთ იგი მემთხევეით 

მიხეზებს. / ჰიპოტეზა, რომ X სიდიდე განაწილებულია #(9) კანო- 

ნით. შესაძლოა ჩავთვალოთ დამაჯერებლად ანღა. უკიდურეს შემთხ- 

ვევამი ისეთაღ, რომელიც არ ეწინაღმდეგება ცღისეულ მონაცე- 

მებს. 
' ამგვარაღ, თეორიული ღა სტატისტიკური განაწილების რეფასებისათ- 

ვის /#/' კრიტერიუმის გამოყენების სქემა დაიყვანება “მემდეგხე: 

1) ჯ. განსხვავებულობის ზომა განისახლვრება (7.6.0) ფორმულით. 

2) - –– თავისუფლების ხარისხები განისახღვრებ. როგორც რიცხვი # 
თანრიგს გამოკლებული დადებულ პირობათა („კავსირების“) § რიცხვი: 

ჩ=#-–--5 
3) „-ისა ღა /“-ის მიხეღეით მე-4 ცხრილის დახმარებით, განისახლვრება 

ალბათობა იმისა, რომ სიდიდე, რომელსაც აქვს 7? განაწილება რომ- 

ლის # თავისუთლების ხარისხი აღემატება 7/”-ის მოცემულ მნიშვნელო– 

ბას. თუკი ეს ალბათობა ფრიად მცირეა. /7 ჰიპოთეზა: უკუიგდება, როგორც 

არადამაჯერებელი, თუ ეს ალბათობა შედარებით დიდია, მაშინ ჰიპოთე- 

ზა შესაძლებელია მივიჩნიოთ ცღისეულ მონაცემების დამადასტურებ- 

ლად. 

რამდენად მცირე უნდა, იყოს ი ' ალბათობა იმისათვის, როზ უარე- 

ყოთ ანღა გადავხედოთ პიპოთეზას-- გაურკვეველია; იგი არ შეიძლება გა- 

დაწყვეტილი იქნას მათემატიკური მოსახრებებით, ისე როგორც საკითხი 

იმახე, რომ რამდენად მცირე უნდა' იყოს ხდომილობის ალბათობა იმი–- 

სათვის რომ იგი პრაქტიკულად შმშეუძლებლაღ ჩავთვალოთ. .. პრაქტი– 

კაში, თუ #/ აღმოჩნღება 0,1-ხე ნაკლები რეკომენდებულია ექსპე-“ 

რიმენტის შემოწმება -–– თუ შესაძლოა გავიმეოროთ იგი იმ შემთხვევა– 

შიც, როცა შესამჩნევი განსხვავებანი კვლავ აღმოჩნდება “შეიბეცადოთ 

მოვძებნოთ სტატისტიკურ მონაცემთა ასაღწერად უფრო შესაფერისი გა– 

ნაწილების კანონი. საჭიროა განსაკუთრებით აღნიშენა იმისა, რომ 

კრიტერიუმის (ანდა თანხმობის სხვა რომელი კრიტერიუმის) ღახმარებით 

შესაძლოა მხოლოდ ზოგიერთ შემთხვევაში უარვყოთ შერჩეული // ჰი- 

პოთეხა და უკუვაგდოთ, როგორც ცხადად შეუთანხმებელი ცდისეულ 

მონაცემებთან; თუკი ი ალბათობა დიდია, მაშინ თვით ეს ფაქტი არავი–- 

თარ შემთხვევაში არ შეიძლება ჩაითვალოს /#/ ჰიპოთეზის სამართლიანო- 

ბის საბუთად, არამედ აჩვენებს მხოლოდ იმას, რომ ჰიპოთეზა არ ეწი- 

ნააღმდეგება ცდისეულ მონაცემებს. 
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ერთი 'მეხედვით შესაძლოა გვეჩეენოს, რომ რამდენადაც მეტია 

ალაათობა. იმღენად უკეთესია თეორიულ და სტატისტიკურ განაწი- 

ლებათა ჰორის 'ძეთანხმებულობა და მით უფრო დასაბუთებულად უნდა, 

ჩავთვალოთ #ჩ(ა ფუნქციის არჩევა შემთხვევითი სიდიდის განაწილების · 

კანონად. სინამდვილეში ეს ასე არ არის. დავუშვათ, მაგალითად, რომ შე- 

ვაფასეთ რა თეორიული და სტატისტიკური განაწილების შმეთანხმებულობა 

/ კრიტერიუმის მიხედვით, მივიღეთ ჯ#-:0.99. ეს ნიშნავს იმას, რომ 

0.99 ალბათობით წმინდა შემთხვევით მიხეზთა ხარჯხე ცდათა მოცემულ 

ღიცხვისას, უნდა მიგვეღო მეტი განსხვავებულობანი, ვიდრე დაკვირვე- 

ბის ძედეგად, მიღებული. ჩვენ კი მივიღეთ შედარებით ფრიად მცირე 
განსხვავებულობანი, რომლებიც მეტად მცირეა იმისათვის, ·რომ მივიჩ- 

ნიოთ ისინი დამაჯერებლად. უფრო გონივრულია მივიჩნიოთ რომ თეო- 

რიულ და სტატისტიკურ განაწილებათა ამდენად ახლო დამთხვევა არ 

წარმოადგენს შემთხვევითს და შეიძლება ახსნილი იქნას გარკვეული მი- 

ზეხებით, რომლებიც დაკავშირებულია ცდისეულ მონაცემთა რეგისტრა- 

ციასა და დამუშავებასთან (კერძოდ, ცდისეულ მონაცემთა პოაქტიკაში 

ფრიად გავრცელებულ „გაწმენდასთან“, როცა ზოგიერთი ”'მედეგები 

ნებისმიერად უკუიგდება ანდა ოამდენადმე შეიცელება). 

იგულისხმება, რომ ყველა ეს მოსაზრებანი მისაღებია მხოლოდ იმ 

შემთხვევებმი, როცა ცდათა რიცხვი საკმაოდ დიდია (რამდეწიმე ასეული 

რიგისა) და მაშინ, როცა ახრი აქვს გამოვიყენოთ თვით კრიტერიუმი, 

რომელიც ემყარება განსხვავებულობის ზომის ზღვრულ განაწილებას, 

როცა -I-> 00. 

შევნიმნოთ ოომ /? კრიტერიუმით სარგებლობისას ცალკეულ თანრი- 

გებში არა მარტო ცდათა /! რიცხვი, არამედ დაკვირვებათა რიცხვი საკმაოდ 

დიდი უნდა იყოს. პრაქტიკამი რეკომენდებულია თითოეულ თანრიგმი 

არანაკლებ 5–-10 დაკვირვება. თუ დაკვირვებათა რიცხვი (კალკეულ თან- 

რიგებმი ძალიან მცირეა (1--2-მდე) ახრი აქვს რამდენიმე თაწრიგის 

გაერთიანებას. 

მაგალითი 1. შევამოწმოთ თეორიული და სტატისტიკურ განაწილებათა შე- 

თანხმებულობა 7.5. პარაგრაფის მაგალითისათვის. 

ამოხსნა. ვისარგებლოთ /VII-=0.168, 6=1.448 პარამეტრებიანი განაწილების 

თეორიული ნორმალური კანონით. თანრიგებში მოხვედრის ალბათობებს ვიპოვით ფოო- 
მულით: –- 

XX. ––”" ჯ,––! ღება“ ?! ძ ( თ 

სადაც X,. X,;+) I-ური თანრიგის სახღვრებია. 
ამის შემდეგ ვადგენთ V//I; 'თანრიგებში მოხვედრის რიცხვების და შესაბამის 770; 

მნიშვნელობათა შედარებით ცხრილს (/L:= 500). 
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–-4: =––3 | –-12; -–2 |--2; –-1 | –I:0 |9; I 1: 2 

  

71; | 

ის, | 6 25 72 | 133 | 2 | 1 46 | 10 

' 

  

  

    

    

იი, | 6,2 26,2 71,2 | :22,2 | 151,გ 90,5 | 228,2| 10,5 

ფორევულით (7.6.4) განეს.ზღერავთ განსხეავენულობის ზომას 

8 

, (M/–-/Mი0;) 
7 ბ, ერი 3-4. 

ჩი: 
ი(-=1 

, , , · : , · ა 
განე! :ზღერავთ თავისუფლების ზარიაბს, რიცხვს როგორც სბვაობას თანრიგთა რიცხვი- 

სა და დაღებულ 5 პირობათა რიცხ ბს მორის, (მოც. შემთხჯეჭვაში §:=3): 

დანართის მე-4 ცხრილის მიხეღვით პრელობთ ” <5: 

როცა ”/5-=3.2C #0= 2.75; 

როცა 7'=4.35 ი=6,50, 
მაშასადამე საძე6ნი ჩი ალიათობა. როცა წრედი, 2.94. მიახ–ოვბით ტოლია 0.56, ეს ალბა- 

თობა მცარე არ ჯურის; აზიტომ ჰ-პოთეზა «მზა, რომ X სიღ–- ე განაწილებულია წორჰა- 

ლური კანსოLსით, შეიძლება ნავთვალოთ აზაჯერებზლად, 

მაგალითი 2. შევაპონსოთ თვრრივლი და სტატისტიკური განაწილებათა 

შეთანხვებულობა ?7.5. პ:ურაგრაფის -2ე-2 მაგალითისათვის (გკ. 149). 
ამოზსხა, #,; «ჩიშკნელობებს გ.2ო-ყვლით როგოოც (20. პი). (32; 42) 

და ა. შ. უბნეხზე მოხეე დრის ალბათოსერს (33.6: 26.9) მონაკვეთზე თანაბარი L-მკ-რუ- 

ვის კანონით განაწილებულ პეჰთავევითი სიღიდ-სათვის, ვაღგენთ ცხრილს /II, ლა /M/ 

(I= 4CC) 9ს“მენელობებისათეი”ს: 

4) 
I. > > 

-I> ჩი: | 34.9 | დ 

' 

46:50 60 '(C0;70 7თები | 6: | 90;100 

  
51 «| « | 32 

  

54,5 54,6 | 54,6 | 54,6 35,0         
(7.6.4) ფორმულით ეპოელობთ ბთ / 

8 

შერლი (ე; – ჩიმი" =20,9. 

”ი; 

თავისუფლების ხარისხთა რევი: 

#=2-8--3=5. 
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დანართის მე-4 ცხრილის მიხედკით გაქვს: 

როცა /#1--20.5 და #==5 #05:0,001 

მაძასადა ჩკენს, მღერ დაკვირუების შეღეგად მიღებული განსხვავება თეორიულ და 

სტატიატიკურ განაწილებებს მორის შესაძლოა სუფთა შემთხვევით მიზეზთა: ხარჯზე 

მომხდარიყო მხოლოდ ი=-0.:01 ალბათობით. ვინაიღან ეს ალბათობა ძლიერ მცირეა, 

ჰპესაძლოა ექსპერიმენტული მოწნაცეპები მივიჩნიოთ საწუნააღმდეგოდ ჰიპოთეზისა იმის 

ფესახებ. რომ XV სიდიდე განაწილებულია თავაბპარი სიქკვრ“ვის კანონით, 

ჯგარდა X” კრიტერიუმისა თეორიულ და სტატისტიკურ განაწილებათა 

მეთანხმებულობის ხარისხის შესაფასებლად პრაქტიკაში გამოიყენება 

აგრეთვე კიდევ სხვა კრიტერიუმები. მათ მორის ჩვენ მოკლედ შევჩერ- 

დებით ა. ნ. კოლმოგოროვის კრიტერიუმზე. თეორიულ და სტატისტიკურ 

განაწილებათა შორის განსხვავებულობის ზომად ა. ნ. კოლმოგოროვი 

განიხილავს განაწილების სტატისტიკურ #7?00 ფუნქციასა და განაწი- 

ლების შესაბამის თეორიულ ფუნქციას “შორის სხვაობის მოდულის 

მაქსიმალურ მნიშვნელობას: 

LI=V710XII 10ე–ჩი0იI. 

სიდიდის განსხვავებულობის ზომის არჩევის საფუძველია მისი გა- 

მოთვლის სიმარტივე. ამასთან ერთად მას აქვს განაწილების საკმაოდ 

მარტივი კანონი. ა. ნ. კოლმოგოროემა: დაამტკიცა, რომ როგორიც 

არ უნდა უყოს უწყვეტი შემთხვევითი X სიდიდის განაწილების /(X) 
ფუნქცია დამოუკიდებ ელ დაკვირვებათა რიცხვის უსასრულოდ ზრდი– 

სას ალბათობა უტოლობისა /0V /1>1, მიისწრაფვის ზღვრისაკენ: 

მ0ა=1-– ბ, %- 1)#გ-2M"M, (.6.5) 
ჯხ=-თ 

(7.6.50ე) ფორმულით გამოთვლილი /X2) ალბათობათა მნიშვნელობანი 

მოყვანილია 7.6.1 ცხრილში. 

ცხრილი 7.6.1 
  

  

  

| 2, | 022.) ? 001.) | 2. ი(2.) 

0,0 1,009 0,7 0,711 1,4 0,040 

0,I 1,000 0,8 0,544 L.5 0,022 

0.2 1,020 0,9 0,393 1,6 0,012 

0,3 1,000 1,0 0,279 1,7 0 .006 

ა,4 0,997 1,1 0,178 1,8 0,003 

0,5 0,964 1.2 0,112 1.9 0,002 

0,6 0,864 1,3 0,068 2,0 0,001 
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ა. ნ. კოლმოგოროვი კრიტერიუმის გამოყენების სქემა შემდეგია: 

იგება განაწილების სტატისტიკური ჩ?(ი) ფუნქცია და განაწილების 
სავარაუდო თეორიული ”#(ჯ) ფუნქცია და განისაზღვრება მათ შორის 

სხვაობის )» მოდულის მაქსიმუმი ნახ. (7.6.2). 

(“ი 

–“ 
'! „. + დირ 

  

  

_” 

ნახ. 7.6,.2, 

შემდეგ. განისაზღვრება სიდიდე #=711%V / და 7.6.1 ცხრილით მოიძებ- 

ნება (0) ალბათობა. ეს არის ალბათობა იმისა, რომ (თუ X სიდიდე 

ნამდვილად განაწილებულია #00 კანონით) შემთხვევით მიზეზთა ხარ- 

ჯზე მაქსიმალური განსხვავება #”(X) და –(X) მორის იქნება არა ნაკლები, 
ვინემ დაკვირვების შედეგად ფაქტიურად მიღებული. თუ ალბათობა 

#0.) ძალიან მცირეა, ჰიპოთეზა შეიძლება ეარვყოთ როგორც არა დამა- 

ჯერებელი; როცა #X7) საკაოდ დაუდია, იგი შეიძლება ცდისეულ მონა–- 

ცემებთან შეთავსებულად ჩაითვალოს. ა. ნ. კოლმოგოროვის კრიტე- 

რიუმი თავისი სიმარტივით აშკარად განსხვაედება ადრე აღწერილი 
ჯX? კრიტერიუმიდან, ამიტომ მას დიღი ინტერესით იყენებენ პრაქტი– 

კამი ოღონდ, უნდა აღინიმნოს. რომ ეს კრიტეოიუმი შეიძლება გამო- 

ვიყენოთ მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა ჰიპოთეზური #(#%) განაწი– 

ლება წინასწარ ცნობილია მთლიანად, ე. ი. როდესაც ცნობილია განა– 

წილების #CX) ფუნქციის არამა-ტო სახე. არამედ ყველა მასში შემავალი 

პარამეტრები. ასეთი “მემთხვევა შედარებით იშვიათად გვხდება პრაქ- 

ტიკაში. ჩვეულებრივ თეორიულ მოსაზრებიდან ცნობილია მხოლოდ 

ფუნქციის საერთო #Cი) სახე, ხოლო მასში შემავალი რიცხვითი პარა- 

მეტრები განისახლვრებიან მოცემული სტატისტიკური მასალებით. X? 

კრიტერიუმის“ გამოყენებისს ეს გარემოება გაითვალისწინება Xჯ? გა- 

ნაწილებს თავისუფლების ხარისის შესაბამისი შემცირებით. 

ა. ნ. კოლმოგოროვის კრიტერიუმი ასეთ შეთანხმებულობას არ ითვა- 

ლისწინებს. თუ მაინც გამოვიყენებთ ამ კრიტერიუმს, იმ შემთხვევებ- 
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ში. როცა თეორიული განაწილების პარამეტრები შეირჩევა სტატისტი- 
კული მონაცემების მიხედვით, კრიტერიუმი იძლევა /2(.) ალბათობის 

უკილობლად გადიდებულ მნიშვნელობებს; ამიტომ უმრავლეს შემთხვე- 

ვებში ვცდილობთ მივიღოთ, როგორც დამაჯერებელი ჰიპოთეზა რომე- 

ლიც ცდისეულ მ”ნაცემეათან სინამდვილეში ცუდად არის შეთანამე- 

ბული. 

VIII თავი 

ფემთხვევით სიდიდეთა სისტემები 

8.1. შემთხვევით სიდიდეთა ზისტემების ცნება 

ალბათობათა თეორიის პოროაქტიკული გამოყენებისას ძალიან ხშირად 

გვხვდება ისეთი ამოცანები, რომლებშიც ცდისეული შედეგები აღი- 

წერება არა ერთი, არმედ ორი'და მეტი შემთხვევითი სიდიდით, რომლე- 

ბიც ქმნიან კომპლექსს ანდა სისტემას. მაგალითად, 

პუორვის მოხვედრის წერტილი განისახლვრება არა ერთი, არამედ ორი 

ფმემთხვევითი სიდიდით, აბსცისითა და ორდინატით––და შეიძლება გან- 

ხილული იქნეს, როგორც ორი შემთხვევითი სიდიდის ჯომპლექსი. ანა- 

ლოგიურად დისტანციური ჭურვის გასჯდომის წერტილი განისახოვრება 

სამი ძემთხვევითი სიდიდის კომპლექსით. / გასროლათა ჯგუთდური სრო- 

ლიდან სიბოტყეზე მოხვედრის წერტილთა ერთობლიობა შეიძლება 
განსილული იქნეს როგოოც კომპლექსი ანდა 2/! შემთავევითი სიუჯიღეთა 

სისტემა: მოხვედოის წერტილების /! აბსცისა და / ოორდინაუტისა. ჯურ- 

ვის აფეთქებისას წარმოქმნილი ნამსბვრევები ხასიათდება იენთსხეჟვით 

სედიდეთა მთელი ოიგით: წონით, ზომებით, საწყისი სიჩქარით. ფ“ ენის 

მიმართულებით და ა. შ. მევთანსმღეთ და რამდენიმე შემთხვევით სიდი- 

ღეთა XX. ბ”. ....V სისტემა ავღნე:ნოთ (>, პ”. ...:V·-). 

რამდენიმე შემთხვევითი სიდიდეთა სისტემა არ ამოიწუორება მის 

შემადგენელ ცალკეულ სიდიდეთა თვისებებით. გარდა ამისა ისინი შემ- 

თხაევვით სიდიდეთა მორის ურთიერთკავშირებს (დამოკიდებულებებს) 
დეიცავენ. 

ხეზნთხვევით ს-ღიდეთა სისტემების საკითხების გან“ილვისას მოხერ- 

ბზეაულია ვესარგგბლოთ სეასტეზათა გეომეტრიული ინტერარეტაციით. 

მაგალითად, ორი ჰემთხვევითი სიღიდის (CV 27), სისტემა შესაძლებელია გა– 

მოიაახოს სებრტუეეზე მემთავევითი წერტილით, რომელსაც აქეს Xდა 

+ 
” 

- 
ყ 
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” კოორდინატები (ნახ. მ.1.1). ანალოგიურად სამი შემთხვევითი სიღიღის 

სისტემა შესაძლებელია გამოისახოს მემთბვევითი წერტილით სამ განწო- 

მილებიან სივრცეში. ხშირად უფრო მოხერბებულია ვილაპარაკოთ /# 
“შემთხვევით სიდიღეთა სისტემახე, როგორც / განხომილებიან სიერცე- 
ში შემთხვევით წერტილიე“. მიუხეღავად იმისა, რომ უკანასკნელ ინ- 

ტერპრეტაციას არ (გააჩნია უშუალო თვალსაჩინოება, მისი გამოყეზება 

ტერმინოლოგიის ერთიანობისა და ჩანაწერის სიმარტივის თვალსაზრი- 
სით რამდენამდე ხელსაყრელია. 

  

  

I 
I | –“ 

I - _ >> უ 

მ წ ჟ “ 
I 

ნახ, 8.1.1, ნახ. 5.1..2. 

ხძირად ნაცვლად “;მი:ჯვევეთი ჯერტილის საბიოთ გ:მოსახვისა შემ- 

თსხვევით სიღიღეთა პუატენის გრ ნეტრიული იჯერპრეტაციისათვის 

ვექ ერთი) გ-მოსაზულებით. ორი შემთხვე- 

ვითი სიღ-ღის სისტემა ამ ღოღოს განი ი(ბება როგორც მემთხვივითი ვექ- 

ტორი ჯCყ სიბრეყესე. რომელთა .%. > მდგენელები ღერძებზე წარმო- 
ა ინინ “რმიმთხეინ ს-დ” უი (355. 3.1.2 ხიი ი სი დგენენ ძეძთხვეივით სიდ“ღე2- (359. ). სამი ძემთხეივითი სიდი- 

დის სისტემა გამოისასება სემთავევითი ვე:როოით ს.მ განხომილებიან 

სივრცეში. სისტემა ” “შემთLეევითი ს-დიღეებისა –– შემთხვევითი ვექ- 

ტოლრით / განზომილებიან სივრცქეში. 

ამ შემთხვევაში შემთხვევით სიდიდეთა სისტემების თეორია განიხი- 

სარგებლობენ რფენთ.ყევრ:2 

ლება, როგორც შემთ:ექეით ეეეტორთა თეორია. 

წინამდებარე ურს. ესარგიალებთ, როგორც ერთი ისე მეორე 

ინტერპრეტაციით. 

გვაქვს, რა საქმე შემთხვევით სიდიდეთა სისტემებთან განეიხილავთ, 
როგორც სრულ ამოზწუოავ მა::სიათე:ლებს – განაწილების კანონებს, 

ასევე არასრულ –-- რიცხვით მახასიათებლებს. განხილვას დავიწყებთ 

ორი შემთხვევითი სედიდეთა სისტეჭის ყველაზე მარტივი შემთხვევიდან. 
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აე ორი მემთსვევითი სიდიდის სისტემის 

განაწილების ფუნჰძჰცია 

ორი შემთხვევითი CV.) სიდიდის სისტემის განაწილების ფუნქცია ეწო- 

დება ორ ერთღროულად შესრულებულ X< და წ <Vყ უტოლობათა ალ- 
ბათობპბას: 

#C, 0)=# (ლე 075<VM). (8.2.1) 

სისტემის გეომეტრიული ინტერპრეტაციისათვის თუ ვისარგებლებთ 

შემთხვევითი წერტილის გამოსახულებით, მაშინ განაწილების #(VI/) 
ფუნქცია არის შემთხვევითი (X,–”/) წერტილების მოხვედრის ალბათობა 

# (+. ყ) წვეროვან უსასრულო კვადრა- 
L ნტში„ რომელიც მის მარცხნივ და 

და) ქვემოთ მდებარეობს (ნახ. 8.2.1). 
“ 

> # ” ანალოგიური ინტერპრეტაციით მო- 

2222>I2I2) 32 ცემული შემთხვევითი X სიდიდის გა- 

2 
  

  | . ნაწილების ფუნქცია--–აღვნიშნოთ იგი =>” 2 

22 , · #,(X)-ითL- წარმოადგენს შემთხვევითი 

წერტილის, მარჯვნიდან Lჯ აბსცისით 

/ რ. / 2221 შემოსაზღვრულ (ნახ. 8.2.2) ნახევარ 

სიბრტყეში მოხეედრის ალბათობას, 

ნახ. 8.2.1. ერთი ა” სიდიდის განაწილების ფუნ- 

ქცია – #. (C/) – ზემოდან ყ ორდი- 

ნატით შემოსახღვრულ ნახევარ სიბოტყეში (მოხვედრის ალბათობაა 

(ნახ. 8.2.3). 

5.2. პარაგრაფში მოვიტანეთ განაწილების ხე ფუნქციის ძი- 

ყ რითადი თვისებები ერთი შემთხ- 

# ; 

    

ვევითი სიდი დისათვის. 

  

ი “ი. 2 

! 
  

ნახ. 8.2.2. ნახ 8.2.3. 
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მოვიტანოთ ანალოგიური თვისებები ფორმულირება შემთხვევით 

სიდიდეთა. სისტემის განაწილების ფუნქციისათვის და ამ თვისებათა თვალ- 
საჩინო ილუსტრაციისათვის ისევ ვისარგებლოთ გეომეტრიული ინტერ- 
პრეტაციით. 

1) განაწილების ჩ”(X, ყ) ფუნქცია თავის ორივე არგემენტის არაკლე– 
ბადი ფუნქციაა, ე. ი. 

როცა X.>X, #(X-, ყ)>>7'(X, V): 

როცა ყა>V, ”(XLVყ.)2>/(X, VI). 
/”(X) ფუნქციის ამ თვისებაში შეიძლება თვალსაჩინოდ დავრწმუნდეთ, 

თუ ვისარგებლებთ განაწილების ფუნქციის, როგორც (LX. V) წვეროიან 

კვადოანტმი მოხვედრის ალბათობის გეომეტრიული «ინტერპრეტაციით 
(ნას. 8.2.1). მართლაც X-ის გადიდებით კვადრანტის მარჯვენა საზღვრის 

მარჯვნივ გადაადგილებით ანდა ყ-ის გადიდებით (ხედა სახლვრის ზემოთ 

გადაადგილებით) ცხადია არ “შეგვიძლია ამ „ვ:დრანტმე მოხზვედრის 
ალბათობა შევამციროთ: 

2. ყველგან – =-ზე განაწილების ფუნქცი: ნულის ტოლია. 

M(C-- ი0ე=M(C-C%, ყ)=ჩ(--თო9,-- 00) = 0. 

ამ თვისებამი თვალსაჩინოდ ვრწმუნდებით კვადრანტის მარჯვენა სახზ- 

ღვრის. უსასრულოდ მარცხნივ გადაწევით (VL-” ი) ან მისი ზედა საზღვრის 

ქვემოთ ჩამოწევით (ყ->-- იი) ანდა ორივე ოპერაციის ერთდოოულად 

შესრულებით. ამ შემთხეევაში ალბათობა კვადრანტმი მოხვედრისას 

მიისწრაფვის ნულისაკენ. 

3) არგუმენტებიდან, როდესაც ერთ-ერთი + «%-ის ტოლია, სისტემის 

განაწილების ფუნქცია გადაიქცევა მემთხვევითი სიღიღის განაწილების 
ფუნქციად, რომელიც მეორე არგუმენტს შეესაბამება: 

#00 + %)=(წ)0ი0. #(-- <.ს)=ჩ.ფ); 

სადაც #)(X), ჩ:(/) –– შესაბამისად ბემთხვევითი X და ჩ/ სიდიდეების გა- 
ნაწილების ფუნქციებია. განაწილების ფუნქციის ამ თვისებაზი შეიძლება 

თვპჰლსაჩინოდ დავრწმუნდეთ, თუ კვადრანტის სახღვრებიდან ერთს ან 

მეორეს + %-სკენ გადავაადგილებთ. ამ დროს ზღვარმი კვადრანტი 

იქცევა ნახევარსიბრტყვედდ რომელზედაც მოხვედრის ალბათობა 
არის სისტემამი შემავალი ერთ-ერთი სიდიდის განაწილების ფუნქცია. 

4. თუ ორივე არგემეიტი ტოლია -+ %, სისტემის განაწილების ფუნ- 

ქცია ერთის ტოლია: 

X(C- CC, + თC)=1. 

მართლაც, როცა X++ %·, ყ-++ თ კვადრანტი რომლის წვეროა (CX, 

ყ) ზღვარში იქცევა მთელ X0ყ სიბრტყედ, რომელზეც მოხვედრა არის 

უტყუარი ხდომილობა. ცალკეული შემთხვევითი სიდიდეთა განაწილე–- 

ბის კანონების განხილვისას (თავი 5) გამოვიყვანეთ შემთხვევითი სიდიდის 
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მოცემული უბნის ფარგლებში მოხვედრის ალბათობის გამოსახულე- 

ბა. ეს ალბათობა ჩვენ გამოვსახეთ როგორც: განაწილების ფუნქციის, 

ისე განაწილების „სიმკვრივის საშუალებით. 

ორი შემთხვევითი სიდიდის სისტემისათვის ანალოგიური საკითხია 

შემთხეევძთთი წეოტილის (+. ბი? ჯX0ყ სიარტყეხე მოცემული # 

ყ არის ფარგლებში მოხვედრის ალბათობა 
(ნახ. 8.2.4). 

შევთანხმდეთ შემთხვევითი |X,პ/| 

წერტილის 0 არეში მოხვედრის ხდომი- 

ლობა, აღვნიშნოთ (X,პ/)–=/) სიმბოლო- 

თი. შმემთსვევითი წერტილის მოცემულ 

არეში მოხვედრის ალბათობა გამოისახება 

ყველაზე მარტივად იმ შემთხვევამი, რო- 
ცა ეს არე წარმოადგენს მართკუთხედს, 

რომლის გვერდები კოორდინატთა ღერძების პარალელურია. გამოვსახოთ 

სისტეჰის განაწილების ფუნქ კიის სამუალებით შემთხვევითი (წერტილის X#X.2V) 

წერტილის /2 მართკუთხედში (რომელიც შემოსახღვრულია თ და წ აბსცი- 
სებით და V/ და 0 ორდინატებით) მოხვედრის ალბათობა (ნახ. 8.2.5). 

ამ დროს უნდა შევთანხმდეთ თუ საით უნდა მივაკუთვნოთ მართ- 
კუთხედის სახლვრები. ანალოგიურად იმისა, როგორც ამას ვაკეთებ- 

დღით ერთი შემთხვევითი სიდიდისათვის შევთანხმდეთ /? მართკუთხეღზი 

ჩავრთოთ მისი ქვედა ღა მარცხენა სახღვრები და არ ჩავრთოთ ზედა და 

მარჯვენა!. მაშინ ხდომილობა (X, ბლ #2 იქნება ტოლძალოვანი ნამრავლი 

ორი ხდომილობისა: თლX<ჩ და ჯ„ლპა”<=8. გამოვსახოთ ამ ხდომილო- 
ხის ალბათობა განაწილების ფუნქციის საზუალებით. 

ამისათვის X0ყ სიბოტყეზე განვიხილოთ ოთხი უსასრულო კვადრანტი, 

რომელთა წვეროები მოთავსებულია წერტილებში (8, #68), (C. 98), 

(ზი.+) და (X,/) (ნახ. 8.2.6). 

  

წახ. 8.2.4. 

  

  

    
          
  

  

  

  

ბL-- 

> 
, 2222 ჩმწმ 

#2 1 > 

1 ნახ, 8,2.5. სწორკუთხედში ჩართული საზღვრები მოცემულია მსხვილი ხახებით 
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ცხადია, /2 მართკუთხედში მოხვედრის ა ლბათობა ტოლია (ჩ, 6)/ვად- 

რანტში მოხვედრის ა ლბათობას მინუს (თ, 6) კვაღრანტმი მოხვედ- 

რის ალბათობა, მინუს (8, 7) კვადრანტში მოხსვედოის ალბათობა, პლუს 
(ლ, 4) კვადრანტში მოხვედრის ალბათობა (რადგან ორჯერ გამოვაკე“ 

ლით ამ კვადრანტში მოხვეღრის ალბათობა). აქეღან მივიღებთ ფორმულ 

რომელიც გამოსახავს მართკუთხედიი მოხვედრის ალბათობას ისაევის 

განაწილების ფუნქციის საშუალებით: 

#CX, V)–/)=#(ჩ,ბტ)––-/”ICC, ბ)–ჩ(ჩ, 7)+#. (C,41). (8.2.2) 

შემდგომში. როღესაც შემოტანილი იქნება სისტემის. განაწილების სიმ- 

კვრივის ცნება, გამოვიყვანთ ფორმულას ”'მემთხვევითი წერტილის ნების- 
მიერი ფორმის არეში მოხვედრის ალბათობისათვის. 

8.3. ორი შემთხვევითი სიდიდის სისტემის 

განაწილეგის სიმკვრივე 

წინა პარაგრაფში შემოტანილი სისტემის მახასიათებელი ე. წ. გა9აწი- 

ლების ფუნქცია –- არსებობს როგორც წყვეტილი, ისე უწყვეტი ნე- 
ბისმიერი შემთხვევითი სიდიდეებისათვის. ძირითადი პოაქტიკული მნიმ- 

ვნელობა აქვთ უწყეეტ მემთხვევით სიდიდეთა სისტემებს. უწყვეტ შემ- 

თხვევით სიდიღეთა სისტემის განაწილე– V 

ბას ჩვეულებრივ ახასიათებენ არა განა- 

წილების ფუნქციით, არამედ განაწილე- 

ბის სიმკვრივით. 
4“ 

აალეილაბაი 
13 

  

# 
  

  

ერთი "მემთხვევძთი სიდიდისათვის ; 

გან-წილების სიმკვოივსს “შემოტანისას I 
განვსაზღვრავდით მას როგორც “«ღვაოს | 

მცირე უბანხე მოხვედრების ალაათობის | 

| 
! 

  

შეფარდებისა ამ უბნის სიგრძესთან, მისი 4: 

უსასრულოდ შემცილებისას. ანალოგიუ- 

რაღ განვსახღლვრავთ ორი სიდიდის სის- 

ტემის განაწილების სიმკვრივეს. 

დავუშვათ გვაქვს ორი უწყვეტი შემთხვევითი სიდიდის სისტემა, 

რომლის ინტერპრეტაციავც ხდება X0Vყ სიბრტყეზე შემთხვევითი წერტი- 

ლით. განვიხილოთ ამ სიბრტყესე მცირე მართკუთხედი #გ. რობლის 
გვერდებია, #L და 4ყ, რომელიც ემიჯნება წერტილს (X. 'I/) კოორდინატე– 

ბით (ნახ. 8.3.1). ამ მართკუთხედში მოხვეღრის ალბათობა (8.2.2) ტოლია 

(X, XV)ლ–IM2ა)=#(I+#40X, ყ+ ტყ) 
–ჩნX+#6X, ყე–-” C, ყ+#ტყ)+# CV, ყ). 

4»     აა
აა
სა
აა
აა
სა
სა
სა
აა
 

ნახ, 8.3.1, 
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ა მართკუთხედში მოხვედრის ალბათობას გავყოფთ ამ მართკუთხედის 
ფაოთხე და გადავალთ ზღვარხე როცა #X-+0, და #Vყ-+0: 

§((X, V)ლ/ზა) _ 

  

III 
აX-+–0 ბააყ 
აყ--0 , 

– II #M(XL--გტა ყ-.-M90)–- ჩ(X + #X, ყ) – ჩ(X, /-L ტყ) + ”(X, წ) 

” ბა–>0 #Xტ·ყ 
ტბყ–ა0 · · (8.3.ს 

დაუშვათ, რომ ფუნქცია #C ს) არა მარტო უწყვეტია, არამედ დი–- 

ფერენცირებადიცა,ა მამინ (8.3.1) ფორმულის მარჯვენას ნაწილი 

MC ყ) ფუნქციის მეორე შერეული კერძო წარმო- 

ებულია X-ით და ყ-ით. აღვნიშნოთ ეს წარმოებული /((ჯ, VI): 

მ“”(+X, წყ) 
XX, /)= Iს 9) ჯმ, = #”,,(X,, ყა. (8.3.2) 

Iთსე ყ) ფუნქციას ეწოდება სისტემის განაწილების სიმკ 

ვრივე. ) 
ამგვარად, სისტემის განაწილების სიმკვრივე წარმოადგენს მცირე 

მართკუთხედში მოხვედრების ალბათობის, ამ მართკუთხედის ფართობ- 

ან შეფარდების ზღვარს, როცა მისი ორივე ზომა ნულისაკენ მიისწრაფ- 
ვის; იგი შეიძლება გამოსახული იქნას სისტემის. განაწილების ფუნ- 

ციის როგორც შერეული მეორე კერძო წარმოებული, ორივე არგუ- 
მენტით. 

თუ ვისარგებლებთ განაწილების სისტემის „მექანიკური“ ინტერ- 

პრეტაციით, როგორც ჯერთეული მასის X0ყ სიბრტყეზე განაწილება, 
მაშინ ფუნქცია /C, VI) წერტილში მასის განაწილების სიმკვრივეა. 

(LV) გეომეტრიულად /(, ყ) ფუნქცია 
შეიძლება გამოისახოს რომელიღაც 

ზედაპირით (ნახ. 8.3.2). ეს ზედაპი- 

– აას რი ერთი შემთხვევითი სიდიდისათ- 

რC7/ სა » ვის განაწილების მრუდის ანალოგი- 
““ ურია და განაწილების ზე- 

დაპირი ეწოდება. თუ განაწილე- 

/ ბის ზედაპირს #ჯ#0ყ სიბრტყის პა- 

Cხ 832 რალელურად გადავკვეთავთ და მიღე- 
– ბულ კვეის დავაგეგმილებთ X0ყ 

სიბრტყეზე, მივიღებთ მრუდს რომლის ყოველ წერტილზე განაწილე- 
ბის სიმკვრივე მუდმივია. ასეთ მრუღეებს ეწოდება თანაბა- 
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რი სიმკვრის მრუღეები. თანაბარი სიმკვრივის მრუღე- 

ები, ცხადია განაწილების ზედაპირის ჰორიზონტალებია. ხმირად მო- 
ხერხებულია განაწილება მოცემული იყოს თანაბარი სიმკვრივის მრუდ- 

თა ოჯახით. 

განვიხილეთ რა განაწილების /(0) სიმკვრივე ერთი შემთხვევითი 
სიდიდისათვის, შემოვიტანეთ „ალბათობის /(0 ძX ელემენტის“ ცნება. 

ეს არის X წერტილთან მიმდებარე ელემენტარულ ძX უბანზე შემთხვე- 

ქეითი X სიდიდის მოხვედრის ალბათობა, „ალბაოობის ელემენტის“ ანალო- 

გიური ცნება ორი შემთხვევითი სიდიდის სისტემისათვისაც შემოიტა- 
ნება. ალბათობის ელემენტი მოცემულ შემთხვევაში ეწოდება გამოსა- 

ხულებას 

MX წ) ძX ძყ. 
ცხადია, ალბათობის ელემენტი არის (X, M) წერტილის მომიჯნავე 

ძX. ძყ გჭქერდებიან მართკუთხედმი მოხვეღრის ალბათობა (ნახ 8.3.3). 

ეს ალბათობა ტოლია პარალელე- 

  

  

  
  

  

  

პიპედისს მოცულობისა,ა რომელსაც – 

ზეძოღან სახღვრავს /(ა, ყ) ზედაპირი ” 
, „ " “ 7 #ყ 

და ელემენტარულ მართკუთხედს (ნა,- ღლაურუო=ლლ 
8.3.4) ეყრდნობა. Vყ 94 

ვსარგებლობთ რა ალბათობის ? 

ელემენტის ცნებით, გამოგვყავს გა- ? 

მოსახულება შემთხვევითი წერტი- – 4 Xჯ 

ლის ნებისმიერ ა) არეში მოხვედ- | 87“ 

რის ალბათობისა. ეს ალბათობა C. გვვ 

ცხადია, “მეიძლება მიღებული იქ- 

ნეს მთელ /#) არეში ალბათობათა ელემენტების შეჯამებით (ინტეგრი- 

რებით): : 

ი(X, V)–ლს)= III ყ)ძ+ა, ძყ. (8.3:3) 

ს არეში მოხვედრის ალბათობა გეომეტრიულად გამოისახება ცილინდ- 

რული C სხეულის მოცულობით, რომლიც ზემოდან შემოსახღვრულია გა- 

ნაწილების ზედაპირით და ეყრდნობა I) არეს (ნახ. 8.3.5ე., საერთო 

(8.3.3) ფორმულიდან გამომდინარეობს /#) მართკუთხედში, რომელიც შე- 

მოფარგლულია თ და ზ აბსცისებით და +/ და 8 ორდინატებით (ნახ. 

8.3.5)., მოხვედრების ალბათობისათვის ფორმულა: 

ჩა 

–(CX, #)CM)= | |”. V) ძი ძ/ (8.3.4) 
Cდ 
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ნახ. 8.3.4. ნახ. 8.3.5. 

იმისათვის, რომ /(V, ყ) სისტემის განაწილების ფუნქცია გამოვსახოთ გა- 

ნაწილების /(X, #) სიმკვრივით, ვისარგებლოთ (8.3.4) ფორმულით. გა- 

ნაწილების #CX; ყ) ფუნქცია ეს არის უსასრულო კვადრანტში მოხვედრის 

ალბათობა; ეს უკანასკნელი შეიძლება განვიხილოთ როგორც მართ- 

კუთხედი, რომელიც შემოფარგლულია –– 8 და ჯ აბსცისებით ––=<და V 

ორდინატებით. (8.3.4) ფორმულით გვაქვს: 

+ MM 
ჩC% #)= 1 | IX, ყ)ძX ძყ (8.3.5) 

. -9<9 თ 

ადვილი”- დავრწმუნდეთ სისტემის განაწილების სიმკვრივის შემდეგ 

თვისებებში. 

1) სისტემის განაწილების სიმკვრივე დადებითი ფუნქციაა: 

ICC Vყ)>>0. 

ეს ცხადია იქიდან, რომ განაწილების სიმკვრივე არის ორი არაუარ- 
ყოფითი სიდიდის შეფარდების ზღვარი: მართკუთხედში მოხვედრების 
ალბათობისა და მართკუთხედის ფართისა. ამიტომ „არ შეიძლება უარყო- 

ფითი იყოს. . 

2) სისტემის განაწილების სიმკვრივიდან ორჯერადი ინტეგრალი, რომ- 

ლის საზღვრები უსასრულოა, ერთის ტოლია 

ლ 

I (თ იძ» ძყ=1. (8.3.6) 
–ი 
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ეს ჩანს იქედან, რომ (8, 3.6) ინტეგრალი არის მთელ ჯ0ყ სიბრტყეში 

მოხვედრების ალბათობა, ე. ი. უტყუარი ხდომილობის ალბათობა. 

გეომეტრიულად ეს თვისება ნიშნავს, რომ განაწილების ზედაპირით 

და X0ყ სიბრტყით შემოფარგლული სხეულის სრული მოცულობა ერთის. 
ტოლია. 

მაგალითი 1. ორი შემთხეევით CV) სწოიღეთ, სიცზემა დაკვემრებ.რენ.ულია 

განაწილების კანონს, რომლი” სიმკვრი“ეა 

1 

მოენასოთ განაწილების ”M(». .ყ) ფუ§ნ“ცია, 

განესაზღეროთ შემთხიევ-თი (X. 1) წერტილის /#? კეადრატ4შა (ნახ, 8,3,6) მოხაედრის 

ალბათობა 

ამოზსნა, /X ყ), განააილების ფეზ1ციას 

  

  

ექეპოულობთ (8.3.5) ფორმულით. 

–.' 
L ძXძყ 

/7იი– | -– – - = 
(1 --X”M#1-- ყ?წ) 

ლი – ი 

1 ჭ( 1 1 , 1 1 

= ( -–ეI1CXჯX LL –იიწყ- – 

(გ +9MX #2 I 9944 +) ნახ, 8.3.6, 

M მართკუთხელში მ” ვეღრის ალბათობას ვპოულობთ (8.2.4) ფორმულით, 

1.1 1 | 

1.( ძXLძ” უი...” (1 
–(,X, 7)-–V/?)=: - წვე <1 – ა-ი %:= – 

· (1--X-)(1--ყ) >" 
009 0 

მ» გალითი 2. (Xა)) სიატევის გან-ყილუბის ზედაპირი წესიერი კონუსია.. 'ტომ- 

ლის ფუძეა კოროდინატთა სათავ” ჯან /? რადიუსიანი წოე. დაე7ეროთ განაწილების “სიმ– 

კვრივის გამოსახულება. 

  

  

“ V) 

” აფ ჯ„ყდ 

ნახ. 8.ა.7. ნახ. 8.3,8. 
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განესაზღვროთ ალაათოაბა. იპისა, რომ შემთხვევითი წერტილი (ს. ყ) მოხეღება 0 

რად-უსიან # წლღეჰპი (ნახ. 8.2,7). თანაც C</?. 

ამოხსნა. განაწილების სიმკვრივის გაპოსახულება # “რის შიგსათ მოისცხება 

8.3.8 ნახ-დან, · 

- I" –-– 
/თი ყ)5 <+- (#-V X--ყ!). 

სადაც # – კონუსის სიგაღლეა. # სიღიღეს განვესაზღე რაგთ, ისე, რომ კონუსის მოცუ- 

)1 
ლობა იყოს ერთის ტოლი ყოგავინი , საიდანაც 

ვ 

ა). 

– Xბ->- V?), 

#23 '” 
წრეში მოხეედრის ალბათობას განესაზღვრავთ (8. 1.4) ფორმულით: 

==   

  

IX, ყ)= 
11 

MXMC#%=1! ICს, ყ) ძX ძყ. (მ.3.7) 

(/0 

(8.3.7) ინტეგრალის გამოსათელელაღ მოხერსებულია გადავიდეთ (, «დ, პოლარულ 

კოორდინატთა „ სისტემაზე: 

ძ 
3 

IXV(X, ))ლ=#%)== -(/ <2 (1--)”/ ძ, ძდ = 

0 “
ლ
ლ
ვ
 

ი 

= დემი ძ-=3( > ) –?( + ) 

8.(. სისტემაში შემავალ ცალკეულ სიდიდეთა განაწილების კანონები. 

განაწილების პირობგითი კანონები 

ვიცით რა ორი შემთხვევითი სიდიდის სისტემის განაწილების კანონი, 

ყოველთვის შეიძლება განვსახლღვროთ სისტემამი შემავლ ცალკეულ 
სიდიდეთა განაწილების კანონი: 8.2. –- პარაგრაფში უკვე გამოვიყვა- 

ნეთ სისტემაში შემავალ ცალკეულ სისდიდეთა განაწილების ფუნქციის 
გამოსახულება სისტემის განაწილების ფუნქციის საშუალებით, სახელ- 
დობრ, ვაჩვენეთ, რომ 

L, %)= C%, ==); ”ა(ყ)5=–X# («, ყ). (8.4.1) 

გამოვსახოთ ახლა სისტემაში შემავალი „თითოეული სიდიდის განაწილე– 

ბის სიმკვრივე სისტემის განაწილების სიმკვრივის საშუალებით. ვსარგებ- 
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ლობთ რა (8.3.5) ფორმულით, რომელიც გამოსახავ, განაწილების 

ფუნქციას სიმკვრივის მეშვეობით, შეგვიძლია დავწეროთ: 

ჯ თ 

ჩ, 00=-ჩ” 6, %)= I I IC, ყ) ძX ძყ, 
– თ –-თ 

თუ გავაწარმოებთ Xჯ-ით მივიღებთ, X სიდიდის გახაწილების სიმკვრივის 
გამოსახულებას: 

I”, (C0=#ჩ”)(X)= I I(X, ყ) ძყ. (8.4.2) 

–თ 

ანალოგიურად 

/: (ყ/)=#”ა (ყ)= | I(X, ყ) ძX. (8.4.3) 

ამგვარად, იმისათვის, რომ მივიღოთ სისტემაში შემავალი ერთი დღომე- 

ლიმე სიდიდის სიმკვრივე, საჭიროა სისტემის განაწილების სიმკვრივე 

მეორე "შემთხვევითი სიდიდის 'მესაბაპისი არგუმენტით გავაინტეგროთ 
უსასრულო ზღვრებში. 

(8.4.1);; (8.4.2); (8.4.3 ფორმულები შესაძლებლობას იძლევა 

ვიცით რა სისტემის განაწილების კანონი (მოცემული ფუნქციის განა- 

წილების ან მისი სიმკვრივის სახით), მოვნახოთ სისტემამი “რშემავალი 

ცალკეულ სიდიდეთა განაწილების კანონები. ბუნებრივია წარმოიშო- 

ბა საკითხი შებრუნებული ამოცანის შესახებ: ხომ არ შეიძლება სისტე– 

მაში შემავალ ცალკეულ სიდიდეთა განაწილების კანონის მიხედვით აღ–- 
ვადგინოთ სისტემის განაწილების კანონი. თურმე ზოგად შემთხვევა- 

ში ეს არ შეიძლება გაკეთდეს: ვიცით რა მხოლოდ სისტემამი შემავა- 

ლი ცალკეულ სიდიდეთა განაწილების კანონები, ყოველთვის როდი 

შეიძლება სისტემის განაწილების კანონის მონახვა იმისათვის, რომ 

ამომწურავად დახასიათდეს სისტემა, არ არის საკმარისი სისტემაში შე- 

მავალი თითოეული სიდიდის განაწილების ცოდნა; საჭიროა ვიცოდეთ, 

სისტემაში შემავალ სიდიდეთა მორის დამოკიდებულება. ეს დამოკიდე- 

ბულება შეიძლება დახასიათდეს ე. წ. განაწილების პირ'ობი- 

თი კანონებით. (X. -»V) სისტემაში შემავალი X სიდიდის განაწი- 

ლების პირობითი კანონი ეწოდება მისი განაწილების კანონს, რომელიც 

გამოთვლილია იმ პირობებით, რომ სხვა ძემთხვევითმა პ7 სიდიდემ მი– 

იღო გარკვეული მნიშვნელობა V. .., 

განაწილების პირობითი კანონი შეიძლება მოცემული: იქნას, როგორც 

"განაწილების ფუნქციით, ასევე სიმკვრივით. პირობითი განაწილების 

ფუნქცია აღინიშნება L(X/ყ)-ით, ხოლო პირობითი განაწილების სიმკვრი- 
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ვე /(X V)-ით. ვინაიდან უწყვეტ სიდიდეთა სისტემებს აქვთ ძირითადი 

პრაქტიკული მნიშვნელობა. მოცემულ კურსში მემოვიფარგლებით განა- 
წილების სიმკვრივის სახით მოცემულ პირობითი კანონების განხილვით. 

რომ უფრო თვალსაჩინოთ ავხსნათ განაწილების პირობითი კანონის 

ცნება. განვიხილოთ მაგალითი. შემთხვევითი სიდიდეთა L და C0 სის- 

ტემა კულრვის ნამსხვრევის სიგრძე და წონაა. დავუ მეათ, რომ გვა- 

ი5ატერესებს ნამსხვრევის L სიგრძე მისი მასისაგან დამოუკიდებლად: ე) 
არას /,; (/) სიმკვრივიანი განაწილების კანონს დაქვემდებარებული შემთ- 

·ხვევითი სიდიდე. განაწილების ეს კანონი ჩვენ შეგვიძლია გამოვიკვლიოთ 

უკლებლივ ყველა ნამსხვრევის განხილვით და შევაფასოთ ისინი მხო- 
ლოდ სიგრძის მიხედვით. /,(0 არის ნამსხვრევების სიგოძის განაწილების 

უპირობო კანონი. მაგოამ შეიძლება. გვაინტერესებდეს გარკვეული, მა- 

გალითად 1ი გ-ნი მასის ნამსხვრექის სიგრძის განაწილების კანონიც. 

იმისათვის, რომ იგი განვსახღვროთ გამოვიკვლევთ არა ყველა ნამსხვ- 

რევს, არამედ გარკვეელი მასის მქონე ჯგუფს, რომელშიც მასა დაახლო- 

ეაით 10 გ-ის ტოლია და მივიღებთ 10 გ მასის ნამსხვრევების სიგრძის 

განაწილების პირობით კანონს /, (I/ძ) სიმკვრივით. როცა 0->10 გ. 

განაწილების ეს პირობითი კანონი საერთოდ განირჩევა /, (0 უპირობო 

კანონისაგან: ცხადია, უფრო მძიმე ნამსხვრევს უნდა გააჩნდეს აგრეთვე 

უფრო მეტი სიგრძე: მაშასადამე, ნამსხვრევის სიგრძის პირობითი გა– 

ნაწილების კანონი არსებითად დამოკიდებულია მისი ძი მასისაგან. 

ვიცით რა სისტემამი შემავალ ერთ-ერთი სიდედეთაგანის განაწი- 

ლების კანონი და მეორის პირობითი განაწილების კანონი, შეიძლება 

შევადგინოთ სისტემის განაწილების კანონი. გამოვიყვანოთ ფორმულა, 

რომელიც გამოსახავს ამ დამოკიდებულებას უწყვეტი შემთხვევითი სიდი- 

დეებისათვის. ამისათვის ალბათობის ელემენტის ცნებით ვისარგებლოთ. 

.V განვიხილოთ (X, ყ) წერტილხე მიმ- 

I დებარე ელემენტარული /#, მართ- 

უ კუთხედი, რომლის გვერდებია ძ»X, 

–%94 ძყ (ნახ 8.4.)). ამ მართკუთხედში 
-2722>2222122222=> 22222 ,' 
  მოხვედრის ალბათობა––ალბათობის 

/თ ყა ძX ძყ ელემენტი–-–ტოლია 
შემთხვევითი “ (XV, თ») წერტილის 

ძX, ძყ მონაკვეთებხე დაყრდნობილი 

1 და მე-2 ელემენტალურ ზოლში 

ერთდროული მოხვედრების ალბა- 

თობისა: 

        
ICს ყ)ძX ძყ=(X. V)ლ)?ყ)= 

=/(XლX<Xჯ+ძ»ა) (/<VXV<Vყ-Lძყ)). 
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ამ ორი ხდომილობის ნამოავლი, ალბათობათა გამოავლების თეორე 

მის მისედვით I და II ელემენტარულ ზოლში მოხვედრების ალბათობის 

ნამრავლის ტოლია, რომელიც გამოთვლილია ხდომილობის დროს. ეს 

პირობა ტოლძალოვანია X X პირობისა. მაშასადამე. 

Iს ყ) ძა ძყ ჩ 0ე ძX /C/Iი) ძე. 

საიდა'აც 

I(X, ყ)=/,/I(X) /|CVIX, (გ.4.4.) 

ე. ი. ორი სიდიდის სისტემის განაწილების სიმკვრივე ტოლია სისტემაწი 

შემავალ ერთ-ეოთი სიდიდეთაგანის განაწილების ს-მკვრივის ნამრავლისა 

მეორე სიდიდის პირობით სიმკვრივეზე, რომელიც გამოთვლილი. იმ 
პირობით, რომ პირველმა სიდიდემ მიიღო მოცემული მნიშვნელობა. 

8.4.4 ფორმულას ხმირად განაწილების კანონების გამ- 

რავლების თეორემას უწოდებენ. “შემთხვევით სიდიდეთა 

სქემის ეს თეორემა ანალოგიურია ლაათობათა გამრავლების თეორემისა 

ხდომილოლბათა სქემიდან. ცბადია. (8.4.4) ფორმულას შეიძლება მიე- 

ცეს სხვა სახე, თუ მოცემულია არა ს სიდიდე არამედ V სიდიღის 

მნიშვნელობა: 

I(X. ყ)=/ა(ყ)/(XIV)- (8.4.5) 

თუ ამოვხსნით (8.4.4) და (8.4.5) ფორმულებს /VV/ X) და /(X ყ)-ის მი- 
მართ. მივიღებთ განაწილების პირობითი კანონების გამოსახულებას 
უპირობო კანონების საშუალებით: 

II/IX) . /). | 

| (X ზ.4.6) 
M9VVI. (0.4.0) 

(XVI#/) = (ოი) | 
ანდა (8.4.2) და (8.4.3) ფორმულების გამოყენებით 

ICI IX) = IC _მე1.#M ') 

I IIო./ძ/. ! 
ი ' (8.4.7) 

ს წიი IX. ყIძX 
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8... დამოკიდებული და დამოუკიდებელი შემთხვევითი სიდიდეეები. 

შემთხვევით სიდიდეთა შესწავლისას ყურადღება უნდა მივაქციოთ 

მათი დამოკიდებულობის ხარისხს და ხასიათს. ეს დამოკიდებულება შეი- 

ძლება მეტ-ნაკლებად მჭიდროდ ან მკაფიოდ იყოს გამოსახულია. ზო გ 

შება ხვევაზი შემთხვევით სიდიდეთა მორეს დამოკიდებულება ”შეიჭლე- 

ბა იყოს იმდენად მჭიდროდ რომ თუ ვიცით მნიშვნელობა ერთი შემთა- 

ვევითი სიდიდისა, შეიძლება ზუსტად მივუთითოთ მეორის მნიშვნე- 

ლობა. მეორე უკიდურეს შემთხვევაში დამოკიდებულება შემთხვევით 

სიდიდეებს შორის ისე სუსტი და დამორებულია, რომ ისინი პრაქტი- 

კულად დამოუკიდებლად შეიძლება ჩაითვალოს. 

| დამოუკიდებელი შემთხვევითი სიდიდეების ?ცნება--ერთ-ერთი მნიშ- 

ვნელოვანი ცნება ალბათობათა თეორიისა. 

შემთხვევით ა/ სიდიდეს ეწოდება დამოუკიდებელი შემთხვევით” X 

სიდიდისაგან, თუ პ/ სიდიდის განაწილების კანონი X სიდიდის მიღებუე- 

ლი მნიშვნელობისაგან არაა დამოკიდებული. 

უწყვეტი შემთხვევითი სიდიდეებისათვის პირობა პ/-ის დამოუკიდე- 

ბლობისა X-საგან შეიძლება დაიწეროს შემდეგი სახით: 

I(ყ IX)=/ა() 

ნებისმიერი ჩწ”-სთვის. პირიქით, იმ შემთხვევაში, 1როცაკ) პ/ დამოკიდებუ- 

ლია X-საგან, მაშინ 

IV IX)5-,აCV).· 

დავამტკიცოთ, რომ შემთხვევით სიდიდეთა დამოკი- 

დებულებაან (დამოუკიდებლობა ყოველთვის 
საურთიერთოა: თუკი / სიდიდე არ არის დამოკიდებული 

X-ხე, მაშინ X სიდიდე არ არის დამოკიდებული პ/-საგანი მართლაც, 

დავუშვათ ა” არ არის დამოკიდებული X-საგან;: 

I(ყIX)=/აფ). (8.5.1) 

(8.4.4) და (8.4.5ე0 ფორმულებიდან გვაქვს 

8” 00IC(V IX) =/-(ყ)I(XIV), 

საიდანაც (8.5.1), მხედველობაში მიღებით შეიძლება დავწეროთ 

/CIყა=ჩ (00, რ. დ. გ 

ვინაიდან შემთხვევით სიდიდეთა დამოკიდებულება და დამოუკიდებ- 

ლობა საურთიერთოა (შექცევადია), შეიძლება: ჩამოვაყალიბოთ დამოუ- 

კიდებელ შემთხვევით სიდიდეთა ახალი განსაზღვრება. 

X და V შემთხვევით სიდიდეებს ეწოდებათ 

დამოუკიდებელი, როცა თითოეული მათგა- 
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ნის განაწილების კანონი არ არის დამოკიდე- 

ბული იმისაგან, თუ რა მნიშვნელობა მიიღო 
მეორემ. წინააღმდეგ შემთხვევაში X და ა/ სიდიდეებს დამოკიდე - 
ბული ეწოდებათ. 

დამოუკიდებელი შემთხვევითი სიდიდეებისათვის განაწილების კანო- 
ნების გამრავლების თეორემა ღებულობს სახეს: 

(CV = ს CI0/-.(V), (8.5.2) 

ეე ი დამოუკიდებელ შემთხვევით სიდიდეთა 

სისტემის განაწილების სიმკვრივე ტოლიასის- 

ტემაში შემავალ ცალკეულ სიდიდეთა განაწი- 

წილების სიმკვრივეთა ნამრავლისა. 

(8.5.2) პირობა შეიქლება განვიხილოთ, როგორც: აუცილებელი და 
საკმარისი პირობა შემთხვევით სიდიდეთა დამოუკიდებლობისა. 

ხშირად თვით /(, V) ფუნქციის სახითაც შესაძლოა დავასკვნათ. რომ 

X, პ/ შემთხვევითი სიდიდეები დამოუკიდებელია. სახელდობრ, თუ გა- 

ნაწილების / (X, V) სიმკვრივე იმლება ორი ფუნქციის ნამრა-ლად, რომ- 

ლიდანაც ერთი დამოკიდებულია მხოლოდ Xჯ-ზე, მეორე მხოლოდ V-ზე. 

მაშინ შემთხვევითი სიდიდეები დამოუკიდებლებია. / 
მ:გალით“, (X, 7) ს-სტეძის გ:ნ,ყწილებ-ს ს-მკერი:ეს აქეს ს ხი: 

1 

I:X, ს) = ი, ი. 5, სა, ი · 

XI I(XI-- 9ყ”--XIყ--L1) 
განვსაზღვროთ დამოუკიდებელია თ= ღდა?ოკილებული შემთხვევით: X და »V სიდი- 

ღეები. 
ამოხსნა. მნიძვნელის თანამაზრავლებად დაშლით, მივიღებთ: 

1 1 
ჯუვ_–______ 

(აი წ 21.1) X-+–-VI) 
+ 

იქიდან, რომ ფუნქცია /(V= ყ) დაიშალა ორ” ფუნკცი-ს ნამრავლად. როპელთაგან ერთი 
დამოკიდებულია X-საგან, ხოლო მერ“: ყ-– საგან, ვასკვნით, რო2 .თV რია -·V სიდილე- 

ებ დამოუკიდებელია. მართლაც. 15.+.2) და (ნ.4.3) ფორმელების გამოყენებ-თ, 

გვაქს: 

  

== 

? “4 1 

/) (+)= 21(1--ჯ?) ) :((1–ყბ) ი უ(1<+2)“ 
–ა 

ანალოგიურად 

I:(ყ)-= 50 ებ)” 

საიდანაც ვრწმუნდებით რომ . 

I(X. ყ)-=/ (0. /:() 

და, მაშასადამე X და ბპ” სიდიდეები ღამოუკიდებელია, 
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შემთხვევით სიდიდეთა დამოკიღებულებაზე ან დამოუკიდებლობაზე 

მსჯელობის ზემოთ აღნიშნული კრიტერიუმი გამოდის იმ დამშვებე- 

დან რომ სისტემის განაწილების კანონი ჩვენთვისს ცნობილია. 
პრაქუიკაში ხშიოად პირიქით გვხვდება: (X. პ/) სისტემის განაწილების 

კანონი არ არის ცნობილი: ცნობილია მხოლოდ სისტემაში შემავალ ცალ- 

კეულ სიდიდეთა განაწილების“ კანონი და გვაქვს საფუძველ ჩავ- 
თვალოთ. რომ %X და ბ? სიდიდეები დამოუკიდებელი არიან. მაშინ შე- 
იძლება დავწეროთ სისტემის განაწილების სიმკვრივე. როგორც ნამ- 

რავლი სისტემაჭი შემავალ ცალკეულ სიდიდეთა სიმკვრივეებისა. 

აევჩერდეთ ოამდენადმე დაწვრილებით შემთხეევით სიდიდეთა „და- 
მოკიდებულობის.· და „დამოუკიდებლობის. მნიშვნელოვან ცნებებზე. 

შემთხვევით სიდიდეთა „დამოკიდებულების“. ცნება რომლითაც ვსარ- 

გებლობთ ალბათობათა თეორიამი, რამდენადმე განსხვავდება „დამო- 
კიდებულების»„ ჩვეულებრივი ცნებისაგა,„ რომელსაც მათემატიკაში 

ვაყენებთ. მართლაც, ჩვეულებრივ სიდიდეთა „დამოკიდებულების“ ქვეშ 
გულისხმობენ დამოკიდებულების მხოლოდ ერთ ტიპს--სრულს, მკაცრს 

(ხუსტა). ე. წ ფუნქციონალურ დამოკიდებულებას. ორ X და ა” 
სიდიდეს ეწოდება ფუნქციონალურად “დამოკიდებული, თუ ვიცით, ერთ- 

ერთი მათგანის მნიშვნელობა; შესაძლებელია ზუსტად მივუთეთოთ მეო- 

რის მნითძვნელობა. 

ალბათობათა თეორიამი ვხვდებით დამოკიდებულების უფრო ზოგად 

ტიპს, ალბათობითს ანდა „სტოქასტიკურ“ დამოკიდებულებას. თუ პ/ 

და X სიდიდეს მორის ალბათობრივი დამოკიდებულებაა, მაშინ ვიცით 

რა X მნიშვნელობა, არ შეიძლება ზუსტად მივუთითოთ ა/”-ის მნიშევნე- 

ლობა. არამედ X სიდიდის მიღებული მნიშვნელობისაგან, შეგვიძლია 
მივუთითოთ მხოლოდ მისი განაწილების კანოწი. 

ალბათობითი დამოკიდებულება შეიძლება იყოს მეტ-ნაკლებად 

მჭიდრო: ალბ:თობითი დამოკიდებულების სიმჭიდროვის გახრდის მ"- 

ხედვით, იგი. უფრო და უფრო უახლოვდება ფუნქციონალურ დამოკი- 

დებულებას ამგვარად ფუნქციონალური დამოკიდებულება შეიძლე- 

ბა განვიხილოთ. როგორც უკიდურესი ზღვრული შემთხვევა ყველახე 

მპიდოო ალბათობითი დამოკიდებულებისა. 

მეორე უკიდურესი შემთხვევაა–- შემთხვევით სიდიდეთა სრული დამო– 

უკიდებლობა. ამ ორ კიდურ შემთხვევათა შორის მდებარეობს ალბათო- 

ბითი დამოკიღებულების ყველა გრადაცია--ყველაზე ძლიერიდან ყველაზე 
სუსტამდე. ის ფიზიკური სიდიდეები, რომლებსაც პრაქტიკაში ვთვლით, 

როგორც ფუნქციონალურად დამოკიჯებულად, სინამდვილეში დაკავ- 

მირეხულია ფრიად მჭიდრო ალბათობითი დამოკიდებულებით: ერთ 

ერთი ამ სიდედეთაგანი მოცემელი მნიშვნელობისას მეორე შეიძლება 

იმდენად ვიწრო "საზღვრებში იცვლებოდეს, რომ იგი პრაქტიკულად გან- 
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სახღვრულად შეიძლება ჩავთვალოთ. მეორეს მხრივ ეს სიდიდეები. რომ- 

ლებსაც პრაქტიკაში ღამოუკიდებლად ეთელით. სინამდეილემი რამღე- 

ნადმე ურთიერთ დამოკიდებულებაშია, მაგრამ ეს დამოჯიდებულება 

იმდენად სუს2,ა. რომ პრაქტიკული მიზნეჯისათვის იგი “რმმეიქლება 

უგულვებელეყოთ. 
შემთხვევით სიდიღეთა მორის ალბათობითი დამოკილებულებ,ა პრა1- 

ტიკაში ხშირაღ გვხვდება. თუ შემთხეევითი „V და ბ” სიდიდეები ალღბათუ- 

ბით დამოკიდებულობაზია. ეს არ ნიზნავს. რ-.მ X სიდიდის შეცვლით >” 

სიდიდე შეიცვლება სრულიად განსახღვრული სახით: ეს მხოლოდ აღ- 

ნიშნავს, რომ „V სიდიდის შეცვლით ა/ სიდიდეს აგრეთვე შეცვლის ტენ- 

დენცია აქვს (მაგალითად. X-ის გადიღებისას მოიმატოს ან დაიკლო!). 

ამ ტენდენციის დაცვა ხდება მხოლოდ „სამჟალოდ“, ზოგაღ შტრიხებ- 

ში და ყოველ ცალკეულ შემთხვევებში მესაძლოა მისგან გადახვევები. 

განვიხილოთ. მაგალითად ორი შემთხვევითი სიდიდე: X – სიმაღლე ალალ- 

ბედზე არჩეული კაცისა. -V”-მისი მასა. ცხადია „XX და ” სიდიდეები გან- 

სასღვრულ ალბათობით დამოკიდებულებაშია. ეს ნიშნავს, რომ საერთოდ 

ადამიანებს, რომლებსაც აქვთ დიდი სიმაღლე. აგრეთვე (მასაც ღიღი 
აქვთ. : შესაძლოა შევადგინოთ კიდეც ემპირიული ფორმულა. რომე- 

ლიც მიახლოებით ამ ალბათობით დამოკიდებულობას ფუნქციონალურით 

ფეცვლის. ასეთია, მაგალითად, საყოველთაოდ ცნობილი ფორმულა, რო- 

მელიც მიახლოებით გამოსახავს სიმაღლესა და მასას მორის დაზო- 

კიდებულებას: 

V (7გ) = X(სმ)–– 100. 

მსგავსი ტიპის ფორმულები. ცხადია. არახუსტია და გამოსახავენ მხო- 

ლოდ რომელიღაც საშუალო მასიურ კანონზომიერებას, ტენდენციას. 

რომლისაგანაც ჯოველ ცალკეულ შემთხვევაში შმესაძლოა გადახვევები. 

ზემოთ მოტანილ მაგალითში საქმე გექონდა ცხადად გამოსახულ 

დამოკიდებულების შემთხვევასთან. განვიხილოთ ახლა ორი ასეთი შემ- 

თხეევითი სიდიდე: X მასა ალალბედზე არჩეული კაცისა; 2-მისი წლო- 

ვანება. ცხადია, მოზრდილი კაცისათვის X და 7 სიდიდეები პრაქტიკუ- 

ლად შეიძლება ჩაითვალოს დამოუკიდებლად: პირიქით, ბავშვისათვის 

X და 2 სიდიდეები წარმოადგენენ დამოკიდებულს. 

მოვიყვანოთ კიდევ რამდენიმე მაგალითი ისეთი შემთხვევითი სიდი- 

დეებისა, რომლებსაც დამოკიდებულების სხვადასხვა ხარისაი აქვთ: 

1. ქვებიდან რთომლებიკცკ შეადგენენ ღორღის გროვას ალალბედზე 

შეირჩევა ერთი ქვა. შემთხვევითი სიდიდე C--ქვის მასა: შემთხვევითი 

სიდიდე L-- ქვის უდიდესი სიგრძე. 0 და L სიდიდეები აშკარად გამო- 

სახულ ალბათობით ·დამოკიდებულებაშია. 

“ა
 

CC



2. ოკეანის მოცემელ რაიონში წარმოებს რაკეტით სროლა. #X სი- 
დიდე მოხვედრის წერტილის გრძივი შეცდომაა (მიუწვდენლობა, გადა- 

ცილება) #V-- შემთხვევითი სიდიდე –- რაკეტის მოძრაობის აქტიური 

უბნის ბოლოს სიჩქარეში შეცდომა. 

#·X და #V სიდიდეები კ ხადად დამოკიდებულია. რადგან #V შეცდო- 
მა, გრძივი 4X შეცდომის გამომწვევი ერთ-ერთი მთავარი მიხეზია. 

3. საფოენი აპარატი, ახდენს დედამიწის ზედაპირიდან სიმაღლის გა- 

ზომვას ბარომეტრული ხელსაწყოს მეშვეობით. განიხილება ორი შემ- 

თხვევითი სიდიდე: (იხ – სიმაღლის გაზომვისას შეცდომა და C6– საწვავის 

მასა, რომელიც “შემოინახა საწვავის ავხებში გახომვის მომენტისათვის. 

აწ და 0 სიდიდეები პოაქტიკულად შეიძლება ჩაითვალოს დამოუკიდებ- 

ლად. 

მომდევნო პუნქტში გავეცნობით შემთხვევით სიდიდეთა ზოგიერთ 
რიცხვით მახასიათებლებს, რომლის მიხედვითაც გვექნება შესაძლებლო- 

ბა შევაფასოთ ამ სიდიდეთა დამოკიდებულობის ხარისხი. 

8. 0. ორი შემთხვევითი სიდიდის სისტემის რიცხვითი მახსასიათებლები 

კორელაციური მომენტი. კორელაციის კოეფიციენტი 
ა · 

მე-5 თავში განსახილველად შემოვიტანეთ ერთი შემთხვევითი X 
სიდიდის რიცხვითი მახასიათებლები –- სხვადასხვა რიგის საწყისი და 

ცენტრალური მომენტები. ამ მახასიათებლებიდან ყველახე მნიშვნელო- 

ვანია ორი: მათემატიკური /7. ლოდინი და LI, დისპერსია. ანალოგიუ- 

რი რიცხვითი მახასიათებლები -- სხვადასხვა რიგის საწყისი და (ენტრა- 

ლური მომენტები –– შეიძლება აგრეთვე ორი შემთხვევითი სიდიდის 

სისტემისთვისაც შემოვიტანოთ. 

(X, XV) სისტემის #7, § რიგის საწყისი მომენტი ეწოდება 

X"Mის ბ7-ხე ნამრავლის მათემატიკურ ლოდინს: 

0, = /VVII XMXV%I, (8.6.1) 

(CV, ბი სისტემის #, §-რი რიგის ცენტრალური მომენტი ეწოდება შესაბა- 

მისი დაცენტიებულ სადადეთა #”#-ური და §-ური ხარისაის ნამრავ- 

ლის მათემატიკურ ლოდინს: 

„XX+> MIX"VIMI, ' (8.6.2) 

საღაც 

1=X·--» ჯ: V=V- /.. 

18;



ამოვიწეროთ ფორმულები, რომლებსაც ვიყენებთ მომეზტთა უმუალოდ 

გამოთვლისათვის. წყვეტილი შემთხვევითი სიდიდეთათვის 

C#VV-- 2.2 X"ყ, ი. (8.6.3) 

(1-7 

ს M.§=: 2,2 ,(I-–- I 9"(/,-–ჩ.)"ჩ,). 
(8.6.4) 

(I 
სადაც 

0), - ჩ(X = X)(V =- (77), 

ალბათობაა იმისა, რომ IX, ბპ”) სისტემა მიიღებს (ჯ,, ყ,) მნიშვნელობებს 

ხოლო აჯამვა შემთხვევით X. +( სიღიდეთა ყველა შესაძლო მნიშვნელო– 

ბებზე ვრცელდება. 
უწყვეტი შემთხვევითი სიდიდეებისათვის: 

CIა=” | ( Xაყ? (X, ყ) თX ძყ. (8.6.5) 

ლ 

(Lს.ა= LV (V– MI)” ყ–-/1 ,)'!((ტ0ყ)ძXიყ, (8.6.6) 

სადაც /(აყ)--სისტემის განაწილების სიმკვრივეა. გარდა # და § რიცხვე- 

ბისა, რომლებიც ატასიათებენ მომენტრა რიგს, ცალკეულ სიდიდეთა 
მიმართ განიხილება კიდევ #“+- 5 მომენტის ჯამური რიგი რომელიც 

X და V-ის ხარისხის მაჩვენებლების ჯამის ტოლია. ჯამური რიგის შესა- 
ბამისად მომენტთა კლასიფიკაცია ხდება პირველი, მეორე და ა. შ. პრაქ– 

ტიკაში ჩვეულებრივ მხოლოდ პირველი და მეორე მომენტი გამოიყენება. 

პირველი საწყისი მომენტებე წარმოადგენენ ჩვენთვის უკვე ცნობილ 

მათემატიკურ ლოღინს სისტემაში შემავალ X და პ/ სიდიდეებისათვის: 

M1+=C).ე=> ,ს1I.X1 9?) =..MI.X I, 

MI ,=-Cე-1=: „VII X9)”!|=:/VIIV I. 

თვით მათემატიკური /!.. II) ლოდენთა ერთობლიობა წარმოადგენს 

სისტემის მდებარეობის მახასიათებელს. გეომეტრი- 

ჯჭჯულად ეს მუაწერტილის კოორდინატებია სიბრტყეზე, „რომლის ირგ- 
ვლიევაც წარმოებს (X. ბ? წერტილის გაფანტვა. 

გარდა პირველი საწყისი მომენტებისა, პრაქტიკაში ფართოდ გა- 

მოიყენება კიდევ სიატემის მეორე ცენტრალური მომენტები. ორი მათ- 
განი -X და პ/ სედღიდეების ჩვენთვის უკვე ცნობილი დისპეოსიაა: 

ხ.-ს #4IX2 )/ პ)= MIX9)=ნIXI, 

–):- IL == /MLX972|= M(X9I =MIV I, 
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ლომლებიც ახასი: აღებენ ჰემთL ვევითი წერტ“ ლის გ აფანტვას 0: ღა 0) 

ღერძების მიმართულებით. 

როგორც სისტემის მახასიათებელი მეორე მერეული 

ცენტრალური მომენტი განსა,უთრებული მნიშვნელო- 

ბისაა: 

"ს. MI). 

ე. ი. დაცენტრებულ სიდიდეთა ნამრავლის მათემატიკური ლოდინი. 

იმის გამო რომ ეს მომენტი მნიშესელოვანია შემთხვევით სიდიდეთა სის- 

ტემების თეორიამი შემოგვაქვს მისთვის განსაკუთრებული აღნიშვნა: 

IL »”” რ_ MIX ” |--- #IICV––// »)(V –- /” ”) L (8.6.7) 

აე მახა ასიათებელს ეწოდება შემთხვევითი X. ჩ” „სიდიდეების კო 

ლაციური მომენტი (სხეაგვრად „კავშირის მომენტი 

წყეეტილი შემთხვევითი ს–დიდვებისათვის. კორელაციური ს მომენტი 

გამოისახება ფორმულით: 

MI ყ=2ე 2ე0ც- ჩა), –- 7) მ. (8.6.8) 
'/ 

ხოლო უწყვიტობისათვი ფორმულით: 

ლლ 

1 .ყ= II (“თა (ყ-–/) I(ას ყ)ძXძყ. (8.6.9) 

–9 

გამოვარკვიოთ ამ მახასიათებლის ახოი და დანიმნულება. კორელაციუ- 

რი მომენტი ეს არის შემთხვევითი სიდიდეთა სისტემის მახასიათებელი. 

რომელიც X და პ/ სიდიდეთა გაბნევის გარდა კიდევ მათ მორის კაე- 

მირს აღწერს. ამის დასარწმუნებლად დავამტკიცოთ, რომ დამო- 
უკიდებელი შემთხვევით სიდიდეთა კორელა- 

ციური მომენტი. ნულის ტოლია. 

დამტკიცებას მოვახდენთ უწყვეტი შემთხვევითია სიდიდეებისათვის!. 

დავუშვათ X. V- დამოკიდებული უწყე ეტი სიდიდეებია, განაწილე- 

ბის სიმკვრივეა I(X. ყ). 8.5 პარაგრაფმი ღავამტკიცეთ, რომ დამოუ 

კიდებელი სიდიდეებისათვის | 

I(X. ყ)=:/, (0 /ა(). ფ8.6.12) 

სადაც /#, (ე, /- (ე) – X და ბ. სიდიდეთა შესაბამისი განაწილეაის 

სიმკვრივეებია. 

1 წყვეტილებისათვის იგი შეიძლება შესრულდეს ანალოგიური სახ-ო 
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(8.6.10) გამოსახულების (0.6. 0) ფორმეულამი ჩასმით დავინაააეთ 

რომ (8.6.9) ინტეგრალი ორი ინტეგრალის ნამრავლად იქდევა: 

CC CC 

აე VI (X-–I)/ (9 ძX. 1 (/-–II)/»(VMIV. 
-% _–-C 

ინტეგრალი 

( (X–I/II .)/,(X)VX 

_.-C 

X სიდიდის პირეელი ცენტრალური მომენტია ღა მაპასადამე, ნულის 

ტოლია: ამავე მეზ:ზის გამო ნელის ტ“-ლია მეორგ თანამამრაქლიც: მა- 

შასაღამე, ღამოუკიდე>ილ“ სემთხეევითი ს“-Cიდეებისათვის #„>ე'-0. 

ამ გვარად. “თე ორი შემთხევეითი სიდიღას ჯორელაციური მომენტი 

განსხვავდება ნულისაგან, ეს არის ნ<წანი მ.თ დორის ღამოკიდებულ ების 

არსებობისა. (მ.6.7) ფოლღმელედან ჩანს. რომ კორელაცივრი მომენტი 

ახასიათებს სიდიდეთა არა მარტო დამო იდებულებას, არამედ მათ გა- 

ფანტვას. მართლაც, თუ მაგალითად. ერთე როზელიმე სიდიდეთაგანი 

(M. -V)- დან მცირედ განსხვავღება თავისი მათემაღიკჯური ლოდინისაგ.5 

(თითქმის არა “მემთბვევითია), მაშინ კორელაციური მომენტი ივნება 
დამოკიდებულებით:ც არ უნდა იყოს დაკავში- 

რებული (X, ·) .„ამიტომ (X. +) სიღ-დეებს მოლის კავშ -რის სუფთა სა- 

ხით ღახასიათებისათვის გაღადიან /+ მოზენტიდან უგანზომილებო 

მახასიათებლებზე 

მცირვ. როგორი მჭიდრო დ 

,„. “ (8.6.11) 

სადაც თ.ა. -,--სამუალო კვადრატული გადა-რაა X. V სიღიდეებისა. ამ 

მახასიათებელს ეწოდება MX დაბ? სიღიდეთა კო რელაციის 

კოეფიციენტი. ცხადია. კორელაცი“ს კოეფიციენტი კორელაციურ 
მომენტთან ერთად ნულად იქცევა. მაპასადამე. ღაზოუკიღებელი შემთხ- 

ვევითი სიდიდეებისათვის კორელაციის კოეფიციენტი ნულის ტოლია: 

შემთხვევით სიდიდეებს. რომლებისთვისაც კორელაციური მომენტი 

(მაშასადამე. კორელაციის კოეფიციენტე) ნული ტოლია. არა- 

კორელირებელი (ზოგჯერ „არადაკჰავნირებული“) ეწოდებათ. 

გამოვარკვიოთ შემთხვევით სდიდეთა არა კორელირებე- 

ლობის ცნება არის თუ არა ექვივალენტური ღ ა მოუკიდებლო- 

ბის ცნებისა. ზემოთ დავამტკიცეთ. რომ ორი დამოუკიდებელი შემთხვე- 

ვითი სიდიდე ყოველთვის არაკორე ელირებულია. ოჩება გავარკვიოთ: მაC- 

თებულია თუ არა შებრუნებული დებულება: გამომ დინარეობს კი სი- 
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დიდეთა არაკორელიოებულობიდან მათი დამოუკიდებლობა? თურ- 

მე– არა. შეიძლება ავაგოთ ისეთი შემთხვევითი სიდიდეების .„მაგა- 

ლითები „ი რომლებიკცკ არაკორელირებულია, მაგრამ დამოკიდებული 

აოიან. კორელაციის კოეფიციენტის ნულთან ტოლობა აუცილებელია, 
მაგრამ არასაკმარისი პირობაა, შემთხვევით სიდიდეთა დამოუკიდებლო- 

ბისა. “შემთხვევითთ სიდიდეთა დამოუკიდებლობიდან გამომდინარეობს 

მათი არაკორელირებულობა; პირიქით, არაკორელირებულობიდან ჯერ 
კიდევ არ გამომდინარეობს მათი დამოუკიდებლობა. შემთხვევით სიდი- 

დეთა დამოუკიდებლობის პირობა უფრო მკაცდია, ვიდრე არაკორე- 

რ. ლირებულობის პირობა. 

“. ამაში დასარწმუნებლად განვიხილოთ მა– 

გალითი. განვიხილოთ (X,. –”) შემთხვევით 

სიდიდეთა სისტემა თროომელიც თანაბარი 

სიმკვრივით განაწილებულია C წრის შიგ- 

ნით რომელთა თოადღიუსია ” და ცენტრი 

კორდინატთა სათავეშია, (ნახ. 8.6.1). (X, 

–-”) სიდიდეთა განაწილების სიმკვრივე გამო– 
ისახება ფორმულით: 

ნახ.6.6,1. /006M) = | 2 როცა XI+Vყ1<-#/?, 
0 როცა VI -+M9M?>/? 

  

CC 

. 1 
პირობიდან | | | (IL. ყ) ძX ძყ= | (ა იყ-=1 ვპოულობთ: C-= 50” 

თ (C) 

არ არის ძნელი დავრწმუნდეთ იმაში; რომ. მოცემულ მაგალითში სიდი–- 

დეები დამოკიდებულია. მართლაც, ნათლად ჩანს, რომ თუკი X სიდიდემ 

მიიღო,. მაგალითად, ნულის მნიშვნელობა, მაშინ პა/ სიდიდემ შეიძლებ» 

მიიღოს თანაბარი ალბათობით ყველა მნიშვნელობანი -––- „-დან +/- 

მდე: თუკი ა” სიდიდემ მიიღო „ მნიშვნელობა, მაშინ ა/ სიდიდეს შეუძ- 

ლია მიიღოს მხოლოდ ერთადერთი, მხოლოდ ზუსტად ნულის ტოლი 

მნიმვნელობა საერთოდ, ბ”ის შესაძლო მნიშვნელობის დიაპაზონი 

დამოკიდებულია იმისაგან, თუ რა მნიშვნელობა მიიღო X სიდიდემ. 

ვნახოთ ეს სიდიღეები კორელირებულია თუ არა. გამოვთვალოთ კო– 

რელაციური მომენტი. გვაქვს, რა მხედველობაში, რომ. სიმეტრიულობის 

გამო #1 == /7,ე= 0, მივიღებთ: 

I .ყ= ( (V IC, ყ) ძXძყ -= –-| IV ძX იყ. (8.6.12) 

(ა V% (C) 
ინტეგრალის გამოსათვლელად ინტგგრირების არე (C წრე) დავყოთ ოთხი 

საკოორდინატო კუთხის. შესაბამისად ოთხ C,, C., Cე. Cკ სექტორად. C, 
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და Cე სექტორებში ინტეგრალქვეშა ფუნქცია დაღებითია, ხოლო C 

და C, სექტორებში უარყოფითი. ინტეგრალები კი ამ სექტორებში აბ- 

სოლიტური სიდიდით ტოლია, მაშასადამე, (8.6.12) ინტეგრალი ნულის 

ტოლია და (X. ჩ/) სიღიდეები არაკორელირებულია. 

ამგვარად, ვხედავთ, რომ შემთხვევით სიდიღეთა არაკორელირებუ- 

ლობიდან ყოველთვის არ გამომდინარეობს მათი დამოუკიდებლობა. 

კორელაციის კოეფიციენტი ახასიათებს არა ყოველგეარ დამოკიდებუ- 

ლებას, არამედ მხოლოდ ე. წ. წრფივ დამოკიდებულებას. შემ- 
თხვევით სიდიდეთა წრფივი ალბათობრივიი დამოკიდებულება ის 

არის, რომ ერთი მემთხვევითი სიდიდის ზრდისას მეორეც წრფივი კანო–- 

ნით იხრდის (კლების) ტენდენცია აქვს წრფივი დამოკიდებულო- 

ბის ეს ტენდენცია შესაძლოა მეტ-ნაკლებად ფუნქციონალურს მიუახლოვ- 

დეს, ე. ი. ყჟველახე მჭიდრო წრფივ დამოკიდებულებას. 

კორელაციის კოეფიციენტი შემთხვევით სიდიღეებს შორის წრფივი 

დამოკიდებულების სიმჭიდროვის ხარისხს ახასიათებს. თუკი შემთხვე- 

ვითი X და პ/ სიდიდეები დაკავშირებულია ზუსტად წრფივი ფუნქციო- 
ნალური დამოკიდებულებით: 

V=0X--ხ, 

მაშინ ”»კ= +1. ამასთან ნიმანი „პლუს“ ან „მინუს“ აიღება იმის- 

გან დამოკიდებულებით, დადებითია თუ უარყოფითი ძი კოეფიციენტი. 

ზოგად შემთხვევაში. როცა სიდიდეები X. და –V დაკავშირებულია ნე– 

ბისმიერი საალბათო დამოკიდებულებით, კორელაციის კოეფიციენტის 

მნიშვნელობა შეიძლება იყოს სახღვრებში: 

–1ლჩწასე<1 ). - 

იმ შემთხვევაში, როცა ”„,,კ->0, ამბობენ X და ა” სიდიდეთა დ ა დ ე– 

ბით კორელაციაზე, ხოლო როცა ”.,<0, უარყოფით 

კორელაციაზე--შემთხვეით სიდიდეთა მორის დადებითი კო- 

რელა:ია აღნიშნავს, რომ ერთ-ერთი მათჯანის ზრდი“ას, მეორესაც აქვს 
ტენდენცია სამუალოდ მოიმატოს. უარყოფითი „კორელაცია ნიშნავს, 

რომ ერთ-ერთი შემთხვევითი სიღიდის ზრდისას მეორე საშუალოდ 
ტენდენციურად მოიკლებს 

წრის შიგნით თანაბარი სიმკვრივით განაწილებულ ორ შემთხვევით 

X, 7 სიდიდეთა განხილულ მაგალითში, მიუხედავად X და პ/ შორის და- 
მოკიდებულების არსებობისა წრფივი დამოკიდებულება არ არ- 

სებობს; X-ის გახრდისას იცვლება მხოლოდ პ”-ის ცვლილების დია- 

პახონი, ხოლო მისი საშ უალო მნიშვნელობა არ იცვლე- 

1 ამ დებულებათა დამტკიცება მოცემულ იქნება 10.3), პარაგრაფში იმის შემდეგ. 

როცა გავეცნობით ალბათობათა თეორიის ზოგიერთ თერრეჰებს. როძლებიც საშუალებას 

მოგვცეძე§ზ იჯ: მარტეავად ჩავატაროთ, 
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ბა: ბუნებრივია. (XV. 2) სიდიდეები აღმოჩნდება არაკორელირებული. მო– 

ეიტაზოთ შემთავევით სიდიდეთა რამდენიმე მაგალითი დადებითი და 

შრალღყოფითი კოორელა კიი». 

1. ადამიანის მასა და სიმაღლე დაკავმირებულია დადებით კორელ.- 

ცეასთან. 

2. ხელსაწყოს რეგულირებისათვის. სამუშაოდ მოსამზადებლად და 

მისი უმტყუნებლად მუყაობისათვის დახარჯული დოო დაკავმირებულია 

დადებითი კორელაციით (ეგულიხმება, როომ დრო დახარჯულია გონიე- 

ოულად). პირიქით, დროო. დახარჯული მომზადებახე, და ასევე ხელსაჯწ- 

ყოს მუმაობისას გამოვლინებულ უწესივრობათა რაოდენობა, დაკავ- 
მირებულია უარყოფითი კოოე ლაციით. 

3. ერთბაშად სროლისას ცალკეული ჭურვების მოხვედრების წერტილ- 

თა კოოოდინატები დაკავპირებულია დადებით კორელაციასთან (რად გან 

ყველა გასროლისათვის გვაქვს დამიზნების საერთო შეცდომა, რომელიც 

თითოეულ სროლას ერთნაირად გადახრის). 

4. წარმოებს მიზანში ორი გასროლა; ხდება პირველი გასროლის მოხ- 

ვედრების წერტილის რეგისტრაცია: და სამიხნემი შეიტანება პირველი 

გასოოლის შეცდომის პროპორციული შესწორება შებრუნებული ნიმშ–- 

ნით. პირველი და მეორე გასროლათა მოხვედოების წერტილთა კოორღი- 

ნატები დაკავშირებული იქნება უარყოფითი კორელაციით. 

თუ განკარგულებაში გვაქვს მთელ რიგ ცდათა შედეგები ორი შემთხ– 

ვევითი (XV, -»”) სიდიდეთა სისტემაზე, მაშინ მათ შორის არსებით კო- 

რელაციის არსებობახე ან არ არსებობა'ე ადვილია ვიმსჯელოთ 

გრაფიკის მიხედვით, რომელხედაც წერტილების სახით ცდისას მიღებუ- 

ლი მემთხვევითი სიდიდეთა წყვილების მნიშვნელობანია გამოსახული. 

მაგალითად, თუ დაკვირვების შედეგად მიღებულ სიდიდეთა წყვილები 
განლაგდნენ როგორც ნაჩვენებია 8.6.2 ნახ-ხე, მაშინ ეს მიუთი- 

თება სიდიდეთა შორის ცხადად გამოსახულ დადებით კორელაციახე. 
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კიდევ უფრო მკაფიოდ გაბოსასულ წოფივ ფუნქციონალურ დამოკიდე- 
ბულებასთან ახლო დადებით კორელაციას ვხედავთ გ.6.3 ნახ-ხე. 8.6.4 

ნახ-ხე ნაჩვენებია მედაოებით სუსტი უარყოფითი კორელაციის “შემ– 
თხვევა. 

ბოლოს 8.6.5 ნახ-ზე ილუს- 9 
ტრირებულია ”'შემთივევა -ტ 

პრაქტიკულად არაკორელი- 
რებული შემთხვევითი სიდი- : 9 ი თ 
დეებისა პრაქტიკამი მანამ 

სააამ გამოვიკვლევთ შემთხ– 

ვევით სიდიდეთა კორელა კია» 
წინასწარ ავაგოთ გრაფიკხე 

დანაკირ წყვილთა მნიშვ :7 

ნელობანი, კორელაციის ტიპ- ზ. 

ზე პირეელი საფუძვლიანი 

მ»ჯელობისათვის ცდებიდან სისტემის მა"ასიათეელთა გ.ნსაზღვრის ხერ- 
ხები გამუქებული იქნება მე-14 თავში.» 
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8.7. შემთხვევითი სიდიდეთა ნებისმიერი რიცხვის სისტემა 

პრაქტიკაში ხშირად გვიხდება განხილვა ორხე მეტ “შემთხვევით სი- 

დიდეთა სისტემებისა. ამ სისტემების ინტერპრეტაცია ხდება ამა თუ 

იმ განზომილებიან სივრ კეში. როგორც შემთავევითი წერტილების ანდა 

შემთხვევითი ვექტორებისა. 

მოვიტანოთ მაგალეთები. 

1. დისტანციური ჭურვის გასკდომის წერტილი სივრცეში დეკარტის სამი 

(CV, 7, 2) კოორდინატით ხასიათდება, ანდა სამი სფერული (2, «7,0, 

კოორდინატით. 
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2. ცვალებადი X სიდიდის მიმდევრობით /! განახომთა ერთობლიობა 

შემთხვევით. გ= 2%Xა..... %,) სიდიდეთა /! სისტემაა. 

3. წარმოებს # ჭურვების სროლა ჯერებით. მოხვედრის / წერტილთა 

კოორდინატების ერთობლიობა სიბრტყეზე – შემთხვევით 2/ სიდიდეთა 

(მოხვედრის წერტილთა აბსცისები და ორდინატეს») სისტემაა 

(X). 2“ ა... %ის VI, V,ა)- V,,). 

4. ნამსხვრევის საწყისი სიჩქარე შემთხვევითი ვექტორია, რომელიც 

ხასიათდება სამი შემთხვევითი სიდიდით: სიჩქარის Vე სიდიდით და ორი 

თ და 0 კუთხით, რომლებიც განსახღვრავენ ნამსხვრევის ფრენის მიმარ- 

თულებას კოორდინატთა სფერულ სისტემაში. 

ნებისმიერ რიცხვის შემთხვევით სიდიდეთა სისტემის სრულ მახასია– 

თებლად გამოიყენება სბსტემის განაწილების კანონი, რომელიც მშმეიძ- 

ლება მოცემულ იქნეს განაწილების ფუნქციით ანდა განაწილების სიმ- 

კვრივით. შემთხვევით (X,, Xა,..., X„) სიდიდეთა სისტემის განაწილე- 

ბის ფუნქცია ეწოდება ერთდროულად შესრულებულ X,<X, სახის 

M” უტოლობათა ალბათობას: 

#C, Xი. X)=#9C%.<X) (Xა<Xა)..-.(X<X,)). (8.7.1) 

„” უწყვეტ შემთხვევით სიდიდეთა სისტემის განაწილების სიმკრივე 
ეწოდება. # (X,, X-,-··X-), ფუნქციის /-ური რიგის შერეულ კერძო წარ- 

მოებულს, რომელიც ყოველი არგუმენტით ერთხელ არის აღებული: 

ი" ”(V,. Xა. +...) (8.7.2) (X), Xი," · · ,X,)= 
I ) მს მXა· · · 0X,) 

ვიცით რა სისტემის განაწილების კანონი, შესაძლოა განესახღვროთ 

სისტემაში შემავალ ცალკეულ სიდიდეთა განაწილების კანონები. სის- 

ტემაში შემავალ თითოეული სიდიდის განაწილების ფუნქცია მიიღე- 

ბა, თუკი სისტემის განაწილების ფუნქციაში დავუშვებთ, რომ ყველა 

დანარჩენი არგუმენტები ტოლია CC: 

;, (Xა=#”(X, C,... C). (8.7.3) 

თუკი (X,, XV,.... X„) სიდიდეთა სისტემიდან გამოვყოფთ კერძო სისტე- 

მას, მაშინ ამ სისტემის განაწილების ფუნქცია განისახლვრება ფორმუ- 

ლით: 

თ... 8 (XC, ჯე... X))= (XI. Xი,...ს XM, 90,.... C«). (8.7.4) 

სისტემაში შემავალი თითოეული სიდიდის განაწილების სიმკვრივე მი- 

172



იღება, თუ სისტემის განაწილების სიმკვრივეს გავაინტეგრირებთ ყველა 
სხვა დანარჩენი არგუმენტით უსასრულო სახღვრებში: 

ლლ 

#8CXI):= I ( | (XX, ' · “ჰXგ)არXა, ?··  X,. (8.7.5) 

–ი: 

(%), XI... X ა) სისტემიდან გამოყოფილ (CX,, X.,,..., X,) კერძო სისტე- 
მის განაწილების სმკივრივე ტოლია: 

ჩათ... (62- 27... X,)= 

CC 

= LI ( (XX, . “>, Xი) 0XM+1"".9Xე)- (8.7.6) 

კერძო (CX,, X2-,..., X,) სისტემის განაწილების პირობითი კანონი ეწო- 

დება მის განაწილების კანონს, რომელიც გამოთვლილია იმ პირობებში, 
როცა დანარჩენმა X#+,...X, სიდიდეებმა მიიღეს მნიშვნელობანი Xჯ+) 

---X„გ- განაწილების პირობითი სიმკვრივე შეიძლება გამოთვლილი იქნას 

ფორმულით: 

M.+I,' .",/ ლოა თ... X–) 

(MX), X-ა,---.X,) შემთხვევითი სიდიდეები იწოდებიან დამოუკიდებლად, 

თუკი თითოეული (2), Xა,.-..X,) სისტემიდან გამოყოფილი კერძო სის–- 

ტემის განაწილების კანონი არ არის დამოკიდებული იმისაგან თუ რა 

მნიშვნელობანი მიიღეს დანარჩენმა შემთხვევითმა სიდიდეებმა. 

დამოუკიდებელ შემთხვევით სიდიდეთა სისტემის განაწილების სიმ- 

კვრივე ტოლია სისტემაში. შემავალ ცალკეულ სიდიღეთა სიმკვრივეების 

ნამრავლისა: 

I(X, :X, IXI+ “ “ე Xე)= (8.7.7) 

წ%, 2ის..· X)=/'(%) /-CC)---/„(Xი)- (8.7.8) 

შემთხვევითი (X,), Xა,.-. X„) წერტილის I, განხომილებიან IL) არის 

ფარგლებმი მოხვედრის ალბათობა /I- ჯერადი ინტეგრალით გამოი- 

სახება: 

XXX), “ეეე... %ი»)ლIL) = 

= I> წ/Cი, X:X.) 0X, რთ,...ძX. X8.7.9) 

(8.7.90 ფორმულა ძირითადია იმ ხდომილობათა ალბათობების გამოსათე- 

ლელად, რომლებიც შემთხვევათა სქემაზე არ დაიყვანებიან მართლაც 

თუ ჩვენთვის საინტერესო 4 ხდომილობა არ დაიყვანება შემთხვევათა 

სქემახე, მაშინ მისი ალბათობა არ შეიძლება უშუალოდ გამოთვლილ 
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იქნას. თუ ამ დროს არ არის შესაძლებლობა დავაყენოთ საკმაო რაოდე- 

ნობის ერთგვაროვანი ცდები და მიახლოებით განვსახღვროთ „I ხდომი- 

ლობის ალბათობა მისი სიხშირის მისედვით, მაშინ ხდომილობის ალბათო- 

ბის გამოთვლის ტიპური სქემა დაიყვანება მემდეგზე გადადიან ხღო- 

მილობათა სქემიდან შემთხვევით სიდიდეთა (უფრო ხშირად უწყვეტ) 
სქემახე და 4 ხდომილობა დაჰყავთ ხდომილობებზე, რომლის დროსაც 

შემთხვევით სიდიდეთა (X,, X-.-. X,) სისტემა აღმოჩნდება რომელი- 

ღაც L არეში. მამინ #4 ხდომილობის ალბათობა შეიძლება გამოთვლილ 

იქნას (8.7.90) ფორმულით. 

მაგალითი 1. თვითმფრინავი ზიანდება დისტანციური ჭურევით იმ პირობით 

თუ ჭურვის გასკდომა მოხდა, თვითმფრინავიდან არა უშორეს /? მანძილისა (ეფრო ზუეს- 

ტად თვითმფრინავის ღერძზე მდებარე პირობით ცენტრად მიღებული წერტილიდან). 

დისტანციური ჭურვის გასკდომის წერტილების განაწილების კანონს კოორდინატთა 
სისტემაში, რომელიც დაკავშირებულია მიზანთან, აქეს / (X, ყ, 2) სიმკვრივე. განვსა–- 

ზღვროთ თვითმფრინავის დაზიანების ალბათობა, 

ამოხსნა. აღვნიშნავთ რა თვითმფრინავის დახიანებას 4 ასოთი, გვაქვს: 

ჩC00=II | ICX, ყ, ?შ). ძX ძყ ძ? 

(C) 

სადაც ინტეგრირება ვრცელდება C სფეროზე, რომლის რადიუსია /? და ცენტრი მდე– 

ბარეობს კოორდინატთა სათავეში. 

მაგალითი 2. მეტეორიტი, რომელიც ხვდება გზაზე დედამიწის ხელოვნურ 

თანამ გზავრს, ხვრეტს მის გარსს თუკი:, 

1) კუთხე რომლითაც მეტეორიტი ხვდება თანამგზავრის ზედაპირს, მოთავსებულია 

(:M 0:) საზღვრებში, 2) მეტეორიტს აქვს მასა არანაკლებ ძე(გ)–ისა და 3) მეტეორიტის 

თანამ გზავრთან შეხვედრის ფარდობითი სიჩქარეა Vე მ/წმ. შეხვედრის V სიჩქარე, მე– 

ტეორიტის ძ მასა და შეხვედრის 0 კუთხე წარმოადგენენ შემთხვევით სიღიდეთა სის- 

ტემას, რომელთა განაწილების სიმკრივეა / (V, ძ0, 0). მოვნახოთ ი ალბათობა იმისა, 

რომ თანამგზავრს მოხვედრილი ცალკეული მეტეორიტი გახვრეტს მის გარსს. 

ამოხსნა. –განაწილების / (0, ი, 0) სიმკვრივის ინტეგრირებით სამგანზომილე- 

ბიან სივრცეში, რომელიც შეესაბამება გარსის გახვრეტას, მივიღებთ: 

ხოიჯX 0ოიჯ 05 

ი= (I. (IV თ თ ძი «ი «მ, 
% 9ი 1 

სადაც მთი; –– მეტეორიტის მაქსიმალური მასაა, Vო6» –– შეხვედრის მაქსიმალური 

საჩქარე. 

8.6 რამდენიმე შემთხვევითი სიდიდის სისტემის ' 

რიცხვითი მასასიათებლები 

სისტემის განაწილების კანონი (მოცემული განაწილების ფუნქციით ან 

განაწილების სიმკვრივით) წარმოადგენს, რამდენიმე შემთხვევითი სიდი“ 

დის სისტემის სრულ ამომწურავ მახასიათებელს. მაგრამ ხშირად 
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ასეთი ამომწურავი მახასიათებელი შეუძლებელია გამოყენებულ იქნას. 

ზოგჯერ ექსპერიმენტული მასალის შეზღუდულობა არ იძლევა საშუა- 
ლებას სისტემის განაწილების კანონი ავაგოთ. სხვა შემთხვევებში განა- 

წილების კანონების საკითხის გამოკვლევა შედარებით დიდი,აპარატის 

დახმარებით, არ ამართლებს თავისთავს, შედეგის სიზუსტეზე მცირე მო- 

თხოვნასთან დაკავშირებით. ბოლოს, მთელ რიგ ჯამოცანებში განაწი– 

ლების კანონის სანიმუშო ტიპი (ნორმალური კანონი) ცნობილია წი- 

ნასწარ და საჭიროა მხოლოდ მისი მახასიათებლები მოვნახოთ. 
ყველა ასეთ შემთხვევაში განაწილების კანონების ნაცვლად იყენებენ 

შემთხვევით სიდიდეთა სისტემის მიახლოებით აღწერას რიცხვით მახა–- 

სიათებელთა მინიმალური რიცხვის საშუალებით, მახასიათებელთა (მინი- 

მალური რიცხვი, რომელთა დახმარებით შეიძლება დახასიათებული იქ- 

ნას # შემთხვევითი სიდიდის სისტემა (X,, Xა,... Xგ) დაიყვანება შემ- 

დეგზე: 
1. 7,1 მათემატიკურ ლოდინზე 

ეე //ივ..ა //?»ი 

რომლებიც ახასიათებენ სიდიდეთა საშუალო მნიშვნელობას: 

2. IL დისპერსიახე 

ს,, Mა,-:.,0ი, 

რომლებიც ახასიათებენ მათ გაფანტვას; 
3. (1-1) კორელაციურ მომენტზე 

#X,=M IX.X)) (5-0, 
სადაც 

· ტი ლ 

X,=X#ჯ–I, X,,=XI–-#I), 

რომლებიც ახასიათებენ სისტემაში შემავალ .ყველა სიდიდეთა წყვილ–- 
წყვილა კორელაციას. შევნიშნავთ რომ თითოეული შემთხვევითი X 
სიდიდის დისპერსია არსებითად არის, კერძო შემთხვევა კო- 
რელაციური, მომენტისა, სახლდობრ, X; სიდიდისა და 
იმავე X; სიდიდის კორელაციური მომენტი: ' 

ნ,=M,=MLX)=MIX,XI, 
ყველა კორელაციური მომენტები და დისპერსია მოხერხებულია გან- 
ვალაგოთ მართკუთხოვანი ცხრილის (ე. წ. მატრიცის) სახით: 

#X·I) #5 ... ი 

წარ 7 ... #5 

ML) შია... ი» | 
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ამ ცხოილს ეწოდება შემთხვევით ICX,, XLI... X„,) სიდიდეთა კორე- 
ლაციური მატრიცა. 

ცხადია, რომ კორელაციური მატრიცის ყველა წევრი არ არის განსხ- 

გავებული. კორელაციური მომენტის განმარტებიდან დცხადია, რომ 
LIს,= ე ე. ი. კორელაციური მატრიცის ელემენტები, რომლებიც 

მთავარი დიაგონალის მიმართ სიმეტრიულადაა განლაგებული, ტოლია. 

ამასთან დაკავშირებით ხშირად ივსება არა მთელი კორელაციური მატ- 
რიცა, არამედ მხოლოდ მისი ნახევარი მთავარი დიაგონალიდან. 

MI ჩაი. #იი 

ჩMლ.-. ჰი 

იი 

კორელაციურ მატრიცას, /#,; ელემენტებიდან შედგენილს ხშირად შე- 

მოკლებით აღნიშნავენ |IIM%ჯცII- 

კორელაციური მატრიცის მთავარ დიაგონალზე მდებარეობენ შემ- 

თხვევით XX), Xა§,...: Xგ სიდიდეთა დისპერსიები. 

იმ შემთხვევაში, როცა X), Xა,."-X, შემთხვევითი სიდიდეები არა- 
კორელირებულია, კორელაციური მატრიცის ყველა ელემენტი, გარდა 

დიაგონალურებისა, ნულის ტოლია: 

ი, 0 0...0 
L2X-.0...0 

IIIC,I|= L.ე...0 

ს, 

ასეთ მატრიცს დიაგონალური ეწოდება. 

სახელდობრ შემთხვევით სიდიდეთა კორელირებულობაზე მსჯელო- 
ბის თვალსაჩინოების მიხნით მათი“ გაფანტვისაგნ დამოუკიდებლად 

ხმიხიდ კორელაციური I|ILC,)) მატრიცის ნაცვლად სარ- 

-გებლობენ ნორმირებული კორელაციური ILI”,I| მატ- 

რიცით რომელიც შედჭენილი,· არა კორელაციური მომენტებისაგან, 

არამედ კორელაციის” კოეფიციენტებისაგან: 

” =14, სადაც თ,=Vხ, თ,= V9;- 
ღ,0;



მატრიცის ყველა დიაგონალური ელემენტი, ბუნებრივია, ერთის ტოლია. 
ნორმირებულ კორელაციურ მატრიცას აქვს სახე: 

1 ჩე ჩყ)ვ.. ყი 

1 ჩიე. · "ეი 

Iფ)! 1... ჩვე: 

1 

შემოვიტანოთ შემთხვევით სიდიდეთა არაკორელირებული სისტემების 
(სხვნაირად––ა რაკორელირებულ შემთხვევითი ვექ- 
ტორების) (ნება. 

განვიხილოთ შემთხვევით სიდიდეთა ორი სისტემა: 

(X), XX ი); CX,, ბ... V,), 

ან ორი შემთხვევითი ვექტორი / განზომილებიან სივრცეში: X მდგენე– 

ლებით (X,, X„-,-.., X იე) და MM მდგენელებით (2; , ბ/.,..., XV”). შემთხვევი– 

თი X და პ/ ვექტორებს ეწოდება არაკორელირებული, თუ X ვექ- 

ტორის თითოეული მდგენელი არ არის კორელირებული V გექტორის 

ყოველ მდგენელთან: 

MX,ყ,=–VMIX,27/,1=0, როცა (=1,..., II; 4 =1,...)/!. 

IX თავი 

განაწილების ნორმალური კანონი 

შემთხვევით სიდიდეთა სისტემებისათვის 

9.1. ნორმალური კანონი სიბრტყეზე 

ორი შემთხვევითი სიდიდის სისტემის განაწილების კანონებიდან 
მიზანშეწონილია განვიხილოთ ნორმალური კანონი, როგორც პროაქტი- 

კაში ყველაზე გავრცელებული. ვინაიდან ორი შემთხვევითი სიდიდის 

სისტემა გამოისახება შემთხვევითი წერტილით სიბრტყეზე, ამიტომ ხში-: 

რად ორი შემთხვევითი სიდიდის ნორმალურ კანონს უწოდებენ 

„ნორმალურ კანონს სიბრტყეზე“. : 
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„ ზსოგალ შემთხვევამიძ ორი შემთსვევითი სიდიდის ნორმალური გა- 

ნაწილების სიმკვრივე გამოისახება ფორმულით: 

1 1 (---ა_ 2/(X--/,M9--M, კ! ყ-” 2 | . 

I(X, ყ)ლ -–--;- ---6. X1-. ი თ“. თათ თ? 2:Cთ,თ,V1-/. (1-–/?) ჯ XV V 

რ.1.1) 
ეს კანონი დამოკიდებულია ხუთი პარამეტრისაგანი: /#1>., ე, C>., თს 
და #. ამ პარამეტრების არსის დადგენა არ არის ძნელი. დავამტკიცოთ, 
რომ > და ”,ე პარამეტრები მათემატიკური ლოდინია (გაფანტვის ცენ- 
ტრებია) X და პ/ სიდიდეებისათვის; თ», ძყ--–მათი სამუალო კვადრატუ- 
ლი გადახრა; ” – X და ა” სიდიდეების კორელაციის კოეფიციენტია. 

ამაში დასარწმუნებლად უპირველეს ყოვლისა სისტემაში “შემავალი 
თითოეული სიდიდისათვის მოვნახოთ განაწილების სიმკვრივე. თანა- 
ხმად (8.4.2) ფორმულისა: 

  

  

00 

/1(X) = 1 /(X,ყ)თყ = 
–თ 

თ _ ! VVCX-MIL)  20(X-VIVXV--M) 29 ს | 
= 1 | რ 21--2) L თ?» Cჯთას თ” ძყ 

20,Cთყ V1-/? შა 

გამოვთვალოთ ინტეგრალი: 

  

  

  

თ 1 | (X-–-M1+)? _ 27(X--MIL)( ყ--MI,) ა 

#= | ა... 21–/) თ» Cჯთყ ძყ 

–თ 

დავუშვათ 
X–MI» ყ–”! 
„==, => ==): 9.1.2) 
თ.V 2 თყV 2 ' 

მაშინ 
CC 1 

_- – –წ0--2/ი0-LV?| 
”=თ,კV 2 L გ უღ ძი. 

თ 

ინტეგრალური აღრიცხვიდან ცნობილია, რომ 

CC 4#-2. ჩ 
– #4X-+28: C, L 4 28+ “რ. ლრ.L2) 

ი 

1 (9.1.3) ინტეგრალის გამოსათვლელაღ საკმარისია ხარისხის მაჩვენებელი შევავ– 
სოთ სრულ კვადრატამდე და ცვლადის შეცვლის შემდეგ ვისარგებლოთ ეილერ ––პუა 

სონის (6.1.3) ინტეგრალით., 
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ჩვენს შემთხვევამი 

1 2 

4-- , 8-- “6--  “ 
1-–/“ 1-“”  C=1--/? 

(9.1.3) ფორმულაში ამ მნიმვნელობათა ჩასმით მივიღებთ: 

1=თე)/ 2 V:(1--/9C- 49, 

      

  

საიდანაც 

1 
X)= =-–-ტ“ი?, /(X) 2752 

ანდა (9.1.2) გათვალისწინებით 

1 _ (X–-M)? 

11(X) = –-6 20" ჯ (9. 1.4)   

თ.V2X 

ამგვარად, X სიდიდე დაქვემდებარებულია ნორმალურ კანონს, 
რომლის გაფანტვის ცენტრია #> და სამუალო კვადრატული გადახრა 

ძ.. ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ 

(ყ–”Mყ)” 
1 –_ – 

M-(ყ)= 079. 20", (9.1.5) 

ე. ი სიდიდე დაქვემდებარებულია ნორმალურ კანონს “რომლის 

გაფანტვის ცენტრია /?,ჯდა საშუალო კვადრატული გადახრა თყ. იმის 
დასამტკიცებლად, რომ # პარამეტრი (9. 1. 1) ფორმულაში X და -·V 
სიდიდეთა. კორელაციის კოეფიციენტია გამოვთვალოთ) კორელაციუ- 

რი მომენტი: C.) 

C0 

M.-= | | თ–-იაფ-- ია /Xყაძაიძ, 
–_Cი- 

სადაც MI > და ს) X და ა” სიდიდეთა მათემატიკური ლოდინებია. ამ 
ფორმულაში / ხს ყ) გამოსახულების ჩასმით მივიღებთ: 

C0 

#აყ= “ ”_-_ (1 (X– MI)(ყ/– იერ რია ძი, (9.1.6) 
25Cთ,თყV 1--/” მა ' 

სადაც 

4(X, ყ)ლ= – 1 | ს– ე)" _ 2X-–- სიფ) დ-ის 

| 21-53) ით95. თ,0



(9.1.6) ორჯერად ინტე გრალში მოვახდინოთ ცვლადთა შეცვლა და და- 
ვუშვათ 

„ს » 1 – – ” ს ა - /; _ ( ყ-Iხ _, X-- – დ.1.7) 

თ, V 2 V 2(1–/7?) Cყ თ, 

გარდაქმნის იაკობიანი ტოლია: 

    

2თ.თყც V1--/?, 
მაშასადამე 

%) 

,= + (წთ, /> 2)თე V X1–/5. (ი+----- 
5 –_ილა 

  „_. ძი) == 
1-7“ 

/ C- 
2 , _ ა · ა ი “.. 

= 2თ თV1-–- L_ ( 6“ “IV | 6“ ა? ქძ(0-L 
ჯ 

თ თ 

ლ CC 

2თ,.თC, -ცბ _ ე? 
+ 299 ( "60 “ ძი I 6 “ქც. 

2 
–თ –თ 

იმის გათვალისწინებით, რომ 

ი ი თ _ 

( ((6–-M""ძI,= | უტა ძი) = 0; I I, 6-"ძს= V>=, 

–თ --თ –ი 

% 

( 6C-ი ძო =V >. 

–თი 

გვაქვს: 

X.-,ყ=/0,C0ჯ; „= ჩა (9.1.8) 
« თ,თყ 

ამგვარად, დამტკიცებულია, რომ #” პარამეტრი (9.1.1) ფორმულაში X 
და ა/ სიდიდეების კორელაციის კოეფიციენტია. 

დავუშვათ, რომ შემთხვევითი X და ს» სიდიდეები, რომლებიც ექვე- 

მდებარებიან ნორმალურ კანონს სიბრტყეხზხე არაკორელირებულია; 

(9.1.1) ფორმულაში დავუშვათ /=0, მივიღებთ: 

_ (#+-–-ჩ __ (ყ–-,)” 
1 ა 2 

I(CX, M)= იე 6 2თ0-ჯ 2წ წ (9.1.9) 

:LIთ,CI. 

ადვილია დავრწმუნდეთ, რომ შემთხვევითი X და პ/7 სიდიდეები, რომ- 
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ლებიც ექვემდებარება განაწილების კანონს რომლის სიმკვრივეა 

(9.1.99 არა მარტო არაკორელირებული, არამედ დამოუკიდებელნიც 

არიან. მართლაც, 

1 _ (X--MIIჯ)” _ (ყ–-” „)“ 

I(X, #) = --– 20“+ 6 2, = II(X.)/:(V),   

თ,V 25 თ,V 2X 

ე. ი. სისტემის განაწილების სიმკვრივე ტოლია სისტემაში 'მემავალი 

ცალკეული სიდიდეების სიმკვრივეთა ნამრავლის, ხოლო ეს ნიშნავს, 

რომ შემთხვევითი (X, ჩ/) სიდიდეები დამოუკიდებელნიც არიან. 

ამგვარად, ნორმალურ კანონს დაქვემდებარებულ შემთხვევით სიდი– 

დეთა სისტემის არაკორელირებულობიდან გამომდინარეობს, აგრეთვე 

მათი დამოუკიდებლობა ტერმინები „არაკორელირებული“ და „და- 

მოუკიდებელი“ სიდიდეები ნორმალური განაწილების შემთხვევისათ– 

ვის ეკვივალენტურია. 
როცა #=6-0, შემთხვევითი (X, პე) სიდიდეები დამოკიდებულია. აღ- 

ვილია დარწმუნება, რომ (8.4.6, ფორმულებით განაწილების პირო- 

ბითი კანონების გამოთვლის ”შემდეგ: 

1 (”-”” X--MIM. | 

1 _–_.-_ (/IX= _ გ 21-7-ს თ თ 
/“/I თყ/ 1–/“”V 27” 

1 |(=-” ყ-თ. | 
1 ა - – – 

XII)ლ= ––––აებსჟე–4 20-––+”) ს თ. ძე I (XIყ)= 230 /2 

გავანალიზოთ განაწილების ერთ-ერთი პირობითი კანონთაგანი მაგა–- 

ლითად / (ყ/X). ამისათვის სიმკვრივის / (ყ/X გამოსახულებას გარდავ– 

ქმნით შემდეგნაირად: 

ა· 
წა 

1 - აფი – (+ –თა| 
(ყIXა=> ––==–-= 2(1––)ი'ს თ» · / (VIX) VI > / 2 

ცხადია, ეს არის ნორმალური კანონის სიმკვრივე, რომლის გაფანტვის 
ცენტრია 

1 

  

ი იყ,„,ლ=/Mყ+-/ 7 (X–I/I) (9.1.10.) 
დ 

და საშუალო კვადრატული გადახრა 

თყ|.=თყV L-/?. (9.1.11). 
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(9.1.1ე) და (9.1.11) ფორმულები გვიჩვენებენ, რომ 27 სიდიღის განა- 

წალების პირობით კანონში ფიქსირებულ X=ჯ მნიშვნელობაზე და- 

მოკიდებულია მხოლოდ მათემატიკური ლოდინი, და არა დისპერსია. 

ყა სიდიდეს ეწოდება პ7 სიდიდის პირობითი მათემა- 
ტიკური ლოდინი მოცემული X-სათვის, დამოკიდებულება 

(9.1.10) შეიძლება გამოისახოს X0Vყ სიბრტყეზე ორდინატთა ღერძზე 

/71)/ ჯ მათემატიკური ლოდინის გადახომვით. მივიღებთ წრფეს, რომელ- 
საც ეწოდება რე გრესიის ხაზი 7X”სა X-ზე. ანალოგიურად წრფე 

X=II,-–+I 9. (ყ––”1ყ) (9.1.12) 
·- თ 

არის რეგრესიის ხახი X-სა პ”-ხე. 
რეგრესიის ხახები ემთხვევა მხოლოდ მაშინ, როცა არსებობს წრფი- 

ვი ფუნქციონალური დამოკიდებულება X-სა და X-ს შორის როცა X 

და »# დამოუკიდებელია, მაშინ რეგრესიის ხახები კოორდინატთა ღერძე- 

ბის პარალელურია. 
სიბრტყეზე ნორმალური განაწილების სიმკვრივისათვის (9.1.1) გა- 

მოსახულების განხილვიდან ვხედავთ რომ ნორმალური კანონი 

სიბრტყეზე სრულიად განისაზღვრება ხუთი პარამეტრით: გაფანტვის 
ცენტრის ორი M#> და #7, კოორდინატით, ორი საშუალო კვადრა- 

ტული გადახრით თ,, თყ და ერთი კორელაციის ” კოეფიციენტით, 
თავის მხრივ სამი უკანასკნელი თ., თკ და ” პარამეტრი განისახღვრება 

კორელაციური მატრიცის ელემენტებით: /:.,, აყ დისპერსიებით და 
MX. კორელაციური მომენტით. ამ გვარად, სისტემის რიცხვით მახასი- 

ათებელთა მინიმალური რაოდენობა–-მათემატიკური ლოდინი, დისპერ- 
სიები და კორელაციური მომენტი-––იმ შემთხვევაში, როცა სისტემა ემორ- 
ჩილება ნორმალურ კანონს, სრულიად განსახღვრავს განაწილების კანონს, 

ე. ი. ჰქმნის მახასიათებელთა ამომწურავ სისტემას. 
ვინაიდან პრაქტიკაში ნორმალური კანონი მეტად გავრცელებულია, 

ამიტომ ხმირად სისტემის განაწილების კანონის სრულიად დასახასიათებ– 

ლად საკმარისია მოცემულ იქნას მინიმალური რიცხვი––-სულ ხუთი 

რიცხობრივი მახასიათებელისა. 

ი,2, გაფანტვის ელიფსები. ნორმალური კანონის დაყვანა 

კანონიკურ სახეზე 

განვიხილოთ განაწილების ზედაპირი, რომელიც გამოსახავს (9.1.1) 

ფუნქციას. მას აქვს ბორცვის სახე, რომლის წვერო (/”I+», /7 ე) წერტილის 
ზემოთ იმყოფება (ნახ. 9.2.1). 

განაწილების ზედაპირის /(X, ყ) ღერძის სწვრივი (პარალელური) 
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სიბრტყეებით კვეთისას მიიღებიან განაწილების ნორზჭალური მოუდე- 

ების მსგავსი მრუდეები. განაწილების ზედაპირის X#0ყ "სიბრტყის მი- 

მართ სწვრივი სიბრტყეებით კვეთისას მიიღებიან ელიფსები. დავწეროთ 

ასეთი ელიფსის Xჯ0ყ სიბრტყეზე პროექციის განტოლება: 

, (XX-ე? _ 2(X-- MI9)(ყ-–/,) კ (#- სი“ 
თ", თი– იყ თ 
  =0005ს, 

ანდა “თუ კონსტანტს აღვნიშნავთ 7."-ით 

(X–იL)? _ 2(X–-M1,)(ყ--IIV) 1(ყ-ჩს)_. 2 
3 2 (9.2.1) 

თ“, თ,Cყ Cყ 

ელიფსის (9.2.1) განტოლება 

შესაძლოა გავაანალიზოთ ანა– 

ლიხური გეომეტრიის ჩვეუ- 

ლებრივი მეთოდებით. ვიყე- 

ნებთ რა მათ,'ვრწმუნდებით, 

რომ (9.2.1) ელიფსის ცენტ- 

რი იმყოფება წერტილში, 

რომლის კოორდინატებია 

(ი, MM); რაც შეეხება 

ელიფსის სიმეტრიის ღერძე- 

ბის მიმართულებას, ისინი 

0X ღერძთან ადგენენ კუთხე- 
ებს, რომლებიც ჯგანისახღვრებიან განტოლებით 

  

ნახ. 9.2.1 

2/თ,თ, 1! 
Lს2თ=-- “>, (9.2.2) 

C.--Cთიყ 

ეს განტოლება იძლევა კუთხეთა ორ მნიშვნელობას: თ და თ, რომლე- 

ბიც განსხვავდებიან 2-“ით. 

ამგვარად, ორიენტაცია (9.2.1) ელიფსისა კოორდინატთა ღერძების 
მიმართ იმყოფება პირდაპიო დამოკიდებულებაში (X,. ბ) სისტემის 

კორელაციის # კოეფიციენტთან; თუკი“ სიდიდეები არაკორილირებულია 
(0. ი. მოცემულ შემთხვევაში, აგრეთვე დამოუკიდებლებია), მაშინ 

ელიფსის სიმეტრიის ღერძები კოორდინატთა ღერძების პარალელუ- 

რია: წინააღმდეგ შემთხვევაში ისინი კოორდინატთა ღერძებთან რომე– 

ლიღაც კუთხეს შეადგენენ. 

  

1 (9.2.2) ფორმულის დასაბუთება სხეა ხერხით იხ. 14.7 პარაგრაფში, 
, 
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განაწილების ზედააიოის ს0ყ სიბრტყის პარალელური სიბრტყე- 
ებით გადაკვეთით და X0Vყ სიბრტყეზე კვეთების გეგმილების მიღებით 
ჩვენ გვექნება მსგავსი და ერთნაირად განლაგებული ელიფსების მთე– 

ლი ოჯახი, ; რომელთა საერთო ცენტრია (/I., 7), ყოველი ელიფ- 

სის ყველა წეოტილხე განაწილების სიმკვრივე / (X, ყ) მუდმივია, ამიტომ 

ასეთ ელიფსებს ეწოდებათ თანაბარი სიმკვრივის ელიფ- 

სები ანდა მოკლედ, გაფანტვის ელაიფსები. გაფანტვის 

ყველა ელიფსის საერთო ღერძებს ეწოდებათ გაფანტვის მთა- 

ვარი ღერძები. 

ცნობილია, რომ ელიფსის განტოლებას აქვს მეტად მარტივი ე. წ- 

„კანონიკური“ სახე, თუკი საკოორდინატო ღერძები დაემთხვევიან ელიფ– 

სის სიმეტოიის ღერძებს. იმისათვის, რომ გაფანტვის ელიფსის განტოლე- 

ბა დავიყვანოთ კანონიკურ სახეზე, საკმარისია კოორდინატთა სათავე 

გადავიტანოთ (/?>„, /?)) წერტილზე და კოორდინატთა ღერძები მოვაბ- 
რუნოთ კუთხით, რომელიც განისახღვრება (9.22) განტოლებით. ამ 

შემთხვევაში კი კოორდინატთა ღერძები დაემთხვევიან .·გაფანტვის მთა– 

ვარ ღერძებს და ნორმალური კანონი სიბრტყეზე ე. წ. „კანონიკურ“ სა–- 

ხედ გარდაიქმნება. 
ნორმალური კანონის კანონიკურ ფორმას სიბრტყეზე აქვს სახე: 

წს _ 4. ფე რ.2.3) 1 ა 2 
I(C,ი)= –-- ტი იძ 5 20% 

2:LC;თე 

სადაც თ, თე –– ე. წ მთავარი საშუალო კვადრატე- 
ლი გადა ხ რებია ე.ი. (5, 7) შემთხვევითი სიდიდეების სამუ-_ 
ალო კვადრატული გადახრები, რომლებიც შემთხვევითი წერტილის კო– 

ორდინატებია განსახღვრული გაფანტვის 0,0, მთავარი ღერძების სის- 

ტემაში. მთავარი საშუალო კვადრატული გადახრები თ,, თ,, გამოი- 

სახებიან სამუალო კვადრატული გადახრებით წინანდელ კოორდინატთა 
სისტემამი შემდეგი ფორმულებით: 

თა, == C%.005'თ-LIV0 თ 5III 2X-+ ძ?ბეე1ი?თ, L) დ.2.4) 

თ?ე=09?,5§|)ი“თ – /თ.თე§Iი2თ –+- თ?ეC057?Cთ. I ” ყ' წ 

ჩვეულებრივ, განიხილავენ, რა ნორმალურ კანონს სიბრტყეზე, ცდი- 

ლობენ წინასწარ შეარჩიონ კოორდინატთა 0., 0ყ ღერძები ისე, რომ 

დაემთხვნენ გაფანტვის მთავარ ღერძებს. ამ დროს საშუალო კვადრატუ- 

  

1 ამ ფორმულების გამოყვანა იხ, მე-14 თავი, 14.7 პარაგრაფში. 
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ლი გადახრები თ., თ) ღერძებზე იქნება მთავარი სამუალო კვადრა- 

ტული გადახრები და ნორმალური კანონს ექნება სახე: 

ჯ. V? 

ეაეაეეე,ას!ჯ – 

გ 2. 2თყ. (9.2.5) 
  

  I(X, V) 2ით,თ, 

ზოგ შემთხვევაში კოორდინატთა ღერძებს ირჩევენ გაფანტვის მთავარ 

ღერძთა პარალელურად, მაგრამ კოორდინატთა სათავე არ არის შე- 
თავსებული გაფანტვის ცენტრთან. ამ დროს შემთხვევითი (X, პ/) სი- 

დიდეები ასევე აღმოჩნდებიან დამოუკიდებელნი, მაგრამ ნორმალური 
კანონის გამოსახულებას აქვს შემდეგი სახე: 

_ (X–-MIჯ)” _ (ყ–-M,)" 
1 ა წ 

I(X, ყ)= გორიოს, 2. 2” (9.2.6) 
ჩILC,თყ 

სადაც M., M,ყ-- გაფანტვის ცენტრის კოორდინატებია. 

გადავიდეთ (9.2.5) ნორმალური კანონის კანონიკურ ფორმაში სა- 

შმუალო კვადრატული გადახრებიდან საალბათო გადახრებხე: 

ჩხ.=იV2თ. #8ყ=იV 20თკყ- 

5., 8ყ სიდიდეებს ეწოდებათ მთავარი საალბათო გადახრები. გამოე- 
სახოთ თ., თკ გამოსახულებანი 6 „, 8,-ით და ჩავსვათ (9. 2. 5) განტოლე– 
ბაში. მივიღებთ ნორმალური: კანონის მეორე კანონიკურ ფორმას: 

ა/X 1, V. 
ი“ –” 1 -) 

>+ნ.ჩე 

  I(X, ყ) = (9.2.7) 

ასეთ ფორმამი ნორმალური კანონი ხშირად გამოიყენება სროლის თე–- 

ორიაში. 

დავწეროთ გაფანტვის ელიფსის. განტოლება კანონიკური სახით: 

9 9 ი ლ 
X  #V.  /ი ანდა 2 - # 1. (9.2.8) 
თ, თვ (თე). (ჩ”თ”)” 
    

სადაც. #-მუდმივი რიცხ;ვია. 

(9.2.8) განტოლებიდან ჩანს, რომ გაფანტვის ელიფსის ნახევარღეო- 

ძები პროპორციულია მთავარი საშუალო კვადრატული გადახრებისა 
(მაშასადამე, მთავარი საალბათო გადახრებისა. 

დავარქვათ გაფანტვის „ერთეულოვანი, ელიფსი ალბათობის თანა- 

ბარი სიმკვრივის იმ ელიფსთაგანს რომლის ნახევარღერძები ტოლია 
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თ... თ, მოავრი საშუალო კვადრატული -გადახრებისა (თუკი გაფანტვის. 
მახასიათებლად გამოვიყენებთ არა “მთავარ საშუალო კვადრატულს, 

არამედ მთავარ საალბათო გადახრებს, მაშინ ბუნებრივია „ერთეულო- 

ვანი“ ვუწოდოთ იმ ელიფსს, რომლის ნახევარღერძები #., # ის ტო- 

ლია). · 

გარდა (გაფანტვის, ერთეულოვანი ელიფსისა ზოგჯერ განიხილავენ 
კიდევ გაფანტვის „სრულ. ელიფსს, რომელშიდაც გულისხმობენ 
ალბათობის თანაბარი სიმკვრივის ელიფსებიდან იმას, რომელშიდაც 

პრაქტიკული უტყუარობით თავსდება მთელი გაფანტვა. ამ ელიფსის 
ზომები რა თქმა უნდა დამოკიდებულია იმისაგან, თუ რა უნდა გავიგოთ 

„პრაქტიკული უტყუარობის“ ქვეშ. კერძოდ, თუ მივიღებთ „პრაქტიკულ 
უტყუარობად” 0,99 რიგის ალბათობას, გაფანტვის სრულ ელიფსად 
შეიძლება ჩავთვალოთ ელიფსი, რომლის ნახევარღერძებია 3თ,, 3თყ. 

სპეციალურად განვიხილოთ ერთი კერძო შემთხვევა, როცა მთავარი 
საშუალო კვადრატული გადახრები ერთი მეორის ტოლია: 

თ».=თ)ყ=თ. 
მაშინ გაფანტვის ყველა ელიფსები გადაიქცევიან წრეებად, და გაფანტ–- 
ვას ეწოდება წრიული. წრიული გაფანტვის თითოეული ღეოძთაგანი, 
რომლებიც გადიან გაფანტვის ცენტრში, შეიძლება მიღებულ იქნას 
როგორც გაბნევის მთავარი ღერძი, ანდა, სხვა სიტყვებით, მთავარი ღერ– 

ძების მიმართულება განუსახღვრელია არაწრიული გაბნევისას შემთ- 

ხვევითი CX,პ7) სიდიდეები, რომლებიც დამორჩილებული არიან ნორმალურ. 

კანონს სიბრტყეზე, დამოუკიდებელნი არიან მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 
როცა კოორდინატთა ღერძები გაფანტვის მთავარი ღერძების პარალე– 
ლურია. წრიული გაბნევისას შემთხვევითი სიდიდეები (X, აჩ) დამოუ- 
კიდებელნი არიან მართკუთხოვაი კოორდინატთა სისტემის ნების- 

მიერი შერჩევისას, წრიული გაფანტვის იმ თავისებურების გამო, რომ 
მოქმედებანი წრიულ გაფანტვისას გაცილებით უფრო მოხერხებულია, 

ვიდრე ელიფსურის, ამიტომ პრაქტიკაში სადაც კი შესაძლებელია, ცდი– 

ლობენ გაფანტვისას არაწრიული , გაფანტვა მიახლოებით წრიულით 
შეცვალონ. | 

9. 9. გაფანტვის მთავარი ღერძის პარალელურ გვერდებიან 

მართკუთხედფი მოხვედრის ალბათობა 

ვთქვათ შემთხვევითი (X, -”) წერტილი სიბრტყეზე ემორჩილება 
ნორმალურ კანონს 

(X–ისა (ყე)? 

I(X, M) = _ 1, 2თX 2თ”ყ (.3.1) 
25თ.Cთყ 
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და ამასთან გაფანტვის მთავარი ღერძები კოორღინატთა ღერძების პარა– 

ლელურია და X, »” სიღიდეები არიან ერთი მეორისაგან დამოუკიდე- 
ბელი. 

საჭიროა გამოვთვალოთ შემ- 
თხვევითი (X,I) წერტილი” I? 

მართკუთხედში მოხვედრის ალბა– 

თრბას რომლის გვერდები კო- 

ორდინატთა ჯ0Vყ ღერძების და მა- 

შასადამე, გაფანტვის მთავარი ღერ– 
ძების (ნახ. 9.3. 1) პარალელურია. 

თანახმად ზოგადი (8.3.4) ფორ- 

  
  

  

მულისა გვაქვს: ნახ, 9.3.1. 

ჩ.გ 
–(X, V)C#)= | | ICთ, # ძ»ძყ= 

თ» 
_ (X+--იI>) გ (ყ–-MI,)? 8 

- 1 –-“–- 
=| – 20» ძX '(ლ= 2თყ ძყ. 

2 => 2. » თ,V 2# 

საიდანაც, (6.3.3) ფორმულის გამოყენებით, უბანზე მოხვედრის ალბათო– 

ბისათვის ვპოულობთ: 

  

სნ(CX, XI)–#%)= 

“ტე ფუ)ორო ერ) თა 
სადაც C?7(X) –– განაწილების ნორმალური ფუნქციაა: 

თუკი ნორმალური კანონი სიბრტყეზე მოცემულია კანონიკური ფორ- 
მით, მაშინ /2>==/1,)=0 და (9.3.2) ფორმულა მიიღებს სახეს 

ხCX, 7C=)= |C"( 1 )–ა" (<)| (> )–ი“ 63) დ.3.3) 

თუ მართკუთხედის გვერდები არაპარალელურია კოორდინატთა ღერ- 
ძებისა, მაშინ (9.3.2) და (9.3.3) ფორმულები უკვე არ არის მისაღები. 

(9.3.2) და (9.3.3) ფორმულებით მხოლოდ წრიულ გაფანტვისას გამოით- 

ვლება ალბათობა ნებისმიერი ორიენტაციის მართკუთხელდში მოხვედ- 

რისა. 

დ.3.2 და (9.3.3) ფორმულები ფართოდ გამოიყენებიან; მართ- 

კუთხედისებრ,ი მართკუთხედთან ახლო, მართკუთხედებისაგან შემ- 
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დგარ და მიახლოებით მათი მსგავსით მეცვლილ სამიზნეში მოხვედრე- 
ბის ალბათობათა გამოსათვლელად. 

მაგალითი, წაროებსს თვითმფრინავიდან სროლა მართკუთხოვან ფარზე, 

რომლის ზომებია 9 მ X12 მ და ჰორიზონტალურად მიწაზე ძევს. მთავარი საპალბათო გა–- 

დახრები: გრჭივი მიმართულებით /8ეკ =-101მ. გვერდითი მიმართულებით ჩჯგე=5 მ. 

V დამიზნება – სამიზნის ცენტრზე, შესვლა – სა– 

მიზნის გასწვრივ. დამიზნების სიშორის (ა 

+/ი ფაქტიური სროლის სიშორეთა დაუმთხეევ- 

ლობის გამო მოხვედრის საშუალო წერტილი 

გადაიწევს მიუწვდომლობის მხარეს 4 მ-ზე, 

მოვნახოთ სამიზნეზე მოხვედრის ალბათობა 

ერთი სროლისას. 

« 2 ამოხსნა. (9.2.2) ნახაზზე დავი– 

–_– LI. ტანთ მიზანს, დამიზნების წერტილს (დ. წ.) 

და გაფანტვის” ცენტრს (გ.ც). გაფანტვის 
2%%2 ცენტრიდან გაგვყასს გაფანტვის მთავარი 

-Mვკ რი 45 ღერძები: ფრენის მიმართულებით და მის 

“ > მართობულად. გადავიდეთ მთავარი საალბა- 

რ22მ, თო ჩეპ და. 8გე გადახრებიდან მთავარ საშუ- 

L ალო. კვადრატულზე: ! 

  

      

ნახ. 9.3.2 
%«9.3.2) ფორმულის მიხედვით გეაქვს: 

იძი თორ -ე--X0რხ5)-“Cგ))- 
1 

= > :0,4562:0,6073=0, 138. 

  ა 

9.#. გაფანტვის ელიფსზე მოხვედრების ალბათობა 

ბრტყელი ნაკვთების მცირე რიცხვს, რომელხედაც მოხვედრების 

ალბათობა შეიძლება გამოთვლილი იქნას საბოლოო სახით, მიეკუთვ- 

ნება გაფანტვის ელიფსი (თანაბარი სიმკვრივის “ელიფსი). დავუშვათ 

სიმკვრივის ნორმალური კანონი მოცემულია კანონიკური. ფორმით: 

  

L(2 1 # ) 
#(X.ყ) = _1 0 2სI, "თ, (9.4.1) 

2თ,Cყ 

განვიხილოთ გაფანტვის 8, ელიფსი, რომლის განტოლება 
2 5 
+ = #2, ით, რთ? 

სადაც # პარამეტრი გაფანტვის ელიფსის ნახევარღერძების მთავარ სა- 

მუალო კვადრატულ გადახრებთან ფარდობაა. 
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საერთო (8.3.3) ფორმულიდან გვაქეს: 

ჩC, #)C8,= | (/ თ. #ძ«ძ,- 
(ზე 

= I – 250, წ –+ > 0, ი, ძ»X ძყ. (9.4.2) 

(8) 

(9.4.2) ინტეგრალში მოვახდინოთ ცვლადთა შეცვლა 

თ, თ 

ამ ჩასმებით ელიფსი #8, გარდაიქმნება "/ რადიუსიან #ჯ წრედ. მა–- 

შასადამე, 

· |? 

ჩ(X, V)C8)- 21 IC 2 
2%(C) 

ყ 

2 ი ძე. (9.4.3) 

(9.4.3) ინტეგრალში დეკარტის კოორდინატთა სისტემიდან პოლარუ ულხე 

გადავიდეთ 
(=I C0§ 0; ყ=/ 50 0. (9.4.4) 

გარდაქმნის იაკობიანი ტოლია „-ის. ცვლადთა შეცვლით ვღებულობთ: 

ქ გ I L 

წი. 2 ძ-ძს=1 2-1- 
9 9 

2 დ” 
1 

ი ((X,V#)–8,)= 2: ( 
==: 

ამგვარად, გაფანტვის ელიფსში, რომლის ნახევარი ღერძები ტოლი 

საშუალო კვადრატული გადახრისა, მოხვედრის ალბათობა ტოლია 

” 

ჩ(X, V)–ლ8,)=1–4. ? დ.4.5) 

მაგალითად, მოვძებნოთ Xჯ0Vყ სიბრტყეზე ნორმალური კანონით განაწი– 

ლებული შემთხვევითი წერტილის მოხვედრის ალბათობა გაფანტვის ერ– 

თეულოვან ელიფსხე რომლის ნახევარღერძები ტოლია საშუალო 

კვადრატული გადახრებისა: 

0=თ.; ხ=თკ. 

ასეთი ელიფსისათვის #=>1. გვაქვს: 

ხ(X, 7)–8)=1-- ? 
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დანართის ცხრილით ვპოულობთ: 

ნ(X, XV)ლ–8,)) 20,393. 

ფორმულა (9.4.5) ყველაზე ხშირად გამოიყენება წრეში მოხვედრის ალ– 

ბათობის გამოსათვლელად წრიული გაფანტვის შემთხვევაში. 

მაგალითი. სწრაფად მოძრავ მცირე ზომის სამიზნეზე, რომლის ფართობი 

· 2 მ-ია, იქმნება ბრტყელი დისკოს ფორმის ნამსხვრევების ველი, რომლის რადიუსია 

ILL= 30 მ. დისკოს შიგნით ნამსხვრევების სიმკვრივე მუდმივია და ტოლია 2 ნაესხ/ჰ 2» 

ის. თუ სამიზნე დაფარულია დისკოთი, მაშინ ნამსხვრევთა რიცხვი, რომელიც მასში 

ხვდება, შეიძლება ჩაითვალოს განაწილებულად პუასონის კანონის მიხედვით, მიზნის 

სიმცირის გამო ძეიძლება იგი განვიხილოთ, როგორც წერტილოვანი და ჩავთვალოთ, რომ 

იგი მთლიანად დაიფარება ნამსხვრეეთა ეელით (თუ მისი ცენტრი ხვღება წრეში). ანდა 

სავსებით არ იფარება (თუ მისი ცენტრი არ ხვდება წ“ეში). ნამLსერევის მოხეედრა 

გარანტიას. (ძლევა , მიზნის, დაზიანებისას., დამიზნებისს ცდილობენ წოის 0; ცენტრი 

შე: თავსონ X0ყ სიბრტყეზე კოორდინატთა 0 Lათაეეს (სამიზნის „ენტრს), მაგრამ მეც- 

დომის შედეგად 0, წერტილი იფანტება 0-ს ახ- 

ლოს (ნახ. 9.4.1); გაფანტვის კანონი ნორმა- 

ლურია, გაფანტვა წრიული, 0თ0==20 მ-ს. განე- 
საზღვროთ სამიზნის დაზიანების ალბათობა, 

ამოხსნა, იმისათვის, რომ სამიზნე და- 

ზიანდეს ნამსხერევებით, აუცილებელია ორი 

ხდომილობის შეთავსება; 1). მოხვედრა (0, წერ– 
„ტილისა) ნამსხვრევთა ველში (7 რადღიუსიანი 

წრე) და 2), სამიზნის დაზიანება ველში მოხვედ- 

რის პირობით (ე. ი. იმ პირობით, რომ მოხეედღ- 

რება ველაი უკვე მოხდა), მიზნის წრეში მოხ- 

ეედრის ალბათობა, ცხადია, ტოლია იმის ალბა- 

თობის, რომ წრის ცენტრი ·(შემთხვევითი 

წერტილი 0,) მოხვდება / რადიუსიან წრეში, 

რომელიც შემოწერილია კოორდინატთა საწყისის ირგვლივ. (9.4.5) ფორმკლის გამო- 

ყენებით მივიღებთ: 

  

ნახ. 9.4.1. 

წ= –--=1,5. 
2 

ნ ამსხვრევთა ეელში მიზნის მოხვედრის ალბათობა ტოლია: 

1,5” 

ღეღებსიზ_.. 
შემდეგ მიზნის დაზიანების სნ” ალბათობა, იმ პირობებში, როცა იგი გადაფარულია ნამ- 

სხვრევების დისკოთი; ნამსხვრევთა საშეალო 0 რიცხვი, რომელიც ხდება ველით გა- 

დაფარულ სამიზნეს სამიზნეს ფართობის და ნამსხვრევთა ველის სიმკვრივის 

ნამრავლის ტოლია: 
1,2 .2=-2,4 

პირობითი სამიზნის დაზიანების 7” ალბათობა, ეს არის მასზე თუნდაც ერთა მოზეედ- 

რების ალბათობა, ვსარგებლობთ რა მე-5 თავის (5.9.5) ფორმულით გვაქვს: 

ჩნ%= #,=1--6-94>0,909. 
სამიზნის ღ.ზიანების ალბათობა ტოლია: 

9XC4)=29,675 :0,909>20,613. 
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ვისარგებლოთ. წრეში მოხვედრის ალბათობის გამოსათე ლელად (9.4.5) 
ფორმულით, რათა გამოვიყვანოთ პრაქტიკისათვის ერთი მნიშვნელოვანი 

განაწილება: ე. წ. რელეის განაწილება. 
განვიხილოთ X0ყ სიბრტყეზე (ნახ, 9.4.2) შემთხვევითი (X, »”» 

წერტილი, რომელიც წრიული ნორმალური კანონით გაფანტულია კო– 
ორდინატთა 0 საწყისის ირგვლივ. 

რომლის საშუალო კვადრატული გადა- 

ხრაა ი. მოვნახოთ განაწილების კა- 

ნონი შემთხვევითი )/? სიდიდის --მან- 

ძილისა (X, ”) წერტილიდან კოორ- 

დინატთა სათავემდე, ე; ი. შემთხვევი- 

თი ვექტორის სიგრმის,ა რომლის 
მდგენელებია X, ბ, პირველად მოვ- 
ნახოთ /? სიდიდის განაწილების #() 

ფუნქცია. განსახღვრის თანაზმად 

LCა= (წლე. ნაზ, 9.4.2 

ეს არიზ ალბათობა მემთხვევითი (X.2/) წერტილის ” რადიუსიანი წრის შიგ– 
ნით მოხვედრისა (ნაზ. 9.4.2). (9.4.5) ფორმულით ეს ალბათობა ტოლია 

·(X. 

  

# 

ჩი=1-.2 ? 

სადაც ჩ- +, ე. ი. 

„. 

წი-I-. “ რ.4.6) 
განაწილების ფუნქციის მოცემულ გამოსახულებას აქვს ახრი #-ის მხოლოდ 

დადებითი მნიშვნელობისას; უარყოფითი (ისას უნდა, დავუშვათ /#(7)=0. 

განაწილების #() ფუნქციას ”-ით გაწარმოებით. ვპოულობთ განაწი- 

I) ლების სიმკვრივეს. 

I(ს = +“ 2. ოოცა #>0, 

0. როკა #<ლ0. 

(9.4.7). 

(9.47) ლღელეის კანონი გვხვდებ> 
პრაქტიკის სხვადასხვა დარგში: სრო– 

ლაში, რადიოტექნიკაში, ელექტროო- 

ტექნიკამი და ა. შ. გრაფიკი (რე- 

ლეის კანონის სიმკვრივისა) ფუნქცი- 
ისა მოტანილია 9.4.3 ნახ.-ხე. მოვ- 
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ნახოთ რელეის კანონით განაწილებული /#, სიდიღის რიცხვითი მახა- 

სიათებლები, სახელდობრ: მისი /4 მოდა და VI, მათემატიკური ლო–- 
დინი. იმისათვის, რომ მოვნახოთ მოდა – წერტილის აბსცისი, რომელ– 

შიდაც ალბათობის სიმკვრივე მაქსიმალურია, –– გავაწარმოოთ / (ე- 
ით და წარმოებული ნულს გავუტოლოთ. 

(. 
ფესვი ამ განტოლებისა სწორედ არის საძიებელი მოდა 

. #VI=თ (9.4.8) 

ამგვარად. ყველახე საალბათო მნიშვნელობა შემთხვევითი (X, 2) 

წერტილისა და კოორდინატთა საწყის შორის /# მანძილისა გაფანტვის 

სამუალო კვადრატული გადახრის ტოლია. 

მათემატიკური ლოდინი #I, მოინახება ფორმულით: 

ლ ა 846 

/„ => | „” (უო ძ” -= I8C 2თპ ჟ/-, 
ი გ9 ' 

–'.=/, ცელადის “მეცვლით მივიღებთ 
CV 2 

ლ CC 

1, == იV 2 | 2/26-11// =ფთ V2 ( /· 2(/0-”ძ//. 

0 0 

ნაწილობითი ინტეგრირებით მივიღებთ /2 მანძილის მათემატიკურ ლო- 

დინს: 

–VოL თ. 
/I„.=C6V 2 ===თ “22 1,25თ. (9.4.9) 

ი.:. ნებისმიერ ფორმის არეში მოხვედრის ალბათობა 

დარტყმითი ჭურვების სროლისას მიზანმი მოხეედრის ალბათობა 

დაიყვანება შემთხვევითი (X, ჩ2/) წერტილის, რომელიღაც IL) არეში 

მოხვედრები“ ალბათობის გამოთვლამდე. დავუშვთ შემთხვევითი 

(X. X) წერტილი ემორჩილება კანონიკური სახის ნორმალურ კანონს. 

(X, –2 წერტილის M) არეში მოხვედრის ალბათობა გამოისახება ინ–- 

ტეგრალით 
ჯ ყ" · 

1 –_ ეე: ეც. 

ჩ((X, X)5–L) – ი L I 29 27%» ყაძყ (9.5.1). 
“IC 
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ცალკეულ კერძო შემთხვევებში (მაგალითად, როცა #) არე არის მართ- 
კუთხედი, რომლის გვერდები გაფანტვის მთავარი ღერძების პარალე- 
ლურია ანდა გაფანტვის ელიფსი და აგრეთვე ზოგიერთი სხვა, რომელ- 
თაც აქვთ ნაკლები პრაქტიკული მნიშვნელობა). (9.5.1) ინტეგრალი 
შესაძლოა გამოსახული იქნას ცნობილი ფუნქციების საშუალებით; 

ზოგად შემთხვევაში “ეს, ინტეგრალი ცნობილი ფუნქციების სამუალე- 
ბით არ გამოისახება. პრაქტიკაში ნებისმიერი ფორმის არეში მოხვედ- 

რების ალბათობის გამოსათვლელად გამოიყენება 'მემდეგი მიახლოებითი 

ხერხები. 

1.0 არე მიახლოებით შეიცვლება ისეთი მართკუთხედებისაგან 

შემდგარი არით, “რომელთა გვერღები გაფანტვის მთავარი ღერძების 

პარალელურია (ნახ. 9.5,1), თითო- 8 · 
ეულ ამ მართკუთხედმი მოხვედრის 

ალბათობა გამოითვლება ფორმულით 

(90.3.3. ეს ხერხი შესაძლოა რე– 

კომენდებულ იქნას მაშინ, რო;კა 
მართკუთხედთა რიცხვი, რომლებადაც 

მიახლოებით დაიყოფა #) სამიხნი, არ 

არის ძლიერ დიდი. 

2. მთელი X0Vყ სიბრტყე. რომე ა» 

ლიმე წირთა სისტემით (სწორი ანდა · : 23 
მრუდი) წინასწარ დაიყოფა უჯრე- 

დებად, რომლებზედაც მოხვედრების 

ალბათობა “შესაძლოა გამოსახულ 

იქნან ზუსტად ცნობილი ფუნქციე- : 
ბის საშუალებით და გამოითვლება თითოეულ უჯრებზე მოხვედრების 

ალბათობა. წირთა ასეთ სისტემას, მათი –«ესაბამისი უჯრედებში მოხვერ- 
რის ალბათობებით ეწოდება გაფანტვის ბადე. ბადეზე. მუ- 

შაობა არის ის რომ ბადის გამოსახულება იგება მიხნის გამოსახულებაზე. 

რის შედეგადაც ჯამდება მიხნისს დაფარულ უჯრედები მოხვედრის 

ალბათობანი: თუ მიზანი ფარავს უჭოედის ნაწილს, მაშინ აიღება უჯრეღ–- 

ში მოხვედრის ალბათობის გადაფარული ფართის პროპორციული ნა- 

წილი. 

გაფანტვის ბადე შესაძლოა გამოჟენებული ივნას „ორნაირად: 

ა) ავაგოთ სამიზნე ქსელის “მაშტაბით: ბ) ავაგოთ ჟგსელი სამეზნის მაშ- 

ტაბით; თუკი სამიზნეს აქვს რთული“ მოხაზულობა და, განსაკუთრებით, 

შედარებით დიდი არ არის, ჩვეულებრივ უფრო მოხერხებულია სამიზ- 

ნის გამოსახულებაზე იმავე მასშტაბით ავაგოთ ბადის ის ნაწილი, რომე- 

ლიც დაკავებულია სამიხნით. თუჯი სამიხნეს აქვს შედარებით მარტივი 

მოხახულობა და საკმაოდ დიდია (დაკავებული აქვს გაფანტვის სრული 
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ელიფსის მნიშვნელოვანი ნაწილი), ჩვეულებრივ, უფრო მოწერხებულია 

სამიხნუ ავაგოთ ბადის მასპტაბებით. ვინაიდან სტანდარტული ბადე იგე- 

ბა წრიული გაფანტვისათვის, ხოლო პრაქტიკაში “საერთოდ გაფანტვა 

არ არის წრიული, სამიხნის ქსელის მასშტაბებით აგებისას მოგვიხდება 

საერთოდ ვისარგებლოთ ორი სხვადასხვა მასმტაბით 0X., და 0ყ ღერ- 

ძებხე. 

ამ ხერხის გამოყენებისას მოხერხებულია გვქონდეს გაფანტვის ბა- 

დე, რომელიც შესრულებული იქნება გამჭვირვალე ქაღალდზე და დავა- 
ფაროთ იგი სამიზნის გადაკეთებულ გამოსახულებას. გაფანტვის წრფივი 

ქსელი ერთი საკოორდინატო კუთხისათვის მოცემულია 9.5.2 ნახ-ზე. 

“ჯოედის გვერდი ტოლია 0,2# 20,133 თ. , 

უჯრედებში ჩასმულია მათში მოხვედრების ალბათობანი პროცენტის 

მეორმოცედ ნაწილებში. Vს. 
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4) 3) 8 3| 3) 3 2) 21 2 2I7I/1/I:|7|0|ი!ი10,.0 

§| VI 4| 413| 3ჰკ| პჰ| კჰ| 21 21 2)/ 7)ჯუ!#|)7/|)ე|)ჯ|0|)9 

5| 5| «| §| «| «| «| 3 2 2 2121I/7((/!7)(I!1I210)0ი 
6) 6| 6|/ §| §| 5§ 4| « პ| 2(2| 2:71 /'/ I 00! ი,2'/ 
7) 7| 6| §| #4 | 5, 5| 4.4|3| 2 2) 21 /I/ /1/ 710. 

2? 2I 7 7161) ხ 6I 5.4 4.) 3 21 2I.I/ /'მ)ძ; 5: 
9) 9 ვ) 2 7| 71 -I5| §| 4| კ) 3) 2)?!” |/ |I/ #« I 212– 
“ი 9 9 2.2 7 ი|I2I + 41 3) /I( I/10|/I9 

/7/) VI II 9I 7) 5) 7| < 5. 4) 14|2I2)1)2)17)7!V 

”/ / I ფI/VI| + 6 | 5) 4|, 411 «IL C2|«)7|| /1 #V)1I#ი 

/ III |I/ |/219| 4) გ §|I 514) 2| | 21 2|I 2I7I/Iი|" 

#” III | |/01)/ი|I |) <|7| #1 | « «| 31 მ) 2 ეწე|/I/!I/! 

ნახ. 9.5.2. X 
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3. იმ შემთხვევაში, როცა 2 არეს ზომები შეღარებით საშუალო კვად- 

რატულ გადახრებთან არ არის დიდი (არ აღემატებიან 0,5-–-1 ს..კ.. გ. 

შესაბამისი ღერძების მიმართულებით), ამ არეში მოხვედრების ალბათო- 

ბა შესაძლოა მიახლოებით გამოთვლილი იქნას ფორმულით, რომე- 

ლიც არ შეიცავს ინტეგრირების ოპერაციას. 

განვიხილოთ Xჯ0Vყ სიბრტყეზე ნებისმიერი ფორმის მცირე ი სამიზნე 

(ნახ. 9.5.3). დავუშვათ, რომ ამ ხამიზნის ზომები არ არის დიღი ფედარე–- 

ბით 8>- და ##,/ საალბათო გადახრებ- თ 
თან, 8.3.3 ზოგადი ფორმულის მი- ” 

ხედვით გვაქვს: –-8 » 
,-CX, VI)–0)= 

' 

'= | II ყ) ძXძყ. (9.5.2) ლა M 
(L) · 4) · ს § 23 

  

  სადაც / (X, V) –(X, 27) სისტემის გა- „დ. / 
ნაწილების სიმკვრივეა. ს გამოვიყენოთ ს“ 

(9.5.20ე ინტეგრალისათვის თეორემა ა.) 

საშუალო მნიშვნელობის შესაჯებ: ნახ. 9.5.3. 

ჩ((X, XC) =/ C. #)= | | ძX ძ/=/ 6. Vა 56, 
#6) 

სადაც. (CXი, ყ.)-–- ი არეს შიგნით რომელიღაც წერტილია; 

5ი–- 0 არეს ფართობი. 

იმ შემთხევევაში, როცა CV, V) საყტემა დაქვემღეაბარებულია. ნორმა- 

ლურ კანონს კანონიკური სახით, გვავეს: 
ა 

X>ი. ყი 
5 - 

LX, V)CI)– 3> 2 ლ 20-+ 2ძ-, (9.5.3) 
V 

  

80 არეს შედარებით მცირე ზომებისას. განაწილების სიმკვრივე /(C, V), 

ამ არეს ფარგლებმი მცირედ იცვლება და პრაქტიკულად შეიძლება 

მიღებული იქნას მუდმივად. მაშინ (X-, ყი) წერტილად შეიძლეზა ავირ- 

ჩიოთ ნებისმიერი ს წერტილი არის ფარგლებში (მაგალითად, სამიხ– 

ნის მიახლოებითი ცენტრი). 

(9.5.3) ტიპის ფორმულა პრაქტიკაში ფართოდ გამოიყენება, იმ 

არეებისათვის, რომელთა უდიღესი ზომები არ აღემატებიან საშუალო 

კვადრატულ გადახრის ნახევარს შმესაბამისი მიმართულებით. ისინი 

იძლევიან სიზუსტის მხრივ სავსებით მისაღებ ძედეგებს. (კტალკეულ შემ- 

1 აქ და ქეემოთ ს. კ. გ. –– საშუალო კეადროატული გადახოა 
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თხვევებში მათ იყენებენ უფრო დიდი არეებისათვისაც კი (ერთი ს. კ გ 

რიგისა). ზოგიერთ შესწორებათა "მეტანის პირობებში (სახელდობრ 

თ» თე სიდიდეთა რამდენიმე გადიდებულ მნიშვნელობებით შეცვლით) 
ამ ფორმულის გამოყენების არე შესაძლოა გაფართოებულ იქნას ზომით 

ორი ს. კ. გ. არემდე. 

ა.6. ნორმალური კანონი სამბანზომილებიან სივრცეში. 

ნორმალური კანონის ზოგადი ჩაწერა შემთხვევით 

სიდიდა( ა ნებისმიერი რიცხვის სისდემისათვის 

დისწანციუბი ჭურვებით სროლასთან დაკავშირებული საკითხების 

კვლევისჰპს საქმე გვაქვს დისტანციური ჭურვის სივრცეში სკდომის წერტი- 

ლების.. განაწილების კანონთან. ჩვეულებრივი დისტანციური ამფეთქებ- 

ლების გამოყენების პირობებში განაწილების „ეს კანონი შეიძლება ჩაით- 

ვალოს ნორმალურად. 

მოცემულ პარაგრაფში ჩვენ განვიხილავთ სივრცეში ნორმალური კა- 

ნონის მხოლოდ კანონიკურ ფორმას: 

  

LCX, ყ, 2) = 1 0.2 ლ.6.1) 
(2-0) /:0C თეთ, 

სადაც თ., თე, თ: -- მთავარი: საშუალო კვადრატული გადახრებია. 

სამუალო კვადრატული გადახრებიდან საალბათოზე გადასვლით გვაქვს: 

-/ V“ _V 2“ 

ი” „I; 1“), + 6, >>) 
IL I-C,5ნ,C> 

დისტანციური ჭურვებით სროლასთან დაკავშირებულ ამოცანათა ამოხს- 
ნისას, ზოგჯერ გვიხდება გამოვთვალოთ დისტანციური ჭურვის მოცემულ 

არეს ფარგლებში სკდომის ალბათობა: 

ზოგად შემთხვევაში ეს ალბათობა გამოისახება სამჯერადი ინტეგ- 

რალით: 

(-X, V, ეC0)) =1 | I7Cთ # 29% ძა.ძ.. Cდ.6.3) 
(L) 

1(X, ყ,2)= (9.6.2) 

(9.6.3) ინტეგრალი ჩვეულებრივ არ გამოისახება ელემენტარული ფუნ- 

ქციების საშუალებით. ოღონდ არსებობს მთელი რიგი აოეებისა, რომ- 

ლებშიც მოხვედრის ალბათობა შედარებით მარტივად გამოითვლება. 

1. გაფ ან.ტვის "მთავარი ღერძების პარალე- 

ლურგვერდებიან მართკუთხა პარალელეპიპედ: 

ში მოხვედრის ალბათობა. 
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დავუშვათ /? არე მართკუთხა პარალელეპიპედია, რომელიც შემო- 

ფარგლულია აბსცისებით თ, ჩდ ორდინატებით 2, ბ და აპლიკატებით 

L,  ) (ნახ. 9.6.1) ალბათობა / არეში მოხვედრისა, ცხადია, ტოლია: 

M%V-V,2C90511ი 209592 900თ0= 58) 

  

  

  “2
2;
 

აა
რ 

I I 

1 I |     

–
-
 

ლ
 

  

ა
 I I I _ 

  

ნახ, 9.6,1. 

2 თანაბარი სიმკვრივის ელიფსოიდში მოხ. 

ვედრის ალბათობა. 

განვიხილოთ თანაბარი სიმკვრივის # ელიფსოიდი, რომლის განტოლე- 

ბაა 9 

ამ ელიფსოიდის ნახევარღერძები პროპორციულია მთავარ სამუალო 

კვადრატული გადახრებისა: 

: ი=VC.: ხ=M0ს C=7ჩფ.. 
ვსარგებლობთ, რა (9.6.1) ფორმულით / (X, V, 2) -სათვის, გამოვსახოთ 

8, ელიფსოიდში მოხვედრის ალბათობა: 

#LCX, #,2)C8,)= · ი 2Vთ, თ, ' თ, /ყ, ქეძ, 
2::)/:0,Cღყფ:' (ზა 
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გადავდივართ დეკარტის · კოორდინატებიდან პოლარულხე (სფერულზე) 
ცვლადების შეცვლით 

'»X 
– =”ლ005000§ დ, 
ძ, 

V --- ლ0§0 3 დ, '(9.6.5) 
Cყ 

2” 5Iი 0. | 
C- 

' 

გარდაქმნის იაკობიანი (9.6.5) ტოლია: 

71=727005 0 თ,თყეფ.. 

ახალ ცვლადებხე გადასვლით, მივიღებთ: 

LCX, V,7,)–8,) = 

3. 
ტა –+ 

# 
2? 2 

I– > ლ0§06 2 > 4ძიძი- I/” 2 (59% ძი. 
0 

ლ
 

  

ნაწილობითი ინტეგრებით მივიღებთ: 

„ა /" ( 

_–_–- 2 ყ = 

0 

“> _ 
ს((X, X, იC8)-შ/ <- –ჩ0 

L 

2 – – · 
=2თ%(//) –– 1: –_ 2 : =2Cდ%(7) –– 1 IC. (9.6.6.) 

3. გაფანტვის ერთ-ერთი მთავარი ღერძისპა- 

რალელურ მსახველიან ცილინდრულ არეში მოხ 

ვედრის ალბათობა 

განვიხილოთ ცილინდრული C არე, რომლის მსახველი გაფანტვის 

ერთ-ერთი მთავარი ღერძის პარალელურია (მაგალითად, 07 ღერძის), 

ხოლო მიმმართველი არის ნებისმიერი IL» არის კონტური X0ყ სიბ- 
ტრყეზე (ნახ. 9.6.2.) 

ვთქვათ C არე შემოსაზღვრულია 2=6 და 2=) ორი სიბრტყით. 

გამოვთვალოთ C არეში მოხვედრის ალბათობა; ეს არის ორი ხხდომილო- 

ბის ნამრავლის ალბათობა,რომელთაგან პირველი მათგანი არის (X, პ/ 
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წერტილის მჩ არემი მოხვედრა, ხოლო მეორე – 2, სიდიდის (8, VII, 

უბანზე მოხვედრა. რადგან (X V, 2) სიდიღეები რომლებიც ღაქ- 

ვემდებარებული არიან კანონიკური ფორმის ნორმალურ კანონს, ღა- 
მოუკიდებლებია. ამიტომ დამოუკი- 

დებლებია აგრეთვე ეს ორი ხდო- 

მილობაც. ამიტომ 

=0(LX, V)-–L) #(-–7<7M) = 

=-#LX.V)Cჩ) |თ'(>) - 
რ“ ( = )L (9.6.7) 

XX, ააCს ალბათობა (9.6.7) 

ფორმულაში შესაძლებელია გამოთ– #4 

ქელილ იქნას ბრტყელ არეში მოხ- 

ვედრების ალბათობის კამოთვლის 

ნებისმიერი ხერხით. 

(9.6.7) ფორმულას ·ემყარჟბა ნებისმიერი ფორმის C სივრცით არეში 

მოხვედრის ალბათობის გამოთვლის ხერხი; 0 არე მიახლოებით დაი- 

ყოფა მთელ რიგ ცილინდრულ C,, C,,... არეებად (ნახ. 9.6.3) და თი- 
: 'თოეულ მათგანმი მოხვეღ- 

რის ალბათობა გამოითვლება 

(9.6.7) ფორმულით. ამ ხერ– 

ხის გამოსაყენებლად. საკმა– 

რისია დაიხახოს მთელი რი- 

გი ფიგურებისა რომლებიც 

0 არეს ერთ-ერთი საკოორ- 

დინატო სიბრტყის პარალე– 

“ლური სიბრტყეებით „კქეთენ. 

თითოეულ მათგანში მოხვედ– 

    

  

Cსხ. 9.61 რის ალბათობა გამოითვლება 

: გაფანტვის ბადით. მოცემული 

თავის დასასრულს დავწერთ ზოგად გამოსახულებას ნორმალური კა- 

ნონისათვის 7 განზომილების, ნებისმიერი რიცხვისათვის. 

ასეთი კანონის განაწილების სიმკვრივეს აქეს შემდეგი სახე: 

” ” 
_– 1 

ა – C!I(I,– ჩა .XX-–-+M. ,) 
I(XXა,--·,Mი =VI§I, 2 ი» 5 II(X; (XI , (9.6.8) 

(27) ? 
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სადაც ICI არის C მატრიცის დეტერმინანტი, C =IIC,/) არის # კორელაცი– 
ური მატრიცის შებრუნებული მატრიცა, ე. ი. თუ კორელაციური მატრიცა 

#= IIMXI;II. 
მაშინ ზ 

C,,= (–1)!+) M, 

IIXIV 

სადაც |#XI კორელაციური მატრიცის დეტერმინანტია ხოლო /,;, - ამ 

დეტერმინანტის მინორი, რომელიც მიიღება მისგან ,(-რი სტრიქონის და 
რი სვეტის ამოშლით. შევნიშნავთ, რომ 

_ 1 

· _ | # I 

ზოგადი (9.6.8) გამოსახულებიდან გამომდინარეობს: ნორმალური ჭა 

ნონის ყველა ფორმები განხომილების ნებისმიერი რიცხვისა და შემთხ- 

ვევით სიდიდეთა შორის ნებისმიერი სახის დამოუკიდებლობისათვის, 

კერძოდ, როცა #=2 (გაფანტვა სიბრტყეზეა) კორელაციური მატ- 

რიცა არის - 

LC 

| დ?, თ,თყ// · 

I C,თ)ყ თ, 

სადაც ? კორელაციის კოეფიციენტია. აქედან 

· 1 
= 2. 2 1-–/ 2. (C =_–_–_-ეაეაეაა–; #=თთხ0-ი· ლ6--–ი– 

1 –ჯ, 

თ?,(1–7/5) თ,თყ(1 ––/2) 
  

  

C= 

–_, 1 

თ,ძ)ე(1–/9) თ?ყ(1-–/2) 

  

  

მატრიცის დეტერმინანტის და მისი წევრების (9.6.81ე) ფორმულაში 

ჩასმით მივიღებთ (9.1.1#/ ფორმულას სიბრტყეზე ნორმალური კანონი- 

სათვის, რომლიდანაც ჩვენ დავიწყეთ პარაგრაფი 9. 1. 
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ჯ თავი 

ფჟემთხვევით სიღიდეთა ფუნქციების რიცხვითი 

მახასიათებლები 

10.I!. ფუნკციის მათემატიკური ლოდინი. ფუნქციის დისპერსია 

შემთხვევით მოვლენებთან დაკავშირებულ სხვაღასხვა ამოცანების 

ამოხსნისას თანამედროვე ალბათობათა თეორიამი ფართოდ გამოიყენე- 

ბა შემთხვევით სიდიდეთა აპარატი იმისათვი,„ რომ გვისარგებ- 

ლოთ ამ აპარატით, აუცილებელია ამოცანაში მოცებულ შემთხვევით 
სიდიდეთა განაწილების კანონების „ცოდნა საერთოდ, რომ ვთქვათ 

ეს კანონები “შესაძლებელია განსახღვრული იქნას ცდებიდან, მაგ- 

რამ ჩვეულებრივ ცდა, რომლის მიზანია შემთხვევითი სიდიდის, ანდა 

შემთხვევით სიდიდეთა სისტემის (განსაკუთრებით სამხედრო ტექნი- 

კის დარგში) განაწილების კანონის განსახღვრა, რთული და ძვირად ღი- 

რებულია. ბუნებრივად წამოიჭრება ამოცანა ექსპერიმენტის მოცულო- 

ბა დაყვანილი იქნას მინიმუმამდე და შემთხვევით სიდიდეთა განაწილების 

კანონებზე იმსჯელონ არაპირდაპირი სახით სხვა შემთხვევით სიდიღეთა 

უკე ცნობილი განაწილების კანონების საფუძველხე. შემთხვევით სი- 

დიდეთა გამოკვლევის ასეთი არაპირდაპირი მეთოდები ალბათობათა 

თეორიაში მნიშვნელოვანია. ამ'დროს ჩვეულებრივ ჩვენთვის საინტერე- 

სო შემთხვევითი სიდიდე წარმოიდგინება სხვა შემთხვევით სიდიღეთა 

ფუნქციით. ვიცით, რა არგუმენტების განაწილების კანონი ხშირად ვაღ- 

წევთ ფუნქციის განაწილების კანონის დადგენას. ასეთი ტიპის მთელ რიგ 

ამოცანებს შემდეგმიც შევხვდებით (იხ. თავი –– 12). 

: პრაქტიკაში ხშირად გვხვდება შემთხვევები, როცა არ არის გან– 

საკუთრებული საჭიროება განსაზღვრული იქნას მთლიანად შემთხვე– 

ვით სიდიდეთა ფუნქციის განაწილების კანონი, არამედ საკმარისია 

მხოლოდ ვუჩვენოთ მათი რიცხვითი მახასიათებლები: მათემატიკური 

ლოდინი, დისპერსია, ზოგჯერ– ზოგიერთი უმაღლესი მომენტებიდან. 
ასევე ძლიერ ხშირად თვით არგუმენტების განაწილების კანონები არ 

არის ცნობილი საკმაოდ კარგად. ამასთან დაკავშირებით ხმირად წამო- 

იჭრება ამოცანა შემთხვევით სიდიდეთა ფუნქციის მხოლოდ რიცხვითი 

მახასიათებლების განსახღვრახე. 

განვიხილოთ ასეთი ამოცანა: შემთხვევითი სიდიდე ა” არის რამდე- 

ნიმე შემთხვევით %ს0 XI... X, სიდიდეთა ფუნქცია: 

V=დ (X., Xა..., X). 

დავუშვათ "ჩვენთვის ცნობილია არგუმენტთა (X,, X„,..»>X-) სისტე– 

მის განაწილების კანონი: საჭიროა მოინახოს ა”/ სიდიდის რიცხვითი 
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მახასიათებლები, პირველ რიგში –- მაოემატიკური ლოდინი და დის- 
პერსია. , 

წარმოვიდგინოთ, რომ ამა თუ რიმ ხერხით მოვნახეთ პ7· სიდიდის გა- 

ნაწილების ყ§(ყ) კანონი, მაშინ რიცხვითი მახასიათებლების განსახღვ- 

რის ამოცანა გახდება ტრივიალური, რომლებიც: განისახღვრებიან ფორ- 

მულებით: 

CC 

Mყ= I იდ (9) ძყ: 
ლი: 

ლლ 

Mს)ყ= L (ყ–– ა? §(ყ) ძყ და ა. შ. 

მაგრამ თვით პ/ სიდიდის განაწილების «(ყ) კანონის მონახვა ხშირად 

აღმოჩნდება საკმაოდ რთული. ამავე დროს დასმული ამოცანის ამოსახ- 

სნელად ა” სიდიდის განაწილების კანონის მონახვა, სრულებითაც არ, არის 
საჭირო: რომ მოინახოს V სიდიდის მხოლოდ რიცხვითი მახასიათებლები, 

არ არის საკმარისი მისი განაწილების კანონის ცოდნა; საკმარისია (X).X+..., 

XI) არგუმენტების განაწილების კანონის ცოდნა. უფრო მეტიც, ზო- 
გიერთ 'მემთხვევებში იმისათვის, რომ მოინახოს ფუნქციის რიცხვითი 

მახასიათებლები არ არის საჭირო მისი არგუმენტების განაწილების კა- 

ნონის ცოდნაც კი,საკმარისია. არგუმენტთა მხოლოდ ზოგიერთი რი._ხვი– 

თი მახასიათებლები ვიცოდეთ. ამდაგვარად, შემთხვევით სიდიდეთა ფუნ- 

ქციების რიცხვითი მახასიათებლების ..მონახვის ამოცანა ამ ფუნქციების 

განაწილების კანონების გარეშეც წარმოიშობა. 

განვიხილოთ ფუნქციის რიცხვითი მახასიათებლების განსაზღვრის 

ამოცანა არგუმენტების მოცემულ განაწილების კანონის შემთხვევაში. 
დავიწყოთ ყველაზე მარტივი შემთხვევიდან ერთი არგუმენტის ფუნქცი- 

იდან და დავსვათ შემდეგი ამოცანა. 

გვაქვს მემთხვევითი X სიდიდე განაწილების მოცემული კანონით, 

მეორე შემთხვევითი სიდიდე პ7 დაკავშირებულია X-თან ფუნქციონალუ– 

რი დამოკიდებულებით: 

XV” =V(X). 

საჭიროა, პბ/”-ის განაწილების კანონის მოუზახავად, განვსახღვროთ მისი 

მათემატიკური ლოდინი: , 

M?)= /VIICი(CX)1I. (10.1.1) 
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 „, 

განვიხილოთ შემთხვევა, როცა X არის წყვეტილი შემთხვევითი სიდიდე 

განაწილების მწკრივით: 

Xჯა | 

| 
' 

ი | MI >» | I» 

»ჯ; Xი 
    

  

  

ამოვწეროთ -”V სიდიდის შესაძლო მნიშვნელობანი და ამ მნიშვნელობათა 

სალბათობანი: 
" 

%XXI) | «(X,) | 
  
«XX-) “(CXიგ) 

! (10.1.2 
ჩ. | ჩი 

  
  

2 ს 

ჩ: | ი 

(10.1.2) ცხრილი არ არის სიტყვის მკაცრი მნიშვნელობით ბ” სიდიდის 

განაწილების მწკრივი. რადგანაც საერთოდ, მნიშვნელობებიდან 

თ(X), დ(X.),---, «(X,) (10.1.3) 

ზოგიერთი შეიძლება ერთიმეორეს დაემთხვეს; ამასთან ეს მნიშვნელობა–- 

ნი (10.1.2) ცხრილის ზემო სვეტში არ მიდიან აუცილებლად მზარდი 

რიგით, იმისათვის, რომ (10.1.2) ცხრილიდან გადავიდეთ პ/ სიდიდის 

განაწილების ნამდვილ მწკრიეზე, საჭირო იქნება (10.1.3) მნიშვნელობა- 

ნი განვალაგოთ ზრდადი რიგით, პა/”-ის ურთიერთ ტოლმნიშევნელობა- 

თა შესაბამისად გავაერთიანოთ სვეტები და შევკრიბოთ შესაბამისი ალ– 

ბათობანი; მაგრამ მოცემულ შემთხვევაში ჩვენ არ გვაინტერესებს V 

სიდიდის განაწილების კანონი როგორც ასეთი; ჩვენი მიზნისათვის 

მათემატიკური ლოდინის განსაზღვრისათვის –– საკმარისია განაწილების 

„მოუწესრიგებელი“ ფორმის ·(10.1.2) მწკრივი. ·/ სიდიდის მათემატიკუ- 

რი ლოდინი შეიძლება განვსახღვროთ. ფორმულით: 

MVIIდCX)I= 2, დC ი; (10.1.4) 
§ 

ცხადია სიდიდე #”I!,ც=/MIთ(ა)), რომელიც განისახღვრება (10.1.4) 

ფორმულით, არ შეიძლება შეიცვალოს იმის გამო, რომ ჯამის ნიშნის 

ქვეშ ზოგიერთი წევრი წინასწარ გაერთიანებული იქნება, ხოლო წევრ- 

თა მიმდევრობა (რიგი) –– შეცვლილი: 
ფორმულაში (10.1.4) ფუნქციის მათემატიკური ლოდინი არ შეიცავს 

ცხადი სახხთ თვით ფუნქციის განაწილების კანონს არამედ შეიცავს 

მხოლოდ არგუმენტის განაწილების კანონს, ამგვარად, ფუნქციის მა- 

თემატიკური ლოდინის განსახღვრისათვის სრულებითაც არ არის საჭირო 
ამ ფუნქციის განაწილების კანონის ცოდნა, არამედ სავსებით საკმარისია 

ვიცოდეთ მხოლოდ არგუმენტის განაწილების კანონი. 
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თუ (10.1.1) ფორმულაში ჯამს ინტეგრალით შევცელით, ხოლო /2, 

ალბათობას –– ალბათობის ელემენტით, უწყვეტი შემთხვევითი სიდიღი- 

სათვის მივიღებთ ანალოგიურ ფორმულას: 

ლილ 

Mძი! = | თიი /იიძ». (10.15) 
ლილ 

სადაც 7(X) –“ X სიდიდის განაწილების სიმკვრივეა. 

ანალოგიურად შეიძლება განსახღვრულ იქნას ორი შემთხვევითი 

X, ბ? არგუმენტის თ (X, ა/) ფუნქციის მათემატიკური ლოდინი. წყეე- 

ტილი სიდიდეებისათვის 

MIთ (X, X#)I=2 ,3,დ Cჯი ყ,) #),, (10.1.6) 
', 

სადაც 0,,=M9(X=X,) (V =V,)) ––ალბათობაა: იმისა, რომ (X, ჯი სის- 

ტემა მიიღებს (X,. ყ,) მნიშვნელობებს. 

უწყვეტი სიდიდეებისათვის 

MICდ (X, V)I = I IV (X, ყ)I(X,ყ)ძX ძყ, (10.1.7) 

სადაც /0% ყ) – (X, +) სისტემის განაწილების სიმკვრივეა. 

სრულიად ანალოგიურად განისახლვრება ფუნქციის მათემატიკური 

ლოდინი შემთხვევითი არგუმენტების ნებისმიერი რიცხვისათვის. მოვიყ- 

ვანთ შესაბამის _ფორმულას მხოლოდ უწყვეტი სიდიდეებისათვის: 

#MIდ (X,.X.,...,X,)1= 
ი0 ? 9 

= | ! დV,, X.·· ა X,)I(X,, სა... X,) თX,თძXა...-ძX,, (10.1.8) 

–იC –_თ 

საღაც / (X, X.,.·-· X,)--(CX,, X.,.-·X,) სისტემის განაწილების სიმკვ- 

რივეა. (10.1.8) ტიპის ფორმულები ხშირად გვხვდება ალბათობათა თეო- 

რიის პრაქტიკული გამოყენებისას, როცა საუბარია მთელ რიგ შემთხვე- 

ვით არგუმენტებზე დამოკიდებულ რომელიმე სიდიდეთა გასამუალოე- 

ბახზე. 

ამგვარად, შემთხვევითი არგუმენტთა ნებისმიერი რიცხვის ფუნქ- 

ციის მათემატიკური ლოდინი შეიძლება მოვნახოთ ფუნქციის განაწი– 

ლების კანონისაგან დამოუკიდებლად (მის გარეშე). ანალოგიურად შეიძ- 

ლება მონახულ იქნას ფუნქციის სხვა რიცხვითი მახასიათებლები -- სხვა- 

დასხვა რიგის მომენტები. ვინაიდან ყოველი მომენტი წარმოადგენს გა- 
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მოსაკვლევი. შემთხვევითი სიდიდის რომელიღაც ფუნქციის მათე- 
მატიკურ ლოდინს, ამიტომ ნებისმიერი მომენტის გამოთვლა შესაძ- 

ლებელია ზემოთ აღნიშნულის სრულიად ანალოგიური ხერხებით. ჩვენ 

აქ მოვიყვანთ საანგარიშო ფორმულებს მხოლოდ დისპერსიისათვის და 

ამასთანავე უწყვეტი შემთხვევითი არგუმენტებისათვის. 

ერთი შემთხვევითი არგუმენტის ფუნქციის დისპერსია გამოისახება 
ფორმულით: 

და 

ხIთ(X)I=' | (დ 00ე–--/Iს. |ბ/(X) VX (10.1.9) 
–_თ: 

სადაც #7, == M#ICთდC)I) მათემატიკური ლოდინია #(X) ფუნქციისა, /(0)--X 
სიდიდის განაწილების სიმკვრივე. 

ანალოგიურად გამოისახება ორი არგუმენტის ფუნქციის დისპერ- 

სია: 

სIდთ(X, X)1= | ((«C, ყ)– MI 1 /00M)ძX ძყ, (10.1.10) 

სადაც MI-ი(X, პა) ფუნქციის მათემატიკური· ლოდინია: 

/(X, ყ) არის (X, -”/) სისტემის განაწილების სიმკვრივე. დაბოლოს, არგუ– 

მენტთა ნებისმიერი რიცხვისას, ანალოგიური აღნიშვნებით: 

სIსთ(CL,, +X-,....X,)1= 
ლ0 Cლ0 

= L ( Iი(X,Vა, · · ".Xე)–– 1) 0, Xა,. ·XიეერრXა...თXა. 
–-ი –თ% (10.1.11) 

შევნიშნავთ, რომ ხშირად დისპერსიის გამოთვლისას მოხერხებულია 

ვისარგებლოთ მეორე რიგის "საწყის და ცენტრალურ მომენტებს შორის 

დამოკიდებულებით. (იხ. 5 თავი) და დავწეროთ: 

LIდ(X))= L (დიე) /00ძX--#I?.; (10.1.12) 
2 

სIდ(X, X)1= II Iდ (X, V)I (LV, ყ) ძX ძყ–ი",: (10.1.13) 
–თ 

ჩხ (XX, X.,.---·„X))= 
CC ლლ 

= ( L (დCMი, Xევ.. “,Xი)I/(X,, წა. +V,არი ძა. · “მწვ ი1%. 

“- (10.1.14) 
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(10.1.12)––(10.1.14) ფორმულები შეიძლება ”რეკომენდებულ იქნას, მა– ძინ ოოცა მათ არ მივყავართ. ახლობელ რიცხვთა შორის სხვაობამდე ე. ი. როცა MI, შედარებით მცირეა. ” ზემოთ მოყვანილი მეთოდების პრაქტიკული ამოცანების ამოსახს- წელად გამოყენების საილუსტრაციოდ განვიხილოთ რამდენიმე მაგა– 
ლითო. 

; _9 აგალითი 1. სიბრტყეზე მოცემულია / სიგრძის მონაკვეთი (ნას. 10,.1.1), რომელიც ბრუნავს ისე, რომ მისი ყველა მიმართულება ერთნაირად ალბათობრიეია, 7 მონაკვეთი გეგმილდება უძრავ #8 ღერძზე, განესაზღვროთ ( I ზონაკვეთის გეგმილის სიგრძის საშუალო მნიშვნელობა, 
| ამოსსნა. პროექციის სიგრძე ტოლია: V=/|ლ05CთI, 

სადაც კუთხე თ შემთხვევითი სიდიდეა, რომელიც გა- 
ნაწილებულია თანაბარი სიმკვრივით 0,2: უბანზე. 
(10.1.5ე0) ფორმულით გვაქვს: 

1 25% 
ძCდ 

M1=V/|! რი თI)= |, II 005 CI > = 

0 

5L 

_ 2 2 2! 

ნახ. 10. 1.1. - =) ლ05 C ძთ = “– =0,637/, 

9 
მაგალითი 2. ჭურვის წაგრძელებული ნამსხვრევი, რომელიც სქემატიურადღ 

შეიძლება გამოვსახოთ I სიგრძის მონაკვეთით, ფრენს და ბრუნავს მასის ცენტრის ირ- 

გვლივ ისე, რომ ყველა მისი ორიენტაცია სივრცეში ერთნაირად საალბათოა. ნაგLხვგრე– 

ვები თავის გზაზე ხედება,ბრტყელ ეკრანს მისი მოძრაობის მართობული მიმართუ ლებით. 

და ტოვებს მასზე ნასვრეტს, მოვნახოთ ამ ნახვრეტის სიგრძის მათემატიკური ლოდინი, 

ამოხსნა. უწინარეს ყოვლი- 

სა მივცეთ მათემატიკური ფორმუელი– 

რება მტკიცებას: რომ „ნამსხვრევის 

ჟეელა ორიენტაციას სივრცეში ერთ- 

ნაირად საალბათოა“. ( მონაკვეთის 
მიმართულება დავაზასიათოთ ერთეუ- 

  
– – 

ლოვანი , ვექტოლით (ნახ. 10.1.2). # 

ეექტორის მიმართულება კოორდინატ- 

თა სთერულ სისტემამიი რომელიც 

# სიბრტყესთანაა დაკავშირებული და, 
რომელზედაც წარმოებს დაგეგმილე– 
ბა, განისზღვრება ორი კუთხით: 0 

კუთხით, რომელიც მდებარეობს ” სიბრტყეზე და თ კუთხით, რომელიც მღება- 

რეობს – სიბრტყის მართობულ სიბრტყეში. # ვექტორის ყველა მიმართულების თანა– 
ბარი ალბათობისას, მისი ბოლოს ყველა მდებარეობას ერთეულ რადიუსიან C სფეროს 
ზედაპირზე უნდა ჰქონდეს ·ალბათობის ერთნაირი სიმკვრივე; მაშასადამე, ალბათობის 

ელემენტი 

  

  

ნახ. 10.1.2. 
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სადაც /(00, იძი არის 0,Cთ კუთხეების განაწილების სიმკირივე, პროპორციელი 
გიდა იყოს ძე ელემენტალური ფართობისა C სფეროზე; ეს ელემენტარული ფართი 

! ძი§=ძ0 ძთ C0§5 დ, 
საიდანაც. 

(9, «) ძმძი= „405 C ძმ ძი; /(0, «)=/1 C05 C, 
სადაც # –- პროპორციელობის კოეფიციენტია, 

4 კოეფიციენტის მნიშვნელობას მოვნახავთ დამოკიღებულებილღან 

I 

2X “2. 

I I /(0, «) ძმ ძი=1, 
ეჟ 

“ი 
საიდანაც 

1 
4=–. 

4: 

ამგვ:რად, 0 ღა C. კუთხეების განაწილების სიმკვრივე გამოისახება ფორმელით; 

I 0<0<2:,. 

, = –- C05 ან 2 · 2 I(0, დ)= –– Cი%C _ 8 გლ. (10.1.15) 
2 2 

მონაკეეთის პროექცია # სიბრტყეზე ივ5ება: 

X=L 065 დ. 

X-ის როგორც ორი 0 და ი არგუმენტის ფუნკციის განხილვით და (10.1,7) ფორმულის 
გამოყე §ებით მივიღებთ: 

> 

! 22 2 
”,=/!II! C05 დ)=-– | ძმ ( C05 დ ძდ= + 

(6) 
ლ05“ დძდ= – –- 20,785 /. 

> 

თ
მ
ა
ც
 

2 2 

ამგვარად, ეკრანზე ნამსხერევით დატოვებული 
ნახვრეტის საშუალო სიგრძე ნამსხვრევის სიგოძის 
0,785 ნაწილის ტოლია. 

მაგალითი 3. ბრტყელი ნაკვთი, რომლის 
ფართობია §, სივრცეში ბრუნავს უწესრიგოდ, ისე, 

რომ ყველა ორიენტაცია ამ ნაკვთისა ერთნაირად 

საალბათოა. მოვნახოთ 5 ნაკვთის, უძრავ – სიბრ- 

ტყეზე, გეგმილის საშუალო ფართობი (ნახ, 10.1.3). 

ამოხსნა. § ნაკთის სიბრტყის მიმარ- 
თულება სივრცეში დავახასიათოთ ამ სიბრტყის 

MV ნორმალის მიმართულებით. როგორც წინა მაგა- 

ლითში, სიბრტყესთან დავაკავშიროთ იგივე სფე- 

რული კოორდინატთა სისტემა. 5 ფართის #V ნორმა- ნახ. 10,1.3. 
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ლის მიმართულება ხასიათდება შემთხვევითი 0 და თ კუთხეებით, რომლებიც განა- 

წილებვლია (10.1.5) სიმკვრივით. ა ნაკვთის ” სიბრტყეზე პროექციის 2 ფართი 
ტოლია. 

2-=5 

  

ს · 
00§ (> –დ )I=5 90 0 I, 

ხოლო პროექციის საშუალო ფართობი 

LL 
27 2 

§ ა 
MII>2==/4)5 | 510 დ I1= =I4ბ L C0§ დ | §1ი დ Iძდ = 

9 > 

§ 

2 

ამგვარად, ნებისმიერად ორიენტირებული ბრტყელი ნაკვეთის უძრავ სიბრტყეზე 

გეგმილის საშუალო ფართობი ამ ნაკვთის ფართობის ნახევრის ტოლია. 

მაგალითი 4. გარკეეულ ზობიექტხე რადიოლოკატორით თვალთეალისას 

ლაქა, რომელიც გამოსახავს ობიექტს, მუდმივად კავდება ეკრ ანის ფარგლებში. ეკრა- 

ნი # რადიუსიანი IC წრეა, ლაქა იკავებს ეკრანზე შემთხვევით მდებარეობას ალბათობის 
მუდმივი სიმკვრივით. მოვნახოთ საშუალო მანძილი ლაქიდან ე კრანის ცენტრამდე. 

ამოხსნა. აღვნიშნავთ რა მანძილს ჩ-თი, გვაქვს #= “V X"--X75, სადაც X, 
'( 

ს –– ლაქის კოორდინატებია;| | (+, ყ)= დ IC წრის ფარგლებში და ნულის ტო- 
ეს /#/%“ – 

  

ლია მისი ფარგლების გარეთ. (10.1.7) ფორმულის გამოყენებითა და ინტეგრალში 

პორალურ კოორდინატებზე გადასვლით გვაქვს: 

2: #? 
1 ეაღეა- აყ 2 

ოი“ედ) | V » –“+ყ?, ძXL ძყ ლ ( ძი I, ძ, 3 #ბ. 

ძო 0 0 

მაგალითი 5. საიმედოობა (უმტყუნებლადღ მუშაობის ალბათობა) ტექნიკუ- 
რი მოწყობილობისა არის 8(X, პ/, 2) სამი პარამეტრის გარკვეული ფუნქცია, რომლებიც 

ახასიათებენ რეგულიარორის მუშაობას, პარამეტრები X, ა/, 2 შემთხვევითი სიდიდეე– 

ბია ცნობილი განაწილების /(X, ყ 2) სიმკვრივით. მოვნახოთ მოწყობილობის საიმედოო- 

ბის საშუალო მნიშვნელობა (მათემატიკური ლოდინი) და საშუალო კვადრატული 

გაღახრა, რომელიც ახასიათებს ამ მოწყობილობის მდგრადობას, 

ამოხსნა. მოწყობილობის საიმედოობა ი (X, პ7, 2) არის სამი შემთხეევითი 

X, ბ/, 7 (პარამეტრების) სიდიდის ფუნქცია. მისი საშუალო მნიშვნელობა (მათემატიკუ– 

რი ლოდინი) მოიძებნება (10. 1,8) ფორმულით: 

„თი 

ჰმი= VII0CX, )?, 2))1= L (| წთ ყ, 2) I(X, ყ, 2) ძX ძყ ძ?1. (10.1.16) 

–თ 

(10.1. 14) ფორმულის მიხედვით გვაქვს: 

05 

ჯი =-#IIXX, XV, 2))= ( ( LC (X, წყ, 2)1? /(X, ყ, ბ) ძX ძყ ძ--Iი:,, თ=VLნი- 

თ 
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(10.1.16, ფორმულა, გამოსახავს მოწყობილობის უმტყუნებლად მუ- 
შაობის საშუალო (სრულ) ალბათობას, შემთხვევით სიდიდეთა გათვალი–- 
სწინებით რომელზედაც დამოკიდებულია ეს ალბათობა კონკრეტულ 

შემთხვევაში. ეს კერძო შემთხვევაა ე. წ. სრული ალბათობის 

ინტეგრალური ფორმულისა რომელიც განახოგადებს 
ალბათობის ჩვეულებრივ ფორმულას ჰიპოთეზათა! არათვლადი რიცხ- 

ვის შემთხვევისათვის. 
გამოვიყვანოთ ეს ფორმულა ზოგადი სახით. დავუშვათ, რომ ცდა, 

რომლის დროსაც შეიძლება მოხდეს ან არ მოხდეს ჩვენთვის საინტერესო 
4 ხდომილობა, მიმდინარეობს შემთხვევით წინასწარ უცნობ პირობებ- 
ში. ვთქვათ ეს პირობები ხასიათდება უწყვეტი შემთხვევითი სიდიდე- 
ებით : 

' XI XV. აXი, (10.1.17) 
რომელთა განაწილების სიმკვრივეა 

IV %ა,-·-,Xიგ) 

ალბათობა ს,- 4 ხდომილობის მოხდენის –- არის (10.1.17) შემთხვე– 
ვით სიდიდეთა რომელიღაც ფუნქცია: 

ჩნ. (X,, Xა-·.,Xი). (10.1.18) 

ჩვენთვის საჭიროა მოვნახოთ ამ ალბათობის სამუალო მნიშვნელობა, 

სხვა სიტყვებით, 4 ხდომილობის სრული ალბათობა: 

ნ. =VMILნ,(C0X,, X.,---Xა)I. 

(10.1.8ე) ფორმულის გამოყენებით ფუნქციის მათემატიკური ლოდინი– 

სათვის მოვნახავთ: 

ლლ 

ჩ,=LI L (0,თ, 2%,---Mი)/(X, Xა,---,Mიე)0ძX,0Xა...ძXი (10.1.19) 

–იი 

7, 10.1.19) ფორმულას ეწოდება სრული ალბათობის ინტეგ- 

რალური ფორმულა. არ არის ძნელი შევამჩნიოთ, რომ თავი– 

სი სტრუქტურით იგი სრული ალბათობის ფორმულას ჰგავს. თუკი ჰი- 
პოთეზათა დისკრეტულ სწკრივს შევცელით უწყვეტი ჯამით, 'ჯამს –– ინ– 

ტეგრალით, ჰიპოთეზის ალბათობას--ალბათობის ელმენტით: 

IX, XX) 0X, რთXა...თX,, 

ხოლო მოცემული ჰიპოთეხის ხდომილობის პირობით ალბათობას -– 

ხდომილობის პირობითი ალბათობით შემთხვევით სიდიდეთა ფიქსირე–- 

ბულ მნიშვნელობისას: · 

ჩ.თ, Vა,.-·Mგ)- 
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სრელე ალაათობის ინტეგრალური ფორმულასე არა ნაკლებ ხმირად 
სარგებლობენ სრული მათემატიკური ლოდინისინ- 
ტეგრალური ფორმულით. ეს ფორმულა გამოსახავს 
შემთხვევითი სიდიდის სამუალო (სრულ) მათემატიკურ ლოდინს, რომ- 

ლის მნიშვნელობა მიიღება ცდისას, რომლის პირობები წინასწარ არ 
არის ცნობილი (შემთხვევითია). 

თუ ეს პირობები ხასიათდება უწყვეტი შემთხვევითი სიდიდეებით 

%., Xა..სა%ი 

რომელთა განაწილების სიმკვრივეა 

ICVV Xვ,.--X,))| 

ხოლო 2 სიდიდის მათემატიკური ლოდინი არის X,), Xა,-..,X„ სიდიდე= 

ების ფუნქცია 

Mთ:(M), 2%ა)--%»), 

მაშინ 2. სიდიდის სრული მათემატიკური ლოდინი გამოითვლება ფორ- 

მულით: 

7712 =( ( 1 7:C%, %ა,--Xგ)I(XI, Xი,.-·, Xგ) 0X თXა.--0Xი, 

--თ ძ00.1.2თ. 

რომელსაც ეწოდება სრული მათემატიკური ლოდინის 

ინტეგრალური ფორმულა. 

მაგალითი 6. მათემატიკური ლოდინი L მანძილისა, რომელზედაც აღმოჩე- 

ნილიიქნება ობიექტი ოთხი რადიოლოკაციური სადგურის მეშვეობით, დამოკიდებულია 

ამ სადგურთა ზოგიერთი ტექნიკური პარამეტრებისაგან: 

%), X2, Xე, %I 

რომლებიც დამოეკიდებელი შემთხვევითი სიდიდეებია, რომელთა განაწილების წსიმ- 

კვრივე 
I(ე, X2, Xე, X)ა)ლ=/ვ (X)) /M2(X2)/ე(Xვ)/ა(Xკ). 

პარამეტრთა ფიქსირებული მნიშვნელობებისას XX)=X, X-+=X, Xე=Xე, X=Xჯ 

აღმოჩენის სიშორის მათემატიკური ლოდინი ტოლია 

იი (ი, XC, Xვ, X)). 

მოვძებნოთ აღმოჩენის სიშორის საშუალო (სრული )მათემატიკური ლოდინი. 

ამოხსნა. (10,1.20) ფორმულით, გვაქვს: 

MIც= ( | 1 წთით. Xი, Xე, Xკ) 1(2)/»(X)/3CVე)/§(Xკ)0X,რVიძXვძXჯ. 
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10.2. თეორემები რიცხვით მასასიათებლეგზე 

წინა პარაგრაფში მოვიყვანეთ მთელი რიგი ფორმულებისა, რომლე– 

ბიც საშუალებას იძლევიან მოვნახოთ ფუნქციის რიცხვითი მახასიათებ- 
ლები, როცა ცნობილია არგუმენტთა განაწილების კანონები, მაგრამ 

ბევრ შემთხვევამი რიცხვითი მახასიათებლების მოსანახავად არ არის 

საჭირო არგუმენტთა განაწილების კანონების ცოდნაც კი, “არამედ საკ- 

მარისია ვიცოდეთ მხოლოდ მათი ზოგიერთი რიცხვითი მახასიათებელი; 

ფუნქციი რიცხვითი მახასიათებლების განსახღვრა, არგუმენტის მო- 

ცემული რიცხვითი მახასიათებლების მიხეღვით, ალბათობათა თეორია- 
ში ფართოდ გამოიყენება და სამუალებას იძლევა გამარტივებულ იქ- 

ნას მთელი რიგი ამოცანათა ამოხსნა. უპირატესად ასეთი გამარტივებუ- 

ლი მეთოდები ეხება წრფივ ფუნქციებს; 'მშეიძლება ზოგიერთი არაწრფივი 
ელემენტარული ფუნქციისთვისაც აგრეთვე დავუშვათ მსგავი მიდგომა. 

ამ პარაგრაფში ჩამოვაყალიბებთ ფუნქციის რიცხვით მახასიათებლებ- 

ზე მთელ რიგ თეორემებს, რომლებიც ერთობლივად წარმოადგენენ 

ფართო პირობებმი გამოსაყენებელ, ამ მახასიათებლების გამოსათ- 

ვლელ, ფრიად მარტივ აპარატს. 

1 არა შემთხვევითი სიდიდის მათემატიკუ- 

რი ლოდინი 

თუ C არა შემთხვევითი სიდიდეა, მაშინ 

#IIC)=0C. 

,ფორმულირებული თვისება საკმაოდ ცხადია. მისი დამტკიცება შეიძლება, 

არაშემთხვევითი სიდიდის განხილვით, როგორც შემთხვევითის კერძო– 

შემთხვევა. როცა მისი ერთი შესაძლო მნიშვნელობის ალბათობა ერთი 

იქნება; მაშინ ზოგადი ფორმულით მათემატიკური ლოდინისათვის 

/MსL(C)=6-1=0. 

2 არაშემთხვევითი სიდიდის დისპერსია 

თე:C არა'შემთხვევითი სიდიდეა, მაშინ 

MIC)=0. 

დამტკიცება. დისპერსიის განსახღვრის მიხედვით 

ნICI= /LC)= MIICC– იI-)= #IICC- 0?)=#ML0)=9. 

3. არა შემთხვევითი სიდიდის მათემატიკური 

ლოდინის ნიშნის გარეთ გატანა 

თუ 6 –- არაშემთხვევითი სიდიდეა, ხოლო. X –- შემთხვევითი, მაშინ 

#MLCXI=CVLXII, 
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ე. ი შესაძლებელია არა შემთხვევითი სიდიდე 
გამოვიტანოთ მათემატიკური ლოდინის ნიფშ- 
ნის გარეთ 

დამტკიცება. 

ა) წყვეტილი სიდიდეებისათვის 

MსICXI)= 2 ,CX,0,=C2 ,X,0; = CVII XI. 
ჯ ჭ 

ბ) უწყვეტი სიდიდეებისათვის 

C CC 

MICM)= L CXILCX) ძX = C I XI (0)ძX= CVVIIXI. 

–-ი _–იი 

4 არაშემთხვევითი სიდიდის დისპერსიისა 

და საშუალო კვადრატულ გადახრათა ნიშნის 

გარეთ გამოტანა. 

თუკი 0 –-- არაშემთხვევითი სიდიდეა, ხოლო X – შემთხვევითი, მა- 
შინ 

MსMIC X)=C"0IXI, (10.2.2) 

ე. ი არაშემთხვევითი სიდიდე შესაძლებელია 
გამოვიტანოთ დისპერსიის ნიშნის გარეთ მისი 

კვადრატში აყვანით. დამტკიცება. დისპერსიის გან– 

სახღვრის თანახმად 

IXICXI) = VII(CCX – MIICX 1)?) = 

=- /VIICCX––C/? >)?) = CMICX-- თ )?)= C'M0IXI. 

თICXI= |CI0IX), 

ე. ი არა შემთხვევითი სიდიდე შესაძლებელია 

გატანილ იქნას საშუალო კვადრატული გადახ- 
რის ნიშნის გარეთ მიი აბსოლიტური მნიშე- 
ნელობით. დამტკიცებას მივძღებთ ფორმულით (10.2.2)-დან კვად- 

რატული ფესვის ამოღებით და იმის გათვალისწინებით, რომ ს. კ. გ. 
არსებითად დადებითი სიდიდეა. 

შედეგი 

5. შემთხვევით სიდიდეთა ჯამის მათემატიკუ- 

რი ლოდინი 

დავამტკიცოთ, რომ ნებისმიერი ორი შემთხვევითი X და ა/7 სიდიდისათვის 

MIX--I )=MIXI)+ MILXI, (10.2.3) 

ე. ი ორი შემთხვევითი სიდიდის ჯამის მათემატიკური 

ლოდინი მათი მათემატიკურ ლოდინთა ჯამის ტოლია. 
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ეს თვისება ცნობილია მათემატიკურ ლოდინთა შეკრების თეორემის. 
სახელწოდებით. დამტკიცება. 

ა) დავუშვათ (X, ა/) წყვეტილ შემთხვევით სიდიდეთა სისტემაა. გა– 

მოვიყენოთ ორი არგუმენტის ფუნქციის მათემატიკური ლოდინის გამო– 

სათვლელი ზოგადი ფორმულა (10.1.6,) შემთხვევით სიდიდეთა ჯამისა– 

თვის: 

MIX+X)=2 2,0I+ყაჩი= 2.3 Xჩი1 2 პ.ყიი– 

=2 X,2 ,ჩ)+ 2 9,1 მა. 
! | “I 

მაგრამ 2 ,0;, სრული ალბათობაა იმისა, რომ X სიდიდე მიიღებს »; მნიშ– 
I 

ვნელობას 

?.ჩ,,=IXX=X0=ი;: 

მაშასადამე 
2 X,2_'მ,,= ბ ,X,0,=VIXI. 

1 ! ( 

ანალოგიურად დავამტკიცებთ, რომ 

23-VI2,ჩც=MILVI, 
,/ : 

და თეორემა დამტკიცებულია. 
ბ) ვთქვათ (X, V)– უწყვეტ შემთხვევით სიდიდეთა სისტემაა. (10.1.7X» 

ფორმულის მიხედვით 

MIX+VI= | | C+#/ნიიძ+ძყ = 

-_ (( XI CV,)ძX ძყ+ | წ ყIX, ყაძX ძყ. (10.2.4) 

გარდავქმნათ პირველი 10.2.4 ინტეგრალიდან: 

(კ XIX ყ)ძX ძყ= (. წ ა ძX = 

ლა 

= 4 XI C)ძX= MIX); 
–C 

ხუ
 

(C
) 
ი



ანალოგიურად 
ლდხღღა 

L VV/C- ყ) ძX ძე = MILVI, 
– ით 

და თეოოემა დამტკიცებულია. 

სპეციალურად უნდა აღინიშნოს, რომ მათემატიკური ლოდინის შეკ- 
რების თეოოემა სამართლიანია როგორც .·დამოკიდებული, ისე დამო- 
უკიდებელი ნებისმიერი შემთხვევითი სიდიდეებისათვის.| 

მათემატიკურ ლოდინთა შეკრების თეორემა შეიძლება განვახოგა- 
დოთ შესაკრებთა ნებისმიერი რიცხვისას: 

, ” ” 

M 2.X, - 2 ,MLXI, (10.2.5). 
ჯ=1 ჯ=1 

ე. ი რამდენიმე შემთხვევითი სიდიდის Iჯამის 

მათემატიკური ლოდინი მათი მათემატიკე- 

რი ლოდინთა ჯამის ტოლია. დასამტკიცებლად საკმარი- 
სია გამოვიყენოთ სრული ინდუქციის მეთოდი. 

6. წრფივი ფუნქციის მათემატიკური ლოდინი 

განვიხილოთ რამდენიმე შემთხვევით არგუმენტთა. წრფივი ფუნქცია 

%), 2%9...2 ა»: 

ჩ 

2 ,თX,4+ხ, 
(=1 

სადაც ძ, ნ––არაშემთხვევითი კოეფიციენტებია, 
დავამტკიცოთ, რომ 

I” ” 

M ბ თX,+ხ | = ბპ ,0MIXII+ხ, (10.2.6) 

ჯ=1 (=1 

ე. ი წრფივი ფუნქციის მგ თემატიკური ლოდინი ტო- 

ლია არგუმენტთა მათემატიკურ ლოდინთა იმავე 

წრფივი ფეუნქციისა: 

დამტკიცება, მ. ლ. შეკრებათა თეორემით და ახალ შემთხვევითი 
სიდიდის მ. ლ. ნიშნის გარეთ გამოტანის წესით თუ ვისარგებლებთ, 
მივიღებთ: 

წ ჩ 

M ჯე = /V >. ძ,X, -L/MI6ხ)= 

(=1 ჯ=1 

1 ჩ 

=> MIთ,X,I+ხ= » თ,MIXI+ხ. 
L==1 (=1 

234



7. შემთხვევით სიდიდეთა ჯამის დისპერსია 

ორი შემთხვევითი სიდიდის ჯამის დისპერსია ტოლია მათი დისპერსიე- 

ბის ჯამს პლუს გაორკეცებული კორელაციური მომენტი: 

სIX+XV/)=MIXI--ჩნIXII--2/Cაყ- (10.2.7) 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ 

2=X+V. 10.2.8) 

მათემატიკურ ლოდინთა შეკრების თეორემის. მიხეღვით 

M.=/M>-- I. (10.2.9) 
,მემთხვევით X, 7, 7 სიდიდეებიდან გადავიდეთ შესაბამის დაცენტ-– 

რებულ X, M2 2 სიდიდეებზე. 

თუ (10.2.2) ტოლობას წეერ-წევრა გამოვაკლებთ (10.2.9) ტოლობას, 

გვექნება: 
L-) ი რ 

2=:X --V 

დისპერსიის განსახღვრის მიხედვით 

ნIX--V)=M0L2)= #MI2პ%= 
= MIXI--2/I%I I-- MI: )= 0LXI--2.,+LVI., 

რისი დამტკიცებაც გვინდოდა. 

ფორმულა (10.2.7) ჯამის დისპერსიისათვისს შეიძლება განზოგა- 

დოებულ იქნას შესაკრებთა ნებისმიერ რიცხვზე: 

I ” 

ს) X, - 2,95IV)-2 3 MI 00.2.10) 
ჯ=1 ჯ=1 (<| 

სადაც X,, X, და X, სიდიდეთა კორელაციური მომენტია; 

ნიშანი L</ ჯამქვეშ აღნიშნავს, რომ აჯამვა ვრცელდება შემთხვევით 

CX,, Xა,..-X,) სიდიდეთა წყვილ-წყვილად ყველა შესაძლო დაჯგუფებებ- 
ზე. მტკიცება წინა მტკიცების ანალოგიურია და გამომდინარეობს მრა- 

ვალწევრის კვადრატის ფორმულიდან. 
10.2. 10 ფორმულა შესაძლოა ჩაიწეროს კიდევ შემდეგი სახით: 

# ა, = 8 ა (10.2.11) 
(=1 (=1 |=1 

სადაც ორმაგი ჯამი ვრცელდება (X,, X§-, ··.» %») სიდიდეთა სისტემის 

კორელაციური მატრიცის 'ყველა  ელემენტხე რომელიც წეიცავს, 
როგორც კორელაციურ მომენტებს. ისე დისპერსიებს. 

235



– თუკი სისტემაში შემავალი ყველა შემთხვევითი X), X.,,...,X, სიდი– 
დეები არა კორელირებულია (ე. ი. #ს),=0, როცა 15C)), 10.2.10 ფორ–- 

მულა ღებულობს სახეს; 

” ” 

ა წავ. 2 #IXI, (10.2.12) 
ჯ=1 ჯ=1 

ე. ი არაკორელირებულ შემთხვევით სიდი- 
დეთა ჯამის დისპერსია შესაკრებთა დისპერ- 

სიების ჯამის ტოლია. ეს დებულება ცნობილია დისპერსიათა 
შეკრების თეორემის სახელწოდებით. 

«8 წრფივი ფუნქციის დისპერსია 

განვიხილოთ რამდენიმე შემთხვევითი სიდიდეთა წრფივი ფუნქცია 

” 

ბ, 0,X,+ხ, 

(=1 

სადაც ი,;, ხ არა შემთხვევით სიდიდეებია.. 

დავამტკიცოთ, რომ ამ წრფივი ფუნქციის დისპერსია გამოისახება 

ფორმულით: 

” ”M. 

ნ > | =2 იIX,I+22 ძი,M, (10.2.13) 

(=1 (=1 (</ 

სადაც XI, – X, X,, სიდიდეთა კორელაციური მომენტია: 
დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნა: 

X,=0,;Xყ. 

მაშინ 
”M ”„ 

2 ,თX,+ხ= 2 V,+ხ. (10.2.14) 
(ჯ=1 L==1 

(10.2.14) გამოსახულების მარჯვენა ნაწილში (10. 2. 10) ფორმულის გა– 

მოყენებით და იმის გათვალისწინებით, რომ #) (0ხ)=0, ჯამის დისპერ- 

სიისათვის მივიღებთ: 

ჩ 

ი >. თ,X:+ „- 2. IV.) + 25 #8 - 3 თნ/XI+2 2 ,#ი, 
(=1 L=1 (<1 1=1 (<I 

(10.2.15) 
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სადაც XLI - #, V, სიდიდეების, კორელაციური მომენტია. 

ი 0 

0 = MIX; 7,1. 

გამოვითვალოთ ეს მომენტი. გვექნება: 

8 9 
XV ,=V ,-–– ა;=0;X;--C,MM-,=–0,%X;; 

ანალოგიურად 

V,=0,X,. 

აქედან 
MV=M(0,C,X,X,1= თ,ი,M IX,X,)=თ,0,IC- 

ამ გამოსახულების (10.2.15)-ში ჩასმით (10.2.13) ფორმულას მივიღებთ. 

კერძო შემთხვევაში, როცა ყველა სიდიდეები (X,უ, X5,--- %,) არაკო– 

რელირებულია, (10.2.13) ფორმულა ღებულობს სახეს: 

# ” 

8 | ) ,თX,+ხ - 3 ი.ნIXI, (10.2-16) 
(=1 (=1 

ევ. ი არაკორელირებულ შემთხვევით სიდიდე- 

თა წრფივი ფუნქციის დისპერსია კოეფიციენ- 

ტთა კვადრატების შესაბამის არგუმენტების 
დისპერსიაზე ნამრავლის ჯამის ტოლია: 

« 9 შემთხვევით სიდიდათა ნამრავლის მა- 

თემატიკუც6რი ლოდინი 

ორი შემთხვევითი სიდიდეთა ნამრავლის მათემატიკური ლოდინი 

ტოლია მის მათემატიკურ ლოდინთა ნამრავლს პლუს კორელაციური 

მომენტი: · 

/#IIX V )ლ=– VII XIIVIIV 1-+- IC «,. (10.2.17) 

დამტკიცება. გამოვიდეთ კორელაციური მომენტის განსახღვრიდან: 

%.= MIX7)=#IIX-V) (V-IV), 
სადაც 

M#.=VIIXI; /1,=VVIIX I. 

1 ვინაიდან დამოუკიდებელი სიდიდეები ყოველთვის არაკორელირებულია,ამ პარაგ– 

რაფში არაკორელირებულ სიდიდეებზე დამტკიცებული ყველა თვისება სამართლიანია 

დამოუკიდებელი სიდიდეებისათვის, 
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ეტსარვებლოთ მათემატიკური ლოდინის თვისებით, და გარდაექმნათ, 
ეს გამოსახულება: 
(3) 

X ჯყ== /VMICV-–-/)/ 5) (V-- „» ” I = 

= II XI I---/>2M1I1 )––- I ყ/M/ IX I-+ ი .M1ც= /MIXXVI-- MIX) MIXVI, 

რაც, ცხადია (10.2.17) ფორმულის ტოლძალოვანია. 
თუკი შემთხვევითი (X, აჩ” სიდიდები არაკორელირებულია (#„>ყ=0), 

მაპინ (10.2.17)1 ფორმულა მიიღებს სახეს: 

/1IXV |ლ==VIIXI/VLI, (10.2.18) 

ე. ი ორი არაკორელირებული შემთხვევითი სი- 

დიდის ნამრავლის მათემატიკური ლოდინი ტო- 

ლია მათ მათემატიკურ ლოდინთა ნამრავლისა. 

ეს დებულება ცნობილია მ ათემატიკურ ლოდინთანამ- 
რავლის თეორემის სახელწოდებით. 

(10. 2. 17) ფორმულა სისტემის მეორე შერეული ცენტრალური მო– 

მენტის გამოსახულებაა. მეორე შერეული საწყისი მომენტით და, მათე– 

მატიკური ლოდინის სამუალებით. 

IX აცყ= LL)1==C11––-// I, ” (10.2.19) 

ეს გამოსახულება ხშირად, გამოიყენება პრაქტიკაში კორელაციური მო- 
მენტის გამოთვლისას, ანალოგიურად იმისა, როგორც ერთი შემთხვე- 

“ვითი სიდიდისათვის დისპერსია ხმირად გამოითელება. მეორე საწყისი 
მომენტისა და მათემატიკური ლოდინის საშუალებით. 

მათემატიკურ ლოდინთა გამრავლების თეორემის განზოგადოება 
ხდება თანამამრაგლთა ნებისმიედ რიცხვზეც, მხოლოდ ამ; შემთხვე- 

ვაში მისი გამოყენებისათვის არ არის საკმარისი ის, რომ სიდიდეები არა–- 

კორელირებულია, არამედ საჭიროა, ზოგიერთი უმაღლესი შერეული 
მომენტი ნული გახდეს, რომელთა რიცხვი დამოკიდებულია ნამრავ- 
ლში წევრთა რიცხვისაგან. ეს პირობები უთუოდ შესრულებულია ნამ- 
რავლში შემავალ შემთხვევით სიდიდეთა დამოუკიდებლობის დროს. ამ 
“ფმემთხვევამი 

ი ი 

M IL X - II MIX.,I, (10.2.20) 
' ჯ=1 L=1 

ე ი დამოუკიდებელ შემთხვევით სიდიდეთა 

ნამრავლის მათემატიკური ლოდინი ტოლიამა- 

თი მათემატიკურ ლოდინთა ნამრავლისა. ეს 

დებულება იოლად მტკიცდება სრული ინდუქციის მეთოდით. 
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«10. დამოუკიდებელ შემთხვევით სიდი- 

დეთა ნამრავლის დისპერსია 

დავამტკიცოთ, რომ დამოუკიდებელ X2პ7/ სიდიდეებისათვის 

სნIXXV7I)=ნMIXI)ნIVI)+- ი?.0IXVI-- თ8ე0IXI. (10.2.21) 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ XX” =2. დისპერსიის განსახღვრიდან 

ნIXV)=ნI2)= ML2%)= MIC2--თ,)1). 
რადგან X, ” სიდიდეები დამოუკიდებლებია, //1:==/12 ცე და 

სIXX )=/VIICXV-–– ი?„M1,)?)|= 
=/VIIX1?V ?|--–-2/,M1,/M4LXI I-C ი ,იშს . 

ღამოუკიდებელ X, "V-ის შემთხვევაში X2?, ბა? სიღიდეები' აგრეთვე 
დამოუკიდებელია!; მაშასადამე. ' 

#/I X 2” ?)= MIX?) VIIV II, #IIXI )ლ 721 

ნIXV7)= MILV2?IMIV>I – იმუ. (10.2.22) 

მაგრამ # IX?) არის X სიდიდის მეორე საწყისი მომენტი, ღა, მამასა- 

დამე, გამოისახება ღისპერსიის სამუალებით: 

/#IIX?)= MIX I-- MI" >; 

და 

ანალოგიურად 

,VIIX ?)-= IV )-–/M ,. 

ამ გამოსახულებათა “(10.2.22) ფორმულაში ჩასმით და მსგავსი წევოე– 

ბის შეკრებით მივალთ (10.2.21) ფორმულამდე. 
იმ შემთხვევაში, როცა ხდება ცენტროირებულ შემთხვევით სიდიღეთა 

(სიდიდეები, რომელთა მათემატიკური ლოდინი ნულის ტოლია) გად:მ- 

რავლება, (10.2.21) ფორმულა მიიღებს სახეს: 

9 ი ი C 

ნIX V)=M0IXILLVI, (10.2.235) 

ე. ი დამოუკიდებელ ცენტრირებულ სიდიდეთა 
ნამრავლის დისპერსია მათი დისპერსიებისნამ- 

რავლის ტოლია. 

იძ 11. შემთხვევით სიდიდეთა ჯამის უმაღლესი 

მომენტები 

ზოგიერთ შემთხვევაში გვიხდება დამოუკიდებელ შემთხვევით სიღი- 

1 შეიძლება დავამტკიცოთ, რომ ნეაისმიერი ფუნქციები დაჰოუკიდებელი შემთხვე- 

ვითი სიდიღეებიდან, აგრეთვე დამოუეკიდებელია.; 
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დეთა ჯამის უმაღლესი მომენტების გამოთვლა. დავამტკიცოთ მასთან 
დაკავშირებული ზოგიერთი თანაფარდობა: 

1) თუ X, ბპ7 სიდიდეები დამოუკიდებელია, მაშინ 

LIვIX -L V )ლ– I ვ(MI+ LვIX I. (10.2.24) 

დამტკიცება. 

LLვLX –– V 1= /VIICX -CV ––//I =–-M1))?21= 
/II ((X-–- იI.)-L+ C”–– ი?) 131-= 

=/VICX––-ი1>)")+-3/MI I(X--II.» (V-– 1 ,)1+ 
+3/MILCXL-–-ი.) (XV –-/1)?I-L /VIICV-––- 1 ,)?!, 

საიდანაც მათემატიკურ ლოდინთა გამრავლების თეორემის მიხედვით 

სვ X--X 1= IIვIXI-L 3IIაIX III1(11–- 30 II I-IX I-- ხეLX I. 

მაგრამ პირველი 1ცენტრალური მომენტი |, ნებისმიერი სიდიდისა- 

თვის ნულის ტოლია; ორი შუა წევრი იქცევა ნულად და ფორმულა 

(10.2.24) დამტკიცებულია, თანაფარდობა (10.2.24) ინდუქციის მეთოდით 

შესაძლებელია ადვილად იქნასს განზოგადოებული დამოუკიდებელ 

შესაკრებთა ნებისმიერ რიცხვზე: 

ჩ ჩ 

LMვ ა» - 2 XII. (10.2.25) 
1=1 (=1 

2) ორი დამოუკიდებელი შემთხვევითი სიდიდის ჯამის მეოთხე ცენტ- 

რალური მომენტი გამოისახება ფორმულით 

სკIX-+-V I= IაIXI--IIV I+6 .MV, (10.2.26) 

სადაც #., M,ყ-– X ღა პ/ სიდიდეთა დისპერსიებია. დამტკიცება სავ- 
სებით წინას ანალოგიურია. . 

სრული ინდუქციის მეთოდით იოლია დავამტკიცოთ (10.2.26) ფორ- 
მულის განხზხოგადოება დამოუკიდებელ შესაკრებთა ნებისმიერ რიცხვ- 
ზე. 

M ჩ 

LM | M- ბ, საIX,I+-6 2 0- MX. (10.2.27) 

(=ს|ს || (=1 (<I 

ანალოგიური თანაფარდობანი საჭიროების შემთხვევაში ადვილია გამო– 

ვიყვანოთ უფრო მაღალი რიგის მომენტებისათვის. 
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1. არაკორელირებული შემთხეევითი ვექტო- 
წრების შეკრება. 

განვიხილოთ X0ყ სიბრტყეზე არაკორელირებული შემთხეევითი ვექ- 
ტორები: (ნახ.;10.2.1). V, ვექტორი. რომლის მდგენელებია (X, პ/,) და 
V. ვექტორი, რომლის მდგინელებია (Xა, V.) „განვიხილოთ მათი ვექ- 
ტორული ჯამი: V# 

V=V,+- V., 

ე. ი, ვექტორი მდგენელებეთ ; 
X=X+X,, (I 

XV =V,+V,.. | 
საქიროა განვსაზღვროთ შემთხვე– , 

I 
' 
' 
I     
  ვითი V ვექტორის რიცხვითი მახა- 

სიათებლები –– მათემატიკური /M., 

”., ლოდინები, მღგენელთა დის- 

პერსიები და კორელაციური მომენტი: M9., ჩყ. IX >ყ- მათემატიკური 
ლოდინის შეკრების თეორემის მიხედვით: 

ნახ. 10.2.1. 

/11 „== 71 21-+ /11 «ა: 

771 ყ== /?1:/– /71ჰა. 

დისპერსიათა შეკრების თეორემის მიხედვით 

LI-=L>.–+L% >: 

ა „=ჩ0-.ი+... 

დავამტკიცოთ, რომ კორელაციური მომენტები, აგრეთვე იკრიბება: 

I :,ყ= # ა ს -- 7 თი ყა: (10.2-.8) 

სადაც /#C= #ს # «9 –– შესაბამისად V, და V. ვექტორების მდგე- 

ნელების კორელაციური მომენტებია. 
დამტკიცება. კორელაციური მომენტის განსახღვრის თანახმად: 

I აც=/MIIX)7)=711IC5 +X. ) 0”,+ #. „))= 
' 

= MIX, 1-+-VIIV.81-- MIX) I-- ჩი! IX.V.I · (10. 2. 29) 

ვინაიდან V,, V. ვექტორები არაკორელიოებული არიან, ამიტომ (10. 

2. 29 ფორმულაში ორი შუა წევრბ ნულის ტოლია; ორი დარჩენილი 

წევრი წარმოადგენს X.V, და #„აყა-ს; 10.2.28 ფორმულა დამტკიცე– 
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ბულია. 10.2.28 ფორმულას ზოგჯერ უწოდებენ „კორელაციურა მო- 
მენტების შეკრების თეორემას.“ 

თეორემის განხოგადოება შესაკრებთა ნებისმიერ |რიცხვხე იოლად 

ხდება, თუკი გვაქვს შემთხვევით სიდიდეთა ორი არაკორელირებული სის- 
ტემა, ე. ი. ორი / განხომილებიანი შემთხვევითი ვექტორი: 

X-X, 2%ე,..სXცგ მდგენელებით. 

ა/ს %,...,/,  მდგენელებით, 
მაშინ მათ ვექტორულ ჯამს 

2=X+X 
აქვს კორელაციური მატრიცა, რომლის ელემენტები მიიღებიან შე- 
საკრებთა კორელაციური მატრიცის შეჯამებით 

X>>=#%დ '+#V (10.2.3თ 

სადაც #2, ურ XV –_ აღნიშნავენ შესაბამისად (2,, 2)); (X,, X,), 

(V,, 7”,) სიდიდეთა კორელაციურ მომენტებს.! 
(10.2.:30) ფორმულა სამართლიანი, როგორც, როცა 1=/, ისე, 

როცა (5C/. 

მართლაც, 7 ვექტორის მდგენელები ტოლია: 

2.=XILX); 

2:=Xა-LX;; 

2:=Xა+VX-. 

დისპერსიათა შეკრების თეორემის მიხედვით 

LX-,=71M =;-LI ს, 
ანდა სხვა აღნიშვნებში 

XII = IX C2-+L 9. 

კორელაციური მომენტების შეკრების თეორემის მიხედვით როცა (L#I) 

(9= =M#%Cთ + XVI. 

მათემატიკამი ორი მატრიცის ჯამი ეწოდება მატრიცას, რომლის ელე– 
მენტები მიიღება ამ მატრიცათა შესაბამისი ელემენტების შეკრებით. 
ვსარგებლობთ რა ამ ტერმინოლოგიით, შეიძლება ვთქვათ, რომ ორი 
არაკორელირებული შემთხვევითი ვექტორის 
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ჯამის კორელაციური მატრიცა შესაკრებთაკო- 
რელაციური მატრიცების ჯამის ტოლია: 

I #C>=I/XVII+I XVII. (10.2.31) 

ეს წესი წინას ანალოგიით შეიძლება წოდებულ იქნას „კორელაციურ 
მატრიცათა შეკრების თეორემად,“ 

10.ვ. რიცხვითი მასასიათებლების შესასებ თეორემების გამოყენიბა 

მოცემულ პარაგრაფში მოვახდენთ დემონსტრაციას რიცხვითი მა- 
ხასიათებლის აპარატის გამოყენებისა მთელი რიგი ამოცანების ამოსახსნე– 
ლად. ზოგიერთს ამ ამოცანებიდან აქვს დამოუკიდებელი თეორიული მნიშ– 
ვნელობა და შემდგომში გამოიყენებიან. სხვა ამოცანები მაგალითების 
ხასიათისაა და კონკრეტულ ციფრულ მასალაზე გამოყვანილი ზოგადი 
ფორმულების საილუსტრაციოდ მოიყვანებიან. 

ამოცანა 1 წრფივად დამოკიდებულ შემთ; 
ვევითი სიდიდეთა კორელაციის კოეფიციენტი. 

დავამტკიცოთ, რომ თუკი შემთხვევითი X და ა” სიდიდეები. დაკავ– 
შირებულია წრფივი ფუნქციონალური დამოკიდებულებით 

X#X=0იX-+ხ, 

მაშინ მათი: კორელაციის კოეფიციენტი ძ კოეფიციენტის ნიშნის მიხედვით 

+1 ან და –-1-ის, ტოლია. 

ამოხსნა. გვაქვს: 

„გ= MIX)-)= MIX– I.) (0V-––ე)1= 
=/IICX–- თ.) (ძX--ხ–--ძი1.--ხ))=0MI(CX––ი?.)“)1=0L ., 

სადაც I >---X სიდიდის დისპერსია. 
კორელაციის კოეფიციენტისათვის გვაქვს გამოსახულება: 

X·V9 ჩ,,= – (10.3-1) 
თ,თყ 
  

თყის განსახღვრისათვის მოვნახოთ ბპ” სიდიდის დისპერსია. 

=MICX –-ხ)=იშ 28. 

თ ყV”“ IV Iთ ჯ 

(10.3.1.) ფორმულაში ჩასმით, მივიღებთ 

იL, ძი 
”,ყ= = 

ისი. |0| 
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= სიდიღე 1-ის ტოლია, როცა ი დადებითია, და--1, როცა ძ# უარყო- 

ფეათია. რისი დამტკიცებაც გვინდოდა. 

ამოცანა 2 კორელაციის კოეფიციე ნტის საზ- 

ღვოები 
დავამტკიცოთ, რომ ნებისმიერი შემთხვევითი სიდიდისათვის |” >Iლ.1. 

ამოხსნა. განვიხილოთ შემთხვევითი სიდიდე: 

2= თე)X-+თ0,X, 

სადაც თ», თ,-- XI” სიდიდეთა სამუალო კვადრატული გადახრებია. გან- 

ვსახღვროოთ 2 სიდიდის დისპერსია. 10.2.13 ფორმულით. გვაქვს: 

ჯ :=თ“ /L ჯ+- თ? 2 /-C2თ ჯ0 ყ/#/C XV 

ანდა 

ა -=20თ“ ათ? ყ-C2თ ჯით თ” ლ 

ვინაიდან ნებისმიერი შემთხვევითი სიდიდის დისპერსია: არ შეიშლე- 

ბა უარყოფითი იყოს. 

2თ".თ"ყ-L 20 »თ IC .-ყ2>0, 
ანდა 

თათყ“+- I >29ყ->>0. 
საიდანაც 

II# «ყ|=<>C »C ს, 
მამასადამე ი 

|” =ყ)=1. 

რისი დამტკიცებაც გვინდოდა. 

ამოცანა3. სიბრტყის შემთხვევითი წერტილის 

V დაგეგმილება ნებისმიერ 

წ რფეხე. 
“7 მოცემულია შემთხვევითი წერ- 

ტილი სიბრტყეზე რომლის კო- 

ორდინატებია X, ბ (ნახ. 10.3.1). 

დავაგეგმილოთ ეს წერტილი 02 
ღერძხე რომელიც გადის კოორ–- 

დინატთა სათავეზე Cთ კუთხით 0X 

ღერძის მიმართ. 

_ (XV) წერტილის გეგმილი ღერძ- 

ზე აგრეთვე შემთხვევითი წერ- 

ტილია; მისი დაშორება 2 კოორდინატის საწყისიდან არის შემ თხვევითი 

სიდიღე. საჭიროა მოვნახოთ 2 სიდიდის მათემატიკური ლოდინი და 

დისპერსია. 

ამოხსნა. გვაქვს: 

  

  

ნახ, 10,3,1 

7=X 0038 თ+V §5Iი თ. 
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რამდენადაც 27 არის X და პ/ არ გუმენტების წრფივი ფუნქცია ამიტომ 

I == /1ა:C05 C-L- II )51I : 

LI ,=10 .C05“V-+- I ც§Iი'თ-+-2/M 50 თ 005 თ= 

=) :ლ05თ-–- I 5101 ?XV“-IC»ე5ი 20, 

სადაც #9 >. XV, MX..-X, >») სიფიდის დისპერსიები და კორელაცუერი 

მომენტია. სამუალო კვადრატულ გაღახრახე გადასვლით მივიღებთ 

თ::=Cთ".C05“C--C, 510 X- აყრია თე)5Iი 2%. (10.2.2) 

არაკორელირებულ შემთხვევით სიღიდეებისას (როცა I-ყ=09) 

თ?,= თ” ,ლ05 თ-+- C” ,5III"”. (10.3.3.) 

ამოცანა 4. რამდენიმე ცდისას ხდომილობის 

მოხდენის რიცხვის მათემატიკური ლოდინი. 

წარმოებს / ცდა, რომელთაგან თითოეულში შეიძლება მოზდეს ან აღ 

მოხდეს 4 ხდომილობა. 4 ხლომილობის მოხღენის ალბათობა 

ურ ცდამი ტოლია #,-სი. მოვნახოთ ხღომილობის მოხდენის რიცხვის 

ალბათობა. 

ამოხსნა. განვიხილოთ წყვეტილი შემთხეევითი X სიდიღე – ცდა- 

თა მთელ სერიაში ხღომილობის მოხდენის რიცხვი. ცხადია, 

X-=X+X.+..-+X,, 

სადაც X) –- პირველ ცდაში ხდომილობის მოხღენის რიცხვია, 

XX. მეორე ცდაში ხდომილობის მოხდენის რიცხვი, -" 

Xა–-იერ ცდღამი ხდომილობის მოხდენის რიცხვი, ანდა, მოკლედ, 

სადაც XV,-–-I,-ურ ცდაში ხდომილობის მოხდენის რიცხვია. თითოეუ- 

ლი X, სიდიდეთაგანი არის წყვეტილი შემთზხეევითი სიღიდე. რომელსაც 

ორი შესაძლო, 0 და 1 მნიშვნელობა აქვს. X; –– სიდიდის განაწილების 

მწკრივს აქვს სახე: · 
0 1 

ძ; LX 

  (10.3.4) 

1 სხვაგვარად –– #ტ# ხდომილობის მახასიათებელი შემთხვევითი სიკადე Iჯ-ურ 

ცდაში 
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სადაც 0;= 1-0; –- ალბათობაა ურ ცდაში #4 ხდომილობის არ მოხ- 
დენისა. მათემატიკურ ლოდინთა შეკრების თეორემის მიხედვით 

” 

M.-=MIX)= 2 I. 010.3.9 
(ლჭ 

სადაც M--X, სიდიდის მათემატიკური ლოდინია. : 

გამოვთვალოთ X; სიდიდის მათემატიკური ლოდინი. მათემატიკური ლო- 
დინის განსახლვრების მიხედვით. 

ML-|)=0-0,+1-0,=/ჩ,, 

ამ გამოსახულების (10.3.501 ფორმულაში ჩასმით, მივიღებთ 

”· 

#.= 2 ი (10.3.6) 

ე. ი რამდენიმე ცდისას ხდომილობის მოხდე- 
ნის რიცხვის მათემატიკური ლოდინი ცალკე- 
ულ ცდებში ხდომილობათა ალბათობების ჯა- 

მის ტოლია. 
კერძოდ, როცა ცდის პირობები ერთნაირია და 

0.=წა=.-..= ჩ–ი=/ 

(10. 3.50) ფორმულა მიიღებს სახეს 

I? «==71/. (10.3.7) 

რადგან მათემატიკურ ლოდინთა ჯშეკრების თეორემა წ სამართლიანია 

ნებისმიერი შემთხვევითი ჯსიდიდისათვის, როგორც დამოკიდებულის, 

ისე დამოუკიდებლებისათვის, (10.3.60)0 დაჯ (10.3.7) ფორმულები სა- 

მართლიანია ნებისმიერი ცდებისათვის -– დამოკიდებულის და დამოუკიდე- 
ბელისათვის. 

გამოყვანილი თეორემა ხშირად გამოიყენება სროლის თეორიაში, 

როცა საჭიროა მოვნახოთ მოხვედრათა საშუალო რიცხვი რამდენიმე 
გასროლისას – დამოკიდებულის ან დამოუკიდებელის. 

რამდენიმე გასროლისას მოხვედრათა რიც- 

ხვის მათემატიკური ლოდინი ცალკეულ გას- 
როლების მოხვედრათა ალბათობათა ჯამის ტო- 

ლია. 
ამოცანა -5. ხდომილობის მოხდენის რიც;- 

ვის დისპერსია რამდენიმე დამოუკიდებელი 
ცდისას. 
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წარმოებს / დამოუკიდებელი ცდა, რომელთაგან თითოეულში მმე- 
იძლება მოხდეს ,4 ხდომილობა, ამასთან ჯ-ურ ცდაში ,4 ხდომილობის მოხ- 
დენის ალბათობა #;-ის ტოლია. მოვნახოთ დისპერსია და საშუალო კვად– 

რატული გადახრა 4 ხდომილობის მოხდენისა. 
ამოხსნა. განვიხილოთ "შემთხვევითი X სიდიდე –– # ჩხდომი- 

ლობის მოხდენის რიცხვი. ისევე როგორც წინა ამოცანაში, X სიდიდე 

წარმოვადგინოთ ჯამის სახით: 
ი 

X=ა XV, 

სადაც X,-ჯ-ურ ცდაში ხდომილობის მოხდენის რიცხვია, 
ცდათა დამოუკიდებლობის ძალით X, X-,...X,, სიდიდეები დამოუკიდე- 
ბელია და მათთვის გამოიყენება დისპერსიათა შეკრების თეორემა: 

”M 

ხ.= 2) 0.. 
ჯ=1 

ვიპოვოთ შემთხვევითი X, სიდიდის დისპერსია. 
განაწილების (10.3.4) მწკრივიდან გვაქვს: 

ს X»1= (9––ი,“ძ,+ (1––ი”ი,=/,9, 

საიდანაც 

” 

ჩ.=ა იძი. (10.3.8) 
(=1 

ე. ი. რამდენიმე დამოუკიდებელი ცდისას ხდომილობათა მოხდენის რიც- 
ხვის დისპერსია ხდომილობათა მოხდენის და არ მოხდენის ალბათობათა 

ჯამრსს ტოლია თითოეულ ცდაში. (10.3.8) ფორმულიდან ვპოულობთ #4 
ხდომილობის მოხდენათა რიცხვის საშუალო კვადრატულ გადახრას: 

ჩ 

თ.=წ/ >». იძ. (10.3.თ9 
(=1 

  

ცდების უცვლელ პირობებში, როცა ი)=/ჩაე=...=მგ=/. 

(10.3.8ეუ1 და (10.3.9% ფორმულები მარტივდება და ღებულობს სახეს: 

LI -=M/00, 
5" (10.3.10) 

თ»=V/VI0ძ. 
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ამოცანა 6 დამოკიდებულ !ცდებში ხდომი- 

ლობათა მოხდენის რიცხვის დისპერსია. 

წარმოებს /: დამოკიდებული ცდა. რომელთაგან თითოეულში შეიძლება 

მოხდეს 4 ხდომილობა, თანაც I-უო ცდისას 4 ხდომილობის ალბათობა 

Mმ.Iლ=1. 2..I/)-ის ტოლია განვსახღვროთ ხდომილობათა მოხდენის 
რიცხვის დასპეოსია. , 

ამოხსნა. იმისათვის, რომ ამოვხსნათ ამოცანა ხდომილობათა 

მოხდენის X რიცხვი ხელახლა წარმოვადგინოთ ჯამის სახით: 

” 

X-=2 XI, (10.3.11) 
ჯ(=1 – 

სადაც 

X. == (L1.თუ“!-ურ ცდაში ხდომილობა 4 მოხდა, 
1. L0, თუ #ურ ცდაში ხდომილობა 4 არ მოხდა. 

რადგან ცდები დამოკიდებულია, ჩვენთვის ართ არის საკმარისი ცოდნა 

ი). მ.-მ ალბათობებისა, იმისა. რომ ხდომილობა „>-4 მოხდება პირველ, 

მეორე, მესამე და ა.შ. ცდებისას. საჭიროა კიდევ (კდათა დამოკიდებუ- 

ლების · მახასიათებლების მოცემა. თურმე, ჩვენი ამოცანის ამოსახსნელად 

საკმარისია 1 ხდომილობის, როგორც I-ურ, ისე /“ურ ცდაში ერთდრო– 

ულად მოხდენის ალბათობის მოცემა: 

დავუშვათ, რომ ეს ალბათობები მოცემულია. გამოვიყენებთ (10.3.11) 

გამოსახულებაში ჯამის დისპერსიის თეორემას (10.2.10) ფორმულას: 

” 

„ნ.= ) ნ.,+2 2. IV 00.3.12) 
ჯ=1 :1</ 

სადაც IM, X, X, სიდიდეების კორელაციური მომენტია: 

M,,=MIX,X)II. 
(10.2.1ზ) ფორმულით 

IX,,=: MIX, X,I––/1 ჯ/I §;= /IIX,X,)-–ი,ი). (10.3.13) 

განვიხილოთ შემთხვევითი სიდიდე X,; XX. ცხადია იგი ნულის ტოლია, 

თუ თუნდაც ერთი X,, X, სიდიდეებიდან ნულის ტოლია, ე. ი. თუნდაც 

ცდებიდან (I(-ურ ანდა I-ურ) ერთ-ქრთში ხდომილობა 4 არ-მოხდა. იმი- 
სათვის, რომ სიდიდე X, X,; ერთის ტოლი იყოს, საჭიროა, რომ ორივე 
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(-ურ და ურ) ცდაში #4) ხდომილება მოხღეს. მისი ალბათობა #7, 

ის ტოლია. მამასადამე, 

„VII X;X,):--7;,, 

1 ,= ჩ,:-–-მ,ი7,. 

ამ გამოსასულებაში (10.3.12) ფორმულის ჩ.სმით მიე–ღებთ: 

ი) · 

ხ.=პბ_ ი;ძე+-2 ) ( ,,-ჩ,მი. (10.3.14) 

:=:I (<| 
(10.3.14) ფორმულა კი გამოხატავს დამოყიღებული ცდებისას ხღომი- 

ლობათა მოხღენის რიცხვის დისპეოსიას. გავაანა- ლიზოთ ამ ფოღმულის 

სტრუქტურა. ფორმულის მარჯვენა ნაწილის პირველი წევრი დამოუკი- 
დებელი ცღებისასს ხდომილობათა მოხდენის რიცხვის დისპერსია»), 

ხოლო მეორე „დამოკიდებულობახზე. შესწორებას" იძლევა. თუკი ალ- 

ბათობა /#2;, ტოლია ი; #4), ეს მესწორება ნულის ტოლია. თუკი ალბათო- 

“ბა ,, მეტია, ვიდრე ი, იჯ. ეს ნიმნავს იმას. რომ / ხდომილობის L- 
ურ ცდაში მოხდენის პირობითი ალბათობა მეტია. ვიდრე უბრალო (უპი- 

რობო) ალბათობა, ხდომილობის / ურ ცდანი მოLსდღენისა (ურ ღა /- 

ურ ცდებში ხდომილობათა მობდენებს მორის გვაქვს დადებითი კორე- 

ლაცია). თუკი ეს ასეა ცდათა ნებისმიერი წყიილისათვის, მაინ “მემა- 

სწორებელი წევრი (10.3.14) ფორბულამი დადებითია ·და ხღომი- 

ლობათა მოხდენის რიცხვის ღისპერსია დამოკიდებულ ცღებში მეტია, 

ვიდრე დამოუკიღდებელმი. თუ #,, ალბათობა ნაკლებია. ვიდრე #ჩ,ი; 

(ურ და ურ ცდებში ხღდღომილობათა მოხდენებს მორის არსებობს 

უარყოფითი კორელაცია), მახინ შესაბამისი შესაკრები უაოყოფითია. 

თუ ცღათა ნებისმიერი წყვილისათვის ეს ასეა, მაშინ ხდომილობათა 

მოხდენის რიცხვის დისპერსია დამოკიღებელ ცდებში ნაკლებია, ვიდ- 

რე დამოუკიდებელში. განვიხილოთ კერძო შემთხვევა, როცა #0)=/ა=- 
=...=ჩ„=/0, მ,ც=/ჩ,კა=...=/0. ე. ი. პირობები ყველა ცდებისათვის 

ერთგვარი. ფორმულა (10.3.14) მიიღებს სახეს: 

ხ.-იიი+-2» (0-იშ=)00-M(-1)0-ეიზ. (10.3.15) 

(<I 

'სადაც –– (1 ხდომილობის ერთდროულად ცდათა წყვილებში(სულერთია 

რომელში) მოხდენის ალბათობაა. ხდომილობათა ამ კერძო შემთხვევაში 

განსაკუთრებით საინტელღრესოა ორი ქვეშემთხვივა: 

1. 4 ხდომილობის მოხდენა რომელიმე ნებისმიერ ცდაში იწვევს დანარ- 

ჩენებში მის უტყუარ მოხდენას; მაშინ #=-ი და (10.3.15) ფოომულა მიი– 
ღებს სახეს: ა 

LI. =)!00-LII(/I– 1)(0–– ნ?) =I1!00ძ-LIICII ––1)0 0=/I"00.



22. 4 ხდომილობის მოხდენა ნებისმიერ ცდაში. თითოეულ დანარჩენში 
მის მოხდენას გამორიცხავს. მაშინ #=0 და (10.3.15) ფორმულა მიიღებს 
"სახეს: 

IL) ==/100-–-/( –– 1)0?1=I10L0-– (1 –- 1)ი0I =/10(1-–იი). 

ამოცანა 7 მოცემულ მდგომარეობაში მოკჯ- 
ვანილ ობიექტთა რიცხვის მათემატიკური ლო- 
დინი. ' 

პრაქტიკაში ხშირად გვხვდება შემდეგი ამოცანა, გვაქვს # თობიექ- 

ტისაგან შემდგარი რომელიმე ჯგუფიდ„ი რომელზედაც ხორციელდება 
რომელიღაც ზემოქმედება. თითოეული „თობიექტთაგანი ზემოქმედების 

“შედეგად შეიძლება მიყვანილ იქნას გარკვეულ 5 მდგომარეობაში. 
(მაგალითად, დახიანებულია, გასწორებულია, მაღმოჩენილია, უვნებე– 

·ლია და ა. შ.). ალბათობა იმისა, რომ I-რი ობიექტი მოყვანილ იქნება 

5 მდგომარეობაში, ტოლია #,. მოვძებნოთ იმ ობიექტთა რიცხვის მათე– 

მატიკური ლოდინი რომლებიც ჯგუფზე ზემოქმედების შედეგად 5 
მდგომარეობაში იქნება მოყვანილი. 

ამოხსნა. დავუკავმიროთ თითოეულ ობიექტთაგანს 'შემთხვევითი 

X, სიდიდე, რომელიც ღებულობს მნიშვნელობებს 0 ანდა 1-ს: 

XV – 1, თუკი ური ობიექტი მიყვანილია 5 მდგომარეობაში, 

“' 0, თუკი ჯ-ური ობიექტი არ არის მიყვანილი 5 მდგომარეობაში. 

შემთხვევითი X სიდიდე –– ობიექტთა რიცხვი, რომელიც მიყვანილია 5 
მდგომარეობაში –– შესაძლებელია წარმოვიდგინოთ ჯამის სახით: 

M· 

X= 2. 

აქედან, ვსარგებლობთ რა მათემატიკურ ლოდინთა 'შეკრების თეორე- 
მით, მივიღებთ: 

ჩ 

I7ჭე.== ბეს ჯგ. 

1=1 

თითოეული შემთხვევითი X, სიდიდის მათემატიკური ლოდინი ცნობილია: 

I/15,= მ). 
მაშასადამე, 

”M 

„,= 2 ი , (10.3.16) 
(=1 
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ე. ი. ობიექტთა რიცხვის მათემატიკური ლოდინი, რომელიც მიყვა- 

ხილია 5 მდგომარეობაში, თითოეული ობიექტის ამ მდგომარეობაში გა- 
დასვლის ალბათობათა ჯამის ტოლია. 

განსაკუთრებით აღვნიშნავთ, რომ დამტკიცებული ფორმულის სამარ- 

თლიანობისათვის სრულებითაც არ არის საჭირო, რომ ობიექტები § 

მდგომარეობაში გადადიოდნენ ერთი მეორისაგან დამოუკიდებლად. ფორ- 

მულა სამართლიანია ნებისმიერი სახის ზემოქმედებისათვის. 
ამოცანა 8. მოცემულ მდგომარეობაში მოჯ- 

ვანილ ობიექტთა რიცხვის დისპერსია. 

თუ წინა ამოცანის პირობებში თითოეული ობიექტთაგანის გადასვლა 
§ მდგომარეობაში ყველა სხვა დანარჩენისაგან დამოუკიდებლად წარმოებს, 
მაშინ დისპერსიათა შეკრების თეორემას 

ჩ 

X=> X, 
(=1 

სიდიდისათვის გამოვიყენებთ, მივიღებთ § მდგომარეობაში მოყვანილ 
ობიექტთა რიცხვის დისპერსიას: 

ჩ წ 

ხ.=პ ნა=2 ,9 ძ,=1–ი, (10.3.18) 

(=1 (==1 

სადაც #,, – ალბათობაა იმისა, რომ (-ური და ,: ური ობიექტები ზე- 

მოქმედების შადეგად ერთად გადავლენ 5 მდგომარეობაში. 

ამოცანა 9. ცდათა რიცხვის მათე მატიკური 

ლოდინი ხდომილობის #უერ მოხდენამდე. 

“ წარმოებს რიგი დამოუკიდებელი ცდებისა, რომელთაგან თითოეულ- 

ში „შესაძლოა ი ალბათობით მოხდეს 4 ხდომილობა. ცღები წარმოებს 

მანამდე, სანამ 4 ხდომილობა არ მოხდება #-ჯერ, ამის შემდეგ იგი წყდე– 

ბა, განვსახლვროთ მათემატიკური ლოდინი, დისპერსია, ს. კ. გ. დათა 

X რიცხვისა რომელიც წარმოებული იქნება, 

ამოხსნა. 5.27. პარაგრაფის მე-3 მაგალითში განსახღვრული 

იყო 4 ხდომილობის პირველ მოხდენამდე მათემატიკური ლოდინი და 

დისპერსია: 

1 
ი=-, L= 9. 

ი ი" 

სადაც ი –– ხდომილობის მოხდენის ალბათობაა ერთ ცდაში, ხოლო ძ= 

=1-ი0 არ მოხდენის (ალბათობა). 
251



განვიხილოთ შემთხვევითი სიდიდე ს»–ცდათა რიცხვი / ხდომი- 

ლოპის #-რ მოხდენამდე. იგი ჯამის სახით შეიძლება წარმოვიღგინოთ: 

აახია... +XI 

სადაც -V -–ცდათა ღიცხვი „ ხდომილების პირველ მოხდენამდე, 

სია ცდათა ოიცხვი 4 ხდომილობის პირველიდან მეორე მოხდენამდე 

(მეორის ჩათვლით) X.--ცდათა რიცხვი 4 ხდომილობის (#--1)-დან 

ჩ#--ურ მოხდენამდე (წ-ს ჩათვლით). 

ცხადია, სიდიდეები X,, Xა,....X IL დამოუკიდებლებია; თითოეული 

მათვანი განაწილებულია იმავე კანონით, როგორითაც პირველი მათ- 

გახე (ცდათა რიცხვი ხდომილობის პირველ მოხდენამდე) და აქვთ 

რიცხვითი მახასიათებლები ' · 

1 
I)ჯ= ე IL). 7. 

ჩ ი. 

მათვმატიკურ ლოდინთა და დისპერსიების შეკრების თეორემების 

გამოყენებით მივიღებ»: 

; 
”# – 

(=1 წ) 1 

I 
V 

ჩ.= ვნ. #9. , : (10.3.19) 

(=1 ხს 

_ VM 
»”» ი · 

ამოცანა 10. მოცემული შედეგის მიღწევამდე 

სახსრების საშუალო ხარჯი. 

წინა ამოცანაში განხილული იყო შემთხვევა, როცა ცდათა რიგი სრული- 

ად განსაზღვრული შედეგის მისაღებად ტარდება-–,4 ხდომილობის /# მოხ- 

დენამდე, რომელსაც თითოეულ ცდაში ერთი და იგივე ალბათობა აქვს. 
ეს ამოცანა მეორის კერძო შემთხვევაა, როცა წარმოებს რიგი ცდებისა 

ნებისმიერი 8 შედეგის მისაღწევად, რომლის ალბათობა ცდათა /1 რი- 

ცხვისას იზრდება ნებისმიერი კანონით # (VI). დავუშვათ, რომ თითო–- 

ეულ ცდღახე იხარჯება სახსრების «თ რაოდენობა. საჭიროა მოვნახოთ 

მათემატიკური ლოდინი სახსრების იმ რაოდენობისა, რომელიც დახარ- 

ჯული იქნება. · 
ამოხსწა. იმისათვის, რომ ამოცანა ამოსხხილ იქნას, დავუშ- 

ვათ რომ წარმოებული ცღების რაოდენობა არაფრით არაა შე–- 
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ზღუდული და მათი გაგრძელება 8 შეღეგის მიღწევის “მეპდეგაც 
“შეიძლება. მაშინ ზოგიერთი ამ ცდიდან იქნება ზეღმეტი. მევთანიხმღეთ, 
დავარქვათ ცდას „აუცილებელი+!, რომელიც წარმოებს ჯერ კიღევ #8 

შეღეგის მიღწევამდე და „ზედმეტი“, თუკი იგი წარმოებს უკვე 8 შედე- 
გის მიღწევის შემდეგ. 

ყოველ (I-ურ) .ცდას დავუკავშიროთ შემთხვევითი X; სიდიდე, 

რომელიცკ ტოლია ნულის ან ერთის, იმისღა მიხეღვით ეს ცლღა აღმოჩნ- 

დება „აუცილებელი" თუ „ზედმეტი“. დავუშვათ 
X- 1, თე ცდა აღმოჩნდა „აუცილებელი“, 

' 0, თუ ცღა აღმოჩნდა „ზხედმეტი". 

განვიხილოთ შემთხვევითი სიდიდე „X –ცდათა რიცხვი, რომლის ჩატარე- 

ბაც მოგვიწევს 8 შედეგის მისაღწევად, ცნადია. იგი შეიძლება წარმოვი- 

დგინოთ ჯამის სახით: 

X=2-+-·ი--..+2X, +... (10.3.20) 

(10.3.20)-ის მარჯვენა ნაწილის სიდიეღეებიდან პირველი (X,) წარმოაღ- 

გენს არა შემთხვევითს და ყოველთვის ერთის ტოლია (პირველი ცდა 
ყოვე ლთვის „აუცილებელია"), თითოეული დანარჩენებედან შენთLვევითი 

სიდიდეა შესაძლო მნიბვნელობებით 0 და 1. ავაგოთ >»; სიდიდის გა- 

ნაწილების მწკრივი X, (I>>1). მას აქვს სა”ე: 

0 1 

0321 ნ ც-1)1– 0-1) 00532) 
სადაც ჩ(--1)--8 შედეგის მიღწევის ალბათობაა L--1 ცდის შემდეგ. 

მართლაც, თუ შედეგი 8 უკვე იყო მიღწეული წინა IL--1 „ცდებში, 

მაშინ X,=0 (ცდა ზედმეტია), თუჯი არ იყო მიღწეული, მაშინ X,=1 

(ცდა აუცილებელია). 
ვიპოვოთ X, სიდიღის მათემატიკური ლოდინ. განაწილების 

(10.3.21) მწკრივიდან გვაქვს: : 

MI >2,=0:-M(I--1)--1.I1--#((--1))= 1--/(I-––1). 

არ "არის ძნელი დავრწმუნდეთ, რომ იგივე ფორმულა სამართლიანი 

იქნება, როცა !1=1. რადგან · #(0)=0. გამოვიყენებთ (10.3 20) გამო- 
სახულებისათვის მათემატიკურ ლოდინთა შეკრების თეორემას, მი- 

ვიღებთ: 

ლო CC 

'(ელ– ბპ ას=2 II-ჩ(C-1)) 

ჯ=1 1=1 
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ანდა თუ აღვნიშნავთ L-1=#, მაშინ 

/= 2 (1-0. (10.3.22) 
=0 

ყოველი ცდა საჭიროებს თ სახსრების დახარჯვას. მიღებული #IL> სი– 
დიდის გამრავლებით თ-ზე, განვსაზღვრავთ სახსრების საშუალო დანა– 
ხარჯს საქირო 8 შედეგის მისაღწევად: 

5,=0 2 I1-CI. (10.3.23) 

მოცემული ფორმულის გამოყვანისს დროს დაშვებულია, რომ ყოველი 
ცდის ღირებულება ერთი და იგივეა. თუ ეს ასე არ არის, მამინ შეიძ- 
ლება გამოვიყენოთ მეორე ხერხი –- წარმოვიდგინოთ ჯამური დანია 
ხარჯი 5ყ, როგორც ჯამი ცალკეული დანახარჯებისა, რომელიც ღებუ– 
ლობს, ორ მნიშვნელობას: ი,, ე თუ ური ცდა „აუცილებელია“ და 

ნულს, თუკი ის „ზედმეტია“. სახსრების საშუალო § ცვ ხარჯი წარმოგვიდ- 

გება შემდეგი სახით: 

ინ : 

პე= 2  0V1-VMI. (10.3.24) 
M=0 ' 

ამოცანა 11 შემთხვევით შესაკრებთა შემ?მ-. 
თხვევითი რიცხვის ჯამის მათემატიკური ლო- 
დინი. 

ალბათობათა თეორიის. პრაქტიკული გამოყენების რიგ შემთხვევებ– 
ში ვხვდებით შემთხვევით სიდიდეთა ჯამებს, რომლებშიც შესაკრებთა 
რიცხვი წინასწარ უცნობია, შემთხვევითია. დავსვათ შემდეგი ამოცანა. 
შემთხვევითი 27 სიდიდე ასა” შემთხვევით სიდიდეთა ჯამია: 

V 

7 -). X, (10.3.25), 
=1 

სადაც პ”-აგრეთვე შემთხვევითი «სიდიდეა. დავუშვათ, რომ ჩვენთვის 
ცნობილია ყველა შესაკრებთა მათემატიკური ლოდინი –– #1 ;,: 

IX >|==/MIX,I, 

და რომ სიდიდე ა7 არ არის დამოკიდებული არცერთი X, სიდიდი- 

საგან. საჭიროა მოვძებნოთ 2 სიდიდის მათემატიკური ლოდინი. 
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ამოხსნა. ჯამში შესაკრებთა რიცხვი არის დისკრეტული შემთხვევით= 
სიდიდე.დავუშვათ, რომ ჩვენთვის ცნობილია მისი განაწილების მწკრივი; 

' | ; ” 

ი 
სადაც 9, –“– ალბათობაა იმისა, რომ ბპ” სიდიდემ მიიღოს # მნიშვნელო- 

ბა. ჩავინიშნოთ ა7/=# მნიშვნელობა და მოვნახოთ ამ პირობებში 2. 

სიდიდის მათემატიკური · ლოდინი (პირობითი მათემატიკური ლოდინი): 

#/ 

ML2I0)= თ», 00.3.26). 
L=1 

ყV,, 
      

  

ჩი, Mგ X 
          

ახლა გამოვიყენოთ მათემატიკური ლოდინის ფორმულა, |რისთვისა() 
ყოველი პირობითი მათემატიკური ლოდინი გადავამრავლოთ /ჯ/ ჰი- 

პოთეზის შესაბამის ალბათობახე და შევკრიბოთ: 

” 

ML2)= 2 0.2 თა. (10.3.27) 
ჩ (უ=1 

განსაკუთრებით საინტერესოა შემთხვევა, როცა ყველა შემთხვევით XI, 
Xა,.., სიდიდეს აქვს ერთი და იგივე მათემატიკური ლოდინი: 

წI1121== 711 ე==...== 1. 

მაშინ ფორმულა (10.3.26) მიიღებს სახეს: 

/ 

ML2I)=  თ.=ჩი. 
ს" #=8 

და 

MI2)=თ. 2 Mი+ (10.3.28) 

(10.3.28)1 გამოსახულებაში ჯამი V სიდიდის მათემატიკური ლოდინია: 

1 ც== ა) # » 

/I1;= /MIL2)= MI >=- ს, (10.3.29) 

ე. ი. ერთნაირი საშუალო მნიშვნელობის მქონე (თუკი შესაკრებთა რი– 

ცხვი არ არის დამოკიდებული მათი მნიშვნელობისაგან) შემთხვევით 
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პმესაკრეათა რიცხვთა ჯამის მათემატიკური ლოდინი უდრის თითო- 

ეულ პესაკლებთა საშუალო მნიშვნელობის ნამოავლს შესაკრებთა 

საშუალო რიცხვზე. | 

კვლავ აღვნეძნაეთ, რომ მიღებული "მედეგი სამართლიანია როგორც 
დამოუკიდებელი, ისე დამოკიდებული X,, 2Xა,..., შესაკრებებისათვის, 

ოღონდ შესაკრებთა ოიცხვი ბ” აო უნდა იყოს დამოკიდებული თვით შე- 

საკოებისაგან. 

ქვემოთ ამოვხსნით ზოგიერთ კონკრეტულ მაგალითს პრაქტიკის 

სხვადასხვა დარგიდან, რომლებზედაც მოვახდენთ რიცხვით მახასიათებ- 

ლებზე ოპერირების საერთო მეთოდების კონკრეტული გამოყენების დე- 

მონსტრიოებას, რომლებიც გამომდინარეობენ დამტკიცებული თეორე– 

მებიდან, და სპეციფიკურ ხერხებს, რომლებიც დაკავმირებულია ზემოთ 

ამოხსნილ საერთო ამოცანებთან. 

მაგალითი 1. მონეტის ასოოლა ხდება 10-ჯერ. განესახლვროთ მათემატი- 

კური ლოდინი და საშეალო კვაღრატული გადახრა მოსულ ღერძთ. X რიცხვისა. 

ამოხსნა. (10.3.7),და (10.32.1606) ფორმულებით ვპოულობთ: 
· . 

”I-==10:0.5-=5; (#1.-=10-0,5>.:9.5==2.5; თა:=1,58. 

მაგალითი 2. წარმოებს 5 დამოუკიდებელი გასროლა მრგვალ 20 სმ დია- 

მეტრის მქონე სამეზნეზე. დამიზნება--სამიზნის ცენტრზეა, სისტემატური სდომილე- 

ბა არ არსებობს, გაფანტვა-–-წრიული. სამუალო კვადრატული გადახრა თ=16 სმ. 

მოვნახოთ მოხვედრებათა რიცხვის მათემატიკური ლოდინი და ს. კ. გ. 

ამოხსნა, სამიხნეზე მოხვედრის ალბათობა ერთე გასროლისას გამოვთეალოთ 

(9.4.50ე0 ფორვპულით: 

ზ 

ჯა? 

, 2 - 
#=1--42 =1--ტ-0.6:5>0,465. 

ესარგებლობთ რა 19. 3. 7 და 10.3. 10 ფორმელებით, მივიღებთ: 

ი!.= 5ს,+2,32; 0.=:5M(1--ი)ლ1,25: თა=1,12. 

მაგალითი 2, წარმოებს საჰაერ«ა თავდასხმის მოგერიება, რომელშიაც მო- 

ნა”-ლეობს 1 ტიპის 20 საფრენი აპარატი და 2 ტიპის 30 საფრენი აპარატი. 1 ტიპის საფ– 

რენ აპარატებზე იერიში მიაქვს გამანადგურებელ ავღაციას., თითოეულ აპარატხე იე- 

რიშთა რიცხვი, დაქვემდებარებ ულია პუასონის კანონს პარამეტრით ძი,= 2,5. გამანაღ- 

გურებლის ყოველი იერიშისას საფრენი აპარატის დაზიანების ალბათობაა #0,=0.6. 

2-ტიპის საფრენ.აპარატებზე იერიში მიაქვს მართულ საზენიტო რაკეტებს. ყოველი აპა- 

რატასაკენ. მიმართული რაკეტების რიცხვი ექვემღებარება პუასონის კანონს ი6=:1,8 

პარამეტრით და ყოველი რაკეტა აზიანებს! მე-2 ტიპის საფრენ აპარატს, დაზიანების 

ალბათობა C,მ-ის ტოლია. თავგღამსხმელთა შემადგენლობაში შემავალი ყველა აპარატი 

დერიჰზე მიღის დ» ერთიმეორისაგან დამოუკიდებლად მარცხდება. მოვნახოთ: 

1, მათემატიკური ლოდინი, დისპერსია, ს. კ.,გ. 1 ტიპის საფრენი აპარატების დაზი–- 

ანერისა; · 

2. მათემატიკერი ლოდინი, დისპერსია და ს. კ. გ. მე-2 ტიპის საფრენი აპარატების 

დაზიანებისა; 

256



3. მათემატიკური ლოდინი, დისპერსია და ს. კ. გ. ორივე ტიპის საფრენი აპარა- 

ტების დაზიანების რიცხვისა. 

ამოხსნა. 1-ტიპის ყოველ აპარატზე „იერიშთა რიცხვის“ ნაცვლად განვიზი–- 

ლოთ „დამაზიანებელ იერიშთა რიცხეი“, რომელიც განაწილებულია პუასონის კანონის 

მიხედეით, მაგრამ სხვა პარამეტრით: 

თ"1=/), 0,=0,6 -2,5=1,5 

ალბათობა 1-ტიპის ყოველი საფრენი აპარატის დაზიანებისა» იქნება: 

?,(00-= 1-–--1.5--0,777, 

ალბათობა მე-2 ტიპის ყოველი საფრენი აპარატის დაზიანებისა მოინახება ანალოგიურაღ 

M2,(') =1--Cლ-9.8, 1,8 – 1--6-1-#>0,763. 

მათემატიკური ლოდინი 1-ლი ტიპის დაზიანებულ ' საფრენი აპარატების რაცხვისა 

იქნება 

/11== 20 ·0,777= 15,5. 

ამ რიცხვის დისპერსია და ს. კ. გ. 

,=20 -0,777 ·0,223=3,46, თ, =1,86, 
მე-2 ტიპის დაზიანებული აპარატების რიცხვის მათემატიკური ლოდინი, დისპერსია 

და ს. კ. გ. იქნება: 

იI:=30 -0,762=22,8, M0:=5,41, თ-=2,33. 

მათემატიკური ლოდინი, დისპერსია და ს. კ. გ. ორივე ტიპის დაზიანებული საფრენი 

აპარატის საერთო რიცხვისა: 

/71= III - /III= 38.3, 0მ=M0,+ჩ:=8,87, თძ:=2,97. 

მაგალითი 4. შემთხვევითი X და ს” სიდიდეები თვით ელემენტარუ- 
ლი ცდომილობებია, რომლებიც წარმოიშობიან ხელსაწყოს შესასვლელში. მათი 

მათემატიკური ლოდინებია: #1=-–--2 და /Iყ=4, დისპერსიები: I)1=4 და #01ყ=9; ამ 

შეცდომების კორელაციის კოეფიციენტი ტოლია 2»,= ––0,5. ხელსაწყოს გამოსასვლელ– 

ში შეცდომა დაკავშირებულია შეცდომებთან შესასვლელში შემდეგი ფუნქციონალური 

დამოკიდებულებით: 

2=3X?- -2XV/-+M#1%--3., 

მოვნახოთ ხელსაწყოს გამოსასვლელმი შეცდომის მათემატიკური ლოდინი, 

ამოხსნა. 

#1:= /VMI2)= 3/VILX-I--2011XV I-- /MIV ?)––3. 

ვსარგებლობთ რა საწყის და ცენტრალურ მომენტებს შორის კავშირით და (10.2.17 ) 

ფორმულით, გეაქვს: 

MILX")=თ:IX)|=0>+ თ.=8; 

#VLVL=ძაIწ7)=0ს+თ",=25; 

#1I XV )=ლ-M12M1ყ+ MX ჯყ= 

= /M»I)+L+-”/.ყნაწა=--!1), 

საიდანაც · 

თI.=ქ -8- 2 ·/(C=–11)--25–--3=68, 
17. ე. ვენტცელი 257



მაგალითი 5. თვითმფრინავი უშენს ყუმბარებს ავტოსტრადას, რომლის 
სიგანე 30 ჯმეტრია, (ნახ. 10.3.2. ფრენის მიმართულება ავტოსტრადის მიმარ- 
თულების მიმართ შეადგენს 30“-იან კუთხეს. უმიზნებენ ავტოსტრადის შუა ხაზს, სის- 
ტემატიური შეცდომები გამორიცხულია, გაფანტვა მოცემულია ძირითადი საალბათო 

გადახრებით ფრენის მიმართულებით გ8გ=50მ და გვერდითი მიმართულებით 

V 8გე= 25 მ, მოვნახოთ ავტოსტრაღაზე მოხვედ- 
· რების ალბათობა ერთი ყუმბარის ჩამოგდებისას, 

42 38 V ამოსხნა. დავაგეგმილოთ მოხვედრის 

შემთხვევიძთი წერტილი 02 ღერძზე, რომე- 

ლიც ავტოსტრადის მართობულია და გამოვიყე- 

ნოთ ფორმულა (10.3.32). იგი, ცხადია, რჩება 

20 მართობული, თუ მასში სამუალო კვადრატულის 

2 2 ნაცვლად საალბათო გადახრებს ჩავსვამთ, 

66; ნ".:= 6ნ>+%0560”-IL ,?151060”=> 
=509.0,25-I- 25" .0,75:>109ქ, 

  

  

  

აქედან 
"ნ, 

ლ33 =- =48,9. 
ა 6:23პ3, თ; 0,674 

. ავტოსტრადაზე მოხვედრებისს ალბათობას 

ნახ. 10.3.2. მოვნახავთ ფორმულით (6.3.10): 

-/ 815 =2დ“ )–1=0,236. 
ი=2Cთ L+8.9 

მენიშვნა. აქ გამოყენებული ხერხი გაფანტვის გადაანგარიშებისა სხვა ღერ- 

ძებზე, გამოსადეგია მხოლოდ ზოლის სახის მქონე არეში მოხვედრების ალბათობის გა- 

მოსათვლელად; სწორკუთხედისათვის, რომლის გვერდები მობრუნებულია გაფანტვის 

ღერძებიდან რაღაც კუთხით, იგი უკვე არ გამოდგება. ალბათობა ყოველ ზოლზე მოხეე - 

დღრისა, რომელთა გადაკვეთით შექმნილია სწორკუთხედი, შესაძლოა გამოთვლილ იქ- 

ნას ამ ხერხის დახმარებით, ოღონდ ალბათობა სწორკუთხედზე მოხვედრებისა უკვე 

არ არის ტოლი ზოლზე მოხვედრის ალბათობათა ნამრავლისა, რადგან ეს ხდომილობანი 

დამოკიდებულნი არიან. > 

მაგალითი 6. წარმოებს დაკვირვება რაღიოლოკაციური სადგურების 

დახმარებით ობიექტთა ჯგუფზე, რომელიღაც დროის განმავლობაში. /გუფი შედგება 

ოთხი ობიექტისაგან; თითოეული მათგანის / დროის განმავლობაში, აღმოჩენის ალბა- 

თობა შესაბამისად ტოლია: 

0,ლ=0,2. 9M:=-0,25, #/1=0,35, 0)=0,42. 

მოვნახოთ მათემატიკური ლოდინი ობიექტთა რიცხვისა, რობლებიც გამომჟღავნდე– 

ბიან / დროის შემდეგ. 

ამოხსნა. (10.8.16) ფორმულით გვაქვს: 

4 

MI.= 3 _8,=0,2-I-0,25-+0,35-L0,42:= 1,22. 
ჯ=1 

მაგალითი 7. მიიღება მთელი რიგი ღონისძიებები, რომელთაგან თითოეუ- 

ლის X განხორც-ელება შემთხვევით სუფთა შემოსავალს იძლევა, ეს უკანასკნელი განა- 

ფილებულია ნორმალური კანონით, რომლის საშუალო მნიშვნელთააა /I1== 2 (პირობით 
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ერთეულ!). ღონისძიებათა რიცხვი ღროის მოცემულ პერიოღში შემთხვევითია 

განაწილებულია კანონით: 

2 | 3 VI: 1 4 

0,3 

    

0,4 | 0,) 

თანაც არ არის ღონისძიებებისაგან მიღებული შემოსელია,აგან C53 <.-ღებული, 

ვსაზღვროთ მოსალოღნელი საშუალო შემოყავალი მთელ პერიოდში, 

ამოხსნა, მოცემული პარაგრაფის მე-11 ამოცანის საფუძეელზე ეპოლლ“:თ 

2 სხვულის სრულ შემოსავლის მათემატიკურ ლოდინს: 

ჩი 0,2 

      

I)1გ== /Iჯ "III, 

სადაც MI» -- საშუალო შემოსავალია ერთი ღონისძიებიდან, 

1ყ –– ღონისძიებათა საშუალო მოსალოდნელი რიცხვი. 

გვაქვს: 
I1,ც== 1 ·0,2-L2 -·0,3–-3 ·0,4-+4 ·0,1=2.4, 

MI2=22, 

/II-= 2 L2,4=4,8. 

მაგალითი მ. ხელსაწყოს შეცდომა გამოისახება ფუნქციით 

ხ=32-L2X-V- 4, (Iი.ვ,3თ 
სადაც X, ს”, 2-ე. წ. „პირველადი შეცდომებია“, რომლებიც შემთხეევითა სიღიდე 

ების სისტემაა (შემთხვევითი ვექტოოი.). 

(X, ბ, 2) შემთხვევითი ვექტორი ხასიათოება შემდეგი მათემატიკური ლოდინით 

II.ა=–-4; Mას- 1: II:= 1 

ღა კორელაციური მატრიცით 

  
ხს. M.. M.; | ! 21- 

ხ. ჩV; | = | 3.) ! 
ჩნ. L I 4 

განვსაზღვროთ ხელსაწყოს შეცდომის მათკმატიკური ლოდინი, ღისპერსია და ს, კ. გ. 
ამოხსნა, რადგანაც ფუნქცია (10.3.3ა) შწფრფიკია. იიყებები რა (19,2.ი6) და 

(10.2.13) ფორმულებს, ვპოულობთ: 

MIV=3/:-+-2L“-ჩყე-4= --10, 

სა=3? -ს0:-+2? -ს.+ 1? -სა-+213 -2 -M>,-+3(-–-1)(Mს:-+-2(--1)%>,)=25, 

თს==5, 

მაგალითი მ. გამომთვლელ მანქანაში უწესივრობათა წყაროს გამოსამე- 

ღავნებლად ტაCდება სინჯები (ტესტები). ყრობტელ სინჯში უწესივრობა სხკა სანჯესისაგან 

დამოუკიდებლად ლოკალიხდება. ალბათოასთ „/-:0.2 ყოველ სინჯე საშუა- 

ლოდ გადის 3 წუთი, მოვნახოთ დროის ს მათემატი, ური ლოდი, რომელიც ღ:სქირჯება 

უწესივრობათა ლოკალიზაციას, 

M)
 

4“
) ღღ



ამოხსნა, ვისარგებლოთ მ. კეთელი პარსგოაფის მე-9 ამოცანის შედეგებით 

(ხდომილობის #-ჯერ მოხდენამდე ცდათა“ “რიცხვის მათემატიეჯერი ლოდინი), თუ დავუ- 

1, 1 
მკაბთ #=1, ვიპოვით სინჯთა საშუალო რიცხვს #/I:= –. = --=5. 

? 0,2 

ამ ხუთ სინჯზე საშცალოდ საჭირო იქნება 

5-.3=15 (წუთი), 

მაგალითი 10. წარმოებს სროლა საწვავი ნ რეზერვუარზე. ყოველი 
გასროლისას მოხვედრების ალბათობა 0,3-ის ტოლია: 'გასროლები დამოუკიდებე– 

ლია სათბობის რეზერვუარზე წპირველი მოხვედღრებისს მოხდება სათბობის 

მხოლოდ დენა, მეორე მოხვედრებისას სათბობი ღაიწყებსს აალებას, ზსაწვავის 
აალების შემდეგ სროლა წყდება. მოვნახოთ წარმოებული სროლების რიცხვის მათემა– 

ტიკერი ლოდინი. 

ამოხსნა. ვისარგებლოთ წინა მაგალითში გამოყენებული ფორმულით, მოვ- 

ნახოთ მეორე მოხვედრამდე გასროლათა რიცხვის მათემატიკური ლოდინი: 

= 2 =6,67 ყლ ცვ“ ნ,ი7. 

მაგალითი 1). რაღიოლოკატორით ობიექტის გაჰომჟღავნების, ალბათობა 

იზრდება მიმოხილვათა ციკლების რიცხვის ზრდისას კანონით: 

M(ე)==1--0,85», 

ს:დაც 8 –– ციკლთა რიცხვი, რომლის შემდეგ ობიექტი გამოელინებული იქნება, 

ამოხსნა: ესარგებლობთ რა მოცემული პარაგრაფის 10 ამოცანის შედეგებით, 

ი ილ 

1 
= «:– 0(I)|) = 0, = = 

% ბ, I -- XM) ჯ, 1=0,8 
=0 #=0 

მაგალით.ი 12, იმისათვის, რომ შევასრულოთ ინფორმაციის შეკრების გარ- 
კვეული ამოცანა, მოცემულ რაიონში იგზავნება რამდენიმე მზვერავი. ყოველი გაგ– 

ზავნილი მზვერავის დანიშნულების ადგილამდე „მიღწევის ალბათობა 0,7-ის ტოლია. 

ამოცანის შესასრულებლად საკმარისია რაიონში სამი მზვერავის ყოფნა. ერთი მზვერავი 

„მოკანს ვერ შეასრულებს, ხოლო ორი მზვერავს ამოცანის შესრულების 

ალბათობა 0,4-ია უზრუნველყოფილია რაიონთან უწყვეტი კავშირი და დამატებითი. 

მზვერავები იგზავნება მხოლოდ მაშინ, თუკი ამოცანა ჯერ კიდევ არ არის შესრულებული. 

საპჯიროა მოვნახოთ გაგზავნილ მზვერავთა რეცხვის მათემატიკური ლოდინი. 

ამოხსნა. აღენიშნოთ X-ით რაიონძი მოსული მზეერავთა რიცხეი, 

მივიღებთ: 

       

რომელიც აღმოჩნდა საკმარისი ამოცანის “მესასრულებლად. მოცემული პარაგ- 

რაფის მე-10 ამოცანაში მონახული იყო იმ ცდათა რაოდენობა, რომელიც საჭიროა იმი- 

სათვის. რომ მიღწეელ იქნას გარკვეული შედეგი, რომლის ალაათობა ცდათა რიცხვის 

გადიდებით გაიზრდება /X7V1) კანონით, ეს მათემატიკური ლოდინი ტოლია: 

CC 

წული 2. (1-- (I. 
#=0 

260



ჩვენს შემთხვევაში: 

#(0)=0; IX1)=0; #2)=0,4; #(3)=1; 
#(4)= X5)=...=1,. 

სიდიდის მათემატიკური ლოდინი ტოლია: 

ლილ 

თ.=MILXI=2 I1--ნძ))=1-LI-I-0,6=2,6, 

წო 

ამგვარად, იმისათვის, რომ ამოცანა მესრელებული იქნას, აუცილებელია რაიონჯი 

მ ოვიდეს საშუალოდ 2,6 მზეერავი, 

ახლა ამოვხსნათ შემდეგი ამოცანა, სამუალოდ რამდენი მზვერავი უნდა გავგზაე - 

ნოთ რაიონში, რომ იქ საშეალოდ /#I,; მოვიდნენ? 

ვთქვათ გაგზავნილია ა/ მზვერავი, მისულ მზვერავთა ოიცხვი შესაძლებელია წარ- 

მო «დგინოთ შემდეგი სახით: 

.X=27)-L2:-L...+2V, 

სადაც შემთხვევითი სიდიდე 2,7 ღებულობს 1 მნიშვნელობას თუ L-ური მზვერავი მოვიდა, 

და 0-ს თუ არ მოვიდა. სიდიდე X არის ჯამი შემთხვევით შესაკრებთა შემთხვევითი რი- 

ცხვისა. (იხ, მოცემული პარაგრაფის მე-11 ამოცანა). ამის გათვალისწინებით გვექნება: 

· 'MIX)=VL2,)MIVI, 

საიდანაც, ' ' 

MIXI 2,6 

MIX)= 2) ”M(2,)” 

მა გრამ MI2,)=ი, სადაც # –- ეს არის გაგზავნილი მზვერავის მისვლის ალბათობა 

(ჩვენს შემთხვევაში ი=0,7). სიდიდე /I/ > ჩვენს მიერ მონახულია და 2,6-ის ტოლია 

გვაქვს: 

»1,=- VI) 1-- გ უ>ა,?!. 

_ მ აგალითი 13. რადიოლოკაციური Lადგური ათვალიერებს სივრცის იმ უბანს, 

რომელშიდაც იმყ ოფება V ობიექტი, დათვალიერებების ერთ ციკლში იგი გამოავლენს 

ყოველ ობიექტს (სხვა ციკლებისაგან დამოუკიდებლად), რომელთა'ალბათობა #-ს ტო- 

ლია. ერთ ციკლზე ჭირდება « დრო, რამღენი დრო დასჭირდება იმისათვის, როჰპ V 

ობიექტიდან საშუალოდ # გამოავლინოს. 

ამოხსნა. უპირველეს ყოვლისა მოვნახოთ დათვალიერების / ციკლის შემღევ 

გამოვლინებული ობიექტების რიცხეის მათემატიკერი ლოდინი. ჩ# ციკლის ობიექ- 

ტიდან ერთ-ერთის (ნებისმიერი) გამოვლინების ალბათობაა 

,,= 1--(1--/)", 

ხოლო /#! ციკლისას გამოვლინებელ ობიექტთა საშეალო ოიცხვი მათემატიკურ ლოდინ- 

თა შეკრების თეორემის მიხედვით (იხ მოც პარაგრაფის მე5 ამოცანა. ტო=2ა 

MIX)=VI1-–-C-- ი)". 

დავუშვათ 

Mს-–-0--ი)?)=#.



მიკიღებთ აუცილებ.-ლ ციკლთა რაოდენობას განტოლებიდან 

1-(1--ი0)4= --, (1--/0) #V 

–ოპლის ამოხსნით მოვნახავთ 

(C()-+ ) 
C( “ V 

ილ _–_– ' ეუ------, 
1ლ(1–7ი) 

აქიდან დრო, რომელიც საჭიროა სამუალოჯ # ობიექ ტის გამოსავლინებლად, ტოლი 

იკნება 

«C-X) _–“-- (ხ=%ი= 

” Iდ(1–/) 

მაგალითი 14. შევცვალოთ მე-13 ამოცანის პირობები, ვთქვათ რადიოლო-– 

კაციური სადგური აწარმოებს დაკვირვებას სივრცის უბანზე მანამ, სანამ არ იქნება 

გამოვლინებული # ობიექტი, რომლის შემდეგ დაკეირეება წყდება ანდა ახალი რექ ი«- 

მით გრძელდება, მოვნახოთ დაკვირვებისათვის საჭირო ღროის მათემატიკური ლო- 

ღინი. 

იმისათვის, რომ ამოვხსნათ ეს ამოცანა, არ არის საკმარისი ერთი ობიექტის ერთ 

ციკლში გამომჟღავნების ალბათობის მოცემა, არამედ ნაჩვენები უნდა იქნას კიდევ, 

Cოგორ,იზრღება ციკლთა რიცხვის გაზრდით ალბათობა იმისა, რომ V ობიექტე- 

ბიდან გამომჟღავნებული იქნება არღა ნაკლებ # ობიექტისა, ყველაზე მარტივია გამოვ- 

თვალოთ ეს ალბათობა, თუ დავუშვებთ, რომ ობიექტები გამომჟღავნდებიან ერთი მეო– 

რისაგან დამოუკიდებლად. გავაკეთოთ ასეთი დაშეება და ამოვხსნათ ამოცანა. 

ამოხსნა. დამოუკიდებელ გამოვლინებებისას შესაძლოა MV ობიექტებზე დაკ- 

ქირვება წარმოვიდგინოთ, როგორც V დამოუკიდებელი ცდა. M ციკლის შემდეგ | თ-თოეუ- 

ლი ობიექტთაგანის გამოვლინების ალაბათობაა; 

ჩე=1-(1--ეი)შ. 

ალბათობა იმისა, რომ ი ციკლის შემღეგ MM ობიექტიდან გამოკლინებულ იქ ნება არ 

ნაკლებ # ობიექტისა, მოინახება ცდათა განმეორების თეორემის საშუალებით: 

M 

ჩლა= 2, CV 0-ჩაბოთ, 
2)1=წჩ%% 

ციკლთა საშუალო რიცხვი, რომლის შემდეგაც მონახულ იქნება არანაკლები # ოპე ეჰ- 

ტისა, განისაზღვრება (10.3.22) ფორმულით 

MV 

იფ- > ს-ჩფთ1=5. 1-3. 0ცჩეი-ჩი" თ. 
#M9=0 1=909 ო'=ჩ 

მაგალითი 15, სიბრტყეზე შემთხვევითი M წერტილი, რომლის კოორდი– 

ნატებია (X, ·/) გადაიხრება საჭირო მდებარეობიდან (კოორდინატთა სათავე) სამი და- 

მოუკიდებელი ვექტორული 26 X და Vე შეცდომის გავლენით. თითოეული ეექტორთა–- 

განი ხასიათდება ორი მდგენელით: 

V,(X,.V,), V-X-, V.), V-5(X5,  X”ე) 
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(ნახ, 10,3.3) ამ სამი ვექტორის რიცხვითი მახასიათებლები ტოლია: 

/Mჯ,-=2, /Iყ,-=--ვ3, თ»,=2, თწყ,ლ=3, #ჯ,კI,= –-0.3, 

/I2ე=-–-1, /Iყ.=-2, წჯ,-==4, წყ.=1, ”X,V==0,5. 

MI ჯ=-3, /Iყე-=1, Cთ>»,6->:2, 002, ”წჯ,კყ,==0,2. 

მოვნახოთ ჯამური შეცდომის მახასეათებლები 

  

  

  

  

· Xჯ 67 
(ეექტორისა, რომელიც /#M წერტილს გაღახ- LI ა. _ 

რის კოორდინატთა საწყისიდან... /(>.:....... 
ამოხსნა. მათემატიკურ ლოდინთა 

დისპერსიების და კორელაციურ მომენტთა წ - 

შეკრების თეორემების გამოყენებით, მივი- 3 - ც 
ღებთ: V 

აპოლლებ შ ჰქ. ჰ.ძ7"." “_5#/ 
MIა= ი, I MI, + MIყკლ--4, ს | V ! 

თძ"--=0-,+0“„.-LC?.,=24, თ.== /24254,90, #1. #- I | 
ა ა · _ 0 წა -აეაებსგ„ეასა--- 7 

თზ,=თ",,+0?,,+-0,,= 14, თ,= IV 14>3,75, » X X. Xვ 

#.ს=M>ა,+M>,ა,14--M ი, ნახ. 101.3. 
სადაც 

MX. ,,ლ–წა,ს,0>,,,=--0,3 -2 .3= –-1,8, 

#>.ს.=/>,/:06>,0.=0,5 ·4-1=2,0, 
სჩ ც,კ= წა, წ>,6,,=0,2 ·2:2=0,8, 

საიდანაც ' 

LL .ე=-–-1,8-+L2,0-+-0,8= 1,0 

და 

2 0,054 აყლ–ლ–--- -2 · 
XV” გ 90.3,75 

მაგალითი 16. სხეული, რომელსაც აქეს მართკუთხა პარალელეპიპედის 
ფორმა და რომლის ზომებია ძ, ხ. C. მოძრაობს სივრცეში უწესრიგოდ და მასთან ცენტრის 

გარშემო ისე ბრუნავს, რომ ყველა მისი ორიენტაცია ერთნაირად საალბათოა, სხეული 

იმყოფება ნაწილაკთა ნაკადში დღა სხ-:ულთან შემხვედრ ნაწილაკთა საშუალო რიცხვი 

პროპორციულია იმ საშუალო ფართისა რომელსაც სხეული ნაკადს შეახვედრებს. 

მო-ნახოთ სხეულის მოძრაობის მიპართულების მართობ სიბრტყეზე გეგმილის ფართის 

მათემატი,„ური ლოდინი. 

ამოხსნა. ვინაიდან სხეულის ყველა ორიენტაცია სივრცეში ერთნაირად სა- 

ალბათოა, ამიტომ გეგმილის ფართის მიმართულებას მნიშვნელობა არა აქეს. ცხადია, 

სხეულის გეგმილების ფართობი ტოლია პარალელეპიპედის ყეელა წახნაგის გეგმილე– 

ბის ნახევარჯამისა (რადგან გეგმილის ყოველი წერტილი თვით სეულის ზედაპირზე ორი 

წერტილის გეგმილია. მათემატიკური ლოდინთა შეკრების თეორემისა და ბრტყელი ნაჯ- 

ეეთის გეგმილის საშუალო ფართის ფორმულის (10.1 პარაგრაფის მე-3 მაგალითი) გა- 

მოყენებით მივიღებთ: 

_ მხ ძი ხ0 =ი 
როომ“ 3 

სდაც “სრ –- პარალელეპიპედის ზედაპირის სრული ფართია. 
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შევნიშნავთ, რომ “გამოყვანილი ფორმელა სამართლიანია არა მარტო პარალელე- 

პიპედისათვის, არამედ ყველა ამოზნექილი სხეულისათვის: ასეთი სხეულის გეგმილის 

საშუალო ფართი უწესრიგოდ ბრუნვისას მისი სოული ზედაპირის ერთი მეოთხედის 
ტოლია, მკითხველს ვურჩევთ, როგორც სავარჯიშო, დაამტკიცოს ეს დებულება. 

მაგალითი 17. აბსცისთა 0X ღერძზე შემთხვევითი სახით მოძრაობს ჯ წერ- 

ტილი შემდეგი კანონით, საწყის მომენტში იგი იმყოფება კოორდინატთა სათავეში და 
1 ·, 1 

იწყებს მოძრაობას -> ალბათობით მარჯვნივ და > ალბათობით მარცხნივ. გაივ- 

ლის რა ერთეულ მანძილს, წერტილი #7 ალბათობით აგრძელებს მოძრაობას იმავე მი- 

მართულებით, ხოლო ჯ=1–0 ალბათობით იცვლის მას საწინააღმდეგოთი, გაივლის 

რა ერთეელ მაწძილს, წერტილი ხელახლა # ალბათობით აგრძელებს მოძრაობას იმავე 

მიმართულებით, რომლითაც მოძრაობდა, ხოლო 1 –- 7 ალბათობით იცვლის მას 

საწინააღმდეგოთი და ა. შ. აბსცისის ღერძზე ასეთი შემთხეევითი ხეტიალის შედეგად Xჯ 

წერტილი იჩ ნაბიჯის შემდეგ მიიღებს მდებარეობას, რომელსაც Xა აღვნიშნავთ. საჭიროა 

მოვნახოთ შემთხვევითი X,;, სიდიდის მახასიათებლები: მათემატიკური ლოდინი და დის- 

პერსია. 

ამოხსნა. უწინარეს ყოვლისა ამოცანის სიმეტრიულობის მოსაზრებიდან ცხა- 
ღიას, #IXგ)ლ0. რომ მოვნახოთ ჩIX-ი), Xიგ წარმოვადგინოთ / “შესაკრებთა ჯამის 

ს ახით: 

” 

=V,+V.-+-.-+V,= (2-7 (10.3,31) 

ჯ=1 

სადაც C/,--მანძილია გავლილი წერტილის 1 იერ მყარ (-ურ ნაბიჯზე, ე. ი. +1, თუ წერ- 

ტილი მოძრაობდა ამ ბიჯზე მარჯვნივ და,“ -- 1, –- თუ იგი მოძრაობდა მარცხნივ. 
ჯამის დისპერსიის თეორემის მიხედვით (იხ. ფორმულა (10.2.10) გვაქვს: 

”M 

0IX)=2 ხIVI+2 2 MM... 
(=1 (<I 

ცხადია, რომ #MICV,)=–1, რადგან CI სიდიდე ღებულობს მნიშვნელობას +1 და --1 

ერთნაირი (ალბათობით იმავე სიმეტრიულობის მოსაზრებით). მოვნახოთ კორელაციური 
მომენტები: 

იი 
Mი) =VIIV,C /1=MIVCIC;) 

დავიწყოთ შემთხვევიდან /=(+1, როცა სიდიდეები I); და V/; (10,3.31) ჯამში 
გვერდით დგანან. ცხადია, რომ C/,C,,კ ღებელობს +1 მნიშვნელობას იჩ ალბათობით 
და –-1 მნიშვნელობას ი ალბათობით. გვაქვს: 

MV0I+) =VVIIL/IC1)ლ–1. 0+(-1):0ი=0--ძ. 

ამის შემდეგ განვიხილოთ /=L(+2 შემთხვევა. ამ შემთხვევაში V/,V; ნამრაელი 

+1-ის ტოლია, თუკი ორივე გადაადგილებანი-- I|-ურ და I+2 ბიჯზე––წარმოებს 

"ერთი და იმავე მიმართულებით. ეს შესაძლოა მოხდეს ორი ხერხით. ან X წერტილი 

ყველა სამ ნაბიჯზე (-ურ, (1(+1). (1+2)--მოძრაობდა ერთი და იმავე მიმართულე- 
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ბით, ანდა კიდევ მან ორჯერ შეიცვალა ამ სამ ბიჯზე თაეისი მიმართულება. მოენა:–- 
ხოთ ალბათობა იმისა, რომ CსIVV„ა=1: 

XV,V;,-=1)=ჩ((V/V,ც)=1XხVM.ICV-:= 1))+ 

+ჯ#((CV/;V,,=--1)(V, ს :=–--1) )=81+01. 

ახლა მოვნახოთ ალბათობა იმისა, რომ V/,C//,ი=–1. ეს კი შეიძლ-ება გაკეთდეს 

ორი ხერხით: ან წერტილმა შეცვალა თავისი მიმართულება ჯური ბიჯიღან ((-L-1)– 

ზე გადასვლისას, ხოლო (ჯ(+1)-დან ((-+L2)-მდე ბი,ზე გადასვლისას შეიწარჩენა იგი, 

ახღა პირიქით. გვაქვს: 

ჩ(V,V,:=1)=ხ(CV/,C,,.= –1)(0,)VI,:-=1))+ 

59. (V/V/,1=1) (V;,)V,,5=–1))=2ჯძ. 

ამგვარად, VI; LC/,,- სიდიდეს აქვს ორი შე'აძლო +1 და –-1 მნიშვნელობა, რო- 

მელთა ალბათობები ”შესაბამისაღ ი--+იე? და 2ი0-ს ტოლია. მისი მათემატიკერი ლო- 
დინი ტოლია: 

%,,ი,,ა = #ILVICI,:)=/-Lი?--20ძ=(0--0)?. 

ინდუქციით ადვილია ღავამტკიცოთ, რო? ნებისმიერი # მა5ძილისათვის V/,, CV/:..-Vი 
მწკრივში ბიჯებს შორის სამართლეანია ფორმულები: 

ნVCCI,V,,=1)ლ=ი"--C?,იხ-2ე: CM,“ + 

”(V,V,,ს=--1)=C),იM 10 -C3,0"“პე? -L . . 

მაშასადამე, 

M-,ი;,, == (0--0)". 

ამგვარად, შემთხვევით (/,, C/+.. · +» ს სიდიდეთა Lისტემის კორელაციურ მატრიცა» 
ეჭნება სახე: 

| 1 –“ (ი--ი) ო-ის I 
' ნ–-ი ·· |0-0) წ || ' 

| MVთი; | 1 ... (0–-–0)”“3 

! 

  

  1 

შემთხვევითი X„, სიდიდის დისპერსია ტოლი იქნება: 

” 

ხIX,)= >. ხIV+2 3 Mატ=ი+2 3 თ-ის 
ჯ=1 (<| (<| 

ანდა კიდევ ვაწარმოებთ რა მთავარი დიაგონალიდან ერთნაირ მანძილზე მღგარ ელე– 
მენტთა შეჯამებას. 

”–1I 

სIX,) =»#+22_ (ი– M(ი--ი)#- 
==1 
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ვაგალითი 18. მოვნახოთ ბინომიალური განაწილების ასიმეტრია. 

ი(X=#/)=C/ სMიჩ“ის (0=1--ი) (10.3.32) 

ამოხსნა. ცნობილია, რომ? ბინომალერი განაწილება (10.3,12) წარმოადგენს 

თვით ჩ# დამოუკიდებელ ცდებში რომელიღაც ზდღომილობის მოხდენათა რიცხვის განა- 

წილებას, რომელსაც ერთ ცდაში აქვს ი ალბათობა. წარმოვიდგინოთ შემთხვევითი X 

სიდიდე –– M ცდაში ხდომილობათა მოხდენის რიცხვი –- როგორც ჯამი / შემთხვვვითი 

Lსიდიდეებისა: 

” 

(=1 
სადაც 

X.= 1, თუეკი ,-ურ ცდაში ხდომილობა მოხდა, 

' 0, თუკი /-ერ ცდაში ხდომილობა არ მოხდა. 

მესამე ცენტრალურ მოჰენტთა შეკრების თეორემის მიხედვით 

„M 

LLე(X)= 2 MაIXI. (10.3.13) 

(=1 

მოვნახოთ შემთხეევითი X, სიდიდის მესამე ცენტრალური მომენტი. 'მას აქვს განაწი– 

ლების მწჯრივი 

0 | ! 

ძ | ? 

X; სიდიდის მესამე ცენტრალერი მომენტი ტოლია: 

(0-–ც)ბ+(1-–ი)“ზი= -–-0%-L0"0=709(9--ი). 

ჩავსვამთ რა(10.3.33)-ში მივიღებთ: 

MI 

სე IX |= » ,04(9–0)=ი09(9-–ი). 
1=1 

იმისათვის, რომ მივიღოთ, ასიმეტრია საჭიროა, X სიდიდის მესამე ცენტრალური მომენტი 

გავყოთ საშუალო კვადრატული გადახრის კუბზე: 

- 800(0–-წჩ) ძ–ი 
5ხ= ოლა აც-- ==“. 

> “V იიი 
(Mი09) 

მაგალითი 19. გვაქვს / დადებითი, ერთნაირად განაწილებული დაჰოუკიდე- 

ბელი შემთხვევითი სიდიდე: “ 

XI Xა..., Xი. 
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მოვნახოთ 

%, გ=–- 
" X,+X.-L >. .+-Xი 

შემთზეევითი სიდიდის მათემატიკერი ლოღინი. ცხადია. რომ 27, L”ღიღის მ-თემატი- 

კური ლოდინი არსებობს, ვინაიდან იგი მოთავსებვლია წელსა და ერთს შორის, გარდა 

ამისა, ადვილია დავინახოთ, რომ (X,, XX, „ #Xიგ) სიღიდეთა სისტემის განაწილების 

კანონი, როგორიც არ უნდა იყოს იგი, სიმეტრიეცლია მისი ცვლადების მიმართ, ე. ი. 

არ იცვლება მისი ნვბისმიერი გადაადგილებისას. განვიხილოთ შემთხეევითი სიდიდეები: 

2. = აღეაასაა“-–-, -------–_–. 
' X-–-ბა+ ·.. –-X 2 ბენი... 4 Xი 

“ი. 5“ ჰეე: 
” X.+Xა“--.-+Xი 

ცხადია, მათ განაწილების კანონს აგრეთვე უნდა გააჩნდეს სიმეტრიულობის თვი- 

სება, ე. ი. ერთი ა-გუმენტის შეცვლისას ნებისმიერი სხვა არგუმენტით არ იცვლებო- 

დეს. აქედან, კერძოდ,: გამომდინარეობს, რომ 

#(2,)=MIL2-ა|=--- ==MI2ი|. 
ამ ასთან ერთად ჩეენთეის ცნობილია, რომ შემთხეევითი 2, X2ი, ..., 2 სიდიდეები 

ჯამში შეადგენენ ერთს, მაშასადამე, მათემატიკურ ლოღინთა შეკრების თეორეზის 

მიხედვით, 

MVI2;,)--M)2ა)---.--- MII2ე)= #1|1)ლ=–1, 
აქედან 

1 
M|2,)=M(2:)= ... =#(2,)> --. 

XI თავი 

ფუნკციის ბაწრფევება (ლინეარიზაცია) 

11.1. შემთხვევითი არგუმენტთა ფუნქციის გაწრფევების მეთოდი 

წინა თავში გავეცანით ალბათობათა თეორიის მ;ტად მოხერხებულ 

მათემატიკურ აპარატს––რიცხვითი მასახიათებლების აპარატს. ეს აპარატი 

ბევრ შემთხვევაში საშუალებას იძლევა მოიძებნოს შემთხვევით სიდი- 

დეთა ფუნქციის რიცხვითი მახასიათებლები (პირველ რიგში მათემატიკუ- 

რი ლოდინი და დისპერსია) არგუმენტთა რიცხვითი მახასიათებლების მი– 

ხედვით განაწილების კანონების გარეშე. რიცხვითი მახასიათებლების 

უშუალოდ განსაზღვრის ასეთი მეთოდი მისაღებია ძირითადად წრფივი 

ფუნქციებისათვის. 
პრაქტიკაში ძალიან ხშირად გვხვდება შემთხვევები, როდესაც შემთხვევით 

სიდიდეთა გამოსაკვლევი ფუნქცია, თუმცა კი არ არის მკაცრად წრფივი, 
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მაგრამ პოაქტიკულად მცირედ განსხვავდება წრფივისაგან და ამოცანათა 
ამოხსნისა შეიძლება მიახლოებით შეიცვალოს წრფივით. ეს დაკავ– 
შირებულია იმასთან, რომ ბევრ პრაქტიკულ ამოცანაში მათში მონა–- 

წილე სიდიდეთა შემთხვევითი ცვლილებანი გამოდიან როგორც უმნიშვ- 

ნელო „ცდომილებანი“, რომლებიც ზედ ერთვიან ძირითად კანონზომი–- 

ერებას. 

ამ დცდომილებათა შედარებითი სიმცირის შედეგად ჩვეულებრივად 

ამოცანაში მონაწილე ფუნქციები--არაწრფივი თავის არგუმენტთა ცვლი– 
ლების მთელ დიაპაზონში, შემთხვევითი ცვლილების ვიწრო: დია- 

პახონში თითქმის წრფივია. მართლაც, მათემატიკიდან ცნობილია, რომ 

ნებისმიერი უწყვეტი დიფერენცირებადი ფუნქცია არგუმენტთა ცვლი- 
ლების საკმაოდ ვიწრო ფარგლებში შეიძლება „მიახლოებით შეცვლილი: 

იქნას წოფივით (განწრფივებულ იქნას). შეცდომაც, რომელიც ამ დროს 

წარმოიშობა, იმდენად ნაკლებია, რამდენადაც ვიწროა არგუმენტთა. 
ცვლილების სახღვრები, რამდენადაც ახლოა ფუნქცია წრფივთან. თუკი 

პრაქტიკულად შესაძლო მნიშვნელობათა არე შემთხვევითი არგუმენტე- 

ბისა იმდენად მცირეა, რომ ამ ფარგლებში ფუნქცია შეიძლება პრაქტი- 

კისათვის საკმაო სიხუსტით გაწრფივებულ იქნას, მაშინ შევცვლით რა. 

არაწრფივ ფუნქციას წრფივით, შეიძლება გამოვიყენოთ ამ უკანასკნე- 
ლისათვის რიცხვითი მახასიათებლების ის აპარატი, რომელიც დამუშა- 

ვებულია წრფივი ფუნქციებისათვის. ვიცით რა არგუმენტთა რიცხვითი 

მახასიათებლები, შესაძლებელი იქნება მოვნახოთ ფუნქციის რიცხვითი 

მახასიათებლები. ცხადია,. ამ დროს ჩვენ მივიღებთ ამოცანის მხოლოდ 

მიახლოებით ამოხსნას, მაგრამ უმეტეს შემთხვევაში ზუსტი ამოხსნა არც 
არის საჭირო. 

პრაქტიკულ ამოცანათა ამოხსნისას, რომლებშიც შემთხვევითი ფაქ- 

ტორები აღმოჩნდებიან უმნიშვნელო შეშფოთებათა სახით, რომლებიც 

თან ერთვიან ძირითად კანონზომიერებებს, გაწრფივება თითქმის ყო- 
ველთვის აღმოჩნდება შესაძლებელი, სწორედ შემთხვევით 'შეშფოთება– 

თა სიმცირის გამო. 
განვიხილოთ, მაგალითად, გარეგანი „ბალისტიკის ამოცანა ჭურვის 

მასის ცენტრის მოძრაობის შესახებ. ჭურვის ფრენის X სიშორე“ განი– 

სახღვრება, როგორც სროლის პირობების რომელიღაც ფუნქცია-- 

ტყორცნის მე კუთხისა, საწყისი Vე სიჩქარის და ბალისტიკური C კოე– 
ფიციენტისა. 

X=C(0ა, ში, 0). (11.1.1) 

ფუნქცია (11.1.1). არაწრფივია, თუ მას განვიხილავთ არგუმენტთა 

ცვლილების მთელ დიაპახონში. ამიტომ, როცა საუბარია გარე ·ბალასტი- 

კის ძირითადი ამოცანის ამოხსნაზე ფუნქცია (11.1.1) გამოდის როგორც 
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არაწრფივი და არავითარ გაწრფივებას არ ექვემდებარება. ოღონდ არის 
ამოცანები რომელშიაც ასეთი ფუნქციები წრფივდებიან. ეს ისეთი 

ამოცანებია, რომლებიც დაკავშირებულია შ ე ც დომ ათა ანდა ცდო- 
მილებათა გამოკელევებთან. ვთქვათ ჩვენ გვაინტერესებს ჭურვის 

ფრენის X მანძილის “შმემთხვევითი შეცდომა რომელიც, დაკავშირებუ- 
ლია მთელ რიგ “შემთხვევით ფაქტორთა არსებობასთან: კუთხე 0,-ის 

დაყენების უზუსტობა ლულის რყევა გასროლისას, ჭურვთა ბალისტი- 
კური არაერთგვაროვნება, ჭურვთა წონის სხვაობა და' ა. შ. მაშინ ჩვენ 

აღვნიშნავთ სროლის ნომინალურად განსაზღვრულ პირობებს და გან- 
ვიხილავთ ამ პირობებიდან შემთხვევით გადახვევებს- ასეთ შემთხვე- 

ვით ცვლილებათა დიაპაზონი როგორც წესი, არ არის დიდი და დ ფუნქ- 
ცია არ იყო რა წრფივი თავისი არგუმენტის ცვლილების უბანზე, ,მე– 

არალი გაწრფივებულ იქნას მათი შემთხვევითი ცვლილების. მცირე 
უბა 

გაწრფივების მეთოდი ფუნქციებისა, რომლებიც დამოკიდებულია შემთხ- 

ქევითი არგუმენტებისაგან, პოულობს ძალზე ფართო გამოყენებას 'ტექნი– 
კის სხვადასხვა დარგში. ძალიან ხმირად, ვღებულობთ რა ამოხსნას, „ზუსტ 
მეცნიერებათა“ ჩვეულებრივი მეთოდებით. სასურველია ამ ამოხსწებ- 
ში შესაძლო ცდომილებანი რომლებიც დაკავშირებულია ამოცა- 

ნის ამოხსნისას ·გატფთვალისწინებელ შემთხვევით ფაქტორებთან, შევა– 

ფასოთ. ამ შემთხვევაში, როგორც წესი, ცდომილების შეფასების ამო– 

ცანა წარმატებით ამოიხსნება გაწრფივების მეთოდებით, რადგან შემ- 

თხვევითი ცვლილებანი, რომლებიც მონაწილეობენ ამოჟანაში, მცირე 

სიდიდეებია. თუკი ეს არ იქნებოდა ასე და არგუმენტთა შემთხვევითი 

ცვლილებანი გამოვიდოდნენ ფუნქციის სავარაუდო წრფივობის ფარგ- 

გლებს გარეთ, მაშინ ტექნიკური ამოხსნა უნდა ჩაგვეთვალა არადამაკ- 
მაყოფილებლად, რადგან იგი მეტად ბევრი განუხღვრელობის ელე– 

მენტის შემცველი იქნებოდა. 

11.9. ერთი ფემთხვევითი არგუმენტის ფუნქციის ·ბგაწრფივება 

პრაქტიკში “შემთხვევითი არგუმენტის, ფუნქციის გაწრფივების 
აუცილებლობა შედარებით იშვიათად გვხვდება: ჩეეულებრივ გვიხდე – 

ბა გავითვალისწინოთ რამდენიმე შემთხავევითი ფაქტორის ერთობლივი 

გავლენა თუმცა მეთოდური მოსახრებით მოხერხებულია ეს დავი- 
წყოთ ყველაზე მარტივი შემთხვევიდან. ვთქვათ გვაქვს შემთხვევითი X 

სიდიდე და ცნობილია მისი რიცხვითი მახასიათებლები: მათემატიკური 

#1 ლოდინი და L>. დისპერსია. 
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დავუშვათ, რომ შემთხვევითი X სიდიდის პოაქტიკულად შესაძლო. 

მნიშვნელობათა სახღვრებია თ, ჩ ე. ი. 

(«== >X<ჩ) =1. 

გვაქვს მეორე “მემთხვევითი ა/ სიდიდე, რომელიც დაკავშირებულია 

X-თან ფუნქციონალური დამოკიდებულობით: 

·7=VCთCX)!) (11.2.1) 

თანაც დ ფუნქცია თუმცა არა წრფივია, მაგრამ მცირედ განსხვავდება 
წრფივისაგან (თ, ჩ) უბანზე. საჭიროა მოვნახოთ ა/ სიდიდის რიცხვითი 

მახასიათებლები –– ყე მათემატიკური ლოდინი და LI, დისპერსია. 

განვიხილოთ ყ=4%(ჯ) მრუდი (თ, ჩ) უბანზე (ნახ. 11.2.1) და შევცვალოთ. 

იგი მიახლოებით /1> აბსცისის მქონე 

M წერტილხე გაყვანილი მხებით. 
განტოლებას ექნება სახე: 

ყ= (ი(/I >)+ დ” (M1.)(X––- 1.) (11.2.2) 

დავუშვათ, რომ (თ, ჩზ)––არგუმენ- 

ტის პრაქტიკულად შესაძლო მნიშვ- 

ნელობათა ინტერვალი: იმდენად ვიწ- 

როა, რომ ამ ინტერვალის ფარგლებ– 

ში მრუღი და მხები განსხვავდე– 
ნახ. 11.2.1. ბიან მცირედ, ისე, რომ მრუდის 

უბანი პრაქტიკულად შეიძლება შე- 

იცვალოს მხების კუბნით: მოკლედ. (თ, ჩ) უბანზე ფუნქცია ყ=დVი) 

თითქმის წრფივია. მაშინ შემთხვევითი X და პ/ სიდიდეები მიახლო– 

ებით დაკავშირებულია წრფივი დამოკიდებულებით: 

XV = დთ(/I>)-L დ (1 =)(X-––#7»), 

  

ანდა, აღვნიშნავთ რა X-- თ.=2X, 
7 

#=თ(M)-+Cთ” (თ .)X. (11.2.3) 

წრფივი (11.2.3) ფუნქციისათვის შესაძლებელია გამოვიყენოთ წრფივი 

ფუნქციის რიცხვითი მახასიათებლების განსახღვრის ცნობილი ხერხები 

(იხ. პ. 10.2). ამ წრფივი ფუნქციის მათემატიკური ლოდინი მოინახება 

(11.2,3ე გამოსახულებაში X არგუმენტის მათემატიკური ლოდინის 

ჩასმით რომელიც ნულის ტოლია. მივიღებთ: 

#1 ც== თ(/7 «). (11.2.4) 

1 ვგულისხმობთ, რომ დ ფუნქცია უბანზე (თ, ჩ) უწყვეტი და დიფერენცირე- 
ბადია, 
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”? სიდიდის დისპერსია განისახღვრება ფორმულით 

MI ,= IC (M+.)I0 ·. (11.2.5) 

საშუალო კვადრატულ გადახრაზე გადასვლით გვაქვს: 

თყ= |დ (1) Iი >. (1 1.2.6) 

(11.2.4), (11.2.5), (11.2.6) ფორმულები მიახლოებითია, რამდენადაც 

მიახლოებითია თვით არაწრფივი ფუნქციის შეცვლა წრფივით. ამგვა- 
რად ჩვენ ამოვხსენით დასმული ამოცანა და მივედით შემდეგ დასკვ- 

ნამდე. 

თითქმის წრფივი ფუნქციის მათემატიკური ლოდინი რომ მოვნახოთ, 

საჭიროა ფუნქციის გამოსახულებამი არგუმენტის ნაცვლად ჩავსვათ 
მისი მათემატიკური ლოდინი; რომ მოვნახოთ თითქმის წრფივი ფუნქ- 

ციის დისპერსია, საჭიროა არგუმენტის დისპერსია გავამრავლოთ არ- 

გუმენტის მათემატიკური ლოდინის შესაბამის წერტილში ფუნქციის წარ- 

მოებულის კვადრატზე. 

11.1. რამდენიმე რმემთხვევითი არგბუმენტის ფუნპციის გაწრშევება 

(ლინეარიზაცია) 

გვაქვს შემთხვევით სიდიდეთა სისტემა: 

(X), X>.- ს X.) 

და მოცემულია სისტემის რიცხვითი მახასიათებლები: ,მათემატიკური 

ლოდინები 

> 

და კორელაციური მატრიცა 

#1 #რა-. ჩი 

ყვა. M> 
IIM,,I|= 

| 'ლ 

შემთხვევითი -”/ სიდიდე არის X,, X.,... X,„ არგუმენტების ფუნქ- 
ია: 

· VX=დ(X), Xი,---. XV), (11.3.1) 

თანაც ფუნქცია დ არა წრფივია, მაგრამ მცირედ განსხვავდება წრფივი- 

საგან არგუმენტთა ყველა პრაქტიკულად შესაძლო მნიშვნელობათა უბან– 
ში („თითქმის წრფივი“ ფუნქციაა). 

საჭიროა მოვნახოთ მიახლოებით პ/ სიდიდის რიცხვითი მახასიათებ- 

ლე ბი–– მათემატიკური ”1) ლოდინი და #)ც დისპერსია. 
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ამოცანის ამოსახსნელად გავაწრფივოთ ფუნქცია 

ყ=დ(X%, Xა,.-. Xგ). (11.3.2) 

მოცემულ შემთხვევაში არა აქვს ახრი გეომეტრიული ინტერპრეტაციით 
სარგებლობას, რადგან სამგანხომილებიანი სივრცის გარეთ მას უკვე 

არ გააჩნია თვალსაჩინოების უპირატესობა. ოღონდ ხარისხობრივი მხა- 

ღე საკითხისა რჩება სრულიად იგივე, რაც წინა პარაგრაფში. 
განვიხილოთ ყ=თ(%, Xა,-·-,V,) ფუნქცია II, #1», წერ- 

ტილის საკმაოდ მცირე მიდამოში, რადგან ამ მიდამოში ფუნქცია თი- 

თქმის წრფივია, იგი მესაძლებელია მიახლოებით შევცვალოთ წრფივით. 
ეს ტოლძალოვანია: იმისა, რომ 71. MI ა-ს I-ი წერტილის მახლობ- 
ლად ტეილორის მწკრივად ფუნქციის დაშლაში შენარჩუნებულ იქნას 

მხოლოდ პირველი რიგის წევრები, ხოლო ყველა მაღალი უგულებელ- 
ვყოთ: 

ყ=დ · C Xი,-.·-,X >) 22 

” 

282C(/ >). 1 >, ... თ.)+ 2 ი ჯჯ (M1>XI) /7? =ვვ+.+1 12) (X,––/1 >). 

ელი 

მამასადამე, შემთხვევით სიდიდეთა შორის დამოკიდებულებაც (11.3.1) 
შეიძლება, შეიცვალოს მიახლოებით წრფივი დამოკიდებულებით: 

V =Cდ(MX), /71 =ივ..-/72>2გ)- 

ჩ 

+ ბ დ”. (M1>1, /1? თვ +++ M1>ი) (X,–– ი.) (11.3.3) 

(=1 

სიმოკლისათვის შემოვიტანოთ აღნიშვნა: 

, 

· წ) 

დ :, (715, (ელლ ო 
( დ |. 

მX, 

  

გავითვალისწინოთ რომ X – M-,=X ს გადავწეროთ ფორმულა 
(11.3.3) შემდეგი სახით: 

= , C=4) ქ...) C,! , X.. (11.3.4 V = დ(IIX,, III MI») + »C-. მX 2 ( ) 

წრფივი (11.3.4) ფუნქციისათვის გამოვიყენებთ წრფივი ფუნქციის 

რიცხვითი მახასიათებლების განსახღლვრის ხერხებს, რომლებიც გამოჟ- 

ვანილია 10.2 პარაგრაფში. გვაქვს რა მხედველობაში, 'რომ დაცენ–- 
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ტრებელ CI, X., » X,) არგუმენტებს აქვთ ნელის ტოლი მათემ.- 

ტიკური ლოდინი და იგივე კორელაციური მატრიცა |I/IC,/Iს მივიღებთ: 

  

M,=Cდ (/1 >), //I «ეე... >) (11.3.5) 

I! 

მი M (<>), (%) -. , 
ს = XX; ჯ;+-2 M,. (11.3.6) 

, 2 (3. „ #X ბ. ის, 0მX, /= 

უკანასკნელ ფორმულაში დისჰერსიიდა5 თუ გადავალთ. სამუალო 

კვაღრატულ გადახრაზე, მივიღებთ: 

ეთ 
?V..'- ”I;:ფX;0. 11.3.7) 

თ, = - (9 > თია 2ა. ( 9). (2-)ი 'შX06»; ( 

'სადაც #,;--X, ა/, სიდიდეების კორელაციის კოეფიციენდ,ია. 

განსაკუთრებით მარტივ სახეს ღებულობს“ (11.3.7) ფორმელა, როცა 

%, 2X%ი,....X,, სიდიდეებე არაკორელირებულია, ე. ი. /,,=0 როცა (5</. 

ამ შემთხვევაში 

2 –3% მდ V კი. 11.3.8) 
ლ-2 (2) -X ( 

(11.3.7) და (11.3.8) ტიპის ფორმულებით ფართოდ სარგებლობენ 

სხვაღასწვაგვარ გამოყენებით საკითხეტმი: სივადასხვა სახის მეჟანინ- 

მებისა და ხელსაწყოთა შეცდომათა კვლევისას ღა აგრეთვე სროლისა ღა 

ყუმბარის დაშენის სეზუსტის ანალემისას. “ოვე 9 >» 8 
მაგალითი I. X ყუმასო3) წაღეა? (5.3. 11.3.:) 

გ:მოისახება მიახლოებეთა ან.ლახურა) ფაილ 125: 

X=% |/ #(-V, 8.10“%0), (11.3.2) 

საც ყე–-თვათმფ·აავის სყ231X532პ 6--ა-ლასტეკე- ”„ 

რი კოვფიციე§ტი,M/ ჩამოგდების სიქსღლ=ა „21, ჩ/3ნ55,ახღალ)- 
ბა სიმ·ღლის ძპზომით, თვ:ითმფრინავიზ სისვარ) შე 9) 1> 

რის მა ეეხებელით, C ბალისტიკური კოვფივივბტი მააღება 

მისი ნომინალური „მნიშვნელობით C=1.06ე, ყეპაუღ=-ს მაო3პი 

უჩვენებს 4000 მ. სიჩქარეს მაჩვენებელი 15012). საჰაღ=ას 

მზომის ჩვენება ხასიათდება სისტემატურ: შეცუვოპით _ 

--50მ და სამუალო კვადრატული. გაღახრეით თ/=42 მ; + 

სიიქარის მაჩვენებლის ჩვენებანი –– სისტემატური ჰეცღომეთ ნაზ. 11.3.1 
–2 მ/წძ და საშუალო კვადრატული გადღახრეთ 1 მ/წმ; 

ბალისტიკური C კოეფიციე? პა2) შესაძლო პ323152ელ ობა; გაფ ა5 51) (იმპჟეე:), რომელიც 

განპირობვაულია ყუმბარის ღამხაღებას უხნესტობეთ. ზასიათღება თ.=2,95 ს.)ტ.გ.-ი თ. 

ხელსაწყოთა შეცდომა ურთიერთდამოუკიდებელია. 
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მოვნახოთ ”#/, ლე და C პარამეტრების არაზესტი განსაზღვრის შედეგად წარმო- 

პობილი ყუმბარის დაცემის წერტილის) სისტემატური შეცდომა და საშუალო კვადრა- 

ტული გადახოა. განისაზღვროს ამ ფაქტებიდან, თუ ოომელი ახდენს ყველაზე მეტ 

გავლენას ყუმბარის დაცემის წერტილის გაფანტვაზე. 

ამოხსნა. სიდიდეები /7, სე და C თვით არაკორელირებული შემთხვევითი 

სიდიდეებია შემდეგი რიცხვითი მახასიათებლებით; 

ი:,კ= 39509; ” თკ =40მ; 

””ყ)==152მ/წმ; თყე”=18მ/წმ; 

#I-==1 ,00; თძ-=0,05. 

ვინაიდან შემთხვევით არგუმენტთა შესაძლო ცვლილებათა დიაპაზონი შედარებით მცი– 

რეა, ამოცანის ამოსახსნელად შესაძლოა გამოყენებულ იქნას გაწრფივები: მეთოდი. 

ჩავსვათ (11.3.9) ფოომულაში /7, ყე და C სიღიდეების ნაცვლად მათი მათემატიკური 

ლოდინები, ვიპოვოთ X სიდიდის მათემატიკური ლოდინი: 

II =4007 (მ). 

შედარებისათვის გამოვითვალოთ ნომინალური მნიშვნელობა: 

Xია=150|/ 29590“), 8.10“5+1 .4000)=>3975 (მ) 

მათემატიკურ ლოდინსა და ნომინალურ მნიშვნელობას შორის სხვაობა სწორედ ვარდნის 

წერტილის სისტემატური ცდომილებაა 

ბ უ= Mმ1:--- Xნომლ–4007--3975=32 (მ). 

X სიდიდის დისპერსიის განსახღვრისათვის გამოვთვალოთ კერძო წარმოებელე- 

ბი: 

მX ში 2M 1--1,8-10“5CM/)-- «·1,8.10“ 5, მM 1I/2/76 29% % V%- ' 
მX =)/ 27 (1--1,8-10“5//), 
მშ § 

მჯ / 2M 
–-=-9% <=. 
ძC წ 

ამ გამოსახულებებში ყოველი არგუმენტის ნაცვლად მათი მათემატიკური ლოდინი 
ჩავსვათ: 

(> ),,=0,429; (> ),,= 26.9; (=> -)_ =_ 307. 

ფორმულით (11,3.8) გამოვთვალოთ X სიდიდის საშუალო კვადრატული გადახრა; 

ც".=0,429" .40“-L 26,497 .1%-I 3077 -0,05-=–294,4-L697,0--235,5= 1126,9 

საიდანაც Cთ>+=33,6(მ). 

თ-ის შემადგენელ შესაკრებთა შედარებით მივდივართ იმ დასკვნამდე, რომ მათ 
შორის უდიდესი (637,0) განპირობებულია ყესიჩქარის შეცდომებით; მაშასადამე, მოცე” 

მულ პირობებში განხილული შემთხვევითი ფაქტორებიდან, რომლებიც განაპირობებენ 

ყუმბარის ვარდნის წერტილის გაფანტვას, ყველაზე არსებითია სიჩქარის მაჩვენებლის 
შეცდომა. 
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მაგალითი 2. თვითმფრინავზე სროლისას მოხეედრის წერტილის აბსცისა 
მეტრებში) გამოისახება ფორმულით: 

X=Xდღდ-+1,ზთ0--Xთ, (11,2.10) 

სადაც XI დამიზნების შეცდომაა (მ), C)-– სამიზნის კუთხური სიჩქარე (რად./წმ), 

ნ –– სროლის სიშორე (მ), Xბ >– ჭურვის ბალისტიკასთან დაკავშირებული ხდომილო- 
ბა (მ). 7 

X-ა, თ, ს, Xგბ სიდიდეები შემთხვევითი სიდიღეებია რომელთა მათემატიკერი 

ლოდინებია: 

M»ღ=0; /Iთ=0,1; /Iმანპ= 1000; #1.ბ=0 და საშუალო 

კვადრატული გადახრებია: 
თ-ღ=>4; თი=0, 005; ძმანპ= 50; თ.ბ=3 

(Xღ, თ, L,X>) სისტემის ნორმირებულ კორელაციურ მატრიცას (ე. ი. კორელაციის 

კოეფიციენტებიდან შემდგარ მატრიცას) აქვს შემდეგი სახე: 

1 0,5 0,3 
1 0,4 

III = 1 

–
C
ი
0
C
C
0
0
C
 

საქიროა მოვნახოთ X სიდიდის მათემატიკური ლოდინი და საშუალო კვადრატული 

გადახრა, 

ამოხსნა. (11, 3.10) ფორმულაში არგუმენტთა მათემატიკურ ლოღინთა ჩაL- 
მით მივიღებთ: 

”I»=1,8 ·7C,1 -1C60=1860 (მ). 

X სიდიდის საშუალო კვადრატული გადახრის განსაზღვრისათვის მოვნახოთ კერძო წარ- 

მოებულები: 
ლ =1; (= ), =1,8/1მანკ==1800; 

  

მX#V ” 

92 1,8 0,18 მX 1 – == , ,// == , ჯ = IL. 

მი ა.» ჩი მXხ » 

(11.3.7) ფორმულის გამოყენებით მივიღებთ: 

==(1 ·4)?–1L-(1800 -0,005)“–I-(0,18 «5C)"–- (1 ·3)-L2 ·1 «1800 ·0,5 ·4-0,005-> 

-+2 ·1 -0,18 ·0,3 -4 -50–+-2 ·1809 ·0,18 ·0.4 :0,005 ·750= 

=16-+-81--81--9--36--21,6+64,8=309,4, 
ს აიდანაც : 

თ-.=17,6 (მ). 

11.4. გაწრფევების მეთოდით მიღებულ შედეგთა დაზუსტება 

ზოგიერთი პრაქტიკული ამოცანის ამოხსნისას იბადება ეჭვი ლინეა– 
რიზაციის მეთოდის გამოყენებაზე, იმასთან დაკავშირებით, რომ შემთხვე– 

ვითი არგუმენტების „ცვალებადობის დიაპაზონი არა იმდენად. მცირეა. 

მის ფარგლებში ფუნქციას შეეძლო საკმაო სიზუსტით გაწრფივება- 
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ა აეათსვივებპვი გაწრფივების გმეთოკიის გამოყენებადობის “შესა- 

სოწაებლაღ და მიღებულ შედეგთა დასახუსტეალად “შესაძლებელია 

განოყენეაულ იქნას მეთოდი, რომელიც ემყარება ფუნქციის დამლა– 

დი არა მარტო წრფივი, არამედ ზოგიერთ მომდევნო უფრო მაღალი რი- 

გის წევრების შენარჩუნებას და ამ წევრებთან დაკავშირებულ ცდომი- 

'ლებათა შეფასებას. 
იმე-ათვის, რომ ნათელვყოთ ეს მეთოდი, ჯერ განვიხილოთ ერთი 

შემთხვევძთთი არგუმენტის ფუნქციის ყველახე მარტივი ”მემთხეევა. 

შემთხვევითი ბ7 სიდიდე ეს არის შემთხვევითი X არგუმენტის ფუნქცია. 

#=C(X), (11.4.1) 

თანაც დ ფუნქცია შედარებით მცირედ განსხვავდება წრფივისაგან X 
არგუმენტეს პრაქტიკულად შესაძლო მნიშვნელობის უბანზე, მაგრამ 
იმდენად განსხვავდება, რომ საეჭვო ხდება. გაწრფევების მეთოდის 
გამოყენებადობა ამ მდგომარეობის შესამოწმებლად გამოვიყენებთ 

უფრო ზუსტ მეთოდს, სახელდობრ: დავშლით ი-ფუნქციას ტეილორის 

მწერივად MI, წერტალის მიდამოში და დამლაში პირველ სამ წევრს 

ფმევინარჩუნებთ: 

ყ= დ(ე ლCდCII1)-L დ (1 =)(I-–- >) -L – დ” (VI .(X--I/I .)” (11.4.2) 

ცხადია იგივე ფოომულა მიახლოებით დააკავშირებს მემთხვევით სიდი- 

დეებს: 

“ XV = დ(I1 =)-–- დ (/IL=)(X-–- 1 )+ თ თაVX- +)? = 

· , ” 1 ” ში 

=4%C/1:>:)+C0 თ აX+- დ” (C/7 =)X”. (11.4.3) 

ვსარგებლობთ რა (11.4.3) ფორმულით, ვიპოვით –”/ სიდიდის მათე– 

მატიკურ ლოდინს და დისპერსიას.. ვიყენებთ რა თეორემებს რიცხვი- 

თე მაზასიათებლების შესახებ, მივიღებთ: 

1 ” CC» 

/)Iყ/= დწV/)),) -= > დ”” (/II,)/VII X?| := «:CIII,) –– –დ”(ან,. (11.4.4) 

(11.4. ფორმულით მესაძლებელია მონახულ იქნას მათემატიკური ლო– 
დინის ზუსტი მნიშვნელობა და შევადაროთ იგი ი(/II)-ის იმ მნიძვნელო- 

ბას, რომელიც მიიღება გაწრფივების მეთოდით; შმესწორებას, რომე–- 
ლიც ითვალისწინებს ფუნქციის არაწრფივოზას, წარმოადგენს (11.4.4) 

ფოომვლის მეორე წევრი. 
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განვსახოვრავთ რა (11.4.3) ფორმულის მარჯვენა და მარცხენა 
მხარის დისპერსიას, მივიღებთ: 

LX ,= LCI (/I1>)1?M >-- – IC” (CM ე)ბ0IX>I-- 

–+ დ (M.)თდ” (7) XI X, X'"I, (11.4.5) 

სადაც XIX, "I % X9 სიდიღეთა კორელაცივრი მომენტია. გამოვსა- 

ხოთ (11.4.5) ფორმულაში შემავალი ს“დიღეები X სიდიდის ცენტრალუ- 

რი მომენტებით: 

„ნIX?) =/MIXII-- (MIX )1= ს,IXI-––ი .?, 

#ყშე, X7)= MIX (X-- MIX) )1= სეIXI. 
საბოლოოდ მივიღებთ: 

0,=IC (VI.))10 + – IV თI.)1100X)-073+ 

–-C (იM1>)C”CII »)MეIX I. (11.4.6) 

(11.4.6) ფორმულა იძლევა დისპერსიის დაზუსტებულ მნიპვნელობას 
შედარებით გაწრფივების მეთოღთან; მისი მეორე და მესამე წევრი 

შესწორებაა ფუნქციის არაწრფივობისა. ფორმელაზნი გარდა არგებენტის 
LI. დისპერსიისა. შედის კიდევ მესამე და მეოთხე ცენტრალორი მომეას- 

ტები II (XI, ს,IXI)I. თუკი ეს მომენტები Cნობილია, მამინ “სესწო- 

რება დისპერსიისა “შეიძლება მონახულ იქნას უბუალოდ (11.4.6) 

ფორმულით. თუმცა ხშირად მისი ზუსტად განსაზღვრა აღცილებელი 

არაა, საკმარისია მისი რიგის ცოდნა. პრაქტიკამი ხშირად გვხვდე- 

ბა მიახლოებით ნორმალური კანონით განაწილებული შემთხვევითი 

სიდიდეები. შემთხვევითი სიდიდისათვის, რომელიც ემორჩილება (ღა- 

ქვემდებარებულია) ნორმალურ კანონს > 

სეIX)=0; IL)IIX1)1=301:=3M0-., (11.4.7) 

(11.4.6) ფორმულა მიიღებს სახეს: 

ა 1 ი წესია 4 2 
სI,)=ICდ" (V.)):ნ ჯა –I9 (II.)I”IX., (11.4.2) 

(11.4.8) ფორმულით შესაძლოა ვისარგებლოთ გაწრფიეების მეთო- 

დის ცდომილების მიახლოებითი შეფასებისათვის, იმ შემთხეევაში, როცა 
არგუმენტი განაწილებულია “ნორმალურთან მიახლოებული კანონით. 
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სრულიად ანალოგიური მეთოდი შეიძლება გამოყენებული იქნას 

რამდეწიმე შემთხვევითი არგუმენტის ფუნქციის მიმართაც. 

X#=დ(X,, X.,-..,X,). (11.4.თ 
ფუნქციის 

ყ=CV(LX, 2Xა,..·Xი) 

დაპლით ტეილორის მწკრივდ /I>, /1 ა-ა წერტილის მი- 
დამოში და დაშლაში არა უმაღლეს მეორე რიგის წევრთა შენარჩუნებით, 
მიახლოებით გვაქვს: 

I 

= დ(I/IIX,, IV «+ ა IIIXი) + ა 
ჯ=1 მX, 

>). (X,– ჯა? + ) (- მი ), (+ –IIX)(X/ – MIX), 
» მX,მX, 
(= (ლ) 

ანდა დაცენტრებულ. სიდიდეთა შეყვანით, 

IX = დ(MIX,, 7)IXა, · · ·Vგ) + ს 
მX, 

(==1 

–+– ჯ2 X X 11,4.10 
საC მჯ? 237. (+2.,( ირემ “ ( ) 

(=1 (ლ! 

სადაც ინდექსი „7. წინანდებურად აღნიშნავს, რომ კერძო წარმოებულის 
გამოსახულებაში X, არგუმენტთა ნაცვლად ჩასმულია მათი მათემატი- 
კური ლოდინები /I-კ. 

ვიყენებთ რა (11.4.10) ფორმულისათვის მათემატიკური ლოდინის 
ოპერაციას, გვაქვს: 

3), (%I–- IX) + 

   

IIც = საა MX... ა IX) + 

მ?თ ჩხ M,,, 11.4.11 25%), «+2X( _-> -). 6. (114.1) 

სადაც X,-X, X) სიდიდეთა კორელაციური მომენტია, 
პრაქტიკისათვის ყველაზე მნიშვნელოვან შემთხვევაში როდესაც 

არგუმენტები X,, Xა,....X, არაკორელირებულია (11.4.11), ფორ- 
მულა მიიღებს სახეს: 

  

  

,” 

1 მ?ი 
I)1ყ = Cთ(/IIX,. II, «". ე IMIXც) + – LX, 11.4,12) Vყ= VCVIX, Xა Xი) 2 2 (>, „ 3) ( 
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(11.4.12) ფორმულის მეორე წევრი ფუნქციის არაწრფიეობაზე შესწორე- 
ბაა. განვსახლვროთ ა” სიდიდის დისპერსია დისპერსიის გამოსახულება 
ყველახე მარტივი სახით რომ მივიღოთ დავუშვათ, რომ X,, X.,..., X, 
სიდიდეები არა მარტო არაკორელირებულია, არამედ დამოუკიდებე- 

ლიცაა. ვსახლვრავთ რა (11.4.10) მარჯვენა· და მარცხენა ნაწილების დის– 
პერსიასს და ვსარგებლობთ რა ნამრავლის დისპერსიის თეორემით (იხ. 
ბარაგ. 10.2), მივიღებთ: 

0-3 (2919 09-49. (29% „ IX -ნ%ა+ 
§-=1 L=1 

+#.( მ“დ ), #X, LX, + ბ, (+ 3 (> -). MIვ(-V,L. (11.4.13) 

” 
მX, /” მX", ”M :<| L 0X, მX, 

სიდიდეებისათვი,„ რომლებიც განაწილებულია მიახლოებით ნორმა- 

ლური კანონით, შესაძლოა ვისარგებლოთ (11.4.7) ფორმულით და გარ- 

დავქმნათ (11.4.13) გამოსახულება შემდეგი სახით: 

თა, დეამ თა (=1 

2- ( მი ხოლ: (11.4.14) 
+7- მX, მX, 

უკანასკნელი ორი წევრი (11.4.14) გამოსახულებაში წარმოადგენს 

„შესწორებას ფუნქციის არაწრფივობაზე" და შეუძლიათ გვემსახურონ 

დისპერსიის გამოთვლისას გაწრფივების მეთოდის სიზუსტის შესაფა- 

სებლად. 

XII თავი 

მემთხვევით არგუმენტთა ფუნქციების , 

განაწილების კანონები 

12.1, ერთი შემთხვევითი არგუმენტის მონოტონური 

ფუნქციის განაწილების კანონი 

წინას თავებში გავეცანით შემთხვევით სიდიდეთა ფუნქციების 

რიცხვითი მახასიათებლების განსაზღვრის მეთოდებს; მეთოდების მთავა– 

რი მოხერხებულობაა, რომ არ საჭიროებენ ფუნქციის განაწილების კა– 
ნონის მონახვს. ოღონდ ზოგჯერ საჭირო ხდება არა მარტო რიცხვი- 
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თე მახასიათებლებისა, არამედ ფუნეციის განაწილების კანონის განსა- 

ზღვოაც. 

დავიწყოთ ამ კლასის ყველაზე მარტივი ამოცანის განხილვით: ერ- 

თი შემთხვევითი არგუპენტის ფუნქ კიის განაწილების კანონის ამო;'ანა. 
ვინაიდან აპრაჟტიკისათვის ყველაზე დიდი მნხშმვნელობა აქვთ უწყვეტ 

ბემთხვევით სეადიდეებს, ამოკანის აპობსნა დავიწყოთ სახელდობრ 

მათთვის. 

გვაქვს უწყვეტი მემთხვევითი X სიდიდე განაწილების /(2) სიმკვრი- 

ვ”-თ. მეორე შემთხვევითი პ/ სიდიდე დაკავშირებულია მასთან შემდეგი 
ფუენქცეონალური დამოკიდებულებით: 

V# = «(X))). 

საჭიროა მოვნახოთ )7 სიდიდის განაწილების სიმკვრივე. 

განვიხილოთ აბსცისთა ღერიზე ჯებანი (თ,ნ), რომელზედაც მდღებარე– 

ობს. X სიდიდის ყველა შესაძლო მნიშვნელობანი, ე. ი. 

ხ(6.-<X<L)=1. 
კერძო შემთხვევაში, როცა X-ის შესაძლო მნიშვნელობათა არე არაფ–- 

რით არ არის შეხღუდული, ძი=--C9; ხ=-+C. 

დასმული ამოცანის ამოხსნის ხერხი დამოკიდებულია (თ, ხ) უბან- 

ზე დ ფუნქციის ქცევახე: იზრდება იგი ამ უბანზე, მცირღება, თუ 
მერყეობს. · 

მოცემულ პარაგრაფში განვიხილავთ შემთხვევას როცა ა7=Cთ(#X) 

ფუნჟცია (ი, ხ) უბანზე მონოტონურია?. ამავე დროს ცალკე გავაანა- 

ლიზოთ ორი შემთხვევა: ფუნქციის მონოტონური ზრდისა და მონოტო- 

ნური კლებისა. 

  

V 
L (V-ი(9) 1. ფუნქცია ყ=თ() (თ. ს) 

, უბანზე მონოტონურად იხრდება 

– ' (ნა. 12.1.1). როცა სიდიდე X 

7 გებბისიეაეებაეაეურ“–ყჟ ღებულობს სხვადასხვა მნიშვნე- 
; ! ლობას (თ, ს) უბანზე, შემთხვევი- 

L : | ' თი (X, „ჩ–”) წერტილი გადაადგილ– 
'სჰსასსასასას"ზ""სძჰყჰყლ”სოკუპუ–”„” 1 >. დება მხოლოდ ყ=დ(0 მრუდხ; 

0. ძ « ტ ამ შემთხვევითი წერტილის ორ- 
ნახ 12.1.1. დინატი მთლიანად განისაზღვრება 

. 1 მისი აბსცისით. 

აღვნიშნოთ ა7 სიდიდის განაწილების სიმკვრივე «(//)-ით. იმისათ- 

1 ვგულისხმობთ, დ ფუნქცია. უწყვეტი და დიფერენცირებადია. 
- არა მონოტონური ფუნქციის შემთხვევა განხილული იქნება 12.3, პარაგრაფში. 
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ვის, რომ განვსასოვროთ #(ყ) ჯერ უნდა მოგნასოთ V სიღიღის განაწი- 
ლების ფუნქცია: 

C(ყ) =IXX<#. 
გავავლოთ აბსცისთა ”ერძის პარალელური „18 წრფე მისგან ყ მანძილ– 
ზე (ნახ. 12.1.1), რომ 'მესრულდეს პირობა 27/<ყ/, შემთხვევითი (1) წერ- 
ტილი უნდა მოზეღეს მრუდის იმ უბანზე, რომელეც“ 48 წრფის ქვემოთ 

მდებარეობს. ამისათვის აუცილებელი და საკმარისია, რომ “მემთხვევითი 

სიღიდე X მოხვდეს აბსცისთა ღერძის 0-დან X-მღე მო§აჯ:ვეთზე, საღა(ჯ 

X--აბსცისია თ(X) მრუდის და 18 წრფის გაღაკვეთის წერტილისა. 
მაშასადამე, 

C60)=/207-–=,)= ჩი<X<X= Iი= ძჯ. 
ძ 

'ინტეგრალის ზედა საზღვარი ჯ შესაძლებელია გამოვსახოთ Vწ-ით: 
X= 14I(/), სადაც 1) თუნქცია თ ფუნქციის შებრენებუელია. მა9ინ 

V(V) 

00)= L /(X) ძ». (12.1.1) 
ძ 

(12.1.1)–ის ინტეგრალის ზედა სა- ა 

ზღვარში შემავალ. V ((ვლადით გ- ! 
წაომოებით მივიღებთ: 

დ<(/)=C (/)==/(3:(ყ) + (V).  (12.1.2) + რ
 

  

2. ფუნქცია /=C(0ე (ი, ხ) მო– 

ჭჯ
> 

  

"ნაკვეთზე მონოტონურად კლებუ- – ; | 

ლობს (ნახ. 12.1,2) ამ შემთ: გ-“-2 - +» 

ვევაში ნახ. 12.1.2. 

ხ ხ 

00)=ნ0<)=ჩ(0-<X<)= ( /(0ძX=. I /ხიძი 

საიდანაც, 

9C()=0'0)=–ICLC)V V /). (12.1.3) 

(12.1.2) და (12.1.3) ფორმულათა შედარებისას შევნიდნავთ. რომ ისინი 

შესაძლოა გაერთიანდნენ. 

თ(0)=/0სC/ IV (ე)!. (12.1.47 
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მართლაც. როცა დ იზრდება, მისი წარმოებული (ე. ი. 1ს-იც) დადებითია. 
კლებადი დ ფუნქციისას V” წარმოებული უარყოფითია, მაგრამ სამაგიე– 

როდ მის წინ (12.1.3 ფორმულაში მინუსია მაშასადამე (12.1.4) 
ფორმულა, რომელშიაც წარმოებული აიღება მოდულის მიხედვით, 

პემგარიტია ორივე შემთხვევაში. ამგვარად, მონოტონური ფუნქციის 
განაწილების კანონის შესახებ ამოცანა ამოხსნილია. 8 

მაგალითი: შემთხვევითი X სიდიდე ექვემდებარება კოშის კანონს, რომლის“ 

განაწილების სიმკვრივეა: 

I(X) XC1+X) 

პა? სიდიდე X-თან დაკავშირებულია შემდეგი დამოკიდებულებით: 
X#=1-–-X3 

მოვნახოთ ა” სიღიდის განაწილების სიმკვრივე. 
ამოხსნა. რადგანაც V=1--X) ფუნქცია მონოტონურია (--Cთ, -ით) უბანზე, 

შესაჭლებელია გამოვიყენოთ (12.1.4) ფორმულა. ამოცანის ამოხსნას გავაფორმებთ ორი 

სვეტის სახით: მარცხენაში მოთავსებული იქნება ზოგადი ამოცანის ამოხსნისას მიღებუ_ 

ლი ფუნქციათა აღნიშვნები, მარჯვენაში კონკრეტული, მოცემელი მაგალითის შესაბა– 
მისი ფუნქციები: ' 

  

  

    

1 

| (») თ(1+»') 
ყ=დ(X ყ=1--ჯ? 

ვ 

X=% (V) #=V)I-V 
–) 

V”(V) ვ V(1–ყ)? 

1 
( ა I ვღეღეღ– 

IV, 3 V(1--/)? 
=- 1 

8(V)==I(VXV)) I %(V) | 8(ყ)= ა 3/-- “> ( ვ»(1+VCI-–') VI-–ყI' 

15.2. ნორმალურ კანონს დაქვემდებარებული არგუმენტის 

წრფივი ფუნჰპციის განაწილების კანონი 

დავუშვათ შემთხვევითი X სიდიდე დაქვემდებარებული ნორმალურ 
კანონს. რომლის სიმკვრივეა: 

(+X–-Mჯ)? 
1 – ეჟ 

()ლ ––––. 6 2C"» 12.2.1) 
Iი თ,V 2+% ( 

ხოლო შემთხვევითი სიდიდე ა/ დაკავშირებულია მასთან შემდეგი ფუნქ- 
ციონალური ღამოკიდებულებით: 

#=ძX-Lხ, (12.2.2) 

სადაც 0 ·და 6 -- არა შემთხვევითი კოეფიციენტებია. 
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საჭიროა მოვნახოთ სიდიდის განაწილების კანონი. 
ამოხსნა. 

გავაფორმოთ ორი სვეტის სახით წინა პარაგრაფის მაგალითის მი– 
ედვით: , 

  

(X-–- MI)? > 
I((X) თ.V2X 

ყ=C(X) ყ=0ძX+ხ 

X(C=%V(4) ჯ-9#-0 
ძ 

?L” => (V) – 
თ 

, 1 
IV (ყ)| – 

ICI 
_ხ 8 
ი –%) 

81) = I (MXV)) | (7)! 20. 
ა)ლ–-–-–ი 

წი ნე/2 
გარდავქმნით რა დთ(/) გამოსახულებას, მივიღებთ: 

! “ (ყ-(0იI-ხ)!)? 

ჯ' 1 - 2| ი 101» 
წ(ყა ლ .ჩ2 

|0|თ,V2> 

ეს კი არის ნორმალური კანონი პარამეტრებით: 

რყ=0/M>Lს, | (12.2.3) 
თ,=Iი.. (| 

თუ გადავალთ საშუალო კვადრატული გადახრებიდან მათ პროპორ- 
ციულ საალბათო გადახრებზე, მივიღებთ: 

ნ.=10Iნ.. (12.2.4) 
ამგვარად, ჩვენ დავრწმუნდით, რომ ნორმალურ კანონს დაქვემდე- 

ბარებული არგუმენტის წრფივი ფუნქცია აგრეთვე დაქვემდებარებულია 
ნორმალურ კანონს, რომ მოვნახოთ ამ კანონის გაფანტვის ცენტრი, 

საჭიროა წრფივი ფუნქციის გამოსახულებაში არგუმენტის ნაცვლად ჩავ- 

სვათ მისი გაფანტვის ცენტრი, რომ მოვნახოთ ამ კანონის საშუალო კვად- 
რატული გადახრა,, საჭიროა არგუმენტის საშუალო კვადრატული გადახრა 

გადავამრავლოთ წრფივი ფუნქციის გამოსახულებაში არგუმენტის კო- 
ეფიციენტის მოდულხე. იგივე წესი სამართლიანია საალბათო გადახ- 
რებისათვის. 
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13.2, ერთი შემთხვევითი არგუმენბის არამონოტონური 

ფუნაციის განაწილების კანონი 

გვაქვს უწყეეტი ზემთსვევითი X სიდიდე განაწილების /00 სიმკვრი- 
ვით; 1” სიდიღდე დაკავმიოებულია X-თან ფუნქციონალური, დამოკიდებუ- 

ლებით: 

ბ'=- დCX), 

თანაც ყ=დთ(ა) ფუნქცია არგუმენტის შესაძლო მნიშვნელობათა (თ, I) 

უბანხე არამონოტონურია (ნახ. 12.3.1). 

(X /X-  /' "დ
რ 

ლ=
 C რ
 

V= დ(2) 

  
  

! | !' 

ყე !/ (| I. I 
“I I I I ' ', 
LI I ' ! ! I I 

ი |! L |! LI ((ბ.» 
0 ქი) რა”) მკ) 4კჩ) 

ნახ. 12.3.1, 

მოვნახოთ ბპ” სიდიდის განაწილების ფუნქცია C6(ყ). ამისათვის ისევ 

გავატაროთ „218 წოფე აბსცისთა ღერძის პარალელურაჯ ყ მანძილზე მის- 

გან და.გამოვყოთ V/=C%( მოუდის ის ნაწილები, რომლებზედაც სრულ- 
დება პირობა ბპ7</V/. 

დავუშვათ ამ უბნებს შეესაბამება აბსცისთა ღერძის #,(,), (#-(,), უბნე– 
ბი. სდომილობა V <წ ტოლქალოვანია შემთხვევითი X სიდიდის ჩამოთელილი 

უბნებიდან ერთ-ერთხე,, სულ ერთია რომელზე მოხეედოისა, ამიტომ 

00)=9007</) =(XC6)C/))-+-(XC#,C))+...)= 

= 2 #VXXCბ,თ)=2, I /ნაძა. 
' ( ტ,(ყV) 

ამგვარად, პ7=%(X) სიდიდის განაწილების ფუნქციისათვის გვაქვს ფო#რ- 

მულა: 

00=72. , IL. /6აძ». (12.3.1) 

ინ,კერვალთა სახღვრები #,(/)' დამოკიდებულია ყ-ზე და კონკრეტულად 
ყ=%C) სახით მოცემულ ფუნქციისათვის შეიძლება გამოსახულ იქნას 
როგორც ყ-ის ცხადი ფუნქციები. C(V/)-ის ყ-ით ' გაწარმოებით, 
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რომელიც ინტეგრალის %ზღვრებზი მედის, მიეჯღე:თ პ/ სიდიღის განა- 

წილების · სიმკვრივეს: 

§(ყ)=: თ (V)- (12.3.2) 

2 XX. . 
მაგალითი, X ს-ღიდე ღაქეემდებარებულრა <> -ღან. <> ო 

რი + 2367 
ე C=-ახზე 

    

თანაბარი სიმკვრივის კავონL: ა 

1 |< :ხ 
– როვა | # – ჩ 

> შე?! X)= ) _ 8 
0 როცა XI > – ' I) 2. ) ! 

! 7 IL." - , I 
მოენახოთ განაყილების კანონი სიდა ღის I | V 

I 

»”=005 X. _.2 + უ 2 >- 

ამოხსნა, ეაგებთ V/==C05 X ფუნ- 

ქც“ის გრაფიკს (ნახ. 12.3,2), (უხალ-ა, ნ:ზ, 12.3.2. 

2 

XL , -, : - 
, ხ=-- და (0, 9) ი5ტერეპლ=17) ფ55ქციაა V=C0§ XL არაპონო ტონური» 

7 

12.3.1, ფორმულის გამოყენებით გვაქვს 

· 
.
-
 ა
თ
 

C(»)= ' I(X)9+ % (/იიძი, 

გამრესახოთ X, და X. სახლკრები ყ-ეთ: 

პელ --20XC005 ყ; X:=2მ2IC005M/. 

აქე და5 

– გ”აბ05 წყ “> 

0(ყ) = 1 წ(+)ძ« - 1 /(X).ძX. (12.3.3) 

+ 200005 ყ 
2 

რომ მოენახოთ ჯ(/) სიმკვრივე ყ(ყ) აღ გამოვითვლით ი5ტეგრალებს 12.3.3 ფორპუ- 

ლაში, არამედ უმშუალოტ გავაღიფერესციალენთ ამ გამო:ახულებას ყ ცვლადით, რო- 

მელიც შედის ინტეგრალთა საზღერებში: 

1 1 
6(ყ))=C'(ყV) =>” (– მLC C05ყ) 37) =/. -L | (ე21C005ყ ბ 37/(=7#



1 
გვაჟკს რა მხედველობაში რომ /(X) = –-, მივიღებთ: 

წ 
“ 

2 1 
2(/)= -–- –-–––=-. 12.3.4პ. 8(/)= – 7 C > ( პ 

მივუთითებთ რა ყ-ისათვის განაწილების (12.3.4) კანონს უნდა შევნიშნოთ, რომ იგი 

სამართლიანია 0-დან 1-მდე საზღვრებში, ე. ი. იმ საზღვრებში, რომელშიც იცვლება 

X=ლ0§ X, –– -- და =L შორის მოთავსებულ X არგუმენტისას. ამ საზღვრების გარეთ. 

დLV) სიმკვრივე 2 ტოლია. #(ყ) ფუნქციის გრაფიკი მოცემულია (12.3.3) ნახ.-ზე. 

როცა V=1, დ(ფ/) მრუდს აქვს შტო, რომელიც მიისწრაფვის უსასრულობისაკენ. 

19.#. ორი შემთხვევითი სიდიდის ფუნქციის 

განაწილების კანონი 

რამდენიმე შემთხვევითი არგუმენტის ფუნქციის განაწილების ამოცანა 

გაცილებით რთულია ერთი არგუმენტის ანალოგიურ ამოცანასთან შე- 

დარებით. აქ ჩვენ გადმოვცემთ ამ ამოცანის ამოხსნის ზოგად ხერხს ორი 

არგუმენტის ფუნქციის ყველაზე მარტივი შემთხვევისათვის. 
გვაქვს ორი უწყვეტი შემთხვევითი სიდი- 
დის (X, ჩ/) სისტემა განაწილების /(X, ყ) 

სიმკვრივით, შემთხვევითი სიდიდე 2 და-. 

კავშირებულია X და პ/-თან შემდეგი ფუნ–- 
ქციონალური დამოკიდებულებით: 

2=Cდ(X, 7). 

I6(V) (/     

       «ააა საჭიროა მოვნახოთ 2 სიდიდის განაწილე– 

ჯა ა ბის კანონი ამოცანის ამოსახსნელად ვი- 

'ე 7 V» სარგებლოთ გეომეტრიული ინტერპრეტა- 
ნახ, 12.3,3.- ციით, რომელიც ანალოგიური იქნება იმისა, 

რომელიც ჩვენ გამოვიყენეთ ერთი არგუ– 
მენტის შემთხვევისას, 2=დCდ(ჯ,ყ) ფუნქცია „გამოისახება უკვე არა მრუ- 

დით, არამედ ზედაპირით (ნახ. 12.4.1) 

მოვნახოთ 2 სიდიდის განაწილების ფუნქცია: 

0C(0=ს(2<2=#((X, V)<7უ. (12.4.1) 

გავავლოთ ჯ0ყ სიბრტყის პარალელური 0 სიბრტყე მისგან 2 მანძილხე. 
ეს სიბრტყე გადაჰკვეთს 2=დ(V, ყ) ზედაპირს რომელიღაც #1 მრუდზე. 

+ ჩეენს ნახაზზე # მრუდი შეკრულია, საერთოდ იგი შეიძლება იყოს შეუკვრელი 

ღა რამდენიმე შტოსაგან შედგენილი. 
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დავაგეგმილოთ /C მრუდი »0ყ სიბრტყეზე. ეს გეგმილი, რომლის გან– 
ტოლებაა დთ(X, ყ)=2, სიბრტყეს ჰყოფს ორ არედ; ერთ-ერთი მათგანისა- 

თავის ზედაპირის სიმაღლე X0ყ სიბრტყის ზემოთ იქნება 2-ხე ნაკლები, 
ხოლო მეორისათვის -- 2-ხე მეტი. აღვნიშნოთ #)-თი უბანი რომლი- 

სათვის ეს სიმაღლე ნაკლებია 2-ხე. რომ შესრულდეს (12.4.1) უტო- 
ლობა, შემთხვევითი (X, ”·) წერტილი, ცხადია, უნდა მოხვდეს IL) 

არეში. მაშასადამე, 

0(01=#ნ(X,V)Cნ)=|| ICC #) ძ»X ძყ. (12.4.2 
(0) 

(12.4.2) გამოსახულებაში 2 სიდიდე შედის არა ცხადად, ინტეგრირე– 

ბის საზღვრების საშუალებით. C(2)-ის 2-ით გაწარმოებით მივიღებთ .2 

სიდიდის სიმკვრივეს: 

C(2)=CI (ჟუ. 

თუ გვეცოდინება 2=Cდ (X,V) ფუნქციის კონკრეტული სახე, შესაძლებე- 
ლია ინტეგრების სახლვრები გამოვსახოთ 2-ით და დავწეროთ გამოსახუ- 

ლება თ(უ ცხადი სახით. 

იმისათვის, რომ მოვნახოთ 

ორი არგუმენტის ფუნქციის 

განაწილების კანონი, არ არის 

აუცილებელი ყოველთვის ავა- 
გოთ ზედაპირი 2=დVV, VI), 

მსგავსად იმისა, როგორც ეს 
12.4.1 ნახ.-ხეა გაკეთებული 

და იგი X0ყ სიბრტყის პარალე– 

ლური სიბრტყით გადაიკვე- , 
თოს. პრაქტიკულად საკმარისია ; ' 

ავაგოთ X0V/ სიბრტყეზე მრე- #V6–I 7. 
დიდ რომლის. განტოლებაა წ 

2=CთC0, კ), ვიპოვოთ ამ ნახ. 12,4.1, 
მრუღის რომელ მხარეზეა , 

7<2 და რომელზე 2:>2 და ვაინტეგროთ იმ > არეზე, რომლისთვისაც 
2<7. 

მაგალითი. (X, ა/) სიდიდეთა სისტემა · დაქვემდებარებულია განაწილების 

კანონს /(X, ყ) სიმკვრივით. 2 სიდიდე არის X, პ/ სიდიდეთა ნამრავლი: 

27=XV. 

  
  

  

  
მოვნახოთ 2 სიდიდის განაწილების სიმკვრიეე.



სიეცეთ 2-. რომ:ლისე მწიძენელობა ღა სააგრო Xჯ0V სიბრ "ყეზე 
განტოლესაა XM- 2 (ხახ. 12.4. 2.4.2). ეს –– ჰიაერაოლაა, რომლის ასი. 

მპტოტები ეპთხიაევა კოორდინატთა 

ღერძებს. #) არე (სახ. 12.2.4) ღაზტ- 

რიხულია, 

2 სიღიდის განაწილების თფუენ- 

ქციას აქეს LაLე: 

C(უ) =II, Cდ, ყ) ძX ძყ == 
( 

ბ “ 

> I I /C ყ) ძX ძყ + 
0 

  

2 

თ XX 

– I | I(X, ყ) ძჯX ძყ. 
ნახ 12.4.2. 0 -- 

დ(2)= – -- I C», –) ძX - (+ , C», –- რ». (12.4.3) 

125.5. ორი შეგთხვევით. სიდიდეთა ჯამის განაწილების კანონი. 

განაწილების კანონთა კომპოზიცია 

ვისარგებლოთ ზემოთ გადმოცემული ზოგადი მეთოდით "პრაქტიკის 
ერთი მნიშვნელოვანი კერძო ამოცანის ამოსახსნელად, სახელდობრ, 
ორი "შემთხვევითი სიდიდის ჯამის განაწილების კანონის მოსაძებნად. 
გვაქვს სისტემა ორი შემთხვე- «დ. უ 

ვითი (X, ა?) სიდიდეებისა გა–- · == 

ნაწილების სიმკვრივით /(ჯ, ყ). 

განვიხილოთ „2 და ა/ შემთხვე– . 2 

ვით სიდიდეთა ჯამი და მოვნა–- ჩჩ. == 

ხოთ 2 სიღიღის განაწილების 7 #7 მჩ 2. 
კანონი. ამისათვის ჯ0ყ სიბრტ- “ 2 II >_ 

I” .- 

ყეზე ავაგოთ ხახი, რომლის გან– 44. ჩიჩ 22 ს (2/=) 

ტოლებაა X+ყ-=2 (ნახ. 12.5.1). # 2 62622 · 

ეს წოფეა,ა რომელიც მოკვეთს 4... #. 8 >. 
ღერძებხე 2-ის ტოლ მონაკვე- ჩმ. #74 
თებს X--ყ=2 წრთე Xჯ0V სიბ- <2 222: 662277“ C. 
რტყეს პყოფს ორ ნაწილად; ნახ. 12.5.1. 
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მარჯვნივ და მის ზემოთ X–+X+>72; მარცხნივ და ქვეძოთ X-+XMV-+--2. 

მოცემულ შემთხვევაში X0ყ სიბრტყის მარცხენა ქვედა ნაწილი არე დაშ– 

ტრიხულია 12.5.1 ნახ.-ზე. (12.4.2) ფორმულის თანახმად გვექნება: 

0 (7 >: ! (I IC, ს) ძX ძყ= 

ილ 2-Xჯ თ 96 >» · 

= ( | I(X.ყაძX ძყ=- | | /თ ი“ 4 

თუ ამ გამოსახულებას შიგა ინტეგრალის ზედა სახღვრებში შემავალი 

ცვლადით გავაწარმოებთ, მივიღებთ: 

CC 

თ.(2) = ( /(CX, 2–X) ძX. (12.5.1) 
თ 

ეს –-– ორი შემთხვევითი სიდიდის ჯამის განაწილების სიმკვრივის გამო– 

სათვლელი ზოგადი ფორმულაა. 

X და V-ის მიმართ ამოცანის სიმეტრიულობის მოსაზრებით შესა-” 

ძლებელია დავწეროთ იმავე ფორმულის მეორე ვარიანტი: 

CC 

წ(0= I /C-ყ, ძი, (12.5.2) 

რომელიც პირველის ტოლძალოვანია და შესაძლოა გამოყენებულ იქნას 

მის მაგივრად. 

განსაკუთრებული პრაქტიკული მნიშვნელობა აქვს შემთხვევას. რო–- 

ცა შესაკრები X და პ/ სიდიდეები დამოუკიდებლები არიან, მაშინ ლაპა- 

რაუობენ განაწილების კანონების კომპოზიციაზე. 

მოვახდინოთ განაწილების ორი კანონის კომპოზიცია. ეს ნიშნავს 

მოვნახოთ განაწილების კანონი ორი დამოუკიდებელი შემთხვევითი სი– 

დიდის, ჯამისა,ა რომლებიც განაწილების ამ კანონებს ექვემდებარება. 

გამოვიყვანოთ განაწილების ორი კანონის კომპოზიციისათვის ფორ- 

მულა. გვაქვს ორი დამოუკიდებელი შემთხვევითი X და სიდიდე- 

ები, რომლებიც ექვემდებარებიან შესაბამისად /(X) და: /+(X) განაწი- 

ლების კანონებს. 

საჭიროა მოვახდინოთ ამ კანონების კომპოზიცია, ე. ი. მოვნახოთ 

განაწილების სიმკვრივე შემდეგი სიდიდისა 

-7=X+V, 
19. ე. ცენტცელი 289



ვიხნაედან სV და + სიდიდეები დამოუკიდებლებია. ამიტომ 

/C05. ყ)-=/C0/-ფ), 
და (12.5.)) და (12.5.2). ფორმულები მიიღებენ სახეს: 

ლ 

ე (2 ' ჩციეიას–ე ძX (12.5.3) 

§(2) :- ) #)(C-–M)/ა(ყაძყ. (12.5.4) 

განაწილების კანონების კომპოზიციის აღსანიშნავად ხშირად იყენებენ 
ს-იბოლურ ჩანაწერს: 

8=ჩა!ა 

სადა, კომპოზიციის სიმბოლოა. 

(12.5.3) და (12.5.4) ფორმულები განაწილების კანონთა კომპოზი- 

ციისათვის მოხერხებულია მხოლოდ მაშინ, როცა განაწილების /,(ე 

და /ა(/) კანონები (ანდა უკიდურეს შემთხვევაში ერთ-ერთი მათგა- 

ნი) მოცემულია არგუმენტის მნიშვნელობათა მთელ დია აზონში.(--%, 

–-%-მდე) ერთი ფორმულით. თუ კი ორივე კანონი მოცემულია სხვა- 

დასხვა უბნებმი სხვადასხვა განტოლებებით (მაგ თანაბარი სიმკვრი- 

ვის ორი განტოლება), მაშინ უფრო მოხერხებულია ვისარგებლოთ 

უშუალოდ ზოგადი მეთოდით, რომელიც გადმოცემულია 12.4 პარაგ- 

რაფში, ე. ი. გამოვთვალოთ 2=X+ ა? სიდიდის განაწილების CX2) 

ფუნქცია და გავაწარმოოთ ეს ფუნქცია. - 

მაგალითი 1, შევადგინოთ ნორქალური კანონის 

(X--იL) 

–
 

  II(X)=“–––- § 
თ. 2: 

და თანაბარი სიმკვრივის კანობის 

  (XV )= როცა. . =V<ჩ. ჩ 
“პოზიცია. 

ამოხსნა. გამოვიყენოთ განაწილების კანონების კომპოზიციის ფორმულა 
(12.5.4) სახით: 

    
    

ჩ (ყი): ჩ · წყ--(2–-ი))” 

) | 1... 2ი“ 1 LC __) - 207...“ რაფი ი რვანი” 4 
(12.5.5)



ინტეგოალქვეშა ფ–ონპცრა (12.5.5) გაძოსასულეგბამ- არის ჩირი ლური კანონ. რომლის 

გაფანტე–ს ცე ენებრია 2--I და ს. .0 ოალო კვატოა ული გადახრა ი, ხოლო (I12.5.5) გა- 

მოსახულებაში ინტეგრალი არეს ამ კანონს და1 ემე გბარებ 31Cიჩ შ- ითხ I). სიაი სადილის 

თ-დან წ- –პდე უბაზზე პოხეედო-ს ალბათობა, ძამა არარე, 

წ C2)თ + დ ( თ-2 20) _ დ(-“- + C» „V) 3), 

2,0 2. I) ი..0->21 ძოყ /ე(). I:(ყ) და ლ(2) კუნონების გრაფეკები, როცა «.“ “ა(რ- 

ლია 12.5.2. ნახ. -ზე. 

  

  
    

' ”/2) 
| #6(V) 

, ძი?) = 
' / X- ” 

#M/2) 

#7(2) / 

/ -54 -3 -2 –/ წ 7 -:ე2 3. 4. 25% 

ნაზ. 12.5.2. 

მაგალითი 2. შევაღგინოთ თანაბარი სიმკვრივის ორი კანონის კომპოზიცია 

რომლებიც -მოცემულია ერთი და იგივე (1,1) უბანზე: 

!I(ს))= 1, როცა 5ა<X<1. 

/2:(ყ) +21, როცა 0<V< 1. 

ამოხსნა. ვინაიდან /ჯ (X) და /:(V) კანონებ“ 8 "სგოცემუ ლია მხოლოდ C0Xჯ და0ყ 

ღერძების გარკეეულ უბნებში, ამ ამოცანის ამოსახსნელად მოხერხებულია ვის:რეგქბ- 
ლოთ არა (12,5.3) და (12.5.4) ფორმულებით, არამეღ ზოგადი მეთოდით. რომელიც · 

გამუქებულია 12.4. პარაგრაფში და მოვნახოთ 2=X-+ Lსიღიდ-ს განაწილების 02) 

ფუნქცია. 

/... | 
| დ 

  

  
ქ – 

  აჰ 

      
        

ნახ, 12,5.4, 
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განუიხილოთ X0Vყ სიარტყეზე შემთხ:კვით” XV, ბ წერტილი. მისი შესაძლო მდგომარეო- 

ბათა არეა-? კვადრატი. რომლის გვერდი ერთის ტოლია. 

(ნახ, 12.5.პ). გკაქვს: 

0()=: LI I(X. ყ) ძ» ძ/=) L ძX ძყ, 

(CL) (0) 

სადაც ს არე ჩ კვადრატის ნაწილია, რომელიც მდებარეობს ჯ--ყ-=2 წრფის მარცხნივ 

და ქვემოთ. ცხადია. 
06(უ=5ც, 

სადაც 58 ჩ არეს ფართია, 

შევადგინოთ გამოსახულება ჩ) არის ფართობისაძი.,ეის სხვადასხვა მნიშენელობისას, 

რისთვესაც კისაოგებლოთ 12.5.3 და 12. 5.4 ნახ-ებით., 

  

)) როცა 2<0 C(0=9; 

2) როცა 0<2<1 0ო(2)= 5, 

3) როცა 1<7<2 იფ-)-4%-5; 

4) როცა 2>2 C(2)=1. 

ამ გამოსახულებათა გაწარმოებით მივიღებთ: 

1) როცა 2-0 Cთ(2)=0; 
8)     2) როცა 0<2<1 დC(2)=2; 

პ) როცა: 1<2<2 დ2(2)==2--2; 

4) როცა 2>2 დ(2)=0. 

წ§(2)-ის განაწილების კანონის გრაფიკი მოცე- 

მულია 12.5,5. ნახ-ზე. ასეთი კანონი ატარებს 

„სიმპსონის კანონის” ანუ „სამკუთხედის კა- 

ნახ. 12.5.5. ნონის“ სახელს. 

19.6: ნორმალური კანონების კომაოზიცია 

განვიხილოთ ორი დამოუკიდებელი შემთხვევითი სიდიდე X და ჰ/, 

რომლებიც დაქვემდებარებულია ნორმალურ კანონებს: 

 (X-––-წI.)? 

1 =– ა 
/) (X)-- =7/55 9 2ძ'„. (12.6.1) 

(ყ– ი!) 
1 – ა : 

ჯ5(ყ) = მეV 5. 2თ"ყ (12.6.2) 

LI 
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საჭიროა მოვახდინოთ ამ კანონების კომპოზიცია, ე. ი. მოვნახოთ 

2=-X--V 
სიდიდის განაწილების, კანონი. 

გამოვიყენოთ ზოგადი ფორმულა (12.5.3) განაწილების კანონის 

კომპოზიციისათვის 

8(2) -> L /1(X) /,/2-–X) ძX= 

  

თ 

ი (X--ჩს): (7-X-–-/!ს)? – 

= _ 1 L« 20" „. 2თა. ძვ, (12.6.3) 
2”0V,0ყც 

თუ გავხსნით ფრჩხილებს ინტეგრალქვემა ფუნქციის ხა“Cისხის მა- 

ვენებელში და მსგავს წევრებს შევკრებთ, მივიღებთ: 

0 

) ' –_4:'--28X-–-C 
12) == –_ 0 7X. 

§ 2XCX2ყ 
_–ოი 

სადაც 

#4- ს 91+9%. 
2 თ”,ი“, 

8- ა: 2-0. 
ბი» 20“, 

06= 2X I CM" (2-–-M),. MI)? , 

22 ჯ 2თ“" V 

ამ გამოსახულებათა ჩვენთვის ცნობილ (9. 1,3) ფორმულაში ჩასმით: 

თი კ 8.-C 4C-ჩ“ 
იი აე პჰM0–28-- – – 

| ი“ 'ყ= კრი 8 4 (12.6.4) 
#“ 

  

თ 

გარდაქმნის სემდეგ მივიღებთ: 

_|2--(Iჯ--Mე)I“ 
1 1 გ 2(თ:, – ი ,) (12.6.5)   6:2 ლ –.–––––= == 

VთC,-ის V2X+ 

ხოლო ეს არის ნორმალური კანონი გაფანტვის ცენტრით 

MI.“ III, (12.6.6) 
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და საპუალო კვადოატული გადახ”ით 

თ:=. 1 თ'ა--თბ.. (12.6.7) 

ამავე მედეგამდე ბეიძლება მივიდეთ მარტივად შემდეგი თვისობ- 

რივი მსჯელობის. შედეგად. ' 

ინტეგრალქვენა (2.6.3) ფუნქციის გარდაქმნის და ფრჩხილების 

გახსნის გაოეშე, მაშინვე მივდივართ დასკვნამდე, რომ ხარისხის მაჩვე- 

ნებელი არის X-ის მიმართ შემდეგი სახის კვადრატული სამწევრი 

თინე=-,1V+28XL--C. 

სადაც 4 კოეფიციენტი > სიდიდე სრულიაღაც არ რედის, 8 კოეფი- 

ციენტში მედის პირველ ხარისხში ხოლო C კოეფიციენტში -- კვად- 

რატში. გვაქვს თა ეს მხედველობამი და ვიყენებთ რა (12.6.») 
ფორმულას. მივდივართ დასკენამდე, რომ #I(2) არის მაჩვენებლიანი 

ფუნეცია რომლის ხარისხის მაჩვენებელი –- კვადრატული სამწევრია 
2-ის მიმართ. ხოლო განაწილების სიმკვრივე ასეთი სახით რმიესაბამება 

ნორმალურ კანონს ამგვარად, ჩვენ მივდივართ წმინდა თვისობრივ 

დასკვნამდე: 2 სიდიდის განაწილების კანონი ნორმალური უნდა იყოს. 

რომ მოვნახოთ ამ კანონის /I. და თ. პარამეტრები, ვსარგებლობთ 

მათემატიკუოი ლოდინის და დისპერსიის შეკრების თეორემებით, მათემა- 

ტიკური ლოდინის შეკრების თეორემის მიხედვით 

I?! == /11 +–<+- 7) ც. (12.6.8) 

დისპერსიათა შეკრების მიხედვით 

ILXI:=:/2 :+10. 

ანდა 

თ-:-=-Cთ",-+LCთ",, (12.6.9) 

საიდანაც გამოდის ფორმულა (12.6.7) 

სამუალო კვადრატული გადახრიდან მისი პროპორციულ საალბათო 

გადახრებზხე გადასვლით მივიღებთ: 

ნ":=:ჩ7ა- ნ". (12.6.10) 

ჯემდეგ წეს-მდე: 
ნორმალური კანონების კომპოზიციისას მი- 

ამგვარად. მივედით 

იღება ხელახლა ნორმალური კანონი. თანაც 
მათემატიკური ლღოდინები და დისპერსიები (ან- 

და საალბათო გადახრათა კვადრატები) ჯამდ-- 

ბ.ა. 

ნორმალური კანონების კომპოზიციის წესი შეიძლება განხოგადოე- 
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ბოლ ი:ნას დაზოლე „(დებ ლ შემთხვევით სიდიდეთა ნებისმიერი «იცხვის 

შემთხვევაში, თუკი გვაევს / დამოუკიდებელი შემთხვევითი სიჯიჯე: 

შ–_ 

რომლებიც ემორჩილებიან ნორმალურ კანონებს ღა აკვთ გაფანტვის 

ცენტრები 

შილი /მ;თავათა 71 +, 

და საშუალო კვადრატელი გადახრები 

თუე C დაა... თ». 

,: 

2= ა X, 
(--1 

მაშინ სიდიდე 

ასევე დაქვემდებარებულია ნორმალურ კანონს, “–რო?ლის პარამეტ- 

რებია 

” 

/?ბ :-= 2 თა (12.6.11) 

(--1I 

” 

ი, = ) თ"... (12.6.12) 
(–I 

(12.6.12) ფორმულის ნაცვლად “შეიძლება გამოვიყენოთ მისი ტოლძა- 

ლოვანი ფორმულა 

6',= ა ,ნპ,- (12.6.13) 
(--1 : 

თუ “მემთხვევითი სიდიდეების (X, ბპ?) სისტემა განაწილებულია ნორ- 

მალური კანონით. მაგრამ X, + სიდიდეები დამოკიდებულია. მაშინ 
ძნელი არ არის დავამტკიცოთ. ისე როგორც ადრე. გამოვალთ რა ზოგა- 

დი (12.5.1) ფორმე ლიდან. რომ განაწილების კანონი 

2:-X-+-V · 
სიდიდისა აგრეთვე არის ნორმალური კანონი. გაფანტვის ცენტრები რო- 

გორც წინათ. ალგებრულად იკრიბება, მაგრამ სამუალო კვადრატული 

გადაზრისათვის წესი უფრო რთული ხდება: 

__·-_____ (12.6.14) 
სადაც ” X და ბ” სიდიდეთა ჯორელაციის კოეფიციენტია. 

რამდენიმე დამოკიდებული შემთხვევითი სიდიდის შეკრებისას, რო- 

მელნიც თავიანთ ერთობლიობაში ნორმალურ კანონს ემორჩილება, 
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ჯამის განაწილების კანონი, აგრეთვე აღმოჩნდება ნორმალური. რომ- 
ლის პარამეტოებია: 

IM 

1 უ== 2: » X,3 (12.6.15) 

წლჭ 

თ1:= ბ. თ"-,+2 ?, „,კ0 «კ „ე, (12.6. 1 6) 

§-=1 წ<I 

ანდა საალბათო გადახრებია 

, 

6'.= 2, 6V+2ბ ენნ. , (12.6.17) 
წი L</ “ 

სადაც #,,. X,, X, სიდიდეთა კორელაციის კოეფიციენტია, ხოლო აჯამ- 
ვა ვრცელდება. X,, .XLა,...,X„ სიდიდეებისა ყველა სხვადასხვა წყვილ- 
წყვილ კომბინაციებხე. 

დავრწმუნდით, რომ ნორმალურ კანონს მნიშვნელოვანი” თვისება 
აქვს: ნორმალური კანონების კომპოზიციისას მიიღება ხელახლა ნორ- 

მალური კანონი. ეს არის ეგრეთწოდებული „მდგრადობის თვისება“. 

განაწილების კანონს ეწოდება მდგრადი, თუკი ამ ტიპის ორი კანონ ის 
კომპოზიციისასს ხელახლა მიიღება ასეთივე ტიპის კანონი. ზემოთ 

ვაჩვენეთ რომ ნორმალური კანონი მდგრადია. მდგრადობის თვისება 

გააჩნიათ განაწილების კანონების ფრიად მცირე რიცხვს. წინა პარაგრა- 

ფის განხილვისას (მაგ. 2) ჩვენ დავრწმუნდით, რომ, მაგალითად, თა-' 

ნაბარი სიმკვრივის კანონი არ არის მდგრადი: თანაბარი სიმკვ“ივის 

ორი ი კანონის, კომპოზიციისას (0; 1) უბანზე მივიღეთ სიმპსონის კანონი. 

ნორმალური კანონის მდგრადობა» ერთ- 

ერთი არსებითი პირობათაგანია პრაქ- 

ტიკაში. მისი თვისება, გარდა ნორმა- 

ლურისა, გაჩნიათ განაწილების ზოგი- 

ერთ სხვა კანონებსაც. ნორმალური კა- 

ნონის” თავისებუოებაა, რომ პრაქტიკუ- 

ლად ნებისმიერი განაწილების კანონე– 

ბის საკმაოდ დიდი რიცხვისას ჯამური 

კანონი ნორმალურთან რაგინდ ახლოს 

  

ნახ. 12.6.1. 

აღმოჩნდება დამოუკიდებლად იმისა თუ როგორი იყო შესაკ- 

რებთა გ:ნაწილების კანონები ამის ილუსტრაცია. შესაძლებელია, მ:- 

1 ერთი ღა იგივე ტიპის კანონების ქვეშ ეგულისხმობთ კანონებს. რომლებიც 

სხვა:«ებიან ღერძებზე ღა ანათვლის საწყისის მსოლოღ მასმტაბით აბსცასთა ღერჰა,. 
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გალითად, “თანაბარი სიმკვრივის სანი კანონის კომპოზიციის შედგეჩით 

(ლ, 1) უბანზე. ამ დროს მიღებული (#(7) განაწილების კანონი გამოსა– 

ხულია (12.6.1) ნახაზზე. როგორც ნახაზიდან ჩანს #C) ფუნქციის გრა- 

ღიკი გვაგონებს ნორმალური კანონის გრაფიკს. 

15.2. ნორმალურად განაწილებულ არგუმენტთა წრფივი ფუბქციები 

მოცემულია ნორმალურ კანონს დაქვემდებარებული შემთხვევით სი- 

დიდეთა სისტემა (X,, Xვე,..-.,X„).. (ანდა მოკლედ, „ნორმალერად გა– 

ნ-აწილებული“) შემთხვევითი სიდიდე წარმოადგენს თვითონ ამ სიდი- 

დეთა წრფივ ფუნქციას: 
წ 

V= 2 0,X,+ხ. (012.7.1) 
(=1 

საჭიროა მოვნახოთ ა)” სიდიდის განაწილების კანონი. 

არ არის ძნელი დავრწმუნდეთ იმაში, რომ ეს არის ნორმალური 

კანონი, მართლაც, .-” სიდიდე წრფივ ფუნქციათა ჯამია, რომელთაგან 

თითოეული მათგანი ღამოკიღებულია ნორმალურად გან.წილებული 

ერთი X არგუმენტისაგან ხოლო ზემოთ ·დამტკიცებული იყო, რომ 

ასეთი წრფივი ფუნქცია აგრეთვე ნორმალურად განაწილებულია. რამ– 

დენიმე ნორმალურად განაწილებულ შემთხე;ვით სიდიდეთა შეკრებით, 

ხელახლა მივიღებთ ნორმალურად განაწილებულ სიდიდეს. 

დაგვრჩენია მოვნახოთ ა” სიდიდის პარამეტრები –- I გაფან - 

ტვის ცენტრი და თკ საშუალო კვადრატული გადახრა. წრფივი ფუნქ- 

ცის მათემატიკურ ლოდინთა ღა დისპე“რს-:თა თეორემების „ გ. 

მოყენებით მეავიღებთ: 
ი 

წელ 3 იიMა4+ნ, (12.7.2) 
ჩი 

” 

ძი",= 2 ,ი'0'.,+2 ბ კთმენათა (12.7.) 

(–1 (CI 
სადაც #,, X,. X, სიდიდეთა კორელაციის კოეფიციენტებია. იმ შემთხ- 

ქგევამი, როცა (XI... #+..... X.) სიდიდეები არაკორელირებულია (და. 

მაზასადამე ნორმალური კანონისს დამოუკიდებელიცაა, 12.7.3 
ფორმულა მიიღებს სახეს: 

ძ",= ი",თ"„,. (12.7:4) 
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სამოალო კვადრატული გადახრები (12.7.3) და (12.7.4) ფორმულერთმი 

'ძესალებელია შეიცვალოს მათი პროპორციული საალბათო გადასრე- 
აით, 

პრავტიკაპი ხაირად გვივდება შემთხვევა. როცა (12.7.1) ფორმულა- 

იი შემავალი ხMVს, 2ა.....ს, მემთხვევითი სიდიდეების . განაწილების 
კანოზნესი ზუსტად არაა ცნობილი, არამედ ცნობილია მათი მხოლოდ 

ლღიცხვითე მახასიათებლები: მათემატი„ური ლოდინები და დისპეორსი- 

ები. თუ ამ დროს XX... XL... X, სიდიდეები 'დამოუჯიდებელია. ხო- 

ლო მათი ” რიცხვი საკმაოდ დიდია, მაშინ როგორც წესი. შეიძლება და- 

ვამტკიცოთ. რომ X, სიდიდ“თა განაწილების კანონების მიუხედავად პ” 

სიდიდის განაწილების კანონი ახლოა ნორმალურთან. პრაქტიკამი ისე- 

თი კანონის მისაღებად. რომელიც მიახლოებით შეიძლება ნორმალურაღ 

ჩავთვალოთ. ჩვეულებრივ საკმარისია 5 + 10 შესაკრების არსებობა 

(12:7.)) გამოსახულებაში. საჭიროა შევნიშნოთ. რომ ეს არ ეხება 

შემთხვევას. როა დისპერსია ერთ-ერთი შესაკრებისა (12.7.1) ფორ- 

მულამი სხვა დანაოჩენებთან უპირატესად შედარებით დიდია; დაიC- 

ვება. როომ შემთხვევით შესაკრებებს (I2.7.1) ჯამმი თავისი გაფანტ- 

ვით აქ.ქთ ერთი და იგივე რიგი. თუ ეს პირობები დაცული., მაშინ V 
სიდიდისათეის შესაძლებელია მიახლოებით მივიღოთ ნორმალური კა- 

ნოხი (12.7.2) და (12.7.4) ფორმულებით გამოთვლილი პარამეტრებით. 

ცზაღია, ყველა ზემოთ მოყვანილი მოსახრებანი წრფივი ფუნქციის 

განაწილების კანონხე სამართლიანია (იგულისხმება მიახლოებით) იმ 

შემთხვევისთკისაც-. როცა ფუ§ქ ვია ა” წ-რმოადგენს ზუსტად წრფივს. 
მაგრამ შეიძლებ ა მისი გაწოფივება. 

ჯააა ეთ'რმალური კანონების კომპოზიცია “სიბრტყეზე 

დავუშვათ, X0ყ კოორდინატთა სისტემაში მოცემულია ორი დამოუკი- 

დებელი “რმემთხვევითი V, ქექტორი –– (სყ). 1) მდგენელებით და 

“ V.-–- CV. ბ”) მდგენელე– 
-X=V, +X5 ბით. დავუსვათ, რომ თი- 

თოეული მათგანი განა- 
წილე ბულია ნორმალუ- 

   
I 

» | , ან. ბ. 7 4 

I ოაღ. თანხაც აიოველი ვეჟ- 
1V=#7 5 ტორის პარამეტრები ტცრ- 

გავა აგსაე'ესსეა ეა ია.–––-– I ლია 

# – I /1 XI, 7). თაც წყა: 7 +II/II 
ჯ M I     ჯ მეორის პარამეტრები 
  

0 X 
« § აი ყა რთ. 
ნახ. 12.8.1, რი ცაა 7 თაა ყეს 

 



საჭიროა გა ნესახღვროთ (ნახ, 12.8.1) მემთავევითე ვეკტორის გან.წი- 

ლების კანონი 1”,=- V, -. V.. როზლის მჯგენელები ტოლია: 

X 1,.--X.: 

V > M,--Vე. 

ძნელი არ არის თვისობრივად დავ:ეტკიცოთ (ანალოგიურად იმისა. 

როგორც ეს გ'ვ-კეთეთ ორი ნორმალური კაზონის კომპოსიციისათვის 

12.6 პარაგრაფში). რომ V ვექტორი ასევე ნორმალურად განაწილებუ- 
ლია. ამ დებულებას სპეციალური მტკიცების გ:რეშე მივიღებთ. 

გ:ნვს 'ზღეროთ ” ეექტორის გ დ წილების კანონის პარჯ:მეტრები. 

მათემატი :ე სურ ლოდინთა შე კრების დეორემის, მიხ „ედვით 

//1 C-:” /)1 –/,ლ ! 
(12.გ.1) 

MI, I -- ყი. I 

დისპერსიათა 'წეკრების თეორემის მიხედვით 

აიას. | (12.8.2) 

თ'ყ= ი? ლი. 1 

კორელაციური მომენტის მეკ,რების თეორემის მიხეჯე”თ 

საც "." MI -- IX ჯა ყას 

ანდა, კორელაციის კოეფაციენტებზე გადასელით 

ჩ.,რნა.იწც ჩაი ა)ნე. ააა აარწყა: 
საიდანაც 

„ე – შხამი მაყქაშიაშ რ (12.8.3) 
1 (ც"ჯ 00%.) =07%) 

ამგეარაღ. ნორმალური კანონების „ომპოლხიციის ამოცანა სიბრტ- 

ყეზე წყდება (12.8.1). (12.§.2) და (12.6.2) ფორმულებით. 
ეს ფორმულები გამოყვანილია იმ დემთხეიეის-თვის, როცა ორივე 

გამოსავლი ნორმალური კანონი (15 და L. ვექტორებისათვის) მოცე- 
მულია ერთი და იგივე (ოორდინატთა ჯ0ყ სისტემაზი. პრაქტიკაში 

ზოგჯერ გვხვდება შემთხვევა, როცა საჭიროა „ვაწარმოოთ ორი ნორმა-. 

ლური კანონის კომპოზიცია სებრტყეზე. რომელთაგან თითოეული მო- 

ცემულია კოორდინატთა საჯ,ეთარ სისტემაში. სახელდობრ. თავისი გა- 

ფანტვის მთავარ ღერძებში. მოვიყვანოთ ნორმალური კანონ :ბის /ომპოზი- 

ციის ხერხი ამ შემთხვევისათვის. 
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დავუშვათ X0ყ სიბრტყეზე (ნახ. 12.8.2) მოცემულია ორი ნორმალუ– 

რად განაწილებული არაკორელირებული შემთხვევითი V, და V, ვე1– 
ტორი თითოეული ვე1ტორთაგაი ხასიათდება თავისი ცალკეული 

ელიფსით: ვექტორი V)-– ელიფსით, რომლის ცენტრია MI, MI), ნა- 
ჯ 

  

  

  
წაზ. 12.2.8. 

ხევარღერძებია თა, რთი. რომელთაგან პირეელი 0ჯ ღერძთან ჰქმნის თ, 

კუთხეს. ანალოგიური მახასიათებლები V. გმექტორისათვის“ იქნება 

MI. IIყა 105, Cე., "საჭიროა მოვნახოთ გაფანტვის ერთეულოვანი 

ელიფსის პარამეტრები, რომლებიც ახასიათებენ V=- V,+V,. ვექტორს. 
აღვნიმნოთ ისინი 

12, ?ყ, CთX, ·თყ, C. 

ვინაიდან გაფანტვის ცენტრის მდებარეობა არ არის დამოკიდებული 

კოორდინატთა სისტემის შეოჩევისაგან, ცხადია, წინანდებურად სამარ– 
თლიანი იქნება შემდეგი თანაფარდობანი: 

#71 დ == 121 -1 /71 >) 

IL, == // ყ1-L I ყა: 

იმისათვის, რომ მოვნახოთ V ვექტორის კორელაციური მატრიცის ელე– 

მენტები, V, და V. ვექტორების შესაბამისი შემთხვევითი წერტილები 

დავაგეგმილოთ 0X და 0ყ ღერძებზე. "ვსარგებლობთ რა (10.3.3) ფორმუ– 
ლით, მივიღებთ: 

თ“, = თ" 005 XC, +-თ"ა,51ი“თ.. 

თ"ყ,=C% 5Iი CC, + თ“, ,005“თ,1. 
სეს წიე აეეე (12.8.4) 

თ”ს.=0% 005 Cა“+-ი”იე.510“თა. 

თ” ყა 0% 510 თათ? .005"თა. 
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V, და V. ვექტორების მდგენელთა კორელაციური კოეფიციენტები კო - 
 ორდინატთა X0ყ სისტემამი მოვნახოთ (9.2.2) ფარდობიდან 

_ IC 2თ,(თCX,–-0"V)). 
/X,ყსე == 

) 

2%:,ცწV, 
0265) 

2 

| 20CX.წV» 

შემდგომ ნორმალური კანონების კომპოზიციის ამოცანა სიბრტყე- 

ზე ზემოთქმულხე დაიყვანება ვიცით რა თ., თე, ”წ”.-ყ შესაძლე–- 

ბელია მოვნახოთ ჯამური ელიფსის ღერძების მიერ რ%ექნილი კუთხე 

აბსცისათა ღერძთან (9.2.2) ფორმულით 

2წჯყთაიყ 1) 
LC2> =2 (12.8.6) 

ფალი, ? 

და მთავარი საშუალო კვადრატული გადახრები--ფორმულებით (9.2.4) 

  

თ.=V თ?.ლ051C-- ”.ყინ 0 ც5I02CX-L თ" )510“Cთ. ) 
5 '-_ჟ 2 V ' (12.8.7) 
  

თ,=V თშა§Iი"?X-- „ცნ „თე5Iი2Cთ -- თ"სC05“თ. 

“უკანასკნელი ფარდობანი სამართლიანია არა მარტო საშუალო კვადრატუ- 

ლი გადახრებისათვის, არამედ მათი პროპორციული საალბათო გადახ- 

რებისათვისაც: : 

  

ხ:=:V C2.005'თ-–+- ” »)6 „ნ ყ51II2თ-L ნ” ყ§!ი”თ. 
L=V 6-ალია%+ან»ნაიძი+6% (12.8.8) 
  

ნ. .=V /#61?ა5|ი?თ–--ჩ. ენ 86 ,)5I0ი2X-- 8” )C05“თ M M M M 

გადავიდეთ სიბრტყეზე ნორმალური კანონების კომპოზიციახე. როცა 
მათი რიცხვი ნებისმიერია, ნორმალური კანონების ნებისმიერი რიცხვის 

კომპოზიციის ყველახე მარტივი შემთხვევა გვხვდება მაშინ .·როცა 

გაფანტვხს მთავარი ღერძები ყველა კანონებისათვის, რომლებიც კომ- 

პოზიციას ექვემდებარებიან, ერთი მეორის პარალელურია. მაშინ ვირ- 

ჩევთ რა კოორდინატთა ღერძებს გაფანტვის ამ მთავარი · ღერძების 

პარალელურად, საქმე გვექნება დამოუკიდებელ შემთხვევით სიდიდეთა 

  

1 ეინაიდან ტანგესს აქვს # პერიოდი, ამიტომ თ მნიშვნელობანი, რომლებიც გა–- 

ნისაზღვრებიან (12.8.6), ფორმულით, მეიძლება განსხვავდებოდნენ <--ით. რაც 

ელიფსის ორ მთავარ ღერძს შეესაბამება. 
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– ემეპრან ღა ნორმალური კანონების კომპოზიცია მარტივი ფორ- 
ღ–ებით სოულღება. , 

(/ ” 

71 აა“ ) /11 «1 თ >= თ" ა: 

1 L.1 

(12.8.9 
” ” 

“· 

//! ც;: 2ე= ) თს, 

1.1! 

/! V 
“ქ
 

სადაკ თა. ითა. წყ. თე, - შესააბამისი კანონების საშუალო კვადრატუ- 
ლე გადახორებია. 

იმ შემთხვევამი. როცა მთავარი ღერძების მიმართულებანი არ 

ემთხვევა ერთიმეორეს. რამდენიმე ნორმალური „კანონის კომპოზიცია 

შეილება მევადგინოთ იმავე მეთოდით. რომლითაც ვსარგებლობდით 
ზემოთ ორი კანონისათვის. დავაგეგმილოთ შესაჭრები შემთხვევითი ვექ- 

ტორები კოროოდინატთა ერთი, და იგივე სისტემის ღეთძებხე. 

პრაქტაკაში ხშერკდ გვავდება შემთხვევები, როცა კომპოზიციას დაქ-. 
ვემდღებარებულ კანონთა მოოის გვხვდებიან ე. წ. „ გადაგვარებული“ კანო-. 

ნები. ე. ი. რომლებიც ხასიათდებიან გაფანტვის ელეფსით. რომელსაც 
აქვს მხოლოდ ერთი ნახევარღერძი (მეორე ნულის ტოლია), ასეთი „გადაგ– 
ვარებული“ კანონები გაფანტვას მხოლოდ ერთი მიმართულებით ი.ლევა. 

ასეთი კანო1ების კომპოზი:იისას, საჭიროა მოვიქცეთ, ისე, როგორც ჩვე– 
ულებრივი კანონების კომპოზიციისა. ზოგიერთი პარამეტრები (მაგალი– 

თად, სამუალო კვადრატული ანდა საალბათო გადახრები) ნილის ტოლად 
ვიგულესხმოთ. 

მაგალითი 1. ყუმბარის ტყორცნის შეცდომა გამოწვეულია შემდეგი ფაკ- 

ტორების ერთღროული მოქმედებით: 

1) უენბარის ტექნიკური გაფანტვა: 
2) სხიმორეზე ღამიზნების უზუსტობა: 

2)სვზესტო დამიზნება გვერდითი მიმართულებით, 

ყევლა ეს ფაქტორი დამოუკიდებელია ერთმანეთთას. ყუმბარის ტე ნიკური გა- 

ფანუვა როძლეჟა გაფანტე ს ცალკეღლ ელიფსს წრის სახ-თ. რომლის დიამეტრი 20 მეუ- 
დამიზნების შეცდომა სიშორეზე მოქმედებს მხოლოდ ცრენის მიმართულებით და 

C
.
 

23
2-

(რ
 

3 M 
ძა
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“ს
 ადო კვადრატული გადახრა 40 მ-ის ტოლია, გაფანტვის ცენტრი გადაადგილებულია 

ფრენის მიღმართულებით 5 მეტრზეე. გეერდითი დამიზნების შეცდომა მოე:მედებს 

სოლი 5 ფრენის მიმართელების მართობ-ელად და აქეს საშუალო კეადრატული გა- 

ა 3C მ; გაფანტვის ცენტრი გადაადგილებულია მარჯვნივ 10 მეტრზე, მოენახოთ 

რალური კანონ-ს პარამეტრები, როპელსაც დაჰვემდებარებულია ყუმბარის ტყორ- 

ცნოს ჯამფრი შეცდომა გამოწვეული ყველა ჩამოთელილი ფაქტორის გავლენით, 
ამოხსნა, ჯინაიდან „მოცასაძი ჩაზოთელილი ყველა ელიფაის ყთავარი ღერძებ- (რო–- 

თ
ა
ფ
 

3
 

C 

მელთაგან მესამე და მე–თხე გადაგვარებელია) პარალელურია, ამიტომ შეიძლება გა- 

მოვიყვანოთ ღამოუკიდლებელ მღგენელებან- (12. 8, 9) – ფორმუ ლები) ნორმალური კა- 
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ნონების კომარზიცი -ირჩე:თ 5: ი” მიპარვ ლია» ლ: 0L 
' “ღერძს მის მართო, ულად, გვაჰვს: 

111 <>" /)!, 

5: :2.>· 362. 1350, თ.5=- 2: .1(2). 

იები ვე კი ი, 44.7 (9). 
პაგა ლითი ღერმრბან LC თარო სროლა თვითმფრონავივა5 თვით3 ებზე: 

შრსხეედრის წერტილი”. „ხუე? ჯანი. სიარ  აყვზე ! ხრ ალის: მალთობ ,ლ– 
მიმართულებით, მოხ -Cის ი რილის გარახუოა მიხევები შეპდეგია: 

1. შეცღოპჰები, რომლებიც პჯ 232“ 2ე'” შა 5. ფრჯთა ბალისტიკი- არაექრთგქარო:- 

ნობაზე და დანადვ:რის რავი: ტრი 

2. დაპიზნების შეცოორმები: 

3. შეცდომები. რომელნიც გამრი კელის ჭილის გან.ახზღვრის იზასტო: 
4. საყიზნის ინ, «რუმე ააღურე შაეცორპები, ჯაფანტ ?იავარი ლერომები. რო) 

ლებიც პირველი მ-ზეზ-თაა გამოწ ვლი. კობი ტარურაზ დღა -გერტიკალერა 

გაზლაგებული, და საყუალო კაად”აყტელი აზრა გვ.ახ.იიად ჯა 2-ი.- ტო– 

დ: მიზნების შეცდომას -ძლე:ა წრიულ გარა. ტე29 (პლ საშუალო კააარატულ- გა“ 
დახრა 3მ-ი-; მანძილის არაზ დ! ტა 22 „აალენიით გამოწვეული მშეცღოპა რძლევა გაფა5- 

ტვას მხოლოდ ღერძის გასწვრი) როელიც პროოზონტის ქჰიპართ 3რი „-)3- კდ დაია 

გახოლღი როილის საშუალო კვადრატული გადახრა 4 ქ-ის გოლია, ინსტრ უჰესტალური 

პეცდომა «ძლევა წრიელ გაფანტეას. ოოძლის კ. გ. 2 შ-ტა. ჰიხსტემატევრი შეცდომა 

ხელის ტოლია, საჭიროა მოვ:ნანოთ უ:ელა ჩამოთლილი ფა:ტრრით გამოლაეაული #- 

მური მეცდომის განაწილების კანონის პარასეტრები 

ამოხსნა: ჯირჩე:თ 0» ჰორიზონტალურ და 0ყ ვერტიკალურ ღერძიან კორრ- 

ღინატთა ს... "სტემას. ე.დ ღერქები გაფან4ტეის მთავარი ღერძებია ყველა კანონისათაის, 

გარდა მესამისა (3„ნერლის უზ უესტობით გ:პროწვეული შეც ირმები. აღვნიში5» ოათოვ )- 

ლი შეცდომის მდგენელენს. კორრდინატთა X0"V „ისტემაძი შესაბამისაო). 

XI. ".: 2:.'1:; .V: ბე; VI, 1 +. 

ამ მდგენელთა პარამეტრები შესაბამისად ტოლია: 

111 X1=- 1 »ე=- / ჯე=-> #8 >3== /11 ხვ == 71» = II1ივ-–. «„კ=29; 

თ».==1; თძყე=2: თ..=Cთ„,ა=3: 0 «ვ3---0თვ= 2. 

რაც შეეხება თაკ და თყყ სიჯიჯეებს, ვსაზღვრავთ შემთხვევითი („კ X”კ) 
წერტილის 0X და 0ყ ღერძებხზე დაგეგმილებით (12.8.4) ფორმულების 

საშუალებით: 
თ" „კ=4“ლ005"30“= 12; 
თ"ვ= 4"5I0”30“= 4. 

CVე ბ7ვ) სიდიდეთა კორელაციის კოეფიციენტი მოვნახოთ '(12.8.5) ფორ– 
მულით: 

_ (დ60-(12–4) _ 
2V48 

=> 1. 

  

“აც ბუნებრივიცაა, რადგან გაფანტვა თავმოყრილია ერთ წოფეხე 
3:14



და მაშასადამე. X#ე და ბ'ვ სიდიდეები 
ბულია | 

დისპერსიის შეკრების თეორემის გამოყენებით გვაქვს: 

ფუნქციონალერად დამოკიდე- 

თ”,ე= თხი. +ი“ თ -Cთ”კე+CთC”".,=26; 27 -=5)09 (მ); 

თ"კ=C0თ" ,)-L+თ"ყი+ C"ყვ-+-C” ყკ=–21; თ)ყ=4,58 (მ) 

კორელაციის ჩ”.ყე კოეფიციენტს მოვნახავთ, კორელაციური მომენტების 
შეკრების თეორემის გამოყენებით: 

4 1 
აყ > ჩაეყე LC იყ: “+ აXვყვ + #CXკყა > 0-5:0-+ #3. –აა-:+0: 

საიდანაც 20 

26?:5,09:458 7“ 
(ლლ –_– 

განვსახღვროთ თ კუთხე, რომელსაც ხზღერძთან შეადგენს გაფანტვის 
პირველი მთავარი ღერძი: 

· -“5,09-4.5 
LC 2თ= 2:9,297-5,09-4.58. =- 1,340. 

5,09”-–- 4,582 ' 

2თ 256930"; თ234“45“. 

(12.8.8ე ფორმულით გვაქვს: 

  

თ.=V C"»C05”თ-L”" „ც0 -თ5II12X-L თ” ყ§(0ი-თ= 5,55 (მ); 
  

თ, = V თ?ა5|ი'თ--” «ენ :C )5II2თ--თ”,C05“თ=4,22 (მ); 

XIII თავი 

ალგათობათა თეორიის ზღვრული! თეორემები 

11.1. ღიდღ რიცხვთა კანონი და ცენბრალური ზღვრული 

თეორემა 

კურსის დასაწყისში უკვე ვთქვით, რომ ალბათობათა თეორიის მა–- 

თემატიკური კანონები მიღეზულია მასიურ შემთხვევით მოვლენებისა– 

თვის დამახასიათებელ რეალურ სტატისტიკურ კანონზომიერებათა 
აბსტრაჰირებით ამ კანონზომიერებათა არსებობა დაკავშირებულია 

1 იხ, ტექნიკური ტერმინოლოგია (რუსულ-ქართული ნაწილი) გვ. 315, გამომ- 
ცემლობა „მეცნიერება“ 1977. წ. 

პროფ. გ. მანიას ცნობილ სახელმძღვანელოებში გამოყენებულია ტერმინი „ზღვა- 
რული“, რაც უფრო მოხერხებული ჩანს 

მთარგმნელი 
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სწორედ მოვლენათა მასიურობასთან, ე. ი. შესრულებულ ერთგვა- 
როვან ცღდათა დიდ რიცხვთან ანდა შეკრებ შემთხვევით ზემოქმე- 
დებათთ დიდ რიცხვთან რომლებიც თავიანთ ერთობლიობაში 

წარმოშობენ სრულიად გარკვეულ კანონს დამორჩილებულ შემთხვე– 
ვით სიდიდეს. მასიურ შემთხვევით. მოვლენათა მდგრადობის თვისე- 

ბა კაცობრიობისათვის ცნობილია ჯერ კიდევ შორეულ წარსულში, 

რომელ დარგშიდაც არ უნდა გამომჟღავნდეს იგი, მისი აზრია: ყოველი 

ცალკეული შემთხვევითი მოვლენის კონკრეტული თავისებურებანი თით- 

ქმის არ ახდენს გავლენას ასეთ მოვლენათა მასის სამუალო შედეგხე. 
საშუალოდან შემთხვევითი გადახრები, რომელიც გარდაუვალია ყოველ 

ცალკეული მოვლენისას, მასაში ურთიერთ ჩაქრებიან, ნიველირდებიან, 

სწორდებიან, სწორედ საშუალოთა ეს მდგრადობა წარმოადგენს „დიდ 

რიცხვთა კანონის“ ფიზიკურ არსს, კანონისა გაგებულს სიტყვის ფართო 

მნიშვნელობით: შემთხვევით სიდიდეთა ძალიან დიდი რიცხვისას მათი 

საშუალო შედეგი პრაქტიკულად წყვეტს შემთხვევითობას და შესაძლე- 
ბელია დიდი სიხუსტით ვიწინასწარმეტყველოთ. 

სიტყვის ვიწრო გაგებით „დიდ რიცხვთა კანონის“ ქვეშ ალბათობათა 
თეორიაში იგულისხმება მათემატიკურ თეორემათა რიგი, რომელთა- 

გან თითოეულ მათგანში ამა თუ იმ პირობებისათვის დადგინდება ცდა- 
თა დიდი რიცხვის სამუალო მახასიათებლების რომელიღაც განსახ- 

ღვრულ მუდმივთან მიახლოების ფაქტჩ. 
2.3. პარაგრაფში უკვე ჩამოვაყალიბეთ ამ თეორემებიდან უმარტივესი 

– ი. ბერნულის თეორემა. იგი ამტკიცებს, რომ ცდათა დიდი რიცხვისას 
სიხშირე ამ ხდომილობის ალბათობას უახლოვდება (უფრო ზუსტად-- 

უახლოვდება ალბათობის მიხედვით). დიდ რიცხვთა კანონის სხვა უფრო 

ზოგად ფორმებს გავეცნობით მოცემულ თავში. ყველა ისინი ადგენენ 
ამა თუ იმ შემთხვევითი სიდიდეების მუდმივ არა შემთხვევით სიდიდე– 

ებთან ალბათობის მიხედვით მიახლოების ფაქტსა და პირობებს. 
დღიდ რიცხვთა კანონი მნიშვნელოვანის ალბათობათა თეორიის პრაქ- 
ტიკული გამოყენებისას. შემთხვევით სიდიდეთა თვისება განსაზღვრულ 

პირობებში იქცნენ პრაქტიკულად, როგორც არა ”შემთხვევითნი სა: 

შუალებასს იძლევა დარწმუნებულად ვაწარმოოთ ოპერაციები ამ 

სიდიდეებზე, ვიწინასწარმეტყველოთ მასიური შემთხვევითი მოვლენე- 
ბის შედეგები თითქმის ზუსტი განსაზღვრულობით. 

ასეთი წინასწარმეტყველებათა შესაძლებლობა მასიურ შემთხვევით 

სიდიდეთა დარგში კიდევ უფრო ფართოვდება.ა ზღვრულ თეორე- 

მათა ჯგუფის პირობებში რომლებიც ეხებიან უკვე შემთხვევით 

სიდიდეთა არა ზღვრულ მნიშვნელობებს არამედ განაწილების 

ზღვრულ კანონებს, საუბარია იმ თეორემათა ჯგუფზე რომელიც 
ცნობილია „ცენტრალური ზღვრულ თეორემის“ სახელწოდებით. უკვე 
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ვილაპარაკეთ იმახე, რომ შემთხვევით სიდიდეთა საკმაოდ დიდი რიცხ- 
ვის შეჯამებისას ჯამის განაწილების კანონი ნორმალურს გარკვეული პი- 
ორობების დაცვისას უახლოვდება უსასრულოდ. ეს პირობები მათემა- 
ტიკურად შესაძლებელია ჩამოყალიბებულ იქნას სხვადასხვანაირად-- 
მეტნაკლებად ზოგადი სახით, –- არსებითად დაიყვანება იმის მოთხოვ- 

ნამდე, რომ ცალკეულ შესაკრებთა გავლენა ჯამზე თ ანაბრად მცი- 

რე იყოს, ე. ი. რომ ჯამის შემადგენლობაში არ უნდა შედიოდნენ წევ- 
რები, რომლებიც დანარჩენების ერთობლიობას ჯამის გაფანტვაზე თა- 

ვისი გავლენით ცხადად ჭარბობენ. ცენტრალური ზღვრული თეორემის 
სხვადასხვა ფორმები ერთიმეორისაგან განსხვავდებიან იმ პირობებით, 

რომელთათვისაც შემთხვევით სიდიდეთა ჯამის ეს ზღვრული თვისება 
მყარდება. 

დიდ რიცხვთა კანონის სხვადასხვა ფორმები, ცენტრალურ ზღვრულ 

თეორემათა სხვადასხვა ფორმებთან ერთად ე. წ. ალბათობათა თეთრიის 
ზღვრულ 'თეორემათა ერთობლიობას ქმნიან/ ზღვრული .·თეორემები 

შემთხვევით მოვლენათა სფეროში არა მარტო მეცნიერულ პროგ- 
ნოზხთა განხორციელების, არამედ ამ პროგნოზთა სიზუსტის შეფასების 
საშუალებასაც იძლევა. 

მოცემულ თავში განვიხილავთ ზღვრულ თეორემათა მხოლოდ ზო- 

გიერთ ყველაზე მარტივ ფორმებს. დასაწყისში განხილულ იქნება თეორე- 
მები, რომლებიც მიეკუთვნებიან „დიდ რიცხვთა: კანონთა“ ჯგუფს, შემ- 

დეგ ––– თეორემები, რომლებიც მიეკუთვნებიან „ (ცენტრალურ ზღვრული 
თეორემების“ ჯგუფს. 

ს 

18.5. ჩებიშევის უტოლობა 

„დიდ რიცხვთა კანონის“ ჯგუფს მიკუთვნებულ თეორემათა დასამ- 

ტკიცებლად “აუცილებელ ლემად დავამტკიცებთ ერთ ფრიად ზოგად 
უტოლობას, რომელიც ცნობილია ჩებიშევისს უტოლობის სახელწო- 
დებით. 

ვთქვათ, გვაქვს შემთხვევითი X სიდიდე, რომლის მათემატიკური ლოდი– 

ნია #L> და დისპერსია ––Mჯ. ჩებიშევის უტოლობა ამტკიცებს, რომ, როგო– 

რიც არ უნდა იყოს დადებითი თ რიცხვი, ალბათობა იმისა რომ X სიდიდე 

გადაიხრება თავისი მათემატიკური ლოდინიდან არა ნაკლებ თ სიდი- 

ს. 
დისა, ზემოდან შემოსახღვრულია = სიდიდით. 

9», 
#(IX ––იI.I2>0) <. (13.2.1) 
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დამტკიცება.1. ეთქვათ X სიდიდე წყვეტილია და აქვს განაწი – 

ლების შემდეგი მწკრივი 

MI» II 
ი I VI XI ··- I ი, 

გამოვსახოთ X სიდიდის შესაძლო მნიშვნელობანი და მისი მათემატიკე- 

რი #>. ლოდინი, 0X რიცხვით ღერძზე წეოტილების სახით (ნახ. 13.2.1). 
ავიღოთ რომელიმე მნიშ- თ ით 

ვნელობა თ->0 და გამოვ– ამმ +-რ თრ == უთ 

თვალოთ ალბათობა იმისა, 09 % 9 #7 8 #%+49%ი 
რომ X სიდიდე ·გადაიხ- 

რება თავის მათემატიკუ- 

რი ლოდინიდან არა ნაკლებ დ სიდიდისა 

  %გ 

ნახ. 13.2.1. 

ჩ(0(X–თ.I>თ. (13.2.2) 
ამისათვის #7» წერტილიდან მარჯვნივ და მარცხნივ გადავხომოთ მონაკ- 

ვეთი, რომლის სიგრძეა თ; მივიღებთ ,1,8 მონაკვეთს. ალბათობა (13. 2. 2) 

არის ის, რომ შემთხვევითი X წერტილი ხვდება არა ,4,8 მონაკვეთის 8 მ5გ, 

არამედ მის გარეთ: 

#(IX-+-M1>Iკ>>თ)= CV ძ' ,18)). 

იმისათვის, რომ მოვნახოთ ეს ალბათობა, უნდა შევაჯამოთ ყველა 

იმ #, მნიშვნელობათა ალბათობანი, რომლებიც განლაგებული არიან 

#48 მონაკვეთს გარეთ, რომელსაც ჩავწერთ შემდეგნაირად: 

ს(IX–ი,„I>თ)= ბ, ი, (13:2.3.) 
| --––იIX I>>X 

სადაც ჩანაწერი |X,--/..I>თ ჯამის ნიშნით ქვეშ ნიშნავს, რომ აჯამვა 

ვრცელდება (–-ს ყველა იმ მნიშვნელობაზე, რომელთათვისაც წერტილი 

X; #48 მონაკვეთის გარეთ ძევს. 
მეორეს მხრივ დავწეროთ X სიდიდის დისპერსიის გამოსახულება 

თანახმად განსახზღვრისა: 

ჩ· ჩ 

Lს »ჯ= /VII(X––V71 2 )= 2» (C--» »)ი,= ბ, ს-–/”/M =1ი,. (13.2.4). 

(=1 (<1 

1 4.8 მონაკვეთის ბოლოებს ჩვენ მასში არ ჩავრთავთ. 
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ვინაედან (13.2.4) ჯამის ყველა წევრი არაუარყოფითია. მას შეუძლია 

მხოლოდ შემცირდეს, თუკი გავავრცელებთ მას X,-ს არა ყველა მნიშვნე- 
ლობაზე, არამედ მხოლოდ ზოგიერთხზე, კერძოდ იმათხე, რომელნიც 
#48 მონაკვეთის გარეთ მდებარეობენ. 

ან.-> ჯ. IM,–- MI" ი,. (13.2.5) 
| V,–-IIL |>>თ 

შევცვალოთ ჯამის ნიშნის ქვეშ (X,--–/?) გამოსახულება თ-თი, ვინაიდან 

ყველა წევრისათვის (X,–M15)2>>თ, ამიტომ ასეთი მეცვლით ჯამი მხოლოდ 
“მემცირდება; მაშასადამე, 

ხ»> ჯ, თ"ი,=თ“ ბჯ, ი,. (13.2.6) 
I X(–ჩIა; |>>C | X-––IIIX |I>>თ 

მაგრამ (13. 2.3), ფორმულის თანახმ:დ ჯამი, რომელიც დ გას (13.2.6) მარ– 
ჯვნივ არის შემთხვევითი წერტილის 48 მონაკვეთს გარეთ მოხვედრის 
ალბათობა; მაშასადამე, 

I -> CC ნ(CIX-–- I1>-I>თ), 

საიდანაც უშუალოდ გამოდის დასამტკიცებელი უტოლობა. 
2. იმ შმემთხვევამი, როცა IX სიდიდე უწყვეტია, მტკიცება ანა–- 

ლოგიურად წარმოებს თუ #;, ალბათობას, ალბათობის ელემენტით 

მეცვლით ხოლო სასრულო ჯამებს –– ინტეგრალებით, მართლაც 

.L(IM––/? »I|>>თC)= L #MCX) ძXI), (13.2.7) 

|X-–ი!»I >>თ 

სადაც /(0) X სიდიდის განაწილების სიმკვრივეა. შემდეგ გვაქვს: 

ნ.= (კ C-თ.?/ხიძ»= | IC-– M1>I”-/00ძX> 

> | IX–– ო! »|?/(X)ძX. 
| L––/Iჯ |>>C 

ადაც ნიშანი IX-/.>I>>ჯ ინტე გრალქვეშ აღნიშნავს, რომ ინტეგრება 

1 ნიშანი შეცვლილია >> ნიშნით ვინაიდან, როგორც უწყვეტი სიდიდისათვის ზუს- 

ტი ტოლობის ალბათობა უდრის ნულს. 
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ვრცელდება „838 მონაკვეთის გარე ნაწილზე. ინტეგრალქვეშ |X-–ი1>I- 
ის თ-თი შეცვლით, მივიღებთ: 

ი. >თ | I(0)ძ-=თბ(IX--თ.I>თ), 
IX––- MI»; |>>> 

საიდანაც უწყვეტი სიდიდეებისათვის გამომდინარეობს ჩებიშევის უტო- 

ლობა, 
მაგალითი. მოცემულია შემთხვევითი X სიდიდე, რომლის მა- 

თემატიკური ლოდინია /II დაწდისპერსია თ?ჯ. შეფასდეს ზემოდან ალბა- 
თობა იმისა რომ X სიდიდე ჰგადაიხრება თავისი მათემატიკური ლო–- 
-დინიდან არანაკლებ 3თ,;-ისა. 

ამოხსნა. ჩებიშევის უტოლობაში C=3თ»-ის დაშვებით მივი- 
ღებთ: 

  

Lს 1 
ი X-– + ვი)<1 > =9- (1 MIX 2>>3C»)<: 90?. 9 

ე. ი. ალბათობა იმისა, რომ შემთხვევითი სიდიდის მათემატიკური ლო– 
დინიდან გადახრა გამოვა სამი საშუალო კვადრატული გადახრის სახღვ- 

რებიდან, არ შეიძლება იყოს 2-ზე მეტი. 

შენიშვნა. ჩებიშევის უტოლობა იძლევა მოცემული გადახრის 

ალბათობის მხოლოდ ზედა სახღვარს. ამ სახღვარზე ზემოთ ალბათობას 

არ შეუძლია იყოს განაწილების არცერთი კანონისზშემთხვევაში.(პრაქტიკა- 

ში მეტწილად ალბათობა იმისა რომ X-სიდიდე გამოვა #>»=3თ» უბნის 

გარედ, გაცილებით ნაკლებია = ზე. მაგალითად, ნორმალურიყკანონისათ- 

ვის ეს ალბათობა მიახლოებით ტოლია 0,003. პრაქტიკაში ყველაზე ხში– 

რად საქმე გვაქვს ისეთ შემთხვევით სიდიდეებთან, რომელთა მნიშვნე– 
ლობანი იშვიათად გამოდიან 7 >+3თ„ სახღვრებიდან. თუკი შემთხვევი–- 

თი სიდიდის განაწილების კანონი არ არის ცნობილი, არამედ ცნობილია 

მხოლოდ /1> და თ», პრაქტიკაში ჩვეულებრივ თვლიან, რომ მონაკვეთი 

#M>.+30V. შემთხვევით სიდიდის პრაქტიკულად შესაძლო მნიშვნელო–- 

ბათა უბანია (ე. წ. „სამი სიგმას წესი“). 

18.8 დიდ რიცსვთა კანონი (ჩებიშევის თეორემა) 

მოცემულ პარაგრაფში დავამტკიცებთ დიდ რიცხვთა. კანონის ერთ- 

ერთ უმარტივეს, მაგრამ მეტად მნიშვნელოვან ფორმას –– ჩებიშევის 

თეორემას, ეს თეორემა ამყარებს კავშირს შემთხვევითი სიდიდის 

დაკვირვების შედეგად მიღებულ მნიშვნელობების საშუალო არით- 
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მეტიკულისა და მის მათემატიკურ „ლოდინს შორის. წინასწარ ამოვხსნათ 
შემდეგი დამხმარე ამოცანა. გვაქვს შემთხვევითი X სიდიდე, რომლის მა- 

თემატიკური ლოდინია M> და დისპერსია მ. ამ სიდიდეზე წარმოებს 
დამოუკიდებელი ” ცდა. გამოითვლება X სიდიდეზე დაკვირვების შე- 

დეგად მიღებული ყველა მნიშვნელობის საშუალო არითმეტიკული. სა- 
ჭიროა მოვნახოთ ამ საშუალო არითმეტიკულის რიცხვითი მახასიათებ- 

ლები -–– მათემატიკური ლოდინი და დისპერსია –– და გამოვირკვიოთ 

როგორ იცვლებიან ისინი I-ის გადიდებით. აღვნიშნოთ: 
XV სიდიდის მნიშვნელობა პირველი ცდისას, X.ა-X სიდიდის 

მნიშვნელობა მეორე ცდისას, და ა. შ. ცხადია, X), X§,.-.,Xი სიდიდეთა 
ერთობლიობა თვით წარმოადგენს / შემთხვევით სიდიდეს, რომელთა- 

გან; თითოეული განაწილებულია იმავე კანონით როგორც თვით X 
სიდიდე. განვიხილოთ ამ სიდიდეთა საშუალო არითმეტიკული: 

” 

2 XI 
(== 

V ==   

შემთხვევით ბ7 სიდიდე არის წრფივი ფუნქცია X,, Xა,..-..X„ დამოუკი- 
დებელი სიდიდეებისა. მოვნახოთ ამ სიდიდის მათემატიკური ლოდინი 

და დისპერსია. მე-10 პარაგრაფის წესების თანახმად წრფივი ფუნქციე- 

ბის რიცხვითი მახასიათებლების განსაზღვრისათვის მივიღებთ: 

” 

/ს =VVMIV”I = – 5 #IX1= – ჯL/1შე:1= I11ე:; 

(L=1 

#” 

1 ს; 
აყა= –– ს MIX,|=-– ' 239 1= > 

L= 

ამრიგად, 7 სიდიდის მათემატიკური ლოდინი არ არის დამოკიდებუ- 

ლი ცდათა # რიცხვისაგან და ტოლია დაკვირვებაში მყოფ XX სიდიდის 

მათემატიკური ლოდინისა, რაც შეეხება ა”? სიდიდის დისპერსიას, იგი 

უსასრულოდ მცირდება ცდათა რიცხვის გადიდებით და საკმაოდ დიდი 
M-ის შემთხვევამი რაგინდ მცირე შეიძლება გახდეს. ვრწმუნდებით, რომ 

საშუალო არითმეტიკული არის შემთხვევითი სიდიდე, რომლის დისპერ– 

სია რაგინდ მცირეა და ცდათა წდიდი რიცხვისას თითქმის არა შემთხვე– 

ვითად იქცევა. 
ჩებიშევის თეორემა ზუსტი რაოდენობრივი ფორმით დაადგენს სა- 

შმუალო არითმეტიკულის მდგრადობის, ა თვისებას მისი ფორმული- 
რება შემდეგნაირად ხდება: დამოუკიდებელ ცდათა დი- 
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დი ტიცხვისას შემთხვევითი სიდიდის დანა- 

კვირი მნიშვნელობათა საშუალო არითმეტი- 
კული იკრიბება ალბათობის მიხედვით მისი 

მათემატიკური ლოდინისაკენ. 
ჩავწეროთ ჩებიშევისს თეორემა ფორმულის სახით; ამისათვის გა- 

ვიხსენოთ ტერმინის „იკრიბება ალბათობის მიხედვით“ ახრი. ამბობენ, 
რომ შემთხვევითი X, სიდიდე იკრიბება ალბათობის მიხედვით თ სი- 

დიდისაკენ თუკი ჩ-ის გადიდებისას ალბათობა იმისა, რომ 2X„ და ძ 

იქნება რაგინდ ახლოს, უსასრულო ახლოვდება ერთს, ხოლო ს 
იქ ნიშნავს, რომ საკმაოდ დიდი. რასას“ დოქლებბმ ს მ 

ჩ(IX,-–-ი|<5)>1--–ბ, 

სადაც 8, 8--ნებისმიერი მცირე დადებითი რიცხვებია, 

ჩავწეროთ ანალოგიური ფორმით ჩებიშევის თეორემა. იგი ამტკიცებს, 
” 

2:.% 
  რომ #-ის გადიდებისას საშუალო არითმეტიკული –- მიისწრაფვის 

MI >-სკენ. ე. ი. 
” 

:X 
ნ V –=“–/» <6 / >1-ბ. (13.3.1) 

დავამტკიცოთ ეს უტოლობა. 
ჩ 

ა» 
დამტკიცება. ზემოთ ნაჩვენები იყო, რომ V--- სიდიდეს აქვს 

რიცხვითი მახასიათებლები 

#11 კ== #11 «1 სა)= MX. 

„ 

“შემთხვევითი ა/ სიდიდისათვის გამოვიყენოთ (|ჩებიშევის უტოლობა 

დაშვებით Cთ=6: 

(IV – > )<LV=XX+. 
ი 

გ 8 

როგორი მცირეც არ” უნდა იყოს §, # ისეთი დიდი შეიძლება ავიღოთ, 
რომ ადგილი ჰქონდეს უტოლობსს · 

ჩხ. <8, 
ა 

I!“ 

სადაც გბ -- რაგინდ მცირე რიცხვია.. 
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მაშინ 

საიდანაც, თუ საპირისპირო ხდომილობაზე გადავალთ გვექნება: 

” 

1. XI 
– 

L = –M.:-|<6 /:2>>1-8,   

რისი დამტკიცებაც გვინდოდა. 

13.4. ჩებიშევის· განზოგადოებული თეორემა. მარკოვის თეორემა 

ჩებიშევის თეორემა იოლად. შეიძლება განხოგადოებულ იქნას, 
უფრო რთულ შემთხვევაზე, სახელდობრ მაშინ, როცა შემთხვევითი 

X სიდიდის განაწილების კანონი ცდიდან ცდამდე არ რჩება ერთი და 
იგივე არამედ იცვლება, მამინ ნაცვლად დაკვირვების შედეგად 
მიღებულ მნიშვნელობათა ერთი და იგივე X სიდიდის საშუალო არით- 

მეტიკულისა, რომელთაც აქვთ მუდმივი მათემატიკური ლოდინები და 

დისპერსიები საქმე გვაქვს /, სხვადასხვა შემთხვევითი სიდიდის სამუალო 
არითმეტიკულთან, რომელთა სხვადახსვა მათემატიკურ ლოდინები და 

დისპერსიები ექნებათ. აღმოჩნდება, რომ ამ შემთხვევაშიდაც ზოგიერთი 

პირობების დაცვით საშუალო არითმეტიკული მდგრადია და უახლოვდე- 

ბა ალბათობის მიხედვით განსახღვრულ არა შემთხვევიით სიდიდეს. 

ჩებიშევის განხოგადოებული თეორემა ჩამოვაყალიბოთ შემდეგნაირად. 
თუკი 

XI. XX» 

დამოუკიდებელი შემთხვევითი სთდიდებია, რო- 

მელთა მათემატიკური ლოდინებია: #7, ”?>=,. 
წი დისპეოსიებია 

ს... ს<=-,..., სჩ. 

და თუ ყველა დისპერსიები ზემოდან შემო- 

საზღვრულია ერთი და იგივე # -რიცხვით #-,<L 

((=1, 2.,...I), 

მაშინ ი-ის ზრდისას X,, X-,....X სიდიდეების და- 
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ნაკვირი მნიშვნელობათა საშუალო არითმე- 

ტიკული მიისწრაფვის მათემატიკურ ლოდინ- 

თა საშუალო არითმეტიკეულისაკენ!ს ჩავწეროთ ეს 

თეორემა ფორმულის სახით. დავუშვათ §, 8. –- რაგინდ მცირე დადებითი 

რიცხვებია; მაშინ საკმაოდ დიდი ” რიცხვისათვის 

” ჩM 

2 2! ბ. »X 
ჩ V |!=1 __ !=) <8 / >1–-8 (13.4.1). 

” 7 
  

დამტკიცება. განვიხილოთ სიდიდე 

:X 
ჯL=1 

I” 
V=   

მისი მათემატიკური ლოდინი ტოლია: 

  

ხოლო დისპერსია 

გამოვიყენოთ ა)” სიდიდისათვის ჩებიშევის უტოლობა; 

  

  

(IV –– I >6) ლ ი 
C ” 

ანდა 

ჩ M 

2,X აი ეეთ 
ნV I!!!) _!) !–“+ =– (13.4.2) 

” ' ჯზც? 

1 ამ და სხვა საშუალო არითმეტიკულებს შორის სხვაობა მიისწრაფვის ნულისა- 

კენ ალბათობის მიხედვით. 

პ13



შევცვალოთ უტოლობის (13.4.2) მარჯვენა ნაწილში ყოველი #/#2.,, 

სიდიდე უფრო მეტი L სიდიდით. მაშინ უტოლობა მხოლოდ გაძლიერ- 

დება. 
M 9 

2X 2 მM L 

(1 (=-L 
ჯხ – აც ააა 

/” IL > < /18“ 
    

რაგინდ მცირე არ უნრა იყოს §, შესაძლოა / ავირჩიოთ იმდენა გინდ მცირე უხდა იყ ესაძლ ვ დეხად 

  დიდი, რომ ადგილი ჰქონდეს უტოლობას 2: <ბ, 
IC 

მაშინ 

” ი 

უქნა 
ს (=1 _ ჯ=1 >8 <გბ, 
    

IL IM 

„თუ საპირისპირო ხდომილობაზე გადავალთ მივიღებთ დასამტკიცე– 
ბელ (13.4.1)1 უტოლობას. 

დიდ რიცხვთა კანონი შეიძლება გავრცელებულ იქნას დამოკიდე- 
ბულ შემთხვევით სიდიდეებზეც. დიდ რიცხვთა კანონის განხზოგადოება 
დამოკიდებულ სიდიდეთა შემთხვევახე უკუთვნის ა. ა. მარკოვს. 

მარკოვის თეორემა. თუკი გვაქვს დამოკი- 
დებული შემთხვევითი სიდიდეები X) X-·:,...X 
და როცა #MI->9% 

02 X 
> 

–>0. 

მაშინ XX, XX... X, შემთხვევითი სიდიდეების 

დანაკვირ მნიშენელობათა საშუალო არითმე- 
ტიკული მიისწრაფვის მათემატიკურ ლოდინ- 
თა საშუალო არითმეტიკულისაკენ. 

დამტკიცება. განვიხილოთ სიდიდე 

(/) 
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ცხადია, 

– 

გამოვიყენოთ ჩებიშევის უტოლობა ა/ თერინათვის 

M(M–თა>9< წ) 

ვინაიდან თეორემის პირობის "მიხედვით როცა #->-C% ხამ, მაშინ 

საკმაოდ დიდი / რიცხვისათვის 

(IV–– I I>თ<8, 
ანდა საპირისპირო ხდომილობახე გადასვლით 

” ” 

წა აარ 
MIV-ი,<9)-ნV--- - ს <65/>1-8, 

რისი დამტკიცებაც გვინდოდა. 

1ე.ნ. დიდ რიცხვთა კანონის შედეგები: 

ბერნულის და პუასონის თეორემები 

ი. ბერნულის ცნობილი თეორემა, რომელიც ამყარებს კავშირს ხდო- 
მილობის სიხშირესა და მის ალბათობას შორის, შეიძლება დამტკიცე- 

ბულ იქნას, როგორც დიდ რიცხვთა კანონის პირდაპირი შედეგი. 

ვთქვათ წარმოებს / დამოუკიდებელი ცდა, რომელთაგან თითოეულში 

მოხდება ან არ მოხდება 4 ხდომილობა, რომლის ალბათობა ყოველ 

ცდამი ი-ს ტოლია. ბერნულის თეორემა ამტკიცებს, რომ ცდათა 

· რიცხვის უსასრულოდ ზრდისას 4 ხდომილო- 

ბის სიხშირე ალბათობის მიხედვით უახლო;ვ- 
დება 0 ალბათობას. 

აღვნიმნოთ 4 ხდომილობის სიხშირე / ცდებში –?-ით და ი. ბერნულის 
თეორემა ჩავწეროთ ფორმულის სახით: 

(Iი"-–-ი|ლ<6)>1--ა, (13.5.1) 

სადაც 6, 6 -- რაგინდ მცირე დადებითი რიცხვებია. 

საჭიროა დამტკიცდეს ამ ფორმულის სამართლიანობა ცდათა საკ- 

მაო დიდი /, რიცხვის შემთხვევაში. 
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დამტკიცება. განვიხილოთ დამოუკიდებელი შემთხვევითი სი- 

დიდეები: 
X, –- პირველ ცდამი 4 ხდომილობის მოხდენათა რიცხვი, 

-Vე –– მეორე ცდამი 4 ხდომილობის მოხდენათა რიცხვი, და ა. შ. 

ყველა ამ სიდიდეებს აქვს განაწილების ერთი და იგივე კანონი გა- 
მოსახული შემდეგი სახის მწკრივით: 

1 | 1 

9Iი ” 
სადაც ძ=1--ი. ყოველი X; სიდიდის მათემატიკური ლოდინი არის იჩ, 

ხოლო მისზ დისპერსია კი #0 (იხ. პარაგრაფი 10.3). 

”'" სიხშირე თვით წარმოადგენს XV), X-ა,...,X„ სიდიდეთა საშუალო 

არითმეტიკულს: 
ი 

3 
” 
  ი'= , 

და დიდ რიცხვთა კანონის თანახმად ალბათობის მიხედვით უახლოვდება 
შემთხვევით სიდიდეთა საერთო მათემატიკურ ლოდინს. „სწორედ აქე- 

დან გამოდის (13.5.1) უტოლობის სამართლიანობა. 

ი. ბერნულის თეორემა ამტკიცებს სიხშირის სიმდგრადეს („დათა 

უცვლელ პირობებში, მაგრამ ცდის პირობების ცვალებადობისას ანალო– 

გიური მდგრადობა აგრეთვე არსებობს. თეორემას, რომელიც ცდის ცვლა– 
დი პირობებისას ადგენს სიხშირეთა მდგრადობის თვისებას, ეწოდება 

პუასონის თეორემა და გამოითქმის შემდეგნაირად: 
თუკი წარმოებს # დამოუკიდებელი ცდა და 

4 ხდომილობის გამოჩენის ალბათობა XL-ურ ცდა- 

ში ი, რიცხვის ტოლია, მაშინ ცდათა #/ რიცხ- 
ვის გაზრდისას 4 ხდომილობის სიხშირე მი- 
ისწრაფვის ი, ალბათობათა საშუალო არითმე- 

ტიკულისაკენ. 
პუასონის თეორემა გამოიყვანება ჩებიშევის განხოგადოებული თეო– 

რემიდან ზუსტად ისე, როგორც ბერნულის თეორემა იყო გამოყვანილი 
დიდ რიცხვთა კანონიდან. 

პუასონის თეორემას აქვს დიდი პრინციპული მნიშვნელობა ალბა- 

თობათა თეორიის პრაქტიკულად გამოყენებისათვის. საქმე იმაშია, რომ 

ხშირად ალბათობითი მეთოდები გამოიყენებიან იმ მოვლენთა გამოსაკ– 

ვლევად, რომლებსაც ერთსა და იმავე პირობებში არა აქვთ საკმარისად 

მრავალჯერ განმეორების შესაძლებლობა მაგრამ სხვადასხვა პირობებში 
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მრავალჯერ მეორდებიან, თანაც ჩვენთვის საინტერესო ხდომილობათა 
ალბათობანი დამოკიდებულია ამ პირობებისაგან. 

მაგალითად, საჰაერო ბრძოლაში სამიზნის დაზიანების ალბათობა არსე- 
ბითად დამოკიდებულია სროლის სიშორეზე, მიზნის რაკურსზე, ფრენის 
სიმაღლეზე, მსროლელი თვითმფრინავისა და მიზნის სიჩქარეზე და ა. შ. 
ამ პირობათა კომპლექსი მეტად მრავალრიცხოვანია იმისათვის, რო2 

შეიძლებოდეს გათვალისწინება საჰაერო ბრძოლის მრავალჯერ განხორ- 
ციელებისა, სახელდობრ, მოცემულ ფიქსირებულ პირობებში და მაინც, 

მიუხედავად ამისა, მოცემულ მოვლენაში სახეზეა სიხშირეთა განსახღვრუ- 
ლი სიმდგრადე, სახელდობრ რეალურ საჰაერო ბრძოლებში სამიხნის 

დახიანების სიხშირე, რომელიც ხორციელდება სრულიად სხვადასხვა 

პირობებში, მიუახლოვდება პირობათა ამ ჯგუფისათვის დამახასიათე- 
ბელ მიხნის დაზიანების საშუალო ალბათობას. ამიტომ სროლის ორგა- 

ნიზაციის ის მეთოდები რომლებიც დაფუძნებულია მიზნის დახია- 

ნების მაქსიმალურ ალბათობახე, გამართლებულ იქნებიან მოცემულ შემ–- 
თხვევაშიც მიუხედავად იმისა რომ არ შეიძლება მოველოდეთ ცდათა 

ნამდვილ მასიურობას პირობათა ყოველ გარკვეულ კომპლექსში. 

ანალოგიურ მდგომარეობას აქვს ადგილი ალბათობით გაანგარიშებათა 
ცდით შემოწმების დროსაც, პრაქტიკაში ხშირად გვხვდება შემთხვევები, 

როცა საჭქიროა-- ცდით შევამოწმოთ შესაბამისობა რომელიღაც #4 ხდო- 

მილობის გამოთვლილი ალბათობისა მის ფაქტიურ სიხშირესთან. ძალიან 

ხშირად ეს კეთდება იმისათვის, რომ შევამოწმოთ ამათუ იმ თეორიული 
სქემის სისწორე, რომელიც საფუძვლად აქვს დადებული ხდომილობის 

„ალბათობის გამოთვლას. ხშირად ასეთი ექსპერიმენტული შემოწმე– 

ბისას ვერ ვაღწევთ ვაწარმოოთ საკმაოდ ბევრჯერ ცდათა ერთი და იგივე 
პირობები და მაინც ეს შემოწმება შეიძლება განხორციელდეს თუ შე–- 

ვადარებთ ცდისას დანაკვირ ხდომილობის სიხშირეს არა მის ალბათო- 

ბას ფიქსირებულ პირობებში, არამედ სხვადასხვა წპირობებისათვის გა– 

მოთვლილ ალბათობათა, საშუალო არითმეტიკულთან. 

1ე.ი, მასიური შემთხვევითი მოვლენები და 

ცენტრალური ზღვრული თეორემა 

წინა პარაგრაფებში განვიხილეთ დიდ რიცხვთა კანონის სხვადასხვა 

ფორმები. ყველა ეს ფორმა, როგორი განსხვავებულიც არ უნდა იყოს 

ისინი ამტკიცებენ ერთს: ამა თუ იმ ”შემთხვევითი სიდიდის გარ- 

კვეულ მუდმივისკენ ალბათობის მიხედვით მისწრაფების ფაქტს. დიდ 
რიცხვთა კანონის არც ერთ ფორმაში არა გვაქვს საქმე შემთხვევით სიდი– 

დეთა განაწილების კანონებთან. განაწილების ზღვრული კანონები წარ–- 
„მოად გენენ სხვა ჯგუფის თეორემების საგანს-–ცენტოალური ზღვრული 
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თეორემისას, რომელსაც ზოგჯერ უწოდებენ „დიდ რიცხვთა კანონის 

ოაოდენობით ფორმას.“ ცენტრალური ზღვრული თეორემის ყველა ფორ- 

მები მიძღვნილია იმ პირობების დადგენისათვის რომლის დროსაც 
წარმოიშობა განაწილების ნორმალური კანონი, რადგან ეს პირობები 

პრაქტიკამი ძალხე ხშირად სრულდება. ნორმალური კანონი განაწი- 

ლების კანონთა მორის ყველახე გავრცელებული კანონია რომელიც 

უფრო ხშირად გვხვდება ბუნების შემთხვევით მოვლენებს შორის. იგი 
წარმოიშობა ყველა შემთხვევაში როცა გამოსაკვლევი "მემთხვევითი 

სიდიდე წარმოდგენილია. დამოუკიდებელ (ან სუსტად დამოკიდებულ) 

ელემენტარულ შესაკრებთა საკმაოდ დიდი რიცხვის სახით, რომელთაგან 

თითოეული ცალ-ცალკე ჯამზე შედარებით მცირე გავლენას ახდენს. 

სროლის თეორიაში განაწილების ნორმალური კანონი მნიშვნელოვა– 

ნია, რადგან პრაქტიკის უმრავლეს შემთხვევაში მოხვედრის წერტილთა 

და ჭურვთა სკდომის წერტილთა კოორდინატები სნაწილდება ნორმალუ- 
რი კანონით. ეს შეიძლება ახსნილი იქნას შემდეგ მაგალითხე. , 

დავუშვათ წარმოებს სროლა რომელიღაც ბრტყელ სამიზნეზე, რომ– 

ლის ცენტრთან (დამიზნების წერტილთან) დაკავშირებულია კოორდინატ- 
თა სათავე. მოხვედრის წერტილი ხასიათდება ორი X და ” ზშემთხ- 
ვევითი სიდიდით განვიხილოთ ერთ-ერთი მათგანი, მაგალითად 0Xჯ 

ღერძის მიმართულებით მოხვედრის წერტილის მიხნიდან X გადახრა. 
ეს გადახრა გამოწვეულია შედარებით მცირე ფაქტორების ძლიერ დიდი 

რიცხვის ერთობლივი გავლენით, როგორიცაა: შეცდომა დამიზნე- 

ბისას, შეცდომა მიზნამდე მანძილის განსახღვრისას, სროლისას, იარა–- 

ღის და დანადგარის ვიბრაცია, შეცდომა ჭურვის დამზადებისას, ატმოს–- 

ფეოროული პირობები და ა. შ. ამ მიხეზებიდან თითოეული ქმნის ელემენ– 
ტარულ შეცდომას–--ჭურვის გადახრას მიზნიდან და ჭურვის X კოორდი– 
ნატი შესაძლებელია წარმოდგენილი იქნას როგორც ჯამი ასეთი ელემენ– 

ტარული გადახრებისა: 

X=X+X.+..+X,.+..., ძ3.6.1) 

სადაც X., Xა,... –– გადახრებია, რომლებიც გამოწვეულია ცალკეული 

ფაქტორებით. ვინაიდან ეს ფაქტორები ძალიან ბევრია, ურთიერთ შორის 

ისინი ძირითადად დამოუკიდებლებია და ცალკეული შესაკრებების ჯამ- 

ზე მიახლოებით თანაბრად მცირედ გავლენას ახდენენ, ამიტომ ცენტრა- 

ლური ზღვრული თმრრემის მიღება და (13.6.1) სიდიდე უნდა ემორ– 

ჩილებოდეს ნორმალურთან მიახლოებულ განაწილების კანონს. 

შევჩერდეთ1რამდენადმე დაწვრილებით მტკიცებახზე, რომელიც შეეხე- 

ბა თითოეული შესაკრების ჯამზე დაახლოებით თანაბრად მცირე გავლე- 

ნას. აზრი მისი იმაშია, რომ სროლის ელემენტარულ შეცდომათა შორის 
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არ არის არცერთი ისეთი, რომელიც მკვეთრად ჭარბობდეს ყველა და–- 
ნარჩენის ჯამს, მართლაც, ასეთი შეცდომა რომ ყოფილიყო სროლის 
წესის შედგენისას ანდა დასამიხნებელი ხელსაწყო კონსტრუქციის 
შექმნისას, ამ შეცდომის ლიკვიდაცია უნდა მოგვეხდინა და გაგვეთ- 
ვალისწინებინა ყველაზე მნიშვნელოვანი მიზეზი, რომელიც იწვევს ჭურ- 
ვის მიხნიდან გადახრას. გაუთვალისწინებელი შემთხვევითი ფაქტორები, 
რომლებიც ქმნიან გაფანტვას, ჩვეულებრივ დამახასიათებელია თავისი თა– 
ნაბარი სიმცირით და მათ შორის მკვეთრი გადაუმეტებლობით. სახელ- 
დობრ, ამიტომ ჭურვის მოხვედრის წერტილების განაწილების კანონი 

(ანდა დისტანციური სროლისას ჭურვების სკდომის წერტილების განაწი- 

ლების კანონი )ჩვეულებრივ ნორმალური მიიღება1. 

განაწილების ნორმალური კანონი წარმოადგენს ძირითადს არა მარ- 

ტო სროლის თეორიაში, არამედ სხვა დარგებშიც, მაგალითად, გახომ– 
ვების შეცდომათა თეორიაში, სახელდობრ, გამოვიდნენ რა გახომვების 

შეცდომათა თეორიიდან განაწილების ნორმალური კანონი პირველად 
დააფუძნსს ლაპლასმაჯ და გაუსმა მართლაც მეტწილ შემთხვევებში 
შეცდომები, რომლებიც ამა თუ იმ ფიზიკურ სიდიდეთა გახომვებისას 

წარმოიშობიან განაწილდებიან სახელდობრ, ნორმალური კანონით; 
მიზეხი ამისა იმამია რომ ასეთი მეცდომები, როგორც წესი, შედგე– 

ბიან მრავალრიცხოვან დამოუკიდებელ ელემენტარულ შეცდომებიდან, 

რომლებიც სხვადასხვა მიხეზებითაა წარმოშობილი. 

13.1. მახასიათებელი ფუნპციები 

ცენტრალური ზღვრული თეორემის ერთ-ერთი ყველაზე ზოგადი 

ფორმა დამტკიცებული იყო ა. მ. ლიაპუნოვის მიეო 1900 წ, ამჩთეორემის 
დასამტკიცებლად ლიაპუნოვმა შექმნა მახასიათებელი ფუნქციების სპე– 
ციალური მეთოდი. შემდგომმი ამ მეთოდმა მიიღო დამოუკიდებელი 

მნიშვნელობა და მოქნილი და ძლიერი მეთოდი აღმოჩნდა, რომელიც გა- 

მოსადეგია სხვადასხვა საალბათო ამოცანების ამოსახსნელად. 

1 სროლისას ზოგ შემთხვევაში სიბრტყეზე მოხვედრის წერტილების ფაქტიუ- 
რი განაწილება შესაძლებელია ნორმალურიდან ძალიან განსხვავდებოდეს, მაგალითად, 

მკვეთრად ცვალებად პირობებში, როცა გაფანტვის ცენტრი და ალბათობრივი გადახრა 

სროლის პროცესში შესამჩნევად იცვლებიან, ოღონდ ასეთ შემთხვევებში ფაქტიურად 

საქმე გვაქვს არა ერთი გასროლისას მოხვედრის წერტილების კოორდინატების განაწი– 

ლების კანონთან, არამედ სხვადასხვა გასროლისათვის ასეთი კანონების საშუალოსთან, 
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შემთხვევითი X# სიდიდის მ ახასიათებლური ფ უნქ- 

'ც ია _ ეწოდება ფუნქციას 

9(/)= M(C'!"I, (13.7.1) 

სადაც (-- წარმოსახვითი ერთეულია, §() ფუნქცია მათემატიკური 

ლოდინია კომპლექსური შემთხვევითი 

V=CIIX, 

სიდიდისა, (რომელიც X სიდიდესთან ფუნქციონალურადაა დაკავშირებუ- 

ლი. ალბათობათა თეორიის მრავალი ამოცანის ამოხსნისას მახასიათე- 

ბელი ფუნქცხებით სარგებლობა უფრო მოხერხებულია, ვიდრე განაწი- 

ლების კანონებით. 

„ვიცით, რა შემთხვევითი X სიდიდის განაწილების კანონი, ადვილია 

მოვნახოთ მისი მახასიათებელი ფუნქცია:. 

თუ X წყვეტილი შემთხვევითი სიდიდეა და აქვს განაწილების შემდე– 

გი მწკრივი. 

X | თ | თ | | > 

X 
  

მაშინ მისი მახასიათებელი ფუნქციაა 

” 

თ«0=X., 6''XL0,, (13.7.2) 
.1=1 

თუ X უწყვეტი შემთხვევითი სიდიდეა, რომლის განაწილების სიმ- 

კვრივეა /#(0), მაშინ მისი მახასიითთებლური ფუნქციაა 

ი 

6(კ)= ( 6''XI (X) ძX. (13.7.3) 
=- 

მაგალითი 1. შემთხვევითი X სიდიდე –– ერთი გასროლისას მოხვედრებათა 

რიცხვია, მოხვედრის ალბათობა ტოლია ი-სი. 

მოვნახოთ შემთხეევითი X სიდიდის მახასიათებელი ფუნქცია. 

ამოხსნა. 13,7.22 ფორმულით მივიღებთ: 

თ(1)=64/-%(1-–0)-++-6/'.10=ძ-+06/ი. 

სადაც 0=1--ი. 
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მაგალითი 2, შემთხვევით X სიდიდეს აქვს ნორმალური განაწილება: 

ჰI(X1)= == 6 (13.7.4) 

განესაზღვროთ მისი მახასიათებელი ფუნქცია. 

ამოხსნა. 123,7.3 ფორმულით გეაქეს. 

« ჯ? თ. , ჯ? 
(ი) ( ((» 1 2 / 1 “ ,““2, (137.5) 

= => X= == ჩ X. ... წ (2 # 2» C # 2X 

–თ –Cთი 

    

ესარგებლობთ რა ცნობილი ფორმულით: 

თ _ ტ4C--8“. 

| 0-4X2+28X-Cძ>X რი ” ა4 

–_ი: 

  

მივიღებთ მხედველობაში ("=--1 გვექნება: 

ჯ? 

C(1)=6 2 (13.7.6) 

(13.7.3) ფორმულა გამოსახავს შემთხვევითი X სიდიდის მახასიათებელ 

„§() ფუნქციას რომლის განაწილების სიმკვრივეა /(X). გარდაქმნას 
(13.7.3), რომელსაც უნდა დავუქვემდებაროთ /(C), რომ მივიღოთ ი() 

ეწოდება ფ ურიეს გარდაქმნა. მათემატიკური ანალიხის კურ- 
სში მტკიცდება, რომ თუ §() ფუნქცია გამოისახება /(CX)-ით ფურიეს 

გარდაქმნის საშუალებით, მაშინ თავის მხრივ ფუნქცია (2 გამოისა–- 
ხება «()-თი ე. წ. ფურიეს შებრუნებული გარდაქ- 

მნის საშუალებით: 

I(X)= = L 6-!/(+თ() ძ/ I. (13.7.7) 
ჩL 

ჩამოვაყალიბოთ და დავამტკიცოთ მახასიათებელი ფუნქციის ძირითადი 
თვისებები. 

1 თუ შემთხვევითი X და ა” სიდიდეები დაკავ- 
შმშირებულია 

XV=ძX 

თანაფარდობით, სადღაც #ი–არაშემთხვევითი 

1 17,3, 17.4 პარაგრაფებში გამოყვანილი იქნება ფურიეს იგივე გარდაქმნები, 
რომელიც აკავშირებს კორელაციურ ფუნქციას და სპექტრალურ სიმკვრივეს. 
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თანამამრავლია, მაშინ მახასიათებელი ფეუნ- 

ქციები დაკავშირებულია თანაფარდობით: 

წყ(0)=ყ.(90 (13.7.8) 
დამტკიცება: 

60 = M(C0I =M(2რ% = M)ირიXI= დარი. 
26 დამოუკიდებელ შემთხვევით, სიდიდეთა 

ჯამის მახასიათებელი ფუნქცია, შესაკრებთა 
მახასიათებელ ფუნქციათა ნამრავლისტოლია. 

დამტკიცება. მოცემულია X), Xე,....X –– დამოუკიდებელი 

შემთხვევითი სიდიდეების მახასიათებელი ფუნქციებით: 

8X(1), 8Xა (0, ა8XV () 

#=1 

საჭიროა დავამტკიცოთ, რომ 

და მათი ჯამი 

–წ,()= II 6. (ჩი. (13-7.9) 
#=1 

გვაქვს: : 

“ “ ” 
ირ-Mრშ-M, „2: ” 1 =M წა 

IM=1 : 

ვინაიდან X# სიდიდეები დამოუკიდებლებია, ამიტომ მათი (6 ფუნქ- 

ციებიც დამოუკიდებლებია. ' ' 
მათემატიკურ ლოდინთა გამრავლების თეორემის მიხედვით მივიღეთ: 

ი ი 

თ,(0= I LMIIIX) = II თი(ტ 
“ ჩ=1 =1 

რისი დამტკიცებაც გვინდოდა. 
მახასიათთებელ ფუნქციათა “აპარატი ხშირად გამოიყენება განაწი- 

ლების კანონთა კომპოზიციისათვის ვთქვათ მაგალითად გვაქვს ორი 
დამოუკიდებელი შემთხვევითი X და პჩ/ სიდიდე, რომელთა განაწილების 
სიმკვრივეებია # (X) და /:(ყ). საჭიროა მოვნახოთ: 

2=X+ბ/ 
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სიდიდის განაწილების სიმკვრივე. ეს შეიძლება შესრულდეს შემდეგ- 
ნაირად: მოვნახოთ X და ა” შემთხვევით სიდიდეთა ყ-+-(/) და დCყი) მა–- 

ხასიათებელი ფუნქციები, გადავამრავლოთ ისინი და მივიღებთ 2 სი- 
დიდის მახასიათებელ ფუეენქციას: 

C:()=წ.(სწა(). 

რის შემდეგ მოვახდენთ რა #.(/)-ხე (ფურიეს მებრუნებულ გარდაქმნას, 

მოვძებნით 2 სიდიდის განაწილების სიმკვრივე:ს 

1 , 2 7_ ჩ() = წევა ძ/. 

მაგალითი 3. მოვნახოთ მახასიათებელი ფუნქციის დახმარებით ორი ნორმა 

ლური კანონის კომპოზიცია: 

I1(X), რომლის მახასიათებლებია #1>=0; თ,.; 

/9(ყ), რომლის მახასიათებლებია #I)=0; ფ0ყ. 

ამოხსნა, 

ქეიპოვოთ X სიდიდის მახასიათებელი ფუნქცია, 

ამისათვის, იგი წარმოვადგინოთ შემდეგი სახით 

X=თაV, 
სადაც ჩ!ს=0; თVას=1. 

ვსარგებლობთ რა მე-2 მაგალითის შედეგებით, ვპრულობთ: 

ი 2 

წს(/0)=86 

მახასიათებელი ფუნქციის 1 თვისების თანახმად 

(დ.ი? 
- 2 

წV>(I)=წა(0თ» 1)=6 

ანალოგიურად 

(თ/!)“ 

C,(0=6 

წა) და ყწ(იგადამრავლებით მივიღებთ: 

(თ%+0თ?ყ) (9 

თეთ. ? 

ეს კი არის ნორმალური კანონის მახასიათებე ლი ფუნქცია, რომლის პარამეტრებია „I,= 

=0; თ:=V0-.-- 02, ამგვარად, ნორმალური კანონების კომპოზიცია 12.6 პარაგრაფ- 

თან შედარებით გაცილებით მარტივი საშუალებებითააა მიღებული. 

323



18.8. ცკენტრალური ზღვრული თეორემა ერთნაირად 

განაწილებულ ვმესაკრებთათვის 

ცენტრალური ზღვრული თეორემის სხვადასხვა ფორმები განსხვავდე– 
ბიან ერთმანეთისაგან იმ პირობებით, რომელიც ედებათ ჯამის შემადგე– 

ნელ “შმემთხვევით “მესაკრებთა განაწილებებს. აქ ჩამოვაყალიბებთ და 

დავამტკიცებთ ცენტრალური ზღვრული თეორემის ერთ-ერთ ყველახე 
მარტივ ფორმას, რომლიც ეხება ერთნაირად განაწილებულ“ შესაკრებთა 

ფემთხვევას. 

თეორემა. თუ 2), X:,..,2გ-–-– დამოუკიდებელი შე- 

მთხვევითი სიდიდეებია, რომელთაც აქვს გ– 

ნაწილების ერთი და იგივე კანონი“ 7” მათემა- 

ტიკური ლოდინი და თ“ დისპერსია, მაშინ #-ის 
უსასრულოდ გაზრდისას ჯამის განაწილების 

კანონი 
ი 

V”/აგ= ბ, XV. (13.8.1) 
#=1 

უსასრულოდ უახლოვდება ნორმალურს. 
დამტკიცება. 

დავამტკიცოთ XI,...Xგ უწყვეტი შემთხვევითი სიდიდეებისათვის 
ფყვეტილთათვის იგი ანალოგიური იქნება). 

მახასიათებელი ფუნქციის მეორე თვისების თანახმად, რომელიც 

დამტკიცებულია წინა პარაგრაფში, 7, სიდიდის მახასიათებელი ფუნქ– 

ცია შესაკრებთა მახასიათებელი ფუნქციების ნამრავლია. შემთხვევითი 

2X.,---.X„ სიდიდეებს აქვთ განაწილების ერთი და იგივე კანონი, რომლის 
სიმკვრივეა MX) და, მაშასადამე, ერთი და იგივე მახასიათებელი ფუნქცია 

ილ 

თ.(0= | 6MXMცე ძჯ. (13.8.2) 
–თ 

მაშასადამე, შემთხვევითი 7, სიდიდის მახასიათებელი ფუნქცია იქნება 

წყიე(/)=IC>(I)1". (13.8.3) 

გამოვიკვლიოთ უფრო დაწვრილებით წ-+-(C) ფუნქცია. 
წარმოვიდგინოთ იგი /=0 წერტილის მიდამოში მაკლერონის ფორმულის 
მიხედვით სამი წევრით: 

· ვ 0 

8>(1)= თ 0+70/+ “7 +იდ |6 (13.8.4) 

სადაც თ(0->0 როცა #–->0. 
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მოვნახოთ სიდიდეები: ყVX(0), წVXM(0) თ» (0). (18.8.2) 

ფორმულაში /=0 დაშვებით მივიღებთ 

9+.(0) = | /00ძX=1. (13.8.5) 
_ი-ი 

(13.8.2 გავაწარმოვოთ ჯ-თი: 

წ .(0= (ჯ (X6IIMI (X) ძX =+წ X6IIXICი ძ»X. (13.8.6) 

(13.8.6+-ში 7=0 დაშვებით მივიღებთ: 

Cლ0 

§.(0)=! ( XIC0ძX= (MIX1= (#1. ტ3.8.7) 
ი 

ცხადია ზოგადობის შეუზღუდავად შესაძლებელია დავუშვათ 'M1=0 
(ამისათვის საკმარისი ათვლის საწყისი გადავიტანოთ /, წერტილში). 

მაშინ ს 
დ »«(0) =0. 

,(13.8.60) კიდევ გავაწარმოვოთ: 

ი 

წა (I1= – | X26'/+ICX) ძX, 

საიდანაც - 

- 13.8.8 
წ” .(0)=–– L »/0)ძჯ (13.8.8) 

როცა #71=0 (13.8.8) გამოსახულებაში ინტეგრალი არის /(X) სიმკვრივის 
მქონე X სიდიდის დისპეოსია, მაშასადამე 

§დ”>-(0)= – ი? (13.8.9) 

(13.8.4) ფორმულაში #.(0ე=1 §„(0)=0 ღა თ”(00)=--თ? ჩასმით მი- 
ვიღებთ: 

ი 

თ.) = I–| > თ თ I”. (13.8.10) 
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განვიხ ილოთ შემთხვევითი 7, სიდიდე. ჩვენ გვინდა დავამტკიცოთ, 

რომ მისი განაწილების კანონი I-ის გადიდებისას უახლოვდება ნორმა- 

ლურს, ამისათვის 7”, სიდიდიდან გადავიდეთ მეორე („ნორმირებული“) 
შემთხვევით სიდიდეზე: 

  7,= (13.8.11) M» 
CV 

ეს სიდიდე მოხერხებულია იმით, რომ მისი დისპერსია არ არის დამოკი–- 

დებული #-საგან და ნებისმიერი /,-სათვის ერთის ტოლია. ამამი არ არის 
ძნელი დავრწმუნდეთ თუ 2„-ს განვიხილავთ როგორც დამოუკიდებელ 

შემთხვევით X), Xა,.-.,X, სიდიდეების წრფივ ფუნქციას, რომელთაგან 

თითოეულს აქვს თ? დისპერსია. თუ ჩვენ დავამტკიცებთ, რომ 2, სიდიდის 

განაწილების კანონი ნორმალურს უახლოვდება, ცხადია ეს სამართლია– 
ნი იქნება 7, სიდიდისათვისაც, რომელიც 2-თან (13.8.11) წრფივ და–- 
მოკიდებულებაშია. 

ნაცვლად იმისა რომ დავამტკიცოთ–-2, სიდიდის განაწილების კა- 

ნონი #-ის გადიდებისას უახლოვდება ნორმალურს, ვაჩვენებთ რომ მი- 
სი მახასიათებელი ფუნქცია უახლოვდება ნორმალური კანონის მახა- 

სიათებელ ფუნქციას!. | 

მოვნახოთ 27, სიდიდის მახასიათებელი ფუნქცია. (13.8.11) თანა- 
ფარდობიდან) მახასიათებელი ფუნქციების პირველი (13.7.8) თვისების 
თანახმად მივიღებთ: 

1 
ია... 13.8.12 8:ი(I)= წყ ლ ( ) 

სადაც დ«ყიე(იე-- შემთხვევითი –”7? სიდიდის მახასიათებელი ფუნქციაა. 

(13.8.12) და (13.8.3) ფორმულებიდან მივიღებთ 

8:»(ჰ)= ც (=)I. (13.8.13) 

ანდა (13.8.1001 ფორმულის გამოყენებით 

8:(1)= L-I5 –ი(-- =) I> 5 (13.8.14) 
_ V / ”ჩC“ 

გავალოგარითმოთ (13.8.14) გამოსახულება: 

2 

Iი თ,.(0 =M Iი1– |- -% 7 თე) 
2 თV (/ 0” 

1 აქ დაუმტკიცებლად ვღებულობთ, რომ მახასიათებელი ფუნქციების კრებადო- 
ბისაგან გამომდინარეობს განაწილების კანონთა კრებადობა, დამტკიცება იხილეთ ბ. ვ. 

    

  

გნედენკო, ალბათობათა თეორიის კურსი (რუსულ ენაზე) 1961. 
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შემოვიტანოთ აღნიშვნა 

ი” ( 1 სIC., 13.8,1 -““““” 
1ი თ,ი(/)=7/ II1-–X) (13.8.16) 

  

მაშინ 

გავხარდოთ #/ უსასრულოდ, მაშინ Xჯ სიდიდე, თანახმად- (13.8.15) ფორ–- 
მულისა მიისწრაფის ნულისაკენ. დიდი /I-ისას იგი შეიძლება, ჩაითვალოს 

ძალიან მცირედ. დავმალოთ //II1--X) მწკრივად და დაეკმაყოფილდეთ 
დაშლის ერთი წევრით 7(დანარჩენი წევრები, როცა ”->-თ როგორც 

მცირე, უგულებელვყოთ); 
II§1--X) --–X. 

მაშინ მივიღებთ: 

IIი 1ი თ,„(/)=1Iი1 71 -C--X)= 
=>>9% 1-–-%9 

I? ჰი -. ჯ 
= II აა C == | –– =–- –“+ Iთ =%(-=) 

ათე 2 + (- ” 151 2 ი-ილ0ლ სტCV I 

განსაზღვრის თანახმად ფუნქცია Cთ(/) მიისწრაფვის ნულისაკენ, როცა 
(->-0; მაშასადამე 

  

  0 2(. 2 =0, 
M–-ი თV /ბ 

IIIი Iი თC,გ()=– L ; 
წM–>თ%0 2 

საიდანაც 
IC. 

IIიი1C, (0= გ. ? (13.8.17 
ი 

ეს არის 7I=0, ძ=1 პარამეტრებიანი ნორმალური კანონის მახასიათებე– 

ლი ფუნქცია: აქედან დავასკვნით, რომ 2, სიდიდის განაწილების კანო– 

ნიც (და მაშასადამე პ/, სიდიდისაც) ნორმალურ კანონს უსასრულოდ 

უახლოვდება. თეორემა დამტკიცებულია. 

ჩვენ ცენტრალური ზღვრული თეორემა დავამტკიცეთ ერთნაირად, 

განაწილებულ კერძო, მაგრამ მნიშვნელოვანი შემთხვევისათვის. ოღონდ 

პირობათა საკმაოდ ფართო კლასში იგი სამართლიანია არაერთნაირად გა–- 

ნაწილებულ შესაკრებთათვისაც. 

327



მაგალითად ა. მ. ლიაპუნოვმა ცენტრალური ზღვრული თეო- 
რემა დაამტკიცა შემდეგი პირობებისათვის: 

ათ ნივ =0, (13.8.18) 
–თ ა 

ა”, 
#-=1 

სადაც ხL-X, სიდიდის მესამე აბსოლუტური ცენტრალური მომენტია: 

ნ»=VILXI=VIIX II) (§=1,..., 7), 
ს.-–-XI სიდიდის დისპერსიაა. 

ცენტრალური ზღვრული თეორემის სამართლიანობის ყველახე ზო- 
გად (აუცილებელ და საკმარის) პირობას წარმოადგენს ლინდებერგის 
პირობა: 

ნებისმიერი »>0-სათვის 

#M 
იჩ 

1)ი1 –– 
”-–>ი 8”, # 

  (X– წ) ჩ,(X)ძX=90, 
==1 I V-–--7/ IL>>I8,, 

სადაც MM, მათემატიკური ლოდინია, /,(X) – », შემ- 
თხვევითი სიდიდის განაწილების სიმკვრივე, 

–- 

8,.= ბ, ჩ,. 
#= 1 

13,9. ფორმულები, რომლებიც გამოსახავენ ცენტრალურ ზღვრულ 

თეორემას და გვხვდებიან მისი პრაქტიკჰულად გამოყჟენებისას 

ცენტრალური ზღვრული თეორემის თანახმად დამოუკიდებელ შემთხ- 
ვევით სიდიდეთა საკმაოდ დიდი რიცხვის ჯამის განაწილების კანონი 

(როგიერთ :· არამკაცრ „შეზღუდვათა დაცვით) რაგინდ ახლოსაა ნორ-- 
მალურთან. პრაქტიკულად ცენტრალური ზღვრული თეორემით შეიძლება 
ვისარგებლოთ მაშინაც, როცა საუბარია შემთხვევით სიდიდეთა შედარე– 

ბით მცირე რიცხვზე. დამოუკიდებელ შემთხვევით სიდიდეთა შეჯამები–- 

სას, რომლებიც შესადარნი არიან თავიანთი გაფანტვით, შესაკრებთა რიც- 
ხვის გადიდებისას ჯამის განაწილების კანონი ძლიერ ჩქარა ხდება დაახ–- 
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ლოებით ნორმალური. პრაქტიკამი საერთოდ ფართოდ გამოიყენება 
განაწილების ერთი კანონის მიახლოებითი შეცვლა მეორეთი იმ შედარე– 

ბით მცირე სიხუსტით, რომელიც მოითხოვება ალბათობითი გამოთვლე– 

ბისაგან, ასეთი შეცვლაც შეიძლება მეტად მიახლოებით. ცდა გვიჩვე- 
ნებს, რომ როცა შესაკრებთა რიცხვი ათის რიგისაა (ხშირად ნაკლები), 
ჯამის განაწილების კანონი ჩვეულებრივ შეიძლება შეცვლილ იქნას ნორ- 

მალურით. 

პრაქტიკულ ამოცანებში ხმირად იყენებენ ცენტრალურ ზღვრულ 
თეორემას იმის ალბათობის გამოსათვლელად, რომ რამდენიმე შემთხ- 
ვევით სიდიდეთა ჯამი აღმოჩნდება მოცემულ საზღვრებში. ვთქვათ 

XI, X-ს Xგ -–- დამოუკიდებელი შემთხვევითი სიდიდეებია, რომელ– 

თა მათემატიკური ლოდინებია 

შს, მიი ჩი 

და დისპერსიებია #2, #.,...,I,. 

დავუშვათ, რომ ცენტრალური ზღვრული თეორემის პირობები შეს- 

რულებულია (X), X-,.·.·X, სიდიდეები შესადარია თავისი გავლენის 

რიგით ჯამის გაფანტვაზე) და შესაკრებთა რიცხვი / საკმარისია იმისათ–- 

ვის, რომ განაწილების კანონი სიდიდისა 

ჩ 

V= 1. X, (13.9.1) 
1=1 

შეიძლება ჩაითვალოს მიახლოებით ნორმალურად. მაშინ ალბათობა იმი- 
სა, რომ შემთხვევითი პა” სიდიდე მოხვდება (თ, ზ) უბნის საზღვრებში 

გამოისახება ფორმულით: 

(<1/<ჩ) = და 6-”“ 3” «'(“ რ--%), (13.9.2) 

სადაც II), თ –– -” სიდიდის მათემატიკური ლოდინი და საშუალო კვად- 

რატული გადახრაა, (0? -- განაწილების ნორმალური 

ფუნქცია. 
მათემატიკურ ლოდინთა და დისპეოსიების შეკრების თეორემების 

თანახმად 
ჩ 

I” V“ ბ, ” 

I(=1 (13.9.3) 

ძ,ყ= >-I/ 22 | 
ჯ=1 
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ამგვარად, იმისათვის, რომ მიახლოებით მოვნახოთ შემთხვევით სიდი–- 
დეთა დიდი რიცხვის ჯამის მოცემულ უბანზე მოხვედრის ალბათობა, 

არო არის საჭირო ვიცოდეთ ამ სიდიდეთა განაწილების კანონები: საკმა- 
რისია ვიცოდეთ მხოლოდ მათი მახასიათებლები. იგულისხმება, რომ ეს 

შეეხება მხოლოდ იმ შემთხვევას, როცა დაცულია ცენტრალური ზღვრული 
თეორემის ძირითადი პირობა -–- შესაკრებთა თანაბრად მცირე გავლე– 
ნა ჯამის გაფანტვაზე. 

გარდა (13..2 ტიპის ფორმულების,ა პრაქტიკაშშიი ხშირად 
გამოიყენება ფორმულები, რომლებშიაც შემთხვევით X; სიდიდეთა ჯამის 

ნაცვლად მონაწილეობს მათი ნორმირებული ჯამი 

წ. X,.-– ეი. 
L=41 (=1 

3-ი, 
(==1 

(13.9.4)   ხა II 

ცხადია 

MI7)=0; სI7)=თუ=1. 

თუ ა” სიდიდის განაწილების კანონი ახლოსაა ნორმალურთან (13.9.3) 

პარამეტრებით, მაშინ 2 სიდიდის განაწილების კანონი ახლოსაა ნორმა- 

ლურთან #7I:=0; თ,=! პარამეტრებით. აქედან 

სნ(C=7<=ჩ)=Cდ9(ჩ)-–-0)“(იე). (13.9.5) 

აღვნიშნავთ, რომ ცენტრალური ზღვრული თეორემა შესაძლებელია გა– 
მოყენებულ იქნას არა მარტო უწყვეტ, არამედ დისკრეტულ შემთხვე- 

ვით სიდიდეებისათვის იმ პირობით, რომ ოპერაციებს ვაწარმოებთ არა 

სიმკვრივეებზე არამედ განაწილების ფუნქციებზე. მართლაც. თუ კი 

2), %Xა,.-,Xო სიდიდეები დისკრეტულია, მაშინ მათი ჯამი –– აგრეთვე 

დისკრეტული შემთხვევითი სიდიდეა და ამიტომ ზუსტად, რომ ვთქვათ 

არ შეიძლება ემორჩილებოდეს ნორმალურ კანონს ოღონდ (13.9.2) 

და (19.90.5001 ტიპის ყველა ფორმულა რჩება ძალაში რადგან 

მათში მონაწილეობენ არა სიმკვრივეები„ არამედ განაწილების ფუნ- 

ქციები. შეიძლება დავამტკიცოთ, რომ თუ კი :დისკრეტული შემთხვე– 

ვითი სიდიდეები აკმაყოფილებენ ცენტრალური ზღვრული თეორემის 

პირობებს, მაშინ მათი ნორმირებული ჯამის განაწილების ფუნქციები 

(ირა ფორმულა (13.9.4 /„ რიცხვის უსასრულოდ გაზრდისას უსას- 

რულოდ უახლოვდება განაწილების ნორმალურ ფუნქცია, რომლის 

პარამეტრებია /2,=0, თ,;=1. 
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დისკრეტული შემთხვევითი სიდიდეებისათვის ცენტრალური ზღვრუ- 
ლი თეორემის კერძო შემთხვევაა ლაპლასის თეორემა. 

თუ წარმოებს დამოუკიდებელი ი ცდა, რო- 
მელთაგან თითოეულში 4 ხდომილობა მოხდება 
ი ალბათობით, მაშინ სამართლიანია შემდეგი 

თანაფარდობა: 

ჩ (=<-, <4) = 9%(8) – დ“(“), (13.9.6) 
V Mი9 

სადაც V-- ცდებში 4 ხდომილობის მოხდენის რიცხვია, 

ძ=1--ი 
დამტკიცება. დავუშვთ წარმოებს ,; დამოუკიდებელი ცდა, 
რომელთაგან თითოეულში, რომელთა ალბათობა ი-ს ტოლია, შეიძლება 

მოხდეს 4 ხდომილობა. წარმოვიდგინოთ შემთხვევითი პ/ სიდიდე––/ 

ცდაში ხდომილობის მოხდენის რიცხვი –– შემღეგი სახის ჯამით. 

ჩ 

V= პXა (13.9.7) 

(:=1 

სადაც X, I-ურ ცდებში /# ხდომილობის მოხდენის რიცხვია. თანახმად 

13.8 პარაგრაფში დამტკიცებული თეორემისა ერთნაირად განაწილე- 

ბულ შესაკრებთა განაწილების კანონი მათი რიცხვის გადიდებისას 

უახლოვდება ნორმალურ კანონს, მაშასადამე საკმაოდ დიდი /-თვის 

სამართლიანია (13.9.5) ფორმულა. სადაც 

2= IM. (13.9.8) 
იყ 

10.3 პ-ში დავამტკიცეთ, რომ მათემატიკური ლოდინი და /! დამოუკიდე– 
ბელ ცდამშიი ხდომილობათა მოხდენის რიცხვის დისპერსია შესაბამისად 
ტოლია: 

MIL=7//0; სა=Iი0თძ (ძ=1–-ი). 

ამ გამოსახულებათა (13.9.8)-ში ჩასმით მივიღებთ 

VI – Mი0 

V ინ 
და ფორმულა (13.9.5) მიიღებს სახეს: 

ნ (ი<:=#<ზ )–9"Vჩ)– დ". 
V Mი9 

თეორემა დამტკიცებულია. 

2=   
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მაგალითი 1. მოწინააღმდეგის გამაგრების ზოლზე იყრება ყუმბარების 10ე 

სერია. ერთი ასეთი სერიის ჩაპოყრისას მოხვედრების მათემატიკური ლოდინი 2-ის ტო- 

ლია. ხოლო საშუალო კვადრატული გადახრა 1,5-ია. მოვნახოთ მიახლოებით ალბათობა 

იმისა, რომ 100 სერიის ჩამოყრისას ზოლზე მოხელება 180--220 ყუმბარა. 

ამოხსნა, წარმოვიდგინოთ მოხვედრებათა საერთო რიცხვი, როგორც ჯამი 

ცალკეულ სერიებში ყუმბარების მოხვედრების რიცხვებისა: 

100 

X=X,+Xა-+...-+Xსთ= 3 პი 
ჯL==1 

სადაც X; I-ურ სერიამი მოხვედრებათა რიცხვია. 

ცენტრალური ზღვრული თეორემის პირობები დაცულია, ვინაიდან XI, X-...,XI06 

სიდიდეები ერთნაირადაა განაწილებული. ჩავთვალოთ, რომ 100 საკმარისია იმისათვის, 

რომ ზღვრული თეორემა გამოვიყენოთ (პრაქტიკაში იგი მისაღებია გაცილებით ნაკ- 

ლებ /#I-სათვისაც). გვაქვს 

100 ჩ 100 

I)§== ) /II,= 200, ) ნ; = ა 1,57= 225.. 

1=1“ (==1 L=.1 

(13.9.60) ფორმულის გამოყენებით მივიღებთ: 

L(180< X< 220) = დ” 220--200 180--200 =0,82. 
“ V#V225. 225. _ V 225. 

ე. ი. 0,82 ალბათობით შესაძლებელია ვამტკიცოთ, რომ მოხვედრებათა საერთო რი- 
ცხვი ზოლზე არ გამოვა 180--220 საზღვრებიდან. 

მაგალითი 2. ხდება ჯგუფური საპაერო ბრძოლა, რომელშიდაც მონაწილეო- 

ბენ 50 ბომბდამშენი და 100 გამანადგურებელი. ყოველ ბომბდამშენზე იერიში მიაქვს 

ორ გამანადგურებელს, ამგვარად, საჰაერო ბოძოლა იშლება 50 ელემენტარულ საჰაერო 

ბრძოლებად, რომელთაგან თითოეულში მონაწილეობს ერთი ბომბდამშენ- და ორი 

გამანადგურებელი. თითოეულ ელემენტარულ ბრძოლაში ბომბდამშენის ჩამოგდების 

ალბათობა 0,4-ის ტოლია; ალბათობა იმისა, რომ ელემენტარულ ბრძოლაში ჩამოგდე– 

ბულ იქნება ორივე გამანადგურებელი 0,2-ის ტოლია; ალბათობა იმისა, რომ ჩამოგდე– 

ბელ იქნება ზუსტად ერთი გამანადგურებელი 0,5-ის ტოლია. საჭიროა:.1) მოვნახოთ 

ალბათობა იმისა, რომ საჰაერო ბრძოლაში ჩამოგდებულ იქნება ბომბდამშენების არა– 

ნაკლებ 35%, 2) შეფასებულ იქნას საზლვრებიი„ რომლებშიდაც 0, ალბათობით 

მოთავსებული იქნება ჩამოგდებულ გამანადგურებელთა რაოდენობა. 

ამოხსნა, 1) აღვნიძნოთ X-ით ჩამოგდებულ ბომბდამშენთა რიცხვი: 

50 

(ჯ=1 

სადაც X,; (ურ ბრძოლამი ჩამოგდებულ ბომბდამშენთა-რიცხვია. 

X7,-ის განაწილების მწკრივს აქვს სახე; 

0 
    

  0,6 0,4 
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აქედან 
/I,==0,4; M0„,=0,4 ·0.6=:0,24; იI!„-3 50 ·0,4:> 20; 

თ„=V50 ·:0,24=2,464, 

(13.9.6) ფორმულის გამოყენებით და ღაშვებით რომ ჩ=50 (ანღა რეე მოცემულ შემ- 

თხვევაში ტოლძალოვანია ზ= %), თ=-17, ვპოულობთ: 

  

I 
7<X)= -- –4" –-) ი, 807. 

3,464 

2) ჩამოგდებულ გამანადგერებელთა რიცხვი აღვნიშნოთ პ/-–- ით: 

50 

V = კ” 

I (=1 

სადაც ა”; (=ურ ელემენტალურ ბრძოლაში ჩამოგლებელი გამანადგერებლების რიცხ- 
ვია. XV, სიდიდის განაწილების მწკრიეს აკვს სახე: 

1 1 2 

_ 

0,3| 0,5) 0,2 

    

აქედან ვპოცლობთ პ7, სიდიდის მათემატიკურ ლოდინს და დისჰერსიას: 

IIIს);==0,9; ,),=0,49. 

–” სიდიდისათვის: 
M1,ე= 50 ·70.9=45; I),ყ=24,5: თღ,-=4,96. 

განესაზღვროთ #/I,=45--ს ს-მეტრიული უბნ-ს ს-.ზღვრებ-, თუ მასში ხვდება პ/ სი- 

ღიღე, რომლის ალბათობა 0,-ის ტოლია. ამ უბნის ნახევრის სიგრძე ავღნიშნოთ 

#-იი, მაშინ 

! 
IV – თ, <4) = 26" (– ) – 1=0,9 

V 

დ. (<= )=20,%. 

დ. C ა) ფუნქციის ცხრილებით ვპოულობთ არგუმენტის იმ მნიშენელობას, რომ- 

ლისთვისაც დ!.იძე=0,95; ეს მნიშვნელობა მიახლოებით ტოლია 

X=1,645, 

ე. 

“ =1,645, 
ლიც 

საიდანაც 

I=8,14=8. 

მაშასადამე, დაახლოებით ალბათობა 0,9-ის ტოლაღ შეიძლება მიეიღოთ, დავამტკი- 

ცოთ, რომ ჩამოგდებფლ გამანადგურებელთა რიცხვი მოთავსებულ იქნება /Iც>L სა- 

ზღვრებში, ე. ი. 37-დან 53-მდე,



XIV თავი 

ცდებგის დამუშავება 

14.1. კცდათა შეზღუდული რიცსპის დამუშავების თავისებურებანი. 

განაწილების კანონის უცნობი პარამეტრების შეფასებანი 

მეშვიდე თავში უკვე განვიხილეთ მათემატიკური სტატისტიკის ზო- 

გიერთი ამოცანა, რომელიც შეეხებოდა ცდისეულ მონაცემთა დამუშა- 

ვებას. ესენია ძირითადად ამოცანები ცდისეულ შედეგთა მიხედვით 'მემ– 

თხვევით სიდიდეთა განაწილების კანონების მოძებნახე. რომ მოვნახოთ 

განაწილების კანონი, უნდა გაგვაჩნდეს საკმაოდ ვრცელი სტატისტიკური 

მასალა, მაგალითად რამდენიმე ასეული ცდის (დაკვირვების) სახით. _მაგ– 

რამ პრაქტიკაში ხშირად საქმე გვაქვს ფრიად შეზღუდული მოცულობის 

სტატისტიკურ მასალასთან––ორ სამ ათეულ ან ხშირად ნაკლებ დაკვირვე- 

ბასთან. ეს ჩვეულებრივ დაკავშირებულია თითოეული (ცდის დაყენების სიძ- 

ნელესა და სიძვირესთან. ასეთი შეზღუდული მასალა ნამდვილად არ არის 

საკმარისი იმისათვის, რომ მოინახოს შემთხვევითი სიდიდის განაწილების 

წინასწარ უცნობი კანონი. მაგრამ მაინც ეს მასალა შეიძლება დამუშავე– 

ბული და გამოყენებული იქნას შემთხვევით სიდიდეზე ზოგიერთი ცნო- 

ბების მისაღებად. მაგალითად: შეზღუდული სტატისტიკური მასალის 

საფუძველზე შეიძლება განისახღვროს –– თუმცა საორიენტაციოდ ––შემ- 

თხვევითი სიდიდის უმნიშვნელოვანესი რიცხვითი მახასიათებლები: 

მათემატიკური ლოდინი, დისპერსია, ზოგჯერ კი –– უმაღლესი მომენ- 

ტები. პრაქტიკაში ხშირად ხდება, რომ განაწილების კანონის სახე ცნო–- 
ბილია წინასწარ, ხოლო საჭიროა მოინახოს მხოლოდ ის პარამეტრები, 

რომლებზედაც ის არის დამოკიდებული. მაგალითად თუ კი წინასწარ 
ცნობილია, რომ შემთხვევითი სიდიდის განაწილების კანონი ნორმალურია, 
მაშინ ამოცანა დამუშავებისას მისი ორი 7: და თ პარამეტრის განსაზღე– 

რაზე დაიყვანება თუ წინასწარ ცნობილია, რომ სიდიდე განაწილე- 

ბულია პუასონის კანონით, მაშინ უნდა განისახღვროს მისი მხოლოდ 

ერთი პარამეტრი: მათემატიკური ლოდინი ძი. დაბოლოს ზოგიერთ ამოცა- 

ნაში განაწილების კანონის სახე საერთოდ არ არის არსებითი, არამედ 

საჭიროა. ვიცოდეთ მისი რიცხვითი მახასიათებლები. 

მოცემულ თავში ჩვენ განვიხილავთ რიგ ამოცანებს ცდათა შეხღუ- 

დული რიცხვით უცნობი პარამეტრების განსახლვრახე, რომლებხედაც 
დამოკიდებულია შემთხვევითი სიდიდის განაწილების კანონი. 

უწინარეს ყოვლისა უნდა აღვნიშნოთ, რომ საძიებელი პარამეტრის 

ნებისმიერი მნიშვნელობა, რომელიც გამოთვლილია ცდათა შეხზხღუ- 

დული რიცხვის საფუძველზე, ყოველთვის შეიძლება შეიცავდეს შემ- 
თხვევით ელემენტს, ასეთ მიახლოებით, შემთხვევით მნიშვნელობას 

ვუწოდებთ პარამეტრის შეფასებას, მაგალითად, მათემატიკური ლო–- 
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დინის შეფასება შეიძლება იყოს დამოუკიდებელ ცღებმი შემთხვევით 
სიდიდეზე დაკვირვების მედეგად მიღებულ მნიშვნელობათა სამუალო 

არითმეტიკული. ცდათა ძლიერ დიდი რიცხვისას საშუალო არითმეტი- 
კული ფრიად ახლოს იქნება მათემატიკურ ლოდინთან, რომლის ალბა- 

თობა დიდი იქნება თუ ცდათა რიცხვი / არ არის დიდი, მაშინ მათემა–- 
ტიკური ლოდინის , შეცვლა საშუალო არითმეტიკულით მიგვიყვანს, 
რომელიღაც შეცდომამდე. ეს “შეცდომა საშუალოდ მით მეტია, რაც 

ნაკლებია ცდათა რიცხვი. ასევე იქნება 'სხვა უცნობი პარამეტრების შე– 

ფასებებშიც. ამ შეფასებათაგან ნებისმიერი შემთხვევითია; მათი სარ–- 

გებლობისას გარდუვალია შეცდომები. სასურველია ავირჩიოთ ისეთი 

შეფასება, რომ ეს შეცდომები შეძლებისდაგვარად მინიმალური იყოს. 

განვიხილოთ შემდეგი ზოგადი ამოცანა. გვაქვს შემთხვევითი X სი- 

დიდე, რომლის განაწილების კანონი შეიცავს უცნობ თ პარამეტრს. 

საჭიროა თ პარამეტრისათვის მოვნახოთ ისეთი შესაფერისი შეფასება 

M” ცდათა შედეგების მიხედვით, რომელთაგან თითოეულმი X სიდიდე 

ღებულობდეს გარკვეულ მნიშვნელობას. 

აღვნიშნოთ შემთხვევით სიდიდეზე დაკვირვების შედეგად მიღებული 

მნიშვნელობანი 

XI X..-.. XI. (14.1.1) 

ისინი შეიძლება განვიხილოთ, როგორც შემთხვევითი X სიდიდის / 

„ეგზემპლარი“, ე. ი. დამოუკიდებელი /!: შემთხვევითი სიდიდე, რომელ– 

თაგან თითოეული განაწილებულია იმავე კანონით როგორც შემთხვევი– 

თი X სიდიდე. თ პარამეტრის შეფასება აღვნიშნოთ ძ-ით. ნებისმიერი 

შეფასება, რომელიც გამოთვლილია (14.1.1) მასალის საფუძველზე უნდა 

წარმოადგენდეს X), Xა,....X, სიდიდეთა ფუნქციას: 

0=0(X,, X..... X„) (14.1.2) 

და, მაშასადამე, თვითონვე შემთხვევითი სიდიდეა. “რ-ის განაწილების 

კანონი უპირველეს ყოვლისა დამოკიდებულია X სიდიდის განაწილების 

კანონისაგან. (და კერძოდ თვით უცნობი ძ|პარამეტრისაგან), მეორე–-–ცხა– 

დია, # რიცხვისაგან. პრინციპში განაწილების ეს კანონი შეიძლება მოვ- 
ნახოთ ალბათობათა თეორიის ცნობილი მეთოდებით. 

წავუყენოთ თ შეფასებას ისეთი მოთხოვნები, რომ იგი იყოს რომე- 

ლიღაც ახრით „კარგი ხარისხის“ შეფასება. 

ბუნებრივია, თ შეფასებიდან მოვითხოვოთ, რომ ცდათა / რიცხვის 

გადიდებისას იგი უახლოვდებოდეს (უახლოვდებოდეს ალბათობის მი– 

ხედვით) თ პარამეტრს. შეფასებას, რომელსაც გააჩნია ასეთი თვისება, 

ეწოდება საფუძვლიანი. 
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გარდა ამისა სასურველია, რომ ნაცვლად თ სიდიდისა ვისარგებლოთ 

ე-ით, არ დავუშვათ შეცდომის სისტემატური გახრდა ან შემცირება, 

ე. ი. ადგილი ჰქონდეს პირობას 

MIVV1=0. (14.1.3) 

შეფასებას, რომელიც აკმაყოფილებს ასეთ პირობას ეწოდება გადა- 

უადგილებელი. დაბოლოს სასურველია, რომ არჩეულ გადაუადგილე- 

ბელ შეფასებას გააჩნდეს სხვებთან შედარებით უმცირესი დისპერსია,ე. ი. 

ნIი)=Iიი. (14.1.4) 

შეფახებას, რომელსაც გააჩნია ასეთი თვისება, ეწოდება ეფექტური. 

პრაქტიკაში ყოველთვის ვერ ვაღწევთ ყველა ამ მოთხოვნათა დაკმა- 

ყოფილებას, მაგალითად, შესაძლებელია აღმოჩნდეს, რომ ეფექტური 
შეფასება თუმცა არსებობს ფორმულები მის გამოსათვლელად, მეტად 

რთულია და იძულებული ვართ დავკმაყოფილდეთ სხვა შეფასებით, 

რომლის დისპერსიის რამდენადმე მეტია ზოგჯერ გამოიყენება მარ- 
ტივი გამოანგარიშებისათვის-- უმნიშვნელოდ გადაადგილებული შეფა- 
სებები-ი ოღონდ შეფასების შერჩევას ყოველთვის წინ უნდა უსწრებ- 
დეს მისი კრიტიკული განხილვა –– ყველა ზემოთ ჩამოთვლილი მო- 
საზრებებით. 

14.9. შეფასებები მათემატიკური ლოდინებისა და 

დისპერსიებისათვის 

ვთქვათ გვაქვს შემთხვევითი X სიდიდე, რომლის მათემატიკური ლო- 

დინია 7. დ» L დისპერსია; ორივე პარამეტრი უცნობია. X სიდიდეზე 
წარმოებულია # დამოუკიდებელი ცდა, რომელთაც მოცემული აქვთ 

%., XV-·. Xგ შედეგები. საჭიროა მოვნახოთ საფუძვლიანი და გადაუად- 
გილებელი შეფასებები „I და IL პარამეტრებისათვის. 

მათემატიკური ლოდინის შესაფასებლად ბუნებრივია ვივარაუდოთ 
დანაკვირ მნიშვნელობათა სამუალო არითმეტიკულით (ადრე ჩვენ მას 
აღვნიშნავდით #1") 

ა» 
ჯ=1 

== --- (14.2.1)   

არ არის ძნელი დავრწმუნდეთ, რომ ეს შეფასება საფუძვლიანია: თანახ- 
მად დიდ რიცხვთა კანონისა M-ის გახრდისას 7 სიდიდე გარკვეული ალბა- 
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თობით მიისწრაფვის /?-ისაკენ. /I შეფასება აგრეთვე გადაუადგილებელია 

რაოგანაც 
" -» 

MII=–--=». (14.2.2) 

ამ შეფასების დისპერსია ტოლია: 

ჩწ)= +ი. (14.2.3) 
” 

შეფასების ეფექტურობა ანდა არაეფექტურობა ღამოკიდებულია X 

სიდიდის განაწილების კანონის სახისაგან. შეიძლება დავამტკიცოთ, რომ 
თუ X სიდიდე განაწილებულია ნორმალური კანონით, დისპერსია (14. 

2.3) მინიმალურად "შესაძლო იქნება, ე. ი. შეფასება იL ეფექტურია. 
განაწილების სხვა კანონებისაოვის ეს შეიძლება ასე არც იყოს. 

გადავიდეთ #) დისპერსიის შეფასებახე ერთი შეხედვით ყველახე 

ბუნებრივ შეფასებაღ წარმოგვიდგება სტატისტიკური დისპერსია: 

ხან. 
: I)! ს _ L) 

ნX"= იაკ: (14.2.4) 

სადაც 

ჩ 

2 X 
– #(-=1 

> (14.2.5) 

შევამოწმოთ შეფასება. საფუძვლიანია თუ არა. გამოვსახოთ იგი მეორე 

საწყისი მომენტით (7.4.6) ფორმულით: 

? ., 
– 

ს ა” 
X ; 

ექლ-'! _ ი (14.2.6) 
IM 

  

მარჯვენა ნაწილის პირველი წევრი არის შემთხვევითი X2? სიდიდის # 
დანაკვირ მნიშვნელობათა საშუალო არითმეტიკული; იგი მიისწრაფის 

MIX?)=თაIX) სიდიდისაკენ მეორე წევრი მიისწრაფის ალბათობის 
მიხედვით /I!-კენ. მთელი (14.2.6) სიდიდე მიისწრაფის ალბათობის. მი–- 

ხედვით სიდიდისაკენ 

თა(VI-–-ი11=7. 
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ეს ნიშნავს იმას რომ შეფასება საფუძვლიანია. შევამოწმოთ წარ“ 

მოადგენს თუ არა 1) შეფასება აგრეთვე გადაუადგილებელს. (14.2.6) 
ფორმულაში ჩავსვათ „, ნაცვლად მისი (14.2.5) გამოსახულება და ვა- 
წარმოოთ ნაჩვენები მოქმედებანი: 

    

  

»” 1 ” 

კაი, წე ააა აა? 
ჩელ I=1 ____ (-:>1 – ჯ1=) _ (==) _ 

–. ” ” 1? 

2 XX, » 2,XX, 
-2< _ 8 ა) >», _ 212... (14.2.7) 

”" ი? ' „ა? ჩატ 

მოვნახოთ "მათემატიკური ლოდინი (14.2.7) სიდიდისა: 

» 

M L = „””/  . – აწ» .2.C). (0)=“-, 95-15 MIXV) 25 MIXX. (14.2.8) 
L=1 (</ 

ვინაიდან L" დისპერსია არ არის დამოკიდებული იმისაგან თუ რომელ 

წერტილში ავირჩევთ კოორდინატთა სათავეს, "ავირჩიოთ იგი 7 წერტილ- 

ში. მაშინ 

· ” 

MIX'I=MIX?I=ნ: > MIX"I1=იჩ, (14.2.9) 
ჯ=1 

MIX,X,)=–MLX,2;)=M,=90. 04.2.1თ 

უკანასკნელი ტოლობა გამოდის ცდების დამოუკიდებლობიდან. ჩავ- 

სვათ (14.2.9) და (14.2.10) ფორმულაში (14.2.8) მივიღებთ 

M(ნ")=:-––-ი. (14.21.1) 

აქედან ჩანს, რომ ს” სიდიდე არარის გადაუადგილებელი შეფასებისათ- 
ვის:,მისი მათემატიკური ლოდინი არ უდრის /)-ს, არამედ რამდენადმე 

მცირეა. ვსარგებლობთ რა 8" შეფასებით დისპერსიის ნაცვლად, და- 

ვუშვებთ რომელიღაც სისტემატურ შეცდომას ნაკლებობით. ამ გადა- 
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ადგილებას ლიკვიდაცია რომ ვუყოთ, საკმარისია შევიტანოთ შესწორება. 

  

L'-ი გადავამრავლოთ = ხე, მივიღებთ: 
1–- 

ბ, (X, – I? 3. (X,– ი)? 

წ)! ეცბ:-!5! MI _ (=) 

ჩ–1 ჩ M= 1. 1–1 
  

  

ასეთი „შესწორებულ“ სტატისტიკურ დისპერსიას კი ავირჩევთ 712-ს 
შეფასებად 

ჩ 

ბ, (X-–ი:)” 
%5 §=:1 == - ს) -” 14.2.12 წაი. გაშ 
  რადგან თანამამრავლი მიისწრაფის ერთისაკენ, როცა %V->=% 

ხოლო შეფასება #7” საფუძვლიანია, ამიტომ ნ "აგრეთვე იქნება საფუძ- 

ვლიანი!. ·პრაქტიკამი ხმირად, ნაცვლად (14.2.12) ფორმულისა, მო–- 

ხერხებულია გამოყენებულ იქნას სხვა მისი , ტოლძალოვანი, რომელ– 

შიც სტატისტიკური დისპერსია გამოსახულია მეორე საწყისი მომენ- 

ტით: 

” 

(XC 
8 - 1=1 – 2. იჩ” (14.2.13) 

M I –- 1 
    

ყ-ის დიდი მნიშვნელობისას, ბუნებრივია ორივე “ფმეფასებანი გადაად- 

გილებული LI" და გადაუადგილებელი ჩ ძლიერ მცირეთი იქნებიან გან– 

სხვავებული და შემასწორებელი თანამამრავლის შემოტანა ახოს ჰკარ- 

ავს. 

ბე ამდაგვარად, ჩვენ მივედით მოცულობრივად შეხღუდული სტატისტი– 

კური მასალის დამუშავების შემდეგ წესებზე. 

თუ მოცემ ულია X), Xა.-., X,, მნიშვნელობები, რომლებიც მიღებულია # 
·დამოუკიდებე ლი ცდებისას X სიდიდის მიერ, რომლის მათემატიკური ი? 

1 შეფასება 0 დისპერსიისათვის არაა ეფექტური. ოღონდ ნორმალური განაწი– 

ლების შემთხვევაში იგი ასიმტოტურად ეფექტურია, ე. ი. M-ის გადიდებისას მისი დის- 

პერსიის ფარდობა მინიმალურ შესაძლოსთან უსასრულოდ უახლოვდება ერთს. 
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ლოდინი და #) დისპურსია უცნობია, მაშინ ამ პარამეტრების განსაზღვრისა- 

თვის საჭიროა ვისარგებლოთ მიახლოებითი მნიშვნელობებით (შეფასებით): 

7 

2 (ს–ის ) ((4.2.14) 

  
  

14.3. სანდო. ინტერვალი, სანღო. ალბგათობა 

წინა პარაგრაფში განვიხილეთ უცნობი თ" პარამეტრის ერთი რიცხ- 

ვით მეფასების საკითხი. ასეთ შეფასებას ეწოდება „წერტილოვანი“. 

მთელ რიგ ამოცანებშისმოითხოვება არა მარტო მოძებნა პარამეტრის შე 

საფერისი რიცხვითი მნიშვნელობისა, არამედ მისი სიხუსტის და საი- 
მედოობის შეფასებაც. მოითხოვება ვიცოდეთ--რა შეცდომებამდე მიგ: 

ეიყვანს ი პარამეტრის შეცვლა მისი წერტილოვანი 2 შეფასებით “და 

დაროწმუნებულობის რა ხარისხით შეიძლება მოველოდეთ რომ ეს შეც- 
დომები არ გამოვლენ ცნობილ სახღვრებს გარეთ? 

ამგვარი ამოცანები განსაკუთრებით აქტუალურია დაკვირვებათა 

მცირე რიცხვისას როცა წერტილოვანი მ. შეფასება შემთხვევითია 

და ძ-სი ი-ით მიახლოებით შეცვლამ შეიძლება მიგვიყვანოს სერიოხულ 

შეცდომამდე. 
რომ გვქონდეს წარმოდგენა შეფასების სიზუსტეზე და საიმედოო– 

ბაზე, მათემატიკურ სტატისტიკაში სარგებლობენ ეგრეთწოდებული სან– 
დო ინტერვალებით და სანდო ,ალბათობებით. _ 

ვთქვათ ძი პარამეტრისათვის ცდით მიღებულია გადაუადგილებ ელი თ 
შეფასება. გვინდა შევაფასოთ ამ შემთხვევაში შესაძლო ცდომილება. 

დავნიმნოთ რომელიღაც დიდი ალბათობა (მაგალითად, ჩ=0,9, 0,95 

ანდა 0,99), ისეთი, რომ ამ ალბათობების დროს ხდომილობა შეიძლება 
ჩაითვალოს პრაქტიკულად უტყუარიდ, და მოვნახოთ §-ის ისეთი მნიშვ- 
ნელობა, რომლისათვისაც 

ნ(Iი-––ი|ლ–თ=ჩ (14.3.1) 
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"მაშინ ცდომილების პრაქტიკულად შესაძლო მნიშვნელობათა ფიაპახო- 

ნი რომელიც წარმოიშობა ი-ს შეცვლით ძ-ით იქნება,წ-L §;ჯ;აბსოლუტუ- 

"რი მნიშვნელობით უფრო დიდი შეცდომები მოხდება, მხოლოდ მცირე 

თ=1-ჩ ალბათობით. L 

გადავწეროთ (14.3.1) შემდეგი სახით: 

ხ(ი–-ზ<ი < 0ი-LL)=ჩ. (14.3.2) 

(14.3.2) ტოლობა ნიმნავს, რომ თ პარამეტრის უცნობი მნიშვნელობა, 

რომელთა ალბათობაა ჩ, ხვდება ინტერვალში 

/გ=(ით--ინ; 0+8). (14.3.3) 

ამ შემთხვევამი აუცილებელია აღვნიმნოთ ერთი გარემოება. ადრე 

არაერთხელ ვიხილავდით შემთხვევითი' სიდძდის მოცემულ არა შემ– 

თხვევთ ინტერვალმი მოხვედრის ალბათობას. აქ თ არა შემთხქე- 

ვითია, სამაგიეროდ შემთხვევითია /გ ინტერვალი. შემთხვევითია · მისი 

მდებარეობა აბსცისის ღერძზე, რომელიც განისახღვრება მისი ი ცენტ- 
რით; მემთხვევითია საერთოდ ინტერვალის სიგრძეც 2#, რადგან § სი- 

დიდე, როგორც წესი გამოითვლება ცდისეული მონაცემების მიხედვით. 

ამიტომ მოცემულ “შემთხვევში უკეთესი იქნება ჩ სიდიდე გავი- 

გოთ არა როგორც ძი წერტილის /გ ინტერვალში „მოხვედოის!” ალ- 

ბათობა, არამედ ალბათობა იმისა, რომ შემთხვევითი /, ინტერვალი გა- 

დაფარავს ძ წერტილს (ნახ. 14.3.1) 

18 –  _“_, 
“ - წიაააააX>>22-" 

, ი გ მი ას. 4 

ნას. 14,3.1, 

ჩ ალბათობას მიღებულია ვუწოდოთ სანდო ალბათობა, 
ხოლო /გ ინტერვალს – სანდო ინტერვალი2 

მოვიყვანოთ სანდო ინტერვალის ცნების კიდეე ერთი განმარტება: 
იგი შეიძლება განვიხილოთ, როგორც ი პარამეტრი მნიშვნელობათა 

ინტერვალი, რომლებიც თავსებადია ცდისეულ მონაცემებთან და არწეწი– 

ნააღმდეგებიან მათ. მართლაც, თუ ჩავთვლით, რომ ხდომილობა წრომლის 

ალბათობაა თღ= 1––ჩ პრაქტიკულად შეუძლებელია, მაშინ ი პარამეტრის 

ის მნიშვნელობანი, რომელთათვისაც (თ-––ი)>>6, უნდა მივიჩნიოთ ცდი- 

1 ნახ. 14.3.1 განიხილება სანდო ინტერვალი, რომელიც სიმეტრიულია თ-ის მი- 
მართ. საერთოდ, კი როგორც ამას ღავინაბავთ, შემდგომ ეს არ არის აუცილებელი. 
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სეული მონაცემების საწინააღმდეგოდ, ხოლო ისინი, რომელთათვისაც 

(თ--ი)<68 –- როგორც მათი თავსებადები. 

გადავიდეთ ძ, და ძე სანდო საზღვრების მოძებნის საკითხზე. ეთქვათ 

თ პარამეტრისათვის გვაქვს გადაუადგილებელი შეფასება ით. თუ. კი 
ჩვენთვის ცნობილი იქნებოდა ძ სიდიდის განაწილების კანონი, სანდო 
ინტერვალის მონახვის ამოცანა იქნებოდა ფრიად მარტივი: საკმარისი 

იქნებოდა მოგვენახა 6-ის ისეთი მნიშვნელობა, რომლისთვისაც 

ხ(Iი––0ი|<8)=ჩ. 

სიძნელე ისაა, რომ ი-ის შეფასების;განაწილების კანონი დამოკიდებულია 

X სიდიდის განაწილების კანონხე და მაშასადამე მის უცნობ პარამეტ- 
რებზე (კერძოდ თვით თ პარამეტრზე). 

რომ გვერდი ავუაროთ ამ სიძნელეს, შესაძლებელია , გამოვიყენოთ 
შემდეგი უხემი მიახლოებული ხერხი: შევცვალოთ 8-იL გამოსახულებაში 

უცნობი პარამეტრები მათი წერტილოვანი შეფასებებით. / ცდათა შედა- 
რებით დიდი რიცხვისას (20--30 რიგის) ეს ხერხი ჩვეულებრივ იძლევა 

სიხუსტის მხრივ დამაკმაყოფილებელ შედეგებს. 

მაგალითისათვის განვიხილოთ ამოცანა მათემატიკური ლოდინისათ- 
ვის სანდო ინტერვალზე. 

ვთქვათ ნაწარმოებია / დამოუკიდებელი ცდა შემთხვევით X სიდიდე- 

ზე, რომლის მახასიათებლები -––- „. მათემატიკური ლოდინი, დისპერ- 
სია # –– უცნობია. ამ პარამეტრებისათვის მიღებულია შეფასებები: 

3, X, IX – MM, 

– #13 . 13 _+(=1 
#1) = 7? = “ი-1... (14.3.4) 

საჭიროა აიგოს X სიდიდის 71. მათემატიკური ლოდინისათვის სანდო 7გ 

ინტერვალი, რომელიც შეესაბამება სანდო ჩ ალბათობას. 

I ამოცანის ამოხსნისას ვისარგებლოთ იმით რომ, ი სიდიდე ” დამოუ– 

კიდებელ, ერთგვარად განაწილებულ X, სიდიდეთა ჯამია და 1თანახმად 

ცენტრალური ზღვრული თეორემისა საკმაოდ დიდი /I!-სას განაწილების 
კანონი ნორმალურთან ახლოსაა. პრაქტიკამი შედარებით შესაკრებთა 
მცირე რიცხვისათვისაც კი (10--20 რიგის) ჯამის განაწილების კანონი 

შესაძლებელია მიახლოებით ნორმალურად ჩავთვალოთ. გამოვალთ იქე- 

დან, რომ სიდიდე „”. განაწილებულია! ნორმალური კანონის მიხედვით. 

ამ კანონის მახასიათებლები––მათემატიკური ლოდინი და დისპერსია-– 

შესაბამისად ტოლია /? და 92 (იხ. თავი 13. პ-ფი 13.3). დავუშვათ, 
I1 
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რომ 8 სიღიდღე ჩვენთვის ცნობილია.და მოვნახავთ 6გ ისეთ მნიშვნე– 

ლობას, რომლისათვისაც 

ჩ(|III-–M1|<წკ)=ჩ. (14.3.5) 

მე-6 თავის (6.3.59 ფორმულის გამოყენებით გამოვსახოთ (14.3.5)-ის 

მარცხენა ნაწილის ალბათობა განაწილების ნორმალური ფუნქციის სა- 

შუალებით “ 

? (|ი1I––იI| <5გ) =: 2თ” 4 )- I (14.3.7) 
ფია 

სადაც თ = C-2 შეფასების სამუალო კვადრატული გადახ- 

რაა. 

20% ) –-1=ჩ 
ძ,, 

განტოლებიდან 

ეპოულობთ ნგ-ს მნიშვნელობას 

  ზე=Cთ/ გირა (- - '), (14.3.7) 

სადაც თიილ(“(ე ფუნქცია -- თ -(ი0-ისწმებრუნებული „ფუნქციაა. ე. ი: 
ისეთი მნემვნელობა არგუმენტის, რომლის ღროსაც განაწილების 

ნორმალური ფუნქცაა ჯის ტოლია. · 

M დისპერსია, რომლითაც გამოსახულია თ; სიდიდე ზუსტად არ არის 

ცნობილი; მისი საორიენტაციო მნიშვნელობისათვის შესაძლებელია ვი- 

სარგებლოთ (14.3.4) შეფასებით და მიახლოებით დავუშვათ: 

_-_ V#ჩ თა =I1/ –- (14.3.8) 

ამ გვარად, მიახლოებით გადაწყვეტილია სანდო ინტერვალის აგების ამო– 

ცანა, რომელიც ტოლია 

Iგ=(/M--მკ;  MI+-6გ) (14.3.9) 

სადაც 8გ. განისახღვრება (14.3.7) ფორმულით. 

თავიდან რომ ავიცილოთ §გ გამოთვლისას (0%(ი ცარილებში შებ- 

რუნებული ინტერპოლაცია. მოხერხებულია შევაღგინოთ სპეციალური 

ცხრილი (იხ. ცხ. 14.3.1), სადაც მოყვანილია ჩ-საგან დამოკიდებული. 

/კ- მწერდა (–, – ') 
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სიდიდის მნიშვნელობანი. ნორმალური კანონისათვის /#/გ სიდიდე გან- 

საზღვრავს სამუალო კვადრატულ გადახოების რიცხვს, რომელიც უნდა 

გადავზომოთ მაოჯვნივ და მარცხნივ გაფანტვის ცენტრიდან, იმისათვის, 

რომ მიღებულ უბანში მოხვედრის ალბათობა ჩ-ას ტოლი იყოს. სანდო 
ინტერვალი /გ„ სიდიდით "შემდეგნაირად გამოისახება: 

/ცგ== (M-/გთ ი: ; M0-I-/ თ). 

ცხრილი 1.2. 
  

  

  

X 
ჩ | ” ' | ჩ | ' | ი | წ “ 

I 
0.50) 1,262 0,86 '1.475 0,9) | 1,694 0,97 2,169 
0.8) 11315» 0.57 1,513 0,92 1,750 0,98 2,325 

_ბ,მ2) 1,140 0,88 1,554 0,93 1,810 || 0,99 2,576 | 
ა,83 1,371 0.8ი 1,597 0,94 1,850 0,9973 3,000 

0.64 | 1,404 0,90 1,643 0,95 1,960 0,999 3,250 
0,685) 1,439 0,956 2,053 
    

მაგალითლღი 1. X სიდიდეზე ნაწარმოებია 20 ცდა; შედეგები მოყეანილია 

ცხრილში (14.3.2) “ 

4 ჯ; 1( Xჯ; | ჯ Xჯ; ! | X, 

  

  

1 10,5 6 10,6 11 10,6 16 10,9 
2 10,8 7 10,9 12 11,3 17 10,8 
3 11,2 8 11,0 13 10,5 18 10,7 
4 10,9' 9 10,3 14 10,7 19 10,9 
5 10,4 10 10,8 715 10,8 20 11,0         

საჭიროა მოვნახოთ წ შეფასება X სიდიდის მათემატიკური /! ლოდინისათვის და 

ავაგოთ სანდო ინტერეალი, რომელიც შეესაბამება სანდო ჩ=0,8 ალბათობას. 

ამოხსნა. გვაქვს 

20, 

– 1 ) X;==10,78. M= 56 
1-=1 

ვაღებთ რა ათ ვლის საწყისად ჯ=10, (14.2.14) მესამე ფორმულით ვპოულობთ 

გადაჟადგილებელ შეფასებას #0. 

  

– 13,36 20 
8 =( – 0,785 ) > =0,9%64; 

20 19 

== 1/ 0. თო = |/ 9 _ი,ი564. 
” 
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14.3.) ცხრილით ვპოულობთ 

გ:= ჩ0 > =:0,072. 
” 

სანდო „საზღერები 

ი),=- MI--0,C72:: 10,71; 

MI:-= /M-| C,-72:= 10,85, 
სანღო ინტერვალი 

/0--(10.71: 10,85). 

„I. პარამეტრის მნიშენელობანი, რომლებიც მოებარეობენ ამ ინტერვალში თა:- 

სებადია ცდისეულ მონაცემებთან, როპლებ-ც ბოჟვანილია (14. 3.2) ცხრილში, 

ანალოგიური ხერხით სანდოა ენტერვალეი დ-ასპერსიისათვისაც შე- 

იძლება აგებულ იქნას. 

ვთქვათ ნაწარმოებია / დამოუკიდებელი ცდა”წუცნობი #I! და L პარა- 

მეტრებიან X შემთხვევით სიდიდეზე და M) დისპერსიისათვის მიღებულია 

გადაუადგილებელი შეფასება: 
ი 

ჯ, (X,-–-/I )? 
8= L-=:1 : 

(1-1 

ბ, X, 

– _1=) 
” 

; (14.3,11) 

საჭიროა მიახლოებით ავაგოთ სანდო ინტერვალი დისპერსიისათვის. 
:- ი” V? 

((X- II) სახის /, შემ–- 
#1 

(14.3.11) ფორმულიდან ჩანს, რომ ს სიდიდე 

თხვევით სიდიდეთა ჯამია. ეს სიდიდეები დამოკიდებულია, რადგან ნების– 

მიერ მათგანში შედის M სიდიდე, რომელიც დამოკიდებულია ყველა და– 

ნარჩენისაგან ოღონდ “რმეიძლება ვაჩვენოთ. რომ /I-ის გადიდებით მათი 

ჯამის განაწილების კანონი აგრეთვე ნორმალურს უახლოვდება. პრაქ- 

ტიკულად, როცა I=20--30 იგი უვე შეიძლება ჩაითვალოს ნორმალუ- 

რად. 
დავუშვათ, რომ ეს ასეა და მოვნახოთ ამ კანონის მახასიათებლები: 

მათემატიკური ლოდინი და დისპერსია, ვინაიდან ს შეფასება: გადაუად- 

გილებელია, ამიტომ 

MI0)=%. 
MIჩ) დისპერსიის გამოთვლა დაკავშირებულია შედარებით რთულ 
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გამომრთველებთან, ამიტომ მოვიყვანთ მის გამოსახულებას. გამოყვა- 
ნის გარემე: 

– 1 –_ 

ხმ). – ს ბში: _–_– 14.3.12 
,' /L(II–– 1) ' ) 

სადაც Iს X სიდიდის მეოთხე ცენტრალური მომენტია. 

იმისათვის, რომ ვისარგებლოთ ამ გამოსახულებით უნდა ჩავსვათ 
მასში #2 და LL მნიშვნელობანი (თუნდაც მიახლოებითი). ნაცვლად L) ხი: 
დიდისა შეიძლება ვისარგებლოთ მისი ს შეფასებით. პრინციპში, მეოთ- 
ხე ცენტრალური IL, მომენტი აგრეთვე შეიძლება შევცვალოთ მისი შე- 
ფასებით, მაგალითად, შემდეგი სახის სიდიდით: 

ა. (X, – იე! 
»_!=1! ____ _ ო - , (14.3.13) 

მაგრამ ასეთი შეცვლა მოგვცემს ფრიად მცირე სიზუსტეს, რადგან ცდა- 
თა შეხღედული რიცხვისას მაღალი რიგის მომენტები განისახღვრება 

დიდი შეცდომებით. ოღონდ პრაქტიკაში ხშირად ხდება, რომ X სიდიდის 

განაწილების სახე წინასწარაა ცნობილი. უცნობია მხოლოდ მისი პარა– 

მეტრები. მაშინ შეიძლება შევეცადოთ I, გამოვსახოთ #) სიდიდის მეშ–- 
ვეობით. 

განვიხილოთ შემთხვევა, რომელიც გვხვდება ყველახე ხშირად, როცა 

სიდიდე განაწილებულია ნორმალური კანონის მიხედვით. მაშინ მისი 

მეოთხე ცენტრალური მომენტი გამოისახება დისპერსიით (იხ. თავი 6. პ. 6.2): 

9I.=3L/, 

და (14.3.12) ფორმულა მოგეცემს 

  

ჩ(ჩ)= –ი0'- ბ=3 ი: 
” I1(I1I––1) 

ანდა 

ხI–)= (29, (14.3.14) 
MI 1 

14.3.14) ფორმულაში. უცნობი ს შევცვალოთ მისი ჩ შეფასებით. მი–- 

'ვიღებთ 
ჩნ”, (14.3.15) 

7 =ე/ 2.8 (14.3.16) 
# წ-–1 

  

საიდანაც 

  

346



მომენტი I, შეიძლება გამოვსახოთ 0-თი აგრეთვე ზოგი ერთ სხვა 

შემთხვევებში, როცა X სიდიდის განაწილება „არანორმალურია, მაგ- 

რამ მისი სახე ცნობილია. მაგალითად თანაბარი სიმკვრივის კანონისათ- 
ვის (იხ. თავი 5) გვაქვს: 

(ჩ–“'. ა= (ჩ– თ)" , 

ი. 80 12 

სადაც (თ, ჩ) –-– ინტერვალია, რომელზედაც მოცემულია კანონი. მა- 

შასადამე, 

M#კ=1,8/)7. 

(14.3.12) ფორმულით მივიღებთ 

0,8ი+1.2 ი: 

(I(/L--1) 

საიდანაც მიახლოებით ვპოულობთ 

– 0.88-+1.2> 
ძე = / 0.80+1.2 წ. 14.3.17 

ი MM ით-)) ' ' 
იმ შემთხვევაში, როდესაც X სიდიდის განაწილების კანონი უცნობია თ» 

სიღიდის საორიენტაციო “შეფასებისას რეკომენდებულია ვისარგებლოთ 

,(14.3.16) ფორმულით, თუკი არ არის სპეციალური საფუძველი ჩავთ–- 

ვალოთ, რომ ეს კანონი ნორმალურისაგან ძლიერ განსხვავდება (გააჩ– 

ნია შესამჩნევი დადებითი ან უარყოფითი ექსცესი). 

თუ თეს საორიენტაციო მნიმვნელობა ამა თუ იმ ხერხით მიღე– 

ბულია, მაშინ შეიძლება დისპერსიისათვის ავაგოთ სანდო ინტერვალი 

მათემატიკური ლოდინის აგების ანალოგიურად. 

““ვებ.-.'.. (14.3.18) 

V სადაც. 7კ სიდიდე მოცემული ჩ ალბათობისაგან დამოკიდებულებით 

მოინახება 14.3.1 (ხრილით. 

„Iჩ1= 

მაგალითი 2. მოეძებნოთ მიახლოებითი 80%-ანი სანდო ინტერვალი შემთ- 

ხეევითი X სიდიდის დისპერსიღსათეის 1 მაგალითის პირობებში, თუ (ნობილია, რომ X 

სიდიღე განაწილებულია კანონით, რომელიც ნორმალურთან ახლოსაა, 

„ამოხსნა. /გ სიდიდე რჩება იგიეე, რაც 1 მაგალითში 

(ც= 1,282. 

(14.3.16) ფორმულით 

8 =|/ _2_ .0,064=0,0207. ' 
19 

(14.2.18) ფორმელით ვპოულობთ სანდო ინტერეალს 

/გ=(0,042; 0,085) 
საშუალო კვადრატული გადახრის მნიშვნელობათა შესაბამისი ინტერვალი: (0 ·21; 0.29). 
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14.4. ნორმალური კანონით განაწილებულ ფემთხვევით 

სიდიდეთა ხანღო ინტერვალების აგების ზუსტი მეთოდები 

წინა“ პშში განვიხილეთ მათემატიკური ლოდინისათვის და დისპერ- 

სიისათვის სანდო ინტეოვალთა აგების უხეშად მიახლოებული მეთოდე- 

ბი „მოცემულ პარაგრაფმი შევეხებით იმავე ამოცანის გადაწყვეტის 
ზუსტ მეთოდებს. ხახგასმით აღვნიშნოო ის, რომ სანდო ინტერვალების 

ზუსტად მოსანახავად აუცილებელია წინასწარი ცოდნა X სიდიდის განა– 
წილების კანონისა, მაშინ როცა მიახლოებითი მეთოდების გამოყენები– 

სას ეს არ არის აუცილებელი. . 

სანდო ინტერვალების აგების ზუსტი მეთოდების იდეა დაიყვანება 
შემდეგზე. ნებისმიერი სანდო ინტერვალი მოინახება პირობით, რომე- 

ლიც გამოსახავს, რომელიღაც, უტოლობათა“ შესრულების ალბათობას, 

რომლებშიც შედის ჩვენთვის. საინტერესო შეფასება. ი შეფასების გა- 

ნაწილების კანონი ზოგ შემთხვევამიგკდამოკიდებულია თვით X სიდიდის 

უცნობ პარამეტრზე. ოღონდ ზოგჯერ ხერხდება უტოლობებში ძ შემთხ- 

ვევით სიდიდიდან გადავიდეთ” დაკვირვების შედეგად მიღებუ–ლ X,, 
XI... Xა' მნიშვნელობათა რომელიღაც სხვა ფუნქციახე, რომლის გა- 

ნაწილების კანონი არ. არის დამოკიდებული უცნობი პარამეტრებისა- 

გან, არამედ დამოკიდებულია მხოლოდ ცდათა /, რიცხვისაგან და X სი- 

დიდის განაწილების კანონის სახისაგან. ასეთი გვარის შემთხვევითი სი–- 

დიდეები მათემატიკურ სტატისტიკაში მნიშვნელოვანია, რომლებიც ძა- 

ლიან დაწვრილებითაა შესწავლილი X სიდიდის ნორმალური განაწილე– 
ბის მემთხვევისათვის. 

მაგალითად, დამტკიცებულია, რომ X სიდიდის ნორმალური განა- 
წილებისას შემთხვევითი სიდიდე 

1=V/ი -9-%, (14.4.1) 
V6 

სადაც 

” 

.M 2, X-–თ! 
1= _ 1=1 , ჩ _.= 1 

I1. /1–1 

ემორჩილება ეგრეთწოდებულ ს ტი უდენტის.განაწილების კანონს 
M#-1 თავისუფლების ხარისბით; ამ კანონის სიმკვრივეს აქვს სახე: 

  

5ი-)(/)= =–ატა (+. რ). _- 
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სადაც LLCთ) ცნობილი გამა-ფუნქტიაა: 

CC 

IIC) > ( ტ5+-ხ-“ძი. 
0 

დამტკიცებულია აგრეთვე, რომ “შემთხვევით “ 

_ (ი–I)ჩ V= ––. 

  

(14.4.3) 

სიდიდეს აქვს „%? განაწილება“, რომლის თავისუფლების ხარისხია M-–-1 

(იხ. თავი 7, გე. 145) და სიმკვრივე გამოისახება ფორმულით: 

7-1 5-1. 54. 
1 2-0 2 

ყ 6 თუ V9>90, 
1)––-1 

ნაფ- ) 2? I(->) ტ4.44 
0 თუ V>0. 

X14.4.2) და (14.4.4) განაწილებათა გამოყვანის გარეშე შეიძლება ვაჩ- 

ვენოთ თუ როგორ გამოიყენება ისინი #7 და #) · პარამეტრებისათვის 

სანდო ინტერვალების აგებისას. 

დავუშვათგნაწარმოებია /, დამოუკიდებელი ცდა, ნორმალური კანონით 
განაწილებულ X შემთხვევით სიდიდეზე რომლის /I და IL» პარამეტ– 
რები უცნობია. ამ პარამეტრებისათვის ”მიღებულია შეფასებები: 

– 7 LV) . 

2.X 2, (X-ი! 
ჯ=1 

(ლ =-- 8= 
M.” 1-4 

საჭიროა აიგოს სანდო ინტერვალები ორივე პარამეტრისათვის ჩ ·სან– 
ღო ალბათობის შესაბამისად. 

პირველად ავაგოთ სანდო ინტერვალი მათემატიკური ლოდინისათვის. 

ბუნებრივია, რომ ეს ინტერვალი ავიღოთ ”I-ის” სიმეტრიული; აღვნიშ– 

ნოთ §გ--თი ინტერვალის სიგრძის ნახევარი. 6ვ |სიდიდე წუნდა შევარ- 
ჩიოთ ისე, რომ შესრულდეს პირობა: 

'ჩ(თ–ი'I>§,)=ჩ (14.4.5) 

შევეცადოთ (14.4.59ეც ტოლობის მარცხენა ნაწილში შემთხვევითი ” 

სიდიდიდან გადავიდეთ შემთხვევით 1” სიდიდეზე, რომელიც განაწილებუ- 
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ლია სტიუდენტის (კანონის მიხედვით. ამისათვის |/I--/!|<- 8 უტო- 

ლობის ორივე ნაწილი დადებით”. სიდიდეზე გავამრავლოთ: 
' 

· V ითი) დ 
L ( –. <- "ს =ჩ ისე 

წ 9 
ანდა თუ ვისარგებლებთ (14.4.1) აღნიშვნით 

ნ | |II<-->--ს=ჩ. (14.4.6) 

V % ”· 
მოვძებნოთ ისეთი / რიცხვი რომ 

#(II I<–<I,)=ჩ. (14.4.7» 

  

7გ სიდიდე მოინახება პირობიდან 

/ჩ 
ჩ(I>/)= | 5„თ0ი(=ჩ (14.4.8) 

–/ჩ 

(14.2.4) ფორმულიდან ჩანს, რომ 5ა.,(0) –– ლუწი ფუნქციაა, 

ამიტომ (14.4.8) მოგვცემს 

/გ 
2 I 5 -,()ძ!=ჩ. (14.4.9 

9 

(14.4.90%0 ტოლობა განსახღვრავს 7გ სიდიდეს ჩ-საგან დამოკიდებით, თუ, 
გვაქვს ინტეგრალის მნიშვნელობათა ცხრილი 

# 

%00=2| 5 (მძ, 
ზ 

მაშინ /კ სიდიდე შეიძლება მოვნახოთ ამ ცხრილში შებრუნებული ინ–- 
ტერპოლაციით. მაგრამ უფრო მოხერხებულია წინასწარ შევადგინოთ 
(გ მნიშვნელობათა ცხრილი. ასეთი ცხრილი მოცემულია (იხ. ცხ. 5) და- 
ნართში. ამ ცხრილში მოყვანილია სანდო ჩ ალბათობასა და #--1 თავი- 
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სუფლების ხარისხზე დამოკიდებული Iგ მნიშვნელობანი. ვსახღვრავთ რა 
(გ-ს მე-5 ცხრილით და დავუშვებთ რა 

გ=1 წ/ #. (14.4.10) 

ჩვენ ვპოულობთ /კ სანდო ბნტერვალის ნახევარ სიგანეს და თვით ინ– 

ტერვალსაც 

““ 78 – /ს 
7,= ” | –; ი +! – I. 14.4.11 

ჩ IV «»' +ი6წ «# ' ) 

მაგალითი 1, ნაწარმოებია 5 დამოუკიდებელი (და შემთხვევით X სიღიდეზე, 
რომელიც განაწილებულია ნორმალურად უცნობი # და თ პარამეტრებით. ცდების 

შედეგები მოყვანილია 14.4, 1 ცხრილში 
ცხრილი 14.4.1 

1 1 2 ვ 4 1. 5 

–2,0 

  

  

ჯX; –2,5 3,4         
1,0 2,1 

  

მოვნახოთ შეფასება MI მათემატიკური ლოდინისათეის და ავაგოთ მისთვის 90%-იანი 

სანდო /გ ინტერვალი (ე. ი. ინტერვალი, რომელიც შეესაბამება ჩ=0,9? სანდო ალბა- 
თობას). 

ამოხსნა. გვაქვს 

#I=0,4; #80=6.6. 
დანართის მე-5 ცხრილის მიხედვით MI-)1)=4 და ჩ=0,9-სათეის ვპოულობთ 

76-=:2,13, 

6გ=/ /+ =2,45. 8=1MV -; 

Iგ=(M-6ჩ; VI--L6)5ლ–(--2,05; 2,85). 

მაგალითი 2. 14.3. პარაგრაფის 1-ლი მაგალითის პირობებისათვის დაუშ“ 

ვით, რომ X განაწილებულია ნორმალერად ”პოვ:თ ზუსტი სანდო ინტერვალი. 

საიდანაც 

სანდო ინტერვალი იქნება 

ამოხსნა. მე-5 ცხრილის მიხედვით ვპოულობთ როცა #-1=19 “და ჩ=0,ხ 

2= 

(გ=1,328; აქედან ხგ=/გ |/” -'> =0.0704. ; 
I” 

14.3 პარაგრაფის (6გ =0.072) 1 მაგალითის ამონახსნთან შედარებით ვრწმუნდე- 

ბით, რომ განსხვავქბა ფრიად უმნიშუნელოა, თუ კი შევინარჩუნებთ სიზუსტეს მძიმი- 

დან მეორე ნიშნამდე, მაშინ სანდო ინტერვალები, რომლებსაც მოეძებნით ზუსტი მიახ- 
ლოებითი მეთოდებით, დაემთხვევიან. 

/გ=(10.71; 10.85) 
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- გადავდივართ დისპეოსიისათვის სახდო ინტერვალის აგებაზე, გან- 

ვიხილოთ დისპერსიის გადაუადგილებელი შეფასება 

2 (+ –ი)" 

ხ= #–1 

დღა გამოვსახოთ შემთხვევითი ,/) სიდიდე, V სიდიდით (14.4.2) რომელ- 

საც აქვს X?> განაწილება (14.4.4) 

0-V-C.. (14.4.12) 
(1-1 

ვიცით რა V სიდიდის·.· განაწილების კანონი, შეიძლება მოვნახოთ 

კ ინტერვალი, რომელშიც იგი მოხვდება, რომლის ზ ალბათობა მოცე- 
მული იქნება. .'V სიდიდის 

”. (0) განაწილების კანონს 

აქვს 14.4.1 ნახაზზე გამოსა- 
ხული სახე. 

იბადება კითხვა როგორ 

ავირჩიოთ (გ ინტერვალი? თუ 

V სიდიდის განაწილების კა: 

ყსყ ნონი სიმეტრიული' იჟნება 

(როგორც ნორმალური კანო- 
ნახ. 14.4.1. ნი ანდა სტიუდენტის 

განაწილება) ბუნებრივია ინ- 

ტერვალი ავიღოთ მათემატიკური ლოდინის სიმეტრიული. მოცემულ 

შემთხვევაში #,.ე (00 კანონი არა სიმეტრიულია. შევთანხმდეთ (გ 

ინტერვალი შევარჩიოთ ისე, რომ V სიდიდის ინტერვალის გარეთ მარ- 

ჯვნივ და მარცხნივ1გამოსავლის ალბათობანი (ნახ. 14.4.1-ზე დამტრიხული 

ფართობები) ერთნაირი და ტოლი იყოს 

#ი-,(ბ) 

      

  

თ 1–ჩ 

2 2 

იმისათვის, რომ /, ინტერვალი ავაგოთ ასეთი თვისებით: ვისარგებლოთ 

დანართის მე-4 ცხრილით: მასში მოყვანილია ისეთი 7? რიცხვები, რომ 

ჩ(V>»95=ი 

V სიდიდისათვის რომელთაც აქვთ X” განაწილება, რომელთა თავი–. 

სუფლების ხარისხია #. ჩვენს| შემთხვევაში ”2=/--1!. დავაფიქსიროთ 
(=”-1 და მოვნახოთ მე-4 ცხრილის შესაბამის სტრიქონებში X”-ის 
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ორი ,მნიშვნელობა: ერთი, რომელიც შეესაბამება ი,= =- ალბათობას; 

მეორე #. = 1-2 ალბათობას. აღვნიშნოთ ეს მნიშვნელობანი »", და 

X ით. Iგ ინტერვალს აქვს X7, თავისი მარცხენა, ხოლო X2?, –– მარჯ- 
ვეენა ბოლო. 

ეხლა (გ ინტერვალის მიხედვით მოვნახოთ საძიებელი სანდო /კ 

ინტერვალი ა დისპერსიისათვის რომლის სახღვრებია ი, და ჩ. 

რომელიც 0 წერტილს გადაფარავს, რომლის ალბათობაა ჩ: 

0(0ს,<=0<ნ.)=ზ. 

ავაგოთ ისეთი //ც=:(ჩ,, #0.) ინტერვალი, რომელიც გადაფარავს ს) წერ- 

ტილს, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა V სიღიდე ხვდება (გ ინტერვალში. 

ვაჩვენოთ, რომ ინტერვალი , 

ც-(5%>V, ხC-). (14.4.13) 
#1 #2 

აკმაყოფილებს ამ პირობას, მართლაც. 

ჩ(ი-– ჩი–-I 
90) ე, 90-0>ი 

%#I #2 

V-<X,, V>X”., 

უტოლობანი ტოლძალოვანია, ზოლო ამ უტოლობათა შესრულების ალ- 

ბათობაა ზ. ამდაგვარად, სანდო ინტერვალი დისპერსიისათვის მონა- 

ხულია და გამოისახება (14.4.13) ფორმულით, 

მაგალითი ქ. მოენახოთ, 14.3 პარაგრაფის მე-2 მაგალითის პირობებში სანდო 

ინტერვალი დისპერსიისათეის, თუ ცნობილია, რომ X სიდიდე ნორმალურადაა განაწი- 

ლებული. 

ამოხსნა. 

გეაქვს ჩ=–=0,8; თ=90,2; + =0,1. დანართის მე-4 ცხრილით, როცა #= –. 

–1=19 ვპოულობთ 

ჩ=  -=0,1-ათვის »#2%=27,2; 

0» =1 <> =0,9-სათვის /7“ა==11,65, 

, ' 

(14.4.13) ფორმულით ვპოულობთ სანდო ინტერეალს დისპერსიისათვის 

/”ც=(0.045; 0,104); 

საშუალო კვადრატული გადახრისათვის შესაბამისი ინტერვალი: (0,2; 0,32), ეს ინ–- 

ტერვალი მხოლოდ უმნიშვნელოდ აღემატება 14.3 პარაგრაფის მე-2 მაგალითში მიახ- 

ლოებითი მეთოდით მიღებუელ (0,21; 0,29) ინტერეალს. 
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14.2. ალბათობის შეფასება ხისშირის მისეღვით 

პრაქტიკაში ხშიოად გვიხდება შევაფასოთ 4 ხდომილობის უცნო- 
ბი ი ალბათობა დამოუკიდებელ # ცდაში მისი ი? სიხშირის მიხედვით. 

ეს ამოცანა ახლოსაა წინა პარაგრაფში განხილულ ამოცანებთან. მართლაც, 

4 ხდომილობის სიხშირე / დამოუკიდებელ ცდამი არის X სიდიდეზე 
დაკვირვების შედეგად მიღებულ მნიშვნელობათა საშუალო არითმე- 

ტიკული. რომლის X სიდიდე ყოველ ცალკეულ ცდაში თუ „4 ხდომილობა 
მოხდება, ღებულობს მნიშვნელობას 1 და ღებულობს 0, თუ ხდომილება 
არ მოხდება; 

” 

2,7, 
»«_ !I-1 ე... '-) (14.5.1)   

გავიხსენოთ, რომ X სიდიდის მათემატიკური ლოდინია #9; მისი 

დისპერსია 00, სადაც 0=1--ი. საშუალო არითმეტიკულის მათემა- 
ტიკური ლოდინი აგრეთვე #-ს ტოლია 

MIი")=ჩი (14.5.2) 

ე. ი. 0" შეფასება #-სათვის გადაუადგილებელს წარმოადგენს. ი” სიდი- 

ღის დისპერსია ტოლია 

სი") =”% (14.5.3) 
M 

შეიძლება დავამტკიცოთ, რომ ეს დისპერსია მინიმალურად ”შესაძლე- 

ბელია, ე. ი. 0" შეფასება ი-სათვის ეფექტურია. 

ამგვარად, წერტილოვანი შეფასებისათვის უცნობი # ალბათობისათ- 

ვის გონივრულია ყველა შემთხვევამი მივიღოთ „ც" სიხშირე. ისმება 

ასეთი შეფასების სიხუსტისა და საიმედოობის ანუ 0 ალბათობისათვის 

სანდო ინტერვალის აგების საკითხი. 

თუმცა ეს ამოცანაც მათემატიკური ლოდინისათვის სანდო ინტერვა- 

ლის ადრე განხილული ამოცანის კერძო შემთხვევაა, მაინც მიზანშეწო- 

ნილია გადავწყვიტოთ იგი ცალკე, რომლის სპეციფიკა ისაა, რომ X სი- 

დიდე წყვეტილი შემთხვევითი სიდიდეა, რომელსაც მხოლოდ ორი შე- 

საძლო მნიშვნელობა აქვს: 0 და 1. გარდა ამისა მისი მათემატიკური /# 

ლოდინი და 00=(0-––1) დისპერსია ფუნქციონალურადაა დაკავშირებული. 

ეს სანდო ინტერვალის აგების ამოცანას ამარტივებს. 

განვიხილოთ თავიდან რამდენადმე მარტივი შემთხვევა, როცა I ცდათა 
რიცხვი შედარებით დიდია, ხოლო /# ალბათობა არც ძალზე დიდი და 

არც ძალზე პატარაა. მაშინ შეიძლება ჩავთვალოთ, რომ ხდომილობის სიხ- 

354



მშირე არის შემთხვევითი სიხშირე, რომლის განაწილება ახლოა ნორმა- 
ლურთან!. გაანგარიშებანი გვიჩვენებენ რომ ამ დაშვებით შეიძლება 
ვისარგებლოთ იმ დროსაც როცა #M-ს დიდი მნიშვნელობა არა აქვს: საკმა– 
რისია, რომ #0 და /1I0 ორივე სიდიდე ოთხზე მეტი იყოს; გამოვალთ იქე- 
დან, რომ ეს პირობები შესრულებულია და ი” სიხშირე შეიძლება ჩავ- 
თვალოთ როგორც ნორმალური კანონის მიხედვით განაწილებული. ამ 
კანონის პარამეტრები იქნება 

იე =/M ძე. ==“ (14.5.4) 

თავდაპირველად დავუშვათ, რომ ი სიდიდე ჩვენთვისს ცნობილია. 

დავნიშნოთ სანდო ჩ ალბათობა და მოვნაოთ ისეთი (0-6. 

0+8ზგ), ინტერვალი, რომ ი” სიდიდე ხვდებოდეს ამ ინტერვალში რო- 
მლის ალბათობაა 

#I0"–-ი|<§5,)=ჩ (14.5.5) 
ვინაიდან ი? სიდიდე განაწილებულია ნორმალურად, ამიტომ 

/ჩ(Iი”-––ი|<§-)= 2)? C – 1=ჩ L 

თი, 

საიდანაც ისე როგორც 14.3. პარაგრაფშია 

ხგ=0,.მIC თ -+), 

სადაც ი,ი0)" -- განაწილების ნორმალური ()" ფუნქციის შებრუნებუ- 

ლი ფუნქციაა. ჩ-ს განსახღვრისათვის, როგორც 14.3 პარაგრაფში, შე- 
იძლება აღვნიშნოთ 

1-+ 
მკ= ე, დ” 1-4 · 

მაშინ 

ნგ =1ცლეი:. (14.5.6) 

სადაც /კ განისახლვრება 14.3.1 ცხრილიდან. 
ამგვარად, ჩ ალბათობით შეიძლება დავამტკიცოთ, რომ 

  

ნნ" –ი|<# -ჩ9 , (14.5.7) 
ჩ 

1 ხდომილობის სიხშირე ცდებისას წარმოადგენL წყვეტილ შემთხვევით სიდიდეს. 

ვლაპარაკობთ რა მისი განაწილების კანონის ნორმალურთან სიახლოეეზე, ჩეენ მხედვე– 

ლობაში გვაქვს განაწილების ფუნქცია და არა სიმკერიეე, 
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აქტიურად ი სიდიდე ავენთვის უცნობია; ოღონდ (14.5.7) უოტოლობას 
ექნება ჩ ალბათობა დამოუკიდებლად «იმისა, ჩვენთვის ცნობილია თუ არა 

0 ალაათობა: მ ივიღებთ რა ცდიდან კონკრეტულ ი#'" სიხშირეს, შეიძლება 
ვისარგებლოთ (14.5.7) უტოლობით, მოვნახოთ /გ ინტერვალი, რომ- 

ლის ალბათობა ჩ-ს ტოლია და გადაფარავს ი წერტილს. მართლაც, გარ– 
დავქმნათ ეს უტოლობა შემდეგი სახით: 

(_'– )ზ<-?იXL-ი) (14.5.ზ) 

და მივცეთ მას გეომეტრიული ინტერპრეტაცია. გადავზომოთ აბსცისათა 
ღერძზე ი" სიხშირე, „ხოლო ორდინატთა ღერძზე #2 ალბათობა (ნახ.- 

14.5.1) გეომეტრიული ადგილი 

წერტილებისა, რომელთა ი" 
და ი კოორდინატები აკმაყოფი– 

ლებენ (14.5.8) უტოლობას, იქ– 
ნებიან (0,0) და (1.1) წერტი- 

ლებზე გამავალი ელიფსის ში– 

გა ნაწლლი ელიფსია და 

რომელსაც ამ წერტილებზე 
აქვთ იი" ღერძის პარალე- 
ლური მხებები. ვინაიდან ი“ 

სიდიდე არ შეიძლება უარ- 

ყოფითი ან ერთხე მეტი 

იყოს, ამიტომ #) არე, რომე- 

ლიც შეესაბამება უტოლობას (14.8.5) კიდევ უნდა შევზღუდოთ მარ–- 

ცხნიდან და მარჯვნიდან 0?%=0 და 0თ'=1 წრფეებით. ეხლა შეიძლება 

ცდიდან მიღებული #“+ ნებისმიერი მნიშვნელობისათვის ავაგოთ სანდო 

Iგ ინტერვალი, რომელიც ჩ ალბათობით გადაფარავს ი უცნობ მნიშვნე- 

ლობას. ამისათვის წ" წერტილზე გავატაროთ ორდინატთა ღერმის პარა- 

ლელური წრფე. ამ წრფეზე # არის სახლვრები მოსჭრის სანდო /გ= 

=(ი, ი) ინტერვალს. მართლაც, M წერტილი, რომლის შემთხვევითი 

აბსცისაა ი" არაშემთხვევითი (მაგრამ უცნობი) ორდინატი /#, ჩ ალ– 

ბათობით "ხვდება ელიფსის შიგნით „ე. ი. 7გ ინტერვალი, რომლის ალ– 

ბათობა ჩ-ს ტოლია გადაფარავს ი წერტილს. 

ზომები და კომფიგურავია „სანდრო ელიფსისა“ დამოკიდებულია 

ცდათა ” რიცხვისაგან. რაც მეტია /! „მით მეტადაა გაწეული ელიფსი და 

მით უფრო ვიწროა სანდო ინტერვალი, სანდო ი; და #, საზღვრები. შეიძ– 

ლება მოვნახოთ (14.5.8) ”ფარდობიდან, მასში უტოლობის ნიშანს: ტო 
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ნახ. 14.5.1



ლობის ნიშნით თუ შევცვლით. მიღებული კვადრატული განტოლების 
ჩ-ს მიმართ ამოხსნით მივიღებთ ორ ფესვა: 

1 1? “ მ/1.ე%. 1 /2. ” ქბ310ჩ8 )., ი(1-- ი") 1 1%. 

XI. % ო. 'V/ ჩ + „2. 
  

  

ჩი, = 8. : 
1+"ჩ 

, ” . L  (14-5.9) 
„ 1068 ,, _ / ი/1-ი) , 17% 
„+ > 2361 . ჩი + გ ეა. 

ჩM023= 72 – 

1+ 
ჩ 

სანდო ინტერვალი ი ალბათობისათვის იქნება 

#გ=(0, 7.) 

მაგალითი 1. # ხდომილობის სიხზირე სერიაში '100 ცდიდან აღმოჩნდა 713= 

=290,78. განესაზღვგროთ 90%-ანი სანდო ინტერ-ალი „ს ხდომილობის ი ალტბათობისათეის, 

ამოხსნა. 

უწინარეს ყოვლისა შევამოწმოთ მისაღებია თე არა ნორმალური კანონი. ამისათვის 

შეეგაფასოთ ჩი და IV სიდიდეები. საორიენტაციოდ დავუშვათ, რომ 0=/" მიგიღებთ 

უილი0“=78; I10=I (1--03%)= 22. 

ორივე სიდიდე ·მნიშვნელოვნად მეტია ოთხზე, ნორმალერი კანონი მისაღებია 14.3.1 

ცხრილიდან ჩ=0,9-სათვის ვპოულობთ 7/გ=1,643 (4.5.9) ფორმელით 

ი,=070; /#:=0,540; Iგ=(0,705; 0,840) 

შევნიშნავთ რომ #-ის გადიდებისას 1 დ: + /_ სიდიდეები (14.5.9) 
” I 

ფორმულებში ნულისაკენ მიისწრაფიან; ზღვარში ფორმულები ღებუ- 

ლობს სახეს 

ი(1-–-იუ) გამოსყი ლ ი” 
' %1-- ე ი. = ი'+-ი)/ -#91=ჩ), _ 

”ეს ფორმულები შეიძლება მიღებული იქნან უშუალოდაც თუკი ვისარგებ- 

ლებთ 14.3 პარაგრაფში მოცემული მათემატიკური ლოდინისათვის სანდო 

ინტერვალის აგების მიახლოებითი მეთოდით. (14.5.101 ფორმულებით 

შეიძლება ვისარგებლოთ, როცა # დიდია (ასის რიგის), მხოლოდ # ალ– 

ბათობა ძალიან დიდი ან ძალიან მცირე არ უნდა იყოს (მაგალითად, რო– 

ცა ორივე სიდიდე /I,0 და /10 10 და მეტი რიგისაა). 

(14.5.10) 
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მაგალითი 2. ჩატარებულია 200 ცდა: 4 ხდომილობის სიხშირე აღმოჩნდა 

იბზ=0.34. აეაგოთ 85%-ნი სანდო ინტერვალი ხღომილობის ალბათობისათვის მიახლოე- 

ბით (14.5.10) ფორმულებით, შედეგები შევადაროთ სათანაღო ზუსტ (14.5.9) ფორმელე- 

ბის გამოყენებით მიღებულ შედეგებს. 

აპოხსიხა #ჩ = 0.85: 14.3.) ცხრილით ვპოულობთ /ც: 1,439. მისი 

I 09'(1 –ჩ') –0,0335-ზე გადამრაელებით მივიღქბთ 
”M 

! ჩM ო 1- # 

?ჩ 7 -6 (1-7) 0,048. 
, 

საიდანაც მიახლოებით ეპოულობთ „სანდო ინტერვალს 

/ც=(0,292; 0,388). 

(14.5.9ე) ფორმულებით ვპოულობთ უფრო ზუსტ მნიშვნელობებს /,=0,294: /X#-==0.189, 

რომლებიც თითქმის არ განსხვავდებიან მიახლოებითისაგან. 

ზემოთ განვიხილეთ სანდო ინტერვალის აგების საკითხი ცდათა საკ- 

მაოდ დიდი რიცხვის შემთხვევისათვის, როცა სიხმირე განაწილებულად 

შეიძლება ჩაითვალოს. ნორმალური კანონის მიხედვით ცდათა მცირე 

რიცხვისას (და აგრეთვე თუ # ალბათობა ძლიერ დიდია ანდა ძლიერ მცი- 

რეა) ასეთი დაშვება არ შეიძლება. ამ შემთხვევაში სანდო ინტერვალს არა 

მიახლოებითიდან გამომდინარე, არამედ სიხმირის განაწილების ზუსტი 

კანონის მიხედვით აგებენ. ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ეს არის 
ბინომური განაწილება, რომელიც განხილულია 3 და 4 თავებში. მართ–- 

ლაც, ხდომილობის მოხდენის რიცხვი /# ცდებში განაწილებულია ბი- 

ნომური კანონით: ალბათობა იმისა რომ ხდომილობა მოხდება ზუს- 

ტად #”!ჯერ ტოლია: 
ჩ,.=C0)ე09"- », (14.5.11) 

ხოლო ი“ სიხშირე არის ხდომილობის მოხდენის რიცხვი გაყოფილი ცდა- 

თა რიცხვზე. 
ამ განაწილებიდან გამომდინარე, შეიძლება ავაგოთ სანდო ILგ ინ- 

ტერვალი ანალოგიურად იმისა, როგორც მას დიდი /, რიცხვებისათვის 

ნორმალური კანონიდან გამომდინარე ვაგებდით (იხ. გვ. 331). 

თავიდან დავუშვათ, რომ ი ალბათობა ცნობილია და მოვძებნოთ 
სიხშირეთა ი", ჯა" ინტერვალი, რომელშიდაც გ“. სიხშირის მოხ- 

ვედრის ჩ ალბათობა 1 –– ს ტოლია. დიღი /-ის “შემთხვევისათვის 
ვსარგებლობდით განაწილების ნორმალური კანონით და ვიღებდით 
მათემატიკური ლოდინის მიმართ სიმეტრიულ ინტერვალს. (14.5.11) 

ბინომურ განაწილებას არ გააჩნია სიმეტრია. ამასთანავე (იმასთან 

დაკავშირებით, რომ” სიხშირე -– წყვეტილი შემთხვევითი სიდიდეა) 

ინტერვალი, რომელშიდაც მოხვედრის ალბათობა ზუსტად ჩ-ს ტოლია, 
შეიძლება ·არც არსებობდეს, ამიტომ ი,“ და ია" ინტერვალად ავირჩევთ 
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ყველაზე მცირე ინტერვალს, რომლის მარცხნივ და მარჯვნივ მოხვედ- 

რების ალბათობა == მეტი იქნება. 

ანალოგიურად იმისა,ა როგორც ნორმალური კანონისათვის (ნახ. 
I4.5.1) #) არეს ვაგებდით. შესაძლებელი იქნება ყოველი /I-სათვის 

მოცემული ჩ-სათვის ავაგოთ არე, რომლის შიგნით / ალბათობის მნიშ- 
ვნელობა ცრისას დანაკვირ ი“ მნიშვნელობასთან ”შეთავსე ბადია. 

   ! I 

ბი “იი ი2ე იპი იიი 650 060 070 იბ მს” (080 
ნახ. 1343.5.2.. 

14.56.2 ნახახხე გამოსახულია მრუდეებიი რომლებიც შემოსახღ- 

ვრავენ ასეთ არეს სხვადასხვა /I-სათვის, რომელთა სანდო ალბათობა 

ჩ=0,09. აბსცისთა ღერძზე გადაიზომება ი? სიხშირე ორდინატთა 

ღერძზე –– ი ალბათობა მრუდთა ყოველი წყვილი, რომლებიც შე- 

ესაბამებ„ს მოცემულ V/I.-ს განსაზღვრას ალბათობის სანდო ინ– 

ტერვალს, რომელიც შეესაბამება სიხშირის მოცემულ მნიშვნელობას. 

ზუსტად. რომ ვთქვათ არეების საზღვრები უნდა იყოს ·საფეხურებრივი 

(სიხშირის წყვეტილობის გამო), მაგრამ მოხერხებულობის მიზნით ისი- 
ნი გამოსახულია სადა მრუდთა სახით., 

იმისათვის, რომ ასეთი მოუდეებით სარგებლობისას, მოვძებნოთ სანდო 

ინტეთვალი, უნდა ვაწარმოოთ შემღეგი აგება (იხ. ნახ. 14.5.2): აბსცი- 

სის ღერძზე გადავხომოთ ცდისას დაკვირვების შედეგად მიღებული ი" 

სიხშირის მნიშვნელობა, გავავლოთ ამ წერტილზე ორდინატთა ღერძის 

პარალელური წრფე და აღვნიშნოთ 'რუდთა წრფესთან გადაკვეთის 
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წერტილი. რომელიც შეესაბამება ცდათა მოცემულ /! რიცხვს; ამ წერ- 

ტილთა გეგმილები ორდინატთა ღერძზე გვაძლევენ სწორედ სანდო /გ 

ინტერვალის #,, ია სახღვრებს. 
მოცემული /I-ისას მრუდები, რომლებიც შემოფარგლავენ „სანდო 

უბანს“, განისახლვრება განტოლებებით: 

> CIMი MI ი)" სს) =– >: / (14.5.12) 

/1-=# 

L 
წ. CიM(1--ი)-  = = (14.5.13) 
MI--0 

სადაც ჩ# -- ხდომილობის მოხდენის რიცხვია: 

M#=/ჩი7?. 

თუ (14.5.12) განტოლებას ი-ს მიმართ ამოვხსნით, შეიძლება მოვ- 

ნახოთ „სანდო უბნის“ ქვედა #0, სახლვარი; ანალოგიურად (14.5.13)- 
დან შეიძლება მოვნახოთ იე. 

იმისათვის რომ ეს განტოლება ყოველთვის ხელახლა არ ამოვ- 
ხსნათ, უფრო მოხერხებულია სანდო ჩ ალბათობის ·რამდენიმე ტიპ- 

ური მნიშვნელობისათვის ცხრილის (ან გრაფიკის) სახით წარმოვადგინოთ. 

მაგალითად” ი. ვ. დუნინ-ბარკოვსკის და ნ. ვ. სმირნოვის წიგნში „ალ- 
ბათობათა . თეორია და მათემატიკური სტატისტიკა ტექნიკაში“ არის 

ი, და #. ცხრილები ჩ=0,95 და ჩ=0,99-სათვის. იმავე წიგნიდანაა 

ნასესხებე ნახ. 14.5.2 გრაფიკი. 

მაგალითი 3. მოვნახოთ ზღომილობათა ალბათობის სანღო ი; და #» საზღერე– 

ბი, თუკი 50 ცდაში მისი სიხშირე აღმოჩნდა, /"==0.4. სანდო ალბათობა ჩ-= 0,9, 

ამოხსნა. 05%=0-:4 და /:=50-თვის აგებით (იხ. ნახ. 14.5. 2 ვპოულობთ; 

0,-=0,28%; #02=0,52. 

ვსარგებლობთ რა სანდო ინტერვალების მეთოდით, შეიძლება მიახლო– 

ებით ' გადავწყვიტოთ სხვა, პრაქტიკისათვის მნიშვნელოვანი საკითხიც: 

როგორი უნდა იყოს ცდათა რიცხვი I, იმისათვის, რომ ალბათობით ჩ 

მოველოდეთ, როომ ალბათობის სიხშირით შეცვლისას შეცდომა არ გადა- 

აჭარბებს მოცემულ მნიშვნელობას? 

მსგავსი ამოცანების გადაწყვეტისას უფრო მოხერხებულია უშუალოდ 

14.5.2. ტიპის გრაფიკებით კი არ ვისარგებლოთ, არამედ გადავა–- 

კეთოთ ისინი, ისე რომ სანდო სახღვრები წარმოვიდგინოთ, როგორც 

ცდათა #7 რიცხვის ფუნქცია. 
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მაგალით ი 4. ჩატარებულია 25 ცდა, რომლებშიც 4 ხდომილობა მოზდა 12- 

ჯერ, მოვძებნოთ საორიენტაციოდ ცდათს / რიცხეი, რომელიც დაგვპირდება იმისათ- 
ვის, რომ ჩ- -0.9. ალბათობით ხდომილობა, რომელიცწგამოწვეელი იკნება ალბათობის 

სიხშირის შეცვლით 20%-ს არ გადააჭარბებს 

#00 

     
         

  

   

რ-ი იუუბა 

ეაეენიეერელაები 
=->+4 

  
  

0 ჟე ”“ი 

ნახ. 14,5.3 

ამოხსნა ვსაზღერავთ ზღვრულად დასაშვებ ხდომილობას: 

4-=0,2 ·0,48= 0,C962:0,1. 

ვსარგებლობთ რა ნახ-ის 14.5.2 მრუდეებით, ვაგებთ ახალ გრაფიკს: 

აბსცისების ღერძზე გადავზომოთ ცდათა /! -რიცხვი, ორდინატთა ღერძზე 

ალბათობათა სანდო საზღვრები (ნახ. 14.5.3). შუა წრფე, რომელიც აბს- 

ცისთა ღერძის პარალელურია, შეესაბამება, დანაკვირ ხდომილობის #0'= 

=:-=0,48. სიხშირეს ი= 9'=0,48 წრფის ზემოთ და ქვემოთ გავლებუე- 

ლია მრუდეები: #,(I) და /ე(/), რომლებიც გამოსახავენ ზემო და ჟვემო 

სანდო საზღვრებს #-საგან დამო„იდებით. მოუღეების შორის, არე, რო–- 

მელიც გამოხატავს სანდო ინტერვალს--დამტრიხულია. ი=0,48 წრფიდან 

უშუალო მახლობლობაში ორმაგი დაშტრიბვით ნაჩვენებია 209; დასაშვე- 

ბი შეცდომის შესაბამისი უფრო ვიწრო შრე. 14.5.3 ნასახიდან ჩანს, რომ 

შეცდომა ეცე?ა დასაშვებ სიდიდემდე, როცა ცდათა /! რიცხვი 100-დე რი- 

გისაა. 

შევნიშნავთ, რომ საჭირო რაოდენობით ცღათა ჩატარების შემდეგ 

შეიძლება დაგვჭირდეს სიწშირის მიხედვით ალბათობის სიზუსტის ხელახ- 

ლა შემოწმება, რადგან ზოგად შემთხვევაში მიღებული იქნება სიხჰი- 

რის უკვე მეორე ი” მნიშვნელობა, რომელიც განსხვავებული იქნება ად- 

რე ჩატარებულ ცდებხე დაკვირვების შედეგად მიღებულიდან. ამ დროს 

შეიძლება აღმოჩნდეს, რომ ცდათა რიცხვი მაინც კიდევ არასაკმარისია 
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საჭირო სიხუსტი უზრუნველსაყოფად და მოგვიხდება მისე რამდე- 

ნადმე გადიდება ოღონდ პირველი მიახლოება რომელიც მიღებული 

იქნება ზომით აღწერილი მეთოდით. შეიძლება გამოგვადგეს („დათა 
სერიების დაგეგმვისათვის მათზე საჭირო დროისა და ფულადი სახსრე- 

აის თვალსაზრისით და ა. შ. 

პრაქტიკაში ზოგჯერ შეიძლება შევხვდეთ ხდომილობათა ალბათო- 

ბისათვის სანდო ინტერვალის განსახღვრის თავისებურ ამოცანას, როცა 

ცდიდან მიღებული სიხშირე ნულის ტოლია. ასეთი ამოცანა ჩვეულებრივ 

დაკავშირებულია ცდებთან რომლებშიდაც ჩვენთვის საინტერესო 

სდომილობისათვის ალბათობა ძლიერ მცირეა (ანდა პირიქით, ძლიერ 

დიდია –- მაშინ საპირისპირო ხდომილობის ალბათობა ძლიერ მცირეა). 

დავუშვათ მაგალითად ტარდება რომელიღაც ნაკეთობის უმტყუნე- 

ბელ მუშაობაზე გამოცდა. ნაკეთობას გამოცდის დროს ერთხელ არ უმ– 
ტყუნია. საჭიროა მოვნახოთ მტყუნების პრაქტიკულად მაქსიმალურად 

შესაძლო ალბათობა. 

დავაყენოთ ეს .ამოცანა ზოგადი სახით. ჩატარებულია / დამოუკიდე- 

ბელი ცდა, რომლებიდანაც არც ერთში 4 ხდომილობას არ ჰქონია ად- 
გილი. მოცემულია სანდო ჩ ალბათობა; საჭიროა ავაგოთ სანდო ინტერ- 

ვალი ხდომილობის ი ალბათობისათვის, უფრო ზუსტად-მოვნახოთ მი- 

სი ზედა ი. სახლვარი, რადგან ქვედა 0, სახლვარი ბუნებრივია ნულის 

ტოლია. ' 

დაყენებული ამოცანა ალბათობის სანდო ინტერვალის ზოგადი ამო- 

ცანის კერძო შემთხვევაა, მაგრამ მისი თავისებურების გამო საჭიროა 

ცალკე განვიხილოთ. უწინარეს ყოვლისა სანდო ინტერვალის აგების 

მიახლოებითი მეთოდი (განაწილების სიხშირის ნორმალურით შეცვ- 
ლის საფუძველზე), რომელზედაც ლაპარაკი იყო მოცემული პუნქტის 

დასაწყისმი„ აქ მიუღებელია, რადგან 7 ალბათობა ძლიერ მცირეა. 

სანდო ინტერვალის აგების ზუსტი მეთოდით ბინომური განაწილების 

საფუძველზე მოცემულ შემთხვევაში მისაღებია მაგრამ შეიძლება არ- 
სებითად იქნეს გამარ ტივებული. 

ვიმსჯელოთ შემღეგნაირად. / ცდების მედეგად დაკვირვებულია 8 
ხდომილობა, ეს ნიშნავს, რომ 4 არც ერთხელ არ მომხდარა. საჭი- 

როა მოვნახოთ /#=/. მაქსიმალური მნიშენელობა, რომელიც „შე- 
თავსებადია” ფდისას დანაკვრ #8 ხდომილობასთან, თუკი ჩავთვლით 

8-სთან „შეუთავსებადია“ #-ს ის მნიშვნელობები, რომელთათვისაც 

8 ხდომილობის ალბათობა ნაკლებია ვიდრე თ=1–-ჩ. 

ცხადია 4 ხდომილობის ნებისმიერი #7 ალბათობისათვის დანაკვირ 
ხდომილობის ალბათობა ტოლია 

#(8)=(1––ი)". 
362



დაუშვათ, რომ /X/3)=Cთ და #-თვის მივიღებთ განტოლებას: 

(1-––-ი.)5=1–ჩ, (14.5.14) 
საიდანაც 

=1-M/1--8ჩ. (14.5.15) 

მაგალითი 5. ჭქერვის/ სიმაღლიღან ეარდნისას ამფეთქის თქითნებური მოქ1- 

მედების ი ალბათობა უცნობია, მაგრამ სავარაუდოდ ფრიად მცირეა, ჩატარებულია 19ე 

ცდა, რომელთაგან თითოეულში ჭურვს აგოეუბონენ # სიქმაღლრდან, მაგრამ არც ერთ” ცლი- 

სას ამფეთქკს არ უმოქმედია, განვსახღვროთ / ალბათობისათვის 90%-იანი სანდო ინტერ- 
ვალის ზედა #/ა საზღვარი, 

ამოხსნა. (14.5.15) ფორმელით 

ი+= I1--' V1-=0,9= | 0, 
100 –-–-–-– – 

IC ყ/ C6,1--0,01 1C 0.1= 1,9900; 

100--––- 
/ CI =0,977; /#6+= 1--0,977=0,022, 

განვიხილოთ წინასთან დაკავშირებული კიდევ ერთი ამოცანა. 4 ხდომი- 

ლობა, რომლის #/ ალბათობა მცირეა, „ ცდიან სერიაში არც ერთხელ 

არ ყოფილა შემჩნეული. მოცემულია სანდო ჩ ალბათობა, როგორი უნია 

იყოს ცდათა / რიცხვი, იმისათვის, რომ ხდომილობის ზედა სანდო სა- 
ზღვარი ალბათობისათვის მ.იცემული /#,კ მნიშენლობის ტოლი იყოს? 

ამოხსნა (14.5.14) ფორმულით მიიღება: 

„- 150 -ჩ). (14.5.16) 
IC(1 – ი). 

მაგალითი 6. რამღენჯერ უნღა ღავრწმუენღეთ ნაკეთობის ეპტყუენებელ მუ- 

შაობაში იმისათვის, რომ 95%-ნი გრანიტით ვამტკიცოთ, რომ პრაქტი„,ული გამოყენე- 
ბისას იგი გვიმტყუნებს ყეელა შემთხევეის არა უმეტეს“5%-სა შ. 

ამოხსნა. ფორმელით (I4.5.16) როცა ჩ-:0,95, #:=0,05 გეაქეს: 

IC 0.05 

1თ 0,95 

  

(== 2258,4. 

თუ მეტობ-თ დაგამრგვტალებთ, მ-ე -ღებთ 

ხზ 

#--59. 

მხედველობაში გვაქვს რა ანგარიშების ასეთი საორიენტაციო ხა- 
სიათი, შეიძლება (14.5.15) და (14.5.16) ფორმულების ნაცვლად მი- 

ვიღოთ უფრო მარტივი მიახლოებითი ფორმულები. ისინი შეიძლება 

მივიღოთ თუკი ვივარაუდებთ, რომ / ცღდებისას 4 ხდომილობათა გა- 

მოჩენის რიცხვი განაწილებულია პუასონის. კანონის მიხედვით, რომლის 

მათემატიკური ლოდინი ძ=7/ძ. ეს ვარაუდი მიახლოებით სამართლია– 
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ნია. იმ შემთხვევაში. როცა ი” ალბათობა ძლიერ მცირეა (იხ. თავ. 5 
პარ. 5.9). მაშინ 

#08) CC“ 

და ნაცვლად (14.5.15ე) ფორმულისა მივიღებთ: 

_ – ი01–ჩ) 
ჩი. (14.5.17) 

» 

ხოლო ნაცვლად (14. 5.16)-სა 

= 90 -ჩ 
' XX 

მ აგალითი 7. მო>გნახოთ მიახლოებით ჯა-ის მნიშვნელობა მე-5 მაგალითი 

პირობებისათვის. : 

ამოხსნა. ფორმელით (14.5.14) გვაქვს 

(14.5.18) 

– I.19,1 __ 2,303 

100 100 
  მა2= =0,023 

ე. ი, იოგრვე შედეგი, რომელიც მიღებულია ზუსტი ფორმულით მე-5 მაგალითში. 

მაგალითი 8. მოვნახოთ II-ის მიახლოებითი მნიშვნელობა მე-6 მაგალითის 

პირობებისათვის. 

ამოხსნა: (14,5,18) ფორმულით გვაქეს, 

--Iი 0,05 2,996 
სლეა--– = =59,9, 

0,05 0,095 
  

თუ დავამრგვალებთ მეტობით ვპოულობთ M=60, რაც მცირედ განსხვავდება მე-6 

მაგალითში მიღებულ ი=59 შედეგიდან. 

14.6. შემთხვევით სიდიდეთა სისტემების შეფასებები 

რიცსვითი მასასიათებგლებისათვის 

14.1-- 14.4 პუნქტებში განვიხილეთ ამოცანები, რომლებიც დაკავ–- 
შირებული იყო ერთი შემთხვევითი სიდიდის რიცხვითი მახასიათებ- 

ლების შეფასებებთან ცდათა მეხღუდული რიცხვისას და ამ მახასიათებ- 
ლებისათვის სანდო ინტერვალების აგებასთან ანალოგიური კითხვე– 
ბი წამოიჭრება ორ და მეტ შემთხვევით სიდიდეებზე დაკვირვებათა შეზ– 

ღუდული რაოდენობის დამუშავების დროსაც. აქ დავკმაყოფილდებით 
სისტემათა მახასიათებლების მხოლოდ წერტილოვანი შეფასებების, გან- 

ხილვით. 
განვიხილოთ ჯერ ორი შემთხვევითი სიდიდის სისტემა. გვაქვს (X, 

აჩი შემთხვევიძთთ სისტემაზე / დამოუკიდებელ ცდათა შედეგები; რომ- 

ლებიც თავის მხოივ იძლევიან შედეგებს: 

0ესV,); (XC, წი): (X,, I/ი)- 
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საჭიროა მოიძებნოს შეფასება სისტემის რიცხვითი მახასიათებლები- 

სათვის: 7I>, Mყ მათემატიკური ლოდინისათვის ჩ.., MI, დისპერსიისათ- 

ვის და L>,ყ კორელაციური მომენტისათვის. 

ეს საკითხი წყდება ერთი შემთხვევითი სიღიდის ანალოგიურად. 

მათემატიკურ ლოდინისათვი გადაუაღგილებელი ”მეფასებები“ იქნება 

საშუალო არითმეტიკულები: 

    

” ჩ 

ათი 3 
–. (=1 – _ (=1 
„= - ; ყ= · 14.6.1 MI >–: წ/) > ( ) 

ხოლო კორელაციური მატრიცის ელემენტებისათვის 

” 

2. ოლი )? 

გ...  ... 
ჯ““ #-–-I 7 

: 2,(#-–თი” (14.6.2) 
– (=1 · 

.”ს= IL--1 ' 
ჩM 

3 ნს–ი)(V;– ი) 
– (=1 
'ლ– ' წილს! 

დამტკიცება შეიძლება ჩატარდეს 14.2-ის ანალოგიურად. დისპერსი- 

ისა და კორელაციური მომენტისათვის შეფასებათა უშუალოდ გამოთვ- 

ლისას ხშირად მოხერხებულია ცენტრალური და საწყისი სტატისტიკური 

მომენტებს მორის კავშირით სარგებლობა: 

0".=თმ.IXI-- (/1>")?; 

|)",კ=თ"აIV )--(/!" ს); ' (14.6.3) 

L".ყ=Cთ%9),IX.VI-–- . I", 
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სადაც 

    

    

ჩM /” 

2,.X 2 >, 

ცხა=--) ; თაIX1=--+ ; 

ჩ ჩ 

ა” წაი . 2 , რ (14.6.4) 
I ს=----, თ"ა|I #7 |) =: –– 

” 

+ 

თ", (X,X/1=     

გამოვთვლით რა სტატისტიკურ მომენტებს (14.6.3) ფორმულებით, 

შემდეგ შეიძლება მოვნახოთ გადაუადგილებელი შეფასებები კორელა– 
ციური მატრიცის ელემენტებისათვის ფორმულებით: ე მ 

  

  

  

–"' ჩ 

LX =I". ; 
1 – 1 

– · ” 
სი” – 1! (14.6.5). 

– ” 
#Xს)ს=M7,ს · 

M#M–1 

მაგალითი. თვითმფრინავიდან წარმოებულია მიწაზე ცალკეული გასროლე– 
ბი. რეგისტრირებულია მოხვედრის წერტილთა კოორდინატები და ერთდროულად 
ჩაწერილია თვითმფრინავის სრიალის კუთხის შესაბამისი მნიშვნელობან,ი სრიალის 

ჩ კუთხის დანაკვირი მნიშვნელობანი (რადიანთა მეათასედებში) და მოხვედრის წერ- 
ტილთა X აბსცისების (მეტრებმი) მოყვანილია ·14.6.1, ცხრილში. 

ცხრილი 14.6.1 
  

  

.>:.:::....- 
1 – 8 –-10 11 +3 –1 
2 -+10 --2 12 –2 +4 
ვ –+22 ==. 13 –-28 +12 
4 +55 +109 14 +62 +20 
5 + 2 – 15 –-10 -- 11 
6 –-–30. –-16 16 – 8 + 2 
7 –15.. –8 17 +22 -L14 
8 + 5 --2 18 + 3 + 6 
9 –+10 -L6 19 – 32 –12 

10 +18 +8 20 L- 8 + 1 
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მოვნახოთ შეფასებები (ზ, X) სისტემის რიცხეითი მახასრიათებლებისათვეის. 

ამოხსნა თვალსაჩინოებისათვის დავიტანთ (ზ, X) მნიშენელობათა ყველა 

წყვილს გრაფიკზე (ნახ. 14.6.1). წერტილების განლაგება გრაფიკზე მოწმობს ჩ თა X 

შორის გარკვეულ დამოკიდებულების (დადებითი კორელაციის) არსებობა", (14.6.1) 

ფორმულებით გამოვითვლით ჩ და ჯ 
X-ის საშუალო მნიშვნელობებს, –– შე- 420 

ფასებებს მათემატიკური ლოდინებისა- 

თვის: 

Mც== 7,15; IM>-=-0,5. .. 4/0 

შემღეგ ვპოულობთ სტატისტაკურ . 
მეორე საწყის მომენტებს: 9 · 

0 2 2ნ 0-2 #7 ში რ# 
“ 

2. · 
2, ' » 1-0   – 

თ”.ს)= '''  -581,6; 

20 12 
20 

ბ »"; ნახ, 14.6.1. 
(=1 

თ?.IX)=: ––––––- =85,4, 2IXI 20 , 

(14.6.3) ფორმულით ვპოულობთ სტატისტიკურ დაისპერსიებს: 

ჩ”გ= 581,8--51,0= 530,8; 
LI"-=85,4--0,2= 85,2. 

გადაუადგილებელ” შეფასებებისათვი ვამრავლებთ სტატისტიკურ: დისპერსიებს 

ჩ 20 ” 
:-1 = 15 “ზე. მივიღებთ: 

ჩგ=559, 

89.=69,7. 

შესაბამისად საშუალო კვადრატელი გადახრები ტოლია: 

ძგ = V/2გ=23.6; 6.=9,46, 

უკანასკნელი ფორმულით ვპოულობთ სტატისტიკურ საწყის მომენტს: 

“ 

ჩ 

პს Xჯ, 

, 1==1 –19 თIMII8.X)= “ელლ =199,8. 

და სტ-ტისტიკურად კორელაცივრ მომენტს: 

M8»+:C0C9,1Iჩ.X)–– MIგ/I>= 190,8--3,6=- 187 ,2; 
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გადაუადგილებელი შეფასების გ.ნსაზღერისათვის ეამრაელებთ მას –- == 5 -ზე 

ვღეპელობთ | 

Mგ-= 197,0 

საიდანაც კორელაციის კოეფიციენტისათვის შეფასება ტოლია: 

197,9 

23,6-9,46 
  # 8+ = > 0,886 

#-ის მიღებული შედარებით დიდი მნიშვნელობა მიგვითითებს ჩ და # 
შორის არსებითი კავშირის არსებობაზე; ამის საფუძველზე შესაძლებე- 

ლია დავუშვათ, რომ სრიალი ძირითადი. მიხეზია ჭურვების გეერდითი 
გადახრისა. ' 

გადავიდეთ ნებისმიერი რიცხვის შემთხვევით სიდიდეთა სისტემე–- 

ბის დაკვირვებათა დამუშავების შემთხვევახე. 

გვაქვს #L შემთხვევით სიდიდეთა სისტემა 

CM), 2%ა,-...M,) 

სისტემაზე ნაწარმოებია / დამოუკიდებელი დაკვირვება; ამ დაკვირვე- 

ბათა შედეგები გაფორმებულია ცხრილის სახით, რომლის თითოეული' 

სტრიქონი შეიცავს ი! მნიშვნელობას, მიღებულს შემთხვევითი X), Xა 

---. თ სიდიდეების მიერ ერთი დაკვირვებისას (ცხრილი 14.6.2) 

ცხრილი 14.6.2 

X. X» 

X1L 

X1I2 
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რიცხვები რომლებიც ცხრილშია დღა დანომრილია: ორი ინდექსით 

დაკვირვებათა რეგისტრირებული შედეგებია, პირველი ინდექსი აღნიშ- 

ნავს შემთხვევითი სიდიღის ნომერს, მეორე-–დაკვირვების ნომერს, 

ასე რომ XI, –– არის X , სიდიდის მიერ #ურ დაკვირვებისას მიღებული 

მნიშვნელობა. 

საჭიროა მოვნახოთ შეფასებები სისტემის რიცხვითი მახასიათებ– 

ლებისათვის: მათემატიკურ ლოდინთათვის: ხს. 

რელაციური მატრიცის ელემენტებისათვის: 

| სიე. თ I 

მათ. (ე LI 

| ლ 

IIII,1|=> 

  
ცხადია კორელაციური მატრიცის მთავარ დიაგონალხე მდებარეობენ 

შემთხვევით X,, X§ა,...,X,, სიდიღეთა დისპერსიები: 

#=M): ჩლხა=Iა,.·· იი = 1. 

მათემატიკური ლოდინთათვის შეფასებები მოიძებნებ, როგორც 

სამუალო არითმეტიკულები: 

”M 

2 XI 

– ჯ=-L 
I))X, ==   (–”=1, 2,..., #II). (14.6.6) 

დისპერსიებისათვის გადაუადგილებელი შეფასებები განისაზღვრებიან 

ფორმულებით 

ჩ 

“9 
ა (ნ(ხც– IX.) 

= (=L 

ს.= ; (14.6.7) 
”ჩ–-1 

ხოლო კორელაციური მომენტებისათვის ფორმულებით 

” 

ბ). (+ „“ იხ) (ს, თ, ) 

> (=1 - 14.6. MV --- · (14.6.ზ)   
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ამ მონაცემებით განისახღვოება შეფასებები ნოომირებული კორე- 

ლაციური მატრიცის ელემენტებისათვის: 

– 

  ჩ,= #ჩ.M. (14.6.9 
0, თ, 

სადაც 

ი.=Vსს C,=V9M.. (14.6.10) 

მაგალითი. ჩამოგდებულია ბომბების 10 სერია, თითოეულში 5 ბომბი და 

რეგისტრირებულია მოხვედრის წერტილები. ცდათა შედეგები მოყვანილია 14.6.3. 

ცხრილში, ! ასოთი აღნიშნულია სერიის ნომერი; # -- სერიაში ბომბის ნომერი. სა- 

ჭიროა განესაზღვროს ხუთი შემთხვევითი სიდიდის სისტემისათვის (X,, XX, Xაყ,. XI, X.) 
მისაღები რიცზვითი მახასიათებლები -- მათემატიკური ლოდინთა ღა კორელაციური 

მატრიცის ელემენტებისათვის –- რიცხვითი მახასიათებლების მნიმვნელობანი –- ხუ- 

თი შემთხვევითი სიდიდის სისტემისათვის 

(პ7/,, ჩარ ა/, ჩ”., ა”). 

ამოხსნა. მათემატიკური ლოდინისათვის შეფასებები მოიძებნება სვეტების 

მიხედვით, როგორც საშუალო არითმეტიკულები: 

MIX,=-74,3; MI.=--19,9; II-ე=27,7; #MI+=:685,0ზ /I-გ= 147,0; 

სIყ,ლ=--3,9; იმყ,=--1,6; MIყ,== 12.2; /ყა=> 13,3; ჩIყ,=9,9. 

კორელაციური მატრიცის ელემენტების გამოთვლისას არ ვისარგებლებთ საწყის და 

ცენტრალურ მომენტებს შორის ფარდობით, როგორც წინა მაგალითებში; მოცემულ 

შემთხვევაში ძლიერ ცვალებადი მათემატიკური ლოდინის გამო ამ ხერხით სარგებლობა 

უპირატესობას არ მოგვცემს. შეფასებებს მომენტებისათვის გამოვთვლით უშუალოდ 

(14.6,2) ფორმულით, ამისათვის 14.6.3 –– ცხრილის ყველა ელემენტიდან გამოვაკლებთ 

შესაბამისი სვეტის საშეალო მნიშვნელობას. შედეგებს მოვიყვანთ 14.6.4 ცხრილში. 

ცხრილი 14,6,3 

  

  

      

აბსცისა X ორდინატა I” 

XI 1 |: 2 | 3 4 5 1 | 2 ვ 4 | 5 
( , 

1 |I -–=120| –– 20 2) 60 160) 20 | --15|) -.8)-- 6) -.2 
2 –108|- 75|-–-– 20 20 80 40 60 120 125 130 
3 –<–200 | ––120 | –– 80 | –– 20 10-– 25) ––-30 | ––20 | ––10 2 
4 – 55-–-. 2 40 120 200 | ––-100 !|- –-–75 | ––35 2 2 
5 5 60 100 165 220 | –– 40| ––30 | ––25 | ––30 | ––45 

6 –-–-240 | ––202 | ––1409| –– 88|––2 30 80 30 25 10 2 
7 19 65 120 160 205” 14 25 25 30 10 
8 – 40 0 65 103 170 80 75 60 19 | | ––4 
9 –100| –– 490) ––10 55 105 | –– 70| ––60 | ––30 | –10 0 

10 105 135 190 280 330 2 4 „19 12 4                   
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ცხრილი 14.6.4. 

  

XI, – XI ყლ თი. 
    

– 
„
ე
 

72> –-
 

5)
 

Cღ
 

–
 

თ
 – 2 3 4 5 

  

_ 45,7-- 0,1 25,7I,-- 25,§ ვვ,0- 16,1--13,4 –20,2--19,3|--11,9 

– 33,7-- 55,1--- 37,7--- 65,მ1--67,0 43,2 61,6) 107,8|) 111,7| 120,1 
–-125,7I--100,1|--107,7---105,2|--137,0)--21,1I-–-28,4|--–32,2(--–23,3|-- 7,9) 

19,3 17,9 12,)3 342 51,0|)---96,1.-–-73,4| –47,2|--11,3!-– 7,9 
79,3 79,9 72,3 79,2:2 73,0,--36,1--268,4|--37,2--43,3|--54 

–-165,7)--1§62,1|--167,7I--173,2,-177,0 83,9 31,6- 12,მ-––- 3,2I-– 7 
84,3 84,9 9-2,3 74,2 58,0, 17,9 26,6 12,858 16,7 C 
34,3 197,9 37,3 17.2 23,0, 83,9 76,6 47,8.“– 3, CI 
25,7|“- 20,1|- 37,7,-- 30,8–-–42,0-–-6–66,1|--58,4|--42,2I––23, 9 

179,3ვ 154,727 )1)62,3 1“4,2) 133,0 5,7 5,6-–– 2,2-–– 1, 5 ი
უ
”
 

ა
 

თი
თი

 
“
ე
ბ
ა
 

–
                         

    
ამ რიცხვთა კვადრატში აყვანით, სვეტების მიხეღვით აჯამვით და #I--1=9-ზე გაყოფით: 

მივიღებთ დისპერსიებისა და ს:შუალო კვადრატული გადახრებისათვის შეფასებებს 

ჩ8+>,=:1C4,2:160'; ჩ+,=94,4:10; /2>,=94.3:102, 

–>,=110,2-.1C; #M+,=114,4 -107; 

C-,–102; 0>,=97; 0, =97: ი»,=105; 0+2,=107. 

ჩე, =35.5:10:; #წყ,ლ–24,4:10-; #Mყ,=23,4 ·10?; 

ჩნ,,=19,6 -1C: 8. =20,1 -1C7; 

მი,=60ე; 0ყ,=49; C6ყ,=4ზ; იყ,–=44: თყ,–45. 

რომ მოვნახოთ შეფასება'კორელაციე რი მომენტისათვის. მაგალითად X, და XX სიდი- 
დეებს მორის შევადგენთ სეეტს იმ რიცხეთა წყეილ-წყვილად ნამრავლებისას, რომლე– 

ბიც დგანან 14,6.4 1) ცხრილის პირეელ და მეორე სეტში, ყეელა ამ ნამრავლთა შეკ- 

“რებით და ჯამის /I--1- ზე გაყოფით მივიღეCთ: Mჯ, X.=0.959 ·1 09, 

MX, >,-ის გაყოფით შ»,. 0+. “ზე მივიღებთ: 

#”#,7,220,97 

ანალოგიურად ვპოულობთ კორელაციურ“ მატრიცის ყველა ელემენტს. მოზერ– 

1 თუ გამოთვლა წარმოებს არითმომეტოზე ან კლავიშებიან გამომთვლელ (საან– 

გარიშო) მანქანაზე, მაშინ არა აქვს აზრი ამოვწეროთ ცალკეული ნამრავლები, არამედ 

უშუალოდ უნდა გამოით ვალოს ნამრაევ ლთა ჯამები, ისე რომ არ მოზდღეს შეჩერება შუა- 

ლედ შედეგებზე. 
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ხუებულობისათვის მომენტთა ორივე მატრიცის ყველა ელემენტს ვამრავლებთ 10-2- 
ზე, მ-კიღებთ: 

104,2 “960 98,4 105,! 106,9 

944 9322 107,0 101,1 

IIჩიი,X,IIC 94, 1020 99,2 
110,2 108,2 

111,4 

355 278 22,9 11,0 8,3 

244 2,4 130 10,2 

IMV,V/,I= 234 I7,4 17,2 
19, 19,3 

20,1 

მატრიცთა სიმეტრიულობის გამო ისინი შევსებულია მხოლოდ ნახევრად. ნორმირე - 
ბელ კორელაციურ მატრიცებს აქვს შემდეგი სახე: 

1,00 0,972 0,999 0,098 0,958 

1,060 0,999 „092 0,97 

IX-XI = I,00– 0,9, 0,9 |I, 
1,00– 0,97 

“ 1,00 

1,00 0,094 0,007 0,422 0,121 

1,000 0,მ9 0,590 0,46 

II” ყ;VII|=> 1,000 0,8) 0,80 
1,00 0,97 

1,00 

ამ მატრიცების განხილვით ვრწმუნდებით, რომ (XX, Xა. Xე), სიდიდეები 
მჭიდრო ; კავშირშია, რომელიც უახლოვდება ფუნქციონალურს; V#,, ბი, ე, -/. 
სიდიდეები ნაკლებ მჭიდროდაა დაკავშირებული და კორელაცის კოეფიციენტი 
მათ შორის კლებულობს კორელაციური ·მატრიცის მთავარი დიაგონალიდან დაშო- 
რების მიხედვით. , 

14.2. სროლათა დამუშავება 

ერთ-ერთი მნიშვნელოვანი პრაქტიკული ამოცანაა, რომელიც წამო- 
იჭრება სროლისა და ბომბების დაშენის საკითხების შესწავლისას, ექ- 
სპერიმენტული სროლების (ბომბების დაშენის)! შედეგების დამუმა- 
ვების ამოცანა. 

აქ განვასხვავებთ ორ შემთხვევას: სროლას დარტყმითი ჭურვებით და 
სროლას დისტანციური ჭურვებით. დარტყმითი ჭურვებით სროლისას 
გაბნევა ორი შემთხვევითი სიდიდის "სისტემის განაწილების კანონით 
ხასიათდება; რომელიღაც სიბრტყეზე (რეალურ ან წარმოსახვით) მოხვედ- 
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რების წერტილების აბსცისების და ორდინატების განაწილების კანონით. 

დისტანციური ჭურვებით სროლისას გაბნევა სივრცითი ხასიათისაა და 

აღიწერება ჭურვის 1გასკდომის წერტილის სამი კოორდინატის სისტე- 

მის განაწილების კანონით. 

ჯერ განვიხილოთ დარტყმითი ქურვებით სროლების დამუშავების 

ამოცანა. დავუშვათ ნაწარმოებია / დამოუკიდებელი გასროლა, რომე- 

ლიღაც ბრტყელ სამიზნეზე 

ღა რეგისტრირებულია მოხ- 

ვედრის ი” წერტილთა კოორ- 
დინატები (ნახ. 14.7.1): 

M# 

  

(2,ყ,) (41.2) 

დავ უშვებთ რა რომ (X.აპ/) –“ გ 
სისტემის განაწილების კანო- (4) 6.) 

ნი ნორმალურია, საჭიროა ' | 

მოვნახოთ შეფასება მისი პა- 

რამეტრების: #?1., #7) გაბნე– ნახ, 14. 7.1. 

ვის ცენტრის კოორდინატე- 

ბისა, გაბნევის მთავარი #§, უ ღერძების მიმართულების განმსაზღვ- 
რელი « კუთხისა და თ, თე ს.კ. გ-ბის. 

განხილვა დავიწყოთ ყველახე მარტივი 'ემთხვევიდან, როცა გაბნე– 

ვის მთავარ ღერძთა მიმართულება წინასწარ ცნობილია. ეს შემთხვევა 

CV, V),); (Xა, ყ:):.-·.: (MX, Mი)- 

+. ყ.) 

ხმირად გვხვდება პრაქტიკაში, რადგანაც ჩვეულებრივ გაბნევის მთა–- 

ვარი ღერძების მიმართულება განისახღვრება თვით სროლის პირობე- 

ბით (მაგალითად, ბომბების დაშენისას –– ფრენის მიმართულება და 

მისი მართობი; საჰაერო სროლისას--სამიზნის განივი სიჩქარის მიმარ– 

თულება და მისი მართობი და ა. შ.). ამ შემთხვევაში სროლების დამუ- 

შავების ამოცანა ძლიერ მარტივდება წინასწარ ვიცით, რა თუნდაც სა- 

ორიენტაციოდ მთავარ ღერძთა მიმართულებანი, შესაძლებელია შე– 

ვარჩიოთ მათი პარალელური საკოორდინატო ღეთძები: კოორდინატთა 

ასეთი სისტემებისა, მოხვედრის წერტილის აბსცისა და ორდინატა 

დამოუკიდებელი ”შემთხვევძთთი სიდიდეებია და მათიჟ განაწილების 

კანონი განისახღვრება სულ ოთხი პარამეტრით: გაბნევის ცენტრის 

კოორდინატებით და მთავარი თ., თყ საშუალო კვადრატული გადახ- 
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რებით. ამ პარამეტღებისათვის შეფასებები განისაზღვრებიან ფორმუ- 

ლებით: 

ჩ 

2. 2. 
– _ (=1 
I1ბჯჯ ==     ? /Iც== L- 

/ წი» მოთ (14.7.1) 
(=1 

/ მყო. 
Cყ= 

  

ML--1   
განვიხილოთ უფრო რთული შემთხვევა, როცა გაბნევის მთავარ ღერ– 

ძთა მიმართულება არ არის წინასწარ ცნობილი - და უნდა: განსახღერულ 
იქნას ცდის საშუალებით. ამ 

7 „> შემთხვევაში უნდა განისახღ- 

ვროს ყველა ხუთი პარამეტ- 

რი: გაბნევის ცენტრის კოორ- 
დინატები /1., /), კუთხე 

«»% და მთავარი თ, თ საშუა- 

' ლო კვადრატული გადახრები 

I (ნახ. 14. 7.2) გაბნევის'ცენტ- 

I რის კოორდინატთა შეფასე- 
8). “– ჯ ბები ამ შემთხვევაში ისევე, 

' როგორც წინა შემთხვევებში, 

      

  

ნახ, 14,7.2. განისაზღვრება ფორმულე- 
ით: 

”· 
” 

წი სუ 
– 'L-– – (== | ილ. L _–_._.– (14.7.2) 

გადავიდეთ Cთ კუთხის შეფასებახე. ვივარაუდოთ, რომ გაბნევის მთა- 
ვარი ღერძთა მიმართულებანი ცნობილია და გავავლლთ (/I», /!ყ) 
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წერტილხე მთავარი 0: 0, ღერძები (ნახ. 14.7.2) §0ი სისტემაში შემ– 

თხვევით (X, ა) წერტილის კოორდინატები იქნება: 

==(X-MM)C005 თ-LCIV-–-//)5Iი თ, ! 

=-(X-”ა) 5(ით-+-(V-–-ი!) C05თ.( 
ანდა 

==XC 005 CთC1- V 5§(0C, ' (14.7.3) 
M=--X§Iი Cთ-L V C0§ თ. 

ცხადია სიდიდეებს = // ექნებათ მათემატიკური ლოღინი, რომელიც 

ნულის ტოლი იქნება: 

/VII =|=VVIII/1=9. 

რადგან 09, 0M) გაბნევის მთავარი ღერძებია. =, // სიდიღეები დამოუ- 

კიდებლებია. მაგრამ ნორმალუო კანონს დაქვემდებარებულ სიდიდეე- 

ბისათეის დამოუკიდებლობა არა კორელირებულობის ექვიეალენტუ- 

რია. 

მაშასაღამე ჩვენთეის საკმარისია მოვნახოთ თ კუთხის ისეთი მნიშ- 

ენელობა, რომლის დროსაც (5, IM) სიდიღეები არაკორელირებულია; 

სწორედ ეს მნიზენელობა სახღვრავს გაბნევის მთავარ ღერძთა მიმარ– 

თულებას. 
გამოვთვალოთ (=, //) სიდიდეთა კორელაციური მომენტი. (14.7.3) 

ტოლობათა გადამრავლებით და მათი ნამრავლხე მათემატიკური ლოღი– 

ნის ოპერაციების გამოყენებით მივიღებთ: 

XC .=/1 =IMII=--MIXIIIი თიიათ-+- #IIVV I (C0§-C--5Iი"X) + 
ი · 1 

+VIIV 7 |§I0 თC05 თ = –– > §I0 2X(00---–ჩე)+ IX >ე005 2თ. 

ამ გამოსახულების ნულთან გატოლებით და ორივე ნაწილის C05 2«%- 

ზე გაყოფით მივიღებთ: 

2 (თ2თ= “>”, (14.7.4) 
§“იე-ინ, 

(14.7.4) განტოლება მოგეცებს Cთ კუთხის ორ მნიშვნელობას: თ; და თა, 

რომლებიც განსხვავდებიან “ით. სწორედ ეს ორი კუთხე განსახღევ– 

რავს გაბნევის მთავარი ღერძეფის მიმართულებას!, 

    

1 შევნიშნავთ. როქ (14.7.4) გამოსახულება იმთხევვა მ-ი თაემში მოყვანილ 

(9.2.2) გამოსახულებას ჯX კუთაისათეი), როპ ელიც განს. სღგრავს გაბნევის ელიფსის 

სიმეტრიის ღერძების მიმ.რთულებას. 
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(14.7.44ე ტოლობა-ში >. 12... ი,ყს თუ მათი შეფასებებით შევ- 

ცვლით მივიღებთ შეფასებას თ კუთხისათვის: 

2 MM 
თ= 1 ე 

2. 58.7, 
მოვნახოთ შეფასებები მთავარი თა. იკ სამუალო კვადრატული გა- 

დახრებისათვის, ამისათვის მოვნახოთ //,= სიდიდეთა დისპერსიები, 
რომლებიც მოცემულია (14.7.3) ფორმულებით წრფივი ფუნქციის დის– 

პერსიეის შესახებ თეორემებით: ' 

L.=I0 » 005თ-I- I კ5)ი“თ-+- 2/X „,5)ი თ C05C; 

I).,=M .5)ი'თ-L I ეC0-'თ-- 27 „ყ5I0 თ 005თ,. 

საიდანაც ვპოულობთ მთავარ დისპერსიათა შეფასებებს: 

ს. =7/ .C05'თ+ # +)5Iი 2თ-L-#2, ყ5Iი?თ; ' 

ჩ, =712 „51ი“თC--/ „ც51ი 2+ჩ ,C05?C. I 
" 

(14.7.5) 

მთავარ სამუალო კვადრატულ გადახრათა შეფასებები გამოისახებიან 
ფორმულებით 

თ=V #0; (14.7.6) 
თ,=V 790. ; 

ბრტყელ სამიზნეზე სროლათა დასამუშავებლად ამოვწეროთ ცალკე 

სრულად ყველა ფორმულები.ზიმ შემთხვევისათვის როცა გაფანტვის მთა- 

ვარ ღერძთა მიმართულება წინასწაო არ არის ცნობილი. შეფასებები სა- 

ძიებელი პარამეტრებისა განისახღვრებიან ფორმულებით: 

უ 5. ყ | 

  

  

  

)1ჯ=– –. MI,=  –_-–; 

– 1 C. 
თ= -–გი(ყ _ 2. .. (14.7.7) 

2.” სას 

თ.= V9.C 005“თ + Mაე51ი 2თ –- 'ჩ, 90 2 თ; ; 

9,= V ი. 5ი?თ –- ., 9ი2 C 4 0,005? თ.   
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სადაც 

ბ, (სც –– ა)? ბეხღნა 

  

ბ. (1 2 _ (51 

რჩ) ჩ-) (14.7.8) 
ჩ 

ბ ეს–რწათ–-ჩი) 
> _ 1=) 
#MV I--1 

დასკვნაში უნდა მევნიმნოთ, რომ სროლათა ოამუშავებას სრული 

(14.7.7) ფორმულებით აქეს აზრი მხოლოდ მაწინ, როცა ცდათა რიცხვი 

საკმაოდ დიდია (ბრავალი ათეული რიგისა) მხოლოდ ამ დ«ემთხეევამი 

თ სეიძლება სა,მაოდ ზუსტად იქნას მეფასებული. დაკვირვებათა მცირე 

ი რიცხვისს თ, რომელიც მიიღება დამუშავებით, მნიშვნელოვნად შემთხვე. 

ვითია. 

დისტანციური ჭურვებით სროლათა დამუშავების ამოცანას აქ გან- 

ვიხილავთ, მხოლოდ უმარტივეს შემთხვევაში, როცა გაბნევის მთავარ 

ღერძთა მიმართულებანი ცნობილია (თუნდაც საორიენტაციოდ) წინას– 

წარ. როგორც წესი ამოცანები. რომლებიც დისტანციური ვურვებით 

სროლის პრაქტიკაში გვხვდება მიეკუთვნება ამ ტიპს. ამ შემთხვევაში 

შეიძლება კოორდინატთა ღერძები ავირჩიოთ გაბნევის მთავარი ღერძ- 

თა პარალელურად და ქურვის გას%იღომის წერტილის სამი კოორდინა- 

ტი განვიხილოთ, როგორც დამოუკიდებელი შემთხვევითი სიდი- 

დეები. .. 
დავუშვათ /! დამოუკიდებელ გასროლათა შედეგად რეგისტრირებულია 

დისტანციურ ჭურვთა გასკდომის #” წერტილის კოორდინატები“ 

(10 ყლ შა): (I, ყ.. 2ა):.--,CVი, Vი ?ი) 

გაბნევის მთავარი ღერძების პარალელურღერძებიან კოოოდინატთა სის– 

ტემამი ნორმალური კანონის პარამეტრებისათვის, შეფასებები განი– 

სახღვრება ფორმულებით: 
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ჩ ჩ 

> XV; » ყ: > 2; 

-! ; #11: (_   

  

I)'ყ== – /): , 
” 

სე წის 2) (ა, – რს) 
=1 

/ 5.” ა (ში--)! 

წI--1 

თ:= 
V 
წ.
 (2, 

– /,)? 

– ი–-1... 

(14.7.9.) 

თ,= 

  

  
დისტანციური ჭურვებით სროოლათა დამუშავების ამოცანის გადაწყვე- 

ტაზე, როცა გაბნევის მთავარი ღერძების· „მიმართულებანი წინასწარ 
უცნობია, ჩვენ არ შევჩერდებით, რადგან ეს ამოცანა პრაქტიკაში 
შედარებბძთ იშვიათად გვხვდება. 

14.5. ექსპერიმენტულ დამოკიდებულებათა გაბლუვება 

უმცირეს კვადრატთა მეთოდით 

მოცემულ თავში განხილულ ცდათა დამუშავებასთან დაკავშირებულ 
საკითხებს ემიჯნება ექსპერიმენტულ დამოუკიდებლობათა გაგლუვების 

საკითხი. 

ღავუშვათ წარმოებს ცდა, რომლის მიზანია რომელიმე ფიხიკური ყ 
სიდიღის ჯX ფიზიკური სიდიდისაგან (მაგ. სხეულის მიერ განვლილი 

გხის დროესაგა; სიჩქარისა მუხტის ტემპერატურისაგან; ამწევი ძა- 

ლისა შეტევის კუთხისაგაა დამოკიდებულების გამოკვლევა. ივარაუ- 
ება; რომ X და ყ სიდიდეები დაკავშირებულია ფუნქციონალური დამო- 

კიდებულებით: 
ყ=%VCX). (14.8.1) 

სწორედ ამ დამოკიდებულების განსახღვრაა საჭირო (ცდიდან. და- 

ვუშვათ რომ ცდის შედეგად მივიღეთ ექსპერიმენტულ წერტილთა რი- 
გი და ავაგეთ Vხ-ის X-საგან დამოკიდებულების გრაფიკი (ნახ. 14.8.1). 
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ასეთ გრაფიკხე ჩვეულებრივ ექსპერიმენტული წერტილები განლაგდე- 
ბა „გაბნეულად“ ე. ი. ხილული საერთო კანონზომიერებიდან შემთხვე– 

ვით გადაიხრებიან. ეს გადახრები ყოველი ცდისას განახომთა გარდაუ- 

"ვალ შეცდომებთანაა დაკავშირებული. 

    

–ჯ» მ) 

ნახ. 14.წ.1, ნახ. 14.8.2. 

წამოიჭრება ' საკითხი ამ ექსპერიმენტულ მოცემულობათა მიხედ- 
ვით თუ როგორ დავამყაროთ დამოკიდებულება ყ-ისა X-საგან. 

ცნობილია, რომ ნებისმიერ (LX,, V,) კოორდინატებიან I წერტილზე 

შესაძლებელია გავავლოთ მრუდი, რომელიც ანალიხზურად გამოისახება 

(1--1) ხარისხიანი პოლინომით, ისე რომ ზუსტად გაიაროს თითოეულ 

წერტილზე (14.8.2). ოღონდ საკითხის ასეთი გაღაწყვეტა ჩვეულებრივ 

არ ითვლება დამაკმაყოფილებლად: როგორც წესი ექსპერიმენტულ 

წერტილთა არარეგულარული ქცევა, 14.8. და 14.მ.2 ნახ-ზე გამო- 

სახულების მსგავსად დაკავშირებულია X-სა და V-ს შორის დამო- 
კიდებულების არა ობიექტერ ხასიათზე, არამედ განსაკუთრებით 

განახომთა შმეცდომებხე ამის გამოვლინება ადვილია ღანაკვირ გა- 

დახრათა (წერტილთა გაბნევა) "საზომი აპარატურისათვის დამახასია- 

თებელი ცნობილ ცდომილებებთან შედარებით. მაშინ წამოივრება 

პრაქტიკისათვის ფრიად ტიპიური ე. წ. ექსპერიმენტულ დამოკიდებულე- 

ბის გაგლუვების ამოცანა. სასურველია ექსპერიმენტული მონაცემები 

დავამუშავოთ, ისე. რომ შესაძლებლობის მიხედვით ზუსტად ავსახოთ 
X-საგან ყ-ის დამოკიდებულების ზოგადი ტენდენცია, მაგრამ ამასთან ეო– 

თად გავასწოროთ არა კანონზომეერი, შემთხვევითი გაღახრები, რომლე- 

ბიც დაკავშირებულია თვით დაკვირვებების გარდუვალ ცდომილებებთან. 

მსგავსი ამოცანების გადასაწყვეტად ჩვეულებრივ გამოიყენება გაან– 
გარიშების მეთოდი, რომელიც ცნობილია „უმცირეს კეადრატთა მეთოდის 

სახელწოდებით. ეს მეთოდი საშუალებას გვაძლევს მოცემული V=Cთ(V) 
ტიპის დამოკიღებულების შემთხვევაში, ავირჩიოთ მისი რიცხვითი პარა- 

მეტრები, ისე რომ ყ=დ(ა) მრუდი საუკეთესოდ ასახავდეს ექსპერი- 

მენტულ მონაცემებს. 
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რამდენიმე სიტყვით ავხსნათ, თუ რა შემთხვევაში შეიძლება იყოს 
არჩეული ყ= იწ) ტიპის მრუდი. ხმირად ეს საკითხი წყდება უშუალოდ 

ყ ექსპერიმენტული დამო–- 

. + კიდებულების გარეგანი 

   
ა--“ სახის მიხედვით. მაგალი- 

«“ თა: 14.8.ვფ. ნახ-დან, 

–– რომელზედაც ექსპერიმენ- 
ტული წერტილებია გა- 
მოსახული, ცხადად ჩანს 

>. რომ ყ=:0X+ხ სახის და–, 

მოკიდებულება წრფივია. 

დამოკიდებულება, რომე- 

ლიც 14.8.4 ნახ-ხეა გამოსახუ=ი კარგად შეიძლება წარმოდგენილ იქნას 

მეოღე ხარისხის პოლონომის სახით ყ=იX'+-ხX+C. თუკი ლაპარაკია 

პეროდულ ფუნქციახე - 
ხმირად მის გამოსასახავად “ი VM 

შეიძლება ავირჩიოთ ტრი_ : ჰ 

გონომეტრიული. მწკრივის % 

რამდენიმე ჰარმონიკი და ს. 

ა. შშმ. „4“ 

ძალიან ხმირად ხდება ვ. „> 
ისე, რომ დამოკიდებულე- –- > 

ბის სახე (წრფივი, კვად- გ > 

რატული, მაჩვენებლიანი I #. 

და ა. შ.) ცნობილია ფი- 

ზიკური მოსახრებიდან, | 

რომელიც გადასაწყვეტი ამოცანის არსთან არის დაკავშირებული, ხოლო 

ცდიდან საქირო ხდება დადგინდეს ამ დამოკიდებულების მხოლოდ 

ზოგიერთი პარამეტრები. 

, სწორედ ასეთი რიცხობრივი პარამეტრე- 
( კ"M"''” ბის რაციონალური შერჩევის ამოცანას და- 

_<<<__ მოკიდებულებათა მოცემული სახის შეძთხ–- 

ვევში გადავწყვეტთ მოცემულ პარ-ში. 

ნახ. 14. 8.3 

ნახ. 14, 8.4, 

ცხრილი 14.8.1 
  

2? 1 = IM ვთქვათ გვაქვს დამოუკიდებელ /L ცდათა 
| | შედეგები, რომლებიც გაფორმებულია მარ- 

ჯ L X . V. ტივი სტატისტიკური ცხრილის სახით 

| (ცხრილი 14.8.1), სადაც ILცდის ნომერია, 

ი | M. | M X,–არგუმენტის მნიშვნელობა, ყ,–ფუნქ- 
ციის შესაბამისი მნიშვნელობა. 
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(XX, ყუ) წერტილები დატანილია (ნახ. 14.8.5) გრაფიკზე. 

თეორიულ ანდა სხვა რომელიმე მოსახრებებიდან არჩეულია დამო- 

კიდებულების : პრინციპული სახე ყ=0(X). ყ=(%ი(ი) ფუნქცია შეიცავს 

რიგ ძ, სხ, C რიცხვით პარამეტრებს. ეს პარამეტრები საჭიროა ისე შევარ- 

ჩიოთ, რომ ყ=Cდ(X) მრუდი რომელიღაც აზრით საუკეთესოდ ასახავდეს 

ცდისას მიღებულ დამოკიდებულებას. 

ამ ამოცანის გადაწყვეტა ისე, როგორც გასწორების ან გაგლუვების 

სხვა ნებისმიერ ამოცანისა დამოკიდებულია იმისაგან თუ სახელდობრ 

რომელს ჩავთვლით „საუკეთესოდ“. მაგალითად შეიძლება „საუკეთესოდ“ 

ჩავთვალოთ მრუდთა“ და ექსპერიმენტულ წერტილთა ისეთი ურთიერთ– 

განლაგება, რომლის დროსაც მათ შორის მაქსიმალური მანძილი იქცე– 

ვა მინიმალურად; შეიძლება მოვითხოვოთ, რომ მინიმალურად იქცეს 
მრუდიდან წერტილების გადახრათა აბსოლუტურ სიდიდეთა ჯამი დაა. შ. 

ყველა ამ .მოთხოვნისას მივიღებთ ამოცანის შესატყვის გადაწყვეტას, 

თ, ხ, 0... პარამეტრების შესაბამის მნიშვნელობებს. ოღონდ მსგავსი 
ამოცანების გადაწყვეტისას საზოგადოდ მიღებულია ე. წ. უმცი 

რეს კვადრატთა მეთოდი, რომლის დროსაც მოთხოვნა 

ყ=V(ი) მრუდთა და ექსპ I 
რიმენტულ წერტილთა საუ- 
კეთესო შეთანხმება დაიყვა- 

ნება იმახე რომ ექსპე- 

რიმენტულ წერტილ- 
თა გამაგლუვებელი 
მრუდიდან გადახრე- 

ბის კვადრატების, 
ჯამი იქცეოდეს მი- 

ნიმალურად. უმცირეს 

კვადრატთა მეთოდს გაგლუ- ნახ. 14.8.5. 
ვების სხვა მეთოდებთან შე– 

დარებით არსებითი უპირატესობაი აქვს: ჯერ ერთი მას მივყავართ 

ი, ხ, C... პარამეტრების'განსახღვრის შედარებით მარტივ მათემატიკურ 

ხერხამდე; მეორე ის, რომ ის ალბათობითი თვალსაზრისით საკმაოდ 

საფუძვლიან თეორიულ დასაბუთებას იძლევა. მოვიყვანოთ ეს დასაბუ- 

თება. 

ვივარაუდოთ, რომ ჭეშმარიტი დამოკიდებულება ყ-ისა „და X-გან ზუს- 

ტად გამოისახება #=თ() ფორმულით: ექსპერიმენტული წერტილები 

გადაიხრებიან ამ დამოკიდებულებიდან გაზომვათა გარდუვალ შეცდო- 

მათა მიზეზით. ჩვენ უკვე ვახსენეთ, რომ განახომთა შეცდომები, რო- 

გორც წესი ექვემდებარებიან ნორმალურ კანონს. დავუშვათ, რომ ეს 

ასეა განვიხილოთ არგუმენტის, რომელიღაც X, მნიშვნელობა. ცდის 

281 

  

 



ძეჯეგია მშენთხვევითი ხიდია) 10 ოოხელიც გახაააემეს ა ხოოძალო- 
რი კანონით, (XL) მათემატიკური ლოდინით და თ, სამუალო კვად- 
რღატული გადახრით, რომელიც ახასიათებს გაზომვის შეცდომას. ვი– 

ვარაუდოთ, რომ განაზომთა საზუსტე ყველა წერტილხე ერთნაირია: 

თ1=თა=...-=0ა=C. 

მამინ ნორმალური კანონი, რომლითაც განაწილებულია V, შეიძლება 

ჩაიწეროს შემდეგი სახით: 

LყI-–-C%(C,)|8 , 

ჩყალ––ი 2 (14.8.2). 
' CV X 

ჩვენს მიერ ჩატარებული ცდის –– მთელ რიგი გახომვისას –– ადგილი, 

ჰქონდა შემდეგ ხდომილებას: შემთხვევით (დ,, დკ...დ,) სიდიდეებმა მი- 
იღო) V,, Mა-- Mა) მნიშვნელობათა ერთობლიობა. დავსვათ ამოცანა: 

ისე შევარჩიოთ «(X#,) თ().-. C(X,) მათემატიკური ლოდინები, რომ 

ალბათობა ამ ხდომილობისა იყოს მაქსიმალური!. 

ზუსტად, რომ ვთქვათ, ნებისმიერი ჩ/,=ყ, ხდომილობის ალბათობა 

ისევე, როგორც მათი თავსებადობა ნულის ტოლია, რადგან ყ; სიდიდე–- 

ები უწყვეტი,ა ამიტომ ვისარგებლებთ აპ7,=ყ, ხდომილობათა არა 

ალბათობებით, არამედ ალბათობათა შესაბამისი ელემენტებით: 

1 __ II VXXI))? 

ჩ(ყიძყ.ლ –-– 6 2ია. ძყ,, (14.8.3.) 
თV2X% 
  

მოვნახოთ ალბათობა იმისა, რომ V,, X,,..., XV, შემთხვევით სი- 

დიდეთა სისტემა მიიღებს ერთობლიობას მნიშვნელობებისა, რომლე– 
ბიც ძევს (ყV,, ყუ+ძყ,) ((=1. 2,..., I). ფარგლებში. 

ვინაიდან ცდები დამოუკიდებლებია, ეს ალბათობა ტოლია (14.8.3) 
ალბათობათა ნამრავლისა L-ს ყველა მნიმვნელობისათვის: 

  

ჩ IV, –– დ(X;)1“ 1.8 
1 _– –თი “ე –ლ=, 2) III--CCX;)12 

' ც 2 კე,=M6 2974 (14.8.4). 
თV2>X 

1==1 

სადღაც M-–-Cთ(00-საგან დამოუკიდებელი კოეფიციენტია. საჭიროა ისე 

1 ეგრეთ წოდებული „მაქსიმალური დამაჯერებლობის პრინციპი“.



შევარჩიოთ «(X,), «(X.),-... (9X,) მათემატიკური ლოდინები, რომ 
14.8.4 გამოსახულება გადაიქცეს მაქსიმუმად. სიდიდე 

” 1 
– – 2) IV(-%X,))? 

2თ2 (=L| 

ყოველთვის ნაკლებია ერთზე: ცხადია, რომ მას აქვს უდიდესი მნიშ- 
ვნელობა, როცა ხარისხის მაჩვენებელე აბსოლუტური მნიშვნელობით 

მინიმალურია: 

ჩM 

ბპ I#-“თ)'= თი. 

ჯL=1 

აქედან მუდმივი =, თანამამრავლის უგულებელყოფით ვღებულობთ 
თ“ · 

უმცირეს კვადრატთა მეთოდის მოთხოვნას: იმისათვის, რომ 

ყი ყს-··ყე დანაკვირ მნიშვნელობათა ერთობლიო- 

ბა იყოს უალბათესი, იის ფუნქცია ისე, უნდა ავირ- 

ჩიოთ რომ დანაკვირ მნიშვნელობათა გად. 
ხრების კვადრატების ჯამი მინიმალური იყოს: 

ჩM 

ბ. IV,–-–Cდთ(X,)|?= იე1ი. 

(=1 

ამგვარად განაზომთა ცდომილების ნორმალური კანონის და მოცემულ 
შეცდომათა ერთობლიობის მაქსიმალური ალბათობის მოთხოვნიდან 

გამომდინარე საბუთდება უმცირეს კვადრატთა მეთოდი. 

უმცირეს კვადრატთა მეთოდის პრინციპიდან გამომდინარე გადავი- 

დეთ თ, ხ, C. პარამეტრების განსაზღვრის ამოცანახე, დავუშვათ გვაქვს 

ექსპერიმენტულ მონაცემთა ცხრილი (ცხ. 14. 8. 1) და დავუშვათ, რა- 

იმე მოსახრებით (მოვლენის არსთან დამოკიდებით ან უბრალოდ დაკ- 

ვირვებებით მიღებული დამოკიდებულების გარე გან სახესთან დაკავშირე- 

ბით) მერჩეულია ფუნქციის ზოგადი სახე ყ=–C%(ე. რომელიც დამოკიდე- 

ბულია რამდენიმე რიცხვით იძ, ნ, C... პარამეტრისაგან; ხწორედ ამ პარა– 

მეტრების შერჩევაა საჭირო თანახმად უმცირეს კვადრატთა მეთოდისა, 

ისე რომ გადახრათა კვადრატების ჯამი ყ,-სა დ(00-დან იყოს მინიმალური. 

ჩავწეროთ ყ როგორც ფუნქცია არა მარტო. X არგუმენტისა; არამედ თ, 

ხ, C... პარამეტრებისაც: 

ყ=დ(C, 0, ხ, C...). (14.8.5) 
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საჭიროა ავირჩიოთ თძ,. ს, C ისე, რომ სრულდებოდეს“ პირობა 

” 

ბ Iყ-იიCი ძ, ხ. C...)|I7==011ი). (14.5.6) 

(=>1 

მოვნახოთ თ. ხ, 0,... –– მნიშვნელობა, რომელიც (14.8.6) გამოსახულების 

მარცხენა მხარეს გადააქცევს მინიმუმად. ამისათვის გავაწარმოოთ იგი 
ძ. ხ, 0....თი და გავუტოლორ ნულს: 

5. მ 
|ყ, –– თL(V;; თ. ხ,'C, · ა) (2) =0, 

ჯ=1 მი /, 

_/ მთ 

L(ყ,-–თ(X,; ძ, ხ. C, · · ·,)) (>) =0, (14.8.7) 
> %V, 

”M 

1 I – «(CX;:0,ხ,C, (21). =0. 

(==1   
სადაც 3) =Cდ" კ (X,; 0.ხ.6C...)-–დ ფუნქციის კერძო წარმოებუ- 

ლია თ პარამეტრით ჯ, წერტილში; (>). (21 ).' .· ანალოგიურია. 

(4.8.7) განტოლებათა სისტემა შეიცავს იმდენივე განტოლებას რამდენი 

უცნობიცაა: 

(14.8.7) სისტემის გადაწყვეტა ზოგადი სახით არ შეიძლება; ამისათვის 

აუცილებელია დ ფუნქციას კონკრეტული სახე მივცეთ. 
განვიხილოთ ორი შემთხვევა, რომელიც პრაქტიკაში ხშირად გვხედე- 

ბა: როცა დ ფუნქცია წრფივია და როცა იგი გამოისახება მეორე ხარის– 

ხის პოლინომით (პარაბოლით). 

1 წრფივი ფუნქციის პარამეტრების 

შერჩევა. უმცირეს კვადრატთა მეთოდით 

ცდამი რეგისტრირებულია CI, ყე) მნიშვნელობათა (I=1, 2,...,/ 

ნახ. 14.8.60) ერთობლიობა. საჭიროა უმცირეს კვადრატთა მეთოდით 

შევარჩიოთ თ, ხ პარამეტრები ყ=0იX+ხ წრფივი ფუნქციისა, რომელიც 
გამოსახავს მოცემულ ექსპერიმენტულ დამოკიდებულებას. : 

3გ4



ამოხსნა. გვაქვს ყ=-C(X; ი, ხ.) = იჯ--ხ (14.8.8). თუ (14.8.8) 
გამოსახულებას ი და ხ-თი გავაწარმოებთ მივიღებთ: 

2> დ 8. მი ).– – 

მთ _ ,. მდ ს _). 
მხ მხ 

(14.8.7) ფორმულებში ჩასმით მივიღებთ ორ განტოლებას 0ძ ღა ხ-ს 

განსახღვრისათვის: IV 

  

   
ჩ 

, 

, ბპ ყი რი+0)IMX=0; 
' 

  

  

  

  

(I 
| 

ჯ(=1 I 
( 

ჩ 1 ა «“ | 

3 V-6X,+0)1=0, (V) 

ი 2. 
ანდა ფრჩხილების გახსნისა და შე- “» >, (4- 293 ლში 2 

ჯამებით ნახ. 14.3.6. 

M· ”M ხ 

(<1 :=1 (=1 (14.8.9) 
ჩ I) 

3 ი ბ, ჯ––ხი=9. 

(=1 (=1 

გავყოთ ორივე (14.8.9% განტოლება M-ხე: 

”„ ” ჩ 

1-1 _ ენ! 0!) =0 

# ” ” (14.8.9) 
” ” 

წი 3 
(-=1 _ 1-1 –-ხ=0 – 

” / 

25. ე. ვენტცელი 
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ჯამები, როპლებეც შედიან (V(14.8.10) გან; ტოლებებში თკეე ჩვენთვის 

ცნობილი სტატის; ტიკური. მომენტებია 

” ” 

· ·.ი 
X XI წ 

(--=1 3 1=:1 ”· ” 
=/!)1 _ =C ”. X : 

წ 2 / :12I; 
    

7 

ჯა VI ბ, L; ყ; 

(=1 (-=-1 · 
+. ე) 4 –_ი“ L,1I1#M, VI. 

ამ გამოსახულებათა (14.8.10) სისტემაში ჩასმით მივიღებთ. 

თ – ით. V)--ნ/)!..=>= თს)IX, MI-- ითა XI--ხ/!?ი ი) (14.8.11) 
MI ე–-00--ხ=0. 

(14.8.11) მეორე განტოლებიდან განვსახღვროთ ხ და ჩავსვათ პირ- 

ველში: 
ხ=)!',--0/M1!ჯ; 

თ" ,IX,VI--ით" იLMI-- (II -– თ.) ”I%.=0. 

უკანასკნელი განტოლების ძი-ს მიმართ ამოხსნით მივიღებთ: 

_ _0 32, XV )-–/ IV 

0"აIXI – (/I";)? 

14.8.12 გამოსახულება შეიძლება გავამარტივოთ თუ კი მასში შევი- 
ტანთ არა საწყის, არამედ ცენტრალურ მომენტებს. მართლაც, 

(14.8.12) 

  

თსა))IX, XV I)-–- „ა Iმე=)I9?,, თა” LX I--(1?,)?=10%,, 

საიდანაც 

I” · ა “ ძ= ; ხ=/1 -–– 071 >, (14.8.13) 
ჯ 
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ჟ· – - 

X ყ: 
L== 1L-=1 

უო)” == #1: ,)!',=   

" 

2 ა–იზადფ – თ") 

  
(14.8.14) 

##.ე-''"""""""""”"'"'"''. ჯV : 7 ჯ 

1 
შ 

>, (V–-ი!?.)? 
2–< 

Lწ.= ' ჩ 

ამგვარად დასმული ამოცანა ამოხსნილია და IX; და ყ “მორის დამოკი- 

დებულებას აქეს შემდეგი სახე: 

! 2” – 

ყ“ -. X--MII ს –– _ა 98 ყშე. 
“ IX». ს”. 
  

ანდა ი?ყ/"-ის: მარცხენა ნაწილში გადატანით 

MX“ 
> 
> 

  

ყ=I19= (+-–-”. (14.8.15) 

წრფივი დამოკიდებულების კოეფიციენტები გამოვსახეთ ცენტრალე- 
რით და არა საწყისი მეორე მომენტებით, მხოლოდ იმიტომ, რომ ასეთი 

სახით ფორმულებს აქვს უფრო კომპაქტური სახე. გამოყვანილი ფორმუ– 

ლების პრაქტიკული გამოყენებისას “შეიძლება უფრო მოხერხებული 
აღმოჩნდეს #9, და ს. მომენტები გამოვთვალოთ არა (14.8.14) 

ფორმულებით, არამედ მეორე საწყისი მომენტებით 

”„ 

  I ?აყც= 1=) –-' >", ი (14.8.16) 
” 

». 
წ (==1 და: 

= –(/! ჯ) - 0.=+)!.  . თბი 
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იმისათვის, რომ (14.8.16) ფორმულებმა არ მიგვიყვანოს მახლობელ 

ოიცა:ვთა სხვაობებამდე. რეკომენდებულია ანათვლის საწყისი გადა- 
ვიტანოთ წერტილზე, რომელიც ძლიერ შორს არ იქნება #I" ., „I, 
მათემატიკუო ლოდინე ბიდან. 

2 მეორე რიგის პარაბოლის პარამეტრების 

განსაზღვრა უმცირეს კვადრატთა მეთოდით 

ცდისას რეგისტრირებულია CX,, ყ,) მნიშვნელობანი (ჯ(=1, 2,...,M 
იხ. ნახ. 14.8.7), საჭიროა უმცირეს კვადრატთა მეთოდით შევარჩიოთ 

პარამეტრები კვადრატთა ფუნქციის –– მეორე რიგის პარაბოლისა: 

ყ=იX“+ხX+0, 

  

ყ V:თ0X2 6X+C რომელიც შეესაბამება ცდისას დაკ- 

| კ თ ვირვებულ ექსპერიმენტულ დამო- 
I : კიდებულებას. გვაქვს 
/ ყ=–დ(X; თ, ხ, C,...)=–0იX”+I-ხX-+-ი0. 
2 | · 

) იი (წ) აი || მი 
115 I მდ _ თ =X 

I) სა... მხ ” 
მ 45-V, ჰი 

29= „დ ი-, 
ნახ. 14.8.7 1. 

ჩავსვამთ რა განტოლებებში (14.8.7) ალაბთ 

ჩ 

3 Iყ-–62,+ხX,++01X-,=0, 
(=1 

პი –+XძX,+ხც + 0) 2,= 0. 

ბ I#- (თX + ხ%ს-+2)1=0. 

(=1



ანდა ფრჩხილების გახსნით, აჯამვით და #”-ზე გაყოფით 

M ” " 

    

    

    

ანანია 
(== 1 ე!) = წყ: ”:=1 0, 

” ” I” M/ 

ჩ ” 

2,იი 2 ეი. > ·% (14.8.17)' 
(=1 1421 (1 =1 ე1-) – 

–ძ –ხ =0, 
/ჯ ” M·M ” 

ჩ ” ჩ 

აარა» 
(--.1 _ ელ) _ ”1=1 – 2=0. 

ჩ ,” 11 

ამ სისტემის კოეფიციენტებია აგრეთვე ოღი X, პ7 სიდიდეთა სისტემის 

სტატისტიკური მომენტები, სახელდობო: 

  

      

M/ ჩ 

1, X ა." 

1-1 =/!'.=C”)IXI; –) == //! ?,=Cთ "III 

” ” ჩ 

ხეს პიტი 3» 
(1 _ ერთ წ 1”. 1--1 წ? · (1 =თ". I XI; –--=თ IX); – თშეL XI; – თ") XI; 

” წ/ 

1 თ, IX,V); 1) =C 1 IX, V I.   

/1 

ვსარგებლობთ რა ამ გამოსახულებებით კოეფიციენტებისათვის ერთი 

ფმემთხვევითი სიდიდის საწყისი მომენტით და ორი სიდიდი” სისტემე- 

ბით, შესაძლებელია (14.8.7) განტოლება ათა სისტემას მივცეთ საკმაოდ 

კომპაქტური სახე. მართლაც, ვითვალისწინებთ, რა 

თ"აIXI)=1; თმა..IX, XV I=CL%IVX ) 
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გ ღაც სანი ლა ევხიბა არახენ ერებს მარჯვენა ნაჟილებ M ააა ა ცებაბაა სრასე-ცველ წევრებს ძაოჯეყვსა აჯილებ- 
9 
„ 

გ 
ი (1+ .3,1ჟ ა» სისტემას მივიყვანთ სასემდე: დ

.
 

თ9IX1C-Lთ"ვIXI6 -Cთ -IXIC=.თ" IX. XI, 
თმ IVIIC+-თ"IXIხ-,-თეIXIღ2=თ%,IX, XI, (14.8.18) 
თ".IXIC--თ,5(XI6-+4+-თ%IXI6C=თ%,IX, XII 

განტოლებებში (14.8.18) კოეფიციენტთა შედგენის კანონის. შემჩნევა 
არ არის ძნელი: მარცხენა ნაწილში მონაწილეობენ X სიდიდის მხოლოდ 
მომენტები კლებადი რიგით; მარჯვენა ნაწილში დგანან (X, 2») სისტე- 
მის მომენტები, თანაც მომენტთა რიგი განტოლებიდან განტოლებამდე 
X-ით კლებულობს, ხოლო რიგი ბ-–ით ყოველთვის პირველი რჩება!. 

სტრუქტურის მხრივ ანალოგიური განტოლებებით განისახღვრებიან 
ნებისმიერი რიგის პარაბოლის კოეფიციენტები. 

ჩვენ ვხედავთ, რომ იმ შემთხვევაში, „როცა ექსპერიმენტული დამო- 

კიდებულება სწოოდება უმცირეს კვადრატთა მეთოდით, რომელიღაც ხარის- 
ხის პოლინომით, მაშინ ამ პოლინომის კოეფიციენტები მოინახება წრფივ 

განტოლებათა სისტემის ამოხსნით. წრფივ განტოლებათა ამ სისტემის კო- 
ეფიციენტები წარმოადგენენ სხვა და სხვა რიგის სტატისტიკურ მომენ- 

ტებს, რომლებიც ახასიათებენ (X, –) სიდიდეთა სისტემას, თუ მას 

განვიხილავთ, როგორც შემთხვევით სიდიდეების სისტემას. 

თითქმის ასე მარტივად წყდება ექსპერიმენტულ დამოკიდებულე- 
ბათა გაგლუვების ამოცანა უმცირეს კვადრატთა მეთოდით, იმ შემთხვე- 
ვაში როცა გამასწორებელი ფუნქცია არა პოლინომია, არამედ ნების- 
მიერ ძ, თა,-.0მი, კოეფიციენტებიან მოცემული დ,(ი), თა().--დ/(X). 

ფუნქეციათა ჯამი: 

ყ=დ(ჯ; 0, თრთა--· ,0I)= 

“ ჩ# 

= თC,()-Lთიადა(0--...+რ0ათდ.(0) = 2 რთი, (14.8.19) 

§=1 

და მაშინ, საჭიროა განისაზღვროს ძი, კოეფიციენტები. მაგალითად; ექ- 
სპერიმენტული დამოკიდებულება შეიძლება გასწორებულ იქნას .ტრი– 
გონომეტროიული პოლინომით: 

დ(X; თე, ძა, ძვ, C,)=თ, C05 CIL-+თ.510 CთX-Lთვ 005 20X-+-იკ 510 2იჯ 

1 (14.5,18) სისტემის ამოხსბა 0, ხ, C უცნობთა მიმართ ზოგადად არ მოგვყავს, 

რაღგა§5 ეს ამოხსნა ძლიერ ვრცელია, ხოლო პრაქტიკაში უფრო მოხერხებულია გადაწ– 

ყრეს სისტემა (14.8.15) არა დეტერმინანტთა დახმარებით, არამედ უცნობთა მიედევრო– 

ბით გამორიცხეით. 
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ანდა ზაჩეენებლიანი ფუნქციების წოფივი კომბინაციით 

02: თ, თა, თე)==0,0%- ძარ--ი.60+ და ა. შ. 

იმ “თმემთაეევამში თუ ფუნეციას იძლევიან (14.გ8.19) ტიპის გამოსა– 

ხულებით, ი,, მძ... 0. კოეფიციენტები მოინახება შემგდეგი სახის # 

წრთივ განტოლებათა სისტემის ამოჯსნით: 

”M 

2. (/-–– თი, 0-- ძი.) +-...+- ითი. (L)11C,(X0=0, 
(== 

ჩM 

ბ. (ყ-––I0C, თ, (V)-- იაია) -...“-0თ.(%V,)1) C:C(0=0, 

(=1 

წ/4 

ბ, (ყ.–– ძ,თ,(ა,)-- ძარ.(X,) -...--01C6#V(X,)) 1დIL(CX,)1=90- 
/ 

L=1 

ცალ-ცალკე წევრობრივი შეკრებით მივიღებთ: 

” ” ” 

თა. (C0,(X,)I? + თ.ა. დთა(V)დ,(X,)) + ·..+ძ» 2 თ) დ,(X,)= 

ჯ=1 L=1 (=1 

” 

== ბ, ყ.დ,(CX)), 

/ (=1 

” ” ” 

ი, ჯ. «ი, (X,)დ:(X,) +.თა ბ, IC-(X+)II--. “ი. ». დი(X,)და(X,) = 
(L==1 (.->1 1=1 

ჩ 

=2 თადი, 

L=1 

ჩ ჩ ” 

ი, ბ. თ,(V,)თI(X,) -- იაა თაC)დთM(L)-- ... + თ.ა (ი) )2= 
§==1 L=21 (=L 

ჩ 

= 2 ,9I9MX), 

ჯ=1



ანდა მოკლედ 

# 

/ -=1 ჯ-:1 

ბ, თ 3 ორაფრი წ რთა, 

,L--:1 

L წ ” 

2, ი, 2.,ოდითო (ე <5. 2 /იოდი, (14.8.20) 

/=) 1=:1 1=1 

” , I | 

ბ. ი, 1 »(V,)დL,(V,) = ა (CX,)- 

/უ=1 7:-=1 1=1, 

წოფივი განტოლებათა (14.8.20) სისტემა ყოველთვის შეიძლება ამოვხსნათ 

და ამდაგვარად განვსახღვროთ ი,, 0იე,...,0/, კოეფიციენტები. გაგლუვების 

ამოცანა უმცირეს კვადრატთა მეთოდით უფრო რთულად ხშირად წედე- 

ბა. თუ ყ=C(X; 0, ხ,C0) ფუნქციის გამოსახულებაში შემავალი რიცხვი- 

თი თ, ხ, C პარამეტრები არაწრფივია, მაშინ (14.8.7) სისტემის გადაწყვე- 

ტა შეიძლება აღმოჩნდეს რთული და შრომატევადი. თუმცა ამ შემთხვევა- 

შიც ხშირად ამოცანის გადაწყვეტას შედარებით მარტივი ხერხებით ვაღ–- 

წევთ. 
ამ იდეის ილუსტრაცია მოვახდინოთ მხოლოდ ერთ თ პარამეტრხე 

ა” · 1 7, 7  პაგალითად ყ=6C-9" ანდა ყ=5)ი იX ·ანდა ყ= >) არა წრფივად 
· (/64 

% 
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V 

ფო 

ნახ, 14,8,8. 

დამოკიდებულ ფუნქციის მაგალითხე. 

გვაქვს 
ყ=V%VV, ი), (14.8.21) 

სადაც ი –- პარამეტრი,ა რომელიც 

უნდა შეირჩეს უმცირეს კვადრატთა 

მეთოდებით მოცემული ექსპერიმენ– 

ტალური დამოკიდებულების (14.8.21) 

საუკეთესო გაგლუვებისათვის (ნახ.- 

14.8.8). 

ამოცანა გადავწყვიტოთ შემდეგ- 
ნაირად. მივცეთ სსვა და სხვა მნიშ- 

ვნელობები თი პარამეტრს და თითო- 

ეული მათგანისათვის ვიპოვოთ V,



გადახრათა კვადრატების ჯამი იLX,, ი)-დან. კვადრატების ეს ჯამი არის ი-ს 

რომელიღაც ფუნქცია: აღვნიმნავთ მას > (ი)-თი: 

M 

2(0)== ბპ #M-« (X,. თ))?. 

§--:1 

დავიტანოთ >(თ) მნიშვნელობა გრაფიკზე (ნახ. 14.8.9). ი-ს ის მნიშენე- 
ლობა, რომლისთვისაც მრუდს > (ი) აქვს მინიმუმი ავირჩევთ როგორც 

ი-ს შესაბამისი მნიშვნელობა (14.8.21) გამოსახულებაში. 

ჯ (9) 
“!. 

, 

   
ნახ, 14,8.9. ნახ. 14.8.10 

სავსებით ანალოგიურად (14.8.7) განტოლების ამოუხსნელად შე- 

იძლება შევარჩიოთ ორი (ი, ნ) პარამეტრთა ერთობლიობა. რომელიც 

დააკმაყოფილებს უმცირეს კვადრატთა მეთოდის პრინციპს: სამუშაო 

ამ შემთხვევაში მხოლოდ უმნიშვნელოდ გართულდება და დაიყვანება 

არა ერთ, არამედ რამდენიმე გრაფიკის (ნახ. 18.8.10) აგებამდე: ამ 

დროს მოგვიხდება იხ მნიშვნელობათა ერთობლიობის მოძებნა, რო- 

მელიც უზრუნველჰყოფს გადახრათა კვადრატების =(0.ხ) მინიმუმის 

მინიმალურ მნიშვნელობას. 

მაგალითი 1, ცდაში გამოკვლეულია სხეულის ჰევრის # სიღრმე დაბრკო–- 

ლებაში ხვედრითი 6 ენერგიისაგან (ენერგია, რომელიც მოლის დარტყმის ფართის 

კეადრატულ სანტიმეტრზე დამოკ-დებულებით). ექსპერიმენტული მონაცემები მოყ- 

ვანილია 14.8.2 ცხრილში და (ნახ. 14.8.11) გრაფიკზე, საჭიროა უმც“რეს კვადრატთა 

მეთოდით შევარჩიოთ და ავაგოთ წრფე, რომელიც გ:მოსახავს M-ის დამოკიდებულებას 

§- საგან. 
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::ც2 ==. I... 2137. 164 გ ჩა , 274 21 
ტ 13 -= % ააა9”" ი 13 =53% 1. 

1. ./ 

40 
ი 

ფი 

მშ 

+ე· 

| , „ ს . ,6C 
2 ჯმ.“ პინ 306 

ნახ. 14.8,11, 

საწყისი მომენტების მიხედვით დამუშავებისათვის კოორდინატიაა სათავც შუა წერ- 

ტალის ახლოს გადაგვაქვს: 

=1500  /ი=20. 

ვღებულობთ შემდეგ მნიშვნელობათა ახალ ცხრილს 

თ =6-წრ,ე ი#ჩ'=/--ჩე- 

  

    
    

          

ცხრილი 14.8.2. ცხრილი 14.8.3 

1 41 4 1 –-109 –-16 
2 50 8 2 –-100 –12 
3 81 710 3 –. 69 –10 
4 104 14 4 –- 46 –- 6 

5 120 16 5 – ვ0 –4 

6 139 20 6 –- 11 ი 
7 154 19 .-7 – 4 –1 

8 180 23 გ 30 3 

9 208 26 9 58 6 
10 241 30 10 91 19 
11 250 3 11 100 11 
12 259 306 12 119 16 
13 301 37 13 ' 151 17           
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ვსახღერავთ მობენტებს; 

ხჯ= 6869-- (72 )-=6269--(164 ·4--15C)2=26662; 

უე 
თაფ #)=“ 2 842; 

M>=თ" IV, VI– თოდ" ცI', =842--(164,4--150) (21,1-–-22)ლ 

=842--16=826, 

ურფის განტოლებას აქვს შემღეგი Lახე; 

MI 

ანდა 

ჩ–21,1=0,124 (8--164,5). (14.8.22) 

(14.8.22) წრფე. ნაჩვენებია 14,8.11 ნახაზზე. 

მა გალითი 2, ნაწარმოებია ცდები აეირყემბარის 'გადატვირთვის გასაზო– 

მახ, რომელიც იჭრება გრუნღტში შეხვეღრის სხვადასხვა სიჩკარით. V გადატვირთვის 

მიღებული სხვადასხეა მნიშვნელობანი V სიჩქარისაგან დამოკიდებით მოყვანილია 14.28.4 

ცხრილში. ა 
ცხრილი 14.8.4 

  

  

        

ავაგოთ უმცირეს კვადრატთა მეთოღით ფრემდეგე . ' 

სახის კვადრატელი დამოკიდებულება: M მ/წმ M 

M=0V+ხსყ–-თ | 
1 129 540 

რომელიც კარგად ეთანხმება ექსპერიმენტულ მო- 2 131 590 
ნაცემ-ბს ვ 140 670 

ცემებს, _ 4 161 760 
ამოხსნა, ––დამუშაჟების მოხერხებულობის 5 174 850 

მიზნით, უკეთესია განხომილების ერთეულები შევ- 6 180 979 

ალოთ ისე, არ გვქონდეს საქმე მრავალნიშნა რ 2 20 | 920 ცვალ ე, არ გვქონდეს საქმე მრავალნიშნა რი– გ 214 1180 
ცხვებთან; ამისათვის V მნიშვნელობა შეიძლება 9 219 12709 

გამოვსახოთ მ/წმ-ის მეასედებში (გადავამრავღოთ წ 224 1220 

10.“ --ხე, ხოლო M –- ერთეულთა მეათასედებში- 12 268 1660 

= 13 281 1730 (გავამრავლოთ 10-3?-ზე), და მთელი სამუშაო ჩავა- 14 200 2030 
  უქტაროთ ამ პირობითი ერთეულებით. 

ვე დ
"



    

  

  

  

ს, 

–-–– - 
– 1. “რ” 

(5) 
: 148,36 

თ"ე|ა)= ა–– =–“-“-- =10,60; 
” 14 

) ა”; 

: 63,49 
თ?) ––––- = =4,525; 

2” 14 

ა დ; 

! 28,79 
თ ი) ლ–ლ/?ზელ == =2,056; 

7, 

ა M; 

1 16,23 
თ”0,)Iი. M)--თ",IM)ლ ე »ლ– ––-- == -–“--=1,159; (V. M)=თ")1M) > _ 

) ხჯML( 

7 36,011... 
CX"I,1|0, M)ლ–––-= =2;629; 

” 14 

) ყ?.M; 

ჯ ზ88,02 
თ, 11, Mლე= ––-–-=6,287. 

” 14 

14.გ8.18 განტოლებათა სისტემას აქვს შემდეგი სახე: 

25,920-I- 10,60ხ--4,5350=6,287 
10,60ი-C4,535ხ-L-2,056C= 2,629, 
4,535ძ-L2,056ხ+- C= 1,159 

ამ სისტემის ამოხსნით ვპოულობთ: 

ი=>0,768 ხ=0,102 C=0,187 

ნახ. 14.8.12-ზე დატანილია ექსპერიმენტული წერტილები და M=09"'+ხყ--0, დამო_ 

კიღებულება აგებული უმცირეს კვადრატთა მეთოდით., 

შენიშვნა: ზოგიერთ შემთხვევაში შეიძლება საჭირო იყოს V=0(X) მრუდის გავლე– 

ბა ისე, რომ იგი ზუსტად გადიოდეს რომელიღაც წინასწარ მოცემულ წერტილებზე, 

მაშინ რიცხვითი ძ, ხ, C პარამეტრებიდან ზოგიერთები, რომლებიც შეღიან V=V(X) 

ფუნქციებში, შეიძლება განსაზღვრულ იქნენ ამ პირობებიდან. 

მაგალითად, მაგალითი 2-ის პირობებში დაგექირდება V (L) დამოკიდებულებათა 

ექსტრაპოლაცია წს მცირე მნიშვნელობებზე. ამ შემთხვევაში ბუნებრივია გავიყვანოთ 
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»”იე-3 

  

  L : I 2 2 #წ 
ვ 

ნახ, 14, 8.12, 

შეორე რიგის პარაბოლა ისე. რომ იგი გადიოდეს კოორღინატთა სათავეზე (ე. ი. მეხ- 
ვედრის ნულოვან სიჩქარეს შეესაბამებოდა ნაკლოეანი გადატვირთეა), მაშინ ბუნებრი- 

ვია 6=0 და M(I) დამოკიდებულება ,ღებელობს შემდეგ სახეს. 
M=ი>“--ხი, 

ხოლო განტოლებათა სისტემას რთ ღა მ-ს განსაზღვრისათვის ეკნება სახე: 

25.920-–=10.6006=6.287; 

10.6C0--4,535ხ=2.629. 

მაგალითი 3. კონღენსატორი, რომელიც ღდამეხტულია CV0=102ე ეოლტ ძაბ- 

ვამდე, რომელიღაც წინაღობით განიმეხტება. კონდენსატორის შემონაფენებს შორის 

CV ძაბვის დამოკიდებულება / დროისაგან რეგისტრირებულია 10 წამიან უბანზე 1 წამის 

ინტერვალით. ძაბეა იზომება 5 ვოლტის სიზუსტით, გაზომვის შედეგები მოყვანილია 

14,8.5 .ცხრილში. 

თეორიულ მონაცემთა თანახმად, ცხრილი 1/).8.5 

ძაბვის დამოკიდებულებას დროს- 
  

        
    

        

თან უნდა ჰქონდეს სახე: ; ითი ხლ) 1 თი VI(ვ) 
V=: VიC V 

ცდისეულ მონაცემებხბე დაყრღ- 1 0 | 100 7 6 | 15 
ნობით, უმცირეს კვადრატთა მე– 2 1 | 75 8 7 10 
თოღით შევარჩიოთ CV პარამეტ- 3 2 I 55 9 8 10. 

რის მნიშვნელობა. 1 3 ძი 10 ზ 5 

ამოხსნა 6 ფუნქციის ცხრი- 2.1 1 21101 5 
ლიდან ვრწმუნდებით, რომ 692 ' 
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ასახლოებით 0.:5-დე, როცა #13: იამახადამე კოეფიციენტი Cთ-ას უნდა ჰქონ- 
ა 0,3 რეგი, დ =ი0,2 ეს რაიონში თ-ს ეაძლეეთ რამოდენიმე მნიშვნელობას: 

თ=-C.28; 0,2; 0,30; 0,311; 0,312; 0,33 

გამოვითელით მათოვის ფუნქციათა მნიშვნელობებს 

VI=:L/იც“ი! + 

1; წერტილებში (ცხრილი 14.8.6) 

ცხრილი 14.8.6. 
  

  

        
  

  

    
  

I 1; %=0,28 | X=-500,29 | X=0,30 | >=0,31 თX=0,32 თ=0,33 

1 0 100,0 100,0 1%90,0 | 100,0 190,0 109, 
2 1 '75,5 74,8. 74,1 73,3 72,6 71,0 

· 3 2 57,1 56,0 54,9 53,8 52,7 51,7 
4 3 43,2 41,9 4090,7 39,5 38,3 37,2 
5 4 32,6 31,3 30,1 28,9 27,8 26,7 
6 5 24,6 23,5 22,3 21,2 20,2 19,2 
7 6 18,6 17,6 16,5 15,6 14,7 13,8 
8 7 14,1 13,1 12,2 11,4 10,6 9,9 
9 8 10,7 9,8 9,1 8,4 7,7 7,1 

10 9 8,0 7,4 6,7 6,1 5,6 5,1 
11 10 6,1 5,5 5,0 4,5 4,1 3,7 

25=(თ) 83,3 40,3 17,4 13,6 25,7 ” 5154                       
14.8.6 ცხრილის ქვედა სტრიქონში მოთავსებულია გაღახრათა კვადრატების =+X(0")-ს 

მნიშვნელობანი Cთ-საგნ დამოკიდებულებით. ფუნქციის გრაფიკი 2(0) მოცემულია 
14.8.42 ნახ-ზე. 

ით) 
#00 L 

3მ 

    ნახ. 14.8.13.



გრაფიკიდან ჩანს, რომ მნიზენელობა, რომელიც უპასეხეა, მინიმუმს, მიაზლოებეთ 

:0, 37-ის ტოლია ამდაგვარად უმცირეს კეაღოატთა მეთოდით საუკეთესი მეახლოენაღ 

ცღისეულ მონაცემებთან ივ:ნებ» ფუნქციის L/==L/ე6-0.30” ამ ფუსქს6იის გრ:ფიკი 

ექსპერიმენტულ წერტილებთან ერთად მოცემელია I14.8.14 ნახ.-ზე. 

| XC 

    

#23% 
I 

50L 

L 

0 + რგ 

ნახ. 14,6.14, 

XV» თავი 

შემთხვევით ფუნქციათა თეორიის 

ძირითადი ცნებები 

15.1. ცნება შემთავევით ფუნქციაზე 

ალბათობათა თეორიის ჩვენს კურსში აქამდე გამოკვლევის ძირითადი 

საგანი იყო შემთხვევითი სიდიდეები. შემთხვევით სიდიდეს ახასიათებს 

ის, რომ იგი „ცდის შედეგად ღებულობს, რომელიღაც ერთ წინასწარ 

უცნობ, მაგრამ ერთადერთ მნიშვნელობას. ასეთი შემთხვევით სიდიდე–- 

ების მაგალითებია, მოხვედრის წერტილის აბსცისა გასროლისას; რა- 

დიო მანძილმზომის შეცდომა ერთხელ გასროლისას და ა. შ. 

ვიზღუდებოდით რა მსგავს ცალკეულ შემთხვევით სიდიდეთV გან- 
ხილვით; ჩვენ შემთხვევით სიდიდეებს ვსწავლობდით ცალკეულ ცდის 

რომელიღაც ფიქსირებულ პირობებში თითქოს და „სტატიკაში“, ოღონდ 
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ასეთი ელემენტარული მიდგომა შემთხვევით სიდიდეთა შესწავლისადმი 
მთელი რიგი პრაქტიკული ამოცანებისათვის არასაკმარისია. პრაქ- 
ტიკაზი ხშირად საქმე გვაქვს შემთხვევით სიდიდეებთან, რომლებიც 
ცდის პროცესში ეწყვეტად იცვლებიან. ასეთი შმემთხვევითი სიდიდე- 
ების მაგალითებად შეიძლება ჩავთვალოთ: რადიომანძილმზომის შეც- 
დომა ცვალებადი მანძილის უწყვეტი გახომვებისას: მოძრავ სამიზნეზე 
უწყეეტი დამიზნებ(ისას წინსწრების კუთხე; მართული ჭურვის ტრაექტო- 

რიის გადახრა თერორიულიდან მართვის ან თვითდამიზნების პროცესში. 
ისეთ შემთხვევით სიდიდეებს, რომლებიც იცვლებიან ცდის “პროცეს- 

მი, განსხვავებით ჩვეულებრივი შემთხვევითი სიდიდეებისაგან, დავარ- 

ქმეთ შემთხვევით ფუნქციებს. 
მსგას “შემთხვეით მოვლენებს რომლებშიატც შემთხვევითობა 

ვლინდება პროცესს ფორმით სწავლობს ალბათობათ. თეორიის სპე– 
ციალური დარგი -- შემთხვევით ფუნქციათა (სხვაგვარად შემთხვევით 

ანუ სტოქასტიკურ პროცესთა) თეორია. ამ მეცნიერებას შეიძლება ხა- 
ტოვნად ვუწოდოთ „შემთხვევით მოვლენათა დინამიკა“. 

შემთხვევით ფუნქციათა თეორია-უახლესი დარგია ალბათობათა თე– 

ორიისა, რომელიც ძიოითადად განეითარდა ორი სამი უკანასკნელი ათწლე- 
ულის განმავლობაში. ამჟამად ეს თეორია ვითარდება და სრულყოფი- 
ლი ხდება ფრიად სწრაფი ტემპით. ეს დაკავშირებულია უმუალოდ პრაქ- 

ტიკის მოთხოვნილებებთან, კერძოთ მთელი რიგ ტექნიკურ ამოცანათა გა- 

დაწყვეტის აუცილებლობით. ცნობილია, რომ ბოლო ხანებში ტექნიკაში 

დიდ გავრცელებას პოულობს სისტემები ავტომატიზებული მართვით. 
შესაბამისაღ სულ მეტი მოთხოვნები წაეყენება ტექნიკის ამ სახის თეო–- 
რიულ ბახას -- ავტომატური მართვის თეორიას. ამ თეორიის (განვი- 
თარება შეუძლებელია იმ შეცდომათა ანალიხის გარეშე, რომლე- 
ბიც გარდუვალად თან ახლავს მართვის პროცესებს, რომლებიც ყოეელ- 

თვის მემდინარეობდენ უწყვეტად ზემოქმედ შემთხეეგძთ შემფოთება- 
თა (ე. წ. „დაბრკოლებათა") პირობებში. ეს შემფოთებები თავისი 

ბუნებით შემთხვევითი ფუნქციებია. იმისათვის რომ რაციონალურად 
მევარჩიოთ მართვის სისტემის !კონსტრუქციული პარამეტრები, აუცი- 

ლებელია შევისწავლოთ მისი რეაქცია. უწყვეტად ზემოქმედ შემთხვევით 
შემფოთებებზე. ხოლო ერთად ერთ აპარატს რომელიც ვარგისია 
ასეთი გამოკვლევებისათვის შემთხვევით ფუნქციათა თეორიის აპარატია. 

მოცემულ თავში გავეცნობით ამ თეორიის ძირითად ცნებებს და მთელ 

რიგ ზოგად ამოცანების დაყენებას, რომლებიც მოითხოვენ შემთხვე–- 
ვით ფუნე ციათა თეორიის გამოყენებას. გარდა ამისა აქ გადმოცემული 
იქნება შემთხვევით ფუნქციათა მახასიათებლებზე ოპერირების საერთო 
წესები, რომლებიც ანალოგიურია ჩვეულებრივი შემთხვევითი სიდიდეების 

რიცავით მახასიათებლებზე ოპერირების წესებისა. 
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ძირითად ცნებებიდან, პირველი რომელსაც განვიხილავთ თვით შ ე მ– 

თხვევითი ფუნქციის ცნება. ეს ცნება იმდენად ფართო 

და მდიდარია შემთხვევითი სიდიდის ცნებაზე, რამდენადაც მათემატი– 

კური ცვლადი სიდიდისა და ფუნქციის ცნება ფართოა და მდიდარია მუდ–- 
მივი სიდიდის ცნებაზე. 

გავიხსენოთ შემთხვევითი სიდიდის განსახღვრება. შემთხვევითი სი- 

დიდე ეწოდება სიდიდეს, რომელმაც ცღის შედეგად შეიძლება მიიღოს 

ესა თუ ის მნიშვნელობა, თუ რომელია იგი სახელდობრ წინასწარ არ 
არის ცნობილი. მოვიყვანოთ შემთხვევით ფუნქციის ანალოგიური გან– 
სახღვრა. 

შემთხვევითი ფუნქცია ეწოდება ფუნქციას, რომელსაც ცდის შე- 
დეგად შეუძლია მიიღოს ეს თუ ის კონკრეტული სახე, მაგრამ წინას- 

წარ არ არის ცნობილი –- სახელდობრ რომელი. 

შემთხვევითი ფუნქციის მიერ ცდის შედეგად მიღებულ 
კონკრეტულ სახეს ეწოდება შემთხვევითი ფუნქციის რეალიზაცია. თუკი 
შემთხვევით ფუნქციაზე ვაწარმოებთ ცდათა ჯგუფს, მაშინ ამ ფუნქციის 
რეალიზაციის ჯგუფს ანუ „ოჯახს“ მივიღებთ. 

მოვიყვანოთ შემთხვევითი ფუნქციის რამდენიმე მაგალითი. 

მაგალითი 1. ყუმბარმშენთვითმფრინაკს, ბრძოლის კურსზე 
აქვს თეორიულად მუდმი- 
ვი საჰაერო V სიჩჟარე. 

ფაქტიურად მისი სიჩქარე 

მერყეობს ამ ნომინალური 

საშუალო მნიშვნელობის 

ახლოს და დროის შმენთხ- | 

ვევითი ფუნქციაა. გაფრენ 4 

საბრძოლო კურსზე შესაძ- ნაზ, 15,1.1. 
ლეტელია განვიხილოთ, 

როგორც ცდა, რომელშიც შემთხვევით V(/) ფუნქცია ღებულობს გარ- 

კვეულ ოროქალიხაციას. (ნახ. 15.1.1) ცდიდან ცდამდე რეალიზაციის სახე 

იცვლება. თუკი თვითმფ- 
რინავში დადგმულია თვით– 

მწერი ხელ საწყო, მაშინ 

იგი ყოველ გაფრენახე ჩას– 

წეოს ახალს სხვებისგან 

განსხვავებულს შემთხვევი– 

7 თი ფუნქცის თოეალიხა- 

ნახ, 15.2.1. ციას. რამდენიმე, ·გაფრე– 

ნის შედეგად შეიძლება მივიღოთ შმეგთხვევით VC) ფუნქციის რეალი- 

ზაციათა ოჯახი (ნახ. 15.2.1.) 

7(§)     
  

C
-
 

  

«“ 
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მაგალითი 2. მართული ჭურვის სამიხნეხე დამიზნებისას, 
დამიხსების /2(/) ცღომილება ჭურვის მასის გადასრაა თეორიულ ტრა- 
ექტორიიდან, ე. ი. დროის შემთხვევითი ფუნქციაა (ნახ. 15.1.3). 

იმავე ცდაში დოოის შემთხვევით ფუნქციაა, მაგალითად ჭუოვის გა- 

დატვიოთვა VVC), შეტევის თ(/) კუთხე და ა. 9., 

  

  

ნახ. 15.1.3, ნახ, 15.1,4, 

·მმაგალითი 3. თვითმფრინავიდან თვითმფრინავზე სროლისას სა– 
მიხნის ჯვარედინი, რომელიღაც ფოოის განმავლობაში უწყვეტად უნდა 

უთავსდებოდეს მიზანს, უნდა მიჰყვებოდეს მას. მიხანზე მიყოლის ოპერა- 

ციას თან ახლავს შეცდომები-–ე. წ. დამიზნების შეცდომები (ნახ. 15.1.4). 

დამიზნების ჰორიზონტალური და ვერტიკალური შეცდომები დამიზნების 
პროცესში უწყვეტად იცვლებიან და წარმოადგენენ ორ შემთხვევით 

XC) და პბ7() ფუნქციას. ამ შემთხვევით ფუნქციათა რეალიხაცია შეიძ- 

ლება მივიღოთ ფოტოტყვიამფროქვევის სურათების გამიფვრის შედეგად 
თვალთვალი (მიყოლის) მთელი პროცესის განმავლობაში. 

შემთხვევით ფუნქციათა მაგალითების რიცხვი, რომლებიც ტექნი- 

კამი გვხვდება მეიძლებოდა გაგვედიდებინა უსასრულოდ. მართლაც 

და ნებისმიერ შემთხვევამი, როდესაც განვიხილავთ უწყვეტად მომუ- 

მავე სისტემებს (გახომვის, მართვის, დამიხნების, რეგულირების სისტე- 

მებთან) ამ სისტემის მუშაობის სიზუსტის ანალიხისას ჩვენ გვიხდება 

გავითვალისწინოთ შემთხვევითი ზემოქმედებანი (დაბრკოლებები). რო–- 

გორც თვით დაბრკოლებანი, ისე მათ მიერ გამოწვეული სისტემის რეაქ– 
ციები დროის შემთხვევით ფუნქციებია. 

აქამდე ჩვენ ვლაპარაკობდით მხოლოდ შემთხვევით ფუნქციებხე, 

რომლის არგუმენტს წარმოადგენს () დრო. პრაქტიკის მთელ რიგ 
ამოცანებში გვხვდება შემთხვევითი ფუნქციები, რომლებიც დამოკიდე– 

ბული არიან არა მარტო დროზე, არამედ სხვა არგუმენტებხე, მაგალითად 

არაერთგვაროვანი ღეროს სიმტკიცის მახასიათებლები შეიძლება გან–- 

ხილულ იქნას როგორც კვეთის ჯ აბსცისის შემთხვევითი ფუნქციები. 

ჰაერის ტემპერატურა ატმოსფეროს სხვადასხვა შრეებში შეიძლება გან–- 
ხილული იქნას, როგორც #I სიმაღლის შემთხვევითი ფუნქცია. 
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პრაქტიკაში გეხვდება აგრეთვე შემთხვევითი ფუნქციები. რომზლე- 

ბიც დამოკიდებულნი არიან არა მხოლოდ ერთი არგუმენტ რსაგან არა- 

მედ რამდენიმეზე. მაგალითად აეროლოგიური მონაცემები, რომლებიც 

ახასიათებენ ატმოსფეროს მდგომარეობას (ტემპერატურა, წნევა, ქა- 

რი), ზოგად შემთხვევაში ოთხი არგუმენტის შემთხვევითი თუნქციებია: 

სამი, X, ყ, 2 კოორდინატისა და / დროისა. მოცემულ კურსში ჩვენ გ:ნ- 

ვიხილავთ მხოლოდ ერთი არგემენტის შემთხვევით ფუნქციებს, ყველაზე 
ხმირად ეს არგუმენტია დრო, აღვნიშნოთ იგი /-თი. გარდა ამისა, როგორც 

წესი შევთანხმდეთ და შემთხვევითი ფუნქციები აღვნიშნოთ ღიდი 

XC), ბ() ასოებით. არაშემთხვევითი X(I), VყX() ფუნქციებისაგან გან- 

სხვავებით. 

განვიხილოთ, რომელიღაც შემთხვევითი XI) ფუნქცია დაეუშვათ, 

რომ მასხე წარმოებულია /, დამოუკიღებელი (და, რომელთა შედეგაღ 

მიღებულია /, რეალიხაცია (ნახ. 15.1.5). აღვნიშნოთ ისინი ცდის ნომ- 

რების შესაბამისად X,() XL(/)...X,(/). 

ყოველი რეალიზაცია, ცხადია არის ჩვეულებრივი (არა შემთხვე- 
ვითი) ფუნქცია.- ამგვარად, ყოველი ცდის შედეგად შემთხვევითი ფუნქ- 

ცია XL(C/) გადაიქცევა ჩეეფლებრივ არა შემთხვევით ფუნქციად. 

აღვნიმნოთ ეხლა / არგუმენტის, როომელიღაც მნიშვნელობა და და–- 

ვა+ვირდეთ, რად გაღაიქცევა ამ დროს შემთხვევითი XXI) ფუნჟცია. 

ცხადია იგი გადაიქცევა სიტყვის ჩვეულებოივი მნიშვნელობით შემთხვე- 

ვით სიდიდედ. შევთანხმდეთ, რომ ამ შემთხვევით სიდიდეს ვუწოდოთ 

შემთხვევითი ფუნქციის კვეთი, რომელიც მოცემულ #-ს შეესაბამება: 

თუ გავატარებთ რეალიხაციათა ოჯახის „კვეთს“ რომელიც” მოცემულ 

ჯ-ს მნიშვნელობას შეესაბამება (ნახ. 15.1.5), ჩვენ მივიღებთ /! მნიშვნელო– 

ბას, რომელიც მიიღო / ცდისას 'მემთხვევითმა XC) სიდიღემ. 

XVI) 

  

  
  

ნახ, 15.1,5. 
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ჩვენ ვხედავთ. რომ შემთხვევითი ფუნქცია 'მეიცავს “შემთხვევითი 

სიდიდისა და ფუნკცეის ნიშნებს. თუ დავაფიქსირებთ არგუმენტის მნეშ- 

ვწელობას. იგი გადაიქცევა ჩვეულებრივ შემთხვევით სიდიდედ; ყოველი 

ცდის შედეგად იგი გადაიქცევა ჩვეულებრივ (არა შემთხვევით) ფუნქ- 
ციად. 

შემდგომ გადმოცემის მსვლელობაში ხშირად სხვადასხვანაირად განვი- 

ხილავთ ერთსა და იმავე X(/) ფუნქციას, როგორც შემთხვევითს, ხან კი 

როგორც შემთხვევით სიდიდეს, იმისაგან დამოკიდებით ვიხილავთ მას 

/-ეს ცვლილების მთელ დიაპაზონში, თუ მხოლოდ მისი ფიქსირებული 

მნიშვნელობისათვის. 

15,2. ცნება შემთხვევით ფუნქციისა, როგორც გაფართოება 

შემთხვევით სიდიდეთა სისტემის ცნებისა. 

შემთხვევითი ფუნკციის ბანაწილების კანონი 

განვიხილოთ, რომელიღაც შემთხვევითი X(,) ფუნქცია დროის გარ- 
კვეულ მონაკვეთში (ნახ. 2. 1). მკაცრად, რომ ვთქვათ, შემთხვევითი 

ფუნქცია არ შეგვიძლია გამოვსახოთ გრაფიკხე მრუდის ,დახმარებით: 

შეიძლება გამოვხახოთ მისი კონკრეტული რეალიხზაციები-ი ოღონდ 
თვალსაჩინოებისათვის შეიძლება თავს ნება მივცეთ პირობით გამოვ- 

საბოთ ნახაზზე შემთხვეევითი „XC ფუნქცია მრუდის სახით, ისე 

რომ ამ მრუდის ქვეშ ვგულისხმობდეთ არა კონკრეტულ რეალიხაციას, 
არამედ XC)-ს შესაძლო რეალიზაციათა მთელ ერთობლიობას. ამ პირობი– 

თობას აღვნიშნავთ იმით, რომ მრუდს, რომელიც სიმბოლურად გამო- 
საზავს შემთხვევით ფუნქციას, გავავლებთ პუნქტირით. 

  

  

  

XII) 

“წ. ა 

" 
სა , ლ. 

–-–7”,"' 
| ბ“, " „“ " ,I! : L 

+ 7 , მხი იხ! „ ზა” ზი-/ ზი 
“/ 

"ნახ. 15.2,1. 

ვივარაუდოთ, რომ შემთხვევითი ფუნქციის ცვალებადობის ,მსვლე- 

ლობის რეგისტრაცია ხდება, რომელიღაც ხელსაწყოს დახმარებით, რო- 

მელიც შემთხვევითი ფუნქციის ჩაწერას უწყვეტად კი არ ახდენს, 

არამედ აღნიშნავს მის მნიშვნელობებს გარკვეულ ინტერვალებით დოოის 

(0 ჩა.-·--·/, მომენტეხმი. 
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როგორც ზემოთ იყო აღნიშნული, ჯ-ეს ფიქსირებულ მნიშვნელობისას 

შემთხვევითი ფუნქცია გადაიქცევა ჩვეულებრივ შემთხვევით სიდიღედ. 
მაშასადამე, ჩანაწერთა შედეგები მრცემულ შემთსვევამი თვით /1 შემ– 
თხვევით სიდიდეთა სისტემაა: 

XC), X(I7),...,X(/,, (15.2.1) 

ცხადია, სარეგისტრაციო აპარატურის მუშაობის საკმაოდ მაღალი ტემ- 

პისას შემთხეევითი ფუნქციის ჩანაწერი ასეთი ინტერვალებით მოგვ- 

ცემს საკმაოდ ზუსტ წარმოდგენას მისი ცვლილებათა მსვლელობის შე- 
სახებ. ამგვარად, შემთხვევითი, სიდიდის განხილვა შეიძლება შევცვა- 

ლოთ რომელიღაც მიახლოებით შემთხვევით სიდიდეთა (15.2.1) სისტე-– 

მის განხილვით. #I-ის გადიდებით ასეთი შეცვლა გახდება უფრო დაუფრო 

ზუსტი. ზღვარმი არგუმენტის მნიშვნელობათა რიცხვი-და შესაბამი- 

სად შემთხვევით სიღიდეთა რიცხვი (15.2.1) –– გახდება უსასრულო. 

ამგვარად, შემთხვევითი ფუნქციის. ცნება შეიძლება განხილულ იქნას 

როგორც შემთხვევით სიდიდეთა სისტემის ცნების ბუნებრივი განზო- 

გადოება სისტემაში შემავალ სიდიდეთა უსასრულო ს-მრავლის შემთხვე- 

ვისათვის. 

შემთხვევითი ფუნქციის ასეთი განმარტებიდან გამომდინარე შევეც– 

დებით პასუხი გავცკეთ კითხვაზე: რას უნდა წარმოადგენდეს შემთხვე– 

ვითი 1ფუნქციის განაწილების კანონი? ვიცით ერთი შემთხვევითი სი– 

დიდის განაწილების კანონი, არის ფუნქცია ერთი არგუმენტისა, ორი 

სიდიდის სისტემის განაწილების კანონი –– ორი არგუმეტის ფუნქცია და 

ა. შ. ოღონდ პრაქტიკული გამოყენება, როგორც ალბათობრივი მახა– 

"“სიათებლებისა მრავალი არგუმენტიანი ფუნქციებისა იმდენად მოუხერ- 

ხებელია, რომ სამი-ოთხი სიდიდეთა სისტემისათვისაც კი უარს ვამბობთ 

განაწილების კანონებით სარგებლობაზე და განვიხილავთ მხოლოდ რი- 

ცხვით მახასიათებლებს, რაც შეეხება შემთხვევითი ფუნქციის განაწილე– 

ბის კანონს, რომელიც არგუმენტთა აურაცხელი სიმრავლის ფუნქციაა, 

მაშინ ასეთი კანონი უკეთეს შემთხვევაში სუფთად ფორმალურად უნდა 

ჩავწეროთ, (რომელიღაც სიმბოლური ფორმით, მსგავსი მახასიათებ- 

ლის პრაქტიკული გამოყენება, (ცხადია, სავსებით გამორიცხულია. 

ოღონდ, შეიძლება შემთხვევითი ფუნქციისათვის ავაგოთ რომელიღაც 

განაწილების კანონის ანალოგიური ალბათობითი მახასიათებლები. ამ 

მახასიათებელთა აგების იდეა ასეთია. 

განვიხილოთ შემთხვევითი -XLC) სიდიდე –– შემთხვევითი ფენქცეის 

კვეთი დროის ?1 მომენტში (ნახ. 15.2.2). ამ შემთხვევით სიდიდეს, ცხა- 

დია, გააჩნია განაწილების კანონი, რომელიც ზოგად შემთხვევაში და- 

მოკიდებულია /-საგან აღვნიშნოთ იგი / (V0-თი. / CV, 0 ფუნქციას 
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ეწოდება სემთოხეევითი XC) ფუნქცის ერთგანსომილები- 
ანი განაწ წილების კანონი. 

ცხადია, ფუნქცია /(C /) არ წარმოადგენს შემთსვევითი XVI) ფუნ- 
ციის სულ ამომწურავ მახასიათებელს, მართლაც ეს ფუნქცია ახასი- 

    

X(ს 
წილ 

+ 

! ჟ"“ – #V/-. 
, %. /” ჯV ,4(ჯ) ! 

წ) სა / აღ / 
! X/ბ) / – 

! - , 7 ( ა ! L 
/ C % ” 

V /–“– 

ნახ. 15.2.2. | 

თვას მხოლოდ XC) =ჯ განაწილების კანონს. მოცემულ ნებისიმიერ # 
ფე თ ხვევაში. იგი არ პასუბობს კითხვას შემთხვევითი X (/) სიდიდეთა 

და ამოკიდებულებაზე სხვადასხვა /-სათვის. ამ თვალსახრისით შემთხვევითი 

XC) ფუნქციის უფრო სოული მახასიათებელი ე. წ. განაწილების ო რ გ ა– 

ნსომილებიანი კანონია: 

ICX. X-: 7, ა). (15.2.2) 

ეს –- ორი შემთხვევითი XLCI), XI.) სიდიდეთა სისტემი” განაწილების 

კანონი, ე. ი. შემთხვევითი X(/,) ფუნქციის ორი ნებისმიერი კვეთია. ოღონდ 
ეს მასასიათებელიც 1 სოგად შემთხვევაში არ არის მთლიანად ამომწურავი. 

კიდევ უფრო სრულმახასიათებელი იქნებოდა სამგანზომ“ ლეჯიანი 'კანონი: 

100, |) Xვ: ჩე) I ე). (15.2.3) 

ცხადია თეორიულად შეიძლება უსასრულოდ გაგვედიდებინა არ- 

გუმენტთა რიცხვი და მიგვეღო შემთხვევითი ფუნქციის უფრო ·დაწვრი- 

ლებით, უფრო ამომწურავი მახასიათებელი. მაგრამ ასე დიდი მახა- 

სიათებლებით ოპერაციების წარმოება, რომელიც დამოკიდებულია მრა–- 

ვალ არგუმენტხე უკიღურესად მოუხერხებელია, ამიტომ შემთხვე–- 

ვითი ფუნქციის განაწილების კანონების გამოკვლევისას, ჩვეულებრივ, 

კმაყოფილდებიან ზოგადი შემთხვევებს განხილვით, სადაც შემთხ- · 
ვევითი ფუნქციის ზოგადი დახასიათებისათვის საკმარისი,ა მაგალი–- 

თად, (15.2.2) ფუნქციათა ცოდნა (ე._ წ. „პროცესები მერმექმედების 

გარეშე“) შემთხვევით ფუნქციათა თეორიის ამ ელემენტარულ გად- 

მოცემის ფარგლებში ჩვენ სრულიადაც არ გამოვიყენებთ განაწილების 

კანონებს. არამედ დავკმაყოფილდებით შემთხვევით ფუნქციათა უმარ- 

ტივესი მახასიათებლებით, რომლებიც “შემთხვევით სიდიდეთა რიცხვი- 

თი მახასიათებლების ანალოგიურია. 
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ჯ:.ე, მემთხვევით ფუნქციათა მახასიათებლები 

ჩეჯნ მრავალი მემთხვევა გვქონდა დავრწმუნებულიყავით თუ რო- 
გორი დიღრი მნიშვნელობა აქეთ ალბათობათა თეორიამი შემთბეევით 

სიდიდეთა ძირითად რიცხვით მახასიათებლებს: მათემატიჯურ ლოდინს 

და დისპერსიას -- ერთ: შემთხვევითი სიღიღისათვის, მათემატიკურ 

ლოდინებს დღა კორელაციუთ მატრიცას -- შემთხეევით სიდიდეთა სის- 

ტემისათვის ხელოვნება რიცხვითი მახასიათებლებით სარგებლობისა 

ისე, რომ მესაქლებლობისდა მიბეღვით განხე დავტოვოთ განაწილების 

კანონები –- საფუძველია გამოყენებბთ ალბათობის თეორიისა თვით 

რიცხვეთი მახასიათებლების აპარატი ფრიაღ მოქნილი და მძლავრია, 

რომელიც საშუალებას იძლევა შედარებით მარტივად ამოვჩსნ:თ მრავალი 

პრაქტიკული ამოცანა. : 

სროულიადღ ანალოგიური აპარატით სარგებლობენ შემთხვევით ფუნქ– 

ციათა თეორიამიც. “რმემთხვევითი ფუნქციებისათვის ასევე შემოიტა- 

ნება უმარტივესი ძირითადი მახასიათებლები, ანალოგიური შემთხვევითი 

სიდიდის რიცხვითი მახასიათებლების და ,„დადგინდება ამ მახასიათებლებ- 

ზე მოქმედების წესები. ასეთი აპარატი აღმოჩნღება საკმარისი მრავალი 

პრაქტიკული ამოცანის ამოსახსნელად. 

შეზმთხვევით. სიღიდეთა რიცხვითი მახასიათებლებისაგან განსხვა- 

ვებით, "რომლებიც განსახოვრული რიცზვებია, შემთხვევითი ფუნქციის 

მახასიათებლები ზოგაღ შემთხვევამი არა რიცხვები არამეღ ფუნქცი- 

ებია. 

შემთხვევითი XV) ფუნქციის მათემატიკელი ლოლღინი განისახღვრე- 

ბა შემდეგნაირად: განვიხილოთ შემთხვევითი X(I) ფუნეციის კვეთი 

ფიქსირებული /-სათვის. ამ კვეთში ჩვენ გვაქვს ჩვეულებრივი შემთხვე–- 

"ვითი სიდიდე; განვსახღლეროთ მისი მათემატეკური ლოდ“-ნი ცხადია ზოგად 

შემთხეევაშმი იგი დამოკიდებულეა ჯ-საგა5 ე. ი. თვით / ცვლადის, რომე– 

ლიღაც ფუნქციაა: 
M1+C/)= /IIXCI)I. (15.3.1) 

ამგვარად შემთხვევითი XVი) ფუნქციის მათემა- 

ტიკური ლოდინი ეწოდება არა შემთხვევით 

II) ფუნქციას, რომელიც I! არგუმენტის ყოვე- 
ლი მნიმვნელობისას შემთხვევითი ფუნქციის 

შესაბამისი კვეთის მათემატიკური ლოდინის 

ტოლია. 

თვით “'მემთხვევითი ფუნქციის მათემატიკური ლოდინი არის რომელი– 

ღაც სამუალო ფენქცია, რომლის ირგვლივაც ხდება შემ- 

თხვევითი ფუნქციის ვონკრეტული რეალიხაციების , ვარირება. 
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15.3.1 ნახ-ზე წვრილი ხახებით ნაჩვენებია შემთხვევითი თუნქციის 

ლღეალიზაციები, მსხვილი ხახით--მისი მათემატიკური ლოდინი. ანალოგი– 
ურად განისახლვროება შემთხვევითი ფუნქციის დისპერსია. : 

მემთხვევით .სV(C/) ფუნქციის დისპერსია ეწოდება არა “შემთხვევით 

XC) ს, () ფუნქციას, რომ- 
ლის მნიშვნელობა ყოვე- 

ლი /-სათვის შემთხვევითი– 
ფუნქციის შესაბამისი კვე–- 

თის დისპერსიის ტოლია. 

ოლ : „ ჩ.0=ნIXC).  (15.3.2) 
ყოველ 7-სათვის შემ- 

თხვევითი ფუნქციის დის- 

პერსია ახასიათებს შმემთხ– 

ვევითი ფუნქციის შესაძლო 

ნახ. 15.ვ.1. რეალიხაციათა გაფანტვას, 

სამუალოს მიმართ, სხვა 

სიტყვებით, შემთხვევითი ფუნქციის „მემთხვევითობის ხარისხს“, ცხადია, 

ს.ე არისს არაუარყოფითი ფუნქცია, მისგან კვადრატული ფესვის 

ამოღებით მივიღებთ თ>(/) ფუნქციას –– შემთხვევითი ფუნქციის საშუ- 

'ალო კვადრატულ გადახრას. 

თ.(C0=VC-0. (15.3.3) 

მათემატიკური ლოდინი და დისპერსია შემთხვევითი ფუნქციის მნიშ- 

ვნელოვანი მახასიათებლებია: ოღონდ შემთხვევითი ფუნქციის ძირითად 

თავისებურებათა აღსაწერად ეს მახასიათებლები არ არის საკმარისი. 

ამაში დასარწმუნებლად, განვიხილოთ ორი შემთხვევითი X,() და X:(0 

ფუნქცია რომლებიც თვალსაჩინოდაა გამოსახული რეალიხაციათა ” 
ოჯახებით (15.3.2 და 15.3.3 ნახახხე). 

  

  
      

ნახ. 15,.2,2, 
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შემთხვევით X,; (/) და X,(0) ფუნქციებს თითქმის ერთნაირი მათე– 
მატიკური ლოდინი და დისპერსიები აქვთ, ოღონდ, ამ შემთხვევით 
ფუნქციათა ხასიათი მკვეთრად განსხვავდება. შემთხვევით X, (0 ფუნქციის 
(ნახ. 15.3.2) დამახასიათებელია მდოვრედ, თანდათანობითი, ცვალებადობა, 
თუ კი, მაგალითად, / წერტილში შემთხვევით X, (7) ფუნქციამ !მიიღო 
მნიშვნელობა რომელიც შესამჩნევად აღემატება საშუალოს, მაშინ 
დიდია ალბათობა იმისა, რომ იგი ” წერტილშიც აგრეთვე მიიღებს 
საშუალოზე მეტ მნიშვნელობას. შემთხვევითი X,(/) ფუნქციისათვის 
დამახასიათებელია მკაფიოდ გამოსახული დამოკიდებულება მათ მნიშ- 
ვნელობებსს “შმორის /-ს #() 
სსვადასხვა მნიშვნელობის “რ 

შემთხვევაში. პირიქით, “ 

შემთხვევით. X.„(/) ფუნქ- 

ციას (ნახ. 15.3.3) აქეს 
მკვეთრაღ მერყევი ხასი- 

ათი, უწესრიგი რყევე- 
ბით.' ასეთი “მემთხვევითი 
ფუნქციისათვის დამახასი- 
ათებელია მის მნიშვგნე- 

ლობებს შორის დამოკი- · 

დებულების სწრაფი მი-..?” ნახ. 15.3,3. 
ლევა მათ შორის / მან– 

ძილის გადიდების მიხედვით. 
ცხადია, ორივე "შემთხვევითი პროცესის მინაგანი სტრუქტურა სრუ- 

ლიად სხვადასხვაა, მაგრამ ეს განსხვაეება ეერ აისახება ვერც „მათემატი– 
კური ლოდინით, ვერც დისპერსიით: მის აღსაწერად აღცილებელია შევი–- 

“ტანოთ სპეციალური მახასიათებელი. ამ მახასიათებელს ეწოდება კორე- 
70 ლაციური ფუნქცია (სხვა– 

ნაიროად-- ავტოკორელაცი– 
- რი ნქცია),. კორელა– 

ი ფაუა XV, იური · ქილა ახასი- 
ს #02 9 /” სიე ათებს დამოკიდებულებას 

I ა. ” +--L შემთხვევითი ფუნქციის. 
| მ ხ · / V“ კვეთებს შორის, რომელიც 
' სხ მიე(უთენება სხვადასხვა 

(-ს, დავუშვათ გვაქვს შემ- 
ნახ. 15.3.4. თხვევითი XXV) ფუნქცია 

(ნახ. 15.3.4); განვიხილოთ 
მისი ორი კვეთი, რომელიც მიეკუთვნება სხვადასხვა /. და ” მომენ+ 

ტებს, ე. ი. ორი შემთხვევითი სიდიდე XCI) და. X(/,). ლცხადია, რომ 
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/ და 7 ახლო მნეშვნელოპებისას „VC) და XV) დაკავშირებული არიან 

მპიდრო დამოღკიდებულეაით: თუ .სVV) სიდიდემ მიიღოთ რომელიღაც 

მნიპვნელობა. მაჭინ -V(I) სიდიდე დიდი ალბათობით მიიღებს მნიშვნე– 

ლობას. რომელიც ახლოს არის მასთან. ცხადია აგრეთვე, რომ ?1 და /” 

კვეთებს მორის ინტეოვალის გადიდებით X(/) და X(”/) სიდიდეთა დამო–- 

კიდებელება საერთოდ უნდა შემციოდეს. X(/) და XC 7) სიდიდეთა და- 

მოკიდებულების ხარისხი შეიძლება მნიშვნელოვან წილად დახასიათე- 

აბელ იქნას მათი კორელაციური მომენტით: ცხადია, იგი ორი / და 7 

არგუმენტთა ფუნქციაა.; ' 

ამგვარად, შემთხვევითი X() ფუნქციის კორელაცი- 

ური ფუნქცია ეწოდება ორი არგუმენტის არაშემთხ- 

ვევით #1!) ფუნეციას, რომელიც 1 და ” მნიზმვგნე- 

ლობათა წყვილისას ტოლია შემთხვევითი ფეუნქეციის 

შესაბამისი ყოველი კვეთების კორელაციური მომენ- 
ტისა: : 

M(ა(/./) = MIXCI XVII. (15.3.4) 

დავუბრუნდეთ შემთავევითე X, (ა) და Xა() ფუნქციათა მაგალი– 

თებს, (ნახ. 15.3. 2 და 15.3.3). ეხლა ვხედავთ, რომ შემთხვევით XI(I) 

და Xა() სიდიდეებს ერთნაირი მათემატიკური ლოდინისას და დისპერ- 

სიისას აქვთ სავსებით სხვადასხვა კორელაციური ფუნქციები. შიმთხვე- 

ვითე X, () სედიდღის კორელაციური ფუნქცია ნელა მცირდება (/, ,) 

მორის მუალედის გადიდების მიხედვით პირიქით, შემთხვევითი 

XაV) ფუნქციის კორელაციური ფუნქცია სწრაფად მცირდება ამ შუალე- 

დის გადიდების მიხედვით. 

გამოვარკვიოთ რად გადაიქცევა კორელაციური ფუნქცია /(ა(ჯL 1) როცა 

მისი არგუმენტები თანაემთხვევიანრ. თუ დავუშვებთ (=/”, მივიღებთ: 

(I, 7) =44ICXC)?I=0.C). (15.3.5) 

როცა /#=/ კორელაციური ფუნქცია გადაიქცე- 
ეა შემთხვევითი ფუნქციის დისპერსიად. 

ამგვარად. დისპერსიის აუცილებლობა, როგოოც შემთხვევითი ფუნქ- 

ციის ცალკეული მახასიათებლისა გამოირიცხება: შემთხვევითი ფუნქციის 

ძირითად მახასიათებლად საკმარისია განვიხილოთ მისი მათემატიკური 

ლოდინი და კორელაციური ფუნქცია ვინაიდან ორი შემთხვევითი. 

სიდიდის კორელაციური მომენტი არ არის დამოკიდებული მიმდევ– 

რობისაგან რომლითაც ეს სიდიდეები განახლდებიან, ამიტომ კორელა- 

ცივრი ფუნქცია სიმეტრიულია თავისი არგუმენტების მიმართ, ე. ი. 

არგუმენტთა ადგილის შეცვლით არ იცვლება: 

M.V, ()-=#%ა(', #2. (15.3.6) 
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თუ კი კორელაცივრი /CX,0ო I!) ფუნქციას გამოვს:ხავთ ზეღაპირის 

სახით. მაშინ ეს ზედაპირი სიმეტრიული იკგნება ვერტიკალური 0 

სიბრტყის მიმართ, რომელიც 70” კუთხის ბისექტოისახე გადის (ნახ. 

15.2.5). 

ფძევნიჭნავთ, რომ კორელაციური ფუნქციის თვისებები ბუნებრივაღ 

გამომდინარეობენ შემთხვევით ფ'ენქციათ, სისტემის კორელაციური 

მატრიცის თვისებებიდან, მართ- 

ლაც, მიახლოებით “შმევცვლით 

XC) შემთხვევით ფუნქციას /7 

შემთხვევით სიდიდეთა. XVI), 

XV.),...., XC/„,) სისტემით. //-ის 

გადიდებით და არგუმენტებს 

შორის შუალედების შესაბამისი 

შემცირებით სისტემის კორელა- 

ციური მატრიცა, რომელიც წარ- 

მოადგენს ცხრილს, ორ შესავალ 

სლღეარმი გადაღის ორ უწყვეტად 

ცვალებად არგუმენტის ფუენქ- 
ციაში. რომელთაც გააჩნიათ ანა- 

  

ლოგიური თვისებები. კორელაციური მატრიცის სიმეტრიულობის თვი- 

სება მთავარი დიაგონალის მიმართ გადაღის კორელაციური ფუნქციის 

სიმეტცრიულობაში (15.3.6). კორელაციური მაქრიცის მთავარ დიაგონალ- 

ზე ·დგანან შემთხვევით სიდიდეთა დისაერსიები: ანალოგიურად როცა 

I / კორელაციური ფენქცია 11-40) დისპერსიად გადაიქცევა. 

პრაქტიკულად, თუ საჭიროა XLI) შემთხვევითი ფუნქციის კორელ.- 

ციური ფუნქციის აგება, შეიძლება მოვიჟცეთ შემდეგნაირად: 

იღებენ არგუმენტთა თანაბოადღ დაცილებულ მწკრივს და აგებენ 

შემთხვევით ს-დედეთი მიღებული სისტემის კორელაციურ მატრიცას. ეს 

მატრიცა არის არა სხვა რამე თე არა ცხრილი კორელაციური ფუნქ- 

ციის მნიშვნელობებისა არგუმენტთა სწორკუთხიანი ბადისათვის (/. 17) 

სიბრტყეზე. შემდეგ, ინტერპოლაციის ანდა პროქსიმაციის გხით შეიძ- 

ლება ავაგოთ ორი არგუმენტის ფუნქცია #+ (IV. I). 

ნაცვლად კორელაციური #X»C, I) ფუნქციისა დრეიძლება ვისარგებ– 

ლოთ ნორმირებელი კორელაციური ფუნქციით: 

ც აც 0C 0. 15.3.7 ჩა(/, 1”) ი0თ05“ ( ) 

რომელიც -(/)' და XV”) სიდიდეთა კორელაციის კოეფიციენტია. ნორმი- 

რებული კორელაციური ფუნქცია ანალოგიურია შემთხვევით სიდი- 
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დეთა სისდემის ნორმირებული კორელაციური მატრიცისა, როცა /”==# 

ნოომიოეავლი კორელაციური ფენქცია ერთის ტოლია: 

#06. 0) _ _ 00 _ _ 
(თა) I(თ„(/))” 

გავარკვიოთ როგორ იცვლებიან შემთხვევითი ფუნქციის ძირითადი 

მახასიათებლები მათხე ელემენტარული ოპერაციების ' წარმოებისას: 

არა შემთხვევით შესაკრების მიმატებისას და არა შემთხვევით თანამამ– 

რავლხე გადამოავლებისას. ეს არა შემთხვევითი შესაკრებები და თანა–- 

მამრავლები მეიძლება იყოს მუდმივი სიდიდეები, აგრეთვე ზოგად შემ- 
თხვევაში /-ს ფუნქციებიც. 

დავუმატოთ შემთხვევით X(I). ფუნქციას არა შემთხვევითი «X7) შე- 

საკრები. მივიღებთ ახალ შემთხვევით ფუნქციას: 

„(7 ):=- (15.3.8) 

VC)=XCთ)-- დ(). (15.3.9) 
მათემატიკურ ლოდინთა შეკრების თეორემის მიხედვით: 

771 )(1)== 71 «(1) -+ (7). (15.3.10) 

ე. ი. შემთხვევითი ფუნქციისათვის არაშემთხვევით შესაკრების მიმა 

ტებისას მის მათემატიკურ ლოდინს ემატება იგივე არა შემთხვევითი 

“მესაკრები. 

განვსახლვროთ შემთხვევითი პ/(/) ფუნქციის კორელაციური ფუნქ- 
ცია: 

,C0, /)=MIV(0V V))1= 
=VVIICV (მ)–– I (0) (XVCI/)-–ი!ყ (I '))1= 

==,/ICXC0-+9 (0––/? >(/)-–დ(ე) (X CV )-+ თ(I)––/1>(I)-––-დ(I/)))= 

= 74I(MCI-–- „2 -CV)) (XC )-– CI )))=M#%»C, #0, (15.3.11) 

ე. ი., შემთხვევითი ფუნქციის კორელაციური 

ფუნქცია არაშემთხვევითი შესაკრების მი მა»ა- 

ტებით არ იცვლება. 

შემთხვევითი X() ფუნქცია გადავამრავლოთ არაშემთხვევით თა– 

ნამამრავლზე: 

V7(0=Cდ() XV). (15.3.12) 

არაშემთხვევით CდC0/) სიდიდის მათემატიკური ლოდინის ნიშნის გარეთ 

გატანით მივიღებთ: 

„I,(0= MIდVXCVI1=თ(0#-(0, (15.3.13) 

ე. ი. მემთხვევითი ფუნქციის არაშემთხვევით 

თანამამრავლზე გადამრავლებით მისი მათე- 
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მატიკური ლოდღინი მტავლდება იმავე თანა- 

მამრავლზე. 

განვსახღვროთ კორელაციური ფუნქცია: 

, ი 

«IV, (5:=MI2CVIV7? V0)=MI0/თ-– თეი. (7 I -– IC )1= 
=VIIV(/) (I) (X(C0––-ი?:-(C) (XV (I )-–ი1>(,))1== 

=%(/)დ(I)X->V, 1), (15.3.14) 

ე. ი შემთხვევითი ფუნგციის «იი არა შემთხვე- 

ვით ფუნქციაზე გადამრავლებით, მისი კორე- 
ლაციური ფუნქცია მრავლდება «() Cდ(/')-ხე. 

კერძოდ, როცა Cთ(0)=C0 (არ არის დამოკიდებული (ჯ-საგან) კორელა– 

ციური ფუნქცია მრავლდება C”-ხე. ვსარგებლობთ რა შემთხვევით ფუნ- 

ქციათა გამოყვანილი თვისებებით; შეიძლება მთელ რიგ შემთხვევაში 

მნიშვნელოვნად გავამარტივოთ ოპერაციები მათხე. კერძოდ, როცა 

საჭიროა გამოვიკვლიოთ შემთხვევითი ფუნქციის კორელაციური ფუნქ- 

ცია ანდა, დისპერსია, შეიძლება წინასწარ გადავიდეთ მისგან ე- წ. ცენ– 

ტრირებულ ფუნქციახე: ს 

XC0=X()–თ.ი. (15.3.15) 
ცენტრირებული ფუნქციის მათემატიკური ლოდინი იგივურად ნულის 

ტოლია, ხოლო მისი კორელაციური ფუნქცია ემთხვეეა შემთხვევით X(C0 
ფუნქცის კორელაციურ ფუნქციას ' 

IC (I, Iე=#M1% (0) X(Iე1=M#-აC (I, 1”). (15.3-16) 

“შემთხვევით სიდიდეთა კორელაციურ თვისებებთან დაკავშირებული სა- 

კითხების კვლევისას, "შემდგომში ყოველთვის გადავალთ შემთხვევითი 

ფუნქციიდან შესაბამის ცენტრირებელ ფუნქციებზე, აღვნიშნავთ რა 

მას ?მ ნიშნით ფუნქციის ნიშნის ზემოთ. 

ზოგჯერ, გარდა დაცენტრებისა, გამოიყენება კიდევ შემთხვევითი 

ფუნქციის ნორმირება. ნორმიღებული ეწოდება შემდეგი სახის შემთხვე–- 

ვით ფუნქციას: 

X(ი 
თ.(I) 

ნორმირებული შემთხვევითი X„() ფუნქციის კორელაციური ფუნქცია 

ტოლია ' 

XXC)= (13.5.17) 

X#XV, /) 

თ.(I/)თ,(I') 

ხოლო მისი დისპეოსია ერთის ტოლია. 

II(, I')= =/.(I/, L”), (15.3.18) 
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(15.4. მექესსპეჯითი ფუნპციის მასასიათებლების ცდით 

ბანსაზღვრა 

დავუშვათ ჯემთხვევით (CI) ფუნქციახე ნაწარმოებია / დამოუკი- 

ებელი ცდა (დაკვირვებანი და შედეგად მიღებულია შემთხვევითი 
ფუნვციის „ ღეალიზაციები (ნახ. 15.4.1) 

8 

საჭიროა მოვნახოთ შეფასებები შემთხვევითი ფუნქციის მახასიათებ- 

ლებისათვას: მისი /I+(/) მათემატიკური ლოდინის /2+C) დისპერსიისა და 

LC. I) კორელაციური ფუნქციისათვის. 
ამისათვის განვიხილოთ შემთხვევით ფუნქციის მთელი რიგი კვეთე- 

ბი 70 /ა...../,ს. დოოის მომენტებისათვის და ჩავინიშნოთ დოოის ამ 

მომენტებში ფუნქციის მიერ მიღებული მნიშვნელობანი. 

თითოეულ I”). 7ა..-./,, მომენტთაგანს შეესაბამება შემთხვევით ფუნ– 

ქციის ” მნიშვნელობანი, 7, ?7ა....,7/, მნიშვნელობანი ჩვეულებრივ 
მოცემულ იქნება თანაბრად ღამორებული; ინტერვალის სიდიდე მო–- 

მიჯნავე მნიშვნელობათა მორის შეირჩევა საექსპერიმენტო მრუდეების 

სახისაგან დამოკიდებით, ისე რომ შერჩეული წერტილების მიხედვით 

მესაქლებელი გახდეს მოუდთა ძირითადი სვლის აღდგენა. ხშირად ჩდე- 

ბა. რომ /-ს მომიჯნავე მნიშვნელობებს შორის ინტერვალი მოიცემა მა- 

რეგისტრილებელი ხელსაწყოს მუშაობის .,სიხმირით დამუშავების ამო- 

ცანესაგან დამოუკედებლად (მაგალითად, კინოაპარატის ტემპით). 

XC) რეგისტრირებული მნიშვნელობანი შეიტანება ცხრილში, რომ- 

ლის სტრიქონი ;შეესაბამება გარკვეულ რეალიხაციას ხოლო სვეტე– 

ბის რიცხვი არგუმენტის საყრდენ მნიშვნელობათა რიცხვის ტოლია 

(ცხო. 15.4.1) 

ცხრილი 15.4.1, 

ხლ ” (ა : /L : ი | '| /ო 
XV) ' ' _. 

  

  

  

  

    
  

  

          

X)(') | X)(I) | 'XI(15) | | შე). | XI(/7) | · | XII) 

X-(I) | X-XI) | XLI») | | (575) : XXI | : XV) 

| | |.“ 1 LI 
XC 1 XV) | თია |. XVI | XIII 1 ით 

XC). | #6) | XV) |: VI. | XXVII ·| #თ)     
  

15.4.1 ცხოილში (ჯI-ურ სტრიქონში მოთავსებულია L-ურ რეალიხაციისას 

(I-ურ ცდისას) არგუმენტის 7,, 7,, ..., 7» მნიშვნელობებისათვის შემთხვე– 
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ვით თუნქციათა მნიმენელობანი. სიმბოლოთი X;, (/,) აღნინნულია /» 

მომენტში I-რი რეალიხაციის შესაბამისი მნიჭჰენელობა. 

მიღებული მასალა /! შემთხვევით სიღიღეთა 

რრ!? '.__ წწ” 

სისტემახე / ცდის შედეგებია და დამუშავდება სავსებით (იხ. პარაგ- 

რაფი 14.3.) ანალოგიურად. უწინარეს ყოვლისა მოვნახოთ მათემა- 
ტიკური ლოდინთათვის შეფასებები ფორმულით 

” 

1367C>, 

ა” (15.4.1) 
შემდეგ–– დისპერსიისათვის 

3 I(ი)= MC)? 
(=1 

ნ,(,,)= –-; (15.4.2) 

და, ბოლოს, კორელაციური მომენტებესათვის 

ი 

2 IX0)–XXჩ)1LX,V0 –იI (1 
MXLV,/)=“-29) , (15.4.3)   

M-–-1 

მთელ რიგ შემთხვევებში მოხერხებული ხდება დისპერსიების და კოოე- 

ლაციური მომენტების შეფასებათა გამოთვლისათვის ვისარგებლოთ საწზ- 

ყისი და ცენტრალური მომენტებს შორის კავპირით და გამოვთვალოთ 

ისინი ფორმულებით. 

  

2 IX, 

ნ.(,,) = ლ ა)? – (15.4.4) 

ბ, X,(ჩ)X,(!,) 
(==1 XC·(I,, (,1= “– ა(,)/,(/,) ლლ (15.4.5) 

I 1 

ფორმულათა უკანასკნელი ვარიანტებით სარგებლობისას, თავიდან თომ 

ავიცილოთ მახლობელ რიცხვთა „სხვაობა,ა ოროეკომენდებულია წინას- 
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წარ გადავატანოთ ათვლის საწყისი ორდღინატთა ღერძსე მათემატიკურ 

ლოდინთან რაც შეიძლება ახლოს. 

ამ მახასიათებლების გამოთვლის შემდეგ, შეიძლება /I„(/,), //»(/:), 
„MX ) მნიშვნელობათა რიგით სარგებლობა და //X» (/) დამოკიდებუ- 

ლების აგება. | 

კ 
! 

  

  

ნახ, 15.4.1. 

ანალოგიურად აიგება MC) დამოკიდებულებაც. ორი არგუმენტის 

IX. I) ფუნქცია აიგება მისი მნიშვნელობათა მიხედვით. წერტილთა 

სწოოკუთხოვან ბადეში. საჭიროების შემთხვევაში ყველა ამ ფუნქციის 
აპროქსიმაცია ხდება, რომელიღაც ანალიზური გამოსახულებებით. 

16.2. გარდაქმნილ შემთხვევით ფუნპციათა მასასიათებლების 

განსაზღვრის მეთოდები ამოსავალ (საწქის) შემთხვევით 

ფუწვციათა მახასიათებლების მიხედვით 

წინა პარაგრაფში ცდების სამუალებით გავეცანით მახასიათებლების 

უშუალოდ განსახღვრის მეთოდს. ასეთი მეთოდი ყოველთვის არ გა- 
მოიყენებ:. ჯერ ერთი-სპეციალურ ცდათა დაყენება, რომლებიც გან- 

კუთვნილია ჩვენთვის საინტერესო "შემთხვევით ფუნქციათა გამოსაკვ- 

ლევად, შეიძლება აღმოჩნდეს რთული და ძვირად ღირებული, მეორე- 

ხშირად გვჭირღება გამოვიკვლიოთ “შემთხვევითი ფუნქციები, რომლე- 

ბიც ახასიათებენ ხელსაწყოთა შეცდომებს, სამიზნე სამარჯვებს, მართ- 

ვის სისტემებს და ა. შ., რომლებიც ჯერ კიდევ არ არსებობს და მხოლოდ 

დაპროექტების ან დამუშავების პროცესშია. ამ დროს ჩვეულებრივ 

ასეთი შეცდომების გამოკვლევა ხდება სახელდობრ იმისათვის, რომ 

რაციონალურად შევარჩიოთ სისტემათა კონსტრუქციული პარამეტ- 

ღები, იმდაგვარად, რომ მათ გამოიწვიონ მინიმალური შეცდომა. ცხა- 

დია, რომ ამ დროს შემთხვევითი ფუნქციის უშუალო გამოკვლევა, რო- 

მელიც სისტემის მემნაობას ახასიათებს, მიზანშეწონილი არ არის, ხო–- 

ლო მთელ რიგ შემთხვევებში შეუძლებელია. ასეთ შემთხვევებში ძი- 

რტითაღ სამუშაო მეთოდებად გამოიყენება არა პირდაპირი, არამედ 
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შემთხვევითი ფუნქციის კვლევის არაპირდაპირი მეთოდები: მსგავსი 

არაპირდაპირი ,მეთოდებით უკვე ვსარგებლობდით შემთხვევით სიდიდე- 

თა კვლევისას. ჩვენი კურსის 10.11.12 ---თავები მიეძღვნა შემთხვევით 
სიდიდეთა განაწილების კანონების და რიცხვითი მახასიათებლების გან–- 

სახღვრას არაპირდაპირი, სხვა მასთან დაკავშირებულ შემთხვევით 

სიდიდეთა განაწილების კანონებისა და რიცხვითი მახასიათებლების მი- 

ხედვით ვსარგებლობთ, რა სავსებით ანალოგიური მეთოდებით, შე- 

იძლება განვსახლვროთ არაპირდაპირ” შემთხვევით ფუნქციათა მახასი- 

ათებლები სხვა მასთან დაკავმირებულ შემ თხვევით ფუნქციათა მა- 
ხასიათებლების მიხედვით სწორედ ასეთი არაპირდაპირი მეთოდე- 

ბის განვითარება წარმოადგენს შემთხვევით ფუნქციათა გამოყენებითი 

თეორიის შინაარსს, 

შემთხვევით ფუნქციათა არაპირდაპირი გამოკვლევა პრაქტიკაში 

ჩვეულებრივ. წამოიჭრება შემდეგი ფორმით. გვაქვს რომელიღაც დი- 

ნამიკური 4 სისტემა; „დინამიკურ სისტემის“ ქვეშ გვესმის ნებისმი–- 

ერი ხელსაწყო, სამიზნე, საანგარიშო გადამწყვეტი მექანიზმი, ავტომა– 
ტური მართვის სისტემა და ა. შ. ეს სისტემა შეიძლება იყოს მექანიკური, 

ელექტრული ანდა შეიცავდეს სხვა რომელიმე ელემენტებს. სისტემის 
მუშაობას წარმოვიდგენთ შემდეგნაირად: სისტემის შესავალში შე- 

დიან განუწყვეტლივ რომელიღაც შემავალი მონაცემები: სისტემა გადა- 

ამუშავებს მას და განუწყვეტლივ გამოსცემს რომელიღაც შედეგს. 
შევთანხმდეთ სისტემის შესასვლელში შემავლ მონაცემებს დავარ– 
ქვათ ზემოქმედება, ხოლო გამომავალ შედეგს ამ ზემოქმედებაზე სის– 

ტემის „რეაქცია“. ზემოქმედება შეიძლება იყოს მართვის სისტემებზე 

ცვლადი ძაბვები რომელიღაც ობიექტების კუთხური წრფივი კოორ- 

დინატები, სიგნალები ან კომანდები, და ა. შ. ასევე სისტემის რე -– 

აქციაც, შეიძლება გამომუშავდეს ამა თუ იმ ფორმით: ძაბვების, 

კუთხურ გადაადგილებათ და ა. შ., სახით. მაგალითად, საჰაერო სრო- 

ლისას ზემოქმედებაა მოძრავი მიზნის კუთხური კოორდინატია, რო- 

მელიც უწყვეტად იხომები თვალთვალის პროცესში, ხოლო რეაქ- 
ციად –- წინსწრების კუთხე. განვიხილოთ ყველახე მარტივი შემთხვე- 

ვა: როცა # სისტემის შესავალში მიეწოდება მხოლოდ ერთი ზემოქმე– 

დება რომელიც დროის 

  

XC) ფუნქციაა; ამ ზემოქ- სჰძ/172ძ62ბა : (9 

მედებაზე სისტემის რეაქ- წე 

ცია არის დროის მეორე –=“ 

ყ(0) ფუნქცია. 4 სისტემის ა რ60-4 

მუშაობის სქემა პირობით 

გამოსახულია 15.5.1 ნახახზე. ვიტყვით, რომ #4 სისტემა შემავალ ზე- 

მოქმედებაზე ანხორციელებს რომელიღაც გარდაქმნას, რომლის ”შედეგა–- 
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ღაც ფუნქცია X(7,) გარდაიქმნება სხვა ყ() ფუნქციად. ამ გარდაქმნას 
სიმბოლურად ჩავწეროთ: 

ყ(/)=4# (XV) ). (15.5.1) 

გარდაქმნა შეიძლება იყოს ნებისმიერი სახისა და ნებისმიერი სირ- 

თულის. მაგალითად, ყველახე მარტივ შემთხვევებში, არის გადამრავ- 

ლება მოცემულ მამრავლზე (გამაძლიერებლები, გამამრავლებელი მან– 
ქანები), გაწარმოება 1ანდა ინტეგრირება (მადიფერენციალებელი და 

მაინტეგრირებელი მოწყობილობანი), ოღონდ პრაქტიკაში სესტემები, რომ– 

ლებიც სუფთა სახის ასეთ უმარტივეს გარდაქმნებს ანხორციელებენ, 

თითქმის არ გვხვდება, როგორც წესი, სისტემის მუშაობა აღიწერება 
დიფერენციალური განტოლებებით და გარდაქმნა დაიყვანება დიფე- 
რენციალური განტოლების ამოხსნახე, რომელიც აკავშირებს ჯ (I) 

  

    
  

” ი ,, ხემოქმედებას ყ() რეაქ- 
„_... #22 " „(L „  ციასთან. 

«2 ა9/ 4 20 ი დინამიკური სისტემის 
“ -_ 622 22 %7 გამოკვლევისას პირველ 

–_–_–. რიგში წყდება ძირითადი 

ნახ. 15.5.2. ამოცანა: მოცემული XVI) 
ზემოქმედებით განვსახღვ- 

როთ სისტემის ყ(/) რეაქცია. ოღონდ სისტემის სრული გამოკვლევისა და 

მისი ტექნიკურ თვისებათა შეფასებისას ასეთი ელემენტარული მიდგო– 

მა საკმარისი არ არის. მართლაც XCI) ზემოქმედება არასდროს არ შედის 

სისტემის შესასვლელში წმინდა სახით: იგი ყოველთვის /„ დამახინჯებულია 

რომელიღაც შემთხვევითი შეცდომებით (შეშფოთებებით), რომლის შე- 

დეგადაც სისტემაზე ფაქტიურად ზემოქმედებას ახდენს არა მოცემული 

XC) ფუნქცია, არამედ შემთხვევითი XC) ფუნქცია; ამის შესაბამისად 

სისტემა რეაქციის სახით გამოიმუშავებს შემთხვევით პ/() ფუნქციას, 

რომელიც აგრეთვე განსხვავებულია თეორიული VXI) რეაქციისაგან 

(15.5.2). ბუნებრივად იბადება კითხვა: როგორ უნდა შეირჩეს პარა- 

მეტრები სისტემისა იმისათვის რომ ეს დამახინჯებანი გახდეს მინიმა–- 

ლური? 

მსგავსი ამოცანების ამოხსნა არ შეიძლება მიღებულ იქნას ალბათობა- 

თა კლასიკური თეორიის მეთოდებით; ერთადერთ შესაფერის მათემა- 

ტიკურ აპარატს ამ მიზნისათვის წარმოადგენს შემთხვევით ფუნქცია- 

თა თეორიის აპარატი. 

ზემოთ დასმული ორი ამოცანიდან, ბუნებრივია, უფრო მარტივია 

პირველი პირდაპირი ამოცანა. ჩამოვაყალიბოთ იგი შემდეგნაირად: 

დინამიკური 4 სისტემის შესავალში შემოდის შემთხვევითი XC 
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ფუნქცია; სისტემა ახდენს მის ცნობილ გარდაქმნას, რის შედეგადაც 

სისტემის გამოსასვლელში მიიღება შემთხვევითი ფუნქცია: 

X(C0= 4IXCI)I. (15.5.2) 

ცნობილია შემთხვევითი X(/,) ფუნქციის მახასიათებლები: მათემა- 

ტიკური ლოდინი და კორელაციური ფენქცია. საჭიროა მოვნახოთ შემ – 

თხვევითი ა/(/) ფუნქციის ანალოგიური მახასიათებლები, მოკლედ დი– 

ნამიკური სისტემის შესავალში შემთხვევითი ფუნქციის მოცემული მა- 

ხასიათებლების მიხედვით მოვნახოთ შემთხვევითი ფუნქციის მახასია- 

თებლები გამოსასვლელში. დასმული ამოცანა შეიძლება ამოხსნილი 

იქნას სავსებით ზუსტად ერთი კერძო, მაგრამ პრაქტიკისათვის მეტად 

მნიშვნელოვან შემთხვევაში. როდესაც „#, გარდაქმნა ეკუთვნის ე. წ. 

წრფივ გარდაქმნათა კლასს და შესაბამისად ,4 სისტემა მი– 

ეკუთვნება წრფივ სისტემათა კლასს. 

ამ ცნებების მინაარსი განმარტებულ იქნება მომდევნო პარაგრაფში. 

15.0. წრფივი დღა არაწრფივი ოპერატორები. 

დინამიკური სისტემის ოპერატორი 

/ 
შემთხვევით ფუნქციათა გარდაქმნების თეორიის გადმოცემისას ვი- 

სარგებლებთ მათემატიკასა და ტექნიკაში ფართოდ გამოყენებულ 

ოპერატორის (ცნებით. 

ოპერატორის ცნება წარმოადგენს ფუნქციის „ცნების განზოგადოე- 
ბას, როცა ვამყარებთ ორ ყ და X ცვლადებს შორის ფუნქციონალურ 
კავშირს, ვწერთ: 

ყ=IVCი), (15.6.1) 

მაშინ / სიმბოლოს ქვეშ გვესმის წესი რომლის მიხედვით X-ის 

მოცემულ მნიშვნელობას შეუსაბამებს ყ-ის სრულიად განსახღვრულ 

მნიშვნელობას. ნიშანი / არის სიმბოლო რომელიღაც გარდაქმნი- 

სა, რომელსაც უნდა დაუქვემდებაროთ ჯ სიდიდე, რომ მივიღოთ V. 

ამ გარდაქმნის შესაბამისი სახის ფუნქციები შეიძლება წრფივი ან, არა 

წრფივი იყოს, ალგებრული, ტრანსცენდენტული და ა. შ. 

მათემატიკაში ანალოგიური ცნებები და შესაბამისი სიმბოლოები 

გამოიყენება იმ შემთხვევებშიც, როდესაც გარდაქმნას ექვემდებარება 

არა სიდიდეები, არამედ ფუნქციები. · 

განვიხილოთ, რომელიღაც ფუნქცია XC) და დავადგინოთ გარკვეუ- 

ლი 4 წესი, რომლის თანახმადაც XC) ფუნქცია გარდაიქმნება მეორე 

ყ() ფუნქციად. ჩავწეროთ ეს გარდაქმნა შემდეგი სახით: 

ყ(0=4 (X(C,)). (15.6.2) 
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ასეთ გარდაქმნათა მაგალითად შეიძლება ჩავთვალოთ, გაწარმოება 

ძX(I) 
ჭ)ლ –- –., .6. ყი= 2 (15.6.3) 

ინტეგრირება 

ჯ 

#(0= (Xთძი (15.6.4) 
9 

4 წესს, რომლის თანახმადაც ფუნქცია XC) გარდაიქმნება Vყ(/) 

ფუნქჭციად, ჩვენ დავარქმევთ ოპერატორს; მაგალითად, ჩვენ ვიტყვით: 
გაწარმოების ოპერატორი, ინტეგრირების ოპერატორი, დიფერენცია- 

ლურ განტოლებათა ამოხსნის ოპერატორი და ა.შ. 
განვსაზღვრეთ რა ოპერატორი, განვიხილეთ მხოლოდ XC) ფუნქციის 

გარდაქმნა იმავე ჯ არგუმენტის სხვა ყ ფუნქციაში. უნდა შევნიშნოთ, რომ 
არგუმენტის ასეთი შენარჩუნება ოპერატორის განსაზღვრისას სრულია- 
დაც არ წარმოადგენს აუცილებელს: ოპერატორს შეუძლია გარდაქმ- 
ნას XC) ფუნქცია მეორე არგუმენტის ყ (2 ფუნქციად, მაგალითად: 

ხ 

ყ(0= (909 XC)ძI, (15.6.5) 

0 

სადაც C(/, §-- რომელიღაც ფუნქცია, რომელიც გარდა 7 არგუმენტისა, 

კიდევ § პარამეტრხეა დამოკიდებული. 

მაგრამ რადგან დინამიკურ სისტემათა შეცდომათა ანალიხისას ყვე- 

ლაზე ბუნებრივი არგუმენტია / დრო, ჩვენ დავკმაყოფილდებით ოპერა- 

ტორით, რომელიც გარდაქმნის 1 არგუმენტის ერთ ფუნქციას, იმავე 

არგუმენტის სხვა ფუნქციად. 
თუკი დინამიკური სისტემა გარდაქმნის მის შესასვლელში შემომა- 

ვალ XC) ფუნქციას ყ() ფუნქციად:: 

ყ(0=4(XCVI). 

მაშინ #4 ოპერატორს ეწოდება დინამიკურისისტემის ოპე- 

რატორი, X 

უფრო ზოგად შემთხვევაში სისტემის შემოსასვლელში შემოდის 

არა ერთი, არამედ რამდენიმე ფუნქცია, ამნაირადვე სისტემის გამოსას– 

ვლელში შეიძლება მივიღოთ რამდენიმე ფუნქცია, ამ შემთხვევაში სის- 

ტემის ოპერატორი ფუნქციათა ერთ ერთობლიობას (მეორედ Lგარდაქ– 

მნის ოღონდ გადმოცემის სიმარტივისათვის აქს) განვიხილავთ ერთი 

ფუნქციის მეორედ გარდაქმნის ყველახე ელემენტარულ შემთხვევას. 
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გარდაქმნები ან ოპერატორები გამოყენებული ფუნქციებზე შეიძლება 
სხვადასხვა ტიპის იყოს. პრაქტიკისათვის ყველაზე მნიშვნელოვანია 

ე. წ წრფივ ოპერატორთა კლასი. ოპერატორს ეწოდება 
წრფივი ერთგვაროვანი, თუ მას გააჩნია შემდეგი თვისებები: 

1. ფუნქციის ჯამზე ოპერატორი შეიძლება გამოყენებული იქნას 

წევრ-წევრად. 
LსCXი(0+XC.))=L(X())+ LხCX. 0); (15.6.6) 

2) მუდმიი სიდიდე შეიძლება გამოვიტანოთ ოპერატორის ნიშნის 

გარეთ 

LLVCXV))=0L LX()). (15.6.7) 

მეორე თვისებიდან, სხვათაშორის, გამოდის, რომ წრფივი ერთგვაროგა- 

ნი ოპერატორისათვის მართებულია თვისება 

L(01=0, (15.6.8) 
ე. ი ნულოვან შემსვლელ ზემოქმედებაზე სისტემის რეაქცია ნულის 
ტოლია. 

წრფივი ერთგვაროვანი ოპერატორების მაგალითები: 

1) გაწარმოების ოპერატორი: 

ძX (I) 
I((სლ=––-; ყL(I) ო 

2) იპტეგრირების ოპერატორი: 

( 

ყ(/1= II (§) დი)ძL 

0 

ვ) გამრავლების ოპერატორი გარკვეულ ი() ფენქციახე: 

ყ(0=/ (XV) ). 
4) მოცემული «V() „წონით“ ინტეგრირების ოპერატორი 

(4 

#(0= | «იი დძ- 
ი 

და ა. შ. 

გარდა წრფივი ერთგვაროვანი ოპერატორებისა არსებობენ აგრეთვე 
წრფივი არაერთგვაროვანი ოპერატორები. 

ოპერატორს ეწოდება წრფივი არაერთგვაროვანი, თუ იგი არის წრფი- 
ვი ერთგვაროვანი ოპერატორისა და რომელიღაც სავსებით განსახღვრუ- 
ლი დ(/) ფუნქციის ჯამი: 

L (X(0 )= L5(X(0 )+CდC), (15.6.9) 

სადაც Lი-- წრფივი ერთგვაროვანი ოპერატორია. 
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მაგალითები წრფივი არაერთგვაროვანი ოპერატორებისა: 

26 1) ყ(ე=<“4+C(ი, 

ჯ 

2 Vყ() = L XCა)დრ)ძ<-Lდ,(/, 
0 

3) ყ(/)==დ,(I)XCI)-++Cდ.(). 

სადაც დთ(/ე, Cდ,(ი), დ.(/) –– სავსებით განსახღვრული ფუნქციებია, ხო–- 

ლო XC) ოპერატორის მიერ გარდასაქმნელი ფუნქციაა. 

მათემატიკაში და ტექნიკამი ფართოდ გამოიყენება ოპერატორების 

ჩაწერის პირობითი ფორმა ალგებრულ. სიმბოლოების ანალოგიური. 

ასეთი სიმბოლიკა-· ხშირ შემთხვევებში სამუალებას იძლევა გვერდი 

ავუაროთ რთულ გარდაქმნებს და ჩავწეროთ ფორმულები მარტივი და 
მოხერხებული ფორმით. 

მაგალითად, გაწარმოების, ოპერატორი ხშირად აღინიშნება ი ასოთი: 

ი=-9 
ძ' 

რომელიც თავსდება გასაწარმოებელ გამოსახულებამი წინ მამრაე– 
ლის სახით. ამ შემთხვევაში ჩანაწერი 

ყ(I)=/ჩX(I) 

ტოლძალოვანია ჩანაწერის 

ყ(0 =-2X(9. რ40, 

ორმაგი გაწარმოება აღინიშნება ი? თანამამრავლით 

ი? ძ"X(I) 
X(1)= “ჟი 

და ა. შ. 

ვსარგებლობთ რა მსგავსი სიმბოლოებით, კერძოდ ძლიერ მოხერ- 
ხებულია დიფერენციალურ, განტოლებათა ჩაწერა. 

დავუშვათ, მაგალითად, დინამიკური 4 სისტემის მუშაობა აღი- 

წერება მუდმივი კოეფიციენტებიანი ჯწრფივი დიფერენციალური განტოლე-– 

ბით. რომლებიც სისტემის ყ (/) რეაქციას აკავშირებენ XXVI) ზემოქმე– 
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დებასთან. ჩაწერის ჩვეულებრივი ფორმით დიფერენციალურ განტოლე– 
ბას შემდეგი სახე აქვს: 

    

ძ”ყ(0) ძ" V() «4. 
რთი 1.04 “ში +... +0ძე--–“ -Lძაყ(?)= 

ძ”'XVC). , ძო“1X(I) ძX 7 
=ხ,, “ძი –+ხი-, ქო! +. .. +ხ, + ხიჯ (I). (15.6.10) 

სიმბოლური ფორმით ეს განტოლება შეძლებ. შემდეგნაირად ჩაიწე– 

როს: 

(მიჩ”+თი სე". +...+თმ+0X)ყ(I)= 
=(ხ,0”' +ხი ,)ი”- 1L.. ·.-+ხ,0+ხა)X(0, 

სადაც #= «> –– გაწარმოების ოპერატორია. სიმოკლისათვის თუ მარჯ- 

ვენა და მარცხენა ნაწილებშიზშემავალ პოლინომებს /#-ს მიმართჯაღვნიშ- 

ნავთ 

#4,„(0ა=ძეე/"+ძე 0" 1+-...+ძ,ი+ძი, 
8»(0)= ხთი”'+-ხი “იეო-1-+.. .+ხ,0->ხა, 

განტოლებას ჩავწერთ კიდევ უფრო კომპაქტური ფორმით: 

4„(0)ყ(0= 8»(2X(9). (15.6.11) 

დაბოლოს, ფორმალურად ამოვხსნით რა (15.5.11) განტოლებას V(/)-ს 
მიმართ, შესაძლებელია ვსიმბოლურად ჩავწეროთ წრფივი დიფერენ- 

ციალური განტოლების ამოხსნის ოპერატორი „ცხადი“ სახით 

Vყ(0= მია XL(/). (15.6.12) 

ვსარგებლობთ, რა ანალოგიური სიმბოლიკით (ცვლადი კოეფიციენტე- 

ბიანი წრფივი დიფერენციალური განტოლება შეიძლება სჩოპერატორუ- 

ლი ფორმით ჩაიწეროს. ჩვეულებრივ ფორმაში ამ განტოლებას აქვს 

შემდეგი სახე: 

  

  

  

ი, ე “#90 ლია +ძ, (ი 1 ყე ე... (ე #9 249 +ძ0(/)V()= 

= „ცრ გსხოოლL ა +.+"+ხ,(0 «რ +ხე(0X(/)- 
(15.6.13) 
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ჩ-ს მიმართ მრავალწევრებს, რომელთა კოეფიციენტები დამოკიდებულია 
(-საგანნ თუ აღვნიშნავთ | 

4„,(0, 1)1=0,ა()0"+ძე -,(00”-1+..+ი,()0·6+ძი(ი, 

8..(ი, 1) =ხა.()ი"''+ხნ, -)(00”- 1-L...+ხ,()ი0-+ხნი(), 

დიფერენციალური განტოლების ოპერატორი შესაძლებელია ჩაიწეროს 

შემდეგი სახით: 

ყცე=5-090, (15.6.14.) 
რანი, 0) 

შემდეგში საჭიროებისამებრ ვისარგებლებთ ოპერატორების ჩაწერის 

ასეთი სიმბოლური ფორმებით: დინამიკური სისტემები რომლებიც 

ტექნიკაში გვხვდებიან ხშირად აღიწერებიან წრფივი დიფერენციალური 
განტოლებებით. ამ შემთხვევაში არ ·არის ძნელი დავრწმუნდეთ, რომ 
სისტემის ოპერატორი წრფივია. 

დინამიკური სისტემა, რომლის ოპერატორი წარმოადგენს წრფივს 

ეწოდებ, წრფივი დინამიური სისტემა. წრფივ ოპე–- 
ოატორთა და სისტემათა საპირისპიროდ განიხილება არა წრფივი 
სისტემები და ოპერატორები. არ ა წ რფ ი”'ვ ოპერატორთა მაგალითებია: 

I 

ყ(ე=X“(, ყ(0= | X2ფ)ძ<, ყV(0=5Iი XC). 
0 

და აგრეთვე არაწრფივი დიფერენციალური განტოლების ამოხსნა, თუ- 

გინდ 
ყ'(0--თ 005 V (/1=XC). 

დინამიკური სისტემა, რომლის ოპერატორი არაწრფივია იწოდება არა- 

წოფივ სისტემად. 

პრაქტიკაში წრფივი სისტემები ძლიერ ხშირად გვხვდება. ამ სისტემა– 

თა წრფივობასთან დაკავშირებით ხდომილობათა ანალიხისათვის შე- 

იძლება დიდი ეფექტით გამოყენებულ იქნას შემთხვევით ფუნქციათა 

თეორიის აპარატი. იმისდა მსგავსად, როგორც ჩვეულებრივი შემთხვე- 

ვით სიდიდეთა წრფივ ფუნქციათა რიცხვითი მახასიათებლები შეიძლება 

მიღებულ: იქნან. არგუმენტთა რიცხვითი მახასიათებლების მიხედვით, 

წრფივი დინამიკური სისტემის გამოსასვლელში შეიძლება განსახღვროულ 

იქნან შემთხვევითი ფუნქციის მახასიათებლები, თუ კი ცნობილია სისტე– 

მის ოპერატორი და მის შესასვლელში შემთხვევითი ფუნქციის მახასი- 

ათებლები. 

პრაჭტიკაში წრფივი სისტემების გარდა უფრო ხშირად გვხვდება არა 

მკაცრად წრფივი სისტემებიც, რომლებიც გარკვეულ საზღვრებში გაწ- 
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რფივების (ლინეარიხაციის) საშუალებას იძლევიან. თუკი შემთხვევითი 

შეშფოთებები სისტემის შესასვლელში საკმაოდ მცირეა, მაშინ პრაქტი– 

კულად ნებისმიერი სისტემა შეიძლება განხილულ იქნას –- ამ მცირე 
შეშფოთებათა ფარგლებში-––როგოოც მიახლოებით წრფივი, იმის და მსგავ– 
სად, როგორც არგუმენტთა საკმაოდ მცირე შემთხვევით ცვლილებებისას 
პრაქტიკულად ნებისმიერი ფუნქცია შეიძლება გაწრფივებულ იქნას. 

დიფერენციალურ განტოლებათა მიახლოებითი ლინეარიზაციის ხეო– 

ხი ფართოდ გამოიყენება დინამიკურ სისტემების ხდომილობათა თეო–- 

რიამი. 

შემდგომში განვიხილავთ მხოლოდ ისეთ დინამიკურ სისტემებს, რომ– 

ლებიც წრფივია ანდა შესაძლებელია მათი გაწრფივება და მათ შესაბა– 

მის წრფივ ოპერატორებს. 

15.7. მემთხვევითი ფუნპციების წრფივი გარდაქმნა 

დავუშვათ L ოპერატორიან წრფივი სისტემის შესასვლელში ზემო-' 

ქმედებს შემთხვევითი X(/) ფუნქცია, თანაც ცნობილია მისი მახასიათებ– 

ლები: მათემატიკური, ლოდინი და კორელაციური #-(,0 !) ფუნქცია. 

რეაქცია სისტემისა წარმოადგენს შემთხვევით ფუნქციას 

XC)= LLXC)). (15.7.1) 

საჭიროა მოვნახოთ შემთხვევითი პ7(/) ფუნქციის #I,() და MXVC0,! მა- 

ხასიათებლები. მოკლედ წრფივი სისტემის შესასვლელში შემთხვევითი 

ფუნქციის მახასიათებლების მიხედვით მოვნახოთ გამოსასვლელში შემ- 

თხვევითი ფუნქციის მახასიათებლები. 

თავდაპირველად ვაჩვენოთ, რომ შეიძლება შემოვისაზღვროთ “ამო- 
ცანის ამოხსნით მხოლოდ ერთგვაროვანი L ოპერატორისათვის. მარ –თლაც 

დავუშვათ, რომ ს ოპერატორი არაერთგვაროვანია და გამოისახება 

ფორმულით 

L(XVI)=Lა(XC0)+«თ, 057.2 
სადაც L---წრფივი ერთგვაროვანი ოპერატორი, (C(0)–განსახღვრული არა 
შემთხვევითი ფუნქცია, მაშინ 

ი1,(0= M| ჩი(X(C0 ))+დ(ი. (15.7.3) 

ე. ი. დ() ფუნქცია უბრალოდ ემატება შემთხვევითი ფუნქციის მათემა– 

ტიკურ ლოდინს წოფივი სისტემის გამოსასვლელში. რაც შეეხება კო- 

რელაციურ ფუნქციას, იგი როგორც ცნობილია არ იცვლება შემთხვე–- 
ვით ფუნქციისათვის არა შემთხვევითი შესაკრების მიმატებით. ამი- 
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ტომ ქვემოთ „წრფივი ოპერატორების“ ქვეშ ვიგულისხმებთ მხოლოდ 
წრფივ ერთგვაროვან ოპერატორებს. 

ჯერ ამოვხსნათ წრფივი სისტემის გამოსასვლელში წრფივი ოპერატო- 

რების ზოგიერთ კერძო სახეებისათვის ამოცანა მახასიათებელთა განსახ- 
ღვრისა. 

1. ინტეგრალი შემთხვევითი ფუნქციიდან 

მოცემულია შემთხვევითი ფუნქცია X(), რომლის მათემატიკური 

ლოდინია #1 +) და კორელაციური ფუნქცია X XCI, I). შემთხვევითი ჩ/() 
ფუნქცია დაკავშირებულია XC)-თან ინტეგრირების ერთგვაროვანი ოპე- 
რატოოით: 

ჯ 

V#C= I იძი. (15.7.4) 
0 

საჭიროა მოვნახოთ შემთხვევითი ჩ/() ფუნქციის მახასიათებლები: 

77? ,/(1) და LXLVC, /). 

წარმოვიდგინოთ (15.7.4) ინტეგრალი როგორც ჯამის ზღვარი: 

I '= 

XV (C0= | XC)ძ» = 1Iი1. XL,)6 „7. I ძი = თ. 2 , XCარ# (15.7.5) 

გამოვიყენოთ (15.7.59%) ტოლობაში მათემატიკური ლოდინის ოპერაცია. 

მათემატიკური ლოდინთა შეკრების თეორემის მიხედვით გვაქვს: 

„ა(0=MIVVC0I = IIთ 2 ,MIXC)106#= 
ბC->0; 

ჯ 

=I1Iი1 MC) ს0X= | #2? >()ძდბ. (15.7.6 
აII 2, 1 ) 

ამგვარად 

( 

”IV((0 = | ი1+(ფძი. (15.7.7) 
0 

1 ამ დროს ჩეენ ვგულისხმობთ, რომ ზღერის მათემატიკური ლოდინი ტოლია ზღევრი- 

სა მათემატიკური ლოდინიდან. პრაქტიკაში როგორც წესი საქმე გვაქვს ფუნქციებთან, 
რომელთათვისაც ასეთი გადაადგილება შესაძლებელია. 
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უ. ი შემთხვევითი ფუნქციიდან ინტეგრალის 
მათემატიკური ლოდინი ტოლია მათემატიკე- 
რი ლოდინის ინტეგრალისა. სხვა სიტყვებით: ინტეგ- 
რირების ოპერაცია და მათემატიკური ლოდინის ოპერაცია შეიძლება 
ურთიერთგადავანაცვლოთ. ეს ბუნებრივია, რადგან ინტეგრების ოპე- 
რაცია თავისი ბუნებით არ განსხვავდება აჯამვის ოპერაციისაგან, რო– 
მელიც შეიძლება გადანაცვლებული იქნას მათემატიკური ლოდინის ოპე– 
რაციასთან. 

მოვძებნოთ კორელაციური #V (/,!) ფუნქცია. ამისათვის გაღავი- 

დეთ დაცენტრებულ შემთხვევით ფუნქციებზე: 

XCV=XV–-- თ.0); X#CV.=VCთ--»/. 

ადვილია დარწმუნება იმაში, რომ 

I 

VV) = L %XCთა. (15.7.8) 
0 

კორელაციური ფუნქციის განსახღვრის თანახმად 

M,(, ()=MIVI თ C-I. 
სადაც 

! (” 

XCთ0= | XთძC XV)= | XCე«” !.) (15.7.9 
0 0 

გადავამრავლოთ (15.7.9) გამოსახულებანი: 

ჯ ,' 

XCIX7V)= ( X C)« ( %Cთეძ!”. (15.7.10) 
I”. 

0 9 

ადვილია დავრწმუნდეთ, რომ ორი ინტეგრალის ნამრავლი (15.7.10) 

ფორმულის მარჯვენა ნაწილში ტოლია ორმაგი ინტეგრალისა 

! 
1 ტოგორც ცნობილია განსაზღვრულ ინტეგრალში საინტერესო ცვლადი შეიძლება 

აღნიშნულ იქნას ნებისმიერი ასოთი, მოცემულ შემთხვევაში მოხერხებულია იგი აღვ- 

ნიშნოთ შესაბამისად «+ და +”-ით. 

, 

–
 

4 

4 თXC)« ძ” (15.7.11) 

ი
.
ლ
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მართლაც იმასთან დაკავშირებით, რომ ინტეგრალქვეშა ფუნქცია (15.7.11) 
ინტეგრალმი იშლება ორ თანამამრავლად, რომელთაგან პირველი 
დამოკიდებულია #«-საგან, მეორე მხოლოდ «”-საგან, ორჯერადი (ორმაგი) 
ინტეგრალი (15.7.11) იშლება ორი ერთმაგი (15.7.10) ინტეგრალის ნამ- 

რავლად. მაშასადამე, 
/” 

( XCთXCე)ძი ძM”. (15.7.17 
9 6 ( 

7 ()V (I”)= ( 
00 

(15.7.12) ტოლობისათვის მათემატიკური ლოდინის ოპერაციის გა- 

მოყენებით და მისი მარჯვენა ნაწილში ინტეგრირების ოპერაციის ად- 

გილების შეცვლით, მივიღებთ: 

17 

MI0,/1= M)7თ17 05) = II MIXთ XCთ9) ძი თ, 
00 

ანდა საბოლოოდ: 

(” 

XV, ()= | I .C, თ )ძდ ძ.წ (15.7.13) 
9-9 

ამგვარად, იმისათვის რომ მოვძებნოთ შემთხვევითი ფუნქციიდან ინ- 

ტეგრალის კორელაციური ფუნქცია საჭიროა საწყისი (ამოსავალი) 
შემთხვევითი ფუნქციის კორელაციური ფუნქცია ორჯერ ვაინტეგროთ 
ჯერ ერთი არგუმენტით, შემდეგ მეორეთი. 

5. შემთხვევითი ფუნქციის წარმოებული 

მოცემულია შემთხვევითი XC) ფუნქცია #>V/) მათემატიკური ლოდინით 

და MX+>+Vო, 1!) კორელაციური ფუნქციით. შემთხვევითი ჩ/() ფუნქცია 

დაკავშირებულია შემთხვევითი X(I) ფუნქციასთან გაწარმოების წრფი- 

ვი ერთგვაროვანი ოპერატორით: 

ძX(0 
Xწ7(I()––“––. 15.7.14 (ე) ძი ( ) 

საჭიროა მოიძებნოს 

· ყი და MXVყ(0, 10. 

წარმოვიდგინოთ წარმოებული ზღვრის სახით: 

V ()= II» --VC+40-2(9., (15.7.15) 
ტ(–-0 რ! 
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LL (15.7.15ე1 ტოლობაზე მათემატიკური ლოდინის ოპერაციის გამო- 
ჟენებით მივიღებთ: 

„IV0=M(X(0) = I ი,((+40 – I(0 _ ძის (0 ,, 
0 ტ! ძ! 

ამგვარად, 

ძის(ი. #7 (15.7.16) MIV((1= 

ე. ი შემთხვევითი ფუნქციიდან წარმოებულის 

მათემატიკური ლოდინი ტოლია მისი მათემ»- 

ტიკური ლოდინის წარმოებულისა. 
მაშასადამე გაწარმოების; ოპერაციას, ისე როგორც ინტეგრირების 

ოპერაციას, შეიძლება შეუნაცვლოთ ადგილი მათემატიკური ლოდინის 

ოპერაციასთან. 

%)(, 1) განსახლვრისათვის გადავიდეთ ცენტრირებული შემთხვე– 

ვით VV) და XVთ შემთხვევით ფუნქციებზე, ცხადია, 

_ძX(). 
XC)= 

' იძ! 
(15.7.17) 

განსზღვრის მიხედვით 

M,(,1ე=MILV (0X II. 

ჩავსვათ. 7(0) და X/(/) ნაცვლად მათი გამოსახულებანი: 

ძXრ ძXVე0 
M/(I,(0= MI“ “7 

წარმოვიდგინოთ გამოსახულება მათემატიკური ლოდინის ნიშნის 

ქვეშ შერეული მეორე კერძო წარმოებულის სახით: 

  

ი 0 

ძX(0) ძXV) _ მ'2(0XCI I). (15.7.18) 
ძი იძ" მ/ მ, 

დავამტკიცეთ, რომ შემთხვევითი ფუნქციის წარმოებულის მათე– 

მატიკური ლოდინი ტოლია მათემატიკური ლოდინიდან წარმოებულისა, 

– 

1 იხ. ფორმულა (15.7.6)-ის ჩამოტანილი შენიშვნა. 
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ე. ი. გაწარმოების და მათემატიკური ლოდინის ოპერაციების ნიშნების 
ადგილები შეიძლება შეცვლილ იქნას. მაშასადამე, 

      

ა ი 

(1 15.7.19 
=-7 მ! (0. ' ! 

ამგვარად, 

„ __ 0'X,)(/. 1) 
/, /)= ––“–“. : 7... 15.7.20 #6 ()= – 5» ( ) 

მაშასადამე, წარმოებულის კორელაციური ფუნქცია რომ მოვ- 

ნახოთ საჭიროა საწყისი (ამოსავალი) შემთხვევითი ფუნქციის კორელა- 

ციური ფუნქცია გავაწარმოოთ ორჯერ: ჯერ ერთი“ არგუმენტით, შემ- 
დეგ––მეორეთი. 

ჩვენს მიერ განხილულ წრფივი ერთგვაროვანი ოპერატორებისათვის მ»- 

თემატიკური ლოდინისა და კორელაციური ფუნქციის მონახვის წესე- 
ბის შედარებით ვხედავთ, რომ ისინი სავსებით ანალოგიურია, სახელდობრ: 

გარდაქმნილი შემთხვევითი ფუნქციის მათემატიკური ლოდინისა და საწ- 

ყისი (ამოსავალი) ფუნქციის მათემატიკური ლოდინის მოსაძებნად ერ- 

თი და იგივე წრფივი ოპერატორი გამოიყენება, კორელაციური ფუნქ)- 

ციის მოსაძებნად იგივე წრფივი ოპერატორი საწყისი შემთხვევითი ფუნ- 

ქციის კორელაციური ფუნქციისათვის გამოიყენება (ოღონდ გარე შემ– 
თხვევამი ორჯერ. პირველ შემთხვევაში ეს იყო ორმაგი „ინტეგრირე- 

ბა“, მეორეში–-–ორმაგი გაწარმოება. 

შეიძლება დავამტკიცოთ, რომ ასეთი წესი საერთოა ყველა ერთგვა- 

როვანი წრფივი ოპერატორებისათვის. 1) აქ ამ საერთო წესს ჩამოვაყა- 
ლიბებთ დამტკიცების გარეშე. 

თუკი შემთხვევითი X(/) ფუნქცია, რომლის მათემატიკური ლო- 

დინია 7 >C) და კორელაციური ფუნქცია #-/,ო I) გარდაიქმნება წრფივ 

ერთგვაროვან ს, ოპერატორით შემთხვევით ფუნქციად 

-V(C)=LL(XC)), 

მამინ შემთხვევითი პ/() ფუნქციის მათემატიკური ლოდინის მოსანა–- 

ხად გამოყენებულ უნდა იქნას იგივე ოპერატორი, XX(/) შემთხვე- 

ვითი ფუნქციის მათემატიკური ლოდინისათვის: 
იგივე ოპერატორი 

Mიყ(I00)= L (CI CI ), (15.7.21X 

+ იხ, მაგალითად, ვ, ს. პუგაჩოვი, შემთხვევით ფუნქციათა თეორია და მისი გამო- 
ყენება აეტომატური მართვის ამოცანებისათვის, ფიზიკურ-მათემატიკური გამომცემლო– 
ზა 1960 (რუსულ ენაზე). 
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ხოლო კორელაციური ფუნქციის მოსაძებნად იგივე ოპერატორი უნდა გა– 
მოვიყენოთ ორჯერ შემთხვევითი X(C) ფუნქციის კორელაციური ფუნქ- 
ციისათვის, ჯერ ერთი არგუმენტით, შემდეგ–-–მეორით: 

IXL)(/, 1'1)= LI90სჩVC I) (X (I, /)). (15.7.22) 

(15.7.22) ფორმულაში #L ოპერატორთან ნიშნები (7), (”!) უჩვენებენ 

თუ რომელი არგუმენტით გამოიყენება იგი. 

მრავალი პრაქტიკული ამოცანის ამოხსნისას, გვაინტერესებს არა 

XIV, ) კორელაციური ფუნქცია წრფივი სისტემის გამოსასვლელში, 

არამედ #2,(I)) დისპერსია, რომელიც ახასიათებს სისტემის მუშაობის სი- 

ზუსტეს შემთხვევით შეშფოთებათა არსებობის პირობებში. ვიცით რა 

კორელაციური ფუნქცია: 

ს ,(0=#VV, ი. (15.7.23) 

დისპერსია შეიძლება მოვნახოთ. ამ დროს ხახი უნდა გაესვას იმას, 

რომ როგორც წესი წ“ფივი სისტემის გამოსასვლელში არ არის საკმარისი 

ვიცოდეთ დისპერსია მის შესასვლელში, არამედ არსებითად მნიშვნელო– 

ვანია ვიცოდეთ კორელაციური ფუნქცია. მართლაც წრფივ სისტემას 

ფრიად სხვადასხვანაირად შეუძლია რეაგირება მის შესასვლელში ”მე– 

მომავალ შემთხვევით შემფოთებებზე, იმისაგან დამოკიდებით, თუ ტო- 

გორია შინაგანი სტრუქტურა ამ შემთხვევითი შეშფოთებისა; მაგალი– 

ლითად, შედგებიან ისინი, უპირატესად მაღალი თუ დაბალი სიხში- 

რის რხევებისაგან. შემთხვევით პროცესის შინაგანი სტრუქტურა აღი- 

წერება არა მისი დისპერსიით, არამედ კორელაციური ფუნქციით. 

მაგალითი: გამწარმოებელი მექანიზმის შესას,„ლელში შემოდის შემთხეჟ- 

ვითი X(/) ფუნქცია, რომლის მათემატიკური ლოდინია #I>(/)==5)ი 1 და კორელაციური 

ფუნქცია 
IL>(/, /,)=10,6–თ(',–/), 

სადაც 00» –– შემთხვევითი X(/) ფუნქციის მუდმივი დისპერსიაა, განვსახღვროთ სის. 

ტემის გამოსასვლელში მათემატიკური ლოდინი და დისპერსია. 

ამოხსნა, –- /() შემთხვევითი ფუნქცია სსისტემის გამოსასვლელში (რეაქცია) 

დაკავშირებულია X(/I) ზემოქმედებასთან (გაწარმოების) ოპერატორით 

ძ 
= -- 2 (7). XV) 7 (7) 

ზოგადი წესების გამ ოყენებით გვაქვს: 

Iყ( ” «+ »I)ყ(1)=005 7; 

ვ 

XVI, I )ლ=20ჯთმ–ძ(”-/)? (1--2თ( ('--/)9). 
მ/ მ!” 
  M,II,(')= 
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#/=/ დაშვებით მივიღებთ: 

#2, (0=20_->თ, 

ანდა, იმის აღნიშვნით, რომ #ყ(7) არ არის დამოკი დებული #/-საგან 

ნ)ე=2ჩაC. 

ამრიგად, გამწარმოებელი მექანიზმის გამოსასელელში დისპერსია დამოკიდე- 

ბელია არამარტო შესასვლელში #1» –- ღისპერსიაზე, არამედ აგრეთვე თ კოეფი- 

ციენტზე, რომელიც ახასიათებს X(,) ფუნქციის კვეთებს შორის კორელაციური კავში- 

რის მილევას. მათ შორის შუალედის გაზრდის შემთხვევაში თუკი Cთ კოეფიციენტი მცი- 

რეა, კორელაციური კავშირი მიილევა ნელა, შემთხვევითი ფუნქცია იცელება დროდად- 

რო შედარებით მდოვრედ და ბუნებრივია გაწარმოება ასეთი ფუნქციისა შედარებით მცი- 

რე შეცდომებს იწვევ'.. პირიქით თუკი თ კოეფიციენტი დიდია, კორელაციური ფუნქცია 

მცირდება სწრაფად; შემთხვევითი ფუნქციის შემადგენლობაში ჭარბობენ მკვეთრი, 

უწესრიგო. მაღალი სიხშირის რხევები, ბუნებრივია ასეთი ფუნქციის გაწარმოება იწ- 

ვევს დიდ შემთხვევით ხდომილობებს. ასეთ შემთხვევებში ჩეეულებრივ მიმართა- 

ვენ გასაწარმოებელი ფუნქციის ე. წ. გასწორებას, ე. ი. ისე ცვლიან სისტემის ოპერატორს, 

როვ მან გამოსასვლელში ნაკლები შემთხვევითი ხდომილობები მოგვცეს. 

I 

15.86. შემთხვევით ფუნქციათა შეკრება 

პრაქტიკის ბევრ ამოცანაში ჩვენ ვხვდებით იმას, რომ დინამიკური 
სისტემის შესასვლელში შედის არა ერთი შემთხვევითი XC) ფუნქცია, 
არამედ ორი და მეტი შემთხვევითი ფუნქცია, რომელთაგან თითოეული 

დაკავშირებულია ცალკეულ შემაშფოთებელ ფაქტორხე. წამოიჭრება 
შემთხვევით ფუნქციათა შეკრების ამოცანა, უფრო ზუსტად ჯამის მა“ 
ხასიათებელთა განსახღვრის ამოცანა შესაკრებთა მახასიათებლების მი- 

ხედვით. 
ეს ამოცანა ამოიხსნება ძალიან მარტივად, თუკი ორი შესაკრები შემთ- 

ხვევითი ფუნქცია დამოუკიდებლებია (უფრო ზუსტად, არაკორელირებუ- 

ლია) ერთი მეორისაგან, ზოგად შემთხვევაში მისი ამოხსნისათვის აუ- 

ცილებელია კიდევ ერთი მახასიათებლის –– ე. წ ურთიერთკო- 
რელაციური ფუნქციის (სხვანარად-კავშირის კო- 
რელაციური. ფუნქციის) ცოდნა. 

ორი შემთხვევით X (I) და პ/ (0) ფუნქციათა ურთიერთ კორელაციური 

ფუნქცია ეწოდება ორ 1 და 7 არგუმენტთა არა შემთხვევით ფუნქციას, 

რომელიც 1 და IL, მნიშვნელობათა თითოეულ წყვილისას ტოლია X(0 
და XC) შემთხვევით ფუნქციათა შესაბამისი კვეთების კორელაციური 

მომენტისა 

M-)(, /)=MIXCთ7 CI. (15.8.1) 

ურთიერთ კორელაციური ფუნქცია ისევე როგორც ჩვეულებრივი კო- 

რელირებული ფუნქციები არ იცვლება შემთხვევით ფუნქციებზე ნების- 
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მიერი არა შემთხვევითი შესაკრებთა მიმატებით, და, მაშასადამე, შემთ– 
ხვევით ფუნქციათა დაცენტრებისასაც. 

ურთიერთკორელაციური ფუნქციის განსაზღვრიდან გამომდინარეობს 
მისი შემდეგი თვისება: 

ჩ.)(, (1)=/ე»(, ჩ. (15.8.2) 

Iბ-ყ(,,!შ)) ფუნქციის ნაცვლად ხშირად “იხმარება ნორმირებული 
ურთიერთკორელირებული ფუნქცია: 

„_ ჩე.) 
ირინე თრ 

თუკი ურთიერთკორელაციური ფუნქცია ნულის ტოლია ”, # ყველა 

მნიშვნელობებისას, მაშინ X(/) და ყ() შემთხვევით ფუნქციებს უწო- 
დებენ არაკორელირებულს (შეუკავშირებელს). 

პრაქტიკამი ჩვეულებრივ შემთხვევით ფუნქციათა არაკორელირე– 
ბულობაზე მსჯელობა წარმოებს ურთიერთკორელაციური ფუნქციის არა 

ნულთან ტოლობის საფუძველზე, არამედ პირიქით ურთიერთკორელა- 

ციურ ფუნქციას ვარაუდობენ ნულის ტოლად ფიხიკურ მოსახრებათა 
საფუძვლებზე, რომლებიც მოწმობენ შემთხვევით ფუნქციათა დამოუ- 

კიდებლობას. 
დავუშვათ, მაგალითად, ორი თვითმფრინავი სროლას აწარმოებს 

მიწისხედა სამიზნეზე: პირველი და მეორე თვითმფრინავის პიკირების 

კუთხე საბრძოლო ოპერაციის შესრულების პროცესში აღვნიშნოთ 
XC) და -7/()-თი. თუკი თვითმფრინავები სამიზნეხე მიდინ თითო- 

თითოდ. ბუნებრივია X(I/) და ჩ/(/) შემთხვევითი ფუნქციები არაკორელი– 

რებულად ჩავთვალოთ, თუკი მანევრი სრულდება თვითმფრინავების 
მიერ ერთობლივად თანაც ერთ-ერთი მათგანი წარმოადგენს წამყვანს, 

მეორე კი--მიმყოლს,ცხადია X() ღა ა/,) ფუნქციებს შორის კოოე-. 
ლაციური კავშირის არსებობა, 

საერთოდ თუკი ფიზიკური მოსაზრებებიდან, რომელიც დაკავშირე– 

ბულია ამოსახსნელი ამოცანის არსთან, გამომდინარეობს ამოცანაში 

მონაწილე შემთხვევით სიდიდეთა შორის დამოკიდებულების არსებო- 

ბა, მაშინ მათი ურთიერთკორელაციური ფუნქციები გამოკვლეული უნ- 

და იქნან. 

ვიცით, რა ორი შემთხვევითი X(/) და ა/”() ფუნქციის მათემატიკუ- 

რი ლოდინი და კორელაციური ფუნქციები და აგრეთვე მათი ურთიერთ- 

კორელაციური ფუნქცია, შეიძლება მოეძებნოთ ამ ორი შემთხვევითი 

ფუნქციათა ჯამის მახასიათებლები 

2()=X()+X(ი. (15.8.4) 
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მათემატიკუო ლოდინთა შეკრების თეორემის მიხედვით: 

„/771:(1)== 711 X(/)-L /71,(), (15.8.5) 

ე. ი ორი შემთხვევითი ფუნქციის შეკრებისას 
მათი მათემატიკური ლოდინები იკრიბება. 

კორელაციურ #%-:V, 1) ფუნქციის განსახღლვრისათვის გადავდივართ 

დაცენტრებულ შემთხვევით ფუნქციებზე 20), 7 (ი, X(0. ცხადია, 

270=XC0+7C. (15.8.6) 
კორელაციური ფუნქციის განმარტების თანახმად 

X,(, /)=ML2 07001)= 

=VI(XCV+XC) (XV )+ 7 V)1= 

=MIXCV.XCV))+ MIV7C07 C01+ MIXCVIV7 C-I+/M#(%XV 7 CI. 
ანდა 

XV, /7)=%+> (, 1/)+M#Mს (, 7)+/?-ყი, 7მ2+#-აV”, ი. (15.8.7) 

შემთხვევით სიდიდეთა ჯამის დისპერსიისათვის (15.8.7) ფორმულა 
(10.27) ფორმულის ანალოგიურია. 

იმ შემთხვევაში, როცა შემთხვევითი XC) და პ/() ფუნქციები არა 

კორელირებულია, ?»ყ (/, 1)=>=0 და (15.8.7) ფორმულა ღებულობს 

სახეს: 

X:-VC, I)=M%>V0, ,/)+M#)X, #)- (15.8.8) 

ე. ი არაკორელირებული შემთხვევითი ფეუნკ- 
ციეათა შეკრებისას მათი კორელაციური ფუნ 
ქციები იკრიბებიან. 

გამოყვანილი ფორმულები შეიძლება განხოგადოებულ იქნენ შე- 
საკრებთა ნებისმიერ რიცხვისათვის. თუკი შემთხვევითი XC) ფუნქცია 
არის ჯამი # შემთხვევითი ფუნქციებისა: 

„ი 

Xთ= 2» X,(. (15.8.9 
(=1 

მაშინ მისი მათემატიკური ლოდინი. გამოისახება ფორმულით 

” 

ML+Cი= 2 MI»), (15.8.1თ 
(=1 
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ხოლო მისი კორელაციური ფუნქცია ფორმულით 

ჩ 

M-V ()= 2 ,M-,6 +2 , წს ი/მ, (15.8.11) 
(3 191 

სადაც აჯამვა ვრცელდება ( და ჯ ინდექსების წყვილ-წყვილად ყველა შე– 
საძლო განლაგებახე. 

იმ შემთხვევაში, როცა ყველა შემთხვევით XV7() ფუნქციები არაკო- 

რელირებულია, (15.8.11) ფორმულა გადაიქცევა კორელაციურ ფუნქ- 
ციათა შეკრების თეორემად: 

ჩ 

X.V,,)= 2 ,M-VC, #1, (15.8.12) 
:=1 ა 

ე. ი ურთიერთ არაკორელირებულ შემთხვევით 
ფუნქციათა ჯამის კორელაციური ფუნქცია მე- 
საკრებთა კორელაციურ ფუნქციათა ჯამისტო- 

ლია. 
(15.8.12) ფორმულა ანალოგიურია ჩვეულებრივ შემთხვევით სიდი- 

დეებისათვის დისპერსიათა შეკრების თეორეზმისა. 

შემთხვევით ფუნქციათა შეკრების კერძო შემთხვევაა შემთხვევითი 
ფუნქციისა და შემთხვევითი სიდიდის შეკრება. 

განვიხილოთ შემთხვევითი XC) ფუნქცია რომლის მახასიათებლე– 
ბია #I+C) და X+(C,0 L) და შემთხვევითი -” სიდიდე, რომლის მათემა– 
ტიკური ლოდინია /ყ და დისპერსია LI, დავუშვათ, რომ XC) შემ- 
თხვევითი ფუნქცია. და ” შემთხვევითი სიდიდე არაკორელირებულია, 

ე. ი. ნებისმიერ 1-სათვის. 

MI%C)V7I=0. 
მივუმატოთ შემთხვევით XC#)I ფუნქციას შემთხვევითი სიდიდე აპ”; 

მივიღებთ შემთხვევით ფუნქციას 

2()=X(0+X. (15.8.13) 

განვსაზღვროთ მისი მახასიათებლები. ცხადია, 

I/:(1)= MI +(0)-L 7. (15.8.14) 

რომ მოიძებნოს #-.(/, /) ვისარგებლოთ კორელაციური ფუნქციის შეკ- 

რების თეორემით (15.8.8). განვიხილოთ შემთხვევით ა” სიდიდე, როგორც 
კერძო შემთხვევა ფუნქციისა, რომელიც არ იცვლება დროში, და მოვ- 

ნახოთ მისი კორელაციური ფუნქცია: 

M%)(, /)= MI? CVIX Cე)= MIIVI=ჩჯ. (15.8.15) 
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ვიყენებთ რა (15.8.80) ფორმულას მივიღებთ: 

X:C,, (1-=M XC, ()+M9V, 

ე. ი შემთხვევით ფუნქციაზე მასთან არაკორე- 
ლირებულ შემთხვევითი სიდიდის მიმატებით 
კორელაციურ ფენქციას ემატება მუდმივი შე- 
საკრები, რომელიც ამ შემთხვევითი სიდიდის 
დისპერსიის ტოლია. 

15.9. კომპლექსური შემთხვევითი ფუნქციები 

შემთხვევით ფუნქციათა თეორიის მათემატიკური აპარატის პრაქ- 

ტიკული გამოყენებისას ხშირად მოხერხებული აღმოჩნდება ჩავწეროთ 

როგოოც თვით შემთხვევითი ფუნქციები ისე მისი მახასიათებლებიც, 

არა ნამდვილი, არამედ კომპლექსური ფორმით. ამასთან დაკავში- 

რებით აუცილებელია კომპლექსურ შემთხვევით ს. 

დიდესა და კომპლექსურ შემთხვევით ფუნქცი 

ას მივცეთ განსახღვრა. 

კომპლექსური შემთხვევითი სიდიდე ეწოდება შემდეგი სახის “ფმემთხ- 
ვევით სიდიდეს: 

2=X--IV, (15.9.1) 

სადაც X, ა -- ნამდვილი შემთხვევითი სიდიდეებია, (=V-–-1 -- წარ- 
მოსახვითი ერთეული. შესაძლებელია კომპლექსური შემთხვევითი სი- 

# დიდე გეომეტრიულად წარმო- 
ვიდგინოთ, როგორც შემთხვე- 

ვითი 72 წერტილი X0ყ სიბრ- 

ტყეზე (ნახ. 15.9.1). 

იმისათვის, რომ რიცხობრივ 

აააველელლიკ მახასიათებელთა აპარატი გამო–- > აა – – MI, ეხელ ტი გ 
+” ყენებულ იქნას კომპლექსურ 

| შემთხვევით სიდიდეებისათვისაც 

; : –_ აუცილებელია განვახოგადოთ 

მათემატიკური ლოდინის დის- 

  

    
ნახ. 15.9.1, პერსიის კორელაციური მომენ- 

ტის ძირითადი ცნებები კომპლექსურ ”შემთხვევით სიდიდეთა შემ- 

თხვევისათვის. ცხადია, ეს განზოგადებანი ისე უნდა იყოს გაკეთებული, 
რომ კერძო შემთხვევაში, როცა პჩ7=0 ·და სიდიდე 2 ნამდვილია, ისინი 
დაიყვანებოდეს ნამდვილ შემთხვევით სიდიდეთა მახასიათებელთა ჩვე- 

ულებრივ განსახღვრახე. 
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კომპლექსური შემთხვევითი 2=X+I7/ სიდ“- 
ღის მათემატიკური ლოდინი ეწოდება კომა- 
ლექსურ რიცხვს. 

I1:= #71 „+-- LM. (15.9.2) 

ეს არის რომელიღაც საშუალო მნიშვნელობა 2 სიდიდისა, ანდა გე- 
ომეტრიულად საშუალო ”, წერტილი, რომლის ირგვლივაც ხდება შემ- 
თხვევითი 2 წერტილის გაფანტვა (ნახ. 15.9.1) 
კომპლექსური შემთხვევითი სიდიდის დის 

პერსია .ეწოდება შესაბამისი დაცენტრებული 
სიდიდის მოდულის კვადრატის მათემატიკურ 
ლოდინს: 

,=VMII2II, (15.9.3) 
სადაც 

2=727- იI,. 

გეომეტრიულად კომპლექსური შემთხვევითი სიდიდის დისპერსია 

არის შემთხვევით 27 წერტილიდან მის მათემატიკურ ლოდინამდე VIჯ- 
(ნახ. 15.9.1) მანძილის კვადრატის საშუალო მნიშვნელობა, ეს სიდიდე 

ახასიათებს შემთხვევითი 2 წერტილის გაფანტვას მისი საშუალო მდე- 

ბარეობიდან. 

კომპლექსური შემთხვევითი სიდიდის დისპერსია გამოვსახოთ მი- 

სი წარმოსახვითი ნაწილის და ნამდვილი ნაწილის დისპერსიებით. 

ცხადია, . 

9 ი 2 
2=2–იე,=X+IV-–-7VI =-'ი)=X+VLV; 

აქედან 

0.=MII7I)= MIX'-+-X-)= MIXI-+ MIX) 
ანდა 

საI:=I).+ჩსკ, (15.9.4) 

ე. ი კომპლექსური შემთხვევითი სიდიდის დის 
პერსია მისი ნამდვილი და წარმოსახვითი ნა- 

წილთა დისპერსიების ჯამის ტოლია. 
თვით დისპერსიის განსახღვრებიდან გამოდის, რომ კომპლექსურ 

შემთხვევითი სიდიდის დისპერსი ყოველთვის ნამდვილია და არ- 
სებითად დადებითია, ნულად ქცევა მას შეუძლია მხოლოდ იმ შემთხ– 

ვევაში თუ კი 7 სიდიდე არ არის შემთხვევითი. 
ზემოთ მოცემული მათემატიკური ლოდინის და დისპერსიების გან- 

საზღვრა ცხადია, აკმაყოფილებს წაყენებულ მოთხოვნას, როცა პბ/=0 და 
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2=X--ისინი გადაიქცევიან ნამდვილი შემთხვევითი სიდიდის მათემატი– 
კურ ლოდინის, და დისპერსიის ჩვეულებრივ განსახღვრებად....· 

შევეცადოთ ჩამოვაყალიბოთ ორი შემთხვევით 2, და 2) სიდიდეთა 

კორელაციური მომენტის ანალოგიური განსახღერა: 

2)=2).)-+IV); 27-:=Xა-L არ (15.9.5) 

ეს განსახღვრება, ცხადია, უნდა იყოს აგებული, ისე რომ როცა 21= 
=27:ა=2 კორელაციური მომენტი გადაიქცეს 2 სიდიდის დისპერსიად . 

აღმოჩნდა, რომ ამ მოთხოვნის დაკმაყოფილება არ იქნებოდა შესაძ- 

ლებელი, თუკი ჩვენ ისე როგორც ნამდვილ სიდიდეთა შემთხვევაში 

7,2. ნამრავლის მათემატიკურ წლოდინს დავარქმევდით კორელაციურ 
მომენტს ადვილია დავრწმუნდეთ, რომ როცა 2,=2:=72 .მათემატი- 
კური ლოდინი ასეთი ნამრავლისა იქნება არა ნამდვილი, არამედ კომ- 
პლექსური, ე. ი. უკვე არ იძლევა .დისპერსიას, რომელიც განსახღვრე- 
ბის თანახმად, ნამდვილია და არსებითად დადებითია, ეს არ მოხდება 

თუკი კორელაციურ მომენტს დავარქმევთ 7,-ის არა თვით 2.-ზე 
ნამრავლის “მათემატიკურ ლოდინს, არამედ შესაბამის კომ პ ლეკქ-: 

სურად შეუღლებულ სიდიდეთა ნამრავლს 

ი ი დრი 

27ა=X-გ–IV ე. (15.9.6) 

მაშინ, როცა 2,=2:=2, ცაადია, კორელაციური მომენტი გადაიქცევა 7 
სიდიდის დისპერსიად: 

#,..=MIC(X+70ს(X-– 88) = MIX >)+- IV :I= 0 „. (15.9.7) 

ამგვარად, მიზანშეწონილია ორი კომპლექსური შემთხვევითი 2, და 2: 
სიდიდეთა კორელაციურ მომენტებს მივცეთ შემდეგი განსახღვრება 

I ი 5 

I2,2:==ML2, 2, (15.9.8) 

სადაც ზემოდან ხახით აღნიშნულია კომპლექსური შეუღლებული სი- 
: 

დიდე. 
ორი შემთხვევითი კომპლექსური სიდიდის კორელაციური მომენტი 

გამოვსახოთ მისი ნამდვილიკდა)წარმოსახვით ნაწილთა კორელაციური მო- 

მენტებით. გვაქვს: 

MX... = ML712:1= MICX6+(V,)(%X,--IV)1= 

=/XX-L V,ყა-+ (( ყ,ვპი-–- XVI), (15.9.9) 

სადაც 

წხიXა ს I/ყყი, I%VIX. #M9V. –- შესაბამისად (X,, X-), (V), 1-5): 
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(V,, Xა), (X,, XX) სიდიდეთა კორელაციური მომენტებია ცხადია, 
იმ შემთხვევამი როცა ყველა ეს სიდიდეები ურთიერთშორის არაკორე– 
ლირებულია 2,, 2: სიდიდეთა კორელაციური მომენტები აგრეთვე 
ნულის ტოლია. 

ამგვარად, კომპლექსურ შემთხვევით სიდიდეთა ძირითად მახასიათე- 
ბელთა განსაზღვრანი განსხვავდებიან ნამდვილ სიდიდეების ანალოგიური 
მახასიათებლების ჩვეულებრივი განსახღვრისაგან, მხოლოდ იმით, რომ: 

1. დისპერსიად განიხილება დაცენტრებული შემთხვევითი სიდიდის 
კვადრატის არა მათემატიკური ლოდინი, არამედ მისი მოდულის 
კვადრატის მათემატიკური ლოდინი. 

2. კორელაციურ მომენტად განიხილება არა დაცენტრებული სიღი- 
დეთა ნამრავლის მათემატიკური ლოდინი, არამედ ერთი დაცენტრე- 

ბული სიდიდის მეორს კომპლექსურად შეუღლებელ- 
ზე ნამრავლის მათემატიკური ლოდინი. 

გაღავიდეთ კომპლექსური შემთხვევითი ფუნქციის და მის მახასია- 
თებელთა განსახღვრახე. 

) კომპლექსური შემთხვევითი ფუნქცია ეწოდება შემდეგი სახის ფუნ–- 
ცია 

2(0=XC)+LV(0, (15.9.10) 
სადაც XC), პ/() ––- ნამდვილი შემთხვევითი ფუნქციებია. კომპლექსუ- 

რი შემთხვევითი (15.9.10) ფუნქციის მათემატიკური ლოდინი ტოლია 

/1,(/)= 1 (0 + III). (15.9.11) 

კომპლექსური შემთხვევითი 2() ფუნქციის დისპერსია განისახღვრე– 

ბა, როგორც “შესაბამისი დაცენტრებული ფუნქციის მოდელის კვადრა- 

ტის მათემატიკური ლოდინი: 

ხ.0=MII20I, (15.9.12) 
სადაც · · 

2(00=2()-–ი:(0=XC)+IVC. (15.9.13) 
(15.9.121 განსაზღვრიდან ჩანს რომ კომპლექსური შემთხვევითი ფუნ- 

ქციის დისპერსია ნამდვილია და არა უარყოფითი. 

(15.9.4) ფორმულიდან გამოდის, რომ 'კომპლექსური შემთხვევითი 

ფუნქციის დისპერსია მისი ნამდვილი და წარმოსახვითი ნაწილების დის- 
პერსიათა ჯამის ტოლია: 

კომპლექსური , შემთხვევითი ფუნქციის კორელაციური ფუნქცია გა- 
ნისახღვრება, როგორც მისი 1 და / კვეთების კორელაციური მომენტი: 

M.0, /)=MII7C0 2071), (15.9.15) 
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სადაც 

მა ზის დ /V 
XC )= XC, )––-I” (/7) 

70 სიდიდესთან შეუღლებული კომპლექსური სიდიდეა, როცა I =1 

კოოელაციური ფუნქ ცია, ცხადია, გადაიქცევა  დისპერსიად. 

LC, 11=L:(). (15.9.16) 

ვსარგებლობთ, რა (15.9.9) ფორმულით შეიძლება გამოვსახოთ კომ პ- 
ლექსური შემთხვევითი ფუნქციის კორელაციური ფუნქცია მისი ნამდ- 
ვილი და წარმოსახვითი ნაწილების მახასიათებლებით. შემთხვევით სი- 

დიდეებად 2, და 2. ამ ფორმულაში მონაწილე შემთხვევითი ფუნქციის 

2() და 2(') კვეთების განხილვით მივიღებთ: 

X:(/, I/')ლ MX >C,, I )+ XV, )+ I (M2X „ყ(, /)–– I? „ყ(I, 1ი)), (15.9.17) 

სადაც 7 „კ (#, 1) –– შემთხვევითი X (#0) და პჩ7(,)) ფუნქციების ურთიერთ 

კორელაციური ფუნქციაა (შემთხვევითი 2(/) ფუნქციი–ს ნამდვილი და 
წარმოსახვითი ნაწილის). 

იმ შემთხვევაში, როცა ნამდვილი და წარმოსახვითი ნაწილები არა 

კორელირებულია (#»/(, #)=>C), 
(15.7.9ე) ფორმულას აქვს სახე: 

X-.C, /)=M%.V, 1)+ MX, 1). (15.9.18) 

შემდგომში ვისარგებლებთ შემთხვევითი ფუნქციის ჩაწერის როგორც 
ნამდვილი. ისე კომპლექსური ფორმით. უკანასკნელ შემთხვევაში მას 

ყოველთვის აღვნიშნავთ. ' 

XVI თავი 

შემთხვევით ფუნქციათა კანონიკური დაფლები 

16.1), კანონიკურ დაფლათა იდეა. შემთხვევითი ფუნქციის 

ბზ წარმოდგენა ელემენძარულ ფემთხვევით ფუნქციათა 

ვზამის სახით, 

15.7 პუნქტში გავეცანით შემთხვევით ფუნქციათა წრფივ გაოდაქ- 

მნათა ზოგად წესებს. ეს წესები დაიყვანება იმახე, რომ “შემთხვევით 

ფუნქციათა წრფივი გარდაქმნებისას მისი მათემატიკური ლოდინი გა- 

ნიცდის იგივე წრფივ გარდაქმნას, ხოლო კორელაციური ფუნქცია ამ 

გარდაქმნას ორჯერ განიცდის: როგორც ერთი, ისე მეორე არგუმენტით. 
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მათემატიკური ლოდინის გარდაქმნის წესი პრაქტიკულად გამოყენე- 
ბის მხრივ ძლიერ მარტივია და სიძნელეს არ იწვევს, რაც შეეხება კორე- 
ლაციური ფუნქციის ორმაგ გარდაქმნას იგი მთელ რიგ შემთხვევებში 

მოითხოვს რთულ და დიდ ოპერაციებს, რაც აძნელებს ზემოთ აღნიშ 

ნული ზოგადი მეთოდების პრაქტიკულ გამოყენებას. 

მართლაც, განვიხილოთ, მაგალითად, უმარტივსი ინტეგრალური 

ოპერატორი. 
ჯ 

XV(C0 = XC”. (16.1.1) 
0 

საერთო კანონის თანახმად კორელაციური ფუნქცია იმავე ოპერატორით 

გარდაიქმნება ორჯერ, 

ჯ/ 

M,0V #)=| IM.C 2”) ძი ძი”. (16.1.2) 
0 0 

ძლიერ ხშირად ხდება, რომ ცდიდან მიღებულ კორელაციურ ფუნქციას 
> (/, 11) არა აქვს ანალიტიკური გამოსახვა და მოცემულია ცხრილის 
სახით, მაშინ (16.1.21 ინტეგრალი მოგვიხდება გამოვთვალოთ, რიც- 

ხობრივად, როგორც ორივე საზღვარის ფუნქცია. ეს ძლიერ დიდი და 

შრომატევადი ამოცანაა თუკი ინტეგრალქვეშა ფუნქციის აპროქსი- 

მაციას მოვახდენთ, მაშინ ამ შემთხვევაშიც ძლიერ ხმირად (16.1.2) 

„ინტეგრალი ცნობილი ფუნქციებით არ გამოისახება ასე დგას საკითხი 

გარდაქმნის ოპერატორის უმარტივსი ფორმის დროსაც კი თუკი, 

როგორც ეს ხშირად ხდება, დინამიკური სისტემის მუშაობა აღიწერება 

დიფერენციალური განტოლებებით, რომელთა ამონახსნი არ გამოისახება 

ცხადი ფორმით, კორელაციური ფუნქციის განსაზღვოის ამოცანა გა- 
მოსასვლელში კიდევ უფრო რთულდება: იგი მოითხოვს კერძო წარმო- 

ებულებთან დიფერენციალურ განტოლებათა ინტეგრირებას, ამასთან და– 
კავშირებით გამოყენება შემთხვევითი ფუნქციის წრფივი გარდაქმნების 

ზემოთხსენებული ზოგადი მეთოდების, როგორც წესი, აღმოჩნდება ძლიერ 

რთული და თავის თავს ვერ ამართლებს. პრაქტიკულ ამოცანათა ამოხს- 

ნისას უფრო ხშირად გამოიყენება სხვა მეთოდები, რომლებსაც მივყევართ 

უფრო მარტივ გარდაქმნებამდე. ერთ-ერთი მათგანია –– ე. წ. კანო- 

ნიკურ დაშლათა მეთოდი, რომელიც დამუშავებულია 
ვ. ს, პუგაჩოვის მიერ და შეადგენს მოცემული თავის შინაარსს. 

კანონიკურ დაშლათა მეთოდის იდეაა შემთხვევითი ფუნქცია, 

რომელხედაც საჭიროა ესა ჯთუ ის გარდაქმნები, წინასწაოთო წარმო- 

იდგინება ეგრეთწოდებულ ელემენტარულ შემთხვევით 
ფ უნქციათა ჯამის სახით. 
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ელემენტარული შემთხვევითი ფუნქცია“ ეწოდება შემდეგი სახის 
ფუნქციას: . 

XV)=VVXVI), (16.1.3) 

სადაც V ჩვეულებრივი შემთხვევითი სიდიდეა, დ(0) ჩვეულებრძვი (არა 
შემთხვევითი) ფუნქციაა. 

ელემენტარული შემთხვევითი ფუნქცია ყველაზე მარტივი ტიპია 
შემთხვევითი ფუნქციისა. მართლაც (16.1.3) გამოსახულებაში შემთხვე- 
ვითს წარმოადგენს მხოლოდ V მამრავლი, რომელიც დგას დ(0 ფუნქ- 
ციის წინ; თვით დროხე დამოკიდებულება კი არაშემთხვევითია. 

ელემენტარული X(0) ფუნქციის ყველა შესაძლო რეალიზაცია შე- 
იძლება მიოებულ იქნას X=დ(I) ფუნქციის გრაფიკიდან ორდინატთა ღერ– 

X/” ძზე მასშტაბის უბრალოდ შეცვლით 
| (ნახ. 16.1.3) ამ შემთხვევაში აბს- 

ცისების ღერძი (X=0) აგრეთვე ერთ- 

ერთი რეალიხაციათაგანია შემთხ- 

ვევითი X(,I) ფუნქციისა, რომელიც 
: - ს, + ხორციელდება, როცა შემთხვევითი 

“ “' LV V სიდიდე ღებულობს 0 მნიშევნე- 

–_ ლობას (თუ ეს მნიშვნელობა მი- 

X-ის, ეკუთვნება V სიდიდის შესაძლო 
| მნიშვნელობას). 

ნახ, 16.1.1. ელემენტრულ შემთხვევითი 
ფუნქციათა მაგალითად მოვიყვანთ 

XLC)=V <Iი ( (ნახ. 16.1.2) და X(/)=V/" (ნახ. 16.1.3) ფუნქციებს. 
ელემენტარული შემთხვევითი ფუნქცია ხასიათდება იმით რომ მასში 

გაყოფილია წ შემთხვევითი ფუნქციის ორი თავისებურება. შემთხვევი- 

#8) 

    
  

  

ი) 

  

”“,
     

ნახ.16,1.2. ნახ, 16.1.3. 
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თობა მთლიანად თავმოყრილია V კოეფიციენტში, ხოლო დროისაგან 

დამოკიდებულება ჩვეულებრივ C(0 ფუნქციაში. 
განვსახღვროთ ელემენტარული შემთხვევითი ფუნქციის მახასია- 

თებლები (16.1.3ვ). გვაქვს: 

»1>(/) -- /#4LIVI.C0)=/იათ(ი, 

სადაც იე –– შემთხვევითი V სიდიდის მათემატიკური ლოდინია თუკი 

”I=0 შემთხვევითი X(I) ფუნქციის მათემატიკური ლოდინი ასევე, იგი- 

ვურად ნულის ტოლია. 

| ”1 »(/)==0. 

ჩვენ ვიცით, რომ ნებისმიერი შემთხვევითი ფუნქცია რეიძლება და- 

ცენტრებული იყოს, ე. ი. მიყვანილ იქნას, ისეთ სახემდე, როცა 
მისი მათემატიკური ლოდინი ნულის ტოლი იქნება, ამიტომ შემდგომში 

განვიხილავთ მხოლოდ დაცენტრებულ ელემენტარულ შემთხვევით 
ფუნქცძებს, რომელთათვისაც 

M!ც=0; V=V; M1>(1)=0. 

განვსახღლვროთ ელემენტარული შემთხვევითი X(I) ფუნქციის კორე- 
ლაციურია ფუნქცია, გვაქვს: 

X-V, (I )ლ=MIXC) XVI ))=–დ()დ(”) #IV?)Iლ=დ(/)დ(IX#), 

სადაც ჩ–V სიდიდის დისპერსიაა. 

ელემენტარულ შემთხვევით ფუნქციებზე ფრიად მარტივად ჯსრულ- 
დება ყველა შესაძლო წრფივი გარდაქმნები. 

მაგალითად, გავაწარმოვოთ (16.1.3) შემთხვევითი ფუნქცია. შემთხვე- 

ვითი სიდიდე V, რომელიც არ არის დამოკიდებქლი (-ხე, გამოდის წარ- 
მოებულის ნიშნის გარეთ და მივიღებთ 

X” (C)=VCდ”(ჩ. 
ანალოგიურად 

ჯ I 

ჯ X დძ2=V I რ)ძ:. 
0 0 

საერთოდ, თუ ელემენტარული (16.1.3) შემთხვევითი ფუნქცია 

გარდაიქმნება წრფივი L ოპერატორით, მაშინ ამ დროს შემთხვე- 

ვითი V თანამამრავლი, როგორც #-საგან დამოუკიდებელი, გამოდის 
ოპერატორის ნიშნის გარეთ, ხოლო არა შემთხვევითი ფუნქცია 

ჯდ() გარდაიქმნება იგივე  ოპერატორით: 

ჩ(Xთ)=VL(დ(ი). (16.1.4) 
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მაშასადამე, თუ კი ელემენტარული შემთხვევითი ფუნქცია შემოდის 

წოფივი სისტემის შესასვლელში, მაშინ მისი გარდაქმნის ამოცანა დაიყ- 

ვანება ერთ არა შემთხვევით, დთ() ფუნქციის გარდაქმნის მარტივ 

ამოცანამდე. აქედან წარმოიმობა იდეა: . თუკი დინამიკური სისტემის. 
შესასვლელში შედის რომელიღაც შემთხვევითი ზოგადი სახის ფუნ- 

ქცია, მამინ იგი შეიძლება წარმოვიდგინოთ-- ზუსტად ანდა მიახლო- 
ებით ელემენტარულ შემთხვევით ფუნქციათა ჯამის სახით და მხოლოდ 

ამის · შემდეგ დავუქვემდებაროთ გარდაქმნას. შემთხვევითი ფუნქციის 

დაშლის ასეთი იდეა უდევს საფუძვლად კანონიკურ დაშლის მეთოდს. 
დავუშვათ გვაქვს შემთხვევითი ფუნქცია: | 

XCV=».()+XC). (16.1.5) 

დავუშვათ, რომ შევძელით ზუსტად ან მიახლოებით წარმოვადგინოთ იგი 

ჯამის სახით: 

”. 

XCს)=V.()+ 2, V,C,(0. (16.1.6) 
(-=1 

სადაც V, -- ნული სიდიდის მათემატიკური ლოდინის მქონე შემთხვე- 

ვითი სიდიდეებია, დ, ((/) –– არაშემთხვევითი ფუნქციებია, /1X(/) –– მათე– 
მატიკური ლოდინია XC) ფუნქციისა “შევთანხმდეთ და ”შემთხეევითი 

ფუნქციის (16.1.60 ფორმით წარმოდგენას დავარქვათ შემ თხვე- 
ვითი ფუნქციის დაშლა. შემთხვევით V,, V.,..., V„ სი- 

დიდეებს დავარქვთ დაშლის კოეფიციენტები, ხოლო არა 

შემთხვევით Cდ,(I), Cთა(/).... დ,,,) ფუნქციებს –– საკოორდინა- 

ტო ფუნქციები. 
განვსაზღვროთ # ოპერატორიანი წრფივი სისტემის რეაქცია შემთხვე- 

ვით X (0 ფუნქციახე, რომელიც მოცემულია (16.1.60 დაშლილი სა- 
ხით. ცნობილია, რომ წრფივ სისტემას გააჩნია ე. წ ს უპერპოზი- 
ციის თვისება, რომელიც. არის ის, რომ სისტემის რეაქცია რამ- 

დენიმე ზემოქმედების დ«ამხე ტოლია ცალკეულ ზემოქმედებებზე რე– 
აქციების ჯამის. მართლაც,სისტემის” L ოპერატორი, რომელიც წრფი- 

ვია, შეიძლება განსახლვრის თანახმად გამოყენებულ იქნას ჯამზე წევრ- 

წევრად. 
' აღვნიშნავთ, რა სისტემის რეაქციას X(I) შემთხვევით ზემოქმედება- 

ზე VV)-თი, მივიღებთ: : 

წ//! 

XC)=L(CX(C0 )=LCV-(C0 )+ 2.V.L (Cდ,(ჩ1. (16.1.7) 
ჯ=1



მივცეთ (16:1.7. ) გამოსახულებას რ:მდენადმე სხვა ფორმა. მათემატიკური 

ლოდინის წრფივი გარდაქმნის ზოგადი წესის გ:თვალისწინებით ვგრწმუნ- 
დებით, რომ 

L (2 .C) )=V7IV(). 

აღვნიშნავთ რა 

L (თ,00)=%,(0, 

გვაქვს 
” 

VC)=თ,(0+ 2 'V,XI(0. (16.1.8) 
(=-1 

(16.1.მ) გამოსახულება არის პ/() შემთხვევითი ფუნქციის დაშლა 

ელემენტარულ ფუნქციებად. ამ დაშლის კოეფიციენტებს წარმოადგენენ 
იგივე შემთხვევითი V,, V-.,...,V„ სიდიდეები, ხოლო მათემატიკური ლო– 

დინი და კორდინატული ფუნქციები მიღებულია ამოსავლი შემთხვე- 

ვითი ფუნქციის მათემატიკური ლოდინიდან და კოორდინატული ფუნ- 

ქციიდან იგივე წრფივი გარდაქმნით. რომელსაც ექვემდებარება შემთხვე– 
ვითი X(I) ფუნქცია. ამრიგად, ვღებულობთ დაშლილად მოცემული შემ–- 

თხვევითი ფუნქციის გარდაქმნის შემდეგ წესს. 

თუკი შემთხვევითი X/V ფუნქციას რომელიც 

მოცემულია ელემენტარულ ფუნქციების მი- 
ხედვით დამლილისახით ექვემდებარება წრფივ 

L გარდაქმნას, მაშინ დაშლის კოეფიციენტე- 

ბი რჩებიან უცვლელნი, ხოლო მათემატიკური 

ლოდინი და საკოორდინატო ფუნქციები ექვე- 

მდებარებიან იგივე L წრფივ გარდაქმნას. 

„ამდაგვარად “მემთხვევითი ფუნქციის დაშლილე სახით წარმოდგენა 

დაიყვანება იმახე, რომ შემთხვევბთი ფუნქციის წრფივი გარდაქმნა რამ- 

დენიმე არაშემთხვევითი-მათემატიკური ლოდინისა და საკოორდინატო 

ფუნქციის ისეთივე წრფივ გარდაქმნებზე დაიყვანება. 

ეს საშუალებას. იძლევა მნიშვნელოვნად გამარტივებულ იქნას შემ–- 

თხვევითი X(C) ფუნქციის მახასიათებლების მონახვის ამოცანად 15.7 

პუნქტში მოცემულ ზოგად ამოხსნასთან შედარებით. მართლაც და 

ყოველი არა შემთხვევითი „I+C), დ,(ი, დ.(ი,..., თ»() ფუნქციებიდან 
მოცემულ შემთხვევამი გარდაიქმნება მხოლოდ ერთხელ #>CV, I/) 

კორელაციურ ფუნქციისაგან განსხვავებით, რომელიც თანახმად საერთო 

წესებისა გარდ აიქმნება ორჯერ. 
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16.2. შემთხვევითი ფუნკპციის კანონიკური დაფლა 

განვიხილოთ შემთხვევითი XC) ფუნქცი,ა რომლის დაშლა შემ- 
დეგი სახითაა მოცემული: 

წ//4 

XC0=Vთ.()+ 2, V,ი,(ი. (16.2.1; 
L==1 

სადაც V), V-,.-»V, კოეფიციენტები შემთხვევით სიდიდეთა სისტემაა, 

რომელთა მათემატიკური ლოდინები ნულის ტოლია და კორელაციური, 

მატრიცაა VII,,IIV 
მოვნახოთ შემთხვევითი XC) ფუნქციის კორელაციური ფუნქცია 

და დისპერსია. 

განსახღვრის მიხედვით 

%.(, 1#)= MILXCთXVI I), (16.2.2 
სადაც- 

”! 

XC= 2 ,V,4,; 06.2.3) 
1=1 

” ' 

X 0)=21. V ჯდ,(/). (16.2.4) 
I“1 

(16.2.4) ფორმულაში აჯამვის ინდექსი აღნიშნულია / ასოთი. რათა 
გაესვას ხახი (16.2.3) ფორმულებში აჯამვის 1 ინდექსისაგან მის დამოუ–- 

კიდებლობას. 
(16.2.3) და (16.2.4) გამოსახულებათა გადამრავლებით. და მასხე 

მათემატიკური ლოდინის ოპერაციის გამოყენებით მივიღებთ: 

M.(00)=MI | 2 ,/,/ი ითი | =2 ,MIVIVIფირდ,რ. (16.2.5 
”I იMი 

სადაც აჯამვა ვრცელდება მნიშვნელობათა ყველა წყვილზე, როგორც 
ტოლების, ისე არა ტოლების იმ შემთხვევაში, როცა L=|I 

MIV,V,)ლ– MIV?,)= MX:=,, 

სადაც თ, არის დისპერსია შემთხვევიძთი V,; სიდიდის. იმ შემთხვევაში, 
როცა IL) 

VIV,V,;1=VIC,), 

სადაც #,/, არის შემთხვევითი V,, V, სიდიდეთა კორელაციური მომენ– 
ტი. 
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ამ მნიშვნელობათა (16.2.5) ფორმულაში ჩასმით, მივიღებთ (16.2.1) 

დაშლით მოცემული შემთხვევითი X(0) ფუნქციის კორელაციური ფუნ- 
ქციის გამოსახულებას 

” 

IC>V, 1) = ?, თ,(იდ,(,) ს, + 3 «(0დ, (MI. (16.2.6) 

1=1 (5-| 

(16.2.6) გამოსახულებაში #'=-/ დაშვებით, მივიღებთ შემთხვევითი X(I) 
ფუნქციის .დისპერსიას: 

” 

LI.(C)= ჯ. (დ,0I%,+2., დთ,(0ი,) MX. (16.2.7) 
1=1 (95| 

ცხადია, (16.2.6) და (16.2.7) გამოსახულებანი მიიღებენ განსაკუთ–- 
რებულად მარტივ სახეს, როცა ყველა კოეფიციენტები V, (16.2.1) 
დაშლისა არა კორელირებულია, ე. ი. #X,,=0 როცა (5-/ ამ შემთხვევაში 

შემთხვევითი ფუნქციის დაშლას ეწოდება „კანონიკური“. 

ამგვარად, შემთხვევითი X() ფუნქციის კანონიკური დაშლა ეწო- 

დება, მისი შემდეგი სახით წარმოდგენას: 

IM 

XV=თ.(0+პ ,VIი(ი, (16.2.8) 
(=1 

სადაც 7 >C) ––- შემთხვევითი ფუნქციის მათემატიკური ლოდინი;; C, (I), 

(0-(1),..-,დ»:(I,)) –– საკოორდინატო ფუნქციებია, ხოლოლ V), V-,..-. 

V,-–-– ნულის ტოლი მათემატიკური”ლოდინის მქონე არა კორელირებუ-– 
ლი შემთხვევითი სიდიდეებია. 

თუ მოცემულია შემთხვევითი ფუნქციის კანონიკური დაშლა, მა– 
შინ მისი კორელაციური ფუნქცია გამოისახება მარტივად. (16.2.6) 

ფორმულაში #,,=0 დაშვებით როცა (-/, მივიღებთ 

თ 

M.0,/)= 2 დ,იდ,(00.. –16.2.9) 
1=1 

L16.29) გამოსახულებას, ეწოდებ კორელაციური ფუნჟ- 
ციის კანონიკური დაშლა. 

დავუშვათ ფორმულაში (16.2.9) I/=/, მივიღებთ შემთხვევითე ფუნ– 

ქციის დისპერსია ს 

MI 

L -0=»1. (დ,(იI"ი,/. (16.2.10) 

(=1 
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ამგვარად, ვიცით რა შემთხვევით X(/) ფუნქციის კანონიკური დაშ- 

ლა, შეიძლება უცბად მოვნახოთ მისი კორელაციური ფუნქციის კანო– 

ნიკური დამლა. შეიძლება დავამტკიცოთ აგრეთვე ის, რომ შებრუნებული 

დებულებაც ასევე სამართლიანია. თუკი მოცემულია (16.2.9) კორელა– 
ციური ფუნქციის კანონიკური დაშლა, მაშინ შემთხვევითი X(,) ფუნქ- 
ციისათვის სამართლიანია (16.2.8მ) სახის კანონიკური დაშლა, რომელ- 

თა საკოორდინატო დ,(/) ფუნქციებია V, კოეფიციენტები და #1, დისპერ- 
სიები. ამ დებულებას მოვიყვანთ სპეციალური დამტკიცების გარეშე!. 

შემთხვევითი ფუნქციის კანონიკურ დაშლაში წევრების რიცხვი 

შეიძლება იყოს არამარტო სასრულო, არამედ უსასრულოც. კანო- 

ნიკურ დაშლათა მაგალითები, რომელთა წევრების რაოდენობა უსას- 

რულოა შეგვხვდება მე-17 თავში გარდა ამისა ზოგჯერ გამოი- 

ყენებ შემთხვევით ფუნქციათა ე. წ ინტეგრალური კა- 

ნონიკური წარმოდგენები, რომლებშიც ჯამი იცვლება 
ინტეგრალით. კანონიკური დამლები გამოიყენება არა მარტო ნამდვილ, 
არამედ კომპლექსურ შემთხვევით ფუნქციებისათვისაც. განვიხილოთ კომ- 
პლექსური შემთხვევითი ფუნქციისათვის კანონიკური დაშლის ცნების 

განხზოგადოება. 

ელემენტარული კომპლექსური შემთხვევითი ფუნქციას ეწოდება 
შემდეგი სახის ფუნქციას 

XLCI)= Vდ(I) (16.2.11) 

სადაც როგორც შემთხვევითი V "სიდიდე, ისე ფუნქცია კომპლექ- 

სურია. – 

განვსახღვროთ ელემენტარული შემთხვევითი (16.2.11) ფუნქციის 
კორელაციური ფუნქცია. ვსარგებლობთ, რა კომპლექსური შემთხვე- 

ვითი ფუნქციის კორელაციური ფუნქციის ზოგადი განმარტებით მივი- 

ღებთ 
XC, 1 )= /MIVCდ(C0 Vდ(I,”I, (16.2.12) 

სადაც ხახით ზემოთ, როგორც ადრე, აღინიშნება კომპლექსური შეუღ- 
ლებული სიდიდე იმის მხედველობაში მიღებით, რომ 

2 VCდ(0=V თCი) 

და არა შემთხვევითი C(/) და დ(I) სიდიდეების მათემატიკური ლოდინის 

ნიშნის გარეთ გამოტანით მივიღებთ: 

%.V, (|ა)=დ()დი)MLIVIმI. 

1 დამტკიცება იხ, ვ. ს, პუგაჩოვი, შემთხვევით ფუნქციათა თეორია და მისი გამო. 
ყენება ავტომატური მართვის ამოცანებში, ფიზმატგიზ 1962 წ. (რუსულ ენაზე). 
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მაგრამ 15.9 პუნქტის თანახმად #!IIVI1) არის შემთხვევითი კომპლექ- 
სური V სიდიდის დისპერსია: 

#IIIVI:1>=I), 

მაშასადამე 

IC.(,, I )=%()დC0)ნ (16.2.13) 

კომპლექსური შემთხვევითი ფუნქციის კანონიკური დამლა ეწოდება 
მისი შემდეგი სახით წარმოდგენას: 

ი) 

XC0=თ.(00+ 1 ,V-6,I0, (16.2. I4) 
(=>1 

სადაც V,.. V....·,V ი, ––- არა კორელირებული კომპლექსური შემთხვევი– 

თი სიდიდეები, რომელთა მათემატიკური ლოდინი ნულის ტოლია, 

ხოლო #/1>»(), Cი,() დ./ი,...,თ»(/) –– კომპლექსური არა შემთხვევითი 

ფუნქციებია. 

თუ კომპლექსური შემთხვევითი ფუნქცია წარმოდგენილია კანონი- 

კურბ დაშლის სახით (16.2.14), მაშინ მისი კორელაციური ფუნქცია 

გამოისახება ფორმულით: 

/! 

M.V. M)=1 4«,04,0ე0,, (016.2.15) 
(-=1 

სადაც #,, V სიდიდის დისპერსიაა. 

8,=VMIIV,II. (16.2.16) 

ფორმულა (16.2.15) უშუალოდ გამოდის შემთხვევითი ელემენტარული 

კომპლექსური ფუნქციის კორელაციური ფუნქციის (16.2.13) გამოსა-” 

ხულებიდ.:ნ. (16.2.15) გამოსახულებას ეწოდება კომპლექსური შემ– 

თხვევითი ფუნქციის კანონიკური დაშლა. (12.2.15) ფორმულაში (1=/ 

დაშვებით მივიღებთ (16.2.14) დაშლით მოცემული კომპლექსური შემ– 

თხვევითი ფუნქციის -დისპერსიის გამოსახულებას: 

”ჯ 

ხნ.0= 2 ,Iთ 0ი,,. (16.2.17) 
I=1 

4 
29. ე. ვენტცელი 4.9



10.3. კანონიკური დამლებით მოცემული შემთხვევითი 

ფუნქციების წრფივი გარდაქმნები 

ვთქვათ, რომელიღაც წრფივი L სისტემის მშესასელელში შედის შემ- 

თხვევითი XXI) ფუნქცია (ნახ. 16.3.1). 

სისტემა .-X (/) ფუნქციას გარდაქმნის წრფივი L ოპერატორის მეშვე- 

ობით და გამოსასვლელძი ვღებულობთ შემთხვევით დუნქციას. 

_ _–_ 

  

      

ნახ. 1რ,2,.1, 

VC)-=L (XV). (16.3.1) 
დავუშვათ, რომ შემთხვევითი X(C(I) ფუნქტია მოცემულია მისი კანონი- 

კური დამლით: 
ჩ 

Xთ=V».(00+ 3 V,ი,(, (16.3.2) 
_ (=2 

განვსახლვროთ სისტემის რეაქცია ამ ზემოქმედებახე, რადგანაც სისტე– 

მის ოპერატორი წრფივია, ამიტომ 

ჩ 

V (()= L (.V(I)= L (VI ი+2_ V;L (Vი,(/). (16.3.3) 
ულ 

16.3.23 გამოსახულების განხილვით ადვილად შეიძლება დავრწმუნ- 
დეთ იმამი, რომ იგი XV) შემთხვევითი ფუნქციის კ 

ნონიკური დაშლაა, რომლის მათემატიკური ლოდინია 

M1ყ(/)= L (/#»C) 1) “(16.3.4) 

და საკოორდინატო ფუნქციებით 

V,(0 = LLCთ,;() 1. (16.3.5) 

ამგვარად, შემთხვევითი XI) ფუნქციის კანონი- 

კური დაშლის წრფივი გარდაქმნისას მიიღე- 

ბა შემთხვევითი პბ() ფუნქციის კანონიკური 

დაშლა, თანაც მათემატიკური ლოდინი და ს... 

კოორდინატო ფუნქციები იგივე წრფივ გარ- 

დაქმნას განიცდიან. 
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თუ შემთხვევითი +V(I) ფუნქცია წრფივი სისტემის გამოსასვღელში 

მიღებულია კანონიკური დამლის სახით 

” 

V (/)=- 1 (I)+ ჯ, V;+X,(/.) (16.3.6) 

(1 

მაშინ მისი კორელაციური ფუნქცია და დისპერს”ა მო«ნახება მარტივად 

#7 

,M,(, (015 >. V0%(ე/2,. (16.3.7) 
1-1 

ჩ 

8/ი= 2 ,IV-01ი,,. (16.3:ზ) 
I :1 

ეს განსაკუთრებით მოხერხებულს ხღის სახელდობრ კანონიკურ დაშ- 
ლებს, ელემენტარული ფუნეციებით სხვა ნებისმიერ ღამლებთან წშე- 
დარებით. 

განვიხილოთ დაწვრილებით კანონიკური ღაშლის გამოყენება შემთL- 

ვევითი “შემავალ ზემოქმეღდებახე დინამიკური სისტემის რეაქციის 
განსაზღვრისათვის, როცა სისტემის მუმაობა აღიწერება წრფივი დ=:- 

ფერენციალური განტოლებით, ზოგად შემთბვევაში –– ცვლადი კოე- 
ფიციენტებით. ჩავწეროთ ეს განტოლება ოპერატორული ფორმით: 

4„,(. ი V(Cს=88C(. 0/XC). (16.3.9) 

თანახმად შემთხვევითი ფუნქციების წრფივი გარდაქმნების ზემოთ ათ- 
ნიშნული. წესებისა ზემოქმედების მათემატიჯური ლოდინები და რეაქ- 

ციები უნდა აკმაყოფილებდნენ იმავე განტოლებას: 

4,(0. ,)M1,)(0= 8.(0. I!) M1>C). (16.3.1C) 

ანალოგიურად თითოეული საკოოოდინატო ფუნქცია უნდა აკმაყოფი- 

ლებდეს იმავე დიფერენციალურ განტოლებას: 

4»C). 1)ს',((1)=8,(ი. 90«,(). (16.5.11) 

(I:– 1,2,.-..M). 

ამგვარად, შემთხვევით ზემოქმედებაზე წრფივი დინამიკური სისტემის 

რეაქციის განსახღვრის ამოცანა დავიდა ჩვეულებრივ #--1 დიფე;- 

რენციალური განტოლებათა ინტეგრირების ჩვეულებრივ მათემატიკუ რ 

ამოცანამდე, რომლებიც შე“ ცავენ ჩყეულებრივ არ: შემთხვევით ფუნ:- 

ციებს რადგანაც დინამიკური სისტემის ანალიზის ძირითადი ამო- 

ცანი–ს ამოხსნისას--მოცემულ ზემოქმედებახე მისი რეაქციის გან- 

სახლვრისას ––- სისტემის აღმწერი დიფერენციალუო განტოლების ინ- 
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ტეგრების ამოცანა ამა თუ იმ ხერხით წყდება, ამიტომ (16.3.10) და 

(16.3.11) განტოლებათა ამოხსნისას ახალი მათემატიკური სიძნელეები 
არ წარმოიშვება. კერძოდ ამ განტოლებათა ამოხსნისას, შეიძლება წარმა– 

ტებით გამოყენებულ იქნას იგივე მაინტეგრირებელი სისტემები ანდა მა– 
მოდულირებელი მოწყობილობანი, რომლებიც გამოიყენებიან შემთხვევით 

შეშფოთებათა გარეზე მომუშავე სისტემების ანალიხისათვის. დაგვრჩა 
გავაზუქოთ საკითხი საწყისი პირობების შესახებ. რომელთა გათვალისწი– 

ნებით საჭიროა ვაინტეგროთ (16.3.10) და (16.3.11) განტოლებანი. 

ჯერ განვიხილოთ რამდენიმე მარტივი შემთხვევა, როცა მოცემული 

დინამიკური სისტემისათვის საწყისი პირობები არა შემთხვევითია. ამ შემ– 
თხვევაში როა /=0 უნდა შესრულდეს პირობები: 

V(0)=ყი, 

V”C=V,, | 

VI5სC0)=ყ,, | (16.3.12) 

V (5– 1)(0)=ყი -), 

სადაც Vა, VI. ყი 1 -- ართ შემთხვევითი რიცხვები. პირობები 
(16.3.12) შეიძლება ჩაიწეროს უფრო კომპაქტურად: 

V-MC)=ყ, (-=0,1,..., M--1), (16.3.13) 
ამ დროს ნულოვანი რიგის წარმოებულის ა/ბ() ქვეშ ვიგულისხმოთ 
თვით I/() ფუნქცია. 

გამოვარკვიოთ თუ რომელ საწყის პირობებში უნდა ვაინტეგროთ 

(16.3.10) და (16.3.11) განტოლებანი. ამისათვის მოვნახოთ V”(/) ფუნქ- 

ციის „-რიგის წარმოებული და დავუშვათ მასში /=0. (16.3.12) გათვალის- 

წინებით მივიღებთ: 
” 

”1 (წ) (01+2 'V,სიC)=ყ,. (16.3.14) 

(=1 

რადგან სიდიდე ყ, არა შემთხვევითია, ამიტომ (16.3.14) ტო ლობის მარ- 

ცხენა ნაწილის, დისპერსია ნულის ტოლი უნდა იყოს. 

L 

3,0, 09(0)1=0. (16.3.15) 
ჯ==1 

რადგან V; სიდიდეთა ყველა I), დისპერსიები დადებითია, ამიტომ 

(16.3.150უ1 ტოლობა შეიძლება განხორციელდეს მხოლოდ მაშინ, როცა 

ჯ,რ C)=0 (16.3.16) 
ყველა (L-სათვის. 
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(16.3.14) ფორმულაში %(:X0)=-0 ჩასმით მივიღებთ: 

”I (ე) (0) =–ყ,. (16.3.17) 

(16.3.17ე)1 ტოლობიდან გამოდის, რომ მათემატიკური ლოდინისათვის 
(16.3.10) განტოლება უნდა გაინტეგრიროთ მოცემულ საწყის (16.3.12) 

პირობებში: 

/I ,(C) = ყ,, 

/11(,X(0) => ყ,, 

/)X0)== ყა. 

რაც შეეხება (16.3.11) განტოლებებს მათი ინტეგრირება უნდა მოხდეს 

ნულოვან საწყის პირობებისას: 

%;;(01= V”,(0)= ...= VII7/X0)-=...= +”) (00=0 (16.3.19) 

771 ყ(ი) =Vი, | 

(16.3.18) 

განვიხილოთ უფრო რთული შემთხვევა, როცა საწყისი პირობები შემ- 
თხვევითია. 

XV (C0)=V 

XV (0)-- V,. 

(16.3,20) 

VIMს(0). =V,. 

V ()-1)(00=VV -კ. 

სადაც Vა V,,....1/, ს –- შემთხვევითი სიდიდეებია. 

ამ შემთხვევამი რეაქცია სისტემის გამოსახვლელში შესაძლოა მო – 

ნახულ იქნას ჯამის საზეთ: 

XV(C0=V,(0+Vც(ი. (16.3.21) 
ს-ღაც %V, (/) –– ამონახსნია (16.3.901 დ-ფერენციალური განტოლებისა 
ნულოვან საწყის პირობებში: I/,V/) –– იგივე დაფერენცეალური გან- 

ტოლების ამონახსნია მაგრამ ნულოვანი მარჯვენა ნაწილით (16.3.20) 

მოცემულ საწყის პირობებში, როგორც დიფერენციალურ განტოლე- 

ბათა თეორიიდან ცნობილია ეს ამონახსნი წარმოადგენს საწყის პი- 

რობათა წრფივ კომბინაციას: 

„"–-I 

V,(0=2” '”/,ჩს,(). (16.3.22) 

სადაც /,(0) -- არა შემთხვევითი ფუნქციებია. 
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1(/) ამონასსნი შეიძლება მიღებულ იქნას ზემოთ აღნიშნული მე- 
თოდ:თ კანონიკუთი დაშლის ფორმით. შემთხვევით) X(7):- )7,(1) ---V,,(,) 
ფუნქციის კორელაციური ფუნქცია შეიძლება ვიპოვოთ შემთხვევით 
ფუნქციათა შეკრების ჩვეულებრივი ხერხებით (იხ. პარაგრაფი 15,8). 

უნდა ალინიშნოს, რომ პრაქტიკაში ხშირად გვხვდება შემთხვევები, 
როცა ჰემთხვევითი პროცესის საწყისიდან საკმაოდ დაშორებული დროის 

მომენტებისათეის, საწყისი პირობები უკვე არ ახდენენ გავლენას მათ 

მიმდინარეობაზე. რადგან გამოწვეული გარდამავალი პროცესები ასწრე- 
ბენ ჩაქრობას. სისტემებს, რომლებსაც გააჩნიათ ასეთი თვისება, ეწოდე- 

ბათ ასიმპტოტურად მდგრადი. თუ კი ჩვენ გვაინტერესებს ასიმპტო- 

ტურად მდგრადი დინამიკური სისტემის რეაქცია დროის სხვადასხვა 

უბანზე, რომლებიც საწყისიდან საკმარისადაა დაშორებული, მაშინ 

შესაძლოა დავკმაყოფილღეთ I/,(/) ამონახსნის გამოკვლევით, რომე- 

ლიც მიღეაულია ნულოვან საწყის პირობისას. საწყისი მომენტიდან 

საკმარისად დამორებული დროის მომენტებისათვის ეს ამონახსნი მარ–- 

თებულია ნებისმეერი საწყისი პირობებისათვის. 

XVII თავი 

სტაციონარული შემთხვევითი ფუხსქციები 

17.1. ცნება სტაციონარულ შემთხვევით პროცესზე 

პრაქტიკამი ძალიან ხშირად გვხვდება ისეთი შემთხვევითი პრო- 

ცესები, რომლებიც დროში მიახლოებით ერთგვაროვნად მიმდინარეობენ 

და რომელთაც აქვთ რომელიღაც საშუალი მნიშვნელობის ირგვლივ უწყ- 

ვეტი შემთხვევით რხევათა სახე, თანაც არც სამუალო ამპლიტუდა, არც 

ამ რყევათა ხასიათი არ ამჟღავნებენნ დრომი არსებით ცვლილებებს. 

ასეთ მემთხვევით პროცესებს ეწოდებათ სტაციონარ ული. 

სტაციონარული შეზთხვევითი პროცესების მაგალითად შეიძლება 
მოვიყვანოთ: 1) თვითმფრინავის რხევა ჩამდგარ რეჟიმში ჰორიხონ- 

ტალური ფრენისას 2) ელექტრო განათების ქსელში ძაბვის ცვლილება 

3) რადიომიმღებმი შემთხავევითი ხმაური; 4) გემის რწევის პროცესი 

და ა. შ. 
ყოველი სტაციონარული პროცესი შეიძლება განეიხილოთ, როგორც 

დროში განუსახღვრელად დიდხანს მიმდინარე. სტაციონარული პროცე- 

სის გამოკვლევისას ათელის სათავედ შეიძლება. შევარჩიოთ დროის ნე- 

ბისმიერი მომენტი. სტაციონარული პროცესის კვლევისას დროის ნების- 

მიერ მონაკვეთში უნდა მივიღოთ ერთი და იგივე მახასიათებლები. ხა- 
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ტოვნად რომ ვთქვათ, სტაციონარულ პროცესს „არა აქვს არც საწყისი, 
არც ბოლო“. 

შემთხვევითი სტაციონარული პროცესის მაგალითს წარმოადგენს 

თვითმფრინავის სიმძიმის ცენტრის სიმაღლის ცვალებადობა ჩამდგარ 
რეჟიმში ჰორიხონტალური ფრენისას (ნახ 17.1.1). 

  

  

ნახ, 17.1.1, 

სტაციონარულ შემთხვევით პროცესების საწინაომდეგ·ოდ შეიძლე- 

ბა მივუთითოთ, სხვა ცხადად არასტაციონარულ პროცესებზე, მაგალი- 

თად: თვითმფრინავის რხევები აპიკირების რეჟიმის დროს: ელექტრულ 
წრედში მილევადი რხევების პროცესი: დენთის მუტის წვის პროცესი, 

რეაქტიულ კამერაში და ა. შ. არასტაციონარული პროცესისათვის დ-მა- 
ხასიათებელია ის, რომ მას აქს დროში განეითარები ს 

განსაზოვრული ტენდენცია: ასეთი პროცესს მახასი- 

ათებლები დამოკიდებულია ათვ- 

ლის სათავეზე დღა დროზე. 

17.1.2 ნახხზე გამოსა- 

ხულია ცხადაღ არასტაც-ონა- 

რული შემთხვევითი პროცისის 

I#(V      

რეალიზაციათა ოჯახი--რეაქტი- 
ული ჭურვის ძ“ავის წევის ცვა-. ! 
ლებადობის პროცესი დროში. 60: 
  

შევნიშნავთ. როომ თავისი განვი- 
თარების განმავლობაში არა ყქე. 

ლა არასტაცეონარულე შემთხ- 

ნახ. L7,1.2. 

ეევითე “პროცესები წარმოადგენენ არსებითად არა სტაციონარულს. 
არსებობენ არასტაციონარული პროცესები, რომლებიც (დროის ცნო- 

ბილ მონაკვეთებში და ცნობილი მიახლოებით) შეიძლება მიღებულ იქ- 
ნან, როგორც სტაციონაოული. 

მაგალითად საავიაციო სამიხნის ჯვარედინ სამიხნეზე დამიხნების 

პროცისი “ის ხადად არასტა იონარული პროცესი. თუ კი მიხანი 

მცირე დროის განმავლობაში დიდი და მკვეთრად ცვალებადი კუთ- 

ხული საჩ1არით გაღის სამიხნის ხედვის არედან. ამ შემთხვევაში სამიხ- 

ნი ღარჭის ოსევები მიხნის მიმართ ვერ ასწრებენ ჩადგნენ, რომელი- 
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ღაც სტაბილურ რეჟიმში: პროცესი იწყება და მთავრდება ისე, რომ ვერ 
ასწრებს მიიღოს სტაციონარული ხასიათი. პირიქით, ჯვარედინი სამიხ- 

ნის უძრავ ან მუდმივი კუთხური სიჩქარით მოძრავ მიხანზე დაყენების 

პროცესი თვალთვალის დაწყებიდან რამდენიმე ხნის შემდეგ ღებულობს 
სტაციონარულ ზასიათს. 

საერთოდ. როგორც წესი, შემთხვევითი პროცესი ნებისმიერ დინა- 

მიკურ სისტემაში იწყებ არასტაციონარული სტადიიდან –– ე. წ. 

„ გარდამავალი პროცესიდან“. გარდამავალი პერიოდის მილევის შემ- 

დეგ სისტემა ჩვეულებრივ გადადის დადგენილ რეჟიმზე და მაშინ შემ- 

თხვევითი პოროოცესები„ რომლებიც მასმი მიმდინარეობენ, შეიძლება 
ჩაითვალოს სტაციონარულად. 

სტაციონარული შემთხვევითი პროცესები ძლიერ ხშირად გვხვდე- 

ბიან ფიზიკურ და ტექნიკურ ამოცანებში. თავისი ბუნებით ეს პროცესე- 

ბი უფრო მარტივია, ვიდრე არასტაციონარული და აღიწერებიან უფრო 

მარტივი მახასიათებლებით. შემთხვევითი სტაციონარული პროცესების 

წოფივი გარდაქმნები, აგრეთვე ჩვეულებრივ ხორციელდებიან უფრო 

მაოტივად, ვადრე არასტაციონარული, ამასთან დაკავშირებით პრაქ- 

ტიკამი მიიღო ფართო გავრცელება სპეციალურმა შემთხვევი- 

თი სტაციონარული პროცესების თეორიამ, ან 

უფრო ზუსტად შემთხვევით სტაციონარულ ფეუნქ- 

ციათა თეორიამ (რადგანაც მემთსვევით სტაციონარული ფუნ- 

ქციის არგუმენტად ზოგად შემთხვევამი შეიძლება 'არრ იყოს დრო.) 

სწორედ ამ თეორიის ელემენტები იქნება გადმოცემული მოცემულ 

თავში. 

შემთხვევით .X(/) ფუნქციას ეწოდება სტაციონარული, თუ მისი ყვე- 
ლა ალბათობითი მახასიათებლები არ არიან დამოკიდებული · /-საგან 

(უფრო ზუსტად, არ იცვლებეან ჯ ღერძის გასწვრივ იმ არგუმენტთა ნე- 

ბისმიეოი ძვრისას რომლებხედაც „ისინი არიან დამოკიდებული). 

შემთხვევით ფუნქციათა თეორიის მოცემულ ელემენტარულ გადმო- 

ცემაში ჩვენ სრულებითაც არ ვსარგებლობთ ისეთი ალბათობითი მახა- 

სიათებლებით, როგორიცაა “ განაწილების კანონები: ერთ-ერთი მახასია»- 
თებლები, რომლებითაც ვსარგებლობთ ეს არის მათემატიკური ლოდინი. 

დისპერსია და კორელაციური ფუნქცია. ჩამოვაყალიბოთ სტაციონარუ- 

ლი შემთხვევითი ფუნქციის განსაზღვრება ამ მახასიითებელთა ტერმი- 

ნებში. 

რადგანაც სტაციონარული შემთხვევითი ფუნქციის ცვალებადობა 

უნდა მიმდინარეობდეს დროის მიხედვით ერთგვაროვანად, ამიტომ ბუ- 

ნებრივია მოვითხოვოთ, რომ სტაციონარული “შემთხვევითი ფუნქფცი- 

ისათვის მათემატიკური ლოდინი იყოს მუდმივი: 

M1 >(/)==/+= 0005L. (17.1.)) 
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ამასთან შევნიჩნავთ რომ ეს მოთხოვნა არ წარმოადგენს არსებითს: 
ჩვენ ვიცით, რომ “მემთხვევით ა X(/) ფუნქციიდან ყოველთვის შეიძლება 

გადავიდეთ დაცენტრებულ შემთხვევით ჯი ფუნქციაზე, რომლისთ- 

ვისაც მათემატიკური ლოდინი იგივურაღ ნულის ტოლია და, მაშასადა- 
მე, აკმაყოფილებს (17.1.1) პირობას. ამგვარად, თუ შემთხვევითი პრო- 
ცესი არასტაციონარულია, მხოლოდ ცვლადი მათემატიკური ლოდინის 

ხარჯზე ეს არ გეიშლის ჩვენ შევისწავლოთ იგი, როგორც სტაციონარული 
პროცესი. 

მეორე პირობა, რომელსაც ცხადეა უნდა აკმაყოფილებდეს სტაციო- 

ნარული შემთხვევითი ფუნქცია -- ეს არის ღისპერსიისს მუდმივობის 
პირობა: 

M „"(/)=-ს8 .= ლ0ი5L. (17.1.2) 

დავადგინოთ რომელ პირობას უნდა აკმაყოფილებდეს სტაციონარული 
შემთხვევითი ფუნქციის კორელაციური ფუნქცია. განვიხილოთ ”შემთხ- 

ვევითი XC) ფუნქცია (ნახ. 17.1.3), დაუშვათ #-(/. I”) გამოსახულებაში 

'ე=I+V და განვიხილოთ. 

  

შემთხვევითი ფუნქციის ჯ X(0) /1 

დროის მონაკვეთით და- /.. / ბ. 

ცილებული ორი კვეთის LL I 1 " “' „ (აბ. ჭე 

კორელაციური მომენტი მ (7; ა” “2 «V თაც. 

IC.V,, I+>%). ცხადია, თუკი 2 

შემთხვევითი X(I) პროცე- ნახ. 17.1.3. 

სი ნამდვილად სტაციონა- 

რულია. მაშინ ეს კორელაციური მომენტი არ უნდა იყოს დამოკიდებული- 

იმისაგან, თუ სახელდობრ 0! ღერძზე სად ავიღეთ ჩვენ XL მონაკვეთი, 

არამედ უნდა იყოს დამოკიდებული მხოლოდ ამ უბნის სიგრძისაგან. მა– 

გალითად, ნახ. 17.1.3. 1 და II უბნებისათვის, რომლებსაც აქვთ ერთი და 

იგივე სიგრძე L. კორელაციური ფუნქციის მნიშვნელობანი #-(/,, /+ჯ) 

და IC » (,,, #ჩ-++X) უნდა იყოს ერთი და იგივე. საერთოდ სტაციონარუ- 

ლი შემთხვევითი პროცესის კორელაციური ფუნქცია არ უნდა იყოს და- 

მოკიდებული აბსცისთა ღერძზე პირველ / არგუმენტის მ დებარე- 

ობაზე, არამედ მხოლოდ პირველ და მეორე არგუმენტებს შორის ; ჯ 

შუალედზე: 
#X.(I, I+X=#ჩ.(ფ. (17.1.2) 

მაშასადამე,ე სტაციონარული “შემთხვევითი პროცესს კორელაციური 

ფუნქცია არის არა ორი. არამედ მხოლოდ ერთი არგუმენტის ფუნქცია. 

ეს გარემოება მთელ რიგ შემთხვევებში ძლიერ ამარტივებს სტაციონარულ 

შებთბვევით ფუნქციებზე ოპეოაციებს. 

შევნაშნავთ.- რომ (17.1.2) პერობა, რომელიც მოითხოვს სტაციონა- 

რულ შემთავევით-„ ფუნქციიასაგნ დისპერსიის მუდმივობას. წარ- 
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ადგენს (17.1.3) პირობის კ.რძო შემთხვევას. მართლაც. (17.1.3) 

-+-2-/ (+ C) დაშეებით მივიღებთ. 

ს .-V)- IV, !)=V#LX(0)-= ლ0115L. (17.1.4) 

ამგვარად: (17.1.3) პირობა არის ერთადერთი არსებითი პირობა, რო- 

მელსაც უნდა აკმაყოფილებღეს სტაციოხარული შჰემთხვევითი ფუხე- 

ცია. 

ამიტომ შემდგომში ჩვენ სტაციონარულ შემთხვევითი ფუნქციის 

ქვემ ვიგულისხმებთ ისეთ შემთხვევით ფუზქციას, რომლის კორელა- 

ციური ფუნქცია დამოკიდებულია არა ორი თავისი / და /” არგუმენტები- 

საგან. არამედ მათ შორის 1 სხვაობახე. რომ არ დავადოთ მათემატიკურ 
ლოდინს სპეციალური პიოობები, ჩვენ განვიხილავთ მხოლოდ დაცენ- 

ტრებულ შემთხვევით ფუნქციებს. 
ჩვენ ვიცით, როომ ნებისმიერი შემთხვევითი ფუნქციის კორელ.- 

ციუო ფუნქციას გააჩხია სიმეტრიის თვისება “ პ დუმა 

IC .(/, 1')=:/C>(/,,, 7). 

აქედან სტაციღნარული პროცესისათვის /'-–---/=” დაშვებით მივიღებთ 

M>» X3, # XC) ==7/ «C–», (17. 1 .-5) 

ე. ი. კორელაციური ფუნქ- 

ცია –- (CC არის · თავისი 

თ. არგუმენტის ლუწი ფუნქცია. 

ამიტომ ჩვეულებრივ კორე- 

ლაციურ ფუნქციას ვანსა- 

/ MX. ს ზღერავენ არგუმენტის მხო- 

V _/ ლოდ დადებით მნიშენელო- 

გ 
<”ო 

( 

  

ლ
 

ბისათვის (ნაზ. 17.1.4). 

პრაქტიკამი კორელაცი- 

ური ICC) ფუენქციის ნაცვ- 

ლად, ხმირად სარგებლობენ 

ნორმირებული კორელაციური ფუნქციით ' 

  
ნახ. 17, 1.4: 

4” 17.1.6 ი»(+) ჩნ. , ( ) 

სადაც #2 +-:/V -I70)-- ეს არის სტაციონარული პროცესის მუღმივი დის- 

პერსია. ფუნქცია 0(») არის შემთხვევითი თუენქციის ” დროის ინტ.“- 

ვალით დამორებულ კვეთებს შორის კორელაციის კოეფიციენტი. ცაბა- 

დია, ოოძ ა 

0 >C2)= 1. 

მაგალითისათვის განვიხილოთ მიახლოებით სტაციონარული ზემთხვი- 

ვათი პროცესის ორი ნიმუში და ავაგოთ “მათი მახასიათებლები. 
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მა გალით.ი I. ძემთხვევ-თ« XC”) ფუნ1ცი: მრეჟმულის 12 რესლზაც ის 

ერთობლიობით (ნახ. 17-1.5) ა) ნრვნახოთ მისი მახასიათებლები /II >). LI. #“) 

#+(/) და ნორძირეხული კორელაციური ფუნქცი: „L/. /') 9) გასიხილყო, 8-,ხლოებითი 

      
–---–-ჯყ 

= X.C) 

„ყა. ' ; ' : „ით 

“მემთხეევითი X(I) ფუნქცია. როგორც სტაცაონარელი და 2ბღობეთ 35ხ- მახასგათებლები, 

ამოხსნა, რადგანაც შემთხვევითი XLCI) ფუნქცის ”ცაC“9ა შ; ოარიბით მღოერედ შე- 

იძლება ავიღოთ კეეთები არა ძალიან ხშირარ. მაგალით. ყრ:ულ 0.4 9ძ-ში, მაშინ 

შემთხვევითი ფუნქცია დაყვანილი იქნება ფე-ღ შ-მთხეე“ით ლილი. ი სისტემ.ზე. რომ- 

ლებიც შეესაბამებიან (-:0.0. / –0.4. 06.5; 1.2: 1.0: 2.-: 2.4 კ-ელენს რეალიზების გრა 

ფიკზე ამ კვეთების აღნიშვნით და გრაფიკიდან კ:ეთე-ში მებთზვეცითი ფრაქციის 855მ- 

ვნე ლობათა აღებით მივიღებთ ცხრილს, (კხლოალი 17.1.1). 

ცხრილი 17.1.1 

  

    
  

          

; ' 

ს) 9 0,4 0.8 I.2 1.6 2.0 2,4“ 
M.. 

1 | ი.რ 0,74 0,62 0,592 0.35 | --0,02 | – 0,239 
2 |“ 0.54 0.37 0.06 | –-5,322 | –0.60 | –-9,69 ; --0,67 
ვ I 00,234 0.50 0.37 0.26 | --0.52 | –-C,72 0.42 
რე ი.პ 0.26 0,235 0.55 0.6» ე,75 0,80 
§. I 0,I2 0.20 0.24 0.18 | –0-20 | –-0,:2 | –0,46 
6. | -–-016 | --9,12 | –-0.15 0.05 6.2) 0.13 663 
7 I –90,22 –90,29 –-0,33 –-0.2! --0,06 0,97 –0,16 

8 | --0'26 | =0,69 | --0,70 | =0,61 | --0,43 | --0.22 0729 
9= || --0:50 | –-0'60 | -–0.68 | --0,62 | –-0.62 | –-0,56 | –-0,54 

10 || –-0,30 0,13 0,75 0.24 C.78 0.73 0)7) 
11 – 0:69 | --0,40 0,08 0.15 C.12 0.18 0,33 
12 | -–595.I8 | –-0:79 | –-0,56 | ––-0,39 | –-ე,42 | =-0,58 | –--0,53       
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ცხრილის შევსება რეკომენდებულია სტრიქონის მიხედვით ყოველთვის ერთი «ე–- 

ალიზაციის გასწვრივ გადაადგილებით, 

შემდეგ ეპრულობთ შეფასებას შემთხვევით X(0), X(0.4),..., X(2,44 სიდიდეთა 

მახასიათებლებისათვის, სვეტების მიხედვით მნიშვნელობათა შეკრებით და ჯამის რეალი- 

ზაციათა /= 12 რიცხეზე გაყოფით, ვპოულობთ მიახლოებით მათემატიკური ლოდინის 

დროისაგან დამოკიდებულებას; 

(| ი 

თ»(/) 

0,4 0,8 1,2 1,6 2,9 2,4 

    

  

  

  

  

–0,00? | –90,057 0,000 0,037 –0,057 | ––0,093 0,036 

            

17.1.5-ე გრაფიკზე მათემატიკური ლოდინი ნაჩეენებია სქელი ხაზით, შემდეგ ვპოულობთ 

კრრელაციერი მატრიცების ელემენტების შეფასებებს: დისპერსიებსა და კორელაციის 

მომენტებს. გამოთვლები ხელსაყრელია შემდეგი სქემით ჩავატაროთ, სტატისტიკური 

ღისპერსიის გამოსათვლელად უნდა შევკრიბოთ იმ რიცხვების კვადრატები, რომლებიც 

დმესაბამის სვეტშია. მიღებული ჯამი იყოფა #=12-ზე; შედეგს უნდა გამოვაკლოთ 

ფესაბამის მათემატიკურ ლოდინთა ნამრავლები; კორელაციური მომენტის გადაუნაცე– 

” 
  

12 
== –- -ზე. ანალოგიურად 

#1 11 : 

შეფასდება კორელაციური მომენტები. საანგარიშო მანქანაზე ან არითმომეტრზე გა- 

ანგარიშების შესრულებისს გადამრავლებათა საშუალედო შედეგები არ ჩაიწერე- 

ბიან, არამედ უშუალოდ ჯამდებიან!. ასეთი ხერხით მიღებული შემთხვევით სიდიდეთა 

XC), X(ი-კ)...,X(C2,კ) სისტემების კორელაციური #„»(/, (”) ფუნქციათა მნიშვნელობე– 

ბის ცხრილია მოყვანილი ცხრილში 17.1.2 

ლებული შეფასების მიხაღებად შედეგი მრავლდება 

ცხრილი 17.!.2 

  

2,9 2,4 

  

  

  

  
0. 0,1632 | 0,1379 | 0,0795 | 0,0457 |–0:;0106 | --0,0642 |-–0,0648 

0,4 0,2385 0,2029 0,1621 0,082? 0,0229 0,0251 

0,8 0,2356 | 0;2152 0.1527 | 0.09862 | 0,0896 

1.2 0,2207 0.1910! 0,1491 0,1322 

1,6 0,2107) 0,2348)| 0,1711 

2.0 0,2691 0,2114 

2,4 0,2878       
  

1 მოცემულ შემთხვეე”ჰში შესაძლებელი აღმოჩნდა უშუალოდ შევასრულოთ და- 

მუშავება საწყისი მომენტებით, რადგან X(/) ფუნქციის მათეპატიკური ლოდინი ნულის 

ტოლია. თუ კი ეს ასე არ არის მაშინ დ.მუუძავების წინ აუცილებელია ათელის სათავე 

გადავიტანოთ მათემატიკურ ლოდანთან აზლო", 
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ცხრილის მთავარ დიაგონალზე დგანან დისპერსიათა შეფასებები: 

' | 

ჩ»(!) 

0,4 0,8 1,2 1,6 2,0 2,4 
              

0,1632 0,2385 0,2356 0,2207 0,2407 0,2691 0,2878 

            

  

  

ამ სიდიდეებიდან კვადრატული ფესეების ამოღებით ვიპოვით თ„(/) საშუალო კვაღრა- 

ტულ გადახრის დროზე დამოკიდებელებას 

, | « 

ძ,(/) 

0,4 0,8 1,2 1,6 
          

2,0 | 2,4 

0,404 0,488 0,485 0,470 0,491 
          

  

  
0,519 | ე,536 

ცხრილში 17.1.2 მოცემული სიდიღეების გაყოფით შესაბამის საშუალო კვადრატულ 

გადახრებზე მივიღებთ ნორმირებულ კორელაციურ „ი, I!) ფუნქციის ცხრილს 

ცხრ. 17.1.3). 

ცბრილი I7.1.3 
  

  

  

  
  
  

1 0 0,4 0,8 1,2 1,6 2,0 2,4 
(/” 

0 1 0,700 | 0,405 | 0,241 | –-0,051 | –-0,306| ––0,299 
0,4 1 0,656 | 0,707 0,345) 0,090, 0,095 
0,8 1 0,943 0,644) 0,390, 0,344 
1,2 1 0,829 0,612| 0,524 
1,6 1 0,923) 0,650 
2,0 1, 0,760 
2,4 1             
  

მიღებული მონაცემები გავაანალიზოთ შემთხვევითი X(/) ფუნქციის სავარაუდო სტა- 

#)იონარობის თვალთახედვის კუთხით. თუკი ვიმსჯელებთ ეშუალოდ დამუშავების შედე– 

გად მიღებული მონაცემების მიხედვით. მაშინ შესაძლებელია მივიდეთ დასკვნამდე. 

რომ შემთხვევითი X(/) ფუნქცია არაა სტაციონარელი: მისი მათემატიკური ლოდინი 

სავსებით მუდმივი არ არის: დისპერსიაც აგრეთვე რამდენადმე იცვლება დროის მიხედვით. 

სნნორმირებული კორელაციური ფუნქციის პნიშვნელობანი მთავარი დიაგონალის პარა- 

ლელების გასწვრივ აგრეთეე სავსებით მუდმივი არ არის, ოღონდ, ვღებელობთ, რა 

მხედველობაში დამუშავებულ რეალიზაციათა ფრიად შეზღუდულ რიცხეს (== 12) 

და ამასთან დაკავშირებით მიღებუ ლ შეფასებებში შემთხვევითობის დიდი ელემენტის 

არსებობა, ეს ხილული გადახრები სტაციონარობიდან ძნელად თუ შეიძლება მივიჩნიოთ 

მნიშვნელოვნად, მით უმეტეს რომ ისინი არ ატარებენ რამდენადმე კანონზომიერ ხა– 

სიათს, ამიტომ სავსე ბით მიზანშეწონილი იქნება მიახლოებითი შეცვლა X(I) ფუნქცი- 

ისა სტაციონარულით, ფუნქციის სტაციონარულამდე მიყვანისათვის უპირველეს ყოე- 
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ლოაა სამოალოთ შეფასებები დღოის მიხელვით მათემატიკური ლოდინი',ათვის: 

- იIა(ე) „ /I.(0.4 7 
ML -9მა( ახ - MM (2.4) =--0,02. 

ასას უოალ. შეფასებეა« ღდისპერსიებისათვის: 

<= _ _ 0 (0, 4)-- >... (2,4) 
2>0,236- 

7 
  

ღესვის ამოღებით მივაღებთ კ. გ გასაშუალებელ შეფასებას; 

სას. 2,486. 

გადაკიდეთ «მ სტაციონარული პროცესის ნორმირებული კორელაციური ფუნქციის 

«აჯებაზე.,რობლითაც 'პეიპლება შევცვალოთ "მემთხვევითი ფუენჭცია X(0). სტაციონარუ. 

ლი ბოოცესისათვის კორელაციური ფუნქცია (და მაშასაღამე ნორმირებული კორელა- 

ციუღი ფუნქციაც) დამოკ-დებულია მხოლოდ +=:/7–-/-საგან; მაშასადამე მუდმივი +«- 

ათის კორელაციური ფუსქცია უნდა იყოს მუდმივი, ცხრილში 17.1.3 მუდმივ +«-ს 

ფეესაბამება: მთავარი ღიაგონალი (+-=C) და ამ დიაგონალის პარალელები (+=0,4; 

15==0,6: «= 1.2 და ა, შ.): მთავარი დიაგონალის ამ პარალელების გასწვრივ ნორმირებე- 

ლი კორელაციური ფუნქციის შეფასებების გასაშუალებით მივიღებთ 0»(9) 'ფუნქ– 
ციის მნიშვნელობებს: 

«+ (19 |§,2 0,4I0.6| 0,8 1,9 ე 1,4 1,6 1,8 | 2,0| 2,2| 2,4 

  

              

  

  

  

  

1,,0CI0,73|0,41|0,22|-–-0,01|-–0,20|--0,19|-–0, 10 0,08 0XLI, –ი,04--0, 15 
წ 
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ი„რ) ფუნქციის გრაფიკი წარმოდგენილია 17.1.6-ე ნახაზზე. ნახ. 17.1.6-ის განხილ-- 

ვისას ყურადღებას იქცევს ზოგიერთ“ «-სათვის კორელაციური ფუნქციის მნიშვნელო- 

2» (ლ ბების უარყოფითი ნიშნის არსებობა. 

„#10! · ეს მიუთითებს იმაზე, რომ შემთხვე– 

“ ეითი ფუნქციის სტრუქტურაში გვაქვს 

პერიოდულობის ზოგიერთი ელემენ-. 

ტი. რომელთაგან დაკავშირებით ძი- 
რითადი რხევის დაახლოებით დროის 

მისედვით, ნახევარი პერიოღის ტოლ. 

მაზძილზე შეინიზნება რფემთხეევვითი 

ფუნქცის მნიშვნელობებს შორის. 

    ' წ # ( 3 > უარყოფითი კორელაცია: ერთ კეეთში 

საშუალოდან დადებით გადახრებს. 

| წავ დროის გარკვეულ მონაკვეთში შეესა- 

ნახ. 17.1,6. · ბამებ სუარყოფითი გადახრები და 

პირი%კით. 

კორელაციური ფუნქციის ასეთი ხასიათი უარყოფით მნიშვნელობებზე გადასვლით, ძა- 

–-იან ხშირად გვხედება პრაქტიკაში. ჩვეულებრივ ასეთ შემთხვევებში. «-ს გადიდებას– 

1 ს, კ. გ. –– აქ და შემდეგ: „საშუალო კვადრატული ჯადახრა“.



თან ერთ. კორალ.ციერი ფუნქციის რსე“ი, აძპლიტოუღა მცირდება ღა +-., მემღგო3 

გადიდების, კორელაციური თუსქცეა მიისწრაფეი, ნულისაკენ. 

მაგალითი 2. “ემთხეევითი ფუნქცია X(/,) მოცემულის თა, 12 რეალ“- 

ზაციის რთ ობლ?ობთ (ახ, 17.1.7). ფუნქციის ნწიახლრე1”თ სტაცონ,რილით 

სეგცვლისას, შევაღაროთ მისი ნრორმირებული კორელ.ციური ფესქცია წია მაგა“ 

ლარის თუნქე-ას. 

  

  

ამოხსნა. რადგან შემიბვეჟ-თა ფუმქცის გან კავდება მნიშვნელოვნად ნაკლები 

მდორე სალით შედარებით წინა მაგალითის X(,) ფ')ნეციასთან, კვეთებს შორის მუა- 

ლერი უკვე არ შეხბპლება ავიღოთ 0.4 წმ-ის ზოლი. როგორც ეს წინა მაგალითში იყო: 

არამედ უნღა ავიღოთ ორჯერ ნაკლები = 

მაინც (მაგალითად ი.2 წმ. როგორც 70 'ჯ/27 

ნახ. 17. 1.7-ზე). დამუჰავების შედე- 4“. 

გად მივიღებთ შეფასებას ნორმირე- 

ბულ კორელაციურ ია) ფუნქციი- 
სათეის. 

   
ი»(C/) ფუნქციის გრაფიკი გამოსაზუ- 

ლია: 17,1.8 ნახაზზე. ნახ, 17,1,8 ღა 

17.1.6 გრაფიკების შედარებიღან სჩანს, 

რომ კორელაციურ. ფუნქციაა გაპოსა- ი 

ხული ნახ. 17.1.8-ზე მცირდება (კლე- I 

ბულობს) მნიშვნელოვნად სწრპფაღ, | 

ეს კი ბუნებო-ვია. რადგან X(I) ფუნ- ' 

ციის ცვალებადობის ხასიათი 1-ელ მა- ' 

გალითში გაცილებით უფორ მდორეა. ნახ, 17.1,8. 

და თანდათანობითი, ვიდრე მე-2 მა- 

გალითში; ამასთან დაკაშირებით კორელაცია შემთხვევითი ფუნეკიის გნიმკნელო- 
“სეას შორის 1-ელ მაგალათში კლებულობს უფიო ნელა. ნახ. 17,.1.8 განხილვი+ა"” 
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თეალშ“ გვეცემა + დიდი მნიშვნელობებისათვის სიაა) ფუნქციის არაკანონზომიერ 

რხევები, ვინაიდან +“ დიდი მნიშვნელობებისას გრაფიკის წერტილები მიღებელია მგო- 

ცემულობათა შედარებით მცირე რიცხვის გასაშ.უალოებით. ახინი არ შეიძლება ჩაე- 

თვალოთ სარიმედოდ. მსგავს შემთხვევებში აზრი აქეს კორელაციური ფუნქციის გაგ- 

ლუჟებას. ისე როგორც მაგალითად ნაჩვენებია 17.1.8-ე ნახაზხე პუნქტირით. 

17.>. სტაციონარული შემთხვევითი ფუნკციის სპექტრალური 

დაშლა დროის სასრულო უბანზე. ღისპერსიის სპექტრი 

წინა პუნქტში მოყვანილ ორ მაგალითზე ჩვენ თვალსაჩინოდ დავრწ- 

მუნდით იმაში, რომ არსებობს კავშირი კორელაციურ ფუნქციის ხასიათ- 

სა და მის შესაბამის შემთხვევით პროცესის შინაგან სტრუქტურას შო- 

რის. იმისაგან დამოკიდებულებით, თუ როგორი სიხმირეები და როგორი 

თანაფარდობით ჭარბობენ შემთხვევით ფუნქციის შემადგენლობაში, მის 

კორელაციურ ფუნქციას აქვს ესა თუ ის სახე. ასეთი მოსაზრებებიდან 

ჩვენ უშუალოდ მივდივართ შემთხვევითი ფუნქციის სპექტრალური შედ- 

გენილობის ცნებამდე. | 

„სპექტრის“ ცნება გვხვდება არა მარტო შემთხვევით ფუნქციათა 
თეორიაში, იგი ფართოდ გამოიყენება მათემატიკაში, ფიზიკაში და ტექ- 

ნიკაში. 

9 . _ 

  

/X , 
V /” !. LC ი I წლ 

' / / " / ' / 

ყ ” # | I ” ნ 7“ X / 1 1 #-- 
" I ' / ' () V 7. 

7 " / V #/“+V ას / 
/V ==» , 
IV 7 V7 C 

ნახ. 17.2.1, 

თუ რომელიმე რხევითი პროცესი წარმოიდგინება სხვადასხვა სიხში- 

რის ჰარმონიულ რხევათა ჯამის სახით (ე. წ. „ჰარმონიკებისა“) მაშინ 

რხევითი პროცესის სპექტრი ეწოდება ფუნქციას, რომელიც აღწერს სხვა– 

დასხვა სიხშირეების მიხედვით ამპლიტუდათა განაწილებას, სპექტრი 

გვიჩვენებს, თუ როგორი სახის რხევები სჭარბობენ მოცემულ პროცეს- 

ში, როგორია მისი შინაგანი სტრუქტურა. 

სავსებით ანალოგიური სპექტრალური აღწერა შეიძლება მივცეთ 

სტაციონარულ_ლ ”შემთხვევით პროცესსაც; მთელი განსხვავება იმაშია, 

რომ შემთხვევითი პროცესისათვის რხევათა ამპლიტუდები იქნებიან 

დრემთხვევითი სიდიდეები. შემთხვევითი სტაციონარული ფუნქციის სპექ- 
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ტრი აღწერს სხვადასხვა სიხშირის მიხედვით დისპერსიის გ ა- 

ნაწილებას. 

მივუდგეთ შემთხვევითი სტაციონარული ფუნქციის სპექტრის ცნებას 

შემდეგი მოსახრებებიდან. 

განვიხილოთ სტაციონარული შემთხვევითი ფენქცია XV, რომელსაც 
ჩვენ ვაკვირდებით (0, 7).ინტერვგალში (ნახ. 17.2.1.) 

მოცემულია შემთხვევითი X(/I) ფუნქციის კორელაციური ფუნქცია 

+», (+ 1)=:” -(7წ). 

ფუნქცია #>-C) არის ლუწი ფუნქცია: 
M#ჩ>»(X)=#.(C(–-7ჯ) 

და მაშასადამე იგი გრაფიკხე გამოისახება სიმეტრიული მრუდით 

(ნახ. 17.2.2). 

  

#ჯ(?) 

”»” 
5. => / #2 
> 7 ს–->“C 

% 7 | ს >7 
ნახ. 17.2.2. 

/ და I-ის (ყვლილებისას 0-დან 7-მდე არგუმენტი #=1/“–/ შეიცვლება 

–– 7-დან-L7-მდე. ' 

ჩვენ ვიცით, რომ ლუწი ფუნქცია C–-7'. 7) ინტერვალში შეიძლხზბა 

დაიშალოს ფურიეს მწკრევად, ვისარგებლებთ, რა მხოლოდ ლუწი (კო– 

სინუსურ) ჰარმონიკებით: 

Xჯ·· 

–.(0 = 2,005 თნ, (17.2.1) 
#--0 

2: 
თა,=#ჩ/თ, (ა,= –- = + (17.2.2) 

21. L 
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ხოლო ს, კოეფიციენტები განისახღვრებიან ფორმულებით: 

7 

ი,= | #,(ფ4+ 
ბ 27) რთი“ 

(17.2.3) 
7 

ჩ.= -- – (1)005 0 ,XIC როცა #52C0. ' 

1 7» 

გვაქვს რა მხედველობაში. რომ # CI) და C0§8 თ თ ფუნქციები ლუწი), 

შეიძლება (17.2.3) ფორმულები გარდავქმნათ შემდეგი სახით: 

1 0ა= + | MC4« | 

7. 

ჩ,= > ( ჩარ თი თ,ოძი როცა #20. 
(17.2.4) 

კორელაციური #+(ა) ფუნქციის «17.2.1) გამოსახულებაში # არგუმენ- 

ტიდან ხელახლა გადავიდეთ ორ 7 და” არგუმენტზე. ამისათვის დავუშ- 
ვათ 

005 Cთ „> 00§თ #(/ --–-/)= 00§ ა „/ C05 თ #/-- 510 თ) 5Iი თ, (17.2.5) 

და ჩავსვათ (17.2.5) გამოსახულება (17.2.1) ფორმულაში: 

ლC 

IC..(/, / )= » (9 „005 თ!” 005 თ „/+ 10 ,51ი თ ,/ §(0 თ). (17.2.6) 

ჩვენ ვხედავთ. რომ გამოსახულება (17.26) არის კორელაციური 

L·.V,. |!) ფუნქციის კანონიკური დამლა. ამ დამლის კოორდინატულ 
ფუნქციებს წარმოადგენენ რიგრიგობით თ,-ის ჯერადი სიხშირეების 

კოსინუსები და სინუსები 

Cლ05 თ //, 510 CI) (?=0,1,...). 

ჩვენ ვიცით, რომ კორელაციური ფუნქციის კანონიკური დამლის მიხეღ– 

ვით შეიძლება აგებულ იქნას თვით შემთხვევითი ფუნქციის კანონიკური 

დაშლა, იმავე კოორდინატული ფუნქციებით და დისპერსიებით, რომ- 

ლებიც ტოლი არიან კორელაციური ფუნქციის კანონიკური დაშლის 

MM, კოეფიციენტებისა!. 

+ შესაძლებელია · დავამტკიცოთ, რომ ნებისმიერი კორელაციურ. ფუნქციისათვის 

(17,2.4) ფორმულებით გამოსახული ჩ/ კოეფიციენტები არ არის უარყოფითი. 
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მაშასადამე, შემთხვევითი XV) ფუნქცია შესაძლებელია წარმოვად- 
გინოთ კანონიკური დამლის სახით: 

ა ი 

XC) -> ბ, (MV,00§ 0) M/-+- V , 5)0ი თ»), (17.2.7) 

#-=0 

სადაც VI. VI ნულის ტოლი მათემატიკური ლოდინის მ1Cნე არაკორელი- 

რებული შემთხვევითი სიდიდეებია რომელთა დისპერსიები ერთიდა- 

იგივე # ინდექსის მქონე შემთხვევით სიდიდეთა ყოველი წყვილისათვის 
ტოლია 

9IVI.I=-ჩI »I=-/. (17.2.8) 

0. დისპერსიები სხვადასხვა /”- ათვის განისახლვრება (17.2.4) ფოC- 
მულებით. 

ამრიგად, ჩვენ მივიღეთ შემთხვევითი ჯი ფუნქციის კანონიკური დამ- 

ლა (0, 7) ინტერვალზე, რომლის კოორდინატულ ფუნქციებს წარმო- 

ადგენს 005 თ//, %III თ ,/ სხვადასხვა თ შემთხვევაში. ასეთი გვარის 

დაშლას ეწოდება სტაციონარული შემთხვევითი ფუნქციის სპექტრალური 

დაშლა. შემთხვევითი ფუნქციათა სპექტრალური დაშლის სახით წარ- 

მოდგენახე დაფუძნებულია ე. წ. სტაციონარული შემთხეევითი პრო- 

ცესების სპექტრალური თეორია. სპექტრალური დამლა გამოსახავს 

სტაციონარულ შემთხვევით ფუნქციას სხვადასხვა თ, თა...,თ, სიხ- 
შირის ჰარმონიულ რხევებად დაშლილად; თანაც ა რხევათა ამპლი- 

ტუდები წარმოადგენენ შემთხვევით სიდიდეებს. განვსახლვროთ სპექ- 

ტრალური (17.2.7) დაშლით მოცემული შემთხვევითი ფუნქციის დის- · 

“პერსია. არაკორელირებულ შემთხვევით სიდიდეთა წ“ფივი ფუნქციის 

დისპერსიახე თეორემის მიხედვით ! 

/ჩ) „=0IX (11 = ბ, (C0570) ,/-+51ი? თC L0ჩ.. =3 ი „ (17.2.9) 

#=-0 #= 9 

ამრიგად, შემთხვევითი სტაციონარული ფუნქციის დისპერსია ტოლია 

მისი სპექტრალური დაშლის ყველა ჰარმონიკის დისპერსიათა ჯამის. 

ფორმულა (17.2.9) გვიჩვენებს, რომ XC) ფუნქციის დისპერსია გარკვე- 

ული წესით განაწილებულია სხვადასხვა სიხშირეებზე. ერთ სიხში“ეებს 

შეესაბამებიან დიდი დისპერსიები. მეორეს –– ნაკლები. დისპერსიის განა- 

წილება სიხშირის მიხედვით შესაძლებელია ილუსტრირებული იქ- 

ნეს გრაფიკულად სტაციონარული შემთხვევითი ფუნქციის ე. წ. სპექ- 
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ტრის (უფოო ზუსტად-დისპერსიის სპექტრის) სახით. ამისათვის აბს- 
ცისათა ღერქზე გადაიზომება სიხმირეები თა2>-0.,თ,, თა, ·...თ/. ხოლო 

, ორდინატთა ღერძზ ე –– შე– 

საბამისი დისპერსიები 

(17.2.3). 
ცხადია სპექტრის ყვე– 

“ ლა ორდინატები” ჯამი, 

==. CL - L- იეა ასეთნაირად, ტოლია შემ– 

თხვევითი ფუნქციის დის- 
პერ იის. 

  ი ია 6, 0, ოფ 

ნახ. 17.2.2. 

11.1. სტაციონარული შემთხვევითი ფუნკპციის სპექტრული 

დავლა დროის უსასრულო უგანზე, სტაციონარული 

შემთხვევითი ფუნკციის სპექტრული სიმკვრივე 

ვაგებდით რა სტაციონარული შემთხვევითი Xი ფუნქციის სპექ- 

ტრულ დაშლას დროის სასრულ (0, 7) მონაკვეთზე, მივიღეთ შემთხ- 
ვევითი ფუნქციის დისპერსიის სპექტრი ცალკეული დისკრეტული ხა- 

ზების სახით. რომლებიც დაყოფილნი არიან თანაბარი შუალედებით (ე. წ. 

„წყვეტილი“ ან „წრფოვანი“ სპექტრი). 

ცხადია, დროის რაც უფრო მეტ მონაკვეთსაც განვიხილავთ, მით 

უფრო სრული იქნება ჩვენ” ცნობები შემთხვევით ფეუნქციახე. 

ბუნებრივია ამიტომ სპექტრულ დაშლაში შევეცადოთ “გადავიდეთ ზღვარ- 
ზე, როცა 7--თ და ვნახოთ, როგორი იქნება შემთხვევითი ფუნ- 

იის სპექტრი. როცა 7-–>>თ თ,= 2% ,0; ამიტომ თ, სიხშირეებს ც ექტ ც > ტ ე 

შორის მანძილები, რომლებზედაც იგება სპექტრი, უსასრულოდ მცირ- 

დება, ამასთან დისკრეტული სპექტრი მიუახლოვდება უწყვეტს, რომელ- 
შიც სიხმირეთა ყოველ რაგინდ მცირე რთ” ინტერვალს ეთანადება ელე- 

მენტარული დისპერსია #LX(თ). 

ვცადოთ უწყვეტი სპექტრი გამოვსახოთ გრაფიკულად. ამისათვის 

სასრულო 7-სათვის ჩვენ დისკრეტული სპექტრის გრაფიკი რამდენად- 
მე უნდა გადავაკეთოთ. სახელდობრ, „ჩვენ ორდინატთა ღერძზე "გადავ- 

ზომოთ არა თვით დისპერსია ს, (რომელიც უსასრულოდ მცირდება რო- 

ცა 7->X), არამედ დისპერსიის საშუალო სიმკვრივე, ე. ი. დისპერსია, 

რომელიც მოდის სიხშირის მოცემული ინტერვალის სიგრძის ერთეულ– 

ზე. აღვნიმხოთ მანძილი მეხობელ სიხშირეებს შორის #ტთ: 

თი,= –- =4თ, 
2L 
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ღა თუ ყოველ ტო მონა,ვეთხე, როგორც ფუძეზე ავაგებთ მართკუთ- 
ხედს ”#),, ფართობით (ნახ. 17.3.1) მივიღებთ საფეხურებიან დიაგრამას, 

რომელიც მოგვაგონებს აგების პრინციპის მიხედვით სტატისტიკური 

განაწილების ჰისტოგრამას, “«“ ) 

დიაგრამის სიმაღლე თ, I». “ 

წერტილის მიმღებარე #ტთ 

უბანხე ტოლია 

-_ XC, 5.(თ, ჯ (17.3.1.) 
ი 

ა
-
ა
 

და წარმ ოადგენს ამ უბანზე 

დის პერსიის საშუალო სიგ- I 

კვრ ივეს- | 
მთელი დიაგრამის ფარ- 7 2, 

თობთა ჯამი, ცხადია შმემ- 

თბვევითი ფუნქციეს დის- 
პერსიის ტოლია. 

  

  

უსასრულოთ გავზარდოთ 7' ინტერვალი. ამ დროს #ტთ–-0 და კიბი- 

სებური წირი უსასრულოდ მიუახლოვღება გლუვ 5-(თ) მრუდს 

(ნახ. 17.52.2) ეს მრუდი გამოსახავს დისპერსიის განაწილების სიმკვ- 

ორივეს, უწყვეტი სპექტრის 
სიხშირეთა მიხედვით, ხოლო 

თვით ფუნქციას 5 + (თ) ეწო- 
დებ. დისპერსიის 

სპექტრული სთიმკვ- 

რივე. ანუ მოკლედ სტაცი– 

ონარული შემთხვევითი ჯი) 

ფუნქციის სპექტრული 
სიმკვრივე. 

პ»(ს)     
  ცხადია. ფართობი შემო– 

საზღვიული 5.(თ) მრუდით 

წინანდებურად ტოლი უნდა 
იყოს შემთხვევითი XLიფუნციის ს დისპერსიისა: 

  

იე “– რ2 2. ი ძი : C 
ნახ. 17.3.2. 

თ 

ჩ.-- | § (თ)ძთ. (17.3.2) 

0 

ფორმულა (17.3.2) არის ML». დისპერსიის დამლა ელემენტარულ 

95.(თ)/თ შესაკრებთა ჯამად, რომელთაგან თითოეული წარმოადგენს თვით 

დისპერსიას, რომელიც მოდის თ სიხშირის წერტილის მიმდებარე ელე- 

მენტარულ ძთ უბანზე (ნახ. 17.3.2). 
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აძრიგად. ჩვენ განსახხლველად შემოვიტანეთ სტაციონარული შემთ- 
ხვევითი პროცესის ახალი დამატებითი მახასიათებელი –– სპვქტრული 
სიმკვოივე. რომელიც აღწეოს სტაციონარული პროვესის სიხშირულ შედ- 

გენილობას. ოღონდ ეს მახასიათებელი არ წარმოადგენს დამოუკიდე- 
ბელს: იგი მთლიანად განისახლვრება მოცემული პროცესის კორე- 

ლაკცკიური ფუნქციით. ხმის. მსგავსად, როგორც დისკრეტული სპექ- 
ტორის 0. ორდინატები გამოისახებიან /#„(ჯ) კორელაციური ფუნქციით, 

(17.2.4) ფოომულებით სპექტრული სიმკვრივე: 5 (თ) აგრეთვე, შეიძლე- 

ბა გამოსახულ იქნეს კორელაციური ფუნქციით. 

გამოვიყვანოთ ეხ გამოსახულება. ამისათვის გადავიდეთ კორე- 

ლაციური ფუნქციის კანონიკურ დამლაში ზღვარზე, როცა 7->Cი% და 

ვნახოთ თუ ოად გადაიქცევა იგი. უნდა გამოვიყენოთ კორელაციური ფუნ- 

ქციის (17.2.1) დაშლა ფურიეს მწკრივად: სასრულ (-– 7, 7) ინტერვალში: 

ჩა(0== ბ, 0 „0050 #2, (17.3.3) 

M#-==0 

სადაც დისპერსია. რომელიც შეესაბამება თ, სიხშირეს, გამოისახება 

ფორმულით 

2 7 

IL, =. წ (I(19. 005 0,4 ძI. (17.3.4) 
I 

7“7-ი- ზღვარხე გადასვლამდე გადავდივართ (17.3.3) ფორმულ- 

ში ჩ. დისპერსიიდან დისპერსიის საშუალო სიმკვრივეზე -V, რაც- 
თ 

განაც ეს სიმკვრივე გამოითვლება ჯერ კიდევ სასრულო, მნიშვნელობისას 

და დამოკიდებულია 7 საგან, აღვნიშნავთ მას: 

ვო _ თ. 17.3.5 , (თ,) ჭო ( ) 

გამოსახულება (17.3.4) გავკვოთ #თCთ= > ზი; მივიღებთ 

I 

| -/ჩ,(+) C05ი,1 ძ+. (17.3.6) 

9 

2 

ჩ 
5%Xთ,)= 

(17.3.5)-დან გამომდინარეობს, რომ 

ნ ,=5'9(დ)ეტთ. (17.3.7) 
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გამოსახულება (17.3.7) ჩავსვა თ ფორმულაში (17.3.3), მივიღებთ: 

(% «| 

#»(ჯ)=- 2? 500) ლ0§ (ი /L/VV). (17.3.8) 

ვნახოთ როგორ შეიცვლება (17.3.8) გამოსახულება. როცა 7-–>Cთ. ცხა- 
დია. ამ დროს #იო–>-0: ღისკრეტული არგუმენტი თ, გადადის უწყვეტად 

ცვლად თ არგუმენტ“მში; ჯამი გაღადის თ ცვლადით ინტეგრალში. დის- 

პერსის სამუალო სიმკვრივე 5 I0(ფ,) მიისწრაფვის დისპერსიის 

45 (თ) სიმკვრივიLსაკენ და გამოსახულება (17.3.8) ზღვარში ღებულობს 

სახეს: 

· Cლ 

ჩ.»(») =: | §+(თ)ლი§თშძთ, (17.3.9) 

9 

სადაც 5>(თ) -- სტაციონარული “შემთხვევითი ფუნკციის სპექტრული 

სიმკვრივეა. 

ზღვარზე გადასვლით. როცა 7->თ ფორმულაში (17.3.5) მივიღებთ 

სპექტრული სიმკვრივის გამოსახულებას კორელაციური ფუნქციით: 

5 (თ) >. 2 (#.-თ C0C ()Lძ?X. (17.3.10) 
წ 

0 

(1 7.3.9.) ტიპის გამოსახულება მათემატიკამი ცნობილია ფ უ რიე ს 

ინტეგრალის სახელწოდებით. ფურიეს ინტეგრალი არის ფურიეს 

მწკრივად დამლის განზოგადოები არაპერიოდული ფუნქციის შემთხვე– 

ვისათვის.ს რომელიც განიხილება უსასრულო ინტერვალმი და წარმო- 

ადგენს ფუნქციის დამლას უწყვეტი სპექტრის მქონე, ელემენტარული 

ჰარმონიული რხევების. ჯამად. 
იმის მსგავსად, რრგორც ფურიეს მწკრივი გამოსახავს დასამლელ 

ფუნქცის მწკრივის ·კოეფიციენტებით რომლებიც თავის მხრივ 

გამოისახებინ დასაშლელი ფუნქციით, ფორმელები (17.3. და 

()7.3.10) გამოსახავენ ფუნქციებს #+«C) და 5+(თ) ერთს-მეორის მე8- 

ვეობით. ფორმულა (I7.329) გამოსახავს კორელაციურ ფუნქციას 

სპექტრული სიმკვრივის მეშვეობით: ფორმულა (17.3.10) პირიქით, 

გამოსახავს სპექტრულ სიმკვრივეს კორელაციური ფუნქციით. (17.3.9) 

1 ფორმულა (17.1.9) წარმოაღგენს ფურიეს ინტეგრალის კერძო სახეს. რომელიც 

გან-ზოგადღებს ლუწი ფუნქციის კოსინუსური ჰარმონიკის ფურიეს მწკრივად ·დაშლას. 

ანალოგიური გამოსახულება შესაძლებელია დაიწეროს უფრო ზოგაღი შემთხვევისათ- 
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და (17.3.10) ტიპის ფორმულებს, რომლებიც, ურთიერთ“ აკავშირებენ 
ორ ფუნქციას. ეწოდებათ ფურიეს გარდაქმნები! 

ამგვარად. კორელაციური ფუნქცია და სპექტრული სიმ კვრიეე გამო- 
ისახებიან ერთიმეოოის მეშვეობით ფურიეს გარდაქმნათა დახმა- 

ოებით. 

შევნიშნავთ. რომ ზოგადი (17.3.9) ფორმულიდან, როცა #=0 მი- 

იღება დისპეოსიის ადრე მიღებული დაშლა სიხშირეთა მიხედვით 
(17.3.2). · 

პოაქტიკამი ნაცვლად სპექტრული 5 .(თ) სიმკვრივისა ხშირად. 
სარგებლობენ ნორმირებული სპექტრული სიმკერივით: 

5,(ი)' 
” 

,5,(C)) == (17.3.11) 

სადაც 0 «-– შემთხვევითი თუნქციის დისპერსიაა. 

ძნელი, ა” არის დავრწმუნდეთ, რომ ნორმირებული კორელაციური 

ფუნქცია 0.() და ნორმირებული სპექტრული სიმკვრივე 5 (თ) და 
კავშირებული არიან ფურიეს იგივე გარდაქმნებით: 

ი +C+)=: |5+C) 005 07 ძთ., | 

0 · 

(17.3.12) 
ი ი 

§+(0))= –– (ით C05 თა ძა. 

ა 
დავუშვათ (17.3.17) ტოლობებიდან. პირველმი #X=0. იმის გათვალის- 

წინებით, რომ ი„»(0)=1, გვაქვს 

I 
Cლ 

L §X(0))ძ0) ==1, (17.3.13) 

0 

ე. ი. სრული ფართობი, რომელიც შემოფარგლულია ნორმირებული 
სპექტრული სემკვრივის გრაფიკ,კით ტოლია ერთის. 

მაგა ლითი 1, შემთხეევითი X(I) ფუნქციის ნორმირებული კორელირებული 

0.:(1) ფუნქცია კლებულობს წრფივი კანონით ერთიღან ნულამდე: როცა 0<1<ჯXე: რუ- 
ცა +1>LVი 0X(+)=::0 (ნახ. 17.3.3). განესაზღვროთ შემთხვევითი X(/) ფუეხვეციის ნოთმ «.9:- 

ბული სპექტრული სიმკერივე. 
    

1 მოცემულ შემთხვევაში ჩვენ საჟმე გვაქვს ფურიეს გარდაქმნათა” კერძო შემთხეე-- 

ვასთან ––!ე. წ. „ფურიეს კოსინუს-გარდაქმნებთან”. 
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ჩ.რ) 

  

ნახ. 17.3,3, 

ამოLსწნა, ნორმირებული კორელაციერი ფ-.ე95;ცეა გამრრაკრება ფორ? ული: 
დ 

I 
1“ – როკ. 0<1<1, 

ი»ჯ(V) =-.) 1 

ი როცა +>>V%ი- 

(17.3.12)-ღან მივიღებთ: 

, 
” იC 

(თათ | იჯ 1)Cთ% თ%< ძL= 
„I » 

0 ” 
“7 

“/ 
” + ო 

ა ჯ 2. 72. 
– | (0- -–- )იაი+ ძ1= ! –(1--2050%Xე). 
+ , 4 ' 

0 

  

2-0 

ნორმირებული სპექტრული. სიმკვრივი» გრაფიკი წარპოდგენილია ნახ. 17,3.4-ზე 

პირეელი––აბსოლუტურო--მაქ. იჭუმი სპექტრული სიმკვრივისა მიიღწევა, როცა თ==0. 

L7 
ამ წერტილში განუზღე რელობის გახსნით ვრწმუნღებათ, რომ იგი ტოლია ფ შემ– 

დგომ. თ სიდიდის გაზრდით სპექტრული სიმკვრივე აღწევს მთელ რიგ ფარდობით მაქ– 

სიმუმებს, რომელთა სიმაღლე კლებულობს () „იდიღ-ს ზრდით, როცა თ-+ი0 5»(თ)->0, 

5»-(თ) სპექტრული სიმკვრივის ცვლილების ბასიათი (სწრაფი ან ნელი კლება) დამოკიდე- 

ხულია 1ე პარამეტრზე. 5>-(თ) წირ-თ შემოფარგლული სრული ფართი მუდმივია და ერ- 

“რის ტოლია. 1ი-”ს შეცვლა ტოლფასია 5.:(თ) მრუდია მასძტაბის შეცვლისა ორივე ღერ- 

ძზე მისი ფართობის შენარჩუნებით. «ე--ს გაზრდით მასშტაბი ორღინატთა ღერძზე იზ- 

რდება, აბსცისების ღერქზე–-მცირდება: შემთხეევ“თი ფუნქციის სპექტრში ნულოვანი 

სიხშირის უპირატესობა უფრო მკაფიოდ გამოსახული ხდება. ზღვარში, როცა 1+C= 

შემთხვევითი ფუნქცია გადაგვარდება ჩვეულენრიე შემთხვევით სიღირედ: ამ დროს 

0+XC) =1. ხოლო სპექტრი ხდება დისკრეტული ერთადერთი თი=0 სახშირით, 

მაგალითი 2. შემთხვევითი ფუნქციის X(I,) ნორმირებული სპექტრული სიმ– 

კვრივე 5 +(თ) მუდმივია. სიხშირის. რომელიღაც თ). თა ინტერვალში და ტოლია ნულის 
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ამ ინტერვალის გარეთ (ახ, 17,3.5) «იპო:ეთ შემთხეევით" X(/) დუსქციის ნორმირებე- 

ლი კორელაცივოი ფუნქცია, 
აპოხ!ნა. 5+(თ) ის-შენელობას როცა (ს,<00<C0:, ეპოულობთ იმ 

5ა(თ) მოუდით შემოსაზღვრული ფართი ტოლია ერთისა 

პირობიდან, რომ 

  

        

    
    

  

§ა(0ა)(0)--CV,)>--= 1. <§ა(თ)). --- §+(Cა) MM '" ა(ა) თა. – თ, 
(17.3.|12)-დან მივიღებთ:. 

თ. 

იX9= | §+ ((ა) C05 0)+ (1(0)=- 

“ თ, 

CX 
“ი 1 1 , 

0 = ( 008 (IV თ = (5II10)L-- 51I10)1) == 
დე–-ია; “(რ ა-- თ) 

ნახ 17.3.5. რჯ 

2 თ). “I-C, . თა – თ, 
=> C§+(-- +.) §1I" (“ L): 

2 2 «ათსა––-(ს,) 

იგი ატარებს რხევის ამპლიტუდით კლე- ფუნქცია 0+C) გამოსახულია ნახ. 17.3.6-ზე. 

ხალ ხასიათს კეანძთა რიგით, რომლებშიც ფუნქცია იქცევა (ხდება) ნულად. გრაფიკის 

კონკრე ,ტელი სახე, ცხადია დამოკიდებულია 0); და (0): მნიშვნელობებისაგან, 

  

I/X”რ 
7 . 

ას 

/ ს. 

ალ 47) #. 

წ ” რო 2%+ 

! ! L > 2% X _V- ==, 8 
/ , 

ზ 

  
ნახ. 17.3.6, 

საინტერესოა 0,() ფუნჭციის ზღვრული სახე, როცა თეთრა. დცხადია, როცა 

(ს:=-= C),= 0) შემთხევეითი ფუნქციის სპექტრი გადაიქცევა დისკრეტულიად ერთადერთი 

წირით. რომელიც შეესაბამება თ სიხშირეს; ამ დროს კორელაციური ფუნგცია გაღ»- 

«ქცევა მარტივ კოსინუსოიდად: 

()X(+) ==C05 0)+. ! 

ვაახოთ როგორი სახე აქვს ამ მემთსვეევაში თვით შემთხვევით ფუჩქცყიას. ერთადერთ 
' · ა 

ფირიანი დისკრეტული სპექტრისას სტაციონარულ შემთხვევითი X(/) ფუნქციის სპე:- 

ტოღულ დაშლას აქეს სახე: 

9 · ' 
X(C/)=-CV C0§5 ი«ა(-I(-V §I) ი”, (:7.2.14) 
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სადაც V და V -– პრაკორელირ; ული შემთხიე თ“ ს“«იღვებია. რომელთა მათემსტ-- 

კური ლოდინი ნელის. ხოლო დისპერსიები ერთმანეთის. ტოლნ“ არიან: 

იIVI--0IVI -0. 

ვაჩვენოთ. რომ (17.2.14) ტიპის მემთ5:ა-ით- ფენა, მესაპლებელო წარმოდგენილ 

იქნას როგორც თ სიხშირის, შემთხევეითი ამპლიტებიას და შემთხვევითი ფაზიანი 

ერთი ჰარმონიული რხევა. აღენიშ ავთ რა 

CV V 
ლ0ი§5 CV 1-0 - წი ' ყი“ V V. .. I.” 

ქ 
417,3.14) გამოსახულება დაგაყავს შემდეგ Lა912 92: 

თ ოუ, · უა XV) I თ--' V- (C05!I) ლი§ CI(-=5(ი(IIX5Iი თ/):-: I CVI<- LV 2 005 (ო(–-0)). 

ამ გამოსასულებაში I/ V5- (რ -_ დევთხვევითი ამპლიტლდღაა: (1ე)-- ჰარძონი ლი რჩხე- 

უის შემთხვევითი ფაზა. 

აქამდე ჩვენ ვიხილავდით მხოლოდ იმ შემთხვევას, როცა სიხში- 

რეთა მიხედვით დისპერსიის განაწილება წარმოადგენს უწყვეტს, ე.ი. 

როცა უსასრულო მცირე უბანზე მოდის უსასრულოდ მცირე დისპერსია. 

პრაქტიკაში ზოგჯერ გვხვდება შემთხვევები, როცა შემთხვევით ფუნკ- 

ციას თავის შემადგენლობაში გააჩნია: დ, სიხმირის სუფთად პერიოდული 

მდგენელი შემთხვევითი ამპლიტუდით. მაშინ შემთხვევითი ფუნქციის 

სპექტრულ დაშლაში სიხმირეთა უწყვეტი სპექტრის გარღა მონაწი- 

ლეობას მიიღებს კიდევ ცალკე თ; სიხშირე ML დისპერსიით. ზოგად 

შემთხვევაში ასეთი პერიოდული მდგენელი შეიძლება იყოს რამდენიმე. 

მაშინ კორელაციური ფუნქციის სპექტრული დამლა შედგენილი იქ- 

ნება ორი ნაწილისაგან: დისკრეტული და უწყეეტი. სპექტრისაგან: 

ლC 

#.(Cთ2)=: ჯი 1205 CL –- | 5+(ი) ლ0- თX ძC0. (17.3.-15) 

( . 0 

შმემთხვევითი სტაციონარული ფუნქციის შემთხეევა ასეთი „მერეული“ 

სპექტრით პრაქტიკაში საკმაოდ იშვიათად გვხედება. ასეთ შემთხვევაში 

ყოველთვის აქვს აზრი შემთხვევითი ფუნქცია ღაიყოს ორ შესაკრებად –– 

უწყვეტი და დისკრეტული სპექტრით --- და გამოვიკვლიოთ ეს. შესაკ- 
რებები ცალ-ცალკე. , 

შედარებით ხშირად გვაქვს საქმე კერძო შემთხვევასთან, როცა 

სასრულო დისპერსია შემთხვევითი ფუნქცის სპექტრულ დაშლა– 
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ში მოდის ნულოვან სიხმირეზე (თი --90). ეს იმას ნიშნავს, რომ შემთხვე– 

ვითი ფუნქციის შემადგენლობაში შესაკრებად შედის ჩვეულებრივი 
შემთხვივითი სიდიდე “ს დისპერსიით. მსგავს შემთხვევაში აგრეთვე 

აქვს აზრი გამოეყოთ ეს შემთხვევითი შესაკრები და ოპერაციები ვა- 
წარმოოთ მასხე ცალკე. 

17. 4. შემთხვევითი ფუნქციის სპეპტრული დაფლა 

კომპლექსური ფორმით 

მათემატიკური გარდაქმნების სიმარტივის თვალსაზრისით ზოგჯერ 

მოხერხებულია ვისარგებლოთ, როგორც შემთხვევითი ფუნქციის სპექ- 

ტრული დამლის. ისე მახასიათებლების, სპექტრული სიმკვრივის და 

კორელაცი ური ფუნქციის ჩაწერის არა ნამდვილი, არამედ კომპლევსუ- 

რი ფორპით. ჩაწერის კომპლექსური ფორმა მოხერხებულია, კერძოდ 

იმიტომ, რომ ყველა შესაძლო წოფივი ოპერაციები ფუნქციებხე, რო- 

მელთაც აქვთ ჰარმონიული რხევების სახე (დიფერენცირება, ინტეგ- 

რება. წრფოვ დიფერენციალურ განტოლებათა 'ამოხსნა) ხორციელდება 

გაცილებით მარტივად. როცა ეს ჰარმონიული რხეეები ჩაწერილია არა 

სინუსებისა და კოსინუსების სახით. არამედ კომპლექსური ფორმით, მა- 

ჩვენებლიანი ფუნქციის სახით. კორელაციური ფუნქციის და სპექტრუ- 

ლი სიმკვრივის ჩაწერის კომპლექსური ფორმა გამოიყენება იმ შემთხვე- 

ვებშიც. როცა თვით შემთხვევითი ფუნქცია (და მაშასადამე მისი კორე- 

ლაციური და სპექტრული სიმკვრივე) ნამდვილია. 

ვაჩვენოთ, თუ როგორ შეიძლება შემთხეევითი ფუნქციის სპექტრულ 

დამლამი ფორმალურად გადავიდეთ ნამდვილი ფორმიდან კომპლეჭჰქ- 

სურზე. : 
განვიხილოთ შემთხვევითი ფუნქციის სპექტრული დამზლა (17.2.8) 

Xთ CC. 7). უბანზე: 

ლ – ი · 

-XX/) =>. ჯ. (CV, C05 თ, –+-V„5)ი თ,/), (17.4.1) 

#==0 

სადაც VI, V, –– არაკკორელირებული შემთხვევითი სიდიდეებია, ამას- 

თან ერთნაიო ინდექსიანი VI. V „ ყოველი წყვილის დისპერსიები ტო- 

ლია: , 

ჩICV,I=0IV,I=-ნ.. 
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იმის გათვალისწინებით, რომ თ».=/თ,: თე--0, გადავწერთ (17.4.1) 
გამოსახულებას შემდეგი სახით: 

%Xთ=გ, (V.C05 თI.+V,=I0 თ)/), (17.4.2) 
· = 0 · 

სპექტრულ (17.4.2) დაშლას მივცეთ კომპლექსური ფორმა. ამისათვის 
ვისარგებლებთ ეილერის ცნობილე ფორმულებით: 

, რ“ თა! -L 6-!IთM! 

005 CI,,( = –“ 

. რ0!0)LხL -. 6-Iთხ! · დთI! დ-ი! 
510) თ, = – =--! : 

' 2! 2 2? 
  

ამ გამოსახულებათა (17.4.2) ფორმულაში ჩასმა გვაძლევს 

  

ლლ . 

9 დიაგ! -L 6-!თ/( ე თის ტ–!თ/! 
X(I)=ხი + თ > – IV, –– I, (17.4.3) 

ე. ი. დაშლას კოორდინატული ფუნქციებით: ი!'ისI. (6-!თM. გარდავქ- 
მნათ (17.4.3) დაშლა ისე, რომ მასში კოორდინატულ ფუნქციებად მონა- 
წილეობდნენ მხოლოდ (ი ფუნქციები; ამისათვის პირობით თ, სიხ- 

ფირეთა არე გავავრცელოთ თ-ს უარყოფით მნიშვნელობებზე და სპექ-– 

ტრული დაშლის სიხშირედ განვიხილოთ მნიშვნელობანი 

0 =#თ, (#=+1, 1+2,...). 

უე. ი. ჩავთვალოთ, რომ # ღებულობს არამარტო დადებით, არამედ უარ 

ყოფით მნიშვნელობებსაც. მაშინ (17.4.3) ფორმულა შესაძლებელია 

გადავწეროთ შემდეგი სახით: 

–ა (I, -– IV =9 019 ი = , +IV, . 
%XC)=V,- _ეტ ს იM/, =L. "ს ათ, 17.4.4 

(0=V% 3» 2 ა 2, 2 ' ) 
#-=1 M=--1 

თუ დავუშვებთ, რომ 

V- .=CV V-.=VI·. 

ფორმულა (17.4.4) წარმოადგენს შემთხვევითი X(ს ფუნქციის დაშლას, 

რომელშიც კოორდინატულ ფუნქციებად მონაწილეობენ კომპლექსური 

დ ფუნქციები, ხოლო კოეფიციენტები წარმოადგენენ კომპლექსუო 

შემთხვევით სიდიდეებს. აღვნიშნავთ, რა ამ. კომპლექსურ შემთხვე- 
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ვით სიდიდეებს V L(M-- + 1. –+2....) დაშლა (17.4.4) მიიღებს შემდეგ. 
ფოთმას: 

Cლღ 

Xთ ბ, M7 „დას! (17.4.5X 
ხ– – ლ%ი 

სადაც 

X”„,= სი როცა #=0, 

MV,=5-% როცა /#-=>0, | (17 გ 6) 

„,-5410% რო_ა #ლი0. | 

დავამტკიცოთ. რომ (17.4.5ე დამლა წარმოადგენს შემთხვევით XV) 
ფუნქციის კანონიკურ დაშლას. ამისათვის საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ 

ამ დაშლის შემთხვევითი კოეფიციენტები ურთიერთ არაკორელირებუ- 

ლია. , 

ჯერ განვიხილოთ დაშლის ორი სხვადასხვა წევრის კოეფიციენტები 

VI , და V, სპექტრის დადებით ნაწილში. როცა /#/56CI, #>0, I>90, და 

განესახლვროთ ამ სიდიდეთა კორელაციური მომენტი. კორელაციური 

მომენტის განსახლვრის თანახმად კომპლექსური შემთხვევითი სიდიდე– 

ებისათვის (იხ. პ. 15.9) მივიღებთ: 

LL =VIIV, V,I 

სადაც V, –– კომპლექსურად შეუღლებული სიდიდეა VI,-სათვის. რო- 

ცა #->90, I ->9. 

_ I ხა–(, V-IV | _ „IC –V, LI +M | _ „გვ -_..___   
=- IMMIV,VI)+IMIV,VI- IMIV.V, I --MIV,V,))=0. 

რადგანაც შემთხვევითი სიდიდეები, CV, V, რომლებიც მონაწილეობენ 

(17.4.1) დამლაში, ყველანი ურთიერთ შორის არ არიან კორელირე- 
ბული. 

სრულიად ასევე დავამტკიცებთ V7, VI, სიდიდეთა არაკორელირებუ- 

ლობას # და I ინდექსთა ყველა ნიშნისას, თუ კი #5---/. რჩება დასამ– 

ტკიცებელი, მხოლოდ კოეფიციენტთა არაკორელირებულობა დაშლის 
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სიმეტრიულ წევრთა ”შემთხვევაში ე. ი. სიდიდეებისთვის VI, და V” _. 

ნებისმიერი #-ს შემთხვევაში მივიღებთ: 

M,. ,= MIMV,V-,1= M ი V თ #1 +“ MIV,-IV)9= 
1 

=-– MI I – MIV”,) – 21MIC,V-II· 

ვითვალისწინებთ, რა (17.4.1) დაშლის ერთს და' იგივე წევრში შემავალ 

VI,, V, სიდიდეების არაკორელირებულობას და რომ აქვთ ერთნაირი 

#. დისპერსიები, მივიღებთ: 

(ს ო (0,–0.-–-2(::0) -0. 

ამგვარად დამტკიცებულია, რომ (17.4.5) დამლა წარმოადგენს შ ე მ- 

თხვევითი XL9 ფუნქციის კანონიკურ დაშლას 
კომპლექსური კოორდინატული «"” ფუნქცი- 

ებით და კომპლექსური V, კოე ფიციენტებით. 

ვიპოვოთ ამ კოეფიციენტთა დისპერსიები. როცა ;”=0 დისპერსია 

ჩა დარჩა, ცხადია ისეთივე, როგორც იყო სპექტრული დაშლის ნამდვი– 

ლი ფორმისას. ყოველი კომპლექსური IV, (როცა #5-0) სიდიდის დის- 

პერსია ტოლია დისპერსიებისა და მისი ნამდვილი და წარმოსახვითი 

ნაწილების ჯამის: 

„0, 0, 20Iთ)_ 0,   ხIIV,I -. –., 
- 4 4 4 2 

შემოვიტანოთ აღნიშვნა: 

LI = 2 როსა ##0, ს – ჩა, როცა ჩ-06.“ 

და ავაგოთ შემთხვევითი ფუნქცი-ს ღისკრეტული სპექტრი გავრცელე- 

ბული --CლC0 და 4-% (ნახ. 17.4.1) სიხშირეებზე. ეს სპექტრი სიმეტრიუ– 

  

I6 ?- « 
"ოვ ისის ე ს (0. ი თ. 

სახ. 17.4.1. 
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ლია ორდინატთა ღერქის, მიმართ. ადრე აგებული სპექტრისაგან (ნახ. 
17.2.3) იგი განსხვავდება იმით. რომ განსახღლვრუულია არა მარტო და- 

დებითი. არამედ უარყოფითი სიხშირეებისათვისაც, მაგრამ სამაგიეროდ 

მათი ორდინატები როცა #5-0 ორჯერ ნაკლებია წინა სპექტრის შე- 

საბამის ორდინატებზე, ჯამი, ყველა ორდინატებისა წინანდებურად ტო- 

ლეა შემთხვევითი Xთ ფუნქციის დისპერსიისა: 

დღა 

ნ.= ჯ. ჩ, (17.4.7) 
#:=--00 

განვსახღვროთ XV) შემთხვევითი ფუნქციის კორელაციური ფუნქცია, 

რომელიც წარმოდგენილია კომპლექსული სპექტრული (17.4.5.) დაშ- 

ლის სახით. მოცემული კანონიკური დაშლის სახის კომპლექსურ შემ- 

თხვევითი ფუნქციის კორელაციური ფუნქციისათვის (17.2.15) ფორმუ- 

ლის გამოყენებით მივიღებთ: 

”,(I, 1) = 8 LX)" 6'თ' “6 /0ა,,ზ =–– 

=> 

– 5. M', „641 ,დ–1თ),, = %. L „6 III –ი, 

"ს-–თ =-0C0 

ან X=/!--/ არგუმენტზე გადასვლით 

ჩ,(3= ა ნუ თი (17.4.8) 
(=-Cთ 

სადაც 

ჯ 

IL == ხ,- + | #69 005 თ, III როცა #5-0 (17.4.9) 

MI" 

მივცეთ (17.4.9) გამოსახულებას კომპლექსური ფორმა 

გავითვალისწინოთ, რომ 

რ'Cა,! -L ტ--Iთ/#/ 

065 თ,, 1= , 
2 
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მივიღებთ: 

17 
L".= 2» ) /+(L)(C თა --6-!თ;.ა)რიL= 

0 

7. 1%. 
=-- ჩ.( –თIხძი –- | ჩ. (თ.დ ( 2) «)6 !'აMძ4 I (სია ძჯ 

მეორე ინტეგრალში #=-–-V დაშვებით მივიღებთ: 

7 7 0 

( ირიიიძი = – –_.-..... 
0 0 –7 

საიდანაც 

7 

ხ5=> Mჩ, (2) 6 'თ+% ძ”., (17.4.10) 

–7 

ამრიგად ჩვენ ავაგეთ შემთხვევითი ფუნქციის სასრული (0; 7) ინ- 

ტერვალზე ·სპექტრული დაშლის კომპლექსური ფორმა. შემდეგ ბუნებ- 
რივია გადაეიდეთ ზღვარზე, როცა 7->Cი%, როგორც ეს გავაკეთეთ ნამ- 

დვილი ფორმისათვის, ე. ი. შემოვიტანოთ განსახილველად სპექტრული 

სიმკვრივე: 

51 (0) = Iთ XL 
ტთ–+0 თ 

და მივიღოთ (17.4.8) და (17.4.10) ფორმულებიღან ზღვარზე გადასელით 

ინტეგრალური თანაფარდობანი რომლებიც აკავშირებენ კორელა- 

ციურ ფუნქციას და სპექტრულ სიმკერიეეს კომპლექსურ ფორმაში. 
ზღვარში, როცა 7-> (17.4.8) და (17.4.10) ფორმულები ღებულობენ 

სახეს: 

CC 

M,(+)= I 5 9.(თ)რთაძთ, (17.4.11) 
_Cი- 

ი. 

5" .(ო)= 1 #,(+)6–!იLVL, (17.4.12) 
28 4 _ 

(17.4.11) და (17.4.12) ფორმულები წარმოადგენენ ფურიეს გარდაქ- 
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მნათა კომპლექსურ ფორმას, რომლებიც კორელაციურ ფუნქციას უკავ– 

შმირებენ სპექტრულ სიმკვრივეს!. L 

ფორმულები (17.4.11) და (17.4.12) შეიძლება უშუალოდ მიღებულ 

იქნან (17.3.9) და (17.3.10) ფორმულებიდანაც, თუ მოვახდენთ მათში 

შეცვლას 
C0% აღ- 5 +660 09%. 

2 

დავუშვებთ 5 +(თი)=25%(ი0) და გავაფართოებთ ინტეგრების არეს -––თ- 
-დან + ინტერვალამდე. 

ფორმულაში (17.4.11) იმის დაშვებით, რომ #»=90, მივიღებთ შემთხვე- 

ვითი ფუნქციის დისპეოსიას. 

CიCლ2 

090.= (5. (თ)ძთ. (17.4.13) 
_–ით 

ეააიეაართილიი გამოსახავს შემთხვევითი ფუნქციის დისპერსიას ელე– 

ერსიათა ჯამის სახით, რომლებიც განაწილებულნი არიან 

რომელიღაც სიმკვრივით ი, +Cთ% სიხშირის მთელ დიაპახონში. 

აიი მეა ეააირისაარ რეი ადრე გამოყვანილი (სპექტრული დაშ- 
ფ ი ათვის) (17.3.2) ფორმულასთან, ჩვენ დავინა- 

”2C>) ხავთ, რომ ისინი განსხვაგდე– 

ბიან მხოლოდ იმით, რომ 

(17.4.13) ფორმულაში დგას 

სპექტრული სიმკვრივის რამ– 

დენადმე სხვანაირი ფუნქ- 

ცი, განსახღლვრული არა 

0-დან ი-მდე, არამედ ––Cთ- 

: ააა, დან-+-C-მდე, მაგრამ სამა- 
მ - « გიეროდ ორჯერ ნაკლები ორ– 

ნახ, 17.4.2. | _ დინატებით. თუ სპექტრული 

სიმკვრივის ორივე ფუნქციას გამოვსახავთ გრაფიკხე, ისინი განსხვავდე- 

ბიან მხოლოდ მასშტაბებით ორდინატთა ღერძზე და იმით, რომ ფუნქ- 

ცია 5>-(თ) უარყოფითი სიმკვრივეებისათვის არ არის განსახღვრული 

(ნახ. 17.4.2). პრაქტიკამი სპექტრულ სიმკვრივედ გამოიყენება, რო- 

გორც ერთი, ისე მეორე ფუნქცია. 

   
1 შევნიშნავთ, რომ 13-ე თავში, როცა ვიხილავდით მახასხათებლურ ფენქციებს 

უკეე შევხვდით ასეთი ტიპის გარდაქმნებს, სახელდობრ მახასიათებელი ფუნქცია და 

ალბათობის სიმკვრივე გამოისახებიან ერთიმეორის მეშვეობით ფურიეს გარდაქმნათა» 

გამოყენეზით. ' 
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ზოგჯერ სპექტრული სიმკვრივის არგუმენტად განიხილავენ არა წრიულ 
(თ) სიხშირეს, არამედ რხევის / სიხშირეს გამოსახულს ჰერცებში: 

1= 

აზ 
| 

ამ შემთხვევამი ჩასმით თ=2»/ ფორმულა (17.4.11) მიიყვანება შემ– 

დეგ სახემდე: 

ჩ»(X)= 21 | 59-(2+I)0?2!%ძI/, 

ან თუ აღვნიმ ნავთ ' 

0.(0=2X5”,(2ჩ, 

ჩ.(4) = L 0.(ჩრ იძ. (17.4.14) 
–ი 

ფუნქცია 0+.(/) აგრეთვე შეიძლება გამოყენებულ იქნას, როგორც დის–- 
პერსიის სპექტრული სიმკვრივე. მის გამოსახულებას კორელაციური 

ფუნქციის სამუალებით აქვს სახე: 

0-(0 = | ჩა(ი)დ- 279 ძ/ (17.4.15) 

სპექტრული სიმკვრივის ყველა ჩვენს მიერ მოყვანილი ღა ზოგიერთი 

სხვა პრაქტიკამი გამოყენებული გამო+« 

სახულებანი ცხადია განსხვავდებიან ერ- #იC) 

თიმეორისაგან მხოლოდ მასშტაბით. თი- ) 

თოეული მათგანი შეიძლება ნორმირე- 

ბული იქნას სპექტრული სიმკვრივის 

შესაბამისი ფუნქციის გაყოფით ”შემთხ- 

ვევითი ფუნქციის დისპერსიახე. 

მაგალითი 1.'შემთხეევითი X(I) ფუნ- 

ქციი– კორელაციური ფუნქცი მოცემულია 

ფორმულით: ნახ. 17.4,3, 
#»+(C2)=>1)6--0I§I (17.4.16) 

  
სადაც თ>0 (ნახ. 17.4.3.), ვისარგებლოთ ფურიეს გარდაქმნის კომპლექსური ფორ- 

მით, განვსაზღვროთ სპექტრული სიმკვრივე 57ჯ(თ). 
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აპოსსსა ოორპელით (17.4.12) ვპოულობთ: – 

    

ლე 
–-_ 

X(00)=5 => 0 თ) 0 0 IL-- 

-– 

0 

ნ I. ი9VL “წია L –მი.ე– =- ი ა-ძე | “ძე, +9ძლი ზ -. 
2 

–-% 

ლე ი 

-__ 0. IC აიიი, 6-(თ+'თ)აკა ს -- 
2:L 

0 

ალ 
=292 -1 2 Cთ-(C)% 1 6-–(+1თ)X = 

2: თ–Iი თ –- IC ი 

  

ი 1 ' |= სთ 
- 1 + 'I-LIთ 2(C"-+ თა). 

სპექტრელი სიმკვრივის გრაფიკი 

სნX% 

:LCC5-I-Cა5) 

წარმოდგენილია ნახ. 17.4.4,-ზე. ვნახოთ როგორ მოიქცევიან თ-ს შეცვლისას კორე- 

ლაციური ფუნქცია და სპექტრული სიმკვრივე. 

, 0-C) 

§'".(თ)= 

§ჯC)) 

7C 

  

მა. ს 2 · 

ნახ, 17.4.4. ნახ, 17.4,5. 

თ-ს წემცირებისას კორელაციერი ფუნქცია კლებას დაიწყებს უფრო ნელა; შემთხვევი= 
თი ფუაქციის ცვალებადობის ხასიათი გახდება უფრო მდორე, შესაბამისად შემთხვევი– 

თი ფუნჟციის სპექტრში დიდ ხვედრით წონას ღებულობენ მცირე სინშირეები: სპექ– 

ტრული სიმკვრივის მრუდი გაიწელება, ზემოთ, ერთღროულად იკუმშება რა გვერდები- 

დან; ზღეარში როცა თ-+>0, შემთხეევითი ფუნქცია გადღაგვარდება .· დისკრეტულ 

სპექტრია§ ჩეეულებრიე შემთხვევით სიდიღედ, რომელიც შესდგება Cე=0 სიხმირიან· 

ერთაღერთია: წირისაგან. 
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თ-ს გაღიღებისას კორელაციცრი ღუნქცია კლებულობ2!, სწრაფად, მემთხ-ეეითი ფუნქ- 

ციის რხევის ხასიათი ხდება ცფრო მკვეთრი ღა უწესრიგო, ამის შესაბამისად შემთხიევი- 

თი ფუნქციის სპექტრში მცირე სიხშირეთა სიქარბე გახდება სულ უფრო ღა ეფრო ნაკ- 

ლებად შესამჩნევი; როცა C->თა შემთხვეიითი ფუნქციის სპექტრი უახლოვოება თანა– 

ბარ სპექტრს (ე. წ. „თეთრს4ი), რომელშიც არ არის ს-ვარბე რომელიმე სიხშირის. 

მაგალითი 2. მემთხეევითი % (/) ფენეციის ნორმირებულ კორელაციურ 

ფუნქციას აქვს სახე: 

ი-C0)=6-4+I %!C050+ 

(ნახ. 17.4.5) განესხოვროოთ ნორმ-რებული სპექტოვგლი სიმკვრივე). 

ამოხსნა. წარმოვიუვინოთ ი0»(ა) კომპლექსერ ფორმაში: 

ს“ CჩL-L6-!:ჩ+ 
0»(+X)= 6–თ%) “> –“_ 

ნორმირებულ სპექტრულ. სიმკვრიჟეს 5" (ო) ვპოტლობთ ფორმულით (17.4.12), მაL- 

ში #”:(+) ნაცვლად ი„»(ჯ) ჩასმით: 

0'ჩL--6-I8ჩ% 
თ 

1 

5» (თ) = 2. | 6-ძ|L| 6–!თხ ძL= 

–_–ი 

· თ 

= 2 | 0XLI(CჩC-+L+6-I8%)6-I!თL ძIL-- | 6-თL – , 

-ხ 

_თ 

საიღანა) ელემენტარულ გარდაქმნ:თა შემდეგ მივიღებთ: 

|) 9% .., «+ ჯ 
2: Lთ1:-(თ--ჩ)2 ” თ3--(თ--ჩ)? | 

“სპექტრული სიმკერივის გრაფიკის სახე ღამოკიდებულია Cთ და ჩ პარამეტრების ფარდო– 

“ბისაგან, ე ი. იმისაგან, თუ რომელი სვჯ:რაობს კორელაციურ ფუნქციაშლ კლება 

0- თIდ%, კანონის მიხედეით თუ C”(C) 

რხევა 00- ჩ+ კანონის მიხედ- · 

ვით, ცხადია შედარებით მცირე 
თ-სას სჭარბობს რხევა, შედა–- 

რებით მეტი თ-სათვის-–კლება. 

პირველ შემთხვევაში შემთხეე– 

ვითი ფუნქცია ახლოსა: ჩ სიხ- 
შირის პერიოდულ რხევებთან 

შემთხვევითი ამპლიტუდითა და 

ფაზით, შესაბამისად შემთხვეე– 

ვითი ფუნქციის სპექტრში 
სჭარბობენ სიხშირეები, რომ- 

ლებიც ახლოს არიან ჩ სიხში- 

რესთან. მეორე შემთხვევაში შემთხვევითი ფუნკციის სპეგტრული შემადგენლობა უუ- 

რო თანაბარია, სიჭარბე ამა თუ იმ სიხშირეებისა არ შეიმჩნევა. ზღვარში, როცა თ->090 

შემთხეევითი ფუნქციის სპექტრი უახლოვდება „თეთრ“ სპექტრს, საილუსტრაციოდ 

ნახ. 17.46 გამოსახულია ნორმირებელი სპექტრული ს«მკვროივეები შემთხეევები– 

Lათვის: 

  

§%.( (ი) – 

  

ნახ. 17.4,6, 

485



1) ჩ- 2, « 1 (მრუდი 1): 2) ჩ. 2, C-=3 (მრუდი 11). როგორც ნახაზიდან სჩანს, რო- 

ცა C-=1 შემთხვევითი ფუნეციის სპექტრი ავლენს თ6= 5: 8 სიხშირეთა არეში მკაფიოდ 

გამოსახულ მაქსიმუმს. როცა თ--3 (მრუდი 1I), სპექტრული სიმკვრივე სიხშირეთა 

მნიშვნელოვან დიაპაზონში რჩება თითქმის მუდმივი. 

17.5. სრაციონარული შემთხვევითი ფუნქციის გარდაქმნა 

სტაციონარულ წრფივ სისტემად 

მე-16 თავში ჩვენ გავეცანით წრფივ გარდაქმნათა ზოგად წესებს 'მე– 
მთხვევითი ფუნქციებისა, რომლებიც წარმოდგენილნი იყვნენ კანონიკურ 

დამლათა სახით. ეს წესები დაიყვანებიანნ იმახე, რომ შემთხვევით 

ფუნქციათა წრფივ გარდაქმნებისას მათი მათემატიკური ლოდინები და 

კოორდინატული ფუნქციები განიცდიან იგივე წრფივ გარდაქმნებს. 

ამგვარად, შემთხვევითი ფუნქციის წრფივი გარდაქმნის ამოცანა დაიყ- 
ვანება რამდენიმე არაშემთხვევითი ფუნქციის ასეთივე წრფივ გარდაქმ–- 

ნახე. · 

იმ შემთხვევაში როდესაც საუბარია სტაციონარულ შემთხვევით 

ფუნქციათა წრფივ გარდაქმნებზე, შესაძლოა ამოცანა კიდევ უფრო 

გავამარტივოთ. თუ საწყისი X (0) ზემოქმედებაც და VI) სისტემის რეა- 

ქციაც სტაციონარულები არიან შემთხვევითი ფუნქციის გარდაქმნის 

ამოცანა შეიძლება დავიყვანოთ ერთადერთი არაშემთხვევითი ფეუნქ- 
ციის--სპექტრული 5» (თ) სიმკვრივის გარდაქმნამდე. 

იმისათვის, . რომ სისტემის რეაქცია სტაციონარული ზექმედებისას 

იყოს აგრეთვე სტაციონარული, ცხადია აუცილებელია, რომ სისტემის 

პარამეტრები (მაგალითად მათში შემავალი წინაღობანი, ტევადობანი, 
ინდუქციურობანი და ა. შ.) იყვნენ მუდმივი და არა ცვლადნი. შევთანხ–- 

მდეთ ––-– დავარქვათ მუდმივპარამეტრებიანნ სისტემას სტაციონა- 
რული წრფივი სისტემა. ჩვეულებრივ სტაციონარული წრფი- 

ვი სისტემის მუშაობა აღიწერება წრფივი მუდმივკოეფიციენტებიანი 

დიფერენციალური განტოლებე- 

  

  
  

M- #0 (77. ბით. 
““/ ს ოზ. განვიხილოთ სტაციონარული 

“CC. XI 7 =97) შემთხვევითი ფუნქციის სტაცი–- 

–“ – ონარულ წრფივ სისტემით გარ– 

ნახ. 17.5.1. დაქმნის ამოცანა, ვთქვათ წოფივთ 
IL, სისტემის შმესასვლელში შე– 

დის სტაციონარული შემთხვევითი ფუნქცია XC); სისტემის რეაქცია 

არის შემთხვევითი პ/”(I) ფუნქცია. (ნახ. 17.5.1). ცნობილია შემთხვევითი 

XV) ფუნქციის მახასიათებლები: მათემატიკური ლოდინი /?> და კორე– 

ლაციური ფუნქცია #»(ს). საჭიროა განისახღვროს შემთხვევითი 

ა) ფუნქციის მახასიათებლები წრფივი სისტემის გამოსასვლელში. 
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რადგანაც ამოცანის ამოსახსნელად მოგვიწევს არაშემთხვევით ფუნ- 

ქციათა გარდაქმნა--მათემატიკური ლოდინის და კოორდინატული ფუნქ- 

ციებისა, უწინარეს ყოვლისა განვიხილოთ # სისტემის არამემთხვევით 

XC) ზექმედებახე რეაქციის განსახღვრის ამოცანა. 

დავწეროთ ოპერატორული ფორმით წრფივი მუედმივკოეფიციენტე- 

ბიანი დიფერენციალური განტოლება, რომლებიც აკავშირებს სისტემის 

ყI!) რეაქციას XC) ზემოქმედებასთან 

(იაჩ.+-0ი, 01. 1-+...+-ძ,-Lძი)ყ(მ)= 
=(ჩ,0M+- ხი, ,ეM-1-+...+-ხ,0+ხიე) X (0, (17.5.1) 

სადაც #= « –- გაწარმოების ოპერატორია. 

განტოლება (17.5.1) მოკლედ შეიძლება ჩაიწეროს შემდეგი სახით: 

/#,„(0)Vყ(/)= 8/.(ი)X(), (17.5.2) 

და ბოლოს, პირობითად ამოვხსნათ (17.5.2) განტოლება ყ-ის მიმართ და 

სისტემის ოპერატორი დავწეროთ „ცხადი“ სახით: 

8„.(0) 
ყ(I)=–“––“ X(I). 17.5.3 ყ(I) წლის (0) ( ) 

L სისტემის «ეაქცია XL(/) ზემოქმედებახე შეიძლება მოვნახოთ (17.5.1) 

წრფივი დიფერენციალური განტოლების ამოხსნით. როგორც “დიფერენ– 

ციალურ "განტოლებათა თეორიიდანაა ცნობილი, ეს ამონახსნი შედგე- 

ბა ორი შესაკრებისაგან: V,(I/) და VI((I). შესაკრები V,I(!) წარმოადგენს 

შესაბამისი. ერთგვაროვანი განტოლების ამონახსნს, განსახღვრავს სის– 

ტემის ე. წ. თავისუფალ ანუ საკუთარ რხევებს. ესენია რხევები გამოწ- 

ვეული სისტემის მიერ შესასვლელი ზემოქმედების არსებობისას, თუკი 

სისტემა საწყის მომენტში, როგორღაც გამოყვანილი იქნებოდა წონას- 

წორობის მდგომარეობიდან., პრაქტიკაში ყველაზე ხშირად გვხვდებიან 

ე. წ მდგრადი სისტემები. ამ სისტემებში, თავისუფალი 

რხევები დროის განმავლობაში მიილევიან. 

თუ შემოვისახღვრებით პროცესის საწყისიდან საკმაოდ დამორებული 

დროის მონაკვეთების განხილვით, როცა ყველა გარდამავალი პროცე- 

სები სისტემაში შეიძლება ჩაითვალოს დამთავრებულად ღა სისტემა 

მუშაობს დამყარებულ რეჟიმში, შეიძლება უგულებელვყოთ მეორე 

შესაკრები V,() და შემოვისახღვროთ მხოლოდ პი რველი VI(0 შესაკ- 

რების განხილვით პირველი შესაკრები · განსაზღვრავს სისტემის ე. წ. 

იძულებით რხევებს, მასხე მოცემული X(I) ფუნქციის გავლენით. 

იმ შემთხვევაში, როცა X(/) ზემოქმედება წარმოადგენს საკმაოდ 

მარტივ ანალიზურ ფუნქციას, ხშირად ხერხდება მოინახოს სისტემის 
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რეაქცია, აგრეთვე ზარტივი ანალიზური ფუნქციის სახით. კერძოდ, რო- 

ცა ზემოქმედება წარმოადგენს გარკვეული სიხმირის ჰარმონიულ რხე- 

ვას. სისტემა პასუხობს მასხე აგრეთვე იმავე სბხშირის პარმონიული 

ოსევით, მაგრამ შეცვლილი ამპლიტუდით და ფახით. 

ოადგანაც სტაციონარული შემთხვევითი XXVI) ფუნქციის სპექტრა- 

ლური დაშლის კოორდინატული ფენქციები წარმოადგენენ ჰარმონიულ 

ოხევებს, ამიტომ ჩვენ უპირველეს ყოვლისა უნდა ვისწავლოთ სისტე- 

მის რეაქციის განსახლვრა მოცემული თ სიხშირის ჰარმონიულ რხევახე. 
ეს ამოცანა ამოიხსნება ძალიან მარტივად, განსაკუთრებით მაშინ, თუ 

პარმონიული რხევა წარმოდგენილია კომპლექსურ ფორმაში. დავუშვათ 

სისტემის შესასვლელში ზედის შემდეგი სახის პარმონიული რხევა: 
, · 

X(7) -=('0V#. (17.5.4) 

სისტემის ((/) რეაქცია აგრეთვე ვეძებოთ თ სიხშირის მქონე ჰარმონიული 

რხევის სახით, მაგრამ გამრავლებული რომელიღაც კომპლექსურ 9X(/(თ) 

მამოავლხე: 

ყV(I/)= 9)((თ)('ი! (17.5.5) 

დდ) მამრავლს მოვძებნით შემდეგნაირად: ჩავსვამთ (17.5.4) ფუნქციას 

(17.51) განტოლების მარჯვენა ხოლო (17.5.5) ფუნქციას მარცხენა 

ნაწილში. მივიღებთ: 

ძ” · . · I-1 

„I (| Cდ(I0თ)ი!ი!| + რი-) იი 7ჯ (C6(,თღ)დ'თ!| -L 
ძ1//)-1 

–+ძ, + (დ( (0დ)(!“!) -L ძი| თ(I(0)0ი(| = 

I –1 

(III -1 
  

ძM..., 

=ხ» ძო. რ! +–-ხნი-, 
6IIL. I... Lხ, 4 თა ხენი, (17.5.6) 

თუ მხედველობაში მივიღებთ, რომ ნებისმიერი #-სათვის 

ძ" . . , თ”. _–” . : . 
ეი ი=00)"6%, -ჯ LCCIC)6'%) = ((Cღ)M6MXC). 

(17.5.60) განტოლების #6'თ(–ზე გაყოფით მივიღებთ: 

0X(,თ) |0,„(Iთ)?+ძე -)(,(თ)?”-1-L...–-C0) (IC) იი1 == 

=სნი,(Iთ)–+ ნა -1((თღ)”- 1-L ...-- ხს) (Iთ)-+ ხე. (17.5.7) 

ჩვენ ვხედავთ, რომ თანამამრავლი 9X(თ)-სთან წარმოადგენს მრავალ- 

წევრს „#1(0)=ძ,ი"+0ი სე“ ..6თფ0+ძ, რომელშიდაც ნაცვლად 
გაწარმოების ი ოპერატორისა ჩასმულია ((თ); ანალოგიურად (17.5.7) 
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ტოლობის მარჯვენა ნაწილი არის 8.,(Iთ). განტოლება. (17.5.7) შეიძ- 
ლება ჩაიწეროს შემდეგი სახით: 

ე: (ს0C0C)/1,„(Iთ)= ,ჩ.. (I0), 

საიდანაც 

თ(ით)= მოთ). (17.5.8) 
#„(IC0) 

ფუნქცია იIMVIთ) ატარებს სპეციალურ სახელწოდებას -- წრფივი სისტე- 

მის სიხშირული მახასიათებელი. სისმირული მახა- 

სიათებლის განსახღვრისათვის საკმარისია ცხადი სახით ჩაწერილი სიL- 

ტემის ოპერატორმი (17.5.3) გაჟარმოების ი ოპერატორის ნაცვლად 

ჩავსვათ ?1თ. , 

ამგვარად თუ მუდმივ პარამეტრებიან წრფივი სისტემის შესას- 

ვლელში შედის #'ი! ტიპის ჰარმონიული რხევა, მაშინ სისტემის რეაქ- 

ცია წარმოიდგინება იგივე პარმონიული რხევის სახით, რომელიც 

გამრავლებულია სისტემის სიხშირულ მახასიათებელზე CI0((თ). და–- 

ვუშვათ სისტემის შესას-ლელმი შემოდის შედეგი სახის ზეძოქმედება: 
X(VI)=VC ი! (17.5.9) 

სადაც V–– რომელიღაც სიდიდეა, რომელიც არ არის დამოკიდებული 

ჯ-საგან. სისტემის წრფივობის ძალით LC/ სიღიდე გამოდის ოპერატორის 

ნიმნის გარეთ და სისტემის რეაქცია (17.5.9) ზემოქმედებახე ტოლი 

ოქნება: : 

ყ(/)=LICს(I(თ)დი! (17.5.10) 

ცხადია ეს თვისება შენარჩუნებული იქნება იმ შემთხვევაშიც, როცა V. 

სიდიდე იქნება შემთხვევითი (ოღონდ ის არ იყოს დამოკიდებული 

ჯ-საგან). : 

წოფივი სისტემით ჰარმონიულ რხევათა გარდაქმნის ზემოთმოყვანი– 

ლი ხერხები გამოვიყენოთ X(I) ფუნქციის მათემატიკური ლოდინისათ- 

ვის და მისი სპექტრული დაშლის კოორდინატულ ფუნქციებისათვის. 
წარმოვიდგინოთ სტაციონარული შემთხვევითი XC) ფუნქციის მა- 

თემატიკური /1> ლოდინი, როგორც ნულოვანი (თ=0) სიწმირის ჰარ- 

მონიული რხევა და დავუშვათ (17.5.მ) ფორმულაში თ=0; 

  

"ზ.(0) ჩ თდ)= =2.27= 29% (17.5.11) 
(0 ი =M() 

საიდანაც მივიღებთ სისტემის გამოსასვლელში მათემატიკურ ლოდინს: 

I)!)= ხი, (17.5.12) 

რი 
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გადავიდეთ XXVI) ფუნქციის არსებითად შემთხვევითი ნაწილის წოფივი 
სისტემით გარდაქმნახე სახელდობრ ფეუნქციისა 

XV)=XCI)– თ. (17.5.13) 

ამისათვის ჯი ფუნქცია წარმოვიდგინოთ (0, 7) უბანზე სპექტრული 

დაძლის სახით: 

CC 

XVC)= >, ხია, (07.5.14) 
| ელლ 

სადაც CV, არაკორელირებული შემთხვევითი სიდიდეებია რომელთა 

დისპერსიები ქმნიან შემთხვევით XC) ფუნქციის სპექტრს. განვიხი- 

ლოთ ამ ჯამის ცალკე შესაკრები: 

X,(I)= CC»! (17.5.15) 

ამ ზემოქმედებახე სისტემის რეაქციას ექნება სახე: 

ა ,(0) = V/,დ(Iთ,)რი/. (17.5.16) 

სუპერპოზიციის: პრინციპის თანახმად სისტემის რეაქცია ზემოქმედე- 

ბათა ჯამზე ტოლია ცალკე ზემოქმედებათა რეაქციების ჯამის. მაშასა- 

დამე სისტემის რეაქცია ამ ზემოქმედებაზე (17.5.14) შეიძლება წარ- 

მოვიდგინოთ სპექტრული დაშლის სახით: 
“ 

ით 

VCI= 3. Vრიი,არს, 
ჩ---–-თ 

ან თუ აღვნიშნავთ V/,(6(I(თ,)= VI, 

V(C)=. 3. VI, ა, (17.5.17) 
ჩ--თ 

სადაც V,.-- ნულის ტოლი მათემატიკური ლოდინის მქონე არაკორე– 

ლირებული შემთხვევითი სიდიდეებია. 

განვსაზღვროთ ამ დაშლის სპექტრი. ამისათვის ვიპოვოთ (17.5.17) 
დამლაში კომპლექსური შემთხვევითი V , სიდიდის დისპერსია. 

თუ მხედველობაში მივიღებთ, რომ კომპლექსური შემთხეევითი 
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სიდიდის დისპერსია ტოლია მისი მოდულის კვადრატის მათემატიკური ლო– 

დინისა, გვაქვს: 

IV ,1= VIIV,CთთCCVIთ) I?) =VMIIIV , IIII0(I(თ/) I11= 
= #VVIთ,)!/VMIIC/VIII=- IIIXC(თ,) 10 /. (17.5.18) 

ჩვენ მივდივართ შემდეგ დასკვნამღე: სტაციონარული შემთხვევითი ფუნ– 

ქციის სტაციონარულ წრფივ სისტემით გარდაქმნისას მისი სპექტრის 

თითოეული ორდინატთაგანი მრავლდება შესაბამისი სიხშირისათვის 

სისტემის სიხშირული მახასიათებლის მოდულის კვადრატზე. 

ამ გვარად, სტაციონარულ შემთხვევითი სიდიდის სტაციონარულ სის- 

ტემაში გავლისას, მისი სპექტრი გარკვეული წესით ახლებურად განრიგ- 

დება: ზოგიერთი სიხშირეები ძლიერდება, ზოგიერთები პიოიქით, სუს- 

ტდებიან (იფილტრებიან). სიხშირული მახასიათებლის მოდულის კვად- 

რატი (თ/-საგან დამოკიდებული) უჩვენებს, თუ როგორ ოეაგირებს სის- 

ტემა ამა თუ იმ სიხშირის რხევებხე. 
ანალოგიურად იმის,ა როგორც ეს კეთდებოდა ადრე, გადავალთ 

შემთხვევითი ფუნქციის სპექტრული „წარმოდგენიდან ზღვარზე, როცა 

”“-თ და დისკრეტული სპექტრიდან –– სპექტრულ სიმკვოივეზე. 

ცხადია, წრფივი სისტემი” გამოსასვლელში სპექტრული სიმკვრივე 

მიიღება შესასვლელის სპექტრულ სიმკგრივიდან იმავე |დ(ჯთ) |?-ზე გა- 

დამრავლებით, როგორც დისკრეტული სპექტრის ორდინატები: 

5 /(V)= IMV(Iთ)” |5 »(თ) (17.5.19) 

ამგვარად, მიღებულია საკმაოდ მარტივი წესი: 

სტაციონარული შემთხვევითი ფუნქციის სტაციონარულ წრფივ 

სისტემით გარდაქმნისას მისი სპექტრული სიმკვრივე მრავლდება 

სისტემის სიხშირული მახასიათებლის მოდულის კვადრატზე. 

ვსარგებლობთ რა ამ, წესით, ჩვენ ადვილად შევძლებთ გადავწყ- 

ვიტოთ ზემოთ დასმული ამოცანა: წრფივი სისტემის შესასვლელში შემ- 

თხვევითი ფუნქციის მახასიათებლების მიხედვით მოვნახოთ შემთხვევითი 

ფუნქციის მახასიათებლები მის გამოსასვლელში. 

დავუმვთ სტაციონაოაულ წრფივი ფუნქცის შესასვლელმი 

(17.53) ოპერატორით შედის სტაციონარული შემთხვევითი ფუნქცია 

XV) მათემატიკური /I> ლოდინით და კორელაციური #„»(ა) ფუნქციით. 

საჭიროა მოინახოს შემთხვევითი ჩ”(/) ფუნქციის მათემატიკური ლოდინი I 

კორელაციური #-(+1) ფუნქცია სისტემის + გამოსასვლელში. ამოცანას გა- 

დავწყვეტთ შემდეგნაირად: 
1. ვპოულობთ მათემატიკურ ლოდინს გამოსასვლელში: 

Mსც= % „. (17.5.20) 
00 
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2. კორელაციური #.C) ფუნქციით ვპოულობთ სპექტრულ სიმ- 
კ:“ივის შესასელელში (იხ. ფოომ. 17.4.12): 

ლლ 

5 -(V)) == 1 | ჩა(+)2 !ო0+L1, (17.5.21) 

2+ თ 

3. ფოომულით (17.5.8) ვპოულობთ სისტემის სიხშირული მახასია- 

თებლის და მისი მოდულის კვადრატს: 

.18»(0) I” I1X(ჯC)) | ” =: · 17.5.22 (დი) ა წლს. (17.5.22) 

4. შესასვლელში სპექტრული სიმკვრივის, სიხშირული მახასია- 
თებლის მოდულის კვადრატზე გადამრავლებით ვპოულობთ სპექტრულ 

სიმკვრივეს გამოსასვლელში: 

5 ,(თ)= Iნ(/C) |I15.(C). (17.5.23) 

5. საბექტრული სიმკვრივით ვპოულობთ სისტემის გამოსასვლელში 

კორელაციურ ფუნქციას; 

ჩM,(0= L < ,(თ)დ'თ5ქთ. (17.5.24) 
–_თ 

ამგვარად, ამოცანა გადაწყვეტილია. 
პრაქტიკის ბევრ ამოცანაში ჩვენ გვაინტერესებს არა მთლიანი კორე– 

ლაციური #„() ფუნქცია სისტემის გამოსასვლელში, არამედ მხოლოდ 

დისპერსია სყ), რომელიც ტოლია ა 

0 ,=#ჩყ(9). 

მაშინ (17.5.24 ფორმულიდან ვღებულობთ, როცა #=0. გაცილებით 
უფრო მარტივ ფოომულას: 

დ 

სე= 5 ,(თ)ძთ, 

1 

ანდა 5)ყ(თ) ფუნქციის ლუწობის გათვალისწინებით 

ს ,=2| 5 რ)ძი. (17.5.25) 
0 

1 ჩან-წერის სიმარტივისათვის ჩვენ აქ გამოვტოვეთ ” ნიშანი სპექტრული სიმკ- 
ვრივის აღნიმვნაში. 
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მაგალითი: წრფივი დინამიკური სისტემის ბუშაობა აღიწერება პირველი 
რიგის წრფივი დიფერენციალური განტოლებით: 

(თ,0+-ძი) ყ (()=(ნხ,0+-ხია)XC9), (17.5.26) 

ან 

ჟე – -5081-ხ „ი, 
მ)0--ძი 

სისტემის “რმემოსასვლელმი შემოდის სტაციონარელი შემთხვევითი ფუნ- 

ქცია X(,), რომლის მათემატიკური'ლოდინია /#I> და კორელაციური ფუნ- 
ქცია 

M.(11=8ა6-4%I, (17.5.27) 

სადაც თ დადებითი კოეფიციენტია (იხ. მაგალითი 1. პუნქტი 17.4). ვე– 

პოვოთ მათემატიკური ლოდინი /”ყ და დისპერსია LI, სისტემის გა- 

მრსასვლელმში)). 

ამოხსნა. ფორმულით (17.5.20) გვაქვს: 

I)1ყ== Mი 111ჯ. 

9 

“ცხაღია სიდიდე 2, არ არის დამოკიდებული C პარამეტრისაგან, იზოდე- 
ბა ხ-ის ზრდით და კლებულობს ძიე:-ის ზრდისას. შესასვლელში სპექ- 
ტრულ სიმკვრივეს ვსახღვრავთ ისე, როგორც მაგ. 1 პ. 17.4-ში. 

თ 

5,V)=2> | სრლრაძ – _ხ9_ 
25%“: X(C”+Cთ”) 

(იხ. ნახ. 17.4.4). 

ფორმულით (17.5.მ) “ვპოულობთ სისტემის სიხმირულ მახასიათე- 

ბელს: 
. ხ,Iო–+% 

დ(Iის)ლე 
CთI)-+- ძი 

1 „ირჩევთ, რა შემთხვევითი X(/) ფუნქციის კრრელაციევრი ფუეაქციისათვის (17. 

5.27) ტიპის გამოსახულებას, როველიც ფართოდ გამოიყენება მისი სიმარტივის გამო 

პრა:ტიკ:9ი, აუცილებელია გექობღეს მბეღდპელობსში შეჰდეგი: ზუსტად რომ ვთკვათ, 

“მემთხეევითი X(/) ფუნქცია, რომელსაც ავვეს ასეთ: სახის კორელაციური ფუეზკც-ა, 

არაღიფელენცირებადაა და მაშასაღამე მისთვის არ შეიძლება ღაეზეროს დიფერენცე+- 

ლური განტოლებანი ჩეეულებრივი გაგებით. ამ ს:ძნელეს შესაძლოა გვერდი ავუა- 

როთ, თუე განვიხილავთ (17.5.27) გაპოსახულებას. კორელაციური ფუნკცრისათეის, 

როგორც მიახლოებულს. 

493



და მისი მოდულის კვადრატს 

|თ(დ) |? -– 10.01 0ი!“ _ 60%” + 07%. 
|ი,Iი–-იი, თრე”თ”-1- თე? 

შემდეგ ვპოულობთ სისტემის გამოსასვლელში სპექტრულ სიმკვრივეს: 

„ ჩზბ?ი? 
5)(თ) = |დ(Iთ) | 5+(თ) > 25 001 0ი” . თ 

ს 0)7“7ა?-L მეწ თ“- დ? 

შემდგომ (17.5.25) ფორმულით ვიპოვით გამოსასვლელში დისპერსიას 

თ 

21 (' 6,'თ?- ხე? თ 
ს= – 1 + ში ძთ. 

% 8 თი" Lძ“ თ” -L+თ” 
  

ინტეგრალის გამოსათვლელად დავშალოთ ინტეგრალქვეშა გამოსა– 
ხულება მარტივ წილადებად: 

ხ,'თ"+ხ“! თ _ 4 8 

ი, თ”+ძი თია ძე +ძ,.თი. თ". თ? 
  

და გამოვითვლით კოეფიციენტებს: 

4. 0,"ხი"-- ძეზე" · 

ძ,მთ?-- ძემ 

ნ, თ?-- ხე? 

ი,"თ?--თე? 

ინტეგრების შემდეგ მივიღებთ: 

| ჩს)= იე. -თ ნი 1-006:% 
' ძე01(ი)თ-L0ძა) 

მოცემული პუნქტის დასასრულს გავიხსენოთ, თუ როგორ გარდაიქმნება 

წრფივი სისტემით სტაციონარული შემთხვევითი ფუნქცია, რომელიც 

შეიცავს შესაკრებად ჩვეულებრივ შემთხვევით სიდიდეს: 

X·C=ხა+XCთ (17.5.28) 

8=თ 

სადაც LC ა---შემთხვევითი სიდიდეა IX) დისპერსიით; 

XC) –– სტაციონარული შემთხვევითი ფუნქცია. 

სისტემის რეაქცია XC) ზემოქმედებახე მოიძებნება, როგორც ჯამი რე– 

აქციებისა, ცალკეულ ზემოქმედებათა (17.5.28) მარჯვენა ნაწილში X(/) 

ზემოქმედებახე რეაქციის მოძებნა ჩვენ ,უკვე ვიცით. ზემოქმედებას 

ხა ჩვენ განვიხილავთ, როგორც ნულოვანი თ =0 სიხშირის ჰარმონიულ 
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რხევას: თანახმად (17.5.11) ფორმულისა, რეაქცია მასხე ტოლი იქ- 
ნება 

Vა == “9 (/ე (17.5.29) 

შესაკრები Vე უბრალოდ მიემატება X(I/) ზემოქმედებახე სისტემის რე– 

აქციას. 

17.6. სტაციონარულ შემთსვევითი პროცესების თეორიის 

გამოყენება იმ ამოცანების გადასაწყვეტად, რომლებიც 

დაკავშირებულნი არიან დინამიკური სისტემების 

ანალიზთან და სინთეზთან 

წინა პუნქტში განხილული იყო სტაციონარული შემთხვევით ი 

ფუნქციის, სტაციონარულ წრფივ სისტემით გარდაქმნის საკითხი და 

მიღებულია ამ ამოცანის გადაწყვეტის მარტივი მათემატიკური ხერ– 

ხები. შემთხვევითი ფუნქციის გარდაქმნა დაყვანილი იქნა ერთადერთი 

ფუნქციის –– სპექტრული სიმკვრივის მარტივ გარდაქმნამდე , (სიხში– 

რული მახასიათებლის მოდულის კვადრატზე გადამრავლება), სტაციო- 

ნარულ შემთხვევითი პროცესების სპექტრული თეორიის ასეთი სიმარ–- 

ტივე ხდის მას წრფივ დინამიკური სისტემების კვლევის შეუცვლელ აპა– 

რატად, სისტემებისა რომლებიც მუშაობენ შემთხვევით მეშფოთებათა 

(შეფერხებათა) პირობებში. 

ჩვეულებრივ პრაქტიკული ამოცანების გადაწყვეტისას ჩვენ გვაინ- 

ტერესებს არა თავისთავად თვით კორელაციური #”)(C) ფუნქცია სისტე- 

მის გამოსასვლელში, არამედ მასთან დაკავმირებული დისპერსია 

#),ც=#ჩV)(C), 

რომელიც მასში შემავალი შემთხვევითი შეშფოთებით გამოწვეულ სის–- 

ტემის ცდომილებებს ახასიათებს და ბევრ შემთხვევაში შეუძლია იყოს 

სისტემის მუშაობის სიზუსტის კრიტერიუმი. 

დინამიკური სისტემების შემთხვევით ფუნქციათა თეორიის მეთოდე- 

ბით კვლევისას წყდება ორი სახის ამოცანა რომლებსაც შეიძლება 

დავარქვათ „პირდაპირი“ და „შებრუნებული“. 

პირდაპირი ამოცანა მდგომარეობს შემდეგმი: ანალიხი უკეთდება 

მოცემულ წრფივ დინამიკურ სისტემას, რომელსაც აქვს სავსებით 

განსახღვრული პარამეტრები და რომლის მუშაობა აღიწერება წოფივი 

დიფერენციალურ განტოლებით: 

(ი„0”+ძე -)0”“1+...+0)0+თა)V()= 
=(0იიო+ ხა 1.09 1+...+-ხ,0--ხე).X(I). (17.6.1) 
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საპირრა გამოკვლეულ იქნას სისტემის მუშაობის სიხუსტე. თოცა მის 

პესასვლელმი არსებობს სტაციონარული “შემთხვევითი ზემოქმედება 

ე. წ. „სტაციონარული დაბრკოლებანი“". ამისათვის უწინარეს ყოვლისა 

გამოიკვლევა შემთხვევითი დაბრკოლება, განისაზღვრება მისი კორელა- 

ციური ფუნქცია და სპექტრული შემადგენლობა. შემდეგ ზემოაღწერი- 

ლი მეთოდებით პოულობენ სპექტრს და შემთხვევითი ფუნქციის დის- 

პერსიას სისტემის გამოსასვლელში. გამოსასვლელში დისპერსია ცხადია 
დამოკიდებულია, როგორც შემთხვევითი ზემოქმედების მახასიათებლე- 

ბისაგან შესასვლელში, ისე განტოლებათა კოეფიციენტებისაგან. ვწყვეტთ 

რა ასეთ ამოცანას, შეიძლება შევაფასოთ მოცემული სისტემის სიხუს- 

ტე დაბოკრლებათა სხვადასხვა პირობებში. 

შებრუნებული ამოცანა მდგომარეობს იმაში, თუ როგორ შევარჩიოთ 

(17.61) განტოლებათა კოეფიციენტები რომ დაბრკოლებათა მოცე- 

მულ სპექტოულ შემადგენლობისას ცდომილებები სისტემის გამოსასვ- 

ლელში იყოს მინიმალური. სისტემის შესასვლელში შემთხვევითი ფუნ- 

ქციის (დაბრკოლებების) მოცემულ მახასიათებლებისას დისპერსია გა- 
მოსასვლელმი დამოკიდებულია განტოლების კოეფიციენტების მთელ 

ერთობლიობისაგან: 

სს= LM (თა, 0, –---,0 00, მის ნთ -I)---,0):0ი)- 

განტოლების კოეფიციენტები დამოკიდებულია სისტემის კონსტრუქ- 

ციული პარამეტრებისაგან და მათგან ზოგიერთი სისტემის დაპრლექ- 

ტებისას შეიძლება ვცვალოთ ფართო სახღვრებში. 

ამ პარამეტრების რაციონალურ მნიშვნელობათა შერჩევის ამოცა- 

ნა შესაძლებელია ამოხსნხილ იქნას იმ მოთხოვნიდან, რომ დისპერსია 

იყოს მინიმალური. 

უნდა დამატებით შევნიშნოთ ის, რომ პრაქტიკაში ხმირად ვერ ხეო- 

ხდება ამ მოთხოვნის დაკმაყოფილება. მართლაც ჩვენს მიერ გამოყვა–- 
ნილი გამოსახულებანი: კორელაციური. ფუნქციისა და დისპერსიისათ- 

ვის სისტემის გამოსასვლელში მართებულია მხოლოდ ჯ დროის იმ მნიშ- 

გნელობებისათვის, რომლებიც შემთხვევითი პროცესის საწყისიდან საკ- 

მაოდ არიან დაშორებული, როცა სისტემაში მის თავისუფალ როხევას- 

თან დაკავშირებული ყველა გარდამავალმა პროცესებმა მოასწრეს უკ- 
ვე მილევა. მართლაც ხმირად გვხვდება დროის !გარკვეულ უბანზე წრფი- 

ვი დინამიკური სისტემების (სამიზნეები გამომთვლელ–გადამწყვეტი 

მექანიხმები) გამოყენება დროის შემოსაზღვრულ ჯუბანხე, ამ დთროოს 

გარდა ამავალი” პროცესების მილევის სისწრაფე სისტემაში არსებითად 

დამოკიდებულია მისი „კონსტრუქციული პარამეტრებისაგან, ე. ი. (17. 

6.1) განტოლებათა კოეფიციენტებისაგან. თუ შევარჩევთ ამ კოეფიციენ- 
ტებს ისე. რომ მათ მოგვცენ სისტემის გამოსახულებაში დისაეოსიის 
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მინიმუმი (დროის საკმარისად ღაშორებულ მონაკვეთისათვის), ეს რო- 

გორც წესი, მიგვიყვანს იქამდე, რომ სისტემის განოსასვლელში გამოჩ- 

ნდებიან სხვა. შეცდომები რომლებიც დაკაეშირებულნი არიან იმას- 
თან, რომ სისტემაში გარდამავალმა პროცესებმა ჯერ კიდევ ვერ მო– 

ასწრეს მილევა. ამ მეცდომებს ჩვეულებრივ უწოდებენ დინამიკურ ცღო- 
მილებებს. 

წრფივ სისტემათა გამოყენებისას დროის შეხოედულობასთან და- 
კავშირებით და პრაქტიკაში დინამიკურ შეცდომათა არსებობის გამო 

ჩვენ გვიხდება ამოვხსნათ ამოცანა სისტემის პარამეტრების რაციონალურ 

შერჩევაზე დისპერსიის მინიმუმის არა სუფთა პოინციპით, არამედ დი- 

ნამიკურ მეცდომათა გათვალისწინებით. ამოცანის რაციონალური ამოხ- 

სნა მოიძებნება როგორც კომპრომისული, რომლის დროსაც ერთის მხრიე 
სისტემის გამოსასვლელში დისპერისია საკმაოდ მცირეა, ხოლო „მეორეს 

მხრივ ––- დინამიკური მეცდომები აოც მეტისმეტად ღიდია. 
იმ ზემთხვევამი, როცა ეძებენ სისტემის ოპტიმალურ პარამეტრებს, 

როგორც დისპერსიის, ისე სისტემატიკური დინამი„ურ მეცდომათა გათ- 

ვალისწინებით, ხშირ-:დ სისტემის მუძაობის სიხუLსტის კრიტერიუზად 

ირჩევენ მეორე საწყის მომენტს თ. სისტემის გამოსასვლელში: 

Cთ.-=I) „-- MI ყ. (17.6.2) 

სადაც /2ც-- დისპერსია, /I,-- სისტემატური შეცდომა სისტემის 
გამოსასგვლელში. ამ დროს სისტემის პარ:მეტრები დეირჩევიან ისე, 

რომ მათ გახადონ C. სიდიდე მინიმუმი. 

ზოგჯერ სისტემის “მეფასების კრიტერიუმაღ ირჩევენ არა დისპერ- 

სიას და არა მეორე საწყის მომენდ,ს. არამედ სხვა რომელიმე სიდიღეს 

რომელიც დაკავზირებულია სისტემის მიხნობრივ დანიმნულებასთან. 

მაგალითად, სამიზნე მოწყობილობათა და მართვის სისტემის გამოცდი- 

სას, რომლებიც განკუთვნილი აოიან სროლისათვის, მათი პარამეტრების 

შერჩევას უდგებიან, მიზნის ღაზიანების ალბათობის მაქსიმუმიღან გა- 

მომდინარე. 

განეიხილოთ კიდევ ერთი ტიაცრი ამოცანა, რომელიც დაკავმირებე- 

ლია ღინამი/ური სისტემის ოაციონალურ „ონსტრუირებასთან. აქამდე 

ჩვენ განვიხილავუით (17.6.1) განტოლების მხოლოდ კოეფიციენტების 

რაციონალურად: მერჩევის ამოცანას, ხოლო განტოლების სახე კი ითვ- 

ლებოდღა მოცემულაღ. ე. წ. დინ:მიჯურ სისტემათა სენთეხთან და/„ავში- 

რებულ ამოცანათა ამოხსნის ამოცანა ისმება უფრო ფართოუ. კერძოდ 

დგება საკითხი თვით განტოლების სახის რაციონალურ დერჩევახე, ან 

უფრო ფართოდ, დინამიკური სისტემის ოპტიმალური ოპერატორ ის 

განსაზღერი) ამოცანა. აზგვარი ამოცანები ამჟამად წარმატებით ამოიხ–- 

სნებიან რემთხვევით ფუნქციათა თეორიის მეთოდებით. 
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დინამიკური სისტემების ანალიზთან და სინთეზთან დაკავშირებულ 
პრაქტიკულ ამოცანათა ამოხსნისას. სშირად არ ხერხდება შემოვიფარგ- 

ლოთ სტაციონარული შემთხვევითი პროცესებით და მისი კუთვნილი სპექ- 

ტრული თეორიის აპარატით, ოღონდ მთელ რიგ შემთხვევებში რამდე– 

ნადმე სახემეცვლილი ეს აპარატი შეიძლება გამოყენებულ იქნას არა 
სტაციონარულ პოოცესებისათვის. პრაქტიკაში ხშირად გვხვდება ე. წ. 
„კვანისტაციონარული" შემთხვევითი ფუნქციები და „კვაზისტაციონა- 
რული“ დინამიკური სისტემები; ისინი ხასიათდებიან იმით, რომ “რმემთხვე– 

ვით ფუნქციათა მახასიათებლების და სისტემის პარამეტრების ცვალე- 

ბადობა დროში. მიმდინარეობს შედარებით ნელა. ასეთი შემთხვევითი 

პროცესებისათვის ვ. ს. პუგაჩოვის მიერ დამუმავებულია მეთოდი, 

რომელიც თავისი სტრუქტურით მცირედაა განსხ ვავებული სპექტრული- 

საგან, მაგრამ გამოიყენება პირობათა უფრო ფართო დიაპახონძი!. 

17.7. სრაციონარულ შემთხვევით ფუნქციათა 

ერბოდიკული თვისება 

განვიხილოთ. რომელიღაც სტაციონარული X(C/) ფუნქცია და ვთქ- 

ვათ, რომ საჭიროა შევაფასოთ მისი მახასიათებლები: მათემატიკური ლო– 

დინი /. და კორელაციური #0) ფუნქცია. ზემოთ (იხ. ბპ. 15.4) 
გადმოცემული იყო ცდებიდან ამ მახასიათებელთა მიღების ხეო"“ები. 
ამისათვის უნდა გვქონდეს შემთხვევითი XC) ფუნქციის რეალიზა- 

ციათა გარკვეული რიცხვი. დავამუშავებთ, რა ამ რეალიზაციებს, შე- 

იძლება მოიძებნოს შეფასებები მათემატიკური 7+() ლოდინისა და კორე– 

ლაციური L.V, 1) ფუნქციისათვის. დაკვირვებათა რიცხვის შესღუ- 

დულობასთან დაკავშირებით ფუნქცია MI +(/) არ იქნება ზუსტად მუდმი- 

ვი; იგი უნდა გავასამუალოთ და შევცვალოთ რომელიღაც მუდღმივით 

”7L--ით, ანალოგიურად #%. (/, |) მნიშვნელობათა გასაშუალებით სხვა– 

დასხვა X=I--/-სათვის მივიღებთ IX. C) კორელაციურ ფუნქციას. 

დამუმავების ეს მეთოდი ცხადია წარმოადგენს საკმაოდ რთულსა და 
შრომატევადს და მასთან ერთად შედგება ორი ეტაპისაგან: შემთხვე–- 

ვით ფუნქციათა მახასიათებლების მიახლოებითი განსახღვრისაგან და 
აგრეთვე ამ მახასიათებლების მიახლოებითი გასაშუალებისაგან. ბუნებ- 
რივად ისმის კითხვა: ხომ არ არის შესაძლებელი სტაციონარული შემთხვე– 

ვითი ფუნქციისათვის დამუშავების ეს რთული, ორსაფეხურიანი პოოცე– 

სი შევცვალოთ უფრო მარტივით, რომელიც წინასწარ ემყარება დაშვე- 

ბას, რომ მათემა ატიკური ლოდინი არ არის დროისაგან დამოკიდებული, 
ხოლო კორელაციური ფუნქცია –– ათვლის საწყისისაგან ? 

1 იხ, ვ. ს. პუგაჩოვი. შემთხვეეით ფუნქციათა თეორია და მისი გამოყენება ავტო- 

მატერი მართვის ამოცანებისათვის %II3M#0III3, 1962 (რუსულ ენაზე). 
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იბი! 

გარდა ამისა, წამოიჭრება საკითხი: დაკვირვებათა დამუშავებისას, 

სტაციონარულ შემთხვევით ფუნქციისათვის წარმოადგენს # ანსემითად 
აუცილებელს. რამდენიმე რეალიზაციათა ცოდნა? რამდენაღაც  მემთბვე” 
ვითი პროცესი წარმოაღგენს სტაციონარელს და მიმდინარეობს დროის 

მიხედვით ერთგვაროენად, ბუნებრივია ვივარაუდოთ, რომ ერთადღ- 
ერთი რეალიზაცია საკმარისი ხანგრძლივობისა გამოდგება (ცდისეულ 
მასალად შემთხვევითი ფუნქციის მახასიათებლების მისაღებაღ. 

ამ საკითხის უფრო დეტალურაღ განხილვის:ს, აღმოჩნღება, რომ 

ასეთი შესაძლებლობა არსებობს არა ყველა შემთხვევითი პროცესი- 
სათვის: არა ყოველთვის აღმოჩნდება ერთი რეალიზაცია საკმაო ხანგრძლი– 
ვობისა ეკვივალენტური ცალკეულ რეალიხაციათა სიმრავლისა. 

მაგალითისათვის განვიხილაეთ ორ სტაციონარულ შემთხვეეით ფ-ნ- 

ქციას XC (/) და X. (), რომლებიც წარმოდგენილი არიან თავიანთი 

რაციონალიზაციათა ერთობლიობით ნახ. 17.7.1 და 17.7.2-ხე. %.() 

| Xი) 

  

  

– = 5 

ჟ სელ - 

106252 =55CC, ლL--) 
ნ,5, 17.7.1. 

შემთხვევითი ფუნქციისათვის დამახასიათებელია შემდეგი თავისებუ- რება: მის ყოველ რეალიზაციას გააჩნია ერთი და იგივე დამახასი:თ; ბ. ლი ნიშანი: საშუალო მნიშვნელობა, რომლის იოგვლივ ხდება რხ აბი 
და ამ რხევათა საშუალო ამპლ ი სე 

იტოდა. ავირჩიოთ ნებისმიერი ერთი ასეთი 

  

  

ნახ. 17.7.2. 

რეალიზაცია და გავაგრძელოთ ახრობრივ ცდა, რომლის შედეგადაც იგი 

არის მიღებული დროის რომელიღაც 7 უბანზე. ცხადია საკმაოდ დიდი 
“სათვის ამ ერთ'რეალიზაციას შეუძლია მოგვცეს)ჩვენ საკმაოდ კარგი წარ- 

შოდგენა შემთხვევითი ფუნქციის თვისებებზე მთლიანად. კერძოდ ამ 
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რეალეხაციის გასაჰუალებით აბსცისთა ღერძის გასწვოიე –– ღორის 

მიელვათ, ჩვენ უხდა მივიღოთ შემთხვევითი ფუნქციის მათემატიკური 

ლოდინის მიალლოებათი მნიშვნელობა; ამ საშუალოდან გაღახრათა კვად- 

რატების გასაპუალეპით ჩვენ უნდა მივიღოთ დისპეოსიის მიახლოებითი 

მდეპვნელობა და ა. 9შ. ასეთ შემთხვევით ფუნქციაზე ამბობენ: მას ახასია- 

თებს ერგოდიკული თვისება. ეოგოღიკული თვისება მდგომარეობს 

იმაჯი, როომ შემთხვევითი ფუნქციის ყოველი ცალკეული რეალიზაცია 

წარმოადგენს თითქოს და „სრულუფლებიან წარმომადგენელს“ შესაძლო 

რეალისაციათა მთელი ერთობლიობისა ერთ რეალისაცის საკმაო 

სანგრძლივობბსას შეუძლია შეცვალოს დაზუშავებისას იმავე საერთო ხან- 

გრძლივობის რეალიზაციათა სიმრავლე! 

“ ასლა განვიხილოთ შემთხვევითი X+ა(I/) ფუნქცია. შევარჩიოთ ნების- 

მიერად ერთ-ერთი რეალისაციათაგანი, გავაგრძელოთ იგი ახრობრივ 

დროის საკმაოდ დიდ უბანზე და გამოვთვალოთ მისი საშუალო მნიშვნე- 
ლობა დროის მიხედვით დაკვირვების მთელ მანძილხე. ცხადია ეს სა- 

ფმუალო მნიშვნელობა ყოველი რეალიზაციისათვის იქნება საკუთარი და 
შეიძლება არსებითად განსხვავებული იყოს შემთავევითი ფუნქციის მა- 

თემატიკური ლოდინისაგან რომელიც აგებულია, როგორც საშუალო 

რეალიზაციათა სიმრავლეებისა. ასეთ შუმთსვევით ფუნქციახე ლაპარა- 

კოპენ, რომ მას არ გააჩნია ერგოდიკული თვისება. : 

თუ შემთხვევით ფუნქციას X(0) გააჩნია ერგოღიკული თვისება, 

მამინ მისთვის დროის მიხედვით საბუალო (დაკ- 
ვირვების საკმაოდ ღიდ უბანზე) მიახლოებით 
ტოლია, დაკვირვების სიმრავლის საშუალოსი. 

იგივე მართებულია ფუნქციებისათვის X"C), 2X(C).XC-+2?) და ა. 9. 

მამასადამე შემთხგევითი ფუნქციის ყველა მახასიათებლები (მათემატი- 

კური ლოღინი ღდისპერსი,ა კორელაციური თუნქცია) , შესაძლებელი 

იქნება მიახლოებით განვსახღვროთ ერთი საკმაოდ გოძელი რეალიზა– 
ციით. 

რომელ სტაციონარულ შემთხვევით ფუნქციებს გააჩნია, ხოლო რომ- 

ლებს არ გააჩნიათ ე რგოდიკული თვისება? 

განვმარტავთ ამ საკითხს თვალსაჩინოდ, მაგალითიდან გამომდინა–- 

რე. განვიხილოთ “შემთხვევითი Cთ(CI) ფუნქცია –– ჰორიზონტალუოად 

ფრენის დადგენილი რეჟიმისას თვითმფოინავის შეტევის კუთხის რსევე–- 

ბი. ეეარაუდობთ, რომ ფრენა მიმღინარეობს რომელიღაც, ტიპურ მე- 

ტეოროლოგიურ პირობებში. კუთბის ცვლილებები გამოწვეულია შემ– 

1 უფრო ზესტა:დ უმდა გვეთქვა ა რა „ყოველი რეალიზაცია“, არამედ „ოიდვქმის 

ილი“, საქმე იმაშია, რომ ცალკეულ შემთავევაში შეიქლება გამოჩნდნენ ისეთი ოეა- 

ეპ. რომელთაც არ გააჩ:იათ ახეთი თვისება, აგრამ ასეთი რეალიხაცაათა გა- 

ირ ალაათოსა ნელეს ტ.ილია:



თხვევითი შემფოთებებით ატმოსფეროს ტურბულენტურობასთან და- 
კავშირებით. შეტევის კუთხის საშუალო მნიშენელობა, რომლის ახლო– 

საც ხდება ცვლილებები, დამოკიღებულია ფრენის #/ სიმაღლეზე. ფრე- 
ნის ამ სიმაღლეზეა დამოკიდებული რხევის ამპლიტუღაც- ცნობილია, რომ 

ატმოსფეროს ქვედა ფენებში რურბულენტურობა უფრო ძლიერია, ვ(ღ“ 
რე ზედაში. 

განვიხილოთ "მემთხვევითი ფუნქცია „თ – მოცემულ // სიმაღ- 

ლეხე შეტევის კუთხის ცვლილება. ყოველი რეალიხაციათაგანი ამ შემ- 
თხვევითი ფუნქციისა ხორციელდება შემთხვევით ფაქტორთა ერთი და 

იგივე ჯგუფის ზემოქმედების მეღეგად და გააჩნია ერთი და იგივე ალ– 

ბათობითი მახასიათებლები; შემთხვევითი C«(CI) თენქციას გააჩნია ერ- 

გოდიკული თვისება (ნახ. 17.7.3). 

#1/7)     
  

მ 
ნახ 17.7.3. 

წარმოვიდგინოთ ახლა, რომ განიხილება შემთხვევითი ფუნქცია თ() 

არა ერთი # სიმაღლისათვის, არამედ მთელი დიაპახონისათვის, რომ– 

„ლის შიგნითაც მოცემულია სიმაღლეთა რომელიღაც განაწილება (მა– 

გალითად თანაბარი სიმკვრივის კანონი). ასეთი შემთხვევითი ფუნქ- 

ცია რჩება, რა სტაციონარული, ცხადია, უკვე არ გააჩნდეს იქნება ერ- 

გოდიკული თვისება; მისი შესაძლო რეალიხაციები, რომლებიც ხორ– 

ციელდებიან რომელიღაც , ალბათობებით, სხვადასხვა ხასიათისაა (ნახ. 

17.7.4). 

(იო 

     

  

ხახ. 17.7.4. 
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ამ დ 

თითქოსდა „ღამლადია“ უფრო ელემენტარულ შემთსვევით პოოცესე- 

ბად. თითღეული მათგანი ხორციელდება რომელიღაც ალბათობით 

და აქეს თავისი ინდივიდუალური მასასიათებლები. ამგვარად დ ა შ- 

ლადობა შინაგანი არაერთგვაროვნებაა შემთხვევითი პროცესისა, 

რომელიც მიმდინარეობს რომელიღაც ალბათობით, ამა თუ იმ ტიპის 

მიხედვით და არის ფიხიკური მიხეზი არაერგოდიკულობისა. 
კერძოდ, შემთხვევითი პროცესის არაერგოდიკულობა შეიძლება იყოს 

დაკავშირებული მის შესაკრებთა შემადგენლობაში ჩვეულებრივი შემთ- 

ხვევითი სიდიდის არსებობახე (ე. ი. შემთხვევითი პროცესის სპექტრ- 

ში გარდა უწყვეტი ნაწილისა სასრულო დისპერსიის არსებობაზე, 

ნული სიხშირისას). 

მართლაც, განვიხილოთ შემთხვევით” ფუნქცია 

თხვევითი პროცესისათვის დამახასიათებელიას ის, რომ იგი 

2(,/)=XCI)--X», (17.7.1) 

სადაკ XC) –– ერგოდიკული სტაციონარული შემთხვევითთი ფუნქ- 

ციაა />, MC.) მახასიათებლებით; პ/ –- შემთხვევითი სიდიდე ე და 
LI, მახასიათებლებით; ვივარაუდოთ, რომ XC/) და' 7 არაკორელირებუ- 

ლია. განვსახღვროთ შემთხვევითი 2(/,) ფუნქციის მახასიათებლები. თანა– 
ხმად შემთსვევით ფუნქციათა შეკრების ზოგადი წესებისა (იხ. პ. 15.8) 

გვაქვს: : 
/112== /1 ჯ–+ 71), (17.7.2) 

/#:(C)=#»Xა(C6)-L#) V. (17.7.3) 

ფორმულებიდან (17.7.2) და (17.7.3) ჩანს, რომ შემთხვევითი ფუნქცია 

წარმოადგენს სტაციონარულს, მაგრამ გააჩნია კი მას ერგოდიკული თვი– 
სება? ცხადია არა. ყოველი მისი რეალიხაცია განსხვავებული იქნეთა 
სხვებისაგან, ექნება დროის მიხედვით ესა თუ ის სამუალო მნიშვნელობა 
დამოკიდებით იმისაგან, თუ როგორი მნიშვნელობა მიიღო ”შემთხვევით- 

მა პ”/ სიდიდემ (ნახ. 17.7.5). “მემთხვევითი პროცესის ერგოდიკულობა- 
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ზე ან არაერგოდიკულობახე შეუძლია მოწმობდეს მისი კორელაციური 
ფუნქციის საზე. მართლაც განვიხილოთ არაერგოდიკული შემთხეევითი 

(17.7.1) ფუნქციის კორელაციური ფუნვეცია. იგი განსხვავდება რემთხ- 
ვევითი XL(CI) ფუნქციის კორელაციური ფუნქციისაგან მუდმივი I), შე- 

საკრების არსებობით (ნახ. 17.7.6). ამავ დროს როგორც კორელა- 

ციური ფუნქცია #IVC) მიისწრაფვის ნულისაკენ, როცა L->% (ძემთხვე- 

ვითი ფუნქციის მნიშვნელობებს შორის კორელაციური კავშირი მცირ- 

დება მათ მორის მანძილის 

გახოდის მიხედვით). ფუ§- 

ქცია #,C) უქვე არმი- 

ისწრაფვის ნულისაკენ რო- 

ცა (>, არამედ უახ- 
ლოეღება /#/ყის მუდმივ 

მნიშვნელობას. პრაქტიკა- 

ში ჩვენ არ გვაქვს საშუა- 

ლება გამოვიკვლიოთ მისი 

კორელაციური ფუნქცია 
დროის უსასრულო მონაკ- 

ვეთზე; » მნიშვნელობათა 
უბანი რომელთანაც ჩვენ გვაქვს საქმე. ყოველთვის შემოსაზღვ- 

  

  

ნახ. 17,7.6. 

რულია, ·თუ ამ დროს სტაციონარული შემთხვევითი პროცესის კო- 

რელაციური ფუნქცია LX გახრღით არ კლებულობს, არამედ რომელი- 

ღაც «-დან დაწყებული რჩება მიახლოებით მუდმივი, ეს ჩვეულებრივ 

არის ნიშანი იმისა. რომ შემთხვევითი ფუნქციის შემადგენლობაში არ- 

სებობს შესაკრები ჩვეულებრივი შემთხვევითი სიდიდის სახით და რომ 

პროცესი არ წარმოადგენს ერგოდიკულს, ხოლო კორელაციური ფუნქ- 

ციის მისწრაფება ნულისაკე5, როცა /(>თCთ ლაპარაკობს პროცესის ერ- 

გოდიკულობის სასარგებლოდ. ყოველ შემთხვევაში იგი საკმარისია 

იმისათვის, რომ ფუნქციის მათემატიკუოი ლოდინი განსახღვრული იქ- 

ნეს როგორც საშუალო, დროის მიხედვით. 

პრაქტიკული ამოცანების გადაწყვეტისას შემთხეევითი პროცესის 

ერგოდიკულობაზე დასჯვნის გამოტანა ხდება არა კორელაციური ფუნქ- 

ციის ქცევის კვლევის საფუძველზე, როცა «->29%0, არამედ ფიხიკური მო– 

სახრებებს საფუძვლეხე,ე რომლებიც დაკავშირებულია პროცესის 

არსთან (მისი სავარაუდო „დამლადობახე“, ან „არადამლადობახე“ 

სხვადასხვა. ტიპის ელემენტარულ პროცესებად, რომლებიც მჟღავნ– 

დებიან რომელიღაც ალბათობით). 
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1-.§. ეოგოდიკული სტაციონარული შემთხვევითი ფუნქციის 

მახასიათებელთა განსაზღვრა ერთი რეალიდაციის 

მისედვით 

განვიხილოთ სტაციონარული შემთხვევითი ფუენქცია XC), რომელ- 

საც გააჩნია ერგოდი%1ული თვისება და დავუშვათ, რომ ჩვენს გან- 

კარგულებაშია ამ შემთხვევითი ფუნქციის სულ ერთი რეალისაცია, მაგ- 
რამ დროის საკმაოდ დიდ # უბანზე. ერგოდიკულ სტაციონარულ შემთხვე- 

ვითი ფუნქციისათვის ერთი რეალიზაცია საკმაოდ დიდი: ხანგოძლივო- 

ბისა პრაქტიკულად ეკვივალენტუოია (შემთხვევითი ფუნქციის შესა- 

ხებ ცნობათა მოცულობის ახზოით) იმავე საერთო ხანგოძლივობის რე- 

ალიზაციათა სიმოავლისა: შემთხვევითი ფუნქციის მახასიათებლები შე- 

საძლოა მიახლოებით განისახღვრონ არა როგორც საშუალო დაკვირვე- 

ბათა სიმრავლიდან, არამედ საშუალო დროის მიხედვით. კერ– 

ძოდ, საკმაოდ დიდი 7-ს შემთხვევაში მათემატიკური ლოდინი #7» მე- 

იძლება მიახლოებით გამოთვლილ იქნას ფორმულით 

7 

III: = 71 X (1) ძL1 (17.8.1) 
71 

ანალოგიურად შეიძლება მიახლოებით მოინახოს კორელაციური ფუნ- 

ქცია M-(2) ნებისმიერი «» –სათვის. მართლაც კორელაციური ფუნქცია 

განსახღვრის მიხედვით წარმოადგენს შემთხვევითი ჯოი XV+» ფუნქ- 

ციის მათემატიკურ ლოდინს 

ს.დ0=MVIXC) XVC/+თI. (17.8.2) 

ეს მათემატიკური ლოდინი აგრეთვე ცხადია შეიძლება მიახლოებით გამო–- 

თვლილ იქნას როგორც დროის მიხედვით საშუალო. 

ჩავინიმნოთ « რომელიღაც მნიშვნელობა და ნაჩვენები ხეოხით გა- 

მოვთეალოთ კორელაციური ფუნქცია #„Cთ). ამისათვის მოხეოხებულია 

წინასწარ „ცენტოირებული“ იყოს მოცემული XC) რეალიხაცია, ე. ი. 

გამოვაკლოთ მას მათემატიკური ლოდინი (17.8.1): 

XC)=:;0-- I. (17.8.3) 

გამოვთვალოთ მოცემულ ()-სათვის შემთხვევით L26) %V-+L+» ფუნქციის 

მათემატიკური ლოდინი დროის მიხედვით. ამ დროს ცხადია ჩვენ მოგ- 

' 
1 ჩანაწერის სიმარტივისათვის ჩვენ აქ გამოვტოვებთ ნიშანს – შემთხვევით 

ფუნვციათა მახასიათებლებისას, რომელიც აღნიშნავს. რომ ჩვენ საქმე გვაქვს არა თვით 

მახასიათებლებთან, არამედ მათ შეფასებებთან. 
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ვიწევს გავითვალისწინოთ დროის არა მთლიანი უბანი 0-დან 7-მდე, არ»- 

მედ რამდენადმე ნაკლები, რადგან მეორე თანამამრავლი XV+»ა ჩვენთ– 

ვის ცნობილია არა ყველა /-სათვის, არამედ მხოლოდ იმათთვის, რომლე– 

ბისთვისაც (1+#ლ7. გამოვთვლით რა დროის მიხედვით სამუალოს, ზე- 

მოთ ნაჩვენები ხერხით მივიღებთ: 

(ალ. ' 
1 ჯ 0 95 : 

ჩად) = > | XL(I) X ((--4)ძ§. (17.8.4)   

(17.8.4) ინტეგრალის ჯ-ს მთელ რიგ მნიშვნელობებისათვის გამოთვლით 

შეიძლება მიახლოებით გამოვსახოთ წერტილების მიხედვით კორელა–- 

ციური ფუნქციის მთელი სვლა. 

პრაქტიკაში ჩვეულებრივ (17.8.1) და (17.8.4) ინტეგრალებს ცვლი- 

ან სასრული ჯამებით. ვაჩვენოთ თუ როგორ კეთდება ეს. დავყოთ შემ- 

თხვევითი ფუნქციის , ჩაწერის ინტერვალი #/ სიგრძის ტოლ ნაწი- 
ლებად და მიღებული უბნების მუაწერტილები აღვნიშნოთ . 
/„ (ნახ. 17.8.1), წარმოვიდგინოთ (17.8.1) ინტეგრალი როგორც ჯამი. 

  

  

> აუ ო 7 “4 
-=თ:ი-- >. _ 

(<1 42 ·, 
5.1: – 

ნახ, 17.8.1. 

ინტეგრალებისა ელემენტარულ ტ/ უბნების მიხედვით და თითოეული 

მათგანიდან გამოვიტანოთ X() ფუნქცია ინტეგრალის ნიშნის გარეთ 

საშუალო .მნიშვნელობით, რომელიც შეესაბამება XXVI) ინტერვალის 

ცენტრს. მიახლოებით მივიღებთ: 

ჩ 

MIჯ= 17% (ა): 
ჩ ჯ=1 

ან 
” 

19. :8.5 == => XC). (17:8.5) ” – :2 
(:=1 
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ანალოგივერად შეიალება „გამოვთვალოთ კორელაციური ფუნქცია X-ს 

შემდეგი მნიივნელობებისათვის, 0, #M,, 240'/,.. მივცეთ მაგალითად 

ჯ» სიდიდეს მნიძვნელობა 

IL 
MI 

+X==))! (VL= 

და გამოვთვალოთ ინტეგრალი (17.8.4) ინტეგრების ინტერვალის 

სსს! #1 
1-–%+X- 1-– აეგეა = 

” /1 
7, 

' 
  

გაყოფით /--/ რაოდენობის 4/ სიგრძის ტოლ უბნებაღ და თითოე– 

ული მათგანიდან X(/) XCV--თ ფუნქციის საშუალო მნიშვნელობით ინ- 

ტეგრალის ნიშნის გარეთ გამოტანით მივიღებთ: 

ხ––/! 

1. _ IM. 1. 
7, + 

–(”- )– თ–ი)აI თ ბებ ა" )' 

ან საბოლოოდ 
ს)! 

(წ) –– 2,» XLI) 9), (17.8.6) 

Mს-–-/ “ ჯ=1 

  

კორელაციური ფუნქციის გამოთვლას (17.8.60) ფორმულით აწარმოებენ 
/1-=0, 1, 2... მიმდევრობით „I-ის ისეთ მნიშვნელობამდე, რომლის დრო- 

საც კორელაციური ფუნქცია გახდება პრაქტიკულად ნულის ტოლი. 
#6) ჩ»(CL) ფუნქციის საერთო სვლა 

შესაძლებელია გამოვსახოთ ცალ- 

კეულ წერტილების მიხედვით 
(ნახ. 17.8.2). 

#- იმისათვის, რომ მათემატიკუ- 

რი ლოდინი /?>» და კორელაცი- 

ური ფუნქცია M”.-C) განსახღვ- 

75-22; ს, ––დ რულ იქნან დამაკმაყოფილებე– 

' ს «ი : ლი სიხუსტით, საჭიროა, რომ 

ნახ. 17.8.2. წერტილთა /! რიცხვი იყოს საკ 
მაოდ დიდი (მაგალითად ასი 

ღა ზოგჯერ რამდენიმე ასეულიც კი). ელემენტარული #/ უბნის სიგრძის 

შერჩევა განისახღვრება შემთხვევითი ფუნქციის ცვალებადობის ხა- 

სიათით. თუკი “რმემთხვევითი ფუნქცია იცვლება შედარებით მდოვრედ, 

უბანი (V/, შეიძლება ავირჩიოთ დიდი, ვიდრე მაშინ, როცა იგი ახდენს 
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მკვეთრ და ხშირ რხევებს. რამდენად მეტი მაღალხ სიხზირიანი შემადგენ- 

ლობა აქვს რხევებს, რომლებიც ქმნიან შემთხვევით ფუნქციას, ინღე- 

ნად ხმირად უნდა გექონდეს საყრდენი წერტილები დამუშავებისას. 
საორიენტაციოდ შეიძლება რეკომენდებულ იქნას მევარჩიოთ ელემენტა- 

რული #/ უბანი ისე, რომ შემთხვევითი ფუნქციის შემადგენლობაში 

ყველახე მაღალი სიხმირიანი პარმონიკის სრულ პერიოდხე მოდიოღეს 

5--10 საყრდენი წერტილი. ' 

ხშირად საყრდენი წერტილების შერჩევა საერთოღ ღამოკიღებელი 
არ არის დამმუშავებლისაგან, არამედ იკარნახება, ჩამწერი აპარატურის 

მუმაობის ტემპით. ამ შემთხვევამი საჭიროა ვაწარმოოთ დამუშავება 

უმუალოდ ცდიდან მიღებული მასალებისა ისე, რომ არ შევეცადოთ ჩავ- 

სვათ დაკვირვების შედეგად მიღებულ მნიშვნელობებს მორის საშუალე- 

დო, იმდენად, რამდენადაც მას არ შეუძლია აამაღლოს შეღეგის სიზუეს- 

ტე, არამედ ზედმეტად გაართულებს დამუმავებას. 

მაგალითი, თვითმფრინაეის პორიზონტალერი ფრეზის პირობებში ხლება 

თვითმფრინაეზე მოქმეღი გაღატვირთეის ჩაწერა. გადატვირთებს რეგ--ტ5აცია ხდერო- 

ღა დროის 200 წამიან ებანზე 2 წმ ინტერეალით, შედეგი მოყვანილია ცხრილში 17.5.1 

ცხრილი 17.2.), 

  

  
  

              

/ |გაღატეირთვა I გ:დატეიოთვა ” გაღადვიოთვა ( გად:ტეირთვა 

(წმ) VV(/) (წ9) VI) (§3) » () MX) 

0 1,0 “50 1.0 ; 109 1,2 150 0,8 
2 1,3 52 1,1 1C2 1:4 152 0,6 
4 1,1 54 1,5 1C4 0,8 154 0,9 
6 0,7 55 1.2 II 105 0,9 156 I%-. 
8 0,7 58 0,8 1Cგ 0.1 153 1,3 

10 1,1 60 1,1 119 0,8 162 0,9 
12 1.3 62 1.1 112 0,8 162 1,3 

14 0,8 64 1,2 114 1,4 164 1,5 
16 0,8 65 1.0 116 1,6 165 1,2 
18 0,4 68 0.8 118 1,7 168 1,4 
20 0,3 70 0,8 122 1,3 179 1,4 
22 0,3 72 1,2 122 1.6 172 0,8 
24 0,6 74 0,7 124 0,8 174 0,8 
26 0,3 76 0,7 126 1,2 176 1,3 
28 0,5 78 1.1 128 0,6 178 1,0 
30 0,5 80 1,5 139 1,0 180 0,7 
32 0,7 82 1,0 132 0,6 182 1,1 
34 0,8 გტ 0,6 134 0,8 164 0,9 
36 0,6 86 0,9 136 0,7 186 0,9 
ვ8 1,0 88 0.8 138 0,9 1§8 1,1 
40 0,5 90 0,8 140, 1,3 190 1,2 
42 1,0 92 0,9 142 1,5 192 1,3 
44 0,9 94 0,9 144 1,1 194 1,3 
46 1,4 96 0,6 146 0,7 196 1,6 
48 1,4 98 0,4 148 1,0 198 1.5           
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გადატვირო-ის ცეალებადობის პროცესიას სტაციონარულად ჩათელით, მიახლოებით 

განესა საზღეროთ გაღატვირთეის მათემატიკური ლოდიხი /Iჯ ან დისპერსია სჯ და ნორმი- 

რებული კორელაციური ფუნქცია იჯC). მოვახღინოთ ()()-ს აპროქსიმაცია რომელიმე 

ანალიზური ფ ენქციით, მოვძებნოთ და ავაგოთ შემთხვევითი პროცესის სპექტრული 

სიმკიოღვე. აჰოასნა, ფორმულით (17.8.5) გვაქვს 

  

  

  

100 

2 VVი 
იულ. – 0,98. 

100 

ვახდენთ ცესტოირებას შემთხვევითი ფუნქციისა (ცხრ. 17.8.2) 

ცხრილი 17.8.2. 

ჯ ი , ი ჯ 9 1 ი 

(§) | “7 (0 ფე | 0 | (ფ | ”»M2 | დე |) ”“ი 

0 0,02 50 0,092 100 0,22 150 –-0,18 
2 0.32 52 <,12 102 0,42 152 –-0,38 
4 0,12 54 0,52. 104 –-0,18 154 –-0,08 
6 –-0.28 56 · 0,02 106 –-0,08 156 0, 22 
8 | --0,28 56 –-0,18 , 108 0,02 158 0,32 

10 0,12 60 0,12 110 –-0,18 160 –-0,08 
12 0,32 62 0,12 112 –-0,18 162 0,32 
14 | –0,18 64 0,22 114 0,42 164 0,52 
16 | =90,18 66 0,02 116 0,62 166 0,22 
18 | –0,58 68 –-0,18 118 0,72 168 0,42 
20 –0,68 70 –0,18 120 0,32“ 170 0,42 
22 | –-9,68 72 0,22 122 0,62 172 –-0,18 
24 | --0,38 74 –-0,28 124 –-0,18 174 –0,18 
2 –-0,68 7 | –0,28 126 0,22 | 176 0,32 
285 | --0,48 78 0,12 128 –-0,38 178 0,02 
30 | –-0,48 80 0,52 130 +0,02 180 –-0,28 
32 –0,28 82 · 0,02 1322 | -–-90,38 182 0,12 
34 | –-0,18 84 –0,38 134: –0,18 184 –-0,08 
36 | --0,28 86 –0,08 136 –-0,28 186 –_-0,08 
58 | -'0,02 8გ –90,18 138 –-0,08 188 0,12 
40 | –90,48 “90 –-0,16 140 0,32 190 0,22 
42 0,02 92 –-0,08 142 0,52 192 0,32 
2–24 | --0,08 94 –-0,08 144 0,12' 194 0,32 
46 0,42 96 –-0,38 146 --0,28 196 0,62 
48 0,42 98 –90,58 148 -+0,02 198 0,52                       
  

ყეელა მნიშვნელობათა კვადრატში აყვანით და ჯამის #= 100-ზე გაყოფით მიახლოე - 

ბით მივიღებთ შემთხვევითი /V(,/) ფუნქციის დისპერსიას: 

100 

2 IVთი1 
L=-=1 

ს = 20,1045 
100 
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და საშეალო კვაუღრატელ გადახრას: 

თ.:ლ=6,3273, 

VI) მნიშვნელობათა გადამრავლებით, რომლებიც დაყოფილნი :რიან L=2,4,6..' 
ინტერეალებით და ნამრავლთა ჯამის გაყოფით შესაბანიLად M-1=9%9; M-2=98, 
კ/-–-3=97,... მივიღემთ კორელაციერი # XC) ფუნქციის 66” აწელობა", 

კორელაციური ფუნქცის ნორმირებით M ;/--9,1045-ზე გაყოფით, მიე-ღენთ 0ჯ(C) 

ფუზეციის მნიშვნელობათა ცბრილს (ცხრ. 17,8.9), 

  

  
  

  

  

| _ 

« | ჩV(%) იჯ; (+1=C6“9%I 

| 

0 1,009 | 1,00ე 
2 0,505 0,598 
4 0,276 0,258 

(6 0,277 0,214 
8 0,231 0,128 | 

10 –90,015 0,077 
12... 0,014 0,0:6 | 
1... I 0,071 0,027 ! 
  

იჯ() ფუნქციის გრაფიკი წარმოდგენილია 17.8.3 ნაLასზე პუ5ნვტირით 
მეერთებტული წერტილების სახით. კორელაცივრი ფუნქციის არა სრუ- 

ლად გლუვი სვლა შეიძლება ახ- 
სნელ იქნას ექსპერიმენტულ მო- /,./2,I1) 

ნაცემთა მოცულობის არასაკმარი- 51 

სობით (ცდის არასაკმაო” ხანგრძ- I 3 ირო -იშM7)7) 
ლივობით), რასთან დაკავშირები–- I IX2+# 

თაც შემთხვევითი უსწორობანი | · 

ფუნქციის სვლაში ვეო ასწორებენ | 

გაგლუვებას. გამოთვლა გაგრქე- | 

ლებულია ისეთ მნიშვნელობებაზ- ? 

დე. რომელთა დოოსაც ფაქტიურად 
კორელაციური კავშირი იკარგება. 

იმისათვის, რომ გავაგლუვოთ ეჟსპერიმენტულაღ ნაპოვნი ი.) 

ფუნქციის ცხადად? არაკანონ ზომიერი "ოხევები, შეეცეალოთ იგი მიახ- 

ლოებით: შემდეგი სახის ფუნქცეით: 

  

ნახ. 17.8.3, 

0X(%) =292:0L1. 

სადაც თ პარამეტრს მოვსააავთ უმცირეს კვაურატთა მეთოღით (იხ. 
პ. 14.5.). 

ამ მეთოდის გამოყენებით ვაოულობთ C=9,257. ი7( ფუნეცეის 
მნიშვნელობათა გამოთვლით, როცა L=9,2,4, ავაგებთ გრაფიკს გა- 
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მაგლუვებელი მრუდისას. 17.8.3 ნახახხე იგი გავლებულია მთლიანი 

ხაზით. ცხრილში 17.8.3 უკანასკნელ სვეტში მოყვანილია ი%(C) ფუნ- 
ქციის მ ნიპვნელობანი. 

  

ნახ. 17.8.4, 

ვსარგებლობთ რა კორელაციური (17.8.6) ფუნქციის მიაბლოები–- 

თი გამოსახულებით, მივიღებთ (იხ. პ. 17.4. მაგალითი 1) შემთხვევითი: 

პროცესი ნორმირებულ სპექტრულ სიმკვრივეს შემდეგი სახით: 

თ 0,257 
5ჯ (0ღ) = ჯ (თ2-LV)შ) “ 2(0,2571-L(ა?)” 

ნორმირებული სპექტრული სიმკვრივის გრაფიკყი წარმოდგენილია 
17.8.4 ნახაზზე.



ჩ»XVII1 თავი 

ინფორმაციის თეორიის ძირითადი ცნებები 

18.1, ინფორმაციის თეორიის საგანი ღა ამოცანები 

ინფორმაციის თეორია ეწოდება მეცნიერებას, რომე- 
ლიც სწავლობს ინფორმაციის გაღაცემასთან, დამუშავებასა და შენახ- 
ვასთან დაკავმირებულ რაოდენობრივ კანონზომიერებებს, წარმოიძეა 

რა ჩვენი საუკუნის 40-იან წლებში, ინფორმაციის თეორია ამჟამაღ იქ- 

ცა მართვის ყველანაირ შეს:ძლო პროცესების ზესწავლის არცილებელ 6ა- 

თემატიკურ აპარატად. 

შემთხვევითობის ნიმნებე, რომელიც თან აბზლავს ინფორმაციათა 

გადაცემის პროცესებს, ჯვაიძულებენ მივმართოთ ამ პროცესების შეს- 
წავლისას ალბათობით მეთოღებს. ამასთან ვერ ხე“აფება შემოვიფარგ- 

ლოთ ალბათობათა თეორიის კლასიკური მეთოდებით ღა წარმოიშობა 
ახალი ალბათობითი კატეგორიების შექმნის აუცილებლობა. ამის გამო, 

ინფორმაციის თეორია წარმოაღგენს არა უბრალოდ გამოყენებით მეც- 

ნიერებას, რომელშიც გამოიყენება კვლევის ალბათობითი მეთოღები, 

არამედ უნდა განხილულ იქნას, როგორც ალბათობათა თეორიის გან- 
ყოფილება. 

სხვადასხვა სახის ინფორმაციის მიღება, დამუშავებას, გადაცემა და 

შენახვა –– აუცილებელი პირობაა ნებისმიერი მმართველი სისტემის 

მუშაობისა ამ პროცესში ყოველთვის ხდება ინფორმაციათა გაცვლა 

სისტემის სხვადასხვა რგოლებს შმორის. უმარტივესი შემთხვევა-- ინფორ- 
მაციის გადაცემა მმართველი მოწყობილობიდან შემსრულებელ ოოგა- 

ნოზე (ბრძანების გადაცემა) “ფრო რთული შემთხვევა –– მართვის 

შეკრული კონტური, რომელშიც ინფოომაცია ბრძანების მესრულების 

შესახებ გადაეცემა მმართველ მოწყობილობას ე. წ. „უკუკავშირის“ 

მეშვეობით. ნებისმიერი ინფორმაცია, რომ გადაცემულ იქნს აუცი- 

ლებელია ჯერ მათი „კოდირება“ ე. ი. მისი გადატანა სპეციალურ სიმ- 

ბოლოებისა და სიგნალების ენახე. “ 

ინფორმაციის გადამცემ სიგნალებად შესაძლებელია იყვნენ ელექტ- 

რული იმპულსები, სინათლის ან ბგერითი რხევები, მექანიკური გადა- 

ადგილებანი და ა. შ. 
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ინფორმაციის თეორიის ერთ-ერთ ამოცანას წარმოადგენს გამონახ- 

ვა კოდირების ეკონომიური მეთოდებისა რომლებიც საშუალებას იძ- 

ლევიან გადაცემულ იქნას მოცემული ინფორმაცია სიმბოლოთა მინი- 
მალუღი რაოდენობის საშუალებით. ეს ამოცანა წყდება როგოოც კავ- 

პიოის არხში დამახინჯებათა აო არსებობის შემთხვევაში, ისე მათი არსე– 
ბობის პირობებში. 

ინფორმაციის თეორიის მეორე ტიპური ამოცანა ისმება შემდეგნაი- 

რად: გვაქვს „ინფორმაციის წყარო (გადამცემი), რომელიც უწყვეტად 

გამოიმუშავებს ინფორმაციას და კავშირის არხი, რომლითაც ეს ინ- 
ფორმაცია გადაეცემა მეოოე ინსტანციას (მიმღებს). როგორი უნდა იყოს 

კავშირის არხის გამტარუნარიანობა იმისათვის, რომ არხი „სძლევდეს“ 

თავის ამოცანას, ე. ი. გადასცემდეს ყველა შემოსულ ინფორმაციას 'მე- 
უფერსებლად და დაუზახინჯებლად. · 

ინფორმაციის თეორიის მთელი :რიგი ამოცანებისა მიეკუთვნება 

დამმახსოვოებელი მოწყობილობათა მოცულობის განსაზღვრას, რომ- 
ლებიც განკუთვნილია ინფოომაციათა შენახვისათვის, ამ დამმახსოვრე– 

ბელ მოწვობილობებმი ინფორმაციის შეყვანის და მისი უმუალო გა” 

ნოყენების მიხნით მისი გამოყვანის ხეოხებს. 

ღომ გადავწყვიტოთ ასეთი ამოცანები, უწინარეს ყოვლისა უნდა 

ვისწაჯულოთ რაოდენობოივად. გავხომოთ გადასაცემი ანდა ,შესანახი 

ინფორმაციის მოცულობა, კავშირის არხის გამტარუნარიანობა და მა- 

თი მგრ:აობელობა დაბრკოლებათა მიმართ. ძირითადი ცნებები ინ- 

ფორმაციის თეორიისა, რომელიც გადმოიცემა მოცემულ თავში, საშუა- 
ლებას იძლევა ინფოომაციის გადაცემის პროცესების რაოდენობრივი აღ– 

წერისა რა ზოგიერთი მათემატიკური კანონსომიერებათა მონიძვნისა, 

რომლებიც მიეკუთვნებიან ამ პროცესებს. 

! 

1ა ენაროპია როგორც დიჭსიკური სისტემის მდგომარეობის 

განუსაზღვრელობის ხარისხის ჭომა 

ყოველი მეტყობინება, რომელთანაც ჩვენ გვაქვს საქბე ინფორმა- 
ციის თეორიაში, წარმოაღგენს რომელიღაც ფიხიკურ სისტემასე ცნობა- 

თა ერთობლიობას. მაგალითად, მწარმოებელი საამქროს მართვის ავტო- 

მატისებული სისტემი” შესასვლელმი “რეიძლება გადაცემულ იქნას 

დეტყობივება წუნის ნორმალუო ან გადიდებულ პროოცენტსე, ლღუ- 

მელმი ნედლეულის ქიმიურ შემადგენლობაზე ან ტემპერატურაზე. მართ- 

ვის სისტემის მესასვლელში საჰაერო თავდაცვის საშუალებებით შეიქ- 

ლება გადაცემულ იქნას შეტყობინება იმასე, რომ ჰაერშია ორი მიხანე, 

რომლებიც მიფრინავენ გარკვეულ სიმაღლეზე გარკვეული სიჩქარით, 

მაგრამ იმავე ზესასვლელით შეიძლება გადაცემულ იქნას შმეტყობინება 
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იმის შესახებ, რომ გარკვეულ აეროდრომზე მოცემულ მომენტში იმყო– 
ფება გამანადგურებელთა რაღაც რაოდენობა საბრძოლო მდგომარეობა- 
ში, ან აეროდრომი გამოყვანილია წყობიდან მოწინააღმდეგის სა- 
ცეცხლე მოქმედებით, ან პირველი მიზანი ჩამოგდებულია, ხოლო 
მეორე განაგრძობს ფრენას შეცვლილი კურსით. ამ ცნობებიდან ნე– 
ბისმიერი –– აღწერს რომელიღაც ფიზიკური სისტემის მდგომარეობას. 

ცხადია, თუ ფიზხიკური სისტემის მდგომარეობა ცნობილი იქნებოდა 
წინასწარ, არ ექნებოდა აზრი ცნობის გადაცემას. ცნობა ღებულობს 

აზრს მხოლოდ მაშინ, როდესაც სისტემის მდგომარეობა წინასწარ უცნო- 

ბია, შემთხვევითია. 

ამიტომ ·ობიექტადდ რომელხედაც გადაიცემა ინფორმაცია, ჩვენ 

განვიხილავთ რომელიღაც ფიხიკურ X სისტემას, რომელიც შემთხვე- 

ვით შეიძლება აღმოჩნდეს ამა თუ იმ მდგომარეობაში, ე. ი. სისტემას, 

რომელსაც „აუცილებლად ახასითებს“ განუსაზღვრელობის 
რომელიღაც ხარისხი. ცხადია ცნობები სისტემაზე იქნება ზოგადად 

რომ ვთქვათ უფრო მეტი ფასის და შინაარსიანი, რაც მეტი იქნება სისტე– 

მის განუსახღვრელობა ამ ცნობათა მიღებამდე („აპრიორი“). ისმის ბუ–- 

ნებრივი კითხვა: რას ნიშნავს განუზღვრელობის „მეტი“ ან „ნაკლები“ 
ხარისხი და რით შეიძლება იგი გაიხომოს? 

რომ ვუპასუხოთ ამ კითხვაზე, შევადაროთ ერთმანეთს ორი სისტემა, 

რომელთაგან თითოეულ მათგანს აქვს რომელიღაც განუსახღვრელობა. 
პირველ სისტემად ავიღოთ მონეტა, რომელიც ასროლის შედეგად 

შეიძლება აღმოჩნდეს ორიდან ერთ-ერთ მდგომარეობაში: 1) მოვიდა 

ღერბი და 2). მოვიდა ციფრი. მეორედ –--კამათელი, რომელსაც ექ>ვ- 

სი შესაძლო მდგომარეობა აქვს: 1,2,3,4,5 და 6. ისმის კითხვა განუსა- 
ზღვრელობა რომელი სისტემისაა უფრო მეტი? ცხადია მეორის; რადგან 

მასში მეტია შესაძლო მდგომარეობანი, რომელთაგან თითოეულში ის 

შეიძლება აღმოჩნდეს ერთნაირი ალბათობით. 
შეიძლება გვეჩვენოს, რომ განუსახღვრებლობის ხასიათი განისაზღვ- 

რება სისტემის შესაძლო მდგომარეობათა რიცხვით, მაგრამ საერთოდ ეს 

ასე არ არის. განვიხილოთ მაგალითად ტექნიკური მოწყობილობა, რო- 
მელიც შეიძლება იყოს ორ მდგომარეობაში: 1) გამართული და 2). 
დაზიანებული. ვივარაუდოთ, რომ ცნობების მიღებამდე (აპრიორი) 
მოწყობილობის გამართული (დახიანებული) მუშაობის ალბათობა 0,99-ია, 

ხოლო დაზიანების ალბათობაა 0,01. ასეთ სისტემას გააჩნია განუსახღვ- 

რელობის მხოლოდ მცირე ხარისხი: თითქმი შეუცდომლად შეიძლება 

ვიწინასწარმეტყველოთ, რომ მოწყობილობა წესიერად იმუშავებს. მო- 

ნეტის ასროლის დროსაც აგრეთვე გვაქვს ორი შესაძლო მდგომარეობა, 

მაგრამ განუსახლვრელობის ხარისხი გაცილებით მეტია. ჩვენ ვხედავთ, 

რომ ფიზიკურის სისტემის განუსახღვრელობის ხარისხი განისახღვრება, 
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არა მარტო მიი შესაძლომდგომარეობათა რიცხვით, 

არამედ მდგომარეობის ალბათობითაც. 

გადავიდეთ ზოგად შემთხვევაზე. განვიხილოთ რომელიღაც სისტე- 

მა X, რომელსაც შეუძლია მიიღოს მდგომარეობათა სიმრავლე: X,, X:,..., 

X,  ალბათობებით: #0), /ე,-.., მე სადაც 

ხნ,=M(X–Xჯ) (18.2.1) 

არის ალბათობა იმისა, რომ X სისტემა მიიღებს X; მდგომარეობას (სიმბო– 
ლოთი X--X, აღინიშნება ხდომილობა: სისტემა იმყოფება X, მდგომაორე– 

ობაში). : 

ი 

ცხადია 2, 0;ლ–1. 

ჩავწეროთ ეს მონაცემები ცხრილის სახით, სადაც ზემო სტრიქონში 

ჩამოთვლილია სისტემის შესაძლო მდგომარეობანი, ხოლო ქვედაში -– 

შესაბამისი ალბათობანი: , 

X; ! IX, 
| 

> 

XX ჯი 

        

ი: 
    

?; | ჩრ 

ეს ცხრილი ჩაწერის მიხედვით მსგავსია წყვეტილი შემთხვევითი X სი- 

დიდის განაწილების მწკრივისა შესაძლო X,, X,,...,X, მნიშვნელობებით, 

რომელთაც აქვთ 7), #:,-.·,ჩ„ ალბათობები. და მართლაც, მდგომარე- 

ობათა სასრულო სიმრავლის მქონე ფიზიკურ X სისტემას და წყვეტილ 

შემთხვევით სიდიდეს შორის მრავალია საერთო; იმისათვის, რომ დავიყ- 

ვანოთ პირველი მეორეზე, საკმარისია მივაწეროთ თითოეულ მდგომარეო– 

ბას · რომელიღაც რიცხვითი მნიშვნელობა (ვთქვათ მდგომარეობის ნო- 

მერი). ავღნიმნავთ, რომ სისტემის განუზღვრელობის ხარისხის აღსა– 

წერად სრულებითაც არ არის მნიშვნელოვანი, სახელდობრ, თუ რო- 

მელი მნიშვნელობანი X,, XX... X,–– არის ჩაწერილი 

ცხრილის ზედა სტრიქონში: მნიშვნელოვანია, მხოლოდ რაოდენობა 

ამ მნიშვნელობებისა და მათი ალბათობები. 

სისტემის (ან წყვეტილი შემთხვევითი X სიდიდის) აპრიორული გა- 

ნუზღვრელობის ზომად ინფორმაციის თეორიაში გამოიყენება სპეცია- 

ლური მახასიათებელი, რომელსაც ეწოდება ენტროპია. ინფორ- 

მაციის თეორიაში ენტროპიის ცნება ძირითადია. 

სისტემის ენტროპია ეწოდება სისტემის სხვადასხვა მდგომარეობათა 
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ალბათობების მათ +'ოგარითმზე ნამრავლების ჯამს შებრუნებული წნიშ- 
ნით. 

” 

#/ (X)= – 2 ჩი ი, !. (18.2.2) 
(=51 

ენტროპიას /#/(X), როგორც ჩვენ შემდგომში დავინახავთ, გააჩნია 
მთელი რიგი თვისებებისა, რომლებიც, ამართლებენ მის არჩევას განუზ- 
ღვრელობის ხარისხის მახასიათებლად. ჯერ ერთი, ის იქცევა ნულად, 

როცა სისტემის ერთ-ერთი მდგომარეობათაგანი უტყუარია (უეჭველია) 
ხოლო სხვა –- შეუძლებელი, მეორე –– მდგომარეობათა მოცემული 

რიცხვისას იგი იქცევა მაქსიმუმად, რო,ცა ეს მდგომარეობანი თანაბრად 

საალბათოა, ხოლო მდგომარუობათა რიცხვის გაზრდისას –– იზრდება და 
ბოლოს, რაც ყველაზე მთაყარია –– მას გაჩნი ადიტიურობის 
თვისება, ე. .ი. როცა რამდენითე დამოუკიდებელი სისტემა გაერთიანდება 
ერთში, მათი ენტროპიები იკოიბებიან. ' 

ლოგარითმი (18.2.2) ფორმულაში შეიძლება აღებული იყოს ნების- 

მიერ ი>1 ფუძით. ფუძის შეცვლია ტოლფასია ენტროპიის უბრალოდ მუდ- 

მივ რიცხვზე გადამრავლებისა, ბოლო ფუძის შერჩევა ტოლფასია ენ– 

ტროპიის გარკვეული საზომი ერთეულის არჩევის. თე ფუძედ 
მიღებულია 10, მაშინ ამბობენ ენტროპია „ათობით ერთეულებზე“, 

თუკი 2 –- „ორობით ერთეულებზე“. პრაქტიკაში მოხერხებულია ლო- 

გარითმებით სარგებლობა 2-ის ფუძით და ენტროპიის გაზომვა ორობით 

ერთეულებში, ეს კარგად უთანხმდება ელექტრონულ-ციფრულ გამომ- 
თვლელ მანქანებში გამოყენებულ თვლის ორობით სისტემას. 

შემდგომში ყველგან, თუ აო იქნება შენიშნული საწინააღმღეგო, 
სიმბოლო I0ყ ქვეშ ვიგულისხმებთ ორობით ლოგარითმს. 

დანართში (ცხრ. 6) მოცემულია მთელი რიცხვების ორობითი ლო- 
გარითმები 1-დან 10-მდე?. 

ადვილია დავრწმუნდეთ, რომ ლოგარითმების ფუძედ 2-ის არჩე- 

ვისას, ენტროპიის სახომ ერთეულად მიიღება მარტივი X სისტემის ენტ- 
როპია რომელსაც აქვს ორი თანაბრად შესაძლო მდგომარეობა: 

      

X I ი I X 

1 1 
წ _ I –– 

2.1 2 
"1 ნიშანი მინუსი ჯამის წინ დასმულია იმისათვის. რომ ენტროპია იყოს ღაღებითი 

(0; რიცხეები ნაკლებია ერთზე და მისი ლოკარითმები უარყოფითია). 

> წილადების ლოგარითმი პმობძებნება გამოკლებით, მაგალითად: 

1იC 0,13=)0დ 13--იყდ 100. 

რიცხეთა ლოგარითმების სამი ნიშნადი ციფრიო საპოვნელად შეიძლება ვისარგებოთ 

წოფივი ინტერპოლაცუით. 
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მართლაც (18.2.2) ფორმულით გვაქვს 

1 1 1 1 
M(X.=-–- | – I0ი –- + ––- I0ფ –– |=1. -% (+I9% + 9 -; ) 

ენტროპიის ასეთნაირად განსახღვრულ ერთეულს ეწოდება „ორობითი 

ერთეული“ და ზოგჯერ აღინიშნება ხ// (ინგლისურიდან ––„ხIიგIV” ძ!დIL« 
–- ორობითი ნიშანი). ეს ენტროპია ერთი თანრიგისაა ორობითი რიცხ- 

ვისა, თუკი მას ერთნაირი ალბათობით შეუძლია იყოს ნული ან ერთი. 

გავზომოთ X სისტემის ენტროპია ორობითი ერთეულით, რომელს:ფ 
აქვს # თანაბრად ალბათური მდგომარეობანი: 

  

ჯ; XI Vი L ..აი ჯი 

1 1 1 
ჩ; – –_ _ 

” ” ” 

M00=-ი-1 I0დ 1 =–I0დ1-LI0დ /1 
” ჩ 

გვაქვს 
I/I(C(X)=1I0დ 1. (18.2.3) 

ე. ი თანაბრად შესაძლო მდგომარეობებიან სის- 

ტემის ენტროპია ტოლია მდგომარეობათა რიც- 
ხვის ლოგარითმისა. 

მაგალითად, რვამდგომარეობიანი სისტემისათვის /7(X)=10ყ 8=3. 

დავამტკიცოთ, რომ იმ შემთხვევაში, როცა სისტემის მდგომარეობა წი- 

ნასწარ ზუსტად ცნობილია, მისი ენტროპია ნულის ტოლია. მართლაც 
ამ შემთხვევაში ყველა ალბათობანი /#,, #ა,-..·,მე ფორმულაში (18.2.2) 
გადაიქცევა ნულად, გარდა ერთისა მაგალითად #,, რომელიც ტო- 
ლია ერთისა. წევრი 0»M10წ 0/L იქცევა ნულად, რადგანაც 10ყწ 1=0. და–- 
ნარჩენი წევრებიც ხდებიან ნული, რადგან 

IIII ი 108 0=90. 
0-9 · 

დავამტკიცოთ, რომ მდგომარეობათა სასრულო "სიმრავლის მქონე 
სისტემის ენტროპია აღწევს მაქსიმუმს, როცა ყველა მდგომარეობანი 

თანაბრად ალბათურია. ამისათვის განვიხილავთ (18.2.2) სისტემის ენ- 

ტროპიას, როგორც /#), #:,.-· მ, ალბათობათა ფუნქციას და მოვნახავთ 
ამ ფუნქციის პირობით ექსტრემუმს შემდეგი პირობით: 

” 

2. ი0,=1 (18.2.4) 
(==1 
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ლაგრანჟის განუზღვრელ თანამამრავლთა მეთოდის გამოყენებით ვე– 
ძებოთ ფუნქციის ექსტრემუმი: 

#= ->. ი, 10C ი-ა” ი,. (18.2.5) 
(=1 

(18.2.5)-ის #,),..., ჩმე-ით გაწარმოებით და წარმოებულის ნულთან გა- 

ტოლებით მივიღებთ განტოლებათა სისტემას: 

10 ი,+I0ნ 6+7.=0 (I1=1,..., MM) 
ან 

10. მ,=ლ=–+-–)ა-ყ ი (I=1,...,/), (18.2.6) 

საიდანაც სჩანს, რომ ექსტრემუმი (მოცემულ შემთხვევაში მაქსიმუმი) 

მიიღწევა, როცა ურთიერთშორის ტოლია ი; მნიშვნელობები. (18.2.4) 

პირობიდან ჩანს, რომ ამ დროს 

1 
01==მ:= ბაო=მე= თ. (18.2.7) 

ხოლო სისტემის მაქსიმალური ენტროპია ტოლია 

Mი-»(X)=10C71, (18.2.8) 

ე. ი. მდგომარეობათა სასრულო რიცხვიანი სისტემის ენტროპია ტოლია 

მდგომარეობათა რიცხვის ლოგარითმისა და მიიღწევა მაშინ, როცა ყვე– 

ლა მდგომარეობანი თანაბრად საალბათოა. 
ენტროპიის გამოთვლა (18.2.20 ფორმულით შეიძლება რამდენადმე 

გავამარტივოთ, თუ განვიხილავთ ·სპეციალურ ფუნქციას 

ი(0)=>–-ი I10§ #, (18.2.9) 

სადაც ლოგარითმი აიღება 2-ის ფუძით. 

ფორმულა (18.2.2)1 ღებულობს სახეს: 

M 

M(90= ბ. M(ია (18.2.10) 
ჯ=1 

ფუნქცია M0) ცხრილშია მოცემული; დანართში (ცხრ. 7?) მოყვანილია 

მისი მნიშვნელობანი /-სათვის 0-დან 1-მდე ყოველ 0,01-ს შემდეგ. 

მაგალითი 1. განესაზღვროთ საპაერო ბრძოლაში მონაწილე ორი თვით- 

მფრინავისაგან (გამანადგურებელისაგან და ბომბდამშენისაგან) შემდგარი სისტემის 

ენტროპია. ბრძოლის შედეგად სისტემა შეიძლება აღმოჩნდეს ოთხი ' შესაძლო მდგომარე- 

ობიდღან ერთ-ერთში: 

1). არც ერთი თვითმფრინავი არ არის ჩამოგდებული. 

2). გამანადგურებელი ჩამოგდებულია, ბომბდამშენი არ არის ჩამოგდებული; 
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3). გამანადგურებელი არ არის ჩამოგდებული, ბომბღამშენი ჩამოგდებულია; 

4). ორივე თვითმფრინავი ჩამოგდებულია. 

ამ მდგომარეობათა ალბათობა შესაბამისად ტოლია 0,2,0,3; 0,4 და 0,1. 

აგოხსნა. პიროაები ჩავწეროთ ცხრილის სახით: 

X. X; X ჯა Xვ 

  

  
  

0,4 
  

ი: | 9,2 ჩ0,2 0,1 
  

ფორმულით (18.2.10) გვაქეს 

17(X)=%(0,2)-I-11(0,3) + ი(0,4ე)-+-ი(0, 1). 

ვსარგებლობთ რა დანართის მე-7 ცხრილით, ვპოულობთ: 

MI(X)=0,4644-L0,5211-0,5288--0,3322>1,85 (ორობითი ერთეული) 

მაგალითი 2. განესაზღვროთ ენტროპია სისტემისა, რომლის მდგომარეო– 

ბა აღიწერება წყვეტილი შემთხვევითი X სიდიდით და განაწილების მწჯრივით: 

ჯ; X# ჯა Xვ Xკ X 

  

  

    

  

  

0,0! | 0,0! | 0,01 | 0,0! | 0,96 ? 

          
ამოხსნა. 

I/(X)=4M(0,01)-L 1(0,96)2>0, 322 (ორობითი ერთ.) 

მაგალითი/3. განესახზღეროთ სამი ელემენტისაგან შემდგარი სისტემის მაქ- 

სიმალურად შესაძლო ენტროპია, რომელთაგან თითოეულ მათგანს შეიძლება ჰქონდეს 

ოთხი შესაპლო მდგომარეობა, 

წს ამოხსნა. შესაძლო მდგომარეობათა საერთო რიცხვი სისტემისა ტოლია 

M#==4 ·4 ·.4=-64. 

სისტემის მაქსიმალურად შესაძლო ენტროპია ტოლია 10 64=6 (ორობითი ერთეული). 
მაგალითი 4. განვსაზღვროთ ხუთი ასოსაგან შემდგარი შეტყობინების მაქ- 

სიმალეურად შესაძლო ენტროპია, თანაც ასოთა რიცხვი რესულ ალფავიტში შეადგენს 

32-ს. 

ამოხსნა, სისტემის შესაძლო მდგომარეობათა რიცხეი #=325%, 

მაჟსიმალურად შესაძლო ენტროპია ტოლია 5 10წ 12=25 (ორ, ერთ.) 

ფორმულა (18.2.2) ან მისი ტოლფასი (18.2.10) იხმარება ენტროპიის 

უშუალო გამოსათვლელად. ოღონდ გარდაქმნათა შესრულებისას ხში- 
რად უფრო მოხერხებული აღმოჩნდება ენტროპიის ჩაწერის სხვა ფორ- 

მა, სახელდობრ ,კი მისი წარმოდგენა მათემატიკური ლოდინის სახით 

IICX)=/L-–-196/XX)), (18.2.11) 
სადაც 10 #(CX)-- სისტემის ნებისმიერი (შემთხვევითი) მდგომარეო - 

ბის ლოგარითმია, რომელიც განიხილება როგორც შემთხვევითი სი- 

დიდე. 
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როდესაც X სისტემა მიიღებს X,,...#, მდგომარეობებს, შემთხვევი– 
თი სიდიდე 109 #(X) მიიღებს მნიშვნელობებს: 

იმა I10წ/:... 10” ჩი (18.2.12) 

შემთხვევითი სიდიდის საშუალო მნიშვნელობა (მათემატიკური ლოდი– 

ნი) –– 10 X(X) სწორედ ეს არის, –– რაშიც არ არის ძნელი დავრწმუნ– 
დეთ –– სისტემის ენტროპია. -მის მისაღებად (18.2.12) მნიშვნელობანი 

საშუალდებიან „წონებით“, რომლებიც შესაბამის #,, /.,...,მე ალბა- 
თობათა ტოლნი არიან. 

(18.2.11)-ის მსგავსი ფორმულები, სადაც ენტროპია წარმოიდგინება 
მათემატიკური ლოდინის სახით, საშუალებას იძლევიან, ენტროპიასთან 

დაკავშირებული გარდაქმნები გამარტივებულ იქნან, მათ მათემატიკურ 
ლოდინზე ცნობილი თეორემების გამოყენებაზე მიყვანით. 

18.3. რთული სისტემის ენტროპია, 

ენტროპიათა შეკრების თეორემა 

პრაქტიკამი ხშირად გვიხდება განვსახღლვროთ ენტროპია რთული 
სისტემისათვის, რრმელიც მიღებულია ორი ან უფრო მეტი მარტივ სის- 
ტემათა გაერთიანებით. 

ორი-X და ა/ სისტემის X,, X.---,Xი. VI.··VI შესაძლო მდგომარე- 

„ობებით, გაერთიანების ქვეშ ვგულისხმობთ რთულ (X, 2) სისტემას, 

რომელთა VC,, ყე) მდგომარეობანი წარმოადგენენ X და ჰ”/ სისტემების 

XI ყ,; მდგომარეობათა ყველა შესაძლო კომბინაციას. : 

ცხადია (X, V) სისტემის შესაძლო მდგომარეობათა რიცხვი ტოლია 

/IX I. აღვნიშნოთ #–,, ალბათობა იმისა, რომ სისტემა (X, 2”) იქნება 

(CX, ყ,) მდგომარეობაში: 

ნ,=I(X-ჯ) (V–ყV/! (18.3.1) 

ალბათობანი ,, მოხერხებულია განვალაგოთ ცხრილის (მატრიცის) 

  

  

  

  

  

სახით: 

ჯ; ჯ ჯ | ჯ, ად« ' ი 

VI ს,. ჩ?., ჩი», 

ყა ჯX; » ჩ.. ჩი 

/ 

ყო ჩო ჩა ჩიო               
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მოვნახოთ რთული სისტემის ენტროპია. განსახღვრის მიხედვით იგი 

ტოლია ყველა შესაძლო მდგომარეობათა ალბათობების მათ ლოგარით- 
მებზე ნამრავლების ჯამისა შებრუნებული ნიშნით: 

” 71 

MCX V)=– 2, 2 ჩე! იჩ, (18.3.2). 
ჯ=1 )=1 

ან სხვა აღნიშვნებით: 

ი #7” 

II(X, 7)= 2. 2 X(ჩ,). (18.3.2) 
(=--1 ჯ=1 

რთული სისტემის ენტროპია; ისე როგორც მარტივის ენტროპია, აგრეთვე 

შეიძლება ჩაიწეროს მათემატიკური ლოდინის ფორმით: 

I(CX, #)ლ=/L-–-10წ9(X,. 71)), ს (18.3.3) 

სადაც 109 #CX, ბპ) ––- სისტემის მდგომარეობის ლოგარითმია, რომე- 

ლიც განიხილება როგორც შემთხვევითი სიდიდე (მდგომარეობის ფუნქ- 

ცია). ი 

ვივარაუდოთ, ოომ X და პ/ სისტემები დამოუკიდებელია, ე. ი. ღე- 
ბულობენ თავიანთ მდგომარეობებს ერთიმეორისაგან დამოუკიდებლად 
და გამოვთვლით ამ და? უბით რთული სისტემის ენტროპიას დამოუკი- 

დებელ ხდომილობების ვის ალბათობათა გამრავლების თეორემის მი–- 

ხედვით: · 

(X, #X)=ჩთ%ი) #09, 
საიდანაც 

1ი ი8(X, X#)=108 M(X)+Iი0ფდ #XIX). 

(18.3.3)-ში ჩასმით მივიღებთ: 

#M(X, V)=#MIL-0წ” 9(CX)-Iი0ნC #(X)I, 

M(CX, X)=I(X)+VI/(I), (18.3.4) 

ე. ი დამოუკიდებელ სისტემათა შეერთებისას 

მათი ენტროპიები იკრიბებიან. 

დამტკიცებულ დებულებას ეწოდება ენტროპიათა შეკრების თეო- 

რემა. 

ენტროპიათა შეკრების თეორემა შეიძლება ადვილად განზოგადოებულ 

იქნას დამოუკიდებელ სისტემათა ნებისმიერ რიცხეზე. 

§ 

MC, XV. X)= ა M(X-ა (18.3.5) 
#=>1 
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თუ გასაერთიანებელი სისტემები დამოკიდებულია, ენტროპიათა მარ- 
ტივი შეკრება უკვე არ არის მისაღები. ამ შემთხვევაში რთული სისტემის 
ენტროპია ნაკლებია, ვიდრე მათი შემადგენელი ნაწილების ენტროპიათა 
ჯამი. რომ მოვნახოთ დამოკიდებული ელემენტებისაგან შემდგარი სის- 
ტემის ენტროპია, უნდა შემოვიტანოთ ახალი ცნება პირობითი ენტრო–- 
პიისა. 

18.4. პირობითი ენტროპია, დამოკიდებულ 

სისტემათა გაერთიანება 

დავუშვათ გვაქვს ორი სისტემა X და ჰ/, რომლებიც ზოგად შემთ- 
ხვევაში დამოკიდებულნი არიან. ვიგულისხმოთ, რომ X სისტემამ მი- 
იღო X, მდგომარეობა. აღვნიშნოთ #X(ყ,IX)-ით პირობითი ალბათობა, 

რომ სისტემა ·” მიიღებს ყ; მდგომარეობას იმ პირობებში, რომ სისტე– 
მა X იმყოფება X,; მდგომარეობაში: 

ახლა განვსახღვროთ ა)” სისტემის პირობითი ენტროპია იმ პირობებში 

რომ სისტემა X იმყოფება »ჯ; მდგომარეობაში. აღვნიშნოთ იგი I”/(პ7/X,). 

ზოგადი განსაზლვრის მიხედვით გვაქვს: 

„MI 

/I(VIჯ)=– ჯ, ჩი,IX) 19C –(ყ,IX,) (18.4.2) 
15==1 

ან 
> 

IICV X)= > ოM6VC, IX,)) (18:4.2”). 
ჯ=1 

ფორმულა (18.4.2) შეიძლება აგრეთვე დაიწეოოს მათემატიკური ლოდი- 
ნის ფორმით: 

M(აVIX)= MXII-–Iიყ ჩ(V7IXI)I (L8.4.3) 

სადაც #6, ნიშნით აღნიშნულია პირობითი მათემატიკური ლოდინი 

სიდიდისა რომელიც ფრჩხილებშია ჩასმული, როცა X+--X,. 

პირობითი ენტროპია დამოკიდებულია იმისაგან, თუ როგორი მდგო– 

მარეობა მიიღო X სისტემამ; ერთი მდგომარეობისათვის იგი იქნება მე– 

ტი, სხვებისათვის –– ნაკლები. განვსახღვროთ საშუალო ანუ სრული 
ენტროპია ა/ სისტემისა იმის გათვალისწინებით, რომ სისტემას შეუძლია 
მიიღოს სხვადასხვა მდგომარეობანი. ამისათვის საჭიროა ყოველი პი- 

რობითი ენტროპია (18. 4..2) გადავამრავლოთ სათანადო მდგომარეო– 
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ბის ი; ალბათობაზე და ყველა ეს ნამრავლები შევკრიბოთ. აღვნიშნოთ 

სრული პირობითი ენტროპია /#7()7/ |IX)-ით: 

ჩ 

M(VIX)= ბ მ” (V IXი (18.4.4) 

ჯ=1 

ან თუ ვისარგებლებთ (18.4.2) ფორმულით 

ჩ MI” 

MC7IIX=– > ,ჩ, 2 ,ჩ CI 196 ჩC)IXა. 
–> 

ს,-ის მეორე ჯამის ნიშნის ქვეშ შეტანით .მივიღებთ: 

ჩ ” 

M(0IX=– 2_ 2. ი, ჩფ/IXა 1იC ნVIXა 08.4.95 
L(–-1 1-1 

ან 

წ/! /// 

II(V IX)= ?. ბ, ჩ,ო (ჩ60VIX,))· (18.4.5) 
(==1 15=1 

მაგრამ ალბათობათა გამრავლების თეორემით #,; #”Xყ,IX)=X#,),, 
მაშასადამე 

”# #7 

M0/IX=– ჯ_, >, ჩე 108 ჩფ,IXI. (18.4.6“ 
|1=1 |=1 

გამოსახულებას (18.4.6) აგრეთვე შეიძლება მივცეთ მათემატიკური 
ლოდინის ფორმა: 

M(/IX=ML-I0CC CV” IX)I. (18.4.7) 

სიდიდე #/ (ა/X) ახასიათებს სისტემის განუზღვრელობის ხარისხს 
რომელიც რჩება მის შემდეგ, რაც X სიმტემის მდგომარეობა მთლიანად 

იქნა განსახლვრული. ვუწოდოთ მას პ7 სისტემის X-ის მიმართ სრული 
პირობითი ენტროპია. | ' 

მაგალითი 1; გვაქვს ორი სისტემა X და ა/, რომლებიც ერთიანდებიან ერთში 

+X, XV); მდგომარეობათა ალბათობები მოცემულია ცხრილით: 

522



  

  
  

  

    
  
  

X, X, X. Xვ | ” 
ყ| 

ყ. 0,1 0,2 0 0,3 

ყი 9 0,3 0 0,3 

ყვ : 9 0,2 0,2 0,4 

ჩი! 0,1 0,7 0,2             
  

განვსაზღვროთ სრული პირობითი ენტროპიები //(ჰ//X) და ”I/(X/+”. 

ამოხსნა. ?;/ ალბათობათა სვეტების მიხედვით შეკრებით მივიღებთ ალბათო- 

ბებს ი,=M(X-X,): 0.ლ=0,1; 0:=0,7; ი0:=0,2. 

ჩაეწერთ მას ცხრილის ქვედა დამატებით სვეტში. ანალოგიურად სვეტების მიხედვით 

შეკრებით ეპოულობთ: ' 

MცM=0,3; /75=0,3; #/ე=0,4; V;=M(V-ყე 

და დავწერთ მარჯვნივ დამატებით სვეტად. ჩ;,;-ს გაყოფით ი,-ზე მივიღებთ ცხრილს 
პირობითი ალბათობებისათვის #XV,/X,): 

  

  
  

    
  

    

ჯ; | 

ი | % „Xვ 
V; 

ი |.' | |." 
ი | 9 | 4 | 

0,7 

ი სილ).   
  

ფორმულით (18.4.5) ვპოულობთ 7/(ა//X). ვინაიდან პირობითი ენტროპიები, როცა 

X–-X ღა X-ჯე ნულის ტოლია, ამიტომ 

0,2 /9,3 0,2 
=- –“ ს)“იუი –-– )+ი(– 

#M(VIXა=0,7| ო CL 3) ' აწე წ. (C5)). 

ვსარგებლობთ რა დანართის ცხრილით 7 –- ვპოელობთ 

MI(V/X)-ლ1,09 (ორ. ერთ) 
ანალოგიურად განესაზღვრავთ //(X/ა). ფორმულიდან (I8.4,5) X და ა/-ის ადგილე 

ბის მეცვლით მიეიღებთ: 

7 

ჩ(XI|ე= ბ. „; თ(ჩთიIყე). 
1=1 
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შევადგინოთ პირობით /XX,IV;) ალბათობათა ცხრილი. #>;;-ის #;-ზე გაყოფით მივი- 
აა 

ღებთ: · 
  

  
  

  

              
  

საჯ | X. | ჯ. Xე 

ყ, I 

0.3 0,3 - 

V2 0 1 0 

0,2 0,2 
ყე _– – 

0,4 0,4 

საიდანაც 

MI(XI 7)= 5-) "(> -) + +ი(25 30) -L0, :0C -)+» (5 - |>9,6 (ორ. ერთ.) 

ვსარგებლობთ რა პირობითი ენტროპიის ცნებით, შეიძლება განვსაზღე-: 

როთ გაერთიანებული სისტემის ენტროპია მისი შემადგენელი ნაწილების 

ენტროპიათა საშუალებით. 

"დავამტკიცოთ შემდეგი თეორემა: 
თუ ორისისტემა Xჯ და V ერთიანდებიან ერთში, 

მაშინ გაერთიანებული სისტემის ენტროპია 

ტოლია მისი ერთ-ერთი შემადგენელი ნაწილის 
ენტროპიას მიმატებული მეორე ნაწილის პი- 
რობითი ენტროპია პირველის მიმართ: 

M(X, +)=MI(CX)+IM(აბ7/IX)” (18.4.8) 

დასამტკიცებლად /”/(X, პ7) ჩავწეროთ მათემატიკური (18.3.3) ლოდინის 

ფორმით: 

M(X, +”)=VIL–-იდC #9(X, ჩ2/)I. 

ალბათობათა გამრავლების თეორემის მიხედვით 

–(X, 7)=#CX)#6V” IX), 

IიC (X, X)=I0« –(X)+I0ყფ IXI IX), 
საიდანაც 

MIX, V)= MI-–0იC (X))+ MI--0წ #(X IX)) 

ან (18. 2.11), (18.3.3) ფორმულებით: 

MC, X)=IMCX)+#MX7/IX), 

რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 
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კერძო შემთხვევაში, როცა X და V სისტემები დამოუკიღებლებია, 

#1(X I X) =I(V) და ვღებულობთ წინა პუნქტში დამტკიცებულ თეო- 

რემას ენტროპიათა შეკრების შესახებ. 

M(X, #)=/MI(X9+ჩ0ი-. 
ზოგად შემთხვევაში 

M(X, 1)ლ–M(X)+#M0ცი. (18.4,9 

თანაფარდობა (18.4.9) გამოდის იქიდან, რომ სრული პირობითი ენტროპია 
არ შეიძლება სჭარბობდეს უპირობოს 

M0?I0<#M0ცგ. (18.4.10) 
უტოლობა (18.4.10) დამტკიცებულ იქნება 18.6 პუნქტში. ინტუიციით 

«გი წარმოგვიდგება საკმაოდ ცხადად: ნათელია, რომ სისტემის განუზღ–- 

ვრელობის ხარისხი არ შეიძლება გადიდდეს იმის გამო, რომ "რომელიღაც 

სხვა სისტემის მდგომარეობა გახდა ცნობილი. 
თანაფარდობიდან (18.4.9) გამომდინარეობს, რომ რთული სისტემის 

ენტროპია აღწევს მაქსიმუმს უკიდურეს შემთხვევაში, როცა მისი შე– 

მადგენელი ნაწილები დამოუკიდებლებია, 
განვიხილოთ მეორე უკიდურესი შემთხვევა, როცა ერთ-ერთი სის- 

ტემათაგანის (მაგალითად X) მდგომარეობა მთლიანად განსაზღვრავს მე–- 
ორის პ/ მდგომარეობას. ამ შემთხვევაში //(X IXV)=0 და (18.4.7) ფოომუ– 

ლა გვაძლევს 
(MX, V)=7/(X). 

თუკი თითოეული X, ა სისტემათაგანის მდგომარეობა ცალსახად გან- 

საზღვრაეს მეორის მდგომარეობას (ან როგორც ამბობენ სისტემები 

X და ბ/ ეკვივალენტურია) მაშინ 

II(X, V)=II(M#)=7/(X). 

რთული სისტემის ენტროპიის შესახებ თეორემა ადვილად შეიძლება გა– 

ვავრცელოთ გასაერთიანებელი სისტემების ნებისმიერ რიცხვზე: 

MC, Xე,.--)Xა5)ლ–1//M(X,)+ MCMაIX))--7/(XეIX), X>) +... : 
·.+/ICX.IX, Xჯ,..X+9-I), ' (18.4.11) 

სადაც ყოველი მომდევნო სისტემის ენტროპია გამოითვლება ისეთი პი– 
რობით, რომ მდგომარეობანი ყველა წინა სისტემებისა ცნობილია. 

18.5. ენტროპია და ინფორმაცია 

წინა პუნქტებში განსახღვრული იყო ენტროპია, როგორც რაღაც 
ფიზიკური სისტემის მდგომარეობის განუზღვრელობის ზომა. ცხადია, 
რომ ცნობათა მიღების საფუძველზე სისტემის განუზღვრელობა შე- 
საძლებელია შემცირებულ იქნას. რაც მეტია მიღებულ ცნობათა მოცუ- 

525



ლობა, რამდენადაც უფრო შინაარსიანია ისინი, მით მეტი იქნება ინფორ- 

მაცია სისტემის შესახებ, მით უფრო ნაკლებად იქნება განუსახღვრელი 
მისი მდგომარეობა. ბუნებრივია ამიტომ ინფორმაციის რაოდენობა გაი–- 
ზომოს იმ სისტემის ენტროპიის შემცირებით, რომლის 

მდგომარეობის დასახუსტებლადაც განკუთვნილია ცნობები. 

განვიხილოთ რომელიღაც X სისტემა, რომელხედაც სწარმოებს დაკ– 
ვირვება და შევაფასოთ ინფორმაცია, მიღებული იმის შედეგად, რომ X 

სისტემის მდგომარეობა გახდება მთლიანად ცნობილი. მეტყობინების 
მიღებამდე (აპრიორი) სისტემის ენტროპია იყო #/(X); შეტყობინებათა 

მიღების შემდეგ სისტემის მდგომარეობა მთლიანად განისახღვრა, ე. ი. 

ენტროპია ნულის ტოლი გახდა... /;-ით აღვნიშნოთ ინფორმაცია, რო–- 
მელიც მიღებულია X სისტემის მდგომარეობის გარკვევის შემდეგ. იგი 
ტოლია ენტროპიის შემცირების: : 

#1 :=71/(X)-–9 
ან 

#ჯX=/7 (CX), (18.5.1) 

ე. ი. ინფორმაციის რაოდენობა, მოპოვებული რომელილაც ფიზიკური 

სისტემის მდგომარეობის სრულად გარკვევისას, ტოლია ამ სნისტემის 

ენტროპიისა. 

წარმოვიდგინოთ (18.5.1) ფორმულა შემდეგი სახით: 

ჩ 

I.=- ბ ი,1იწი, (18.5.2) 
(==1 

სადაც 

0;=M(X–<-XI7). 

ფორმულა (18.5.2) აღნიშნავს რომ ინფორმაცია /#„» არის ” სისტემის 

ყველა მდგომარეობის მიხედვით გასაშუალებული მდგომარეობის ალ- 
ბათობის ლოგარითმის მნიშვნელობა შებრუნებული ნიშნით. 

მართლაც, /»-ის მისაღებად 10ყფ/,-ის ყოველი მნიშვნელობა ((-ური 
მდგომარეობის ალბათობის ლოგარითმი) უარყოფითი ნიშნით მრავლდება. 

იმ მდგომარეობის ალბათობაზე და ყველა ასეთი ნამრავლები ჯამდება. 

ბუნებრივია ყოველი ცალკე შესაკრები –– )0ყ 2; განვიხილოთ, როგორც 

ცალკეულ "შეტყობინებათა შედეგად მიღებული კერძო ინფოთდმაცია, 
რომელიც მდგომარეობს იმაში, რომ სისტემა X იმყოფება ჯ,; მდგომა–- 
რეობაში. აღვნიშნოთ ეს ინფორმაცია /;;: 

#.,=-–-0ყ #7) (18.5.3) 

მაშინ /„ ინფორმაცია წარმოგვიდგება, როგორც საშუალო (ანდა სრუ- 
ლი) ინფორმაცია, რომელიც. მიღებულია ყველა შესაძლო ცალკეული 
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შეტყობინებათაგან მათი ალბათობათა გათვლისწინებით. ფორმულა 
(18.5.2) შეიძლება გადაიწეროს მათემატიკური ლოდინის ფორმით: 

1 2=VMI--0წ IXX)), (18.5.4) 

სადაც X ასოთი აღნიშნულია X სისტემის ნებისმიერი (მემთხვევითი) 
; მდგომარეობა. ! 

რადგანაც ყველა #2, რიცხვები არ შეიძლება ერთზე მეტი იყოს, ამი- 
ტომ როგორც კერძო ინფორმაცია /„,, ისე სრული 7; არ შეიძლება იყ- 
ოს უარყოფითი. 

თუ სისტემის ყველა შესაძლო მდგომარეობანი აპრიორი ერთნაირად 

ალბათურია| ,,= მე=... =ჩ,= > ) მაშინ ბუნებრივია კერძო ინფორმა 

ცია #>- ყოველი კერძო შეტყობინება 

1 >-,=–0C 0ი=)0C 

ტოლია საშუალო ინფორმაციისა 

/,ლ=-ი 1 10 1 =10დ II. 
ჩ ჩ 

იმ შემთხვევაში, როცა სისტემის მდგომარეობებს გააჩნიათ სხვადასხვა 

ალბათობანი, ინფორმაციები სხვადასხვა შეტყობინებებიდან ერთნაირი 

„არ არის: უდიდეს ინფორმაციას მოაქვს შეტყობინება, იმ ხდომილობებზე, 

რომლებიც აპრიორი იყვნენ ყველაზე ნაკლებად ალბათობრივი. მაგალითად, 
შეტყობინება იმაზე, რომ 31 დეკემბერს ქ. მოსკოვში მოვიდა თოვლი – 

ატარებს გაცილებით ნაკლებ ინფორმაციას, ვიდრე თავის შინაარსით ანა- 
ლოგიური ცნობა, რომ 31 ივლისს ქ. მოსკოვში მოვიდა თოვლი. 

მაგალითი 1. ქადრაკის დაფის ერთ-ერთ უჯრაზე ნებისმიერად ღასპუულია 

ფიგურა. აპრიორი ფიგერის ყეელა მდებარეობანი დაფ:ზე ერთნაირად ალბათურია, 

განვსაზღვროთ მიღებული ინფოთმაცია შეტყობინებისაგან –– სახელდობრ, თუ რომელ 

უჯრედზე იმყოფება ფიგურა. 
ამოხსნა. სისტემის ენტროპი ტოლალბათობრივი მდგომარეობით არის 

16ლ I); მოცემულ შემთხვევაში 

IX= II(X)=10წ ·ს64=6 (ორ. ერთ.). 

ე. ი. შეტყობინება შეიცავს ინფორმაციის 6 ორობით ერთეელს, რადგანაც სისტემის 
ყველა მდგომარეობანი ტოლალბათობრივია, ამიტომ იგივე ინფორმაცია ატარებს ნე- 

ბისმიერ კონკრეტული შეტყობინებას: ფიგურა იმყოფება რ6ე კვადრატზე. 

მაგალითი 2. მაგალითი 1-ის პირობებში განესახღვროთ კერძო ინფორმაცია 

შეტყობინებიდან, რომ ფიგეოა იმყოფება დაფის ერთ-ერთ კუთხის 

უჯრედში. 
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ამოზსნა: მდგომარეობის აპრიორული ალბათობა, რომელშიაც ხდება შეტყო - 

ბინება ტოლია 

== =- 64 16 

კერჭო ინფორპაცია ტოლია 

1 
=–--I0წ ჯ = –-4 (ორ. ერთ... 

მაგალითი 3, განესაზღვროთ კერძო ინფორმაცია, რომელსაც შეიცავს შეტ- 

ყობინება პირველ შემხვედრ # პირისაგან: „დღეს ჩემი დაბადე– 
ბის დღეა“. 

ამოხსნა. აპრიორი ყველა დღე წელიწადში ერთნაირი ალბათობით შეიძლება 

იყოს 4 პიროვნების დაბადების დღე, მიღებული შეტყობინების 

1 
ალბათობა #ი0= ვ მოცემული შეტყობინებიდან კერძო ინფორმაცია 

1=- I9I > 2-8, 51 (ორ. ერთ.) 

მაგალითი 4. მე-3 მაგალითის პირობებში განესახღეროთ სრული ინფორ- 

მაცია შეტყობინებიდან, რომელიც არკვევს წარმოადგენს თუ არა 

დღევანდელი დღე პირველი შემხეედრი 4 პირის დაბადების 

დღეს, 
ამოხსნა, სისტემას, რომლის მდგომარეობაც ირკვევა, აქვს ორი შესაძლო მდგო- 

მარეობა: X, ––- დაბადების დღე და Xა –-– არა დაბადების დღე 

ამ მდგომარეობათა ალბათობანი 

I 364 
ჩI– ვნ ს“ ვ65 

სრული ინფორმაცია ტოლია: 

1 364 , 
= = _ _– | => ,06 · · 7X=IM(%) MC )+5 (:=) 0,063 (ორ. ერთ.) 

მაგალითი §, მიზანზე შესაძლებელია წარმოებულ იქნას # დამოუკიდებელი 

გასროლა; მიზნის ღაზიანების ალბათობა ყოველ გასროლისას 

ი-ს ტოლია # გასროლის შემდეგ (1=#/<7/) ხდება დაკვირ- 
ვება, რომელიც იტყობინება დაზიანებულია თუ არა მიზანი. თუ დაზიანებულია, სრო- 

ლა წყდება, განვსაზღვროთ # იმ პირობიდან, რომ ინფორმაცია მოწოდებული დაზ- 
ვერვის მიერ იყოს მაქსიმალური!. 

ამოხსნ/,. განვიხილოთ ფიზიკური სისტემა Xც -- მიზანი ყოველი #-ური 
გასროლის შემდეგ. შესაძლო მდგომარეობანი X# სისტემისა იქნება: 

X –- მიზანი დაზიანებულია 
X -- მიზანი არ არის დაზიანებული 

1 მაგალითი ნასესხებია ი. დინერისაგან. 
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მდგომარეობათა ალბათობანი მოცემული: ცხრილში: 

ჯ/ I ჯ, ჯა 

  
  

ჩ! 1-(1–ი)ჩ” | (1–იX# 

  

ცხადია ინფორმაცია, მოწოღებული XL სისტემის მოგომარერბის გარკქეეე2თ, მაქსი- 

მალური იქნება, როცა ორ2ეე მდგომარეობანი X, ღა X ტოლალა„თია: 

1--(1--ი)M>- (1-–-ი)". 
საიდანაც 

_ – 

10დ(1--ი) ' 
სადაც Iილ -- ორობითი ლოგარითმის ნიშანია. 

წაგალითად, როცა 0=:C,2 მივილებთ (უახლოეს მთელ რიცხე.მდე ღ-მრგტალებით) 

  

1 
#= = 

0,32:9 
  3, 

თუ ინფორმაცია გამოსახულია ორობით ერთეულებში, მაშინ მას 
შეიძლება მივცეთ უფრო თვალსაჩინო გაგება, სახელდობრ: ინფორმჯ- 

ციის ორობით ერთეულებში გახომვისას ჩვენ პირობით ვახასეათებთ მას 

პასუხთა რიცხვით „კი“ ან „არა“, რომელთა დახმარებით შეიძლება 

მოვიპოვოთ იგივე ინფორმაცია. მართლაც, განვიხილოთ სისტემა, ორი 

მდგომარეობით: 

ჯ. XL » 

    

ჩ: ” ჩა 
  

რომ გამოვარკვიოთ ამ სისტემის მდგომაოეობა, საკმარისია დავსვათ 

ერთი კითხვა. მაგალითად: იმყოფება სისტემა X, მდგომარეობაში? პასუხს 
„კი“ ანდა „არა“ ამ კითხვაზე მოაქვს რომელიღაც ინფორმაცია, რომელიც 

აღწევს თავის მაქსიმალურ მდგომარეობას 1-ს, როცა ორივე მღგომარეო– 

ბანი აპრიორი ტოლალბათია: 0|= 9-= < .· ამგვარად, მაქსიმალური ინ- 

ფორმაცია, მიცემული პასუხით „კი+ ან „არა“ ტოლია ერთი ორობითი 

ერთეულის. 

თუ ინფორმაცია რომელიღაც შეტყობინებიდან ტოლია / ორობითი 

ერთეულისა, მაშინ იგი ტოლფასია ინფორმაციისა, რომელიც მი;ემულია 
.» პასუხით „კი“ ან „არა+“ კითხვებზე რომლებიც დასმული არიან 

ისე, რომ „კი“ და „არა“ ერთნაირად ალბათობრივია. 

ზოგიერთ მარტივ შემთხვევაში შეტყობინების შინაარსის გამოსარო- 

კვევად მართლაც ხერხდება რამდენიმე კითხვა დაისვას ისე, რომ პასუ–- 

34. ე, ვენტცელი §29



ხები „კი “ და „არა“ ამ კითხვებზე იყვნენ ტოლალბათნი, ასეთ შემთხვე- 

ვაში მიღებული ინფორმაცია ფაქტიურად გაიხომება ასეთ კითხვათა 

რიცხვით. 

თუ კითხვების დასმა ზუსტად ამგვარად არ მოხერხდება, შეიძლება 
მტკიცება მარტო იმისა, რომ კითხვათა მინიმალური რიცხვი, რომელიც 

საჭიროა მოცემული შეტყობინების შინაარსის გამოსარკვევად. არანაკ- 

ლებია, ვიდრე. შეტყობინებაში მოთავსებული ინფორმაცია. რომ კით- 

ხვათა რიცხვი იყოს მინიმალური, ისინი უნდა ჩამოვაყალიბოთ ისე, რომ 

პასუხების „კი“ და „არა%-ს ალბათობანი იყვნენ რაც შეიძლება ---თან 

ახლოს. 
მაგალითი 6. ვიღაცამ ჩაიფიქრა ნებისმიერი მთელი X რიცხვი ერთიდან 

რვამდე” 
1=X=8 

ჩვენ კი უნდა გამოვიცნოთ იგი კითხვათა მინიმალური რიცხვის დასმით, რო- 

მელთაგან თითოეულზე იძლევა პასუხი „კი“ და „არა“, 

ამოხსნა, ვსაზღვრავთ ინფორმაციას მოთავსებულ შეტყობინებაში, თუ რო- 

მელი რიცხვია ჩაფიქრეაული. აპრიორი ყველა მნიშვნელობანი X-ი!ა 1-დან მ-მდე 

1 
ერთნაირად ალბათია: #0)==/:= ...==/0გ-= – და ფორმულა (18.5.2) გვაძლევს 

/:=10წ 8=:3 

კითხვათა მინიმალური რიცხვი, რომელიც უნდა დავსვათ ჩაფიქრებფლი რიცხვის გა- 

მოსარკეევად, არ არის ნაკლები სამზე. 

მოცემულ შემთხვევაში, შეიძლება მართლაც გამოვიცნოთ X სამი კითხვით, თუ 

მათ ჩამოვაყალიბებთ ისე, რომ პასუხთა ალბათობანი „კი“ და „არა“ იყვნენ ტოლი. 

დავუშვათ მაგალითად, ჩაფიქრებულია რიცხვი „ხუთი“, ჩვენ ეს არ ვიცით და ვაძ– 

ლევთ კითხვებს; 

კითხვა 1. X რიცხვი ნაკლებია ხუთზე? 

პასუხი: არა, 

(დასკვნა: X-–-5,6,7,8 რიცხვებიდან ერთ-ერთია). 

კითხვა 2. რიცხვი X შვიდზე: ნაკლებია ? 

პასუხი კი. 

“(დასკვნა: X-5,6 რიცხვებიდან ერთერთია), 

კითხვა 3. რიცხვი ექვსზე ნაკლებია? 

პასუხი: კი. 

(დასკვნა: X რიცხვი ხუთის ტოლია). 

ადვილია „დავრწმუნდეთ, რომ სამი ასეთი (ანდა ანალოგიური) კითხვებით შეიძლება 

დავადგინოთ ნებისმიერი ჩაფიქრებული რიცხვი 1--81, 

1 მკითხველს ვურჩევთ დამოუკიდებლად დასვას 6 კითხვა, რომელიც აუცილებელია 

ჭადრაკის დაფაზე ფიგურის მდგომარეობის გამოსარკვევად (იზ. მაგალითი 1) და გან– 

საზღვროს კითხვათა რიცხვი, რომელიც საკმარისია 36 სათამაშო ქაღალდისაგან ჩაფიქ- 

რებულის გამოსარკეევად. 
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"ამრიგად, ჩვენ შევისწავლეთ გავზომოთ ინფორმაცია X სისტემაზე, 
რასაც შეიცავს მის მდგომარეობაზე, როგორც ცალკეული შეტყობინე- 
ბა, ასევე მდგომარეობის გარკვევის თვით ფაქტი. ამ დროს ვგულისხ- 

მობთ, რომ დაკვირვება ხდება უმუალოდ თვით X სისტემაზე. პრაქტიკაში 

ეს ხშირად ასე ხღება: შეიძლება აღმოჩნდეს, რომ სისტემა X უშუალოდ 

დაკვირვებისათვის მიუდგომელია და ირკვევა მდგომარეობა არა თვით 

X სისტემისა, არამედ რომელიღაც მასთან დაკავშირებულ მეორე პ/ სის- 

ტემისა. მაგალითად საჰაერო მიზნებზე უმეალოდ დაკვირვების ნაცვლად 

მართვის პოსტზე საჰაერო დაცვის საშუალებებით ხდება დაკვირვება სა- 

ჰაერო ვითარებაზე, პლანშეტზე ანდა ეკრანზე, რომლებზედაც მიზნები 

გამოსახულია პირობითი ნიშნებით. კოსმოსურ ხომალდზე უშუალო დაკ- 
ვირვების ნაცვლად ღაკვირვება ხდება სიგნალთა სისტემაზე, რომელიც 

გადაიცემა მისი აპარატურით. ნაცვლად გაგზავნილი X დეპეშისა, მიმ–- 

ღები აკვირდება მიღებულ I” ტექსტს, რომელიც ყოველთვის არ ემთხვე– 

ვა X-ს. განსხვავებანი ჩვენთვის უშუალოდ საინტერესო X და უშუალოდ 

დაკვირვებას დაქვემდებარებულ "” შორის საერთოდ შეიძლება იყოს 

ორი ტიპის: 

1). განსხვავება იმის გამო, რომ X სისტემის ზოგიერთი მდგომარეო– 

ბანი ვერ პოულობენ ასახვას 7” სისტემაში, რომელიც უფრო „ღარიბია 

დაწვრილებითი ცნობებით“, ვიდრე X სისტემა. 

2). განსხვავებულობანი ცდომილებათა გამო: X სისტემის პარამეტ– 

რების გაზომვის უზუსტობათა და შეტყობინებათა გადაცემისას დაშ- 

ვებული ცდომილებებით. · 

პირველი ტიპის ცდომილების მაგალითს წარმოადგენენ განსხვავე- 
ბანი, რომლებიც წარმოიშობიან ციფრობრივ მონაცემთა დამრგვალებისას 

და საერთოდ X სისტემის თვისებათა უხეში აღწერით, რომლებიც აი- 

სახებიან ” სისტემით. მეორე ტიპის განსხვავებულობის მაგალითები 

შეიძლება იყვნენ !.იგნალთა დამახინჯებანი რომლებიც წარმოიშობიან 

კავშირის არხში დაბრკოლებათა (ხმაურით) გამო, გადამცემი აპარატურის 

უწესივრობათა გამო, რომლებიც მონაწილეობენ ინფორმაციათა გადა- 

ცემისას და ა. შ. : 

იმ შემთხვევაში, როცა ჩვენთვის საინტერესო სისტემა X და დაკ- 

ვირვებაში მყოფი XV სხვადასხვაა, წამოიჭრება კითხვა: 

X სისტემაზე ინფორმაციის რა რაოდენობას 

გვაძლევს M სისტემაზე დაკვირვება? 

ბუნებრივია ეს “ინფორმაცია განვსახლვროთ, როგორც სისტემის 

ენტროპიის შემცირება )” სისტემის მდგომარეობაზე ცნობების მიღების 

შედეგად: 
7;-»5=1/(M)-– (XII). (18.5.5)



მართლაც, "” სისტემაზე ცნობათა მიღებამდე X სასტემის კნტრო- 

ჰია იყო MX): ცნობების მიღების შემდეგ „ნარჩენი“ ენტროპია გახდა 
M(X.ოV): სწორედ ცნობებით მოსპობილი ენტროპია არის. ინფორმა– 

ცია 7... 
სიდიდეს (18.5.5ეუ1 ჩვენ დავარქმევთ სრულს (ანდა საშუალოს) 

ინფორმაციას X სისტემაზე, რომელსაც კშეი- 

ცავს V”#” სი სტემა. დავამტკიცოთ, რომ 

1I;-–>-X+=7 1-5. 

ე. ი. ორი სისტემიდან თითოეულე შეიცავს, მეორის მიმართ ერთი და 
იგივე სრულ ინფორმაციას. დასამტკიცებლად (X, V) სისტემის ენტრო- 

პია თანახმად 8.4. პუნქტში მოყვანილი თეორემისა დავწეროთ ორი ტოლ- 
ფასი ფორმულით: 

MIX, V)=//(X)-+//ICVIX), 

MIXX, V)=//(V)+//CXII), 
საიდანაც 

#MCX)+I/(V7 |X)ლ=VII(V)-+VIMI/CX IV), 

II(X)––”/CX IV)=#I(V)-–ჩM(V IX), 

ან 

ჩაა.='აი (18.5.6) 

რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

"იჯ I.+–X=1++# (18.5.7) 

და #.-- > ინფორმაციას დავარქვათ სრული ურთიერთინფორმაცია, რო- 

მელსაც შეიცავს X და V სისტემები. 
ვნახოთ რად გადაიქცევა სრული ურთიერთინფორმაცია სისტემათა 

სრული დამოუკიდებლობის და სისტემათა სრული დამოკიდებულები ს 
უკიდურეს შემთხვევაში. თუ X და V დამოუკიდებლებია, მაშინ ' 

I-»+=0. ''((18.5.8) 

ე. ი. სრული ურთიერთინფორმაცია რომელსაც შეიცავს დამოუკიდე– 
ბელი სისტემები, ნულის ტოლია. ეს სავსებით ბუნებრივია, რადგან არ 

შეიძლება მიღებული იქნას, ცნობები სისტემაზე), როცა დაკვირვება 

ხდება მის ნაცვლად მეორეზე, რომელიც .არაფრით არ არის მასზე და- 
კავშირებული, · 

განვიხილოთ მეორე უკიდურესი შემთხვევა, როცა X სისტემის მდგო- 
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მარეობა მთლიანად განსაზღვრავს X”? სისტემის მდგომარეობას და პი- 
რიქით (სისტემები ეკვივალენტურია), მაშინ 

#I(X)=7/7ICV); 

IM(X/V)= IICVV/X)=0 
და : 

ჰჯ+აჯ == / „= / ,– 7/(X)= //(V7) (18.5.9 

ე. ი. მიიღება შემთხვევა, რომელიც უკვე ზემოთ განვიხილეთ (18.5.2) 

როცა დაკვირვება ხდება ჩვენთვის საინტერესო X სისტემაზე (ან რაღაც, 

მის XV ეკვივალენტზე). 
განვიხილოთ შემთხვევა, როცა X და »” სისტემებს შორის გვაქვს 

მკაცრი მაგრამ ერთმხრივი დამოკიდებგლება: მდგომარეობა ერთი რო- 

მელიმე სისტემისა. სრული:– განსახღვრავს მეორის მდგომარეობას, 
მაგრამ არა პირიქით.'' შევთანხმდეთ, რომ იმ სისტემას რომლის 

მდგომარეობა მთლიანად განისაზღვრება მეორის მდგომარეობით და- 

ვარქვთ „დაქვემდებარებული სისტემა”. დაქვემდებარებული სის- 

ტემის მდგომარეობით საერთოდ შეუძლებელია ცალსახად განვსახღვროთ 

მეორის მდგომარეობა. მაგალითად, თუკი X სისტემა წარმოადგენს თვით 

შმეტყობინების სრულ ტექსტს, რომელიც რმედგენილია მთელი რიგი 

ასოებისაგან, ხოლო IV +- მის შეკვეცილ ტექსტს, რომელშიც შეკვეცის 

მიზნით გამოტოვებულია ყველა ხმოვანი ასო, მაშინ ვკითხულობთ რა 

»” შეტყობინებაში სიტყვა. „მთრ“ ·არ შე-ძლება ზუსტად ვიყოთ '"დარ– 

წმუნებული, იგი აღნიშნავს –– „მეთაური“ „მეთარე+“, „მათარა“ და 

სხვ. 
ცხადია დაქვემდებარებული, სისტემის ენტროპია ნაკლებია, “ვიდრე 

ენტროპია იმ სისტემისა, რომელზედაც «გი დაჟვემდებარებულია. 
განვსაზღვროთ სრული ურთიერთინფორმაცია რომლებსაც შე- 

იცავენ სისტემები, რომელთაგან ერთი წარმოადგენს დაქვემდებარებულს. 
დავუშვათ ორი სისტემიდან X და X დაქვემდებარებულს წარმოად- 

გენს X. მაშინ ”/(X/X7)=0 და 

#1 -+Xჯ=/17(X) (18.5.10) 

ე. ი. სრული ურთიერთინფორმაცია, რომლებსაც შეიცავენ (სისტემე– 

ბი, რომელთაგან ერთი წარმოადგენს დაქვემდებარებულს, ტოლია: 

დაქვემდებარებული სისტემის ენტროპიისა. 

გამოვიყვანოთ 7„,,ჯ ინფორმაციისათვის გამოსახულება არა პიროო- 

ბითი ენტროპიის საშუალებით, არამედ უშუალოდ გაერთიანებული 

სისტემის ენტროპიისა და მისი შემადგენელი /”/(X) და IM(V) ნაწილე- 

ბის მეშვეობით. 

LX XI



ვსარგებლობთ რა გაერთიანებული სისტემის ენტროპიის შესახებ 
თეორემით (იხ. პ. 18.4) ვღებულობთ: 

II(X II)=IM/L(X, V)-–//Iე. (18.5.11) 

ამ გამოსახულების (18.5.5) ფორმულაში ჩასმით მივიღებთ: 

7; -+1=77(X)-L /7/(I)–ჩI(X,. 7), (18.5.12) 

ე. ი. სრული ურთიერთინფორმაცია, რომელსაც მოიცავს ორი სისტე- 

მა, ტოლია სისტემის შემადგენელი ენტროპიათა ჯამს, მინუს გაერთი–- 

ანებული სისტემის ენტროპია. 

მიღებულ დამოკიდებულებათა ს საფუძველზე ადვილია გამოვიყვანოთ 

საერთო გამოსახულება სრული ურთიერთინფორმაციისათვის მათემა- 
ტიკური ლოდინის სახით. (18.5. 12)-ში ენტროპიის გამოსახულებათა 

ჩასმით 

M0X0=MLC- I0დ%XX)I,  M00=MC--IიC 000) 
II(X, 7)=ML-–10§/XX, XII, 

მივიღებთ: 

„ა L=M--!09ჩ() -I0იყ0(M)+I0” ჩXX, 1)I. 

ან 

ჩ(X, V) 
«> ): =/VVL 18.5.13 (ლლ L 8 იცი. ს ოღლი) ( ) 

სოული ურთიერთინფორმაციის უშუალოდ გამოთელისათვის ფორმულა 

(18.5.13) მოხერხებულია დავწეროთ შემდეგი სახით: 

ჩა=37 წა ჩ, იგ > (18.5.14.) 
ჯ=1 ჯ=1 

სადაც 

მათივითი, (V–ყიე). 

= (X-–-Xჯ); „,=#MXV “ყე. 

მაგალითი 1. მოეძებნოთ სრული ურთიერთინფორმაცია, რომელსაც 

შეიცავს X და V სისტემები 1-ლი მაგალითის პირობებში (პ. 18.4). ', 

ამოხსნა. მაგალითი 1, პ, 18.4 დანართის, 7-ე ცხრილის დახმარებით მივი–- 

ღებთ: 

M9M(LCX, V)=2,25; IMIX(X#)=1,16; M(V)=1,57; 

(IV X=1IC(X)+I10/)-II(X, 7)=0,48 (ორ, ერთ). 

მაგალითი 2. ფიზიკური X სისტემა შეიძლება იმყოფებოდეს ოთხიდან რო–- 
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მელიმე ერთ-ერთ მდგომარეობაში X,, Xა, X3, Xკ: შეს,ბამისი ალბათობები მოცემულია 
ცხრილში 

"ჯ, » ჯა ჯე: | X–ა 

  

0,2 
  

0,4 0,3 

  
ჩ! 0,1 

X სისტემაზე დაკვირეებისას X, და ს მღგომარეობანი ქნელაღ გასარჩევია; მღგო- 

მარეობანი Xე და X, აგრეთვე განურჩეველნი არიან, X სისტემ-ზე ზატყობინება „ჩვენკ6პს 
იმყოფება თე არა იგი X), X. მდგომარეოპჯებიდ ნ ერთ-ერთში წ კიდებ XV. X, მდგომ 

რეობებიდან ერთ-ერთში, მიღებულია შეტყობინება, რომელიც აჩეენებს თუ XL. X+, 
65 X ი მლგომარეობებიდან რომელში იმყოფება X სისტემა. 

ამოხსნა, მოცემელ მაგალითში ჩვენ ვაკვირღებით არა თვით X სისტემას, არამედ მის 

დაქვემდებარებულ სისტემას, რომელიც ღებულობს V; მღგომარეობას. როცა Lისტემა 
X აღმოჩიღება ”. #» მღგრმარგობიდან ერთ-ერთში ღა მდგომარეობას V2 როცა აღ- 

მოჩნდება Xვ. Xგ მღგომარეობეტიდან ერთითში გვაქეს: 

„”წ-=MV –ყ)ე=9,14-9,2-56,3L. 

(== ჩ( –ყა)=0, +064 =<0.7. 

ეპოულობთ ურთიერთ ინფორმაციას ე. ი. დაქვემდებარებული სისტე- 

მის ენტროპიას: 

,,ყიჯ=–ჩ0ყწა –”.100/ჯ =1(0,3) +- VI(0,7) =0,88 (ორ. ე“თ.) 

19.0. კერძო ინფორმაცია სისტემაზე რომელსაც შეიცავს 

შეტყობინება სდომილობაზე, კერძო იეფორმაცია 

სღომილობაზე, რომელსაც შეიცავს შეტყობინება 

სსვა სდომილობაზე 

წინა პუნქტმი განეიხილეთ სრული (ანუ საშუალო) ინფორმაცია 

X სისტემახ, რობელსაც “<ეიცავს შეტყობინება იმის შესახებ, თუ 
რომელ მდგომარეობაში იმყოფება ”" სისტემა. მთელ რიგ შემთხვე– 

ვებში საინტერესოა შევაფასოთ კერძო ინფორმაციაX სის- 

ტემახე რომელსაც შეიცაეს, ცალკე მეტყობინება რომელიც აჩვე- 

ნებს რომ სისტემა ”=? იმყოფება კონკრეტელ ყ, მდგომარეობაში. 

აღვნიშნოთ ეს კერძო ინფორმ:ცია IV;_„ჯ. შეენიშნა>ვთ, რომ სრული (ანუ 

სხვაგვარად საშუალო) /,._, ს ინფორმაცია უნდა წარმოადგენდეს ნა- 

წილობრივი ინფორმაციის მათემატიკურ ლოღინს ყველა შესაძლო მდგო- 

მარეობისათვის რომლებისათვის შესაძლოა გადაცემულ იქნას შეტ- 

ყობინება: 

” 

/ააჯ= ბჯ, ი IVM/+ჯ. (18.6.1) 
./=1 
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მივცეთ ფორმულას (18.5.14) რომლითაც გამოითვლება /..,ჯ (იგივე 
#საჯ) ისეთი სახე, როგორიც აქვს (18.6.1) ფორმულას: 

I I”! 

ჩაა= 3. ბ, ჩი -% » „,ნ(CXIყე)10დ სნრ M = 
1 21 /-1 I (:=1. /): 

” 

=პ ი” ლისეახამის ი. IV. (18.6.2) 
17=1 (-<=1 

საედანაც (18.6.1) ფორმულასთა5  შელარებით მივიღებთ კერძო ინფორ- 

მაციის გამოსახულებას: 

//აა=3 ჩის I/აIიყ “ა (9). (18.6.3) 
LC-I , 

გამოსახულებას (18.6.3) კი მივიღებთ ნაწილობრივი ინფორმაციის გან- 
საზღვრად. გავაანალიზოთ ამ გამოსახულების” სტრუქტურა. იგი წარ- 
მოადგენს გასამუალებულს 

)ცყ (MM) . (18.6.4) 
ჩი. , 

სიდიდისას ყველა X, მდგომარეობათა მისედვით გასაშუალება ხდება 
XX, ·-· XV, მნიშვნელობათა სხვადასხვა ალბათობათა გათვალისწინებით. 
ვინაიდან ა” სისტემამ უკვე მიიღო ყ; მდგომარეობა, ამიტომ გასაშუალე– 

ბისას (18.6.4) მნიშვნელობანი მრავლდებიან არა X, მდგომარეობათა 

ი; ალბათობებზე, არამედ პირობით ალბათობებზე /XX,/V,). ! 

ამღაგვარად, გამოსახულებათა ნაწილობრივი : ინფორმაციისათვის შე- 

იძლება ჩაიწეროს პირობითი მათემატიკური ლოდინის სახით: 

ელ” | Iი« აა I (18.6.5) 

დავამტკიცოთ, რომ კერძო ინფორმაცია /V;, + ისე, როგორცზსრული არ 

შეიძლება იყოს უარყოფითი. მართლაც აღვნიშნოთ: 

#(019) _ ა. ·(18.6.6) 
ჩ, 

და განვიხილოთ გამოსახულება 

I ყ #(XIIV,) 

( 

=10ყფ9,, 
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ადვილად დავრწმუნდებით (5. ხატ. 18.6.1), რომ ნებისმიერ X>>0-ისა- 

თვის 

Iი XლX--1. (18.6.7» 

(18.6.7)·-მი დაშვებძთ X= 1 “მივიღებთ: 

მ'I, 

1 · 1 
–იძეკლ–“–-1, IIმკ>1-- –, 

'! 9, 

საიდანაც 

ქილიკ= VI, 1 1- + I (13,6.§). 
'·ი2 Iი2 ძ,, , 

(18.6.3) და (18.6.6) საფუძველზე გვაქვს 
ი... IM) 

M 

I/+X= # , ჩ(XII9,) 0ჭ0,> 
(L=21 

1 
> ჩი0:,I9ყ0) |1– –– M(V, ) |---9-- |- > რ: (ი ( 1-2 19 IV, თი რ 

1027--1 2-1 

ა 

  

  

  

1.V. ! 7 
=–-- #(CX,I II) – ) ი; #-=X-( 

Iი 2 1=1 , 2 ( ·“ #4!» 

მაგრამ 

M) ჩ ყ ს თ 
? ( 

ბ, ჯ (X,IM,) = 2 ;წ= 1, ' 

და ფიგურულ ფრჩხილებ?ი გამო- ” 

სახულება ნულის ტოლია: მაშასა- .) 

დამე IV,» >. ნახ, 18,6,1, 

ამგვარად, ჩვენ დავამტკიცეთ, რომ კერძო ინფორმაცია X სისტემაზე, 

რომელიც მოცემულია შეტყობინებაში IX სისტემის IM ნებისმიერ მდგო– 

მარეობაზე, არ შეიძლება იყოს უარყოფითი. აქედან გამომდინარეობს, 
რომ? სრული ურთიერთინფორმაციაც 7, სჯ არ არის უარყოფითი. 

როგორც არაუარყოფითი შემთხვევითი სიდიდის მათემატიკური ლო- 

დინი: 

ს95X->0- (13.6.9) 
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ფორმულიდან (18.5.5) ინფორმაციისათვის /„...:= /M/I(X) – ჩMCMIV). გა- 
მომდინარეობს, რომ 

M(X))–/ჩ/CV IV)>>0 (18.6.10) 

ან 

II(CXIV”)<7ICX), 

ე. ი. სისტემის სრული პირობითი ენტროპია არ აღემატება მის უპირო- 

ბო ენტროპიას!. 

ამგვარად, დამტკიცებულია დებულება რომელიც მიღებულია 

ჩვენს მიერ 18.3.-ე პუნქტში (დაუმტკიცებლად). 

ნაწილობრივი ინფორმაციის უშუალოდ გამოსათვლელად მოხერხე– 

ბული იქნება (18.6.3) ფორმულა რამდენადმე გარდავქმნათ მასში პი- 

რობითი #” (X,IV,) ალბათობათა ნაცვლად უპირობო ალბათობათა შმე- 

ყვანით. მართლაც, 
· ნ. 
ჩC,Iყ,)= –“+“., 

I? 

ღა ფორმულა (18.6.3) მიიღებს სახეს 

ი 

ჩI+= ბ. ჩ I0დ ჩი. (18.6.11) 
(–:1!/ ?/; 

მაგალითი I, სისტემა (X, ა/) ხასიათდება ჩ,/ ალბათობათა ცხრილით: 

  

  
  

  

  
  
  

Xჯ, | · 
XX 2. ,; 

ყ, | | - 

V. 0,1 0.2 0,3 
| 

ყი. | 0,3 0,4 0,7 

ჩ/ | 0,4 0,6 | 
  
  

ვიპოვოთ კერძო ინფორმაცია X სისტემახე, რომელსაც შეიცავს პ/-ყ, შეტყო- 

-ბინება. 

ამოხსნა: ფორმულით (18.6.11) გეაქვს: 

0,1 0,1 0,2 0,2 
7 = - /ი0-Cი-–-–--- --. -– ი –-–––., 
V>+X““ 0,3 § 0,4.0,3 L ავ 8 0,6-0,3 

    

1 შევნიშნაეთ, რომ ეს მართებულია მხოლოდ სრული პირობითი ენტროპიის 

მიმართ: რაც შეეხება კერძო პირობით-· ენტროპიას //(X/ყ,) იგი ცალკეულ V(-სათვის 

შეიძლება იყოს როგორც მეტი, იLსე ნაკლებიც //(X)-ხე. 
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დანართის მე-6 ცხრილით ეპოულობთ 

  

  

0,! 
I =I0წ 10–-I0ი 122>-–-0,262, 08 0,4-0,3 ' ·4 08 , 

I · -=10ფ 20––I0დ 18-20, 152, + “ნ.ვ წ წ 

IV,-XC--0;მ33.0,263 ;0,667:0,152-20,013 (ორობ.ერთ). 

ჩვენ განვსახლვრეთ კერძო ინფორმაცია X სისტემაზე. რომელსაც შე- 
იცავს კონკრეტული ხდომილობა ბ/–ყ;, ე. ი. შეტყობინება „ა/ სისტემა 

იმყოფება ყ, მდგომარეობაში“, ისმება.ბუნებრივი კითხვა, ·ხომ არ 'მე– 

იძლება წავიდეთ უფრო შორს და განვსაზღვროთ X-–-X, ხდომილობაზე 
კერძო ინფორმაცია, რომელსაც შეიცავს ხდომილობა + –-ყ,? ოღონდ 

ასე მიღებულ ინფორმაციას „ხდომილობიდან ხღომილობამღე“ ექნება 

რამდენადმე მოულოდნელი თვისებები. იგია შეიძლება იყოს როგორც 

დადებითი, ისე უარყოფითი. 

ფორმულის (18.6.3) სტრუქტურიდან გამომდინარე ბუნებრივია განე- 

სახღვროთ ინფორმაცია „ხდომილობიღან ხდომილობამდე“ შემღეგნაი- 
რად: 

IV, =10ყ -MIVI, (18.6.12) 
· /ჩ, 

ე. ი. კერძო ინფორმაცია ხდომილობაზე, მიღებული სხვა ხდომილობაზე 
შეტყობინების შედეგად, ტოლია ლოგარითმის პირველი ხდომილობის 

შეტყობინების შემდეგ ალბათობის ფარდობისა მისივე ,ალბათობასთან 

“შეტყობინებამდღე (აპრიორი). 

ფორმულიდან (18.6.12) სჩანს რომ თე X-–>X, ხდომილობის ალ- 
ბათობა 'პ7–ყ; შეტყობინების შედეგად იზრდება ე. ი. 

ჩC,IV,)>ი,- 

მაშინ ინფორმაცია ულ დადებითია, წინააღმდეგ “შემთხვევაში იგი 

უარყოფითია. კერძოდ, როცა ·”-–-ყ, სრულიად გამორიცხავს ხდომი- 

ლების გამოჩენის შესაძლებლობას, (ე. ი. როცა ეს ხდომილობანი შე- 

უთავსებადია„ მაშინ 

/ ყ:-.X, =ილლ. 

ინფორმაცია /ყ,+#, შეიძლება ჩაიწეროს შემდეგი სახით: 

I-ი =I00-C9IV0. =10დ--%, (18.6.1 .) 
( " 

საიდანაც გამოდის, რომ იგი X, და ყ-ის მიმართ სიმეტრიულია და 

/ყე–X=IX-+-V, =1V,ის- (18.6.14) 
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ამგვარად, ჩვენს მიერ შემოყვანილია ინფორმაციის სამი სახე: 

1). სრული ინფორმაცია X სისტემაზე, რომელსაც შეიცავს #” სის- 

ტემა: 

ჯაჯ =175-+XI 

2). კერძო ინფორმაცია X სისტემაზე, 'რომელსაც შეიცავს ხდომ ი– 

ლობა V-–-9; (შეტყობინება): 

"ყა 

3). კერძო ინფორმაცია X რX; ხდომილობაზე, რომელსაც შეიცავს 

7; ხდომილობა (შეტყობინება): : 

/ყ,საX =7Vყ/აX- 
ინფორმაციათა პირველი ორი ტიპი არაუარყოფითია; უკანასკნელი შე–- 
იძლება იყოს როგორც უარყოფითი, ისე დადებითი. 

მაგალითი 2. ყუთში 3. თეთრი და 4 შავი ბურთულაა. ყუთიდან ამოიღეს 

4 ბურთულა, სამი მათგანი აღმოჩნდა შავი, ხოლო ერთი-–თეთრი, განვსაზღვროთ ინ- 
ფორმაცია, რომელსაც შეიცავს (მომხდარი) : დანაკვირი 8 ხდომილება # ხდომილების 

მიმართ –– მომდევნო :ამოღებელი ბურთულა იქნება შავი. 

ამოხსნა: 

MX4Iჩ) =10 3 =--0770 (ორობ. ერთ) =)ილ 

ჩე) 5477 
  

/ 8>4 

18.7. მდბომარეოგათა უწქვეტი სიმრავლის მქონე 

სისტემების ენტროპია და ინფორმაცია 

აქამდე ჩვენ განვიხილავდით ფიზიკურ სისტემებს, რომელთა სხვა- 

დასხვ- მდგომარეობანი X,, Xა...X, შესაძლებელი იყო ყველა ჩამოგ- 

ვეთვალა, ამ მდგომარეობათა ალბათობანი იყვნენ ნულისაგან განსხვა– 
ვებული რომელიღაც სიდიდეები იაც /ა,... მ... ასეთი სისტემები ანა– 

ლოგიურია წყვეტილი (დისკრეტული) შემთხვევითი სიდიდეებისა, რომ- 

ლებიც ღებულობენ X,, X,.-.სX„ მნიშვნელობებს /#,, #»,:..,ნე ალბათო- 
ბებით. პრაქტიკამი ხშირად გვხვდება სხვა ტიპის ფიხიკური სისტემე- 
ბიც, რომლებიც უწყვეტ შემთხვევით სიდიდეთა ანალოგიური არიან. 

ასეთი სისტემების მდგომარეობანი შეუძლებელია გადავნომროთ: ისი–- 

ნი უწყვეტად გადადიან ერთიმეორეში, თანაც თითოეულ ცალკე მდგომა- 
რეობას აქვს ალბათობა, რომელიც ნულის ტოლია, ხოლო ალბათობათა 
განაწილება ხასიათდება რომელიღაც სიმკვრივით. ასეთ სისტემებს უწ- 
ყეეტ მემთხვევით სიდიდეებთან ანალოგიის მიხედვით ჩვენ დავარქმევთ 

„უწყვეტებს“, ადრე განხილულისაგან განსხვავებით, რომლებსაც ჩვენ 

დავარქმევთ „დისკრეტულს“. უწყვეტი სისტემის ყველაზე მარტივი 
მაგალითია ისეთი სისტემა,ა რომლის მდგომარეობა აღიწერება ერთი 
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უწყვეტია შემთხვევითი X სიღიდის განაწილების /(X) სიმკვრივით. უფრო 

რთულ შემთხვევაში სისტემა აღიწერება , რამდენიმე შემთხეევითი X,, 
%ა.... Xკ სიდიდით, განაწილების /(X,, X»-··X.), სიმკვრივით. მაშინ 
იგი შეიძლება განხილულ იქნას, როგორც გაერთიანება (X,, Xა...X ) 
მარტივ X,, Xა,...,X. სისტემებისა. | 

განვიხილოთ მარტივი X სისტემა, რომელიც განსახლვრულია ერთი 

უწყვეტი ' შემთხვევითი სიდიდით X, რომლის სიმკვრივეა /(ი (ნახ. 

18.7.1). ვცადოთ გავავრცელოთ 

ამ სისტემახე ენტროპიის 
18.1-ელ პუნქტმი შემოტანილი 

ცნება. 

თავღაპირველად აღვნიშნოთ, 

რომ „უწყვეტი სისტემის“ ცნე- 
ბა, როგორც „უწყვეტი შემთხ- 

ვევითი სიდიდის ცნება, წარ- 4 

მოადგენს რამდენადმე იდეალი- ნ) 

ზაცია. მაგალითად, მაშინ, Cხ 1671. 

როცა ჩვენ ვიღებთ შემთხვე- 

ვით აღებულ ადამიანის სიმაღლეს –– უწყვეტ შემთხვევით სიდიდედ, 
ჩეენ ყურადღებას არ ვაქცევთ იმას, რომ ფაქტიურად სიმაღლეს 1 სან– 

ტიმეტრზე უფრო ზუსტად არავინ ზომავს და რომ 1 მილიმეტრით გან- 
სხვავება ერთიმეორისაგან სიმაღლის ორი მნიშვნელობისა, პრაქტიკულად 
შეუძლებელია. მიუხედავად ამისა მოცემული შემთხვევიძთი სიდიდე 

ბუნებრივია აღვწეროთ, როგორც უწყვეტი, თუმცა შესაძლებელია აღ- 

გვეწერა იგი როგორც დისკრეტული, თუ სიმაღლის იმ მნიშვნელობებს 
რომლებიც განსხვავდებიან 1 სანტიმეტრზე ნაკლებით, ტოლად ჩავთვ- 

ლიდით, ზუსტად ამგვარად, დავადგენთ რა გაზომვის სიხუსტის საზღ- 

7) ვარს, ე. ი. რომელიღაც /#სX მო- 

” ნაკვეთს რომლის სახღვრებში 

» სისტემი” მდგომარეობანი 

პრაქტიკულად განურჩეველია, 
1შესაძლებელია მიახლოებით უწ- 

1ყვეტი X სისტემა დავიყვანოთ 

ჯდისკრეტულზე. ეს ტოლფასია 
: : 1 (2 – გლუვი I(0 მრუდის, პისტოგ- 

| რამის ტიპის საფეხუროვანი 

ნახ. 18.7.2. მრუდით შეცვლისა (ნახ. 18.7.2)- 
: ამასთან ყოველი უბანი (თან– 

რიგი), რომლის სიგრძეა #V იცვლება ერთი წერტილი -– წარმომადგენ- 

ლით. 'მართკუთხედთა ფართობები გამოსახავენ სათანადო თანრიგმი 
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მოხვედრის ალბათობებს: /(V) ს. თუ შევთანხმდებით, ჩავთვალოთ 

სისტემათა მდგომარეობანი. რომლებიც ეთანადებიან ერთ თანოიგს გა- 
ნუსხვავებლად და გავაერთიანებთ მათ ყველას ერთ მდგომარეობაში, 

მამინ შეიძლება მიახლოებით განვსაზღვროთ ენტროპია სისტემისა, რო- 

მელიც განიხილება ტX-მდე სიხუსტით: 

ა» (0)=–2  /თ)ჯძიდ. (/C)%X)= 

=- 2 /თიბა(0დ /C)+10C 4X)= 

=-– ბ, (/(X,) 10დ /(X,) )ბX––)0C #X 3 /CVა ბ. ჟ(18.7.1) 
ჯ ( 

საკპოდ მცირე “ .-სL-სათვის 

ლი 

3 I/)იდ /C)14X = I /0010C /(0ძ»X, 
ჯ –თდღ 

ლით 

2 აი %X > | /0ეძX=1, 

ი –თა 

და ფორმულა (15.7.1) მიიღებს სახეს: 

17 ,+L.ს)= –- | M(აე1ით I(ეძო-0C #X. (18.7.2) 

მევნიმლავთ. ონ (15.2.2) გამოსახულებაში პირველი წევრი მიღებული 

იქნა %ზV -საგან სალია დამოუკიდებელი სისტემის მდგომარეობის 

განსაზღვრის სეზოსტეს ბარისხეისაგან დამოკიდებულია ტჯ-საგან: მხო– 

ლოდ მეოღე წეკლი (-10ლ ზა, რომელიც მიისწრაფვის უსასოულობი- 

სა:26, როცა ზა >”. ეს კი პენეპრირვია, რადგან ოამდენად ზუსტად გვინ– 

და ჩვენ მ მოცემულ იულიას ს სისტემის მდგომარეობა, იმდენად დიდი ხა- 

ღისხი განაზლვობლოპისა ა<ადა მოვსპოთ და რის შემოუსახღვ- 

ლელი შეპცილებიო უს განხღვოელობა იზრდება აგრეთვე შემოუსახღ- 

ვავლევით ბა ჩვენი სახომი ხელსაწყოების ნებისმიერ 

მკელე ზს -ნგლეაობელობის უბანს რომელთა დახმარებით განი- 

საზღვოება ფაზილ 9 სასტემის მდგომარეობა, შეიძლება მოინა- 

ზოს ნტორპია M#..(V), ფოომულით (18.7.2). რომელშიც მეორე წევრი 

უსასოულოა ეზოდება ბX-ის მემცირებით. თვით ენტროპია #/გ.„.CV) გა- 
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ნსხვავდება ამ უსახღვროდ ზრდადი წევრისაგან ტ#X-საგან დამოუკიდე– 
ბელი სიდიდით 

%ი 

II'(X)= – | იე I0C/ ეძ». 018.7.3) 
–_ი 

ამ სიდიდეს შეიძლება დავარქვათ უწყვეტი X სისტემის „დაყვანილი ენ– 
ტროპია“. ენტროპია IM. „(ს) გამოისახება დაყვანილი ენტროპიით 

M1-(CXი) ფორმულით 

MI „CX)=: #/ 1(X)--I0V4X (18.7.4) 
ფარდობა (18.7.4) შეიძლება განვმარტოთ “მემდეგნაირად: 
გაზომვის სიზუსტისაგან დამოკიდებულია ათვლის მხოლოდ დასაწყისი, 

რომლის დროსაც ხდება ენტროპიის გამოთვლა. 
შემდგომში "ჩანაწერის გასამარტივებლად ჩქენ გამოვტოვებთ ინ- 

დექსს #X. ენტროპიის აღნიშვნისას და დავწერთ უბრალოდ //(X); მარჯ- 

ვენა ნაწილში #X -ის არსებობა ყოველთვის აჩვენებს თუ „რა სიზუსტე- 

ზეა ლაპარაკი. | 

ფორმულას (18.7.2) ენტროპიისათვის მეიძლება მივცეთ უფრო კომ- 

პაქტური სახე, თუ როგორც ჩვენ ვაკეთებდით წყვეტილი სიდიდეები– 

სათვის, ჩავწერთ მას ფუნქციის მათემატიკური ლოდინის სახით, უწი- 

ნარეს ყოვლისა გადავწერთ (18.7.2) შემდეგი სახით: 

M(X) > – | /0010C( /00%XL1ძ» (18.7.5) 
ძა 

ეს არის –– 10წ (I0ე0X) ფუნქციის მათემატიკური ლოდინი შემთხვევით 

X სიდიდისა. რომლის სიმკვრივეა / (X: > 

M(X)=VVII-–IიდწV/0ეVX2ბ)I (18.7.6) 

ანალოგიური ფორმა შესაძლებელია მივცეთ //7(X) სიდიდეს: 

M2=MI-Iიდ /(MI (L8.7.7) 

გადავიდეთ პირობითი ენტროპიის განსახლვრაზე. დავუშვათ გვაქვს ორი 

უწყვეტი სისტემა: X და ” ზოგად შემთხვევაში ეს სისტემები დამოუ- 

კიდებელია.. აღვნიშნოთ /(X.V)-ით განაწილების სიმკვრივე გაერთიანე- 

ბული (X.V) სისტემის მდგომარეობისათვის: /(X) არის X სისტემის განა– 

წილების სიმკვრივე: /აფ) არის ა” სისტემის განაწილების „სიმკვრივე; 

I(VIX), /(XIV) --– პირობითი განაწილების სიმკვრივეები. 

თავდაპირველად განვსახლვროთ კერძო პირობითი ენ- 

ტროპია M(V IX) ე. ი. #” სისტემის ენტროპია იმ პირობით, რომ X 
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სისტემამ მიილო გარკვეული X მდგომარეობა. მისოვის ფორმულა იქ- 

ნეჯა (18.4.2)-ის ანალოგიური, მხოლოდ ნაცვლად პირობითი ალბათო- 

ბებისა –ჩ(,IX,) ჩასმული იქნებიან განაწილების / VIX) პირობითი კანო- 

ნები და გაჩნდება შესაკრები I0ლ #ყ: 

დღა 

M(VIე= – | /(VI0I0C /(/IXეძყ–-I0C. რყ. (18.7.8) 
_–თით2 

გადავიდეთ ახლა სრული (საშუალო) პირობით M/(/IX) ენტროპია- 
ზე: ამისათვის უნდა გავასაზუალოთ კერძო აირობითი ენტროპია 

#MCVIIX-ის ყველა მდგომარეობათა მიხედვით მათი ალბათობათა გათვალის– 
წინებით, რომლებიც ხასიათდებიან სიმკვრივით /,(X): 

MCIIXI=- | ჩია/ფსა!იდ I(ყIიაძაძყ--IიC ტყ (18.7.9) 

ან იმის გათვალისწინებით, რომ 

IC, ყ)=,/'L9I(VIX), 

მივიღებთ 
ლლ 

M00X= – | II-I IVI00) ძX ძყ--I0ნტყ. (18.7.10) 
22. 

სხვაგვარად ეს ფორმულა შეიძლება ჩაიწეროს შემდეგი სახით: 

M(VIX)–ML-0წ IVIIე)--I0C. #ყ (18.7.11) 
ან ' 

M(VIXCML--I0C (/(VIX)4#V)I.. (18.7.12) 
ამგვარად, განესახღვრეთ რა პირობითი ენტროპია, ვაჩვენოთ თუ რო- 
გორ გამოიყენება იგი გაერთიანებული სისტემის ენტროპიის განსახღე- 

რისას. მოვნახოთ ჯერ უშუალოდ გაერთიანებული სისტემის ენტროპია. 

თუ „მგრძნობელობის უბნებად“ X და ” სისტემებისათვის იქნებიან 

#X და რყ. მამინ გაერთიანებული (X და 2/) სისტემისათვის მათ როლს 
ითამაშებს ელემენტარული მართკუთხედი /Xჯ #ყ; (X, –V) სისტემის ენ- 

ტროპია იქნება 

II(CX, ბ)=VIIL-–-I9დ (/(M,ბ/) ტX ტყ) (18.7.13) 
ვინაიდან 

I(X, ყა)= /(Xი/(ყIი) 
ამიტომ 

I(X, პბ7ტ)=78 (X) /(ჩXV/IX) (18.7.14) 
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ჩავსვათ (18.7.14) გამოსახულებაში (18.7.12): 

M(CX, XV)=:ML-I0C ჩ(X)--I0თ MI IX)-–-I0თ #ტX-–-0>C რ#9)=– 
=/I--0წ “(I ((X)ტX)+-MIL-–-Iი9იC (/MXV7/IX)4V)) 

ან (18.7.6) და (18.7.12) ფორმულებით 

II(X, VI)=MICX)+V#M(VIX), (18.7.15) 

ე. ი. თეორემა რთული სისტემის ენტროპიის შესახებ დარჩება ძალაში 

უწყვეტი სისტემებისათვისაც, თუ X და ა” დამოუკიდებლებია, მაშინ 
გაერთიანებული სისტემის ენტროპია ტოლია შემადგენელი ნაწილების 

ენტროპიათა ჯამის: 

M(X, X7)=#/(X)-+V7I/(CI). (18.7.16) 

მაგალითი I. უნღა მოვნახოთ უწყვეტი X სისტემის ენტროპია, რომლის 

ყეელა მდგომარეობა რომელიღაც (C. ჩ) უბანზე ერთნაირად ალხაათია: 

1 
რო თ<ჯ , MX) = 6-9 ცა თ<X<ჩ 

0 როცა X<C ან X>ჩ. 

  

ამოზსნა: 

    M%X)= = – 2 9%გ –ძX = 10C (8-–თ); 

M(X)=I0წ (ზ-თ)–Iიდ რ» 

ჩ-––-თ 

2 
  M(X)=1% (18.7.17) 

მაგალითი 2. მოვნახოთ X სისტემის, ენტროპია, რომლის მდგომარეობანი 

განაწილებელია ნორმალური კანონით: 

1 
=–- ( 

V2: 0 

2 

2   

I (X)= 

ამოხსნა: 

  

==. 
#Iმ/(X )=VM(-–-Iი | (X))-=M | _ «>- ტ 3) = 

„XX _.. MXI 
=MI%C/2 თ+ე-.9წ ”| = I0C (V25 )+ “2. Iიდ#/. 

მაგრამ 

MLX"I=6IX)=თ", 

– 1 _ 
MIMCX)=196 (V 2+C) + ---I% #=10“ (V22 49) 
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8- „2760. | 
II(X)=19ი% (C(V2:00) –IიყბX -= X '””- |. (18,7. 183 

მაგალითი 3. თვითმფრინავის მდგომარეობა ხასიათდება სამი შემთხვევითი 

სიდიდით: სიმაღლით //, სიჩქარის მოდულით V და კუთხით 0, რომელიც ფრენის 
მიმართულებას განსაზღვრავს, თვითმფრინავის სიმაღლე განაწილებულია თანაბარი 

სიმკვრივით (/I), III) უბანზე; სიჩქარე V – ნორმალური კანონით მათემატიკური ლო- 

დინით სე და საშუალო კვადრატული გადახრით თე; კუთხე 0 -- თანაბარი 1Lიმკვრი- 

ვით (0, #) უბანზე; სიდიდეები //, V 0 –– დამოუკიდებლებია, მოვნახოთ გაერთიანე. 

ბული სისტემის ენტროპია. 

ამოხსნა. 1-ლი მაგალითიდან (ფორმულა (18.7.17)) გვაქვს 

–M ჩა 
  

სადაც #ჩ –- „უგრძნობადობის უბანია“ სიმაღლის განსაზღვრისას, რადგანაც შემთხ- 
ეევითი სიდიდის ენტროპია არ არის დამოკიდებული მისი მათემატიკური ლოდინისაგან, 

ამიტომ V სიდიდის ენტროპიის განსაზღვრისათვის ვისარგებლებთ ფორმულით (18მ.7.18) 

V2% 60» 
IM(V 1=10« ” ტა I. ' 

  

0 სიდიდის ენტროპია 

M()=10ლ(M--0)--I0დ +M0=: 1იC 2 

საბოლოოდ გვაქვს 

  

V2X6C ძ 
#M(I, V,0)=10დ'=+ + L10წ 26 -L I0დ > 

ტ0 

ან 

ჩა „ოო XX ,: 

M(M,V, არ 2 =4 45-50 51 (18.7, 19) 

შევნიშნავთ, რომ ფიგურულ ფოჩხილებში მოთავსებულ თითოეულ“ თანამამრავლს აქვს 
ერთიდაიგივე აზრი: იგი უჩვენებს თუ რამდენი „უგრძნობადობის უბანი“ თავსდება 

მოცემული შემთხვევითი სიდიდისათვის, დამახასიათებელ მონაკვეთში, თანაბარი სიმ– 

კვრივით განაწილების შემთხვევაში ეს „უბანი წარმოადგენს უბრალოდ უბანს 

შემთხეევითი სიდიდის შესაძლო მნიშვნელობებისას; ნორმალური განაწილების შემთხვე- 
ვაში ეს უბანი ტოლია V2X6C, სადაც 0 –– საშუალო „.კვადრატული გადაზრაა. 

ამგვარად, ჩვენ ენტროპიის ცნება გავავრცელეთ უწყვეტ სისტე-· 
მათა შემთხვევაზე. ანალოგიურად შეგვიძლია გავავრცელოთ ინფორმა- 
ციის ცნებაც. ამ დროს განუზღვრელობა, რომელიც დაკავშირებულია ენ– 

ტროპიის გამოსახულებაში უსასრულოდ ზრდადი შესაკრების არსებო- 

ბასთან გვცილდება: ინფორმაციის გამოთვლისას, როგორც თორი ენ- 

ტროპიის სხვაობისა, ეს წევრები ისპობიან, ამიტომ ინფორმაციის ყველა 

სახეობები, რომლებიც დაკავშირებული არიან უწყვეტ სიდიდეებთან, 

აღმოჩნდებიან დამოუკიდებელნი „უგრძნობადობის ბX უბნი საგან“. 
546



გამოსახულება სრული ურთიერთინფორმაციისა რომ , ელიც მოთავ- 
სებულია ორ უწყვეტ სისტემაში X და "V, ანალოგიური იქნება 08.5.) 
გამოსახულებისა, მაგრამ თუ შევცვლით ალბათობას განაწილების კანო- 
ნებით, ხოლო ჯამებს –– ინტეგრალებით: 

/ «კჯ == I ICX, VM) 10C _ Iს V) _ ძXძ 

რაბ) ე ოი დეე რ6  _ ინაბი 
ან მათემატიკური ლოდინის ნიშნის გამოყენებით 

ჩIა.=MI 1ი>- 700 #9) _ . 
წი, IX ჩ(X)/XV) (18.7-2) 

სრული ურთიერთინფორმაცია #7;აჯ, როგორც ეს დისკრეტულ სისტე- 

მათა შემთხვევაში იყო, არის არაუარყოფითი სიდიდე, რომელიც ი1- 
ცევა ნულად მხოლოდ მაშინ, როცა X და I” სისტემები დამოუკიღებ– 

ლებია. 
მაგალით 2 4. მონაკვეთზე (0,1) ამოირჩევა შემთხვევით ერთიმეორისაგა5 

დამოუკიდებლად ორი VI და V წერტილი; თითოეული, მათგანი განაწილებულია ამ მო“ 
ნაკვეთზე თანაბარი სიმკვრივით, ცდის შეღეგად ერთ წერტილთაგანი აღმოჩნღა მარჯვ- 
ნივ, მეორე მარცხხი. მარჯვენა წერ- 

  

ტილის მდღებარეობახე რაჰღენ ინფორ- V _ “' 

მაციას იძლევა მარცხენას მღებარეობის == LL +..." 
ცოდნა? : ი1-- C / -- 

ამოხსნა. განიხილოთ თორი 

შემთხვევითი სV ღა V წერტილები ნ.ხ, 18,7,3. 

აბსცისების 0X ღერძზე (ნა. 18მ0.7.3) 

აღვნიშნოთ V-ით ახსცისა იმ წერტილისა, რომელიც აღმოჩნდა მარცხნიე: ზოლო X- 

ით –- აბსცისა იმ წერტილისა, რომელიც აღმოჩნდა მარჯვნივ (ნახ. 17.7:3-ზე მარცხ- 

წიე დარჩა V წერტილი, მაგრამ შ--ძ- 
უე ლებოღა პირიქით). სიდიდეები X და 

აპ. განისაზღერებიან LV დ: V-ს Lაშა > 
, “ ლებით შემღეგნაირად: 

' 
აა X=Iი (ხს. V); X=ო2X (LV, VI). 

აა ააა მოგწახაგთ სისტემის (X, 7) განაწილე- 

აჯა ბის კანონს, რადგანაც ა/<X ამიტოპ 

    
აა ა = - იგი იარსებებს მხოლოდ #) არეში, რო– 

V.  რბააფვას _ მელიც დაშტრიხულია (ნახ. 1§.7.4.) 
#V#%--, ააას აა ა აღ-ნიზნოთ /(X, ყ)-ით X, ა სისტეძის 

რა ააა დღა ფ განაწილების სიმკვრივე და მოვძებნოთ 
ე »ძ» 7 ალბათობის ელემენტი /(X, ყ) VX ძV, 

– ე. ი. ალბათობა იმისა, რომ შემთხეევი-. 

თი წერტილი (X, VI) ხვდება ელემენტა- 
რულ მართკუთხედში (+. X+ძX; ყ, ყ+ძყ). ეს ხვოპალობა შეიძლება მოხდეს ორი 
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ხერხით: ან მარცხნივ აღმოჩნდება წერტილი V, ხოლო მარჯვნიე V, ან პირიქით, 
მაშასადამე 

I(V, ყ)ძX ძყ=-V(ჯ, ყ) ძX ძყ I-დ (ყ, X) ძX ძყ, 

სადაც დ(V, C)-თი აღნიშნულია (V/, V) სიდიდეთა სისტემის განაწილების სიმკვრივე. 

მოცეპულ შემთხვევაში: 

0 1 
დ(/, ხ)==1 <#< 

0<უ53<1 

მაშასადამე, 

დ(I, ყ)=V(ყ, X)=1; 
I(X, ყ)ძX ძყ-=>2ძX ძყ 

2, როცა (X, ყ)=– 
/(ს, ყ)= 

0, როცა (X, ოს:შ) 

ახლა მოვნახოთ ცალკეულ სიდიდეთა განაწილების კანონები, რომლებიც შედიან სის– 

ტემაში: 

Xჯ « 

I1(+X)= L Iს ყ)ძყ= (24=2%, როცა 0<X<I; 

–თ 

ანალოგიურად 

ი 1 

I-C/)= ( IX, #)ძ»= (24=2 (1-7), როცა 0<ყ<1. 

–_ი ყ 

სიმკვრივეების /, (X) და ა (ყ) გრაფიკი გამოსახელია 18.7.5 ნახაზზე. 

     
ნახ. 18.7.5. 

თუ (18გ.7.20) ფორმულაში ჩავსვამთ /(X, ყ), /I(X) და /+(X)-ს: მივიღებთ: 

ეასეუ_დდ-დდღდ” –.2 = 

ჩოი > ი 11 ს ი ძაძყ= 

1 

- 

L> –(M + | = Xჯ)ძჯX “+I L 2(-–-Iი( 1-–V)IძX ძყ L 

(L) (ს) 

I 
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სიმეტრიის ძალით უკანასკნელი ორი ინტეგრალი ტოლია და 

4 
"„ისჯ“რ =-1 021 |M ძX ძყ = 

(ს) 
1 ჯ 1 

=- 1. Iო Xძ» (|ძI =-)- 2XI0X ძX ==.–“––--–-120,44 .· ერთ. წი» I. | თით X 12 120, (ორ. ერთ.) 

0 

მაგალითი 5, გვაქვს შემთხვევითი X სიდიდე, რომელიც განაწილებელია 

ნორმალური კანონით და აქვს პარამეტრები MI>= 0, თ„: X სიდიდე იზომება 2 ცდომი- 

ლებით, რომელიც აგრეთვე განაწილებულია ნორმალური კანონით, რომლის პარამეტ- 

რებია IM,=0, 0თ,. ცდომილება 2 არ არის დამოკიდებული X-ზე. ჩვენს განკარგულე– 

ბაშია –- გაზომვის შედეგი, ე. ი. შემთხვევითი სიდიდე 

X=X+2. 

განვსაზღვროთ რამდენ ინფორმაციას შეიცავს X სიდიდეზე ჰ/ სიდიღე. 

ამოხსნა: ვისარგებლებთ ინფორმაციის გამოსათვლელაღ (18.7.21) ფორმუ- 

ლით, ე, ი, ვიპოვით მას როგორც მათემატიკურ ლოდინს შემთხვევითი სიდიდისა. 

IX, Vყ) 

  

  
  

  

  

ს=)0--–––-–-, (18.7.22) 
% II (X)I: (ყ) 

ამისათვის ჯერ გარდავქმნით გამოსახულებას 

(X, V) (X) I(V IXჯ IV IX) ა ი) ა ხიIVI _ IV 
ჩI(X) /:(4) /M(X) I-(V) IC) 

ჩვენს შემთხევევაში 

| -#” 
ჩV)ლ+---–---, 265949 

I 2» V C-,1-05: 

ფ–»? 
IყX)C-––ბ42 202. (იხ. თავი 9.) 

V2:: თ; 

გამოსახულება (18.7.22) ტოლია. 

ც-)ა M 9მ-ი-0 , _! | (V-X1 > “-> – 
–)08 თ; + ში2| 2თ,.. 5=-–> -L თე; 

> | 
= 10ც : ვ 2 5 · თ; Iი 2| 202, 2(01; -L თ") 

აქედან 
V 05-.+0“", X 9310! 2 1 | MI21) #MIIV?I) | · 

ჰ,ასL “+MIV)=0 ––-უ –ი2) 2205; “ 2(05, + 05) (18.7. 23) 

მაგრამ /1,= /I,)=0, მაშასადამე 

#II25=0L2)=თ". (L8.7.24) 
MსIჩაX/")= ნLM”)=– 01.0": 
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(18.7.24)-ის ჩა:მით (18.7.21)-2ი მივიღებთ 

10ქ! Cთ2ა--LC", · · 
ლო 290) 9419) (ორ. ერთ.) 

მაგალითად, როცა თ.=C0თ: 

– 1 ",ასჯ=I90ყV 2 = – (ორ, ერთ) 

5 
თუკი თ.=4; 0:=3 მაშინ 'ლოლ თ -ვ“ 20, 74 (ორ. ერთ.) 

18.8. შეტყობინებათა კოდირების ამოცანები 

შენონ-ფენოს კოდი 

კავშირის ხაზებით შეტყობინებათა გადაცემისას ყოველთვის გვიხდე– 
ბა ვისარგებლოთ ამა თუ იმ კოდით ე. ი. შეტყობინებათა წარმოდ- 

გენით ამა თუ იმ სიგნალების. სახით. კოდის ყველასათვის ცნობილ მა- 

გალითს წარმოადგენს · ტელეგრაფში მიღებული სიტყვიერ შეტყობინე- 
ბათა გადაცემები მორზეს ანბანით. ამ ანბანის დახმარებით ნებისმიერი 

ინფორმაცია წარმოგვიდგება ელემენტარული სიგნალის სახით: წერტი- 

ლი ტირე, პაუზა, გრძელი პაუზა (სიტყვებს შორის). 
საერთოდ კოდირება ეწოდება ერთი ფიზიკური სისტემის მღგო– 

მარეობის ასახვას, რომელიღაც მეორის მდგომარეობით მაგალითად 

ტელეფონით ლაპარაკისას ბგერითი სიგნალების კოდირება ხდება ელექ- 
ტრომაგნიტურ რხევათა სახით, ამის შემდეგ ხელახალი დეკოდირება 

ხდება, გადაიქცევა, რა ხაზის მეორე ბოლოში ბგერით სიგნალებად. 
კოდირების ყველაზე მარტივ შემთხვევას წარმოადგენს შემთხვევა, 

როცა ორივე X და V” სისტემას (გამოსასახი და გამომსახველი) აქვთ შესაძ– 
“ლო მდგომარეობათა 'სასრულო რიცხვი; ასეა საქმე ასოებით ჩაწერილ 

შეტყობინებათა გადაცემისას მაგალითად ტელეგრაფირებისა. ჩვენ 
ვკმაყოფილდებით კოდირების ამ უმარტივესი შემთხვევის განხილვით. 

დავუშვათ გვაქვს რომელიღაც X სისტემა (მაგალითად რუსული ალ- 
ფავიტის ასო), რომელმაც შეიძლება შემთხვევით მიიღოს ერთ-ერთი მდგო– 

მარეობათაგანი X,, X-»,,,. Xე-. ჩვენ გვინდა გამოვსახოთ (კოდირება 

მოვახდინოთ) მეორე XV” სისტემის დახმარებით, რომლის შესაძლო მდგო– 

მარეობათაგანია V/, ყ-,---, ყ,,. თუკი 7</ (პა სისტემის მდგომარეობათ ა 
რიცხვი ნაკლებია ჯ სისტემის მდგომარეობათა რიცხვზე), მაშინ არ შე– 

იძლება X სისტემის ყოველი !მდგომარეობის კოდირება V” სისტემის 

1 ფორმულა (18.7.20)-ის გამოყენებით შეიძლება მიგეეღო იგივე შედეგი, მაგ- 

რამ უფრო რთული გხით. 
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ერთადერთი მდგომარეობით. ასეთ შემთხვევაში გვიხდება X სისტემის 

მდგომარეობა ავსახოთ V სისტემის მდგომარეობათა კომბინაციით (მი- 
მდევრობით). ასე მაგალითად: მორზეს ანბანში ასოები აისახებიან ელე“ 
მენტარულ სიმბოლოთა სხვადასხვა კომბინაციებით (წერტილი, ტირე). 
სწორედ ასეთი კომბინაციების შერჩევას და შესაბამისობის დადგენას 
გადასაცემ შეტყობინებებსა და ამ კომბინაციებს შორის ეწოდება „კო- 
დირება“ –– სიტყვის ვიწრო გაგებით. 

კოდები განირჩევიან ელემენტარულ სიმბოლოთა (სიგნალების) 
რიცხვით, რომლებისგანაც ხდება კომბინაციათა ფორმირება, სხვა სიტყ- 
ვებით –– ” სისტემის შესაძლო მდგომარეობათა რიცხვით. მორზეს 
ანბანში ასეთი ელემენტარული სიმბოლო ოთხია (წერტილი, ტირე, 

მოკლე პაუზა, გრძელი პაუზა). სიგნალების გადაცემა შეიძლება გან- 

ხორციელდეს სხვადასხვა ფორმით: (სინათლის ფეთქვა) სხვადასხვა 

ხანგრძლივობის ელექტროდენის გაშვებით, ბგერითი სიგნალები და 

ა. შ. კოდი რრი ელემენტარული სიმბოლოთი (0, 1) იწოდება, როგორც 

ორობითი. ორობითი კოდები ფართოდ გამოიყენება პრაქტიკაში, 

განსაკუთრებით ელექტრონულ-ციფრულ გამომთვლელ მანქანებში ინ- 

ფორმაციის შესაყვანად, რომლებიც მუშაობენ გამოთვლის ორობითი 
სისტემით. 

ერთი და იგივე შეტყობინება“ შესაძლებელია კოდირებულ იქნას სხვადა– 
სხვა ხერხით. ისმის საკითხი: კოდირების ოპტიმალურ (ყველაზე · ხელსაყ– 

რელ) ხერხებზე. ბუნებრივია ყველახე ხელსაყრელად ჩაითვალოს ისეთი 
კოდი, რომლის დროსაც შეტყობინებათა გადაცემისას იხარჯება მინი- 

მალური დრო. 'თუ ყოველი წელემენტარული სიმბოლოს (მაგალითად, 0 

ანდა 1) გადაცემაზე იხარჯება ერთი და იგივე დრო, მაშინ ოპტიმალური 

იქნება ისეთი' კოდი, ,რომლის დროსაც მოცემული სიგრძის შეტყობინე- 

ბის გადაცემაზე დახარჯული იქნება ელემენტარულ სიმბოლოთა მინი- 

მალური რაოდენობა. 

დავუშვათ, რომ ჩვენს წინაშე დასმულია ამოცანა: 
კოდირებულ იქნას, ორობითი კოდით რუსული ანბანის ასოები ისე, რომ 

თითოეულ ასოს შეესაბამებოდეს ელემენტარული 0 და 1 სიმბოლოების 
განსახღვრული კომბინაცია და რომ სამუალო რიცხვი ამ სიმბოლოებისა 

ტექსტის ასოზე იყოს მინიმალური. 

განვიხილოთ რუსული ანბანის 32 ასო: გ, 6,: “8, I, I, 6, XL, 3, II 

1, M, IX, MI, 0, ს, ი, C, 1, V, Cთ, X, I, M, II, II, , ხ, ხს 3, I0, # 

და სიტყვებს შორის შუალედი, რომელსაც ჩვენ აღენიშნავთ «--» 

თუკი, როგორც ეს მიღებულია ტელეგრაფში, არ გავარჩევთ ასოებს L,ჯ 
(ეს არ გამოიწვევს სხვადასხვაგეარ წაკითხვას), მაშინ მიიღება 32 ასო: 
2, 6, 8, IL) /ს 08, X, 3, M, IM, IL, IX. M, IM, 0; 0, ი, 0, 1 წ %; X, 1 M, 

VI, 0I, (ს, ხ)'ხს 3, 10, 9 #«--»ჯ 
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პირველი, რასაც ვიფიქრებთ ეს არის ასოთა რიგის შეუცვლელად 
გადანომრვა, როცა მივაწერთ მათ ნომრებს 0-დან 31-მდე. შემდეგომ 

გადაყვანით ნუმერაციის, თვლის ორობით სისტემაზე. ორობითი სის- 

ტემა ეს ისეთია, რომელშიაც სხვადასხვა თანრიგის ერთეულები წარ- 

მოადგენენ ორის სხვადასხვა ხარისხებს. მაგალითად: ათობითი რიცხვი 

12 გამოისახება შემდეგი სახით: 

12=1.29--1+.2?-L0.21+0 · 29, 

და ორობით სისტემაში ჩაიწერება, როგორც 1100. ათობითი რიცხვი 

25=1-29%-L1.29- 0.21-| 0-21-L 1.29 

და ორობით სისტემაში ჩაიწერება 11001. თითოეული 0, 1,2, 31 
რიცხვებიდან შეიძლება გამოსახული იქნას ხუთნიშნა ორობითი რიცხ- 

ვით, მაშინ მივიღებთ შემდეგ კოდს: 

–<-00000 

–-00001 

=00010 

=5:00011 უ
უ
ფ
თ
ო
ი
ტ
ჩ
 

9 –.11110 

მ–» 11111 

ამ კოდში თითოეული ასოს გამოსახვაზე იხარჯება ზუსტად 5 ელემენტა- 

რული სიმბოლო. ისმება კითხვა, არის თუ არა ეს უმარტივესი კოდი ოპჰ= 

ტიმალური და ხომ არ შეიძლება შევადგინოთ სხვა კოდი, რომელშიც 

ერთ ასოზე საშუალოდ მოდიოდეს ნაკლები ელემენტარული სიმბო- 

ლოები? 

მართლაც, ჩვენს კოდში ყოველი ასოს გამოსახვაზე –– ხმირად შემ- 

ხვედრ «მ», «0ა, «0» და იშვიათად “შემხვედრ «VI, «3», «00» ასოებზე 

იხარჯება ერთი და იგივე რაოდენობა ელემენტარული სიმბოლოებისა, 

ცხადია, გონივრული იქნებოდა, რომ ხშირად შემხვედრი ასოები კო- 

დირებული ყოფილიყო სიმბოლოთა ნაკლები რიცხვით, ხოლო იშვია- 

თად შემხვედრი1- მეტით. 

იმისათვის რომ შევადგინოთ ასეთი კოდი, ცხადია უნდა ვიცოდეო 

რუსულ ტექსტში ასოთა სიხშირე. ეს სიხმირეები მოყვანილია ცხრილ- 

ში 18.8.1. ასოები ცხრილში განლაგებულია სიხშირეთა კლებადი რი- 

გით. 
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ცხრილი 18.4,1 

_ ასო სიხშირე I ასო | სიხშირე I ასო | სიხშირე II ასო სიხშირე 

  

3» 0,145 ი 0,041 # 0,019 ჯ 0,029 
0 0,095 8 0,039 ხ! 0,016 X 0,Cეზ 
ბ 0,074 » 0,036 ვ 0,015 X9 0,C27 
2 0,064 X 0,029 ».ხ 0,015 (1!| 0,C06 
M 0,064 M 0,026 6 0,015 “IL 0,0ი0C4 
ჯ · 0,056 2 0,026 L 0,014 II 0,0C3 
#M 0,056 III 0,024 " 0,013 3 0,003 
ლ 0,047 V | 0,021 ს 0,010 I « 0,002 
ვსარგებლობთ რა ასეთი ცხრილით, ინფორმაციის რაოდენობასთას 

დაკავშირებულ მოსაზრებათა საფუძველზე შესაძლებელია შევადგინოთ 
ყველაზე ეკონომიური კოდი. ცხადია კოდი იქნება ყველაზე ეკონომიური, 
როცა თითოეული ელემენტარული სიმბოლო გადასცემს მაქსიმალურ 
ინფორმაციას. 

განვიხილოთ ელემენტარული სიმბოლო (ე. ი. მისი გამომსახველი სიგ– 
ნალი), როგორც ფიზიკური სისტემა ორი შესაძლო მდგომარეობით: 0 და 1. 
ინფორმაცია, რომელსაც იძლევა ეს სიმბოლო ტოლია სისტემის ენ- 
ტროპიისა და მაქსიმალურია იმ შემთხვაში, როცა ორივე მდგომარეობანი 
ტოლალბათია; ამ შემთხვევამი ელემენტარული სიმბოლო გადასცემს 
ინფორმაციას 1 (ორ. ერთ). ამიტომ ოპტიმალური კოდირების სა»უძშ- 
ვლად იქნება მოთხოვნა, რომ ელემენტარული სიმბოლოები კოღირე– 
ბულ ტექსტმი გვხვდებოდეს საშუალოდ ერთნაირი სიხშირით. 

ხილი 186.მ.2 ორობითი ნიფნეგი ცხრილი 
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აქ გადმოვცემთ კოდის აგების ხერხს, რომელიც აკმაყოფილებს წაყენე- 
ბულ პირობას. ეს ხერხი ცნობილია „შენონ-ფენოს კოდის“ სახელ- 
წოდებით. მისი იდეა მდგომარეობს იმაში, რომ საკოდირებელი სიმ- 

ბოლოები (ასოები ან ასოთა კომბინაციები) გაიყოფიან ორ -დაახლოე– 

ბით თანაბრად საალბათო ჯგუფებად: სიმბოლოთა პირველი ჯგუფისათ- 

ვის კომბინაციის პირველ ადგილას დაისმის 0 (ორობითი რიცხვის პირ- 
ველი ნიშანი, რომელიც გამოსახავს სიმბოლოს); მეორე ჯგუფისათვის -–- 

1. წემდეგ თითოეული ჯგუფი. ხელახლა იყოფა ორ დაახლოებით თა- 

ნაპღად საალბათო ქვეჯგუფებად; პირველი ქვეჯგუფის სიმბოლოებისათ- 
ვის მეორე ადგილზე დაისმის ნული, მეორე ქვეჯგუფისათვის –- ერთია- 

ე და ა. 

მოვახდინოთ დემონსტრაცია შენონ-ფენოს კოდის აგების პრინ- 
ციჰისა, რუსული ალფავიტის მასალაზე (18.8.1) ავთვალოთ პირველი 
ეჟვსი ასო («--»-დან 7-მდე). 

შევკრიბოთ მათი ალბათობები (სიხშირეები), მივიღებთ 0,498. ყვე– 

ლა დანარჩენ ასოებზე #M/-დან თ-მდე მოვა დაახლოებით ისეთივე ალბა– 

თობა :0,502. პირველ წექვს ასოს (-–-»-დან «7»-მდე) პირველ ად- 
გილზე: ექნებათ ორობითი ნიმანი 0. დანარჩენ ასოებს («//»-დან «C0ს»- 

მდე) პირველ ადგილზე ექნებათ ერთიანი. შემდეგ კვლავ დავყოთ პირ- 
ველი ჯგუფი ორ დაახლოებით თანაბრად საალბათო ქვეჯგუფად: «--»- 
დან «0»-მდე და «6-დან «#7 »მდე. პირველი ქვეჯგუფის ყოველი ასო- 

სათვის მეორე ადგილზე დავსვათ ნული, ხოლო მეორე ქვეჯგუფისა –– 
ერთიანი პროცესსა გავაგრძელებთ; იქამდე, სანამ ყოველ ქვეგანაყოთფში 

არ აღმოჩნდება“' მხოლოდ ერთი ასო, რომელიც იქნება კოდირებული 
გარკვეული ორობითი რიცხვით. კოდის აგების |მექანიხმი ნაჩვენებია 

18.2.8-ე -ცხრილში, ხოლო თვით კოდი მოყვანილია 18.8.3-ე ცხრილში, 

ცხრილი 18.8:3 
  

  

              

ასო ორობითი == ორობითი ასო ორობითი 
რიცხვი რიცხვი რიცხვი 

“ა 000 M# 10111 V 111100 
09 001 M 1100ე M 1111010 
რდ 0100 » 110010 X 1111011 
მ 0101 I 110011 #ჯ 1111100 

M 0110 V 110100 10 1111101 
ჯ C111 # 110110 Iს 11111100 

M 10უე0 ხ! 110111 IL 11111101 
C 1C01 3 111000 IL 11111110 
ი, 10100 ». ს 111001 3 111111110 
8 10101 6 111010 თ 111111111 
” 10110 L 111011 

18.8.3-ე ცხრილის მეშვეობით შეიძლება მოვახდინოთ კოდირება 

ღა დეკოდირება ყოველგვარი შეტყობინების. 
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მაგალითის სახთ ჩავწეროთ ორობითი კოდით შემდეგი ფრახა: 

»„I(000M9 IIIთღ0C0MმIIMM"“. 

01110100001101000110110110000 

0110100011111111100110100. 

1100001011111110101100110 

შევნიშნავთ, რომ არ არის აუცილებელი განვაცალკეოთ ასოები 
ერთიმეორისაგნ სპეციალური ნიშნებით რადგანც უამისოდაც 

დეკოდირება სწარმოებს ' ცალსახად. ამაში შეიძლება დავრწმუნდეთ, 

თუ 18.8.2. ცხრილის დახმარებით მოვახდენთ შემდეგი ფრახის დეკო- 

დირებას: 

10011100110011001001111010000 

1011100111001001101010000110101 

010110000110110110 

C.C0ი0006 M0/M008მII9ი“). 
ოღონდ აუცილებელია აღენიშნოთ, რომ ნებისმიერი შეცდომა კოდი- 

რებისას (ნიშნების 0 და 1 შემთხვევითი არევაI ასეთი კოდის შემთხვევა- 
ში დამღუპველია, რადგანაც შეცდომის შემდეგ ტექსტის დეკოდირება 

ხდება შეუძლებელი. ამიტომ კოდირების მოცემული პრინციპი შესაძლე– 

ბელია რეკომენდებულ იქნას მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა შეცდო– 

მები კოდირებისას და შეტყობინებათა გადაცემისას პრაქტიკულად გამო- 

რიცხულია. იბადება ბუნებრივი კითხვა: წარმოადგენს კი ჩვენს მიერ შე– 

დგენილი კოდი შეცდომათა არ არსებობისას ნაწდვილად ოპტიმალურს? 

იმისათვის, რომ ვუპასუხოთ ამ კითხვაზე, მოვნახოთ საშუალო ინფორმა- 
ცია, რომელიც მოდის ერთ ელემენტარულ სიმბოლოზე (0 და 1) და შე– 

ქეადაროთ იგი მაქსიმალურად შესაძლო ინფორმაციას, რომელიც ტო- 

ლია ერთი ორობითი ერთეულის. ამისათვის ჯერ მოვნახოთ საშუალო 
ინფორმაცია, რომელსაც შეიცავს გადასაცემი ტექსტის ერთი ასო, ე. ი. 

ერთ ასოზე ენტროპია: 

M(ფ= -5-ი, I0ყ 0,1= + 
(551 

სადაც 0; –– ალბათობაა იმისა რომ ასო მიიღებს განსახღვრულ მდგო–- 
მარეობას («–-», 0, 0, მ, ... %). 

ცხრილიდან 18.8.1, გვაქვს: 

MC, =უ0,145)+იC,095)-+L...-L-XI(0,003)-L+)(0,002) =4,42 

(ორობითი ერთეული ტექსტის ერთ ასოზე). 
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18.8.2 ცხრილით განვსაზღვრავთ ელემენტარულ სიმბოლოთა საშუალო 
რიცხვს ერთ ასოზე: 

ისუ 3-0,145--3.0,095-L-4.0.074-+...-L9.0,003-L 
' -L9:0,002=4,45. 

M(თ) ენტროპიის /ს,-ზე გაყოფით ვღებულობთ ინფორმაცია” ერთ 

ელემენტარულ. სიმბოლოზე 

4,42 
),=–--=0,994 რ. ერთ. 

1 445 (ორ. ერთა 
1 

  

ამგვარად, ინფორმაცია ერთ სიმბოლოზე ფრიად ახლოსაა თავის 
ზედა ზღვართან 1, ხოლო ჩვენს მიერ შერჩეული კოდი ფრიად ახლოსაა 
ოპტიმალურთან. ვრჩებით რა ასოებით კოდირების ამოცა- 
ნის ფარგლებში, ჩვენ არაფერი უკეთესის მიღება არ შეგვიძლია. 

შევნიშნავთ, რომ უბრალოდ ასოთა ორობითი ნომრებით კოდირებისას 
ჩვენ გვექნებოდა ყოველი ასოს გამოსახვა ხუთი ორობითი ნიშნით და ინ– 

ფორმაცია ერთ სიმბოლოზე იქნებოდა 

4.42 #=-- ე =0,884 (ორ. ერთ.)   

ე. ი. შესამჩნევად ნაკლები, ვიდრე ოპტიმალურ ასოით კოდირებისას. 

ამასთან უნდა შევნიშნოთ, რომ კოდირება „ასოების მიხედვით“ სა- 
ერთოდ არ წარმოადგენს ეკონომიურს. საქმე ·იმაშია რომ ჯნებისმიერი 

გაახრებულე ტექსტის მეზობელ ასოებს შორის ყოველთვის გვაქვს 

დამოკიდებულება. მაგალითად, რუსულ ენაში ხმოვანი ასოს შემდეგ არ 

შეიძლება იდგეს «IX» ან «L»; შიშინა ასოებს შორის არ შეიძლება იდგეს 

დე» ან «6»; ერთიმეორის მიყოლებით რამდენიმე თანხმოვნის შემდეგ 

იზრდება ხმოვნების ალბათობა „და ა. შ. 

ჩვენ ვიცით, რომ დამოკიდებულ სისტემათა გაერთიანებისას ჯამური 

ენტროპია ნაკლებია ცალკეულ სისტემათა ენტროპიათა ჯამზე. მაშასადამე 

ინფორმაცია გადაცემული დაკავშირებული ტექსტის მონაკვეთით ყო- 

ველთვის ნაკლებია, ვიდრე ინფორმაცია ერთ სიმბოლოზე, გამრავლე– 
ბული სიმბოლოთა რიცხვზე. ამ გპრემოების გათვალისწინებით უფრო 

ეკონომიური კოდი შეიძლება ავაგოთ თუ არ მოვახდენთ კოდირებას 

ყოველ ასოზე ცალ-ცალკე, არამედ ასოთა მთელ „ბლოკებზე“. მაგალი- 

თად რუსულ ტექსტში აზრი აქვს მთლიანად კოდირებას ზოგიეოთ ხში- 

რად შემხვედრ ასოთა კომბინაციისა როგორიცაა «709», «86+X»; «IM6» 
და ა. შ. საკოდირებელი ბლოკები განლაგდება კლებად სიხშირეთა მი- 
ხედვით, როგორც ასოები ცხრილში 18.8.1, ხოლო ორობითი კოდიდება 
ხორციელდება იმავე პრინციპითვე. 
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მთელ რიგ შემთხვევებში გონივრული აღმოჩნდება კოდირება მო- 

ვახდინოთ არა ასოთაგან შემდგარი ბლოკებისა, არამედ მთელი გაახ- 
რებული ტექსტის ნაწილებისა, მაგალითად, ტელეგრაფის განსატვირ- 
თავად წინასადღესასწაულო დღეებში მიზანშეწონილია კოდირება პი- 

რობითი ნომრებით მთელი სტანდარტული ტექსტებისა როგორიცაა: 
«გილოცავთ ახალ წელს, გისურვებთ ჯანმრთელობას, წარმატებებს 

მუშაობაში». 

ჩვენ არ შევჩერდებით სპეციალურად ბლოკების კოდირების მე– 

თოდებზე, ვკმაყოფილდებით იმით, რომ ჩამოვაყალიბებთ მასთან და- 

კავშირებულ შენონის თეორემას.     

  

            
დავუშვათ გვაქვს ინფორმაციის X წყა- » # -. 

რო და მიმღები V, რომლებიც დაკავში- 

რებულია დამაკავშირებელი # არხით ნახ. 18.8. 1, 
(ნახ. 18.8.1). 

ცნობილია ინფორმაციის /7,(X) წყაროს მწარმოებლურობა ე. ი. ინ- 

ფორმაციის, ორობითი ერთეულის საშუალო რაოდენობა, რომელიც 

შემოდის წყაროდან დროის ერთეულში (რიცხობრივად იგი ტოლია 

შეტყობინების სამუალო ენტროპიისა რომელიც გადაიცემა წყაროს 

შიერ ღროის ერთეულში). 

დავუშვათ გარდა ამისა, რომ ცნობილია არხის გამტა რუნარი- 

ანობა Cე.ი. ინფორმაციის მაქსიმალური რაოდენობა (მაგალითად 

ორობითი ნიშნებისა 0. ან 1), რომელიც შეუძლია გადასცესჯარხს "დროის 
იმავე ერთეულში. იბადება კითხვა: როგორი უნდა იყოს არხის გამტარ- 

უნარიანობა, რომ მან „თავი გაართვას“ თავის ამოცანას, ე. ი. რომ ინ– 
ფორმაცია წყაროდან მიმღებამდე შემოდიოდეს შეუფერხებლად? პა- 

სუხს ამ კითხვაზე იძლევა შენონის 1 თეორემა. ჩამოვაყალიბებთ მას 

დაუმტკიცებლად. 
შენონის 1 თეორემა 

თუ კავშირის არხის გამტარუნარიანობა C, მეტია ინფორმაციის 

წყაროს ენტროპიაზე დროის ერთეულში 

C>M,0X, 
მაშინ ჟოველთვის შეიძლება კოდირება საკმაოდ დიდი შეტყობინები- 

სა, ისე, რომ იგი კავშირის არხის საშუალებით გადაიცემოდეს შეფე- 

რხების გარეშე. 

თუკი. პირიქით 

C)<77, CM). 

მაშინ ინფორმაციის გადაცემა შეფერხების გარეშე შეუძლებელია. 
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1ა.ე. ინფორმაციათა გადაცემა დამასინვბებებით. 

დაბრკოლებებიანი არსის გამტარუნარიანობა 

წინა პუნქტში ჩვენ განვიხილეთ ინფორმაციათა კოდირებასთან და 

კავშირის არხით გადაცემასთან დაკავშირებული საკითხები იდეალურ 

შემთხვევაში, როცა ინფორმაციის გადაცემის პროცესი ხორციელდება 

შეცდომათა გარეშე. სინამდვილეში ამ პოოცესს თან ახლავს შეცდომე- 

ბი (დამახინჯებები), გადაცემის აოხს, რომელშიც შესაძლოა დამახინ– 

ჯებანი, ეწოდებ დაბრკოლებებიანი არხი (ან ხმაურიანი 

არხი). კერძო შემთხვევაში შეცდომები წარმოიშობა თვით კოდირების 

პროცესში და მაშინ მაკოდირებელი მოწყობილობა შეიძლება განხილულ 

იქნას, როგორც დაბრკოლებებიანი არხი. 
სავსებით ცხადია, რომ დაბრკოლებათა არსებობა იწვევს ინფოორმა- 

ციის კარგვას. დაბრკოლებათა არსებობის პირობებში, რომ მიმღებში მი– 

ვიღოთ ინფორმაციის მოთხოვნილი მოცულობა, აუცილებელია მივიღოთ 
სპეციალური ზომები. ერთერთ ასეთ ზომათაგანს წარმოადგენს გადასა– 
ცემ შეტყობინებებში ე· წ. „მოქარბებულობის“ შეყვანა; ამ დროს ინ- 

ფოომაციის. წყარო გამოსცემს ამკარად /მეტ სიმბოლოებს, ვიდრე ეს 

იქნებოდა საჭირო დაბრკოლებათა არ არსებობის შემთხვევაში. ერთ-ერ- 

თი ფოთომათაგანი მოჭქარბებულობის შეყვანისა –– შეტყობინების გან- 
მეორებაა უბრალოდ. ასეთი ხერხით სარგებლობენ მაგალითად ტელეფო– 

ნით ცუდი სმენადობისას იმეორებენ ოა ყოველ შეტყობინებას ორ- 

ჯერ. მეორე საერთოდ ცნობილი ხერხი გადაცემის საიმედოობისა მდგო– 

მარეობს სიტყვის გადაცემაში „ასოებით“ –- როცა ყოველი ასოს ნაც- 

ვლად გადაიცემა კარგად ცნობილი სიტყვა (სახელი), რომელიც იწყება 

ამ ასოთი. 

შევნიშნავთ, რომ ყველა ცოცხალ ენას. ბუნებრივად გააჩნია, რამ–- 

დენადმე მოჭარბებულობა. ეს მოჭარბებულობა ხშირად გვეხმარება აღ–- 
ქადგინოთ „მეტყობინების აზრით“ სწორი ტექსტი. აი რატომაა, რომ 

დამახინჯებები ტელეგრამის' ასოების, რომელსაც არაიშვიათად ვხედე–- 

ბით, საკმაოდ იშვიათად იწვევენ ინფორმაციის ნამდვილ კარგვებს. 

ჩვეულებრივ ხერხდება გასწორდეს დამახინჯებული სიტყვა, ვსარგებ–- 

ლობთ რა მხოლოდ ერთით-–ენის თვისებებით. ეს არ მოსდებოდა მოჭაო– 

ბებულობის არ არსებობის შემთსვევაში. ენის მოჭარბებულობის ზომად 

გამოიყენება სიდიდე 

V-=1-- #, , (18.9.1) 
1097 
  

სადაც #7, –- საშუალო ფაქტიური ენტროპიაა, მოსული ერთ გადასა– 

ცემ სიმბოლოზე (ასოზე), რომელიც გამოთვლილია ტექსტის საკმაოდ 
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დიდი ნაწყვეტებისათვის, სიმბოლოთა შმორის დამოკიდებულების გათ– 

ვალისწინებით. # –- რიცხვი გამოყენებული სიმბოლოებისა (ასოებისა), 
I0წ /I მოცემულ პირობებში მაქსიმალურად შესაძლო ენტროპიაა ერთ 
გადაცემულ სიმბოლოზე, რომელიც იქნებოდა, რომ ყეელა სიმბოლოე– 
ბი ყოფილიყვნენ ტოლალბათნი და დამოუკიდებელნი. 

გაანგარიშებანი„ რომელიც ჩატარებულია ყველაზე გავრცელებულ 

ევროპული ენების მასალაზე, გვიჩვენებენ, რომ მათი მოჭარბებულობა 

აღწევს 50%-ს და მეტს (ე. ი. უხეშად რომ ვთქვათ გადაცემული სიმბოლო– 
ების 50% წარმოადგენენ ზედმეტს და შეიძლებოდა არ გადაცემულეყო, 

თუკი არ იარსებებდა დამახინჯების საფრთხე). თუმცა ცნობათა უშეც- 

დომო გადაცემისათვის ენის ბუნებრივი მოჭარბებულობა შეიძლება აღ- 
მოჩნდეს, როგორც ზომაზე მეტი, ისე არასაკმარისი. ყველაფერი ეს და– 

მოკიდებულია იმისაგან. თუ რა სიდიდისაა დამახინჯების საფრთხე („დაბრ– 

კოლებათა დონე“) კავმირის არხში. 

ინფორმაციის თეორიის მეთოდების დახმარებით შეიძლება და+5- 
კოლებათს თითოეული დონისათვის მოიძებნოს ინფორმაციის წუაროს 

მოჭარბებულობის საჭირო ხარისხი. იგივე მეთოდები გვეხმარებიან ?მე- 

ვიმუშაოთ სპეციალური დაბრკოლებ:მდგრადი კოდი (კერძოდ ე. წ. 

თვით მაკორექტირებელი კოდი) ამ ამოცანების გადასაწყვეტად უნდა 

შეგვეძლოს გავითვალისწინოთ დანაკარგები არხში რომელიც დაკავმი– 

რებულია დაბრკოლებათა არსებობაზე.     
  

            
განვიხილოთ 'რთული სისტემა რომე- .X # ” 

ლიც შედგება ინფორმაციის X წყარო–- LI I 

საგან, კავშირის /C-არხისაგან და X” მიმ– ღაბრბოლებები 

ღებისაგან (ნახ. 18.9.1). ინფორმაციის ნახ. 18.9.1, 

წყარო წარმოადგენს ფიზიკურ X სისტე- 

მას, რომელსაც აქვს ” შესაძლო მდგომარეობანი: 

%0 შა. %ი 
ალბათობებით 

მე მა. .ა7მი 

განვიხილოთ ეს მდგომარეობანი, როგორც ელემენტარული სიმბოლოე- 

ბი, რომლებიც შეიძლება X წყარომ # არხით გადასცეს XV მიმღებს. ინ– 

ფორმაციის რაოდენობა ეოთ სამბოლოზე, რომელსაც იძლ)ვა წყარო, 

ტოლი იქნება ენტროპიისა ერთ სიმბოლოზე. 

ი 

MC)=– 2 იი ი. 
L=1 

თუ შეტყობინებათა გადაცემისას აო იქნებოდა შეცდომები, მაშინ ინ–- 

ფორმაციის რაოდენობა, რომელსაც შეიცავს პ/ სისტემა X-ის , მიმართ, 
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ტოლი იქნებოდა X სისტემის ენტროპიისა. შეცდომათა არსებობისას იგი 

იკნებოდა ნაკლები: 

18 X=177(%)-–-”I CV I). 

ბუნებრივია განვიხილოთ პირობითი ენტროპია M(XIბა), როგორც 

ინფორმაციის დანაკარგი ერთ ელემენტარულ სიმბოლო- 

ზე. რომელიც დაკავშირებულია დაბრკოლებათა არსებობასთან. 

შეგვეძლება რა განსახღვრა ინფორმაციის დანაკარგებისა არხში, 

რომელიც მოდის ერთ ელემენტარულ სიმბოლოზე, რომელიც გადაცე- 

მულია ინფორმაციის წყაროს მიერ, შეიძლება განესახღვროთ დაბრკო- 

ლებებიანი არხის გამტარუნარიანობა, ე. ი. მაქსიმალური რაოდენობა 

ინფორმაციისა, რომელიც შეუძლია გადასცეს არხმა დროის ერთეულში. 

ვიგულისხმოთ, რომ არხს შეუძლია გადასცეს დროის ერთეულში 

# ელემენტარული სიმბოლო. დაბრკოლებათა არ არსებობისას არხის 

გამტარუნარიანობა იქნებოდა ტოლი 

C==7#)0დ II. (18.9.2) 

ვინაიდან ინფო ·რმაციის მაქსიმალური რაოდენობა, რომელსაც შეიძლება 

შეიცავდეს ერთი · "სიმბოლო, ტოლია 10წ /!, ' ხოლო ინფორმაციის მაქ– 

სიმალური რაოდენობა, რომელსაც შეიძლება შეიცავდეს # სიმბოლო 

ტოლია # 109 / და იგი მას აღწევს, როცა სიმბოლოები გამოჩნდებიან 

ერთიმეორისაგან დამოუკიდებლად. 
ახლა განვიხილოთ დაბრკოლებებიანი არხი. მისი 'გამტარუნარია- 

ნობა განისახღლვრება, როგორც 

C=ჩ იმX/I,, (18.9.3) 

სადაც M0მX /C) ,, არის მაქსიმალური ინფორმაცია ერთ სიმბოლოზე, 

რომელიც შეუძლია არხს გადასცეს დაბრკოლებათა არსებობის შემთხ- 
ვევაში. 

განსაზღვრა ამ მაქსიმალური ინფორმაციისა ზოგად "შემთხვევაში 

საკმაოდ რთული საქმეა, რადგან იგი დამოკიდებულია, თუ როგორ 
და როგორი ალბათობებით მახინჯდებიან სიმბოლოები, ხომ არ ხდება 

მათი არევა ან უბრალოდ რომელიმე სიმბოლოს გამოვარდნა, ხომ არ 

ხდება სიმბოლოების დამახინჯება ერთიმეორისაგან დამოუკიდებლად 

და ა. 
თუმცა უმარტივეს შემთხვევებისათვის არხის გამტარუნარიანობის 

გამოთვლა შედარებით იოლად ხერხდება. 

განვიხილოთ მაგალითად ასეთი ამოცანა. კავშირის # არხი გადას- 

ცემს ინფორმაციის X წყაროდან პა” მიმღებს ელემენტარულ სიმბოლოებს 

0 და 1,'რომელთა რაოდენობაა # დროის ერთეულში. გადაცემის პრო- 
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ცესში ყოველი სიმბოლო, სხვებისაგან დამოუკიდებლად |L ალბათობით 
შეიძლებ დამახინჯებულ იქნას (ე. ი. მეცვლილ იქნას საწინააღმდე– 
გოთი) საჭიროა მოინახოს არხისს გამტარუნარიანობა. 

განვსახღვროთ ჯერ მაქსიმალური ინფორმაცია ერთ სიმბოლოზე, 
რომელიც შეიძლება გადასცეს არხმა. დაუშვათ წყარო გადასცემს 

სიმბოლოებს 0 და 1, ი და 1-––ი/ ალბათობებით, მაშინ წყაროს ენ- 
ტროპია იქნება 

II(X)=-–ი0 )90წ 0-(1--ი) 10დ (1-–ი). 

განვსახღვროთ ინფორმაცია „თ. ერთ ელემენტარულ სიმბოლოზე: 

LC), =1/(4ე-––7/(პა/IX) 

იმისათვის, რომ მოვძებნოთ სრული პირობითი ენტროპია //(2ა/I2), 

ჯერ ვიპოვოთ კერძო პირობითი ენტროპიები: //(პ7IX) (V სისტემის 

ენტროპია, როცა X სისტემამ მიიღო X, მდგომარეობა) და //(27IX) (ენ– 

ტროპია ჰ/ სისტემისა იმ პირობით, როცა X სისტემამ მიიღო მდგომარეო– 

ბა ჯე). გამოვთვალოთ /7()/IX,); ამისათვის დავუშვათ, რომ გადაცემულია 
ელემენტარული სიმბოლო 0. ვიპოვოთ პირობითი ალბათობანი იმისა, 

რომ ამ დროს პ/ სისტემა იმყოფება ყ,=0 და ყ#:=1 მდგომარეობაში 

პირველი მათგანი ტოლია იმის ალბათობისა, რომ სიგნალი არ არის 

არეული: 

#VIIIX)=1-–-: 

მეორე––იმის ალბათობისა, რომ სიგნალი არეულია: 

#ჩ(Cყ.Iს)=ს. 

პირობითი ენტროპია // (პ/IV,) იქნება 

2 

IMI(V IXე= – ა ჩი, IX,) 108 #(ყ;IX,)= 
(==1 

=-(1--ს) 108წ (1--ს)-– ს 10წ§. II. 
ვიპოვოთ ახლა პ/ სისტემის პირობითი ენტროპია იმ პირობით, რომ X-– 

–X (გადაცემულია სიგნალი ერთიანი): 

ჩდ IXა=ს, #(Vა:IX-)=1--I, 
საიდანაც . 

M(VIXა)ა=-–-I090დ სI-1--I)I0წ (1–-„). 
ამგვარად, 

#(VIX,)=II(V IX)=–-006 IL-(1-– II) 10წ (1–– ს). (18.9.4) 

სრული პირობითი ენტროპია I#I(XVIX) მიიღება, თუკი გავასაშუალებთ 
პირობით ენტროპიებს /I(პ/IX,) და /I(პ/IX-) X, ჯა მნიშვნელობათა ჩი და 
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1--ი ალბათობების გათვალისწინებით. ვინაიდან კერძო პირობითი ენ- 

ტღოპიები ტოლია, ამიტომ 

MI(VIX)ლ–--0დ I|L--(1--II)!0ყ (1-–I). 

ჩვენ. მივიღეთ შემდეგი დასკვნა პირობითი ენტროპია #/(პ7IX) სრუ- 

ლებით არ არის დამოკიდებული, თუ როგორი _ალბათობებით /#, 1––ე 

გვხვდებიან 0; 1 სიმბოლოები გადასაცემ შეტყობინებაში, ხოლო და- 

მოკიდებულია შეცდომის კ ალბათობისაგან. 

გამოვთვალოთ ერთი სიმბოლოთი გადაცემული სრული ინფორმა- 

ცია: 
წია). ) » =/7(1/)––I/(7IX)= 

=L-” 0 ”-(1--0 )იყ (1–ი)– 

–C-ს 10წ სხ-ი0--) 10წ (1--ს))= 
=10:)(0+7(1-–7))–– ნ)(V) --ოუ(1-––I)1, 

სადაც ”--ალბათობაა იმისა, რომ გამოსასვლელში გამოჩნდება სიმბოლო 
0. ცხადია, ინფორმაციის არხის მოცემულ თვისებებისს ინფორმაცია 

ერთ სიმბოლოზე II, ჯ აღწევს მაქსიმუმს, როცა ი(0)+»(1--ი) მაქ- 

სიმალურია. ჩვენ ვიცით, რომ ასეთი ფუნქცია აღწევს მაქსიზუმს, რო–- 
ცა #7=1/2, ე. ი. როცა მიმღებზე ორივე სიგნალი ტოლალბათია. ადვი- 
ლია დავრწმუნდეთ, რომ ეს მიიღწევა მაშინ, როცა წყარო ორივე სიმ- 
ბოლოს გადასცემს ერთნაირი ალბათობით #=1/2. ამავე 0=1/2 მნიშ- 

ვნელობისას აღწევს მაქსიმუმს, ინფორმაცია ერთი სიმბოლოთი. მაქ- 

სიმალური მნიშვნელობა ტოლია 

IV,»=I0ი--–წი(6+%M(0-–ს)1= 1-–I9(I)-+»(1-–M)1. 
მაშასადამე, ჩვენს შემთხვევაში 

– 

იI2X/() ,=1--IMICV)-L1)(1-––ს), 

და კავშირის არხის გამტარუნარიანობა ტოლი იქნება 

C=#ჩ (1--Iი(ს)-+უ(1-–9))). (18.9.5) 

შევნიშნავთ, რომ უ(0ს)+უ(1-–-Iა) არის სისტემის ენტროპია, რომელსაც 

აქვს ორი შესაძლო მდგომარეობანი ს და 1-ს ალბათობებით. იგი' ახა- 
სიათებს ინფორმაციის კარგვას ერთ სიმბოლოზე, რომელიც დაკავშირე- 
ბულია არხში დაბრკოლებათა არსებობასთან. 

მაგალითი 1. განესაზღვროთ კავშირის არხის გამტარუნარიანობა, რომელ- 

საც შეუძლია დროის ერთეულში გადასცეს 100 სიმბოლო 0 და 1, ამასთან თითოეული 

სიმბოლო მახინჯდება (იცვლება საწინააღმდე გოთი) #=>0,01 ალბათობით. 
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ამოხსნა: ღანართის მე-7 ცხრილით ვპოულობთ: 

VM(I)-=0,0664, 

M(1--I0=0,0144, 
უოე)--X1--II)=>0,C808. 

ერთ სიმბოლოზე იკარგებ, ისფორმაციის 0,9808 (ორ. ერთ). არხის გამტარეცნარიანობა 
ტოლია 

C=10C(1-–0,080მ)=- 91,92=22 

ორობითი ერთეული ღროის ერთეულში. 

ანალოგიურ გაანგარიშებათა დახმარებით შეიძლება განსაზღვრულ იჟ- 
ნას არხის გამტარუნარიანობა უფრო რთულ შემთხვევებში, როცა ელე- 
მენტარულ სიმბოლოთა რიცხვი ორზე მეტია და როცა დამახინჯებანი 

ცალკეული სიმბოლოებისა დამოკიდებულნი არიან. ვიცით რა არხის 
გამტარუნარიანობა, შეიძლება განვსახლვროთ დაბრკოლებებიანი არ- 
ხით ინფორმაციის გადაცემის სიჩქარის ზედა სახლვარი. ჩამოვაყალი–- 

ბოთ (დამტკიცების გარეშე) ამ შემთხვევის ფზესახებ შენონის მეორე თე– 

ორემა. შენონის მე-2 თეორემა: დავუშვათ გვაქვს ინფორმაციის X წყა– 

რო, რომლის ენტროპია დროის ერთეულში ტოლია M(X), დღა არხი 

C გამტარუნარიანობით, მაშინ, თუ 

M(X)>C, 

მაშინ ნებისმიერი კოდირებისას შეტყობინებათა გადაცემა შეფერ- 

ხებათა და დამახინჯებათა გარეშე შეუძლებელია, თუ 

2 II(X)<C 
მაშინ ყოველთვის შეიძლება საკმაოდ გრძელი შეტყობინება კოდირე- 

ბული იქნას ისე, რომ იგი გადაცემულ იქნას შეუფერხებლად (დაუყოვ- 

ნებლად) და დაუმახინჯებლად ერთთან რაგინდ ახლო ალბათობით. 

მაგა ლი თი 2. გვაქვს ინფორმაციის წყარო ენტროპიით დროის ერთეულში“ 

M(X)=100 (ორობ, ერთ.) და კავშირის ორი არხი, ყოველ მათგანს შეუძლია დროის 

ერთეულში გადასცეს 70 ორობითი ნიშანი (0 ან 1); ყოველი ორობითი ნიშანი იცლება 

საპირისპიროთი ალბათობით I=0,1, საჭიროა გაირკეეს: საკმარისია თუ არა ამ არხე– 

ბის გამტარუნარიანობა ინფორმაციის გადასაცემად, რომელსაც აწოდებს წყარო? 

ამოხსნა: ვპოულობთ ინფორმაციის კარგეას ერთ სიმბოლოზე: 

უ(0)--ო(1--I0=0,332+0,137=0,460 (ორობ. ერთ). 
ინფორმაციის მაქსიმალური,რაოდენობა გადაცემული ერთი არხით დროის ერთეულში: 

C=170 (1--0,469)=37,2. 

ინფორმაციის მაქსიმალურ რაოდენობას, რომელიც შე-ძლება გადაცემულ იქნას ორი 

არხით დროის ერთეულში: 

37,2 ·2=74,4 (ორობ, ერთ.) 

რაც არ- არის საკმარისი წყაროდან ინფორმაციის გადაცემის უზრუნველსაყოფად. 
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XIX თავი 

მასიური მომსახურების თეორიის ელემენტები 

19.1, მასიური მომსასურების თეორიის საგანი 

უკანასკნელ ათეულ წლებში პრაქტიკის სხვადასხვა სფეროში წარ- 

მოიშვა აუცილებლობა თავისებური ალბათობრივი ამოცანების ამოხ- 
სნის,ა რომელიც დაკავშირებულია ე. წ. მასიურ მომსახე- 
რებათა სისტემების მუშაობასთან. ასეთი სისტემების მა- 

გალითებად შეიძლება დავასახელოთ: სატელეფონო სადგურები, სარე- 
მონტო სახელოსნოები, საბილეთო სალაროები, ცნობათა ბიუროები, 

საპარიკმახეროები და სხვა. ყოველი ასეთი სისტემა შედგება მომსახურე 

ერთეულთა რომელიღაც რიცხვისაგანი რომელთაც ჩვენ დავარქმევთ 
მომსახურების „არხებს“. არხებად შეიძლება ფიგურირებდნენ კავშირის 
ხაზები, პირები, რომლებიც ასრულებენ ამა თუ იმ ოპერაციებს, სხვა- 

დასხვა ხელსაწყოები და ა. შ. მასიური მომსახურებათა სისტემები შეიძ- 
ლება იყვნენ როგორც ერთი, ისე მრავალარხიანი. 

მასიური მომსახურების ნებისმიერი სისტემის მუშაობა მდგომარე- 

ობს მასში შემომავალ მოთხოვნილებათა ნაკადის ან განაცხადთა შმესრუ- 

ლებაში. განაცხადები შემოდიან ერთიმეორის მიყოლებით დროის 

რომელიღაც შემთხვევით მომენტში. შემოსული განაცხადის მომსახურე- 
ბა გრძელდება რაღაც დროის განმავლობაში, რის შემდეგ არხი თავი- 

სუფლდება და ისევ მზადაა შემდგომი განაცხადის მისაღებად. მასიური 
მომსახურების ყოველ სისტემას არხების რიცხვისა და მათი მწარმო- 

ებლურობის მიხედვით გააჩნიათ რომელიღაც გამტარუნარიანობა, რო- 
მელიც საშუალებას აძლევს მეტ-ნაკლებად გაართვას თავი განაცხა- 
დების ნაკადს. საგანი მასიური მომსახურების თეორიისა –- განაცხადე– 

ბის ნაკადის ხასიათის ცალკეული არხის მწარმოებლობას, არხების 

რიცხვის და მომსახურების მწარმოებლობას (ეფექტურობას) შორის 

დამოკიდებულების დადგენაა. მომსახურების ეფექტურობის მახასიათე ბ– 

ლებად –– ამოცანათა პირობების და გამოკვლევათა მიხნებისაგან დამო– 

კიდებით –– შეიძლება გამოყენებულ იქნან სხვადასხვა სიდიდეები და 
ფუნქციები. მაგალითად: განაცხადების საშუალო პროცენტი, რომლე- 
ბიც ღებულობენ უარს და ტოვებენ სისტემას მოუმსახურებლად, 
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ცალკეულ არხთა ღა მთლიანად სისტემის „მოცდენათა“ სამეალო დრო, 

რიგმი ლოდინის სამუალო დრო, ალბათობა იმისა, რომ შემოსული გა- 

ნაცხადი დაუყოვნებლივ იქნება მიღებული შესასრულებლად; რიგის 
სიგრძის განაწილების კანონი და ა. შ. ყოველი ამ მახასიათებელთაგა– 

ნი აღწერს ამა თუ იმ მხრივ სისტემის მომარჯვებულობის ხარისხს გა– 
ნაცხადთა ნაკადის შესასრულებლად, სხვა სიტყვებით -- მის გამტარუ- 
ნარიანობას. 

ვიწრო ახრით „გამტარუნარიანობის' ქვეშ ჩვეულებრივ ესმით გა- 

ნაცხადთა სამუალო რიცხვი რომელთა მომსახურებაც სისტემას შე- 
უძლია დროის ერთეულში. მასთან ერთად ხშირად განიხილავენ ფარ- 

დობით გამტარუნარიანობას--მომსახურებული განაცხადების რიცხვის შე- 

მოსულთან ფარდობის საშუალო რიცხვს. გამტარუნარიანობა (როგორც 

აბსოლუტური, ისე ფარდობითი) ზოგად შემთხეევამი დამოკიდებულია 
არა მარტო სისტემის პარამეტრებისაგან არამედ განაცხადთა ნაკადის 

ხასიათისაგანაც თუ განაცხადები შემოტანილი იქნებოდნენ რეგულა- 

რულად, დროის ზუსტად გარკვეულ მონაკვეთებმი და ყოველი განაც- 

ხადის მომსახურებას ექნებოდა აგრეთვე განსახღვრული ხანგრძლივობა, 

სისტემის გამტარუნარიანობის ანგარიშში არ იქნებოდა არავითარი სიძ- 

ნელე. პრაქტიკამი ჩვეულებრივ განაცხადთა “შემოსვლის მომენტები 
შემთხვევითია, ბეტწილად შემთხვევითია განაცკ0ხადთა მომსახუოების 
ხანგრძლივობაც. ამასთან ღაკავმირებით სისტემი” მუშაობის პროცე- 

სი მიმდინარეობს არარეგულარულად: განაცხადთა ნაკადში იქმნება ად- 

გილობრივი დაგროვებანი და გაიშვიათებანი.. დაგროვებებს 'მეუძლიათ 

გამოიწვიონ მომსახურებაში ან უარი, ან რიგიხ წარმოქმნა. გაიშვიათე- 
ბამ შეიძლება გამოიწვიოს ცალკეული არხების და მთლიანად სისტემის 

მოცდენები ამ შემთხვევითობებს, რომლებიც დაკავშირებულნი არიან 

განაცხადთა ნაკადის არაერთგვაროვნებასთან. ემატებიან კიდევ ”შემთხ- 

ვევითობანი, რომლებიც დაკავშირებული არიან ცალკეულ განაცხად- 

თა შეფერხებებთან. ამგვარად, მასიური მომსახურების სისტემის მოქ- 

მედების პროცესი წარმოადგენ შემთხვევით პოოცესს. 
რომ მივცეთ რეკომენდაცია სისტემის რაციონალურ ორგანიზაციაზე, 

გამოვარკვიოთ მისი გამტარუნარიანობა და წავუყენოთ მას მოთხოვნე- 

ბი, აუცილებელია შევისწავლოთ სისტემაში მიმდინარე შემთხვევითი 

პროცესი და აღეწეროთ იგი მათემატიკურად. სწორედ ამას სწავლობს 
მასიური მომსახურების თეორია. 

შევნიშნავთ, რომ უკანასკნელ წლებში მასიურ მომსახურების თეო- 

რიის მათემატიკური მეთოდები“ გამოყენების” ფარგლები თანდათან 

ფართოვდება და სულ უფრო მეტად გამოდის სიტყვის პირდაპირი მნიშ- 

ვნელობით „მომსახურების ორგანიზაციებთან” დაკავშირებულ ამო- 

ცანათა სახლვრებიდან. წარმოების ავტომატიზაციის ბევრი ამოცანა 

' 565



ახლობელი აღმოჩნდა მასიური მომსახურების თეორიისა: დეტალების 
ნაკადი, რომელიც შემოდის მათზე სხვადასხვა ოპერაციების ჩასატარებ- 

ლად, შეიძლება განხილულ იქნან როგორც განაცხადთა ნაკადები, რო- 
მელთა შემოსვლის რიტმულობა ირღვევა შემთხვევით მიზეზთა გამო. 

მასიური მომსახურების თეორიის თავისებური , ამოცანები წამოიჭრები– 

ან ტრანსპორტის და შეტყობინებათა სისტემის ორგანიზაციის პრობ- 
ლემებთან დაკავშირებით. მასიურ მომსახურებათა თეორიასთან ახლოს 
აღმოჩნდებიან ის ამოცანებიც, რომლებიც, ეხებიან ტექნიკურ მოწყო– 

ბილობათა საიმედოობას: ისეთი მათი მახასიათებლები, როგორიცაა უმ–- 

ტყუნებელი მუშაობის სამუალო დრო, სამარაგო ნაწილების საჭირო რა- 

ოდენობა, რემონტთან დაკავშირებული მოცდენის საშუალო დრო დღა 
ა. მ. განისაზღვრებიან მეთოდებით, რომლებიც უშუალოდ ნასესხებ- 
ნი არიან მასიურ მომსახურებათა თეორიისაგან. 

მასიურ მომსახურების ამოცანებთან მონათესავე პრობლემები სის-. 
ტემატიურად წარმოიშობიან სამხედრო საქმეში. დამიზხნების აოხები, 

კავშირის ხაზები, აეროდრომები, მოწყობილობანი ინფორმაციის შე- 

საკრებად და დასამუშავებლად წარმოადგენენ მასიური მომსახურე- 
ბის თავისებურ სისტემებს მუშაობის თავისი რეჟიმით და გამტარუნარია- 

ნობით. 

ძნელია ჩამოთვლაც კი პრაქტიკის ყველა დარგისა, რომელშიაც გა- 
მოყენებას პოულობენ მასიური მომსახურების |თეორიის მეთოდები. 
უკანასკნელ წლებში იგი გახდა ალბათობათა თეორიის ერთ-ერთი ყველა- 

ზე სწრაფად განვითარებადი შტო. 
ჭმოცემულ თავში გადმოცემულ იქნება ზოგიერთი ელემენტარული 

ცნობები მასიური მომსახურების თეორიიდან, რომელთა ცოდნა აუცი – 
ლებელია ყოველი ინჟინრისათვის, რომლებიც მუშაობენ მრეწველობა– 

ში, სახალხო მეურნეობაში, კავშირგაბმულობაში ორგანიზაციის სა- 

კითხებზე და აგრეთვე სამხედრო საქმეში. 

19.2. შემთხვევითი პროცესი მდგომარეობათა 

თვლადი სიმრავლით 

შემთხვევითი პროცესი, რომელიც მიმდინარეობს მასიურ მომსა- 

ხურებათა სისტემაში, მდგომარეობს იმაში, რომ დროის შემთხვევით 

მომენტებში სისტემა გადადის ერთი მდგომარეობიდან მეორეზე: იცვ- 

ლება დაკავებულ არხთა რიცხვი, განაცხადთა რიცხვი რომლებიც 

დგანან რიგმი და ა. შ. ასეთი პროცესი არსებითად განსხვავდება იმ 

“ფმემთხვევითი პროცესებისაგან. რომლებიც ჩვენ განვიხილეთ 15--17 

თავებში. საქმე იმაშია, რომ მასიური მომსახურების სისტემა წარმო- 

ადგენს დისკრეტული ტიპის ფიხიკურ სისტემას, მდგომარეობათა სას– 
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რულო (ან თვლადი) სიმრავლით!, ხოლო სისტემის გადასვლა ერთი მდგო- 
მარეობიდან მეორეში ხდება ' ნახტომისებურად, იმ მომენტში, როცა 
ხორციელღება რომელიღაც ხდომილება (ახალი განაცხადის შემოსვლა, 
არხის განთავისუფლება, განაცხადის რიგიდან წასვლა და ა. შ.). 

განვიხილოთ ფიზიკური სისტემა X მდგომარეობათა თვლადი სი–- 
მრავლით 

X. 1ავ....Vიე თ. 

დროის ნებისმიერ /ჯ მომენტში „X სისტემას შეუძლია იყოს ამ მდგომარეო- 
ბიდან ერთ-ერთში, აღვნიმნოთ „იჯ (/) (/”=1, 2,...,/,...) ალბათობა 
იმისა, რომ #ჯ მომენტში სისტემა იმყოფება XV» მდგომარეობაში. ცხა- 
დია. ნებისმიერი /-სათვის 

) #M0-). (19.2.1) 

ი.ი ალპათობათა ერთობლიობა / დროის ყოველი მომენტისათვის 
ახასიათებს შემთხვევითი პროცესის მოცემულ კვეთს, რომელიც მიმდი- 

ნარეობს სისტემაში. შემთხვევითი პროცესები მდგომარეობათა სასრუ- 
ლო სიმრავლით არიან ორი ტიპის: დისკრეტული ან უწყვეტი დროით. 

პირველნი განსხვავდებიან იმით, რომ გადასვლები მდგომარეობიდან 
მდგომარეობაში შეიძლება ხდებოდეს მხოლოდ ზუსტად განსახღვრულ 

სასრულო ინტერვალებით განცალკევებულ 7,, #,,.. მომენტებში. 
შემთხვევითი პროცესები უწყვეტი დროით განსხვავდებიან იმით, რომ 

სისტემის გადასვლა მდგომარეობიდან მდგომარეობაში შესაძლოა დროის 
ნებისმიერ ( მომენტში. ' 

დისკრეტული » სისტემის მაგალითად, რომელშიც "შემთხვევითი 

პროცესი მიმდინარეობს უწყვეტი დროით, განვიხილავთ /# თვითმფრი- 

ნავისაგან შემდგარ ჯგუფს, რომელიც თავს ესხმის მოწინააღმდეგის 
ტერიტორიას, რომელსაც) იცას ავიაცია არც ჯგუფის აღმოჩენის 

მომენტი არც წგამანადგურებელთას აფრენის მომენტი წინასწ-რ 
ცნობილი “არ არის. სისტემის სხვადასხვა მდგომარეობანი შეესაბამებიან 
დაზიანებულ თვითმფრინავთა სხვადასხლვა რიცხვს -- ჯგუფის შემად- 
გენლობაშძი: 

Xჯ არც ერთი თვითმფრინავი არ არის დაზიანებული 

X -- ზუსტად ერთი თვითმფრინავია დახიანებული 

ჯ - ზუსტად # თვითმფრინავია დაზიანებული 

+ –- ყველა ”/ თვითმფრინავია დაზიანებული 

+ მათემატიკაში „თელადი“ ეწოდება სასრულო ან უსასრულო სიმრა ვლეს, რომელთა 

წევრები შეიძლება გადაინომროს ე./ი. ჩაიწეროს ძ,, ძი,..., რი)... მიმდევრობის სახ”თ. 
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სისტემის შესაძლო მდგომარეობათა და მდგომარეობიდან მდგომარე– 
ობაზე შესაძლო გადასვლათა სქემა ნაჩვენებია ნახ. -19.2.1-ზე. 

ისრებით ნაჩვენებია 1მდგომარეობიდან მდგომარეობამი შესაძლო 

გადასვლები. მომრგვალებული ისარი მიმართული Xჯ,, მდგომარეობიდან 

მისკენვე აღნიშნავს, რომ სისტემას შეუძლია არა მარტო „გადასვლა მე– 
ზობელ VL+) მდგომარეობაში, არამედ დარჩენა წინანდელმი. მოცე–- 
მული სისტემისათვის დამახასიათებელია მე უქც ევადი გადას- 

ვლები (დაზიანებული თვითმფრინავები არ აღდგებიან), ამასთან 

დაკავშირებით ჯგ მდგომარეობიდან გადასვლები“ სხვა მდგომარეობაში 
უკვე არ არის შესაძლებელი. 

  
  

  

                                

  

.––ს “+ > CC. 

+ე 1, ჯგ ალი ოფეთი 8 ი 2 | - +» 

+ 

ნახ, 19.2.1,. 

აღვნიშნავთ რომ შესაძლო გადასვლათა სქემაზე (ნახ. 19.2.1) 
ნაჩვენებია მდგომარეობიდან მდგომარეობაზე გადასვლები და არ არის 

ნაჩვენები „გადახტომები“ მდგომარეობაზე: ეს გადახტომები უგულ- 

ვებელყოფილია, როგორც პრაქტიკულად შეუძლებელი. მართლაც იმი- 

სათვის რომ სისტემა ,,გადაახტეს” მდგომარეობას, საჭიროა ზუსტად 

ერთდროულად დაზიანებულ იქნას ორი ან მეტი თვითმფრინავი, ხოლო 
ასეთი ხდომილობის ალბათობა ნულის ტოლია. : 

შემთხვევითი პროცესები, რომლებიც მიმდინარეობენ მასიურ მომ- 

სახურებათა სისტემებში, როგორც წესი წარმოადგენენ პროცესებს 

უწყვეტი დროით. ეს დაკავშირებულია განაცხადთა ნაკადის შემთხვე- 

ვითობასთან. შეუქცევადი სისტემების საპირისპიროდ, რომელიც გ"ნ- 

ხილული იყო წინა მაგალითში, მასიურ მომსახურებათა სისტემისათვის 

დამახასსიითებელია შექცევადი გადასვლები: დაკავებუ– 

ლი არხი შეიძლება განთავისუფლდეს, რიგი შეიძლება „გაიწოვოს“. 

მაგალითისათვის განვიხილოთ მასიურ მომსახურების ერთარხია- 

ნი სისტემა (მაგალითად ერთი სატელეფონო ხაზი), რომელშიაც განაც- 

ხადს არხი დაკავებული დახვდა, არ დგება რიგში და ტოვებს' სისტემას 

(ღებულობს „უარს“). ეს –– დისკრეტული სისტემაა უწყვეტი დროით 

და ორი შესაძლო მდგომარეობით: 

X-- არხი თავისუფალია, 
I” -- არხი დაკავებულია 
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გადასასვლელები მდგომარეობიდან მდგომარეობაში შექცევადია. არ- 
ხის შესაძლო გადასვლების სქემა ნაჩვენებია ნახ. 19.2.2-ზე. 

ასეთივე ტიპის / არხიანი სისტემისათვის შესაძლო გადასასვლელე– 
ბის სქება ნაჩვენებია ნახ. 19.2.3-ზე. მდგომარეობა Xე –- ყველა არხი 
თავისუფალია; X, –– დღაკავეებბულია მხოლოდ: ერთი არხი, Xვ ––– დაკა– 
ვებულია ზუსტად რრი არხი და ა. შ. 

    

  

    
    

                          
    

7) --“ >, 9?) # 9; სს”... «. «თ | 
4 

ნახ. 19.2.2. ნახ, 19,.2.3. 

_ განეიხილოთ უწყვეტი დროით დისკრეტული სისტემის კიდევ ერთი 

მაგალითი, მასიური მომსახურების ერთარხიანი სისტემა თროომელსაც 
შეუძლია იმყოფებოდეს ოთხ მდგომარეობაში: 

X –-- არხი წესრიგმია და თავისუფალია, 
X,-- არხი წესრიგშია და დაკავებულია, 

ბ” არხი უწესრიგოდაა და უცდის შეკეთებას, 

Xვ –– არხი უწესრიგოდაა და შეკეთებაშია. 
შესაძლო გადასელების სქემა ნაჩვენებია ნახ. 19.2.41-ზე. სისტების 
გადასვლა უშუალოდ ჯვ მდგომარეობიდან ჯ,-ში Xე გამოტოვებით შეიძ- 
ლება ჩაითვალოს პრაქტიკულად შეუძლებლად, რადგანაც ამისათვის 

საჭიროა, რომ რემონტის დამთავრება და მომ–- 
დევნო განაცხადის მოსვლა მოხდეს დროის ზუს- 2-2 ა 

ტად ერთსა და იმავე მომენტში, თ ს I 4«. 
იმისათვი, რომ აღვწეროთ შემთხვევითი 

ო ” 
პროცესი რომელიც მიმდინარეობს უწყვეტი ( 

  

  

  
    

  

          

დროით დისკრეტულ სისტემაში, უწინარეს ყოვ- ს 2 წ, 

ლისა უნდა გავაანალიზოთ მიხეზები, რომლებმაც - 

გამოიწვიეს სისტემის გადასვლა მდგომარეობი- ნახ, 19.2.4. 

დან მდგომარეობაში მასიუო მომსახურების 

სისტემისათვის, ძირითად ფაქტორად, რომელიც განაპირობებს მასში 

მიმდინარე პროცესებს, წარმოადგენს განაცხადთა ნაკადი. ამიტომ მათე- 

მატიკური აღწერა მასიური მომსახურების ნებისმიერი სისტემისა იწყე- 

ბა განაცხადთა ნაკადის აღწერიდან. 

1 სქემა შედგენილია იჰ დაშვებით, რომ არამომუძშავე არხს წყობიდან ზამოსელა 

არ შეუძლია. 
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10.ე. სდომილობათა ნაკადი. უმარტივესი ნაკადი 

და მისი თვისებები 

ხდომილობათა ნაკადის ქვემ ალბათობათა თეორიამი იგულისხმება 

მიმდევრობა ხდომილობებისა რომლებიც ხდება ერთიმეორის მიყო–- 

ლებით დროის რომელიღაც მომენტებში. მაგალითებად შეიძლება იყოს: 

გამოძახებათა ნაკადი –– სატელეფონო სადგურში, საყოფაცხოვრებო ელექ- 
ტროჟ#სელში ხელსაწყოთა ჩართვის ნაკადი, დაზღვეული წერილების ნა– 

კადი შემოსული საფოსტო განყოფილებაში, უწესივრობათა ნაკადი ელექ- 
ტრონეულ-გამომთვლელ მანქანაში. გასროლათა ნაკადი მიმართული სა- 
მიზნისაკენ დაშენის დროს და ა. შ. ხდომილობანი, რომლებიც ქმნიან. 

ნაკადს ზოგად შემთხვევაში შეიძლება იყვნენ ,სხვადასხვა, მაგრამ ჩვენ 
აქ განვიხილავთ მხოლოდ ნაკადს ერთგვაროვან ხდომილობებისას, რომ- 
ლებიც განსხვავდებიან მხოლოდ გამოჩენის მომენტებით. ასეთი ნაკადი 

შეიძლება გამოისახოს, როგორც მიმდევრობა /,, #,,..., 1 #,... წერტილე- 

ბისა რიცხვით ღერძზე, (ნახ. 19.3.1), რომლებიც შეესაბამებიან ხდომი– 

ლობათა გამოჩენის მომენტებს. 

ნახ 19,3.1. 

ხდომილობათა ნაკადს ეწოდება რე გულარული, თუ ხდღომი- 
ლობანი მისდევეზ ერთი მეორეს დროის ზუსტად განსახღვრულ შუალე- 

დებით. ასეთი ნაკადი შედარებით იშვიათად გვხვდება რეალურ სისტე- 

მებში, მაგრამ როგორც ზღვრული შემთხვევა, წარმოადგენს საინტე- 

რესო შემთხვევას მასიური მომსახურების სისტემისათვის ტიპიურს 

წარმოადგენს განაცხადთა შემთხვევითი ნაკადი. 

ამ პუნქტში ჩვენ განვიხილავთ იმ ხდომილობათა ნაკადებს, რომლებ- 

საც გააჩნიათ განსაკუთრებით მარტივი თვისებები. ამისათვის შემოგვაქვს 

“იგი განსახღვრებებისა. 

1. ხდომილობათა ნაკადს ეწოდება სტაციონარული, თუ ხდომილო- 

ბათა ამა თუ იმ რიცხვის მოხვედრის ალბათობა დროის # ხანგრძლივობის 

უბანზე (ნახ. 19.3.1) დამოკიდებულია მხოლოდ მონაკვეთის სიგრძეზე 
და არ არის დამოკიდებული იმაზე, თუ სახელდობრ 0/ ღერძხე სად არის 

გოთავსებული ეს მონაკვეთი. 

2. ხდომილობათა ნაკადს ეწოდება უშემდეგმოქმედებო ნაკადი, თუ 
დროის ნებისმიერი გადაუფარავი უბნებისათვი“ ხდომილობათა რიცხვი 

ტომელიც ხდება ერთ-ერთ მათგანზე არ არის დამოკიდებული ხდომილო– 

ბათა რიცხვისაგან, რომელიც ხვდება სხვებზე. 
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« 3. ხდომილობათა ნაკადს ეწოდება ორდინარული, თუკი ელემენტა- 
ულ #!/ უბანხე ორი და მეტი ხდომილობის მოხვედრის ალბათობა 

საკმაოდ მცირეა შეღარებით ერთი ხდომილობის მოხვედრის ალბათო- 
ბასთან. 

თუ ხდომილობათა ნაკადს გააჩნია ყველა სამი თვისება (ე. ი. სტაცი–- 
ონარულია, ორდინარულია და უშემდეგმოქმედებოა), მაშინ მას ეწოდება 
უმარტივესი (ანუ პუასონისებური სტაციონარული) ნაჟადი. ,სა– 
ხელწოდება „პუასონისებური“ დაკავშირებულია იმასთან, რომ I--3 
პირობათა დაცვისას ხდომილობათა რიცხვი, რომელიც ·ხეღება დროის 
ნებისმიერ ფიქსირებულ ინტერვალს, განაწილებული იქნება პუასო- 
ნის კანონის მიხედვით (იხ. პუნქტი 5. 9.). 

განვიხილოთ უფრო დაწვრილებით 1--3 პირობა, ვნახოთ რას შე- 
ესაბამებიან ისინი განაცხადთა ნაკადისათვის და რის გამო შეიძლება 
იგი დაირღვეს. 

1. სტაციონარობის პირობას აკმაყოფილებს განაცხაღთ„ს მნაკაღი, 
რომელთა ალბათობითი მახასიათებლები არ არის დროისაგან დამოკი- 
დებული. კერძოდ, სტაციონარული ნაკადისათვის დამახასიათებელია მუდ- 

მივი სიმკვრივე (განაცადთა საშუალო რიცხვი დროის ერთეულ- 

ში). პრაქტიკამი ხშირად გვხვდება განაკ0ხადთა ნაკადი, რომელიც 

(დროის შეზღუდულ მონაკვეთში მაინც) შეიძლება განხილულ იქნას, 

როგორც სტაციონარული. მაგალითად: გამოძახებათა ნაკადი ქალაქის 
სატელეფონო სადგურში დროის მონაკვეთში 12 და 13 საათამღე შეიძლება 

ჩაითვალოს სტაციონარულად. იგივე ნაკადი მთელი დღე-ღამის გან- 

მავლობაში უკვე აღარ შეიძლება ჩაითვალოს სტაციონარულად (ღამით 

გამოძახებათა სიმკვრივე მნიშვნელოვნად ნაკლებია ვიდრე დღისით). შევ- 

ნიშნავთ, რომ ასევეა საქმე ფიზიკურ პროცესებთანაც, რომელთაც 

ჩეენ ვუწოდებთ, „სტაციონარულსი”. სინამდვილეში ყველა ისინი სტაციო–- 
ნარულია დროის მხოლოდ შეზღუდულ მონაკვეთზე, ხოლო გავრცე- 

ლემა ამ უბნისა უსასრულობამდე –– მხოლოდ მოხერხებული საშუალე- 

ბაა ანალიზის გამარტივებისათვის. მასიურ მომსახურებათა თეორიის 

ბევრ ამოცანაში საინტერესოა გავაანალიზოთ სისტემის მუშაობა მუდღ- 

მივ პირობებში. მაშინ ამოცანა ამოიხსნება განაცხადთა სტაციონარული 

ნაკადისათვის. _ | 

2. მერმექმედების არ არსებობის პირობა–– ყველაზე არსებითია უმარტი- 

უესი ნაკადისათვის--(იგი ნიშნავს, რომ განაცხადები სისტემაში შუმოდიან 

ერთი მეორისაგან დამოუკიდებლად) მაგალითად: მგზავრთა ნაკადი შე- 
მავალი მეტროს სადგურში, შეიძლება ჩაითვალოს უმერმექმედებო 
ნაკადად. იმიტომ, რომ მიხეზები, რომლებიც განაპირობებენ ცალკეული 
მგზავრის მოსვლას, სახელდობრ ამ და არა სხვა მომენტპი, როგორც წესი 

არ არის დაკავშირებული სხვა მგზავრთა ანალოგიურ მიზეზებთან. ოღონდ 
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სხვა უმერმექმედებო შეიძლება იოლად იქნას დარღვეული ასეთი დამო– 

კიდებულების გამოჩენის გამო მაგალითად. მგზავრების ნაკადი, რომე- 

ლიც სტოვებს მეტოოს სადგურს, უკვე არ შეიძლება ჩაითვალოს უმერ- 

მექმედებო ნაკადად, რადგანაც ერთი და იმავე მატარებლით მოსული 

„მგზავრთა გამოსვლის მომენტები, ერთიმეორეზე დამოკიდებულია. 

საერთოდ უნდა შევნიშნოთ, რომ გამომავალ ნაკადს (ან მომსახურე- 
_ბულ განაცხადთა ნაკადს) რომელიც სტოვებს მასიურ მომსახურების. 

სისტემას, ჩვეულებრივ აქვს მერმექმედება, თუნდაც მის შესასვლელ 

ნაკადს არ ჰქონდეს ეს. რომ ' დავრწმუნდეთ ამაში, განვიხილოთ მასი–- 

ური მომსახურების ერთარხიანი სისტემა, რომლისთვისაც, ერთი გა- 
ნაცხადის მომსახურების დრო "სავსებით განსახღვრულია და ტოლია 
7-ს მაშინ სისტემის დამტოვებელ მომსახურებულ. განაცხადთა ნა- 

კადმი განაცხადებს შორის დროის მინიმალური „ინტერვალი ტოლი იქ- 

ნება 7; არ არის ძნელი დავრწმუნდეთ, რომ ასეთი მინიმალური ინ– 
ტერვალის არსებობა გარდაუვლად მიგვიყვანს მერმექმედებამდე. მარ– 

თლაც, დავუშვათ გახდა ცნობილი, რომ რომელიღაც მომენტში სისტე- 

მა დატოვა მომსახურებულმა განაცხადმა (დაკვეთამ), მაშინ შეიძლება 
უტყუარად ვამტკიცოთ, რომ დოოის ნებისმიერ მონაკვეთში, რომელიც 

ძევს (/,, #+7.ე). სახლვრებში, მომსახურებული განაცხადები არ გა- 

მოჩნდებიან. მაშასადამე, ადგილი ექნება გადაფარულ უბნებში ხდო- 

მილობათა რიცხვებს შორის დამოკიდებულებას შემდეგმოქმედება, 

რომელიც თან ახლავს გამომსვლელ ნაკადს, აუცილებელია გავითვა- 

ლისწინოთ, თუ ეს ნაკადი წარმოადგენს შესასვლელს მასიური მომსა– 

ხურების სხვა რომელიმე სისტემისათვის (ე. წ. „მრავალფახიანი მომსა– 

ხურება“), როცა ერფი და იგივე განაცხადი მიმდევრობით გადადის სის– 

ტემიდან სისტემაში. L 

სხვათამორის ჯღვნიმნავთ, რომ პირველი შეხედვით ყველაზე მარ- 

ტივი რეგულარული ნაკადი, რომელშიც ხდომილობანი განცალკევებულია 

ერთიმეორისაგან ტოლი ინტერვალებით, სრულებითაც არ წარმოად- 

გენს „უმარტივესს“ სიტყვის ჩვენი აზრით, რადგანაც მასში არსებობს 

მკაფიოდ გამოსახული მერმექმედება, ერთი მეორის მომდევნო ხდომი–- 

ლობათა გამოჩენის მომენტები, დაკავმირებულია მკაცრი ფუნქციონა- 

ლური დამოკიდებულებით. სახელდობრ მერმექმედები–სს არსებობის. 

გამო მასიურ მომსახურების სისტემაში მიმდინარე პროცესები, ანალი–- 

ზი განაცხადთა რეგულარულ ნაკადის შემთხვევაში გაცილებით რთუ- 

ლია, ვიდრე მარტივში. 

3. ორდღინარობის პირობა აღნიშნავს რომ განაცხადები მოდიან 

თითო-თითოდ და არა წყვილად, სამეულებად და ა. შ.; მაგალითად, 

იერიმთა ნაკადი, რომელსაც განიცდის საჰაერო მიხანი ავიაგამანადგუ- 

რებლების მოქმედების ზონაში, იქნება ორდინარული, თუ გამანადგუ– 
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რებლებს იერიში მიაქეთ მიზანზე თითო-თითოდ და არ იქნება ორდინა- 

რული, თუ გამანადგურებლები იერიშზე მიდიან წყვილ-წყვილად. სა- 
პარიკმახეროში შემავალი კლიენტების ნაკადი, პრაქტიკულად შეიძლება 

ჩაითვალოს ორდინარულად, რაც არ შეიძლება ითქვას კლიენტების 

ნაკადხე, რომლებიც მიემართებიან მმაჩის ბიუროში ქორწინების რეგის- 

ტრაციისათვის.! თუ არაორდინარულ ნაკადში შედიან მხოლოდ წყვილ– 

წყვილად, მხოლოდ სამეულებად და ა. შ., მაშინ არაორდინარული ნა- 
კადი ადვილია დავიყვანოთ ორდინარულზე. ამისათვის საკმარისია ცალ- 

კეულ გან.ცხადთა ნაკადის ნაკვლად განვიხილოთ წყვილების, სამეუ- 
ლების ნაკადი და ა. შ. უფრო რთული იქნება, თუ ყოველი განაცხადი 
შემთხვევით შეიძლება აღმოჩნდეს ორმაგი. სამმაგი ღა ა. შ. მაშინ მო- 

გვიწევს საქმე გვქონდეს არა ერთგვაროვან, არამედ არაერთგვაროვან 

ხდომილობათა ნაკადთან. 

შემდგომში ჩვენ სიმარტივისათვის დავკმაყოფილდებით ორდინა– 

რულ ნაჯაღთა განხილვით. 

უმარტივესი ნაკადი ხდომილობათა ნაკადთა შორის თამაშობს საერ- 
თოდ განსაკუთრებულ გარკვეულ როლს, ანალოგიურს, ნორმალური 
კანონის როლისა, განაწილების სხვა კანონებს მორის. ჩვენ ვიცით, რომ 

დამოუკიდებელ შემთხვევით სიდიდეთა დიდი რიცხვის შეკრებისას 

რომლებიც დაქვემდებარებულნი არიან პრაქტიკულად განაწილ-ების 

ნებისმიერ კანონებს, მიიღება სიდიდე, რომელიც მიახლოებით განაწი- 

ლებულია ნორმალური კანონით. ანალოგიურად შეიძლება ვამტკიცოთ, 

რომ ორდღინარულ სტაციონარულ 'ნაკადთა დიდი რიცხვის შეკრებისას 

პრაქტიკულად ნებისმიერი მერმექმედებით მიიღება ნაკადი, რაგინდ 

მიახლოებული: უმარტივესთან. პირობები, რომელიც უნდა შესრულდეს, 

ანალოგიურია ცენტრალური ზღვრული თეორემის პირობებისა; სახელ- 

დობო კი მესაკრები ნაკადები უნდა ახდენდნენ ჯამზე დაახლოებით თა- 
ნაბრად მცირე გავლენას. ' 

ჩვენ არ ვამტკიცებთ ამ დებულებას და არ მოგვყავს მათემატიკური 

პირობების ფორმულირება, რომლებსაც უნდა აკმაყოფილებდნენ ნა- 
კადები,. მის ილუსტრაციას მოვახდენთ ელემენტარული მსჯელობით. 

დავუშვათ გვაქს დამოუკიდებელი ნაკადები ILI), LI... II, (ნახ. 19.3.2) 

აჯამვა ნაკადებისა მდგომარეობს იმაში „ რომ ხდომილობათა გამოჩე- 

ნის ყველა მომენტები გადაგვაქვს ერთსა და იმავე 0/ ღერძზე, როგორც 

ეს ნაჩვენებია 19.3.2ე ნახახზე. დავუშვათ, რომ ნაკადები II), II... 

“შესადარია თავისი გავლენით ჯამურ ნაკადზე, (ე. ი. აქვთ ერთნაირი რი- 

1 იხ, ა. ი, ხინჩინი „მასიური მომ სახურების თეორიის მათემატიკური მეთოდები“ 

1955 (რუსელ ენაზე). 
| 2 თუ ჩავთვლით, რომ საქორწილო წყვალ-ს მოსელა ერთე ხდომილოაბაა, მაშინ 

ნაკადი ორღინარული იქნება (რედ). 
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"" _ ე !! ჩM) –-იი«-ა!აა- არრ ახ ას (+69-სსათხხილ>ას-რ არსნი რთვათააა· 

ნახ, 19,3.2, 

გის სიმკვრივე), ხოლო მათი რიცხვი საკმაოდ დიდია, დავუშვათ გარდა 
ამისა, რომ ეს ნაკადები სტაციონარული და ორდინარულია, მაგრამ ჟყო- 
ველ მათგანს შეუძლია ჰქონდეს “შემდეგმოქმედება და განვიხილოთ 

ჯამური ნაკადი 
ჩ 

M= 2, (19.3.1) 
L=1 

0/ ღერძზე (ნახ. 19.3.2) ცხადია რომ ნაკადი II უნდა იყოს სტაციონა– 
რული და ორდინარული, რადგანაც თითოეულ შესაკრებს გააჩნია ეს 

· თვისება და ისინი დამოუკიდებელია. გარდა ამისა საკმარისად ცხადია, 

რომ შესაკრებთა რიცხვის გადიდებისას ჯამური ნაკადის მერმექმედება, 

მაშინაც კი, როცა იგი მნიშვნელოვანია ცალკეულ ნაკადში, უნდა თან–- 
დათან შესუსტდეს. მართლაც განვიხილოთ ღერძზე ორი გადაუფარავი 
მონაკვეთი », და ჯე (ნახ. 19.3.2. თითოეულ წერტილთაგანი, რომლე– 

ბიც ხვდებიან ამ მონაკვეთებში, შემთხვევითად შეიძლება აღმოჩნდეს 

მიკუთვნებული ამა თუ იმ ნაკადს და M-ის გადიდებასთან ერთად წერ- 
ტილთა კუთრი წონა, რომელიც მიეკუთვნება ერთსა და იმავე ნაკადს 

(და, მაშასადამე, დამოკიდებულია) უნდა შემცირდეს, ხოლო დანარჩე- 
ნი წერტილები მიეკუთვნებიან სხვადასხვა ნაკადებს და გამოჩნდებიან. 

თ, წე მონაკვეთებზე ერთი მეორისაგან დამოუკიდებლად. საკმაოდ ბუ–- 

ნებრივია მოველოდეთ, რომ #-ის გადიდებისას ჯამური ნაკადი დაკარ- 
გავს მერმექმედებას და მიუახლოვდება უმარტივეს ნაკადს. 

პრაქტიკამი ჩვეულებრივ საკმარისია შევკრიბოთ 4+-5 ნაკადი, რომ 
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მივიღოთ ნაკადი რომელზედაც შეიძლება ოპერაციები ვაწარმოოთ 
როგორც უმარტივესზე. 

უმარტივესი ნაკადი თამაშობს მასიურ მომსახურების თეორიაში გან- 

საკუთრებით მნიშვნელოვან როლს. ჯერ ერთი უმარტივესი და მასთან 
ახლოს განაცხადების ნაკადები ხშირად გვხვდებიან პრაქტიკაში (ამის 
მიხეზებზე მოთხრობილია ზემოთ), მეორე––განაცხადთა უმარტივესი ნა- 
„კადებისაგან განსხვავებულ ნაკადების შემთხვევაში კი ხშირად შეიძლება 

მივიღოთ სიზუსტის მხრივ დამაკმაყოფილებელი შედეგები, ნებისმიერი 
სტრუქტურის ნაკადის იმავე სიმკვრივის უმარტივესი ნაკადით შეცვლით, 
ამიტომ გავეცნოთ უფრო დაწვრილებით უმარტივეს ნაკადს და მის თვი- 

სებებს. 
განვიხილოთ 07 ღერძზე II ხდომილობათა უმარტივესი ნაკადი (ნახ. 

19.3.3) როგორც შემთხვევით წერტილთა შემოუსახღლღვრელი მიმ- 
დევრობა. 

  

» ჯ 
L _ ს. ტიეესბსნ–“––_ 
4--9---4 –ს- “თვაგაგა=–ა–აფით ე. 

2? 
ნახ, 19.1,3, 

' 
გამოვყოთ დროის ნებისმიერი X სიგრძის მონაკვეთი. მე-5 თავმი 

(პ. 5.9) ჩვენ დავამტკიცეთ, რომ 1, 2, 3 პირობებში (სტაციონარობა. 

უმერმექმედებო და ორდინარობა) წერტილთა ოიცხვი რომლებიც ხვდე- 

ბიან ჯ უბანზე, განაწილებულია პუასონის კანონის მიხედვით მათემა– 
ტიკური ლოდინით 

0=).ჯX, (19.3.2) 

სადაც 7-- ნაკადის სიმკვრივეა (ხდომილობათა საშუალო რიცხვი, 

რომელიც მოდის დროის ერთეულზე). 

ალბათობა იმისა, რომ » დროში ადგილი ექნება ზუსტად ი! ხდომი- 

ლობას, ტოლია 

ით” მ.(05= გ-X, ((19.3.3) 

კერძოდ ალბათობა იმისა, რომ უბანი აღმოჩნღება ცარიელი (არ ექ- 

ნება ადგილი არც ერთ ხდომილობას), იქნება 

ნა(09=6-M. (19.3.4) 

მნიშვნელოვან მახასიათებელს წარმოადგენს მეზობელ ხდომილობათა 

შოტის შუალედის სიგრძის განაწილების კანონი, განვიხილოთ შემთხვე- 

ვითი სიდიდე 7 –- დროის მონაკვეთი ნებისმიერ ორ მეხობელ ხდო- 
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მილობათა შორის უმარტივეს ნაკადში (ნახ. 19.3.3) და მოვნახოთ გა- 

ნაწილების ფუნქცია 
# 0)= 7 <7. 

გადავიდეთ საპირისპ ირო ხდომილობის ალბათობაზე 

1--MC(1= ჩ(7'>-. 

ეს აღის ალბათობა იმისა, რომ დროის ( სიგრძის უბანზე, რომელიც იწ– 
ყება ნაკადის ერთი ხდომილობის გამოჩენის /(„, მომენტში, არ გამოჩ- 

ნდებიან მომდევნო ხდომილობებიდან არც ერთი, ვინაიდან უმარტივეს 

ნაკადს არ გააჩნია მერმექმედება, ამიტომ უბნის დასაწყისში (/, წერტილ- 

იი) რომელიღაც ხდომილობის არსებობა არაფრით არ ახდენს გავლენას 

ამა თუ იმ სხვა ხდომილობის გამოჩენის ალბათობაზე შემდგომში. ამი- 
ტომ ალბათობა #X7'>>I) შეიძლება გამოვთვალოთ (19.3.4) ფორმულით. 

#ა(I)=6“M, 
საიდანაც 

ჩ0)=1--CM, 0>0). (19.3.5) 

გაწარმოებით ვიპოვით განაწილების სიმკვრივეს 

I(/)=7.6-M, ით>0). (19.3.6) 

განაწილების კანონს სიმკვრივით უწოდებენ მაჩვენებლიან კანონს, ხო- 
ლო L ს”დიდეს -–– მის პარამეტრს. სიმკვრივის გრაფიკი წარმოდგენი– 

ლია 19.3.4ე ნახახხე. მაჩვენებ- 

ლიანი კანონი, როგორც ჩვენ შემდ- 

გომ დავინახავთ, თამაშობს დიდ 

როლს დისკრეტულ შემთხვევით პრო- 

ცესების თეორიაში უწყვეტი დროით. 

ამიტომ განვიხილოთ იგი დაწვრილებით 

ვიპოვოთ 7 სიდიდის მათემატიკური 

ლოდინი რომელიც განაწილებულია 
მაჩვენებლიანი კანონის მიხედვით: 

  

იI,=VIL7)= | 7 /0ე)ძ/=7, ( (2C-X-ძ! – 
ან ნაწილობრივი ინტეგრირებით 

1 
I1),== 7. (19.3.7) 
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„ სიდიდის დისპერსია ტოლია: 

0,=ით0=L MI) ძი – ++ ( წ-ი =2 
/” 2.' 

0 6 

საიდანაც 

ხ,==: (19.3.ზ) 

თ, := 1 (19:3.9 (/“ 1” -9) 

დავამტკიცოთ მაჩვენებლიანი კანონისს ერთი შესანიშნავი თვისება: 
იგი მდგომარეობს შემდეგში: თუ დროის მონაკვეთი, რომელიც განა–- 

წილებულია მაჩვენებლიანი კანონის მიხედვთ უკვე გრძელდებოდა 

რომელიღაც XL დროის განმავლობაში, მაშინ ეს არაფრით არ ახდენს 

გავლენას შუალედის დარჩენილი ნაწილის განაწილების კანონზე, იგი 

იქნება ისეთივე. როგორც დროის მთელი 7' შუალედის განაწილების 
კანონი.. : 

დამტკი „ებისათეის განვიხილოთ 1, დროის შემთხვევითი შუალედი განა– 
წილების ფუნქ,იით 

#()=1–-ი2-M (19.3.10) 

და დავუშვათ, რომ ეს შუალედი უკვე გრძელდება რომელიღაც » დრო- 
ში, ე. ი. ადგილი ჰქონდა ხდომილობას 7 >>#. ვიპოვოთ ამ დაშვებით 

7ს=7-V7 შუალედის დარჩენილი ნაწილის განაწილების კანონი, აღ- 

ვნიმნოთ იგი #(X/)-თი: 

#(C)V)= (7-–-–X<I17 >უ. (19.3.11) 

დავამტკიცოთ, რომ განაწილების პირობითი /X9(/ კანონი არ არის და– 
მოკიდებული #«-საგან და ”(/)-ის ტოლია. იმისათვის, რომ გამოვთვალოთ 

ჩMCI), ვიპოვოთ ჯერ ორი ხდომილობის ნამრავლის ალბათობა 

1>% და 1-–-XC7/. 

ალბათობათა გამრაელების თეორემის მიხედვით 

.ჩ(7>ი 0-+<ი)=ჩ (C>იე ჩ0-+</I7>9= 
=M(L>V) #VV7), 

საიდანაც 
ხ(CI>1) (0 -––+<4). 

I>%ი 
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მაგრამ ხდომილობა (71 >») (7--X<7/) ტოლფასია ხდომილობისა #< 

<7</-“+-:L რომლის ალბათობა ტოლია 

MX(C-<7 <7-L ს) =- #((-I-»)–– ” (დ) 
მეორე მხრივ 

)X#/ >>9==1–-ჩC), 
მაშასადამე 

M(I--+)– (I) 

1–/ჩC) 

საიდანაც თანახმად (19.3.10) ფორმულისა, მივიღებთ 

6CV/) = 

ტ6-M#Mნ. ტ0-MM(ნ+%) 

ნიფ- თი კ აM-M(0, 
6-M#<C 

რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 

ამგვარად, ჩვენ დავამტკიცეთ, რომ თუ დროის 7' შუალედი განაწი–- 

ლებულია მაჩვენებლიანი კანონის მიხედვით, მაშინ ნებისმიერი შეტყო- 

ბინება იმაზე, თუ რა დროში მიმდინარეობდა უკვე ეს შუალედი, არ 

ახდენს დარჩენილი დროის განაწილების კანონზე გავლენას. შეიძლება 

დავამტკიცოთ, ხომ მაჩვენებლიანი კანონი-ერთადერთია რომელსაც 

გააჩნია ეს თვისება. მაჩვენებლიანი კანონის ეს თვისება წარმოადგენს 

არსებითად „მერმექმედების უქონლობის" სხვა ფორმულირებას, რო- 

მელიც წარმოადგენს უმარტივესი ნაკადის ძირითად თვისებას. 

190.4. არასტაცირნარული პუასონური ნაკადი 

თუ ხდომილობათა ნაკადი არასტაციონარულია, მაშინ მის ძირი- 

თად მახასიათებელს წარმოადგენს მყისი სიმკვრივე 2.(/). ნაკადის მყისი 

სიმკვრივე ეწოდება ხდომილობათა საშუალო რიცხვს რომელიც მოდის 

დროის ელემენტარულ (/, 1-+#V/) მონაკვეთზე, ამ მონაკვეთის სიგრძეს- 

თან ფარდობის ზღვარს, როცა მონაკვეთის სიგრძე მიისწრაფვის ნუ- 
ლისაკენ. 

XC) = სთ. -2I0/+ 60-70 _ „ი, (19,4-1) 
#ტ/–-0 /M 

სადაც V/I(I) არის- (0,/)) უბანხე ხდომილობათა რიცხვის მათემატიკური 

-ლოდინი. 

განვიხილოთ ერთგვაროვან ხდომილობათა ნაკადი ორდინარული და 

უმერმექმედებო, მაგრამ არასტაციონარული ცვლადი 7.(/) სიმკვრივით. 
ასეთ ნაკადს ეწოდება არასტაციონარული პუასონური ნაკადი. 

ეს –– განხოგადოების პირველი საფეხურია, შედარებით უმარტივეს 

ნაკადთან. ადვილია ვუჩვენოთ პ. 5.9-ში გამოყენებული ანალოგიური 
მეთოდით, რომ ასეთი ნაკადისათვის ხდომილობათა რიცხვი, რომელიც 
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ხვდება /) წერტილში დაწყებულ # სიგრძის მონაკვეთზე, ემორჩილება პუ- 
ასონის კანონს | 

ჩ–ჩ,, ')=-.64 (M1=0.1,2,...) (19.4.2) 
”M)! 

სადაც ძ არის /.-დან (/X--+>%)-მდე უბანზე ხდომილობათა რიცხვის მათე- 
მატიკური ლოდინი, რომელიც ტოლია 

/ი-+1 

ი= ( -#.(0. ძ/. (19.4.3) 

ჩ 

აქ თ სიდიდე დამოკიდებულია არა მარტო LX უბნის სიგრძეზე, არამედ 

0! ღერძზე' მისი მდებარეობაზე. 
მოვნახოთ მეზობელ ხდომილობათა შორის დროის შუალედის განა- 

წილების კანონი არასტაციონარული ნაკადისათვის. ნაკადის არასტაციო- 

ნარულობის გამო ეს კანონი დამოკიდებული იქნება იმისაგან, თუ 0/ 
ღერძზე სად იქნება მოთავსებული ხდომილობათაგან პირველი. გარდა 

ამისა ის დამოკიდებული იქნება. 7(/) ფუნქციის სახისაგან დავუშ- 

ვათ, რომ პირველი ორ მეზობელ ხდომილობიდან გამოჩნდა /) მომენტში 

და მოვნახოთ ამ პირობით ამ და მომდევნო ხდომილობას შორის 7' დროის 

განაწილების კანონი: 

M(0=ჩ(0<0=)-ჩC0>ი. 
ვიპოვნოთ #(7>>/) ალბათობა იმისა, რომ /ა:-დან (/-+ 7) უბანზე არ გა- 

მოჩნდება არც ერთი ხდომილობა: 

/#·ა-+1 

_ !| #(/)ძI 

ი0>0=64=§“ 
საიდანაც 

(ა+: 

– | »V4! (19:4.4) 
წელ 

განაწილების მიღებული სიმკვრივის გაწარმოებით მივიღებთ: 

#-+1 

– | ი“! (19.4.5) 

M,(0=X(ი+#46 ი>თძ. 
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განაწილების ეს კანონი უკვე არ იქნება მაჩვენებლიანი. მისი სახე და- 

მოკიდებულია 7: პარამეტრზე და 7#() ფუნქციის სახეზე. მაგალითად, 
#7) ეს წრფივი ცვალებადობისას /.(/)-=ი+ხ! სიმკვრივეს (19.4.5.) 
აქვს სახე! : 

ხ/" 
““ძნ“ხ(0L(-- > 19.4.6 

//-C)=-L0--ხ(/ი-LI)IC ი 2 (19.4.6) 

ამ კასონის გრაფიკი, როცა 0=0,4, ხ-=2 და 70:==0,3 წარმოდგენილია 

19.4.1-ელ ნახაზზე. 

|რ /) 

  

ნახ. 19.4.1, 

მიუხედავად იმისა, რომ არასტაციონარული პუასონური ნაკადის სტრუქ- 

ტურა რამღენადმე უფრო რთულია, ვიდრე უმარტივესისა, იგი ძლიერ 

მოხერხებულია პრაქტიკული გამოყენებისას: უმარტივესი ნაკადის მთა–- 
ვარი თვისება –“-- მერმექმედების უქონლობა მასში შენახულია. სა- 

ხელდობრ, თუ ჩავინიშნავთ C0/ ღერძზე ნებისმიერ წერტილს 7), მაშინ 

7 დროის განაწილების კანონი /,() დოოისა, რომელიც დააცილებს ამ 

წერტილს დროის მიხედვით მომავალი უახლოესი. ხდომილობისაგან, 

არ არის დამოკიდებული თუ რა მოხდა # დროის წინა მონაკვეთში და 
თვით ჯე წერტილში (ე. ი. გამოჩნდნენ თუ არა ადრე სხვა ხდომილობა– 

ნი და სახელდობო როდის). 

, 

19.2. ნაკაღი შეზღუდული მერმეკმედებით (პალმის ნაკადი) , ) · 

წინა პუნქტში ჩვენ გავეცანით, უმარტივესი ნაკადის ბუნებტივ გან-. 

ზოგადებას –– არასტაციონარულ პუასონურ ნაკადს. უმარტივესი ნაკა- 
დის განზოგადებას სხა მიმართულებით წარმოადგენს ნაკადი შეზ- 

ღუდღული მერმექმედებით. 
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განვიხილოთ ერთგვაროვან ხდომილობათა ორდინარული ნაკადი 
(ნახ. 19.5.1), ამ ნაკდს ეწოდება ნაკადი შეზღუდული 
მერმექმედებით (ლა პალმის: ნაკადი) თუ მიმდევრობით 

ხდომილობათა შორის დროის შუარედები 7), 7წ,-.. წარმოადგენენ და- 
მოუკიდებელ “შემთხვევით სიდიდეებს. 

# 5 ჯ # 
- ლი –-ა–აCაC : 

ნახ, 19,5.1. 

ცხადია, უმარტივესი ნაკადი წარმოადგენს კერძო შემთხვევას პალ- 
მის ნაკადისა: მასმი 7), 7/..., მანძილები წარმოადგენენ დამოუკი- 

დებელ შემთხვევით სიდიდეებს, განაწილებულს მაჩვენებლიანი კანონის 

მიხედვით. რაც შეეხება არასტაციონარულ პუასონურ ნაკაღს, იგი არ 

წარმოაღგენს პალმას ნაკადს. მართლაც, განვიხილოთ ორი მეზობელი 
შუალედი 7', ღა 7 +) არასტაციონარულ პუასონურ ნაკადში. როგორც 
ეს ჩვენ დავინახეთ წინა პუნქტში არასტაციონარულ ნაკადში ხდომილო- 
ბათა შორის მუალედღის განაწილების კანონი დამოკიდებულია იმისა- 

გან, თუ უს მუალედი სად იწყება, ხოლო საწყისი 7'L-; მშუალედისა ემ–- 

თხვევა 7. შუალეღის ბოლოს: “მაშასადამე ამ შუალედთა სიგრქეები 
დამოკიდებულნი არიან. 

განეიწილოთ პალმის ნაკაღთა მაგალითები. 

1. ტექნიკური მოწყობილობის რომელიღაც დეტალი (მაგალითად 
ელექტრონული მილაკი მუშაობს უწყვეტად, თავის მტყუნებამდე 
(წყობიდან გამოსვლამდე), რომლის შემდეგაც იგი მყისვე იცვლება 

ახლით. დეტალის უმტყუვნებლად მუშაობის ვადა შემთხვევითია. (ცალ- 

კეული ეგხემპლიარები წყობიდან გამოდიან ერთი მეორისაგან დამოუ- 

კიდებლად. ამ პირობებში მტყუნებათა ნაკადი (ან „აღდგენათა“ ნაკადი) 

წარმოადგენენ, სწორედ პალმის ნაკადს. თუ ამასთან დეტალიხ სამუ- 

შაო დრო განაწილებულია მაჩვენებლიანი კანონის მიხედვით, მაშინ 
პალმის ნაკადი იქცევა უმარტივესად. 

2. თვითმფრინავთა ჯგუფი მიდის საბრძოლო რიგით „კოლონა“ 

(ნახ. 19.5.2), ყველა ერთნაირი ფშ სიჩქარით. ყოველი თვითმფრინავი 

  

C _– – . 
2 წ ს -C # 

ღო 

ნაზ. 19.5.2. 
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გარდა წამყვანის. ვალდებულია დაიცვას წყობილება. ე. ი. წინმიმავ- 

ლის მიმართ დაიკავოს მოცემული L მანძილი. რადიომანძილმზომის ცდო- 

მილების შედეგად ამ მანძილის დაცვა ხდება შეცდომებით. თვითმფრი- 

ნავების მიერ მოცემული მიჯნის გადაკვეთის მომენტები ქმნიან პალმას 

ნაკადს, რამდენადაც შემთხვევითი სიდიდეები ი=- 7#53= #7 

დამოუკიდებლებია, შევნიშნავთ, რომ იგივე ნაკადი არ იქნება პალმისა, 

თუ ყოველი თვითმფრინავი ცდილობს დაიცვასს მოცემული მანძილი 

აღა მეზობლიდან, არამედ წამყვანიდან. 

პალმის ნაკადები ხშირად მიიღებიან მასიურ მომსახურების სისტე– 

მების გამოსასვლელ ნაკადთა სახით. თუ რომელიმე სისტემაზე მოდის 

რომელიღაც განაცხადთა ნაკადი, მაშინ იგი ამ სისტემით გაიყოფა ორად: 
მომსახურებულ და მოუმსახურებელ განაცხადთა ნაკადებად. 

მოუმსახუოებელ განაცხადთა ნაკადი ხშირად შემოდის მასიური 

მომსახურების სხვა რომელიღაც სისტემაში, ამიტომაა საინტერესო მის 
თვისებათა შესწავლა. 

გამოსასვლელ ნაკადების თეორიაში მთავარს წარმოადგენს პალმას 
თეორემა, რომლის ფოომულირებას ჩვენ მოვიყვანთ დამტკიცების გა- 
რეშე. 

ს ი დაუშვათ მასიურ მომსახურების სისტემაში შემოდის პალმის ტი- 

პის განაცხადის ნაკადი, ამასთან განაცხადი, რომელსაც ყველა არხი 

დახვდა დაკავებული, ლებულობს უარს (არ ემსახურებიან). თუ ამას- 

თან მომსახურების დროს,აქვს განაწილების მაჩვენებლიანი კანონი, 

მაშინ მოუმსახურებელ განაცხადთა ნაკადი წარმოადგენს აგრეთვე 

პალმის ტიპისას. 

კერძოდ, თუ განაცხადთა შემსვლელი ნაკადი არ არის უმარტივესი, 

მაინც იქნება შეზღუდული მერმექმედებით. 
შეხღუდული მერმექმედებიან ნაკადების საინტერესო მაგალითს 

წარმოადგენს ე. წ ერლანგის ნაკადები. ისინი იქმნებიან უმარ- 
ტავესი ნაკადის „გაცრით“. ' 

განვიხილოთ უმარტივესი ნაკადი (ნახ. 19.5.3) და ამოვაგდოთ მისგან 

ყოველი მეორე წერტილი (ნახახზე ამოგდებული წერტილები აღნიშ- 

ნულია ჯვრებით). დაოჩენილი წერტილები ქმნიან ნაკადს; ამ ნაკადს ეწო- 
დება ეერლანგის პირველი რიგის ნაკადი 3,ც. (ხა- 
ღია ეს ნაკადი არის პალმის ნაკადი: · 

ნახ. 19.5.ქ, 

+. 
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რამდენადაც დამოუკიდებელია ერთი მეორესაგან . უმარტივეს ნაკადში 

ხდომილობათა შორის შუალედები, აგრეთვე დამოუკიდებლები· 7", 
7... სიდიდეებიც, რომლებიც. მიღებულნი არიან ასეთი შუალედე- 
ბის ორ-ორად დაჯამებით., 

ერლანგის მეორე რიგის ნაკადი მიიღება, თუ შე- 
მოინახება უმარტივეს ნაკადში ყოველი მესამე წერტილი, ხოლო ორი 

მუალედური ამოგდებულ იქნება (ნახ. 19.5.4). 

5 

ნახ, 19.5.4. 

საერთოდ ე რლანგის #-ური რიგის §აკადი (3) ეწო- 

დება ნაკადს, რომელიც მიიღება უმარტივესისაგან, თუ ყოველი (#--1)-ე 

წერტილი შენარჩუნებული იქნება, ხოლო დანარჩენი კი უგულვებელ- 

ყოფილი, ცხადია უმარტივესი ნაკადი შეიძლება განვიხილოთ, როგორც 

ნულოვანი რიგის (3ი) ერლანგის ნაკადი. 

, 

  

  

7 გ “. 
_–_ –_- 

ნახ. 19.5.5, 

მოვძებნოთ მეზობელ ხდომილობათა შორის დროის შუალედის განა- 

წილების კანონი ერლანგის ” ური რიგის ნაკადში (3). განვიხილოთ 

0! ღერძზე (ნახ. 19.5.5) უმარტივესი ნაკადი 7). 7». ინტერვა- 

ლებით. 7' სიდიდე წარმოადგენს #+1 დამოუკიდებელ შემთხვევით სი– 

დიდეთა ჯამს 

8 
I= 2,1 

0 
(19.5.1) 

(=1 

სადაც 73. 7 >> 7. არის დამოუკიდებელი “შემთხვევითი სიდიდე- 

ები დაქვემდებარებული ერთსა და იმავე მაჩვენებლიან კანონსა 

/(0)-=2.6-M (>0. (19.5.2) 
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შესაძლებელია 7. სიდიდის განაწილების კანონი მოგვენახა,ა როგორც 

(L+1) კანონის (19.5.2) კომპოზიციით, ოღონდ უფრო მარტივია გა- 
მოვიყვანოთ იგი ელემენტარული მსჯელობებით. 

აღვნიშნოთ 7, სიდიდის განაწილების სიმკვრივე //(/)-თი, (3/) -სათ- 

ვის: /MC)თი! არის ალბათობა იმისა, რომ 7' სიდიდე მიიღებს მნიშვნელო- 

ბას ჯ ღა 1+ძ/ შორის (ნახ. 19.5.5). ეს იმას ნიშნავს, რომ უკანასკნელი 

წერტილი 7 შუალედისა უნდა მოხვდეს ელემენტარულ (C(, /-Lძ/) უბანზე, 
ხოლო უმარტივესი ნაკადის წინა # წერტილები––(0, ) უბანხე. პირველი 

ხდომილობის ალბათობა ტოლია 7.ძ/; მეორე ხდომილობის ალბათობა 

(19.3.2 ფორმულის საფუძველზე იქნება 

ჩკი= V9 + 

ამ ალაათობათა გადამრავლებით მივიღებთ: 

/,,(0) ი = 
( 0." ,# ქ, 

ჩI 

საიდანაც 

M( M24) = 
I.(/)= (1>9). (19.5.3) 

განაწილების კანონს (19.5.3) სიმკვრივით ეწოდება ერლანგის 

ჩური რიგის კანონი. ცხადია, როცა #=0, იგი იქცევა, )მაჩვენებ- 

ლიანად ·-.–“ პ 

/ი(/)= #6“ M (ფ>>9. (19.5.4) 

ვიპოვნოთ ერლანგის /»6) კანონის მახასიათებლები: მათემატიკური 

ლოდინი 7; დღა დისპერსია ს. მათემატიკურ ლოდინთა შეკრების თე- 

ორემის მიხედვით 

LLI 

ეე–LVVVXV-. 
(==1 

სადაც ჩა=-- არის უმარტივეს ნაკადში ხდომილობათა მორის შუალე- 

დის მათემატიკური ლოდინი. 

აქედან 

+
-
 

I)1,, = #+1. (19.5.5) 

>
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ანალოგიურად ღისპერსიათა რეკრების თეორემის. მიხერვ-თ 

#-+1 V #-L1. 
ხს,= “> = – – #41), (19.5.6) 

3# ნაკადის /Vჯ სიმკვრივე იქნება #7 სიდიდის მებრუნებული 

7, 
,=5 ლლ, 19.5. /V L-+-1 (19.5.7) 

ამდაგვარად ერლანგის ნაკადის რიგის 'გაღიდებით დიდღება ხდომილო- 

ბათა მორის დროის მონაკვეთის, როგორც მათემატიკური ლოდინი, ისე 

დისპერსიაც, ხოლო ნაკადის სიმკვრივე ეცემა. 

გამოვარკვიოთ, თუ როგორ შეიცვლება ერლანგის ნაკადი, როცა #->9, 

თუკი მისი სიმკვრივე შენარჩუნებული იქნება მუღმივად? მოვახდინოთ 
ნორმირება 7. სიდიღისა ისე, რომ მისი მათემატიჯური ლოდინი (და მა- 

შასადამე ნაკადის სიმკვრიეეც) დარჩეს უცვლელი. ამისათვის შევცვა- 

ლოთ დროის ღეომძზე მასშტაბი და 7 დროის ნაცვლ-. განვიხილოთ 

სიდიდე 

7 
#7-= – 

# +–-1 
(19.5.9) 

ასეთ ნაკადს დავარქმევთ ე რლანგის #-ური რიგის ნორმ.“ 

რებულ ნაკადს. ამ ნაკადის ხდომილობათა შორის 7 შმუალე- 

დის განაწილების კანონი იქნება 

– L 

/,(ი რახრსს. 6“ (I>9), (19.5.9) 

სადაც /V „=7.#-+-1) ან 

ჩ(ი = 20200, (”–1).0"6-XM+-" ((>90) '(19.5.10) 

19.5.10 კანონის მიხედვით განაწილებული 7 სიდიდის მათემატიკური 

ლოდინი არ არის დამოკიდებული #-ზე და ტოლია 

– 1 
1)!,,==I1ე = –) 

სადაც 7 -- იმ ნაკადის სიმკვრივეა რომელიც ემთხვევა ნებისმიეოი 

ჩ-ს შემთხვევაში გამოსავალი უმარტივესი ნაკადის სიმკვოივეს. + სი- 

დიდის დისპერსია ტოლია 

= ს, 1 

” თX+I 12%+1) 
  

  

(19.5.11)



და უსასრულოდ კლებულობს /#-ს ზოდისას. ამგვარად, ჩვენ მიგღივართ 
დასკვნამდე: როდესაც /# უსასრულოდ იზრდება, 

ეღლანგის ნორმირებული ნაკადი უახლოვდე- 

! , 
ბა მუდმივ –- სიდიდეს, ინტერვალებიან რეგუ 

ლარულ ნაკადს. 
ერლანგის ნაკადის ეს თვისება მოხერხებულია პრაქტიკული გამოყე- 

ნებისას: იგი იძლევა საშუალებას, ავიღებთ რა, სხვადასხვა #-ს, მიღებულ 

იქნას შემდეგმოქმედების ნებისმიერი ხარისხი: სრულიად არ არსებო- 

ბიდან (M=0) ხდომილობათა გამოჩენის მომენტებს შორის მტკიცე, 

ფუნქციონალურ კავშირამდე (”=%2). ამგვარად ერლანგის ნაკადის რი- 

გი შეიძლება გამოგვადგეს როგორც ნაკადში არსებული მერმექმედების 

ზომა. გამარტივების მიზნით ხშირად მოხერხებული ხდება განაცხადთა 

რეალური ნაკადის (რომელსაც აქვთ მერმექმედება) შეცვლა ერლანგის 
ნოომირებული ნაკადით, რომელსაც აქვს განაცხადთა შორის შუალე- 
დის თითქმის იგივე მახასიათებლები: მათემატიკური ლოდინით და დის- 

პერსიით. 

მაგალითი. ნაკადში განაცხადთა შორის შეალედის სტატისტიკური დამუ- 

გაუების შედეგად მიღებულია შეფასებები 7 სიდიდის მათემატიკური ლოდინისა და დის- 

ოსიისა: · 

/I,= 2(წთ), 12I;220,8 (წთ?). 

(შევცვალოთ ეს ნაკადი ერლანგის თგივე მახასიათებლიანი ნორმირებული ნაკადით. 

ამოხსნა. გვაქვს 

  

„აკადი შეიძლება მიახლოებით შეიცვალოს ერლანგის მეოთზე რიგის ზორმირებული 

ნაკადით, ' 

10.0. მომსასურების დრო 

განაცხადთა “შემავალი ნაკადის მახასიათებლებს გარდა, სისტემის 
მუშაობის რეჟიმი დამოკიდებულია კიდევ თვით სისტემის მწარმოებ- 

ლობის მახასიათებლებზე; არხების /; რიცხვზე და ყოველი არხის სწრაფ 

მოქმედებაზე. სისტემასთან დაკავშირებულ ერთ-ერთ უმნიშვნელოვა- 

ნეს სიდიდეს წარმოადგენს ერთი, განაცხადის მომსახურების დრო 7'.სს: 

ეს სიდიდე შეიძლება იყოს როგორც არა შემთხვევითი. ისე „შეზთხვევი– 

თიც. ცხადია უფრო ზოგადს წარმოადგენს მომსახურების შემთხვევითია 

ღრო. 
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განვიხილოთ შემთხვევითი სიდიუე 7. და აღვნიშნოთ CX/)-თი 
მისი განაწილების ფუნქცია, 

CC/)-= (7) <1) (19.6.1) 

ხოლო «C() განაწილების სიმკვრივე: 

V(0=-0 I). (19.6.2) 

პრაქტიკისათვის განსაკუთრებით. საინტერესოა “შემთხვევა, როცა სი- 
დიდეს I-ის. აქვს მაჩვენებლიანი განაწილება. 

ფ()= LLC"! V>0. (19.6.3) 

სადაც V( პარამეტრი -–- სიდიდეა, რომელიც შებრუნებულია ერთი გა- 

ნაცხადის მომსახურების სამუალო დროისა: 

ს = _1., /!!, მ.-მს -= /M | I გეს | · (19.6,4) 
/!!, მოგს' 

განსაკუთრებული როლი, რომელსაც თამამობს ჯგ... სიდიდის განაწი–- 

ლების „მაჩვენებლიანი კანონი, მასიურ მომსახურების თეორიაში, და–- 

კავშმირებულია ამ კანონის იმ თვისებასთან რომელიც დამტკიცებული 
იყო 19.4-ე პუნქტში. მოცემულ შემთხვევაში გამოყენებისას მისი ფორ– 

მულირება ხდება ას: თუ რომელიღაც # მომენტში 
ხდება განაცხაღის მომსახურიბა. მაშინ მომ- 

სახურების დარჩენილი დროის განაწილების 

კანონი არ არის დამოკიღებული იმისაგან, 

თუ მომსახურება რა დროის განმავლობაში 

გრძელდებოდა. 
პირველი “მეხედვით დაშვება იმისა, რომ მომსახურების დრო განაწი– 

ლებულია ,მაჩვენებლიანი კანონის მიხედვით. წარმოადგენს საკმაოდ ხე– 

ლოვნურს. მთელ რიგ პრაქტიკულ ამოცანებჭი ბუნებრივია მივიჩნი:-თ 

იგი ან სავსებით არა შემთხვევითად, ან ნორმალური კანონით განაწილე– 

ბულად. 'თუმფა არსებობენ პირობები. რომლებშიც მომსახურების დრო 

ნამდვილად ნაწილდება კანონით, რომელიკ ახლოსაა მაჩვენებლიანთან. 

ეს უწინარეს ყოვლის. ის ამოცანებია, რომლებშიც მომსახურება 

დაიყვანება „მცდელობათა“ რიგზე. რომელთაგან თითოეულს მივ– 

ყავართ აუცილებელ შედეგთან რომელიღაც 0 ალბათობით, 

ვთქვათ, „მომსახურება მდგომარეობს რომელიღაც მიზანზე სრო–- 

ლაში და მთავრდება სამიზნის დახიანების მომეზტმი. სროლ, ხდე– 

ბა დამოუკიდებელი გასროლებით. - რომელიღაც საშუალო გასრო– 

ლის სიჩქარით. დროის ერთეულში 7, გასროლით. ყოველი გასროლ” 

აზიანებს მიზანს ჩ” ალბათობით. რომ არ ვიყოთ შეზღუდული ყოველი 
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გასროლის მომენტის ზუსტი აღრიცხვით, ვივარაუდოთ, რომ ისინი ხდე– 

ბიან დროის შემთხვევით მომენტში და ქმნიან უმარტივეს ნაკადს I1, რომ– 
ლის სიმკვრივეა 7# (ნახ. 19.6.1). 

ნახ. 19.6.1. 

  

აზრობრივ ამ ნაკადიდან გამოვყოფთ ბპეორე – „წარმატებულ“ ან–- 

და „დამზიანებელ» გასროლათა ნაკადს (ისინი ნახ. 19.6.1 აღნიშნული 

არიან წოეებით). გასროლას ვუწოდებთ «წარმატებულს», თუ იგი” იწ- 
ვევს მიზნის დახიანებას (თუ მხოლოდ მიხანი არ იყო დახიანებელი ადრე). 

არ არის ძნელი დავრწმუნდეთ, რომ დამზიანებული გასროლები აგ- 
რეთვე ქმნიან უმარტივეს ნაკადს II" სიმკვრივით /ს=7.0 (ამოსავალი ნ.. 

კადი (II--–უმარტივესია ხოლო ყოველ გასროლას შეუძლია გახდეს დამ- 
ზიანებელი, სხვებისაგან დამოუკიდებლად, ი ალბათობით). ალბათობა 

იმისა რომ მიზხანი დაზიანებული იქნება # მომენტამდე, ტოლი იკნება 

C0(I/)=IX7'„გ<1)=1–-6“'”, 

საიდანაც «მომსახურების» დროის განაწილების სიმკვრივე 

§(I)=#6““!, 

ხოლო ეს კი არის I|IL= # პარამეტრიანი მაჩვენებლიანი კანონი. 

მიზნის დაზიანებამდე სროლების დროის მაჩვენებლიანი კანონით 

შეიძლება მიახლოებით ვისარგებლოთ იმ შემთხვევაშიც, ღოცა გასროლე- 
ბი არ ქმნიან უმარტივეს ზა–- 

ჯი(8 კადს, არამედ განცალკევებუ- 
| ლი არიან დროის ზუსტად 

განსახლვრული /#, შუალედე- 
ბით, თუ მხოლოდ დაზიანების 

ალბათობა ი "ძლიერ დიდი 

არ არის. ილუსტრაციისათვის 

მოვიყვანთ ერთსა და იმავე 

გრაფიკზე (ნახ 19.6.2). და– 

# მაზიანებელი გასროლის მო- 

მენტის განაწილების ფუნქ- 

ნახ. 19.6.2. ციას ·ძ(საფენუროვანი წირი) 

0=0,4, /1,=1 შემთხვევისა- 
თვის და მაჩვენებლიანი განაწილების ფუნქციას ! I=/7=0,4 (გლუვი 
წირი). როგორც 19.6.2-ე ნახაზზე ჩანს, უწყვეტი მაჩვენებლიანი გა– 
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ნაწილება კარგად შეესაბამება განაწილების ფუნქციის ზრდის ხასიათს 

დისკრეტული შემთხვევისათვის. 
ბუნებრივია, თუ გასროლათა მომენტები არ იქნებიან ზუსტად გან- 

საზღვრული, მაჩვენებლიან კანონთან შესაბამისობა იქნება კიდევ უკეთესი. 
სროლის შემთხვევა არ არის ერთადერთი, როცა მომსახურება ხორ- 

ციელდება: «ცდათა» რიგით. ასეთ ტიპს ხმირად შეიძლება მივაკუთვნოთ 
მომსახურება ტექნიკურ მოწყობილობათა უწესივრობის მოსასპობად, 

როცა უწესივრო დეტალის ა§5 კვანძის ძებნა ხორციელდება მთელი რიგი 

ტესტებითა და შემოწმებებით. ასეთ ტიას შეიძლება მივაკუთვნოთ ამო–- 
ცანები, სადაც მომსახურება მდგომარეობს რომელიღაც ობიექტის რა- 
დიოლოკატორით გამომ ღავნებამი, თუ ობიექტი რომელიღაც ალბა– 

თობით მეიძლება გამომჟღავნებული იქნას მიმოხილვის ყოველ ციკლიი. 

მაჩვენებლიანი კანონით კარგად აღიწერება ის შემთხვევაც, როცა 

მომსახურების დროის განაწილების სიმკვრივე ამა თუ იმ მიხეზებით 

მცირდება/ არგუმენტის ზრდისას. ეს ხდება მაშინ, როცა განაცხაღ- 
თა ძირითადი მასის მომსახურება ხდება ძლიერ სწრაფად. ხოლო მნიშე- 

წელოვანი შეფერხებები მომსახურებაში შე”გჩნევა იშვიათად. განვი- 

ხილოთ მაგალითად საფოსტო განყოფილების ფანჯარა, საღაც იყიდება 

მარკები და კონვერტები და აგრეთვე მიიღება საფოსტო გხავნილებანი 

და სხვა. ძირითადი მასა მომსვლელებესა ყიდულობს მარკებს ან კონ- 

ვერტებს და მოიმსახურება 

ძლიერ სწრაფად, უფრო იშ- #(0) 

· ვიათად ხდება განაცხადის მი- 

ცემა დახღვეული წერილე- 
ბის გაგზავნაზე. ისინი მო- 
იმსახურებიან უფრო .მეტი 

დროით. მომსახურების დრო- 
ის განაწილების ჰისტოგრამას 

აქვს. 19.6.3-ე ნახახხე წარ- V 
მოდგენილი სახე. ვინაიდან : I 

განაწილების სიმკვრივე კლე– 9 => 6 
ბულობს /-ს ზრდით, შეიძ- იაა ბთ, -- 
ლება დიდი ცდომილების გა- ნახ, 19.6.3, 
რეშე შესწორებულ იქნას განაწილება მაჩვენებლიანი კანონის დახმა–- 
რებით, მისი M პარამეტრის შესაფერისად შერჩევით. 

რა თქმა უნდა, მაჩვენებლიანი კანონი არ წარმოადგენს მომსახურების 
დროის განაწილების უნივერსალურ კანონს. ხშირად მომსახურების დრო 

უკეთესად აღიწერება. მაგალითად ერლანგის კანონით. ოღონდ საბედ- 

ნიეროდ „მასიური მომსახურების სისტემის გამტარუნარიანობა და 

სხვა. მახასიათებლები შედარებით ნაკლებადაა... დამოკიდებული მომ- 
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სახურების დოოის განაწილების კანონის სახისაგან, არამედ დამოკიდე– 

ბულნი არიან ძირითადად მისი საშუალო მნიშვნელობისაგან. ამიტომ, 

მასიური მომსახურების თეორიამი ყველაზე ხშირად სარგებლობენ 

დაშვებით, რომ მომსახურების დრო. განაწილებულია მაჩვენებლიანი 

კანონის მიხედვით. ეს ჰიპოთეზა საშუალებას იძლევა ძლიერ გამარტივე- 

ბულ იქნას აპარატი, რომელიც გამოიყენება მასიური მომსახურების 

თეორიის ამოცანათა გადასაწყვეტად და მთელ რიგ შემთხვევებში. მი– 

ღებული იქნას მარტივი ანალიზური ფორმულები სისტემის გამტარუ- 

ნარიანობის მახასიათებლებისათვის. 

19.7, მარკოვის შემთხვევითი პროცესი 

დაშვებას, განაცხადთა ნაკადის პუასონური ხასიათისა და მომსახუ- 
რების დროის მაჩვენებლიანი განაწილებისა, ფასი აქვს იმით, რომ სა- 
შუალებას იძლევიან მასიურ მომსახურების თეორიაში გამოყენებულ 

იქნას ე. წ. მარკოვის შემთხვევითი პროცესების აპარატი. 

ფიზიკუო სისტემაში მიმდინარე პროცესს ეწოდება მარკოვის (ან 

უმერმექმედებო პროცესი), თუ დროის ყველა მომენტისათვის ს ისტე- 

მის შემდეგი ნებისმიერი მდგომარეობის ალ- 

ბათობა დამოკიდებულია სისტემის მდებარეო- 

ბაზე ახლანდელმომენტში (ედა არ არის დამო– 

კიდებული იმახე თუ როგორ მოვიდა სისტემა 

ამ მდგომარეობაში. 

განვიხილოთ მარკოვის შემთხვევითი პროცესის ელემენტარული მა– 

გალითი. აბსცისთა 0X ღერძზე შემთხვევით ხდება X წერტილის გადა–- 
ადგილება. დროის /=0 მომენტში X წერტილი იმყოფება კოორდინატთა. 

სათავეში (X=0) და რჩება იქ ერთი წამის განმავლობაში. ერთი 

წამის შემდეგ ავაგდებთ მონეტას, თუ დავარდა ღერბი ––- X წერტილი 
გადაადგილდება მარჯვნივ სიგრძის ერთი ერთეულით, თუ -ციფრი -- 

მარცხნივ. ერთი წამის შემდეგ ხელახლა ავისვრით მონეტას და ხდება 
ისეთივე შემთხვევითი გადაადგილება და თ. შ. წერტილის მდგომარეო– 

ბის შეცვლის პროცესი (ან როგორც ამბობენ „ხეტიალი!) წარმოად- 

გენს შემთხვევით პროცესს დისკრეტული დროით ((=20, 1, 2...) და მდგო– 

მარეობათა თვლადი სიმრავლით. 

X-6==0; X,=1; X-,=--1; Xა=2; X.-ე=--2;... 

შესაძლო გადასვლათა სქემა ამ პროცესისათვის ნაჩვენებია 19.7.1-ელ 
ნახაზზე. 

ვაჩვენოთ, რომ ეს პროცესი. მარკოვისაა. მართლაც წარმოვიდ- 
გინოთ, რომ დროის რომელიღაც მომენტში სისტემა იმყოფება მაგალითად 
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მდგომარეობაში X, ––- ერთი ერთეულით კოორდინატთა სათავის მარჯ- 

ვნივ დროის ერთეულის შემდეგ წერტილის შესაძლო მდებარეობანი 

1 
იქნებიან ჯე და X. ალბათობებით -– და >' ორი ერთეულის შემ- 

1 1 
დეგ-–X-). V,, Xე, ალბათობებით – ” 2. + და ა. მშ. ცხადია ყველა ეს 

ალბათობანი დამოკიდებული არიან მხოლოდ იმისაგან, სად იმყოფება 

წერტილი დროის მოცემულ მომენტში და სრულებითაც არ არიან დ:- 
მოკიდებული იმისაგან თუ როგორ მივიდა იგი იქ. 

  

  

7 LI 2, LL 2 
                    

... X2 L-I 2/ L I 
  

  

  

ნახ. 19.7.1. 

განვიხილოთ მეორე მაგალითი. გვაქვს ტექნიკური მოწყობილობა 

X, რომელიც შედგება ძი და ხ ტიპის ელემენტებისაგან (დეტალებისაგან), 

რომლებსაც გააჩნიათ მუშაობის სხვადასხვა ხანგრძლიობა. ამ ელემენ- 

ტებს დროის შემთხვევით მომენტებში ერთიმეორისაგან დამოუკიდებლად 
შეუძლიათ გამოვიდნენ წყობიდან. ყოველი ელემენტის გამართული მუ- 

შაობა აუცილებელია მოწყობილობის მუშაობისათვის დრო ელემენ- 

ტის უტყუარი მუშაობისა –- შემთხვევითი სიდიდეა, რომელიც განა- 

წილებულია მაჩვენებლიანი კანონით. თ და ხ ტიპის ელემენტებისათვის 

ამ კანონის პარამეტრები სხვადასხვაა და შესაბამისად ტოლია 7.” და 

#--სი. მოწყობილობის მტყუვნების შემთხვევში სასწრაფოდ მიიღება 
ზომები მიზეზის გამოვლინებისათვის და გამომჟღავნებული უწესივრო 

ელემენტი სასწრაფოდ შეიცვლება ახლით. დრო რომელიც საჭიროა მოწ- 

ყობილობის აღსადგენად (რემონტისათვის განაწილებულია მაჩვენებ- 

ლიანი კანონის მიხედვით პარამეტრით ILკ (თუკი წყობიდან გამოვიდა ძ 

ტიპის ელემენტი) და (II (თუ წყობიდან გამოვიდა ხ ტიპის ელემენტი). 

მოცემულ მაგალითში შემთხვევითი პროცესი. რომელიც მიმდინა- 

რეობს სისტემაში. არის მარკოვის პროცესი უწყვეტი. დროით და მდგო– 

მარეობათა სასრულო სიმრავლით: 

X ––- ყველა ელემენტი გამართულია, სისტემა მუშაობს, 

X, –– გაუმართავია 0 ტიპის ელემენტი, სისტემა შეკეთებაშია!, 
XX. –– გაუმართავია ხ ტიპის ელემენტი, სისტემა შეკეთებაშია. 

+ ივარაუდება, რომ დეტალებს შეუძლიათ გამოვიდნენ წყობიდან მხოლოდ სისტე- 

მის მუშაობის დროს, წყობილებიდან გამოსვლა ერთდროელად ორი და მეტი დეტალი- 

სა, პრაქტიკულად შეუძლებელია. ' 
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შესაძლო გადასვლათა სქემა მოცემულია 19.7.2-ე ნახაზზე. მართლაც 

პროცესს გააჩნია მაოკოვისებური თვისება. დავუხვათ მაგალითად 7”ე 

მომენტი სისტემა იმყოფება X მდგომარეობაში (გამართულად, მუშა- 

ობს). ვინაიდან თითოეული ელემენტის უმტყუვნებლად მუშაობის დრო- 

მაჩვენებლიანია: ამიტომ ყოველი ელემენტის 

მტყუვნების მრმენტი მომავალში არ არის დამო- 

“V კიდებული იმისაგან, თუ რამდენ ხანს მუშაობ- 

და იგი (როდისაა დადგმული). ამიტომ ალბათობა 

იმისა, რომ მომავალში სისტემა დარჩება Xე მდგო- 
I, მარეობამი ან წავა მისგან არ არის დამო- 

კიდებული პროცესის «წინა ისტორიაზე». და- 

ნახ. 19.7.2. ვუშვათ ახლა, რომ # მომენტში სისტემა იმყო- 

ფება X, მდგომარეობაში (უწესივროდაა თ ტიპის 

ელემენტი). ვინაიდან შმეკეთების დრო აგრეთვე მაჩვენებლიანია, შმეკე– 
თების ნებისმიერ დროში დამთავრების ალბათობა /ე-ის შემდეგ არ არის 

დამოკიდებული იმისაგან, თუ, როდის დაიწყო შეკეთება და როდის იქ- 

ნენ დაყენებული ღანარჩენი (გამართული) ელემენტები. ამგვარად პრო- 
ცესი მარკოვისაა. 

' შევნიშნავთ, რომ ელემენტის „მუშაობის დროის მაჩვენებლიანი გა- 
ნაწილება დს ელემენტის “შეკეთების დროის მაჩვენებლიანი განაწილე– 

ბა–– არსებითი პირობებია, ურომლისოდ პროცესი არ იქნებოდა მარკო- 

ვის. მართლაც დავუშვათ, რომ ელემენტის გამართული მუშაობის დრო 

განაწილებულია არა მაჩვენებლიანი კანონით, არამედ სხვა რომელი- 
მეთი––მაგალითად (/,. /,) უბანხე თანაბარი სიმკვრივის კანონით. ეს ნიშ- 

ნავს, რომ ყოველი ელემენტი მუშაობს გარანტიით /. ხოლო (,-დან 

#-მდე დროში შეიძლება გამოვიდეს წყობილებიდან ნებისმიერ მომენ- 

ტში ალბათობის ერთნაირი სიმკვრივით. დავუშვათ, რომ დროის რომე- 

ლიღაც #: მომენტში ელემენტი მუშაობს გამართულად. ცხადია ალბათო- 

ბა იმისა, რომ ელემენტი გამოვა წყობიღან მომავალში დროის რომელი- 

მე მონაკვეთში დამოკიდებულია იმისაგან თუ რამდენად ადრეა იგი დადღ- 

გმული, ე. ი. დამოკიდებულია წინაისტორიაზე და, ამიტომ პროცესი 

არ იქნება მარკოვის:.. 

ანალოგიურია საკითხი შეკეთების 7 დროხე. თუ იგი არ არის მაჩ- 

ვენებლიანი და ელემენტი 7ე მომენტში შეკეთებაშია, მაშინ შეკეთების 

დარჩენილი” დრო. დამოკიდებულია იმისაგან, თუ როდის დაიწყო იგი; 

პროცესი ისევ“ არა მარკოვისებურია. ! 
საერთოდ მაჩვენებლიანი განაწილება თამაშობს განსაკუთრებულ 

როლს მარკოვის უწყვეტი დროით ან შემთხვევით პროცესების 'თე- 

  
  

    
+   

    

      

      

1 ასე იტყვიან მოკლედ, ნაცვლად «აქვს განაწილების მაჩვენებლიანი კანონი?, 
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ორიანი. აღვილია დავრწმუნდეთ, რომ სტაციონარულ მარკოვის პრო- 
ცესწი დროო, რომლის განმავლობაშიც სისტემა დარჩება რომელიიღაც 

მდგომარეობაში განაწილებულია ყოველთვის მაჩვენებლიანი კანონით 

(ამ მდგომარეობისაგან დამოკიღებული პარამეტრით). მართლაც და- 

ვუშვათ, რომ /კ მომენტმი სისტემა იმყოფება X, მდგომარეობაში ღა 
აქამდე უკვე იმყოფებოდა მასში რომელიღაც დროს. მარკოვის პროცე- 

სის განმარტების თანახმად, ნებისმიერე ხდომილობის ალბათობა მომა- 

ვალში არ არის დამოკიდებული წინაისტორიისაგან კერძოდ ალბა- 

თობა იმისა, რომ სისტემა წავა Xჯ მდგომარეობიდან / დროის გან- 
მავლობამი, არ უნდა იყოს დამოკიდებული იმისაგან, თუ რამდენი დრო 

უკვე ღაპჰყო სისტემამ ამ მდგომარეობაში. მაშასადამე სისტემის ყოფნის 
დრო ს, მდგომარეობამი უნდა იქნას განაწილებული მაჩვენებლიანი 
კანონის მიხედვით. 

იმ %ემთხვევამი, როცა ფიზიკურ სისტემა1ი მიმდინარე პროცესი 

მდგომარეობათა სასრულო სიმრაგლით დღა უწყვეტი დროით, წარმოაღ- 

გენს მარკოვისას, შეიძლება ეს პროცესი აღიწეროს ჩვეულებრივი ღე- 

ფერენციალურ განტოლებათა 1დახმარებით, რომლებმიც უცნობ ფუენ- 
ქციებს წარმოადგენენ მდგომარეობათა /,(/) #-(/) ალბათობანი. შედგე– 

ნას ღა გადაწყვეტას ასეთი განტოლებისას ჩვენ დემონსტრირებას გა- 
ქუკეთებთ მომდევნო პუნქტში მასიურ მომსახურების უმარტივესი სის- 
ტემის მაგაღითხე. 

19.5. მასიშრი მომსახურების სისტემა მიჟქუნებებით. 

ერლანგის განტოლებანი 

მასიერ მომსახურების სისტემები, იყოფიან ორ ტიპად: 
ა) სისტემები –– მტყუნებებით, ბ) სისტემები –– ლოდინით. 

სისტემებში მტყუნებებით; განაცხადი “შემოსელი 
იმ მომენტში, როცა მომსახურების ყველა არხები დაკავებულია, მყისეე 

ღებულობს უარს, ტოვებს სისტემას ღა მომსახურების შემდეგ პროცეს- 

ში არ მონაწილეობს. 

სისტემაში ლოდინით განაცხადი რომელსაკ დახეღა 

ყველა არზი დაკავებული, არ ტოვებს სისტემას. არამედ დგება რიგმი 

· და იცღის მანამ. სანამ არ განთავისუფლღება რომელიმე არხი. მოცემულ 

პუნქტში ჩეენ განვიხილავთ სისტემას მტყენებებით, როგორც ყველაზე 

უფრო მაოტივს. 

დავუშვათ გვაქეს მასიურ მომსახურების /I-არხიანი სისტემა (მტყუ- 
ნებებით). განვიხილოთ იგი, როგორც მდგომარეობათა სასროულო სიმ- 

რავლის მქონე ფიზიკური X სისტემა: 

Xე ––- ყველა არბი თავისუფალია 
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ს დაკავერულია ზუსტად ერთი არხი 

სსა სებებ ყველა ” არხი, 

შესაძლო გადასვლათა სქემა მოცემულია 19.8.1-ე ნახახზე. განვიხილოთ 

ამოცანა: განვსახღვროთ (#=0,1.../) სისტემის მდგომარეობათა ი//(/), 
(-=0,1.../) ალბათობანი / დროის: ნებისმიერი მომენტისათვის. ამო- 
ცანას ამოვხსნით შემდეგი დაშვებებით: 

1) განაცხადთა ნაკადი ––- უმარტივესია, # სიმკვრივით; 

  

  

                  

2) მომსახურების დრო /ე,ჯ. –- მაჩვენებლიანია პარამეტრით #= –--“ 
I)!/ მომს 

დ«(0-– 6“ (->9). (19.8.1) 

–--+, >, #«-> X %.. 

"== – +“ “ა.თ +, = 3 L იას, ბაა > ი 
L ! L 1I : 

ნახ. 19,8.1., 

შქვნიმნოთ, რომ პარამეტრი ს (19.8.1) ფორმულაში მთლიანად ანალო– 

გიურია უმარტივესი ნაკადის მეზობელ ხდომილობათა შმორის დროის 7” 

მუალედის განაწილების მაჩვენებლიანი კანონის 2, პარამეტრისა: 

/(0 =21.6-M V>თ (19.8.2) 

პარამეტრ 2-ს აქვს აზრი «განაცხადთა ნაკადის სიმკვრივისა». ანალოგიუ– 

რად შეიძლება” განვმარტოთ სიდიდე ს, როგორც დაკავებული არხის «გან– 

თავისუფლებათა ნაკადის სიმკვრივე». მართლაც წარმოვიდგინოთ განუწ- 

ყვეტლივ დაკავებული არხი (რომელიც შეუფერხებლად მარაგდება გა- 
ნაცხადებით); მაშინ ცხადია, ამ არხში გვექნება განთავისუფლებათა 

უმარტივესი ნაკადი IL სიმკვრივით. 
ვინაიდან ორივე ნაკადი –– განაცხადებისა და განთავისუფლებებისა- 

– უმარტივესნი არიან, სისტემაში მიმდინარე პროცესი იქნება მარკო- 

ვისა. 

განვიხილოთ სისტემის შესაძლო მდგომარეობანი და მათი ალბათო- 

ბახი 

მისს 2ი.(0,... ია() (19.8.3) 
ცხადია, დროის ნებისმიერი მომენტისათვის 

ჩ 

2 ,0M0=1, (19.8.4) 
ხ=0 
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შევადგინოთ დიფერენციალური განტოლებანი (19.8.3) ყველა ალბა- 

თობისათვის დაწყებული #ა()-ღან დავაფიქსიროთ დოროის / მომენ- 

ტი და მოვნახოთ ალბათობა /ე (/+ /M/) იმისა, რომ /+ #4/ მომენტში სის- 

ტემა იმყოფება ჯე მდგომარეობაში (ყველა არხი თავისუფალია). ეს შეიძ- 

ლება მოხდეს ორი ხერხით (ნახ. _19.8.2) #4) –– (| მომენტში სისტემა იმ- 

ყოფებოდა ჯე მღგომარეობამი,„ ხოლო #/ დროის 

განმავლობამი არ გადავიდა იქიდან (არ მოვიდა 727  - 

არც-ერთი განაცხადი). 22 > MV 

,ტ3) –– 1 მომენტში სისტემა იმყოთებოდა XX, მდგო- 

მარეობაში, ხოლო /#! დროის განმავლობაში არხი 

განთავისუფლდა და სისტემ გარავიდა X-.) მდგომარეობაში. 
სისტემის «გადახტომის» შესაძლებლობა მდგომარეობაზე, (მაგალითად 

X.-დან X-- მი X,-ხე გადახტომით) დროის მცირე შუალედმი შეიძლება 

უგულებელვყოთ როგორც უმაღლესი რიგის მცირე სიდიდე შედარებით 
#C4) და #(8) 2-თან. ალბათობათა შეკრების თეორემის მიხედვით გვაქვს 

/0-((-+ #1) 22ჩC4)-- #(8ჩ). (19.8.5) 

ვიპოვოთ 4 ხდომილობის ალბათობა გამრავლების თეორემის მიხეღვით. 
ალბათობა იმისა, რომ / მომენტში სისტემა იყოს ჯე მდგომარეობაში ტო- 

ლია ი#ი(). ალბათობა იმისა, რომ #/ დროის განმავლობაში არ მოვა 

არც ერთი განაცხადი, ტოლია 6“?! უმაღლესი რიგის მცირე სიდიდებამ- 
დე სიხუსტით 

4 
  

  

          

ნახ 19.8.2. 

6-#ბპლ1--7. 4”. (19.8.6) 
მაშასადამე 

(4) ლია() (1–-7.#/). 

მოვნახოთ #(8). ალბათობა იმისა, რომ / მომენტში სისტემა იყოს X 

მდგომარეობაში, ტოლია /#,(/). ალბათობა იმისა, რომ #/ დროის გან- 

მავლობაში არხი განთავისუფლდება, ტოლია (1–-6“ ა" უმაღლესე რი- 

გის მცირე სიდიდემდე სიხუსტით. 

1–-6- MM ლას/. 
მაშასადამე 

(8) =ი0,!(ჩ00-ს. ბ.“ 

1 19.8,2ეე ნახაზზე ე მდგომარეოპა:თა “გამოჩენის შესაძლო ხერხები /+/ს"/ მო- 

მენტში ნაჩვენებია ისრებით, რომლებიც მ-მართულია Xე-საკენ; ისარი მიმართული X- 

-–დან ა-საკენ გადახაზულია იმის ნიშნაღ, რომ სისტემა არ უნდა გამოვიდეს Xე მდგომნა- 

რეობიდან. 
ი? შემდგომში ჩვენ ყოველთვის უგულვებელეყოფთ #/-სთან შედარებით უმაღლე- 

სი რიგის მცირე შესაკრებებს, ზღვარში, როცა 41-+0 მიახლოებითი ტოლობები გადაე- 

ლენ ზუსტ ტოლობაში.



მ.(/– · :V/) თჩა()(1-––7430+-V0)(ი:V/. 

ი.(0-ს გადატანით მარცხენა ნაწილში, ტზე გაყოფით და ზღვარზე 

გადასვლით დღოცა :V-+0, მივიღებთ დიფერენციალურ განტოლებას 
ჩმ.(0- -სათვის: ჟუ 

რი) =-–-MM(/ -L-II/X(/) (19.8.7) 

ანალოგიური დიფერენციალერი განტოლებები შეიძლება შევადგი- 

ხოთ სხვა მდგოპარეობათა ალბათობებისათვისაც. ავიღოთ ნებისმიერი 
ს(ლ–7<7/) და ვიპოვოთ ალბათობა ი I,(I–+- #/) იმისა, რომ (-L#I მომენტ- 

ფი სისტემა იქნება X, მდგომარეობაში (ნახ. 19.8.3). 
ეს ალბათობა გამოითვლება, როგორც უკვე არა ორის, არამედ სამი 

ხდომილობის ჯამის (+ მდგომარეობისაკენ მიმართული ისრების რიცხ- 
ვის მიხედვით) ალბათობა. ,74)-–/ მომენ– 

ტში სისტემა იყო XL მდგომარეობაში 

+. (დაკავებულია # არხი), ხოლო #/ დრო- 

მი არ გადავიდა მისგან არც 1:-+)-ში 

ნახ, 19.8.3. და აოც X-კ-ში (არც ერთი განაცხადი 
არ შემოსულა, არც ერთი არხი არ გან- 

თავისუფლებულა); ,8)--/ მომენტში სისტემა იყო XL) მდგომარეობაში. 
(დაკავებ ულია: #-1 არხი), ხოლო /#/ დოოში გადავიდა Xჯ-ში (მოვიდა 

ერთი განაცხადი). C)--/ მომენტში სისტემა იყო XI. მდგომარეობაში– 

(დაკავებულია ;-+-1 არხი), ხოლო /"/ დროში ერთ-ერთი არხი გათავის– 

უფლდა. მოვნახოთ #ნ(C4). გამოვთვალოთ ჯერ ალბათობა იმისა, რომ 

ტტ, დრომი არ მოვა არც-ერთი განაცხადი და არ განთავისუფლდება 

არც ერთი არხი: 

  
  
  

    
2 ++ 19 2 

-» 
      

6“ #»"I(6-სბI)V --ტ-(>+MII)პ/. 

უმაღლესი რიგის მცირე სიდიდეთა უგულვებელყოფით გვა ქვეს 
6-(#+Mი )ბ = 1 –– (7, -- III) ,M, 

საიდანაც 

LC) =ჩI(/)(1-–0.-+- 20) ტ/!. _ 

ანალოგიურად 

ჩ(8)20#-)()7.4/, 

(CC) 2>20IM+)()(”+1) (IL 47 M 
და 

L, ((--40 20 MC0I 1–-(7.+- CI) :სM/I–– ი M –1(/)7.4/ –– 

+ი#(0(6+1)ILM.



აქედან ვღებულობთ „I() (0=/<7/)-სათვის დაფერენცილურ გან- 
ტოლებას 

4009-1ი, 0-4 წსი,0+Cთ+ სით. 

შევადგინოთ განტოლება უკანასკნელი #,(/) ალბათობისათვის (ნა5. 19.8. 4) 

გვაქვს 
ჩ,(0I-- 4ი ლი,(00–იL40-- ია ()7ტ/. > L- - 7 

სადაც 1--/ ILV7 ალბათობაა იმისა, რომ #ტ/ დროში _ ი“ “6-2   
არ განთავისუფლდება არც ერთი არხი; 7.0%/-ალბა- ნახ, 19.6.4, 
თობა იმისა, რომ #/ დროში მოვა ერთი განაცხადი. 

ვღებულობთ /#,„()-სათვის ლღიფერენციალერ განტოლებას: 

ძი, 60). _077=- 70, -)(I)-–ILIჩ, (0. / /2ი –1 ი” 

ამგვარად მიღებულია რიღერენცილლერ განტოლებათა სისტემა #9,(0, 

მ.ე)... /#0,,C() ალბათობებისათვის:” 

  

შია) ბი (0- 
___ ,3 ჰ)- ! (ი), მ ი L 2 

ტ9 ისი, აი თ--ჩაი,0--თ1I 1) IV „(ი 
(0=#/<7უ), (19.8.8) 

ძი 0. 
=:#მი L(/)–– IL (0) ” ჩი- 7 

(19.8.8) განტოლებებს ეწოდებათ ე რლანგის განტოლება- 
ნ ი. (19.8.8) განტოლებათა სისტემის ინტეგრება საწყისი პირობებით 

იმა(წმ)=1: #2,(0)-=...=0,(C)=0 

(საწყის მომენტში ყველა არხი თავისუფალია) ·იძლევა 0#()-ს ღამო- 

კიდებულებას ნებისმიერი #”-სათვის ალბათობა #ჩ),(/) ახასიათებს სის- 

ტემის საშუალო დატვიოთვას და მის ცვალებადობას დროის განმავლო- 

ბაში. კერძოდ ჩი,(/) არის ალბათობა იმისა, რომ განაცხადს, მოსულს 1 

მომენტმი ყველა არხი დახვდება დაკავებული (მიიღებს უარს): 

#..ა=:ჩ,(CI). 

სიდიდეს 0(0)= 1–-/,(I)-ს ეწოდება სისტემის ფარდობითი გამტარუნა=ია- 

ნობა. მოცემული 7 მომენტისათვის ეს არის ფარდობა დროის ერთეულში 
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მომსახვლებული განაცIIადთა სამუალო რიცხვისა მოცებულ განაცხადთა 
საპუალო რიცხვთან. 

წოფივ დიფერენციალურ (19:8.8) „განტოლებათა სისტემა შედარე- 

ბია იოლად შეიძლება ინტეგრებულ იქნას არსთა ნებისმიერი # კონკ- 
რეტული ოიცხვისას. 

მევნიშნავთ, რომ (19.8.8) განტოლებათა გამოყვანისას ჩვენ არსად არ 

გსარგეპლობდით იმის დაშვებით, რომ 1, და IL სიდიდეები (განაცხადთა 

აკადის და განთავისუფლებათა ნაკადის სიმკვრივეები) მუდმივია. ამიტომ 

(:9.8.მ2) განტოლებები დარჩებიან მართებული დროისაგან დამოკი- 
დებულ 7.(ი და IIC) შემთხვევაშიც კი, მხოლოდ ხდომილობათა ნაკადი, 

რომელსაც გადაჰყავს სისტემა მდგომარეობიდან მდგომარეობაში, უნდა 
რჩებოდეს პუასონური (უამისოდ პროცესი არ იქნება მარკოვის). 

19.2. მომსასურების დამჟარებული რეჟიმი. 

ერლანგბგის ფორმულები 

განვიხილოთ # არხიანი მასიური მომსახურების სისტემა უარებით, 

რომლის შესასვლელში მედის განაცხადთა უმარტივესი ნაკადი 7. სიმ– 
კვოივით. მომსახურების დრო-–-მაჩვენებლიანია IL პარამეტრით. ისმის 

საკითხი. ხომ არ იქნება სისტემაში მიმდინარე პროცესი სტაციონარუ- 

ლი? ცხადია დასაწყისში სისტემის ჩართვის შემდეგ მასმი მიმდინარე 

პტოცესი კიდევ არ იქნება სტაციონარული, მასიურ მომსახურების სის- 

ტემაში (ისე, როგორც ნებისმიერ დინამიკურ სისტემაში) წარმოიშობა 

ე. წ. გარდამავალი არასტაციონარული პროცესი. ოღონდ რომელიღაც 

დროის შემდეგ ეს გარდამავალი პროცესი ჩაქრება და სისტემა გადავა 

სტაციონარულზე ე. წ. დამყარებულ რეჟიმზე, რომელთა ალბათობრი- 

ვი მახასიათებლები უკვე ახ იქნება დამოკიდებული დროისაგან . 

პრაქტიკის მრავალ ამოცანამი ჩვენ გვაინტერესებს მომსახურების 

ზღვრული დამყარებული რეჟიმი. 

შეიძლება დავამტკიცოთ, რომ ნებისმიერი უარებიანი სისტემისათვის 

ასეთი ზღვრული რეჟიმი არსებობს ე. ი. როცა #+C% ყველა ალბათობა– 

ნი იი(/), ჩ.()-...ჩ„(0) მიისწრაფვიან მუღმივ ზღვარებისაკენ /#ი, /,)..- 

0,. ხოლო ყველა მათი წარმოებულები ––- ნულისაკენ. 

რომ მოინახოს ზღვრული. ალბათობები ჯი, ჩ,...ი, (სისტემის მ დგო– 

მარეობათა ალბათობები დამყარებულ რეჟიმისას) შევცვალოთ 19.8.8. 

განტოლებებში ყეელა ალბათობები 0I() (0<.ჩ< II) მათი 0, ხღვოებით 
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ხოლო ყველა წარმოებულები ავიღოთ ნულის ტოლი. მივიღებთ სისტემას 
უკვე არა დიფერენციალურ, არამედ ალგებრული განტოლებებით: 

–-7ჩი+ LL/721== 0, 

7-ში–– (7.-+ LI)0, + 2II0:=9, 

7#0ს-ლ–-0.+M00ს+ (ჩ--1)009+1=9 
(0=#/#/+<1I), 

(19.9.1) 

7ჩი -ე––(7.-- (I––1)!" ჩი. –1<+-/II0,-= 0, 

7მგ -1--III0„=90. 

ამ განტოლებებს აუცილებელია დაემატოს პირობა 

ჩ 

2 ,ჩ.=). (19.9.2) 
#=ხ 

ამოვხსნათ (19.9.1) სისტემა /ი, /,,.-·,ჩი უცნობების მიმართ. პირველი 

განტოლებიდან გვაქვს 

ი.= “ი, (19.9-3) 
Iს 

მეორიდან (19.9.3)-ის გათვალისწინებით 

5= 2-7 ში +–-(#--LI)01) = 
– 

2 მია) – _ მი, (19.9,4) 

ანალოგიურად მიდან (993) და (19.9.4ე) გათვალისწინებით: 

  
1 2,“ ი + 7.3 , #" 2 სიე 1= 7 

#03== 3ს " (4) უა #–# + 2ყ? LM “ვეთ 

და საერთოდ ნებისმიერი #<-/I-სათვის 

2,“ = 
მ,= ნით (19.9.5) 

შემოვიტანოთ აღნიშვნა 

"% თ (19.9.6) 
ს 

და თ სიდიდეს დავარქვათ განაცხადთა ნაკადის დაყვ».- 

ნილი სიმკვრივე. ეს არის განაცხადთა საშუალო რიც- 
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ხვი რომელიც მოდის ერთი განაცხადის მომ- 
სახურების საშუალო დროზე, მართლაც 

C-=>- _ =7#VI!, მეს“ 

Lს 

სადაც. III, გ. „მს== /M4L7 0 „ესI-– ერთი განაცხადის მომსაზურების საშუალო 
დროა. ახალი აღნიშვნებით (19.9.5) ფოომულა მიიღებს სახეს: 

#),= –_ IX. (19.9.7) 

ფორმულა (19.9.7) გამოსახავს ყველა 0 ,ზწალბათობას /ე-ის საშუალებით. 

რომ იგი უმუალოდ გამოვსახოთ თ-სა და II-ის საშუალებით, ვისარგებ- 
ლოთ (19.9.2) პირობით. ჩავსვათ მასმი (19.9.7), მივიღებთ 

MM 0 ==7% ა +), 

საიდანაც 

(19.9.8)   ჩ”ი= --; 

ბიე. 297! 

(19.9.8)-ის ჩასმით (19.9.7)-ში საბოლოოდ მიქიღებთ 

თ" 

ჩ. ხ,ლ=-- ”  (0=ჩ</) (19.9.9) 
” თ" 

#-#! 

(19.90:-90% ფორმულებს ე რლანგის ფორმულებს უწოდებენ. 

ისინი ·იძლევიან დაკავებული არხების რიცხვის განაწილების ზღვრულ 
კანონს განაცხადთა ნაკადის მახასიათებლებისაგან და მომსახურების სის– 

ტემის მწარმოებლობისაგან დამოკიდებულებით. ფორმულაში (19.9.9) დამ- 

ვებთ #=# მივიღებთ მტყუნების ალბათობას, (ალბა- 

თობას იმისას, რომ შემოსულ განაცხადს ყველა არხი დაკავებული შეხ- 
ვდება): 

(19.9.10)



კერძოდ ერთარსიანი სისტემისათვის (1=1) 

  

  

ნ. .=ი,= -“ (19.9.11) 
1--Cთ 

ხოლო ფარდობითი გამტარუნარიანობა 

ე=1--ჩ.,=--1-. (19.9.12) 
–-% 

ე“ლანგის (19.9.9) ფორმულები ღა მათი შედეგები (19.9.10) ––(19.9.12) 

ჩვენს მიერ გამოყვანილია მომსახურების დროის მაჩვენებლიანი განაწი- 
ლების შემთხვევისათვის, მაგრამ უკ ჯანასკწელი წლების გამოკვ. ლევებმა! 
გვიჩვენა, რომ ეს ფორმულები რჩებიან მართებული მომსახურების ღრო- 

ის ნებისმიერი კანონით გა:აწილებისა, ოღონდ შემსვლელი ნაკადი 

იყოს უმარტივესი. 

მაგალითი 1, ავტომატურ სატელეფონო ს.ღგერს აქს კავშირის 4 ხაზი. 

სადგურში ზწემოღის განაცხალთა უმარღტიეესი ნაკალი 7.5 3 სიმკირრვიCთ (წუთში გამოძა- 

ხება). გამოძახება მემოსგლი «მ მომენტში, როცა ყიელა ხაზი დაკალებულია, ღებულობს 

უარს?). ლაპარაკის საზუალო ღროა 2 5თ. ვიპოვოთ: ა) ფარის ალბათობა, ბ) ღროის 

აბუალო წილი, რომლის განმავლობაშიც სატელეფონო სადგარი სავრთოუ არა 

ატვირთული. 

ამოხსნა: გვაქვს /I/მ.,ე =2 (წ); 

  

7 
L=-0,5 (ლაპ,ნთ), CV = –- =ფ. 

I 

ა) ფორმულეთ (19.9.10) მივიღებთ 
· 

ლ) 
ჩუე-ირი=/იკჯკ= _–=–ი =0,47. 

ეღეა'---- 
1; 7 21.“ 31. 4! 

ბ ფორმულეთ (19.9,8) 

1. 0,0287 
ი ოსლოს ააა, 

ეაეაეე.----_-_-_–.–__ 

“912 > 814 

1 იხ. ბ, ა. სევასტიანოვი, ერგოდიკული თეორემა მარკოვის პროცესებისათვის და 

მისი გამოყენება უარებიან სატელეფონო სისტემებისათვის. ალბათობათა თერრია დ> 

მისი გამოყენებანი ტ. 2. I გამოცემა. 1957 (რუსულ ენაზე). 

?– იგულისხმება. რომ მეორადი გამოძახებანი აბონენტებისა, რომლებმაც უარი 

მიიღეს, არ არღვევენ გამოძახებათა ნაკადის პეასონერ ხასეათს. 

6.1



მიუ:ედავად იმისა როომ ერლანგის ფორბულები სიხუსტის მხრივ 

მართებულია განაცხადთა უმარტივესი ნაკადის შემთხვევაში, ამ ფორ- 
მელებით შეიძლება გარკვეული მიახლოებით ვისარგებლოთ იმ შემთხ- 

ვევამიც, როცა განაცხადთა ნაკადი განირჩევა უმარტივესისაგნ (მა–- 

გალითად, წარმოადგენს სტაციონარულ ნაკადს შემოსახღვრულ მერ- 
მექმედებით. გაანგაროიმებანი გვიჩვენებენ; რომ ნებისმიერი სტაციონა- 

რული ნაკადის შეცვლა იგივე, სიმკვრივის არა ძალიან დიდ მერმექმედე– 
ბიანი უმარტივესი ნაკადით, როგორც წესი მცირე გავლენას ახდენს სის- 
ტემის გამტაოუსარიანობის მახასიათებლებზე. 

ბოლოს შეიძლება შევნიშნოთ, რომ ერლანგის ფორმულებით შეიძლება 

მიასლოებით ვისარგებლოთ იმ შემთხვევაშიც, როცა მასიური მომსა- 

ხურების სისტემა დაუშვებს განაცხადის ლოდინს რიგში, მაგრამ როცა 

ლოდინის დრო მცირეა ერთი განაცხადის მომსახურების საშუალო დრო- 
სთან შედარებით. 

მაგალითი 2. გამანადგურებელთა დამიზნების სადგურს აქვს 3 არხი. ყო- 

ეელ არხს შეუძლია ერთდროულაღ დაუმიზნოს ერთი გამანადგურებელი ერთ მიზანს. 

გამანადგურებლის დამიზნების საშუალო დრო მიზანზე არის //მომს=>2 წთ. მიზნის ნა-. 

კადი–-– უმარტივესია, სიმკვრივით #=1,5 (თვითმფრინავი წუთში). სადგური შეიძლება 

ჩაითვალოს „უჟარებიან სისტემად», რადგანაც მიზანი, რომელზეც დამიზნება არ დაწ- 

ყებულა იმ მომენტში, როცა იგი შემოვიდა გამანადგურებლების მოქმედების ზონაში, 

საერთოდ დარჩება იერიშმხუტანელი. მოინახოს მიზანთა საშუალო წილი, რომლებიც 

გაივლიან მოქმედების ზონას დაუშენლად. 

ამოხსნა: გვაქვს 

1 
ს= -=0,5; X=1,5; 

7» 
თ= – =ქ 

" 

ფორმულით (19.9.10) 
ვვ 

3) 
6სუარი=/ჩმე= 3 ლ ვე =0,346. 

რია12I8 

უარის ალბ-ათობალ0,346; იგიეე გამოსახავს დაუშენელი მიზნების საშუალო წილს. 

სპეენეშნავთ, რომ მოცემულ მაგალითში მიზანთა ნაკადის სიმკვრივე შერჩეულია ისეთი, 

რომ მათი ერთიმეორეზე მიყოლებით რეგულარული ფრენისას გარკვეული ინტერვალით 

ფიკსირებული დამიზნების 7მ-მს=-2 წთ დროით, სისტემის ნომინალური გამტარუ- 
ნარიანობა, საკმარისია იმისათვის, რომ დაშენილ იქნას ყველა მიხანი გამოუკლებლივ. 

გამტარუნარიანობის შემცირება ხდება მიზანთა ნაკადის შემთხვევით შესქელებისა და 

გაინვიათების გამო, რომლებიც არ შეიძლება გავითვალისწინოთ წინასწარ.



19.1ი. მასიური მომსაზერების სისხება ლოღინით 

მასიურ მომსახურების სისტემას ეწოღება სისტემა ლოდინით თუ 

განაცხადი, რომელსაც ყველა არხი დაჯავებული დახედა. ღგება რივ- 

მი ღა უცღის სანამ არ განთავისუფლდება რომელიმე აოხი. 
თუკი განაცხადის რიგმი ლოჯინის დრო არაფრით არის მეზღელელი 

მაშინ სისტემას ეწოღება „სისტემა სუფთა ლოდინით“ 
თუ იგი რეხღუდულია რომელიღაც პირობებით, მაშინ სისტემას ეწო–- 

დება „მერეული ტიპის სისტემა”. ეს სამუალედო შემთხვე– 

ვაა უარებიან სუფთა სისტემასა და ლოდინიან სუფთა სისტემას მორის. 

პრაქტიკისათვის ყველაზე „საინტერესოა სწორედ მერეული ტიპის სის- 

ტემები. 

შეზღუდვები, რომელიც დადებული აქვს ლოდინს, შეიძლება იყოს 

სხვაღასხვა ტიპის. ხშირად ხდება, რომ შეზღუდვა ეძლევა · განაცხადს 
რიგში ლოდი ნის დროს. ითვლება, რომ იგი შეზღუდულია 

ზემოდან, რომელიღაც ვადით 7...., რომელიც შეიძლება იყოს, როგორც 

ზუსტად განსახლვოული, ისე' შემთხვევითიც. ამ დროს იზღუდება მხო- 

ლოდ რიგმი ლოდინის დრო, ხოლო დაწყებული მომსახურება მიიყ- 

ვანება ბოლომდე იმისაგან ღამოუკიდებლად, თუ რა დროს გრძელდებო- 

დღა ლოდინი (მაგალითად კლიენტი საპარიკმახეროში ჩაჯდა რა სავარ- 
ძელში, ჩვეულებრივ არ მიდის მომსახურების ბოლომღე) სხვა” ამოცა- 

ნებში უფრო ბუნებრივია დავაწესოთ დეზღუდვა არა რიგში დგომის დრო– 

ისა, არამედ სისტემამი განაცხადის ყოფნის საერ- 

თო დროისა (მაგალითად საპაერო მიზანმა სროლის ზონაში შეიძ- 

ლება დაჰყოს მხოლოდ შეზღედული დრო და ტოვებს მას დამოუკიდებ– 

ლად იმისაგან, დამთავრდა დაშენა თუ არა) ბოლოს შეიძლება განვი- 
ხილოთ აგრეთვე ისეთი შერეული სისტემაც (იგი ახლოსაა ისეთი მოვაჭ- 

რე ორგანიზაციათა ტიპთან. რომლებიც ვაჭრობენ არა პირველი მოთხოვ- 

ნილების საგნებით), როცა განაცხადი დგება რიგმი მხოლოდ იმ შემთხ- 

ვევამი თუ რიგის სიგრძე არც ისე დიდია. აქ შეზღუდვა დაედება 

რიგში განაცხადთა ოიცხვს. 

ლოდინიან სისტემებში არსებით როლს თამამობს ე. წ. „რიგის 
დისციპლინა. ცდაში მყოფი განაცხადები შეიძლება გამოიძაბო5 

მომსახურებაზე, როგორც რიგის წესით (ადრე მოსულს ადრე მოე8ზ- 

სახურებიან), ასევე შემთხვევითი არაორგანიხებული წესით. არსე- 

ბობენ მასიური მომსახურების სისტემები «უპირატესობებით». სადაც 
ზოგიერთი განაცხადები მოიმსახურებინ უპირატესად სხვებთან შე- 

დარებით („გენერლები და პოლკოვნიკები რიგგაოეშე“). 

ლოდინიანი სისტემის ყოველ ტიპს აქვს თავისი თავისებურებანი და 
თავისი მათემატიკური თეორია. ბევრი მათგანი აღწერილია, მაგალითად 
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წივნდი--- ბ. ვ. გნიდენ.რ „ლექციები მასიურ მომსახურების თეორია- 

ში“. (რუსულ. ენახე). ' 

ჩვენ აქ შევჩერდებით შერეული სისტემის უმარტივეს შემთხვე–- 

ვაზე, რომელიც წარმოადგენს უარებიანი სისტემებისათვის ერლანგის 

ამოცანის ბენებრივ განზოგადებას. ამ შემთხვევისათვის ჩვენ გამოვგიყ- 

ვანთ დიფერენციალურ განტოლებებს, რომლებიც ერლანგის განტოლე- 

ბათა ანალოგიურია და ფორმულებს დამყარებულ რეჟიმისას მდგომა- 

რეობათა ალბათობებისათვის, რომლებიც ანალოგიურია აგრეთვე ერლან- 

გის ფოომულებისა. განვიხილოთ მასიური მომსახურების შერეული X 

სისტემა # არხეთ მემდეგ პირობებში. სისტემის შემოსასვლელში შედის 
“მ. განაც0ხაღთა უმარტივესი ნაკადი 1 სიმკვრივით. ერთი განაცხადის მრმსა- 

1 
ხურების დრო 7. მაჩვენებლიანია, რომლის პარამეტრია IL=   L) 

II?, მომს” 

განაცხადი, რომელსაც ყველა არხი დაკავებული დახვდა, დგება რიგში 
და უცდის მომსახურებას: ლოდინის დრო შეზღუდულია რომელილაც 

ვადით 7... თუ ამ ვადის გასვლამდე განაცხადი არ იქნება მიღებული 

მომსახურებისათვის, მაზინ იგი სტოვებს რიგს და რჩება მოუმსახურებე– 

ლი. ლოდინის ვადა 7... ჩავთვალოთ შემთხვევითად და განაწილებუ– 

ლად მაჩვენებლიანი კანონის მიხედვით 

MI(I)=%V6“ “M (/>>0) 

პარაზ საღაც პარანეტრე »–» ლოდინის საშუალო დროის შებრუნებული სი- 

დიდეა: 
V= |. II, ლოღდ== | /M ლოდ“ I-   

”!, ლოდ“ 

+ პარამეტრი სრულიად ანალოგიურია განაცხადთა' ნაკადის და «გან- 

თავისუფლებათა ნაკადის» # და IL პარამეტრებისა. მისი ინტერპრეტა- 

ცია შეიძლება, როგორც რიგმი მდგომ განაცხადთა «გასვლათა ნაკადის» 

სიმკვრივე. მართლაც წარმოვიდგინოთ, განაცხადი რომელიც მხოლოდ 

იმას ა:ეთებს, რომ დგება რიგში და უცდის მას, სანამ არ დამთავრდება 

ლოდინის ვადა 7>., რომლის შემდეგ მიდის და ისევ დგება რიგში. მა– 

შინ ასეთი განაცხადის რიგიდან «გასვლათა ნაკადს» ექნება XV. სიმკვრივე. 

ცხადია როცა V->=>% შერეული ტიპის სისტემა იქცევა უარებიან 

სუფთა სისტემად, როცა V->0 იგი იქცევა სუფთა ლოდინიან სისტემად. 

შევნიშნავთ, რომ ლოდინის ვადის განაწილების მაჩვენებლიანი 

კანონისას სისტემის გამტარუნარიანობა არ არის დამოკიდებული იმი- 

საგან. განაცხადთა მომსახურება ხღება რიგის მიხედვით თუ შემთხვე- 

გითი სახით:, ყოველი განაცხადისათვის ლოდინის დარჩენილი დროის 

განაწილების კანონი არ არს დამოკიდებული იმისაგან თუ რამდენ 
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სანს იდგა განაცხადი რიგმი. ხდომილობათა: ყველა ნაკაღის აჟასო- 
ნური ხასიათის დაშვების მეოხებით, რომლებიც იწვევენ სისტემის მდგო–- 

მარეობათა ცვლილებებს. მათმი მიმდანარე პროცესები იქნება მარკოვის. 

დავწეროთ განტოლებანი სისტემების მღგომარეობათა ალბათობები- 
სათვის. ამისათვის თავდაპირველაღ ჩამოვთვალოთ ეს მCგომაოეობანი, 

დავნომროთ ისინი არა ღაკავებული არხების რიცხვის მიხეღეით, აოა:მეღ 

სისტემასთან დაკავმირებულ განაცხადთა რაიცჯვის. მიხედეით. განაც- 

ხადს დავარქმევთ სისტემასთან დაკავშირებულს, თუკი იგი იმყოფება 
მომსახურების მდგომარეობაზზი, ანღა იცდის რიგმი. სესტემის შესაძლო 

მდგომარეობანი იქნებიან: 

Xა არც ერთი არხი არ არის დაკავებული (რიგი აღრ არის), 

X, –– დაკავებულია ზუსტად ერთი არხი (რიგი აღ არის), 

XI –– დაკავებულია ზუსტად # არხი (რიგი არ არრ), 

4, –– დაკავებულია ყველა / არხი (რიგი არ არის), 

აა დაკავებულია ყველა / არბი (ერთი განაცხადი ღგას რიგვ3ვი. 

Xგ 35 –– დაკავებულია ყველა / არხი, § განაცხაღი ღგას რიგ3ი, 

რიგმი ჩამდგარ განაცხადთა § რიცუვი ჩეენს პირობები შმეევლება 

იყოს რაგინდ დიღი. ამგვარაღ X სისტებას აქვს მღგონაღეობათა ცხას- 

რულო (თუმცა კი თგლადი) სიმრავლე. მესაბამისად მისი აღმჟშერი დი- 

ფერეზციალურ განტოლებათა რიცხვი, აგრეთვე იკნენა უს:სროულო. 

ცხადია პირველი (I დიფერენციალური განტოლებანი არაფრით არ 

იქნებიან განსხვავებულნი ერლანგი” შესაბაბიი განტოლერბებილღან: 

თიე(! .. 
50ის 1= –- 7./ი!!)-; -LL01L1), 

როი. სი–თ+წარ-რ6+- სისი ირ. 

ძი ოლია ==7./ე –:(0)–-–I7.–- (II-–11LI0 „ –((0)-+-IIII9-.„(/). 

განსხვავება ახალი განტოლებეპისა ერლანგის განტოლებებედან ·ი7- 
ყება, როცა #=/!. მართლაც უაღრებიანი სისტემა X, მდგომარეობამი მე- 

ეძლება გადავიდეს X, -,; მდგომარეობიდან. რაც ?მეებება ლოღინიან სის- 

ტემას, მას შეუძლია გადავიდეს X. მდგომარეობაში არა მარტო ჯე -- 
დან, არამედ Xს,+,-დან (ყველა არბპი დაკავებულია, ეოთი განაცაადი 

რიგმია). 

შევადგინოთ დიფერენციალული განტოლება /#,,(/)-სათვის. დავაფიქ– 

სიოოთ ( „მომენტი და მოვნაჯოთ ი,(/-+- 27) –– ალბათობა იმისა, ოომ 
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სისტემა /-+ 47 მომენტში იქნება #, მდგომარეობაში. ეს შეიძლება გან- 
ხოოციელდეს ,სამი ხეოხით: : 

1) ჯ მომენტში სისტემა იყო X, მდგომარეობაში, ხოლო «VI დროის 

განმავლობაში არ გამოსულა მისგან (არ მოსულა არც ერთი განაცხადი 

და არც ერთი არხი არ განოავისუფლებულა); 

2) 7 მომენტში სისტემა იყო X, -, მდგომარეობაში, ხოლო #V დროის. 
განმავლობაში გადავიდა X, მდგომარეობაში (მოვიდა ერთი განაცხადი); 

3) 7 მომენტში სბსტემა იყო ჯ.კ) მდგომარეობაში (ყველა არხი და–- 

კავებულია, ერთი განაცხადი რიგშია), ხოლო #/ დროის განმავლობაში 

გადავიდა X,-ში (ან განთავისუფლდა ერთი არხი და რიგში მდგარმა 
განაცხადმა დაიკავა იგი, ანდა რიგში მდგარი განაცხადი წავიდა ვადის 

გასვლასთან დაკავშირებით). 

გვაქვს: 
0.(/+ 47) ლიეა(0(1-–-2,0/-–-ი40 -+ 

–-მი -(/)240/+-ჩე+ (ი) (/:LL-+-4%) #4", 
საიდანაც ' 

ძი (1 
29) 0+იით0+2ი, (0+Cთ0 +, სრ. 

გამოვთვალოთ ახლა #„+ა(/+-ტ/) ნებისმიერი §:>0-სათვის, ალბათობა 

იმისა, რომ #-L // მომენტში ყველა /, არხი იქნება დაკავებული და ზუს- 

ტად § განაცხადი იდგება რიგში. ეს ხდომილობა ხელახლა შეიძლება 
განხორციელდეს სამი ხერხით: 

1) 7 მომენტში სისტემა უკვე იყო X,,+ა მდგომარეობაში, ხოლო / 
დროის განმავლობაში “ეს მდგომარეობა არ შეცვლილა (ე. ი. არც ერთი. 

განაცხადი არ მოსულა, არც ერთი არხი.არ განთავისუფლებულა და რიგ- 

ში მდგარ § განაცხადთაგან არც ერთი არ წასულა); 

2) ( მომენტში სისტემა იყო #,+. ე მდგომარეობაში, ხოლო #“ 
დროის განმავლობაში გადავიდა X,,ა მდგომარეობაში (ე. ი. მოვიდა 
ერთი განაცხადი); 

3) 7. მომენტში სისტემა იყო X,.+ა+, მდგომარეობაში, ხოლო “ML 
ღროში გადავიდა X„» კა. მდგომარეობაში (ამისათვის ან ერთი არხი 

უნდა განთავისუფლდეს და მაშინ რიგში მდგარი §+1 განაცხადიდან 
ერთი. «დაიკავებს მას, ანდა რიგში მდგარი განაცხადებიდან უნდა წაგიდეს. 
ეოთი, ვადის დამთავრებასთან დაკავშირებით). 
მაშასადამე 

მი +54(!-I ტრ/) ლმე +5, (0)(1––2.)1––/ (10 –- §V ს) -- 

-Lჩე +ა –)(I)7.01+ ჩე +§ა+I() II1I1I+-(§-L 1)VI/ტ/. 
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საიდანაც 

9ძჩი++:(0 _ 
ი 

+ 7ი +ვ –)(!)<- (IIIL+-C§+ 1)V მი +5+4/(!). 

–(.- -LIIL +5V)ჩ, +4(/)-, (4 

ამ გვარად ჩვენ მივიღეთ მდგომარეობათა ალბათობებისათვის დიფერენ- 

ციალურ განტოლებათა უსასრულო რაოდენობის სისტემა: 

  

“სჩ. > –_ 7./2ი(()+- სი,(,). 

შიო = 2ამი(/)––(2.+ L)0,(I)--2Vია(), 

900.” ” (0-0, - 7 ')ი M(0)-- (?-- C1)V292#L+)(.) ძ! 
(19.10.1ა 

(1=M=M–- 1). 

მორ =7.ჩა (0--C--+II00,(0+CთM-+%)0,.+(0, 

ტში =7.მი +: ა(ი-0ნის-5)0,+X0+ 

–+LI1I-+-L(5+ 1)V)ჩი +§ #(), 

განტოლებანი (19.10.1) წარმოადგენენ ერლანგის განტოლებათა ბუ-. 

ნებრვ განხოგადებას შერეულიჯტიპის შემოსახღვრულ ლოდინის დრო ა3 

სისტემის შემთხვევისათვის. პარამეტოები 7, წ, “V ამ განტოლებებში შე– 

იძლება იყვნენ როგორც მუდმივი, ისე ცვალებადი. (19.10.1) სისტემის 

ინტეგრებისას უნდა გავითვალისწინოთ, რომ თუმცა შესაძლო მდგო- 

მარეობათა, რიცხვი სისტემისა თეორიულად უსასრულოა, მაგრამ პრაქ- 

ტიკაში ალბათობანი #/ი+ა(0 როცა § იხრდება გახდება უგულებელსა- 

ყოფად მცირე და შესაბამისი განტოლებები შეიძლება უგულვებელ- 

ყოფილ იქნან. 

გამოვიყვანოთ ერლანგის ფორმულების: ანალოგიური ფორმულები 

სისტემათა მდგომარეობების ალბათობებისათვის მომსახურების ღამ– 

ყარებული რეჟიმის შემთხვევაში (როცა /->). განტოლებებში (19.10.1) 
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ღდავუჯვაბა, “ლომ ჩიი(!: =0..../1) მუდმივია, სოლო ჟველა წარმოებელები 

აუვლის ტოლეა. მივიღებთ ალგებრულ. განტოლებათა სისტემას 

–- 7 ა“ !/2(:<0. 

/./ბა––(7.-)- 110 + 2'/2·= C, 

“მი –(--M)0/.--(MI+ 1I)I9, ,1=0 
(1<=MI=<-I1––1), 

(19.10.2) 
/#-/ი _–-(7-–-I/ILI)/გ 4- (IIII-I-V) 0, +1=0, 

70 ++-I-C0, -- II(L-+ §V)/)ე +++ 
–+VIIL--(§-- 1)VI/2, +§+1=20, 

მათ უნდა დავუმატოთ პირობა 

ი 
4 

2 მა =1 (19.10.3) 
#=0 

ვეპოვოთ (19.10.2) სისტემის ამოხს5ა. 

ამისათვის გამოვიყენებთ იგივე ხერხს, რომლითაც ჩვენ ვსარგებლობ- 

დით უარებიანი სისტემის შემთხვევაში: ამოვხსნათ პირველი განტოლე– 

ბა 8ი,-ის მემართ, ჩავსვათ მეორემი და ა. შ. ნებისმიერი #:ლ/I-სათვის; 

როგორც 'უაღებიანი სისტემის შემთხვევაში მივიღებთ: 

2/ 

იი» M- (19.10.4) 

გადავიდეთ განტოლებებზე #>>/ (”=/ -L5, 5>1)-სათვის..: 

იმავე ხერბით მივიღებთ: 

1,M+1ი 

ჩ,ა=---- M--, 
/1)LL”CIIIL ––?7) 

7."'+" 

ჩე! /11LL”C/1LI ––%)(/ILI -L 27) 7 

და საერთოდ ნებისმიერ §>>1–სათვის 

/+5 
2” '% . (19.10.5) M2ა+5 == § 

=--; 

IM 1. ((IIIL+ IV) 

ი|=1



ორივე (19.10.4) და (19.10.5) ფორმულაში თანამამრავლად შედის ალ–- 

ბათობა #ი. განვსახლვროთ იგი (19.10.3) პირობიდან. მასში (19.10.4) 

და (19.10.5) გამოსახულებათა ჩასმით #=/ და 5§.»1-სათვის მივიღებთ: 

” ი%ი 
ლს? 1,+5 

ჩი ,- ჩII" +2, § =1, 
ი იხ I | 06+ო") 

  

  

  

ი:==1 

საიდანაც 
1 – _ (19.10.6) 

ჩი ”. ;, % 1,0+5 

2, + : 
#=0 ჩ”” 11 II I (MM+ი?V) 

#7:=1 

გარდავქმნათ (19.10.4), (19.10.5) და +X19.10.6) გამოსახულებანი, მათ- 

ში 7 და + სიმკვრივეების ნაცვლად «დაყვანილი სიმკვრივეების» შე–- 

მოყვანით 

–-= I), მომს ==%, 
L (19.10.7) 

“V -” წი, V3ა=ჩ I ! 

პარამეტრები თ და ჩ გამოსახავენ შესაბამისად განაცხადთა საშუალო 

რიცხვს და რიგში მდგარ განაცხადთა წასვლის სამუალო რიცხვს, რო- 

მელიც მოდის ერთი განაცხადის მომსახურების საშუალო დროზე. 

ახალ აღნიშვნებში ფორმულები (19.10.4), (19.10.5) და (19.10.6) 
მიიღებენ სახეს: 

  

  

( 

0,= > ი (0<ჩ<7); (19.10.8) 

' ფთა9ი+§ 

#L % 

ნაა=-“ “““ (1) (19.10.9) 
I ო+ თ) 

„1=1 

1 ელ . (19-10.10) 
თ' თ.<- თ: 

ბებუბ–ა 
= · - ა #=0 §:-=1 II (ო+თზ) 

#1==1 
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(19.10.10)-ის (19.10.8%1 და (19.10.9)-ში ჩასმით მივიღებთ სისტემის 

მდგომარეობისათვის ალბათობათა საბოლოო გამოსახულებებს: 

თ"' 

ჩ : 
ჩ.ა= - (0=#<1); (19.10.11) 

”M 
ბ. თ» „ფთ > ი: 

_ -.– შ,წწწეიიი”ი”წეშწ/ 

2 #4! ი დ 
#-0 ჩდ.) I I (M-+V!ჩ) 

II) ==1 

  

= თ 

ს” § 

II (L+V7!ჩ) 

»!==1 

ჩ,.§ = (5>1) (19.10.12) 
. თ" თ. = თ. 

ჩხ “ი 28 
1! LI CL+/Iჩ) 

MI-=1 

  

ვიცით რა სისტემის ყველა მდგომარეობათა ალბათობები, ადვილად შე– 

იძლება განვსახლვროთ სხვა ჩვენთვის საინტერესო მახასიათებლები, 

კერძოდ ჩა. ალბათობა იმისა, რომ განაცხადი დატოვებს სისტემას 

მოუმსახურებლად. განვსაზღვროთ იგი შემდეგი მოსაზრებებიდან: და- 

მყარებულ რეჟიმისას ჩე, – ალბათობა იმის, რომ განაცხადი 

დასტოვებს სისტემას მომსახურებლად, არის განაცხადთა საშუალო 
რიცხვის შეფარდება დროის ერთეულში რიგიდან წამსვლელ განაცხადთა 

საშუალო რიცხვთან. მოვნახოთ რიგიდან წამსვლელ განაცხადთა საშუ- 

ალო რიცხვი დროის ერთეულში. ამისათვის ჯერ გამოვთქალოთ რიგში 

მყოფ განაცხადთა მათემატიკური ლოდინი 

  

თ” => §თ5 

”! ჯ 
– §-I II V1+/ჩ) 

=71 

ი,=M|§1= » ' 50,,.= 1. .„ (19.10.13) 
§5==1 თ"' - 2 თ” 

3, იწ ბათილ 
#=9 LI («+/ჩ) 

/)1== 1 

იმისათვის, რომ მივიღოთ ჩკ. საჭიროა /Iა გავამრავლოთ ერთი განა- 
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ცხადის საშუალო, «წასვლათა სიმკვრივეხე» და გავყოთ განაცხადთა 
საშუალედო 2, სიმკვრივეზე. ე. ი. გავამრავლოთ კოეფიციენტზე 

  

“” 
_ ჭ 

წ> VI #ჩ 
7 9. 

L 

მივიღებთ 

20 5 
წ) 5+ 

– 5 

”! §=) II (1+7#M1ჩ) 

თ. გ=-+L M=) · (19.10.14) 
თ XC თ 

ა. თხ 1“ 

ჯა ”I 7! 
5 

§.)ს LI (--/ჩ) 
/II./<1 

სისტემის ფარდობითი გამტარუნარიანობა ხასიათდება იმის ალბათობით, 

რ ომ განაცხადი, რომელიც მოხვდა სისტემაში მომსახურებულ იქნება 

ძ-: 1–-–ჩგიუვს 

ცხადია, რომ ლოდინიანი სისტემის გამტარუნარიანობა იმავე 7 და M 
შემთხვევამი ყოველთვის იქნება უფრო მაღალი, ვიდრე უარებიანი 

სის ტემების გამტარუნარიანობა: რიგის არსებობისას მოუმსახურებელი გა– 
დიან არა ყველა განაცხადები, რომლებმაც / არხს დაკავებულს მიუს- 

წრეს, არამედ მხოლოდ ზოგიერთები. გამტარუნარიანობა იზოდება ლო- 

დინის საერთო დროის გაზრდისას /!, -„-== L 
V 

უშუალოდ სარგებლობა (19.10.11) ,(19.10.12) და (19.10.14) ფორმუ- 

ლებით რამდენადმე გაძნელებულია იმით, რომ მათში შედიან უსასრულო 

ჯამები, მაგრამ ამ ჯამის წევრები სწრაფად კლებულობენ!. 

1 იმ შეცდომის უხეშად შესაფასებლად. რომელიც ხდება ჯამის ყველა წევრის 

/-დან დაწყებული, გადაგდებით შეიძლება ვისარგებლოდ ფორმულებით: 

% (+ იძ. თ C3) ” 

ბვ თოი" ბევ –<ი-ყ" 
§=/ IIC +ი! ზა) §=/ LI (#--VIზ) 

=1 /)==1 
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ვნახოთ რად გადაიჟცევა (19.10.11) და (I19.10.12) ფორმულები, 

როცა ჩ-> თ და ჩ->ს. ცხადი, რომ როცა ჩ->აი ლოდინიანი 

სისტემა უნდა გადაიქცეს უარებიან სისტემად (განაცხადი მყისვე გადის 
ღიგიდახ), მართლაც, ოოცა ჩ->ი (19.10.12) ფორმულები მოგვცემენ 

ნულს, ხოლო (19.10.11) ფორმულები გადაიქცევიან უარებიანი სისტე–- 
მებისათვის ერლანგის ფორმულებად. 

განვიხილოთ მეორე უკიდურესი შემთხვევა: სუფთა ლოდინიანი სის- 
ტემა (ზჩ->0). ასეთ. სისტემებში განაცხადები საერთოდ არ მიდიან რი- 

გიდა და ამიტომ /-ეყს=0: ყოველ განაცხადს ადრე თუ გვიან მოუწევს 
მომსახურება. სამაგიეროდ სუფთა ლოდინიან სისტემამი ყოველთვის 

"არის ზღვრული სტაციონარული რეჟიმი, როცა I-++%. შეიძლება დავამ- 
ტკიცოთ, რომ ასეთი რეჟიმი არსებობს 1მხოლოდ თ<7/ შემთხვევაში, 

ე. ი. როცა განაცხადთა საშუალო რიცხვი რომელიც მოდის ერთი“ განაც– 

ხადის მომსახურების დროზე, არ გამოდის /! არხიანი სისტემის შესაძლებ- 

ლობის გარეთ. თუ თ>>/ რიგმი მდგომ განაცხადთა რიცხვი დროთა გან– 
მავლობაში გაიხრდუბა უსასრულოდ. 

დავუშვათ, =/ და მოვნახოთ ზღვრული ალბათობანი #0 ,(0=#ჩ#</1) 

სუფთა ლოდინიანი სისტემისათვის. ამისათვის (19.9.1C0), (19.9.11) და 

(19.9.12) ფორმულებში დავუშვათ ჩ-+0. მივიღებთ: 

1 
ჩი== ს “–გ– 

I”. ი9 
Cდ C 

რაინ იბა» 
ან თუ “'შევკრებთ პროგრესიას (რაც შეიძლება როცა თ<7I) 

2>
I9
, 

1 
„== (19.10.15) 

” 
თ" თი +1 

§=0 ს MI(M-––თ) 

აქედან ვსარგებლობთ რა (19.10.8) და (19.10.9% ფორმულებით, „ვპო- 

ულობთ 

ი= - ე  (0<#MC<ი, (19.10.16) 
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და ანალოგიურად #=I1-5 (§:>9)-თვის 

CთI+5 

  

I. (19.10.17) 
ჩაუ+-2= 

8 " თ! ფი+! 

(9 MI - #1!(1-თ) 

  

რიგში მყოფ განაცხადთა საჭუალო რიცხვი განისაზღვრება ფორმულით 

(19.10.13), როცა ჩ-+0: 
თე+1 

__ - თი 
ჩ”.M (1– +) 

I. = #7. (19.10.18) 
M 

L ფთი+1 თ, _ თბ4_ 
I ' ო!(I-–თ) 

მაგალითი 1, ლოდინის შეეზღცღველი დროით სამარხიან სისტემის შესასგ- 

ლ ლში შედის განაცხადთა უმარტივესი ნაკადი სიმკვრივით #==4 (განაცხადი საათში). 

ერთი განაცხადის მომსახურების ღორო VI/3-მ.=30 წთ. განვსაზღვროთ არსებობს თუ არა 

მომსახურების დამყარებული რეჟიმი. თუ არსებობს მაშინ «იპოვით ალბათობაბი ჯა, 

ი), ი:, იე, რიგის არსებობის ალბათობა ღა რიგის საშ უალო სიგრძე #I.. 

1 
ამოხსნა. გვაქვს M= =2;   

7 
თ:= -- =2. ეინა-დან <1 დამყარე– 

I)!ჯ|მო=მგ 1 

ბული რეჟიმი არსებობს, ფორმულით (19.10.16) ვპოულობთ: 
1 2 2 

ჩი“ -> 2=0,111კ ი)= - 20,222; ნა=- ა 0,222; 0ვ=> ,-. 20,148. 

რიგის არსებობის ალბათობა: 

ჩიიგ= 1-–-(7ი+ ი ს–-/მე)= 0,297. 

რიგის საშუალო სიგრძე (19.10.18) ფორმულით იქნება 

კI..=0.8?7 (განაცხადი). 

19.11. შერეული ტიპის სისტემა, რიგბის სიგრძეზე ფეზღუდვით 

წინა პუნქტში ჩვენ განვიხილეთ მასიური მომსახურების სისტემა, 

რიგში ყოფნის შეზღუდული დროით. აქ ჩვენ განვიხილავთ შერეული 

ტიპის სისტემას შეზღუდვის სხვა სახით -–- რიგში მდგომ განაცხადთა 
რიცხვით. დავუშვათ, რომ განაცხადი, რომელმაც ყველა არხს დაკავე- 

ბულს მიუსწრო, დგება რიგში, თუ მასში იმყოფება #7 განაცხადზე ნაკ- 

ლები. თუ განაცხადთა რიცხვი რიგმი ტოლია //I-ის (7!-ზე მეტი იგი არ 

შეიძლება იყოს), მაშინ უკანასკნელად მოსული განაცხადი რიგში არ 
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დგება და მოუმსახურებელი ტოვებს სისტემას. დანარჩენი დაშვებები –– 
განაცხადთა უმარტივეს ნაკადზე და მომსახურების დროის მაჩვენებლიან 

განაწილებაზე დავტოვოთ წინანდებურად. 

ამგვარად გვაქვს 7 არხიანი სისტემა ლოდინით, რომელშიც რიგში 

მდგარ განაცხადთა ოიცხვი შემოსახღვრულია M# რიცხვით შევადგი- 

ნოთ სისტემის მდგომარეობათა ალბათობებისათვის დიფერენციალური 

განტოლებანი. შევნიშნავთ, რომ მოცემულ შემთხვევაში სისტემის მდგო– 

მარეობათა რიცხვი იქნება სასრულო, რადგან სისტემასთან დაკავშირე– 

ბულ განაცხადთა საერთო რიცხვი, არ შეიძლება აღემატებოდეს #-L 7-ს 

(I მომსახურებამი და /”, რიგში მყოფი). 

ჩამოვთვალოთ სისტემის მდგომარეობანი: 

%– ყველა არხი თავისუფალია, რიგიარ არის, 

XX -–-– დაკავებულია ერთი არხი ა-ი 

ო 
X--–- დაკავებულია # არხი „–, 

% კ –– დაკავებულია I--1 არხი „–,, 
”-–დაკავეულია ყველა # არხი ა-ი 

ლი.-–-დაკავებულია ყველა # არხი, ერთი გა- 
ნაცხადი დგას რიგში, 

თას -– დაკავებულია, ყველა / არხი, # განა(- 

ხადი დგას რიგში. 

ცხადია პირველი / განტოლება /#ი(ი, ·--.0, –, (CI) ალბათობებისათვის 

დაემთხვევა ერლანგის (19.8.8ე) განტოლებებს. გამოვიყვანოთ დანარ– 

ჩენი განტოლებანი. გვაქვს: 

ჩ.((/+4/0=0/, -.()/04/+/#0,„() (1--7.4(–-ი Iს #/)-+- ძი +)(/)/1MLტ“. 

საიდანაც 

ი( ქიმი, 0-0). ნათ+იიი არ. 
შემდეგ გამოვიყვანოთ განტოლება #,+-() (1ლ5<7/)-სათვის 

ჩ».+§(,+ 4/)= 

=ჩც + (02.%/+/ი,„,+(/)()- –2.MსI––I1I ტ/)+-ა „ა კ) (/)/!LL4ს?, 

საიდანაც 

ძიჩა +.) 

· ძ! 

უკანასკნელი განტოლება იქნება: 

ძი,.ო( 

ძ 

= 7.ჩი +§ -1(0–– (7.+/!I)0,„ +§5(/):C- 7 Iს0 ა §-1(,)· 

= 0, CI –,(0)–-/Lი0, +(/). 
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ამგვარად მიღებულია /+/! სისტემა (ი1-I-/2+- 1) დიფერენციალური გან– 

ტოლებისა: 

29 =-–-#იი(/)+ II9ი9,(,), ) 

400 _ #7» ,(0–0-+”)ი,ი-- 

+(?+1)(0/+I() (0=#ჩ=/1––-1), 

- 9 „მე -,(0--7-+ი))მი(0 + Lმი +(0, (19.11.1) 

«თეი =20, +. -I(0--0.--ჩხ)ი, ++C0 +- 

-L/IL7ი +++I(,) (1<5<7), 

ძი. თ(/) ი = 7 ი + სმი +2(0-   
განვიხილოთ ზღვრული შემთხვევა, როცა #->9ი. ყველა წარმოებულის 

ნულთან გატოლებით. ხოლო ყველა ალბათობის 

მივიღებთ ალგებრულ განტოლებათა სისტემას: 

–-7.0ს+ LI 0,=0, 

?20ს-––-(7+ჩს)0, + (ჩ+1)90L-=9 
(0=ჩ/=/–-1), 

ჩი –-––(7.+–- III) მგ +/'ILმე +1=9, 

მი, --(.+MI00ა+ა+-ისჩი+ა+= 0 
(1ლ5</). 

#/მი +» -)--/I მა +»! =.0 

დამატებითი პირობა 

| I – ”M 

მს= 1. 

-=0 

მუდმივად ჩათვლით, 

(19.11.2 
L2- > #721-= 

(19.11.3) 
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განტოლებანი (19.11.2) შეიძლება ამოიხსნას ისე, როგორც ჩვენ ამოვ- 

ხსენით წინა პუნქტებმი ანალოგიური ალგებრული განტოლებანი. 

არ შევჩერდებით ამ ამოხსნაზე და მოვიყვანთ მხოლოდ საბოლოო 

ფოომულებს: 

თ' 

მ. აევასფეე- (0=# <1) (19.11.4) 

# ა)! + 2) L +) 

უქეე=>-. 
ჩი+§-= 8 ჩ (1=5=/1!) (19.11.5) 

თ ფო ”! თ § 

ა0+92 (<) 
ალბათობა იმისა, რომ განაცხადი დატოვებს, მოუმსახურებლად სისტე- 
მას, ტოლია ჩ.-ს, ალბათობის, რომ რიგში უკვე დგას I. განაც- 

ხადი. არ არის ძნელი შევნიშნოთ, რომ ფორმულები (19.11.4) და (19. 

11.5) მიიღება ფორმულებიდან (19.10.11), (19.10.12), თუ მათში და- 

ვუშვებთ ჩ=0 და §-ის აჯამვას შევხღუდავთ ზედა »! საზღვრით. 

მაგალითი ავტომანქანების მიმდინარე რემონტის სადგურში შემოდის 

განაცხადთა უმარტივესი ნაკადი სიმკვრივით #=20,5 (მანქ. საათში). გვაქვს შეკეთები- 

სათვის ერთი შენობა. სადგურის ეზოში ერთდროულად შეიძლება იყოს რიგის მოლო– 

დინმი არაუმეტყჟს 3 მანქანისა. ერთი მანქანის რემონტის სამუალო დრო /I/ მ..მს= 

1 
= ფო =2 (საათი). განვსაზღვროთ: ა) სისტემის გამტარუნარიანობა; ბ) სადგურის 

მ ოცღენის საშუალო დრო; გ) განვსაზღვროთ რამდენად შეიცვლება ეს მახასიათებლები, 

თე აღეჭურვავთ მეორე შენობას სარემონტოდ. 

ამოხსნა. გვაქვს: #==0,5; II=0,5; თ=1; /I1=3. 
ა) ფორმულიდან (19:11,5), /=71 დაშვებით ვპოულობთ ალბათობას იმისას, რომ 

მოსელი განაცხადი დატოვებს სისტემას მოუმსახურებლად: 

1 
წე) ,= = -–--–-–-=-0,20, მოუმს. == #21+3 1+ 1-3 

სისტემის ფარდობითი გამტარუნარიანობა 0=1-/ჩმნოუმ= 0,80 

აბსოლუტური გამტარუნარიანობა: (0=7#ძ=0,4 (მანქანა საათში), 

ბ) დროის საშუალო წილი, რომლის განმავლობაში სისტემა მოცდება, მოვნახოთ 

1 
ფორმელით (19.11.4): იი ფ< =0,20. LC 

616



გა #=2 დაშვებით, ვპოულობთ: 

16 

  

ჩმოუმ == მაკვ== 

1+1+-+ + “+ + + +“ 
2 4 გ ' 16 

ძლ1-ჩმიუბ 20.979 (ე. დაკმაყოფილებული იქნება ყველა განაცხადის 

დაახლოებით 98%). 

06=7,020,49 (მანქანა საათში) 

16 
მოცდენის ფარდობითი ღრო: #ა= +» ლ 0.34 

ე. ი. მოწყობილობა მომცდარი იკნებ: მთელი დროის დაახლოებით 34%.



და ნართი 

განაწილების ნორმალური ფუნქციის მნიშვნელობანი 

ცხრილი M#1 

  

  

                  

+ _ 1. 
დ?(X) =– ––>> | რ 2 /V 

2 

-- დ 

ჯ დ7(X) ტ ჯ (05264) ტ ჯ «დთ%(X) რტ 

–90,00 | 0,5000 40 –=0,30 | 0,3821 38 --0,60 |0,27431| 24 
–0,01 4960 40 –-0,2! 3783 38 –-0,61 2709) 33 
–9,02 4920 420 –0,32 3745 38 –-0,62 2076) 33 
–-0,03 4880 40 –-0,233 3207 38 –-0,63 2643, 32 
–-0,04 4840 39 –-0,24 3669 37 | –0,64 26011, 33 
–-0,05 4801 შ0 –-0,35 3632 38 –-0,65 25781 32 
–2,06 476! 40 –0,36 3594 27 –-0,66 2546) 32 
–-0,07 4721 40 --0,37 3557 37 –0,67 2514) 31 
–-0,08 468) 40 –-0,38 3520 37 –-0,68 2483) 32 
–-0,09 4641 39 –-0,39 2483 37 –0,69 2451) 31 

494 

–0,10 | 0,4602 40 –0,40 | 0,23446 37 –0,70 | 0,2420| 3! 
–-0,11 4562 40 –-0,41 3409 37 | --0,71 2389| 21 
-–-0,12 4522 39 –0,42 1372 )| 36 –90,72 23258) 31 
-–-0,13 4483 40 –-0,43 32326 36 –-0,73 2227) 30 
- 0,14 4443 39 –-0,44 3200 36 –0,74 2297) 31 
–-0,15 4404 409 –-0,45 3264 36 –-0,75 2266| 230 
– 0,16 43641) 39 –0,46 3228 36 –0,76 2236) 30 
–0,17 4325 39 –-0,47 3192 36 --0,77 2206) 29 
–-0,18 4286 39 –-0,48 3156 35 –-0,.78 2177) 29 
–0,19 4227 | 49 –0,49 312! 26 –0,79 2148) 29 

–0,20 | 0.4207 39 –-0,50 | 0,3085 35 –0,80 |0,21)9| 29 
–0,21 4168 39 –-0,5! 3050 35 –-90,81 2090) 29 
–-90,22 4129 39 –90,52 3015 34 –-0,82 2061| 28 
–-0,23 4090 38 –0,53 298L 35 –-0,83 20133) 28 
–-0,24 4052 ვი | --0,54 2946 34 –-0,84 2005) 28 
–-0,25 4013 39 –0,55 2912 35 –-0,85 1977) 28 
–-0,26 ე974 38 –0,56 2877 34 –-9,86 1949| 27 
–0,27 1936 39 –0,57 2843 33 –0,87 | ·1922!, 28 
–-0,28 3897 28 –0,58 2810 34 –-0,88 1894) 2 
-–-0,29 3859 18 | --0,59 2776 4%1 –0,89 1867) 26 
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გაგრძელება ცხრილი MX 1 

  

  

  

X დ”(X) რტ ჯ (4:1426 2) რტ) ჯ Cთ"(Xჯ) რტ 

–0,90 0,1841 27 –I1I,30 0,0968 17 –-1,70 |0,0446 1C 
–0,91 1814 26 –1,3) 0951 17 –1,71 0423 | 9 

–0,92 1768 26 –1,32 0954 16 –1,72 0427. 9 
–0,93 1762 26 –I,33 0918 17 –1.73 0418 5 
–-0,94 1736 25 --1,34 0901 16 +–.1,74 0409 8 

–-0,95 1711 26 –1,35 0885 16 –-1,75 0401 9 

–0,96 1685 25 – 1,3 0869 16 –I,76 0392 'ზ 

–0,97 1660 25 –I,37 0853 15 –1,77 C384 9 

–0,98 1635 24 –I,პ8 0838 15 –I,78 0375 8 

–0,99 1611 24 –1,39 0823 15 –1,79 0367 § 

–1,00 0,1587 24 –1),49 0,0808 15 –I1I1,80 |C,0359 8 
–-1,01 1563 24 –1.41 0793 15 –I,81 C351 7 
–1,02 1539 24 –1,42 0778 14 –1,82 344 §8 
–-1,03 1515 23 –1,43 0764 15 <= I,83 0336 7 

– 1.04 1492 23 –-I,44 0749 14 –1,84 0329 7 

–1,05 1469 23 –I,45 0735 14 –-1,85 C322 8 

–1,06 1446 23 –1,46 C721 13 –-1,86 0314 7 
–- 1,07. 1423 22 –I,47 07C8 14 –I,87 C307 6 

–1,08 1401 22 |. –1,48 0694 13 –1,88 0301 7 

–-I),09 1379 22 –I1I,49 0681 13 –1,§9 C294 6 

–1,1:0 0,1357 22 –I1I.50 0,0668 13 –1,90 |0,0256 7 
–-1,11 1335 21 –-1,51 0655 12 –- 1.91 028! 7 

–I,.,12 1314 22 –I,52 C643 13 –-1,92 C27“ 6 
–)1,13 1292 2) –I,53 062C 12 –1,9პ 0268 6 
–I,14 1271 20 –-1,54 ა618 12 – 1.94 0262 6 
–1,15 1251 21 · –-1.55 0606 12 –-1,95 C256 6 

–1,16 1230 20 –I1,56 6594 12 –!I,96 0250 6 

–I,17 1210 20 –1,57 0582 11 –),97 0244 5 

–1,18 1190 20 –1.58 0571 12 –1,98 0239 6 

–1,19 1170 19“ –-1,59 0559 11 –1,99 0233 5 

–1,20 0,115!) 20 –1,60 0,0548 11 –2,00 |0,0228 49 
–1,21 1131 19 –-I.61 0537 11 –2,10 0179 40 
–1,22 1112 19 –1,62 0526 19 –2,20 0)39 32 
–1,23 1093 18 –1.63 0516 11 –2,30 0107 25 

–-1,24 1075 19 –1,64 C5C05 19 –2.4ი 0C82 2ა 

–1,25 1056 18 –1,65 0495 10 –2,50 0062 15 
–-1,26 1038 18 –-1,66 0485 10 –2.60 0047 12 
–1.27 1020 17 –I,67 0475 19 –2,70 0035 9 

–1,28 1003 18 –1,68 0465 10 –- 2.80 C026 7 
–1,29 0985 17 –-1,69 0455 წ –2.99 0019 5                   
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გაგრძელება ცხრილი # 

  

  

ჯ (01769) ტ ჯ დაა) რ) ჯ დ") რტ 

_-3,0ი0 | 0,0014 4 0,30 | 0,6179 38 0,70 0,7580 31 
–3,10 0010 ვ 0,31 6217 18 0,7! 7611 31 
–-3,22 0307 2 0,32 6255 38 0,72 7642 21 
–-3,30 ეეე§ | 2 0.33 6293 | 38 0,73 7673 30 
–3,ყე 0სე3 1 0,34 633) 37 0,74 7703- 31 
–-3,5ე 02C2 | 0 0.35 6368 38 0,75 7734 30 
– 3.69 0002 1 0,36 6406 «VI 0,76 7764 30 
–-3,72 ე001 0 0.37 6443 37 0,77 7794 29 
–.3,8ე 0001 1 0.38 6480 37 0,78 7823 29 
–-3,90 C000 0,39 6517 L 37 0,79 7852 29... 

ე,600 | 0,5000 40 | 0,40 | 0,6554 37 0,80 0,7881 29 
0,01 | 5040 | 40 | 0,41 6591 37 0,8! 7910 29 
0,02 5080 40 .| 0,42 6628 36 0,გ2 ,| 7939 '| 28 
0,03 5120 40 | 0,43 6664 36 0,83 797 | 28 
0,04 5160 | 39 | 0,44 6700 | 36 0,84 7995 28 
0,05 5199 40 | 0,45 6736 | 36 0,85 8023 28 
0,06 521ი– | 40 | 0,46 6772 | 36 0,86 გ051 27 
0,907 5279 | 40 | 0,427) 6808 | 36 0,87 6078 28 
0,08 5319 40 | 0.48 6844 35 0,88 8106 27 
0,09 5359 ვძ | 0,49 6879 36 0,89. 8133 26 

9,10 | 0,5398 40 | 0,50 | 0,69)15 35 | 0,90 0,8159 27 
0,11 5438 | 49 |0,51 6950 | 35 0,9! 8186 26 
0,12 5478 39 | 0,52 6985 34 0,92 8212 26 
0,13 5517 4ტე | 0,53 7019 35 0,93 8238 26 
0,14 5557 ვი | 0,54 7054 34 0,94 8264 25 
0,15 5596 40 | 0,55 7088 35 0,95 8289 26 
0,16 5636 ე9 | 0,56 7123 34 0,995 8315 25 
0,17 5675 39 | ხ,57 7157 33 0,97 8340 -25 
0.18 5714 39 0,58 7190 34 0,98 8365 24 

ე0,19 5753 20 | 0,59 7224 <X%I 0,99 8389 24 

0,20 | 0,5793 ვი | 0,60-| 0,7257 34 1,00 0,8413 24 
0,21 5632 39 | 0,61 7291 ვვ 1,01 8437 24 
0,22 5%71 | 39 | 0,62 7324 ვ3 1,02 8461 24 
0,23 |“ 5910 38 | 0,63 7357 32 1,03 8485 23 
0,24 5948 39 | 0,64 7389 33! 1,04 8508 23 
0,25 5987 39 | 0,65 7428 32 1,05 8531 23 
0,26 6026 38 | 0,66 7454 | 32 1,06 8554 23 
0.27 6064 39 | 0,67 7486 31 1,07 8577 22 
0,28 6103 38 | 0,68 7517 32 1,08 8599 22 
0,29 6141 3ვ | 0,69 7549 |: 31 1,09 8621 22                     
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გაგრძელება ცხრილი M# 1. 

  

    

    

  

  

ჯ დ"(X) რ) ჯ ჯ" ით) ტ ჯ რდ“"(ჯ) ტ 

1,10 0,8643 22 | 1,50 | 0,9132 13 1,90 0,9713 | 6 
1,11 8665 2! | 1,51 9345 12 
1.12 8686 | 22 | 1,52| 9357 | 13 1,91 97109 | 7 
1,13 8708 21 | 1,53 9370 12 1,92 9726 | რ 
1,14 8729 20 | 1,54. 93გ2 12 - 
1.15 8749 | 21 | |, 55|V 9294) 12 | ''” 9732 | 6 
1,16 877C 20 | 1,56 9406 12 1,94 971გ | 6 
1,17 8790 20 | 1,57 9418 11 C 
1.18 6810 20 | 1,58 9429 12 1,9 მ744 | 6 
1,19 8832 19 1,59 944) 12 1,96 9750 6 

' 1,97 9756 | § 

1.20 0,8849 20 | 1,60 | 0,9452 11 1,98 9761 6 
1,21 8869 19 | I,61 9463 11 < 
1.22 8868 | 19 | 1,620) 9474 | 10 1,99 9767 
1,23 8907 18 | 1,623 9484 | .11 
1,24 8925 19 | 1,64 9495 10 0 22 |) 49 
1.25 8944 | 18 | 1.65) 9505 | 10 2,090 ) 9,97 
1,2 8962 -·, 18 | 1,66 9515 10 2,10 9821 40 
1,27 8960 17 1,67 9525 10 2,2ე 9861 32 

1,28 6997 18 | 1,68 9535 10 
1,29 9015 17 | 1,69 9545 9 2,3ა 9893 25 

2,40 9918 | 20 

2,50 9938 5 
1,30 0,9032 17 | 1,270 | 0,9554 10 , ს; 
1,31 9049 17 | 1,71 9564 9 2,60 9953 12 
1,32 9066 16 | 1,72 9573 9 27 C 
1,333 '9082 17 | 1,73 9582 9 „79 . 996 9 
1,34 9099 16 | 1,74 9591 8 2,80 9974. 7 
1,35 9115 16 | 1,75 9599 9 2.90 9 
1,36 9131) 16 | 1 76 9658 8 ' 998) 
1,37 9147 15 | 1,77 9616 9 
1/ 38 9162 15 1,78 9625 8 3.00 0.9986 

1,39 9177 15 | 1,79 9633 8 . ' – 4 
3,10 9990 გ 

3,20 9993 2 
1,40 0,9192 15 1,80 | 0,9541 8 20 9995 

1,41 ”9207 | 15 | 1.61 9549 | 7 3, 2 
1,42 9222 14 | 1,82 9656 8 3,40 9997 1 
1,43 9236 15 | 1,823 9664 7 ვ3.5ე 9998 
1,44 925) | 14 | 1,84 9671 | 7 , ა 
1,45 9265 14 | 1,85 9678 | 8 3,60 9998 1 
1,46 9279 13 1,86 9686 7 3.70 9999 

1,47 9292 | '4 | 1,87 9693 | 6 , 9 
1,48 9306 13 | 1,88 9699 | 7 3,80 9999 1 
1,49 9319 13 1,89 9706 7 3,90 1,0000                   
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2“ თ ფუნ.ციის მნიშენელიბები 

ცსროილი #2 

  

  

  

      

  

    
  

                  

დ» ჩ ჯ 2 + ბ) ჯ CX | ბ ჯ | 0» რ) | 
' 

"I I ' 

0,00 |1,000 | 10 I0,40 0,670 | 7 | 0,80 |0,449 | 4 ·I 3,00 | 0,050 5 
0,01 |0,999 | 10 ·0.41 |0,664 | 7 | 0,81 |0,445 | 5 || 3,10 | 0,045 4 

02) 980! 10 / 42 657 | 7 82 )| 440 | 4 || 3,20 4) 4 
01) 970 9 43 650 | 6 83 | 436 | 4 II 3,20 -87 4 
04) 961 19 44 644 |6 84 432 | 5 || 3,40 ვვ 3 
05) 951 9 45 638 | 7 65) 427 | 4 || 3,50 30 3 
06) 942| 10 46 631 | 6 86) 423 | 4 |I 3,60 27 2 
07) 932 9 47 625 | 6 87 | 419 | 4 || 3,720 25 3 
08) 923 9 48 619 | 6 88 | 415 | 4 II 3,80 22 2 
09| 914 9 49 613 | 7 89! 411 | 4 || 3,90 20 2 

ე,1ა |0,905 ი |L0,§0 |9,606 | 6 | 0,90 (0,407 | 4 | 4,090 | 0,0183 17 
11) 890!) 9 51 600) 5) 01) 403 | 4 I 4,10| 166 16 
)2) 887 9 52 595 | 6 92 | 399 | 4 || 4,20 150 14 
13 | 878 9 53 589 | 6 93 | 395 | 4 || 4,230 136 13 
14 | 869 8 54 583 | 6 94) 391 | 4 |I 4,40 123 12 
15) 801| 9 55 527) 6) 95| 287 | 4 | 4,59| 111 10 
16) 852 8 56 571 | 6 96 3283 | 4 || 4,60 101 10 
17) §44| 9 57 5651 5) 97. 379 | 4 || 4,70 | 0,0091 9 
18) 835)! ც8 58 560 6) 98) 375 | 3 || 4,80 82 8 
191 82) 8 59 554 | 5) 99| 372 | 4 || 4,99 74 7 

6 5, 7 6 0,20 10,8I9)I 8 I|0.60 (0,549 | 6 | !;99 10,368 | 35| 5,090 |0,006 6 , 1,10| 333 | 211| 5,10 61 
21 811 8 61 543 | 5 5 1,20|) 302 | 29!| 5,20 55 
22, 803 8 62 538 | 5 5 1,10 | 273 | 26 || 5,30 50 
232) 299) 8 | 63 | 533| 5) ,'კი| 247 | 24| §,40 .. 
24 787 8 64 527 | 5 , , 4 1,50) 223 | 21|| 5,50 41 
25 779 8 65 522 | 5 4 1,60) 202 | 19|| 5,60 37 
26 771 8 66 5)7I| 5 3 1,70|) 183 | 18I|I 5,70 ვ3ვ 
27 | 763 7 67 512 | 5 3 1,80| 165 |15,| 5,80 30 28! 756) ზ 66 | 507 | 5) ,|”ი0 | 150 | 15) 5,90 27, 2 
279!) 748 7 69 502 | 5 | , 

0,30 (0,741) 8 |I0,70 (0,497 | 5 | 2,00 (0,135 | 13 || 6,00 | 0,0025 3 
31 733 7 71 492 | 5 | 2,109 122 | 11|| 6,10 22 
32) 726| 7 72 487 |-5 | 2,20| 111 | 11|| 6,20 20, 2 
33) 7)9| 7 73 482 | 5 | 2,30| 100 | 9| 6,30 18). 1 
34| 712) 7 74 477 | 5 | 2,40 (0,091 | 9|| 6,40 17, 2 
35) 705) 7 75 472 | 4 | 2,509| 82 | 8I|| 6,50 15 1 
36) 698 7 76 468 | 5 | 2,60! 74 7I| 6,60 14 
37) 691 7 77 463 | 5 | 2,20| 67 | 6) 6,70 12. 1 
38) 684! 7 78 458 | 4 | 2,80| 6) | 6) 6,890 1). 1 
39) 677| 7 79 | 454 | 5| 2,90| 55 | 5! 6,90 10| 1 

· 

| 0,40 | 0,670 კ0,§0 0,449 3,00 | 0,050 7,00'| 0,0009     
 



  

ცხრილი M 3 

  

  

  

  

  

ჯ“ 

I(X):= 1ა–2 ფუნქციის მნიშ ვნელობები 

V2»X 

XI 0 | 1 2 ვ 4 5 | 6 7 8.1 9 Xჯ 

0,0 0,3969! 3989 !| 3989 | 3988 | 3986 | 3984 | 3982 | 3980 | 3977 | 3973 – 
0,1), 3970 3965 | 3961 | 3956 | 3951 ! 3945 | 3939 | 3922 ; 3925 | 8918 !0,) 
0.2. 3910, 3902 .| 3894 | 3885 | 3876 | 3867 | 3857 | 3847 | 3836 | 3825 | 0,2, 
0,3 3814, 3802 | 3790 | 3778 | 3765 | 3752 | 3739 | 3726 | 3712 | 3696 |/0,ვ. 
0,4, 3683 | 3668 | 3653 | 3637 | 1621 | 3605 ! 3589 | 3572 | 3555 | 3538 '0,4 

0,5 3521|| 3503 | 3485 | 3467 | 3448 | 3429 | 3310 | 3391) | 3372 | 3352 6,5 
0,6 3332) 32312 |” 3292 | 327! | 325) | 3230 | 3209 | 2187 | 3166 | 3144 II0,6 
0,7 3123| 3|)01 | 3079 | 3056 | 3034 | 27011 | 2989 | 2956 | 2943 | 2920 |I0,6 
0,ზ 2997, 2874 | 2250 | 2827 | 2803 | 2780 | 2756 | 2732 | 2709 | 2685 :I0,8 
0,9 266!) 2627 | 2613 | 2589 | 2565 | 2541 | 2516 | 2492 | 2468 | 2444 |ICL,9 

1,0.0,2429,| 2396 | 2371 | 2347 | 2323 | 2299 | 2275 | 2251 | 2227 | 2203 II1,9 
1,1| 2179 | 2(55 | 2131 | 2107 | 2083 | 2059 | 2026 | 2012 | 1989 | 1965 II1.1 
1,2 1942! 1919 | 1895 | 1872 | 1849 | 1826 | 18C4 | 1781 | 1758 | 1726 1'1,2 
1,3, 1714! 169! | 1669 | 1647 | 1626 | 16:04 | 1582 | 156! | 1539 | 1518 |I1,3 
1,4, 1497) 1476 | 1456 | 1435 | 1415 | 1394 | 1374 | 1354 | 1334 | 1315 1,4 

1,5 1295) 1276 | 1257 | 1238 | 1219 | 1200 | 1182 | 1163 | 1145 | 1127 II1,5 
1,6 1109| 1092 | 1074 | 1057 | 1040 | 1023 | 10ე6 |“70989 | 0973 | 0957 !|1,6 
1,7, 9940 0925 | ი9ე9 | 0893 | 0878 | 0862 | 0648 | 0823 | 0818 | 0804 |!1,7 
118 0790) 0775 | 0761 | 0748 | 0734 | 1721 | 0707 | 0694 | 068! | 0669 ||1,8 
1,9 0656) 0644 | 0632 | 0620 | 0608 | 0596 | 0584 | 0573'| 0562 | 0551 |I1,9 

2,9,0,0540 | 0529 | 0519 | 0508 | 0498 | 0488 | 0478 | 0468 | 0459 | 0449 |I2,0 
2,1, 0440!! 0431 | 0422 | 0413 | 0404 | 0239%4 | 0388 | 0379 | 0371 | 0363 1I2,1 
2,2 0355)! 0347 | 0339 | 0332 | 0325 | 0317 | 0310 | 0303 | 0297 | 0290 ||2,2 
2,3, 0283| 0277 | 0220 | 0264 | 9258 | 0252 | 0246 | 0241 | 0235 | 0229 I|2.3 
2,4 0224|| 0219 | 0213 | 0208 | 5:20პ | 0198 | 0194 | C189 (| 0184 | 0180 ||I2,4 

2,5 0175! 0171 | 0167 | 0163 | 0158 | 0154 | ე151) | 0147 | 0143 | 0139 II2,5 
2,6“ 0136|| 0122 | 0129 | 0126 | 0!22 | 0119 | 0116 | 0113 | 0110 | 0!07 2,6 
2,7 0104)| 0101 | 0099 | 0096 | 0093 | ელ91| | 0088 | 0086 | 0084 | 008) |I2,7 
2,8ზ 0079|| 0077 | 0075 | 0073 | 0071 | 0069 | ლ0ე067 | 0065 | 0063 | 0061 |I2,8 
2,ი 0060|| 0058 | 0056 | 0055 | 9553 | 0051 | C050 | 0048 | 0947 |! 0046 II2,9 

3,0:0,0044|| 0043 | 0042 | 0040 | 9239 | 0038 | 0037 | 2026 | 0025 | 0024 ||3,0 
3,1! 0033) 0032 | 0031 | 0030 | 0029 | 0028 | 0027 | 0026 | 0025 | 002§ II3,1 
3,2 0024)| 0023 | 0022 | 0022 | 9021 | 0020 | 0020 | 0019 | 0018 | 0018 I'3.2 
3,3, 0017) ი017 | 0016 | 0016 | 9%15 | 0015 | 0014 | 0013 | 0013 | 001. I13,3 
3,4!) 012 || 0012 | 0012 | 0011 | 9011 | 0010 | 0010 | 0010 | 0009 | 0209 ||3.4 

პ,5ა 0009,| 0008 | 0008 | 0008 | 9208 | 0007 | 0007 | 0007 | 0007 | X006 | 3,5 
3,ი 0006! 0006 | 0006 | 0005 | 0005 | 0005 | 0005 | 0005 | 0005 | 0004 (3.6 
3.7 0004| 0004 | 00ე4 | 0004 | 9904 | 0004 | 0003 | 0003 I 0003 | ი003 !:3.7 
პ,8 00024)) 0003 | 0003 | 0003 | 0003 | 0002 | 0002 | 0002 | 0002 | 0002 113.8 
3,9, 0002), C002 | 0002 | 0002 | 9902 | 0002 | 0002 | 0002 | 0001 | 0001 |I3,9 

XI. 0 1 2 ვ 4 5 6 7 8 9 ჯ 
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ცხრილი #5 

1-დან 100-მდე მთელი რიცხვების 2-ის ფუძით ლოგარითმების 

  

  

; I 

ჯ Iიყ X ჯ- I0C X ჯ Iხყ X 

1 0,C0000 786 5,16993 71 6,14975 
2 1,00600 37 5.20945 72 6,169-2 
ვ 1,58496 3გ 5,247723 73 6,18922 
4 2,9C000 3? 5,2654ი 4 6.22945 
5 2,32193 40 5,321“2 75 6,22Cჩ2 

6 2,59549” 41 5,35755 
7 2,=0735 42 5,35232 75 6,247-3 
გ 3,66029 43 5,4262“ 77 6,2667“> 
9 3,16993 44 5,45953 8 6,25540 
19 3,32193 45 5,49165 79 6.32575 

გი 6.32153 

11 3,45243 46 5,52356 
12 3,58496 47 5.55359 
13 3,70044 48 5,58596 გ1 6,33925 
14 3,60735 49 5,61471 82 6,35755 
15 3,96682 50 5,6438 XC) 6,37594 

16 4 ,6629ე 51 5,672#2 84 6,32232 
17 4,08745 52 5,765:45 §5 6,4C927 
18 4,16993 53 5,72772 
17 4,24723 5: 5,75559 86 6,452626 
20 4,321%-3 -55 5,781:36 გ7 6,445295 

21 4 ,395232 56 5,§0C725 88 6,45943 
22 4,452453 57 5,652:9 §9 6,47573 
23 4,52355 § 5,557?“ ა9 6,49155 
2: 4,58496 59 5,მ5205 
25 4,64335 60 5,906.9 91 6,5C772 

92 6,523“ 

26 4.70041 61 5,93074 93 6,53915 
27 4,75495: · 62 5,9532ე C7. 6.55257 
28 4,80735 (36) 5,97725 6,569” 
22 4,85728 64 6,62-:ე 
120 4,90559 65 6,C2237 

- C6 6,58495 

31 4,95420 66 6,C4439 97 6,5992>1 
32 5,0000ე 67 6,05622 92 6,61171 
33 5,04439 64 6,0874«5 99 6,62:36 
34 5.08745  · 69 6.10352 1გ8ე 6,652:525 
15 5,12928 7ა 6,12:25             
  

40. ე. ეენტცელი 625 

 



· /”) 

/ც-ს მნიშვნელობები, რომლებიც აკმაყოფილებენ 2 I 5ი_,(/)ძ/=ჩ 

0 

  

  

      
            

საზ 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 
)– 

1 0,158 0,325 0,510 0,727 |1.000| 1,376) 1,963 
2 142 289 445 617 |0,816| 1,091) 1,236 
3 137 277 424 584 765| 0,978) 1,250 
4 134 271 414 569 741| 941) 1,190 
5 132 267 408 559 727) 920| I,156 

6 131 265 404 553 718 906; 1,124 
7 130 263 402 549 711 896 1,1)19 
8 130 262 399 546 706) 889) 1,108 
9 129 261 398 543 7203) 883| 1,100 

10 129 260 397 542 700) 879) 1,093 

11 129 260 396 540 699|V 876) 1,088 
12 128 25? |, 395 539 695 ზ7ვ7პ| 1,083 
13 128 259 394 538 694 870 1,079 
14 128 258 393 537 6902) 868) 1,076. 
15 128 258 393 536 601) 866) 1,074 

16 128 258 392 535 6900 865) 1,071 
17 128 257 392 534 689, გხვ) 1,069 
18 127 257 392 534 68ზზ ვნტ2) 1,067 
19 127 257 391 533 688 861) 1,066 
20 127 257 391“ უვე 687 ვი0| 1,064 

21 127 257 391 532 6ზი ცილ) 1,063 
22 127 256 „390 532 68 5ვ) 1,061 
23 127 256 390 532 68% ც5აგ)| 1,058 
24 127 256 390 531 685|V ვ57| 1,059 
25 127 256 390 531 684) 856) 1,058 

26 127 256 390 531 681 ფ85| 1,058 
27 127 256 389 531 681) ვ355| 1,057 
28 127 256 389 530 6ზვს ფ8§ე| 1,055 
29 127 256 389 530 6მ3 გ85ლკ| 1,055 
30 127 256 389 530 6მ8ვს ვ3=კ| 1,055 

40 126 255 388 529 68111 ცვე1უ1| 1,050 
60 126 254 387 527 6791 ცფგკვ, 1;046 

120 126 254 186 526 077 35) 1,041 
. ი 0,126 -0,253 0,385 0,524 | 0,674| 0,642) 1,036, 
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