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გამხომი მოწყობილობების საშუალებით ინფორმაცია ობი- 
ექტის შესახეაბ გადაეწოდება მმართველი მოწყობილობის შე- 
სასვლელს. ახეთ სისტემებს უწოდებენ უკუკავშირიან სისტე- 
მებს, ანუ შეკხულ შეკრულ) სისტემებს. თუ ასეთი ინფო- 
რმაცა არ წოდება მმართველი მოწყო ყობილობი“ შესას- 
ვლელს, სისტემას უწოდებენ გახსნილ ისტემა. ობიექტის 

მდგომარეობა დროის ყოველ მომენტში ხასიათდება X...... ჯ 

ცვლადებით რომელსაც უწოდებენ მდგომარეობის კოორდინა- 
ტებს,ს მოხერხებულია ისინი ჩავთვაელით ? განზომილებიანი 

მდგომარეობის ვექტორის X= (X,.....X კოორდინატებად. 
გამზომი მოწყობილობა იძლევა ინფორმაციას ობიექტის მდგო- 
მარეობი“ შესახე თუ გაზომვის 2(), ვექტორის მიხედვით 

შეიძლება მოიძებნოს XC) მდგომარეობის ყველა მნიშვნელო–- 

ბები მაშინ სისტემა იქნება მთლიანად დაკვირვებადი თუ 

მდგომარეობის” რომელიღაც ნაწილის X,0(() აღდგენა არ



ხდებ 2() გაზომეის შედეგად, სისტემა არის არასრულად 

დაკვირვებადი მმართველი მოწყობილობა გამოიმუშავებს მმარ- 
თველ ზემოქმედებებს“ II((/). ასეთი მმართველი ზემოქმედებები 

შეიძლება იყოს რამდენიმე ამიტომ იგულისხმება რომ «XV(/) 

არს ” განზომილებიანი M(/) = LV, (I) მათთა M7, „(/)) ვექტორი. 

მმართველი მოწყობილიბის შესასვლელზე მიეწოდება X» და- 
ვალება რომელიც შეიცავს ინფორმაციას იმის ”შესახებს თუ 
როგორი უნდა იყოს ობიექტის ი მდგომარეობა-ეგრეთწოდებუ- 
ლი ობიექტის "სასურველი" მდგომარეობა. 

მართვის ობიექტხე მოქმედებს “შემშფოთი ზემოქმედება 

MC), რომელიცკ წარმოადგენს დატვირთეა, ან ხმაურს. 

ობიექტის კოორდინატები გაზომვა შემთხვევიითი V() დცდო- 
მილებით ხდება გამზომი მოწყობილობების საშუალებით, 
რომელსაც უწოდებენ გაზომვის ხმაურს. 

მმართველი მოწყობილობის ამოცანაა ისეთი #/(() მმარ- 

რა ზემოქმედების გამომუშავება რომ ავტომატური სის- 
ფუნქციონირება მთლიანობაში იყოს საუკეთესო, გარ- 

სრბითი აზრით. 
დამატებითი სიძნელეები ტექნიკური ამოცანების გადაწყვე- 

ტისას, წარმოიშობა როდესაც მართვის ფუნქციებზე დადე- 
ბული შეზღუდეები-ი რეალური ამოცანების გადაწყვეტისას ეს 
სავსებბთ კანონზომიერი. არ შეიძლება ფიზიკური სიდიდე- 
ების უსასრულოდ. ცვლილება. 

განვიხილოთ ოპტი მალური მართვის ამოცანისს საკითხის 
მათემატიკური ფორმულირება დაუშვათ რომ ობიექტი აღი- 

წერება შემდეგი ვექტორული დიფერენციალური განტოლებით 

-%-/CM · (7.1) 

X – IM -განზომილებიანი მდგომარეობის ვექტორია. 
V – I -განზომილებიანი მართვის ვექტორია. 

#(X,I)-”- განზომილებიანი ტორია. გ ლე ვე 
V -მართვის ფუნქციაზე დადებულია შეზლუდვები. ვუშვებთ, 

რომ მართვის მნიშვნელობები ეკუთვნის რომელიღაკ შეკ- 

რულ სხ არეს ეი. VCCV დროის ნებისმიერ მომენტში. 
მაგალითად თუ მართვის ვექტორი აკმაყოფილებს უტოლო- 
ბებს 
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–1<V, <1 ც=172....ი. . (7.2) 
მაშინ მართვს ”/” არე წარმოადგენს 7 -განზომილებიან 

კუზს. 
ვუწოდოთ დასაშვბი მართვა ისეთ უბან-უბან უწყვეტ 

I) ლფუნჭციას, რომლის მნიშვნელობები დროის ყოველ 

მომენტში ეკუთვნიან მართვის თV არსს და შეიძლება 
ჰქონდეთ პირგელი რიგის წყვეტები. 

ისმის კითხვ: რატომ არ შეიძლება შევიზღუდოთ უწ- 
ყეტი ფუნქციებით შემდეგში ჩვენ ვნახავთ, რომ ოპტიმა- 
ლური მართვის უმარტივეს შემთხვევებშიც კი ამონახსსნი 

შეიძლება მივიღოთ უბან-უბან უწყეტი მართვებით /(X,X) 
ფუნქცია უნდა იყოს უწყვეტი თავისს არგუმენტების მიმართ 

დღა უნდა ჰქონდეს უწყეტი წარმოებულები», (1 =1,2....ი) 

ცვლადების მიმართ. 
მართვის პროცესის თვისობრიობა ხასიათდება კრიტერი- 

უმით, ანუ აირჩევა ფუნქციონალი 

! 

ICX,I/) = I#C, აძ! (7.3) 
”ი 

#CX,V)-უწყეტი ფუნქცია და აქს უწყუეტი კერძო 
წარმოებულები X»;, 0 =1,2...ი) (ვლადების მიმართ. 

ოპტიმალური მართვის ძირითადი ამოცანა შეიძლება 
შემდეგნაირად ჩამოყალიბდე: » ფაზურ სივრცემი მოცემუ- 

ლია ობიექტის საწყისი X) და საბოლოო ჯ! მნიშვნელო– 

ბები ყველა დასაშვებ 1((/) მართვებსს შორის, რომელთათვის 

(71) სისტემის ტრაექტორია გადის საწყის და საბოლოო 
მდგომარეობებზზე (თუ ასეთი მართვები არსებობენ) აუცი- 
ლებელია შეირჩეს ისეთი,ი რომლისთვისაც ფუნქციონალი 

I 

ICC) = | #(CX,)ძ! (7.4) 
75 

იღებს მინიმალურ მნიშვნელობას, აქ XC/)-არის (7.1) გან- 

ტოლების ამონახსნი საწყისი X(C/-)=Xა პირობით და შესა- 
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ბამსი ?/(/)მართვით /,-არის დროის მომენტიყ რომლის- 

თვისაც XC/,) = X,. 
ოპტიმალური მართვის ერთ-ერთი ძირითადი ამოცანაა 

ოპტიმალური რეგულატორის სინთეზის ამოცანა ე.ი. V# 
ოპტიმალური მართვის“ განსახღვრა როგორც ფუნქცია 2 
დაკვირვებისა, ან როგორც ფუნქცია ობიექტის ჯ 
მდგომარეობის ვექტორისა. 

იმის მიხედვით თუ როგორია M#L(CX,7I) ინტეგრალქვეშა 

გამოსახულება შეიძლება მივიღოთ ოპტიმიზაციის სხვადასხვა 
კრიტერიუმები რომლებიც გამოიყენებიან ოპტიმალური ავ- 
ტომატური სისტემების პროექტირებისას. 

ერთ-ერთი ყველაზე გავრცელებული კრიტერიუმია მართვის 

ობიექტის X9 საწყისი მდგომარეობილან X, საბოლოო 

მდგომარეობაში გარდამავალი პროცესის დროის ოპტი- 
მიზაცი.ა ეს კრიტერიუმი (7.33) ფუნქციონალის კერჰშო შემ- 
თხვევა,ა როდესაც #V(X,I/)=1,, მაშინ 

I(X,M)= |I%=6ი –M (7.4) 

ფართო გავრცელება ჰპოვა ე.თწ. "კვადრატულმა" კრიტერი- 
უმმა რომელიც შემდეგნაირად ჩაიწერება 

I, 

I(CC„V) = I(X” CCI)X + ს” LI)V)ძ/ + X CV )C,),. (7.5) 
ჩი 

სადაც CX/),I(/), » -სიმეტრიული მატრიცებია შესაბამისად 

(#9 X »)), (L X 1), (0X ი) განზომილები, 7?'-ტრანსპონირების ოპე- 
რაცია, აღნიშნული მატრიცების ელემენტების შერჩევა გან- 
საზღვრას ავტომატური მართვის სისტემის თვისობრიობის 
ისეთ ტექნიკურ მაჩვენებლებს როგორიცაა გადარეგულირება, 
გარდამავალი პროცესის დრო და ასე შემდეგ. კვადრატული 
კრიტერიუმი საშუალებით შეიძლება გადაწყდისს ოპტიმალური 
რეგულატორის სინთეზის ამოცანა. 

კიდევ ერთი ფუნქციონალი 
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ICX,V) = I». #8, IV,I ძ/, (7.6) 
(გ 7“! 

სადც  /#,>(/=1,2...) წონითი ფუნქციები, ითვალის- 

წინებს“ მართვაზე მუშა სხეულის ხარჯს. ამოცანებს როდე- 
საც (76) ფუნქციონალის მინიმიზაცია ხდება, წოდებენ 
საწვავის ხარჯის მართვის სისტემის ია იმიზაციის LM ცანებს. 
ასეთი ამოცანები წარმოიშობიან ოსმოსური აპარატების 
მართვისას, აფრენ აპარატებში საწვავის რაოდენობის ეკო- 
ნომიისას და ასე შემდეგ. 

ამა თუ იმ ს ქრიტერი ემის არჩევა ხდება ტექნიკური მახა- 
სიათებლების გათვალისწინებით დღა ძირითადად დამო”იდე- 
ბულია დამპროექტებლის გამოცდილებაზე. 

თავი მეშვი დე 

ვარიაციული აღრიცხვა 

§ 71 შესავალი 

გვარიაციულმა აღრიცხვამ განვითარება დაიწყო 1692 წლი- 
დან როდესაც ი. ბერნულიმ ჩამოაყალიბა ამოცანა ბრახის- 
ტოხრონი” შესახებ. 

ამოცანა ბრახისტოხრონზე 
სიტყა "ბრახისტოხრონი “შედგება ორი სიტყვისაგან” რო- 

მელთა თარგმანია "უმოკლესი" და "დრო". 
ეს ამოცანა 1696წ ი.ბარნულის გამოკვლევების შემდეგ 

იქცა ვარიაციული თეორემებს ჩამოყალიბების საფუძვლად. 

ვთქვათ ვერტიკალურ სიბრტფვში მოცემულია ორი 4 და 

8 წერტილი (ნახ.7.2ე, რომლებიც ერთ ვერტიკალხე არ 
მდებარეობენ. 
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ნახ..7.2 

ეს წერტილები შეიძლება შეერთდეს სხვადასხვა მრუდე- 

ბით (მათ შორის წრფით). დავუშვათ რომ ” წერტილში 
მოთავსებუ ია მასის მატერიალური წერტილი, რომე- 
ლიც სიმძიმის ძალის მოქმედებით შეიძლება სხვადასხვა 
მრუდეებით "დაგორდეს წერტილიდან წერტილ- 
ში გეომეტრიული მოცან“ ბრასისტოხრონის შესახე ბ მდგო– 
მარეოსს„ ისეთი მრუდის მოძებნში (თუ ის არსებობს), 

რომე: ლზე მარერიალუიი ერტილი მიაღწეს .8 წერ- 
ტიღს უმოკლ ამ მრუდს უწოდებენ ბრახისტოხს- 

ეი ცანის მათემატიკური ფორმულირებისათვის შემოვიტა- 
ნოთ სწორკუთწა კოორდინატთა სისტემა მისი სათავე მო- 
ვათასოთ #4 წერტილში ორდინატთა ღერძი მიმართულია 
ვერტიკალურად ქვევით აღვნიშმნოთ 8 წერტილის კოორ- 
დინატები (X,7). ამოცანის პირობის თანახხსად მატერიალუ- 

რი წერტილი იწყებს მოძრაობას „(0,0 წერტილიდან საწ- 
ყისი სიჩქარის გარეშე ამიტომ ენერგიის შენახვის კანონის 
თანახმად 

»V·- –“ =ჯთ), 

სადა, V -სიჩქარე,< -მატერიაილური წერტილის კოორდ- 

ინატი,ა #« -თავისუფალი ვარდნის აჩქარებაა 

V = „თ თ. 
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»ჯ=X#C) ის მრუდია რომელზეც მოძრაობს მატერიალუ- 

რი წერტ ილ ენიშნოთ გავლილი მანძილი, I -დრო, 
მაშინ მენეიში ლია ჩავწერო დ 

„- 4 _ I1+# % 
(ი მ! 

მაშასადამე, 

ძI| = V+»” % = V+»” « 

V /2ფ' ' 

ინტეგრირების შემდეგ მივიღებთ 

7'= IV =- 1 /VI+C>«X. 

0 29 
სადაკ ” ის დროა როდღესს მატერიალური წერტილი 

მოძრაოს 1 =)(X)„ გასწვრივ: (0<X<») 4 წერტილიდან 

8 წერტილში 1! არის ფუნქციონალი რომელიც განსაზ- 

ღვრულია X= MX) სახს მრუდეების სიმრავლეზე აკმაყო–- 
ფილებს სასაზღვრო პირობებს 

XC0)=0, V(CX) =7. 
პირველი ვარიაცკიული ამოცანები გვხვდება ლეგენდებში 

დიდონასს შესახე· მოგაგონებთ მას, ის მოცემულია რო- 
მაელი პოეტის ვერგილიუსის პოემაში "ენეიდა“. 

ფინიკის დედოფალი დიდონა და მასთან ერთად ქალაქ 
ტირს მცხოვრებთა მცირე ჯგუფი რომლებიც გაექცნენ 
ტირანს-დიდონას ძმა, დატოვეის მშობლიური ქალაქი და 
ბედნიერების საძიებლად ეწვივნენ აფრიკის ერთ-ერთ რაიონს 
(კარძოდ ტუნისის ყურეს) დიდონამ და მისმა თანმხლებლებ– 

მა გადაწყვიტეს აქ დაეარსებინათ დასახლება. ამას რასაკვირ– 
ველია ადგილობრივ მცხოვრებლებში დიდი ენთუზიაზმი: არ 
გამოუწვევია. დედოფალმა შესპლო დაერწმუნებინა ადგილობ- 
რივი ბელადი იარბა რომ მისთვის დაეთმო მიწის წა 
წილი, რომელსაც შემოწერს ხარის ტყავი. ბელადი _ ებ 
ვერ მიხვდა ფინ ს გრ ქალის ეშმაკობას. დიდონამ ხარის 
ტყავისაგან გააკეთა ძელი ქამარი შემოფარგლა დიდი ტე“ 
რიტორია და დაარ ქალაქკი კართაგენი. ყელაფერი ეს 
ხდებოდა 825 წ. ჩენს წელთაღრიცხვამდე. 
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ანალიზის შემდეგ ისმება ოპტიმიზაციის ორი ამოცანა 
) დიდონას პირველი ამოცანა. 
ყელა „» სიგრძი რკალებს შორის, რომელსაც შეიცავს 

ქვესიბრტე, შეზღუდული ! წრფით და /4,8CI ბოლო- 

ებით ვიპოვოთ ისეთი„ რომელიც IL 48) მონაკვეთთან ერ- 

თად „ემოზღუდავს ჭ§ მაქსიმალური ფართის ფიგურას 
(ნახ.7.3. 

_– – 

ნახ.7.3 

2 დიდონას მეორე ამოცანა 
ქვესიბრტყეში მდებარე ყველა სიგრძის რკალებს შო- 

რი შეზღუდული 1 წრფით და 4,882! მოცემული 

ბოლოებით, ვიპოვოთ ისეთი რომელიც I| 48) მონაკვეთთან 

ერთად შემოზღუდავს მაქსიმალური ფართის ფიგურას. 
(ნახ.7.4) 

გ 
: > , )' 

” 1 
ზ -. .72»Xჯ» 

ნახ.7.4 

1714 წელს ფრანგმა მეცნიერმა პიერ ლუი მორო დე 
მოპერტუიმ წამოაყენა პრინციპი რომელიც ცნობილი გახდა 
როგორც უმცირესი მოქმედების პრინციპი 1742 წელს მო- 
პერტუიმ გამოაქვეყცა შრომა, "მოძრაობის და უძრაობი“ კა- 
ნონები, გამოჯცანილი მეტაფიზიკური პრინციპიდან". ეს მეტა- 
ფიზიკური პრინციპი დაყარებულია მოსაზრებებზე,ე რომ ბუ- 
ნება ყოველთვის მოქმედებს“ უდიდესი ეკონომიით ამ დებუ- 
ლებიდან გამომდინარე მოპერტუიმ გააკეთა შემდეგი დასკვნა: 

თუ ბუნებაში ხდება გარკვული (კვლილებები, მაშინ სრული 
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მოქმედება რომელიც აუცილებელია ამ ც ლილების განსა–- 
ხორციელებლად უნდა იყოს მინიმალურად შესაძ ძლებელი. 

პარალელურად და დამოუკიდებლად 1744 წელს ლეონარდ 
ეილერმა გამოაქვეცყა მკაცრი მტკიცება იმისა რომ უმცი- 
რესი მოქმედების პრინციპი ეიძლება გამოყენებული იყოს 
კონსერვატორული ძალების ველში მატერიალური წერტილის 
მოძრაობის აღსაწერად ისეთის,ი მაგალითად როგორიცაა 
პლანეტებს მოძრაობა მზის გარშემო ეილერმა აგრეთვე 
წარმოადგინა ჰიპოთეზა რომ ყველა მოვლენისათვის” სამყა- 
როში შეიძლება ვიპოვოთ თავისი მაქსიმუმის და მინიმუმის 
წესი რომელსაც ის ექვემდებარება ეს შენიშვნა გამოჩნდა 
მისი სახე განთქმული შრომის დამატებაში 1743წ. "მრუდი 

წირების "მოძებნის მეთოდები რომლებიც ექვემდებარებიან 
მაქსიმუმის ან მინიმუმის თვისებებს“-ვარიაციული აღრიცხვის 
პირველ სახელმძღვანელოში როდესაც 1746 წელს მოპერტუ- 
იმ გამოაქვედა თავის ნაშრომი უმცირესი მოქმედების პრინ- 
ციპზე მან უკვე კარგად იცოდა ეილერის ”შედეგები, ვინა- 
იდან ისინი მოკლედ აღწერა თავის ნაშრომში, მაგრამ შემ- 
დეგ დაამატა "ეს შენიშვნები ჩემი პრინციპის ლამაზი გა- 
მოყენება პლანეტების მოძრაობის მიმართ", ამით მან სცადა 
დაემტკიცებინა თავისი პრიორიტეტი. 

ეილერმა უარი თქვა თავის პრიორიტედზე, რისთვისაც 
გაკრიტიკებული იყო ზოგიერთი მეცნიერებ ისტორიკოსის 
მიერ ჩვენ აღარ "”შევუდგებით დაწვრილებით მსჯელობას იმ 
მწვაე კამათის შესახებ, რომელიც წარმოებდა უმცირესი 
მოქმედების პრინციპის აღმოჩენის პრიორიტეტხი შესახებ. 
(პრეტენზიებსს აცხადებდნენ აგრეთვე კიონიგი და ლეიბნიცი). 

მოპერტუიმ თავისი პრინციპი ააგო ღმერთის სრულყოფი- 
ლებაზე. აპრობაცია გააკეთა ძალიან მცირე მაგალითებზე, 
ხოლო ზოგიერთი ბოლომდე არ იქნა გამოკვლეული. აღმოჩ- 
ნდა რომ უმცირესი მოქმედების პრინციპი ყოველთვის არ 

არის სწორი. 
განვიხილოთ მაგალითი, რომელ მოიყვანა მოპერტუიმ- 

–სინათთლის არეკვლა აქ უმცირესი მოქ სედების პრინციპს 
მივყევართ. დასკვნამდე, რომ სინათლის სხივი "ამოირჩევს" 

შესძლო მარშრუტებიდან-წყაროდან მიმღებაზდე იმ 
მარშ4 ი რშრუტს, რომელსაც სჭირდება უმცირესი დრო. (ეს არის 
ფერმას პრინციპი. თუ სინათლე ვრცელდება ერთგვაროვან 
გარემოში მაშინ მინიმუმის პრინცის მივყევართ მარტივ 
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სთან” სინათლის სხივი ვრ ბა მოკლესი მანძილით, 
აა რიის შეაერთებს წყაროს და მიმღებს ალე = 

განვიხილოთ ერთგვაროვან გარემოში მოთავსებული სფე- 
რული სარ გ ყარო ა 7” მიმღები არიან სიმეტრი- 

ულად განლაგებული სფეროს ცენტრში გამავალი 2 წრფის 
მიმრთ. ა წყაროდან გამოშვებული »25#M7”' სხივის ტრა- 
ექტორია ხასიათდება M წერტილში არეკვლის ტრაექტო- 

რია ხასიათდება MM წერტილში არეკვლის სარკით და და- 
ჭერს 1 მიმღებით უნდა გამოვიყენოთ ნობილი წესი: 
დაცემის კუთხე ოლია არეკვლის კუთხისა. (ნახ.7.5–ზე) 
მოცემულია ორი იტუაცია: ამოზნექ ქილი სარკე (ნახ.7.5.ა) 

ღა ჩაზნექილი სარკე (ნახ.7.5აბ. ორივე შემთხვეაში #M7/ 

წერტილი წარმოადგენს სარკის და ! წრფის გადაკვეთის 
წერტილს გავატაროთ ”M წერტილზე ელიფსი ფოკუსებით 

ბ და 7 წერტილებში თუ #/–-არის ელიფსი” გარეთ 

მდებარე მნებისმიირი წერტილი. Mე-მი შიგნით, ხოლო 

M-ზედ ელიფსზ,ი ა და / ფოკუსებია, მაშინ 

IM,5| + | M,?| = |M5| + | MX) > |IM,:5 + | M-7I. 
აქედან გამომდინარეობს, რომ ამოზნექილი სარკის შემ- 

თხვევაში ქტორის აქს უმცირესი სიგრძე, 
ხოლო საზნექელი სქროს ეს ყოველთვის ასე არ არის 
(ნახ.7.5ბ) 4545 წყარო და 7, მიმღები სიმეტრიულებია 
სფეროს ცენტრის მიმართ როგორც ჩანს ნებისმიერი გზა 

5M,.1, მოკლეა ვიდრე M, –> M, გხა. 

ა) ბ) 
ნახ.7.5 
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ამრიგად ბუნების მოქმედება (მინიმლური თუ მაქსიმა- 
ლური) დამოკიდებულია სარკის ფორმაზე. ბევრმა მეცნიერმა 
აჩვენ,“ რომ მოპერტუის პრინციბი არის არაკორექტულად 
ფორმულირებული. მიუხედაად ამისა ბუნების მოვლენების 
ოპტიმალობასს დიდი ადგილი უკავია ფიზიკამი ამ იდეამ 
ჩამოაყაელიბა ვარიაცკიული აღრიცხვა რომლის ფუძემდებლად 
ითვლებიან „აგრანჟი და სამი შვეიცარიელი მათემატიკოსი 
ბაზელიდან: იოჰან და იაკობ ბერნულები და იოჰან 
ბერნულის მოორაობს ეილერი. 

§ 72 ვარიაციული აღრიცხვის ძირითადი ცნებები 

ვარიაციული აღრიცხვის ძირითადი ამოცანაა იმ ფუნქცი- 
ების მოძებნა რომლებიც მიანიჭებნნ ზოგიერთ სიდიდეებს 
ექსტრემუმ” (მაქსიმუმს) დამოკიდებულს ამ ფუნქციებზე. (61, 
Iს2ს (25, (45, |50,) |66,) (93) (104). 

ვთქვათ მოცემულია ” კლასის X(X) ფუნქციები თუ 
ყოველ ფუნქციას რომელიმე კანონით შეესაბამება გარკვეული 

I რიცხვი მაშინ ამბობენ რომ VM„ კლასში განსაზღვრუ- 
ლია ფუნქციონალი. ფუნქციონალი შეიძლება განვიხილოთ, 
როგორც ფუნქციის განზოგადღებული ცნება მასში ფუნქცია 
ას ს სრულებს დამოუკიდებელი ცვლადის როლს. ფუნქციონალი 
აღინიშნება კვადრატული ფრჩხილებით, ან ერთი ასოთი არ- 
გუმენტის გარეშე. მაგალითად 

I=1(XC))= |Vი« ; (7.1) 

' 23! 

1) თა“ ი6- 5-. => · 

1 1 

1 1. Mძი _ _ 
3) XX)=--,I--)= სი =II0CX+11 =1ი2. 
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ყოველ ინტეგრირებად X(CX) ფუნქციას შეესაბამება რიცხვი. 

ფუნქციონალი შეიძლება იყოს მრუღის სიგრძე რანვიხი- 
ლოთ X0/ სიბრტყეში მრუღეები რომლებიც აერთებენ 

X=0:X7C=0 და X=IX»7=21 წერტილებს,ს დავუშვათ რომ 

ამ მრუდეების განტოლებები მოცემულია X= (XX) სახით. 

მაშინ მრუდის სიგრძის უსასრულოდ მცირე რძწ ელემენტი 
ტოლია 

ძა = „Iძ»? +ძ/? =-/1+ X?თ, (7.2) 
ხოლო მრუღის სიგრძპაე ტოლია ინტეგრალის 

1 

§= |./1+X?ძი. (7.3) 
0 

აქ ფუნქციონალი დამოკიდებულია არამარტო ჰI#V(X) ფუნ- 

ქციაზე არამედ მის XCX) წარმოებულზეც. 

ფუნქციონალის უფრო განზოგადებული სახეა გამოსახუ- 
ლება 

ხ 

1= IM X:X») , (7.4) 

შემდეგში ჩვე განვიხილავთ ძირითადად (7.41) ტიპის 

ფუნქციონალს. 

ისმებს ამოცანა მოიძებნოს X(CX) ფუნჭცია რომლისთვი– 
საც (7.4) ” ეგრალს. აქს ექსტრემლური მნიშვნელობა 
(მაქსიმუმი ან ინიმუ 

ყველაზე შენებრ! რომ მოვძებნოთ ექსტრემუმი უწყვე- 
ტი ფუნქციებს კლასში ამ ფუნქციების კლასს მიეკუთვნე- 
ბიან  ფუნქციებ ბი რომელთაც არა აქვთ წყვეტა, დორედ 
ადაღი ანა ერთი მნიშვნელობიდან მეორეში (76ნ ნახაზზე) 

ოცემული უწყვეტი ფუნქციის სახე. 
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ნახ.7.8 · ნახ.7.9 

(ნახ.7.7) მოცემულია რეეს) გრომლებსა აქვთ წყვე- 
ები ან უსასრულო მნიშევნელობ დესაც წყვეტის 

წერტილში ფ ფუნქციის | “წნიშვნე სარია ნვ მასრა უსასრულო- 
ბისაკენ ან კიდევ რულო მნიშვნელობები (ნახტომები). 

მიზანშეწონილია დან საში ფუნქციონალის ექსტრემუმი 
უფრო ვიწრო კლასის , საა ააანის არა Iს რტო უწყევეეტი, 
არამედ პირველი წარმოებულის მქონე ფუნქ ნციებშიც 

ასათ ფუნქციებს 'ემოდებენ, გლუვ ფუნქციებს 7.8). 
შეიძლება აგრეთვე გამოვიყენოთ უბან-უბან წერფიი ფუნ- 
ქციები (ნახ.ა 7.9. ძირითადად გამოვიყნებთ ბოლო ორი 
სახის ფუნქციებს. 

ფ ნქციონალ ლის ექსტრემუმის მოძებნისას ერთმანეთთან უნ- 
და შედარდეს ფუნქციონალის „მნიშვნელობები ორი "მახლო- 
ბელი" ფუნქციებ სათვის. დავაზუსტოთ ფუნქციის "მახ ობ- 
ლობა“. დავუშვათ რომ მოცემულია ორი ფუნქცია ესა- 

ბამისი განტოლებებით: 

»=XVXVC) V, =7,(X). (7.5) 
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ამ ფუნქციბს შორის მანმიძლი ვუწოდოთ სხვაობის 

მოდული! |”, (X) – (CX)| მაქსიმუმს.. 
ფუნქციონალი 

ხ 

1= |#(CX, #7) 0.6) 
დამოკიდებულია არამრტო ” ფუნქციაზე, არამედ მის 

XX) წარმოებულზეც ამიტომ ფუნქციონალის მნიშვნელო– 
ბები ფუნქციებისათვის, რომელთა შორის მანძილი მცირეა, 

(ნაკლებია ვიდრე ინასწარ მოცემული > რიცხვი) შეიძლე- 
ბა ძალიან განსხვავდებოდეს ს ერთმანეთისაგა. მოვიყვანოთ 
მაგალითი ავილოთ ფუნქციონალი 

1 = |»?(X)ი (7.7) 
0 

და განვიხლოთ ფუნქცია 

· (7.8) 1., 
»ჯ==–8§Iიჯ 

M 

რომლის მანძილი აბსცისთა ლღერძიდან (ეი. უ1/2=0) ტო- 

ლია V, და მიისწრაფის ნულისაკენ #8 -ის შეუზღუდავი 

ზრდისა. ფუნქციონალის მნიშვნელობა არის დამოკიდებული 

» -ზე და ტოლია #24 , ხოლო X=0 ფუნქციისათვის 

ფუნქციონალის მნიშვნელობა ნულის ტოლია. 
ამრიგად "მახლობელი" ფუნქციებისათვის ფუნქციონალის 

მნიშვნელობები მკვეთრად განსხვავდებიან ერთმანეთისაგან. 
უწოდოთ #”-ური რიგის მახლობელი ფუნქციები თუ 

სრულდება პირობები: 

I»,(X) – XCX)| < §, 

|”,(X) – XX) <5, 

IV,(M) – »"(X) <§,. 

(7.9) 
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მაშასადამე, ნულოვანი "მალობელი“ ფუნქციები არის 
"მახლლობლობა" ამ ფუნქციებს შორის, პირველი რიგის "მახ- 
ლობელი" ფუნქციებისათვის სამართლიანია 

I», CV) – XCX) < 6, 

IX, (X) – 7XCXII < წ. 
(7.10) 

ჩვენს განსახილველ მაგალითში 1, = 1 იჯ და XX=0, 
წ , 

ნულოვანი რიგის მანძილი მიისწრაფის ნულისაკენ როდესაც 

M –> თ, ხოლო პირველი რიგის მანძილისათვის 

MიმX| »,(X) – XXII = იიმX(C05/IX – 0 =1 (7.11) 

ნულისაკენ არ მიისწრაფის ამიტომ ფუნქციონალის მნიშ- 
ვნელობები სხვადასვა მრუდეებზე,ე იმყოფებია-ნ ერთმანეთის 
მიმრთ პირველი რიგის მახლობლობაში (77) ფუნქცი- 

ონალის მნიშვნელობები აგრეთვე იქნებიან მახლობლები. 
როდესაც საუბარია ფუნჭციონალის ექსტრემუმზე მახლო- 

ბელ ფუნქციეიბე უნდა ვიცოდეთ რომელი მახლობელი 
ფუნქციებისთვისაა ეს სამართლიან: ნულოვანი მახლობელი, 
თუ ” რიგის მახლობელი ფუნქციებისათვის. 

თუ 7IX(CX) ფუნქციონალი აღწევს მინიმუმს ან მაქსი- 

მუმს სხვა მრუდღებთან შედარებით I = /ა(X) მრუდზხე და 

სხვაობის მოდული IX(X) – # (X) არის მცირე სიდიდე, 

მაშინ ასეთ მინიმუმს ან მაქსიმუმს უწოდებენ ძლიერს. 

თუ ფუნქციონალი IIX(CX),) აღწევს X/ = 7ი(X) მრუდზე 
მინიმუმს ან მაქსიმუმს მხოლოდ იმ მრუდთან შედარებით, 

რომელიც ახლოსაა X = /-(X) ფუნქციასთან პირველი რიგის 
მახლობლობის მიხედვით, ე.დ. „უნდა გათვალისწინებული იყოს 
არი მარტო მახლობელი ფუნქციების ორდინატების მნიშ- 
ვნელობა, არამედ წარმოებულების მნიშვნელობაც. ასეთ 
მინიმუმს ან მაქსიმუმს უწოდებენ სუსტს. 

ცხადი, რომ თუ »ჯ=/ი(X)-ხე მიიღწევა ძლიერი 
მინიმუმი ან მაქსიმუმი მით უფრო მიიღწევა სუსტი ექ- 

სტრემუმ.ა თუ მრუდი მახლობელია 7 = #ა(X) მრუდის 
პირუელი რიგის მახლობლობით მაში ის მახლობელია 
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ნულოვანი რიგის მახლობლობითაც მაგრამ თუ პირიქითაა, 
ეს მსჯელობა იქნება არასწორი. 

ყველა 4 ფუნქციები შეიძლება განვიხილოთ როგორც 
ფუნქციონა ური სივრცის ელემენტები იგულისხმება რომ 
ეს სივრცეები ნორმირებულია, ე.ი. სივრცის ყველა » ელე- 

მენტს წშეესაბამებ არაუარყოფითი IXI რიცხვ,ი რომელსაც 

უწოდებენ ნორმას ამასთან სრულდება შემდეგი პირობები: 

IXI > 0, ამასთან I»XI =0 როდესა ცკ XX»/=0 

IVXI = V)IIXI, სადაკც რთ-არის რიცხვი. 

I», +X;| < IV, + |”, | სამკუთხედის უტოლობა. 
ფუნქციონალურ სივრცეში მანძძლლი )», და ჰ#/ე ელემ- 

ენტებს“ შორის განისაზღვრებს ტოლობით 

/XX»,,X»,) = I, – XXII (7.12) 
ჩვენ განვიხილავთ. შემდეგ ფუნქციონალურ სივრცეებს: 
ს 22 ფუნქციონალური სივრცე, რომელიც წარმოადგენს 

უწყვეტი ფუნქციების სიმრავლეს, განსაზღვრულს Iთ,ხI არე–- 

ში ნორმა ამ სივრცეში გამოითვლება ფორმულით 

= 1)მX I»CI XC. გე). (7.13) 

რდე თ ფუნქციონალური სივრცე, რომელიხსც შესდგება 

(მი,ხ)ს არეში უწყვეტი ფუნქციისაგნ და ამავე არეში აქეს 

უწყვეტი პირველი წარმოებული. 
ნორმას აქვს სახე 

II)მX |ჯ 
IXX)I, = ჯ«9 ე MX9I+ 20230 XXII 

ვ C ფუნქციონლური სივრც, რომელიც შესდგება 

(ი,ხს არეში უწყეტი თფუნქციებისაბგან და ამავე არეში 
ჩ რიგამდე უწყფეტი წარმოებულებისაგა. ნორმას” აქვს 
სახე 
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=%” ხიემX |, IXCX)I, 2. 1022) (»). (7.14) 

ადვილი შესაძლებელია რომ ნორმები CC;6, სივრცეებ- 

ში აკმაყოფილებენ ზემოთ ჩამოთვლილ სამ პირობას. 

შემოვიტანოთ ფუნქციონალის უწყეტობის ცნებაა 7,0) 

ფუნქციონალს უწოდებენ # წერტილში აუწყვეტს, თუ მნე- 
ბისმიირი 6§>0 რიცხვისათვის "შეიძლება მიუთითოთ ისეთი 

რიცვი 2(6,X)>0, რომ I»-X#I<” დროს სამართ- 

ლიანა პირობა IIც)1– II-I <§. II/ს) უწოდებენ უწ- 

ყეტს C არეში თუ უწყეტია არეს ყველა წერტილში. 
დავუშვათ # წრფივი ნორმირებული სივრცეა მასზე მო- 

ცემულია ILI7)) ფუნქციონალი ამ ფუნქციონალს უწოდებენ 
წრფივ, თუ სრულდება შემდეგი პირობები: 

ა) ფუნქციონალის განსაზღვრის არედან ნებისმირი 7, 

და ”» ფუნქციებისათვისს სრულდება 

#C/7, +7:) = /C(7,) + / CV). (7.15) 
ბ) ნებისმიერი » რიცხვისათვის სამართლიანია 

ICთ)) = თILCX) (7.16) 
ჩვენ ძირითადად გამოვიყენებთ უწფეტ წრფივგ ფეუნქციონა- 

ბს. 
“ე ს შმოვიტანოთ ფუნქციონაელს დიფერენცირებადობს და 

დიფერენციალის“ ლ(კვნებები. LL” ფუნქციონალს, განსაზ- 

ღვრულს წრფივ ნორმირებულ I! სივრცეში უწოდებენ 

დიფერენცირებადღს ჰე C ” წერტილში, თუ არსებობს წრფი- 

ვ ” ნაზრდის მიმართ თ, (7) ფუნქციონალი, მაშინ 

» ფუნქციის ნებისმიერი დასაშვები # C# ნაზრდისათვის 

ფუნქციონალს აქვს სახე: 

#76. 7) = II + MI -- ILX#ი | = დ,LX6ი,თ1) + თნ”, IM, 

ამასთან 
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11Iი თ607#,#M)=90. 
IMI–0 

ჩ ნაზრდის მიმართ წრფივ რთ,(7/:0,/) ფუნქციონალს უწო- 

დებენ II”) ფუნქციონალის დიფერენციალს, ან მის პირველ 
ვარიაციას პირველი ვარიაცია აღენიშნოთ 

თ,სM,ჩ1= 6/M) 
I) ფუნქციონალის არის დიფერენცი-რებდი # ფუნ- 

ქციონალური სივრცის რომელიღაც C არეში თუ დიფე- 
რენცირებადია ამ არს ყელა წერტილში ფუნქციონალურ 

ანალიზში დCდ,(X,) წრფივ ფუნქციონალს უწოდებენ ძლი- 
ერ დიფერენციალს (ფრეშეს დიფერენციალი, სუსტი დიფე- 
რენციალი (გატოს დიფერენციალი0) გამოითვლება შემდეგნა- 

ირად დავაფიქსიროთ ფუნქციბი XIა(X) და ”ი(X) XXX) 
ფუნქცია ჩავწეროთ შემდეგი სახით 

XX) = Xი(X) + /%(X) ) 
სადაც /-ნამდვილი „ვლადი. /#I”) დიფერენციალის სუსტი 

დიფერენცია-ლი ჯ წერტილში ეწოდება ზღვარს 
ძ . II/ე +IMე)– 1 ხIM,M)=“- Iს, +#%I =1 იე. “0 +რ%I- XI, ცკ, 

ძმ ე) (20 / 

თუ II/)I) ფუნქციონალს აქს XI: წერტილში ძლიერი დი- 
ფერენციალი, მაშინ მას აქვს სუსტიც, ამასთან ეს დიფე- 
რენციალებბი თანხვდებინ ერთმანეთს ძლიერი დიფერენცი- 

ის არსებობიდან გამომდინარეობს, რომ ალ ე დ გბ დ ე 

/ 1 L79,„/I) = 1 IL7ი +/Mი1– I (701) = 0IL/0/Mი + 0(MM%) = 

=/I(/ა,M1+ 0(/M), 
სადაც 

.· 02) 
IIი–ფუე =9, 
III. |2| 

მაშინ 
/61(7/ს;/M1+ 0(/M-) 

სIL»79-,M1= 1IIი 
(<0 I 

=6Iნ/.,Mაჰ, (7.18) 
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რაკ ამტკიცებს ჩვენს მსჯელობას, უნდა აღინიშნოს რომ 

თუ IL) 'ფუნქციონლი არის დიფერენცირებადი (აქვს 

ძლიერი დიფერენციალი) ყველა X/<-თვის რომელებიც ეკუთ- 

ვნინ C არეს, მაში IL/) = II# +IMს)ს ფუნქცია დიფე- 

რენცირებადია ! ყვლა მნიშვნელობისათვს რომლისთვისაც 

ი + /% CC, ამასთან 

XL(C0) = 0IILX#I-,#%I. 
სანამ განვიხილავდეთ რამდენიმე მაგალითს, გავიხსენოთ ზოგ- 
იერთი განსაღვრებები რომლებიც დაგვეხმარებიან მაგალითე- 
ბის ამოხსნაში. 

ყელა /(0) ზომადი ფუნქციებს კლასი რომელთათვის 

I/VX" (Cდ>0) ინტეგრებადია Iი,ხს მონაკვეთში აღვნიშნოთ 

ჯIიხ) თუ ცნობილია რომელ მონაკვეთში მიმდინარეობს 

ინტეგრირება გამოიყენება გამარტივებული აღნიშენა #” I 

მაგივრად გამოიყენებ. #. 

XCI() CL Iი,ხს ფუნქციათა კლასი შეიძლება ჩავთვალოთ 

წრფივ სივრცედ, თუ “შემოვიტანთ ნორმას 
ჩ I/ი 

M-MI- Xთ/+) 
სივრცეში ნორმას აქვს მარტივი ფიზიკური შინაარსი. 

მაგალითად თუ 7#=2, მაშინ ნორმა 

ხ 

IXI, = |XC0I « 
წარმოადგენ ენერგიას რომელიც გამოიყოფა წრედში დენის 

გავლისას ერთეულოვან წინააღმდეგობაზე. ჩ”=II შემთხვევაში 

ნორმა ' 
ხ 

IMI= IX 
ექვივალენტურია მუხტის,ი რომელიც გროვდება ერთეულო- 

ვან კონდენსატორზე, მასში დენის გავლისას #7 –> თ შემ- 
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თხვევაში მივიღებთ ჭზომადი ფუნქციების L” სივრცეს რო- 

მელთაგანაც თვითოეული შეზღუდულია. 

ზომადი ფუნქციის განსაზღვრა შეუღლებული და 
თვითშეუღლებული ოპერატორები 

თ წრფივი ნორმირებული სივრცე კრებადო-ბის 
თვალსაზრისით არის სრული. ნორმის მაშინ მას უწოდებენ 

ბანახს სივრცეს და აღნიშნავნ #8. 
ათ XX და ” აღნიშნაენ ორ ბანახს სივრცეს, 

შესაბა ისდ X» და 7 ელემენტებით თუ მოცემულია კა- 

ნონი რომლის მიხედვითაც თვითოეულ XCVV შეესაბამება 

რომელიღაც XX»#XC”" ელემენტი მაშინ ამბობენ” რომ X 

განსაზღდვრულია ოპერატორით ”= #-4%(X»X) ”" არსებობის 

არეთ. ” ოპერატორს რომლის არსებობის არეა რიცხვთა 
სიმრავლე (ეი. სივრცე-რიცხვითი წრფეა) უწოდებენ ფუნ- 
ქციონალს. 

ვთქვათ წრფივი 4 ოპერატორი მოქმედებს >» ნორმი- 

რებული სივრციდინ ” ნორმირებულ სივრცეში წრფივი 

ფუნქციონა-ლი ” სივრცეში აღვნიშნოთ / -ით. სხვანაირად 

რომ ვთქათ / წარმოადგენს »” “შეუღლებული სივრცის 

ელემენტს. ნებისმიირი XC»X” მივიღოთ MX) = / | 4()I. 

მიღებული ფუნქციონალი წარმოადგენს / ფუნქციონალის 

და 4 ოპერატორის ნამრავლს, ე.ი. # = /4. ვინაიდან 
წრფივია, ამიტომ 

I#I <I/ III. 
ეს იმას ნიშნავ, რომ ყოველ /# C! ფუნქციონალს შე- 

ესაბამეებ„ რომელიღაც #C» ფუნქციონა 4 თოპერა- 
ტორს რომელიც რეალიზაციას უკეთებს ამ დანაფარების 
უწოდებენ 4-ს მიმართ შეუღლებულ ოპერატორს. ამრიგად 

#M= #0). იგივეა რაც MX) = / (400), ან 4”(/) = /C4#). 
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ადვილი დასამტკიცებელი,ა რომ #'. არის წრფივი ოპერა- 

ტორი, ამასთან 'წII = | 4'| 

მაგალითისათვის ავიღოთ #” (9>)) სივრცეში ინტეგ- 
რალური ოპერატორი უწყვეტი ბირთვით 

1 

»= #(X) = IXM(/,<)X(2)ძX 
0 

მივიღოთ მხედველობაში„ რომ (/ C L”) = IV, ჩ'' + ყ =1 
წ 

#C»V)= |თიV)XV) დ CI ე.ი. გვექნება 
0 

7 7 7) 7 

#L4(X)1 = |დV) IMCI„>)XC>)ძ2I = | (თ იირ4« თ“: = 

1 

= IVC>)XC-)ძL 
0 

ამრიგად “შეუღლებული # ოპერატორი მიიღებს” სახეს 

L= 4L(/), 

4'(თ) =V(9) = |M'(+,/)დ()ძ = IM(>,/)დ(ე4/ 
ჰილბერტის სივრცეში ზოგადი ფუნქციონალი წარმოადგენს 

სკალარულ ნამრავლს #V(CX)=(X,V) (IL) = IV). ამრიგად, ჩვენ 

მივდივართ დასკვნამდე, რომ #4 და 4 ოპერატორები 
დაკავშირებული არიან ერთმანეთთან თანაფარდობით 

(.4(X),”/) = (X,4 (/)),. თუ #' = 4 მაშინ ამ ოპერატორს 
უწოდებენ თვითშეუღლებულ ოპრატორს. ზევით განხილული 
ინტეგრალური ოპერატორისათვის თვითშეუღლების პირობა 
შემდეგი სახით “შეიძლება წარმოვადგინოთ X(/,X) = X(?,!). 

თუ 4, 4“-თვითშეუღლებული ოპერატორებია, მაშინ თვითშე- 

უღლებულია ჯამიც 4,4, + 44, სადაც #,4ა “ნამდვილი 
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რიცხვები. თვითშეუღლებულია აგრეთვე ნამრავლებიც „4, 4 

დღა #44, თუ ეს ოპერატორები კომუტატიურია. 

წრფივი სივრცის კლასს რომელშიც განსახღლვრულია სკა- 
ლარული ნამრავლ,ი “უწოდებენ ჰილბერტის სივრცეს და 

აღნიშნავენ #/. 
ჰილბერტის სივრცე განისახლვრება შემდეგი აქსიომებით: 
ს Iს არის წრფივი სივრცე ე.ი. X,#C+X ") 
ა X+/=X+Xჯ. 

ბბ (X+X”»)+2=X+(#/+2). 

26 ელემენტებს ყოველ წყვლს X,/C" შეესაბამება 

(ზოგადად კომპლექსური) (X,7)) რიცხვი რომელსაც უწოდე- 
ბენ ამ ელემენტების სკალარულ ნამრავლს. ამასთან სრუ- 
ლდება შემდეგი პირობები: 

ა (X#,X)=(X,7)- 
(ხაზი ნიშნავს რიცხვის კომპლექსურად შეუღლებულს). 

ბბ (თ,,X, +Cთ;Xე,V/)= თ,(X,,წX)+ თ;(X;,) ე 
სადაც თ, და თე ნამდვილი ან კომპლექსური 

რიცხვებია » 
გ) (X,X)>20- 

დ) (X,X)=0ე როდესაც #X=07? 

ვ # სივრცე არის სრული. 
X და ”» ეექტორეს უწოდებეინ ორთოგონალურს თუ 

(X,7)=0. 

ს” სივრცის“ კონკრეტული მაგალითია C: სივრცე, სა- 

დაც X=(X,X..,ს X=(V/,X#.-.) ვექტორების სკალარულ 
ნამრავლს . აქვს . სახე 

(X,X») = 2,X,7, · 
L= 

მწკრივის კრებადობა გამომდინარეობს შვარცი უტოლო- 
ბიდან. 

მეორე მაგალითია II სივრცე თუ მივიღებთ მხედვე- 
ლობაში 
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Cთ)= წ(იწო« , 
შეიძლება. გაჩვენოთ,„დ რომ სკალარულ ნამრავლს აქვს 

თვისებები: 

ა) (თ»,თL) = |თ| (X,X); 

ბ L(X,»X<IXIII) IX+XI<IXI+IVI. 
მაგალითი 7.14 

დავუშვთ, რომ II”) არის ფუნქციონლი #>წი,ხ) 

მნიშვნელობით #-ში და გამოითვლება გამოსახულებით 
ხ 

II»1= |(X(X)1)ი VI» CL”(ი,ხ1 , 

მაში გვაქს, რომ MC C#”(ი,ხ). აე შემოვიტანოთ 

აღნიშვნები XX) = #/ი(X), 0=L სა = თ(X); 
წარმოვადგინოთ გატოს ინტეგრალი 

„ა = Iდ |2;/ + 0თIV- –>2ხ |»იCი 

და მაშასადამე 0/I/,დ) არის წრფივი და უწყეტი თ-ს 
მიმართ, ვინაიდან 

6I0დ1= |27თძ» =(2»,C) . 

მაშასადამე, I IX–)I)C2»”». აზ" გამოსახულებს «უწოდებენ 

II) ფუნქციონალის გრადიენტს. 

მაგალითი 7.2. 

ეხლა დაუშვათ რომ II) არის #IIი,ხ) ფუნქციონა- 

ლი V#-ში, განისაზღვრება ფორმულით 
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სხ 

ILV)= |»”ძX VX CIII8,ხ) „, 
აქ აღნიშვნები იგივე, რაც წინა მაგალითში ისევ 

გვექნება 
ა 

6ICV,დ) =2 | „იძ 
მივიღეთ წრფივი გამოსახულება თ მიმართ. 

ვინაიდან სკალარული ნამრავლი MI Iი,0ხ) განისაზღვრება 

ძ 
ფორმულით ()#,V)= I» + == 9. როგორც წინა მა- 

გალითში გრადიენტი არ არის 2»7/-ის ტოლი, ამიტომ დი- 

დი მნიშვნელობა აქს რომელ სივრცეშია აღებული ფუნ- 
ქციონალის მნიშვნელობა. 

ლაგრანჟის ზოგადი ამოცანა მაიერის და ბოლცის 
ამოცანები 

ვარიაციულ აღრიცხვაში არის სამი ძირითადი პრობლემა 

1 ლაგრანქის ამოცანა „· 
2. მაიერის ამოცანა · 
ვ. ბოლცის ამოცანა « 
განვიხილოთ ეს ამოცანები (კალცალკე. 

ლაგრანჟის ამოცანა. 
მოცემულია: 

1. “დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემა 

X, = /,(X,V,I), 1=1,2...ი. ა (7.19) 
ან ური ზოგად სახეში 

თ,(X,X,V,I)=0 , (7.20) 

სადაც X-M+II განზომილების ვექტორია 

M- +) განზომილების ვექტორია 
2. საწყისი პირობები 

X,(/ი) = 0, 1= 1,2...ი (7.21) 
ვ კრიტერიუმი 
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“ 

1= |”C>,VI) , (7.22) 
% 

სადც #”CL(X,V,,)/ არის თავსი არგუმენტის უწყვეტი 
ფუნქცია. 

საჭიროა ვიპოვოთ ის M(/) ფუნქცია ყველა IX), ფუნ- 

ქციბს შორის რომელიც ანიჭეს მინიმუმს #7 ფუნქცი- 
ონალს და აკმაყოფილებს (7.19)-7.2!) გამოსახულებებს. 

მაიე რის ამოცანა. 

მოცემულია: 
 ' დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემა (7.12) 
2 საწყისს პირობათა სისტემა (7.21) 
ვ. საბოლოო პირობათა სისტემა 

X,(/,)=ხ, ა (7.23) 

სადასკცკც / ეკუთვნის მთელ რიცხვთ. რომელიღაკც ქვე- 

სიმრავლეს 1,2...#; /„-წინასწარ არ არის მოცემული. 

ჭე კრიტერიუმი 

I= CCV,(/)/ (7.24) 

საჭიროა მოიძებნოს ყველა I(,) ფუნქციათა შორის, ის 

"(() ფუნქცია რომელიც მინიმიზაციას უკეთებს #, აკმა–- 

ყოფილებს პირობებს (7.19) (7.20) (7.23, განსაკუთრებული 
შემთხვევა როდესაც კრიტერიუმს აქვს სახე 

1= CC)V =/,-ჩ% · (7.25) 

ამოცანა დაღის იმ გარდაქმნებზ,ი რომლებიც საჭიროა 
უმოკლეს დროში საწყსი მდგომარეობის სასურველ სა- 

ბოლოო მდგომარეობამდე მიყვანისათვის. 
ამ ამოცანს ოპტიმალურ მართვაში უწოდებენ ამოცანას 

სწრაფმოქმედების შესახებ. 

ბოლცის ამოცანა. 

მოცემულია: 
1 (7.19) დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემა . 
2. (7.21) საწყის პირობათა სისტემა . 

35



ვ. (7.23) საბოლოო პირობათა სისტემა 
4 კრიტერიუმი 

I=C0(C»,V,I)I“ + (78 ",/)ძ/ (7.26) 

საჭიროა მოიძებნოს ყველა #7) ფუნქციათა შორის, ის 

I) ფუნქცია,ა რომელიც მინიმიზაციას “უკეთებს #-ს აკმა- 
ყოფილებს (7.19) (7.21) (7.23) პირობებს. 

როგორც ჩან ბოლცის ამოცანა უფრო ზოგადი ამო- 
ცანაა. შეიძლება შემოვიტანოთ დამხმარე ცვლადები რომლე- 
ბიც გარდაქმნინ ლანგრანქის ამოცანას ბოლცის ამოცანაში, 
ან მაიერის ამოცანაში და პირიქით ოპტიმალურ მართვაში 
არის ამოცანები რომლებიც პირველი შეხედვით თითქოს არ 
ეკუთვნიან ზემოთ ჩამოთვლილ ამოცანებს მაგრამ გარკვე- 
ული მათემატიკ„ური ხერხის გამოყენებისს შემდეგ პირველყო- 
ფილი ამოცანა შეიძლება დავიცანოთ ამ სამ ამოცანაზე. 
საილუსტრაციოდ განვიხილოთ შემდეგი მაგალითები. 

მაგა: ითი 7.3 

განვიხილოთ კრიტერიუმის მინიმიზაციის ამოცანა 

L= I”Vთ, X,#,I)ძ/ (7.27) 

Xჯ და X საბოლოო მნიშვნელობები მოცემულია. 
ინაიდან ინტეგრალქვე შ გ ხვდება “ეცნობი ფუნქციის. "მეორე 
წარმოებული, ამიტომ ის კონკრეტულად არ ანხვდება 

ემოთ ჩამოთვლილ ამოცანებს. მაგრამ ის "შეი ლება 
დავიყანოთ ლანგრანჟის ამოცანაზ,ი თუ შემოვიტანთ დამ- 

ხმარე ცვლადს )/ = X 
მაშინ (7.27) გამოსახულება მიიღებს სახეს 

I= (08 #X,,)« (7.28) 

ე.ი. ამოცანა დავიყვანეთ ლაგრანჟი ამოცანაზე. 

მაგალითი 7.4. 
(ლაგრანჟის ამოცანის დაყვანა მაიერის ამოცანაზე) 

განვხილოთ შემდეგი ფუნქციონალის მინიმიზაციის ამოცანა 
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I= I5თ X,I)ძ! (7.29) 

» საბოლოო მნიშვნელობები მოცემულია. 
(7.290 გამოსახულება დაიყვანება (7.22)-ზხე,ე თუ დავუშეებთ, 

რომ X#=”V/. ლაგრანჟქის ეს ამოცანა დაიყვანება მაიერის 

ამოცანაზე,ე თუ შემოვიტანთ დამხმარე ცვლადს X,,, 

X..(/) = ”/(X,X,!) (7.30) 
სადაც X-არის ” განზომილებიანი ვექტორი. 

ამრიგად ამოცანა დაყვანილია შემდეგი გამოსახულების მი- 
ნიმიზაციაზე. 

“” 

1= IL (04 =X,,(ი“ (7.31) 
#0 

ეს არის მაიერის ტიპის ამოცანა. 

მაგალითი 7.5. (ამოცანა რომელიც შეიცავს უტოლობებს) 
განვიხილოთ შემდეგი კრიტერიუ შინ მინიმიზაცია 

I= ჩის ნი« (7.32) 
ი 

» საბოლოო მნიშვნელობები მოცემულია. X აკმაყოფი– 
ლებს შეზღუდვებს “უტოლობის სახით 

ი<Xჯ<ხ (7.33) 
მინიმიზაციის ამოცანა შეიძლება დავიყვანოთ ლანგრანჟის 

ამოცანაზ, თუ შეზღუღვბს უტოლობის სახით “შევცვლით 

ტოლობის სახის შეზღუდვებზე 

თ(X,X») =(X– 0Xხ – X) –»” =0 (7.33) 
სადაც » არის ნამდვილი დამხმარე (კვლადი. 

მაგალითი 7.6. 
(ქიმიური პროცესის მართვის ამოცანა) (1321 
განვიხილოთ ქიმიური რეაქტორი სარევით რეაქტორის გა- 

მარტოვებული პრინციპიალური სქემათჭ მოცემულია (ნახ.7.10). 
რეაქტორში მიმდინარე პროცესები აღიწერებიან განტოლებე- 
ით 
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#=#-Cჩ+4 -6%459)X, 
X, =(1 –X, – X,)6-0 #75) – C /, + /,)X,; (7.35) 
X, = #I,X,60 ჩი + M,(1I – X, – X,)ტრ“რ/5 + # (7 – X)+ 

+ #(7 – X)+V, 
სადაც: 

#.#, ფდაC, კომპონენტების სიჩქარეებია. 

7, -მათი ტემპერატურებია. 

X–რეაქტტორის ტემპერატურაა. 

X,X-- რეაჭქტორის მდგომარეობებია. 

თ,, თ;, /1,//4; –მ უდმივებია. 
#–არის რეაქტორის თბოგადაცემის სიჩქარე. 

ი ML გამოსახვლელი 
ფათ” ს. რურუები ბროდუქტი 

ხეაგესტი'M; => თ, თ,ფ 
„აგ L----.      გათბობა (გაცბება) 
სქემ ქიმიური რეაქტორისა სარევით 

ნახ.7.10 

თვისობრიობის კრიტერიუმ,ი რომელიც განსაზღვრავ რე- 
აქტორის წარმადობას აქვს სახე 

L= |((––(0 –X, – X,)+ ”–X:1/, +.) – ჩა – (7.36) 

– ი, #/ე – §(V)1ძI!, 

სადაც /#ე და ჯ#”ე“–არის რეაქტორის გამოსასვლელზე C 

და C კომპონენტების შეფასებები. 
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#,, და 1); –რეაქტორის შესასვლელზე 0, და C. კომ- 

პონენტების შეფასებებია. 

§(V) –არის მართვის ფასი რომელიც შეიცავს გახურების 
ან გაცივების ფასს და შეზლუდეებს რომელიც მოცემულია 

მართვაზე. 
ამოცანა დადის ისეთი "“" თბოგაცვლის სიჩქარის განსაზ- 

ღვრაზე რომელიც ანიჭებს მაქსიმუმს (7.36, (7.35) გამოსა–- 

ხულებებს, საწყისი X,(/0),X:(/0),X(/ი0) პირობების გათვალის- 

წინებით ნათელია რომ საქმე გვაქს ლაგრანქის ამოცანას- 
თახ. 

ალითი 
რერეილ ს შესახებ), 
სიიტამ აღიწერება განტოლებათა სისტემით 

», = 7,CV)...#,,რი სს) 11,ი 

გადავიყანოთ სისტემჩსყ მინიმლურ ?ჯ! დროში საწყისი 

”,(0) = ”/,იმდგომარეობიდან საბოლოო »>,(7)=X»,, 75L#M 

მდგომარეობაში დასაშვები V/,, # = ს” მართვით ფუნქციონალს 

» 
აქს სახე L= I“ =” ამ ამოცანი–ს განსაკუთრებულობა 

0 
იმაში, რომ ფიქსირებულია ფაზური ტრაექტორიის ბოლო- 

ები მაგრამ თავისუფა დრო. #= გლადის შეც- 
ვლით სწრაფქმედების დ ცანა. აი სსიქმნება მაიერის ტიპის 
ორწერტილოვან ამოცანად მართლაც, 

თ” 

# 2/,(X7--., ეა MI... 1.), 

91 =0, 

ძი 
ახლი დამოუკიდებელი „ვლადი ? იცვლება ფიქსირე- 

ბულ მონაკვეთში 0<7<1. 

საწყისი და საბოლოო პირობები რჩებინ უცვლელნი, 
ხოლო ფუნქციონალი იღებს სახეს 7X1) -> თIი. ოპტიმალურ 
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მართვაში ცვლადების გარდაქმნის მეთოდი გამოიყენება ფიქ- 
სირებულ ინტერვლში სწრაფქმედების ამოცანის მაიერის 
ამოცანაში გარდასაქმნელად, ამოცანის გადასაწყეტად ხშირად 
გამოიყენება კომპიუტერი. 

§ 7.3. ვარიაციული ამოცანის ექსტრემუმის არსებობის 
აუცილებელი პირობა. ეილერ-ლაგრანჟის განტოლება 

გამოვარკვიოთ თუ რა პირობეს უნდა აკმაყოფილებდეს 

X>) ფუნქცია იმისთვის რომ, ნებისმიერ ფუნქციაზე გადას- 

ვლისს ფუნქციონალის ნაზრდი იყოს დადებითი სწორედ 
ეს პირობები მოგვცემენ საშუალებას შემდეგში მოიძებნოს 
ის ე, ფუნქციები, რომლებიც ანიჭებნ ფუნქციონალს ექსტრე- 

სიმარტივისათვი, რომ შეგვეძლოს აუგულველეყოთ მაღალი 
რიგის მცირეები “უნდა შევადაროთ განსახილვეელი IX) 

ფუნქცი. არა ნებისმიერ ფუნქციას არამედ მასთან მახლო– 
ბელ ფუნქციებს, რისთვისაც ჩვენ დაგვჭირდება მახლობელი 
ფუნქციის ცნების დაზუსტება. 

დაგუშვათ ს ალილი გლუვ მრუდზე რომელიც გადის 
ძი და რტილებზე მიიღწევა ფუნქციონალი სუსტი 
გარლბითი მეეეემი 

ხ 

= IIთ #7)ძ%. (7.37) 

XCX;7,”») ფუნქცსა არის უწფეტი და აქვსს უწყვეტი 
კერო წარმოებულები ყვლა არგუმენტის მიმართ მეორე 
რიგის წარმოებულის ჩათვლით. წყვეტის შემთხვევბბი მოით- 
ხოვს დამატებით შენიშვნებს 

განვსაზღვროთ, თუ რა პირობებსს უნდა აკმაყოფილებდეს 

XX) ფუნქცი, რომელზედაც მიიღწევა მინიმუმი გადა- 

ვიღეთ XCX) ფუნქციიდან სხვ X»+თუ ფუნქციაზე, სადაც 
თ –რიცხვი, ხოლო 

71X) –ნებისმიეერი გლუვი ფუნქცია, რომელიც ექვემდება- 

რება პირობებს 

21) = ?X(ხ) =0. (7.38) 
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ფუნქციონალის ნაზრდს აქვს - სახე 

ტI= (> »+ძ7,, #/+ძ 7)#%– Mთ #, ”)ძX. (7.39) 

ის არის თ-ს ფუნქცია. 
დავშალოთ ფუნქციონალის ნაზრდის გამოსახულება 

ტეილორის მწკრიად თ» ხარისხების მიხედვით 
2 2 

ტI=თ VI, 2 47). (7.40) 
ძთ 1-2 ძძთ 

თ LI გამოსახულება სადაც წარმოებული LL არის 
ძთ ძთ 

აღებული Cთ=0 შემთხვევაში აღინიშნება 0რI და უწოდბენ 

ს ფუნქციონალის პირველ ვარიაცია. ამრიგად, პირველი 
გარიაცია ეს არის ფუნქციონალის ნაზრდის მთავარი, წრფი- 

თ ძ”! 
2 ძთ? 
  ვი ნაწილი. ანალოგიურად, აღინიშნება გ?! და 

უწოდებენ მეორე ვარიაციას. 

როდესაც ი»-–>0, მაღა-ლ ხარისხინი წევრები “უფრო 
სწრაფად მცირდებიან გეიდრე წრფივი წევრი და მისი ნი- 
შანი განსაზღვრას ფუნქციონალის ნაზრდის ნიშანს ე.ი. 

მცირც C-ს დროს 
#ტ!=0ტ2ტ1. (7.41) 

ვინაიდან” XIX(CX)„ ფუნქციაზე მიიღწევა ფუნქციონალის ექს- 

ტრემუმ,ი //#M, არ შეიძლება იყოს უარყოფითი. ე.ე. სრუ- 

ლდება პირობა 

/#/ = =81=ც-9%>0, (7.42) 
ძთ 

იმისთვის, რომ (7.42) სრულღებოდესს C-ს ნებისმიერი 
მნიშვნელობისას (დადებითისაცკ დღა “შუარყოფითისაც) აუცილე- 
ბელია ტოლობა 

–“- =0. (7.43) 

ამრიგად ფუნქციონალის ექსტრემუმის არსებობის აუცი- 
ლებელი პირობაა პირველი ვარიაციის ნულთან გატოლება. 

4+I



  

ხ ძI მ, ძ(7+თ7) 
ლ“ .. + "V+ თX = “ეეე 122 I2 (X7+0თ »:7+ თ) I% -- 

+ 12L9(7+თ7 , 2L ძი ოვა, IL უ+25L; ე). 

თმ» ძთ “2 XV» ძძ 2V 

(7.44) 

(7.44) გამოსახულები“ მეორე "”შესაკრების მიმართ მოვახ- 
დინოთ ნაწილობრივი ინტეგრირ ება 

? 
ო« = 'ე თ. – ო3-8 თX. (7.45) 

შემოვიტანოთ შემოკლებითი აღნიშვნა 

_ 2L. 2L 
IL =- 7.46 “ე მ»! , მჯ. ( ) 

თუ გავითვალისწინებთ (7. 3მ), მივიღებთ 

M ე4--M45 ძა. (7.47) 

და პირველი ვარიაცია 

ძ I” ჩ-უ-ჩათურ. (7.48) 

გამოვიყნოთ ლაგრანჟქის ლემა თუ უწყფეტ M(»X) ფეუენ- 

ქცის აქვს თვისება რომ მნებისმიირი ?7(X) გლუვი ფუნ- 

ქციისათვის 

IMCთუდფიე« =0, (7.49) 

მაშინ აუცილებლად #ML(X)=0 ყველა X(CC2 <X<ხ). ა- 

ვუშვთ საწინააღმდეგო, ერთერთ #2 წერტილში (თ<X<ხ) 

M()>ბ. 7()) შევარიოთ ისეთ, ი რომ ი მიდამოში 

ნულზხბაე მეტია ხოლო ინტერვალის სხვა მნიშენელობებზე 

ნულის ტოლია. (ნახ.7.11) : 
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/#/ +» 
X=2 X=0 X=% 

ნახ.7.11 

მაში ##/(X)7(X) ნამრავლი იქნება დადებითი C-ს მიდამო- 
ში და ნულის ტოლია ინტერვალის სხვა მნიშვნელობებში, 
(7.4901 ინტეგრალი არ იქნება ნულის ტოლი, რაც ეწინააღ- 
მდეგება ლემის პირობებს ლემა დამტკიცებუ ლაგრანჟის 
ლემის საფუძველზე (7.48) განტოლებიდან ვიძლება გაკეთდეს 

მნიშვნელოვანი დასკვნ: თუ X(X) აუნ1ეი ანიჭებსს ექს- 
ტრემუმს ფუნქციონალს 

ხ 

I#VC,»,7)ძ, 
ი 

მაშინ აუცილებელია, რომ 

ძ 
რ“ ა =0. (7.50) 

(7.5900 განტოლებასს უწოდებენ ეილერ-ლაგრანჟქისს განტოლებას 
და ის ცენტრალურ როლს თამაშობს ვარიაციულ აღრიც- 
ხვაში-ი მისი მნიშვნელობა მდგომარეობს იმაში რომ მისი 
დახმარებით ფაქტიურად "შეიძლება განისაზღვროს ფუნქცია, 
რომელზედაც მიიღწევა ექსტრემუმიი ეილერ-ლაგრანჟქის” გან- 
ტოლების ამოხსნას «უწოდებენ ექსტრემალს. 

განვიხილოთ რამდენიმე მაგალითი. 

მაგალითი 7.8. 

საქიროა განისაზღვროს უმოკლესი XC») მრუდი, რომე- 
ლიც აერთებს სიბრტყის ორ (0,0) და (I) წერტილს. 

მრუდის სიგრძე გამოითვლება ინტეგრალით 
I 

§= |/1+X7?% , 
0 
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- -» 
ეი. # =-/+)X/?; L. =0; L. = დღა ეილერის გან- 

, ” VI +X 

ტოლება იღებს სახს X=0; X=0CX+0. 

0,0 –ინტეგრებბის მუდმივებია და განისაზღვრებიან სასაზ- 
ღვრო პირობებიდან. 

მაგალითი 7.9. 
ვიპოვოთ შემდეგი ფუნქციონალის ექსტრემალი 

IX) = (4. 
სასაზღვრო პირობებია #0) = ი, V(1) =1. 

ამოხსნ. ეილერის განტოლებაა ჯ», -4+# =0, I = 

ბლ
. 

|
.
 

ძM ძIM 
–-=0 ––-=00/M/. 
ძი” - ძ” 

ვინაიდან 4 _ -ც)?, მაში X”=#. 
მ 

-არის მუდმივა ამრიგად, 

»ჯ=V#%+X»(00) სასაზღვრო პირობა სრულღეა #X=1 
შემთხვევაში ამიტომ ამონახსნი ტოლია X/=X. 

მაგალითი 7.10. 
გამოვიკვლიოთ ფუნქციონალი 

2 

I= |CV+»?»”)ძ. 
' 

სასაზღვრო პირობებისას )#(1) = 1, X2) = 2. 

გამოვთვალოთ წარმოებულები ”, = 0, 

.. 8 2 #, =1+2X”X; IL), = 2X?. 
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ვინაიდან განსახილველ ინტერვალში 1<X<2, ფუნქციონა- 
ლი არის არაგადაგვარებული ღა ექსტრემალზე მიიღწევა 

ფუნქციონალის მინიმუმი ეილერის განტოლებიდან 

4 0+2X-7)=0, 

  

  

1+2X?7=C,, 

.-_C-! 

»- ეჯ? ' 
_ (0, – I _C, 1 12 

7“ 1 2ჯ? 2 1ჯ ? 

სასაზღვრო პირობების გათვალისწინებით მივიღებთ 

0=-–2 C=3 
ექსტრემალის განტოლებას აქვს სახე 

2 
»=3--. 

ჯ»ჯ 

მაგალითი 7.11. 

ვიპოვოთ XC) რომელიც დროის (ეყ და I, მომენტებ- 

ში გაღს XV ღა ) წერტილებში და რომელზედაც 
ფუნქციონალს აქვს ექსტრემუმი 

” 

L= |C; ++»). 
7 

ჯ-–მოცემული რიცხვია 

#= X»” + »”, 

· _ 2. #,=2); IL, =21 7. 

ეილერის განტოლებაა 

განტოლების ამონახსნია 

XC) = 0,6 
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0 და 0 მოსაძებნნდ შევადგინოთ განტოლებები 

X»Xა 5 C,6 % + -,2-%« 

», = 0,6 #7 + 6“ 
 = Xა6 = »”#,6 

1 ტI/ი–ი)/! _ დ“ (/ი–/1)/+ ' 

/ I 014 

_ 040 ' – #ა6 
C5 - ტIი-ი)/ი _ ც-(რ%-ი)/” 

მაგალითი7.12. 
ვიპოვოთ ფუნქციონალის ექსტრემუმი 

I = I(X? +2#5)ი X)ძი. 
0 

სასაზღდვრო პირობებია (0) = 0; V(#) = 0. 

ვინაიდან M =2>0, ექსტრემალზე მიიღწევა ფუნქციონა- 

ლის მინიმუმი, 
ეილერის განტოლებაა 

#, – 25)იX = 0. 

მის ამონახნს აქვს შემდეგი სახე 

X»=31ი0X+CX+C. 

0 „ა CC განსაზღვრისათვის შევადგინოთ ორი განტოლება. 

X(0) =C, = 2; 
XCX)=C7X#X+0Cე =0 საიდანაც C, =Cკ =0. 

საბოლოოდ მივიღებთ ექსტრემალის განტოლებას X:= §)იX». 

ადვილი სანახავია, რომ სასაზღვრო პირობები სრულდება. 

ნეგატიური მაგალითი 7.3 (7). 
ეხლა განვიხილოთ ეილერის ამოცანა რომლის ოპტიმა- 

ლურობა თუ არაოპტიმალურობა დამოკიდებულია საწყის 
პარამეტრებზე. 

გვაქვს ფუნქციონალი 
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» 

| = |? –»?)# – თი, (7.51) 
0 

X= X(0)= X(I) =0. (7.52) 

1 –მოცემულია, მაგრა წინასწარ არ ვაფიქსირებთ. ეილე- 
რის განტოლებას აქვს სახე ვაფიქსირე მილე 

X+X=0. (7.53) 
შევადგინოთ მახასიათებელი განტოლება 

იჩ? +1=0. (7.54) 
მისი ფესვებია /,ე =+/. 

(7.25ქ) დიფერენციალური განტოლების ამონახსნია 

X(CI) = 4005, + 8951იM/I, (7.55) 

სადაცც 4 და 8 ინტეგრირების მუდმივებია. 

სასაზღვრო პირობის X(C0)=0 მხედველობაში მიღებისას 

X(0) = 4=0, საიდანაც 

ICI) = 85ი!. 

მეორე სასაზღვრო პირობიდან X(71 =0, გვექნება 

X(C1) = 85I0| =0. 

შესაძლებელია ორი შრმემთხვევა: 

ს. თუ 1=V#VX, M=1,2.., მაშინ 8=0 , ვინაიდან 

510 7' # 0. 
26 თუ 1=X#, მაშინ სასახღლვრო პირობა X(71) =0. 

კმაყოფილდება ნებისმირი .18-თვი,ი ვინაიდან 51117” = 0. 

თუ 1=;, მაშინ” გვაქვს X= 85! ექსტრემალების 
უსასრულო სიმრავლე. : 

ამგვარად, გვაქვს სამი შემთხვევა: 

1! 7? <ჯ# გვაქს ერთადერთი ექსტრემალი X(I) =0. 

2 1</” გვავს XC 1= 88)ი, ექსტრემალების უსასრუ- 

ლო რაოდენობა „8 -ნებისმიეირი მნიშვნელობის ამპლიტუდაა. 
ვ 2»X>1</”/ გვაქვს ერთადერთი ნულოვანი ექსტრე- 

მალი და ა. შ. 
ვიპოვოთ ამ შემთხვევებბშში (7.51) ფუნქციონალის ექსტრე- 

მალი. 
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პირველ და მესამე შემთხვევებში 

I(CX,IV/) =0. 
მეორე შემთხვევაში 

X =ხ51ი/, ს = 8008. 
” ” " 

1 = (რდ – ჯ”)M/ = 8? I(იჯ” / – §5)ი“ /)ძ/ = 8? |ლი§2/ძ( =0. 
0 0 0 

ვაჩვენოთ „ რომ 1ჯ>/ ნულოვანი ექსტრემალი არ არის 
ოპტიმალური. ამისათვისს უნდა დავამტკიცოთ, რომ 41 <0. 

სინუსოიდა X= 85ი/ (== წერტილში გავჭრათ ვერტი- 

საა შუაში და წავანაცვლოთ ის მარჯვენა ნახევარში 7” 

ტილ ამდე 
აგებული. ' ტრაექტორიის განტოლებაა 

აი, თუ /< 3: 

# # 
8, –<1<ნ=1--; 

909.5 ' 2 
85Iი(+1-ჯX»), თუ (>I,=1--–. 

გამოვთვალოთ ამ შემთხვევაში ფუნქციონალი 
7 

»' =I (9) = ICI") – (»')”M. 
0 

ინტეგრირების მონაკვეთი დავყოთ სამ ნაწილად 
#72 

= IC ა)? – (>) M+ I )”ძI – (»”)”19I + 
#/2 

+ ICC )?4 – (ჯ')?1ი/. 
" 

ვინაიდან ინტეგრალქვეშა სამო სახულეეები არ არიან 

დროზე დამოკიდებული, პირველი და შეიძლება გავა- 
ერთიანოთ, მივიღებთ 
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7-#/2 

წი – |8'Cდი«“ – 81ი1/+ I(– 8?X/ = –,87(ჯ– ჯი) <0. 
#/2 

(XV) პროცესი არის დასაშვებ. ის აკმაყოფილებს 
(7.52, (7.53, ფუნქციონალი (7.51) არის “უარყოფითი ე.ი. 

1>” მივიღეთ L(X ,,) პროცესი დასაშვებებბსს შორის, 

I საუკეთესო მნიშვნელობა ვიდრე #=0 შემთხვევაში. 

მაშასადამე,ე ნაპოვნი XC) ექსტრემალი არ შეესაბამება ოპ- 
ტიმალურ პროცეს, გარკვეული სიძნელეების დაძლევისს შე- 

დეგად “შეიძლება ნაჩვენები იყოს 1>#/ შემთხვევაში X(I/) 
ექსტრემალის ოპტიმალურობა. 

§ 7.4. ლეჟანდრის პირობა 

იმისთვის” რომ XI(CX) ფუნქცია მიანიჭოს 

ILXCX)) = | ”(X,»,XXX 
ფუნქციონალს ექსტრემუმი აუცილებელია ეილერ–ლაგრან- 

ჟის განტოლების გარდა სრულდებოდეს კიდევ ერთი პირო- 
ბა–ლეჟანდრის პირობა ეს პირობა გვა ძლევს , საშუალებას 
გავარრიოთ ფუნქციონალის მინიმუმი და მაქ იმუმი-ი როგორც 

ცნობილია ფუნქციონალის ნაზრდის წრფივი ნაწილის ნიშა- 
ნი ამოკიდებულია მეორ არიაციის ნიშანზე დაძოკიდეიულ ეოოე ვ ც 

გ:I= 42 21ძ? 

2 ძთ“' 
    (7.56) 

სადაც რთ მუდმივაა. 
იმისათვის, რომ თფუნქციონალს ჰქონდეს მინიმუმი XX) 

ფუნქციაზე, აუცილებელია აI>ი უტოლობის შესრულება, 

ხოლო მაქსიმუმისათვის 6:1<0. მაგრამ 
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ძ'! _ ს. კ? 
მ თ: ძთ? 

    >”M(X, X” + 07); 7 + თ7))თX = 

(7.57) 

58 ს +2%, +, შ)რი. 
ვარიაციის მეორე წევრი ნაწილობრივი ინტეგრირების მე- 

თოდის გამოყენების შემდეგ მიიღებს სახეს 

  

Lძ Lძ 
2(ჩკუერ- IM კმ” = ჩი", – II „%=-I უ?:ძ%. 

(7.58) 
მაშასადამე, 

ძ?! ა" 
- =2 |Cიუ? + ჩ)%, (7.59) 

სადაც | 

1 ძ 
=-(M, -“ #); ს უ ” “შა >») 

I 
M= >». 

ვინაიდ-ნნ 7(X») არის სნებისმიირი ფუნქცია იმისათვის 
2 

რომ შესრულდეს უტოლობა 2. >0, აუცილებელია 
C 

M, 20. მართლაც, შეიძლება შეირჩეს ისეთი ?(X) ფუნ- 

ქცია რომ 7“ იყოს მცირე სიდიდე, ხოლო 71? –დიდი სი– 

დიდე ამისათვისს უნდა შევარიოთ აბსოლუტური მნიშევნე- 

ლობით მცირე სიდიდე, მაგრამ სწრაფად (ცვალებადი. ასეთი 
ფუნქციისათვის მეორე ვარიაციის ნიშანი თანხვდება 7”>, 

ნიშანს და ჩვენ მივდივართ “შემდეგ აუცილებელ პირობამდე 
(ლეჟანდრის პორობა). იმისათვის, რომ ფუნქციონალი 
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ხ 

/= |ICC »,»X (7.60) 

აღწევდეს მინიმუმს XICXX ფუნქციაზე აუცილებელია შეს- 
რულდეს უტოლობა 

MI, > 0. (7.61) 

მაქსიმუმისათვის აუცილებელია 

M, <0. (7.62) 
როდესაც #V =0 შესაძლებელია ექსტრემლს ჰქონდეს 

ტეხილის სახ, ხოლო თუ M, =0, მაშინ საქმე გვაქვს 

გადაგვარებულ ექსტრემუმთან” რომელიც ზასიათდება განსა- 
კუთრებული თვისებებით. 

მაგალითი 7.14. 
მოცემულია ფუნქციონალი 

2 

IL») = I(»“ + »?)ძი. 
ექსტრემალის განტოლებაა 

»X=CX+0C.. 
სასაზტვრო პირობის გათვალისწინებით 

»ჯ=2X+L! 

ლეჟანდრის პირობა ექსტრემალისათვის 

»”, = II8 +2. 

ექსტრემალის ყველა წერტილში 

#=2Xჯ+1; 

X,, =50>0. 

მივიღეთ ძლიერი მინიმუმის პირობა. 
საძიებელი ექსტრემალი ის იქნება რომელიც გადის მო- 

ცემულ წერტილებზე ამოცანასს აქვს ერთადერთი ამონახსნი, 
ვინაიდან ორ ნებისმიერ წერტილზე, რომლებიც მდებარეობენ 
ნახევარსიბრტყის ზედა ნაწილში გადის მხოლოდ ერთადერ- 
თი ნახევარწრე ცენტრით იX ღერძზე. 
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§ 7.5. ეილერ-ლაგრანქის განტოლების ზოგადი სახ ეილერ-ლაგრანჟის განტოლე გად ე 

მოვახდინოთ ეილერ-ლაგრანჟის განტოლების მეორე წევრის 
სრული დიფერენცირება 

ძ 
ი“ > » =0. (7.63) 

X, არი სამი არგუმენტის X,)/,კდა” ფუნქცია ხოლო 

» და » თავის მხრივ X-ის ფუნქციებია მაშასადამე, 

09 # -25ძ 0ხძ, 2#ძ» 

თ ? მXძ მ»ძX 2Vძ 
და ეილერის განტოლება შეიძლება ჩაიწეროს შემდეგი 

სახით 

  (7.64) 

ა-ს. –-სს,#-–#,X=0. (7.65) 

ზოგად "შემთხვევში ეილერ-ლაგრანჟის განტოლება მეორე 

რიგის არაწრფივი დიფერენციალური განტოლება. როგორც 
აღვნიშნეთ ეილერ-ლაგრანჟის განტოლების ამონახსნს უწოდე- 
ბენ ექსტრემალს. 

ზოგად შემთხვევაში (7.6590 განტოლების ამოხსნა გაძნელე- 
ბულია განვიხილოთ ზოგიერთი კერბო შემთხვევები როდე- 
საც ინტეგრირება მარტივდება. 

1. "”» ა არის დამოკიდებული )#-ზე მაშინ (7.65) 

აქვს სახე 

ძ 

დოთ 
საიდანაც 

I, = 00991. (7.66) 

განტოლება არს პირველი რიგის მისი ინტეგრირება 

გვაძლევს ექსტრემალს. 

მაგალითი 7.15. 

იმ მრუდღეს შორის რომელიც აერთებს „(I)3) და 

8(252) წერტილებს ვიპოვოთ ის, რომელზედაც მიიღწევა 

ექსტრემუმი ფუნქციონალისა 
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/LXCX)1= |X(XXI +2X?X(X))ძი. 

ეილერის განტოლებას აქვს სახე 4. #,(X,7) =0, 

<-0+4X77?)=0, 

    

  

1+4X77=0C.. 
მაშინ 

ჯ=5%>1. #X0)=5.+“ სადაც, C” =-1ა 
2X1? ” X 2 ლ0 ' 2" 

განვსაზღვროთ 0, და C, "შევადგინოთ სისტემა 

3=C") +C, 

5= 2 – ლო. 

საიდანაც 0, = –4, Cე =7. 

საძიებელი ექსტრემალია X(X) =7– 4. 
Xჯ 

2. ” არ არის X -ზე დამოკიდებული, ე.ი. 

# = MC)/,X) მაშინ (7.65) აქვს სახე 

#, – M, ,X»– M, ,X»=90. 7.67) 

გავამრავღლლოთ გამოსახულება X». შედეგი, რომელიც 

ადვილად “შეიძლება შემოწმდეს ტოლია 

ძ . 
7 – X#L,) =0, 

საიდანაკც გამომდინარეობს 

#– XL, =0. (7.68) 

ბოლო გამოსახულებას უწოდებენ (7.65) "განტოლების 
პირველ ინტეგრალს. 
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მაგალითი 7.16. 

ვიპოვოთ ფუნქციონალის ექსტრემალი 

ხ .2 

(სი) (XI 12 4,   

რომელიც გადის ზედა ნაწევარსიბრტყის მოცემულ (C,-+) 

და (ხ,8ზ) წერტილებში ეილერის განტოლებას აქვს სახე 

+/I+7: => » 

» »XV1+X“ 
გამარტივების “შემდეგ მივიღებთ 

2 – _–. 1 
»)I+X”/ =8, სადღაც 0,=-. 

C, 
მოვახდინოთ ბოლო გამოსახულების ინტეგრირება მივი– 

ღებთ (X+0,)” + »? = თ“ წრეწირები“ ოჯახს („ცენტრით 0X 

ღერძზე. 

ვ ” დამოკიდებულია მარტო 7I”-ზე, ეი. # = #C7). 

მაშინ (7.65) აქვს სახე 

ძ · 
7-0 =მ ან XX=0. (7.69) 

  =C1. 

#,(X»წ)=0 საიდანაც X=თC). 

»X»=C),X + C2- (7.70) 

მაგალითი 7.17. 
ვიპოვოთ შემდეგი ფუნქციონალის ექსტრემალი 

IIVCX1= |/I+X”4«ი, X(9) = 4, XC) = 8. 
ეს ფუნქციონალი განსაზღვრას მრუდის უმოკლე” სიგ- 

რძეს რომელიც აერთებს (ძი, .4)და(ხ,8) წერტილებს. 

ამოხსნა ეილერის განტოლებას აქვს სახე 

X(CX) = 0, 

X(CX) =0,X+თ. 
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ექსტრემალ,ი რომელიც აკმაყოფილებს სასაზღტვრო პირო- 

ბებს X#7(0) = 4 და X(ხ) = 8 ცხადია არის წრფე, 

რომელიც გადის (0,4) და (ხ,8) წერტილებზე: 

8- 

»= 4 (X–<ი)+ 4. 
ხ-–ი 

4. ” არ არის დამოკიდებული »-ზე ე.ი. 

# = MCX,7). ეილერის განტოლებაა 

  

მაგალითი 7.18. 

მოიძებნოს ფუნქციონალის ექსტრემუმი 
3 

1= |(3» – »)/, 
' 

XC) =1; 1/((3) = 4. 
# =(3X-–- 7)”, ეი არ არის დამოკიდებულ პზყჟწდრჟდ უ7-ზე, 

პილერის განტოლებას აქვს სახე 

3X – 27 =0. 

ეს არის ალგებრული განტოლება X-ის მიმართ 

+ X»X= 2“ 

მიღებული ექსტრემალი არ გადის სასაზღვრო წერტილებ- 
ე და ვარიაცკციულ ამოცანას არა აქვს ამოხსნა.ა თუ სა- 

საზღვრო პირობებს შემდეგი სახისას ავიღებთ 

XI) => V(3) ->, 
მაშინ ექსტრემალი გაივლის მოცემულ წერტილებზე მრუდი 

„=> იქნება ამოცანის ამოხსნა. 

5 ” არის X/-ხე წრფივად დამოკიდებული 

XL(X,)2/,)7) = MLCX,1/) + M(X,)/)X». (7.72) 

ეილერის განტოლებას აქვს სახე 
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2 2 M 

მ» 0მX 
მიღებული განტოლება არის სასრული. მრუდი, რომელიც 

მიიღება ოხს ის შე ემდეგ, კაბადად, რომ ითქვასს არ აკმა- 

  =0. (7.73) 

    

ყოფილებს სასაზღვრო ირობე ვარიაცკიულ ამოცანას 
არა აქვს ამოხსნა, უწყვეტი საცობის კლასში 

თუ X0/ სიბრტყის #”# არეში 2M _ 2M =0, მაშინ 
2-2 2X 

გამოსახულება XCX,X»,:/) = M(X,7/)ძX + M(X,7)ძთ/ არის 

სრული დიფერენციალი და ფუნქციონალს აქვს სახე 
დ6.8) 

IL»/C2)1 = MC »,)#= IMძX + Iძ). (7.74) 
(ძ .4) 

ისი არ არის დამოკიდებული მანძილის ინტეგრირებაზე. 

ფუნქციონალი /I#(CX),| ერთიდაიგივეა ყველა მრუდეებზე. ვა–- 
რიაცკიული ამოცანა კარგავს აზრს. 

§ 7.6. ნქციონალი„ რომელი ამოკიდებულია ფუნქციონალ ელიც დამოკიდეიულ 
მრავალი (ვლადის ფუნქციაზე 

განვიხილოთ ფუნქციონალი, რომელიც დამოკიდებულია 

X», (I =1,2...71) ფუნქციებზე 

I = ით ” 7. .-7,:7--X,)რ.. (7:75) 

დაუშვათ რომ ფუნქციონალის ექსტრემუმი არსებობს და 

ის მიიღწევა )/, = X»,(X),...-·X, = ”,(X) ფუნქციებზე. დავაფი–- 
ქსიხროთ ყველა ფუნქციები, გარდა ერთის. მაგალითად 

», =»,(X), რომელსაც მივცეთ ნაზრდი 0)/, = »/,(X), მაშინ 
(7:75) ფუნქციონალის ვარიაცკია დამოკიდებულია ერთ ფუენ- 

ქციზე და როგორც წინა პარაგრაფში 0I=0 პირობი- 

დან გამომდინარეობს ეილერ-ლაგრანქის განტოლება I,(X) 
ფუნქციისათვის 
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“" _«2C” -0. (7.76) 
2» #ი«X2/, 

ასეთივე მსჯელობა შეიძლება ჩავატაროთ ყველა დანარჩენი 
უცნობი ფუნქციებისათვის და საბოლოოდ მივიღებთ (7.75) 
ფუნქციონალის ექსტრემუმის არსებობის აუცილებელ 
პირობებსს ეილერ-ლაგრანჟქის განტოლებათა სისტემის სახით: 

ძ 
ჩ, – კ-ს, =9, 

ავლ (7.77) 

ძ 
#M, “ს, =0 

მაგალითი 7.19. 
განვიხილოთ მრუდი X = X(CX), 2=2(»ა) სამგანზომილებიან 

სივრცეში. მისი სიგრძე ტოლია 

6= I 1+X, +2”ძ 

და წარმოადგენს ფუნქცხონალს, რომელიც დამოკიდებუ- 

ლი ორ “უცნობ X/=ჰ)X() და 7»ჯ=2() ფუნქციაზე. 

ეილერის განტოლება. აქვს სახე 

>“ მელლო _6' 
საიდანაც გამომდინარეობს 

»=CX+0კ. 

2=CკX+0C.. 
ე.ი. ექსტრემალები სივრცეში წარმოადგენენ წრფეებს. 
ეხლა განვიხილოთ დამტკიცების გარეშე ლეჟანდრის პბი- 

რობა იმისათვი,„ რომ ექსტრემალზე მიიღწიოს ფუნქციონა- 
ლის მინიმუმი აუცილებელია შესრულდეს შემღეგი უტო- 
ლობები 
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„ა ჩია, ჩნ. #. 
ჩ,>0)  ” 7#M>0,...------ >ბ. (7.78) ' # – 

ა» 27     IM ჯ, 
».), ».». 

(77ზ1) პირობს უწოდებენ ლექანდრ-კლებშის პირობას. 
მაქსიმუმის პირობებისათვის უტოლობებს აქვთ შებრუნებული 
ნიშნები. 

თუ ფუნქციონალი არის დამოკიდებული ორ IX) და 

2=2(ლ(X)) („ცვლადზე მაშინ ლეჟანდრის პირობებს აქვთ სახე 

” ა 20, I-სა, – I. 1), 20 

და ჩვენს მიერ განხილულ მაგალითში. გვექნება 

– – X2 . 
სა -M – ემ + ,2)#! 

_ 1+2? _ 1+X“ 
7 (+? +2?)”?' # (1+X? +2?)7?! 

I 

VV + 1? +2?) 
ერ. ექსტრემალებზე ნამდვილად მიიღწევა მინიმუმი. 

ჩამს -M, IM, = >0. 

§ 77. ფუნქციონალი, რომელიც დამოკიდებულია 
მაღალი რიგის წარმოებულებზე 

ვარიაციულ აღრიცხვაში გვხვდებს ფუნქციონალები რომ- 
ლებიც დამოკიდებული არიან არამარტო პირველი რიგის, 
არამედ მაღალი რიგის წარმოებულებზე. 

დავუშვათ ფუნქციონალს აქვს სახე 

  

ჩX, 

'ლ | MC XX. X,,...., »”)#, (7.79) 

% 
მაშინ სამართლიანია პუასონის განტოლება 

ძ თ? ა მ?” ს-–- +217) +" +C-I1) კაი #, =0. (7.80) 
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(7.80) განტოლება განზოგადებული ეილერ-ლაგრანჟის გან- 
ტოლებაა მაღალი რიგის წარ რმოებ ულებისათვის, 

მაგალითი 7.20. 

ვიპოვოთ ფუნქციონალის ექსტრემალი 

IIV(CX)) = |(360»”» – #"X, 
0 

X(C0) = 0, XC0) =1, XLI) =0, XC1) = 2,5 
ამოხსნა - 
ეილერ-პუასონის განტოლებას აქვს სახე 

360»? +. C27)- 0, #7) =180ჯ? 

მისი ამოხსნაა 

X(X) = აა +0,7X  +0,X” +CX+C,. 

დამტკიცება. სიმარტივისათვის შემოვისაზღვროთ მეორე 
რიგის წარმოებულით 

2, 

1= MCC V,7,XM. (7.81) 
%ი 

მივუმატოთ XC») ფუნქცის ი» ვარიაცია, ისეთი, რომ 

X=X და X=X როგორც ი0V, ისევე ბ» ნულის 
ტოლია. ფუნქციონალის ნაზრდის წრფივი ნაწილი ტოლია 

#2 1= რაინზე ჩე წ)ძX. (7.82) 

ნაწილობრივი ინტეგრირების წესის გამოყენების შემდეგ 

გვექნება 

(რბაძი- #M6V. – (აგარი 
%ი 
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(ი წუძ.= 52. შევი =M,6 VI. '--ჩნე" + 
ი 

# 2 
ძ 

+ 72) VძX. 

(7.83) 

(7283) გამოსახულების არაინტეგრალური წევრები ნულის 
ტოლია, მაშინ გვექნება 

ძ ძ? 
ბგI= I(|LML–- M+-–- M))თ6 –ყX, (7.84) I – ს-ე M)2 7 

ვინაიდან ექსტრემუმის აუცილებელი პირობაა პირველი 

ვარიაციის ნულთან გატოლება ხოლო 0V-არის ნებისმიერი. 

მაში 060I=0 გამომდინარეობს (7.80ე) განტოლება სასაზ- 
ღვრო პირობების გათვალისწინებით, მივიღებთ 

C, =3. 

2 
საძიებელ ექსტრემალს აქვს სახე 

XC») = 2 +2# –3X? +X. 

C =<–3, C =1, 0, =0. 

მაგალითი 7.2). 
ვიპოვოთ ფუნქციონალის ექსტრემუმი 

სასაზღვრო პირობებია 

XC/ი) = Xა; XCIი) = Xი; X(I,) = X,, XCI,) = X.. 

I = )/? + 2)? 

IM =2)/; L =2?“X L, =0. 
ეილერ-პუასონის“ განტოლებაა 

»+1L“)//) =0. 
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ამ განტოლების მახასიათებელი განტოლებაა 

>" ი“ +1 =(>?/? – -/2>0+1XX?/? + /2ჟ7+1) = 0. 
მისი ფესვებია 

ი =- 1.4 . 1 

გ. -/2X 7 /2L' 

1 I == +! 
ჩა” 5; 176; 

ფუნქციონალის ექსტრემალს აქვს სახე 
! . I · I I უვე0+/) –5=0-/) 5=(0+/) -უ-0-/) 

»V)=06”  +ლ0,6 VV" “ +0კ6V” +0,6 V> 

0,0 =1,4). 
გამოითვლება საწყისი პირობებიდან. 

მაგალითი 7.22. 

მოიძებნო შემდეგი ფუნქციონალის ექსტრემუმი 
I 

1 = |(2»X? + XX», 

სასაზღვრო პირობებია X#(0) = 0; #(1)) =0:#(I1=I. #M#=2, 

ამიტომ ეილერ-პუასონის განტოლებას აქვს სახე 

2X? – 2V'VV) =0. 

(IV) – ჯ?2 ოთხჯერადი ინტეგრირების შედეგად აქედან » 
მივიღებთ 

XX) = X" /360+0,X? +0,X? +0,X+0,. 
სასაზტგვრო პირობების გათვალისწინებით 

C, =0, Cკ = I, C, = –359 / 120, 0, = 179/ 90. 
საბოლოოდ მივიღებთ ექსტრემალის განტოლებას 

#7(X) = ჯ" / 360+179»? / 90+359»? /120+»X». 
ლეჟანდრის პირობაა 

2 
2” =–=2<0 
2» 

და ექსტრემალზე მიიღება ფუნქციონალის მაქსიმუმი. 
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§ 7.8. ვარიაციული ამოცანები პირობით ექსტრემუმზე 

ძალიან ხშირად ტექნიკაში გეხვდება ისეთი ვარიაციული 
ამოცანები რომ ფუნქციები, რომლებზედაც მიიღწევა ფუნ- 
ქციონალის ექსტრემუმი თვითონ არიან დამოკიდებული და- 
ატებით პირობებზე (კავშირის განტოლებები, მარტივ ამო– 
ცანდ შეიძლება წარმოვიდგინოთ ორ წერტილს შორის 
უმოკლესი მანძილის მოძებნა ე.ე. შემდეგი სახის ინტეგ- 
რალის მინიმუმი 

§= |-/1+X? +2:ძ. (7.85) 

იმ პირობის გათვალისწინებით რომ მრუდი რომელიც 
აერთიახაებს ამ წერტილებს მდებარეობს ზედაპირზე, მაგა–- 
ლითად, სფეროზე 

2“ +X? + – Iჯ? =0, (7.86) 
» და X-ის გათვალისწინებით (7.86)-დან შეიძლება გა– 

ნისაზღვროს 2. შევიტანოთ (7.85) ში და შემდეგ მოვძებნოთ 
ერთი („ცვლადის ჩვეულებრივი ფუნქციონალის ექსტრემუმი. 

არსებობს ერთი მარტივი მნემონური წესი, ქთვორება)) 

იმისათვის, რომ ვიპოვოთ ფუნქციონალის ექსტრემუმი 

#I= (თ, მ«, (7.87) 

კავშირის განტოლებისას ' 

თ(X, 7,2) = 0. (7.88) 
უნდა შემოვიტანოთ დამხმარე ფუნქციონალი 

X. = M+ 1(ჯ)თ(X,X,?), (7.89) 

სადც #(X)-ჯერჯერობით ჩვენთვის უცნობი ფუნქციაა. 
ჩვეულებრივი მეთოდებთ «უნდა მოიძებნოს ფუნქციონალის 

ექსტრემუმი 

I = წთ. (7.90) 

სულ საჭიროა მოიძებნოს საი უცნობი ფუნქცია: 
X#CX)2(X) და #(X). მათი განსაზღვრისათვის (7.900 ფუნ- 
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ქციონალის გარვალის იებით, უნდა ვისარგებლოთ ეილერ- 
–ლაგრანქეს ორი განტოლებით 

· წ. ძ 
”, –-ჩ = , –>L +Cდ,4 (X) = 0; 

. ძ 
#, –-წ =8,–5-ჩ, +0,4(X)=0 

და კავშირის (787) განტოლებით ამ განტოლებებიდან 

ვიპოვით , #(X) ფუნქციას რომელსაც უწოდებენ ლაგრანჟის 
მამრავლი 

(7.91) 

ტკიცება. დავუშვათ რომ ფუნქციონალის ექსტრემუმი 

მიიღწევა XX), 21») ფუნქციებზე. მივუმატოთ ამ ფუნქცი- 
ებს ნულისაგან განსხვავებული ეარიაციები რი0”»V და 20 X;, 

X» წერტილის მცირე მიდამოში #(Xა <X, <X,) აღენიშნოთ 

= ,– )ბარი თ = |62ძ». (7.92) 

განვსახღვროთ ფუნქციონალის ვარიაციჩა უ1/(X),2(») მრუ- 

დეებიდინნ X#”/+0V7+0 2 მრუდეებზე გადასვლისას. 

ვარიაციისს ოპერაციის შესრულება გვაძლევს 

6L= I(ჩ,– 9 ჩ)ნ»ნ»+ ILჩ, – «-ჩ)67ძ»- 
(7.93) 

ძ 
აა ი. თ+L -->-#, 

ვარირებული X#= XC2)+ 2 V; 7=2(X)+ 2 2 მრუდეები, 

როგორც, საწყისები უნდა მდებარეობდნენ ზედაპირზე, ე.ი. 
უნდა აკმაყოფილებდნენ (7.88) პირობას. 

IV (X; 7 +6X; 2+ 67) - დ (X;X, 2)10X = ICთ,ბ V+ დ, 6 2)ძ»= 
#ი % 

=Cთ,| 

ძ 

    
თე. 

X=X, 

თ, + თ... თ, = 0. 
#L“=X, 

(7.94) 
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დაგუშვთ, რომ ერთერთი დ, და რდ, კოეფიციენ- 

ტებიდან განსხვავებულია ნულისაგან, გვექნება 

  

  

  

თ =- ი თ. (7.95) 
დ, 

შევიტანოთ (7.95) (7.93)-ში„ მივიღებთ 

_ ძ დ ძ 
პა 5-56-%86-4ჩ)| თ, (7.96) 

საიდანაკც გამომდინარეობს, რომ 

ძ დ ძ 
ავიოოავიო (ი ––=ჩM)=8, (7.97) 

ან 

ჩინ 6-4 
«თ. -– რი (798) 

დ, დ, 
(7.98) ტოლობა სრულდება ნებისმიერი X -თვის, 

(X <X5<X, ) ამიტომ აღვნიშნოთ (7.98)-ის მარჯვენა და 

მარცხენა მხარეები # (X) -თი, მივიღებთ (7.91) ამით მნემო– 

ნური სქემა დამტკიცებულია. 
ე ესი "სამართლიანა იმ შემთხვევებშიც როდესაც 

გვაქვს (7.86უ1 ტიპის რამდენიმე განტოლება. ამ შემთხვევაში 

IM = MCC,X7,,X,)+ 2,4,Cდ,(X,7). (7.99) 
#”! 

იგივე წესი სამართლიანია როდესაც კავშირის განტოლება 
შეიცას საძიებელი ფუნქცის წარმოებულს ე.ი. გვაქვს 
დიფერენციალური განტოლება 

თ(X,,)»”;2,2) = 0. (7.100) 
ასთთ ამოცანს „უწოდებენ ლაგრანჟქის ზოგად ამოცანას. 

მნემონური წესი ვგვრცელდებ აგრეთვე ჯტტანსვერსალობის 
პირობი მოძებნაზეც ამ შემთხვევაშიც 

L = I+2Cთ. (7.101) 

64



მაგალითი 7.23. 

ვიპოვოთ «უმოკლესი მანძილი V„4#(1,-1,) და /%(2,1,–1) 
წერტილებს შორის რომლებიც მდებარეობენ ზედაპირზე 

15X-–-77/+2<–-22 =0. (7.102) 

ამოხსნ.ა მანმძლი C0(X,/,2)=0 ზედაპირის ორ „წერ- 
ტილს შორის განისაზღვრება ფორმულით 

6= | L+ 7: +2?ძ%. (7.103) 

ვიპოვოთ C მინიმუმი დ (X, 7, 2) =0 პირობის გათვა– 

ლისწინებით. ჩვენს შემთხვევაში 

Xა=),X,=2 თCთ(X,X”7,2)=15X-7X7/+2 –-22. (7.104) 
შევადგინოთ დამხმარე ფუნქციონალი 

2 

|” = |C/1+X” +2? + 2CCX15X – 77+2 –22))თ.. (7.15) 
I 

ეილერის განტოლებებს აქვთ სახე 

უ ძ · . 
», ––-ჩ, = ) (106) 

თო. 3 -X- IL 0; (7.107) 
ძXL ./1+ 7? +727 

20C)-1 8-8 =0. (7.108) 
ძX L ./1+ »? +2? 

ამოვხსნათ მიღებული განტოლებები კავშირს გატოლების 

გათვალისწინებით 

15X – 77+X<-22 =0. (109) 

საძიბელი XV) ღა 2(+)) ფუნქციები აკმაყოფილებენ 
შემდეგ სასაზღდვრო პირობებს 

X7C1) = –1, V(2), 71) =0, 7(2) = -1. (7.110) 

გავამრავლოთ (7.107) 7-ლხე და ავჯაზმოთ (7.105)-თან მი- 

ვიღებთ 
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4 21%. -ი, (7.111) 
ძX L -I1+ »” + 2? 

საიდანაც 

27 (7.12) 
1+X? +2? 

(7.1090 მივიღებთ 

2=7»X-15- (7.113) 
შევიტანოთ ეს გამოსახულება (7.112)-ში "შემდეგ ამოვხსნათ 

მიღებული დიფერენციალური განტოლება. მივიღებთ 
X(CX) = 0,X +Cკ. (7.114) 

სასაზღვრო პირობების გათვალისწინებით C0, =2, C, =–3ა 

#(CX) = 2X – 3. (7.115) 

(7.113)-დან (7.115) გათვალისწინებით 

2(X) =1 –X, 
(7.116) 

# (X) =0. 
2 

საძიებელი მანძილი C= IMI+ »? +2?ძX = -/6. 
I 

წინა მაგალითის მსგავსია შემდეგი მაგალითი. 

მაგალითი 7.24. 

ვიპოვოთ უმოკლესი მანძილი თ (X,#,2)=0 ზედაპირის ორ 

წერტილს „4(X-,7ი,2) ღა „138(X-,7ი,2ე) შორის როგორც 
ცნობილია ეს მანძილი გამოითვლება ფორმულით 

1 = |./1+ X”(X) +2”(X)ძX. 

უნდა ვიპოვოთ მინიმლური C მანძილი თ (X,7,2) = 0 
პირობის გათვალისწინებით. 

დამხმარე ფუნქციონალს აქვს სახე 
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C- II.» (X)+ 2?(X)ძX + 2 (X) თCX, „ატ 

შევადგინოთ ეილერის განტოლებები 

ძ » #4 –-- -–----- 0; 
«ი, – თX .I1+ 7?(X) + 2?(»ჯ) 

ძ 2 2 “  “"”“””“'“” ზ –.- 
CM, – ძX „II + 7?(X) + 2?(») 

დ (X,X»,2) = 0. 
ამ განტოლებებიდან განისაზღვრებიან 

»=7CX), 2=2(X) და #(X). 

მაგალითი 7.25. 
განვიხილოთ ამოცანა 

XCI) = თX(I) + V(I) 0<(1<L. (7.117) 

X0ე)=0, X(CI)=1, (7.118) 

ჯ 

IV” ც)ძ! –> თIი, (7.119) 
0 

სადა ძ ა ” მოცემ ი მ მიეებია. ი რის ან - ლაა აქვთ სას სახე ცებული ძუდმივე ეილერის გახტო 

თ =-–ძთ(I), -– 24აMLC) – თ(1) = 0. (7.120) 

თ(0)=-–2,, დთ(0=4,. (7.12) 
თუ 4:=0, მაშინ (7.20) ფორმულაზბე დაყრდნობით 

ფუნქცია რდთ()=0. ამიტომ (7.121'ს თანახმად მუდმივები 

4, =0, #კ =0, ე.ი. ლაგრანჟის ყველა მამრავლები 

(4-,4)4:,დ(,)) ერთდროულად ნულის ტოლია, რაც შეუძ- 
ლებელია. მაშასადამე, რაის მნიშვნელობა უნდა ავიღოთ 

ნებისმიეირი უარყოფითი რიცხვ. დავუშვთ #:=+-1/2 მა- 

შინ (7.120)-იის თანახმად M(/) = დ(,). შევიტანოთ ეს გამოსა- 
ხულება (7.117)-ში, გვექნება 
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I 

X(/)=2, |6““ ?9ძყ, 
0 

დავუშვათ რომ /(=7” და თუ ვისარგებლებთ პირობით 

X(C7) =), მივიღებთ 

4, = -20|6“ – (“)' (7.122) 

ოპტიმალურ #ა()-ს აქვს სახე 

M0(I) = 206“ |“ – (#7) (7.123) 

რა მართვის“ შესაბამისი ტრაექტორიის განტოლება” აქვს 

ე 

X(I,) = |“ –4607 | – 7)" (7.124) 

(7.123),) (7.124ე ფორმულები სამართლიანია ნებისმიერი თ- 

თვის კერძოდ თუ ძ=0, ლოპიტალის წესის გამოყენებით 

გვექნება #ი(/1)=1/7,) X(C0=L/L. 

მაგალითი 7.26. |86)- 
განვსახღლვროთ სისტემს წრფივი ოპტიმალური მართვა, 

რომლის გადაცემის ფუნქციაა 

VIC0) =––––. 
ჩნ +1 

თვისობრიობის მაჩვენებელს აქვს სახ ვ ვეხეიელ ვ ე 

  

I= (თ + X2 +1+#, 

სასაზღვრო პირობებია 

X(C0)=Xყ და X(=) =0. 

აღვნიშნოთ სისტემის გამოსასვლელი X,-ით, მისი წარმო- 

ებული X, =X.. მაშინ სისტემის განტოლებას აქვს სახე 

X=X; Xე =–-X, +V. 
ლაგრანჟქი განუზღვრელი კოეფიციენტები“ მეთოდის გამო- 

ყჟნების შემდეგ გვექნება 
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2 

ს =X2+X2 ++C+ 4,(X, – X:) + 4:(X, – X, – I). 

ეილერ-ლაგრანჟის განტოლებებს აქვთ სახე 

X,=X , X1=-X +; #.=2X+/ე; #:2=2X, +#), 

ეუე““”– 24 დამხმარე განტოლება,ას რომელიც მიღებუ- 

ლია განტოლებიდან 

24(/,)V – 2კხ,(,)#, =0. 
#=! 

გამოვრიცხოთ "»" ოდა სისტემა წარმოვადგინოთ მატრიცუ- 
ლი სახით. 

#II0 1.0. 0 IX 
LI |–1 0 0 9/2)|X 
MI 2.0 0. 1 ||! 
„I | I0 2 –1 0 |I#4: 

მახასიათებელი განტოლებაა 

წ/) 4 –-7ჩიი 1 +10=0. 

MX. == XV2, #ჩMვყ = 1-5. 

გამოსასვლელი X, კოორდინატი ტოლია 

»X, =თ,6 V” -# 

მისი ფესვებია 

+ძა5 6 

მაშინ X=X, და განმსაზღვრელი განტოლების გათვალის– 

წინებით გვექნება 

X, =X, =–+/2თ,6 V! +-/5თ,6 

2,. 2 _#/#, 2 – 
4=5%= 500 +X)= 52% V· 

4 
+–ძთენ 

3 
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გამოვსხოთ #:კ » ვექტორის გამოსასვლელი მდგენელე- 

ბით ეს შეიძლება თუ თ, და თ, განვსაზღვრავთ 

X და X» გამოსახულებებიდან. 

თ,6“”” = 05» +X), 

თ," = ულევ ი0მ» +X), 

მაშინ 2 ტოლია #4 = –0,445 – 0,406ჯ” 

"V = 2 = –2X, – 1,83Xც. 

ოპტიმალური მართვის მოწყობილობი საბოლოო სტრუქ- 
ტურა მოცემულია (ნახ.7.12.), 

  

1 

ხ2+1 

V,
> 

  

      
    

  
  

          

      2.00 

ნახ.7.12 
      

§ 7.9. ვარიაციული აღრიცხვის იზოპერიმეტრული ამოცანა 

პირობითი ექსტრემუმის” ამოცანებში პირობები რომლებ- 
საც ექვემდებარებიან საძიებელი ფუნქციები, შეიძლება მოცე- 
მული იყოს ინტეგრალურ ფორმებში საძიებელია ფეუნქცი- 

ონალის ექსტრემუმი 
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1 = |M(CX,»,X)თი, (7.I25) 

როდესაც კავშირის განტოლებებს აქვს . სახე 

I, = IM(C”,)% (7.126) 

და შეინარჩუნება მოცემული მნიშვნელობა „ი ასეთ 

ამოცანებს აუწოდებნ იზოპერიმეტრულს ყვლა თანაბარი 
სიგრძის მრუდებს შორის (ერთნაირი პერიმეტრის) ვიპოვოთ 
მრუდი, რომელიც შემოსაზღვრავ მაქსიმალურ ფართს. 

იზოპერიმეტრული ამოცანა შეიძლება დავიყკანოთ ლაგრან- 
ჟის ამოცანაზე აღვნიშნოთ 

თ(X) = IX, /,2)«ი · (7.127) 

მივიღებთ 

თ = L(X,)/,X). (7.128) 
ეი. დავდივრთ ლაგრანჟშის შემდეგ ამოცანაზე:ე ვიპოვოთ 

XX) და დ(»„) ფუნქციებ, რომლებიც  ექსტრემუმს 
ანიქებნ ფუნქციონალს 

L= (IX, ),))თ. 

მხედველობაში მისაღებია · (71260 კავშირისს განტოლება. 
შუალედურ ფუნქციას აქვს სახე 

I, = M+ 1(XXთ – M). (7.129) 

ეილერის განტოლებებია 

ძ 
I”, --ჩ =0; (7.130) 

.·. 27... ძ 
#M, ' # რი =-5-4=0. (7.131) 
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(7131) განტოლებიდან გამომდინარეობს რომ # = 0075! 
შეიძლება ჩამოყალიბდეს შემდეგი წესი თუ XX) ფუნქცია 

ანიქებს“ ფუნქციონალს ექსტრემუმს 

1= |”#CX,X, »)თ.. 

კავშირი” განტოლებას აქვს სახე 

1, = |Iი(C >»), 0 –1,2..#), მაშინ #(»X) აკმაყოფი- 
% 

· რმ. 
ლებს ეილერის განტოლებას », –>ჩ =0, 

სადაც 

#" =M+/40,M, + #ი:M:+.--4ი,M,; 
4#ი, “მუდმივი რიცხვებია. 

მაგალითი 7.27. 

4 ღა 8 წერტილის შემაერთებელ ყველა C სიგრძის 

მრუდეებს შორის ვიპოვოთ მრუღი დ რომელიკ 48 მო- 
ნაკვეთთან ერთად შეზღუდავს მაქსიმალურ ფართს. (ნახ.7.13) 

V, 

” 8 

ნახ.7.13 

XX) ფუნქციის მიერ შემოსაზღვრული ფართი ტოლია 
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ხ 

ჯ1= IXციძი. 

საძიებელია X#(CX) ის მიერ შემოსაზღვრული მაქსიმალური 

ფართი შემდეგი პირობების გათვალისწინებით 
ხ 

IVI+»?«:= 6, 

XCთ) = X(ხ) =0. 
შუალედურ ფუნქციას აქვს სახე 

I" = 7+ 4”-/1+ 
ეილერის განტოლებაა 

  

  

L – #,=0, 
ე.ი. 

»”” 

»+ 40-/1+X” – 2--–5===0, 

საიდანაც 

45 
X»X=0C ' 

1+X»” 
ან 

2? 

–06)=--%-, (7X–9) 1+ )? 

ინტეგრირების შემდეგ მივიღებთ 

(X-C)? =(/-–C)” =7X. 

ეს არის #0 რადიუსის წრის განტოლება. ამრიგად, მაქ- 

სიმლურ ფართს შემოწერს წრის ნაწილი ი0,ლდა #ია 
უცნობი მუდმივები განისაზღვრება სამი პირობიდან” წრე 
უნდა გაღიოდეს #4, წერტილებში და მანძილი „და 8 

წერტილებს“ შორის უნდა იყოს 6-–ის ტოლი. 
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დიდონას ამოცანა 
განვიხილოთ “შემდეგი ვარიაციული ამოცანა უძრავი ბო- 

ლოებით. შევაერთოთ X=XCX>0 (-–-Xა<X<Xე) 6C სიგ- 

რძის მრუდით ორი წერტილი (-X.ა,0 და #(X-ა,0) ისეთ- 

ნაირად რომ ბრტყელი არე, შემოსაზღვრული ამ მრუდით, 
იყოს მაქსიმალური. 

ამოცანის მათემატიკური ფორმალიზება შემდეგშია: 
ამოცანის ფუნქციონალს აქვს სახე 

I») = – |/თ«, 
X 

შეზღუდვებს 
·« 

IV) = |V/L+ »”(X)%, = 6, 

ამასთან 6C> 2X- (წინააღმდეგ შემთხვევაში ამოცანას არა 

აქვს ამოხსნა). სრულდება სასაზღვრო პირობები 

X#C–Xა6) = X(CX-)=0. ჩავწეროთ ამ ამოცანისათვის ეილერ- 

მი #) 
რანჟქისს ამოცანა –/#ე ––– ლაგრანჟის”ს ამოცანა ი % I+ 1? 

თუ #4#:0=0, აქედანნ გამომდინარეობს ს  უ=00/9!, ე.ი. 

X=0მ0 ერთადერთი ამონახსნი, რომელიც აკმაყოფილებს” სა- 

= 0.   

საზღლვრრო პირობებს. ეს შესაძლებელია მხოლოდ 6 = 2Xი· 

აუშათ #:0=1, #,=#6CM. ეილერ-ლაგრანქის განტოლების 

ინტეგრირება გვაძლევს 

4» =X-C0C, 

სადაც C,=00წ!” ამონახსნი » მიმართ გვაძლევს 

X-0 

IV –(X- 6)?! 

  

»=1 

საიდანაც 
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»X-C, =+./2? –(X-C)?, 

(X– C)1+68 =2 
მივიღებთ წრეწირების ოჯახს. გავითვალისწინოთ სასაზ- 

ღვრო პირობები და შეზღუდვები 

(–Xე –0,)” +0? = 72, 

(62 – თ)? +02 =/?, 

მალ“ 
თ =0, 62 = 2? – X2,მIC5)0 =9 = L2 (7.132) 

რ 2# 

ბოლო განტოლებას #-ს მიმართ აქვს ამონახსნი მხო- 

ლოდ 6<”/X შემთხეევაში.. 

ან 

საიდანაც ვიპოვით 

ამრიგად. 2Xე·< 6 < 7Xე ეილერ-ლაგრანჟის განტოლებას 

აქს ერთადერთი ამონახსნი ეს არის რკალი (2 რადიუსის 

წრეწირისა,ა ცენტრით წერტილში (0,–C, I, სადაც რთ.და# 

განისაზღვრებიან (7.132) განტოლებებიდან მიღებული რკალები 
არიან დიდონას ამოცანის ამონახსნები. 

მაგალითი 7.28. 

ვიპოვოთ ექსტრემალი იზოპერიმეტრულ ამოცანაში 
I 

I0XX),2C0X1= |(»? +2? – 4X2 – 42)თი), 
0 

X(9) = 0, 2(0) = 0, X%1) = 1, 2(1) =1, 
შემდეგი პირობის გათვალისწინებით 

I 

IC” –X7 – 2?)ძ:=2. 
0 

ამოხსნა. შევადგინოთ დამხმარე ფუნქციონალი 
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1 

#" = IL»? + 2? – 4X2 – 42 + 2(»” – X7 – 2?)1%ი. 
0 

ეილერის განტოლებებს აქვთ სახე 
ძ 

–-– (2X»X+22» – 2X) =0; 7:12» V – #X) 

-4--4-02-4»- 27) =0. 

მათი ამოხსნა გვაძლევს 

X(CX) = 
4X?: +2C,X 

–– –-+C. 
რ. რ 

= +0C,. 2(X) = 20. – ში 4 

სასაზღვრო პირობების გათვალისწინება გვაძლევს 

  

  

  

34+4 
0, = 20+2)” 0: =0, C2(1 – 2), C, =0. 

მაშასადამე, 

2X? +(32 + 4)X 
წ.62) = 2. +(32 +4)». 

4(1+#7) 

2(X) = X. 

განსაზღვრისათვის გამოვიყენოთ იზოპერიმეტრული პირობა. 

ნაიდან ჯ60=22134+4“ ს 2(C») =1, მივიღებ იხაიდა!: =ეაეაე'ე., ხოო = I, ივი თ ვ დ კ 4(1+2) ლ ვიღე 

' (22X+32+4)” _ (22X+34+4)XX_ =2 

ბპ) 16(1+/)? 4(1+ 2) ' 
საიდანაც გარკვეული გარდაქმნების "შედეგად მივიღებთ 

განტოლებას 2-ს განსაზღვრისათვის: 

1(23» +464+24)= 48(2? +22+1). 
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აქედან 4, = -19, 4; = => თუ შევიტანთ 4. = -12 იზო–- 

პერიმეტრულობის პირობაში ადვილად დავინახავთ, რომ ის 

10 
არ სრულდება ხოლო რ5“”–) აკმაყოფილებს იზოპერიმე- 

ტრულობის პირობა. საძიებელი ექსტრემალი აკმაყოფილებს 
განტოლებებს 

7X-5X” 
X)=-–– , XCX) 2 

2(X) = X. 

§ 7.10 ფუნქციონალის ექსტრემუმი მოძრავი საზღვრებით ) 

მაგალითები „ 
განვიხილოთ ფუნქციონალი: 

1= I#M(>=»,»M. 

მაგრა. წინა ამოცანებისაგან განსხვავებით დასაშვები მრუ- 

დეების (X-XI). (X,.X»,) ბოლოები არა აფიქსირებული, ე.ი. 

ისიი შეიძლება გარკვეული ტრაექტორიით გადაადგილდნენ. 
გთვლით რომ დასაშვები მრუდეები ეკუთვნიან CC კლასს. 

სიმარტივისასთფვის დაუშვათ რომ (X, .X#ი ) ფიქსირებულია, 

ხოლო მეორე ბოლო C, :X, ) არს თავისუფალ. ამ 

დაშვებისას თუ რომელიმშე X”= # (>) ფუნქციაზბაე მიიღწევა 

ფუნქციონალის ექსტრემუმი მაშინ ასეთი მრუდი იქნება 
ექსტრემალი ფიქსირებული სასაზღვრო ამოცანისათვის ინა- 

იდან შედარება ხდება მრუდეების,ა რომლებსაც აქვთ იგივე 

ბოლოები რაც »=#C) მრუდს და აგრეთვე მრუდეებისა 

0, კლასიდან თავისუფალი მეორე (X,,V,) ბოლოთი. მაშა- 

სადამ, X/=/ (63. ექსტრემლი აკმაყოფილებსს ფუნქციონალის 

ექსტრემუმს არსებობის აუცილებელ პირობას, ე.ი. არის 
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ლერის განტოლების „ამონაზსნი - შეიცავს ორ ინტეგრირების 
მუდმივას: 

»=X#>»X,თ,თ). (7.133) 
იცლის განსაზღვრისათვის უნდა გამოვიყნოთ სასაზღვრო 

პირობები მაგრა“ ცნობილია მხოლოდ ერთი ჰი =X(X,C,,C,), 

მეორე უნდა განისაზდვროს #ი0I=0 პირობიდან. 
განვიხილოთ საკითხ: თუ როგორ უნდა · მოიძებნოს ნაკ- 

ლული პირობა შევიტანოთ (7133) ფუნქციონალის” გამოსა- 
ხულებაში, მივიღებთ: 

1=I(XXI,0თ,>თ)). (7.134) 

ამრიგად ფუნქციონალი გადაიქცევა C,0, და X, ფუნ- 
ქცია–დ ფუნქციონალის ვარიაციაა 0! თანხვდება მისგან მი- 
ღებული ფუნქცის დიფერენციალს,„ ვინაიდან მრუდის ერთი 

ბოლო (X6,Xი) დამაგრებულია ხოლო მეორე ბოლო (-,,V,) 

თავისუფალია, "შესაძლებელია ექსტრემალის მეორე ბოლოს ვა- 
რიაციები ეილერის განტოლების ამოხსნა (ნახ.7.14). 

V 

  

  

ნახ.7.14 

ქსტრემალები რომლებიც გადიან „4 რტილზე, წარ- 
მოქმნიან კონას რომელიც) ანალიზურად გაწ საზღვრებ ა, რო- 

გორც »=X(>0). , ფუნქციონალი ამ მრუდეებზე გარ- 
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დაიქმნება » და 0, ფუნქციებად კონის მრუდღეებსს შორის 
განვიხილავთ მახლობელ მრუდეებს,ა ამრიგადდ ფუნქციონალის 
ნაზრდი ტოლია: 

/#I = წთ, »+8V/,X7 + 8»)ძ; – IნC, #XMX - (7.135) 
% % 

თუ (7.135)-ში პირვე შესაკრების მიმართ გამოვიყენებთ 
თეორემას საშუალოს ს მესახებ, შეგვეძლება ინტეგრალქვეშა 
გამოსახულება დავშალოთ ს რეილორის მწკრივად და თუ მი- 
ვიღებთ მხედველ თო ბაში, ონის მრუდეები ეილერის გან- 
ტოლების ამონახსნებია, C 135) მიიღებს სახეს: 

#1 = M(X,»,X) ,6X, + #6, +5. (7.136) 

უნდა აღინიშნოს რომ 6» „ ” მ”, ვინაიდან 6X# «» 

–არის ორდინატის ნაზრდი X=X, დროს, როდესაც 

(X-,Xი), (XსX»,) 'წერტილებზე გამავალი ! ექსტრემალიდან 

გადავდივართ (Xაი.Xი),(X, +6X,» +2),)) წერტილებზე გამა- 

  

ქსტრემალზე. 
ე, (5 მახაზზე) ი მოცემულია, რომ: 

6), =6), +X„6X, –5.. (7.37) 

  

  

(71360) განტოლება (7.137)·ის გათვალისწინებთ მიიღებს 
სახეს: 
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ტI = MCX,/,X) , 0X, + 54», -I,6X|+6-6, 

ან 6L= /#X,X,X),, – ჩ,X|, |6X, + ჩ,,6, =9. (7.138) 
(7.138) გამომდინარეობს ფუნქციონალის ექსტრემ უმის 

არსებობს აუცილებელი პირობიდან. ვინაიდან” ვარიაციები 

ბX და ბიV, არიან დამოუკიდებელი და შეუძლიათ მი- 
იღონ ნებისმიერი მნიშვნელობები, მაშინ (7.138)-დან მივიღებთ 

ა6 #2) – LX, »L =0, (7.139) 

#, „ =0. 

(7139) არის საკმარისი პირობა » და 0, მოსაძებნად. 

ამრიგად მოცემულ ამოცანაში (X,,”,)) თავისუფალი ბოლო- 

თი და ნებისმიერი C, და X, მუდმივებით, განისაზღვრება 

(7.39 განტოლებათა სისტემის და _)”7ე = )/(X-,C,C) პირო- 
ბის ერთობლივი ამოხსნის შედეგად. 

ახლა განვიხილოთ დამოკიდებული ვარიაციების შემთხვევა, 
როდესაც მარჯვენა სასაზღდვრო წერტილი გადაადგილდება 

»=VC) მრუდზე ეი. X, =V(X,0), მაშინ 06), >VI,0X,. 

ევიტანოთ 2 V,–ის მნიშვნელობა (7.139)-ში მივიღებთ გან- 

ტოლებას 

  

    

  

I”(C,),7)+-–ჩ,(V – I, =9, (7.40) 
რომელიც X»=VL(X») განტოლებასთან )/= XV7(X,,0,,0ე) პი- 

რობასთან ერთად X=Xია შემთხვევაში გვაძლევს საშუალებას 

მოიძებნოს C,C.დაX,. (7.140) განტოლებას უწოდებენ ტრან- 

სვერსალობი განტოლება. ტრანსვერსალობის პირობა ამყა- 

რეს დამოკიდებულებას /=V(», და X= XC) ფუნქცი- 
ების საკუთხო კოეფიციენტებს შორის თუ მარცხენა სასაზ- 

ღვრო წერტილი (X-,#) აგრეთვე მოძრაობსს რომელიღაც 

»ჯ=Cთ(X) მრუდზე ე.ი. ა = C(Xა), მაშინ თუ ჩავატარებთ 
ანალოგიურ მსჯელობას როგორც წინა შემთხვევაში მივი- 
ღებთ ტრანსვერსალობის პირობას 
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I”(C »,2)+ #,(6 – )| 
მიღებული შედეგები შეიძლება განვაზოგადოთ სამგანზომი- 

ლებიანი სივრცისათვის. 

  

=0. (7.141) 

მაგალითი 7.29. 

ვიპოვოთ «ამოკლესიი მანმძმლი ”/=X 2 პარაბოლასა და 

»X=X-5 წრფეს შორის მრუღის სიგრძე,ე რომელიც აერ- 

თიანებს სიბრტყში ორ (X-,#) და (7,#(1უ)) წერტილს, 
განისაზღვრება ფორმულით 

7 

1= | 1+ 7?ძ%. 
% 

ჩვენს "შემთხვეაში (X-,/7ხ-· და #(1,#X7)) წერტილები 

უცნობი და საჭიროა მოიძებნოს ფუნქციონალი მინიმუმი, 

როდესც ექსტრემალი– ერთი ბოლო მოძრაობს »= ჯ? 

მრუდზ, ხოლო მეორე »ჯ=Xჯ–-5 წრფეზ.ე მაშასადამე, 

ეილერის განტოლებას აქვს სახე 

4( » |-ი, 
ძი 7» ' 

» = 
7 , 

»= 0 ჩ- 2. ?' 

ამიტომ 

XCX)=62CX+C; C,და0, -მუდმივი სიდიდეებია. 

შევიტანოთ XI#(CX) მნიშვნელობები 

Xი = თი(Xა); XCX,) = VCX,). 
მივიღებთ 

C7X+Cე =X2: C1+C =1-5; 

/1+0? – თ (0, –2X.)/ /1+C? =0; 
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/I+C? – (2 –1)/./1+2; =0. 
ამ სისტემის ამოხსნის შემდეგ მივილებთ 

1 23 
0, =–I1I; C, =3/4; XI =6: 7=--. 

საბოლოოდ ექსტრემალი აღიწერება განტოლებით 

X#(CX) = –X+3/4. 
ლეჟანდრის პირობაა 

20? – კ 
2 ა? = 1/C/1+1X) >0. 

” 
ე.ი. ფუნქციონალს აქვს მინიმუმი. მინიმალური მანძილია 

23/8 

I= |/1+0674X=19+2 /8. 
MV2 

  

მაგალითი 7.30. 
ვიპოვოთ „უმოკლესი მანპძლი ორ მრუდს 1=0Cთ(X) 

და X#/=VI(X»X), შორის ეს ამოცანა დაიყვანებ შემდეგი ინ- 

ტეგრალის მინიმუმის მოძებნაზე 

1= |/1+X?«. 
% 

ექსტრემაელისს განტოლებაა X/=C,7X+0,. ჩავწეროთ ტრან- 
სვერსალობი“ პირობა, მაგალითად მარჯვენა ბოლოსათვის. 

» = ე? = · # =+V/1+X» ი სა   

  

  
VI+I +CV -)>–- =0, 

1+) » 

1+X»” V-X 

 



ან 

1+ VI... =0; 

ეს არის ორთოგონალობის პირობა ექსტრემალისა 
»X=V(X) მრუდის მიმართ ასეთივეა ორთოგონალობი” პი- 

რობა ექსტრემლსა და X”/=რდ(»ა) მრუღს შორის, სხვა 
სიტყვებით რომ ვთქვათ, ექსტრემაელი უნდა იყოს ორთოგო- 

ნალური X=რCთ(X) და X=VL(X) მრუდეების მიმართ. 

მაგალითი 7.31. 
ვიპოვოთ „უმოკლესი მანძილი 401,1,1) წერტილიდან 

X”.+)#+27=1 სფერომდე. 
ამოხსნა.ა ამოცანა დადის შემდეგი ფუნქციონალის ექსტრე- 

მუმის მოძებნაზე 
I 

II /,2) = I 1+ 77(X) +27(X)თი, 
4“ 

სადაც 18(X,7/,2) წერტილი მღებარეობს სფეროზე. ფუნქცი- 
ონალის ექსტრემალებია 

»ჯ=0C07X1+0C)ც, 

2=0X+0,. 
4(0))),),ე) წერტილის კოორდინატების გათვალისწინებით 

0C,+C =1; 

Cკ +C,) =1). 

ტრანსვერსალობის პირობაა 

2 
ჩ 2. 22 _ » | -Xჯ “ 

| +X/ +2 + /- »?:= 2|I|X 
V/I1+ X? +2? 
  

=0, 

  
2 X--=--2-- 
ქ 

ჯ=IX, 
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» ,..? C» | -0. 
“/1+ X? +2? _/1+7:+2? 'V/1-– X? – წ” 

  

X=IX, 

საიდანაც მცირე გარდაქმნების შედეგად გვექნება 

2, –CკX, =0 

თ2, – ფ), =0|' 
სადაც XI,,)/,,2,–საძიბელი პ წერტილის კოორდინატებია. 

8(X,».2) წერტილზე გამავლი ექსტრემალები” განტოლე- 
ბებია 

X, =C,X, +C; 

2, = CIX, +0,. 
მაშინ მივიღებთ 

C, =1, C, =0, C =1, 0, =0. 
ე.ი. ექსტრემალის განტოლებებია 

»X=X, 

2 = X. 

ვინაიდ–ნნ ,8(X,,7,2) უნდა მდებარეობდეს სფეროზე, 
ამიტომ გვექნება 

X, +X, +X, =1. 
ე.ი. 

X, = +-1.. 
' #3 

ამრიგად მივიღებთ ორ წერტილს 

8 (+ == +) 
I “#3 ვ +432 L) “43 1) 

8 (--- _ 1 ---) 
“ს V3” V3, +V37/ 

ადვილი სანახავი,ა რომ ექსტრემალი რომელიც აერთი- 

ანბს #– წერტილს 8 წერტილთან5” ანიჭებს“ ლფეუნქცი- 
ონალს 
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' 

IL»,21= |-/1+X, +2:ძX 

მინიმუმს და იგი ტოლია 
I 

I, = |V1+1+1%= -/3 – 1, 
! 

წი) 
ხოლო ექსტრემალი რომელიც + წერტილს 8: წერ- 

ტილთან აერთიანებს იძლევა მაქსიმუმს 

ს. = (V3#%=+/3+1 
V 

შენიშვნ. ტრანსვერსალობის პირობის მიღებისას 

XCX, 7) = V1 –ჯ? – ადვილი სანახავია, რომ ტრანსვერ- 

სალობის პირობა არ იცვლება თუ 

MCX, >) = –-/1 – X»” – 
გეომეტრიული პირობიდან გამომდინარე ექსტრემალი 

»=X, 

2=X%. 

ორთოგონალური- X? +)” +277 =1 სფეროსი. 

მაგალითი 7.32. 

ვიპოვოთ მრუდი, რომელზედაც ”შემდეგ ფუნქციონალს 

% /L+ »?: I0)= |““––-« 
4 Xჯ 

აქვს ექსტრემუმი. 

სასაზღვრო პირობებია: მარცხენას ბოლოში X0)=0, ხო- 

ლო მარჯვენა ეკუთვნისს X#=+-X+2 წრფეს. 
ექსტრემალები ოჯახს განტოლებაა 

1 
(» – C,)” +Xჯ? = 2. 

C, 

85



თუ გამოვიყნებთ პირობა“ X(C0)=0, მივიღებთ ით, => 

ექსტრემალების განტოლებას ექნება სახე 
(V-– თ)? +X? =C,” 

C –განისაზღვრება ტრანსვერსალობის პირობით მარჯვენა ბო- 
ლოზე. ტრანსვერსალობის პირობა გადავა ორთოგონალობის 
პირობაზე. გვექნება 

2XC/–2)+2X=90, 
საიდანაც 

  

შემდეგი სისტემის 

#-–C =-X,»=-X+2 

ამოხსნა გვაძლევს 6: =2. საძიებელი მრუდის განტოლებაა 

(#–-2)? +X? =4; ნახეთ (ნახ.7.16). 
”V 

  

ნახ. 7.16 

ეხლა განვიხილოთ ერთი პრაჭტიკული წესი, მოძრავ საზ- 

ღვგრებიანი ამოცანის გადასაწყვეტად ი) 
! "შევადგინოთ ლაგრანჟი ფუნქცია 

ჩM(X(0,6,6»2) = |4აჩ(/,X,X)#+ 2" 4,%, (0 ,X(%),6,XCჩ))' 
#/=0 

(7.142) 
“" 
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სადაც 4 = C206)4#,,...),4,) C #”''–ლაგრანჟის მამრავლებია. 

2 ამოვიწეროთ აუცილებელი პირობები: 
ა) ეილერის განტოლება 

ჩაჩი + 20ILCI)=0 (7.143) 

ბ) ტრანსვერსალობის პირობა X-ის მიხედვით 

20#X.(/ა) = 0,,, 4ი#.(/,) = –მ,,, (7.144) 
სადაც 

0 = 0(10,XიI):X,) = 2,4,V,(/ი,Xი;/,-XI)- 
ჯთ0 

გ) სტანიონარულობის პირობები #, და /, მიხედვით 

L, =0«>-2-/”(/ი)+ 2,24,(V,, + V „,X(M))=0,  (7.145) 
ჯ/=0 

L, =0<--–2-/”(,)+2,2,(V,, +V,I,X(,))=0.  (7.146) 
ჯ1=0 

(სტაციონარულობი“ პირობა ამოიწერება მწოლოდ მოძრა- 

ვი ბოლოებისათვის). 

Xჯ–ნიშნას იმას რომ ამოცანაში მიიღწევა აბსოლუტური 
ან ლოკალური ექსტრემუმი. 

ვ ვიპოვოთ დასაშვები ექსტრემალები, ე.ი. ეილერის გან- 
ტოლების ამონახსნები რომლებიც დასაშვები ფუნქციებია და 
აკმაყოფილებენ ბ) გ) პირობეს არანულოვანი ლაგრანჟის 
ვექტორული მამრავლებით საინტერესოა განვიხილოთ მშემ- 

თხვეები #0=0 და #4:0%0 მეორე შემთხვევაში #4ი შე- 

იძლება ერთს გაუტოლოთ, ან რომელიმე სხვა ნულისაგან 

განსხვავებულ მუდმივას. 
4 ვიპოვოთ ამონახსნი დასაშვებ ექსტრემალებში ან 'დამ- 

ტკიცდეს რომ ამონახსნი არ არსებობს. 
ვაჩვენოთ, რომ ეს წესი შედგენილია ლაგრანჟის პრინცი- 

პს შესაბამისად მართლაც, შევადგინოთ ლაგრანჟქისს ფუ- 

ნქცია 
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L(CXCI),/ი,,,1:4) = #ი I#V,X,#)« + ჯ #,V/,CIიX(C/0ი)/,,XC,,)), 
/=0 

ამოცანიდან 

#(XCI).7-,/ 14) –> ძXV" XI) მიხედვთ (ბოლცის ამოცა- 

ნა, გამომდინარეობენ აუცილებელი ა, ბ) პირობები ხოლო 

ამოცანიდნ „(X(/),/ა,/,,4)->ი” I( და ჩ მიხედვით, 
გამომდინარეობს გ) აუცილებელი პირობა. ვინაიდან ეილერის 
განტოლება არის მეორე რიგის დიფერენციალური განტო- 
ლება, მისი ამონახსნი შეიცას ორ ინტეგრირების მუდმივას. 

გვაქვს ” რაოდენობის #4,...4.„ ლაგრანჟქისს განუზღვრელი 

კოეფიციენტები ამრიგად თუ გავითვალისწინებთ ორი მოძ- 

რავი საზღვრის ინტეგრირებას გვაქს /”+4 უცნობი. მათ 

მოსაძებნად ჩვენ გვაქვს M+4 განტოლება: 77? პირობა 

V,(C(/(ი,XC/0ი),,,1XCI)1=0 (1=1....ი) ორი ტტანსვერსალობის 

პირობა და ორი სტაციონარულობის პირობა /, (L=0,1) 

მიხედვით. 

მაგალითი 7.33. 
ვიპოვოთ ფუნქციონალის ექსტრემუმი მოძრავი საზღვრით 

” 
/LXVX)1 = |(>? – X+1M/ – თი/., 

ი 

X(0) = 0. 
ამოხსნა. ლაგრანჟის ფუნქციას აქვს სახე 

L= |2ა(» – X+1MV+ (0). 
0 

ეილერის განტოლებაა 

I -+/, =0, #= 4ა(X? – X+1); 

4:(2ჯ#+1)=0. 

88



ტრანსვერსალობის პირობაა C –თვის ჯ –ის მიხედვით 

C = 2X(0), #.(0) = 6, (ი): #( = –6,ფუ <= 24აX(0) = 2, 

24აX(Cჟუ =0; 
სტაციონალურობის პირობაა 1-ს მიხედვით 

LC =0 <= 2)(X?(უ – X(Cუ +1) =0. 
თუ #4-=0, მაში ტრანსვერსალობის პირობიდან გამომ- 

დინარეობს რომ ლაგრანჟქის ყველა კოეფიციენტი #=0. 

ვუშვთ #ე =L1 მაშინ ეილერის განტოლებიდან ჯ=-1, 

მისი ამონახსნია 

ა- 

/? 

X= “3 10! +თ. 

ვინაიდანნ X(0) =0, 

განსაზღვრისათვის 

ჯ?(უტ –XCუ +1=0. 

მაშინ Cე = 0. უცნობი 0, 

გვაქვს თორი 

და ჯ 

განტოლება ჯუ =0 და 

მათი ამოხსნა გვაძლევს X»'=2,0, =1. 
ჩვენ გვაქვს მხოლოდ ერთი დასაშვები ექსტრემალი განსა- 

ხილველ (0,2) მონაკვეთში. 
ჯ? 

Xლ--–+I/. 
4 

ვაჩვენოთ,დ რომ (XC, 7 არა აქვსს ლოკალური ექსტრე- 

” /? 
მუმი მართლაც XC)=!'--- ფუნქციისათვის 

7 2. ” / 2 ჯ? 

L(CXV) = I(X? – ჯ+1)ძ/ = |(1––)? –( ––)+1)ძ!/ = (680. I| X I 2) -0--)+1) 
3 _დ-2',4. 

6 3 
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როდესც »” ახლოსაა 7=2, ფუნქციონა-ლ–ლნი V#(X(I),1) 

შეიძლება იყოს როგორც #(X(/),7)-ზე ნაკლები, ასევე 

LM(CXCV),უ-–ზე მეტი. 
ავიღოთ თანმიმდევრობა წყვილისა X,((1=I, 7.=#; მა- 

ში #(XC),უ თ, როდესც #3>თ ეს იმას ნიშნავს, 
რომ ამოცანის რიცხობრივი მაჩვენებელი 5. =-–თ. ცფხადია, 

რომ 5, =+Cთ. 

§ 7.I). ტეხილი ექსტრემალები. 
ვეიერშტრას-ერდმანი” პირობა 

არსებობენ ისეთი ფუნქციონალები, რომელთა ექსტრემუმი 

მიიღწევ გლუვი მრუდეები კლასის გარეთ, კერძოდ მრუ- 
დეების კლასში რომელთაც აქვთ ტეხილი ხასიათი. განვიხი– 
ლოთ ფუნქციონალი 

2 

1= |V'0 –7)«, 
0 

სასაზტვრო პირობებით 

X#(0) =0; X#(2) =1. 
ფუნქციონალი შეზღუდულია ქვევიდინნ 0 მნიშენელობით 

დღა ეს მნიშვნელობა მიიღწევა ან X/=0 ფუნქციაზე, ან 

»ჯ=ჯ+> ფუნქციაზე (რომლისთვიაც 1-X7=0) მაგრამ 
აღნიშნული ფუნქციები არ აკმაყოფილებენ სასაზღვრო პი- 
რობეს და ფუნქციონალის ნულთან ტოლობა მიიღწევა 

ტეხილით შედგენილ მრუდზე. (»=0;X=1) წერტილში გათ- 
ვალისწინეაბულია X7=0 და X=X-! მრუდეები. (ნახ.7.17ა),



V ” 

1 (2,1)1 

  

X- X 

ნას.9.17(ა) ნას.72.17(2) 

ნებისმიერ გლუვ მრუდზე რომელიც აერთებს (0,000 და 

(2)) წერტილებს ფუნქციონალის მნიშვნელობა ნულზე მე- 

ტია და მინიმუმი არ მიიღწევ.ა ტეხილის წერტილებს შო- 
რის მრუდეებზე მიიღწევა ექსტრემუმი„ აკმაყოფილებს ეილე- 
რი განტოლება. მაგრამ ფუნქტიის მთლიანი განსაზღვრი- 
სათვი, რომელზედაც მიიღწევა ექსტრემუმი საჭიროა იმ 
პერობებს ცოდნა რომლებიც სრულდება ტეხილის წერტი- 
ლებში. 

სიმარტივისათვის დავუშვათ რომ მრუდს რომელზედაც 
მიიღწევა შემდეგი ფუნქციონალის ექსტრემუმი 

ხ 

L= | MC, »,») 

აქს ერთი ტეხილი Xე წერტილში ძი და ხ შორის 

(ნახ 7.17ბ). 
წარმოვადგინოთ ეს ინტეგრალი ორი ინტეგრალის ჯამის 

ახით 

1= MC X#X)ძX+ IC #1)% 

და გამოვთვალოთ თითოეულის ვარიაცია ცალცალკე. აითოე–- 

ულ IL2,X) და IXეხ) მონაკვეთებზე XI(CX) მრუდეები 
წარმოადგენენ ექსტრემალებს და მაშასადამე, ფუუნქციონალის 
ვარიაციიდან გამომდინარე გვექნება 
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6I,= 5, ,6Xი+(”-Xჩ) 
6ს =M)  ,6Xი+(”-Xჩ) 

  
წი 

Xჯ=Xე-0 

  X=Xს „ი %ი 

სადაც X=X-მ სიმბოლო ნიშნავ, რომ წარმოებულები 

აიღებს იმ X»-–-თვი, რომლებიც მარცხნიდან მიისწრაფიან 

>»  წერტილისაკენ, ხოლო X=X+0მ სიმბოლო ნიშნავს, 

რომ წარმოებულები აიღება იმ X–-თვის რომლებიც მიის- 

წრაფიან მარჯვნიდან Xე–კენ. 

ექსტრემუმის აუცილებელი პირობაა პირველი ვარიაციის 
ნულთან ტოლობა ე.ი. 

01=0I1,+0I, =0. 
მაშასადამე, 

(-, -”, 

X0Xე =0. 

აქედნ ირტ0Xადა რ0)/აე-ის ნებისმირი მნიშენელობის გამო 
გამომდინარეობს, რომ 

(”,) X=Xე -0 =(#”>) 5=20+07 (7.147) 
(IL – #,) „ი -0 7 – »,) X=X%ე +0 

(71471 პირობებს “უწოდებენ ვეიერშტრას-ერდმანის პირო- 
ბებს. ეს პირობები საშუალებას იძლევიან განისაზღვროს ის 
მუდმივები რომლებიც აკლია ექსტრემალების განტოლებებს. 

ვეიერშტრას-ერდმახის პირობა იძლევა საშუალებას დავა–- 

ზუსტოთ ეილერის თეორემის მნიშვნელობა ეილერის თეო- 
რემა ამტკიცებს, ილა თუ ემტიესუზი არსებობს და მიიღ- 
წევა უბან-უბან უვი ფუნქციების კლასში, მაშინ ის მი- 
იღწევა მხოლოდ ბ სტრ ემალებზე. მაგრამ ექსტრემალები უამ- 
რავი. ეილერის თეორემა ღიად ტოვებს იმის შესაძლებლო- 

ბა, რომ მრუდი რომელზედაც მიიღწევა ფუნქციონალის 
ექსტრემუმი,ი “შედგენილია ექსტრემალების რკალებისაგან, შე. 
ესაბამებბს ინტეგრირების მუდმივებსს სხვადასხვა მნიშვნელო- 
ბებს და დაკავშირებულია ტეხილთან, ან “შედგენილია ეილე- 
რის განტოლების სხვადასხვა ამონახსნებისაგანი” თუ მას აქვს 

ეს ამონახსნები 

    „+010 + (#”– #ჩ,)   X=X, –0 -( – XI)   X=X -0 ჯთა»ს)+0 | X 
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ვეიერ შტრას-ერდმანის პირობა საშუალებას იძლევა დავძლი- 
ოთ ეს განუხღვრელობა. ტეხილები ეიძლება არსებობდეს 

იმ შემთხვევაში როდესაც ა =0, ან თვითონ ” ფეუნ- 

ქცია განიცდის წყეტას და ტეხილის კუთხე შეიძლება 
იყრს ისეთი რომ სრულდებოდეს ვეიერშტრას-ერდმანის” პი- 
რობები. 

მრუდს, შედგენილს ეილერის განტოლების ამონახსნებისაგან 
ისეთნაირად, რომ შესრულდებოდეს ვეიერშტრას-ერდმანის” პი- 
რობები უწოდებენ ტეხილ ექსტრემალს. 

მაგალითი 7.34. 

განვიხილოთ ამოცანით იმ მრუღის მოძებნის,ა რომელიც 

გადის წერტილებზე X=0, ”/=0 და X=2,/=1 და 
ანიჭებს მინიმუმს ფუნქციონალს 

L= | (6? –2”?#+X7)ძი. 
ამ შემთხვევაში 

ჩ=27/ფთ-ს; #,=2)? 
ეილერ-ლაგრანჟი”“ განტოლებას აქვს სახე 

#M-X”M,=0, 
ე.ი. 

” 2 (1 = » 2) =0C, 

აქედან გამომდინარეობს რომ XI/=0, ან 7=+)--5. 
» 

ამრიგად ეილერის განტოლებას აქვსს რამდენიმე ამონახსნი. 

თუ M#.ა=0»7X=0 შემთხვევაში მაშინ აბცისთა ღერძზე შე- 

იძლება იყოს ტეხილის წერტილები რომლებზეც ”შეუღლდე- 
ბიან ეილერ-ლაგრანჟეს განტოლების სხვადასხვა ამონახსნები. 

ვეიერშტრას-ერდმანის პირობიდან გამომდინარე, ექსტრემა- 

· C 
ლისათვი, რომელიც აკმაყოფილებს” 1 = + I ––- პირობას 

» 

შეუღლეის წერტილში X»X=0 ამონახსნით “უნდა იყოს 

»-1=0 ეი. C= 0. ნამდვილად, თუ C0C%0, მაშინ ტეხი– 
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ლის წერტილის მარჯენიდან /#- »#, = /(1- 7?)=C, ხოლო 

მარცხნიდნ I -)/M, =X(1-71=0, ვინაიდან =0. ამრი– 
გად ფუნქციონალის 

2 

L= |(V' –2»”7+X" XX. 
0 

მინიმუმი მიიღწევა ტეხილ მრუდზე 0<X<1 პირობა გვაძ- 
ლეს X»/=0, ხოლო 1<X<2 გვაძლეს X7=X+-1. ამოცანა 
ხდება ცხადი თუ ფუნქციონალს წარმოვადგენთ შემდეგი საით 

2 

1= ICV"(1–<27)”«.. 

§ 7.12. ეილერის განტოლების კანონიკური ფორმა 

როგორც ცნობილია თუ მოცემული გვაქს ფუნქციონა- 
ლი, რომელიც დამოკიდებულია IL(X»), ((=1..”) ფუნქცი- 
ებზე. 

L= | #C>,V....#· XV...) · (7.148) 
X 

მის შესაბამის ეილერის განტოლებათა სისტემას აქვს სახე 

ძ . 
ჯ, “რ, =0 (ჯ/=1....7) #· (7.149) 

ეს სისტემა ყოველთვის “შეიძლება დავიყანოთ პირველი 
რიგის 2) განტოლებათა სისტემაზე ამისათვის უნდა ”შემო- 

ვიტანოთ კანონიკური ცვლადები I)” და 

2 
=--, I =1....71). ?, მჟ, ( ) 

წოდოთ ჰამილტონის ფუნქცია (ან ჰამილტონიანი) გა- 
მოსახულებას 
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M=-M+2,#იჩ,. (7.150) 
/=| 

მის დიფერენციალს აქვს სახე 

ძმ” =-ძი+9 ,ძი+ > ი,4), -.- თ - 
1=! (=I 

” მნ გ (7.15!) 

2,324, --2 2-4 ს,+2.X,ძი,. 
' ჯ=I ' ჯ=I 

2 
ვინაიდან შე  ”' ამიტომ მესამე და მეოთხე შესაკრე- 

ბები გაბათილდებიან წა ბვექბება 

ძI = =2->- 22.9 + 2 »#ძი,. (7.152) 
=I 

სრული  დფერენცლის გამსაღვრის თანხმად ფორმულაში 

შესაბამისი (კვლადების მიხედვით CX,ი, და რძ დიფერენ- 

ციალების წინ უნდა იყოს #M კერძო წარმოებულები. ე.ი. 
2L. 2ILI .· 01 

ლ–“–--; 7.153 

მ 029. მდ, (7153) 
ვისარგებლოთ (7.4ზ)ე ფუნქციონალისათვის (7.:53) განტო- 

ლებით და ჩავწეროთ სიმეტრიული ),,1X;-...-,, #,/21.... 0, 

2ი ფუნქციებისათვის 

ძი, 2I ძი, 2ILI 
=- : = , (7.154) 

ძX 0), ძ» მდ, 
რომელებსაც უწოდებენ ეილერს განტოლების კანონიკურ 

ფორმას. 
მაგალითი 7.35. 

  

ხ 

ფუნქციონალისათვის I«: ა 

გვაქს II = –)+)2X=» ჯ#= 

>I
|=
5,



ეილერის კანონიკურ განტოლებებს აქვთ სახე 

ძი _ _2IL_ე. 
ძყთ რმ» ” 

9) _ 21| _ 
ძი მი 2 

ამოხსნის შედეგად მივიღებთ /=0;; 

»#=“Xჯ+C 

2 2 

§ 7.13 ფუნქციონალის ექსტრემუმის არსებობის საკმარისი 
ირობები 

წინლთ პარაგრაფში ჩვენ განვიხლეთ ფუნქციონალის ექ- 
სტრემუმს არსებობის აუცილებელი პირობები კლასიკურ 
ვარიაცკციულ აღრიცხვის თეორიაში დიდი ადგილი აქვს დათ- 
მობილი ფუნქციონალის 

ჯ1= I #(X,#,)/)ძX. (7.155) 

ექსტრემუმი”ს არსებობის საკმარისი პირობების შესწავლას. 
აგებულია იაკობის თეორია-ცენტრალურ ველში ექსტრემალის 

ჩართვ აუცილებელი პირობა. ექსტრემალებისს ცენტრალური 

ველი განისახღვრება „-(X-,#) წერტილით და ოჯახის მომ- 

ვლები C' –დისკრიმინნტა მრუდით იაკობის საკმარისი პი- 

რობები იძლევიან საშუალებას „#8 გამოსაკვლევი ექსტრემა- 
ლისათვი, აიგოს ისეთი ცენტრალური ველი, რომ მის 
მცირე მიდამოში სხვა ექსტრემალები #8 ექსტრემალთან 

გადაიკვეთებიან (ნახ.7.18) 
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დისკრიმინანტული 
ი მრუღი 

  

ნახ.7.18 

ე.ი. 4ს შეუღლებული 4 წერტილი მდებარეობს 

43 ექსტრემალის გარეთ. 
ექსტრემალების ველი 

ფუნქციონალის ექსტრემუმის არსებობის საკმარისი პირობა 
თეორიულად გაცილებით რთული ამოცანაა გეიდრე აუცილე- 
ბელი პირობა კერძოდ, უნდა განვიხილოთ არა („ცალკეული 
ექსტრემალები, არამედ ექსტრემალების ოჯახი მარტივი ფუნ- 
ქციონალისათვის 

1= | ”CC»,1)ძ. 

ეილერის განტოლების ამონახსნი წარმოქმნის მრუდეების 

ოჯხსხ /= 7(CX,0,C) რომელიც დამოკიდებულია C,. და 

ი მ”უდმივებზე.ე ეს მუდმივები განისაზღვრება #4 და #8 

წერტილებში მრუდის გავლით თუ ექსტრემალი გადის 
მხოლოდ 4 წერტილზე, მაშინ მივიღებთ _ექსტრემალების 
კონას გამომაალს #4 წერტილიდან (ნახ.7.179ე)ე) მათ შორის 

იქნება ექსტრემალიც, რომელიც | გადის 8 წერტილში. 
ეხლა შემოვიტანოთ (ცნება "ველი. თუ მრუდეების ოჯა- 

ხი დამოკიდებულია ერთ პარამეტრზე, განლაგებულია რომე- 

ლიღაც #) არეში ისეთნაირად, რომ არეს ყოველ ერ- 
ტილში გადის ოჯაის მხოლოდ ერთი მრუდღი, მაშინ ამბო- 

ბენ, რომ ეს ოჯახი ა არეში ქმნის ველს (უფრო 

ზუსტად-საკუთრივ ველს). 
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განვხილოთ პარალელური წრფეეის თოჯხი 7=Xჯ+C 
სიბრტყის ნებისმერ ნაწილში ისინი” წარმოქმნინ ველს 

(ნახ.7.20. პირიქთ  პარაბოლების ოჯახი )/ = (X + C)?(ნახ.7.21) ლე ჯ 
ზედა ნახევარსიბრტყში არ არმოქმნის ველს: ყველა წერ- 
ტილში გადის ოჯახს ორი წევრი. 

V V 

ი 
გ 

# 

ი X 9 X 

ნახ.7.19 ნახ.7.20 

X 

  
'"'ჯს ა სსა –, ”>X 

ნახ.7.29 
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ნახ.7.22 

აუცილებელია; ვიპოვოთ უმოკლესი მანძილი 4 და #8 

წერტილებს შორის. ექსტრემალებია »=0CX+C. თუ 

დავაფიქსირებთ 4 წერტილს (მაგალითად X=0, /=0), 

მაშინ მივიღებთ წრფეების ოჯახ, რომლებიც იწყებიან ერ- 

თი წერტილიდან X7=0,76X. ეს ოჯახი წარმოქმნის ველს, ვი- 

ნაიდნნ სიბრტყის ყელა წერტილში გადის ოჯახს ერთი 

მრუდი (გარდა ველის ცენტრისა X=0, /7=0) ასეთ ველს 

უწოდებენ ცენტრალურს. 
ექსტრემალები ფუნქციონალისა 

ხ 

L= IV” –»)% ა 
არის სინუსოიდები 

#=0Cთ510X+Cთ 005X. 
ექსტრემალები“ კონა რომელიც გადის კოორდინატთა სა- 

თავში X#=Cფ58ი» წარმოქმნის ველს (ცენტრალურს, თუ 

–7 <X<Xჯ# (ნა.7.221 და არ წარმოქმნის ველს თუ 

X>”„ ან X<-” წერტილებში X=-–-” ექსტრემალები 
გადაიკვეთებიან. 

იაკობის ანალიზური პირობაა: მოცემული ექსტრემალის 
ექსტრემალებს ცენტრალურ ველში ჩასართავდ (ცენტრით 

4(X.X) წერტილში საკმარისი, რომ იაკობის განტო- 

ლების ამონახსნი /#” (X) 

MაV+ Mცა#V- “-(ჩ,V +M,M)=0, (7.156) 
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XX <XX, დროს არ უნდა უდღრიდეს ნულს. თუ ეს 
პირობა შესრულებულია მაშინ ფუნქციონალის სუსტი და 
ძლიერი ექსტრემუმის საკითხი წყდება იერშტრასის საკმა- 
რისი პირობიდან. ამ პირობის გამოყვანისას დამტკიცებულია, 

რომ ფუნქციონალი #! ნაზრდი მიიღებს სახეს 

ტ! = | 5(C,»#,7)თი, (7.157) 

სადაც ' 

#(X, 7, », 2) = M(X, 7, 7) – M(X, V, 6) – (» – 0)M,(X, 7, დ) 
(7.158) 

არის ვეიერშტრასი ფუნქცია;ა /#-საკუთხე კოეფიციენტია. 
ფუნქციონალის სუსტი ექსტრემუმისს არსებობის საკმარისი 

პირობები X(CX) ექსტრემალისათვი“ შემდეგში მდგომარეობს: 
აა 2 მრუდი არის ექსტრემალი, რომელიც აკმაყოფილებს 

სასაზღვრო პირობებს. 

ბა სრულდება იაკობის პირობა ეი. X#/=/(X) შეიძლება 
ჩაირთოს ექსტრემალების ველში. 

გ) ვეიერშტრასს #(X, /,/,ი) ფუნქცია არ იცვლის ნი- 

შანს X,7» წერტილებში ყველა დასაშვები თ/(X) ფუნქცი- 

ებისათვის, რომლებიც ახლოსაა 2” მრუდთან და /XVX,)/) 

მახლობელი წ» მნიშვნელობებისათვი. ამ პირობების შესრუ- 

ლებისას თუ 

#(X,»,X», 0) 20, (7.159) 
მაში X#/=7/(X ექსტრემალხზე გვექნება სუსტი მინიმუმი, 

ვინაიდან #7 <0. თუ 
#(X,”7,X, ს) <0, (7.160) 

მაშინ X= /(X) ექსტრემალზე გვექნება ძლიერი მაქსიმუმი. 
ფუნქციონალის ძლიერი ექსტრემუმის საკმარისი პირობები 

»=/(CX) ექსტრემალისათვის გულისხმობს აგრეთვე იაკობის 

პირობის შესრულებას X#/=/(X) ფუნქციისათვის. რაც შე- 

ეხება ვეიერშტრასის ფუნქცის #(X,7/,”,ი) ის არ იცვლის 

ნიშან ყელა დასაშვებ /(»X) მრუდღეებზ,ე რომლებიც მახ- 
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ლობელი არიან C მრუდის (X და ”/ წერტილის მიხედ- 

ვით), ნებისმიერი » მნიშვნელობისას. ამასთან თუ 

#(X,#,),ნ)>მ, მაშნ »=/#/(»„ჰ  ექსტრემალხბე გვაქვს 
ძლიერი მინიმუმი-ი ხოლო #(X,)/,/,0)<0, მაშინ 1= /(X) 
ექსტრემალზე გვექნება ძლიერი მაქსიმუმი. 

ვეიერშტრასის ფუნქციისს ნიშნის ადგენა მარტივ შემ- 
თხვევაშშიც კი რთული ამოცანა. გამოვიყნოთ ლეჟანდრის 
საკმარისი პირობები რომლის საშუალებითაც შეიძლება გა- 

ნისაზღვროს /! ფუნქციონალის მინიმუმი (მაქსიმუმი) მხო- 

ლოდ იმ შემთხვევაში როდესაც ინტეგრალქვემა #"(X,)/,)) 

ფუნქცის აქს / მესამე რიგის წარმოებული. ვისარგებ- 

ლებთ რა ამ პირობით #L(CX,/,”) ფუნქცია დავშალოთ 

ტეილორის მწკრივად (X, ”, ?) წერტილის მიდამოში 

(X-ს) მნაზრდით. 

. . 1 . 
MX, 7,7) = ”(X,7,0)+(7 – 0)ჩ., ,+> ჩა (7 – ი), (7.16) 

2 ) »X-=4 
საღაკ #0<ძ<X»” მესამე წევრი მაღალი რიგის მცირეა. 

შევიტანოთ (7.148) განტოლებაში #(X,7/,7)-–ის მნიშვნე- 

ლობა, მივიღებთ 

  

(7– ჩა)? (7.162) 
X=4   

. 1 
#(X,V,7,0)= 5» 

მაშასადამე, 

§IC11(X,)”/, )/, 29) = 96MჩV), (7.163) 

თუ ,, ,%0 უწყეტობი” გამო ის განსხვავებულია 

ნულისაგნ X»=/(X),„ ექსტრემალის არეში და ინარჩუნებს 
ნიშას »#ჯ-ს მახლობელი ძ მნიშვნელობისათვის მაშინ ვე- 

იერშტრასის საკმარისი პირობა სუსტი მინიმუმისათვის (მაქ- 
სიმუმისათვის,) შეიძლება შეიცვალოს ლეჟანდრის გაძლიერე- 
ბული საკმარისი პირობით 

MM, >(<0). (7.164) 
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ძლიერი მინიმუმისათვის (მაქსიმუმისათვი) ვეიერშტრასის 
პირობა შეიძლება შეიცვალოს ლეჟანდრის პირობით 

ჩა, ,>9(§0). (7.165) »#I,- 
იმ წერტილებში რომლებიც ახლოს არიან X”= /#/(X») 

ექსტრემალთან ჯ»ჯ და X#/ მიხედვით, ნებისმიირი იძ. თუ 

მაგალითად #, არ არის #,-ზე დამოკიდებული. 

მაგალითი 7.36, 

გამოვიკკლლიოთ ექსტრემუმზე ფუნქციონალი 
+. 0)=0, ჯX(8)=ხ. წ) = პძ ; X# ნXX)1 IL X ი >>0,  ხ>0. 

ექსტრემალის განტოლებაა 

»=0იX+0, ექსტრემუმი მიიღწევ. »/=425>»ჯ წრფეზე. 
ძ 

»=60X+C, წრფეების კონა ცენტრით (0,000) წერტილში 
წარმოქმნის ცენტრალურ ველს, რომელიც შეიცავს ექსტრე- 

მალს #»#= ხ. · ვეიერშტრასის ფუნქციას აქვს სახე 
ძ 

§(X,#,ნ,7)= V" – ხ' – 3ი?“(ჯ – ი) =C» – ი)/(X#+2ჯ). 
ხ . 

»==»ჯ ექსტრემალზე ველის დახრაა „> ·> ი. თუ » 

მიიღეს „გ=5> მახლობლობის მნიშვნელობას, მაშინ ==» 
- ძი ძ 

და მაშასადამე სუსტი ექსტრემუმის ყველა პირობა შესრუ- 

ლებულია. ამრიგად 9; ექსტრემალზე მიიღწევა სუსტი 
ძ 

ექატრემუმი. 

მაგალითი 7.37. 

გამოვიკვლიოთ ექსტრემუმზე ფუნქციონალი 

IXX1= (+ 27+> XX; 
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X0)=0, XLI)=0. 
ამოხსნა. ამ ფუნქციონალისათვის ეილერის განტოლებას 

აქვსს სახ #=2 ექსტრემალებს აქვთ პარაბოლების სახე 

»=X”+0,7X+C. 
სასაზღვრო პირობების გათვალისწინებით 

»#=X” –Xჯ 
იაკობის პირობას აქვს სახე 

=30 =0 ან 7#=0, 

ICX) = C,X+ თ. 

პირობა 1(0)=0 გვაძლეს C=0 ვინაიდან 

0 #%0 არსად L|0,)) მონაკვეთში არ “უტოლდება ნულს, 

X=0 წერტილის გარდა, ამიტომ იაკობის პირობა სრულ- 
დება და ექსტრემალი 

VLCX) = C,X 

2 »#=X? – ჯ 
შეიძლება ჩავრთოთ ექსტრემალების ცენტრალურ ველში 

ცენტრით XCX0,0001 წერტილში სახეულდობრ /= X.+C 
ოჯახში (ნახ.7.23) 

ი ჯ 

” 

ნახ.7.23 

ვეიერშტრასის ფუნქციას აქვს სახე 

. 1... 
(CC #VX)= >(» – ნ)”. 

I03



აქედან ჩანს რომ სნებისმიირი IX”<თვის 

.-ა 1... 
#(X, 7, 9, X) = 2(X- ი 20. 

მაშასადამე, X#=X?-–X» ექსტრემალზე მოცემული ფუნქცი- 
ონალი აღწევს ძლიერ მაქსიმუმს რომელიც ტოლია 

IX? – X1= – 

§ 7.4 ეილერ-ლაგრანქის მეთოდი ოპტიმალური 
მართვის თეორიაში ორწერტილოვანი სასაზღვრო 

ამოცანების ამოხსნა (43, (113) 

სისტემა აღიწერება არაწრფივი დიფერენციალური განტო- 
ლებით 

X#»X= 7/(ს#”,V) « (7.166) 

საწყსი მდგომარეობა მოცემულია:  X(/ე)= #-. ( CV.) 
მართვის დროის ინტერვალია, ამოცანა მდგომარეობს იმაში, 

რომ მოიძებნოს #M=IMI/I) მართვისს ვექტორ-ფუნქცი,ა რო- 

მელიც ფუნჭციონალს ანიჭებს მინიმუმს 

IL = IMV ?//)ძ! + CCVI),!). (7.167) 
ი 

ამრიგად განიხილება ბოლცის ამოცანა. IM() მართვის 
ფუნქ ია ეკუთვნის ღია სიმრავლეს და მისი კომპონენტები 

დროი „წვეტი ფუნქციებია. 
ეილერ-ლაგრანქი“ ამოცანა მდგომარეობს შემდეგში: 
ა) ლაგრანქისს მამრავლთა მეთოდით შეავდგინოთ გაფარ- 

თოებული ფუნქციონალი 

L= (60,M)+4”(/C-M0 – 2)14 + CCM6),).. (7.68) 
შემოვიტანოთ ფუნქცია 

II = MICX,V,()+ # '(/0” VI), (7.169) 
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მაშინ 

1= |”C,,%/,2 )+ 2” X)1%+ CCVC,),ჩ).. . (7.170) 

I2 ”»)აძ/ ნაწილობრივი ინტეგრირებისს გაფართოებული 

ფუნქციონალი ჩავწეროთ შემდეგი სახით 

1 =CCVI,),/,)+# '(0)XCI) – 4 C(I)XCი9) + 

+ IMთ» /,2უ1+/ “ი. 

ბ) გაფართოებული ფუნქციონალი ექსტრემუმის არსებო- 

ბის აუცილებელი პირობაა 0I=0. წარმოვადგინოთ ეილერ- 
ლაგრანჟი” განტოლება 

  

2.0, 1+L=_2LL (7.172) 
მს 2V 

საბოლოო პირობით 

ძძთ 
2'V0)=–- 7.173 (M)==5 V, (7.173) 

გ) უნდა ამოიხსნას ორწერტილოვანი სასახღვრო ამოცანა: 

»= /(V,V, I) (7.174) 

201.0, 1=.2.9. (7.175) 
მს 2 V 

2C0ღ 
Xი)= ». #CL)= (2 2» 4.) (7.176) 

სარტიდოეიი ამოცანებს ამოხსნის “შესახეაბ ქვევით 
გვექნება საუბარი. 

იმისათ ის რომ გაფართოებუ ფუნქციონალმა მიაღწი- 
შაია ოს მინიმუმი ორწერტილოვან ნაში აუცილებელი პი- 

რობაა ფუნქციონალის მეორე ვარიაცია 06-7>0 სადაც 
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1 მ?პ0Cღ 1 2-2 2), 2) | + | თ» „6 )%ს,ს,ს(57 <4. 

(7.177) 
LI" LL" 

_|““” ““» «ი - 2 XI (7.178) 

ბს და ბV დაკავშირებულია განტოლებით 

ძ 
7 (9X) =#/V+/,ბს, 2V(C0)=0. (7.179) 

თუ #” და / გლცხადად არ არიან დამოკიდებული 

დროზე და “/ ოპტიმალურია, მაშინ პირველი ინეტეგრალი 

II =00M”!. ახლა შევჩერდეთ ლუ როგორი იხსნება ორწერ- 
ტილოვანი სასაზღვრ ამოცანები. 

განვიხილოთ ეწ | წრფივ-კვადრატული ამოცანა, ე.ი. 

X= 4(I)X+ წ8(I), (7.180) 

სადაც 4() და „#-(I)) მატრიცებია. 

1= + (თ”ი(ი» + M C(I)%Iძ/ + რ )§,X(,),  _ (7.181) 

სადც /XI), 5 –არაუარყოფითად განსაზღვრული მატრი- 
ცებია. 

C(C/)–დადებითად განსაზღვრული მატრიცაა. 

ამ “შემთხვევაში ფუნქცია 

MICX,V, 2) = ე» 0(I)XCI) + > V” CCI)V(I) + 2 I4(/)»X + 80)V). 

(7.182) 
(7175) განტოლებიდან ვიპოვოთ ოპტიმალური მართვის 

ფორმულა 

»" = –Cთ '(/I8'0)2C0. (7.183) 
(7.:183)ს გათვალისწინებით (7.175) მიიღებს სახეს 

Xჯ = /#(I1)ჯ – 8((1C“ '(08”(,) 2C0, (7.184) 

2 = #(I)X – #C0)4, (7.185) 
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სასაზღვრო პირობებით 

XC/0) = Xი,; #(/ი)= 5,X(/6)- (7.186) 
ორწერტილოვანი სასაზღვრო (7184) (7.186) ამოცანა 

ამოიხსნება, მაგალითად "გარეკვის" მეთოდით თუ დავე- 
ყრდნობით (7.186) გამოსახულებას დროის ნებისმიერი მომენ- 

ტისათვის / CL(M%,/) 

4 CI) = §(7XX(I). (7.187) 

შევადგინოთ +§(I) მატრიცისათვის განტოლება ამისათვის 
გამოვიყნოთ (7.184, მივიღებთ რიკატის მატრიცულ განტო- 
ლებას 

5 - 54+ 45 – 580 I8§+ჩ0=0, (7.88) 
საბოლოო პირობით 

§(I))= ფ. (7.189) 
ამოვხსნათ (7.188,) (7.189) კოშის ამოცანა, მივიღებთ 

#(/ა) = 5(I0ი)X(I0). (7.190) 

ამის შემდეგ X(I60) = X0 და (7189) გათვლისწინებით 

ამოვხსნათ (7.18) განტოლებისათვის კოშის ამოცანა ამრი- 
გად ორწერტილოვანი სასახლვრო ამოცანა დავიყვნეთ კო- 

ის ორ ამოცანა 

ამ მეთოდის დასახელება იმაში მდგომარეობს, რომ საბო- 
ლოო პირობები "გადაიყვანება" საწყისში. 

თუ ფუნქციონალის ინტეგრალური ნაწილი დამოკიდებუ- 

ლია მხოლოდ მართვაზე (მატრიკა ჯ#X(C/1=0) და ამოცანა 

სტაციონარულია, ე.ი. #8, მატრიცები შედგენილია ბუდ- 

მივი ელემენტებისაგა,„ მაშინ რიკატის განტოლება ება 
ერთგვაროვანი და შეიძლება მოიძებნოს მისი იორის 
მართლაც შემოვიტანოთ საძიებელი მატრიცის შეცვლა 

§= M#M ან §5M=XL, მაშინ მატრიცის მიმართ მივიღებთ 
წრფივ განტოლებას 

M = 4M – M4” + 8C 8”, (7.191) 

საბოლოო პირობით 

MC) =5;'. (7.192) 
(7.191) განტოლების ამონახსნია 
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M =6 “ი(“, (7.193) 
სადაც C–-ნებისმიეეირი მუდმივების მატრიცაა ნებისმიერი 

მუდმივების გვარიაცკის მეთოდის დახმარებთთ მოიძებნება 
(7.91) განტოლების ამონახსნი 

MC) =6 “ი6:“ + | გ-ი 8ც “8 4-იძ-. (7.194) 

სხვა მეთოდი„ რომელიც შეიძლება გამოვიყნოთ ორწერ- 
ტილოვანი სასახღლვრო ამოცანის მიახლოებითი ამოხსნისათვის, 
ეს არის ნიუტონის მეთოდი. 

მოცემულია ვეჭტორის 24(/-):4,(/6) = თ) საწყსსი მიახ- 

ლოება და ამოიხსნება (7.174) განტოლებისათვის კოშის ამო–- 

ცანა I/ი,ი/) დროის ინტერვალში. 

1=წჩ მომენტში ამოწმებენ (7.76) საბოლოო პირობას. 

თუ ის არ სრულდება, მაშინ შემოაქვთ გაუთანხმებლობა 

XI =| 2,6) - 29% , X: = (Xე) პაააოოა ა, XI) (7.195) 
მX, · 

გამოიყენება თანამიმდევრული მიახლოების მეთოდი. ამოცა– 

ნა მდგომარეობს იმაში რომ ვიპოვოთ X-ა ფუნქციის ნუ- 

ლები, დამოკიდებული Cთ,,Cთე.....თ, –ზე. 

თუ დავუშვებთ, რომ C,'=თV+2 
ბ ” მცირე დამატებებია, მაშინ 

  

ც Iს. სადაც 

2 
  X,= X+2,––-Xაემ,. (7.196) 

„ით, ” 
(71960) ფორმულის ნულთან გატოლების პირობიდან მი- 

იღება მე. ამოირჩივა ” წრფივ განტოლებათა სისტემა 

მე,მიე,....0, ის მიმართ. 

აღვნიშნოთ 

მ XV) ) 

მთ, 
  რთ. 

  
| (7.197) 
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2, = (2,6 ,,....0,) განსაზღვრისათვის განტოლებები ჩაი- 

წერება შემდეგ სახეით 

4)(თ")ბ, =-X,, 06,=-/4ეXე. (7.198) 

გამოითვლება პირველი მიახლოება თ!) = თ) +ტ, ხდება 

მთელი. სითხედურის სგ გამეორება. საბოლოოდ მივიღებთ იტე- 
რაციები“ საბოლოო 

6, = #,სX, ურ ს რიგ, (CM =1,2...) (7.199) 
ყოველ იტერაციის ბიჯზე გამოითვლება 724() მატრიცა და 
ხდება მისი შებრუნება. 

მეთოდის კრებადობა განისაზღვრება ძირითადად მისი საწ- 
ყისი მიახლოებით კარგი შერჩევისას იტერაციისს პროცესი 
სწრაფად კრებადია. სიძნელეა საწყისი მიახლოების მოძებნა, 

§ 7.5. ვარიაცკიული აღრიცხვის მეთოდების გამოყენების 
მაგალითები 

განვიხილოთ კონკრეტულ მაგალითებზე ვარიაცკიული აღ- 

რიცხვის ზოგიერთი მეთოდის გამოყენების შესაძლებლობები. 

მაგალითი 7.38 (66). 
მუდმივი დენის ელექტრული ამძრავი 
მუდმიი დენის ელექტრული ამძრავისათვის დენის და 

სიჩქრის საუკეთესო დიაგრამების ამოსარჩევად, გამოვიყენოთ 
ვარიაციული აღრიცხვის მეთოდი. ეს ამძრავი გამოვიყენოთ 
ექსკავატორის პლატფორმის მობრუნებისათვი. ელექტრული ამ- 
ძრავის დანიშნულებაა პლატფორმის კუთხური გადაადგილების 

გამომუშავება რომელიც უხრუნ ველყოფს (ციცხვისს მოძრაობას 
გრუნტი ამოღების ადგილიდან მის. გადმოტვირთვის” ადგი- 
ლამდე. საწყის და საბოლოო ს მომენტებშ ი პლატფორმი” კუთ- 
ხური სიჩქარე ნულის ტოლია. 

განვიხილოთ ექტროამძრავის ძირითადი განტოლება-ღერ- 
ძზე მომენტების წო ნასწორობის განტოლება 

0აIთC, = ,2 + Mც, (7.200) 
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სადაც #–ელექტროძრავის ღუზის დენი,ა “C,.-–სასარგებლო 

რეზულტირებული მაგნიტური ნაკადი 0Cგ--მუდმივიი კოეფი- 

ციენტი,ა /–ელექტროძრავის და შემსრულებელი მექანიზმის 
ინერციის მომენტია დაყვანილი ელექტრული ძრავის ღერძზე. 
თ-ღუზს ბრუნვს კუთხური სიჩქარე, _#M/0ჯ;“-წინააღმდეგო- 

ასე ზენშერინ რდობით ერ ბზე მ 
აწერია ალეა ეე ნელი დადე ეწრის ლ 

მომენტის ერთეულებად მათი ნომინალური მნიშვნელობები, 
ხოლო დროის ერთეულად-დროის მექანიკური მუდმივა 

MC 
=> 7.20) 
M ' (7:20)) 

რიცხობრივად ტოლი ამძრავის გაქანების დროისა ნული- 

დან ბრუნვის ნომინალური სიხშირი მნიშვნელობამდე გა- 

მოწვეული ნომინალ მბრუნავი მომენტის მოქმედებით. ი- 
ნაიდ-ნნ ელექტრომ ოწყობილობების. კატალოგებში მოყვანილია 

არა ინერციის მომენტი არამედ ქნევის მომენტი C#” 

მაშინ (7.201)) გადავწეროთ სახეში 

_ Cჩ”», 

· 375M, 

სადაც 7#/“–სეკუნდებშია, C#”კგ.მ, ო, ბრ/წთ M/,-ვ.მ. 

(7.220201 ფორმულა გამოიყნება ფარდობითი ერთეულებიდან 

აბსოლუტურ ერთეულებზე გადასელისას. 
შემოვიტანოთ ახალი (კვლადები 

––_–__._ 
1ვ დ V-– M, 1V 

(7.2001 განტოლება ჩავწეროთ “შემდეგი სახით 

  (7.202) 

I#= 9V , /. (7.203) 
ძXL 

დამოუკიდებელი აღგზნების ძრავებისათვის მაგნიტური ნა- 

ადი შეიძლება ჩავთვალლოთ მუდღმივ სიდიდედ CX=1, მაშინ 
(7.203ვ) მიიღებს სახეს 

1= V+ //!. (204) 
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თუ მობრუნების კუთხს ერთეულად ავიღებთ კუთხეს, 

რომელიც გაღის (=171 დროში ნომინალური ბრუნვის სიხ- 

შირეს მაშინ ფარდობით ერთეულებში მობრუნების კუთხე 
თ ტოლია 

ჯ 

თ = IVძ#. (7.205) 
0 

ნდა აღინიშნოს, რომ იძ შეიძლება იყის ან ადაად– 
გილების მანძილი, ან მობრუნების კუთხე. ს არივე შემთხვე- 
ვაშში უგანზომილებო ფარდობით ერთეულებში. 

ფარდობით ერთეულებში კარგვბი ღუზაში გამოისახება 
შემდეგი ინტეგრალით 

7 

0= |I'ძი. (7.206) 
0 

იმისათვის რომ არ მოხდეს ღუზის გრაგნილის გადახურება 

0 არ უნდა იყოს ზღვრულ მნიშვნელობაზე მეტი, რომე- 

ლიც აიღება ცხრილებიდან. 
ეხლა მოვახდინოთ ამოცანის მათემატიკური ფორმულირება: 

ვიპოვოთ I(L) და V() ფუნქციები დაკავშირებული ერ- 

თმანეთთან (7.200) განტოლებით. ისინი ანიჭებენ (7.206) ინ- 
ტეგრალს მინიმუმს მოცემული (7.205) გამოსახულებისას და 
სასაზღვრო პირობებისას. 

შეიძლება კიდევ სხვანაირად ჩამოყალიბდეს ამოცანა. ვიპო- 

ვოთ დენის და სიჩქარის დიაგრამები ე.ი. II) და V(?) 

ფუნქციებ,თ რომლებიკ უზრუნველყოფე ციცხვი გადღაადგი- » 

ლებას მინიმალურ დროში, ე.ი. 7'= I“ ინტეგრალის მინი- 

0 
მუმს,ს მოცემული (7.2050) და (7.2060ე ინტეგრალებისს და 

V(0)=V,VCI)2V„ სასაზღდვრო პირობებისას და (7.203) 

კავშირის განტოლებისას (მაქსიმალური სწრაფქმედების ამოცანა). 
ამრიგად დენის და სიჩქარის საუკეთესო დიაგრამების 

განსაზღვრა დადის ლაგრანჟის ვარიაცკიულ ამოცანაზე. 
(7.20) განტოლებიდან გამომდინარე სიჩქარის ოპრიმალუ– 

რი დიაგრამის განსაზღვრა დავიყვანოთ იზოპერიმეტრულ 

ამოცანაზე ვინაიდან პირველი ფორმულირების დროს საკმა-



რისია ვიპოვოთ V(I), რომელიც მინიმუმს ანიჭებს ინტეგ- 
რალს 

ჯ 

ჯ = IC V' + /I/)1ძ» (7.208) 
0 

მოცემული 
7 

თ = IVძ%. (7.209) 
ი 

გვაქს იზოპერიმეტრული ამოცანა შუალედური ფუნქციით 

L, = (VI + /#/)? + 4აV. (7.210) 
მაქსიმალური სწრაფქმედებისათვის შუალედურ ფუნქციას 

აქვს სახე 
I =1+ 4,(V' + //)+ #ეV. (7.211) 

მარტივი შემთხვევისათვისს განვსაზღვროთ ოპტიმალური დიაგ- 
რამის ფორმა როდესაც წინააღმდეგობის მომენტი ელექ- 
ტროძრავის ღერძზე მუდმივია ე.ე. /#/ = /Iი =00M5!). L.–თვის 

ეილერის განტოლებას აქვს სახე 

2VX– #:=0 (7.212) 

IL) –თვის 

24, V – 4 =0 (7.213) 

(7.21221 და (7.213) განტოლების ამონახსნი ერთი და იგი- 
ვე მრუდეების ოჯახია-პარაბოლები. 

ამრიგად სიჩქარის ოპტიმალური დიაგრამა პარაბოლაა, 
ხოლო ღუზის დენის ოპტიმლურ დიაგრამასს აქვს წრფივი 

ხასიათი. (ნახ.7.24) 
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“ი” 

Mი + 

ი ჯ ა= >7 

ნახ 7.24 

ვრცლად განვიხილოთ პირველი ფორმულირება–მინიმალური 
კარგვები ღუზაში. (7.212) ეილერის განტოლების ამონახსნია 

4 
VX=0, +თ2C+-#C (7.214) 

სამი C,,C,და რ#ა“ის განსაზღვრისათვის გამოვიყნოთ სამი 

პირობა 
7 

V(0)= V,V(11=V და I ძ?1 =თ. (7.215) 
0 

პირველი განტოლებიდან გამომდინარეობს რომ C, =VM.. 

ხოლო შემდეგი ორი განტოლებიდან 

V, = V, +0)1' +4>, 
(7.216) 

  მბ, ტამ X=V,11 + 2 12.” 

ვპოულობთ: 
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_ 6-–-4V,1 – 2V,2?”. 

     

C5 – წა , 

7.27 
24თ – 12(V, + Vე )1” ! ! 

რ=-უეუე +. 
I 

კერძოდ, როღესაც V, =M=0 გვექნება 

6თ ჯ? 

“რჯ 
(7.218) 

_ 6თ 12თ 
1=/#-0+ 72. – “მ. ჯ 

(ის გათვალისწინების შემდეგ (2. მიიღებს 

0- 122. 2 

ლაჟანდრის პირობაა 

Lს.„=2>0. (7.219) 

ამრიგად, ექსტრემალებზე მიიღწევა C0-ს მინიმუმი. 

თუ ოპტიმალური მართვისას ბრუნვის სიხშირე გადის 

ნულზე ამოხსნა რთულდება იმით რომ წინააღმდეგობის 
სტატიკური მომენტი “შექმნილი ხახუნის ძალების მიერ, 

აღარ არის მუღმივ. მართლაც, ხახუნის ძალების მიერ 
შექმნილი მომენტი “შეიძლება ჩავთვალოთ აბსოლუტური 
მნიშვნელობით მუდმივად, მაგრამ იცვლის თავს ნიშანს, 
სიჩქარის ნიშნის შეცვლასთან ერთა 

ასთ შემთხვევასთან გვაქეს საქმე 

ღვრო პირობებისას მაგალითად თუ V(0)=V,<0 და სა- 

ჭპიროა პირველად დავამუხრუჭოთ "შემსრულებელი მექანიზმის 
მოძრაობა ხოლო შემდეგ გადავაადგილოთ საწინააღმდეგო 

მხარის. V<0 დროს !I=V-7ე (ხახუნი ეხმარება მექანიზ- 

მის დამუხრუჭებას, V>0 დროს 1=V+/Iსე (ხახუნი ხელს 

უშლის გაქანებას). მაშასადამე, ამ "შემთხვევში # წარმო–- 

ადგენს წყვეეტად ფუნქციას 
IL, =(V+ /(ა:51CI1V)? + 2ა5V, (7.220) 

LI4 

არანულოვანხი სასაზ-



სადაც §ICIV აღნიშნავს ფუნქცია, რომელსაც აქვს ნახტო- 

მი V=0 დროს. §IC)1V = +1, როდესაც V>0 და 

§აICVIV=-) V<0 შემთხვევაში ჩვენს ექსტრემალს გააჩნია 

ტეხილი = რტილში და აკმაყოფილებს იერშტრას- 
ერდმანის ნტოლ ში =ე ქეიერშტ 

ტეხილის წერტილიდან მარცხნივ გვექნება 

L, – VL,, = //2 + 40V-– V”, (7.221) 
ხოლო მარჯვნივ 

IL – –VLკ = #46 + 8აV-– V-. (7.222) 
თუ გავუტოლებთ ამ განტოლებებსს ერთმანეთს თითქოს 

ადგილი არა აქვს ტეხილს ამ “შემთხვევაში სიჩქარის მრუ- 

დი V 2) წარმოადგენს გლუვ ფუნქცია, ხოლო ღუზის 
დენი სიჩქარის ნულზე გავლისასს უნდა განიცდიდეს ნახტომს 
(ნახ.7.25). 

V,1 

ნახ.7.25 

ახლლა განვიხილოთ ის “შემთხვევა, როდესაც “შეზღუდვაა 

დადებული ღუზის დენზე 
I, < I. (7.223) 

ვინაიდსნნდნ საძიებელი ფუნქციაა V(I), ამიტომ (7.223) 

უტოლობა ადებს შეზღუდვა” მის წარმოებულებზე 

I#+ /4ა| <!„. (7.224) 
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დენი ოპტიმალურ დიაგრამას აქვს სახე (ნახ.7.26, ხოლო 

დიდი //ე იხილეთ (ნახ.7.27), 

  

    

  

  

    

ს 1 “V 1 1 /V 

+1» L 

! 

0 I-ხ, _ I >“? ”. 

–1. | 

–_ 

12 

-1ი 

ნახ.7.26 ნახ.7.27 

განისაზღვროს გადასვლის წერტილები ექსტრემალიდან საზ- 
ღვრისაკეი. დავიწყოთ იმ =შემთხვევიდა” როდესაც ასეთი 

წერტილი ორია (ნახ.7.26. V(0)=V,) პირობიდან გამომ– 

დინარეობს, რომ » 
|(1(– //)ძ2=0. (7.225) 
0 

მეორე მხრიდან 
” 7 ი ჯ ჯ 

IV – /,)ძX = |I„ძ2 + IIძ2 – |I,ძ2 – I//აძ?. (7.226) 
0 0 » ი 0 

ვინაიდან 
თ 
I Iძ» =0, (7.227) 

7” 

ამიტომ 

1,(70, – 12; ) = /401' (7.228) 
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ეხლა მოვახდინოთ ღუზის დენი” კვადრატის ინტეგრირება 

უბნებზე 0-დსნ 7,-მდ, 71:-ღსნ 7:-მდ,  7:–დან 
1'–მდე, მივიღებთ: 

1 2 
0= მაყხლეს +7 ე). (7.229) 

ვსარგებლობთ რა (7.201)) და (7.202) ფორმულებით საბო- 

ლოოდ შეიძლება განისაზღვროს 7) და 7» 

_ 3C% _ I #/01 , 
210 2 +, 

4 4 2: 
” 

სგაააააა სა სასას,ეაე (7.230) 

  
1.3 

1 +712 => ( C – 71) 

თუ (7.230 ფორმულაში აღმოჩნდება რომ 75, +7: >0, 

მაგრამ 1<0 ეს ნიშნას, რომ გეაქს საზღვრიდან 

ექსტრემლზე გადასვლის ერთი წერტილი (ნახ.7.27,) ამ 

შემთხვევაში (7.23 ფორმულა აღარ გამოდგება 1) ის 

გამოსათვლელად. საჭიროა ცალკე გამოკვლევ.ა დენის დიაგ- 

რამის პირველ მონაკვეთზე (ნახ.7.27) ჯ1=!1, V=(7, – //ე)X, 

მეორე მონაკვეთზე I1=7/1 –-თ?X, 

. . თ” 
V = (,, – #70 )L72) +(C/, - #(60)L ე: 

ი კოეფიციენტი განისაზღვრება V(CI1=0 პირობიდან. 

ვინაიდან ლღუზაში კარგვები პირველ „ბანზე 27), ტო- 

ლია, ხოლო მეორე ეტაპზე ინტეგრალისა 
7 

IV – ძჯ)?ძი, (7.231) 
7) 
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ამიტომ რი კოეფიციენტის მნიშვნელობის ჩასმისასს საშუა- 

ლება გვეძლევა განისაზღვროს 1, მოცემული 0, I„, 1”, /4 
სიდიდეები გათვალისწინებით: 

ბო _ ე; 2 

1, = თს _4 XXI 201 + #47), 
3 1 -21,/(:1:+0 

(7230 და (7.2321 ფორმულები გვიჩვენებენ” რომ დენის 

ოპტიმალური დიაგრამა არსებითად დამოკიდებულია თანაფარ- 

(7.232) 

დობაზაე I! ღუზის დენსა დაშვებული კომუტაციის პირო- 

ბებსას და ღუზის დენზე 1=C7/7' დაშვებული გახურებისა. 

თუ L, >V39, 

მაშინ საზღვარზ გამავალი ოპტიმალური დიაგრამის 

უბნს სიგრძე, ნულის ტოლია. წარმადობის მაქსიმუმი 

მიიღწევა ექსტრემალზე. 

თუ |19+<.>-I9. 

მაშინ ექსტრემუმი მიიღწევა შერეულ მრუდზე, შედგე- 
ნილი ექსტრემალის ნაჭრისა და არეს საზღვრის ნაჭრისაგან. 

და ბოლოს, 

თუ „<-ნ/9, 

ექსატრემალისს უბნის სიგრძე ხდება ნულის ტოლი, ლღუზის 

დენი ჯ= ე), მნიშვნელობისას ნახტომით გადადის 

(I=I, “დან 1=-I-ზე (ნახ.7.28). 
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-11__ 

0 ჯ = ” 

-1.L 1 

ნახ.7.28 

1) ღა 1: შეიძლება განისახღლვროს (7.2301)1 ფორმულის 

საშუალებით 1:,+7:3 =1-ს გათვალისწინებით გვექნება: 

1. /#/(1 ” /#/01 
ი, =<-+4% ; 1:==545---. 

2 2I 2 2, 
” 

    (7.233) 

§ 7.16. ოპტიმალური მართვის სისტემა და მართვის 
ოპტიმალური კანონის მონახვა 

მართვის სისტემს ოპტიმალური კანონის მონახვა შეიძ- 
ლება განხორციელდეს ეწ. ეილერ-ლაგრანჟქისს განტოლებების 
გამოყნებს საფუძველზხ.ე ოპტიმიზაციის ამოცანა მართვის 
სისტემის შემთხვევში მდგომარეობს იმაში რომ მოინახოს 

ისეთი დროის V (I) ფუნქცი, რომლის დროსაც ფუნქცი- 

ონა-ლნლდ VIIV(V),ILCI)!) ღებულობს თავისს მინიმლურ ან 

მაქსიმალურ მნიშვნელობას და როდესასც როგორც მართვის 
კანონი (I) ისე გამოსავლი X(C,) სიდიღე აკმაყოფილებენ 

გარკეულ პირობებს მაშასადამე უნდა მოინახოს ისეთი 

მართვის კანონი # (/)CV()CV, რომლის დროსაც ფუნ- 
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7 

ქციონალი. 1 = | /CX(I), XC),MV)ი/ ღებულობს მაქსიმალურ 
0 

ან მინიმლურ მნიშვნელობას და სრულდება შემდეგი პი- 
რობები: 

XV) = თI7#(/ ,M%(I)I, 

თL VI), M(1)) = 0. 
ეს ორი უკანასნელი ტოლობა ფაქტიურად შეზღუდვების 

კლასს მიეკუთვნებიან. 
ამ ამოცანის გადაწყვეტის კლასიკური მეთოდები ემყა– 

რებიან ეწ. ეილერ-ლაგრანჟს ცნობილ განტოლებებს შამ- 
წუხაროდ ასეთი მიდგომა ემყარება აუცილებლობის პირობას, 
რომელიც სულაც არ არის საკმარისი. სხვანაირად რომ 
ვთქვათ ეილერ-ლაგრანჟის მეთოდის საშუალებით ჩვენ შეგ- 
გიძლია განვსაზღვროთ ისეთი წერტილი რომელიც თითქოს 

უნდა იყოს ექსტრემუმის წერტილი სინამდვილემი შეიძლება 
მოხდეს ისე რომ აღნიშნული წერტილი ი უს ეწ. უნაგი- 
რა წერტილი და არა ექსტრემუმი. 

დავუშვათ გვაქს რაღაც მართვის სისტემა რომლის დი- 
ნამიკა აღიწერება განტოლებით 

XVI) = დI)V(/),XI)I, 
სადაც »” და ” გვექტორებია.ა დავუშვთ ფუნქციონალს, 

რომლის ექსტრემუმსაც ვეძებთ აქვს შემდეგი სახე 

1=6(V-),#1+ |/ILX,M7),0 . 
#% 

ამ განტოლებაში მარჯვენა მხარის პირველი წევრი შეესა- 

ბამება ფუნქცის მნიშვნელობას ბოლო წერტილში. ' თუ 

უკანასკნელ განტოლებას გავამრავლებთ #(I) მამრავლზე, 

მარტივი გარდაქმნების შემდეგ მივიღებთ ახალ I ფუნქცი- 
ონალს. 
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1 =C(VC,),/1+ IM LXVCI),IV(/),/1+ 2” (/()(CდCV/),V(/)./) – 

– XV)1)ძ!. 
თუ მოვახდენთ ინტეგრალქვეშა გამოსახულების ბოლო წევ- 

რის ნაწილობრივ ინტეგრირებას, მივიღებთ 

I= CLVV,),/,1– 2 (0)XC,) + 2 C(%)XV(/9) + 

+ (ფლილის + 4 (7)თIC/(0,VCI),7)) + 2” (C,)/CI)14/. 

შემოვიტანოთ აღნიშვნა 

IILV(/),M(/), 2(/),/1= / L7C),M(/),(/1+ 2” ((1დ(7C),VC/),!1. 
#I»”/V).V(I).-(I)!) ს უწოდებენ ჰამილტონის ფუნქციას. 
მაშასადამე, 

1= CLXI,),/1– წ (,,)XCV) + “ (/ი),XC/(6)+ 

+ IV XCI),V(/),(1+ 2” (I), VCI)14I. 

განვიხილოთ I ფუნქციონალის ვარიაცია 

61=( ე“ - 0), +IV 2), + 
» 

ჩ 

+ (CC ს+7)ბ,+< ჩი) · 
უ 0» ი 

ავირიოთ ##(I,) მამრავლი ისე რომ ინტეგრალქვეშა გამო- 
სახულების ფრჩხილქვეშა გამოსახულება გახღეს ნულის ტო- 
ლი, ანუ 

_2სM_ _0/ _ „% 
მჯ მ) 2მM' 

გარდა ამისა ავიღოთ სასაზღვრო პირობა 

ჯ - 

I<I



: 20 
ჯ ==- 4 (0)== ” 

მაშინ 47 = გ”(/-)2V(%)+ |“ 
I ფუნქციონალის ექსტრემუმის არსებობის აუცილებელი 

პირობა მდგომარეობს იმაში რომ ნულის ტოლი უნდა 

იყო ბI ნებისმიერი ბი ვარიაციის დროს.დ მაშასადამე, 
უნდა შესრულდეს პირობა 

„ 20VI,) „7, – ' 

. მჩ „0ძტ 2 

#=-=ს +“ მ)» 0მ»' 

2'_ 
მს 

იმისათვის, რომ განისაღვროს ის V'(,), როდესაც ფუნ- 

ქციონნ-ლი I აღწევს სტაციონალურ მნიშვნელობას (ვინა- 
იდან არ გვაქს იმის გარანტია რომ მოევნაოთ · ლფეუნ- 
ქციონალის ექსტრემუმი0ე უნდა ამოიხსნას დიფერენციალურ 

განტოლებათა შემდეგი სისტემა 

X(/7) = / IX(/),V(I),!); 

სა (მ (I (2LI 
20) V ს) “ L2X» 

სადაც (I) განისაღვრება შემდეგი პირობებიდან 

მს (2 I ( 23 7 
–_- _– –-“-) =0. სასაზღვრ პირობე- შს 0 ანუ შს #+ შს 0 აზღვრო პირობე 

ბი სხვადასხვა. ზოგი მოცემულია წ=I/, მომენტისათვის, 

სხვები როდესაც /=I,/ , X(Lს) მოცემულია, ხოლო 

ა-ტე 

/”,, 

რ VძI!.·   
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თავი მერვე 

ოპტიმალური მართვი“ ზოგადი ამოცანა 

ოპტიმალური მართვის“ ამოცანა მჭიდროდაა დაკავშირებუ- 
ლი ვარიაცკიული აღრიცხვის თეორიასთან. მართალია, ვარია- 
ციული აღრიცხვის თეორიის “უპირველესი ამოცანის, ხმ: 
„ბრაქისტოქრონის ამოცანის“ დასმისა და გადაწყვეტის წ 
ღეგ თითქმის სამი ასეული წელიწადი გავიდა, ე თეორიის 
იდეებმა თავი სრულყოფას მხოლოდ ჩვენი საუკუნის ორ- 
მოცდაათიან წლებში მიაღწიეს. ვარიაციული აღრიცხვის 

ეები „აგ ირგვინდა ლ.პონტრიაგინი "მაქ იმუმის პრინცი- 
ბისა" ბელმანი“ "დინამიური პროგრამირების მეთოდე- 
ბის შექმნით. (28) |6ზ, I46) ამ ი მეთოდების გამოყენებით 
შესაძლებელი გახდა მართვის თეორიის არაკლასიკური, ურ- 
თულესი პრაქტიკული „ამოცანების ადაწ ნიშნულმა 
მეთოდებმა ბიძგი მისცეს, აგრეთვე, სხვა მელოდების შექმნას 
ოპტიმალური მართვის ამოცანების გადასაწ წყვეტად. ასეთებად 
ჩაითვლებიან ნ,კრასოვსკიის "მომენტთა მეთოდი" , ა.ალიოტოვი 
"ანალიხური კონსტრუირების მეთოდი" და სხვა I6, (I13), 

(52), (771 
ოპტიმალური მართვის” ამოცანები ორ ჯგუფად იყოფიან. 

ვიდრე მათ შესახებ ვისაუბრებთ დეტალურად, განვიხილოთ 
ის თფიზიკ მოძრაობები რომელთა აფუძველზეც ხდება 
ასეთი კლასიფიკაცია, 

§ 8). შეუშფოთებელი და შეშფოთებული მოძრაობები 

ავტომატური მართვის სისტემის შექმნის პრობლემა წარ- 
მოიშვა გასული საუკუნის დასაწყისში ჯერ კიდევ ავტომა- 
ტიკის განვითარების გარიჟრაჟზე იქმნებოდა სვადასხვა ტიპის 
რეგულიატორები რომლებიც გამომგონებელთა წმინდა ინჟინ- 
რულ ინტუიციაზე იყო დაფუძი ებული. (დაგვიანებით განვითა– 
რება დაიწყო თეორიამ რო მელიც სწავ ობდა ობიექტის 
დამყარებ მდგომარეობის” რეალიზაცი პრობლემას. მეტ- 
წილად ზისტემის წონასწორობის ი მდგომარეობას იკვლეედნენ. 
როგორც წესი ასეთ გამოკვლევებს წინ უსწრებდა ,სისტე- 
მის მათემატიკური მოდელის შედგენა ანუ ფაზურ სივრცე- 
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ში ობიექტის მოძრაობის აღმწერი ჩვეულებრივი დიფერენცი- 
ალური განტოლებების ჩაწერა ასეთი განტოლებები ზოგადი 
სახხთ ჩაიწერება შემდეგნაირად 

X(I) = X(XC(I),VXI)). (8.1) 

აა 7#-განხომილებს ვექტორი XCI) = L(0,X, (/),..-,X, ()) 

აღწერს სისტემის მდგომარეობას დროის ნებისმიერ ! მო- 

მენტში 7” -განზომილებს ვექტორი #/) =(V(/),M%((),...,V,(/)) 
მმართველ ანუ სისტემაზე ზემოქმედების ფუნქციას წარმო- 
ადგენს; ვექტორი 

XLCXI),M/)) = (X,(X09,M7)),X,(M7),M()),...,X,(X7),70)| 
სისტემაზე მოქმედ განზოგადოებულ ძალას ახასიათებს; 

/ C7=IV,,1, როდესაც /,<თ, და / C1=LIV,/,), 

როდესაც /„=თ. ყველა ვექტორი მხოლოდ ნამდვილ მნიშ- 

ვნელობებს ღებულობს. 
განტოლება (81) კოორდინატული ფორმით შემდეგნაირად 

ჩაიწერება 

X,(/) = X,(X,(/,X,(/),..-,X, (7), V, (/),M(7),..., + (I)), 
(# = 1,2,...,7)). 

ეს განტოლებებ,„ როგორც ზევთთ აღვნიშნეთ უნდა 
წარმოადგენდეი სამართი ობიექტის მოძრაობის ზუსტ, უარეს 
შემთხვევაში რეალურთან საკმაოდ მიახლოებულ აღწერას. 

ბუნებრივი,ა სისტემის დამყარებული მდგომარეობა გამო- 

რიცხავს XCI) ვექტორის რაიმე გადახრასს მოცემული X CI) 

მნიშვნელობიდან.ი ეს ნიშნას X()=0 პირობის შესრულე- 
ბას ანუ X,(I) = 0, X,(/) =0,...,X,(/) =0 პირობები ერ- 

თდროულად შესრულებას ამრიგად რომელიმე დამყარებული 
მდგომარეობის მისაღწევად უნდა ამოვხსნათ ალგებრულ გან- 

ტოლებათა სისტემა 

XX, X,,...,X,,M,M,-..,M,-) = 0, (# = 1,2,...,7). (8.3) 

რა თქმა უნდა ამ განტოლებათა სისტემის ფესვები უნ- 

და ვეძებოთ ფიქსირებული M,,V.,..,I, მნიშვნელობებისათვის. 

(8.2) 
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ამ ე, განტოლებათა სისტემის ამოხსნით ობთ შესაბამისი 
და მყარე ებული მდგომარეობის აღდარნ აია წი 'შვნელობებს. 

ასეთი ამოცანები რეგულირების სტატიკის სფეროს განე- 
კუთვნება. 

ათ, (8.23) განტოლებათა სისტემის ამონახსენს ფიქსირე- 

ბული ", მვ... მნიშვნელობებისათვის აქს შემდეგი სახე: 

X,=X, Xე =Xც ,..., X, =Xა. (8.4) 
მიღებული მნიშ ნელობების შესაბამის დამყარებულ 

ეფარება, სამართი სისტემის შეე აეებილი მოძრაობა 

ეწოდება. 
ეხლა განეიხლლოთ რომელიმე დამყარებული მდგომარობის 

ანუ მოძრაობის რეალიზაციის საკითხი მმართველი ფუნქცი- 

ების მოცემული არედან ავირჩიოთ ისეთი M"(/) = 

= (I(I),MX(I),.. --MI((/)) მმართველი ფუნქცია, რომელიც 

მოგვცემს 6. 2) · განტოლების, ჩვენთივს სასურველ ამონახსნს 
წინასწარ მოცემუ ასაზღდგვრო პირობების აცვით ეს 
ამონახსნი ახასიათებსს სამართი ობიექტის დინამიკას და სის- 

ტემის მოძრაობა ორი ვექტორით 14 = MII,C,/)I, 

X= »ჯ"I, C, 7)! აღიწერება (გამოსახულება ც ,#) სიმბოლუ- 

რად გამოსახას მოძრაობის ქტორიის სასაზღვრო პირო- 
ბებს) ასეთი მოძრაობა რნარაიქტ დაპროგრამებ ლი მოძრაო- 
ბა, ეს ისეთ მათბა წი რომელიც ჩვენს ხურ ილს შე- 
ესაბამება. 8 მოძრაობასასც ისევ როგორც (8.4) ურვილს შე“ 
საც პირობითად შეიძლება სამართი სისტემი” შეუშფოთებე- 
ლი მოძრაობა ვუწოდოთ. ცხადია რომ ი მოძრაობა (84) ამ 
მოძრაობის კერძო შემთხვევას წარმოადგენს. 

წა შფოთებელი მოძრაობა ზოგადად (8.2) განტოლებათა 
სის შით აღიწე რება, 

ისმის კითხვ: როგორ უზრუნველვოთ პროგრამული, 

შეუშფოთებელი მოძრაობის #=VMIVIVC ( 7), X=XVI,V, წ) ფი- 

ზიკური რეალიზაცია? აქ ვაწყდებით გარკვე სიძნელეებს. 
საქმე იმაში გახლავთ, რომ შეუძლებელია სამართი ობიექ- 
ტის საწყისი მდგომარეობის ასოლუტუბად ზუსტად განსაზ- 
ღვრა, რის გამოც, რაც) ა ზუსტად განვახორციე- 
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ლოთ მართვის პროგრამა “IV, #), სისტემის რეალური 

მოძრობა აუცილებლად გადაიხრება სასურველი XIV, წ) 

პროგრამიდან. ეს გადახრა მით უფრო მეტი იქნება რაც 

მეტი უზუსტობა გვექნება საწყისი (I), მნიშვნელობის გან- 
საზღვრასა თუ გაზომვაში.ი ამან შეიძლება სისტემის არამ- 
დგრადობაც გამოიწვიოს. 

გამოვიყფნოთ იდეა: შევისწაველოთ სისტემს რეალური 

XC) მოძრაობის სასურველ,„ პროგრამულ„ შეუშფოთებელ 

XIV, #)) მოძრაობიდან გადახრხიის ცვლილება დროში ამას 

ეფუძნება შეშფოთებული მოძრაობის განმარტება (ნახ.8.1). 

#L(CC)#4 

X#X(L1) (C3) 

ჯმ (%.) 

    

  

ნახ.8.1 

სისტემის რეალური მდგომარეობი” გადახრა პროგრამული 

მოძრაობიდან გამოვსახოთ M -განზომილებიანი 7(I,)= 

= თ I(/), 7 (I)... 7 „()) ვექტორით. შემოვიტანოთ, აგრეთ- 

ვ,  /” განზომილებიანი # (/)=(C ,(/),6;(/),..,6,(0)) ვექტორი, 
რომელიც მმართველი ფუნქციის XLI) რეალური მნიშვნე- 

ლობის პროგრამული IV, #)| მნიშვნელობიდან გადახრას 

ახასიათებს ამის შემდეგ სისტემის რეალური “მოძრაობა შე- 
იძლება აღიწეროს ორი ახალი ვექტორით: 
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XCI) = X(/) + 7 (I), 

M(/) = M"(/)+%(I). 
7 (I) ვექტორის არანულოვანი მნიშვნელობები ახასიათებენ 

სისტემს მოძრაობის გადახრის სიდიღეს სასურველი, პროგ- 
რამული მოძრაობიდან. იგი აღწერს. მოძრაობა,ს რომელსაც 

ოძ სისტემის შეშფოთებული რაობა ეწოდება. 
ბუნებრივა სისტემის კონსტრუქტორის მისწრაფება რათა 

მიღწეულ იქნეს, დროის გარკვეული ” · მომენტისათვის” ტო- 
ლობები 

”I(( )=7,(')=·:··=>” „((')=0 (8.6) 
და ასეთი მდგომარეობა შენარჩუნებულ იქნეს მართვის 
პროცესს მთელი შემდგომი დროის მელები, სწორედ 

ამ მიზნისათვისს პროგამულ VVII,(,/)) მართვასთან ერთად 
შემოტანილია დამატებითი სამართი ზემოქმედება #6 (I) ვექ- 
ტორ-ფუნქციის სახით რომელმაც "უნდა უზრუნველყოს შეშ- 
ფოთებული მოძრაობის ჩაქრობა, რ ი მოძრაობის 
პროგრამულთან დამთხვევა, ანუ (8.6) გამოსახულების შესრუ- 
ლება. 

უნდა აღინიშნოს რომ 7 V ) =0 შემთხვეაში უნდა 

შესრულდეს L#««()=0 პირობაც ნულიდან განსხვავებული 

ზემოქმედებები « ,(/),6 ;(/),--.: „() უნდა იქნეს შემოტანი- 
ლი მხოლოდ 7(I))#0 შემთხვევაში, 

შეშფოთებული მოძრაობის აღმწერი განტოლება მიიღება 
შე უშფოთებელი მოძრაობის განტოლებიდან, კეროდ (8.2) 
განტოლებათა სისტემაში (8.5) გამოსახულებების ჩასმით. ასე- 
თი ოპერაცკის განხორციელებით მივიღებთ განტოლებათა 
სისტემას 

7LV)=X# C, (7, 0)... 7,(« ,()“ (0-1 “ა 
M =1,...,# 

სადაც # (7 ,% )= X(Xმ+»,V"+< )- XI, (# =1,...,M). 

(8.5) 

(8.7) 
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XX... X, ფუნქციების მწკვრივებბად გაშლის შემთხვე- 
ვაში განტოლებათა სისტემა (8.7) შემდეგ სახეს მიიღებს: 

#,()= 2 ხ,უ,()2 თა (00+0,('7,6),) (#=L...,”). 
თ"! #“! 

(8.8) 

აქ ” ხ.= (#4), "(45% ზედა ინდექსი "ვარსკვლავი" 

მიგვანიშნებს, რომ ეს გამოსახულებები გამოთვლილია მოცე- 

მული » CV, #, )I, შე, ,C, წკ )| პროგრამის მიხედვით 60,, 

0,,...0, ფუნქციები წარმოადგენენ მწკრივების მალალი 

ხარისხის წევრების ერთობლიობას. 
ფაქტობრივად (8.5) ფორმულები განსაზღვრას კოორდი- 

ნატთა სისტემის სათავს „უბრალო გადატანასს ფაზური სივ- 

რცს წერტილში კოორდინატებით XI ,X.,....X. ცხადია, 

(2) განტოლებათა სისტემს  ამონასსნსს  X=X“II/,(”/)| 
შეესაბამება (8.7) განტოლებათა სისტემის ამონახსნი 

”())=0, 7/;(I) =0,...,7/,(/) = 0. 
ამრიგად თუ /(=მ მომენტში 77, (/), 7;(/),.--,?7,(I) 

ფუნქციებს გააჩნიათ ნულისაგნ განსხვავებული საწყისი 
მნიშვნელობები ?77,0,77/50,-·.·7,” (ერთ რომელიმეს მაინც), 

მოცემული #თ (I) ფუნქცის შესატყისი (87) განტოლებათა 

სისტემის (დცალსაა და “უწყეტი ამონახსნი განსაზღვრავს 

შეშფოთებულ მოძრაობას. 

§ 82. ოპტიმალური მართვის ამოცანათა ორი ჯგუფი 

ავტომატური მართვის თანამედროვე სისტემები უმრავლეს 
შემთხვევაში 'წარმოადგენიეინ ურთულეს ელექტრომექანიკურ 
მოწყობილობებს რომლებიც შედგებიან ობიექტისაგან მაპრო- 
გრამებელი მოწყობილობისა და რეგულიატორისაგან/ი მაპრო- 
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რამებელი მოწყობილობის ანი შნ ბაა ანსაზღვროს ა 
ა გათვალოს სირილ ი მოძრაობის ისეთი პროგრამა, 8 რომლის 
განხორციელებაც სასურველია სისტემაში აგრეთეე, ამ „გროგ- 
რამის განხორციელებაა რეგულიატორის დანიშნულ კ 
მაპროგრამებელი მოწყობილობის მიერ გათვ ილი, წერები 
მოძრაობის (რომელიმე დამყარებუ ოცემული კანო- 
ნის მიხედვით (კვლადი ი მდგომარეობის) უუ უზრუნველყოფა წარ- 

ადგენს 
ამრიგად პროგრამული მართვის პროცესი წარმოადგენს 

სამართი სისტემის ობიექტის იძულებასს იმოძრაოს წინასწარ 
გათვლილი რეჟიმით ხოლო რეგულირების პროცესი კი რე- 
გულიატორის მიერ ამ რეჟიმიდან ნებისმიერი შესაძლო გა- 
დახრის წინააღმდეგ მიმართული მოქმედების პროცესია. 
კვტომატური მართვის თეორიის ერთერთი ძირითადი ამო- 

ცანას მართვის პროცესის დროში მიმდინარ ობის შესწავლაა. 
იგი მათემატიკური მეთოდებით ხორციელდება და ეფუძნება 
დოგმას რომ ავტომატური მართვის ყოველი სისტემა აღი- 
წერება გარკვეული მათემატიკური მოდელით, რომელიც ზო- 
გადად (8.1) ვექტორული განტოლებით გამოისახება რადგანაც 

XX აX კოორდინატთა ფაზურ სივრცეში მოძრაობის 

ტრაექტორიის სახე "IM ,...,.სI, მმართველი ფუნქციების არ- 

ჩევასთანაა მჭიდროდ დაკავშირებული, ბუნებრივია აღიძვრება 
ვილი ასეთი არჩევანის საფუძველზე განვახორციელოთ 

სილი. მოძრაობის პროცესი განვახორციელოთ საუკეთ 
სო პროცესი გარკვეული კრიტერიუმის მიხედვით, ანუ ობ. 
ტიმალური პროცესი ასეთი შეიძლება იყოს პროცესი, რო- 
მელიც საუკეთესო იქნების სწრაფქმედების რთვალსაზრისით, 
ანუ სისტემის მიერ საწყისი მდგომარეობიდან წინასწარ და- 
სახული მდგომარეობის უსწრაფეს დროში მიღწევა. ოპტიმა- 
ლობის აზრი შეიძლება იყოს, აგრეთვე, სისტემის მიერ წი- 
ნასწარ დასახული მდგომარეობის მიღწევა ენერგიის მინიმა- 
ლური დანახარჯებით ან სხვათ სასურველი მაჩვენებლებით. 
ყოვეელი კონკრეტული დტექნი„ური ამოცანის გადაწყვეტისას 
სისტემს ოპტიმალობაში შეიძლება ჩაქსოვი იქნეს სხვადას- 
ხვ აზრი განსახორციელებელი მიზნის შესაბამისად. 

ოპტიმალური მართვის სისტემების აგება ყოველთვის და- 
კავშირებულია მონათესავე მათემატიკური ამოცანების გადაწ- 
ყვეტასთა,” რომლებიც შეიძლება დავყოთ ორ ჯგუფად. პირ- 
ველ ჯგუფს განეკუთვნებიან ამოცანები რომლებიც დაკაგში- 
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რებულია შეუშფოთებელი, პროგრამული მოძრაობის რეჟიმის 
განსაზღვრასა და გათვლასთან. ამ დროს იძებნება ავტომა- 
ტური მართვის ისეთი პროგრამა რომლის დროსაც მიღე- 
ბული შეუშფოთებელი მოძრაობა იძენს სასურველ თვისე- 
ბებს ოპტიმალურს წინასწარ არჩეული კრიტერიუმის მიხედ- 
ით ასეთი სისტემები ხასიათდება მართვის რეჟიმის ოპტი- 
მალობით, ამ ჯგუფის ამოცანებს ოპტიმალური ტრაექტო- 
რიის დაპროგრამების ამოცანები ეწოდება. 

მეორე ჯგუფის ამოცა ამი იძებნება სისტემის რეგული- 
რების ისეთი კანონი რომელიც შეშფოთებული მოძრაობის 
(ანუ გარდამავალი პროცესის) სასურველ თვისებებსს უზრუნ- 
ველყოფს. რეგულირ ბი ასეთი სისტემები ოპტიმალურნი 
არიან გ ავალი პროცესის მიხედვით ამ ჯგუფის ამოცა- 
ნებს აფრა ური რე ულიატორების ანალიზური , კონსტრუ- 
ირების ამოცანები ეწოდებ ბა. თქმა უნდა, ამოცანე– 
ბი ოპტიმალური სის ტემის სინთეზს ო ესს ია, 
სწორედ ანალიზური მათემატიკური სინთე ის მოდი 
ამიტომაც ეწოდა მათ ასეთი განსხვავებული სახელი. სამეც-– 
ნიერო ლიტერატურაში ამოცანს ავტორის აკადემიკოს 
ა,ილიოტოვის” საპატივსაცემოდ "ლიოტოვის ამოცანა"საც უწო- 

ბენ. 
შე ს სამართი ობიექტის ოპტიმალ მაპროგრამებელი მოწყო- 
ბილობისა და ოპტიმალური შეელია ორის ერთობლიობა 
ავტომატური მართვის ოპტიმალურ სისტემას ქმნის. 

პირველი ჯგუფის ამოცანა მათემატიკურად ასე ისმის: 

აუშვთ სისტემის შეუშფოთებელი მოძრაობა აღიწერება 
(ზ2) განტოლებათა სისტემით და ამ განტოლებების მარჯვე–- 

ნა მხარეები XI.X,.»4%X, უწფეტი ფუნქციებია 

XX... X,, შს აMეც.,ს რ(ფვლადთა მიმართ, ხოლო უწყვე- 

ტად დიფერენცირებადი ფუნქციებია X,,X,,..,X» (პვლადთა 
მიმართ. 

მოცემული გვაქს საწყისი და სასრულო პირობები 

(I): X, (-) =X,ი (M= 1,2,...,#1), 

(/';: X,(1) = X„ (წ3 = 1,2,...,71), 

სადაც X,0ი, X,„, (( = 1,2,...,MI), ნამდვილ რიცხვებს წარმო- 

ადგენე. ფუნქციები X,(I),X, (I),...,X,(I), " (/),16(I),...,M, (I) 
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განსაზღვრულია დროის ინტერვალზე /ე </<7, საღდღაკ 7 

ფიქსირებული არ არის (ზოგიერთ კონკრეტულ ამოცანაში 
შეიძლება ” ფიქსირებული იყოს). 

მოცემული გვაქს “შეზღუდეები XV) და ICI) ვექტო- 
რებზე რაც ზოგადი სახით “შეიძლება ასე ჩაიწეროს: 

X „(XCI), VCI)) > 0, (თ = 1,2,...,MI). (8.10) 

განსაზღვრულია დასაშვებ მართვათა კლასი LL. დასმუ 
ამოცანის ხასიათიდან გამომდინარე, სამართი ფუნქციები 

(ეს, M,(/),...,#,() შეიძლება იყვნენ უბან-უბან უწყვე- 
ტი ფუ ნქციები, უბან-უბან დიფერენცირებადი ფუნ ციები და 

აშ ასეთი ფუნქციებ, რომლებიც აკმაყოფილებენ (8.10) 
შეზღუდვებს, ამერი დასაშვებ მართვებად. პრაქტი აში 
ხშირია შემთხვევები როღესაც (8.1001 შეზლუდვებს აქვთ 5 ემ– 
დეგი სახე: 

MC) <”. (#=1,,...,7), (8.11) 

სადაც "- მოცემული მუდმივი სასრულო რიცხვებია ასე–- 

თი შეზღუდვები ბუნებრივია და მიუთითებენ რომ სამართი 
ორგანო კოორდინატები შეუძლებელია ღებულობდნენ ნების- 
მიერ მნიშვნელობებს. ოორდინატები შეზ ზღუდულია და 
ზღვრის ი მიღწევისა სარინი 8 ეზჯინებიან. 

მოცემული გვავს ოპტიმალობის კრიტერიუმი, რომე 
მათემატიკურად ზოგადი ფუნქციონალის ახთ სიმბოლუ რად 
ასე ჩაიწერება: 

ICV) =4 IXCI),MCI),!I (8.12) 
ეს ფუნქციონალი მათემატიკურად აღწერს „კონსტრუქტორის 
ურვილს სისტემამი მიმდინარე პროცესის საღკეთეს ოდ გან- 

ხორციელების შესახე· კონკრეტულ ""საუკეთ; სურვილს” 
კონკრეტული (8.12) ფუნქციონალი შეესაბამება. 

ამოცანა მდგომარეობს შემდეგში დასაშვებ მართვათა V/ 
კლასიდნ ამოვირჩიოთ ისეთი სამართი ვექტორ-ფუნქცია 

#0 = («%0,VMმ,.. „VI, რომელიც (8.2, (8.9) განტოლე- 
ბათა სისტემის ამონახსნთან ერთად (8.12) ფუნქციონალს მი–- 

ანიქებს ოპტიმალურ (მინიმაელურს ან მაქსიმლურს ამოცა- 
ნის ფიზიკური არსიდან გამომდინარე) ამალის 
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სხვა სიტყვებით, ვეძებთ ისეთ "(CV სამართ ფუნ- 
ქციას, რომელიც აკმაყღოფილეს რა (8.0) "შეზღუდვებს, 

გვაძლეს (8.22) განტოლებათა სისტემის ისეთ X"(/) ამო- 

ნახსნს რომელიც აკმაყოფილებს (8.9) სასაზღვრო პირობებს, 
(810) შეზღუდვეს და, ამავე დროს, ორივე ერთად (8.12) 
ფუნქციონალს ოპტიმალურ მნიშვნელობას ანიჭებს წინასწარ 

ვუშვებთ რომ ფუნქციები +X,.,M.,ი ისეთი სახისა, რომ 

დასმული ამოცანის ამოხსნა ერთადერთია და ”შეიძლება მა- 
თი განსახლვრა შემდეგი ფორმით 

XI) =XIII,(C.7)), 

#I) =VII/,C./)), 0<1<7, 

წინასწარ შეიძლება ვთქვათ, რომ თუ XV,(/),#%,CI),...,V,() 

უწყვეტი ფუნქციები, მაშინ X,(/),X;(I),...:,X,(() ფუნქციები 
გლუვი ფუნქციები“ კლასს მიეკუვნებია; თუ კი ფუნქციები 
", (I), MI (/),...,,(I) უბან-უბან უწყვეტია, მაშინ 
X,(I), XVC9),....X,(ი, უბან-უბან გლუვი ფუნქციები იქნებიან. 

ამრიგად ფუნქციები (8.13) სამართი სისტემის მიერ 7 

საწყსი მდგომარეობიდან ( #/ ) საბოლოო მდგომარეობის 
მიღწევის ოპტიმალურ (8. 2 ფუნქციონალი აზრით) პროგ- 
რამას აღწერ როგორც ზევით აღვნიშნეთ, ასეთი ამონახ- 
სნი სისტემის შეუშფოთებელ მოძრაობას აღწერს. 

მეორე ჯგუფის ამოცანის მათემატიკური ფორმულირება 
თითქმის არ განსხვავდება ზემოთ მოყვანილი პირველი ჯგუ- 
ფის ამოცანის მათ ი ემატიკური ფორმულირებისაგან”ნ მაგრამ 
მთ შორის მნიშვნელოვანი ფიზიკური “შინაარსის განსხვავე- 

ბა. მეორე ჯგუფის ამოცანებში შეშფოთებულ მოძრაობას- 
თან გვაქვს საქმე და, ამავე დროს, ამონახსნს ვეძებთ უკუ- 
კავშირის კანონის სახით. 

განვხილოთ შეშფოთებული მოძრაობა რომელიკ (8.7) 

განტოლებათა სისტემით აღიწერება და I,,X2,..,I, ფუნქცი- 

ები ისეთივე თვისებებისა, როგორც +X,,+Xე,..)X, ფუნ- 

ქციები თავისი ცვლადების მიმართ. 
მოცემული გვაქვს, საწყისი შეშფოთება 
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(I): 7.(/I0)= ჟი: #=1,2,...,/), (8.14) 

სადაც ?,ცე მოცემული სასრული რიცხვი. ბუნებრივია 
შეშფოთებული მოძრაობის ჩახშობის პროცესი უნდა განვი- 

ხილოთ დროის I(</(<თ ინტერვალზე ღა სისტემის სა- 

ბოლოო მდგომარეობა განისაზღვროს, როგორც 

(/» წ» ,(თ)=0, #=172,...,”. (8.15) 
მოცემული გვაქს შეზღუდვები 7(/) და #«(I) ვექტო- 

რებზე რაც ზოგადი სახით შეიძლება ასე ჩაიწეროს: 

M,(» (/),)6(I())>0 თ =12,...,M. (8.16) 
კონკრეტულ შემთხვევაში მაგალითად, იგი შეიძლება გა- 

დარეგულირებას გამორიცხავდეს 
მოცემული გვაქს ოპტიმალობის კრიტერიუმი რომელი 

კონკრეტულად შეიძლება ინტეგრალური ფუნქციონალის 
სახით ჩაიწერო 

I() = IC თ (0,« (0,« (I), / ძI. (8.48) 

ეს ფუნქციონალი მიიჩნევა სისტემი ხარისხს სრულყოფის 
მაჩვენებლადდ იგი შეშფოთებული მოძრაობის გარდამავალი 
პროცესის ხარისხის საზომის რეგულირების“ კანონის საფუძ- 

სააჭი) უნდა განხორციელდეს (8.17) ფუნქციონალი” მინიმი- 
აცია 
“რეგულირების კანონს ვეძებთ ჩაკეტილი სახით 

MC (ი,§C,( (0,(/)=0. (6.18) 
ამოცანას მდგომარეობს შემდეგში გვიპოვოთ ისეთი რეგუ- 

ლირების კანონი დიფერენციალური (ალგებრული) განტოლე- 
ბი სახით რომლის საფუძველზე აგებული რეგულატორი, 
ჩართული (ზზ7) განტოლებათა სისტემით აღწერილ ობიექ- 

დთან, უზრუნველყოფს (87), (818ვმ) ჩაკეტილი სისტემის 
მღგრადობას და (8171 ფუნქციონალის მინიმუმს (8.16) გამო- 

ულებით შეზღუდულ არეში წარმოშობილი ყელა მოსა- 
ლოდნ ელი, შეშფოთებული მოძრაობის დროს. 

სხვა ს სიტყვებით, ვეძებთ უკუკავშირის კანონს, რომლის 

დროსაც ჩაკეტილ სისტემაში ხორციელდება მდგრადი გარდა– 

მავლი პროცესი გარკვეულწილად შეხღუდული შეშფოთებე- 
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ბის დროს და ეს პროცესი საუკეთესოა (ზ.7) კრიტერი- 
უმის თვალსაზრისით. 

§ 83. ოპტიმალური სისტემის ზოგადი სტრუქტურა 

როგორც წია პარაგრაფში აღვნიშნეთ, ავტომატური 
მართვისს ოპტიმალური სისტემა შედგება სამართი ობიექტისა- 
გან, ოპტიმალური მაპროგრამებელი მოწყობილობისა და ოპ- 
ტიმალური ეგუულიატორისაგა./ი სქემატურად იგი გამოსახუ- 
ლია (ნახ.8.2). 

მაპროგრამებლი მოწყობილობა ოპტიმალური ტრაექტო- 
რიის დაპროგრამების ამოცანის ამოხსნის საფუძველზე გამო–- 

იმუშავებს "(წს სამართ ზემოქმედება. ანალიზატორი და 
მარეგულირებელი ზემოქმედებს მოწყობილობა ოპტიმალური 
რეგულიატორებს ანალიხური კონსტრუირების ამოცანის 

ამოხსნი“ საფუძველზე გამოიმუშავებს“ დამატებით « "(/, ზე- 
მოქმედება. ასეთი დამატებითი ზემოქმედების გამომუშავება 
აუცილებელია არანულოვანი საწყისი შეშფოთებით (ან გარე 

შემაშფოთებელი ძალით) გამოწვეული 7 (I) შეშფოთებული 

მოძრაობის ჩასაქრობად. 

  

      
  

  

    

          

  

    
  

  

            

მაპროგრამებელი 
მოწჯობილობა 

ს9(L) 
ს%L)+0%) _ ჰამარიი X(V)=X% L)+7(L) _ 

» I ობიექტი · 

მა%L) 

სრეგულარებლა. | წს ნალიზატორი (4-1 
მოწჯობილობა 

ნახ.8.2. 
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§ ზ4 ოპტიმალური მართვის თეორიის ძირითადი არსი 

ოპტიმალური მართვის ძირითაღი არსი მდგომარეობს იმა- 
ში რომ მოიძებნოს ჩვენთვს “უცნობი მართვის ფუნქცია 

"“M(), რომელიც მოქმედებს მართვის სისტემაზე და რომ- 
ლი დროსაც მინიმაულურ ან მაქსიმლურ მნიშვნელობას 

იღებსს ეწ. ოპტიმალობი”ს კრიტერიუმი 7 =(X7),MV),!| და 
როდესაც დაკმაყოფილებულია დინამიკის განტოლება 

XCI) = #/ (»(I).VVI).I), სადაც X(I) M –განზომილებიანი და 

7()) #1 –განზომილებიანი ვექტორ-ფუნქტციებია. როგორც 
ზევით იყო აღნიშნული ოპტიმალობის კრიტერუმი 

, =IX(/),4),/| არის მართვის სისტემის გარკვეული მაჩვენებ–- 

ბის ამსახველი ნქციონალ. /ჟ შეიძლება ასახავდეს 
დროს, მოძრაობის M ქციონალ ტრა ქტორიის, · სისტემის  დი- 
ნამიყხის შეფასებას  საწვაის ან მართვის სისტემის მიერ 
მოხმარებული ენერგის რაოდენობა და სხვა.ა ოპტიმალური 
მართვის ძირითადი იდეები ეყრდნობა ცნობი გვარიაციულ 
მეთოდებს რომლებიც კლასიკური თეორიის "მეთოდებს ი- 
ეკუთვნება.ა ეს მეთოდები შესწავლილია მეშვიდე თავში. გან- 
ვიხილოთ ეხლა ოპტიმალური მართვის სისტემა რომელიც 
აღიწერება დინამიკის განტოლებით 

X = / (XC),V(I),!), (8.19) 
სადაც XC) არის სიდიდე, რომლის მართვაც ზხორციელდე–- 

ბა IC) მართვის კანონია რომელიც მოქმედებს სისტემაზე 
ა სიძიებელი ფუნქცია, ! არის დრო. თუ მივიღებთ 

მხედველო აში სასაზღვრო მნიშვნელობებს შეიძლება ჩავთვა- 

ლოთ, რომ ამოცანის XI) არის საწყსი მნიშვნელობა, 

ხოლო თ IX /, M | არის ფუნქცია რომელიც აფასებს სისტე- 

მისს მდგომარეობს მართვის ინტერვალის V ი»// | ბოლო 

წერტილში, ((ა<1<I,, როგორც უკვე აღვნიშნეთ, ოპტიმა–- 

ლური მართვის პრობლემა მდგომარებსს ისეთი MLI) ფუნქ- 
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იის მოძებნაში როდესც II შლფუნქციონალი ღებულობს 
მაქსიმალურ ან მინიმალურ მნიშვნელობას "”შევადგინოთ ახა- 

ლი ფუნქციონალი I 

1=ისხ,),I+ IIსთ,ი,+2”ი (ირი - XI, 
(7) 

(8.20) 

სადაც 20) არის ლაგრანჟის მამრავლი ეს მამრავლი არ 
არს რიცხვ, როგორც იყე სტატიკური ოპტიმიზაციის 

შემთხვევაში არამედ იგი გვექტორ-ფუნქციაა. 2'() ტრან– 

სპონირებული ვექტორია ისევე როგორც სტატიკური ოპტი- 

მიზაციის შემთხვევაში I ფუნქციონალი” ოპტიმუმი ემთხვევა 
ს ე ენქციოწალის ოპტიმალურ მნიშვნელობას |8.19) შეზღუ- 

დვები დებულება თავის დროზე დაამტკიცეს 
ბლიზმა და მაკშეინმ,ა II0,L, |24, ხოლო შრემდეგ, 
გზით ლ.პონტრიაგინმა ვ.ებოლტიანსკი,ი რ. გამყრელიძე და 
ე.მიშენკომ (|68). 

შემოვიტანოთ დამხმარე ფუნქცია, ე.წ. ჰამილტონიანი 

MI IX(I),V(I),2 (I),!| = IIXC),V(),(/1+ 2 (0) /IX(ი),V(I),/L (8.21) 
უკანასკნელი გამოსახულების ნაწილობრივი ინტეგრირებას და 
შედეგის (8.20) გამოსახულებაში შეტანით მივიღებთ 

/-ი MM). ”თე+#”რ))+ 
«I Mსტ თ, +#”თ»რ)4. 

განვიხილოთ უკანასკნელი გამოსახულების ვარიაცია, როდე- 

საც ადგილი აქვს მართვის ვეჭტორის ”(I)-ს ვარიაციას, ”/§ 

და (. ფიქსირებულია. გვექნება 

(8.22) 
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კ I- 49-»'# », +LI6 |, + 
=1, 

, 

+ I (9 2-9. ჯ+9 #- „4. 
ი 2 X 2" 

ავირიოთ მამრავლი #4 (I) ისეთ, რომ კოეფიციენტები 

გ XXI), #2 »L /) უკანასნელ გამოსახულებაში გაუტოლდეს 

ნულს, მაშინ 

(8.23) 

    

მV__მI „მ, '» –––ა დ... 8, 
4 2X 2X 2X (8.24) 

შემდეგი სასაზღვრო პირობების დროს: 

2 
2 'ს,)=-“”--. (8.25) 

2 XL ,) 

ამ შემთხვევაში გვექნება: 

– #02 M 8 1=24”(”)6 X(ნ)+ |= 5M. (8.26) 
რ 

გამოსახულება რბ I არი 71 კრიტერიუმი პირველი ვარია- 

ცი,ა ხოლო 2'(ი) არს იმ კრიტერიუმისს გრადიენტი, 

XC 8) რომელიც არ შეიცავს შეზღუდვებს ე.ი. 

“ 

| თ IX( # I / + IIIXC), V(I),/VI | გამოსახულების გრადიენტი 
ი 

XI) ის მიხედვით და ეს იმ შემთხვევში თუ V(/) ფიქ- 

სირებულია ანუ 0 #=0. 420) ფუნქციას ჩზშირად ეძახიან 

I კრიტერიუმი შემაშფოთებელ ფუნქციას. 
თშ ვართ ექსტრემუმის წერტილში უნდა ადგილი ჰქონ- 

დე 
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2 IM 2-0, # 5</5/,. (8.27) 

განტოლებებს (8.24) (8.25, და (8.26)-)ს უწოდებენ ეილერ- 
ლაგრანჟის განტოლებებს იმისათვის, რომ მოვხვდეთ ლოკა- 

ლური მინიმუმი წერტილში არაა საკმარისი <%#-0 პი- 
"“ 

რობი” დაკმაყოფილება საჭიროა რომ ფუნქციონალის მეო- 

  

რე ვარიაცკია რძ 21 არ იყო უარყოფითი სიდიდე (დადე–- 

ბითი მაქსიმუმის შემთხვევაში რ V-ის ყველა მნიშვნელობი– 
სათვის, ე.ი. 

  

    

20: მ2!?წ 
მჯ?' ჯ 

+112» ,- "I 21, იე“ ართი (8.28) 

>2> მ V?: 

როდესაც გ (X #)5=0, 

ან 

-69-<+ა> +5+2V, 8 XVა)=0-. (8.29) 
ა სბოლოოდ. შეგვიძლია დავასკვნათ იმისათვის რომ მოინახოს 

MV(I) მართვის” კანონი როდესაც შეფასების /! კრიტერიუმი 
სტაციონარულია (მაქსიმალური მინიმალური ან იმყოფება 
ეწ. უნაგირა წერტილში) საჭიროა ამოიხსნას დიფერენცია- 
ლური განტოლებათა შემდეგი სისტემა 

X(I) = /IX(0,VC),!I, (8.30) 

4(,)= -(2#) · – (27) ' (8.31) 

სადღაც IM) განისაზღვრება შემდაგი პირობებიდან 
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მI _ (%)' (2”) - 20 ანუ – #+ მ» = 0. (8.32) 

სასაზღვრო პირობები (8.30) და (8.31) განტოლებებისათვის 

სხვადასხვა, “ზოგი მოცემულია (=/ე პირობებისათვის, ხო- 

ლო სხვები როდესაც ჯ=(1,. მოცემულია X(I), 

#( )=(9«| (8.33) 
, 2 X : 

განვიხილოთ მაგალითები (24). 

მაგალითი 8.1. 

თანამგზავრის ორბიტაზე გასვლის მაქსიმლური სიჩქარის 
განსაზღვრა განვიხილოთ მატერიალური წერტილი, რომლის 

მასაა ”. და როდესაც მასზე მოქმედეს )#=»Iს წევის 
ძალა. დავუშვათ რომ მოძრაობა ხორციელდება სიბრტყეზე. 
შემოვიტანოთ კოორდინატთა სისტეა ი0X. მატერიალური 

წერტილის სიჩქარის კომპონენტები არიან ს” და V. წევის 

ძალის მიმართულების კუთხა არის 9(I) წერტილის მოძ- 

რაობა აღიწერება შემდეგი განტოლებებით (ნახ 8.3.) 

.V 

    
ნახ, 8.1 

# = ძ0C08 9; 
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V»X=ძ0351ი29, 
X=V/; 

»=V. 

სადაც რი რეაქტიული აჩქარება ცნობილი ფუნქციაა: გან- 

ტოლებეი 4 ს განსასაზღვრაად ამ შემთხვევში მეტად 
მარტივია და 

#4 ,=-4,, 4,=-2 V »” 

ამ განტოლებების ინტეგრირება გვაძლევს 

# „=-0)/+C, #4 ,=-0,,+C, # ,„=0, 4 ,=C, 

4 „=, #.=0., 
X , 

სადაც C,,C,CფC და 0, მუდმივები. თუ საჭიროა მოვახ- 
დინოთ ფუნქცის ოპტიმიზაცი,ა რომელიც დამოკიდებულია 
მხოლოდ ინტერვალის ბოლო წერტილზე, მაშინ /#=0 და 
ჰამილტონიანი ტოლი იქნება 

II = # ,ძC05თ + # ,059იდ+#4 ,V+# ,V. 

თუ ძი მუდმივი სიდიდეა, მაშინ ჰამილტონიანიც მუდმი- 
ვი სიდიდე იქნება ოპტიმალურ ტრაექტორიაზე. ამ შემთხვე– 
ვამი ოპტიმალობის პირობა იქნება 

  

“-) „3 იდ+ 4 „ლ05თ =0. 
V 

მაშასადამ, ოპტიმალური მართვა ტოლი იქნება 

# –01+ –CI+ 
/C9 = –- =- 01%. 9 = ი„ფდ-–-“2' 14. 

რ.ა –ი'+თ –0”+ლფ 

მაგალითი 8.2. 
თანამგზავრის ერთი წრიული ორბიტიდან მეორე, მაქსიმა- 

ლური რადიუსს მქონე წრიულ ორბიტახაე გადასვლის 
ტრაექტორიის მონახვა. ამოცანა გულისხმობს მოინახოს 

თანამგზავრის მართვის M/) ფუნქცია როდესაც თანამგზავრი 
მოცემული წრიული საწყისი ორბიტიდან უნდა გადავიდეს 
მაქსიმლური რადიუსის მქონე წრიულ ორბიტაზე. ძრავას 

მუშაობის დრო ! / მოცემულია.ა (ნა. 8.4, მოყვანილია 

ორბიტიდან ორბიტაზე გადასვლის სქემა. 
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ნახ 8.4. 

„I –კოსმოსური ხომალდის რადიალური მანძილი 
მიზიდულობის ცენტრიდან. 
MV –სიჩქრის რადიალური კომპონენტი. 
Vსიჩქარი ტანგენციალური კომპონენტი. 
MI –კოსმოსური ხომალდის მასა. 
#71 = C0115! –საწვავსს ხარჯი (იგი მუდმივია). 
§ –წევისს ძალის მიმართულების კუთხე. 
/!, –მიზიდულობი ცენტრის გრავიტაციული მუდმივაა. 

თანახმად მოყვანილი აღნიშვნებისს შეიძლება ამოცანა ჩა- 

მოყალიბდეისყს შემდეგნაირად: საჭიროა მოინახოს VV/) ფუნ- 

ქცი, რომლის დროსაც I „)= თმX, როდესაც 

”=V, (8.34) 

ი” /, + #ჯყი 9 

“ ___.”. 
(8.35) 

. –V #M00529 
=--–-+-–-–--–-, 

”» ე – VII 
(8.36) 

შემდეგი სასაზღვრო პირობები” დროს 

”(0) =79) 

(8.37) 
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M(0) =0, 
(8.38) 

VC0) = 3 (8.39) 

V, =V (,,)= (8.40) 

/ 
V ე =VI/„)– |_„– + =0. (8.41) (9 სსე 

შევადგინოთ ჰამილტონის ფუნქცია 
2 · 

ხ=1 V- 1-4, ”იმ | ი, 79015 | 

7 2 მე – I მე – III)" 
(8.42) 

  

ხოლო დ ფუნქციას აქვს სახე: 

––-.- 
ამ შემთხვევაში აუცილებელი პირობები (8.31, (8.32, და 

#IIXV,),/,|=9 მიიღებენ სახეს 
2 

4 ,=-2 1-5+XI- 2,L”, (8.43) 
, , » 

. V 
# „=-4,+4,+' (8.44) 

2, >... (8.45) 
,„ , 

ჯL 24 
0=(#/ „9505დ +4 „9ი9)–– == (84 =--“, (8.46) 

0 V 
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გ ,ნ,)-I+- #6, (8.47) 
2V,)) 

4 „(,)=», (6.48) 

4 ,(,)=V,. (8.79) 
ექვსი (8.34, (8.35, (8.36) (8.44, (8.45%1 და (6.46) დი- 

ფერენციალური განტოლება უნდა ამოიხსნასს ისე, რომ დაკ- 
მაყოფილდეს ექვსი (8.37) (8.38), (8.39) (8.47), (8.48) (8.49) 

სასაზღვრო პირობა 1), და V" უნდა ამორჩეული იყოს 
ის, რომ დაკმაყღოღფილღეს ორი (8.40) (8.4) სასაზღვრო 
პირობა აღნიშნული ამოცანისს რიცხვითი ამოხსნა გვაძლე>ვს 
შემდეგ სურათს (ნახ 8.5.) 

    4 
,მთვარის / “დე დამ იწ ის 

! ორბიტV/ ორბიტა 
' ( მხზე 

0 ი5 40 45 

ნახ 8.5. 
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თავი მეცხრე 

ოპტიმალური ტრაექტორიის დაპროგრამების ამოცანა. 
მაქსიმუმის პრინციპი 

§ 9... ზოგადი განმარტებები 

განვიხილავთ სამართ ობიექტს რომელიც აღიწერება (8.1) 
ვექტორული განტოლებით, კერძოდ, განტოლებათა სისტემით 

X,(I)=X,(%,(I/)X,CI),...,X,(/);% C/),16(/)-.-:V,(I)), # =1...,72.(9.1) 
როგორც ავტომატური მართვს თეორიამია მიღებული, 

ასეთი ობიექტი სტრუქტურულად შემდეგნაირად გამოისახება 
(ნახ.9.1): 

ობიექტი 

  

ნახ.9.1 

ფაზური კოორდინატები X, (7/),X; (/),..·.,X, (,) ხშირად 

იწოდებიან გამოსავლ ჯცვლადებად ხოლო სამართი ფუნქცი- 
ებ /,(/),V-:(I/),...,I,(() კი–შესვალ ჯცვლადებად ხშირად 
ვამბობთ რომ ობიექტის შესავაულზე მიეწოდება ფუნქციები 

, (/))M- (I)....,M,(I/), გამოსავალზე კი ვღებულობთ X;, (I), 

X:(/),....X,(I!) ფუნქციებს. ' 
როგორც წინა თავში აღვნიშნეთ, ობიექტის მოძრაობის 

სრული აღწერისათვის საჭიროა მისი საწყისი მდგომარეობის 

ცოდნას ე.ი, საწყის ჩი მომენტმი ფაზურ სივრცეში 

შესაბამისი წერტილის მოცემა რომელიც 

X% =MM) =(XM(IX5Cი),----X,6)) 
ვექტორით აღიწერება და გეექტორული სამართი ფუნქციის 

MI) = (V,(0),%(0,...,V (0) წინასწად ამორჩევა. ამ ვექტო- 
რულ ფუნქციას შემოკლებით უბრალოდ, მართვა ეწოდება. 
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>» 'ვექტორისა და M(I) გვექტორ-ფუნქცის მოცემით 
ანება ის მოძრაობა (9.1) განრო ოლებათა სისტემით (ლვლსახად 

ღვრება ეს მოძრაობა სხვა არაფერია, თუ არა ფა- 
ზურ სივრცეში „ფაზური არილის მიერ, რომელიც ობიექ- 
ტის მდგომარეობ როის იქსირ ბულ მომენტში, 
გარკვეული წირის რია კიშსა ამ წირს ფაზური ტრაექტო- 
რია ეწოდება. 

ვექტორულ ფუნქცითა წყილს (V(/),X(V)) მართვის 
პროცეს, ან უბრალოდ პროცეს უწოდებენ ამრიგად, მარ- 

თვის პროცესი შედგება I() მართვისა და მისი შესატ- 

ყისი X() ფაზური ტრაექტორიის ერთობლიობისაგან იგი 

სავსებბთ განსაზღვრულია, თუ მოცემული გვაქს MCI) მარ- 

თვა და საწყისი ფაზური მდგომარეობა Xე = X(/ე). 

როგორც წინა თავში აღენიშნეთ IV) სამართინ ვექ- 
ტორ-ფუნქცის ამორჩევა ხორციელდება დასაშვებ მართვათა 
არედან ეს არე შეიძლება იყოს ნებისმიერი ჩაკეტილი სიმ- 

რავლე წ განზომილების მქონე ევკლიდეს სივრციდან რომ- 

ლის საზღვრებშიც უნდა იყოს მოთავსებული V() ეგვექტორ- 

ფუნქციის მნიშვნელობა დროის ნებისმიერ მომენტში, მთელი 
მართვის პროცესის დროს (8:11) ფორმულით მოცემული 

შეზ ბი, რომელიც), აქტობრივად, ანზომილებიან ბს 
ანსაზღგრავს, კარგად: ამატი ისეთ შემთხ ვევებს,. როდესა 

მართვა ხდება მაგალითად ძრავაში მიწოდებული სა გავის 
რაოდენობით ტემპერატურით, ძაბით და სხვა.ა (კზადია, 
რომ შეუძლებელია მათ მიიღონ რაც “შეიძლება დიდი 
მნიშვნელობები-ი აღნიშნულ სიმრავლეს საიდანაე ამოირჩევა 
სამართი ფუნქციები “შეიძლება ჰქონდეს სხვადასხვა სირთუ- 
ლის გეომეტრიული ფორმაა ორგანზომილებიანი VIM(C)) ვექ- 
ტორს დროს ასეთი არე შეიძლებ წრეწირი იყოს 

(IM, (,))? +(V,(/))1=1, შეიძლება მას ელიფსის ფორმაც 
ჰქონდეს, ეს „დამოკიდებულია ობიექტის სამართი ნაწილის 
ტერი, ურ ონს ტიექციას ე. ზახზი უნდა გაესვს იმ გარე- 
ებას, რომ ტექნიკური ხასიათის ამოცანების გადაწყვეტისას 

ე არე ჩაკეტილ ქვესივრცეს წარმოადგენს და V() ფეუნ- 
ქციის მნიშვნელობები შეიძლება ამ არის საზღვარზეც მდე- 
ბარეობდეს. 
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გარდა ამისა წინა თავში იყო აღნიშნული, რომ, ამო-. 
ცანის ხასიათიდან გამომდინარე, მართვის ფუნქციაზე დამა- 

ტ ბით შეზღუდვას ვახღენთ, ვირჩევთ _ მას გარკვეული კლა– 
ფუნქცი აას _ წინამდებარე თავში განსახილველი ამო–- 

ცნს გაღაწყვე ასთ კლასად მიჩნეულია უბან-უბან 
აწყეტი  ფ ენ ციების კლასი რომლებსაც გააჩნიათ პირველი 

ი წყცეტებ ის სასრულო რაოდენობა. სხვა სიტყვებით, 
ასეთი ფუნქციები შედგები სასხულო რაოდენობი უწყვე- 

ტი ნაწილებისაგან (ნახ.91) და წყვეტას საწყს #ე და სა- 

ბოლოო 7? მომენტებში არ განიცდიან. 

4 

–უ-–ედდ-დდდუე-აოო--__-___ 

”#(L) 

-1LC- –-- –- აე --_-“-““------_“- –   
ნახ.9.2. 

ასეთი ნ ბი ზრუნველყო არაინერციუ მარ- 
თვას, ანუ შა ნქციები ფუნქციის დ პიეამ ი გადართვის შესაძ- 
ლებლობას დროის მოცემულ ი ომატში ერთი მნიშვნელობი–- 
დან მეორე მნიშ წელობაზე, _ ერთი ზღვრული მნიშვნელობის 
ნახტომით შეც ლას ეორე ზღვრული მნიშვნელობით. 

ოპტიმალობ კრიტერიუმი განვიხილოთ ზოგადი ინტეგრა- 

ლური ფუნქციონალის სახით 
ჯ 

ICV) = | / (Cთ),VC0)4, (9.2) 
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სადაც ფუნქცი. /C(X,(I/),X,(7),...,X,(/),ჯ (/),16 (/),...,V,()) უწყვეტი 
2? 

ფუნქცია უწყვეტი 4X, 1=1.../ კერძო წარმოებულებით. 

კერო “შემთხვევაში როდესაც თფუნქცია _/#/L(X(I),V(I/)) = 1, 
ფუნქციონალი (9.2) ღებულობს შემდეგ სახეს 

” 

I(M) = 14= =XI-/ე (9.3) 

და ასეთი ფუნქციონალის მინიმიზაცია სისტემს მოძრაობის 
დროის მინიმიზაცკის წარმოადგენ. ოპტიმალ მართვის 

ამოცანს (9.1) ფუნქციონალის შემთხვევაში , ს სწრაფქმედების 
ამოცანიაო ეწოდებ.ა რა თქმა «უნდა ასეთ შემთხვევაში 
დროის საბოლოო მომენტი +” ფიქსირებული არ არის, 
იგი თავისუფალია. 

როდესაც ფუნქციაა ჟ/ (X(I/),V(/)) = X,((), სადღაც ფუნქცია 

X0VC(I,!) სისტემის მოძრაობი ტრაექტორიის პროექციაა ფაზუ- 

რი სივრცის !-ურ ღერძზე, მაშინ ფუნქციონალი (9.2) 
იღებს სახეს 

IC) = IX,C)ძ! = X,(უ – X,(M-) (9.4) 
M 

და ასეთი ფუნქციონალის მაქსიმიზაცია ფიქსირებული 

დროის 7”-/ჩ% მონაკვეთში XV(I,!) კოორდინატის მაქსიმიზა- 
იას არმოა თ ს ოორდინატა სისტემისს მიერ 
სწ სან ადეენ ა ამესბავს. მაშინ ამოცანა ს სინტემის მიერ 

XC/6) ს საწყისი _ მდგომარეობიდან მოძრაობისას წინასწარ ფიქ- 

სირებული 7 მომენტისათვის მაქსიმალური მანძილის გავლა- 

ში მდგომარეობს რა თქმა უნდა, ასეთ შემთხვევში X,(I) 

ფუნქცის მნიშვნელობა ”»! მომენტში ფიქსირებული არ 

არის იგი თავისუფალია, ანუ X„ სიდიდე როგორც ეს 
ზმ) ფორმულით ი მოცემული, ამოცანის ასმისას არ 
ა. წინ ასწარ დაფ იქსირებული. ამოცანის არსი თვით _ ამ 
სიდიდის ი მასიმიზაციაშია, 
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§ 9.2. ზოგადი ამოცანის დასმა 

ამრიგად, მოცემული გვაქვს: 

! ობიექტი რომლის მოძრაობა აღიწერება (9...) დიფე– 
რენციალურ განტოლებათა სისტემით; 

2 ობიექტის მოძრაობის განმსაზღვრელი საწყისი 

Xი =XCიხ) და საბოლოო X, = XC1) პირობები (8.9) ფორ- 
მულების სახით; 

3 დასაშვებ მართვათა კლასი LL, რომელიც შედგება 
უბან-უბნ უწყვეტი ფუნქციებისაგან, რომელბსაც გააჩნიათ 
სასროულო რაოდენობის ირველი რიგის წყვეტები ამავე 
დროს, აკმაყოფილებენ (8.11) პირობას.; 

4 ოპტიმალობის კრიტერიუმი (92) ფუნქციონალის სახით. 
ოპტიმალური მართვ ზოგადი ამოცანა მდგომარეობს 

შემდეგში:ე X,,X:,..-,X კოორდინატთა ფაზურ სივრცეში 

მოცემულია ორი წერტილი, Xე =XCM%)= % C/0)X (%ხ),.--X, Mი)) 

და X,- =X(1) = (X,(ლ,X, (1),...,X,(უუ|. ყელა დასაშვებ მარ- 
თვებს #=V() შორის I()1CხV, რომლებსაც (9.)) გან- 

ტოლებათა სისტემის თანახსად ფაზური წერტილ–-  X5 

მდგომარეობიდან გადაყვს IX. მდგომარეობაში (რა თქმა 

უნღა,ა თუ ასეთი მართვა არსებობს) გვიპოვოთ ისეთი 

V (,) მართვა რომლის დროსაც ფუნქციონალი (9.2) მიი- 

ღებს რაც შეიძლება მცირე, მინიმალურ მნიშვნელობას. 

აქ ფუნქციაა X(CI) (91) განტოლებათა სისტემის ამონახ- 

სნითს X-აე == X(ა) საწყისი პირობის საფუძველზე იგი VVI) 

მართვას შეესაბამება, ხოლო 7 X(I) ტრაექტორიის 

X,„ =XC) წერტილზე გავლის მომენტია ეს “შეიძლება ვი- 
ზუალურად ასე წარმოვიდგინოთ (ნახ.9.3): 
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XL(CLX 

  

  

  
ნახ.9.3 

ჯანს ტრაექტორის გვაძლეს VVმ0)CV მართვა. 

„ათ = სეთ, შ(ი,,...,#0,(0)), ისეთი ვექტორ-ფუნქციაა, 
რომელიც (9!) განტოლებათა სისტემაში ჩასმის შედეგად 
გვაძლევს ისეთ ამონახსნს, რომელიც იწყუბა X) წერტილში 

დღა გადის X. წერტილზე ასეთ ყა) V) მართვს და 

X0)VC) ტარეტორიას” შეესაბამება (9.21 ფუნქციონალის გარ- 

კვეული რიცხვითი მნიშვნელობა, ვთქვათ 7 (ს), 

ანალოგიურად, XI XV) ტრაექტორიას გვაძლეგს V(/) CV 
მართვა და ამ დროს (9.2) ფუნქციონალი 1 () მნიშვნელო– 

ბას ღებულობს XIX) ტრაექტორიას გვაძლევს ყა) CV 

მართვა და ამ დროს (9.21) ფუნქციონალი 1 ა მნიშვნელო- 
ბს ღებულობს და აშ. ასეთი მართვების რაოდენობა 

უსასრულოა. აი ამათ “შორის ვეძებთ ისეთ V ( ) CV 

მართვა, რომლის ”შესატყისი 7 მნიშვნელობა უმცირესი 

იქნება IX),/'),/0), თით მნიშვნელობეს შორის ასეთი 
მართვა ოპტიმალურია (9.20) ფუნქციონალის თვალსაზრისით, 
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ხოლო მისი შესატყისი ტრაექტორია XC) ოპტიმალური 
მოძრაობი ტრაექტორიაა. 

§ 9.3 მაქსიმუმის პრინციპი 

წინა პარაგრაფში ასმული ამოცანის ამოხსნა ხორციელ- 
დეა თეორემით რომელსაც "მაქსიმუმის პრინციპი" ეწო- 
დება ამ თეორემის ფორმულირებისათვის საჭიროა შემოვი- 

ტანოთ დამხმარე ვექტორ-ფუნქცა VCI) M#M+) კოორდინა- 

ტით VI (/),V/:(I),---·V/,.) (I), რომლებიც განისაზღვრებიან 

შემდეგი განტოლებათა სისტემით: 

დ) 2 X, (XC),V(I)) 
ე –––_ V,0-=-ა, მ X, თ? 1 = 1,2,,...,)+1. (9.5) 

აქ 
XV, = X,(X,(I),X;(I),.-.,X, (1),?/, (/),, (!),..-.,?,(/)), # = 1,2,...,#, 
(9)) განტოლებათა სისტემის მარჯვეა ნაწილებია ხოლო 
ფუნქცა ·-X,,, =/(X(0),%(I)....,X,(/),M (C/))#(I#..-.#(C/)) (9.2) ფუნ- 
ქციონალის ინტეგრალქვეშა ფუნქციაა. 

წარმოვიდგინოთ ფუნქციონალი (9.21, როგორც ინტეგრალი 

ცვლადი ზედა ზღვრით და აღვნიშნოთ იგი X,, (I!) ფენ- 
ქციით, ანუ 

X.() = I/ XCთ,V(0))ძ/ = IX, (XC0),VC))4/. 

ფუნქცია X,,(Iჰ) შეიძლება წარმოვიდგინოთ როგორც 

Xი) () = X,I(X(0).VCI)) (9.6) 

განტოლების ამონახსნი საწყისი პირობით 

X..IC/ი) =9. (9.7) 
გავაერთიანოთ განტოლება (9.0 განტოლებათა (9.1) სის– 

ტემასთანრი მივიღებთ M+!I) განზომილების განტოლებათა სის- 
ტემას 

X, = X,(XCI),VCI)), | = 1,2,...,/+1, (9.8) 
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რომლის სასაზღვრო პირობები (8.9) და (97) ფორმულებით 

გამოისახება,„ XX,,(ე) ფუნქცის საბოლოო მნიშვნელობა 

X (გ) თავდ (92) ფუნქციონალისს მნიშვნელობა, ანუ 

X.)(11=IC). 

X, :X2 ვ.ა. %ია) სივრცეში CV, (77,X, (7).... ,X,(7),თ წერტილზე 

(X,(/ი.·-X.((ი) ღერძის პარალელურად გამაალ წრფეს 
ვუწოდოთ II წრფე ასეთ შემთხვევმი ჩეენ შეგვიძლია 

ვთქვათ, რომ (9.8) სისტემის X(/) =1X,(/,X,(0,...,X,,,(0)| ამო 
ნახსნი /(=” მომენტში გადის წერტილზე რომელიც II 
წრფეზე მდებარეობს და აქს კოორდინატა X.,,=I. ეხლა 

შეიძლება ოპტიმალობის ამოცანა ასე ჩამოვაყალიბოთ: 7/1+1 
განზომილებიან ფაზურ სივრცეში მოცემულია წერტილი 

XLC/6) = (>, (/ი),-·-·X–-(/ი)0? და წრფე II. - ყელა დასაშვებ 

მართვთთა შორი V=V()6Cა;V, რომელთა დროსაკ (9.8) 

განტოლებათა სისტემის ამოხსნით განსაზღვრული ტრაექტო- 

რი, XC) საწყსი მნიშვნელობით გადაკეეთს 

წრფეს, ვიპოვოთ ისეთი (ი) მართვა, რომლის დროსაც 

ასეთი გადაკვეთა მოგვცეს X,,(7) სიდიღის მინიმალურ 
მნიშვნელობას. 

განტოლებათა სისტემა (9.50 წრფივი და ერთგვაროვანია. 

ამიტომ ნებისმერი  V”(/:) = (V ,(/-),V/ : (7ი),..-„V/ „., (79) 
საწყისი მნიშვნელობისათვის (9.2) განტოლებათა სისტემას 

ერთადერთი VI (I) ამონახსნი გააჩნია დროის მთელ მონა- 

კვეთზე #/:ე <(<7, რომელზეც III) ღა X(I) ფუნქციებია 
განსაზღვრული. 

როგორც (9.8) განტოლებათა სისტემის ამონახსნი 

XI0)= CL CV0,იC),...,X,, (0), ასევე (9.5) განტოლებათა ამონა- 

ხსენი VIV)=|V,0, რდ... თ) უწყვეტ ფუნქციებს წარმო- 
ადგენენ” მათ აქვთ უწყფეტი წარმოებულები დროის მთელ 
მონაკვეთზე, გარდა იმ მომენტებისა სადაც MV(/) ფუნქცია 
წყეტებს განიცდის. 
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შემოვიტანოთ XC),V(I) და V() ცვლადების ფუნქცია 

IICV,X,) შემდეგი სახით: 
M+I 

L (V/,,X,10) =(V/X) =(V/ · XCX,M) = 2 ,V „X,(X,M). (9.9) 

ფუნქციის მეშვეობით (9.1) და (9.5) განტოლებათა 

  

სისტემები ეიძლება ჩაიწეროს შემდეგი ჰამილტონის სის- 
ტემის სახით: 

2I0I 
X, 9» 1 = 1,2,,ც...,/1+1, (9.10) 

. 2II . 
V, = “>; , ..–.--.-.. (9.11) 

ამრიგად ნებისმიერი #(/), /(ე<,<"”» დასაშვეი მართვისა 

და X(ი) საწყსი პირობის შესაბამისად შესაძლებელია 
(9.10) განტოლებათა სისტემის მეშვეობით 

XCI) = C, (/)X,(I),..-,X,., (0) ტრაექტორიის პოვნა.ა შემდეგ, 

II) ღა X() ფუნქციების შესაბამისად (9.11) განტოლე- 

ბათა სისტემის მეშვეობით შესაძლებელია 

#თ=(V,თ,რრ...V-ა0) ფუნქციის · განსაზღვრაც. 
უნდა შევნიშნოთ, რომ +X(CXIM,-(XM...,X,, I». ფუნქციები- 

დან XV) ფუნქცის X,,,(I) კოორდინატაზე არცერთი არ 

არის დამოკიდებული, მაშასადამე, არც LL ფუნქცია იქნება 
მასზე დამოკიდებული. 

VI ((XV1(,,..·V „+ (/1-X, (/X»X, (/) ...,X, (/) ფუნქციების 
ფიქსირე-ბული მნიშვნელობებისათვის IICV/,X,7) ფუნქცია 

გადაიქცევა #6CCხ პარამეტრის ფუნქციად. ამ ფუნქციის 

მნიშვნელობათა ზუსტი ზედა ზღვარი აღვნიშნოთ IM(V,X) 

სიდიდით: 
MC(V ,X) = ვსი II(V ,X, 7). (9.12) 

MCV 

თუ II უწყვეტი ფუნქციის ზუსტი ზედა ზღვარი მიიღ- 
წეა CV არს რომელიმე წერტილში მაში LMV,X) 
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არს Iს) ფუნქციის” მაქსიმუმი ფიქსირებული "V და Xჯ 
მნიშვნელობების დროს. 

ჩამოვაყალიბოთ "მაქსიმუმის პრინციპი, რომელიც ოპტიმა- 
ლობის აუცილებელ პირობას წარმოადგენს. 

თეორემა 9.) დავუშვათ წ (7), (ჩ<5<! ისეთი დასაშვები 

მართვა, რომ მისი შესატყისი ტრაექტორია ((9.10) სისტე–- 

მის ამონახსნი /#ე მომენტში X((6) წერტილიდან გამოსუ- 

ლი ! მომენტში გადის X,, ღერძის პარალელურად 

(X, (7, X(7),...X,VI2)მ0 წერტილზე გამაალ II წირის 

რომელიმშპე წერტილზე. #0 მართვისა და XV) ტერაექ- 
ტორის ოპტიმალობისათვი აუცილებელია (911) სისტემის 
დამაკმაყოფილებელი ასა არანულოვანი უწყვეტი 

#თ =(#,თ,რ ი...) ვექტორ-ფუნქციი“ არსებობა, 
რომ: 

1. ნებისმიერ ! მომენტში, /ე (51, ფუნქცია 

LI(CV (I),XV),) მაქსიმუმს აღწევს #=MV() წერტილში, ე.ი. 

ILICV (/),X(/)-M” (#)) = MCV (/),XCI)); (9.13) 
2 საბოლოო +» მომენტში ადგილი აქვს 

V „,,(2) <0, M(V (1),XCI)) = 0. (9.14) 
შენი შვნა: მეორე პირობა სრულდება ნებისმიერი 

I,Iე–1<1, მომენტისათვის. 
დაინტერესებულ მკითხველს შეუძლია აღნიიშნული თეორე- 

მის დამტკიცებას გაეცნოს მონოგრაფიაში (68). 
ზემოთფორმულირებული თეორემა "მაქსიმუმის ” პრინციპი" 

საშუალებას იძლევა X =XC-) წერტილში დაწყბული და II 
წრფის რომელიმე წერტილში დამთავრებული ყველა ტრაექ- 
ტორიიდან და მათი შესაბამისი 1()) მართვებიდან გამოვ- 
ყოთ ცალკეული ტრაექტორიები და მართვები რომლებიც 

თეორემის პირობებს აკმაყოფილებენ. 

მართლაც, გვაქს 2M+3 დამოკიდებულება (9.10, (9.11), 
(913) ფორმულების სახთ 2)+3 ტცვლადღეს X,,X,,..-..X,. 

V ,.V/ვს-·Vას"” შორის. როდესაც ” (განზომილების 
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ვექტორია, მაშინ (9.13) გამოსახულება ” რაოდენობის ცალ- 
ცალკკკყ გამოსახულებებად იშლება ერთი სიტყვით სსაძებნ 
ცვლადთა გან ნსაზ ღვრისათვის გვაქვს მათ შორის 
დამოკიდებულებათა მთლიანი სისტემაა შემდეგ (9.1001 და 

(91)) გამოსახულებები ერთად წარმოადგენე-ნნ 2/7+2 რიგის 
ჩვეულებრივ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემას რო- 
მელთა ამოხსნაც 2+2 პარამეტრზეა (საწყს მნიშვნელობ- 
ებზე) დამოკიდებული, ხოლო (9.13) გამოსახულება ალგებრუ- 

ლი სახისა. ამ 2M/+2 პარამეტრიდან ერთი შეიძლება ნე- 
ბისმიერი სიდიდე იყოს რადგანაც V/,(/), 1 =1,2,...,M+1 
ფუნქციები განსაზდგრულია საერთო მამრავლის სიზუსტით 

(M” ფუნქცი ხომ VI) ფუნქციის მიმართ ერთგვაროვანია). 

(89, (97) გამოსასვლელები გვაძლევენ 2/+) პარამეტრის 
განსაზღვრის საშუალებას. 

§ 9.4. ოპტიმალური სწრაფქმედების ამოცანა 

ამ შემთხვევში ზოგადი ამოცანა (ის 9.2) "შეიცვლება 
მხოლოდ იმით რომ მე-4 პუნქტში ოპტიმალობის კრიტე- 
რიუმი მოცემული გვექნება (9.3) თ ფუნქციონალის სახით, ანუ 
ვუშვებთ, რომ 

X#(XCI),V(I)) = 1. (9.15) 
როგორც ზევთთ აღვნიშნეთ ასეთ შემთხვევაში დროის 

საბოლოო მომენტი ”»!  ფიქსირებბული არ არის იგი 
თავისუფ ფაქტობრივად, ამოცხნა ” სიდიდის მინიმი–- 
ზაციაში  'მდგომარ მარეობს 

რა თქმა უნდა, 7 სიდიდის მნიშვნელობა XV) ტრაექ- 

ტორიაზეა დამოკიდებული რომელიც თავად ICI) მართვის 
ფუნქციის ამორჩევით განისაზღვრება ამრიგად, სამართლიანი 
იქნება შემოვიტანოთ ფაზურ სივრცეში ”” ცვლადის ფუნ- 

ქცია 7VLX)=7LX,,X.,.. სX,ე). სიმარტივისათვისს დავუშვათ, რომ 

7(»”ა) ფუნქცა უწყფეტია და გააჩნია უწყეტი კერძო 

წარმოებულები გარდა X» = XC.) წერტილისა. 
ასეთ შემთხვევაში ადგილი აქს თეორემას რომელიც იძ- 

ლევა ოპტიმალური სწრაფქმედები ამოცანის გადაწყვეტას. 
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თეორემა 92. დავუშვათ IV (/) CV დროის /ე <15<7 
მონაკეთხე განსახღლვრული მართვს ფუნქცია, როდესა 
(9)) განტოლებათა სისტემით აღწერილი მოძრაობის ტრაექ- 

ტორი ფაზურ სივრცეში X(/)=1X(/ჩ),..,X,(%)) საწყისი 

წერტილიდან გადაყავს #)=(იღფ,...,X,თ) წერტილში. თუ 
ეს გადასვლა ხდება მინიმლური დროის მონაკვეთში (ე.ი. 

თუ: Vი ოპტიალური მართვაა სწრაფქმედებისს თვალსაზ- 

რისით,) მაშინ აუცილებელია (ე <<" მონაკვეთზე ისეთი 

არანულოვაი V/(/) = IV I (/;V 1(,),..-, V წთ). ვექტორ-ფუნ- 

ქცის არსებობა რომელიც აკმაყოფილეს განტოლებათა 
სისტემას 

#,0)= _ 500069, #=12,...,M, (9.16) 
# 

სადაც 

IICV/ ,X,V) = 2,V,.X,(X,L), (9.17) 
/=! 

დღა შემღეგი პირობების შესრულება: 
1! ნებისმიერ /! მომენტში /:<(:<1, ადგილ აქეს 

მაქსიმუმის პირობას 

IICV/ (/)X(/),M' (7)) = ჩიმX #ICV (/),X(/),V(/)) (9.18) 

2 ნებისმიერ / მომენტშიი /(<(:<717, ადგილი აქეს 

ტოლობას 

IICV (/),XC(/),V' ()) = 1. (9.19) 
ამ თეორემის დამტკიცებას დაინტერესებული მკითხველი 

შეიძლება გაეცნოს მონოგრაფიაში (153). 
თუ ამ თეორემამი VI) ფუნქციასა და (9.18) პირობას 

განვიხილავთ დროის მთელ მონაკვეთზე /:<715<7” (1 მო- 
მენტის ჩათვლით) და (9.19) პირობს შევცვლით უფრო 

სუსტი მოთხოვნით 

M(V(ო,X(Cთ,V (1) > 0, (9.20) 
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მაშინ ასეთი თეორემის სახით ჩამოყალიბებული "მაქსიმუმის 

პრინციპი სამართლიანი გახდები 1?7(X»X) ფუნქციაზე რაიმე 

შეზღუდვის გარეშეც. 
როგორც ვხედავთ, თეორემა საკმარისად რთულადაა 

ფორმულირებული გარდა ძირითადი (კვლადებისა (ფაზური 

კოორდინატები X,(/),X; (/),-..,X, (I), სამართი ფუნქციები 

?, (/),V2(/),...,V,(I)) თეორემაში შემოტანილია დამხმარე 

ცვლადები V/ ,(/),V/ ;(I),..--,V „((), რომლებიც ამოცანის დასმა- 

ში არ მონაწილეობენ მიუხედავად ამისა, "მაქსიმუმის პრინ- 
ციპი" იძლევა საკმარის ინფორმაცის დასმული ამოცანის 

გადასაწყვეტად. 
როგორც წინა პარაგრაფში ვიმსჯელეთ, აქაც შეიძლება 

ვთქვთ, რომ ყელა ფაზური ტრაექტორიიდან რომლებიც 

იწყბინ X(/(ე) ფაზურ წერტილში და გადიან XL7) ფა- 
ზურ წერტილში, "მაქსიმუმის პრინციპი" საშუალებას იძლევა 
გამოვყოთ ცალკეული, ეწ. იზოლირებული ტრაექტორიები, 
რომლებიც თეორემაშმი ჩამოყალიბებულ აუცილებელ პი-. 
რობებს აკმაყოფილებენ. მხოლოდ ეს „ცალკეული, იზოლირე- 
ბული ტრაექტორიები შეიძლება აღმოჩნდნენ ოპტიმალური, 
რადგან თეორემა იძლევა ოპტიმალობის არა საკმარის, არა- 
მედ მხოლოდ აუცილებელ პირობებს თუ კი, კერძო შემ- 
თხვევაში ასეთი ტრაექტორია მხოლოდ ერთი აღმოჩნდა, რა 
თქმა უნდა ის ოპტიმალური იქნება სხვა შემთხვევაში ასე–- 
თი ტრაექტორიები მხოლოდ "ექვმიტანილად” ჩაითვლებიან 
ოპტიმალურობაში. 

სწრაფქმედებბიის ამოცანაში მოსაძებნია 2M/+»” უცნობი 
ფუნქცია X(4)..-:.X,(/#V/,(/)...·V/,(/).14(/.-.:#(,I) მათ საპოვნე- 

ლად "მაქსიმუმის პრინციპი" გვაძლევს ასეთივეე რაოდენობის 
დამოკიდებულებებს” ამ ფუნქციებს შორის ესენია დიფერენ- 
ციალურ განტოლებათა სისტემები (9.1) და (9.16, თითოეუ- 
ლი ” რიგის, და “” რაოდენობის ალგებრული განტოლე“ 
ბა, რომელსაც გვაძლეს (9.18) გამოსახულება. ართლაც, 

თუ MI) წერტილი V არეში შიგა წერტილია, მაშინ 
(9181) პირობის შესასრულებლად აუცილებელია შესრულდეს 

პირობები 
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ა„"" - (9.21) 
2M M=M(I) ' სი 

თუ V(I) წერტილი სხ მრავალწახნაგას (–( –I) განზომი- 

ლების წახნაგზე ძევს მაშინ უნდა შესრულდეს V(I) წერ- 
ტილის ამ წაზნაგისათვის მიკუთვნების პირობა (ლეს მოგვცემს 
ერთ გამოსახულებას, ხოლო (9.ზ) პირობის შესასრულებ- 

ლად ” ფუნქცის კერძო წარმოებულები ამ წახნაგის 
ყელა მიმართულებით ნული «უნდა იყოს (ეს გვაძლევს 

#-1 ამოსახ ბას)... ა ბრ ამოსახ ბათა რაოდე- 
ნობა ასევე იქნება  #, თუ სხვა განზომილების  წახნაგს 
ავიღებთ ერთი სიტყვით (9.18) მაქსიმუმის პირობა ყელა 

შემთხვევაში როდესაც არე 7 -განხომილებისაა,ა იშლება ”ჯ 
რაოდენობის ალგებრულ გამოსახულებად. 

ამრიგად ამოცანაში უცნობ ფუნქციათას რაოდენობა ტო- 
ლია მათ შორის დამოკიდებულებათა გამოსახულებების რაო- 
დენობის.· ამიტომ, ყველა ამ უცნობი ფუნქციის მოძებნა 

შესაძლებელი იქნებ, თუ მოცემული გვექნბა XC) და 
Vი ი) ვექტორ-ფუნქციათა კოორდინატების საწყისი მნიშვნე- 

ლობები X/(/,5(იX--»X(%XVIC6)»V) როგორც უკვე ვთქვით, 
გვა8ვს 2” რიგის დიფერენციალ რ განტოლებათა სისტემა 
(9.1) (9.16) და 7” ალგებრული გამოსახულება (9.21) ამოხსნა, 
რომელსაც გვაძლევს (9.1, (9. (6) დიფერენციალურ განტოლე- 
ბათათ სისტემა დამოკიდებული იქნება 2#M პარამეტრზე, 

რომლებიც XC) და V(I)) ვექტორ-ფუნქციის კოორდინატე- 
ბის საწყისი მნიშვნელობებით განისაზლვრებიან.ი ამ პარამეტ- 
რებისაგან ერთ-ერეთი უმნიშვნელოა, რადგანაც # ფუნქცია 

წრფივი და ერთგვაროვანია VI (I) ფუნქციის კოორდინატე- 
ბის მიმართ და თეორემის პირობები არ შეიცვლება, თუ 

VC)MM0- სტე ფუნქციებს  გავამრაელებთ ერთ საერთო 
მუდმივ დადებით მამრავლზე. სხვა სიტყვებით, 

V IC/ი)V 2(/ი)-··»V „(/(ის„ სიდიდეეი განსახღლვრულია საერ- 
თო დაღებითი მამრვავლლის სიზუსტით ამიტომ, სიმარტივი- 
სათვს ერთერთი მათგანი შეიძლება წინასწად ჩავთვალოთ 
ერთს ტოლად V/(ი)>2!. V() ვექტორის დანარჩენი 
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კოორდინატების საწყსი მნიშვნელობები უცნობი, არა 
გვაქვს მოცემული. სამაგიეროდ მოცემული გვაქვს 

X,(1უ,X:(2),-...X,(1) მნიშვნელობები. 
ამრიგად მთლიანი განტოლებათა (9.1, (9.16, (9.21) სის- 

ტემის ამოხსხა დამოკიდებულია 2/-)ს პარამეტრზე. ეს 

2-ს) პარამეტტრი უნდა გამოვიეუნოთ ისე, რომ XC/) 
ტრაექტორია I) მოშენტში გადიოდეს XV) წერტილზე და 

რომელიღაც უცნობ 1>/წ, მომენტში კი XL(7) -წერტილზე. 

უცნობი სიდიდე 1, აგრეთეე,, არის პარამეტრით რომელიც 
განსაზღვრას მთლიანი სისტემის ამოხსნას ასე რომ, საბო- 
ლოო ჯამში. მნიშვნელოვანი პარამეტრებისს რაოდენობა გვექ- 

ნება 27. 

X(I) ტრაექტორიის XC) და XLC2) წერტილებზე გავ- 

ლის პირობა გვაძლეს 2" დამოკიდებულებას რაც სავსე- 

ბით საკმარისია 21 პარამეტრის განსაზღვრისათვის. 
აი ასეთი გზით განისახღლვრებიანნ ის (-;ალკეული ტრაექ- 

ტორიები რომლებიც გადიან XV) და XC7) წერტილებზე 

და შეიძლება იყვნენ ოპტიმალური, მხოლოდ ისინი აკმაყო- 
ფილებეინ ოპტიმალობის აუცილებელ პირობებს რომლებიც 

თეორემაშია ჩამოყალიბებული. 
კერძოდ თუ თეორემის პირობებს აკმაყოფილებს მხოლოდ 

ერთი რომელიმე XCI) ტრაექტორიას რომელიც XL) და 

XC7) წერტილებზე გადის და ამავე დროს, გარკვეული 
ტექნიკური მოსაზრებით შეგვიძლია ვივარაუდოთ ასეთი 
ტრაექტორიის“ არსებობა, მაშინ ეს ტრაექტორია ოპტიმალუ- 
რად შეიძლება მივიჩნიოთ საერთოდ ოპტიმალური ტრაექ- 
ტორიის არსებობის მათემატიკური საკითხი მეტად რთულია 
და მნიშვნელოვან. კერძო შემთხვევაში როდესაც წრფივ 
სისტემებთან გვაქვს საქმე ოპტიმალური სწრაფქმედების ამო– 

ცანისთვის” იგი გადაწყვეტილია. 
ამოცანის ძირითადი სირთულე მდგომარეობს როგორ გა- 

მოვიყნოთ X(7),X(7)....X,70)1 სიდიდეები VI (I) ვექტორის 
კოორდინატების საწყისი მნიშვნელობების სანაცვლოდ. 
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8§ 95. ოპტიმალური სწრაფქმედების 
წრფივი ამოცანა 

განვიხილოთ სამართი სისტემა რომლის ობიექტის მოძრა- 
ობა აღიწერება წრფივი ჩვეულებრივი დიფერენციალური 
განტოლებე ას სისტემით 

X, (I) = 5 ს X M0+2:„M 0, M =12,...,M. (9.22) 

როგორც წინა პარაგრაფებში, აქაც XV)=1X,C(),%MC0)...,X,(0)| 

ფაზური ვექტორი, ხოლო LC)=I4C)%#0,...,4()) კი მარ- 

თვს ეექტორი-ი კოეფიციენტები ხ»,”Mზე,#=L.../ს თ=IL..../, 

#=L..”» მოცემული მუდღმივ სასრულო რიცხვებია, ხოლო 

დრო / C0,I) (ე: ი. საწყის მომენტად ვიღებთ /ე =0) 

დაუშვათ რომ მართვის ვექტორის თითოეული კოორდი- 

ნატა ?/(/),M#(I),..,#(ი V) მთელი განსახილველი დროის შუა- 

ლედში წარმოადგენს ს ცალკეულ მართვას, რომლის ცვლილე- 
ბებს არე არ არ დამოკიდებული დანარჩენი კოორდინა- 

ტების ნაშვნელობებზე, ს დღა მოცემული გვაქს შეზღუდულ 
არეში 

ს» (9.23) 
სადაც მ/შ... „ბ, მოცემული დადებითი მუდღმივებია. 

(923) გამოსახულებები Vწ-განზომილების პარალელეპიპედს 

გვაძლევენ ევკლიდეს სივრცეში. 
8 და M მატრიცების შემოღების შემდეგ 
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ხ, ხი, ხ, ე, 7· „I, 

ვ-ის % “ი “თ – 

ხ, ხ» ხ , /),, 2 . , 

განტოლებათა სისტემა (9.22) ვექტორული სახით ასე ჩაიწე- 
რება: 

XCI) = 13X(I) + MIV(I). (9.25) 
ფაზურ სივრცეში საწყს და საბოლოო წერტილებად 

ავირჩიოთ 

X.(0) = Xკი, XI(უ) =9, (9.26) 

სადაც Xე0.Xვი,--·X,70, მოცემული სასრულო რიცხვებია პი- 
რობები (9.26) გვიჩნენებს, რ» რომ სარემის, მოძრაობის ტრაექ- 
ოორია ა ი ი' ი ილიდა ო ა, 

აღავიდეს“ აშ. სივრცის” საათ შდ სხვა ს სიტევებით, სისტემა 

X მდგომარეობიდან გვინდა გადავიყვანოთ ნულოვანი წონას- 
წორობის მდგომარეობაში. 

წინა პარაგრაფების აა აამ ისად, განვიხილავთ ICI) 

დასაშვებ მართვათა V რომ ლიც შედგება უბან- 
უბან უწყვეტი ფენი ვეი ლო რაოდენობის 
პირველი რიგის წყვეტებთ (გარდა გორია და საბოლოო 
მომენტებში), განსაზღვრ ულს 05<(<7” მონაკვეთზე და შეზ- 

ღუდულს (9.23) გამოსახულებით. 
(93) ფუნქციონალის მსგავსად განვიხილავთ ოპტიმალობის 

კრიტერიუმს 
1 

ICI) = |ძ, = 1 (9.27) 
0 

ყოველივე ზემოთქმულის შემდეგ ოპტმალური სწრაფქმედე- 
ბის წრფივი ამოცანა ასე ჩამოყალიბდება: 

ყელა დასაშვებ მართვათი შმორის ვიპოვოთ ისეთი მარ- 

თვა " (I) Cხს, რომელიც (9222 წრფივი განტოლებათა 

სისტემით აღწერილი ობიექტის მოძრაობის ტრაექტორიას 

ფაზურ სივრცის  X(0)=IX,(0),X,(0),..,X,(00), ფიქსირებული 
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წერტილიდან უმოკლეს დროში გადაიყვანს ნულოვანი 

წონასწორობის მდგომარეობაში (X(»ა = 0) · 

რა თქმა უნდა ამ ამოცანის ამოხსნა შეიძლება თეო- 
რემის საფუძველზ,ე რომელიც წინა პარაგრაფშია მოცემუ- 
ლი თეორემი გამოყენება აქ გაცილებით ადვილდება მოძ- 
რაობის განტოლების წრფივი სახის გამო. კერძოდ, ფუნქცია 

IICV (/),XCI/))V(/()) ღებულობს სახეს 

II = გ V. თ 2. XICI) + ათ, (9.28) 
#=I თ=!1 

რის საფუძველზეც (9.16) განტოლებათა სისტემაც წრფივია 
და ჩაიწერება როგორც 

V,(()= -–2,ხსV,.(), #=12,...,#7. (9.29) 
თ=! 

მისი ვექტორული სახეა 

V ()=-8'VC), 
სადაც ჩხ ტრანსპონირებული 8 მატრიცაა. 

მაქსიმუმის პირობა (9.18) დროის მთელ 0<1<7 
მონაკვეთზე შეიძლება ასე ჩავწეროთ 

2,V,()2,თ,V ით = 32 იპო თ, »# =L2,... 
#5I #5! „ა, 

(9.30) 

რადგანაც (9.28) გამოსახულების მიხედვით ფუნქცია #ჯ 

ცხადად დამოკიდებულია მ, (/),M (/),.--,V,(I) ფუნქციებზე 

მხოლოდ მეორე შესაკრების ხარჯზე. 
ამაე დროს, პირობა (9.20), რომელიც (9.9) პირობის 

ნაცვლად გამოიყენება საერთოდ საჭირო აღარ ხდება, რად- 
განაც განსახილველ ამოცანაში იგი ავტო ატურად სრულ- 
დება და ზედმეტი გამოდის. ართლაც, გინაიდან 

X(1) = (10,0,...,მ0) სასაზღვრო პირობა გვაქვს, (9.28) გამოსა- 
ხულებაში პირველი შესაკრ (= მომენტში ყოველთვის 
ნოლი იქნება ამ მსა ს მეორე შესაკრები კი 
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(93001 პირობის მიხედვით არ შეიძლება იყოს უარყოფითი, 
რადგანაც V, =10 =...=M, =0 დროს ადგილი აქეს 

აV, რ2' რ, =0 (9.31) 
#=! ,, =0 

“ი. ”” 

და რა თქმა უნდა ამ გამოსახულების მაქსისმუმი «არყო–- 
ფითი ვერ იქნება. ამრიგად, დამოკიდებულება 

II(CV(C2),XC2), V/ (21>20 წრფივი ოპტიმალური სწრაფქმედების 

ამოცანაში ყო აჯ. სრულდება. 
ყოველივე ზემოთქმულიდ გამომდინარეობს დასკვნა: და- 

ვუშვთ 14I)) 0</., დასაშვები მართვაა რომელსაც (9.22) 

განტოლებათა სისტემით აღწერილი ობიექტი მოცემული 
XL მდგომარეობიდან გადაყას წონასწორობის მდგომარე–- 

ობში X(C10=0. ეს მართვა აკმაყოფილებს მაქსიმუმის 

პრინციპს, თუ არსებოს (9.2) განტოლებათVდ სისტემის · 

არატრივიალური ამონახსნი V/(/), რომლისთვისაც სრულდება 

მაქსიმუმის პირობა (9.30) დროის ყოველ 0<1<7” 
მომენტში. 

ამრიგად, ”(I), 0<1<1, მართვის ოპტიმალობისათვის 

აუცილებელია, რომ იგი აკმაკოფილებღეს მაქსიმუმის პრინ- 

ნიშან დობილვია ის ფაქტი რომ მაქსიმუმის პრინციპი 
ოპტიმალური. _. სწრაფქმედების რფივი ამოცანისათვის წარ- 
მოადგენს რტო აუცილებელ პირობას, არამედ საკმა- 
რისსაც, 8 'კი ადგილი აქვს 

Mთ, 8Mთ, 8? Mთ,...,8” !' Mთ (9.32) 
ვექტორების წრფივად დამოუკიდებლობის ფაქტს, სადაც თ 
არს CV მრავალწახნაგას რომელიმე წიბოს პარალელური 
ქტო ი. 

(9321 ეექტორებისს წრფივდ დამოკიდებულების შემთხვე– 
ვაში ვამბობთ, რომ ამოცანა გადაგვარებულია. 

ამრიგად შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ შემდეგი 

თეორემა დავუშვთ (I), 0<:1<7, დასაშვები მართვაა 

გადაუგვარებელ ამოცანაში და მას ობიექტი (9.22) X(0) 
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მდგომარეობიდნ გადაყვს წონასწორობის მდგომარეობაში 
X7)=0. ასეთი დასაშვები მართვის ოპტიმალობისათვის 
(სწრაფქმედების თვალსაზრისით, აუცილებელი და საკმარისია 
იგი აკმაყოფილებდეს მაქსიმუმის პირობას (9.30), 

ამ თეორემის დამტკიცებასაც დაინტერესებული მკითხველი 
შეიძლება გაეცნოს ლიტერატურაში | 681 

§ 9.6. მეორე რიგის მაგალითები 

განვხლოთ საილუსტრაციოდ ე.წ. სინ ამოცანა. (68) 
შევისწავლოთ ” მასის მქონე სხეულის ეე მრაზიცი მოძ- 
რაობა (იხ.ნახ.9.4), 

IX 

ნახ.9.4. 

თუ მოძრაობის ტრაექტორიის კოორდინატას აღვნიშნავთ 

ძX 
X-ით მოძრაობის სიჩქარე გვექნება # % დაუშვათ, ამ 

სხეულზე მოქმედებენ ხახუნის, რეკადი წევის ძალები. 
ნიუტონის მეორე კანონის თანახმად სხეულის მოძრაობა 
დროში ჩაიწერება დიფერენციალური ატა თელი, 

სადაც – ხხ» ხახუნის ძალაა, #C-დრეკადი ძალა და V 
ძრავის მიერ განვითარებული წევის 

თუ შემოვიტანთ აღნიშვნებს 

XXI)=XC60)  XCI)=X,(I) , (9.34) 
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მაშნ მეორე რიგის დიფერენციალური განტოლება (9.33) 
შეიძლებ ჩავწეროთ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტე- 
მით 

X, =X, 

· (9.35) 
X =-“–X – – X +-V. 

///| ”) I//! 

აქ Xსც”: ფაზური კოორდინატები, ხოლო V/ სამართი 
პარამეტრი (9.35) განტოლებათა სისტემა ფაზური კოორდი- 
ნატებს დროში ცვლილებას აღწერს სამართი პარამეტრის 
ზემოქმედებს "შედეგად სხვა სიტყვებით ეს განტოლებათა 
სისტემსდთს ფაზურ სიბრტყზე ფაზური წერტილის მოძრაობის 
კანონს წარმოადგენს. 

მაგალითი 9.1. 
დავუ შვათ ზემოთ განხილული სხეულის მოძრაობაში 

სხეული“ მასა ”/#/1=1, ხახუნისა და დრეკადი ძალები არ 

მონაწილეობენ (ანუ ხ=0,=0) და სამართი პარამეტრი 

შეზღუდულია გამოსახულებითძთ IIVI< 1. ასეთი დაშვებების 
შემდეგ “შეგვიძლია ვთქვათ რომ ვიხილავთ ჰორიზონტალურ 

ფეზე თავისუფლად, ხახუნის გარეშე მოძრავ მატერიალურ 
წერტილს რომელზეც მოქმედებს ძრავს წევის ძალა V/, 

სადაც IM <1. ასათ შემთხვეაში ფაზური წერტილის 
მოძრაობის კანონი (9.35) მიიღებს სახეს 

X, =X5, 
ს? (9.36) 
X. = 1, 

–1<V()<+). (9.37) 
ასეთი ობიექტისათვის განვიხლლოთ ოპტიმალური სწრაფ- 

ქმედების ამოცანა ფაზური წერტილის X =1X,X»| წერტი- 

ლიდან X, = ს (0,», (») = (0,0) საბოლოო წერტილში 

(ნულოვანი წონასწორობი“ მდგომარეობაში) გადასაყვანად. ჩი- 

ზიკური აზრით ეს ნიშნას Xა მდგომარეობამი მყოფი X» 

სიჩქრის მჭონე მატერიალური წერტილი უმოკლეს დროში 
იქნს მოყვნილი ათვლის საწყს წერტილში ნულოვანი 
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სიჩქარით (ანუ მოყფანლ იქნას ა აჩერდეს ათელის 
საწყს წერტილში) წ ბშეშშე “ 

გამოვიყნოთ ზემოთ მოყვანილი თეორემა.ა “შემოვიტანოთ 

დამხმარე ფუნქციები V,() დღა V,(), #, ფუნქციას ექნე- 
ბა შემდეგი სახე (იხ. (9.28)) 

IICX,,X:,V ,V/ ე,) = V/ ,'X, +V ეXე = 

=V/ )Xე +V :V « 
VწIა#ი ფუნქციებისათვის მსგავსად (9.29) განტოლებებისა 

(საწყსი იხ განტოლებები (9.16)) გვექნება 

(9.38) 

· 2II (1=-+–+--= 
V”,( ა) მ», 0 , 6 ვ) 

. მ ' ()=-–““– =-ი(ი. V(/) მX, V,(I) 

ამ განტოლებათა ამოხსნის” შედეგად ვღებულობთ 

V I(I) = C, ჯ 

(9.40) 
ს/ ე(I)= –0,/+C, 

სადაც ი და რ ინტეგრირების მუდმივებია და უნდა 

განისაზლრრონ V,(/() და V ე) ფუნქციების საწყისი 
V,0 და V0 მნიშვნელობებს ხარჯზე.ე ამოცანის 

დასმაში V(ქ და V0 მნიშვნელობები მოცემული არა 

გვაქვს, მათი მაგივრობა უნდა გასწიონ X(CI) ვექტორის 

მნიშვნელობებმა ” საბოლოო მომენტში „ რომლებიც ამოცა- 
ნის დასმაში ფიგურირებე. ერთი სიტყვით განტოლებები 

(939) უნდა ამოიხსნას (9.36) განტოლებებთან ერთად, რო- 
გორ ერთიანი სისტემ. (ამ შემთხვევაში მეოთხე რიგის), 
და მათი ამოხსნისათვის” გამოყნებული იქნეს პირობები 

X,(0) = X-ი, X5 (0) = Xე0ს 
9.41 »თო=0ი »,(ო=0. 54) 

მაქსიმუმის პირობას (9.30) ექნება შემდეგი სახე: 

V :(/)V (/) = თმX V :(/)M(/) , (9.42) 
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(იგივეა რაც M(X, XV ,V-M ) = იიმXV,X, + VI . 

ფუნქცია #V() რომ განსახღლვრული იყოს ღია არეში, 
მაშინ შეიძლება (9.42) პირობის საფუძველზე დაგვეწერა 

2 
3-( :(/),V(/)) = V „(0) 0, (9.43) 

მაგრამ I() მოცემულია ჩაკეტილ (9.27) არეში ამავე 

დროს, V(I1)=0 ((940) გამოსახულებების მიხედვით) იწვევს 

C0=0, რაც თავის მხრივ გვაძლევს V”,(/1)=0. თეორემის 

შინაარსის მიხედვით კი VC) =(#,0,,V5C) ვექტორ-ფუნქცია 

არნულოვანი უნდა იყოს ამრიგად გამოსახულება (9.43) 

მაქსიმუმი პირობა (9.42, გათვალისწინებით იმისა რომ 

(I) ფუნქცი შეზღუდულია (9.37) გამოსახულებით, გვაძლევს 

I (I)= +1, თუ V2(I,1>0, 

M (I/)= –1, თუ V ;(I) <0. 

გამოსახულება (9.44) შეიძლება ასეც ჩაიწეროს 

V (/)= IC? V ,(,). (9.45) 
აქედან შეგვიძლია გავაკკოოთ შემდეგი დასკვნა: ოპტმალუ- 

რი მართვა V(), 0<,” წარმოდგენ უბან-უბან მუდმივ 

უნქცია, რომელი ღებულობს 311 მნიშენელობეს” და 
შედგება არაუმეტე ორი ინტერვალისაგან (რადგანაც 

ფუნქცია V(I() წრფივია და მან ნიშანი მხოლოდ ერ- 

თხელ შეიძლება შეიცვალოს 0<(<”/” მონაკვეთზე). 
ახლა ვნაოთ როგორ ფაზურ ტრაექტორიებსს“ გვაძლევს 

განტოლებათა სისტემა (9.36) სამართი LC) ფუნქციის სხვა- 

დასხა მნიშვნელობებს დროს: როდესაც  1/)=+), მაშინ 

(90.36) განტოლებებიდან გვაქვს 

ოა (9.46) 

საიდანაც ვღებულობთ 

(9.44) 
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ჯ =1 24 (9.47) ..ი 2 , · 

სადაც C=00""I". ამრიგად ფაზური ტრაექტორია, რომე- 
ლიც I(,=+! მართვას შეესაბამება წარმოადგენს პარაბო- 
ლას (9.47, ასეთი პარაბოლების ოჯახი მოცემულია (ნახ.9.5), 
თითოელულ მათგანს განსაზღვრას 2 მუდღმივს მნიშვნე- 
ლობა. 

ას პარაბოლებზე ფაზური წერტილი მოძრაობს ქვევი- 
დან ზევით რადგანაც Xე =IVCI)=1>0 (ნახა“ზზე ნაჩვენებია 
ისრებით). 

ფაზური ტრაექტორია კი რომელიც 1I()=-ს მართვას 
შეესაბამებ, აგრეთვე, პარაბოლასს წარმოადგენ, მხოლოდ 

2? ღერძის მიმართ სიმეტრიულად შებრუნებულს მარ- 
თლაც, (9.46) განტოლების ნაცვლად გვექნება 

  

% 

0<«0 

0<«0 

იი 

0-0 

=–--9->---თი 

ასუბველი ა 

ნახ.9.5 

9X, _ _ (9.48) 
ძX, % 

და (9.47) ამონახსნის ნაცვლად 

X, = -1X +C'. (9.49) 

(4.49) პარაბოლათა ოჯახი გამოსახულია (ნახ. 9.6.). 
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#2 / 
  

LL   
ნახ.9.6 

ასეთ პარაბოლებზე ფაზური წერტილი მოძრაობს ზევიდან 

ქვევით, რადგანაც X; = #V(I) = –1 <0. 

როგორც უკე ითქვ, ოპტიმალური მართვა V' (I) 

შედგებ არაუმეტესს ორი ინტერვალისაგან და ამ ინტერვა- 

ლებზე ღებულობს მხოლოდ ზღვრულ მნიშვნელობებს +1 

ან –1. 

თუ ოპტიმალური მართვა M (ქ) დასაწყისში პირველ 

ინტერვალზე არის +1, ხოლო მომდევნო ინტერვაელზბააუე –-1 

(იხ.ნახ.9.7), 
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V(I#-# 

-– 

| 

! ' 
I » - L +) 

! ' 
' ' 

–-1 _–_–_–_–_–_ 

ნახ.9.7 

მაშინ ასეთი მართვის შესატყისი ფაზური ტრაექტორია 
შედგება ორი პარაბოლის ნაჭრებისაგან, რომელთაგანა 

მეორე ნაჭერი იმ პარაბოლას ეკუთენის, რომელიც გადის 
ნულოვან წერტილში კოორდინატთა სათავეზზე (რადგანაც 
უნდა დაკმაყოფილდეს (9.41) სასახლვრო პირობები) ასეთი 
ფაზური ტრაექტორია „გამოსახულია (ნახ. 9.8.) 

X24 

ჯ-ს) 4“ 

| -V(6)=-1 

0 #X, 

ამ 

(%)=++L · 
–“ X(«0) 

  

  
ნახ.9.8 
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/” მომენტში ხდება IM) ფუნქცის +! მნიშენე- 

ლობიდანნ –!) _მნიშვნელობაზე გადართვა და, ”შშესაბამისად, 
ფაზური ტრაექტორიაც ერთი პარობოლიდან გადაინაცვლებს 
მეორეზე, კოორდინატთა სათავეში მიმავლ- პარაბოლაზე. 

თუ ოპტიმალურ მართვას ექნება პირიქით მნიშვნელობები 
(ნახ.9.9), 

  

"(71# 

+1L – 

–- 
0 12 1 ”! 

I 

ჯაეედ.დდ-დ-   
ნახ.9.9 

მაშინ შესატყის ფაზურ ტრაექტორიას ექნება სახე (ნახ.9.10). 

7-4 

ჯXL(0) –“ 

  

თ())=+1+--: X _ 
2 XI) –   

ნახ.9.10 
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! მომენში ხდება IV(I)) ფუნქციის “–! მნიშენელობადან 

+. მნიშვნელობაზბაე გადართვა და, შ საბამისად, ფაზური 
ტრაექტორიის ერთი პარაბოლიდან მეორე პარაბოლაზე 

გადანაცვლება. 
ნებისმიერი საწყსი X(C0) წერტილის შესაბამისი ფაზური 

ტრაექტორიების ოჯახი გამოსახულია (ნახ.9.11). 
ჯ 2 

"V«(L)=-1 

1 

ააა%2 
V (L)თ+1 

ნახ.9.11 

1 
ამ ნახზზე „40 არის X,= 22% (იხ.(9.47,) როდესაც 

1 
2=0) პარაბოლის ქვედა ნახევარი #80 კი X,= ––-X? 

2 
(იხ.(9.49, როდესაც C=0) პარაბოლის ზედა ნახევარი. 

თუ საწყსი X(ი00ს) წერტილი #03 მრუდის ზევით 
მდებარეობს მაში ფაზურმა წერტილმა უნდა იმოძრაოს 

ჯრ V()=-I მართვის ზემოქმედებით ხოლო 40 რკალ- 

ზე მოხეედრის შემდეგ ICI) +.1 მართვის ჩზემოქმედებით; 

თუ საწყისი X(0) წერტილი #08 ხაზს ქვევით 
მდებარეობს, მაში პირიქით ფაზურმა წერტილმა ჯერ 
უნდა M()=+!. მართვის ზემოქმედებით იმოძრაოს ხოლო 

17)



80 რკალზე მოხვედრის შემდეგ კი VIXC,)=-! მართეის. 
ზემოქმედებით ამ შემთხვევებში მართვა «ორინტერვალიანია. 
თუ საწყისი X(C0) წერტილი #C0 რკალზე მდებარეობს, 
მაში გადართვა საქირო აღარ არის და ფაზური წერტი- 
ლი მოძრაობს მხოლოდ LVVI)=+) მართვის ზემოქმედებით; 

თუ საწყისი X(C0, წერტილი 80 რკალზე მდებარეობს, 
არც მაშინა გადართვა საქირო და მოძრობა მხოლოდ 
MI)=-ს მართვით ხორციელდება ასეთ "”შემთხვევებში მარ–- 
თვა ერთინტერვალიანი. ყველა შემთხვევაში მართვა ხორ- 
ციელდება კოორდინატთა სათავეში მისვლამდე 

აი ასეთია ამ კონკრეტულ ამოცანაში. ოპტიმალური მარ- 

თვა VI) დღა მისი შესაბამისი ოპტიმალური მოძრაობის 

ტრაექტორია ჯ (I). 

როგორც (ნა. 9.1) ჩანს ნებისმიირი საწყისი X(0) 

ერტილიდან კოორდინატთა სათავეში მოსვლის უსასრულოდ 
რავალლი გზა არსებობს (9.47) და (9.49) პარაბოლებიდან 

ერთმანეთზე გადართვებით მაგრამ ასეთი გზა, არაუმეტეს 
ერთი გადღართვით მხოლოდ ერთადერთია და ზუსტად 
ასთი ტრაექტორია და შესაბამისი მართვა აკმაყოფილებენ 

თეორემის პირობებს. 

ამოცანის საბოლოო ამონახსნის მისაღებად საჭიროა 71 · 

და მნიშვნელობებს განსახღვრა.ა რა თქმა ენდა, ეს 
სა თმები დამოკიდებული იქნებინ ობიექტის საწყისს მდგო–- 

მარეობაზე, ანუ X(0) და X,.(0) სიდიდეებზე. 

ყოველთვის შეიძლება გამოითვალოს ობიექტის მდგომა- 

რეობის მოცემული საწყისი მნიშვნელობა X(0) = LX,(0),X, (0)| 
მდებარეობს 24008 ხაზის ზევით თუ ქვევით (ნახ.9.11) ვინა- 
იდან ამ ხაზის განტოლება ცემული გვაქვს. 

განვიხილოთ შემთხვევა, როდეს ესაც ობიექტის მდგომარეობის 

საწყსი მნიშვნელობა მდებარეობს 4C0, ხაზის ქვევით, ე.ი. 

ოპტიმალური მართვის პირველი ინტერვალია M#C)=+L 

0<9<” (ნახ.9.7,) მეორე ინტერვალი კი M(I)).=-,)ს I! <(<7. 

I72



პირველ ინტერვალზე / C (0, / | განტოლებები (9.36) 

გვაძლევენ ამოხსნას 

X,(/) = > + X, (0)! + X, (0), 

X:(/) = I! + Xც(0). 

ინტერვალის ბოლოს, / მომენტში, გვექნება 

L) 1 4 · 

X,(I')=–!'? +X.(0)/' +X»,(0), 'C')=3/7”+%(0)/ +X,(9) = 
X:(() =(' +X,)(0). 

მეორე ინტერვალზე ჯ 9V ' ,7 განტოლებები (9.36) 

იძლევიან ამოხსნას 

(9.50) 

X,(/) = => + X: (1) +X, (/'), 652) 

X:(I) = –I ი05, 
რადგანაც ამ ინტერვალზე სისტემისათვის საწყისი მდგომა- 

რეობა არის XXVI”) = 12 (I'),X, CV”). ამიტომ, (9.52) ტოლო- 

ბები (9.51) ტოლობების გამოყენებით მიიღებენ ასეთ სახეს 

»თ => +('+» (დ)! > +X/(0V' 0), 

XC)=-/(+(V +X0). 
ამ ტრაექტორიმ რომელიღაც #=I მომენტში უნდა 

გაიაროს კოორდინატთა სათავეში ასე რომ, ამ მომენტში 
(9:53) ტოლობები ასეთ სახეს მიიღებენ 

0=-1/; +((' +X,(0)I/, «CL + X, (0) +»), 

0=–/, +((' +X,(0)). 
აქვე უნდა აღვნიშნოთ, რომ /, არის. მეორე ინტერვა- 

ლის ხანგრძლივობა და იგი პირველი ინტერვალი” ხან- 
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რძლივობასთან ერთად, რომელც 1! LI უდრის გვაძლევს 
თელი მოძრაობის დროს 

X=I/' +ჩ. (9.55) 
გამოსახულებები (9.54) წარმოადგენენ განტოლებათა სისტე- 

მს // და I, უცნობების მიმართ, მათი ამოხსნა ელე- 
მენტალურად გორცი ლდება,ა კერძოდ ამ გამოსახულებათა 

მეორე ტოლობა გვაძლევს დამოკიდებულებას 
ჯ, =1' +X)(0), (9.56) 

ორივე ერთად კი კვადრატულ განტოლებას 

· · 1 
(2+ 2X, (0), + წ (0) + 2%X (0) = 0. (9.57) 

აქედან 

|” = –X, (0) + 1. (0) – X,(0). (9.58) 

როგორც აღვნიშნეთ ვიხილავთ შემთხვევას, როდესაც 
X(X0 წერტილი მდებარეობს „40, ხაზის ქვევით (ნახ.9.11). 

განვიხილოთ სხვადასხვა სიტუაციები. 
LI X(C0) წერტილი "ვემარეობს 40 ხაზზე, ანუ ადგილი 

აქვს ტოლობას X,(0)= :2 2700 მაშინ გამოსახულება (9.58) 

გვაძლევს , =-–+%(C>0 (ვინაიდან X(C0) მეოთხე კვადრანტშია), 

ამ დროს მართვა ხორციელდება მხოლოდ ერთ ინტერვალ- 

ზე, გა ართვის გარეშე, ! და ჯ მნიშვნელობები ერთმა- 
ნეთს ემთხვევიან. 

ს XXი0) წერტილი მღებარეობს #40 ხაზის ქვევით 
მეოთხე კვადრანტში, ანუ ადგილი აქვს 

»0<:X0, X0>0. »C<0 ასეთ დროს (9.58) ფორმუ- 
ლაში ფესვქვეშა გამოსახულება დადებითია და ვღებულობთ 

ი=%0+| >0 ჩ=-+%0-/ >0 #>ი მეორე მნიშვნელობა, /? 
გვიჩვენეს დროს რომლის დროსაც ფაზური წერტილი 

აღმოჩნდება C,ვ პარაბოლის სიმეტრიულ, ქეედა შტოზე, 
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რომლიც მესამე კვადრანტში იქნება მოთავსბული. ამრიგად, 

გადართვის მომენტი ?! ' ოპტიმლური მართვისს იქნება 

/('=L|. 
სსს XX) წერტილი მდებარეობს 08 ხაზის ქვევით 

1 
მესამე კვადრანტში, ანუ ადგილი აქეს -»0>>-X»0, X(C0 <0 

Xძ0<0 ამ დროს (9.58) ფორმულაში ფესქვეშა გამოსახუ- 

ლება დადებითის და მეტია X12(0)-ზე,ე ამიტომ, აქაც 

,' =/; >0. რაც შეეხება ჩ , იგი უარყოფითი სიდიდეა. 

V. XCის წერტილი მდებარეობს ს C0ვ3 ზხაზის ქვევით 
მეორე კვადრანტში, ანუ ადგილი აქვს 

1 
–X(თ>2X0, Xი0<0 XXC0>2 ამბ დროსაც (9.55) გამოსახუ- 

ლების მეორე მნიშვნელობა / <0. ამიტომ, /' =/,; >0. 
როგორც ვხედავთ, ყველა “შემთხვევაში გვაქვს 

/' =/, =-X,(0) + " (0) – X, (0). (9.59) 

ახლა განვიილოთ ის შემთხვევ, როდესაც ობიექტის 

მდგომარეობის საწყსი მნიშვნელობა XC(0) მდებარეობს 

408ს_ ხაზის ზევით (ნახ.9.11),) ე.დ. ოპტიმალური მართვის 

პირვეელი ინტერვალია "V (/1= –1, 0<1</', მეორე ინ- 

ტერვალი კი / (1) = +1, | << (ნახ.9.9). 

ანალოგიურად ზემოთ განხილლული შემთხვევის, პირველ 
ინტერვალზე (9.50) (9.51) ფორმულების ნაცვლად გვექნება 

I 
ი (0 = –2/ +X,(0/+X (0), (9.60) 
=() =-(+X(9, 
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· 1. · 
X,(I )=-– წ! ? +X)(0)/' +X,(0), რ60 

X1(I') = –I' + X,(0). 

მეორე ინტრევალზე ! C IV ', ( მოძრაობს ტრაექტორიის 

საწყისი მნიშვნელობებია (9.6), რის გამოც ეს მოძრაობა 
(9.53) ფორმულების ნაცელად აღიწერება შემდეგი სახით 

XC) =.#/ +(–/'+X(0)I +” +X/(0M' +0), 

X»()=/+(–/ +X(00).. 

ამ ინტერვალის ბოლო მომენტისათვის #/=/, ქ, მეორე 

ინტერვლის ზანგრძლივობა, /, =1-!,) ადგილი ნდა 

ჰქონდეს X,(,,)=X,(,,)=0. ანალოგიურად (9.54) ფორმულები- 

სა გვექნება განტოლებათა სისტემ, /(, და ! უცნობების 
მიმართ. 

(9.62) 

=2/ +(–/' +Xა(0))”, +C 1 + X,(0)/' +»), 

0=/, +(–(' +X,(0)). 
ამ განტოლებებიდან (9.:5600ე და (9.58) გამოსახულებების 

მსგავსად მივიღებთ 

I, =I' –X,(0), (9.64) 

/'= =0+IXC0I+1XC). (9.65) 

განვიხლოთ სიტუაციები: 

ს X0 წერტილი მდებარეობს #80 ხაზზე, 

(9.63) 

ანუ 

1 2 ადგილი აქს ტოლობას X,(0) = –3-X;(9). მაშინ გამოსახუ- 

ლება (9.60) გვაძლევს /” =X(C>ი (ვინაიადანნდ XX(0) მეორე 

კვადრანტშია. ამ დროს მართვა ხორციელდება მხოლოდ 
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ერთ ინტერვალზე გადართვის გარეშე, 1 · ღა ” მნიშვნე- 
ლობები ერთმანეთს ემთხვევიან. 

ს X0 წერტილი მდებარეობს ს 80 ხაზის ზევით 
მეორე კვადრანტში, ანუ ადგილი აქვს 

1 
–X(0<X0, XC<ბ X(C>ბ. ამ დროს (965) ფორმულაში 

ფესვქვეშა გამოსახულება დადებითია და ნაკლებია X(თ-ზე. 

აე რომ, ვღებულობთ (/, =X(CI+/ >0 ჩ =X-/ >0 ს >ჩ. 

მეორე მნიშვნელობა, ჩე, გვიჩვენებს დროს, რომლის დრო- 

საც ფაზური წერტილი აღმოჩნდება „#0 პარაბოლის სი- 
მეტრიულდ ზედა შტოზე რომელიც პირველ კვადრანტშია 
მოთავსებული ა მრიგად, გადართვის მომენტი ოპტიმალური 

მართვისას იქნება /” =/”. 

II X0 წერტილი მდებარეობს 240 ხაზის ზევით პირ- 

1 
ველ კვადრანტში ანუ ადგილი აქვს »XI0>>XC,XC)>0 

XC)>0 ამ დროს (9.650ე) ფორმულაში ფესექვეშა გამოსახუ- 

ლებ დაღებითიაა და მეტი X:(0)-ზე.ე ამიტომ, აქაც 

I =,>0. ( უარყოფითი სიდიდეა. 

V XX0 წერტილი მდებარეუობსს #40 ხაზის ზევით 

1 
მეოთხე კვადრანტში„ ანუ ადღგილი აქვს X,(0) >>X; (0), 

X,(0)>0, X) (0) <0. ამ დროსაც (9.6590)1 გამოსახულების მეო- 

რე მნიშვნელობა /# <0 ამიტომ , /” =/, >0. 
როგორც გევხედავთ, ყველა შემთხვევაში გვაქვს 

. . 1 
I =/, =C0+I5(0+1»(). (9.66) 

ამრიგად (ნა. 9.7) გამოსახული ოპტიმალური მართვის 

დროს გადართვის მომენტი ”” გამოითვლება (9.59%0 ფორ- 
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მულით, ხოლო »” სიდიდე (9.55) (9.50) (9.590%01 ფორმულე- 

ბის ხარჯზე, ანუ : 1 = –X,(0)+2 > (0) – », (0). (9.67) 

(ნა. 9.9) გამოსახული ოპტიმალური მართვის დროს გა- 

დართვის” მომენტი / გამოითვლება (9:600 ფორმულით, ხო- 

ლო 1? სიდიდე (9.55) (9.64, (9.600ე ფორმულების ხარჯზე, 
ანუ 

1 = X, (0) + 2» (0)+ > (0). (9.68) 

განხილული მაგალითის ამოხსნის პასუხი იქნება: 
ოპტიმლური მართვა საწყსი წერტილიდან” რომელიც 

408 ხაზის (ნახ.9.11) ქვევით მდებარეობს არის 

–I, I <(/<7 
სიდიდეები ”შესაბამისადდ გამოითვლებიან (9.50 და (9.67) 
ფორმულებით; 

ოპტიმალური მართვა საწყსი წერტილიდან” რომელიც 
408 ბაზის (ნახ.9.11)) ზევით მდებარეობს არის 

, +), 0</</', , 
"V (I) = სადაც I და 1 

+), L <1<71, 
შესაბამისად გამოითვლებიან (9.66) და (9.68) ფორმულებით; 

ოპტიმალური მართვა საწყსი წერტილიდან” რომელიც 

40 ხაზზე (ნახ.9.11)) მდებარეობს არის 

V ((1)=+1, 0</</' =7=-X,(0); 

ოპტიმალური მართვა საწყსი წერტილიდან” რომელიც 

80 ხაზზე (ნახ.9.11) მდებარეობს არის 

MV (/) = –1, 0<ჯ<I!' =1=X)(0). 

შევნიშნავთ რომ თუ მართვის ფუნქციახე (9.37) შეზ- 
ღუღვის აცვლდ გნვიხილავთ (9.23) ტიპი შეზღუდვას, 

კერძოდ 

' -–ს 0</</”, · 
” (/) = სადაც 71 და ” სიდიდეები 

IVC/) < V = 005, 
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მაშინ, ქლემენტარული გამოთვლების”„ თანახმად (9.59) და 

(9660) ფორმულების ნაცვლად გადართვის / მომენტის გა- 
მოსათვლელად შესაბამისად გვექნება შემდეგი ფორმულები 

„- 50, LXC)_ XC). 

      

” 2 უ/ ” 

/ = X; (9) + 1X() + X (0). 

“V 2 “ “ 

ხოლო მეორე ინტერვალის ხანგრძლივობის ფორმულების 
(9.56) (9.64) ნაცვლად შესაბამისად გვექნება 

. I! 
,,=I + | ). 

“ 

ა X-.(0 „ 50. 
“ 

  

მაგ ითი 9.2. 

განვიხილოთ წინა მაგალითი დრეკადი ძალის მოქმედების 

დროს აუ (935) განტოლებებში # =1. დანარჩენი 
პირობები იგივეა ასეთ დროს (9.35901 განტოლებათა სისტემას 
ექნება შემდეგი სახე 

X,=X, 
ს 2 (9.69) 
Xე = –X, +V. 

ანალოგიურად წინა მაგალითისა ვიხილავთ მატერიალური 
წერტილის მოძრაობს ფაზურ სიბრიტფყზე და მოცემული 

X(0) = 12 (0),X. (0)| საწყისი წერტილიდან კოორდინატთა 

სათავეში მისი უსწრაფესად, მინიწპძლურ დროში მოსვლის 

ამოცანას. 

ს ფუნქციას ექნება სახე (ნაცვლად (9.38) გამოსახულებისა) 

M(X,.X,,V ,.V ;,M)= V ,Xე “–“ V ეX) +V/ 1M, (9.70) 
რომლის მაქსიმუმის” პირობაც (9.37) შეზღუდვის გათვალის- 
წინებით იგივეა, რაც განხილულ მაგალითში, ანუ 
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M (I) = §ICMV/ კ(I). (9.71) 

განტოლებებს” (9.39, რომლებიც  V (I) = (V ,(I),V ;(I)) 
ვექტორ-ფენქციას განსაზღვრავენ განსხვავებული სახე ექნე- 

სილი 

V/: (/) = –V (I). 
განტოლებათა ეს სიტემით შეიძლება ჩაიწეროს V” ,(I) 

ფუნქციის მიმართ როგორც 

V :(/)+V (I!) =0. (9.73) 
თეორემის პირობებში არაფერია თქმული VI (00 და 

V.(0 მნიშვნელობებს შესახე· მათ ნაცვლად ფაზური 

ვექტორი X,L(,1) ღა X(უ) მნიშვნელობები უნდა გამოვი- 
ნოთ განტოლება (9.73) აღწერს არამილევად რხევას და 

მისი ამოზსნაა 

(9.72) 

V :(I)= 4 ყსი(/ –რ% , (9.74) 

სადაც #4>0 რხევის ამპლიტუდა,ა თა) კი რხევის ფაზა. 
მაქსიმუმი” პირობა (9.71) მიიღებს სახეს 

" (/)=§ICთ1 V/„(I) = =9თL49ი ((-თ,))=9თ1ი((-თა)). (9.75) 

ამრიგად ოპტიმალურ მართვს შეიძლება ასეთი სახე 
ჰქონდეს (ნახ.9.12): 

  

I ს," 
" Iს! ' 

| 
L- _-.) 
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ცხადი, IV) ფუნქცის მნიშვნელობა საწყს ეტაპზე 

დამოკიდოებულა რთ) სიდიდეზე. ნახზზე 0<თე< 3. 

ს =#L-თ, (ლ. =2#-თ,..,,,=MM-თ, 1=LM-თ+8 (#ჩ 

უკანასკნნელი მონაკვეთის ხანგრძლივობაა. როდესაც რთი >5 

მაში მართვა დაიწყბა VLI/1=+. ფუნქციით (შემოვიფარ- 

გლოთ თ ე C0,»I . 
ამ ამოცანაში ”შეუძლებელია დადგინდეს გადართვების 

რიცვი ” წინასწარ6ი როგორც ეს წინა მაგალითში იყო 
შესაძლებელი აქ გადართვების რიცხვი დამოკიდებულია სის- 
ტემი” საწყის მდგომარეობაზე ასევე საწყისს მდგომარეობაზეა 
დამოკიდებული მართვა დაიწყება +) ზემოქმედებით თუ 
–-)ს ზემოქმედებით. 

ახლა განვიხილოთ ფაზური წერტილის მოძრაობის შესაძ- 

ლებელი ვარიანტები ფაზურ (»,,X,) სიბრტყე·ზ.ე ამისათვის 

ჯერ განვიხლოთ დამხმარე სისტემა კერძოდ, (9.69) სისტე- 

მაში დაუშვათ #L(/1=0, ანუ 

ს _ (9.76) 
X5 =-Xს 

რომლის ამოხსნაცაა 

X,(/()= –#%5 (/+7), X,)(I) = #5Iი (/+7), (9.77) 

სადაც #2>0, 0<7X7 <2». 
ამრიგად დამხმარე სისტემის (9:70) ფაზური ტრაექტო- 

რიები წარმოადგენინ წრეწირეს ცენტრით კოორდინატთა 
სათავეში რომლის განტოლებაცაა 

X? +X2 = #7, _ (9.78) 
(977 ფორმულებიდანნ ჩანს რომ ფაზური წერტილის 

(9731 წრეწირხბაი მოძრაობა ხორციელდება საათის ისრის 

მიმართულებით, თანაბრად, 27” სიჩქარით. (ერთი შემოწერა 

2» დროში) ამიტომ 7 დროის მონაკვეთში ფაზური 
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წერტილი საათის ისრის მიმართულებით შემოწერს ზუსტად 
ნახევარ წრეწირს (ნახ.9.13) 

ახლლა დავუბრუნდეთ (9.6001 განტოლებათა სისტემას,ს რო- 

გორც (9:75) გვიჩვენებს “V () ღებულობს მხოლოდ #+1 

და –1 სიდიდეებს, როდესაც #=7+I, მაშინ (9.690უ1 სისტე- 
ახეს მა ღებულობს 

I = X;(I), 
XC)=-X,(0+1, 57? 

რომელიც სავსებით იდენტურია სისტემისა 

ძ(»,() –1) “აა. აო, 
(9.80) 

თ 
“L= –(X, 0) –I). 

ანალოგიურად (9.76) სისტემისა (9.8001 სისტემის ფაზური 

ტრაექტორიებიც წრეწირებს წარმოადგენინნ ცენტრით 0,0 

წერტილში რომელთა განტოლებაცაა (ნახ.9.14) 

C, – II + X2 = #7. (9.81) 

X2 
X2 

  
ნახ 9.13. ნახ 9.14.



ამ წრეწირებზეც მოძრაობა თანაბარია და ხორცი ბა 
საათის ისრის მიმართულებით. მლშე 

როდესაც #V=-I სისტემა (9.69, ანალოგიურად (9.80) 
განტოლებისა შეგვიძლია ჩავწეროთ, როგორც 

ძ(X,V)+1) 
გაა „ფი. 

ძ%,(I) 
7 =-(>,0)+1), 

რაც გვიჩვენებს რომ ფაზური წერტილის მოძრაობა ზხორ- 

ციელდება წრეწირზე 

(9.82) 

(»,+1)” +»: = 7? (9.ზ3) 
ცენტრით (–I,0) წერტილში მოძრაობა თანაბარია, საათის 

ისრის მიმართულებით და #”„ დროის მონაკვეთში წერტილი 
შემოწერს ზუსტად წრეწირის ნახევარს (ნახ.9.15). 

% 

ნახ 9.15. 

როგორც ზევით აღვნიშნეთ ფაზური ტრაექტორია უნდა 
მოვიდეს კოორდინატთა სათავეში კოორდინატთა სათავეში 
გადის მხოლოდ ერთეულოვან რადიუსის მქონე წრეწირები 
(ნახ.91ტ და ნახ.9.17) 
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#2 %2 

იL 1 XI, =1 ?“X, 

M(I)=1 –#() = –I 

ნახ.9.16 ნახ.9.17 

(ნახ.916) “შეესაბამებ მართვას V(,)=+1, ხოლო (ნახ.9.17) 

მართვასს #(/)= –1. 

ამრიგად ტრაექტორია რომ მოვიდეს კოორდინატთა სა- 
თავეში ერთადერთი გზაა იგი მოხვდეს რომელიმე ერთეუ- 
ლოვანი რადიუსის მქონე წრეწირზე (ნახ.916 და 9.17) და 
აქ მოხდეს გადართვა, როგორც მაქსიმუმის პრინციპი გვაძ- 

ლევ, ოპტიმალური მართვა V (I) უბან-უბან მუდმივი 

ფუნქციაა და განისაზღვრება 5I8/M(51ი(/ – ა)) გამოსახუ- 

ლების მიხედვით, ღებულობს რიგრიგობთ +!) და –1 
მნიშვნელობებს ყოველ / სიგრძის დროის ინტერვალზე. 

დავუშვათ ფაზური წერტილის ს საწყისი მდგომარეობა ისე- 

თი,ა რომ უკანასკნელ ინტერვალზე L-/, (ნახ.9.12) მას 

უწეს #V()=+!) მართვით მოძრაობა (ნახ.9.16, რა თქმა 

უნდა აქ ლაპარაკი უნდა იყოს ამ წრეწირის მხოლოდ 
ქვედა ნახევარზე, რადგანაც ყოველი /„ ინტერვალის შემდეგ, 
თეორემის პირობების მიხედვით მართვის ნიშანი უნდა 
შეიცვალოს. ამრიგად ბოლო ინტერვალზე მოძრაობა ხორცი- 

დება =! რადიუსის მქონე ქვედა ნახევარწრეწირზე და 
მასზე შეეძლება ი მოვხვდეთ ასევე ი ნახევარწრეწირზე მოძრა- 
ობით, რომლის ცენტრი მდებარეობს (–I,)შ0 წერტილში. 
აღვნიშნოთ ასეთი მოხვედრის წერტილი, ანუ ამ ორი ნახე–- 
ვარწრეწირის საერთო წერტილი /#. ასოთი (ნახ.9.18). 
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ნახ.9.18 

ამ წერტილში მოსვლამდე ფაზური წერტილი მოძრაობს 

” დროის განმავლობაში I(I,=-!) მართვის ზემოქმედებით. 

რა თქმა უნდა, ამას ”შეესაბამები 8/. ნახევარწრეწირი, 8 

წერტილი # წერტილის სიმეტრულია (–-I)0) წერტილთან 

შეფარდებით 8/ ნახევარწრეწირს რადიუსი 1<#25<3 
დამოკიდებულია # წერტილის მდებარეობაზე. 

8 რტილში მოხვედრა ას მხოლო ნახევარწრეწირზ 
შერის შეიძლება, _ რომლის. · ცენტრიც. 00“ წეირეეშიი 
ღა რომელიც ხორციელდება V(VI)=+!LI მართვით დროის 

7 მონაკვეთში. ამ ნახექვარწრეწირის რადიუსი დამოკიდებუ- 

ლია 8 წერტილის მდებარეობაზე ერთეულოვანი რადიუსის 
მქონე იმ წრეწირის ზედანახევარზე რომლის „ცენტრის კო- 

ორდინატებია (–3,0, იგი მერყეობს 3<#M#<5. 8 წერტილ- 

ში მოხვედრა მხოლოდ C წერტილიდან "შეიძლება რომელიც 
ვ წერტილის სიმეტრიულია (1,0) წერტილთან შეფარდებით. 

C წერტილშიც მოსვლა ასევე ნახევარწრეწირზე 
მოძრაობითაა შესაძლებელი I()=-) მართვით დროის X” 

მონაკვეთში რომლის ცენტრიც (–-I,ბ) წერტილში იქნება. 
ცხადია მისი რადიუსი იქნება 5<#<7. 
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ასე შეიძლება გაგრძელდეს მთელ C, , X.) სიბრტყეზე. 

თუ უკანასნელ ინტერვალზე 1-I , (ნახ.9.2) ფაზურ 

წერტილს უწეს IV)=-! მართვთ მოძრაობა მაშინ 

მსჯელობა იგივე რჩება და (ნახ.9.18)) მსგავსად ვღებულობთ 
მის სიმეტრიულ სარათს (ნახ.9.19.), 

  

  
ნახ.9.19 

(ნახ.9.18.) და (ნახ.9.19.) გვაძლევენ საერთო სურათს 

(ნახ.9.20.). 

    
V=+1 

ნახ.9.20 
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ამრიგად, შეგვიძძლია გავაკეთოთ შემდეგი დასკვნ: თუ 

საწყისი XC) წერტილი მოთვასებულია ა4144421% M.. 

ირი–ს ზევთ, რომელი ფშ ნილია =I იუსის 
(6 უსასრულო როდენობის ნაბევარწრეწირებით 6 920), 
მაშინ ფაზური წერტილის ოპტიმალური მერია 

(სწრაფმოქმედების თვალსაზრისით) იწება M=-, მართვით 
და მიმდინარეობს მისი ზემოქმედებით სანამ იგი არ მოხ- 

ვღება ·· MM M,00 წირზე.ე ამ წირზე მოხვედრისთანავე 

ხდებ გადართვა #M=+!) მართვზე და ასეთი მართვა 
მიმდინარეობს დროის ” მონაკვეთის მანძილზე. ზუსტად ამ 

დროში ფაზური წერტილი ხვდება CM, M,M,კ· წირზე. აქ 

მოხვედრისთანაე ზხდება გადართვა ისევ M=+-!) მართვაზე 
ასე შემდე: ვიდრე არ მოხვდება კოორდინატთა 

სათავეში. ფაზური წერტილი მოძრაობა 

""-Mკ MV4, M,,CM,MეMკ-·. წირის ზევით ყოველთვის მიმდინარე- 

ობ #=-) მართვით ხოლო მოძრაობა ამ წირის ქვევით 
ყოველთვს #V=+)1 მართვით თუ საწყსი X(C0) წერტილი 

მოთავსებულია ··M##MM,, CM MM წირის ქვევით მაშინ 

ოპტიმალური მართვა იწყბა #=+1 ნქციით ა ისეეე, 
როგორც წინა ემილი ი მოძრაობა ა ცილი ის ვით 

მიმდინარეობსს სV=+! მართვით, ხოლო ით კი მიმდინა- 

რეოს #V=-I მართვით ფაზური ტრაექტორის ბოლო 

მონაკეთს წარმოადგენს CM, ან CM  ნახევარწრეწირის 
რკალი რომელთაც ფაზური წერტილი კოორდინატთა სათა- 
ვეში მიყავს. 

უნდა "”შევნიშნოთ,„ რომ ფაზური სიბრტყის ნებისმიერი 

წერტილიდან კოორდინატთა სათავეში მოხვედრის ერთადერთი 
გზა არსებობს რომელიც მაქსიმუმის პრინციპის თეორემას 

აკმაყოფილებს ეს ტრაექტორია ოპტიმალურია და მას ოპ- 

ტიმალური მართვა ახორციელებს. 

ზოგადად ოპტიმალური მართვა შეიძლება ასე ჩავწეროთ: 
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+1, 0MM.M.'წირზე და ·-MრM, M,0M,M,M,... 
ა წირის ქვევით; 

M C)=1_, 0MM,M,-- წირზე და ·-MM,M,0M,M,M,..· 
წირის ზევით. 

(9.84) 

როგორ განვსაზღვროთ გადართვებს რაოდენობა, გადართვე- 
ბის მომენტების მნიშვნელობები და მართვის ხანგრძლივობა, 

ანუ CI), ჩ,1 სიდიდეები? ცხადია რომ ყოველივე 

მათგანის მნიშვნელობა დამოკიდებულია X(0)= V (9),X, (CI 

საწყისი წერტილის მდებარეობაზე ანუ X,0) და X)(0) 

სიდიდეების მნიშვნელობებზე. 

განვიხილოთ ”შემთხვეა, როდესაკც XX(C0ი) წერტილი“ I 

კვადრანტშია. ეს წერტილი განსაზღვრავს წრეწირის 
რადიუსს, რომლეზედაც იგი მდებარეობს, შემდეგი 
ფორმულით 

(,(0 + I” + X2(0) = #” (9.85) 
რადგანაც ამ დროს მართვა VC,1=-!). ამ წრეწირის 
ცენტრია (–I,0) წერტილი. ამრიგად მოძრაობა მიმდინარეობს 
წრეწირზე, რომელიკ (9.83 ფორმულით აღიწერება და 
რომლის რადიუსიც განსაზღვრულია (9.8859ე) ფორმულით, ანუ 

2 2 
C, +) +X = #? =(»,(თ.+1) + X:(0). (9.86) 

მოძრაობა (9.86) წრეწირზე უნდა განხორციელდეს ვიდრე 

ფაზური წერტილი არ მოხვდება ···M>_3M.M,ი00 წირზე, 

მი” რომელიმე ნახევარწრეწირზე (ნახ.9.20) ამ მნახევარწრეწი- 

რების ცენტრები მოთავსებულია (10,(39,(59,,...,(21–19.... წერ- 

ტილებში, სადაც ” გვიჩვენებს ამ სნახევრწრეწირების ნუმე- 
რაცის კოორდინატთა სათავიდან მარჯვნივ ასეთივე ნახევარ– 

წრეწირებისაგან შედგებს CIV,M,M,ვ.· წირი, მათი ცენტრე- 

ბი მოთავსებულია CL9, (379, (50,...(–(-” –1/9).... წერტი- 
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ლებში ” გვიჩვენებს ამ მნახე არწრეწირების რიგით ნო- 
მერს კოორდინატთა სათავიდან მარცხ ივ ამ მნახევარწრეწი– 
რები“ რადიუსი ყოველთვის ერთის ტოლია, 

ახლა საჭიროა დადგინდეს რომელ, მერამდენე ნახევარწრე- 
წირს გადაკვეთს ფაზური წერტილი, რომელიც (9.86) წრე- 
წირზე მოძრაობს საათის ისრის მიმართულებით. ამის დად- 

გენა იოლია როდესაც X.ე =0, მაშინ X,=#-1 (იხ ჩორ- 

მულა (9.86) ” გცნობილია და გამოსახულია X(0 და 

X (0) სიდიდეებით. Xის მნიშვნელობა მოგვცემს ამ 

ნახევარწრეწირს ” რიგით ნომერს რის შედეგადაც დად- 
გინდება ამ რელეს: ცენტრი და შეგვეძლება დავწეროთ 
ეესაბამისი წრეწირის განტოლება 

(X, –(2M –1))” +X2 =1. (9.87) 
ყოველივე ეს ნათლად ჩანს (ნახ.9.20.)ე XX, სიდიდე, რო- 

მელიც უდრის #-I), მოხვდებს რომელიმე მნახევარწრეწირის 
დიამეტრზე ამით ვპოულობთ ამ ნახევარწრეწირისს რიგით 
ნომერს და, შესაბამისად ცენტრსაც. 

(986) და (9.87) განტოლებების საერთო ამონახსენს ანუ 
ამ ორი წრეწირის საერთო წერტილს გვაძლევს მათი ერ- 
თობლივი ამოხსნა მართლაც, ვღებულობთ 

X, = –(” +4/? – 4M-1), 

2. 47 

(9881) წერტილში უნდა მოხდეს მართვის ფუნქციის 

შეცვლა ანუ გადართვა მართვაზე 10=+), ამასს შეესაბამება 

დროის მომენტი /=ჩ. 

როგორ გამოვიანგარიშშოთ მისი მნი შენელობა? ამისათვის 
საჭიროა დავადგინოთ რა მანძილს გადის (9.86) წრეწირზე 
ფაზური წერტილი მოცემული საწყისი X(C0) მნიშვნელობი– 

დან (9.88) წერტილამდე, ანუ (70:- XX). წერტილამდე. 
სხვა სიტყვებით რა კუთხთ შემობრუნდება რადიუსი ამ 
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რკალის გავლისა. გინაიდან ფაზური წერტილი თანაბრად 
მოძრაობს და X, ღერძის გასწრივ 2IM მანძილის გავლას 

# დროს ანდომებს, მაშინ X,(/;)-X,7(0) მანძილის გავლას 
მოანდომებს 

. _ XLI)-»X(0 
(, = ია, (9.89) 

დროს. ამრიგადდ პირველი გადართვა ხდება , მომენტში, 
რომელიც (9.89) ფორმულით გამოითელება. 

,(, მომენტიდან ფაზური წერტილი მოძრაობს 1/(/)=+1 
მართვის ზემოქმედებით (9.81) წრეწირზე, ცენტრით (+I,0) 

წერტილში„ ვიდრე არ მოხდება CM M-· წირზე, შემო- 

წერს ნახევარწრეწირს,ს რომელსაც დროის ”” შუალედს 
ანდომებს ამრიგად შემდგომი გადართვა უნდა მოხდეს 

(1 =( +#= (5 "თ ოხ)- XC), I» (9.90) 

მომენტში. 
ასეე გამოითვლება შემდეგი გადართვებს მომენტებიც, 

კერძოდ, 
/,)– X,(0 

/, =', «V-ე,-ირ ატ, M-I- (9.91) 

სადაკცკც #/ "ფაქტობრივად ტოლია ” რიცხვისა და გვიჩეე- 
ნეს იმ ნახევარწრეწირის ნომერს რომელზედაც მოხდა 
პირველი გადართვა ეს ნათლად ჩანს (6აL.9.20,)-ზე. 

ბოლო ეტაპზ,ი როდესაც ფაზური წერტილი, მოძრაობს 

0M, ან M,00 ნახევარწრეწირების“ რკალზე (ნახ.9.20) დრო, 
რომელც დასჭირდება კოორდინატთა სათავეში მისვლას, 

ანუ ჯ-”, (ნახ.9.12, გამოითვლება შემდეგი ფორმულით 

1- I, = 2? (9.92) 
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ეს იქედან ჩანს რომ წე რტილი „ერთეულოვანი რადიუსის 
მქონე მსე რწრეწირზი სადაც ირველი ადართვა ხდება, 
სიმეტრიულია ერთეულოვანი ხლ ქონე ნაზევარწრეწი– 
რის იმ ერტილისა, რომელზედაც ალეს გადართ ხდება. 
(992 ფორმულაში მეორე წევრი „ზვიჩ ნებს როს, რომე- 
ლიც სჭირდება პირველი გადართვ სალმის მისასვლე–- 
ლად X:(I() კოორდინატას ნულოვანი მდგომარეობიდან ასე, 

რომ რკაელიი M,14 თუ რკალი M/ ზუსტად ისეთი სიგ- 

რძისა,ი რომელიც გამოიყოფა X )= (XC; ), XC; ) წერტი- 

ლით რიგის ნახევარწრეწირზე, ანუ ამ მნახევარწრეწირის 
მარჯვენა ნაწილის სიგრძის ტოლია, 

(9921 და (9.91) გამოსახულებებიდან ვღებულობთ 7? ასი- 

დიდეს 

XLI, )– X,(0) – II , „ 

- 27 

ეხლა კი (9.84) გამოსახულება როდესაც X(C0) პირველ 

იარი მია და X კენტი რიცხვია, შეიძლება ასე 

აიწერო 

+ (ე <7<1ე, (ვ <I <L,,...,,, <(<1, 

–I, 0<(</, ს </1</, I, <წ <1)... 1 <I,. 
“ (0) -| 

ლუწი X-ს შემთხვევაში გვექნება 

“ი +1, I, </ <1, (1 <1<”/,,..,(, | <5. 
“ = · · · ა 

–1, 0<7</', (1 <1<-1,...,I; <1<7. 

სისტემს საწყსი მდგომარეობის  X0 =!X(0,»(0) სხვა 
შემთხვევები“ განხილვა მკითხველისათვის მიგვინდია. 
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§ 9.7. მაიერის ამოცანა 

მაიერის ვარიაცკიული ამოცანის სახით “შეიძლება ჩაიწე- 
როს ოპტიმალური დაპროგრამების მრავალი სხვადასხვა ტი- 
პის ამოცანა რომელთაც პრაქტიკული ინტერესი გააჩნიათ. 
ასეთი სახით ამოცანის ჩაწერა გარკვეულწილად აადვილებს 
მის ამოხსნა,ს უფრო მოხერხებულს ხდის მაქსიმუმის პრინ- 
ციპს თეორემის გამოყენება. ამ დროს ოპტიმალური მარ- 
თვის ამოცანებს ერთგვაროვაი სტრუქტურა გააჩნიათ, შე– 
საძლებელია მათემატიკური გარდაქმნების ს სტანდარტიზაცია, 
რაც მეტად მნიშვნელოვანია გამოყენებითი ტიპის ამოცანების 
ამოსახსნელად. 

როგორც ლა ვარიაციული ამოცანის, ასევე მაიერის 
ამოცანის დასმაც მდგომარეობს ადეკვტურ მათემატიკურ 
გამოსახულებათა ზუსტ ფორმულირებაში იმის,ა თუ რა 
გვაქვს „მოცებული და რა უნდა ვიპოვოთ. 

მაიერის ამოცანაში სიტყვა "მოცემულია" ნიშნავს შემდეგს: 

1 სამართი ობიექტის მოძრაობის აღმწერი მათემატიკური 
მოდელი დიფერენციალური განტოლებები სახით ამ განტო- 
ლებების განსაზღვრის არე და დროის ინტერვალი; 

2 სასახღვრო პირობები; 
ვ. ოპტიმალობის განმსახღლვრელი ფუნქციონალი. 
ვიდრე ვიტყოდეთ რა “უნდა ვეძიოთ, დავაკონკრეტოთ მო- 

ცემულობა.ა განვიხილოთ მოდელი რომელიც წარმოადგენს 
კოშის ნორმალური ფორმით ჩაწერილ ჩვეულებრივ დიფე- 

რენციალლურ განტოლებათა სისტემს ი?,(/),...,2,,,(() ფუ- 
ნქციებისათვის 

2 ი. 2 საშ), #= 1... 
(9.93) 

ეს განტოლებები განსაზღდვრულია დროის L0,XI მონაკ- 

ვეთზე და რომელიღაც მოცემულ ღია ან ჩაკეტილ არეში 

M(2,,...,2,,,) > 0. (9.94) 

2, „აეაბ'ს”– –_–· 

თ, # =1,..,M, გლუვი ფუნქციებია· მისი არგუმენტების 

მიმართ, 
ორც გხედავთ, ანტოლებათას სისტემა M -რიგისაა, 

მეილი აეს» ».+”, რაოდენობის ფუნქციებს ანუ განტოლებათა 
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რაოდენობა ნაკლებია საძებნ ფუნქციათა რაოდენობაზე. 

2..(/)...,2,,,(,) ფუნქციები შეიძლება წარომვადგინოთ რო- 
გორც მართვის ფუნქციები ამრიგად განტოლებათა სისტემა 

(993) შეიცავს მართვის ფუნქციებსაც 2,..(/)-.»2..,.(!,!ა ფუნ- 

ქციების სახით და მათ წარმოებულებსაც. ასეთი განტოლე- 
ბათა სისტემით აღიწერ მრავალი ამოცანა საფრ სის- 
ტემების ოძრაობის აირ სადაც ობიექტზე ემი ძა– 
ლები დამოკიდებულია როგორც მმართველი ორგანოების 
მდგომარეობაზე, ასევე ამ მდგომარეობათა ცვლილების სიჩქა- 
რეზე. 
მ ავიხსენოთ, რომ ოპტიმალური დაპროგრამების ამოცანას 

ჩვეინ ვიხილათ განტოლებათას სისტემით (9.), რომელიც 
(8.10) გამოსახულებებით შეზღუდულ არეშია განსაზღვრული. 

განტოლებათა სისტემა (9.93) ადვილად შეიძლება ჩაიწე- 
როს (9.) განტოლების სახით თუ ”შემოვიღებთ ახალ (ვვლა- 

დებს 

დღა აღნიშვნებს 

მართლაც, ასეთ შემთხვევაში (9.93) განტოლებები მიიღე– 
ბენ სახეს 

2, =თ,L2,,..,2.,, I,სMს #=Lს...,M+7/. (9.95) 

ფაქტობრივად, გაიზარდა ფაზურ კოორდინტთა რაოდენობა 

და, შესბამისადდ განტოლებათა რიცხვიც. 2= L2 ვ. 2, -) 

ფორმალურად წარმოგვიდგება ფაზური ვექტორის სახით, 

ხოლო #= ს... 9.) კი – მართვის ვექტორის სახით. 
სასაზღვრო პირობები როგორც ზევით, აქაც “შეიძლება 

ჩაიწერო სიმბოლური სახით 

ს,/)=9, (9.96) 
სადღაც, ! ნიშნას პირობას #/#=0 (ანუ საწყის), მომენტში, 
ხოლო / ნიშნას პირობას 7(=1” (აუ საბოლოო) მომენტში. 
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მაიერის ამოცანაში ოპტიმალობის განმსაზღვრელი ფუნქცი- 
ონალი ჩაიწერება გლუვი სკალარული ფუნქციის 

თ=0CLC,(CI),...,2,,,(I)) (9.97) 
სასაზღტვრო მნიშვნელობათა სხვაობის სახით, კერძოდ 

#C = C(2)|/ = C(2),., – C(2),ი· (9.98) 
ფუნქცია (9.97) განსაზღვრულია (9.94) არეში და, 

/ CI0,7I)| დროის მონაკვეთზე. 
უბან-უბან გლუვი 2() ფუნქციების სიმრავლეს რომელ- 

ზედაც განსაზღვრულია (9.09) ფუნქციონალი და რომლებიც 
აკმაყოფილებენ (9.99) განტოლებათა სისტემას და (9.96) 
სასაზღვრო პირობებს ვუწოდოთ "შესადარებელი წირები, ან 
უბრალოდ, დასაშვები წირები. 

დასაშვები წირები მიიღება დროის ( C|0,X) მონაკვეთზე 

განსაზღვრული VX,(I/),.., I,(() ფუნქციებს ამორჩევით რომ- 

ლებსაც ვირჩევთ უბან-უბან უწყვეტი ფუნქციების კლასიდან 
(994) შეზღუდვების გათვალისწინებით ასეთი ფუნჭციები და- 
საშვები მართვებია მათაც დასაშვები წირები შეიძლება ვუ- 
წო , 

ეხლა მაიერის ვარიაცკიული ამოცანა ასე ჩამოყალიბდება: 

ყელა დასაშვებ V(/),2() წირებს„ შორის ვიპოვოთ ისეთი 

წყვილი (/-V),2"()) რომელიც (9.03) ფუნქციონალს მინი- 
მუმს მიანიქებს. 

ამოცანის ამოხსნა თუ ის საერთოდ არსებობს, გვაძლევს 
ოპტიმალურ ფუნქციებს 

დდდ 
M. =M-(,(0/))| თ=L..ს/. (9.99) 

ეს ამოხსნა დამოკიდებულია სასახლვრო პირობებზე და 

გამოსახულია პარამეტრული ფორმით. 
ფაქტობრივადდ გამოსახულებები (9.990 აღწერენ სისტემის 

ოპტიმლურ L(9.2გ) ფუნქციონალის აზრით) მოძრაობას, 
პროგრამულ მოძრაობას, · როგრამულ ტრაექტორიას, 

ეს ამოცანა არაკლასიკურ ვარიაციულ ამოცანათა კლასს 

განეკუთვნებ, რადგ ი შეზღუდულ (9.94) არეშია 
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დასმული. თ (994) შეზღუდღეეს მოეხსნით მაშინ ამოცანა 
კლასიკურ სახეს მიიღებს. ვ 9 

ამოცანას ეთი გეომეტრიული ინტერპრეტაცია აქვს: 

განვიხილოთ #+/+!) განზომილებიანი სივრც 2 და #ტC 

კოორდინატებით (ნახ.9.21) 

  

ნახ.9.21 

(2 #0) წერტილში ავღმართოთ 2 სიბრტყის პერპენდი- 

კულარული წრფე, ამ წრფეზე გადავზომოთ /#C სიდიდე. 
ნებისმიერ დასაშვებ ყ(,) მართვას და მის შესაბამს 2C(/) 

დასაშვებ წირს ”შეესაბამები #C სიდიდის გარკვეული მნიშ- 
ვნელობა, ანუ გარკვეული წერტილი აღმართულ პერპენდი- 

კულარზე ისეთი დასაშვები მართვა MI) და მშშესაბამისი 

710) ტრაექტორია უნდა ვიპოვოთ რომელთა დროსაც 

სბC მონაკვეთი მინიმალური იქნება. 
დასმული ამოცანა ალირის ამოიხსნასს შემდეგი თეორე- 

მის საფუძველზე. 

თეორემა 9.3. იმისათვის, რომ Vმ%მ(/),2წ(() ფუნქციებმა 
მიანიჭონ ძლიერი მინიმუმი (9.0981ე ფუნქციონალს მაიერის 
ამოცანაში, აუცილებელია ისეთი არანულოვანი უწყვეტი 

ს/(/) = IV I(/».-··V „,, (0) ვეექტორ-ფუნქცის არსებობა, რომე- 

ლიც განსაზდლვრულია დიფერენციალური განტოლებებით 
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V,(I0)9ძ--–, #ხ=1,...,M+7, (9.100) 

სადაც 
ი+” 

M(V,2,V) = V ·Cთ = 2V,.·თ თე, (9.101) 

დღა სრულდება შემდეგი პირობები: 

ს! ფუნქცა /I/(V,2,ყ) აღწევს თავის მაქსიმუმს MV(/) 
ცვლადის მიხედვით, 

2 სრულდება ტრანსვერსალობის პირობა 

I606 – M8/(+V -621/ =0. (9.102) 
თეორემის დამტკიცებას მკითხველი შეიძლება გაეცნოს 

მონოგრაფიაში |52|). 

შევნიშნავთ, რომ მართალია თეორემა გვაძლევს 
ოპტიმალობის მხოლოდ აუცილებელ პირობებს, მაგრამ კერ- 

ძო "შემთხვევაში როდესაც C და # ფუნქციეი წრფივი 
სახის ფუნქციებია 2(/),VI) (ცვლადების მიმართ, თეორემის 
პირობები ასევე ოპტიმალობის საკმარის პირობებსაც წარმო- 
ადგენენ. 

თეორემის გამოყენების ილუსტრაცია ჩავატაროთ კონკრე- 
ტულ ამოცანაზე საფრენი აპარატის მოძრაობის შესახებ. 

§ 9.8. უპილოტო თვითმფრინავის” ფრენა 

გარკვეული ჰიპოტეზებისა და დაშვებების შედეგად რო- 
გორებიცა,ა მაგალითად, მოძრაობა მდინარეობს ვერტიკა- 
ლურ სიბრტყეზ,ე თვითმფრინავი განიხილება როგორც მატე- 
რიალური წერტილი, დედამიწა ბრტყლია და მისი ბრუნვა 
უგულვებელყოფილია, ატმ რო გამორიცხულია და სიმძი- 
მი ძალის აჩქარება მასვედო თვითმფრინავზზბაე მოქმედებს 
თვაქტიული ძალა რომელსაც უინერციო ძრავა ანვითარებს 

ხვ,ა თვითმფრინავს მოძრაობა აღიწერება შემდეგი დი- 
ფერენციალური განტოლებების სისტემით: 

I96



(9.103) 

. __C”„ . 
X=- –ყით-ყ, 

7) = –/მ. 

აქ ' XV) და XV) თვითმფრინაის ჰორიზონტალურად და 

ვერტიკალურად გადაადგილების კოორდინატებია 1#I) და VM/7), 

შესაბამისად მათი სიჩქარეებია 7 -თვითმფრინავის” მასაა რC- 
წევს ძალის ვექტორის კუთხეა ჰორიზონტთარ. რეაქტიული 
ძალა გამოსახულია ფორმულით 7” = 00, სადღაც 0C>0 მო- 

ცემული მუდმივი კოეფიციენტია ხოლო /# საწვავის ხარ- 
ჯია. #-სიმძიმის ძალის აჩქარებაა. 

ეს განტოლებები განსაზღვრულია M>0 არეში, 
რომელიც კონკრეტულად ასე გამოიყურება: 

0</#</, />>0. (9.104) 

ამ შეზღუდვების გარეშე ამოცანა კარგას ფიზიკურ 

არსს. #8 -წინასწარ მოცემული მუდმივი სიდიდეა. 
ეს განტოლებები, ასევე განსაზღდვრულია დროის სასრულო 

მონაკვეთზე / CI0.7I, სადაც სიდიდე უცნობია და მი- 

სი წინასწარ მოცემა შეუძლებელია 
მოცემულ ამოცანაში 2() ვექტორი წინა პარაგრაფის 

ენაზ ზუთ კოორდინატას შეიცავს XV) =!#70,X0,M0,MX0,M(1, 

ხოლო მართვის ლფუნქცა #CI) ორ კოორდინატას 

V(I) = (0I),«(V)) 
ამოცანის სასაზღვრო პირობები მისი ფიზიკური არსიდან 

გამომდინარეობენ: 

I: X(0:=0, X00)=0, I(01=0, X0)=0, X#X0)=ხ. (9.105) 
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მარჯვენა სასაზღვრო პირობა დამოკიდებულია ამოცანის 
არსზე, მის შინაარსზე თუ გიხილავთ მოძრაობას რომელიმე 
დაფიქსირებულ წერტილამდე განსაბიღ. ლ სიბრტყეზე ბუნებ- 
რივი,ა მოცემული უნდა იყოს წერტი ის კოორდინატე- 
ბი ხოლო თვითმფრინავის ს სბოლ ოო მნიშვნე ლობა 
თავისუფ უნდა იყოს (იგულისხმება საწვიის ხარჯი) თუ 
გვინდა  შევის” წაელოთ მოძრაობაა თვითმფრინავის მაქსიმა- 

რად ადადგილებაზე ფიქსირებული საწვავს ხარ- 
ას , ფაშნს ააა ონტალური კოორდინატას მნიშვნელობა 
(I=1 მომენტში თავისუფალი უნდა იყოს. 

განვიხილოთ, მაგალით ისათვის, თვითმფრინავს ფრენა მაქ- 
სიმალურ მანძილზე. ასეთ შემთხვევაში ბუნებრივია 

#: X#21)=7, X»”V)=0, V(I)=7?, 
V(I)=?, IC") = MI. 

I. -Iეა განსაზღვრას საწვავის ხარჯს რომელიც წინა- 

სწარ მოცემულია რადგანაც მოცემულია ორივე MI, და”?ე 

სიდიდ. X#27)=მ0 ბუნებრივი პირობაა თვითმფრინავის დე- 

დამიწაზე დაჯდომისათვის. 
როგორც ვთქვით ოპტიმალობის პირობას მაქსიმალურ 

მანძილზე გაფრენა წარმოადგენ, ამ “შემთხვევაში ფუნქცია 
თ უნდა წარმოვიდგინოთ როგორც LC=-». დასაშვები 

წირები იქნებიან უბან-უბან გლუვი X(/),XI),:4/),MI),IMI/) და 
უბან-უბნ უწყდვეტი /2(/),თ(/) ფუნქციებ-· ასეთ ფუნქ- 
ციებზე განსახღვრულია ოპტიმალობის ფუნქციონალი 

#ტC = -X,, (9.107) 

რომლის მინიმიზაციაც ტოლფასია მაქსიმალურ მანძილზე გა- 
დაფრენისა რასაც ნიშანი "მინუსი" გვაძლევს. 

ამოცანა, მგომარეობს შემდეგში დასაშვებ წირებს შორის 
იპოვოთ ისეთი რომელიც (9.107)1 ფუნქციონალს მინიმალურ 
მნიშვნელობას მიანიქებ. ფიზიკურად ეს ნიშნავს, რომ ვი- 
პოვოთთ მოცემული რაოდენობის საწვავის ხარჯვის ისეთი 
პროგრამა რომლის დროსაც საფრენი აპარატი გაფრინდება 
მაქსიმალურ მანძილზე. 

ამოცანხსი მაიერის ტიპისა, ამოვხსნათ წინა პარაგრაფში 
ჩამოყალიბებული თეორემის გამოყენებით პირველ რიგში შე- 

(9.106) 
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ვადგინოთ ს) ფუნქცა §(9.101) ფორმულის შესაბამისა 
(9103) განტოლებათა სისტემისათვის: ? 

MI=(/.V>V» V ა აX%),M,V, IM /მ,თ) = 

=VსV/ აირ ით ყა 7 სირ-#M “/8V= (9.108) 
” M 

=V/V/ ,+VVე– §V/ ,+ Mე/, 
სადაც გამოყენებულია შემდეგი აღნიშვნები 

% =- I-V, X. =ყ5 ი05თ+V/, 50ით , (9.109) 

წინასწარ ვიტყვით რომ #, და MM. ფუნქციები მნიშვნე– 

ლოვან როლს თამაშობენ ამოცანის ამოხსნის პროცესში. 
ემდეგ (9.100) ფორმულის შესაბამისად დავწერთ 

განტოლებათა სისტემა V ,(/),....V (I) ფუნქციებისათვის: 

V, =0, 

V =0, 
#ე=-V., (9.110) 

V,. =-Vე, 

. C 
V. 524 

დავწეროთ (9..1021 ფორმულის შესაბამისი ტრანსვერსა- 
ლობის პირობა მოცემული "შემთხვევისათვის. გვექნება: 

· (=7 

IV, –))C–M8+/,6,+ყამ+V,თ+V,9, =0. (III) 
თეორემის მიხედვით # ფუნქცია მაქსიმალურ მნიშენე- 

ლობა ღებულობს /# და რთ), ცვლადების მეშვეობით. 

#(I) ცვლადის მიხედვით რომელიც (9.10) “შეზღუდვებს 

უნდა აკმაყოფილებდე, # ფუნქცია მაქსიმლურ მნიშვნე–- 

ლობა, ღებულობს 7!) ფუნქციის შემდეგი სახით განსაზ- 
ღვრის შემთხვევაში: 
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#0 =/, როდესაც M, >0, 
8=0, როდესაც #კ <0. 

ეს პირდაპირ გამომდინარეობს (9.1081) გამოსახულებიდან. 

თXI) ცვლადის მიხედვით რომელი) შეზღუდული არ 

არი, #” ფუნქციის მაქსიმუმისათვის საჭიროა შესრულდეს 
შემდეგი პირობები: 

(9.112) 

თ 29 
–=-=0, 2 <0, 
C2) ით 

რაც გვაძლევს შემდეგ გამოსახულებებს: 

4VC., 0050) – VI, 510 0)) = 0, 

  

=- L. <0. 

აქედან კი პირდაპირ. გამომდინარეობს, რომ 

Vკვ5I0C0 =V,.კ0ლ0059თ,V #.ა>0. (9.113) 
ამრიგად ამოცანისს გადაწყვეტისათვის მოცემულ (9.103), 

(9.05, (9.1060 გამოსახულებებთან ერთად გვაქს თეორემის 
შინაარსიდან გამომდინარე გამოსახულებები (9.109)–(9.113) ფო– 
რმულების სახით მათი თობლივი ამოხსნით ვიპოვით 
ოპტიმალურ მართვას და წი შესაბაპის ოპტიმალური ფრე- 
ნის ტრექტორიას. 

გვაქვს 10 დიფერენიალური განტოლება (9.1)03) და (9.110) 
სისტემებს სახით მათი ინტეგრირებისას წარმოიშვება 10 

თავისუფალი მუდმივა XC, C-ს) რომლებიც უნდა განისა- 

სღვროს. „შეთერთმ ტ ეცხობი, | მუღმივა არისს 7, რომელიც 
უნდა განისა ზღვროს. თერთმეტი უცნობი უნდა 

ა იარ სასაზღვრო დ». აუხსოთ აბი. პირობების 
გამოყნებით ასეთ პირობათა რაოდენობაც ზუსტად თერთმე- 
ტი იქნებაა მართლაც, (9.105უ1 და (9.106ე1 სასახზღლვრო პირო- 
ბები შვიდი (ალია ტრანსვერსალობის პირობა კი ოთხ პი- 
რობად იშლება, 

ვინაიდან სიდიდეები X,)/,,V,I,,! მარცხენა ბოლოზე ფი- 
ქსირებულია ხოლო სიდიდები ”» და " ასევე ფიქსირე– 
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ბულია მარჯვენა ბოლოზეც, ტარნვერსალობის პირობა (9.111) 
მიიღებს შემდეგი ტოლობის სახეს 

რც –)) – M6 + ყამ+V,6)  = 
რომელიც თი,ბ,მI,0”7 ვარიაციებს  ნებისმიირი მნიშვნე- 

ლობის გამო შესრულდება მხოლოდ იმ შემთხვევაში როდე- 
საც 

#თ=) M,.,=0, #ათ=0, #,თ)=0. რა 
9.110 ხოოლებათა ი! ი ირველი ოთხი 

განტოლების ამო ნა გვაძლევს ტე ილ 

V,(/()=თ, V(/()=თ, V5(V/()=C –C/, V,(I)=0, –C./, (9.115) 
სადაც C0,,0:,0,0, მუდმივებია და უნდა განისაზღვროს. 

(4.114) გამოსახულების დახმარებით (9.115) ფორმულები 

გვაძლევენ 
0,=1, Cლ=1, C, =C)1, 

V,კ(I)=1-–!, V,()=0Cკ(7–7/) 
ძრავის წევის ძალის მიმართულების კუთხე ჰორიზონტთან 

განისაზღვრება (9.113) ფორმულით, როგორც 

V.() +“, ._. 1+V, ICიXI)=ლ=–“–“–--, ლ050=--–“-, §02C)= , (9.117) 
V-( )' % L#. 

რომელიც (9.1)ბ) და (9.00 ფორმულების გამოყენების 
შედეგად იღებს სახეს 

ICთ(I)=Cთ, MX. = VV: +V2 (9.18) 
(9.1121 და (9.1გ1) ფორმულები გვაძლევენ საწვავის ხარჯისა 
დღა წევს ძალის მიმართულების  შეცვლ პროგრამას, 
რომლებიც უზრუნველყოფენ ო ოპტიმალურ. ლესარაებე კე” 
რძოდ 

(9.116) 

  

#= #, როდესასც #, >0, 

8=0, როდღესასც Mკ <0, (9.119) 

ლთ=C, M#, =+V:+V12. 
შევნიშნავთ რომ #.„ ყოველთვის დადებითია. 
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ამრიგად ოპტიმალური მოძრაობა ხორციელდება წევის 
ძალის მნიშვნელობების ცვლილებით ერთი სასაზღვრო მწი- 
შვნელობიდან მეორე სასახღლვრო მნიშვნელობაზე და პირი- 

ქით სადაც გადამრთველი ფუნქცის როლის #იე გამოსა- 

ხულება ასრულებს უფრო სწორედ ამ გამოსახულების ნი- 
ანი. 
ოპტიმალური მართვი” (9.19) პროგრამის სრულყოფილად 

წარმოდგენისათვის საჭიროა განისაზღვროს დროის მომენტები, 
როდესც იცვლებინ საწვაის ხარჯის სიდიდეები ან 
განისაზღვროს დროის ის მომენტები როდესაც იცვლის 

ნიშანს L, ფუნქცია. (9.10001 ფორმულის პირველი ტოლო- 

ბისა და (9.110) სისტემის ბოლო განტოლების საფუძველზე 
შეგვიძლია დავწეროთ 

, C C · ,: 

L, = (< %) = 4M), (9.120) 
2 M 

ცხადია, 4>0, რაღგანც საწვაის ხარჯი ყოველთვის 
თვითმფრინავის მასაზე ნაკლებია. 

თვითმფრინაის მოძრაობ, რა თქმა «უნდა დაიწყება 

0=/ მართვით შემდეგ მოხღება გადართვა /3 = 0 
მართვაზე ანუ ძრავის გამორთვა, შემდეგ ისევ ჩართვა მაქ- 
სიმაელურ რეჟიმზე და ა.შ. ვნახოთ, რამდენი ინტერვალისა– 
გან იქნება შემდგარი მართვა ჩვენს შემვხვევაში. 

გამოსახულება #., =-/V/1+V1 (9.II60 ფორმულების დახმა- 

რებით მიიღებს სახეს XM,=(1-9MII+0, რის შემდეგაც (9.120) 

განტოლება ასე ჩაიწერება 

#იე = – 4-I1+C; <0. (9.121) 

ამრიგად მივიღეთ რომ თფუნქცა # ჩ მონოტონურად კლე- 

ბადი ფუნქცია I0,XI ინტერვალზე. ეს კი გვიჩვენებს რომ 

ოპტიმალური მართვის კანონს (9.119) მხოლოდ ერთი გადა- 

რთვა ექნება აღვნიშნოთ დროის ეს მომენტი /, ნიშნით. 
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ნებისმიერი 0</#</# დროს, (9.12) ფუნჭცია უარყო- 

ფითია ამიტომ #„,გ(I) ფუნქციას შეიძლება ჰქონდეს ერთე- 

რთი სახ, მრუდისა რომლიც ნაჩვენებია (ნახ.9.22.) 
%6 

8 > : ჯ C 

(+ 

ნახ.9.22 

დაუშვათ თვითმფრინავის საწვავს მარაგია III – MI. მე- 

ორე მრუდის შემთხვევაში მთელი ეს მარაგი იხარჯება მაქ- 

სიმალური ჩ სიჩქრით დროის (0,! '| მონაკვეთზე პირ- 

ლი მრუდის შემთხვევაში საწვავს მოცემული მარაგი საკ- 
მარისი არ არის, ხოლო მესამე მრუდის შემთხვევაში საწ- 
ვავი საჭირო არ არის საერთოდ. ცხადია ოპტიმალურ მა- 
რთვას მეორე მრუღი შ ეესაბამება. ამ მრუდის ანალიზური 
სახ იოლად მოიძებნება (9.121) ფუნქციის ინტეგრირების 'შე- 
დეგად. მას შემდეგი სახე აქვს 

    

  

0 =ფ 1+011ი ა5, C|0,/' |, 

X „0 =--/+=( '-I, /#(<CIV',11 
71; 

როგორც აღვნიშნეთ #„კ ფუნქციას აქვს შემდეგი სახე 

L#. =(01- 0 +0; (9.123) 
როგორც ეხედავფთ იგი წრფივი ფუნქცია და გადართვის 

წერტილებს არ შეიცავს. 
ამრიგად ოპტიმალურ მართვას ექნება შემდეგი სახე: 

8=/ჩ/, (C|0,L'I, 
8=0, /CIL,7), (9.124) 
(Cთ =C,, ! C0,II, 
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სააგ საფუძველზეც ფრენის პროგრამა "შედგება 2 
აგან პირველ ეტაპზე ხდება მთელი საწვავის მაქსიმა–- 

ლური სიჩქარით წვა დროის (0,/ · | მონაკვეთზ,ე0 მეორე 

ეტაზე ფრენით გრძელდღებ გამორთული ძრავთ დროის 

I, 7I მონაკვეთზე.ე მთელი ფრენის მანძილზე წევის ძალის 

ჰორიზონტთან დახრის კუთხე მუდმივია. 
როგორც ეგეხედავთ, გაჩნდა კიდევ ერთი, რიგით მეთორმე- 

ტე უცნობი სიდიდე !, რომელიც უნდა ვიპოვოთ სხვა 
სიდიდეებთან ერთად. 

ახლა მოვახდინოთ (9.103) სისტემის ინტეგრირება პირველ 

ეტაპზე, როდესაც /2=/1 (90/'|, (9.105.) საწყისი პირობების 

შესაბამისად (4103) განტოლებათა სისტემის ამოხსნა იქნება 

MI(I) =VM – /I, 
0 IV) 

7(I) = C:C0§80) ·1ი =-,   

V(CI) =–9/+5Iით ·1ი ”%_ , 
MI – /I! 

0 =5 <0 » + (-. -ჩი ა -#I – '| 

#0= ითი, MM +, -7ი ს -#-4- 

(9.125) 

ეს ამოხსნა სამართლიანია / C|0,/'| ინტერვალზე. ”” მო- 

მენტში ამ ამოხსნათა მნიშვნელობები #IL ს) VV)ს) MVV'”) 
X ' ) # · ) უნდა გამოვიყნოთ საწყისი მნიშვნელობების 

სახით (9.101ქ) განტოლებათა სისტემის მეორე ეტაპზე ამოხ- 

სნისათვი,„ როდესც /#=0მ. ეს არის პირობა XVI), 
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»V),V(CI,),VVI), XV) ფუნქციებს უწყეტობისა.. /' მომენტში. 

მეორე ეტაპზე გვექნება 
წი ”I(I ) = MI, 

MCV)=V(V), 

VI) = VI) – §/, 

XCI) = X(/“)+V(I I, (9.126) 

· · /? 

XV) =X(')+V(I I -5-, 

/ C(0,7 –/'1   
(9125) ფორმულების პირველი გამოსახულება გვაძლევს . /” 

სიდიდის მნიშვნელობას, კერძოდ /,' მომენტში გვაქვს 

LI) = ML1) = MI; = Mე – /I , 
საიდანაც ვღებულობთ, რომ 

· მე – I 

,=-4ძ--->X (9.127) 
ჩ 

ახლა გამოვთვალოთ სიღიდე + გვლინაიდან X(C7) = 0, (9.126) 

გამოსახულების ბოლო ტოლობა გვაძლევს 

”ოაროწ-ო-წთ-ო'-ი. 
აქ XL ') და V ') სიდიდეები შესაბამისად, გამოთვლილია 

(912590 ფორმულებიდაი” როდესაც /=!1 "ამ განტოლების 
ამოხსნით ვღებულობთ 

ჯ=/' +-IMო ++ჩ?C')+2თC ). (6.28) 
გამოვთვალოთ 6; მუდმივა. ამისათვის გამოვიყნოთ ტორან- 

სვერსალობის (9.14) პირობებიდ-ნნ ერთერთი პირობა კერ- 

პოდ #MI,,=0. (910მ) ტოლობის საფუძველზე გვექნება 
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M,,=M#7V()+M7თ(9 -–(0+#MI(0/(9) =0, 
რომელიც, (9.115) (9.16) გამოსახულებებია და /317)=0 

გათვალისწინებით, ღებულობს სახეს #LC7) + V(7)C, =0, 

საიდანაც 

M» MI) 
_–_––_-___.. (9.129) 

1 V VV')-§(;-/”) 
ბოლო ტოლობა დაწერილია (912) ტოლობების საფუძველზე. 

ამრიგად ოპტიმალური ფრენის ი პროგრამა (9124) მთლია- 
ნად განსახზხლვრულია 

(91071 ფუნქციონალის მნიშვნელობა ანუ მაქსიმალური 

XC) სიდიდის მნიშვნელობას ვიპოვით (9.1260ე ფორმულების 

შესაბამისთოთ ტოლობიდან: 

X(C7) = X» = XV )+M(' 7 –/'). 

ამით დასმული ამოცანის ამოხსნა მთავრდება ფორმულები 
(9. 194)+(9.199) სავსებით ცალსახად იძლევინ როგორც ოპტი- 
მალური მართვის პროგრამას ასევე შესაბამის ოპტიმალურ 
ტრაექტორიას, რომელთა განსახღლვრაც კონკრეტულ რიცხობ- 
რივ მაგალითზე უნდა ჩატარდეს. 

როგორც პარაგრაფის სათაური გვიჩვენებს ჩვენ განვიხი- 
ლეთ უპილოტო თვითმფრინაის ფრენის შწშემთხვევ,ა სადაც 
თვითმფრინავის უსაფრთხო დაჯდომას ყურადღება არ ექცე- 
ოდა. მკითხველს ვთავაზობთ განიხილოს ”შემთხვევა 
ნავს უსაფრთხო დაჯდომის ”შესახებ· ამ შემთხეევაში თვით- 

მფრინავის ვერტიკალური სიჩქრე დაფრენის მომენტში ნუ- 
ლი უნდა იყოს ამოცანის დასმაში უნდა შეიცვალოს სჰახ- 
ღვრო პირობები კერძოდ, (9.1)060) გამოსახულებაში პირობა 

V7) =? უნდა შეიცვალოს პირობით V(7) = 0. 

§ 99. ოპტიმაელური მართვის არაგლუვი ამოცანები 

ნიუტონის და ლეიბნიცის მიერ შემოტანილი წარმოებუ- 
ლის ცნება“ და შემდეგ დიფერენციალური და ინტეგრალუ- 
რი აღრიცხვის განვითარება გამოიწვია რამდენიმე საუკუნის 
განმავლობაში ბუნებისმეტყველებისა და ზუსტი მეცნიერების 
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მკვეთრი განვითარებ. თანამედროვე პირობებში კლასიკური 
"გლუვი მათემატიკური ანალიზი აღარაა საკმარისი ტექნიკა– 
ში ეკონომიკში და თვითონ მათემატიკაშიც ხალი” ჭრობ- 
ლემების მსა საწყეტად.. დგება არაგლუვი პროცესებს დრო 
(ერა. პირველი რიოზული იერიში არაგლუგვ ფუნქციებზე 
მიიტანა  პჩებიშევმა, ახლა შეიძლება ვილაპარაკოთ არაგლუვ 
ანალიზზე,ე როგორც ჩამოყალიბებაში მყოფ მეცნიერებაზე. 
ჟოგიერთი მათგანი (ამოზნექილ ფუნქციე ბის სუბდიფერენცი- 
ალური აღრიცხვა, მინიმაქსი თეორია) ასე თუ ისე ჩამოყა- 
ლიბებულია, სხეები ჩამოყალიბების სტადიაშია. 

არაგლუვი ანალიზი შეისწავლის საკმაო რთული კლასის 
ასახვის და სიმრავლეების აპროქსიმაციის. საკითხებს. შემდეგ– 
ში განსაზღვრულობისათვისს გვექნებს საუბარი ნამდვლ / 

ფუნქციაზე, განსაზღვრულს ღია XC” სიმრავლეში ასე- 
თი ფუნქციის აპროქსიმაცის ანხორციელებენ ორი („ცვლადის 

თხის ფუნქციით განსაზღვრულს XX  ამასთა– X 
უწოდებენ წერტილს ხოლო #§-“ს მიმართულება. როდესაც 

საუბრობეინ აპროქსიმაციაზ, მხედველობაში იღებენ, რომ 

სხვობ. /(X+ თი) - /(X) > თთ(X,თ). მიახლოების ხასიათი 
და მისი სიზუსტე დამოკიდებულია გამოყენებული აპროქსიმა- 
ციის სახზხე და რასაკვირველია განსახილველი ფუნქციის 
სირთულეზე.ე შემდეგში ძირითადად გამოყენებული იქნება 
პირველი რიგის აპროქსიმაცია.ა ასეთი აპროქსიმაციის ტიპი- 

ური მაგალითია წარმოებული მიმართულების მიხედვით 
. 1 
7(.9) = სდ–(/(X+ «%) – /CX) ს (9.130) 

(იგულისხმებ, რომ შესაბამისი ზღვარი არსებობს) გლუვი 
ფუნქციებს შემთხვევში გამოიყენება წრფივი ანალიზი. 
(91301 წარმოებული წყვეტილია » მიხედვით, აპროქსიმაცია 
არის არაწრფივი. 

ერთერთი მოთხოენა აპროქსიმაციის მიმართ, მდგომარეობს 

მიმართულების მიხედვით პირველი ხარისხის დადებით 

ერთგვაროვნებაში, ე.ი თ(X, 9) აპროქსიმაცია” აქვს თვისება 

თ(X,2§) = 2დთ(X, 9), V#>0, (9.131) 
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ასეთი აპროქსიმაციის მაგალითებია წარმოებ ლები მიმართუ- 
ლების მიხედვით და კლარკის ზედა ჰვედა წარმოებუ- 
ლები. 

თეორიულ კლევებში რომლებშიც გამოი ყენება არაგლუვი 
ანალიზი ხელსა ელია ს მე გექონდეს,. ი პპროქსიმა იებთან, 
რომლებიც ყოველთვის რსებობე გან ს სახილველი 'ხივრ ის 
ყელა ფუნქციისათვის, ამ მეთოდების პრაქტიკული გამო- 
ყენებ გულისხმობს საჭირო აპროქსიმაციის მოძებნს ფართო 
კლასის. ფუნქციებისათვის ხშირად ეს ორი სურვილი ერთ- 
ანეთის საწინააღმდეგოა ასე მაგალითად, როდესაც ევიხილა– 

ვი კლარკის სუბდიფერენციალს და დემიანოვ-რუბინოვის 
კვაზიდიფერენციალ.ჭ კლარკის სუბდიფერენციაილ–ლი არსებობს 
ლიპშიცის ყველა ფუნქციისათვის მაგრ გრამ. | მისი მოძებნა პრა– 
ქტიკულად გაძნელებულია. ამასთან მიუხედავდ იმისა რომ 

იპშიცის ფუნქცია აზიდიფერენცირებადია, 
აემისემერერეერ ებელი ფუნქციების კლასი "საკ სოდ. ფართოა 
და შეიძლება მათი კვაზიდიფერენციალის მოძებნა. 

მოვიყანოთ არაგლუვი დინამიკის რამდენიმე მაგალითი. 
IL განვიხილოთ ეკონომიკური მაგალითი. 

ვთქვათ, ძ(ი) -მოთხოვნს ფუნქცია ფირმის პროდუქციაზე. 
0 -ერთეულოვანი პროდუქციის ფასია. 

C-ავღნიშმნოთ ფირმის მიერ გამოშვებული პროდუქციის 
მაქსიმალური მნიშვნელობა მაშინ პროდუქციის მოცულობა, 
რომელიც შეუძლია ფირმას გაყიდოს ” ფასით, ტოლია 

იიIი(4«(#/),0), (9.132) 
აე რომ ფირმის მიერ გამოშვებულ შეზღუდულ მოცუ- 
ლობას აქვსს მოთხოვნის არაგლუვი ფუნქცია. 

2 განვიხილოთ კიდეგ ერთი მაგალითი, რომელიც დაკავ- 
შირებულია ზოგიერთ ზღრუბლურ მნიშვნე ობასთან წარმო- 
ვიდგინოთ ამალი, რ რომელშიც წყლის დონე ირხევა დროის 
იხედვით (მაგალითად, წყლის ი მოქცევისაგან ა სხვა მიზეზე- 

ბისაგან. თუ II) წყლის დონეა კაშხლში ! მომენტში 

და წე კაშხალის სიმაღლეა, მაშინ წყლის რაოდენობა, რო- 

მელიც გადაიღვრება კაშხალის ზევით პროპორციულია /(!), 
სადაც 

# (#) = თმX(/(/) – 7,0) “ (9.133) 
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ცხადი, რომ ზოგად შემთხვეაში / –არადიფერენცირებადი 

ფუნქცია,ა მიუხედავად იმისა რომ #(I) დიფერენცირებადია. 
ვ, გერ მარტივ მოდელებს, აქთ არა მარტო არაწრფი- 

ვი, ედ არაგლ დინამიკ. მაგალითად, განვიხილოთ 
ელექტრული სქემა, დგარი რ კიოდისაგ გან, კონდენსატორისა- 
გან და კვების შმიიად წარმოადგენს 9.23.) იოდი 
რეზისტორს, რომლის წინააღმდეგობა დამოკიდებულია დენის 
მიმართულბაზე თუ სიდიდეა, V-ძაბა დიოდზე, ად- 
გილი აქვს ომის ე სენის არაწრფივ ვარიანტს 

    
  

 ” 

კეებიზ 

წარ C ას == 

ნახ.9.23 

, M/I თუ #24, 
“V/ ს თუ V<0, 

სადაც IM,  / სხვადასხვა დადებითი მუდმივები. თუ X 
ძაბვაა კონდენსატორზე, კირჰოფის განტოლების გამოყენებით 
ამ სისტემის აღმწერ დიფერნციალურ განტოლებას 

თ(-») X5<V, 

- მX-.), X>V, 

სადაც რთ,მ დადებითი მუდმივებია (თ>/). 

I0, II მონაკეთზე უნდა ამოირჩეს ML) ისეთნაირად. 

X = (9.134) 

15 

რომ მოხდეს > III ->VLC). მინიმიზაცია და სასაზღვრო . პი- 
0 

რობები შესრულება 
X(0) = Xი, XC7) = X; (9.135) 
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განვიხილოთ ზოგიერთი მათემატიკური ცნებები და გან- 
სახღვრებები, რომლებიც დაგვჭირდებიანნ არაგლუვი დინამიკის 
სისტემს ოპტიმალური მართვისათვის. 

ლ0C" სიმრავლის ეწოდება ამოზნექილი თუ თანაფა- 

რდობები X,76C6) Cთ,/7>20, თ+/#=1, იწვევენ რთX+/9/ C5). 

ვთქვათ  X-ამოზნექელი (. სიმრავლის შინაგანი წერტი- 

ლიას რომელზედაც ტანსაზღვრულია ამოზნექლი / ფუნქ- 

ცია სიმრავლეს 

მ/ 60) = (M/C) – / 0 >6,»-») ჯი) (536) 
ეწოდება » წერტილში / ფუნქცის სუბდიფერენციალი. 

2/ნ) დიფერენციალი წარმოადგენს არაცარიელ ამოზნექილ 

კომპაქტურ სიმრავლეს ის განისახღვრებს ფუნქციისს ყოფა- 

ქცევით » წერტილის მახლობლობაში. ე.ი ნებისმიირი 020>0 
რულდება ტოლობა 

მ/(ფ0=|IსC-I/თღ-/თ>C67-ი VC8,თფ, (9.37) 
სამართლიანია წარმოდგენა 

#/C)= იიმX(/ 00+(სC/),X-–)), (9.138) 
სადაც LX) C2/(Xწ) "სიმრავლის მნებისმიირი ელემენტია. 

ამოზნექილ / ფუნქციას აქს » წერტილში ჟ/'((X,9) წა- 

რმოებული ნებისმერი მიმართულებით და სამართლიანია 
ტოლობა 

#I(X,9) = IიმX (9.139) 
892/(»). 

მრავალნიშნა ასახვა XL> 0/()) ნახევრად უწყვეტია ქვევი- 
დან. 

/ ფუნქციას, ეწოდება ჩაზნექილი თუ (-/) ამოზნექი- 

ლი ფუნქცია. თუ / ჩაზნექილი ფუნქცია,ა მაშინ სიმრა- 

ვლე” X წერტილში 
2Cთ0=(9-L/6)-/C0<9»-ი V ი) (.140) 

ეწოდება / ფუნქციის სუბდიფერენციალი. 
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კონუსი ეწოდება სიმრავლეს რომელიც ყოველ X წე- 

რტილთან ერთად შეიცავს მთელ სხივს (2XI2 < 0| · უწყვეტ 

” ფუნქციას განსახლვრულს ამოზნექილ შეკრულ # კო- 
ნუსზე ეწოდება სუბწრფივი თუ ის არის სუბადიტიური 
#XX+X) < ჩ(X)+ 0) ყელა XX»XC.! და პირველი რიგის 

დადებითად ერთგვაროვანია 7#(C9X= 2%XX) ყველა XC, #20. 

გასაგებია, რომ სუბწრფიი ფუნქცა ამოზნექილია და 

ჯ»(,) =0. ამოზნექილი დადებითად ერთგვაროვანი ფუნქცია 

სუბწრფივა ” ფუნქცის 2” სუბდიფერენციალი ეწოდება 

მი” სუბდიფერენციალს ნულში 2/ = მწ(0,). ამრიგად, 

მხ=( VX C#|. (9.141) 
თუ ==” (ყელაზე ინტენსიური შემთხვევაა, მაშინ C# 

ამოზნექილი კომაქტია და ფუნქცია შეიძლება აღვა- 
დგინოთ თავისი ს ა ელეს ალით შემდე ეგი თ ფორმუ: ულით 

#CX) = თგX(9,X») (9.142) 

                

ი ფუნქცის ეწოღება სუპერწრფივი თუ #=-ძ სუბ- 

წრფივი ფუნქცია. სუპერწრფიი ძი ფუნქცის რხ სუპე- 
რდიფერენციალი ლობთ ს ამოზნექილ ##ჩC კონუსზე, 
განისაზღვრება ტოლო 

მე =( 
ვთქავთთ„ / -ფუნქცა განსაზღვრულია ”” და იღებს მნი- 

შვნელობებს 1= #LLL-თ,თ;| გაფართოებულ რიცხვით წრფე- 
ზე შემოვიტანოთ შემდეგი განსაზღვრებები: სიმრავლეს 

ძ0MM/ = L C M”| / თ) < +თ| (9.144) 

ეწოდება / ფუნქციის ეფექტური სიმრავლე, ხოლო სიმრა- 

ვლეებს 

                 VX C MI. (9.43) 

  

დ” / = (>, C ჩ"XM/ = / (ი) , (9.145) 
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იი! / = IX, C #"XIM// > #CX)) , (9.146) 

M/09 / = (IX I C M#” XI, < #(%) ) (9.147) 

შესაბამისად ამ ფუნქციის გრაფიკი ზეგრაფიკი ქვეგრაფიკი 

(38), (481). 
სიდიდეს 

–-1 
# (»,9) = Iთ –(VC + თი) – #CX) (9.148) 

ვუწოდოთ / ფუნქცის დინის ზედა წარმოებულ– X 

წერტილში წ” მიმართულებით აღვნიშნოთ, რომ (9.148) 

ზღვარი ყოველთვის არსებობს მაგრამ არაა სავალდებულო 
იყოს სასრულო. სიდიდეს 

#2 (X,9) = სთ –(/CC+§)- #C)) (9.149) 

უწოდებნ / ფუნქციის დინის ქვედა წარმოებულს X- 

წერტილში CC მიმართულებით. ზღვარს 

#C,29) = სო“-(/C + თი) = /#CVX)), (9.150) 

თუ ის არსებობს უწოდებეინ » წერტილში / ფუნქციის 
წარმოებულს სწ მიმართულებით ზოგჯერ ამ ზღვარს უწო- 

დებენ დინის წარმოებულს და აღნიშნავენ #/ ი(X, წ). წა- 

რმოებული მიმართულების მიხედვიით არის ძირითადი ინ- 
სტრუმენტი ფუნქციის აპროქსიმაციისათვის ზღვარს 

Mი +( /(X+ თ8) – /CI)) (9.151) 
თ§40,პ–§ თ» 

წოდება ადამარის წარმოებუ ი (ხადი,ა რომ ადამარის 
წარმოებულის არსებობიდან გამომდინარეობს დინის არმო- 
ებული არსებობა ამასთან ორივე წარმოებულები ერთმა- 
ნეი თანხვდებია. ამიტომ ორივე საის წარმოებულების 
აღნი შვნისათვის გამოიყნებ ერთნაირი სიმბოლოები, თუ მა- 
ინც და მაინც საჭიროა მათი განსხვავება (9.151) აღვნი– 

შნოთ /V(>,9) წარმოებული ადამარის მიხედვით. 
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მაგალითი 9.3. 

განვიხილოთ სიბრტყეზე (პა სიმრავლე (CC ,V) კოორდინა- 

ტებით (ნახ.9.24,ე §2=LC),LIC). LIC-–,, სადაც §პ, ამოზნექილი 

სიმრავლე, შეზღუდული V = #/ პარაბოლით, §ბპე: ამოზნე- 

ქილი სიმრავლეა შეზღუდული V = –V?, (C-ვ ამ პარაბო- 

ლის საერთო მხებია X-(0,0) წერტილში. 

V, 

ნახ.9.24 
ვთქვათ, 

1 თუ XCC6), 
#C») = –1 თუ X CC); 

ადვილი სანახაია რომ /  დიფერენცირებადია Xი: წერ- 

ტილში მიმართულების მიხედვით, 7(M,9=0 ყელა #« -თვის. 

ამასთაინ / ფუნქცია წყვეტილია ნულოვან წერტილში. 

გავისენოთ V ვექტორს ეწოდება » წერტილში წარმო- 

ებული გატოს მიხედვით, თუ ნებისმიერი § CM” სრულდე- 

ბა 

#(X+ თ) = #C +თ(თV)+ 0X(ფI)), 

1 
სადაც – 9(თ) 360, (9.152) 

თ–30 

სხა სიტყვებით რომ ვთქვათ გატოს წარმოებული ეს 
დინის წრფივი წარმოებულია („ცხადია,ა რომ X წერტილში 
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/ ფუნქცის წარმოებული გატოს მიხედვით თანხვდება 

V/(X) გრადიენტს. 

ამბობენ, რომ / დიფერენცირებდია »>» წერტილში 
ფრეშეს მიხედვით თუ სამართლიანია პირობა 

#(X+ V) = /(X)+(V/(X),V + 0(V)), 
C(9) 

სადაც “I9IL | წო ა 0. (9.153) 

თანაბრად დიფერენცირებადობის პირობის 

1 , 
IV +V) – /(X) – 7, (V), 30 

თანახმად ეს მნიშნავს, რომ / თანაბრად დიფერენცირება–- 

დია მიმართულების მიხედვით, ამასთან მოყვანილი /, წარ- 

მოებული წრფივია და მაშასადამე უწყვეტიცაა I38) აქვე 
მოყანილია თეორემა რომელიც გვიჩვენებს, რომ დიფერე- 
ნცირება ფრ შის მიხედვით ტოლია წრფივი დიფერენცირე- 
ბისა ადამარის მიხედვით. 

ზოგიერთი დაშვებიას დინის მიხედვით დიფერენცირებას 
მოსდევს დიფერენცირება ადამარის მიხედვით. 

კლარკი სუბდიფერენციალი (48). 

ვთქვათ ა X–რომელიღაც ქვესიმრავლლეა ”” სივრცეში / – 
ნებისმიერი ნამდვილი ფუნქცია, განსაზღვრული X-ზე და 

X6C0წჰX. დავუშვათ 

#7 = ონ აი „7 >) ა (9.154) 
»-IIი I'0თ 

#(») = 5Mი IL /(X) (9.155) 
6>0 I» -II«6, X'CX 
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# და # ფუნქციბს უწოდებენ შესაბამისად X» სიმრა– 

ვლეზე / ფუნქციის ზედა და ქვედა რეგულარიზაციას. 
სამართლიანად ტოლობები 

#(X) = ი 5Vი #C) ა (9.156) 
I» –+XI<6 

#CX 

#(ი = ი 1ი” /(ჯ”). (9.157) 
I» -XI<5 

Xჯ<CX 

გავისსენოთ რომ / ფუნქციის ზედა და ქვედა ზღვრები, 

განსაზღვრული X–-ზე Xჯ6Cიწ' წერტილში შეიძლება წა- 
რმოვადგინოთ 

სთ /(X) = Iთ ვსი /0) ) (9.158) 

Xჯ96X ,» რჯ 

1(02 / (»”) = Mი. Iი#/ #(CჯX) · (9.159) 
"XL I» -XI< 

ში 

აქედან ადვილად გამომდინარეობს, რომ 

769 = თი» ( / 60, 11C /(X)), (6.60) 

#(X) = თIი ( (»),სთ / C) „ (9.161) 

ცხადია რომ _ 

#7» < /(X) < /(») · (9.162) 

დაუმტკიცებლად მოვიტანოთ შემდეგი წინადადებები. 

წინადადება 9... ნებისმიერი / ფუნქციისათვის მისი / 
ზედა რეგულარიზაცია ნახევრად აუწყეტია ზევიდან” ხოლო 
ქვედა რეგულარიზაცა / ნახევრად უწყვეტია ქვევიდან. 

წინადადება 92 თუ /,(»X) ნახევრად უწყვეტია ზევიდან 
და /,(X)> /(), კელა X-თვის მაშინ /,(X) > /(X). თუ 
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7,9 · ნახევრად უწყეტი ფუნქციაა ქვევიდან და ე/,(X < /(X 
ყელა X, მაშინ #(X </V. 

წინადადება 9.3, სამართლიანია ტოლობები 

75(-ფ= თ. +(/(X +9)- / (7), (9.63) 
»-აX,თL0 ჯ 

ჯ 

/90= სთ. +(/ #(X +) – / (VI )), (9.164) 

შევნიშნოთ, რომ 

10 /ც (X',9) წარმოადგენ განმეორებით ზედა ზღვარს 

II. სო“-(/ (> + თი) – #(>»7). 
X-–1IXთხ 

–1 – 
ვინაიდან ”ასით = იიმX /; (> X)) სთ/ის, ), მაში 3 წინა- 

დადება გვიჩვენებს, რომ როდესაკც /, ე (>, თ < Iთ #, 1 (X",თ) 

ორმაგი ზედა ზღვარი 

: 1 , , სთ –(/(X +ძ9) – /(X9) 
თანხვდება აღნიშნულ განმეორებით ზედა ზღვარს. რიცხვებს 

#7 (X,9) = „სთ. (V/C +ძ%)_– #(C>"), (9.166) 

XI (X,9) = „სთ, -( #/(»'+ძ) - / (X")) (9.167) 

შესაბამისად „უწოდებენ კლარკი ზედა და ქვედა წარმოე- 

ბულებს | 
წინადადება 9.4. ყოველი #§-თვი” X+2 /, (»,§) ფუნქცია 

ნახევრად უწყვეტია ზევიდან” ხოლო XL2 /, (X, წ?) ფუნქცია 

ნახევრად უწყვეტია ქვევიდან. 

წინადადება 9.5 ყოველი X-თვის #§L2/, (> 9 ფუნქცია 

სუბწრფივია,ა ხოლო #L> /(X,9) სუპერწრფივია. 
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წინადადება 9.6. ადგილი აქვ ტოლობას 

1 
#.(X-§)=(-/), (9). (9.168) 

ამოზნექილი კომპაქტი რომელიც ერთდროულა ”» წერტი- 
ლში უბდიფერენციალია კლარკი ზედა წარმოებულის და 
» წერტილში სუპერდიფერენციალია კლარკის ქვედა წარმო- 

ებულის,ა ეწოდება X» წერტილმი / ფუნქციის კლარკის 

სუბდიფერენციალი აღინიშნება C6,/ (X) სიმბოლოთი. ამრი- 
გად განსაზღვრის თანახმად 

1 _ 
# (X,§9) – ,ე0ბX (6. 8), (9.169) 

ს _ 
IX+Cთ,9) = , უიი (6 დ) (9.170) 

კლარკის სუბდიფერენციალლის  ელემენტეს ”» წერტილში 

უწოდებნ / ფუნქციის განხოგადოებულ გრადიენტებს. 
წინადადება 9.27. სამართლიანია ტოლობა 

#, =- I(X- 2) (9.171) 

წინადადება 9.8. მრავალნიშნა ასახვა Xჯ-–>V,7/ (X) 

ნახევრადუწყვეტია ქვევიდან. 
კლარკი“ ზედა და ქვედა წარმოებულები წარმოადგენენ შე- 

საბამისად / (X, 9) წარმოებულის სუბწრფივ მაჟორანტას 

და სუპერწრფივ მინორანტას. 
წინადადება 9.0. თუ /7 ფუნქცა » წერტილში დიფე- 

რენცირებადია გატოს მიხედვით, მაშინ V/I (X) CC6 / (X). 

განსაზღვრა 9). / ფუნქციას განსაზღვრულს #” სივ- 

რცს >X ღია სიმრავლეში, ეწოდება კვაზიდიფერენცირებადი 

ჯX6»”? წერტილში თუ ის დიფერენცირებადი”„ ამ წერტი- 
ლშე მიმართულების მიხედვით და მისი წარმოებული 

#1(ფ) შეიძლება წარმოვადგინოთ შემდეგი სახით 

#:(8) = თ4X(C6, §)+ თI9(M 9) , (9.I72) 

სადაც L)” ამოზნექილი კომპაქტური სიმრავლეები,დ /%” -ში. 

დაუშვათ 
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#,(9) = თ%XV.§,  7,(8)= თIი(ჩ,8), 

((2)= / (§)+#,(9 
გასაგებია რომ # . სუბწრფივი,ი ხოლო # X –სუპერწრფი- 

ვი ფუნქცია, ამიტომ //(6)= (6) წარმოადგენს L ფუნ- 
ქციების სივრცის ელემენტს წარმოდგენილს სუბწრფივი და 
სუპერწრფივი ჯამების სახით. 

განსაზღვრა 9.2: ვთქვათ 7 ფუნქცია კვაზიდიფერენცირე- 

ბადია » წერტილში. IV ,I ამოზნექილი კომპაქტების ექ- 

ვივალენტური წყვილის კლასს აქვს თვისება რომ 

#(ფ= იიმX(#ჩ, წ)+ იისი(#, წე) VC6CXL, (9.174) 

დღა მას ეწოდებ » წერტილში / ფუნქციის კვაზიდიფე- 

რენციალი,„ აღინიშნება #/#X/' (X). სიმრავლეები ყოველ წყილს, 

რომლებიც ეკუთვნინ ამ კლასს უწოდებენ აგრეთვე კვა- 

ზიდიფერენციალს და აღნიშნავნ ისევ #/ (X) სიმბოლოთი. 

ამან არ უნდა მიგვიყვანოს გაუგებრობამდე. თუ 

LI (X) =IC,VI, მაშინ სხ სიმრავლეს ვუწოდოთ X წერტი- 

ლშ / ფუნქცის სუბდიფერენცილი და აღვნიშნოთ 

მ/(ი სიმბოლოთი V სიმრავლეს უწოდოთ » წერტილში 

(9.173) 

/ ფუნქციის სუპერდიფერენციალი და აღვნიშნოთ მ/(»). 

ამრიგად, #V/ (X) = |2/ (X),0/ (XI 2/(X) და მ/ (X) სიმრა- 

ვლეები არ "შეიძლება განვიხილოთ (ცალცალკე აზრი აქვს 

მხოლოდ M/ (X) = |2/(»X),0/(X)| წყილს როგორც კლასის 

ექვიკგალენტური წყვილის წარმოამადგენელს. 

,! ფუნქცის კვაზიდიფერენცირებადობა » წერტილში 

ნიშნავ, რომ / ფუნქციას, აქვს წარმოებული მიმართულე- 

ბის მიხედვით ამ წერტილში და აღნიშნული წარმოებული 
შეიძლება გამოვსახოთ წრფივი ფუნქციებით, 
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L/(») =I2/(ი,0/() 
კვაზიდიფერენციალის„ საშუალებით და შემდეგი ფორმულის 
გამოყენებით 

#IC, §)= . თმX LC”, §)+ „თი (თ, 9) (9.175) 

მივუთითოთ ვაზიდიფერენცირებადი ფუნქციების თვისებებზე 
თეორემა 9.4, 1) ვთქვათ, /#, და /#ე ფუნქციები კვაზი- 

დიფერენცირე ბადია X ა წერილის მაშნ ამ ფუნქციების 
ჯამი და ი ნამრავლი ერტილში კვაზიდიფერენცირებადია, 
ამასთან 

სL/, + /, XX) = 0/,(9 + ჩ#V), (9.76) 

სL/, · /,XX) = /,(9) V7,(9 + /,(9#/,(ი. (9.I77) 

სხა სიტყვებით თუ სმ/, (X),მ/, (9) , I2/, 2 (X), მ/. 2 (VI 

წერტილში /, და /# ფუნქციების კვაზიდიფერენციალებია, 
მაში ი/#,+#/, #/ ფუნქციები“ კვაზიდიფერენციალები 

|(2(6+ ჩX», 2(#+#(=)), 
(IX. 7V-/)C) 

გამოითვლება ფორმულებით 

მ(/ +IXX)=0/)+მ#(ი, (9.178) 
მ( #+ #. XX) =მ/ (X) + 0/,(X), (9.179) 

ესამე8+/0პ0V0, თე /(3>ი /3>ი 
ესაშისბ+/სბ2(0, თე /(3<0 /გ>ი 

29“ ააგეს +/საშით, თე /(4<0 #45,” 
(20 +/(90/0,. თუ /(9>0 /:(9 <0 
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(02(M+/22/0, თუ /(3>0 #(3>0 

2V-/ეკ 5299 MVI20, თე /250 #(020 
(X20(9+/(M2M(9, თუ 7/(9 <0 /;(უ <0 

(X2ჩ(93+ჩ 029, თუ /(8>0 /(3>0 
2) ვთქვათ / ფუნქცია კვაზიდიფერენცირებადია X» წერ- 

ტილში.ი მაშინ ნებისმიერი მნამდვლი #-თვის ფუნქცია 
#4/ აგრეთვე ამ წერტილშიც კვაზიდიფერენცირებადია, ამა- 
სთან 

MXL2 / XX) = 2 თ). (9.182) 

სხა სიტყვებით თუ % '/ (X),მ/ (XI, » წერტილში / 

ფუნქცის კვაზიდიფერენციალი, მაშინ  ”გ/ ფუნქციის 

|2 (2 #/ MX),მ (2 #/ XXII კვაზიდიფერენციალისათვის ამ წერ- 
ტილში სამართლიანია ტოლობა 

#402/(»), თუ #420, 

2 (0/X»)= ს მ/(>–, თუ #4<0, რებშ) 
_ _ |22/(0, თუ 420, 

2(/ I -112ღ თუ 4<0, 
ვ) ვთქვთ, / ფუნქცია კვაზიდიფერენცირებადია· X შრ 

ტილში ამასთნ /(X)# 0. დავუშვათ, ც 1ო-- წელ) ი” 

სადაც » წერტილია / განსახღვრის არედან რომელშიც 

(9.184) 

1 
MCC) #0. მაშინ # ფუნქცია კვაზიდიფერენცირებადია X 

წერტილში და 
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მ1Iა-- -+ '- ; –-–-–- M/C(X). (9.185) 

სხვ სიტყვებით,დ თუ 2 +თ,2 22) X» წერტილში / 

ფუნქციის კვაზიდიფერენციალია, მაშინ ამ წერტილში კვაზი- 
დიფერენციალისათვის სრულდება ტოლობა 

1 
მ სთ--»ც წ დ წერშე #(X), (9.1866) 

– I|I1 
მ ( 1» 7 IC ჯე 2#/VV). (9.187) 

იმისათვის, თუ როგორ აიღება მინიმუმი და მაქსიმუმი 
გამოვიყენოთ "შემდეგი თეორემა 

თეორემა 9.5 (38) ეთქვათ ე/,,..,/,„ ფუნქციები განსაზ- 

ღვრულია ღია " სიმრავლეში და კვაზიდიფერენცირებადია 
XC» წერტილში. ვთქვათ, შემდეგში 

დ,(>)= იიX /,(X, თ(X)= იი /(0,) მაშინ თ, და დ, 
კვაზიდიფერენცირებადი X»> წერტილში და 

#MC,(») = I2 თ,(X), მ თ,(X)|, (9.188) 

ჩი,(X) =|2 თ,(X), 2 რ, (X)|, (9,189) 
სადაც 

=C9 L) სI2/თ- 20/ ო) (9.190) 
(წწ 

მთ0)= 2,0/,, მთიე= 22ჩ0 (919) 
#=%VX) MX 

2 თ; C) =C0 =C # თ · 6 2#C) ლაი 

აქ 
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IL2 /,(X),0 /,(»–)) # წერტილში /, ფუნქციის კვაზიდიფე- 

რენციალია, #(X) = (I C/1/(X) = თ (X)|, 

090 C=M#0=Cთ(ი, 1= I») 
დამტკიცებ: შემოვისაზღვროთ მარტო რთ, ფენქციით. 

ლიპშიცს პირობი გათვალისწინება გვიჩვენებს, რომ ეს 
ფუნქცია დიფერენცირებადია მიმართულების მიხედვით, 
ამასთა: 

(ი) (»,2) = IიმX /, '(X,<). (9.193) 
(CM(X)“ ” 

?,(თ) =/ (თ ფუნქციები იმყოფებინ # სივრცეში ამავე 

სივრცეში შედიან წინადადებიდან ჩ(C) = იიმX# (2) ფუნქცი- 
/(CMC) 

ებიც ეს გარემოება და (9.193) ფორმულასთან ერთად 

გვიჩვენებს,” რომ თ, ფუნქცია არის კვაზიდიფერენცირებადი. 

(9.190,) (9.191) (9.192) · ფორმულები უშუალოდ გამომდინარე- 

ობენ ზემოთქმულიდან. 
განვიხილოთ დამტკიცების გარეშე შტრასენს (ცნობილი 

თეორემის სასრულო განზომილებიანი ვარიანტი (L38|). 
თეორემა 9.6. ვთქვათ, (9,2, , / )–ხსივრცეა ალბათური 

ზომით, #(V,X) ფუნქცია განსაზღვრულია 5XI” -ზე,„ ამასთან 

L)»X-– #(§.X) სუბწრფივია ყველა «2 -ზე, 

ჩC,X):§ #(C>X) 

ფუნქცია ზომადია ყველა X-თვის, ფუნქცია  |II5 -> |IX(§..)I 
აჯამვადია (I/X§.1|= უგ 2) სუბწრფივი X§§.) ფუნჭჰჭცი- 

ის ნორმაა), მაშინ ფუნქცია 

ს(2)= | (§,ფძ/ (9) (9.194) 
ა 

სუბწრფივი. ამასთან თ) = (თ!),... ,დი)) ვექტორი შედის 

მის სუბდიფერენციალში მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდე- 
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საც  მოიძებნბა ისეთი 42-30" (9 ფუნქცი, (სადაც 

თ(9 =(თ“Lი,...,თ(%), რომ 

ს C()C=2 #C.) თითქმის ყველა §-თვის, 

2 §53თ ი() ზომადია ყველა 1 -თვის, 

ვ, თ 0= Iთ “(იძე (ი. (9.195) 
§ 

დავუბრუნდეთ /(§+X) ფუნქციას. ვთქვათ, /'(§,X,ჯ)-– /(§+,X) 
ფუნქციის წარმოებულია, » წერტილში დ” მიმართულებით. 
ვინაიდან #C§) -კვაზიდიფერენცირებადი ფუნქციაა, ამიტომ სა- 

მართლიანია წარმოდგენა 

#'(§,X,9) = #LC,,9) + 9(§,7), (9.196) 

სადაც ფუნქცია ML): – ML, 9) სუბწრფივა, ხოლო 

ფუნქცა ძ(§,):§ ->9«(ი”) სუპერწრფივი. წარმოებულის 
განსაზღვრის თანახმად სამართლიანია ტოლობა 

#LV,X+05) = /L§,X)+თ (#,9)+9(,9))+0.,,(თ, (5.197) 
სადაც 

სო–-0 (თ)=0. (9.198) CC... 

წინადადება 9.11. რქვა, 0, ფუნქცა განსაზღვრულია 

(9.97) და ხასიათდება თვისებებით, რომ 

2 9.94 (ძე,ი. 
ყელა დCL შემდეგში დავუშვათ რომ არსებობს ისეთი 

(9.196) დაშლა, რომ XL9) და ი(,9) ფუნქციები ზომა- 

დია ყველა დ-თვის და ამის გარდა §L23 წეთ აჯამვადია, 

მაშინ ფუნქცია 

თ 60 = |/(»,უძი (ი 
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კვაზიდიფერენცირებადიაა » წერტილში და მისი კვაზიდიფე- 

თი). ჯთ (ი თანხვდება სიმრავლეთა წყვილს 

% თ (სჯ X),0 დ (XI, სადაც რთ რდთILჯ (X) (შესაბამისად, მ დ (X) 

შესდგება ყელა იმ თ ·(თ),...,თ”)) ვექტორებისაგან რო- 

მელთათვი არსებობს ”შემდეგთვისებიანი ფუნქცია 

თ (0=(თრ(ა, რ(ა); 
1 Cთ(იC2 XL§.) (შესაბამმიისად, თ (9 Cმ0ძCL.) თით– 

ქმის ყველა #2, 

2. ფუნქცია §3თ'"() ზომადია ჩ V, C1:/ 

ვ, თ) = Iთ იძ, (ა. 
§ 

განვიხილოთ რამდენიმე მაგალითი კვაზიდიფერენციალის 
მოსაძებნად 
მაგალითი 9.4 
ვთქვათ 

/#/(X)=X, XC6CX', ჯე =0. 

გვაქვს 
#(V) = თბX(დ, CV),თ, (>)| = თიმXდ, CV), 
თ,(X)=X  Cდ;(X)=-X, 1=(12) 

ცხადია რომ რ“ 0.2) თ დღა თ, ფუნქციები გლუ- 

ვია. ავიღოთ #9C, (X, )=|2დთ( Xი 0 თ (), ჩდ; (XI) = 

=|მთ,(=),2 Cთ(X), სადაც 
მთ,(ი)= (დCI(X-)= 0; 2C,(%)=10) 
მ თ;(Xა)= (0I;(XI)= LI), 2 თ, (ა)= (0). 

(9.190) (9.191,) (9.192ეუ1 ფორმულების თანახმად გვაქვს 

0/(-) = I26/ (X),0/(X, |) (9.199) 
სადაც 
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0/IX)= CL2 თ,(%) –2თ,(%).მი,(ი) – 2C, (=)) = 

=C((II,(-I) =I-II 
მ/(=) = მ0,(»·)+ მი,(X-I)+ მ თ, (Xა) = (0) + (0) = (0). 

თუ #დთ,(X) ღა #MCV,(Xა) ავიღებთ წყვილს 

ჯდ, (Xა) = (მ თ,(X-),მ დ,(Xა)I, 

#რთ, (ი) = წ დ; (02 დ; (%)I, 
სადაც 

მთ(»)=(0,  2Cთ,(Xა) = (CI(Xა)| = (I), 

მდ,(»ა)= (Cთ;(ი.)| =(– I), მC,(>,) = (0), 
მაშინ მივიღებთ 

M/() = |2/(X),0/(>ა),, (9.200) 
სადაც 

მ/Lი) =C(მC,( XV) )–მდთ,(Xა),0C, –მდთ,(%)) = 

=CV(((0) –(0),(–1) – (1) | = C0((0) ,(-2)) =(-2,9), 

მ/(V)= მ დ,(Xა)+ 0 თ,(Xა) = (1) +(0) = (I). 

ცხადია რომ (9.19990 და (9.200) წყვილები ექვივალენტურია. 

X#0” წერტილებისათვის გვაქვს 
/0-= IM X>0, 

–X, X <0, 

ამიტომ შეგვიძლია ავიღოთ 

ჩ/(X =|2/(X),მ/ (CV), 

268. 
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9), X>0, 

LI), ჯ <0.



0/(X)= (0), VXX»0. 
გავაერთიანოთ (9.199) და (9.200,) “შეიძლება ავილოთ 

/(X) =|2/ (ი, 2/(X)I, 
სადაც 

LI), X»X>0, 

2/(X») = (– I), ჯ <0, 

|– 1,1, X»=0, 

0/C) = (0) VIX C I, 
მაგალითი 9.5. 

ვთქვათ XC 

X |XI<1, 

#(X)=§იIXIს X>1, 

–I) X<-)I. 

დავუშვათ დ,(X)=X, თ;:(X)=1, თკ(X) = –1, 
თ,(X) = იიმXLდ,(X), თ.(X)). ადვილი სანახავი, რომ 

#(X) = თIი(თ,(X),თ,(X)1. 
ვინაიდნ  დთ,,0რ, და თ ფუნქციბი დიფერენცირებადია, 
ამიტომ 

ჩდ,C)=IსI.I0)| #XC,(>)= |V0), 0) 
ნთ, C)= IC), ()) 

მაშინ (9.191)+9.17921 ფორმულების თანახმად 

#ჯთ, (») = ჩ. დ, (0M. დ, (9), 

სადაც 

90), X»X>-–1, 

მრდ,(X)=4(0), »X < –I, მთ,(X) = (0) 

I0,1, X»=–1 
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გამოვიყნოთ (9.191) (9.192) ფორმულები საბოლოოდ მიცლებთ, 

ჩ/(9 =|2/(»), 2/(X)I, 

(0, IM>1 

ბიო - ბ), X--) ალი –0) X=1 
9, X6C(-LI 

სადაც 

§ 9.0 ოპტიმალური მართვის არაგლუვი ამოცანის 
გადაწყეტა დემიანოვ-რუბინოვის კვაზიდიფერენციალის 

საშუალებით 

ვთქვათ ობიექტის მოძრაობა აღიწერება ჩვეულებრივი დი- 
ფერენციალური განტოლებათა სისტემით 

XC) = / (X(I),VVV),!), (9.2) 
XL(0) = Xა C #”. (9.202) 

სადაც 

Xჯ= C, ..X,) C L"–მდგომარეობი“ ვექტორია M= თ ...M,) Cჯ# 

–მართვის” ფუნქციაა, #=(ჩ.../) CL, /C07, 7>0 ფიქ- 

სირებულია. 
M -აღვნიშმნოთ 7 -განხომილების ვექტორ-ფუნქციები მოცე- 

მული I0, II -ში და უბან-უბან უწყეტი (მარჯვნიდან. და- 

ვუშვათ 

ყ=ICMMი)C” VI C(0,XII, 
სადაც V/ C I" -კომპაქტტური სიმრავლეა. ხV სიმრავლეს 
უწოდებნ დასაშვებ მართვა, ხოლო ნებისმერ VCV/- 

მართვას. / ვექტორ-ფუნქცია წინასწარ მოცემულია უწყვე- 

ტი X და "MI მიხეღვით XXV XL(0,II-ზე, იქ აკმაყოფი– 
ლებს ლიპშიცის პირობა, » მიხედვით, უბან-უბან უწყვეტი 
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ფუნქცაა | მიხედვით ყოველი მისი კომპონენტა დიფე- 

რენცირებადიი ”» მიმართულებით. მაშინ ნებისმიერი IM CV 

არსებობს (9.201),) (9.20221 სისტემის ერთადერთი X(/)=X(/,V) 

ამონახსნი (0,171 მონაკვეთში. 

საჭიროა მოვახდინოთ ფუნქციონალის მინიმიზაცია 

IIVI) = დ(XC,I)), (9.203) 
სადაც თე) არის ლიპშიცკის„ ფუნქცია დიფერენცირებადი 
მიმართულების მიხედვით. დავუშვათ, რომ 

#”Cხ, IV'I= იიი IIVI. (9.204) 

ნაკრები წ „V I სადც X. (,) = ჯC ,/“ ) უწოდებენ ოპ- 

ტიმალურ პროცესს, XC) –ოპტიმალურ ტრაექტორიას, V CI) 
–ოპტიმალურ მართვას. 

განვიხილოთ IIVI ფუნქციონალის მინიმუმის არსებობის 
აუცილებელი პირობა. 

ვთქვათ, M CL არის რომელიღაც მართვა (საეჭვო ექ- 

სტრემუმზე) მოვახდინოთ "V მართვის ვარიაცია, გვექნება 

M, =M +ტს, CV, 6§.>0 (9.205) 

რი ფუნქცის უწოდებენ „V. მართვის ვარიაცია. დაგუშ- 

ვათ X,(/) =X(I,V,), X =X(/,V" ). თუ არსებობს ზღვარი 

M(V) = (MV).,...,M,(I))= სო“, M,) – X(I, „), (9.206) 

მაშინ ”/ ვექტორ-ფუნქცის უწოდებეინ ტრაექტორიის ვარი- 
აციას გამოწვეულს მართვის ვარიაციით თუ გამოვიყენებთ 
მართვის სხვადას ა გვარიაციეს მივიღებთ ტრაექტორიების 
სხვადასხვა ვარიაციებს 

1. ნემსისებური ვარიაცია დავუშვათ 

აი თ “ი / CI0 ,0 +5|, 
(„6,0 +4, (9.207) 
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სადაც  X/CVM, 0 C|0,II-არის ს, მართვს უწყვეტობის 
წერტილი (მარჯვნიდან0) §>0. ტბ“,(I) უწოდებენ მართვის 

ნემსიეებურ ვარიაციას,ს ცხადია რომ M(I) =0 VMVI/C L0, 0) 

როდესაც (>0+6. გვექნება 

X,(I) = X(I,V,) )= Xე + (086 ჯ (9,,CV (9)<)ძ2+ 

0+“ 

+ I#C, (<,#,>)ძ + IC „(დ)“ (03: > 
0მ+6 

შემოვიტანოთ აღნიშვნა <,(/) = +C,C0 == “()). ვინაიდან 

#ჩ# (VI65M) დიფერენცირებადია მიმართულების მიხედვით, 
ამიტომ 

#,(»,(0.«'(V),0) = / > ია, §,('),V'(I),/)= 
„გააჟს . თი 

= /,(» (,),V (ი),/)+5 აბ. 

+0,(წ ,§,(I),/) VICI, I(>0 +§. 

ა“ 
მ/,L”, V „ 

უ = სე“ +თფX» ',/) –/,., V „I. 

მაში I>0 +6 შემთხვევისას 

'0-40)-1 (რ ო»ე- 

- (თ.დ. #1 ფუთი, 
0+( 

+0(5,§,(L),L), ი. L VI CI:I. 

(9.208) 
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შემოვიტანოთ აღნიშვნა LICI:. და- 
თ /,(X,V.! , #ს )_ ხეილი 

§ 
ვუშვათ,დ რომ 

1. #0VV,%), 1C1ე ზომადია ! მიხედვით ნებისმიერი 

ფიქსირებული §« -თვის. 

2. #0V,თ IC) უწყეტია § მიხედვით, ნებისმიერი 

ფიქსირებული | CLI0,7I. 

ვ, ნებისმიერ #C #” კომპაქტხე #I,2)ს ფუნქციები 
შეზღუდულია 

4 #Lრ (,,9) ფუნქცია ლიპშიცისებურია § მიხედვით 

5. 0 წი. დ) 

რ. ნებისმიერი CL მოიძებნება ისეთი რიცხვები 6-0 

და 2 >მ რომ 6 904 ა, 2C#% „(§ ) = (91 – 9) <2) 

შესრულებულია უტოლობა 

I0 ,(5 ,(/,9) <5 0, 

მაშინ შეიძლება გაჩვენოთ, რომ (9.206)-ში არსებობს 
ზღვარი და ამასთან 

ჩი0= I<. 27/C “სააL თ რ '(9),), მ)– (209) 

– / სდ '(9 ," '(9 0) (/ C1:7)). 

(9.209) გამოსახულება. ექვივალენტურია შემდეგი დიფერენ- 

ციალური განტოლების 

ცს) = 2 #ს (0 0ი, V,>60, (9.210) 
0 IM) 

  
§–530 თანაბარი. / 6(071 მიხედვით 

საწყისი პირობით 

»/(0 )= #,/,(XI(0 ),V'(0 ),0). (9.21) 
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აქ 
ტ#,/,(X',V',0 )= /,C',»,0 )– /(»',V',0 ), 

0 
V -ნიშნას "თითქმის ყველასათვის" “შეგახსენებთ, რომ 

MV)=2ი VV <0. (9.212) 
(9.2101 სისტემის ამონახსნი არსებობს და ერთადერთია. 

2 მრავალწერტილიანი ნემსისებური ვარიაცია. 
დაუშვათ 

I –V'Vც), (CI0 „0 ,++5? ,) VIC1:V, 
ინ,ი-1ი /ი6 ს)I0 „0 ,+5) 

VI >1:MI, 

სადაც #CM, 0 ,C|0.1) §,>20, § >0, VI C1:7!. 
MI –ნებისმიერი ნატურალური რიცხვია. 

მოვიფანოთ საბოლოო შედეგი: 

ჩ",(/) = იმი 004 (9V/ >1), (9.213) 

საწყისი პირობით | 

ჩ,(0 ,)=”,,()+4,ბ,/(X'(4),CV'(8)0) (24) 
(9.213) (9.214ტ) სისტემის ამოხსნა შსესაძლებელია. 

ოპტიმალობის აუცილებელი პირობა (38) 

თოერემა 97. იმისათვის, რომ მართვა MM CV იყოს 
ოპტიმალური მართვა აუცილებელია რომ 

2 Cთ(XI(7 29VC).ა 625) 
2 M(1) 

M(7) ტრაექტორიის ყელა დასაშვები ვარიაციისათვის იმი- 
სათვი,” რომ მივიღოთ კონსტრუქციული აუცილებელი პი- 
რობა ვისარგებლოთ /# და დ სპეციფიკური თვისებებით 
და მართვის სხვადასხვა ვარიაციებით. 
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თავდაპირველად #ანვიილოთ შემთხვევ, როდესაც #7 

გლუვა » მიხედვით ა ამორჩეულია ნემსისებური ვარი- 
აცია მაშინ მართვას აქვს შემდეგი სახე 

M) = 2/CV.+C.9 V,>0, (9.26) 
საწყვსი პირობით 

”'(0 )=4#,/,(»'(0 ,V'(9 ),0)). (9.217) 
დავადგინოთ ოპტიმალობის აუცილებელი პირობა ამოცანი- 

ათვის 

V CV, IIV | = თIი1C0). 

ვინაიდან ICI) = დ(C(I),V)თ(X») ფუნქცა დიფერენცირებადია 

მიმართულების“ მიხედით და არის ლიპშიცისებური,„ მაშინ 
ვისარგებლოთ ყველა განხილული ვარიაციებით 

X,(I) = X'(/)+5 (I) +C(5 ,I), (9.218) 

CL- .!) 
სადაც – 2 0 თანაბარია ! მიხედვით. გვექნება 

I(CV,) = დ(X ()+§ M(2)+ C(=,.7)) = «(ჯ (7)) + 

2 თ(»'(1)) (9.219) 
–“––“– 7'). კოა +0(L§ ,71) 

აქედან გამომდინარეობს კოშის ფორმულის თანახმად შემდე- 

გი რეზულტატი 
M(1) = X(1)#-'(0 )ტ,/(»'(0 ),VI'(0 ),0 ), (9.220) 

სადაკ_( XI (უე (9.216) განტოლებათას სისტემს ამონახსნის 
ფუნდამენტალური მატრიცაა, ე.ი. 

#)= მ / +()+ (V 7(), 

X(0) = #. 
(9.221) 
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(ს ერთეულოვანი მატრიცაა. დავუშვათ რომ დ ფუნ- 

ქცა კვაზიდიფერენცირებადია Xჯ'(წ) რტილში. მაშინ 
(9.215) აქვს სახე წერტილ ' 

0 თ(X'(71 თს )) = იჩX, (9, M7))+ , კესი, (4 „M2)), (9.222) 

სადაც |2რ(X'(1)),მ «(X(I)) -რ ფუნქციის კვაზიდიფერენ- 
ციალია XC.) წერტილში. (9.2201 და (9.222) გათვალისწი– 
ნებით მივიღებთ 

2ათთ) · „ოხ თრ” 0 M 9,4, /C" „#,0 ' 

+_ ოო, |თრX-C )წთ, #,/C',V',0 )) . 

დავუშვათ 
V,,(0 )=(7CX-'(0 )/ 9, 9C 2 თდC'C)) 

ს, (9 )=0/(IX-“(9 )' «თ, თCმ დC'C) . 
ადვილი სანახავია, რომ ს (0) ფუნქცია აკმაყოფილებს 

დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემას 

ძ"/,(0 0/'(X',V ,0 
8! )__ # ს. სკ, (9), 0 (9.223)   

ძმ 
საწყისი პირობებით 

ს,(1)=4, 4C2რC(X(7)), (9.224) ხოლო V”,(0 ) –სისტე- 
მას 

ძM(0)  2/'V,V',0) 
_ მX 

საწყისი პირობით 

Vყ/ (71=0 თ C0 C(X'(1)). (9.226) 
ამ შემთხვევაში სამართლიანია თეორემა 

  V(C0) 0 <1, (9.25) 
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თეორემა 9.8. იმისათვის, რომ /M/ CV მართვა იყოს 
ოპტიმალური აუცილებელია, რომ 

თი, ღ თ)“ Mნ M „1,0 )+,უ,ებ, MC ,# ; 1,0 )- 
=0, V0 C10,7) ) 

(9.227) 
სადაც 

M(X>M,VI,0 ) = (/(X(0 ),M(0 ),0 ),54(9 )), 
#,M(»',V ,V,0 ) = MICC",#,ყ,0 ) – (»',V',V,,0 ) 

არის პონტრიაგინის მაქსიმუმის პრინციპი განზოგადოებული 

პირობა. #7 -არის ჰამილტონის ფუნქცი, "VM/,(/) და M”.- 

შეუღლებული ფუნქციები. თუ გამოვიყნებთ მრავალწერტი- 
ლოვან ნემსისებურ ვარიაციას მივიღებთ აუცილებელ პირო- 
ბას. 

თეორემა 9.0. იმისათვის რომ MV CV მართვა იყოს 
ოპტიმალური აუცილებელია, რომ 

IL ოჯ /ა,MCC " ( IV,(C ),C MI + 

ოი. |ბაწCC V (C )V.( X VI IC. 

(9.227) 

(9.228) 

თმ თ 

ამოზნეილი მართვის ფუნქცითა LV სიმრავლისათვის” და 

X და მიხედვით გლუვი /' (X,V) ფუნქციისათვის, შეიძ- 
ლება მივიღოთ გაწრფივებული აუცილებელი პირობა. 

თეორემა 9.10 იმისათვის რომ მართვა V CV იყოს 

ოპტიმალური, აუცილებელია, რომ 
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  _–_. 
(2MსC საი -ი)M)-სC)X L-ი 

ლაიეთ?) 
(9.229) 

თუ %-=გლუვი ფუნქცია, მაშინ (9.227,) (9.22გე1 პირობები 
ექვივალენტურია. სარაგლუვ შემთხვეაში (9.22) “შეიძლება 
აღმოჩნდეს უფრო "ძლიერი". 

მაგალითი 9.6. 

განვიხილოთ სისტემა 

ჯი =V, 
ჯი) = _ჯი) +V, 

»ჯM(0) = »"?) = 0, 

X= ცი,,0) ჯ”?, 

VCM. 

საწყისი პირობით 

მოცემულია ფუნქციონალი 
IIIV) = C(X0,V)) = (წი »9V0,) – I »VI, ი, 

ვიპოვოთ დ, ფუნქციის კვაზიდიფერენცილი #Xე =(0,0) = 0 
წერტილში 

თXX) = (510 XVII – («(იXჯ?)), 

ჩC(»)) = IC0((C0§0 ;0); (= C0§0;0)); C0((0;C0§0); (0;– C0§0))L= 

=IC0(0,9),(=1.0)), C0წ(.1),(0.– 1))) 
ვთქვათ, I =|-1,)) ავიღოთ #V)=0 VI C|0,1|, მაშინ 

XV)= XC/,V) = (9,0) VI CI0, I 

IIV)=ი. 
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V, და M,. ფუნქციები (9.223ქ) და (9.2251 გათვალისწინე– 
ბით აკმაყოფილებენ პირობას 

ყ/(ა = 2ჯჰყყ!ი). 

VI) =0, 

ამიტომ V,, (0 )=(9 “ა ” თ), 

ს (0)=(თი,თ ი) V0 C(0,1). 
გვექნება 

ML», V,V/,,0 )= M(X,V,V,,0 )=0 V(0 ) C(0,1), 

IMI(>,V,V,,0 )= 9 ''V+ 9 (ბა, (9.230) 

M(C>,V,V,,0 )=თ 'ჰV+თ "ბ, 
პირველად შევამოწმოთ (9.227) პირობა 

(I) (2)1,2 : (I) (2). .2 კთმX (9 »7»+59 X”)+,უი (4 »X»+თ »)= 

იი8XL–)”, /) + იიი 1–)/,”) =IსI-X >0 VI C|-11), V0 C(0,1), 

ე.ი. (32) პირობა სრულდება. 

ახლა შევამოწმოთ (9.229 პირობა. (9.230)-დან გამომდინარე–- 
ო 

მ IMI(XV,V,,0 ) _ =– 
2“ ა ? 

2 MIXV.M,,0 ) =თ 1, 
2V 

=” ა0 )ძმ + თIი. I რსა(0 )ძმ = 
«2დ() ქ 

თაი! IM )ძ0, – I(M4 )ძმ LI 

ე.ე. (9.229 პირობა სრულდება ვაჩვეინოთ, რომ (9.228) პი- 
რობა არ სრულდება. ავიღოთ 
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20 VMVVCV, 

  

  
IC(0 )ძმ



0 | /C ხი, M) 

–-I /C MI | 

მაშინ 
! 

ა) იიმX IC. ს),,(9 )+§ (),,?(9 ))ძ0+ თხი, I სV( )+ 
რთ C(0 ბ «CV | 8«2C(0) - 

I 

+თ V/?(0 ))ძმ ფო IC (0 )+9 C),-?7(90 ))ძ0+ 

+ #იIი IC (0 )+თ “)-7(0 ს40- თაა I M0,– „ოი, 

-V6 40ს+თი (ნტ ეც M6L- 

IM Mმ- Iნ'6 )ძ0 =–1 <0, 
ე.ი. პირობა (9.22გ) არ სრულდება ამრიგად, (9.2281) პირო- 

ბის საშუალებით ჩვენ შევძელით დაგვედგინ, რომ L/ 
ოპტიმალ მართვა არ არის ურ,ი იმ დროს როდესაც 

(9.227) და (9.22) პირობებით ეს ვერ შევძელით. 

  

§ 91, ოპტიმალური მართვის არაგლუვი ამოცანის 
გადაწყეტა კლარკი სუბდიფერენციალის საშუალებით 

არაგლუგ თოპტიმიზაცის საფუძვლად უდევს არაგლუვი 
ანალიზი არაგლუვ ანალიზს საქმე აქვსს ფუნქციებთან რომ- 
ლებიც არადიფერენცირებადია ჩვეულებრივი გაგებით და სა- 
თავები «უნდა ვეძებოთ ამოზნექილ ანალიზში სახელდობრ, 
ამოზნექეილი ფუნქციებისათვის იქნა შემოტანილი განზოგადო- 
ებული გრადიენტის ან ს სუბგრადიენტის ცნება და განიხილე– 
ბოდა სუბდიფერენიციალ,ი როგორც სუბგრადიენტების სიმ- 
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რავლ ცნებებზა ფუნდამენტალური როლი ითამაშეს 
რაი ზაციის ბერ ამოცანაში რომლებშიც გამოიყენება 
ამოზნექილი ფუნქციები (38) I(48,) (140), 

ფკლა რკი ნაშრომებში გრადიენტის და სუბდიფერენცი- 
ცნება შემოტანილია ნებისმიერი ლოკალური ლიპშიცი- 

სებური ფუნქციებისათვის. მიუხედავად ამ თეორიის სიახლისა 
იგი ი მრავალმხრივ გამოყენებს ჰპოვებს“ სადაც კი გეხვდება 
არაგლუვი ფუნქციები აღსანიშნავ ა კლარკის თეორიით მაქ- 
სიმუმის“ პრინციპის განზოგადება სისტემებისათვის რომლებიც 
აღიწერებინ არაგლუვი დიფერენციალური განტოლებებით. 
კიდევ ერთხელ შევჩერდეთ ოპტიმალური მართვის და ვარი- 
აციული აღრიცხვის ძირითად ამოცანებზე. 

ჩამოვაყლიბოთ ვარიაციული აღრიცხვის ძირითადი ამოცა- 
ნა: რომელიღაც » ფუნქციების სიმრავლეზე, რომლებიც 

ასახავენ Iი,ხ| მონაკვეთსV 1” -ში ვიპოვოთ შემდეგი ფუნ- 
ქციონალის” მინიმუმი 

I= IICV9,X()“. (9.231) 

ვარიაციული აღრიცხვის განვითარების სამასწლოვან ისტორი- 

აში ძირითადი აშვეა მდგომარეობდა ”»” ფუნქციის სიგ- 
ლუვეში (მოთხო წა იყო მისი მეოთხე რიგის კერძო წარ- 
მოებულის არსებობაში. ვარიაციული აღრიცხვი ფარია 
ცნობილი ფიქსირებული ბოლოების ამოცანაში იგულისხმება, 
რომ დასაშვები » ფუნქციები უნდა აკმაყოფილებდნენ პი- 

რობებს X(9) = Xა და X(ხ) =X,, სადაც XX) და X, წი- 

ნასწარ მოცემულია. 
ვარიაციული აღრიცხვის შემდეგი კლასიკური ამოცანაა 

ბოლცის ამოცანა რომელშიც მიზნის ფუნქციას აქვს სახე 

I = ( (X(9),X(ხ))+ I IM(XC),XC))ძ!. (9.232) 

ვუწოდოთ მრუდი აბსოლუტურად უწყფეტ ფუნქციას 
რომელიც ასახავს Iი,ხ) მონაკვეთის I” -ში პირველ პარა- 

დიგმად განვიხილოთ (9.2122 მრუღეებზე ფუნქციონალის მი- 
ნიმუმს მოძებნის ამოცანა. ეს აღვნიშნოთ როგორც6C MM 

ამოცანა. 
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” ამოცანა გაცილებით ფართოა ვიდრე ბოლცის კლა- 

სიკური ამოცანა გვინაიდნნ # და # ფუნქციებმა შეიძლე- 
ბა მიიღონ +თ მნიშვნელობა მაგალითად ” განესაზ- 
ღვროთ შემდეგნაირად 

0, /=Xა 9=X 
?( (,,9 )= ' ე '' 9.233 

(9 ) L თ წინააღმდეგ შემთხვევაში. ' ' 
მაშინ (9.23221 ფუნქციონალის მინიმიზაცია ექვივალენტურია 

(9:23) ფუნქციონალის მინიმიზაციისა, X(ძ) = Xა, X(ხ) = X, 

შეზღუდვებს გათვალისწინებით ამრიგად, ამოცანა ფიქსირე- 

ბული ბოლოებით არის #-ს კერპო შემთხვევა. ასევე გა–- 

ნისაზღვრებ L ფუნქცია,ა შემდეგი შეზლუდვების გათვალის- 
წინებით 

9(XC),XV))<0,  ძ5<(:1<ხ. (9.234) 
ოპტიმალური მართვის მეორე პარადიგმა ჩამოყალიბდა ჩვენი 
საუკუნე” 40-50 წლებში ევთქვთ ტერმინი ,,მართვა" შეესა- 

ბამება ნებისმიერ VI) ფუნქცის რომელიც მოცემულია იმ 

კლასს ფუნქციებიდან” რომლებიკ ასახავაენ Iი,ხ| მონაკ- 

ვეთს მოცემულ C”"” სიმრავლეში. ველ " მართვას- 

ვ თან დაკავმირებულია რომელიღაც X» მრუდი (ეწ. ტრაექ- 
ტორია) ამონახსნი შემდეგი დიფერენციალური განტოლებისა: 

X(CI) = თ (XV),0), XC) = Xა. (9.235) 
სადაც დ ფუნქცია მოცემულია ხოლო საწყსი XX: წერ- 

ტილი ნებისმიერად ამოირჩევს მოცემული Cა სიმრავლიდან. 

ს” ამოცანა მდგომარეობს "/ მართვის და X: წერტილის 
მოძებნაში (მაშასადამე, X ტრაექტორიისაც), რომლებიც ანი- 
ჭებენ მინიმუმს ფუნქციონალ 

ს 

I = /(X(ხ))+ |#LX(I),V())4! (9.236) 

და ისეთებიც, რომ XL(ხ) მოთავსებულია მოცემულ C, 

სიმრავლეში. 
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ბევრი იზიკური სისტემები იწერებიან იფერენციალუ- 
რი მ ანტოლებე ზის საშუალებით. აღიწე“ ჟ ი მოდელები. შეესამაბე- 
ბიან (9.235ეყ განტოლებას და ამით აიხსნება ოპტიმალური 
მართვის“ ამოცანების ფართო გამოყენება. 
„ფორმალური „მათემატიკურ თვალსაზრისით კლასიკური 

ვარიაცი აღრიცხვის მიი ი წარმოადგენე-ნნ თოპტიმა- 
ლური მართვის კერძო ამოცანებს მაგალითად, (9.231) ფუნ- 

ქციონალის მინიმიზაცია ფიქსირებული ბოლოებით X(თ) = Xა, 

X(ხ)=X, წარმოადგენს ”»” ამოცანის კერძო შემთხვევას, 
რომლისთვისაც 

თ (>9)=ხ, VCX, M=IL, CIXიI), C =(X,1,/ =0 
(9.237) 

და პირიქით ოპტიმალური მართვის ბევრი ამოცანები შეიძ- 
ლება ჩამოვაყაულიბოთ როგორც ვარიაციული აღრიცხვის 
ჩვეულებრივი ამოცანები შეზღუდვების. გათვალი 

პირველი შეხედვით თითქოს ჩანს რომ წლური 
მართვის თეორია წარმოადგენ ვარიაციული აღრიცხვის თა- 
ნამედროეე ინტერპრეტაცია. სინამდვილეში ეს, აე არ 
არის არსებობს არსებითი განსხვავება ოპტიმალ მართვის 
და ვარიაციული აღრიცხვის ამოცანების სამოვალიბებაზი, 
ფ.კლარკის აზრით კლასიკურ ვარიაცკიულ აღრიცხვაში ოპ- 
ტიმალური მართვის თეორიისათვის დაშვება სიგლუვის შესა- 
ხებ არ არის მისაღები კერძოდ, ამ ორ თეორიას შორის 
კავშირს დამყარებში ფუნდამენტალურ როლს თამაშობს 
არადიფერენცირებადობა. 

ეხლა შევჩერდეთ რა ურთიერთ დამოკიდებულებაშმია / კ, 

” და #ე ამოცანები. 

მაგალითად, IL ამოცანა შეიძლეა წარმოვადგინოთ, 

როგორც #კ კერპო შემთხვევა. საჭიროა შესაბამისად განი- 

საზლტვროს §#§ და # ფუნქციები: 

Cს 9CCV, 
((,,9 )= /9) MCC –ო (9.238) 

-თ წინააღმდეგ შემთხვევაში. 

ბი 9CV(, 
= 9.239 

ჯმ ) L. წინააღმდეგ შემთხვევაში. ' ) 
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(38) ნაჩვენებია რომ 

IX C M C/5. 

მრავალნიშნა ასახვა V#”-დან 1" -ში ეწოდება ასახვას რო- 

მელიც ყოველ XC” „უყენებს შესბამისად MC) C '. სიმ- 

რავლეს, ვთქვათ მოცემულია # მრავალნიშნა ასახვ,კ ორი 

სიმრავლე C) და C,) /#”-ი და / ფუნქცია განსაზ- 

ღვრული #”-ში ჩ, ამოცანა მდგომარეოს  /(»()) 
ფუნქციონალის მინიმუმის მოძებნაში ყველა მრუდეების სიმ- 
რავლეზე რომლებიც აკმაყოფილებენ შეზღუდვებს 

XV) = I(ი)) ი<(<ხ X()C0C., »X(ხ)CC, (9.240) 
(92401 ჩართვას უწოდებენ დიფერენციალურ ჩართვას. 

"ე ამოცანაში მიზნის ფუნქცია ცხადად არის დამოკიდე–- 

ბული მხოლოდ მრუდის მარვენა XC) ბოლოზე #” ამო- 
.C 

ცანი წარმოადგეს #” ლდა #ჩე ამოცანიების ჰიბრიდს. 
ცოტა ზევით ჩვენ განვიხილეთ ელექტრული წრედის მა- 

გალით,ი რომელიც ზხასიათღება არაგლუვი დინამიკით ამ 
სისტემის აღმწერ დიფერენციალურ განტოლებას აქვს სახე 

1= ძთ (V – X) X<C, (9.241) 

–8მ, X>C, 

სადაც რთ ,მ დადებითი მუდმივებია. (თ > #8 ) –ძაბვაა კონ- 

დენსატორზე უნდა ავირჩიოთ 0, II მონაკვეთზე IC) მარ- 
” 

თვა ისეთნაირად, რომ მოხდეს > Mი'« მინიმიზაცია და 
ბ 

სასაზღვრო პირობების შესრულება 

X(0) = Xა, XCჯ) = X». (9.242) 
შეიძლება ვაჩვენოთ რომ არაგლუვი ამოცანა შეიძლება 

განვიხხილოთ როგორც პონტრიაგინის ამოცანის კერძო 'შემ- 
თხვევ,ა ან როგორც ბოლცის ამოცანის კერძო შემთხვევა. 

თუ (9.224)) ამოცანას ამოვხსნით Mს მიმართ შეიძლება 
ვაჩვეეინოთ რომ საწყსი ამოცანა შეიძლება განვიხილოთ, 
როგორც ბოლცის ამოცანა თუ განისაზღვრება 
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C+%I. ა 
–_ “–” > 0, 

MC, 9 %= 2... (9.243) 

(++%) – რირი 9 <0. 
2 

ი ჯ§=Xა 4,=X,. 
( = 9. 

(ი,5) L. წინააღმდეგ შემთხვევაში. (9.244) 

შესრულებულია შემდეგი პირობები: 

ს ს ფუნქცია 6 X8-ხომადია, 

2 # ფუნქცია ქვევიდან ნახევრად უწყვეტია, 

ვ. #L V,.,.) ნახევრად უწყვეტია ქვევიდან ყველა 

/ CIი,ხ|I. 
აქედან გამომდინარეობს რომ მრავალნიშნა ასახვა 

IXV/,») = 0ჩ! LCI,X) 
ზომადია / მიხედვით , 

გამოვითვალოთ პამილტონიანი 

MX, ი) = იიმXL 00 – LC,9 )) (9.245) 

ე მნიშენელობა რომლისათვისაც მიიღწევა (9.245) მაქსიმუ- 

მი აკმაყოფილებს“ პირობას #C0 „L(X,0 ). გამოვიყენოთ 
თეორემა (48). 

თეორემა 9.1) გეთქვათ / –ლიპშიცკის ფუნქციაა X» გარე- 

მოში და ლებების 0 ზომის » ნებისმიერი სიმრავლე 

IX” -ში. მაშინ 

მ /(>) =C01თ V/(X,)X, –->X, X, 65, X, <0;I. (9.246) 

(924იე ტოლობის არსი შემდეგშია: განვიხილოთ ნებისმიერი 

X თანმიმდევრობები კრებადი X-კენ რომლებიც არ შედი– 

ან 65-ში და არადიფერენცირებადი ფუქციებს / ფუნქცი- 

ების წერტილების სიმრავლეში ისეთებში რომ V/ (>) 
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თანმიმდევრობები კრებადია მაშინ ასეთი ზღვრების ამოზნე- 

ქილი გარსი არის 2 / (»). 
ამ თეორემის თანახმად მივიღებთ 

(+ს+5), 9 >0 ' 

2 კL(C>,9 )= (+ს+5)I 9 <0" 

1 1 
(=14(441 950). 

აქედან გამომდინარეობს, რომ მე აკმაყოფილებს პირობებს 

9 =თ (თ ი –X), როდეაც ძითძი>X;,. 9 =/ (# ი-X), 

როდესაც /#9<X;; 9 =0, როღეაც X C (8 ჩ,თ იI. 

ეხლა გამოვითვალოთ /7/ 

MC.) =ძთ 6. MI, 

თუ X < იისი(თ ჯ,0) ან 0<»<“-14ჩ» 

X.·7 

M(ი ი) = –“– თუ თ0<X</70<0. 

M(»,ი) = 8 ე;ჩ?- | ყელა დანარჩენ შემთხევევაში ყვე- 

ლა ჩამოთვლილი არეები აღინიშნება 4,8 და C. 
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II ხა 

    

  

       

    

  

  

    
V 8» = 

(8»/2-X) = 
  

  

ნახ.9.25. 

მაგალითი 9.7. 

ახლა განეიხილლოთ მაგალითი როგორც #” ამოცანა. 

(9:241) განტოლება გადავწეროთ "შემდეგი სახით 

ჯ=თ (X,V), 

სადაც 
თ (X,V)= იიმXLთ (V – X),8 (+-X)I. 

” მართვის ფუნქციის მნიშვნელობა “შეესაბამება ნამდვილ 
რიცხვებს ვუშვებთ, რომ 

დ? 

IXVI/,X,V)=V /6, / =0. 
ყM ი პსევდოჰამილტონიან” აქეს სახე 

M,ს,X,ი,V,2 ) = ჩნომXLთ (V – X),/8 (#-X)) – 

ამოცანში არ არის მხედველობაში მიღებული ფაზური 

შეზღუდვები ამიტომ წ#=-!). X»ჯ ლოკალური მნიშვნელობის 
განხილვისათვის «ოუნდა განისაზღვროს 

§(I,§) = |§ – X(I)I – 
MM ფუნქცია ისეთი,ა რომ 4,8,C არეების შიგნით დიფე- 
რენციალური ჩართვები დადის ჩვეულებრივ დიფერენ-ციალურ 
განტოლებებზე რომელთა ამონახსნები მდებარეობენ # დო- 

ნის ხაზებზე  (ნახ.9.26, უნდა ითქვას რომ (X,ი) ჰამილ– 
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ონისს ჩართვები რაექტორიები ახი არედან მეორეში 
გადასელისას + არ შარდ ექტორ საზ რებ ი მოშე 

ახლა განვიხილოთ ატრიეინ პრინციპის საშუალებით 
მიღებული აუცილებელი პირობა ის გარემოება, რომ “ 

საშუალებით მიიღწევა თ -> #/,(X,ი,თ ,2 ) ფუნქციის მაქ- 
სიმუმი სხ-ზე ნიშნავს, რომ # =1, ან წინააღმდეგ შემ- 

თხვევაში ” იგივურად ნულის ტოლია გ” ერთად, რაც 
წინააღმდეგები ნორმირების” პირობას ამრიგად " შმაქსიმი- 

მაციას უკეთებს ფუნქციას 

ჩიმXIთ (თ –X),8 (ი -ა)-4-. 

ადვილი შესამოწმებელია ასეთი მაქსიმიზირებული " მოცე- 
მულია თანაფარდობებით 

V=თ7/ი 4 შიგნით 

M= 8 ი 8 შიგნით 

M=Xჯ C შიგნით 

ჩ 
3-/ი 

     

! დი(ჩ/2)ჩ/ / 

' 
' 

7”I 

/ 
    

> +/) · 

 



შეუღლებულ განტოლებას ამ შემთხვევაში აქვს სახე 

-–ჩ-ლიმ იიმX(თ (ს – X),/8 («-X)). 
ამიტომ „#8 არეში 

ჩ-=თჩხ MV>0, 

ჩხჩ=8ხ V<X, 

ჩCთ ნს,ვ სს V=X. 
ამრიგად პონტრძიაგინის პრინციპი ამტკიცებს, რომ #8 

არს /#C I ჩწ,8 /4 შიგნით, განსხვავებით ჩ=X განტო- 

ლების,ი რომელი) მიღებული იყო ბოლცის ამოცანიდან. 
მისი გამოყენება არ იძლევა საშუალებას (ალსახად განევსაზ- 

ღვროთ M#” (და მაშასადამპე X-იც). 

§ 912 ოპტიმიზაციის დინამიკური ამოცანების 
გადაწყეტა V/ -გარდაქმნის მეთოდით 

სტატიკური ამოცანებისაგან განსხვავებით დინამიკური ამო- 
ცანები განსაზღვრ ფუნქციონალურ სივრცეში ასეთ 
შემთხვევაში ოპტ იმიზაციის ამოცაა მდგომარეობს“ ისეთ 

VI) ფუნქცის მოძებნაში რომლის დროსაც რაღაც ფუნ- 
ქციონალი 

#= I #IX90).X(C).M)V! (9.246) 

თავის ექსტრემ მალურ მნიშვნელობას აღწევს და ამავ დროს 
კმაყოფილდება შემდეგი სახის “შეზღუდვები 

XC) = თCIX9),M)| ა 
დ) XI), M(I)) =0 , 

აღნიშნული სახისს ამოცანები შესაძლებელია გადაწფეტილ იქ- 

ნს  V/ -გარდაქმნის მეთოდით, თუ (I) ფუნქციებს უსასრუ- 
ლოგანზომილებიანი ის წერტილებად წარმოვადგენთ(1001. 

საოპტიმიზაციო უნქციონალი შეიძლება იყოს როგორც 
წრფივი, ასევე არაწრფივი, დიფერენცი ებადი ან არადიფე- 
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 დესარეობდეს - დასაშვები არის შავნი ან შეს სასის 
ასეთი ამოცანების V/ -გარდაქმის მეთოდით გადასაწყვეტად 

საჭიროა მხოლოდ, რომ / ფუნქციონალი იყოს შემოსაზ- 

ღვრული, ხოლო MI) ფუნქცია– უწყვეტი. 
რადგან V(I) უწფეტი ფუნქცია, ამიტომ იგი “შეიძლება 

ანალ ეადეელი სერვერ ლა არი თუნქციით, კრის“ 
რი ამოცანი–ს დისკრეტიზაცია ან„ რაც იგივეა, (0, / მო- 

ნაკვეთი ”"ჟ ტოლი ნაწილად უნდა დავყოთ და "CI) ფუნ- 

ქცა (I ,M.,...,,ყ) ვექტორის სახით წარმოვადგინოთ. მა- 
შინ გვექნება 

) = C/,,M,,...მ//ე MI) ევა. მ//უ1მუვMეცაV) 

ამგვარად, 76) ფუნქცის განსაზღვრის ამოცანა რომ- 

ლის დროსაც )IVCI)) თავის ექსტრემალურ მნიშვნელობას 

აღწე აიყანებს განზომილებიან სივრცეში შესაბამისი 
გარიწრათ განსაზღვრის ამოცანაზე. 

V,(/ = 12,...MV) მნიშენელობები შეესაბამებიან 76) ფუნ- 

ქციის მნიშვნელობებს დროის” ”! , მომენტში ამიტომ ოპტი- 

მიზაცის სტატიკური ამოცანებისაგან განსხვავებით რომლე- 

ბიც V -მეთოდით ამოიხსნებიან” V/ ; მნიშვნელობების საოპ- 

ტიმიზაცკო ”” ფუნქციალში ჩასმას ხორციელდება არა ერთ- 

დროულად, არამედ თანდათანობით. ჯერ ჩაისმება IV, შემ- 

ღეგ ე და აშ. ორ მეზობელ I", და V,, მნიშვნელო- 

ბეს შორის დროის ინტერვლი უნდა შეესაბამებოდეს 

დროის შერჩეულ მასშტაბში |0,/,| ინტერვალის დისკრეტი- 
ზაციის ბიჯს. ამგვარად, (9.246) და (9.2471 გამოსახულებაში 
თავდაპირველად ჩაისმება 
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ვექტორ-სვეტი, შემდეგ და ა.შ. 

M» M 2 

/ ფუნქციონალი, V(I) ფუნქცის გარდა დამოკიდებუ- 

ლია აგრეთვე XLI) სიდიდეზე რომელიც M-სთან დინამიკის 
(9.22471 განტოლებითაა აკავშირებული. ამგვარად ოპტიმიზა- 
ციის ამოცანა შემდეგში მდგომარეობს) საჭიროა განი- 

საზღვროს ისეთი V, C ) ფუნქცია, რომლის დროსაც 

”V = /(XC),V(I),!| ფუნქციონალი თავის ექსტრემალურ მნიშ- 

ვნელობასს აღწეს და ადგილი აქს სისტემისს დინამიკის 
განტოლების დაკმაყოფილებას 

XV) = CXV),ი(9)”!| , (9.248) 
სადაც XVI) ვექტორია რომლის განზომილება V(I) ვექ- 

ტორის განზომილებას შეიძლება არ დაემთხვეს. 
საკითხის ამგვარი სახით დასმა ექვივალენტურია ტოლო- 

ბის სახით მოცემული შეზლუდვების ”შემოტანისა,ა რომელიც 
(9.24) თანაფარდობით განისაზღვრება ასეთ შემთხვევაში გა- 

მოთვლები რთულდება იმით, რომ V(I) ფუნჭციის შერჩევის 

შემდე: (9.24გვე გამოსახულების თანახად აუცილებელია 

#I/)-ს განსაზღდვრა ხოლო შემდეგ V” = » XV), (9!) ფუნ- 

ქციონალის გამოთვლა. 
პრაქტიკული მნიშვნელობის მრავა ამოცანაში შესაძლებე- 

ლია აგრეთვე სხვა ამატებითი L ზღუდვების” არსებობაც, 
რომლებიც გამოთვლების თვალსაზრისით არსებითად კიდევ 
უფრო ართულებენ დასმულ ამოცანას მსგავსი ამოცანების 
V/ -გარდაქმნის მეთოდით გადაწყეტისს აუცილებელია V#-ს 
შერჩეაძ განვახორციელოთ დასაშვებ ამონახსნებსს არედან 
V C V,, რომელიც შეზღუდვების მოცემული სისტემით არის 
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განსაზღვრული ზოგიერთ შემთხვევ ქვესიმრავლე შე- 
დარებით მარტივად განისაზღვრება, შიკ “ვეგ ვევაში როცა 

"”"  ქვესიმრავლის განსაზღვრა "შეუძლებელია, საჭიროა სტა- 
ტიკური ც„ცვლაღების რაოდღენობი გაზრდა და მხოლოდ იმ 
მნიშვნელობების გათვალისწინებ, რომლის დროსაც კმაყო- 

ფილდება მოცემული შეზღუდვები. 
როგორც ზემოთ იყო აღნიშნულ, ოპტიმიზაციის დინამი- 

კური ამოცანების V/ -გარდაქმნისს მეთოდით გადაწყეტა ით- 

ვალისწინეს ამოცანის დისკრეტიზაციას რის შედეგადაც) დი- 
ფერენციალურ განტოლებათა (9.242) სისტემა სხავობიან გან- 
ტოლებათა სისტემ ით ს ეიცელება. რასაკვირველია აქ არავი- 
თარ ხერხულობას ადგილი არა აქვს, ვინაიდან ელექტრო- 
ნულ-გამომთელელ მანქანაზე ნებისმიერი დინამიკური ამოცანა 
მხოლოდ ასეთი გზით ამოიხსნება. 

ჩვენს შემთხვევში ვექტორული VI) ფუნქცა უნდა 
წარმოვადგინოთ მატრიცის სახით: 

Mს Mე“ MV 
” შევ IM /=|“! 22 2V (9.249) 

"” M»ე ... M".V 

V() თფუნქცს ასაგებდ საჭირო ჯყელა აუცილებელი 
", 

7 

გამოთელა სრულდება ვექტორის შემთხვევით შერჩე- 

“ “ 

ვის გზით დროის ყელა 7, მნიშვნელობისათვის. შემდეგ 
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( 7 =12,..MV) მიმდევრობის შესაბამისი მნიშვნელობები 

MI 

შეიტანება (9.24გ) განტოლებათა სისტემაში და გამოითვლება 

'4 

X» 

ვექტორი რის შედეგადაც განისახღვრებბა  ფუნ-   »” 
ქციონალის მნიშვნელობა, 

შეზღუდვები რდთ,(M)<0, დღა თ,(»)<0, არსებობის შემ- 
თხვეაში საჭიროა ჩატარდესს სათანადო შემოწმებ- და 

V(0) ფუნქცის განსაზღვრისათვის საქირო გამოთვლებში 
გათვალისწინებულ ნდა იქნას მხოლოდ ის შემთხვევები, 
როცა აღნიშნული შეზრუდვები კმაყოფილდება. 

VC) ღა MI) ფუნქციების მნიშვნელობების” გამოთვლა 

დროის სხვადასხვ |, მომენტში გამოითვლება შემდეგი 

ფორმულებით 

V(C) = IV IC ,MI(V)ძ, (9.250) 

#(2) = |5 IVძ CM 9დეი» · 

აღ. 
სადაც, /X2V) =|7 (XC), CI, 7I-4,  1=0,12,... 
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როგორც იყთლთნ აღნიშნული (9.2520ე1 მრავალჯერადი 
ინტეგრალი გამოითვლება მონტე-კარლოს მეთოდით: 

V, = 9. (V = 1,2,...#), (9.252) 

სადაც ჭ§ სტატიკური ცდების რიცხვია, ხოლო 

#.(V =1.2,..,M)–იმ შემთხვევების რაოდენობა,ა როცა ადგილი 

აქს უტოლობას: 

/# =IIX7),V(C),/|>«, (9.253) 
დროის /,(/ =1,2,..,MV) მომენტის შესაბამისი #კ, მნიშ- 

ვნელობების განსაზღვრისათვის გამოყენება ფორმულები: 
«V 

2V 
#. =- ” 

M 
  (V =12,..,#, / =12,...,V) , (9.254) 

სადაც M, –ის მნიშვნელობები, როცა ადგილოთძ აქეს 

(92531) უოტოლობას, 
იმ შემთხვევაში როცა / ვექტორული ფუნქციაა გა- 

მოთვლითი ოპერაციებს რიცხვი რამდენადმე იზრდება ასე 

მაგალითად, თუ VI) წარმოადგეს 7) -განზომილებიან ვექ- 

ტორულ ფუნქციას, მაში I რაოდენობის აპროქსიმაციის 
ნაცვლად საჭიროა ჩავატაროთ I” რაოდენობის აპროქსიმა- 
ცია. აშ შემთხვევაში როგორც "ზემოთ იყე აღნიშნული, 

შემთხვევითი (IV...) რიცხვების რეალიზაცია ერთ- 
დროულად უნდა განხორციელდეს "შემდეგ გამომუშავდება 

ე–.-.-. შემთხვევითი რიცხვები და ა.შ. 

მართვის ფუნქციის ოპტიმალური მნიშვნელობა "(I) გა– 

მოისახება შემდეგი მატრიცის სახით: 
.· · ა 

“VI "2 “ IM 

2! ” 2 "” 2M ყ/' = (9.255) 

· · 2 

?»ითი MM "“ ოთოM 
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მატრიცს 1-ური სტრიქონს ვექტორის ელემენტები 

წარმოადგენენ ზღვრულ წერტილებს ბ.ე, საშუალო 
მნიშვნელობებისაან შედგენილი მიმდევრობების, რომლებიც 
(9254) ფორმულებით განისაზღვრებია. ზღვრული მნი”შევნე- 

ლობების გამოთვლა ხორციელდება V() ფუნქციების” პარა- 

ბოლური აპროქსიმაციისა და მასში გლობალური ექსტრემუ- 

მი 2“. მნიშვნელობის ჩასმის” “შედეგად. ეს უკანასკნელი კი 

VC) ფუნქციის აპროქსიმაციისა და ექსტრაპოლაციის შედე- 

გად განისაზღვრება. 
განვიხილოთ ოპტიმიზაციის წრფივი დინამიკური ამოცანა. 
სისტემ, რომლის ყოფაქცევა აღიწერება წრფივი დიფე– 

რენციალური განტოლებებით 

»#= 47+ 8ხV (9.256) 

დღა რომელსაც “შემდეგი სახის მიზნის ფუნქცია გააჩნია 
ჯ 

IIX9.M()| = I, (9.257) 
0 

ან 

)IX(I),M( !)| = (ხი –#(I )“ + "014. (9.258) 

მიეკუთვნებ წრფივი ოპტიმალური დინამიკური სისტემების 

ასს. 
(9257) კრიტერიუმი ”შეესაბამება შემთხვევას, როცა გვაქვს 

ამოცანა ს სწრაფქმედების მიხეედვით ასეთი ამოცანა ითვალის– 
წინებს მინიმპლურ დროში სიხრემის ერთი მდგომარეობიდან 
ეორე მდგომარეობაში გადაყვანა! ამ ამოცანის რეალი- 

ზაციისათვი მმართველ V '(,) ფუნქციის” მოძებნას. 

წრფივი დინამიკური ამოცანების კლას მიეკუთვნება მარ- 
თვის მრავალი ამოცანა, აც საჭიროა სამართავი სიდიდის 
მნიშვნელობის შენარჩუნება ფოთს დონეზე. ასეთი სისტე- 
მების ი მაგალითებია მიმყოლი (მეთვალყურე) სისტემები და 
სტაბილიზაციის სისტემ ები. 

მაგალითის სახით განვიხილოთ თვითმფრინავის ავტომატუ- 
რი დაჯდომის პროცესი, ელიც განხილულია ლიტერატუ- 
რაში (167). 
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თვითმფრინაის უსაფრთხოდ დაჯდომის განხორციელება 
დაკავშირებულია ზოგიერთი ისეთი სიდიდის სსტაბილურობაზ , 
რომლებიც დროის ფუნქციას წარმოადგენენ. ასეთი სიდიდე- 

ებია: თვითმფრინავს ფრენის სიმაღლე ჩ(I), დაშვების სიჩ- 

ქარე ჩ(I), ტანგაჟის კუთხე 0VI) დღა მისი გაზომვის სიჩ- 

ქარე 06). თუ აღნიშნული სიდიდეების სასურველ მნიშ- 
ვნელობეს მფრინავი ზუსტად შეინარჩუნებს მაშინ უსაფ- 
რთხო დაჯდომა გარანტირებული იქნება წინააღმდეგ შემ- 
თხვევაში კატასტროფა გარდუვალი.ა ძირითადად დაჯდომის 
პროცესი გარ ული სიმაღლიდან იწყება (100 ფუტი) დაჯ- 
დომის დაწყები მომენტში თვითმფრინავს ნდა , გააჩნდეს 
რაღაც საწყისი სიჩქარ. ეს და კიდეგ სხვა სიდიდეები 
(როგორიცა ტანგაჟის კუთხე მართვისს საჭის გადახრის 

და ა.შ.) წარმოადგენენ საწყის რიშენ ე იაბებს თვით- 
პფრინავის დაჯდომის პროცეის აღმწერ დიფერენციალურ 
განტოლებათა სისტემისათვის. 

თვითმ რეავი! დაჯდომის ეტეპა განიხილება მისი მოძ- 
რაობა მხოლო რტიკალურ იბრტყეში, რადგან ითვლება, 
რომ ამ დროს. მისი მხედველ აბის არეშია ასაფრენ-დასაჯდო- 
მი ზოლი და „ორიზონტ ურ სიბრტყეში არავითარ გადახ- 
რას ადგილი უნდა ჰქონდეს. თვითმფრინავის ზოგიერთი 
ტიპისათვის სიმაღლეს სასურველი ფუნქციის განისაზღვრება 
შემდეგი თანაფარდობით 

100,02'/” როცა 05<1<15, 
2:>-. 9.:259 

20 –/ როც  15<%<20. ' ) 

ხოლო დაშვების სიჩქარის სასურველი ფუნქცია– 

-200'/# როც 05<(<15, 
M. (I 9.260 
ი()= LC როცა 15 <1 <20. ' ) 

მიწასთან ”შეხებისს მომენტში ტანგაჟის კუთხე მ უნდა 
იცვლებოდეს საზღვრებში 

0" <0 <10" , (9.261) 
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შეზღუდულია აგრეთვე თვითმფრინაის დაშვების კუთხე 

თხ), დაშვების კუთხის შემცირების სიჩქარე თ"(,) და 

სიმაღლის საჭის მდგომარეობა 2(/) 

თ(I) <18", (9.262) 

თ(I) < 3,6”, (9.263) 

–35" < ტ(,) <18" (9.264) 

თვითმფრინავის დაშვების დროს მისი ფრენის დინამიკის 
განტოლებები აღიწერება შემდეგი თანაფარდობებით: 

400) ,.„, +2ჩთ 290 კ გ? 40LI) _ 

  

„ძე. ი 

= სა»490) + იი 
2 (9265) 

„ 9”) MI), ძი) _ =#0()), 
ი ძ 

4 

2#M), +2/ი“ #04 – 0 გი 
სადაც, #, კჰლიერების კოეფიციენტია #, = 0,95 წმ“!, 

1-დროის მუდმივაა 7, = 2,5 წმ“!, 

რ),–რეზონანსული სიხშირე, რ) = 1 რად/წმ. 

/#0–დემფირები” კოეფიციენტია, /2 =0,5. 
ოპტიმალური დინამიკური სისტემებისათვის საოპტიმიზაციო 

უნქციონალის სახით განსაზღვრა მნიშვნელოვან პრობლემას 
წარმოადგენს. ჩვენს “შემთხვევაში იმის გამო, რომ საჭიროა 

ფრენის სიმაღლის M(I) და დაშვების სიჩქარის MC) გარ- 

კეულ საზღვრებში შენარჩუნება, ხოლო თვითმფრინავის 

მართვა ბ(I) კანონით ხორციელდება საოპტიმიზაციო ფუნ- 
ქციონალს (რომელიც შეცდომის ფუნქციას წარმოადგენს) ექ- 

ნება სახე: 
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VIMCთ,#C,60= I ფათ -#C0) + 

00-00” +601. 
ამგვარად ამოცანა მდგომარეობს მართვის ისეთი გ) 

კანონის განსაზღვრაში რომლის დროსაც (9.266) გამოსახუ- 
ლებას მინიმალური მნიშვნელობა ექნებ და ამავე დროს 
(6 .961)-C. 264) დასმული ამოცანის დამაკმაყღოღფილებლად გადა- 

საწყეტად დროის 0./ / ინტერვლი დაიყოფა V ტოლ 

ნაწილად თვითმფრინავის დინამიკური თვისებების გათვალის– 

წინებთ მიზანშეწონილია დავუშვათ M=20. მოცემული 
ინტერვალის თითოეული ნაწილიდან (9.264) უტოლობის 

გათვალისწინებით “შემთხვევით აირჩევა 0-ს მნიშენელობები. 

მიღებული მიმდევრობა 0 ,,0,,..,ბე, “შეიტანება (9.265) დი- 

ფერენციაილურ განტოლებათა სისტემაში და განისაზღვრება 

M(I),0(I) და თ(I). თუ მიღებული მნიშველობები აკმაყო- 

ფილებენ (9.26)) და (9.2621 "უტოლობებს მაშინ გამოითვლე- 
ბა (9.2660ე ფუნქციონალი, წინააღმდეგ შემთხვევაში "შეირჩევა 
0,,0,ე,..ცმეკ მიმდევრობის ახალი მნიშვნელობები და ა.შ. 

ისევე, როგორც სტატიკური ამოცანებს შემთხვევაში, 
გარკვეული ა” რაოდენობის” სტატიკური (ვლადების ჩატარე- 

ბის შედეგად განისაზღვრება V(2) ფუნქცი,სა რომლის აპ- 
როქსიმაცისა და ექსტრაპოლაციის “შედეგად დადგინდება 

ფუნქციონალი მინიმალური მნიშვნელობა C ', რომლის მაპ- 

როქსიმირებელ პოლინომებში #(2),,2,(2),...,6,(C0) ჩასმის 
შედეგად განისაზღვრება მართვის საძიებელი მნიშვნელობები: 

(9.266) 

6:05... შეი. მიღებული მიმდევრობების (9.2650) დიფერენცი- 
ალურ განტოლებათა სისტემაში ჩასმის შედეგად გამოითვლე- 

ბა. # (I), „ (I), ნ (I) და თ (8) , რომელთა საფუძველზეც 

განისაზღვრება საოპტიმიზაცო ფუნქციონალის” საძიებელის 

მინიმალური მნიშვნელობა +” ჩ'(/),ჩ”(/),2' (I). 
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თავი მეათე 

ოპტიმალური რეგულატორების ანალიზური 

კონსტრუირების ამოცანა 
§ 101 "ზოგადი ამოცანის დასმა 

როგორც VII თავში აღვნიშნეთ ოპტიმალური რეგულა- 
ტორები ანალიზური კონსტრუირების ამოცანა ფაქტობრივად 
ოპტიმალური სისტემის“ სინთეზის ამოცანას წარმოადგენს და 
იგი განიხილება შეშფოთებული მოძრაობის დროს. 

განვიხილოთ შეშფოთებული მოძრაობა რომელიცკ (8.7) 
განტოლებათა სისტემით აღიწერება ანუ მოცემული გვაქეს 
ობიექტი რომელიც აღიწერება განტოლებათა შემდეგი 
სისტემით: 

M,(0) =#(V,(0....,7,(0,« ,(),...,6,(0)) #= ს... (10.1) 

ფუნქციები 7,(/),...,7,) აღწერენ ობიექტის შეშფოთე- 
ბულ მდგომარეობას დროის ნებისმიირ ფიქსირებულ მომენ- 

ტში, ხოლო ფუნქციები 6C ,(I),..,6,0) წარმოადგენენ მა- 
რეგულირებელ ზემოქმედებებს. 

განტოლებათა სისტემა (10.) განსაზღვრულია ღია არეში 

ლნუ 70) და #60) ფუნქციების მნიშვნელობები შეუზ- 

ლუდავია), და დროის ინტერვალზე / C|0,თ|. 

მოცემული გვაქს სასაზღდვრო პირობები + 

(8 7, (0) = 7/ც0) Cთ = 1,...,7, 

(/: 7უ,(თ)=0, «თ =1I....,/, 

სადაც ?7ი,?იის- ი ნებისმიერი ნამდვილი სასრულო რიც- 
ხვები. ეს იმას ნიშნავს, რომ საწყის მომენტში ობიექტი 

შეიძლეა იმყოფებოდეს 7 'ი% :(),...,7 „V) კოორდინატების 
ფაზურ სივრცის“ ნებისმერ წერტილში„ ხოლო პროცესის 
დას რულს იგი აუცილებლად ნულოვან დგომარეობაში 
უნდა მოხვდეს 

(10.2) 
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ობიექტის () საწყსი მდგომარეობიდან (/) საბოლოო 

მდგომარეობაში გადასვლის პროცესი შევაფასოთ ინტეგრალუ- 
რი ი 

)= 14 ( ”(0,..,უ „(),§ ,(),..,,()M,, (03), 
– ფაქტობრივად გამოსახავს სისტემის რეალური 
მოძრაობის პროგრამული მოძრაობიდან გადახრის ინტეგრა- 

ლურ "ზომას აქ ინტეგრალქვეშშა ფუნქცი თ (»,06) ყო- 
ველთვის დადებითია და, აგრეთვე, გლუვია თავისი (კვლა- 
დების მიმართ. 

ამოცანის მიზანია ვიპოვოთ რეგულირების კანონი, რომე- 
ლიც უზრუნველყოფს სასურველ პროცესს სქემატურად იგი 
ასე შეიძლება წარმოვიდგინოთ (ნახ.10.1) 

- 2,=X(ჟ7,C) 9(%) 

"I X=1,...,»ი 

  

  

  

      

ობიექტი 

  

      +   ? 
      

რეგულატორი 
ნახ.10.1 

რეგულირების კანონს ვეძებთ ჩაკეტილი სახით, ანუ 

# , =6,ა (7 ,(0,..:7,0)), თ =სL...”/. (10.4) 
ლივე ამის შემდეგ ოპტიმაელური რეგულატორების 

ანალიზური კონსტრუირების ამოცანა ”შემდეგნაირად ჩამოყა–- 
ლიბდება: ვიპოვოთ ისეთი რეგულირების კანონი (10.4) ანა–- 
ლიზური სახით, რომ ობიექტის (10.) განტოლებებთან ერ- 

თად ნებისმიერი სასრულო საწყსი მნიშვნელობები–ს დროს 
იგი უზრუნველყოფს ისეთ გარდამავალ პროცესს, რომელიც 
დამთავრდება კოორდინატთა სათავეში და, ამავე დროს, 
00.3) ფუნქციონალს მიანიჭებს მინიმალურ მნიშვნელობას. 
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ასეთი ამოცანა შეიძლება ამოიხსნასს სხვადასხვა მეთოდით. 
განვიხილოთ ოგიერთი მათგანი და მოვიყკნოთ ამოხსნის 
პროცესის სქემა. 

§ 10.2. ამოხსნა ლაგრანეის მამრავლთა მეთოდით 

უწინარეს ყოვლისა დასმულ ამოცანას მივცეთ ლაგრანჟის 

ამოცანის სახე ყვლა უწყვეტ 7 ,(I),...,7 „(I/),6 (I),...,% „ი 

ფუნქციებს შორის რომლებსაც ასევე უწყეტი წარმოებული 
გააჩნიათ (ანუ ეკუთვნიან XC) ფუნქციათა კლასს) განსაზ- 

ღვრულნი არიან დროის მონაკვეთზე ჯ C|0,თ|, აკმაყოფი- 

ლებენ (10.2) სასახღლვრო პირობებს და კავშირის პირობებს 

§,(7X(I),7 (/),§(I))= 7, –# (7,6 )=0, #=L..,, (10.5) 
(ტოლობები (10.5) იგივეა, რაც (10), ვიპოვოთ ისეთი 

ფუნქციები 7, (/)..-,7, (0,6 , (0,..,6 , (0), რომლებიც (10.3) 
ფუნქციონალს მიანიჭებენ ნავაროს მნიშვნელობას. 

გავიხსენოთ, რომ ფუნქციონალი (10.3) აქ. განსაზღვრული 
არაა იმ წირებზ, რომლებიც (10.20) სასაზვრო 
მარაგებს ლა აკმაყოფილებენ” არამედ 8 წირებიდან მხოლოდ 
ისეთ წირებზე რომლებიც, ამავე დროს, გარკვეულ მრავალ- 
სასა ზედაპირს მიეკუთვნებიან, კერშოდ, წარმოადგენენ (10.1) 
განტოლებათა სისტემის ამონახსნებს 

როგორც აღრე იყე აღნი ნული, ლაგრანჟშის ამოცანა 
ამოიხსნება შემდეგი თეორემი საფუძველზე: თუ დიფერენცი- 

რებადი წირი (7, (0,7, (0,2 "(0,...,6 ,'(0), რომელიც 
აკმაყოფილებს (10.2) პირობებს“ ღა (10:51 მრავალსახსა ზედა- 
პირზე მდებარეობს, ანიჭეს პირობით ექსტრემუმს” (10.3) 

ფუნქციონალს მაშინ არსებობს ისეთი 4 ,L)....4 „ი ფუნ- 

ქციები, რომ იგივე წირი (7, (/),..,7, (0,6 | (0,..,6 „ (ი), 
ანიჭებს პირობით ექსტრემუმს ფუნქციონალს 

16)=14 (+)+2,2,0V ი «)4 (04) 
0 
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უმარტივეს ვარიაციულ ამოცანაში 4.,(LI) ფუნქციები ერთ- 

დროულად ნულის ოლი არ შეიძლება იყოს, სხვა სიტ- 
ყვეებით ლაგრანჟქის ამოცანის ექსტრემალი ასევე ექსტრემალია 
უმარტივესი ვარიაციული ამოცანისა (10.6) “წ შამციონალით. 

ისი–ც იყი ადღრე აღნიშნული, რომ ორემა გვაძ- 
ლევს ექსტრემუმისს მხოლოდ აუცილებელ ეს რობას და ექს- 
ტრემალის ერთადერთობი შემთხვევაში საკმარის პირობადაც 

გადაიქცევა. 
ახლა წარმოვადგინოთ ოპტიმალური რეგულატორების ანა- 

ლიზური კონსტრუირების ამოცანს ლაგრანჟქისს მეთოდით 
ამოხსნის სქემა: 

I აღვნიშნოთ (10.00 ფუნქციონალის ინტეგრალქვეშა გამო- 

სახულება I ასოთი 

M=თCთ (7, )+ 24, (0 ი, -#M (CV, )I 
2 გამოვთვალოთ კერძო. წარმოებულები: 

29 2 
რ 5) 4” , (# =1,...,#), 

2), 07», #-= ლ 

      

  

    
  

    

    

    

0-M ,. (L =1,...,M), 
2 7, 

0 M Vი 
== თ = 1,...,7”), 

29, 72, » „9. ( ) 

2-1 =0, (თ =1....,”); 
2%, 

ვ შევადგინოთ ეილერ-ლაგრანჟის განტოლებები: 

ძ ' 289 2M9 
_ – =0 M#=1.... _( 2) 2#-ი C-L., 
ძმ” 09 
–_ –-|- =0, = 1...,”), 
2 06, (« ”)



და ჩავწეროთ ისინი მე-2 პუნქტის გამოსახულებების გამოყე–- 

  

ნებით ივიღებთ. 

2 2თ 
4, + – -––“–=0 # =1,...,71), 

2 2; 2 , ! ი, 27, ( ) 

"2 Vიე 2თ 
    27% 4” 2# =0, (თ=1,.../); 

4. მიღებული განტოლებები (10.1) განტოლებებთან ერთად 
ვარიაციული ამოცან განტოლებებია და “უნდა ამოიხსნას 
ერთობლივად. 

ს განტოლებები წარმოადგენინნ 2 ჩ ბრი ითე- 
რეწციალურ განტოლებებს და 7 ალგებრულ განტოლებებს 

(0... 7,(0,6 /(0,.-.,6 ,(/4,(0,-·»)4,ე უცნობებს  განსაზ- 
ღვრისათვი. მათი ამოხსნისათვის «უნდა გამოვიყნოთ (10.2) 

სასაზღვრო პირობები. 
მიღებული ვარიაციული ამოცანის განტოლებების ამოხსნი–- 

სას “უნდა გამოირიცხოს 4,(I),...:.4,(I) ფუნქციები და ჩაი- 

წერო“ რეგულირები კანონი (10.4) გამოსახულების სახით. 
ამით ამოცანის ამოხსნა მთავრღება. 

აქვე „უნდა აღვნიშნოთ, რომ ვარიაციული ამოცანის გან- 
ტოლებების ერთობლივი ამოხსნა და (10.4) გამოსახულების 
ჩაწერით ყოველთვის ვერ ხერხდება შემდგომ პარაგრაფებში 
ჩვენ განვიხილავთ შემთხვევებს, როდესაც ამოცანის ამოხსნა 

ბოლომდეა შესაძლებელი. 

§ 10.23. ამოხსნა მაქსიმუმის პრინციპის მეთოდით 

ვიხილავთ ამოცანას რომელიც მოცემული თავის, პირველ 
პარაგრაფმია ჩამოყალიბებული. ამოხსნის სქემა თავის 
მე-3 პარაგრაფის მიხედვით შემდეგია: 

1. შემოვიტანოთ აღნიშვნები: 

თ(» (I), (I)) = X,,,(ი (I), (CI), 
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(ი«თ(0,§ (0)# == ,,(). 
ამ აღნიშვნების შედეგად შეგვიძლია ჩავწეროთ განტოლება 

7 „,(I)= X,,,(7 (),«(I)) „ 
საწყისი პირობით 77 „,,(0) =0; 

2. MI კოორდინატა მიუერთოთ 77,(/),...,77,(/) კოორ- 

დინატებს და განვიხილოთ უჟ (0=1უ,(,..,7,»(ი) ვექტორის 

მოძრაობა (/7+1) განხომილებისს სივრცეში„ ანუ განვიხი- 

ლოთ განტოლებათა სისტემა 

7 „(()=# (თ ,()....,7 „(),« ,(),...,5 ,0V)), #=L...,#+1;(10.7) 
ვ შემოვიტაოთ #M+) განზომილებიანი დამხმარე ვექ- 

ტორ-ფუენქცია VI) = (V(9,...,M,(0) და განვსაზღვროთ 

სკალარული # ფუნქცია „შემდეგი სახით: 

M(V,უ ,C )= 2, (I)7, ( (I), CI)); (00.8) 

ჭტ ჩავწეროთ დამხმარე. "ვექტორ-ფუნქციის განმსაზღვრელი 

განტოლებები 

VI.) =– მე - ა ვეს VI (/), #=1,...,9+1. (10.9) 

ვინაიდან XL 0,« (I)), –_ ფუნქციებიდან არცერ- 

თი არ შეიცავს 7.) ფუნქციას, ბოლო განტოლება 

გვექნება შემდეგი სახის 

V ()=0, "”,,(I) = 00M§I; (10.10) 

5. დავწეროთ #7 ფუნქციის მაქსიმუმის პირობა. ვინაიდან 

ამოცანა ღია არეშია დასმული, გვექნება 
მ IM _ ი+! 2V 

–- ––“-V VყV)=0, / =),...7; (10.11) 
მ6) თ=! 2%, „ი = 

ი+! 
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ტ. ასევე დავწეროთ მაქსიმუმის პრინციბისს თეორემის მე- 

ორე პირობა (=თ მომენტისათვის: 

V ,(თ)<0 7I(V”V), %/(),§ %(V)), .=0, (00.12) 
სადაც 77 (I), I) ის ფუნქციები, რომლებიც მაქსიმუმის 
პრინციპის თეორემას აკმაყოფილებენ; 

7 ამოვხსნათ 27/+2 ჩვეულებრივ დიფერენციალურ გან– 
ტოლებათა სისტემა (10.7, (109) ” ალგებრულ განტო-ლე- 
ბათა (10.11) სისტემასთან ერთად. მათი ამოხსნისათვის გამო- 

ვიყნოთ 2/ სასაზღვრო პირობა (10.2, სასახღვრო პირობა 

7,.)(0=0 და გამოსახულება (10.12. ამოხსნის პროცესში 
გამოვრიცხოთ M, (I)...., VM (/) ფუნქციიბი და ჩავწეროთ 

რეგულირების” კანონი (10.40) გამოსახულების სახით. 

ფაქტობრივად VV(/) ფუნქციები იგივე როლს თამაშობენ, 

რასაც 2(/I) ფუნქციები ლაგრანჟის მამრავლთა მეთოდში. 
მეთოდიც აუცილებელ პირობას ეფუძნება და გვაძ- 

ლევს ამოხსნას, რომელიც ეჭვმიტანილია ოპტიმალურობაზე. 

§ 10.4. ოპტიმალობის საკმარისობის პირობის თეორემა 

ოპტიმალური რეგულატორების ანალიზური კონსტრუირე- 
ბის ამოცანის ამოსახსნელად მეტად მოსახერხებელია ოპტიმა- 

ლობი საკმარისობის პირობის თეორემის გამოყენება. ეს 
თეორემა დამყარებულია ლიაპუნოვის ფუნქცის მეთოდის 
იდეის შერწყმაზე დინამიკური პროგრამირების პრინციპებთან. 

განვიხილოთ ფუენქციები ML)I(0....,77,(9) დღა « ხთილ ი) 

დაგუშვთ შესაძლებელია ავაგოთ ფუნქცია MC), რომე- 
ლიც დაღებითად განსაზღვრული ფუნქცია თავისი არგუმენ- 

ტებისა 77/(0,....77,(0 ღა რომელსაც გააჩნია უსასრულოდ 

მცირე უმაღლესი ზღვარი. დავუშვათ, ასევ, რომ ”შშესაძლე- 

ბელია ავაგოთ სისტემს უკუკავშირს კანონი თ "C; ), 

რომლის დროსაც (10.1) განტოლებათა სისტემაზე 

დაყრდნობით სრულდება შემდეგი პირობები: 
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(“”) +თ (უ,«") =0, (10.13) 
რ 

ვ” 
” 

ჩაწერა CL.) ტა _ნაშნავ, რომ ფრჩხილებში მოთავსებული 

გამოსახულეა გამოითვლება 6 ა ფუნქცის შემთხვევაში. 

საკმარისობის” თეორემა მდგომარეობს შემდეგში: 
თეორემა 10). თუ შესაძლებელია ავაგოთ ფუნქციები 

 (უ ,,...,7 ,) და 6%»....7,) რომელთათვისაკცკ სამართლი- 

ანია (10.3) და (10.14) ტოლობები, მაშინ 66%...) ოპ– 

ტიმალური რეგულატორების ანალიზური კონტრუირების 
ამოცანის ამოხსნაა ანუ ადგილი აქვს ტოლობას 

I(§ %) = თი I(C ). 
დამტკიცება. (10.13) გამოსახულების ინტეგრირების შედეგად 

მივიღებთ 

7 (0)-#ფ(0)=- IC, 9თ. 0015) 
განმარტების შედეგად M() ფუნქცი დადებითად განსაზ- 

ღვრულია, (10.13) პირობა კი გვაძლევს რომ 

ე. 
ანუ V# (ც) ფუნქცის სრული წარმოებული უარყოფითად 

განსაზღვრულია ამრიგად, IM7 თ) წარმოადგეს ლიაპუნოვის 
ფუნქცია, რაც ნიშნეს რომ სისტემა (10.1) როდესაც 

§ =#46 ბ ასიმპპტოტურადღ მდგრადია აქედან გამომდინარე, 

გამოსახულება (10.15), როდესაც /–>თ, გვაძლევს 
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MC (0)) = IV (უ ,დ ")ძI. (10.16) 
0 

დავუშვთ საწინააღმდეგო მოსაზრება: « #C ფუნქცია, 
რომელიც თეორემის პირობებს“ აკმაყოფილებს, არ არის ოპ- 

ტიმალური, ანუ არსებობს სხვ ლ რომელიღაც 6'(უ) ფუნ- 

ქცია, ასევე (10.1) სისტემის ასიმპტოტური მდგრადობის უზ- 
რუნველმყოფელ,ი რომლის დროსაკ ადგილი აქვს “შუტო- 
ლობას 

Iთ(უ, CC) <Iთ( ,6")M (00.17) 

რომელიღაც საწყისი 7(9) მდგომარეობის დროს, 

ცხადია, ასეთი 6'(უ) ფუნქციის “შემთხვევაში (10.13) და 

(00.14) პირობები გვაძლევენ გამოსახულებას 

(“”) +თ (7,§')>0. (10.18) %7,. 
მიღებული (10.18) გამოსახულების ინტეგრირებით ვღებულობთ 

/ 

M(I())-#VCC0))>–|თ (7 ,§ ”« 
0 

იგი თ შემთხვევაში მიიღებს სახეს 

M/C; (0)) < Iთ (უ,6')ძი, 
0 

რომელიც (10.1600) გამოსახულებასთან ერთად გვაძლევს 

Iთ(ე,6 ')#<|თ(ი,§”«. (10.19) 

მიღებული (10.19) უტოლობა უპირისპირდება (10.7) უტო- 
ლობას, ანუ ეწინააღმდეგება დაშვებულ საწინააღმდეგო მო- 
საზრებას, 

ამრიგად თეორემა დამტკიცებულია. 
აღნიშნული თეორემის გამოყენებით ოპტიმალური რეგუ- 

ლატორების ანალიზური კონსტრუირების ამოცანის ამოხსნის 
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პროცესში მთავარია I” წ და რთ "C;) ფუნქციები აგება, 
რაც ძირითადად დიმოკიდებულია (10.1) განტოლებათა სის- 
ტემასა და (10.3) ფუნქციონალის სახეზე.ე მომდევნო პარაგ- 
რაფებში ეს საკითხი უფრო კონკრეტულად იქნება განხი- 

ლული. 

§ 10.5. წრფივ-კვადრატული ამოცანა 

განვიხილოთ რეგულირების ჩაკეტილი სისტემა. (ნახ.10.1), 
როდესაც ობიექტის შეშფოთებული მოძრაობა აღიწერება ჩვე- 
ულებრივი წრფივი დიფერნციალური განტოლებების სისტემით 

7 L“ 2,ხი” ძ +Vწ6 , # =1,...,/1, (10.20) 
თ”! 

სადაც ფუნქციები 7((0,,...,7,(0 ობიექტის მდგომარეობას გან- 

საზღრავნ დროის ნებისმიერ I C|/მ,'თ,ს მომენტში. XC (V) 
ფუნქცი კი რეგულირების ფუნქციაა, სიმარტივისათვის ვუშ- 

ვებთ რომ რ#« წ) ფუნქცა სკალარული ფუნქცია, ანუ 

7=1. 

გუშვბთ აგრეთვე, რომ ხ,,, ”, (M,თ =1,...,7) მოცე- 

მული მუღმივი ნამდვილი სიდიდეებია. 
ი განტოლებები (10.20) განსაზღვრულია ღია არეში, 

7 (I)... 57 (I), ი კოორდინატები არ არიან 

შემოსაზღვრ: ლნი„ მათ შეუძლიათ მიიღონ ნებისმიერი სას- 
რულო მნიშ, ვნელობები. 

მოცემული გვაქს, რომ ამ ღია არეში სისტემის 

ტრაექტორია 7 (I) აკმაყოფილებს (10.22) სასაზღვრო პირობ- 

ებს ანუ ხორციელდება გარდამავალი პროცესი რომელიღაც 
საწყსი მდგომარეობიდან ნულოვან ქდგომარეობამდე (ისევე, 
როგორც ზოგად ამოცანაშია თქმული). 

გარდამაალი პროცესს ზხარისის საზომად, ნაცვლად 
(10. 3) ფუნქციონალისა განვიხილოთ ინტეგრალი კვადრატული 
ფორმიდან 
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I()= (24 1+0 4, (10.21) 
0 ა"#=1 

სადაც ი,>20- C>0 მოცემული მუღმივი სიდიდეებია. 
წრფიე-კვადრატული მოფანა მდგომარეობს შემდეგში: 

ვიპოვოთ ისეთი ,დაელერბ კანონი ანალიზური სახით 

6 მუ ,C),...,7 „(I)), (10.22) 
რომელიც ცის აროს ეიი ერთად მოგვცემს ჩაკეტილ 
მდგრად სისტემს და ამავ: დროს (10.21) ლფუნქციონალს 
მიანიქებს„ მინიმალურ მნიშვნელობას. 

ამოცანს სახელწოდება მამი კვათატული, განპირობე- 
ბულია იმით რომ "საქმე გვაქვს წრფივ სისტემასთან და 
არდამავაელი პროცესი ე სეს ინტეგრალური კვადრატული 

მაჩვენებლით. 
აქვე “შევნიშნავთ რომ ამოცანის ამოხსნა არსებობს, თუ 

M, MI, 8”ML..., 8” IM (10.23) 
ვექტორები წრფივად დამოუკიდებელნი არიან აქ ვექტორ-სვე- 

ტი MM ა მატრიცა 8 განსაზვრულია (10.20) განტოლება- 
თა სისტემის კოეფიციენტებით, კერძოდ 

ჟ0ე= I, I, ,) #8= ხ, L-. 
ამოცანის ამოხსის არსებობს საკითი კვადრატული 

ფორმი თ,,ი,,..,0,,> კოეფიციენტებთან დაკავშირებული არ 

არის. 
ამ საკითხით დაინტერესებულ მკითხველს მიუთითებთ ლი- 

ტერატურას წ77). 
ამოვხსნათ წრფივ-კვადრატული ამოცანა სხვადასხა მეთო- 

დებით და შევადაროთ ისინი ერთმანეთს. 

§ 10.6. წრფივ-კვადდრატული ამოცანის ამოხსნა ლაგრანეის 
ამრავლთა მეთოდით 

ამოხსნის პროცედურა ისეთივე, როგორც მეორე _ პარაგ-რაფშია 
ჩამოყალიბებული. ვიხილათ ვარიაციულ  ამოცანს: დროის 
|C(0თ) ინტერვალზე განსაზღვრულ 7/I(/),..-.,7.L/,% (/) 
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გლუგ ფუნქციებს შორის რომლებიც აკმაყოფილებენ (10.2) 
სასაზღვრო პირობებს და კავშირის პირობებს 

9, =I,-2,ხ.აშ,. -M6 =0 #=1....,, 

ვიპოვოთ ისეთი ფუნქციები რომელებიც (10.21) ფუნქციო- 
ნალს მიანიჭებენ მინიმუმს, 

მივყეთ მეორე პარაგრაფის სქემას. 
! "შევადგინოთ I, ფუნქცია: 

ლუ „+067 +914 „ი L - ახ.» თ -თ. 6 , 
#=! #= თ”! 

სადაც # ,(CI),.-...4 ,„(/) ლაგრანქის მამრავლებია. 
2 გამოვთვალოთ კერძო წარმოებლებები: 

  

  

2M9 ბ 
= 20,717), – ბ ,4ეხეკ, # =1,....,7); 2 - 207, -2ბ,ხას  (+=1ი) 
XI =#VI, #=1,...,#M; 
27, 

იხ დ 
–-“-=20% – ბ #.M; 

2 II _ 

მწ 
3. შევადგინოთ ეილერ-ლაგრანჟის განტოლებები: 

2, -20,), + 2,,ხკ =0, #=1,....,/, 
თო! 

20% -9 > =0. 
#= 

4ტ მიღებული განტოლებებია და (10.20) განტოლებების 
გაერთიანებით, ჩავწეროთ ვარიაციული ამოცანის ერთიანი 
განტოლებები: 

7, = 2,ხ.7. + თ #=1,...,71, 
თ=! 
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#,=-2,ხსა2 ა +20ჯ. #=1I...,#, (10.24) 
ძთ5=1 

20% -–24 MI, =0. 
#5I 

გვაქვ 2ჩ დიფერენცკიალლური და ერთი ალგებრული 

განტოლება 2M8+) უცნობის 7 ,,...77 „,4# (ც.-ს რ,ი განსა- 

ზღვრისათვი.: ამოხსნის დროს, უნდა ვეცადოთ ფუნქცია « 

ვიპოვოთ როგორც 7 ),...?, (ცვლადების ფუნქცია. 
ვარიაციული განტოლებების ბოლო, ალგებრული განტო- 

ლება გვაძლევს დამოკიდებულებას 
1 ჩ 

=- #ა, 10.25 ნ =აა2ა ჩირი (10.25) 
ანუ # წარმოდგენილია წრფივი ფუნქციის სახით 

ი ცარ,  (ქვლადებისაგანი ჩვენ” მიზან” უნდა იყოს ფუნ- 

ქციები #4 (I)... 4 „CI) გამოვსხოთ 7 I(I),....7 „(,) ფუნ- 

ქციებს მეშვეობით ამით მივიღეთ რეგულირების კანონს 
(10.221 სახით. (10.24) განტოლებებში ჩავსვათ (10.25) გამო- 

სახულება მივიღებთ 2 წრფივ დიფერენციალურ ჩვეულებ- 

რივ განტოლებას 7 (I) და 2() ფუნქციები” მიმართ: 

4 
7 (== 2,ხ.7 თ +224 თ? # = 1,...,M, (10.25) 

C ძთ=!) 

2 „=20,7, – 2,ხ,4 .. 
თ=) 

მიღებბული განტოლებებს  ამოსახსხხელაღდღდ გვაქვს 2# 
სასაზღვრო პირობა (10.2). 

ამოვხსნათ (10.25) განტოლებათა სისტემა ამისათვის პირ- 
ველ რიგში საჭიროა შევადგინოთ მახასიათებელი განტოლება 

#(#)=0, (10.26) 

სადაც ტ(/) არის (10.25) განტოლებათა სისტემის მახასია- 
თებელი მსაზღვრელი 
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MI, 1,1, 
__. ა 22 

I, 9, 
ტ(/)=| ხ,, ხ,,...,ხ» -/# -C –– (10.27) 

2ძ,, 0,...,0, -ხ,, – #,...,-ხ,, 

0, 0,...,2ძ, ; –-ხ,,.. ა. .,-ხ, 

(10227 მახასიათებელი მსაზღვრელის სტრუქტ ისეთია, 
რომ გაშლის შედეგად იგი გვაძლევს ურეტური, რომე- 
ლიც არ შეიცას /# _ფესვისს კენტ ხარისხიან წევრებს. 

ამრიგად “შეიძლება დავასკვნნათ რომ თუ // ,,.../,, რიც- 
ხვები (10.26) განტოლების უბრალო ფესვებია, მაშინ 

– # ს.სა-/, რიცხვებიც, ასევ, ამ განტოლების უბრალო 
ფესვები იქნებიან. 

ახლა დავუშვათ რომ (10.26) განტოლებას გააჩნია მხო–- 
ლოდ უბრალო ფესვები რომლებიც აკმაყოფილებენ პირო- 

ბებს 

L6/,%0, #=I....,7. 

ეს ფესვები ისე გადავნომროთ, რომ პირველი 7 ფესვი 
იყს ისეთი,ი რომელთა რეალური ნაწილიც უარყოფითია, 
ანუ 

IM6// , <0, #M = 1,...,#, (10.28) 

ხოლო შემდგომი სვებს რეალური ნაწილი კი დადებითი. 
(10.26) განტოლების ფესვებს პოვნის შემდეგ, ჩავწეროთ 

(10.25) განტოლებათა სისტემის ზოგადი ამონახსნი როგორც 

ცნობილია ზოგადი ამონახსნი წარმოადგენს C,6“",C,,,6 ”" 
ექსპონენცილური ფუნქციების წრფივ კომბინაციებს სადაც 
C-ს CC, სს C ა უცნობი მუდმივები და ექვემდებარე- 

ბინ განსაზღვრას” 77 ,(/),2 ,(/), #=1,..:ჩ, ფუნქციების 
საწყისი მნიშვნელობების მეშვეობით. 
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ამრიგად, წრფივი ჩვეულებრივი დიფერენციალური განიტო- 
ლებათა ისტემის ამოხსნის „ცნობილ ხერხხიე დაყრდნობით 
(10.25) განტოლებათა სისტემის” ე მონახსნს ექნება სახე 

7 „(I)= ა 4 Cთ60M+9 49, C.,,6”", (10.29) 
#=| #X=I 

2 ,.(/)= 2ე4რ0,ლი+2 416, ტგ“/". „+ 
#=I 

(თ ==. M), 

სადაც 4#'(I,/ = I,2,...,2I) კოეფიციენტები სრულიად გან- 

საზღვრული მუღმივებია და გამოისახებია-ნ #6, ,M,.,მ,,2 მო- 

ცემული მუდმივებს მეშვეობით მათი განსახღვრა ამოხსნის 
პროცესში , სავსებით რეალურია და მარტივი. 

სასაზღვრ პირობების თანახმად გარდამავალი პროცესი 
უნდა დამთავრდეს კოორდინატთა სათავეში ანუ «უნდა დაკ- 
ი მაყოფილდეს პირობები (10.2) 

7 „(თ)=0, თ =1,...,M 
ამ პირობების დასაკმაყოფილებლად (10.29) გამოსახულებებ- 

ში აუცილებელია დავუშვათ, რომ 

C,.,, =C),ც ='''= Cვ, =0. (10.30) 

დანარჩენი მუდმივები CV”,Cე,..,C, შესაძლებელია განისაზ- 

ღვროს 7 „CI) ფუნქციები საწყისი მნიშვნელობების გამოყე- 

ნებით ეს პროცედურა აუცილებელი არ არის, ვინაიდან 
ჩვენ ვეძებთ რეგულირები“ კანონს ჩაკეტილი ფუნქციის სა- 

ხით, 6 %=8 8»... ,), რომელიც უნდა მოქმედებდეს ნე- 

ბისმიერი საწყისი პირობის დროს. 
(10290 ტოლობებიდან (10.3001 პირობის გათვალისწინებით, 

გამოვრიცხოთ C,6””,Cე6””,..,C,2' ფუნქციები ეს სავსე- 
ბით მარტივი პროცესია თუ (10.20) ტოლობებს განვიხი- 
ლავთ როგორც 2) რიგის არაერთგვაროვან ალგებრულ 

განტოლებათა სისტემას C6“",.., CC,” უცნობების მიმართ. 

ასეთი გამორიცხვით მივიღებთ „(ი ყოველი ფუნქციის 
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გამოსახულებას 7 |(I),...,77 „(I) ფუნქციების წრფივი ფორმის 
სახით, კერძოდ, 

2,()=2,ზ8ზი ,(),, თ =L..., (10.31) 
#=1 

სადაც კოეფიციენტები „8/ (Cთ = ს...) სავსებბთდთ მარტივად 

განისაზღრვრებია ხ,.,M,,0ი,,2 კოეფიციენტები მეშვეობით 

(10.29) ალგებრული განტოლებების ამოხსნის დროს. 
საბოლოო ჯამში გამოსახულებები (10.22) და (10.31) 

გვაძლევენ ოპტიმალური რეგულირების კანონს 

6#%=ა ჩ/უ,, (00.32) 
#=I 

სადაკცკ კოეფიციენტები #I,..,,, განისაზღვრებიან” როგორც 

1< თ 
ჯ == 2,M-M, # =1,...,M. 

თ=) 

ამრიგად ოპტიმალური რეგულიების კანონი წარმოადგენს 
წრფივ ფუნქციას იგი წარმოადგენს იდეალურ რეგულატორს 
ხისტი უკუკავშირით უსასრულოდ დიდი იჩქარის ძრავით, 
რომლის ზუსტი რეალიზაცია შეუძლებელია. 

თუ ამოცანას შეგუცვლით სახეს და მოვითხოვთ 
გარდამავალი პროცესის ხარისის შეფასებს ინტეგრალური 
ფუნქციონალით, რომლის ინტეგრალქვეშა გამოსახულებას 

დაემატება დ “() წევრი რეგულირების კანონს “შეეცვლება 

სახა და იქნება 

6 +06=2,ჩი,, 
L#=| 

სადაც ჩი , '4 –. სავსებთ (ცალსახდ განსაზღვრული 

მუდმივები. ასეთი რეგულატორი წარმოადგენს წრფივ რე- 
გულატორს ცვლადი შემოსახღვრული სიჩქარის მქონე ძრა- 
ვით. ასეთი რეგულატორები კი შესაძლებელია ზუსტად იქ- 
ნეს რეალიზებული ფაზური კორდინატების ცვლის გარკვეუ- 
ლად მცირე არეში. 

ამ საკითხს უფრო ღრმა შესწავლისათვის მკითხველს 
ვთავაზობთ მითითებულ ლიტერატურას (52) (77). 

27)



აქ კი შემოვიფარგლებით მხოლოდ საილუსტრაციო მაგა- 
ლითით. 

ისმს კითხვ: რეგულირების კანონი (10.32 ობიექტის 
განტოლებათა (10.20) სისტემასთან ერთად ქმნისს თუ არა 
ავტომატური რეგულირების მდგრად სისტემას? რა თქმა 
უნდა ქმნის და ეს ფაქტი ადვილი შესამოწმებელია. განტო- 
ლებათა სისტემას (10.20) (10.32) აქეს ზოგადი ამონახსნი, 

რომელიც C,6”", MX =1.., ფუნქციებს წრფივ კომბინა- 

ცის წარმოადგენს და იც// ,,.../, სიდიდეები ემთხვევა 

(10.20ე განტოლების უარყოფითი ნამდვილი ნაწილის მქონე 

ფესვებს 
მაგა: ითი 10.1. 

განვიხილოთ უმარტივესი საილუსტრაციო მაგალითი. ობი- 
ექტის შეშფოთებული მოძრაობა პირველი ხარისხს განტო- 
ლებით აღიწერება 

7 (/)=ხ7 +MV%, (10.33) 
სასახღლვრო პირობებია 

” ()=7ს 7/(თ)=0, (10.34) 
ხოლო ხარისხის მაჩვენებელი ფუნქციონალი კი 

IL) = I 2+06?)ძ,, ძი>0, C>0. 

ასაათ შემთხვევაში ვარიაციული ამოცანის განტოლებები 
იქნებიან 

7 =ხ7 +168, 

#= 2ძუ –-ხ#, 

0=2086 –M/. 
აქედან 

=“გ() (10.35) 
2 = 2C | 

ღა დიფერენუციალური განტოლებები ღებულობენ სახეს 
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2 

7 =ხ) +--2, 
2C (10.3) 

4 =20ძ7; –ხ4. 
ამ განტოლებათა მახასიათებელი განტოლებაა 

2 
I//! 2 2 ხ- “ ი MI"0 

რ/ც = 7 / 26 |=-(ხ-,/?)–––=,/ -ხ1 –“––=0, 
2ტ –ხ-/ 6 6 

აქედან, ზემოთ დაშვებული ფესვთა ნუმერაციის (10.28) 
გათვალისწინებით 

2 
ძ 

/”, =–ს' ჯი <0, 

2 

#(1 =+ ხშ+”-“=-/, >0. 

(10.36) განტოლებების ამონახსნი იქნება 

7(/()=0,6“" +თ6“”, 

10= ი ' => ”" +<5C #3 -ხ)-,“”" 

(5.34) სასაზღვრო პირობის დასაკმაყოფილებლად 

აუცილებელია, რომ C, =0. ამრიგად 

»„(ე)=ი““', 7()= <+(4- ხ)თი"", 
და ვღებულობთ 

#(0=-5(4–ჩით. 
ჩავსვათ მიღებული #() სიდიდე (10:35) თფორმულაში, 

მივიღებბთ ოპტიმალური რეგულატორის განტოლებას 

#90 
ხ+.ხ? + =– 

38 #.-ხ, (/) = –_” (I). (10.37) 

ცხადია, ჩაკეტილი ოპტიმალური სისტემა (10.33), (10.37) 
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0-- +” “დ 
მდგრადია და მისი მახასიათებელი განტოლების ფესვია 

M#I.?ძ 

=- ხ+-=/, <0. 

ეხლა განვიხილოთ ეს მაგალითი სახეშეცვლილი ფუნქციო- 
ნალით, კერძოდ, 

I(C) = I +061 +6?MV. 
0 

ვარიაციული ამოცანის განტოლებები შეიცვლება და 

გვექნება : 
7 =ხ7+7#1წ, 

2 =20უ-ხ/, (10.38) 
. #- 

6 = -54 +066 
ამ განტოლებათა სისტემის მახასიათებელი განტოლებაა 

/(" – (ხ? +0)/, ? +(თ# +6Cხ?)=0. 
ამ განტოლების ფესვებია (ზემოთ მიღებული ნუმერაციის 

შესაბამისად) 

საწ -ი+ წ +ი'-თბი თე, 
  

  სააათი. 
#3=“–-#. 

#4 = “Lე. 
(10.38) განტოლებათა სისტემის ზოგად ამოხსნას ექენება 

შემდეგი სახე: 
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7(/)=C6“" +თი“” +ფ6“” +C,C““, 

  

  

    

20 2 28 
2V ლ''+--–ი'+.- გგ '.ღ–-“ (0 > ” /,+ხ? სწოლა:  +ხ2 /,,+ 1196“, 

/,-ხ ,, “ი ო -ხ ლე /1= ტ”' L ს 7 “! 50=“ –-ი - ი '+-  -–-ცინ+- იძი, 

· წ/ო, –-ხ 

§(0=/, – თრი“ +// + +, ი თნ“. 
             

სასაზღვრო პირობების გათვალისწინებით, (იხ.(10.34)), 

აუცილებელია 
Cკ =0, =0. 

ამის შემდეგ პირველი, მესამე და მეოთხე ტოლობებიდან 

C,6“'',06”' ფუნქციების გამორიცხვით მივიღებთ რეგულა- 

ტორს განტოლება, დამოკიდებულებას 7(I),« () და 

#(/) ფუნქციებს “შორის, იგი ასე შეიძლება ჩავწეროთ 

    

I, L » 

#1 -ხ. #:-ხ. C1=0, 

, ხ /. ხ #,“ #3“ : 
“I – ვ #2 – () დ 

რომელიც გაშლის შედეგად გვაძლევს წრფივი რეგულატო- 
რის კანონის შემდეგ გამოსახულებას 

1 
6 -(#(,+#M, -ხ)§ =–-(/, –ხM/ ხუ. 0039 

ჩაკეტილი სისტეპა (10.33, (10.39) ოპტიმალური და 
მდგრადი. ოპტიმალურია, რადგანაც აკმაყოფილებს ექსტრე- 
მალობი“ პირობას ლაგრანჟქის ამოცანაში მდგრადობის შე- 
მოწმებ იოლია, კერძოდ, ჩაკეტილი სისტემის მახასიათებელი 

განტოლებაა 

“რ” 
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რომლის ფესვებია /#,, და /#:, როგორც ვარიაციული 
ამოცანის განტოლებების ამოხსნისას” გვქონდა. 

მაგალითი 10.2. 
ახლა განეიხლოთ ასევე მარტივი მაგალითი„ როდესაც 

ობიექტი შეშფოთებული მოძრაობა მეორე რიგი განტოლე- 
ბათა სისტემით აღიწერება 

7 ,I)=7-(), 

7 XC) =ხ,7 ,((/)+ხ,უ :((1)+#« (ლ) 
და გარდამავალი პროცესი ფასდღება შემდეგი ფუნქციონალით 

I(C)= |(თუ:1+ი,უ1+0ლ?M, «,>0, თ,>0, C>0. 00.41) 

(10.40) 

0 
სასაზღვრო პირობებს ჩვეულებრივი სახე აქვს 

”/)(0-=7V, 7 :(0) = 7 ჯი, 

7 ,(თ) =0, 7 1(«) = 0. 
ასეთი ობიექტისა და ფუნქციონალის დროს ვარიაციული 

ამოცანის განტოლებებია 

7) =27 ს 

7 =ხ,7 ,+ხ,7 ე +716, 

2 1=-0,4 1 +2თ7 ,, 

2ე=-4#,-ხ,# ე +20,7 ), 
206 – #4 :M1=90. 

ბოლო ალგებრული განტოლება გვაძლევს 

წ = უე 3) (10.43) 

(10.42) 

რომლის ჩასმს შედეგადაც ვარიაციული ამოცანის განტო- 
ლებები მიიღებს სახეს 

7) 72) 
2 

· M 

? ე =ხ,))+ხ,7 + რ) (10.44) 

#,)=2ძ1, –ხ,4 ე, 
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. ... 
ამოვხსნათ ეს სისტემა და გამოვსხოთ #.(/)) ფუნქცია 

” ,) ღა »,;() ფუნქციების მეშვეობით. 
(10.44) სისტემის მახასიათებელი განტოლება არის 

2 2 

ც? -L +2ჩ, +” | + ჯ5” ვუ     

რომლის ფესვებიცაა 

1 21 /1 2 2 რომ 8. ტრ 16+» ბ”) (4) 
1 ძა 1 ძ. )“ თ 

რ-- ე +2ხ, + - )-ს6-». - | -L „5”), 

#3 ==“ # 

#(კ = “#2. 

  
  

    

  
  

    

ვარიაცკიულ განტოლებათა (10.44) სისტემის ამოხსნა, გათვა- 

ლისწინებით იმისა რომ 7 ,(თ) =7 MC.) =0, ასე ჩაიწერება: 

7 ,(/)CC,6“''+0,6”'', 

7 ;(I)= /! ,0,6”'' +// ე6,6“'', 

გერ ეა 4-ატამე რი 23-28 (4-ბტაც ი”. 

#მ- 6(4-ტტ-ა) ნ” +(4-ტრ-მ) ირ“ 
ჩვეიი მიზანსა გამოვსახოთ 4ეი ფუნქცა 77/() და 

7 (I) ფუნქციები“ მეშვეობით და ჩავსვა თ (10.43) გამოსა– 

ხულებაში რის შედეგადაე) მივიღებთ ოპტიმალური რეგუ- 
ლირების კანონს. ამისათვის უკანასკნელი ოთხი გამოსახულე- 
ბიდან დავაჯგუფოთ პირველი, მეორე და მეოთხე ტოლობები 
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ღა ამოვხსნათ ისინი როგორც ალგებრული განტოლებები 
ორი უცნობი მიმართ, უფრო სწორედ, გამოვრიცხოთ ამ 

”'! 
სამი განტოლებიდან ორი “უცნობი C,6 და C,6”'' ეს 

შეიძლება ასე ჩაიწეროს 

1, 1, 7 ILI) 

#/. #2) 7 1(I/) =0, 
2C 

/ 1 –ხ,/!, –ხ,), <1 – ხე ე – ხ,), 2 (CI) 

რაც გაშლის შემდეგ მოგვცემს ტოლობას 

2,0 --“+(C #I//9 +ხ,)უ (0-%(, – “ს -–/ ჩი :(/). 

ამის შემდეგ, ოპტიმალური რეგულატორის კანონი (10.43) 
მიიღებს სახეს 

1 1 
§ "V)= ფოე I#/2 +ხ,) (0 --–(რ “#,ს – # :)” :(/). (10.45) 

ჩაკეტილი სისტემა (10.40) (10.45) 

7 ,C,) =7) 1(/), 

7 :C) =–/ IV 17) (/) +(/, 1+/ :) :() 
მდგრადია რადგანაც მისი მახასიათებელი განტოლების 

/#" –(II,+Mე)/4 +/,#ე =0 
ფესვებია #, და /#,ე, რომელბიც ვარიაციული ამოცანის 

განტოლებების ამოხსნისას გექონდა. 

რ 

§ 107. წრფივ-კვადრატული ამოცანის ამოხსნა მაქსიმუმის 
ინციპით 

განვიხილოთ იგივე ამოცანა რომელიც მე-5 პარაგრაფშია 
ჩამოყალიბებული. გვაქს მოძრაობის განტოლება (10.20) სა- 
საზღლვრო (10.22) პირობებით ფუნქციონალი (10.21) და ვე–- 
ძებთ რეგულირების (10.22) კანონს. 

მივყეთ მესამე პარაგრაფის სქემას. 
1 “შემოვიტანოთ აღნიშენა 
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L#=I 

რის შედეგადაც ჩავწეროთ დამატებითი კოორდინატის განტოლება 

მ,(0=3)ი,ე1+C ? (10.46) 
წწ)! 

საწყსი პირობით ? „,I(0) = 0. 

2 განტოლება (10.46) მიუერთოთ (10.20) განტოლებათა 
სისტემას 

(2.6! 1+06 4 =7,(), 

7) „= 2,ხაუ თ+ MI, 6, # = 1,..-, 71, 
თო! „ (10.47) 

7 „,= 2,0,” :+0% ბ, 
L#= 

ჰ. ჩავწეროთ ფუნქცია .. .. “ V 6) 

#=%(2- ბ», ი“ ”. + 

+V% (2.7, +/ #1+ #24 : +06 ') 
თ”! 

ტე დავწეროთ VM/,...,V , ფუნქციების განმსაზღვრელი 

განტოლებები 

: 2M9M ” 
VI (/)= – 2უ =-2 ხ, 9, (/)-20,7 „(II (I), 

L თ” 

  

# = L...,#, (10.48) 

VI (() =0. 
5. დაწეროთ ს” ფუნქციის მაქსიმუმის პირობა 

3> ”-2 თ. V,01+2% ყ, (0)=0, 

რომელიც გვაძლევს 
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6 =-ა-, ლოთები -MV (). (10.49) 
თ=I 

ტ მაქსისმუმი” პრინციპის თეორემის მეორე პირობის თანახ- 

მად 
V, (თ) <0. (10.50) 

(10.4გე განტოლებათა სისტემს ბოლო განტოლების თა- 
ნახმად 

V (I) = CიM5/. 

ამ და (10.50) გამოსახულებების მიხედვით "შეგვიძლია სავ- 
სებიძთ სამართლიანად განესაზღვროთ 

Vყ. ,(/)=–I1. (10.51) 
განტოლებები (10.20, (10. 8)ე და (10.49) გადავწეროთ 

00.5)) პირობის გათვალისწინებით. გვექნება 

#,00=2 ხ„,,0+V6 (0, #=L.., 
ძთ=! 

V (()=2ძ,7 , (I)-– 2,ხკM,, #=1,...,#, (10.52) 
თ=) 

§ 2 M „ (I). 
C ი-) 

მიღებული განტოლებები (10.52) ზუსტად იგივე განტო- 
ლებები,ა რაც გვქონდა მეტ პარაგრაფში წრფივ-კვადრა- 
ტული ამოცანს ამოხსნისს ლაგრანქისს მამრავლთა მეთო- 
დით, თუ დავუშვებთ, რომ 

V()=#, (0, #=1,. 
სხა სიტყუებით ასეთი დაშვების შედეგად განტოლებები 

(10. 52) იდენტურია (10.24) განტოლებებისა. 

ამრიგად დანარჩენი პროცედურა ამოცინი–ს ამოხსნისა 
იგივე იქნება რაც მე-6 პარაგრაფშია აღწერილი. რა თქმა 
უნდა, პასუხსაც იდენტურს მივიღე 

აქე აღვნიშნოთ, რომ წაი პრინციპის თეორემის 

მეორე პირობა (10.12, კერძოდ, MIMX(0,უ "(),%0)),.„.=0, 
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ავტომატურად ს სრულდება ჩაკეტილი ოპტიმალური სისტემის 
მდგრადობის გამო. 

განილული ამოცანა გვიჩვენებს, რომ VI, (I),..., VI. () 
ფუნქციები მაქსიმუმს პრინციბშიი ასრულებენ ლაგრანჟის 

მამრავლების # ,(I),-...4 ,„(/ე) როლს. 

10.18. წრფივ-კვადრატული ამოცანის ამოხსნა ოპტიმალობის 
სკმარისობის პირობის თეორემის საფუძველზე 

ანვიხილავთ მე-5 პარაგრაფის ამოცანას,ს თეორემის პირო- 
ბებს | (10.13) (10.14) წრფივ-კვადრატული ამოცანისათვის წშემ- 
დეგი სახე ექნება: 

(-#თ )| „ +9-ი,უ 2 +269)” =0, 
#=I 

ოი 4 #თფ)+3'ი,უ?1+C' I-ი. 
M#=I 

ეს ტოლობები (10.20) განტოლებებზე დაყრდნობით მიიღე- 
ბენ სახეს 

§:%C) (>. ი, +IM,ი8% '| +. ი 2 +0(# ი)? =0, (10.53) 
+-I 27. ს22-I L=I 

ფი 2 (ა ,+ონ)+ არე1+V'-ი 
თ=! L=”I 

  

(10.54) 

რადგანაც ამოცანას 7/),..,7 ე”, (ვლადთა ღია არეში 

ვიხილავთ, (10.54) გამოსახულება გვაძლევს ტოლობას 

”. V() 
+20C“C =0, 

2, 27. წ +202 
ანუ ოპტიმალური რეგულატორის გამოსახულებას 

ი-_ 14%, %X%თ) 
_. 20C:' მი”, 

28 I 

  

(10.55)



როგორც ვხედავთ, ოპტიმალური რეგულატორის გამოსა- 

ხულება განსახღვრული. IM” თ) ფუნქციით ვიპოვოთ ეს 

ფუნქცი. ამისათვის” (10.55) გამოსახულება ჩავსვთ (10.53) 
ოლობაში მივიღებთ არაწრფივ დიფერენციალურ კერძო 
არმოებულიან განტოლებას 

აას, ხ.7. -1(2:2M0),, | +201 =0 (10.56) 
M=I ძ= LI 277L 

საძებნი ი) ფუნქციის მიმართ. 

თეორემის მიხედვით MC) ფუნქცია «უნდა იყოს დადე- 

ბითდ განსახღლვრული თავისი არგუმენტების ?? 13.27 

მიმრთ და უნდა გააჩნდეს უსასრულოდ მცირე უმაღლესი 
ზღვარი. 

(10.56) განტოლების ამოხსნა შესაძლებელია ვეძებოთ კვად- 
რატული ფორმის სახით 

” ” 

M(უ)= 2,2, 4 ,7,()/,(0, (10.57) 
ICI /=I 

სადც 4, (7 =1,..,/) კოეფიციენტები მუღმივ რიცხვებს 

წარმოადგენე. ეს კოეფიციენტები „უნდა განისახვრონ ისე, 

რომ MI) ფუნქცია დაღებითად განსახღლვრული ფუნქცია 

იყის,ს ამისათვის კი საჭიროა იქნება რომ (10.57) კვადრა- 
ტული ფორმა აკმაყოფილებდეს სილვესტრის კრიტერიუმს, 

რაც გამოიხატება შემდეგი უტოლობების 

– ....>0, ?7=1,...,ჩ (10.58) 

შესრულებაში, ანუ 4, მატრიცკლ სილვესტრის მატრიცა 

უნდა იყოს. 

თუ ფუნქცია MC) ისე იქნებ განსაზღვრული, რომ 

მისი კოეფიციენტები აკმაყოფილებენ (10.58, უტოლობებს, მა- 
ში ის ლიაპუნოვის ფუნქცია იქნებ და ოპტიმალური 
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სისტემის მდგრადობის საკითხიც გადაწყვეტილი იქნება. 

M(,) ფუნქციას იმიტომ ექნებ ლიაპუნოვისს ფუნჭციის სა- 

ხე რომ იგი დადებითად განსახღვრული ფუნქციაა და მი- 
სი სრული წარმოებული, (10.53) გამოსახულების მიხედვი 
უარყოფითად განსაზღვრულია რა თქმა უნდა, ასეთ შემ“ 

თხვევაში M(,) ფუნქცის უმაღლესი ზღვარიც უსასრულოდ 

მცირე იქნება. 
ერთი სიტყვით, ვეძებთ (10.560ე) განტოლების ამოხსნას ისე- 

თი (10.57) კვადრატული ფორმის სახით რომელიც (10.58) 
პირობეს აკმაყოფილებს ასეთი ამონახნი საბოლოოდ გან- 
საზღრას ოპტიმალური რეგულირების კანონს (10:55) ფორ- 
მულის მეშვეობით. 

ჩავსვათ (10.57) გამოსახულება (10.56) განტოლებაში. 

გარკვეული გარდაქმნების შემდეგ გვექნება 

ააა +2ბა(4+4)- 
თ=I! /0=! 

- თო(4.+4) | 2ს(4,+4) თ.0ი,ტ-ა. 
(10.59) 

#=I 

ამ გამოსახულებაში რძ, ჩ მატრიცს აქვს დიაგონალური 

სახე, მისი ელემენტები შემდეგნაირადაა განსაზღრული: 

რაი =0 ყველა შემთხევევაში როდესაც Cთ # 08: ძმ. 2 

ყელა “შემთხვევაში როდესაც რთ =/, თ, /2 =1,2,.. 
ვინაიდან (10.59) ტოლობა უნდა შესრულდეს წებისმიერი 

7 „(07 ,#(ი ფუნქციებს დროს, აუცილებელია შემდეგი ჯ“ 

რაოდენობის ტოლობების შესრულება 

რმა მა(4თ4ა–ე 2ო4.+4 112» აი(4ე+4) - 0 

(თ,ჩ =12,...,/9. 

ამ განტოლებებით უნდა განისახღროს # რაოდენობის 

უცნობი კოეფიციენტები 4. თ, 8 = 1,2,...,#). 
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თუ ML) ფუნქციას განვიხილავთ როგორც სიმეტრიული 

სახის კვადრატულ ფორმას, ანუ როდესაც 

4#„,ე = 4ი,,(C0 ,/მ =12,...,I) , მაშინ საძებნი კოეფიციენტების 
რაოდენობა და შესატყვისი განტოლებების რაოდენობაც შემ- 

  

–I 
ცირდება „თ )_გდე, (10.60) განტოლებების ნაცვლად 

მივიღებთ 
” 1 „” M 

ძეე+22,ხ,ს4 -1( წა4|L 7, 4 1=9, 
/ ტხირი ე აირ ბრი (10.61) 

(თ, / =172,...,”)). 
ცხადია, იღებულ განტოლებას მრავალი ამონახსნი ექნება. 

სერიაა შორის უნდა ამოვირჩიოთ ისეთი, რომე- 
ლი (10.58) 'უტოლობებს, სილვესტრი კრიტერიუმს, აკმაყო- 
ფილებს. 

(00.01) განტოლებები არაწრფივი ალგებურლი, რიკატის 
ტიპს განტოლებების სისტემა. იგი შეიძლება ამოიხსნას 
თანდათანობითი მიახლოების მეთოდით, მაგრამ ადგილი აქვს 
გარკვეულ სიძნელეებს, რადგანაც განტოლებები საკმაოდ 
რთულია და მრავალი ამონახსნი აქვთ ზოგიერთ კონკრე- 
ტულ შემთხვევში შეიძლება ამონახსნი საერთოდ ვერც ვი- 
პოვოთ არსებობს მანქანური ამოხსნის მეთოდი ანალოგური 
გამომთვლელი მანქაის მეშვეობით ეს მეთოდი კარგადაა 
აღწერილი |521 ლიტერატურაში რის გაცნობასაცკ ვურჩევთ 
დაინტერესებულ მკითხველს. 

ეხლა დავუშვათ რომ (10.60) განტოლებათა სისტემა 

ამოვხსენთ და ამოვირჩეთ ისეთი ამონახსნი რომელი 
(10.58) უტოლობებს აკმაყოფილებს. ასეთი ამონახსნის 
არსებობა დამტკიცებულია და როგორც აღრე ვთქვით, 
მდგომარეობს (10.23) ვექტორების წრფივად 
დამოუკიდებლობაში. 

რადგანაც M(7) კვადრატული ფორმა, მისი კერძო 

მVC) 
წარმოებულები ს) #=L... 

0? 

  „მ, წრფივი ფორმები იქნე- 
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ბიანი მათი ჩასმით (10.55) გამოსახულებაში მივიღებთ ოპტი- 
მალური რეგულირების კანონს წრფივი ფუნქციის სახით 

§ლ7= >. ჩ,7 „(I). (10.62) 

სადაც #),..,,, კოეფიციენტები განსაზღვრულია, როგორც 

ს --.2 4 ,,  (თ=12,...,M) 

და წარმოადგენენ გაძლიერების კოეფიციენტებს ცალკეული 
კოორდინატებისათვის. 

საილუსტრაციოდ განვიხილოთ იგივე მაგალითები რაც 
მეტ პარაგრაფის ბოლოსაა განხილული. 

მაგალითი 10.3. 

მოძრაობის განტოლებაა 

”7 (/)=ხ»(/)+«(ი), 
სასაზღვრო პირობებია 

I(0)=7-ა, ” (თ) =0, 
ფუნქციონალი კი 

I(C)= |(იუ:+0«?)M, ი>0, C>0. 
(I) 

ასათ შემთხვეაში ოპტიმალობის საკმარისობის თეორემა 
გვაძლეს ტოლობებს (შესაბამისად (10.53) და (10.54) ტო- 

ლობებისა). 

რი < 9)( 

თ თ... =0, 
მ» 

აქედან ოპტიმალური რეგულირების კანონს ექნება სახე 

»20MC) 
ი__ 

C = 26 27 

ხუ +MC +» +06ჰ =0, 
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ხოლო M(ც) ფუნქციის საპოვნელად გვექნება კერძო წარ- 

მოებულებიანი დიფერენციალური განტოლება 
2 

4-L მ? 7 27) 7. 
ამ განტოლების ამოხსნასს ვეძებთ კვადრატული ფორმის 

სახით 

Mუ)=4»?, 
რომლის ჩასმც წინა განტოლებაში გვაძლეს კვადრატულ 

განტოლებას #4 უცნობის მიმართ: 
; _ 20C ძC 

# -– > 4-->=0. 
ე? ცე? 

ამ განტოლების ამონახსნებია 

2 

4 =ი +“ , 
7 C 

ამ ორი ამონახსნიდანნ მეორე ამონახნი არ გამოგვადგე- 

ბა რადგანაც იგი “უარყოფითია. ამრიგად, M7) ფუნქციას 

ექნება _ სახე 
2 

”V(I)= 5 სნ.” I: , 
ხოლო ოპტიმალური რეგულირების კანონი კი იქნება 

1 I თ? 0 2 
თ | 2 (/| ( ) 

ეს ზუსტად იგივე, რაც გევექონდა ამ ამოცანის ამოხსნისას 

ლაგრანეის მამრავლთა მეთოდით (10.37) ფორმულის სახით. 

მაგალითი 10.4. 
ახლა განვიხილოთ მეორე რიგის განტოლებით აღწერილი 

შეშფოთებული მოძრაობა (10.40, სასახლვრო პირობებით 
00.42 და ფუნქციონალით (10.41) 
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ოპტიმალობი” საკმარისობის თეორემა ასეთი შემთხვევი- 
სათვისს გვაძლესს პირობებს (შესაბამისად (10.53) და (10.54) 
პირობებისა): 

0MC „2 ,)_ _ 2VC 7) 

27, 7 2 7ე 
2 2 02 

+ძ,7) |, +თე)73+0% = 0, 

(» | +ხე7 ე +7/1% ე) + 

(10.63) 

2 ; 2Mოს7) „ა =ი, = 
2 7, 

(1064 ტოლობა განსახღრას ოპტიმალური რეგულირების 
კანონს 

2 ; 
წ 0 _ თ0Mრ ბ) (10.65) 

2 #27, 
რომლის ჩასმთ (10.63 ტოლობაში ეღებულობთ (10.56) 
საის კერძო წარმოებულიან დიფერენციალურ განტოლებას 

MC 07 2) ფუნქციისათვის კერძოდ, 

მMე სუ)  2M70.7.) I 2) 
+ ხ1, +ხ)შე)––– + 0», 73 07. (LV, ა ) 4L2 7, 

2 2 _ 
+ძ,7)1 +0)2? ე =0. 

  

(10.66) 

Mთოსუე)) ფუნქცის ვეძბთ კვადრატული ფორმის 
სახით 

ML ,,0ე)= 4,771 +24ა7 72 + 4:71, (10.67) 

სადაც «4, 4აეტე უცნობი კოეფიციენტებია. 

00.67) გამოსახულება ჩავსვათ (10.66) განტოლებაში, მივი–- 
ღებთ "შემდეგ გამოსახულებას: 
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» 2 
> “2 4# «ი I 9 +2,4,ხ, +2,4ას, “6 4,4) I72+ 

M”. : 
+ | 2-“1ე +24ან, –_ +თ, |?1; =9. 

(10.68) 

ა ტოლობის შესასრულებლად აუცილებელია 771, 7727, 
და 7: ფუნქციების კოეფიციენტები იყვნენ ნულის ტოლნი. 
ამრიგად ტოლობა (10.68) გვაძლევს სამ ალგებრულ განტო- 

ლებას #4, 4 და #:ე სიდიდეების გამოსათვლელად 

ხი თC 

„ “ი 
C C C 

4ია4» “14 I 04 2 “04 =0, (10.69) 

42:-2 =0, 

ხ.C ძ 

4-2 %/,-05#,+“XI-ი 
ამოვხსნათ მიღებული განტოლებათა სისტემა ა ამოვირ– 

ჩიოთ ის ამონახსნი რომელიც აკმაყოფილებს ილვესტრის 
პირობებს ამ "შემთხვევაში ეს პირობებია 

4.>0, #,4ე -42>90 (10.70) 
ამ პირობებიდან გამომდინარეობს რომ 4:>0 უტო- 

ლობაც «უნდა სრულდებოდეს. 

00.60 განტოლებებიდნნ პირველი განტოლების ამოხსნა 
გვაძლევს ორ ფესვს დადებითს და უარყოფითს, 

ხი ხ,CV ძ,C 
4 – 2 % 2 +-27 

ხოლო მესამე განტოლება კი ოთხ ფესვს 

ხეC ( 3) 20 ძ.C 
= +, –2|) +“ 4 ც+-2-, 4 22 XI ჯე? უვ? “2 71? 
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მიღებული გამოსახულებებიდან ჩანს რომ თუ + სკ სიდიდე 

უარყოფითი იქნება მაშინ 4ე სიღიღის დადებითობას 

შეიძლება ვერ მივაღწიოთ. ამიტომ უნდა ავირჩიოთ დადე- 

ბითი 7 „კ, ანუ 

ხი ხი ძი 
4ა=--+ წ3 +--->0. 10.71 IV, /? ”): უე? ( ) 

ამის შემდეგ: რა თქმა უნდა, ვირჩეფთ დაღებით + 

სიდიდეს, ანუ 

ხ.ი2 ხ.C"? ძ.C 20|ხC ხიCV ძი 4.52 + (+) „ხჯ 20, 9) აელ 
  

///! 1 „7 '//! 1 

(0010.6900 განტოლებათა სისტემის მეორე განტოლება განსაზ- 

ღრას #4 ც სიდიდეს როგორც ერთადერთს 

M ” |ხ CV? ძC 
4ა= ტარა -სი4ა-ხ4»=“ > +-7 X 

2 > (10.73) 

23 ძეთ 2-ხ, L დ იი, C 536) ,9:0, 210.9, | 99) ,44!_ «კა 50 3 CC + 02 2 + 2 უ? = |0, > 

  

” ე 1 

საკაოდ იოლად მოწმდება რომ (10.71, (10.72, (10.73) 
სიდიდეები აკმაყოფილებენ (10.70) უტოლობებს. 

(I0.:651უ1 და (10.67) გამოსახულებები გვაძლევენ 

MM MM 

§" =--4 LII (0-4 2277 :C/), 

რომელშიც (107)) და (1072) სიდიდეებს ჩასმით ვღებუ- 
ლობთ 
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--_1 ს; ი _ § 1 = 1, +.ხ6:+=”. 7 (I) 

-+6, „ს: +2ხ ,+– 29XMXX> „რი ჰუ ,(ი). 

  

    

(10.74) 
ბუნებრივია მივიღეთ იგივე გამოსახულება რაც გექონდა 
ებული ლაგრანჟქეს მამრავლთა მეთოდის გამოყენებით. 

მიდ: შემოწმება იოლიას ჩავსათ (10.45) გამოსახულებაში 

ე და /#,ე ფესვების მნიშვნელობები მივიღებთ ზუსტად 

(1074) გამოსახულებას, (10.40, (10.74) ჩაკეტილი სისტემის 
მდგრადობის შემოწმება ზედმეტია რადგანაც ვიცით რომ 
ამ სისტემისათვის განსახღლვრულია ლიაპუნოვის ფუნქცია 

Mლღ „7,)' 
საერთოდ უნდა აღინიშნოს რომ ოპტიმალური რეგულა- 

ტორების ანალიზური კონსტრუირებს წრფივ-კვადრატული 
ამოცანები კარგადაა შესწავლილი მათი განზოგადოება მრა- 
ვალმხრივ შეიძლება, მაგალითად, როდესაც ობიექტზე მოქმე– 
დებს გარემე აღმშფოთი ზემოქმედება როდე სისტემა 
შეიცას დაგვიანება, როდესაც სისტემა პრასტაციონალურია, 
როდესც სისტემზე სხვლყ შეზღუდვებიც მოქმედებენ და 
სხვა. მარტივია ისეთი სახის ამოცანების ამოხსნაც, როდესაც 

მარეგულირებელი ზემოქმედება ვექტორული სიდიდეა ყველა 
ამ სახის ამოცანებს დაინტერესებული მკითხველი შეიძლება 
გაეცნოს მითითებული ლიტერატურის მეშვეობით |52, (77). 

§ 109. თანამგრზავრის სტაბილიზაცია მოცემული 
მიმართულებით. 

განვიხილოთ კონკრეტული სახისს ობიექტი, ასეთად ავირჩი- 
ოთ ხელოვნური თანამგზარი და შევისწავლოთ ამოცანა 

მიი სტაბილიზაციის შესახებ მქნევარასს მეშვეობით, რასაც 
ტექნიკამი გარკვეულ უპირატესობას ანიჭებენ. 

უშვთ კუთე "M განსაზღვრას ხომალდის ღერძის 
მდგომარეობას ამორჩეულ ფიქსირებულ მიმართულებასთან, 

290



ანუ იგი მოცემული მიმართულებიდან ხომალდის სიგრძივი 
ღერძის გადახრის კუთხე. რთ არის მქნევ არას ბრუნვის 
ს კუთხური სიჩქარე ხომალდის მიმართ (ნახ.10.2). 

5 

» 

ნახ.10.2 
სისტემის მოძრაობის რაოდენობის მომენტის განტოლებას 

აქს “შემდეგი სახე: 

(Iი+I,)V()+7„თ ()=0, (10.75) 
ხოლო მქნევარა, მოძრაობის განტოლებაა 

,,, (თ ()+VVI)) =-–M. (10.76) 

აქ ა ღა #„/, შესაბამისად, თანამგზავრისა და მქნევა- 

რას ინერციის მომენტები, //V არის დაყვანილი ძრავის 
მომენტი. 

ეს განტოლებები გვაძლევენ 

IM) = M. (10.77) 
დავუშვათ მქნევარა იმართება ტუდმივი ნის ძრავით. 

ზოგიერთი მიღებული დაშვების შედეგად 'ასეთი ძრავის 

მიერ განვითარებული მომენტი /V შეიძლება გამოისახოს, 
როგორც 

M %( + რ | (10.78) = V+-–“–-, , 
ჯ MV 

სადაც M.,L, და M### ძრავს ელექტრული კონტურის 
მუდმივები, ხოლო V მმართველი ძაბვაა. 

ხომალდის დამყარებულ მდგომარეობ შეესაბამება 

VI. =V =0, (10.79) 

29I 

 



რაც უნდა განხორციელდეს ისეთი მმართველი ძაბვის რეგუ- 

ლირები“ კანონის არჩევით რომ V =0 უზრუნველყოფდეს 
(1079) ტოლობების შესრულებას. 

ამ დროს, როგორც (10.75) განტოლებიდან ჩანს, მქნევა- 
რას სიჩქარე და წონასწორობის მდგომარეობა განუზღვრელი 
რჩება. 

ამიტომ განვიხილოთ აწყნი ემის შეშფოთებული მოძრაობა, 
რომელიც წარმოიშვება საწყი მნიშვნელობების შემდეგი სა- 
ხით განსაზღვრულ ქვესივრცეში 

I„თი+(IC+71,/)V ა =0. (10.80) 
(108001 პირობა, კერძოდ, აკმაყოფილებს სიდიდეებიც 

თა =M, =0. ზოგად შემთხვევაში, (10.80) პირობა ნიშნავს, 

რომ ხომალდი-მქნევარას სისტემს მოძრაობის რაოდენობის 

საწყსი მომენტი ნულის ტოლია მაშინ (10:75) განტოლების 
მეშვეობით შეიძლება დავწეროთ 

IC I 
თ (0) =-–4C17VM V, (ე, 00.81) 

I 
ამს შემდეგ (1077) განტოლება (1073) და (10.81) 

ფორმულების გამოგენებით მიიღებს “შემდეგ სახეს: 

I. + - 
რ #0 - “MC ),. (10.82) 

შემოვიტანოთ აუნიშენები“ 

VV)=»/ ,(), MV)=7;C), 90=“ (0, 
M,.(I-+IV) , M, (10.83) 

LააიI#„V 2 I7C წ 
ამ აღნიშვნების გამოყენებით განტოლება (10.82) მიიღებს 

სახეს: 

    I-M(C0 = 

  

7 ,(I) / (0, 

? :() =ხ,7 (I) + CV). 
ამრიგად მივიღეთ რომ სამართი ობიექტი აღიწერება 

(10.84) განტოლებებით. ჩვენი მიზანია გარდამავალი პროცესის 

მინიმიზაცია ავირჩიოთ ფუნქციონალი 

(10.84) 
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I(§)= |(იოუ:1+ი,უ1+0C6?')M, იძ,>0, ი, >0, C>0. ((0.85) 
0 

ეს იგივეა, რაც (10.41). 
ამოცანას ამოვხსნათ ოპტიმალობის საკმარისობის” პირობის 

თეორემის გამოყენებით. 
თუ დავაკვირდებით, ეს ის ამოცანა,ა რომელიც ამოვხსე– 

ნით წინა პარაგრაფში განსხვავება მხოლოდ იმაშია რომ 

ობიექტის აღმწერი (10.40) განტოლებათა სისტემაში ხ | =0. 

ამრიგად (10.66900 ალგებრულ განტოლებათა სისტემის ნაც- 

ვლად გვექნება 

4 იჯ =0, 

C C 
4 ა4 2 უე? 4 ! 04 „კ =9, 

ხ.C ( C ძ 2 2 2 2 
–2-– > 4... | 2–-4 1+-–>-|)=0. 4 2 ჟე? 2 ჯე? IV) ჯე: 

(10.71), ((0721 და (1073) ფორმულების ნაცვლად 

გვექნება 

4,.= + >0, 

#, „50, თეი ს. 2 2 I 20, 

„ 

ჯ“X „2 92 «9 _ 

თანამგზავრის მამ > კანონს, თი ს ფორმულის 
მსგავსად, ექნება შემდეგი სახე: 

1 Iი.M ძა» ძი. M ი() _ _. + (რი _ 1 1 , 0:/_ ! 
ფთ (/)= 2 წ ,() I1> ხ:+ 2 +2 2 7 ;(I) 

(10.86) 

  

შემოვიტანოთ აღნიშვნები: 
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#“ |(თ” 

C VI” 
მაში სილვესტრის პირობების მიხედვით გვექნება 

4 ს4ეც–-4 ? =0“+ხ,0 -– 6> 0, (10.87) 
ხოლო სტაბილიზაციის (10.86) კანონი ასე ჩაიწერება: 

§C 'V)= + (0 -“(C, +0)7 ;C). (10.88) 
განვიხლოთ #70 სიბრტყე. ჩამ სიბრტყზე გვექნება არე, 

რომლის მიხედვითაც შეიძლება ამორჩეულ იქნს V» და 
იე მნიშვნელობები ეს არე შემოსაზღვრულია ქვევიდან 

00.871 პარაბოლის დადებითი განშტოებით ხოლო გვერდი- 

ღან #=0 ღერძით (ნახ.10.3). 
ი 

+   

ნახ.10.3 

ასეთი არჩევნი შეიძლებს მხოლოდ დაშტრიხულ არეში. 

ეს ნიშნავს, რომ ნებისმიერი MI, 6, ხს: და #>0 სიდიდღე- 

ებისათვის ყოველთვის მოიძებნება ისეთი 

ხ, ხ 2 
–+./)--+X, 0>-2"V4 

რომლის დროსაკ მოცემულ ღპტიმალურ ამოცანას თანამ–- 
გზავრის სტაბილიზაციის შეხ სახებ ყოველთვის ექნება ამოხსნა. 

ამ დროს გარდამაალი პროცესის დინამიკა (10.84), 

(10.88) ჩაკეტილ სისტემაში 
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7 ,(/)= 7 :(I), 

7 ე(I)= –ჩ» ,(/)–07.C0) 
(10.89) 

ძი “ 
განისაზღვრება #, 0 რიცხვებით. და ლ. – კოეფიციენ- 

ტების მნიშვნელობებით. 
(10.89) სისტემის მახასიათებელი განტოლებაა 

// ?+0/!| +=0, 
რომლის ფესვებია 

#ც5=-7+I5--8=-9+1 /0'-4ჩ. 4 
როგორც ვხედავთ, პროცესის ჩაქრობის სიჩქრე ძირითა- 

დად დამოკიდებულია (0). სიდიდეზე. 

ეხლა განვიხილლოთ პარაბოლა 

0: –4# =0. 
თუ ეს პარაბოლა გადაკვეთს (10.87) პარაბოლას, მაშინ 

ვღებულობთ »” და C0, პარამეტრები არეს, რომელშიც 

გარდამავალი პროცესი იქნება ან აპერიოდული, ან რხევითი. 
თუ ასეთ გადაკვეთას ადგილი არ ექნება, მაშინ წნებისმიერი 

”» და 0, რომელებიც (10087) პირობას აკმაყოფილებენ, 

მოგვცემენ აპერიოდულ პროცესს, ეს ყველაფერი დამოკიდე- 

ბულია ხე, #, რძ, ძი, 0 პარამეტრებზე, რომლებიც 

განსაზღლვრაენ V#” და 0 სიდიდეებს მოცემული ობიექტი- 

სათვის, ე.დ. როცა მოცემულია ბხ,: და ” კოეფიციენტები, 

სხვადასვა პარამეტრებინი ფუნქციონალის ოპტიმიზაციისას 
სხვადასხვა სახს გარდამავალი პროცესი მიიღება თუ დაუბ- 
რუნდებით (10.13) აღნიშვნებს მაშინ ძრავის ელექტრული 
ოტური. მუღმივებს წინასწარი არჩევთ შევძლებთ წ6ინას- 
წი ანესაზღდვროთ ოპტიმალური გარდამაალი პროცესის 
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თავი მეთერთმეტე 

დინამიკური პროგრამირების მეთოდი 

§ III. შესავალი ოპტიმალობის პრინციპი 

დინამიკ პროგრამირების მეთოდის ავტორია რიჩარდ 
მოცანე შადი გამოიყენებ ოპტიმალური მართვის ყველა 
გვეცანების გადასაწყეტად (6, II2, (45) |6I, (63, (75), 

თ სისტემა აღიწერებ მდგომარეობის დიფერენცი- 
ალური განტოლებით. 

= VI(XC (I) /), (11.1) 

სადაც X(I ) –/ჩ განზომილების მდგომარეობის ვექტორია, 

"(/ ) არს / განზომილებიანი მართვის ფუნქცია მოცე- 

მულია საწყსი მდგომარეობა X(/-) , მართვის დასაშვები 

CXV) არე და ოპტიშალობის კრიტერიუმი. 

L= M #LV !),X(I),!)ძ! , (1I.2) 

რომელსაც ინტეგრირების ზედა ზღვარი აქვს ფიქსირებული. 

X(I) ვექტორზე და მის სასრულო მნიშვნელობაზე არ და- 

იდებს შეზღუდვები ე.ი. განიხილება ამოცანა ტრაექტორიის 
თავისუფალი მარჯვენა ბოლოთი და მართვის ფიქსირებული 

დროით ! არგუმეიტი " და ” ფუნქციებში მიუთი- 
თებს მათ არასტაციონალურ ხასიათს ა ასეთ ობიექტებს ე ც ლუ დ ე ექტე 
უწოდებენ არაავტონომიურს მოითხოვება მართვის დასაშვები 

ფუნქციებს კლასში მოვძებნოთ ისეთი (I) მართვა რომ 

LI-–ფუნქციონალი აღწევდეს მინიმალურ მნიშვნელობას 

1=XIი, (I) C<-X(V), 
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ხოლო მართვის ობიექტი–-7 -–/ს დროში გადავიდეს მოცემუ- 
ლი საწყისი მდგომარეობიდან ნებისმიერ სასრულო მდგომა- 
რეობაში რომელიც ეკუთვნის მდგომარეობის „სივრცეს. 

ეს ამოცანა შეიძლება გავავრცელოთ დისკრეტული ობიექ- 
ტის მართვაზეც. ასეთი ობიექტი აღიწერება სხვაობითი გან- 
ტოლებით 

X.,) = 9/(X-,M,,/). (11.4) 
ოპტიმალობის კრიტერიუმს, აქვს სახე 

LI = 2აჩრა4აჩ). (II.5) 

სადა არის იქსირებ სიდი მდგომარეობის ა 
მართვის ვექტორებზე: მირებული ს იგივე ს დაშვებები, ე როგორც 
ეწველი მართვის შემთხვევაში. 

ამიძური პროგრამირების საფუძ ლია, წ. ოპტიმალო- 
ბის” პრინ ციპ,ი რომელიც ამტკიცებს, ომ ოპტიმალური 
ტრაექტორიის ნებისმიერი დარჩენილი  სასრულო უბანი თა- 
გვისთავად წარმოადგენს ოპტიმალურ ტრაექტორიას. 

განვიხილოთ და დავამტკიცოთ ეს პრინციპი უფრო დე- 
ტალურად. დავუშვათ რომ ამოცანა გადაწყვეტილია. მოძებ- 

ნილიი ოპტიმალური 7C) მართვა და მისი შესაბამისი 

ოპტიმალური X'(I) ტრაექტორია ავაგოთ ეს ტტაექტორია 
მდგომარეობის სივრცეში (ნახ.11.1.), 

% 

 



გამოვყოთ ამ ტრაექტორიაზე წერტილი X» (I), რომელიც 

შეესაბამებს მომენტს /-<I!'<” ეს წერტილი ჰყოფს ოპ- 

ტიმალღლურ ტრაექტორიას ორ !| და 2 უბნებად. ვაჩვენოთ, 

რომ ოპტიმალური რაექტორიის 2 ბანი თავისთავა 
წარმოადგენს არაორუთი სათი შწერ შემდეგი მ აზრუთ: 

დავუშვათ რომ მომენტში ობიექტი აღმოჩნდა X(I') 

მდგომარეობაში და აუცილებელია ვიპოვოთ დასაშვებ მარ- 
თვებში ისეთი მართვა და მისი “შესაბამისი ტტაექტორია, 

” 
რომლებისათვისაც IM(C04! = იი; X(I') = X'(I') ოპტიმალო- 

ბის პრინციპი ამტკიცებს რომ ასეთ ტრაექტორიად იქნება 

პირველადი ოპტიმალური ტრაექტორიის 2 უბანი პრინციპის 
დამტკიცკება ძალიან მარტივი. დავუშვათ რომ პრინციპი 

არი არასწორი და შეიძლება მივუთითოთ 2» უბანი რო- 
» 

მელზედაც ინტეგრალი I”(ე4! არის უფრო მინიმალური, 

ვიდრე 2 უბანხე.ე მაშინ თავიდანვე ე.ი. /# მომენტიდან 

შეიძლებოდა მოგვეძებნა ისეთი მართვა რომლის დროსაც 

ობიექტის მოძრაობის ტრაექტორია თანხვდებოდეს 1-–-2' 

მრუდეს ამ ტრაექტორიაზე 

I= > = ყვ + წი (11.6) 

ფუნქციონალი იქნებოდა მცირე ვიდრე 1-2 ტრაექტორი- 

აზე მაგრამ საწყისი წინაპირობების თანამად I ფუნქცი- 

ონალი აღწევდ მინიმალკურ მნიშვნელობას 1-2 ტრაექტო- 

რიაზე. აქედან გამომდინარეობს რომ 2, უბანი არ ხასი- 

ათღება ოპტიმალური თვისებებით და ოპტიმალურია 2 
უბან. ამრიგად როგორიც არ თუნდა იყოს ობიექტის 
პირვანდელი მდგომარეობა და მართვა დროის საწყის პე- 
რიოდში შემდგომი მართვა უნდა იყოს ოპტიმალური იმ 
მდგომარეობის მიმართ, რომელსაც მიიღებს ობიექტი 
პირვანდელი მართვის შედეგად დროის ნებისმიერ მომენტში 
ოპტიმალური მართვა არ არის დამოკიდებული სისტემის 
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წინა ისტორიაზ და განისაზღვრებს მხოლოდ სისტემის 
დგომარეობით ამ მომენტში და მართვის მიზნით. 
ოპტიმალობის პრინციპში არ შეიძლება აურიოთ მის ზო- 

გიერთ მოჩვენებბთთ ანალოგებს: ოპტიმალურია მხოლოდ ოპ- 
ტიმალური ტრაექტორიის სასროულო უბანი და არა რომე- 
ლიმეე შუალედური ამის ნათელი მაგალითად რ.ბელმანს 
მოჰყვს გრძელ მანძილზე მორბენლის ქცევის სტრატეგია. 
სტარტხსე მორბენალი ისახას მიზანს რომ თავისი ყველა 
შესაძლებლობი” გამოყენებით გაირბინოს დისტანცია მინიმა- 
ლურ დროში. როდესაც ის იმყოფება დისტანციაზე დროის 
ყოველ მომენტში ანაწილებს თავის ძალებს ისე, რომ ითვა- 
ლისწინებს თავის მდგომარეობასს დარჩენილი უბნების მინი- 
მალურ დროში გასავლლეელად- თუ ის დაისახეს მიზანს, 
რომ ყოველი უახლოესი უბანი გაიაროს უზოკლეს დროში, 

ადვილი შესაძლებელია რომ მან ფინიშამდე ვერ მიაღწიოს. 

§ 112. დინამიკური პროგრამირების მეთოდის 
დისკრეტული ვარიანტი 

მეთოდის შესწავლა დავიწყოთ ერთგანზომილებიანიდ დის- 
კრეტული ობიექტებს მართვის მარტივი ამოცანის შესწავ- 

ლით ერთგანზომილებიახი ამოცანები საშუალებას გვაძლევენ 
ნათლად წარმოვიდგინოთ მეთოდის ძირითადი პრინციპები, 
ხოლო ამოცანის დისკრეტულობა საშუალებას გვაძლევს 
აქტიურად გამოვიყნოთ კომპიუტერი წI2) |45) (75) |146). 

სისტემა აღიწერება შემდეგი პირველი რიგის განტოლებით 

XM-ვI = X# + V(X.,V,), MX = 0,1,2. (II.7) 

სადც  X,=XV,,ს I.= "CI, ს) მოცემულია საწყისი X- 

მდგომარეობა ოპტიმალობის კრიტერიუმი 

L= L MC X.) (011.8) 
#=0 

და მართვების დასაშვები არე C(V). მოითხოვება ვიპოვოთ 

მართვები:ს ისეთი თანმიმდევრობები ი, ,....MI,ე, რომელებ- 

ზედა I უნქციონალი აღწევს მინიმუმს მოცემული 
საწ ყისი მდგომ არეობის გათვალისწინებით. აღნიშნული 

ამოცანა შეიძლებ ვცადოთ ამოვხსნათ როგორც მრა- 

299



ვალცვლადიანი ფუნქცის პირობითი ექსტრემუმის ამოცანა 
ლაგრანჟისს განუზღვრელი კო ფიციენტების მეთოდის გამო- 
ყენებით. მაგრამ ცვლადები დიდი რაოდენობა და 

შეზღუდვები §X() არეში არ გვაძლევენნ საშუალებას გა- 
მოვიყნოთ კლასიკური მეთოღები და საჭიროებენ ახლებურ 

მიდგომას. 

დინამიკური პროგრამირების მეთოდის თანახხაად ამოცანის 
გადაწყეტა იწყბა მისი მარჯვენა ბოლოდან. დავუშვათ, 

რომ ყელა მართვები იVI/,”V,....I,, მოძებნილი,ა ხოლო 

(1171-ისს და X საფუძველზე მოძებნილია შესაბამისი მდგო–- 

მარეობებბიი Xა,X,..,X,. უცნობია მხოლოდ #,; მოვძებნოთ 

იგი ვინაიდან ”/,-ხე დამოკიდებულია მხოლოდ (118) ბოლო 

მდგენელი„ მაშინ ოპტიმალობის პრინციპზე დამოკიდებულებით 
ის ' მოიძებნება პირობიდან 

I» = M(II,,X,)= Iს... (11.9) „ა ჩრი)– მს 
ვარაუდის თანახხად X, ცნობილია, ამიტომ I,» დამოკი- 

ღებულია მხოლოდ ერთადერთ V,ც არგუმენტზე თუ გამო- 
ვიყნებთ ერთგანზომილებიანნ ფუნქციის მინიმიზაციის” რომე- 

ლიმე მეთოდს, ვიპოვით CV) არეში I/,ყ მართვას რომე- 

“ლიც აკმაყოფილებს (11.9, ცხადია ეს მართვა ფუნქცია იქ- 

ნებ ობიექტის მდგომარეობისა /„ მომენტში, ე.ი. 

M, =MV(X„). (11.10) 

თუ უკანასნელს შევიტანთ I) გამოსახულებაში მაშინ 

მივიღებთ მი  მინიმლურ მნიშვნელობას რომელიც (11.4) 

·გათვალისწინებითთ იქნესა X-ის ფუნქცი. აპ, "აღენიშნოთ 

II მინიმალური მნიშვნელობა როდესაკც მართვა აღწევს 

Mა(X„) ოპტიმალურ მნიშვნელობას, ე.ი. 

8, =5„(X„)= თი I. (11.10) 

(11.8)-(11.10) ამოცანის ამოხსნა ანალიზურად იშვიათად ხდება, 

ვინაიდან 2LIL /0 „)=0 პირობიდან გამომდინარედ V, ოპ- 

ტიმალური მართვა მდებარეობს CXV) არეს გარეთ. პრაქ- 
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ტიკაში ამოცანის გადაწყეტა ხდება კომპიუტერის საშუალე- 
ბით. 

გადავიდეთ ამოცანის გადაწყვეტის შემდეგ ეტაპზე. ღდავუშ- 
ვათ რომ განსაზღვრულია ყველა მართვები M/,M,,...,M/V-ე 

და მათი შესაბამისი მდგომარეობები Xე,X,....XV-. ვიპო- 

ვოთ ოპტიმალური მართვები („კ მომენტებში ოპტიმა- 
ლობის პრინციპს თანახმად ეს მართეები დამოკიდებულია 
X-ს მდგომარეობაა და მართვისს მიზანზე. ეს იმას 
ნიშნას, რომ “უნდა მოვახდინოთ (II, გ) გამოსახულების 

ბოლო ორი წევრის მინიმიზაცია.ა მაშასადამე, /(„.,// 
მომენტებში ოპტიმალური მართვს მოძებნი ხდება აპი- 
ობიდა 

I», = M(VV-,,X„-,)+ XICV„,X„) = „შეე 01.11) 

უნდა შევნიშნოთ, რომ ყჯყზხე არის დამოკიდებული 

I ა) კხოლო მეორე შესაკრები მაგრამ მისი მინიმიზაცია 
მოზდა პირველ ეტაპზე და მოშებნილია მისი მნიშვნე–- 

ლობა (I1.10ე6-ში ყე ოპტიმლური მართვისა. ამიტომ 

(11.11): ში უნდა მოვახდინოთ მინიმიზაცია მხოლოდ V/,,- ის 
მიხედვით და ამოცანის ამოხსნის პირველ ეტაპზე მიღებული 

შედეგებით 
XLI, ,,X„-,)+ 5„(X„) = „იიი. (1I.12) 

(11121) ჩაწერა იმას ნიშნავ, რომ MI, მართვა მოიძებნება 

მხოლოდ შესაკრების მინიმუმის” პირობიდან რომელიც უშუ- 
ალოდ მასზეა დამოკიდებული. ვინაიდან (117) პირობის თა- 
ნახმად 

X„ = X, +V(X„ ,MV-), (11.13) 
ამიტომ (11.12) პირობა მიიღებს სახეს 

M(V„- I XV- )+5, (ფ», +M/(ი, 1)XV- ')) = „იი | (11.14) 

და Mყ, მართვა მოიძებნება საუკეთესო თვისობრიობის პი- 

რობიდან I M->წM I მონაკვეთში. 

ვი!



(II.14ე ამოცანა შეიცას ერთადერთ უცნობ სიდიდეს 
ML. მისი მნიშვნელობა,ა რომელიც აკმაყოფილეს (11.14) 

და დამოკიდებულია V„,,, იქნება 

Mსე =MII)(X-). (11.15) 
თუ შევიტანთ (1I.5)ას (11.4)ში და ამ მნიშვნელობას აღ- 

ვნიშვნათ 5» (X„-,) მივიღებთ 

5V-, (X„-,) = „იიი, (M(ა ,X#-)) +5, (X„., + VM/MV,, „XV-I))| · 

(11.16) 

თუ განვაზოგადებთ ამოცანას მარცხნი-ი #  ბიჯისათვის 
მივიღებთ გამოსახულებას რომელიც მსგავსია (11.16): 

5», („-, ) = „მიე წრის .XV-, ) +5V- C„,, + VIV._, XV I ))) · 

(11.17) 

(11171ს თანახხნად ვიპოვით I», მომენტში ოპტიმალურ 

მართვას 

V»-, =MI- (XV) (11.18) 
ღა მდგომარეობის მნიშვნელობას 

ი» (X„-.), 
როდესაც #V (ცვლილებისას მისი მნიშვნელობა გაუტოლდება 

M ეი. M#=VM, მაშინ 

5ა(X) = „ოი, ,(”(4%X)+5, (2, +MLX + VI(X,%)))): (1I.19) 
(11190 პირობიდან პოულობთ ოპტიმალურ მართვას რო- 
გორც ობიექტის საწყისი მნიშვნელობის ფუნქციას 

Mე = %(X). (11.20) 

ვინაიდან საწყისი Xა მდგომარეობის მნიშვნელობა კონ- 

კრეტულია, ამიტომ /'0 მნიშვნელობაც უნდა იყოს კონკრე- 

ტული და მას უნდა ”შეესაბმებოდეს 8ი(X-) კონკრეტული 

მნიშვნელობაა ის “უნდა აკმაყოფილებდეს (11.19), ე.რ. ყველა 

მ, IM მნიშვნელობისას «უნდა შეირჩეს მინიმალური 

რი. 

302



მაგალითი 1I. |641). 
არის საქონლის ფარა, რომლის შენახვაზე იხარჯება გარ- 

კვეული თანხები-ი ეს დანახარჯები კო პენსირდება ფარის ნა- 
ილის გაყიდვის ხარჯზე საქიროა გვიპოვოთ სულადობის 
ართვის ესი ისე რომ დანახარჯები იყოს მინიმალური 

(მისაღები მოგების გამოკლებით). 

XCX) –საქონლის სულადობის რაოდენობაა # წლის და- 

საწყისში # = 0,),...,#,, "XI “საქონლი სულადობის რაოდე- 

ნობა # წელს #=0,),...,X კ. ამ სიდიდეებზე დადებუ- 

ლია შეზღუდვები 

0<MVIM)<XIXI, #=0,...,M,,. (11.21) 
საქონლის სულადობა იცვლება წლიდან წლამდე თანაფარ- 

დობით XIX + 1) = #8 (IM) – MXI), # =0,..,#M, არის კოეფი- 

ციენტი სულადობის ბუნებრივი ნამატის,ა მორიგი გაყიდ- 
ვისას, რომელიც შესრულდება მორიგი აღწერის შემდეგ. 
საქიროა მოვაზდინოთ მინიმიზაცია გამოსახულებისა 

L= ა (M(XIMI- MM) – CMIMII, (1I.22) 

სადაც #-არის დანახარჯები ერთი ცხოველის შესანახდ ერ- 
თი წლის განმავლობაში. C –მისი გაყიდვის ფასია წლის და–- 
საწყისში C>#>0. 

დინამიკური პროგრამირების ძირითადი განტოლება ჩავწე- 
როთ შემდეგი სახით 

5(X,>) = თჯი| 9ი(X,1, >) + 5§I#7 (X,M,>), L+ 1) , (1I.23) 

5(,9) = თIიIMი – (C+M)#+ 5» – #), «+1)).. (0124) 

ამასთანავე 5(X, X /) =0. შევეცადოთ ავაგოთ მიმდევრობითი 

5(X,X) ფუნქციები. გვექნება 

5(X,M,,)= თIი(MX – (C +M)«) = –C», (II.25) 
0<V<5Xჯ 
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ამასთანვე # (X,#,,)=X, ეს იმას გვიჩვენებს რომ ბოლო 
წელს სულადობის შენარჩუნება არამიზანშეწონილია, ვინაიდან 
მისგან აღარ შეიძლება მივიღოთ მოგება (ბოლო გაყიდვა 

შეიძლება მხოლოდ წლის დასაწყისში). X=VM, –2 დროს, 

გვექნება 
5C,M,, )= თIი (MX – (C + ჩ)" + C8(» – “)) . (11.26) 

05V<»ჯ 

გათვალისწინებულია 5(», „92 ) სახ. ახლა რეზულტატები 

დამოკიდებულია ”“ ნიშანზე, 

ჩ 
M = 0, >1+–, თო / C 

ჩ 
M= X, <I1I+-–., თუ / C 

ეს იმას ნიშნავს რომ მიზანშეწონილია შევინარჩუნოთ მთე– 
ლი სულადობა თუ ნაზრდის კოეფიციენტი არის დიდი, 
საწინააღმდეგო ”შემთხვევაში წინასწად თავიდან “უნდა მოვი- 
ცილოთ დავუშვთ, რომ პარამეტრების მნიშვნელობებია, 

8 =1,22 #-0,C, მაშინ 

5, 2X, M)_ ,)= –-C/# – IX. 
ჩვენ გვაქს “უარყოფითი კოეფიციენტებიანი წრფივი ფუნ- 

ქცია (დანახარჯები არ აღემატება შემოსავალს). 
ცხადია რომ შემდეგი ეტაპების განხილვა გვაძლევს იგივე 

რეზულტატებს: 
" (X,>) = 0, ს <M, ე. 

ეი. საჭიროა ბოლო წლამდე შევინარსუნოთ სულადობა. 
იგი იცვლება კანონით 

XIXI = # "»I0I # =0,...,M,_, 

იზრდება დანახარჯები მის შენახვაზე 
M- 
#2. 'X9), 

მაგრამ ის იფარება ებიდან. _(სომელიც მიიღება საქონ- 
ლის გაყიდვიდან ბოლო წლის ნ: 

Cჩ > ი) 
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ადრე ყველგან ნაგულისხმევი იყო, რომ ყველა , 5(X,?) 

ფუნქციები განსაზღვრულია, მხოლოდ Xჯ>0. 
ხ-_ხი რომ გავუსვთ ამ გარემოებას, ცოტათი შევცვა- 

ლოთ ამოცანს ფორმულირება დავუმატოთ ირობა, რომ 

#=V, სასრულო მომენტში საქიროა სულადობა შმევინარ- 

ჩუნოთ არანაკლები მოცემულ XX დონეზე. 
ამ შემთხვევაში პირობა 

5(X,M,)=0 , 
მოცემულია მხოლოდ X>»”». X<»”» პირობისას 5(X, ( ,) 

არ განისაზღვრება შემდეგ ნათელია, ყვლა ეტაპზე დასაშ- 
ვებია არა ნებისმიერი საწყსი პირობები არამედ ისეთები, 
რომელთა დროს "შესაძლებელია სასრულო შეზღუდვების 

შესრულებ: #,, მომენტში XV ,- | არ უნღა იყოს 

#8 % ნაკლები ნებისმიირი L-თვის XIXI არანაკლები 

#8 „+, XL0|. საწინააღმდეგო შემთხვევაში, ცხოველთა 

სულადობა ვერ მიაღწევს მოცემულს. ეს შეზლუდვები უნდა 
იყოს გათვალისწინებული მინიმიზაციისას. 

კერძოდ, #, –1 მომენტში 

  

ჯ ჯ 
"“” (IX,M,-I1)=X-–, X>-, (11.28) 

( / ) # 8 

5(X,>) ფუნქციას აქვს სახე (ნახ.I1.2). 

§(X,7) 

| X/გბ =/გ? __ =/ჩ -X 
ი 

5(X,%კ,-63ვ) §(X,M%ვ,-2) 5(X,M%43,-1) 

ნახ.11.2 
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მაგალითი 1)2 (451. 
ობიექტი აღიწერება განტოლებით 

M2 
–- =M/-X,. 11.29 
ძირ“ (1.29) 

საქიროა მოიძებნოს მართვა რომელიც გადაიყვანს სისტე- 

მას X(0) =0 მდგომარეობიდან X(1) =1 მდგომარეობაში. 

ამასთან ფუნქციონალმა 
' 

IX, IV = II? + / VI (11.30) 

უნდა მიაღწიოს მინიმუმს. | 
განვიხილოთ დისკრეტული ამოცანა. 

დავყოთ დროის I0, II ინტერვალი ნაწილებად 

Iე=0,00, /,=02, !(.=04; I/კ=0,66; /კ=0,0მ („; =1,0. 
» კოორდინატები იღებენ შემდეგ დისკრეტულ მნიშენე- 

ლობებს 

X=0; X.=02; X=04; Xკ =0,6; 

X.=0,08 8 X, =1,0. 

(I1.0ძ) განტოლებიდ–ნ გადავიდეთ სასრულო სხვაობით 
განტოლებაზე 

ტ»X(M4/) = (V(M#M) – X(#ტ/)) /. (11.31) 
დისკრეტულ ამოცანზე გადასვლისს ლფუნქციონალლს აქეს 

აზე 
4 

IIX,V) = 2,|»”(M4/) + ”(M#V)ბ/. (II.32) 
#=0 

შევიტანოთ (11.32)-ში V(#M4/) მნიშვნელობა. (11.31) გამოსახუ- 

ლებიდან მივიღებთ 

I »,M| = 2, ?(M#/)+ + 40091, «ბატბი" + (1I.33) 
#=0 

(11.33ე ფუნქციონალის ნაზრდი #- ბიჯზე იქნება 
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#IL, = საი + (200) + ბატი! ტი. (11.34) 

) ცხრილში მოცემულია /#!, ნაზრდის დამოკიდებულება 

XLC##I), /#(IM). 
ამოცანის გადაწყეტა იწყება ბოლო ეტაპიდან. საბოლოო 

მდგომარეობაში XVI) =1 შეიძლება მოვხვდეთ ბოლო ეტაპზე 

ნებისმიერი მდგომარეობიდან Xე,..,X, ამასთან თფუნქციონა- 
ლის ნაზრდი მოცემულია (ნახ.11.3.) . 

X, 

   

  

   

159 

0,4 

    
ნახ.11.3 

ბოლოსწინა ეტაპზე /=3 სხვადასხვა საწყისი მნიშვნელობი- 
სათვის განისახღლვროს ფუნქციონალის ნაზრდის მინიმუმი. 
ისრებით სნახაზბზზ მოცემულია შესაბამისი გადაადგილებები, 
რომლებიც შეესაბამებბ ფუნქციონალის მინიმალურ ნაზრდებს. 

გვექნება 

L"(X2) = ოთ C) + (“ + ე + ტით). 

მაშინ 
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ცხრილი 11.1 

  

  

X##4/) | 19 0,8 0,8 0,6 0,6 0-6 02 

ტXMბი 00 | 00 | 0.22 | 0,0 | 02 | 04 | 009 

ბ | 0,4 |0,256 | 0,776 | 0,144 | 0,584 | 1,424 | 0,064 

# ზ 9 10 1I 12 13 14 

XCტი) | 0,4 0,4 0,4 0,2 0,2 0,2 0,2 

ბXC#Mტ!)| 0,2 0,4 0,6 0,0 0,2 0,4 0,6 

  

  

რ# 0,424 | 1,184 | 2,344 | 0,016 | 0,296 | 0,976 | 2,056 

# 15 16 17 18 19 20 21 

X#Mი | 0,2 | 0,0 | 0,0 | 0,0 | 0,0 | 0,0 | 0,0 
ბ) 0,8 | 00 | 02 | 04 | 06 | 08 | 10 

იM# (3,536) 0 | 0,2 | 0,8 | 1,8 | 3,2 | 50 

  

                
./ კა... I|0,776+0,4 

ტI (X) = თIი = 1,032; 
0,776+0,256 

1,44+0,4 
ტL” (X1 ) = თიჯი10,584 + 0,776ს = 1.36, 

1,44+0,1464 
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(2,344 +0,4 
1,184 +0,776 
0,424 +1,424 
0,064 + 2,344| 

(3,526 + 0,4 
2,056+0,776 

ტI" (X;) = თIი40,976+ 1,424 L = 2,4; 
0,296+2,344 
I0,016+3,536 | 

'5,0+0,4 
3,2 +0,776 
1,8+1,424 
0,8+2,344 
0,2 +3,536 
(0,0+5 

შემდეგ ეტაპხე /=2 გვექნება 

თ). თი თ /+(ტ%, 2. : აიღე. 

ვიპოვოთ #ILX7;) /-ს სხვადასხვა  მნიშვნელობებისათვის 

I (X;) =12; 

"ს -  |9776+08 1 _, „აა. 
()= თი 0256+1,032| ““ 

#I"(X1) = იიი“ · = 1,848; 

  
ტI (XV ) = იი“ = 3,144;   

309



(I,424+0,8. | 
ტIL (X; ) = თიI04 0,584 + 1,032 ს = 1,504; 

'0,144 +1,36 | 

2,344 +0,8. | 

1,184 +1,032 
0,424+1,36 

I0,064 + 1,848| 

(3,.536+0,8. | 

2,056 +1,032 
ტI (XI) = იი104 0,976 +1,36 LV = 2,144; 

0,296 + 1,848 

L0,016+2,4 
5,0+0,8 

3,2 +1,032 
./ 3 · |1,8+1,36 

ტ!I (X) = იი 08+1.848 ·L = 2,6. 

0,4+2,4 

0,0+ 5,0 
ანალოგიურად /#=!) შემთხვევაში 

ტI (X,) = 1,2 + 0,4 =1,6; 

./ | „ |0,776+1,2 
რტ! (XV) = იი = 1,544; 

0,256 + 1,288 

ტI(X) = III L = 1,784; 
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(1,424 +1,2 
#I" (X,) = თIი1 0,584 +1,288L = 1,648; 

0,144+1,504 

(2,344+1,2 
1,184 + 1,288 
0,424 +1,504 
0,064 +1,784| 

ტI (XV) = თიIი+ · = 1,848;   
(3,65636+1,2. | 

2,056 + 1,288 
ტI"(X ) = #ი1ი4 0,976 + 1,504 ს = 2,089; 

0,296 + 1,784 

I0,016+2,14 |       
5.0+1.2 
3,2 +1,288 
1,8+1,504 
0,8+1784| “234 
0,2+2,14 
0,0+2,6 

#L"(X) = იი 

მოძრაობის საწყის ეტაპზე (/=1) გვექნება 
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5,0+1,6 

3,2 +1,544 

1,8+ 1,648 

0,8+1,848  “ 2:29 
0,2 + 2,04 

0,0+ 2,34 

ამრიგად ფუნქციონალის მინიმლური მნიშვნელობა ტო- 

ლია I” (X,I)=22ზ%1 და მიიღწევა იმ ტრაექტორიაზე რო- 
მელიც მნახახხე მოცემულია ორმაგი ისრებით. 

იგივე ამოცანლთ გადავწფიტოთ კლასიკური ვგარიაციული 

მეთოდებით. შევადგინოთ დამხმარე ფუნქციონალი 

ტL (X) = 0119. 

1 

I(X, V) = I» +X? +/ (ჯ +X- ი . (11.35) 
0 

შევადგინოთ ეილერის განტოლება (11.35) ფუნქციონალი- 

ათვი 

X=-X+V 24=2X+2, V=//2, 

    

ან 

X=-X+/2/2, 2=2X+72., (11.36) 
ვიპოვოთ მახასიათებელი განტოლების ფესვები 

–1-/ VM2 · 
=//“ –2=0, 11.37 2 L- # / (11.37) 

/ 2“ +V2. 
მაშინ (11.36) სისტემის ამოხსნა გვაძლევს 

ჯ=C0,6” +C,6“V”, 

2=(2+2-/2)C6”” +(2 –2-/2 ,6“”“, 
ხოლო საწყისი პირობების X(0) =0, X(1) =) გათვალისწინე- 

ბით 
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_ §M-/2| 2! 
11.38 

ს 92. ! ) 
(11.18) ამოხსნის რაფიკი ოცემული. პ ნქტირით ნახაზზე. 

ის ახლოსაა -- აფიკი მ ამელი შეეხაბამება 

L"IX,V| = 2,28. 
(II. 20 ეტაპისს დამთავრების შემდეგ იწყება მოძრაობა 

მარცხნიდანნ მარჯვნიე კონკრეტული M I, 2,-.. ე"! IM” მართვე- 

ბის მოსაძებნად მთელი მანძილის გავლის “შემდეგ თანმიმ- 
დევრობით მოხდებ ოპტიმალური მართვებს კონკრეტული 
მნიშვნელობების აღდგენა. 

საყურადღებოა აღინიშნოს რომ დინამიკური პროგრამირე- 

ბის მეთოდს დაჰყვეს V+) მრავაელი („ევლაღის II ფუნ- 

ქცი ერთი ცვლადის ფუნქციის მინიმიზაცის /V+!) თოჰპე- 
რაციაზე. 

ამოცანა შეიძლება განვაზოგადოთ მრავალ (კვლადზე, რო- 
დესასკც შესასვლელზე მიეწოდება მრავალგანზომილებიანი მარ- 

თვა M,, ხოლო გამოსასვლელად განიხილება მდგომარეობის 

  

X. ვექტორი ფორმალურად ამისათვისს საჭიროა ყვლა გა- 

მოსახულებაში სკალიარები შეიცვალოს ვექტორებით. მაგრამ 
ეხლა ყველა ბიჯზე საჭიროა გამოვიკვლიოთ არა ერთგანზო- 
ილებიაი ფუნქციები არამედ / (ცვლაღების ფუნქციები 

მათი შესაბაისი განზომილების მართვით ეს მკვეთრად 
ზრდის ამოცანის განზომილებას, მაგალითად ერთგანზომილე- 

ბიან” ამოცანის შემთხვევში თუ დისკრეტიზაციი–ს /# ბიჯის 

დროს ვიღებდით ჯ“) 100 წერტილს, მაშინ სამგანზომი- 

ლებიან სივრცეში იმავე ბიჯის დროს შებეგუვს 10% წერტი- 
ლი. საჭირო ხდება დიდმ სსიერებიანი პიუტერი” გამოყე- 
ნება და ხშირ შემთხვევაში ესეც არ არის საკმარისი. ეს 
არის ეგრეთწოდებული „დაწყევლილი“ განზომილება რ. ბელ- 
მანის განსაზღვრებით. 
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წ 1II3ფ. დინამიკური პროგრამირების მეთოდის 
უწყვეტი ამოცანა ბელმანის განტოლება. 

ჩამოვაყალიბოთ ოპტიმალური მართვის ტი ამოცანა 
დინამი„ური პროგრამირების მეთოდის სერმინებ ი დავუშვათ, 
რომ ამოცაა გადაწყეტილი.ა მოძებნილია ოპტიმალური 

მართვა ” (I) და მისი "”შესაბამიი მოძრაობის ტრაექტორია 

X(I) · კრიტერიუმის მინიმლური მნიშვნელობა შესაბამისი 

ოპტიმალური მართვისას აღვნიშნოთ 5(X(%),ი) .·. ავიღოთ 

ოპტიმლურ ტრაექტორიაზე ორი წერტილი, რომელნიც შე- 

ესაბამებინ / და (+! მომენტებს. /"V -არის მცირე სი- 
დიდე. ოპტიმალობის პრინციპის შესაბამისად ოპტიმალური 

ტრაექტორიის უბნები / და /(+სხ, წერტილებიდან ”” სას- 

რულო წერტილამდე არიან ოპტიმალური. აღვნიშნოთ 

5(X(I),!) და 5(X(, + ტ!),(I + ბი), ფუნქციონალების 

ლით ათ 1= IM ჩ(V(),XCე),!)ი! (11.39) 

მინიმლური მნიშვნელობები, რომლებიც შეესაბამებინ ამ 
უბნებს: 

7 

5(»X(),!) = თი IMCCI, (/),!)ი! 

5(X(I + 4/),/ + ტ/) = = თი (იც X(I),V(I),/).. (1.40) 
” / 

ამ სიდიდეებს “შორის არის კავშირი 
(+ი/ 

5(XC/),!) უგ. I#(VC),M(0, («I + 5(X(I + 4/),/+4/)|. 

(II.41) 
(1.41) გამოსახულებას უწოდებენ ბელმანის ფუნქციას. 

თუ მხედველობაში მივიღებთ /#! მცირე მნიშვნელობას, 
წარმოვადგინოთ 
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(+ 

I”Cი, (I/),!)ძ/ = MIXCI),V(/),/)# +0,(), 

სადაც 0,(I) არის უფრო მაღალი რიგის მცირე ვიდრე 

რტ/. 

XC +#/) ფუნქცა დავშალოთ ტეილორის მწკრივდ 

მახლობლობაში და თუ გავითვალისწინებთ ტ/ მცირეს 

მნიშვნელობას, მივიღებთ 

X(/ + ტ!) = X(I) + (თი/ძ!)"! + 0,(I), (II.42) 
სადაც 0,6) მაღალი რიგის მცირეებია. 

შემდეგ დავუშვათ რომ 2 დიფერენცირებადი ფუნქციაა 
თავისი არგუმენტების მიხედვით ეს ვარაუდი არაფრით არ 
არის დასაბუთებული, ვინაიდანნ თვითონ ფუნქცია უცნობია. 
თუ შემდეგმი ეს ვარაუდი არ დამტკიცდა, ყველა ჩვენი 
მსჯელობები ატარებენ მხოლოდ შემეცნებით ხასიათს ეს 

გომარეობა დი დინამიკური პროგრამირების მეთოდის 
სახობ ვარიანტს დაუსაბუთებელს. 

ს მაარებით რა ა ფუნქციის დიფერენცირებადობას, ვით- 

ვალისწინებთ (11.42, დავშალოთ 5(»(/ + #V),! + #) ტეილო- 

რის მწკრივად 

5(X(/ + #),! + I) = 5(X(I),/) + +(2“|+(4-)++9დ, 

(11.43) 

0X Vმ0X მX . ”მX 
  

2059 (2: 25 2§ 
სადაც = | ა ფუნქცის კერძო 

წარმოებულისა ვექტორ-სტრიქონია. X» გეჭქტორის კომპონენ- 

ტების მიხედვით (XC )! ) წერტილში #X= (2+) #M/ + 0, 

არის XC ) ნაზრრი (I1.42)აის გათვალისწინებით. C ( ) - 

არის მაღალი რიგის მცირეები. 

თუ გავითვალისწინეძთთ #X სტრუქტურას. ღა შევიტანთ 
(11.41) (11.43) (11.ე40) გამოსახულებ მივიღებთ 
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5(X(I),!) = თაია MLXLI), V(/),/)ტ! + 5(X(I),!) + 25(X(9,0 2+ #/ + 
2 C! 

+ 25X),/) ) ტ! + 0, ი, 
2! 

(11.44) 

სადაც (I) მაღალი რიგის მცირეა. 5(X(I),!) არ არის 

"(/) –ზე დამოკიდებული, ვინაიდან იგი წარმოადგენს ფუენ- 

ქციონალს სადაც უკვე ჩასმულია ოპტიმალური მართვა. 

ამიტომ 5(X(I),!) შეიძლება გამოვიტანოთ მინიმუმის სიმბო- 

ლოს გარეთ და იგი გააბათილებს (11.44) გამოსახულების 

მარცხენა მხარეს დარჩენილი გამოსახულება გავოთ #/ ზე 

ღა გი! მივასწრაფოთ ნულისკეინნჭ #('->0. ამიტომ 

სო 0,()/ტ/ =0 
რ! –კ30 

2. წარმოებული ისევე როგორც ა» ფუნქცია არ არის 

მართვაზე დამოკიდებული და იგი შეიძლება გამოვიტანოთ 

კვადრატული ფრჩხილის გარეთ. “ (11.39ე-ის გათვალისწი– 

ნებით შეიძლება შეიცვალოს "M”-ით საბოლოოდ მივიღებთ 
ბელმანის („ცნობილ განტოლებას 

2509 „ას (X0), 0,0 + 2 ი მაცი «091. 
(11.45) 

ან სკალარულ ფორმაში 

მ 5(X(I),! . "მ 2605) ი“ -220(09 = უგ შთ (X(0),M(0),/)+ > ყ/,(X(/), «ს. 
წრე 

(11.46) 
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ბელმანის განტოლება წარმოადგენს კერძოწარმოებულიან დი- 
ფერენციაილურ განტოლება. ოპტიმალური მართვის განსაზ- 
ღვრის ტექნიკა დაიყვანება შემდეგ პროცედურებზე: 

| ფიგურულ ფრჩხილებში მოთავსებული გამოსახულების 

მინიმუმიდანნ განისახღვრებ ოპტიმალური მართვა IV, რო- 

გორც X,5,, ფუნქცია ე.ი. ფორმით 

#' =(X(/),5(X(ი),/),!). 

26 მოძებნილი V მართვა ჩაისმება კვადრატულ ფრჩხი- 
ლებში მივიღებბთ განტოლება, რომელიც6 დამოკიდებულია 
მხოლო 5-ღხხ და X-ზხე ამ განტოლებას უწოდებენ ჰა- 
მილტონ-იაკობის ტიპის განტოლებას, 

ვ, ჰამილტონ-იაკობის განტოლება ამოიხსნება 5(XCI),!) -ის 

მიმართ. ამოხსნისას უნდა გათვალისწინებულ იყოს სასაზ- 

ღვრო პირობა 45(X(7),7)=0, რომლის შინაარსი განისაზ- 

ღვრება 5(XCI),.!) ის მიხედვით დღესდღეობით არ არსებობს 

განტოლების ამოხსნის "უნივერსალური მეთოღი„ რომელიც 

საშუალებას მოგვცემს ანალიზურად მივიღოთ 5(XCI),!). ყო- 

ველ „კონკრეტულ შემთხვევში ტარდება ცალკეული გამოკ- 
ვლევები ან მიმართავენ კომპიუტერზე ინტეგრირების რიც- 
ხვითი მეთოდების გამოყენებას 

4 5 ფუნქცის შევიტათ V/' C6) 8 (»(C, ), I I, !) ოპტიმა- 

ლური მართვის გამოსახულებაში რაც საშუალებას გვაძლევს 
განვსაზღდვრროთ ის როგორც მდგომარეობისს და დროის 

ფუნქცია, ე.ი. #'(X(,),/) სახით. ეს არის ამოცანის საბო- 
ოო გადაწყვეტა. 

– თუ შესაძლებელი გახდება ამ პროცედურის ყვლა პუნ- 
ქტის გადაწყვეტა, მაშინ ვიპო ოვით მართვის ფუნქციას რო- 
გორც მდგომარეობის ფუნქც ეი. მივდივართ უკუკავში- 
რიან სისტემასთან. დინამიკური პროგრამირების მეთოდის 
უწყეტი ვარიანტი საშუალებას გვაძლევს გადაწყდეს შეკრუ- 
ლი ი სტემის ოპტიმალ ლური სინთეზი. 

სტაციონალურ სისტემებში (11.46) განტოლებას აქვს სახე 
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უგ? ((თ,0)+3.“ “ს IV», «)I- 0. (II47) 
#"! /# 

ახლა შევჩერდეთ რთ საინტერესო ფაქტზე რომელიც 
დამახასიათებელია დინამიკური პროგრამირების მეთოდისათვის. 
განვიხილოთ სისტემა: 

X(/) = / (/,X(I),), 6 5/57 X(/I)=0, (11.48) 

IIV =დ(X )+ Iჩ(., XC), M)4 –> Iი§. (11.49) 
% 

(11.48) სისტემის მოძრაობა ხორციელდება /(.<5<:<7 მო- 

ნაკვეთში და საწყისს პირობას აქვს სახე X(§)=X, XC/#7” 
ე.ი. 

X(I) = #(6XC), ·), §<1<7 X(§) =X. (11.50) 

(1500 სისტემისათვის განვიხილოთ “შემდეგი ფუნქციონალის 
მინიმიზაციის ამოცანა 

, 

X(I))+ | ”(I,X(.),V)ი, –. Iიჯ. (II.51) 
0 

აღვნიშნოთ რომ როღესაც 2–5=(ხ ლდა X=X, (11.59), 

(11.91) ამოცანა თანხვდება (11.48) (11.49) ამოცანას (ცხადია, 
(II591) ფუნქციონალის მინიმუმი (11.500ე ტრაექტორიაზე და- 
მოკიდებულია საწყის »ა§ მომენტზე დღა საწყის X»> მდგომარო- 

ბაზე. §(+,X) ფუნქცია, რომელიც ტოლია (11.51) ფუნქცი- 
ონალის ინფიმუმისა "უწოდებენ ბელმანის ფუნქციას 

5(,>X)=. წი” 30-0 აა წ» XL სა4 , (11.52) 

ავიღოთ ისეთი დროის ნებისმიერი მომენტები ა» და X”, 

რომ (.<5<1<71, მაშინ 
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9C, ი- გეი ცC)+ ი #0, ა - „ 
„ფა I 

X სეი ი” IV (-CC)+ MC. X(/) «CI)MI + IMC XC) XI - 

თი აიი, 1 MC») «MI | + ახნა ) IMCXC) MI + 

+C0) I“ სახა 15604 +35(CX(წ)) | 
(11.53) 

გადავწეროთ (II. 53) განტოლება შემდეგნაირად 

სამა. I X(),)ი(+ 5(“,X(2)) – 5(§,X)| =0.. (II.54)   
დავუშვათ, რმ ბელმანის §V, X) ფემქცია არი” უწ- 

ტად დიფერენცირებადი მაშინ მცირე L-.»” სიდიდეებისას 
მისი მაღალი რიგის სიდიდეების  გაივალისწინებისას, გვეჰნება 

5(+,X(L) | – 5(,X) = 5(§,XI+>– §5). (11.55) 

5(§, X) სრული წარმოებულია (II.48) სისტემის ტრაექტორი- 

ის გასწვრივ 

§(§5,X) = 5,(§,X)+ 57 (§,X) /(/,X,M), 

95(.X9= 22L 29). §(,ე-= 2-5» 29, 
გავყოთ (11.54) «2 მხრე L-85-ლზბ და გადავიდეთ 

ზღვარზე L->5+0, მაშინ (11550) განტოლების გათვალის–- 
წინებით მივიღებთ ბელმანის განტოლებას 

Iი” დ, (§,X)+ 5; (§,X) /(/,X,I)+ #CI,X, M)| =0; 

(11.56) 

(11.57) 

I(0<1<1, X6#”. 
(11.52)ის გათვალისწინებით, ბელმანის ფუნქციას აქვს სახე 
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5(,X)=CCდ (X, XCX” (11.58) 
ამრიგად თუ ოპტიმალური მართვის (11.48) (11.490)1 ამოცანა 
არსებობს მაშინ ბელმანის ფუნქცია არის უწყვეტად დიფე- 
რენცირებადი და სამართლიანია (11.57, (11.58) თანაფარდო–- 
ბები. 

მაგალითი 11.3. 
მოცემულია სისტემი” განტოლება 

XV)=VV)X 0<7/<71, X(00)=X->0. 

” წინასწარ მოცემული დროა. ფუნქციონალს აქვს სახე 
გ 

IIV) = თ Iი” XXI) +/ I»? ფც)V ->Iის თ,/>0. 
0 V 

მართვა V(I) >0. 

ბელმანის განტოლებას აქვს სახე 

5, +Iი”(IX 5, +/ V?)=0, 5(»X) = თIი? »ჯ. 
მართვა რომელიც მინიმიზაცის "უკეთებს ზედა გამოსახულე- 
ბას არის 

#=–-5.. 
2/# 

შევიტანოთ ეს განტოლება ბელმანის განტოლებაში მივი- 

ღებთ 
2 

§, - წ" =0, V7(1,»X) = თIი?». 

ამოხსნის შემდეგ გვექნება 
2 

§0,ე=-- წი X MIX) =I8 +თ(ჯ-ი)'თIი». 

მა ალითი 11.4. 

ვიპოვოთ ბელმანი ს“ ფუნქცია შემდეგი ამოცანისათვის 
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I((-,Xი,V(I)) = (C956) +ხსი(/),!|4, +(C,XC2) -> IL 

XCI) = 4(/)X(I/)+ CC III) + /(I) 

(05157 X(ა)=X,  #V(I/)=V(I) CV. 

Mი0ს უბან-უბან წრფივი. (ა) გვიჩვენეს ორი ფუნქციის 
სკალარულ ნამრავლს. 

ცნობილია ჩ," დროის მომენტები 4#(/), ”C(/) მატრი- 
ცები არის შესაბამისად II XI, /1X 7” განზომილების 1 -გან- 

ზომილებისა ვექტორ-ფუნქციები იC), / C), ხ(V!). სკალა– 

რული ფუნქცია. 71-განზომილების” ევექტორებია C,X) და 

სიმრავლეები ICI) C#" (ი << ”). 
მითითება ვისარგებლოთ (11.57, (11.58) განტოლებებით. 

5(X,/) ვეძებოთ 5(X/)=(VMVC),X სახთ და X=(X',X?,...,X”) 

ცვლადის პირველი ხარისხის მრავალწევრით. 

მაგალითი 11.5. 

განვიხილოთ სისტემის მართვა რომელიც აღიწერება გან- 
ტოლებით 

X=-იX+7V, 

ი და 7? დაღებითი მუდმივები. IM მართვახე დადებულია 

შეზღუდვა IM < M. 
საჭიროა მოიძებნოს ოპტიმალური მართვა I", რომელიც 

მინიმიზაციას უკეთებს ინტეგრალს 

IMI= |XIთთ. 
0 

შემოვიტანოთ ფუნქცია 

5(X,!) = ითი IM (/)« · 

მაშინ ბელმანის განტოლებას აქვს სახე 
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-9 5 = თის“ +(–ის+7ჯ 95–) , 
2! “ 2“ 

მიღებული განტოლების ანალიზი გვიჩვენებს რომ ლფიგუ- 
რულ ფრჩხილებში მოთავსებული გამოსახულება აღწევს მი- 
ნიმუმს როდესაც 

#=-M§0იC“ 
2X 

მაშასადამე, ოპტიმალური მართვა იღებს მნიშვნელობებს 

+M ან –M 4 წარმოებულის ნიშნისა შესაბამისად. 
Xჯ 

საბოლოოდ ბელმანის განტოლებას აქვს სახე 

25 ს» „95 „5 _–---- =X – 

2X 2! 2X 

ზოგჯერ შესაძლებელია ვიპოვოთ 5C;,/), როგორც X,...,X” 

ცვლადების პოლინომები“ სახით ოღონდ განუზღვრელი კო- 
ეფიციენტებით და დროზე დამოკიდებულებით 

5(X,7) = 22. 2, VI, , (XX "...(»”)” (1II.59) 

თუ შევიტანთ ამ გამოსახულება (11.57, მაშინ MI. +(ე 

კოეფიციენტების განსაზღვრისას მივიღებთ შემდეგი სახის დი- 
ფერენციალურ განტოლებას 

5,(X,()= 3. 2, '((XXI) )..(C "I = 
ცგნე /.=0 

  

= იწ MM, ი)... CV) »' ვ..." ჯ” ,M, /), (11.60) 

XCC(C) I.<1<7 
საწყისი პირობებით 

2, 2, M, ,('..C” =«C, 
გ-ი /,=0 (11.61) 

XCCVC) 
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თუ თ»), თ # არის მრავალწევრები X.,...»” მიმართ, 

მაშინ (11.60) (11.61))-ში უნდა გაუტოლდეს ერთმანეთს 
თნაირი ხარისხებიაი კოეფიციენტები მივიღებთ კოშის ამო- 

ცანს დიფერენციაილური განტოლებათა. სისტემას V. (/) 

ცვლადების მიმართ შემდეგ უნდა გამოყენებული იყოს 
რიცხვითი მეთოდები კერძოდ, ეილერის, აეეე რუნგე-კუ- 
ტის და სხვა მეთოდები. 

თუ რდ(ლ) და II ” არ არიან მრავალწევრები X',...,X” 

მიმრთ, მაშინ (1160, (11. 6)) „ჰპირობები საერთოდ არ 

სრულდებიან CV) არეში (I </ <7), M =(V,+I)...(თ,+1), 
VყV, +“ (I) კოეფიციენტების არჩევისას. 

მაგალითი 11.6. 
მოვძებნოთ მინიმუმი ფუნქციონალისა 

IIVI = M04+27ღთ · 

შემდეგი პირობების გათვალისწინებით X= "“VI), X(0) = მი, 

M = V( ) უბან-უბან წრფივი ფუნქციაა. 71,Xე-რიცხვები მო- 

ცემულია. 

C(V)=M, MV)=ჯ#, (/( <157). 
შევადგინოთ ბელმანის განტოლება 

Iი(I§,(X,(M + 5,C,/)+V? |=0, () 

XC #, 0<(<X, §(C,7)=#2X»? 
ქვედა ზღვარი C') მიიღება სხ =-5.)/2 გამოსახულების 

სახით ამის გათვალისწინებით მივიღებთ: 

5,(X,,) – 51(X,/)/4 =0, XC, 0<(<71 
მოიძებნოს §(X,!) შემდეგი მრავალწევრის სახით 

5(»X,/) = ყM(I) + ყ”,(I)» + Vყ/,(/)»? 
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შევიტანოთ ეს გამოსახულება (3 –ში მივიღებთ კოშის 

შემდეგ ამოცანას 

I – VI2/4=0, VM/ – MM, =0, M, – M72 =0 

0</<71. ყV.6V,)=0, M,(7)=0, VM,(7)=2, 
საიდანაც მივიღებთ 

4 «0=%056 იი- ე. 
ამრიგად, ბელმანის ფუნქციას „ს სახე 

5(X,/ თი = –» თ. 
ხოლო სინთეზირებული მართვის ფუნქციას აქვს ფორმა 

ა 4X 
!=---.---=--:: .. », << IL» /) | ც- უ XC 0<(<71 

§ 11.4. დინამი„ური პროგრამირების მეთოდი 
მაქსიმალური სწრაფქმედების ამოცანაში 

მაქსიმალური სწრაფქმედების ამოცანაში ოპტიმალობის 
კრიტერიუმს აქვს სახე 

„ 

LI = I9/ . (11.62) 
ბ 

ინტეგრალქვემა ფუნქცია # C, ") =1. საწყისი X(0) =X. და 

საბოლოო X(L) =X წინასწარ მოცემულია მართვის ეექტო- 

რი VCV, სადაც ხV არის შეკრული არე მართვის სივ- 
რცეში. 

ბელმანის განტოლებას აქვს სახე 

თი (თიძ 1# CC) =-1. (11.63) 

თუ გავითვალისწინებთ პირობებს: 

ა, არსებობს“ ოპტიმალური V V)Cყ მართვა რომელიც 

ანიქებს მინიმუმს ფუნქციონალს 
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იიი 1 = 5(Xა-,1). (11.64) 

ფუნქციონალის 5(X-,1) მნიშვნელობას უწოდებენ ბელმანის 

ფუნქციას. 

ბა ფუნქციონალის მინიმლური მნიშვნელობა „5(Xა,7) 
არის თავისი არგუმენტის უწყვეტი ფუნქცია და აქვს უწ- 

ყფეტი პირველი რიგის კერპო წარმოებულები 2“ მ5 
მჯ. მX.' 

1=1,# ყელა არგუმენტების მიმართ 17.-ით აღვნიშნოთ 

მინიმპლური დრო როდესაც აღმწერი წერტილი გადადის 
საწყსი მდგომარეობიდან კოორდინატთა სათავეში. 

განვიხილოთ ფაზურ ივრცეში ი ·ზოქრონული ზედაპირი 

1=C0I„”I". ეს იმ წერტილების გეომეტრიული ადგილია, 
რომელთათვის” ნებისმიირი წერტილიდან გადასვლა კოორდინა- 
ტთა სათავეში ერთი და იგივე 1 დროა დასჭირდება. 

(1631) გამოსახულება გვიჩვენეს, რომ აღმწერი წერტილი 
ყოველთვი გადაადგილდება / შემცირების მხარეს. 

განვიხილოთ მაგალითი. 

  

მაგალითი 11.7. 
სისტემა აღიწერება განტოლებით 

X,=X, Xე =V. (11.65) 

V-ხე დადებულია შეზღუდვა 
M <1. (1I.66) 

საჭიროა ვიპოვოთ მართვის ის ფუნქცია როდესაც აღ- 

მწერი წერტილი (XX) მდგომარეობიდან უმცირეს დრ- 
ოში გადადის კოორღინ თა სათავეში. 

(II.650) სისტემისათვის ბელმანის განტოლებაა 

თრი 09, კ-9- ყჟ = –I. (11.67) 
IM5! | 2X,ი 2X;ი 

დავუშვათ, რომ 5(Xა,X-ა) არის უწლეტი და უწყვეტად 
დიფერენცირებადი ფუნქცია. ეს დაშვება სავარაუდოა, რად- 
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ამოცანიდან ეს თვისებ არ გამომდინარეობს შემდეგი 
მელები ატარებს ევრი ტულ ხასიათს. 

(0I)67) გამომდინარეობს, რომ ოპტიმალურ მართვას აქეს 

  

  

სახე 

/ = == 25 I (11.68) 
2X,ი 

(II.6გ) გათვალისწინებით ბელმანის განტოლებას აქვს სახე 

05 _I05?I1I=0, (II.69) 
2Xი 27X-ი     

ვინაიადნნ ს იღებს მნიშვნელობეს +1, ამიტომ ფაზურ 

სიბრტყში გვაქს არეები #X,, სადაც #M =-I), #ე სადაც 

V =1. L არეში (II. 68) განტოლებას აქვს სახე 

05, _ 05 1I=0, (1I.70) 
0რX-ი 2X» 

არეში 

0ა 05 
–- –--+1=0. (11.71) 
02Xა “0 2X> 

(11.70) განტოლების ამონახსნია 

§=2 »ა+1Xა. (11.72) 

(1171) განტოლების ამონახსნია 

§ = 2 + :X% . (11.73) 

ვიპოვოთ ფაზურ სიბრტყში საზღვარი არეებს შორის. ამი- 

სათვის ავიღოთ » კერძო წარმოებულები (II. 73) გათვალის–- 

წინებით, ე.ი. არე #: სადღაც MV =1 

2ა 1 მა => = 21) – 1. 

მX _ .. 1 
» /-9+1X, 2 /-9+1X, 

  

(11.74) 
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„ს, არის საზღვრის განსაზღვრისათვის შევიტანოთ (11.74) 

(11.69- განტოლებაში გეექნება. 

X26 %250 

L +1,2 > 1,7 
10 2 20 10 2 20 

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ 

|-- 95-20, (% +1X% >Xა (IIL76) 

)5ი +: XX 

(1176) სამართლიანია 

–I+1=0, (11.75) 

  

Xე <0, –Xი +1X6 >0, 

ან 

1.2 %ი > 0, %Xა + XX <0. 

მივიღეთ საზღვარი ს და II: არეებს“ შორის (მრუდი 

40 ნახ.11.4) 

1.3 
X;ე <0, X,ი 2 2 

1.5 
X> > 0, X.ე =-––<X2C0-. 

ახლა ვაჩვენოთ,დ რომ საზღვრის არც ერთ წერტილში 

ბელმაის 5(X,,X-»ა) ფუნქციას არ აქს კერძო 

წარმოებულები დავუშვათ რომ C (X„- , XC) წერტილი 

ეკუთვნის 40 რკალს. ე.ი. X,C = XX. კერძო წარმოებუ- 

2ა 05 
და 

2XV 0Xი 

    ლები CC. ; XC) წერტილის მახლობ- 
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ლობაში #ს და I: არეებს შორის არ არის განსაზ- 

ღვრული (ნახ.)1.4). 

  

  

  

X2 

გ 

„? 

I --2 0 -% >X, 

– 
ა 3 

”» 

ნახ.11,4 

ვინაიდან C წერტილის მახლობლობაში L არეში გვექნება 

25 _ 1 _ 

%C-0. - | MC09. 
C2Xი XC -X + X6 XC 

ასევე VII) არეში C წერტილის მახლობლობაში 

მა _ I I 

2X-ი ო IM. + 2 

ვინ იდნ C არს ნებისმერი წერტილი „0 მრუდზე, 

მ5 40 მრუღზე განიცდის წყვეტა. წარმოებუ- 
%X)0 

ლი Xიე მიხედვით I: არეს გამოსასვლელზე C წერტილ- 
ში იღებს სახეს 

MC-0 
X» 

სC 2C     

  ამიტომ 

  

CC... ით 

%1C-0 

  

  

თუ ვიმოძრავბთ /) არიდან C წერტილისაკენ, მაშინ 
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მა 

2X»ი 
%X20 

_. +1 
ჯ 1 2 
% I +242 

25 
წარმოებული CM მრუდზბაე განიცდის 

Xჯ 
„ =--=241=0, 
IC 

X 
46C+4 2C     

მაშასადამე,   

20 

ყვეტა.· ე.ი. ამ მრუდხე ბელმანისს ფუნქციას არა აქვს 
კერძო წარმოებულები, ამმიტომ ის არის არაგლუვი 
ფუნქცია. 

მაგალითი გვიჩვენებს თუ როგორი საჭიროა დინამი- 
კური პროგრამირების მეთოდის უწყვეტი ვარიანტის დასაბუ- 
თება. 

§ 15. ოპტიმალური მართვის სინთეზი 
სისტემებში წრფივი ობიექტებით და თვისობრიობის 

კვადრატული კრიტერიუმით 

დინამის„ური პროგრამირების მეთოდის უწყეტი ვარიანტი 
საშუალება იძლევა ჩატარდეს მაის მიი მართვის სინთე- 
ზი შესაძლოა ბელმან განტოლე უშუალო ამოხსნა. ეს 
შესაძლებელია წრფივი ობიექტების ”შემთხვევაში და “თვისობ- 
რიობი კვადრატული კრიტერიუმის გამოყენები ას,ს სანამ 
გადავიდოდეთ თეორიულ საკითხებზე, განვიხილოთ ერთი 
აგალითი 

მაგალითი 11.8. (86), 
ვის განვიხილოთ პირველი რიგის ობიექტი 

X=-–იX+ხVს. (11.77) 
საჭიროა მოვახდინოთ 

= IIთ+ +0,V MI (11.78) 
0 

ფუნქციონალის მინიმიზაცია და გვიპოვოთ შემდეგი სახის 

წრფივი ოპტიმალური V(I) = –«(I)X(I) მართვა I0,XI დრო- 

ის ინტერვალში რომელიც არსებობსს ნებისმიერი საწყისი 
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Xე მნიშვნელობისათვის. საბოლოო მნიშვნელობა არ არის 

მოცემულ.იე ამ ამოცანისათვის ბელმანის განტოლებას აქვს 
სახე 

-2- = თჯი ი» + თხ” + <Cთ + ჩი). (11.79) 

ვინაიდან V(I) -ხი არ არის დაღებული შეზღუდვა, ამიტომ 

წინა გამოსახულება შეიძლება გავაწარმოოთ "V და მიღებუ- 
ლი შედეგი გაუტოლოთ ნულს მაშინ ოპტიმალური მართვა 
ტოლია 

იი)ს“წრ_ (11.80) 

შევიტანოთ (1I.80) (1179) განტოლებაში, მივიღებთ 

მყ 25 ხ: 25 ; ხ 25 –+.- -+----I+ 0იX +Cთ - –––-|) |=0. (II.81) 
ი! #მX 20, 2X 2C, 2X 

განსახილველი ამოცანისათვი” სასაზღვრო პირობას აქვს სახე 

„თ, 5(C/) =9. (11.81) დიფერენციალური განტოლების ამოხ- 

სნისათვის გამოვიყენოთ (ვლადთა დაცალკევებს მეთოდი. 

ამიტომ 5(X,!) წარმოვადგინოთ “შემდეგი სახით 

9%»,0= ნ()2(0. 
(11. 800) გამოყენებბძთ და მოთხოვნით რომ მართვასს ჰქონდეს 

M = –9(I)X(I) სახე, გამოგვაქვს დასკვნ,ა რომ 2(X) აქვს 

» სახე. თუ შევიტანთ 5(X,1) = #(I/)»? (11.81) განტოლე– 
ბაში, მივიღებთ: 

3 2 

9.2 + 2 - 32») +| CX? + სც? 2 =0. 
ძI 2თ 2თ 

(11.82) 

შემდეგ ვიპოვით რომ LV) აკმაყოფილებს არაწრფივ 

დიფერენციალურ განტოლებას 
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ძი ხ? 62 
  

ჟი 24 - C +0, =0, (11.83) 

სასაზღვრო პირობით 

I = II 2= 11.84 ,1თ,5(= 7) ,0თ, ჯ(I)ჯ? =0, (11.84) 

საიდანაც Lც) =0. 

ეს იმას ნიშნავს რომ »§= M()X. წარმოადგენს (11.8!) 
განტოლები“ ამონახსნს იმ პირობით, რომ არსებობს (II.83) 

განტოლების #”(C,) ამონახსნი (II.84) გათვალისწინებით. 
(11.83, განტოლება არის რიკატის ტიპის დიფერენციალუ- 

რი განტოლება. მისი ამოხსნა შესაძლებელია „ცვლადთა და- 
ცალკევების მეთოდით 

(თ/ხ?)ი# 
=V. (11.85) 

ნ?+ (2თი/ხ?)” – ით /ხ? 

თუ ჩ და # არს #?+(2თი/ხ?)ჩ -თთ/ხ? =0 
მრავალწევრის ფესვები, (11.83 განტოლების საერთო ამო- 
ნახსნს აქვს სახე 

2 

#XL)- 8 _ L თი :-( – ჩა, (11.86) 

! ჩV) - ს 

  

ან 

2 ი) - ჩ, იხ /C, (L, – ჩ,)!| + ჩ 

1-# იXი ხ?/ი, (L, – ჩ,)!| 

თუ ვისარგებლებთ პირობით XLI) =0, გვექნება 

ჩ, CX9ხ”/C (ჩ, – ჩ,)| 
ამრიგად, 5(»,!) = ჯ()»” ნებისმიერი საწყისი XX» და 7 

დროისათვის. ” მნიშვნელობა ვიპოვოთ (1I1.80ე) გამოსახულე- 
ბიდან 

(11.87)   

(11.88) 
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· ხ25 ხIXI) 
ყ”=-ეიელ-- ბ 7ჯ, 

20, 2X C 
მიღებული ავშირიანი სისტემა მოცემულია (ნახ.11.5). ეს 

(11.89) 

  

  
  

      

              

სისტემა არ რფივი„ მაგრამ არასტაციონალური. 

ს“) .) . ჯ 
- Xთ=-8X+MხVს 

_ (ს) · 
9 

ნახ.11.5 

სინთეზის ზოგადი ამოცანას ჩამოვაყალიბოთ შემდეგნაირად: 
მოცემულია არასტაციონალური წრფივი ობიექტი 

X= 4#(I)X+ 8(I)ს (II.90) 
დღა მოცემულია საწყისი პირობა 

X(I,)=X,. (11.91). 

საბოლოო მნიშვნელობა XL) არ არის ცნობილი. აუცი- 

ლებელია ვიპოვოთ I ,/2| ინტერვალში მართვის ფუნქცია, 

რომელიც მინიმიზაციას "უკეთებს ფუნქციონალს 
წ 

(=> Mი +1 | 000M9 +" MC, 
" 

(11.92) 

სადაც M,0LI) და XC) - სიმეტრიული ფუნქციებია. ამას- 

თან ლ(I) და XV) დადებითად არიან განსაზღვრული და 

ავთ !! დროის მიხედვით უწყეტი მეორე რიგის წარმო- 
ბულები. VM არის დაღებითად განსაზღვრული მუდმივი 

მატრიცა, განსახილველი ამოცანა არის ბოლცის ამოცანა. 
ბელმანხის განტოლებას მოცემული სისტემისათვი აქვს 

სახე ' 
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-5-- 1ტძეე+ იიი” 
+ (2“) '(«0» + #0») 

სასაზივრო პირობას აქვს სახე 

· 1 » აო 5(თ0)=>X (/,) MXC,). (11.94) 

მინიმიზაციის პროცესს მივყვართ პირობამდე 
2, 2 (2) ი ი04).» =0 (11:95) 

L- არის (II.92) განტოლების ინტეგრალქვეშა გამოსახულება. 
ბოლო პირობიდან გამომდინარეობს 

M (/)= -L'დ5”C0(45) · (11.96) 

თუ გვინდა მოვახდინოთ წრფივი მართვის სინთეზირება, 
მაშინ საჭიროა გამოვიყნოთ კვადრატული ფორმა 

5,0) =»”ჩ(0», (1I.97) 

(11.93) 

სადაც LI) არის MX განზომილების სიმეტრიული მატ- 
რიცა. 

თუ შევიტანთ (11.96) და (11.97) (11.93) განტოლებაში მი- 
ვიღებთ რიკატის მატრიცულ განტოლებას 

--0. „ფპოტ8იტ2რო+7040+4”/0+00. 
(11.98) 

სასზღრო პირობით 

X(I,)= M. (11.99) 
LC) თეორიულად შეიძლება ვიპოვოთ თუ მოვახდენთ 

(I)9ვ1ვე ინტეგრირებას (11.990%0 გათვალისწინებით მაშინ მარ- 
თვის ფუნქციას ექნება სახე 
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M (X,/)= –1 '(/)8”(/)ჩ(I)X(I). (11.100) 
მაშასადამე, (11.92 ფუნქციონა-ლს აქს მინიმუმი თუ 
რიკატი განტოლებას აქვს ერთი ამონახსნი და ეს პირობა 

სრულდება მაში კალმანს თეორემის თანახმად V" ( ) 

არის ოპტიმალური. 

მაგალითი 11.9. 

განვიხილოთ ამოცანა, რომელშიც ბელმანს განტოლება 
ამოიხსნება ანალიზურად. ვთქვათ, ს ტემას აქს სტრუქტურა 

    

    

          

  

  
    

(ნახ.11.6.) 

–-_. . 
ჯ X 

X(CL), მმართველი | V(L) _|მართვიV 7(L)=M#, 

»I| მოწვობილობა ობიექტი ' 

ნახ.11.6 

ობიექტი აღიწერება განტოლებით 

X(/)=#V(I), 
X(I60) = Xე = C0MI5!. 

მართვაზე დღა მდგომარეობაზე შეზღუდეები არ არის დადე– 
ბული თვისობრიობი” კრიტერიუმს აქვს სახე 

1= ((8 –»()) +იV (იV. (1I.101) 

ვიპოვოთ V(I) მართვა რომელზედაც I ფუნქციონალი აღ- 

წევს მინიმუმს, “შევადგინოთ ბელმანის განტოლება 

25CV! 
»Iი (X, – »)X +/0"“ +259, = _ 25(»ი, (11.102) 

· 2), თ! 
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მოვახდინოთ (11.1021 მინიმიზაციაა " მიხედვძთთ და გაუტო- 
ლოთ ნულს 

20V+--- =0, უ' -L-+. – 
2), 2/0/ 2), 

შევიტანოთ V” მნიშვნელობა (II.1021 განტოლებაში მივი- 
ღებთ ჰამილტონ-იაკობის განტოლებას 

(X – »,)? –(05/0»,)? /(4ი) =-9-, ()1.104) 

(II.104) განტოლების ამოხსნისათვისს გამოვიყნნოთ სინჯის მე- 

თოდი. მისი არსი შემდეგში - მევე შმობს ჩა წაი მოვადგი 
ნოთ მწკრივის სახით, ოეფიციენტები 
ბია კოეფიციენტები აანსაზლერებინ ჰამილტონ-იაკობის | გან- 

ტოლებიდან. 5(»,,!) წარმოვადგინოთ შემდეგი სახით 

5(»,,()= M,(I/)+ M,(I)», + %(I)X, 

სადც #,(I), #:(I,), Mვ(() უცნობი ცვლადი კოეფიციენტე- 

ბია ვინაიდან .» ნებისმიერი ), მნიშვნელობისას უნდა აკ- 

მაყოფილებდეს პირობას 5(»,(7),1) =0, მაშინ კოეფიციენ- 

ტებს დაედებათ პირობა 

XM(1)= სე (== ცვ. (11.105) 
გამოვითვალოთ 

25 2 
2. XL) + LX, + L>)”, , (11.106) 

05. = IL +2#%-),, (11.106) 
0V, 

და დავიყვანოთ ჰამილტონ-იაკობის სახეზე 

(თ: –M1/40)+M)+X,=2X, -M.5/0+6)+ 
· (11.107) 

+X:ს –M1/40+%)=9. 

(11107) პირობა სრულდება ნებისმიერი #”,, თუ 
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X2 – M2/40+V, =0, 

–2Xე – M,M1/0+# =0, (I1.108) 

LI– M2/40+L#, =0. 
უცნობი კოეფიცი ნტები გამოითვლებიან (11.10) განტოლება- 
თა სისტემის მ ნიი შემოვიტანოთ ახალი (კვლადები 

#=1-(; M,(//)=M(I) %(//) = ი(I); M(//) = #(1); რომელ- 
თა გამოყენებით სისტემა დაიყცანება სახეზე 

M(//)=X2 – M1/42; ე = –2Xე – MM,/ 0 

ჩ=1-M1/ი. 
(11.109) 

(11.1090 განტოლებათა სისტემა ხასიათდება ნულოვანი საწყისი 
პირობით. (11.109) სისტემის მესამე განტოლება ადვილად გა- 
მოითვლება „ცვლადთა დაცალკების მეთოდით 

#M3(/!) = #ი(“ – I|/(C“ + ) = „ი (ხ-/ი /#. 

ცნობილი #ვ შემდეგ განისაზღვრება M# და X#, 

M(/) = –2X-0 (ს // #2 ) ა 

M,(//) = Xგ-/ი იი(+/ 2 ) , 
(წ'- არის ჰიპერბოლური ტანგენსისს სიმბოლო. ახლა მოვახ– 

დინოთ გადასვლა #,(M ) -დან X, ( ) -ხ. საბოლოოდ 
მივიღებთ ოპტიმალური მართვის გამოსახულებას 

1 25 1 
ხ=- =-  (LხV)+2=(V)”,)= 125 I (C0+20») 

1 LI-I ==! 6 „აი? 
#ი#/. " #% 

მაგალითი 11.10. (6), 
განვიხლოთ სისტემა 

X, = X, Xე = –X, +V. (11.110) 
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ვიპოვოთ მართვის V = MX, 62)) ფუნქცია ისეთი, რომ 

" 

L= IC, X, +" IძI +თ,XI(/,)+ თ,X1(I,) (11.11) 
ი 

ფუნქციონალს ჰქონდეს მინიმალური მნიშვნელობა (თ, თ, 

მ, მოცემული რიცხვებია, მართვაზე დადებულია შეზღუდვა 

II <1 , (IL.112) 
ჩავფწეროთ ბელმანის განტოლება 

_2950V,ი,)__: მ 5C.X,,!) _ + 

მ, IM<1|L 2», 2 
(11.113) 

2 5(X.,,X25-.! 
„ი2თ9%:90C„ +M)+9ძ,,X; + “) 

და სასახაღვრო პირობები 

5IX,(6),X,(I,),/| = თ,X, (0) + თ,X (ს). (I1.1I4) 
(11113) განტოლებაში მინიმუმი მიილწევა, მაშინ როდესაც 

1 2 5(X,,X),!) 

    

I 
–-2 5(X,X05,! – <1, 

22 50სთ,ე თუ 5 0X 

ყ- I თუ _1295სს%.0 | (1I.115) 
2 2 X 

2 5(X.,X5,! | თუ -125600%.49 .,, 
2 2X 

ეს თანმიმდევრობა შემდეგ დიფერენციალურ განტოლებასთან 

2 5(X,,X,,!) 2 5(X,,X,,!) 

ი! 2 X, 

2 5(X,X.,! 
„?2ხი9.4 IC» + ") +9,,X; +V” 

და (II.114) სასახლვრო პირობასათან ერთად გვაძლევსს დინა- 
მიყური პროგრამირები მეთოდის სასახღლვრო ამოცანას. 
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მაგალითი 11.11. 
გადავწყიტოთ სინთეზის ამოცანა შემდეგი ფუნქციის მი- 

ნიმიზაციისათვის IIX,VI = X”(1). 

XCI) = 7C)) (0 <! <1), X(0) = X0 

MV)C #(0<M<1) 
აღვილ–ლი სანახავია რომ ამ ამოცანაში სინთეზირებული 
ფუნქციების რაოდენობაა უსასრულოა. მაგალითად ასეთი 
ფუნქციებია 

0 X>0; 0, X>(-I, 
"თი-, – «თი- X</-1 

მაგალითი 11.12. 

გადავყწფიტოთ სინთეზის ამოცანა შემდეგი სისტემისათვის 
» 

IX,V(I)| =XI2. ან IX,M(I)| = II30 

40-40 (05/<1, M0=X, 
M!)CV (-1<V<I. 

იქნება თუ არა მართვის ფუნქცია ერთადერთი? 
თუ ვერ შევძელით დამოუკიდებლად აღნიშნული მაგალი– 

თების ამოხსნა მივმართოთ როგორც §§I1I5 ასევე §11.7. 

§ 116. დინამიკური პროგრამირება როგორც ოპტიმალობის დიხამიკუ ბ ე ბორც ოპტიძალ 
საკმარისი პირობა 

აჯ 113. ჩანს რომ ბელმანისს განტოლება წარმოადგენს 
ოპტიმალობის აუცილებელ პირობა. ეხლა დავამტკიცოთ 
ზოგადი თეორემა რომელიც ეხება დინამიკურ პროგრამი- 
რებას“ |61I. 

თეორემა 11). განვიხლოთ სისტემა რომელიც მოცემუ- 
ლია § II.2ვ. მიზნის არე წარმოადგეს ა» სიმრავლეს, ხო- 
ლო დროის საბოლოო მნიშვნელობა /, წინასწარ არ არის 
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მოცემული. განვიხილოთ ღია (0, არე, რომელშიც 5(X,/) 

ფუნქცია განისაზღვრება შემდეგნაირად: 

5 
1. 5. არს უწყეტი X» და / მიხედვით, ხოლო 

5 ან არის უწყვეტი » და | მიხედვით, ან აკმაყო- 
X 

ფილებს პირობას 

· | 2595) ,I_ . (25 ფლეილი ათ 
დროს ნებისმერ მომენტში #/=7, როდესაც. 4“. ან 

ჯ 

# (X,#) არიან წყვეტილი ფუნქციები. 

2. ყელა X-თვს (0 არეში დროის ნებისმიერ მომენ- 

ტმი ჰამილტონის ფუნქციას „–-“ აქს აბსოლუ- 
X 

ტური მინიმუმი "”V=”  დასაშვბი მართვის ფუნქციების 

სიმრავლიდან. ამას გარდა V'(I) მართვა განსაზღვრავს სის- 

ტემის” ერთადერთ X'CI) ტრაექტორიას. 

ვ 5 სარულო სიმრავლეში 5(X,!) =0, როდესაც 

5(X,,/) =I (X,,) კელა დასაშვები მართვის ფუნქციებისას, 
რომლებიც გადაიყვანენ გამომსახელ წერტილს X, მდგომა- 

რეობიდან «ა-ში და არ ტოვებენ C0, არეს ოპტიმალური 

V (/ ) მართვა შეიძლება მივიღოთ ბელმანისს განტოლების 

ამოხსნიდა.ე თეორემა შეიძლება დავამტკიცოთ შემდეგნაირად: 
თეორემის” 1 და 2 პირობის თანახმად შეიძლება ჩავწეროთ 
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2?! 2X 

მ 5(X,!) წ 2. 
< 2; . 2 #(X,V,I/)+ ICX,V,!) 

(11.118) 

მოვახდინოთ (II.118)ის ინტეგრირება ოპტიმალური X (I) 

ტრაექტორიის გასწრიგ /,-დან საბოლოო I/კ-მდე, მივიღებთ 

| 290 ,(29C9 აია 

ი-2950 , (25' /ფრე+ წრე + 

2?! 2! 
(11.119) 

+2C. ",/)ი = 141), ძ/ + (080. =0. 

სადაც აღნიშენაა 

მ ზა მ IL მ L 

9L, -9-V (ფM9)+--. (1L.120) 

ახლა განვიხილოთ ინტეგრალი 

ე ჯ 6 
25 (2 “| 

M/= |“–“––+- ,/,) V/ + | MLX,V,1)VI, I> გ/) /5#9 II (CI 
(11.121) 

შემდეგ ავუშვათ რომ X. ” არიან ერთადერთი 
მნიშვნელობები რომლებიც ანიჭებენ აბსოლუტურ მინიმუმს 
” სიდიდეს, და რომელსც (11.120ეის თანახხად ნულის 
ტოლია. თუ ეს მსჯელობა არასწორი,ას მაშინ შეიძლება 

მოიძებნოს სხვ წV(/)# I (ს) და X(C)+XIV), რომლებიც 
” გახდინ ნულის ტოლს მაგრა (11.118)-ის თანახმად 
(11.121) ინტეგრალქვეშა გამოსახულება არის ყოველთვის დადე- 

ბითი ამრიგად ” რომ გაუტოლდეს ნულს, ინტეგრალ- 

ქვეშა გამოსახულებაც გაუტოლდება ნულს მთელ: |(,,/,| 
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ინტერვალში. (II.1Iგ8ე1 თანახმად ეს შეუძლია გააკეთოს მხო- 

ლოდ " CV ,X'V) წყვილს თეორემა დამტკიცებულია. 

მაგალითი 11.13. 

განვიხილოთ ობიექტი X,=X; Xვ =V. 
გამოვიყენოთ ფუნქციონალი 

L= 3 I +X14+ C"/)ძ! · 
0 

მართვაზე დადებულია შეზღუდვა 

IMC)|<1. 

თუ V(/,) –ზე არ არის დაღებული შეზღუდვა მაშინ ოპტი- 

მალურ მართვას აქვს სახე 

”CV)=-1C,+ 1+20X,), 
C 

ხოლო რიკატის განტოლების ამოხსნას აქვს სახე 

ჩს- V/IL+2C C 

C C-/1+20 | 

როდესაც (7) –ზე დადებულია შეზღუდეები ბელმანის გან- 

ტოლებას აქვს სახე 
2 მL 1 (მL)I 1/;. „ს 

(21 ->» -.(2L 1 +236! +X)= 0. 

  

თუ 22> <1) და "V (I) ტოლია 

+1 X>L 
· 12L 

“ ო-%-+2+) 5CIIIXI| = ჯ IMMXI<1 ' 

–I X<-I 
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გვაძლევს ზუსტ ამოხსნა, იმ შემთხვევის გარდა, როდესაც 

2.“ წინასწარ არ არის ცნობილი. 

მართვა V (I) = 1(», + -/1+2C X) უდავოდ ოპტიმალურია, 
C 

თუ ის არ სცილდება ზღვარს რომელიც მოცემულია შეზ- 

ღუღვით ეს სამართლიანია » არეში შეზღუდულია ორი 

მრუდით, რომელთათვის V(I ) =+1, ან 

-C +-/1+26X,)=+1 
ღა ორი ტრაექტორიით რომლებიც შეესაბამებიან მართვას 

"(/)= +1 ღა მხებებიბძთ ამ მრუდეების მიმართ. # არე მო- 

ცემულია (II7 ნახაზზე). 

9 ” 

აა 
M 

სა –“ 
ს=1 – _–..–_ 

უჰუტრაექტორია 
შებრუნებული   

ნახ.11.7 

§ 117. კვადრატული ოპტიმიზაცია საკმარისობის 
იოოიტია 

განვიხილოთ შემთხვევ, როდესაც მართვა არაწრფივია 
#=დIX(C)). მდგომარეობის განტოლებაა 

X(I/)= 4X(I)+ 8C (X(II. (11.122) 
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განვსახღლვრროთ დ მართვის დასაშვები კანონების დ კლასი 

ისეთნაირად რომ აკმაყოფილებდეს შემდეგ პირობებს: 

(I) ფუნქცია დ: (-– >V უნდა იყოს უწყეტი; 

(II) ნებისმიერი საწყისი X(0) C( მდგომარეობისათვის 

(111221 დიფერენციალურ განტოლებასს “უნდა ჰქონდეს ერ- 

თადერთი XC) ამონახსნი განსახლევრული 0<(<თ ინტერ- 

ვალზე. 
(III) ნებისმიერი საწყისი X(0) მდგომარეობისათვის 

(II.122)1 განტოლების XL) ამონახსნს აქვს ის თვისება, რომ 

XV) ->0, (->თ. შევნიშნოთ, რომ თუ IL: ნ(-–+3+V ასახვა 
უზრუნველყოფს 4+ხ8ცI მდგომარეობა, მაშინ მართვის 

წრფივი კანონი თ(X) = IX მიეკუთვნება დ კლასს. 
შემოვიტანოთ დანაკარგების ფუნქციონალი 

/#” (XCდ-3(0,თ|, 
რომლისათვის 

I(CL,თ):= II860- (X(0)რ. (0I.123) 

XC) განისაზღვრება (II.122) განტოლების ამოხსნიდან X(0)=» 

საწყსი მდგომარეობისას. თ'CCდ მართვის კანონს ეწოდება 

ოპტიმალური, თუ I(X,თი')<თ= ნებისმიერი XC#V, მაშინ 

#(>,დ') < /(X,თ ) XC6, თ CC, (11.124) 

პირველი ტექნიკური დაშვება იმის გარანტიაა,ა რომ დ 

კლასი არ არის ცარიელი და არსებობს ისეთი თ CC, 

რომ I(X,თ) <თ ყელა შესალო X-თვის 

4.1. (4,8) წყილი სტაბილიზირებადია. 

მართლაც, თუ 4+ცხ- ასახვა მდგრადია და 

თ (>) = # (X), მაშინ 
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I(»,დ):= |»” ი” ჩV ( M + LL” M/-)ც'41ბრ X/ < CIXI”, · (11125) 
0 

სადაც C -–მუდმივა,ა ახლა შეიძლება განვსაზღვროთ შეფასე- 
ბის ფუნქცია 

V'(CX):= IიIII(X,დ): თ C6%). (11.126) 
ცხადია რომ 

0 <V'(X) < ი»” (11127) 
შემოვიტანოთ ოპტიმალობის საკმარისობის თეორემა (26). 

თეორემა 11.2: დავუშვათ რომ არსებობს ისეთი თ'Cთ 

მართვის ფუნქცია დღა ისეთი ფუნქცია V:6 -> #, რომ 

(8) V(C) უწყვეტად დიფერენცირებადია XC” წერტილში; 

(VI) რომელიღაც C მუდმივასათვის 

0<V()<ძX”, XC”. (1I.128) 
(III) 

| 4X+ წი (ი) ჩ,(0 + LX,ი'(X))=0, » C(. 
(II.129) 

(5) 
| 4X+ ზი) ”,(X) + LIX,V/I>0, XC6, #CV, 

(II.130) 
მაშინ 

V(X)=V'(»), (I1.131) 

ღა მართვის თ' ფუნქცია ოპტიმალურია. 
უნღა შევნიშნოთ, რომ (11.129%1 და (1I1.13001 განტოლებები 

ბელმახის განტოლების ექვივალენტურია. ახლა განვიხილოთ 
ბელმანის განტოლების ამოხსნა, (1I.127) და (11.128) თვისებე–- 

ბის გათვალისწინებით შესაბამისი მართვისს დ' ფუნქცია, 
მოცემული განტოლებით 

V =Cთ (X,V,.), (11132) 
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მიეკუთვნება დასაშვებს. თეორემა იძლევა იმის გარანტიას, 

რომ თ ნამდვილად ოპტიმალურია ამ მიზნისათვისს და- 

გუშვათ, რომ 

42 
M>0 (11.133) 

გავითვალისწინოთ თეორემა მაშინ ბელმანის განტოლებიდან 
: » 

იIი(4»X + 8V) ” (») + LCX,V)| =0, (I1.134) 

და (11.132)ს გათვალისწინებიდან, გვექნება 

MI(X,VX) = -.V8MV, · (1I.135) 

საბოლოოდ 

( 4») #”, – 9 8M48M, + ჯ” MX; = 0. (11.136) 

ეს განტოლება მიიღება თუ (11132) შევიტანთ (11.134) რაც 

გვაძლევს 
| 4» + 8M(X,”.)| #, + LIX,V(X,7,)|. 

დავუშვათ რომ 

VI(C)=» ს, XCნ. (I1.136) 
ვადრატულია,.ა »” ასახა სიმეტრიულია. შევიტანოთ ეს გა- 

მოსახ ება (11.136) მივიღებთ მატრიცულ კვადრატულ გან- 

ტოლებას 
4:ნ+ ხე – –8V- 878 + M =0, (11.137) 

რომლის ამოხსნისათვის ჩვენ დაგვჭირდება კიდევ ერთი და- 
შვება 

„4.3. (M,4) არის დეტექტირებადი. 

ეს ნიშნავს რომ 

MV(X) = »” ს» (1II.138) 
და ოპტიმალური მართვაა 

თ '(X):= –V 8, 'X (II.139) 
(ს, 4) წყილის დეტექტირების პირობის მხედველობაში არ 

მიღება კარგად ჩანს შემდეგი მაგალითიდან: 
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მაგალითი 11.14, 

X=V, I«დი”ძ =”Iი, 

0 
სადღაც X და “” "სკალარებია,ა ამ შემთხვევაში (11.137) გან–- 

ტოლება დადის #”:=0 განტოლებაზე. 

ასე რომ  =0 და თ'(X)= –I>»ჯ =0. ცხადია რომ 

ასეთი უკუკავშირიანი სისტემა არამდგრადია, ხოლო მართვის 

თ ფუნქცა არ მიეკუთვნება დასაშვებთა რიცხე. იმავე 
დროს დასაშვები მართვის კანონს 

თ ა(X)= –§5X, § >0 
მივყვართ შეფასებამდე 

2 

7(X,თა) = =. · 

მაშასადამე, 

M(0 =ი(/(5 თ =0, 
რაც მიუთითებ, იმაზ,იე რომ ოპტიმალური მართვა არ 
არსებობს, 

განვიხილოთ კიდევ კანონი 

X=X+V, IM(ი' 4 = წი1ი. 
0 

ჰ1.137)-იის თანახმად 

2ნ-– ღ–”L=0. 

ამ განტოლების ამონახსნებია ჩ' =0 ღა #=2, რომ- 

ლებსაც  შეესაბაება მართვები თ I(X) =0 თ :(X) = –2X. 

ცხადია რომ I(»,თ 1) =0, მაგრამ თ I(X) არ არის 

დასაშვებ. დე მართვა არის დასაშვები და თეორემის თა- 
ნახმად ის ოპტიმალურია. 

ეს გვაძლევს საშუალებას დავასკვნათ, რომ დეტექტირება 
არ წარმოადგენს ოპტიმალური მართვის აუცილებელ 

პირობა. მაგრამ თუ დღეტექტირება არ არის გარანტი- 
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რებული„ მაშინ ოპტიმალური მართვა შეიძლება არც კი 
არსებობდეს. 

§ 18. კროტოვის საკმარისობის პირობა 

ოპტიმალური მართვის თეორიაში ამოცანები გადასაწყვე- 
ტად გამოიყენება სპეციფიკ მათემატიკური აპარატი, რო- 
მელიც გამოიყენებს მმვადახეა იდეებს ოპტიმალური პროცე- 
სების მოსაძებნად. ანასხვავებს მათ დანარჩენი დასაშვები 
პროცესებისაგან. მარია. მათემატიკური ამოცანების ამოხ– 
სნებიდ-ნნ (ცნობილია რომ ყველაზე ეფექტ საშუალებები 
არის აუცილებელი პირობები ამიტომ აას ვიყოთ დარ- 
წმუნებული, რომ ვიყენებთ ისეთ მეთოდებს, რომლებიც ახ- 
ლოს არიან აუცილებელ პირობებთანი სწორედ ასეთი მე- 
თოდღდია კროტოვის ოპტიმალობის საკმარისი პირობა (61). 

ფუნქციონალის ოპტიმალობის პირობაზე შეიძლება ვიმსჯე- 
ლოთ აგრეთვე კროტოვი ფუნქციის საშუალებით. ამოცანის 
პირობა შემდეგში მდგომარეობს: 

გვაქვს დასაშვების წყვილი (M(),XL )). (ი <5 ა 

X(/Mა) = Xი. 

განვიხილოთ რიცი ი შემდეგი ამოცანა 

(=> -)|= სი (–ყოძ”+დCC” ალ 

(11.140) 

XL) = / (LC), (LL), I) I(.<1<71, XVა) =Xი, 

(11.141) 

XL2)|CC(I,) (ა <X<1, (11142) 
"V = V(X) CI/(?), (ე<X<1' (11.143) 

(>) –უბან-უბან უწყვეტია 

დროის მომენტები (ჩას! წინასწარ მოცემულია. 

(11.140)–X(11.143) თანახმად ოპტიმიზაციის ამოცანისათვის 
(11.122)-თვის სამართლიანია ფორმულა 
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7. 

I(/ა,Xი,V()) = |5(XCI),V(0),/ II + 5(X),7) + #(Xი, (ი) 
0 

(II.144) 
ღა შეფასება 

0 <1(/ი,Xი,M(:)) –I, < IX XLI) ,M(0),!) წაი ()%+ 

+|5( X(7)ჯ )- წ, + IMC X0,/0)– Mი თი: 
(11.145) 

სადაც 

5(X,M,/) = (M,(X,!), 7 (>,V,/))+ M,(X,()+ / VX,V,/)), (01146) 
5(X,1) = დ(X) – #(X,1), (11.147) 

IნMMC) = 106 „II 5(X, “ „), (11.148) 

ბა = მიჩ 3(X,1), (11.149) 

ხაც,= „ინ, M(X,/ა), (11.150) 

ა-ი «მნე 10240): (1115) 

თეორემა 113. იმისათვი,„ რომ (11.140)-11.141)) ამოცანის 

დასაშვები წყვილი ((0, X(I)) (I, < << 7, X(/-) = X9 , იყოს 

ამ ამოცანის ამონახსნი საკმარისია M(X,! ) ფუნქციის 

არსებობა რომლისთვისაც, (II.144ე ფორმულა სამართლიანია 
(11.140)+X11.143) ამოცანის ნებისმიერი დასაშვები წყვილისათვის 
და 

§(X(I),"CI),I)= 5-„(0, (<I1<7, (11.152) 

3(» (/),(I), 1 პოს M(2ი,%)= % =- (11.153) 

განისაზღვრებიან (11.147)+11.149) ფორმულებით. 

სადაც 
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თეორემი–ს დამტკიცება გამომდინარეობს” (I1.152, (11.153) 
პირობების შესრულებისას, (111460) მარჯვენა მხარე გაუტოლ- 

დება ნულს და I(Iა,X,M-))=I (II.)46იე გამოსახულებიდან 

ადვილად გამომდინარეობს საკმარისი პირობა რომ რომელი- 

ღაც წყვილი (X(),V)) მინიმიზაციას „უკეთებს (11.140)-+11.141) 

ამოცანას. 
თეორემა II. 4. იმისათვის, რომ ზოგიერთი თანამიმდევ- 

რობა (VI,V„(6)) (-0<:<71), X».(ი)=X,„ (”#.=1,2,...) 
(I1.140,) (1I.141) ამოცანის დასაშვები წყვილი იყოს სამინიმი- 

ზირებელი,„ საკმარისია არსებობდეს ისეთი MX(X,!) , რომლი- 

სათვისა, (II..44 ფორმულა სამართლიანია (11.140, (11.141) 
ამოცანის ნებისმიერი დასაშვები წყვილისათვის” და 

7 

IMიი |5(»„(0, "„(/),/)ძ! = (3. (/)ძ!, 
იპ+პთ 

"თ 5(>,(თ),7) = 5. 10 M(X,,/ი) = M, 

დამტკიცება. (11146) შეფასებაში V(/),X(I) ნაცვლად ჩავ- 

სვათ M. CI), X„(I) და გადავიდეთ ზღვარზ 7/./->თCთ. 

(11154), (11.155%) პირობების გათვალისწინებით მივიღებთ 

სთ I(/ი.Xი„,»()) =1 , 

რაც უნდა დაგვემტკიცებინა. 
რომ ვისარგებლოთ 1.3 და 1.4 თეორემებით (ოპტიმა- 

ლობის საკმარისი პირობები) უნდა ვიცოდეთ M(X,!) ფუნ- 

ქცია, რომლის საშუალებითაც განისაზღვრებიან (11.154), 
(I1.15501 გამოსახულებები ისმებს შეკითხვ,ი როგორ ვიპოვოთ 

M(X,/) ფუნქცია? M(X,!) ფუნქციას, რომელიც აკმაყოფი- 
ლებს II1 და !I.4 თეორემეს უწოდებენ კროტოვის ფუნ- 

ქციას ის შეესაბამება (V).XC/)) წყვილს (/ </ <1). 

უნდრად შევნიშნოთ რომ თუ არსებობს რომელიღაც 

M(CXL,,) კროტოვის ფუნქცია მაშინ #(X,/) = #(X,/)+თ (I), 
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აგრეთვე კროტოვის ფუნქცია. თ (/ )-ნებისმიერი უწყვეტი, 

I/ი,7 1 არეში უბან-უბნ გლუვი ფუნქცია. კერძოდ, თუ 

თ (I(1)=– IM. 0%- წ თის მაშინ წ(X,V,/), წ(»,7) ფუნ- 

ქციები, რომლებიც აიგებიანნ (II.142, (11.143) ფორმულებით, 

მათში #ს #=V#+თ _ აცელით ისეთით, რომ 

5(X, V,I) = 5(V, “ ,)– ბი (), §C, 1) = §(C, წ”) - 5 და 

მაშასადამე, 

I”. ი , 5(C#./) = 0 (I(I</<7), 
XX.) XMCIX:5!) 

Iი( 5(X,7) =0, 
»9VLC 7) 

ხოლო 

აინ X(X,/ა) = Mა „». +Cთ(/ა). 

განსხვავდება #ე „„ “გან თ(M) სიდიდით ამიტომ გზოგა- 

დობის დაუკარგაად 1II3 და 1II4 თეორემებში ”შშეიძლება 

მივიღოთ 5.(/)= 0, წ. = 0. 

ამ შენიშვნის გათვალისწინებით კროტოვის ფუნქცია, რო- 

მელიც “შეესაბამება დასაშვებ წელი ან თანმიმდევ– 

რობეს (#,(/),X,(I)), (11.140)+II.I43) ამოცანისათვის II3 და 
14 თეორემების თანახმად, აკმაყიფილებენ პირობებს: 

5(X,V,/) = (M,(X,!),/ (>,V,!)) + M,(X,!) + / /(X,V,I) >0, 

"V C LL;,I), ჯ CXLI), I(ა<1<571 

(11.156) 

§(X,1) = დC) – #(C>,7) > 0, X CXLII), 

M(X,/ა) > ი თას XC X(IV), 
(11.157) 
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(11.50, (111570 გამოსახულებები გადადინ ტოლობაში, 

როდესაკ 7 -> C ზღვარზე გადასვლისას V =V(I), X=XLCI), 

ან M=M(/) X=X,(I)), მნიშვნელობისას (II.156), (1I.157) გა- 
მოსახულებები წარმოადგენენ პუტოლებებ. თუ შევადარებთ 
(11.156), (11.157) განტოლებებს ბელმანის ფუნქციას და 
ბელმანის განტოლებას დავინახათ, რომ ბელმანის ფუნქცია 
ყოველთვის კროტოვი ფუნქცია. კროტოვის ფუნქცია მიღე- 
ბულია უფრო ზოგადი (1I.156) (11.57) მოსაზრებებიდან და 
ის არსებოს იმ “შემთხვევაშიც როდესაც არ არსებობს 
ბელმანის ფუნქცია. 

იმ შემთხვევაში როდესაც არ არსებობს მუშაობისათვის 

ხელსაყრელი კონსტრუქციული აღწერები IXX,I), XCI) სიმ- 

რავლეებისა, მაშინ კროტოვის ფუნქცია შეიძლება განისაზ- 
ღვრო (I1.156), (11.157) პირობებიდან, თუ შევცვლით 

LC;!), X(I) შესაბამისად ICI), CI). 

ზემოთნათქვაის ილუსტრაცია მოვახდინოთ რამდენიმე მა- 
გალითზე. 

მაგალითი 11.15. 
საჭიროა მოიძებნოს მინიმუმი ფუნქციონალისა 

I 

IM) = II") – ი)” XVC)=M(), X(0) = X(1) =0, 
0 

MI) CVVI)=(V CM”. I4 <1) (0 </ <1). 

ფაზური შეზღუდვები C( ) ასეთია: 

C(0)=Cო(I))=(0, 000)”  (0<(1<1) 

ცხადია რომ (#CI) =0, XCI) = 0) წყილი არის დასაშვები 

ამ ამოცანისათვის ამისათვის ავიღოთ # (XI ) =X. მაშინ 

5(X,V,!) = »” > 0 = 5(X(I),V(I),!) = 5„»(I), 
§(X,1) = –»X = 0 = 5(X(1).1) = 20წ წ(>,1), 

X(X,0) = X = 0 = #(X(0),0) = ,106, #(თ9). 
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ფორმულა (I1.14001 სამართლიანია ყველა დასაშვები წყვილი- 

სათვის. მაში თეორემის თანახად წყვილი (V() =0, 

X(/) =0) არის ოპტიმალური მკითხველმა იპოვოს ამ ამო- 

ცანისათვის ბელმანის ფუნქცია. 

მაგალითი 11.16. 

სამართი პროცესი აღიწერება დროის / CI0,«| მომენტში 

განტოლებით 

X=X+2+IL, X(0) =3, X(4) =8. 

XV) "მდგომარეობაზე და I(/) მართვაზე დადებულია ”შეზ- 

ღუდვები 
2<X<10, II <5. 

საჭიროა ვიბოვოთ ოპტიმალური პროცესი (XC), ”( )), რო- 

მელიც მინიმუმს ანიქებსს ფუნქციონალს 

L= (8 +1)X” – 8/X”VM –3 თიIი. 
0 

ამოხსნა: ავაგოთ ფუნქცია #(X,!ს) შემდეგი ფორმულის 
დახმარებით 

_ 0 (MM ») -IV6XთM» , “ 92 „, ML) = X- +I» IL 00)“ თი 0) 
სადაც აღნიშვნები აღებულია განტოლებიდან 

X= ჩC,X)+ C(I,X)», 

7 

IL = I(”'C6,X+ 0%,X)VM –3 იიი. 
0 

უნდა აღინიშნოს, რომ XCI) არ არის დამოკიდებული სა- 

ძიებელი C"'(/)-ზე, ამიტომ C”'(I) შეიძლება გაუტოლოთ 

ნულს. 

  

M(X,I)= –4X? +16(X 
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სხვადასვა #/ C |0,4| მნიშვნელობებისათვის M(X,! ) აღწევს 

მაქსიმუმს დასაშვები მდგომარეობის სიმრავლის” სხვადასხვა 

წერტილებში. M(X,! ) ყოფაქცევა სხვადასხვა #-თვის მოცემუ- 

ლია (ნახ.11. 8. გრაფიკიდან ჩანს რომ 0<(21 #(X,/) 
მაქსიმუმი აქს წერტილში X=2, ხოლო 1<('<4 დროს 

მაქსიმუმი გვექნება X»=2! წერტილში. 

  

L7V 

- ზ=1 1<+«6 

| 
I 

ი I 
/ +X 

C(-ა ' ს 

ნახ11.8. 

  

  

  
ნახ.11.9 

X(I) გრაფიკი მოცემულია (II ნახაზზე). 

ახლა ავაგოთ თ,:(I) და #,-(!) ტრაექტორიები„ რომ- 

ლებიც შეესაბამებიან (I) მართვი“ მაქსიმაელურ და მინიმა- 
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ლურ მნიშვნელობებს, ტრაექტორიები თ, () , /#, (ი) აკმა– 

ყოფილებენ განტოლებას 
X=-4X+2 

დღა საწყისს პირობებს X(0) =3, X(4) =8,. 

ეს ამონახსნებია: 

თ,(I)=0,5+2,56“, 

ჩ ,()=0,5+7,5 “““, 
თ, (,) და /7, (I) ტრაექტორიები აკმაყოფილებენ განტო- 

ლებას 

X=6X +2. 

იმავე საწყისი პირობისათვის რაც თ,(I) და #,(I) გათვა- 
ლისწინებით, გვექნება 

თ,(I) = = + 310%, 

1 1 4, 
#8.(I)= - +831 4), 

თ, (I) და /ჩ..LI) გრაფიკები მოცემულია ნახაზზე. ვიპო- 

ვოთ ამ მრუდეების გადაკვეთის წერტილი XჯI(I) მრუდთან. 

თ,(I), მრუდი გადაკვეთს XC) წერტილში 
I? = –0,25190,6, თ;,(I!) არა აქვს X'(I) გადაკვეთის წერ- 

ტილი, ხოლო /, (I) გაივლის X =8 წერტილს  როდე- 
საც (=4. ეს ამოცანისს პირობით არის მოცემული. 

განვიხილოთ X (I) ტრაექტორია, რომელიც შესდგება 

სამი ნაწილისაგან 

0,5+2,56 თუ 0</I</, 

X'(/)= 2 თუ I <1<1, 

27 თუ 1<1/ <4, 
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სადაც !' = –0,251ი0,6. 
თუ ეს ტრაექტორია დასაშვებია მაშინ ის აკმაყოფილებს 

თეორემის პირობას მაშასადამე ოპტიმალურია, რადგან მ 

წერტილებში მიიღწევა M(X,! ) მაქსიმუმი. 

XII) დასაშვები ტრაექტორია მოწმდება მისი ჩასმით 

პირდაპბრ პროცესში 0</</! მონაკვეთში ასეთი შემოწმე- 

ბა არაა საჭირო, ვინაიდან X(I) არის აგებული + (I) ზე– 

ვით როდესც V/' <<), პროცესის განტოლებაში უნდა 

შევიტანოთ XC) =2, მივიღებთ V (I) =-2. თუ 1<7<54, 

ჯ =2 ჩასმა გვაძლევს V (I) =-). საბოლოოდ V ( ) 

აქვს სახე 

–5 თუ 0<(/<I”I', 

"(()= 1–2 თუ I!'<1<1, 
– თუ 1<7 <4, 

V(I) მართვა დასაშვებია, ამიტომ ნაპოვნი წყვილი 

CL (I), V ())) არის ოპტიმალური. 

§ 11.9, ოპტიმალური მა მართვის მეთოდების 

ედარება 

1. დინამიკ რი პროგრამირება და მაქსიმუმის 

პრინციპი. 
ვთქვათ მართვის სისტემა აღიწერება განტოლებით 

Xჯ= /(X,V), (11.158) 
სადაც X–ობიექტის მდგომარეობის "! განზომილებიანი ვექ- 
ტორი,ას 1I-–მართვის 1? განზომილებიანი ვექტორია IC –V 

LC –ჩაეტილი ამოზნექილი არეა მართვების სივრცეში. მარ- 

თვის კომპონენტები L/ = (I,,..,სს დროის უბან-უბან 
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უწყეტი ფუნქციებია პირველი რიგის წყვეტის წერტილების 
რაოდენობა სასრულოა. 

დავუშვათ რომ X(0) = X– ობიექტის საწყსი მდგომარე- 

ობაა ამოცანა მდგომარეობს იმაში რომ ამოვირჩიოთ და- 
საშვები მართვა რომლის „დროს ფუნქციონალს 

  

L= წითა ძ/ (II.159) 

აქვს მინიმუმი. რო იქსირებულია. 
ჩავწეროთ ორშრა განტოლება ი ოუნქციონალის მინიმუმი- 

ათვი 

5(X,1) = თIიL, 25 _ ე # XC», 0ი+2 7- -/ > ”)I. 
VCCV 2! VCV 4-1 2 X 

(I1.160) 

აღვნიშნოთ MC, უL #(X ,M) ღა /”(=X. ე ე.ი 

29_ 25 
I! 2X, ” 

. »+! 05 

ფი ი. ი რაი-ა>საბ =0, (11.161) 

სადაც #.(X,V)=1 X-=I. გავამრავლოთ (I1.161) განტოლე- 

ბა -I-ხე და ვისარგებლოთ ტოლობით –#იI0 #7 = ჯიმX(– 7), 

  

»+I 

სადაც #= ჰაე ცენ, ნ, ცი). მაშინ მივიღებთ გან- 

15 2 X, 
ტოლებას 

თვი -2. 25 #0» X.,...X ა-ი. (11.162) 
ხთ 42 2 X, #V 01?) თ»+I 7 

შემოვიტანოთ აღნიშვნა 

_ 2§ 
, მ» , 

მაშინ (11.162) განტოლება მიიღებს სახეს 
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M+I 

12. 4. =0. (11.163) 

(11163) განტოლების მარცხენა მხარე შეიძლება განვიხილოთ, 

როგორც / = (#,/ს-ს./ ს ვექტორები "M” (ყ%,V/,...,M.,,1 
სკალარული ნამრავლი. მაში (II.163) განტოლების ნაცვლად 

ჩავფწეროთ იიმX(VMV, # ) = თიმX I=მ0 სადც I. ფუნქცია 

სუფთა ფორმალური გარდაქმნებით ბელმანის განტოლები- 
დანა მიღებული ბელმანს განტოლებიდან პონტრიაგინის 

განტოლების მისაღებ,დ აუცილებელია ევაჩვენნოთ, რომ VM/ 
ვექტორის კომპონენტები აკმაყოფილებენ შეუღლებულ განტო- 
ლებათა სისტემას 

020 I. 9-2. 7-5 0,1,...,+1. (IL164) 

ბოლო გამოსახულების მისაღებად უნდა დავუშვათ რომ 

ფუნქციონალის მინიმალური მნიშვნელობას 5(CX, » აქვს მე- 
ორე რიგის უწყვეტი კერძო წარმოებულები, ხოლო 

# (X,V) ფუნქციბს აქვთ პირველი რიგის წარმოებულები 

ო+ 

» მიხედვით აღვნიშნოთ (0M-21-2- | # (თ ,X,.-X,,,) 
#-0 

წარდგენის ი 

M+I 

-29. =2, –-- #/- 25 27 | (11.165) 
> 4-9 2. / 2», 0X 

(11.162) ანროლებიდან გამომდინარეობს რომ ოპტიმალური 
ტრაექტორიისას ოპტიმალური მართვის ზემოქმედების 

შედეგად 
9(X (ი), (I)) = 

ეი. ოპტიმალური მოძრაობისას 9(X,IV) ფუნქცია აღწევს 

მაქსიმუმს, მაშინ 
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იყ 
2X, 

ნებისმიერი / CI0,7I. მაშასადამე, (I1.165) გამოსახულება ნუ- 

ლის ტოლია, ე.ი. 

ღღ მჯ |, _ ლ! მა მ/ (11,166) 
ბ 27X I - XC 0X», 25 2LI. #59 #50 

  =0, # =0,1,...,/ +1 

  

  ეხლა დავუბრუნდეთ დღა იგი გავაწარმოოთ ”. 

X, 

გვაქნება 
ძ 205 »+I 201?89 (2 -5 | .2%_ 

– I = – –“- (11.166) 
2! 25) ა. ი =2, 72 ”, 

(II16600 გათვალისწინებით ბოლო გამოსახულება შეიძლება 
შემდეგი სახით წარმოვადგინოთ 

4(. მ2§ | - წ 2 27, . 
ძ(/ხს 2X, 4=0 2X. 26X, L 

ან აღვნიშნების გათვალისწინებით მივიღებთ 

ძM, -ზ მ/, 

    

    

  = –4+-MV., #L=0,1...,7+1. (11.167) 
ძ! 40 2X, “ 

(111671 გამოსახულება წარმოადგენს საძიებელ შეუღლებულ 

განტოლებათა სისტემას "Mი,Vყ”,...,V,.,, ცვლადებისათვის, ჩვენი 
მსჯელობა დასრულებულია, ბოლოს აღვნიშნოთ, რომ 

მ'5 
2X,0X, 

დება.ა ამიტომ მაქსიმუმის პრინციპბს მიღების ეს წესი 
სუფთა ევრისტიკულია. 

2 დინამიკური პროგრამირება და ეილერის 
ანტოლება. 

განვიხილოთ. ა ფუნქციონალის მინიმიზაციის პრობლემა 

IL1= (წთაი“ X(/-) = =ძ. 

  ის არსებობა » სიგრცეში ყოველთვის არ სრულ- 
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1 –ფიქსირებული მნიშვნელობაა. /ე–ცვლადი ქვედა ზღვარია. 

შევადგინოთ ბელმანის განტოლება და მისგან მივიღოთ 
ეი ერის განტოლება. 

ემოვიტანოთ განხილვისათვის ორი ცვლადის ფუნქცია 

5(ძ,1'– ა) = იიი (იდანი4. 

ძ–იღეს ნებისმიერ ნამდვილ მნიშვნელობებს, I>20. ამ 
ამოცანისათვის ბელმანის განტოლებას აქვს სახე 

მ5 _ . . მ45 . <8. დიე ჩ(თX6)-ი) + ლარ) , (I1.168) 

საწყისი პირობისას 5(0,0) =0. 

(111681 განტოლებიდან გამომდინარეობს ეილერის განტო- 
ლება. მარჯვენა მხარის მინიმუმისათვის” (111681) განტოლები- 
დან მივიღებთ აუცილებელ პირობას 

2 25 

მXC,) მი 

(II.1681ე1 განტოლება ექვივალენტურია შემდეგი განტოლებათა 

სისტემის 

=0. (11.169) 

0 მზ. #„,95.,_ _95 (II.170) 
მჯ 2» 02 0! 

ვინაიდან (11.170) განტოლება შეიძლება მივიღოთ დროის ნე- 
ბისმიერი მომენტისათვის. განხორციელებულია გაიგივება რძ 

X-–თან. გავაწარმოოთ (11.171) პირველი განტოლება !, ხო- 

ლო მეორე X, მივიღებთ 

  
ძ (2”) 275) 278. 
–--I)+ +---X=0, 
ძ! ს 2X იჯ! 2X 

მ” 2248. მ725 
  <<“ კ“ “”ჯ-- . (1I.I71) 

ი» CX 2!C0X 
(11171) განტოლებათა სისტემის პირველ განტოლებას გამო- 
ვაკლოთ მეორე, მივიღებთ განტოლებას 

4 წ _2# _ =0, 11.172) 
ძმ! 2X 
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რომელიც თანხედება ეილერ”ლაგრანჟის განტოლება,ს ე.ი. 
ბელმანის განტოლებიდან მივიღებთ ეილერ-ლაგრანქის განტო- 

ლებას თუ გავითვალისწინებთ 17 –ის შენიშენას 5(თ,1 –/) 

მეორე წარმოებულის თვისებაზ.ე ეილერის განტოლების მი- 
იღებ ბელმანის განტოლებიდან ევრისტიკულ ხასიათს ატა- 
რებს. 

ვ. მაქსიმუმის პრინციპი და ეილერის განტოლება 
განვიხილოთ ფუნქციონალი 

7; 

I= |MCX,X,/ML, (I1.173) 
% 

სასახღლვრო პირობებისას 

X(M) = Xი, X(1) =X-. (11.174) 
(111731 ფუნქციონალის ექსტრემალი არის შემდეგი ამოცანი- 
სათვის ოპტიმალური ტრაექტორია. 

სისტემა აღიწერება განტოლებით 
X=V. (11.175) 

მინიმიზაციის ფუნქციონალს აქვს სახე 
7, 

L= IM MX. (II.176) 
) 

სასაზღვრო (11.174) პირობის გათვალისწინებით V(I) მართვა 
დროის უწფეტი ფუნქცია. მასზე არ არის დადებული 

შეზღუდვა. 
მივიღოთ ეილერის განტოლება მაქსიმუმის პრინციპიდან. 

ჩავწეროთ განტოლებები 

IM = მML(X,V,!)+ VM/V; 

V =0, MV =-V, 2#. (11.177) 
მ» ” 

მაქსიმუმის” პირობაა 

ოგX V/(X"(/),V,/)+VV = M(% (0, (0,ჯ"(0,»“()). 
(11.178) 

ვინაიდან მართვა შეუზღუდავია ამიტომ 
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2” 2" 
–-–- =სი---+M, =0. · 2, უთ (II.179) 

(11179 განტოლებიდან გამომდინარეობს რომ ყი #0. თუ 

Vი=0, მაშინ V. =0. მუდმივის სიზუსტით (!I1.177) გან- 

ტოლები არატრივიალური ამონახსნიდნ და MM = C07MX, 

შეიძლება ჩავთვალოთ Vი = –I, მაშინ (I1.177)1 მეორე 

განტოლება მიიღებს სახეს 

V/ = 2L" (II.180) 
2X 

მოვახდინოთ (I1.180)–ის ინტეგრირება 

V, (/) = M,(/,)+ )+I 7-7 (IL.181) 

მეორეს მხრივ (11.179) განტოლებიდან  გამომდინარეოზს, რომ 

V/ = –1, კ, = 2X, (II.I82) 
მ" 

ბოლო ორ განტოლების მარჯვენა მხარეები გაუტოლოთ 
ერთმანეთს. 

მივიღებთ ეილერის განტოლებას ინტეგრალური ფორმით 

იი 

” უწყვეტი, აარ ნენეი ფუნქციაა. X(I) ექსტრემალი 

ორჯრ დიფერენცირებადია.ა ბოლო გამოსახულების დიფერენ- 
ცირებით მივიღებთ 

ძ 4(2)_ 2L. (I1.183) 
ძI ს 2X 2X 

(11183) განტოლება წარმოადგენს (II.173) ფუნქციონალისათ- 
ვის ეილერი-ლაგრანჟის განტოლებას. 
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თავი მეთორმეტე 

ვექტორული ოპტიმიზაციის ამოცანა 

§ 12). შესავალი. 

როგორც ადრე იყი აღნიშნული, თანამედროვე პროგრეს- 
მა მეცნიერებასა და ტექნიკში აუცილებელი გახადა სუ 
უფრო და უფრო სრულყოფილი ავტომატური სისტემების 
შექმნ. თუ ჩეენი საუკუნის 50-იანნ წლებამდე ასეთი სის- 
ტემებისაგან მოითხოვდნენნ მხოლოდ მის მდგრადობას, შემ- 
ეგმი ეს მოთხოვნები მკვეთრად შეიცვალა და გადაიზარდა 

ისეთი სისტემების შექმნაში რომლებიც საუკეთესონი იქნე“ 
ბიან ამა თუ იმ ხარისხობრივი მაჩვენებლით. ამით იყო 
განპირობებული რომ სულ მალ შეიქმნა თანამედროვე 

ი ფხოვრებისეუული მეცნიერული მიმართულება–ოპტიმალური 
მართვის თეორიას რომელიც შეისწავლის ისეთი სისტემების 
გათვლის დღა კონსტრუირების მეთოდებს რომელთა საშუ- 
ალებითაც აიგებს ოპტიმალური სისტემა საუკეთესო რომე- 
ლიმე წინასწარ არჩეული კრიტერიუმის მიხედვით. 

60-იაინი წელების ბოლო მოთხოვნები ასეთი სისტემების 
მიმრთ კიდეგ უფრო გაიზარდა. საქმე იმაშია რომ მარ- 
თვის სისტემა ხასიათდება და ფასდება არა ერთი, არამედ 
რამდენიმე კრიტერიუმით რომლებიც თავისი ფიზიკური არ- 
სით სრულიად საწინააღმდეგო ჩხასიათისანი არიან ამ კრი- 
ტერიუმებიდღნნ ერთ-ერთი მათგანის თოპტიმიზაციისს მეორე 
კრიტერიუმმა. შეიძლება ისეთი მნიშენელობა მიიღოს, რომე- 
ლიც სავსებით მიუღებელი იქნება სისტემის კონსტრუქტორი- 
სათვის ამიტომა,ა რომ მთელი რიგი პრაქტიკული ამოცანე- 
ბისათვის ამოხსნის ძიება მხოლოდ ერთი კრიტერიუმის ოპ- 
ტიმიზაციახე დაყრდნობით არასაკმარისი ღება და ასეთ 
დროს აუცილებლობას წარმოადგენს სისტემის ოპტიმიზაცია 
ქტორული კრიტერიუმის ანუ ვექტორული მიზნის ფუნქცი- 

ია თუ ფუნქციონალისს მიხედვით ასეთი ფუნქცია და 
ფუნქციონალი შეიძლება ჩაიწეროს შემდეგი ვექტორების 

ი0-=(თი,0,6.0,...,თ,C0), 
IC) = ყ /(1,7:(C),.--,1+C1), 
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რომლის კომპონენტებიცა,ა შესაბამისად, ფუნქციები თ ,(C), 

დ;უ,..,დ,() ღა ფუნქციონალები 7 (1,7 ;(),...I,(C), ანუ 
სისტემის ხარისხისს მაჩვენებლები ეს მაჩვენებლები წინასწარ 
უნდა იქნეს შერჩეული კონსტრუქტორის მიერ სისტემის 
ფუნქციონირებისათვის და მათემატიკურად ფორმალიზებული 
ფუნქციებია თუ ფუნქციონალების ს ხზით, 

§ 122 პრობლემის“ ზოგადი მიმოხილვა 

ვექტორული ოპტიმიზაციის პრობლემა წარმოიშვა არმო- 
ების დაგეგმვისას და ორგანიზაციის სფეროში ეკონომიკური 
ხასიათის ამოცანების გადაწყეტის დროს მოგვიანებით იგი 
გავრცელდა დინამიკურ სისტემებზე დღეისათვის ვეჭტორუ- 
ლი ოპტიმიზაცკის პრობლემა განუყოფელი ნაწილი გახდა 
მართვის თეორიისა და უფრო და უფრო მეტი რადღება 
ეთმობა მას თანამედროვე ავტომატური მართვის სისტემების 
დამუშავებისა და "შექმნის დროს. 

ამ პრობლემის საწყისად მიჩნეულია ფრანგი ეკონომისტის 
პარეტოს მიერ 1896 წელ ს გამოქვეყნებული შრომა ,,პოლი- 
ტიკური ეკონომიის კურსი" პრობლემის განვითარება დაიწყო 
1963 წელს ამერიკელი პროფესორის ლოტფი ზადეს მიერ 
გამოქვეებული მცირე მოცულობის სტატიით რომელმა 
ირველად დასვა ს საკითხი ისეთი ავტომატური სისტემის 
პროექტირების · შესახე,» რომელიც საუკეთესო იქნებოდა მრა- 
ვალ-ი კრიტერიუმი მიხედით ერთდროულად. ვექტორული 
ოპტიმიზაციის პრობლემამ, მიუხედავათ“ არსებული რამდენიმე 
ნაშრომისა განვითარება დაიწყო 70-იანი წლებიდან. 

განვიხილოთ “უმარტივესი სტატიკური ამოცანა: სისტემის 
ფუნქციონირება ხასიათდება #0 -რიგის ვექტორით 

X= (XX... ,X,1, XCXCV” 

დღა ფასდება #-რიგის ვექტორ-ფუნქციით 

თ (X)=(C ,(X),Cდ ,(X)....,რ ,(X)), 
რომლის კომპონენტები X ცვლადი მოცემულ წამდვილი 
უწყეტი ფუნქციებია. უნდა ვიპოვოთ X ექტორის ეთი 

მნიშვნელობას »" CX, რომელისკც რთ ,(»)Cთ :(X ,.- 0Cდ „(ს ) 
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ფუნქციებს ერთდროულად ანიჭქეს ოპტიმალურ (მინიმალურ 
ან მაქსიმალურ) მნიშვნელობებს. 

ამოცანის ასე წარმოდგენა არაკორექტულია იმ თვალსა- 
ზრისით რომ ეს ფუნჭციბი ერთდროულად ოპტიმალურ 

მნიშვნეელობეს რომელიმპშე ამორჩეული X»ჯ" = (X2,XI,...,X) 

ვექტორი დროს ვერ მიიღებენ” თუ ასეთი რამ მოხდა, 
მაშინ ვექტორული ოპტიმიზაცის ამოცანასთან არ გევქონია 
საქმე იგი სკალარული ოპტიმიზაციის ამოცანა ყოფილა ამ 

დროს, სისტემი” ხარისხის მაჩვენებელი ფუნქციები თ ,(X), 
დ -(X)...,დ „(X), მართალია მათემატიკურად განსხვავებულად 

არიან ჩაწერილნი მაგრამ მათი ფიზიკური არსი ერთი და 
იგივეა. 
ვექტორული ოპტიმიზაციის ამოცანის ამოხსნა კომპრომისს 

ეყრდნობა რამდენად გაუმჯობესდეს ხარისხის რომელიმე მაჩ- 

ვენებელი„ ვთქვათ ფუნქცია თ,(X), რომ დანარჩენმა ფუნ- 

ქციებმა თ I(X),...,დ I (X,,თ „I(X),...,დ „LX) არ განიცადონ 

სისტემისათვის მიუღებელი გაუარესება? როგორ შევაფასოთ 
ეს გაუმჯობესება და გაუარესება? როგორ კოპრომისზე წა- 
ვიდეთ? აი ასეთი ითხვებია ძირითადი გადასაწყვეტი 
ვექტორული ოპტიმიზაციის ამოცანის ამოხსნის პროცესში. 

არსებულ ლიტერატურაში სხვადახვა მეთოდებია შემოთავა– 

ზებული ვექტორული ოპტიმიზაციის ამოცანის გადასაწყვეტად. 
პრთ–-ერთი მათგანია ხარისხს მაჩვენებელი ფუნქციების იერარ- 
ქიული მიმდევრობის თანდათანობითი ოპტიმიზაცია გვთავა- 
ზობენ შევქმნთ ასეთი იერარქიული მიმდევრობა შემდეგ 
იპოვოთ ამონახსნთა "სიმრავლე, რომელზეც იერარქიული 
მიმდევრობის პირველი წევრი ღებულობს ოპტიმალურ მნიშ- 
ვნელობას,ს შემდეგ ამ ამონახსნნთა სიმრავლეზე მოვახდინოთ 
მეორე წევრის ოპტიმიზაცკია და ასე “შემდეგ. სამწუხაროდ, 
ძირითადად უმრავლეს შემთხვევში პირველი წევრის ოპტი- 
ი მიზაციისას ვღებულობთ მხოლოდ ერთ ამონახსნს, ღა არა 
ამონახნთა სიმრავლეს და "შემდეგი წევრი” ოპტიმიზაცია 
ვერ ხერხდება. 

შემდეგი და ყველაზე გავრცელებული მეთოღია არაგაუმ- 
ჯობესებადი წერტილების სიმრავლის პოვნა. წერტილს 

»X CX ეწოდება არაგაუმჯობესებადი 
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დ (X) =ჯV ,(X),6 ;(X)....,C ,(X)) 
ვექტორ-ფუნქციის მიმართ, თუ X6»" წერტილებს” შორის 

არ მოიპოვება ისეთი » წერტილი, როდესაც ადგილი აქვს 
დამოკიდებულებას 

თ „()<თ „(Xს), თ =L...,#, (12.2) 
რომელშიც ერთ–ერთი უტოლობა აუცილებლად მკაცრია. 

არაგაუმჯობესებდი წერტილების სიმრავლეს პარეტო-სიმ- 

რაგლეს უწოდებენ. 
არაგაუმჯობესებ,დი წერტილის ასეთი განსაზღვრა სამართ- 

ლიანია შემთხვევისათვის როდესაც ვეძებთ დ (X) ფუნქციის 

კომპონენტების მინიმუმებ· დ (X) ფუნქციის კომპონენტების 

მაქსიმუმების ძებნის შემთხვევაში არაგაუმჯობესებადი ჯმ CX 
წერტილის განსაზღვრა ანალოგიურია, მხოლოდ (122) დამო– 

კიდებულება იცვლება დამოკიდებულებით 
თ „()>თ,(„, თ =ს...,#. (12.3) 

ქვევით ჩვენ ყოველთვის შემოვიფარგლებით Cდ |(X),...,C,(X) 
ფუნქციების მინიმიზაციით. 

არაგაუმჯობესებადი წერტილების სიმრავლის დადგენის შემ- 
დეგ: საჭიროა ამ სიმრავლიდან რომელიმე კომპრომისული 
ამონახსნის ამორჩევა აქ გადაწ ტილების მისაღებად ძირი- 
თადად მიმართავენ დიალოგის 49 როცედურას ადამიანსა და 
გამომთვლელ მანქაას შორის რასაკვირველია ამორჩეული 
ამონახსნი კომპრომისულია და იგი ეფუძვნება გადაწყვეტილე- 
ბის მიმღები პირის კომპეტენციას ამ პირის მიერ მოპოვე- 

ბუ დამატებით ინფორმაიცას. 

ასეთი კომპრომისები “შეიძლება სხვადასხა სახის იყოს. 

ერთ-ერთი ასეთი კომპრომიი ეყრდნობა რდ ,(»,თ „(X...., 

თ,ს) ფუნქციებს წონების “შერჩევას გადაწყეტილების მიმ- 
ღები პირის მიერ გარკვეული ინფორმაციი საფუძველზე და 

ვექტორულ” დ (X)=(C ,(),...,თ ,(ა, ფუნქცის დაყვანას 
შემდეგ სკალარულ ფუნქციაზე 
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L 

დ (X)= 2,#,დ (ი. (12.4) 
თ” 

აქ კოეფიციენტები #4 „,...2, წარმოადგენენ თდ,(X),...,თ,(X), 
ფუნქციების წონებს ამრიგად, ვექტორული ოპტიმიზაციის 
ამოცანა (12)) გექტორ-ფუნქციით დაიყცან კალარულ 
ამოცანაზაი (12.4) სკალარული მიზნის სარბე თ სამწ უხა- 
როდ #4 ც.ს4, წონების წინაწარ განსაზღლვრა მეტად 

ძნელია და ამავ დროს პირადულიც, რაც მხოლოდ გა- 
დაწყვეეტილები მიმღებ პირზეა დამოკიდებული. 

ს დამტკიცებულია, რომ როდესაც 
ჯ 

ბტა5ს 24.>0 თ =ს....,#, (12.5) 
თ” 

(124) ფუნქციის მინიმიზაკიით ვღებულობთ წერტილს, რო- 
მელი, არაგაუმჯობესებადი.ა არაგაუმჯობესებადი წერტილების 
სიმრავლე მთლიანად მიიღება ასეთი გზით, ანუ (12.40) ფუნ- 

ქციის მინიმიზაციით (12.5) პირობების დროს, ”X4 კოეფიცი– 
ენტების (ვვლილებით. 

ერთერთი გავრცელებული გზა #-კოეფიციენტების ამორ- 
ჩევისას არის 

  

1 
ესა.” – , 

“თ 10 თ». ' რ/ი 

სადაც დ,კ7 არის თ,(») ფუნქციის ის მნიშვნელობა, რო- 
მელსაც მივიღებთ მხოლოდ მისი მინიმიზაციის დროს. 

კომპრომისის ერთ–ერთი, საკმაოდ მისაღები ზაა 
მეთოდი, რომელიც ეყრდნობა სისტემის ხარისხის 
განმს ღვრელ ფუნქციათა სივრცეში იდეალური (უტოპიური) 
წერტილის პოვნის იდეას და ამ სივრცეში ნორმის 

შემოტანა. ამ გზით მიღებული ამონახსნი კომპრომისულია, 
იგი ეკუთვნის პარეტო-სი: რავლე”“ (არისს პარეტო-ამონახსნი) 

და უზრუნველყოფს თ,(X,...,დ,(%), ფუნქციების 
მნიშვნელობებს მაქსიმალურ სიახლოვეს ამავე ფუნქციების 
მინიმალურ, ანუ ესავლებ ლ საუკეთესო მნიშვნელობებთან. 
რა თქმა უნდა, მნიშ ნელოვან როლს თამაშობს 
შემოტანალი ნორმის მე სმარტის, ასთ ნორმად 
შეიძლება ამორჩეულ იქნეს ევკლიდეს ნორმა, რაც მთელი 
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რიგი პრაქტიკული ამოცანების გადაწყვეტისს საკმაოდ კარგ 
შედეგებს გვაძლევს. წვე 6 ძირითადდღ შემოვიფარგლებით 
ასეთი კომპრომისული მეთოდის გამოყენებით |76, 1091. 

საზოგადოდ, ვექტორული ოპტიმი ზაციის ამოცანები განზო- 
გადებულია ისეთი შემთხვევებისათვი როდესაც სისტემა შე- 
იცავს განუზღვრელობას. მარობების დროს ამოცანის 
გადაწყეტის მეთოდებს შო ველი შეიძლება გაეცნოს ლიტე–- 
რატურაში (51, 152, 160). 

§ 123. პრობლემის ზოგადი მათემატიკური დასმა 

ვთქვა თ რომ მოცემული 2 სივრცის თითოეული ელე- 

მენტი განსაზღრავს 57) სისტემას ეს სისტემა ხასიათდება 
რამდენიე ხარისხს მაჩვენებლით რომლებიც წარმოადგენენ 

ხარისხის ვექტორულ მაჩვენებელს I =17,/),..,/,). ასეთ 
დროს 2 სივრცის თითოეულ ელემენტს 

2= (CC C7, 

რომელიც 512) სისტემს განსაზღვრავს ხარისხის მაჩვენე- 
ბელთა სივრცეში ”შეესაბამება გარკვეული წერტილი კოორ- 

დინატებით 7 ,(2), L (2),... ,., (2). 

2 სივრცის ელემენტებიდან 2“ სიდიდით აღვნიშნოთ ის 
ელემენტი ი რომელიც აკმაყოფილებს შესაბამის პირობას 

I, (2“ )= LI, (2), თ =),...,#X. (12.6) 

ამრიგად, 22C2 ელემენტი ის ელემენტი,ა რომლის 
დროსაც მინიმალურ მნი შენელობას ღებულობს მხოლოდ თ 

ინდექსის მქონე ხარისხის მაჩვენებელი, ანუ 1. (2). 

განვიხილოთ IC2) ევკლიდეს სივრცე კოორდინატებით 

I (2), (2),...,I, (2). დაუშვათ რომ ნაპოვნი და მოცემული 

გვაქვს სიდიდეები  7,(2'),/,(”)...-,/(2“). ყოველთვის  შეიძლე– 
ბა იმის მტკიცება რომ 2 სივრცეში არსებობს რომელი- 

ღაც ელემენტი 2 = > 2, 2 2, ) C2 რომელიც განსაზ- 
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ღრას 4. C5L7) სისტეას და რომლის დროსაც I(2) 

სივრცეში I (2 ),1,(2')....,1,(2') სიდიდეები საუკეთესო მიახ- 

ლოებაშმი (გარკვეული აზრით) იქნებინ ხარისხის მაჩვენე– 

ბელთა მინიმლურ მნიშენელობებთან 7,(2'),I,(”?)....,/,(2"). 
ასეთი მიახლოების კრიტერიუმად შეიძლება აღებულ იქნეს 

ნებისიმერი დადებითი ფუნქცია 1,(2), 11 (2),....I.(2) ცვლადე- 

ბით ასეთი ფუნქცია წარმოადგენს I(C2) სივრცის მეტრი- 

კას, იგი აღვნიშნოთ სიდიდით X(2). 

განსაზღვრა 12.. ელემენტი 7 67 ოპტიმალობას ანიჭებს 

5 7) სისტემას IXL2) მეტრიკის აზრით, თუ ადგილი აქეს 
შემდეგ ტოლობას: 

XC") = I I(2). (12.7) 
ამრიგად ზემოთქმულიდან გამომდინარე, ვექტორული ოპ- 

ტიმიზაციის ამოცანა ფორმულირდება შემღეგი სახით: მოცე- 

მული გვაქს სისტემა 5| 2) , ზარისხს ვექტორული მაჩვე- 

ნებელი IL2) ღა ფუნქცია XL) · უნდა მოვძებნოთ 

72 C7. 

§ 124. ოპტიმალური ტრაექტორიის დაპროგრამების” ამოცანა 
ვექტორული კრიტერიუმი” შემთხვევაში. 

ოპტიმლური ტრაექტორის დაპროგრამირებს ამოცანა 

სკალარული კრიტერიუმი შემთხვევაში განხილული იყო IX 
თავში ეხლა განვიხლოთ შემთხვევა როდესაც ოპტიმალობის 
კრიტერიუმი ნაცვლად (9.2) ფუნქციონალის, წარმოდგენილი 
იქნებ ვექტორული ფუნქციონალის სახით. 

ამრიგად, განვიხლოთ სამართი ობიექტი რომლის მოძრა- 
ობაც აღიწერება დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემით 
(9.1) ანუ ვექტორული სახით. 

XC/) = X(X(I),VI)). (12.8) 
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აჰ X/)=((0,=(),...,X,(0)), 40 = (#0, (,,..., (0), 
/' CII.,7I. XC, V) ვექტორი +#X I(X, I), X „(X,V),..., X,(X,V) 

კოორდინატები წარმოადგენენ უწყვეტ და უწყეტად დიფე- 
რენცირებად ფუნქციებს თავისი (ავლადების მიმართ. 

მოცემული გვაქს ობიექტის ი მოძრაობის განმსაზღვრელი 

საწყსი XX =X(-) და საბოლოო X„ = X(7) პირობები 

(89) ფორმულების სახით, ანუ 

X,(I/0) = X-ი, X.(7) =XV, (# = L...,»), (12.9) 

სადაკ X,ი, X,/, #=1,..,7, მოცემული რიცხვები, ხოლო 

” სიდიდის მნიშვნელობა ფიქსირებული არ არის. 

მოცემული გვაქვს აგრეთვე, სამართი #= სი,.-,M,| ვექ– 

ფორისათვის დასაშვებ მართვათა კლასი ხხ, რომელიც 
ედგება უბან-უბან უწყეტი ფუნქციებისაგნ სასრულო რა- 

ოდენობის პირველი რიგის წყვეტებით და აკმაყოფილებენ 
პირობებს 

M, შ) <" ..... (12.10) 

სადაც /ე,M2 MM, მოცემული სასრულო რიცხვებია. 

სიმარტივისათვის "”"შემოსაზღვრებს X,(I)....,X,(I) ფუნქციებ- 
ზე არ განვიხილავთ. 

მოცემული გვავს XV) და IC)  ვექტორ-ფუნქციებზე 
განსაზღვრული ეექტორული ფუნქციონალი 

ICV) = V, 00, /,C,...,7,001, 
რომლის კომპონენტებიცაა ფუნქციონალები 

'(რთ!- M. (XC),V(I))თ,, თ =1,...,L, (12.11) 

სადც  (X,#), ჩC M),..,/# (I) უწყვეტი ფუნქციებია 
უწყვეტი პირველი წ წარმოებულებით, 

ამოცანალოთ მდგომარეობსს შემდეგში ყველა დასაშვებ მარ- 

თეეს #=V()CV შორის რომლებსაც (12.81) განტოლება- 
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თა სისტემის თანახად ტრაექტორია XLI) გადაჰყავს Xი 

წერტილიდინ I”. წერტილში ვიპოვოთ ისეთი მართვა 

” (I), რომლის დროსაც ფუნქციონალები (12.11) ერთდრო- 
ულად მიიღებენ მინიმალურ მნიშვნელობებს. 

რა თქმა უნდა, ამოცანის ასეთი პირდაპირი გაგება არ 
იქნბა სწორი უფრო მეტიც, იგი აბსურდულია, ვინაიდან 
არ არსებობს მართვისს ფუნქცი, რომლის დროსაც (12.11) 
ფუნქციონალები ერთდროულად მიიღებენ მინიმალურ მნიშ- 
ვნელობებს, თუ ეს თფუნქციონალეი ფიზიკური შინაარსით 
ერთმანეთისაგან განსხვავდებიან- მაგალითისათვის განეიხილოთ 
რაკეტის ვერტიკაელური აფრენა სივრცის რომელიმე მოცე- 
მულ წერტილში ფრენის პროცესის კრიტერიუმებად შეიძ- 
ლება განვიხილოთ ფრენის დრო, საწვავს ხარჯი საბოლოო 
წერტილში რაკეტის ენერგია და სხვა. უნპციოწალები, 
რომლებიც შესაბამისად, გამოხატავენ ფრენ ნის დროს 
რაკეტის ენერგის ფრენის საბოლოო წერტილში, ი მათემატი- 
კურად სხვადასხვანაირად ჩაიწერებიან სინამდვილეში კი მათი 
ფიზიკური შინაარსი ერთიდაიგივე. ასეთი კრიტერიუმების 
მიხედვით მართვის ოპტიმალური ფუნქციისს განსახღვრა არ 
წარმოადგენს ვექტორული ოპტიმიზაციის ამოცანა. ამოცანა 
კრიტერიუმებით ფრენის დრო და საწვაის ხარჯი, ან 
საწვავის ხარჭი და რაკეტის ენერგია ფრენის საბოლოო 
წერტილში ვექტორული ოპტიმიზაცის ამოცანაა და მისი 
ამოხსა მხოლოდ კომპრომისხე დაყრდნობითაა შესაძლებელი. 
ას კონკრეტულ ამოცანებს მოგვიანებით განვიხილავთ. 

ეხლა დავუბრუნდეთ ოპტიმალური ტრაექტორიის დაპროგ- 
რამებს ზოგად ამოცანა. დაუშვათ რომ ყვლა კონკრე- 

ტული I, (9) ფუნქციონალი შემთხვევში ამოვხსენით ოპ- 

ტიმალური მართეის (სკლარული ოპტიმიზაიციის) ამოცანა 
ღა ვიპოვეთ შესაბამისი მართვის ფუნქციები 

/რ() = „რ (,,X,,X,) თ =L...,#. (02.12) 

ყოველი ვექტორ-ფუნქცა V“'(/) = LV რი, M"(0,.-M (0) 
წარმოადგენს ოპტიმალურ მართვას, რომლის დროსაც 

სკალარული ფუნქციონალლი I, (#) ღებულობს მინიმალურ 

მნიშვნელობას” (122) წერტილებზე „გამავალ (128) სისტემის 
ტრაექტორიაზე. რა თქმა უნდა ამ დროს შესაბამისი გა- 
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რდამავაელი პროცესებიც სხვადასხვა ხანგრძლივობისაა, კერძოდ, 

1 7:)--. 1. 

ამრიგად, #/I5%(V) ვექტორ-ფუნქციები განსაზღვრულია და 
ნაპოვნი. გამოვთვალოთ ეექტორული ფუნქციონალის კომპო- 

ნენტთა მნიშვნელობები თითოეული ,/ი)(,) მართვის შესაბა- 
მისად: 

IC) = (7,(VყMC)), , («2C)),,...,7,(V (ი0)I.. (2:43) 
/რთა)0) სიდიდე ის მინიმალური მნიშვნელობაა რომელიც 

შეიძლება მიიღოს ჩინი ფუნქციონალმა ასევა ე,...,7, 
სიდიდეებიც ამ სიდიდეთა მნიშვნელობები ევკლიდეს სივრცე- 

ში რომლის კომპონენტებიცაა I,,1,,...I,, გვაძლევენ წერ- 

ტილს რომელიც იდეალური,ა უტოპიური,ა რადგანაც ამ 
წერტილს შესაბამისი მართვს ფუნქცა არ არსებობს. 
ორ კრიტერიუმს შემთხვეაში ასეთი სურათი გვაქვს 

(ნახ.12.1): 
X2(# ა 

   
ე I,(4(1)) X#) 

ნახ.12.1 

X2 (#(2))I- –     
1= 0, ავა... I | სივრცეში შემოვიტანოთ ნორმა 

შემდეგი სახით: 

XCV) = IICი – I'(I" = > IV, (V) – I (V4))” (12.14) 
თ=I 
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ეს ჩვეულებრივი კვადრატული, ევკლიდეს ნორმაა, რომე- 

ლიც განსაზღვრულია ყველა დასაშვებ მართვაზე I CV 

განსაზღვრა 12.2. მართვა (I,X-,X„-) CC ოპტიმალურია 

ICI) ვექტორული ფუნქციონალის მიხედვით როდესაც 
სრულდება უტოლობა 

XV") < XC), " CL. (12.15) 

კ ვუწოდოთ „ასეთ მართვას ოპტიმალური ვექტორული ფუნ- 
ციონალის აზრით. 

ამოცანა: დინამიკური სისტემის მოძრაობა აღიწერება 
(1268) ვექტორული განტოლებით, სასახღლვრო პირობები გან- 
საზღვრულია (129) ფორმულებით, სისტემა ხასიათდება (12.11) 
კრიტერიუმებით და მოცემულია დასაშვებ მართვათა კლასი 

V საძებნი ოპტიმალური მართვა ვეჭქტორული ფუნქციონა- 

ლის აზრით # (I,X-,X»). 

წინს პარაგრაფის ენახე 2 ელემენტის სახით გვაქვს 

მართვის ფუნქციაა V(/), რომელიც განსაზღრავს (12.8) სის- 
ტემის მოძრაობას მიახლოების განმსაზღვრელ XL>) ფუნ- 
ქციას ცვლის ევკლიდეს ნორმა (12.14) და (127) ტოლობის 
არსი გამოხატულია (12.15) ფორმულით. 

შენიშვნაა ნაგულისხმევი, რომ ამოცანაში ყელა ცვლადი 
ღა ფუნქციონა–ლი მოცემულია უგანზომილებო სიდიდეების 
სახით წინააღმდეგ შემთხვევაში (კვლადებიც და ფუნქციონა- 
ლებიც უნდა იქნენ დაყვანილი უგანზომილებო სიდიდეებზე. 

ამოცანის გადაწყეტის გეომეტრიული ინტერპრეტაცია ასე- 

„თია. ვიხილავთ IC) ვექტორის მიმართ ევკლიდეს სივრცეს. 

ჯამი (12.14) ამ სივრცეში წარმოადგენს მანძილს ნებისმიერი 
წერტილიდან იდეალურ წერტილამდე ამოცანა მდგომარეობს 

ამ მანძილის მინიმიზაციაში, ისეთი VCI) მართვის” ფუნქციის 
მოძებნაში რომელიც უზრუნველყოფს ამ მანძილის მინიმუმს. 

ფიზიკური ინტერპრეტაციით კი, V'(I,X.,X,) მართვით ვღე–- 

ბულობთ (12.11) ფუნქციონალების ისეთ მნიშვნელობებს 

ს/მ, ... (Iს, რომლებიც მაქსიმალურად ახლოს 
არიან” ამ ფუნქციონალების იდეალურ 
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ჩM(V 9), (V2),...,I,(V 9). _ მნიშვნელობებთან ამ დროს ხდება 
თითოეული ფუნქციონალის მნიშვნელობის გაუარესება 
იდეალურთან შედარებით, მაგრამ ასეთი გაუარესება 
მინიმალურია და იგი ეხება ყვლა მათგანს. 

კვლავ განვიხილოთ ორი კრიტერიუმის შემთხევა (ნახ.12.1) 

0 არე ღაშტრიხულია ეს არის ის არე, რომელშიც შე- 

იძლება არსებობდესს§ს 7, (#) ღა .7 (თ). ფუნქციონალების 

მნიშვნელოები უფრო ზუსტად, ნებისმიერ VV)CთV მარ- 

თვს ფუნქცის “შეიძლებ შეესაბამებოდეს (I I Cი,.I 2 69) 

წერტილი მხოლოდ დამტრიხულ არეში უნდა ვეძებოთ 

ისეთი /(I,X.,X„) მართვის ფუნქცია, რომლის შესაბამისი 

წერტილი (/,("),/,(«")) დღაშტრიულ რC0 არეში ყველაზე 
ახლოს იქნება იდეალურ 7 ' წერტილთან. 

ყურადღება უნდა გამახვილდეს იმ გარემოებაზე, რომ ყო- 

ველი ფუნქციონალის (ცალკეული ოპტიმიზაციის დრო (სკა- 

ლარული ოპტიმიზაციის ამოცანა) განსხვავებული შეიძლება 
იყს როგორც გარდამაალი პროცესების ხანგრძლივობა, 
ასევე შეიძლება განსხვავებული იყოს სასაზღვრო პირობებიც 
(12:29) და დასაშვებ მართვათას სიმრავლეც. ასეთი და სხვა 
საკითხების” უკეთ გასაცნობად მიმართეთ მონოგრაფიას (76). 

მეტი სისრულისათვის განვიხილოთ “უფრო ზოგადი სახის 

ფუნქციონალი (თ! რომლის კომპონენტებიცაა 

ჩ(0= I/ CC, 0, 

#0 = (0,0 

„.00=/სდთ), 
7.60 = /,(X(7)). 
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ინტეგრალური სახის ფუნქციონალებში ინტეგრალქვეშა 

ფუნქციები დადებითად განსახღრულია, უწყვეტია და უწყვე- 
ტად დიფერენცირებადღია საკუთარი არგუმენტების” მიმართ. 

ასევე დადებითად განსახღვრრული და უწყვეტი ე»... 
ფუნქციებიც საწყსი დრო (ეყ ფიქსირებულია მოცემული 

რიცხვი, ხოლო საბოლოო დრო 7! თავისუფალია. ყველა 
ფუნქციონალი თავის მინიმუმს სხვადასვა დროის შუალედში 

აღწევ 
განვიხილოთ, აგრეთვ,„ “შემდეგი სახის სასაზღვრო პი- 

რობები: 

X,(/0) = X, (I =1,...,71), 

X,I1)=X.. (1=LI...,/ <7))0 

ანუ როდესაც X,..(7),...,X,(7) სიდიდეები თავისუფალია. 

ამოვხსსენთ რა # რაოდენობის სკალარული ოპტიმიზა- 
ციის ამოცანა თითოეული ფუნქციონალის შემთხვევაში 
0216ი0ე ფუნქციონალებიდა”ი მივიღეთ მართვის” ფუნქციები, 

შესაბამისად, /)(/,X,X,),...,V(/,X-,X;) დღა გამოვითვალეთ 

(12.17) 

სიდიდეები ჩ(V),...,/,(VC?), შევადგინოთ XL(V) ფუნქცია 

(1214) ფორმულის მიხედვით: 

»„I|I7 2 L 2 

MC =>, | /-(X(0,V(0)#/ – „რე + 2 /.X(7) – /,(–- )) 
თ=1 ი ძთ=V+ 

(12.18) 
ამრიგად, ვექტორული ოპტიმიზაციის ამოცანა (12.16) 

ფუნქციონალებით დაყვანილია ჩვეულებრივი ოპტიმალური 

მართვის ამოცანაზე სკალარული (12.18) ფუნქციონალით. ეს 

ამოცანა წარმოადგეს ჩვეულებრიგ ვარიაცკიულ ამოაცანას 
028) შეზღუდვებით რომლის ამოხსნაც “შედარებით ტხელსაყ- 
რელია თუ მას წარმოვიდგენთ მაიერის ამოცანის სახით. 

ამ მიზნით შემოვიტანოთ ახალი (ცვვლადები 

X».(I) = ჩC60, ი)“, (თ =1I,...,7), (12.19) 
I) 

რომლებიც ამონახსნებია დიფერენციალური განტოლებებისა 
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XC) =/.C(),VV), (თ =L...,»), (12.20) 
საწყისი პირობებით 

XLი)=0, (თ =L...,M). (12.21) 
განტოლებები (12.20) მივუერთოთ (128) განტოლებებს, 

ხოლო პირობები (12.2) კი-(12.17) პირობებს (12.90 აღნი- 
შვნები შემდეგ ფუნქციონალი (12.18) მიიღებს სახეს: 

XC) = 2, თ- I (CI) + 21#0Cთ)-,(+რ)! 
ძთ=) 

(12.22) 

როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ ”” ფიქსირებული არ არის. 
მიღებული გამოსახულება (12.22) ცვლადი დროის შემთხვევა–- 

ში აღვნიშნოთ 2C(XCI), (I)) ფენქციით, ანუ 

20(C0,0) =2:ს,0 - 7,5)” + 2:/, CC) -I, +“) 
(12.23) 

ამის შემდეგ მაიერის ამოცანა ასე ჩამოყალიბდება ყველა 

დასაშვებ X(I),X(I).#V(I) წირეს შორის რომლებიც აკმაყო- 

ფილებენ (12.8) (12,17) (12.10, (12.20, (12.21) პირობებს, ვი- 
პოვოთ ისეთი„ რომელიც მიანიჭებს მინიმუმს ფუნქციონალს 

ი0=0: =00-0C6)=+#9 -:2( 5)” – 

-> 22 (ი))– LL რ)“ 
თ=VიჩI+ 

(12.24) 

ცხადია რომ მართვა # (I,X-,X»), რომელიც მიანიჭებს 

მინიმუმს ტით” ფუნქციონალს ასეე მიანიჭეს მინიმუმს 

XCV) ფუნქციონალსაც. 

ეხლა გამოვიყვნოთ მაქსმუმის პრინციპის თეორემა, რომე- 
ლიც მაიერის ამოცანისათვის აღწერილი გვქონდა მე9ი თა- 

ვის მე-რ რ პარაგრაფში: 

იმისათვის, რომ 7 წ) მართვის ფუნქციამ მიანიჭოს 

(12.24) ფუნქციონალს ძლიერი მინიმუმი (12.8) (12.20) კავში- 
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რებია და (12.7, (12.21) სასაზღვრო პირობების დროს, 
აუცილებელია ისეთი არანულოვაი უწყეტი ვექტორ-ფუნ- 

ქციის V (I) = LV,(V),..-,V,.„(ი)) არსებობა რომელიც განი- 

საზღვრება განტოლებებით 

· 29 

  

” გ» (7 =1,...,7)), 

(12.25) 

V,,=-+%7ს, (თ«=L..) ”+თ 0V,.” ვ" ე 

სადაც ფუნქცი #” განისახღვრება როგორც 

IM = 2, V,X, (»,#) +2, V „7 (X(/),VI)), (12.26) 
=I C1)) 

და,„ ამავე დროს, ეს ფუნქცია MILV (I),XCI),V(I)) ასეთი 

მართვის დროს აღწევს მაქსიმუმს და სრულდება ”შემდეგი 
ტრანსვერსალობის პირობა 

–“-»„» + ა/მ) 
/(=! თ” 

(02.26) გამოსახულების მაქსიმუმის პირობა მართვის ფუნქცი6- 
ას განსაზდრავ როგორც 

(I) = შელი! V (I),I). (12.28) 
განტოლებები (12.25) და გამოსახულება (12.26) განსაზღრავენ 

განტოლებათა შემდეგ სისტემას 

; 22, 2 I, . 
V,=“ V - V,.---“-, = 1,...,71), 

' 2 '0X, 2. 0X», წ ) (12.29) 

V,.. = 0, (თ = 1... 71). 

ამ განტოლებათა მარჯვენა ნაწილები, (12.28) გამოსახულების 

გათვალისწინებით “შეიცავნ მხოლოდ X(I). V (I), დ ?1 

ცვლადებს. 
განტოლებათა სისტემები (12.8, (12.201)1 და (12.29) განსაზ- 

ღვრავენ 2(M+») რიგის ერთობლივ დიფერენციალურ გან- 

ტოლებათა სისტემს X,,...X,, I,--#,ს >... 
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L 
=0 (12.27) 

წი 

 



ცვლადებს მიმართ ამ სისტემის ამოსახსნელად საჭიროა 

2(71 + 7) საწყისი პირობა. გვაქვს #+/ საწყისი პირობა 

წ. ... 

#(0)=0, (:=1...,M), 
დღა /# პირობა ტრაექტორიის მარჯვენა ბოლოზე 

X,(71=X., (I=L...,/ ). (12.31) 
გინაიდან უნდა განისაზღვროს ” მნიშვნელობაც, ამოცა- 

ნის ამოსახსნელად სულ საჭიროა (22+2M#+1)) პირობა. 

გვაკლია (I – # +»M+1) პირობა. 

ვინაიდან XLCI). #(I) ფუნქციების საწყისი წერტილები და 

XCI) ფუნქცის ზოგიერთი მარჯვენა ბოლო ფიქსირებულია, 

ტრანსვერსალობის პირობა (12.27) იშლება ზუსტად 

ს -– 8 +»X+1) პირობად 
M(1) =0, 

#7) – (V-M)+V,.(1=0 (L...,”, 

ჯ #ნთ)- (5) (3#) _+V I) =0, (71=/8 +L...,7), 
თ=I+ 

(12.30) 

(12.32) 

რომლები–ც ერთმანეთთანნ აკავშირებნ X(7),X(7),V (7), 
მნიშვნელობებს. 

ამრიგად, (12.21 ოპტიმალური მართვის განსაზღვრისათვის, 
რომელიც ზემოთ შემოთავაზებული აზრით ოპტიმალური იქ- 
ნებ ვექტორული ფუნქციონალი მიმართ (12.16) კომპონენ- 
ტებით, საჭიროა ამოეხსნათ (12.8) (12.20) (12.29) განტოლე- 
ბათა ერთობლივი სისტემა (12.30)-–(12.321 სასაზღვრო პირობ- 
ების გამოყენებბძთ და რეზულტატი ჩავსტვათ (12.28) გამოსა– 

ხულებაში. 
სხვას სიტყვებით, ვექტორული ოპტიმიზაციის ამოცანა დავ- 

ვანილი იქნა ორწერტილიაი სასახღლვრრო ამოცანის ამოხ- 
სნამდე. განვიხილოთ კონკრეტული მაგალითი. 
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§ 125. მეორე რიგის საილუსტრაციო მაგალითი 

ობიექტის მოძრაობა დროში აღიწერება მეორე რიგის 
სისტემით 

X, = X, 
. (12.33) 
X, = VI, 

რომელიც შეზღუდულია ჩაკეტილი არით 

ჩჯ (X) =3– M > 0. (12.34) 

დასაშვებ მართვათთ კლასიდან, რომელიც განისაზღვრება 

შეზღუდვით 
IM <1, (12.35) 

ვიპოვოთ ისეთი მართვა V'(I), რომელიც (12.33) სისტემას 

X,(0)=1, X,(0)=0, (L2.36) 
საწყისი მდგომარეობიდან გადაიყვანს 

»X,(7) =0 (12.37) 
საბოლოო მდგომარეობაში და ამაე დროს, მიანიჭებს 
მინიმუმს ფუნქციონალს 

» 

ჩM( = I =7) (12.38) 
0 

ხოლო მაქსიმუმს ფუნქციონალს 

1. (V) = X,(1). (12.39) 
(123381) ფუნქციონალის მინიმიზაცკიას (სწრაფქმედებისს ამო–- 

ცანა) განხილულია მეი თავში (მაგალითი 9.) და ოპტი- 
მალურ მართვას აქვს სახე 

„0 – +), როდესაც X, <0, 

-), როდესაც X, > 0. 

კონკრეტუ (122336) საწყისი მნიშვნელობისათვის” ოპტიმა- 
ლურ მართვას. აქვს სახე 

კ) = –1, (12.41) 
რომელსაც (12.33) სისტემა საწყისი (12.36) მდგომარეობიდან 

გადაყევს X» ღერძზე მინიმლურ დროში ტრაექტორიით 

(ნახ.12.2, მონაკვეთი „48C#2) 
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(12.40)



   

  

  

  

თ =-2 +) (12.42) 
Xე =-–I/ 

ჯ , 

| 7 წ # 
წ / 

ს – 
ჯ ჩ 
ა (2 ჯ V, 
X 2 ჯ | ა V 

ნახ.12.2 

ეს მინიმალური დროა 

1, (V(0) = 70) = ./2 = 1,414, (12.43) 
ხოლო 'რთა ფუნქციონალი” მნიშვნელობაა 

#,(V")) = »()(7ჯ) = –-/2 = –1,414. (12.44) 
ეხლა გადავწყიტოთ მეორე ფუნქციონალის 1, (I) = X(» 

მაქსიმიზაცის ამოცანა რაც იდენტურია 7)(7I/) = –X,(ჯ) 
ფუნქციონალის მინიმიზაციის. ასეთი ამოცანა (12.34) შეზ- 
ღუღვის გარეშე უაზრობა იქნებადა რადგანაც “შეზღუდვის 

გარეშე შესაძლებელია. ე (ს) ფუნქციონალის უსასრულოდ 
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დიდი მნიშვნელობის მიღება უსასრულოდ დიდ დროში. ეს 
ამოცანა მაიერის ამოცანის სახით ასეთია (12.34, (12.35) 
შეზღუდვები შემთხვევში მოვძებნოთ ისეთი მართვის ფუნ- 

ქცია ყ!. რომელიც გადაიყან (12.33) სისტემას (12.36) 

მდომარეობიდან (12.237) მდგომარეობაში და ფუნქციონალს 

#C=01; =-»,(7) (12.45) 
მიანიჭებს“ მინიმაელურ მნიშვნელობას. 

მაქსიმუმის პრინციპის თანახმად გვაქვს 

> 2»ჯ. 07ჯ. 
I7=V/,% ით. -32,, (12.46) 

I 
რომლის მაქსიმუმიც გვაძლევს 

ბ = §Iთ?V/ ა(I). (12.47) 

V 6 ) ფუნქციი განსაზღვრისათვის გეაქვს განტოლებები 

V, =0, 
(12.48) 

V/ე = –V, +/! X,5191X,, 
რომლებიც უნდა ამოვხსნათ (12.33) განტოლებებთან ერთად 

ჯ CC ))=3-»,(C )=09, 
2ჯ. 077. მ XI (12.49) 
_“+“X +-“ჯ ლ=---– =0 
V X ' მ X | 2 X», თ LC ) 

შეზღუდვებისა და 

(გ C-IMI0 1+V,0 X», +V,6%); =0 (12.50) 
ტრანსვერსალობის პირობის გათვალისწინებით. 

აქ მამრალი /#  ნულისაგნ განსახვავებულია მხოლოდ 
მაში, როდესაც #7=L, სადაც "1 დროის ის მომენტია, 

როცა ტრაექტორია XCI) ეხება (12.34) საზღვარს. 

ტრანსვერსალობის (125001 პირობა სასაზღტვრრო (12.36), 
(12237) პირობები გათვალისწინებით გვაძლევს ტოლობებს 
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V (2) =1, 

_ მჯ . 22, | 
#7) = _ = წ. თ-ითათ.თ+(77++7X-+) -ი 

(2.51) 

ამრიგად, (12.33) და (12.48) განტოლებების ამოსახსნელად და 
1 /,C, "სიდიდეებს საპოვნელად გეაქს სამი სასაზღვრო 

პირობა, (12.51) გამოსახულებები და (12.49) პირობები სულ 
7 პირობა. 

განტოლებები (12481) ფუნქცის V/-(I) მნაარერაებ 
როგორც წრფივ ფუნქცია,ს რომელიც ნიშანს ლის მხო- 
ლოდ ერთჯერ, ან არც ერთხელ. 02. 51) გამო ი ახულებების 
პირველი პირობა მიგვანიშნებს იმაზე,ე რომ თუ ფუნქცია 

V .(I) ნიშას იცელის 0</<7 ინტერვალში, მაშინ იგი 

მზარდი ფუნქცია. ამრიგად ოპტიმალური მართვა ასე 
უნდა ჩაიწეროს 

„0 = +1, როდესაც 0<7<//, 

-), როდესაც I'<1<71" 

სადაც გადართვის მომენტია. 
(12.33, (12.48) ერთიანი სისტემის ამოხსნა (12.36) (12.37), 

(12.ე49) (12.51) პირობებისა და (12.52) გამოსახულების გათ- 
ვალისწინებით გვიჩვენებს, რომ სისტემის მოძრაობის ტრაექ- 

ტორია 0<1<,”!, ინტერვალში თანხვდება (12.42ე ტრაექტო- 

რიას I|'<1<1 ინტერვალში კი აღიწერება შემდეგნაირად: 
2 

  

(12.52) 

I 

X =- 415, (12.53) 
Xე =ჯ –4, 

იგი პარაბოლას წარმოადგენ და გადის ფაზურ წერტილზე 

კოორდინატებით X,=–3, X; =0 (ნახ.12.2, მონაკვეთი 

#48CXXILV»). 
ადვილად გამოითვლება. რომ 

| ,=2, (12.54) 

ჩ (2) = 12 = 4 +-/6 > 6,449, (12.55) 
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1, (ცC)) = »('/(») = -/6 = 2,449. (12.56) 

გამოვთვალეთ რა მნიშვნელობები L(V)),I,(,C)) შესაბა– 

მიად თფორმულებისას (12.43) და (12.56, მოეძებნოთ კომ- 
პრომისული მართვა (12381) და (12.39) ფუნქციონალების 
ერთდროული ოპტიმიზაციის შემთხვევაში. 

ჩაწეროთ #()) ფუნქცია (12.12) გამოსახულების მსგავსად: 

XC.) = I-ს 4) + (2,449 – X, (7) (12.57) 

აქ როგორც წესი 1 ფიქსიირებული არ არის, აღვნი- 

შნოთ 7=71" 
შემოვიტანოთ აღნიშვნა 

X)(,)= |ძ/,=/ (12.58) 
0 

ღა ჩავწეროთ დიფერენციალური განტოლება 

Xკ =1, (12.59) 
საწყსი პირობით 

X§(0) = 0. (12.60) 
(12557) ფუნქცია ცვლაღი (ს შემთხვევაში აღვნიშნოთ 

2C(X,(I),X,(I)) = IX, (/) – 1,414)” + (2,449 – X,0), (1261) 
(12.33), (1259%1 სისტემისათვის ა” ფუნქცა ჩაიწერება 
როგორც 

II = V ,Xე +V/ ეM+V/ც, (12.62) 
რომელიც (12.2359) გამოსახულების თანახმად განსაზღვრავს ოპ- 
ტიმალურ მართვას 

V"(/) = §I97 V CI). (12.63) 

V ,(/)ფუნქციი“ განსაზღვრისათვის კი გვაქვს განტოლებები 

V,=0, Vე =V,, Vკ3=0, (12.64) 
რომლებიც უნდა ამოვხსნათ 

X, =X, X) =M, Xვ =0 (12.65) 
განტოლებებთან ერთად შემდეგი სასაზღვრო პირობებისა 
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X,(0ე=1, X,(0)=0, X)(0) = 90, 

X,(7) =0 
და ტრანსვერსალობის პირობის 

(12.66) 

79 

(გ C – IIბ2I(+V/,0 X, +Vე0 X, +Vცბ X) ი“ 0 (12.67) 

გათვალისწინებით. ამაე დროს უნდა გამოვიყენოთ (12.63) 
გამოსახულება. 

(126671 ტრანსვერსალობის პირობა გვაძლეს შემდეგ ტო- 
ლობებს: 

M(19) = V, ,(7?)», (7?) + V „(7 )V(7?)+ V (7?) =0, (12.68) 
X1(19%) – 1,414+V,(ჯ")=90, (12.69) 

X, (7.ბ7) – 2,449 + V ,(7%) = 0. (12.70) 
ეს ტოლობები (1266) სასაზღლვრო პირობებთან ერთად 

სავსებით საკმარისია (12.65) (12.64) განტოლებების ამოხსნისა 

და / მნიშენელობის განსაზღვრისათვის. 
ანალოგიურად (12.52) გამოსახულებისა აქაც ოპტიმალურ 

მართვ ა აქვს სახე 

„მ )=1 '' 
+), როდესაც I!" <(/<1717), 

როდესაც 05<1</”" (12.71) 

სადაც ჯმ გადართვის მომენტია და (ცვლადია, ადგილი აქვს 

ჯბ" </!'. (12.72) 

საჭიროა ვიპოვოთ ჯბ და ჯა 

როდესც V/" =7, საქმეე გვაქს მხოლოდ /,(V)=7 
ფუნქციონალის მინიმიზაციასთან, #.(,0) = –X (7) თავისუფალი 

მნიშვნელობისაა, 

როდესაც ჯმ =!, სამე გვქს შხლოდ 7, (#V) = –X, (7) 
ფუნქციონალი მინიმიზაციასთან, წ IC) =”» ფუნქციონალის 

მნიშვნელობა თავისუფალია. 
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როდესაც /(" <!, სისტემს ტრაექტორიას (12.71) ზემოქ- 
მედების შედეგად ექნება #48CM წირის სახე (ნახ.12.2) 

/2 

  

X, = =2“. I , როღესც 05<75< / , (12.73) 

X, = –! 
/? , 

ჯ, =-5+4+X8 , როდესაც ჯბ <!I <7”, (12.74) 

X:. =I(+ 4 

Xვ =/, როდესაც 0<(/ <1". (12.75) 
(126266) სასაზღვრო პირობების თანახმად გვაქს ტოლობები 

2 

X,(7") = თ) +471+8=0, (12.76) 

X, (79) = 19 + /, (12.77) 
X, (79?) = 79, (12.78) 

XL) და XI) ფუნქციების უწყეტობის პირობიდან გა- 
მომდინარეობს 

4 = -2/!, (12.79) 
8 = 68) +1- (12.80) 

(12.64) განტოლების ამოხსნა გვაძლევს 

V ,(()=V ,(L") = C0M5/, (12.81) 

V :(I/1)= –V ,(7?9/ +V, (12.82) 

V (I) = V (X”) = 00. (12.83) 

,! მომენტში V/,(/) ფუნქციის ნულთან ტოლობის პი- 
რობ განსაზღვრას (12.32 ფორმულიდან ინტეგრირების 

მუდმივას 

#=V,(7?)=/? (12.84) 
თნახმად (12.69) (12.70) (12.77, (12.78) (12.82) (12.84) პი- 
რობებისა “შეგვიძლია დავწეროთ 
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2,449 – 79 – 
V „(7 ) = : ც - 4. 

(ბ – 

V ;(1%) = 2,449 – 4, (12.85) 

V (7) = 1,414 – 79 
ეხლა კი, (12.68) ა (12760) ტოლობები (12.79) (12.80), 

(12.85) გამოსახულებების გამოყენნებძთ განსაზღვრავენ არაწ- 

რფივ ალგებრულ განტოლებებს 
, 3 , 

(»ბ)” – I,41479 =C ) – I,035/წ =0, (აც) 

2 , , 2 

(7) – 4, 71+ 2(," ) +2 = 0. 

უცნობი ჯმ და 1" სიდიდეების საპოვნელად ეს განტო- 
ლებები უნდა ამოიხსნას “შემდეგი შეზღუდვების გათვალისწი- 
ებით: 

| <(|ზ </'=2, 

1,414 = 1) < 19 < 7V2 = 6,449, 
სადაც I! · გამოითვლება 

/? · =VI 

», 5 -2(,/+(C') +1=0, 02.87) 

Xე =1 –2I' =0 

განტოლებები“ ამოხსნით და უდრის /' =1. 
(12.87) პირობები განსაზღრავენ გადართვის მომენტის 

ზღვრულ მინიმლურ მნიშვნელობას,ს როდესაც კ <I, სა- 
საზღლვრო პირობები (1266) არ იქნებიაინ დაცული, რადგანაც 

პარაბოლა (12.74) (12.79, (1280) ღერძ„ X,=0 არ გადა- 

კვეთს. 
(1286) განტოლებების ამოხსნის შედეგად დიაპაზონში 

1 </? <2, 

1,41 <7 <6,44 
მიიღება 
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/შ =1,0693, 7” = 2,6785. (12.88) 

ამრიგად ოპტიმალური მართვა ვექტორული ფუნქციონალის 

L1= V (ე) =7) 1 0) = –თ | მინიმიზაციის შემთხვევაში 

შემდეგი სახისაა: 

აი -| 

ასეთი მართვის დროს X,(7?) გამოითვლება (12.73), (12.74) 

-I, როდღესაც 0 <7 <1,0693, 
(12.89) 

+) როდესაც I1,0693 < 1 < 2,6785. 

ფორმულებიდან და უღრის X,(7“)= 19 -2/? = 0,5399. 
ამრიგად ვექტორული ფუნქციონალი“ კომპონენტები ღე- 

ბულობენ მნიშვნელობებს 

I,(()შ) = Xმ =2,678,ე 71,(V") = X,(7') = 0,5399. 
(121) ცხრილში მოცემულია ფუნქციონალების მნიშვნელო–- 

ბები სამივე შემთხვევისათვის. აქვე მოცემულია მათი 
მნიშვნელობები, როდესაც მინიმიხებულია ფუნქციონალთა 
ალგებრული ჯამი, ანუ 

ICI) = I,+71ე = IM – X(7). 

მარტივი გამოსათვლელია, რომ ასეთ ”შემთხვევამი მართვის 
ფუნქციას აქვს სახე 

– -I), როდესაც 0<7<1, 
(I) = 

+), როდესაც 0<71<52, 

ხოლო ფუნქციონალების მნიშენელობებია 

I1=1=2, 71. =X(7) =0. 
როგორც ჩანს ასეთ შემთხვევში უპირატესობა ენიჭება 

ჩიე  ფუნქციონალს “შესაბამისი ტრაექტორია მოცემულია 

(ნახ.122) #80 მონაკვეთის სახით. 
მართვის ფუნქციების (12.40) (12.52) (12.90, (128890 გრა- 

ფიკული სურათი გამოსახულია (ნახ.123) ობიექტის გან- 
ტოლება და სასაზღვრო პირობებია 

»X, =X,, Xე =V. | <1, |X, <3. X,(0)=1, X,(1) =0, X,(7) =0. 

(12.90) 
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ცხრილი 12.1. 

I 

? ფუნქციონალი გარდამავალი ჯ=|I4 
კანონი პროცესის სახე I I, = X,(7) 

"V. -I , / 

I =!IV Xჰ5=–-+! 
05<5/5V#2 ' I "2 ,=V#2” /ს=-V2= 

ი=-- =I414 თ -I,414 
0<4(<5MV#2 

/ 

ი. + 

–I0<(:52 ა 92 
ყმოI+,25/5 | _/=-() ი. ო4+V6- /„=.VX6- 

< 6,449 ი ვ -4+5 | =6449 « 2,449 

X. =I-4 

2 §(/ <6,449. 
/ 

Mი5-3 +I 

- დაი<9 )=,-/ს= ი) 
MVი 4575; 

+I,1<5<(<42 ჯ · 
» (ძ/ –»,(2) / 2 0 

· ჩ”თ–--2+2 
2 

X–- =/-2 

1</ <2. 
/ 

«5-2 + 

X =-/ 

| 0<,< , 0 < / < 1,069); 

' 1=| „IV –I,4I4 / ”. § 1,0693 I | >, = ვ – 2,1386/ + 7. =26785 | X»X(7) = 0,5399 

+ 1, I,0693 < 
26785 + (2.449 – »,(7)I + 2,1434 

5/542, X, =/ – 2,I(386 
I,0693 < (/ < 
§ 2,6785       
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V(L) 

+1 
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4,449 

  

  

    
  
  

C 

      
1,069 2,679 

  71483)     
ნახ.12.3. 

§ 126. რაკეტის ოპტიმალური აფრენა სივრცის 

მოცემულ წერტილში 

რაკეტის აფრენს პროცესისადმი მოთხოვნები შეიძლება 

სხვადასვა იყოს  მაგალითადდ რაკეტის აფრენა შეიძლება 
ოპტიმალურად ჩაითვალოს, თუ მისი მოძრაობა შესრულდება 
უმოკლეს დროში. სხვა შემთხვევში რაკეტის აფრენას შეიძ- 
ლება საწვავის ხარჯის მინიმუმი დაედღვასს საფუძვლად. ოპ- 
ტიმალობი“ პირობა შეიძლება მისი სიჩქარის მაქსიმალური 
მნიშვნელობა იყოს სივრცის რომელიმე მოცემულ წერტილ- 
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ში რაც ამ წერტილში რაკეტის კინეტიკ ეწერგიას 
განსაზღრავ. შეიძლება სხვა მოთხოვნების კს ლე ეს 
მოთხოვნები განაპირობებენ რაკეტის ანის ოპტიმალობის 
აზრს ბუნებრივია, რომ ფრენის განხორციელება რომელიმე 
კრიტერიუმზბე დაყრდნობით გამოიწვეს სხვა კრიტერიუმების 
იგნორირებას, რომლის დროსაც, ხშირ შემთხვევებში, 
იგნორირებული კრიტერიუმებს მიღებული მნიშვნელობები 
დაუშვებელი ხდება ასეთ დროს აუცილებელია რამდენიმე 
კრიტერიუმის თთდღრო ულად გათვალისწინება, გარკვეულ 
კომპრომისზე წასვლა. რა თქმა მრავალი რი ტერიუ- 
მი ერთდროული ოპტიმიზაცია რ ა მირრეკსა ხარჯზე) გამო– 
იწვეს კრიტერიუმების გაუარესებას მათ საუკეთესო მნ შენ 
ლობებთან შედარებით, მაგრა ასეთი გაუარესება მინიმალუ- 
რი უნდა განვიხილოთ სხვადასხვა ”შემთხვევები. 

ა) აფრენა ვერტიკალურ სიბრტყეზე მინიმალური საწვავის 
არჯით 

საფრენი აპარატის მოძრაობა ვერტიკალურ სიბრტყეზე 

გარკვეული დაშვებებს შეღეგად აღიწერება შემდეგი დიფე– 
ენციალური განტოლებებით: 

X=V005 7 , 

Mჩ=V50ი #7, 

· , V-/#8 ჩ 
=-– +-““-00§ 8 ––, 12.91 »=–ყ9ჟი #7 +“ –00 » (12.91) 

§ V-/8 . L =–9-008 +-"““-9ყი8+--, 
7 7 1.V ი IV ” 

# = _” 

აქ X–პჰორიზონტალური მანძილია, #) –სიმაღლე, V– 
სიჩქარე, # –ტრაექტორის ჰორიზონტთან დახრის კუთხე, 

M-ზოგადი მასა #6-წევისას და სიჩქარის ვექტორებს შორის 

კუთხე, /8 –საწვაის ხარჯი, V, –-წვს ეფექტური სიჩქარე, 

#LCI,») –პირდაბრი წინააღმდეგობა, LC, V) –ამწევი ძალა, 

9? –სიმძიიის ძალის აჩქარება. 
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ეს განტოლებები მოცემულია არეში რომელიც განისაზ- 

ღვრება შეზღუდვით 0 </? </7/ = C0VIM/. 

მართვის ფუნქციებს წარმოადგენხიეინზნ( /? () ღა #« (I) 
ფუნქციები, რომლებიც განსახლვრავენ რაკეტის აფრენის 
პროგრამა, ოპტიმიზაციის ლფუნქციონალია 

#C = ძIL = –(თ, – MM) = მე – I», (12.92) 
რომელიც გვიჩვენეიბსს საწვაის ხარკს ფრენის პროცესში, 
საწყსი წერტილიდან საბოლოო წერტილამდე. 

დავუშვათ რომ დასაშვებ მართვათა კლასი §23/ წარ- 
მოადგეს უბან-უბან უწყეტი ფუნქციებს კლასს რომლე- 
ბიც ემოსაზღვრულნი არინ უტოლობით 

0</# <#. (12.93) 
მოცემული გვაქს ფიქსირებული სასახღლვრო პირობები 

XL0) = Xა, (0) = MI, V(0) = Vა, 7 (0) = 7 ა, 70) = MI), (12.94) 

XLC7) = X;, M(7) =#,., X7) =?, 7(7) =?, M(7)=?,დ (12.95) 

ანუ "7 და წი. სიდიდეები თავისუფალია. ” სიდი- 
დით აღნიშნულია ფრენი ანგრძლივობა. 

მაიერის ვარიაციული ამოცანა ასე ჩამოყალიბდება. დასაშ- 
ვებ მართვათა კლასში (ა ვიპოვოთ ისეთი მართვა რომე- 
ლიკც (12.91) სისტემის ტრაექტორის ფაზურ ს სივრცეში 
(1294) წერტილიდან გადაიყვანს” (12.95) წერტილმი და ამავე 
დროს (12.9221 ფუნქციონალს მინიმუმს მიანიჭებს. 

მაქსიმუმს პრინციბს თანახმად ფუნქცია # შემდეგი 
სახისაა 

9 ; ( : V-8 
= V/ ,„VC05 7 + VI V5I0ი #/ +V,| – §§50 7 +-““–-ი056-– 

გ ” (12.96) 
4) ( § »V-ნ .. + | 
ი) ს V. „9997 + ცის ი –V_უ/. 

დამხარე V ,(I),V (IV §(/)V .C/)V.V) ფუნქციებისათვის 
გვაქს განტოლებები 
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V, =0, 

· 120 _1 მL 
V2 აგა". „მ 

. · 12» 1 დ? 
V ვ = –V ,0053 7 მა თბ თში –ს 005 # + 

2 

12X»L 

ზი § თ) »V»მ0V»'”“ 

V, =V ,V51ი0 #7 – V V0C08 / +V/კ9005 #7 V, ყი #”, 
V 

  V , = 10, ი05 8§-– 9)+ 1 (ა,8 პი §+1). 

(12.97) 

მართვის“ ფუნქციები / (I) და § (I), რომლებიც ანიჭე- 

ბენ მინიმუმს (12.21 ფუნქციონალს „უნდა განისაზღვრონ 

” ფუნქციის მაქსიმუმი პირობიდან შესაბამისად #' (,) 

ღა #§ %() ფუნქციების მიხედვით. 

ს ფუნქცის მაქსიმუმი /# () ფუნქცით გვაძლევს 
მართვის შემდეგ კანონს 

#, როდესაც V., 16-05 5+V „-–ყი 5 V. >0, 

/#8'(I) = ” ”V (12.98) 

0, როდესაც V/, +800§ §+ “ “იყი 6- V, <0. 
” „IV 

შესაძლებელია არსებობდეს ინტერვალი I,,,/,| C7, რომლის 

დროსაც ადგილი ექნება ტოლობას 

ი 008 5+V, –-ყი 6-–V, =0. 
,//! I1V 

ასეთ შემთხვევში მართვას განსაკუთრებული მართვა ეწოდე- 
ბა და მნიშვნელობას ღებულობს (12.93) ინტერვალში. 

M ფუნქციის მაქსიმუმი #6 (/) ფუნქციით გვაძლევს გა- 
მოსახულებებს 
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2#_ + ვი §+ +# 800§ 68=0 (12.99) 
მ5 ” V. ი? | 

2027IM V, V- · 

=-–V კპ –“ #0058- –“- 85)ი 6 <0. 12.100 წუდ V..,/ V. ოუ,” ი ( ) 

ტოლობა (12.9990 გვაძლევს დამოკიდებულებას 

§მ (0) =თიIდ «4, (12.101) 
წ 

ხოლო უტოლობა (12.100) გვაძლევს 

V კ 005 5+V,19ი 6>0. (12.102) 
V 

იოლი შესამოწმებელია რომ უკანასკნელი უტოლობა (12.101) 
ტოლობის გათვალსწინებით სრულდება, თუ 

0 < § <90), 
ტრანსვერსალობის პირობა შემდეგია: 

(– 8 MI-– 96 I+V,6 X+V)ე 6 M+V36V+ 
, (12.103) 

+V,კ0 X+V.0 MI; = 0. 

ეს პირობა (12.994) და (12.95) სასაზღვრო პირობების გათვა–- 
ლისწინებით იშლება შემდეგ ტოლობებად 

V)(1) =9, V,(») =0, V (1) =1, 

M(7) = V,(7)#7) C0§ 7 (1) + V/ ;(1)V(7) §1ი 7 (7) – / (7) = 0. 
02.998) და (12.0!) მართვის კანონების საბოლოო სახის მი- 

საღებბად საჭიროა განვსახლვროთ ფუნქციები V C ), V/ V I 

V.(I) ეს შესაძლებელია მხოლოდ (12.91) და (12.97) დიფე–- 

რენციალლურ განტოლებათა სისტემების ერთობლივი ამოხსნით 
(12.98, (12.101) გამოსახულებათა და (12.94) (12.95) (12.104) 
პირობებს გათვალისწინებით (12.91, (12.97) განტოლებათა 
ერთობლივი სისტემა მემ რიგისა,ა ხოლო (12.94, (12.95), 
(12104, ფორმულები საკმარისია ინტეგრირების მუდმივებისა 

ღა უცნობი ” მნიშვნელობის განსაზღვრისათვის 

(12.104) 
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ბ) აფრენა მაქსიმალური საბოლოო სიჩქარის მიღწევით 

ვიხილავთ იგივე ამოცანას სხვა კრიტერიუმის შემთხვევაში, 
კერძოდ, (12.921 ფუნქციონალის ნაცვლად გვაქვს 

#C = 011= –6/(7) – ა). (12105) 

# (,) და § (I) დასაშვებ მართვეს“ შორის რომლებიც 
(1291) სისტემას 12.94) საწყსი მდგომარეობიდან გადაიყვანს 
(126959) მდგომარეობაში ვიპოვოთ ისეთი რომლის დროსაც 
ფუნქციონალი (12.105) მიიღებს მინიმალურ მნიშვნელობას. 

ვინაიდან ასეთ შემთხვევაშიც # ფუნქციის გამოსახულება 
იგივე რჩება, კერძოდ (12.96) ასევე იგივე გამოსახულება ექ- 

ნებთ მართვის” / %/) და § "() ფუნქციებსაც კერძოდ 
(12698ზე1ე და (12.10), შესაბამისად განსხვავებული იქნებიან 
მხოლოდ (12.04 პირობები რომლებიც ტჭრანსვერსალობის 
პირობიდან გამომდინარეობენ კერძოდ, გვექნება 

V (71 =1, V,(7) =0, V (71 =0, 

II(7) = V ,(7)M7) C05 7 (1) + # ,(7)V(7) §ს)ი 7 (/71)–  (12.106) 

– დ5Iი 7 (+, ალა წ თფ-570-ი 

  

ამრიგად მაქსიმპლური საბოლოო სიჩქარის მისაღწევად 

ფრენა ხორციელდება (12.ი981)1 და (12.101),) მართვის ფუნქციე- 

ბით, ხოლო V/კ(I),V ,(I),V 0) ფუნქციები უნდა განისაზ- 
ღევრონ (12.91, (12.97) განტოლებათა ერთობლივი ინტეგრი- 
რებით (12.94) (12.95) (12.1060) პირობების გათვალისწინებით, 

გ) აფრენა მინიმლურ დროში 

ამ შემთხვევაშიც მართვის ფუნქციებს ისეთივე (12.98) და 
(12.101) სახე ექნებათ. განსხვავებული იქნება მხოლოდ ტრანს- 
ვერსალობის პირობა რომელიც დაიშლება შემდეგ პირობებად 

V (7) =0, V”,(» =0, V (1) =0, 

MI(7) = V ,(7)X7) ლ0§ 7 (7) +V :(7)X7) სი 7 (7) =1 
და (12.91, (12971 განტოლებები «უნდა ამოვხსნათ (12.94), 
(12.95) (12.107) პირობების გათვალისწინებით. 
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დ) აფრენა მრავალი კრიტერიუმი“ გათვალისწინებით 

ვიხილავთ იგივე ამოცანას როდესაც ლფუნქციონალები 

7, (8 ,§) = –VL71), 

I.(/2 ,6)= –V7), (12.108) 

I. (#9 2) IM = 
ი 

ღებულობენ მინიმლურ მნიშვნელობებს ერთდროულად. რა 
თქმა უნდა, ასეთ ამოხსნის ძებნა შეუძლებელია, ჩვენ უნდა 
ვეძებოთ კომპრომისული ამონახსნი. 

დაუშვთ პირველ ეტაპზე ჩეენ ამოვხსენით სკალარული 

ოპტიმიზაციის ამოცანები შესაბამისად 1#,,/1 და /კ ფუნ- 

ქციონალი ”შემთხვევ ში და ვიპოვეთ: 

8.() და §I(I) ოპტიმალური კანონი I, ფუნქციონა- 

ლის მინიმიზაციისას; 

#5ი(I) და §5(I) ოპტიმალური კანონი ე: ფუნქციონა- 

ლის მინიმიზაციისა; 

80() და §3() ოპტიმალური კანონი 1 ფეუნქციონა- 

ლის მინიმიზაციისას. 
შემდეგ განვსაზღვრეთ ამ ფუნქციონალთა მინიმალური მნიშ- 
ვნელობები: 

I(8),5))= LL, 7(8:,5;)= ს, ს(/93,63)= #. (12.109) 
I 1, 13 კოორდინატთა სივრცეში (12.109) 

მნიშვნელობები განსახღვრავენ იდეალურ უტოპიურ), წერ- 
ტილს. კომპრომიის მიზანი,ა ვიპოვოთ ეთი მართვის 

პროგრამა ჩ (),5 CI), რომელიც განახორციელებს ფრენას, 

რომლი დროსაც (12.10ვ3ე ფუნქციონალების მნიშვნელობები 

1( ',6'), /.( 6) Mს(/09',5') საუკეთესო მიახლოებაში 

იქნებიინნ ამ ფუნქციონალები (12.109) მნიშვნელობებთან სხვა 

სიტყვებით, (ჩ, ს, ს) სივრცეში წერტილი კოორდინატებით 
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I(8 ,6 ) IM.(/ ,6 I, MC 6 ) უახლოესი იქნება 

იდეალურ წერტილთან. 
როგორც ზევით აღვნიშნეთ, კომპრომისის ერთერთი მისა- 

ღები სახეა 

წო)" (5C.4)-#)', 
X ჩ 

(8 ,§5)–I2%/ 
ჩ 

ფუნქციონალის მინიმიხაცი.ა რა თქმა უნდა, ასეთ დროს 
თითოეული ფუნქციონალის ·მნიშვნელობა უარესდება მის 
მინიმალურ მნიშვნელობასთან შედარებით მაგრამ ასეთი გა- 
უარესება საერთო ჯამში მინიმალურია. 

ვიხილავთ იგივე ამოცანას რაც ამ პარაგრაფის დასაწყის- 
შია ჩამოყალიბებული, მხოლოდ ფუნქციონალს ექნება (12.109) 
სახ. მაიერის ამოცანისათვის ეს ფუნქციონალი ჩაიწერება, 

  

(12.109) 

  

  

  

როგორც 

2 2 2| » 

0-4) (40-#) (X0-#) 
C = + + 1 (12.110 

ტ | I ჩ M ა 0210) 

სადაც 
, 

XVI) = IV. 
0 

ეს უკანასკველი გამოსახულება გვაძლევს გნტოლებას 

XC) =1, 02.1II) 
საწყისი პირობით 

XCVა)=0. (12.112) 
ამჯერად მაიერის ამოცანა ”შემდეგნაირად ჩამოყალიბდება: 

#8 (,),§ (I), დასაშვებ მართვეს შორის ვიპოვოთ ისეთი 

ფუნქციები / '(I),6 (I), რომლის დროსაც (12.91), (12.11) 
სისტემის ტრაექტორია (12.94) საწყისი მდგომარეობიდან ისე 
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გადავა (12.95) საბოლოო მდგომარეობაში რომ ფუნქციონა- 
ლი (12.11001 მიიღებს მინიმალურ მნიშვნელობას. 

ცხადია,ა რომ # ფუნქციას ექნება სახე 

#I = V ,VC05 7 + V/ ეV51ი + ა( წაი » + MM ცივ -2)+ 
” ” 

+#,(-5თ» 7+>XM#ჩ ყი ++ | „მ +V§ა 
V MMV M1V 

(12.113) 

დღა VI ,...V. ფუნქციების განსაზღვრისათვი” (12.97) განტო- 

ლებებს უნდა დაემატოს კიდვ ერთი განტოლება 
V.=0 (12.114) 

ამჯერადაკცკ მართვის ფუნქციები (12.98მ) და (12.101) გამო– 

სახულებებით აღიწერება ხოლო V/” ..,Vგ ფუნქციების გან- 
საზღვრისათვი კი უნდა ამოიხსნას 12 განტოლებისაგან შემ- 
დგარი სისტემა (12.91, (12.97) (12.111,) (12.114,) მათ ამოსახ– 
სნელად გვაქვს (12.94) (12.95) (12.12) სასაზლერო პირობები 
და შემდეგი პირობები რომელსაც გვაძლეს ტრანსვერ 
ლობის პირობა: 

1 7-#) +. (მ =0, 

ლ +V,(7=0, 

(2-4) +V (7) =0, 

#MI(1) = V ,(7)X(7) 905 7 (7)+ V ,(7)MX1)51ი 7 (7)+ 

V-#8(1) LX» 
+ რთ ჯაი X(7)+-+“-- I» -#--+-- 7608 6(7) – 2) – 

–V.(7)#6 (7)+V (1) =0, 

V წ) = 0. 
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§ 127. რაკეტის ვერტიკალური აფრენა უჰაერო 
ივრცეში 

განვიხილოთ წინა პარაგრაფის ამოცანა კონკრეტული პი- 

რობებით, როდესაც ” (ა = 005! = 909. ასეთ დროს 

გვაქვს X(/) = C0715/ = XV, § (I) = C0M5/ = 0. უჰაერო 

სივრცეში ფრენის დროს X»=0. განვიხილოთ ასევე 
კონკრეტული რაკეტა წვის ეფექტური სიჩქარით 

Vც = 10“ ბ%3 და საწვავის მაქსიმალური ხარჯვით 

#8 =200 პბნე. 

ასეთი რაკეტის ვერტიკალური აფრენა უჰაერო სივრცეში 
აღიწერება დიფერენციალური განტოლებებით 

#M =V, 

» =10“ #_ 10, (12.115) 
7) 

#=-#ჩ, 
სადაც 

0 < /# <200. (12.116) 
აქ დაშვებულია რომ თავისუფალი ვარდნის აჩქარება 

= მ 

დავუშვათ რაკეტა იმყოფება საწყის მდგომარეობაში 

/ე = 0: M(0) = ჩე = 0, V(0) = Vე = 0, #I(0) = MI =10 კგ (12.117) 
და სასურველია მისი აფრენა სიმაღლეზე 

ჯ/=1: M(7) =M, =107”8მ. (12.118) 
რა თქმა უნდა ფრენის დრო ” ფიქსირებული არ 

არის და ექვემდებარება განსაზღვრას. 
განვიხილოთ ოპტიმალური მართვის ამოცანა როდესაც 

მინიმიზაციის ფუნქციონალია (12.92), ანუ 

#C, = /Iე – 1. (12.119) 

#M ფუნქციას ექნება სახე 
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M=V»+V,(10- 65-10) – იი, (12.120) 

რომლის მაქსიმუმიც /# პარამეტრის მიხედვით განსაზღვრავს 
მართვის ოპტიმალურ კანონს 

ცა IM. როდესაც #20 
12.121 

0 როდესაც #, <0, ! ) 

სადაც M აღნიშნავს Mი = 10“ #1? _ V კ. 
7? 

V V :,V კ დამხმარე ფუქციებისათვის გვექნება 
განტოლებები 

V, =90, 

V, = –V, (12.122) 

Vკ =10“-#-V.,. 

არ არის ძნელი დასადგენი რომ ჩი ფუნქცის შეუძ- 

ლია მხოლოდ ერთხელ შეიცვალოს ნიშანი ან საერთოდ 

არ შეიცვალოს იგი. მართლაც ჩი ფუნქციის დროის წარ- 

მოებული არის 

M=-10(VL= 4. 
/ / MI)” 

სადაც „4 = 0015! = –10“ V,, (V, = 00715 # 0). 

აქედან ჩანს რომ M, ფუნქცა მონოტონური ფუნქციაა 

დროში ამით მტკიცდება რომ მართვის ოპტიმალური კა- 

ნონი შემდეგი სახისაა 

L როდესაც 0<7<7, 
.123 

0, როდესაც 1X<1<7. (12123) 
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აე ? განსაზღვრას დროის იმ მომენტს როდესაც სა- 

მართი ზემოქმედებს /მ =200პ%ე მნიშვნელობიდან უნდა 

გადაერთოს /# =0 მნიშვნელობაზე, ანუ გამოირთოს ძრავი. 

ტრანსვერსალობის პირობა ასეთია: 

|–6 I – M6 (+V,6 M+V,6 V+Vცკ6 VII, =0. 
იგი სიწყისი და საბოლოო (12.117,) (12.118) პირობების გათ– 

გალისწინებით იშლება შემდეგ გამოსახულებებად: 

V(7)=0, V.(7)=L 
ხთ -,ლთ-ჩთ-ი. 

ახლა უნდა ამოვხსნათ §(12.115, (12.22 განტოლებათა 
ერთობლივი სისტემა (12.117, (12.118, (12.24ე პირობების 
გათვალისწინებით რადგანაც ოპტიმალურ მართვას “შეიძლება 
ჰქონდეს მხოლოდ ერთი გადართვა, საკმარისია გამოვთვალოთ 

ჯ» და ! სიდიდეების მნიშვნელობები და ოპტიმალური 
მართვის კანონი (12.123) განსაზვრული იქნება. 

რა თქმა უნდა პირველ ეტაპზე,ე დროის I0, | მონა- 

კეეთში /#/2 =200, მოძრაობის” (12.11) განტოლებების ამო- 

ნახსნი იქნება 

III) = 10“ – 200/, 

VCI) = –10/ – 10“ Iი(1 – 0,002/), (12.125) 

M(,) = –5ჯ? +110“ / + 5:10“(1 – 0,002/)1ი(1 – 0,002/). 
საკმარიი სიზუსტის დაცვით, ლოგარითმის მწკრივად 

გაშლის შემდეგ ეს გამოსახულებები მიახლოებით შეიძლება 

გადავწეროთ, როგორც 

ICI) =10? – 200/, 

V(ჯ) = –10/ + 0,02/”, (12.126) 

(12.124) 

M(I) = –5!? + 1202/), 

რა თქმა “უნდა სიზუსტი გაზრდა შეიძლება მწკრივის 
შემდგომი წევრების გათვალისწინების ხარჯზე. 

» მომენტში (12.126) (კვლადების მნიშვნელობები იქნებიან 
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MIL>) = 10? – 200+ , 

V(X) = 10ჯ +0,021?, 

M9 = -5- :+3207( 2, 
რომლებიც წარმოადგენენ საწყის მნიშვნელობებს (12.115) გან- 

ტოლებების ამოსახსნელად მეორე |» ,7) ეტაპზე, ანუ რო- 

დესაც /3 =0. 
ყოველივეს გათვალისწინებით მეორე ეტაბზე მოძრაობის 

ტრაექტორიას ექნება სახე 

MI(I) = C015/ = MI(X ), 

VV) =20X +0,02ჯX” –10/, (12.127) 

M(I) = –10# ? –1102ჯ) +(20X – 0,02# ? / – 5/”. 
(12124) ფორმულბიდან ცხადად ჩანს, რომ 

V(7) =0, (12.128) 
რადგანაც /#=7 მომენტში /(7)=0, ხოლო 

V”,(/)= იიი 70, 
(121271 გამოსახულებების უკანასნელი ორი გამოსახულება 

და (12.118) (12128?) პირობები გვაძლეენ ორ ალგებრულ 

განტოლებას უცნობი L და ” მნიშენელობების გამოსათ- 

ვლელად. მართლაც 
20Xჯ +0,02Xჯ 2? 107-=0, 

(12.129) 
–10ჯ ? -110%- ·+(20> –0,02»X ?)1 – 51” =10'. 
ამ განტოლებების დადებითი ამონახსნია (გარკვეული მიახ- 

ლოებით) 

ჯ =89,3წმ,„ 1”=7, =194,55 წმ. (12.130) 

ამრიგად ზემოთ აღწერილი რაკეტის ოპტიმალური ვერტი- 
კაულური აფრენა (საწვაის ხარჯის მინიმიზაციის აზრით) 100 
კი სიმაღლეზე ორი რეჟიმისაგან “შედგება: საწყვს ეტაპზე 
პრავის მაქსიმალური _ სიმძლავრით. მუშაობა  89,მ. წამის 
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განმავლობაში ხოლო შემდეგ გამორთული ძრავით მოძრა- 
ობა ასეთი რეჟიმით ფრენისას მიიღწევა სასურველი სიმაღ- 

ლე #=100კ_მ ნულოვანი საბოლოო სიჩქარით და დაიხარ- 
ჯება მინიმალური რაოდენობის საწვავი, კერძოდ, 

7I(/3 )=M) –#M, =17860. კგ. (12.131) 
ახლა შევცვალოთ ოპტიმიზაცის აზრი და განეიხილოთ 

რაკეტის ისეთი ფრენ,ა რომ იგი სასურველ წერტილში 
მოხვდეს მაქსიმალური სიჩქარით, ანუ ოპტიმიზაციის 
ფუნქციონა გამოხატავდეს რაკეტის მაქსიმლურ ენერგიას 
საბოლოო წერ რტილში. ეს იგივეა რაც (12.105). 

ცხადია, ასეთი მიზნის მისაღწევა ძრავი“ ა უნდა გა- 
მოირთოს და მან უნდა იმუშაოს მაქამეი სიმძლავრით 

მთელი დროის (0,7I შუალედში-ი ოპტიმალური მართვის 
კანონი ჩაიწერება როგორც 

/# (I7)=00MV = 20029(:, | CI0,7). (012.131) 

მათემატიკური გამოთვლეი ამ ფორმულის მისაღებად 
იმდენად ცხადია რომ მათზე არ შევჩერდებით. 

(12125) განტოლებების ინტეგრირების შედეგად (რა თქმა 
უნდა (12.13) გამოსახულების გათვალისწინებით) ვღებულობთ, 

რომ რაკეტა #=100კმ სიმაღლეს აღწევს 1 =130,52 წმ- 
ში მაქსიმალური სიჩქარით 

IV(/3 )=V#71) =1645,9 65. (12.132). 
ასეთი რეჟიმის მოძრაობისს საწვავის ხარჯი რა თქმა 

უნდა იზრდება და აღწევს 26104 კგ-ს. 
შევნიშნავთ, რომ ოპტიმალური აფრენა დროის მინიმიზა- 

ციის თვალსაზრისით, ასევე, _ ევი“ იჩ ოპტიმალური კანონით 

ხორციელდება. 
ეხლა განვიხილოთ ფრენა (12.119) (12105) ფუნქციონა- 

ლები ერთდროული მინიმიზაციის აზრით. ვიპოვოთ კომ- 

პრომისული ამონახსნი. 
როგორც წინა პარაგრაფში იყი აღნიშნული, ანალოგიუ- 

რად, ასეთი ამოცანა დაიყვანება 
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XV) –1645,9I? / I –M- – 17860)? 
M#/ LI 12955 ) L 17860 (12.133) 

ფუნქციონალის მინიმიზაიის ამოცანაზე. 

ამ შემთხვევისათვის /# ფუნქციისა და VI ,,V:.V/კ 

ფუნქციებისათვის გვექნება ისეთივე გამოსახულებები როგო- 
რებიცაა (12.120101 და (12.122, შესაბამისად. 

ოპტიმალური მართვის კანონი თავისი ფორმით ასევე 
თანხვდება (12.123) კანონს ოღონდ განსხვავებული იქნება 1 

და ” სიდიდეების მნიშვნელობები. კერძოდ, გვექნება 

· ი როდესაც 0<71<X, 

_ (0, როდესაც XL <1<7” 
აჰ "შემთხვევში (12.150ე0ე და (121221 “უნდა მოიხსნას 

(12.117,1 (12.1181 სასახლვრო პირობების გათვალისწინებით და 
მხედველობაში უნდა იქნეს მიღებული ჯტრანსვერსალობის 
პირობა რომელსაც ასეთი სახე აქეს: 

(0 – 1952) წ /+ 2C. – XI) 1750) წა- 
1645,9 17860 

(12.134) 

ჯ 

–I2 1+V)0 #+ Vე0 V+V/კ0 M | =0. 
0 

ეს პირობა სასახღლვრო პირობების გათვალისწინებით იშლება 
შემდეგ ტოლობებად: 

V- – 1645,9 

ნე '/:(7)=8, 
MI – MLI) – 17869 
27-70-1740 +V3(7)=0, (12.135) 

II(1) = V ,(1)V, – 10# ,(7) = 0. 
(12.115ყ განტოლებათა სისტემის ინტეგრირების შედეგად, 

როდესაც მართვის ფუნქცია განისაზღვრება (12.134) გამოსა- 
ხულებით, შეგვიძლია ჩავწეროთ 
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MIX") = XC) =10“ 200”, (12.136) 
V(I) =20+' +0,02+“” –107”, (12.137) 

M(7') = –10L”” –510% '' +(90«“ – 0,02>” I” – 57”? =10'. 
(12.138) 

უკანასკნელი ტოლობა აკავშირებს ორ უცნობ 1 და 

”?, სიდიდეს ეს ტოლობა შეიძლება ჩავწეროთ განტოლე- 
ბის სახით 

' · · · · 8 · ჯ"? _ (4>' +0,004>” )X +. :+3102" +2-10“ | =0, 

(12.139) 

რომლის ამოხსნაც ანალიტიკურად აკავშირებს ». და 7” 
სიდიდეებს „შემდეგი სახით 

ჯ”' =2L" +0,002ჯ'? – 

· , ა 8 · (12.140) 
- IC. +0,002ჯ )” -(2» “+310 .+2-10“ |. 

იოლი შესამოწმებელია რომ 1 ' მნიშვნელობისათვის ინ- 

ტერვალიდან ჯ =Xჯ ' < 7: =130,52, განტოლებას (12.137) 

აქს ნამდვილი ფესვები და მეორე ამონახნს ფიზიკური 
აზრი არ გააჩნია. 

ჩავსვათ (I12.136, (12.137, (12.14901)1 მნიშვნელობები (12.133) 

გამოსახულებაში და ვიპოვოთ მიღებული I(8 ) ფუნქციის 

მინიმუმი 1 · პარამეტრით. ეს გაცილებით იოლი გზაა, 
ვიდრე ამოვხსნათ (12.122 განტოლებები (12.135) პირობების 

გათვალისწინებით. 
მართლაც, (12.133, (12.136, (12.137) (12.140) გამოსახულე- 

ბები ერთად განსაზღვრავენ შემდეგ ფუნქციას: 

  

403



  

ი '+0,002; '') –2დ '-8(0+, ' 2.|0“ 
ჩC ')= 3 II + 16459 
  

„| 200“ –17860 7 
17860 

(12.141) 
ამ ფუნქციის მინიმუმი ჯ” ცვლადის მიხედვით ინტერვალ- 

ში 89,)3წმ=ჯX <1 ' <7 =130,52წმ მიიღება როდესაც 

ჯ  =117 წმ. (12.142) 

ჯ" მნიშვნელობა განისაზღვრება (12.140)1 გამოსახულებით 
და ტოლია 

1 =132,27 წმ. (12143) 

რაკეტის საბოლოო სიჩქარე 8 = 10” მ სიმაღლეზე გამო- 
ითვლება (12.137) ფორმულით და ტოლი იქნება 

V(X” ) = 1291,1 შვ. 
ასეთი ფრენისს დროს, როდესაც მართვის კანონი განსაზ- 

ღვრულია (12.134), (12.142), (12.143) ფორმულებით, 
დაიხარჯება 234 ტონა საწვავი, ანუ გვექნება 

I(8 ')=Mს –”I, =23400. კგ. 
თვალსაჩინოებისათვის მიღებული რეზულტატები თავმოყრი- 

ლია 122 ცხრილში მართვის კანონისს გრაფიკული გამო- 
სახულებები მოცემულია (ნახ.12.4). 

ამრიგად ფრენის განხორციელებისს (12.134,  (12.142), 
(12143) კანონით ადგილი აქვს შემდეგ კომპრომისს, ერთის 
მხრივ საწვავის ხარჯს 5549 კგ-ით გაზრდით მიიღწევა 
რაკეტი საბოლოო ნულოვანი სიჩქარის გაზრდა 129)1,1მ/წმ 

-ღე; მეორეს მხრიე, რაკეტის მაქსიმალური სიჩქარის 
შემცირება 354გ მ/წმით იწვეს 2704 კგ საწვავის 

ეკონომიას. 
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ცხრილი 12.2 

  

  

  

ობიექტის  გან- 
ტოლ ბა და ფუნქციონალის მართეის კანონის თს I) V, ჯ 

ასა ახე სახე სბ) | შ/წ) | წმ) 
პირობები 

ჩ=V ჩია = 

/7, == - 
წე Iჩ)=”.- ს _ (200, 0</ <89,3 178600 0 | 194,55 

V=10 ა =10 0, 89,3 </ < 194,55 

თ»=-ჩ # 0) =200, 
0<#< I,(8) = –V, 05(/<I3052 | 26104 | 1645.9 | 130,52 

< 200კგ/ წმ 

  

Mთ=M=0 M0)= 
  M0) = M =0 -( C -). , _ |29, 0</<117 | გვკიი| (291) | (32,27 

»X0) = „I, = 10'კგ 1645,9 #8 '=4%40, 1II7<(/5< 

IM(1) = ს, = 10'მ (რ-ი I < !32,27 

+|--–-+-I 
17860 1           

ანალოგიურადაა შესაძლებელი ოპტიმალური რეგულიატო- 

რების ანალიზური კონსტრუირების ამოცანის ამოხსნა ვექ- 

ტორული ფუნქციონალის შემთხვევაში აქაც ამოხსნა ზორ- 

ციელდება კომპრომისის საფუძველზე. დაინტერესებულ მკით- 

ხველს მივუთითებთ ლიტერატურას (|76). 

ეხლა განვიხილოთ წრფივი პროგრამირების ამოცანა. 
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კგ.წმ. 

209 6“%L) 

100 209 
ი 09,3, I I , 194,55 % (წმ) 

I LI" 

200 68“ 1 L-–II 
I L II I 
1 " II ! 

9 I“ –-+“Iცვ3ი32!  (წმ1 
! II I 
I ' " I 

8%%L |) I I 
200 I | 

I ! ! 

9 “137 132,597 CL (წმ) 

ნახ.12.4 

§ 128. წრფივი პროგრამირების ამოცანა ვექტორული 
მიზნის ფუნქციით 

როგორც უკვეე აღვნიშნეთ წრფივი პროგრამირების მე- 
თოდები ეფექტურად გამოიყენება სახალხო მეურნეობის მთე- 
ლი რიგი პრობლემების რსაწყეეტად, საწარმოო პროცესე- 
ბის აა აალების, საქმეში დაგეგმარებაში, ეკონომიკაში 
და სხვ. წრფივი პროგრამირების მეთოდებმა დღეისათვის 
მეტად ეფექტური განვითარება ჰპოვეს ამ დარგის პიონე- 
რად აკადემიკოსი ლ. კანტაროვიჩი ითვლება.ა დღევანდელ 

დღეს ეს მეთოდები საკმაოდ კარგადაა დამუშავებული და 
მეტად ეფექტურად გამოიყენებიან როგორც კალარული, 
ასევე ვექტორული მიზნის ფუნქციის სნარიმიზა იისას. 

უკე იყი აღნიშნული, რომ რფივი MI როგრამირების 
ზოგადი ამოცანა მათემატიკურად სე ყალიბდება: 

მოცემული გვაქვს ”/ (ცვვლადის X =(X,X,,.--,X,) წრფივი 

ფუნქცია 
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LLCX)=C7X+CX+--7+0 X (12.144) 
და ასევ წრფივი სახის “შეზღუდვები ამ ცვლადებზე 

რ.,X, + ძ,ეX +''.+0,X =ხ, (თ =1,...,”), (12.145) 

ძ,,ე)X, +0,,ეეX +“ .+0,,,,X, 5ხ,,ც, (/ =1,...,M –7”),(012.14 
6) 

X, >0, X, >20,...,X(. >0 (§<7). (12.147) 
(12.145)–(12.1471 სისტემს ამონახსნთა შორის რომლებიც 

X=(X,X,...X,) სივრცეში ქმნიან ამოზნექილ C» მრა- 
ვალწახნაგა, ვიპოვოთ ისეთი, „ი რომლის დროსაც წრფივი 
ფორმა (12,144 ღებულობს მინიმა თურ (ან მაქსიმალუ 
ამოცანის შინაარსის მიხედვით) მნიშვნელობას. ამ ამონახსენ 
როგორც უკე იყო აღნიშნული, ოპტიმალური აეე, 
ეწოდება. 

ეს არის ამოცანა სკალარული მიზნის ფუნქციით. ასეთი 
მიდგომა პრაქტიკული ამოცანებს ამოსახსნელა საკმარისი 
არ არის, ეინაიდან თითქმის ყოველთვის სისტემისაგან მოით- 
ხოვებბა იყოს საუკეთესო ზარისხის რამდენიმე მაჩვენებლის 
მიხედვით ასეთ მოთხოვნასს მივყვართ წრფივი პროგრამირე- 
ბის ამოცანასთან ვექტორული მიზნის ფუნქციით. მაგალითი- 
სათვის მივმართოთ ტრანსპორტის ამოცანას აქ სულ მცი- 
რე, ზარისხს ორი მაჩვენებელი მაინცაა გასათვალისწინებელი 
გადაზიდვათა საერთო ღირებულება და დრო, რომელიც ამ 
გადაზიდვებს დასჭირდება თუ პირველ შემთხვევაში ყურად- 
ღება ექცევა მხოლოდ ზარჯებისს მაქსიმლურ შემცირებას, 
მეორე ”შემთხვევაშში მხოლოდ გადაზიდვებს პროცესის ხან- 
გრძლივობის აქსიმალური შემცირებაა სასურველი ორივე 
პროცეს თავისი ხარვეზი აქვს სასურველია ორივე მოთხოვ- 
ნის გათვალისწინებაა ეს მოთხოვნები აურთიერთსაწინააღმდეგო 
შინაარსის მოთხოვნება და საჭიროა კომპრომისის ძიება, 
ომპრომისული ამონახსნის პოვნა: გადაზიდვები ვაწარმოოთ 

მისაღებ დროში და საკმარისად მცირე დანახარჯებით. 
ასეთი ამოცანის მათემატიკური დასმა განსხვავდება 

(12.144)-+12.1471 ამოცანის დასმისაგანრ. (12.44) წრფივი ე.წ. 
მიზნის ფუნქციის ნაცვლად გვექნება ასეთი რამდენიმე 
წრფივი ფორმა 
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LLCX)= 2ლი,7X, (=L...,M), (12.148) 
#51 

რომლებიც ერთდროულად ექვემდებარებიან მინიმიზაციას. 
ამრიგად წრფივი პროგრამირებს ამოცანა ვექტორული 

მიზნის ფუნქციით მათემატიკურად ასე ჩამოყალიბდება: 
((2.145)+12.147) სისტემის ამონახხნნთა შორის ვიპოვოთ ისეთი 

X' =(XI,X1,...,X.) 60 ამონახსნი, რომლის დროსაც წრფი- 

ვი ფორმები (12148) ერთდროულად ღებულობენ მინიმალურ 
მნიშვნელობებს. 

რა თქმა უნდა ასეთი ამონახსნი იშვიათად თუ არსე- 
ბობს და ჩვენ „უნდა ვეძიოთ ამოცანის კომპრომისული 
ამოხსნის გზები. 

შევნიშნათ,„ რომ (124?) წრფიგ ფორმეს შეიძლება 
სხვადასხვა განზომილებანიც ჰქონდეთ. 

ამ შემთხვევაშიც კომპრომისული ამონახსნი შეიძლება ვე- 
ძებოთ ზოგადად ისე, როგორც ამ თავის მე-3 
პარაგრაფშია მოცემული. 

განვიხილოთ (12.1431 წრფივი ფორმებიდან ყოველი კონ- 

კრეტული წრფივი ფორმა ცალ-ცალკე და ამოვხსნათ # 
რაოდენობი წრფივი პროგრამირები სტანდარტული ამოცანა 
შესაბაპისი მიზნის ფუნქციით. დავუშვათ ასეთი ამოცანების 
ამოხსნათის შედეგად მივიღეთ "შესაბამისი ოპტიმალური გეგ- 
მები 

XI =(XXი,..Xას 1=1...,M. (12.149) 

XI = (ფი XV ,.--,X8) არს ოპტიმალური გეგმა რომელიც 

მინიმუმს ანიჭებს L(7X) წრფივ ფორმას, 

X,; =(X, ,-5,--,X,)– L, (X) წრფიგ ფორმას, და ა.შ. 

ამ ოპტიმალურ გეგმებზე გამოვთვალოთ შესაბამისი 
წრფივი ფორმების მნიშვნელობები: 

IM = ს(X1), IL = L,(X1),...,M = LX. (121150) 
ამრიგად ვექტორი XI = (> I .X> ,.-.,X9) არს # (7X) 

წრფიი ფორმის (წრფივიი ფორმების (12.48?) ოჯახიდან) 
მინიმიზაციის ამოცანის ამონახსნი (12.145)–(12.147) შეზ- 
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ღუდღვების დროს და ეს ამონახსნი ამ წრფივ ფორმას ანი- 

ჭებ” #98 = L.(X9) რიცხობრივ მნიშვნელობას. 

ბუნებრივია, რომ (121490 ვექტორები (XV, ,X,,...,X,) <0 

ვლადები სივრცეში განსაზღლვრავენნ სხვადასხა წერტილებს, 
ესაძლებელია, ზოგიერთი მათგანის ურთიერთდამთხეევაც. 

განვიხილოთ LLCX) ვექტორი უგანზომილებო კომპონენ- 

LLX) L.LX L. IX 
' ). L |. " ) და ამ კომპონენტების 

I 2 # 

სივრცეში #(X)- M მანძილის კვადრატის ფორმულა ჩავწე- 
როთ შემდეგი სახით: 

ჩი -|MXი-5' =2ე2%- ითი 0 
|=! | /=! L, 

რა თქმა უნდა I” ვექტორი ამ სივრცეში წარმოადგენს 
ერთეულოვან ვექტორს. მას შეიძლია ვუწოდოთ LLCX) ვექ– 
ტორის იღეალური (უტოპიური) მნიშვნელობა. 

განვსახზვროთ კომპრომისული ამონახსნი: გეგმა X” =(X;,X;,...,X:) 
ოპტიმალურია (I214გ?ე)ე მიზნის ფუნქციებს თვალსაზრისით, 
თუ სრულდება უტოლობა 

XLX') < X(X) (12.152) 
ნებისმიერი XX 6Cნ) დროს. 

ასეთ გეგმას წრფივი პროგრამირების ამოცანის ვექტორუ- 
ლად ოპტიმალური გეგმა ეწოდება. 

ამრიგად კომპრომისული ამოცანა შემდეგშია: მოცემული 
გვაქს წრფივი ფორმები (12.14) და შეზღუდვის პირობები 

(12.145)-+(12.147) „უნდა ვიპოვოთ X.C0ი წერტილი, რომლის 
დროსაკც (12.51) ფუნქცია ღებულობს მინიმპლურ მნიშვნე- 

ლობას. 
ამოცანს გეომეტრიული ინტერპრეტაცია მდგომარეობს 

LI 1, 
იმაში რომ #=! ––,“ ე-ს ვექტორის კომპონენტების 

LX L, 

  ტებით 
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ევკლიდეს სივრცეში #(X) ფუნქცია წარმოადგენს მანძილის 
კვადრატს ნებისიმეერი წერტილიდან” რომელიც რომელიღაც 
გეგმას შეესაბამებ, უტოპიურ წერტილამდე კოორდინატებით 

(I,1,...,1) და ამოცანა კი ამ მანძილის მინიმიზაციაზეა დაყ- 

ვანილი. 
ამოცანის ფიზიკური ინტრეპრეტაცია კი იმაში მდგომარეობს, 

რომ ვეჭქტორულად ოპტიმალური გეგმა XX =C,X....,X) 

უზრუნველყოფს LLX ',L(X 'I...,L,(X ) მნიშვნელობების მაქ- 

სიმლურ სიახლოვეს LL. IM მნიშვნელობებთან, შესა- 

ბამისად ამ დროს ყოველი წრფივი ფორმის მინიმალური 
მნიშვნელობა უარესდება, მაგრა ასეთი გაუარესება 
ნაწილდება პროპორციულად და იგი მინიმალურია. 

შევნიშნაპათ,„ რომ თუ რომელიმე მნიშვნელობა (12.150) 
რიცხვებიდან ნულის ტოლი აღმოჩნდება მაშინ უგანზომი- 
ლებო სიდიდეებზე გადასვლა სხვა გზით “«ოუნდა განვახორცი- 

ოთ. 

მ არაწრფივი პროგრამირების ამოცანების ამოხსნაც შეიძლე- 
ბა ვაწარმოოთ ანალოგიური კომპრომისის ხერხით. 

როგორც ავინახეთ წრფივი პროგრამირების ამოცანა 
ვექტორული მიზნის ფუნქციით ამოიხსნიებ კომპრომისის 

ხაროჯე და იგი დაიყვანება აღრატული პროგრამირების 
ამოცანაზა (12.51) მიზნი–ს ფუნქციით და იგივ (12.145)- 
(121471 შეზღუდვებით ვინაიდან (12.1:51)) ფუნქცია კვადრა– 
ტულ ფუნქცის წარმოადგენს. ადრატული პროგრა ირების 
ამოცანში ლოკალური მინიმუში აბსოლუტურ მინიმუმს 
თანხვდება და ასეთი ამოცანის ამოსახსნელად გამოსადეგია 
ყველა მეთოღი, რომლითაც ლოკალური მინიმუმი იძებნება. 

არაწრფივიიყთი პროგრამირების ამოცანას ვექტორული მიზნის 
ფუნქცით ასე კომპრომიის ხარჯზე ამოიხსნება და 
დაიყვანება არაწრფივი პროგრამირების ამოცანაზ,ე რომლის 
ამოსახსნელად საჭიროა ცნობილი სპეციალური საძიებო 

მეთოდების გამოყენება. 
ხლა განვიხიხლლოთ მარტივი რიცხვითი მაგალითი. 
ოცემული გვაქს მიზნის ფუნქციები წრფივი ფორმების 

სახით 

L LX) = –3X», +2X), 

4I0



L#ე(X) =4X, +3X,, (L2.153) 

L.(X) =2X, – 5X, 
და შეზღუდვები უტოლობების სახით 

–2X, – 3X: +18>0, 

–2X, – X- +10>0, (12.154) 

X,>0, X,ე 20, 

რომლებიკცკც განსაზღვრაენ VL". ამოზნეილ მრავალწახნაგას 

X და X დასაშვები მნიშვნელობებისათვის. 

ვიპოვოთ ისეთი ოპტიმალური გეგმა X" = (X;,X;) CC) 

რომელიც ერთდროულად ანიჭებს“ მაქსიმლურ მნიშვნელობას 
(12153) ფუნქციებს. 

სიმპლეს მეთოდის გამოყენება გვაძლევს რომ 'X6.4) 

ფორმა თავის მაქსიმლურ მნიშვნელობას §.· არეში ღებუ- 

ლობს წერტილში X.,=0მ0, X.=6 და “უდრის ს =12. 

ამ დროს Lე, =1მ, #-=<-30 #, (X) ფორმა თავის მაქ- 

სიმლურ მნიშვნელობას (. არეში ღებულობს წერტილში 

X,=3, X.=4 და უდრის #ე =24. ამ დროს XX, =-I, 
IL = -14, ფორმა #კ(X) თავის მაქსიმალურ მნიშვნელობას 
“(ა არეში ღებულობს წერტილში X, =5, X=0 და 

უდრის L =10. ამ დროს #,=-15, #, =20. 

შევადგინოთ XLX) ფუნქცია: 

M(X,X,)=|12 –(=3X, +2X,)| +|24 – (4», +3»,)! + 

+|10 – (2»X, –5X,)|, 
რომელიც გამარტივების შემდეგ ჩაიწერება როგორც 

XL(X,,X1)= 29X? +38>X? – 8X,X, – 160», – 92X, + 820. 
როგორც გხედავთ, აქ არ დაგვჭირდა უგანზომილებო სიდი- 
დეებზე გადასვლა. 
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ამ ფუნქციის მინიმუმი მიიღება წერტილში ჩX =(»;,X:) 

კოორდინატებით 

  1612 ო 2,97; X: = 827 _ L,52, (12.155) 
543 543 

რომელიც #§'ა არეს მიეკუთვნება და წარმოადგენს ვექტო- 
რულად ოპტიმალურ გეგმას. ასეთი ამონახსნის დროს 
მიზნის ფუნქციები ღებულობენ მნიშვნელობებს: 

L, = -5,87; Lე =16,44; #ვ = –1,66. 
შესადარებლად გამოვთვალოთ სხვა ოპტიმალური გეგმებიც: 

ა) (12.53) ფუნქციების 
L= L, +IL)ე + L, =3X, 

მაქსიმიზაციიას ოპტიმალური გეგმა იქნება X, =5, Xვ =0, 

რაც თანხვდება ოპტიმალურ გეგმას მხოლოდ X.CX) ფუნ- 

ქციის მაქსიმიზაციის დროს. 
ბ) ჩებიშევს წერტილი წრფივ განტოლებათა სისტემისათ- 

ვის 

აა. 

” :(X,,X,) = 4X, +3X, – 24 = 0, 

”M ,(X,,X,)=2X, –5X, –10=0 
(12154) შეზღუდვების დროს გამოითვლება 

V(X,,X,) = ომო ,(»,.X, ) 

ფუნქციის მინიმიზაციის “შედეგად იგი ტოლია 

518 
X, = 378 > L37, 

(12.156) 

=–-2: 1.52: 
%ი% = 5 14 

რაც გვაძლევს 
L, = –1,82; L =10,19; #, = –3,81. 

გ) (12.56) წრფივი ფუნქციები მოდულების ჯამის 

V(»,,X,) = 2. » ,(=,,X), 

მინიმიზაციისს ვღებულობთ 

 



ეს წერტილი მდებარეობს” X, (X) =244 და L(X) =10 

წრფეების გადაკ თაზე და არ აკმაყოფილებს (12.154) უტო- 
ლობებს შეზღუდვების გათვალისწინებთთთ ოპტიმალური 
გეგმა იი 

X,=5, Xე; =0, 

რაც ასევე ემთხვევა, მხოლოდ L.(X) მინიმიზაციის ოპტი- 

მალურ გეგმას. 

შედარების მიზნით მიღებული რეზულტატები თავმოყრი- 
ლია 1203 ცხრილში იოლი შესამჩნევი, რომ ყველა გეგმას 
შორის მხოლოდ ვექტორ ლად ოპტიმალური გეგმის დროს 
ხორციელდება (12.153) წრფივი ფორმების მნიშვნელობათა 
მაქსიმალური სიახლოვე მათ მაქსისაალურ მნიშვნელობებთან. 

  

  

  

  

  

  

  

              

ხრილი 12.3 

ამოცანის 
პირობები: ამოცანის გეგმის მოქმედების 

წოფივი გეგმა რეზულტატი ხნ ჩხ ჩ 
ფორმე ი და 

ეზღუდვები 

X,=0 ოპX(– 3X, + 2X,) 2 „8 -ქ0 
X5=6 

X,= 4X, +3 ხ=-3+25 | „> თბა(4ი +3>,) 4 | 2 | -4 

L =4X, +3X, X, = ოიX(2», –- 5X,) 15 20 10 
X.=0 

L = 2, – 5% X,=5 იი8X(/, + #, + (.) = თიXX, 51 % #9 
X =0 

– 2X, – 3X, + X, =1,52 ო)იI/(X) 

+18>0 Xე =1,17 | /(X)=IიაXV, – 12, L, – 24, #, – 101 | _ 28 -X4+10>20 “ IM ჩხ | -1ძ I,82 | 10,19 | -ქ,81 

X,>20 X,=5 თIიV(X) 51% 0 
X,>0 =თ=0 | V(X)=|ჩ6 – I21+|6 –24+I6 – 10. 

X, =297 »იIიM7X) 
· 2 ) » =122 MIX)=(6ხ-)2)+(ს-204+ | .5,87| 16.44 | -I,66 

+(# – 10»     
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§ 129. დაგეგმვის ამოცანა მეტალურგიულ წარმოებაში 

განვიხხლოთ დაგეგმვის კონკრეტული ამოცანა მეტალურ- 
გიულ წარმოებაში გარკვეული გამარტივებით. 

დავუშვთ, რომ ფეროშენადნობთა ქარხანმ გარკვეული 
დროის მონაკვეთში უნდა აწარმოოს / ტონა შენადნობი. 
არხანას შეუძლია მადანის მიღება (მარგანეცისა ა კარბო- ეუძლ დ ღე გახეც და კ 
ნატმარგანეცის, ონცენტრატების ნარევი # და 88 მაღა- 
როებიდან, ომლებ ბიც განლაგებულნი არიან შესაბამისად, 
(, და ( გ კმ მანძილებზე ქარხნიდა. ქარხნის მიერ 

შეკვვთილი მადნის რაოდენობა, შესაბამისად აღვნიშნოთ X, 

ღა Xცკ ტონით. 

დავუშათ #4 მაღაროს მადანს აქვს შემდეგი მახასიათებ- 
ლები: 1 ტონა მადნის ფასია C, დოლარი; მის გადამუშა- 

ვებაბზე საჭიროა /, კვტსთ/ტ ელექტროენერგია; იგი შეი- 

ცას ”/,ი ფოსფორს მისგან იწარმოება MI, ტონა სი- 
ლიკომარგანეცის შენადნობი ანალოგიური პარამეტრები გააჩ- 

ნია 8ც მაღაროს მადანს: შესაბამისად, Cც (დოლ / ტ), 

/,(კვტ.სთ/ტ, »”I(%) ”ატ). 
დაუშვათ ქარხნის წარმადობა დროის ამ მოცემულ მო- 

ნაკვეთში #, ტონა მადნის გადამუშავების გარანტიას იძლე- 

ა. გარდა ამისა ქარხანა შეზღუდულია ელექტროენერგიის 
ხარჯვაში და მისთვისს არარენტაბელურია 1 ტონა შენად- 

ნობის მისაღებად დახარჯოს !! კვტ.სთ/ტ ენერგიაზე მეტი. 
1! ტ შენადნობის მისაღებად დახარჯული ელექტროენერგი- 

ის რაოდენობა ჩაიწერება შემდეგი გამოსახულებით 

(,X,+1/ეX, 
M,X, +MვXვ 

ტექნოლოგიური მონაცემებით შენადნობში ფოსფორის 
პროცენტული რაოდენობა 

I, X, + /718X8 

7 ,.X, + 71 8X8 

არ უნდა აღემატებოდეს მოცემულ ” რიცხვს. 
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ასეთი მონაცემებით დაგეგმვის ამოცანა გადაწყეტილი უნ- 
და იქნესს შეზღუდვებით რაც მათემატიკურად ასე გამოიყუ- 
რება: 

72,X, + ცვXც =II, 

X,+Xვ <M,, 

1,X, +IცვXე </(M,X, +/Xვ), 

711,X , +IMცX8§ <7(M,», +/MეXვ), (L2.157) 

X,>0, Xვ >0. 
ეს უტოლობეი სხვათ არაფერია თუ არა წრფივი 

პროგრამირების ამოცანის პირობები პირეელი “უტოლობა 
უზრუნველყოფს დაგეგმილი რაოდენობის შენადნობის 
მიღება, მეორე გამოხატას ქარხნისს წარმადობას მესამე 
ზღუდავს ელექტროენერგიის ხარჯს, მეოთხე უზრუნველყოფს 
შენადნობში ფოსფორის დასაშვებ პროცენტულ რაოდენობას. 

(121571 უტოლობები (X,,X,) სიბრტყეზე განსაზღრავეინ 4 

არეს. 
ქარხნის მიერ მაღაროებიდან მიღებული მადნის ფასი 

ჩაიწერებ წრფივი ფორმის სახით C,X, +0კXვ, რომლის 

შეფარდებაც მიღებული შენადნობის რაოდენობასთან, 

M,X, +Mვ-Xვ, განსაზღვრას ერთი ტონა შენადნობის მიხა- 
ღებად საჭირო მადნის საშუალო ფასს "შენადნობის გაყიდ- 
ვით ქარხანას გარკვეული მოგება უნდა დარჩეს. 

მადნის შესყიდვის დაგეგმვის აზრი, ერთის მხრივ, შმეიძ- 
ლება იყოს მოგების მაქსიმალური მიღება რაც შემდეგი 
ფორმულით გამოიხატება: 

MIX.) =ძი,», +/ჩეXგ) “0,X, ““C5Xვ –- IM „X,- +: „X) 
(12.158) 

სადაც CC ერთი ტონა შენადნობის გასაყიდი ფასია ხოლო 

» 1 ტ მადნის 1 კმ მანძილზე ტრანსპორტირების ხარჯია. 
მეორეს მხრივ, მადნის შესყიდვისას შეიძლება სასურველი 

იყს სატრანსპორტო საშუალებების მინიმალური გარბენა, 
რათა ისინი სხვა მიზნებისთვისაც იქნენ გამოყენებული. ეს 
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მოთხოვნა გადასაზიდი მადნისს ტონა-კილომეტრების რიცხვით 
განისაზვრება და ასე ჩაიწერება 

ს(X,.%) =# X,+6აX-. (12.159) 
მივიღეთ წრფივი პროგრამირების ამოცანით ორი მიზნის 

ფუნქციით ერთდროულად მივაღწიოთ (12.58) მიზნის ფუნკ- 
ციის მაქსიმიზაცია, და (12.159% მიზნის ფუნქციის მინიმიზხა- 
ციას (12.157) შეზლუდვების დროს. 

ამოცანას ამოვხსნათ ”შემდეგი რიცხვითი მნიშვნელობებისათ- 

ვი, რაც რეალურთან საკმოდ ახლოა: # = 350ტ, 
#, =1000ტ, MI, =0,5ტ, Mვ =0,3ტ (= 4000კვტ.სთ/ტ, 

1, =1500 კვტ.სთ/ტ, /, =1300კვტ.სთ/ტ, C, =32,5დოლ/ტ, 

Cკ =12,5დოლ/ტ, C =150დოლ/ტ, MI, = 0,18%, 

M1გ = 0,17%, MI = 0,5%, ჯ =0,1 დოლ/ტ «კმ, § , =50კმ, 

§ კ =25კმ (რა თქმა უნდა C=150დღოლ/ტ პირობითია და 

იგი მოცემულია სხვა ხარჯების გაუთვალისწინებლად). 
ამრიგად, წრფივი პროგრამირების ამოცანა იღებს კონკრე– 

ტულ სახეს: 

0,5X, +0,3Xკგ > 350, 

Xჯ, +X-– <1000, (12.160) 

X,>0, Xვ >0. 
უტოლობათა სისტემის ამონახსნთა შორის ვიპოვოთ ისე- 

თი, რომელიც წრფივ ფორმებს 

#(X,,Xგ) = 37,5X, +30X,, (12.161) 

'8C. #2 =50X, +25,, (12.162) 
შესაბამისად მიანიქებსს მაქსიმალურ და მინიმალურ მნიშვნე– 
ლობებს. 

(121600 სუუტოლობათა სისტემა (»,,X,) სიბრტყეზე გან- 

საზღვრავს §”ა არეს სამკუთხედის სახით (ნახ.12.5) 

4+I6



  

.   C 
2 4 65 9 10 (102) 

წრფივი ფორმა (12.61) თავისს მაქსიმუმს აღწევს C 
წერტილში (ნახ.12.5) სადაც 

X», =1000ტ, », = 0. 
ამ დროს მიზნის ფუნქციები (12.(61) და (12..620) ლებულო- 
ბენ მნიშვნელობებს 

LI =37500დოლ, +, =50000ტ.კმ 
და ერთი ტონა შენადნობის მისაღებად მადნის "შესყიდვისა 

ღა ტრანსპორტირებისათვი” იხარჯება 9კ + ჩნ, _ 75 დოლარი, 
ჩ, 

მზადდება 500ტ შენადნობი. 

წრფივი ფორმა (12.162ე თავის მინიმუმს აღწევს ხ წერ- 
ტილში (ნახ.12.5,) სადაც 

X, =250ტ, », = 750ტ. 
ამ დროს მიზნის ფუნქციები (12.16)) და (12.62) ღებულო- 
ბენ მნიშვნელობებს 

L, = 31%75დოლ, #5 = 31250ტ.კმ 

დღა ერთი ტონა შენადნობის მისაღებად მადნის შესყიდვისა 

და ტრანსპორტირებისათვის იხარჯება 5893 დოლარი, მაგ- 
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რამ საერთო მოგება მცირდება გამოდნობილი შენადნობის 

რაოდენობი“ შემცირებით 350 ტონამდე. 

ამრიგად სატრანსპორტო საშუალებათა გარბენის შემცი- 

რება 187520 ტონა-კილომეტრით საერთო მოგებას ამცირებს 

56292 დოლარით. 

მოვძებნოთ კომპრომისული ამოხსხა კერძოდ, ამოცანის 

ვექტორულად ოპტიმალური გეგმა შევადგინოთ ფუნქცია 
37,5X, +30X», ე (50X,+25Xე 1 M(I)=|---4- 29... , ქვებში 

37500 31250 

და (ლ. არეში ვიპოვოთ წერტილი (X,,X,), რომელიც. ამ 

ფუნქციას მინიმუმს მიანიჭებს. ასეთი წერტილი იოლი 

საპოვნია და «უდრის 

X,კ =294ტ, »ე =706ტ, (12.163) 

რომელიც ხით მონაკვეეთზე მდებარეობს (ნახ.12.5) ამ დროს 

მიზნის ფუნქციების მნიშვნელობებია 

LM) =32205დოლ; „ე = 32350კმ. 

თვალსაჩინოებისავის რეზულტატები მოყვანილია 12.4 

ცხრილში. 

მიღებული ვექტორულად ოპტიმალური გეგმით (12.163) 

სატრანპორტო საშუალებების გარბენის 1100ტ.კმით გაზრ- 

დით საერთო მოგება იზრდება 330 დოლარით, ხოლო 1ტ 

შენადნობისათვის საჭირო მადნის შესყიდვასსა და ტრანსპორ- 

ტირებაზბე იხარჯება 6024 დოლარი და საბოლოო პრო- 

დუქტი მიიღება 3583 ტონის რაოდენობით. 
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ცხრილი 12.4 
  

  

  

  

16 „შიწად- | შენად- 
' წობისთვის. წობის 
აქირო - 

ნის შეძენის, რაო 
ღა ტრან. | დებომბ 

საერთო | ტრანსპორ| სპორტირებს 
ამოცანის ამოცანის სამინიმიზაციო მოგება ტის ხარჯები (ტ) 

პირობები ბეგმა გამოსახულება L გარბენი 

I L (დოლ!) 
(დოლ) 2 

(ტკ?) 

«, =1000ტ 87500 ნ0000–0 75 600 ი ჩხ = –(37,5X,+10»,) ”” 

X, +Xე < 1000 
0,5», +0.3X, > 350 “ – 2504 ცა: 0250 5გ,93 050 

X.20 », = 750ტ Lე = 50X, + 25X: 

X- 20 

?- (272» +30X» _ 

X, = 29ტ 37500 

X, = 706ტ | 82205 92350 60,24 058,8 
–I|)+ 

(5 +25X, )' 
30250             

ასთი გეგმის განხორციელებისას, როგორც დავინახეთ, 
შენადნობში ფოსფორის რაოდენობასა და ელექტროენერგიის 
ხარს ყურადღება ექცეოდა მხოლოდ იმ კუთხით რომ 
ისინი დასაშვებ ზღვრებსს არ გასცდენოდნენ/ი რა თქმა უნ- 
და, შენადნობში ფოსფორის პროცენტული რაოდენობის 
შემცირება ჭზრღის შენადნობის ხარისს და მის ფასსაც, 
მის გასაღებას საშიშროება არ ემუქრება ხოლო ელექტრო- 
ენერგიის ხარჯის შემცირება ზრდის საერთო მოგებას ამ 
მოთხოვნათა გათვალისწინება ართულებს დაგეგმვის ამოცანას, 
მაგრა იგი რჩება განხილული ამოცანის ჩარჩოებში. ასევე 
შეიძლება სხვა ტექნოლოგიური . თუ ორგანიზაცკიული ხასია- 
თის მოთხოვნების გათვალისწინებაც. 
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განვიხილოთ კიდევ ერთი მაგალითი. დაგეგმვისს ამოცანას 

მივუდგეთ როგორც 1ტ შენადნობისათვის“ საჭირო მადნის 
ფასის მინიმიზაციის ალსაზრისით, ასევე მასში ოსფორის 
პროცენტული რაოდენობის მინიმიზაციის თვალსაზრისით, 
რაც მისი გასაღებს შანს ზრღის და მასთან ერთად 
ზრდის საერთო მოგებასაც. 

დავუშათ !1ტ მადნის “შეძენასა დღა ტტანსპორტირებაზე 

და #8 მაღაროებიდან ქარხანა, შესაბამისადდ უჯდება 

C, ღა Cე დოლარი. დავუშვათ, აგრეთვე, რომ მაღაროები 

4 და 8 ევიან გარანტიას დროის მოცემულ მონაკ- 
ვეთში ქარხანას მიაწოდონ მადანი,, შესაბამისად მხოლოდ 

X», ღა XX ტონის ფარგლებში დანარჩენი პარამეტრები 

ისეთივე,ა როგორც წინა განხილულ მაგალითში. 

ასეთი მონაცემების შემთხვევაში დაგეგმვის „ამოცანა უნდა 
ამოიხსნას “შემდეგი შეზღუდვების გათვალისწინებით: 

M,X, +MვXვ > M, 

!,X,„ +IვXვ < '(I,X, +MეXვ), 

1 ,X,„ + MცXვ < #LI,X, +MX), (12.164) 

0<X,<X,, 0<X, <X 
ეს უტოლობები წრფივი პროგრამირების ამოცანის” პი- 

რობებია. ისინი (X,,X,) სიბრტყეზე განსაზღვრავენ C» არეს. 
ანვიხილოთ "შემთხეევ, როდესა ქარხანა მას. 7” 

ტონა ბ შენადნობის გამოდნობას -- და მისთვის ხელსაყრელია 
მადნის ყიდვა ისე რომ ამ მადნის ყიდვასსა და ტრანსპორ- 
ტირებაზე გაწეული ხარჯები იყოს მინიმალური და, ამავე 
დროს, შესყიდულ მადნიდან გამოიდნოს რაც შეიძლება სა- 
უკეთესო ხარისხის სილიკომარგანეცის ენადნობი, ანუ 
შენადნობი შეიცავდესს რაც შეიძლება ნაკლები რაოდენობის 
ფოსფორს. სავი სოკარ „ასეთი მიდგომა გამართლ ბულია 
არა მარტო მაქსიმალური საერთო მოგების იღების 
მიზნით, არამედ შენა ობის გასაღების გაადვილებითაც. 
ქარხანას შეუძლია გამოადნოს შენადნობი მინიმალ 
ხარჯებით, მაგრამ იგი ვერ გაასაღოს უხარისხობის ოფი, 
მეორე მხრივ, ქარხანა გარანტირებულია პროდუქციის 
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ასაღებით მაგრამ გაწეული ზხარჯება მიუღებელი ეს 
მოთხოვნები მათემატიკურად ასე ჩაიწერება: 

I(X,,X„)= C,X, + CეXც, (12.165) 

X.(X,.X„გ) = 0,01/7? ,X, + 0,01MგXკ. (12.166) 

წრფივი ფორმა (12.16501 განსაზღვრავ ქარხნის მიერ შეს- 
ყიდული მადნის ფას დოლარებში ორივე მაღაროდან, ხო- 
ლო წრფივი ფორმა (12.166) კი–ფოსფორის რაოდენობას 

ტონებში მთელ გამოდნობილ შენადნობში. 
აქ ვუშვებთ რომ დნობის პროცესში მაღნიდან ფოსფო–- 

რი მთლიანად გადადის შენადნობში., 
მივიღეთ წრფივი პროგრამირების ამოცანა ორი მიზნის 

ფუნქციით ვიპოვოთ (12.64) უტოლობათა სისტემის” ისეთი 
ამონახსნი რომელიც წრფივ ფორმებს (12.65) და (12.166) 
ანიჭებს მინიმალურ მნიშვნელობებს. 

განვიხხილოთ კონკრეტული რიცხვითი მნიშვნელობები: 

# = 150000ტ; M, =0,66ტ; M- =0,3ტ; /(= 4000კვტ.სთ/ტ; 

1, =1650კვტ.სთ/ტ; /კ =1450კეტ.სთ/ტ; C, =52,5დოლ/ტ; 

იკ =15დოლ/ტ; MI, =0,)74%; ”I, =0,19%; X, =300000ტ; 

X- =400000ტ; /I = 0,5%. 
ამ დროს (12164) უტოლობები ღებულობენ სახეს: 

2X, + Xგ > 500000, 

3X, – Xკ >0, 

3,14X, – Xგ >90, (12.167) 

0 <X, <300000, 
0 < »X, <400000, 

ხოლო წრფივი ფორმები კი – 

L(X,„,X,)= 52,5X, +15Xგ, (12168) 

#,(>,,X, ) = 0,00174X, +0,0019X,.  (12.169) 
“ლ არე, რომელსაც განსაზღვრავენ (12.67) უტოლობები, 

დაშტრიხულია (ნახ.12.6), 
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განილული შემთხვევისათვის,” როდესაც მხოლოდ დაგეგმი- 

ლი რაოდენობის შენადნობის (7 = 150000) მიღებასს ვგუ- 

ლისხმობთ, შეზღუდვები (12.167) ასე ჩაიწრება: 

2X, + Xვ > 500000, 

3X, – Xკ >0, (12.170) 

X,>0, X-6 20, 

რომლებიც მიუთითებენ იმას რომ ამოცანის ამონახსნი უნ- 

და ვეძებოთ თხ მონაკვეთზე (ნახ.12.6) 
ოპტიმალური გეგმა მხოლოდ შესყიდული მაღნის ფასის 

მინიმიზაციის აზრის იოლად საპოვნია და «უდრის 

„ =100000ტ; ჯგ = 300000ტ. 
ამ დროს წრფივი ფორმების (12.168) ღა (12.69) მნიშ- 

ვნელოებებია 

L = 9750000დოლ;; L, = 744ტ, 

#8 
105 ( LI ბ) 

  1 2 %2 + 

ნახ.12.6 

> 

(10"4) 

რომელთა მიხედვითაც იოლად გამოითვლება, რომ შე- 
ნადნობის მისაღებად საჭირო რაოდენობის მადნის შელი 

ფასისის 65 დოლარი, ხოლო ფოსფორის პროცენტული რაო- 
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დენობა შენადნობში არის 0,496%, რაც დასაშვებ ფარ- 
გლებშია. 

ოპტიმალური გეგმა რომელიც მხოლოდ ფოსფორის მინი- 
მიზაციას ეყრდნობა შენადნობში, არის 

X, = 250000ტ; X-გ = 0. 
ამ დროს წრფივი ფორმები (12.68) და (121690901 ლღებუ- 

ლობენ მნიშვნელობებს შ 

L, =13125000დოლ; #7 = 435ტ, 
ხოლო 1ტ შენადნობის მისაღებად საჭირო მადნის რაოდე- 

ნობს ფასის 873 დოლარი და შენადნობში ფოსფორის 

რაოდენობა 0,29?–?. მოცემული პარამეტრების” პირობებში 

შეუძლებელია შენადნობის მიღება ფოსფორის უფრო მცირე 
პროცენტული შემცველობით. 

როგორც გხედათ ფოსფორის პროცენტული რაოდენობის 

შემცირება შენადნობში 0,496% -დღან 0,29% -მდე დაკავშირე- 

ბულია მადღნისს ფასის გაზრდასთან თითქმის 33 მილიონი 
დოლარით. 

მოვძებნნროთ კომპრომისული ამონახსნი გვექტორულად ოპ- 
ტიმალური გეგმა შევადგინოთ ფუნქცია 

ჩნ) -(2>, +15Xგ _ | (ტიი!?4», +0,0019», - 
9750000 435 

და ვიპოვოთ C არეში (ნახ.12.6) ისეთი ამონახსნი X, და 

X8, რომლებიც ამ ფუნქციას მიანიქებს მინიმალურ მნიშ- 

ვნელობას. ასეთი ამონახსნია 

X, =221217ტ; X8 =57566ტ. (12.171) 

თვალსაჩინოებისათვის რეზულტატები თავმოყრილია 
ცხრილში 12.5. 

მიღებული ვექტორულად ოპტიმალური გეგმა (12.71) ერთ- 
ნაირი ხარისხით უქუზრუნველყოფს როგორც მადნის ღირებუ- 
ლების მინიმუმს ასეე “შენადნობის მაღალ ხარისხს, ამ 
დროს მიზნის ფუნქციები (12.68ე)1 და (12169) ლებულობენ 
მნიშვნელობებს 

IL =12477382,5დოლ; #: = 494,293ტ, 
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რაკ იმის მაჩვენებელია რომ !ტ “შენადნობის მიღებაზე 

დახარჯული მადნისს ფასი იქნეა 83) დოლარი „ ხოლო 

ფოსფორის პროცენტული შემადგენლობა შენადნობში 0,33% 

ცხრილი 12.5 

  

1ტშენად- |ფოსფორის 
ნო სთვის პროცენ- 
საჭირო თული 

მადნის სე ადგენ- 

ასი ობა 
9 Iშენაღნობში 

ამოცანის ამოცანის შამინიმიზაციო L L I(%) 
პირობები გეგმა გამოსახულება 1 2 

(დოლ) 

9750000 წ44 65 0,496 

  

X, = 100000ტ 

X», = 100000–2ტ |L. =52.5X, + 15X, 

  

2X, + Xგ 5 
< 500000, = 25 113125000 #35 87,5 0,29 

  

3Xკ,+X, >0 |. =0 L, =0.000174», +0.0019», 
X20 

X- 50 

_ 6.2 +15X, | 
X7 = 221217ტ “ს  9750000...· 
»; = 57566ტ (ტი »X,+00019X,  |2477382,35494,293 | 831 ,ვვ 

435             -II 

ქტორულად ოპტიმალური გემით განხორციელებული 
წარმოების აზრი იმაში მდგომარეობს რომ ქარხნის მოქმე- 
დებ ოპტიმალური იქნება თუ იგი გაზრდის ფოსფორის 

პროცენტულ შემცველობას შენადნობში 0,04%-ით ამით 
იგი ყოველი ტონა შენადნობის გამოდნობაზბე დაზოგავს 

432 დოლარს. 
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