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ვუძღვნი სტუდენტთა მომავალ თაობებს, 

მათ შორის ჩემს ყველაზე საყვარელ ადამიანებს 

– პატარა სალომეს და სანდროს, რომელთაგან 

პირველი მეძახის ბაბუს, ხოლო მეორე ბაბას. 

ავტორი 

„მეცნიერება არც მე მაჭმევს პურს, 
მაგრამ მაინც არ ვღალატობ მას“ 

/მარკუს ავრელიუსი, „ფფიქრები“/



წინამდებარე მონოგრაფია ეძღვნება ფეინმანის ფუნქციონალური 
(კონტინუალური) ინტეგრალის ფორმალიზმს. ფეინმანის ფუნქციონ- 

ალური ინტეგრალი ანუ როგორც ხშირად უწოდებენ მას, წირებზე ინ- 
ტეგრალი, თანამედროვე ფიზიკაში ერთ-ერთი უმნიშვნელოვანესი 

კატეგორიაა. მისი საშუალებით ჩაკეტილი ფორმით იწერება სხვა- 
დასხვა კორელაციური და გრინის ფუნქციები. მას ფართოდ გამოი- 
ყენებენ კვანტურ მექანიკაში, სტატისტიკურ ფიზიკაში, კონდენსირე- 
ბული გარემოს ფიზიკაში, განსაკუთრებული გამოყენება მეთოდმა 
ჰპოვა ელემენტარულ ნაწილაკთა ფიზიკასა და ველის კვანტურ თეო- 
რიაში. დღეისათვის ეს ფორმალიზმი არის ერთადერთი ადეკვატური 
მათემატიკური აპარატი, რომლის მეშვეობითაც ხდება ყალიბრული 
ველების დაკვანტვა. განსაკუთრებით ეს ეხება ე.წ. არააბელურ ყალი- 
ბრულ თეორიებს და გრავიტაციას. 

უნდა ითქვას, რომ ამ წიგნის გამოცემა ქართულ ენაზე პირველი 
ცდაა და საფუძვლად უდევს ავტორის მრავალწლიანი სალექციო 
კურსები ფიზიკის ფაკულტეტის მაგისტრატურაში, ამ მეთოდის დაუ- 
ფლება უბრალოდ აუცილებებლია თანამედროვე თეორიულ ფიზიკაში 
მომუშავე ყველა მეცნიერისათვის. 

წიგნი განკუთვნილია პირველ რიგში ფიზიკის ფაკულტეტების 
მაგისტრატურის სტუდენტებისათვის, აგრეთვე დოქტორანტებისათ- 

ვის, რომლებიც ეუფლებიან თანამედროვე ფუნდამენტური ფიზიკის 
თეორიულ საფუძვლებს. ამავე დროს წიგნი სასარგებლო სამსახურს 
გაუწევს ზემოთჩამოთლილ დარგებში მომუშავე ყველა მეცნიერსა თუ 
პედაგოგს, დაეხმარება სამეცნიერო და სასწავლო პროცესის მაღალ 

დონეზე წარმართვაში. 

ყდის დიზაინი და დაკაბადონება: გიორგი ბაგრატიონი 

რ ანზორ ხელაშვილი, 2008 
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შესავალი 

კვანტური მექანიკის ელემენტარულ კურსებში აღწერილია, თუ 

როგორ გამოითვლება სისტემის ყოფაქცევა შრედინგერის გან- 

ტოლებით. ეს არის მეორე რიგის დიფერენციალური განტოლება, 

რომლის ამოხსნები შეიძლება მოიძებნოს სათანადო სასაზღვრო 

პირობების გამოყენებით. მაგალითად, შრედინგერის განტოლება 

I/” პოტენციალით ალწერს ელექტრონის მოძრაობას კულონურ 

ველში (მაგ., ბირთვის) თუ ავარჩევთ სასაზლვრო პირობებს ისე, 
რომ ტალლური ფუნქცია უსასრულობაში ნულისკენ ეცემოდეს 

უფრო სწრაფად, ვიდრე 17”, მაშინ ვიპოვით წყალბადის ატომის 

ბმული მდგომარეობების სათანადო ამოხსნებს. თუკი სასაზღვრო 

პირობებს ისე ავარჩევთ, რომ ტალღური ფუნქცია შორ მანძილებზე 

ეცემოდეს როგორც 1/”», მივიღებთ გაფანტვის ამოცანის შესა- 

ბამის ამოხსნებს, რაც დიფერენციალური განივკვეთისათვის მოგ- 

ვცემს კარგად ცნობილ რეზერფორდის ფორმულას. 

კვანტურ“ მექანიკაში ფუნქციონალური ინტეგრალით ფორ- 

მულირება სხვა არაფერია, თუ არა შრედინგერის განტოლების 

ამოხსნა. ეს მიდგომა სავსებით ეკვივალენტურია ტრადიციული 

შრედინგერის მიდგომისა. ამავე დროს დავრწმუნდებით, რომ ეს 
მიდგომა გარკვეული შინაარსით უფრო ზოგადია, ვიდრე ტრა- 

დიციული კვანტური მექანიკა. ამიტომ არის, რომ ფუნქციონალური 

ინტეგრალი ფართოდ გამოიყენება ფიზიკის სხვადასხვა სფეროში. 

ყველაზე ფართო გამოყენება მეთოდმა ჰპოვა ველის კვანტურ 

თეორიაში, განსაკუთრებით ყალიბრული ველების დაკვანტვის ურ- 
თულეს საკითხებში. ფეინმანის ინტეგრალი წირებზე (ან ტრა- 

ექტორიებზე) წარმოადგენს კვანტური მექანიკის ალტერნატიულ 

ფორმულირებას ტალღური (შრედინგერის)! მექანიკის და მა- 

ტრიცული (ჰაიზენბერგის) მექანიკის გვერდით. 

მეთოდის ფორმულირებას და განვითარებაში ძირითადი 

დამსახურება მიუძლვის მე-22 საუკუნის ერთ-ერთ წამყვან 

ფიზიკოს-თეორეტიკოსს, რიჩარდ ფაინმანს (LICიგ+ძ ჩ.წ6Vითგი), აი, 

რას წერს ამის თაობაზე მისი ერთ-ერთი მასწავლებელი და კვან- 
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ტური ელექტროდინამიკის ფუძემდებელთა შორის ერთ-ერთი 

მნიშვნელოვანი ფიგურა ფრიმენ ჯონ დაისონი: 

„ამ ოცდაათიოდე წლის წინ დიკ ფეინმანი მომიყვა კვანტური 

მექანიკის თავისეული ვარიანტის შესახებ, რომელიც ემყარებოდა ის- 

ტორიების მიხედვით აჯამვას. „ელექტრონი აკეთებს ყველაფერს, რაც 

კი მოესურვება,-მეუბნება იგი.-ის მოძრაობს ნებისმიერი მიმარ- 

თულებით, ნებისმიერი სიჩქარით წინ ან უკან დროში, როგორც მას 

უნდა. შენ კი ჯამავ სათანადო ამპლიტუდებს, და ეს გაძლევს ტალღურ 

ფუნქციას“. მე მას ვუთხარი: „შენ შეშლილი ხარ-მეთქი“. მაგრამ ის არ 
იყო შეშლილი. 

ამ მცირეოდენი შესავლის შემდეგ გადავიდეთ ფენმანის ფორ- 

მულირებაზე, წინასწარ დავურთოთ რა დაისონთან (პროფესორთან) 
დისკუსიის შესაძლო სცენარი. 

– კვანტური მექანიკის ფორმულირება წირით ინტეგრალებზე 

/ფეინმანის ინტეგრალი წირებზე/ 

წარმოვიდგინოთ,რომ პროფესორი უხსნის სტუდენტებს ორი 

ხვრელის კარგად ცნობილ ექსპერიმენტს, > წყაროდან საწყის 

|I=0 მომენტში გამოსხივებული ნაწილაკი გადის ერთ-ერთ 

ხვრელთაგანში, 4, ან 4, რომლებიც გაკეთებულია ტიხარში და 

აღირიცხება L=7/ მომენტში დეტექტორის მიერ, რომელიც მო- 

თავსებულია C, წერტილში. (ნახ.1) 

ნახაზი 1 

კვანტური მექანიკის ფუნდამენტური პოსტულატის თანახმად 

ნაწილაკის აღრიცხვის ალბათობის ამპლიტუდა ტოლია იმ ამპლი- 
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ტუდების ჯამისა, რომ ნაწილაკი 0, წერტილში მოხვდება //, 

ხვრელის გავლის შედეგად ა წყაროდან გავრცელების შემდეგ და 

მოხვდება იმავე წერტილში „-4;ე ხვრელის გავლით. 

წარმოვიდგინოთ აგრეთვე, რომ აუდიტორიაში ზის ჭკვიანი 

სტუდენტი, ვთქვათ, ფეინმანი, რომელიც სვამს ასეთ კითხვას: „კი, 

მაგრამ, პროფესორო, რა მოხდება თუ გავუკეთებთ მესამე ხვრელ- 

საც??? პროფესორი პასუხობს: ნათელია, რომ დეტექტირების ამ- 

პლიტუდა ახლა იქნება ჯამი უკვე სამი ამპლიტუდისა – წინა ორს 

უნდა დავუმატოთ მე-3 ხვრელით გავლის შედეგად C, წერტილში 
მოხვედრის ამპლიტუდა. 

პროფესორი უკვე მზადაა გააგრძელოს თხრობა, მაგრამ ფეინ- 

მანი კვლავ აწყვეტინებს: „თუკი ახლა გავუკეთებთ მეოთხე და 

მეხუთე ხვრელებს?" პროფესორი პასუხობს, „კეთილი ახალ- 

გაზრდავ, ვფიქრობ თქვენთვის და მთელი კლასისთვის ნათელი 
უნდა იყოს, რომ ჩვენ უნდა ავჯამოთ ყველა ხვრელების მიხედვით". 

ჩვენთვის ნათელია, რომ პროფესორი მართალს ამბობს. თუ ა 

წყაროდან 4,-ურ ხვრელში გავლით C წერტილში მოხვედრის ამ- 

პლიტუდებს აღვნიშნავთ ასე: 4(წ – 4, 0), მაშინ იმის ამ- 

პლიტუდა, რომ ნაწილაკს დავაფიქსირებთ C, წერტილში, მოიცემა 

შემდეგნაირად 

4(0)= >,4(§ –> 4, > 0) (I) 

მაგრამ ფეინმანი არ ცხრება, „რა მოხდება, თუ დავდგამთ 
კიდევ ერთ ტიხარს, რომელშიც რამდენიმე ხვრელიც იქნება?” 

(ნახ.2).



პროფესორი: „განა ვერ ხვდები, რომ უნდა აიღო 5 წყაროდან 

4, ხვრელის გავლით პირველ ტიხარში გასვლის ამპლიტუდა, შემ- 

დეგ მე-2 ტიხარის 9, ხვრელში გასვლის ამპლიტუდა, შემდეგ C 

დეტექტორამდე მისვლის ამპლიტუდა და აჯამო ყველა ! და / -ის 

მიხედვით?" 

ფეინმანი აგრძელებს კითხვებს: „რა მოხდება, თუ დავაყენებ 

მე-3 ტიხარს? რა მოხდება, თუ თითოეულ ტიხარში გავუკეთებ 

უსასრულო რაოდენობის ნახვრეტებს, ანუ ფაქტიურად დციხარი 

აღარ მექნება?" პროფესორი ამშვიდებს „მოდით ერთად 
ვიმსჯელოთ". 

ჩვენ ვხედავთ, რომ ფეინმანი სწორედ თვლიდა, რომ თუ ჩვენ 

ტიხარში გავუკეთებთ უსასრულო რაოდენობის ნახვრეტებს, ეს 

ნიშნავს, რომ ტიხარი აღარა გვაქვს იმ ადგილზე. რა გამოდის 

აქედან? წყაროსა და დეტექტორს შორის ტიხარი საერთოდ რომ არ 

გვქონდეს ანუ ეს სივრცე რომ იყოს ცარიელი, წყაროდან დე- 

ტექტორამდე ნაწილაკის გავრცელების ამპლიტუდა არის ჯამი ამ- 

პლიტუდებისა, რომ ნაწილაკმა გაიაროს თითოეული ხვრელი ყველა 

(არარსებულ) ტიხარში. სხვა სიტყვებით, ჩვენ უნდა ავჯამოთ ყველა 

ამპლიტუდები“ მიხედვით რომლებიც შეესაბამება ნაწილაკის 

გავრცელების ამპლიტუდას წყაროდან დეტექტორამდე ყველა 
შესაძლო წირების გასწვრივ (ნახ.3) 

_–._–.–ე 

–“ 
“ “ – .”- –-.-.–-–- –რ 0 

“” –“ >- == 
თ „“ ” ს  - ლ 

§ – „““ –- 7 
აა-ეი-ღ_დ” ჯა 4 
ა ,“ - 

– “ 
ს “აა. “” _–_. 

ოი. ა „გ„',ს,““ 

ნახაზი 3 

ცხადია,რომ გვექნება: 

/#( ნაწილაკყი ვრცელდება 2 წყაროდან 0, წერტილამდე 

1 დროში)= 
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= 2,4 ნაწილაკი ვრცელდება ცალკეული წირის გასწვრივ) (2) 

(#0VIM) 

ახლა უნდა ვიფიქროთ, თუ როგორ გავაფორმოთ ეს აჯამვა 

მკაცრად მათემატიკურად. ფეინმანმა აირჩია ნიუტონისა და ლაიბ- 
ნიცის გზა (ნახ. 4): 

  

ნახაზი 4 

წირის აპროქსიმაცია მოვახდინოთ წრფივი სეგმენტებით, და 
შემდეგ სეგმენტები მივასწრაფოთ ნულისაკე.ი ადვილად 

დავრწმუნდებით, რომ ეს ზუსტად ეთანადება სივრცის შევსებას 
ერთმანეთთან უსასრულოდ ახლო მყოფი ტიხარებით, რომლებშიც 
გაკეთებულია უსასრუ;ოდ ბევრი ხვრელი. 

ყველაფერი კარგი, მაგრამ როგორ ავაგოთ ცალკეულ წირზე 

გავრცელების ამპლიტუდები? შეგვიძლია გამოვიყენოთ კვანტურ 

მექანიკაში კარგად ცნობილი უნიტარობის თვისება: თუ ვიცით ამ- 

პლიტუდა თითოეულ ინდივიდუალურ სეგმენტზე, მაშინ ჩვენ გადა- 

ვამრავლებთ მათ, რათა ვიპოვოთ სრული ამპლიტუდა. 

კვანტურ მექანიკაში 4, წერტილიდან 9); წერტილში 7 დროში 

გავრცელების ამპლიტუდა განისაზლვრება უნიტარული ოპერა- 

ტორით 6X9XL– (7), სადაც 7#/ არის სისტემის ჰამილტონიანი. 

უფრო ზუსტად, აღვნიშნოთ (ზა სიმბოლოთი მდგომარეობა, რო- 

მელშიც ნაწილაკი იმყოფება 09 წერტილში, მაშინ ჩვენთვის 

საინტერესო ამპლიტუდა არის (9.|6Xი(– IM/719,). აქ ვიყენებთ 

დირაკის ბრადა კეტაღნიშვნებს. 
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თურმე მთელი წირითი ფორმალიზმი შეიძლება ჩაიწეროს 

მათემატიკურად ზემოთ მოყვანილი მატრიცული ელემენტის მეშ- 
ვეობით, ფეინმანის ტიხარების და უსასრულო რაოდენობის ხვრე- 

ლების გარეშე. ისტორიულად წირითი ინტეგრალის ფორმალიზმი 

ფეინმანამდე აღმოჩენილი იყო დირაკის მიერ, რომელმაც გაკვრით 

მიუთითა თავის კვანტური მექანიკის სახელმძღვანელოში. 

ფეინმანის წირითი ინტეგრალის ფორმულირება აღმოჩნდა მე- 

ტად მძლავრი მეთოდი კვანტურ მექანიკაში, სტატისტიკურ მექანი- 

კაში და ველის კვანტურ თეორიაში. ის ფართოდ გამოიყენება ნა- 

წილაკთა ფიზიკის, მყარი სხეულების ფიზიკის, პოლიმერთა ფიზი- 

კის, სტოქასტური პროცესებისა თუ კვანტური გრავიტაციის ამო- 

ცანებში. 

ამიტომ, გადაჭარბებული არ იქნება ითქვას, რომ ფუნქციონ- 

ალური ინტეგრალი თანამედროვე თეორიულ ფიზიკაში ასრულებს 
ისეთსავე როლს, რასაც ასრულებდა უკანასკნელ საუკუნეებში 

დიფერენციალური განტოლებები. 
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თავი I. 

კვანტური მექანიკის ძირითადი თანაფარდობანი 

როგორც შესავალში იყო აღნიშნული ფეინმანის ფუნქციონ- 

ალურ ინტეგრალს (ხშირად მას კონტინუალურ ინტეგრალსაც 
უწოდებენ, ისევე, როგორც ინტეგრალს წირებზე ან ტრაექტო- 

რიებზე) აქვს საკმაოდ ფართო გამოყენება თანამედროვე ფიზიკის 

თითქმის ყველა სფეროში. რა თქმა უნდა, ყველაზე პირველი და 

მარტივი გამოყენება მას აქვს კვანტურ მექანიკაში. უფრო მეტიც, 

ეს მეთოდი წარმოადგენს კვანტური მექანიკის ალტერნატიულ 

ფორმულირებას. ამიტომ, ბუნებრივია თუ ამ მეთოდის გაცნობას 

დავიწყებთ კვანტური მექანიკით. 

პირველ რიგში მოგვიწევს კვანტური მექანიკის ძირითადი 

პრინციპების გახსენება და არსებული წარმოდგენების გადახედვა. 

I-1. კვანტური მექანიკის მოკლე მიმოხილვა 

კვანტური მექანიკის ჩვეულებრივი მიდგომა იყენებს კლა- 

სიკური მექანიკის ჰამილტონისეულ ფორმულირებას და დაკვირვე- 

ბად სიდიდეებს უთანადებს არაკომუტირებად ოპერატორებს. ამ 

შემთხვევაში დინამიკა მოიცემა დროზე დამოკიდებული შრედ- 

ინგერის განტოლებით 

90) _ MIIVV)) (-1.1) 

სადაც # აღნიშნავს სისტემის ჰამილტონის ოპერატორს, ხოლო 

IV) არის სისტემის მდგომარეობის ვექტორი. 

თუ ამოცანას ვიხილავთ კოორდინატულ წარმოდგენაში (მა- 

გალითად, ერთგანზომილებიანი მოძრაობისათვის), ნაწილაკის ტალ- 

ღური ფუნქცია 
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V/(X,()= (XIV (I) 0-1.2) 
აკმაყოფილებს შრედინგერის განტოლებას 

ცVთ0 MCMC>.0)= 

C2-5+თMCი 
2#M1 მჯ? 

(I-1.3) 

ზემოთ IX) არის კოორდინატული წარმოდგენის საბაზისო ვექ- 

ტორი. V(X.I) განსაზღვრავს სისტემის ევოლუციას დროის მიხედ- 

ვით. 

შრედინგერის განტოლების ამოხსნის გარდა მთავარი მიზანი 

მდგომარეობს იმაში, რომ განისაზღვროს სისტემის დროში ევოლუ- 

ციის ოპერატორი, რომელიც გენერირებს სისტემის ტრანსლაციებს 

დროის მიხედვით. ცნობილია, რომ დროის მიხედვით ევოლუციის 

ოპერატორი კვანტურ-მექანიკურ სისტემას ადრინდელი I. მომენ- 

ტიდან გადაიყვანს მომავალ (შემდგომ) !, მომენტში შემდეგი თა- 

ნაფარდობით 

IVC,) = VV,(წ.IVCVC (I-1.4) 

ნათელია, რომ როცა ჰამილტონიანი დროზე დამოუკიდებელია, 

(I-1.1) განტოლების ფორმალური ამოხსნით მივიღებთ, რომ როცა 

/, >1ე, 

CIVC,(:)= თი -+C -M#I 

ან, უფრო სრული სახით 

VC (,)=0C, –ხ)თიL-+6 -,, I (-1.5) 
აშკარაა, რომ დროში ევოლუციის ოპერატორი სხვა არაფერია, 

თუ არა დროზე დამოკიდებული შრედინგერის განტოლების გრინის 

ფუნქცია და აკმაყოფილებს განტოლებას 
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(ია--#VC,ი)= 26 –6) #14 
! 

რაშიცგ იოლად დავრწმუნდებით რთუ (I-1.5)-ს მივუყენებთ 

ფრჩხილებში მოთავსებულ ოპერატორს. 

ამ ოპერატორის განსაზღვრა ეკვივალენტურია მისი მა- 

ტრიცული ელემენტების პოვნისა მოცემულ ბაზისში. ასე, მაგალი- 

თად, კოორდინატულ ბაზისში, სადაც 

2X-=#X, 
შეგვიძლია დავწეროთ 

(X,IC CI) 1X:)=VL,X,:/:,X,) 0-1.7) 
თუ გვეცოდინება ეს ფუნქცია მთლიანად, მაშინ ტალღური ფუნ- 

ქციის დროში განვითარებას ჩავწერთ ასე 

V(X,/,)= |რთიVC,X6,XM(C./) (-1.8) 

რაც ჰიუგენსის პრინციპის რეალიზაციას წარმოადგენს. 

ცხადია, უნდა მოვითხოვოთ, რომ ერთდროულ ზღვარში 

V,,X,:/,,X:)= CC, – X,) (I-1.9) 

ჩვენს მიერ ზემოთ განხილული მიდგომა, როდესაც კვანტური 

მდგომარეობები IVV) დამოკიდებულია დროზე, მაშინ როცა ოპ- 

ერატორები დროზე დამოუკიდებელნია, არის შრედინგერის წარ- 

მოდგენა. 

როგორც ცნობილია, სისტემის აღწერა შეიძლება ე.წ. ჰაიზენ- 
ბერგის სურათშიც, რომელშიც კვანტური მდგომარეობები დამოუ- 

კიდებელია დროზე, ხოლო ოპერატორები დროზე დამოკიდებულია 

ცხადად. (I-1.5)-ის თანახმად, ჰაიზენბერგის სურათში შეგვიძლია 

ჩავთვალოთ 

IV), =IV/CC =0)), =IV(( =0) = IC) => IV CI, 0-1.10 
ამ სურათში ოპერატორი იღებს თავის თავზე დროზე სრულ 

დამოკიდებულებას. მაგალითად, კოორდინატის ოპერატორები ასეა 

ერთმანეთთან დაკავშირებული ამ ორ წარმოდგენაში 
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I -“ 
X,ს)=0" XC" 0-1.11) 

(ასევეა ნებისმიერი სხვა ოპერატორიც), ხოლო ამ ოპერატორების 
საკუთარი მდგომარეობები აკმაყოფილებენ თანაფარდობას 

X„LC)X,/),„ =XVX,), (I-1.12) 

რასაც ადვილად დავაკავშირებთ შრედინგერის ბაზისთან 

I=0), =6"” IX) (-1.13) 

ნათელია ახლა, რომ როცა I, >1:0, 

„(X.6IX.,/,), =(X,I6 " IX,)=(»,L% " 

=(X,IVC,.I1)X,) =CL(I,,,X,:(1.X2) 

ამრიგად, დროში ევოლუციის ოპერატორის მატრიცული ელე- 

მენტები სხვა არაფერია, თუ არა დროის მიხედვით მოწესრიგებული 

გადასვლს ამპლიტუდები კოორდინატული ბაზისის მდგო- 

მარეობებს შორის ჰაიზენბერგის წარმოდგენაში. 

ბუნებრივია, რომ ორივე წარმოდგენა ერთმანეთის ეკვივალენ- 

ტურია სისტემის აღწერის თვალსაზრისით. მართლაც, კოორდი- 

ნატის ოპერატორისათვის მიღებული თანაფარდობა (I-1.11) 

ზოგადია და გამოხატავს ამ ორ წარმოდგენაში კავშირს ნებისმიერი 

„ი, 18 ღლ ს“ 

  IX) = (I-1.14) 

ოპერატორებისათვის. ამიტომ, თუ გამოვთვლით რაიმე 0 ოპერა- 

ტორის საშუალო მნიშვნელობას, მიიღება ზემოთ ნათქვამი ეკვივა- 

ლენტურობა. მართლაც, 

0(C)=(V(0)I0IV/(,) = -C" მი IV),  0-I.15) 
!, 

რაც გამოხატავს CV)=4. · "ტე ჰაიზენბერგის ოპერა- 

ტორის საშუალოს ტოლობას შრედინგერის წარმოდგენის ოპერა- 

ტორის საშუალოსთან. 
ამავე დროს ჰაიზენბერგის ოპერატორი ემორჩილება დროზე 

დამოკიდებულ ჰაიზებერგის შემდეგ განტოლებას (მიიღება უბრალო 

გაწარმოებით) 
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=IMC) 8 წ )) )| (-1.16) 
„9%X) 

მ! 
და ბოლოს, არსებობს კიდევ შუალედური, ე.წ. ურთიერთქმედების 

ანუ დირაკის წარმოდგენა. 

მისი აღწერისათვის სრული ჰამილტონიანი წარმოვადგინოთ 

თავისუფალი #ე ჰამილტონიანისა და ურთიერთქმედების ”, 

ჰამილტონიანის ჯამის სახით:#/ = #7ე +/”7,, ხოლო მდგომარეობის 

ვექტორი ვეძებოთ შემდეგი ფორმით 

-. 
IV/CC)) =4 ”' დ()ს. (-1.17) 

ჩავსვათ (I-1.17) შრედინგერის სრულ განტოლებაში 

გე) +M)ი 
მიიღება · 

ჩან რიდ +,“ 990. (M +#,X +“ 9დ). 
საიდანაც გვაქვს შემდეგი განტოლება 

მ თ( –9/ “M, 
„9CL» ( » =6" /I/,6 // დV» 

თუ შემოვიყვანთ დირაკის წარმოდგენის ოპერატორებს ასე 

0,()= 2» რტ „ირა 

აღმოვაჩენთ, რომ ამ წარმოდგენის ტალღური ფუნქცია |დV) 

  

აკმაყოფილებს შრედინგერის განტოლებას ურთიერთქმედების ჰამ- 
ილტონიანით მარჯვენა მხარეში 

მ დ 
1, 24V) ( ) 

C 
აშკარაა, რომ ამ წარმოდგენაშიც ფიზიკურ ოპერატორებს აქვთ 

იგივე საშუალო მნიშვნელობები. მართლაც 

=M,Cს)დის) (-1.18) 
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06()= (რV)IC ტი |დ(V) =(CღV)I(0,ს)დს) (-1.19 

გარდა ამისა, ნათელია, რომ ამ ოპერატორებისათვის მოძრაო- 

ბის განტოლებაც თავისებურია 

» 2) _ IV,,6, CI (-1.20) 

ანუ ურთიერთქმედების წარმოდგენის ოპერატორები აკმაყო- 

ფილებენ მოძრაობის თავისუფალ განტოლებას. ამიტომაა, რომ ეს 

წარმოდგენა მოსახერხებელი აღმოჩნდა გაფანტვის მატრიცის თე- 
ორიაში შეშფოთების თეორიის სისტემატური მეთოდების გასავი- 

თარებლად. ყველა შემთხვევაში, კვანტური მექანიკის მთავარი მი- 
ზანი მდგომარეობს დროის ევოლუციის ოპერატორის მატრიცული 

ელემენტების აგებაში, რომელიც ჰაიზენბერგის წარმოდგენაში გა- 
მოვხატეთ კოორდინატულ საბაზისო მდგომარეობებში მატრიცული 

ელემენტებით. 

ლიტერატურა | თავისათვის: 

1. ი.შ. ვაშაკიძე, ვ.ი. მამასახლისოვი, გ.ა. ჭილაშვილი. „კვან- 

ტური მექანიკა", თბ. 1978. 

ამოცანები: 

1. გამოთვალეთ გაუსის ინტეგრალი 

(86. 
» 

თ = ქრი? 

I 
-=რჯ! 

2. გამოთვალეთ |> 2 

-თ 

3. გამოთვალეთ 
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თ LI 

(7 )==5–––, 7 =2-), 

X#=2M-I 

4. გამოთვალეთ 

თ ი. # 

(თი 2 
–-თ 

4. წარმოვიდგინოთ, რომ 4# არის ნამდვილი სიმეტრიული მა- 

ტრიცა ელემენტებით 4) , ხოლო X არის ვექტორი კომპონენტებით 

2 V,/ = 1,2,3,,..., MV). გამოთვალეთ 

! 
–2>X4ეM,+V,X, 

(რითთ...ძა,რ ? 

I|-2 წირზე ინტეგრალები და კვანტური მექანიკა 

– საბაზისო მდგომარეობები 

გავიხსენოთ კიდევ რამდენიმე დებულება კვანტური მექანიკი- 

დან. 

განვიხილოთ კოორდინატის ოპერატორი, რომელიც აკმაყო- 

ფილებს საკუთარი მნიშვნელობების განტოლებას: 

XIX) = XIX) ((-2.1) 

ეს საკუთარი მდგომარეობები განსაზღვრავენ ორთონორმირე- 

ბულ ბაზისს. სახელდობრ, ისინი აკმაყოფილებენ პირობებს: 

(XIX = 6(X<-»') 

I XMXI =1 
(I-2.2) 
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ანალოგიურად იმპულსის ოპერატორი საკუთარ წარმოდგენაში 

გვაძლევს თანაფარდობებს 

ჩი)= მჯ) 
(იი1=550-ი (-23 

II2II2 >. 
კოორდინატული და იმპულსური ბაზისების შინაგანი (სკალა- 

რული) ნამრავლი იძლევა გადასვლის მატრიცულ ელემენტს ამ ორ 

წარმოდგენას შორის: 

  

1 -4+ი · 

X) = რდ" =(ჯ I-2.4 სავღ–აა. 
ეს თანაფარდობები განსაზღვრავს ფურიე-გარდაქმნას, სახელ- 

დობრ, ბაზისების სისრულისა და ორთონორმირების გამოყენებით 
ნებისმიერი ფუნქციის ფურიე გარდაქმნა შეიძლება ასე განვმარ- 

ტოთ: 

/(90=(XI/)= |ძი(XI2XიIV/) = უ==- I9X ი" /(ი)= 1= IVM2“ 7(ი) 

#(%) = -/7# / (2) = 7> |ძაი““ /(») 0–2.5) 

ამ ფორმულებით მარტივად გადავიყვანთ ფუნქციას მოცემული 

სივრციდან მის შეუღლებულ ანუ დუალურ სივრცეში. 

ჩვენ ზემოთ ვნახეთ, რომ ჰაიზენბერგის მდგომარეობები მარ- 

ტივად უკავშირდებოდა შრედინგერის მდგომარეობებს. კოორდი- 

ნატულ ბაზისში, მაგალითად, გვაქვს: 

თ 7. 
აქედან გამომდინარეობს, რომ 

"/ 

„(თ/სი, =(I6 "2 IX) =(+ხო = 6(C–X) (-2.6) 
და 
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(თძქხიი, „ (X,1| =1 0-2.7) 

ხაზი გავუსვათ იმ გარემოებას, რომ ორთონორმირება ჰაიზენ- 
ბერგის მდგომარეობებისათვის ძალაშია მხოლოდ დროის ერ- 

თიდაიგივე მომენტებისათვის. 

– ოპერატორთა მოწესრიგება 

კვანტურ მექანიკაზე გადასვლა ჰამილტონის ფორმალიზმში 
ხდება ოპერატორებზე გადასვლით 

ML(X, ი) –> MCთ, ჩ) (-2.8) 
მაგრამ ეს წესი არ აკონკრეტებს თუ როგორ უნდა მოვექცეთ 

არაკომუტირებადი ოპერატორების, მაგ, X დაუ ნამრავლს. 

კლასიკურ ფიზიკაში ვიცით, რომ 

Xნ = XX, 
ამიტომ აქ მათ მიმდევრობას სხვადასხვა წევრებში არავითარი 

მნიშვნელობა არ აქვს. კვანტურ მექანიკაში კი ოპერატორთა მიმ- 
დევრობა არსებითია და აპრიორულად არ არის ნათელი რა 

ეთანადება X2 ნამრავლს კვანტურ მექანიკაში. ეს არის ოპერა- 

ტორთა მოწესრიგების პრობლემა. სამწუხაროდ არ არსებობს 

ცალსახად განსაზღვრული რეცეპტი, რომელიც გვეტყვოდა რა 

რიგით უნდა დავსვთ ოპერატორები კვანტურ მექანიკაზე 

გადასვლისას. ამავე დროს არსებობს სხვადასხვა წესები, რომლე- 

ბიც გამოიყენება ასეთ შემთხვევებში. ასე, მაგალითად, ნორმალური 

მოწესრიგება: 

ამ წესის თანახმად კოორდინატისა და იმპულსის ნამრავლში 

იმპულსი უნდა იდგეს კოორდინატის წინ, ანუ 

M.0. 

ჯ» > #X 

V.0. 

ნX-> /2X 
M.0. 

Xნ? –> იხ»? 
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M.0. : 

XXX > #ი2X. და ა.შ. (I-2.9) 

გარდა ნორმალური მოწესრიგებისა, ყველაზე ხშირად გამოი- 

ყენება ე.წ. ვეილის მოწესრიგება. ამ შემთხვევაში ხდება ნამრავლის 

სიმეტრიზაცია ყველა შესაძლო კომბინაციების მიხედვით ერთნაირი 

წონით, ე.ი. 
Vი. | 

X – 200+#X) 

I.0. I 
ხX > >0X+ ი») 

".0. 

ჯი –(X”0+X09X+ #X?) 
3 (-2.10) 

”.0. I 2 2 

XX – 3C 0+7X0X+ იX ) 

და ა.შ. 

ნორმალური მოწესრიგებისას ადვილად დავრწმუნდებით, რომ 

ნებისმიერი კვანტური ჰამილტონიანი #7 არის: 

, ( , ლო”. ძ, იი ' (» IM” ”IX) = Iძი(» |I0MXMიIM IX) = ს,“ M(»X, 92) (I-2.11) 

სადაც გამოყენებულია იმპულსის ოპერატორის ბაზისის სისრულე 

და განმარტებები. 

ვეილის მოწესრიგების დეტალებში გასარკვევად განვიხილოთ 

გაშლა: 

(თ%+ /ი) = ბ, - იმს”)? (0-2.12) 
ო+”თM 7. 

ამრიგად, თუ ნიუტონის ბინომის ფორმულას გამოვიყენებთ იმ 

დაშვებით, რომ X და #0 ოპერატორები არ კომუტირებენ ერთ- 

მანეთთან, ნიუტონის ბინომი ბუნებრივად გენერირებს ვეილის მოწ- 

ესრიგების ნამრავლებს X” 7” ფორმით. 
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ამოცანა: დაამტკიცეთ (I-2.12) ფორმულა. 

ცხადია, რომ 6Xი(თი + /#ი) ექსპონენტის გაშლისას გენერ- 

ირდება ბინომიალური ხარისხები და ამრიგად ამ ექსპონენტის მა- 

ტრიცული ელემენტების განხილვით შევისწავლით ვეილის წესით 

მოწესრიგებული ჰამილტონიანის მატრიცულ ელემენტებს. 

იმის გამო, რომ IX, > | = IM = C0M5/, გამოვიყენოთ ბეიკერ- 

ჰაუსდორფ-კემბპელის ფორმულა 

-_ „რ ნ+214-8) 
გ“გმ 

ამოცანა: დაამტკიცეთ ბჰკ თეორემა:თუ | 4, | 4, 8)) = (8,|4,811=0, 
მაშნ ადგილი აქვა თანაფარდობას (ბჰკ ფორმულას): 

6X6ნ #-6CX0 8 = თი I49)I 6X0(4+ 8) 

ჩვენთვის საინტერესოა შემდეგი ნამრავლის. განხილვა: 

თი + “თი (რნ), <1. = თი (მაი თ++ +-–--/იჩ %) = 
2 2 4/ (-2.13) 

=C + #0 – IM 9. +II %| = 6X0ხ(%L+ /80) 

ამ თანაფარდობის გამოყენებით ადვილად ვაჩვენებთ, რომ 

(»'|6X6(CX + /361X) = (უთთ C 2 “იი ნ)თი 2 "ი = 

= I9იC” (თ + 3-2 ილი - <)ა- I-ი წს - თი 20:59) + 2) 

აქ კვლავ სისრულე და წინა თანაფარდობებია გამოყენებული. 

შევნიშნოთ, რომ ბოლო ტოლობა ჩვეულებრივ რიცხვებზე – საკუ- 

თარ მნიშვნელობებზე გადასვლით მიილება ამიტომ ბოლოს 

მხოლოდ საკუთარი მნიშვნელობები დგას – ოპერატორებისაგან 

მთლიანად გავთავისუფლით. ამ ფორმულის თანახმად ვეილის წე- 

სით მოწესრიგებული ჰამილტონიანის მატრიცული ელემენტისათვის 

უნდა გვქონდეს: 
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(XII ” IX) = სამე 4+X,, (0-2.14) 

1 

ამრიგად, ვხედავთ, რომ ვეილის წესით მოწესრიგებული ჰამ- 
ილტონიანის მატრიცული ელემენტები მიიყვანებიან კარგად ცნო- 

ბილ საშუალედო წერტილის მიწერაზე. ახლა ყველაფერი მზადაა 

გადასვლის ამპლიტუდის მატრიცული ელემენტის გამოსათვლელად. 

– გადასვლის ალბათობის გამოთვლა: 

გავიხსენოთ, რომ ჰაიზენბერგის სურათში გვაქვს 

Vს,,X,,,X>,(X,,X./), V, >(,) 

დროის ინტერვალი საწყის და საბოლოო მომენტებს შორის 

დავყოთ MV ტოლ სეგმენტად უსასრულოდ მცირე სიგრძით § სახ- 

ელდობრ, 

  (I-2.15) 

ამრიგად, სიმარტივისთვის ვახდენთ დროის ინტერვალის დისკ- 

რეტიზებას და ბოლოს გადავალთ ზღვარზე §-–>0 და M#->თ, 

ისე, რომ (I-2.15) დარჩეს ძალაში. დავნომროთ შუალედური მომენ- 
ტებიც, ვთქვათ, ასე: 

I, =(!, +I§, M = 1,2,...,/V –1 (I-2.16) 

და შემოვიტანოთ კოორდინატული ბაზისის სრული სისტემა შუ- 

ალედური დროის 

მომენტებით. მივიღებთ 

Vს,,X,:,,X5=,(X,., (=.#), = თ. |თითი...ძი X 
6-–63ს.M 3“ „ (I-2. 1 7) 

X.(»,,!, XI»), „(X»-/»- IXM-ა(M-)ც"“ (X,,(, XI”), 
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ამ თანაფარდობის ჩაწერისას ჩვენ ვგგულისხმობდით დროში მო- 

წესრიგებას მარცხნიდან მარჯვნისკენ: 1-2) 2-..260>Lს>L. 

შევნიშნოთ აგრეთვე, რომ თუმცა აქ გვაქვს /V შინაგანი ნამრავლი, 

ტარდება მხოლოდ V –1 შუალედური ინტეგრაცია, რადგან ამდე- 

ნია დაყოფის წერტილი მთელი დროის ინტერვალის  მნაწილად 

დაყოფისას. 

ცალკეულ შინაგან ნამრავლს აქვს სახე: 

- -"V – 

„I „ი IM -ს, “ა =(»ჯ „6 + რ,ვიი X.) =(X, (2 ეო რა» 

(C-ს ბ93ა1% ი, =(C, |,“ IX.) = ფი. ჯ” ე ”) 1 

სადაც გამოვიყენეთ საშუალედო წერტილის მიწერა ვეილის 

მოწესრიგების შესაბამისად. 

ჩავსვათ ეს ფორმულა გადასვლის ამპლიტუდაში, ვიპოვით 

Vს,,X,:M,X,)= 

= სთ ძი... % 90 რა აფი! -2 თ - თ-C 54, || 54. ი 29 72 

  I-C 6-2.18) 
  

(L-2.19) 

  

ამ ფორმულის, ისევე როგორც წინა ფორმულის ჩაწერისას 
ჩათვლილია, რომ 

Xა =X, და X,ც =X, 

ეს არის ფეინმანის წირზე ინტეგრალის წინასწარი .ფორმა, რო- 

მელიც განსაზღვრულია ფაზურ სივრცეში. არსებითია შევნიშნოთ 
კიდევ ერთხელ, რომ კოორდინატების მიხედვით ინტეგრაციების 
რაოდენობა ერთით განსხვავდება იმპულსებით ინტეგრაციების 

რაოდენობისაგან. 

შევნიშნოთ, რომ § –> 0 უწყვეტ ზღვარში წინა განტოლების 

ფაზური ფაქტორი ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

: M 

სდ .2 თ -)-9(5 55, | - 
ოთ 

= Iო – (აა, შა 53% ა, |L- 

68 
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.”MV ./V 

= ; |ძ(L2X – MCC, ი)) = ჯ II 0-2.20) 
/; "“ 

ამრიგად, გამოდის, რომ ეს ფაზური ფაქტორი პროპორციულია 

ქმედებისა შერეული ცვლადებით ანუ კოორდინატით და იმპულსით. 

წირზე ინტეგრალის ფეინმანისეული ფორმის მისაღებად ეს 

უნდა გადაიწეროს მხოლოდ კონფიგურაციულ სივრცეში ანუ უნდა 

ჩატარდეს ინტეგრაციები იმპულსებით. ამას ვერ გავაკეთებთ, სანამ 

არ დავაკონკრეტებთ ჰამილტონიანს. ჰამილტონიანის ტრადიციული 

სახე კვანტურ მექანიკაში შეიცავს კვადრატულ ფორმას იმპულსის 
მიხედვით. ამიტომ ავირჩიოთ 

2 
MC,#ი)= 2-+VC) (I-2.21) 

ე.ი. ამ ჰამილტონიანში კოორდინატები და იმპულსები გან- 

ცალებულია და ამიტომ, იმპულსებით ინტეგრაცია ჩატარდება 
ტრივიალურად. გვაქვს: 

_ ( ძი, ძი, X, –X,, _ ნ: X. +,..) 
9,5 თ IV. 4 M' 2 27 თები , <2 ასათ –==6 "” 

იმპულსის მიხედვით ინტეგრალები აქ არის გაუსის ტიპისა და 

მათი აღება ადვილად შეგვიძლია. ივნიშროთ, რომ 

ი. «- #( #6. ჩ,(ს, – - 6%-%|. (2 4, იი - 12 ( ი: - ტონა,  დქ) _ 

-I (ი - "თ ) -(”C ა). - 

80 262591 65 252) 
თუ ამას გამოვიყენებთ წინა ფორმულაში, ე.ი. ავიღებთ იმპულ- 

სურ ინტეგრალებს, მიილება: 

Vს,.X,:(,.#)5 5). IძX.. ძი, 3 3 C ა | -M455–)) . 
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1 (I, > / 

= 4 Iნ»ა'" | 1 ) = 4 (ი. (0-2.22) 

სადაც #4 არის სისტემის დინამიკაზე დამოუკიდებელი კონ- 

სტანტა და 5IXI არის სისტემის ქმედება. 
(-2.22) არის ფეინმანის კონტინუალური ინტეგრალი გადასვლის 

ამპლიტუდისათვის კვანტურ მექანიკაში, 

მისი შინაარსის გასარკვევად ჯერ შევეცადოთ გავერკვეთ ინ- 

ტეგრალის- ზომის (#X) შინაარსში. ამ ინტეგრაციის საბოლოო 

წერტილები არის ფიქსირებული და მხოლოდ შუალედური წერ- 

ტილებით ხდება ინტეგრაცია მთელ სივრცეში. კოორდინატული 

წერტილების ნებისმიერი სივრცითი კონფიგურაცია იძლევა 

ტრაექტორიას საწყის და საბოლოო წერტილებს შორის. ამიტომ 

ყველა ასეთი კონფიგურაციით ინტეგრაცია (რაც სწორედ არის შუ- 

ალედური წერტილებით ინტეგრაცია, რომელიც უნდა ჩატარდეს) 
ეკვივალენტურია ჯამისა ყველა წირით, რომელიც საწყის და 

საბოლოო წერტილებს აერთებს. 

  

  

  

იი. ”) » 

ნახაზი 5 

ამიტომ ფეინმანის წირზე ინტეგრალი უბრალოდ გვეუბნება, 

რომ საწყის და საბოლოო მდგომარეობებს შორის გადასვლის ამ- 

პლიტუდა არის ჯამი ყველა წირზე, რომელიც ამ წერტილებს აერ- 

I 
თებს, წონითი ფაქტორით (თთ 9. კვანტური მექანიკის 
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კურსიდან ცნობილია, რომ თუ პროცესი შეიძლება მოხდეს ბევრი 

სხვადასხვა გზით, მაშინ გადასვლის ამპლიტუდა არის თითოეული 

შესაძლო გზით გადასვლების ინდივიდუალური ამპლიტუდების 

ჯამი. ამიტომ სხვადასხვა გზებით ჯამს მოველოდით. აქ მოულოდ- 

ნელი და მნიშვნელოვანია წონითი ფაქტორი (თი; § MI. სწორედ 

ეს ფაქტორი აქვს პოსტულირებული პ. დირაკს თავის წიგნში. 

ფეინმანის მიდგომაში ეს ფაქტორი გამოიყვანება. 

აღსანიშნავია რომ თუმცა საბოლოო შედეგი მივილეთ სპე- 

ციალური ტიპის ჰამილტონიანებისათვის, მიღებული გამოსახულება 

ძალაშია საზოგადოდ. ისეთი ჰამილტონიანებისთვისაც, რომლებიც 

არ არიან კვადრატული იმპულსის მიხედვით, ოღონდ უნდა გა- 

მოვიჩინოთ სიფრთხილე ინტეგრაციის ზომის განმარტებისას. 

I|-3. კლასიკური ზღვარი 

როგორც ქვემოთ ვნახეთ 

>9LX) 

Vს,,»X,:(,»,)= 4 | = 

ი2X 2) #”“) = IIთ 4, |რი.. ძი, 6“ 
650 

  

M-ა–თ 

” MI/2 

სადა #4, = 
– ” >) 

შევნიშნოთ, რომ წირებზე, რომელთათვისაც 

X, >> Xი- 

პირველი წევრი ექსპონენტაში იქნება საკმაოდ დიდი, იმ 

მიზეზით, რომ § არის უსასრულოდ მცირე. ამიტომ ასეთ წევრებს 

ექნებათ ძალიან დიდი ფაზები და ამის გამო, წონითი ფაქტორი 

შეიძლება ადვილად გახდეს დადებითი ან უარყოფითი. სხვა სიტყ- 
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ვებით, ყველა ასეთი X, -სთვის იარსებებს მეზობელი X,,, მცირედ 

განსხვავებული, რომელსაც ექნება შემკვეცი ეფექტი. ამიტომ 

ყველა ასეთი წვლილები ერთმანეთს გააბათილებს წირით ინტე- 
გრალში. 

გამოდის, რომ ყურადღება მხოლოდ იმ წირებზე უნდა გავამახ- 

ვილოთ, რომლებიც ერთმანეთისაგან მცირედ განსხვავებულ 

კოორდინატებს შეიცავენ. ჩვენი ამოცანა აქ იქნება გავარკვიოთ, 

თუ როგორ ხდება, რომ ყველა წირებიდან, რომლებსაც წვლილი 
შეაქვთ გადასვლის ამპლიტუდაში, არსებობს მარტო ერთი წირი, 

რომელიც "გამოიყოფა კლასიკურ ზღვარში, # –პ 0. შევნიშნოთ, 

; 
რომ ფაქტორი თX0--51XI არის ფაზა, რომელიც მრავლდება დიდ 

რიცხვზე, როცა # –> 0. 

მათემატიკურად ნათელია, რომ წირით ინტეგრალში დომინირე- 

ბადი წვლილი წარმოიქმნება წირებიდან რომლებიც უახლოესია 

ფაზური ფაქტორისათვის ექსტრემუმის მიმნიჭებელი წირისა. სხვა 

სიტყვებით, გადასვლის ამპლიტუდაში არსებით წვლილს შეიტანენ 

მარტო ის ტრაექტორიები, რომლებიც კლასიკურ ზღვარში ახლოსაა 

ექსტრემალურთან 

  

65» =0 
9) 

ე.ი. ესაა ტრაქტორია, რომელზეც ხდება კლასიკური მოძრაობა. 

. 
ჯV(!) 

რ 

, 
ნახაზი 6 
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სხვა სიტყვებით, მაგალითად, განვიხილოთ წირი 3, რომელიც 

საკმაოდ შორსაა კლასიკური ტრაექტორიიდან. მაშინ, რაკი # მცი- 

რეა, ამ ტრაექტორიის გასწვრივ ფაზა იქნება საკმაოდ დიდი. 

ყოველი ასეთი წირისათვის მოიძებნება ახლომდებარე წირი, ვთქვათ 
2, რომელზეც ქმედება მცირედ განსხვავებულია, მაგრამ მრავ- 

ლდება დიდ რიცხვზე M და წარმოიქმნება კვლავ დიდი ფაზა. 
ყველა ასეთი ფაზების ჯამი საშუალოდ ნულის ტოლია. 

ამიტომ თუ ავირჩევთ წირს, რომელიც უსასრულოდ ახლოსაა 
კლასიკურ წირთან, რომელზეც ფაზა ხდება სტაციონარული, ქმე- 

დება თითქმის არ შეიცვლება. ყველა ასეთი წირი შეიკრიბება კოჰე- 

რენტულად და მოგვცემს დომინანტ წვლილს ზღვარში, როცა 

ჩ –3 0. 

ამრიგად, ამიტომაა რომ კლასიკურ ზლღვარში გამოიყოფა 

კლასიკური ტრაექტორია. იმიტომ კი არა, რომ ის იძლევა ყველაზე 

მეტ წვლილს, არამედ იმიტომ, რომ მასთან უსასრულოდ ახლო 

მდებარე წირები იკრიბებიან კოჰერენტულად. 

კლასიკური წირი ისეა მოწყობილი, რომ ქმედება 4» არ იცვ- 
ლება კლასიკური ტრაექტორიის მახლობლად პირველ რიგში, ე.ი. 

5/ჩ ფაზა მუდმივი რჩება კლასიკური წირის უსასრულოდ მცირე 

მახლობლობაში. ამ მახლობლობის გარეთ ფაზა სწრაფად იცვლება, 

ამიტომ სათანადო ამპლიტუდები დესტრუქციულ ინტერფერენციას 

განიცდიან. რადგან მთავარი წვლილი პროპაგატორში მოდის კლა- 
სიკური წირის მახლობელ უსასრულოდ მცირე ზოლიდან, ტიპიურ 

კლასიკურ ამოცანაში ზოლი არის ძალიან „ვიწრო“, მაგრამ კვან- 

ტურ მექანიკაში ზოლი ძალიან „განიერია". სათანადოდ კლასიკური 

წირი კარგავს თავის მნიშვნელობას კვანტურ მექანიკურ სიტუაცი- 
აში. 

I-4. ეკვვივალენტურობა შრედინგერის განტოლებასთან 

ახლა ვნახოთ შრედინგერის განტოლების ადგილი ფეინმანის 

წირითი ინტეგრალის ფორმალიზმში. სახელდობრ, აპრიორულად არ 

30



არის ნათელი, აღვადგენთ თუ არა დროზე დამოკიდებულ შრედ- 

ინგერის განტოლებას ამ ფორმალიზმში. 

გავიხსენოთ, რომ შრედინგერის განტოლება არის დიფერენ- 

ციალური განტოლება. ის აღწერს ტალღური ფუნქციის უსასრუ- 

ლოდ მცირე ცვლილებებს. ამიტომ უნდა შევისწავლოთ წირებზე 

ინტეგრალის ინფინიტეზიმალური ფორმა. 

წირითი ინტეგრალის ზემოთ მოყვანილი ცხადი გამოსახულე- 
ბიდან უსასრულოდ მცირე § -სათვის ვპოულობთ 

” I/2 2 2(%%) =C- | 

Vს, =8,X,:!, -0+)=(-”–-) რC (I-4.1) 

აქ შენარჩუნებულია სიმცირის მიხედვით პირველი რიგი, 6! 

ვიცით, რომ გადასვლის ამპლიტუდა არის პროპაგატორი შემ- 

დეგი შინაარსით: 

V(X, 6) = |2> X:0, X M/(X,0) 

ჩავსვათ აქ C , მიილება 

» I/2 თ ”ი (ღე! - წმ ს. | 

თი) | |ძ»'7% " VI 2 ”ს/(ჯI0) (-4.2)   

27076 

შემოვიტანოთ ახალი ცვლადი 

2?) = X' – X (I-4.3) 

–-თ 

შეგვიძლია დავწეროთ 
/, 3 (6, I/2.= “, 

#C9=| 1 | (ძუდლ?-” ჩ 

2»VI§) >» 

ნათელია, რომ რაკი § არის ინფინიტეზიმალური, თუ 77 იქნე- 

  IC + ”.0) (I-4.4) 

ბოდა დიდი, ექსპონენტაში პირველ წევრს ექნებოდა სწრაფი ოს- 

ცილაციები და ასეთი წევრი ნულად გასაშუალოვდებოდა კონტინუ- 

ალურ ინტეგრალში მომდევნო ნაბიჯების გადადგმისას. ამიტომ 

მთავარი წვლილი ინტეგრალში მოვა შემდეგი არიდან: 
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I/2 

0<M < (2%) (-4.5) 
”! 

ამ დროს პირველ ექსპონენტში ცვლილება არის ერთის რიგისა. 

ამიტომ შეგვიძლია „ტეილორის მწკრივად გავშალოთ ინტე- 
გრალქვეშა გამოსახულება და რაკი ინფინიტეზიმალური ყოფაქცევა 

გვაინტერესებს, შევინარჩუნოთ წევრები § რიგამდე: 

VC§)= (-9- > ა”) I =- 'ს-% /ს+7MC+ 

-( ი | 1თ- ც-%/C0+0C")):CC0)+7VV0)+5-V “+ 0C”))= 
2»ჩ8 
  

  Iრო= MC 0)– #V(XVC 0)+ 7». 0)+5-/“ (+. 0)+0წ!.“ )) 

აქ დარჩენილი ცალკეული ინტეგრალები გაუსის ტიპისაა და 

მათი გამოთვლა ადვილად შეგვიძლია. სახელდობრ: 

"I . I/2 
· ბულ?” _ (27%) 

7 

MM! 2 

” 

." იძი: 26 =0 0-4.6) 
  

  

თ – . I/2 
ათ (ი?ძულ"M” _ #6 2716C 

-თ 71 72 

ამ ინტეგრალების აღებისას ვსარგებლობთ პირველი ინტე- 

გრალის გაწარმოებით პარამეტრის მიხედვით, აგრეთვე იმ ფუნდა- 

მენტური თვისებით, რომ კენტი ფუნქციიდან სიმეტრიულ საზ- 

ღვრებში ინტეგრალი ნულის ტოლია. ამავე დროს გამოყენებულია 

შემდეგი სახის რეგულარიზაცია (ეს აუცილებელია, რადგან ინტე- 

გრალქვეშ გვაქვს ოსცილირებადი სიდიდეები): 
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"2 

“, M (ო. ; |? · (+ 

|მელ-" = წი |მედ” აM = სთ # (27%) (I-4.7) 

ა-ს“ გ-. ” 

205 

ამ ინტეგრაციების გათვალისწინება წინა ფორმულაში მოგ- 

ვცემს: 

#თ9-(”-) იო Cი)- C#CVCთ)I+ მი(29%) „თ+2C) - 

იი). ტ იიი ი 2 ლ +700Vოთ+0C") 

  

ჩ|ს 2 მჯ? 

ზღვარში § ->0 ვღებულობთ დროზე დამოკიდებულ შრედ- 

ინგერის განტოლებას: 

2 2 

”! 0VX·ი = C #9 + ”თMCი (I-4.8) 
დ! 271 0X 

ამრიგად, წირზე ინტეგრალური წარმოდგენა შეიცავს შრედ- 

ინგერის განტოლებას და ინფინიტეზიმალურად მისი ეკვივალენ- 

ტურია. 

უნდა აღინიშნოს, რომ ფეინმანის მიდგომა არც ისე მოსახერხე- 

ბელია პრაქტიკული მიზნებისათვის. მაგრამ კონცეპტუალური ში- 

ნაარსით ის მეტად მნიშვნელოვანია. როგორც ვნახეთ, კონტინუა- 

ლურ ინტეგრალში პასუხი ჩაწერილია კლასიკური ფიზიკისათვის 

დამახასიათებელი სიდიდეებით – ტრაექტორია, ლაგრანჟიანი, ქმე- 

დება და ა.შ. ამიტომ დაისმის ბუნებრივი კითხვა: სად არის 

ჩამალული კვანტური მექანიკა? პასუხი შემდეგშია: კვანტური 

მექანიკა ნიშნავს უსასრულო (უწყვეტ) აჯამვას ყველა ტრაექტორიე- 
ბის მიხედვით, ე.ი. აქ მონაწილეობს ყველა შესაძლო ტრაექტორია და 

არა მარტო ერთი (კლასიკური) ტრაექტორია პრაქტიკულად 

ტრაექტორიების განუზღვრელობა, რაც დამახასიათებელია კვანტური 
მექანიკისათვის წირითი ინტეგრალის ფორმულირებაში მთავარ 

როლს ასრულებს. 

მეთოდის დადებითი მხარე იმაში მდგომარეობს, რომ შენარჩუ- 

ნებულია კლასიკური მექანიკისათვის დამახასიათებელი ცნებები, 

რაც უფრო ნათელს და გამჭვირვალეს ხდის ამოცანების ფორმუ- 
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ლირებას და ლაგრანჟისა და ჰამილტონის მეთოდების სრული გა- 

მოყენების საშუალებას იძლევა. 

ახლა გავერკეთ კიდევ ერთ პრობლემაში: როგორ უნდა 

მოვიქცეთ, როცა ჰამილტონიანი არ არის განცალებადი ფორმისა, 

(-2.21)? ამ დროს გადასვლის ამპლიტუდის (I-2.20) გამოსახულება 

გამოიყენება ე.წ. ეფექტური ქმედების ასაგებად, რომელიც არ 

ემთხვევა ქმედების ჩვეულებრივ გამოსახულებას. 

მაგალითისათვის განვიხილოთ შემდეგი არაწრფივი ლაგრანჟიანი 

L=+4'/0) (-4.9 
სადაც #L(ი)არის ძ-ს არასინგულარული ფუნქცია. ეს ლა- 

გრანჟიანი აღწერს სისტემების კერძო კლასს, როცა პოტენციალი 

დამოკიდებულია სიჩქარეზე. კანონიკურად შეუღლებული იმპულსი 
ასე გამოითვლება 

ხოლო ჰამილტონიანია 

MLCწ,0ძ)= იძ – L = –ი'VCV)I' 
განმარტების თანახმად გადასვლის ამპლიტუდა ტოლია 

>) გნოსა-თ 1 99თ+)) ”! ძ ( 
Vს,,9,:!,9,)= IIIMი, IC > “ 

იმპულსით ინტეგრაცია ისევე ჩატარდება. მივილებთ: 

V-I ძ 15. %-თ-L /(9+თ+ 

ნამი “)- 1 რალი I, იაა 

2 (55%). 
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უკანასკნელი მამრავლი შეიძლება ასე წარმოვადგინოთ: 

ერბოს) 
= თი გ: 26 / იამი! = თი 140) Mი /C)) 0-4.11) 

სადაც გამოყენებულია შემდეგი ზღვრული გადასვლები 
I 2,5 |ძ,, <6, –> 6(, –(,) 0-4.12) 

” 8 

საბოლოოდ (I-4.10) გამოსახულება ასე გადაიწერება: 

V-I ძძყ, 

Vს,,9«,:/,9,)= სთ 1 2„Vი)? ი 

იც ეეეტაბა სტე გირები): 
V-I 

= Iი (| _ - = ით II Cთ თ)? იჯის§„ ). ((-4.13) 

სადაც 

§, = I4 IC, გ)– “ტ()სი /C )= MM, (V9) (414 
ეს შედეგი ჰირველად მიიღეს ლიმ და იანგმა; 

L6# 1.M. ი/!ძ XIIდ C-IV. CხX5. ILCV., 128, 885 (1962). 

როდესაც გამოთვლები ტარდება ამ ქმედებით (ან ლაგრანჟი- 

ანით), წარმოიქმნება უსასრულო წევრები, რომლებიც შეკვეცავენ 

((-4.13)-ში ცხადად სიმბოლური სახით ამოწერილ 4ტ(0) წევრს. 

როცა ატარებენ გამოთვლებს, შეიძლება დავუბრუნდეთ უკან (L- 

4.13 გამოსახულებს ცხადი სახთ M#->თ ზღვარზე 

გადასვლამდე ჩავატაროთ 09,-ინტეგრაციბი და შემდეგ 

გადავიდეთ ზღვარზე MV –> თ. 

35



თავი II. 

წირჯზე ინტეგრალების გამოთვლის 

უმარტივესი მაგალითები 

შევნიშნოთ, რომ წირზე ინტეგრალი არის ფუნქციონალური 

ინტეგრალი. სახელდობრ, ინტეგრალქვეშა გამოსახულება, რო- 

მელიც ფაზურ ფაქტორს წარმოადგენს, არის ტრაექტორიების 

ფუნქციონალი საწყის და საბოლოო წერტილებს შორის. რადგან 

საზოგადოდ შეუძლებელია ასეთი სიდიდეების მიხედვით აპე- 

ლირება, უნდა შესწავლილ იქნას ცალკეული მარტივი სისტემები. 

განვიხილოთ ზოგიერთი ტიპიური მაგალითი: 

II-1. თავისუფალი ნაწილაკი 

თავისუფალი ნაწილაკი არის უმარტივესი კვანტურ-მექანიკური 

სისტემა. მის ლაგრანჟიანს აქვს სახე 

+2 
ჩ=7%>X   (I-1.1) 

ამიტომ, განმარტების თანახმად უნდა გამოითვალოს შემდეგი 

გადასვლის ამპლიტუდა: 

LIV,,X,:(,,X,)= 

#2 «გარ X>-%- (II-1.2) > 
შემოვიტანოთ ცვლადი 

ღას2თი 
I/2 

= ” | „ 
» ცი-| · 

მაშინ წინა გამოსახულება ასე გადაიწერება: 
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: (ა: ,% – 

VV,.X,:V.X)= დ 2) (2) ღე6ეუა-ა. '. 
. 0 V 2776 I 
M-–++4 

ეს კი არის გაუსის ინტეგრალი, რომლის გამოთვლა შეგვიძლია 

სხვადასხვა გზით. ჩვენ გამოვიყენოთ უმარტივესი ინდუქციის მე- 

თოდი. ჯერ შევნიშნოთ, რომ 

I, თიVCV, – X)? +(», – ”/,)?1= 
2 

= ICI), 6Xი ს =- +1C, - = 
2 

–__ 
ვხედავთ, რომ ინტეგრაციამ ამოაგდო შუალედური ცვლადი და 

კვლავ გაუსიანი დატოვა. 

ახლა დავამტკიცოთ შემდეგი ფორმულა (II. ჩგIელი. MX823I+0889 

#060ი"!ი ი099.C01ი6.214): 

IM იჯ CXიL2(X, – ძ)+(X -X,) +..+(ხნ-»,) 1= 

"2 
ს ” (4 

- C ე თი “--6- ი" | (II-I.5) 

მტკიცება მიდის ინდუქციის მეთოდით: დავუშვებთ, რომ ეს 

ფორმულა სამართლიანია რაიმე 71 -ისათვის და უნდა დავამტკი- 

ცოთ, რომ ძალაში რჩება, როცა გადავდივართ (VI + 1) -ზე. 

გვაქვს 

წთის2I> – ი) +..+(ხ-X) M ...0VX,, = 

- 5») ჯი; -(, – 0) 6026 – #ა/ რ. - 
-თ 
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აქ კი შეგვიძლია ვიმოქმედოთ ისე, როგორც VII-1.4)-ში. შემოგ- 

ვაქვს ცვლადი X#” = X,,, – ძ. მაშინ კვადრატულ ფრჩხილში მო- 

თავსებული გამოსახულება მიიღებს სახეს: 

    

    

',+C 26-ე =” 2 -2»ტხ-ი)+(6- 4) = 
# +I M+I 

_ M+2)| _ #+I,, _ _) „_ 

-792, „12 ი +ვი ი) 

(1+1Xხ-0ძ) 
ახლა ჩავსვათ I – = 2 მაშინ მივიღებთ შემდეგი 

M+2 
სახის ინტეგრალს 

ი ი 1I/2= · 

(CI | გლის 2 6-თ' + - 
(1+1)”) 11 »+1 M+2 

1" ფე!) I/2 12 2 

- იი) 9, ც6-ი', 
რაც თანხვდება (II-1.5)-ს, როცა იქ შეცვლილია #/ –> /7+I. 

  

  

რაც შეეხება კერძო შემთხვევას # =1, ამ დროსაც სამართლიანია 
ეს ფორმულა, რაც ჩანს (II-1.4)-დან. 

ამრიგად, VIII-1.5) თანაფარდობა დამტკიცებულია. 
ამიტომ თავისუფალი ნაწილაკის პროპაგატორი გამოდის 

I/2 

CL,, X,:6,X,)= ==) თი %ნ.1) (I-1.6) 
„ "/ 

სადაც 

51X,1= (45 -ო' C, = (I-1-7) 

ეს იმიტომ, რომ. თავისუფალი ნაწილაკის სიჩქარე მუდმივია. 

რაკი 
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ამის გამო 

თნ, - XV 
§ILX, 1 ლ –__ (I-1.8) 

2 (I, –/, 

გადასვლის ამპლიტუდის ამ ცხადი სახიდან გამომდინარეობს, 

რომ პროპაგატორი აკმაყოფილებს თავისუფალი ნაწილაკის შრედ- 

ინგერის დროით განტოლებას 

  

ხშირად გამოთვლის სხვა მეთოდებიც გამოიყენება. ქვემოთ 
აღვწერთ ერთ-ერთ ყველაზე გავრცელებულ მიდგომას საილუს- 
ტრაციოდ, რომელიც განსაკუთრებით ეფექტურია კვადრატული 

ლაგრანჟიანების შემთხვევაში, 

წარმოვადგინოთ ნებისმიერი წირი ასე 

XL) = X,,(X)+ XC) (I-1.9) 
ანუ როგორც კლასიკური წირი და მისგან გადახრა. კლასიკური 
წირი ეილერ-ლაგრანჟის განტოლებას აკმაყოფილებს. გადახრას კი 

უნდა მოეთხოვოს შემდეგი სასაზღვრო პირობის შესრულება 

»V,)= XV,)=0 (I-1.10) 
ჩავსვათ ეს წარმოდგენა საწყის ლაგრანუიანში (II-1.1) და 

გავშალოთ ლაგრანუიანი ასე 

1 მ'# 
+ > · . 

2 მX0–IX 
60)=#C,+7)= #C.)+-” 

რადგან ლაგრანუჟიანი მხოლოდ მეორე ხარისხისაა, ეს გაშლა 

არის ზუსტი, ამიტომ ქმედებას ასე ჩავწერთ: 

.2   

    1- " 

I მ?L 
+“+-– 

2 მXმX 
.2 

  

“ მ! 
§ = |ძ!( #CI)++» 

    XV + 

39



მეორე წევრში გამოვიყენოთ თანაფარდობა 

“ )| 
მL 0# მL 

IV–> =|–– XV -IM4 17 
; C"X 02XI., , მ! XI 

ბოლო წევრი მოძრაობის განტოლების გამო ი პროპორციულია 

ნაწილაკის აჩქარებისა და ამიტომ, ნულის ტოლია. ამ თანაფარდო- 

ბაში პირველი წევრიც ნულის ტოლია (I-1.10) სასაზღვრო პირობის 

გამო. ამიტომაც პირველი წარმოებული საერთოდ ამოვარდება და 

დაგვრჩება 

    

§=5, +> |ძი»” (L-1.11) 

სადაც 

„, 

ა = ILC-) 

ამრიგად, პროპაგატორისათვის მიიღება ჩვენს მიერ ადრე გა- 

მოყვანილი გამოსახულება. 

ეს მეთოდი განსაკუთრებით ეფექტურია ზოგადი კვადრატული 

ფორმის შემთხვევაში: 

#=0C)»? +ხ()XX+C(II»? + ძ(I/)X+9(II+ / (I) (I-1.12) 
კვლავ განვიხილოთ (I-1.9) წარმოდგენა. ლაგრანჟიანი გავშა- 

ლოთ ტეილორის მწკრივად: 

მL 1(2'/ . _მ'L მ'L ”) (I-1.13) ! მL ! : 
#(X.XI)= ჩნიბიი“5ე. - V“ “მა, 14 125, +255 %5: 

ეილერ-ლაგრანჟის განტოლების გამოყენებით აღმოჩნდება, 

რომ პირველი წარმოებულების შემცველი წევრები განულდება და 

დაგვრჩება 

§ =5კე+ IM ი()»: +ხ()/7+CC0)X?) (I-1.14) 

ამიტომ პროპაგატორი ასე ჩაიწერება 
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/ 
5, 

Vს,,X,:,,X,)=6" X 

, ./ (I-1.15) 

X Iს»თფთფთ » I4I((იC)»? + ხ(I)V7 + C(ი))» 

რაკი X,>: არ ჩნდება წირით ინტეგრალში, ამიტომ ეს 

უკანასნელი შეიძლება დამოკიდებული იყოს მარტო (,,!, -ზე ანუ 

LV, ,X,:0,X,)= #ს, „,, IთიI15,| (I-1.16) 

I-2 ჰარმონიული ოსცილატორი 

ოსცილატორის ამოცანა ყველაზე მნიშვნელოვანი ამოცანაა 

კონტინუალური ინტეგრალის ფორმალიზმში. როგორც ცნობილია, 

შრედინგერის განტოლება წრფივი ჰარმონიული ოსცილატორისათ- 

ვის ამოიხსნება ზუსტად. საინტერესოა, რომ კონტინუალური ინტე- 

გრალის გამოთვლა ამ შემთხვევისათვის ხდება აგრეთვე ზუსტად, 
რაც სავსებით მოსალოდნელი იყო, რადგან ამოცანა შეიცავს 

მხოლოდ კვადრატულ დამოკიდებულებას და ამიტომ გაუსის ინტე- 

გრალებზე დადის. 

ამოცანას ჩამოვაყალიბებთ ზოგადად: განვიხილოთ ოსცილა- 

ტორი, რომელიც ურთიერთქმედებს გარეშე წყაროსთან და აღი- 

წერება ლაგრანჟიანით 

L = 1 „ვ? 
2 

ჩვენ შეგვიძლია ვიგულისხმოთ დროზე დამოკიდებული წყარო 

V(V), როგორც გარეშე ელექტრული ველი, თუ ოსცილატორი 
ელექტრულად დამუხტულია. თავისუფალი ჰარმონიული ოსცილა- 

ტორი აქედან მიიღება წყაროს გამორთვით VCI) –> 0. უფრო მე- 

ტიც, ვიცით, რომ თუ წყარო დროზე დამოუკიდებელი იქნება, მაშინ 

ამოცანა კვლავ ამოიხსნება ზუსტად, რადგან ლაგრანჟიანის გარ- 

დაქმნით მივაღწევთ ამას. მართლაც: 

- პოდ» + VX (I-2.1) 
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: 2 
-__..._ _. »ჯ-- 7 V 

2 2 2 2 
+1-–-.- = 

თ“ 2თ. (LII-2.2) 
2 

= წ – 1, ა?ჯ? + / 
2 2 20)“ 

სადაც შემოვიტანეთ ახალი კოორდინატა 

  

  X=X- (I-2.3) 
9 

MC 

სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, ამ შემთხვევაში ოსცილატორის 

კლასიკური წონასწორობის მდებარეობა წანაცვლებულია მუდმივი 

სიდიდით. სისტემა იქცევა როგორც ზამბარა, რომელიც თავისუ- 

ფლად არის შეტიგტივებული ერთგვაროვან გრავიტაციის ველში. 

ამრიგად, (LII-2.1)) ლაგრანჟიანით ალწერილი სისტემა საინტერესო 

ყოფილა სხვადასხვა კერძო მაგალითების განხილვისათვის 

სხვადასხვა ზღვრულ შემთხვევებში. 

ამ ლაგრანჟიანიდან გამომდინარეობს ეილერ-ლაგრანჟის გან- 

ტოლებები კლასიკური ტრაექტორიებისათვის. მათ აქვთ სახე 

25IX) =0 
ძXV) (I-2.4) 
MIX,, + IICთ”X, – I =0 

გადასვლის ამპლიტუდაა 

  

") 
დს X, 1, ,X,)= 4 ჩია!" (II-2.5) 7 

რაკი ქმედება მხოლოდ კვადრატულ ფორმას შეიცავს XC ) დი- 

ნამიკური ცვლადის მიმართ, ამპლიტუდის გამოსათვლელად მას 

წარმოვადგენთ როგორც კლასიკურ წირს და მისგან გადახრას 

XLI) = X,,(I)+ XLI) (I-2.6) 
ამის შემდეგ ნათელია, რომ 

§IX)= 5ს,I++ M(რა! – »თ?»?) (I-2.7) 

XV) ცვლადი წარმოადგენს კვანტურ ფლუქტუაციებს კლასი- 
კური წირის მახლობლად, სახელდობრ, ის ზომავს ტრაექტორიის 
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გადახრას კლასიკური ტრაექტორიიდან რადგან ტრაექტორიის 
ბოლო წერტილები დაფიქსირებულია, ფლუქტუაციები დააკმაყო- 
ფილებენ შემდეგ სასაზღვრო პირობებს 

XV)=»(,)=9 (I-2.8) 
ნათელია, რომ ყველა წირზე აჯამვა ეკვივალენტურია აჯამვისა 

ყველა შესაძლო ფლუქტუაციების მიხედვით, რომლებიც ამ შეზ- 
ღუდვას ემორჩილებიან ამიტომ გადასვლის ამპლიტუდას ასე 

გადავწერთ 

VV,.»,:/,.X, )= 

XI, I+ 10 –- თ!» 1 
(II- 2. 9) 

“ას, 1 ' | (ო:?-ოთ'V?) 

= /6" ხა! I LX» “, 

ეს არის ინტეგრალი, რომელშიც ექსპონენტა კვადრატულია 

ცვლადის მიხედვით და შეიძლება აღებულ იქნას სხვადასხვა გზით. 

= 4 ი» 1 

– ფურიე-გარდაქმნის მეთოდი 

სხვადასხვა მეთოდებს შორის ყველაზე გამჭვირვალედ გამოიყ- 

ურება ფურიე-გარდაქმნის მეთოდი, რომელიც დაწვრილებით არის 

აღწერილი ფეინმანისა და ჰიბსის წიგნში (ჩნ.0XIIIIM2M, ტ#. XIMVC660C, 

LC8გხყ0ი8გი Mლ6XმMIIი ” MI ლიმხ წი “იმი ”0იIM MVIი, 

M0C%82,1968) 

პირველ რიგში შევნიშნოთ, რომ გადასვლის ამპლიტუდის ინ- 
ტეგრალქვეშა ექსპონენტა დროზე ცხადად არ არის დამოკიდე- 

ბული. ამიტომ ჩავატაროთ ცვლადის შეცვლა 

/(–>L1(-/ 
ამ დროს ამპლიტუდა ასე გადაიწერება 

L 

.==> -თ” ?) 

IV 6 ი (0I-2.10) 
“. 

LIV,,X,:/,X,)= 4 

სადაც გამოვყავით დროის ინტერვალი 7 =1„/ –?,. ხოლო სა- 

საზღვრო პირობა ასე გამოიყურება 
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X00)= XC) =0 
ამის შესაბამისად ფლუქტუაციები ტრაექტორიის ნებისმიერ 

წერტილში წარმოვადგინოთ ფურიეს მწკრივად 

)=5-ი, აი რ) #7 მთელი რიცხვია. (II-2.11) 
ი«=! 

ამრიგად წირისათვის ვიყენებთ აპროქსიმაციას „ფურიე- 

წირებით"“. თუ ჩვენ გაშლის კოეფიციენტებს ძი, ისე შევარჩევთ, 

რომ 

= 
.· | #7? 

X», = 24, აი 7”/| 
012) 7 

მაშინ ფურიე-წირები, ცხადია, გაივლიან დაყოფის იმავე შუ- 

ალედურ წერტილებზე (X,()-სიბრტყეში. ახლა შეგვიძლია ჩავა- 

ტაროთ საჭირო გამოთელები. ვპოულობთ: 

IM” = 2. IM, ძ ((0Cელელ ულა აC (II-2.12) 

სადაც გამოვიყენეთ კოსინუსის ორთოგონალურობის თვისებები. 

ანალოგიურად 

L 7 

Mი”ი („/)= 2, |ძი, ი „ი ი აი 2 - = 2.“ (I-2.13) 
ი.I=I 0 ჩ<I 

რაკი ფურიე-წირებზე გადავედით, ნათელია, რომ ინტეგრაცია 

ყოველი კვანტური ფლუქტუაციით ეკვივალენტურია ინტეგრაციისა 
გაშლის ი, კოეფიციენტების ყველა შესაძლო მნიშვნელობით. 

ნათელია აგრეთვე, რომ გვაქვს ზუსტად იმდენივე IM –) დამოუ- 

კიდებელი ფურიე-კოეფიციენტი თ,. ამიტომ გადასვლის ამპლი- 

ტუდისათვის შეგვიძლია დავწეროთ 
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Lს, .Xჯ, :,,X,)= 

=- 2 (I-2.14) 
= მი 4,2" ჩშ V.. >. MM L. 252) „ი? - ითი: | = 

M-ა»ჯ ი2 

· §L.,) (91 
=> I9ი,.. ძი» 6 თი ე შე XI C3) - 2 

M-++# 

აქ ვგულისხმობთ, რომ გარდაქმნის იაკობიანიდან წარ- 

მოქმნილი ყველა შესაძლო ფაქტორი შეიძლება ჩაირთოს 4” კოე- 

ფიციენტში, რომელსაც შემდგომში განვსაზღვრავთ. 

ვხედავთ, რომ ამ შემთხვევაში გადასვლის ამპლიტუდა არის 

ერთმანეთისგან განცალკევებული ინტეგრალების ნამრავლი, ამას- 

თან თითოეულ მათგანს აქვს გაუსიანი ფორმა, რომელიც ადვილად 

გამოითვლება. მართლაც 

IMი, თი 27) “I = 

(2 -» - 

ა) (2) ს (2) 
ჩავსვათ ახლა ეს ცალკეული ინტეგრალებისათვის გადასვლის 

ამპლიტუდის (II-2.14) გამოსახულებაში, მივიღებთ 

: (I-2.15) 

–I72 

'§ს,I#-I თ?“ VL,,X,:6,X)= 1Iი 4 რ" LI I-(%) (-2.16 
M=I ლთ 

ახლა გამოვიყენოთ ცნობილი იგივეობა (იხ. მათემატიკური 

ცნობარები) 

1852. “ ჯირთ?7 
I) 1-– - = (I-2.17) II1. > რ) 1 წ 

M=I 
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მიიღება 

, 1ყL))/ 590 თI XV "” 
CVV,,X,;I,,X,)= )Iიი #40 I-2.18 LC», X) ეთ 48 ( ი I! | ( )   

M–-–თ 

4” მუდმივის განსაზღვრა შეიძლება მარტივად: საკმარისია 

შევნიშნოთ, რომ როცა თ =0, ჰარმონიული ოსცილატორი დადის 
თავისუფალი ნაწილაკის ამოცანაზე, რომლისთვისაც უკვე ნაპოვნი 

გვაქვს გადასვლის ამპლიტუდა, რომელსაც აქვს სახე (II-1.6): 

ღ IV. ( . ” ” :9სს) 

# ' 

შედარება იძლევა 

Iწ/2 

სდ 4“ =| ” | (I-2.19) 

ამრიგად, განვსაზღვრეთ გადასვლის ამპლიტუდის საბოლოო 

სახე ჰარმონიული ოსცილატორისათვის 

I/2 . -V2 ; 
( . )= ” 51ი თ7' :5IXVI. _ 

სიე (,,X/,,X,)C ––-– C = 

  

  

27177” თ7. 
1/2 · 

MC ! = _ ”რ _ +<დ 
- თთ; 8) 

აბსოლუტურად ნათელია, რომ ეს გამოსახულება დადის 

თავისუფალი ნაწილაკის გადასვლის ამპლიტუდაზე ზღვარში, როცა 

თ –>0. 

(I-2.20) 

–კლასიკური ქმედების გამოთვლა 

გადასვლის ამპლიტუდის სრული განსაზლვრისათვის გვჭირ- 

დება კლასიკური ქმედების გამოთვლა. ამის გაკეთება არც ისე ძნე- 

ლია. ქვემოთ ეს იქნება გადმოცემული საკმაოდ ზოგად კონტექს- 

ტში, რათა დაფიქსირდეს გამოთვლის ერთ-ერთი ეფექტური მეთოდი. 
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გავიხსენოთ, რომ მოცემული სისტემისათვის ეილერ-ლაგრან- 

ჟის განტოლებას აქვს სახე 

MIX, + MIთ X, – » =0 
სხვა სიტყვებით, კლასიკური ტრაექტორია არის შემდეგი გან- 

ტოლების ამოხსნა 

ქ? V(I) 
(25+ი ი - 70 (I-2.21) 

ამ განტოლების ამონახსნი ჩაიწერება ერთგვაროვანი გან- 

ტოლების ზოგადი ამონახსნის და არაერთგვაროვანი განტოლების 

კერძო ამონახსნის სახით: 

X.)ს)=X,V)+»,C). (I-2.22) 
სადაც ერთგვაროვანი ამონახსნია 

X.(I)= 42“ + 8“ (I-2.23) 

ხოლო 4 და #8 არის ნებისმიერი კოეფიციენტები. 

კერძო ამონახსნის მოსაძებნად გამოვიყენოთ გრინის ფუნქციის 

მეთოდი. ამ განტოლების გრინის ფუნქცია განიმარტება განტოლე- 

ბით 

  

4 5 ი' | –!)= -ბ( –!) (I-2.24) % 

ნათელია რომ თუ ცნობილი იქნება გრინის ფუნქცია, 

CC – !') , არაერთგვარო- 

ვანი ამონახსნი ასე ჩაიწერება 

X,(,)= – I0C _უჟ/იო (I-2.25) 
/// 

თვითონ გრინის ფუნქცია ადვილად აიგება შემდეგი ფურიე- 

გარდაქმნის გამოყენებით 

CV –,)= (2=24იმრ (I-2.26) 

ამავე დროს 
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ბ(, –,)= აი 

ჩავსვათ ახლა ეს ყველაფერი (II-2.25) განტოლებაში. მიიღება 

> I I 
CIL)=––==–-=----- (II-2.27) ( ) ი ? ო 

შესაბამისად, გრინის ფუნქციაა 

იMV-" ) 

(ს –(,0= MM5-> – (I-2.28) 

პირველივე შეხედვით ი ნათელია, რომ 8 ინტეგრალქვეშა გამოსახ- 

ულებას აქვს პოლუსები წერტილებში: # = +Cთ). ამიტომ ეს ინტე- 

გრალი უნდა განიმარტოს კომპლექსურ სიბრტყეში გაგძელებით და 

ნაშთთა თეორიის გამოყენებით. ამისათვის აუცილებელია ავირჩიოთ 

კონტური კომპლექსურ # -სიბრტყეში. ჩვეულებრივად, კლასიკურ 

მექანიკაში აინტერესებთ დაგვიანებული და წინმსწრები გრინის 

ფუნქციები. მაგრამ კვანტურ ველის თეორიაში ფუნდამენტური 

მნიშვნელობა ენიჭება ფეინმანის გრინის ფუნქციას, რომელსაც 

შეესაბამება ნახაზზე მოცემული კონტური. 

I? X ი 

IC L 

  

ნახაზი 7 

ამის სათანადოდ უნდა მივიღოთ შემდეგი განმარტება 

1 1 
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1 1 1 
= IIი 

6-0 2#ჯ L+CთC–I06 L- თ+Iბტ 

სადაც შემოვიტანეთ 

  (I-2.29) 

ბ6=-- 
2Cთ 

სხვა სიტყვებით, გრინის ფუნქციას (II-2.29) განტოლებაში შეგ- 

ვიძლია შევხედოთ, როგორც შემდეგი დიფერენციალური გან- 

ტოლების ამონახსნს 

§-30' 

2 

ხე 5 +თ“” -ი, V –/)= –6C –I') (I-2.30) 

სისრულისათვის”ს შევნიშნოთ რომ დაგვიანებული და 

წინმსწრები გრინის ფუნქციები ამ ენაზე შეესაბამება შემდეგ არ- 

ჩევას 

Cღ”“ (%) = სი - ––----- (I-2.31) 
6-0" 2-2) – თ. 

რასაც შეესაბამება კონტურების ასეთი კონფიგურაცია 

II # წთ # 

## L    
ნახაზი 8 

ფეინმანის გრინის ფუნქციის შემთხვევაში კონტური უნდა 

ჩავკეტოთ ქვედა ნახევარსიბრტყეშიი როცა 1- ”>0. მაშინ 

მიიღება 

–M(-I') 
C 

ცოც _,/)= I -- მნ ----–უ–-–-–ი= 
L-7)= 6-0" 2 (C+თ-I6XL-თ+17) 

1 სარ ) 1 

=-“ (-2»„ =-- გ-ი II-2.32 
2. >“ 2 0I-2.32) 
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მეორე მხრივ, როცა (-I/'<0, კონტურს ჩავკეტავთ ზედა 
ნახევარსიბრტყეში. მღულით 

-”#-') 
C 

CL )(, –,)= მი > რი... 
L-)= §-ი" -| (+თ –(65X(-თ+(9) 

1 . წ ) 1 _, 

– 27 =- ტირი (I-2.33) 
2# –-2ი 2,0 

ამრიგად, ფეინმანის გრინის ფუმქციას აქვს სახე 

  

ი” (I–') გ'რV-I) 

+0I -0-     თ. -I)=0C –! I= (I-2.34) 

ამ გრინის ფუნქციის ას შემდეგ ს არაერთგვაროვან 

ამონახსნს ჩავწერთ შემდეგნაირად 

«0=-I4C, V- უი) --1 4 
დ”“- "ა 

<--V)+ IM -- --)C )- (I-2.34) 

2/')C) 
= >, |ძI4“ იირი0ყ(ე+ 1 )კ(' | 

ამიტომ 

X,ს)= 4-“ +8C“ -:2) IV5 “" )/Vე)+ (დრ 9 I/7) 1 -2.35) 
წ// >) 

დავადოთ სასაზღვრო პირობები 

X. C,, ) =X,, X 8 )= X, (I-2.36) 

და ამოვხსნათ ნებისმიერი მუდმივები საწყისი და საბოლოო კოორ- 

დინატების მეშვეობით: 

  

2”, ', 

“ 2I890თ7 ს,“ _” IM §Iი თ – (,XC') 

. ული უჯ |(06” –», მაილენის «ს, –”VC) 

ამ თანაფარდობათა გათვალისწინებით კლასიკური ტრაექტო- 

რიისათვის ვღებულობთ 
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  = -L ყყით(I –/,)+ X, §ითს, –(/)+ 3 (“ოდი ა05თ( – I) – C05თს, +(, –/ –/')) - 

I 21 იIMVX “+ (თოლი) 

ახლა უკვე შეგვიძლია კლასიკური ქმედების მიღება ლაგრანჟი- 

ანის შედგენით და ინტეგრაციით დროის მიხედვით. მიიღება 

თ 

51» „კ 
29067 ს? +X; )C0§ თ7' – 2X,X,1+ 

(II-2.37) 

    + IMით თს, –/)+ 2: 40 51ით(I –/,)– 
ი თ» 5Iი თ7' 

1 , /, , . 
| ; 

ს ოთვით» Iრ“ V()ფი თს, –/)ით(C” – “MC ) 

ამით მთავრდება დროზე დამოკიდებულ გარეშე წყაროსთან 
ურთიერთქმედი ჰარმონიული ოსცილატორის გადასვლის ამპლი- 

ტუდის გამოთვლა. 

– ჰარმონიული ოსცილატორის სპექტრის გამოთვლა 

ზემოთ მიღებული ფორმულიდან შეგვიძლია განვიხილოთ 

მნიშვნლოვანი კერძო შემთხვევები შევისწავლოთ, მაგალითად, 
თავისუფალი ჰარმონიული ოსცილატორი. ამ დროს უნდა ავიღოთ 

–”»” =0 და დაგვრჩება ს 

ა I- 251 ით 
ბუნებრივია, რომ შედეგი სიმეტრიულია 1! «> / გადასმის მი- 

მართ. თუ შევაერთებთ ადრე გამოთვლილს (II-2.20) და ახლა მიღე- 

ბულს ერთად, დავასკვნით, რომ ოსცილატორისათვის გადასვლის 

ამპლიტუდა ყოფილა: 

_ირი (2 +X7 )-0§ თ? -2X,X, | (I-2.38) 
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_.” 
MICთ II 

მხარისა) “ი ს“ 
„2 : _ ღლე თ: 35- ცს? + »ჯ )C0§ თ, – 2X,X, I 

(II-2.39) 

2777! §1I) 027. 27 510 0)7' 

სპექტრის გამოსათვლელად გადასვლის ამპლიტუდა ჩავწეროთ 

სისრულის პირობის გამოყენებით შემდეგნაირად: 

V = პი თ, (CL, X; (>) (I-2.40) 
„50 

ახლა გამოვიყენოთ თანაფარდობები ტრიგონომეტრიიდან: 

(510 თ7' = აი“ ს _ ი->ი”) 

C050)7' = – ს + გ?) 

ამ თანაფარდობების გათვალისწინებით გადასვლის ამპლი- 

ტუდის წინა გამოსახულება ასე გადავწეროთ: 

თ I. კ 72 იარი 4ს ათრია 
7) 

კათ). 01-2.41) 
MCთ ( ; :)1+6“” 4X,X,60 

XნX0ეპმ-–- --– IX + - .. +“ 2თI 
L-6 1-6 

თუ ახლა ამ გამოსახულებაში მარჯვენა მხარეს გავშლით 6” 

ფუნქციის ხარისხების მწკრივად, რაკი ამ მწკრივის პირველი კოე- 

ფიციენტი აქ არის გ '//2, ამიტომ გაშლის ნებისმიერ წევრს 

ექნება სახე 6 “” 26 ი”, სადაც I =1,2,2,... ეს კი ნიშნავს, რომ 
ენერგიის დონეები განისაზღვრება ფორმულით 

§, =Mთ(M+1/2) (I-2.42) 
ამრიგად, მივიღეთ დონეების ცნობილი ფორმულა. მაგრამ 

ტალღური ფუნქციებიც რომ მივიღოთ, აუცილებელია მოვახდინოთ 

მწკრივად გაშლა ბოლომდე მეთოდის საილუსტრაციოდ გან- 
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ვიხილოთ, მაგალითად, #M#=2 ამოხსნა. ამისათვის (II-2.41) გა- 

მოსახულების მარჯვენა მხარე უნდა გავშალოთ ამ რიგის წევრე- 

ბამდე. გვაქვს: 

»თ I/2 9 I 

C3 6 2?I1+- 6 4” + 
7 2 

#Mთ #Cთ · #რთ - 
თთ - 526; +X/)-5- ნ? +X7 MX 2 კ. )+ 2- –XX,09 რ” + 

1 

ანუ 

თ II. -მ2ნ2+I2) L. _;, 
(ლი რ 2 რ”. 1+ – 6-2 | X 

წ//7) 2 

| 2710 
X41+ 

(II-2.43) 

ახლა გამოვყოთ უმცირესი რიგის წევრის კოეფიციენტი 

ბ ირო/ე ) ჯ 
IC -796. +X, ) –,იI72 იუნი ( M; 

(%) 22 ი09=0) თს) 
ეს კი ნიშნავს, რომ 

წა = #თ (I-2.44) 
2 

  

“ია” ს 4M“თ“ ააა” Mთ - 
X,7X,0 +“ --X-X6 _ #6 (2 +X7X# 29. 

27 ჩ 

და 

I/4 „თ; 
00 “ი. =|--–-– 2 (II-2.45) თა(») ( 3 

შემდეგი რიგის წევრი იქნება: 

»რ) ( 
გ-!თ7/2-Iთ? /1C) 0. 2, 

X2+X1) 2 --671 · 

როი) გ XX, =6 თ,(L,X; C,)   

აქედან ჩანს, რომ 

#, => =#Cთ(1+I/2) 
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პარ XCთ- (») (I-2.46)   

და C, (X)= 

შემდეგი წევრია 
I 3 _- ს? + 2..2 ”%| „IM 20 თ" ;. _ ი6 624 -7)+1| (I-2.47) 

თ» ჩ 2 
  

2 

ს? '“/ 

5, 
რაც მრავლდება ფაქტორზე თი – 247. ამიტომ ენერგიისთვის 

იძლევა 

ნ, ==ჩთ =Mთ(2+I1/2) (I-2.48) 

ა
დ
ი
 

და რადგან (I-2.47)-ის ფრჩხილებში მოთავსებული გამოსახულება 
ფაქტორიზდება ასე: 

12949.) 29» -)| 

  

2 # 

ამიტომ ვღებულობთ შემდეგი სახის ტალღურ ფუნქციას: 

1 (2თ. ე | 
X)=–= X –I Xჯ (I-2.49) თით = (27 » - 

და ა.შ. აიგება დანარჩენი ფუნქციებიც, რომლებიც, ისევე როგორც 

ზემოთ მოყვანილი, დაემთხვევა ჰარმონიული ოსცილატორის ცნო- 

ბილ ამონახსნებს. 
ამ ფუნქციების აგების ზოგადი რეცეპტი ალწერილია წიგნში: 

ს.00C1)IსMM89II./#ტ.XII66C 

MივყI0809 MCX8LIIIX2 II IIMI6წვმიხ! 00 +0306--0ი01!9M. CIი9.230. 
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თავი III. 

სამგანზომილებიანი შემთხვევა 

ზემოთ ჯერჯერობით ყველგან ვიფარგლებოდით ერთგან- 

ზომილებიანი განხილვით, როცა გვქონდა მარტო ერთი სივრცული 

კოორდინატა. აშკარაა, რომ ფიზიკურად უფრო საინტერესოა მრა- 

ვალგანზომილებიანი (სამგანზომილებიანი) ამოცანების განხილვა. 
საგულისხმოა, რომ ზოგადი თანაფარდობების მიღება, როგორც 

ქვემოთ დავინახავთ, არ ხვდება რაიმე პრინციპულ შეზღუდვებს. 

ასევე ადვილად გადავალთ რადიალური ამოცანების ჩამოყალიბე- 

ბაზე, როცა საჭირო იქნება ცენტრალური სიმეტრიის პოტენ- 

ციალების განხილვა. 

II-1. ფეინმანის წირებზე ინტეგრალი 3-განზომილებაში. 

პროპაგატორი განმარტებული გვაქვს ჩვეულებრივად, როგორც 

გადასვლის ამპლიტუდა: 

Vს,,X X„:/,,X, )= Mს,,X,:/,,X, )= (», 6 " 

-2 ია! 30%M ო(უჯ) 
სადაც Iძ) არის ნებისმიერი ერმიტული ოპერატორის საკუთარი 

-IL, –/ MM 

IC) = 

ვექტორები, თუმცა უმჯობესია ჩავთვალოთ ჰამილტონიანის საკუ- 

თარ ვექტორებად; ამ შემთხვევაში ექსპონენტაში ჰამილტონიანი 

შეგვიძლია შევცვალოთ მისი საკუთარი მნიშვნელობებით და ორ- 

თონორმირების პირობის გამოყენებით მივიღებთ: 

Mს,,>-6,2)=9 თ.“ “იც X, (თა) (V-1.2) 
ი 
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ცხადია, რომ ყველაფრის გამეორება შეგვიძლია სივრცული X 

ვექტორის დროსაც. ამიტომ მოველით, რომ გვექნება ფეინმანის 

წირითი ინტეგრალისათვის შემდეგი წარმოდგენა 

– – : C(I- – 
MVს,,5:1I =(/ –/,)= (იწთთთ +567). (III-1.3) 

სადაც ინტეგრაცია ტარდება ყველა შესაძლო ტრაექტორიებზე 3- 
განზომილებაში ან, როგორც იტყვიან, ისტორიების მიხედვით, რო- 

მელიც იწყება ”, = ჯ(0) წერტილში და მთავრდება ”, = #C7) წერ- 

ტილში. 

ინტეგრალქაეშ კი დგას კლასიკური ქმედება 
7 

5(,.”)= |L,;MI (I-1.4) 
9 

წირებზე ფეინმანის ინტეგრალი განიმარტება ტრადიციული 

გზით 

MC,,”:7)= ჰო 4, |თძჩ..4- სათი 1. 2,567 -)) (II-1.5) 
M-–თ 

მკითხველი შენიშნავდა, რომ ჩვენ ოდნავ შევცვალეთ ადრე გა- 

მოყენებული აღნიშვნები, რამაც გაუგებრობა არ უნდა გამოიწვიოს. 

ძირითადი ცვლილებები განპირობებულია 3-განზომილებაზე გა- 
დასელით. 

(II-1.5) ფორმულაში 

”, =/V,ს) ”=7, წ, =# ,,-/,, 5 7 
ს, . 7 = 6 II-1.0) 

ხოლო 4„ არის ნორმირების ფაქტორი VV -ურ რიგში. 

დროის რომელიმე ცალკეულ ინტერვალში ქმედება ტოლია 

"“V, _ _ 
§V,,”,,)= 6L ” “= | ტ»”, =I, – ”,-, (II-1.7) 

56



ხშირად ხდება ხოლმე, რომ ამოცანას აქვს სფერული სიმეტრია 

და საჭირო ხდება კუთხეებზე დამოკიდებულების განცალკევება 

(ისევე როგორც იქცევიან ხოლმე შრედინგერის განტოლებაში). 

ბუნებრივია, შევეცადოთ კუთხეებზე დამოკიდებულების გამოყოფას 

ფუნქციონალურ ინტეგრალშიც. 

ეს კეთდება საკმაოდ მარტივად და, ასე ვთქვათ, პირდაპირი 

გზით. შემოაქვთ სფერული კოორდინატები 

ც =ს,,0,,დ,) ხა = სმ, .0ი,) 
მაშინ ორ წერტილს შორის მანძილის კვადრატისათვის გვექ- 

ნება 

_ V 2 2 
(4, ) =/ +, 2/,”,_, 605 დ, 

სადაც 

ლ050, = 00§0, C080, , +500, §Iი 0,, C05( , –თ,)) 

ამის გათვალისწინებით პარციალური ქმედებანი (II-1.7) ასე 

გადაიწერება: 

5... ) = >? +7;, M§5 – (ი 75”, 9050, – §VC,) (II-1.8) 

გამოვიყენოთ ლეჟანდრეს პოლინომებად გაშლის ფორმულა 

2 > 
ტგ"5950 = CC) LC + I)” (C0§ დ), ფ (II-1.9) 

M /=| 

მაშინ ინტეგრალქვეშ ქმედების შემცველი წევრი ასე წარ- 

მოიდგინება 

ით > 96.7) -11>:C, +1)ჩ (6050, , L,,”,-,#I-1.10) 
#5! /=L 1 

სადაც | 

»V,,” )= 
/) 

ჯილი) (+ >) C) ” (II-1.11) 
=-–-– CX /, +, )-16V VI) 7 დ 2 
- 1. 7 7 | სწ ' 

ინტეგრაციისა და ნამრავლების გადასმის შემდეგ (II-1.10) 

ფორმულის მარჯვენა მხარე ასე გადაიწერება 
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> IIIIVI +, 66, 6.5) 
/” 

ამ შედეგის ჩასმა (LIII-1.5)-ში გვაძლევს 

ML, .”:7)= 1IM1 #1 2, I1 IV, + I (ხია, )/, V.”, III (ყი იიი)! 
“ ', /“-. ' 

ამ ფორმულაში 
M- M-I 
I I? 9ირძმძთ)= | |? §Iი 0,ძ,,ძ0,ძთ, 

#5! 

ახლა კუთხური ინტეგრალების ალება მარტივად ხერხდება. 

ამისათვის ლეჟანდრეს პოლინომები უნდა გავშალოთ სფერულ ჰარ- 

მონიკებად 

ჩ(6%§6,)=> ბაი რ 0,,თ, I), M, '(0, რ,“ ) 
L#7-5 

ორთოგონალობის პირობის გამოყენებით, რომელსაც აქვს სახე 

| IV” (6,თ)I, (0,თ)§!ი 0ძმძთ = 6,2, 
მივიღებთ 

IIIIV, +IM L 00850 I I( (თი იძ0ძთ) = 

,=) 

#-I I 

= (4»)” ბი, ' I I ბ,, /”“ I I I,” (9” ,დ” M (9”,თ') 
I=I ხი 

ამის გამო თითოეული კვანტური რიცხვისათვის ! რადიალური 

და კუთხური წვლილები პროპაგატორში ცალდებიან; ამიტომ 
9) | 

MC,.0,.თ,:”,0,თ,:7)= 2, > M,L, 7” (9/ ,თ” X (0',დ') 
!=0 »=-/ 

სადაც #/ არის / ტალღის შესაბამისი რადიალური პროპაგატორი 

X ,C,.5:7)= სი (4) '4, IIIV.C, ს I წუ (II-1.12) 
წუ ,“! 
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ნორმირების მამრავლი ისეა არჩეული, რომ სრული პროპაგა- 

ტორი ერთზე იყოს ნორმირებული: 

_) 
4, =(2776ჩ//») 2 

ყველაფერი ამის გათვალისწინებით მიიღება რადიალური კონ- 

ტინუალური ინტეგრალის შემდეგი ცხადი სახით წარმოდგენა 

6(X0VC.-,,” IV) = წაით | ; I M „” _ IV+I)_ თ) = 
„დ1-„ 2 2MI”- ? 

-ირყუ( 72) რით > >--ი II+) )! (II-1.13) 
24" 2თ ს თოო ' 

M-–დ 

აქ 
7 

= X#” !, = II, , (I, =VM8, ბ, =M -M#, 

აშკარაა, რომ თვითონ რადიალური გული დააკმაყოფილებს 

შრედინგერის რადიალური განტოლების შესაბამისი გრინის ფუნ- 

ქციის განტოლებას: 

მ I მ? /(+ს) 
(“+ ი-- 1 V7ს,)IM,V.,,,”I/)=:6(7)ბს, –” )(II-1.14) 
C. 2ი მ; 2M” წე ,( /.ჩ) ) თ#C, ) 

საწყისი პირობით 

სთ # ,C.,,.”IV)= ბL, = 

დაწვრილებითი ინფორმაციის მოპოვება რადიალურ განტოლე- 

ბებზე გადასვლის შესახებ დაინტერესებულ მკითხველს შეუძლია 

ნაშრომში Lნ–.609მL გიძ #.1იით2ვმIგ8. 5სთიინწიი 0V2L ჩიVიIმ” I”I15(0L105 

სა ი! Cიი0”ძI)ი9?(ლ5-. Iისთმ 0! Mმ!(ჩიი1მ0Cგ2) ჩიხXV5C5, V0IVიI1C 

10,ისთხ6+L 8, ინ.1422-1428 (1969). 
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თავი V. 

ცვლადთა გარდაქმნა ფუნქციონალურ ინტეგრალში 

ფიზიკაში ხშირად გვხვდება ამოცანები, რომლებიც შეიძლება 
დავძლიოთ გაცილებით უკეთესად ცვლადების სათანადო შეცვლის 

შემდეგ. ველის თეორიაშიცკ ცვლადთა გარდაქმნა ასრულებს 

მნიშვნელოვან როლს. ქვემოთ ჩვენ განვიხილავთ ცვლადთა გარ- 

დაქმნის ზოგად მეთოდებს, რომლებსაც ექნებათ პრაქტიკული გა- 

მოყენება ფუნქციონალურ ინტეგრალშიც, რაც ესოდენ აუცილებე- 

ლია სხვადასხვა ამოხსნადი ამოცანების განხილვისას. 

IV-1. წერტილოვანი კანონიკური გარდაქმნები ოპერატო- 

რულ ფორმალიზმში 

დავიწყოთ ჰამილტონიანს სტანდარტული ფორმით სა- 
ზოგადოდ მრავალგანზომილებიან ევკლიდურ სივრცეში. კოორდი- 

ნატულ წარმოდგენაში შრედინგერის განტოლება მოიცემა ასე 
(ერთეულოვანი მასისთვის): 

»# 21 

MV- -1252+/თხთ- თ თია 
ი=I 

  

განვიხილოთ წერტილოვანი კანონიკური გარდაქმნა, რომელიც 

მოიცემა ასე (როგორც ცნობილია კანონიკური გარდაქმნების თე- 

ორიიდან, ნებისმიერი წერტილოვანი გარდაქმნა არის კანონიკური. 

იხ. მაგ., ა.ხელაშვილი, „კლასიკური თეორიული მექანიკა“, თსუ, 

2005): 

ძძ-–>+C=//() (V-1.2) 
ამავე დროს დავუშვებთ შებრუნებული გარდაქმნის არსებო- 

ბასაც 

ძ«“ =#“(9) (V-1.3) 
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შრედინგერის განტოლება ახლა უნდა გადაიწეროს ახალ 
ცვლადებში. გაწარმოების წესებით ადვილად ჩავატარებთ საჭირო 
გარდაქმნებს 

ი /რ- თით «თ C) 
      

  

_. =1I _ მ” V“' მ (IV-1.4) 
12:2>V V(9) 1=> აა. 20: +222 ვე მი” ! (მდ" ჯმ 2 " (”(C)) 

განვსაზღვროთ 

„ მ?10“ მ? /“ 

თ”(0)=-ზ8 –.–=- IV-1.5 
(0) 2. მი" 2. მი”” შა 

ი მლ” მლ” მ/“ მ/ (აV(0)= ბ –=– IV-1.6 
(2)= 2. გეი 2 გეგე“ ოეე 

ამის გათვალისწინებით შრედინგერის განტოლება ასე გადაი- 

წერება 

- (2408 +20+“Cჩ8 |+7(CIM(M0)- (რდ) (V-17 
სადაც შემოვიტანეთ აღნიშვნები 

1.მ 

ჯმC" , (IV-1.8) 

7(0)=V(-(0)) 
ცვლადების შეცვლის შემდეგ მიღებული ჰამილტონიანი, სა- 

ზოგადოდ, ერმიტული არ იქნება თუკი ჩვენ შევინარჩუნებთ 

ჩვეულებრივ ერმიტულ შეუღლებას: 
#" = # 0“ = 0” 

ეს ხდება იმიტომ, რომ #7 არის ერმიტული საწყის ძ სივრცეში. 

  

მაგრამ ცვლადთა შეცვლის შემდეგ C -სივრცეში ტალღური ფუნ- 
ქცია უნდა განიმარტოს გარდაქმნის იაკობიანიდან კვადრატული 

ფესვის შემცველი მამრავლით: 

|ძიV' (9#,.(9)= |/(0M0V; (”(0)V,(#”(0)) = |ძლ#%, (2)X,(0) (V-1.9) 
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სადაც 

VI(0)= V"(0#(I(0)) (V-1.10) 
ახალ სივრცეში ჰამილტონიანი მოიძებნება მსგავსების გარ- 

დაქმნით 

MI =V "MI (IV-1.11) 

რომელიც უნდა იყოს ერმიტული. 

პრაქტიკულად ხშირად იაკობიანის გამოთვლა არის ხოლმე 

უფრო რთული, ვიდრე ზემოთ შემოყვანილი სიდიდეებისა თ და 

(2. ამიტომ, სასურველია თუ 1I/ -ს გამოვხატავთ ამ სიდიდეებით. 

ჯერ შევნიშნოთ, რომ 

/"(0)= /(C' )= ”(0) 

  

ამიტომ, 

)/1ნ |)“ =  +IC,(0), (V-1.12) 
სადაც 

C (0)=1+ მ IX /(0), C1 =C (IV-1.13) #“, 2 მდ“ .« 
ხოლო 

M, 5 1“ 08 +%,)+2,0“(ჩ, +#C,Xჩ +(C, )+ 7(0)სV-1.14) 
მოვითხოვოთ ახლა ამ ჰამილტონიანის ერმიტულობა. გვაქვს 

+ · " ”I" თ! I : MI -M'/ = 04 +22 04C, + 5.02 LV, -9C, | =0 
ი ხ ხ 

საიდანაც ვპოულობთ დამატებით შეზლუდვას 

თ” +22,5:/C, + 2,599 =0 (V-1.15) 
ხ ხ 

ეს არის განტოლება C.-ს განსაზღვრისათვის. ინდექსში 

მძიმის ნიშანი, როგორც საყოველთაოდ მიღებულია, აღნიშნავს გა- 
წარმოებას. ამ შეზღუდვის გათვალისწინებით ერმიტული ეფექტური 

ჰამილტონიანი ასე გამოიყურება 
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1 
– M, =22:60455 +C,049C)+V(0) (V16 

ეს არის ძირითადი შედეგი, რომელსაც შემდგომში გამოვი- 
ყენებთ ცვლადთა შეცვლის დროს ფუნქციონალურ ინტეგრალში. 

IV-2. ვეილის მოწესრიგება ფუნქციონალურ ინტეგრალში 

ფუნქციონალურ ინტეგრალში აღწერილი ფორმალიზმის გამო- 

ყენებისათვის გავიხსენოთ, რომ უნდა გამოვიყენოთ ოპერატორთა 

მოწესრიგება ვეილის წესით. 

ეს წესი გულისხმობს ოპერატორთა სიმეტრიზაციას დაკვანტ- 
ვამდე და შემდეგ შუალედური წერტილის მიწერას კოორდინატი- 
სათვის. ამიტომ, რომ ჩავწეროთ ფეინმანის წირებზე ინტეგრალი 

ახლად შემოყვანილი ეფექტური ჰამილტონიანისათვის, პირველ 

რიგში უნდა მოვახდინოთ ვეილის მოწესრიგება. ადვილად აღმოვა- 

ჩენთ, რომ 

1 
048 =(0C%?ჩ), +295 (IV-2.1) 

ამიტომ 

= M.=22-( ნ,C4ჩ,), +7(0)+47(0) (V-2.2) 
იხ 

სადაც 

I ხ I წ).) 

=2, > 7 –C IV-2.3 
ტ”7 21(Cი C + 4 4) ( ) 

ეს არის დამატებითი წევრი, რომელიც არ წარმოიქმნება 

კლასიკურ წერტილოვან გარდაქმნებში. იგი შეესაბამება წმინდა 

კვანტურ ეფექტებს და თუ ჩვენ შევინარჩუნებდით პლანკის #7 

მუდმივას ზემოთ ჩატარებულ გამოთვლებში, დავინახავდით, რომ 

#ტ”V პროპორციულია #?-ისა. ამის შემდეგ წირზე ფეინმანის ინტე- 

გრალი შეგვიძლია ჩავწეროთ ასე: 
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-V ს, -,) 

(0,6C'“' |0)= 
> «IIII%თ) 1“) თ ი 24. 

სხ 
M-+თ 0” (#»დ :0“(0»0; 

(IV-2.4) 

ხოლო 

#4, => #,Cთ)0Cდ)- 0”Cდ –1)- 97, | (V-2.9 
და 

#.=22.80)6(0ი“(6C0)+7(6ღ)+აX(6C)) VI-24 
სადაც კოორდინატა აღებულია შუალედურ წერტილში 

0C)= -I0დ)+ 0C-I)I (V-2.7) 
ზემოთ მოყვანილ ფორმულაში M აღნიშნავს სივრცის გან- 

ზომილებას. 
ასე ჩაიწერება კონტინუალური ინტეგრალი ფაზურ სივრცეში. 

კონფიგურაციულ სივრცეში გადასაწერად უნდა ჩატარდეს ინტე- 

გრაცია იმპულსებით. ამ ინტეგრაციების ჩატარება შესაძლებელია 

განსახილავ შემთხვევაში, რადგან საქმე გვაქვს გაუსის ტიპის ინტე- 
გრალებთან. მათი აღების დროს წარმოიქმნება ახალი იაკობიანები, 

რომლებიც კიდევ დამატებით წვლილებს მოგვცემენ. ყველაფერი ეს 
გამოითვლება პირდაპირი გზით და საკმაოდ მარტივად. მისი 

საბოლოო სახე ასეთია: 

(0. “ძა. 
· (IV-2.8) 

= ხი L I IM“ თ თი“ ? L19M-ი(6C))” "ოთ - >) 

MI, 
ომს 

-იი – 0 CV – )ი»(0დ)ი" დ)–0'დთდ– 1)I– (IV-2.9) 

“ –-7(6ღ)–47I6C)) 
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ესა დისკრეტული წარმოდგენა ფუნქციონალური ინტე- 

გრალისა, რაც შეეხება მოკლე ფორმალურ ჩაწერას, შეგვიძლია ასე 

აღვნიშნოთ: 

'/ 

--# I,-/ ა LL0.0M# 

 " «ი 0ა)= )= |... .|I00(ძთო)””« მ) (V-2.10) 
ყურადღება მივაქციოთ გარდაქმნის იაკობიანის (დეტერმინან- 

ტის) გამოჩენას კონტინუალური ინტეგრაციის ზომაში. 

წერტილოვანი კანონიკური გარდაქმნების კერძო მაგალითია 

გადასვლა დეკარტეს კოორდინატებიდან მრუდწირულ კოორდი- 

ნატებზე. რაკი 

(«ა =>;(%“) =2:ძ0"« 40'2:26> 90 5 კე“ძლ"ი, 

(დ, 

ძ მით” მლ" იხ 

მეტრიკა ახალ ს სისტემაში მოიცემა ასე: 

9, =52:2, დმ =C0, (IV-2.11) 
ამიტომ 

”#”? =ძ%L =, C, = -(ი ?)., CI. (IV-2.12) 

ცხადი გამოთვლებით შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ 

1 : 
#M = გ 98“ (IV-2.13) 

სადაც I არის მეორე გვარის კრისტოფელის სიმბოლო 

ძ 1 0. 

IL. = 29 “(C„. + 8ეს – 9.) (V-2.14) 

IV-3. კანონიკური გარდაქმნები 

კონტინუალურ ინტეგრალში 

ზემოთ შევისწავლეთ წერტილოვანი კანონიკური გარდაქმნები 

ოპერატორულ ფორმალიზმში, სახელდობრ, ცვლადთა შეცვლა ჰამ- 
ილტონიანის სტანდარტულ ფორმაში. შემდეგ მიღებული ეფექტური 
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ჰამილტონიანისათვის ჩავწერეთ კონტინუალური ინტეგრალი. ახლა 

შევეცადოთ ცვლადთა გარდაქმნის ჩატარებას უშუალოდ კონტინუ- 

ალურ ინტეგრალში. 

ამასთან განვიხილავთ M (ცავლადის ზოგად შემთხვევას. 
გავიხსენოთ, რომ ფეინმანის გული არის გადასვლის ამპლი- 

I 2 
ტუდა რაიმე საწყისი კონფიგურაციიდან ძ, =(, 9, „მ“ ) 

დროის /,მომენტში სხვა კონფიგურაციაზე #„ დროის 1, მომენ- 

ტისათვის. ის მოიცემა თანაფარდობით: 
-Mს,-“) _ 

(9,6 “'9)= 
IIII 

ად I (025: 114 თი 2: 
6560 
MV–-–თ 

(IV-3.1) 

სადაც 

სავანა (V-3.2) 
ჩავატაროთ ცვლადების შეცვლა 0 –> 0: 

0”) –> ICC) 
ახალი ინტეგრაციის ზომა მოიცემა ასე: 

| Iძი“დ)= დ"”(იCდ))| («ძ0“C) (V-33) 
ლაგრანჟიანი მიიღებს სახეს 

L,=- I “Cდდ)-#“(0C-I))' -”(წ(0თ))) (V-3.4 
ახლა ეს გამოსახულება უნდა გავშალოთ 0(/) შუალედური 

წერტილის მახლობლად. კინეტიკურ ენერგიაში წამყვანი წევრი 

იქნება 

M9 =--8,(0და0“თ)ა0'დ) . (V-3.5 
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სადაც 

#0“(ი)= 0 ფ)– 0“/(1–))  (V-3.6) 
ისმის კითხვა: (IV-3.4) ფორმულის გაშლაში სიმცირის მიხედვით 

რომელი რიგის წევრები უნდა შევინარჩუნოთ? ამისათვის ჯერ უნდა 

შევაფასოთ #C.. რადგან წირზე ინტეგრალი არის გაუსიანით შე- 

ფასება ამიტომ უნდა გამოვთვალოთ (/#(0)?-ის საშუალო 

მნიშვნელობა (IV-3.5)-ის შესაბამისი ქმედებით: 

((-თ") « |ზ“(40X40)” თი IC 1 -(ტ0)' | = C(§) (V-3.7) 

რადგან ყე! რიგის ყველა წევრი L, -დან იძლევა ქმედებაში 

წვლილს, ჩვენ უნდა შევინარჩუნოთ #0 -ს მეოთხე ხარისხის რიგის 

წევრები (IV-3.4)-ში. პირდაპირი გამოთვლით ვპოულობთ 

,, რეგი (06დ)ა0“ალ"+ 

M2(6Cთ))-4,(6Cღ)ბდ'ა0“4#0“#ი“ –”(6C)) 
= მი პალოთ იაკობიანი: რაკი სრულ იაკობიანს აქვს სახე 

II 6" ”(0C))= §“""(0,X -"“(ი, II IC"“რ Cფ))''“(0C –1)) (IV-3.8) 

ამ ნამრავლის გასაშლელად გამოვიყენოთ თანაფარდობა 

ძიL(4 + 8)= ძრ 4ძ%I+ 4“'8)= 
(IV-3.9) 

=ძი( 4! +094“ 8)+ - (4) –>ი(4'8) + ქ 

ვიპოვით 

§"“ (0დთ))''“(0C –1))= (IV-3.10) 

«+ ნთ) +5 ს“ 6თX..(6ღ)++”6ღV., 10“ (თა0“ | 
ჩავსვათ ეს ყველაფერი საწყის გამოსახულებაში (IV-3.1) და სა- 

თანადოდ დავალაგოთ ფაქტორები, მივიღებთ შემდეგ გამოსახულე- 

ბას ეფექტური იაკობიანისათვის 
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«”6) +56“6X..,(6)+22(6X.,(6)0“აი“ + 
=)ს 1! C-(5 IL? (5 ძ < +8'(2)--#:(0#I(2#0“ა0"აძ“ალ“ 

აქ უკანასკნელი წევრი მოდის მე-4 რიგის წევრებიდან. ახლა 

(IV-3.11) 

#0 -ები შევცვალოთ გასაშუალოებული მნიშვნელობით, ამ პრო- 

ცედურის დასაბუთება შეგვიძლია ასე შევაჩეროთ ჩვენი 

ყურადღება ინტეგრაციებზე სიდიდეებით CX7) და CV -1). 

შევცვლით ცვლადს C0(/7I)-დან #C(V)-ზე. შემდეგ ჩავატარებთ ამ 
უკანასკნელით ინტეგრაციას, რაც გასაშუალოების ტოლფასია. აქ 

იქნება წვლილი გამოწვეული 0(M+1)-ით და #C0(M +1)-ით, 

რადგან ისინი დამოკიდებულია აგრეთვე 0 (0) -სა და ეთ – 1) -ზე. 

მაგრამ შეიძლება ჩვენება, რომ ეს წვლილი მცირეა § რიგით და 

შეგვიძლია უგულვებელევყოთ. გასაშუალოებისათვის გამოვიყენებთ 

შემდეგ თანაფარდობებს: 

(ა0“40') = ეე 

(ა0“40'ა0“ა0“) – (5 (4“ + ც%ფბ + დბ) 

ამას გამოვიყენებთ წინა ფორმულაში და მოვახდენთ ექსპო- 

ნენციაციას ქმედებაში. ვიპოვით 

#V(2)= == + შოათთ “ + 

(IV-3.12) 

| (IV-3.13) 
+266“ 8“ + დ%დლM + ყ%ყბ ) 

წირზე ინტეგრალის საბოლოო ფორმა იგივურია (IV-2.8) გამო- 

სახულებისა, გარდა ფაქტორებისა დ.“ (0, )დ“''“(0,),რომლებიც 

არიან იაკობიანები IC) -სა და|9) -ს შორის, რაც შეესაბამება 

ცვლადთა გარდაქმნისას ტალღური ფუნქციის გარდაქმნას 

# = დ? იაკობიანით. 
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თავი V. 

რადიალური პონტინუალური ინტეგრალის 

სივრცე–დროითი გარდაქმნა 

ზემოთ სამგანზომილებიანი კვანტური სისტემები სფერულად 

სიმეტრიული პოტენციალებისათვის დავიყვანეთ ეფექტური ერთ- 

განზომილებიანი სისტემების შესწავლაზე, რაც გამოიხატება ერთ- 
განზომილებიანი რადიალური წირითი ინტეგრალების გამოთვლაში. 

მაგრამ,სამწუხაროდ პირდაპირი გზები ასეთი არაგაუსიანი ინტე- 

გრალების გამოსათვლელად ჯერ არ არის დამუშავებული, ამიტომ 

საჭიროა გარდაქმნების მეთოდების გაფართოვება. ჩვეულებრივად 

შრედინგერის განტოლებით მუშაობის დროს გვიხდება საინტეგრა- 
ციო ცვლადების გარდაქმნის ხელოვნური გზების ძიება, ამიტომ, 

ბუნებრივია, აქაც უნდა გამოვიყენოთ ცვლადთა გარდაქმნის უფრო 

მძლავრი მეთოდები. 

წირზე ინტეგრალის ყურადღებით განხილვა, როცა გამოიყენება 

დროის მესერის დაყოფის პროცესი, გვეუბნება, რომ არაწრფივი 

გადაქმნების დროს ოპერატორთა ნამრავლის მოწესრიგების სტო- 

ქასტურ ბუნებას მივყავართ დროზე დამოკიდებული გარდაქმნების 

განხილვის აუცილებლობასთან. არაწრფივი გარადაქმნების დროს 

ტრაექტორიები ისე იცვლება, რომ მათი ტეხილით აპროქსიმა- 

ციისათვის დროის ინტერვალების ახალი დანაწევრება უნდა 

შეირჩეს. ქვემოთ სწორედ ასეთი ხასიათის გარდაქმნები იქნება დე- 

მონსტრირებული. 

V-1. სივრცე-დროითი გარდაქმნები ცხადი სახით 

წინა პარაგრაფებიდან გავიხსენოთ რადიალური ფორმულები: 

M,VI,,.”IV/)= “, თითის 5- – II+ს – ”0) = 
#(0X-, 2” 

69



= IIიი(2716) ””? II ძ, იი 2: > –-8 II+) – «თ! (V-1.1) 
“აა. 6 #-»I #22 207 

აქ, როგორც ჩვეულებრივად, რადიალური კონტინუალური ინ- 

ტეგრალი განმარტებულია დროის მესერზე მესერის მუდმივით 

§ 1 ხ =–, ხოლო MV ლ 

I, =7C,), I, =#6, ”(0)=V/,, ”C)=”,, 0, =ჩM -M-, 

X, გული ნულდება, როცა 7 <0, იგი სიმეტრიულია #., 7, 

გადასმის მიმართ და აკმაყოფილებს რადიალურ გრინის ფუნქციის 

განტოლებას (II-1.14), იქვე მოცემული სათანადო სასაზღვრო პირო- 

ბით. 

ახლა განვიხილავთ კომბინირებულ გარდაქმნას 1 –> », 7 –> 7, 

სადაც შემოგვყას ახალი „წირზე დამოკიდებული დრო” 

» =X(C;/'(,)) და ახალი რადიალური ცვლადი #= XC), რო- 

მელიც განისაზღვრება განტოლებებით 

ი 
ძოი=–--, ” = C(?) და >(0;/,)=0 

#თ) ! 
სადაც /#,6 არიან შესაბამისი დადებითად განსაზღვრული 

ფუნქციები. დავუშვებთ აგრეთვე, რომ შეზღუდვას 

IM ჟ(§(#7(C))) = 1” (V-1.2) 

ყველა დასაშვებ წირებზე აქვს ცალსახა ამოხსნა, L„ = 0. ცხადია, 

რაკი ”» დაფიქსირებულია ?" „დრო დამოკიდებული იქნება 

წირზე. (V-1.2) შეზღუდვა რომ გავითვალისწინოთ, წირით ინტე- 
გრალში (V-1.1) ჩავსვათ ეს შეზღუდვა (იგივური ერთიანი)შემდეგი 

იგივეობით (ფადეევ-პოპოვის მეთოდი) 
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IC )/C)I I«ი, 2 «ითრროა- ქ = 

(V-1.3) 

-Vრა/C)“ 1წიი ი თის ისრე) 
–-თ 

რასაც შევიტანთ (V-1.1) ინტეგრალქვეშ. 

დროებით დავივიწყოთ წირზე ინტეგრალის სტოქასტური 
ბუნება. მაშინ პირდაპირი ჩასმების შემდეგ მივიღებთ: 

, # + V-1.4 

MC, 2)(25-4IV, “ იჩოთთ I“ წყნ 2 (აწე რე ს/0-„ცაინი- ი) , 

წინ დგას გარდაქმნის იაკობიანის შესაბამისი ნორმირების მამ- 

რავლი. იმისათვის, რომ გარდაქმნის შემდეგაც მივიღოთ ახალი 

კვანტური სისტემა უნდა შემოვიტანოთ გარკვეული შეზღუდ;ვები, 

სახელდობრ: 

(7?) #) _ 4 
8 (0) = I, #LL)) )_ –- ძ = 00715. (V-1.5) 

”#(8(9)) §#V) 7” 
ამის შემდეგ ნათელი ხდება რომ გარდაქმნილი გული 

L, LL, #, ”,MI) შეგვიძლია მივაკუთვნოთ ახალ კვანტურ სისტე- 

მას ორბიტალური მომენტით ,' (რაც ასეა განმარტებული 

!'' + 1) = იI( + 1)) და ახალი პოტენციალით 

M(?)= /(9(#)XV/(6(”-))– ჩ) (V-1.6) 
მოცემული VL-) პოტენციალისათვის შესაძლებელი უნდა იყოს 

ისეთი # და § ფუნქციების პოვნა (რომლებიც ამავე დროს (V-1.5) 

შეზლუდვებს აკმაყოფილებენ), რომ ახალი I/(7) პოტენციალით 

(V-1.4) ინტეგრალი აიღებოდეს ცხადად. 

შენიშვნა: (V-1.5) პირობებთან დაკავშირებით: როგორც ეტყობა, 

მეთოდის ავტორებმა (LII.0სჯს, LI. XVI6)ი6I, ნჩ)/§. LCLL., 848 (1979) 185) 

მხედველობიდან გაუშვეს ის ფაქტი, რომ ეს თანაფარდობები უკვე 
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ზღუდავენ გარდაქმნებს ხარისხოვანი ფუნქციებით. მართლაც, (V- 
1.5)-დან გვაქვს 

2 

2 დ C ძ +V9 Vი 
= , – |- = ––, _–3 1ი == ? – = X 8“ =/ (< < -2008)=-> 8 

ავტორებიც გამოიყენებენ ხარისხოვან გარდაქმნას ოლონდ 

ხარისხის მაჩვენებელი არ უკავშირდება მოყვანილ კოეფიციენტს. 

განვიხილოთ მარტივი ჩასმა: 

  

#ს)=4”,  §(2)=»#” ”,/! C % (V-1.7) 
(V-1.5) რომ დავაკმაყოფილოთ, ავიღებთ 

2 4 
= , რეიე5--., ძ=4,ე, V<2 VV-1.8 

“2. 6 - „I (V-1.8) 
ახალი პოტენციალი ასე გამოიყურება 

4 2. 2 
M (?)=-– 5 72» 9 22 8 (V-1.9 

(2–V) 
ამ განმარტებების შემდეგ ჩვენ უნდა დავაფიქსიროთ სათანადო 

მესერული ვერსია, რომელიც საშუალებას მოგვცემს ჩავატაროთ 

გარდაქმნა წირზე ინტეგრალის მესერულ განმარტებაში. ახალ მე- 

სერზე ცვლადებს თუ ასე განვმარტავთ, 7, = §(/,), #, = #(L,), 

მაშინ გამოდის, რომ ახალი მესერული „მუდმივა" §, დამოკიდე- 

ბული იქნება დაყოფის წერტილებზე ანუ # -ზე. ცვლადების გარ- 

დაქმნის შესაბამისი დისკრეტული ვერსია, რომელიც ფეინმანის 
გულის სიმეტრიას არ შეცვლის, მოიცემა ასე: 

5, = §L/(§(წ, )/(§C%- )! = 64,' (87, ) 3 (V-1.10) 
ეს გვაძლევს ინტეგრაცის ზომის გარდაქმნის შემდეგ ფორმუ- 

ლას წირების სივრცეში: 

(0 , ა-M/24- ს _ /-I/2 “ი . ,V-I/24%- 
#75) I| Iთ,, = 4; (?,M,) 26-» | I (275; ) Iყ-ლი 

#=I #=I #=I 

ე.ი. 
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ს/ს)= 4. ?ს,-)””ი?C) (V-1.11) 
გამომდინარე აქედან, ნორმირების მამრავლი ასეთია 

2 ს/3 

ML, ,)=-“–- სი) · 

ახლა უკვე გასაკეთებელია მესერული სახით ჩაწერილი ქმედე- 

ბის გარდაქმნა. როგორც წინა პარაგრაფებში გავარკვიეთ, კინეტი- 

კური ენერგიის წევრებში გაშლები უნდა ჩავატაროთ სიმცირის 

მიხედვით მეოთხე რიგამდე, ანუ 

სათა არაი 5. ძ2 | ტ, =ჩ, –ჩ,, (V-1.12) 
§ §, 12(2–VX ჩ.M., ნ, 6, 

ბროუნის მოძრაობის მათემატიკური ფორმულირებისას იტომ 

სტოქასტური ინტეგრალების განმარტების გამოყენებით (იხ., მაგ., 

LM. Mთლთ Mიგი, “510Cხ25(IC Iი:60CL2)5” ,„#Cგ0.M0IX6C55, M6V Vი0IM, 1960) 

დაადგინა, რომ (V-1.12) გამოსახულება ეკვივალენტურია გამოსახ- 

ულებისა (ექსპონენტაში): 

C6X0ნ (5 – 6, _ VX0-V) _ -M) | 
26. რ8(2-»M)ჩ,#,, 

შენიშვნა: შეგვიძლია დავადგინოთ რას გულისხმობს ეს ეკვივა- 

ლენტობა, თუ გავიხსენებთ შემდეგ გაუსიან ინტეგრალს 

| ტ 
(IM 6XV| -- 

( ჩM 2C =| 

(2>#ჩ5)'” 

აღვნიშნოთ 6 =#/2 და ეს ინტეგრალი ორჯერ გავაწარმოოთ 

# -ს მიხედვით და შევადაროთ იტოს შედეგს. მიიღება შემდეგი ეკ- 

ვივალენტურობა /V -> 35978? 

ამიტომ ეს დამატებითი წევრი რადიალურ ქმედებაში ითვალის- 

წინებს შესწორებას ცენტრგამზიდ წევრში„ რომელიც იძლევა 

შესწორებას ეფექტურ კუთხურ მომენტში 
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L,(L, +1)=/(/+1)4.+V(4–VX2 –») /4 
საიდანაც ვიპოვით 

| = 4%X. (V/-1.13) 
” 202-») 

თუ ამ შესწორებას გავითვალისწინებთ, დავინახავთ, რომ 

მიიღება წირზე ინტეგრალით წარმოდგენა, სადაც რადიალური 

გულია #, C,:#, ,#, MM, |, ხოლო შემავალი სიდიდეები მოიცემიან 

(V-1.9) და (V-1.13) განტოლებებით. გარდაქმნილი ინტეგრალისათ- 

ვის წირზე ვპოულობთ 

M, თ. V)= -?2- ნ,“ (45კ-- (კ #,, MM )(V-1.14) / ჩიჩ ლ2-, //, (5-4 I (29.4 , C,; /) | 

თუ დროზე-დამოუკიდებელ რადიალურ გულს #, განვმარტავთ 

ასე 

M,(წ.,,, ი-!4V-%, C.-,,”IV) 

ადგილად დავადგენთ გარდაქმნის ფორმულას 

  M,(6:”,,”I7/)= 97, ») “MM, (C,;- "2,2 ) (V-1.15) 
9 

ეს არის ამ პარაგრაფის მთავარი შედეგი. იგი გვეუბნება, რომ 

ფეინმანის გული მოცემული პოტენციალით ”? და ფიქსირებული 

კუთხური მომენტით ! უკავშირდება ფეინმანის გულს ახალი პო- 

ტენციალით IM”, და ეფექტური კუთხური მომენტით #,. 

თუ მოცემული I” პოტენციალისათვის მოვძებნით გარდაქმნას, 

რომლის თვისაც (V-1.15)-ის მარჯვენა მხარე შეიძლება გამოით- 

ვალოს როგორც ენერგიის ფუნქცია, საწყისი სისტემის ენერგიის 

დონეები და ტალღური ფუნქციები მოიძებნება გულის 

სპექტრალური წარმოდგენის მეშვეობით 

(5. ,”IV7)= აარ იმრო ბე 222 (V-1.16) 
ჩ ჯი 
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ენერგიის სიბრტყეში პოლუსისა და ნაშთის განსაზღვრით. 
განვმარტოთ რადიალური გრინის ფუნქცია თანაფარდობით 

თ,L,,,I7)= (MX, .V)- სორ, (–”, „.V). ბ 
მაშინ წინა (V-1.15ე) გარდაქმნის ფორმულა შეგვიძლია 

გადავწეროთ შემდეგი კომპაქტური სახით 

(5 -,,-V)=-“– წი)“ თ, ფე.) ათ 

V-2. მიღებული შედეგების ზოგიერთი გამოყენება 

ზემოთ მიღებული ფორმულები პირველ რიგში შევამოწმოთ 
თვითშეთანხმებულობაზე. უმარტივესი მაგალითია თავისუფალი 

2 

ნაწილაკის როდესაც VC') =0, V=I, #= MM ვპოულობთ 

თავისუფალი ნაწილაკის გულისთვის თანაფარდობას: 

#I(5,-,.,”)=2C,5)'“ 09%, LI, ი ) (CV-2.1) 
მარჯვენა მხარეში გაჩნდა ჰარმონიული ოსცილატორის გრინის 

ფუნქცია §) = 2(# წამოსახვითი სიხშირით. მართლაც, ახალი პო- 
ტენციალი (V-1.9)ე ფორმულის გამო არის ოსცილატორული, 

M/, = –4”8#M? =6::19"/2. ჰარმონ-ნული ოსცილატორისათვის 

ნამდვილი C) სიხშირეების დროს წირზე ინტეგრაცია ჩატარდება 

მარტივად და მიიღება 

-V/>3/2 .- „. “(1.1 ს-ე ტანი „ომო, 406. ით 6-2 (ლ წ. 

§)ი 07” §)11 (07' 
, 7.7, 

თუ ჩავატარებთ აქ საჭირო ანალიზურ გაგრძელებას და 
შედეგს გამოვიყენებთ (V-1.15)-ში, ბესელის ფუნქციების თვისებების 

გათვალისწინებით მივალთ შემდეგზე 
უყ? ” (ა , 
) 27V/ იო (V-2.3) როი) ი C 9) 
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ესაა რადიალური გული. თუ პარციალურ ტალღებად გაშლის 

თანაფარდობებს გავიხსენებთ, ადვილად დავადგენთ, რომ თავისუ- 

ფალი ნაწილაკის პროპაგატორი ყოფილა 

#სს,,X,:/,X,)= (277) გს ცით, ც-2.4 
რაც ემთხვევა ჩვენს მიერ ადრე ს გამოთულილ შედეგს. 

–განვიხილოთ ახლა კულონური პოტენციალი 

V/C-)= ––– 
” 

ავიღოთ გარდაქმნა V =1. მაშინ #C)= 4, = 47” = 4I?? ან 

8 = #“ აქ ჩვენ ფორსირებულად ვიყენებთ (V-1.7-8) თანაფარდო- 

ბებს. გვაქვს აგრეთვე 
C? 

M, (I2)= –46? – 45! = –4ი" +--ჩ” (V-2.5) 

ამას მივყავართ სრულ ფაქტორიზაციამდე ბმის კონსტანტისა 

MC. .„/5M)=9ძ რ იი ე ს C LV, -#-,) (V-2.6) 

ანუ 

M/(წ.,,.”)=2L, „) 90% (4? :V/”, -/ჩ) (V-2.7) 

რაკი ჰარმონიული ოსცილატორის ამოხსნა ვიცით, ეს უკანასკ- 

ნელი ფორმულები ხსნიან კულონის ამოცანას, მართლაც, 

ჩავწეროთ სპექტრალური ფორმულა ამ განტოლების ორივე მხარი- 

სათვის 

ჯ 2, (, IX, წ 

/,,=0 M/, –L 

= 2, )“ ჯ ქიმია სწინითა
 წო 

2 
ი,=0 2/+I72.», –40 

+ #/' (C0II() = (V-2.8) 

(V-2.8)   
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3-განზომილებინი ოსცილატორის ენერგიი–ს დონეებია 

ხ/)- = CX2ი, +7 +3/2), I, 

ვპოულობთ (§პ = 2/–-2#) 

CI =4V-2M(, +/+1)=4V-2წ7, #M=/M, +I+/ 
და 

I _ CL+V-2ნ»M4»' 
Lა. 2, – 40" | დ" I-4 
  

2“ 

(V-2.80 ფორმულაში ორივე მხარის პოლუსური სტრუქტურის 

შედარება უარყოფითი სრული ენერგიის დროს (ანუ ამ დროს 
ორივე მხარეში ნაშთების გამოთვლით) იძლევა ბალმერის ცნობილ 

ფორმულას წყალბადის ატომისათვის 

დ“ 

ხ=ხს.=--–->- 
27 

კომენტარები გამოთვლების ჩასატარებლად 

მივაქციოთ ყურადლება ერთ გარემოებას. ზემოთ აღწერილი 

მეთოდი პრაქტიკულად მხოლოდ ხარისხოვანი ყოფაქცევის პოტენ- 

ციალებზე გამოდგება ეფექტურად. მაგრამ ფიზიკაში ხშირად 

გვხვდება პოტენციალები რომლებიც არ არიან წმინდა ხარის- 
ხოვანი. ასეთ შემთხვევაში უფრო ეფექტური მეთოდიც არსებობს. 

ერთ-ერთ წინა პარაგრაფში ჩვენ განვიხილეთ ოპერატორთა გარ- 

დაქმნის თეორია და მისი შესაბამისი ვეილის მოწესრიგება. ვნახეთ, 

რომ იქაც წარმოიქმნებოდა საშუალედო წერტილთან გაშლების 

დროს უსასრულოდ მცირე სიდიდეების ბალანსის დასაცავად კი- 

ნეტიკური ენერგიის წევრში მე-4 რიგამდე გაშლის აუცილებლობა. 

თუ ამას გავიხსენებთ და გამოვიყენებთ ბოლოს აღწერილ მე- 

თოდში, შეგვიძლია ზოგიერთი კორექტივი შევიტანოთ გამოთვ- 

ლებში და მეთოდი განვაზოგადოთ ისე, რომ გამოდგებოდეს უკვე 

ნებისმიერი პოტენციალებისათვის. 
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შევაჩეროთ ყურადღება გარდაქმნის იმ ეტაპზე, როცა შემოდის 

პრაქტიკულად ნებისმიერი ფუნქციით გარდაქმნა და ახალი კვან- 

ტური სისტემის აღწერა, სახელდობრ, ფორმულები (V-1.5) და (V- 

1.6) უკვე ამ ეტაპზე შეგვიძლია მივიღოთ სამუშაო ფორმულად 

შემდეგი გამოსახულება (მკითხველი ადვილად მიხვდება სათანადო 

ადგილს ძირითად ტექსტში): 

M, LC, ?,.ჩ,II/ +4V)= II (2>5,) II I4, X 
M–-თ 

ით 2 ბ ბას ცე X იაო 5 ს''(X IV(C(V,)) -4-იარრ) 

=  იჩC თთი. IM 4- 56 IX – დ ?(ჩ#XV/((#))– ნI- #-))I (V-2.9) 
  

M(ი) ჩ#' 

სადაც 

I ” 2 M 

ტV =-– 14. -25- (V-2.10) 
ზ L§ § 

ამრიგად, ახალ ცვლადებში საქმე გვაქვს კვანტურ სისტემას- 

თან, რომელშიც ა) ურთიერთქმედების პოტენციალური ენერგიაა 

M#, + #ტV 

ბ 'ხოლო ახალი მომენტი მოიძებნება პირობიდან 

,(/ +1)=I(+1)M 

#4V -ს სტრუქტურიდან განზომილებების მოსაზრებით ჩანს, 

I 
რომ უნდა გექონდეს #4” – 7. ამიტომ ეს წევრიც გაერთიანდება 

ცენტრგამშორ წევრთან და წვლილს შეიტანს ეფექტურ მომენტში. 
ადვილი საჩვენებელია, რომ უკვე ცნობილი მაგალითისათვის ამ 

მეთოდით იგივე შედეგი მიიღება. მართლაც, კულონური პოტენ- 

ციალისათვის ვიღებთ 

„ = §(ი)= ჩ”; §(M)=2,  §%ჩ)=222 §”(2)=0 
მაშინ 
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2 2 

რ-ი -ნ- -რ0? 46%? = –44? «5 /! 

რაკი მოველით დისკრეტულ სპექტრს, როცა # <0, ამიტომ 

CC? = –8#>0, 
გარდა ამისა, 

2 

#ტ” -:>-0|=--. ი=5% =4 
8L 7 8/1 დ? 

ამრიგად, ცენტრგამშორ წევრად გვაქვს 

LLCL+I) _ II+IM IM. 

აეუექეუე .. +-> 
რაც იძლევა შედეგს 

3 I 1.3 
L(L+I1)=/(I+IM+=–=, =--1.I-+=+4/1 +4! (L#+1)=/(+I4+> – 2 +V>2 73 

=–1+3 -/4/:+4I+ =-1+0/+) 
2 2 

ამიტომაც ეფექტური მომენტია 

=21+1/2 
და ფურიე-სახეებისათვის მიიღება უკვე ცნობილი გამოსახულება 
(V-2.7). 

ეკვივალენტურობასთან ერთად ეს მეთოდი უფრო გამო- 
სადეგია მაგალითად, ხარისხოვანზბე უფრო ზოგადი პოტენ- 

ცილებისათვის. საილუსტრაციოდ განვიხილოთ მაგალითი: 

- მორსის პოტენციალი §(/ = 0) -მდგომარეობაში, როცა შრედ- 

ინგერის განტოლებაც ცხადად ამოიხსნება: 

  

  

'-”! ” 
VC-)= ჩ(6-““ – 26“) X= __ 

# 70 
ჩვენი შიშოლის თანახმად შემოვიღოთ ცვლადი 

2 2 4 
# = #, 'ლ--, “==, “-=- 

X=§(ჩ)= ი §- თ 9 იი თ" 
მაშინ 
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8 8/7 

ამიტომ 

_ 40: _80_ 4ს __| _ 
თ' თ' თ'ჩ/ 8/7 

ანს ში ანიი 
თ? თ» თ“ #7 

მივიღეთ კვლავ სივრცული ოსცილატორი, რომლისთვისაც 

ზა 
C)? = >? , ხოლო ეფექტური მომენტი მოიძებნება განტოლებიდან: 

4L/ / 
L#(L+1) M”:+M 
2#? #? 
  

ანუ 

M#M+)=-+1 

ცნ 1901 ,56. 1. 0.55. 1.2 
4 4 ძთ 2 თ 

ჩასმის მდე მივიღებთ: 

» არარ).   #“,(5,,..)= საზო ც 
რაკ ოსცილატორის დონეების ფორმულის გამოყენების და 

სპექტრალური წარმოდგენით სარგებლობის შემდეგ მოგვცემს 

შედეგს: 
4“, 

ნ=-- რი“ „0, L.. 
”. 2(0. +I/2+/) 

ესაა ჯერ განტოლება # -ს მიმართ, რადგან /# შეიცავს # -ს 
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|! 8#/ 28= | +5“ 
#=VI2 “2: 

ამრიგად, ამოცანა დადის ტრანსცენდენტულ განტოლებაზე, 

რომლის ამოხსნა რიცხობრივად შეიძლება კომპიუტერზე ნების- 
მიერი საჭირო სიზუსტით. 

ამოცანები: 

ზემოაღნიშნული მეთოდებით ამოხსენით სპექტრის ამოცანა შემ- 

დეგი პოტენციალებისათვის §(/ = 0) მდგომარეობაში: 

ა) ექსპონენციალური ორმო 

MC-)= – 4(“”, 4,თ>0 

გამოიყენება დეიტრონის თ, ი) ამოცანაში. 

ბ წრფივად ზრდადი პოტენციალი 

7C-) = დ”, § >0. 

გამოიყენება კვარკ-ანტიკვარკის ბმული მდგომარეობების 

(კონფაინმენტის) ამოცანაში. 

გ) მაიე-ლენარდ-ჯონსის პოტენციალი 

C- 9595 
გამოიყენება მოლეკულური სპექტრების ამოცანებში 

დ) განზოგადებული კულონური პოტენციალი (ნებისმიერი 

ორბიტალური მომენტით) 

VI LL 

#60)= 8-5 +”, 
, ” 

გამოიყენება წყალბადისებრი ატომების და მოლეკულების ამო- 

ცანაში. 
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თავი VI. 

პკონტინუალური ინტეგრალის გამოყენება სტა– 

ტისტიკურ ფიჯიკაში 

VI-1. განაწილების ფუნქციის წარმოდგენა 
განვიხილოთ სტატისტიკური მექანიკის კანონიკური ანსამბლი. 

IM) და #, იყოს ჰამილტონის I/ ოპერატორის საკუთარი მდგო- 

მარეობა და სათანადო საკუთარი მნიშვნელობა. მაშინ იმის ალბა- 

ენერგიით, თობა, რომ სისტემას ვიპოვით IM) მდგომარეობაში # 

მოიცემა ასე: 

გ #6. 

V”, ი.“ -/#6, ? IX. 

ამიტომ მდგომარეობათა პიშკვრივის ოპერატორი იქნება 

  MI) = 8,1») (VI-1.1) 

ტ-/ 

0 = 2,V,IM) თ-2>> - 86. IMX =- 2 

გვაქვს 

6“ /” 1 -გ თ”) 0. ” (VI-1.2) 

სადაც განაწილების ფუნქციაა 

0= I-C -# #)= 24“ "==," =6”“ (VI-1.3) 

ხოლო თავისუფალი ენერგია 

I =-MIIი0 =-#M7)ი2,6 ი” 

ამავე დროს ენტროპიისათვის გვაქვს 
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5=-M2 MIიM,, 

სადაც 

IM” = I გ-ნ,/MV 

ახლა განვიხილოთ სიმკვრივის ოპერატორი, როგორც /3-ს 

ფუნქცია 

ი(0)- ათი 

ან, ნორმირების გათვალისწინებით, 

ჩ,(0)=4”, 0=7%(ი,) 
მას არანორმირებულ სიმკვრივეს უწოდებენ. 

შემდგომში ამ ინდექსს ჩამოვუშვებთ და ენერგეტიკულ წარ- 
მოდგენაში დავწერთ 

რაც ნიშნავს 

მი –ჩ6 LI =- =-5 0 (8 მ8 ( „X „/ ) 

ანუ 

- XV) #2),  ი0)-) 
ამიტომ კონფიგურაციულ სივრცეში ვპოულობთ 

მი(X,X”, #? მ? , , _%C>X0) _" ნ C»8, XX, X50)=4C-X) 
მ8 271 მX 

ჯ 
შევნიშნოთ, რომ ჩასმა /# 2»! გვაბრუნებს უკან შრედ- 

ინგერის განტოლებისკენ. ეს ანალოგია გვაძლევს შესაძლებლობას 

ამ დიფერენციალური განტოლების ამონახსნი ასე ჩავწეროთ: 
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    ი(C»”/)= ავთ - უა ათ - ი! თა4 

მაგალითად, ჰარმონიული ოსცილატორისათვის 

2 

MI. = ნ + თრ?» / 2, ვპოულობთ 

მი ჯ?: გ! MC)” 
    

    

2 
ააა --0+ X“ 22, (VI-1.5) 

მ8 27 მX” 2 ჩ” 

რომლის ამონახსნია 

ი (VI-1.6) 
ინ... /)= |–--”ტ I. – ი IC + რთი |- ბთ 

2»ჩ «ას, 12) | 2ჩაინ“ L #. 
I. ' “„ 

თავისუფალი ნაწილაკისათვის (VI-1.4) შედეგი გამომდინარეობს 

წირზე ინტეგრალის გამოთვლიდან (L/ = #I/3) 

წო LV“ ოIX? (V) 
0(X,X”V)= I MნXL(V)6X6 –-– |მძ,“– (VI-1.7) 

X(0)=+ ჩ 0 2 

ნაწილაკისათვის ” პოტენციალში ანალოგიურად გამომდი- 

ნარეობს, რომ 

XV 

ი(VXV)=' | თითი -; | “ე +CC)). VI-1.8) 
X(0>«) 

აგრეთვე საინტერესოა შპურის წარმოდგენა 

# =0= |ძიისი XV) = I. + ათი -;) I9" „წ C „+ ),, თ) - 
"ი». 

“II CIხაCV 
MII= 

= I თით - I 2 9+VCC) ! (VI-1.9) 

განაწილების ფუნქციის ამ სახის ინტეგრალური წარმოდგენა 

ხშირად გამოიყენება სტატისტიკურ მექანიკაში.



VI-2. წირზე ინტეგრალების გამოთვლა 

სტატისტიკურ მექანიკაში 

როგორც უკვე ვიცით, ზუსტად გამოითვლება ფუნქციონალური 

ინტეგრალები რომლებიც ექსპონენტაში კვადრატულ ფორმებს 

შეიცავენ. ამ ინტეგრალებს აქვთ გამოყენება სტატფიზიკაში. 
ადრე განხილული ცვლადის წანაცვლების მეთოდით ასეთი 

ფორმებიდან ინტეგრალები გვაძლევენ საჭირო ფიზიკურ სიდი- 

დეებს. 
განვიხილოთ, მაგალითად, გამოსახულება 

/(ი.X:V)= (თათი -1 (550) 
2 

სადაც X(0) = XI XLCCV) = X-. ეს გამოსახულება არის სიმკვრივის 

მატრიცის ნაწილი, როგორც ჩანს წინა პარაგრაფიდან. გავშალოთ 
თითოეული „ტრაექტორია წრფივი ტრაექტორიის მახლობლად 

(X, #)-სიბრტყეში: 

XCV) = XC)+ XV) 
მაშინ მიიღება 

#(CV,X,:CV)= ით - თ (თით - 2» (რა 

სადაც ხ არის სიჩქარე (მუდმივი) 

ძX(V) _ X, –X, 

ძV 9V 

რადგან #/(C) = #(0)= 0, ჩვენი საძიებელი ინტეგრალი წირზე 

იხლიჩება ორ მამრავლად, რომელთაგან ერთი დამოკიდებულია 

კიდურა წერტილებზე და LC -ზე, ხოლო მეორე დამოკიდებულია 

მარტო CV” -ზე. თუ შემოვიტანთ აღნიშვნას 

#C)= |IV» თმ - 7 (ბ | 

  

  ხ   
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სიმკვრივისათვის ვპოულობთ 

ი(L,X,:V)= ”თ)თი - შრ თ) 
2#C 

შეგვიძლია მივიღოთ განტოლება M(C)-სთვის, თუ გამოვი- 

ყენებთ წარმოდგენას 

0(>,»:#, +MV,)= |თ+ი(C XV, )2C7;V,). 
ამოცანა: მიიღეთ განტოლება და აჩვენეთ, რომ მისი უზოგადესი 

უწყვეტი ამონახსნი შემდეგი სახისაა 

»(CV) = ს-მ 6X0(თC), 

სადაც თ ნებისმიერი რიცხვია. 

  

ფიზიკური თვალსაზრისით ამ მუდმივის მნიშვნელობა არაარსე- 

ბითია, რადგან პოტენციალის ათვლის დონე, რაც ამ სიდიდეზე 

ახდენს გავლენას, არაფერს არ ცვლის ამოცანის ფიზიკურ ში- 
ნაარსში. 

თვით ფუნქცია # (CV ) საერთოდ არ არის საჭირო, რადგან ნე- 

ბისმიერი ფიზიკური სიდიდის საშუალო მნიშვნელობა განიმარტება 

შეფარდებით 

  

_ 50V4) 
რ)“ 5იL) 

და ამ შეფარდებაში XCCV) ფუნქცია იკვეცება. 

ასევე შეგვიძლია გამოვთვალოთ წირებზე ინტეგრალი ჰარმო- 

ნიული ოსცილატორის ამოცანაში. აქაც ინტეგრალქვეშა გამოსახ- 

ულების გაშლით კლასიკური ტრაექტორიის მახლობლად პასუხს 

ორი ფაქტორის ნამრავლზე დავიყვანთ: 

#(=,X,V)= ი -: (წ + თი. მეკი: 
უL 2 
    

სადაც 
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  ”Cდ)- (რი -1(M5-. თი: ”) 
ამოცანა: დაამტკიცეთ ეს თანაფარდობანი. 

V-3. ვარიაციული პრინციპი წირებზე ინტეგრალისათვის 

როგორც სტატფიზიკის კურსიდან არის ცნობილი, თავისუ- 

ფალი ენერგიისათვის ადგილი აქვს შემდეგ უტოლობას: 

# < M +(# – MM/ი), (VI-3.1) 
ან 

# <(M)ე – 75% (VI-3.2) 

რომელიც ჩაწერილია ორი ჰამილტონიანისათვის” #M და ”70. 

როგორ შეგვიძლია სათანადო თანაფარდობების ჩაწერა წირებზე 

ინტეგრალის გამოყენებით? 

სტატისტიკური ჯამისათვის გვაქვს 

60 # - III6”VCI0»C) (VI-3.3) 
X(C0-XLCV) 

ვთქვათ 4 -ის ნაცვლად ვიხილავთ სხვა ფუნქციონალს ტა (არ 

ავურიოთ ენტროპიაში), რომელთანაც გამოთვლების ჩატარება 

უფრო ადვილია. მაშინ (VI-3.3) შეგვიძლია ასე გადავწეროთ 

-» _ 1|-თიიL (§ – 5ა))თიC- 5), | ი იითდC ჯე) ,  (VI-3.4)   C 

სადაც 

გ 4 = IC "#» (V-3.5) 

(V-3.4 გამოსახულების მრიცხველში მდგომ მამრავლს აქვს 

საშუალოს სახე 6X9I- (5 – 5ე)|-დან 6 “წონით გარკვეული X(#) 
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ტრაექტორიისათგის. ამიტომ ეს გამოსახულება შეგვიძლია ასე 

გადავწეროთ: 

0 – (ოა). დ6-ჩრ (V-3.6) 
0 

დავუშვათ, რომ 5 და 40 არიან ნამდვილი სიდიდეები და გა- 

მოვიყენოთ უტოლობა 

(ი/)>C6 VI (V-3.7) 

ამ უტოლობას აქვს მარტივი გეომეტრიული ინტერპრეცაცია 

(იხ. ნახაზი 9). 

  

  

ნახაზი 9 

მრუდი (7) ყოველთვის ძევს 6 (/Iგრუდის მალლა. და ეს 

უტოლობა არ არის იმაზე დამოკიდებული, თუ რა კანონით არის 

განაწილებული / სიდიდე. მივუყენოთ (LVI-3.7) წინა (VI-3.6) 

თანაფარდობას, ვღებულობთ: 

კ” > გ-(5-5ა)-/რ , (VI-3.8) 

II(§ – 5-X %ნ» 

II “50 /)X 

როგორც წესი, (VI-3.9) გამოსახულების გამოთვლა უფრო ად- 

ვილია, ვიდრე (VI-3.4)სა. ამრიგად, მივიღეთ შემდეგი თეორემა 

სადაც 
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#L<ჩ +2(5-5ა),, (VI-3.10) 

ამოცანა: ვთქვათ, 

§ = | 55% + /თრ) რ 

| => + /სდ) რ 
(VI-3.11) 

%% 

აჩვენეთ, რომ 

3(5-5)=(6-M), 
ამრიგად, (VI-3.10) თანაფარდობა შეიცავს (VI-3.1,2) თანაფარ- 

დობებს, როგორც კერძო შემთხვევას. 
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VII თავი. 

მაწარმოებელი ფუნქციონალი 

როგორც ქვემოთ დავინახავთ, ფუნქციონალური მეთოდები 

მნიშვნელოვან როლს ასრულებენ გრინის ფუნქციების, წვეროების, 

გაფანტვის ამპლიტუდების და ა.შ. სხვა ფიზიკური სიდიდეების გა- 

მოთვლებისათვის. ეს უკანასკნელნი, როგორც ვიცით, გამოისახე- 

ბიან ფეინმანის ფუნქციონალური ინტეგრალების მეშვეობითაც. 

ამიტომ მათი შესწავლა და მეთოდების დამუშავება ერთ-ერთი მთა- 
ვარი ამოცანაა თეორიის აგებისას. საინტერესოა და ბუნებრივი, 

რომ ამ გზაზე შეგვხვდება გადასალახი მრავალი მათემატიკური 

ხასიათის სირთულე, რომელთაგან მნიშვნელოვანი ნაწილი ქვემოთ 

იქნება გადმოცემული. პირველ რიგში აუცილებელია სხვადასხვა 
გრინის (ანუ კორელაციური) ფუნქციების მათემატიკურად კო- 

რექტული განმარტებები და, რა თქმა უნდა, მათი ფიზიკური ინ- 

ტერპრეტაცია. დავიწყოთ ერთ-ერთი პრინციპული საკითხით – 

ევკლიდური სიდიდეების შემოყვანით. 

VII-1. ევკლიდური მობრუნება 

ჩვენ ადრე ვნახეთ, რომ ბევრ შემთხვევაში საქმე გვაქვს სტან- 

დარტულ გაუსიან ინტეგრალებთან (რომლებშიც ექსპონენტის 

მაჩვენებელი არის კვადრატული). სახელდობრ, 

თ ._ XI/2 

|თიი“” = | :7 
-თ C 

ამოცანის სახით განვიხილეთ ამის განზოგადება IX#M მა- 

ტრიცების შემთხვევაზე 

თ · ჩ IC 

|ძუდლ”'“” –| 67)" 
ა ძიL «4 
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სადაც # არის ერმიტული მატრიცა. შეგვიძლია დავრწმუნდეთ, 
რომ ეს შედეგი ძალაში რჩება თუ ამ მატრიცას შევცვლით ერმი- 
ტული ოპერატორით. სხვა სიტყვებით, შეგვეძლება დავწეროთ 

|ხნუთი ,( თოთი0თიდთ = VII CC)I 

სადაც CL) არის ერმიტული ოპერატორი და / არის არაარსე- 

ბითი ნორმირების მუდმივი. 

ამ ფორმულის დასაბუთებისათვის დავიწიოთ ცოტა უკან ჰარ- 

მონიული ოსცილატორის ამოცანისკენ და გავიხსენოთ, რომ 
გვაინტერესებდა ინტეგრალი 

,: 2 – 

(იი თ, > MI” ი --> '). = |მ” თი > I4ს” =    

= |ნუთი –5 –- იომ აა! იი (VII-1.1) 

სასაზღვრო პირობით ”C, ) = ”ს, )= 0. ამ ინტეგრალის 

მნიშვნელობა ადრე გამოვთვალეთ და იგი ტოლია სიდიდისა 

· -I/2 

#92) 7 I-ი. 
  

თ; 

ეს ინტეგრალი გამოვთვალეთ დროის ინტერვალის დისკრეტი- 

ზაციით მიღებული მატრიცის დეტერმინანტის გამოთვლით. ახლა 

გამოვთვალოთ ოპერატორის დეტერმინანტი ცხადად და 

შევადაროთ ძველ შედეგს. 
პირველი პრობლემა, რასაც აქ ვხვდებით, არის ის, რომ 

ხარისხის მაჩვენებელი ოსცილირებს და ინტეგრალი უნდა განვმარ- 

ტოთ რეგულარულად. ცხადია შეგვიძლია გამოვიყენოთ 

ჩვეულებრივი ოსცილატორული გაუსიანი ინტეგრალის განმარტება. 

სახელდობრ, 

|იუთი 2: 146" - ფუ! I = ო (მიი 45: +60! -+|იი (VII-1.2) 
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ეს უზრუნველყოფს ინტეგრალქვეშა გამოსახულების სწორ და- 

ცემას და მიგვიყვანს ფეინმანის გრინის ფუნქციებთან. სხვა სიტყ- 

ვებით, წირებზე ინტეგრალი ბუნებრივად შეიცავს მიზეზობრივ სა- 

საზღვრო პირობებს. 

არსებობს ალტერნატიული, მაგრამ ეკვივალენტური გზა წირზე 

ინტეგრალის განმარტებისა, რაც მდგომარეობს ყველა ინტეგრალის 

ანალიზურ გაგრძელებაში წარმოსახვითი დროისკენ კომპლექსურ 1 

სიბრტყეში. ცხადად ეს ასე გამოიყურება 

'-> I=-I, ჯ #00/. (VII-1.3) 

წიუო 

” #CL 

ნახაზი 10 

ასეთი გაგრძელებით ჩვენი ინტეგრალი (VVII-1.1) ტოლია 

.- ” ძ? 

(წV 6X0 - 2 («ომ 4>+ი' იი =ა 
V) 

_ M უდ) 9 +V? თ = – |ხუთი 2» |ძ=ი(C ---+თ 7(>) | = 

  
8) 2 

MV' |0» 6Xი| – («ოდ - “, «ი ირ (VII-1.4) 

აქ ცვლადის შეცვლასთან დაკავშირებული იაკობიანის შეს- 

წორება შეტანილია ახალ მუდმივში. 
მიღებული გამოსახულების მარჯვენა მხარე არის უკვე კარგად 

განსაზღვრული სიდიდე, რადგან ინტეგრალქვეშა გამოსახულება 
ექსპონენციალურად ეცემა (ანალიზურად გაგრძელებულ ოპერა- 
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ტორს აქვს დადებითად განსაზღვრული სპექტრი). ახლა ინტეგრალს 
გამოვთვლით და ანალიზურად გამოვაგრძელებთ უკან რეალური 
დროისაკენ ჩასმით 

ჯ –პ> X=II, ჯ /600I 

ჩვენ გვაინტერესებს დეტერმინანტი, რომელიც უნდა გამოით- 
ვალოს ფუნქციათა სივრცეში, რომლებიც დასმულ სასაზღვრო პი- 

რობებს აკმაყოფილებენ, ”L,ო, )=0. ამიტომაც უნდა ამოვხსნათ 

განტოლება საკუთარ მნიშვნელობებზე 

2 

C 2 2 «4, = 4, 
  

  

ძ? 

რომლის ნორმირებული ამონახსნები ადვილად მოიძებნება და არის 

2. .· MX, –/, 
V, (>) = 9Iი "#8 -5) (VII-1.5) 

»ჯ, –X, », –X, 

შესაბამისი საკუთარი მნიშვნელობებია 

2 

#- 72 | ++ (VI-1.6) 
L, – 7, 
  

ამიტომ ვასკვნით, რომ საძიებელი ოპერატორის დეტერმინანტი 

არის 

–_V     

”=I 

= 8 (VII-1.7) 
თ, –დ,) 

უკან ანალიზურად გამოგრძელების შემდეგ ვპოულობთ 

? ? ყი თს, –! I 
ძC! _ ი სც? – ძი! 9, = 4 C )_ ,9იი” (VII-1.8) 

ძ;” ძ/? თს, –I) თ; 

ეს გამოსახულება, ცხადია, დაკავშირებულია წირზე ადრე გან- 

ხილულ ინტეგრალთან. ამიტომ, ვასკვნით, რომ 
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(იიი > IM" – ფე? )- „ლოთ) -MML2+ “|! (VII-1.9) 

შემდგომში ამ შედეგს განვაზოგადებთ ველის თეორიაზე, 

თავისუფლების ხარისხთა უსასრულო რაოდენობის შემთხვევაში. 

VII-2. კორელაციური ფუნქციები 

განვიხილოთ ჰაიზენბერგის წარმოდგენის ოპერატორების 
დროში მოწესრიგებული ნამრავლის მატრიცული ელემენტი 
„(X.,.I(X.C)X„ (;))X,/),:· ავიღოთ მიმდევრობა /, > /;. 

მაშინ სრული კრებულის გამოყენებით ვწერთ: 

„(,, IXVCC)XV 6)». ), = 

=|თიძ»,„(X,,“, XVICIIM.), „(X,6IXV(:1X,,(,), „(X;,', IX,,/,),, = 

= |ძით,XX, „(X,,, =.), „(XM,ჩ 1ი,/:),, „(X:,/1IX,. 7), 

შევნიშნოთ, რომ ყოველი შინაგანი ნამრავლი ამ გამოსახულე- 
ბაში არის გადასვლის ამპლიტუდა და ამიტომ, ჩაიწერება წირითი 

ინტეგრალის მეშვეობით. ნამრავლების კომბინირებით ვწერთ: 

” ს, MM„ CV), VI»), = V |ნC რთი 156) (VI-2.1) 

ანალოგიურად, როცა L; > 7, , გვაქვს 

„თMIX„რ)X,6)X./), = M (ნთრ)რ)თთ +500) (CI-2.2 
აქ ჩვენ გამოვიყენეთ ის ფაქტი„ რომ ინტეგრალქვეშ 

XC, XC.) არიან კლასიკური სიდიდეები და ერთმანეთთან კომუ- 

ტირებენ. ამ ორი ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

„(X,,,,I(XV 6)X„ CC)», ),, = M |9XC, Xრ)თთ 1 5ნ9) (VII-2.3) 
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სინამდვილეში, ნებისმიერი რაოდენობის ოპერატორების დროში 

მოწესრიგებული ნამრავლი გვაძლევს კორელაციურ ფუნქციებს 

წირებზე ინტეგრალის სახით: 

„ (»,,,, #(0, (X„ V))..0, წი V, )))X/) – 

= V I0»0,(XCI))..0,CღC, ათი + § MI 

წირზე ინტეგრალის მიმზიდველობა იმაშია, რომ მარჯვენა 

მხარეში გვაქვს მარტო კლასიკური სიდიდეები და არა ოპერა- 

ტორები. 

გამოყენებებში საჭირო ხდება გადასვლის ამპლიტუდების დათ- 

ვლა რაიმე ფიზიკურ მდგომარეობებს შორის და არა მხოლოდ ორ 

კოორდინატულ მდგომარეობებსს შორის სახელდობრ, დაგ- 

ვაინტერესებს ვიცოდეთ სისტემის საწყისი ფიზიკური მდგომარეო- 

(VII-2.4) 

ბიდან IV,) დროის I, მომენტში საბოლოო IV,) მდგომარეობაში 

დროის !, მომენტში გადასვლის ალბათობა. ესაა ის, რასაც / 

ითხოვს 5 მატრიცის მატრიცული ელემენტების ცოდნა. 

განმარტების თანახმად, გადასვლის ამპლიტუდა მოიცემა ასე: 

” თ / V, ' “ 

= Iთი»,ძ-; „(V, >, „",), „თ, IX ჩ), „I, V), = 

=M |თი-,თ-V;C,.“ Mნნ)/0თთ + 5) (VII-2.5) 

აქ გამოყნებულია ჩვეულებრივი კვანტურ-მექანიკური განმარ- 

ტება 

„(=/V), =VC9 
ასევე შეგვიძლია ჩავწეროთ დროში მოწესრიგებული ნების- 

მიერი კორელაციური ფუნქცია 

” („ / IC, (XV, C, )..0, (XV, CV, )) V/, წ = : (VII-2.6) 

= M |ძ»,ძXV; LX, ,!, M,(=.“ ) | 0»0, (X(6))..0, (XC, )თი ; 5 
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გამოთვლებში ხშირად გვაინტერესებს საშუალო 

მნიშვნელობები. სწორი ნორმირებისთვის ასე წერენ 

(7(0 (X„C,))..0,(X„ C,,))) = 

„VIIIC(X„(,))..0.(X„ IV), _ (VII-2.7) 

” („, V, '» 

(რირი რის დაი)|2»0,თ6)).0,CC,))თი ;-56I)) 

|ძი,ძXV;C,,(,V,( X,,I, )(0»თიი + 5) 

ამის შემდეგ ჰაიზენბერგის სურათის ინდექსს ჩამოვუშვებთ. 

ახლა შევნიშნოთ, რომ შეგვიძლია კორელაციური ფუნქციების 

  

  

გენერირება მარტივი გზით თუკი გარეშე წყაროსაც გამოვიყენებთ. 

განვმარტოთ მოდიფიცირებული ქმედება ასეთნაირად 

წ§IX,/| = 5ს:|+ II. VIXV). (VI-2.8) 
, 

სისტემის დინამიკას განსაზლვრავს ქმედება 5IXI = 59IX,01. 

განვმარტოთ ასევე 

(რიIV,), = V Iძიი,ძ-V:L,./, MI (თ. )(ითი( + 51, 71). (VI-2.9 
ნათელია, რომ 

(რM.),.ა =(V,M,) 
ამავე დროს, როცა 1, => !, =I,, ვპოულობთ 

ი, M.), _ · IX, წ/ წ _ 

შნ). - MIთ.,ძXV; (C./„M,(=.#) (> “ედ თი; 5XI) = 

=M |ძი,ძიV; C, ,, V, C.)I>»- 6 )თთ 15, 4) 

(VII-2.19) 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 
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ბ(V,M,), 
6IC,) (V, IX„( „IV,) V,) 

  
I 

ჩ 

ანალოგიურად, როცა I, > (ს,Iე >(, 

2 

ბ'(V,M.), ით =(CL თ (X6)#6)IM#ა 
საზოგადოდ, მარტივად მტკიცდება, რომ 

  

  

ორით -CL) IICXC)..XVI,)IV,) (VII-2.11) 

შესაბამისად, 

Cთ(X6). XC ))= + 0VC6)-XCVV) _ 
(V,V,) 

_ (–#)” ბ”(VMV,), 

_ (V,M,), 2/(6)...2/CC) ,., 
ამის გამო (V, IV, ), -ს ხშირად დროში მოწესრიგებული კორე- 

(VII-2.12) 

  

ლაციური ფუნქციების მაწარმოებელ ფუნქციონალსაც უწოდებენ. 

VII-3. ვაკუუმური ფუნქციონალი 

ველის კვანტურ თეორიაში საინტერესო სიდიდეა ვაკუუმიდან 

ვაკუუმში გადასვლის ამპლიტუდა გარეშე წყაროს არსებობისას. მის 

საპოვნელად გავიხსენოთ გადასვლის ამპლიტუდა კოორდინატულ 

სივრცეში: 

(»,,,, IL), = M(0»თი 1 5XVII = ს თით ანი; 140-6) 

ეს სიდიდე ამავე დროს არის 
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C, "”, XI), =M (მოთ :51XVI) = C,., წლი :1ი/ი)I»-ა (VII-3.1) 

ახლა ავიღოთ ზღვარი 

; –> –თ9, I, –> %9 

სხვა სიტყვებით, გვინდა გამოვთვალოთ ამპლიტუდა იმის ალ- 

ბათობისა, რომ სისტემა საწყისი მდგომარეობიდან (უსასრულო 

წარსული) გადავა საბოლოო მდგომარეობაში (უსასრულო მო- 
მავალი) გარეშე წყაროს თანდასწრებით. ამ ზლვარს გამოვთვლით 
ადიაბატური ჰიპოტეზით: 

VV)=0, როცა I >% 
და ავიღებთ ზღვარს, როცა 1 –> თ, 

შეგვიძლია დავწეროთ 

ი I, „/ „ჰ”) = MVIV» ით; MCC X)+ ») (VII-3.2) 
/(/-5= –-თ 

ალტერნატიულად, (VI-3.1)-დან 

ო, (X,,! „M-.) „ =თხო რომი ჯ 14. ;,) (VII-3.3) 

/(,/–კ= 

“5” 
I(/ <5 

შემდეგ დავუშვათ, რომ ძირითადი მდგომარეობის ენერგია 

ნორმირებულია ნულზე, ასე რომ 

IMI|0) = 

MM) = M,|M), #,>0 

სრული კრებულის გათვალისწინებით გადასვლის ამპლიტუდი- 

სათვის ვიპოვით 

სორენი), = დო 2 რირი <ი ; 14% ორთა |- წუათ/,–თი 

”ა–-თ (/5= 
„ათ 
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“ღლ, 2. #,Iი. -MI |ოთ«ი; MX» (ოი; ”I 15 

–_–_ IC. IM ორსა 
წან6თ! +კ§-თ 

/,თ ჩ.წ” 

(->1თ ზღვრებში ექსპონენტები ოსცილირებენ ნულისკენ 

ყველა მდგომარეობისათვის ძირითადის გარდა. ამის დანახვა სხვა- 

ნაირადაც შეგვიძლია წარმოსახვითი დროისკენ ანალიზური 

გაგრძელებით. მიიღება 

სო (XMVIX.6) = 1Iო(X, |0X ტ/ თი; IX ირა - 
- (VII-3.4) 

- =(», 10X0», ე.C. IM 9 

ამრიგად 

Xჯ.,, X,,I, 

ითი; 14 Iთ- IIიი (იიი, (VII-3.5) 
(52. (X, 0X0IX) 

მარცხენა მხარე დამოუკიდებელია კიდურა წერტილებზე და, 
ამიტომ, მარჯვენა მხარეც დამოუკიდებელი უნდა იყოს. გარდა 

ამისა, მარჯვენა მხარეს აქვს წირზე ინტეგრალის სტრუქტურა. 

ამიტომ (VII-3.5) შეგვიძლია ასედაც დავწეროთ 

უი 1 |ი- (000), = V (თითი, 5, # (VII-3.6) 

სადაც 

აწე I46Cა +.#) 

შევნიშნოთ, რომ თუ განვმარტავთ 
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7LV | = (0 0), = MV II» თი + §IX, 9 (VII-3.7) 

მაშინ გვექნება 

C”»" 2”7V| 70 20).56) =(I(XC).. XC.) (VI-3.8) 
#50   

ე.ი. 7IV I აწარმოებს დროში მოწესრიგებულ კორელაციურ 

ფუნქციებს ანუ გრინის ფუნქციებს ვაკუუმში. თუ გვეცოდინება 

ვაკუუმური გრინის ფუნქციები, ავაგებთ გაფანტვის 5 -მატრიცას. 

ველის კვანტურ თეორიაში ეს ფუნქციები ასრულებენ ცენტრალურ 

როლს. 2 IL/ I-ს სათანადოდ ეწოდება ვაკუუმური ფუნქციონალი ან 

ვაკუუმური გრინის ფუნქციების მაწარმოებელი ფუნქციონალი. 

კვანტურ მექანიკაში ვხვდებით სხვადასხვა სტატისტიკურ გად- 

ახრებს საშუალო მნიშვნელობიდან. ეს შეიძლება მივიღოთ წირზე 

ინტეგრალის ფორმალიზმში შემდეგნაირად: განვმარტოთ 

20I= =C MI 
ან 

M/I/ | = –#Iი 2IVI (VI-3.9 
რადგან კვანტურ მექანიკაში გადასვლის ამპლიტუდისათვის 

წირზე ინტეგრალი პროპორცულია ექსპონენტისა კლასიკური 

ქმედებიდან, ამ მიზეზით MI | -ს ეფექტურ ქმედებას უწოდებენ. 

განმარტებით 

  

  

    

ბს , ს 1 ბ2VI . _ 
VV) ლ XI 5/C) =(X(C,) (VII-3.10) 

შემდეგ 
#) ა'MIVI („0-1 ა'7I) IL 42L/)22(VI 

C. MC), “ს ” სთთოთუ სჩ ”ფრსებლი) 
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=(7(XC,)XC,))) –(XC,)MIXC) = 
=(ILXC,)-(XCIXXC,)– (XC.))) 
ესაა საშუალო მნიშვნელობის მეორე რიგის წარმოებული. 

ანალოგიურად ვიპოვით 

C თ MI | 

6I(,M/VIM/C6),- 
=(ILXC,)–-(XC)IXC,)-–(X(CI)IXC6)-(XCC ))) 
შეგვიძლია განვაგრძოთ და 196 უფრო რთული ფორმები. 

ვხედავთ, რომ M/I/| გენერირებს სხვადასხვა სტატისტიკურ გად- 
ახრებს და მათ მომენტებს. ველის კვანტურ თეორიაში ეს არის ე.წ. 

ბმული ვაკუუმური გრინის ფუნქციების მაწარმოებელი ფუნქციონ- 

ალი. 

(VII-3.11) 

მაგალითისათვის განვიხილოთ ჩვენთვის კარგად ცნობილი 

ჰარმონიული ოსცილატორი. 

2 
71C 

X7 + #I = 2I7/)= არო, M5 (? _ 
2 

_ 30C 0 4+4' 40-20. 

გავიხსენოთ, რომ 

აუ + -«C.( ს –!)= –ბ( –/) 
–ი'| ძ? 

  

= IIIოი MI|0-თი - > 
C-ს 

  

ახლა შემოვიტანოთ ახალი კანონიკური კოორდინატა 

#6) = X0++ IMV,,6 - ლ 
7! -თ 

მაწარმოებელი ფუნქციონალი იღებს სახეს 
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2I/I= სთ M IX იი - თ IMX0 5> +თ? – «ი, X 

X იი- -- IC“ 'IC)C.( –IV ი 

§-0“ 

20 - ; (4«V00,(-ი/რ0 
(VII-3.12) 

ახლა უკვე პირდაპირ ვიპოვით 

6?7IV | 

ბIV MC), 
შესაბამისად ჰარმონიული ოსცილატორისათვის გვაქვს 

(I(XC.)X(C,))) = (=V»? ი უტუ ა) 

„ა___-__.__._ 
სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, ამ მაგალითში ორწერტილოვანი 

დროში მოწესრიგებული ვაკუუმური კორელაციური ფუნქცია 

გვაძლევს ფეინმანის გრინის ფუნქციას, ანუ ორწერტილოვანი ვა- 

კუუმური ბმული გრინის ფუნქცია სხვა არაფერია, თუ არა ფეინ- 

მანის პროპაგატორი. 

= Mთ #42, +თ '-4) იი - ე; (400, ს – ი) = 

  
–-ძ, (I, –I;)7LV | (VI-3.13) 

  ი (VII-3.14) 

VII-4. ევკლიდური გრინის ფუნქციები 

არაფიზიკური სასაზღვრო პირობების გამო, 1, –> –IC, 1, –+Iთ 

ზემოთ აღწერილი გრინის ფუნქციები უნდა გავიგოთ, როგორც 

„ევკლიდური" გრინის ფუნქციები, რომლებიც განიმარტება შემდეგ- 

ნაირად: 
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58... 8)=,Cს/C-IV,.ა-/2,)  _ (VI-4.1) 
მაშინ მისთვის მაწარმოებელი ფუნქციონალი შეიძლება შე- 

მოვიტანოთ ასე: 

  

”, L7I = 

4“ 2 II-4, 
– ე. II» ოთ M- 7 #%.) –VC)+ „ორო! როგ 

ამავე დროს 

ფ”MIVI 
წ MC, ..,თ)ლ- +... 

! 6/(I, )..C/(>,) #0 

  

არაფიზიკურ ზღვრებს აზრი აქვთ „ევკლიდურ სივრცეში", 
გარდა ამისა, ფუნქციონალური ინტეგრალი ამ სივრცეში კარგად 

არის განმარტებული, თუ M”/ (ნ) პოტენციალი შემოსაზღვრულია 

ქვემოდან. ეს იმიტომაა შესაძლებელი, რომ როგორც ზემოთაც იყო 

აღნიშნული, თუ პოტენციალის ათვლას ნულიდან დავიწყებთ, მაშინ 

2 

7(%) +VMV(»X)> 0 (VI-4.3) 
2 LთX 

ამ დროს ექსპონენციალური მამრავლი (VVII-4.2) ფორმულაში 
განაპირობებს ფუნქციონალური ინტეგრალის კრებადობას. შევნიშ- 

ნოთ, რომ VVII-4.3) პირობა ყოველთვის სრულდება ფიზიკურად 

სტაბილური სისტემებისათვის. 

ამრიგად, ფუნქციონალური ინტეგრალები კარგადაა განმარტე- 

ბული მხოლოდ ევკლიდურ სივრცეში (სივრცეში წარმოსახვითი 
დროით). რეალურ სივრცეში ფიზიკური სიდიდეების გამოთვლისათ- 

ვის უნდა მოვახდინოთ ანალიზური გაგრძელება. 
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თავიVIII. 

ველის კვანტური თეორია 

VIII-1. ძირითადი თანაფარდობები 

გველის თეორიას შევხედოთ როგორც კვანტურ-მექანიკურ სის- 

ტემას უსასრულო რაოდენობის თავისუფლების ხარისხებით., კვან- 
ტურ მექანიკაში შემოტანილ ობიექტებს შევუსაბამებთ შემდეგს: 

III. –> |ძთ(X)ძ»(X)) 

L(9V,9,, MV0,.ი,) > |ძ'XM(თდ,მ,თ, |ძ?XM/(თ.») 
სადაც შემოდის ველის კანონიკურად შეუღლებული იმპულსი, ლა- 

გრანჟიანის და ჰამილტონიანის სიმკვრივეები. მაწარმოებელი ფუნ- 

ქციონალი IM7/ IM | არის ვაკუუმ-ვაკუუმური გადასვლის ამპლიტუდა 

გარეშე წყაროს თანდასწრებით. ამ გზით მივილებთ კვანტურ- 

მექანიკური თანაფარდობების ბუნებრივ განზოგადებას 

MVI- ( ნთნ»Iთის |ძ"XII(Cმათ(X) – M/(C,დ)+ ”(XX(CV)) 
ან 

MVI- |0ითის |ი'XXIთ(X),მ,თ(X))+ V(ი(ი, 
ამ ნაწილში ვიყენებთ ველის კვანტური თეორიისათვის მოსა- 

ხერხებელ ბუნებრივ ერთეულებს, # =C =1. 

შემდეგ, რაკი უნდა განვიხილოთ ზღვარი I! –>Iთ. გრინის ფუნ- 

ქციების გამოთვლისათვის, ჯერ უნდა გამოვთვალოთ ევკლიდური 

სიდიდე ML, 
V,. IM/I– | იჯი1I'XIIL(0(X)+ /(-XC))L ჯ, =(» = II,X) 

ბმული გრინის ფუნქციები გამოითქლება ასე: 
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_ _) ა”M,I/I 

M-IVII /(8)..2/(= ), 
ამრიგად, მიუკავშირებელი ნაწილების ასაცილებლად ეს მრა- 

CVI(X ,...,X,) (VII-1.1) 

ვალჯერადი წარმოებულები უნდა გაიყოს M,. I/ | -ზე. ამის მეტად 

მნიშვნელოვანი პრაქტიკული გამოსავალია ის, რომ M/IVI-ს V -ზე 

დამოუკიდებელი მამრავლები არაარსებითია გრინის ფუნქციების 

გამოთვლებისათვის. 

განვიხილოთ საილუსტრაციო მაგალითი – სკალარული თეო- 

რია 4თ“; 

L(თ)= Lა(თ)+ L,(დ), 
1 1 41 

#ი(დ)= >(0,თ)მ”ი – >=//'ი” L,(0)= – წ?“ 

ევკლიდური მაწარმოებელი ფუნქციონალია 

_ –-–– (VIII-1.2) M,.II)= (ხით - MMC) +2(VV) +2/ ი +? II 

რომელიც ასე გადავწეროთ: 

MI) = ით. (42 რ MI (VII-1.3) 

სადაც 

M M = (ნილი |თიCჩ, + წე) (VIII-1.4) 

არის თავისუფალი თეორიის მაწარმოებელი ფუნქციონალი; (აღ- 

ნიშვნების გასამარტივებლად ჩამოშვებულია ევკლიდური სივრცის 

შესაბამისი აღნიშვნები) 
2 

მ 
თავისუფალ ნაწილში გამოსახულება -(% –(Vთ) შეგ- 

მ? 

ვიძლია შევცვალოთ გამოსახულებით # > +V? I , რადგან 
ჯ 

მათ შორის განსხვავება არის სრული დივერგენცია. ამიტომ გვაქვს: 
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MI) = (იითი – - IM 1XM “)თ(X)M C-, 7/)დC)/)+ I “/CXC)) (VIII-1.5) 

აქ 
     

2 

#Cა)=2რC-)- < 3 +) (VIII-1.6) <= 

რადგან X, 7” ცვლადები შეიძლება განვიხილოთ როგორც „უწყ- 

ვეტი ინდექსები“, მიღებული გამოსახულება (LVIII-1.5) ანალოგიურია 

უსასრულო განზომილების გაუსის შემდეგი სახის ინტეგრალისა 

I 
Iშდ,..4დ, იი -122 M,თ,+ 28 –  (VII-1.7) 

” # 

  “ექჯ91 2VV# ',V # 

(VIII-1.5)-ის მარჯვენა ნაწილში გაუსის ინტეგრალები აიღება და 

არაარსებითი მამრავლის სიზუსტით მიიღება შემდეგი: 

M.L/I = თი 1 |ძ“»ძ“ »VC:)#C, »V0! (VIII-1.8) 

სადაც #(X, ») არის MC.X») ოპერატორის შებრუნებული ოპ- 

ერატორი, რომელიც განიმარტება თანაფარდობით: 

|ძი"»X ს.»)ბ(” 2) = ტ)(ჯ- 2). 

ადვილი საჩვენებელია, რომ 

!'M(X-V») ძზშX 2 

არაი - რეთა. 
თუ (VIII-1.3) რი) თ ექსპონენტას გავშლით შეშფოთების 

, M =(IM-6,X) (VIII-1.9) 

თეორიის მწკრივად L, -ის ხარისხების მიხედვით, მივიღებთ ვიკის 

განამწკრივს და ბმული ფუნქციების განმარტების მიხედვით ავ- 

აგებთ ფეინმანის წესებს. (VIII-1.9ე) ფუნქციის ანალიზურ გაგრძელე- 

ბას, რაც დაიყვანება შეცვლაზე X, -> X, და M, > #„ ამ ფუნ- 
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ქციაში, მივყავართ კარგად ცნობილ ფეინმანის პროპაგატორზე 

სკალარული ველისათვის: 

– . , ძ“( ტგ-M(-)) 

– ტ(C – 7) – 10(X – 7) = ა“. (VIII-1.10) 
(2#) #” –,//” +16 

ამ ფორმულის მნიშვნელში წარმოსახვითი დანამატი მიუ- 

თითებს იმ სასაზღვრო პირობების ხასიათზე, რომლებიც უნდა 

დაედოს პროპაგატორს. ის შეესაბამება ლაგრანჟიანში დამატებითი 

შესაკრების ნთ? / 2 ჩართვას, რომელიც უზრუნველყოფს ფუნ- 

ქციონალური ინტეგრალის კრებადობას მინკოვსკის სივრცეში. 

VIII-2. ფერმიონული ველების დაკვანტვა 

ფუნქციონალური ინტეგრალით 

ფერმიონების სისტემა შეიძლება აგრეთვე დაიკვანტოს ფუნ- 

ქციონალური ინტეგრალით, თუკი გადასვლის ამპლიტუდას გამოვს- 

ახავთ უშუალოდ ყველა შესაძლო მსოფლიო წირებით, რომლებიც 

აერთებენ საწყის და საბოლოო მდგომარეობებს. მაწარმოებელ 

ფუნქციონალს ამ შემთხვევაში ექნება სახე 

M,71= (0ყი თის |ძშXIC,,V)+Vუ+7VII . (VII-2.1) 
სადაც V/,V/ ,77.77 არიან (კლასიკური) ფერმიონული ველები და 

წყაროები, შესაბამისად. თუ ჯამი წირებზე ბოზე-სისტემებისთვის 
იყო ფუნქციონალური ინტეგრალი ჩვეულებრივი კლასიკური ფუნ- 

ქციების მიხედვით, ფერმიონების შემთხვევაში (CVIII-2.1) ინტეგრალი 

უნდა გამოითვალოს ანტიკომუტირებადი C რიცხვოვანი ფუნქციე- 

ბის მიხედვით (“"კლასიკური" ფერმიონული ველების მიხედვით) 

(VVCC,V თ") = VC,VC") = V(>,V CC) =9 
ფთ) /C') = თთ),7()= წ (7 (I) = თ(X,#VC"I=9 

სხვა სიტყვებით, ეს ფუნქციები არიან გრასმანის ალგებრის 

ელემენტები. 
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გრასმანული ანალიზი 

გრასმანულ ცვლადებს აქვთ მეტად უჩვეულო თვისებები. 

კლასიკური გრასმანის ცვლადები აღვნიშნოთ ასე 

თ. (| =1,2.....#) 
ისინი აკმაყოფილებენ ანტიკომუტაციის თვისებებს 

«ფთ, +X,6 =0 (,,/ =12,..,ჩ) (VII-2.2) 

კერძოდ თითოეულისათვის ეს ნიშნავს 

თ” =0 / ფიქსირებულია. (VIII-2.3) 
ამაზე იტყვიან; რომ გრასმანის რიცხვები არიან ნილპოტენ- 

ტური. ამ თვისების პირველი შედეგია ის, რომ თუ გვაქვს ერთი 

გრასმანის ცვლადის ფუნქცია #(ჟ). მაშინ მას გააჩნია მარტივი 

ტეილორის გაშლა 

#(0=ძი+ხ/ (VIII-2.4) 

რაკი #6, ანტიკომუტირებადი სიდიდეებია, მათ მიხედვით წარ- 

მოებულები უნდა განიმარტოს გარკვეული სიფრთხილის დაცვით იმ 

აზრით, რომ მნიშვნელობა ექნება გაწარმოების მიმართულებას. 

პირველ რიგში შევნიშნოთ, რომ გრასმანის რიცხვები არიან 

სიმბოლოები – დისკრეტული ობიექტები, მათ X -სგან განსხვავებით 

არ შეუძლიათ უწყვეტად ცვალონ თავისი მნიშვნელობა არც ერთი 

შინაარსით. ამიტომ ნათელია, რომ წარმოებულებს არ ექნებათ 
ჩვეულებრივი ინტერპრეტაცია უსასრულოდ მცირეების ტერმი- 

ნებში მაგალითად, გაწარმოება განიმარტება ფორმალურად, 

როგორც 

მ», 

–“= 0, , (კრონეკერის სიმბოლო) (VIII-2.5) 
მთ, 

ეს არის განმარტება ტოლობის მარცხენა მხარისა და არ 

განიხილება როგორც ორი უსასრულოდ მცირე ნაზრდის შე- 

ფარდება. ამის მიუხედავად გრასმანის ცვლადებისათვის შეიძლება 
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დიფერენციალური აღრიცხვის აგება რომლის წესები ახლოსაა 
ჩვეულებრივი დიფერენციალური აღრიცხვის წესებთან. 

ასე, მაგალითად, ნამრავლის წარმოებულის განმარტებაა: 

მთ, 2-6. ხონ, )= (VIII-2.6) 

= მ, C წ, 6, )– ბ, LC თ, =2 )+ ..+ ( I 'ი. (. თ => ) 

ე.ი. ჩვენ ჯერ გადავსვამთ თ, -ს, სანამ არ აღმოჩნდება ყვე- 

ლაზე მარცხნივ, ხოლო შემდეგ ვიყენებთ წარმოებულის განმარტებას. 
მოყვანილი თანაფარდობები განმარტავენ გაწარმოებას 

მარცხნიდან, რომელიც უნდა განვასხვავოთ გაწარმოებისაგან მარ- 

ჯვიდან: 

(CC ..2, |” 26.“ 

=6, (6... )- 6, LC..2, 6 )+...+(-I გ, (C...5) 
ამ გზით თუ ვიმოქმედებთ, შეგვეძლება დავადგინოთ დიფერ- 

ენციალური აღრიცხვის წესების შეთანხმებული სისტემა. 

შევნიშნოთ, რომ თვით გრასმანის ცვლადების მსგავსად გაწარ- 

მოებაც ანტიკომუტირებადია 

I- ””'“ 
მთ, მხ, მრ, მთი, 

ანუ იქცევა ისე, როგორც გარეშე წარმოებული დიფერენციალურ 

გეომეტრიაში. ცხადია, რომ ფიქსირებული ინდექსისათვის 

2) 
ანუ წარმოებულიც ნილპოტენტურია. შეგვიძლია დავწეროთ ან- 
ფიკომუტაციის თანაფარდობა წარმოებულსა და გრასმანის რიცხვს 

შორის: 

  

  

მ „LI მ – 
(61: მდ თ,+6, მდ ბ. (VII-2.8) 
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ესაა მარცხენა წარმოებულისათვის. 

გარკვეულობისათვის თუ საწინააღმდეგო არ იქნება ალ- 

ნიშნული, ყველგან მარცხენა წარმოებულს განვიხილავთ. 

ინტეგრაცია გრასმანის ცვლადით. დავიწყოთ კვლავ ერთი 

ცვლადით თ გვინდა განვსაზღვროთ ობიექტი 

I(/)= /|იყფ 
სადაც I(/) არის C-რიცხვი რადგან ი არ არის უწყვეტი 

ცვლადი, ამიტომ I(2) ინტეგრალიც არ არის #/(0) მრუდის ქვეშ 

მოთვსებული ფართობი. ამიტომ არავითარი შინაარსი არ აქვს 

ქვედა და ზედა საზღვრების მითითებას. 

I(/) უნდა გავიგოთ როგორც ფუნქციონალი, რომელიც ნე- 

ბისმიეერ /() გრასმანის ალგებრის ელემენტს შეუსაბამებს 

C რიცხვს, I(/). მოითხოვენ შესაბამისობა იყოს ისეთი, რომ შეს- 
რულდეს ორი მთავარი თვისება რომლითაც ხასიათდება 

ჩვეულებრივი განსაზღვრული ინტეგრალი უსასრულო საზღვრებში, 

IV: სახელდობრ, წრფივობა და ტრანსლაციური ინვარიან- 

ტობა. 

სხვა სიტყვებით, ვთხოულობთ შემდეგ თვისებებს: 

(1) I49#(9)= |ძ#C +0). სადაც 0 გრასმანის რიცხვია. 

(2) |ძ6IV/(C)+ხX(6)|= ი |ძი/(2)+ხ |ძაი(ჟ), 
სადაც 0,ხ ნებისმიერი C -რიცხვებია. 

ვიცით, რომ გრასმანის ცვლადის ფუნქციას აქვს მარტივი სახე 

· "(9 I /0=/ + /ა%X 
და რადგან ინტეგრალი C -რიცხვი უნდა იყოს, განვმარტოთ ასე: 

I(/)= IძეL/ + /02)= /ი0  (I-2.9 
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ეს განმარტება აკმაყოფილებს ზემოხსენებულ 2 მოთხოვნას. 

ამავე დროს 2 დამოუკიდებელი ფუნქციისათვის, 1 და «, ეს გან- 

მარტება დაიყვანება შემდეგ თვისებებზე: 

|ძ§-1 =0, |თი-.დ=) (VI-2.10) 
ზემოხსენებული მოთხოვნები, ცხადია, კმაყოფილდება. შევნიშ- 

ნოთ, რომ ასეთი განმარტების შემთხვევაში გრასმანული ინტეგრა- 

ცია ემთხვევა გაწარმოებას: 

IC) = 379) (VIII-2.11) 

ეს თვისება კი ემყარება შემდეგს: #2-ით აღვნიშნოთ გაწარ- 

მოება გრასმანის ცვლადით, ხოლო / იყოს ინტეგრაცია. გვაქვს 

შემდეგი თვისებები: 

1#) = 0 (სრული წარმოებულიდან ინტეგრალი უნდა იყოს ნული) 
IX =0 (C-რიცხვის წარმოებული უდრის ნულს) 

რაკი გრასმანის ცვლადით გაწარმოება ნილპოტენტურია, ამ 

პირობების დასაკმაყოფილებლად , ბუნებრივია, გავაიგივოთ 

1I= 
გრასმანული ანალიზი ასე განვავრცოთ: განვიხილოთ 7 

ობიექტი, რომლებიც ემორჩილებიან ანტიკომუტაციას: 

წარ, 6) 
განმარტებით ავიღოთ (#, )? = 

ამრიგად წარმოიქმნება 2” წრფივად დამოუკიდებელი სტრუ- 

ქტურები: 

1 

წნ?ა 6 

თ :6(63)6ი-|0ი , სულ 2” (VIII-2.12) 

66263» 

11-17 
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ეს სტრუქტურები წარმოქმნიან 2” -განზომილებიან წრფივ 

სივრცეს, C,. 

გრასმანის თ, რიცხვებს უწოდებენ ამ ალგებრის წარმომ- 

ქმნელებს, რადგან ამ ალგებრის ნებისმიერი ელემენტი შეიძლება 
ჩაიწეროს შემდეგი სახით: 

#(8 ლ ,..,%,)= 

= /") + 2.#.X, + 2, %, წ, +...+ 270, წ, 2 => (VIII-2.13) 

ჩავა. 

სადაც #/ -ები არიან ჩვეულებრივი (კომუტირებადი) C -რიცხვები. 

ნებისმიერი ორი რიცხვის გადასმის მიმართ C« -ების ნამრავლების 

ანტისიმეტრიულობის გამო, მოყვანილი გაშლა არ არის ერ- 

თადერთი, / -ებსს ყოველთვის შეგვიძლია დავუმატოთ ორი 

ინდექსის გადასმის მიმართ სიმეტრიული წევრი. 

ხშირად მოსახერხებელია განვიხილოთ „წმინდად ლუწი” და 
„წმინდად კენტი” ქვესიმრავლეები ამ ალგებრისა, რომლებიც შეი- 

ცავენ მხოლოდ ლუწი (კენტი) რაოდენობის # -ების ნამრავლებს 

ითი _ (0) (2) (61) 
/ – # + წ თ, თ, + მიი" თ, თ, ი.წ, +... (VII-2.14) 

ძძ I 3 /#“ = /0X, + /0C დ §, +.... (VII-2.15) 

ნათელია, რომ ლუწი ქვესიმრავლე კომუტირებს C, ალგებრის 

ყველა ელემენტთან, მაშინ, როცა კენტი ქვესიმრავლის წევრები 

ანტიკომუტირებენ მხოლოდ ერთმანეთთან. 

ეს მინიატურულად იმ ფაქტის გამოხატულებაა, რომ ფერ- 

მიონთა ლუწი რაოდენობა წარმოქმნის ბოზონს, მაშინ როცა ფერ- 

მიონთა კენტი რაოდენობა – ფერმიონს. 

მაგალითი: C., რომელიც წარმოიქმნება 2 ელემენტით: თ, და 

თ. . განვსაზღვროთ ორჯერადი ინტეგრალი: 

|ძCძ2, /(,C) 
ბუნებრივია, უნდა მოვითხოვოთ აგრეთვე, რომ დიფერენ- 

ციალებიც ანტიკომუტირებენ: 
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(ზ#,ძCთ)=196,2,)=0 (VIII-2.16) 

C, ალგებრა შეიცავს 4 დამოუკიდებელ ფუნქციას; 

1 თ, ბეე «)C, (VIII-2.17) 
ამის მიხედვით განვმარტოთ ინტეგრალები: 

· I, |ძი,.I= |ძC |I|6, ·1)=0 

« I, |ძი,-6, =-–IძC,)|ძი6)=-IიC-1=0 

« |ძი, |ძდ,·«, = |ძC ·1=0 

« ძი |ძლ,(ე6,)= -|ძCIIთ6,-2,(, = -Iძ6 ·დ =-I 
ეს წესები მთლიანად განსაზლვრავენ ნებისმიერი / (C ,6,) 

ფუნქციიდან ინტეგრალს და ადვილია განზოგადება ნებისმიერ C,, -ზე, 
რაკი ნებისმიერი #/ -ფუნქცია შეიძლება ჩაიწეროს ზემოთ- 

ჩამოთვლილი სტრუქტურების მიხედვით გაშლის სახით, ნათელია, 

რომ ინტეგრალში: 

Iძ6 |ძ6C...|ზ2,/(დ ,6.....) 
არანულოვან წვლილს შეიტანს მხოლოდ უკანასკნელი წევრი. 

ყველა წინა წევრი შეიცავს ერთ ისეთ ინტეგრაციას მაინც, რომელ- 

საც არ აღმოაჩნდება შესაბამისი 94%, და რაკი I%, ·1=0, ამიტომ 

ყველა ასეთი წევრიდან ინტეგრალი ნულის ტოლი გამოვა. უკანასკ- 

ნელი წევრი ინტეგრირდება 22.2 ნამრავლის მიყვანით შემ- 

დეგ სახეზე #6,9,.,..6,, სათანადოდ ნიშნების გათვალისწინებით 

თითოეული გადასმის დროს. 

ამიტომაც, 

|ძ6...Iძ<, (CC .«.)=(–,). (VII-2.18) 

7 წს) მეა'., 
სადაც (– 1) არის შემდეგი გადასმის ნიშანი: 1) 

MM -– IL... 
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ცვლადის წრფივი შეცვლა გრასმანულ ინტეგრალში. 

ვთქვათ გვაქვს C,-ის (<,,6,,...6„) ელემენტებით წარ- 

მოქმნილი სივრცე და გადავდივართ ცვლადებზე (7,,7/:,---77, )- 
გადასვლა განმარტებული იყოს ასე: 

”,= 2,8,5,58, (VIII-2.19) 
/ 

სადაც კოეფიციენტები ჩვეულებრივი რიცხვებია, რომლებიც 

ქმნიან არასინგულარულ მატრიცას. ნათელია, რომ კრებული (7,) 

იმავე საფუძველზე შეგვიძლია განვიხილოთ, როგორც C,ალგე- 

ბრის წარმომქმნელთა კრებული, ე.ი. ყველა 77, ანტიკომუტირებს 

თ, „”, | =0 

ნებისმიერი ფუნქცია, რომელსაც ადრე ვწერდით პოლინომი- 

ალის სახით, ზუსტად ასევე შეგვიძლია ჩავწეროთ ახალი ცვლადე- 

ბის პოლინომიალად. უკვე ვიცით, რომ C,-ში ერთადერთი 71- 

ჯერადი ინტეგრალია: 

|ძC...|ძ”, (6,8, ..2)=L.  (VII-2.20) 
რადგან იმავე უფლებით ალგებრა შეგვეძლო შემოგვეტანა 

(7,7) ,---,77,) ბაზისის გამოყენებით, გვაქვს აგრეთვე 

9», = |ძი, თ,», ,..7, )=1 (VIII-2.21) 

გამოვიყენოთ ახლა (VIII-2.19) გარდაქმნა. მაშინ ცხადია, რომ 

”,), ..) =(ძ%8M 2 ,..«, (VII-2.22) 
ამიტომ ინტეგრაციის პასუხების ერთმანეთთან შეთავსებას 

შევძლებთ მარტო მაშინ, თუ 

ძუ, ძშ...ძ7, =(ძCL 8) ''ძC,ძC,..ძ:, (VII-2.23) 

გავიხსენოთ, რომ ჩვეულებრივი რიცხვების შემთხვევაში გარ- 

დაქმნის დეტერმინანტი აღმოჩნდებოდა მრიცხველში. გარდაქმნის 

ამ დეტერმინანტს ანუ იაკობიან ჩვეულებრივი რიცხვების 

შემთხვევაში, გრასმანის ცვლადების შემთხვევაში ხშირად უწოდე- 
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ბენ ბერეზინიანს, საბჭოთა მათემატიკოსის ფ.ა. ბერეზინის საპა- 
ტივცემულოდ, რომელმაც მნიშვნელოვანი წვლილი შეიტანა გრას- 
მანული ანალიზის განვითარებაში 

განვიხილოთ რამდენიმე მნიშვნელოვანი ინტეგრალი: 

1. ინტეგრალი ექსპონენტიდან 

|ძი, |ძი, «ი 266,1= |ძC Iძ2,0 – 26,6)= 2 (VII-2.24) 
2. ამისი განზოგადება ინტეგრალზე ბიწრფივი ფორმიდან ექ- 

სპონენტაში საკმაოდ მარტივად წყდება. მართლაც, განვიხილოთ 

27 ერთობლიობა მსახვლებისა: 

„'„ღაეანბს- 
აქ თავზე ხაზით უბრალოდ ცვლადებია აღნიშნული და არაფ- 

ერი საერთო არ აქვს შეულლების ოპერაციასთან. ეს ცვლადები 

სრულიად დამოუკიდებელნი არიან ერთმანეთისაგან. 

განვიხილოთ ინტეგრალი 

1= Iი< ძი ძიძ(C,...ძი,ძდ, თი -2:64. ,. (VIII-2.25) 
" 

სადაც 4, არის რაიმე MX7I არასინგულარული რიცხვითი მა- 

ტრიცა, რომლის დიაგონალიზაცია შეიძლებოდეს, ვთქვათ, გარ- 

დაქმნით 

8.#4,(8“), = 2,ბ, (VIII-2.26) 

აქ #, -ები არიან 4 მატრიცის საკუთარი მნიშვნელობები. 

განვსაზღვროთ გრასმანის ახალი ცვლადები 

თ, 3772 3''ა ?7,.77) , ?75 ვ... 7, ). შემოვიტანოთ შემდეგნაირი წრფივი 

შეცვლა 
”, = 8,X, (VII-2.27) 

და მისგან დამოუკიდებლად 
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7, = (8”)”I,C, = დ(8“'), (VIII-2.28) 

ახლა ჩავატაროთ ზემოთმოყვანილი შეცვლა, რისთვისაც გა- 
მოვიყენოთ 

ძ7/,0ძ)), ....077,0)), = ! –აძა,ძC ..-+VI5,ძდ,  = 
ძიL8 .ძCL(8' ) | (VII-2.29) 

= ძრ,ძC ...ძC,ძ2, 

ამავე დროს, თუ გამოვიყენებთ (LVIII-2.26)-ს რომელიც ასე 

ჩავწეროთ 

8. 4.8 '=7, 

მიიღება თ 4,წ, =7, 8, 4,877, = 247.7, 
# 

ამრიგად: 

I = Iძშ,ძი,...მშ,ძ», თი -2:2ა7-ა | = (VIII-2.30) 
# 

-1ILI4/,4»)=1L2 = ძCL /# 

თუ ამას შევადარებთ C -რიცხვოვან გაუსის ინტეგრალს 
–I/2 

ცვლადისგან, მივიღებდით (ძი! 4) 1 27 ცვლადის შემთხვევაში 

კი – (659) ვხედავთ, რომ გრასმანული ბუნების გამო ინტე- 

გრალში დეტერმინანტი ჩნდება მრიცხველში. 

ამის შემდეგ ნათელია, რომ ფერმიონული ველების დაკვანტვი- 

სათვის ფუნქციონალური ინტეგრალით კლასიკური ფერმიონული 

ველები V/(X) და VI (X) უნდა ჩავთვალოთ გრასმანის უსასრულო 

განზომილებიანი ალგებრის ელემენტებად. ზემოთ მიღებული შედე- 
გები ადვილად გადაიტანება ამ შემთხვევაზე. 

„კლასიკური ზღვარი“ შეიძლება განიმარტოს, როგორც # –> 0, 

როცა ყველა ანტიკომუტატორი ნულად გადაიქცევა. ამ ზღვარში 

ფერმიონული ველები აღარ არიან არატრივიალური კვანტური ოპ- 
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ერატორები, არც ჩვეულებრივი C -რიცხვოვანი ველები, რადგან 

ერთმანეთთან ანტიკომუტირებენ კომუტაციის ნაცვლად. ისინი 

შეიძლება იყვნენ გრასმანის რიცხვები. 

ჩვენ აღვნიშნეთ, რომ C, ალგებრის წარმომქმნელი გრასმანის 

რიცხვები უპირველეს ყოვლისა არიან რაიმე დისკრეტული 

ობიექტები, და არა ცვლადები, რომლებიც იღებენ მნიშვნელობებს 

რაღაც დიაპაზონში. მაგრამ ამ შეზლუდვას არ აქვს ადგილი C, 

ალგებრის ნებისმიერი ელემენტისათვის. ნებისმიერ / ელემენტს 

აქვს C-რიცხვოვანი კოეფიციენტები: #09, #0), #7), ამ რიცხ- 

ვებს შეუძლიათ იცვლებოდნენ უწყვეტად, შეიძლება დამოკიდებული 
იყვნენ სხვა რიცხვით ცვლადებზე, მათ შორის სივრცულ და დროით 

კოორდინატებზე. ამ შემთხვევაში C,-ის ელემენტები აგრეთვე 

შეიძლება იცვლებოდნენ დრო-სივრცეში. 

კერძოდ, შეგვიძლია განვიხილოთ წრფივი ფუნქცია 

#(C)= 2,#/ > IX, 
ესაა ანტიკომუტირებადი ველი 

VCV,/(2"/')#=90 
შევნიშნოთ, რომ შეიძლება მისი დიფერენცირება ან ინტეგრა- 

ცია ჩვეულებრივი შინაარსით. 

რომ მივიღოთ ჩვენი დირაკის „კლასიკური" ველი, უნდა გან- 

ვიხილოთ გრასმანის ალგებრა გენერატორთა უსასრულო რაოდე- 

ნობით, რომლებსაც ჩავწერთ წყვილურ აღნიშვნებში, 

(C 6.6, 6,: ილ თ) ურთიერთდამოუკიდებელი გრასმანული 

გენერატორებით. განვიხილოთ აგრეთვე რაიმე ორთონორმირებული 

C რიცხვოვანი ფუნქციების სრული კრებული მ, (XI), 

|“ |ძი(მ/ (XI(M,(თ/)=4, 

განვსაზღვროთ 

#თ5=2:4(9. #“60=3 #6) 
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არსებითად ეს არის დირაკის კლასიკური ველები. მათი მეშ- 

ვეობით ავაგებთ ლაგრანჟიან. ლაგრანჟიანშიი ფერმიონული 

ველები, როგორც წესი, კვადრატულად შედიან # =(V, 4V). 

ამიტომ (LVVIII-2.1) შეიძლება ჩავთვალოთ გაუსიანის განზოგადებად. 
მაშინ ზემოთ მიღებული შედეგების თანახმად, მივიღებთ 

#= |0/0Vწ თი |ი'XV4VI= ძი 4 (VII-2.31) 
აქ არ ჩავრთეთ წევრები წყაროებით. ეს სიდიდე არის ვაკუუმ- 

ვაკუუმური გადასვლის ამპლიტუდა და, ბმული დიაგრამები, რომ- 

ლებსაც წარმოქმნის Iი” ადგენენ გრაფიკების ერთობლიობას 
ერთი ჩაკეტილი ფერმიონული მარცყუჟით(იხ. ქვემოთ არააბელური 

ყალიბრული ველების დაკვანტვისას) 

როცა ჩვეულებრივი ფუნქციონალური ინტეგრალიდან 

გადავდივართ ფერმიონულ ფუნქციონალურ ინტეგრალზე ანტიკო- 

მუტირებადი ცვლადებით, მნიშვნელის ნაცვლად მრიცხველში 

ჩნდება დეტერმინანტი, რაც იწვევს Iი M#/ -ს საერთო ნიშნის შეცვ- 

ლას. აქედან გამომდინარეობს ფეინმანის კარგად ცნობილი წესი, 
რომ ყოველ ჩაკეტილ ფერმიონულ მარყუუჟუს უნდა მივაკუთვნოთ 

მინუს ნიშანი. 

ვხედავთ, რომ თეორიის რეგულარული დაკვანტვისათვის ფეინ- 

მანს ფუქციონალური ინტეგრალი ასრულებს განმსაზლვრელ 

როლს, სახელდობრ, თეორიაში ჩატარებულია დაკვანტვა, თუ 

გადასვლის ამპლიტუდა ან ვაკუუმური ფუნქციონალი ჩაწერილია 

ფუნქციონალური ინტეგრალის სახით. ამ მეთოდმა განსაკუთრებით 

წინ წასწია თეორია ე.წ. ყალიბრული ველების შემთხვევაში, რომ- 

ლის განხილვაზეც ახლა გადავალთ. 
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თავი IX. 

ყალიბრული ველების დაკვანტვა 

ყალიბრული თეორიების (იანგ-მილსის ტიპის ველების) მთავარი 

თვისება – ყალიბრული ინვარიანტულობა – დაკვანტვისას ამჟღავ- 
ნებს საკმაო სირთულეებს იმის გამო, რომ არსებობენ ზედმეტი 
თავისუფლების ხარისხები რომელთა შესაბამისი არაფიზიკური 

ცვლადებისაგან დამოუკიდებელი უნდა იყვნენ დაკვირვებადი ფიზი- 

კური სიდიდეები. 

IX–1. კვანტური ელექტროდინამიკა (0##) 

კვანტურ ელექტროდინამიკაში ყალიბრული კოვარიანტული 

ლაგრანჟიანით 

I =-1/ 7»#“ (IX-1.1) 
4.” 

იმპულსური სივრცის გრინის ფუნქციისათვის მიიღება გან- 

ტოლება 
(C:C,, –M,ხ,)ნ:()= -M6,,  (X-1.2) 

ამ ოპერატორს არ გააჩნია შებრუნებული. მართლაც, თუ აღვ- 

ნიშნავთ 
= X. #.,=M 95, -M,ჩ,. (IX-1.3) 

ადვილად დავადგენთ, რომ 

#6, – ა» (IX-1.4) 

ეს ნიშნავს, რომ საქმე გვაქვს პროექტირების ოპერატორთან 

(ის აპროექტირებს ყალიბრული ველის განივ თავისუფლების 

ხარისხებზე) და ამიტომ არ გააჩნია შებრუნებული. 

119



ამ პრობლემიდან თავის დასაღწევად გამოიყენება მარტივი მე- 

თოდი, რომელიც მდგომარეობს გარკვეული ყალიბრების არჩევაში 

(ანუ ყალიბრების დაფიქსირებაში) ასე, მაგალითად, ლორენცის 

ყალიბრებაში, მ,/” =0, გვაქვს 

(-–'I)20ი (X-1.5) 
ამიტომ (IX-1.2) განტოლებიდან გვრჩება 

  

#?ჩ,,(C)= –-,I9„ = ჩ,,(0)=-I (5 (IX-1.6) 

მაგრამ ასეთი მიდგომა არღვევს ყალიბრულ ინვარიანტულო- 

ბას, რასაც შეუძლია შექმნას სერიოზული სიძნელეები განშლადო- 

ბათა ანალიზის დროს. ზოგად შემთხვევაში (IX-1.2) განტოლების 

ამონახსნი არაცალსახაა, რაკი მარცხენა მხარეში მდგომ ოპერა- 
ტორს არ აქვს შებრუნებული. 

რომ მოვინდომოთ ამ განტოლების ანალიზი, გამოვყოთ მასში 

განივი და გასწვრივი ნაწილები ანუ (IX-1.2) განტოლების ამონახსნი 

ვეძებოთ ასე: 

_ M,ხ,%>, #,. =, 
ნ,,(M) = წა“ “ა » +-2-#ი (IX-1.7) 

მაშინ (IX-1.2) განტოლებაში ჩასმის შემდეგ მივიღებთ: 

წ/! 

გ“ - + I -- /(დ”“ (IX-1.8) 

აქედანაც ვერ ვიპოვით ჩ"-ს, ის რჩება განუსაზღვრელი. ამი- 

ტომ მივდივართ იმის აუცილებლობამდე, რომ ჩნ, ფუნქციის გან- 

საზღვრისათვის უნდა დავარღვიოთ ყალიბრული ინვარიანტულობა, 
ე.ი. უნდა ავირჩიოთ რომელიმე ყალიბრული პირობა. კერძო 

შემთხვევაში, ის შეიძლება იყოს, მაგალითად, ლორენცის ყალი- 
ბრება (თუმცა ეს არ არის აუცილებელი): 

#' სხ? =0 (IX-1.9) 
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ზოგად შემთხვევაში ყალიბრების დაფიქსირება მიიღწევა ლა- 
გრანჟიანში დამატებითი წევრის შეტანით, რომელიც არღვევს 
ყალიბრულ ინვარიანტულობას: 

LI =-2:0,4“) ((X-1.10) 

დ -ს არჩევა შეიძლება ნებისმიერად. მას უწოდებენ ყალიბრების 
პარამეტრს. ამის შედეგად მიღებული სრული ლაგრანჟიანიდან 

1 1 ჯ =- > /V _ _"_ _L +L/ = 2 L,,L 26 (0,/”) (X-1.11) 

ველისთვის გამომდინარეობს შემდეგი განტოლებები: 

1 2 მ“4, -ს-11.6.ე- ბი (X-1.12) 

აქედან იმპულსურ სივრცეში პროპაგატორისათვის მიიღება 
განტოლება: 

1 |#,„M, )>, ; 
>“ 12 Iწრ-- 5, (IX-1.13) 

თუ ახლა აქ (IX-1.7) განტოლებას გამოვიყენებთ, განვსაზ- 
ღვრავთ 

  

2» 1 = IV ჯ" =-- და #' =- + (-1.14) 

ბუნებრივია, რომ # -ის სხვადასხვა არჩევით სხვადასხვა ყალი- 

ბრება მიიღება, ყალიბრული წევრის ჯL„ გაქრობა ხდება ზღვარში 

თ->თ. ამ დროს 8'–თ. ამიტომაც გამოთვლების დროს 

სასურველია 6 შევინარჩუნოთ ბოლომდე და მერე ავიღოთ 

ზღვარი. რადგან ყველა ფიზიკური (დაკვირვებადი) სიდიდე არის 
ყალიბრულად ინვარიანტული და ამიტომ არ არის დამოკიდებული 

ყალიბრების პარამეტრზე, არ ჩნდება ზღვარზე გადასვლის აუ- 
ცილებლობა. ლიტერატურაში ყველაზე ხშირად გვხვდება შემდეგი 

არჩევანი: 
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– / 
თ =1, ნ,.V)=-->§,. (ფეინმანის ან ფიზიკური ყალი- 

ბრება) (IX-1.15) 
– წ M#,#. 

დ =0, ჩ,,V)=-- > წ, –“––ი „, (ლანდაუს ანუ განივი 

ყალიბრება) (IX-1.16) 

ისმის კითხვა: რას იწვევს Lყ წევრის გათვალისწინება ამ- 

პლიტუდებში? 

განვიხილოთ ინფინიტეზიმალური ყალიბრული გარდაქმნა: 

/ I / ქტ,” > #7” ”-9V (60(X)), მ,4" კ მ,/“ – 1გ?1(გი() (IX-1.17) 
0 

რაკი L. ინვარიანტულია, ეს წევრი წვლილს არ შეიტანს 
ქმედების ცვლილებაში. 

ამიტომ 

გ§ = –გ I; წე) ძ+--X I 2,“ – 1მ'89C-)| გ,” – 1გ'ტმ(9 |4“»+ 
C C 

2: I(0„4”) ძ“»= > Iძ"»(0„4”X:40C:) 

თუ აქ ნაწილობით ინტეგრაციას ჩავატარებთ, მიგიღებთ 

I 
აა =-–- |ძ“Xბა0L:)მ”(მ ,4” აეღეაეეა. 

თა 
ანუ თუ მოვითხოვთ (ინვარიანტულობას) 26 =0, მიიღება 

მ'(მ0,4”)=0 0X-1.18) 
ესაა განტოლება შემდეგი ველისათვის (ან „ნაწილაკისათვის“, 

7 =მ,4”, რომელიც თავისუფალია ანუ არ ურთიერთქმედებს 

არც ერთ ველთან. თუ განვიხილავთ მისთვის კოშის ამოცანას 

”CX),-ი= 0 და 7(XI,-ი= 0 

მივიღებთ ტრივიალურ ამონახსნს 77 = 0 ყველა / -სთვის. 
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ამრიგად, "?/ ნაწილაკები” შეგვიძლია არ განვიხილოთ (რადგან 

არ ურთიერთქმედებენ არავისთან) ხოლო ყალიბრების დამა- 
ფიქსირებელი წევრი ყოფილა ლაგრანჟიანში არაარსებითი დანა- 
მატი. 

კვანტურ ელექტროდინამიკაში ასე იქცევიან. დალამბერის გან- 

ტოლების მ“? = 0 ამონახსნს წარმოადგენენ დადებით და უარყო- 

ფით სიხშირულ ნაწილთა ჯამად: 

7(X)= ”(2)+უ ფთ) 
და დაკვანტვისას ფიზიკურ მდგომარეობებს ადებენ დამატებით 
პირობას (გუპტა-ბლეილერის პირობა): 

,(X)დ,») =0 0X-1.19) 

ანუ ფიზიკურ მდგომარეობებში არ უნდა გვქონდეს „7- 

ნაწილაკები“. 

IX-2. არააბელური (იანგ-მილსის) ველების შემთხვევა 

ვნახოთ ახლა როგორია მდგომარეობა არააბელური ყალიბ- 

რული (იანგ-მილსის) ველების შემთხვევაში. ამ დროს ყალიბრების 

დამაფიქსირებელ წევრს ექნება სახე: 

1 2 
ხ. =---მ0 #4 (IX–2.1) 

„V ე) / ძ ) 

ხოლო ინფინიტეზიმალურ გარდაქმნებს - 

ბ4, =10, I",4,)+-მ,0“7, (0X-2.2) 

სადაც 

4, = 401 (IX-2.3) 
ამიტომ მიიღება 

645 = 10, 4ტII",IპI++მ,0"», 
§ 

და რადგან 

123



|.“ ,ჯბე = 11 0X-2.4) 
მივიღებთ 

ფ= / X/0პ0 +-– მ, რ“ (IX-2.5) 

ანუ 

1 
04, =-#M,მ (IX-2.6) 

§ 

განვიხილოთ ახლა ქმედების ვარიაცია იმის გათვალისწინებით, 

რომ მასში არანულოვანი წვლილი მხოლოდ LV» -დან შეიძლება 

მოვიდეს: 

ჟ8 =- 2 I4"»( მ,4/ Iგ,ბ4:) =-> I4% (0, უნ მ,ხ “ი, | 

ს ხნეაობითი ინტეგრაციით და წ აკარიანტული წარმოებულის 

განმარტების გათვალისწინებით ეს გამოსახულება მიიყვანება 
სახეზე: 

ქა =--- Iფჟ"»I(60,მ?(0,47 )– «(0,მ,4/ L/ “ 44ტ0“ )= V  /““C 

_ -> Iძ“»80,(0”მ,უ,) 

  სადაც 7?/კ = მ,/4/ ავილოთ =0. გვექნება 
ი 

ს" მ,7, =0 (IX-2.7) 

ესაა განტოლება 77, ველისათვის. ცხადი სახით 

მ”, + ფს. 4,მ,შ, =0 (X-2.8) 

ვხედავთ, რომ CL0-სგან განსხვავებით აქ შემოდის არაწრფივი 

წევრი, რომელიც შეიცავს იანგ-მილსის ველს, 4, ამიტომ 77, ,7/, 

სიდიდეებისთვის ნულოვანი საწყისი პირობების შემთხვევაშიც კი 

7, ველი კვლავ გენერირდება 4 ველების მიერ. კვანტურ ენაზე ეს 
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ნიშნავს, რომ „4, ველი აღაგზნებს 7/, ველის კვანტურ ფლუქტუა- 

ციებს და წარმოშობს 7, ნაწილაკებს, რომლებიც შეიძლება 

გვქონდეს როგორც რეალურ (ასიმპტოტურ) მდგომარეობებში, 
ასევე შუალედურ (ვირტუალურ) მდგომარეობებში (ე.ი. მარყუ- 
ჟებში). 

0Lნ-ლში ფიზიკური მდგომარეობების არჩევით (IX-1.19) გა- 

ვაძევეთ 7, ველები. რაც შეეხება იანგ-მილსის თეორიას, აქ გან- 

ტოლება ასეთია 

2 V 
მ 77 = – 9.4 2წ/, 

იგი შეიცავს წყაროს, რომელსაც შეუძლია გააჩინოს 7/- 

ნაწილაკები. ამ განტოლების ამონახსნი აღარ დაიშლება (+) სიხ- 

შირულ ნაწილებად და ამდენად შეუძლებელია მთლიანად გა- 
მოირიცხოს 77 -ნაწილაკების გამოჩენა. საწყის და საბოლოო ასიმპ- 

ტოტურ მდგომარეობებში ჯერ კიდეგ შეგვიძლია ავიღოთ 

მ„4; = 0,რაც გასწვრივი პოლარიზაციების გამორიცხვას ნიშნავს 

და ამიტომ ასიმპტოტურ მდგომარეობებში 717-ნაწილაკები არ 

გვექნება. მაგრამ ფლუქტუაციების გამო ასეთი ნაწილაკები შეიძლება 
გაჩნდნენ როგორც ფლუქტუაციები, ანუ მარყუჟებში ისინი შეიძლება 

მონაწილეობდნენ. ამის გამო დაირღვევოდა ფიზიკის ერთ-ერთი ფუნ- 

დამენტური პრინციპი – უნიტარობა. 
ამ არაფიზიკური მდგომარეობების ჩასახშობად გამოიყენება 

ფადეევისა და პოპოვის მეთოდი. მისი საბოლოო შედეგი იმაზე დაი- 

ყვანება, რომ ლაგრანჟიანში არსებულ ველებთან ერთად უნდა შე- 

მოვიყვანოთ დამატებითი არაფიზიკური ველები, ე.წ. „სულები“. 

მაგალითად, შეიძლება შემოვიტანოთ სკალარულ ნაწილაკთა მულ- 

ტიპლეტი (I) I", რომელიც ისეთსავე განტოლებას აკმაყოფილებს, 

როგორსაც 7" ველი 

ნ,მ”(“)) =0 0X-2.9 
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ამავე დროს უნდა ჩავთვალოთ, რომ ფო” ველები ემორ- 

ჩილებიან ფერმის სტატისტიკას ამის შედეგად ამ ველების 

ჩაკეტილი მარყუჟი ზედმეტ (-) ნიშანს შეიცავს 77 -ნაწილაკის 

მარყუჟთან შედარებით. და რადგან ეს ორივე ველი ერთსადაიმავე 

განტოლებას ემორჩილება, მათი მარყუჟები ერთმანეთს გაა- 
ბათილებენ. ამრიგად მარყუჟებში გაქრება 77 -ველების წვლილი. 

რაც შეეხება გარე ასიმპტოტურ (რეალურ) მდგომარეობებს, უნდა 

ჩავთვალოთ, რომ # ველებს ისინი არ შეიცავენ. ამ გზით თავი- 

დან აიცილება ყველა არაფიზიკური ხარისხი. 

ყალიბრული ველების დაკვანტვა 
ფუნქციონალური ინტეგრალით 

ზემოთ აღწერილი იდეის დემონსტრირება ავტომატურად შეგ- 
ვიძლია ფუნქციონალური ინტეგრალის მეშვეობით. 

ვიცით, რომ მაწარმოებელი ფუნქციონალური ინტეგრალი ასე 

"ჩაიწერება 

#VI>= |44,1თდს |ძ“XI#,, (დ)+7,(02,ფL  (X-2.1თ 
პრობლემა წარმოიქმნება იმის გამო, რომ ინტეგრაცია ტარდება 

ყალიბრული ველების ყველა მნიშვნელობებით მათ შორის 

გვხვდება ისეთებიც, რომლებიც ერთმანეთს ყალიბრული გარდაქმ- 
ნებით უკავშირდებიან. ამრიგად, ერთსადაიმავეს ვითვლით უსას- 

რულოდ ბევრჯერ, რაკი ყალიბრული ჯგუფი არის უწყვეტი. ჩვენი 

ამოცანაა გამოვყოთ ყალიბრულად არაეკვივალენტური კლასები და 

მხოლოდ მათზე ჩავატაროთ ფუნქციონალური ინტეგრაცია. 
განვიხილოთ საილუსტრაციო მაგალითი: 

მოცულობითი მამრავლის გამოყოფა ფუნქციონალური ინტე- 

გრაციის დროს 

განვიხილოთ ორგანზომილებიანი ინტეგრალი 
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M = |ძ»თ, CX6II5 (X, -/)) = I“ 6X0I75(-)) (IX-2.11) 
ექსპონენტაში დგას ორგანზომილებიან სივრცეში მობრუნებე- 

ბის მიმართ ინვარიანტული სიდიდე, რომელიც მხოლოდ მანძილზეა 

დამოკიდებული 
5(-)= §6-)= 5C-) # =C,,0) ((X-2.12) 

მობრუნება ასეა განმარტებული 

X –>7,=L,0+4ძ) (IX-2.13) 

იტყვიან, რომ ორი კონფიგურაცია, რომლებიც ერთმანეთთან 

დაკავშირებულია ჯგუფური გარდაქმნით, ერთსადაიმავე ჯგუფურ 

„ორბიტაზე იმყოფება. ჩვენს მაგალითში §C-) მუდმივია ორბი- 

ტაზე (წრეწირზე). თუ ამ შემთხვევაში გვსურს გავითვალისწინოთ 

ინტეგრალში წვლილი მარტო §5C-) ის არაეკვივალენტური 

მნიშვნელობებიდან უნდა გამოვყოთ ე.წ. „მოცულობითი მამ- 

რავლი", რომელიც ეთანადება ინტეგრაციას კუთხეების მიხედვით: 

I90 = 27 ამისათვის განვიხილოთ შემდეგი პროცედურა, რომლის 

განზოგადება ჩვენთვის საინტერესო შემთხვევაზე შესაძლებელი 
იქნება. 

პირველ რიგში განვიხილოთ თანაფარდობა 

1= |ძქა(0 -–გ) (X-2.14) 
და ჩავსვათ (IX-2.11)-ში: 

” = |” |ძტიXის5(-)16(0 – #)= |ძტ |თ- ჯის §(C-)#(6 – #)= |ძგ+, ,(IX-2.15) 

სადაც 

I, = |ძ-6(0 – ტ)იXი|5(,)| (X-2.16) 

ეს სიდიდე გამოითვლება რ კუთხის მოცემული მნიშვნელო- 

ბისათვის – ამრიგად, ვითვლით M -ს 0 -კუთხის ერთი გარკვეული 

მნიშვნელობისათვის 0=0, ხოლო შემდეგ ვაინტეგრებთ # 

კუთხის ყველა მნიშვნელობების მიხედვით. „ორბიტები” წრეწირებია 

–- ნებისმიერი 2 წერტილი ორბიტაზე ერთმანეთთან დაკავშირებუ- 
ლია ბრუნვით (იხ. ნახაზი 11,ა) 
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29 დლ-ი 

თ ჩ 

ნახაზი 11.ა დაბ 

ბრუნვის მიმართ ინვარიანტულობის IX-2.12) თვისებიდან 

ვადგენთ, რომ 

M#, =V, (IX-2.17) 

ამრიგად, ორბიტის მოცულობა ფაქტიურად გამოვყავით 

# = |ძტM, = I, |ძტ = 2»V, 0ხ-2.18) 

ახლა მოვახდინოთ ამ მარტივი მაგალითის განზოგადება. ზოგად 
შემთხვევაში შეგვიძლია ავირჩიოთ უფრო რთული კავშირი, ვიდრე 

0 = #4. ეს კავშირი გადმოვცეთ წირის განტოლებით: 

9C)=0 0X-2.19 
და მოვითხოვოთ, რომ ეს წირი კვეთდეს თითოეულ ორბიცფას 

მხოლოდ ერთხელ, რაც ნიშნავს, რომ 9§V,)= 0 განტოლებას უნდა 

ჰქონდეს მხოლოდ ერთი ამონახსნი -–#, რადიუსის მოცემული 

მნიშვნელობისათვის (იხ. ნახაზი 11 ბ). 

შევადგინოთ ახლა ერთიანის, ანუ (IX-2.14) ტიპის გამოსახ- 

ულება 

  

M9L ICC6)I=1 (IX-2.20) 

ესაა რი, -ს განმარტება. აქედან ჩანს, რომ 

ტ,(წ)= %V).. 0X-2.21) 
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ეს ფორმულა გამომდინარეობს 0 -ფუნქციის ცნობილი თვისე- 
ბიდან 

ა თC – ბC-»,) 

VოI-2 ი. 
ხოლო თვითონ ტ.(C') ინვარიანტულია 2-განზომილებიანი ბრუნ- 

ვების მიმართ. მართლაც 

(ტა, (6, )I' = I«06I<(C.„)I= |ძი"6ICC6-)1= (ტ,(6)I!. (0X-2.27) 
გავიაროთ ახლა დანარჩენი ეტაპები შევიტანოთ ინტე- 

გრალქვეშ ერთიანი, ანუ თანაფარდობა (39) და გადავსვათ ინტე- 

გრაციების რიგი (შეადარეთ ზემოთ აღწერილ დროზე დამოკიდე- 

ბული ცვლადების შეცვლის მეთოდს რადიალურ ფუნქციონალურ 

ინტეგრალში კვანტურ მექანიკაში, (V-1.2)): 

M = ძი”, 
სადაც 

”, = |ი/ CXიI5(-)ტ,(–XI§(C)I (0X-2.23) 
ეს სიდიდეც ინვარიანტულია ბრუნვების მიმართ: 

M, = |“ ი«იI5(-)Iტ,(CX#I§C,.)|= |თ” თ«იII5(- 714, წ #I§C;)1= #,, (IX-2.24) 

აქ ჩვენ შემოვიტანეთ ცვლადი »” = (,#/') და ვისარგებლეთ 

იმით, რომ 5(-) #,(”) და ინტეგრაციის ზომა ძ/” არიან ინვარი- 

ანტული ბრუნვების მიმართ. ამრიგად, ინტეგრალქვეშ „მოცულო- 
ბითი” მამრავლის გამოსაყოფად შეიძლება შევიტანოთ შემზღუდავი 

0 -ფუნქცია და გავამრავლოთ რ, ფუნქციაზე, რომელიც ზემოთ 

განვმარტეთ. 

მოცულობითი მამრავლი ყალიბრული თეორიის ფუნქციონალურ 

ინტეგრალში 

შევუდგეთ ახლა ყალიბრული ველის დაკვანტვას. ჩვენი ამოცა- 

ნაა გამოვყოთ მოცულობითი მამრავლი ფუნქციონალურ ინტე- 

გრალში და მაწარმოებელ ფუნქციონალში. 
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პროცედურა თითქმის დაემთხვევა ზემოთ აღწერილს. 

ქმედება ინვარიანტულია ყალიბრული გარდაქმნის მიმართ 
წ 30 
4,(X) –> 4, (CV), 

სადაც გარდაქმნა ასეთია 

- -–- LL 1. _ 
4, -ძ0 2-5+1V 'ფი,–თ)ხ '(ი0) (0X-2.25) 

ჯა
 

| 
=)
 

VL(0)= თი -/0(»). C/2| 

აქ 0 სიდიდეები არიან ჯგუფის პარამეტრები, რომლებიც 

დრო-სივრცის წერტილებზეა დამოკიდებული. ქმედება მუდმივია 

ყალიბრული ჯგუფის ორბიტაზე, რომელიც წარმოადგენს ყველა იმ 

49 -ს ერთობლიობას, რომლებიც მიიღება რომელიმე ფიქსირებული 

4, კონფიგურაციიდან 5CC2) ჯგუფის რაიმე (9) გარდაქმნით. 

სწორი დაკვანტვისას ფუნქციონალური ინტეგრალი უნდა გავრ- 

ცელდეს მარტო იმ „ჰიპერზედაპირზე", რომელიც თითოეულ ორ- 

ბიტას კვეთს მარტო ერთხელ. ეს კი ნიშნავს შემდეგს: თუ ჰიპერ- 

ზედაპირის განტოლებას ჩავწერთ შემდეგი სახით: 

# (CI, )= 0, ძ = 1.2,3, (IX-2.26) 

მაშინ განტოლებას 

#. (49)= 0 0X-2.27) 

უნდა ჰქონდეს ერთადერთი ამონახსნი, 6, ველის მოცემული 4 

კონფიგურაციისათვის თავისთავად (IX-2.26უ,უ არის ყალიბრების 

დამაფიქსირებელი პირობა. 
პირველ რიგში აუცილებელია განიმარტოს ინტეგრაცია 

ჯგუფზე. ამისათვის ჩავთვალოთ, რომ 0 და 6" იყვნენ ჯგუფის 

ელემენტები, ე.ი. როგორც ეს ხშირად არის ხოლმე მიღებული, აღ- 

ნიშვნების გადატვირთვის თავიდან ასაცილებლად ჯგუფის ელემენ- 

ტები და პარამეტრები ერთნაირად აღვნიშნოთ. თუ V(0) არის 
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5CVC2) ჯგუფის რაიმე წარმოდგენის მატრიცა, მაშინ ჯგუფში 

გამრავლება შეიძლება ასე წარმოვადგინოთ: 

V(0X/(6')= C/(06') (IX-2.28) 
ერთეულოვანი ელემენტის მახლობლობაში ვწერთ 

V(9)=1–/მ-C/2+0(60:) (X-2.29 
ჯგუფზე ინტეგრაციის ზომა შეიძლება ასე ავირჩიოთ: 

1 
(ძ0)= | Iძმ, ((X-2.30) 

ძ=I 

ეს ზომა ინვარიანტულია შემდეგი შინაარსით: 

ძ(00')= ძი" 

ახლა უკვე შეგვიძლია ვიზრუნოთ მოცულობითი მამრავლის 

გამოყოფაზე. შემოვიტანოთ ფუნქციონალი ტ,I, I 

#!I2,1= II40C-)#IV, (49)| 0X-2.31) 
ამრიგად 

#,I4,)>ძთოM, (X-2.32) 
სადაც 

  M = 4, (IX-2.33) 
#/ 7ახ ტ0, 

ამრიგად, #V „ მატრიცა დაკავშირებულია # I, | ფუნქციების 

უსასრულოდ მცირე ყალიბრულ გარდაქმნებთან. უფრო ზუსტად, 
უსასრულოდ მცირე ყალიბრულ გარდაქმნებთან, რომლებსაც (IX- 

2.29)-ის თანახმად აქვთ სახე: 

74% = 44% + ე! /4“ _1გ 0" (IX-2.34) 
”“ / ” დ ” 

მაშინ ყალიბრების მაფიქსირებული ფუნქციები ასე შეიცვლება 

# ყვ #, I, 1I+ I“ »M, (>, ») ,0,(,)+ 0(6?) (0X-2.35) 
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((X-2.26, განტოლების ამონახსნის ერთადერთობის მოთხოვ- 

ნიდან გამომდინარეობს, რომ (ძი! M,) განსხვავდება ნულისაგან. 

გაჩვენოთ ახლა, რომ ტ,I,) ფუნქცია ყალიბრულად ინვარი- 

ანტულია. ამისათვის (IX-2.31) გადავწეროთ ასე 

#I2,1= II40'X)#IV, (2? )! 0X-2.36) 

მაშინ 

#-|221)= |I40'(X)6|/.(2C თ) = |(40(-6'C)16/, (4 )I= 

– II«0”C)6LV, (42 (=))I= ტს)  (0X-2.37) 
ჩავსვათ ერთიანი ვაკუუმიდან ვაკუუმში გადასვლის ამპლიტუ- 

დაში, რომელიც ჩაწერილია ფუნქციონალური ინტეგრალის სახით 

I, თის Iძ"Xჩ(X)1= IIM0(2)I94,( Cთ)# „IL, II/.(4 (42) ის | Iთ“ Xს(X)|= 

= I0CI94,C)/,I2, #V (2 „)ნაის I“ 703) (IX-2.38) 

ამ გამოსახულების მისაღებად ჩვენ ვისარგებლეთ აქ შემავალი 

ფაქტორების ინვარიანტულობით ყალიბრული გარდაქმნების მი- 

მართ. ახლა ნათელია, რომ ინტეგრალქვეშა გამოსახულება დამოუ- 

კიდებელია 0(»)-ზე და მის მიხედვით ინტეგრაცია იძლევა ორ- 

ბიტის უსასრულო მოცულობას, რისი გამოყოფისაკენ მივისწრაფო- 

დით ჩვენ, 
ამრიგად, ყალიბრული ველების მაწარმოებელი ფუნქციონალი 

შეგვიძლია ჩავწეროთ ასე: 

#,VI= I92,I0M, XIV, (4,)1თიჯ |«“X#Cთ+7, · 2” IIIX-2.39 
ამას უწოდებენ ფადეევ–პოპოვის ანზარტცს ანუ ჩასმას. 

ვხედავთ, რომ ასეთნაირად გამოირიცხა ყველა ზედმეტი ინტე- 

გრაცია ფუნქციონალურ ზომაში შემდეგი მამრავლის შეტანით 

> / 6019 V (, II. 

განვიხილოთ კონკრეტული გამოყენებანი: 
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პირველ რიგში აღვნიშნოთ, რომ ველის კვანტურ თეორიაში გა- 

მოიყენება სხვადახვა ყალიბრებები, მათ შორის ყველაზე გავრ- 

ცელებულია შემდეგი: 

" აქსიალური ყალიბრება /#ჯ =0 

" კულონური ყალიბრება V, 4“ =0 

“ ჰამილტონური ყალიბრება „”ე =0 

" ზოგადი აქსიალური ყალიბრება #1. „4“ =0, M#? <0 

" სინათლისმაგვარი ყალიბრება: როგორც ზემოთ, ოღონდ 

„? =0 

უკანასკნელ ორ ყალიბრებაში 71, არის ნებისმიერი მუდმივი 4- 

ვექტორი, ხოლო ყალიბრების დამაფიქსიებელ წევრს ლაგრანჟიანში 

აქვს სახე – 22 (I- »” 

" ზემოთ ჩამოთვლილი ყალიბრებები არიან არაკოვარიანტული. 

კოვარიანტული ყალიბრებებიდან ყველაზე ხშირად გამოიყენება 

ლორენცის ყალიბრება: მ“ 4 =0, ხოლო ყალიბრების მაფიქსირე- 

! 2 
ბულ წევრში – 22L“ 41) აიღება: 

– ლანდაუს ყალიბრებაში # =0 

– ფეინმანის ყალიბრებაში # =1 

– უნიტარული ყალიბრებაში 4 = თ 

ამ ცნობების შემდეგ სასურველია ფადეევ-პოპოვის მეთოდის 

საილუსტრაციოდ განვიხილოთ დაკვანტვის მაგალითი რომელიმე 

კონკრეტულ ყალიბრებაში: 
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ა) ფადეევ-პოპოვის ანზატცი აქსიალურ ყალიბრებაში 

ყალიბრული პირობის სახით ავიღოთ შემდეგი მაფიქსირებელი 

ფუნქცია 

#, = 4, =0 
მაშინ (IX-2.34) იღებს სახეს 

/.(29)= 4: +6“ებ"/: – 1გ,0“/ = გ.ი“ 
§ § 

I 
აქედან გამომდინარეობს, რომ მატრიცა M, =--მკამი, არ 

§ 

არის დამოკიდებული ყალიბრულ ველზე. ამ დროს შეგვიძლია 

უგულვებელვყოთ იაკობიანის მამრავლი (9-IM, ) და დავწეროთ 

V,(7I= (92, 6(2.)თთს50) 

ია რია რ 
უფრო მოსახერხებელია ვიმუშავოთ ფუნქციონალის განსხვავე- 

ბული ფორმით 

#;III= IV, IC2, 6(2,)თიL5I71, 

§17I= I» # -1(5- + წ4%0,4 –მ,42 +86%404:)+V:4“ 

თუ ამ გამოსახულებას ვაინტეგრებთ ##-ს მიხედვით IV, -ის 

გამოსახულება გადავა IM” / -ში. 

ახლა აუცილებელია დავრწმუნდეთ, რომ ფადეევ-პოპოვის 

ფორმულირება თვითშეთანხმებულია ანუ თავსებადია კანონიკურ 

დაკვანტვასთან. სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, უნდა დავრწმუნდეთ, 

რომ ფუნქციონალურ ინტეგრალში განხილულ შეზღუდვებს 

მივყავართ დინამიკური ცვლადების იმავე კრებულთან, რასაც 

იძლეოდა კანონიკური დაკვანტვა. 
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ამისათვის ჯერ ჩამოვთვალოთ დამოუკიდებელი კანონიკური 

ცვლადები არჩეულ ყალიბრებაში „#4: =0. ლაგრანჟიანს 45” -ში 

აქვს სახე 

, I «V· I ყ“«რყV « 2 "« « “ | = -2(1) +2#/ /(0,4“ –მ,4“+Vყ6“ 424“ )+ 

+ ”“'(მ, 4“ – მ, 42 + 96“ 44 4 )+ 64 ( მ,4“)+ «LC გ, 2) 
სადაც 7,/ =1,2. 

ეილერ-ლაგრანჟის განტოლებები 

გა XL  _ 

6(81-2 | ტინ” 

1 ი =9M 
  

ა(მ 4) ბ 

იძლევიან შემდეგ ბმების განტოლებებს (ანუ განტოლებებს, რომ- 
ლებიც არ შეიცავენ დროის მიხედვით წარმოებულს): 

ძი ახ” „ბ 4" “ 
„ =მ,4, –მ,4 +§9§5 “4, #4, ” = -მ, 4. 

ჩ“ც =-მკრ4.  მ'/% -მ)/4 = ცერ ყანა 
გარდა ამისა დინამიკური განტოლებები ასეთია 

ჩე =მა4“ –მ,4რ +§ყ6“ 404 
“უძ იხ ხ კი ჩ /"" მ“M, =-§ყ6 (/-" 4“ +ჩე4 ) 

აქედან ვასკვნით, რომ „#40 ,#//,, I არიან დამოკიდებული 

ცვლადები. ზემო მოყვანილი ბმების განტოლებებით ისინი შეგ- 

ვიძლია გამოვრიცხოთ 25” -ის გამოსახულებიდან, გამოვხატავთ რა 

დანარჩენი ცვლადებით #4“ და #. დამოუკიდებელ კანონიკურ 

ცვლადთა ასეთ იდენტიფიკაციას მივყავართ მაწარმოებელი ფუნ- 
ქციონალის შემდეგ გამოსახულებამდე 

MI7I- |Iრრ, თრ; I94, |44, |თ«იL§“7 1) 
ფადეევ-პოპოვის ანზატცის თავსებადობა კანონიკური დაკ- 

ვანტვის პროცედურასთან დამტკიცებული იქნება, თუ ვაჩვენებთ, 
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რომ ეს ფუნქციონალური ინტეგრალი ეკვივალენტურია M”'-ის, და 

ამიტომაც M#” -სი. ამისათვის აუცილებელია დავამტკიცოთ, რომ თუ 

დინამიკური ცვლადი ქმედებაში შედის სულ მცირე კვადრატულად 

(მუდმივი კოეფიციენტით), მაშინ მის მიხედვით ინტეგრაცია ტოლ- 

ფასია მისი გამორიცხვისა ქმედებიდან ეილერ-ლაგრანჟის გან- 

ფოლებების დახმარებით. 

ამ დასკვნის სამართლიანობა ჩანს შემდეგი საილუსტრაციო მა- 
გალითით: განვიხილოთ (გაუსის) ფუნქციონალური ინტეგრალი 

II«#/1თII5I611= | რ/1თიისს IM 1" (თ)+ /C0VC) = 

ოი 
ეილერ-ლაგრანჟის განტოლება რომელიც ამ ქმედებიდან 

მიიღება, შემდეგი სახისაა 

04(ი)+ /(2)=9 
ქმედებიდან #C;:) -ის გამორიცხვით მივიღებთ ტოლობას 

=--- I4"XV CI 
რომელიც კვლავ გვაბრუნებს ზემოთმოყვანილ ქმედებასთან. ეს 

ასრულებს იმის დემონსტრირებას, რომ ფადეევ-პოპოვის ანზატცი 

ნამდვილად იძლევა სწორ შეზღუდვებს ინტეგრაციის ზომაზე. 
როგორც უკვე ვიცით ამ თავის დასაწყისიდან, ჰამილტონის ფორ- 

მალიზმი, რომელიც ემყარება შემდეგ მაწარმოებელ ფუნქციონალს 

MI – |Iმ/ი71თიის |#“»სმაჭ – M(>,0)+ #6) 

ეკვიგალენტურია ლაგრანჟის იის, ი /)+/)) 

MVIII– I#)თდს Iძ“XX(,მ,#)+ #1) 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ზემოთ მიღებული #” ფუნ- 

ქციონალი შეესაბამება ჰამილტონურ ფორმულირებას, რომელშიც 

#9 კომპონენტები არიან განივი კანონიკური იმპულსები. 
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რადგან აქსიალურ ყალიბრებაში ფადეევ-პოპოვის დეტერმი- 
ნანტი შეგვიძლია ჩამოვუშვათ, დაკვანტვის პროცედურა ამ ყალი- 
ბრებაში გამოიყურება საკმაოდ მარტივად. ადვილია იმაში დარწმუ- 
ნება, რომ ასევეა ნებისმიერ არაკოვარიანტულ ყალიბრებებში. 
ოღონდ არაკოვარიანტულ ყალიბრებებში ცხადი სახით ი კარგება 
ლორენც-ინვარიანტულობა და, ამიტომ, ფეინმანის წესებს აქვთ 
საკმაოდ რთული სახე. 

ბ) აბელური ყალიბრული თეორია 

ჩვენ ზემოთ განვიხილეთ ელექტრომაგნიტური ველის დაკ- 

ვანტვა. ბუნებრივია, რომ ფუნქციონალური ინტეგრალით დაკვანტ- 

ვის მეთოდი, რომელიც ახლახან აღვწერეთ, შეიძლება გამოვიყენოთ 

უფრო მარტივ შემთხვევაშიც – აბელური ყალიბრული თეორია. ამ 

შემთხვევაში გარდაქმნას აქვს ჩვეულებრივი L/(I) სახე: 

40=#/4, – დმ,00ი) (IX2.40) 

გასაგებია, რომ ყალიბრული პირობის ნებისმიერი შერჩევისას, 

რომელიც იქნება წრფივი ყალიბრული 4„(X) ველის მიხედვით, 

M ,„ მატრიცა, შემოყვანილი (IX-2.32) ან (IX-2.33) თანაფარდობით, 

არ იქნება დამოკიდებული #4,-ზე. ამის გამო, ფადეევ-პოპოვის 

მამრავლი (ძ6! V ,) არაარსებითი იქნება ფიზიკური თვალსაზ- 

რისით და შეგვიძლია ჩამოვუშვათ ფუნქციონალურ ინტეგრალში: 

”, L/|= I94,6L/(4, ) თი |“ XIVCX)+V, (X)4” C: :)10X-2.41) 

გ) ფეინმანის წესები კოვარიანტულ ყალიბრებებში 

ყველაზე მეტი პრაქტიკული ინტერესი გააჩნია კოვარიანტულ 

ყალიბრებას, რომელშიც სხვადასხვა არაკოვარიანტული ყალიბრე- 

ბებისაგან განსხვავებით, აუცილებელი ხდება ხოლმე არაფიზიკური 

„სულების ველების” შემოყვანა. 
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ამოსავალი მაწარმოებელი ფუნქციონალის მისაღებად რამდე- 

ნადმე გარდავქმნათ (IX-2.39) გამოსახულება. სახელდობრ, დამატე- 

ბითი ფადეევ-პოპოვის მამრავლი უნდა ავიტანოთ ექსპონენტაში. 

– ფადეევ-პოპოვის „სულები“ 

სიდიდე 0ძC6I M „ შეიძლება პირდაპირ ჩაიწეროს შემდეგი ექ- 

სპონენტის სახით; 

ძ6L#V# , = 6XიV”IIი M, ) (IX-2.42) 

თუ აქ შემავალ მატრიცას ასე წარმოვადგენთ #M , =1+X, 

მაშინ შეგვიძლია დავწეროთ: 

” 
თით იM,) თი რM6-1იC+ა+Cა1თოთ +. 

2 (IX-2.43) 
1 

თი) |ძ“»L,, (>, X)- > |I4“»ძ“)#„ (X, 7)L. C/,X)+ 8) 

ეს მწკრივი შეგვიძლია განვიხილოთ, როგორც მწკრივი მარყუ- 
ჟებად, რომლის წევრები შეესაბამებიან ფიქტიური კომპლექსური 

სკალარული CC») ველების იზოტრიპლეტს. 

L ხ L 
, 8 ხ 0 

+ + 
Cა L), · 

თ თ (74 

ნახაზი 12 

იმის გამო, რომ გაუსის ტიპის ინტეგრალი გრასმანული 

ცვლადების შემთხვევაში უდრის სათანადო ოპერატორის დეტერმი- 

ნანტს მრიცხველში, შეგვიძლია ფადეევ-პოპოვის დეტერმინანტი 

წარმოვადგინოთ დამხმარე გრასმანული ველების საშუალებით შემ- 

დეგნაირად: 

ძი(M, – II-3 08 ის Iძ “ჯ/“ ”2, დ CთIM, C, 7 C, თ) (IX-2.44) 
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ამრიგად, ფადეევ-პოპოვის დეტერმინანტი ატანილია ექსპო- 
ნენტაში, რაც გაამარტივებს მის ფიზიკურ (დიაგრამულ) ინტერ- 
პრეტაციას. 

– ყალიბრების დამაფიქსირებელი წევრი 

ახლა ექსპონენტაში ავიტანოთ ყალიბრების დამაფიქსირებელი 

ფაქტორი. ამის მისაღწევად ჯერ განვაზოგადოთ ყალიბრების პი- 

რობა, რომელიც ავიღოთ ასე 

ჩ _ 8.C) (IX-2.45) 

სადაც #8,(X) არის ნებისმიერი ფუნქცია, დამოუკიდებელი ყალი- 

ბრულ ველზე. პირველ რიგში უნდა განვაზოგადოთ #,„ ფუნქცია 

(IX-2.45) პირობის შესაბამისად, 

I I«რC), 2, ML, (4? )– 8, (CX)I =) (X-2.46) 

ეს განმარტება, ცხადია, იძლევა იმავე #რ„ ფუნქციას, რასაც 

(IX-2.36). 

ორბიტის უსასრულო მოცულობის გამოსაყოფად მაწარ- 

მოებელი ფუნქციონალი ასე გადავწეროთ 

M9I= II2,1«5I0C M, #I/,(2.)- 8.1 (4“/ ხოა #" 4,.- #9. 

ჩვენ ამ ინტეგრალში ჩავრთეთ აგრეთვე არაარსებითი მუდმივი 

თ0/9/ – (რწთი!-კ- M »ჩ'თ). 

სადაც % არის ნებისმიერი მუდმივი კოეფიციენტი – ყალიბრული 

პარამეტრი. 

მიღებული მაწარმოებელი ფუნქციონალი (IX-2.47) ფადეევ- 

პოპოვის ანზატცის (IX-2.39 ფუნქციონალისაგან განსხვავდება 
არაარსებითი ნორმირების მამრავლით. 

ახლა უკვე შეგვიძლია მოვხსნათ წვტ) ინტეგრაცია. ამავე 

დროს გავითვალისწინოთ (IX-2.44). ვპოულობთ: 

! (IX-2.47) 
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#VIII= |I42,1ძ619«C“ «ის 5., (7 | (X-2.48) 

5,I7)=57)+5, +5„ IX-249 
ხოლო ეფექტურ ქმედებაში დამატებითი წევრებია: 
(ა) ყალიბრების დამაფიქსირებელი წევრი 

5, = -22 I4"»V, I2,„(0M. 0X-2.5თ 

(ბ) ფადეევ-პოპოვის სულების წევრი 

5, = I4ბ2")2. 01(XIM,(=.X)I ,C, (V) 0X-2.51) 
ი,ხ 

–კოვარიანტული ყალიბრება 

განვიხილოთ ახლა სპეციალური შერჩევა – კოვარიანტული ანუ 
ლორენცის ყალიბრება: 

ჩ#I,)=მ,47 =0.  «=L2,3 (0X-2.52) 
ინფინიტეზიმალური ყალიბრული გარდაქმნებისას 

V(0(2))= 1+!0(X):56 +0(6? 

4496.) = 49(X)+ 6“ 60'C.)/: C)- -მ,6“(0 0X-2.53) 

გვაქვს 

ი|49|- /9«| 4 |), გ”| -'%-ებ(, 6) 1 «(;)| = /"(2)= /“(0,)+8“ <+0'C4:C)–12,0“C) 
= #"(2,)+ Iძ“»M, (»,»)| „6 (») (0X-2.54) 

ამიტომ 

IM, (>, »)I,, = –-მ”(6%მ, – ყ6% 45 |5“(ჯ- +) (IX-2.55) 

ამ გამოსახულებათა მეშვეობით შეგვიძლია გამოვთვალოთ 
დამატებითი წევრები ეფექტურ ქმედებაში: 
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§, =-2> Iი"X(9/ 2,) (IX-2.56) 

5. = - I41X5,C; მ” Iს,,მ, – §5„ 4, 1,C) (X-2.57) 
ი. 

თუ სულების ველებისათვისაც შემოვიტანთ წყაროებს 7; ,7,, 

მაწარმოებელი ფუნქციონალის საბოლოო ფორმა ასე გამოიყურება: 

M, 7,7,7 |= |I44,ძნძC' | 
I V ყშ 2 · / (2 => #)- -C”4:) +01მ"|6,,მ, – 85, 4. L, + 0X-58) 

+)ჰე4“ +”)“C“ +I)'“C“ 

ამ ფორმულაში სულების ველები გადანორმილია I1/§წ მამ- 

რავლით. 

IX-3. შეშფოთების თეორიული 

გაშლა კოვარიანტულ ყალიბრებაში 

შეშფოთების თეორიის მწკრივის მისაღებად, უპირველეს ყოვ- 

ლისა, წარმოვადგინოთ ეფექტური ქმედება იანგ-მილსის თეორიაში 

შემდეგი ჯამის სახით 5 = 505 + 5,, სადაც თავისუფალი ქმედება 

5: კვადრატულია ველების მიხედვით: 

85. = M'I- 10.4 – მ, 4: - 2: (2”#,I +0:მ“0, + #:/“ +” C + 7%“| ,IX-3.1) 

ხოლო ურთიერთქმედების აღმწერი წევრია 

§, I2,.C.C'|= I9'X( |(-10,“ – მ, 4:)ყი+ 4M 4“ +L 6 ჭი“. 4/4/ი 1- 

–!დი“'მ”ე4% 4:C") (IX-3.2) 
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მაწარმოებელი ფუნქციონალი შეიძლება ჩავნეროთ შემდეგი 

სახით: 

„ნ 1-9 5 5-5 35 3> 2-1» MI” 6.7? | 0X-3.3) 

სადაც 

M1IVI= (04, => > –მ,4:) -2: 0.4“) 24 (X-3.4) 

#2ნ.'1- 06" წთ LI (9 მბ“ ური? – ები“ | (X-3.5 

– პროპაგატორები: 

ამ კვადრატული ფორმებიდან შეგვიძლია მოვძებნოთ ცალკე- 

ული ველების პროპაგატორები. 4 ველის პროპაგატორის საპოვ- 

ნელად გადავწეროთ M ასე: 

#0I7|= IM4, თთს (IX 4-5! - = მთ” 6.4 +V:4“ | 

= IM#, ითა Iი“ #14 იოს + ჰი :4“) 0X-3.6) 

სადაც ოპერატორს 

## = | დ“"მ? – ს – |" ს. (0X-3.7) 

გააჩნია შებრუნებული. ახლა Xხ#, ინტეგრაციას ჩავატარებთ და 

მიიღება 

M, (7) = თი - |ძ“»ძ" 7 (X)64' (ჯ – )/! 0) (IX-3.8) 

აქ 
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“V L # . XI # I C4 - 6 დ. V)| _ /ს _ _””" | _ ”", _ (IX-3.9) 
( »)= “თ I | I ს: | 4 #:. + +112 

ადვილად ხმები რომ ეს სიდიდე გრინის ფუნქციის 

განტოლებას აკმაყოფილებს: 

I“ »X> დ – »>X5 (7 – 2)= C7/ 616“ (ჯX-– ») 0X-3.10) 

ანალოგიურად ვიპოვით „ფადეევ-პოპოვის სულების" ველის 

პროპაგატორსაც: 

Mმ,7')= ლიLI |ძბძშუ“ (»)6“ (თ – »)/' (»)| 
სადაც 

თ ძ" 9» 
C6-(ჯ- /)= – “IC. II; სუმა (X-3.11) 

ამ ფორმულებზე დაყრდნობით გვაქვს. ფეინმანის შემდეგი წე- 

სები: 

1. ვექტორული (იანგ-მილსის) ბოზონების პროპაგატორი 

  

M” |(M#?1+I!6 

#60 “საა «ა ”,ხ 

2. ფადეევ-პოპოვის „სულების" პროპაგატორი 

#M()=- ი, + -ძ ხ 

ტი, (3) = –I0» წ - (I = ჟ)რირი რ ! 

ამავე დროს უნდა შევნიშნოთ, რომ „სულების" ველს, ისევე 

როგორც ფერმიონულ ველს, აქვს მიმართულება, ე.ი. „სული" 

განსხვავდება თავისი ანტინაწილაკისაგან. 
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ყალიბრული ველების ურთიერთქმედება (წვეროები): 

არააბელურ ყალიბრულ თეორიებში ყალიბული ველები 

ურთიერთქმედებენ თავისთავთან, აქვთ თვითზემოქმედება. ეს პო- 

ლარიზაციის ვექტორებით (ველების ტალღური ფუნქციებით) ალი- 
წერება შემდეგნაირად 

/ V 4 იM 
5”(#,)§' (, 5 (+) 2X. (VI ,M.) 

და 
“ 2 ძჩა 

§“ (#, X (M, X (CV X”L, სი“ (ს, :#. , M, MX, ) 

წვეროებისთვის ფეინმანის წესები გამომდინარეობს 25,-ის გა- 

მოსახულებიდან ყველაზე ადვილად მათი მილება შეიძლება 

ველების გადასმის მიმართ სიმეტრიების მოსაზრებების გამოყენე- 

ბით. იმპულსურ წარმოდგენაში 5,-ის პირველი წევრი ასეთი სახ- 

ისაა 

I “იე, “.-ხ” “თ ძ 

3.“ / (L,)/' (C)4 (6 ო(L,=,,X), /M 

სადაც 4 ფუნქციები არიან ყალიბრული ველების ფურიე-სახეები, 

ხოლო | წვეროები რომლებიც “უნდა იყვნენ სრულიად 
სიმეტრიული ყალიბრული ველების გადასმის მიმართ. რაც შეეხება 

სტრუქტურას ყალიბრულ 5C(2) ჯგუფთან დაკავშირებით, ის ასე 

ფიქსირდება 

(ვის (MC. )= 6“ IL (M ,ჩ.,M.), 

ხოლო ამ ფუნქციის ლორენც-სტრუქტურა შეიძლება გამოვიყ- 

ვანოთ. ის შედგება წევრებისაგან, რომელთაც აქვთ სახე M,,წკ: 

ამ წევრების ზუსტი კომბინაციის დადგენა შეგვიძლია ამ ფაქტორის 

ანტისიმეტრიულობიდან /# <>”, 1%«> 2, და ა.შ. ინდექსების 

გადასმის მიმართ, რადგან ტენზორი ყა თავის მხრივ სრულიად 

ანტისიმეტრიულია. ასე თუ მოვიქცევით, ვიპოვით 
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3-წვერო: 

ნი(L.-,Mკ) = #%M #,, 44,C რ, ზეც? 

(1 -M,),9,,+ %. + 

I66“” (%, –),5» + 

(6 –M,),§9,, #2 “5 

M+M)+ჩ =0 

4-წვერო: 

მუტი = გ! 
ე 9 ც0ძ («,, 8 –- §» 8 )+ 

ვ ყბX(თ დთ.. – 525 ) 

ნე %( ტ -–ს,ცნ,) 

M, +Mე +M1 +#M, =0 

  

“სულის" და ბოზონის წვერო 0 

შო, ,.' 

46, ,: 
კე = §65“ ,, C ,' 

6 « 
სულების ხაზები დიაგრამებში შედიახ მარტო ძარყუჟების სახით. 

ფერმიონები: 

წმინდა იანგ-მილსის თეორიაში ფერმიონების შემოტანა ად- 
ვილია – საკმარისია ლაგრანჟიანს დაემატოს ყველა შესაძლო ყალი- 

ბრულად ინვარიანტული წევრები, რომელთა განზომილება არ აღე- 

მატება ოთხს: 
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L, =VIV” 0, – IM, 

სადაც 

ს,V =მ,V – I97'” 4იV 

მატრიცა 7“ შეესაბამება გენერატორს მოცემულ წარ- 

მოდგენაში. მაგალითად, თუ "V/ არის §VCV(2) დუბლეტი, მაშინ 

I“ =ჯX”/2. ამრიგად, ფერმიონებისათვის გვაქვს ფეინმანის წე- 

სები 

ფერმიონული პროპაგატორი 

I 
(5, (” » = მ, _–- ს -_ _ 

#/- ს – MM+!6 

ფერმიონ-ყალიბრული ბოზონის წვერო: 

(4 =I9(L?), 7“ 
” 
“., CL ” 
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თავი X». 

დასკვნების ნაცვლად 

როგორც ზემოთ მოყვანილი მასალიდან ჩანს, ფუნქციონალური 

მეთოდი კვანტურ ფიზიკაში ერთ-ერთი მნიშვნელოვანი და მძლავრი 

მეთოდია. მისი მეშვეობით ხერხდება ჩაკეტილი გამოსახულებების 

მიღება თეორიის ისეთი კრიტიკული სიდიდეებისათვის, როგორიცაა 

სხვადასხვა გრინის და კორელაციური ფუნქციები. აგრეთვე 

მნიშვნელოვანია ის გარემოება, რომ ყველაფერი ეს ჩაიწერება 
ფეინმანის ფუნქციონალური ინტეგრალის საშუალებით. მართალია 

ფუნქციონალური ანუ წირებზე ინტეგრალების გამოთვლა არც ისე 

ადვილია, ამის მიუხედავად მთავარი ფიზიკური ფაქტორებისათვის 

ჩაკეტილი გამოსახულებების არსებობის ფაქტი უკვე მეტად მისა- 

სალმებელია რადგან დროთა განმავლობაში წირებზე ინტე- 

გრალების გამოთვლის ტექნიკა ვითარდება და სულ უფრო მეტი 

ამოცანების ამოხსნა ხერხდება. გავიხსენოთ თუნდაც კულონური 

პოტენციალის ისტორია, რომლის ცხადი სახით ამოხსნა მოხერხდა 

ფეინმანის მეთოდის შექმნიდან დაახლოებით 30 წლის შემდეგ, 
რისთვისაც უნდა დამუშავებულიყო ისეთი არატრივიალური ტექნი- 

კური საკითხი, როგორიც არის ცვლადთა გარდაქმნა წირებზე ინ- 

ტეგრალში. ჩაკეტილი გამოსახულების არსებობა, ბუნებრივია, ნიშ- 

ნავს სათანადო ფაქტორებისათვის ამოხსნის ცხადი სახით წარ- 

მოდგენას, რომლის შემდგომი შესწავლა შესაძლებელი იქნება სულ 
მცირე, რიცხობრივად დღევანდელი გამოთვლითი ტექნიკის გამო- 

ყენებით. 

აღვნიშნოთ აგრეთვე, რომ ფუნქციონალური წარმოდგენები 

მოსახერხებელია სხვადასხვა გრინის ფუნქციების ასიმპტოტური 

ყოფაქცევის შესასწავლად, რაც არანაკლებ მნიშვნელოვანია. 

წინამდებარე წიგნში მოვიყვანეთ ფუნქციონალურ ინტე- 

გრალებთან მოპყრობის არსებული მეთოდები, აგრეთვე ამოხსნადი 

მაგალითები. 
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განსაკუთრებული სიმძლავრე ფუნქციონალურმა მეთოდებმა 

გამოამჟღავნა ველის კვანტურ თეორიასა და სტატისტიკურ ფიზი- 

კაში, ყალიბრული ველების თანამედროვე კვანტური თეორია აიგო 

ძირითადად ფუნქციონალურ, სახელდობრ, ფეინმანის წირზე ინტე- 

გრალზე დაყრდნობით. აქ არსებითი მნიშვნელობა ჰქონდა ფადეე- 

ვისა და პოპოვის მიერ განვითარებულ მეთოდს ყალიბრულად ეკ- 

გივალენტურ ორბიტებზე ინტეგრაციების გამოცალკევების შესახებ. 

რამაც გამოიწვია ყალიბრულ ჯგუფზე რეგულარული ინტეგრაცია 

და არაერთი ძველისძველი პრობლემების მოხსნა. როგორც აღვნიშ- 

ნეთ, ფადეევ-პოპოვის მეთოდმა გადამწყვეტი როლი შეასრულა 

ცვლადთა გარდაქმნის თეორიის განზოგადებაში ფუნქციონალურ 

მიდგომაში. მისი გამოყენების არეალში მოექცა თანამედროვე 

სიმეტრიების თეორიის ისეთი მნიშვნელოვანი პრობლემა, როგორი- 

ცაა სიმეტრიების სპონტანური და დინამიკური დარღვევები, რაც 

თანამედროვე თეორიული აზროვნების ქვაკუთხედს წარმოადგენს. 

და ბოლოს, აღვნიშნოთ, რომ ტექსტში სხვადასხვა ადგილას 

მითითებული ნაშრომების გარდა ფუნქციონალურ მეთოდებზე 

არსებობს საკმაოდ მდიდარი ლიტერატურა, რომელთა უდიდესი 

ნაწილი გადმოცემულია ველის კვანტური თეორიის სახ- 

ელმძღვანელოებში და მონოგრაფიებში. 
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