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ვუძღვნი ვ. მამასახლისოვის 

ნათელ ხსოვნას 

ავტორისაბან 

წინამდებარე ნაშრომი ეხება თანამედროვე თეორი– 

ული ფიზიკის, განსაკუთრებით კი თეორიული ბირ- 

თვული ფიზიკის, მნიშვნელოვან საკითხებს. წიგნი 

დახმარებას გაუწევს ფიზიკის ფაკულტეტის მაღალი 
კურსი სტუდენტებს. ყოველდღიური პრაქტიკუ- 
ლი საქმიანობის დროს იგი შესაძლოა მეტად სასარ- 

გებლო აღმოჩნდეს თეორიულ ფიზიკაში მომუშავე 

ასპირანტთა და მეცნიერ მუშაკთათვის. 

წიგნის წერის დროს დიდ სტიმულს მაძლევდა ის 

ინტერესი და ზრუნვა რომელსაც სისტემატურად 

იჩენდნენ ვ. მამასახლისოვი, ი. ვაშაკიძე, ა. თავხე- 
ლიძე და თ. კოპალეიშვილი. 

დიდი დახმარება გამიწიეს გ. ალექსანდრიამ, გ. ჯა– 

ნაშიამ, ა. ხელაშვილმა, ვ. ტუსკიამ, ნ. ამაღლობელმა 

და რ. სალუქვაძემ, რომლებმაც წაიკითხეს წიგნის 

სხვადასხვა თავები და საყურადღებო შენიშვნები მო- 

მცეს. 

მადლობას მოვახსენებ აკად. ნ. ნ. ბოგოლიუბოვსა 

დღა პროფ. ვ. სოლოვიოვს, რომელთაც ყურადღება 

მიმაქცევინეს სამი სხეულის ამოცანისადმი და, ამას– 

თან, ყოველდღიურ დახმარებას მიწევდნენ დუბნაში 

მუშაობის დროს. 

მადლობას ვუხდი პროფესორებს ლ. დ. ფადეევს, 
ა. გ. სიტენკოს და ე. ფ. ხარჩენკოს. ისინი სისტემა– 
ტურად მიგზავნიდნენ სამი ნაწილაკის ამოცანასთან 

დაკავშირებულ თავის შრომებს, რომელთაც წიგნში 

ფართოდ ვიყენებ. 
მონოგრაფია ენობრივად დახვეწა ს. ჩოხელმა, 

ტექნიკურ გაფორმებაში დიდი დახმარება გამიწია 
მ. ჩიჩუამ, ხოლო მითითებული ლიტერატურა სის- 
ტემაში მოიყვანეს ა. კანდელაკმა და მ. დუღაშვილ– 
მა, რისთვისაც მათ უღრმეს მადლობას ვუძღენი. 
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ეს წიგნი თანამედროვე თეორიული ფიზიკის სა– 
კითხებზე მონოგრაფიული ნაშრომის პირველი ცდაა 
ქართულ ენაზე, ამიტომ, ბუნებრივია, იგი დახღვეული 

არ იქნება შეცდომებისა და უზუსტობებისაგან, ავტორი 

ყველა შენიშვნას” სიამოვნებით მიიღებს და გაითვა– 

ლისწინებს შემდგომ მუშაობაში.



შესავალი 

წინამდებარე მონოგრაფია გათვალისწინებულია ფიზიკოს-თეორეტიკოსისა- 

თვის; ნაშრომი წარმოადგენს ქართულ ენაზე გამოცემული „კვანტური მექანიკის“ 

სახელმძღვანელოს ერთგვარ დამატებას, ამიტომ ვითვალისწინებთ, რომ აღნიშნულ 
სახელმძღვანელოში განხილული საკითხები მკითხველისათვის ცნობილია. 

წიგნში განხილულია ორი და სამი ნაწილაკის არარელატივისტური კვანტუ- 

რი მექანიკის ზოგიერთი მნიშვნელოვანი საკითხი. ამასთან, შერჩეულია ის ამო- 

ცანები, რომლებიც უპირატესად თანამედროვე თეორიული ატომბირთვის ფიზი- 

კაში განიხილება და რომელთა ამოხსნა შესაძლებელია ბოლომდე. საკმაოდ დიდი 

ადგილი ეთმობა სამი ნაწილაკის ამოცანა. როგორც (ცნობილია, ეს ამოცანა, 

ზოგად შემთხვევაში, გადაწყვეტილი არ არის არც კლასიკურ და არც კვანტურ 

მექანიკაში კლასიკურისაგან განსხვავებით, კვანტურ მექანიკაში ამ უკანასკნელ 

დრომდე გაფანტვის ამოცანისათვის კორექტული ინტეგრალური განტოლებაც კი 
არ იყო დაწერილი, სამი ნაწილაკის გაფანტვის ამოცანის შესაბამის ლიპმან– 
შვინგერის განტოლებას აღმოაჩნდა მთელი რიგი ნაკლოვანებანი, რაც ამ განტო- 
ლების პრაქტიკულ ღირებულებას საგრძნობლად ამცირებს. 1960 წელს ლ. დ. ფა– 
დეევის მიერ პირველად იქნა გამოყვანილი სამი ნაწილაკის გაფანტვის ამოცანის 
კორექტული ინტეგრალური განტოლებები. ამით დასაბამი მიეცა სამი სხეულის 
კვანტურ-მექანიკური ამოცანის საფუძვლიან შესწავლას. მართალია, ფადეევის გან– 

ტოლებების ამოხსნა ზოგად შემთხვევაში, რამდენადმე გონივრული პოტენცია- 

ლებისათვის, თანამედროვე გამოთვლითი ტექნიკისთვისაც კი მიუღწეველია, მაგ– 

რამ კვანტურ მექანიკაში დამუშავდა მეთოდები, რომელთა საშუალებით ფადეე–- 
ვის განტოლებები შესაძლოა დაყვანილ იქნეს სწრაფადმთვლელი ელექტრონული 
მანქანებისათვის ხელმისაწვდომ ფორმაზე. 

ფადეევის განტოლებებზე დაყრდნობით შესწავლილ იქნა მრავალი საინტე- 
რესო ამოცანა. ეს განტოლებები გამოყენებული იყო როგორც მცირე ნუკლონი- 
ანი სისტემებისათვის (როგორიცაა: ტრიტონი, ჰელიუმი, ჰიპერტრიტონი და სხვა), 
ისე მსუბუქი ატომგულებისთვისაც კლასტერულ მოდელზე დაყრდნობით. 

ყოველი კონკრეტული სამნაწილაკობრივი ამოცანის გადაწყვეტა მანქანურ 
გამოთვლებთანაა დაკავშირებული, ამიტომ წიგნში მათი განხილვა მიზანშეწონი- 

ლად არ ჩავთვალეთ და დავკმაყოფილდით მხოლოდ სათანადო ლიტერატურის 
მითითებით. 
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ფადეევის განტოლებები ჩაწერილია ორნაწილაკობრივი გაფანტვის მატრი- 

ცების საშუალებით, რის გამოც ორნაწილაკობრივი გაფანტვის მატრიცის თვისე- 
ბები საკმაოდ დაწვრილებით განვიხილეთ. ფადეევის განტოლებების აღნიშნული 
სტრუქტურა ხელსაყრელია სამნაწილაკობრივი გაფანტვის ამპლიტუდის ანალიზუ- 

რი თვისებების შესასწავლად. ამ მიმართულებით მრავალი მეცნიერის დაძაბულ 
შრომას ჯერჯერობით არსებითი შედეგი არ მოჰყოლია. სწორედ ამან განაპირობა, 
რომ ამ საკითხისადმი მიძღვნილი მრომების განხილვისაგან ჩვენც თავი შევიკავეთ. 

სამი ნაწილაკის ამოცანის თავისებურებათა გამოკვლევაში დიდი დახმარება 
გაგვიწია არალოკალური ფაქტორიზებადი პოტენციალების განხილვამ. რამდენა– 
დაც სამი სხეულის ამოცანის ამოხსნის მიახლოებითი მეთოდები ასე თუ ისე ეყ- 

რდნობა პოტენციალების (გაფანტვის მატრიცის) ფაქტორიზებად მწკრივებად გაშ- 
ლას, წიგნში საკმარისად დაწვრილებითაა განხილული მათი თვისებები. 

ფადეევის განტოლებებში შესაძლებელია სპინის ჩართვაც, მაგრამ ამ ”შემ– 
თხვევაში განტოლებები იმდენად რთულ გარეგნულ სახეს იღებენ; რომ წიგნში 

მათი ჩაწერა მოუხერხებელი აღმოჩნდა (114, 139), 

ფადეევის განტოლებების გამოქვეყნების შემდეგ სამი ნაწილაკის ამოცანის 
შესასწავლად მრავალი სხვა საინტერესო მეთოდი იყო შემოთავაზებული, მაგრამ 
მათ წინამდებარე წიგნში არ ვეხებით (131––-134). 

ჩვენ ვცდილობდით, სადაც კი ეს შესაძლებელი იყო, მკაცრი მათემატიკური 

მსჯელობა შეგვეცვალა სწორი, მაგრამ ფორმალური მიდგომით. ასევე, წიგნში ცი– 

ტირებული ლიტერატურა არ წარმოადგენ” ბიბლიოგრაფიას; ჩვენ შევეცადეთ 

მხოლოდ იმ შრომათა ციტირებას რომელთაც თვითონ გააჩნდათ რამდენადმე 
სრულად მითითებული ლიტერატურის სია. 

ნაშრომში ვექტორების აღსანიშნავად გამოყენებულია შავი ასოები, ხოლო 

ოპერატორებს თავზე „ქუდი ახურავთ“.



თავი I 

კვანტური მექანიკის ძირითადი სიდიდეები და 
მათი შენახვის კანონები 

კვანტური მექანიკის აღწერის რამდენიმე გზა არსებობს, კერძოდ, შრედინ- 
“გერის, პაიზენბერგისა ღა დირაკისა, წინამდებარე თავში განხილულია აღწერის 
”სამივე მეთოდი და მათი ურთიერთკავშირი. გარდა ამისა, განხილულია ძირითადი 

“ფიზიკური სიდიდეები: ენერგია, იმპულსი, იმპულსის მომენტი და ლუწობა. ნაჩვენებია, 
-რომ ეს სიდიდეები ინახება იზოლირებული სისტემისათვის და მათი არსებობა დაკავ– 
“-შირებულია სივრცისა და დროის ფუნდამენტურ თვისებებთან. განსაკუთრებით 
-დაწვრილებითაა შესწავლილი მომენტების თვისებები და მომენტთა შეკრებასთან 
დაკავშირებული ვექტორული შეკრების და რაკას კოეფიციენტები. ამ თავში არ 

ვეხებით კვანტური მექანიკის იმ მნიშვნელოვან საკითხებს, რომლებიც დაწვრილე–- 
ბითაა შესწავლილი სახელმძღვანელოში (31. 

§ 1. კვანტური მექანიკის აღწერის სსვადასხვა 

ფორმალიზმი 

კვანტური მექანიკა, ისევე როგორც კლასიკური მექანიკა, იმის მიხედვით, 

«თუ რომელ მათემატიკურ აპარატს ვიყენებთ, შეგვიძლია სხვადასხვა გზით ჩამო- 

ვაყალიბოთ. კლასიკური მექანიკის მსგავსად, კვანტურშიც ყველა ეს მეთოდი ერთ–- 
მანეთის ეკვივალენტურია. ბოლო დროს კვანტურ მექანიკაში, კერძოდ ველის 
კვანტური თეორიისა და ელემენტარული ნაწილაკების ფიზიკაში, განსაკუთრებული 

პოპულარობა მოიპოვა კვანტური მექანიკის დირაკის ფორმალიზმმა (1). გარეგ- 
ზული სირთულის მიუხედავად, დირაკის მეთოდი გაცილებით უფრო ნათელი 
შინაარსისაა და ამასთან ფორმალური ოპერირების მეტად დიდ შესაძლებლობას 
რძლევა. სანამ დირაკის მეთოდს განვიხილავდეთ, მოკლედ გავიხსენოთ "'შრედინგე– 
რისა და ჰაიზენბერგის მეთოდები. 

შრედინგერის მეთოდი. შრედინგერის თეორიაში გამოიყენება ოპერატორული“ 
მეთოდი. ყოველ დინამიკურ ფიზიკურ სიდიდეს შეესაბამება წრფივი ერმიტული 
«ოპერატორი. ოპერატორის საკუთარი მნიშვნელობები კი ცდაზე გაზომილი ფიზი- 

კური სიდიდის შესაბამისი მნიშვნელობებია. მოძრაობის განტოლება არის შრე- 
დინგერის განტოლება



ეს, იე 

ძ1 

სადაც #M#-ჰამილტონიანია. დეკარტის კოორდინატებში ერთი ნაწილაკისათვის მას. 

შემდეგი სახე აქვს: 

ი” =წ4%C,V), 0,1» 

, I? 

89=-2”--4+V(ი 9. (1,2+ 
271 

პირველი წევრი კინეტიკური ენერგიის ოპერატორია, ხოლო მეორე –– პოტენცია– 
ლური ენერგია. როცა ეს უკანასკნელი დროს ცხადად არ შეიცავს, მაშინ, ნაცვ– 

ლად (1,1) განტოლებისა, გვექნება შრედინგერის სტაციონარული მდგომარეობე– 

ბის განტოლება 

#ს=Xს, (1,3)- 
სადაც #-სრული ენერგიაა. 0 (L, ()-ს ეწოდება ტალღური ფუნქცია. მისი აბსო– 
ლუტური მნიშვნელობის კვადრატი გამრავლებული მოცულობის ელემენტზე 

Iთ(5 1)|? თ (1,4:· 

გამოხატავს დროის ჯ-მომენტში ნაწილაკის მოხვედრის ალბათობას სივრცის ძC 
მოცულობაში (შემდგომში მოცულობის ელემენტს ყოველთვის აღვნიშნავთ შემ–- 
დეგნაირად იL=რძეიყი?2). 

როგორც ცნობილია, როცა მოცემულია ტალღური ფუნქცია, მაშინ გან– 
საზღვრულია კვანტური მდგომარეობა. ამასთან, ამ მდგომარეობაში გასაზომ სი–. 

დღიდეთა სრულ კრებულს ადგენენ ფიზიკური სიდიდეები, რომელთა შესაბამისი- 
ოპერატორებისათვის 9 (,, ,) არის საერთო საკუთარი ფუნქცია, რაც ნიშნავს,. 

რომ აღნიშნული ოპერატორები კომუტატურნი იქნებიან ჰამილტონიანთან. აღსა–- 

ნიშნავია, რომ სტაციონარულ მდგომარეობაში ყეელა ეს სიდიდე ენერგიასთან. 

ერთად ინახება და ტალღური ფუნქცია კოორდინატების გარდა დამოკიდებული- 

იქნება ამ სიდიდეებზე, ან მათ ”შესაბამის კვანტურ რიცხვებზე. 
M 

ფიზიკური სიდიდე, რომელსაც შეესაბამება წრფივი ერმიტული 4-ოპერა– 

ტორი, განისახღვრება საკუთარა ფუნქციებისა და საკუთარი მნიშვნელობების გან– 

ტოლებიდან 

44, C)=0„დ, (0. (0,5) 
განსაზღვრულობისათვის ვგულისხმობთ, რომ სპექტრი დისკრეტულია. ახლა: 

თუ მდგომარეობის დ (, #) ფუნქციას გავშლით (1,5) განტოლების საკუთარი დ,, 

ფუნქციების ფურიე-მწკრივად 

ბრი= პს “ი (ი, (1.6)» 
#5=1 

სადაც ფურიე-კოეფიციენტი ზი, (|) განისახღვრება ფორმულით 

ხა (0 = (თ (რ09 იძ, (1,7. 
მაშინ სიდიდე – ირ 
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გამოხატავს #,„-ფიზიკური სიდიდის დაკვირვების ალბათობას დროის (-მომენტში.. 

ან სხვაგვარად რომ ვთქვათ, ხს, (1) ყოფილა ტალღური ფუნქცია '4-ოპერატორის - 

წარმოდგენაში, 

როცა 4-ოპერატორი არაა კომუტატური ჰამილტონიანთან, მაშინ CC, #)· 

ფუნქციით დახასიათებულ მდგომარეობაში შეგვიძლია ვიპოვოთ მხოლოდ სიდიდე: 

4= |ბ"C, ი 4არ იძი 0,თ 
რომელსაც ძ-სიდიდის კვანტურ-მექანიკურ სამუალო მნიშვნელობას უწოდებენ. 

ჰაიზენბერგის მეთოდი, ეს მეთოდი წინ უსწრებდა და შემდეგ პარალელუ- 

რად ვითარდებოდა შრედინგერის თეორიასთან ერთად. ჰაიზენბერგის ფორმა- 
ლიზმში გამოიყენება მატრიცული აღრიცხვა. ჰაიზენბერგის მიხედვით ყოველ 

დინამიურ ცვლადს ერმიტული მატრიცა შეესაბამება. რადგან კარგადაა ცნობილი, 

რომ ოპერატორი და მატრიცა ერთი და იმავე სიდიდის ორი სხვადასხვა წარმოდ– 

გენაა, ამიტომ წინასწარ აშკარაა, რომ ჰაიზენბერგისა და შრედინგერის მეთო- 

დები ერთმანეთის ეკვივალენტურია. თავდაპირველად პაიზენბერგმა მატრიცული 

მექანიკა შრედინგერის ტალღური განტოლების გარეშე ჩამოაყალიბა, ამიტომ იგი 

იძულებული იყო დაკვანტვი დამატებითი პირობები შემოეღო. ახლა ცხადია, 

ამის საჭიროება აღარ არსებობს, რის გამოც ჰაიზენბერგის მეთოდს შრედინგერის 

განტოლებაზე დაყრდნობით განვიხილავთ. 

ავიღოთ რაიმე წრფივი ერმიტული ოპერატორი ჯ და დავუშვათ, რომ გან- 

საზღვრულობისათვის მას აქვს დისკრეტული სპექტრი 

XX 0=2%X, თ. 01,10 
“მრედინგერის (1,1) განტოლების ამონახსნი გავშალოთ ჯ#-ოპერატორის საკუთარი 

ფუნქციების ფურიე-მწკრივად 
სდ C,90)= 29%CXX, თ, (1,11) 

სადაც ფურიე-კოეფიციენტი 1 

«,თ= | #თოზოიძ. 012) 
შევიტანოთ (1,11) გამოსახულება შრედინგერის (1,1) განტოლებაში და 

მარცხნიდან X2 () ფუნქციახე გამრავლების შემდეგ ავიღოთ ინტეგრალი მთელ 

სივრცეზე, მივიღებთ: 

CIIIMC)) 

თ 
თ = 9 VV (0 9 (0, (113) 

( 

სადაც , 

9#»C= | 0 ისთ (1,14) 
წარმოადგენს ჰამილტონის ოპერატორის მატრიცულ ელემენტს. ამ ელემენტების · 
ერთობლიობა განსაზღვრავს კვადრატულ მატრიცას. (1,13) განტოლება შეგვიძ- 
ლია განვიხილოთ, როგორც შრედინგერის განტოლება მატრიცული სახით: 

1 როცა #(, 1) ფუნქცია დროს ცხადად არ შეიცაეს, მაშინ თ ფურიე-კოეფიციენტები 

მუდმიეი რიცხვებია. 
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თ, (I) ა.ა მა. ·შIთ თ, (I) 

გ2| ირ | აწ. ·> || რი 0.15 
ი%( : ___--_-_ - : 

თ; (0) მთ IთადCთ/ საჰწთ(ი 

როგორც ვხედავთ, ჰაიზენბერგის მეთოდში ტალღური ფუნქციაც წარმოადგენს 

მატრიცას, რომელსაც მხოლოდ ერთი სვეტი აქეს 

თ, (0 

თCღ= | 90 |. (1,16) 

თა() 
:გარდა ამისა, იხილავენ ერმიტულად შეუღლებულ ფუნქციასაც თ+ (0), რომელიც 
-ასევე წარმოადგენს მატრიცას ერთი სტრიქონით 

თ ((1=(თ1 9; ... თე). (1,17) 
„ცხადია, თ 

ძ+თდ= 5%)9;თ,, (1,18) 
ყუ) 

“ხოლო თ-ფუნქციების ორთო-ნორმირების პირობას ექნება შემდეგი სახე: 

თჯ თგ= » თ; თ,გ=მ8ეიგ- (1.19) 
(=1 

ფიზიკური სიდიდის შესაბამისი ოპერატორის საკუთარი მნიშვნელობანი 
„აგრეთვე მატრიცული განტოლებით განისაზღვრება. მართლაც, ნაცვლად (1,10) 
განტოლებისა, თუ X () ფუნქციას გავშლით რაიმე წრფივი ერმიტული ოპერა- 

„ტორის საკუთარ ზე (-) ფუნქციებად, ე, ი. 

XI = 1) 6. ბა, (0,2თ 
თო! 

„მაშინ (1,10) მიიღებს გამოხატულებას 

ბ, Xჯიზ თიზ=7#ი რით. (1,21) 
გ=1 

·რომელსაც მართლაც მატრიცული სახე აქვს 

სასა. ·Iოთ დრი 6ი1 

XII... ·IL:ჯ ძი M რია 
(1,22) 

#=I Lთ1ფ.·Lთთ რით ძიჯ. 

თანახმად (1,9) და (1,11) გამოსახულებებისა, ფიზიკური სიდიდის საშუალო. 
“მნიშვნელობა განისახღვრება ფორმულით: 

#4=ძ1 „თ, (1,23) 

“სადაც თ” და თ მატრიცული ტალღური ფუნქციებია. 
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დირაკის მეთოდი (1). დირაკის ფორმალიზმში გამოყენებულია უსასრულო 
„განხომილების აბსტრაქტული ვექტორული სივრცის მეთოდი. ამასთან, ამ სივრ- 

ცეში ვექტორები საზოგადოდ კომპლექსურებია. ამ სივრცეში შემოვიღოთ ორი 
:მექტორის სკალარული ნამრავლი (თ | დ), რომელიც შეგვიძლია შემდეგნაირად 

„განვსაზღვროთ: 

+თ 

სთ = | ს"როდოძ”. (1,24) 
_–თ 

„ცხადია, ამ სკალარულ ნამრავლს ექნება შემდეგი თვისებები: 

„ასევე (ს | დ)"=( | §), (1,25) 

(ს | დ,--დე)= (0 | დ,)+(V | თ» (1,26) 
-თუ 6–-არის მუდმივი, მაშინ 

(თს | დ=C" (ს |დ) (1,27) 

– 6I9)=ი(|დ. 028) 
სიდიდეს (9V | დ » 0 უწოდებენ ნორმას, ამასთან ნულთან ტოლობა გვექნება 

'მაშინ, როცა ს იგივურად ნულია. თუ შესაძლებელია, რომ ნორმა გავხადოთ 

„ერთის ტოლი, მაშინ ს ფუნქციებს ნორმირებული ეწოდებათ: 

(§I 9ე=1. (1,29 
“ორთო-ნორმირების პირობას კი ექნება ასეთი სახე: 

(დი ს»ფ)=ზიი· (1 30) 

როგორც ვხედავთ, ამ სიდიდეების ალგებრა არ განსხვავდება ჩვეულებრივი ვექ- 
ტორების ალგებრისაგან (გარდა იმისა რომ დირაკის აბსტრაქტულ სივრცეში 

:მექტორები კომპლექსურებიც შეიძლება იყოს). ახლა გავარკვიოთ მაინც რა ვექ- 

ტორებთან გვაქვს საქმე ჩვენ მიერ ზემოთ შემოღებულ აბსტრაქტულ სივრცეში. 
ავიღოთ (C | დ) სკალარული ნამრავლი და გავყოთ იგი ორ შემადგენელ ნაწილად: 

(ს | და | დ). პირველს დირაკის მიხედვით ეწოდება „ბრა-ვექტორი“, მეორეს კი –– 

»კეტ-ვექტორი“. ასეთი სახელწოდებანი წარმოდგება ინგლისური სიტყვის „ფრჩხი- 

'ლების“ –– ხI26#6C(-ის შუახე გაყოფით. ამასთან, თანახმად (1,25) თვისებისა, 

„გვაქვს შემდეგი ტოლობა: 
(სLII=I4) (1,31) 

„ე. ი. ბრა-ვექტორის შეუღლებული იძლევა კეტ-ვექტორს და პირიქით. 

თუ ყურადღებით დავაკვირდებით სკალარული ნამრავლის თვისებებს, დავი– 
„ნახავთ, რომ ამ აბსტრაქტულ ეექტორებს ჩვეულებრივი ვექტორების (ოღონდ 
კომპლექსური) ყველა თვისება გააჩნიათ; მაგალითად, (1,26)-დან ნათელია, რომ 

„ვექტორები იკრიბება შემდეგი წესით: 

IV+%)=|V)+1V,) (1,32) 
-და სხვა. ცხადია, |) ეექტორზე წრფივი ოპერატორების მოქმედებით კვლავ 

„კეტ-ვექტორს მივიღებთ: 
#ჯI%)=|9). (1,33) 
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გარდა ამისა, დირაკის აბსტრაქტულ ვექტორებს დამატებით ორი მეტად მნიშვნე-- 

ლოვანი თვისება აქეს, ერთ-ერთი მათ შორის არის ბრა და კეტ-ვექტორების. 

ოპერატორული ნამრავლი , 

L=I9)(დI1; (1,34)- 

ეს ნამრავლი წარმოადგენს წრფივ ოპერატორს. მართლაც, თუ მარჯვნიდან ვიმო–- 

ქმედებთ რაიმე |+) კეტ-ვექტორით, მივიღებთ 

#I71=)4) (დ 1 /1=XIL%), (1,35): 
სადაც X=(დ | 7) მუდმივი სიდიდეა. (1,35ე1 ტოლობა გვიჩვენებს, რომ #-ოპერა– 

ტორის კეტ-ვექტორზე მოქმედებით კვლავ მიიღება კეტ-ვექტორი. 
შემდეგი მნიშვნელოვანი თვისება დირაკის ვექტორებისა არის ის, რომ მათი. 

საშუალებით შეგვიძლია შევადგინოთ ერთზე გამრავლების ოპერატორი. მართლაც, 

თუ IX„)-ვექტორები სრულ სისტემას ადგენენ, ე. ი. თუ 

(V | #ი)=9იი- 0 ,36). 

მაშინ სამართლიანია შემდეგი ფორმულა: 

2IX,)0თC |=1. (1,37)- 

დამტკიცების მიზნით ეს ტოლობა მარცხნიდან გავამრავლოთ (X, | ბრა-ვექტორზე,. 

მარჯვნიდან კი |X».)-ზე, მივიღებთ: 

2) CV IX) ი IXV= (თ IX: (1,38)- 
ი 

თუ გავითვალისწინებთ (1,36) ფო-მულას, ამ უკანასკნელიდან მივიღებთ იგივეო– 

ბას. როცა უწყვეტი სპექტრი გვაქვს, მაშინ 

(ი; IXი)=5 (ი”––0) (1,39). 

და სრულიად ანალოგიურად დავამტკიცებთ, რომ 

| 90IXIVC- I=1, 0,4თ. 
სადაც 0-რაღაც პარამეტრია. 

ბრა და კეტ-ვექტორების (1,317) და (1,40) თვისებები დიდ შესაძლებლო-. 

ბებს იძლევა ამ ვექტორებზე ფორმალური ოპერაციების ჩატარებისა, რამდენადაც. 

ოპერატორებს შორის ყოველთვის შეგვიძლია ამ ტოლობებით განსახღვრული 
ერთიანების ჩასმა. ასე მაგალითად, თუ გვაქვს სკალარული ნამრავლი (C | დ), იგი· 

შეიძლება ასეც შევცვალოთ: 

(ს|დ) = 2 (სIX») (XC, |). (1.41). 

გასაგებია, რომ დირაკის მეთოდში ოპერატორის საკუთარი მნიშვნელობე- · 
ბის განტოლება დისკრეტული სპექტრის შემთხვევაში შემდეგი სახით ჩაიწერება: 

C | თ,)=თ, | თ,), (1,42)» 
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-ამასთან | თ,)-ს ეწოდება 6 ოპერატორის საკუთარი ვექტორი. როცა ი ერმიტუ- 
«ლია, მაშინ საკუთარ ვექტორთა სისტემა ორთოგონალური იქნება: 

(თ» | თ,) =%იი: (1,43) 

“უწყვეტი სპექტრის შემთხვევაში საკუთარი ვექტორები ორთო-ნორმირებული იქნე– 
-ბიან დირაკის დელტა ფუნქციაზე. 

ცხადია, რომ ოპერატორისათვის გვექნება საკუთარი მნიშვნელობების შემ– 

"დეგი განტოლება: 
"Iო=+IXი; (1,44) 

'საკუთარი | L)-ვეჭტორები აკმაყოფილებენ ორთო-ნორმირების პირობას 

CI-)=5(-“ ო, (1,45) 

სადაც 6 (C-+) დირაკის ფუნქციაა. სხვათა შორის, (1,44) განტოლებიდან გამომ–- 
«დინარეობს, რომ 

გ 

( | II ა=18(-–-I), (1,46) 

„ე. ი. თავის საკუთარ წარმოდგენაში L-დიაგონალურია. (1,45) პირობიდან ნათე- 

ლია, რომ ჩვენ შეგვიძლია შევადგინოთ მეტად მნიშვნელოვანი ერთეულოვანი 

·ოპერატორი 

| ძ|ი(C|=1. (1,47) 

ამ ოპერატორის დახმარებით (თ | დ) სკალარული ნამრავლი ასე გადაიწერება: 

(ს დ) = | ძი(ს |ო (CL). (1,48) 

„ამ უკანასკნელის (1,24) განმარტებასთან შედარებით მივიღებთ: 
(სL|ი=%" თ, ("| ე=§ (ე. (1,49) 

“თუ გავიხსენებთ ჩვეულებრივ ვექტორულ სივრცეში ორტის განმარტებას, სახელ– 
“დობრ, რომ (/%ს6,) = 4;, მაშინ .·ნალოგიით შეგვიძლია ვთქვათ, რომ დირაკის ვექ– 
„ტორების რაიმე წარმოდგენაში ჩასაწერად საჭიროა შევარჩიოთ ორთოგონალური 
ბაზისი და შემდეგ ვიპოვოთ სკალარული ნამრავლი დირაკის ვექტორისა ბახისის 
„ვექტორებთან. 

თუ ბაზისად ავიღებთ იმპულსებს; 

(6|ი)=8 დ-–ი), 0,5თ 
უე. ი 

| ში|0)6I=1, 0,5) 
მაშინ (ნ | ყ) სკლიარული ნამრავლი მოგვცემს ფუნქციას იმპულსურ წარმოდგე- 
“ნაში: 

ს (ი)=(ნ (ბ). (1,52) 

ზემოაღნიშნულიდან ცხადია რომ (1, 24) განმარტებაში ინტეგრალში 

შეგვიძლია ვიგულისხმოთ ნებისმიერი ორთო-ნორმირებული ცვლადი და არა მაინც- 

«დამაინც კოორდინატები. 
აბსტრაქტულ ვექტორთა ალგებრაზე დაყრდნობით დირაკმა მოახდინა კვან– 

ტური მექანიკის ახალი ფორმულირება, ცხადია, ამ ფორმალიზმში მოძრაობის 
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განტოლება კელავ შრედინგერის განტოლება იქნება, რომელსაც დირაკის აბსტრა– 

ქტულ სივრცეში ექნება გამოხატულება 

ი 3: |%(0)= 9 | §C)). (1,53), 

მდგომარეობა აღიწერება აბსტრაქტული | VCI)) და მისი კომპლექსურად შეუღლე– 

ბული (ს(C)|) ვექტორით. დინამიკურ ცელადებს შეესაბამებათ წრფივი ერმიტუ-- 

ლი ოპერატორები ჩ, ი და მათი ფუნქციები: ჯ = ს , დ). 

სტაციონარულ მდგომარეობაში ჰამილტონიანი დროზე ცხადად არაა დამო–- 

კიდებული, ამიტომ შრედინგერის (1,53) განტოლება გადაიქცევა ენერგიის ოპერა-- 

ტორის საკუთარი ვექტორებისა და საკუთარი მნიშვნელობების განტოლებად 

9#I9)=XI4). (1,54), 
რაიმე ფიზიკური სიდიდის მნიშვნელობები შეგვიძლია ვიპოვოთ (1,42) ტი–- 

პის განტოლებიდან, სადაც ბ იქნება ამ ფიზიკური სიდიდის შესაბამისი წრფივი: 

ერმიტული ოპერატორი. თ, ფიზიკური სიდიდის დაკვირვების ალბათობის სა- 

პოვნელად | #VC)) ვექტორით დახასიათებულ მდგომარეობაში, დროის ჯ-მომენტში, 

საჭიროა ეს ვექტორი გავშალოთ |თ,) ვექტორების სრული სისტემი” ფურიე-. 

მწკრივად: 
თ 

Iთ 6)= 3, 0-0|9%,), (1,55> 
ე51 

სადაც ფურიე-კოეფიციენტის აბსოლუტური მნიშვნელობის კვადრატი 

I Cთთ I 1=| (თ, I ს ((3)! # (1 ,56) 

განსაზღვრავს საძიებელ ალბათობას, 

როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, მდგომარეობის ვექტორიდან ტალღურ ფუნქცი- 
აზე გადასასვლელად საჭიროა მისი გამრავლება წარმოდგენის ბაზისზე, სახელდობრ: 
კოორდინატულ წარმოდგენაში 

დრ, /)=CI0C)), (1,57)- 

ხოლო იმპულსურ წარმოდგენაში–– 

ს(ი, ე=(0|0 C). (1,58): 

ახლა ავიღოთ (1, 47) ერთეულოვანი ოპერატორი და იგი მარცხნიდან გავა– 
მრავლოთ (6 |-ზე, მარჯვნიდან კი | )-ზე, მივიღებთ 

სCთ,#)= |ძიი| ი ბ(ს. (1,59 
ეს უკანასკ- ელი წარმოადგენს ტალღურ ფუნქციას იმპულსურ წარმოდგენაში, 

ამიტომ, ცხადია, რომ 
VI 0)=(24)“ 1 გი (1,60)- 

არის ბრტყელი ტალღა, რომელიც) შეესაბამება ის იმპულსს. 

დავამყაროთ კავშირი ერთი მხრივ დირაკის ფორმალიზმსა და მეორე მხრივ: 

მრედინგერისა და ჰაიზენბერგის მეთოდებს შორის. შრედინგერის მეთოდთან კავ– 
შირის დასამყარებლად საკმარისია, მაგალითად, ვაჩვენოთ, რომ (ჰ, 42) საკუთა– 
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რი ვექტორების განტოლება დაიყვანება საკუთარი ფუნქციების განტოლებაზე. გავი– 

ხსენოთ, რომ ბ ოპერატორი დამოკიდებულია ; და ი სიდიდეებზე: 0= ბი, რ)- 
(1,42) განტოლება გავამრავლოთ მარცხნიდან (I | -ზე და |თე)-ის წინ ორივე მხა– 
რეში ჩავსვათ (1,47) ოპერატორი, გვექნება 

IC§I9 C, ი) | )თ, C) ძ”=ი,„%,ი (L,61) 
ცხადია, რომ 

C)90, ი? )Iი=0C,–20V)მ(–- 4, 0 ,62) 

რომლის ჩასმა (1,61)-ში მოგვცემს შრედინგერის ოპერატორულ განტოლებას 

სთ, რ=ა,თაი. (1,63) 
ინტერესმოკლებული არ იქნება აღვნიშნოთ, რომ ნებისმიერი MC.) ფუნქციისა–- 

თვის გვექნება შემდეგი ფორმულა: 
(C(I7 |” )=V/C) 5(–– უო. (1,64) 

ასევე ადვილად დავინახავთ, რომ ჰაიზენბერგის მატრიცული ელემენტი 9. 
ტოლი იქნება 

0„,=ტ,|9|სა= |(სთIC) დ|იდი)|ო(|საძიძოი  C0,65). 
თუ გამოვიყენებთ (1,62) ფორმულას, მივიღებთ 

ლ„ა=(%,|0|4,= | 5(ი0ი, თ, (1,66). 
რაც მართლაც ემთხვევა ჰაიზენბერგის მატრიცული ელემენტის განმარტებას. შევ-. 
ნიშნოთ, რომ როგორც თავის დროზე შრედინგერმა და ეკარტმა ცხადყვეს, (1,66) 
ფორმულა გამოხატავს კავშირს შრედინგერის ტალღურ ფუნქციასა და ჰაიზენ- 
ბერგის მატრიცულ ელემენტებს შორის და, მაშასადამე, ამ ფორმულიდან ჩანს 
სამივე ზემოგანხილული ფორმალიზმის ეკვივალენტობა. 

წერის გამარტივების მიზნით, ნაცვლად | V)-ვექტორისა, სარგებლობენ აღნი- 
შენით |თ), სადაც თ-მიუთითებს გასაზომ სიდიდეთა სრულ კრებულს, რომლებიც 
კვანტურ მდგომარეობას ახასიათებენ, ე. ი. იმ ფიზიკურ სიდიდეებს (ან მათ შე- 
საბამის კვანტურ რიცხვებს), რომლებიც დ ფუნქციით დახასიათებულ მდგომარეო– 
ბაში ერთდროულად და ზუსტად იზომებიან; მაგალითად, თუ კვანტური მდგომა– 

რეობა ხასიათდება ს.(C) ფუნქციით, სადაც თ=>(თ,, თა...) სრულ კრებულს გამო- 

ზატავს, შემოაქვთ აღნიშვნა 

ს (ა=(|თ, %2C)=(თ|»)- (1,67). 

(შევნიშნოთ, რომ ჩვენ ასეთი აღნიშვნა ფაქტიურად უკვე გამოვიყენეთ, როცა. 

ბრტყელი ტალღა აღვნიშნეთ (L | ი)-თი და არა (| ს,)-თი). მაგალითად, წყალბადი-. 
სებური ატომის ტალღური ფუნქცია სა(C, მ, დ), სადაც თ=(თი ,ს >), ჩაიწე- 
რება ასე: ' 

სიIო(0=(-0დ | 111M) = („0დ | სის ', (1,68). 

ხოლო სფერული ფუნქცია 
XLV»(მ, დ) =(80, დ | IსL) =(80, დ | XI). (1,69)- 
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„ასევე, მატრიცული ელემენტი (CV | L | დ) აღინიშნება შემდეგნაირად: 

(თ | L1#)= IM დფ) ჩ4%,თ4. (1,70) 

დირაკის ალგებრის გამოყენებით ადვილად ვიპოვით ორი მატრიცის ნამრავლის 

ფორმულას. ამისათვის საკმარისია (» | 4,8 | 7) გამოსახულებაში 4 და ს ოპერა- 

ტორებს შორის ჩავსვათ რაიმე ერთეულოვანი ოპერატორი 

2, IL) VI =1- (1,71) 
წო 

"შედეგად მივიღებთ: 
სხ» | 48 | 71= 2) თI4I#% (LI 8 |X). (1,72 

(3 

„ეს კი ორი მატრიცის გამრავლების ცნობილი ფორმულაა. თუ გვინდა ვიპოვოთ 

მატრიცათა გამრავლების ფორმულა უფრო მეტი რიცხვის მატრიცების შემთხვე- 

"ვაში, საჭირო იქნება ყოველ ორ მატრიცას შორის ჩავსვათ (1,71) ოპერატორი. 

ასე მაგალითად, სამი მატრიცის შემთხვევაში გვექნება 

სა! 48CI»)= 3. 2.01 419061810 01CI#) (1,73) 
LI 

და ა. შ. 

ცენტრალურ ველში ხშირად დაგვჭირდება შემდეგი ერთეულოვანი ოპერა- 
„ტორი: 
ტ თ 

I #20 | (7 | =1, (1,74) 
0 

“რომლის სამართლიანობის დამტკიცება არ არის ძნელი; ამისათვის გავიხსენოთ დი– 

-რაკის დელტა ფუნქციის შემდეგი თვისება: 

2/- LC _ ნ). ა _0(_-–-7/) ლ" ჯ == = 

ნ(--++)= „7 –-ი(- ა»7- =- 52, I. 0) წსთის (1,75) 

“სადაც ერთეულოვანი ვექტორისათვის შემოვიღეთ აღნიშვნა 4=4. (1,75) ტო- 

“ლობა შეგვიძლია ასეც გადავწეროთ: 

დ)ლს=CII9(» | 7), (1,76) 
სადაც _ , 

ცსე=5--2, (1,773 

ხოლო თ , 

ჯეუჟგუუჟსე–_ 2, X7Iთ(ი1თალ (1,778) 
ჯმ თ=– 

გამოვიყენოთ (1,47) ოპერატორი და მისი საშუალებით დავწეროთ შემდეგი იგი- 

ვეობა: 
+თ 

I ძნ |L) დ | ს)=ზწC –5, (1,79) 
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გავითვალისწინოთ (1,76) ტოლობა ღა (1,79) გადავწეროთ შემდეგი სახით: 

|“ შის ოდ ლო ძ9, იი >> | 004. (1,80) 

შემოვიღოთ ერთეულოვანი ოპერატორი 

| «+I2C=1. (ძი, = პი სძ0ძჯ) (1,81) 

სხვათა შორის აღვნიშნოთ, რომ ამ ოპერატორის გამრავლებით (Iს, და |L ” ) 

ვექტორებზე მივიღებთ სფერული ფუნქციების ორთო -ნორმირების პირობას 

LI თ Iფლ ძი, =5:0,, მანი (1,82) 

(1,81) ტოლობის გათვალისწინებით (1,80)-დან მივიღებთ 

|” 9006 -9=C“ >”, (1,3) 

საიდანაც გამომდინარეობს დასამტკიცებელი (1,74) ტოლობა. 

სრულიად ანალოგიურად იმპულსთა სივრცეში გვექნება 

C 

| „ძი | 2) (ს) =1 0,84) 
ი 

და _ 

(99.11) (VI=1, 01.85) 
სადაც »= 12 ერთეულოვანი ვექტორია იმპულსის მიმართულებით. 

#7 

ჯირაკის ფორმალიზმით ადვილია შრედინგერის განტოლების ჩაწერა სხვა- 

დასხვა წარმოდგენაში. განვიხილოთ სტაციონარული მდგომარეობის განტოლება 

დირაკის აბსტრაქტულ სივრცეში 

L კ? 
(> 5+8)I9=XI. (186) 

> 971 

ეს განტოლება ჯერ ჩავწეროთ კოორდინატულ წარმოდგენაში. ამისათვის იგი 

გავამრავლოთ მარცხნიდან სკალარულად (” | ვექტორზე და | 0)-ს წინ ორივე მხა- 

რეში ჩავსვათ (1,47) ოპერატორი; გვექნება 

(CI -Xია+8)ირ თ = (CI#Iით ძი ძ,87) 
(21 

თუ გავიხსენებთ (1,62) და (1,64) ფორმულებს, მარტივად მივიღებთ "შრედინგე–- 

რის განტოლებას კოორდინატულ წარმოდგენაში. უფრო საინტერესოა' (1,86) გან– 

ტოლების ჩაწერა იმპულსურ წარმოდგენაში. ამ მიზნით იგი გავამრავლოთ ((§” | 
ვექტორზე და |ს) ვექტორის წინ ჩავსვათ (1,51) ერთეულოვანი ოპერატორი; 

მივიღებთ 

„| ს” 
LI (2. 3ა+#   ი) (01 9)= | (იIX | იM)(ი' | 4) ძი”, 0.,88) 

2. გ. პილაშვილი 1“



'ფწევნიშნოთ, რომ 

2 ი აჩ ს. დ, ა+#|9)= | «ი დ 0 2-ბ+#6|9 (10) = 
2#ბ 2) 

L2 

| 9” (ი I>; ბ+XI (CI რ), (1,89)» 

სადაც გამოვიყენეთ (1,62) ფორმულა. ახლა გავიხსენოთ, რომ (LI 6) ბრტყელი: 

ტალღაა და დავწეროთ 
, Iს” –_ 1 -Iი”1I| ც!იL – 0” 23+8|0)=- ე =7წ ნ (> ბატ) ი ძ-=   

2) 

IM ტ(ხ-ი.ი) ქი = - 2 _ 1,90)”" 

(§– 2 პი) I რ“ (=–-; _)ბდ– ი» ი” 

ამიტომ საბოლოოდ გვექნება 
+თ 

  

(=-»)' ხი = | CდIVIV§C/ ძი 0.9); 
2 => 

სადაც 
(იI7 I 6) = => = (CM"7Cთ იძ. (1,92)» 

პოტენციალური ენერგიის მატრიცული ელემენტია ბრტყელი ტალღების მიხედვით. 

ლოკალური პოტენციალებისათვის (0 | ” | ი) გამოხატულება ფუნქციაა მხო- 
ლოდ 0--ი' სხვაობისა, ე. ი, 

(0იI7I |IიI=V დ––იე. (1,93)” 

როგოოც ვხედავთ, კოორდინატული წარმოდგენისაგან განსხვავებით, შრე- 

დინგერის (1,91) განტოლებას იმპულსურ წარმოდგენაში ინტეგრალური განტო-.- 

ლების სახე აქვს, ხოლო ინტეგრალური განტოლების გული განისაზღვრება (1,92). 

ფორმულით. 

საინტერესოა შრედინგერს რადიალური განტოლების ჩაწერა დირაკის” 

აასტრაქტულ სივრცეში. ვთქვათ, პოტენციალურ ენერგიას ცენტრალური სიმეტ– 

რია ახასიათებს. მაშინ | 0) ვექტორი შეგვეძლია წარმოვიდგინოთ შემდეგი სახით:” 

| ს)=| MI. | LM), (1,94). 

სადაც (3709) მომენტის კვადრატისა და მისი გ- პროექციის საკუთარი ფუნქ ციაა 

40,  II)=–1(+1)| ს), (–! =»იL< +ს 1=0, 1, 2,...) (1,95) 

სადაც +, ლეჟანდრის ოპერატორია, 'შრედინგერის (1,86) განტოლებას ცენტრა– 

ლური ველისათვის ექნება გამოსახულება 

(4+719 1 #9) | ს) = V | 1%I) | II) (1,96).. 
2 

L-თი აღვნიშნეთ 3 7 სიდიდე. თუ გავიხსენებთ ლაპლასის ოპერატორის გამო- 

ხატულებას სფერულ კოორღინატებში, მივიღებთ: 

_ 1 ი/,მბ  10+1) ნია = > (72) 44+2, (1,97)- 
75)



ამიტომ საბოლოოდ გვექნება 

I+ 3 (” 2: )+ (#-720)| | 7/-/)== (7 ' 1?) (1,98) 
ა“ ძმ» ძ» ჯ 

დასასრულ აღვნიშნოთ, რომ შემდგომში სხვადასხვ ამოცანების განხილვის 
დროს სამივე მეთოდს გამოვიყენებთ თანაბრად, იმის მიხედვით, თუ რომელი 
მეთოდი უფრო ხელსაყრელი აღმოჩნდება. 

§ 2. მომენტები და მათი ძირითადი თვისებები 

მომენტების თვისებათა შესწავლას ერთ-ერთი ცენტრალური ადგილი უჭი- 

რავს. კვანტურ მექანიკაში მომენტები კინემატიკური სიდიდეებია და მათი მოძებნა 
შრედინგერის განტოლების ამოხსნასთან არ არის დაკავშირებული. ამიტომ მომენ– 

ტების თვისებათა დადგენა შესაძლებელია კონკრეტული დინამიკური ამოცანის 

გადაწყვეტის გარეშე. 
ელემენტარული ნაწილაკების და მათგან შედგენილი მექანიკური სისტემების 

თვისებათა ღრმად შესწავლამ დაგვანახვა, რომ გარდა ორბიტალური მოძრაობის 

მომენტისა, რომლის ოპერატორი განისაზღვრება ფორმულით 

1= (LX რ), (2,1) 

ეს ნაწილაკები ხასიათდებიან საკუთარი მექანიკური მომენტითაც, რომელსაც სპინი 
ეწოდება. სპინის წარმოშობის ბუნება დღესაც სრულად არ არის გარკვეული. თუ 
(2,1) მომენტი შეიძლება შემოვიღოთ კლასიკური მექანიკის ახალოგიით, სპინს 
ასეთი ანალოგია არ გააჩნია. სპინის მნიშვნელობა „(ვაალკეული ნაწილაკისა და სის- 
ტემისათვის შეიძლება სხვადასხვა იყოს. ექსპერიმენტი გვიჩვენებს, რომ სპინის 

მნიშვნელობა ან მთელია, ან კენტი რიცხვის ნახევარი. მაგალითად, ელექტრონის, 

პოზიტრონის, პროტონის, ნეიტრონის, #" მეზონის სპინი ნახევრის ტოლია, 

#I-ატომბირთვისა კი 3მ/,-ის, ასევე თ-ნაწილაკის სპინი ნულის ტოლია, ხოლო 

#7? ატომბირთვისა 1-ისა და ა» შ. 
ბუნებრივია, რომ აუცილებელი ხდება ე. წ. სრული მექანიკური მომენტის 

შემოღებაც, რომელიც წარმოადგენს შემდეგ ჯამს: 

1=I+3§5, (2,2) 

სადაც § აღნიშნავს ნაწილაკის სპინის ვექტორს. როცა საქმე გვაქვს ნაწილაკთა 
სისტემასთან, მაშინ შეგვიძლია შემოვიღოთ სისტემის ორბიტალური მომენტი, 
რომელიც ცალკეული ნაწილაკის ორბიტალური მომენტების ჯამის ტოლია 

ს L= 2, I, (2,3) 
("1 

სადაც XV-სისტემის შემადგენელ ნაწილაკთა რიცხვია. ასევე შეგვიძლია შემოვიღოთ 

სისტემის სპინი, რომელიც წარმოადგენს ნაწილაკთა სპინების ჯამს 

M 

5 = 2, 5. (2,4) 

(51 
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სისტემის ორბიტალური და სპინური მომენტების შეკრებით კი მივიღებთ სისტე– 

მის სრულ მომენტს 
M 

_ _ VII. 2,5 I)=L+§: 2 (2,5) 

151 

აქ შემოღებულ ყველა მომენტს ერთნაირი კომუტაციის თვისებები აქვთ, 

ასევე ერთნაირია მათი შეკრების წესებიც. ამიტომ როდესაც ქვემოთ ლაპარაკი 

გქევნება მომენტზე, იგი თანაბრად შეეხება ყველა ტიპის მომენტს: სპინს, ორბი- 

ტალუო მომენტს ან მათ ნებისმიერ ჯამს. 

კვანტურ მექანიკაში მომენტი ეწოდება ისეთ აქსილურ # ვექტორს, რომ- 

ლის შესაბამისი ოპერატორის მდგენელები აკმაყოფილებენ კომუტაციის შემდეგ 

პირობებს: 
ჩ ” ჩ 

L4;, 4ი)ლ––ტ 4. (2,6) 

სადაც 7, 7.1 =1, 2, ქ, ხოლო დ,,, სრულიად ანტისიმეტრიული მესამე რანგის 

ერთეულოვანი ტენზორია. 

ადვილად შევამოწმებთ, რომ გ? ოპერატორი კომუტატურია ნებისმიერ 4#4V> 

მდგენელთან 
(ჩპ?, 4-1=0, (2,7) 

რაც იმას ნიშნავს, რომ გ: ღა მის რომელიმე ერთ პროექციას (შემდეგში ამ 
პროექციაში 2-პროექციას ვიგულისხმებთ) საერთო საკუთარი ფუნქცია ექნებათ 

და #- და 4: ერთდროულად და ზუსტად გაიზომებიან, მაშასადამე, 

ტ. #.0»1 =/“) ი» #ლი “ა #0%, (2,8) 
, 

4- #იი, = 4. XიIე; 

ი-ს უწოდებენ #-მომენტის კვანტურ რიცხვს, ხოლო თ1ე-ს მაგნიტურ კვანტურ 

რიცხვს. მათ შესაძლო მნიშვნელობებზე ქვემოთ გვექნება საუბარი. 
, , 

რამდენადაც #? და 4, ერმიტული ოპერატორებია, Xითე საკუთარი ფუნქ- 

ციები ორთო-ნორმირებული იქნება 

  (ი თგ X CI, )5=0იი, ზი, ჯე. (2,9) 

მატრიცათა ენაზე (2,7) კომუტაციის პირობა ნიშნავს, რომ #? და „4, მატ– 

რიცები შეიძლება ერთდროულად დავიყვანოთ დიაგონალურ სახეზე, 

ვიპოვოთ 4ჯ, 4), 4: მატრიცების ცხადი სახე იმ წარმოდგენაში, სადაც 

<4; დიაგონალური მატრიცაა, ე, ი. როცა 

(4), თგ =%719 5”, თე. (2,10) 

მაშასადამე, 24;-ის საკუთარი მნიშვნელობა ტოლია 

“4:=»ზის. (2,11) 

შემოვიღოთ შემდეგი დამხმარე ოპერატორები; 

4'=4.-+14სე, 4 =4--24ყ), 4,ლ–4,. (2,12) 
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ამ ოპერატორების საშუალებით ადვილად ვიპოვით (#8) სკალარულ ნამრავლს 

1 
(#8) => (47 44“ #.)+4, #., (2,13) 

ხოლო კერძო შემთხვევაში 
2 1 

#1= 2 (4... + 195+ 411. (2,14) 

ჩვენ ვიცით, რომ (2,6) და (2,10) საკმარისია რათა ვიპოვოთ /#-, 4. ოპერა- 
ტორების მატრიცული ელემენტები. ამ ელემენტთათვის სამართლიანია ფორმუ- 

ლები (3) 
(თი == 11 „L” | თXI|9) =-1 ((0 => IL) (თ => თე -L 1)1'/3 

(თიზი | 4> | თ»ჯი) = MXIი; 
(2,15) 

როგორც ვხედავთ, მომენტის პროექციების მატრიცები დიაგონალურია დ«-კვან- 

ტური რიცხვის მიმართ, ე კვანტური რიცხვის მიმართ კი გვაქვს შერჩევის წესი 

»Lსე==I%ხე :L 1. (2,16) 

ე. ი. ნულისაგან განსხვავებული ელემენტები მოთავსებულია დიაგონალის მეზობ- 

ლად. როგორც (2,15) ფორმულიდან ჩანს, | VIII «+ ი. თუ გამოვიყენებთ (2,15) 

ფორმულებს, მაშინ (2,14) გამოსახულების დახმარებით ადვილად ვიპოვით, რომ 

ს. ”ვ =%”'0თ(თC+1); (2,17) 

მაშასადამე, მომენტის კვადრატისა და მისი პროექციისათვის ჩვენ ქნება შემ- 

დეგი საკუთარი მნიშვნელობები: 

#7?2=1”6(თ+1), 

4:= MM, (2,18) 

–თ < ი <. +0; 

ამასთან, ცხადია, დ წარმოადგენს მომენტის პროექციის მაქსიმალურ მნიშვნელო– 

ბას 8 -ერთეულებში: (/#.)თ„ი:=0Vს. მომენტი სივრცეში იღებს (2-+1) ორიენტა- 
ციას, მაგნიტური კვანტური რიცხვის (2თ+1) შესაძლო მნიშვნელობის გამო. 
როცა მომენტის კვანტური ი-რიცხვი მთელია, კ იღებს მნიშვნელობებს ––-ი-დან 

+ი-მდე ნულის გავლით თითოს გამოკლებით, ხოლო როცა თ კენტი რიცხვის 

ნახევარია, ი ისევ ––თ-დან +ი-მდე იცვლება, ოღონდ ნულს აღარ გაივლის. 
შევნიშნოთ, რომ თ დადებითი რიცხვია. როგორც ვხედავთ, როცა მოცემულია თ 

რიცხვი, მაშინ მომენტი სავსებით განსაზღვრულია; მაშასადამე, მომენტის განსა– 
ზღვრა ეკვივალენტურია „-კვანტური რიცხვის განსაზღვრისა. ამიტომ, როდესაც 

შემდეგში ვიტყვით––,„მოცემულია მომენტის ესა თუ ის მნიშვნელობა“, ვიგული- 

სხმებთ, რომ განსაზღვრული გვაქვს ც-სიდიდე. 

ცნადია, (2,15) ფორმულიდან, რომ , 

4” Xით, =1 ICC <> MI) (=-+- თ „+1)) ” #9, თ, +) 
4“ Xიი=0, 4“ #7I, -ი=90, 

როცა # მომენტი ემთხვევა ნაწილაკის ორბიტალურ მომენტს, მაშინ #ით, ფუნქ- 

ციები ემთხვევა ლაპლასის სფერულ ფუნქციებს XV», (0, დ), სადაც თ=1 აზიმუ- 
ტალური კვანტური რიცხვია, ხოლო --I <- II, <. +! წარმოადგენს მაგნიტურ 

კვანტურ რიცხეს. 

(2,19) 
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ორბიტალური მომენტისათვის (2,19) ფორმულები ასე დაიწერება: 

(04-11) 1, (6, 8) =ს1/ 0 3 XI) 65 თ,+1) IV „,+L(0დ),  (2,20) 
ხოლო 

5=+4> +სტრ( 2 +ის0 > , მ - დნ, (2,2)) 
შავ 09 ძღ ძდ 

რაც შეეხება LL ოპერატორს, იგი ტოლია შემდეგი გამოსახულებისა: 

„გები. (2,22) 
სადაც ბი,კ--ლეჟანდრის ოპერატორია. 

როცა # ემთხვევა ნაწილაკის სპინის 5 ოპერატორს, მაშინ +, ს სპინუ- 

რი ფუნქცია ეწოდება. კერძოდ, როცა ნაწილაკის სპინი 0=§=>1/:, გვექნება 

1 0 ი =(ა)' XV, -#=(1): დ,23) 

ამასთან, პირველ ფუნქციას, რომელიც მიუთითებს, რომ სპინის პროექცია «-ის 

გასწვრივაა, თ-თი აღნიშნავენ ხოლო მეორე ფუნქციას, რომელიც უარყოფით 

პროექციას განსაზღვრავს, –– 8-თი: 

თC=V)I,, 12 ზ=X). _ 1/ (2,24) 

საჭიროა აღინიშნოს, რომ, როცა თ კენტი რიცხვის ნახევარია, მომენტის 

მატრიცული ელემე§ტების ინდექსები წილადი რიცხეებითაა გადანომრილი. -=- 

შემთხვევაში თ.=+-- და (2,15) ფორმულები მოგვცემენ 

? §=-–+V, 2,25 29 (2,25) 
სადაც C(თ., Cე, C,) პაულის მატრიცებია: 

_ /01 _/0 –; _ /1 09 
>> (, ი)' =–-(, ა) == (ა _ე). (2,26) 

ამ მატრიცების თვისებები კარგად არის ცნობილი. ისინი ერმიტულებიცაა და 

უნიტარულებიც და მათი საკუთარი მნიშვნელობები + 1-ის ტოლია. 

ბოლოს შევნიშნოთ რომ ხშირად მომენტებს %ომავენ იმ ერთეულებით, 

რომელიც მიიღება 1=1 დაშვებით. ასეთი ერთეულებით განსა კუთრებით სარგებ- 

ლობენ ბირთვის თიზიკაში. 

§ ე. მომენტთა შეკრების წესი 

ვთქვათ, მოცემულია ორი მომენტი # და 8, მაშინ ორივე მომენტისათვის 
გვექნება ფორმულები: 

#?=%?6 (თ-L1), 8“--ს"ხ(ხ--1), 

წნმას 8,=1IVIს, (3,1) 

<0 < Mი<-+-0. –ხ ლთა “ –-ხ.



“შემოვიღოთ ამ ორი მომენტის ვექტორული ჯამი 

6=#+8 6,2 
და მას # და 8 მომენტების საჯმო ოპერატორი ვუწოდოთ. ამასთან, ვიგული- 
სხმოთ, რომ 4,- და 8. მდგენელები ურთიერთკომუტატურია. ადვილად ვაჩვე- 
ნებთ, რომ, ისევე როგორც # დღა 8 ოპერატორები, C ოპერატორიც აკმაყოთი- 

ლებს კომუტაციის პირობას 

(0, 001=– 8აა, 0, (3,3) 
ამიტომ მისთვისაც სამართლიანი იქნება (2,15) ფორმულები; ამასთან (3,2) ტო- 

ლობიდან ნათელია, რომ 0. მატრიცა დიაგონალური იქნება 4, და #8. მატრიცე- 

ბის დიაგონალურობის გამო. მაშასადამე, C-მომენტისათვის გვექნება ფორმულები: 

C"= ს” 6(C+1), 

0C:=1L#> (3,4) 

–ი <7 < +9, 

სადაც C არის C მომენტის კვანტური რიცხვი. მომენტთა შეკრება ნიშნავს თ და 

ა კვანტური რიცხეების საშუალებით ვიპოვოთ «-კვანტური რიცხეების მნიშვნე- 
“ლობა. ამ ამოცანის გადასაწყვეტად გავიხსენოთ, რომ, თანახმად (3,2) ფორმუ- 

ლისა, C'. პროექციის საკუთარი მნიშვნელობები მარტივად მოიძებნება „ე და MI 

კვანტური რიცხვების საშუალებით, რადგან აქ საქმე გვექნება რიცხეების ჩეეუ- 

ლებრივ შეკრებასთან. სახელდობრ, C,=X (Iი”+#გ) და, ამგვარად, 

-ი=%Mი--+7ჩIა. (3,5) 

გავითვალისწინოთ, რომ )=0C, C-–-1, თ--2,... –- C--–- 1) –– ი; ხოლო 

«ბა=Vს, ნ–-1, ხ–-2...–-(ხ-–-1), –– ს, მაშინ (3,5)-დან მივიღებთ ჯ.-ს ყველა 

შესაძლო მნიშვნელობებს. პროექციების ამ მნიშვნელობებიდან ადვილად დავაღ- 
გენთ, რომ ასეთი პროექციები შეიძლება ჰქონდეს მომენტებს, რომელთა კვანტური 

“რიცხვებია დაწყებული (თ-Lხ)-დან თითოს დაკლებით |თ-–-|-მდე. მაშასადამე, 

მივიღეთ მომენტთა შეკრების შემდეგი ფორმულა L3): 

|თ-–-ხ| ლ0თ<0-+ხ, (3,6) 

«რომელსაც გასაგები მიზეზის გამო სამკუთხედის წესს უწოდებენ და აღნიშნავენ 
(თ. ხ, 0)-თი. ადვილად განზოგადდება შეკრების ეს წესი მომენტთა უფრო დიდი 

რიცხვის შემთხვევაში. ამისათვის საკმარისია ჯერ შევკრიბოთ ორი მომენტი, შემ- 
დეგ მიღებული შედეგი შევკრიბოთ მესამესთან და ა. შ. 

ბოლოს აღვნიშნოთ, რომ (2,13) და (2,15) ფორმულების გამოყენებით ადვი– 

ლად ვიპოვით (# · 8) ნამრავლის საკუთარ მნიშვნელობებს. სახელდობრ, გვექნება: 

2 

(# 8)= ?-(XC+1)-26+1)--ბ 6+1)I, ტ,7) 

სადაც C=#+8 და იგულისხმება, რომ #, 8 და C ოპერატორები ერთმანეთთან 

კომუტატურებია.



§ 4. ორი მომენტის ჯბამის კვადრატისა და პროექციის 

საკუთარი ფუნქციები. კლებშ-ჟორდანის კოეფიციენტები 

ვთქვათ, გვაქვს კვანტურ-მექანიკური სისტემა, რომელიც ორი ქვესისტემისა– 

გან შედგება. ქვესისტემის მომენტები იყოს # და 8. ამასთან, 4. და ცხ. მდგე– 

ნელები ურთიერთკომუტატურია LM. 2მა1=0. შემოვიღოთ საჯამო მომენტი 

C6=#+ს8. (4,1) 
ვთქვათ, #3, 4. და 89, 8. ოპერატორების საკუთარი ფუნქციები შესაბამი–- 

სად არის #ით, დბ X-ს. ჩვენი მიზანია ვიპოვოთ C?, C, საჯამო მომენტისა და 
პოოექციის საერთო საკუთარი ფუნქციები. C2, C. საკუთარი ფუნქციებისათვის 
ნაცვლად ხით აღნიშვნისა, შემოვიღოთ აღნიშვნა 9, ი%, საიდანაც ჩანს, რომ? 

საჯამო მომენტის 6-კვანტური რიცხვი მიღებულია თ და ხზ კვანტური რიცხვების 
შეკრებით. 

ცხადია, რომ 0:= 4,+#: ოპერატორს დააკმაყოფილებს ფუნქციათა ნამ- 
რავლი X-ს თ, (12 Xხა (2), სადაც არგუმენტები მიუთითებენ, თუ რომელ ქვესისტე- 
მას ეკუთვნის აღებული ფუნქცია. აღებული ნამრავლი არ იქნება საერთო საკუ- 

, ჩ 87 #. 7. , , შ 

თარი ფუნქცია C"= #?-+82?-+2 (#8) ოპერატორისა, რადგან (# · 8) სკალარული. 

ნამრავლი ამაში ხელს გვიშლის. ჩვენ კი გვინდა სწორედ ისეთი ფუნქციის პოვნა, 

ოომელიც ერთდროულად დააკმაყოფილებს ორივე ოპერატორს C? და C.. მარ– 

თალია, Xი»ე #.სთს ნამრავლი გ. ოპერატორის საკუთარი ფუნქცია არ არის, მაგ– 

რამ საკუთარი ფუნქცია შეიძლება იყოს ამ ნამრავლის შემდეგი წრფივი კომბი–- 

ნაცია: 

ი +ხ 

2%%% (1,2) = 2, 2, (თ 011ე 1)ც | CL.) Xი»ი. (1) / ბთ, (2): (4,2» 
იც--ძ ის ახ 

მუდმივ რიცხეებს · , 

(თხე მმბხ | CI) (4,3» 

ვიგნერის ვექტორული შეკრების კოეფიციენტებს, ან კლებშ-ჟორდანის კოეფიციენ– 

ტებს უწოდებენ. ტალღური ფუნქციის ფაზური მამრავლი ისე შეგვიძლია შევარ- 
ჩიოთ, რომ ეს კოეფიციენტები ნამდვილი რიცხვები იყოს. კლებშ-ჟორდანის კოე– 

ფიციენტი ნულის ტოლი იქნება, თუ »I, 5- IL +). გარდა ამისა, 6, ს, C კვან– 
ტური რიცხვები ერთმანეთთან შებმული არიან მომენტთა შეკრების წესით, ამი– 

ტომ თუ დაცული არ არის #(ი, ბ, 0) სამკუთხედის წესი, მაშინ კლებშ-ჟორდა- 

ნის კოეფიციენტი ნულის ტოლი იქნება. ამიტომ (4,2) ფორმულაში ფაქტიურად. 
ერთმაგი ჯამი მონაწილეობს. კლებშ-ჟორდანის კოეფიციენტები ისე შეგვიძლია. 

M ჩ 

ავარჩიოთ, რომ (4,2) ფუნქცია საერთო საკუთარი ფუნქცია იყოს C? და 0. ოპე– 
რატორთებისა. ცხადია, (4,2) ფუნქცია საკუთარი ფუნქცია იქნება აგრეთვე #?წ და 

8? ოპერატორებისაც საკუთარი მნიშვნელობებით: #7=I?ი(თ+1), 87=1?ხ(ხ + 1) 

შესაბამისად. 
კვანტური მექანიკის აღწერის მეთოდის მიხედვით კლებშ-ჟორდანის კოეფი–- 

ციენტის კვადრატი წარმოადგენს თ და ს მომენტებით განსახღვრული საჯამო. 
ი«-მომენტის მდგომარეობის განხორციელების ალბათობას. 

«



კლებშ-ჟორდანის კოეფიციენტების გამოსათვლელი ფორმულა ჯგუფთა თეო-. 
რიის მეთოდების გამოყენებით ნაპოვნი იყო ე. ვიგნერის მიერ (147). 

(თხIILკ 1)1ხ 1 CI) = CM. MI -L7ც- 

(C-- თ–– ს)! (6–თ+ზ)! (თ-ს –– თ! (C++ II.) (6––»L.)! (26-+ ბ) ი 
(=+თ+ხ-L1)! (26–– ე)! (ხ––ისს)' («+»)! (ს-C ია)! 
  (4.4) 

ძვ (–- 1) (6-ს Lსე–- 1) (თ–- ე -, 1)! 

4“ I (64-მვ–- #)! (– 6-66ს–I)! (45 8–-ს--.)! 
  

ჯამი აიღება 7;-ს ისეთი მნიშვნელობებით, სანამ ფაქტორიალი უარყოფითი გახდე–- 

ბოდეს. 
89% ფუნქციები, რადგან ისინი ერმიტული ოპერატორების სა/უთარი 

ფუნქციებია, ორთო-ნორმირებული იქნებიან 

(86% 959 =ბ,. ბი, ი, (4,5). 
ამ ფორმულაში (4,2) ფუნქციის შეტანით ადვილად ვიპოვით კლებშ-ჟოოდანის 
კოეფიციენტების ორთო-ნორმირების პირობას: 

1, (თხიბე 71 | 01) (C სე Iს | 6” 1I6)==9-„ ზო, ი. (4,6) 
ეხ 

სრულიად ანალოგიურად, 

ი.ხ +C 

% ბ (თხ)MLე M?ხ | CIII-) (C)M1ე 9Iს | CI) == 6, თე 9/ია MM (4,7) 
C”"Iც–ხს იI->-“ 

ასევე: 
% ' , , 22+1 - - 8 

2, (თხ)1ე 9Xზ | C1IL-) (თს” წე 2)Lგ | CV) == VI LI 9 სს, მისც M/ (4,8) 
ცი + 

და 

ა: 2011. - > სიას | თა) 6 ნ თნ) = 2.1! შაში თა 49) 
ტი 

თანახმად (4,4, ფორმულისა, კლებშ-ჟორდანის კოეფიციენტებს ექნებათ 

სიმეტრიის შემდეგი თვისებები (4): 

  

(თხიზე 1)1ს | CIL,)==(ხC––6–-– ე | 6–– MI) = (4,10) 

=C(–-1) “ი-ს (ხCე)ბს 1)? | CI) (4,11) 

=6(–-1)0+ს-- (ფხ--ც--9)1ხ | 6–– ს.) (4,12) 

1/. 
= (– 1). ”ძ (-- 3 (თ0Mე-- იე | ხ––918) (C% MI) 

/ 
=(–1)ხ+თბ 6553 (0ს––1) 915 | თ–-ე)- (4,12'). 

თ 
25



ადვილად ვიპოვით, რომ კერძო შემთხვევაში: 

(80ML,0 | თი.) = 1, (4,13) 

(იხიხ|ი+ხი+ხ)=1. (4,13”) 
„ასევე. _ 

0იხ 
(თხ1–-/1 | 00)==(––1)ჰ-ი –-– . 

I/ 26+1 
(4,14) 

-როცა ი და ს ღებულობს მთელ მნიშვნელობებს, მაშინ (4,12) თვისების თანახ- 

მად (ის 001 60=0, თუ 64-ს+(6 რიცხვი ლუწი არ არის. 

კლებშ-ჟორდანის კოეფიციენტების ორთო-ნორმირების (4,7) პირობის გამო– 

ყენებით შეგვიძლია შევაბრუნოთ (4,2 გამლა. მართლაც, გავამრავლოთ იგი 

(იხMბე ი | III) კოეფიციენტზე და მოვახდინოთ აჯამვა C და ა»,-თი, შედეგად 

მივიღებთ: 

ი+ხ +C 

#-ითე (1) 7.სია, (2)=> სა 2, (თსM%ე იზ | 671.) 2,” (1,2). (4,15) 
C90-ხI იც9-4 

განვიხილოთ ორი ნახევარსპინიანი იგივური ნაწილაკი. იმის გამო, რომ 
0=ს=> შემთხვევაში კლებშ-ჟორდანის კოეფიციენტები ტოლია შემდეგი რიცხ- 

ვებისა: 
1 1 3 -- | 10C= 4,16 +39=--, (416   

“(4,2) ფორმულის გამოყენებით ნორმირებული და საჭირო სიმეტრიის მქონე სპი– 

'ნური ფუნქციებისათვის მივიღებთ შემდეგ გამოსახულებებს: 

%ს,,0,2)=601)=(2), 
1-1 

%.,,,0, 2)=8%(1) ზ(2, 

1 
%,,,,,0,2)= >> (400 80 +%0) ჩ0))), (417) 

1 6 9%).,,(1,2= > (40) %0)–-%C2) %0)). 

როგოოც ვხედავთ, გვაქვს ოთხი სპინური ფუნქცია. ამასთან პირველი სამი შეესა– 
ბამება 8=1 საჯამო სპინს, ხოლო მეოთხე 8=0. §=1 მდგომარეობას ტრიპლე- 
ტურ მდგომარეობას, უწოდებენ ხოლო #§=0 -- სინგლეტურს. ტრიპლეტური 
მდგომარეობა ხორციელდება სამი ფუნქციით, ამიტომ ამ მდგომარეობის წონა 
-იქნება ზ/,, ხოლო სინგლეტური მდგომარეობისა--1/ 

26 

4“



ახლა ვიპოვოთ სპინური მდგომარეობის წონები ორი იგივური ნაწილაკის 
სისტემისათვის ზოგად შემთხვევაში, როცა თითოეული ნაწილაკის სპინი ვ-ის 
ტოლია, სრული სპინი 5=5858+§. მაშასადამე, §-იღებს მნიშვნელობებს 0-დან 
2§-მდე, ე. ი. 0 <- 5 <: 2კ. 

ჯამური სპინის მოცემულ მნიშვნელობას ექნება 29-+I-1 პროექცია, ამიტომ, 

„ცხადია, პროექციათა საერთო რიცხვი იქნება 

25 

+» (295+1)=(2ჯ-L1) (2§+1). (4,18) 
§5=0 

-დავუელთვათ, (4,2) გამოსახულებაში §=#=ს, მაშინ 

+ +898 

რეპ%0,2= XI 3; (ათ | 5) 7»,ა(1) X--(2)- (4,19) 
უფუ.-§ (IM =-ვ 

მოვახდინოთ ნაწილაკთა გადასმა. გავიხსენნოთ კლებშ-ჟორდანის კოეფიციენტის 

(4,11) თვისება 

(იეითს' | 5 M )-=(––1)5“% (§§))1 7 | 5 ,). (4,20) 

შედეგად მივიღებთ, რომ იგივური ნაწილაკებისათვის 

#/5% (2, 1)=C–-1)5“ 3) 45% (1, 2). (CM21) 

მაშასადამე, სპინური ფუნქციის სიმეტრიას განსაზლვრავს (--1)5-26 მამრავლი, 
ამასთან როცა ვ§-მთელია, სიმეტრიულობა განისაზღვრება (–-1)5-ით, ხოლო როცა 

§-კენტი რიცხვის ნახევარია –-(--1)5-ით. 

სრული ტალღური ფუნქცია წარმოიდგინება შემდეგი ნამრავლით: 

VILM, (1, 21=9%§//, (1, 2) 4.5" (1, 2), (4,22) 

სადაც %§#, კოორდინატული ტალღური ფუნქციაა მისი სიმეტრიის თვისება 

დამოკიდებული იქნება სისტემის სრულ სპინზე და მის პროექციაზე, ამიტომაც 

მივუწერეთ ამ ფუნქციას ინდექსები: როგორც ცნობილია, იგივურ ნაწილაკთა 

სრული ფუნქცია ნაწილაკთა გადასმის მიმართ სიმეტრიულია, თუ ნაწილაკის 

სპინი კენტი რიცხვის ნახევარია, ე. ი. 

V"§,/, (2, 1)=(–-1)“5 ML, (1, 2), (4,23) 

საიდანაც ჩანს, რომ კოორდინატული ფუნქციის სიმეტრიულობა განისაზღვრება 
პირობით 

სყ, (2, 11=(-––-1)? 9§M. (1, 2). (4,24) 

ამგვაოად, როცა სრული სპინი ლუწია, კოორდინატული ფუნქცია სიმეტრიულია, 
ხოლო როცა §5-კენტია, კოორდინატული ფეუენქცია ანტისიმეტრიულია. 

გამოვთვალოთ სპინური მდგომარეობის წონები, ლუწი და კენტი სრული 
'სპინის მნიშვნელობებისათვის პირობით, რომ ყველა სპინური მდგომარეობა თანა– 
„ბარალბათია, 

ჩწ7



§-სპინის მქონე ორი იგივური ნაწილაკისათვის გვექნება (2§+-1)? განსხვავე– 

ბული მდგომარეობა. როცა § მთელია, მაშინ §-ის (2§-+-1) მნიშვნელობიდან (§+1) 

შეესაბამება ლუწ 3-ს, ხოლო §-–კენტს. ლუწი §-ებისათვის მდგომარეობათა რიცხვი: 

იქნება შემდეგი: 

%, (295+1)=(2§+1) (§+1), (4,25) 
5 .ი2“ .95 

კენტი წ-ის მდგომარეობათა რიცხვი კი, ცხადია, ტოლი იქნება 

(2§-L1)"-–(2§-L1) (+ 1)=:§ (2§+1). (4,26) 

ამის შემდეგ უკვე ადვილია სათანადო წონების გამოთვლა. ლუწი და კენტი სრუ–- 

ლი სპინის შესაბამისი მდგომარეობების წონები სათანადოდ აღვნიშნოთ X»#ჯ და: 

XV -ით. მაშინ ცხადია, რომ მთელი §-ისათვის გვექნება 

X,C(2§+1)C6+1) _ 9+) , # – 5(2§+1) _ §.. (4,27)- 

(2§+1)” 2§8+1 (2+)) 2-1 

(§=/!, #=0, 1, 2...) 

სრულიად ანალოგიურად დავამტკიცებთ, რომ კენტი რიცხვის ნახევრის ტოლი: 

სპინისათვის გვექნება 

1 ა-ა) X--21% '(§- > , ,=0, ,,2...) (4,28) 
§ § 

      

კერძოდ, ნახევრის ტოლი სპინისათვის §=-1/ე გვექნება V,=1/2, X».=3/4, რაც: 

ზემოთ მიღებულ მნიშენელობებს ემთხვევა. 

დაბოლოს შევნიშნოთ, რომ (4,2) ფორმულას სხვა შინაარსიც შეგვიძლია 

მივცეთ. ასე მაგალითად, შეგვიძლია შემოვიღოთ ერთი ნაწილაკის თ” ფუნქცია, 

რომელიც საერთო საკუთარი ფუნქცია იქნება 1 და I ოპერატორებისა, სადაც. 

1=I--§5 და ადგილი აქვს შემდეგ ფორმულებს: 

1 =%?1(1+1), ქ.=7)ს, –ქ <- ი) <-4+-ქ. (4,29) 

შეგვიძლია დავწეროთ 

· უყ 1) – – # 
ი = » » (18)! ,M1კ | ქX1,)X I თ; 0) #.%ი,! ( = +) ' (4,30) 

თ,5-I Mგ?-§ ? 

სადაც ათ, -სპინური ფუნქციაა. ამ გამოსახულების შებრუნებით ვიპოვით ფორ- 

მულას 

– 118 1 · 

XII 0 = 3 2ე (898 X% | პთ,) თ, (4,31) 
I"II-5| იკ“; 

. 1 
ძო; ფუნქციას ვლ-> სპინის შემთხვევაში უწოდებენ სფერულ ფუნქციას სპინით-



§ სამი მომენტის ვბამის კვადრატისა და პროექციის 

საკუთარი ფუნქციები. რაკას კოეფიციენტები 

განვიხილოთ სამი ქვესისტემისაგან მედგენილი სისტემა. ქვესისტემების მო- 
მენტები იყოს #, 8 და C, ამასთან, ამ სიდიდეებში იგულისხმება ნებისმიერი მო- 

მენტი: სპინი, ორბიტალური მომენტი, მათი ჯამი და სხვა. შემოვიღოთ სამი მო- 

მენტის საჯამო მომენტი, რომელიც 0-თი ავღნიშნოთ 

0=#/+ს8+C; (5,1) 

იგულისხმება, რომ ·., ს,, 6. კომპონენტები ერთმანეთთან კომუტატურია. 

ცხადია, 0 ვექტორსაც მომენტის ყველა თვისება ექნება, ამასთან ჩხ: კომუტატური 

დქნება ს. ოპერატორთან. 0 მომენტის კვანტური რიცხვი მიიღება თ, ხ და C კვა- 
ნტური რიცხვებიდან მომენტთა შეკრების სამკუთხედის წესის გამოყენებით. ამას. 

თან, მომენტთა შეკრება შეიძლება განვახორციელოთ შემდეგი ორი გზით: 

სწ Cს+C, 6=#4-8 (5,2) 
და 

0:-M+L, C-.8+-C. (5,3) 

ცხადია, მომენტთა ნებისმიერი დაჯგუფებით ყოველთვის მივიღებთ სიდიდეს, რო–- 

მელსაც მომენტის ყველა თვისება ექნება და მათთვის სამართლიანი იქნება (2,15) 
ფორმულები. თუ ს მომენტის კვანტურ რიცხვს აღვნიშნავთ «-თი, მაშინ L მო- 

მენტის კვანტური რ რიცხვის მისაღებად საჭიროა სამკუთხედის წესით ჯერ ვიპო- 

ვოთ იტ, ხოლო შემდეგ მიღებული “შედეგი შევკრიბოთ 2-სთან. ე. ი. 

|ყი-–ხ) 6--თ+ხ, ე. ი. ი(თ,ხ, 4) (5,4) 
და 

|ბ– ი “ ძ- 6-+L2ძ, ე. ი. :%0, 0, 0). (5,4) 

ვთქვათ, (M?, ბ., (82, ხა და (C?, 6) ოპერატორებს აქვთ შესაბამისად 

საკუთარი ფუნქციები 

#90Mე, #.სIხ, #Cი!ც. (5,5) 

ჩვენი მიზანია ვიპოვოთ ისეთი ფუნქცია, რომელიც საერთო საკუთარი ფუნქცია იქნება 

IL და 7), ოპერატორებისა (4,5). ამ ფუნქციის მოსაძებნად კვლავ ვიმოქმედოთ 

ორ ეტაპად, როგორც ამას ვაკეთებდით სამი მომენტის შეკრებისას. ჯერ ვიპოვოთ 
ორი რომელიმე ოპერატორის, მაგალითად # და 8 ოპერატორების, ჯამის კვად- 

რატისა--C? და ს, პროექციის საკუთარი ფუნქციები. თანახმად (4,2) ფორმული- 
სა, გვექნება 

20% = 3, 2, (თხსითზს | CM» #0 #.ხის · (5,6) 

74 ”ხ 

ამის შემდეგ (5,6) ფორმულით განსაზღვრული ფუნქცია ჩავთვალოთ ერთი ქვე–- 

სისტემის ფუნქციად და ს. და ს. ოპერატორების საერთო საკუთარი ფუნქციე- 
ბის დასაწერად კვლავ გამოვიყენოთ (4,2) ფორმულა. მივიღებთ: 

+C +C 

თი, = 2 2, (6611 -M1ი | C191კ) 2901 #იიე- (5,7) 

იცი თ.გ" -“ 

99



ახლა თუ ამ გამოსახულებაში შევიტანთ (5,6) მნიშვნელობას, საბოლოოდ მივი– 

ღებთ 4 
თრი  = 2 » (თხ))101)1ს | 6)1!) (0661)1-!C | (1I)19)7/-0ი+ც Xსი+ხ X6Cთ- (5,8» 

იე"ხ ჯა 

(თ, ს) ინდექსი მიუთითებს, რომ ძ მომენტი მიღებულია ჯერ თ ღა #-შეკრებით, 

ხოლო შემდეგ ამ ჯამზე ი მომენტის დამატებით. 

როგორც აღვნიშნეთ, არსებობს მომენტთა შეკრების მეორე გზაც. ს:5ელ– 

ღობრ, ჩვენ შეგვიძლია ჯერ შევკრიბოთ ს და 0, შემდეგ კი მას დავუმატოთ «- 

შედეგად საკუთარი ფუნქციებისათვის მივიღებთ: 

აამ წესეფი ს თMM4, = 2, გ (ხC1)1ცIV1C | / 1) (C./ IMIი7M, | (9/)ბც) /-MM /ხი#ს XC, (5,9X» 
იც ი), 

სადაც / არის =8+C მომენტის კვანტური რიცხვი. ცხადია, როგორც (5,8), 

ისე (5,9) ფუნქცია საერთო საკუთარი ფუნქცია იქნება ჩ', წ ოპერატორებისა. 

ერთი და იმავე საკუთარი მნიშვნელობებით: 

01=Lს"ძ(თ+1), 0.=სკ –ძ<7#კ < +ძ, (5,10» 

ამიტომ აღნიშნული ფუნქციები ერთმანეთთან დაკავშირებული იქნება უნიტარუ- 

ლი გარდაქმნებით 
ხ+C 

თიოძ. = , ჰ (C0X0 |C(ხ0/0ძ) თეორ, · (5,11) 

=,ხ-CI 

ვიპოვოთ უნიტარული გარდაქმნის მატრიცა ((თხ)00ძ | თ(ხ0) / ძ)- ამისათვის. 

გავიხსენოთ, რომ ჩხ), ნ, ოპერატორების ერმიტულობის გამო მათი საკუთარი. 
ფუნქციები ორთო-ნორმირებული იქნებიან. (5,11) გამოსახულება სკალაროლად 

გავამრავლოთ რ, ფუნქციაზე. შედეგად მივიღებთ 
((თხ)60ძ | «(სთ / ძა= (094 | 0204 ' (5,12) ი(ხი)! (იბ)”ი 

ამ სკალარულ ნამრავლში შევიტანოთ (5,11) და (5,12) ფუნქციები და გაეითვა- 
ლისწინოთ (5,5) ფუნქციათა ორთო-ნორმირების პირობები, გვექნება 

((თხ)60ძ | (ხი) #/0)= 2 2, 2 ბ, (თ ს9/181/გ | CI.) (661/ბს7Mბი | ((1)ბძ)- 
”ი ”'ხ MM თი", 

(ხითისხ11ი | / თ!/) (C / ))L01)1/ | ((ი1კ)- (5,13» 

როგორც ვხედავთ, უნიტარული გარდაქმნის მატრიცა გამოიხატა ოთხი კლებშ- 
ჟორდანის კოეფიციენტის ჯამით. ამასთან, მომენტთა პროექციების შეკრების კა- 

ნონის გამო ხუთმაგი ჯამი შეგვიძლია დავიყვანოთ ჯამზე ა და ჯMა-თი. რ დგან 

კლებშ-ჟორდანის კოეფიციენტები ნამდვილი სიდიდეებია, ამიტომ უნიტარული 

მატრიცაც ნამდვილი იქნება, 

კვანტური მექანიკის სხვადასხვა ამოცანებში, ნაცვლად (5,13) მატრიცული 

ელემენტისა, შემოჰყავთ მისი პროპორციული სიდიდე: 

17 (თხიძ; 6/)= 1C0ი2I)იტი #) –- 5,14 
V (0%6-- 1) (2/ +1) დაჩ



რომელსაც რაკას კოეფიციენტს უწოდებენ. ამგვარად, თანახმად (5,13)-ისა, ოაკას- 
კოეფიციენტი განსაზღვრული იქნება ფორმულით 

I 06 + 1) 2/ + 1) II(Cსიძეა/)-- VI %) (ისის თ. (5,15) 
იეტი ეი!/ 

(0C/M1გიზი | ))+კ) (0C/1გ7Mბი | / თ1/) (C./ MLი»!/ | (17კ) 

იმის გამო, რომ უნიტარული გარდაქმნის კოეფიციენტი ნამდვილია, მის- 

თვის სამართლიანი იქნება ფორმულა 

M ((თხ)604 | თ(ხC) /0) ((იხ)ყიC0 | თ(ხC)//ძ)=32,7/ , (5,15) 
დ 

რაც (5,14) განმარტების ძალით რაკას კოეფიციენტებისათვის მოგვცემს შემღეგი. 

ორთოგონალობის პირობას: 

1305+1) (2/-L1) 1! (იხიძ; 6C/)II (თხი; 6/') =80//.. (5.16)- 

კლებშ-ჟორდანის კოეფიციენტების თვისებით რაკას კოეფიციენტები, თანახმად 

(5,14) განმარტებისა და (5,13) ფორმულისა, ნულისაგან განსხვავებული იქნებიან, 

როცა დაცულია სამკუთხედის წესები: 

რ(იბი), 4(იიძ), 42(ხ0/), 4(თ=#/ძ). (5,16)· 

რაკას კოეფიციენტების სიმეტრიის თვისებებს ადვილად დავადგენთ კლებშ-ჟორ- 
დანის კოეფიციენტების სიმეტრიის თვისებებიდან. კერძოდ, გვექნება შემდეგი მნი– 

შვნელოვანი ფორმულები: 

II/(თხიძ; 6/)= II” (ხთძი; 6/) == M7(C6C(Iთს; 6/ )= II (თისთ; 6/)= 

ას =11/(იიძს; #6) = IV (ხ(Iფ0; / 6)= II” (8ხით; / 6)= V (თისთ; /ი). (5,16) 
ევე: 

M”(თხიძ; 6/)ლ(–-1)“?/-ხ-ი II (თ0/თ; ს6)ლ=(–-1)4+I-ი“ძ II (ხ6/C; იძ). (5.16”) 

გავამრავლოთ (5,16) ფორმულა (ხCIIახისი | /V) (თ / MM, | თკ) კოეფიციენ– 
ტებზე და ავჯამოთ ჯ#-ით. კლებშ-ჟორდანის კოეფიციენტების ორთო-ნორმითოების. 

პირობის გამოყენებით მივიღებთ 

(თხოსაჩსხს | 6M13 -L 21) (607777 -L 2)1გ1/!კ | 002110 “L- 116 -+ 1)1კ) = 

2)V (2+ 1)(2/ +1) (ს0#1§1MIკ | „ Iს -L-1კ) (თ./ ბ67ბხ -I- 1)Mყ | CIხა ++ 18 -L2კ) ' 

I, 

1! (თხით; 6/) (5,17) 

ადვილი დასამტკიცებელია, რომ (5,15) განმარტება ეკვივალენტურია ფორმულისა 

2, (თხი!ით!გ | 6771) (601)1-7%ი | ((M1კ) (სC/1გიზბი | 7 2L/)-= 
):073 

M (24++ 1) (2/ + 1) (თ./იLი»!, | თკ) 1V/” (თხ0ძ; 6/)- (5,18) 

მართლაც, ამ გამოსახულების ორივე მხარის გამრავლებით (C / ML, იბ, | 01) კოეფი– 

ციენტზე, აჯამვით ჯგ და თ», რიცხვებით და (4,60) ორთო-ნორმირების პირობის 

გამოყენებით მივიღებთ (5,15) ფორმულას. 
C 
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თუ კერძო შემთხვევაში, ექვსი მომენტიდან, რომელიც შედის რაკას კოეფი- 

„ქიენტის განმარტებაში რომელიმე უდრის ნულს, ვთქვათ, მაგალითად ტ=-0, მა- 

შინ (5.15) განმარტებიდან, კლებშ-ჟორდანის კოეფიციენტების თვისებების გამო- 

ყენებით ადვილად ვიპოვით, რომ 

6ახ0იძ 
)M/(იხ000/)-:(–)ს –“ (5,19) 

I/ (26 + 1) (20 +)) 
„ასევე, როცა 7=0, გვექნება 

1I/(იხ00; C/) => 5ს19ი” (5,20) 
I/ 02+1)(2/ +1). 

რაკას კოეფიციენტების მნიშვნელობებს სხვა მომენტების ნულთან ტოლობის შემ- 
თხვევაში ადვილად დავუკავშირებთ (5,19) და (5,20) შემთხვევას, თუ გამოვიყე– 
ნებთ სიმეტრიის თვისებებს. 

§. 6. შენახვის კანონები 

კვანტურ მექანიკაში, ისევე როგორც კლასიკურ მექანიკაში, გვაქვს რამდე- 
ნიმე შენახვის კანონი, რომელთაც ფუნდამენტური მნიშვნელობა ენიჭებათ. 

კლასიკური მექანიკიდან ცნობილია, რომ იზოლირებული მექანიკური სისტე- 
მისათგის მთელი რიგი ფუნქციები კოორდინატებისა და სიჩქარეებისა მოძრაობის 
ინტეგრალებს წარმოადგენს. მათი რიცხვი (2/-–-1)-ის ტოლია, სადაც » სისტემის 
თავისუფლების ხარისხთა რიცხვია. ასევე ცნობილია, რომ მოძრაობის ყველა ინ- 
ტეგრალს ერთნაირი მნიშვნელობა არა აქვს. განსაკუთრებული მნიშვნელობა ენი– 
ჯებათ ე. წ. შენახვის კანონებს, რომლებიც გამოხატავენ ენერგიის, იმპულსისა და 

-იმპელსის მომენტის მუდმივობას მოძრაობის მთელი დროის განმავლობაში. დასახე– 

ლებული შვიდი მოძრაობის ინტეგრალის განსაკუთრებული მნიშვნელობა მექანიკაში 

შედეგი აღმოჩნდა მათი მჭიდრო კავშირის გამო სივრცისა და დროის ფუნდამენ- 

ტურ თვისებებთან. სახელდობრ, გამოირკვა, რომ ენერგიის შენახვის კანონი 'შედე– 

გი ყოფილა დროის ერთგვაროვნების თვისებისა, ამპულსისა და იმპულსის მო- 

მენტის შენახვის კანონები კი შესაბამისად დაკავშირებული ყოფილა სივრცის 

ერთგვაროვნებისა და იხოტროპულობის თვისებებთან. 

კვანტურ მექანიკაშიც იზოლირებული სისტემისათვის სამართლიანია იგივე 

მუდმივობის კანონები. ოღონდ, იმის გამო, რომ მდგომარეობის კვანტური აღწერა 
განსხვავდება კლასიკურისაგან, კვანტურში შენახვის კანონებს თავისებური ინტერ– 

პრეტაცია გააჩნია. კვანტურ მექანიკაში ზოგი სიდიდე, კლასიკური ”შემთხვევისა–- 

გან განსხვავებით, „სრულად“ არ ინახება, მაგალითად, თუ კლასიკურში ინახება 

იმპულსის მომენტის ვექტორი, კვანტურში, იმის გამო, რომ მომენტის ოპერატო- 

რის პროექციები ერთმანეთთან კომუტატურნი არ არიან, ინახება მხოლოდ 

ორი სიდიდე: მომენტის სიგრძე და მისი რომელიმე ერთი პროექცია. დანარჩენი 

ორი პროექცია კი ინახება მხოლოდ კვანტურ-მექანიკური საშუალო მნიშენელო- 

ბების აზრით. 

გარდა ამისა, კვანტურ მექანიკაში დამატებით გვაქვს ლუწობის შენახვის 

კანონიც, რომელიც ნაკლებად უნივერსალურია, მაგრამ არანაკლებ ფუნდამენტუ– 
“რი, ვიდრე დანარჩენი შენახვის კანონები. 

აღსანიშნავია, რომ კვანტური მექანიკის მუდმივობის კანონებიც (ენერგიის, 

იმპულსისა და მომენტისა) დაკავშირებულია დროისა და სივრცის ერთგვაროვნე- 
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ბისა ა იზოტროპულობის თვისებებთან, ხოლო ლუწობის შენახვის კანონი შედე- 

გი აღმოჩნდა სივრცის ინვერსიის თვისებისა. ეს კი მათემატიკურ ენაზე ნიშნავს, 

რომ სისტემის ჰამილტონის ოპერატორს ახასიათებს ინვარიანტობის თვისებები 
დროისა და კოორდინატების გარდაქმნების მიმართ. ამიტომ ჰამილტონიანის თვისე- 

ბების მესწავლას სხვადასხვა ტიპის გარდაქმნების დროს ფუნდამენტური მნიშვნე- 
«ლობა აქვს. ამ მიზნით შემოვიღოთ ოპერატორები, რომლებიც განახორციელებენ 
კოორდინატთა სხვადასხვა გარდაქმნებს. 

განვიხილოთ რადიუსეექტორის L->I გარდაქმნა, სადაც L #ადიუსვექტო- 
რის ახალი მნიშვმელობაა. იგი შეიძლება გამოხატავდეს რადიუსვექტორის წანაცე- 

ლებას რაიმე 0 ვექტორზე, შემობრუნებას გარკვეულ კუთხეზე, სარკისებურ არე- 

კვლას და სხვა. ეს გარდაქმნები შეიძლება დავაკავშიროთ გაოკვეულ ბ ოპერა- 

ტოოთან (5,6): 

„= 0. (6,1) 

შეიძლება გეიპოვოთ შებრუნებული გარდაქმნაც 

C= 0-1, (6,2) 
ახლა გამოვარკვიოთ, როგორ გარდაიქმნება ტალღური ს (ა) ფუნქცია რა- 

დიუსვექტორზე ბ ოპერაციის ჩატარების დროს. წინასწარ მივუთითოთ, რომ 

შესრულებულია აშკარა ტოლობა: 

ტე ათ. (6,3) 

მეორე მხრივ, რაიმე ოპერატორის ს(-”) ფუნქციაზე მოქმედებით უნდა მივიღოთ 
იგივე აოგუმენტის ახალი ფუნქცია, ამიტომ 

ს/C0ე=# (0) 409 (6,4 
წინა ფორმულასთან შედარება მოგვცემს 

#(0)ალ5ბ=4თ -=4(0-1 ე. (6.5) 

მაშასადამე, როცა კოორდინატები გარდაიქმნებიან ი ოპერატორით, მაშინ ტალ–- 

ღური ფუნქციებისათვის გვაქვს შემდეგი გარდაქმნის კანონი: 

ჩ()ბთ = 4(0-1ი. (6.6) 
როგორც წესი, ჩვენ ქვემოთ განვიხილავთ ისეთ გარდაქმნებს. რომლებიც დაიყვა- 

ნება დროისა და კოორდინატების წანაცვლებაზე რაიმე ჯ#-პარამეტოით. ამ შემთ- 

ხვევაში ხელსაყრელია ე. წ. გარდაქმნის გენერატორის შემოღება, რომელიც 'შემ–- 

დეგნაირად განიმარტება: 

ჩ- 4 #თ| C.7 
_ ი”. 1=0 

კვანტური მექანიკის ენაზე « ფიზიკური სიდიდე მაშინ ინახება, როცა მისი 
შესაბამისი ერმიტული /# ოპერატორი კომუტატურია სისტემის ჰამილტონიანთან 

ჩ 

44 _(/V, 4)=0. (6,8) 
VI 

8. გ. კილაშეილი ვ.ა



ამასთან იგულისხმება, რომ დინამიკური ფიზიკური სიდიდე, როცა სისტემ. «ზო–- 
ლირებულია, დროზე ცხადად არ არის დამოკიდებული. 

გასაზომ ფიზიკურ სიდიდეთა სრული კრებულის შესაბამისი ოპერატორები: 

ს-ფუნქციით განსაზღვრულ კვანტურ მდგომარეობაში, კომუტატური იჯხნებიან 

როგორც #M-თან, ისე ერთმანეთთანაც. 

ახლა გამოვარკვიოთ რას ნიშნავს ჰამილტონიანის ინვარიანტობა 1-ოპერა– 
ტორით განხორციელებული კოორდინატთა გარდაქმნის მიმართ და რა ფიზიკური- 

შინაარსი აქვს ამ ინვარიანტობას. # -ოპერატორის ინვარიანტობა 18-გარდაქმნების. 

მიმართ ნიშნავს იმას, რომ 1MX84) ოპერაცია ეკვივალენტურია (#4) ოპერაცი- 

ისა. ასეთი ოპერაციის დროს შრედინგერის განტოლება ინვარიანტული დარჩება, 

მართლაც, #-ის შრედინგერის განტოლებაზე მოქმედებით გვექნება: 

” # 

#(99)=LM(#%) (6,9. 
თუ გადავსვამთ 7; და X-ს, მივიღებთ: 

MM =#სხ, 4 =#M. (6,10). 
ამგვარად, ჰამილტონიანის ინვარიანტობა ” გარდაქმნების მიმართ ეკვივალ-ნტუ-- 

რია მათი კომუტატურობისა, ე. ი. 

LM, #I=0. (6,11). 
(6,7) განმარტების გათვალისწინებით შეიძლება დავწეროთ: 

IM, LI =0. C,19). 
ახლა კი განვიხილოთ შენახვის კანონები ცალ-ცალკე და დავაკავშიროთ ისი– 

ნი სივრცისა და დროის თვისებებთან. 

ენერგიის შენახვის კანონი, ენერგიის შენახვის კანონი ერთ-ერთი ძირითადი 

კანონია ბუნებისა, იგი სამართლიანია როგორც მაკროსისტემებისათვის, ისე მიკ– 
როსამყაროსათვისაც. შენახვის ამ კანონის განსაკუთრებულ მნიშვნელობას აპირო– 
ბებს ის გარემოება, რომ ენერგია როგორც ფიზიკური სიდიდე, სხვა ფიზიკურ 
სიდიდეებთან შედარებით, სისტემის უფრო ზოგად და ფუნდამენტურ თვისებებს 

მოიცავს. თვით შრედინგერის განტოლება, რომელიც მიკროსამყაროს მოძრაობის 

განტოლებაა, წარმოადგენს ენერგიის ოპერატორის საკუთარი ფუნქციების გან- 

ტოლებას, 

როგორც ვიცით, თუ კვანტური სისტემა იზოლირებულია, ან მასზე მოქმე– 
დებს დროის მიხედვით უცვლელი გარეშე ველები, მაშინ ჰამილტონის ოპერატო- 

რი დროზე ცხადად დამოკიდებული არ არის, ე. ი. 5#-0 
ჯ 

დროს ახასიათებს ერთგვაროვნების თვისება, ამიტომ სისტემის წანაცვლება. 
დროში ჰამილტონიანს არ შეცვლის, მაშინ, თანახმად (6,8) ტოლობისა, გვექნება: 

CL =0, (6,13) · 
· ი 

რაც შეესაბამება სრული ენერგიის შენახვის კანონს; #=-0003L. 
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ახლა შემოვიღოთ დროში წანაცვლების ოპერატორი #'C), რომელსაც აქვს 

თვისება /'Cლ)ჯ=ჯ-L<, სადაც დროის მონაკვეთია. ცხადია, (6,6) ფორმულის 

ანალოგიით, რომ 

2რ)ბდფ =456-- 5. (6,14) 
გარდაქმნის გენერატორს მივიღებთ, თუ გამოვიყენებთ (6,7) ფორმულას. გვექნება: 

I.თ დს(,))1= 5 ლ ათ) = 3 %6-9| =– 9 აფ); (6,15) 

ძ“< +450 იჯ C=ი ძი 

მაშასადამე, გენერატორს აქვს შემდეგი სახე: 

Lხ=--2-. (6,16) 
თ 

ენერგიის შენახვის კანონი შედეგია გენერატორის კომუტაციისა ჰამილტონიანთან. 
ოპერატორს 

#-ი1-ი IM C (6,17) 

ენერგიის ოპერატორს უწოდებენ. იგი საშუალებას გვაძლევს შრედინგერის #Mს= 

=#Lს სტაციონარული განტოლებიდან ფორმალურად გადავიდეთ არასტაციონა- 

რულ განტოლებაზე. 

იმპულსის შენახვის კანონი, განვიხილოთ იზოლირებული სისტემა. მოვახ- 

დინოთ ამ სისტემის როგორც მყარი სხეულის წანაცვლება რაიმე მუდმივ ი ვექ- 
ტორზე. შესაბამისად შეიცვლება ტალღური ფუნქციაც. მეტი სიცხადის მიზნით 

განვიხილოთ ერთი იზოლირებული ნაწილაკი. მაშინ ტალღური ფუნქციისათვის 

გვექნება შემდეგი გარდაქმნის კანონი: 

#0) %(0=9C-–-ი); (6,18) 
მარჯვენა მხარე გავშალოთ მწკრივად ი-ს ხარისხების მიხედვით. გვექნება: 

ჩ 1 

14(0) დ() =0C) -–– (0იV) ს + 21 (იV)1ს-+...= 

1 
I-დი+> (09)? – '-|ჯო, (6,19) 

რომელიც ასეც შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ: 

#C6)ტლე=ი-იი ტრ; (6,20) 

მაშასადამე, 0 ვექტორზე სისტემის წანაცვლების ოპერატორს ექნება შემდეგი გა- 

მოსახულება: 

7I(0)=V6-(0%). (6,21) 

სივრცეში წანაცვლების გენერატორისათვის კი, თანახმად (6,7) ფორმულისა, 

გვექნება: 
მძ IL,= I» გ +.) =-– წ. (6,22) 

ძი 0-0



რადგან იმპულსის ოპერატორი ტოლია ი=–IX, ამიტომ საბოლოოდ მივიღებთ: 

,  _ –-რი (6,23) 
ჩ · 7XIX(0)=86 = 6ჩIVი) ხა- ი 

(0) ოპერატორს ტრანსლაციის ოპერატორს უწოდებენ. ცხადია, იგი უნი- 

ტარული ოპერატორია, რაც შეეხება L-ოპერატორს, იგი ანტიერმიტულია: 

ბ+- #, 
შევნიშნოთ, რომ (6,23) ფორმულის თანახმად, სისტემის უსასრულოდ მცი- 

რე წანაცვლება 8 ვექტორზე აიწერება ოპერატორით: 

#8-1- დ9)=14+C-Lა; (6,24) 

ამასთან ნათელია, რომ ნებისმიერი სასრული წანაცვლება შეგვიძლია განვახორცი- 

ელოთ უსასრულოდ მცირე წანაცვლებების თანმიმდევრული გამოყენებით. 
თავისუფალი ნაწილაკის ჰამილტონიანი შეიცავს მხოლოდ კინეტიკური ენერ- 

გიის ოპერატორს, ამიტომ იგი კომუტატური იქნება L#(ი) ოპერატორთან. ე. ი. 

სივრცის ერთგვაროვნების გამო ნაწილაკის ჰამილტონიანი არ შეიცვლება ლ-ვექ- 

ტოოხე წანაცვლებისას, ეს კი ეკვივაულენტურია თავისუფალი ნაწილაკის იმპულ- 
სის შენახვის კანონისა. როცა გვაქვს იზოლირებული სისტემა, მაშინ (6,23) ფორ- 

მულაში ნაწილაკის იმპულსი სისტემის იმპულსით შეიცვლება. რამდენადაც იზო- 
ლირებული სისტემის ჯ და ჯ ნაწილაკების ურთიერთქმედების პოტენციალური 

ენერგია დამოკიდებულია L,–+>, ფარდობით მანძილზე, ამიტომ პოტენციალური 
ენერგია ინვარიანტყლი იქნება ტრანსლაციის ოპერაციის მიმართ: 

#C) თ(,–-”) =თ((I,-0)–– წ --–0))=ლ=თV(,–წა. 

მაშასადამე, პამილტონიანიც ინვარიანტული იქნება XXთ ტრანსლაციის მიმართ, 

რაც სრული იმპულსის შენახვის ეკვივალენტურია. 

იმპულსის მომენტის შენახვის კანონი, ახლა ვიპოვოთ ოპერატორი, რომე- 
ლიც გამოხატავს ნაწილაკთა სისტემის მობრუნებას რაიმე კუთხეზე და ვაჩვენოთ, 

რომ სივრცის იხოტროპულობის გამო ასეთი გარდაქმნის მიმართ სისტემის ჰა– 

მილტონიანი ინვარიანტულია. სისტემა, როგორც მყარი სხეული, მოვაბრუნოთ 

უსასრულოდ მცირე 6დ კუთხეზე. ამასთან, მდ ვექტორის სიდიდე ტოლია მობ- 

რუნების კუთხისა, ხოლო მიმართულებით მობრუნების ღერძს ემთხვევა (ბურღის 

წესის დაცვით). თუ ბრუნვის ღერძის ორტს აღვნიშნავთ ი-ით, მაშინ 6დ=6დი. 
ყოველი წერტილის რადიუსვექტორი შეიცელება კანონით: 

L'=+-+IL2დXII; (6,25) 
მაშასადამე, 

7(0დ) სC)=8 C-–– (8დXი)). (6,26) 
მარჯვენა მხარე გავშალოთ მწკრივად და შემოვისახღვროთ პირველი რიგის უხსას–- 

რულოდ მცირე სიდიდით. შედეგად მივიღებთ: 

16დ) ს(0=(1--(6დI”XVI)+..-419, (6,27) 
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საიდანაც გვექნება: 

#69) =1--29(ი (-XV%I). (6.28) 

ან, თუ შემოვიღებთ იმპულსის მომენტის ოპერატორს I=L- 9 მივიღებთ: 

#7 (რთ) = I-1თ MX2 (6,29) 

იგივე ოპერატორი ს მიმართულების ღერძის მიმართ სასრულ «ი კუთხეზე მობ- 
რუნებისათვის მიიღებს სახეს 

, – რიხი ; (6,30) 
77(ჯ) =6 

გენერატორისათვის კი გვექნება ფორმულა 
, ჯ 4 

159=-–:-Cთ, ს. (6,31) 

აღვნიშნოთ, რომ M# უნიტარულია, Iს კი––ანტიერმიტული. 

სივრცის იხოტროპულობის თვისების გამო იზოლირებული სისტემის ჰამილ– 

ტონიანი ინვარიანტული იქნება რაიმე ღერძის ირგვლივ სისტემის შემობრუნები- 

სას, რაც ეკვივალენტურია სისტემის იმპულსის მომენტის =შენახვისა. ასევე ნათე- 
ლია, რომ მომენტი შეინახება ნებისმიერ ცენტრალუო ველში. ამასთან, უნდა 

გვაზსოვდეს, რომ რამდენადაც მომენტს აქეს კომუტაციის შემდეგი თვისებები (31: 

. , დ : ა. 
LIთ ჩჩ1 = –Cდითჩ. ,'ა ( !?, II =0, (6,32) 

ამიტომ ერთდროულად შეინახება მხოლოდ / და ერთ-ერთი პროექცია, მაგალი- 

თად ს. მაშასადამე, კლასიკურისაგან განსხვავებით, კვანტურ მექანიკაში მომენტის 

ვექტორი კი არ ინახება, არამედ მხოლოდ მისი სიგრძე და ერთი პროექცია. აქე- 
დან გამომდინარე, კვანტურ მექანიკაში მომენტის შენახვის კანონი არ გამორი- 

ცხავს მომენტის პრეცესიას /,-ის ირგვლივ. 

ლუწობის შენახვის კანონია. ლუწობის შენახვის კანონი წმინდა კვანტურ- 
მექანიკური კანონია. მას ანალოგი არა აქეს კლასიკურ მექანიკაში. შენახვის ეს 

კანონი პირველად აღმოაჩინა ე. ვიგნერმა. ლუწობის შენახვის კანონიც დაკავში- 

რებულია სივრცის თვისებებთან, კერძოდ, სივრცის ინვერსიის თვისებასთან. თუ 

ზემოთ განხილლული ტრანსლაციისა და მობრუნების ოპერატორები უწყვეტ გარ- 

დაქმნებს გამოხატავენ, სამაგიეროდ ინვერსიის გარდაქმნა დისკრეტულია და იგი 

აღნიშნავს ყველა კოორდინატის ნიშნის ერთდროულად შეცვლას საწინააღმდეგო- 

თი, ე. ი. ოპერაციას: 
>”. (6,33) 

თუ ინვერსიის ოპერატორს აღვნიშნავთ 1-თი, მაშინ 

11=–--წ. (6,34) 

ინვერსიის დროს მარცხენა კოორდინატთა სისტემა მარჯვენაში გადავა და პირი- 
ქით. რადგან შრედინგერის განტოლება ინვარიანტულია მარცხენა და მარჯვენა 

სისტემების მიმართ, ამიტომ #71= LV, რაც ნიშნავს, რომ ინვერსიის ოპერა- 
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ტორის საკუთარი მნიშვნელობა ინახება ”=0005ხ. ავიღოთ შრედინგერის გან- 
ტოლების ამონახსნი და მასზე ჩავატაროთ ინვერსია. განმარტებით 

IVC0=%C-ი, 6,359 
ამიტომ, ცხადია, 

11800 = 1%C-ი=ბთ; (6,36) 
თუ დავწერთ ინვეოსი:ს ოპერატორის საკუთარი მნიშვნელობების განტოლებას 

780 =7ხღ, (6,37) 
მაშინ ნათელი იქნება, რომ I%=1 და 7=+1, მაშასადამე, 

IXხრ–+-4C. (6,38) 
აქედან შეგვიძლია გავაკეთოთ შემდეგი დასკვნა: კვანტურ მექანიკაში იზოლირებუ- 
ლი სისტემის ტალღური ფუნქცია ან კენტია, ან ლუწი; ამასთან, ლუწობა მთე- 
ლი დროის განმავლობაში ინახება; ამგვარად, იზოლირებული სისტემის ჰამილ- 
ტონიანის ინვარიანტობა ინვერსიის ოპერაციის მიმართ აპირობებს ლუწობის შე- 
ნახვის კანონს. 

ჩვენ მიერ ზემოთ განხილულ ენერგიის, იმპულსისა და მომენტის შენახვის 

კანონებს უნივერსალური ხასიათი აქვთ. რაც შეეხება ლუწობის შენახვის კანონს, 

იგი დამოკიდებული აღმოჩნდა ურთიერთქმედების ხასიათზე. ასე მაგალითად, ელე- 

ქტრომაგნიტური და ბირთვული ურთიერთქმედების დროს ლუწობის შენახვის 

კანონი დაცულია. რაც შეეხება სუსტ ურთიერთქმედებებს, როგორიცაა ბირთვუ- 
ლი ჩ-დაშლა, #-და ჯ“ -მეზონების, X-მეზონებისა და ჰიპერონების დაშლა, ლუ- 

წობის შენახვის კანონი ამ შემთხვევაში დარღვეულია. 1956 წელს ლიმ და იან- 

გმა იწინასწარმეტყველეს, რომ აღნიშნულ პროცესებში მარცხენა-მარჯვენა სიმეტ- 

რიას შესაძლოა ადგილი არ ჰქონოდა. მართლაც, სულ მალე ვუმ ექსპერიმენტით 

დაამტკიცა, რომ ბირთვების ვ3-დაშლის დროს ლუწობის შენახვის კანონი დარღვე- 

ულია). ექსპერიმენტის იდეა საკმარისად მარტივია. ავიღოთ ვ-აქტიური ნივთიე- 
რება და ვიმოქმედოთ მასზე მაგნიტერი ველით. შედეგად მოხდება ბერთვების პო– 

ლარიზაცია, ე. ი, ბირთვების მომენტები დალაგდება მაგნიტური ველის დაძაბუ- 

ლობის გასწვრივ. დავაკვირდეთ 8-დაშლისას მიღებულ ელექტრონის იმპულსს მაგ- 
ნიტური ველის მიმართულების მიმართ რაიმე 0-კუთხეზე. ახლა მოვახდინოთ 

„ექსპერიმენტის“ სარკისებური ინვერსია. ექსპერიმენტში ორი გამოყოფილი მიმარ- 
თულება გვაქვს: ბირთვის მომენტი I) და ელექტოონის იმპულსი ს,. 

რამდენადაც არეკვლისას ჰ-არის აქსიალური ვექტორი, იგი ადგილზე დარ- 
ჩება, ხოლო ს, პოლარული ვექტორი მიმართულებას შეიცვლის საწინააღმდეგო- 

თი, თუ ლუწობის კანონი სამართლიანია, ამოტყორცნილ ელექტრონთა რიცხვი 

0 და »--–9 მიმართულებით ერთი და იგივე უნდა იყოს. 

აღმოჩნდა, რომ ამ ორი მიმართულებით ელექტრონთა რიცხვი სხვადასხვაა 
და, მაშასადამე, ლუწობის შენახვის კანონი 8-დაშლის დროს დარღვეულია. ამ 
ექსპერიმენტში მნიშვნელოვანია ის ფაქტი, რომ განხილული ვექტორებიდან ერ- 

1 C', 8. VVს, 1. ტთს10L, 11. VV. I8VMი0IV, 0. ს. 1IIიიხლა, IL. ნ. IIიძყიი, LIIX5. 
807. 105, 1413, 1957. ამ ნაშრომში შესწავლილი იყო 60% დაპალარებელი ბაერთვების 

ჩ-დაფლა, 
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"თი აქსსიალურია, მეორე კი–– პოლარული. ორივე გექტორი რომ პოლარული აგ– 

“ვეღო, არეკვლისას ორივე ნიშანს შეიცვლიდა და ყველაფერი დაიყვანებოდა სის- 
„ტემის მობრუნებაზე =-კუთხეზე, რაც სისტემის იხოტროპულობის თვისების შეს- 

წავლის ეკვივალენტური იქნებოდა და ჩვენთვის საინტერესო ინვერსიის თვისე–- 

ბებზე ვეღარაფერს ვიტყოდით. ორივე 

აქსიალური ვექტორის შერჩევაც არაფერს 

“მოგვცემდა, რადგან არეკვლისას სურათი 

„კვლავ უცვლელი დარჩებოდა. 
ლუწობის შენახვის კანონის დარღვე- 

ვის აღმოჩენა უდიდესი მოვლენა იყო, 
რომელმაც დიდი გავლენა იქონია სივრ- 

ცისა და დროის თვისებების შემდგომ 

შესწავლაზ. წარმოვიდგინოთ, რომ 

ელექტრომაგნიტური ურთიერთქმედების 

დროს ლუწობის კანონი დაირღვა, მაშინ 

ჩვენს ორეულს ბრტყელ სარკეში თუ 

„მისასალმებლად! მარჯვენა ხელს გავუ- 

წოდებდით, იგი მარჯვენასვე გამოგვიწო- 

დებდა, ასეთი საოცარი და ჩვენთვის უჩ- 

  

ნახ. 1 

ვეულო მოვლენის გამო, ცხადია, ეჭვქვეშ დადგებოდა სივრცის ფუნდამენტუ< 
“თვისებებზე დამყარებული შეხედულებების სამართლიანობის საკითხი. სწორედ 
ასეთი სიტუაცია შეიქმნა, როცა მიკროსამყაროში ზოგიერთი ურთიერთქმედების 

დროს ლუწობის შენახვის კანონი დარღვეული აღმოჩნდა,



თავი II 

მოძრაობა ცენტრალური სიმეტრიის ველში 

კლასიკური მექანიკის მსგავსად, კვანტურ მექანიკაშიც ცენტრალური სიმეტ– 

რიის ველის ამოცანა ერთ-ერთი ფუნდამენტური ამოცანაა. ცენტრალური სიმეტ– 

რიის პოტენციალური ენერგია ნაწილაკთა შორის გავლებული რადიუსეექტორის. 
მხოლოდ სიდიდეზეა დამოკიდებული. მაშასადამე, ერთსა და იმავე მანძილზე ველს 

ყველა მიმართულებით ერთი და იგივე მნიშვნელობა აქვს. ცენტრალური სიმეტ- 
რიის ველში ადგილი აქეს მომენტის შენახვის კანონს, ამიტომ მდგომარეობის- 

დასახასიათებლად ერთ-ერთ სიდიდედღ შეგვიძლია შევარჩიოთ მომენტის კვადრატი: 

და მისი ერთი პროექცია. ამასთან, მომენტთან დაკავშირებული კინემატიკური- 

სიდიდეები ერთნაირად განისაზღვრება ცენტრალური ველის ყველა ამოცანისათვის. 

დღა იგი შრედინგერის დინამიკური განტოლების ამოხსნის გარეშეც შეგვიძლია 

ვიპოვოთ. 

ცენტრალური ველის ამოცანა იმდენადაა მნიშვნელოვანი, რამდენადაც დღეი– 

სათვის ცნობილი პოტენციალები როგორც ატომის, ისევე ბირთვის ფიზიკაში· 

მთლიანად თუ არა, ძირითადად მაინც ცენტრალურ ხასიათს ატარებს. 

§ 7. მრედინბერის რადიალური ფუნქციების განტოლება 

ცენტრალური სიმეტრიის ველი ურთიერთქმედების მეტად მნიშვნელოვან. 

შემთხვევას წარმოადგენს. ამ დროს პოტენციალური ენერგია ნაწილაკებს შორის. 

გავლებული რადიუსვექტორის მხოლოდ აბსოლუტურ სიდიდეზეა დამოკიდებული. 

თუ ორი »I, და თ, მასების მქონე ნაწილაკების ურთიერთქმედების პოტენცია- 

ლური ენერგია ცენტრალურია, მაშინ შესაძლებელია ამ ამოცანის ერთი ნაწილა–- 

კის ამოცანაზე დაყვანა, ჩვენ შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ საქმე გვაქვს ერთ 

ფიქტიურ ნაწილაკთან, რომლის მასაა ე. წ. სისტემის დაყვანილი მასა: 

= _ #92 (7,1). 
2, -L ბი 

და რომელიც მოძრაობს პოტენციალური ენერგიით განსახღვრულ ველში, ერთი 

ნაწილაკის მოძრაობაზე გადასვლა ხდება იაკობის კოორდინატების შემოღებით (7); 

ოთ” ლთ, 
219 = VIII 

2) + თ1გ , 
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ამასთან, L ფარდობითი მოძრაობის შესაბამი რადიუსვექტორია, ILL-კი-– სიმქიმის. 

ცენტრისა. შევნიშნოთ, რომ იაკობის კოორდინატები ორთოგონალური კოორდი- 

'ნატებია და „კვლადთა გარდაქმნის იაკობიანი ერთის ტოლია 

იგის _, 

#L(C, LI.) 

როგორც ვიცით, ორი ნაწილაკის სისტემი” ტალღური ფუნქცია სტაციონარულ: 

მდგომარეობაში განისაზღვრება ფორმულით 

MC, ჩ)=დ(00 სდ, ფ,4" 

(7.3) 

სადაც 
დ()=(27)“ #2" (7,5). 

აღწერს სიმძიმის ცენტრის თავისუფალ მოძრაობას ს0 იმპულსით. შევნიშნოთ, 
რომ შემდგომში, ხელსაყრელობის მიზნით იმპულსების ნაცვლად ვისარგებლებთ · 
ტალღური ვექტორებით, რომელთაც დ, V, 0 და ა. შ. აღვნიშნავთ, იმპულსებზე 

გადასასვლელად კი, როგორც ვიცით, საკმარისია ამ სიდიდეების II-ზე გამრავ- 

ლება. (7,5) ფორმულაში 06 (0) აღწერს სისტემის ფარდობით მოძრაობას. იგი. 
განისახღვრება შრედინგერის განტოლებიდან 

ტარ + თ (8–7თ) ზო =0. ფ,6). 

ამ განტოლებაში %-არის ლაპლასიანი ფარდობითი კოორდინატების მიმაოთ. ცენ- 

ტრალური სიმეტრიის ველში მოძრაობისას ფარდობითი მოძრაობის ტალღური. 

ფუნქცია შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ შემდეგი სახით: 

(ო) = IV) Xთ(ს, დ), (7,7)· 

სადაც 100) მხოლოდ ჯ-ის ფუნქციაა, X,I,(მ, დ) კი წარმოადგენს იმპულსის მო-. 

მენტის კვადრატისა და მისი #-მდგენელის საერთო საკუთარ ფუნქციას. 0 და დ 

წარმოადგენენ რადიუს-ვექტორის პოლაო-კუთხეებს გ-ღერძის მიმართ. "შემდგომში · 

იმის მისათითებლად, თუ რომელ ვექტორს ეკუთვნის ეს კუთხეები, 0 და დ-ს 

ნაცვლად არგუმენტად ჩავწერთ ვექტორის ორტს. ასე მაგალითად, ჩვენს შმემთხ– 

– – L ი 7 
ვევაში Vო(0, დ)-= X#)უ0'), სადაც 2==>. ამის შემდეგ ერთეულოგან ქეექტო– 

რებს აღვნიშნავთ სიდიდეებით, რომელთაც ექნებათ თავზე ხაზი. 

რადიალური ფუნქცია აკმაყოფილებს შრედინგერის რადიალური ფუნქციების 
განტოლებას 

1 0 / „ძ»”, 2, | · ოს) : 
ე –- I) წ-- წთ -–– I 7000 =9. (7,8): 
;5 მ; C მ, ) IX 7? ეყ | 

რადგან +,ცნრა ფუნქცია ნებისმიერი ცენტრალური ველის ამოცანისათვის ერთი 

და იგივეა, ამიტომ მნიშენელოვანია მხოლოდ (7,8) განტოლების შესწავლა. რა–- 

დიალური ფუნქციების განტოლება პარამეტრების სახით შეიცავს # ენერგიას და 

1 მომენტს, ამიტომ #0) ფუნქცია, როგორც წესი, პარამეტრების სახით დამო–- 

კიდებული იქნება #-ზე და 1-ზე. განტოლება არ შეიცავს მაგნიტურ კვანტურ 

=-რიცხვს, ამიტომ ცხადია, ნებისმიერ ცენტრალურ ველში ადგილი ექნება )-გა– 

დაგვარებას. 

41



სფერული ფუნქციები ორთო-ნორმირებული ფუნქციებია 

IX თ XI,0) ი0-=8,,, მით” (7.9) 

„ამიტომ რადიალური ფუნქციებისათვის შეიძლება ავიღოთ შემდეგი ნორმირება: 

თ 

LL # თ 1#%=1, (7,10) 
0 

როცა სპექტრი დღისკრეტულია (#<0 შემთხვევა). და, მაგალითად, 

I ჰენ 7,0) (2 0-=9 (#-–-X", (7,11) 

როცა საქმე გვაქვს უწყვეტ სპექტრთან. 
რადიალური ფუნქციების განტოლება შეგვიძლია გავამარტივოთ და მასში 

პირველი რიგის წარმოებული ამოვაგდოთ. ამისათვის საკმარისია შემოვიღოთ 

ახალი დამხმარე ფუნქცია XI), რომელსაც შემდეგნაირად განემარტავთ: 

  

%#)(1)==0“IV(4'), (7,12) 

-მადინ (7,8) განტოლება მიიღებს ასეთ სახეს: 

2 + 29. ა ხი –.X ეს (7,13) 
“ე 2ყე“ ' 

“+ ფუნქციის ნორმირების პირობისათვის გვექნება ფორმულა: 

(I#აLთ-=1, (9<0თ ძთ,14) 
0 

. და თ 

I #1თ0აX§0) ძ-=მ(8– 7). (8>თ 0,15 
9 

ამასთან, უწყვეტი სპექტრის დროს ერთ რომელიმე სიდიდეზე ნორმირებული 

ფუნქციებიდან მარტივად შეგვიძლია გადავიდეთ სხვა სკალაზე ნორმირებულ ფუენქ- 

ციებზე. 

რადიალური ფუნქციების (7,13) განტოლება შეგვიძლია განვიხილოთ რო–- 
გორც ერთგანზომილებიანი მოძრაობის განტოლება ეფექტური პოტენციალური 

ენერგიით: 

«0)=#(6) + 21011) იი ღ,16) = 
“ოღონდ მოძრაობა შემოსაზღვრულია მხოლოდ 0 <-„ <- თ არით. 

რადიალური ფუნქციების ასიმპტოტური ყოფაქცევა. ფიზიკაში ძალიან ხში–- 

“რად გვხვდება ისეთი პოტენციალური ენერგიები, რომლებიც შემდეგ ორ პირო- 

ბას აკმაყოფილებენ: 
110 ე? V7/ 6) =0, (7,17) 

#('6.თ 

1Iი 1? 7 CV) =0. (7,18) 
7-0 
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განვისილოთ პოტენციალური ენერგიები, რომლებიც ამ ორ პირობას აკმაყოფი– 

“ლებენ, და შევისწავლოთ რადიალური ტალღური ფუნქციების ასიმპტოტური 
“ყოფაქცევა დიდი და მცირე მანძილებისათვის. ჯერ განვიხხლლოთ ასიმპტოტური 

ყოფაქცევა დიდი ჯ-ებისათვის. ცხადია, ასიმპტოტური ყოფაქცევა დამოკიდებული 
იქნება სრული ენერგიის ნიშანხე. როცა სრული ენერგია უარყოფითია, ე. ი. 

როცა #<0, დიდი /#“-ებისათვის, თანახმად (7,18) პირობისა, შრედინგერის რადია- 

“4ლური ფუნქციების განტოლება მიიღებს სახეს 

ძ%, , 2LI _ „ა_ 1მ(0+1) | _, _ ოილ ა 000::7 =0, (7,19 
ფთ? I %  2ეა I” 

სადაც 5=-)I)X#%I. ეს განტოლება გადავწეროთ შემდეგნაირად: 

მ 2სრ 
(5. რ + (თ ე?--II-+- 1)) V,5=0, თ1- “დ , (7,20) 

«რომელიც წარმოადგენს ბესელის განზოგადებულ განტოლებას პარამეტრებით 

თ=0, ხბ=–-I(0+1), ი=–-თ? და »:=2. ამონახსნი, რომელიც უსასრულობაში 

'სწრათად ისპობა, იქნება მაკდონალდის სფერული ფუნქცია 

ი 

10“) = 4, II(6))- (7,21) 

-მეორე კერძო ამონახსნი, რომელი, 7,21)-თან ერთად ზოგად ამონახსნს შეად- ეოოე კე ელიც LC ერთად ხოგად ეად 
გენს. არ გამოდგება, რადგან უსასრულობაში განშლადია. თუ გავიხსენებთ 7:; (თ1') 

ფუნქციის ასიმპტოტურ მნიშვნელობას, შეგვიძლია დავწეროთ 1 

-თ 
X#C)=4--. (=->1) დ,22) 

თ. 

“როცა #>0, მაშინ რადიალური ფუნქციების განტოლებას ექნება შემდეგი სახე: 

ოოX ნწ" -I0+1)1X=0, 0-7>1) დ0,23) ძემ 

“სადაც 

ი _ 20 = 45“. 0,24) 

-რადგან, ამ შემთხვევაში, C=7;, 1#= 2, ხ==-–-I(L-+1), ამიტომ ზოგადი ამონახსნი 

„მიიღებს ასეთ სახეს: 

70) =C, ქ,02') + სხ; 1, (Iთ), (7,25) 

“სადაც ქ),0ი) ბესელის სფერული ფუნქციაა, #,(M7)-კი––ნეიმანის. #, და დხ, ნების–- 

მიერი მუდმივები ისე შეგვიძლია შევარჩიოთ, რომ (7,25) ამონახსნი დაყვანილ 

იქნეს პჰანკელის პირველი და მეორე გვარის სფერულ ფუნქციებზე: 

#0 = 181) MI), (7,26) 

79 200= #C0 ყი). (7,27) 
  

1 ასეთი ასიმპტოტური ამონახსნი შეესაბამება პოტენციალს, რომელიც #-–>+% დროს ნული–- 

საკენ მიისწრაფის როგორც „ 7, სადაც 7 < 2. 
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რადგან ჰანკელის ფუნქციების ასიმპტოტური მნიშვნელობა დიდი არგუმენტები- 

სათვის განისაზღვრება ფორმულით: 
L(V- დ) 

(ყალ ყყალ 6“, (7,28)- 
» 

ამიტომ, თანახმად (7,26) და (7,27) ფორმულებისა, გვექნება შემდეგი ასიმპტო– 

ტური ფუნქციები: 
„ 

II ))=(–7! 75 -- 0>--> -) ც0,2% 
„ 

C „ 

1 -ბ0ა=499))–––-. 09ო-> თ) (7,30) 
9 

ნათელია, რომ 77) შეესაბამება განშლად სფერულ ტალღას, II I) კი–-კრე- 

ბადს. დადებითი ენერგიის შესაბამისი ტალღური ფუნქციები გამოიყენება გაფანტ- 

ვის თეორიაში. სადაც მნიშვნელოვანია, რომ რადიალურ ტალღურ ფუნქციას 
უსასრულობაში ჰქონდეს შემდეგი სახე: 

1 . 
#VL(C)= –“- 51 («- L + თ) · (7.31) 

ჯგ 2 

აქ 6; გარკვეული მუდმივია, რომელიც გვიჩვენებს, თუ ურთიერთქმედების ”შედე- 

გად რამდენად შეიცვალა თავისუფალი ნაწილაკის ტალღური ფუნქციის 
1 თ – ყი ( _ 5 0->1) დ,ვ2) 
” 2 

ფაზა. 
მარტივად ვაჩვენებთ, რომ ამ მიზნით (7,25) ამონახსნში საკმარისია თ, და 

ხ; ნებისმიერი მუდმივების შემდეგნაირი შერჩევა: 

#I(1) = 605 9; 1;(XI) –– 51» 9, 2,(I). (7.33) 
მართლაც, რადგან 

1 (> დ 
1,7) = + 910 (« _ 5) , მია 005 (« _ 5) 1:8>1 (7,34) 

(7,33)-ის ასიმპტოტური მნიშვნელობა დაემთხვევა (7,31) გამოსახულებას, 

ახლა განვიხილოთ მცირე ჯ„-ების შემთხვევა. როცა #->0, მაშინ (7,18) 

პირობის თანახმად განტოლებაში შეგვიძლია გადავაგდოთ # და ” შედარებით 

10+1) >? წევრთან; გვექნება 

ითა 1II+)ჯ=0 (7,35) 

ამ განტოლების ზოგადი ამოხსნა გამოიხატება ფორმულით: 

V#,უ = #I"+ 2, (7,36) 

საიდანაც მივიღებთ, რომ სათავეში სასრული ამოხსნა ასეთი იქნება: 

70 =000§L„»! (7,37)- 
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„ამის გამო ბუნებრივია, რომ შრედინგერის განტოლების ამოხსნა #<0 დროს ნე- 

ბისმიერი მანძილებისათვის ვეძებოთ ასეთი სახით: 

106) = 140) C“”, (7,38) 

"სადაც IC) უნდა აკმაყოფილებდეს შემდეგ სასაზღვრო პირობებს: /(0) უნდა იყოს 

მუდმივი, ხოლო როცა #-> ი, მაშინ #6)გ-97 ნულისაკენ მიისწრაფოდეს საკმა- 

რისად სწრაფად; მაშასადამე, #6) ფუნქცია პოლინობს უნდა წარმოადგენდეს. 
როცა საქმე გვაქვს უწყვეტ სპექტრთან (I >0), შრედინგერის რადიალური 

ფუნქციების განტოლების ამოხსნა უნდ: ვეძებოთ შემდეგი სახით: 

)I)5X)=-14/ ც) +“. (7,39) 

ამასთა«, #0) ფუნქცია სათავეში უნდა იყოს მუდმივი. 

§ 8. უწყვეტი სპექტრის ტალღური ფუნქციების ნორმირება 

როგორც ვნახეთ, ცენტრალური სიმეტრიის ველში, ფაქტიურად, ერთგან- 

ზომილებიან მოძრაობასთან გვაქვს საქმე. ამ შემთხვევაში მარტივად შეიძლება შე– 

ვისწავლოთ უწყვეტი სპექტრის ფუნქციების ნორმირების საკითხი. 

გამოვარკვიოთ როგორი უნდა იყოს რადიალური ფუნქცია 7860), რომ ადგი– 
ლი ჰქონდეს ნორმირების შემდეგ პირობას: 

6(7 –”) 
(8,1 

/ ) 
IM. 8C9) 1,0) LM “ძე= 

დავწეროთ შრედინგერის რადიალური ფუნქციების (7,13) განტოლება ენერგიის 

ორი სავადასხვა # და /” მნიშვნელობისათვის: 

1 ” 94 +I + IV. _ ყცა-– 41) | ჯე = 0, (8, 

რისი ით IL+ რი თ -ი, დ,3) 
C(ჟე“ 

სადაც 2სL 2ს# 2ს# ცა სწ ა _ 2ს ა 2სM#C »„= 206 ,1-2%, ყც – 58000, 8,4 

გადავამოავლოთ (8,2) განტოლება X/,.CV), ხოლო (8,3)--X,,0)ე და ერთმანეთს 
გამოვაკლოთ. შემდეგ ავიღოთ ინტეგრალი 0-დან ჯ-მდე: 

,» '9. , 

I (0 9 I, -2XX) „++ ) | X,,0ა X-0აძ-=0. (8,5) 
ბ ძ;“ ძე 5 

პირველ წევრში ნაწილობითი ინტეგრაციის ჩატარების შემდეგ მივიღებთ: 

ითი ' '.–-“"“" 
ძ ი» //ი 5   

ახლა შევისწავლოთ გამოსახულება 

"ძXI CV) „თ CთCXIC0) 

მი 
-8Cთ, L 7)=Xგი) –““––“ წი –XIC (8,7) 

#«=C და «=0 წერტილებზე.



დიდი #-ებისათვის X|,,,(7) ფუნქციისათვის ვისარგებლოთ (7,31) ასიმპტოტუ– 

ტი გამოსახულებით, რომელიც გავამრავლოთ რაიმე C-მუდმივზე 

V,,0ე= + 8IV («– =+ბიი): 
(გ,8). 

მაშინ, რადგან ჩვენს მიზანს არ წარმოადგენ” რადიალური ფუნქციების ორთო- 

გონალობის საკითხის გარკვევა სხვადასხვა X-თვის, ამიტომ ვიგულისხმებთ, რომ 
# და ჯ რაგინდ ახლოს არიან ერთმანეთთან და დავუშვებთ 6,(X) =65,(L.), მამინ 

80. C)= II I+ 5 («– ჯმ, უთ (–5 +) _ 
„-. დ 

1... , II - (=> - 
# 91 (C ჯ„- 2 +ბ ) 005 («-5 + ბ) C). (8,9) 

სინუსები და კოსინუსები ოსცილირებადი ფუნქციებია, ამიტომ როცა #->C9, ისი– 
ნი საშუალოდ ისპობიან, გარდა #=/' წერტილისა. ამგვარად, #=ჯ#” -ისთვის მივი– 

ღებთ: IV I(ს” –– 1)" C? 3 :_. 5III I(/#97 “– /,)” 9 
8Cთ.)I; ლ)ლ1Cთ ––– “წი ი); (8,10» 

) “თ (ა 2” 

თუ გავიხსენებთ დირაკის დელტა-ფუნქციის ერთ-ერთ განსაზღვრას 

510 (7 – 7071 
0(1“-») =. 1 - (8,11» 

#„-თ (LI) 

მაშინ მივიღებთ 

717, #'; )== =C 6(ს–X) (ფჯ). (83,12). “ა · 28 ' 

ხოლო რაც შეეხება 18 (V;, #'; 0) გამოსახულებას, იგი ნულის ტოლია, რამდენადაც 
სათავეში რეგულარულ ამოხსნას წინა პარაგრაფში განხილული პოტენციალთა 
კლასისათვის ექნება +I11 სახე. ამგვარად, თუ (8,6) გამოსახულებაში გადავალთ 
ზღვარზე როცა #->C=, გვექნება 

0(L-–-X) 
: 8,13 = (8,13) 

2%. 

#6? I XIV 6) #IICI)ძ-= 

მაშასადამე, თუ გვინდა რადიალური ფუნქციებისათვის ადგილი ჰქონდეს (8,1) პი– 
რობას, ამისათვის საჭიროა 

/ 2. 0=1/ --. (8,14) 

ამგვარად, ტალღური ვექტორის სიდიდეზე ნორმირებულ (7,33) ფუნქცია, 
რომელიც უსასრულობაში წარმოადგენს კრებადი და განშლადი სფერული ტალ- 

ღების ჯამს, ასეთი იქნება: 

1 /. 
#/V)= (+) '' 005 9, 11(MI7-)–– 510 0, #?,(/))- (8,15) 

მაშასადამე, თუ უწყვეტი სპექტრის შესაბამისი რადიალური ფუნქცია უსასრუ- 

ლობაში წარმოადგენს განშლადი და კრებადი სფერული ტალღების ჯამს, 
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ე. ი. აქვს (7,31) სახე, მაშინ მისი (8,14) სიდიდეზე გამრავლებით მივიღებთ - 

- 9(L-#)-ზე ნორმირებულ ფუნქციას (8). სხვა სიდიდეებზე ნორმირებულ ტალ- 

ღურ ფუნქციებს მივიღებთ ცნობილი წესით; ასე მაგალითად, ენერგიაზე ნოომი- 

რებული რადიალური ტალღური ფუნქცია შემდეგი სახით წარმოგვიდგება: 

. % / 
#60) = (2) ს. რ), (8,16) 

სადაც, თანახმად (8,4) ფორმულისა, 

_ძI = _#_ · (8, 1 7) 

ის IL 

დაბოლოს შევნიშნოთ, რომ, რადგან დირაკის ფუნქცია ტალღური ვექტორიეღან 
95(L-M) ტოლია ორი დირაკის ფუნქციის ნამრავლისა 

პრე ბ%X0 56 ჯი, 6,18) 

ამიტომ რადიალური ფუნქციების ნორმირება ხელსაყრელია უ266-#) ფუნქ- 

ციაზე და არა 5(:--7)-ზე. ამ მიზნით ავირჩიეთ (8,1) გამოსახულების მარჯეენა 

მხარეში 1 
ჯ? 
" 

  მამრავლი. 

§. 9. თავისუფალი ნაწილაკის ამოცანა 

განვიხილოთ .თავისუფალი ნაწილაკი. თავისუფალი ნაწილაკის პოტენციალუ– 

რი ენერგია ნულის ტოლია და შრედინგერის განტოლება ამგვარი ივგნება: 

, მიი =ჯდC, 5,1) 
სადაც ბ#ი=-:-ა კინეტიკური ენერგიის ოპერატორია. 

თავისუფალი ნაწილაკის შემთხვევაში გასაზომ სიდიდეთა სრული კრებული 

სხვადასხვანაირად შეგვიძლია შევარჩიოთ (3) მაგალითად, შეგვიძლია ავიღოთ 

იმპულსები ს და ენერგია #. ამასთან, ამ ოთხი სკალარული სიდიდიდან დამო- 

უკიდებელი იქნება სამი, რამდენადაც ამ სიდიდეებს შორის არსებობს ცნობილი 

კავშირი 

2 

ლ=-–-. (9,2) 

2ყ 
ასეთ შემთხვევაში ამბობენ; რომ გვაქვს თავისუფალი ნაწილაკი განსაზღვრული 

იმპულსით. შესაბამისი კვანტური მდგომარეობა ხასიათდება ბრტყელი ტალღით 

თ.(0=(27) – /: IM. (9,3) 

განსახღვრულობისათვის ბრტყელი ტალღა ავიღეთ 6(+--#) ფუნქციაზე ნორმირე– 
ბული. 

არანაკლებ საინტერესოა ის შემთხვევა როცა გასაზომ სიდიდეთა სრულ 
კრებულს შეადგენენ: ენერგია, მომენტის კვადრატი და მისი #-პროექცია, ამავე 

მდგომარეობაში შეგვიძლია განვსაზღვროთ. 7” = (–-1)! ლუწობაც. 
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ვიპოვოთ ტალღური ფუნქცია, რომელიც საერთო საკუთარი ფუნქცია იქნე- 

2ა IM. /. და IM ოპერატორებისა. ამ შემთხვევაში თავისუფალი ნაწილაკის ტა- 

ჰლღური ფუნქცია აღწერს მდგომარეობას განსახღვრული მომენტით, იმ დროს 

„როცა (9,3) ფუნქცია განსახღვრული იმპულსის მდგომარეობას შეესაბამება. 

შრედინგერის (9,1) განტოლებაში გადავიდეთ სფერულ კოორდინატებზე და 
„ტალღური ძXI) ფუნქცია წარმოვიდგინოთ შემდეგი სახით: 

  

თარო =7#,თ0X,(ი, დ.) 
„მაშინ შრედინგერის განტოლება მოგვცემს 

: + 

29 ” 99 )+ ცფლოლ LL – ს #,,=0, (9,5) 

მ; ძმ” LV 

რომელიც წარმოადგენს ბესელის განზოგადოებულ განტოლებას. სათავეში სასრუ- 

ლი ამონახსნი არის ბესელის ქჟ,(I) სფერული ფუნქცია; ასე რომ 

MC) = 4, 3,0), (9,6) 

სადაც 4,-ნორმირების მუდმივია. #,,0) ფუნქციის ნორმირება შეგვიძლია მოვა- 
„ხდინოთ (8,1) პირობით 

I 11,0L", >) 11, (I); %VI-= 262 
), (9,7) 

0 

·თუ ამ გამოსახულებაში შევიტანთ (9,6) ფუნქციას და გამოვიყენებთ ბესელის 

ფუნქციების ნორმირების (#,50) პირობას 

1 
I 
5 

თ – , 

(თავთა 20-#) 
) M 

ი.” 
4,= ლ დ,9) 

და, მაშასადამე, ნორმირებულ რადიალურ ფუნქციას ექნება ასეთი სახე: 

, (9,8) 

მაშინ ადვილად მივიღებთ, რომ 

2 
ჯ·# 

  70, 7) = “” წელი დ.10თ) 

შევნიშნოთ, რომ თავისუთალი ნაწილაკის ნორმირებული რადიალური ფუნქცია დი- 

რაკის აღნიშვნებში მიიღებს ასეთ ფორმას: 

MC 90 = 1/ 22. დ,11) 
სადაც V | XI)=1IVV). 

თანახმად. (9,4) ფორმულისა, თავისუფალი ნაწილაკი ტალღური ფუნქცია 

განსაზღვრული მომენტით ტოლი იქნება გამოსახულებისა 
– 2 – 

ჩ,:(M, #, #)= V > 2, (00 X»,,„დ). (9,12) 
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აზრა გავშალოთ თავისუფალი ნაწილაკის ტალღური ფუნქცია განსაზღვოუ- 

ლი «მპულსით მოცემული მომენტის მქონე თავისუფალი ნაწილაკი ტალღურ 

ფუნეციებად. ზოგად შემთხვევაში ბრტყელი ტალღა იV(”) დ.მოკიდებულია ორ 

მიმა“ =ულებაზე: # == + და #. 5 +, ამიტომ გვექნება 

' 
თ + - - 

MC) = VI. 3) #7, (ყა) 1) C-)1”0, (9,13) 
/.0 თ"–I 

ამასთან უნდა აღვნიშნოთ, რომ 1! =Cჯიხ (+) მამრავლი შემოვიღეთ ხელსაყ- 

რელობის მიზნით. მარცხენა მხარე აკმაყოფილებს შრედინგერის განტოლებას, 

იმისაCვის, რომ მარჯვენა მხარეც აკმაყოფილებდეს იმავე განტოლებას, საჭიროა 

#V ») ფუნქციას ჰქონდეს (9,10) სახე; მაშასადამე, 

–= თ I _ = 

“ი V· 2 2, 2) L 200) წVთ)Vოში, (0.14) 
1=0 იI”–I 

ამასთა5, ეს ფუნქცია ავტომატურად ნორმირებულია 8(M--#) ფუნქციაზე. (9.3) 

ფორშელის თანახმად, (9,14) ასეც შეგვიძლია გადავწეროთ: 

თ . _ _ 
თM=42 9) 2) 7), ს, დ) V/0ი- (9,15) 

|=0 ი =–/ 

ეს უკანასკნელი წარმოადგენს ბრტყელი ტალღის კარგად ცნობილ გაშლას სფე- 

რულ ფუნქციებად. როგორც ვხედავთ, ბრტყელი ტალღა მოცემული მომენტის 
შესაბამისი ტალღური ფუნქციების უსასრულო სუპერპოზიციაა. 

ღოამდენადაც ადგილი აქვს სფერული ფუნქციების შეკრების ფორმულას: 

  

+; 

ლს წე 386 0) ე / 2-1 2 წონ) VVV)=1/ == #9), (9,16) 

სადაც 0 არის კუთხე # და ჯL ვექტორებს შორის, ამიტომ. თუ ვიგულისხმებთ, 

რომ # ვექტორი ემთხვევა «ის მიმართულებას, ე. ი. ბრტყელი ტალღა #-ღეო- 

ძის გასწვრივ ვრცელდება, მივიღებთ შემდეგ ფორმულას: 
თ 

იMM= MI) #II/ 4X(21+1) ჟძი) V/ი(0)- (9,17) 
120 

თუ ახლა გავიხსენებთ, რომ +VV7(ს) სფერული ფუნქცია ლეჟანდრის X,(Cს§ჩ) 
პოლინომთან დაკავშირებულია ფორმულით 

(2-L1) #9; (608 0) = I/ 4X (2! + 1) X/ი(9), (9.18) 
მაშინ შეგვიძლია დავწეროთ ბრტყელი ტალღის გაშლის კიდეე ერთი სახე: 

ი 

§/M7= %) (I(21+1) ჟI(V) )1L/(003 0). (9,19) 
1-0 

4 გ. პილაშეილი 4”



გაფანტვის თეორიაში მნიშვნელოვანია (9,15) ფუნქციის ასიმპტოტური სახის. 
ცოდნა დიდი მანძილებისათვის. ამისათვის საკმარისია გავიხსენოთ, რომ 

919 (--” 

ჯხა=- ა» თ 
(9,20„ 

შედეგად მივიღებთ: 
IMM=4 ლ დ 1 (რ#C” (–1M! 6 IM I V, 09V2,,0 C.2) 
IML–4ჯ –ეაეა-–-C– _–ეეაე,ე ვ. 7). , , 

” 2 „“, 7) “ ” I (ი I 

მაშასადამე, უსასრულობაში ბრტყელი ტალღა შეიცავს განშლად და კრებად სფე– 
რულ ტალღებს. ბრტყელი ტალღის გაშლაში #”-მამრავლი სწორედ იმიტომ შე– 

მოვიღეთ, რომ განშლად ტალღას ერთეულოვანი ამპლიტუდა ჰქონოდა. 

დირაკის 6(2) ფუნქციათა თეორიიდან ცნობილია, რომ 

ი 

1, (21+1) XX, (C0§ 0) = 2%1––00§ 0). (9,22)- 
L-ს 

ამ ფორმულის დახმარებით ბრტყელი ტალღის ასიმპტოტური გამოსახულება მნიშ– 

ვნელოვნად გამარტივდება 
ს გ.” L 0 IM · ივ 

ტე'M==--6(1--008 8)-- –--– 6(1 + (08 0). (9,23) 
2» ? 

ბრტყელი ტალღის აქ მიღებულ ფორმულებს დიდი გამოყენება აქვთ კვანტური- 
მექანიკის რიგ ამოცანებში. 

§ 10, ცკენწნტრალური სიმეტრიის ველის შესაბამისი ტალღური” 

ფუნკცია იმპულსურ წარმოდგენაში 

ცენტრალური სიმეტრიის ველში მოძრავი ნაწილაკის ტალღური ფუნქცია: 
(7,7) ფორმულით განისაზღვრება. ამ ფუნქციით შეგვიძლია ვიპოვოთ ნაწილაკის 

მდებარეობის ალბათობა. მთელ რიგ ამოცანებში საჭიროა ვიცოდეთ ნაწილაკის 
განაწილების ალბათობა იმპულსების მიხედვით, ამიტომ მეტად მნიშვნელოეანია 

ვიპოვოთ, თუ რა სახე ექნება ცენტრალური სიმეტრიის ველის შესაბამის ტალ–- 

ღურ ფუნქციას იმპულსურ წარმოდგენაში. ამისათვის, როგორც ცნობილია, სა–- 
ჯიროა (7,7) ფუნქციის ფურიე-კომპონენტის მონახვა. გვექნება: 

–თ 

X00=(2=  / ტოი“ Mძი, (0,1). 
-თ 

MM-იმპულსია, =M(.)-კი წარმოადგენს ცენტრალური სიმეტრიის ველში მოძრაობის 

კოორდინატულ ფუნქციას: 
%() =#/0) Xთ0პ. (0,2) 

ზ(ო-ის ეს მნიშვნელობა შევიტანოთ (10,1) განმარტებაში, მივიღებთ: 

XVV0=(28“# | 10071 ძ; I წე --მM ყ9;, (10,2), 

ნ



ახლა გამოვიყენოთ ბრტყელი ტალღის სფერულ ფუნქციებად გაშლის (9,15) 
ფორმულა 

  4 852 
9V M = ––-2)” + 

სა რობი 24 ,2ლ ი 

| | 6) პათ) ?ძ- | X.0)Xაოძი; I/„თ. (0,4 
0 

სფერული ფუნქციების ორთო-ნორმირების პირობის გათვალისწინებით მივიღებთ 

– „თ 

VV0=C-ი! /. 2. ( | თ აიი „ი ) #იაში. 00.5 
“ ამ 

ეს ფორმულა ასეც შეიძლება გადაიწეროს: 

M,ა(M) =5პ;(L) Xოძი, (10,6) 

სადაც 
=> 

ფ0ა-C-ი/ 2 I X9VC" 1/0LI) XL? ძI. (10,7) 
8 

ეს უკანასკნელი შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც იმპულსური წარმოდგენის რა- 

დიალური ფუნქცია. ჩვენ ვხედავთ, რომ როცა კოორდინატული ფუნქცია ცენ- 
ტრალური სიმეტრიისაა, მაშინ იმპულსურ ფუნქციასაც იგივე სიმეტრია ახასიათებს. 

კერძო შემთხვევაში, როცა გვაქვს თავისუფალი ნაწილაკი, მაშინ რადიალურ 

ფუნქციას გააჩნია (9,10) სახე. ამ ფუნქციის (10,7) ფორმულაში შეტანით და 

(9,8) პირობის გათვალისწინებით მივიღებთ 

0,ძ0)=C–ი! 26) , (10,8) 

რომელიც წარმოადგენ“ თავისუფალი ნაწილაკის რადიალურ ფუნქციას იმპულ- 

სურ წარმოდგენაში. 
ადვილია ჩვენება, რომ ნორმირებული კოორდინატული რადიალური ფუნ- 

ქციების შემთხვევაში იმპულსური ფუნქციებიც ნორმირებული იქნება, მართლაც, 

თანახმად (10,7) ფორმულისა, გვექნება 

თ 

წა 2 ? , . ი, 
119%9ი | M01=– IX ცა 1)0“) «ბ 0? ძი, I 2(I7) 1)(I" ) L?0# (10,9) 

მ %95 9 

ბესელის სფერული ფუნქციების ორთო-ნორმირების პირობის ძალით გვექნება 

I | 0,0) I1?20;= I | ჯI(ი |? ძ;. (10,10) 
0 0 

კერძოდ, დისკრეტული სპექტრის შემთხვევაში, როგორც წესი, რადიალური ფუნ- 
ქციები ერთზე ნორმირდებიან, ამიტომ იმპულსური რადიალური ფუნქციებიც ერთ- 
ზე იქნებიან ნორმირებული. 

ნ1



ალბათობა იმისა, რომ ტალღური ვექტორის სიდიდე მოთავსებული იქნება 

X და L-+ი), შუალედში, ხასიათდება გამოსახულებით 

2 
15:00) .L= – 

  

დ ? 
I მთ თა),ზი-| #20. ძ0,11) 
0 

ამგვარად, ცენტრალური სიმეტრიის ეელში იმპულსურ წარმოდგენახე გადასვლი- 

სათვის საკმარისია გამოითვალოს გარკვეული ინტეგრალი რადიალური ფუნქ- 

ციებიდან. 

შეიძლება აღმოჩნდეს, რომ იმპულსური წარმოდგენის ფუნქციის მოსაძებ- 
ნად (10,7) ფორმულის გამოყენება უფრო ძნელი იყოს, ვიდრე თვით შრედინგე- 

რის განტოლების ამოხსნა იმპულსურ წარმოდგენაში. ამისათვის ქვემოთ შევეც- 
დებით შრედინგერის განტოლება ჩავწეროთ იმპულსურ წარმოდგენაში ცენტრა- 

ლური ურთიერთქმედების დროს. როგორც ვიცით, იმპულსურ წარმოდგენაში 
შრედინგერის განტოლებას აქვს ინტეგრალური განტოლების სახე 

სე? + თ 

(»– -) ს = | M(ი–ი”სC) იხ”, (10,12) 
' –-თ 

სადაც ინტეგრალური განტოლების გული წარმოადგენს წ-ი” სხვაობის ფუნქციას 

უა-თ 

- ი” 1 ცა ჯ(დ- წ”, 
1(0– საალლ I LC. (0-ი.ო ძ-, (10,13) 

აქ ყ() არის ურთიერთქმედების პოტენციალური ენერგია კოორდინატულ წარ- 

მოდგენაში. შევნიშნოთ, რომ, როცა «#»(C) ცენტრალური სიმეტრიის ხასიათისაა, 

ე. ი. როცა პოტენციალური ენერგია დამოკიდებულია ჯ=|L|-ზე, მაშინ, (10,13) 

ფორმულის თანახმად, 
თ 

, 1 : , ”დ-ი=--1 -- IC> §/ი(1 – ნ” I) „#, (10,14) 
2X"9--ი | შ 

საიდანაც ჩანს, რომ I” (6--ი”) დამოკიდებულია მხოლოდ | ნ––ი” | სხვაობის სიდი- 

დეზე. ასე რომ ცენტრალურ ველში მოძრაობის დროს შრედინგერის (10,12) გან- 
ტოლების გული დამოკიდებული იქნება | მ–-ი”|-ზე. ამასთან, თანახმად (10,13) 
ფოომულისა, ცხადია, როცა §(0) ნამდვილი ფუნქციაა, მაშინ 

XV (0)= ”/წ(–), (10,15) 

აქედან კი ჩანს, რომ, როცა ველი ცენტრალურია, მაშინ (7) ნამდვილი ფუნ- 
ქციაა. ცენტრალურ ველში მოძრაობისას (10,12) განტოლება ფაქტიურად ერთ- 

განზომილებიან ინტეგრალურ განტოლებაზე დაიყვანება. ამისათვის, V(0) ფუნქცია 
წარმოვადგინოთ (10,6) სახით 

ბ(ი) = ტ,(#)XI„(I), 00,16) 
ხოლო პოტენციალური ენერგია გავშალოთ მწკრივად 

დიდ ა _ – 

CI ს-–ჩ'|I) = 4” 2, 2) #,(ს,იX ,თ(9)X თ(#7)- 09,17) 
|I=0 თ"



ამ გამოსახულებების (10,12)-ში შეტანით და კუთხეებით ინტეგრაციის შედეგად 
მივიღებთ შემდეგ ერთგანზომილებიან ინტეგრალურ განტოლებას: 

ღვ შა, დ 

( 8– 7 )სია=% | XC». აახრიაი "ძი" 0018) 
0 

(10,17)-დან ადვილაღ ვიპოვით #IV(», ») გულის გამოხატულებას (9), რისთვი- 

საც გამოვიყენოთ (9,16) და (9,18) ფორმულები და (10,17) გავამრავლოთ 
X,(008 0) 510 0 278 (სადაც 0 კუთხეა ს და იჩ' ვექტორებს შმორის), რის შემდეგაც 
მოვახდინოთ ინტეგრაცია (0, =)-შუალედში. ლეჟანდრის პოლინომების ორთო- 
ნორმირების პირობის გამოყენებით მივიღებთ: 

1 +1 ------------.. 

#,C,)=-- | #7 (II »:+" – 2ჯათ) X,0) ძი. (10,19) 
–1 

ცხადია, რომ X"(».I)= #I(M, ს), ე. ი. სიმეტრიულია უ და ჯ-ის გადასმის მი- 
მართ. 

განვიხილოთ კერძო შემთხვევა და (10,18) შრედინგერის განტოლება დავწე– 
როთ კულონური ურთიერთქმედებისათვის 

„”, 2 

იც) = 216, (10,20) 
» 

თანახმად (10,14) ფორმულისა, გვექნება: 
”/ 9! ? 1 #Iნ–ი'|)C=24% _ !.., (9,2 2. |ი–ი'|? 

თუ ამ გამოსახულებას შევიტანთ (10,19)-ში, ინტეგრალური განტოლების გული- 
სათვის გვექნება გამოსახულება: 

7 7 2 შეც 

#)= 22% 1. თ( > )' (10,22) 
4 )))) 2ჯჯ;» 

სადაც 0,(ი წარმოადგენს მეორე გვარის ლეჟანდრის ფუნქციას, რომელიც შემ–- 

დეგი ფორმულით განიმარტება: 

  

1.4 :' · 

0,ი=+ | 44005, 010,23) 
29% #§–-» 

თუ (10,221 ფორმულით განსაზღვრულ გულს შევიტანთ (10,18) ინტეგრალურ 

განტოლებაში, საბოლოოდ მივიღებთ 

ლთ 2 „2 CX. „” ?/ 

(– 8-ს = 2)0#6- I 0, (”:, )თთი” პი. (10,24) 

0 

ეს განტოლება ამოხსნილი იყო ფოკის მიერ. 

 



თავი III 

შრედინბერის განტოლების ამოხსნა ჯოგიერთი 

მარტივი ამოცანისათვის 

ამ თავში შევეხებით შრედინგერის სტაციონარული მდგომარეობების გან–- 
ტოლების ამოხსნეს” ზოგიერთი პრაქტიკული ამოცანისათვის. განსაკუთრებით 

დაწვრილებით შევისწავლით ე. წ. პოტენციალურ ორმოს ამოცანას, რომელსაც 

დიდი მნიშვნელობა ენიჭება სხვადასხვა ფიზიკური შემთხვევების განხილვის დროს. 

ეს ამოცანა განსაკუთრებით მნიშვნელოვანია ატომგულის თვისებების 'შესწავლი- 

სას, ვინაიდან ჯერ კიდევ უცნობია ატომგულურ ნაწილაკთა ურთიერთქმედების 

პოტენციალი, ამ ურთიერთქმედებას ცვლიან სხვადასხვა ტიპის პოტენციალური 
ორმოთი. მიღებული შედეგების ცდასთან შედარებით ადგენენ პოტენციალური 

ორმოს დამახასიათებელ პარამეტრებს, მაგალითად, მის სიგანესა და სიღრმეს. 

ერთი ტიპის ამოცანებში დადგენილ ამ პარამეტრებიან პოტენციალურ ორმოს 

შემდგომ იყენებენ სხვა ტიპის ამოცანების ასახსნელად. 

პოტენციალურ ორმოებს შევისწაელით როგორც ბმული მდგომარეობების 

შემთხეევაში, ისე უწყვეტი სპექტრის დროს, ამ უკანასკნელს განსაკუთრებული 

მნიშვნელობა აქვს გაფანტვის თეორიაში. 

§ 11. უსახრულო კედლებიანი სწორკუთხა პოტენციალური ორმო 

უსასრულო კედლებიანი სწორკუთხა პოტენციალური ორმო განისაზღვრება 

ფორმულით 

V0ა=0მ, როცა ”#<1?) 

V/(Cა=თ, როცა »>1": 

რადგან ორმო ცენტრალური სიმეტრიისაა, ამიტომ ტალღურ ფუნქციას, რომე- 

ლიც საერთო საკუთარი ფუნქციაა ენერგიის, მომენტის კვადრატისა და მისი 

#-პროექციისა, ექნება (7,7) სახე, საკმარისია ვიპოვოთ შრედინგერის რადიალური 

ფუნქციების განტოლების 
2 " 8 1 რაყდ ე, 2 ც „ცს 190+90 
ძე? კ? 2ცე? 

ამოხსნა (11,1) პოტენციალური ენერგიის 'მემთხვევაში. ამოცანის ხასიათიდან ნა- 
თელია, რომ ამოხსნა უნდა მოვძებნოთ სასაზღვრო პირობით 

(11,1) 

7)01=9, (11,2) 

7,0)=0. (1,3) 
84



"ჩვენი მიზანია ვიპოვოთ ენერგეტული დონეები ორმოში და მისი შესაბამისი ტალ– 
ღური ფუნქციები. (11,1)-ის თანახმად, შრედინგერის განტოლება შეგვიძლია შემ- 

-დეგნაირად გადავწეროთ: 

(2. 

„. “7 +(I5%--10+1)1X,60) =0, 01,4 X 
“სადაც 

.· 2 1 = 20# , 11,5 3 (11,5) 

(11,4)-წარმოადგენს ბესელის განზოგადებულ განტოლებას. მისი ამონახსნი, რო- 

მელიც სათავეში სასრულია, იქნება ბესელის სფერული ფუნქცია 

#,0=C, წIიია” (11,6) 

სადაც C, ნებისმიერი მუდმივია. სასახლვრო მნიშვნელობა #=7- წერტილზე მო- 

გვცემს საკუთარი მნიშვნელობების განტოლებას 

ქ,I-) =0. (11.7) 

ამ განტოლების ფესვები განსახღვრავენ ენერგიის მნიშვნელობებს. (11.7)-ს აქვს 
ფესვების დისკრეტული მიმდევრობა, ამიტომ უსასრულო კედლებიან პოტენციალურ 
ორმოში აგრეთვე გვექნება ენერგეტული დონეების დისკრეტული მიმდევრობა. აშკა- 

“რაა, რომ ფესვების მნიშვნელობა დამოკიღებულია იმაზე, თუ როგორია ნაწილა- 

კის 1-მომენტი. 1-ის შესაბამისი ფესვი აღვნიშნოთ სი, სადაც », მიუთითებს 

+-ის შესაბამისი ფესვის ნომერს. მაშინ I == და, თუ გავითვალისწინებთ 

·01,5) ფორმულას, ენერგიისათვის მივიღებთ: 

ჯუ? 
ი == სი · 11,8 ჩი, 2ს;? ი. (11,8) 

„თუ ვისარგებლებთ დამატებაში მოცემული ჟ,(ჯ) ფუნქციის ფესვების ცხრილით, შეგ- 
ვიძლია ვიპოვოთ ენერგეტული დონის რიცხვითი მნიშვნელობანი 1=0, 1, 2...-სთვის. 

შევნიშნოთ, რომ რადგან ცენტრალურ ველში მოძრაობა ფაქტიურად ერთგანზო- 

მილებიანია, იმიტომ მთავარი კვანტური რიცხვი განისაზღვრება ფორმულით 

#=%,+1-+1. (11,9) 

„ახლა მოვახდინოთ (11,6) ფორმულის ნორმირება. თანახმად (7,10) პირობისა 

”ი 
C1 | 1;109)75ძ»=1. (11,1თ 

0 

„გამოვიყენოთ (#, 97) ფორმულა და გავითვალისწინოთ, რომ ქ,(L”ა)=0; გვექნება: 

აუ 

თ წს რი ჰარი) =1, (11,11) 

ბსაიდანაც ნორმირების მუდმივისათვის გვექნება მნიშვნელობა 

2 
თფ=-–- 4) (11,12) 

282, 0შ/) ქ, (MM) 
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ამგვარად, მივიღეთ შემდეგი შედეგი: უსასოულო კედლებიან ოომოში ნაწილაკის 

ტალღურ ფუნქციას აქვს სახე: 

ბ, = 7ძი) X,„თ, 01,13). 
სადაც 

X,093=C,), თ +), (11,14) 9% 
ხოლო 

C; (II"ი)= ––2 II-2 1,-,(1) ქ, -1(M%1" “+ (11,15) 

კერძო შემთხვევაში, როცა ნაწილაკი მოძრაობს ნულოვანი მომენტით (=0, ტალ– 

ღურ ფუნქციას ექნება შემდეგი გამოხატულება: 

1   'სიიC') თ –––- 770) (11,16). 
/ 4» 

შის) - თ“, (11,17X 
ს? 

ენეოგეტული დონეები განისაზღვრებიან განტოლებით 

811) /:770==0, (11,18) 

რომელიც მიიღება (11,7)-დან ჯ1=0 შემთხეევაში. (--მუდმივი, თანახმად (11,15) 

ფორმულისა, (11,18)-ის გათვალისწინებით, ტოლი იქნება შემდეგი სიდიდისა: 

  

> 
=/# –, 1,19 თ=M1/ +: (11,19 

მაშასადამე, ნორმირებულ რადიალურ ფუნქციას ექნება სახე 

ეგი. 
1ჯ0(I-) = / 2 ა. · (11,20) 

9 

სრული ტალღური ფუენქციის მისაღებად ეს გამოსახულება უნდა გავამრაელოთ 

Xია(მ, დ) = (4ჯ)“ '/I-ზე. 

§. 19. სასრულკედლებიანი პოტენციალური ორმო. 

პოტენციალური ვბებირი 

ვინაიდან ნამდვილ ურთიერთქმედებას უსასრულო სიღომე არ გააჩნია, ბუ–- 

ნებრივია, რომ უფრო მნიშვნელოვანი იქნება ისეთი პოტენციალური ორმოს გან- 

ხილვა, რომელსაც აქვს სასრული სიღრმე. ამიტომ განვიხილოთ 99 სიგანისა და 

I ს-სიღრმის ცენტრალური სიმეტრიის პოტენციალური ორმო 

V/C=-MVა, როცა #<7% 

V 0ე)=0, როცა #>1ე- 

კვლავ განვიხილოთ ნებისმიერი მომენტით მოძრაობის შემთხვევა, ამასთან, მოძ–- 

რაობა შეიძლება ხდებოდეს როგორც დადებითი სრული ენერგიით I >0, ისე 
#<0-ით. პირველ შემთხვევაში გვექნება უწყვეტი სპექტრი (ნაწილაკი ორმოს. 
ზემოთ მოძრაობს და ამ მოძრაობის ხასიათი ინფინიტურია), ხოლო მეორე შემ– 
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თხვევამი ნაწილაკი ორმოშია-–მისი სპექტრი იქნება დისკრეტული. შევისწაელოთ. 

ორივე შემთხვევა ცალ-ცალკე. 
დისკრეტული სპექტრი. განვიხილოთ, მაშასადამე, ბმული მდგომარეობა, 

8=-#I|-ს ვუწოდოთ ნაწილაკის ბმის ენერგია ორმოში. პოტენციალური ენერ- 

გიის ორი სხვადასხვა მნიშვნელობის გამო შესაბამისად გვექნება შრედი5გერის 
რადიალური ფუნქციების ორი განტოლება: 

ი“, , 2 _ ა, ს”I(1+1) , «#5, აყ შებბეეეს 40 <7. (2,2 ძნ ' I დ“ V/ი 2კპ #I #<79% ( ) 

ძშ/, , 2#) _ ა_ IM'I0+1)' “4V/ “რ სა ს0)+6L2”7 ი, ” L2,3 თ. | თ. 2 IX 727 (2,3) 

თ? = 28. ვ? --2ჩ 07ი ––დ) (7ი--––დ) კ Cთ?1.39=- ს? = 20% · (12,4) 
ჯა“ II. ჯ? 

ამ აღნიშვნებში შოედინგერის (12,2) და (12,3) განტოლებები მიიღებენ სახესა 

,29X ) ( I0I+1)4+354,=0 <7 (12,5) 
«თ» 

-0V, , , ი.მ 
7” 5 +L-0--1)-–- თშ) 7,0ე)=0 ?:>9% (L2,6) 

“ 

რადიალური ტალღური ფუნქცია #, ყველგან უნდა იყოს უწყვეტი და ჰქონდეს 
უწყვეტი პირველი რიგის წარმოებული, მათ შორის, ცხადია, II0) პოტენცია- 

ლური ენერგიის წყვეტის #=9%ე წერტილზეც. გასაგებია, რომ 2<7ე არის ფუნკ- 

ცია სასრული უნდა იყოს სათავეში (ან X,(0) უნდა იყოს ნული). (12,5) განტო- 
ლების ამონახსნი, რომელიც სათავეში სასრულია, წარმოადგენს ბესელის სფერულ 

2,(%) ფუნქციას. 
რაც "შეეხება “>%%ი არეს, აქ უნდა ვიპოვოთ ისეთი ამოხსნა, რომელიც უსას–- 

·რულობაშმი ექსპონენციალურ:დ ისპობა. (12,6) განტოლების ასეთ ამონახსნს 

წარმოადგენს #,(თ-) ფუნქცია. ასე რომ (12,5) და (12,6) განტოლებების სასურ- 

ველი ამონახსნები შემდეგი სახისაა: 

#,0ა=4,1/ზ), %<14% (12,7) 

#,0= 8,0) %X#>717%ი (12,8) 

საჯაც 4, და #9, განუსაზღვრელი მუდმივებია. #, ფუნქციისა და მისი პირეელი 

რიგის წარმოებულის ჯ= ე წერტილზე უწყვეტობისათვის, საჭიროა მიღებული 
ამონახსნების შეკერვა; ფუნქციათა ტოლობა »=/ა წერტილზე გვაძლევს შემღეგ 
დამოკიდებულებას: 

1) (97) #,C4,=+-4%; 12,9) 8. |=4, #, (%-) ( 

სგვოლ #,(0= 4, 1/(V), 2<9% (12,10). 

ს,0)=4, შთა. #,(თ)-  #>9% 
ს, (?"ი)



„ახლა წარმოებულები ერთმანეთს გავუტოლოთ „=+ე წერტილში 

4, 4») = «21% გრა რი <4 012,11) 
ძი; „ე IL, (თ7ი) ი” #5 

“გავიხსენოთ, რომ ადგილი აქვთ შემდეგ გოიმულიბა 

შემ) ვ, ტე 19, (2,12) 
მ. 

რათ _ I (თ) – ულ (12,13) 
ი» » 

მაშინ (12,11)-დან მივიღებთ შემდეგ ტრანსცენდენტულ განტოლებას: 

3ჰ- 81/-1C87ი). _ თწM- MIC20) · (12,14) 

2,(%) #,(%) 

"მოცემული ჯე და 1”ე-ისათვის, თანახმად (12,4) ფორმულებისა, (12,14) გამოსა– 
ხულება წარმოადგენს განტოლებას ბმის ენერგიისათვის. ზოგად შემთხვევაში მისი 

ამოხსნა შეუძლებელია. ჩვენ შეგვიძლია (12,14) განტოლების ფესვები ვიპოვოთ 
გრაფიკული, ან სხვა რომელიმე მიახლოებითი მეთოდით. 

განსასაზღვრი დაგვრჩა ერთადერთი მუდმივი 4,, რომელსაც ადვილად ვიპო- 
ვით (7,10) ნორმირების პირობით, რომელიც ჩვენს შემთხვევაში ასე დაიწერება: 

  

  

      

  

#1” 2 8ე ად + ი. IM ფა თ“) =1. (12,15) 
" MC) ' 

ვისარგებლოთ (ჯ, 97) და (#, 98) ფორმულებით; გვექნება 

4:17. . · 01 ე რა– არამ ამია– 
#6) რა II (ყ)– ს, 0) ხს“”ა)) =1, (12,16) 

საიდანაც (“ა 

45, ,.(%1,,, (%)-– ქ; (8#ი) XI _) (თ/-ი) L/+1 (C1-“ე) |= 1; 02,17 

X (თI-) 

ვინაიდან 

მ .|(C-ი)= (თ. 1 (თი), (12,18) 

ამიტომ · 
=> 490, 1(8/'ი) ქ1,+1(89“) –– ქ; (97) M- რი) _ 

#; (თ>ი) 

_ 21) „ცე ხარ) = 02,19 
თი ში) 1 ს 

ვისარგებლოთ საკუთარი მნიშვნელობების (12,14) განტოლებით და (12,19)-დან 

გამოვრიცხოთ X,(«-) ფუნქცია. მარტივად ვაჩვენებთ, რომ ადგილი ექნება ტო- 
«ლობას 
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290 I(87ი) მ. (როთ) + 

         

2 

8... 2(+1 . , . 
თ 2I-L(8/ი) ”-. ქარია მია(თი) | = 0, (12,2თ 

"საიდ:ნაც, თუ გავიხსენებთ (#, 35) რეკურენტულ ფორმულას 

. 21+1 · 
2|+LC9") = 2 –-1|-+ (37%), (12,21) 

საბოლოოდ მივიღებთ: 2 

4; = თ? +L (? C (37), (1 2,22) 

სადაც –2 

C1(9ი)= –––“–––“––“., (12,23) 
#ი 41–1 (1370) ქ|+1 (876) 

“შევნიშნოთ, რომ (12,23) გამოსახულება ემთხვევა ნორმირების კოეფიციენტს 

უსასრულო კედლებიანი ორმოს შემთხვევაში. 

ამგვარად, სასრულკედლებიანი პოტენციალური ორმოსათვის მივიღეთ შემ- 

ღეგი ტალღური ფუნქცია: 
სC., 0, დ) =- 7,0) I,,დ), (12,24) 

"სადაც 1,6) = 4,448) < 4) = 4, 2,Cს), #<% 02,25) 

#,0)=4, ოდეი #>% 
270 

“და 2 #- 2 _ 1! _ , (12,26) 
(თ"+8ზ1?) 9 2!–1(87ი) მ/+1 (8”,) 

„ განვიხილოთ კერძო შემთხვევა, როცა 1=0. თუ გავიხსენებთ ქჯა(მ/) და #ა(თ/-) 
„ფუნქციების გამოსახულებებს, მარტივად ვაჩეენებთ, რომ: 

  

  

ჰეC)= 4 310 - „<7 

M = (12,27) 
–- XC –”/, 

შით = 4 აზა 6 რი). #>”% 
ზ » 

8 8 ისი მ;-:= ––თ. (12,28) 

„ნორმირების #4: კოეფიციენტისათვის მივიღებთ ფორმულას 

1/ 
4ი= 12 · (+) 02,29) 

„ასე რომ ნორმირებული ტალღური ფუნქციისათვის შეგვიძლია დავწეროთ შემ- 

„დეგი ფორმულები: 

  

2 1 : 

XC) = ლოუ 998, #<%ე 

79“ , , (12,30) 
ა 2თ 9 ზ ტ-თ(-7/ი0) · 

რიო – 6 12) დეი . '. წ2”-



:1=0 შემთხვევაში ენერგიის საკუთარი მნიშვნელობები განისაზღვრება (12.28) 

ფორმულით, რომელიც შემდეგნაირად გადავწეროთ: 

თხხათ=-), 2=-3, #=თ1'ე- (12,31) 

ეს განტოლება შეიძლება ამოვხსნათ გრაფიკულად. ამისათვის ეე სიბრტყეზე 

დაეხატოთ ორი მრუდი, ერთი: #V=-–ჯ 0 დ, ხოლო მეორე წრეწირი 

გ-+უ?= (ხ2-ი)”. (12,32) 

ამ ორი მრუდის გადაკვეთის წეოტილები მოგვცემენ დ, და ყ,-ს, საიდანაც ვიპოვით- 

ენერგიას. რადგან დ და ყ დადებითია, ამიტომ ამოხსნები შესაძლებელია მხთლოდ- 

ისეთი ჯ-ებისათვის, რომელთათვისაც იხ9 <0, 

ე. ინტერვალებში (5. 3, წ. 2) 

და ა. შ. თუ წრეწირის რადიუსი ხი<--, 

  

  

მაშინ გადაკვეთას ს = –– თისფე მოუდთან 

      

ადგილი არა აქვს და, მაშასადამე, სისტემას 

ბმული მდგომარეობა არ ახასიათებს. თვ გა- 

» » ვიხსენებთ, რომ „- 24%, მაშინ დავასკენით:: 

ორმოში ბმული მდგომარეობა. არა გვაქვს,. 

წხ. 2 როცა შესრულებულია პირობა 

ყ=-X06(რX და X2--ყზ= ხი გან– ჯ?ს? 

ტოლებების გრაფიკული ამოხსნა X7527% < 'ზც. (12,33) 

როცა გვაქვს ყველაზე დაბალი ენერგეტიკული დონე §=0, მაშინ იხყ 8-ე=0 და 
ამ განტოლების პირველი ფესვია Vი=--- ასე ოომ 

ჯმ? · 
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ამგვარად, იმისათვის, რომ ორმოში გვქონდეს ენერგეტული დონე, 7ე1ი სიდიდე 

  7575 = (12,34) 

გარკვეულ პირობას უნდა აკმაყოფილებდეს. როცა + <ხი< >> მაშინ ორ- 

მოში გვექნება ერთი ენერგეტული დონე, რადგან წოეწირი Vყ=–ჯ0სღ ე მრუდს. 

გადაკვეთს ერთ წერტილში; მაშასადამე, ორმოში ერთი დონის არსებობისათვის 

საჭიროა დაცული იყოს, პირობა: 

22 9ჯმს? 9 <M, 41 < XL .   (12,35) 

, წ 3 
მეორე დონე კი გაჩნდება მაშინ, როცა ხი >> % დღა ნაკლები იქნება 2=-ზე და 

ა, შ, ცხადია, ენერგია ყ, გადაკვეთის წერტილზე დამოკიდებული იქნება ფორ- 
მულით: 

_M_ 

სპი=-––ყ. #=1,2,... (12,36» 
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საინტეოესოა შევნიშნოთ, რომ ერთგანზომილებიან ორმოში ენერგეტული დონე 
ყოველთვის არსებობს, ცენტრალური სიმეტრიის ორმოში კი დონის არსებობა 
დამოკიდებულია გარკვეულ პირობებზე, რომელიც ორმოს „გეომეტრიას“ -- #7» 

სიდიდეს ედება. 
უწყვეტი სპექტრის შემთხვევა, არანაკლებ საინტერესო შემთხვევას წარმო- 

“ადგენს ნაწილაკის მოძრაობა ორმოში დაღებითი სრული ენერგიით. ამ დროს 

ნაწილაკი ფაქტიურად ორმოს ზემოდან იმყოფება და ამიტომ მისი მოძრაობა 
ინფინიტურია. (12,1) ორმოში დისკრეტული ენერგეტიკული დონეების ნაცვლად 

გვექნება უწყვეტი სჰექტრი. კვლავ განვიხილოთ ნაწილაკის მოძრაობა ნებისმიერი 

ორბიტალური მომენტით. ამ შემთხვევაშიც საჭიროა დაიწეროს შმშრედინგერის ორი 

განტოლება შესაბამისად ორი (0, #ა) და C-, თ) არისა. თუ შემოვიღებთ აღნიშ- 

ენებს: 

    ს" = 222 , „ა=-20(ჩ+I #-Vა , ც1-- 200. ძ?=-ჯ-+ხ?, (12,37) 
1? ჯ“ ჯ? 

მაშინ მოძრაობის განტოლება მიიღებს სახეს: 

2. 
ჯ “# –+ IC?" -–-/0V +1)17,00=:0, #<94% (12,38) 

“რ 

CV, იი · 
“ ყლუ +Lსს"–-I(-+1)17,0)=-0. ?:>71% (12,39) 

(3“ 

ბუნებოივია, რომ ამ განტოლებების ამონახსნებს განსხვავებული სასაზღვრო პი- 

ოობები მოეთხოვებათ. უწყვეტი სპექტრის ფუნქციები გამოიყენებიან გაფანტვის 

ამოცანებში, ამიტომ ამ ამოხსნებს მოვთხოვოთ გაფანტვისათვის დამახასიათებელი 
სასაზღვრო პირობები. სახელდობრ, (12,28)-ის ამონახსნი სათავეში უნდა იყოს 

ნული (მაშასადამე რადიალური ფუნქცია ჯ,CXIVI) სასრული). გარე არის ფუნქ- 
> 

ცია კი ისე უნდა შევარჩიოთ, რომ მისი ასიმპტოტური გამოსახულება დიდი 

2-ებისათვის წარმოადგენდეს განშლადი და კრებადი სფერული ტალღების ჯამს, 
ე. ი. ჰქონდეს (7,33) სახე. 

რადგან (12,38) განტოლების კერძო ამონახსნებიდან სათავეში სასრულობის 

პირობას მხოლოდ 2,(IV) ბესელის ფუნქცია აკმაყოფილებს, ამიტომ გვექნება შემ- 

დეგი აზონახსნები: 

17,(1-) == 1, 2,(6C2'): 9<9% (12,40) 

/:,(17) = 008 9, 1I!(/21')––8170 9, 2:,C72'); ?#>7% (12,41) 

სადაც 7), და 9, ნებისმიერი მუდმივებია, ხოლო 7ჯ,(/ყ) ნეიმანის სფეოული ფუნქ- 

ციაა. 9, მუდმივი განისაზღვრება 27=9%ი წერტილზე ამ ამონახსნების "შეკერვის 

პირობიდან. გავუტოლოთ ერთმანეთს ფუნქციები და მათი წარმოებულები »ჯ=ე)%ი 

წერტილზე. თუ გამოვიყენებთ ბესელისა და ნეიმანის სფერული ფუნქციების გა- 

წარმოების (#, 33) ფორმულებს, ადვილად მივიღებთ: 

#; 2,(თ>ი) = 608 9, ქ,((7'ე0)–– 31% 8, 21 ,(L-ი). (12,42) 

#7, C14/-1(09'ი) =#: (605 6, ქჯ–1(MIი)–– 5190 6, 2, - 1 (L»ი)I- (12,43) 
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ამ სისტემიდან ადვილად ვიპოვით ლ60§ 6, და 518 2,. მართლაც, გავიხსენოთ, რომ: 

სისტემის დეტერმინანტი ემთხვევა ვრონსკიანს, რომელიც ტოლია შემდეგი სიდი– 

დისა (იხ. (#V, 91): 
ო” _- 1 . 02,44), 

ქნებ მ-ი) –M-1(7ი) (M)” 
გვექრეძა: 

00§ 6, = 70, (I-ი ქ, (07-ი) III 1(#I"ი)–– 61" 1/ – (07%) (I-ი) | XI (12,45) 

81ს 6,=7); (M% ქ|(0#%) ქ/– 1(MV'ე)-–– 07% ქჯ–1(C2"0) 1|(MIX%)) #I"ი· (12,46» 

ამ ორი ტოლობიდან მარტივად განისაზღვრება #7), კოეფიციენტი; სახელდოარ, 

X#;1=0ი-)”!IIXI% 2, (0/"ი) #7 – | (XI"ე)–– ძ?'ი ქ/ – | (07“ი) 2;(MIი)11+ 

II 1|,(07ი) ქ –| (LI"ი)–– 07-ე 4/ – ,(61'ი) 1; (X1/ი) 1?) « (12,47): 
შევნიშნოთ, რომ გაფანტვის თეორიაში, ხშირად გარე არის შესაბამის ამონახსნს 

შემდეგი Lახითაც წარმოადგენენ ხოლმე: 

  

1ჰ,0)=ქ1,(M)-– 6§ 0, M,(ი) #>1% (12,48) 

ამ გამოსახულების ასიმპტოტური სახე დიდი ჯ-ებისათვის იქნება შემდეგი: 

1 1 % . – 
იი 6, ;- 80 («– - +ბ%) · (12,49) 

ცხადია ამ შემთხვევაში (12,42) და (12,43) პირობები შეიცვლება შემდეგით: 

#0,1,(0+-ი) = 1,(I7ი)–– (დ9,11,(MI"ე), (12,50+ 

0C7),1|–1(04'ე) = XL12 – ,(MIი) ––ხფ 0,1!|1 – I(MI")1, (12,51X 

საიდანაც განისაზღვრება როგორც Lდ6,, ისე #7, მუდმივები. ასე მაგალითად, 

2. = 207) L/ (07) –– V/(M-) 
' 12,52 

#(0#ი) ბ,(MI"ი)–– XII, - 1 (XI"ი) ( » 

ჩანთა = 09 -ალ”ი , (12,53+ 
2,(07ი) 

(12,52) გამოსახულებიდან შეგვიძლია ვიპოვოთ 0, მუდმივი როგორც ენერგიის- 
ფუნქცია. გაფანტვის თეორიის განხილვისას დავინახავთ, თუ რა დიდი მნიშვნე–- 
ლობა აქვს 8,(7) სიდიდის მოძებნას. 

განვიხილოთ კერძო შემთხვევა, როცა 1=0, მაშინ, თუ ვისარგებლებთ ბესე– 

ლისა და ნეიმანის სფერული ფუნქციების გამოხატულებებით, მივიღებთ: 

იხთ მ, = #M––თ 6სფ თ2“ი CLC #1" . 
(12,54) 

თ C6ხფ თ” –– #: 6ხფ MI 

მცირე ენერგიებზე, როცა #-ა->0, მაშინ ი?2=–ხ? და გვექნება 

#იხემე2 წ 98 ხი (12,55). 
1 –- 015 ით ხX% 

მარჯვენა მხარე დამოკიდებულია მხოლოდ ორმოს პარამეტრებზე. ამ გამოსახულებას 
ჩვენ შემდგომში გამოვიყენებთ. 
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პოტენციალური ჯებირი, საინტერესოა აგრეთვე პოტენციალური ჯებირის. 

ამოცანის განხილვა. სასრულკედლებიანი პოტენციალური ჯებირი განისაზღერება 

ფორმულით 
#0)=I7ი, როცა #<1% (12,56). 

MVVე=0, როცა ;>1% 

X/ა-ს ეწოდება ჯებირის სიმაღლე, #ე-ს კი--მისი სიგანე, ცხადია, ამ დროს საინ- 
ტერესოა ისეთი ამონახსნების მოძებნა რომლებიც აკმაყოფილებენ გაფანტვის 
ამოცანის სასახღვრო პირობებს. განვიხილოთ შემთხვევა, როცა ნაწილაკის სრუ- 
ლი ენერგია #>VX-ა, ე. ი. როცა ნაწილაკი ჯებირის თავზე მოძრაობს. მაშინ 
(12,37) აღნიშვნები ასე შეიცვლება: 

ა 26. _ 2605–Mა. ” , 
ს” უ? 

2IMM/% 

ჯ? , სხ” = ს 6" =/:--ხ?. (12,57): 

როცა #>X0%, მაშინ თ კვლავ ნამდვილია და ჩვენ მიერ ორმოსათვის მიღებული 

შედეგები უწყვეტი სპექტრისათვის უცვლელი დარჩება; სახელდობრ, კვლავ სამარ–- 

თლიანი იქნება (12,52) ფორმულა. 

როცა ”/ა-> C,0 მაშინ ჯებირს გაუმჭვირვალე პოტენციალურ სფეროს უწო- 

დებენ. ამ შემთხვევაში (12,52), ზღვარში, როცა C->Cთ2, მოგვცემს 

2 -- 1/ (72“ი) 

2. (XI) 
წ"   (12,58). 

თუ გამოვიყენებთ ბესელის ფუნქციების ასიმპტოტურ გამოსახულებებს, (12,58): 

ფორმულა მცირე ენერგიებზე მოგვცემს: 

- (/-ე)“! 11 2 თ =-- წი! ე<C1 12,59). 
59 (21+-1)!!C21-–1)!! M9 6 02,59) 

როცა 1=0, (12.58)-დან მივიღებთ 

ხფ ე = –- სფ 77 (12,60) 

საიდანაც გაუმჭვირვალე სფეროსათვის გვექნება 

მელ=-–- ე. (12,61) 

ახლა, თუ განვიხილავთ დიდ ენერგიებს (#,49) და (#,59) ასიმპტოტური ფორმუ-. 

ლების გამოყენებით, მივიღებთ 

Lთ86,=--ხყ (ლ “- ' (12,62). 

საიდანაც _ > 
მ=-- ანე. (12,63) 

აღსანიშნავია, რომ, როცა #L-–> C<, მაშან 6,(L) -> C, 
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§ 13. ექსასონენციალური პოტენციალური ორმო 

პოტენციალურ ორმოს, რომელიც განისაზღვრება ფორმულით 

170) =-–-ე "ა (13,1) 

"სადაც 1” 0-- –-I7(0) წარმოადგენს ორმოს სიმაღლეს, 29% კი-რადიუსს, ექსპონენცი- 

ალურ ორმოს უწოდებენ. ამგვარი ტიპის ორმოსაც დიდი გამოყენება აქვს სხვა- 
დასხვა პრაქტიკულ ამოცანებში (11). 

განვიხილოთ ნაწილაკი, რომელიც 1=0 მომენტით მოძრაობს ექსპონენცია- 

ლურ პოტენციალურ ორმოში. ჯერ შევისწავლოთ ბმული მდგომარეობის შემთხვე– 

ვა. თუ ნაწილაკია ბმის ენერგიას კვლავ ტ6-ით აღვნიშნავთ, მაშინ შრედინგერის 

განტოლება (11,1) პოტენციალური ენერგიისათვის შემდეგნაირად წარმოგვიდგება: 

ძ” Xი , 2) I -. -2I + =0 13,2) 

98 ენ 62-70 (750. ' 
შემოა-ღოთ აღნიშვნები: 

§ ” -- 
დ? =, 21%, ს = 2Mი 25=2VM1/'06 ”.“ 013,3) 

#"” #M” 

ამ აღნიშვნებმი შრედინგერის განტოლება დაიყვანება ბესელის განხოგადებულ 

განტოლებაზე 

„ბ /ირ)  , 0#ი() , „2. (22-.)?Xი(თ) =0. 03,4) 
ძე? იჯ 

ამ განტოლების სათავეში რეგულარული ამონახსნი (X,25) ფორმულის თანახმად 

იქნება ბესელის შემდეგი ფუნქცია: 

7ი(“) = 9 -იი„ე (X)- (13,5) 

ამგვარად, (13,3) აღნიშვნას თუ გავიხსენებთ, შრედინგერის განტოლების ამო- 

ნახსნს ექნება სახე 

#90 0) = #97 | 29%. (13,6) 

საკლთარი მნიშვნელობები შეგვიძლია ვიპოვოთ სასაზღვრო პირობით »=0-წერ- 

ტილზე. როცა #=0, მაშინ 7ე(0)=0, რაც მოგვცემს საკუთარი მნიშვნელობების 

განტოლებას; 

ძმაი (2ხ7ა) =0. (13,7) 

ეს პირობა რომ დაცული იყოს, ამისათვის საჭიროა 2ბჯ»ე სიდიდემ მიიღოს ჯ=2Cთ7ა 

რიგის ბესელის ფუნქციის ფესვების მნიშვნელობები; რაც ნიშნავს, რომ 7 ე#ა? სიდიდე. 

ისევე როგორც სწორკუთხა ორმოს შემთხვევაში, შეზღუდულია გარკვეული პირო- 

ბით. როცა ქჯ=2თ--=0, ე. ი როცა 8=0 (ა # 0), მაშინ ბესელის „#ი(2ხ7-) 

თუნქციის პირველი ფესვი 2,4048-ის ტოლია, ასე რომ 

#27 V 2#V9 2, = 2,4048. (L3,8) 

64



საიდანაც მივიღებთ, რომ ორმოში მდგრადი მდგომარეობა გვექნება მაშინ, როცა 
შესრულებული იქნება პირობა 

2 
1”ი/ი > 1,4457 # · (13,9) 

2/+ 
როცა » > ჯა, მაშინ (13,6)-ში ბესელის ფუნქციის არგუმენტი სწრაფად მიი- 

სწრაფვის ნულისაკენ, ამიტომ XVC)-ის ყოფაქცევას დიდი «-ებისათვის ფაქტიუ- 
რად განსაზღვრავს ბესელის ფუნქციის მწკრივად გაშლის პირველი წევრი. 

ლანახმად (#,7) განმარტებისა, გვექნება 

-C 
X60) = – უე. ( 2ს1ა6 "ი 

ბ” მ 

23% 1 (1 1 2>ჯა) _ შით 
ეს გამოსახულება ასეც შეგვიძლია გადავწეროთ: 

#ი)=40:-“, 2 83>97% (11,11) 

სადაც # მუდმივი განისაზღვრება ფორმულით 

= _თა" “მ _ · (13,12) 
L CI +29თ/-ი) ' 

(13,11) გამოსახულება მუდმივის სიზუსტით ემთხვევა სწორკუთხა პოტენციალუ- 
რი ორმოს ტალღურ ფუენქციას 1:=0 შემთხვევაში. 

უწყვეტი სპექტრის შემთხვევა, ახლა განვიხილოთ 1=0 მომენტის ნაწილაკის 

მოძრაობა ექსპონენციალურ ორმოში დადებითი ენერგიის შემთხვევაში, ამ დროს 
შრედინგერის (13,4ე განტოლების ზოგადი ამონახსნი განისაზღვრება შემდეგი 
ფორმულით: 

  

| #-0(?) = #L)7;ი(=)+ 18, -ჯა(2), (13,13) 
სადაც 

თ =2/:/ე, 1::= 21 · (13,:4) 

მოვითხოვთ, რომ შესრულდეს სასაზღვრო პირობა ჯა(0)=0, მაშინ 

4,9 ჯა(2ხ7-ი) + #2) -|თ(2ხ?“ი) =90, (13,15) 

საიდანაც შეგვიძლია გამოვრიცხოთ #, მუდმივი; გვექნება: 

V#ი(7) = 4I9 -;ა(2ხს7ე)ძ ჯV(2:)–-–V(Vა(2ხ1%IV -ჯXა(2)|. (13,16) 

ვიპოვოთ ასიმპტოტური სახე, როცა „-+>C. ცხადია, რომ, როცა #--C, მაშინ 

დ->0. ამიტომ 
ეთ (ს·)”/ა == 

––_იიიიიიი 13,17 
73/ა0 ლი 00 CV) 00 -- 20) იუი 

მაშასადამე, დიდი #-ებისათვის ამონახსნს ექნება შემდეგი ასიმპტოტური სახე: 

9 -;ს(2ხ7ი)(შ/ი)'? | -(L 40 (Lცა= 4 =-0/1070/ –_ 

,401წ) L0+#) ს L 

“სა 9,თ(2ხ”ე) I (1 +140) ”) 
უჯ, ე-ს _VIXა(207ი)_ 1 (11-10) | „| . 

II წ) ა (0ხი) I (1-0) |“ 
5. გ. პილაშვილი 

დ 

(13,18)-



იმისათვის, რომ უწყვეტი სპექტრის ფუნქციის ნორმირებას ჰქონდეს გაფანტვის, 

ამოცანისათვის დამახასიათებელი შინაარსი (იხ. § 7 და § 8), საჭიროა ავიღოთ: 

/ -იანმხიი) (სირ. =/ 245 , (13,19). 
LC1+10თ) თ 2: 

ც21ბე(;) – = (ხ» ე)“ ?ი ძ+:ა(2ხჯი). L (1 +10თ). . 

ძ-ა(2ხMე) LC1--წთ). · 
ამ ფორმულებს გამოვიყენებთ გაფანტვის თეორიის განხილვის დროს. 

(12,20) 

§ 14. ნულოვანი ქმედების რადიუსის პოტენციალური ორმო 

ნულოვანი ქმედების რადიუსის პოტენციალური ორმო ხშირად გამოიყენება. 

ატომბირთვის ფიზიკაში (12). ორმოს ე ჟექტურობა, როგორც ადრე დავინახეთ, 

არაა დამოკიდებული მხოლოდ მის სიღრმეხე; იგი განისახღვრება I ჯი? ნამრავ- 

ლით, რომელიც მუდმივ სიდიდეს წარმოადგენს. თუ ქმედების % რადიუსი მიი– 

სწრაფვის ნულისაკენ, მაშინ, სამაგიეროდ, ორმოს M”აე სიღრმე, როგორც 1: სიდი– 

დე, უნდა მიისწრაფოდეს უსასრულობისაკენ. როცა ნაწილაკები ურთიერთქმედე- 
ბენ ნულოვანი ქმედების რადიუსის ძალებით, მაშინ ურთიერთქმედება ღება მხო- 

ლოდ #=0 წერტილში, ამიტომ ცენტრგამშორი პოტენციალური ენერგია =“' -(0+ 1)” 

უსასრულოდ დიდია ნულისაგან განსხვავებული მომენტისათვის. სარევი ენერ-, 

გიის ნაწილაკები ასეთ პოტენციალურ ჯებირს ვერ გადალახავენ და ერთმანეთს. 

სამოქმედოდ ვერ მიუახლოვდებიან. ამიტომ ნულოვანი ქმედების რადიუსის პო- 

ტენციალის შემთხვევაში მნიშვნელოვანი იქნება ურთიერთქმედება მხოლოდ (=0 

მდგომარეობაში. 

ჯერ განვიხილოთ შემდეგი ტიპის კონტაქტური პოტენციალი: 

M/0ა)ლ=–-Vწებ(7–ე), (14,1) 

სადაც პოტენციალის სიღრმე Xაით განისაზღვრება (შევნიშნოთ, რომ ენერგიის- 

განზომილება ექნება Xეჯე ნამრავლს). თანახმად (14,1) ფორმულისა, ურთიერთ- 
ქმედება ხდება ძაშინ, როცა ნაწილაკი იმყოფება ცენტრიდან ჯე რადიუსიან სფე- 
როზე, ამასთან, ეს ურთიერთქმედება უსასრულოდ დიდია, მაშინ როცა სფეროს. 

არც შიგნით და არც გარეთ ურთიერთქმედება არა გვაქვს. როცა (14,1) პოტენ–- 

ციალში ავიღებთ ჯ=0 ზღვრულ მნიშვნელობას, მივიღებთ ნულოვანი ქმედების. 
რადიუსის პოტენციალს, ვიგულისხმოთ, რომ ჯე ძალიან მცირე სიდიდეა და ზემო-- 
თქმულის ძალით 'შემოვისაზღვროთ 1=0 მომენტით. პოტენციალის ხასიათის მი- 

ხედვით საჭიროა დაიწეროს სამი არის შესაბამისი შრედინგერის განტოლება. პირ– 

ველი არე იქნება <<”, სადაც უ უსასრულოდ მცირე სიდიდეა. ამ არეში დი– 

რაკის დელტა ფუნქცია ნულის ტოლი იქნება. იგივე საზე ექნება განტოლებას. 

#>7%0-+უ არ სთვისაც. კონკრეტულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ Xს#»=-–-8<90. 

მაშინ გვექნება: 

  

2.., 

2 ხთ =0, #<”“/ #>70+7. (14,2). 
” 
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სადაც 
28 

ეუ–_“ თ“ = . · (14,3) 

რაც შეეხება #ე--უ<#<#-+უ არეს, ამ არეში, პირიქით, დირაკის დელტა ფუნ- 

ქციის შემცველი წევრი დიდია, რის გამოც ენერგია შეგვიძლია უგულებელვყოთ. 
გვექნება” 2. 

იო, სხ“60/--#)XV)=0, (-ა--)<”<1ი+7%) (14,4 

ამასთან ჩვენ შემოვიღეთ სტანდარტული აღნიშენა: 

297, 
ხხ = “> · (14,5) 

უკანასკნელი განტოლება ეკვივალენტურია სასაზღვრო პირობისა, რომელიც ედე– 

ბა XC) ფუნქციის ლოგარითმულ წარმოებულს. მართლაც, ეს განტოლება გავა- 

ინტეგრალოთ Cე––7, #0 +79) შუალედში და გავითვალისწინოთ დირაკის ფუნქცი- 
ის ფილტრაციის თვისება; გვექნება: 

7L-+=5 
| ” =–-სხ?VX()- (14,6) 

ძ»· |”. -» 

რადგან XC.) ფუნქცია უწყვეტი უნდა იყოს #-=#ა წერტილზე, ე. ი, 
XC” 9) = XC” ი–– 7) ==# (ჯი), (14,7) 

ამიტომ (14 6) ასეც შეგვიძლია გადავწეროთ: 

I შX _|) 11% 
X იძ” |/”+4ი Xჯ V“ 

მაშასადამე, ლოგარითმულ წარმოებულებს ექნებათ სასრული ნახტომი #=ჯ#ა) წერ– 

ტილზე. 

ახლა განვიხილოთ შრედინგერის (14 2) განტოლების ამონახსნები. (ცხადია, 
ამ ამონახსნებს ექნებათ გამოხატულებანი 

  
= – ხ?. (14,8) 

7- -ო 

XC) = 4I6-, ”<79 (14.9) 

XC) = IIი”?. #>% (14,10) 

4 და 8 კოეფიციენტები განვსაზღვროთ XV) ფუნქციის უწყვეტობისა და ნორ- 
მირების პირობების გამოყენებით. უწყვეტობა #=+ე წერტილზე მოგვცემს: 

ც= 1097 (14,11) 
ნორმირების პირობ.ს ექნება გამოხატულება: 

70 

I IXI.I» + | |/ IMI- =1, (14,12) 
0 75 

რაც (14 9) და (14..)) თორმულების გამოყენებით მოგვკე1ს; 

- '/, 
42“ 

4= – – 14,13 (, (14,13) 
,“თ/ი 

07



მაშასადამე, ნორმირებული ტალღური ფუნქციისათვის გვექნება გამოსახულება: 

2 ?/, 

ი-ნ=- ) თ 75% ია ეშთ/0 

2თ '/ 

#ი=(-; ) ლიდია 2 (14,15) 
0გ'9/0 –– 

განსასაზღვრი დაგვრჩა ბმის ენერგია, ამაკე დროს გვაქვს ერთი გამოუყენე- 
ბელი (14,8) პირობაც. ამ პირობაში ამონახსნების შეტანით მივიღებთ: 

2თ=ს", (14,16) 

საიდანაც (14,5) და (14,3) აღნიშვნების გამოყენებით გვექნება: 

8= სა“ · (14,17) 
2” 

როცა I--+>0, მაშინ გვექნება ერთი ფუნქცია 

X#65ა=I/ 2თ C-“”, C>9) (14,18) 

რამდენადაც #() =7201X-იCV), ამიტომ სრული ფუნქციისათვის მივიღებთ: 
თ "ო. გ-თ 

ათი-(X) –. (14,19) 
27: “ 

ეს ფუნქცია ხშირად გამოიყენება ნულოვანი ქმედების რადიუსის ძალებით ნაწი- 

ლაკთა ურთიერთქმედების შემთხვევაში. 

ახლა განვიხილოთ უფრო ზოგადი შემთხვევა, როცა პოტენციალის კონკრე- 
ტული სახე არ გვაინტერესებს, ოღონდ იგი აკმაყოფილებდეს პირობას, რომ და– 

ფიქსირებული ბმის ენერგიისათვის #/17ე->0. ეს შესაძლებელია მაშინ, როცა ორ- 

მოს სიმაღლე ”ა->C-, ამასთან, ორმოს სიგანე #-->0-საკენ ისე, რომ I” მუდ- 

მივი დარჩეს. 

რადგან ორმოს გარეთ ამონახსნს ექნება 4“ სახე, ამიტომ უწყვეტობის პი– 

რობით ორმოს საზღვარზე გვექნება ტოლობა: 

| <5 | =--თ. (14,20) 
Xთ ძ I-ი 

როცა #--+0, მაშინ I-ის დიდი მნიშვნელობის გამო ენერგია უმნიშვნელოდ შეი- 

ცვლება, ამიტომ # ენერგიის 8-ბმის ენერგიით შეცვლით შიგა არის ტალღური 

ფუნქცია არსებითად არ შეიცვლება; მაშასადამე, არ შეიცვლება (14,20) სასაზ- 
ღვრო პირობაც. ამგვარად, «=0 წერტილზე გვექნება: 

| აათ) =–თ. (14,21) 
ძა = 

ეს კი გვიჩვენებს, რომ წერტილოვანი ურთიერთქმედება შეიძლება აიწეროს მხო– 

ლოდ ერთი პარამეტრით–--ტალღური ფუნქციის ლოგარითმული წარმოებულით 

სათავეში. მაშასადამე, წერტილოვანი ურთიერთქმედება ეკვივალენტურია სასაზ–- 

ღვრო პირობისა. 

წერტილოვანი ურთიერთქმედების პოტენციალისათვის ადვილად შევისწავ– 
ლით უწყვეტი სპექტრის ამოცანასაც. 
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§ 15. პოტენციალური ორმო სპინ-ორბიბალური ურთიერთქმედებით 

სპინ-ორბიტალური უორთიეოთქმედება დიდ როლს ასრულებს ატომის ფიზი- 
კაში. როგორც ვიცით, იგი აპირობებს სპექტრის მულტიპლეტურ სტრუვტურას. 

აღსანიშნავია, რომ სპინ-ორბიტალური ურთიერთქმედება ატომის გულშიც საკმა- 

რისად მძლავრ ეფექტებს იწვევს. ეს ურთიერთქმედება საფუძვლად დაედო ატო- 

მგულის ე. წ. გარსული მოდელის დასაბუთებას. ატომგულური ძალების პოტენცი- 

ალი უცნობია, ამიტომ ამ ურთიერთქმედებას ცვლიან ფიქტიური ურთიერთქმედე– 
ბით, რომელიც ხშირად პოტენციალური ორმოს სახით აიღება. ამიტომ მნიშვნე- 

ლოვანია ამოიხსნას პოტენციალური ორმოს ამოცანა სპინ-ორბიტალური ურთი- 

ერთქმედების მხედეელობაში მიღებით (13). 

სპინ-ორბიტალური ურთიერთქმედების პოტენციალი, როცა ნაწილაკი მოძრა- 

ობს IC) ცენტრალურ ველში, შემდეგნაირად განისაზღვრება: 

ყალე= - 00 61, 01§,1) 
210 >» C”- 

სადაც (# დაყვანილი მასაა, §-ნუკლონის სპინი, 1 -ორბიტალური მომენტი, ზო- 

ლო «-სინათლის სიჩქარე. რადგან C ჩ სკალარული ნამრავლი კომუტატურია I, 

2 და §%თან, ამიტომ დ ა-ის საკუთარი მნიშვნელობები განისაზღვრება ფორმულით 

(15,2)                             

რადგან ნუკლონის სპინი ნახევრის ტოლია, ამიტომ §=1/2, ხოლო სრული მე- 

ქანისკური ქე-მომენტი აზიმუტალურ I-კვანტურ რიცხვთან დაკავშირებულია 

1 =IL+1/2| ფორმულით. ასე რომ (§1) გამოსახულება დებულობს ორ მნიშვნე- 

ლობას: 
2 

(§ ს=-%1, როც ქ)=1-1/, 

(15,3) 
C(5 5! ს=-49%), როცა ქ=|I-%I. 

აშკარაა, რომ სპინ-ორბიტალური ურთიერთქმედება სისტემის სიმძიმის ცენტრის 

მოძრაობაზე არ მოქმედებს, ამიტომ შრედინგერის განტოლებაში (§ 1) წევრი შევა 
როგორც გარკვეული მუდმივი. 

სპინ-ორბიტალური ურთიერთქმედების გათვალისწინებით შრედინგერის რა-. 

დიალური ფუნქციების განტოლებას ექნება შემდეგი სახე: 

რს _ 2 ი, ძ7თ ბიჯი) X-–-წ”წიც– + –- 7. 1) = 0, 15,4 
დბ 14. »" | ი » “რ” 2ყა? ჯი ა 

სადაც 
L V? ( ს, როცა 1=1+1/,, - (15,5 

” 2) L-0+1), როცა 1=|1–1/:I. ) 
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ახლა, ვთქვათ, 1760) წარმოადგენს შემდეგ პოტენციალურ ორმოს: 

X7C)=V-%. როც #<49% 

X60ე=8%, როცა “>70 

რადგან ორმოსათვის პოტენციალური ენერგია მუდმივია, როგორც #<#ე, ისე 

(15,6) 

«>7ე-სათვის, ამიტომ ამ არეში თ =0. #=ჯე წერტილში კი პოტენციალურ ენერ- 
(თ 

გიას აქვს სასსრული Xე ნახტომი, ამიტომ წარმოებული ამ წერტილში უსასრუ- 

ლობის ტოლია. ასე რომ ორმოს შემთხვევაში სპინ-ორბიტალური ურთიერთქმე- 

დება დაიყვანება დირაკის დელტა ფუნქციაზე 

8 C-–-») 
#8 40) _ „ში, (5,7) 

+ “თ” ” 

ამგვარად, სპინ-აორბიტალურ პოტენციალს ორმოსათვის მნიშვნელობა აქვს 

მხოლოდ ჯ-==ჯე წერტილზე, ამიტომ, ნაცვლად ორი არისა, რომელიც გვქონდა 

(15,6) ორმოს განხილვისას, გვექნება მოძრაობის მესამე არეც, რომელიც ვრცელ– 

დება ჯე წერტილის უშუალო მახლობლობაში ჯა--უ <7<70+”, სადაც თუ უხსას- 

რულოდ მცირე სიდიდეა. ამ სამი არისათვის გვექნება შრედინგერის სამი გან- 

ტოლება: 
I-+1 

28 LI 8+VM.-– 211 “+ 1V0= =0 ·<წე–-”/ (15,8) 
სა“ 

- 2 9-% 

ღვღვეა X,0ე)=0, თა –ო<”<7+» 05,9 
თე“ 

ი "XI. , 26' ს?I1-L1 0 +XI გ შM1 9 | წXC=0. «>. 05,110) 
ს 2ცე? 

ამ განტოლებებს აზრი აქვთ ზღვარში, ის უ-+0, §-ბმის ენერგიაა, ხოლო 

ხ1=217/ა0” . ჯ მიუთითებს შიგა არის ფუნქციას, ხოლო დ-გარე არისას. ამ გან–- 

ტოლებების ამოხსნები უწყვეტი უნდა იყოს მთელ სივრცეში, კერძოდ >=%ე წერ- 

ტილზეც. 
როგორც ვხედავთ, (15,8)1 და (15,10) განტოლებებს ისეთივე ამონახსნები 

ექნებათ, რაც გვქონდა ორმოსათეის; სახელდობრ: 

XI) = 4,1,(8;:, #<7Xე (15,11) 

#6) = 4,000 თ), „> (15,12) 
41 7“0, 

ვიპოვოთ (15,9) განტოლების ამონახსნი. მოვახდინოთ ამ განტოლების ინტეგრა- 

ცია #ა წერტილის უშუალო მახლობლობაში, გვექნება: 

51) -(%) – _ ხი ხი, . 
(+). 92) რ CI“ი), (15,13) 

რადგან XI(-ი)=X7 თაღით, ამიტომ ს ანასკნელი ტოლობა ასე გადავწეროთ: 
2 

58 (+ )– 1. ფლ (9) =99%, (15,14) 
VI CC ი %VIC) ჩე % 
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თუ გამოვიყენებთ (15,11) და (15,12) ამონახსნებს, (15,14) პირობა მოგვცემს სა- 

კუთარი მნიშვნელობების შემდეგ განტოლებას: 

, = 210) __ 0 თ, 5,1 
2 I (228) #, (თ»ა) 7 (15,15) 

“როცა სპინ-ორბიტალური ურთიერთქმედება არა გვაქვს, მაშინ ი,=0 და (15,15) 

განტოლება დაემთხვევა (12,14) განტოლებას. ასევე არ შეიცვლება ენერგია 1=0 
-მდგომარეობაში, რადგან ამ შემთხვევაშიც, როგორც მოსალოდნელი იყო, თ,=>0. 
სხვა დანარჩენ შემთხვეეებში თ,-ს ექნება ორი მნიშვნელობა, იმის მიხედვით, 

ე2=1+1/2, თუ ე = |1––-1/2 |. მაშასადამე, კ-ს ამ ორი შესაძლო მნიშვნელობის 

მიხედვით (15,15) განტოლება ორად გაიყოფა. ამიტომ ენერგიის მნიშვნელობა 

ე=L+1/2 შემთხვევაში განსხვავებული იქნება ქ=|1–-1/2|-ის შესაბამისი ენერგიი- 

საგან. მაშასადამე, სრული მექანიკური მომენტის ორი მნიშვნელობის მიხედვით 

“ორმოში თითოეული ენერგეტული დონე ორად იქნება გახლეჩილი. ტალღური 
ფუნქციები კი ისეთივენი იქნებიან, რაც ორმოს შემთხვევაში სპინ ორბიტალური 

«ურთიერთქმედების გ რეშე, ე. ი. (15,11) და (15,12) ფუნქციები. 

საკუთარი მნიშენელობების (15,15) განტოლების ამოხსნა შეიძლება მიახლო– 

უბითი მეთოდებით. ეს განტოლება ამოვწეროთ კერძო შემთხვევაში როცა 1=1; 

«X#,39) ღა (#,83) ფორმულების გამოყენებით გვექნება: 

_ ფი: __ რი _ M , 3 0546 
1 –– ჩ”ი 0ხC მ7”ე 1+თი 20:02 2 

_ 8%ი. _ _ ლი” , 7 ; 1 (15,17) 
1 –– 8/ე Cხ§ ჩX-ი 1--თე (+? 2 

ამ განტოლებების ამოხსნა შეიძლება, მაგალითად, გრაფიკული მეთოდით. 

§ 16. ჰულტენის პოტენციალი 

განვიხილოთ კიდევ ერთი პოტენციალი. რომლისთვისაც 1=-0 მდგომარეობაში 

“მრედინგერის განტოლება ზუსტად იხსნება. ეს არის ე. წ. ჰულტენის პოტენციალი 

#76)=–M) –“ “. (16,1) 
1-6 70 

“ნუკლონ-ნუკლონის ურთიერთქმედებას ხშირად ამ პოტენციალის სახით იხილავენ. 

Xა მუდმივი პოტენციალური ენერგიის სიღრმის როლს ასრულებს, ჯა-კი-–– ურთი- 

ერთქმედების რადიუსისას. (16,1) პოტენციალი დიდ მანძილებზე (>2>ჯე) ექსპონენცი- 

ალური პოტენციალის სახით იცვლება, მცირე 'მანძილებზე კი 1. ტიპის ურთიერთ- 
#” 

ქმედებას აღწერს. იმ დროს, როცა იუკავას პოტენციალისათვის შ“ედინგერის გან– 
ტოლება ზუსტად არ იხსნება 1-ის არც ერთი მნიშვნელობისათვის, (16,1) პოტენ- 

7!



ციალის ”შემთხვევაში 1=0-სათვის შრედინგერის განტოლება ზუსტად იბსნება. 

(14,15). 
ჯერ განვიხილოთ ბმული მდგომარეობა, შრედინგერის რადიალური ფუნ- 

ქციების განტოლებას 1=0-სათვის ექნება შემდეგი სახე: 

6” /#”., 
“» 2. 9 –_“- L –თ'-Lხ _ 6 
თე? | 1-- 46 “ბ 

|და=ი, (16,1) 

სადაც 
ა 2ს8 სმ = 2MV75 . 

% ჯ? 

(16,1) განტოლების ამონახსნი უსასრულობაში სწრაფად უნდა მიისწრაფოდეს 
ნულისაკენ, ამიტომ, ბუნებრივია, ეს ამოხსნა წარმოვიდგინოთ შემდეგი სახით: 

X#0)=/C0# “ (16,3) 

ამ გამოსახულების (16,1) განტოლებაში შეტანით მივიღებთ განტოლებას, რომელ- 

საც #C) უნდა აკმაყოფილებდეს. სახელდობრ, გვექნება: 

(16,2) 

ძ/ ძი რ 0 ი 6. 2თ მთ- 0. 16,4 2: 7 I _ იი) (ფ0= ( ) 

ამ უკანასკნელში ახალი 

27= „უეირ (16,5) 

ცვლადის შემოღებით მივიღებთ შემდეგ დიფერენციალურ განტოლებას: 

20 --დ.% 4702) რთ 01 2,–0 +2“) 2) (2) 99) 25) , ც,ა"/ფ =ი, (6,6) 

რომელიც  რმოალკენს ჰიპერგეომეტრიული ფარების განტოლებას; მის ამო– 
ხსნას ექნება ასეთი სახე 

#/თ0=XC(4, 8, 0,6 ””ბ), (16,7) 
სადაც 

C=1-+2CთX-, 

4+8=2%., (16,8) 
48=-–- (#ე)?. 

ამ ტოლობებიდან მივიღებთ, რომ 

4= რ 1-/ 1+4% 1, 
ფთ: 

ხ? 

8-%+1/ :++ |, C=1-- 4+#ჩ- 

როცა #-+თ, მაშინ -->0 და XC 4, 8, C, თ=1; ასე რომ სასაზღვრო პირობა 

უსასრულობაში დაცული იქნება; მოვითხოვოთ, რომ დაცული იყოს სასაზღვრო 
პირობა სათავეში, კერძოდ, როცა »=0, მაშინ საჭიროა X(0)=0. ეს უკანასკნელი 
მოითხოვს 

(16,9) 

XL4, 8, 0, 1)=0, (L6,10X» 
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ჩვენ კი ვიცით, რომ (იხ. ფორმულა (/), 60)| 

LI(CთIC- 4– -4-–-7). 

LICC–-4) 10 – 7) 7). 

(16,9) ფორმულების თანახმად L (0C-–-4-- 8)=L(1)1=1, ხოლო რადგან (7-- 4= 
1+7# ღა C-#8=1 + 4, ამიტომ გვექნება 

ჯC4, 8, C, 1)1= ((6,11X» 

  

X4 7, თფ )- -  10+4+1) _ _ (+1IX4+მ)_ ცე 
ICI 4- 18) I#X1 + „) 481IC4) IX2) 

თუ გავიხსენებთ ეილერის ჯ#(C, 8) ინტეგრალის შემდეგ ფორმულას: 

8(თ, 8) = II :6+91+» 2C++9%), ((6,13). 
ინ (თ+7) (8+») 

მაშინ მარტივად მივიღებთ, რომ 

ო- 
C(-+-M(0 +.) ი 

„"C(4, #8, ;1)=II----– -––– ==. =0. 16,14). 
#(4 89 C I) 48% IC4+13+1) ( ) 

(16, ფორმულების გამოყენებით ამ გამოსახულებას შეიძლება მივცეთ ჰემდეგი 
ფორმა: 

II. _ თი _ იი |=9 , (16,15» 
–წ I(M-L-2თ»ა) 

საიდანაც · 
1-0 -0 „=1.2,... (L6,16), 

რაც მ 2101 -I- 2თ»ჯი) 
ოგვცემს: 

– (ბ/ე)"––თ“ -1(0M- +) . (L6,17)- 

2#ე 2ს» % 

ამასთან, ცხადია, შესრულებული უნდა იყოს პირობა (ბჯა))?" >»#", ე. ი. ჯ რიცხვი. 

შემოსაზღვრულია ზემოდან 

V/2 „<ხი + 4ჩ9 =ჯ (16,18): 

მაშასადამე, (16,2)-ის გათვალისწინებით (16,17)-დან ენერგიისათვის მივიღებთ: 

21, ე) ემ 19 
ყ,= #თVI -M I . I, 2, ...>V. (16,19)" 

2ყ, 27-ე 

როცა «ი-+C, მაშინ, ცხადია, ს%ა სასრული სიდიდეა და 
9 

თ. =4-% (16,20). 
2» 

ყოველთვის დადებითია, ხოლო ენერგიისათვის, ისევე როგორც კულონურ ველში, 
ბმული. მდგომარეობების უსასრულოდ ბევრი რაოდენობა გვექნება. 

ახლა ვიპოვოთ ტალღური ფუნქციის ცხადი სახე ძირითად მდგომარეობაში,. 
როცა რ=1. 

7ჯა-



თანახმად (16,3) ფორმულისა, (16,7) გამოსახულების გამოყენებით მივიღებთ 

_ თ 48 – 4(4+1)8(8+1) –+/”ი +... +L. 16 21 

იი ს + + მრ: ... იმს 
გავითვალისწინოთ (16,16) პირობა, რომელიც (16,8) გამოსახულებების მხედვე- 

· ლობაში მიღებით ასე გადაიწერება: 

48=-–)(ი+ 4-+)8). (16,22) 
ამ პირობის გამოყენებით 

(4+)1)(8+1)=-–-9%(+4+18)+0. (16,23) 

ორი უკანასკნელი ფორმულის გამოყენებით, რადგან 4+1+1=C0, #= 1-სათვის 

(16,21) გამოსახულება მოგვცემს: 

X(I)= 4) 6“ 9/(1--, “მ ). (16,24) 

შეგვიძლია მოვახდინოთ ამ ფუნქციის ნორმირება. თანახმად (7,14) ნორმირების 
პირობისა, გვექნება 

= V 2თ(1 + თ») (1 + 2თ»ე)- (16,25) 

გაშასადამე, ჰულტენის კაკვი, ძირითადი მდგომარეობისათვის ექნება შემდეგი 

ახე: ლლ 

10) = #ე – ეაეაეაეა“–უ (16,26) · 

სადაც ნორმირების „I მუდმივი განისაზღვრება (16,25) ფორმულით, ხოლო 

8=თ-+-“. (16,27) 
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ა, ფუნქციის მისაღებად საჭიროა (16,26) ფუნქცია გავამრავლოთ (4ჯ)““ '/3 

·მამრავლზე; ასე რომ 

თ კ-. გ-M 
სით =1/ (14+თ-) (I +–-2თ-ა) ––––––––, (16,28) 

2Xჯ ·” 

“სათავეში ეს ფუნქცია მუდმივი რიცხვის ტოლი იქნება ს,:ი(0)= / 46+ჩ, 
> 

ახლა განვიხილოთ უწყვეტი სპექტრის შემთხვევა. ტალღური ფუნქცია წარმო- 
ვადგინოთ შემდეგი სახით: 

XVC)=6 '"' ყ(,). (16,29) 

მაშინ 0) ფუნქცია დააკმაყოფილებს (16,6) განტოლებას, სადაც თ უნდა შეიც- 
ვალოს -+-#: სიდიდით. ამ განტოლების ამონახსნი იქნება: 

90ა=XX4, 7, C; 6 '”), (6,3თ 

'სადაც X--ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციაა შემდეგი პარამეტრებით: 

. ხ? 
4=1% | = #C – XI, (16,31) 

ფ-0თ |!“ + V "I, (16,32) 

0=1-+2/M%- 06,33) 

 



“შევნიშნოთ, რომ დიდ მანძილებზე, როცა #->+ თ გვექნება: ე02=1; მაშასადამე, 

XV 606)=6-IM, (16,34) 
/-თ 

ამ ამონახსნებს შემდგომში გამოვიყენებთ იოსტის ფუნქციების განხილვის დროს. 

სრულიად ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ, როცა ტალღური ფუნქცია წარ- 
მოიდგინება 

X60625 =C'” ელ) (16,35) 

სახით, მაშინ ე(.) ფუნქცია გამოხატული იქნება კვლავ (16,30) ფორმულით, 

“როღონდ ამ შემთხვევაში პარამეტრებს ექნებათ სახე: 

2 

4=-- შთ წ = V! => I, (16,36) 
' XM”. 

ხ? 

== + V –_ # , (16,37) 

C=1---22/0'ე. (16,38) 

«დიდ მანძილებზე, როცა #+- თ კვლავ გვექნება ე0ე=1, მაშასადამე. XC)-ს 

უექნება თ#M- ასიმპტოტური გამოხატულება. 

  

  

§ 172. პოტენციალური ორმოს ტალღური ფუნქციები 

იმპულსურ წარმოდგენაში 

ვიპოვოთ პოტენციალური ორმოს ტალღური ფუნქციები იმპულსურ წარ- 

-მოდგენაში. როგორც ვიცით, იმპულსური წარმოდგენის ფუნქციებს აქვთ შემ- 

·დეგი სახე: 

M#ო00=5)09 X,თძ0ი. (17,1) 

§),00=C-ი! // 2 თ 2,(62) 7” ძ». (17,2) 

0 

ეს ფორმულები გამოვიყენოთ და უპირველესად ვიპოვოთ უსასრულო კედლების 
მქონე პოტენციალური ორმოს იმპულსური წარმოდგენის ფუნქციები. ასეთი ორმოს 

კოორდინატული ტალღური ფუნქცია განისაზღვრება (11,14) ფორმულით, ამი- 

ტომ (17,2) გამოსახულება მოგვცემს: 

'სადაც 

#7. ”ი 

§0,(0=C–1 –C | 1,1 (ი, “. ქ, (IV) 2” ძი-. (17,3) 
ჯ ი 270 

“ინტეგრალი გავრცელებულია მხოლოდ (0, #ე) არეზე, რადგან # >7#ეა-სათვის ტალ- 

ღური ფუნქცია ნულის ტოლია. 0; ნორმირების კოეფიციენტია. (17,3)-ში შემა- 
':ვალი ინტეგრალი მარტივად აიღება (#, 99) ფორმულის გამოყენებით; შედეგად 

„მივიღებთ: 

· 2. #2;(9!ი, 7) 11,-1(MI)––ძIი, 21, -1(9ი. წი) 2, (7. 
თ0ა=C-ი!I/ 2 თა ურია მაია თინი იარა, 17,4 

ძი, ' ) 
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სადაც რძ», =VIი, IM. საკუთარი მნიშვნელობების (11,7) განტოლების ძალით: 

49-70 =1/(,)=0, ამიტომ 
2. (8, 1) –1(MIV , ) ქ,(MI-ი) 

9,/ყ0)=–(–ი! |/ 2 ” თა2900%% 20, (17.5) 
მ“ I ი 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

2. - 
4+,=(--ჯ! / > CII% ძIი, 1|-I(Mი,), (7,6). 

მაშინ იმპულსური წარმოდგენის ტალღური ფუნქცია ასე წარმოგვიდგება: 

== LI/2) ) . 9,0) =- 7, 1%-მ),, · (17,7) 

ამ გამოსახულების აბსსოლუტური მნიშვნელობის კვადრატი განსახღვრავს იმპულ– 

სის სიდიდის განაწილების ალბათობის სიმკვრივეს უსასრულო კედლებიან პოტენ–- 

ციალურ ორმოში 
ა ქ2I(MIი) 

” (0 =|7 “აწი (17,8წ# 

' ' 0--ი,,) 

განვიხილოთ კერძო შემთხვევები: 1) როცა #Iა-<C 1, მაშინ 

' ჭითა5ლ მსა სა<1 07,9 
(21+1)! 

გარდა ამისა, რადგან ბესელის ფუნქციის ყველა ფესვი #,გ, >1, ამიტომ #" << ძ, 
და (17,8) გამოსახულების მნიშვნელში შეგვიძლია #2 უგულებელეყოთ. მაშინ მი– 
ვიღებთ, რომ ალბათობის სიმკვრივე პროპორციული იქნება X27I-ისა, ე. ი. 

(I) – II. (17,1თ 

2) როცა M”ე > 1 და, ამავე დროს, >, , მივიღებთ 

· L 
810? ( ი– 3 

თუ რ-ი #02 იჩ ძMა< ი, >1) (17,11» 

ვ) განვი! თ არსებითი ”შემთხვევ,კ როცა #.ი მნიშვნელობა ემთხვევ» 

#ძთა ფუნქციის ფესვებს. როცა L=ძ,,,, მაშინ (17,8) გამოსახულების მრიცხ- 
ველიც და მნიშვნელიც ნულის ტოლია. გავხსნათ განუზღვრელობა ლოპიტალის: 
წესით. რადგან 

· . 1. 
ძ1, (L#ე) =%ი ქ,-) (M#790) –– 1+1. 21(2-) (17,12) 

ძ 1 

და ქ, (მIი,70=9, ამიტომ 

„წ 8. =/აჰ/- (ში, ი). (L7,12). 

ძX ·., 
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ამგვარად, „რეზონანსი“ წერტილში“, ე. ი. როცა /: = ძ,,, ალბათობისათვის 

მივიღებთ: 

ი. //- C ”) ი ,V)=|ჯ) 172 9 9ბი) (17,14) 
40, 

ამ შემთხვევაში ალბათობის განაწილებას აქვს „რეზონანსული“ მაქსიმუმი. ეს იმას 
L8 82 

ნიშნავს, რომ უსასრულო კედლებიან ორმოში მოძრავი ნაწილაკის XX = 2+ 

1)? 1» 

„კინეტიკური ენერგიის გაზომვისას ყველაზე საალბათო იქნება #,,, = 2. C მნი-   

შვნელობა, რომელიც ემთხვევა ორმოს ენერგიის საკუთარ მნიშვნელობებს. 

ახლა ვიპოვოთ სასრული სიმაღლის კედლების მქონე პოტენციალური ორმოს 

ტალღური ფუნქცია იმპულსურ წარმოდგენაში. (12,10) ფორმულების გამოყენე- 

ბით (17.2) მოგვცემს: 

0,ძე=(–-ჯ! / – წ) IM >) 1,0) +” 01-+ უირი და მელია? . (17,15) 
LI(C9'ე) ” 

(| 

თუ ვისარგებლებთ (X,, 99) და (XV, 100) ფორმულებით, გვექნება: 

თია=C-ი!1| /2. " X7§ 1/(8%-%) 1/– თა - ი#Cთა #-(ზ-) __ 
ცა 

2; (2) Cთ2" აია II ე(თ?ე) –– 7: ქ, 1 თა #:I(Cთ'ე) | 

#:,(CM'ე) თ?-L /;? 

გამოვიყენოთ საკუთარი მნიშვნელობების (12,14) განტოლება XI(თ!'ა)) ღა LI-(CთIი) 
ფუნქციების გამოსარიცხავად; მივიღებთ: 

(17,16) 

1 
, §)%,0) == 2I; >» დ“ ლ თეი | ი ჩII+), (17,17) 

9 მოთ, § 70 =M1,(80 ქ -ა(0Vი)–– 84 -L(87ი) //(MV), (17,18) 
ხოლო 5 

IM) =(–-)! _. (17,19) 
2 

რაა, რომ აშკარაა, რო XC, 8 |-ი)=––1%(8, XI „-) (17,20) 
- რეზონანსის #ჯ=წ წერტილში გვაქვს 

1M%(8, 8 | 7ი)=0. (17,21) 
ტალღური ფუნქციის საპოვნელად #=8 წერტილში კვლავ გამოვიყენოთ ლოპი- 
ტალის წესი: 

: 11, /ძIL IM 0,0) =– -4+ ) 17,22 უთ ხთ 20 (90 _ 07,22) 
აშკარაა, რომ 

91) =1(8-) #- (8-)+ჩ/,8-ა | 2-აბია | – 
ჩ ' ძM 

81, -:(ზ-ა) „ო , (17,23) 
-Iჩ 
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(#, 33) რეკურენტული ფორმულის გამოყენებით მივიღებთ: 

I <2 =21/,(8#ი) ჯ-L(87ი)-L 87% L1(87/ი) 3ჯ– 4C37-)-–– 17– 1(87%))- (17,24» 
ჩ 

ასე რომ: 

ა8 90ა=- 7 (21!(8?) 1ჯ– 1 (87%) + ჩ87-ი L1|(8?-ი) ქI -9(87)–– 27–,(8ჯი)1). (17,25X 

ალბათობის სიმკვრივე კი რეზონანსის წერტილში განისაზღვრება ამ გამოსახულე– 
ბის აბსსბოლუტური მნიშვნელობის კვადრატით. ! 

სასრულკედლებიანი პოტენციალური ორმოს ჩვენ მიერ გამოჟვანილი (17,17>» 

იმპულსური წარმოდგენის ტალღური ფუნქციები ხშირად გამოიყენება სხვადასხვ> 
პრაქტიკული ამოცანების გადაწყვეტის დროს. 

§ 18. სიმრცითი იზოტროპული ოსცილატორი 

ოსცილატორის ამოცანას ცენტრალური ადგილი უკავია ყველა სხვა ამოცა–- 

ნათა შორის. განსაკუთრებული მნიშვნელობა აქვს სივრცით იზოტროპულ ოსცი- 

ლატორს, რომელიც დიდ გამოყენებას პოულობს ატომგულის გარსულ მოდელსა 

და სხვა ამოცანებში. 

იზოტროპული ოსცილატორის პოტენციალური ენერგია შემდეგი ფორმუ- 

ლით განისაზღვრება 
2 

#V) = L” V (8,1) 

სადაც ს ოსცილატორის მასაა, ხოლო თ -- სიხშირე. პოტენციალურ ენერგიას 
ცენტრალური სიმეტრია ახასიათებს, ამიტომ ტალღურ ფუნქციას ექნება სახე 

ს(ო=/V0) X,ოთ. (18,2» 
რადიალური ფთქცოთ განისახღვრება შრედინგერის განტოლებიდან 

I 2 ვ? ი 1 

გას) 2-9 19) გთ-თ 082 
ჯ » 2ც;? 

სადაც # არის ოსცილატორის სრული ნერგის 

გასაგებია, რომ, გარდა ენერგიისა, ოსცილატორის გასაზომ სიდიდეთა სრულ 

კრებულში შევა მომენტის კვადრატი I”, ძისი პროექცია L და ლუწობა 7ყე. ამ 

სიდიდეთა შესაბამისი ოპერატორებისათვის ჯო ფუნქცია იქნება საერთო საკუ–- 

თარი ფუნქცია, ხოლო საკუთარი მნიშვნელობები განისახღვრება ფორმულებით: 

(ბპ=1%?II+1), 1=7%?მ, 70=(–-1)/, (18,4) 

სადაც 1=0, 1, 2,... –1< I < + 1. ამასთან აშკარაა, რომ ჯე დამოუკიდებელი 

ინტეგრალი არ არის. 

ამგვარად, იხოტროპული ოსცილატორის ამოცანის ამოხსნა დაიყვანა შრე- 

დინგერის რადიალური ფუნქციების განტოლების ამოხსნაზე. საჭიროა ამ განტო- 

ლების ისეთი ამონახსნების მოძებნა, რომლებიც სტანდარტულ პირობებს აკმაყო– 

ფილებენ. რადგან ოსცილატორი სასრულ არეში ირხევა, ამიტომ უნდა მოვითხო– 

ვოთ, რომ 

ყყ:ლე 08,5) 
”



შრედინგერის განტოლებაში შემოვიღოთ ახალი (ქვლადი 

ხი X=თ5, თ= L“–, (8,6 » ) 

შედეგად მივიღებთ განტოლებას 

„ით, ათ, ი ს 
ძX? 2 ძჯ 2სთ 47 

ჯერ ვიპოვოთ ამ განტოლების ამონახსნები დიდი და მცირე #-ებისათვის, 

როცა X->Cთ ჩვენ შეგვიძლია უგულებელვყოთ ყველა წევრი, რომელიც X-ს 
არ შეიცავს, გვექნება: 

–-|)#თ-ა. (18,7) 

2 

470) – 1 ოც)=0, (16,8). 
ძა” 4 

ამ განტოლების ამონახსნი, რომელიც (18,5) სასაზღვრო პირობას აკმაყოფილებს, 

იქნება გამოსახულება 

9(0=0იო566 2. 08,9) 
მცირე ჯ-ებისათვის კი მივიღებთ ასიმპტოტურ განტოლებას: 

ძი”? 3 ძი !უ0+!1) 
–-#=0, 18,10 

თუ? 2X იX ტუ? ( , 

ამ განტოლების ამონახსნი ვეძებოთ შემდეგი სახით: 

1?(ე:) = 60%ი8ხ +”. (18,11) 

ამ გამოსახულების (18,10) განტოლებაში შეტანით მივიღებთ მახასიათებელ გან– 
ტოლებას 

%(1 –– 1)1+ - „- 9) ი, (18,12) 

რომლის ორი ფესვიდან ,=-0+ და თ=-> ! უნდა ავირჩიოთ მეორე, რად- 

გან პირველი ფესვის შესაბამისი ფუნქცია .=0 წერტილში სასაზღვრო პირობას 

არ დააკმაყოფილებს. ამგვარად, მცირე ჟ- ებისათვის ამონახსნს ექნება “ძემდეგი 

გამოხატულება: 
#/C)=00ია5ს 241. (18,13) 

ნებისმიერი მანძილებისათვის კი (18,7) განტოლების ამონახსნი შეიძლება ვეძებოთ 
შემდეგი სახით: . 

1(2) = +//! /(:6 7. (18,14) 
სასაზღვრო პირობების დაკმაყოფილების მიხნით /(„) ფუნქცია სათავეში სასრუ- 

ლი უნდა იყოს, უსასრულობაში კი არ უნდა მიისწრაფოდეს უსასრულობისაკენ 

უფრო ჩქარა, ვიდრე ჯ-ის სასრელი ხარისხი, ე. ი. იკი უნდა წარმოადგენდეს 

პოლინომს. 

თუ (18,14) ფუნქციას შევიტანთ (18.7) განტოლებაში, მივიღებთ დიფერენ– 
ციალურ განტოლებას /(+>) „მუმქციოათვის ეს განტოლება ასეთი იქნება: 

==. 1. ი I/(”) L ! ვ). (7 (/) _ “ს ვ =ტ6. (18,15 +(1+-- – I - თ 0. (19,15) 
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ეს უკანასკნელი კი წარმოადგენს გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული მწკრი– 
„ვის დიფერენციალურ განტოლებას და მისი ამოხსნა განისაზღვრება ფორმულით: 

გ-”( ჩვე 110 3 ევ 
/6) = # ( -+4-+5) 14205): (18,16) 

ეს მწკრივი პოლინომად გადაიქცევა, როცა დაცული იქნება პირობა 

სადაც « არის მთელი დადებითი რიცხვი §=0, 1, 2,..., აქედახ 

#= სი | 1+2: +--): 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

1=1–-2§5, 

სადაც #=0, 1, 2,...მაშინ ენერგიისათვის მივიღებთ: 

/ 3 
#ჩი=10 ( ი + -)' 

ქ18,17) 

(8,18) 

(18,19) 

(18,20) 

ამგვარად, იზოტროპული ოსცილატორის ენერგია იკვანტება, ამასთან ენერგეტუ- 
ლი დონეები ერთმანეთზე ტოლი ინტერვალებით არიან დაშორებულნი: 

მაშასადამე, იზოტროპული ოსცილატორის რადიალურ ტალღურ ფუნქციას 

ეჟნება სახე; 
-%. 

1I,,(91= C,,ვწ/? რ ? X#L–3§, 1+7?/, ჯ). (18,21) 

საჭიროა «,, მუდმივების განსახღვრა, გამოვიყენოთ ნორმირების პირობა: 

თ 

_" 
5 

«რომელიც (18,6) აღნიშვნის გამოყენებით მოგვცემს: 

-) /1X# 
0I-;(> 9,,=1, 

(115) 

სადაც 

ძ,.,= ! ლთოტრ –“ + = ' 3 ძე. 

ასეთი ტიპის ინტეგრალი ამოხსნილი გვაქვს დამატებაში (იხ. 

ჩვენს შემთხვევაში ჯ=1, XV = 1+3/2, ვ=», + = 1+3/2; ასე რომ 

_ X (1-1-3/2) ვ! - 

0+3/2)(/+5/2)...V-+§+1/2)” ” 

(18,22) 

(18,23) 

(18,24) 

ფოომულა (/2,94)) 

1, 2,... (19,25)



რაც შეეხება §=0 შემთხვევას, ამ დროს /7”(0, ი, 00=1 და (18,24) გვაძლევს 

«ი|= L (1+3/2). 

ამგვარად, თუ დავუბრუნდებით ჯ#-ცვლადს, ნორმირებული რადიალური ფულ- 
ქციისაოვის გვექნება: 

(253. , 5. '/ 7.00 =I-5V | +52015/2..:01+102)! 
1 CL--3/2) §! 

„ე “- #C-კ, 1--3/2, თ5 (18,26) 

სრული ტალღური ფუნქციის მისაღებად ეს ფუნქცია უნდა გამრავლდეს სფერულ 
ფუნქციაზე. 

იზოტროპული ოსცილატორის ენერგია აღმოჩნდა ფუნქცია მხოლოდ ერთი 

„-კვაატური რიცხვისა, ტალღური ფუნქცია კი ჯ-ის გარდა დამოკიდებულია 1 და 
” კვანტურ რიცხვებზეც; ეს კი ნიშნავს, რომ ადგილი აქვს გადაგვარებას. ადვი- 
ლად დავადგენთ, რომ გადაგვარების ჯერადობა განისაზღვრება ფორმულით: 

(#-L1) (261+2) . 
2 , #= (18,27) 

ამასთან, როგორც ყოველთვის, ძირითადი დონე გადაუგვარებელია,. 

ძირითად მდგომარეობაში #„=0, ე. ი. 1=§=0, რადგან I”ეე(-):=(4:) !/”, 
ამიტომ სრულ ტალღურ ფუნქციას ექნება სახე: 

  
რინ) =(-> ) 6 9 · (18,28) 

ახლა ვიპოვოთ რადიალური ფუნქციის ყოფაქცევა დიდი ;'-ებისათვის. რად- 

გან გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქცია #L(-–-,1-L2/2, თმ) არის § 

რიგის პოლინომი, ამიტომ (18,26)-დან მივიღებთ 

თ/. 
ჩაელ29M6 3. “>Cთ . (18,29) 

ოაც იმას გვიჩვენებს, რომ ერთი და იმავე ენერგეტული დონის შესაბამისი ყველა 

რადიალური ფუნქციის ასიმპტოტური სახე დიდი #--ებისათვის ერთი და იგივეა. 

§ 19. წყალგადისებური ააომის ამოცანა სფერულ 

პკოორდინაგბებში 

წყალბადისებური ატომის ამოცანა კვანტური მექანიკის ერთ-ერთი ცენტრა- 
ლური ამოცანაა. წყალბადისებურ ატომში 26 დადებითი მუხტის ატომბირთვის 
კულონურ ველში მოძრაობს ერთი ელექტრონი. თუ ჩავთვლით, რომ ატომგული 
წერტილოვანია, მაშინ „ურთიერთქმედების პოტენციალურ ენერგიას ექნება სახე: 

#6)=--29, (19,1) 
» 
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პოტენციალურ ენერგიას ახასიათებს” ცენტრალური სიმეტრია, ამიტომ ტალღურ 

ფუნქციას, რომელიც, გარდა ენერგიის ოპერატორისა, საერთო საკუთარი ფუნ- 

ქცია უნდა იყოს მომენტის კვადრატისა, მისი #-მდგენელისა და ლუწობისა, ექნე-- 

ბა შემდეგი ფორმა: 

ა =#,60ბ? 7,ო(მდ), (19,2) 

სადაც #,0) წარმოადგენს ელექტრონისა და ატომბირთვის ფარდობითი მოძრაო- 

ბის რადიალურ ტალღურ ფუნქციას და განისაზღვრება განტოლებით: 
1 „9, ++ ი- 2ნ 

ბ?“ 

ე: +% –,6)=0, (19.3). – ეძ, მ” III 

აქ ს-წარმოადგენს სისტემის დაყვანილ მასას; თუ ჯ-ით აღვნიშნავთ ელექტრონის. 

მასას, M-ით კი––ატომგულისას, მაშინ 

_ .M 

+ 

როცა პოტენციალს (19,1) სახე აქვს, მაშინ შესაძლებელია როგორც ფინიტური,. 
ისე ინფინიტური მოძრაობა, ინფინიტური მოძრაობის განხილვას ჩვენ გაფანტვის ამო- 

ცანების შესწავლის დროს დავუბრუნდებით, ახლა კი შემოვისაზღვროთ ბმული მდგო- 
მარეობის შესწავლით. მაშასადამე, დავუშვათ, რომ სრული ენერგია უარყოფითია 

<0 და შემოვიღოთ აღნიშვნები: 

(19,4)- 

ფა 4. 8 = 242“. 09,5)- 
»? ”“ 

ამ აღნიშვნებში შრედინგერის განტოლება ასე გადაიწერება: 

1 
219 (2%)+ _,. 5 M1+I) | ა=0. (19,6) 
#7 ძ» ძ» » (I 

საჭიროა ვიპოვოთ ამ განტოლების ისეთი ამონახსნი, რომელიც სათავეში სასრუ– 

ლი იქნება, უსასრულობაში კი სწრაფად მოისპობა. ასეთი ამონახსნი უნდა განი- 

საზღვრებოდეს (7,38) ფორმულით 

#, 0) =1!/, ე)“ “, (19,7) 

სადაც /#,0) ფუნქცია პოლინომს უნდა წარმოადგენდეს. (19.6) განტოლებაში 

(19,7) ფუნქციის შეტანით /,(0) ფუნქციისათვ..ს მივიღებთ შემდეგ დიფერენცია- 
ლურ განტოლებას: 

ე (ქ 
, «I +0) +2-- 2თ) ლ +(3--2თI--2თ) /,=9, (19,8) 

(8 შ 

რომელსაც ადვილად დავიყვანთ ჰიპერგეომეტრიული მწკრივების განტოლებაზე. 
მართლაც, უგანზომილებო 

X=2თ/ (19,9) 
ცვლადის შემოღებით, გვექნება: 

2 » " წ 

გამის ფეი ალეკ 8. , 1 =0. 09)თ. 
ძა თ. 2»



ამ განტოლების ამონახსნს წარმოადგენს შემდეგი ჰიპერგეომეტრიული ფუნქცია: 

#I(X)=X (C– 28/29 + I+1,21+ 2.2). (19,11) 

ეს მწკრივი, თანახმად (72,77) ფორმულისა, როცა #->Cთ 06XV(2თ)) სახით მიისწრა- 

ფვის უსასრულობისაკენ. მაშასადამე, +->C დროს (19,7) ფუნქციაც უსასრულო- 

ბა გახდება და სასახლვრო პირობას ვერ დავაკმაყოფილებთ, მაშასადამე, საჭიროა 

(19,11) ჰიპერგეომეტრიული მწკრივის ჩამოჭრა და მისი პოლინომად გადაქცევა- 

ეს კი ჰიპერგეომეტრიული მწკრივების თვისებებით მაშინ შეიძლება, როცა 

_ამ8ე)+1=- », 09,12) 
2თ 

», მთელი რიცხვია, რომელიც იღებს მნიშვნელობებს: »,=0, 1, 2, ...თ. უკანას– 

კნელი ფორმულა ასე გადავწეროთ: 

2 =- (19,13) 

სადაც შემოვიღეთ შემდეგი აღნიშვნა: 

#=#,+1-L1. (19,14 

ჯ-ს მთავარი კვანტური რიც"ვი ეწოდება, ხოლო ჯ-ს – რადიალური. (19.5) აღნი–- 
შვნების ძალით ვპოულობთ წყალბადისებური ატომის ენერგიის შემდეგ ფორმულას: 

_ 27% 
M#იგ= 2უმ0? · 

  (19,15) 

როგორც ვხედავთ, ენერგიის სპექტრი დისკრეტულია; ატომში გვაქეს ერთმანეთი– 

საგან გარკვეული წესით დაცილებული ენერგეტული დონეჟბი. ენერგია განისაზ- 

ღვრება მთავარი კვანტური რიცხვით, რომელიც ღებულობს მნიშვნელობებს: 

16=1, 2,...C. 

ცხადია, (19.12) პირობის ძალით (19.11) მწკრივი გადაიქცევა », რიგის 

პოლინომად. ამიტომ ი,––რადიალური კვანტური რიცხვი განსაზღვრავს პოლინო- 

მის რიგს და, მაშასადამე, ტალღური ფუნქციის კვანძებს· ძირითად მდგომარეობა– 

ში ;=1, #, > 0 ტალღურ ფუნქციას კვანძი არ გააჩნია. 

დავუბრუნდეთ პირვანდელ ცვლადებს და გავითვალისწინოთ, რომ თ= #8/2#, 

მაშინ (19.7) და (19,11) ფორმულების მიხედვით, რადიალური ტალღური ფუნ- 

ქციებისათვის გვექნება 

! 
ჩო -0(-) 5 #( –»++1, 2+2, %), (19,16) 

» » 

სადაც C ა; ნორმირების კოეფიციენტია. იგი განისაზ ევრება შემდეგი პირობით: 

| 107797 =1, (19,17) 
ხ 
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ტომელიც (19,16) ფუნქციის შეტანით მოგვცემს: 

ს |)” იგუ 2ი(-»+1+), 21+2, –– |ი»=1. (19,18) 

. ”/) 
ინტეგრალში შემოვიღოთ ახალი (ცვლადი დ=- –ი მივიღებთ: 

თაა, (19,19) 

სადაც 

ყა= -/. ე91ბგ+ %-  »+1+1, 21+2, თ) ძ». 09,290) 

ეს ინტეგრალი ემთხვევა დამატებაში ამოხსნილ (#1, 91) ინტეგრალს. ჩვენს შემ- 
თხვევაში #=1, თ=21+2, V=21+3, ამიტომ გვექნება: 

2X I(21-+ 1)!1" (X#6-––1-––1)! 

თ +! ' 
ინტეგრალის ეს მნიშვნელობა შევიტანოთ (19,19) ფორმულაში და განვსახლვროთ 

C,) ნორმირების კოეფიციენტი: 

#ჯ 8X” (01+V! 
=------ ./ =– _ეე'· 19,22 

მ-ით + (2 ) V თ-I=1) იმეი 
ამგვარად, ნორმირებულ რადიალურ ფუნქციას ექნება შემდეგი სახე: 

ჯა = 22) ) / _-I90M_ თ +ხ! (>) 

»“21 + 1)! (ი--/--1)! 

ბლ (19,21) 

«იX(- #+I+1,9+29, > · (19,23) 

ამასთან, აშკარაა, რომ 21. -სიდიდე დაკავშირებულია ბორის პირველი ორბიტის 

თე= + რადიუსთან. მართლაც, 

თ=7=“4., 09,24) 

მოვიტანოთ რადიალური ფუნქციების გამოსახულება »=1,2 მნიშვნელობებისათ– 
ვის; გვექნება: 

ი. -= , 

  

10(,) =2| –– (19,25) 

შ/,, == 

მ0)= + (2) ს 10, „9, 09,26) 
940 

"/ ს». 
ჩათ= 5 («) == 09,2» 
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როგორც (19,159) ფორმულიდან ჩანს, ენერგია წყალბადისებურ ატომში 

დამოკიდებულია მხოლოდ »-კვანტურ რიცხვზე, ტალღური ფუნქცია კი––როგორც 
ჯ-ზე, ისე 1 და > კვანტურ რიცხვებზე. ამიტომ ადგილი ექნება გადაგეარებას. 

გადაგვარების ჯერადობა გამოითვლება ფორმულით: 

ი-1 +! ი-I 
X M (1)= წ (2(+1)==/?. (19,28) 
(50 ი=– /-ს 

შევნიშნოთ, რომ რადიალური ტალღური ფუნქცია მარტივად შეგვიძლია 

გამოვხატოთ ლაგერის განზოგადებული პოლინომების საშუალებითაც. ამისათვის 
გამოვიყენოთ (#7, 68) ფორმულა. ამ ფორმულაში საკმარისია დავუშვათ 1#=>2(-L1, 

#->ი+Lს მივიღებთ: 

ლის. 21+2, თ) შეიბნეს ბ #II(%). (19,29) 
2 72 (თ + ჩე! 

'მასადამე, (19,23) ფუნქციას ექნება შემდეგი გამოხატულება: 

6) / თ–-1-I! 5 >) ჩანა=- > (შერ I/ 06-1-)! ც 9 /9/+/ 2), 19,30 
საააალ აია რწღლით (>) 1 “თა 

ვიპოვოთ (19,23) ფუნქციის ასიმპტოტური სახე დიდი და მცირე ჯ-ები- 
სათვის. რადგან ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციის მაქსიმალური ხარისხის მქონე წევ- 
რია (187/ი)"”!“!, ამიტომ დიდი მანძილებისათვის გვექნება 

(–-1ე2-!“1 
895 

_» : 

»ის=-ეაეა-
ა-ეუ--- ეIM-14 ზი, . 19,3 

თ” V დ +I)! CL-–-1-–-1)! წვ (5- )”' 0. –>- 90) ( ) 

ხოლო მცირე #-ებისათვის––ფორმულა 

(8/2)'/: _“ თ+ხ! _ ) 
ჰისალ - <> 1 19,32 

ლ 211 1) / ი ი (> ხრა იმა? 

მთელ რიგ ამოცანებში მნიშვნელოვანია რადიუსის სხვადასხვა ხარისხების 
კვანტურ-მექანიკური საშუალოს ცოდნა, სამუალო მნიშვნელობა კი ადვილად 

მოიძებნება ცნობილი ფორმულით 

თ 

ჯ5= | #6) 511 0/. (19,33) 

C 

თუ გამოვიყენებთ (#7), 91) ფორმულას, ადვილად ვიპოვით ამ ინტეგრალის მნი– 
შვნელობას; კერძოდ, მივიღებთ: 

» 1... L _ “ყვე? 1)), 19,34 2 27) I –-1(1+1)) ( ) 

ვ ”” · 
–= == -“” (5ე:-L1--3 1), 19,35 > ' 2 _ (5ს'+ I(I+1)| ( ) 

აე



,. 

–= => |35“%(-– 11)-–30?(1-L2) (I–– 11+-3(1--2)(1-C1) I0––1)), (19,36) 

  
  

ია “ _ 

(+)=“ 2 (19,37) 
» 2 

«გ 19,38 
(2) ათა! ით” 

(%)-  ?ი? (19,39) 
ე »" L(L+1) (21-L1) 

დაბოლოს შევნიშნოთ, რომ გამოთვლების გამარტივების მიზნით, ხშირად 

სარგებლობენ ჰარტრის ატომური ერთეულებით. ამ ერთეულებზე გადასასვლელად 
საკმარისია ჩვენ მიერ მიღებულ ფორმულებში დავუშვათ: M#=0=1=1. 

§ 50. წყალბადისებური ატომის ამოცანა პარაბოლურ 

კოორდინატებში 

წინა პარაგრაფში წყალბადისებური ატომის ამოცანა ამოვხსენით სფერულ 
კოორდინატებში. მაგრამ წყალბადისებურ ატომში, იმის გამო რომ ადგილი აქვს 

გადაგვარებას, ცვლადთა განცალება შესაძლებელია სხვადასხვა გზით. კერძოდ, ამ 

პარაგრაფში ვაჩვენებთ, რომ ამოცანის ამოხსნა შესაძლებელია პარაბოლურ კოორ- 

დინატებშიც. პარაბოლურ კოორდინატებში კულონური ურთიერთქმედების ამო- 
ცანის ამოხსნა განსაკუთრებით მნიშვნელოვანია მაშინ; როცა სივრცეში გამოყო- 

ფილი გვაქვს რაიმე მიმართულება. ასეთია, მაგალითად, მაგნიტური ან ;ლექტრუ- 

ლი ველის მიმართულებანი სხვადასხვა ეფექტების განხილვისას, ან დაცემის მიმარ–- 

თულება გაფანტვის ამოცანებში. ამ ამოცანების დიდი მნიშვნელობის გამო დაწვ- 
რილებით შევისწავლით შრედინგერის განტოლების ამოხსნას პარბოლურ კოორ- 
დინატებში (2, 81). 

პარაბოლური კოორდინატები (, L, დ დეკარტის დ, ყ, 2 კოორდინატებთან 

დაკავშირებულია ფორმულებით: 
1 - 

დ = I/ (50086, ყV= I/ 66810 დ, => 6-2: (20,1) 

234!" 
= I 22+ყ + გ? := 2 -95+ ს). 

ხოლო სფერულთან შემდეგნაირად: 

6=:ჯ--ფ=7' (1--ლ08 0), (09<.§ <. თ) 

ს=7+#6=--(1+06080,  (0<ხ<თ) (20,2 
დ=დ. 02<დ < 2) 

5=6003ს. ზედაპირები წარმოადგენენ კონფოკალურ ბრუნვით პარაბოლოი- 

დებს, რომელთა ფოკუსი ემთხვევა კოორდინატთა სათავეს, ბრუნვის ღერძად აქვთ 
# ღერძი ღა ღია არიან #>0, ე. ი. 0=0 მიმართულებით. 6=00ი058ს წარმოადგე- 
ნენ ანალოგიურ პარაბოლოიდებს, გახსნილს 2<0, ე. ი. 8=»X მიმართულებით. 
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ჯ=00M5ს ზედაპირები კი, ისევე როგორც სფერულ კოორდინატებში, გამოხატა– 
ვენ პოლარულ ღერძზე გამავალ სიბრტყეებს. კოორდინატთა ეს სისტემა ორთო- 
გონალურია. ლაპლასის ოპერატორი პარაბოლურ კოორდინატებში განისაზღვრება 
შემდეგი ფორმულით: 

4 ძ ძმ ძ ძ 1 ი? 
სხ = – – –-(L-- 20,3 

++ XLCC)+X(5X)|+ > 15: რმა 
“მოცულობის ელემენტი კი გმობის შემდეგნაირად: 

  

ძ7= + –-–(C+C) ძნიხძდ. (20,4) 

ახლა განვიხილოთ წყალბადისებური ატომის ბმული მდგომარეობის ამოცანა. 

რადგან პარაბოლურ კოორდინატებში ჯ=1/2 (C+C), ამიტომ მიზიდვის კულო- 
ნურ ენერგიას ექნება გამოხატულება: 

2270C' 
7C, ს=– > , 

§+%ს 

ხოლო შრედინგერის განტოლება პარაბოლურ კოორდინატებში ასე დაიწერება: 

4 ძ ძს ძ ძს 1. ის 2 228. „4 (2 (2 )+ 133 I+ +219 ნ+ 0. (20,6) 
6§+CL IX ძნ ძნ L % 66 ძდ? §+C M. 

განვიხილოთ #<0 შემთხვევა. ცვლადის განცალება მოვახდინოთ ფურიეს მეთო- 

დით. ამონახსნი ვეძებოთ სამი ფუნქციის ნამრავლის სახით: 

%(§, C, თ)=%;(6) %;(§) 9X#). (20,7) 

უს ფუნქცია შევიტანოთ შრედინგერის განტოლებაში და შედეგი გავყოთ ამავე 

'ფუნქციაზე: : , ' , ; 

"406 | 1 ძ /„ძა,ს , 1. ძ /„ძა 
2 C>2)+> =(CCX)1+ 

4ა2746 24) 1 ძ% 
1?9C+6 წხ ნნ+ თ პი 

როგორც ვხედავთ, ბოლო წევრი მხოლოდ დ-ს ფუნქციაა, იმ დროს როცა დანარ- 
ჩენი წევრები მხოლოდ 6 და C ცვლადების ფუნქციებია. მათი ჯამი ნული მაშინ 
იქნება, როცა ისინი ერთსა და იმავე მუდმიეს უდრიან სხვადასხვა ნიშნით. რად- 

გან პარაბბოლურ კოორდინატებშიც მომენტის #-პროექცია ტოლია გამოსახულებისა: 

ლ > (20,9) 
1 ძდ” 

ამიტომ, ბუნებრივია, მოვითხოვოთ, რომ აღნიშნული მუდმივი »1?%ის ტოლი იყოს, 

სადაც #X=0, + 1, + 2,..., მაგნიტური კვანტური რიცხვია, მაშასადამე: 

+ > =- „0 რღ0,10) 

  (20,5) 

+ =0. (20,8) 
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4:01 ძ C3 1 2 (ნ ძა; I+ 
აასს ნ) – უს 
ხ+CL ს ი ს ძი/ ძ% ძიხს «% 

4ს20 ა _ 2M.I#I -- 

1? უჯ? თ” 
ცბადია, (20,10) განტოლების ამონახსნი განისაზღვრება ფუნქციით 

– ეზ=0, (20,11) 

1 
თუო(დ)=-–--- იო (20,12) 

V 2» 

(20,11) განტოლებაში კვლავ შეგვიძლია ცვლადების განცალება, ამისათეის იგი 

შემდეგნაირად გადავწეროთ: 

) 2 (იგს » _ რთ 
(I 2C >)“ «- +954 

+ =(§% 4 -% 5: §I+"2 ს2C =0, (20,13) 
ხე ის ძნ 45 

სადაც თ«-განისაზღვრება (19,5) სტანდარტული აღნიშვნით. თითოეულ ფრჩხილში- 

მოთავსებული გამოსახულება უნდა უდრიდეს მუდმივს, ამიტომ მივიღებთ შემდეგ, 

ორ განტოლებას: 

  

+ –(:+530+4)#C-ი, (0,14) 

XC)“ (++“, +“ LC +ბ) ბ.დ) =0. (20,14”. 

თ და ხ მუდმივები კრასეერებიან ტოლობით 

თ+ხ= ხ-. · (20,15). 

როგორც ვხედავთ, (20,14) განტოლებები ერთმანეთისაგან მხოლოდ აღნიშვნებით 
განსხვავდებიან. ამიტომ შეგვიძლია ამოვხსნათ ერთ-ერთი, მეორის ამოხსნა კი პირ- 
დაპირ დავწეროთ. განვიხილოთ, მაგალითად, პირველი განტოლება. ჯერ ვიპოვოთ 
მისი ასიმპტოტური ამონახსნები მცირე და დიდი მანძილებისათვის. როცა 6–> თ 

განტოლება მიიღებს სახეს 

ის, 2 1 <§L,=0. (6 -> ს) (20,16). 

ამ განტოლების ორი ამონახსნიდან დ,(6) = თ(+-- «), რადგან მოძრაობა 

C 

ფინიტურია, უნდა ავიღოთ 6,(0=8ჯ9 (–+ «). მცირე წ-სთვის გვექნება გან– 

ტოლება: 
ძა, „ძა, »", _ #% + კC – -5 9 =ძ. C–+0თ) (20,17X



ამოხახსნი ვეძებოთ Cთ,(C)= (6! სახით. თუ ამ გამოსახულებას განტოლებაში შევი– 

ტანთ ვ-ისათვის, მივილებთ §=:–+ #/2. ამ ორი მნიშვნელობიდან, რათა ფუნქ- 

ცია სათავეში სასრული იყოს, უნდა ავირჩიოთ §§=: 2. მაშასადამე, (20,14)-ის. 

პირველი განტოლების ამონახსნი ნებისმიერი =-სათვის შეგვიძლია ვეძებოთ შემ- 
დეგი ფორმულით: 

ს(C)=6 "გ 4(). (20,18X 

ვიპოვოთ წარმოებულები და შევიტანოთ ისინი (20,14) განტოლებაში; „I(2) ფუნქ- 
ციისათვის მივიღებთ დიფერენციალურ განტოლებას 

გ 

44 ე სთ+1-თ-094+ (« =7 თI+))) #დ=0, (209 
ძხ” თ 2 

რომ ელიც ფა=თC (20,20) 

აღნიშვნით მარტივად მიიყვანება ჰიპერგეომეტრიული მწკრივების განტოლება%ე: 

8 1 ე14, (VI -1-- ეზე (6-1 ((IVI+-I) | 4=0, (29.21). 
ძე? CV» 2 

სადაც 0,-თი აღვნიშნეთ შემდეგი სიდიდე: 

0,= 4 = 2 _ ): (20,22). 
თ თ ს“ 

ამონახსნი (20,21) განტოლებისა იქნება შემდეგი ჰიპერგეომეტრიული ფუნქცია: 

” | L1 4თ-=7(1--“ –”, (იI+1, 3. (0,23). 

როგორც წინა პარაგრაფში ვაჩვენეთ, საჭიროა ამ მწკრივის პოლინომად გადაქ- 

ცევა. ამისათვის კი აუცილებელია 

1 
2 (IMI+1)--0-=-–-%, (20,24) 

სადაც »ჯ ან მთელი დადებითი რიცხვია, ან--ნული. 

სრულიად ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ (20,14“·) განტოლების ამონახსნი 

განისაზღვრება ფორმულით: 
ს) _95 

ს ე=ქ 21 0.” #C), (20,25) 
სადაც 1 

80-X(1511-C, |თL| +1, უ (20,26) 

- ხ 
„„„ს._ (20,27) 

თ 

და I 
2 (IVI+-1)--2=--X%, (20,28). 

#6 მთელი დადებითი რიცხვია, ან––ნული,.



ცხადია, 
01+- 0:==Mჯ–+9; +I#71|+1. (20,29) 

„თუ შემოვიღებთ ახალ აღნიშვნას 

=ი=I+VL+IMI+1, (20,30) 

-სადაც # მთელი დადებითი რიცხვია (20,15) ფორმულისა და (20,22) აღნიშვნის 

გათვაღ ისწინებით წყალბადისებური ატომის ენერგიისათვის მივიღებთ ()წობილ 

ფორმულას 

2"0'ს. 

2? M. 

· რადგან (20,30) ფორმულით ჯ კვანტური რიცხვის ერთე და იგივე მნიშვნელობა 
წ, შ და |»!| რიცხვების მიხედვით სხვადასხვა გზით შეიძლება მივიღოთ, ამი–- 

ტომ ადგილი ექნება გადაგვარებას. ნათელია, რომ გადაგვარების ჯერადობა კვლავ 

ჯ-ის ტოლი იქნება. აღვნიშნოთ, რომ »ჯ და #: რიცხვებს პარაბოლურ კვანტურ 

რიცხვებს უწოდებენ. 
პარაბოლურ კოორდინატებში წყალბადისებური ატომის ტალღურ ფუნქციას 

ექნება სახე: 

'ე=   (20,31) 

ზი. ჩ ო(C C) დ)= 

- 2C+2) 
C2   დეზ” I(–ი: | II+1, თ5) #LC– იც | I I+1, თე -–“ (20,32) 

=> 

C-კოეფიციენტს ვიპოვით ნორმირების პირობიდან 

დიჯ 

I II ზი. ჩ. „I (5 + %) #5ძ-ძდ = 1. (20,33) 

0 

1 
ს. 'I4 =-– 
აზია 4 

0 C
-
-
.
8
 

თუ ამ გამოსახულებაში შევიტანთ (20,32) ფუნქციას და შემოვიღებთ აღნიშვნებს 

2--თხ ღა ყ=თხ, გვექნება: 
” თ 

ლული I-ი, 0 M 77%--»;:, | ი11+1, თ) ძთ (V” 6 I C-X;, | თ1|+1, ყ)ძყ-L 
0 0 

  

თღღ 

| ო! +IM%--, (»ი»I+1, შ)ძთ| ყო -V #%-–ო, |თ|+1, ყ)ძყ | =1; (20,34) 
(1 0 

ამასთან, ჯამის მეორე წევრი პირველისაგან მხოლოდ იმით განსხვავდება, რომ #; 

კვანტური რიცხვი შეცვლილია თჯ-ით. თუ გამოვიყენებთ (#0, 91) ფორმულას, 
«მარტივად ვაჩვენებთ, რომ 

წთძოხაი+1%C-ი, (თI+1, 2) ძთ= (II I0'ი; ((=I+1+2ის. დი,ვზ 1 ((=I+»ა! 

I ყო ლ I%C ი, |თI+1, ყ) მყ = გათმX%L, (20,36) 
((თI+ოთიდ!



დანარჩენი ორი ინტეგრალის პასუხს მივიღებთ ჯ:-ის შეცვლის შედეგად »;-თი 
„ამრიგად, ნორმირების კოეფიციენტისაოვის გვექნება ფორმულა: 

> C )” _ თო ომი (თან თ») 2 თ0,37) 
( I I)? 017) 

ასე რომ ნორმირებულ ტალღურ ფუნქციას ექნება შემდეგი სახე: 

სა თო(5 C ი=(”)” თო I თ12-ა! ((თ +»! | 145. 
XI ( | # |!) გ! წ! 

+ ჟ"” 

(§6ხ“ #C--9ჯა, | II 4-1, თე 6) IC--#, | ILI+ 1, თი ხ) C”'', (20,38) 

სადაც 
82%”. (20,39) 

ჯა? 

როგორც ვიცით, სფერულ კოორდინატებში წყალბადისებური ატომის ტალ–- 

ღური ფუნქციები სიმეტრიულია 2=0 სიბრტყის მიმართ, პარაბოლურ კოორდი- 

ნატებში კი ამ სიმეტრიას ადგილი აღარა აქვს, როცა #X.>#,:-ზე, ელექტრონის 
მოხეედრის ალბათობა „>0 მხარეს მეტია, ვიდრე #<0 არეში, ხოლო როცა 

2: < M–ზე, სურათი შებრუნებულია. 

ვიპოვოთ წყალბადისებური ატომის ძირითადი მდგომარეობის ტალღური 

-ფუნქცია. ძირითად მდგომარეობაში »; =#-=>1#-=0 და (20,38)-დან გვექნება: 

· 1/ვ _ 
: თ,V '“ “ვ 15) დეიი (5. CI თ-=(-) ი (20,40) 

რაც, თუ გავიხსენებთ, რომ ჯ=(ნ +-უ)/2, ემთხვევა VI/იი (+, 0, დ) ტალღურ ფუნქ– 

“ციას სფერულ კოორდინატებში. 

§ 91, ნუკლონების ურთიერთქმედების პოტენციალი 

ატომბირთვის ნაწილაკებს––ნეიტრონებსა და პროტონებს ნუკლონებს უწო- 

·დებენ. ნეიტრონებსა და პროტონებს დაახლოებით ტოლი მასები აქვთ. რადგან 
მათი სპინი ნახევრის ტოლია, ამიტომ ისინი ფერმიონებს წარმოადგენენ. ორივე 

„ამ ნაწილაკს ანომალური მაგნიტური მომენტები გააჩნიათ, რომლის ბუნება ჯერ 

კიდევ არ არის გარკვეული. შემდგომ ორ პარაგრაფში ჩვენი მიზანია დავადგი- 

ნოთ ორ ნუკლონს შორის მოქმეღი ბირთვული პოტენციალის ზოგადი სახე და. 

შევისწავლოთ ნუკლონთა უმარტივესი ბმული სისტემა-დეიტრონი. 

დეიტრონი ეწოდება სისტემას, რომელიც შედგება ერთი ნეიტრონისა და 

ერთი პროტონისაგან. დეიტრონის ამოცანას ისეთივე მნიშვნელობა აქვს ატომგუ- 
·ლის ფიზიკაში, როგორიც წყალბადის ატომს ატომის ფიზიკაში. წყალბადის ატო–- 
მის შემთხვევაში მდგომარეობა გაცილებით უკეთესია რამდენადაც ატომშიგა 
ურთიერთქმედება კულონურია და იგი კარგადაა ცნობილი. დეიტრონში კი მოქ- 

-მედებენ ატომგულური ძალები, რომელთა გამოხატვა პოტენციალის სახით დღე–- 
საც კი ცნობილი არ არის. შესაძლოა ატომბირთვული ძალების პოტენციალით 
„გამოხატვა საკმარისად უხეში მიახლოებაა და საქიროა ატომბირთვული ძალების 
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აღწერის სხვა, ჩვენთვის ჯერჯერობით უცნობი მეთოდი. მაგრამ ამ საკითხის გადა-- 

საწყვეტად ამჟამად საკმარისი ინფორმაცია არ გაგვაჩნია. 

ატომგულური ძალების შესახებ ჩვენ ვიცით შემდეგი: ისინი არიან ჰონეო- 
პოლარული ტიპის ძალები. ე. ი. ახასიათებთ ახლოს მოქმედება (ფერმის რიგის 

მანძილებზე, 1#=10“!2 სმ), ნაჯერობა და გაცვლა. ატომგულური ძალები ფერმის 

რიგის მანძილებზე შეუდარებლად ძლიერია, ვიდრე დღემდე ცნობილი ძალები: ელე- 
ქტრული, გრავიტაციული და სხვა; ამ მანძილის გარეთ კი სწრაფად ისპობიან- 

ასევე არსებობს მონაცემები, რომლებიც ამტკიცებს, რომ ატომგულური ძა- 

ლები მუხტურად სიმეტრიულია (ე. ი. ძალები ნეიტრონებს, პროტონებსა და-· 

პროტონ-ნეიტრონს შორის ტოლია). 
დავუშვათ, რომ ნუკლონების ურთიერთქმედება შეიძლება გამოიხატოს პო- 

ტენციალით. რადგან მისი სახე ჩვენთვის უცნობია, ამიტომ საჭიროა მისი დად- 

გენა ექსპერიმენტთან შედარების გზით. ამ მიზნით აუცილებელია განხილულ იქ- 
ნეს ნუკლონთა გაფანტვის ექსპერიმენტები და მათი ბმული მდგომარეობანი. ცხო- 
ბილია, რომ დეიტრონის ბმის ენერგია მცირეა, იგი ტოლია 2,23Mი), ამიტომ 

ღეიტრონში ატომბირთვული ძალები ნაწილობრივ „იხარჯება“. ამის · გამო დეიტ- 

რონი არ იძლევა საკმარის ინფორმაციას ატომგულური ძალების ნამდვილი ბუნე– 
ბის შესახებ. დამატებითი ცნობები უნდა მივიღოთ გაფანტვის ექსპერიმენტებიდან. 
და შესაძლოა უფრო რთული ბირთვებიდან. გაფანტვის ხასიათი დიდადაა დამო- 
კიდებული ენერგიაზე. დიდ ენერგიაზე ნუკლონთა ურთიერთქმედების ხასიათი. 

ფუნდამენტურად იცვლება, რადგან ამ დროს ოელატიური ეფექტების გარდა ამო– 

ცანას ართულებს მეზონების წარმოქმნაც. ენერგიების მიხედვით ურთიერთქმედე- 
ბის ხასიათი იმდენად მნიშვნელოვნად იცვლება, რომ ნუკლონთა ფიზიკა ორ, 

თითქმის დამოუკიდებელ, დარგად იყოფა. იმ დარგს, რომელიც შეისწავლის ნუკ- 
ლონთა ურთიერთქმედებას იმ ენერგიებზე რომლებიც მეტია, ვიდრე X-მეზონის 

უძრაობის ენერგია, მაღალი ენერგიების ფიზიკას უწოდებენ, ხოლო თუ ენერგია 
ნაკლებია, ვიდრე »-მეზონის უძრაობის ენერგია, მაშინ საქმე გვაქვს დაბალი ეზერ-- 

გიების ფიზიკასთან ან ბირთვის ფიზიკასთან. 
ჩვენ შემოვისაზღვრებით ენერგიებით, როცა მნიშვნელოვანია მხოლოდ ყ-მდგო– 

მარეობის განხილვა. ასეთი მდგომარეობა გვაქვს მაშინ, როცა ურთიერთქმედება 
ხდება # <-10 7/6ს ენერგიებზე. მცირე ენერგიების დროს ურთიერთქმედება ფაქ- 

ტიურად პოტენციალის დეტალურ სახეზე დამოკიდებული არ არის. ერთი და 
იგივე შედეგები შეიძლება მივიღოთ სხვადასხვა პოტენციალების გამოყენებით. 

ერთი მხრივ ეს კარგია, რადგან შეგვიძლია თეორიულად ავხსნათ ექსპერიმენტული: 
მონაცემები, მაგრამ მეორე მხრივ––ცუდი, რადგან იგი არ გვაძლევს საშუალებას 

რომელიმე ერთი უპირატესი პოტენციალის შერჩევისა. ნუკლონთა ურთიერთქმე- 
დების პოტენციალმა უნდა ახსნას არა მხოლოდ ორი სხეულის ამოცანა, არამედ 
მათი გამოყენებით უნდა აიხსნას მძიმე ატომბირთვების თვისებებიც, როგორიც. 
არის, მაგალითად, ატომბირთვის ნაჯერობის ცნობილი თვისება, როგორც ირკვევა, 
ეს შეუძლებელია განხორციელდეს ერთი რომელიმე ტიპის ძალით, ამიტომ, რო- 
გორც წესი, იხილავენ სხვადასხვა ტიპის ძალების გარკვეულ კომბინაციებს. 

ცდა გვიჩვენებს, რომ ნუკლონ-ნუკლონური პოტენციალი ძირითადად ცენტ- 
რალურია, ე. ი. იგი დამოკიდებულია ნუკლონთა შორის მანძილის სიდიდეზე: 
»=|წ,- | მაგრამ ექსპერიმენტიდან ასევე გამომდინარეობს, რომ დეიტრონში: 

ცენტრალურის გარდა უნდა მოქმედებდნენ არაცენტრალური ძალებიც. ეს კერ-- 
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ძოღ გამომდინარეობს იმ ფაქტიდან, რომ დეიტრონს გააჩნია, მართალია ძა- 
-ლიან მცირე, მაგრამ სავსებით გარკვეული ელექტრული კვადრუპოლური მომენ- 

ტი 0=2,74 10 ?' სმ. კვადრუპოლური მომენტის არსებობა კი მაჩვენებელია 
იმისა. რომ დეიტრონში მუხტი სფერულად არ არის განაწილებული, ე. ი. დეი- 
ტრონში არ ხორციელდება სუფთა §-მდგომარეობა; კვადრუპოლური მომენტის 
„ასახსნელად კი დეიტრონში აუცილებელია განხორციელდეს სულ მცირე 1=:2 მდგო- 
მარეობა მაინც. გარდა ამისა, დეიტრონი რომ წმინდა § მდგომარეობაში იყოს, 

მაშინ მისი მაგნიტური მომენტი დაემთხვეოდა პროტონისა და ნეიტრონის მაგნი- 
ტური მომენტების ჯამს. სინამდვილეში კი (LV -––- ((L-+-M,) -= –– 0,021), სადაც 

'Lე := ის ატომბირთვული მაგნეტონია, ხოლო 7/ გ-- პროტონის მასა. აქედან 
277 ,C 

ჩანს, რომ დეიტრონის მაგნიტურ მომენტში მცირე, მაგრამ გარკვეული წვლილი 

“შმეაქვთ ნულისაგან განსხვავებულ ორბიტალუო მოძრაობებს. 

იზოლირებული ნუკლონების ურთიერთქმედების დროს ადგილი აქვს სრული 

მომენტის კვადრატისა და პროექციის შენახვას. ბირთვული ურთიერთქმედებისას 

ინახება ლუწობაც. მაშასადამე, ნუკლონთა ურთიერთქმედების პოტენციალი უნდა 

იყოს ნამდვილი სკალარული ფუნქცია, ე. ი. იგი არ უნდა იცვლებოდეს მობრუ- 

ნებისა და სივრცის ინვერსიის ოპერაციების დროს. პოტენციალური ენერგია შეი- 
ძლება დამოკიდებული იყოს ფარდობით მანძილზე და ნუკლონთა სპინურ ცვლა- 

დებზე. ამასთან, ნუკლონის სპინი განისახღვრება ფორმულით §=-> თ, სადაც ძ(თ. 

  

თ,თ.) პაულის მატრიცებია. იმის მიხედვით, თუ რომელ ნუკლონს ეკუთვნის სპი- 

ნური ოპერატორი, ინდექსს მივუწერთ ერთიანს ან ორიანს. ამასთან, სხვადასხვა 

ნუკლონის შესაბამის პაულის მატრიცებს ერთმანეთთან კომუტატურად ჩავთვლით. 

ბირთვის ფიზიკაში სპინს, ჩვეულებრიე, ს ერთეულებში ზომავენ, ამიტომ წერენ 

1 
%= –-თძ. 

ამგვარად, ნუკლონ-ნუკლონ პოტენციალი შეიძლება დამოკიდებული იყოს 
სამ ვექტორზე L, თ, და თა. შევადგინოთ ჯერ სპინებზე დამოკიდებული ცენტრა- 
ლური პოტენციალი. Cთ,.თ, სკალარული ნამრავლი იქნება ერთადერთი ნამდვილი 
სკალარი„ რამდენადაც ამ გამოსახულების ნებისმიერი მთელი ხარისხი კვლავ 
თ,.თ,-ზე დაიყვანება. ამაში ადვილად დავრწმუნდებით, თუ გამოვიყენებთ ცნობილ 
ფორმულას (3) 

თ,თ,ყ=0).+16/აIC- (21,1) 

მართლაც, მარტივად მივიღებთ: 

(თთე)1=3--2(თ,.თე). (21,2) 
ამის შემდეგ ადვილია თ,თკ-ის უფრო მაღალი ხარისხების გამოხატვა თ,.თე-ით. 

მაშასადამე, სპინებზე დამოკიდებული ცენტრალური პოტენციალის უზოგა- 
დესი სახე შემდეგი იქნება: 

V CV; C,0.)= 40) -+-80) (თ,.თ.), (22,3) 

სადაც 40) და 80) გარკვეული ფუნქციებია. 
თუ შემოვიღებთ ორი ნუკლონის სრულ სპინს 

8=--(თ+9ა, (21 4)



მაშინ ადვილად ვიპოვით, რომ 

(თ,თ,)=25“-––3=-29(5 +1)2–3, (21,5) 
საიდანაც ჩანს, რომ თ,თ, სკალარულ ნამრავლს ექნება ორი საკუთარი მნიშენე- 
ლობა საჯამო სპინის ორი შესაძლო მნიშვნელობის =0 და §=1 შესაბამისად: 

თ,ძე=-–-3, როცა §=0 (სინგლეტური მდგომარეობა) 

თ,თ,=-LI, როცა 5=1 (ტრიპლეტური მდგომარეობა) 

მაშასადამე, (21,3) პოტენციალი შემდეგი ორი პოტენციალის ეკვივალენტურია: 

X7/.0პ)=40)–380), (5=0) (21,7) 

X7,0ე)=400+8C). (9=1) (21,8) 

ხშირად ხელსაყრელია ე. წ. სპინის პროექციის ოპერატორების შემოღება. ეს ოპე– 

რატორები მოცემული პოტენციალიდან გამოყოფენ წმინდა სინგლეტურ და ტრი- 

პლეტურ ნაწილებს. ამ ოპერატორებს აქვთ შემდეგი სახე: 

(2,6) 

. 1 1 
#ჩა= “გ 11--(თშია)), »”=-> (3-++(თ,თე)). (21,9%» 

ნათელია, რომ 59=0-სათვის #,=1 და X,=0, ხოლო, როცა 8=1, მაშინ #,=1 
და #,=0. ამგვარად, სპინხე დამოკიდებული ცენტრალური პოტენციალი ჩაიწე– 
რება შემდეგნაირად: 

#/ო=X7.02წ,+X7Iთხ,.. (21,10) 

აღვნიშნოთ, რომ ამჟამად არ არსებობს #,(V-) და XI) კოორდინატული ფუნქცი– 
ების (პოტენციალების) ცალსახა შერჩევის კრიტერიუმი. 

როგორც აღენიშნეთ, ატომგულურ ძალებს შესაძლებელია არაცენტრალური. 

ხასიათიც ჰქონდეთ. დავწეროთ უზოგადესი სახე არაცენტრალური ურთიერთქმე- 

დებისა, რომელიც ინვარიანტული იქნება სივრცის ინეერსიისა და მობრუნების მი- 

მართ. მაშასადამე, საჭიროა კვლავ შევადგინოთ ისეთია სკალარული ფუნქცია, რო- 

მელიც დამოკიდებული ივნება L ვექტორის ორიენტაციაზე. როგორც აღენიშნეთ, 

ორ ნუკლონს სულ ახასიათებს სამი ვეჯტორი: ი=--, თ, და თე. სადაც წ=წ–ო. 
, 

ამასთან, ი პოლარული ვექტორია, თ, და თ, კი––აქსიალური; აქედან გამომდინარე, 

(თ,ი) და (თ,ი) არ ი)ნებიას სკალარები არეკვ:-ის მიმართ, რადგან არეკვლის დროს 

ადგილი ექნება გარდაქმნას (0ი)->–- (თი). თუ გაძოვიყენებთ ფორმულას (3) 

(თ/#) (თ8)=(#ს8)--!(CI# X 81), (21.11) 

მაშინ ადვილად ვაჩვენებთ, რომ (თი)1?=1 და (ძი მ=(თი). ასე რომ (თი) სკალა–- 

რული ნამრავლის ხარისხები კვლავ თ ს მიძართ წრფივ გამოსახულებებზე დაიყვა- 

ნება და, მაჭასადაძე. არეკვლისას ნიშან» შეიცვლის. ამიტომ ჩვენ დეგვიძლია შევა– 

დგინოთ ორი ნამდვილი სკალარი: (თ,ი)(თ,ი) და ((თ, » ი) |თ: > ი)). მაგრამ 
ადვილად ვაჩვენებთ, რომ ძეორე გამოსახულება დაიყვანება პირველზე და (თ,თ,)-ის 

სხვაობაზე, მართლაც |7), 

((თ, 20%) (თ, X ი) =46,M0,# 9 ი)წ ი) = 

(0სომ,ც–-მ,მ,ოწ,სI,ი | | =(6,შა ––(თ,ი) (თ,ი). (2L,12) 

ამიტომ ერთადერთი დამოუკ დებელი ნა. ი ს,ალარი იქნება (თ,ი) (თ,ი) გამო- 

სახულება. ამ სიდიდის ნაცვლად. ხე L.. '.ეთი სიდიდის 'შეაოღელა. რომ- 
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ლის საშუალო ი მიმართულების მიმართ ნულის ტოლი იქნება. რადგან მან = 

1. 
ვშ სადაც ხაზი აღნიშნავს გასაშუალებას, ამიტომ საბოლოოდ გვექნება გა- 

მოსახულება: 

ფანი) = 3(0,ი) (თგი) – (თ,თ). ი=--. (21.12). · 
თუ (21,4) გამოსახულებას გავამრავლებთ ი ორტზე და ავიყვანთ კვადრატში, 

(21,5) ფორმულის გათეალისწინებით (21,13)-ისათვის მივიღებთ ფორმულას: 

5,ე(0)ლ==6(§0)12––257. (21,14) 

ამ უკანასკნელიდან ჩანს, რომ, როცა საჯამო სპინი 98=0, მაშინ §,.=0, ე. ი. 

სინგლეტურ მდგომარეობაში 9, ოპერატორი ნულის ტოლია. ეს გასაგებია, რამ- 
დენადაც, როცა §=0, მაშინ # ვექტორის ორიენტაციის დასაფიქსირებლად სიერ- 

ცეში გამოყოფილი მიმართულება აღარა გვაქვს. 

აღვნიშნოთ, რომ §,;-ოპერატორის ხარისხები კვლავ 8, და (თ, თე)-ის წრფივი 

კომბინაციებით გამოიხატება. ასე მაგალითად, თუ გამოვიყენებთ (21,1) და (21,2) 

ფორმულებს, ადვილად ვაჩეენებთ, რომ 

8:.=6+2(9,· თ) – 257, (21,15) 
ან, რაც იგივეა, ..”“ 

2.=45?- 25,.; (21.16) 

მაშასადამე, ერთადერთი ოპერატორი, რომელიც არაცენტრალურობას აღწერს 

ორი ნახევარსპინიანი ნუკლონის შემთხვევაში, იქნება წა. 
საინტერესოა აღვნიშნოთ, რომ 8, ოპერატორი მიღებულია ორი ტენზო- 

რის: 0%1ა=»)ი”ი და 0,,=თ,/, გადამრავლებით და ორჯერ დაქვეითებით. ამი- 
ტომ 898, ოპერატორს ხშირად ტენზორულ ოპერატორსაც უწოდებენ. 

ამგვარად, ლოკალური ნუკლონ-ნუკლონური ურთიერთქმედების პოტენცია- 

ლის უზოგადესი სახე, რომელიც შეიცავს ცენტრალურ და არაცენტრალურ ძა- 

ლებს, შებდეგია: , 
V 0ე= 401 + 80) (0, . 0C.)+CC05: (ი), (21,17) 

სადაც 40), 80) და CC) სკალარული ფუნქციებია. ბოლო წევრს, ზემო თქმუ– 

ლის ძალით, ტენზორულ წევრს უწოდებენ, ამასთან ტენხორული ძალები მოქმე- 
დებენ მხოლოდ ტრიპლეტურ მდგომარეობაში, ე. ი. როცა §5=1. 

აღვნიშნი თ, რომ (21,17) გამოსახულება სკალარული გამოსახულებაა, რის 
გამოც სრული მომენტის კვადრატი I“ და პროექცია #, მოძრაობის ინტეგრალე- 

ბი იქნებიან. (21,14) გამოსახულების თანახმად, სრული სპინის კვადრატი 517 კო- 

მუტატურია ტ.,-თან, ხოლო (21,5ე ფორმულის თანახმად, 51) კომუტატურია 

(თ, თ,)-თანაც: – , 

(5, 51 =0, (5”, (თ, · თ:))=0. (21,18) 

რაც ნიშნავს, რომ ყ: კომუტატურია (21,17) პოტენციალთან, მაშასადამე, ად– 

გილი აქვს 5“-ის შენახვასაც. 

ამგვარად. ტენხორული (არაცენტრალური) ძალების მოქმედების შემთხვევა– 
ში ინახება: 17, #,, 57 და 1. რაც შეებება სრულ ორბიტალურ L მომენტს, იგი 

არაცენტრალური ურთიერთქმედების დროს, საზოგადოდ, არ ინახება. 
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ახლა განვსაზღვროთ რა მდგომარეობები ხორციელდება ორი ნუკლონის 

სისტემაში. სრული სპინის შესაძლო მნიშენელობებია 5=0 და 95=1. სრული 

მომენტი #1=L-5. ამიტომ, როცა 7,=0, 

მაშინ #/=0 და /=1, ე. ი. 925+17, 

| 5=0 | მულტიპლეტურ აღნიშვნებშმი მივიღებთ 

/ -) //=–-1) /=) | /=--1 თერმებს: 18) და 39, ხოლო, როცა 

ცხრილი M#1! 
  

5=1 

  

      

#=2 | 1§) | – – მჩ #=1-)ჩ, ზXაე, "7, და შX”ე და ა. შ. 
#1=) | – | "7, | :§,.ბი, აჩ, გვექნება #1 ცხრილში მოცემული 

#-2) 10. | – შეე. | 10,მწე მდგომარეობანი, 
დაბოლოს აღვნიშნოთ, რომ ბირთვის 

„თვისებების განხილვის დროს შემოჰყავთ სიჩქარეზე დამოკიდებული ძალებიც. 
ამ ძალების მეტად საინტერესო კერძო შემთხვევას წარმოადგენს სპინ-ორბიტა- 

ლური ძალები, რომელთაც დიდი გამოყენება აქვთ ბირთვის გარსულ მოდელში. 

მაგალითად, ცენტრალური ურთიერთქმედების შესაბამის სპინ-ორბიტალურ პო- 

ტენციალს აქვს სახე: 

7,§00:= I (L 5); (21,19) 
სადაც IX”) სკალარული ფუნქციაა. ბირთვის ფიზიკაში ხშირად იხილავენ უფ- 

რო რთულ სიჩქარეზე დამოკიდებულ პოტენციალებსაც. 

ჩვენ მიერ შემოღებულ (21,17) პოტენციალს კიდევ უფრო ზოგადი სახე 
მიეცემა, თუ მასში შევიტანთ ჩვეულებრივი და სპინური ცვლადების გაცვლის 
ოპერატორებსაც. 

§ 99. დეიტრონის ამოცანა 

წინა პარაგოაფში მიღებული შედეგები გამოვიყენოთ დეიტოონის ამოცანის 
გადასაწყვეტად. ეჟსპერიმენტიდან ცნობილია, რომ დეიტრონის ძირითადი მდგო–- 

მარეობა ხასიათდება კვანტური რიცხვებით: 5=1, #/=1 და 7=1. ამიტომ #1 

ცხრილში მოცემული მდგომარეობებიდან დეიტრონში შესაძლებელია მხოლოდ 

ორი 959, + 989, ამასთან, 3,-ტალღის არსებობა საჭიროა დეიტრონის ელექ- 

ტრული კვადრუპოლური და მაგნიტური დიპოლური მომენტების ასახსნელად. 

შემოვიღოთ (4, #:) ოპერატორების საერთო საკუთარი ფუნქციები; რო- 

გორც ვიცით, იგი შეგვიძლია გამოვხატოთ L", #7 და §., 8. საკუთარი X, », (ი) 
და X§Mა ფუნქციების ნამრავლის წრფივი კომბინაციით: 

+-L შლ 

«= I» %. (ი51/, 5 | MM) XIM, (ი) X5#ჯ- (22,1) 
M,=-L Mვ=-5 

დეიტოონში ჩვენ საქმე გვექნება თ|MX და თ1#M ფუნქციებთან. ქვემოთ დაგვჭირ- 
დება 5,(ი) ტენზორული ოპერატორის მოქმედება ამ ფუნქციებზე, ამიტომ წი- 
ნასწარ ვიპოვოთ სათანადო გამოსახულებები. დავამტკიცოთ, რომ სამართლიანია 

შემდეგი ფორმულები (16): 

8„(ი) თ:M = ს/ 8 91, (22,2) 
8) რ) = ს/ 8 თ)M- 2თ)M, (22,3) 

ამასთან, რადგან 8,,-ოპერატორი ერმიტულია, ამიტომ 

(რIM| 8, LM) = (თ: | 8,1 თ1M. (2,4) 
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ცხადია 5, ოპერატორის 95, მდგომარეობის «VI» ფუნქციაზე მოქმედებით 

მივიღებთ ისევ 389, და 377), მდგომარეობათა ფუნქციების წრფივ კომბინაციას 

50)“ =VთM-L-გხთ!, C2,5) 
სადაც 92)M-ფუნქცია შეესაბამება 1 =0 მდგომარეობას, ე. ი. IL=წ/“ მიმართუ- 

ლებაზე არ იჟნება დამოკიდებული; ამიტომ ათა გამოსახულების გასაშუა- 

ლება ი მიმართულებების მისედვით მოგეცემს ნულს "5)-თ12I=0. ამის გამო (22,5) 

ტოლობაში მარჯენივ არ შეიძლება #ვქონდეს ფუნქცია, რომელიც თო-მიმართულე- 

ბაზე არ არის დამოკიდებული. ამიტომ უნდა ავიღოთ ი=0, დაგვრჩება: 

ტი =ტხთ!M, (22,6) 

ეს გამოსახულება გამოვთვალოთ კერძო “შემთხვევაში, როცა #=1. ამისათვის 

ვიპოვოთ 

თე! = 3)(0101, | 1 1) X”იი (M) 7.1» = > VIII (22,7) 

ავიღოთ 2-ღერძი I-ის გასწვრივ, მაშინ 

8. = 6 გ: 257, (22.8) 
საიდანაც 

ა. თ)?! = (6535-2857) 16+ =:|6 MI2–-25(8 -L1)1 ური : (22.9) 

მაშა'ადანე, 
- 2 8, თ) = – --X„. C2,10) 

V 4» 

ახლა ვიპოვოთ (22,6) გამოსახულების მარჯვენა მხარე. (22,10) კუთხეებზე დამო- 

კიდებული არ არის, ამიტომ მარჯვენა მხარეში შეგვიძლია განვიხილოთ კერძო შე- 

მთხვევა, როცა # ღერძი ემთხვევა ი ს, ე. ი. როცა 8ჩ=0. «511 -ჩავწეროთ ცხადი 

სახით: 

თ): = (2101 | 11) 1”ჯა(0)X,,+(2110 | 11)1”,(0)X-ა<-(212--! | 11)1”-:(0აX,,-,, (22.11) 
რადგან X 3, (0)=2”:,(0), ამიტომ 

თ!!(0) =(2101 | 11)I”ეი(9)# (22,12) 
– 1 „ 5-8 

კლეაზ-ჟორდანის კოეფიციენტი –----ის ტოლია, ხოლო X7ეი(0) = V/ > · ამგ- 
” 10 4X 

ვარად, 

92:1(0) = #II. (22,13)   
უ= 8> 

თუ (22.13) და (22,10) ფორმულებს შევიტანთ (22,6) გამოსახულებაში, მივიღებთ 

ხ=I/ 8, რაც ამტკიცებს (22,2) ტოლობას. 

ახლა დავამტკიცოთ (22,3) ფორმულის სამართლიანობა. ამისათვის კვლავ 

დავწეროთ: 

ფამ) Mყ == ხთ:M.L ი თ1M, (22,14). 
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ამასთან, ს ისევ 7 8 -ის ტოლია, რამდენადაც ადგილი უნდა ჰქონდეს (22.4; ტო– 

ლობას, ამგვარად: 

ყწ,.თIM = I/ 8 თ.V-L ით. (22,15)- 

ამ ტოლობაზე ვიმოქმედოთ თ. ოპერატორით. 

8, თ.V= I/ 8 ვრაი+-ი 8 თაბ, (22,16). 
საიდანაც, რადგან სამართლიანია (21,16) ფორმულა, მივიღებთ: 

, 1 ს) . 

89% = #6 (4§1 - 28-–-05 კ თ!“. (22.17); 

თანახმად (22,2) ფორმულისა, ფიგურულ ფრჩხილებში მოთავსებული გამოსახუ- 
ლება ტოლი უნდა იყოს 8-ისა. რადგან 451=45(§-L1)=8, როცა 8=1, ამიტომ 

საჭიროა 6C=–-2. ამგვარად, (22,3) ტოლობაც დამტკიცდა. 
M 

ადვილად ვიპოვით §,, ოპერატორის მატრიცულ ელემენტებსაც ძ+==5=1 
მდგომარეობაში. ამისათვის საკმარისია გამოვიყენოთ (22,2) და (22,3) ფორმულე- 
ბი და თ/“ ფუნქციების ორთო ნორმირების პირობა. მარტივად ვიპოვით, რომ: 

(თა" | §,, | :2) = 1/ 8(რა“| თ =0, (22,18)- 

(თ; | §,. | თ:1 = / 8 (თ)?! | თ) –-2 (თ |თIV) =2 172, (22,19) 

(რჯ | 8,,| თა) = V 8 (IV | რა) –-2(რ!/ | თჯ#) = –-2. _ (22,20): 
ახლა დავწეროთ შრედინგერის ფარდობითი მოძრაობის განტოლება ორი ნუკლო- 

ნისათვის (21,17) ურთიერთქმედების პოტენციალის შემთხვევაში, რადგან ტენზო- 

ოული ძალები მოქმედებენ მხოლოდ §=71 მდგომარეობაში, ამ დროს კი (თ,თ.)=1, 

ამიტომ პოტენციალს შეგვიძლია მივცეთ შემდეგი სახე: 

#6) =V7-0C)+#ჯ0ა 8, (22,21). 

საჯაც V,C) და V„,C) ცენტრალური პოტენციალებია. 
შრედინგერის გებოლია დეკარტის კოორდინატებში ექნება გამოსახულება: 

ბა+ + L (8-7 ა-–-/,ცანი(ი)1 4 ს =0. (22,22)· 

ს(ოე) ფუნქცია გავშალოთ აუ. ფუნქციების მწკრივად დაფიქსირებული სპინის. 
§3=1 და სრული მომენტის / =1 შემთხვევაში 

2 #LL) მ თIხ. რ,,0) = (#/=1, §=1) (22,23) 

ლუწობის შენახვის გამო სამში. ან ექნება ერთი წევრი »=ყ/. ან ორი #=.27-–)I, 

=V/+1 მომენტების შესაბამისად. დეიტრონის შემთხვევაში ვიხილავთ /,=0 და. 
#=2 მდგომარეობას (ე. ი. =V-1 და ჩ=V +1) ბმული მდგომარეობის ტალ- 

ღური ფუნქცია შეიძლება ვანორმიროთ ერთზე 

II5VI704-= %) | XLXთIXX-თთ(#V,ძ0=1. C2,24). 
LL' 
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რადგან «%/წV ფუნქციები ნორმირებულია პირობით 

| დსს თ/ჭ00--2,.,, (22,25) 

ამიტომ 7,0.) ფუნქციისათვის გვექნება ნორმირება: 

2, | #2CI 76), = 1. (22,26) 
L 

შრედინგერის განტოლებაში გადავიდეთ სფერულ კოორდინატებზე, შევიტანოთ მას- 

ში (22,23) გაშლა, გადავამრავლოთ ი/4, ფუნქციაზე და ავიღოთ ინტეგრალი 

სხეულოვანი კუთხით. თუ გავითვალისწინებთ, რომ ძი)“ ფუნქცია ამავე დროს 

საკუთარი ფუნქციაა 2 ოპერატორისა, საკუთარი მნიშვნელობებით I" 7,(7,-L1), 

მაშინ გვექნება: 

ძთ ს ჩა“ /”(L+1) ) 
#-V, _ 

დ. ' 1? 1 | 0ი-- 2ყე2 I #CV 

2 მდი. 2, VI (თ. XC | 8აIთIს )VI:04=0. (22.27) 

სადაც 
(თ/%| 8.Iთ/#4) = = 908. თ; ძი. (22,28) 

სიმეტრიის გამო ეს მატრიცული ელემენტი დამოკიდებული არ არის 2/-ზე, ამას–- 

თან, ინტეგრალში იგულისხმება აჯამვა სპინური „ცვლადებითაც. 

დეიტრონის შემთხვევაში გვაქვს 39,+9?#/), მდგომარეობა. თუ (22,27) გან– 
ტოლებაში ავიღებთ #=0 და #=2, ამასთან, გავითვალისწინებთ ზემოთ გამოყ– 

ვანილი მატრიცული ელემენტების მნიშენელობებს, გეექნება განტოლებათა შემ- 

დეგი სისტემა: 
'8,,/, –_ 

ლ2) – (თ–-+-ზC 091 ყC) –– 2)/ 2 §;C-)I004=90, (22,29) 

2 _ 8 +ზით+ 5 ულლვაც თ| #6) 2V 20;0-)V0) =0; 
(2 + 

სადაც შემოღებულია შემდეგი აღნიშვნები Xა=%(-), X2= 100), ასევე: 
2 : 2 . 

თმ 26, «6) = 20900), თნ) = 2770; (22,30) 

8=-–-- |# | დეიტრონის ბმის ენერგიაა, ხოლო 2 => I, პროტონის მასაა. 

დეიტრონის სრული ტალღური ფუნქცია ტოლი იქნება გამოსახულებისა: 

სდ = 49 თეM+ 50) თაა, დ2,3)) 
» ( 

თუ გამოვიყენებთ (22,2) და ს 7) ფორმულებს, მივიღებთ 

ს0ა=--- => – (5+=> შა ასა დ2,32) 

თანახმად (22,26) ფორმულისა, დეიტრონის ტალღური ფუნქციისათვის გვექნება 
შემდეგი ნორმირების პირობა: 

L2)



( (1960 + | თ 0 6-=1, (22,33) 
ი 

საიდანაც ჩანს, რომ 92, მდგომარეობის წონა განისაზღვრება გამოსახულებით: 

თ 

ჩი = | | #0) IV. (22,34) 
0 

ახლა დავაკავშიროთ დეიტოონის კვადრუპოლური მომენტი (22,29) სისტე- 

მის ამონახსნებთან. გავიხსენოთ, რომ ერთეულოვანი მუხტის შესაბამისი კვადრუ- 

პოლური მომენტი ეწოდება კვადრუპოლური ტენზორის 0,. კომპონენტს, რომე- 
ლიც შეესაბამება მომენტის მაქსიმალურ პროექციას 17=ყ და განიმარტება შემ- 
დეგნაირად (161: 

0 = IV),(3.– იშ ბ, ძი, (22,25) 

სადც სკ, წარმოადგენს დეიტრონის (22 32) ფუნქციას 1#I=-/ მაქსიმალური 

პოოექციისათვის; 0-რადიუსვექტორი გავლებულია დეიტრონის სიმძიმის ცენტრი- 

დან პროტონამდე. რადგან ტოლი მასების შემთხვევაში ი=-- L, სადაც L დეი- 

ტოონის ფაოდობითი რადიუსვექტორია, ამიტომ (22,35) ასეც შეგვიძლია გადა- 

ვწეროთ _ 

0= V < I დ))C) I” X-ი0)) 'ს//(ო თ. (22,36) 

დეიტრონის შემთხვევაში #=1 და უნდა ვისარგებლოთ (22,31) ფორმულით. 

თა) და CV) ფუნქციებისათვის (22,1) გამოსახულების გამოყენებით კვადრუპოლუ- 

რი მომენტის გამოთვლა დაიყვანება ორი და სამი სფერული ფუნქციიდან ინტე- 
გრალების აღებახე და კლებშ-ჟორდანის კოეფიციენტების კერძო მნიშვნელობების 
მოძებნაზე. ამ მარტივი ოპერაციის ჩატარების შემდეგ საბოლოოდ გვექნება: 

#2”, 1 „ =X 2 /, _ 1 მი 22,37 0 10 | 2C 72“) C ) 

კვადოუპოლური მომენტის ამ ფორმულიდან ჩანს, რომ იგი დადებითი შეი- 

ძლება იყოს მხოლოდ «დ და «ე ფუნქციების ერთნაირი ნიშნის დროს. ეს კი, რო- 

გორც (22,29) სისტემიდან ჩანს, მაშინ შეიძლება, როცა (22,21) პოტენციალში 

ტენზორული წევრის წინ უარყოფითი ნიშანი ზის. 
შევნიშნოთ, რომ (22,29) განტოლებათა სისტემის ამოხსნა მარტივი პოტენ–- 

ციალებისთვისაც კი რთულ ამოცანას წარმოადგენს. ამიტომ კვადრუპოლური მო- 
მენტის ზუსტი გამოთვლაც ძნელია. ამის გამო მიმართავენ მიახლოებით მეთოდებს. 
ამგვარი მეთოდებით დადგენილ იქნა, რომ დეიტრონში 37, მდგომარეობის წონა 
მართლაც მცირეა და იგი ტოლია ჯე=0,04. 

შევნიშნოთ, რომ ატომგულური ძალების ქმედების რადიუსის გარეთ (22,29) 

სისტემაში ყველა პოტენციალი ნულის ტოლია, რის გამოც დიდ მანძილებზე სის– 

ტემის ამონახსნები ასეთი იქნება: 

%C) = 42'0(C1), C->თდ) (22,38) 
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10(7) = 8/Iყ(თ)ს, (--Cთ) (22.39) 

სადაც Mი(C) და (CI) მაკდონალდის სფერული ფუნქციებია. განვიხილოთ ღდეი- 
ტრონის ამოცანა მხოლოდ ცენტრალური ძალების მოქმედების შემთხვევაში. რად- 
გან ძირითად მდგომარეობაში /,=0, ამიტომ გვექნება შემდეგი განტოლება: 

ლთ - (თ -+-ინ00IV0)=0. C-//(7) :=%CI)) (22,40) 
MM 

როგორც აღვნიშნეთ, აჯ,0) პოტენციალის სახე ზუსტად არ ვიცით, ამიტომ საქი- 

როა იგი ისეთნაირად შევარჩიოთ, რომ თანხმობა მივიღოთ ექსპერიმენტულ მონა-' 

ცემებთან. ჩვენ ვიცით, რომ (22,40) განტოლება ზუსტად ამოიხსნება სულ რამ- 

დენიმე პოტენციალისათვის. კერძოდ იგი ზუსტად ამოიხსნება: სფერული და ექს– 

პონენციალური პოტენციალური ორმოსათვის, კონტაქტური და ჰულტენის პოტენ- 

ციალებისათვის და სხვა. ყველა ამ ამოცანის ამონახსნები შეგვიძლია ჩავთვალოთ 

დეიტრონის ტალღურ ფუნქციებად. განვიხილოთ, მაგალითად, #-ე-სიღრმის და. #ი 
სიგანის პოტენციალური ორმო, ამონახსნებს ექნებათ (12,30) სახე: 

  

  

1%() = ( 2თ )” 25%, <9 (22,41) 
1-+თ ” 

2თ ს" / 3 ტ-9C(-70) 

რი – (>) ო უაოაა. რირი 
სადაც თ, 3 პარამეტრები განიმარტება (12,4) ფორმულებით: 

2სნ ც„. _ 2MVა-ს) ვი ,+_ 20M- 
უღუ-ჟ–ძ “ი. 

საკუთარი მნიშვნელობები კი განისაზღვრება ფორმულით: 

3 6ხლ 8Iე=-–-თ. (22,44) 
როგორც ექსპერიმენტიდანაა ცნობილი, დეიტრონი მდგრად მდგომარეობას ადგენს, 
როცა სრული სპინი 98=1 და აქვს ერთადერთი ენერგეტული დონე 6=2,23 M4ტს. 

ჩვენ კი ეიცით, რომ იმისათვის, რათა ცენტრალური სიმეტრიის ორმოში 

გვქონდეს ერთი დონე, საჭიროა დაცული იყოს პირობა 

2 2”. 85-==1 22,45 317=VVIV > >; 217 ( ) (22,45) 

სინგლეტურ მდგომარეობაში კი დეიტრონს ბმული მდგომარეობა არა აქვს, ამიტომ 

X28“ 
”.ო70:<- 47 #7. (§=0) (22,46) 

როგორც ვხედავთ, დეიტრონის ბმის ენერგიის საშუალებით შეგვიძლია განვსაზ–- 
ღვროთ მხოლოდ I”ე1§ ნამრავლი. ამიტომ ჩვენ დამატებით უნდა ვიცოდეთ ატომ- 

გულური ძალების ურთიერთქმედების რადიუსი, რომ შევძლოთ პოტენციალური 
ორმოს სიღრმის განსაზღვრა, თუ (22,45) პირობაში ავიღებთ, რომ ტრიპლეტური 

ურთიერთქმედების რადიუსი ჯ-,=1,7%, მაშინ ორმოში პირველი დონე წარმოიქმ- 

“ა? 
-“:–- 2:35M# ტცხ. 

” 
ნება იმ შე?თხვევაში, როცა I”,, > 
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გარე არეს (22,42) ფუნქციის გამოსახულებიდან ნათელია, რომ დეიტრონის 

  ეფექტური რადიუსი გელ + = 1 განისახღვრება მხოლოდ და მხოლოდ 
“ VII 

ბმის ენერგიით. რადგან ბმის ენერგია მცირეა, ამიტომ ეფექტური რადიუსი საკმა- 

რისად დიდია „4,310. ატომგულური ძალების რადიუსი კი ამ სიდიდეზე სულ 
მცირე ორჯერ მაინც ნაკლებია, რაც ნიშნავს, რომ ნეიტრონი და პროტონი სუს- 

ტად ბმულ სისტემას ადგენენ და დეიტრონში ისინი ძირითადად ატომგულური 
ურთიერთქმედების გარეთ იმყოფებიან, ამის გამო, საკმარისად კარგი მიახლოე- 

ბით ჩვენ უფლება გვაქვს ღეიტრონის ტალღურ ფუნქციად ჩავთვალოთ (22,42) 
ფუნქცია, რომლის არე შეგვიძლია ნულამდე გავავრცელოთ. თუ მოვახდენთ ამ 

ფუნქციის ერთზე ნორმირებას, გვექნება: 

ათის“   ზ”ცა = “9 „= (22,47) 
# 2 L 

ეს ფუნქცია სათავეში სასაზღვრო პირობას არ აკმაყოფილებს. (22,47) ტალღური 

ფუნქციით შეგვიძლია გამოვთვალოთ დეიტრონის საშუალო რადიუსი 

– · 1 
4“,კ= I სჯ “სძ. = 2C · (22,48) 

მაშასადამე, დეიტრონის საშუალო რადიუსი ეფექტური რადიუსის ნახევრის ტო- 
ია. 

ადვილი საჩეენებელია, რომ დეიტრონს აღგზნებული მდგომარეობები არა 

აქვს––მისი აღგზნებული მდგომარეობები უწყვეტ სპექტრში იმყოფება. მართლაც, 

ცენტრალური ურთიერთქმედების შემთხვევაში, #=0 მდგომარეობის ენერგიას 

დაემატება ცენტრგამმორი პოტენციალური ენერგია 394%9+%1+) , რომლის შე- 
სი 

ფასება ეფექტ. რი რადიუსის მანძილზე ჩეფ=:რ“!, მოგვცემს 

აL=060L(CI+1). (22,49) 

მაშინ-ც კი, როცა #/,=1. გვევნება ას=28, ე. ი. L-მდგომარეობის ენერგიაც 

კი უწყვეტ სპექტოში იმყოფება. მით უმეტეს უწყვეტ სპექტოში იქნებიან L=2,3 

და ა. მშ. შესაბამისი ენერგიები. 

პულტენის პოტენციალის შემთხვევაში დეიტრონის ტალღურ ფუნქციას, თა- 

ნახმად (16,28) გამოსახულებისა, ექნება ფორმა: 

ტდ): 1/ <0 4+თ,,XI+-2თ))/ + -2%, (22,50) 
2» ” 

სადაც თ იგივე ფორმულით განისაზღვრება, 8 კი ტოლია სიდიდისა გ=თL+-+- · 
» ი 

(22,50) ფუნქცია (22,47) ფუნქციისაგან განსხვავდება იმით, რომ იგი სათავეში 
სასრული სიდიდეა. როცა +=0, მაშინ -= თ და პულტენის ფუნქცია დაემთხვე- 
ვა (22,47) ფუნქციას. | 

სამწუხაროდ, დეიტრონის თვისებების ასახსნელად ყველა პოტენციალი „კა- 
რგია", მცირე ენერგიებზე ნუკლონების ურთიერთჟმედების ექსპერიმენტებიდან 
საშუალება არა გვაქვს პოტენციალებს შორის რომელიმე ერთის ამორჩევისა.



თავი IM 

დრეკადი გაფანტვის კვანტური თეორია 

კვანტურ მექანიკას მნიშვნელოვანი გამოყენება აქვს გაფანტვის ამოცანებში. 
ამასთან, გაფანტვის თეორია გადამწყვეტია ნაწილაკთა ურთიერთქმედების ჩასია- 

თისა და მთელი რიგი მნიშვნელოვანი მახასიათებლების დადგენისათვის. გაფანტ- 

ვის თანამედროვე თეორიამ მკაცრად ჩამოყალიბებული სახე მიიღო. იგი ეყრდნობა 
მძლავრ მათემატიკურ აპარატს, კარგადაა დამუშავებული გაფანტვის თეორიის 

პრინციპული საკითხები. 

გაფანტვის თეორიაში იხილავენ ორ მეთოდს-––სტაციონარულსა და არასტა- 
ციონარულს. ცხადია, ორივე ეს მეთოდი ერთი და იმავე შედეგებს იძლევა. ჩვენ 
განვიხილავთ სტაციონარულ თეორიას, როგორც უფრო მარტივსა და, ამავე 
დროს, უფრო ნათელი შინაარსის მქონეს. 

გაფანტვის თეორიაში ძირითადად შემოვისახღვრებით ცენტრალური ურთი- 
“ერთქმედებით, ოამდენადაც ყველა პრინციპული საკითხი შეგვიძლია განვიხილოთ 

ამ ველის მაგალითზე და, გარდა ამისა როგორც ირკვევა, ყველა ასე თუ ისე 
საინტერესო შემთხვევა ურთიერთქმედებისა, მთლიანად თუ არა ძირითადად მაინც, 

ცენტრალურ ხასიათს ატარებს. 

გაფანტვის ამოცანების განხილვისას ვიგულისხმებთ, რომ საქმე გვაქვს დრე- 

კად დაჯახებასთან, ე. ი. ისეთ ურთიერთქმედებასთან, როცა დაცემული ნაწილა- 

კის იმპულსის სიდიდე არ იცვლება ან, სხვანაირად რომ ვთქვათ, როცა არ ხდება 

-ნაწილაკთა შინაგანი მდგომარეობების „ცვლილება, ანდა ახალი ნაწილაკების გაჩენა. 

გაფანტვის კვანტური თეორიის ის ნაწილი, რომელიც კინემატიკას ეხება და 

“შედეგია შენახვის კანონებისა, ისეთივეა, როგორიც კლასიკურ მექანიკაში. რადგან 
ეს საკითხები დაწვრილებით განხილული გვაქვს „თეორიული ფიზიკის“ კურსის 
პირველ ნაწილში, ამიტომ დამატებით აქ აღარ განვიხილავთ. 

§ 53. გაფანტვა ცენტრალური ველით 

განვიხილოთ ორი ჯ!, და »1ე მასების მქონე ნაწილაკების ურთიერთგაფანტვა 
სტაციონარულ მდგომარეობაში ნაწილაკებს შორის ცენტრალური ურთიერთქმე- 

დების დროს. როგორც ვიცით, ეს ამოცანა ეკვივალენტურია ერთი ც= - 5955. 
ი, L ი 
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დაყვანილი მასის მქონე ფიქტიური ნაწილაკის გაფანტვისა I V60) გარეშე ველით. 

'მრედინგერის სათანადო განტოლებას, სიმძიმის ცენტრის გამოყოფის შემდეგ, ექნება. 

ასეთი სახე: 

0+59%, 0 = 1 რაბი, (23,L). 

სადაც L=,ს- ე ფარდობითი მოძრაობის რადიუსვექტორია, I/;, ფარდობითი- 

იმპულსი, ხოლო 

#80) = 5-» (23,2)' 
22% 

ფარდობითი ენერგია. შემდგომში 10) პოტენციალური ენერგიის ნაცვლაღ ხში-. 
რად ვისარგებლებთ მისი 'ოპობთუელი სიდიდით 

ყV(CV) = – 340) (23,3» 

როცა საწინააღმდეგო არ იქნება როქი, გაფანტვას ყოველთვის განვიხილავთ: 
C-სისტემაში, ე. ი. სისტემაში, რომელშიც ნაწილაკთა სრული იმპულსი, როგორც 

დაჯახებამდე, ისე დაჯახების შემდეგ ნუ- 
ლის ტოლია. ამ სისტემაში გაფანტვის, 

სურათი ისეთი იქნება, როგორიც მე- ვ 

ნახაზზეა წარმოდგენილი. ცხადია, საბო– 

ლოო იმპულსის მიმართულება ემთხვევა 

წ=Lწ,– ე ვექტორის მიმართულებას, ე. ი. 

„(=L”. (23,4+ 

გაფანტვის თეორიაში საჭიროა მოიძებ–- 

ნოს (23,1) შრედინგერის განტოლების- 

  

იზი ისეთი ამონახსნი, რომელსაც დიდ მანძი- 

CL. ვ ლებზე ექნება შემდეგი ასიმპტოტური- 

· წ სახე: 

I". 

ბრო =თაო+ IV, 0 –--, 0-+თ) (23,5), 
» 

სადაც თ.დ) = გM> (23,6)" 

წარმოადგენს დაცემულ ბრტყელ ტალღას, რომელიც აკმაყოფილებს შრედინგე- 
რის (23,1) განტოლებას თავისუფალი მოძრაობისათვის, ე. ი. როცა VV)= 

(23,6) დაცემული ბრტყელი ტალღა ისეა ნორმირებული, რომ დაცემულ ნაწი-- 
ლაკთა ნაკადი # =9 | თ,I1=წ სიდიდით ფარდობითი სიჩქარის ტოლი იყოს. 

ჩვეულებრივ, გაფანტვის მიმართულებად ჟ-ღერძს ირჩევენ, ამიტომ (23.5)–ში 

იღებენ თ„=6X9 (IL2) გამოსახულებას 
XXX”, MX) ფუნქციას გაფანტვის ამპლიტუდა ეწოდება. იგი ფუნქცია იქნება 

ფარდობითი ენერგიისა და კუთხისა საწყის სL და საბოლოო IL” იმპულსებს 
შორის. ამ კუთხეს გაფანტვის კუთხე ეწოდება და მას 0-თი აღნიშნავენ. 

როგორც (23,5) გამოსახულებიდან ვხედავთ, გაფანტვის ამოცანის შესაბა–- 

მისი ტალღური ფუნქცია გაფანტვის ცენტრიდან უსასრულოდ შორს უნდა წარ- 
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მოადგენდეს დაცემული ბრტყელი ტალღისა და განშლადი სფერული ტალღების. 
ჯამს. ეს გასაგებია, “რადგან უსასრულობაში უნდა შეგვხვდეს როგორც გაუფან- 

ტავი, ისე ცენტრიდან ყველა მიმართულებით გაფანტული ნაწილაკები. შემდგომში. 

(23,5) პირობას გაფანტვის ამოცანის სასაზღვრო პირობას ვუწოდებთ. 

ამგვარად, გაფანტვის სასაზღვრო პირობა მოითხოვს, რომ გაფანტვის ამო- 
ცანის "შესაბამისი ამონახსნის ასიმპტოტური სახე ორ წევრს შეიცავდეს. ერთს 

დაცემულ ბრტყელ ტალღას, მეორეს კი-–გაფანტულ სფერულ ტალღას 
„I 

«ია=IIს ს“. C-–+თ) (22,7). 
» 

თუ გამოვიყენებთ ალბათობის დენის ვექტორის ფორმულას 

I1= 2. VMმ-ა ა), (23,ზ): 

მაშინ დაცემული და გაფანტული ნაწილაკების ნაკადი, შესაბამისად, ტოლი იჭნება:. 

MM ჰა=“', ჰავ= 
დას V გაფ 2        ,' ») I. (23,9). 

ბუნებრივია, გაფანტვა დავახასსიათოთ სიდიდით, რომელიც განსაზღვრული იქნება 

ერთ სეკუნდში, ძ(C:=81ას 0ძიძთ სხეულოვან კუთხეში გაფანტულ ნაწილაკთა რიცხ- 

ვის ფარდობით დაცემულ ნაწილაკთა ნაკადთან. ამ სიდიდეს, როგორც ვიც3თ,. 

გაფანტვის ეფექტურ დიფერენციალურ განივკვეთს უწოდებენ. გვექნება 

ძთ = 159 კვ, (23,10» 

სადაც ძვ არის იმ სფეროს ფართის ელემენტი, რომლის რადიუსია რადან 

სხეულოვანი კუთხე ძი-% , ამიტომ დიფერენციალური განივკვეთისათვის საბო– 

ლოოდ შეგვიძლია დავწეროთ: 

ძი =| XC”, X) |" ცნა. (23,11) 

დიფერენციალური განივკვეთი დამოკიდებული იქნება ენერგიასა და გაფანტ– 
ვის 0 კუთხეზე. /C) პოტენციალური ენერგიის ცენტრალური სიმეტრიის გამო, 
გაფანტვის ამპლიტუდა და, მაშასადამე, განივკვეთი აზიმუტალურ კუთხეზე დამო- 

კიდებული არ არის. 

როგორც ვხედავთ, გაფანტვის დიფერენციალური განივკვეთის მოძებნა ეკვი– 
ვალენტურია ერთი X (X, 0050) ფუნქციის მოძებნისა. ამ ფუნქციის მოსაძებნად, 

კონკრეტული სახის ურთიერთქმედების შემთხვევაში, საჭიროა სათანადო შრედინ- 
გერის განტოლების ამოხსნა (23,5) სასაზღვრო პირობით. ამონახსნის ასიმპტო- 
ტურ გამოსახულებაში, დიდი 7-ებისათვის, განშლადი ტალღის კოეფიციენტი 
იქნება სწორედ გაფანტვის ამპლიტუდა. 

იმის გამო, რომ ცენტრალურ ველში ინახება იმპულსის მომენტი, ნაცვლად 
XLI, %)-ისა, ხელსაყრელია პარციალური ამპლიტუდის შემოღება, ე. ი. ამპლი– 
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ტუდისა, რომელიც გარკვეულ მომენტს შეესაბამება. X(M7, M) ამპლიტუდა გავშა- 

ლოთ სფერულ ფუნქციებად?). 
დი ს! _ _ 

XXL” X)= 45 1, X) 1509 1” 090 1) (23,12) 
/-0 „.-/ 

X)მე-ს უწოდებენ პარციალურ ამპლიტუდას. 

ახლა გავიხსენოთ ბრტყელი ტალღის (9,21) ასიმპტოტური წარმოდგენა 
დიდი მანძილებისათვის: 

8= (რფ. ლუ 
თ, (0=4> ჯ ჯა / “”“ უ» 

21/ 24» ეუ -I 

I 0) »” 090; 0“–--–თ) (23,1 ვ) 

როცა ნაწილაკებს შორის ურთიერთქმედება არ არის, მაშინ უსასრულობაში გან- 
შლადი და კრებადი ტალღების აზპლიტუდები სწორედ ამ გამოსახულებით იქნება 
განსაზღვოული, ხოლო როცა ნაწილაკები ურთიერთქმედებენ, მაშინ მათი ”შესაბა- 
მისი ტალღური MC) ფუნქციის ასიმატოტურ სახეში განმლად ტალღასთან ·და- 
გვიჯდება განსხვავებული ამპლიტუდა. სწორედ ის, რითაც 0V,() ამონახსნის ასიმ- 
პტოტიკაში განშლადი ტალღა განსხვავდება შესაბამისი ბრტყელი ტალღის ასიმ- 
პტოტიკის განშლადი სფერული ტალღის ამპლიტუდისაგან, განსაზღვრავს გაფანტ- 

ვის :მპლიტუდას. 

გაფანტვის ამოცანის ამონახსნიც გავშალოთ სფერულ ფუნქციებად: 

' % დ ყ/წ ყო >... 
M.V)=4» ა, დ! იშ თ(/) X),,0) (23,14) 

150 „5”-I · 

'მეჯნივები გაშლაში შემოვიღეთ ხელსაყრელობის მიზნით. 

თუ (23,5) გამოსახულებაში შევიტანთ (23,14), (23,131) და (23,12) ფორ- 
მულეას, გავითვალისწინებთ (21,4) ტოლობას და მოვახდენთ ინტეგრაციას კუთ- 
ხეებიო, სათანადო სფერულ ფუნქციებზე გადამრავლების შემდეგ„ რადიალური 

ტალღური ფუნქციის ასიმპტოტური გამოსახულებისათვის მივიღებთ: 

“ ყე 18) -((V-M) 7090. ა) VI: =14+2MIე)“  "შ:, "> 23,15 > + IV) 27 27» (–-> თ) C ) 

როგოოც ვხედავთ, ბრტყელი ტალღის ასიმპტოტური გამოსახულებისაგან განსხვა- 
ვებით, განშლად სფერულ ტალღას გაუჩნდა მამრავლი 

5)(0:)=1-L 21 XI(IL); (23,16) 

1 გაფანტვის ამოცანას ცენტრალურ ველში ღერძული სიმეტოია ასასიათებს, რის გამო() 

პარციალური ამპლიტუდა დამოკიდებული არ არის /I-ზე. ამიტომ უფრო ფიზიკურია # (M', M) 

ფუნქციის გაშლა ლექანდრის პოლინომებად. (23,12) ფორმულაში აჯამვა შეგვიძლია მოვახდინოთ 
ჯუ-ით (9,34) ფორმულის თანახმად, მაგრამ მომაეალში ყოველთვის გამოვიყენებთ (20,12) ტიპის 

გაშლას, რაღგან გარკვეული აზრით სფერული ფუნქციებით სარგებლობა უფრო ხელსაყოელია, 

ვიდრე ლექასდრის პოლინომებით. 
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“მაშ»სადამე, (23,15) მიიღებს სახეს: 

+ კა ; - (2 -/2 
/ხო _ _1. | „(9-5 I –წი) “ (“ 20 · (213,17) 

I" 29 

დრეკადი გაფანტვისათვის #«,(;) სიდიდეს შემდეგნაირად აღნიშნავენ: 

8,00=ი" 029 (23,18) 
(I) ბპეგვიძლია განვიხილოთ როგორც დიაგონალური უნიტარული მატრიცა1. 

მას უწოდებენ §-მატრიცას ცენტრალურ ველში გაფანტვისათვის. 6/(#) სიდიდეს 
კი გაფანტვის ფაზას უწოდებენ. რადგან ექსპონენტი პერიოდული ფუნქციაა, ამი– 
ტომ გაფანტვი” ფაზა ცალსახად არ იქნება განსახღლვრული. თუ მოვითხოვთ, 

რომ; ოოცა პოტენციალური ენერგია MI) –>0, მაშინ 5,0:1)=1 ფაზის მნიშენე. 
ლობანი შეგვიძლია ავარჩიოთ (0, >) ინტერვალში, 

რადგან (23,16) ფორმულიდან 

ფ,ძე–1 _ CI-–1 
X#Iმ)ლ=ლ ე -–--–, 22,19 MC8) 24; 21 ( ) 

ამიტომ გაფანტვის (23,12) ამპლიტუდა ასეც შეგვიძლია წარმოვადგინოთ: 

«ლ 

”0ო მე-4 XI. 3) 50-) სანე ჰე, 0”. (23,20) 
/ 7% „““ 2: 

ცხადია, (C, 34) ფორმულის გამოყენებით ამპლიტუდას შეიძლება მივცეთ ჩვეუ- 
ლებრივი ფორმაც. გვექნება 

1. % (ბ (0) = –-- V' (21-+-1) (ი! –– 1) ჯ, (008 0). 23,21 XC) 2: => 1106 ა) L, (505 0) ( ) 

როგოოც ვხედავთ, ამპლიტუდა განსაზღვრულია 9,0) პარციალური ფაზების სა- 

შუალებით. 

შევნიშნოთ, რომ (23,17) ასიმპტოტური ფუნქცია შეგვიძლია შემდეგი სახი– 

თაც წარმოვადგინოთ: 

)–-1 -ი 
X,08)=3)ს C- -3. 8 00- IC-.I) C +თ) (23,22) 

2 2: 

ან, რაც იგივეა: 

#0) =V' §(0 (+ -% +%). თ–>თ)  (23,23) 

როც: 8,=0, მაშინ ეს ფუნქცია ემთხვევა თავისუფალი მოძრაობის X;-1,(L-) ფუნქ–- 
ციის ასიმპტოტურ გამოსახულებას. მ,(:) წარმოადგენს სწორედ ურთიერთქმედე– 

ბის შედეგად თავისუფალი მოძრაობის შესაბამისი ჯც- --1X/2 ფაზის წანაცვლებას. 

    

1 5-მატრიცა პირველად %ემოღებული იყო პაიზენბერგისა და უილერის მიერ. იხ. შრო- 

მები: VV. II616ცი1)0I, #5. 1. XIIVM., 120, 619, 673, 1943. I. #. VVი-ლ0ი10L, IიV§- ჩი”., §2, 

1107, 193#. 

1.VX



ზოგჯერ, ნაცვლად (23,22) ასიმპტოტური ფორმისა, ხელსაყრელია შემდეგი- 

ასიმპტოტური გამოსახულების განხილვა: 

სრა-თი(>- 2) +ხდ 6, 605 («– -) თ თ) (23,24). 

ცხადია, ეს უკანასკნელი ეკვივალლენტურია ფუნქციისა 

  

1 'L 
V#ICII')= – 8 C _- + თ) · (23,25)- 

00§ 0, 2 

(23,24) გამოსახულების გარდა შეგვიძლია ვისარგებლოთ ასიმპტოტიკით: 

#,02) = 005 (« _ 2 )+თ§ 0, 51) (« –_ 5) , CC. –– –) (23,26) 

ან მისი ტოლფასი გამოსახულებით 

  1 ჯ 
#)მოალ––--8ი (=– ჯ+ბ) (23,27)- 

5)00, 2 

ცხადია, ყველა ზემომოტანილი სასაზღვრო პირობა ერთსა და იმავე ფიზიკურ · 

შედეგებს მოგვცემს. 

შევნიშნოთ, რომ (23,22) ფუნქციისაგან განსხვავებით, (23,24) და (23,26) 

ფუნქციები ნამდვილია, ამიტომ მათი გ“!“! მამრავლზე გამრავლებით მივიღებთ 

ტალღას, რომლის კვანძები სივრცეში უძრავად არიან განლაგებული, რაც ნიშ-- 

ნავს, რომ ეს ასიმპტოტური მნიშვნელობები შეესაბამება მდგარ ტალღას. 

(23,19) ფორმულიდან ჩანს, რომ პარციალური ამპლიტუდა ფაზასთან შემ- 

დეგნაირად არის დაკავშირებული: 

1 (ბ, . – 1 
წე =-- 6 759) 0ყ0ეCC-- (23,28)- 

I #: 6ხთ 6,–– 1/ 

როგორც ეხედავთ, ცენტრალურ ველში დრეკადი გაფანტვის დროს ამპლიტუდა 

ან, რაც იგივეა, განივკვეთი, ერთი ნამდვილი, ენერგიაზე და მომენტზე დამოკი- 

დებული 8)(#) სიდიდით განისაზღვრება. 

ამპლიტუდის განმარტებიდან ნათელია, რომ იგი არ იცვლება, თუ მასში 

მოვახდენთ გარდაქმნას M” -> –– L და M#->-–- L”, ე. ი. ადგილი აქვს შემდეგ დამო– 

კიდებულებას: 
IV", -)ლ#C-M, ––-L", (23,29) 

რომელიც გამოხატავს ე. წ. თანადობის თეორემის ერთ-ერთ სპეციალურ შემთხ-.- 
ვევას. ეს დამოკიდებულება გვიჩვენებს, რომ #-დან I” მდგომარეობაში გაფანტვის 

ამპლიტუდა ტოლია დროში შებრუნებული მიმდევრობის შესაბამისი გაფანტვის 

ამპლიტუდისა, --M”-დან –-M მდგომარეობაში. შევნიშნოთ, რომ ამ დებულებას, 
რომელსაც ტრივიალური გამოყვანა აქვს ცენტრალური ველის შემთხვევაში, დაცუ- 

ლია ზოგადი სახის ურთიერთქმედებისთვისაც და შედეგია გაფანტვის ამპლიტუ-- 
დის ინვარიანტობისა დროის ინვერსიის მიმართ. 
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ასევე ადვილად დავინახავთ, რომ ცენტრალურ ველში ადგილი ექნება შემ- 
დეგ თანაფარდობასაც: 

XV", M)= XLC–-V”, –M). (23,30) 

ეს უკანასკნელი ტოლობა კი შედეგია პოტენციალუოი ენერგიის ინვარიანტობისა 

სივრცის ინვერსიის მიმართ. (23,29) და (23,30) ტოლობების შედარებით მივიღებთ: 

XX”, M):= XXL, M'); (23,31) 

მაშასადამე, გაფანტვის ამპლიტუდა სიმეტრიული ყოფილა X და LI ტალღური 

ქექტორების მიმართ. 

დაბოლოს შევნიშნოთ, რომ §-მატოიცა, რომელიც შემოვიღეთ და დიაგო- 

ნალურია ცენტრალურ ველში, ზოგადი ურთიერთქმედების დროს დიაგონალური 

აღარ არის. მისი სახე, ცხადია, დამოკიდებული იქნება პოტენციალურ ენერგიაზე. 

აVე-მატრიცა სავსებით ახასიათებს გაფანტვის ამოცანას, და არა მარტო გაფანტ– 
ვას, არამედ, როგორც შემდგომში დავინახავთ, მისი საშუალებით შეიძლება ბმული 

მდგომარეობების მოქებნაც. 

გაფანტვის თეორიაში, გარდა 9-მატრიცისა, იხილავენ სხვა მატრიცებსაც, 

რომლებიც დაკავშირებულია 8-მატრიცასთან. მათგან ჩვენ განვიხილავთ გაფანტ– 

ვის # და 7 -მატრიცებს. 

§ 94. გაფანტვის ინტეგრალური განივკვეთი. ოპტიკური 
თეორემა. ფაზური ანალიზი 

გაფანტვის ინტეგრალური განივკვეთი განისაზღვრება შემდეგი ფორმულით: 

თ(#) = II XXVI M) I1 C§),.. (24,1) 

შევიტანოთ ამპლიტუდის (23.20) გამოსახულება და მოვახდინოთ ინტეგრაცია, 
მივიღებთ: 

4. _ +! „ აყ. > 

=(2) = ->- 2, |9(1)--1% 2 1,0) 70; (24,2) 
150 ”„ა- 

რადგან, როცა 7:=X”, (C, 34) ფორმულა მოგვცემს 

+! – – 

42 >») 7Iთ00 II» 0) = 21+1, (24,3) 
იო 

ამიტომ ინტეგრალური განივკვეთისათვის გვექნება: 

ი–-თ 

== MI) 2)--1) 1 =(09 = –, 2 (21+1) | 5I(#)––1) |. (24,4) 

ან, თუ გავიხსენებთ 57-მატრიცის (23,18) გამოხატულებას, მივიღებთ სრული 

განივკვეთის ფორმულას, განსაზღვრულს ფაზის საშუალებით: 

1თ



9თ(M) = = ჯ (21+1) 810? 6,(#). (24,5). 

როგორც ვხედავთ, გაფანტვა მაქსიმალურია, როცა §Iი?6,ლ–1. როცა =,=0, 

მაშინ გაფანტვის მატრიცა §,=1 და განივკვეთი, ისევე როგორც ამპლიტუდა. 

ნულის ტოლია. 

ცხადია, რადგან X#I(0)=-1, ამიტომ (23,21) და (23,28) ფორმულების გამო– 

ყენებით 0=0 კუთხეზე გაფანტვისათვის მივიღებთ შემდეგ ფორმულას: 

1#IX(0) = 1X (21-–-1) 510” 5,(I), (24,6) 
" რ 

რომლის (24,5ე ფორმულასთან შედარებით მივიღებთ მნიშვნელოვან თან:ფარ- 

დობას 

(8) = + (თრ), დ4,7) 

რომელსაც ოპტიკურ თეორემას უწოდებენ (17). 

საინტერესოა ვაჩვენნოთ, რომ ოპტიკური თეორემა შედეგია 5I-მატრიცის 

უნიტარობის თვისებისა. მართლაც, გამოვიყვანოთ ოპტიკური თეორემა ისე. რომ: 

არ გამოვიყენოთ §5,-მატრიცის წარმოდგენა ფაზის საშუალებით. მაშინ (23,21) 

ფორმულიდან გვექნება: 

1. => 
0) = =– 5, (21+1) 6––:8), 94,8 XC) 2 0+)0 15) რ4,8) 

საიდანაც 

Iწდ = 1 %' (21+1) (2-–5,-–– 81), (24,9 
4:24 = 

რადგან . . 
|5,-1'წ=1+8) 8; – 5-5; (24,10X 

ამიტომ (24,9) და (24,4) ფორმულებიდან (24.7) ოპტიკურ თეორემას მაში5 მივი- 

ღებთ, როცა §1ჯ 9|=1, ე. ი. როცა 5,-მატრიცა უნიტარულია. (რადგან 5/-მატ- 

რიცა ცენტრალურ ველში დიაგონალურია, ამიტომ ამ შემთხვევაში 9, 8; ემთხვევა 

8I 8; -ს). 
ფაზური ანალიზი. თანახმად (23,21) ფორმულისა, დიფერენციალური განივ- 

კვეთი შეგვიძლია წარმოვადგინოთ ლ0§ V-ს ხარისხების მწკრივად, მართლაც, ცხა– 
დია (19), 

ძ0 =| XX9) "> 2. 20I+1) (2L+1) 510 2; §10 2, 005 (3,-–8,.) - 
” V“ 

X#; (0508 0) ჯ,, (60§ 0) ძC2, (24,11) 
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თუ გამოვიყენებთ ცნობილ ფორმულას: 
I+ 

X„ (0608 0) #,, (0ილ§ს)= +! LVIL00|/.0) |? I, (Cი§ 0), (24.12) · 
L<5II-I! 

სადაც. (II 2) | #17) კლებშ-ჟორდანის კოეფიციენტია, მარტივად მივიღებთ: 

#6 = + > 4; 1, (0080) 9 (24.13) 

4,-მუდმივი განისაზღვრება შემდეგი ფორმულით: 

+(„(= 212, (21-L1) (2''-L1) ILII 09 | #0)1? 511) 6; 5II 0,, C08 (0,––9,.); (24,14). 
7. 

(24,13) ფორმულიდან, ცხადია, ინტეგრალურ განიეკვეთს ექნება. სახე: 

9 = 454 (24.15) 

4ე-ის საპოვნელად (24,14)-ში გავითვალისწინოთ, რომ 
ბ 

II 00 | 00)? = –-' 24,16). ი ( |0C)? = 21+1“. (24,16) 

გვექნება: 
თ 

4ა= » (21-L1) §1V? 8,. (24.17) 
1:0 

ხშირად (24,13) განივკვეთის თეორიული მნიშვნელობის ექსპერიმენტულთან შედა- 

რებით შესაძლოა განისაზღვროს „,-კოეფიციენტები. ექსპერიმენტით ნაპოენი ,„(„ 

მნიშვნელობების გამოყენებით (24,14) და (24,17) ფორმულების საშუალებით 

შესაძლებელია 6, გაფანტვის ფაზების განსაზღვრა. გაფანტვის განივკვეთის ექსპე– 

რიმენტული მნიშვნელობიდან ფაზების აღდგენის მეთოდს ფაზურ ანალიზს უწო- 

დებენ. ცხადია, ფაზური ანალიზი ეფექტური იქნება მაშინ, როცა გაფანტვაში 
ფაზების სასრული რიცხვი მონაწილეობს. 

ამასთან, აღვნიშნოთ, რომ გაფანტვის ექსპერიმენტული მონაცემებიდან ფა– 
ზების აღდგენის მეთოდი ცალსახა არ არის. საკმარისია ითქვას, მაგალითად. რომ 

განივკვეთის იგივე მნიშვნელობას მივიღებთ, თუ ჟეელა ფაზას ნიშანს შევუცვლით 

საწინააღმდეგოთი. 

§ 95. იგივურ ნაწილაკთა გაფანტვის ამპლიტუდა 

როგორც ცნობილია, კვანტური მექანიკის იგივეობის პრინციპი მოითხოვს 
სრული ტალღური ფუნქცია იყოს სიმეტრიული ან ანტისიმეტრიული იმის მიხედ– 
ვით, თუ როგორია იგივურ ნაწილაკთა სისტემაში შემავალი ნაწილაკის სპინი. 

ამიტომ შრედინგერის განტოლების ამონახსნი იგივური ნაწილაკებისათვის უნდა 

გავხადოთ სიმეტრიული ან ანტისიმეტრიული ნაწილაკთა გადასმის მიმართ. ამას- 
თან, ცხადია, ორი ნაწილაკის გადასმა ეკვივალენტურია მათი შემაერთებელი რა- 
დიუსვექტორის ნიშნის ცვლილებისა: L->--L. C-სისტემაში ეს ნიშნავს, რომ რად– 
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„იუსვექტორის სიდიდე ნაწილაკთა გადასმისას არ იცვლება: /->I, ხოლო 0-კუთ- 

ხე იცვლება (=--I)-თი. შესაბამისად (L · LI)= 008 0 იცვლება –-00§ 0 და, მაშასადა- 
მე, :=ჯტ60§ს იცვლება--ი-ით. აქედან გამომდინარე, გაფანტვის ტალღური ფუნ- 

ქციის ასიმპტოტური მნიშვნელობა, თანახმად (23,5) გამოსახულებისა, შემდეგნა- 

ირად გადაიწერება: 
"." 

სა= 01-07. 6 _ (1(0) + (2 –- 0)1. (25,1) 
» 

ამასთან, „+ აიღება სიმეტრიული კოორდინატული მდგომარეობისათვის, ე. ი. 

როცა ორი ნაწილაკის საჯამო სპინი ლუწია, „4.“ კი –– ანტისიმეტრიული კოო- 
რღინატული მდგომარეობისათვის, ე. ი. როცა საჯამო სპინი კენტია. 

იგივურობის ძალით ჩვენ არ შეგვიძლია იმის დადგენა, თუ რომელი ნაწი- 

ლაკია გამფანტავი და რომელი გასაფანტი. C-სისტემაში ერთმანეთს ეცემა ურთი- 

ერთსაწინააღმდეგოდ მიმართული ორი ბრტყელი ტალღა, განშლადი .სფერული 

ტალღა კი ითვალისწინებს ორივე ნაწილაკის გაფანტვას. 

ოადგან დაცემულ ნაწილაკთა ნაკადი კვლავ ფარდობითი სიჩქარით განისა- 
ზღვრება, ამიტომ დიფერენციალური განივკვეთი პროცესისა, რომელიც შეესაბამე– 

ბა რომელიმე ნაწილაკის გაფანტვას იძ სხეულოვან კუთხეში, ტოლია შემდეგი 

"გამოსახულებისა: 

რ#C. = | X(0)–+- IC-–-0) |? 40 (25,2) 

პლუს ნიშანი აიღება ლუწი საჯამო სპინისათვის, ხოლო მინუსი-–კენტისათვის. 

განივკვეთის ზემოთ მიღებულ ფორმულაში იგულისხმება, რომ ნაწილაკთა 
სრული სპინი გარკვეული მნიშვნელობისაა. ექსპერიმენტზე ამას ხშირად ადგილი 
არა აქვს. ამიტომ განივკვეთში გარკვეული წონებით გვხვდება როგორც ძთC,, ისე 

ძი. სპინური მდგომარეობის წონები გამოვთვალეთ §4-ში. თუ გამოვიყენებთ 

ამ ფორმულებს, მთელის ნახევარი სპინის შემთხვევაში შეგვიძლია დავწეროთ 

ძი = -“-ძია+ > ით, §= 411, »=0,1,2,..  (25,2) 

„ხოლო მთელი ჯვ-სპინისათვის გვექნება: 

    

§ 
00 = C 

2:+1 “+ ' 2:+1 

„ამ გამოსახულებებში (25,2) ფორმულების შეტანით მივიღებთ: 

    ძთ. 8=1%; 1=0,1, 2,... (25,4) 

ძი = ს#6 (+ | #C-–-ს) + 

2:1-+1 

ამასთან „4 ნიშანი აიღება, როცა ნაწილაკის სპინი კენტი რიცხვის ნახე- 

ვარია, „+“ კი–-როცა სპინი მთელია. 

მიღებული ფორმულიდან ჩანს, რომ განივკვეთის მნიშვნელობა არ "შეიცვ- 
ლება, თუ მოვახდენთ ს-კუთხის შეცვლას (»--0)-თი. ეს კი ნიშნავს, რომ C-სის- 

-ტემაში იგივურ ნაწილაკთა გაფანტვის დიფერენციალური განიეკვეთი სიმეტრიუ- 
I12 

= -.. (წი შო–ს)+2%#C-–ხ)) ძი; (25,5)



ლია 0=-> კუთხის მიმართ. როგორც მოსალოდნელი იყო, განივკვეთში გაჩნდა 

ინტერფერენციული წევრები, რომლებიც დაკავშირებულია გაცვლით ურთიერთ- 
ქმედებასთან. 

§ 56. ბრინის ფუნქცია 

ცენტრალურ ველში მოძრაობის შრედინგერის განტოლება გადავწეროთ შემ- 
დეგი სახით: 

(8-- X#-6)V(0=X7 C)%ი), (26,1) 
სადაც 

, წ? 
წა=-– ა (26,2) 

2. 

ნაწილაკის კინეტიკური ენერგიის ოპერატორია ან, როგორც ხშირად ამბობენ, 

თავისუფალი მოძრაობის ჰამილტონიანია. შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები: 

ს = 8-– M, XC = 7Cაბთ, (26,3) 
მაშინ შრედინგერის განტოლება მიიღებს სახეს 

Lსთ =4ო, (6,4) 
სადაც ფორმალურად ჩავთვლით, რომ ,() მოცემული ფუნქციაა. ჩვენი მიზანია 
ამ განტოლების ამოხსნა გაფანტვის ამოცანისათვის.:ამისათვის (26,4) გადავწეროთ 
ინტეგრალური განტოლების სახით, რომელშიც ავტომატურად იქნება გათვალის- 

წინებული გაფანტვის სასაზღვრო პირობა, რომლის მიხედვით »->Cთ-თვის თ() 

ფუნქციას უნდა ჰქონდეს (23,5) სახე. (26,4) განტოლება გადავწეროთ იგივურად 

ჯასთ = I ბი Iო)40უძL”, (26,5) 

საიდანაც ფორმალურად შეგვიძლია ვიპოვოთ V(C) ფუნქცია 

VC) = I #17 40ეძ"; (26,6) 

ეს უკანასკნელი შეგვიძლია ასე წარმოვიდგინოთ: 

სთ = I 60(L,') 4(-) ძL”, (26,7) 

სადაც 

რა(, I) = წ 1ბდ– ღო. (26,8) 

ფა, L)-ს უწოდებენ თავისუფალი მოძრაობის გრინის ფუნქციას. ცხადია, რომ იგი 
აკმაყოფილებს შემდეგ დიფერენციალურ განტოლებას: 

Lთი(, L)=6(_ –- I; (26,9) 

თუ დელტა-ფუნქციას წარმოვადგენთ ფურიეს ინტეგრალად და გავითვალისწი- 

ნებთ, რომ 
29% –1 

“14% (8- სე)“ 1.M= ( #L–- 5) ი”, (26,10) 

# 
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(26,8) გამოსახულებიდან მივიღებთ: 

– (MI. „წ. , აზ _ 
(ა-ი #00 =1%+--, (26,11): 

სწ-– MC 2V 

როცა ურთიერთქმედება არა გვაქვს, ე. ი. როცა XC) =0 და, მაშასადამე, 24(-) =0,. 

მაშინ (26,7) გამოსახულებას უნდა დაემატოს (26,4) განტოლების შესაბამისი ერთ- 
გვაროვანი განტოლების ამონახსნი, რომელიც ჩვენს შემთხვევაში წარმოადგენს 

ბრტყელ ტალღას. ავირჩიოთ ბრტყელი ტალღა განსახღვრული იმპულსით-იც(ი).. 

როგორც ვიცით, იგი წარმოადგენს შემდეგი განტოლების ამონახსნს: 

C%C, L9)   
რ? 

ჩთ,რ =0; (26,12) 
ამგვარად, გვექნება; 

ალი =9,0+ | თი 0MIობ(-5ძC. (26,13). 

მაგრამ ეს განტოლება ჯეო კიდევ არაა ინტეგრალური, რამდენადაც მასში ჯერ არ· 
არის გათვალისწინებული (23,5) სასაზღვრო პირობა. (26,13) განტოლებაში «%, ()-ის 

ქვემ ყოველთვის შეგვიძლია ვიგულისხშოთ, რომ იგი წარმოადგენს დაცემულ 

ბრტყელ ტალღას, მაშინ მეორე წევრი უნდა იყოს განშლადი სფერული ტალღა. 
ამისათვის კი აუცილებელია გრინის ფუნქციის სათანადოდ განსაზღვრა; კერძოდ, 

საჭიროა გრინის (26,11) ფუნქციაში შემავალი ინტეგრალის განმარტებასა 

(26,11) გამოსახულება ასე გადავწეროთ: 

    
, 1 2L (=“ ი” ძოლო= 2 26,14). 

051) (223 ს?) L2-L” ' (2014 
სადაც 

ს=L-–-. (26,15» 

კუთხეებით ინტეგრაციის შემდეგ მარტივად მივიღებთ: 

ა-ი. _ 
თი 0= თ I X 510M #ძM#“ . (26.16). 

27717 _7. (ბჯ 

სასაზღვრო პირობის ნათლად წარმოდგენისათვის ხელსაყრელია ამ ინტეგრალის. 

ამოხსნა ნაშთთა თეორიით (2). # ნამდვილი (ვლადის ნაცვლად გადავიდეთ #- 

კომპლექსურ სიბრტყეზე და ჩვენი ინტეგრალი .ამ სიბრტყეში კონტურული ინტე- 

გრალის სახით წარმოვიდგინოთ. შემოვიღოთ ახალი ცვლადი 2=V#" 77, მაშინ 

  –ც 59 „ფექ ა = დალ 00- 26,17» Cი(LL, L”) 220? I ლ 2 , (26,17) 

სადაც #:=#I დადებითი რიცხვია. 

წინასწარ ნათელია, რომ იმისათვის, რათა (26,131) აკმაყოფილებდეს (23,5) 

გაფანტვის სასაზღვრო პირობას, გრინის ფუნქციას უნდა ჰქონდეს 1. იეო სახე. 
# 

ეს კი ნიშნავს რომ (26,17) ინტეგრალი პროპორციული უნდა იყოს დ'7ი -ისა. 

აზიტომ, როცა ამ ინტეგრალს კომპლექსურ სიბრტყეზე განვიხილავთ, როგორც, 
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კონტურულ ინტეგრალს, >= + ა პოლუსების შემოვლის წესი ისე უნდა ავირჩიოთ, 

რომ ინტეგრალი მართლაც 212 -ის პროპორციული გამოვიდეს. 

ინტეგრალქვეშა გამოსახულებას ნამდვილ ღერძზე აქვს ორი პოლუსი #=ჯე: 

და #= ჩი ქვემოთ ჩვენ ვაჩვენებთ, რომ ინტეგრალის დამოკიდებულება »„კ-ზე 
განისაზღვრება კონტურის შერჩევით პოლუსების უშუალო მახლობლობაში. ვთქვათ, 
კონტური ისეა შერჩეული, რომ კონტური 7= -- ჟე პოლუსს უვლის ზევიდან, ხო- 
ლო 2=ჯ/ე პოლუსს –- ქვემოდან (ნახ. 4 და 5), საძიებელი ინტეგრალი შემდეგ– 

ნაირად გადავწეროთ: 

+ ,ი,-ძ, 1 ; ; 2 _ '2ძ5 –/7 I ლვ ლ 2LI 20'2ძ | ”“ 2). (26,18) 

6 2-ი CC ჩ'–-2 
    

პირველი ინტეგრალი შეგვიძლია გამოვთვალოთ, თუ კონტურს ჩავკეტთ ზედა 
ნახევარსიბრტყეში უსასრულო რადიუსის ნახევარწრით (ნახაზზე (0, კონტური), 
ხოლო. მეორე ინტეგრალის გამოსათვლე- 

ლად საჭიროა კონტურის ჩაკეტვა ქვედა 1თ7 
ნახევარსიბრტყეში. ეს იმიტომ, რომ ჟო–- 

რდანის ლემა პირველი ინტეგრალისათვის 
კმაყოფილდება გ-ის დადებითი ვითარსი 
ნაწილის შემთხვევაში (ზედა ნახევარსიბ- 
რტყე),) მეორისათვის კი- უარყოფითი 222 
ვითარსი ნაწილისათვის (ქვედა ნახევარ- 0 
სიბრტყე. C, კონტურის შიგნით მო- ნას. 4. 
თავსებულია მხოლოდ #=ჯ/ე პთლუსი, 

ამიტომ პირველი ინტეგრალი ტოლია 2X#-,, სადაც ”, არის ინტეგრალქეეშა გა- 
მოსახულების ნამთი #=/ა წერტილში. ამგვარად, პირველი ინტეგრალი ტოლი 

| იქნება #§470-ისა. მეორე ინტეგრალის საინ- 

I ტეგრაციო Cჯ კონტურის შიგნით გვაქვს 
აგრეთვე ერთი თ«=-–-/იე პოლუსი, ამი- 

შ75=+7, ტომ, რადგან შემოვლის დროს კონტური 

თ“ გ. ხელმარჯვნივ. რჩება, მეორე ინტეგრალი. 
ტოლი იქნება--2X%,-ისა. 

#, არის ინტეგრალქვეშა გამოსახუ- 
ლების ნაშთი #=--2ე პოლუსში. ინტეგ- 

  

  

  

  

  
  

Cა რალი კი ტოლი იქნება ––-» 0070-ისა. ასე 

რომ (26,18) ინტეგრალი » 0'0-ის ტოლი 
ნახ. 5, აღმოჩნდა. ამგვარად, გრინის ფუნქციას. 

ექნება გამოსახულება 

(სწ 

C6'2(,, L) = – 2. +« .. #=|IL-V (26,19): 
ა” 4X# 

გრინის ეს ფუნქცია კი, როგორც ქვემოთ დავინახავთ, უზრუნველყოფს გა– 

ფანტვის სასაზღვრო პირობას. ამგვარად, გაფანტვის სასახლვრო პირობის დასა–- 
კმაყოფილებლად (26,14) ინტეგრალი ისე უნდა განვმარტოთ, რომ კონტური მარ– 
ცხბენა პოლუსს უვლიდეს ზემოდან, ხოლო მარჯვენას ––ქვემოდან. 
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თუ საინტეგრაციო კონტურს ისე შევარჩევთ, რომ იგი, პირიქით, მარცხენა 

პოლუსს ქვემოდან უვლიდეს, მარჯვენას კი ზემოდან, სრულიად ანალოგიური მსჯე- 
ლობით, გრინის ფუნქციისათვის მივიღებთ: 

  

-” 
264 #= | -+ | (26,2თ 
ჯმ 427. 

ადვილად შემოწმდება, რომ გრინის ასეთი ფუნქცია (26,13) განტოლებაში უზრუ- 
ნველყოფს გაფანტული ტალღის ასიმპტოტიკას-–ბრტყელი ტალღა პლუს კრებადი 
სფერული ტალღა. გრინის ამ ორი ტიპის ფუნქციას განსხვავებული ფიზიკური 

           

შინაარსის გამო სხვადასხვა ნიშნები მივუწერეთ: „+% და „--“, შევნიშნოთ, რომ 

ადგილი აქვს დამოკიდებულებას: 

65, L)=66- 7 (C, CL. (26,20”) 

როგორც ვხედავთ, გრინის ფუნქცია დამოკიდებულია ფარდობითი მოძრაობის 

ენერგიაზე #=“ #ს” კერძო შემთხვევაში, როცა #=0, გვექნება 
2. 

1 000, 0=- +", 26,21) (0 I”) 225 7 ( 

ახლა, თუ (26,19) გრინის ფუნქციას შევიტანთ (26,13) განტოლებაში, მივი– 
ღებთ გაფანტვის წაგოლი განტოლებას: 

2ხ, გ I #6-IL”I 

22 IL 1 I-ი) ი ხო ძI, (26,22) 81 )0=რთ,Cთ) – 

რომელიც წარმოადგენს 'შრედინგერის განტოლებას გაფანტვის ამოცანისათვის, 

სადაც გათვალისწინებულია (23,5) სასახლვრო პირობა; ასეთი სასაზღვრო პირო- 

ბის შესაბამისი ტალღური ფუნქცია თL"I)-ით აღენიშნეთ. 

ვიპოვოთ (26,22)-ის ასიმპტოტური მნიშვ ვნელობა დიდი #-ებისათვის (კერ- 

ძოდ » 3> 1 -სათვის). ცხადია, 

(წ-ი ლ-- 00§ 0, (26,23) 

სადაც მ არის კუთხე L და L” ვექტორებს შორის, ამასთან + ვექტორის მიმართუ- 

ლება ემთხვევ. გაფანტული ტალღის M”-ტალღური ვექტორის მიმართულებას, 

ე. ი. L'=L+ ; ამგვარად, 
» 

11ბ= 1“ 60§ 0 =7––(L" L"). (26,23”) 

ამ ფორმულის გამოყენებით გ ღერძის მიმართულებით დაცემული ტალღის გა– 

-ფანტვისათვის მივიღებთ შემდეგ ასიმპტოტურ მნიშვნელობას: 

1 2ყს 
+)(„X=(0(M2-. სღრო=ი C(> 1 „კ X” 0 ტით >) , (26,24) 

საიდანაც გაფანტვის ამპლიტუდისათვის მივიღებთ 

, = L -V + · #00 0=- I. #”#C სოდ ძი (26,25) 
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რადგან 
«%,, თ = “IV/- 

არის ბრტყელი ტალღა (ნორმირებული ისეთნაირად, რომ ნაკადი სიდიდით ფარ- 
დობითი სიჩქარის ტოლია), ამიტომ (26,25) ფორმულა შემდეგნაირადაც შეგვიძ- 

ლია გადავწეროთ: 

· 

2X11 

სადაც 01 +'XI.) წარმოადგენს (26,21) ინტეგრალური განტოლების ამონახსნს, 

  XXI, Mა=– (თ, | 7 | §L.)), (26,26) 

§ 27. ბრინის ფუნქციის ბანსაზღვრა პოლუსებზე მცირე 
წარმოსახვითი ნაწილის დამატებით და მისი ფორმალური 

განმარტება 

როგორც წინა პარაგრაფში დავინახეთ, გრინის ფუნქციის განმარტება და- 

მოკიდებულია პოლუსების შემოვლის წესზე. იმისათვის, რომ შემდგომზი ინტეგ- 

რალის აღების დროს ყოველთვის არ დაგვჭირდეს პოლუსების შემოვლის წესის 

მითითება, ხელსაყრელია პოლუსებს დავუმატოთ მცირე + (3 კომპლექსური ნაწი- 

ლები, სადაც 6 უსასრულოდ მცირე სიდიდეა და ამით პოლუსები არსი ღერძიდან 

ზედა და ქვედა ნახევარსიბრტყეებზე გადავიტანოთ. რადგან ამ შემთხვევაში >.+15 
პოლუსები ღერძზე აღარ იმყოფებიან, ამიტომ პოლუსის მითითება (ე. ი. აყკიღებთ 

7 +186 თუ #:--)6) ავტომატურად განსახღვრავს შემოვლის წესს. ამასთან, ნაშ- 
თები უნდა ავიღოთ #:-+16 პოლუსებში და შემდეგ პასუხში გადავიდეთ ზღვარზე, 

როცა 6-0 (17). 

კვლავ განვიხილოთ გრინის ფუნქციაში შემავალი ინტეგრალი და ინტეგ- 
რალქვეშა გამოსახულების მნიშვნელს დავუმატოთ მცირე ჯ§ სიდიდე: ეს ინტეგ- 
რალი ICXგ)-თი აღვნიშნოთ, ე. ი. 

+თ 

70'C)=–-- | _ 2801 20#_ · (27.1) 

=-2ზ++46 
ლ” 

ცხადია, ეს ინტეგრალი შეგვიძლია გადავწეროთ შემდეგნაირად: 

1/ 205407 9, )=-- _ რ-ი  _ 
” ი 2L I (§2–(2ე-+16) | IX7-L (2ე +%6)| 

I ე ოირ6-). (27,2) 
I6-– (2ე+16)) (+ (20+15)| 

აშკარაა, რომ პირველი ინტეგრალის საინტეგრაციო კონტური უნდა ჩაიკეტოს 
ზედა ნახევარსიბრტყეში, მეორე კი ქეედაში. შედეგად მივიღებთ (#-ის ნულ- 
თან მისწრაფების 'შემდეგ) 

„V%) (2ე)== > 626. (27,3) 

ახლა განვიხილოთ ინტეგრალი 
+თ 

ჩაო | _28)02ძ2 _ (27,4) 

შა–-ეზ--ჯ 
-თ 
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ეს უკანასკნელი წარმოვიდგინოთ შემდეგი სახით: 

1 20202 CX,)=–- “ "0 
” %0=2; ( L (6--(#ე-–-75)) (#-+ (2ე––16)1 

რ -ჯ | 820 'წძ2 –-ი% დრ7,5 

(#–-(#ე–-16)) | 2-C (2ე––15)| 

პირველი ინტეგრალი უნდა ჩაიკეტოს ზედა ნახევარსიბრტყეში, სადაც პოლუსი 

ტოლია #= -–-#ე-L46-ისა, მეორე კი- ქვედა ნახევარსიბრტყეში, სადაც პოლუსი 
ი=7ე--6ის ტოლია. 

შედეგად მივიღებთ: 
” მჰIC0C)=X%6“/20. (27,6) 

ამგვარად, თუ განვიხილავთ (26,11) გრი- 
ნის ფუნქციას შემდეგი სახით 

-% 2 I (:(+XC, + )= 

-?- (წრ ბი 7% ხი# _2 _ 1 | 6 MI MI ყL” 
1? (2>)? ) #2 2 

წას. 6 მაშინ ჯ;?“-ზე 16-ის დამატება, ე. ი. (7(2)(L,L) 

გრინის ფუნქცია შეესაბამება განშლად 

სფერულ ტალღას, ხოლო –- (L-ის დამატება ე. ი. C(X”, I) გრინის ფუნქცია 

შეესაბამება კრებად სფერულ ტალღას 
გრინის ფუნქციის (27,7) სახით ჩაწერის უპირატესობა აშკარაა, რადგან 

ამ შემთხვევში „ცალსახად არის 

განსაზღვრული საინტეგრაციო კონ- ჩიმ 
ტურის შერჩევის საკითხი. 

ამგვარად, გაფანტვის ამოცანის 

შესაბამისი ინტეგრალური განტო- 

ლება ასე ჩაიწერება: 

IთL 

  (27,7)   

LI) =თ,(0+ C-7- 

+| 0 9)ფო7 ობ ილოძC; (27.8) ი დფ2-Vს   ამასთან, დI(:XI) წარმოადგენს გა- 

ფანტვის ამოცანის ტალღურ ფუნქ- ნახ. 7 
ციას, რომლის ასიმპტოტური სახე 

დიდი #-ებისათვის გამოხატავს დაცემულ ბრტყელ ტალღას დამატებული კრება- 
დი სფერული ტალღა. 

შევნიშნოთ, რომ ხშირად იხილავენ გრინის ფუნქციასაც, რომელიც მშმეესა- 

ბამება შემდეგ კომბინაციას: 

#6)= <- (/06)+9)1=> იი რ. (27,8ე 
შესაბამისი გრინის ფუნქცია, რომელსაც ჩვენ ე(-,L)-ით აღვნიშნავთ, იქნება 

ასეთი: 
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_ 2# 008707? 

1? 4 #. 
"შეიძლება ჩვენება, რომ ეს გრინის ფუნქცია შეესაბამება სასაზღვრო პირობას, 

როცა გაფანტვის ამოცანის ტალღური ფუნქციის ასიმპტოტური მნიშვნელობა 

ემთხვევა მდგარ ტალღას. 
დაბოლოს მივუთითოთ, რომ თანახმად (26,20”) ფორმულისა, (27,8) ინტეგ- 

რალური განტოლებიდან ადვილად დავამტკიცებთ, რომ თIII--M,”) და V-X, ) 
ფუნქციებს შორის გვაქვს დამოკიდებულება: 

ს(0C-M,>)=0C0)%L, I, (27,10) 

ამასთან დამტკიცების დროს გამოვიყენეთ, რომ გრინის ფუნქცია დამოკიდებუ- 

ლია ენერგიაზე, ე. ი. #2-ზე, ამიტომ X-ს შეცვლით –-M-თი არ იცელება. 
ახლა გავიხსენოთ (26,26) ფორმულა და გამოვიყენოთ თანადობის თეორემა 

ამპლიტუდისათვის 

გვექნება: 

წი +)= (27,9) 

XVXC, M)=L(-LL, "ა. (27,11) 

XV, V)= – ="- (თ. .I# I LC); (27,12) 
2ჯს? 

მაშასადამე, თანახმად (27,10) ფორმულისა, გაფანტვის ამპლიტუდა თII(C) ფუნ- 
ქციით განისაზღვრება შემდეგნაირად: 

  

V(L”, L)=-- –-_ (სC2) | #I დ.ე; 27,13 XXVI M) 2-9 (MI) | 71%) C ) 

«ამასთან, ჩვენ დავამტკიცეთ მნიშვნელოვანი ტოლობა 

(თ,.I7 | თ(1)=(სC)|7 |დ,), (27,14) 
“რომლითაც შემდგომში არაერთხელ ვისარგებლებთ. 

განვიხილოთ შრედინგერის განტოლება გაფანტვის ამოცანისათვის დირაკის 
სივრცეში 

ჯ#” 

(#--#I)) | ს)=7Cთ)I%. (27,15) 

ამ განტოლებიდან ფორმალურად განვსაზღვროთ | ს) ვექტორი, ამისათვის (27,15) 

მარცხნიდა გავამრავლოთ მ–- წე“ ოპერატორზე; გვექნება 

1   

  

IV) = –7V)I%; (27,16) 
#--ჩM% 

'მაგრამ (27,12)-ს უნდა დაემატოს ერთგვაროვანი განტოლების 

(8–წა|რზა=0 დ7,17) 
ამონახსნიც. ამგვარად, 

1 
|ს,)= I#,)+ –XV7I%)- (27,18) 

სM-–-M)% 
“თ(#)-თი აღვნიშნოთ ოპერატორი 

60აX(8)=(8–#)“), დ7,19 
მაშინ (27,18) მიიღებს შემდეგ სახეს: 

| სს) = 1 V9,)-L რი(#) 7 | დ) '(27,2თ 
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ეს უკანასკნელი წარმოადგენს გაფანტვის ინტეგრალურ განტოლებას. დასარწმუ– 

ნებლად (27,20) მარცხნიდან სკალარულად გავამრავლოთ (”|I-ბრა ვექტორზე, 

მარჯვენა მხარის მეორე წევრში კი ჩავსვათ ერთზე გამრავლების ოპერატორი 

|9-|ლC'|=1, (27.21) 
მაშინ გვექნება: 

(ხა=6|4ა+ (6 თითო 7 რი”|ხი ძი” თ ს 27,29) 
რადგან პოტენციალური ენერგია ლოკალურია, ამიტომ 

(C'I7 I )=XC9) (IL –-79, (27,23) 
რაც მოგვცემს 

#ი=9,ო+ | (- | 60069) |) 7CC) ზ-(C) ი”. (27,24) 

განვიხილოთ LL | C0(#) | I) გამოსახულება. წარმოვადგინოთ იგი შემდეგი სახით: 

(CI 600) | C1= | (C |.) (%” | თა(#9) | X) (MII) ი” ი; (27,25)' 

რადგან სამართლიანია (27,17) განტოლება, ამიტომ 

    

    

(%" | დ9(#) I #) = (თ –-თMძ,, (27,26) 
(2»)9 #–-შა 

საიდანაც 

(IIთითIი = +--- >: 60) = 51. (27,27) 
მაშასადამე, # 

+თ , 

CI6(9|0=. | ი9009, (27,28) 
–თ მ“. 

აქედან კი შეგვიძლია დავასკვნათ, რომ 

4+C 

C% C5) = 19)(9L ძძ. (27,29) 
ა 86-#(თ 

ამგვარად, თუ (27,20) გამოსახულებას შევადარებთ (26,11)-ს, დავინახავთ, რომ 

C96(C-, I5=L | Cი (#) | L"), (27,30) 

რაც იმის დამამტკიცებელია, რომ (27,25) და, მაშასადამე, (27,18) გამოსახულება· 
მართლაც წარმოადგენს გაფანტვის” ინტეგრალურ განტოლებას, ხოლო (27,19) 

ყოფილა თავისუფალი მოძრაობის შესაბამისი გრინის ფუნქცია. 
რაც შეეხება გაფანტვის სასაზღვრო პირობას, როგორც წინა პარაგრაფში 

ვაჩვენეთ, მისი გათვალისწინება შეიძლება გრინის ფუნქციაში ენერგიაზე + §6 

სიდიდის დამატებით; გარდა ამისა უნდა ვიგულისხმოთ, რომ საბოლოო შედე- 

გებში საჭიროა ზღვარზე გადასვლა, როცა 2->0. ამასთან კვლავ გავიხსენოთ, 
რომ §8-ის დამატება შეესაბამება ასიმპტოტიკას: ბრტყელ ტალღას დამატებული- 

განშლადი სფერული ტალღა, -–-X-კი ბრტყელ ტალღას პლუს კრებადი სფე-. 
რული ტალღა. 
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ამგვარად, გაფანტვის ინტეგრალური განტოლება, კოორდინატულ წარმოდ- 

გენაში, შეგვიძლია ასეც გადავწეროთ: 

ხღრ-ზო+ –-–--–-- არო, 07.3) 
ს ტ-1M0+128 
ადაც , 

0 (XX) =(79-– ე + #)“1 (27,322): 
გრინის თავისუფალი მოძრაობის შესაბამისი ფუნქციაა. გრინის ფუნქცია, 5ში- 
რად ასეც ჩავწერთ ხოლმე: 

(%-(0-=-C (29) =(2–- M,)“), (27,33) 
სადაც 

2= #-C #8. (27.34) 

გრინის ფუნქციას კომპლექსური ენერგიით, ხშირად, რეზოლვანტასაც უწოდებენ 1. 

(27,32 განტოლებას უწოდებენ ლიპმან-შვინგერის ინტეგრალურ განტოლებას 

ტალღური ფუნქციისათვის (20|. 

შევნიშნოთ, რომ (27,18) განტოლება ასევე მაოტივად ჩაიწერება სხვა ნების- 

მიერ წარმოდგენაშაც. მაგალითად, ჩავწეროთ იგი იმპულსურ წარმოდგენაში, 

მართლაც, (27,18) განტოლება გავამრავლოთ სკალარულად (ი§I-ბრა ქექტორზე 

და გავითვალისწინოთ, რომ 

(ი|9,)= (ი |II)=20-–-#%). 27,35) 
გარდა ამისა თუ მხედველობაში მივიღებთ (27,28) ფოომულას, საბოლოოდ 

გვექნება 
დ%I-X06)=86(ი--M%) -L     ი | 7 | იე ა9(-VდC ძი“, (27,36) –ლღღლ. I/Iი)% 

სადაც 

  დI/I0)= |C-“ MC) დლ?” ძი. (27,37) 
(2ჯ)? 

როგორც ვიცით, ლოკალური ურთიერთქმედებების (იIV | ნ) მატრიცული ელე- 

მენტი მხოლოდ ჩ-–ი” სხვაობის ფუნქციაა. 

§ 98, გრინის ფუნქციის ბგაშლა სფერულ ფუნქციებად 

ცენტრალურ ველში ხელსაყოელია სფერულ კოორდინატებზე გადასვლა. ამ 

მიზნით გავშალოთ თავისუფალი მოძრაობის გოინის ფუნქცია სფერული ფუნქ- 
ციების მიხედვით. (27,7) გამოსახულებაში მოვახდინოთ ბრტყელი ტალღების 

გაშლა სფერულ ფუნქციებად. 
რადგან 

თ “I _ _ 

2'M=4X 2, ბ, ჯ! 1,(M)X საVI)X I. თ, (28,1) 
1=0 თ=- 

1 რადგან ჰამილტონიანს ნამდვილი საკუთარი მნიშვნელობები აქვს, ამიტო? საჰღვილი 

86-სათვის 8--/Mა+(წ ოპერატორი ყოველთვის ნულისაგან განსხვავდება და ამიტომ მისი შებრუ- 

ნებული ოპერატორი Cე(უ) სასრული იქნება. 
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„ამიტომ სფერული ფუნქციების ორთო-ნორმირების ძალით გვექნება 

· ქ,(ი) "ძი (+) 6, ტ= _25MI 0) მდ) მთ) ძე (28,2) ცI#) (,, I” )= .> თო. ო| #)--6= 2 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

CI) (7, + ა). _ _ 2 I 1/(0") 1/(V2") ი? ძყ , დ8,3) 

ჟუ“ ჯ ჩM(ე)-– # -+ #6 

მაშინ გრინის ფუნქციის გაშლას ექნება შემდეგი სახე: 

დ +! (+) (,.. ა” – – 
ნღთო=% X 24:07) I თჰარ ი. (8,4) 

ჯ50 თ"-I ”” 

-6(9)C, ”) ვუწოდოთ თავისუფალი მოძრაობის გრინის პარციალური ფუნქცია. 

ვიპოვოთ მისი ცხადი სახე, განსახღვრულობისათვის ჯერ განვიხილოთ C% 17 (9, ?”) 

ფუნქცია, რადგან, როცა #-> -- 2 გვაქვს ტოლობა 

ჰ.(-–2 =(–-1)! 212), (28,5) 

სადაც L მთელი რიცხვია, ამიტომ (28,3) გამოსახულებაში ინტეგრალქვეშა ფუნქ- 

ცია ლუწია, რაც საშუალებას გვაძლევს გრინის პარციალური ფუნქციის შემდეგი 
“სახით წარმოდგენისა: 

9V 0 +) _ _ L 2/(დ) 1,(9I”) «"ძ6 _ (28,6) 
ჟუ 3 ფყზ--ბ--26 

ამ ინტეგრალის ამოსახსნელად გადავიდეთ გ-კომპლექსურ სიბრტყეზე და საინ–- 

ტეგრაციო გზად ავირჩიოთ რაიმე კონტური ამ სიბრტყეზე. ერთ-ერთი ქ,(2) ბე- 

-სელის სფერული ფუნქცია წინასწარ წარმოვადგინოთ ჰანკელის სფერული ფუნქ- 
ციების სახით: 

· 1 
IC21 > IMI))(ე?) -L MIმ#0441; (28,7) 

გვექნება: 
2 IL გზ/(ო) ქ(%) 96 _ 

ებ 12--2წ 

/ #%I)(თ) 1,(-I) ძ2 /( 2! /)'მ)(2:) 21((22”) 07 (28,8) 
  

CM“- IL+%)) (2+Cთ--X)) C I6-- (L-L%)) (2-+- (+346) ” 
შ 

თუე გავიხსენებთ ბესელისა და პანკელის ფუნქციების ასიმპტოტურ მნიშვნელო- 

ბებს, ადვილად ვაჩვენებთ, რომ დიდი „-ებისათვის გვექნება: 

თათი გიე > ქე რორი), დ8,9 
„» 

ზოლო 

2? MC) (87) –> 2= |დ IC /9--C-1# 0 00%). (2ზ8,10 ჟე“



საიდანაც ჩანს, რომ, როცა #>+, მაშინ, თუ პირველ ინტეგრალს ჩავკეტავთ 

ზედა ნახევარსიბრტყეში, მეორეს კი-- ქვედაში, ჟორდანის ლემა დაკმაყოფილდება 

და უფლება გვექნება ნაშთთა თეორიის გამოყენებისა. პირველი ინტეგრალისათ- 

ვის მივიღებთ: 

8XI:MI'7(0X9-) 2,(IV-”); »>” (28,11) 

რადგან მეორე ინტეგრალში კონტურის შემოვლისას არე რჩება ხელმარჯენიე, 

ამიტომ გვექნება: 

მლ) (–-ე) 1,– მყ). (28,12) 

თუ გავითვალისწინებთ (28,5) ფორმულას და აგრეთვე ტოლობას 

/X--2)=(C–-1)/ MX, (28,13) 

მეორე ინტეგრალისათვის საბოლოოდ მივიღებთ შემდეგ პასუხს: 

27MIII" (I) 1,0). >” (28,14) 

"მაშასადამე, (28,8) ინტეგრალი ტოლი იქნება შემდეგი გამოსახულებისა: 

გებ 

როცა #</”, მაშინ ჰანკელის ფუნქციებად წარმოვიდგენდით არა ქ1,(27)-ს, არა- 
მედ 2,(7) ფუნქციას და (28,15) ინტეგრალის პასუხი იქნებოდა 

2=1:/11'(/შ“) 2,0ეე- „> (28,16) 

ასე რომ გრინის პარციალური ფუნქციისათვის საბოლოოდ გვექნება: 

C61) C-, ?”) 
, 

?“” 

=: 62" I(I9") 1,0); >” (28,15) 

2 · 
=- კ ?L2,(0I0- –) #II'/79+.)) (28,17) 

სადაც მ“. აღნიშნავს # და /"-ს შორის უმცირესს, ხოლო /> –– უდიდესს. გრინის 

(28,17) ფუნქციას დიდი მანძილებისათვის ექნება შემდეგი ასიმპტოტური გამოსა- 

'ხულება: 

, (რა -') “ა ? 
CM 0) ·)=– >. >. – (28,17”/) 

თანახმად (28,4) –” (26,19) გამოხატულების გათვალისწინებით 

მივიღებთ მნიშვნელოვან დამოკიდებულებას 

ეჩ ას ჯმ · 
“ ჯ I(IV-.) 1, (II ეუფნე ეფ C09; (28,18) 

#7 #58 წლი 

ამასთან საჭიროა გავიხსენოთ, რომ 

#M=| -- > |= 02+ ჯ“ –- 24” 608 0)”, (28,19) 

სადაც 0-არის კუთხე L და L" ვექტორებს ფორის. 

თუ გავიხსენებთ, რომ 

21)   
+! – 8 

3) 760) X,ლ = 
ჯი=- 

7, (00§ 9), (28,20) 
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მაშინ (28,180) ფორმულა ასეც შეგვიძლია გადავწეროთ: 

ი თ 

თი _ VI (21+1) M9Mს.) 1,0M-ე ნ, (60 0). დ8,21) 
0/ რ 

ცხადია, (>: „) მიიღება (28,17) გამოსახულებაში კომპლექსურად შეუღლე- 

ბაზე გადასვლით, ასევე ცხადია. რომ 

ტ-/ჩ 

1:# 
  

დ 

=–– ზე (21+1) #?XIM-.) ქ,0M--) XV (608 0) (28,22) 
150 

(28,20) და (28,21) ფორმულების კომბინაციით ადვილად მივიღებთ გამოსახულე- 
ბებს, რომლებიც დიდ როლს ასრულებენ სხვადასხვა ამოცანების გადაწყვეტის. 

დროს. ასე მაგალითად, ()ხადია, რომ: 

  

  

9ძისბ _ ლ –_ 

I. ს (21+1) 1,0VI) 11(LI") > (6059) დ8,23) 

სა 
თ 

2:11 – –ჯ (21+1) 1,(L- ) M,(II>) #; (605 ცხ). დ8,24) 

ჯის 

თუ გავითვალისწინებთ ბესელისა და ნეიმანის სფერული ფუნქციების ასიმპტო- 
ტურ სახეს მცირე არგუმენტებისათვის, მაშინ (28,24) გამოსახულებიდან შეგვიძ- 

ლია მივიღოთ ცნობილი ფორმულა: 

  -% 5 XV(005 0). (28,25) 
257 

დაბოლოს დავწეროთ განტოლება, რომლის ამონახსნსაც წარმოადგენს გრი–- 

ნის 6(5 ”) ფუნქცია. ამ მიზნით (26,9) ფორმულაში შევიტანოთ (28,4) გაშლა, 
გავითვალისწინოთ ლაპლასიანის გამოხატულება სფერულ კოორდინატებში: 

1.09 მ 28 ბლ --| ჯ-ს) 95, (28,26) 
” ძ» C +-)1 ჯ 

სადაც #6, ლექანდრის ოპერატორია; აგრეთვე გავითვალისწინოთ, რომ #ე,2 7I.= 
=--10+1) XI, და დირაკის 6---C) ფუნქციაც წარმოვადგინოთ მწკრივად 

L 

პდიორ = 2რ% ზა) „რ წრ. (28,27) 
” რ 

შედეგად მივიღებთ: 

(თ-> 2 Iი+ა 
| 2ს | ძ– ” 

ამ დიფერენციალური განტოლების ამოხსნით სათანადო სასაზღვრო პირობებში 

ვიპოვით გრინის პარციალურ ფუნქციას. ახლა ვიპოვოთ (27,9) გრინის ფუნქციის.- 
შესაბამისი პარციალური გრინის ფუნქცია. ამისათვის მოვახდინოთ შემდეგი გაშლა: 

19% 

| | ფი! 0", „)=5(-–-7”, (28,28)



+! ი, CV ») 8 – 

2067 = 2 2 “7 ჩითი) (28,29 
120 ო=-I 

და შევიტანოთ იგი (27,9) გამოსახულებაში; გარდა ამისა, თუ გამოვიყენებთ 
+(28,24) ფორმულას, კუთხეებით ინტეგრაციის ჩატარების შემდეგ მივიღებთ: 

9, CV, >») _ 2 2, ი (MI -) 7, (0–.). (28,30) 
ი, უ? 

9,0, „) წარმოადგენს პარციალურ გრინის ფუნქციას რომელიც შეესაბამება 
სასაზღვრო პირობას, როცა რადიალური ტალღური ფუნქციის ასიმპტოტური 
მნიშვნელობა #-–+ C-სათვის გამოხატავს მდგარ ტალღას. 

დასასრულ აღვნიშნოთ, რომ ჩვენ მიერ განმარტებულ გრინის ფუნქციებში 

ყველგან შემოვიდა > მამრავლი. იმის გამო, რომ გრინის ფუნქციები ინტეგ- 

რალში პოტენციალურ ენერგიასთან ერთად გვხვდება, ჩვენ ყოველთვის შეგვიძლია 
გრინის ფუნქცია ავიღოთ ამ მამრავლის გარეშეჯ სამაგიეროდ ვიგულისხმოთ, რომ 

2 
პოტენციალური ენერგიის ნაცვლად აღებულია VV) = 35 »7C) ფუნქცია. 

6 90. ბაფანტვის ინტეგრალური განტოლება რადიალური 
ფუნქციებისათვის 

საინტერესოა გამოვარკვიოთ, თუ როგორ დაიწერება გაფანტვის (27,8) 
ინტეგრალური განტოლება რადიალური ტალღური ფუნქციებისათვის. ამისათვის 

გამოვიყენოთ ტალღური ფუნქციის (23,14) გაშლა სფერულ ფუნქციებად: 
დ 4! (+) (7. (+) /-) – ო თა, XII (MI) +. – = ს თ<=<4ი2 -2, 5-7, ოდ. (29,1) 

ბრტყელი ტალღისა და გრინის ფუნქციისათვის ვისარგებლოთ (28,1) და (28,4) 
ფორმულებით. (27,8) განტოლებაში კუთხეებით ინტეგრაციის ჩატარება შედეგად 
მოგვცემს გაფანტვის ინტეგრალურ განტოლებას რადიალური ფუნქციებისათვის 

თ 

XI'#I-) = "1, ) + I CM, >) IC) XIX) ძ»” (29,2) 
0 

გაფანტვის ფაზა შეგვიძლია დავაკავშიროთ ამ განტოლების XI 'X) ამონახსნთან. 
მართლაც, (29,2) დავწეროთ შემდეგი სახით: 

XI.) =## ქი) + | შით #) 7 CC) XIII) 6 + 
0 

I CფიI!(”, #”) 7 C") XL ' IC) ძ»”. (29,3)



ამ გამოსახულებაში შევიტანოთ გრინის ფუნქციის მნიშვნელობა (28,17) ფორმუ– 

ლიდან; გვექნება: 

XI )ფ =M- ქი – 2 ჰV (> | ” მ მთა 705 #49სVC0 “7” + 

ჰ)/თ) I „" #0”) 7 C”) XC) რ) ; (29,3” 

» 

თუ გადავალთ ზღვარზე, როცა »->;თ და გავითვალისწინებთ ჟ2,(MV) და. #,(M”) 
ფუნქციების ასიმპტოტურ გამოხატულებებს დიდი ჯ-ებისათვის, მივიღებთ: 

ყხთ-აი(თ-წ)+2% (–-ჯ ი I სმი 7თაით“). დ9.4. 
”--თ ი 

ამ გამოსახულების შედარება (23,22) ასიმპტოტურ მნიშვნელობასთან მოგვცემს: 

ვყყე--1 

2 

ამგვარად, გაფანტვის პარციალური 8,0) მატრიცა დავაკავშირეთ გაფანტვის- 
რადიალურ ტალღურ ფუნქციასთან. თუ გავითვალისწინებთ, რომ გაფანტვის ფაზა. 
ყი მატრიცასთან დაკავშირებულია (23,18) ფორმულით, მივიღებთ: 

თ 

=- 1 წინა წო შთ #- 09,5 
9 

ლა 

ა 8(ი 2ჯ= -. (C>M> #7C) (9 6პ ი». (29,6+ 

0 

მაშასადამე, ჩვენ შეგვიძლია 6, ფაზა ვიპოვოთ VV' 0) ფუნქციის საშუალებით. 
ახლა დავწეროთ (29,2) ინტეგრალური განტოლება იმ შემთხვევაში, როცა. 

რადიალურ ფუნქციას აქვს (23,24) ასიმპტოტური სახე. ამ შემთხვევას შეესაბა- 
მება გრინის (28,30) ფუნქცია. თუ გრინის ფუნქციის ამ მნიშვნელობას შევიტანთ 

(29.2) ინტეჯრალურ განტოლებაში და გადავალთ ზღვაოზე, ოოცა #-> C, მივი-- 

ღებთ: 

+ 00=8წ C – %) – 
I-თ 2 

(CC (იძი #თ X, 6) ) 05 (#« = 5) · (29,7). 
ი 

ამ გამოსახულებაში გათვალისწინებულია, რომ ნეიმანის ფუნქციის ასიმპტოტური- 
სახე დიდი ჯ-ებისათვის განისაზღვრება ფორმულით: 

VI, 0)=– 2 608 C – 5) · 0. –- თ) (29,8) 
2 2 

თუ (29,7) გამოსახულებას შევადარებთ (23,24) ფორმულას, გაფანტვის ფაზისა-.- 
თვის მივიღებთ: 

- 2 · – 
L#9,=- + | #3,(IM) VC) #, 0) «I, (29,9)- 
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სადაც ჯო ფუნქცია აკმაყოფილებს ინტეგრალურ განტოლებას: 

X,0) =19-1,(/7) + I 9,(0 XV 0”) XC) რ". (29,10): 
0 

გრინის ფუნქციებისა და ტალღური ფუნქციების ყოფაქცევა ენერგიის წუ- 

ლოვანი მნიშვნელობისათვის, ადვილად ვიპოვით გრინის პარციალური ფუნქციე- 

ბის მნიშვნელობას 77 =0-სთვის, თუ გავიხსენებთ ბესელის, ნეიმანის და ჰანკელის 

სფერული ფუნქციების ასიმპტოტურ ფორმულებს მცირე არგუმენტების შემთხ- 

ვევაში, 

  

რადგან 

___. _ _ (2-))! 
),(2) = CI+-I)I #,(თ)=– 59 (29,11) 

ი). = ჯ(21--)" 
712) =MI)'(თ)=– 19 , (29,L2) 

ამიტომ (28,17) და (28,30) ფორმულებიდან ადვილად ვიპოვით, რომ #=0 შემ- 

თხვევაში 

CV 0) I)_ (0 7) __2L 1  #C 
ვშ ეშ ს? 21+1 (6. (#-თ (29,13) 

მაშინ (29,2) ინტეგრალური განტოლებიდან, რადგან გრინის ფუნქცია #=0 დროს 

ენერგიაზე დამოკიდებული არ არის, რადიალური ტალღური ფუნქციის ენერგიაზე 

დამოკიდებულებისათვის მივიღებთ ფორმულას 

XI9)Cთ, 7) – III, (C->9) (29,14) 

ამ უკანასკნელის გათვალისწინებით კი (29,5) ფორმულიდან ვიპოვით გაფანტვის 

მატრიცის დამოკიდებულებას ენერგიაზე: 

3.%-! გი ,, (=> 0) (29,15) 
2ჯ 

სადაც იგულისხმება, რომ საქმე გვაქვს ისეთ პოტენციალთან, რომლისთვისაც 

დ 

თ I ე2/+2 I” ცა ძე: (29,16) 
0 

განშლადი არ არის. 

ცხადია, ი,C, +) გრინის ფუნქციის შესაბამისი ტალღური ფუნქციის დამო- 

კიდებულება ენერგიაზე იმავე (29,14) ფორმულით განისაზღერება. 

ასევე აშკარაა (29,6) ფორმულიდან, რომ მცირე ენერგიებზე 

"ბ, (#) 
6 810 8,0) –– X"!'1ი,; C->+ 0) (29,17) 

ამასთან, მცირე ენერგიებზე ფაზა მცირე სიდიდეს წარმოადგენს და ამიტომ მარც– 

ხენა მხარე უბრალოდ 8§,(#)-თი შეგვიძლია შევცვალოთ. 
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§ ეი. ბორნის მიახლოება 

გაფანტვის კვანტურ თეორიაში ბორნის მიახლოება არსებით როლს ასრუ- 
ლებს, ამიტომ მნიშვნელოვანია მისი ცალკე განხილვა, როგორც ვაჩვენეთ, გაფანტ- 
ვის ამპლიტუდა განისაზ ღვრება შემდეგი ფორმულით: 

ჩ=--L. (+) X (LM, L”) = 2: I7 IV, (30,1) 

სადაც თ,, საბოლოო მდგომარეობის ბრტყელი ტალღა ისეა ნორმირებული, რომ 
შეესაბამებოდეს ფარდობითი სიჩქარის ტოლ ნაკადს; ს ფუნქცია კი წარმოად- 

გენს გაფანტვის ამოცანის ტალღურ ფუნქციას, რომელიც აკმაყოფილებს ლიპმან– 

შეინგერის ინტეგრალურ განტოლებას; 

– 1 
| ს) =| ხ)+ ოოო 0,2 

#+-I#M0+123 

ამ განტოლების ამოხსნა ნებისმიერი პოტენციალისათვის არ ხერხდება, ამიტომ 
ზოგად შემთხვევაში არც (30,1) ამპლიტუდის მოძებნაა შესაძლებელი; ამიტომ, 

ბუნებრივია, (30,2) განტოლების ამოხსნის მიზნით მივმართოთ მიახლოებით მეთო– 
დებს. ყველაზე პირდაპირი მეთოდი მიახლოებითი ამოხსნისა არის იტერაციის 
მეთოდი ან, როგორც მას ინტეგრალურ განტოლებათა თეორიაში უწოდებენ, ნეი- 

მანის მწკრივად გაშლის მეთოდი. 
(30,2) განტოლება გადავწეროთ ისეთი სახით, სადაც წერის გამარტივების 

მიზნით ჩამოვუშვათ ზოგიერთი ნიშნაკი და შემოვიღოთ აღნიშენა 

1 

ა: 
ბმეაშ Iზა=|თა+XIა. (30,4) 
ნეიმანის მწკრივს ექნება შემდეგი სახე: 

|სსა=(1-+-#--#%+...+705+L...)| დ), (30,40 

საიდაწაც (30,1) ამპლიტუდისათვის მივიღებთ 

  #XV0ს1ე)=– 25 (რ.17Iთა+(ი.|I7I#Iთა)+...+ 

+(რ%.)71Iთდა+..+. (0,5 
მაშასადამე, ტალღური ფუნქციის ნეიმანის მწკრივად გაშლის შესაბამისად ამპლი- 
ტუღაც მწკრივად გაიმალა. გასაგებია, რომ ეს გაშლა მოხდა პოტენციალური 

ენერგიის მიხედვით. ამპლიტუდის »-ური მიახლოება, ცხადია, განისაზღვრება 

ფორმულით: 

XXV M)=- –“ (რთ. |7 #51 | და; (30,6) 
2»? 

როცა »X=1, მივიღებთ პირველ მიახლოებას, როცა M»#=2-––მეორეს და ა. ფშ, ამას–- 

თან, პირველი მიახლოება ემთხვევა (30,1)-ს, სადაც თ, ტალღური ფუნქცია შე- 
ცვლილია ბრტყელი ტალღით, ჩავწეროთ »-ური მიახლოების ამპლიტუდა ცხადი 
სახით: 
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ჯწო000=-:+, | (რ-1იCIXIრ) რ I#I6.- 

ამასთან "(წი |# II) (| თა ძი ძI,...ძწი, (0,7) 

სI#Iო= I თილი L”)7C”, LC) #”. (30,8; 

ლოკალური პოტენციალის შემთხვევაში 

XC”, LI1=X7C ) 5C”--C”; ც0,თ 

მაშასადამე, გვექნება: 

(CI L I=)=6ა(, Lე XCოჟო, (0,10) 

როცა M=1, ნეიმანის მწკრივში ვისაზღვრებით პირველი წევრით, ე, ი, ბრტყელი 

ტალღით; ამ შემთხვევაში მიახლოებას ბორნის პირველ მიახლოებას ან, უბრა- 
ლოდ, ბორნის მიახლოებას უწოდებენ. ამ დროს ამპლიტუდა ტოლია 

  ჯოიძო 1ე=--+ (თ.I7 | და; (30,11) 
2ჯ%2 

ან ცხადი სახით 

“ეა M ი 70CთV, ი=--=+ | გ-ჰMV 7 C) IV ქ, (30,12) 

ბორნის შემდეგი მიახლოება განსაზღვრული იქნება ფორმულით 

  100C, 10=- -–-+-(თ.I7XIდა, (30,13) 
2»ს? 

რომელიც ცხადი სახით ასე გამოიყურება: 

  IX (C 1=- –+- | ი XX) თე(”, #9) 705 2X%” თ” ძი (8014) 
2ჯ0? 

ამასთან, თავისუფალი მოძრაობის გრინის ფუნქცია განისახღვრება (26,19) ფორ–- 

მულით. შევისწავლოთ ამპლიტუდა ბორნის პირველ მიახლოებაში. შემდგომი 

მიახლოებები მათემატიკურად ისე რთულდება, რომ პრაქტიკულად ყოველთვის 

პირველი მიახლოებით კმაყოფილდებიან. 

როცა პოტენციალური ენერგია არ შეიცავს ოპერატორებს, მაშინ ბრტყელი 

ტალღის გადასმა შესაძლებელია და ამ დროს (30,12) ამპლიტუდა იღებს ასეთ 

სახეს: 
+თ 

1X9)=–-- + I 0'% 7(ი) ძI, (30,15) 
2»სხ” “თ 

სადაც 
ძ=L-–- (30,16) 

ე. წ. დაჯახების ვექტორია, დრეკადი გაფანტვისას | M | =| MI, ამიტომ 

0=2L 80 , ფ0,17)» 

სადაც 0-არის გაფანტვის კუთხე C-სისტემაშიკ 
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როცა პოტენციალურ ენერგიას ცენტრალური სიმეტრია ახასიათებს, მაშინ. 

(30,15) გამოსახულებაში შეგვიძლია ჩავატაროთ ინტეგრაცია კუთხეებით 

თ 3. 
2» | 76) ;ძ» | თ #+ ძი; (30,18) 

ე 1 

" 

2Xს? 
  #9%ე) == 

შედეგად მივიღებთ 
310 9” ა 

ი, 

თ 

ჯად=-:% I 162) თ“ (30,19) 

9 

განვიხილოთ კეოძო შემთხვევები; ვთქვათ, X-<. 1, მაშინ ასეთი მციოე 

სიჩქარეებისათვის 0X9 (0) შეგვიძლია შევცვალოთ ერთიანით | შესაბამისად 

590 9” _ !). გვექნება 
თ 

'რტ)=-.2ჩ ( 7 მე, #I=–:; I VCთ)1?4,. (30,20) 

მაშასადამე, თუ ინტეგრალი განშლადი არ არის, მაშინ გაფანტვა იზოტროპული 

იქნება და ამავე დროს სიჩქარეზე არ იქნება დამოკიდებული, 

როცა, პირიქით, საქმე გვაქვს დიდ სიჩქარეებთან და არც ისე მცირე გაფან-. 

ტვის კუთხეებთან, მაშინ “ი ოსცილირებადი ფუნქციაა, ხოლო პოტენციალე-. 
” 

ბი, როგორც წესი, ნელა იცვლებიან; ამიტომ გვექნება 

ჯ#M)·ფ) –+0. (30,21) 
ით 

დიდ ენერგიებზე გაფანტვა მცირე კუთხეებზე ხდება, ამიტომ ე =– #0, რის 

გამოც ინტეგრალურ განიეკვეთს დიდ ენერგიებზე ექნება შემდეგი ფორმა: 
2 

=(#)=2» | ზ/0 | #V) C);0) L'. (30,22) 
ი 

ინტეგრალი კუთხეების მიხედვით ძალიან სწრაფად იკრიბება, ამიტომ ზედა საზღ- 

ვარი შეგვიძლია «-მდე გავავრცელოთ. თუ შემოვიღებთ ახალ ცვლადს ჯ=7:ჩ,. 

მივიღებთ 

წ! თ(I) = ––, (30,23) 
) » 

სადაც 4 მუდმივი ენერგიაზე დამოკიდებული არ არის 

თხ? 
4=-- ( 5102) 2ძ». (20,24) 

M ი 

როგორც ხედავთ, ბორნის მიახლოებამი დიდ ენერგიებზე ინტეგრალური განივ-- 
კვეთი ეხერგიის უკუპროპორციულია, 

ბორნის მიახლოების გამოყენების საზღვრები. ახლა გამოვარკვიოთ როდი- 
საა სამართლიანი ბორის მიახლოება, საზოგადოდ ეს საკითხი მეტად რთულია. 
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და არ არსებობს უნივერსალური კრიტერიუმი ამ მიახლოების გამოყენებისა. ყო– 

ველი პოტენციალი ცალკე შესწავლას მოითხოვს. ჩვეულებრივ, როცა ლაპარაკო> 

ბენ ბორნის მიახლოების გამოყენებაზე, იგულისხმება პირობა, რომლის მიხედვით 

ნეიმანის მწკრივში მეორე წევრი პირველზე გაცილებით მცირეა. ქვემოთ ჩვენც ამ 

მეთოდს გამოვიყენებთ. 

გაფანტვის ტალღური ფუნქცია პოტენციალური ენერგიის მიხედვით (3ე,4) 

მწკრივად იშლება, რომელიც ასე წარმოიდგინება: 

ს.(0ი =4))-აIშ -- ს -...-L, (30,25) 

სადაც VI) =თ, წარმოადგენს ბრტყელ ტალღას, ხოლო (30,10) გამოსახულების 

თანახმად დანარჩენი მიახლოებებისათვის გვექნება: 

400 = I თილ 9 VC9 8,1 თ”, (30,26) 

სო = I Cთა(”, L) 7 CI) თი(L”, L”) 7 C') თ,(-”) თC ძL” (30,27) 
და ა. შ. 

თუ გამოვიყენებთ გრინის ფუნქციის (26,19) გამოსახულებას, მაგალითად 
ს მიახლოებისათვის, შეგვიძლია დაწეროთ. 

    აღთ =- + „ლო“. ირი (30,28) 'M 2»ს% I. წ –. ” 

ჩვენ ჩავთელით, რომ ბორნის მიახლოება ს სმართლიანი, როცა (30,25) 

მწკრივში მეორე წევრი პირველთან შედარებით გაცილებით ნაკლებია აბსოლუ- 
ტური მნიშვნელობით. რადგან პირველი წევრის აბსოლუტურე მნიშვნელობა 
ერთის ტოლია, ამიტომ ბორნის მიახლოების სამართლიანობისათვის აუცილებე– 

ლია დაცულ იქნეს პირობა 

| ს0C) | <1. (30,29) 

ამ პირობის ცხადი სახით ჩასაწერად შევაფასოთ (30,28) ინტეგრალი. როგორც 
წესი, პოტენციალებს მაქსიმუმი აქვთ სათავეში, ამიტომ ასეთი პოტენციალებისა– 
თვის (30,29) პირობა შეგვიძლია შევცვალოთ | MVI0)1<21 პირობით. (30,28) 

ფორმულიდან გვექნება 

ხ(0(0) =–– > - | გრო“ იე ძი. (30.30). 

საინტერესოა ცენტრალური პოტენციალების კნხილვა. მაშინ (30,30) გამოსაბუ- 

ლებაში მეგვიძლია ჩავატაროთ კუთხეებით ინტეგრაცია. მივიღებთ 

9I2I(0) =--ი--- 2” I MC. გ! (აწ ცო იო (7... (30.31) 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ /; =ჯ', მაშინ ბორნის მაახლოების სამართლიანობი– 

სათვის გვექნება შემდეგი პირობა: 

კ I XC-) (-205 –– 1) (- I «C 1. (30,32, 
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“ განვიხილოთ კერძო შემთხვევა, როცა #- <1, ე. ი. როცა გაფანტვა ხდება 

მცირე სიჩქარეებზე, ვთქვათ, #1 არის იმ არის ხაზოვანი ზომა, სადა) პოტენ- 

ციალი შესამჩნევად განსხვავებულია ნულისაგან. რადგან ჯ)<2 1, ამიტომ ექსპო- 

ნენტი შეგვიძლია გავშალოთ მწკრივად და შევინარჩუნოთ პირველი ორი წევრი; 

გვექნება 

ჯ 

I I CV” თ” < 1, (30,33) 

9     
V# 

»? 

საიდანაც, თუ პოტენციალური ენერგიის საშუალო მნიშვნელობას აღვნიშნავთ 

X-თი, გვექნება შემდეგი პირობა: 
? 

დ“. CთM#<I) (30,34) 
ს 

რაც შეეხება დიდ ენერგიებს, ამ შემთხვევაში #-38>1 და (30,32) პირობაში ექსპო- 
ნენტი სწრაფი ოსცილაციის გამო ნულის ტოლად შეგვიძლია ჩავთვალოთ; მაშინ 

ინტეგრალის შეფასება მოგვცემს შემდეგ პირობას 

I7I< 5 თ8=>1) (30,35) 

ბორნის მიახლოების გამოყენების ორივე პირობას ნათელი ფიზიკური შინაარსი 

აქვს. (30,34) პირობის მარჯვენა მხარეში ზის კინეტიკური ენერგია, რომელიც 

ექნებოდა ნაწილაკს, რომელიც იმყოფება # განზომილების მოცულობაში. მაშა– 

სადამე, მცირე ენერგიებზე საჭიროა, რომ ნაწილაკის აღნიშნულ არეში საშუალო 

პოტენციალური ენერგია გაცილებით ნაკლები იყოს ამავე არეში ნაწილაკის კინე– 
ტიკურ ენერგიაზე. 

ახლა, ვთქვათ, იმ არეში, სადაც პოტენციალური ენერგია შესამჩნევად გან- 

სხვავებულია ნულისაგან, მოძრაობის პერიოდი ჟ#'-ს უდრის, ცხადია, სიდიდის 

რიგით იგი უუ ტოლი იქნება, მეორე მხრივ, დრო, რომელსაც დაცემული 

ნაწილაკი ანდომებს # მანძილის გავლას, ტოლი იქნება == სიდიდისა, სადაც 
წ 

უ» ნაწილაკთა ფარდობითი სიჩქარეა. ფიზიკური მოსაზრებით ნათელია, რომ ბორ- 

ნის მიახლოება დიდ ენერგიებზე სამართლიანი იქნება, როცა + < 7, ე. ი. როცა 
ნაწილაკები ისე სწრაფად ჩაუვლიან ერთმანეთს, რომ „პოტენციალური ენერგია 

ვერ ასწრებს ურთიერთქმედებას“ და ბრტყელი ტალღის შესამჩნევად შემფოთე- 
ბას. ადვილად დავინახავთ, რომ + <6 #” ეკვივალენტურია (30,35) პირობისა. 

განვიხილოთ მაგალითები. 

გაფანტვა კულონური ველით. ვთქვათ, ვიხილავთ დამუხტული ნაწილაკე- 

ბის გაფანტვას. ურთიერთქმედების პოტენციალს აქვს ასეთი სახე: 

8 
7დთ) = 2126 (20,36) 

» 

«უმჯობესია განვიხილოთ ზოგადი პოტენციალი 

–”/”, 

7ცა=Xა“ –,  (წია=0009ს, #6= 6005ხ) (30,37)   

CL 
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რომელიც, როცა Mა= 21270, იძლევა ატომურ ფიზიკაში კარგად ცნობილ ეკრა- 

ნირებულ კულონურ პოტენციალს, ხოლო, როცა პარამეტრი #ე = C –– წმინდა 

კულონურ ურთიერთქმედებას. ბირთვის ფიზიკაში (30,37) პოტენციალს იუკავას 
პოტენციალი ეწოდება. (30,19) ფორმულის გამოყენებით ადვილად ვიპოვით ამპლი- 

ტუდას ბორნის მიახლოებაში 

/X1) =- 00. 

ა 1 (30,38) 
  

როცა #:=C<C, მაშინ მივიღებთ წმინდა კულონურ შემთხვევას 

(I) (ე) = 202 2.2 30,39 
# C (თ რი)? , C ) 

რაც, თუ გავიხსენებთ დაჯახების ვექტორის (30,17) განმარტებას, დრეკადი გაფან - 
ტვის დიფერენციალური განივკვეთისათვის მოგვცემს რეზერფორდის ფორმულას 
ინერციის ცენტრის სისტემაში 

- ა 

ძი, -( 291-- _09 _ (30,40) 
, 

4Mა · 
ჩა 51“ % 

2 

სადაც IV ნაწილაკთა ფარდობითი მოძრაობის ენერგიაა. 

შემდგომში ვაჩეენებთ, რომ ზუსტი კვანტური თეორიაც დამუხტული ნაწი- 
ლაკების გაფანტვისათვის აგრეთვე იძლევა რეზერფორდის კლასიკურ ფორმულას. 

დიდ ენერგიებზე ბორნის მიახლოება, თანახმად (30,35) ფორმულისა, სა- 

მართლიანი იქნება პირობით 
2 

2,2, +–+- <1; (30,41) 
ხს 

2 

6= ჯ.-ს ბორნის პარამეტრს უწოდებენ. შევნიშნოთ, რომ რამდენადაც ბორნის 
” 

პირველი მიახლოება დამუხტულ ნაწილაკთა გაფანტვისათვის ზუსტ შედეგებს 

იძლევა, ამიტომ რაღაც გაურკვეველი მიზეზის გამო ბორნის შემდგომი მიახლოე– 

ბების ჯამი გვაძლევს ნულოვან ეფექტს. 

გაფანტვა გაუსის პოტენციალით, განვიხილოთ გაუსის პოტენციალი 

წ 

#76) =-–- 6. 7”. (30,42) 

აღსანიშნავია, რომ ეს პოტენციალი, რამდენადაც მას კარგი მათემატიკური თვი- 

სებები გააჩნია, ძალიან ხშირად გამოიყენება ბირთვის ფიზიკაში; მაგრამ შრე- 
დინგერის განტოლების ზუსტი ამოხსნა ამ პოტენციალისათვის შეუძლებელია. 
ამიტომ საინტერესოა ვიპოვოთ გაფანტვის ამპლიტუდა ბორნის მიახლოებაში, 

გვექნება 
წი3 

207) 7 “22 წს (ფე = 50-90 ( „ფირი ბრ, (30,43) 
L!) 1” 
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ხაიდანაც ადვილად ვიპოვით 

(30,44) 
ა 

1 
-- / ვასა 780 

ჯარ = 12 (ხი), . 
მაშასადამე. ამპლიტუდა მონოტონურად მცირდება გაფანტვის კუთხის ზრდასთან 

ს 
ერთად («=> +): 

ასევე მარტივად გამოითვლება გაფანტვის ამპლიტუღები ბორნის მიახლოე- 
ბაში სხვა პოტენციალებისთვისაც. ამასთან, როგორც ვხედავთ, ამპლიტუდის მო- 

ძებნა დაიყვანება მხოლოდ ინტეგრალების აღებაზე. 

გაფანტვის ფაზა ბორნის მიახლოებაში. ადვილად შეგვიძლია ვიპოვოთ გა- 

ფანტვის ფაზ. ბორნის მიახლოებაში. შეიძლება ვიფიქროთ, რომ, რამდენადაც 

ბორნის მეახლოება სამართლიანია დიდი ენერგიების დროს, ფაზა მცირე სიდიდე 

იქნება. თუმცა აქვე უნდა შევნიშნოთ, რომ, მაგალითად, ე რადიუსის უსასრულო 

განმზიდავი ბირთვის შემთხვევაში §-ფაზა ტოლია ნ: = --7 და ეს მტკიცება არ 

არის სწორი. 

განვიხილოთ ცენტრალური ურთიერთქმედება. (23,21) ამპლიტუდაში გაფან–- 
ტვის ფაზის შემცველი ამპლიტუდა გავშალოთ მწკრივად და შევინარჩუნოთ პირ- 

ველი ორი წევრი. გვექნება 
1 თ 

XC) = -– MV· (211-1) X,(C98 0) 9,- (30,45) X 2 ) #/(6ი8 0) I 

მეორე მხრივ, გამოვიყენოთ (28,23) ფორმულა და (30,19) ამპლიტუდა წარმო–- 

ვადგინოთ შემდეგნაირად: 

2 თ თ 

#06=– დ 2) (211+1) 1” (6089) | 7C)) (II) #2 ძI-. (30,46) 
150 მ 

უკანასკნელი ორი ფორმულის შედარება მოგვცემს ფაზის ფორმულას ბორნის 
მიახლოებაში 

თ 

ბმ) -- 2) I #70) #0ია;2. (30,47) 

ამ ფორმულას მარტივად მივიღებთ (29,6) ფორმულიდანაც, თუ მასში, ბორნის 

მიახლოების შესაბამისად, ზუსტ –ჯოთ ტალღურ ფუნქციას შევცვლით თა- 
წ" 

ვისუფალი ნაწილაკის ჟ,(V) ტალღური ფუნქციით. 
ფაზის (30,47) ფორმულიდან ჩანს, რომ მიზიდვის ველისათვის ფაზა დადე– 

ბითია, განზიდვის შემთხვევაში კი-– უარყოფითი. 

§ 31, ეფექტური რადიუსის მიახლოება 

ნუკლონების გაფანტვის აღსაწერად მცირე ენერგიებზე ხშირად გამოიყენება 
შესანიშნავი მიახლოება, რომელსაც ეფექტური რადიუსის მიახლოებას უწოდებენ. 
მცირე ენერგიებზე ძირითად როლს ასრულებს 7=0 პარციალური მომენტის მდგო– 
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მარეობა; მართლაც, განვიხილოთ კვაზიკლასიკური შემთხეევა. იმპულსის მომენ- 

ტის სიდიდე შეგვიძლია დავაკავშიროთ დაჯახების ი პარამეტრთან 

| (IX »))=0»=1L, (31,1) 
საიდანაც 

9 
L= –+-, 31.2 

# ( ) 

ურთიერთქმედება მხოლოდ მაშინ მოხდება, როცა დაჯახების პარამეტრი ნაკლე– 

ბია ბირთვული ძალების ურთიერთქმედების რადიუსზე: 0 <- ჯა, ე. ი. 

L< 29, (31,3) 
4 

როცა #:=4#, მაშინ 1=1. ამ მდგომარეობის შესაბამისი ენერგია ლაბორატორიულ 

სისტემაში ნუკლონებისათვის ტოლი იქნება 

2%? 

#01” 
  #=2, = ფ1,4) 

სადაც #-პროტონის მასაა თუ ბირთვული ურთიერთქმედების რადიუსის მნიშვ- 
ნელობად ავიღებთ ჯ·ა=2,8თ, მაშინ ეს ენერგია ტოლია 

#=2X-=10 7/4ა; (31,5) 

მაშასადამე, როცა ნუკლონის ენერგია ლაბორატორიულ სისტემაში ნაკლებია 
#%=10 7#/6ყ-ზე, მაშინ ურთიერთქმედებაში მნიშვნელოვანი იქნება მხოლოდ 1=0 

„მომენტი. ამ შემთხვევაში გაფანტვის ამპლიტუდისათვის გვექნება 

= 1_ 92§ბი =- 6 
7%0 27 (2 ა, (31,6) 

ხოლო დიფერენციალურ განივკვეთს ექნება შემდეგი სახე: 

ა. 
4. 59 9; (81,7) 

„ამგვარად, როცა დაცემული ნუკლონის ენერგია #<10 ##ი6ს, მაშინ გაფანტვის 

დიფერენციალური განივკვეთი დამოკიდებული არ არის გაფანტვის მიმართულე- 
ბაზე, ე. ი. მას სფერული სიმეტრია ახასიათებს. ეს გარემოება მჭიდროდაა დაკავ– 
შირებული იმ ფაქტთან, რომ ბირთვული ძალები ახლო მოქმედებისანი არიან. 

ეფექტური რადიუსის მიახლოებაში ერთი მე გაფანტვის ფაზის ნაცვლად 
“შემოჰყავთ ორი პარამეტრი: ეფექტური რადიუსი #, და გაფანტვის სიგრძე თ. ამ 
სიდიდეებისათვის გამოიყვანებ ფორმულები, რომლებიც დამოკიდებული არაა 

პოტენციალის ფორმაზე (14, 19). 

განვიხილოთ დაუმუხტავი ნაწილაკების ურთიერთქმედება მცირე ენერგიებზე. 
შემოვისაზღვროთ 1=0 მდგომარეობით. შრედინგერის განტოლება ვ-მდგომარეო– 

ბაში, ნაწილაკთა შორის 76) ურთიერთქმედები დროს, დადღებითი ენერგიის 
"შემთხვევაში იქნება 

ი “XC · _ 2 2 + IმპX, 0 = უნ 7თოXჯო. (31,8) 
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აქ და ქვემოთ 1=0 ინდექსს აღარ მივუთითებთ, (L-დაყვანილი მასაა. ამ განტო- 

ლების ამონახსნი, ცხადია, დააკმაყოფილებს პირობას 

XI(0)=90. (31, 

უსასრულობაში კი _ 

XXMII2)=0 5)0 (7 -L89), (31,10) 

სადაც 6(L) გაფანტეის §-ფაზას წარმოადგენს, 

განვიხილოთ შრედინგერის განტოლება #2=0 შემთხვევისთვისაც 

ძმ? X9V) 

ძი; 

გავამრავლოთ (31,8) განტოლება X-C) ფუნქციაზე, (31,11) კი X»C)-ზე და პირ- 

ველს გამოვაკლოთ მეორე; მივიღებთ 

2 
=17Cთ Xი- (31,11)- 

2 2IX თ არიი XC ით +920 - =11სC Xა(); ც1,12) 

თუ გავიხსენებთ ვრონსკიანის განმარტებას 

#Vთ,ით)=/თფ 579 დთ აო, ფ!,13) 

მაშინ (31,12) გამოსახულებას ასე გადავწერთ: 

შხსთ, X96)1 =M-X#C) XC) (31,14 

როცა ჯ->თ, მაშინ შრედინგერის (31,8) განტოლება ბირთვული ურთიერთქმე- 
დების 7C) პოტენციალის მცირე ქმედების რადიუსის გამო თავისუფალი ნაწილა- 
კის განტოლებას დაემთხვევა. შესაბამის ფუნქციას თუ აღვნიშნავთ V0)-ით, 

მაშინ 

  ხაია=--“ -8)ი (%---6)=X. (31,15) 
51196 I- თ 

ამ გამოსახულებაში 0“-1=§1ი 6 მუდმივი ისეა შერჩეული, რომ გვქონდეს ტოლობა 

VI.0)=1. (31,16” 

მაშასადამე, IV) ფუნქცია აკმაყოფილებს შემდეგ განტოლებას: 

X ფლეი, (C)=0; (31,17). 

ადვილი მისახვედრია, რომ (31,14) ფორმულის ანალოგიურად შეგვიძლია მივიღოთ: 

ძ 
7 VIთოთ, ყ0ი(0))=V#" VLMC) Vი(ე)+ (31,18) 

ამ ფორმულას წევრ-წევრად გამოვაკლოთ (31,14) ფორმულა და ავიღოთ ინტეგ- 

რალი (0, C) საზღვრებში; გვექნება 

MC, ხათ) –-# ს თ, 712 = + »ჯთშ, ფც1,19



LV) =2 | (მგრ ყით– თ ით) #- (31 ,20) 
0 

რადგან »=C-ში XIV) ფუნქცია ემთხვევა სს) ფუნქციას, ამიტომ ამ წერ- 
ტილში (31,19) ტოლობის მარცხენა მხარე ნულს გაუტოლდება. რადგან თანახ- 
მად (31,900 სასაზღვრო პირობისა X,(0)=0, ამიტომ ნულს გაუტოლდება 

V/ IXM· XიIი წევრიც. გამოსათვლელი დაგვრჩება ვრონსკიანი »=0 წერტილში 

IV IVC0)), CიCV))1=VაCთ) 0ა0ე)-–წათ 0,თო- (31,21) 

თანახმად (31,15) გამოსახულებისა, 

Lა)= II 310 I-+95C) ე (810 #/- CL (I) ++ 0605 XII. (31,22) 
L-0 81 C(V) #ხ-0 

შემოვიღოთ განმარტება 

1 
– –=1Iი (ჩიხი მVე)I. (31 ,23) 

ირი #(-0 

თ-ს, რომელსაც სიგოძის განზომილება ექნება, გაფანტვის სიგრძეს უწოდებენ. იგი 

დიდ როლს ასრულებს გაფანტვის თეორიაში. 
ადვილად დავინახავთ, რომ (31,23) განმარტების შედეგად მარტივად მი- 

ვიღებთ 
წსა0)=1---”-; (31,24) 

« 
მაშასადამე, (31,21) ვრონსკიანისათვის «=0 წერტილში გვექნება 

1 
1V (0ათ, სიძ) აC--–- –#6 2 VI), (31,25)- 

(/ 2 

რაც (31,19) ფორმულაში შეტანით მოგვცემს 

1 4. სიI6000=--+-+--M6Vტ. (31,26) 
თ 

ეს განტოლება ჯერჯერობით ზუსტია, მისგან ჩვენ შეგვიძლია მივიღოთ მეტად 
მნიშვნელოვანი მიახლოება, რომელიც ხშირად გამოიყენება მცირე ენერგიებზე 

ნუკლონთა გაფანტვის აღსაწერად. მიახლოება მდგომარეობს ჯ#C) ფუნქციის. 

მწკრივად გაშლაში #? ხარისხების მიხედვით. შემოვისაზღვროთ მწკრივად გამლის 

პირველი წევრით. მაშინ (31,26) გამოსახულება 7" წევრების სიზუსტით მოგე- 

ცემს ფორმულას 

#0 ფ6=- ++ „.M, (31,27» 
ძი 2 

სადაც #,-თი აღვნიშნეთ სიგრძის განზომილების ენერგიაზე დამოკიდებული გა- 

მოსახულება 
დ 

#-=XL(0)=2 | (0:0)-–Xთ1 თ. (3) ,28; 
0 
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# უწოდებენ ატომგულური ძალების ქმედების ეფექტურ რადიუსს, ხოლო (31,27) 

ფორმულას-–ეფექტური რადიუსის მიახლოები“ ფორმულას. როგორც ვხედავთ, 

ეს მიახლოება არაა დამოკიდებული პოტენციალური ენერგიის კონკრეტულ 

ფორმაზე. 

აღვნიშნოთ, რომ (31.27) ფორმულა ხელსაყრელია მცირე ენერგიებზე გა- 

ფანტვის ფაზური ანალიზის ჩასატარებლად. ამ მიზნით 7#:0Lყ 6(M)-ს ექსპერიმენ- 

ტულ მნიშვნელობას ადარებენ ორ პარამეტრზე დამოკიდებულ (31,27) თეორიულ 

მრუდს. აქედან განისაზღვრება გაფანტვის სიგრძე და ეფექტური რადიუსი. 

რადგან 1=0 მდგომარეობაში ინტეგრალური განივკვეთი ტოლია 

4» 

2(1-+0(018) ” 
თ0)=<5 ჯ(ი'2 (81,29) 

ამიტომ, ცხადია, 

=(0)=4ჯი?. (31.30) 
როგორც ვხედავთ, გაფანტვის სიგრძე განსაზღვრავს სრული განივკვეთის მნიშ- 

ვნელობას ნულოვან ენერგიაზე. ასევე ცხადია, რომ გაფანტვის სიგრძე =-–-7XVX(9), 
სადაც #(0) არის გაფანტვის ამპლიტუდის მნიშვნელობა ნულოვან ენერგიაზე. 

გამოვიყენოთ ფაზის გამოსათვლელი (29,6) ფორმულა 

თ 

ც'ბ/ 810 5/(#) = –– + I #ქ,0V") 170) XILC) ი», (31,31) 
0 

სადაც XIV) გაფანტვის ინტეგრალური განტოლების ამონახსნია. 

1=0-მდგომარეობისათვის, თანახმად (23,28) ფორმულისა და (31.23) გან- 
მარტებისა, X->0-სათვის მივიღებთ: 

თ ", " 

ი= 2 |” » თ 49) რ». (31.32) 
IIV ყუ 0 M#-–-0 

ცხადია, გაფანტვის სიგოძის ნიშანს განსაზღვრავს პოტენციალური ენერგიის ნი- 
“შანი. ის გარემოება, რომ (31,27) ფორმულის მარჯვენა მხარე ჯ-ს პირველ ხა- 

რისხს არ შეიცავს, მიგვითითებს იმაზე, რომ ფაზა ტალღური რიცხვის კენტი 

ფუნქციაა 
0(–-7)ლ=––-9ძე. (31,33) 

შედარებით მაღალი ენერგიების შემთხვევაში (31,26) ფორმულაში საჭიროა 

გ. ვითვალისწინოთ );-ის უფრო მაღალი ხარისხებიც. ამისათვის საჭიროა ჯ#(X#?) 

ფუნქციის მწკრივად გაშლაში ),(0) წევრის გარდა შევინარჩუნოთ შემდგომი 
წევრებიც 

3 
#05=LCთ+#( 4920.) , ++ (31 ,34) 

L 8. 

აზ მწკრივს თავის მხრივ ავაგებთ (31,20) გამოსახულებაში შემავალი Vჯ() და 

XC) ფუნქციების მწკრივად გაშლით ჯ--ის ხარისხების მიხედვით. ამ შემთხვევაში 

შეგვიძლია დავწეროთ 
1 

#6Cთ 6(I) > – <+(+ თ) – (#„,პ)):ბშ 4 (07.9) მ + ... +, (31,35)



სადაც (#X2)-ით აღნიშნულია შემდეგი გამოსახულება: 

1) ი»(“»? 
–(9)=---! 31,36 7? 2 | ძ)I "ი ( ) 

და ა. შ. 
გაფანტვის სიგრძე და ეფექტური რადიუსი შეგვიძლია დავაკავშიროთ ორი 

ნაწილაკის ჟ#-ბმის ენერგიასთან “შემოვიღოთ ი: 2.6 პარამეტრი. 
1? 

გაფანტვის ტალღური ფუნქცია 1=-0 მდგომარეობაში განისაზღვრება ფორ- 

მულით 

  

VM0)=C0(. M–5ძიბი, (31,37) 

სადაც 9(0:) გაფანტვის მატრიცაა. ბმული მდგომარეობის ფუნქცია კი X6)=ი“9/ 

ტოლია. ამიტომ გაფანტვის (31,37) ტალღური ფუნქციიდან ბმული მდგომარეო- 
ბის ტალღურ ფუნქციას მაშინ მივიღებთ, როცა #=--ჯთ-სათვის გაფანტვის 5(0) 

მატრიცას ნულს გავუტოლებთ. რადგან (19) 

ყ0)=თა- 9959 +1, (31,38) 
0იეხთ5-–-1 

ამიტომ გვექნება 
იხთ 8= –-. (31,39 

„ამ გამოსახულების (31,27) ფორმულაში შეტანით 7); = ––1თ-სათვის მივიღებთ მნი- 

შვნელოვან დამოკიდებულებას 

თ=4+1C>,,, (31,40) 
« 2 

ამ ფორმულიდან განესაზღეროთ 1. და შევიტანოთ იგი (31,27) ფორმულაში, 
რ“ 

გვექნება I 
#0 6=-თ+ --(თ+1)„,. (31,411) 

·ინტეგრალური განიეკვეთის მოსაძებნად საკმარისია ამ =კანასკნელიდან განვსაზღე- 

როთ §19? 6. ადვილად ვიპოვით, რომ 

  

10218 ა „ 91-11 51016 _ |I-+ (+- თ" L L ») | (31,42) 
ჯ' 2 

მაშასადამე, ინტეგრალური განივკვეთი ტოლი იქნება 

თძ= 42 = 4ჯ · (3,423) 
  

- L' -L თ“ 3 3 1 _ 1 ვა ეაებ-–”–_ 
ამგვარად, ინტეგრალური განივკვეთი მცირე ენერგიებზე შეიძლება განისაზღვროს 

„გაფანტვის სიგრძითა და ეფექტური რადიუსით, ან ბმის ენერგიითა და ეფექტური 
რადიუსით. 

საინტერესოა გამოვთვალოთ ეფექტური რაღიუსი ცხადი სახით პოტენცია- 
ლური ორმოს შემთხვევაში. ამისათვის გამოვიყენოთ (31,28) ფორმულა. ამ ფორ- 
მულაში #/ა() განისაზღვრება (31,24) გამოსახულებით, Xა(ფ) კი იქნება პოტენ–- 
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ციალური ორმოს ამონახსნი 1=0 მდგომარეობაში და L=0 შემთხვევაში. (12,40) 
და (12,41) ფორმულების თანახმად გვექნება: 

#LC)=7851M49I, 7<17% (31,44) 

#0) =C §10 ყყყ--L8); ”>7 (31,45) 

როცა #-+ CC, მაშინ X,0-) ფუნქცია უნდა დაემთხვეს LI, (6) ფუნქციას, ამიტომ 
0 ავარჩიოთ შემდეგნაირად C“1=§1V 8, მაშინ ზღვარში, როცა #->0, მივიღებთ: 

V.-0(7) = #1 510 ს", "<9 (31,46) 

X)=1-“, »>-ი% (31,47) 
თ 

სადაც 2M/ 
სხ? = ეე , (31,48) 

ხოლო Xე-პოტენციალური ორმოს სიღრმეა, #)-მუდმივი განისაზღვრება ფუნქცია- 

თა ტოლობით »=ჯ/ა წერტილზე. გვექნება 

–= ( – -) 510 ხ?-ე- (31,49). 
ძ 

ამგვარად, ეფექტური რადიუსი მიიღებს ასეთ სახეს: 

1 7ი 8 ჩი 

ი. I (. _ +) რთ–-/) I 811)? ხ): (7I-, (31,50) 
2 ი “რ 8 

საიდანაც საბოლოოდ ვიპოვით 

,-2ი ( –9)ც- 5) როი X-), (31.51) 
თ 7 ს 5IIL” ხ1% 

როცა ხა=(2#+1) > სადაც X#=0, 1, 2,.. (L+1 გამოხატავს ენერგეტული 

დონეების რიცხვს ორმოში), მაშინ => ი და ;„=/ა, ე. ი. ეფექტური რადიუსი 

ორმოს რადიუსს ემთხვევა, (31,32) ფორმულის გამოყენებით შეგვიძლია ვიპოვოთ 

გაფანტვის სიგრძეც. როგორც გაფანტვის სიგოძე, ასევე ეფექტური რაჯიუსიც 

განისაზღვრება მხოლოდ და მხოლოდ ორმოს გეომეტრიული თვისებებით. 

ნეიტრონების გაფანტვა თავისუფალ პროტონებზე. მიღებული ფორმულები 

გამოვიყენოთ ნეიტრონების გაფანტვის შესასწავლად თავისუფალ პროტონებზე 
დაბალ ენერგიებზე. ვიგულისხმოთ რომ დაცემული ნეიტრონების ენერგია. 

#<:10 M6ს. ამ შემთხვევაში გაფანტვა მნიშვნელოვანი იქნება 1=0 მდგომარეო–- 

ბაში. (ა, ») გაფანტვისას მნიშვნელოვანია, თე როგორია სისტემის საერთო 

სპინი, გაფანტვა §=1 (ტრიპლეტურ) და 5=0 (სინგლეტურ) მდგომარეობაში 

სხვადასხვაა. ამიტომ გაფანტეისათვის დამახასიათებელ სიდიდეებს სათანადოდ 
გავუკეთოთ (ჯ- და ვ§-ნიშნაკები, ტრიპლეტური და სინგლეტური გაფანტვისათვის- 

სათანადოდ გვექნება ეფექტური რადიუსის მიახლოების შემდეგი ფორმულები: 
1 1 

XC 9, = -–- –– + –“ #7, (31,523 
თ, 2 
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#6CLCC2,= + 4+-1,,, L. (31,53) 
ძი 2 

ამასთან, რადგან გაფანტვა ხდება მცირე ენერგიებზე, ამიტომ შემოვისაზღვრეთ 
ორ-ორი წევრით. ტრიპლეტურ მდგომარეობაში (თ, ა) სისტემა ქმნის დეიტრო- 
ნის ბმულ მდგომარეობას, ამიტომ გაფანტვის ამოცანამი შეგვიძლია გამოვიყენოთ 

ეს ფაქტიც, კერძოდ, როგორც ზემოთ ვაჩვენეთ, (31,52) ფორმულიდან შეგვიძ- 
ლია გამოვრიცხოთ ერთი პარამეტრი დეიტრონის ბმის ენერგიის საშუალებით. 

გაფანტვის ინტეგრალურ განივკვეთებს ტრიპლეტურ და სინგლეტურ მდგო- 
მარეობაში, თანახმად (31,431) ფორმულისა, ექნებათ სახე: 

4 4 თ,0ე = –“”. თ, = –“  – “ელლ (31,54) 

„! ა –-”/ 2 აე + (> 2 ”«) #+L--> +) 

როცა ექსპერიმენტზე დაცემულ ნეიტრონებს სპინების გამოყოფილი მიმარ–- 

თულება არა აქვთ, მაშინ საერთო განივკვეთი წარმოადგენს (31,54) განიეკვეთე- 

ბის ჯამს ტრიპლეტური და სინგლეტური მდგომარეობების შესაბამისი წონებით, 

ე. ი. 

  

3 1 
Cთ(/) = -+ 90 + > ,(X). (31,55) 

მაშასადამე, გვექნება: 

თ=0) = : – -+ => ლ. (31,50 
#+I+ -+#/ «) + ყეეა თ, 2 ?% ი, 2 ” 

ეს გამოსახულება შეიცავს ოთხ უცნობს: ი,, თ,, ჯი, და #,. მაგრამ (31,40) 
ფორმულის თანახმად, ერთი პარამეტრი შეგვიძლია გამოვრიცხოთ დეიტრონის 

ბმის ენერგიის საშუალებით. ასე რომ განივკვეთში ფაქტიურად სამი უცნობი 

შედის. ექსპერიმენტული მონაცემების (31,561) თეორიულ ფორმულასთან შედარე- 
ბით შეიძლება განისაზღვროს ეს პარამეტრები. 

ზღვარში ნულოვან ენერგიაზე გვექნება განივკვეთის შემდეგი მნიშვნელობა: 

თ=(0)=3#ი1+ 01. (31,57) 
ბირთვული ფიზიკის განვითარების ადრეულ პერიოდში (I, ა) გაფანტვის დროს 
სინგლეტურ მდგომარეობას არ ითვალისწინებდნენ, ამიტომ განივკვეთის მნიშვნე– 
ლობად ნულოვან ენერგიაზე იღებდნენ ჯი; მნიშვნელობას, ნულოვანი რადიუსის 

რ X#MI# 
მიახლოებაში -,=+ და, რადგან «თ=-», სადაც 8 = 2,232 Mის დეიტრონის 

ბმის ენერგიაა, განივკვეთისათვის მიიღებოდა 3,6310“ % სმ“ სიდიდე, რაც გაცი- 

ლებით ნაკლებია ექსპერიმენტულ მნიშვნელობაზე –– თ,.:(0) =20,5 · 10-24 სმ?, 

“პირველად ე. ვიგნერის მიერ- იყო ნაჩვენები, რომ გაფანტვაში მნიშენელო- 

ვანია სინგლეტური მდგომარეობის გათვალისწინება და რომ ეს გაფანტვა ხდება 
8, ვირტუალურ დონეზე. ეს დონე ცდასთან თანხმობის მისაღწევად ტოლი უნდა 

იყოს §,=0,0664 ტ/იეს (ვირტუალური დონეების შესახებ ლაპარაკი გვექნება 

§ 50-ში). 
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აღენიშნოთ, რომ (I, )) ურთიერთქმედების 'შემთხვევაში ზემოთ განხილული· 

პარამეტრებისათვის სადღეისოდ დადგენილია შემდეგი მნიშვნელობები: 

ი,=5,38თ, ი,=-23,69თ, ;,,=1,72ინ, #,,=2,7 %. (31,58) 

დაბოლოს შევნიშნოთ, რომ ეფექტური რადიუსის მიახლოება საკმაოდ კარ– 
გად აღწერს ექსპერიმენტულ მონაცემებს. ეს გარემოება, ერთი მხრივ, კარგია, 
მაგრამ მეორე მხრივ –– ცუდი, რამდენადაც ეფექტური რადიუსის მიახლოება არ 
გვაძლევს საშუალებას რამდენიმე პოტენციალიდან ავირჩიოთ ერთი რომელიმე; 
დაბალ ენერგიებზე (#, ») გაფანტვის ექსპერიმენტები შეიძლება აიხსნას პოტენ– 
ციალის ფორმაზე დამოუკიდებლად.



თავი V 

გაფანტვის 7()-მატრიცა 

გაფანტვის ამოცანა შეგვიძლია შევისწავლოთ გაფანტვის V(9)-მატოიცის 

ფორმალიზმით. ეს მატრიცა აკმაყოფილებს გაფანტვის ლიპმან-შვინგერის ინტეგ- 
რალურ განტოლებას და დაკავშირებულია გაფანტვის 8(#)-მატრიცასთან. გაფან- 

ტვის #(Iუ-მატრიცა, კერძო შემთხვევაში, ენერგეტულ ჭზედაპირზე ემთხვევა გა-. 
ფანტვის ამპლიტუდას. ამ მატრიცას საინტერესო ანალიზური თვისებები გააჩნია, 
რომელთა დადგენას მეტად დიდი მნიშენელობა აქვს არა მხოლოდ ორი სხეულის 
ამოცანის, არამედ მრავალი ნაწილაკის ამოცანისთვისაც. ცნობილია, მაგალითად, 
რომ სამი სხეულის ამოცანის შესაბამისი ინტეგრალურ განტოლებათა გელები 

შეიძლება გამოიხატოს ორნაწილაკობრივი გაფანტვის 7'(#)-მატრიცის საშუალებით. 

ამ თავში ჩვენ განვიხილავთ გაფანტვის მატრიცის ზოგად თვისებებს, ბხოლო 

შემდეგში X(C#)-მატრიცის გამოსახულებებს კონკრეტული ამოცანებისათვის, 

§ ე9. გაფანტვის 7(ნ)-მატრიცა 

როგორც ჩვენთვის ცნობილია, გაფანტვის ტალღური ფუნქცია აკმაყოფი- 

ლებს ლიპმან-შვინგერის განტოლებას 

არ), ი=თ,რო §–––– #85, ო, (32,1) 
#-I#/ი021+-:1% 

ხოლო გაფანტვის ამპლიტუდა განიმარტება შემდეგნაირად: 

  10% = – 4 (IV IV) = – 4, V0IVI თა. C2,2) 

სადაც თ,() არის ბრტყელი ტალღა MM იმპულსით 

თ,(0) –0'". (32.3) 

ს(+)თ კი (32,1) განტოლების ამონახსნებია. გაფანტვის თეორიაში ხელსაყრელი. 
აღმოჩნდა ამპლიტუდის ისეთნაირი განმარტება, როცა (32,2) გამოსანულებაში 
მხოლოდ ბრტყელი ტალღები მონაწილეობენ. ცხადია, სამაგიეროდ პოტენცია- 
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ლური ენერგიის ნაცვლად გაჩნდება სხვა რაღაც უფრო რთული თპერატორი. 

მაშასადამე, ვთქვათ, არსებობს ისეთი ოპერატორი, რომელიც ასეა განმარტე- 

ბული (61): 

IX" | >) (X) | V) = (თ, |” | VL") (32,4) 
და 

(C | 2 (8) |M)=(სC)I7 | თა. (32,4) 

ასე რომ, მაგალითად, 71%) (#)-ოპერატორისათვის გვექნება განმარტება 

V#8%Lს)= 0 (ჯ) «,. (32,5) 
რადგან. 145) 0) ენერგიაზეა დამოკიდებული, ამიტომ 25) (#) შესაბამისად დამო– 

კიდებული იქნება (+15)-ზე. შემდგომში ჯ-ოპერატორს (+)-ს აღარ გავუკე- 
თებთ, სამაგიეროდ, არგუმენტად დაეუწერთ 2= # +116. (32,4) ფორმულის გამო- 

ყენებით ამპლიტუდისათვის გვექნება 

ი(L', I) = _ ჩხ სირ . 6 XXL", X) ვუს (II>I0) 091) (32,6) 

(LI XC IM, გამოსახულებას უწოდებენ გაფანტვის მატრიცას თავისუფალი მოძ- 

რაობის (MI და | M) ვექტორების მიხედვით. 

შევნიშნოთ, რომ ჩვენ ყველგან ვსარგებლობთ დირაკის ვექტორებით, რომ- 

ლებიც ნორმირებული გვაქვს პირობით 

(VIM)=6(X-–-Mა9, (32,7) 

ამიტომ გაფანტვის 7'(2)-მატრიცაშიც ხელსაყრელია ნაცვლად (32,3) ბრტყელი 
ტალღისა (რომელიც ნორმირებულია პირობით (LI | L)=(2X)? (--M)) (32,7) 

პირობით ნორმირებული ბრტყელი ტალღის აღება, ე, ი. 

VI Iს=Cჯ-!ი კი, (82,8) 

მაშინ (32,6) ფორმულას გადავწერთ შემდეგნაირად: 

„2, · 

XC, %= – 551 (| თო ითი; (32,9) 

ამასთან, იგულისხმება, რომ #(#)-მატრიცა დამოკიდებულია ერთ ენერგიაზე 

.2+ 9 01% 
#=5M- # 0. (32,1თ 

2ს 2L 

ასეთ შემთხვევაში ამბობენ, რომ 7”(#)-მატრიცა განმარტებულია ენერგე- 
ტულ ზედაპირზე, რაც ფიზიკურად შეესაბამება ენერგიის შენახვას. ჩვენ შეგვიძ- 

ლია X(C#M)-მატრიცა განვმარტოთ უფრო ზოგად შემთხვევაშიც, მაგალითად, როცა 

(V (XC) IM) გამოსახულებაში ჯ ემთხვევა ერთ-ერთ უა ან - 1? სიდი- 
ს 

დეს. ყველაზე უფრო ზოგადი შემთხვევა გვექნება მაშინ, როცა ამ სამი ენერგიი- 
დაწ არც ერთი არ არის ერთმანეთის ტოლი 

9.2 ვს? 
242: 1X.. (32,113 

2 2. 
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ერთ #-ენერგიაზე დამოკიდებული 7'(1:)-მატრიცისაგან განსხვავებით, უკა- 

ნასკნელ ორ შემთხვევაზე ამბობენ რომ გაფანტვის მატრიცა განმარტებულია 

ენერგეტული ზედაპირის გარეთ. ცხადია, #7 8)-მატრიცას ენერგეტული ზედაპი- 
რის გარეთ ფიზიკური შინაარსი არა აქვს, ფიზიკური შინაარსის გასარკვევად 

ყოველთვის საჭიროა დავუბრუნდეთ ენერგეტულ ზედაპირს. კერძოდ, გაფანტვის 
ამპლიტუდა, ენერგეტული ზედაპირის გარეთ განმარტებული #7"(7:)-მატრიციღან, 
(32.9) ფორმულის თანახმად, განისაზღვრება შემდეგნაირად: 

4" 

ჯა? 

ადვილად ვიპოვით ინტეგრალურ განტოლებას, რომელსაც აკმაყოფილებს 

გაფანტვის #(#)-მატრიცა ენერგეტული ზედაპირის გარეთ, ამისათვის (32,1) გან– 
ტოლება გავამრავლოთ 1)”-ზე და გავითვალისწინოთ (22,5) განმარტება; მივიღებთ 

XL”, +) თ – (ML 'IC2) | M) (32.12) ა.ს“ - L" M'=2#ჩ · 

7(0=V +» ეუ. ჯი. (32,13) 

#2-–-I602:28 

თუ გავიხსენებთ თავისუფალი მოძრაობის გრინის ფუნქციის განმარტებას, ეს გან– 

ტოლება ასეც შეიძლება გადავწეროთ: 

2(2)=X --X (76ხ(2) 7 (4). (32,14) 

ეს ინტეგრალური განტოლება ჩავწეროთ ცხადი სახით. ამისათვის გავითვალისწი- 

ნოთ (27,29) ფორმულა 

I9(9I 6ა(9= | _1490 _ ფ2,15) 
? 8-% (9) + # 

და (32,14) განტოლება სკალარულად გავამრავლოთ მარცხნიდან (0) ვექტორზე, 

მარჯვნიდან კი | 6/-ზე, გვექნება: 

  

, , (იI I Iთ (9I7(9 | 9) =(IX”7)ხე+ | _' 17002 !L//ყე, (32,16) , (იI (2 |6ს=(01» 0) 7-წლე)>0.. 

აღაც 

(იI7 I0)==-: |C > 7თ 29 (32,17) 

და მჯ? 

#VC)= 9“, 2.17”) 
2„ 

მაშასადამე, (ი |” | ი? წარმოადგენს პოტენციალური ეწერგიის მატრიცულ ელე- 
მენტს ბრტყელი ტალღების მდგომარეობებით. 

მიღებული (32,16) განტოლება არის ინტეგრალური განტოლება (0 | 1C#) | 0) 
მატრიცისათვის ენერგეტული ზედაპირის გარეთ. ამ განტოლებას უწოდებენ ლიპ- 

მან-შვინგერის განტოლებას 7 (#)-მატრიცისათვის. (32,16) განტოლების ამონახს–- 

L"ჯ' სბ 1?! 
ს ან 1 , ამბობენ, რომ 

2“ 2“ 
    X ამასთან, როცა ჯ#-ენერგია ემთLვევა ერთ-ეოთს, ე. ი. 

7(85)-მატრიცა ნახევრად ენერგეტულ ზელაპირზე იმყოფებაო. 
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ნის მნიშვნელობა ენერგეტულ ზედაპირზე, (32,12) ფორმულის თანახმად, გა§ნსა– 

ზღვრავს გაფანტვის ამპლიტუდას. 
ლიპმან-შვინგერის ინტეგრალური განტოლების ამოსახსნელად იმის მიხედ– 

ვით, თუ როგორია ინტეგრალური განტოლების გული ან, რაც იგივეა, პოტენ– 
ციალური ენერგია, შეგვიძლია გამოვიყენოთ სხვადასხვა მეთოდი, კერძოდ, იტე– 
რაციის მეთოდიც. ამ მეთოდის ნულოვანი მიახლოება 

(0იI7(91091=(იIV | 9), (32,18). 
როგორც ეს (30,11) ფორმულიდან ჩანს, შეესაბამება ბორნის მიახლოებას. 

შევნიშნოთ, რომ სავალდებულო არ არის გაფანტვის 7(Xუ-მატრიცა განვი- 

ხილოთ ბრტყელი ტალღების მდგომარეობებს შორის განსაზღვრული იმპულსით-- 

(0 | 27(#) | ნე. ჩვენ შეგვიძლია იგი განვმაოტოთ თავისუფალი მოძრაობის ჩMე-ჰა- 

მილტონიანის შესაბამისი ნებისმიერი საკუთარი ვექტორების მიხედვით. მაგალი- 
თად, შესაძლებელია განვიხილოთ ისეთი მდგომარეობა, რომელიც ხასიათდება- 

ენერგიით #- და 8-სიდიდეების ერთობლიობით, რომლებიც გასაზომ სიდიდეთა 

სრულ კრებულს ადგენენ. ასეთი საკუთარი ვექტორები შეიძლება აღვნიშნოთ 

| თა(#))-თი. ცხადია, მათთვის გვექნება ორთო-ნორმირების პირობა 

(თა(17) | 99(15))= 6(X-– +") მას: (32,19) 

თუ თ და ს სიდიდეებიც უწყვეტია, მაშინ 6კს) უნდა შეიცვალოს დირაკის 8(თ–-ხ) 
ფუნქციით. (32,15) ფორმულის ნაცვლად, ჯვექნება გრინის შემდეგი ფუნქცია: 

( | რ.(M%)) (თაჩი) 1.) 
(-XCრ -- ეი 32,20). 7ი(:) = 2 : წ-. +. C ) 

ლიამან-შვინგერის განტოლება კი მიიღებს შემდეგ სახეს: 

+) /1> · (თოII I ი)(CI 715) (L) | ს) 115 (X) | ხ)=(თ1I | ხ) + %' | 1), C%IXI0 (CI IX= (+) | 8). 212,21). რთითი-იIIIV+ 2 | რწ 07921 (62.2) 

ამ განტოლებაში (6 | 7%–I(#X) | ს) აღნიშნავს გაფანტვის მატრიცის მატრიცულ ელე- 

მენტს თავისუფალი მოძრაობის # და ხ მდგომარეობებს შორის. 

შევნიშნოთ, რომ ც კვანტური რიცხვებს ერთობლიობა შეიძლება იყოს. 
მომენტის კვადრატისა და პროექციის კვანტური რიცხვები 1 და „ჯა. მაშინ გასა- 

ზომ სიდიდეთა სოული კრებული იქნება (XI, ?, თ). თავისუფალი ნაწილაკისათვის 

ამ შემთხვევაში გვექნება სამი ურთიერთ კომუტატური ოპერატორი M# ი “ და 1. 

ამ ოპერატორების საერთო საკუთარი ფუნქციები კი, თანახმად (9,12) ფორმუ- 
ლისა, ტოლი იქნება 

ი 2. – 
იე (XL, I, +)= / 2 11(%) XI=ი 0), (+==%, »!) (32,22) 

ან დირაკის აბსტოაქტულ სივრცეში 

9. 
|თა(X)) = #C |) | ს). (22,23)- 
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ეს ვექტორი ნორმირებული იქნება პირობით 

თ, ყო) რეა მხი. შე, ნაი (32,24 

ამაში ადვილად დავრწმუნდებით, თუ გავიხსენებთ სფერული ფუნქციებისა და ბე- 

სელის სფერული ფუნქციების ორთო-ნორმირების პირობებს. 

დაბოლოს საინტერესოა შევნიშნოთ, რომ ხშირად შემოჰყავთ სხვა ()-ოპე- 

რატორიც, რომელიც შემდეგნაირად არის განმარტებული: 

27=VV). (32,25) 

გავამრავლოთ (32,13) განტოლება “ზე და გავითვალისწინოთ (32,25) აღნი- 
“შენა. %X2) ოპერატორისათვის მივიღებთ 

0C)=1+C6ა() 792. (32,26) 

ეს განტოლება არის ინტეგრალური განტოლება 9()-ის მიმართ. მისი გადა–- 
წერა ხელსაყრელია სხვა სახითაც. ამისათვის (32,26) მარცხნიდან გავამრავლოთ 

(2 წ ი)-ოპერატორზე; მივიღებთ 

თ-Mა-/)0(0=#--M%- (32,27) 
აღსანიშნავია, რომ ამ განტოლების ერთგვაროვანი ნაწილი ემთხვევა შოედინგე– 

რის განტოლებას. 

დასასრულ ვაჩვენოთ, რომ გაფანტვის ტალღურ ფუნქციას იმპულსურ წარ- 

მოდგენაში შეიძლება მივცეთ შემდეგი სახე: 

თI2რIM, ს M0V)=6 (+--ი)+ დ 2 IM) (32,28) 

ამის დამტკიცება საკმარისად ადვილია, თუ გავიხსენებთ (32,5ე) ფორმულას, რო- 

მელსაც ასე გადავწერთ: 

(ი,20IM = | (იIX7 | იI(ი'|9C) ძი”. ც2,2ი 
თუ ამ უკანასკნელში (32,28) ფორმულიდან შევიტანთ CI>X (0) ფუნქციას, მივი– 

ღებთ ლიპმან-შვინგერის განტოლებას. 

§ ყე. სიმძიმის ცენტრის ბგამოყოფა 

ჩვენ აქამდე ვიხილავდით ერთი ნაწილაკის გაფანტვას გარეშე ველით. ასეთ 

ამოცანაზე ჩვენ დავიყვანეთ ორი ნაწილაკის გაფანტვის ამოცანა სიმძიმის (ცენტ- 

რის გამოყოფით. გარდა იმისა, რომ ამოცანა მარტივდება, სიმძიმის ცენტრის 
გამოყოფას სხვა პრინციპული მნიშვნელობაც გააჩნია, ამიტომ ლიპმან-შვინგერის 

განტოლებაში სიმძიმის ცენტრის გამოყოფას ხელახლა ჩავატარებთ. განვიხილოთ 

ორი ნაწილაკის გაფანტვა. გამოვიდეთ ლიპმან-შეინგერის ოპერატორული განტო– 
ლებიდან 

27(2=X7 +V Cი(2) XLC2). (3,1) 
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ვიგულისხმოთ, რომ პოტენციალური ენერგია მხოლოდ პირველი და შეორე ნაწი- 

ლაკის რადიუსეექტორების L-–- + სხვაობის ფუნქციაა. ორი ნაწილაკის თავისუ- 

ფალი მოძრაობის გრინის ფუნქციას ექნება 

ჩ?“ I” 
  Cთაი'(9)= 2 ბ ტბ. (33,2) 

2», 2712 

სახე; სადაც §=VM+%; (33,3) 
M” არის სისტემის სრული ენერგია. თუ შემოვიღებთ იაკობის კოორდინატებს: 

ეას. უიი“. (33,4) 
თ1+თაა 

მაშინ გრინის ფუნქცია მიიღებს ასეთ გამოსახულებას: 

1“ ყ აც-=,- ?1ა ტას. ვვ,5) თი ' (2) 2L ე“ 2/ 5 ( 

სადაც I-სისტემის დაყვანილი მასაა, ხოლო II =%, --I.--სრული მასა, #4, არის 

ლაპლასის ოპერატორი ფარდობითი კოორდინატების მიხედვით, 2„-კი ლაპლა- 
სიანია სიმძიმის ცენტრის კოორდინატების მიმართ. 

შემოვიღოთ მდგომარეობის დამახასიათებელი ორნაწილაკობრივი ბრა-(ნ,წ, | 
და კეტ-| –,ჩ, ვექტორები. მოვითხოვოთ შემდეგი ნორმირების პირობა: 

(იც 0გ| ჩე ი:)=8 (ნ-– ნე 6(0:-– იე). (33,6) 
ცხადია, (33,1) განტოლება მატრიცულად ასე ჩაიწერება: 

(იც I 2(9)| ნც ს=(0იი ნ: | 7 | ი;, ,)+ 
I (ი, ი» | 7 19), %) (9, | 6-9) | 9, 9:) (9;, 9; | ICI) | იჯ, ხე) ძი; ძი; 00, ძ0; (33.7) 
შევისწავლოთ ამ ინტეგრალური განტოლების გული. ამისათვის განვიხილოთ ჯერ 

პოტენციალური ენერგიის მატრიცული ელემენტი 

  (ი, ნ: | ” | ი, ხ:)= I 6 “(იაო +- იანა) ICC, –– ე) (010 +იე”ი) ყ-, ძ„,  (33,8) 
(2ჯებ 

გადავიდეთ ინტეგრალში ახალ L და M# ცვლადებზე, რომელთაც, (33,4) ფორმუ- 

ლების თანახმად, ექნებათ ასეთი სახე: 

I = 5 L+ს, ა=- - ” «+ ს. (33,9) 

თ, 4+ თ თ, + II 
  

მარტივად მივიღებთ, რომ 

ხს,,+90:L = იM+ჩს, (33,10) 

სადაც 
ხ-ს” ი=ი,+ი,. (33,11) 

თს + თ 

რ ფარდობითი მოძრაობის იმპულსია, ხოლო ს -- სისტემის სრული იმპულსი. 

ახალ ცვლადებში (33,8) მატრიცული ელემენტი მიიღებს შემდეგ გამოსახულებას: 

= I ა MM ი ქ I თ“ -9)ჩ კნ, (33,12)   (ი, 0:17 | იც 0;) = თ 
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საიდანაც საბოლოოდ გვექნება 

(იც იიIV |ნ,ხე=(0 17 |055(--ჩ). (33,13) 

სრულიად ანალოგიურად ვიპოვით, რომ 

6(ნ–-ი)5(ნ–ჩ" 

  

  

(+) (7 7 ი:ს= _– (ის, ი. | C9-' (#) | იც ი:):= > ხუ" უზე? · (33,14) 

2V 26... 
შევნიშნოთ, რომ 

ც= I 51 (23,15) 
2M 

წარმოადგენს სისტემის ფარდობითი მოძრაობის ენერგიას. როგორც ეხედავთ, 

(33,7) ინტეგრალური განტოლების 17(6-(2) გული შეიცავს დირაკის დელტა ფუნქ- 

ციებს. მართლაც, (33,13) და (33,14) ფორმულების თანახმად, 

დIV I6ე5დ– ხი 
, ჩე | I თი(? სნე=.–-–– ჯ 33,16 (ის, ჩა | 7 თი(2) | 6;, 9:) ინება 16 (33,16)   

მაგრამ გული, რომელიც დელტა ფუნქციას შეიცავს, არ შეიძლება იყოს სრუ- 

ლიად უწყვეტი, ამიტომ იქმნება ისეთი შთაბეჭდილება, თითქოს ლიპმან-შვინგე– 
რის განტოლების გამოყენება ორი ნაწილაკის ამოცანისათვის აწყდება მათემატი- 
კურ სიძნელეებს. ამასთან, როცა ორი ნაწილაკისაგან შედგენილ სისტემას ბმული 
მდგომარეობაც ახასიათებს, (33,15) ფორმულის თანახმად, დაფიქსირებული სრუ- 

ლი ენერგია შეგვიძლია მივიღოთ ბმის ენერგიისა და სიმძიმის ცენტრის კინეტი- 

კური ენერგიის ურთიერთგადანაწილებით, რაც იმას ნიშნავს, რომ ლიპმან-შვინ- 

გერის ერთგვაროვან ინტეგრალურ განტოლებას ექნება ამოხსნები; ეს კი იმაზე 

მიგვითითებს, რომ არაერთგვაროვანი განტოლების ამოხსნები (კალსახა აღარ შეიძ- 

ლება იყოს. 

შევნიშნოთ, რომ ორი ნაწილაკის შემთხვევაში ეს წინააღმდეგობები ადვილი 

ასაცილებელია. მართლაც, რადგან პოტენციალური ენერგია დამოკიდებულია მხო– 

ლოდ ჯ=)) | სხვაობაზე, ამიტომ მას და, მაშასადამე, სრულ ჰამილტონიან– 

საც ტრანსილაციური ინვარიანტობა ახასიათებს. მათემატიკურად ეს ნიშნაეს, რომ 

სრული იმპულსის ოპერატორი კომუტატურია #9 ოპერატორთან 

I#, ს|=თფთ 

ეს უკანასკნელი კი იმპულსის შენახვის კანონს გამოხატავს. მაშასადამე, ზემოგან- 
ხილულ გამოსახულებებში დელტა ფუნქციის გაჩენა სრული იმპულსის შენახვის 
შედეგია. რადგან (33,7) განტოლებაში ყველა წევრი შეიცავს დირაკის 8 (ჩ –– ჩ” 
ფუნქციას, ამიტომ იგი უბრალოდ შეიკეეცება. (33,13) და (33,16) გამოსახულე– 
ბები შევიტანოთ (33,7) განტოლებაში; დირაკის დელტა ფუნქციებით ინტეგრა- 

ციის შემდეგ დაგვრჩება 
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(ი, ჩ:|7/“(0 | ნ; ნ:)= 

· ' ს. | (9I/ I9)(9I1(9 I|ი309| –=გ(ნი-- ნ V +) %9%' :წესაეს!/ ო. (33,17) 

?! (CI I) ჩ#M-–-X#(V):-% 

ჩეენ აქ ვიგულისხმეთ, რომ #I(2-მატრიცასაც ისეთივე კონსტოუქცია აქვს, 

როგორიც პოტენციალურ ენერგიას. ამაში ადვილად დავრწმუნდებით, მაგალითად, 
იტერაციის მეთოდით. (33,17)-დან ვხედავთ, რომ 

(ხი, 0-|2%9 04100 ნ)1=8(8– ჩა ხ)დო(#– 5 _. - )1. (33,18) 

სადაც (6 | X'“) (#) | -') ფარდობითი მოძრაობის 7' გარი აკმაყოფილებს ჩვენ- 

თვის უკვე კარგად ცნობილ განტოლებას 
(2) 

(ი | 2905 (/ე! იდ ი1იე+ | 501906 001004, სახიააი 
#-91. 1:28 

2 

თუ გადავაულთ სიმძიმი” ცენტრის კოორდინატთა სისტემაში, მაშინ ნ>:0 და 

სრული და ფარდობითი ენერგიები ერთმანეთს დაემთხვევა, მაშასადამე, ზემო- 
აღნიშნული წინააღმდეგობები მოიხსნება. 

აქვე შევნიშნოთ, რომ, როცა საქმე გვაქვს ორზე მეტ ნაწილაკთან, მაშინ 

ინტეგრალურ განტოლებაში გვექნება რამდენიმე წევრი, რომლებიც დამოკიდებუ- 
ლია სხვადასხვა არგუმენტების მქონე დელტა ფუნქციებზე, ამიტომ აღნიშნული 
წინააღმდეგობა ისე მარტივად აღარ ისპობა, როგორც ორი ნაწილაკის შემთხვე- 

ვაში, როცა დელტა ფუნქცია მარტივად იკვეცება. ამ საკითხს კვლავ დავუბრუნ- 
დებით სამი სხეულის ამოცანის განხილვის დროს. 

§ 14. ბრინის სრული ფუნქცია 

ჩვენ შემოვიღეთ თავისუფალი მოძრაობის შესაბამისი გრინის ფუნქცია, რო- 
მელიც ასე იყო განმარტებული: 

Cა(2) == (––– M ი)? (2C=1IL>+%) (34,1) 

სადაც Mი თავისუფალი მოძრაობის პამილტონიანია. მისი საკუთარი ფუნქციები 
აკმაყოფილებენ განტოლებას 

(I/-–1)თ7C0=0, (34,2) 

ცხადია, (ჯ0(2) დააკმაყოფილებს შემდეგ ოპერატორულ განტოლებას: 

(–––770 C:(0 =1. (34,2) 

დავუშვათ, რომ ნაწილაკები ურთიერთქმედებენ # 6) პოტენციალური ენერგიით 
და დავწეროთ სათანადო შრედინგერის განტოლება 

(M#–ად=0, (34,4) 
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სადაც სრული # ჰამილტონიანი განისაზღვრება ფორმულით 

#=Iა+I. (4,5 
როგორც ვიცით, შრედინგერის (34,4) განტოლება გაფანტვის ამოცანისათვის ლიპ- 
„მან-შეინგერის განტოლების ეკვივალენტურია 

სს)=%,+ 69207. (0) (34,6) 
ახლა ვიპოვოთ ინტეგრალური განტოლება გრინის სრული ფუნქციისათვის. 

გრინის სრული ფუნქცია განიმარტება შემდეგი ფორმულით: 

6(0=C0-7)-), (34.7) 
„ადვილია ამ ფუნქციის დაკავშირება გრინის თავისუფალ ფუნქციასთან. ამისათვის 

გამოვიყენოთ ოპერატორული იგივეობა: 

1 –- =--(-–40)--=-(8-4)--. ქ4,8 ( ) 8“ . (34,8) 

თუ ან იგივეობაში შევიტანთ 4=2-# და 8=7-Mა) ოპერატორებს და გავი- 
'"თეალისწინებთ (34,7) და (34,1) აღნიშვნებს, მივიღებთ: 

C(2)= Cი(2) -- Cი(2) I” C(2) (34,9) 
და 

(:(9)= Cი(2)+ C (2) ”/ Cი(2). (34,10) 

ჩვენ მიერ მიღებულ (34,10) განტოლებას “უწოდებენ ლიჰმან-შვინგერის განტო- 

ლებას გრინის ფუნქციისათვის. 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ გრინის სრული ფუნქციის დახმარებით გაფანტვის 

ფუნქცია შეგვიძლია ვიპოვოთ (34,2) შრედინგერის თავისუფალი მოძრაობის შე- 

საბამისი ტალღური ფუნქციის საშუალებით. 

ამისათვის (34,9) განტოლება მარჯვნიდან გავამრავლოთ 16თ, ფუნქციაზე და 
გადავიდეთ ზღვარზე, როცა 8-–>0; გვექნება 

1(თ 1507 (2) თ.=)Iი L6(7ი(5) 9, +110. §+8(70(2) ” C (2) VI (34,11) 
8-0 

, 53%I 
რამდენადაც %#, ფუნქცია 77ე ოპერატორის საკუთარი ფუნქციაა IX= 51 საკუ– 

დ" 
თარი მნიშვნელობით, ამიტომ 

I 26C (2) თ„= 1110 _ %რ.თ =)ს ––----... ი,=%,; (34,12) 100 20% ) 9 12 2-წე+“ პდბით თ „== 9 

ამ ტოლობის გათვალისწინებით (34,11) მოგვცემს 

11)0 ?6C/(2) „== %- (70 (# -L10) 7 IV Cთ(2) «,. (34,13) 
6-0 8-. 

ერთმანეთს შევადაროთ (34,13) და (34,6) ფორმულები. ადვილად დავინახავთ, 

„რომ 
ა)=IC 16C(19 + 16) «კ. (34,14) 
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მივიღეთ მნიშვნელოვანი ფორმულა, რომლის საშუალებით შეიძლება ვიპოვოთ 

გაფანტვის ტალღური ფუნქცია. 
გავამრავლოთ (34,10) გამოსაზულება 1§4,-ზე და გადავიდეთ § –>0 ზღვარზე, 

გავითვალისწინოთ (34,12) და (34,14) განმარტება, შედეგად მივიღებთ: 

1 არ2თ+L ”“ “თ, (34,15) 
M-I+1% 

ან 
ს(0=თ -+ C(2) 17%. (34,16) 

განსხვავებით (34,6) განტოლებისაგან, ამ განტოლებაში გოინის სრული ფუნქცია 

მონაწილეობს. 

გრინის ფუნქციის ინტეგრალური განტოლებიდან ადვილად გამოვიყვანთ- 
ლიპმან-შვინგერის განტოლებას 7”(2)-გაფანტვის მატრიცისათვის. მართლაც, შემო– 

ვიღოთ აღნიშვნა 
MV Cთ(2) =7'(92) (7ი(გ); (34,17). 

მაშინ (34,9) განტოლების მარცხნიდან 1”-ზე გამრავლებით და Cე(+) ფუნქციაზე: 

შეკვეცით მივიღებთ 
1'(2)=X7 +V Cთა(5) 7'(9). (34,18) 

სოულიად ანალოგიურად (34,10) გამოსახულებიდან მივიღებთ ეკვივალენტურ 
განტოლებას 

2'(2)=V +729) ღიხ(8) ”. (34,19 

გაფანტვის 7'(2)-მატროიცა შეიძლება განიმარტოს გრინის სრული ფუნქციი–- 
თაც. ამისათვის (34,10) განტოლება გავამრავლოთ V -ზე და კვლავ გამოვიყენოთ 

(34,17) განმარტება; გვექნება შემდეგი ინტეგრალური განტოლება: 

1(C2)=V/ +7C(V». (34,20) 

ახლა, თუ (34,17) ოპერატორით ვიმოქმედებთ ჯად ფუნქციაზე, გადავალთ ზღვარ- 

ზე 6->+0 და გავითვალისწინებთ (34,12) და (34,14) ფორმულებს, მივიღებთ ჩვენ– 

თვის უკვე ცნობილ დამოკიდებულებას 
#7ს=XჯCრ. (34,21) 

რადგან 7 ნამდვილია, ამიტომ (34,19) განტოლებიდან აშკარაა, რომ 

XX0C=XVC="), ე. ი. (2 (IX + §%))#=7%X (13-46), რაც ნიშნავს, რომ გაფანტვის 

ჯ(2-მატრიცა ერმიტული არ არის. 

§ 85. ბაფანტვის პარვპიალური 7'/(#)-მატრიცა 

ცენტრალური სიმეტრიის ველში, მსგავსად პარციალური გაფანტვის ამპლი– 

ტუდისა, ხელსაყრელია გაფანტვის პარციალური მატრიცის შემოღება. 
პოტენციალური ენერგიის (90 1” | ს”) მატრიცული ელემენტი გავშალოთ სფე– 

რულ ფუნქციებად. ამ მიზნით გავიხსენოთ ბრტყელი ტალღის გაშლის ფორმუ- 

ლა სფერულ ფუენქციებად და გამოვიყენოთ (32,17) გამოსახულება. გვექნება 

თ +! - _ 

(9I7 I0C)=4» 2, 2, (»I7II 2 IXI(2)X (#7, (35,1» 
კენ თა-I



სადაც ჩვენ შემოვიღეთ “შემდეგი აღნიშვნა: 

, 1 L;. .., 
(იდ I7/II») = 2. ქ (ჯი) CI) ), (17) +"ი». (35,2)'        

სრულიად ანალოგიურად გაეშალოთ · 2(2)-მატრიცაც 
+! 

67010) = 42 V 2 (9291 I9I ა 0)1იი(V (35.3): 
(2-0 “,<–4 

ამასთან, 

1 თ 

(იI= C0)I ») = -–; | (გი 7) 17”). (35,4. 
0 

ამ გამოსახულებას გაფანტვის პარციალურ მატრიცას უწოდებენ და ზშირად 
1XM(V, ჯ'; 5)-ითაც აღნიშნავენ. 

ქ ახლა გავიხსენოთ დირაკის (0 –– ი”) ფუნქციის წარმოდგენა სფერულ ფუნ- 
ციებად 

- , 9 (2 –- /) ლ ა _–_” , 
ბი–ი ალ“. ?, 13, 1 #IL))X IიIC ) (35,5)- 

ჯ»ჯ ჯამ /I=–/ 

მაშინ, (27,29) ფორმულის თანახმად, გრინის ფუნქციისათვის გვექნება გაშლა 

თ 

თ)თი)Iიე- 2-2). %) ა ა63 XII) XC); (35.6) 
  »ი(.– შ-) ა /=0 თო. 

ეს გამოსახულება შევადაროთ გრინის ფუნქციის შემდეგ ფორმულას: 

თ +! 8 8. 

(ი| 6-9) | ი”) = 2, 2) (21 თიI(9) | #)X Iთ(»)XIო(/; (35,7) 
|=0 იო 

შედეგად თავისუფალი მოძრაობის გრინის პარციალური ფუნქციისათვის გეექნება. 

გამოსახულება 
, 1 2ბ(ჯ-– „I "ს? რთ) )=--- 230-ე). ფუე=მბი (39). 

6-VX() ჯ» 2 

ახლა, თუ (35,1) და (35,6) ფორმულებს შევიტანთ (32,16) განტოლებაში, მივი–. 

ღებთ ლიპმან-შვინგერის განტოლებას გაფანტვის პარციალური მატრიცისათვის 

(ი ო) 29 = (ი1)| ე +4» | (21-10 (21291 M9-.. „ყ!, 
ჟ ზ–-MX() 

სრულიად ანალოგიურად, (34,19) განტოლების გამოყენებით, გვექნებოდა 

თოთი!» = დს |2ე+4 | (212910 (CI ი I»)ლ "ით. (ვთ), 
6-- #9) 

0 

1ავ.



ამ ორი ფორმულის შედარებით დავინახავთ, რომ, რადგან 17/V7(ჯ), ,) ნამდვილია, 

ამიტომ 

ე 9(ჯ, ჯ'; 8)==7'I(7, 1): 2). (35,10) 

ასევე ცხადია, რო: , , 
27», ჯ; 2)=I1"IC7), »'; §))". (35,10) 

თუ გავითვალისწინებთ (1,84) ფორმულას, შეგვიძლია (35,9) განტოლება 

ასე დავწეროთ: 

2/(5)-=I/,+ 4%I/ | თიI(5)7'I(8)- (35,11) 

გამოვარკვიოთ როგორი სახე ექნება (32,5ე) ტოლობას რადიალურ ფუნქცი- 

ებში. თუ ამ ტოლობაში შევიტანთ V+MC) გაფანტვის ფუნქციისა და ბრტყელი 
ტალღის გაშლას სფერულ ფუნქციებად, მარტივად მივიღებთ 

(+)//).,. 

#” 2-2) = /4+X7ოქ, (ა). (35,12) · 
შევნიშნოთ, რომ ამ უკანასკნელი პარობის გამოყენებით (35,9) განტოლების მი- 
ღება მარტივად შეიძლება (29,2) ინტეგრალური განტოლებიდან გრინის (35,8) 

ფუნქციის გამოყენებით. 
გავამრავლოთ (35,12) განტოლება ქ,(1/#)-ზე და ავიღოთ ინტეგრალი #-ით. 

(35.4) განმარტების შესაბამისად მივიღებთ დამოკიდებულებას 

(ა| 1/4(8--#) |) = – –. ი #Cა XX. ი ი» (35,12ე 
ზ 

სადა:კ 
2MX” 

I”? 

ახლა დავამყაროთ კავშირი გაფანტვის პარციალურ ამპლიტუდასა და გაფან- 

ტვის პარციალურ მატრიცას შორის. ამისათვის გამოვიყენოთ (32,12) განმარტება, 

რომლის ორივე მხარე გავშალოთ სფერულ ფუნქციებად; სახელდობრ, ამპლიტუ- 
დისათვის გვექნება გაშლა 

#= 

თ _ _ 

XC”, M)= 4= 3, ბ) II00XI090X (I (35,13) 
|=0 თ=–| 

სადაც პარციალური ამპლიტუდა ტოლია 

XI) =5თ-1 _ 1 –- -./ (ს) ა)ც 6, (I). (35,14) 
21) L 

5IL(M)-წარმოადგენს პარციალურ 8-მატრიცას, 6,0) კი გაფანტვის ფაზაა. (35,3) 
და (35,13) გამოსახულებების (32,12) ფორმულაში შეტანითა და კუთხეების ინტე–- 

გრაციით, მივიღებთ მნიშვნელოვან დამოკიდებულებას 
. 4» ,, 2.2 2 აი - – VI თ0თII, (#-» ა-ი). 0505 

ენერგეტულ ზედაპირზე გაფანტვის პარციალური 2(X, L; #) მატრიცა მხო- 
ლოდ ერთ ენერგიაზეა დამოკიდებული, ამიტომ მას შემდგომში უბრალოდ 7”(#)- 
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თი აღვნიშნავთ. ამგვარად, გაფანტვის ამპლიტუდასა და გაფანტვის პარციალურ 

“მატრიცას შორის ენერგეტულ ზედაპირზე გვაქვს კავშირი 

4X ს 1I(#). 35,16 132! (#) ( ) 1M(8)   

თანახმად (35,14) ფორმულისა კი გაფანტვის #7(7)-და 7',(M)-მატრიცებს შორის 
არსებობს შემდეგი დამოკიდებულება: 

5I(L)= 1 ––2:V(#) 1I(X), (35,17) 
სადაც გამოსახულება , , 

· 4:?ს): VI) = 12. (35,18) 

ენერგიაზე დამოკიდებული მამრავლია, რომელიც ნორმირების სათანადო შერჩევით 
შეიძლება ერთის ტოლი გავხადოთ. 

ასევე მარტივადაა დაკავშირებული გაფანტვის ფაზა 2”,(17)-მატრიცასთან; 

სახელდობრ, (35,15)-დან ცხადია, რომ 

ც'ს; (5) 5) ,(12)== –– V()7'(79)- (35,19) 

თანახმად (35,12) ფორმულისა, გაფანტვის 7'/(/)-მატრიცა /V/'XI)-რადია- 

“ლურ ფუნქციით შემდეგნაირად განისაზღვრება: 

დ .-,(+)/7., 

ლთ = 2- | ,5/Vთ I (9)... (35,20) 
2» გ '2. 

დაბოლოს 7'/(1;)-მატრიცით შეგვიძლია განვსაზღვროთ ინტეგრალური გა- 
ნივკვეთიც. თანახმად (35,16) ფორმულისა, ინტეგრალური განიეკვეთი ტოლი 

იქნება გამოსახულებისა 

ძა =4%-X% CX+) ძი თ 00“. (25,21) 
' 0 

ბშირად არჩევენ ბრტყელი ტალღის ისეთ ნორმირებას, რომ (35,17) ფორ- 

მულაში და მისგან გამომდინარე ყველა შედეგში V(7)-კოეფიციენტი ერთის ტო- 
ლად გადაიქცეს. ამისათვის ცხადია, (32,8) გამოსახულების ნაცვლად საჭიროა 
ავილოთ შემდეგნაირად ნორმირებული ბრტყელი ტალღა: 

1 ს 7 · 
ძ,თ = (I) ე, (85,22) 

ნორმიოების კოეფიციენტი ტოლია (2X)“?/? VII (ჯ). ბრტყელი ტალღის ასეთი ნო- 

რმირების დროს ნაკადი ტოლი იქნება გამოსახულებისა 

„ = ბბ|თ, მ >-. (35,22) 
M 2»>L 

გაფანტვის მატრიცა (35,22) სახით ნორმირებული ბრტყელი ტალღების 
მდგომარეობის მიხედვით აღვნიშნოთ, 27,(#I)-თი, მაშინ, ცხადია, 

57, (I) =V(#) 1M(L)- (35,24> 
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ასევე გასაგებია, რომ C7,(#)-მატრიცა ნორმირებული იქნება შემდეგნაირად: 

C7, (8)= –- 2ტ6I (5) §1) 6,(ჯ)- (35,25) 

თანახმად (35,20) ფორმულისა, დ7, (1:)-გაფანტვის მატრიცა ”/I'XIV)-ფუნქციასთან 

დაკავშირებული იქნება გამოსახულებით 

2,(1= 2” | :5/,ძსა/ცე 6-4) XXI, (35,26) 
ზ I 

ხოლო ი?,(X)-და 5)(X)-გაფანტვის პარციალურ მატრიცებს შორის იაოსებებს 

კავშირი 
5I(1))=1 –– 21 07, (#). (35,27) 

ასევე მარტივად განისახღვრება გაფანტვის ინტეგრალური განივკვეთი „7, (#)-მატ- · 
რიცის საშუალებით; სახელდობრ, 

4 «> ფთ, 
თ(7) = 32 2 (21-+L1) | 27, (#5) | წ, (35,28): 

რომელიც (34,26) ფორმულის გათვალისწინებით დაემთხვევა (24,5) გამოსახულებას. 

ახლა დავუბრუნდეთ გაფანტვის პარციალური #”,(X)-მატრიცის (35,9) ინ- 
ტეგრალურ განტოლებას და გადავწეროთ იგი შემდეგი სახით: 

2V(», 7; 2)=M/IC#, »)+ | )#V, 0; 2)7I(თ, ჯ”; 2) 00, (35,29) 
0 

სადაც ინტეგრალური განტოლების გული განისახღვრება გამოსახულებით 

ი'(»IVIIV) ე". = #2, ძ; 2) = 4 ++“ #( )=%– (35,30)- 
(მ ჩ–#C) 2 

როგორც ვხედავთ, გული სინგულარული ხდება ნამდვილი დადებითი ჟ-ისათვის, 

ამიტომ ამ შემთხვევაში გაფანტვის (35,29) განტოლება ფრედჰოლმის სინგულა-· 
რული ინტეგრალური განტოლება იქნება. ნაჩვენები იყო, რომ (35,29) განტო–- 

ლების ამონახსნის ცალსახობისათვის, როცა ჟ-კომპლექსურია ან ნამდვილი უარ- 
ყოფითი სიდიდეა, ხოლო გული არასინგულარულია, საკმარისია შესრულდეს პი- 

რობა (1441): 

I | I (», 0; 2) |? ძი» ძი<Cთ (35,31) 
0 

ამასთან, ინტეგრალები: 

თ თ 

| IV, დ 9)'ით | I#, ი: 2) | ?ძ» (35,32). 
9 9 

შემოსაზღვრული ფუნქციები უნდა იყვნენ შესაბამისად ჯ» და « ცვლადებისა, 

ცხადია, ეს პირობა დაცული იქნება კვადღრატულად ინტეგრებადი პოტენციალური · 
ენერგიებისათვის. 

იგივე ინტეგრალური განტოლების ამონახსნის ცვაალსახობის საკითხი ნამდვი- - 
ლი დადებითი ენერგიებისათვის შესწავლილი იყო შრომებში (93--961. 
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ფღედჰოლმის (35,29) სინგულარული ინტეგრალური განტოლების ამოხსნა მარ- 
ტივი პოტენციალების შემთხვევებშიც კი საკმარისად ძნელ ამოცანას წარმოადგენს. 
„ამის გამო, როცა გვაინტერესებს არა გაფანტვის პარციალური მატრიცის ზოგადი გა- 

მოსახულება ენერგეტულ ზედაპირს გარეთ, არამედ მხოლოდ გაფანტვის ამპლიტუდა, 
უფრო ხელსაყრელი.» (35,9) ინტეგრალური განტოლების ამოხსნის ნაცვლად ამო- 

ვხსნათ განტოლება, რომელიც შეესაბამება ნახევრად ენერგეტულ ზედაპირზე გან- 

საზღვრულ პარციალურ მატრიცას, ე. ი. როცა 2ჩM(ჯ, »”; 2) მატრიცაში ჯ =:#= 
ა–- 
19% · ცხადია, ასეთი მატრიცა დააკმაყოფილებს ინტეგრალურ განტოლებას 

(ი, L 9) =6(0, 1)+4 I ურთრშობი ებში. (65,31) 

შემოვიღოთ ახალი ფუნქცია 
· 27'I()),#X; #5 -L15) . 2 2+) 
X,(ი, ·)ლ= –- 2020 (I1= 2-6), (35,34) სასი – სს 8+6) ჯ? 

მაშინ (35,33) განტოლება შემდეგნაირად გადაიწეოება: 

2/(L, I:; 12-+135)X,C9; #)= დ,(1), I) + 

, · (1), 0)#|(თ, 7:) 47,050 L 8+C) | 5527>90%07% 1, (35,35) 
! IM 7) ი 

ამ უკანასკნელიდან, რამდენადაც X,(L, #)=>1, გვექნება 

ლ, ##+C) = სევა ლი (85,36) 
  1--4ჯ | – ი ე თ!(ჯ, 4)X,(9, XL) 

მიღებული გამოსახულების გათვალისწინებით (35,35) გამოსახულება დაიყვანება 

შემდეგ ინტეგრალურ განტოლებაზე (21-24): 
დ, C2), 7:) 

>» ,I)= 
(ი ჯწ!,(L, 7) 

თ 

+ I #ს,(7: 0; 8)%,(0, X) თძ- (35,37) 

0 

ამ ინტეგრალური განტოლების გული განსაზღვრული იქნება ფორმულით 

. ე = _ 490! __ 9(0, #90) |. 8. 
42, (ჯი, ი; 2) 2– XC წ (», 4) ს/ს, 1) 1 (35,38) 

როცა #X=0, მაშინ, მართალია, # ––- #(ყ)=0, მაგრამ სამაგიეროდ კვადრატულ 

ფრჩხილებში მოთავსებული სხვაობაც უდრის ნულს. ასე რომ (35,37) განტოლება- 
ში სინგულარობა აღარა გვაქვს. ამის გამო, ენერგიაზე ჯ8 მცირე სიდიდის დამა- 
ტება საჭირო აღარ არის. (6 სიდიდის გარეშე კი #,(», 0:#) ნამდვილი სიდიდეა, 
რის გამოც ნამდვილი იქნება X,(ჯ, L) ფუნქციაც. ეს კი X,(თ, ) ფუნქციის (35,34) 
განმარტებიდან ნიშნავს, რომ 7”I/(», X;#M-+%) და 2”(L, 12-16) გამოსახულებებს 

ერთი და იგივე ფაზა ექნებათ. 
შეიძლება ვიფიქროთ, რომ შესაძლებელი იყოს ინტეგრალური განტოლების 

დაწერა უშუალოდ ამპლიტუდისათვის ან, რაც იგივეა, გაფანტვის მატრიცისათვის 
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ენერგეტულ ზედაპირზე, მაგრამ, როგორც (35,36) ფორმულიდან ჩანს, ეს შეუძ–- 

ლებელია, 7',(X, LM -L96) მატრიცის საპოვნელად, რომელიც ნორმირების მამრავ– 

ლის სიზუსტით ამპლიტუდას ემთხვევა, საჭიროა (35,37) განტოლების ამონახსნის 

ცოდნა. 

§ 26, მთავარი მნიშვნელობის გამოქოფა 

გრინის ფუნქციებიდან 

ჩვენ შემოვიღეთ გრინის ორი ფუნქცია: ერთი, რომელიც შეესაბამება თავი–- 

სუფალ მოძრაობას და განმარტებულია შემდეგნაირად: 

C8V9) =(წ- ჩე + #)), (36,1) 
სადაც #Iე-კინეტიკური ენერგიის ოპერატორია, და მეორე, რომელსაც აქვს სახე 

6%09)=(8–- Mს -– XL დ). (36,2) 
ამ უკანასკნელს გრინის სრულ ფუნქციას უწოდებენ. ამ ფუნქციებიდან გამოვყოთ 

მთავარი მნიშვნელობანი. ამისათვის წინასწარ გავიხსენოთ, რომ მთავარი მნიშვნე– 

ლობა, კოშის აზრით, ასე განიმარტება: 

1 1 1 
ი (–--- +- >) = კ 1. (36,3) 

2 დ-ყა“ვ დთრ-–წV-7 თ 

სადაც თ7“-მიუთითებს მთავარი მნიშვნელობის აღებას. ამიტომ, ცხადია, 

  

სთ (0(%M)+ 6(-()) = 7» – 1... 
2 გ-.0 

.· 

ჩ–ი 

წარმოადგენს გრინის თავისუფალი ფუნქციის მთავარ მნიშვნელობას, აღვნიზნოთ 

იგი ქძა(X):თი. ასე რომ 

(36,4) 

9(#6)= თ” –-' --., 
8-–-ი 

სავსებით ანალოგიურად ვიპოვით გრინის სრული ფუნქციის მთავარ მნიშვნელო– 

ბასაც. სახელდობრ, 

(36,5) 

72 

ს–-წი-# 
საინტერესოა აღვნიშნოთ, რომ, (27,9) ფორმულის თანახმად, (36,5) გრინის ფუ- 

ნქცია ფიზიკური შინაარსით შეესაბამება მდგარი ტალღის სასაზღვრო პიროზას. 

ახლა განვიხილოთ შემდეგი გამოსახულება: 

9 (M) = (36,6) 

  თ –-= | “მსყი % |. (36,7) 
გ-0.-ყ-?2ი §-.0)| (–-ყ) + 6 (–– ყა)? +6“ 

ამ გამოსახულების პირველი წევრი გვაძლეეს მთავარ მნიშვნელობას, მეორე კი, 
თანახმად ცნობილი ფორმულისა, 

ბლ)=I)ი –--. . 36,8 
სანესასაოლღოლ რაი 
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მოგვცემს >28(;––ყ)-ს; ამგვარად, 

1 ძ 
100 აეესე'ბსბ“ა_–= -, (8592 (თ–– ყ); (36,9 
6-0(1“აა)+1?2 თჯ–ყ V ) 

  

შევნიშნოთ, რომ ეს ფორმალური ჩაწერა გულისხმობს ემდეგ ოპერაციას: 

-2=#/607/)- (3§,10) 
თ << #(თ) ძ» == L #(თ) ით 

თ-ყ 8-0 “ე თ-–-ყ::% > 

გამოვიყენოთ (36,9) დამოკიდებულება გრინის ფუნქციებისათვის, მივიღებთ მნიშმე- 

ნელოვან ფორმულებს: 

C2+(#) =ყე(7)-- 122 (– წ), (36,11) 

C- (/2)=ე (#) > 288 (#–//); (16,12) 

ამასთან, მაგალითად, 2(8–M) ოპერატორში უნდა გავიგოთ შემდეგი განმარ- 

ტება: 

2(1– MM) თ=8(წ–-Mე)დ, (36,12) 

სადაც «%-არის #M, ოპერატორის საკუთარი ფუნქცია 72 საკუთარი მნიშვნელო– 

ბით, ე. ი- 

IM 9 = ე %. (36,14) 

ადვილი დასანახია, რომ გრინის სრული ფუნქციის ე(/2) მთავარი მნიშენე-- 

ლობა აღარ ემორჩილება ლიპმან-შვინგერის განტოლებას. 

§37. ბაფანტვის ერვმიტული მატრიცა, /=-მატრიცა 

გაფანტვის ტალღური CC) (0) და ტC)1C) ფუნქციების ანალოგიურად შემო– 
ვილოთ გაფანტვის ს»! () ფუნქციაც, რომელიც აკმაყოფილებს შემდეგ ინტეგრა– 

ლურ განტოლებას: 

| I) (#)) =| %,.) > ძი (X) 1” | MI (#)), (37,1) 

სადაც | V,,) თავისუფალი ჰამილტონიანის საკუთარი ქექტორია, ხოლო მი (X) 

თავისუფალი გრინის ფუნქციის მთავარი მნიშვნელობა. ჩვენი მიზანია გამოვარ- 

კვიოთ ამ ინტეგრალური განტოლების ამონახსნის ფიზიკური შინაარსი. 

დავწეროთ აგრეთვე ლიპმან-შვინგერის ინტეგრალური განტოლება | სM+X#)) 

ვექტორისათვის 

| ს61) (9))=| %,.) +I- დხ") (#5) 7 | 9L+) (#)- (37,2) 

დროებით შემოვიღოთ ვექტორი | 0, (#)), რომელიც ტოლია 

| 0: ()) = | ბი! (1); –– | 867) (#)) (37,3) 
გამოსახულებისა. თუ (37,1)-ს გამოვაკლებთ წევრ-წევრად (27,2)-ს, მივიღებთ 

| რ, (#)) = ძი (#) X” | LL (19)) –– CL“ 7 (#) 7 | 'ს6:) (ჯი). ფ7,4. 
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„ახლა შევცვალოთ (7 XI) გრინის ფუნქცია (36,11) ფორმულიდან; გვექნება 

(| -– #ი(15)VII | 0,-(16)) = «(1 –– // ა | #(1XI%). (7,5) 
გავშალოთ დირაკის ფუნვცია I ოპერატორების საკუთარ ვექტორებად. გამო– 

ვიდეთ ერთეულოვანი ოპერატორიდან 

1 = | ძძ|#,) (ია! (27,60 

რომელზეც ვიმოქმედოთ 2(12-- #) ფუნქციით. გვექნება 

ბ(8– 9) = I ძ02(8–II) | თ.) (თ, I, (37,7) 

ი 
რადგან 7/0|თ,)=   28 | 99%), ამიტომ 

დ თ? 
%8-#0= | თბილა ( 8- %-) |99,|9ა (%; (37,8) 

ი 

თუ ენერგიის მიხედვით მოვახდენთ ინტეგრადიას, საბბოლოოდ მივიღებთ 

ბ8– მე=1'%I 37,9 %8-M)= | ძი, რა (%I. (37,9 

ამ უკანასკნელი ფორმულის გამოყენებით (37,5) განტოლება ”შემდეგნაირად გადა- 
+ იწერება: 

|0,.(6))=CI) – ყი(#ე7)-1 დ | 99.) თა (თა IX |0LM#). _ (37,10) 

თუ გავიხსენებთ გაფანტვის #'(#) მატრიცის განმარტებას და (37,1) განტოლები.· 

დან |1--ქე(M)17)“ | რ.) გამოსახულებას შევცვლით | LVX#)) ვექტორით, გვექნება 

  | დინ) = 55“ | იი, | ადით) (6 20 09, (7,11) 

ან, (37,3) აღნიშვნის ძალით, საბოლოოდ მივიღებთ: 

Iხ:X6) = | დით) – -%ი | | ადით) 6I70C იე. (2712) 
ეს ფორმულა ამყარებს კავშირს #(M) და დს! ფუნქციებს შორის. 

ახლა შემოვიღოთ გაფანტვის ე. წ. #(X)-მატრიცა შემდეგი ფორმულით: 

დIX#CL) |01=(%1X IV): (37,13) 
გავამრავლოთ (37,12) განტოლება მარცხნიდან (ი I7 გამოსახულებაზე, მივიღებთ 

შემდეგ ინტეგრალურ განტოლებას: 

დI#709 160 =C6|#C9|0ე – 5-2” | ძი,(ი LV | II 70 ი... (27,14# 
ქს უკანასკნელი განტოლება ამყარებს კავშირს გაფანტვის 7(#)- და (#)-მატრი- 
ცებს შორის. ცენტრალური სიმეტრიის ველის დროს, ენერგეტულ ზედაპირზე 
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201 =130?=)ბ?ი”, შეგვიძლია მოვახდინოთ შემდეგი გაშლა სფერულ ფუნქციება=: 

დ +“ 

(ი|X0ო I )=4> +) 2). 20%) XI (6) VI„(09 07,15) 
150 ,=-; 

თ ღ/ 

ი MXC)I0)=4> XX 1VI5)1 ა (0) XIV”) (37,16) 
1-0 #I=-–I/ 

თუ ანჯგამოსახულებებს შევიტანთ (37,14) განტოლებაში და ჩვეულებრივი წესით 

გავთავისუფლდებით სფერული ფუნქციებისაგან, მივიღებთ ალგებრულ. განტოლე- 
ბათა სისტემას 

# (#2) = #)(#9)––17(7:)X,(M)1/(#), (37,17) 

სადაც 1=0, 1, 2,..,, ხოლო V( 9) - განისაზღვრება (35,18) ფორმულით. ამ განტო- 

ლებიდან ადვილად ვიპოვით, რომ 

XII) 

1+%C6) MI)" 
ხოლო (35,17) ფორმულის გამოყენებით დავამყარებთ კავშირს 5I(M)-და IL;,7(/)- 

მატრიცებს შორის. გვექნება 

#I(1)= (37,18) 

1 –– IV(M)# I (X) 

1 + +V(XIV) ' 

რადგან დრეკადი გაფანტვისათვის ს(6)CV" (წ) ამიტომ მივიღებთ, რომ (ჯე 

მატრიცა გაფანტვის 0)(12)-ფაზასთან ასე ყოფილა დაკავშირებული: 

5I(#)= (17,19) 

1 
ა ---–– 5|(1). 37,20 #I CV) 70 თ 5,(#) ( ) 

ცხადია, რომ #LCIL) მატრიცა ერმიტულია, ე. ი, 

XVVX2=X#(C#), (37,21) 

მაშასადამე, #(#)-მატრიცის საკუთარი მნიშვნელობები ნამდვილი იქნება. 

თუ გავითვალისწინებთ (37,18) გამოსახულებას, თანახმად (35,21) ფორმუ- 

ლისა, ინტეგრალური განივკვეთი ტოლი იქნება გამოსახულებისა 

(L2 91601) . 

(1+ VI CM)) 

(
>
 

თ (#) = –> % (2+ 1) (37,22) 
(|=0 

=> 

ახლა (37,1) ინტეგრალური განტოლება სკალარულად გავამრავლოთ (0|V- 

ზე, მივიღებთ 

  

(იI#09)0)= (6I7/I ნ) + » | (ი I #7 I 90(9I –––.– | 99. 
ხ– V#MX%9 

(ი” | #C#) | ი” ძიიძი“, (27,22”) 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ 

(0! 1 I =-- 9-9, (87,23) 
ს–ის 6-#C) 
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X#(7უ-მატრიცისათვის საბოლოოდ მივიღებთ შემდეგ ინტეგრალურ განტოლებას: 

41 გა» | 6I7I9(9I# II)Iხ9ძი 
LI#(#)|ნ1)= (იI/Iნ)+ი? (40-59 01005901019 ' (იI#(C)|03= (იI7 IC) : 85-#C) 

ამ განტოლების ამოხსნა მოგვცემს XCს8)-მატრიცას არაენერგეტულ ზედაპირზე. 

არავითარ სიძნელეს არ წარმოადგენს ამ ინტეგრალური განტოლების ჩაწერა ცენ-. 

ტრალურ ველში გაფანტვის პარციალური #I(V)-მატრიცისათვის. ამისათვის საკ-. 

მარისია გავიხსენოთ (35,9) განტოლების გამოყვანა. შედეგად მივიღებთ; 

(37,24). 

2. 

(ს IX, 09) | »? = (»I#II #3) + +154 «I (IMMIთ თ0 იერი აიბი 9ძი.  „ვ;,25). 

სადაც მატრიცული ელემენტები განისახღვრებიან (35,2)--(35,4)-ის ანალოგიური 

ფორმულებით. 

შევნიშნოთ, რომ თავისუფალი გრინის ფუნქციის მთავარი მნიშვნელობა ემ-- 
თხვეევა გრინის (28,30) ფუნქციას, რომელიც შეესაბამება მდგარი ტალღის სასაზ–- 

ღერო პირობას. ეს კი ნიშნავს, რომ (29,7) ასიმპტოტური მნიშვნელობის თანახ– 

მად, ჩვენ მიერ განხილული 7,0) ფუნქცია ყოფილა #7IM)C), რომელიც წარმოადგენს · 
(37.1) ინტეგრალური განტოლების შესაბამისი რადიალური განტოლების ამონახსნს, 

ცხადია, ამ განტოლებას ექნება შემდეგი სახე: 

V#III6) = 7ი1,0ძებ) + / ძი|(?7 )I 6“ )X I) ძუ. )თ“, (37,26) 
0 

სადაც ქაჯი“, 1”) განისაზღვრება (28,30) ფორმულით. 
ახლა, თუ გავიხსენებთ (29,9) და (37,20) ფორმულებს, მივიღებთ მნხიშენე– 

ლოვან დამოკიდებულებას 
1 % .. V#IოC-) 

#MIIII==–--–- | 1:1,09)V 6) ““–– ი, (37,27)· 
2» გ (7. 

სადაც #VX>) იქნება ამონახსნი (37,26) ინტეგრალური განტოლებისა. 

შევნიშნოთ, რომ #0) ფუნქცია ნამდვილია, ამიტომ მისი 4“: სიდიდეზე 
გამრავლებით მივიღებთ ტალღას, რომლის კვანძები სივრცეში უძრავია, რაც ნიშ-. 

ნავს, რომ 71009) "შეესაბამება მდგარ ტალღას, 

§ 38, ბრინის ფუნქციებისა და ბაფანტვის მატრიცის 

სპექტრალური წარმოდგენის ფორმულები 

სიმარტივის მიზნით ჯერ განვიხილოთ გრინის თავისუფალი ფუნქცია 

C5)8) = (8-– Mი+46)-1 (36,1) 
ღა წარმოვადგინოთ იგი შრედინგერის თავისუფალი მოძრაობის 

#V|9) = 19) (4,2) 
განტოლების საკუთარი ვექტორების მიხედვით. (38,2) განტოლებას მხოლოდ უწ- 
ყვეტი სპექტრი აქვს. განვხხილოთ საკუთარი ვექტორები განსაზღვრული იმპულ– 

169



სით | ჩე) = |0), სადაც ჯი იმპულსის საკუთარი მნიშვნელობაა. ცხადია, ეს ეექ- 
ტორები ადგენენ სრულ სისტემას, რ-ც ნიშნავს, რომ შეგვიძლია შევადგინოთ შემ- 

დეგი ერთეულოვანი ოპერატორი: 

= I ძი|ი)(ი I (38,3) 

თუ ამ ოპერატორზე ვიმოქმედებთ გრინის ((#X/#%) ფუნქციით, მივიღებთ ჩვენ- 

თვის კარგად ცნობილ წარმოდგენას 

-ი-2 იჯ? 

C%9#V#) = I _ IV Cი0L _ ძხ; წიმეL_ აI. (38,4) 
_ფა 79-–10M(1)) + 28 2V 

თავისუფალი ნაწილაკის მდგომარეობა იმპულსის ნაცვლად შეგვიძლია დავახასია- 

თოთ #; ენერგიით და რაიმე თ-დისკრეტული სიდიდეებით, ისე რომ (#7, თ) ადგე- 

ნდეს გასაზომ სიდიდეთა სრულ კრებულს (6C-შეიძლება იყოს, მაგალითად, მომენ– 

ტი და მისი 2-პროექცია ან, რაც ეკვივალენტურია, 1 და 1 კვანტური რიცხვები) 
ამ შემთხვევაში ერთეულოვან ოპერატორს ექნება სახე: 

=>» | ი I თ) (9-ს! (88,5) 

სადაც |თ-,) ვექტორი, რომელიც წარმოადგენს (38,2) განტოლების ამონახსნს, 
ორთონორმირებულია პირობით 

(თე..|თის) = C(80--X ბის. (38,6) 
თანახმად (38,5) ფორმულისა, გრინის თავისუფალი ფუნქციისათვის გვექნება წარ– 

მოდგენა 

C%(2) = » | «8 უც, 1 9672) (94% 1 · (2=1 + #) (38,7) 
2 2-–-# 

ახლა ვიპოვოთ ანალოგიური წარმოდგენის ფორმულები გრინის სრული ფუნქციის- 

თვისაც 

CC) =(8–- IM ++)“. (38,8) 
განვიხილოთ შრედინგერის განტოლება ურთიერთქმედების შემთხვევაში 

9 I%) =#Lბ). ტ8ზ,9 
ამ განტოლებას ზოგად შემთხვევაში ექნება როგორც უწყვეტი, ისე წყვეტილი 
სპექტრი, ამიტომ საზოგადოდ მხოლოდ უწყვეტი სპექტრის ფუნქციები არ ადგე–- 

ნენ სრულ სისტემას. სრული სისტემა 'შშედგენილი იქნება ორივე სპექტრის შესაბამისი 

ფუნქციებით. დისკრეტული სპექტრის შესაბამისი ვექტორები აღვნიშნოთ | 6, )-ით, 

სადაც #-კვანტური რიცხვების ერთობლიობაა, რომლებიც განსახღვრავენ მდგომა– 

რეობას; უწყვეტი სპექტრი კი დავახასიათოთ |#0:)) ვექტორით, სადაც 0L იმპუ- 
ლსია. განსაზღვრულობის მიზნით ვიგულისხმოთ, რომ ეს ვექტორები შეესაბამე– 

ბიან განშლადი ტალღის სასაზღვრო პირობას, ზემოთქმულის თანახმად, შეგვი– 

ძლია შევადგინოთ ერთზე გამრავლების ოპერატორი 

1 = 2 IV)6იIL+ | 001500) 6§ I; (38,10) 
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თუ ამ ოპერატორზე ვიმოქმედებთ გრინის სრული ფუნქციით, მივიღებთ შემდეგ 
მნიშვნელოვან სპექტრალურ წარმოდგენას: 

C6(3 = 98ი (ს, | , + (9 იი) (0%ს MM (38,11) 

§-–X() “I 2 

  სადაც #0)= 3 „ ასევე შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ გრინის სრული ფუნქციის 

მთავარი მნიშვნელობაც 

” + ეფე = XI 19) (%L == ძე 199) (9). (38.12) 
–« #-ჩი #-X#(თ) 

შევნიშნოთ, რომ (38,11) სპექტრალური წარმოდგენის გამოყენებით ადვილად და–- 

ვწერთ (ი | C(2 |”) მატრიცულ ელემენტსაც. მართლაც, გვექნება 
(ი|C(91 7) )-2)%99 დ). I იი 2%(0) ზი(ი). (38,13) 

XMი 8წ–--M(თ) 

სადღაც Vი(ი) და სე(ი) სათანადოდ წყვეტილი და უწყვეტი სპექტრის ფუნქციებია 
იმპულსურ წარმოდგენაში. 

როცა უწყვეტი სპექტრი ხასიათდება # ენერგიით და დისკრეტული სიდი- 
დეების ეოთობლიობით, მაშინ ერთეულოვანი ოპერატორი წარმოიდგინება ფორ- 

მულით 

1=2სა(იI+ 2 თ6 ანუ (ხნ დ8,14) 
”M 

ხოლო გრინის ფუნქციით წარმოდგენა იქნება ასეთი: 

6C = გლ '% +214 კე IM ანანია), (8,15) 

ახლა გამოვიყვანოთ ს სექტრალერი წარმოდგენის ს კამუს გაფანტვის 7X/)-მატ- 
რიცისათვის, რომელიც (34,20) ფორმულის თანახმად ასე წარმოგვიდგება: 

2(2)=I +VC(2)»”. (38,16) 

ავიღოთ მატრიცული ელემენტი საწყის ი და საბბოლოო ის” იმპულსების მდგომა–- 
რეობათა მიხედვით და C(2) ფუნქციისათვის გამოვიყენოთ (38,11) სპექტრალუ- 
რი წარმოდგენა; მივიღებთ 

ლ (იI/Iდი) (ს, IX7I0.) 
(ი Iოთ)III=(6I7 69) ასეა 00+ 

I ათ/14602ა ხაბი) 
წის, (38,17) 

1–--##(თ) +128 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

(იIX |%„) = | (ი I7I9)ზი(9)ძი=ყი(ი); (38,18) 
გარდა ამისა, თუ გავიხსენებთ, რომ 

(ი I7 | 0§)=(0 | 1X+X#M)I9), (38,19) 
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გაფანტვის #X72)-მატრიცისათვის მივიღებთ 'შემდეგ სპექტრალურ წარმოდგენას: 

(0| 79% |61:-6I# I Iე+ 3; #0 50) კ. 
” #- Mი+V)%ზ 

| « ე 91 2IXჩ|)თ(“ I-IX) 19) . (38,20) 
MM ––- M(0)+% 

ახლა დავწეროთ იგივე წარმოდგენი ფორმულა პარციალური გაფანტვის 

მატრიცისთვისაც. ამისათვის გამოვიყენოთ (35,1) და (35,3) გაშლის ფორმულები 

შედეგად მივიღებთ (93): ფლეი 
ა 2%+XX) :1 7” + 42, ლი! (7, წ » (ი |აM5ა=(»I#II ») წ - I+2> 

“I/ ეგე LI Xწი19)(VI2X"X6ა)19/ 
ბ – ჩ–#ჩე+1% 

სადაც შწი:(») ფუნქციას უწოდებენ ფორმფაქტორს და განისახღვრება შემდეგი 
ფორმულით: 

(38,21) 

თ 

ფიI(#)= | (იIVII ი)სი(9)4"რი. (38,22) 
0 

მნიშვნელოვანია კიდევ ერთი წარმოდგენის ფორმულის გამოყვანა პარცია- 
ლური გაფანტვის მატრიცისათვის (23 –– 25). 

გავითვალისწინოთ, რომ: თ, (», 7), =%, (, ჩი), 1V (#, ს; 2) = 1), ); #) 
და (35,29) განტოლება ნახევრად ენერგეტულ ზედაპირზე განმარტებული 7”(V(თ, 7; 5) 

მატრიცისათვის შემდეგნაირად გადავწეროთ: 
დ ”“” , 

#I(თ, XL; §) = 9,(0, )+4%X I _» ძი _ დს,(ს I )1I(», ყ; ი), (38,23) 
გ 9“ M(I) 

სადაც ა 
II... :=X+6 1 2 > +–-46 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

1I”|C), ი) = 4, (9, ი) (38,24) 

?, (1278) 

და (38,23) განტოლება გავამრავლოთ IV/I(», 1)-ზე, მივიღებთ 

”#”, #)7I(თ ; )=–IV IC), #) წ CV, წ.) + 

( 
მ 

«I ღლ IVV7ICI), 7:) ს,(L, ჯ ა)7 ,(X, ი; (38,25) 

თუ გავითვალისწინებთ (35,34) აღნიშვნას, გვექნება 

0 = ”” #:)XI(0თ, I) 1MIVI>, # 8) –– IV (ი, #)ზ,(L, 0) –– 

4» I · _ ამი მინი, #0 რ, 7)2ეCი” 4; 2): (68,26) 
2 #( 

Iნი



ეს განტოლება წევრ-წევრად შეეკრიბოთ (35,9) განტოლებასთან, მივიღებთ 

9'/(7), ი; 2)=11”/(#, #)XI(ი, #)1I(I> XL 2) + |9,(2, 0) –– 1” (1); (I, 0)) –– 

4 »" I” ე რენი X09 IL,(), MM) –– 11 ;()), LI, 1) )12 (7, 0; 5)- (38,27) 

თუ გავიხსენებთ (35,38) აღნიშენას, შეგვიძლია დავწეროთ 

ლნი, 9: 2)=I)' (7, 10%, (9, 10 9%C., ს + ლი. სიდი + 

I #!,(», 1; 2)7I(2”, ჯ; 9)0I#. (38,28) 

როგორც ვიცით, XI(/), :) ფუნქცია აკმაყოფილებს (35,37) განტოლებას 

თ 

X,(7), L) = II/(, #) + I # (ჟ), 9; 2) X, (თ, 1) ძე- (38,29) 
0 

ამ ინტეგრალური განტოლების ამონახსნი, როგორც ცნობილია, შეგვიძლია ჩავ- 

წეროთ II/(ჯ, 4; 2) რეზოლვენტის საშუალებით 

X/(ჯ #) = 114», I) + | IV CV, 9; §) II”/(4, სი, (38,30) 
(#) 

სადაც რეზოლვენტა აკმაყოფილებს ინტეგრალურ განტოლებას 

თ 

1M(ი, ჟ: 2)=–/#%/ჯ, 0; 2)+ I 7I(ჯ7, 1"; #)M(ჯX, 0; 2)0 
0 

თ 

=.სI(ჯ, 0; 2)+ I #M, (2, ჯ; 5) 12 (1, 0: 2) C/). (38,31) 
ზ 

თუ გამოვიყენებთ (38,30) განტოლებას და „",(», ე; #) ფუნქციის განმარტებას, 

(38,28) ტოლობას შეიძლება მივცეთ შემდეგი სახე: 

2MI(ი, ი; 5)=7IC2), #:)2'/(L, #; 2)XI(ი. I) + 

IXI(ჯ, ე) – #/C», X)II” (ე, 1",05 7ე, (38,32) 

სადაც XV, 0) აკმაყოფილებს განტოლებას 
თ 

XI», 0)=11”, (1), 0) + | XII(7, 1; 2) 1V”(Cი“, ი)ძე/. (38,33) 
9 

ადვილად ვაჩვენებთ, რომ 
(XIV, თ – #(», IV (6, 019, (00 = #--#9 

4ჯიე' 

ამ ტოლობის სამართლიანობის დასამტკიცებლად საკმარისია 72/(7, 0; #) ფუნქცი- 
ის მნიშვნელობა შევიტანოთ (38,31) განტოლებიდან და გამოვიყენოთ ,„ს"/(ჯ, 0; §) 
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XI(Cი, ი: 2). (38,34)



“ფუნქციის განმარტება. V,(ს #) ფუნქციახე გაყოფის შემდეგ (38.34) გამოსაზე– 

ლების მარჯვენა მხარისათვის მივიღებთ 

IV ,(1), 0) –– I/ ,(2, #)1I /(0, #0) –– 117/(თ19 I XX (ე), ჯ”; 2)!1“V/ (ს”, I)რ» + 
0 

თ 

I 1V(), 1; 2)”; (ჯ”, ი) იჯ” (38,35) 

მ 

წევრების დაჯგუფებისა და (38,30) და (38,33) ინტეტჯტრალური განტოლებების გა- 

"თვალისწინებით საბოლოოდ მივიღებთ დასამტკიცებელ ტოლობას, 

ამგვარად, (38,34) ტოლობის საფუძველზე (38,32) გამოსახულებიდან მივი- 
ღებთ X"(2)-მატრიცის კიდევ ერთ წარმოდგენას 

%,(»; 0; 9=%/(», #)X/08 L; 2%(9, 10+ იი0-2% 1#M(»,0; 2). (38,36) 

ეს წარმოდგენა სამართლიანია ნებისმიერი ჯ, ე და 2-ისათვის; ამასთან; როგორც 

ვხედავთ, პირველ წევრს აქვს ფაქტორიზებადი ფორმა. ამგვარად, 7I(/), 0; 2) პა- 

-რციალური მატრიცა გამოიხატა X|(/), ) ფუნქციით, ე. ი. (38,29) ინტეგრა- 

ლური განტოლების ამონახსნითა და 7?/(7), ი; ჟ) რეზოლვენტით. 

როცა ჯ ან / ტოლია 7;-სი, ე. ი. I” 2M/ს-ის, მაშინ ტ/(», ი: #) და. მა- 

შასადაზე, 77(», ი; 2) ნულის ტოლი იქნება. ამ შემთხვევაში (38,36) წარმოდ- 

გენის ფორმულაში დაგვრჩება მხოლოდ ფაქტორიზებადი წევრი. 
გრინის ფუნქციის ანალიზური თვისებები, როგორც (38,13) ფორმულიდან 

ჩანს, გრინის სრულ ფუნქციას აქეს მარტივი პოლუსები, რომლებიც შეესაბამები- 

  

ან სრული #-ჰამილტონიანის დისკრეტულ საკუთარ მნიშვნელობებს. 

თავისუფალი მოძრაობის შესაბამის # ოპერატორს აქვს უწყვეტი სპექტრი 

„ენერგიის საკუთარი 7I:>>0 მნიშვნელობებით. ცხადია, სრულ ჰამილტონიანსაც ენერ- 

გიის იგივე (0,ლ) ინტერვალში ექნება უწყვეტი სპექტრი. ეს კი ნიშნავს, რომ რო– 
გორც Cთა(#), ისე C(IM) გრინის ფუნქციებს კომპლექსურ # სიბრტყეზე აქვთ ჭრილი, 

რომელიც იწყება #=0 წერტილებში და ვრცელდება #2 = C-მდე. მაშასადამე, თუ 

სრულ ჰამილტონიანს დისკრეტული სპექტრი არ გააჩნია, მაშინ გრინის ორივე 

ფუნქცია ენერგიის ანალიზური ფუნქციები იქნება კომპლექსური #-სიბრტყის ნე- 
ბისმიერ სასრულ არეში და 0.“ <= შუალედში ექნებათ ჭრილი. როცა სრულ 
ჰამილტონიანს დისკრეტული სპექტრიც აქვს, მაშინ გრინის C(#) სრულ ფუნქ- 

ციას #= 72, წერტილებში ექნება მარტივი პოლუსები, რომლებიც ბმული მდგო- 

მარეობების ენერგიებს შეესაბამებიან. 

რადგან გრინის ფუნქციებს გააჩნიათ ჭრილი 0-დან C-მდე არსი ღერძის 

გასწვრივ, ამიტომ კომპლექსური #-სიბრტყის არსი ღერძის დადებით ნაწილში 

მათ განსხვავებული მნიშვნელობა ექნებათ იმის მიხედვით. თუ რომელი მხრიდან 

ვუახლოვდებით ამ ღერძს –- ზემოდან #+§80, ე. ი. დადებითი მნიშვნელობების 

მხრიდან, თუ ქვემოდან # –- 10, ე. ი, უარყოფითი მნიშვნელობების მხრიდან. 

სწორედ ამ განსხვავების გამო, შემოვიღეთ გრინის ფუნქციების ორი მნიშვნელობა 

<0 (L) და CCXI) ერთი მხრივ და CL I#) და CC X#)-- მეორე მხრივ, 
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§ ვე. ოპტიკპური თეორემა 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ წინა პარაგრაფმი მიღებული გაფანტვის მატრიცის, 

სპექტრალური წარმოდგენიდან ადვილად მივიღებთ ოპტიკურ თეორემას, რომელ– 
საც დიდი გამოყენება აქვს გაფანტვის თეორიაში. 

დავწეროთ გაფანტვის მატრიცის (38,20) წარმოდგენა საწყის ჩკ და საბო- 
ლოო წგ იმპულსებისათვის, ამასთან გავითვალისწინოთ, რომ, "მრედინგერის, 

(1,91) განტოლების თანახმად, (38,18) ფუნქცია მიიღებს გამოხატულებას 

  დი (0Mგ)=(#,--Mე) დ, (იჟ), ჯგ 5ბ+ (9,1), 
გვექნება: " 

(.)თიძო|იი – (II 0)+ 27-90 ძი წს (ი) ზე )+ 

( ახა რო ინა მ 7 ნია ი”, ც9 >. 
ს–#C0)+% 

ეს ფორმულა დავწეროთ ორ შემთხვევაში: როცა სს=#სგ და როცა #=#ი; 

მივიღებთ 

(ია | 211) (6) | ჩგ)= (0 1X | იტ)–- >») (წი-–- ჩი) ში (ით) ტი (იგ) –- 

( კგნალათია!96(7ოძგა ი" ტ9.3, 
Mაგ--#ი+16 ' 

(% I XC)VM-) I ჩ)= (ჩ | ” I ჩგ)– 2, (Mი–#·6) და(ის) სი(იგ)+ 

ი 

IV (0, | 209,119) (იგ | > CM) | 9)” 29,4), 
სა ჩე--%6 

თუ ავიღებთ ამ ორი უკანასკნელი ფორმულის სხვაობას, მივიღებთ: 

(იც | XVI) (1%0) | იგ)–– (იგ | 21%) (ა) | ით)” = (9-9) XM ი (იგ) სი (0V) -- 

რ (0 რთწეყნ 1... !. !| ც95 რია ოთა! თ) შოთის --– ე-ე: 9 
ამ გამოსახულების გამოყვანის დროს ვისარგებლეთ პოტენციალური ენერგიის· 

ერმიტულობით 

(ი– 17 | ნე)=(0გ17 | ია)". (39,6)- 
(39,5) გამოსახულებას შეგვიძლია ვუწოდოთ განზოგადებული ოპტიკური თეორე- 

მა გაფანტვის მატრიცისათვის ენერგეტულ ზედაპირს გარეთ). ცხადია, ანალოგიურ. 

ფორმულას მივიღებთ #(-) (#)-მატრიცისთვისაც. 
განზოგადებული ოპტიკური თეორემიდან მარტივად მიიღება ჩვეულებრივი 

დამოკიდებულება, რომელიც ოპტიკური თეორემის შინაარსს განსაზღვრავს გა- 

1 სათანადო ფორმულა პირველად გამოიყეანა ფინბერგმა: #. #ციისი”ლ, ILILIV5. LX... 

40,40, 1932, 
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ფანტვის ამპლიტუდისათვის. ამისათვის გადავიდეთ ენერგეტულ ზედაპირზე //=- 
=#გ= წერო მაშინ, რამდენადაც 

თ |– 3 =- 2270 (9-–/MV, (39.7), 
6-0) რ-–ჩე“-?.ი (ს-ე 

ამიტომ გვექნება 

(ი | # “წV0 | ნგ) –Vა | #M "I I ჩა)" = 

– 24 | ძ060წ- #0 (0, | 2რ 04019 (00 7ო(წა (9. (29.8) 
ცხადია 

2 ეზშე= #M“ 20ა0% , (ვ9,9). 

რის გამოც, თუ ჩავატარებთ ფილტრაციას, დაგვრჩება ინტეგრალი მხოლოდ კუ- 

თხეებით 

(იი | 1IIX79) | იგ) –– (იგ | 21-XV9) | ი)“ = 

ლ ” | ძი, (0, | 21% (I | 9) (0, | 21) |). (32,10» 

ამ დამოკიდებულებას უწოდებენ 7 -მატრიცის უნიტარობის პირობას დრეკადი გა–- 

ფანტვის შემთხეევაში. 

რადგან გაფანტვის ტელ განისაზღვრება 

=- წე , 9. #C" ი) = ესე ააეა!' (39.11) 

ფორმულით, ამიტომ (39, (ფოთ ნ„=0გ=წნ განტოლების შედეგად გვექნება 

1იი| წოფი | =-- 2 | «0,0 თოლთ| დ. ც9.12)   

(39,11) განტოლების გათვალისწინებით მივიღებთ 

1 #0) =# თ(#), (39.13) 
4X 

რაც ემთხვევა ჩვენთვის უკვე ცნობილ (24,7) ფორმულას. 
როცა ურთიერთქმედება, ცენტრალური ხასიათი აქეს, მაშინ გაფანტვის 

მატრიცის სფერულ ფუნქციებად გაშლით და (39,10) გამოსახულებაში შეტა- 

ნით, ხოლო შემდეგ კუთხეებით ინტეგრაციის შედეგად მივიღებთ 

  

თია – დღე = - 155 ხდღოფე ჯღბფ- (39,14) 

პარციალურ ამპლიტუდაზე გადასვლისათვის საჭიროა 71'I(74) -გავამმრავლოთ –– 2 

მამრავლზე. მივიღებთ 

1ო00–-–X70:)ლ=21L | #)CI) I?, (39,15) 
საიდანაც 

IX ,(M) =# | XI(X) |“. (39,16) 

აქედან კი ნათელია, რომ 
1 XI I(:)ლ=–-%, (39,17) 
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· რასაც აკმაყოფილებს გამოსახულება 

#, 'ძყე=Cთ0ძე–- (39,18) 
1 სადაც ი) ნამდვილი ფუნქციაა. თუ გავიხსენებთ, რომ 7,0) == -ვ)ს 6,VI%,. მა- 

შინ დავინახავთ, რომ თ|(7) =# 6Lხფ6,. 

თუ ცნობილია გაფანტვის დიფერენციალური განივკვეთის მნიშვნელობა ყვე– 

ლა კუთხეზე, უნიტარობის (39,10) პირობა პრინციპში საშუალებას გვაძლევს 

განესაზღვროთ თვითო ამპლიტუდა. მართლაც, (39,10) ფორმულაში გადავიდეთ 

ამპლიტუდაზე (39,11) ფორმულის გამოყენებით და დრეკადი გაფანტვის ამპლი- 

ტუდესათვის შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნა: 

XX#, 0„,,)=I/ C0%, სი») ი'VIზიი”) , (39,19) 
სადაც 0,,, გამოხატავს გაფანტვის კუთხეს, ე. ი, კუთხეს საწყის და საბოლოო 

იმპულსებს შორის, თ(0) დიფერენციალური განივკვეთია, ხოლო +» ამპლიტუდის 

ფაზა, ადვილად დავინახავთ, რომ უცნობი +(0,,,) სიდიდისათვის გვექნება შემ- 

დეგა ინტეგრალური განტოლება: 

' ი , ს, LV, 
აი ჯნ)=+- ( იი, |5ა9შიი. 2 008 LV(0 ი) –– «(0 „,ი)|- (39,209) 42) ლუღო 

ეს ინტეგრალური განტოლება ინვარიანტულია V-ფაზის (=-/)-თი შეცვლის მი- 
მართ. ამიტომ, (39,19) წარმოდგენის თანახმად, ინტეგრალური განტოლებიდან 

ნაპო-ნი ამპლიტუდა არ იქნება ცალსახა. რადგან 

712-ს,,) თ-ერ 0 მიი =-- IL (0, ,,), (39,21) 
ამიტონ დრეკადი გაფანტვის დიფერენციალური განივკვეთის გაზომვით, მოცემუ- 
ლი ეწეოგიისათვის და ყველა კუთხეებზე, შესაძლებელია ამპლიტუდის განსაზღვრა 

XV#, ს»ი,)->IX ს») (39,22) 

გარდაქმნის სიზუსტით. 

გამოვარკვიოთ როგორაა დაკავშირებული ამპლიტუდის ეს განუზღვრელობა 
ფაზის განუზღვრელობასთან. გავითვალისწინოთ (23,21) გამოსახულება, (39,19) 

გავამრავლოთ 12/(060« 0) 510 9 ძ00-ზე და ავიღოთ ინტეგრალი; მივიღებთ. 

, გ : 1... 
I | X#LC- ა.) I დ! "მიი,)ჯ, (005 ნ,,,) 51 ს», იზა, ””. (გ''ბ/ –-1), (39,23) 

" ?/ 

საიდანაც ნამდვილი ნაწილების გატოლებით გვექნება 

( | 7C ა | 605 C/(I,»-1) 1” (0050 „ „,) 91 0 „,» 0ს„„,= 2024 (39,24) 

თუ ამ გამოსახულებაში მოვახდენთ +->=–--+ შეცვლას, მაშინ მარცხენა 
მხარეში გაჩნდება მინუს ნიშანი ტოლობის შესანარჩუნებლად საჭიროა ყველა 
6, ფაზას ნიშანი შევუცვალოთ საწინააღმდეგოთი. ამგვარად, განივკვეთის ერთი 
და იგივე მნიშვნელობა შეიძლება აღვწეროთ ფაზხების ორი წყებით, რომლებიც 

ერთმანეთისაგან ნიშნით განსხვავდებიან. 
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§ 40. ბაფანტვა რამდენიმე პოტენციალჭე 

ედი მნიშვნელობა აქვს იმ შემთხვევის განხილვას, როცა ნაწილაკებს შო- 
-რის ერთდროულად მოქმედებს რამდენიმე პოტენციალი. ამ შემთხვევის კლასი- 
კური მაგალითია პროტონის გაფანტვა პროტონზე, როცა გაფანტვის დროს 

მოქმედებს როგორც ატომგულური, ისე კულონური პოტენციალები, თუმცა, 
პროტონების პროტონებით გაფანტვაში კულონურ ეელს დამატებითი სირთულე- 
ები შემოაქვს, სამაგიეროდ იგი იძლევა დამატებით ინფორმაციას თვით ატომგუ- 

ლური ურთიერთქმედების შესახებ. 
ჯერ განვიხილოთ პრაქტიკულად ყველაზე უფრო მნიშვნელოვანი შემთხვევა, 

როცა ნაწილაკებს“ შორის ურთიერთქმედება აიწერება ორი პოტენციალის ჯა- 
მით (26) 

ამგვარად, ვთქვათ, სრულ ჰამილტონიანს აქვს სახე 

IL=1#/ი-+-8%-+ჯე· (40,1) 

ლიპმან-შვინგერის განტოლებას გაფანტვის ტალღური ფუნქციისათვის ექნება შემ- 
დეგი ფორმა: 

დ(2X) =თა() + CI:/(#) (V,-I- 61 2) (ი), (40,2) 

სადაც ი-მიუთითებს გასაზომ სიდიდეთა სრულ კრებულს, თ,.(ი) ბრტყელი ტალ- 

ღაა, ე. ი. წარმოადგენს //7ე-ოპერატორის საკუთარ ფუნქციას 

Mათ,= #%,. (40,3) 
ტI1)-იჟნება (40,1) ჰამილტონიანის ამონახსნი, რომელიც განშლადი ტალღის სა- 
საზღვრო პირობას აკმაყოფილებს, მატრიცული ელემენტი გაფანტვის 97'-მატრი- 

ცისა, რომელიც განსაზღვრავს გადასვლას თავისუფალ (ი | და | ს) მდგომარეობებს 
შორის, განისაზღვრება ფორმულით 

(LI 29) თ,=(V | V,+ 9) ს (40,4) 
ახლა განვიხილოთ შრედინგერის განტოლება 

I ი=1VX, (40,5) 

სადაც 
I,=#Mი5-+%, (40,6) 

წარმოადგენს სრულ ჰამილტონიანს, როცა ურთიერთქმედება მხოლოდ ჯ, პო- 

ტენციალური ენერგიით ხდება. 

ამონახსნი (40,5ე0 განტოლებისა რომელიც აკმაყოფილებს გაფანტვის სა- 

საზღერო პირობებს, იქნება 

დ!ჯ) ==9სს-- (76+' (15)§,%L“'- (40,7) 
ამ განტოლებიდან განესახღვროთ თა ბრტყელი ტალღა და შევიტანოთ იგი (40,4) 

მატრიცულ ელემენტში; გვექნება 

(ს | 4X-X§) | ი) =(#ს )––C6“M#) წ,დს“! | ს,+ § | (2) = 

=(თL) | L,-+% | 06”) –– (C6 /(#) L, «6 | CV, +95| VI29; (49,8) 
17,



ამ უკანასკნელში (40,2) განტოლებიდან მოვახდინოთ შემდეგი შეცვლა: 

(თ, -++ ხი) 8) = C%" (9) |0(2)–– ი), (40,9)- 

მაშინ, თუ გავითვალისწინებთ, რომ C6“X72) 6(+)+(/6) =1, გვექნება 

(LI როთი | თ)=(9/ს' | C,+%ი | ზი”) –– (9, დე !| სი იჩი), (40,10) 
ან, ფრჩხილების გახსნის შემდეგ, მივიღებთ საბოლოო გამოსახულებას 

(ს) 22XXX9) | 0)= (თ. ' | თე | სს + (თს | თ, I %.); (40,11) 
თუ გავიხსენებთ (32,4) განმარტებას, მაშინ დავინახავთ, რომ მეორე წევრი წარ- 

მოადგენს 2,-პოტენციალზე გაფანტვის შესაბამის მატრიცას 

(ხს | 21-X#) | ი)= (<%ს ' | 5, |9): (40,12) 
ამგვარად, 

ტ) 2ო | თ=(დ2| | 9C)+(6 2-0 |). (40,13) 
როგოოც ვხედავთ, გაფანტვის სრული მატრიცა ორი წევრისაგან შედგება, 

ამასთან, მეორე წევრი წარმოადგენს ჟ,-პოტენციალზე გაფანტვის მატრიცას, მა– 

“მინ როცა პირველ წევრს ასეთი მარტივი “შინაარსი აღარა აქვს. ამ მატრიცულ 

ელემენტებში ტალღური ფუნქციების საშუალებით არაცხადად შედის ორივე 

პოტენციალი; ამასთან დაკავშირებით, ცხადია, ხელსაყრელია C(2) ფუნქციის წარ- 

მოდგენა დ!) ფუნქციის საშუალებით. გამოვიდეთ ტოლობიდან 

(ML-–II) ხა= (M-–-– Mი-–ს,)დეი=(%M-–-- Mე-–ს,--ზე) დს-L წედეი, (40,14) 
საიდანაც 

ს6)=დL") -L CCIXX) ბადი“), (40,15) 

სადაც CI) გრინის სრული ფუნქციაა, რომელიც შეესაბამება ორივე პოტენ- 

ციალზე გაფანტვას 
ცო (9)=(08–-#M+2)-). (40,16) 

(40,15) გამოსახულება შეიძლება გადავწეროთ ეკვივალენტური ფორმითაც 

%3)=§ 4 (8--მი– + 6)“%, 4(:). (40,167 
თუ (40,15) ფუნქციას შევიტანთ (40,11) ფორმულაში, მივიღებთ 

(ს | 21%) (#) | თ,=(CდL"' IV, | თი)+(დს-) +. ბე თ).  (40,17) 

როგორც ვხედავთ, მეორე წევრში #, კვლავ შედის პამილტონიანის საშუალებით. 

როცა გ: პოტენციალი სუსტია, მეორე წევრში შეგვიძლია მოვახდინოთ გაშლა 

ჯ-ის პირველი ხარისხის დატოვებით. ამ შემთხვევაში მეორე წევრი უ,-პოტენცი–- 
ალზე დამოკიდებული დარჩება მხოლოდ დI+) ფუნქციების საშუალებით, ამასთან, 

პირობის თანახმად, ეს ფუნქციები მოცემულია. 

არანაკლებ საინტერესოა შემთხვევა, როცა ერთდროულად მოქმედებს ორი 

პოტენციალი და თანაც ორივეზე ცალ-ცალკე გაფანტვის 2'-მატრიცა ცნობილია. 
საჭიროა ვიპოვოთ გაფანტვის მატრიცა, რომელიც გამოხატავს გაფანტვას ერთ- 

დროულად ორივე პოტენციალზე. ამ შემთხვევაში, ამოცანის გადაწყვეტა ხელსაყ–- 
რელია ოპერატორული მეთოდით. 
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შემოვიღოთ გრინის თავისუფალი მოძრაობის ფუნქცია Cა(2) და თითოეუ- 

ლი პოტენციალის შესაბამისი გრინის სრული ფუნქციები C(2) 

Cი(9=(#- +775), C,(0=( 8 - 7ი- თ 2+-+9)-3, (40,18) 
გავიხსენოთ (34,10) და (34,20) ფორმულები: 

CI(2)= რაი(2)-++CI(2)L; Cი(2), (40,19) 

1,(0=%(+%; CI(2)%). (40,20) 

უნდა ვიპოვოთ 72) მატრიცა, რომელიც განისაზღვრება შემდეგი ინტეგრალური 

განტოლებით: 

12) ==C(,1+ წე) I-(C) -+- 9;) (7ი(2) 7'(2)· (40,21) 

ადვილია ამ განტოლების წარმოდგენა შემდეგნაირად 

2(>=7)-LV, C-ა(2) 7 (2)+12-%; C%ი(2) 7'(4); (40,22) 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

7 (0=%-+%; Cი(2) 7 (2), (40,23) 

გვექნება 
+C)=71)(5)+ 2'(2). (40,24) 

«ახლა კი საჭიროა ვიპოვოთ ის განტოლებები, რომლების ამონახსნებსაც წარმო- 

“ადგენენ 2X(2)-და 7 :(2)-მატრიცები. 
განესაზღვროთ (40,19)-დან Cჯე(4); გვექნება 

Cი(2) = (7I(6)––(7(2) შ: C”ი(9)- (40,25) 

ეს გამოსახულება შევიტანოთ (40,23)-ში; მივიღებთ 

2(2)=8%,-+9; CI(8) 1'(2) ––X; CI(2) 7; Cი(6) 1(2); (40,26) 

შეორე წევრში (40,21) ფორმულიდან შევიტანოთ #2), გვექნება 

7'(601=ფზ)-L+V, C)(2) (8ს)-+%ე) –- ს, (7 ,(2) (9, ––ზ;) C0(2) #(C2)–– 

%)6',(9) წ,)(7ი(2) 79), (40,27) 

საიდანაც 

9-I(21=–9,+V%, (7 |(2) –)-+V, CI)(2)V·--%; C71) (2) წ2 Cი(9) 72); (40,28) 

თუ გავიხსენებთ (40,20) განტოლებას, მივიღებთ 

20(2 =2'|(9) +§,C)(9)|9--LV: Cი(2) + (2)|, (40,29) 

ხოლო (40,23) ფორმულის თანახმად გვექნება 

21(2)==7',()+%, CI(2) 2 :(2), (40,30) 

სრულიად ანალოგიურად 

#':(02 =7%(2) + ს, Cა(9) 7'1(2)- (40,31) 

თანახმად (34,17) ფორმულისა, 

ზ;CთL:(2) = ?'((9)0ი(/), (40,32) 
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ამიტომ საბოლოოდ მივიღებთ განტოლებათა სისტემას: 

9I(6)C2”,(2) + ”),(2) Cა(2) 7:(2) 

4#(2) =- 2ა(2) -L 1 ”X(2) Cი(5) 7”(2)- (“0,33). 

აქედან ნაპოვნი #(2)-და 7:(3)-მატრიცების ჯამი, (40,24) ფორმულის თანახმად, 

მოგვცემს საძიებელ #7X8)-მატრიცას. 

ცხადია, ასევე მარტივად შეგვიძლია ვიპოვოთ განტოლებათა სისტემა 27”(2)- 

მატრიცებისათვის, რომლებიც მიიღება იმ შემთხვევაში, როცა საქმე გვაქვს გაფან- 

ტვასთან ჯ რაოდენობის პოტენციალთა ჯამით (|14| 

#= V 5I(); 
“თ 
(51 

მაშინ გაფანტვის სრული მატრიცა განსაზღვრული იქნება ჯამით 

გა იყო 
(სC 2 +;(C), 

1=1 

სადაც XI(C) მატრიცები აკმაყოფილებენ შემდეგ სისტემას: 

” 

4:0=71)(9+ 3) 2(0 თი(29 10. 
#2! 

ამ პარაგრაფში მიღებულ ფორმულებს ჩვენ შემდგომში გამოვიყენებთ. 

(40,34) 

(20,35) 

(40,36)-



თავი VI 

გაფანტვის მატრიცა კონკრეტული 

ურთიერთქემედებებისათვის 

ამ თავში ჩვენ შევისწავლით გაფანტვას კონკრეტული ურთიერთქმედებები-- 

სათვის, სახელდობრ, ვიპოვით გაფანტვის მატრიცის ცხად გამოხატულებებს 

ორმოსა და დირაკის დელტა ფუნქციისმაგვრი პოტენციალებისათვის; როგორც 

კერძო შემთხეევას, მივიღებთ აგრეთვე 7 (#)-მატრიცას კონტაქტური ურთიერთ- 

ქმედებებისათვის. ვიპოვით გაფანტვის მატრიცას ჰულტენისა და ექსპონენციალური 

ორმოსათვის. ამავე თავში განვიხილავთ, ე. წ. „ეფექტური რადიუსის“ კარგად 

ცნობილ და დიდი პრაქტიკული მნიშენელობის მქონე მიახლოებას; ამ მიახლოე- 

ბას გამოვიყენებთ (#, ჯ) გაფანტვისათვის მცირე ენერგიებზე. 

§ 41. გაფანტვის 7(წ)-მატრიცა პოტენციალური 

ორმოს შემთსვევაში 

ვთქვათ, ნაწილაკთა მორის ურთიერთქმედება გამოხატულია სფერული პო- 
ტენციალური ორმოს სახით, რომლის სიღრმეა #7, ხოლო სიგანე –– ჯე. საჭიროა 

ვიპოვოთ გაფანტვის მატრიცის გამოხატულება. ამ ამოცანის ამოხსნის უშუალო 

გზა ასეთი იქნება: რადგან ორმოს აქვს ცენტრალური სიმეტრია, ამიტომ ხელსაყ– 

რელია გაფანტვის პარციალურ მატრიცაზე გადასვლა. ამისათვის მოვახდინოთ 
გაშლა _ _ 

(61 >C| 9ე=42 XI VI(V I ო(9 | ა) იარი) XXI, (4,1) 
1” 

სადაც პარციალური მატრიცა აკმაყოფილებს ლიპმან-შვინგერის (35,9) განტო- 

ლებას: 

, «(იII ჟ წ) 
(ი |2M(9 | #2= ააა ა. (41.2) 

, ლ 

სადაც #(ფ)= 9 , ხოლო პოტენციალური ენერგიის მატრიცული ელემენტი გა- 
2ს 

ნისაზღვრება ფორმულით: 

1 %. –. 
(ნ”IX7II 8) = 25 1427 Cთ 1/(2) 70”. (41,3). 

0 
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„ორმოს შემთხვევაში ეს მატრიცული ელემენტი მიიღებს სახეს 

ი # : 
(ა) 01 =–2>+ | 27) მ(ა5) 1 რთ. (41,4) 

--5% 

თუ «ნტეგრალისათვის გამოვიყენებთ (72, 99) ფორმულას, გვექნება 

თრ ე= – (72) 2272), (4,5 
2»” ჯ ბჯ? 

სადაც 

L"I(1)ჯ |#-ი)== /ჰჯ–) (ი) 1,(7 ”ი) –– 1 2; –1 (ი) 21(ჯ/ი)- (41,6) 
ამის შემდეგ საჭიროა (41,5) გამოსახულება შევიტანოთ (41,2) განტოლებაში და 

ამოვხსნათ. ნაცვლად ამ გზისა, ჩვენ მივმართავთ უფრო მარტივ მეთოდს. ამისა– 
თვის ვიპოვოთ §)C)-მატრიცა, რომელიც აკმაყოფილებს (32,27) განტოლებას L271 

, 

წ M0-- 7) CX(2)= 2-7 (41 ,7) 

"სადაც ჯ-კომპლექსური მეის სოლო 27'(0-მატრიცა განისაზღვრება ტოლო- 

ბით #(2)=XVX2. 
გადავიდეთ (41,7) განტოლებაში კოორდინატული წარმოდგენის პარცია- 

ლურ სიდიდეებზე; ამისათვის გავიხსენოთ, რომ 

„გ– 
„ 2... – 

(L | X179))= C' | Xს) C- | IL) = / > 9/MV) 3” ,ი(9; (41,8) 

ამასთან, ბესელის ფუნქციები ნორმირებულია პირობით 

#, ბი? (C Iს ს) )#70ს= -.-7“.. (41,81) 
ბ _ 

რადგან კინეტიკური ენერგიის ოპერატორს სფერულ კოორდინატებში აქვს სახე 

ჩ წ“ Lს.I 1 1 +ც 3 გ I#გ= 2 + 295), 41,9) 

ო. ს მსL 2” მ» ( 

სადაც 2ბც,--ლეჟანდრის ოპერატორია, ამიტომ 

ჩი | #სთბ) == 15 | XIს) (41,10) 

და, რამდენადაც | 7:11.) = | #ს) | II), ამიტომ 

წთ |0)=+# IX), (41,11) 
სადაც 

ს” | 017 ი=- 1522 2) «ღვე (41,12) 
” მძ» 

თანახმად (41,11) ფორმულისა, 

თ 

| მიეს IM).” რ = 8(C-IM, (40,018) 
ი 
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საიდაზაც (41,12) ფორმულის სთვღოწიშში გვექნება 

1 
I> 09 “ –)+ (#- “ა რ.+)IV » | ((I=9, (61,115) 

2“ ძ» ძ» 

რომელიც წარმოადგენს ბესელის სფერული ფუნქციების განტოლებას. 

აზლა (41,7) განტოლება გადავწეროთ შემდეგი სახით: 

I -–წორ თ ძი =(6 ჩითი 415 
რადგან პოტენციალური ეზერგია ცენტრალურია, ამიტომ შეგვიძლია დავწეროთ 

ფათ |M)=0“|V(9 II) C" |ბთ), (41,16) 
რ –-წხ-”/|)>= 9 --Mი–- | 490 #M) 6“ | MI». (41,16” 

LV 

ამ განოსახულებების (41,15) განტოლებაში “მეტანით საბოლოოდ მივიღებთ 

+1 · = – I+> 9 (" +») – 80) ა C-VV)| (9,9 (1)=C-–45 II), (41.17 
”» ძმ» ძ; „“ 

სადაც შემოვიღეთ შემდეგი აღნიშვნები: 

-– _ 2072 2LM , 
§=4%, ხი ომ, (41,16) 

თუ მოვძებნით (41,17) დიფერენციალური განტოლების ამონახსნებს, მაშინ გაფა§- 
ტვის #7'(2) = 7%X>) მატრიცას ვიპოვით “შემდეგნაირად: 

(XLI 2', (2) Iს = I (ს 121 0-I 7 | 1) C | -,) II“ თ.ე თ; (41.19) 

მ 
რამდენადაც 

2 

(2:41 1 /4C) 90--7) (41.19” 
0 

ამიტომ – 

(II 2M(9 | LI = | (MIIVX#თ) C.| 9,(9 |)? V.. (41,20) 
0 

კერძოდ, ორმოს შემთხვევაში გვექნება 

(XLI 2',(0) | 79)=– 17% I (L 11 24 (0: | §2პI(2) | #0) +" 0;-. (41,21) 

0 

ამასთან აღვნიშნოთ, რომ (I1I >,(92 1 მატრიცა ჩვენ მიერ ადრე გამოყენებული 

(L | 7)(9 | ს» აღნიშენისაგან განსხვავდება = მამრავლით. 

პოტენციალის ორი სხვადასხვა მნიშვნელობის გამო (0, ჯა) და 7>#ე არენი 

უნდა დავწეროთ ორი გაბოლის სალდო, (41,17) განტოლებიდან გვექნება: 

>» ძ, 2” ჯ)–“ 419 + C+15 CI9C2IM)= 

= დ» ს'I#I), 0< #7 (41,22) 
12 გ. ჭილაშვილი I7%



L » (" X) -9M2 + CV |M)=C–18 IM, (41,23), 
# 0; 0 წ 

სადაც 
ი _ 20” სხ= 53. (41,24). 

ეს განტოლებები არაერთგვაროვანია, ამიტომ მათი ზოგადი ამონახსნი (თითოეული 
არისათვის) წარმოდგენილი იქნება, როგორც ერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი- 

ამონახსნის და არაერთგვაროვანი განტოლების რომელიმე კერძო ამონახსნის- 

ჯამი. ჯერ შევისწავლოთ (41,22) განტოლების ამოხსნის საკითხი. არაერთგვარო- 
ვანი განტოლების კერძო ამონახსნი ტოლი იქნება 

V, | §პ;(4) | XI) = 4 CI | X)– (09<1:<1%) (41,25) 

4-მუდმივი შეგვიძლია განესახღვროთ ამ გამოსახულების (41,22) განტოლებაში. 

შეტანით და ბესელის (41,14) განტოლების გათვალისწინებით. მივიღებთ 

ს-- 
ხნ I + ხ? 

როცა X7ა=0, მაშინ „L(=1. იმავე არეში ერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი. 

ამონახსნი იქნება 

  

4= (41,26)- 

8%V|ი0)ქ++ ს“ ს'| იხ“, (41,27): 

ს-| ის” -I/ 2 Mი (თა (41,28). 

ჰანკელის პირველი და მეორე გვარის სფერული ფუნქციებია. 

რადგან ამონახსნი სათავეში სასრული უნდა იყოს, ხოლო ასეთი თეისება· 

აქვს მხოლოდ ბესელის სფერულ ფუნქციას, ამიტომ საჭიროა ავიღოთ 8+'+= 68“=#, 

ე· ი. 

სადაც 

ხ. | (2,(9) | 11)=– 38 C' | თ). (41,29). 

ამ ამონახსნის ერთგვაროვან განტოლებაში შეტანით და კვლავ ბესელის განტო– 

ლების გათვალისწინებით გვექნება: ხ--ი?-+-ხ1=0, საიდანაც 

2L(2+ XV) 

საუ“ 
ჯ>7ე არეში (41.23) განტოლებასაც ორი ამონახსნი ექნება. კერძოდ, არაერთ- 

გვაროვანი განტოლების ამონახსნი ტოლი იქნება 

=L+Lს? = (41,230). 

C-|9,C)1I)=C- Iს  (C4=1, #>7%) (41,31). 
ერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი ამონახსნი კი იქნება 

(„ | 0,(2) | )=0, C' | ზ0+-+0:C | ვს“. #>71%9 (41,32): 

მოვითხოვოთ, რომ უსასრულობაში გვქონდეს განშლადი სფერული ტალღა, მაშინ · 

საჭიროა ავიღოთ (#,=0, ამასთან ზ“=VL. 

ამგვარად, ზემოაღნიშნულ ორ არეში გბვექნება შემდეგი ზოგადი ამონახსნები: 

C- | §2,(2) | LI) = 4 CV" |#I)-+8 CV | ის, 0<17<9%ი (41,33). 

(- | 9-7) |Xს) = C- | Iს +-0 (- | §)+ #“>72% (41,234),



18 და C მუდმივების განსაზღვრისათვის საჭიროა ეს ამონახსნები შევკეროთ ;=#აე 

წერტილზე. გვექნება: 
#42Cი9I#)+8სი%I00=ს%17:0-C (| 8I)1, (4I,15) 

42 MI) 8-- წი I01)=-“ ს%IMს+C -9 სა! ვე9. (41,36) 
01“ მი 0მ!ი ძი 

ამ ორუცნობიან განტოლებათა სისტემის დეტერმინანტი ტოლი იქნება 

2 
42, (08“ | „-0= > 1M(ი8“+7), (41,37) 

ს 
თ9 ლე (581) ==; (CI MI (8-ი)––/,, (970) MI" (3). (41,38) 
შტრიხი აღნიშნავს გაწარმოებას ჯე:-ით. ბესელის ფუნქციის წარმოებულის (/”, 33) 

ფორმულის გათვალისწინებით 1”, შეგვიძლია ასეც გადავწეროთ: 

1"(იზ'I'ი)=0თ.1,-. (01'ე) 7MM') (8/0)–– 8/("), (87-) ქ, (იIი)- (41,39) 

ამის შემდეგ მარტივად ვიპოვით 8 და C კოეფიციენტებს. სახელდობრ, გვექნება 
– 01-–4) LVIპ'I) , 0-9 – 4)L”/0:0IIი) . 

IV") 1"'(თ8' I”) 
თანახმად (41,21) და (41,33) ფორმულებისა, შეგვიძლია დავწეროთ 

  (41,40) 

# 7 

(L'1 | 7',(9) | ს = ––77ა 4 I (M1I70 6 | 0) „? ძI-7M 8 | (XII) იჩ“ი- (41,411) 
0 0 

ინტეგრალების ამოსახსნელად გამოვიყენოთ (#, 104) ფორმულა. მივიღებთ 

701725 | «41; CX II-ა) I" (თზ!I)“.) 

2»? IM(08'I”ი) კ 2 

(1 –– 4) IM CL8II”ა) L"/ (თXIIIMი) | . 

"ი 

IL" | 2'(2) | #)=–   + 

(41,42) 

თანახმად (41,26) გამოსახულებისა, 41-4-+6- ა, ამიტომ საბოლოოდ 

გვექნება 

(L" | 2,(2) | I) =   _ Mი7ესხ” (რ-ი) მს თ (რი) I" (8! IX) __ 

2»? LV (იზ+I-ა) (ი?-––X) ხIV –# ' 

IM(თ3+IXი) 1 (0 I-ი) ) 

L –-ე ' 

ამ მატრიცას პოლუსი ექნება მაშინ, როცა I”(თ8+I”ი =0, რომელიც 3=1თ-სათ- 

ვის მოგვცემს ორმოსათვის საკუთარი მნიშვნელობების ჩვენთვის კარგად ცნობილ 

(12,14) განტოლებას. 

ვიპოვოთ გაფანტვის ამპლიტუდა. ამისათვის გადავიდეთ ზღვარზე, როცა 

.-+0+, ამ დროს 2=# და 8=X, (41,442) ფორმულაში პირველი შესაკრები 

V 2. 
» 

(41,421 

ნული იქნება, გარდა ამისა, ენერგეტულ ზედაპირზე #=7;' ==   « გვექნება 
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ა” 1"I(IMIIი) I I(თIII)   ძთყე=%. 9) 4 (106707 · (41,43) 
, რ» 1"ICთIM'II) 

თუ გამოვიყენებთ (#, 65) და (#2, 91) ფორმულებს, ადვილად ვაჩვენებთ, რომ 

1"I(0#"ი) = 1”I(0#I9-ი) + 11 /(07:%-ე), (41,44) 

სადაც 1”(ი79/%) (41,39) გამოსახულებისაგან განსხვავდება იმით, რომ ჰანკელის 
სფერული ფუნქციები შეცვლილია ნეიმანის სფერული ფუნქციებით 

1'(0:”1)“ი) = თქ,– , (თ) 17; (/9'0ს––)!, –, (#ო-ი) 1;(0M"ი). (41,45) 

იმავე (12, 65) და (#X, 91) ფორმულების გამოყენებით 

? 
1'/(L'IIია=–-–. (41,46) 

(09% 

4#)0ე-მატრიცისათვის შედეგად მივიღებთ 

ჩჯ”მა=-  " მორი .. (41,47)   
4790 17(0XIIი) –- 21 (019-ე) ” 

ამასთან, გავიხსენოთ, რომ ც?=/;?-L ხ?. 

აღსანიშნავია, რომ გაფანტვის მატრიცის გამოხატულებას ენერგეტულ ზედა- 
პირზე ადვილად მივიღებთ (35,12) ფორმულის დახმარებით, რომელსაც განხი–- 

ლულ შემთხვევაში ექნება სახე 

79 
1% ი... XI (IV) -)=-- 709 აწ ეა (ჟვე 4.1? ძ,, 41,48 თა=–- 71 | 7,თაX45-04 (41,48) 

0 

სადაც 7) ფუნქციის ნაცვლად უნდა შევიტანოთ (12,40) გამოსახულება. 

მM0ე-მატრიცის დახმარებით ადვილად ვიპოვით #§V(,) მატრიცასაც და გაფანტვის 
პარციალურ ამპლიტუდასაც. თანახმად (23,16) და (35,15) ფორმულებისა, 

5) )-–1 : (19' "ი =#1/(I) = 1II(0II) . 

2ჯ 1”; (ძX:M'ი) + 11 7I(C7:ჰ0"ი) 

ინტეგრალური განივკვეთისათვის კი (35,21) ფორმულის გამოყენებით მივიღებთ 

(41,49 

4» - 17(0711'ი) 1) = 25” %I რ1+1) 27000? __ . (41,50) 
-ო=>; 2, (01) ა თხა + II თმა 

რადგან (23,28) ფორმულის მიხედვით 7:XI()=(6ხ 6-7) 1, ამიტომ (41,49) 

ფორმულის დახმარებით მივიღებთ 

1”I(0711'ი) 

IL"I(0#910"ი) 

ან, თუ გავიხსენებთ გაფანტვის #I7(,)-მატრიცის (37,20) განმარტებას, შეგვიძლია 

დავწეროთ 

Lღ 6,(%) = (41,51) 

9 #2, 0)=- 7 1MCMი) > 1 · (41,52) 
4X"ILM I I(0IM9I9-ა)



მეორე მხრივ (12,58) ფორმულით ნაპოვნი გექონდა 1ყ 5,(,), ამიტომ XCI(+)-მატ– 

რიცის საპოვნელად საკმარისი იყო მისი ე '% გამრავლება. „ცხადია, “შედეგი 
VVX 

დაემთხვევა (41,52) ფორმულას, რადგან (41,51) და (12,58) გამოსახულებანი 
ერთმანეთის იდენტურია. 

შევნიშნოთ, რომ, როცა აინტერესებთ მოცემული ფაზით პოტენციალური 

ენერგიის პარამეტრების აღდგენა, იყენებენ (41,51) ფორმულას. 

ვიპოვოთ 2”'(0)-მატრიცის ყოფაქცევა მცილე ენერგიებზე. ვიგულისბმოთ, 

რომ M-ი<1 და ვიპოვოთ 7”,(0/1/ე) და IV(0Iმ ა) სიდიდეების ასიმპტოტური 
მნიშვნელობანი. ამისათვის გამოვიყენოთ ბესელისა და ნეიმანის სფერული ფუნქ- 

ციების ასიმპტოტური (X, 47), (IX, 58) ფორმულები და აგრეთვე რეკურენტული 

(X, 35) ფორმულა, გვექნება: 

  

ორა = - რი სეა რი), (41,53) 
(2ჯ-L1)!! ”''' 

, (21--1)!!... 
1M(9LIII=–- თარ ს1,–) (ხ/%). (41,54) 

ამ ფორმულების მიღებისას გათვალისწინებულია, რომ #->0 შემთხვევაში თ –> ს. 
თანახმად (41,47) ფორმულისა, )-ე < 1-სათვის გვექნება 

8 

შოძე=- -% იერს XMხV, 0. <C1) (41,55) 
4»X" 

სადაც X,(ხი) ენერგიაზე დამოუკიდებელი სიდიდეა და განისაზღვრება ფორმულით 

1 ჩაითა. 56) 
(2-–-1)!! (21+1)!! 1, (ხ7ი) 

5/0ე-მატრიცისათვის კი გვექნება შემდეგი ასიმპტოტური გამოსახულება: 

5/0ე)--1 

2: 

დავწეროთ XI()-მატრიცის გამოსახულებაც მცირე ენერგიებზე. (41,52) ფორმუ- 
ლის მიხედვით XI(I)-მატრიცის ასიმპტოტური მნიშვნელობა დაემთხვევა 2”V(L)-მატ- 
რიცის ასიმპტოტურ გამოსახულებას 

%I(ხ1'ი) = 

= (/)"!' X|(ხ1“ი). (MM <- 1) (41,57) 

2 

#0ე=- “+ ძე X0); (9 <1) (41,58) 
4». 

ხოლო გაფანტვის ფაზა, თანახმად (41,51) ფორმულისა, მცირე ენერგიებზე გან- 

საზღვრული იქნება შემდეგნაირად: 

L 0|(#) = (#I'ი)"!'1X,(ხ?Xია)- (41,59) 

ასევე ადვილად ვიპოვით ინტეგრალურ განივკვეთს X-ა< 1 ზღვარში. ამისათვის 
გამოვიყენოთ (41,50) ფორმულა და მასში შევიტანოთ 1”,(CMIი) და L"I(თXL"Vი) 

სიდიდეების ასიმპტოტური მნიშვნელობანი (41,53) და (41,54) ფორმულებიდან, 

მივიღებთ 

თ=00=475 2) (21+1) (I/)“! >; (ს/ი); (MI <1) (41,60) 
ჯოი 
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როცა L->0, მაშინ გაფანტვაში მნიშვნელოვანი იქნება მხოლოდ 1=0 მომენტი, 

ამიტომ გვექნება 1 
თ(0) =4XჯC2, (:=0) (41,61) 

სადაც თძე-არის გაფანტვის სიგრძე. ცხადია, 

| რი|=?% %#ი(07?“ი); (41 ,62) 

თუ გავიხსენებთ ბესელისა და ნეიმანის სფერული ფუნქციების მნიშვნელობას 

1=0-სთვის, (41,51) ფორმულიდან ადვილად მივიღებთ 

/: ხთ 00-ე –– თ ხწ 77 

# ისფ თ" L6 #2" “+ თ 

როცა 1->0, ამ გამოსახულებიდან, ცხადია, 8(:)->0. (41,63) ფორმულიდან 
განვსაზღვროთ 7; სხყ 6(;) და გადავიდეთ ზღვარზე, როცა L->0 და გამოვიყენოთ 

გაფანტვის სიგოძის განმარტება; გვექნება 

ხფ8 = (41,63) 

1Iოთ თ იყა=- 2-9 -, (41,64) 

#-0ი #0 8 010 -–- 019 

საიდანაც 
რი=/ა() 5 9), (41,65) 

ხ?“ი 

რაც ემთხვევა (41,62) გამოსახულებას. 
გაფანტვის სიგრძე მეტად მნიშვნელოვანი სიდიდეა მცირე ენერგიებზე გაფან– 

ტვის შესწავლის დროს, ამიტომ მიზანშეწონილია მისი თვისებების დეტალური 

განხილვა პოტენციალური ორმოს მაგალითზე. როცა პოტენციალური ენერგიის 
სიღრმე 7ა-–>0, ე. ი. ხ->0, მაშინ (41,650 ფორმულის მიხედვით გაფანტვის 

სიგრძეც მიისწრაფვის ნულისაკენ, ასევე ნულის ტოლი იქნება ფაზაც #=0 მნი–- 

შევნელობისათვის, დავუშვათ, I # 0 და სჯე იზრდება 0-დან <--მდე, ე. ი. 

0<სი<->' ამ შემთხვევაში, როგორც ვიცით, ორმოში ენერგეტული დონე არა 

გვაქვს. (41,65) ფორმულიდან ნათელია, რომ გაფანტვის სიგრძე მოთავსებული 

იქნება ინტერვალში: -–– თ +-6:5<:0, ე. ი იგი უარყოფითია. როცა ბი= -2 –-, ე. ი. 

როცა ორმოში გვაქვს ზუსტად ერთი ენერგეტული დონე, მაშინ (41,65) ფორმე- 
ლიდან გვექნება, რომ თე= + C. ამ შემთხვევაში ნულოვან ენერგიაზე, თანახმად 
(41,61) ფორმულისა, ინტეგრალური განივკვეთი უსასრულობის ტოლია. როგორც 

ამბობენ, გაფანტვას აქვს რეზონანსული ხასიათი, ამ დროს გაფანტვის ფაზა 

20=>- ს-ის შემდგომი ზრდით 3/2X-მდე ორმოში კვლავ ერთი დონე გვექ- 

ნება. (თ ს)-ე სიდიდე 2 “დან ჯ».მდე უარყოფითია, ამიტომ, სანამ Lყ ე გაუტოლ- 

დება ს/ე-ს, ე. 0. სანამ Lდ ხ;--=ხ#”ა=%V, გაფანტვის სიგრძე დადებითია და იგი 

მოთავსებულია ინტერვალში: 0<ია< ლ. ხოლო როცა + < ხე < 3/2X, მაშინ 

1 ამ აარაგრაფში გაფანტვის სიგრძე ძე-ით აღენიშბეთ 0= | #?--6ხ? სიდიდისაგან განსხეა– 

ვების მიზნით. 
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--–-% <(ყ-0<0, ე. ი. გაფანტვის სიგრძე იქნება უარყოფითი. ამ შემთხვევაში 

-6(0ე) => >». როცა ხ/ა=3/2 >, მაშინ ორმოში მეორე დონეც გაჩნდება. თანახმად 

(41,65) ფორმულისა, გაფანტვის სიგრძე ცა= +, განიეკვეთს კვლავ უსასრუ- 

ლოდ დიდი მნიშვნელობა ექნება ხოლო გაფანტვის ფაზა ნულოვან ენერგიაზე 
ტოლი იქნება C(0)-==3+/2 და ა. შ. როგორც ვხედავთ, §-მდგომარეობაში ორმოში 
ენერგეტული დონის გაჩენა არსებით გავლენას ახდენს გაფანტვის სიგრძის თვისე- 

ბებზე. სანამ ორმოში დონე არა გვაქვს, გაფანტვის ფაზა იზრდება და გაფანტვის 
სიგრძე უარყოფითია «<0. ორმოში პირველი ენერგეტული დონის წარმოქმნას- 
თან ერთად გაფანტვის სიგრძე უსასრულოდ დიდი ხდება. პოტენციალური ორმოს 
სიღრმის შემდგომი გაზრდით, სანა– მეორე ენერგეტული დოწხე გაჩნდებოდეს, 

გაფანტვის სიგრძე ნულზე გაივლის და ნიშანს იცვლის. ყოველი ბმული მდგომა- 
“რეობის ახლოს თე: დიდი ხდება, ხოლო ახალი დონის გაჩენისას იგი უსასრულო- 

-ბას უტოლდება. 

ახლა განვიხილოთ გაფანტვის მატრიცის ყოფაქცევა დიდი ენერგიებისათვის. 

ვიგულისხმოთ, რომ 7: > C. (II => ს/'ე), მაშინ ადვილად ვიპოვით I”,(თXIIი) და 
IMC2X9I/ი) გამოსახულებების ზღვარს დიდი არგუმენტების ბესელისა და ნეიმანის 

-სფერული ფუნქციების გამოხატულებების გამოყენებით. გვექნება: 
8 შე2 ჩე“, 

1%(თXI) -( 3) (5192M9ი. 27. 3>L (41,66) 
20 ; 

1 
1”M(Cმშქ))'ე) =:––I7 (ქ, (MI); 11, (MI-0)1 => ლ. (41,67) 

2 
“მაშასადამე, (41,51) ფორმულის თანახმად, 

2 

სწ 0,(M)=–- (>) 810 2//%; 2" => IL (41,68) 

საიდანაც ნათელია, რომ პოტენციალური ორმოს შემთხვევაში 

11M0 §= 8,0) =0. (41,69) 
ჩ-თ 

ესე იგი გაფანტეის ფაზა უსასრულო ენერგიებისათვის ნულის ტოლია 

1თ 6,(L) =0. რტ1,7თ 
#-0 

ადვილი დასანახი, რომ ზღვარში დიდი ენერგიებისათვის როგორც გაფანტვის 

7I)(7)-, ისე ,(#)-მატრიცა ნულისაკენ მიისწრაფვის. 

§ 45. გაფანტვის მატრიცა შეუღწევადი პობენციალური 

სფეროსათვის 

განვიხილოთ შეუღწევადი პოტენციალური სფერო ჯა რადიუსით. გაფანტვის 
პარციალური მატრიცა განსაზღვრული იქნება (41,42ი) ფორმულით, სადაც საჭი- 

“როა ავიღოთ ზღვარი Mია-> თ. ჩვენ დავკმაყოფილდებით გაფანტვის მატრიცის 

მნიშვნელობით ენერგეტულ ზედაპირზე, ამიტომ გამოვალთ (12,58) ფორმულიდან, 

«რომლის ძალით გაუმჭირვალე პოტენციალური სფეროსათვის 

> 2/(#-ი) 
> =–-– 42,1 Lყ 90, იმი) (42,1) 
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სადაც ქ1,(Mი) და 71,(M”ი) ბესელისა და ნეიმანის სფერული ფუნქციებია. ახლა 

ვიპოვოთ #„-მატრიცა. (37,20) ფორმულის გამოყენებით შეუღწევად პოტენცია- 

ლურ სფეროზე გაფანტვისათვის გვექნება 

#V)=---%. მთი). · (42,2). 
4X" LI; 11,(MI"ა) 

რაც შეეხება გაფანტვის #ჯ,-მატრიცას, მას ადვილად ვიპოვით (37,18) ფორმულის 

გამოყენებით. (42,2) გამოსახულების (37,18) ფორმულაში შეტანით მივიღებთ 

ლოყალ=-ჯ- + მთ), (42,3) 
4X" LI 7/1') (IM'ი) 

სადაც M/XIი)-ჰანკელის სფერული ფუნქციაა, 
სრულიად ანალოგიურად ვიპოვით წ)(/,)-მატრიცასაც; მართლაც, თანახმად 

(37,19) გამოხატულებისა, გვექნება 

_ M909%) . 8,00= ; 
' MM) (/თ“ი) 

(42,4) 

ხოლო (37.22) ფორმულის შედეგად ინტეგრალური განივკვეთისათვის შეგეიძლია 

დავწერთთ 

42 V 1; (7:7“ე) 
C00)=:- 2 C0I+1) 2, (2,5). 

M= 21 (/V-ი) -L2); (CM) 

რომელსაც მცირე ენერგიებზე ექნება შემდეგი ასიმპტოტური სახე: 

ა) = 4.2 (21+1) -)) ე. შრობა აფეასთ- ერლი ძირ) 624 
ჯ50 

როცა #-+- 0, ინტეგრალური განიეკვეთი განსხვავდება ნულისაგან იმ შემთხექვაში, 

თუ ჯამში 1=0; ამგვარად მივიღებთ 

თ=4:19, (42,7) 

რაც ოთხჯეო მეტია სფეროს გეომეტრიულ განიეკვეთზე. ეს არ უნდა გაგვიკვირდეს» 

რადგან #;-+0 შეესაბამება დიდი ტალღის სიგრძეს, რომლის დროსაც გეომეტრი–- 

ული ოპტიკის მიახლოება არ გამოდგება და ადგილი აქვს წმინდა კვანტურ ეფე– 

ქტებს. თანახმად (42,1) ფორმულისა, მცირე ენერგიებზე გაფანტვის ფაზა განისა– 

ფღვრება ფორმულით 
(ძყყ-)?/+1 

8900 ლ ლი )II2I- 1 
(42,8- 

ასევე შეგვიძლია ვიპოვოთ ინტეგრალური განივკვეთის ასიმპტოტური მნიშვნელო– 
ბა დიდი ენერგიებისათვის, ამ შემთხვევაში შეგვიძლია ვისარგებლოთ ბესელისა. 

და ნეიმანის სფერული ფუნქციების (X,49) და (#,59) ასიმპტოტური მნიშვნელო– 

ბებით. მარტივი გარდაქმნების შემდეგ მივიღებთ 
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4: 3. . I. 
თ (0) = “ X (21 -L 1) 91? (ლრ- +)! (CVაV>>1) (42,9). 

_ 

დიდი #”ე-სათვის (42,1) ფორმულიდან მივიღებთ, რომ 

ხ-95,=– – M6(IM –_ +) , (42,10)” 

ე. ი. გაფანტვის ფახა განისაზღვრება ფორმულით 

2, = –“ MI) + 5. ; (42,11)” 

კერძოდ, 1=-0-სათვის 

6ი(M) == –– XI"ი: (42,12). 

ჩვენ ვხედავთ, რომ, როცა #X-+0, მაშინ მ-->0, ხოლო როცა #->Cთ, მაშინ ფაზაც, 
უსასრულოდ იზრდება. 

ვიპოვოთ გაფანტვის სიგრძე 1=0 მდგომარეობისათვის. განმარტებით 

1 
1II0 (L იფ 290 (/)1) == –– (42,13):· 
M--.0 C 

გავითვალისწინოთ (42,მ)ფორმულა 1=0-სათვის, გვექნება 

ფ ==1'ე: (42,14). 

აღსანიშნავია, რომ თ>0 და იგი სფეროს რადიუსის ტოლია, ვიცით, რომ განხი- 

დვის პოტენციალების შემთხვევაში მართლაც თ>0. 

ცხადია, მცირე ენერგიებზე #XI-მატრიცას ექნება გამოსახულება 

1” 

  

#0) = 0)” სი... ძედ! 42,15 |C7:) = (II'ი) 2=-CI11) CI-- 1) (MIი <5 1) ( ა 

დიდი ენერგიებისათვის კი მივიღებთ 

5 (# : #0) = ვაა % CC) ძა% >1) (42,16) 

რაც შეეხება #)(ე-მატრიცას, მისი ასიმპტოტური სახე მცირე ენერგიებზე %ზუს- 

ტად ისეთი იქნება, რაც M#VI(:)-სი, ე. ი. განისაზღვრება (42,15) ფორმულით. 

ასიმპტოტური მნიშვნელობებისათვის დიდ ენერგიებზე, თანახმად (#,49) და. 

(#,69) ფორმულებისა, გვექნება: 

1? _ ,-/(ი -%) 200 = (9) = 2 810 C _ %) 1. (0I902>1) (42,17X 

თუ გავიხსენებთ ჰანკელის ფუნქციების ასიმპტოტურ ფორმულებს მცირე არგუ- 
მენტისათვის, (42,4) განმარტებიდან მივიღებთ §5I/(#) => 1, ხოლო დიდი ენერგიების 
დროს (X, 69) და (#, 70) ფორმულების გამოყენებით გვექნება 

–”“ (ჩა ა) 
5(/00=86 

საიდანაც კვლავ ვღებულობთ ფაზის (42,11) ფორმულას, 

(42.18): 
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§ 11. ბაფანტვა დირაკის დელტა ფუნქციისმაბვარი 

პოტენციალით 

განვიხილოთ გაფანტვის ამოცანა ერთ მეტად სპეციალურ შემთხვევაში, რო- 
„ცა ნაწილაკთა შორის ურთიერთქმედება განისაზღვრება შემდეგი პოტენციალური 

“ენერგიით: 

#7 0) =–7 92თ–”ა · (43,1) 
27 

·ეს პოტენციალი წარმოადგენს 6(- –- I.) ფუნქციის რადიალურ ნაწილს. X-ე-მუდ- 
მივი სიდიდე ფორმალურად შეგვიძლია განვხილოთ როგორც პოტენციალური 

ენერგიის სიღრმე. ადვილი მისახვედრია, რომ მისი განზომილება ენერგიის განზო- 

მილებას არ ემთხვევა1. განხილული პოტენციალისათვის დამახასიათებელია, რომ 

ერთი ნაწილაკი მეორესთან მხოლოდ მაშინ ურთიერთქმედებს, როცა ეს უკანას- 

კნელი იმყოფება #«,-რადიუსის სფეროზე. ასეთი პოტენციალისათვის ძნელია რაი- 

მე ფიზიკური შინაარსის მიცემა, მაგრამ იგი მთელ რიგ ფიზიკურ ასპექტებს შეი- 

ცავს, ამიტომ მისი საშუალებით საინტერესო დასკვნების გაკეთება შეიძლება. დი- 
რაკის დელტა ფუნქციისმაგვარი პოტენციალი პირველად ფერმიმ გამოიყენა ნუკ- 

“ლონების გაფანტვის აღსაწერად მცირე ენერგიებზე. 

ვიპოვოთ გაფანტვის #'(#)-მატრიცა. ცენტრალური ურთიერთქმედებების 

შემთხვევაში ეს მარრიცა აკმაკჟოფილებს ინტეგრალურ განტოლებას 

, , VII MI 0) ლ(8) | იმი ჯ,V#7(ჯ = I + 4» გეია უვუეეეეიებ!უბუში!უ 43,2 

(9125) )–თI7I7) 3) ს –– #(ე)+%6 (3,2 
ი 

, · 1 ა , : 
სადაც „#(ი)= 2. ?შს ხოლო (»IXI | ») მატრიცული ელემენტი განისაზღვრება 

“ფორმულით: 

1 «+. =. 
(სი II, |2)= 2 I 2; (612 X (-) ქ, (»))”"ძ”:. (43,3) 

8 

“თუ ამ გამოსახულებაში შევიტანთ პოტენციალის მნიშვნელობას, (43,1) ფორმუ- 
ლიდან მივიღებთ: 

, Mი ·. – 
(თ (4 | 2) =–- 2 2,(X'.)1,(ჯ 7) (43,4) 

როგორც ვხედავთ, მოხდა მატრიცული ელემენტის ფაქტორიზაცია ჯ და ჯ” ცვლა- 

დების ბესელის სფერულ ფუნქციებად. ამ ფაქტორიზაციის წყალობით (43,2) 
“ინტეგრალური განტოლება ადვილად ამოიხსნება. მართლაც, (43,4) გამოსახულე– 
ბა შევიტანოთ (43,2) განტოლებაში; მივიღებთ 

(» I 2)(ჯ | 2)= – 24. 2, CI”) ჰ, (”') “I (25, (43,5) 

V, 

() ცხადია, სინამდვილეში პოტენციალის „სიღრმე“ იქნება VI=--, რომელსაც ენერგიის 

C 
„ განზომილება აქვს. 
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სადაც · 

– 2. · ' , <(75=1+- LC. (2 1, (07) (9 7 0) ი), (3,6) 

ე:(ი”ი ჟ #-–#M(ე)+1 

ახლა, თუ ამ უკანასკნელში (43,5ე) ფორმულიდან შევიტანთ (»|”,(#X)| ს) მატ- 

რიცას, განვსახლვრავთ <,()) გამოსახულებას; კერძოდ გვექნება 

, 4XV5% 0'/I(ყ/ აძე 
=1–- “ ღეეეეეეეეეა““ 437 

"ბ) 21!) 8- #C2)+% რი 
0 

საიდანაც 
თ 

+X;!'(X) = 1 -L 27% _ 4 1/(07-)ძი _ წ (41,8) 

8 #-–--#M(C)+15 

“როგორც ვხედავთ, +, მუდმივი მხოლოდ ენერგიახეა დამოკიდებული. 

ამგვარად, ინტეგრალური განტოლების ამონახსნს ექნება შემდეგი სახე: 

(# | 7I(X) | ») = – 29. 2)(MI")12,(1)7%)X,(#M), (43,9) 

რომელიც (43,4) გამოსახულების ძალით ასეც გადაიწერება: 

(# | 2'/(X) | ი )=<,(XX III I »”: (43,10 
მაშასადამე, განხილული პოტენციალისათვის გაფანტვის მატრიცა ტოლია ბორნის 

მატრიცული ელემენტისა გამრავლებული «,(77)-მუდმივზე. შევნიშნოთ, რომ ნაც- 

ვლად აქ მოყვანილი ხელოენური გზისა (43,2), ინტეგრალური განტოლება გადა- 

გვარებული (43,4) გულით ადვილად ამოიხსნება ფრედჰოლმის მეთოდითაც. 
გაფანტვის 2'/(#)-მატრიცის ცხადი გამოსახულების საპოვნელად გამოვთვა- 

ლოთ (43,ზ) ფორმულაში შემავალი ინტეგრალი. +,(#)-გადავწეროთ შემდეგი 

ფორმით: 

5; '(#) =1 +ხ” 2409, (43,11) 
სადაც 

დ 

ი. V% -- 2 ' ი'1I(9”-)ძი 4) (II-) = > | 19-ეზL# (43,12) 

0 

ხოლო 

ს? = 42 ი. (43,13) 

გავითვალისწინოთ, რომ 1/(/-) ლუწი ფუნქციაა და ქ,(ეი) გამოვხატოთ ჰანკე- 
ლის ფუნქციებით. მაშინ 4,(V-) შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ კონტურული ინტე- 
„გრალებით 6-კომპლექსურ სიბრტყეზე 

"I |, 20, (თ'.) IM") (თ) 02 + | 2'1,(2'.)1)(2/(2I--)0# 
“4 (I)=–-– - - · - 

(6–-(IL-+106)1(7-+ (/:-L16)) (8–– (+ 16))(თ-+(ჯ-L ჯ6)1 
L (43,14) 

“ C) C» 
187



ამასთან, C,-კონტური გარს უვლის 2=/+1 პოლუსს ზედა ნახევარსიბოტყეში,. 

ხოლო (ე გარს უვლის 2=-–-(L-+42%) პოლუსს ქვედა ნახევარსიბრტყეში. ადვილად 

ვაჩვენებთ, რომ ზღვარში, როცა 6->0, ეს ინტეგრალი ტოლი იქნება გამოსახუ- 

ლებისა 

41(MI'ყ)=–-271,05“)V(009-ე, (43,15): 

რომელიც შემდეგი სახითაც შეგვიძლია წარმოვადგინოთ: 

+4| (/0”-) = ქ ,(XI"C)2?, (III) ––2#1; (72); (43,16)- 

მაშასადამე, გაფანტვის 7”,(#M)-მატრიცას ექნება ასეთი სახე: 

2 1 7 /ე. 

(ი | 7I(#9) | ») = _ა MM _ _ 1(M9)4/(7I) _. (43,17), 
4X"L ბ-მ –– 2/ქ,(M"ა)MV)(/ო',) 

ამის შემდეგ ადვილია გაფანტვის პარციალური ამპლიტუდის პოვნა. როგორც ვი– 

ცით, იგი 7I(#)-მატრიცასთან შემდეგნაირადაა დაკავშირებული: 

47“, 
5 

"ძე = –     LI 2, (8) IM; (>-»" – . . (438. 

მაშასადამე, (43,17) და (43,16) ფორმულების თანახმად, შეგვიძლია დავწეროთ 

”ა=- რია  _., (43,1თ 
ხ; ”-+#11(M7”6)111(IMI'C) – ?X1ჯ(I2-.) 

სადაც #I,(IVI-) ნეიმანის სფერული ფუნქციაა. რადგან ვიპოვეთ X#I(L), ამიტომ” 

ადვილია გაფანტვის §5/(0)-მატრიცის მოძებნაც ენერგეტულ ზედაპირზე. 

თუ გავიხსენებთ, რომ ამპლიტუდა ფაზასთან დაკავშირებულია ფორმულით. 

#10 == იხდბ, – 1, მაშინ მივიღებთ 

002, = ცი, (43,20). 
ხ”1I(Iთ"ი) 1, (729) 

როცა /-->C, მაშინ გაფანტვის ფაზისათვის მივიღებთ ფორმულას 

#6 6, = ს 90, · (43,21)” 
მ, ყია 

შევნიშნოთ, რომ ეს გამოსახულება ემთხვევა გაუმჭვირვალე პოტენციალური სფე– 

როს სათანადო ფორმულას. როცა 1=0, მაშინ (43,21)-დან მივიღებთ 

0ხფ 8ე = – 08 MIთ (43.22) 

საიდანაც გაფანტვის § ფაზისათვის გვექნება 
ბელ=-- 9, (43,23). 

ხოლო გაფანტვის §ე:(7)-მატრიცა ტოლი იქნება 

890(#)= 6“ 9.2. (43,24)' 

მცირე ენერგიებზე, როდესაც შესრულებულია პირობა IV--«61, მივიღებთ 

LL 2. == > §1)მ ბე=4%2) (0.1) (43,25), 
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ე. ი. ინტეგრალური განივკვეთი ოთხჯერ მეტია გეომეტრიულ განიეკვეთზე. როცა 
-LM-->0, ის იმას ნიშნავს, რომ ჩვენ საქმე გვაქვს დაცემულ ნაწილაკთა დიდი ტა- 

ლღის სიგრძეებთან, ამიტომ ეფექტი წმინდა კვანტურია და იგი არ შეიძლება 
განვიხილოთ გეომეტრიული ოპტიკის მიახლოებაში. 

ხელსაყრელია +ჯ'(#) გამოსახულებას მივცეთ სხვა სახეც. კერძოდ მასში 
შემავალი ინტეგრალი გამოვხატოთ მთავარი მნიშვნელობით. გამოვიყენოთ ფორ- 
„მულა 

1 
  2 –IXნ (CL _ ე“, (43,26) 

სადაც თი7” აღნიშნავს მთავარ მნიშვნელობას. რადგან 

018-ე) = > (8; –– 0) -5(L+9)) (43,27) 

და ქ1,(–2) = C-1)! ქ,(2), ამიტომ გვექნება 
<;1(I) = 1 + ს" (| 7IV) –– ?ხ1;(0თI, (43,28) 

სადაც 

IV) = 14 მ1ნიო%; (43,29) 

მაშასადამე, (43,18) ფორმულის შედეგად პარციალური ამპლიტუდისათვის გვე- 
ქნება 

ქ). 
»0ა=- ში , (43,30) 

ხ“?+ 1)(9) –– 17:170># 

გაფანტვის ფაზა კი გამოითვლება ფორმულით 

2 2 | #2900% L (43,31) 
· ჯ1'--ე? 

    
    7; 6ხდ 09,(I)= 

5 2 ი LL? 

ცხადია, ინტეგრალი მთავარი მნიშვნელობით, (43,16) ფორმულის თანახმად, ტო- 

ლი იქნება 
ICI) ==7:1, (IV), (IIV)· (43,32) 

განვიხილოთ ბმული მდგომარეობების საკითხი. ამისათვის, როგორც ვიცით, 

საჭიროა ვიპოვოთ გაფანტვის მატრიცის პოლუსები #-კომპლექსური სიბრტყის 
ვითარსი ღერძის დადებით ნაწილში. მაშასადამე, (43,9ე) ფორმულის მიხედვით, 

ბმული მდგომარეობის ენერგია #X=–6<0 განისაზღვრება გამოსახულებით 

თ 

აე (აიი. 2I(-ა)0"ძ0 _ ი, (43,33) 
8+X%(ი) 

“შემოვიღოთ აღნიშვნა 

დ 2ეზ 

#2/რ) = + | 9 1(Vაძი , (43,34) 
ჯ თ" +ი 

0



სადაც 2 

2 
ცა “დ (43,35)- 

უ? : 

მაშინ ბმის ენერგია განისაზღვრება შემდეგი განტოლებიდან: 

L- ით - 2 (თმა, #0 909 (43,36). 
სხ? ჯ თ'+ი? 

რადგან XX92I20>9, ამიტომ ბმული მდგომარეობა გვექნება მხოლოდ X75>090 დროს, 

ე. ი. მიზიდვის შემთხვევაში. 
გამოვარკვიოთ როდის ექნება (43,36) განტოლებას ამოხსნა. 72,(თ) სიდიდე 

თ პარამეტრის კლებადი ფუნქციაა, მას მაქსიმუმი აქვს სათავეში, ამასთან, მაქსი-- 
მალური მნიშვნელობა ტოლია 

თ 

21(2)ძჯ. (43,37»    
2 

#7» = –- | #Vიაძი= -“ 
# 98 

0 

#,(ი) დ ალ. 1 
Iა
1 

  

  

> 
/
”
 აღ
 

ძ
ა
!
 

  
ნახ, 8. 

როცა თ->C, მაშინ #),(თ)->0. ამიტომ, თუ წV0თ სისტემაში დაეხაზავთ 

“% Vყ= MI (თ) მრუდს და Vყ= 3 სწორს, დავინახავთ, რომ მათ გადაკვეთას ად- 

გილი ექნება მაშინ, როცა შესრულდება პირობა 

2 
-–<+<-- IL 110)ძთ. (43,38). 

#ჯ 

ი
“
.
 8

 

ნაშთთა თეორიის გამოყენებით ადვილად ამოვხსნით (43,36) გამოსახულებაში შე–- 
მავალ ინტეგრალსაც. სრულიად ანალოგიურად იმისა, რაც გვქონდა 4,(-) ინტე– 
გრალის ამოხსნის დროს, ადვილად ვაჩვენებთ, რომ 

#XI(თ) == –- თე,(1თ--)IX2თ7-.). (43,39» 
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ახლა, თუ გავიხსენებთ (#,15) ღა (72,79) ფორმულებს, მივიღებთ 

· 1 
#MIC)= –IV.,, (7 I. (- (41,40)1 

9 

სადაც მოდიფიცირებული ბესელის ფუნქციები განისაზღვრებიან (X,18) და (2.19) 

ფორმულებით. 

ამგვარად, საკუთარი მნიშვნელობების განტოლებას ექნება შემდეგი სახე: 

3 =/#MXI/.V, (თ...) II+.I/. (თ). (43,41). 

ცხადია, იმავე განტოლებას მივიღებდით (43,11) გამოსახულების ნულთან გატო- 

ლების შედეგად #=49Cთ მნიშვნელობებისათვის. 

საკუთარი მნიშვნელობების (43,41) განტოლება ტრანსცენდენტული განტო- 
ლებაა, მისი ამოხსნა შესაძლებელია გრაფიკულად ან სხვა რომელიმე მიახლოები– 

თი მეთოდით. როგორც ვხედავთ, (43,1) პოტენციალით ურთიერთქმედების შემ-. 
თხვევაში ორი სხეულის ამოცანას მხოლოდ ერთი ენერგეტული დონე აქვს. 

განვიხილოთ 1=0 შემთხვევა. (43,41) საკუთარი მნიშვნელობების განტოლება 

მოგვცემს 
· ––- ი-2C/, 

+- 1-9 %. - “., (43,42). 
?%- 

ამ გამოსახულების ზღვარი, როცა თ–>0, გვაძლევს 

2 1; (43,43) 

მაშასადამე, (43,43) წარმოადგენს იმის პირობას, რომ ბმის ენერგია 8=0. ნუ- 

ლისაგან განსხვავებული ფესვი კი გვექნება მაშინ, როცა ჟ/-,/ხ?<1, ე. ი. 

2 #ა ბ. 
14 2V 

დაბოლოს შევნიშნოთ, რომ ჟ/->0-ის შემთხვევაში (43,421) ფორმულიდან ნათე–- 

ლია, რომ ენერგეტული დონის არსებობისათვის საჭიროა დაცულ იქნეს პირობა 

(43,44) 

II0ი 25 =1, (43,45) 
(--=–>0 ხს” 

რადგან პოტენციალური ენერგიის ნამდვილ სიღრმეს განსაზღვრავს I 9=M-ა/12 სი- 
დიდე, ამიტომ (43,45) პირობიდან აშკარაა,, რომ 79)42 ნამრავლი სასრული უნდა 
იყოს, რაც ნიშნავს, რომ ჯ.-ს ნულისაკენ მისწრაფებისას ”? უსასრულობისაკენ 

უნდა მიისწრაფოდეს, ხოლო Xი––ნულისაკენ. 

§ 44. ბაფანტვის მატრიცა კონტაქტური პოტენციალისათვის 

წინა პარაგრაფში დირაკის დელტა ფუნქციისმაგვარი პოტენციალისათვის, 
როცა 1=0, მივიღეთ საკუთარი მნიშვნელობების განტოლება 

9 __ 1-0 მ7თV7- 44,1). 

ხ? 2თI...” რი, 
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ვიპოვოთ ენერგიის მნიშვნელობა კერძო, მაგრამ მეტად მნიშვნელოვან შემ– 

· თხვევაში, როცა IC-->0. ამ დროს (43,1) პოტენციალი გადაიქცევა კონტაქტურ 
პოტენციალად. ე. ი. ურთიერთქმედება მოხდება მხოლოდ ნაწილაკთა შეხებისას. 
თუ გავითვალისწინებთ (43,45) პირობას, (44,1) გამოსახულება მოგვცემს 

თ=)1)ს +) +. (44,2) 
ჩ--0 7 ს? 

მაშასადამე, კონტაქტური პოტენციალით ურთიერთქმედების დროს გვექნება ერ- 

თი დონე და ბმის ენერგია განისაზღვრება (44,2) ფორმულით. 
ახლა ვიპოვოთ 7#M(#) მატრიცა კონტაქტური პოტენციალისათვის. ამისათ- 

“ვის გამოვიყენოთ (43,9) ფორმულა, რომელშიც გადავიდეთ ზღვარზე, როცა 

#->0. თუ 1-0 სათავეში ბესელის ფუნქცია ნულია, ამიტომ მივიღებთ მნიშვნე– 

-ლოვან დასკვნას, რომ კონტაქტური პოტენციალი აპირობებს ურთიერთქმედებას 

მხოლოდ 1=0 მდგომარეობაში; ამგვარად, 

(VI M0| 7ე=– +9% <0). (44,3) 
2ჯ“ 

“<ი72) გამოსახულების საპოვნელად საჭიროა (43,11) გამოსახულებაში ავიღოთ 

-:1=0 და გადავიდეთ ზღვარზე, როცა 1ჯ:->0. გვექნება 

10 21” <00= 1Vი იიი ვილი (44,4 
–0 LM? 22 . 

რადგან კონტაქტური პოტენციალი აპირობებს ბმულ მდგომარეობას, ამიტომ 

(44,4ე) ფორმულიდან (44,2) ფორმულის გამოყენებით მივიღებთ 

<8 '(M)=-–-ს?(თ-LV, (44,5) 

ხოლო 7'ე(#)-მატრიცისათვის გვექნება 

ჯ? 

4»“ს თ-L47 
    (» | 70(#) | »1= (44,6) 

როგოოც ვხედავთ, (# | %(X) | ს) მატრიცული ელემენტი არაა დამოკიდებული 
7 და ჯ“ იმპულსებზე. იგი ფუნქციაა მხოლოდ ენერგიისა ს#= V/” 2ა. X- 

თანახმად (43,18) ფორმულისა, გაფანტვის ამპლიტუდას ექნება სახე 

1 1 
  Iა90ს=– == (44,7) 
თ+ #LC6სფ0ი–-1/ 

„საიდანაც 

X იხფმა=–-თ, (44,8) 

“რომელიც განივკვეთისათვის მოგვცემს 

4 რ“ თ0ე=-” იიბბე=-“” ; ტ4,9   

; ფ?+7 
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გაფანტვის სიგრძე კი ტოლი იქნება 

IIIს (M Cნთ მე0)1=-–- + =--თ, (44,1თ 
ჩ-0 4 

ცხადია, 

თ(0)=4»ჯV?. (44,11) 

გაფანტვის მატრიცის (44,6) ფორმულას შემდგომში გამოვიყენებთ სამი 

სხეულის ამოცანის განხილვის დროს. 

§ 4§ა. ბაფანტვის მატრიცა ექსპონენციალური 

ურთიერთქმედების შემთხვევაში 

განვიხილოთ ნაწილაკთა ურთიერთქმედება განსაზღვრული ექსპთდნენციალუ- 
რი ორმოს სახით (6): 

-–”> 

#/0ე=-–-Iი6 ”, (45,1) 

სადაც Mა დადებითი მუდმივია და განსახლვრავს პოტენციალური ორმოს სიღრ- 
მეს, რაც შეეხება #ე პარამეტრს, იგი ახასიათებს ურთიერთქმედების რადიუსს, 

განვიხილოთ 1=0 შემთხვევა. § 13-ში გავარკვიეთ, რომ 1=-0 მდგომარეო- 

ბისათვის შრედინგერის განტოლება შეიძლება ამოიხსნასს და ვიპოვოთ უწყვეტი 
სპექტრის ისეთი ფუნქციები, რომლებიც გაფანტვის ამოცანის სასახღვრო პირო- 

ბებს აკმაყოფილებენ. გაფანტვის §-ფაზისათვის ამ პარაგრაფში მივიღეთ შემ- 

დეგი ფორმულა: 
IV1 +920) 7/ა(207%)   9:6(/) _– სე”, –?'. (45,2) 

” (VI ს) ჯი) 7 არსა! 
სადაც შემოღებულია შემდეგი აღნიშვნები: 

2, 

ი=2M, თე, (45,3) 

1X1--ჯო) ეილერის I'C2) ფუნქციებია, ხოლო #კ,ა(2) აღნიშნავს ბესელის წარმო- 
სახვითი ინდექსის ფუნქციებს. 

ჩვენ ვიცით, რომ გაფანტვის 5(0 მატრიცა ფაზასთან დაკავშირებულია 

ფორმულით 
80ე>-- გ210(ჩ) (45,4) 

მაშასადამე, (45,4) და (45,2) ფორმულების შედარების შედეგად გაფანტვის 5Vე- 

მატრიცისათვის მივიღებთ მნიშვნელოვან ფორმულას 

1X1+12თ) 9, ა(2ს/'ე) 
95(/0)= (ს»“) –? 0 ი) 7. 0/ა ·   (45,5) 

5(7)-მატრიცის ამ გამოსახულებას გამოვიყენებთ ანალიზური თვისებების შესწავ- 

ლის დროს კომპლექსურ #-სიბრტყეზე. გაფანტვის 50ე-მატოიცის მოძებნის შემ– 

დეგ ადვილად ვიპოვით გაფანტვის 7M()-მატრიცასაც. 

13. გ. კჭილაშეილი



თავი VII 

გაფანტვის მატრიცის ანალიჭურობის თვისებები 

კვანტურ მექანიკაში, ტრადიციულად, ბმული მდგომარეობებისა და გაფანტ– 

ვის ამოცანების ამოხსნისას ორ სხვადასხვა მეთოდს იყენებენ. კერძოდ, ბმული · 

მდგომარეობების დახასიათებისათვის სარგებლობენ ტალღური ფუნქციებით, მაშინ.. 

როცა გაფანტვის ამოცანის შესწავლისას ხელსაყრელი აღმოჩნდა გაფანტვის მატ- 

ორიცით სარგებლობა. ამასთან, გაფანტვის მატრიცა, როგორც ვიცით, გაფანტვის- 

ამპლიტუდას ემთხვევა ენერგეტულ ზედაპირზე. შემდგომში გამოირკვა, რომ რო–- 

გორც ბმული მდგომარეობის, ისე გაფანტვის ამოცანები შეგვიძლია აღეწეროთ- 

გაფანტვის მატრიცის საშუალებით. ოღონდ ამისათვის საჭიროა დამატებით შევი– 

სწავლოთ გაფანტვის მატრიცის ანალიზური თვისებები კომპლექსური ენერგიის 

სიბრტყეზე ან, რაც ეკვივალენტურია, კომპლექსური ტალღური რიცხვის სიბრ- 

ტყეზე. 
აღსანიშნავია, რომ გაფანტვის ამპლიტუდის ანალიზურობის საკითხი მჭიდ-- 

როდ დაკავშირებული აღმოჩნდა მნიშვნელოვან ფიზიკურ თვისებებთან, რომელთა 

შესწავლას დღეს გადამწყვეტი მნიშვნელობა ენიჭება. ამიტომ ამ თავში ჩვენ შევი– 
სწავლით გაფანტვის მატრიცის ანალიზურობის თვისებებს კომპლექსურ ენერგე– 
ტულ სიბრტყეზე და ვაჩვენებთ, თუ რა ფიზიკური შინაარსი შეესაბამება ამ მატ-- 
რიცის განსაკუთრებულობებს. 

საინტერესოა აღვნიშნოთ, რომ არანაკლებ მნიშვნელოვანია გაფანტვის მატ–- 
რიცის ანალიზურობის შესწავლის საკითხი კომპლექსურ მომენტთა სიბრტყეზეც. 

5I(M)-მატრიცი“ ანალიზურობასთან კომპლექსური მომენტის სიბრტყეზე ასევე 

საინტერესო ფიზიკური თვისებებია დაკავშირებული. მიუხედავად ამისა, წარმოდ–-. 

გენილ წიგნში 9,(#)-მატრიცის თვისებებს 1-კომპლექსურ სიბრტყეზე არ განეიხი-- 
ლავთ და დავკმაყოფილდებით მხოლოდ სპეციალური ლიტერატურის მითითე– 

ბით (281. 

§ 16. იოსტის ფუნქციები და მათი თვისებები 

რადიალური ფუნქციები, რომლებიც გარკვეულ სასაზღვრო პირობებს აკმა–- 

ყოფილებენ. კომპლექსური ენერგიის სიბრტყეზე გაფანტვის მატრიცის ანალიზუ- 
რობის თვისებების შესასწავლად მეტად ხელსაყრელია შრედინგერის რადიალური · 
განტოლების ისეთი ამონახსნების განხილვა, რომლებიც სპეციალურად შერჩეულ · 
სასაზღვრო პირობებს აკმაყოფილებენ. 
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შემოვიღოთ ჯერ ეს ფუნქციები 7=0 მომენტის შემთხვევაში. ამასთან, ქვე- 

მოთ 1=:0 ინდექსს ყველგან, წერის გამარტივების მიზნით, ჩამოვუშვებთ. დავწე– 

როთ შრედინგერის რადიალური ფუნქციების განტოლება 

"დიე, I 2007 CV) _ 

ძ,? +I#- I |«თ =:0, (46,1) 

სადაც #-ტალღური რიცხვია, 
ი __ 2)X 
(= “ნ. · (M>9) (46,2) 

პოტენციალური ენერგიის ნაცვლად ხშირაღ ვისარგებლებთ აღნიშვნით 

2ა1/ 6. 
VV) = 260). · (46,3) 

ცხადია, გაფანტვის მატრიცა დამოკიდებულია პოტენციალური ენერგიის ყოფა- 

ქცევაზე, ამიტომ ჩვენ შემოვისაზღვრებით პოტენციალთა გარკვეული კლასით, 

რომლებიც აკმაყოფილებენ შემდეგ ორ პირობას: 

თ 

იC) => | #I7თII-<თ, (46,4) 
0 

2 თ 2 
Xთ0=,; I 217 Cე | თ-< თ. (46,5) 

ი 

პირველი პირობა ნიშნავს, რომ IC) პოტენციალის სინგულარობა სათავეში ჯ--2-ზე 

სუსტია, მეორე პირობა კი გვეუბნება, რომ პოტენციალი უსასრულობაში ნული- 

საკენ მიისწრაფვის უფრო ჩქარა, ვიდრე »” 3. 

შრედინგერის რადიალური ფუნქციების (46,1) განტოლებას აქვს ორი წრფი- 
ვად დამოუკიდებელი ამონახსნი. მათი გამოხატულება დამოკიდებული იქნება ამო– 

ცანის სასაზღვრო პირობებზე. ცხადია, ამონახსნები /--ცვლადის გარდა დამოკიდე– 

ბული იქნება როგორც პარამეტრზე, ასევე #-ზეც. ამ დამოკიდებულების ხასიათი 

განისაზღვრება განტოლებითა და სასაზღვრო პირობებით. ამგვარად, შრედინგე– 

რის განტოლების ამონახსნი დამოკიდებული იქნება /;-სა და #-ზე, ე. ი. დ=Cდ(#, 7). 
ეს ამონახსნი დავუმორჩილოთ შემდეგ სასაზღვრო პირობებს: 

დ (7, 0) =9, სო =1. (46,6) 
, ”» I 

როცა #-ნამდვილი სიდიდეა, მაშინ შრედინგერის განტოლებაც ნამდვილია, და 

რადგან ასევე ნამდვილია (46,6) სასაზღვრო პირობებიც, ამიტომ დ(L,/) ფუნქ- 
ციაც ნამდვილ ფუნქციას წარმოადგენს. ამასთან, იგი დამოკიდებული იქნება #"-ზე, 

რის გამოც ტალღური ფუნქცია #-ს ლუწი ფუნქცია იქნება, ე. ი. 

დ(Mს 7)=6 (–-#/, ?). (46,7) 

ჩვენი მიზანია შრედინგერის რადიალური ფუნქციების ყოფაქცევის შესწავლა 
არა მხოლოდ ს-ტალღური რიცხვის ნამდვილი მნიშვნელობებისათვის, არამედ #-ს 

კომპლექსური მნიშვნელობებისთვისაც. ცხადია, ტალღური რიცხვის კომპლექსურ 
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მნიშვნელობებს, ისევე როგორც კომპლექსურ ენერგიას, ფიზიკური აზრი არა 

აქვს, მაგრამ ტალღური ფუნქციების თვისებების შესწავლით კომპლექსური ენერ- 
გიებისათვის, როგორც ამას შემდგომში დავინახავთ, შევძლებთ მნიშვნელოვანი 

ფიზიკური თვისებების გამოკვლევას. 

მაშასადამე, განვიხილოთ კომპლექსური ტალღური ვექტორის მნიშვნელო- 

ბები. მშრედინგერის (46,1) განტოლებაში 

თ I) 1)=#'–VC) (46,8) 

სასოულ #:-სათვის განსაკუთრებულობანი არა აქვს. პუანკარეს თეორემა კი გვეუბ- 

ნება, რომ თუ მეორე რიგის განტოლებაში შედის კოეფიციენტი. რომელიც ცვლა– 

დის გარდა დამოკიდებულია რაიმე პარამეტრზე და იგი ამ პარამეტრის მთელი 
ფუნქციაა, ხოლო სასაზღვრო პირობები ამ პარამეტრზე დამოკიდებული არ არის, 

მაშინ განტოლების ამონახსნი აღნიშნული პარამეტრის მთელი ფუნქციაა ცვლა- 

დის ნებისმიერი მნიშვნელობისათვის. 

მაშასადამე, პუანკარეს თეორემის ძალით დ(ჯ, კ) ფუნქცია, რომელიც აკმა- 

ყოფილებს (46,6) სასახღვრო პირობებს, კომპლექსური #-პარამეტრის მთელი 

ფუნქვია იქნება. ე. ი. იგი წარმოადგენს ანალიზურ ფუნქციას, რომელსაც კომპ- 
ლექსურ #-სიბრტყეზე არავითარი განსაკუთრებულობანი არ ექნება ნებისმიერი 
31–ისათვის. 

ახლა დავწეროთ ინტეგრალური განტოლება, რომელსაც აკმაქჟოფილებს 

C(L, ს) ფუნქცია. ე. ი. საჭიროა დავწეროთ (46,1) დიფერენციალური განტოლე- 
ბისა და (46,6) სასახღვრო პირობების ეკვივალენტური ინტეგრალური განტოლება. 

შრედინგერის განტოლება ფორმალურად შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც 

განტოლება მოცემული მარჯვენა მხარით 

“ი, #'დ0)= 4V), (46,9) I 
სადაც 

402=VVC) დC). (46,10) 

როცა 400=0 განტოლების ამონახსნი რომელიც (46,6) პირობას აკმაყოფი- 
1 

ლებს, იქნება -––- 51II /უ-; ამიტომ ინტეგრალურ განტოლებას ექნება ასეთი სახე: 
” 

817 #' ·- ' , I/ , , §%00/)=–––-+ | CC, I”; #) VC6-) 0, #) ძ;”. (46,11) ” 
0 

გრინის 690" ?%; #) ფუნქციას მოვთხოვოთ, რომ იგი ნული იყოს, როცა + >9?”. 

როგორც ვიცით, გრინის ფუნქცია დააკმაყოფილებს განტოლებას 

2 

| კა+M ) რი(?”, ს”; L)2= 9(”–/“), (1=C) (46,12) ” 

სადაც, CM, 50) ფორმულის თანახმად, დირაკის ფუნქცია შეგვიძლია წარმოვიდგი- 

ნოთ შემდეგ ფურიე ინტეგრალად: 

- „ 2%. == მფ) =– I 810 რ 516 თ ძთ; (46,13) 
ჯ 

0 
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მაშასადამე, გრინის ფუნქციისათვის მივიღებთ 

« 2 
7 ძე” 

(700, 1: #) = 

CC
 

1 

+”). 811) თ)” 811) თ,“ #თ = 

ა
 

  

უღ 

-2 12% 1) თ; თამ % შთ. (46,14) 

“ 0 

იმის მიხედვით, თუ რომელია მეტი ” და ჯ-ს შორის, ინტეგრალს ექნება ორი 

მნიშვნელობა: 
1 

(წედ', )”;1)=– + 80 7005 IV, "> (46,15) 

და ' 
1 

CI 0, I; #)-.– ჯ 005 #7" 510 /'. ს <7 (46,16) 

მაგრა? სასახღვრო პირობა მოითხოვს, რომ ს)” > ,-სათვის (700” ; #) -+0+ (46,15) 

ფორმულის თანახმად, ეს პირობა მოგვცემს §1»ი XC -C)”) =–-510 160-ე). მაშასა– 

დამე, გრინის ფუნქცია განისაზღვრება ფორმულით 

Cი(", 2; L)-= ++ ჩი), (46,17) 

ხოლო ინტეგრალური განტოლება ასე გადაიწერება: 

§10 ბ 
  დ( /)= +- 3. ს-ე) 009 დC, ს”) თ“. (46,18) 

იოსტის ფუნქციები |30). გაფანტვის დამახასიათებელი სიდიდეები განისა– 
ზღვრება დ(V, 1) ფუნქციის ყოფაქცევით დიდ მანძილებზე. ამიტომ ხელსაყრელია 

შრედინგერის განტოლების ისეთი ამონახსნების განხილვაც, რომლებიც გარკვეულ 

სასახღვრო პირობებს აკმაყოფილებენ უსასრულობაში. განვიხილოთ, მაგალითად, 

(46,1) განტოლების ისეთი /(#X, 7) ამონახსნი (1(=0), რომელიც აკმაყოფილებს 

შემდეგ სასაზღვრო პირობას უსასრულობაში: 

1IMი 0! #CI, „)=1. (46,19) 
„თ 

მაშასადამე, როცა „->+ <, თვით /(/,/) ფუნქცია დააკმაყოფილებს პირობას 

1Iი #(#, /)=6“ !. (46,20) 
„თ 

#09 )) ფუნქციას უწოდებენ იოსტის ფუნქციას. ნამდვილი /ჯ:-სათვის განტოლება 

ნამდვილია, ამიტომ თუ (46,19) სასაზღვრო პირობიდან ავიღებთ კომპლექსურად 
შეუღლებულს და შემდეგ მოვახდენთ #-> –– L შეცვლას, დავინახავთ, რომ შეს- 

რულებულია შემდეგი დამოკიდებულება: 

7-1, ე)პ=70ას ა). (46,21) 
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იოსტის ფუნქციების ინტეგრალური განტოლება (|29|). ახლა ვიპოვოთ ინტე- 
გრალური განტოლება, რომელსაც აკმაყოფილებს იოსტის ფუნქცია. ე. ი. საჭი- 
როა დავწეროთ (46,1) დიფერენციალური განტოლების შესაბამისი განტოლება, 

რომელშიც ჩართული იქნება (46,19) სასახღვრო პირობა. 

ერთგვაროვანი განტოლების ამონახსნები ტოლი იქნება #“!M. (46,19) პირო– 
ბის დასაკმაყოფილებლად უნდა შევარჩიოთ 0“! ფუნქცია. მაშასადამე, განტო- 

ლების ამონახსნი შეგვიძლია შემდეგნაირად წარმოვადგინოთ: 

C5 

#08 1)= 64 + I CC, ?”; 7) CC") 70), 1) თ”; (46,22) 
0 

როცა /=>-%, მაშინ მარჯვენა მხარეში მეორე წევრი (46,20) სასაზღვრო პირობის 
ძალით უნდა მოისპოს, ამიტომ გრინის CC, #'; #) ფუნქცია, როცა უჯ“ < ე, ნულის 

ტოლი უნდა იყოს. ამგვარად, 

თ 

#/Vა11)=ლ=CM–+ | C0“ 7”; #) CC) / (7, 4) რ“; (46,23) 
, 

რადგან სასაზღვრო პირობის მიხედვით CC0-, +”; #)=0, როცა ჟ#” <4, ამიტომ 

(46,16) გამოსახულებიდან §1LI ('--/") /= –– 810 60 –-+) L. ამგვარად, (46,15) ფორ- 

მულის შედეგად გრინის ფუნქციისათვის მივიღებთ 

, 1... , 
C C, ?'; #) = წყა, LC. (46,24) 

მაშასადამე, იოსტის ფუნქციისათვის საბოლოოდ გვექნება შემდეგი ინტეგრალური 
განტოლება: 

/დ ა=CM+4- წ «ი ხთ–ი ხლ /დე თ”. (46,25) 
.; 

იოსტის ფუნქციის ანალიზური თვისებები 16, 18). შევნიშნოთ, რომ (46,19) 

სასაზღვრო პირობა საშუალებას გვაძლევს იოსტის ფუნქცია განესახღვროთ მხო- 

ლოდ IIIL<0 არეში, ე. ი. #-კომპლექსური სიბრტყის ქვედა ნახევარში. ახლა 

ჩვენ დავამტკიცებთ, რომ ამ არეში იოსტის ფუნქცია ანალიზურია, ხოლო ნამდ– 

ვილ ღერძზე, ე. ი. IV1=0-სათვის-– უწყვეტი. 

დამტკიცების მიზნით შემოვიღოთ დამხმარე თუნქცია 

V(C/ ?)= 6!" /():, 21. (46,26) 

ცხადია, ეძია ა ფუნქცია აკმაყოფილებს სასაზღვრო პირობას 

ჰი 9 10==1. (46,27) 
„-თ 

ადვილად შევამოწმებთ, რომ (46,26) განმარტებისა და (46,25) განტოლების თა- 

ნახმად, 905 7) ფუნქცია დააკმაყოფილებს "შემდეგ ინტეგრალურ განტოლებას: 

თ 

900 =1 + | თარ–9 009090 >2 CV. (46,28) 
/



სადაც გრინის ფუნქცია განიმარტება ტოლობით 

1 –– გ-5Mჩ 

227: 

#0 ) ფუნქციის ინტეგრალური განტოლება ვოლტერას ტიპის ინტეგრალური 
განტოლებაა, ამიტომ იგი შეიძლება ამოვხსნათ იტერაციის მეთოდით. ამონახსნი 

წარმოვადგინოთ შემდეგი უსასრულო მწკრივის სახით: 

CV(#)= , #=)'–->0 (46,29) 

2 

9(L, 71= %) ძ«„(L, 7), (46,30) 

„მასთა5 ” 

#ყი(I, ?')=1, (46,307) 
ზხოლო 

თ 

'მი+) 0 71= | თ CI) VC) ძა0ს #). (46,3!) 
, 

ადვილად დავამტკიცებთ, რომ I#VIL< 0-სათვის (46,30) მწკრივი კრებადია. მართ– 

“ლაც. ნათელია, რომ 1V#L<0-სათვის ადგილი ექნება გრინის ფუნქციის შემდეგ 

"შეფასებას: 

_ | C»(X) | <7 CIVIL<0) (46,32) 
„თუ 'შემოვიღებთ აღნი შვნას 

თ 

0600= | თ””IVC9L (46,33) 
” 

„მაში§ თანმიმდევრობით შეგვიძლია დავამტკიცოთ, რომ: 

| 90(% 701 <1, (46,34) 

| ე, 2) | <. I რე” I | 770 )1ლ=C0C), (46,35) 
,” 

_--_-_.. 01) 
თი (I | თ” #09100C0=| 000=%“, (46,36) 

, 0 

დ 9, ვ 
| ძეძი 9 1< I რ) IVC.9) | 927) 9ოი. (46,37) 

1 ' 

"და ა. შ. საბოლოოდ მივიღებთ შეფასებას 

–_– რ». 0) . 

| წი+10» 2 | – (0-1)! 

როგორც ვხედავთ, (46,30) მწკრივისათვის მაჟთრანტულს წარმოადგენს 6ჯი(0C)1 

'მწკრივი, ამიტომ იგი თანაბრად კრებადი იქნება, თუ #X=0 წერტილში პოტენ- 

ციალი აკმაყოფილებს (46,4) პირობას. ამგვარად, (46,30) მწკრივის კრებადობა 

“შედეგია პოტენციალზე დადებული (46,4) პირობისა, ე. ი. რომ პოტენციალის 

სინგულარობა სათავეში სუსტია »-?-სთან შედარებით. ი(,,)) ფუნქციის ანალი- 

“ხხურობის დამტკიცებისათვის /;-ს მიმართ საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ ჯ#-თი წარ–- 
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მოებულების მიმდევრობა ასევე კრებადია თანაბრად და უწყვეტია #-ს მიპართ- 

ამისათვის ხელსაყრელია (46,28) განტოლება გავაწარმოოთ /:-თი. ამასთან, ინტეგ– 

რალის თანაბრად კრებადობის გამო ჯ-ს მიმართ ყოველ ჩაკეტილ არეში, რომე– 

ლიც X9XL<0 ნახევარ სიბრტყეს ეკუთვნის, გაწარმოების ოპერაცია შეგვიძლია. 

გადავსვათ ინტეგრაციასთან. გაწარმოებით მიღებულ ინტეგრალურ განტოლებაში 

შეგვიძლია კვლავ გამოვიყენოთ იტერაციის მეთოდი. მიღებული მწკრივის უწყვე-- 

ტობის დასამტკიცებლად მოვიქცეთ სრულიად ანალოგიურად იმისა, როგორც 
ზემოთ. განსხვავება იქნება იმაში, რომ #ჯ-თი გაწარმოების შემდეგ ინტეგრალქვეშ 

დამატებით გაგვიჩნდება ;” მამრავლი, ამიტომ კრებადობისათვის ახლა უკვე აუცი– 
ლებელი იქნება პოტენციალზე დადებული (46,5) პირობის შესრულება. 

ამგვარად, 0(L, I) ფუნქციის წარმოებულების უწყვეტობისათვის ნამდვილი # 
მნიშვნელობებით საჭიროა პოტენციალი აკმაყოფილებდეს როგორც (46,4), ისე 

(416,5) პირობას. 

ჩვენ დავამტკიცეთ, რომ იოსტის /(#, ,) ფუნქცია, რომელიც 00, ;) ფუნქ-- 
ციასთან დაკავშირებულია (46,26) ფორმულით, ანალიზურია მთელ კომპლექსურ 

ქვედა ნახევარსიბრტყეზე (”#IL< 0) და უწყვეტია არსი ღერძის გასწვრივ (7: =0):. 
შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ ზოგიერთ შემთხვევაში, როცა პოტენციალს ედება. 

უფრო ძლიერი პირობა, მაგალითად, 

2L დ 
ლ I ი) 1 1770.) | < თ, (46,39) 

09 

სადღაც « ნამდეილი და დადებითი რიცხვია, მაშინ იოსტის ფუნქციის ანალიზუ– 

რობის არეა IVII;< = ე. ი. არე გრძელდება ზედა ნახევარსიბრტყეში. 

გაფანტვის 65(;)-მატრიცის განმარტება იოსტის ფუნქციებით. კავშირი დ(V;, 7): 

ფუნქციასთან (30|. ზემოთ განხილული (46,1 9) სასაზღვრო პირობიდან ჩანს, რომ 

ანალიზურობის არეში, რომელიც ნამდვილ ღერძსაც შეიცავს, ადგილი აქეს პი-. 
რობას 

1100 ტ/4 #/მ%--#",0ე=1, (46,40). 
„-თ 

საიდანაც დავასკვნით, როომ 
1'(-L", ::= /CI, ))· (46,41)- 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ, თუ / (0, ») ფუნქციაში #-ს შევცვლით –-/-თი, მივილებთ 

განტოლების დამოუკიდებელ ამონახსნს. რადგან ვრონსკიანი არ არის დამოკიდე– 
ბული „«-ზე, ამიტომ /#(L, 7) და /(–X, +) ფუნქციებისათვის შეგვიძლია ვისარგებ– 

ლოთ მათი ასიმპტოტური მნიშვნელობებით )-= C-სათვის, ე. ი. /( +X, 1) =6 

ფუნქციებით. მაშინ 

V” I CL, 1), /(––1, 7)1= /(#, 13 1 (–-0, ))-–/C-–#, 1) / (M,ე)ლ=–2ს. (46,42). 

რადგან ვრონსკიანი ნული არ არის, ამიტომ /Cჯ, 1) და #(–#, 1) მართლაც დამო– 

უკიდებელი ამონახსნები ყოფილა შრედინგერის განტოლებისა (გარდა ჯ:=0 წერ- 
ტილისა!), ამიტომ ჩვენ მიერ შემოღებული დ(ჯL,)) ფუნქცია "'მეგვიძლია განვიხი– 

ლოთ როგორც წრფივი კომბინაცია 

დ(1, X)= 4#/CI, #)+ 133/(–-L, 7). (46,43)- 
პ2იე



კოეფიციენტები შეიძლება განისაზღვროს (46,6) სასახღლვრო პირობებით »=ე. 

წერტილში. ეს პირობები 4 და # მუდღმივების განსასაზღვოავად მოგვცემენ შემ– 

დეგ ტოლობებს: 
4/0ძს 00+18/C–0,0)=0, #47 '(L, 0)+ 9 /'(L. 00=1. (46.44) 

ამ ორი ტოლობიდან (46,42) ერონსკიანის მნიშვნელობის გათვალისწინებით 
#=0-სათვის მივიღებთ 

8=5- 45 -1+- /C, 0); (46,45) 
23/: 

გარდა ამისა, თუ შემოვიღებთ აღნიშენებს: 

#0ე=/Cა 0), წაკლიე ალი 0), (46,46)- 

მაშინ დ(ჯ, ჯ)-ფუნქციისათვის საბოლოოდ გვექნება 

1 · 
დ (,;, 1) = 29; (/0ე /-––ს ე)–-/-1) /თ ა. (46,47+ 

როგორც მოსალოდნელი იყო, ღ(--#, 1) --თდ(L, 1), ე. ი. იგი ლუწი ფუნვციაა. 
შევნიშნოთ, რომ (46,47) გამოსახულების გამოყენებით ადვილად ვაჩეენებთ ”მემ– 
დეგი ფორმულის სამართლიანობას: 

#0V0=VIV7/I/#VC;, 1"), დ(I, 1:)I. (46,48) 

#(C–10=1I1/7I#C–ჯ 1), დ(, /4)I- (46,49) 

#თე და #-ი იოსტის ფუნქციები დიდ როლს ასრულებენ გაფანტვის თეორიაში, 
რამდენადაც ისინი უშუალოდ დაკავშირებული არიან გაფანტვის 5(/ე)-მატრიცას- 

თან. მართლაც, ვიპოვოთ დ(ჯ,)) ფუნქციის ასიმპტოტური მნიშვნელობა დიდი: 

მანძილებისათვის; გვექნება 
(ხს. /თ. , I 

მიეულ=ლ- ი ."- თს. (46,50 

„დღი 2ს LL /#-)“ ) 
ამ გამოსახულების (23,17) გაფანტეის ასიმპტოტურ ფუნქციასთან შედარებით 

1=0 მდგომარეობისათვის მივიღებთ 

ასევე ცხადია, რომ 

ვ8ილ=-70 , (46,51) 
წელი"! 

ამ ფორმულიდან ნათელია, რომ §500-მატრიცის ანალიზური თვისებები #-კომპ– 

ლექსური ცვლადის მიმართ შეიძლება შევისწავლოთ ჩვენთვის უკვე ცნობილი 
იოსტის ფუნქციის ანალიზურ თვისებებზე დაყრდნობით. 

(46,51) ფორმულიდან ცხადია, რომ 

1 
5C-აჰ=-–-. (46,52) 

5 

დრეკადი გაფანტვის დროს 85(0:)=6X) (216(L)|, ამიტომ (46,52) ტოლობის გათვა– 
ლისწინებით გაფანტვის ჯ-ფაზისათვის გვექნება ფორმულა 

0(–I)=–2VCV, ((=0) (46,53) 

ე. ი. გაფანტვის ვ-ფაზა კენტი ფუნქციაა 7;-სი. 

2ა1



ასევე ცხადია, რომ ადგილი ექნება თანაფარდობასაც 

#0ე0=I70ე1|C4ბ0M), (46,54) 

“რომლის დამტკიცება ადვილია 5 = 0ჯი (2160)) განმარტების გამოყენებით. 

იოსტის ფუნქციების ინტეგრალური წარმოდგენები. ახლა გამოვიყვანოთ 

რამდენიმე მარტივი ფორმულა. ვიპოვოთ იოსტის ფუნქციის ინტეგრალური წარ- 
მოდგენა. ამისათვის საკმარისია (46,25) ინტეგრალურ განტოლებაში დავუშვათ 
-თ=0, მაშინ მივიღებთ 

#00=1 + –I §1ი #M- V C) / (ს, #) (V-. (46,55) 
'5 

როცა L-+ C, მაშინ ამ წარმოდგენიდან ჩანს, რომ /#C,)->1 და ფაზისათვის 

(46.54) ფორმულიდან მივიღებთ 6(C) =0. 

შეიძლება ვიპოვოთ ინტეგრალური წარმოდგენა დ (,)) ფუნქციისთვისაც. 

ამისათვის ვისარგებლოთ C(X, #) ფუნქციის (46,18) ინტეგრალური განტოლებით, 
რომელშიც გადავიდეთ ზღვარზე, როცა » –> თ. ამ განტოლებაში შემავალი სინუსები 

ექსპონენტებით წარმოვადგინოთ და კრებადი და განშლადი ტალღები ცალ-ცალკე 

დავალაგოთ. გვექნება 

დ მეკ)=–- 20; უთ 0+ +I“ 0-IM” ე 0.) დ(ს, ო)– 

„თ 

-Mც + IV ი” LC”) დ(ჯ, ა) , (46,56) 

0 

ახლა, თუ ამ გამოსახულებას შევადარებთ (46,50) ასიმპპტოტურ ფორმულას, მი– 
ჯვიღებთ შემდეგ ინტეგრალუო წარმოდგენას: 

#00=1 + I თ» 6- IM IC) დ(I;, 2). (46,57) 
0 

ამ ფორმულას შემდგომში გამოვიყენებთ. რაც შეეხება #/(–-X) იოსტის ფუნქციის 

წარმოდგენას, საკმარისია (46,57) ფორმულაში ექსპონენტი დადებითი ნიშნით 

ავიღოთ, რამდენადაც CV, 7) ლუწი ფუნქციაა :-სი. 

იოსტის ფუნქციები ნულისაგან განსხვავებული მომენტისათვის (31). ახლა 

„განვიხილოთ ნულისაგან განსხვავებული მომენტები, ცხადია, ამ შემთხვევაში უნდა 
გამოვიდეთ შრედინგერის შემდეგი განტოლებიდან: 

სე გ ყოფ 07 101) დ ა– =0. (46,58) 
ძა ჯ? 

“მოვითხოვოთ, რომ პოტენციალური ენერგია იმავე (46,4) და (46,5) პირობებს 

“აკმაყოფილებდეს. ჩვენ ვიცით, რომ, როცა 170, მაშინ (46,58) განტოლების 
"ზოგად ამონახსნს სათავის მახლობლად აქვს სახე 

დ, 6)= 4,4 + #, თ-–+0თ (46,59) -



საიდა:აც ჩანს, რომ საკიროა შეიცვალოს (46,6) სასაზღვრო პირობები, რადგან 
მათი დაკმაყოფილება შეუძლებელია. მოვითხოვოთ, რომ (46,58) განტოლების 

ამონახსნი აკმაყოფილებდეს შემდეგ სასაზღვრო პირობას სათავეში: 

(2(-+1)!! 11თ » I+Vთ, (I, //)=1. (46,60) 
0 

უსასოულობაში ამონახსნი იქნება ასეთი: 

110 დ, (I, 1ე)= 66 1 –- 70", (46,61) 
„-თ 

პუანკარეს თეორემის გამოყენებით ნათელია, რომ დ,(ს, ჯ) ფუნქცია ნებისმიერი 
1-ისათვის რომელიც აკმაყოფილებს (46,601) სასაზღვრო პირობას, 7:-ს მთელი 

ფუნქცია იქნება. 
ხელსაყრელია იოსტის ფუნქცია 1 „ 0 შემთხვევაში განვსახღვროთ შემდეგი 

სასაზღვრო პირობით: 

110) 6'”” #)(, 1) =1!. (46,62) 
#/'-–-თ 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ /,(L, ,) და /,(–-% თ) იოსტის ფუნქციები 
აკმაყოფილებენ პირობას 

III III 1), /I(–#, 1)1=(–-1)! 2; (46,63) 

მაშასადამე, ისევე როგორც 1=0 შემთხვევაში (როცა ჯ-#0), #08 +) და /,(–-M 7), 

'შრედინგერის განტოლების წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნებია. (46,59) ყოფა– 

ქცევის თანახმად, #,(,) იოსტის ფუნქციის განსაზღვრა /,(I, 0)-ით აღარ შეიძ- 
ლება. ამიტომ მისი განმარტებისათვის იყენებენ შემდეგ ფორმულას: 

_ (+)ყე! 
7#(9)= ი 0 (21-I) 

ასეთნაირად განმარტებული იოსტის ფუნქცია, როცა |#L|-> თ, ტოლია ერთისა 

და L=0 წერტილზე უწყვეტია. /,0) ფუნქციის განმარტება შეიძლება. ფორმუ- 
ლითაც 

#!02= MX VI” L/ IV თ), დ,(%, 1))- (46,65) 

შრედინგერის განტოლების დ,(,, 1) რეგულარული ამონახსნი შეგვიძლია წარმო- 
ვადგინოთ როგორც იოსტის ფუნქციების წრფივი კომბინაცია. ისევე როგორც 
1=0 შემთხეევაში, ად ადვილად დავამტკიცებთ, რომ 

დ, (I, 1.) = 1:I+1 ––IჯC- M) #IIL )--(-1# #IV.) #IC-, ”| (46,66) 

ვიპოვოთ ამ ამოსახულების ასიმპტოტური მნიშვნელობა დიდი 1-ებისათვის; 
ცხადია, 

  #IC+X, 1); (46,64) 

თია“ ლ ორალი შე იი!. (46,67) 
(,-თ ს" | ზ“– #:, 

“რომლის (23,17) ფორმულასთან შედარებით ვიპოვით კავშირს იოსტის ფუნქციებსა 
და გაფანტეის .9,0ე-მატრიცას შორის ნებისმიერი მომენტის შემთხვევაში 

_ წი 
5I (L · 
თ) #/– 

(46,68) 
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ხშირად, (46,62)-ის ნაცვლად იხილავენ სასაზღვრო პირობას 

11ი) ტ!' #,(L, 1=1; (46,69). 

ამ შემთხვევაში, ცხადია, “. 
17 I / (IV /3, #)(–-/, 1)) ·= 21, (46,70) 

იოსტის ფუნქციას კი განმარტავენ შემდეგნაირად: 

#I00=10ი (2+1) 7! #IL#, 7) (46,71) 

ან ეკვივალენტური გამოსახულებით 

#I0ე =M L#Iთ, ”, დ,(I, 2), (46,72) 

სადაც დ, „) შრედინგერის განტოლების რეგულარული ამონახსნია. ადვილად. 

ვაჩვენებთ, რომ ადგილი აქვს ტოლობას 

ზ, (ჯ, 1) = > (7-7 #,(6 0)-–-/,09/(-–#% 9). (46,73) 

თუ ამ გამოსახულების ზღვარს, როცა #-–> %, შევადარებთ (23,17) ფორმულას, 

მივიღებთ 

50ა=(C-))/ 90%. (46,74) 
წ-ი. 

აღსანიშნავია, რომ /,7(L,/) ფუნქცია ანალიზურია კომპლექსური 7;:-სიბრტ- 
ყის ქვედა ნახევარში და კომპლექსური ჯ:-სათვის აკმაყოფილებს ტოლობას 

#61, :0)= #05 1), (46,75) 

რომელიც 1=0 შემთხვევაში ემთხვევა (46,21)-ს და შედეგია (46,22) სასაზღვრო 

პირობისა. 

§ 171. იოსტის ფუნქციის კავშირი გაფანტვის ტალღურ 

ფუნპციასთან, გრინის ფუნქციასა და ფრედპჰოლმის 

დეტერმინანტთან 

იოსტის ფუნქციები დავაკავშიროთ ისეთ მნიშვნელოვან ფუნქციებთან, რო- 

გორიცაა გაფანტვის ტალღური ფუნქცია XI) (IL », გრინის სრული ფუნქცია, 

რომელიც გაფანტვის სასახღვრო პირობას აკმაყოფილებს და შმრედინგერის ინტეგ– 

რალური განტოლების ფრედჰოლმის დეტერმინანტთან, რომელიც აგრეთვე მწიშე– 

ნელოვანი სიდიდეა. 

სიმარტივისათვის ჯერ განვიხილოთ ნულოვანი მომენტის შემთხვევა 1-=0 და, 

როგორც საზოგადოდ შეთანხმებული ვართ, ჩამოვუშვათ 1=0 ინდექსი. 

ცხადია, ჩვენ მიერ შემოღებული დ (ჯ, #) რადიალური ფუნქცია გაფანტვის 
ამოცანას არ აღწერს, რადგან იგი აკმაყოფილებს არა გაფანტვის ამოცანის სასა- 

ზღვრო პირობებს, არამედ (46,6)-ს. მაგრამ ამ დ(;, 7) ფუნქციით შეგვიძლია გამო– 
ვეხატოთ გაფანტვის ამოცანის XC, 1) ფუნქცია, რომელიც გაფანტვის სასაზღვრო 

პირობას აკმაყოფილებს. აღნიშნულ კავშირს ადვილად დავამყარებთ, თუ ერთმა–- 
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ნეთს შევადარებთ ამ ორი ფუნქციის ასიმპტოტურ გამოსახულებებს დიდი «-ები– 
სათვიეს, (46,50) და (23,17) ფორმულების შედარებით მივიღებთ 

/I(XთI, 1) = #9 09 1) · (47,1) 

CM 

მართალია, ეს ფუნქციები ერთმანეთისაგან განსხვავდება მხოლოდ მუდმივი მამ- 

-რავლით, მაგრამ ეს მუდმივი დამოკიდებულია ენერგიაზე, ამიტომ იგი სრულიად 
ცვლის გაფანტვის ტალღური ფუნქციის ანალიზურ თვისებებს. სახელდობრ, იგი 

“აღარ არის ყველგან ანალიზური ფუნქცია იმ არეშიც კი, სადაც განმარტებულია 

#C-I) ფუნქცია, რამდენადაც /(–-/)=0 წერტილებში გაფანტვის ფუნქციას 
ექნება პოლუსები. 

ახლა დავაკავშიროთ იოსტის ფუნქციები გრინის სრულ ფუნქციასთან. გრი- 

ნის პარციალური ფუნქცია /=0-სათვის აკმაყოფილებს განტოლებას 

| აღი თ! თ 70-86 (47,2) 
ძე“ 

და სხვადასხვა სასაზღვრო პირობას ამოცანის ხასიათის მიხედვით. როცა )/ # >, 

გრინის ფუნქცია აკმაყოფილებს მეორე რიგის ერთგვაროვან დიფერენციალურ 

განტოლებას. როცა #=»#, გრინის ფუნქცია უწყვეტია, ხოლო მისი პირველი 

რიგის წარმოებული, როგორც ეს განტოლებიდან ჩანს, სასსრულ ნახტომს განიც- 

დის. მართლაც, თუ ავიღებთ ინტეგრალს ჯ-ით (47,2) განტოლებიდან მცირე 

()”–-5, I” +2) ინტერვალში, მივიღებთ: 

„+C 

I (+V-V თ | 6050 0-=1, 7,3) ; ძე“ 

საიდანაც გვექნება პირობა 

(926 2) – იი) =1. (7,4) 
ძ; ”+0 მ» „”-0 

გრინის ფუნქციას მოვთხოვოთ შემდეგი სასაზღვრო პირობების დაკმაყოფილება: 

იგი იყოს რეგულარული #=0 წერტილში, ხოლო უსასრულობაში შეიცავდეს 

განშლად ტალღას. ეს პირობები, თუ გავითვალისწინებთ Cდ(C,, 7) და / (#, 1) 

რადიალური ფუნქციების ყოფაქცევას მცირე და დიდ მანძილებზე, გვეუბნება, 

“რომ გრინის ფუნქციას უნდა ჰქონდეს შემდეგი სახე: 

CC", ”'' 1=C(, )) 6(M, 7“), ჯ<მ" (47,5) 

CC, )= #(-–- თ) უმის ს) 7 >? (47,6) 

· სადაც CV”) და »C) ჯერჯერობით უცნობი ფუნქციებია. მათი განსაზღვრისათვის 

ჩვენ შეგვიძლია გამოვიყენოთ გრინის ფუნქციის უწყვეტობის პირობა „+: წერ- 

ტილზე, სახელდობრ, ჯ=)” წერტილზე (47,5) და (47,6) გამოსახულებები ტოლი 

უნდა იყოს და ადგილი უნდა ჰქონდეს (47,4) პირობას. ე. ი. 

%(#, ;”) 609 #1= /C–#, ») ო0ს 1”), (47,7) 

0/ C– #1) სგ. (მზ?ი 1 -ც »_ 
| ო – | > | ო– (47,8) 
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პირველი ტოლობიდან განვსაზღვროთ :(ჯ, |) და შევიტანოთ იგი მეორეში, გვექ– 

ნება 

დ(;, |” )= "სოჭი, ე 4092 21 | _ 

„40 

(< (LX, 1) | #-სო L (7,9). 
ძ» „7-0 

გავითვალისწინოთ, რომ #(–#7,/) და დ(LM, 7) ფუნქციებს უწყვეტი წარმოებუ– 

ლები აქვთ და გამოვიყენოთ (46,49) ფორმულა; მაშინ ფიგურულ ფრჩხილებში- 

მოთავსებული გამოსახულება –- /(–-#)-ს ტოლი იქნება. ამის გამო უ და § ფუნქ– 
ციებისათვის მივიღებთ: 

907), „ცე #7C#7), (47, თ. 
#7-–ი #ჯ-_–ი 

მაშასადამე, გრინის ფუნქციისათვის მივიღებთ: 

თ» (#, 1)=– 

თუ მთრი/-სა, ,., <7 17,11). წელთ <7 (4 

, 0 >) #0) , 
0, კელ 777757), "> 47,12)- # CI, ? 7CM „>> ( 

ან # და /' სიდიდეების შემოღებით საბოლოოდ გვექნება: 

CL) ე „ა=–უღე ა 9 #2 /C-% >» (47,13) 
XL 

»+“ ნიშანი მიუთითებს იმაზე, რომ გრინის ფუნქციის ასიმპტოტიკა შეესაბამება 

განშლად ტალღას. 
თუ გავიხსენებთ (47,1) დამოკიდებულებას, გრინის ფუნქცია შეგვიძლია 

დავუკავშიროთ გაფანტვის ტალღურ ფუნქციასაც. მართლაც, (47,13) ფორმულის 
თანახმად, მივიღებთ 

ნრთე=-- + ჯორის #9 /C- I). (47,14) 

ახლა კი ვიპოვოთ კავშირი იოსტის ფუნქციებსა და ფრედჰოლმის დეტერ– 

მინანტს შორის. ამისათვის ხელსაყრელია პოტენციალური ენერგიიდან გამოვყოთ 
რაიმე 7 პარამეტრი 

2LV7 0) 
1? 

და გამოვიყენოთ / (0) ფუნქციის (46,57) ინტეგრალური წარმოდგენა დ (I, +) 
ფუნქციის საშუალებით 

=#VC) (47,15) 

#02 =1 +). I ძირ !'MყV06) დ (, 1), (47,16) 
0



სადაც %#((, 1), თანახმად (46,18) ფორმულისა, თავის მხრივ აკმაყოფილებს შემ–. 

დეგ ინტეგრალურ განტოლებას: 

81ი #- #' 
დ(V 91) = + 7 I Cთ900”, ჯ) VI") დძა X"”) რ)”- (47,17X. 

' 

ვიპოვოთ /(#) ფუნქციის წარმოებული 2-პარამეტრის მიხედვით, ამასთან გავი- 

თვალისწინოთ, რომ, (47,17) განტოლების თანახმად, C (/,)) ფუნქციაც 7.-ზე 

იქნება დამოკიდებული. გვექნება 

ძ/() 

თ -აIთი იცი მნი, ა თითს თაფლი. (47.18) 

ვიპოვოთ 2, ამისათვის (47,17) გავაწარმოოთ >-პარამეტრით, მივიღებთ 

2- რთ იყCდ-+X#6აV დ, (47,19) 

საიდანაც შეგვიძლია განვსაზღვროთ ლ ; გვექნება 

00-00 შ)-' თა ცდ. (47,20) 

თუ შემოვიღებთ გრინის სრულ ფუნქციას 

CთC=(1–-76C0V)1CV (47,21) 

მივიღებთ დამოკიდებულებას 

#9 ცყდ, 47,22 7. (0/L) ( ) 

რომელბიც შეგვიძლია შევიტანოთ (47,18) გამოსახულებაში; მივიღებთ 

990 _ | თ ''(M(1+2XV6) Vდ. (47,23) 
თ). ბ 

მაგრამ, თანახმად (46,28) განტოლებისა 1, 1+7#VV;=/ქ, ამიტომ (46,26) აღნიშვ- 

ნის ძალით საბოლოოდ გვექნება 

თ 

42 9) – თ /თ ა 0თ დC ი. (47,24) 
0 

ახლა გამოვიყენოთ (47,13) ფორმულა, მაშინ 

45“ =–-/(C- |65065 +) 00.) რ“, (47,25)· 
. 0 

1 (46,28) განტოლების თანახმად, # =1-–-7V0ა-წ6, საიდანაც წთ =(1--2L/Cა)-; გამოვიყენოთ 

ახლა (34,10) განტოლება; ადვილად ვაჩვენებთ, რომ C = 0ე(1–-2L/Cე)“ 1, ან 6=Cა6; მაშასადამე, 

#=1-+7/LV. 
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საიდანაც 

1 ძი/(–ე 

#- 90 ძი. 

რამდენადაც, როცა #=0, მაშინ /(–-/)=1, ამ გამოსახულების ინტეგრაციით 
„მივიღებთ ფოომულას 

=– 8§X6რ-%ჯე. (47,26) 

» 

#-ე=ლი | = 8§Vცოთი.|. (47,27) 
ი 

"თუ გავიხსენებთ, რომ გრინის სრული ფუნქცია აკმაყოფილებს განტოლებას 

(;1(2) = C/(2) +/.(ჯა(5)V (IL(5), (47,28) 

მაშინ (47,27) გამოსახულება ასეც გადაიწერება: 

#-ს-თა – I თა870 –#/0-M- | , (47,29) 
9 

საღაც #=C (00. წარმოადგენს გაფანტვის ამოცანის ინტეგრალური განტოლების 

გულს. დაბოლოს, თუ (47,29) ფორმულას შევადარებთ (#,84) გამოსახულებას, 

დავინახავთ, რომ ადგილი აქვს მნიშვნელოვან ფორმულას 

#/(C–71=4ძი. (47,30) 

ამგვარად, იოსტის /(– 1) ფუნქცია ემთხვევა გაფანტვის ამოცანის შრედინგერის 

ინტეგრალური განტოლების (#/,71) ფრედჰოლმის დეტერმინანტს. 
თანახმად (#. 83) ფორმულისა, /(–7) იოსტის ფუნქციისათვის გვექნება 

კიდევ ერთი მნიშვნელოვანი წარმოდგენა: 

L4
8%
 

#ჩ(–))= ბჯი I 
#5 

# ი
-
-
ა
 8 

X#ი (1) ი» ) , (47,31) 
#” 21 

სადაც #„ა=(C;% 'V)ა #-ური რიგის იტერირებული გულია. 

თუ გავიხსენებთ (#, 84) ფორმულას, მაშინ შეგვიძლია აგრეთვე დავწეროთ 

თ - 

#I(-9= II ც – ლუ , (47,32)   

თ" 

სადაც #»„() წარმოადგენს X-გულის საკუთარ მნიშვნელობებს. როგორც ვხედავთ, 
იოსტის ფუნქციას #=7/,» წერტილებში აქვს ნულები. 

ახლა განვიხილოთ ნულისაგან განსხვავებული მომენტების შემთხეევა. უპირ- 

ველეს ყოვლისა, აღვნიშნოთ, რომ ადგილი აქვს ფორმულას 

#I( – ეუ =ბ,ძე, (47,33) 

სადაც 2ბ2,0ე ფრედჰოლმის დეტერმინანტია; ამასთან, ამ ფორმულის გამოყვანის 

დროს უნდა ვიგულისხმოთ, რომ ინტეგრალური განტოლების გულს აქვს სახე 
#VVC., +)=6C%)C, 1)7 CV", (47,34) 

CM17(7, 1) გრინის ფუნქცია კი განისაზღვრება (28,17) ტოლობით. 

აძნ



თუ ერთმანეთს შევადარებთ (23,17) და (46,66) გამოსახულებების ასიმპტო- 
ტურ მნიშვნელობებს, ადვილად დავამყარებთ კავშირს გაფანტვის ფუნქციასა და 
დ,(9% „) ფუნქციას შორის ნებისმიერი I-ისათვისა გვექნება ! 

#I(– ე 
სრულიად ანალოგიურად იმისა, რაც გვქონდა 1=0-სათვის, ადვილად გამოვხატავთ 
გრინის სრულ ფუნქციას ნებისმიერი /-ისათვის, რომელიც შეესაბამება უსასრუ- 
ლობაში განშლად ტალღას, იოსტის ფუნქციის საშუალებით. გვექნება 

„ 
CI XI; ს I) –-–წ,ის ”-)/I((– ს />); (47,36) 

ჩ-ა" ' , 
ანდა, გაფანტვის ტალღური ფუნქციის გამოყენებით, შეგვიძლია დავწეროთ 

XIIძე იე) = (47,35) 

, 1 
CI" XI; ს #)=– +» #I XV, #-)/,(–19 +>). (47.37) 

გრინის ეს ფუნქცია აკმაყოფილებს განტოლებას 

8 
95 კ ,» (1) უც I CI) ML, თ #) = 8 –-») (47,38) 
ძ;? “ 1 

სასახღვრო პირობით, რომელიც შეესაბამება განშლად ტალღას უსასრულობაში. 

§48. გაფანტვის §-მატრიცის ანალიზური თვისებები 

"შევისწავლოთ გაფანტვის მატრიცის ანალიზური თვისებები კომპლექსურ # 

სიბრტყეზე. რამდენადაც ენერგია ტალღურ ვექტორთან დაკავშირებულია #= 
#57 I” 217: ფორმულით, ამიტომ კომპლექსური L-ცვლადის ზედა ნახევარსიბრტყე 

გადაისახება კომპლექსური ენერგიის მთელ სიბრტყეზე, ხოლო /, კომპლექსური 

ცვლადის სიბრტყის ქვედა ნახევარი უკვე უნდა განვიხილოთ როგორც რიმანის ზედა- 
პირის მეორე ფურცელი. ამასთან, როგორც წესი, ჭრილს ატარებენ არსი ღერძის 

გასწვრივ ნულიდან უსასრულობამდე. პირველ ფურცელს, რომელიც შეესაბამება 

1ML>0 მნიშვნელობებს, უწოდებენ ფიზიკურ თურცელს, ხოლო მეორეს––არაფი- 
ზიკურს. ფიზიკური ფურცლის სახელწოდება წარმოდგება იქიდან, რომ ტალღურ 
ფუნქციაში „IX, ;) გაფანტვის ამოცანის სასაზღვრო პირობას შეესაბამება სწორედ 

ჯ 
21%. 

გა ფანტვის 5/!(7)-მატრიცის (46,68) განმარტებიდან ნათელია, რომ 

5,(–/) 

  

(48,1)   
“ 5.) ' 

1 (46,69) სასაზღვრო პირობის «ემთხვევაში (47,35) გამოსახულების მარჯეენა მხარეზი დ:– 

1 (I I: 
გვიჯდება # 90Xი (+) მამრავლი, (<7,37)-ში კი 0ჯს (– %) · 

14 გ. პილაშვილი 9სი



საიდანაც, ისევე როგორც (| =0 შემთხვევაში, თუ გავიხსენებთ. რომ 5,(/:) =6XII(212,)»- 

მივიღებთ 

მ, –– 1)= –– 9,(#). (48,2): 

ასევე (46,68) და (46,69) ფორმულებიდან ცხადია, რომ 

1 
5 (00')ლ–-–--. (48,3)' 

' 5,ძა 

ნათელია, რომ ჯ9=/; შემთხვევაში, ე. ი. ნამდვილი ჯ;-სათვის, (48,3) ემთხვევა 
ფ-მატრიცის უნიტარობის პირობას §(') 9,=1. (48,ვ) ფორმულიდან ჩანს, რომ 

არს ღერძზე §I(7)-მატრიცის აბსოლუტური მნიშვნელობის კვადრატი ერთის ტოლია. 

5I/()-მატრიცის სიმეტრიის ზემომოყვანილი ფორმულები შეგვიძლია გამო–- 

ვიყენოთ მისი განსაკუთრებული წერტილების ურთიერთთანაფარდობის დასადგე-- 

ნად. ვთქვათ, კომპლექსური ჯ-სიბრტყის რაიმე #ა წერტილში #§I(X-)==თ,, მაშინ, 

(48,1) და (48,3) ფორმულების თანახმად, ადვილად ვიპოვით 85I1()-მატრიცის სა-- 
კოორდინატო ღერძების სიმეტრიულად განლაგებულ მნიშენელობებსაც; მართლაც, 

გვექნება: 
1 · · " 1 

5I(Iი)=0, 5 #0) == – 5,(–- #Mი)=0CI, 5I(7::) = –-. (48,4)· 
“, (/7) 

ასე რომ, თუ ვიცით #I(/)-მატრიცის სახე რომელიმე ერთ მეოთხედში, ადვი–- 

ლად ვიპოვით მის მნიშვნელობებს მთელ კომპლექსურ სიბრტყეზე რადგან 

· ..) 1 ოC))5/( – ჯე =|ი,? და 5,(– #)5I(I.) = 1” ამიტომ ვითარს ღერძზე 8,0)“ 
რ« 

ნამდვილი ფუნქციაა, ფაზა კი––წმინდა ვითარსი. 

გარდა ამისა, (48,4) ფორმულებიდან, თუ ავიღებთ თ,=0, გვექნება შემდე- 

გი: როცა 5I(-ი)=0, მაშინ 5)( ––- #:)=C, ე. ი. 8,-მატრიცას ცენტრის მიმართ- 

სიმეტრიულ წერტილში ექნება პოლუსი. ასევე ცხადია, რომ პოლუსი გგეექნება- 
XX. წერტილშიც, ხოლო –- ე: წერტილში -–– ნული. ამგვარად, არსი ღერძის. 

სიმეტრიულ წერტილებში ნული იცვლება პოლუსებით და პირიქით. ვითარსი. 

ღერძის სიმეტრიულად ნული ნულად რჩება, პოლუსი კი-––პოლუსად. 

ახლა გამოვიდეთ გაფანტვის ამოცანის ფიზიკური შინაარსიდან და გამოვი–- 

კვლიოთ, თუ რა განსაკუთრებულობანი შეიძლება ჰქონდეს გაფანტვის 9/,(0)-მატ- 

ოიცას კომპლექსური სიბრტყის ამა თუ იმ არეში. ამასთან, საკმარისია გამოვარ–- 

კვიოთ #V(7)-მატრიცის პოლუსების მდებარეობის საკითხი, რადგან ზემოთ დამტკი- 

ცებული სიმეტრიის ძალით ადვილად ვიპოვით მატრიცის ნულებსაც. 

დავამტკიცოთ მეტად მნიშვნელოვანი დებულება, რომ 510ე-მატრიცის პო- 

ლუსები ძევს კომპლექსური /);-სიბრტყის ქვედა ნახევარსიბრტყეზე ან ვითარს 

ღერძზე. 
განვიხილოთ სტაციონარული შემთხვევა, მაშინ გაფანტვის. რადიალურ ტალ- 

ღუო ფუნქციას ექნება შემდეგი სახე: 
! 

+)//. “ე"»! 

#V9)C., ეირი, , (48,5):, 
”



სადაც XI" 20, 1) გაფანტვის ამოცანის ტალღური ფუნქციაა, რომელსაც დიდ მან- 

ძილებზე, თანახმად (23,17) ფორმულისა, აქვს შემდეგი ასიმპტოტური გამოხა- 

ტულება: 

#ოფა= +-V ირ”) ყი (რი). ი> ა (48,6) 

რადგან ჩვენ ვსწავლობთ მატრიცის ანალიზურ თვისებებს კომპლექსურ /;-სიბრტყე– 

ზე, ამიტომ, ბუნებრივია, ენერგეტულ ფაზურ მამრავლს ამ შემთხვევაში გადამ- 

წყვეტი მნიშვნელობა ექნება. კომპლექსური 7;-სათვის ენერგიაც კომპლექსური 

იქნება. სახელდობრ, თუ /:=- I +9II, სადაც /, და #,. ნამდვილი რიცხვებია, 

მაშინ 

8=1%-01-- 44 27). (8,7) 
2ც, 

ცხადია, კომპლექსური ენერგიები არასტაციონარულ პროცესებს აღწერენ. ასეთი 

პროცესების ფიზიკური შინაარსის გარკვევას ჩვენ ქვემოთ კიდევ დავუბრუნდებით, 

ახლა კი ჩვენი ამოცანის გადასაწყვეტად გამოვიყენოთ კვანტური მექანიკის უწყვე– 

ტობის განტოლება, რომელსაც ინტეგრალური სახით აქვს შემდეგი ფორმა: 

მ ი 
119 ძI =(ჭ0, ძვ), (48,8) 

სადაც ინტეგრალები შესაბამისად აღებულია I -მოცულობაზე და ამ მოცულობის 

შემომსახღვრელ §-ფართზე. I-წარმოადგენს ალბათობის დენის ვექტორს 

I= 2. (სVა" –_ 4"წტ). (48,9) 
I 

ახლა, ვთქვათ, ,9/(I)-მატრიცას #=7:=X +129 წერტილში აქვს პოლუსი. 
მაშინ პოლუსის მახლობლად (48,6) ფორმულაში 0->+C "შესაბამის ასიმპტოტურ 
გამოსახულებაში) დაგვრჩება შემდეგი წევრი: 

- ნ, 
#21", 1) =(– გოზრა I წე MI” ჩ (;:=ჯL) (48,10) 

გამოვიყენოთ (48,8) უწყვეტობის განტოლება (48,10) ფუნქციისათვის. ამისათვის 

ვიგულისხმოთ, რომ X იმდენად დიდი მოცულობაა, რომ მის ზედაპირზე სამართ–- 

ლიანია (48,10) ასიმპტოტური გაშლა. თუ ამ დიდ მოცულობას წარმოვიდგენთ 
# რადიუსთან სფეროს სახით, მაშინ გვექნება 

ჯ 

წწ (MI I XI (#2 ჩI-+--| “თ I16-:-% ჩ) = 0. (48,11) 
0 

ამ ტოლობის დაკმაყოფილება კი, ცხადია, მაშინ შეიძლება, როცა ან #,=0, ან 

7,<0. მაშასადამე, 5)0)-მატრიცის პოლუსი ძევს ან ვითარს ღერძზე, ან ქვედა 

ნახევარსიბრტყეში. 

ამგვარად, თუ #5V/(L)-მატრიცას აქვს პოლუსები, მაშინ ისინი განლაგებული 
იქნებიან IIXL<0 არეში ან ვითარსი' ღერძის დადებით მიმართულებაზე. ე. იჯ 
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1XX>0 არეში პოლუსი მხოლოდ და მხოლოდ ვითარს ღერძზე შეიძლება იყოს 
მოთავსებული. ზემოთ დამტკიცებული სიმეტრიის თვისების გამო შეიძლება დავა- 
სკვნათ, რომ §5)0ე-მატრიცის ნულები მხოლოდ ვითარსი ღერძის უარყოფით ნაწილ- 
ში შეიძლება მდებარეობდნენ. გარდა ამისა, თუ 8) (0)-მატრიცის პოლუსი, რომ- 

სახ ელიც არ მდებარეობს ვითარს ღერ- 
ძზე, იმყოფება 7X#M<0 ნაწილში, 

C 49 მაშინ 5I1(L)-მატრიცას იმავე ნახევარ– 

4 | ბმული მდგ. სიბრტყეში ექნება პოლუსი ვითარ- 

| I სი ღერძის სიმეტრიულ წერტილში. 
1 1 ამ პოლუსებს “შეესაბამება ნულები 

ი % არსი ღერძის სიმეტრიულ წერტი- 
1 ოეუელლ ლებში. 
! L 10! | ს I#9ი# ამგვარად, 7)! > 0 არეში 5I(/:) 
I ევ. ( მატრიცის პოლუსი აუცილებლად 

6C--C+11+-- «9 ვითარს ღერძზე ძევს, ნულები კი 
LI I ყველგან შეიძლებ» შეგვხვდეს, ოღ- 

"დ! ' კვაზისტაციონარ- ონდ ისინი ა.ცილებლად წყვილ- 

| ული მდგ. წყვილად უნდა დალაგდნენ ვითარსი 
I ღერძის სიმეტრიულად. რაც შე- 

_) ეხება ქვედა  ნახევარსიბრტყეს 

C:##<0), აქ ნულები განლაგებუ- 
ნახ. 9. ლი იქნება მხოლოდ ვითარს ღერძზე, 

“-აღნიშნაეს 5/-მატრიცის პოლუსს, ხოლო პოლუსების მდებარეობა კი ნებისმიე– 
9-–ნულს. რია, ოღონდ ისინი უნდა შეგვხვდნენ 

წყვილ-წყვილად ვითარსი ღერძის 
სიმეტრიულად. რადგან III >0 ნახევარსიბრტყეს შეესაბამება ენერგეტული ზედა- 

პირის ფიზიკური ფურცელი, ამიტომ შეგვიძლია დავასკვნათ, რომ როცა ფიზიკურ 
ფურცელზე 5/(#)-მატრიცას აქვს პოლუსი, მისი შესაბამისი ნული «უკვე არაფი- 

ზიკურ ფურცელზე იქნება მოთავსებული. ასევე პოლუსები /1I<0 ქვედა ნახე- 

ვარსიბრტყეში წარმოადგენენ პოლუსებს რიმანის არაფიზიკურ ფურცელზე (30, 34). 

  

§ 49. ბმული მდგომარეობები და გაფანტვის 5-მატრიცა 

ნამდვილი ტალღური რიცხვებისათვის §I(7)-მატრიცა აღწერს გაფანტვის ამო– 
ცანას. ამ შემთხვევაში არც ერთი ნამდვილი 0 -“ ,”» C2 მნიშვნელობისათვის იოს- 

ტის /,(L)-ფუნქცია არსად ხდება ნულის ტოლი. 

3I,0)-მატრიცას განსაკკუთრებულობანი შეიძლება აღმოაჩნდეს მხოლოდ X;-ს 

კომპლექსური მნიშვნელობებისათვის. ამასთან რამდენადაც იოსტის ფუნქციები 
განსაზღვრული გვაქვს ჯ-ს ·კომპლექსური მნიშვნელობებისთვისაც, ამიტომ 

ჩო. 

# # –”. 

მატრიცა განსაზღვრულია მთელ კომპლექსურ X-სიბრტყეზე. 
ქვემოთ ჩვენ ვაჩვენებთ, რომ §/(/)-მატრიცის საშუალებით შეგვიძლია ვიპო– 

ვოთ სისტემის ბმული მდგომარეობებიც. 

ა1ა 

5IV) = (49,1)



გავიხსენოთ გაფანტვის ტალღური ფუნქციის ასიმპტოტური გამოსახვლება 

V#!L/: : -((ი- ((სV-#2 #00) _ _!. L '( 2) 90 (C 2); (0-–>“) (49,2) 
M” 2/ე- 

თუ #-3%თ, სადაც თ>0, ე. ი. IV/”<0 მნიშვნელობებისათვის /§5/(/)-მატრიცა 
ნულია 

M(- თ) --0, (49,3) 
მაშინ ტალღური ფუნქცია 

XC-- 10, 7)=60)§5ხ C “, (49,4) 

რომელიც კლებულობს როგორც ექსპონენტა „-> თ ”შემთხვევაში, წარმოადგენს 

კვადრატულად ინტეგრებად ფუნქციას და შეესაბამება ბმული მდგომარეობის ტალ– 
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ღურ ფუნქციას -- 9 ენერგიით. 

შეიძლება ვიფიქროთ, რომ #§/(ჯ)-მატრიცის ყველა ნული ბმულ მდგომარეო– 

ბას განსაზღვრავს, მაგრამ, სამწუხაროდ, როგორც ამას ქვემოთ დავინახავთ, ეს 
ასე არ არის; მართლაც, თანახმად (49,1) ფორმულისა, /= – თ მნიშვნელობი- 

სათვის 

· (,(––ჯთ 
5I(–-1თ)=-..“---–, (თ»>0) (49,5) 

' 7 09) 
ამიტომ 8/,-მატრიცა ნული შეიძლება გახდეს, როცა #,(-– 17) =0, იმ პირობით, რომ 

+#)(6თ) # >. (49,6) 

თუ /,06თ)=Cთ, ხოლო /,( თ) სასრულია, მაშინ მატრიცას გარეშე ნული აქვს, 

რომელიც შეიძლება ბმულ მდგომარეობას არ შეესაბამებოდეს. გარდა ამისა, ბმულ 
მდგომარეობაში 8,(–-+თი) ასევე შეიძლება არ გახდეს ნული, როცა #,(–-1თ) და 
#,70თ) ორივე ნულის ტოლია. ამ ზედმეტი ნულების მოშორება შეიძლება პო- 

ტენციალის ჩამოჭრით ნებისმიერად დიდ მანძილებზე. საილუსტრაციოდ განვიხი- 
ლოთ გაფანტვა ექსპონენციალური პოტენციალური ორმოთი 

M(0)= – M”ი 0 ”/0. (49,7) 

ასეთ ორმოზე გაფანტვა იძლევა სწორედ 800-მატრიცის გარეშე ნულებს 1=0 მდგო- 
მარეობაში; როგორც ვიცით, თანახმად (45,2) ფორმულისა, გაფანტვის მატრიცა 

ტო: ი ი 6 ა ლი იქნებ -Mი I(1-++თ) _Mა(8)_ 
50) = (> ) 

ა 10 ი) V-,ა8 ” 
სადაც 

თ = 2/Xი, 8 = 2ხ)ა, ს'= 20% , (49,9 
ჯ? 

ახლა გამოვარკვიოთ #=–-ჯCთ-სათვის რა პირობებში ხდება ნული 5(--ჯთ). ცხადია, 

ეს შეიძლება მოხდეს შემდეგ ოთხ შემთხვევაში: 

ძ'9=”ა (8) =0, (49,10) 

IX1-L2თ-)=0, (49,11) 

ძ -:-ი,, (8)==თ, (49,12) 

IXV1 –– 2თ#-)= CC; (49,13) 
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პირველი განტოლება ემთხვევა (13,7) საკუთარი მნიშვნელობების განტოლებას, 

რომელიც ნამდვილად განსაზღვრავს ბმული მდგომარეობის ენერგიებს. (49,11) და 
(49,12) განტოლებებს დადებითი თ-სათვის ამონახსნები არა აქვთ. რაც შეეხება 

(49,13) განტოლებას, მას ექნება ამოხსნა, როცა 2>%7-= 1, 2, 3,..., მაგრამ როგორც 

გაფანტვის (13.18) ფუნქციიდან ჩანს, ამ შემთხვევში ტალღური ფუნქცია იგი- 
ვურად ნული ხდეაა და, მაშასადამე, აღნიმნული ჩული გარეშე ნულია; იგი ბმულ 

მდგომარეობას არ განსაზღვრავს (32,331), 

როგორც ვხედავთ, გარეშე ნულების გაჩენაზე პასუხისმგებელია #,(–7ე 

იოსტის ფუნქცი, რომლის პოლუსებსაც შეესაბამება 8,(/)-მატრიცის ნულები, 

რომლებიც ბმულ მდგომარეობას არ განსაზღვრავენ. გარეშე ნულები არ ჩნდება 

იმ შემთხვევაში, როცა /,() იოსტის ფუნქცია რეგულარულია მთელ X-სიბრტყე- 

ზე. ასეთი მდგომარეობა ხორციელდება მხოლოდ მაშინ, როცა პოტენციალური 

ენეოგია აკმაყოფილებს (46,39) პირობას, ე. ი. როცა პოტენციალურ ენერგიას 

სასრული ქმედების რადიუსი აქვს. ამ შემთხვევაში 5/0)-მატრიცას გარეშე ნულები 

არა აქეს. აქედან კი გამომდინარეობს გარეშე ნულების ჩამოშორების პრაქტიკუ- 
ლი მეთოდი. საჭიროა პოტენციალი ჩამოიქრას ნებისმიერად დიდ მანძილზე. 

ამგვარად, მივიღეთ მნიშყნელოვანი შედეგი: ბმული მდგომარეობის ენერგია 

განისაზღვრება 57/0ე-მატრიცის ნულებით უარყოფით წარმოსახვით ღერძზე ან, რაც 

იგივეა, ზემოთ დამტკიცებული სიმეტრიის თვისებით, §,(,)-მატრიცის პოლუსებით 

დადებით ვითაოს ღერძზე, როცა პოტენციალს სასრული ქმედების რადიუსი არა 

აქვს, მაშინ, მართალია, შესაძლებელია გარეშე არაფიზიკური ნულების გაჩენაც, 

მაგრამ მათი ჩამოშორება შეგვიძლია პოტენციალის ჩამოჭრით რაიმე სასრულ მან- 

ძილზე, რომელსაც ბოლოს უსასოულობისაკენ მივასწრაფებთ. 

როცა #V(/)-მატრიცას ნული აქვს #„= –-?, წერტილზე, მაშინ #,(-–1თ,)=9, 

რაც, (46,47) ფორმულის თანახმად, ნიშნავს, რომ /(C – §თ, 7.) ფუნქცია პროპო- 

რციელია დC(––-7თ, )) ფუნქციისა 

#C- 29%, 9)=C67ი C(– 2%ი, 2), (49,14) 

სადაც C„ მუდმივია,, ხოლო #=1, 2, 3,..., რადგან დიდი მანძილებისათვის 

#C-– 19, 01) –– 6X1) (– თ,)), ხოლო #=0 წერტილზე დ=0, ამიტომ დ (– თ, 

წარმოადგენს კვადრატულად ინტეგრებად ფუნქციას, რომელიც შეესაბამება ბმულ 

მდგომარეობას ენერგიით | 
2 

თ, L”.   

ახლა ვაჩვენოთ, რომ 1:2=-( –– (X,)1== –– თ2 ნამდვილი სიდიდეა. ამისათვის 
დავწეროთ შრედინგერის რადიალური ფუნქციების (46,58) განტოლება ჯც-სათვის 

და გავამრაელოთ ; (L,,#)-ზე. შემდეგ დავწეროთ განტოლება დ; (ს, ,) ფუნქციი- 
სათვის, რომელსაც გავამრავლებთ დ,(Mი, 7)-ზე. შემდეგ ეს ორი განტოლება ერთ– 
მანეთს გამოვაკლოთ. შედეგად მივიღებთ 

1. ა 
+ II (C,(/ი, 22, დ? (ს, 23) = 277 17:21 დ,(%,, 1) I“ (49,15) . 

დI(ML», ?) და CI (7, 1) =ჯ,(0I, +) წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნებია, ამიტომ 

ვრონსკიანი იქნება მუდმივი. აქედან ·გამომდინარეობს 

197 | დ,(#V, ?) )1:=0, (49,16) 
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საიდანაც დავასკვნით IXIII2=0, ე. ი. #2 ნამდვილია. ვაჩვენოთ, რომ იგი უარყო- 

ფითია. დავუშვათ საწინააღმდეგო და ვთქვათ, რომ #2>0. მაშინ ჯ„ არსი იქნე- 

ბოდა. მაგრამ არსი #,-ისათვის /(:,„) არ შეიძლება ნული იყოს; მართლაც, რად- 

გან შესრულებულია ტოლობა /%--I/I, 1)= /,(Lა, 1), ამიტომ ნული გახდებოდა 
#C-Xი) იოსტის ფუნქციაც, ხოლო (46,47) ფორმულის თანახმად, ასევე გვექნე– 
ბოდა C(L, ))=0, რაც დაუშვებელია (46,6) სასაზღვრო პირობებით. ამიტომ 

#00 ზეიძლება ნული გახდეს მხოლოდ 7:< 0 მნიშვნელობებისათვის, ე. ი. /# (#) 

ფუნქციის ნულები მდებარეობენ 7):(<0 ნახევარსიბრტყის ვითარს ღერძზე 

ა)ელ რე. 

ახლა ვიპოვოთ (49,14) გამოსახულებაში შემავალი ნორმირების C, კოეფი- 
ციენტი (61). ამისათვის საკმარისია (49,14) შევიტანოთ (46,47)-ში და გავითვალის– 

წინოთ, რომ #/(–2C,)=0, მაშინ მივიღებთ 

2თა . 

#Cთი)” 
„მაშასადამე, ბმული მდგომარეობის ასიმპტოტურ ფუნქციას ექნება შემდეგი სახე: 

Cა=- (49,17) 

დ ლ "თა, ”– =– #C0C,) 6 “რი. (49,186) 
„.თ 2თ 

გამოვარკვიოთ შეიძლება თუ არა =0 წერტილი 1--0 მდგომარეობაში 

"გვაძლევდეს ბმულ მდგომარეობას. თუ /00=0, როცა #=0, მაშინ, ნაცვლად 

(49,14) ფორმულისა, გვექნება 

#(0, :1)=06C(9, 7). (49,19) 

-როცა »-> დ, მაშინ /(0, )) –>1 და C(0, /) არ იქნება კვადრატულად ინტეგრე- 

ბადი. მაშასადამე, 7=0 შემთხევევაში /#=0 არ იძლევა ბმულ მდგომარეობას. შეე– 

ნიშნოთ, რომ, 1=0 მდგომარეობისაგან განსხვავებით, 1760 შემთხვევაში ჯ=0 

შეიძლება განსაზღვრავდეს ბმულ მდგომარეობას. 

ახლა დავამტკიცოთ მნიშვნელოვანი დებულება, რომ /I1(;)-ფუნქციის ნულები 

-ს=სე=--7თ», წერტილებში მარტივებია. ამისათვის გამოვიდეთ (46,72) ფორმუ–- 

“ლიდან 

#I00=V/ L7/ ICC 2), დ,(L, 272), (49,20) 

«იგი გავაწარმოოთ ით და “შემდეგ ჩავსვათ 7 =7#:; „გვექნება 

07; (ჯი) ძ/ იდ, 
471187) ყი | 42, IM | /,, =#ჩ I. (49,21) 
ი | თე) ით. 

„ვისარგებლოთ (49,14) ფორმულით; გეექნება 

ძ/ (ს) = 1 M9M” ძ/ (20 ა , ჩინი, ა + 

ძა Cი რ 

(49,22) –“–C6Cი VMV წ. ?), ძის ი) 2) · 
ძი 

  

1 იხიღეთ ს. LLსI0 109, 16009 იმCლ6იII9M 80»ხ M MმCIVILს M., 1969, გვ. 349. 
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მეორე მხრივ, /I,(წ, „) და «/(7, ) ფუნქციები აკმაყოფილებენ შრედინგერის გან- 

ტოლებას; ამასთან, დჯ(წ, ) ფუნქცია წერტილში #=0 ნულის ტოლია, ხოლო. 
7I(წი, ”) უსასრულობაში ექსპონენციალურად ისპობა; ამიტომ ადვილად ვაჩვე– 

ნებთ, რომ 

” (დ,(–, ი, დ,(”,, )=(-–-ჩი | %,C“, 2) დI(/ი, ”) თ, (49,23); 

0 

VII 1/ ICC 7), / (ჩი ?015=(M”-– #1) I #)(8 #) #I(ჩი, #) თ”. (49,24)- 
,” 

ეს გამოსახულებები გავაწარმოოთ #2?-ით და შემდეგ გადავიდეთ ზღვარზე, როცა. 

M”=#ე. მიღებული გამოსახულებების (49,22)-ში შეტანით მივიღებთ 

ძ“/, (ჩი) – ჯ ჰ. წ! 1 ს ი 7 ' 

თ –I9. | დ7(Mი, 1) C- 15. I #1(ჩი, 1) ძა“ | ; (49,25X 

გავითვალისწინოთ (49,14) ფორმულა; მაშინ 

რთ/I(ჩ,) ; ,',? , 
ვენი=– თ რ» თ/(ჩი " 1+ 

= | (შრის 
თ ” თ 

თ LV" დI(ჩი, 7 =- Cთი IVI(I,, 2) თა". (49,26), 

, · 9 

ეს უკანასკნელი ასეც შეგვიძლია გადავწეროთ: 

ით 

მნი _ ა. თ | #- 91%, ”). (49,27X» 

წ/ ბ 

რამინ = ძ/.(ჩ,) 
დენადაც Cე 5-0, ხოლო C,(ჩ,, )) ნამდვილია, ამიტომ წარმოებული “ 7. 

ნულისაგან განსხვავებულია; საიდანაც დავასკვნით, რომ //(#) ფუნქციის ნულები 

I,(#<0 არეში მარტივებია. 

ახლა მოვახდინოთ ბმული მდგომარეობის ფუნქციის ნორმირება. ბმული: 

მდგომარეობის ფუნქცია აღვნიშნოთ X„,ტლე-ით. ცხადია, 

ყრით) =40ი/) დ,(–-:თ,, ?)- (წე=-–--?რთი) (49,28). 

ნორმირების 4, მუდმივი განისაზღვრება პირობით: 

IV” 02 ძ,=–1. (49,29) 

ამ ფორმულაში შევიტანოთ (49,28) გამოსახულება და გავითვალისწინოთ (49,27); 

გვექნება 
4? 1 X821(29, = 8 1. 49,30» „I 2ჩ, C, მ ( 
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C» მუდმივის (49,17) ფორმულის გათვალისწინებით კი საბოლოოდ მივიღებთ 
9 

V=- იი | _ (47.3))- 

/V 66,) |“ი=“ა IC) 
რთი 

შევნიშნოთ, რომ ბმული მდგომარეობის #9) ფუნქცია შეგვიძლია გამოვხატოთ 

იოსტის /#I(--თ,, ;) ფუნქციითაც. ცხადია, ადგილი ექნება დამოკიდებულებას 

#იჯ0) = 8! /I(--ათი, ?). (49,32) 

თუ გავითვალისწინებთ (49,14) და (49,28) ფორმულებს, მაშინ მივიღებთ 

81,=4#= _ #0“) _ . (49,32)- 
C ძ/,(–1თ,) 

ძი 

რადგან გაფანტვის მატრიცის განმარტებით 

ა,ი00=(–-1)! “სი , (49,34) 

წკაელი! 

ამიტომ ნაშთთა თეორიის გათვალისწინებით (49,33) ფორმულიდან გვექნება 

ა (–-1# ჩე ' 

I-ი. ძ 5'(-) ძ/”, (49.35- 

სადაც კონტურად აღებულია მცირე რადიუსის წრე, რომელიც მარჯვენა მიმართუ- 
ლებით გარს უვლის #„=1თ, პოლუსს. (49,35) დამოკიდებულება ამყარებს პირ- 

დაპირ კავშირს ბმული მდგომარეობის ნორმირების კოეფიციენტსა და გაფანტვის 

3I(-)-მატრიცას “მორის. 

ამგვარად, როგორც ვხედავთ, გაფანტვის 5V/(-)-მატრიცის საშუალებით ძეგ– 
ვიძლია აღვწეროთ არა მხოლოდ გაფანტეის ამოცანები, არამედ ბმული მდგომა– 
რეობებიც. ამასთან, ბმული მდგომარეობის აღწერისას 5I7(წ)-მატრიცას შეიძლება 

აღმოაჩნდეს გარეშე ნულები, მაგრამ ყოველ ცალკეულ კონკრეტულ “შემთხვევაში 
ამ ნულების ჩამოშორება დიდ სიძნელეს არ წარმოადგენს. 

§ 50. ვირტუალური და კვაზისტაციონარული -დონეები 

ჩვენ შევისწავლეთ გაფანტვის 5(#)-მატრიცის ანალიზური თვისებები და ვაჩ- 
ვენეთ, რომ მისი განსაკკუთრებულობანი მდებარეობენ კომპლექსური #-სიბრტყის 

ქვედა ნახევარში, ან ზედა ნახევარსიბრტყის ვითარს ღერძზე. ამასთან, აღმოჩნდა, 
რომ ზედა ნახევარსიბრტყის ვითარს ღერძზე განლაგებულ პოლუსებს სისტემის 

ბმული მდგომარეობები შეესაბამება. საინტერესოა გამოირკვეს რა ფიზიკური ში- 

ნაარსი აქვთ §5(/)-მატრიცის ნულებს დადებით ვითარს ღერძზე (მათ, როგორც 

ვიცით, შეესაბამებათ პოლუსები უარყოფით ვითარს ღერძზე) და §5(/)-მატრიცის 
პოლუსებს ქვედა ნახევარსიბრტყეში, რომლებიც ვითარს ღერძზე არ მდებარეო- 

ბენ. სიმარტივის მიზნით შემოვისაზღვროთ 1=0 შემთხვევით (34|. | 

ჯერ განვიხილოთ შემთხვევა, როცა §5(ჩ”)-მატრიცის პოლუსი ძევს X»# <0 · 

სიბრტყის ვითარს ღერძზე, სიმეტრიის თვისებით მას შეესაბამება §(#)-მატრიცის · 
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“ნული ვითარსი ღერძის დადებით მიმართულებაზე. #5 (#)-მატრიცის პოლუსი 

IXXIX<0 სიბრტყის ვითარს ღერძზე აღვნიშნოთ #„=–-43, (8„>>0). მაშინ 18„-წერ– 

ტილში 5(03ეე)=0 და (46,47) ფორმულის თანახმად, რადიალური ფუნქციის 

ასიმპტოტური მნიშვნელობისათეის ”#-–> => დროს გვექნება 

დ(––/3,, ))=000566 ”” (50,1) 
მაშასადამე, ფუნქცია ექსპონენციალურად იზრდება და მისი ნორმირება შეუძლე- 

ბელია. მდგომარეობას, რომელიც განისაზღვრება 5(0)-მატრიცის ნულით ვითარსი 

ღერძის დადებით მიმართულებაზე, უწოდებენ ანტიბმულ ანდა ვირტუალურ მდგო- 

მარეობას, ვირტუალური მდგომარეობის ენერგეტული დონეები განისაზღვრება 

ფო“–მულით 
982: 

ჰხა= _ა% · (50,2) 

2, 

ოოგორც ვიცით, III#<0 არე შეესაბამება რიმანის ენერგეტული ზედაპირის 

მეოოე, ე. ი. არაფიზიკურ ფურცელს. ამიტომ შეგვიძლია დავასკვნათ, რომ ვირ- 

ტუალურ დონეებს შეესაბამებათ §(#)-მატრიცის პოლუსები არაფიზიკურ ფურ- 

ცელზე.. 
კ ვირტუალური მდგომარეობის საილუსტრაციოდ განვიხხილოთ ორი ნუკლო- 

ნის გაფანტვის ამოცანა მცირე ენერგიებზე. რადგან ენერგია მცირეა, ამიტომ მცირე 

იენება ბ,„-იც. ამის გამო იოსტის /(/) ფუნქცია 'შეგვიძლია გავმალოთ 28, ხარის- 
ხების მწკრივად და შემოვისაზღვროთ პირველი წევრით. გვექნება 

#00= -2I(C--23,)+-...+; (50,3) 

აწასადამე, 5(-)-მატრიცისათვის მცირე ენერგიებზე მივიღებთ გამოსახულებას 

8(0(0= Iრ _ M1L% , 

X-ს ბია 

'თუ გავიხსენებთ (23,19) და (23,281 ფორმულებს, გვექნება შემდეგი დამოკიდე– 
ტულება: 

(50,4) 

  

  

ჩ 068 6(/) =ჩ„, (50,5) 

“ხოლო- გაფანტვის ინტეგრალურ განივკვეთს ექნება სახე 

4ჯ 
ა (წ)= · (50,61 

ჩ” + 81 

“როცა ენერგია ნულისაკენ მიისწრაფვის, მაშინ 

ფ()(0)= 45 _ 4Xს. , (50,7) 
ზს 2 

„მაშასადამე, თუ ვირტუალური დონის ენერგია ძალიან მცირეა, C(%X0) განივკვეთს 

ექნება ძალიან დიდი მნიშვნელობა. ნეიტრონ-პროტონის სისტემას, როგორც ვიცით, 
აქვს ერთი ენერგეტული დონე 8=2,23 1/6ს. ენერგიის ეს დონე განისაზღვრება 
-80ე-მატრიცის ნულით #„= –-თ, წერტილზე. მცირე ენერგიებზე /(/) იოსტის 

ფუნქცია კვლავ შეგვიძლია გავშალოთ მწკრივად. შედეგად #§(#)-მატრიცისათვის 
„მივიღებთ 

თი –“– 3 

თი +” 
  5(.) = (<1) (50,8)



“რომელიც მოგვცემს "შემდეგ ფორმულას: 

#CIყ (I): ი”, (თ0ი>09) (50,9) 

ხოლო CV, #) გაფანტვის ინტეგრალური განიეკვეთისათვის გვექნება 

CVI(7)= _45. თ1= 208». · (50,10) 
”+თ, 1? 

ზულოვან ენერგიაზე კი განივკვეთი ტოლია 
2 

9(M6)= 2-% = ე,63 . 10-! სმ”, (50,11) 
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·0, #) გაფანტვის განივკვეთის აქ მიღებული (50,6) და (50,10) ფორმულები ჩვენ 

გამოვიყვანეთ § 31 ეფექტური რადიუსის მიახლოებაში და აღვნიშნეთ, რომ 
(50,10) ფორმულა გამოხატავს გაფანტვას ტრიპლეტურ მდგომარეობაში, ხოლო 

·/(50,6)-–სინგლეტურში. 

იმის გამო, რომ განივკვეთის თეორიული მნიშვნელობა (50,11) გაცილებით 

ნაკლები აღმოჩნდა ექსპერიმენტულზე ძთქ#ა,(0) =20,5 10-32! სმ?, ვიგნერის მიერ 

დამტკიცებული იყო, რომ, გარდა ტრიპლეტური გაფანტვისა, ადგილი აქვს გა- 

ფანტვას სინგლეტურ მდგომარეობაშიც ვირტუალურ დონეზე. თანახმად (50,7) 

ფორმულისა, ნულოვან ენერგიაზე გაფანტვის განივკვეთის ექსპერიმენტული მნიშვ- 

ნელობის მისაღებად საჭიროა ვირტუალური დონის ენერგია ტოლი იყოს 

:6; 
2. 

გაფანტვის განივკვეთში როგორც თ,, ისე 8, შედის კვადრატში, ამიტომ 

მათ ნიშანს მხოლოდ გაფანტვის ექსპერიმენტით ვერ განვსაზღვრავთ. დეიტრო- 

ნის შემთხვევში ცნობილია, რომ გვაქვს მხოლოდ ერთი ბმული მდგომარეობა 

8=2,23 #-იე ბმის ენერგიით; იმის გამო, რომ (50,11) განივკვეთის მნიშვნელობა 

არ ეთანხმება ექსპერიმენტს, ცალსახად შეგვიძლია დავასკვნათ, რომ 0,0664 #79; 

ღონე ვირტუალურია. საზოგადოდ ვირტუალური დონის ასეთი ცალსახა იდენტი- 
ფიკაცია შესაძლებელია მხოლოდ ისეთ შემთხვევაში, როცა სისტემის ყველა ნამდ– 

ვილი ენერგეტული დონე ცნობილია. 
ახლა განვიხილოთ შემთხვევა, როცა /(#) იოსტის ფუნქცია ხდება ნული კომპ– 

"ლექსური ქვედა ნახევარსიბრტყის ისეთი # სიდიდეებისათვის, რომლებიც არ მდება– 
-რეობენ ვითარს ღერძზე. ვთქვათ, მაგალითად, #5(#)-მატრიცას პოლუსი აქვს 

#=#,–-3ჩ”ე მნიშვნელობისათვის, სადაც #, და #: ნამდვილი დადებითი სიდიდეე– 

“ბია, მაშინ, (ცხადია, 

=0,0664 #MI6V. 

#C–ჩ,4+1ჩ-)=0. (50,12) 

-თანახმად (46,47) ფორმულისა, დ(/, 7) ფუნქციას ექნება შემდეგი ასიმპტოტური 
გამოსახულება: 

დ(/, )) = / (–ჩ,-+M, 7) –> „60517 6ჩ-/ . (50,13) 
„თ 

ეს ფუნქცია შეესაბამება განშლად ტალღას, როცა #,>0. ამასთანავე, #5” -+ C, 
თუ #:>0,. როგორც ვხედავთ, ამ შემთხვევაში ტალღური ფუნქცია ნორმირებადი 
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არ არის, თუ ამ ასიმპტოტური ფუნქციით გამოვთვლით ალბათობის დენის ვექ-: 

ტორს, ძალიან დიდი #7 რადიუსის სფეროში, მივიღებთ 

: 9 
7-7( ი ხოლა = ი დემ, (50,14) 

2-ს  ძ” „„ " 
სადაც 

|დ (XX) |7=| /L I? 61 ჩ. (50,15) 

როგორც ვხედავთ, მანძილის ზრდასთან ერთად ალბათობის ნაკადიც იზოდება,. 

რაც ეწინააღმდეგება ნაწილაკთა რიცხვის შენახვის კანონს. სტაციონარულ მდგო– 

მარეობაში ნაწილაკთა რიცხვის შენახვის კანონს უზრუნველყოფს განშლადღი და 
კრებადი ტალღების ერთდროული მონაწილეობა ზოგად ამოხსნაში. (50,14) ნაკადი:· 
განშლადია, რადგან (46,47) ფუნქციაში მხოლოდ განშლადი ტალღა დავტოვეთ. 

ასეთი სიტუაციის დროს მდგომარეობა შეიძლება გამოვასწოროთ და ნაწილაკთა. 

რიცხვის შენახვის კანონი გადავარჩინოთ კომპლექსური ენერგიის შემოღებით. ვი- 

გულისხმოთ, რომ სტაციონარული მდგომარეობისათვის დამახასიათებელ მამრავლში- 

თ(-ჯ I) ენერგია კომპლექსურია. გავითვალისწინოთ, რომ #=V#/,--1/ი, 

მაშინ 

., 8=%– + (50,16) 

სადაც ს? 

XXი= =– (M-–-#ჩ), (50,17). 
2 

L = 204 ს ი, (50,18). 
ს 

ამ აღნიშევნებში ნაკადი პროპორციული გამოვა შემდეგი სიდიდისა: 

| +. წ/? -L., 

„“  შ=ჟ.„7.... (50,19)- 
ამ გამოსახულებიდან კი ჩანს, რომ ნაწილაკთა რიცხვის შენახვის კანონი შეიძ- 

ლება დაცული იყოს იმ შემთხვევაშიც, როცა ტალღურ ფუნქციაში ვითვალისწი- 
ნებთ მხოლოდ განშლად ტალღას, რამდენადაც | დ (#) |? გამოსახულების უსასრუ- 

ლოდ ზრდა შეიძლება კომპენსირებულ იქნეს (>31) (– +) კლებადი ექსპონენცია- 

ლური მამოავლით. 

როცა I>0, მაშინ ხდება ალბათობის დროის მიხედვით ექსპონენციალური 

შემცირება, ამასთან, რადიალური ფუნქციის ექსპონენციალურად ზრდის გამო ნა– 

წილაკები ერთმანეთს სცილდებიან. მაშასადამე, ამ შემთხვევაში მოხდება სისტემის 

დამლა. ცხადია, სისტემის საშუალო სიცოცხლის ხანგრძლიობა დაშლის მიმართ 

<=2 იქნება. ვთქვათ, სისტემის დამახასსიათებელი დრო--მისი პერიოდი–-გაცი- 

ლებით ნაკლებია, ვიდრე L/I', მაშინ სისტემა შედარებით დიდხანს ცოცხლობს და: 
ამ “შემთხვევაში მდგომარეობას ეწოდება კვაზისტაბილური. 

როცა სისტემას დადებითი ენერგია აქვს, მაშინ მისი სპექტრი უწყვეტია და. 

ნაწილაკები ინფინიტურ მოძრაობას ასრულებენ. მაგრამ, თუკი სისტემა რაღაც, 
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პირობების გამო, გარკვეული «-დროის განმავლობაში, სივრცის მცირე უბანშია 

ლოკალიზებული და კვახისტაბილურ მდგომარეობას ქმნის, მაშინ ენერგეტული 

სპექტრი შეიძლება იჟოს კვაზიდისკრეტული, მიუხედავად იმისა, რომ მისი სრული 

ენერგია დადებითია. ასეთ მეტასტაბილური სისტემის ენერგეტულ დონეებს კვა- 

ზისტაციონარულს უწოდებენ. ეს დონეები არ იქნებიან ერთმანეთისაგან მკეეთრად 

გამოყოფილი და მათ გარკვეული სიგანე ახასიათებთ. ამასთან, დონის სიგანე გან–- 

საზღვრული იქნება ზემოთ შემოღებული I"-სიდიდით. განუზღვრელობის თანა–- 

ფარდობის ძალით ნათელია, რომ, რაც მეტია დონის სიგანე, მით მცირე იქნება 

კვაზისტაციონარული სისტემის სიცოცხლის ხანგრძლიობა და პირიქით, 

ახლა განვიხილოთ ის შემთხვევა, როცა გაფანტეის X(/)-მატრიცის პოლუსი 

მდებარეობს /#= –-–#/,--–2/, წერტილში, სადაც #, და /, კვლავ ნამდვილი დადებითი 

რიცხვებია. ამ შემთხვევაში ნული იქნება იოსტის ფუნქცია /(ჩ”,+12/ა). (46,47) 

რადიალური ფუნქციის თანახმად კი უსასრულობაში გვექნება კრებადი ტალღა. 
დენის ნაკადი მიმართული იქნება რადიალურად ცენტრისაკენ. გარდა ამისა, გან- 

ხილულ შემთხვევაში L=– 27080 უარყოფითია, ამიტომ ნაკადი სათავის მიმარ– 
L 

თულებით ექსპონენციალურად იზრდე"ა. მაშასადამე, ჩეენ საქმე გვექნება ისეთ 

კვაზისტაციონარულ მდგომარეობასთან რომლის დროსაც ხდება ნაწილაკების 

ჩაჭერა –– შთანთქმა. 

კვაზისტაციონარული დონეების არსებობა მჟღავნდება ნაწილაკთა გაფანტ- 

ვის დროს. როცა დაცემული ნაწილაკის ენერგია ახლოსაა კვაზისტაციონარული 

სისტემის რომელიმე დონესთან, მაშინ გაფანტვის განივკვეთს რეზონანსულად დიდი 

მნიშვნელობა აქვს. 

ამგვარად, მივიღეთ მნიშვნელოვანი “შედეგი, რომ თუ 80 0-მატრიცას პოლუსები 

აქვს კომპლექსური #”-სიბრტყის ქვედა ნახევარში, მაშინ კვანტურ სისტემას გააჩ- 

ნია კვაშზისტაციონარული ენერგეტული დონეები. ამასთან, როცა პოლუსი მდება–- 

რეობს მესამე მეოთხედში (#= –-ჩ,--1/,), მაშინ გეაქვს ნაწილაკის მიტაცება, 

ხოლო თუ პოლუსი მეოთხე მეოთხედშია (#= #,––?/.) მოთავსებული, მაშინ ხდება 

სისტემის დაშლა. ნათელია, როომ კვაზისტაციონარული დონეების შესაბამისი პო- 

ლუხები მდებარეობენ კომპლექსური ენერგეტული სიბრტყის არაფიზიკურ ფურ- 

ცელხზე. 
ახლა ჩეენ უკვე ვიცით რა ფიზიკური შინაარსი შეესაბამება გაფანტვის 

8 (8)-მატრიცის თითოეულ განსაკუთრებულობას. 5() მატრიცას ს კომპლექსურ 

სიბრტყეზე, პოლუსები აქვს ან #XX#<0 ნახევარსიბრტყეში, ან #I:#>0 არის 

დადებით ვითარს ღერძზე. გითარსი ღერძის დადებით მიმართულებაზე განლაგე- 

ბულ პოლუსებს შეესატყვისება სისტემის ბმული მდგომარეობების ენერგიები. პო- 

ლუსს ამავე ღერძის უარყოფით ნაწილში შეესაბამება სისტემის ანტიბმული (ვირ- 

ტუალური) მდგომარეობა, ხოლო პოლუსებს 1X#<0 ნახევარ სიბრტყეში, რომ- 
ლებიც ვითარს ღერძზე არ მდებარეობენ, –- კვაზისტაციონარული მდგომარეო- 

ბები. 

დაბოლოს აღვნიშნოთ, რომ 5(#)-მატრიცისა და გაფანტვის 2 ძე-მატრიცის 

ურთიერთკავშირის ფორმულიდან ნათელია, რომ VIV 2) მატრიცის პოლუსებსაც 

ვითარსი ღერძის დადებით მიმართულებაზე შეესაბამება სისტემის ბმული მდგო–- 

მარეობის ენერგიები. : 
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§ 51. იოსტის ფუნკციები ზოგიერთი კონკრეტული სახის 
ურთიერთქმედების შემთხვევაში 

ვიპოვოთ იოსტის ფუნქციები კონკრეტული გამოხატულებანი ზოგიერთი: 
მნიშვნელოვანი პოტენციალებისათვის, რომლებიც ხშირად გამოიყენებიან პრაქტი– 

კული გამოთვლების დროს. კერძოდ, ჩვენ ვიპოვით იოსტის ფუნქციებს ცევტრა-- 
ლური სიმეტრიის სასრული კედლების მქონე პოტენციალური ორმოსათვის, პულ– 

ტენისა და ექსპონენციალური პოტენციალებისათვის. 
პოტენციალური ორმო. განვიხილოთ ნაწილაკის მოძრაობა ცენტრალერი 

სიმეტრიის პოტენციალურ ორმოში ნებისმიერი მომენტის შემთხვევაში. ვთქვათ, 

ორმოს სიღრმე #ე-ის ტოლია, ხოლო სიგანე – ჯა-ისა. შრედინგერის რადიალური 

ფუნქციების განტოლების ამონახსნები სხვადასხვა იქნება #<#ე დ” #>#ი არესათ- 

ვის. იმის გამო, რომ #>ჯა არეში /,(#/, „) იოსტის ფუნქცია უნდა აკმაყოფილე– 
ბდეს (46,62) სასახღვრო პირობას, ამიტომ ამონახსნებს ექნებათ ასეთი სახე: 

#,00 ))= -– 20MIძლM), 7>19 (51,1) 

#,(8, 1) = 41/21M4M(8)ბა–-+-.8,2,/'M2); /<7% (51,2) 

სადაც 4; და 1; მუღმივებია, ხოლო # და 8-სათვის შემოვიღეთ სტანდარტული 

აღნიშვნები: 
83 - 2#Lხ , გ1-.-20(7ი+1) =ს?.! /?. (51,3) 

IV 1? 

#2) და I) ჰანკელის პირველი და მეორე გვარის სფერული ფუნქციებია. 

თუ გავიხსენებთ მათ ასიმპტოტურ გამოსახულებებს, ადვილად დავინახავთ, რომ 
#,(ს ) ფუნქცია »-> თ-სათვის მართლაც აკმაყოფილებს (46,62) სასაზღვრო. 

პირობას. 4, და 18; მუდმივები განისაზღვრება შეკერვის პირობიდან )7=/ჯე წერ- 

ტილზე; გვექნება; 
–-ჯM-ა!("'(”I-ე) = „4(8/-/I('%X8/-ი) -L 18,31-ი/LV"(8/-), (51,4» 

–-I(IMV9)/(8)1,, = 4(L3/"MI3+1,, +18/1811M?(8)1)” · (51,5) 

ამ სისტემის დეტერმინანტი დაკავშირებულია ვრონსკიანთან, ამიტომ ადვილია მისი- 

გამოთვლა 
#=(8/,)?გ1/ IIIIIM37-ი), 7””/83)'ა)) = ––213. (51,6) 

ამის შემდეგ ადვილად ვიპოვოთ, რომ: 

4, = 6 2. VI XMV)MI" (მ7ი)-– MI (წ-ი) MI X8V%)), (51,7) 

8, = ი IIVIX8-ა))I”” (#1) –– I //I0)M(IV (38%) |. (5I,ზ) 

ახლა შემოვიღოთ /#,() იოსტის ფუნქცია; (46,64) განმარტების ძალით 

(+/ე! =. == 5L,9). #I0)=11ი. ს 2I--I) <=) 17405 რ 7). (51,9) 

გამოვიყენოთ (51,2), გამოსახულება და გავიხსენოთ, რომ 

Iე= + ,„ (2:–– 1)! 
„. (2)= 1-3 · (51,19· 
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გარდა ამისა, რადგან //!''X(2)=:1,() 1,(2), ამიტომ ადვილად ვიპოვით 

  

#V00= –: (+) I (III-IV) 1/ (570 –– #5” (წ-ა) 1, (8) 1. (5L,11; 

გამოვიყენოთ ბესელის სფერული ფუნქციის წარმოებულის ფორმულა 

XC. =V, ()-'++V,C, (§1,12). 

შედეგად გვექნება იოსტის შემდეგი ფუნქციები !: 
, 

ვ ) #5 (87, (87) /(/ე) – #1,(27)!მ), (6) |, (51,13). 

–სMV 
M#M(-#%M=: (- =) MI I, –) (მ)'0)MI '(––/–I"0) +- #1/(37ი)MMI-,(––ჩIი) |. (51,14) 

გაფანტვის §I/(#)-მატრიცისათვის კი, თანახმად (46,68) განმარტებისა, გვექნება გა- 
მოსახულება 

/1)(89“)/111), (I-ი) – 11, - ,(8”ე)1L|"(/2I-ე) · 

#12, (8/-ი)7#(5) (––/M%) “L- 01, – L(8!ი)/1V X––ჩI) 

ბმული მდგომარეობის ენერგიები განისაზღვრება 9/(#)-მატრიცის / =1%« პოლუსებით 

ვითარსი ღერძის დადებით მონაკვეთზე. მედეგად მივიღებთ 

§I(”)=( – 1# (51,:5) 

წ1,–((87ი)/1I"'(––1C-0) + თ), (8!“ი)I"I "| (–– 7თ)-ი) = 0. (51,16) 

თუ გავიხსენებთ, რომ )(")(--14) = ––Iჩ,(9), სადაც #,(2) მაკდონალდის სფერული 
ფუნქციაა, მივიღებთ ორმოს საკუთარი მნიშვნელობების ჩვენთვის კარგად ცნობილ 

ფორძულას 

ჩზ1,-+/ (მი) __ __ _თ/,- (01%) 

4,(8-) სთ)” 
ა 2 

საიდანაც განისაზღვრება ბმული მდგომარეობის ა=%– ენერგიები. 
დ 

საინტერესოა ცალკე განვიხილოთ #/(#)-მატრიცის გამოსახულება 1=0 ”შძემ- 

თხვევაში; მივიღებთ 

(51,17). 

80) = გ-ი წ წ M02:4ჩ , (51,18) 
3 სფ 8ე–?ჩ 

ბოლოს აღვნიშნოთ, რომ ასევე ადვილად ვიპოვით ვირტუალური დონეების ენე– 
რგიას, თუ გავითვალისწინებთ, რომ ვირტუალური მდგომარეობის ენერგია განი- 

1 იოსტის ფუნქციები შეგვიძლია დავუკავშიროთ § 41--ში განხილულ IVC8L>I”/-) ფუნქციებს,. 

სახელდობრ გვექნება 
I 

წი რა=-I(#-) ჩა I“). /,(– ხ-!(+- 3 სითი



საზღვრება =I(#M)-მატრიცის პოლუსით უარყოფით ვითარს ღერძზე. მაგალითად, 

1-=0 მდგომარეობაში გვექნება ფორმულა 

ა 6 მი=%, (51,19) 

სადაც –- 3“. განსაზღვრავს ვირტუალური დონეების ენერგიას. 

ა პულტენის პოტენციალი. განვხხილოთ ”შემთხვევა,ა როცა ორი ნაწილაკი 

ურთიერთქმედებს პულტენის პოტენციალით: 

ღუ 
1I4C) =–-) “ი 1 –- გ-ი. · 

6-///0 

(51,20) 

განვიხილოთ 1=0 მომენტი. ამ პოტენციალისათვის 1=0 "შემთხვევაში ჩვენ § 16- 
ში ვიპოვეთ შმრედინგერის რადიალური ფუნქციების განტოლების უწყვეტი სპექ- 

ტრის ისეთი ამონახსნი, რომელიც /„=C ზღვარში ერთის ტოლი ხდება, ამიტომ 
იოსტის ფუნქცია ასეთი იქნება: 

#(ხ ) = --XL4, შ, CC 7) (5),21) 
ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციის 4, 18, CV, პარამეტრები განისაზღვრება (16,31) – 

(16,331 ფორმულებით რაც შეეხება იოსტის /(ჩნ, 0)= #(#) ფუნქციას, იგი 

ეტოლება 
=> (4-L#) (13-17) 

(()=XC(+, ს, C; 11= -'“"”, (51,22) 
/V ' ) II »X(C4+18+7») 

პარამეტრების მნიშვნელობების ჩასმით ადვილად მივიღებთ საბოლოო გამოსახულებას 

თ ხე 

ს) = 1- –- 90 |. 51,23 
#- IL. MC + 21:#1) | ( ) ი" 

'თუ განესახღვრავთ /C-#) ფუნქციას, მაშინ ვიპოვით «(ჩ)-მატრიცასაც. ამასთან 
აღვნიშნოთ, რომ იოსტის /(–#) ფუნქცია დაემთხვევა ჰულტენის პოტენციალზე 
გაფანტვის ინტეგრალური განტოლების ფრედჰოლმის დეტერმინანტს როცა 

ხ=--:7)), მაშინ /(–-+1თ))=0 განსაზღვრავს ბმულ მდგომარეობებს; სახელდობრ, 

„გვექნება 
_ სხვათ“ თC=“ "თ?"  (=1,2,...X») (51,24) 

27) 

ამასთან »< სე ენერგია განისაზღვრება ფორმულით 

ი _ %2(62;-2 – ჯ“)” 

ეღეეა–-–-_–.–»–>. (51,25) 
8უო?/ე 

რაც ზუსტად ემთხვევა ჩვენ მიერ ადრე მიღებულ (16,19) ფორმულას. 

როგორც ვიცით, ვირტუალური მდგომარეობის ენერგიები განისაზღვრება 
აყე-მატრიცის ნულებით #.=+/ წერტილებში, სადაც #„>0. მაშასადამე, ეს 
«დონეები მოიძებნება /(--+)=C2 პირობით, რაც ჩვენს შემთხვევაში გვაძლევს 

ებრ...” (51,26) 
2 
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მივიღეთ საინტერესო შედეგი, რომ ჰულტენის პოტენციალს ჰქონია ვირტუალუ<ი 

დონეების უსასრულო სიმრავლე და, რაც არსებითია, დონეები პრტენციალუ+“ი 

უნერგიის სიღრმეზე დამოკიდებული არ ყოფილა. ვირტუალური დონეები მხოლოდ 

ურთიერთქმედების ძალის #ე“ რადიუსით განისაზღვრებიან. 

ექსპონენციალური პოტენციალური ორმო. ექსპონენციალური ორმოს ამო- 

ცანის შემთხვევაში იოსტის ფუნქციის მოძებნას პრინციპული მნიშვნელობა აქეL, 

რადგან ამ პოტენციალისათვის, როგორც აღვნიშნეთ, 95(#”)-მატრიცას გარეშე ნღ:- 

ლები გააჩნია. გარდა ამისა, როცა ვიპოვით იოსტის ფუნქციებს, შემდეგ განვიხი- 

ლავთ გარეშე ნულების თავიდან მოცილების მეთოდს. ექსპონენციალური პოტენ- 

ციალური ორმო განისაზღვრება ფორმულით 
” 

#/6)=-–-ჩეი 7”. (51,27) 

ასეთი პოტენციალური ორმოს ამონახსნები 1=0-სათვის მოძებნილი გვაქვს § 13-ში, 

რადგან იოსტის ფუნქცია აკმაყოფილებს სასახღვრო პირობას 

1I0ს CM” /(V,3) =1, (51,28) 
„თ 

ამიტომ (13,13) ამონახსნში უნდა დავიტოვოთ ის წევრი, რომელიც უსასრულო– 

ბაში იძლევა 6“IM სიდიდეს; ამგვარად, 

#(011=4#I9;ა(2), (51,29) 
სადაც 

–-”- = 

უ=2ხ!ეე 6 "მ =-560 'ს, (ლ =2#//)“ი. (51,30) 

თუ (51,29) ფუნეციას შევიტანთ (51,28) სასახღვრო პარობაში და გავითვალის– 

წინებთ (13,17) ასიმპტოტურ ფორმულას, ადვილად ვიპოვით 1 კოეფიციენტს; 

გვექნება , 
4 =(ჩ/ი) ''L(1 +Vთ), (51,31) 

ხოლო იოსტის ფუნქცია მიიღებს სახეს 

CV): = (3) I +/ი)ჩა!ზ6 %). (51,32) 

#V0= 705 0) ფუნქციისათვის კი გვექნება ფორმულა 

/თი=(ჯ)  10+აა ძა(მ)- (51,32) 

ასევე ადვილად ვიპოვით გაფანტვის მატრიცასაც; სახელდობრ, გვექნება 

1V0VI+IVთი) ჯ+ა(3) _ 

LII–ი) -;ა(მ) 

რაც ემთხვევა ჩვენ მიერ ადრე სხვა გზით მიღებულ (13,20) გამოსახულებას. 

როგორც § 49-ში გამოვარკვიეთ, 80ე-მატრიცის ამ გამოსახულებას აქვს 

გარეშე ნულები. ეს მეტად სერიოზული ნაკლია 8()-მატრიცის თეორიისა, რამ– 

800=6” 55 (51,34) 

15. გ. პილაშვილი 
9X.



დენადაც ზოგად შემთხვევაში იგი აღარ იძლევა ბმული მდგომარეობებისა დღა გა–- 

ფანტვის ამოცანის ერთიანი აღწერის მეთოდს, მაგრამ, როგორც მივუთითეთ, 

ყოველ კონკრეტულ შემთხვევაში,. როცა პოტენციალს სასრული ქმედების რადი–- 

უსი არ გააჩნია, რაიმე დიდ მანძილზე პოტენციალის ხელოვნური ჩამოჭრით. შე– 

საძლებელია ზედმეტი ნულების მოცილება. მაშასადამე, პრაქტიკულად, ჩვენს 

შემთხვევაში (51,27) ორმოს ნაცვლად უნდა განვიხილოთ ჩამოჭრილი ორმო. (|32|)1: 

7600:=–M/566 ი, #<# (51,35)- 
VV6)=90, 2>7 

<7 არეში ზოგადი ამონახსნი კვლავ (13,16) სახით უნდა ავიღოთ, რადგან. 
იგი აკმაყოფილებს სასაზღვრო პირობას «=0 წერტილში 

«(ს 1)= 419 -ჯა(8) ძ)ა(+)-–ძ;ა (მ) V -,ა(თ))ს #<7# (51,36X 

იმ არეში, კი, სადაც »> >, შეგვიძლია ავიღოთ ტალღური ფუნქცია 

MVVI1-)=13(6 ''–80ძე '). #># (51,37)- 

ამ ორი ფუნქციის წყვეტის ·=7/, წერტილზე შეკერვით და ბესელის ფუნქციების 

წარმოებულების ფორმულების გამოყენებით ადვილად მივიღებთ 

_იLი შI (9, 7ბ) 
5(#)=6 , (51,38». 

V(Cთ, #) 

სადაც I და V ფუნქციები განისახღვრებიან შემდეგი ფორმულებით: 

მ) - 
X(თ, XM#)=ძ-ა(8) ძ;ი+! (> ?%ი )+/”,საფ მცა. I8 6 “ი I, (51,39)' 

- ჩ - · 
V(თ, 10=V-,ა(პ) წა (ზ 6 ში )+7ა) წილი 6 2770 ; (51 40» 

ნათელია, რომ 500-მატრიცას 7, = ––-21CV11 წერტილში ნული ექნება მაშინ, როცა 

-II(თ, #)ლ–0, რაც #->C-ის დროს ზუსტად დაემთხვევა საკუთარი მნიშვნელო– 

ბების (13,7) განტოლებას. 80ე-მატრიცას სხვა ნულები აღარ ექნება და, ამგვა– 

რად, პოტენციალის ჩამოჭრის ”შმშედეგად 50)-მატრიცის გარეშე ნულები ამო- 

ვარდა. 

დაბოლოს შევნიშნოთ, რომ გარეშე არაფიზიკური ნულების გაჩენა დამახა– 

სიათებელია პოტენციალთა იმ კლასისათვის, რომლებიც უსასრულობაში მიისწ- 

რაფვიან ნულისაკენ 6 "ი სახით. ეს გარემოება ადვილად შეიძლება შევამოწ – 

მოთ იმ შემთხვევაში, როცა პოტენციალურ ენერგიას აქვს სახე: 

V705=VCC), “<7 
-, (51,41). 

#0ა)ლ=–Vაეტ "/ი, »>7 

სადაც VI) განსხვავდება ექსპონენტისაგან. შიგა არეში ჩვენ გვექნება დ(/, 7) 
ამონახსნი, რომელიც ნული უნდა იყოს ჯ=0 წერტილში. გარე არეში კი ამო– 

ნახსნს ექნება (51,32) ფორმა. იოსტის ფუნქციას ვიპოვით (46,4მ8) ფორმულით,. 
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თუ გამოვიყენებთ შიგა და გარე არის ფუნქციების შეკერვის პირობას ».+. I; წერ- 

ტილხზხე. რადგან (51,32) ფუნქცია შეიცავს LIV1 +#0) მამრავლს, ამიტომ იოსტის 

ფუნქციაც საზოგადოდ ამ სიდიდეზე იქნება დამოკიდებული, რაც, როგორც წე- 

სი, ზედმეტ ნულებს მოგვცემს. 

§ 52. დისპერსიული თანაფარდობანი იოსპის ფუნქციებისათვის 

დისპერსიული თანაფარდობანი დიდ როლს ასრულებენ თანამედროვე ფიზი– 
კაში. ისინი გარკვეულ კავშირს ამყარებენ სხვადასხვა სიდიდეებს შორის და გვეხ- 

მარებიან ფიზიკური მოვლენების ზოგადი ხასიათის დადგენაში. აღსანიშნავია, რომ, 

როგორც შედეგი, დისპერსიული თანაფარდობები გამომდინარეობენ გაფანტვის 

მატრიცის ანალიზურობის თვისებიდან კომპლექსური ენერგიის სიბრტყეში. 

დისპერსიული თანაფარდობების მკაცრი გამოყვანა ველის კვანტური თეო- 
რიის ძირითად აქსიომებზე დაყრდნობით მოგვცა ნ. ნ. ბოგოლიუბოვმა (142). 

დისპერსიულმა თანაფარდობებმა ბოლო დროს განსაკუთრებული მნიშვნე- 

ლობა მოიპოვეს ბირთვისა და ელემენტარულ ნაწილაკთა ფიზიკაში. როგორც ვი– 

ცით, ნუკლონებისა და საერთოდ ნაწილაკთა გაფანტვის თეორიის ძირითადი მი- 
ზანი მდგომარეობს ურთიერთქმედების პოტენციალის სახის დადგენაში, რისთვისაც 

საჭიროა გაფანტვის ფაზის აღდკენა გაფანტვის განივკვეთის ექსპერიმენტული 

მნიშვნელობიდან; ეს პროცედურა, რომელსაც ფაზურ ანალიზს უწოდებენ, რო- 

გორც თავის დროზე მივუთითეთ, ცალსახა არ არის. განივკვეთის ერთი და იგივე 
მნიშვნელობა შეიძლება მივიღოთ ფაზების ორი ერთმანეთისაგან ნიშნით განსხვა– 

ვებული ერთობლიობისათვის. დისპერსიული თანაფარდობანი გაფანტვის ამპლი- 
ტუდისათვის, პრინციპში, საშუალებას იძლევა, მოცემული განივკვეთის მნიშვნელო– 

ბებით ყველა ენერგიაზე და ბმული მდგომარეობის ენერგიებით, ფაზის ნამდვილი 

ნიშნის განსაზღვრისა. დისპერსიულ თანაფარდობებს აქვთ მრავალი სხვა გამო–- 

ყენებაც. 
ჩვენ შემოვისაზღვრებით დისპერსიული თანაფარდობების განხილვით მხო– 

ლოდ იოსტის ფუნქციებისათვის (6). 

დისპერსიული თანაფარდობის გამოყვანა იოსტის ფუნქციისათვის მეტად 

მარტივია. იგი ეყრდნობა კოშის თეორემას ანალიზური ფუენქციებისათვის· 

როცა /C(2) ანალიზური ფუნქციაა | 27 არეში, მაშინ ამ არის რაიმე ჩა– 

კეტილ კონტურზე აღებული ინტეგრალი ტოლია 

1 #(23 ძა 
#/80=-- : (52,1) 

221 დ–4 

სადაც #-მდებარეობს კონტურის შიგნით. როცა # წერტილი კონტურის გარეთაა 

მოთავსებული, მაშინ (52,1) ინტეგრალი ნულის ტოლია. ხოლო თუ გ-წერტილი 
კონტურზე მდებარეობს, მაშინ ინტეგრალი აიღება კოშის მთავარი მნი შვნელო– 

ბის აზრით 

#თ=%. | #00", (52,2) 
49 ბ ჯ.-2 

2ა7



ახლა გამოვიყენოთ ეს ფორმულები იოსტის /,(/) ფუნეციებისათვის როგორც 
ვიცით. როცა #-+თ, მაშინ /,(01=1 მთელ 7I#<0 ნახევარსიბრტყეზე არსი 

ღერძის ჩათვლით. ამ დროს ნებისმიერი ჯ-წერტილისათვის, რომელიც ქვედა ნა- 
ხევარსიბრტყეში ძევს, კოშის თეორემით /,(0–-1 ფუნქციისათვის გვექნება 

1 #I(2)--1 _ 1=->- | /7(M7/ ა /M0-1=:- I უვ (52,2) 

სადაც C-კონტური წარმოადგენს არსი ღერძის (–-/#ე, –+?ე| მონაკვეთს და დიდი 

#ე რადიუსის ნასევარწრეს ქვედა ნახევარსიბრტყეში. ამასთან, #კ იმდენად დიდი 

უნდა იყოს, რომ #-წერტილი კონ– 

ტურის შიგნით მოთავსდეს. 

როცა #-+თ, მაშინ /,(,)–1 

ფუნქცია ნულისაკენ მიისწრაფვის, 

-. + ამიტომ #:-->Cთ ზღვარში ინტეგრა- 

- 9 ლის წვლილი დიდ ნახევარწრეზე 
იხ /” ჩიM მოგვცემს ნულს და ამასთან, თუ 

წერტილს მივასწრაფებთ არსი ღერ- 

ძისაკენ მაშინ, თანახმად (52,2) 

ს ფორმულისა, გვექნება 

#I(0)--1= 

„+ 
ნახ. 10 _% ( L/I V)--11) იჩ“. (52,4) 

> I--ჩ 

IL ! 

  
თ 

სადაც # ნამდვილი სიდიდეა (IXI#=0). ავიღოთ (52,4) გამოსახულების ნამდვილი 

ნაწილი, გვექნება 

(52,5) 
„ჭლიი ი ს 

#-#0ე=1-<-- ' შიუარაი, . 

–ი 

ამ ფორმულას ეწოდება დისპერსიული თანაფარდობა იოსტის ფუნქციისათვის. 

(52,5) სახით დისპერსიულ თანაფარდობას ფაქტიურად პრაქტიკული ღირებულე- 
ბა არა აქვს, რამდენადაც იგი ერთმანეთთან აკავშირებს იოსტის ფუნქციის ნამდ– 

ვილ და წარმოსახვით ნაწილებს, რომელთაგან არც ერთის განსაზღვრა ექსპერი–- 

მენტით არ შეგვიძლია. ამიტომ ჩვენ შევეცდებით იოსტის ფუნქცია დავუკავში- 
როთ გაფანტვის ფაზას. 

გავიხსენოთ მთავარი მნიშვნელობის განმარტება 

თ” 1 
=100 –––“ 1 მ(I-––ჩ. (52,6) 

წხ 906-ნ+%8.. 
ამ ფორმულის (52,5) გამოსახულებაში შეტანით მივიღებთ 

  

თ + 

#00=1--4+ 1074) ძჩ'. (52,7) 
ი) ”–-ჩ+% 

-–-თ



ჩვენთვის ცნობილია, რომ /|(#)= | /|(/0 | -Xნ (22, (/7)), სადაც 2,(0) გაფანტვის 
ფაზაა. ამ ფორმულის ძალით 

IV #I(#) = | / | (72) | აLII 5, (/) = / ;(#) 511) 2/(/) 6“ ''/ (ჩ), (52,8) 

ამიტომ (52,7) დისპერსიული ფოომულა მიიღებს სახეს 

4+C% 
ჩთ=1- + | გ-!ს, რეი (112972, რ“. (2,9 

ჯა ჩ”–/++%4% 
–2C 

ეს უკანასკნელი კი შეგეიძლია განვიხხილოთ როგორც ინტეგრალური განტოლება 
იოსტის ფუნქციისათვის, რომლის გული განისაზღვრება გაფახტვის ფაზით ენერ- 

გიის მთელ ინტერვალზე. ინტეგრალური განტოლებიდან თითქოს ჩანს, რომ /I/(#) 

ფუნქციის საპოვნელად საკმარისია მხოლოდ და მხოლოდ ფაზის ცოდნა, სინამდ- 

ვილეში კი, როგორც ამას ქვემოთ დავინახავთ, დამატებით საჭიროა ბმული მდგო– 

მარეობის განმსაზღვრელი ყველა ნულის ცოდნაც #/Iჩ#<0 სიბრტყეში. ამ ამოცა- 

ნის გადასაწყვეტად შემოვიღოთ ე. წ. იოსტის დაყვანილი ფუნქცია იოსტის 

ფუნქციის ნულები 77X/M<0 სიბრტყეზე აღენიშნოთ #„გ= –-X2,, სადაც «ა: >0, 

მაშინ იოსტის დაყვანილ ფუნქციას ასე განსაზღვოავენ: 

Vა, _ თ 
ე) = 52,10 “V)= ჩი IL" > (52,10) 

სადაც Xს,, არის ბმული მდგომარეობების რიცხვი მოცემული (1-ისათვის. ცხადია, 

+7#M#) ანალიზური ფუნქციაა 7 „#<0 სიბრტყეში, სადაც მას ნულები აღარა აქვს, 

და მიისწრაფვის ერთისაკენ, როცა ჩ->თ. თუ განყიხილავთ IV +/(/2) ფუნქციას, 

ვნახავთ, რომ იგი ნულის ტოლი იქნება #-ს უსასრულობისაკენ მისწრაფებისას, 

ამიტომ 10 /7,(0) ფუნქციისათვის (52,) ფორმულის ანალოგიურად შეგვიძლია 

დავწეროთ 
წს · , ' _ 

)იV(0=“=“- I თიC6C)%., (2,11) 
ჯ ჩ–იჩ 

–-თ 

რადგან | +, |=> | /; |, ამიტომ 
11610 +,=1ა I >I I =19 | /LI. (52,12) 

მაშასადამე, (52,11) გამოსახულების რეალური ნაწილის აღებით გვექნება 

”აულ 2 #10 (წ) რჯ 
1 ც)|=–-- _“ (52,13) ი ითI--5 | “ინ 

ახლა ვიპოვოთ I#I9 ”//(წ); რადგან /|(#)= | /#((ჩ) | 6X% I§5,(/) I, ამიტომ 

მი) /,(0 =9,() -L I" 2, მი(C–-:თა) –10(- -- 1თა)1. (52,14) 
ჩ” 

აღ



თუ კომპლექსურ # + თ, რიცხეს წარმოვიდგენთ გ„63!-» სახით, მაშინ ადვილად 

ვიპოვით, რომ 

11%) =800--2 VI 0-0 +. (52,15) 
ი თ, 

ამ ფორმულის დახმარებით კი (52,13) მოგვცემს 

; ეთ +თ გან 08 ”- ძ/' :7?> 

IიI/#0I=--- ( 200, 3 242, LI. (52,16) 
_–თ 

ბოლო ინტეგრალის ამოხსნით გვექნება1 

+Cთ 8I6 601 # ი 
=9 | ი –ი0+28 · (52,17) 
> (– ”” 

–-Cი- 

გარდა ამისა, რამდენადაც 1 | # /(#) | =>11) / ,(#)–-16/(#). ამიტომ 

ყი. > 
Iს 0(0)=750-––- | ომა + ას '(1+ 2). (52,18) 

9 
– 

–Cლ 

გავითვალისწინოთ (52,6) ფორმულა, მაშინ 

1 +თ რ , წ ი 

19 /, (#)= –– +. | სირა 1210(1+2 "შო 
# 

ჯ ”–M#M#+% 
=C 

საიდანაც 7II#<0 შემთხვევაში საბბოლოოდ მივიღებთ 

%., თ 1 729 გ, (ე ი 
#0 = II(. + – 3 _–-– I ერები. (52,20) 

II ჯ ჩ –“ ”ჩ+% 
–_–თ “ 

მაშასადამე, (52,200 ფუნქცია წარმოადგენს (52,9) ინტეგრალური განტოლების 

ამონახსნს, ამასთან, მართლაც არს ღერძზე ყველა ენერგიაზე, გარდა ფაზის მნი- 

შვნელობებისა, საჭიროა ყველა ბმული მდგომარეობების ცოდნაც. 

საინტერესოა გამოვიყვანოთ დისპერსიული თანაფარდობა ფრედჰოლმის დეტერ- 

მინანტისათვის ენერგეტულ სიბრტყეზე. ამასთან, როგორც ვიცით, #I––სელ–ბ|(ი, 

სადაც 4,(I) გაფანტვის ინტეგრალური განტოლების ფრედჰოლმის დეტერმინანტია. 

(52,7) ფორმულიდან ნათელია, რომ 

+ 

ჩ-ი0=1-+ | 290609 · (52,21) 
-; 25 

1 M. C. სიმი 7ICMV, IM M, M. ნხ. XIV, 106#MMILMI IIIIICI'CმM08 CVMXM, 09X08 M 

იი0M38636CMMV, M,, 1962, გე. 623. 
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მოვახდინოთ ინტეგრალმი # -> ––/, შეცვლა, რამდენადაც, (46,69) ფორმულის 

·თანახმად, 

#I(–53=/!(%, (51,217 

„ამიტომ 711 /1(/)=–-01 #I–#”)ლ–/ი 4) და გვექნება 

ტ/0=1+ + |, 2#4%6C6)% , (52,22) 
" ჩ–ჩ-%#% 

“გადავიდეთ ენერგეტულ 'სიბრტყეზე. ამისათვის უკანასკნელი ფორმულა ასე წარ- 

“მოვიდგინოთ: 

+თ 

ა(0=14+ + | (V+/) თ ბინი, 
# ს" (6+-IV! 

(52,23) 

“ინტეგოალი აღებულია ლუწი ფუნქციიდან სიმეტრიულ საზღვრებში, ამიტომ, თუ 

# ს” 

„გადავალთ #==-, M# = =- ენერგიებზე, გვექნება 
2. 2ყ 

< აა ბეე ი" =1-+-1 (52,24) 7-/ 2 +? ბ“0=1+– 2 

«ამ ფორმულიდან ჩანს, რომ ფრედჰოლმის დეტერმინანტი შეგვიძლია ანალიზურად 

გავაგრძელოთ მთელ ენერგეტულ კომპლექსურ სიბრტყეზე ჭრილით ნულიდან 
“უსასრულობამდე არსი ღერძის გასწვრივ. (52,24) ფორმულიდან აშკარაა, რომ 

1 (M--55)ლ– 4, (17––55), (52,25) 

“ხოლო 2–2,(ე ფუნქციის ნახტომი ჭრილზე ტოლი იქნება 

4,(I944-256)–– 4ტ,(ი––-36) = 23 7 ტ|(7)ი (52,26) 

4,-ფუნქციის ფიზიკური მნიშვნელობა განისახღვრება არს ღერძზე ზემოდან და- 

ბრუნებისას 

4–ა,(#-L25) = /(–#), (52,27) 

“სადაც # ნამდვილია, (52,25) და (52,217) ფორმულების თანახმად, თუ არს ღერძს 

'მივუახლოვდებით ქვემოდან, გვექნება 

2ბ;(#--16)= /I()- (52,28) 

·რამდენადაც /V7(0=| //(0) |), ამიტომ #,(%) ფუნქციის ფაზა არს ღერძზე 
–-2,(X)-ის ტოლია; მაშასადამე, გაფანტვის 5I(7)-მატრიცისათვის გვექნება 

.: ტ, (9 –“ 12) (11:78 (7-7) 9,0) ='სი CC -- 19 – „'მბ, (6). (52,29) 
სააათი 
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(52,26) და (52,29) ფორმულებიდან მარტივად მივიღებთ 
თზე (წ). 

+–, (#9 -L %) 

რომელიც + %ე გამრავლებით დაემთხვევა პარციალურ ამპლიტუდას. 

ბ, (5) 
“ 810 0,(//)=– (52,30» 

§ ავ. ლევინსონის თეორემა 

გამოვიყენოთ იოსტის ფუნქციის ანალიზურობის თვისება და დავამტკიცოთ- 
მეტად მნიშვნელოვანი თეორემა რომელიც ლევინსონის თეორემის სახელითაა 

ცნობილი (18). ეს თეორემა გაფანტვის ფაზის მნიშვნელობებს აკავშირებს ნულო– 

ვან და უსასრულო ენერგიაზე სისტემის ბმული მდგომარეობების რიცხვთან. გამო– 

ვიდეთ გაფანტვის §,-მატრიცის განმარტებიდან 

წ21(3) = ბ, 

#(–ი 
ჩავთვალოთ, რომ გაფანტვის 6,(წ) ფაზა უწყვეტი ფუნქციებია #-სი, და მისი. 

მნიშვნელობების არე არ არის შემოსახღვრული (0, =) ინტერვალით. გავალოგა– 
რითმოთ (53,1) გამოსახულება 

5!(>) = (53,1) 

1ი 5((#) = 220|(#). (53,2). 

მიღებული ტოლობა გავაწარმოოთ #-თი, გვეჟნება 

4)05,(0) = 2, 40%, (53,3) 
რთ” ძ/ 

რადგან 6,7(/) კენტი ფუნქციაა #-სი, ამიტომ 6,(,) ლუწი ფუნქცია იქნება. ავი-.· 
ღოთ ინტეგრალი (53,31) ტოლობის ორივე მხარიდან (–<, +-თ) შუალედში 

–თ 

| (4 10 ს (–) ძხ=4 | 90), _,; I16(=C)–-2(0)). (53,4). 
თ; თ” 

მეორე მხრივ, მარცხენა ინტეგრალი "შეიძლება შემდეგნაირად გარდავქმნათ: 

+თ –+თ , , +თ , 

| I 5(0ძ6= | (/> - 7-9) 6-2 მ ა; (53,5. 
თ ჩი /#I--”) 1I(7) 

–თ –თ –თ 

როცა ჩ-> დ, მაშინ 19 /,()->0 71X#<0 სიბრტყეში, ამიტომ შეიძლება (53,5) 

ინტეგრალის გამოთვლა, თუ კონტურს ავიღებთ ქვედა ნახევარსიბრტყეში. კოშის 
თეორემით /,(,) ფუნქციის ანალიზურობის გამო ინტეგრალში მნიშვნელოვანი 
იქნება მხოლოდ იზოლირებული ნულები #„= –-2თ,, ამიტომ ნაშთთა თეორიით 

ეს ინტეგრალი ტოლი იქნება –-4=1Mა ჯ-ისა, სადაც Vს, არის 1-მომენტის შესა– 

ბამისი ბმულ მდგომარეობათა რიცხვი. ამგვარად, (53,4)-იდან მივიღებთ 

2,(0)--6,(%)= %ML(§%,I. (53,6) 

სწორედ ეს ფორმულა გამოხატავს ლევინსონის თეორემის შინაარსს, 
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როცა პოტენციალი ახლო მოქმედებისაა, მაშინ 1IIი 5, (#) 2-0 და ლევიისო– 
L-თ 

ნის თეორემა მიიღებს შემდეგ სახეს: 

2,(0)=XMს (53,7» 

შევნიშნოთ, რომ, როცა 1=0-სათვის /ე(0) =0, მაშინ თეორემას სჭირდებ. მოდი–- 

ფიცირება. შეიძლება დამტკიცება, რომ ამ შემთხვევაში (181) 

- - · 1 - ბი(0)--2;() => ( Xა+->- ): (ვვ,ზ). 
(53,7) ფორმულა გვიჩვენებს, რომ ყოველი ახალი დონის დამატებით 06,(0) ფახა, 

იცვლება »-თი.



თავი VIII 

გაფანტვა კულონური ველით 

დამუხტულ ნაწილაკთა გაფანტეას კულონური ველით მეტად დიდი მნიშვნე- 
„ლობა აქვს კვანტურ მექანიკაში. ეს მნიშვნელობა ძირითადად განპირობებულია 

ორი მიზეზით. ჯერ ერთი, ატომში არსებული ურთიერთქმედება წარმოადგენს 
კულონეურ ურთიერთქმედებას და ამიტომ ატომების თვისებების დასადგენად საჭი– 

როა ამომწურავად ვიცოდეთ ამ ველით გამოწვეული ყველა კვანტურ-მექანიკური 
თავისებურება. მეორეც, ატომბირთვის შემადგენელ ნაწილაკებს –– პროტონებს და- 

დებითი ელექტრული მ» ხტი აქვთ, ამიტომ პროტონებს შორის არსებულ ატომ- 

ბირთვულ ურთიერთქმედებას ყოველთვის თან ახლავს კულონური ურთიერთქმე- 

დებაც. კულონური ურთიერთქმედება ართულებს პროტონების ბირთვული ურთი- 

ერთქმედების სურათს. აქედან გამომდინარე, თავისთავად ნათელია, რომ კულო- 
ნური ურთიერთქმედების ზუსტი ხასიათის ცოდნის გარეშე ჩვენ ვერ შევძლებთ 

პროტონების წმინდა ატომბირთვული ურთიერთქმედების გამოყოფას. 

ამ თავში შევისწავლით დამუხტულ ნაწილაკთა ურთიერთგაფანტვას, ე. ი. 

მოვძებნით შრედინგერის განტოლების ისეთ ამონახსნებს, რომლებიც შეესაბამებიან 

დადებით სრულ ენერგიას. როგორც ცნობილია, ამ დროს მოძრაობა ინფინიტუ- 
რია. რაც შეეხება ამონახსნებს უარყოფითი სრული ენერგიის შემთხვევაში, ჩვენ 

ისინი ადრე ვიპოვეთ და ამიტომ ამ თავში აღარ განვიხილავთ. 

კულონურ პოტენციალს ჩვენ მიერ ადრე განხილულ პოტენციალებთან შედა- 
რებით ახასიათებს მთელი რიგი განსაკუთრებული თვისებები. ეს თავისებურებანი 
გამოწვეულია ამ ველის ნულისაკენ ნელი მისწრაფებით ნაწილაკებს შორის მანძი– 

ლის უსასრულობისაკენ მისწრაფებისას, 

§ 54. უწყქვეტი სპექტრის ფუნქციები პულონური 
ველის შემთხვევაში 

განვიხილოთ ორი წერტილოვანი მუხტის მქონე სისტემის ურთიერთქმედება 

შემდეგი პოტენციალური ენერგიით: 
27 1 ” 2 ი" V ცა= + “2062”, (54,1) 

» 

სადაც 2, და 2: აღნიშნავს სისტემების ელემენტარული მუხტების რაოდენობას. 
“როცა სრული ენერგია დადებითია, მაშინ შრედინგერის განტოლების ენერგეტული 
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საპექტრი როგორც მიზიდვის, ისე განზიდვის „ურთიერთქმედების "შემთხვევაში 
უწყვეტი იქნება. განვიხილოთ დამუხტული ნაწილაკების გაფანტვის ამოცანა. ამი– 

სათვის ჯერ შევისწავლოთ ერთნაირი მუხტების მქონე ნაწილაკების გაფანტვა. 

დავწეროთ შრედინგერის ფარდობითი მოძრაობის რადიალური ფუნქციების 

განტოლება 

>. %)+ («-” 1 2) სდ) =0, (54,2) 
ჯ „2 0» „“ 

:სადაც შემოვიღეთ შემდეგი აღნიშვნები: 

„== 2, იე-- XX. (54,3) 
IV 2L 27)7აC 

-ამ ფორმულაში ჯ სისტემის დაყვანილი მასაა. 
როგორც ვიცით, შრედინგერის განტოლების ამონახსნს, რომელიც უწყვეტი 

"სპექტრის შესაბამის სასაზღვრო პირობებს აკმაყოფილებს, უნდა ჰქონდეს (7,39) 

სახე, ე. ი. 
(8 1) =)1 0” თ,ნა. (54,4) 

„ამასთან, უნდა მოვითხოვოთ, რომ თ, 0) ფუნქცია სათავეში იყოს მუდმივი; ამ 
„გამოსახულების შრედინგერის განტოლებაში შეტანით მივიღებთ დიფერენციალურ 

განტოლებას «%7,ფ) ფუნქციისათვის 

„99 | 0I+2+2ყცე “> >. ++(> _ 2-2 ) თ,=0, (54,5) 

"შემოვიღოთ ახალი ცვლადი 
ილ=-- 27 (54,6) 

და ე. წ. კულონური პარამეტრი 

1 სი ილ=-- - =27,2. 54,7 
ე 2» “სი. ( ) 

"შედეგად მივიღებთ შემდეგ განტოლებას: 
ე (2) ++ (21+2--2:) თ; (2)-– (1-- 1 -+- 89) 9,(დ)=0, (54,8) 

“რომელიც წარმოადგენს გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციების განტო– 

"ლებას პარამეტრებით: 

4=1+1+#), 6=21+2, =-2/M. (54,9 
ასე რომ თ|(დ) ფუნქციისათვის გვექნება 

«0,(თ) = X (L+1+1ჟ, 21-:L2, 2), (54,10) 

ხოლო (54,4) რადიალური ფუნქ ცია მიიღებს სახეს 

= 2 თ(ი0 ფცა :” == #?; (წ, ») // – რI-+- 1)! (2ჩ)')! §'M 7(0-+-1+17, 2:+2, –-21/)). (54,11) 

ამ გამოსახულებაში მუდმივები შემოვიღეთ მოხერხებულობის მიზნით. ვიპოვოთ 
ნორმირების C07(”/) კოეფიციენტი. გამოეიყენოთ § 8-ში განხილული წესი. სახელ– 

დობრ, ვიპოვოთ (54,11) გამოსახულების ასიმპტოტური სახე დიდ მანძილებზე და 

'მოვითხოვოთ, რომ იგი > თი შემთხვევში წარმოადგენდეს კრებადი და გან- 
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შლადი სფერული ტალღების ჯამს, კოეფიციენტი, რომელიც დაგვიჯდება ასეთი 
"V. 

ასიმპტოტური გამოსახულების წინ, საჭიროა შევცვალოთ ( <–) ით, მაშინ, რო-- 

გორც ვიცით, (54,11) რადიალური ტალღური ფუნქცია ნორმირებული იქნება 
დირაკის დელტა ფუნქციაზე ტალღური ვექტორის სკალაზე, ე, ი. 

9 (L–/2 
##” 

მაშასადამე, ვიპოვოთ რადიალური ტალღური ფუნქციის ასიმპტოტური მნიშვნე-· 
ლობა. გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული მწკრივის ასიმპტოტური მნიშენელო-- 
ბის საპოვნელად დიდი არგუმენტებისათვის გამოვიყენოთ (7), 77) ფორმულა, 
სადაც (/I(თ ხ; 7) ფუნქციები შევცვალოთ ერთიანებით. გვექნება 

117 06 0) CC, ,))40 = (54,12) 
0 

XV0+I+თ, 2+2, – 2იცა = _1I27+ 2 (ყცა-#+ +) + 
1CL+-1––2%) 

+ _ LX2(+2) (–2ჯ/წყე!ო-(+!) ევო, #-> 50 (54,13)- 

1IVCVC+1-+-ჯუ) 

მაოტივი გარდაქმნების შემდეგ ეს გამოსახულება ასეც გადაიწერება: 
2» 

L(21-+2) 165 #0+1+ჯე, 21+2, – 20%) = · 
(ე+ო, 2+ ი) – აც+1+.ი) დათ 

L- IVL+1 +1») წყო ·) 1“ (ცალ I ·M I ლბ“) . (54,14) 

LდC+1-––1უ) 

შემოვიღოთ აღნიშვნა · ვიღოთ. აღნიშენ „სი _ 10+1+6) · 5415. 
ICI--1–-17) 

მაშინ (54,11) ფუნქციის ასიმპტოტური მნიშვნელობისათვის დიდ მანძილზე მივი- 

ღებთ 
2. 3 1 1 MI, ი-I/ “იხ “ ო იიქვა/ ს- 7 –უ)ა26+ბი ). (54,16): 
% IC-L1 -L2») ” M") 2 

როგორც ვხედავთ, კულონური ველით გაფანტვისას 2,, ასრულებს ფაზის როლს; 

მაშასადამე, კულონური გაფანტვის ფაზა 

0-I(/) = 2X8 IXL+ 1 +ჯი). (54,16”) 

აღსანიშნავია, რომ სინუსის არგუმენტში, ჩვენ მიერ ადრე განხილული ველებისა-- 

გან განსხვავებით, დამატებით გაგვიჩნდა »/)1) 2//· წევრი. ამის მიზეზია კულონური 

ურთიერთქმედების ნელი სწრაფვა ნულისაკენ, ამიტომ უსასრულობაშიც კი იგი 
იწვევს ბრტყელი ტალღის (თავისუფალი მოძრაობის) შემფოთებას. მაგრამ, რამ–- 

დენადაც უ10ი2, ნელა ცვლადია /)-თან შედარებით, ამიტომ ეს უკანასკნელი 
შეგვიძლია ნორმირების დროს არ გავითვალისწინოთ, რადგან არსებით როლს იგი 

არ ასრულებს. ახლა საკმარისია (54,16) გამოსახულებაში ავიღოთ 

0,00=6 ? | 0+1+ჯ#)I, (54,17). 
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ოომ (54,11) ფუნქცია, რომელიც მიიღებს შემდეგ სახეს: 

1/. -ა | IMI+-1+7)| 

270I(/ხ ))= ე 2/ცეი” +1-L17. 2(+2, –-21/,), (54, IC ;)= (-) 6 CI+I)) (2/ე)! (წ LC. 17. 2! 4/)), (54,18) 

ნორმირებული აღმოჩნდეს (54,12) პირობით, ხოლო მისი ასიმპტოტური გამოსა– 

ხელება დიდ მანძილებზე განსაზღვრული იყოს ფუნქციით 

/21.. 1 - 
XX, (8) = V –_ სლ C – 27 1ი 2/2+ ბი) · #+-- თ (54,19) 

> _ 

ვიპოვოთ CC) კოეფიციენტის ცხადი გამოსახულება. თუე გამოვიყენებთ (C, 33) 
ფორმულას, მისთვის შეგვიძლია ღავწეროთ 

იყს  2%M ' – 2 თ00=--- ; 1IC +ჟ). (54,20) 

კერძო შემთხვევაში, როცა 1=0, გვექნება 

2X C(0= ლი. (54,21) 
თი. 1 

«აღვნიმნოთ, რომ, (54,15) ფორმულის თანახმად, გაფანტვის მატრიცას განზიდვის 
კულონური ველისათვის ექნება გამოსახულება 

აიბი I (C+1 211). 
5! (C) 1(-= 0+1->ი) (54,22) 

გაფანტვის ამოცანებში საინტერესოა ისეთი ნორმირება, როცა ასიმპბტოტურ 

გამოსახულებას აქვს შემდეგი სახე: 

5106 («– “უუ 19 29-+ბი ) 

12-06, ა =0'%I ასეა ორე · (-–> თ) (54,23) 
# 

როგოოც (54,16)-დან ჩანს, ამისათვის საჭიროა CV7(.) კოეფიციენტის შემდეგნაი- 

რად შერჩევა: 

2-2 თ= / <6 %I0+1+თო. (54,24) 

ამგვარად, უწყვეტი სპექტრის ტალღურ ფუნქციას, რომელიც გაფანტვის სასა- 
“ბღვრო პირობას აკმაყოფილებს, ექნება 'შემდეგი სახე: 

_ყი 
შოდა) =6 ? ასე დია! M70+1+ჯე, 2-+2, – წ). (54,25) 

ახლა განვიხილოთ მიზიდვის ურთიერთქმედების შემთხვევა რომელიც გან– 

ბორციელდება სხვადასხვა ნიშნის მუხტების დროს. შრედინგერის განტოლებას 
ექნება სახე 

1 ა 1 1 
5 27 - (8-7 :9X “ა ) )+(. "LC 2912) #)ე0) =0. (54,26) 

#» ჯ" 
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აქ ჩვენ იგივე აღნიშვნები გამოვიყენეთ, რაც განზიდვის ურთიერთქმედებისათვის.. 

მიზიდვის ველის შემთხვევაში შესაძლებელია როგორც ბმული მდგომარეობის წარ– 
მოქმნა, ისე გაფანტვა. რადგან ბმული მდგომარეობები ადრე განვიხილეთ, ახლა 

შემოვისაზღვრებით მხოლოდ გაფანტვით. 
დადებითი ენერგიის შემთხვევაში შრედინგერის განტოლების ამონახსნი ვეძე– 

ბოთ შემდეგი სახით: · 

720) -=1-! 9210.) 6“ !M, (54,27)' 

ამ გამოსახულების შრედინგერის განტოლებაში შეტანით და შემდეგ ახალი „ = 21#/)- 
ცელადის შემოღებით Cთ,(ჯ) ფუნქციისათვის მივიღებთ გადაგვარებული ჰიპერგეო- 

მეტრიული მწკრივების განტოლებას 

ეჩ (2) +(21+2--2) თ/(2)-–– (L-+ 1 -L-ჯჟ) %,(2) =0, (54,28). 

რომლის ამონახსნი იქნება შემდეგი ფუნქცია: 

დთ,0:=X#LC-+1-1უ, 21+L2, 2+”)), (54,29>» 

ხოლო რადიალუო ტალღურ ფუნქციას ექნება სახე 

2. , . · MC ი=I/ 5 რეე: 66 –% 0+1+>თ, 2(+9, 2ხე.  (54,30) 

თ,(წ) ნორმირების კოეფიციენტი სრულიად ანალოგიურად განისაზღვრება. 
სახელდობრ, (54,12) სახის ნორმირებისათვის საჭიროა 

  

ჯი» 

თ, (ჩ)=06 5 |III+1–-1») I, (54,31» 

ან (0, 33) ფორმულის გამოყენებით გვექნება 

–_ 29 4წგ: - 01(0 = 1-ს II ი1+უბ. (54,32) 
“!“.L 

მაშასადამე, მიზიდვის კულონური ველის შემთხვევაში (54,12) პირობით ნორმირე– 
ბული რადიალური ტალღური ფუნქციისათვის საბოლოოდ გვექნება გამოსახულება 

2 ჟა 1--ჯ = 
# (წ, ) = .-C 69 შველის (2ღ! “IM IC+1+ჯუე, 2+2, 21). (54,33) 

ამ ფუნქციის ასიმპტოტურ გამოხატულებას დიდ მანძილებზე ექნება შემდეგი სახე: 

_ 50 (« _ 5 +უ1ი 2/-+ ბი ) 
1( #7) = V > _“იი, (54,34) - 

სადაც კულონური ფაზა, ამ შემთხვევაში, განისაზღვრება პირობით 

“ბი LC+1-–-12%») 

IC-+1 +?) 

როგორც ვხედავთ, კულონურ ფაზებს მიზიდვისა და განზიდვის ურთიერთქმედე– 
ბისათვის განსხვავებული ნიშნები აქვთ. 

238 

(54,135)



მივუთითოთ, რომ თუ (54,33) ტალღურ ფუნქციაზე მოვახდენთ კუმძერის. 

(7), 62) გარდაქმნას, ნორმირების კოეფიციენტის სიზუსტით, მივიღებთ ტალღურ: 

ფუნქციას განზიდვის ურთიერთქმედებისათვის, ე. ი. (54,18) ფუნქციას. 
დაბოლოს მივუთითოთ, რომ, (54,7) ფორმულის თანახმად, კულონურ პარა– 

მეტრს შეიძლება მიეცეთ შემდეგი ფორმაც: 
2 

ო=2 2.–“-, (54,36). 
IIL) 

სადაც წ ნაწილაკთა ფარდობითი მოძრაობის სიჩქარეა, 

§ ბი. პულონური ფუნქციები 

კულონურ ველში ინფინიტური მოძრაობის რადიალური ტალღური ფუნქ- 
ციები გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციების ნაცვლად შეგვიძლია სხვა 

ფუნქციებითაც გამოვხატოთ. კერძოდ, ამოცანებში, სადაც კულონური ურთიერთ- 

ქმედებაც არის ჩართული, ხშირად გამოიყენება ე. წ. კულონური ფუნგციები 
XI) და C,(), რომელთაგან პირველი რეგულარულია სათავეში, მეორე კი –– 

არარეგულარული (35, 36). კულონური ფუნქციები ისე განიმარტება, რომ ზღვარში 

მათი ასიმპტოტური გამოხატულებანი, როცა ურთიერთქმედებას გამოვრთავთ, 

შესაბამისად დაემთხვეს ბესელის ქ, ცე) და ნეიმანის M,(M9) ფუნქციების ასიმპტო- 

ტურ მნიშვნელობებს, გარდა ამისა, შევეცდებით კულონური ფუნქციები გამოვხა- 

ტოთ კარგად ცნობილი უიტეკერის ფუნქციების საშუალებით. 

განვიხილოთ განზიდვის კულონური ურთიერთქმედების შემთხვევა, მაშინ 
შრედინგერის რადიალური ფუნქციების განტოლებას ექნება (54,2) სახე. მოვძებ– 

ნოთ ამ განტოლების ამოხსნა შემდეგნაირად: 

(#6, #-)=2" 0'წ” თ,;0), (55,1) 

მაშინ, როგორც წინა პარაგრაფში დავინახეთ, თ, 0) ფუნქციისათვის მივიღებთ 

გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციების განტოლებას 

  

ეჩ; (2) + (21+-2––ე:) 0;(2)-–– (1+ 1 +- 1უ) %;(თ) =0. (55,2) 
ახალი . 

10(2:)=2;? 6 2 რ#I(ე;) (55,3) 

ფუნქციის შემოღებით (55,2) განტოლება მოგვცემს 

1 , 1/4–-ც? 
1 (2)+ I– –_+ 4 + «<= 40(7) =0, (55,4) 

4 თ ე; 
სადაც 

ს = თ =1++, 1=>--ი=-თ, ც=-- 21. (55,5) 

მიღებულ დიფერენციალურ განტოლებას უიტეკერის განტოლება ეწოდება და მისი 
ამონახსნები განხილული გვაქვს დამატებაში. (55,4) განტოლების კერძო ამონახს– 

ნები განისაზღვრება (#, 7) და (#, 8) უიტეკერის IL,,+„(2) ფუნქციებით. სახელ- 
დობრ, გვექნება: 

M- ი. (+I)0(–-21#) =(–-2ჯ/)!!1 (+ IIC-+-1 + ჯე, 2:+2, –-2პ2%), (55,6) 

Iჯუ, (+1/3(21#7/) = (22)? 6 1- XC--1–“უ, 2:+2, 2:/V). (55,7) 
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მაშასადამე, ჩვენ მიერ წინა პარაგრაფში განხლული რადიალური ფუნქციების 

(54.18) გამოსახულება შეიძლება გამოვხატოთ უიტეკერის 7” .,.,,./ე (–- 2:M) 

-ფუნქციაით. კერძოდ, შეგვიძლია დავწეროთ 

XI +I+(ი) 

”»რთალ“ -. 10+- 114: 

I/ 22 /ი- (21-L1)! 

როგორც ვიცით, (55.4) განტოლების კერძო ამონახსნებია აგრეთვე უიტეკერის 

1 +L,(+ 2) ფუნქციები. 2/;,+,(თ) ფუნქციებისაგან განსხვავებით, 17, ფუნქ- 
ციებს აზრი აქვთ მაშინაც, როცა 2|L= :- 1, + 2,.. ნათელია, რომ უიტეკერის 

I”... ფუნქციებისათვის, (#2, 11) ფორმულის თანახმად, გვექნება: 

1Iის./+/:(2:) =(2ჯ/-/-) 0-M 6(L-++1 –– წი, 21+2, 29, (55,9) 
1 -/ი,+I/(-- 21%) =(–-2ჯ/ც)!+1 0M ს(I(+1 +ჯე, 2/+2,-- 2ჯყა, (55,10) 

  21L-/ი,,+)/9(-2წე- (55,8) 

სადაც (თ, (; 2) ფუნქცია განისაზღვრება (#0, 28) გამოსახულებით. ვიპოვოთ 

1 3იI+I/2 ფუნქციის ასიმპტოტური სახე დიდი /#ჯ-ებისათვის, ამ მიზნით გავიხ- 

სენოთ, რომ, (/),80) ფორმულის თანახმად, დიდ მანძილებზე გვაქვს 

საI-1 #ე, 21+2, =: 2/M) =(= 2ჯღა-(++0), (6. + დ) (55,11) 

რადგან (=> )='M=06ჯ8 ლ) , ამიტომ მარტივად ვაჩვენებთ, რომ სამართლიანია 

შებდეგი ფოომულები: 

-II-ფ Iს) ო 
“' 

მ თაია (2პნა=4 0->თ) (55,12) 
((M-– ის)- 29 

"თ. 0-2ალ–ი“ შიი5; 6 +თ) (55,13) 
შემოვიღოთ შემდეგი დამხმარე ფუნქციები (35,36): 

· ILVC+1 – 1%ი) 1/: 2I/I+1-1ი) _ | 

აას ულ. ეღლეთი 55,14) 
' | IIVI-- 1 -- 7წ) 6 ,1+1/2 (21/M)') ( 

+. ILIV--1-+1ი IV) ირიოოის C ია 6515 

'. (C++) 6 –(ფ,(+1/ე(––22/1'). 
, 

ცხადია, (55,12) და (55,13) ფორმულების თანახმად, ამ ფუნქციებს ექნებათ შემ- 
დეგი ასიმპტოტური გამოსახულება: 

-I(«-» //,! ი წა+ბე) , 
X; = 26 იფ –>- თ) (55,16) 

11 = = (წ-ო ლ ნ +ბყ) 

სადაც კულონური გაფანტვის 2,, ფაზა განსაზღვრულია (54,15) ფორმულით. 

X, და XI ფუნქციები პროპორციულებია უიტეკერის V/ა,,.,:(2ჯ(V) და 
შ. -/უ,/+II5(- 21) ფუნქციებისა, ამიტომ ისინი წარმოადგენენ (55,4) განტოლე- 

ბის წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნებს1. ამ ფუნქციების ასიმპტოტური გამო- 

C-–>- <) (55,17) 

1 ეს ფუნქციები კულონური ურთიერთქმედების შემთხვევაში ისეთივე როლს ასრულებენ, 

“რასაც ჰანკელის სფერული ფუნქციები ჩვენ მიერ ადრე განხილული ველების შემთხვევაში. 
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ხატულებანი გვაფიქრებინებენ, რომ მათ ნაცვლად ხელსაყოელია შემდეგი ორი 
ფუნქციის შემოღება: 

100) = – (+), (55,18) 

თს) =--0; ი. 65,19) 

ამ ფუნქციების ასიმპტოტური გამოსახულებანი #,-> C--სათვის ტოლი იქნება: 

მოხ) = §)ს C დ“ ბი ) -–"-- 

/((I(/0))= – რია – · –9იI0 2/) -+L 89, ) · ”-> თ (55,21) 

შევნიმნოთ, რომ როცა კულონური ურთიერთემედება არა გვაქვს ეს ასიმპტოტუ- 

რი გამოსახულებანი დაემთხვევა თავისუფალი მოძრაობის შესაბამისი M-ე, 0) და 

ჩ)V/,(-) ფუნქციების ასიმპტოტურ მნიშვნელობებს. 

#2, 0ხა)ა და CV) ფუნქციებს კულონურ ფუნქციებს უწოდებენ; ამასთან, 
IM) სათავეში რეგულარულია, CI(/)) ––არარეგულარული. კულონური ფუნქციე- 
ბის (55,20) და (55,21) ასიმპტოტური ფორმულების გამოყენებით ადვილად ვაჩვე- 

ნებთ 'მემდეგი ფორმულის სამართლიანობას: 

იC, , ი" 1 (ელ02ლ1= 
თე (/„' 

II7 (#,,(,,1= XL #. (55,22) 

ახლა ვიპოვოთ კულონური ფუნქციების ცხადი გამოხატულებანი. ჯერ მოე- 

ძებნოთ რეგულარული XI() ფუნქცია. ამისათვის (55.14) და (55,15) გამოსახუ- 
ლებანი შევიტანოთ (55,18) განმარტებაში. გვექნება 

1 (II0+1– 9) # მიილია : 
II ძე) =-- --––<-– 4" IV „„./+I/0(2ბM) + 
(რ 211I0+1+») ”ო 

შ ;. ჰ/ი _2L +I+1) 
10+1+7 +1+ ”) 6 ? “ი. “- (26)! (55,23) 
IV-+-1-–ჯ” | 

თუ იავატარებთ მარტივ გარდაქმნებს და გამოვიყენებთ 27/კე.I+LI 2(21#7) ფუნქციის 

(#, 21) გამოხატულებას უიტეკერის ფუნქციების მიხედვით 

LC2I + 2 · . 
შ/ჯა,I+I/9(216)) = + ჯე ც"! -ი,I+II2(C- 2:M)+ +1– 

ი ურო 1 ი,/+II (21%), (55,24) 

L2 
მივიღებთ . 

–_–__ _ 
1% (8) = ფინეთი, · I თა/+ I (21%). (55,25) 

თანახმად (X#, 13) თვისებებისა, 

M -ჯუ.I+I/9 C 2:00==გ-!9('+) 1/,,,,+)/§(22?2-%); (55,26) 

16 გ. ჰილაშვილი 24I



ამიტომ (55,6) ფორმულის გათვალისწინებით (55,25) გამოსახულება მოგვცემს 

წემეე იი 3 1LVCL+1-%)I 
2(21+1!)! 

ახლა ვიპოვოთ არარეგულარული CI(-%) ფუნქცია. ამისათვის (55,14) და (55,15) 

ფორმულები შევიტანოთ (55,19) გამოსახულებაში; მივიღებთ 

1/. _9ML+I+( 
რყყა=-- 2IXIX0C 5) შელიატაბსა, M ,ა,(+02 (2) 

(2ყღ ე!) ის XI +1+ჯე, 21+2,-2ჯი). (55,27).' 

LV +1-–1ო») 

_ # დ“ + 

II+თ |  აორიშში| 6528 
მარტივი გარდაქმნებით ეს გამოსახულება დაიყვანება შემდეგ ფორმულაზე: 

1 L –- –- “(+ (შ ი,ხ)=-+ IIIIL+1 (ი) | -5 "I+1-I8) –- 

2 (21+1)! 
სადაც 2Iე,/-/:27 8) ფუნქცია განისაზღვრება ტოლობით 

L (21 + 2) 

ILVC+1-L2») 

1 (21 + 2) 
___3 

ICVC+ 1–-ჯი) 

ახლა, თუ გავიხსენებთ (54,17) ფორმულას, კულონის ფუნქციებისათვის საბო–- 
ლოოდ შეგვიძლია დავწეროთ: 

CI(–) წაი. 

მIჯი.(+1/2 (21#2-), (55,29)? 

M ი,/+)/ი (2010) = გ5((+L-XI) 11 ი,/+)/2 (230) 

IM -:ი./+)/2L– 22). (55,30) 

  
1600-2511) Mი,(+/:(21'-), (55,31) 

551 + 6,()= 0 სული: ა. (55,32) 

დაემტკიცებლად მოვიყვანოთ ასიმპტოტური გაშლის ფორმულები სხე: <> 0-სათვის, 

ამასთან შემოვისახღვროთ 1=0 შემთხვევით (351 

მა(რდა = 0/#)ნ” ს + უხ -- (ყა? + --უბთაბ+ + | (55,33). 

  Cი(წ!1=–– - ს 4+2წო.უ II) 2”--2ჯ7 –– 1-++//(უ) +10 ი)–– 
9 

– - ებ+მებნ)ბ+-.+ L (55,34), 

სადაც C%(”) განისაზღვრება (54,21) ფორმულით, ხოლო 1 

+ 1 
ჩე ა– ..__. 55,35)» I(უ) = 7:0სC– უ) ––1ი უ=» ხანოუვოლუ #-–Iი»ო ( 

+=0,5772-ეილერის მუდმივია. 

1 დ(2) ფუნქციის განმარტება ი:ილეთ § C-ში. 
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აღვნიშნოთ, რომ 1=0 შემთხეევაში 7””-(0)=0, ხოლო (/7)(0)=–- –. რაც 

ი 
შეეხება 1 % 0 “შემთხვევას, #,(წ) ფუნქცია კვლავ ნულია სათავეში, ხოლო (/,–-გან- 

ფშლადი. 
ასევე შევნიშნოთ, რომ (54,25) რადიალური ტალღური ფუნქცია I"(/0) 

კულონურ ფუნქციასთან დაკავშირებული იქნება ფორმულით 

მშ 
7 7400 კ)= (55,236) 

კულონური ფუნქციები მეტად რთული ფუნქციებია ანალიზური გამოთელე- 
ბისათვის, ამიტომ სხვადასხვა ამოცანებში ხშირად მიმართავენ მიახლოებით ფორ– 
მულებს. ამ მიზნით ””() და C,(,) ფუნქციებისათვის შედგენილია მრავალი 
ცხრილი. განსაკუთრებით მნიშვნელოვანი ცხრილები არსებობს |=0 შემთხეევაში, 

როცა ფუნქციების მნიშვნელობა განსაზღვრულია უ-ს ფართო ინტერვალში და 

ჯ-ის მცირე ბიჯისათვის (371. 

§. 506. იოსტის ფუნქციები კპულონური ურთიერთქმედების 

შემთხვევაში 

გამოვარკვიოთ როგორი სახე აქვთ იოსტის ფუნქციებს კულონური ურთიერთ- 
ქმედების შემთხვევაში. ჯერ ვიპოვოთ შრედინგერის რადიალური ფუნქციების გან- 

ტოლების ისეთი ამონახსნები, რომლებიც აკმაყოფილებენ შემდეგ სასაზღვრო პი- 

რობას: 

სსდ კ-რMმ დს, კ) =1. 11917 დI(/C )') C6,1) 

ამ პარაგრაფში კულონური ველის შესაბამის სიდიდეებს გავუკეთებთ „ი“-ნიშნაკს. 

წინა პარაგრაფში მიღებული შედეგებიდან ცხადია, რომ ფუნქცია, რომელიც გან– 
ზიდვის კულონური ურთიერთქმედების დროს დააკმაყოფილებს (56,1) პირობას, 

იქნება შემდეგი: 

დI(/, 31) =ე411 ტ'ჩ წე(ოულ- 21+2, –_ 2ს–)), (56,2) 

ან კუმერის (7), 62) გარდაქმნის გამოყენებით იგივე ფუნქციას შეგვიძლია მივცეთ 
შემდეგი ფორმა: 

დ (#6, ე =ე:+ 1 0M #C+1 –- ჯუ, 2:4+-2, 219) (56,3) 

თუ ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციების ნაცვლად ვისარგებლებთ უიტეკერის (55,6) 

და (55,7) ფუნქციებით, შეგვიძლია დავწეროთ 

CდI(#ჩ, #)= (–-2) «+ M#M -თ,I+I/2 (21#7) ==(2ჯჩ)“ (I+.) 277, +I/= (21%), (56,4) 

რომელიც (55,24) ფორმულის გამოყენებით მიიღებს შემდეგ გამოსახულებას: 

1 ( LC + 2) 
(21ჩ)!'1 L LLIL + 1 –– 1) 

IXC2(+2) 

IV+1 +?) 

ახლა შემოვიღოთ ისეთი ამონახსნები, რომლებიც უსასრულობაში აკმაყოფილებენ 

(46,690) ტიპის სასახღვრო პირობას. წინა პარაგრაფში მიღებული რადიალური 

243 

  დ; (წ, ))1= თ MV -„ი,I+I72 (-–-2:%) + 
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ფუნქციის (55,20) ასიმპტოტური გამოხატულება გვაფიქრებინებს, რომ კულონუ- 
რი ურთიერთქმედების შესაბამის რადიალურ ამონახსნს მოვთხოვოთ შემდეგი სასაზ- 
ღვრო პირობის შესრულება: 

ი –I(L/ – ს II IM”) /C –-ჩ, ბლ. 

თ #M-C-ხი (56,6) 
რამდენადაც /-ის უსასრულობაში მისწრაფებისას უიტეკერის ფუნქციის ასიმპტო- 

ტერი ყოფაქცევა განისაზღვრება (55,13) ფორმულით, ე. ი. 

ო» 

1 ი. + (--2,ყ)ლ–ტე რიში 2, 0->თ) (56,7) 

ამიტომ შეგვიძლია შევარჩიოთ შემდეგი ამონახსნები: 

ით 

#I(-ო0::=06 9 1) -/უ, +115 (<–-2?/)), (56,8) 

რ )=C9 1) ა/ა (20), (56,9 
აღვილი საჩვენებელია, რომ #(+/,)) ფუნქციები დაკავშირებულია (55,14) და 

(55.15) ფუნქციებთან; სახელდობრ, გვექნება 

1 =--2009%6 5 #MLC-#,)), IX,=%6 '%I69 IX(#,3), (56,10) 

სადაც კულონური გაფანტვის მ-ჯ-ფაზა განისაზღვრება (54,15) ფორმულით. 

ახლა გამოვხატოთ დ((#,7) რაღიალური ფუნქცია /(+#,+) ფუნქციებით. 
ამისათვის ვისარგებლოთ (56,5) გამოსახულებით. (56,8) და (56,9) ფორმულების 

გათვ:ლისწინებით მივიღებთ 

ვაი. 
თ 1 I ILIC2I+2. # 

MI)= 
§(6)= 24 170-1–”ა (C72) 

ააა ნ–-ხა– 

I(2-+-21 #12 _, მ ეი 

I1II+1++თ) (2/! 
ამ გამოსახულების (46,73) ფორმულასთან ვლარბს შედეგად ადვილად ვიპოვით 

იოსტი ფუნქციებს გამოხატულებას კულონური ველისათვის, სახელდობრ, 

გვექნება: 

თში, (რი. (56,11) 

2 210.5 I(21-2) 
#)= , 

7XM დი LC +1-–7) 
(56,12) 

L" 2 95 1"(21+2) 
I(-=M= საოუთოლო 

დ" 10-1 ++») 

ახლა გამოვიყენოთ #5/(,)-მატრიცის (46,74) ფორმულა, რომლის მიხედვით გა– 

ფანტვის მატრიცას კულონური ურთიერთქმედებისათვის ექნება შემდეგი გამო- 
ხატულება: 

(56,13) 

ფე =10+1+0)_ აი,, 
I0+1–თო) 

რაც ემთხვევა ჩვენ მიერ ადრე მიღებულ (54,15) გამოსახულებას. 
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როცა კულონური ველი მიზიდვის ხასიათისაა, მაშინ ურთიერთქმეჯების 

დროს შესაძლებელია ბმული მდგომარეობების გაჩენა. როგორც ვიცით, ბმული 

მდგომარეობები განისაზღვრება 8I(–)-მატრიცი პოლუსებით #-კომპლექსური 

სიბრტყის ვითარსი ღერძის დადებით ნაწილში, ე. ი როცა შესრულებულია 

პირობა 

(+166 '=0, =2% 56,15 I(I+ --- #=2? ( ) 

ეილერის IV) ფუნქციის თვისებით ეს მაშინაა შესაძლებელი, როცა 

(414 ––იი #,=0, 1, 2,... (56,16) 

საიდანაც, თუ შემოვიღებთ მთავარ კვანტურ რიცხვს »=IV,-–+-7+1, მივიღებთ ბო- 

რის ენერგიის ფორმულას 

27,C,6'L. Iა=- 
” 2»? ს? 

(56,17) 

კერძოდ, წყალბადისებური ატომის ენერგიას მივიღებთ, როცა 27, =>1, ხოლო #.= > 

ემთხვევა ატომბირთვის პროტონთა რიცხვს. 

§ გრინის სრული ფუნქცია კულონური ურთიქმრთქმედებისათვის 

ვიპოვოთ გრინის სრული ფუნქცია დამუხტულ ნაწილაკთა კულონური ურ- 

თიერთქმედებისათვის. ამ ამოცანის გადაწყვეტა ძნელი არ არის, თუ გავიხსენებთ 
(47,37) ფორმულას, რომლის მიხედვით გაფანტვის სასახღვრო პირობის შესაბა- 

მისი გრინის პარციალური ფუნქცია განისაზღვრება შემდეგნაირად: 

1 უ5L 

CI 90, 7 ა-ი 672 /C-#, ეი თ, (57,1) 

სადაც #/'(M,1) წარმოადგენს კულონური ველის შესაბამისი შრედინგერის რა- 

დიალური განტოლების ამონახსნს, რომელიც აკმაყოფილებს გაფანტვის სასაზღვრო 

პირობას. (47,35) ფორმულის თანახმად და (56,2) და (56,13) დამოკიდებულებების 

გათვალისწინებით, განზიდვის კულონური ურთიერთქმედების შემთხვევაში, გეექნება 

-მო 
ჩაფი ნი: ი აეუუეეეგეეგეგებეაო“ –– 

2IM2I-L2) წ9დფა= 

ცხადია, ეს ფუნქცია (54,25) რადიალურ ფუნქციასთან დაკავშირებულია სტანდარ–- 

ტული აღნიშვნით 

V”I 1) (6,4), 

”.- ' 

რაც შეეხება #”(–-/,91) ფუნქციას, იგი განისაზღვრება (56,8) ფორმულით. რად- 

გან ადგილი აქეს, (55,9) დამოკიდებულებას, ამიტომ ამ ფუნქციას შეიძლება მივ- 

ცეთ ძეძდეგი სახეც: 
12 · 

#--6ხი=§ 21 0/ყარი MM %06+-I+ჯე, 21+2, –-2წ). (57,4 
აჰა 

წესი (57,3)



ამასთან, (CV, 0; >) განისაზღვრება (71, 28) ფორმულით. (57,2) და (57,3) გამო- 

სახულებები შევიტანოთ გრინის კულონური ფუნქციის (57,1) განმარტებაში; 
გვექნება (141 

; 1V7-L1 -L ჯუ) CC... #2 -(-1)/--1 11 
რირი ლ დ+2 

ს(0-+L1+1უ, 2+2, ––21–!>). (57,5) 
ახლა გავიხსენოთ კულონური ფუენქციის (55,27) და XI; ფუნქციის (57,15) გან- 

მარტებები, მაშინ გრინის კულონურ ფუნქციას შეგვიძლია მივცეთ შემდეგი სახეც: 

(46%3”ე/4) ეხთ+) IC L1 -Lჯუ, 21-L2, –- 2-- ე). 

ცყედაე=- 2 IM II-2ი>). (§7,6) 

საინტერესოა ვიპოვოთ გრინის ფუნქციის ყოფაქცევა დიდი „ და # მანძილები 
სათვის. ამ მიზნით საკმარისია გავიხსენოთ X; ფუნქციის (55,17) ასიმპტოტური 
მნიშვნელობა. გვექწება 

(,7I1)0-, ;') = 
, ე 

–+> ჯი CC. =ს 26-<+ბი ) ქ“ (რა -ი /” ე -ხაბე). (57.7) 

სათავეში კი გრინის ფუნქცია რეგულარული იქნება XI.) კულონური ფუნქ- 
ციის რეგულარობის გამო. ვხედავთ, რომ უსასრულობაში გრინის ფუნქცია წარ- 

მოადგენს განზმლად სფერულ ტალღას კულონური ველისათვის დამახასიათებელი 
დამახინჯებით. 

გრინის ფუნქციის გამოსახულება ადვილად დაიწერება, როცა იგი აკმაყოფი- 

ლებს მდგარი ტალღის სასაზღვრო პირობას, (57,6) გამოსახულებიდან ნათელია, 
რომ ამისათვის საჭიროა დავწეროთ 

, 1 1 · 
ყI0, 7) =+ #IC/II-) 2:X /““–Iი: (57,8) 

ჯ 

ან არარეგულარული კულონური CIL1(ს) ფუნქციის (55,19) განმარტების თანახ- 
მად, საბოლოოდ გვეჟნება 

წ 1 
ყI(1 ),)= + IIC>'<) CI/(/M0>)- (57,9) 

დიდი მანძილებისათვის, (55,21) ფორმულის შედეგად, მართლაც გვექნება 

1 > > 
ყნ0.))ლ–– ი C- (% CV 8)! 2-4+ბი ) 

ჩ 2 

005 («ა-ი – ჰი 20 +ბი)- (57,10) 

გრინი კულონური ფუნქციები რომლებიც აქ შემოვიღეთ, საინტერესოა 
შევადაროთ § 28-ში მიღებულ სათანადო გამოსახულებებს გრინის ფუნქციებისა- 
თვის ადვილი დასანახია, რომ კულონური ურთიერთქმედების შემთხკევაში 

MM), ს) MI(M) და // I (ფ) ფუნქციები სათანადოდ იცვლება XI(C#I), CI(MX) 

და X; ფუნქციებით. 
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§ 58. ჰპულონური ველის უწყვეტი სპექტრის ფუნქციები 

პარაბოლურ კოორდინატებში 

წინა პარაგრაფებში ჩვენ ვიპოვეთ ინფინიტური მოძრაობის შესაბამისი გა– 

_ ფანტვის პარციალური ტალღური ფუნქციები სფერულ კოორდინატებში. მაგრამ 

სხვა ურთიერთქმედებათაგან განსხვავებით, კულონ ური ურთიერთქმედების ”შემთხ- 

ვევაში ძალიან ხშირად მომენტის გამოყოფა არ არის ეფექტური. დიდი ქმედების 

რადიუსის გამო კულონურ ველში გაფანტვისას ერთდროულად მონაწილეობს 

ბევრი პარციალური ტალღა, ამიტომ უფრო ხელსაყრელია სრული ტალღური 

ფუნქციებით სარგებლობა. ამ მიზნით ამოვხსნათ შრედინგერის სათანადო განტო– 
ლება პარაბოლურ კოორდინატებში. ეს ამოცანა ბმული მდგომარეობებისათიის 
ამოხსნილი გვაქვს. ამ პარაგრაფში ვიპოვით უწყვეტი სპექტრის შესაბამის ფუნე- 

ციებს, როგორც ვიცით, პარაბოლური კოორდინატებით სარგებლობა განსაკუთ- 

რებით ეფექტურია იმ ამოცანებში, რომლებშიც არსებობს სივრცეში გამოყოფილი 
"მიმართულება, ასეთ მიმართულებას გაფანტვის ამოცანაში წარმოადგენს დაცემულ 
“ნაწილაკთა მიმართულება, 

გაფანტვის ამოცანაში საჭიროა მოიძებნოს შრედინგერის განტოლების ისეთი 

ამონახსნი, რომელიც აკმაყოფილებს გაფანტვის სასაზღვრო პირობას. სახელდობრ, 

გაფანტვის ტალღური ფუნქცია უსასრულობაში უნდა წარმოადგენდეს დაცემული 

ბოტყელი ტალღისა და გაფანტული სფერული ტალღების ჯამს. 
დაცემულ ნაწილაკთა ნაკადის მიმართულებად ავიღოთ გ-ღერძის მიმართუ- 

ლება. მაშინ ტალღურ ფუნქციას ამ ღერძის მიმართ ექნება აქსიალური სიმეტრია, 

ე. ი. იგი დამოკიდებული არ იქნება აზიმუტალურ დ-კუთხეზე, რაც ნიშნავს, რომ 

“მრედინგერის განტოლებაში მაგნიტური კვანტური # რიცხვი ნულის ტოლად უნდა 

ავიღოთ. 
ჯერ განვიხილოთ განზიდვის კულონური უოთიერთქმედების შემთხვევა 

XI, 27” 

? 

X 0) = (58,1) 

მაშინ, (20,14) და (20,14”) გამოსახულებების თანახმად, შრედინგერის განტოლე- 

„ბას ექნება სახე 

26#V/LC9ძს, იი „|ალო= 1L > )+ | - | ბკ0=0, (58,2) 

9 / 08%: ხს სალი. 58,3 >(5 2 + | » ს| ს.(C) (58,3) 

(ამ განტოლებათა მიღების დროს, რადგან სრული ენერგია #>0, გამოყენებულია 

X->45# შეცვლა), სადაც 
  ”=-“-, (58,4) 

ხოლო 

ი+-ხ=–-, (58,5) 

სადღაც მუდმივი 72-განისაზღვრება (54,3) ფორმულით. სრული ტალღური ფუენქცია 

" მჟშარმოადგენს ნამრავლს 

დ(C, C)=8,(6) სა(C). 0M»=C) (58,6) 
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ჩვენ გვაინტერესებს ისეთი ამონახსნის მოძებნა რომელსაც დიდი ჟ)-ებისა და. 

7<0-ისათვის ექნება ბრტყელი ტალღის გამოხატულება 
ხს=დ“, (–-თ<7#<0), I-ი (58,7) 

შესაბამისი ნაწილაკისა, რომელიც გ-ღერძის გასწვრივ ეცემა 2>0 მიმართულებით. 

პარაბოლუო კოორდინატებში, ამ პირობას ექნება შემდეგი სახე: 

ად უ=ა19-9, CC თ და ყველა 2-სათვის) (58,8) 
ეს პირობა დაცული იქნება მხოლოდ მაშინ, როცა 

წMდ 

ს,(0=01, (ნებისმიერი =-სათვის) (58,9)- 

ხოლო “სე(უ) აქვს ასიმპტოტური მნიშვნელობა 

თლ=”:  რC+თ) C8,10). 
შევიტანოთ (58,9) გამოსახულება (58,2) განტოლებაში; დავინახავთ, რომ განტო-- 

ლება კმაყოფილდება, თუ / = + მაშინ (58,3) განტოლება (58,5) პირობის 

გათვალისწინებით წ წარმოგვიდგება: 
უ 9% #7ს 1 . 1:ჩ _ ეჩ ს(ე=0, (58,11). 
9 მ )+ ფ 2ი 2 I» ა 

ამ განტოლების გინა კი (58,10) ასიმპტოტური გამოსახულების შესაბამისად 

ვეძებოთ შემდეგი ფუნქციის სახით: 
I. 

თ.:(-)=6 " IC), (5მ,12) 
ამასთან, ცხადია, უნდა მოვითხოვოთ, რომ = -+ თ-სათვისს #L(C.) ფუნქცია იყოს 

მუდმივი. (58,12) ფუნქცია შევიტანოთ (58,11) განტოლებაში. შედეგად უცნობი 

#CC) ფუნქციისათვის მივიღებთ დიფერენციალუო განტოლებას 
1 

%/ (6) + (1 ––1M5) / ”((C) –– 2ჩ #C)=0. (58,13 

ახალი 2=1#ა ცვლადის შემოღებით ეს განტოლება გადაიქცევა გადაგვარებული 
პიპერგეომეტრიული მწკრივების განტოლებად 

დ) (>)+(1-–2) / (თ)+1უ / (9) =0, (58,14)- 
სადაც უ=(2M1)! კულონური პარამეტრია. ამ განტოლების ამონახსნი განისა-- 

ზღვრება ფუნქციით 
#(2=CXC-–1უ, 1, 9); (58,15). 

ასე რომ შრედინგერის განტოლების ამონახსნი ამგვარი იქნება: 

არ ე=6:: 1 9»C თე, 1, (ყე. (58,16): 
ნორმირების 0-კოეფიციენტი ისე შევარჩიოთ, რომ დაცემული ბრტყელი ტალღის 
ამპლიტუდა ერთის ტოლი იყოს. ამისათვის ვიპოვოთ ჰიპერგეომეტრიული მწკრი– 
ვის ასიმპტოტური მნიშვნელობა დიდი C-სათვის. (7), 77) ფორმულის თანახმად. 

ადვილად ვიპოვით 
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  #C-თ, 1, I) = იი იჩ” აკა ++ 
I(1 +-?7) მხC- –»თ 

კცტ- ს „MM: · ' 0)" 6 -I- ააა. (53.17) I) 1/C 10-ე 

მოვითხოვოთ, რომ კვადრატულ ფრჩხილებში მოთავსებულ გამოსახულებაში ერთი- 
ანი იყოს ყველაზე დიდი წევრი, ამისათვის საჭიროა 

ი" 

  48.1. (58,18) 

    

      
შედეგად მივიღებთ 

2 “ 

ი (კათ 1VI+-M) თ - გ-ი #M I C>+თ) (59,19) 

1/%X1+7#0)) | X0-2თ) %5 I 
თუ ამ გამოსახულებას შევიტანთ (58,16)-ში და გავითვალისწინებთ, რომ §---C := 2ჟ, 

ახ=7---2=» (1--008 0), სადაც 0 გაფანტვის კუთხეა, მივიღებთ 
ჟო 

X#LC-––-ჯ, 1, 2775) = 

ს(C, 58) _ 0831 _ | ც!M2+!»M I! MI (| –6Cი§ 0). + 1" I. (9) დფ" - (ა I? L (58,20) 

ნ0+%”)! » 
3 · ნ.ი 11 LI 

#.6)=----9 - წევა თ (58,21) 
269109 > 0-”) 

წარმოადგენს გაფანტვის ამპლიტუდას კულონური ურთიერთქმედებისათვის. ცხა- 

დია, კულონური ფაზა განისაზღვრება დამოკიდებულებით 

9(ხ, (ს) _ ILC1 4-2) 

IVI1-–ჯ») 

შევნიშნოთ, რომ (55,18) პირობის შესასრულებლად საკმარისი არ არის 

(58,22) 

1-იყოს დიდი. რადგან. ე––-3=9ჯ §9)ი“ + , ამიტომ საჭიროა გაფანტვის კუთხე 

ერთობ მცირე არ აღმოჩნდეს. მეორე მხრივ, რაც მეტია ნაწილაკთა “მორის მან-. 
ძილი, მით მცირეა გაფანტვის კუთხე. ექსპერიმენტზე /;-სიდიდე იმდენად დიდია, 

რომ გაფანტვის კუთხის აკრძალულ მნიშვნელობათა არეში გაზომვა პოაქტიკულად, 

სულ ერთია, არ ხერხდება. ასე რომ (58,18) პირობა გაფანტვის კუთხეს პრაჟტი- 

კულად არ ზღუდავს. 
როგორც ვხედავთ, V(§, C) ფუნქციის ასიმპტოტური სახე შეესაბამება გაფან– 

ტვის ამოცანის დამახასიათებელ სურათს. ისევე როგორც სფერულ კოორდინა- 
ტებში, კულონური ველის ქმედების დიდი რადიუსის გამო ბრტყელი ტალღა-· 

უსასრულობაში დამახინჯებულია. ბრტყელ ტალღას რომ ერთეულოვანი ამპლი-. 
ტუდა ჰქონდეს, ამისათვის საჭიროა დავიცვათ პირობა 

_შ 
Cთ=6 + IL +ჯ”). (58,23), 

აკა



ამგვარად, გაფანტვის ამოცანის მრედინგერის განტოლების ნორმირებულ ამო- 

ნახსნს პარაბბოლურ კოორდინატებში ექნება სახ 

ს (5, -)=6 
ჟი ისა 'ჩ(C6-ჯ) . > 

9 I(1+12ი)61 ” · #C–-7, 1, ბ/ ლ). (58,24) 

ეს ფუნქცია ნორმირებულია იმ პირობით, რომ ასიმპტოტურ გამოსახულებაში 

შემავლ. ბრტყელ ტალღას ჰქონდეს ერთეულოვანი ამპლიტუდა. 
ადვილად დავწერთ ტალღურ ფუნქციას მიზიდვის კულონური ველისთვისაც. 

ამისათვის საკმარისია (58,24) ფუნქციაში უ-შევცვაულლოთ –-უ-თი. გვექნება 

- ი) %M6-ა 
თ (6, ი)=09 L(1–– 2უ)6 3 XCი, 1, 2ჩC). (58,25) 

ასეთივე ცექლილება უნდა მოვახდინოთ (58,21) ამპლიტუდაშიც. 

როცა საჭიროა გარკვეული პროცესების გამოთვლა, აუცილებელი ხდება 

შრედინგერის განტოლების ისეთი ამონახსნებიც, როცა ბრტყელი ტალღა კი არ 
ქრცელდება #-ღერძის გასწვრივ, არამედ აქვს ნებისმიერი მიმართულება სივრცეში. 

ამ შემთხვევაში 6XX (#2) გამოსახულების ნაცვლად გვექნება CX06 (IM) ბრტყელი 
ტალღა, ამავე დროს საჭიროა #C= #/-ჩწ გამოსახულების შეცვლა /)-- LL გამო- 

სახულებით. ასე რომ, მაგალითად, განზიდვის ველისათვის გვექნება კულონური 

ფუნქცია 
LV 

9 დIმ0) =6 5 1I(C1-+2#) 0'M #C--ჯე, 1, ? (/I/-–-(M%ო1). (58,26) 

ეს ტალღური ფუნქცია უსასრულობაში წარმოადგენს დაცემული ბრტყელი ტალ- 

ღისა და განშლადი სფერული ტალღების ჯამს, ამასთან დაცემული ბრტყელი ტალ– 
“ღის ამპლიტუდა ერთის ტოლია. 

ხშირად გამოიყენება ისეთი ტალღური ფუნქციებიც, რომელთა სახე უსას- 

რულობაში გამოიხატება დაცემული ბრტყელი ტალღითა და კრებადი სფერული 

ტალღების ჯამით. ცხადია, ამ ფუნქციას, რომელსაც დI-)6)-ით აღვნიშნავთ, მივი- 

ღებთ (58,26) გამოსახულებიდან შემდეგი ფორმულის გამოყენებით: 

დ, (= დ (ი. (58,27) 

-ეს დამოკიდებულება სამართლიანია შემდეგი მოსახრების გამო: კომპლექსურ შეუღ- 

“ლებულზე გადასვლით CL" () ფუნქციაში განშლადი სფერული ტალღა გადაიქცევა 
კრებადად, მაგრამ ბრტყელი ტალღაც დაცემულის ნაცვლად გახდება არეკვლილი. იმი– 

"სათვის, რომ ბრტყელი ტალღა კვლავ დაცემულ ტალღას შეესაბამებოდეს, საჭირო 

დამატებით მოვახდინოთ L –> ––M შეცვლა. ასეთი შეცვლა კრებად ტალღაზე არ 
“იმოქმედებს, რადგან მასში შედის ტალღური ეექტორის აბსოლუტური სიდიდე. 

თუ საჭიროა, რომ C(#9)I() ფუნქციები ნორმირებული იყვნენ პირობით 

|9>"თ დ|-XI) ი-=9 («--M”, (58,28) 

მაშინ განზიდვის ველისათვის გვექნება შემდეგი კულონური ფუნქციები: 

–-მი _M» 

<=<L%) (-) = (2X) ' 6 ი IX1 · ჯი)ი'M XX” §/, 1, +-9 (/ი–ML1). (58,29) 

ტალღუო ფუნქციებს მიზიდვის კულონური ურთიერთქმედებისათვის მივიღებთ 

«58,29) გამოსახულებაში უ-პარამეტრის –-უ-თი შეცვლის შედეგად. 
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„ვიღოთ ბრტყელი ტალღა ნორმირებული ტალღური ვექტორის სკალაზე 

ს.() =- (2) ”/? (M (58,3თ) 

«და ვიპოვოთ "შემდეგი ფარდობა »=0 წერტილში: 

|#%V-M/0) I” : | V,(0) |. (58,305 
ცხადია, ეს ფარდობა ტოლია დგ“ | 1XI + ჯო») |?. თუ გავიხსენებთ (C, 34) ფორმუ–- 

-ლას, მივიღებთ 
(+) 2 ა 

თყე= 1900) I _ _ 2-4 _. (58,31) 
|ს.-(0ე)!) ჰო–1 

მაშასადამე, ეს ფარდობა ტოლი ყოფილა (54,21) გამოსახულებისა და იგი გამო- 
ხატავს -=0 წერტილში კულონური და თავისუფალი ნაწილაკის ალბათობის სიმ- 

კვოივეების ფარდობას. 

ანალოგიური ფარდობა მიზიდვის კულონური ველისათვის ტოლი იქნება 

(27) 

1--გ-ბშში , 
  ი«?(0= (58,32) 

სადაც თ(/) განისაზღვრება (54,32) ფორმულით 1=0 შემთხვევაში. 
დიდ ენერგიებზე, ე. ი. როცა #-> თ, მაშინ უ,->0 და შედეგად როგორც 

(58,31), ისე (58,312) ფორმულებიდან ორივე შემთხვევაში მივიღებთ, რომ ალბა- 

თობათა სიმკვრივეების ფარდობა მიისწრაფვის ერთისაკენ როცა #->-0, მაშინ 

ი-–> << და (58,31) ფორმულიდან გვექნება 

ა 2 
CI) =2=ე 0-ს =2X2, 2. :> იXი (– 2» 7,2» =) · (58,32) 

? ? 

ანალოგიურ დამოკიდებულებებს ექნება ადგილი მიზიდვის კულონური ველის 

შემთხვევაში. როგორც (58,31) ფორმულიდან ჩანს, რადგან C“() პროპორციუ- 

ლია | დ, (9) |? სიდიდისა, ამიტომ 

0=0ჯყ (– 23202 5) (58,34) 
ხა 

მამრავლის გამო, მცირე ფარდობითი სიჩქარეებისათვის ერთი და იმავე ნიშნის 
პქონე ნაწილაკთა ერთმანეთთან ახლოს მისვლის ალბათობა ექსპონენციალურად 

მცირეა. ეს გარემოება, მაგალითად, დიდად უშლის ხელს პროტონების ბირთვებ- 

თან ურთიერთქმედებას, წინააღმდეგ ნეიტრონებისა რომლებზეც ატომბირთვის 

კულონური ბარიერი არ მოქმედებს. L-ს გამოვის მამრავლს უწოდებენ. იგი დიდ 

ოოლს ასრულებს დამუხტული ნაწილაკების ბირთვებთან ურთიერთქმედების ამო–- 
ცანების განხილვის დროს. 

§ 590. რეზერფორდისა და მობტტის ფორმულები 

ჩვენ გამოვიყვნეთ დამუხტულ ნაწილაკთა გაფანტვის ამპლიტუდის ფორ- 

მულა, რომელსაც, (58,21)-ის თანახმად, აქვს შემდეგი სახე: 

#აფ)ლ-- წ/) ა. 1ი§წი“ 2-LC1 +292») : ალულის (59,1) 
26აი-- 11“



სადაც 
„აბი 101 + 1(01+7). (59,2). 

LV)” 
„9 

ხოლო 0 წარმოადგენს გაფანტვის კუთხეს C-სისტემაში. უ= #2; -კულონური 

I. 

პარამეტრია. გაფანტვის დიფერენციალური განივკვეთისათვის მივიღებთ ფორმულას 

= ი) I? 70 = 59,5 | წარ) 109 ) –“ ლ (59,3) 

სადაც ძი სხეულოვანი კუთხეა გაფანტვის მიმართულებით. თუ შევიტანთ კულო- 

ნური პარამეტრის მნიშვნელობას ამ გამოსახულებაში, საბბოლოოდ მივიღებთ 

რ. -( #.X2C 8) V ძია , (59.4 

4> / სხ 

სადაც 7ი-ი=IML/2 ფარდობითი მოძრაობის კინეტიკური ენერგიაა. (59,4) წარ-: 

მოადგენს რეზერფორდის ცნობილ ფორმულას, როგორც ვხედავთ, განივკვეთის· 
გამოსახულებაში არ შედის პლანკის მუდმივი და კვანტური გამოსახულება ზუს- 

ტად ემთხვევა კლასიკურს. ეს ერთადერთი შემთხვევაა, როცა კლასიკური და კვან– 
ტური მექანიკა ერთსა და იმავე ფორმულებს იძლევა. ეს გამოწვეულია კულონური: 

ველის თავისებურებით, რომელიც მანძილის ზრდისას ნელა ისპობა. 

აღვნიშნოთ, რომ მიუხედავად ამისა, კლასიკური და კვანტური გაფანტვის 

ფორმულებს შორის განსხვავება მაინც არსებობს იგივური ნაწილაკების ”შემთხვე- 
ვაში. ვთქვათ, ნაწილაკები იგივურებია 2,= 27გ= 7, მაშინ რომელიმე ნაწილაკის 

გაფანტვის ალბათობა მოცემულ ძი სხეულოვან კუთხეში ტოლი იქნება ორი 

ალბათობის ჯამისა. ერთია რომელიმე ერთი ნაწილაკის გაფანტვის ალბათობა 

0-მიმართულებით, მეორე კი გაფანტვის ალბათობა (=–-ს) კუთხეზე, მაშასადამე, 

კლასიკურ მექანიკაში გაფანტვის ეფექტური დიფერენციალური განივკვეთი იგი-. 
ვური ნაწილაკების შემთხვევაში გამოიხატება ფორმულით 

იძ>C= | | #0) I”+I #IC-<--0) |შ) (CV), (59,5). 

რაც (59,1) ამპლიტუდის გამოხატულების ჩასმით მოგვცემს 

2 2–X 8 

ძი = წომ | 1) ე _ 1 |4ი. (59,6) 
4 ჯ./ L3I)10/2 ლ0§!ს/2 

კვანტური მექანიკის იგივურობის პრინციპი ძიოფესვიანად განსხვავდება კლა– 

სიკურისაგან. კვანტურ მექანიკაში ნაწილაკთა იგივურობას შედეგად მოსდევს გა- 

ცვლითი ეფექტების წარმოქმნა. 

განვიხილოთ ორი იგივური ნახევარსპინიანი დამუხტული ნაწილაკი. ამ შემ– 

თხვევაში, როგორც ვიცით, (25,5) ფორმულის თანახმად, გაფანტვის განივკვეთი 

განისაზღვრება გამოსახულებით 

აა 

   



ით = | (#40) 8+-I #აფ–0) ,– 
1 IM) 71 C–0-+- XC) #Mრ--0)) | იი, (59,7) 

-თუ ამ ფოომულაში შევიტანთ ამპლიტუდის (59,1) გამოსახულებას და გავითვა- 

-ლისწინებთ კულონური პარამეტრის მნიშენელობას, მივიღებთ 

  

  

2“ 8) 
მ '| I I 005 ( 1 სს (ღ? > 

ძთ- (21) ლხუალ– “- რისძი.  (59,0 
75 კმ · I) 
+ ვIი'-- (0091 –- 2 51)? –– 605" –– 

2 2 2 2 

  

ამ გამოსახულებას მოტტის ფორმულას უწოდებენ. ამ ფორმულისათვის დამახასია– 

თებელია ბოლო ინტერფერენციული წევრის გაჩენა, რომელიც შედეგია კვანტური 

-მექანიკის იგივურობის პრინციპისა. 
უ2 9 

მცირე სიჩქარეების შემთხვევაში, ე. ი. როცა –> 1, ინტერფერენციული 

წევრი ოსცილირებადია და ამიტომ მას გაფანტვაში წვლილი არ შეაქვს. ამ დროს 

მოტტის ფორმულა ემთხეევა კლასიკურ ფოომულას. აქ მჟღავნდება კულონური 

ველის კიდევ ერთი თავისებურება, იმ დროს, როცა, საზოგადოდ, კვანტური მექა– 

ნიკიდან კლასიკურზე გადასვლა, ტალღური ოპტიკიდან გეომეტრიულ ოპტიკაზე 

გადასვლის ანალოგიით, მცირე ტალღის სიგრძეების დროს ხდება, კულონური 

ურთიერთქმედების შემთხვევაში გაფანტვის კვანტური ფორმულებიდან კლასიკური 

შედეგები მიიღება მცირე სიჩქარეებისათვის, რაც ეკვივალენტურია დიდი ტალღის 

სიგრძეებისა. 

§ 60. პროტონების პროტონებით ბაფანტვა 

ახლა განვიხილოთ პროტონების პროტონებით გაფანტვის შემთხკევა. იგი 

საინტერესოა იმდენად, რამდენადაც განზიდაის კულონური ურთიერთქმედების 

გარდა პროტონებს შორის, მოქმედებენ მძლავრი ატომგულური ძალებიც. პრო- 

ტონების გაფანტვის დროს ატომგულური ძალები მნიშვნელოვანი რომ არ იყოს, 

მაშინ მათი გაფანტვა აიწერებოდა მოტტის ფორმულით, ექსპერიმენტები გვიჩვე– 

'ნებენ, რომ (ჯ, ») გაფანტვა ძლიერ განსხვავდება მოტტის ფორმულით განსაზღვ– 

რული გაფანტვისაგან. 

დავწეროთ ”შოედინგერის განტოლება რადიალური ფუნქციებისათვის, იგი 

(54,2) განტოლებისაგან განსხვავებული იქნება იმით, რომ კულონური ველის გარდა 

გვექნება ბირთვული 760) ურთიერთქმედებაც, რომელიც ცენტრალურად მივიჩ- 

ნიოთ. გვექნება 

+ 0 M. იი) ს. 1 _ 2570 _ 41) | XM6ა=90. (60,1) 
2“ 0” თ ” ე" 

კულონური ძალებისაგან განსხვავებით, ბირთვული ძალები ახლომოქმედებისანი 

არიან, ამიტომ ამ განტოლების ასიმპტოტური ამონახსნი წმინდა კულონური ველის 

შესაბამისი შრედინგერის განტოლების ამონახსნისაგან დიდ მანძილებზე, განსხვა– 
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ვებული იქნება იმით, რომ დამატებით გაჩნდება ბირთვული ურთიერთქმედებით · 

გამოწვეული ფაზის მ,-წანაცვლება. მაშასადამე, (54,23) ასიმპტოტური გამოსახუ-- 
ლების ნაცვლად მივიღებთ 

ა'ბი+ტ) 12 
ბ; (თ ?') = <. §10 («- 2 თ1#M 2/7+5ა1-+ თ ) , (50,2) _ 

/. 

სადაც მ,.,-გაფანტვის კულონური ფაზაა, ხოლო 9,--ბირთვული. 

ტალღური ფუნქციის ასეთი ასიმპტოტიკა, ცხადია, მოგვცემს გაფ–5ტვის. 

ამპლიტუდის შემდეგ ფორმულას: 

1 « 5/(ბ,,+8 
#(9) = –– %I (2+1) ICI! –– 11 ი, (0050). (60,3)- 2 რ ) ' 

შევნიშნოთ, რომ ფაზების შემცველი წევრი შეგვიძლია წარმოვადგინოთ იგივურად 

ებეყობი) __ 1 == (ებ 1)-L გ'ბიI (-9 _ 1), C0,4) 

აქედან გამომდინარე, ორივე პოტენციალზე გაფანტვის შესაბამისი ამპლიტუდა. 

შეგვიძლია ასე ჩავწეროთ: 
X#(0)= #-ა(0) -+- #,ა(0), (60,5). 

სადაც #-(0) არის წმინდა კულონური გაფანტვის ამპლიტუდა 

ს 1 ჯე «ჯგ, XXC)= => 2 (21+1) (6 «-–-1) #, (60§ 0), (60,6). 

ხოლო ჯეია(მ) უწოდებენ ბირთვული გაფანტვის ამპლიტუდას 

წელოუს. 2. VI (21-L1) 6”! (-“'/ _ 1) #0, (00§ 0). (60,7) 
21ჩ 22 

ამ ამპლიტუდას, მართალია, ბირთვული ჰქვია, მაგრამ იგი არ არის წმინდა ბირ- 

თვული გაფანტვის ამპლიტუდა, რადგან მასში ჩართულია კულონური ეფექტები. 
კულონური ველის თანხლება არსებითად ცვლის ბირთვულ ურთიერთქმედებას. 

მხოლოდ მაშინ, როცა კულონური ველი არა გვაქვს, (60,7) დაემთხვევა წმინდა. 

ბირთვული გაფანტვის ამპლიტუდას. 
2,-ფაზაც ასევე არ არის წმინდა ბირთვული ფაზა. იგი წარმოადგენს ბირთ–- 

ვული გაფანტვის ფაზას კულონური ურთიერთქმედების არსებობის "შემთხვევაში. 
კულონური ურთიერთქმედება რომ არ იყოს, მაშინ წმინდა ბირთვული ფაზა 

2ჯ-ისაგან განსხვავებული იქნებოდა. 
განვიხილოთ გაფანტვა მცირე ენერგიებზე, როცა მნიშვნელოვანია ბირთვული 

გაფანტვა მხოლოდ 1=0 მდგომარეობაში. ამასთან, 1=0 დროს შესაძლებელია 

ურთიერთქმედება მხოლოდ სინგლეტურ მდგომარეობაში, ე. ი. როცა სისტემის 

სპინი 5 =0-ს, 

კულონურ ურთიერთქმედებაში მცირე ენერგიებზეც კი მონაწილეობს მომენ– 

ტების დიდი რაოდენობა. მაგრამ ამ შემთხვევაში საქმე მარტივდება, რადგან ჩვენ– 

თვის ცნობილია (60,6) ამპლიტუდა (58,21) სახით, რომელშიც მომენტების მიხედ– 
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ვით აჯამვა ჩატარებულია. ამგვარა:ი, ბირთვულ ამპლიტუდაში ჩვენ ავიღებთ (|=-0, 

ხოლო კულონურში გავითვალისწინებთ ყველა მომენტს. 

რადგან პროტონები იგივური ნაწილაკებია ნახევრის ტოლი სპინით, ამიტომ 

საჭიროა გამოვიყენოთ განივკვეთის შემდეგი ფორმულა: 

(00 = | | #"(0) I” -I-| #ICდ–– 0) |2–– 116 7” ”(0) #(C=––0)) ძნა (60,8) 

ამ გამოსახულებაში შევიტანოთ (60,5) ფორმულა და გავითვალისწინოთ, რომ' 

ბირთვული ამპლიტუდა 1=0 მდგომარეობაში 0-ზე არ არის დამოკიდებული ღა 

ამიტომ #„ა(0) = #იი(=––-0)=> 1”. შედეგად მივიღებთ: 

<= (| 1-9) |9-1- | #/,(<––0) (–– 7 #10) #7,C-–-0)1-LI წეს 

7ბ%0 ( III"C(0) +- #აCC-––-მ)1 #„ო. (60,9) 

ამ გამოსახულებაში უნდა. შევიტანოთ ამპლიტუდების შემდეგი მნიშენელობანი: 

_; ცემ 0 +" 
#.(6)=– %ი : გ სი'წაი + %ბ-ი, C0,10) 

2#81)1 –– 
2 

ჯია = 3 ი''ბიი (0''ბი –1)1= წებ წაი 29= · (60,11) 

ცხადია, (60,9) ფორმულის ფიგურულ ფრჩხილებში მოთავსებული წევრი ზუსტად 

დაემთხვევა მოტტის (59,8) ფორმულას. გარდა ამისა, 

810“ 310“ 9. 

  

LC = 2 (60,12) 

ინტერფერენციული წევრი კი მოგვცემს 

_ ო510 მე| 008(0- + უ1ი 810? 0/2) + 008 (0ე + »ო 10 00§” 0/2) | ; (60,13) 

2#/?2 810“ 0/2 00§? 0/2 

მაშასადამე, გაფანტვის დიფერენციალურ განივკვეთს C-სისტემაში, (60,9) ფორმუ- 

ლის თანახმად, ექნება სახე 

; 7) 
005 10 (C'-– 

(თ ) M + 1 (> 2 + 4 9Iი“ მ ძთ = – = 
6C “8101 0მ/2 005 თ. ” +6/2. 2 5107 0/2 008” 0/2 

2 510 ზე | 008 (მე + ჟ10 §I0? 0/2) , 0085 (მე -L 711 C05" 0/2) | კი. (60,14) 

  

  

თ 910“ 0/2 ' 0081 0/2 

ამ ფორმულაში პირველი წევრი გამოხატავს წმინდა კულონურ გაფანტვას გაცვლის 
გათვალისწინებით, მეორე წევრი კი შეესაბამება წმინდა ბირთვულ გაფანტვას 
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„§-მდგომარეობაში, რაც შეეხება ბოლო წევრს, იგი გამოხატავს ბირთვული-–§ და 

კულონური გაფანტვის ინტერფერენცია, ინტერფერენციული წევრი 2190 ე-ის 

პროპორციულია, ამიტომ თეორიული ფორმულის ექსპერიმენტულ მონაცემებთან 

შედარებით შეიძლება განისაზღვროს ბირთვული ფაზის არა მხოლოდ სიდიდე, 

არაზგედ ნიშანიც. 

როგორც ვხედავთ, (-სისტემაში დიფერენციალური განივკვეთი სიმეტრიულია 

ყხ= – კუთხის მიმართ. ამიტომ საკმარისია გაფანტვის შესწავლა 0– > 

ინტერვალში. ჩვენ მიერ მიღებული (60,14) ფორმულის განივკვეთის ექსპერიმენ–- 

ტულ მნიშვნელობასთან შედარება გვიჩვენებს, რომ კულონური გაფანტვა ბირთ- 

ვულს სქარბობს მხოლოდ მცირე კუთხეებზე. ეს თავისთავად ცხადია, რამდენადაც 
მცირე კუთხეები შეესაბამება ჯიდ სამიზნე მანძილებს, ხოლო კულონურ ველს გაცილე- 

ბით დიდი ქმედების რადიუსი აქვ, ბირთვულ უოთიერთქმედებასთან "შედარებით. 

დიდ კუთხეებზე კი ბირთვული გაფანტვა აჭარბებს კულონურს. გარდა ამისა, ცდა- 

სთან შედარება გვიჩვენებს, რომ ბირთვული ფაზა 6:>0, რაც ნიშნავს, რომ სინ- 

გლეტუორ მდგომარეობაში (,), ,) ბირთვული ურთიერთქმედების §-ფაზა მიზიდვის 

ხასიათისაა. 

ბოლოს შეენიშნოთ, როვ ბირთვული ფაზა შეგვიძლია დავაკავშიროთ ”შრე- 

დინგელის (60,1) განტოლების ამონახსნთან. ამისათვის შრედინგერის განროლება 

გადავწეროთ შემდეგნაირად: 

/Iს0+ თ 6210) #ICV, 7) =VC)7,C, #), (60,15) 
#2” ნაი 

2M)” 
–-. (60,15) შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც არაერთგვაროვანი სადაც L =   

განტოლება, რომელიც შეგვიძლია ჩავწეროთ ინტეგრალური განტოლების სახით. 

ამისათვის გამოვიყენოთ გრინის (57,9) ფუნქცია. რადგან განტოლების რეგულარუ- 
ლი ამონახსნი, როცა CVC)=0, ტოლია 7"(IV) კულონური ფუნქციისა, ამიტომ 

გვექნება 

7,(ხა=10V)+. |. ყ?0ს #9) VC9 7,06 7) თ“. (60,16) 
0 

გრინის ფუნქციის ცხადი სახის გათვალისწინებით შეგვიძლია დავწეროთ 

1 » 

#00 7)= LI (IV) + “ (01C 1) |7I00)0C9X,(V 9” )რ + 
? მ 

+ პრის) I 0,009) 0 C9 X,00 თ” (0,17) 

განვიხილოთ ამ გამოსახულების ასიმპტოტური მნიშვნელობა დიდი მანძილებისა– 

თვის. (55,20) და (55,21) ფორმულების თანახმად, გვექნება 

. 1 ჯ ჩოი, იკ 
#) (6,1) = 51ი 9,-- –- ხხ, | 70%) CVC”) X,(წ + ათ“. (60,18) 

9 

256



სადაც ფაზა %,-ტოლია გამოსახულებისა 

დ, = M.– + –71ი 2/+ მ/. (60,19) 

თუ ამ გამოსახუ=ებას შევადარებთ გაფანტეის (23,24) სასაზღვრო პირობას, მი- 

ვიღებთ 
2 ო 

ხდ 2,0)=– > |. (6) #0) V,(6, პრ». (60,20) 
ი 

ეს ფორმულა შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც ფაზის განმსაზღვრელი გამოსაზუ- 

ლება ინტეგრალური განტოლების ამონახსნის საშუალებით. 

§. 01. გაფანტვის 7 (წ)-მატრიცა კულონური და ბირთვული 

ველების ერთდროული მოქმედების შემთხვევაში 

ჩვენ ვიპოვეთ გაფანტვის ამპლიტუდა, როცა ბირთეულ ნაწილაკებს დამა- 
ტებით ელექტრული მუხტიც გააჩნდათ. ამ პარაგრაფში იმავე ამოცანას, მისი დიდი 
პრაქტიკული მნიშვნელობის გამო, გადავწყვეტთ #'(#)-მატრიცისთვისაც (68|. 

განვიხილოთ, მაშასადამე, ორი დამუხტული ნაწილაკი, რომელთაც, გარდა 

კულონურისა, ახასიათებთ ბირთვული ურთიერთქმედებაც. ასეთი სისტემის ჰამი- 

ლტონიანი განისაზღვრება ფორმულით 

# = Mი+Mა0)+1 აი, (611) 
სადაც M”ე-კინეტიკური ენერგიის ოპერატორია, IL „ც)--ბირთვული ურთიერთქმე- 

დების პოტენციალი, ხოლო M”.ს) კულონური ურთიერთქმედება 

27, ა“ 

9 
10903) = (61.2) 

ამგვარად. საქმე გვაქვს ორ პოტენციალზე გაფანტვასთან, ამიტომ შეგვიძლია გა- 

მოვიყენოთ § 40-ში მიღებული შედეგები. ამ პარაგრაფში ვაჩვენეთ, რომ გაფან- 

ტვის მატრიცას აქეს შემდეგი გამოხატულება: 

(L" | 7'(#) | #ს)= (%L2) | L „10 )+- (" | 7-0) | X), (21%) 

(L" | #-(X#) | LI=(ი,, | I-ი | დL”) (6) ,4) 

წარმოადგენს წმინდა კულონური გაფანტვის მატრიცას. V,(0) ბრტყელი ტალღა 

ნორმირებულია პირობით 

სადაც 

(თ,. | თე = 5(M – I). (61.5) 

დ.5)თ) ჩვენ მიერ § 58-ში განხლული კულონური ფუნქციებია, რომლებიც 

ნორმირებულია (58,28) პირობით და აქვს (58,29) სახე. როგორც ვიცით, 1“. 

ფუნქციები აკმაყოფილებენ ლიპმან–შვინგერის შემდეგ განტოლებას: 

დ(59 = თ,+ 0908 #15, (61,6) 
სადაც 

CI+X7#) = (ს – MM = #)“1 (01,7) 
17 გ. პილაშეილი 55+



თავისუფალი გრინის ფუნქციაა. (61,3) ფორმულაში მარჯვნივ პირველ წევრს მეორე, 

წევრის მსგავსი მარტივი შინაარსი არა აქვს. როგორც ვხედავთ, მატრიცული ელემენტი· 
ბირთვული პოტენციალიდან აიღება, ერთი მხრივ, კულონური პოტენციალის შესა-- 
ბამისი ფუნქციით, ხოლო მეორე მხრივ––ორივე პოტენციალზე ერთდროულად გა- 
ფანტვის ფუნქციით, რომელიც აკმაყოფილებს განტოლებას 

სხ ს)=%.+65 MM) V„+VX%L I. (6,8) 
მნიშვნელოვანია სწორედ ამ მატრიცული ელემენტის შემდგომი შესწავლა“ ამისა- 

თვის გავიხსენოთ, რომ, (40,15) და (40,15) ფორმულების თანახმად, #C,) ფუნ-- 

ქცია შეგვიძლია დავაკაშიროთ დ! კულონური ურთიერთქმედების ტალღურ ფუ– 
ნქციასთან; სახელდობრ 

ს, )=დ)+C(XI) 7„დ)= თ + CL” 6) # „9, (61, 
სადაც CIXI) და CL") შესაბამისად სრული ღა კულონური გრინის ფუნქ-- 

ციებია 

ცო“ =(8- #+4)-), 6X1უე=C08 –- Mა- #,+/9)-+. (6110 
ამგვარად, ჩვენს მიზანს შეადგენს შევისწავლოთ მატრიცა 

(L" | 2-(X) | M)=(#L I | 7, | VL"). (61,11). 
ვიპოვოთ ინტეგრალური განტოლება, რომელსაც აკმაყოფილებს ეს მატრიცა. ამი-- 

სათვის გავითვალისწინოთ (69,9) გამოხატულება, მივიღებთ 

(L" |2გი(#) | #M)= (თ! | 7» |#L ) + (=>) I” „CL XX)X7V | ი"). (61,12) 
ვიგულისხმოთ, რომ კულონური ველი განზიდვის ხასიათისაა (ბირთვის ფიზიკაში 
მხოლოდ განზიდვის ველთან გვაქვს საქმე), ამ შემთხვევამი ბმული მდგომარეო–- 

ბები არ ხორციელდება და უწყვეტი სპექტრის ფუნქციები სრულ სისტემას აღგე- 
ნენ. ამიტომ შეგვიძლია შემოვიღოთ ერთეულოვანი ოპერატორი 

|9M | დ(5) (85) |=1. (61,13) 

ამ ოპერატორის გამოყენებით (61,12) ასე გადაიწერება: 

(%” | ?”ია(X) | ს) = (თ) I7  1დL)+ 

IIთLC! IX » | თი“ ') (თი ' | (C7L'"XX) | დს; )) (თს” ' | 7 ი | დL"))ძი ძი” (61,14)» 
ცხადია, 

2(8-- ი ჯს?ე? , 
ა-)| (+ |დ(:) =>  59--9) . ა) = 09” (61,15) (% | C% | დ§ ) 8-(0)+% (9) 2ს 

თუ გამოვიყენებთ გრინის ფუნქციის ამ ფორმულას და (61,11) აღნიშვნას, (61,14)– 

დან მივიღებთ 

= , L” IM '19) (9) 2„C«X) IM) ი« 9 | 2,1) =0C #9IL + | 02 193) თ02019 04. (6116): 
IM 1 7იV#)1% <(L IX» IM) #00) – 9C)+#% 

სადაც შემოვიღეთ შემდეგი აღნიშვნა: 

(L I#I3) IL) =(CL2)I7- | 6(2)). (61,17) 
ამგვარად, (61,11) მატრიცა უნდა აკმაყოფილებდეს (61,16) ინტეგრალურ განტო- 

ლებას. როცა ბირთვულ ურთიერთქმედებას ცენტრალური ხასიათი აქეს, მაშინ 
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კულონური ველის იმავე სიმეტრიის გამო ხელსაყრელია პარციალურ სიდიდეებზე 

გადასვლა. ამისათვის მოვახდინოთ გაშლა სფერულ ფუნქციებად 

დლ + _ _ 

(CV I9%- (9) IX) = 42 >. +) (LM 2,9) | 0) Xთე თი. (6.18) 
ჯ0 „თ-– 

ლ “I _ 

(C (1775 II0=4X 5 1) (LII7I2)I 0X (01 იი. (61,19) 
ჯას „=5-/ 

ამ გამოსახულების (61,16) ინტეგრალურ განტოლებაში შეტანით და კუთხეების 

მიხედვით ინტეგრაციით ადვილად მივიღებთ ინტეგრალურ განტოლებას პარცია- 

ლური გაფანტვის მატრიცისათვის 

” 
(I 12. (7უ|/)=(ს IX7I8) | )-+4X 1) (6 I/MVIV) (9) 2» (0 I MX (1,20) 

19(9) –– #(C/)+1% 

ცხადია, წმინდა კულონური გაფანტვის (61,4) მატრიცა აკმაკოფილებს ლიპმან– 

შვინგერის განტოლებას, რომელსაც პარციალური გაფანტვისათვის ექნება სახე 

, რ. I (I | > .|() | 0 =(V” (წი ს | (817 IV) (0 | 2%I(1) რი” ძი. (61,21) 
#0) –– #M(ყ) +125 

კულონური გაფანტვის პარციალური ამპლიტუდა ტოლი იქნება შემდეგი გამოსა– 

ხულებისა: 

  47 2 , I%8)=-- –5+- 200: 6, #9, (61,22) 

ხოლო გაფანტვის კულონურ 8,; ფაზასთან გვექნება ასეთი კავშირი: 

თა)=- ბ გი ბეი იM. (61,23) 
(3072 
  

რაც შეეხება გაფანტვის ფაზას ორივე პოტენციალის ერთდროული მოქმედებით, 

იგი, (61,3) ფორმულის თანახმად, განისაზღვრება მატრიცით 

(I | 7/(#) | 0 =(# | 7 თ I(#) | 8 -L I" | 7%(#9) | #) = 
2 

- 4X?ს/ 

ახლა გამოვხატოთ (61,20) ინტეგრალურ განტოლებაში შემავალი V6=I(ჩ”, წ) მა– 

ტრიცული ელემენტი რადიალური კულონური ფუნქციებით. ამისათვის (61,19) 

მატრიცული ელემენტი გადავწეროთ შემდეგნაირად: 
(თC) | 7, | დ.5)= | (0C'I9”) (9” |7ი (9) (9 | თL5))ძძძძ”. (61,25) 

7ი(ძ9, 9”) მატრიცული ელემენტი და Cდ(>5)(ძ) ფუნქციები გავშალოთ სფერულ ფუნ–- 
ქციებად 

(ა, (ი,   - §100,(0 6 (61,24) 

#„(C9”, 90=4X 9) XX (CV, 0)X»CXI»9), (61,26) 
(..= 

დ -#X9)=4> 2 22 დ 7.09 XI»(9), (61,27) 
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სადაც «IIXV) იქნება გაფანტვის კულონური ფუნქციის რაღიალური ნაწილი. 
ამ გამოსახულებების (61,25) ფორმულაში შეტანით და (61,19) გაშლასთან შედა- 

ღების შედეგად საბოლოოდ მივიღებთ 

ღ 

ცი 0=რ65? |” “ი I ი'ძით(:"(ი”) 1”ი!(0”, 0) დ(>M9)- (61,28) 

ცხადია, (61,27) და (61,6, ფორმულების თანახმად, რაჯიალური ფუნქციებისა- 

თვის გვექნება შემდეგი ნორმირება: 

08(I –– /#) 

#/ 

თუ დავაკვირდებით (61,28) გამოსახულებას, დავინახავთ, რომ I/(4) (#', /) 

მატრიცული ელემენტი წარმოადგენ” ატომგულური ურთიერთქმედების I ,I(0”, 0) 

მატრიცული ელემენტის გასაშუალებას გაფანტვის კულონური ფუნქციების მიხედ- 

ვით. რადგან კულონის ფუნქციები თავისთავად რთული ფუნქციებია, ამიტომ 

1702) (L, () მატრიცული ელემენტის ცხადი სახის მოძებნა მთელი რიგი მნიშვნელო– 

ვანი ბირთვული ურთიერთქმედების პოტენციალების შემთხვევაში არ ხერხდება. ამი– 

ტომაც (61. 28) გამოსახულების საპოვნელად იძულებული ვართ მიემართოთ მია- 

ხლოებით მეთოდებს. 

(6=1 | V2(0)%/Xდ)0"ძი– (61 ,29) 

§ 69, ეფექტური რადიუსის მიახლოება დამუსტული ბირთვული 

ნაწილაკებისათვის. პროტონების პროტონებით გაფანტვა 

ადრე ჩვენ განვიხილეთ ეფექტური რადიუსის მიახლოება ნეიტრალური ბირ–- 

თვული ურთიერთქმედებისათვის ახლა განვიხხლოთ ეფექტური რადიუსის მია- 

ხლოები“ ფორმულები დადებითად დამუხტული ბირთვული ნაწილაკებისათვის. 
ბირთვული ახლო მოქმედების ძალების გარდა, ასეთ ნაწილაკებზე იმოქმედებს გან– 

ზიდვის კულონური ძალაც. ასეთი შემთხვევის ტიპიური მაგალითია პროტონების 

გაფანტვა პროტონებით. 

განვიხილოთ ურთიერთქმედება მცირე ენერგიებზე. ამ შემთხვევაში ბირთვუ- 

ლი ურთიერთქმედება მნიშვნელოვანი იქნება 1=0 მდგომარეობაში, 

დავწეროთ “შრედინგერის განტოლება 1=0 მომენტისათვის 

თ" /.() 1 >. . 
4010 +(#-უ:)ჩთ == LC /C)2, (62,1) 

"სადაც 7)- პარამეტრისათვის "შემოვიღეთ სტანდარტული აღნიშვნა 

2 
ი=- “ . (6,2) 

2. -X,X2 გ? 

ს-როგორც ყოველთვის, აღნიშნავს დაყვანილ მასას.17 0) ბირთვული ურთიერთქმე- 

დების პოტენციალური ენერგიაა. 

როცა » მეტია ატომგულური ძალების რადიუსზე, მაშინ 7 V)=იე და (62,1) 

დაიყვანება შრედინგერის განტოლებაზე წმინდა კულონური ურთიერთქმედები- 
სათვის 

ი? ((/MC) 2 1 ) 
ლ--ბეიე. (ე – |თ,ი)ე=0. 62,3) 2? + ( ი. MI) ( 
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როგოოც ვიცით, ამ განტოლებას აქვს ორი წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნი: 

რეგულარული X#Vს) და არარეგულარული C(M) ფუნქციები, რომელთა ასიმ– 
პტოტური გამოსახულებები, როცა »-+-2, ტოლია 

XL(#7) = 510 (#”-–-–ჟ 10 2#--L5წ, (62,4) 

(7 (-;) =–-–005 (-»–წშ1ი 2#+32), (62,5) 

სადაც კულონური პარამეტრი უ-განისაზღვრება ფორმულით 

უ=---. (62,6) 

2--კულონური გაფანტვის ფაზაა. მცირე მანძილებზე კი კულონურ ფუნქციებს 
აქვთ შემდეგი სახე: 

#თ=Cთ7M7( +უ/+...+) (62,7) 

ითფ=-- > ს-2ხოIი 2>--+-2/-)+Iს +Mრო))+-..+I. (62,8) 

+#-ეილერის მუდმივია, ხოლო 
2»»7   

  

    

9რე) =- თრ) - ა --. (62,თ9 

რაც შეეხება #(უ) ფუნქციას, იგი განისაზღვრება (55,35) ფორმულით 

ლ 1 
M(უ)ლ––-)იუ-7/+/? ს -- · (62,10) 

' <4 VV"+უ? 

შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ როცა #->+0 (ე. ი. როცა »-++Cთ), მაშინ (8) 

1 1 1 
= ···-+; #–->-0 62,11) MC) 12უ: 120 252 + ( ) C 

ასევე, როცა #2>1, გვაქვს 
სო)ლ=--/-Iიუ+1,2უ+...+. (62,12) 

ახლა განვიხილოთ ფუნქცია 

თ.VC) =CIC(წ9 · IVC)–-C09), (62,13) 

სადაც C-მამრავლი წარმოადგენს (62,9) ფორმულით განსახღერულ მუდმივს. ამ 

ფუნქციას დიდ მანძილზე ექნება შემდეგი ასიმპტოტური გამოხატულება: 

  92,(,) = 816 (#/-––თ1ი 2/-+8, +9), (62,14) 
3)0 0 

სადაც 8-ბირთვული გაფანტვის ფაზაა. ნათელია, რომ (62,14) ასიმპტოტური სა- 
ხე ექნება მშრედინგერის (62,1) განტოლების ამონახსნს. მაშასადამე, თგ(;) ფუნქცია 
შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც (62,3) განტოლების ამონახსნი, რომლის ასიმპ- 
ტოტური გამოსახულება ემთხვევა (62,1) განტოლების ამონახსნის ასიმპტოტურ 
მნიშვნელობას. 
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სოულიად ანალოგიურად იმისა, რაც გექონდა ნეიტრალური ნაწილაკების 

დროს, ე. ი. ოოცა გამოვიყვანეთ (31,18) ფორმულა, (62,1) განტოლება მოგვცემს 

2 1 ჩდ), /0C)1=#? /,თ /აCა, (62,15) 
(7 

ხოლო (62,3) განტოლებიდან მივიღებთ 

– 1” (თ, ცა, თეც)1=#"თ,ნა «ადა, (62,16) 
«(+ 

სადაც 11 -ვრონსკიანია. ამ უკანასკნელს წევრ-წევრად გამოვაკლოთ (62,15) და 

ავიღოთ ინტეგრალი 0-დან Cთ-მდე. გვექნება 

· ლთ თ 1 ი 
11 (იზი, ითა –– 17 L/V 00, /ი6)1) =-ე- # #ი (#9, (62,17) 

სადაც 

ს#C>0=2 | თ (თად) თეცა-–– / „CI //0C"). (62,18) 
9 

რადგან 7,0) და თ,0) ფუნქციების ასიმპტოტური ყოფაქცევა ერთნაირია უხსას- 

რულობაში, ამიტომ (62,17) გამოსახულებაში ჩასმა /#/= C-ზე ნულს გაუტოლდე- 
ბა. რადგან 7„(0)=0, ამიტომ ნული იქნება აგრეთვე ვრონსკიანი 

1I7I/ დ), ჯიC)|)ი=9; (62,19) 
თუ გამოვიყენებთ (62.13) ფორმულას და მასში გავითვალისწინებთ (62,7) დღა 

(62,8) ასიმატოტუო მნი'ბვნელობებს /->0-სათვის, მივიღებთ 

თ,ი)=1 +7 |» > +247 –-1 +#Cრ|+--+ ს-ი  (62,20) 

სადაც #C) ცნობილი ფუნქციაა, იგი შემოღებული იყო ლ. ლანდაუსა და 

ი, სმოროდინსკის მიერ (38). 

#C)=C"” #იLC56 · 7)--7IV)- (62,2!) 

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნა: 

1 
–-–-=I4ი |52 ) 110. (თ Cხთ 5 (-)+ 42. (62,22) 

ია ჩ–-0 ”/) M-–0 ”/) 

ძ--ს უწოდებენ გაფანტვის სიგრძეს დამუხტული ბირთვული ნაწილაკების გაფან- 

ტვის შემთხვევაში. (62,20) გამოსახულებიდან ადვილად ეიპოვით, რომ 

ია=1Iი თ,0)=1-- + 26» > ე 29 ) · (62,22) 
9%% #--0 ' იი” ” წ/) 

ასევე ცხადია, რომ 

ლ... ) 
–ია= ს. ()ს--+-2+). (62,24) 
ძ რა +ი( #7 

ამის შემდეგ ადვილად ვიპოვით ვრონსკიანს 

9Mერ,C, თელა| > -- 1. #0) (2,25) 
0ძ- » 

2ყა



“რაც (62,17) ფორმულაში შეტანით მოგვცემს 

#V 11 21... - _____- 62.26 / 12 #”/.-(CL") (62,26) 

„ეს ფოომულა ჯერჯერობით ზუსტია. მიახლოებას მივიღეზთ, თუ მოვახდენთ 7,((") 
ფუნქციის მწკრივად გაშლას #%-ის ხარისხების მიხედვით. როცა შემოვისაზღვრებით 
-M-(0) წევრით, მივიღებთ ეფექტური რადიუსის მიახლოების შემდეგ ფორმულას: 

#8) 1.1 #თC) _ 1) 1.» 62,27 ი 2.) 2 1 # C ) 

"სადაც 

#=2 | (6) – /:თ)Iთ-. (62,28) 
9 

42 ს ცწოდებენ ეფექტურ რადიუსს. 
თუ გავიხსენებთ X-ფუნქციის (62,21) განმარტება, ღა C“”უ) მუდმივის 

(62,90) ფორმულას, მაშინ (62,27) გამოსახულება შეგვიძლია შემდეგნაირად წარ- 

მოვადგინოთ: 

–_-- 
0-1) ი 62 იის (რ2,2» 

“როცა ნაწილაკებს მუხტი არა აქვთ, მაშინ უ=0 და დამუხტული ნაწილაკებისა- 

თვის გამოყვანილი ეფექტური რადიუსის მიახლოების ფორმულები გადავლენ ნეი- 

ტრალური ნაწილაკებისათვის ჩვენ მიერ § 31-ში მიღებულ ფორმულებში. 

პროტონების პროტონებით გაფანტვა. ჩვენ მიერ ზემოთ მიღებული (62,29) 

ფორმულა შეგვიძლია გამოვიყენოთ (ჯ, 7) ურთიერთქმედებისათვის მცირე ენერ- 
გიებზე. პროტონების შემთხვევაში 2,= 77:=1 და 7)1=2,88 -· 10“? სმ. ცდა გვიჩ- 

ვენებს, რომ ეფექტური მიახლოების ფორმულების გამოყენება ნუკლონებისათვის 

შეგვიძლია X-<-107#/ის. მცირე ენერგიებზე 1=0, ამიტომ პროტონებს შეუძლიათ 
ურთიერთქმედება სინგლეტურ მდგომარეობაში, ე, ი. §=0 სპინით. (62,29) ფორ- 

მულის ცდასთან შედარების შედეგად დადგინდა, რომ 

თა=-7,7თ, 7#5=2,6C. (62,30) 
ის ფაქტი, რომ გაფანტვის სიგრძე უარყოფითია, გვეუბნება, რომ 18 მდგომარე– 

“ობაში ორი პროტონი არ ქმნის ბმულ მდგომარეობას.



თავი I» 

არალოკალური ფაქტორიხებადი პოტენციალები 

ამ თავში ჩვენ განვიხილავთ პოტენციალთა ერთ კლასს, რომელსაც არალო– 

კალურ ფაქტორიზებად პოტენციალებს „ან სეპარაბელურ „პოტენციალებს უწოდე– 

ბენ. ეს პოტენციალები არალოკალური პოტენციალების კერძო შემთხვევას წარ–- 

მოადგენს. ისინი პირველად განხილული იყო ვიგნერის (39), ხოლო შემდეგ იამა– 

გუჩის მიერ (40, 41). ფაქტორიზებადი პოტენციალებისათვის დამახასიათებელია 
ის გარემოება რომ მათთვის შრედინგერის ინტეგრალური განტოლების გული 

გადაგვარებულია. ასეთი ინტეგრალური განტოლებები კი, როგორც ცნობილია, 
ადვილად იხსნება, სეპარაბელური პოტენციალებისათეის ასევე მარტივდება სამი 

სხეულის შესაბამისი მოძრაობის კვანტური განტოლება. ასეთი პოტენციალებისა-- 

თვის სამი სხეულის ამოცანა პრინციპში ბოლომდე იხსნება. 
ძნელია არალოკალური ფაქტორიზებადი პოტენციალების გამოყენების დასა- 

ბუთება, მაგრამ, როგორც ჩანს, ეს პოტენციალები სისტემის ფიზიკურ თვისებებს 

გარკვეული ზომით კარგად ასახავენ. ფაქტორიზებადი პოტენციალების გამოყენე-- 
ბის შესაძლებლობას ისიც განაპირობებს, რომ ყოველთვის შეგვიძლია მოვძებნოთ 
ნამდვილი პოტენციალის ისეთი შესატყვისი ფაქტორიზებადი პოტენციალი, რომე- 

ლიც იმავე შედეგებს იძლევა (77). გარდა ამისა, ნამდვ-ლი ლოკალური პოტენ-. 

ციალი ყოველთვის შეგვიძლია განვიხილოთ, როგორც სეპარაბელური პოტენცია-- 
ლების უსასრულო ჯამი, რომლის კრებადობის შემთხვევაში შესაძლებელია საკმა– 

რისი აღმოჩნდეს რამდენიმე წევრით შემოფარგელა. 

§ ძე. არალოპკალური პოტენციალები. შრედინგერის ბანტოლება. 

უწყვეტობის განტოლება 

არალოკალური პოტენციალები გარკვეულ როლს ასრულებენ კვანტუო მექა–- 
ნიკაში. ისინი განსაკუთრებით მნიშვნელოვანი აღმოჩნდნენ ბირთვის ფიზიკაში, 

სადაც არალოკალობა, როგორც ჩანს, არსებით ეფექტს იძლევა. აღსანიშნავია,. 

რომ, როგორც ქვემოთ ვაჩვენებთ, არალოკალობა სიჩქარეზე დამოკიდებული პო- 

ტენციალური ენერგიის ეკვივალენტურია. სიჩქარეზე დამოკიდებული ძალების გა- 
მოყენების საკითხი კი ერთ-ერთი მნიშვნელოვანი პრობლემაა, რამდენადაც სიჩქა- 

რეზე დამოკიდებულება აპირობებს განზიდვას მცირე მანძილებზე, ხოლო ექსპე- 
რიმენტები მიუთითებენ, რომ ნუკლონები მცირე მანძილებზე მართლაც მძლავრად, 

განიზიდებიან. 
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ცნობილია. რომ სიჩქარეზე დამოკიდებული პოტენციალების შემთხვევაში- 
შმშრედინგერის განტოლება იწერება ინტეგრალური განტოლების სახით. თუ, მაგა-. 

ლითად: 
#7=X7”VC, 9) ი=–-20V, (61,1). 

მაშინ შრედინგერის განტოლება შემდეგნაირად დაიწერება: 

”ათ+ 2 (5–” (- „ V)| ს (0 -=0. (03,2)' 

ამ განტოლებას სასრული რიგი ექნება მხოლოდ მაშინ, როცა » («, +, 8) 
ა ! 

ფუნქცია წარმოადგენს პოლინომს, ამიტომ ბუნებრივია (63,2) განტოლების ჩაწერა. 

იმპულსურ წარმოდგენაში ინტეგრალური განტოლების სახით 

  

ც.I 7” 
(»– რ) დ(M)= I V (ი5-––M, ი) ჯ(ნ) ძი, (63,3): 

2ის ა 

სადაც 
45 

– = M(ნ-M.7) | 7C-X, 0) = =-ა | თილ ი)ძი. (63,4). 

არალოკალური ურთიერთქმედების შემთხვევაში კოორდინატულ წარმოდგენამშიც 

შრედინგერის განტოლება ინტეგრალური განტოლების სახით იწერება. ვთქეათ,. 
გვაქვს ორი ნაწილაკი »:, და ჯI; მასებით, მაშინ შრედინგერის განტოლებას არა. 

ლოკალური ურთიერთქმედებისათვის ექნება გამოხატულება 
· ? 

(8+>- ა,+ 4) სრ,ია=რ.იIX 0 იე9რი ნე ძი, ძი. (6,5): 
2») 2712 

სადაც # სრული ენერგიაა, ხოლო (LV, LC: | ” | L;, C,) წარმოადგენს არალოკალური 

ურთიერთქმედებს პოტენციალურ ენერგის კოორდინატულ წარმოდგენაში. 

იზოლირებული სისტემისათვის” ინახება სისტემის სრული იმპულსი, ამიტომ 

(ფ-5I7 II C) პოტენციალური ენერგია ტრანსილაციურად ინვარიანტული უნდა 
იყოს. ეს კი ნიშნავს, რომ პოტენციალურ ენერგიას უნდა ჰქონდეს შემდეგი სახე: 

რარIMI ი Cე=ბ(8- წე (CM), (63.6) 
სადაც 

§- 900 +LMნ6% . 

2 + VI2 

L და M შესაბამისად ფარდობითი და სიმძიმის” ცენტრის რადიუსვექტოდებია. 
(63,5) ფორმულაში გადავიდეთ (63,7) კოორდინატებზე. მარტივად მივიღებთ 

ჩ= სას, (63,7)- 

(++ ა,+ > ბი) ს(, ჩ)-= I VC, „)მ(ნწ--ნჩა(C, სტი“ ძი, (63,8). 

სადაც ს დაყვანილი მასაა, ხოლო X// =II-+/--სრული. მოვახდინოთ (ცვლადთა 

განცალება ფურიეს მეთოდით; ამონახსნი მოვძებნოთ ფორმით 

Mს(.,, ს)=ს(0)დ(ხ, (63,9) 
%5



'სადაც <(7) აკმაყოფილებს შმრედინგერის განტოლებას ინერციის ცენტრის თავი- 

სუთალი მოძრაობისათვის IIა==1)? 7-/21/ ენერგიით 

ჩხ? 
ტ ჩა=7ედ(ხს 63,10 2)/ 2%(0) =7იC(ს), (63,10) 

მაშინ (63,8) განტოლება მიიღებს შემდეგ სახეს: 

M? += 

(+ > ა)აი– | CIVIობორ“ (63,11) 2 ა 

რომელიც წარმოადგენს ფარდობითი მოძრაობის არალოკალური ურთიერთქმედე- 

ბის შესაბამის შრედინგერის განტოლებას #=# --)% ფარდობითი ენერგიით. 

როგორც ვხედავთ, (63,11) განტოლება მიიღება ფარდობითი მოძრაობის 

"შესაბამისი შრედინგერის განტოლებიდან, თუ მოვახდენთ შემდეგ შეცვლას: 

–+-ო 

7ისი-> | CIIIრობ(ოძ”, (63,12) 

კერ?ო შემთხვევაში, როცა 

1 (ი L)=VI/7ILს=X (09 C–+”, (63,13) 

(63,11) განტოლება დაიყვანება ლოკალური ურთიერთქმედების შესაბამის შრედინ- 

გერის განტოლებაზე. ამგვარად. ლოკალური ურთიერთქმედება წარმოადგენს არა- 

-ლოკალურის სპეციალურ შემთხვევას, ცხადია, (63,11) სტაციონარული განტოლე- 

ბის ნაცვლად, შეგვიძლია განვიხილოთ დროზე დამოკიდებული შრედინგერის გან- 

ტოლებაც 
| 2 +ო 

ა”ოიი  Mწ ააც ე+ I #C, 09 C, 0; (63,14) 
თი 2L ა 

ამგვარად, არალოკალური ურთიერთქმედებისათვის ჰამილტონის ოპერატორს ექნე– 

ბა სახე 

” IV 4თ 
VM=--ბა+ I ი. X C, I, ხ). (63,15) 

2. _ 

იმისათვის, რომ ჰამილტონიანი იყოს ერმიტული, საჭიროა 

7” C, L)=Vხ" CI, I). (63,16) 

“როგორც წესი, პოტენციალური ენერგია ნამდვილი ფუნქციაა, ამიტომ მისი ერმი- 

„ტულობისათვის საკმარისია სიმეტრიულობის მოთხოვნა. 

უწყვეტობის განტოლება. ვაჩვენოთ, რომ (63,14) განტოლებისათვის სამართ- 

-ლიანია ნაწილაკთა რიცხვის შენახვის კანონი. ამისათვის (63,14) განტოლებაში 

„გადავიდეთ კომპლექსურად შეუღლებულზე 
% 2 ით 

“არი ==" ახC, )+ | 7'C, IL, იბ, იი”. (63,17) 
% 2. 1 
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ეს უკანასკნელი გავამრავლოთ # (C,, 7) ფუნქციაზე და შედეგი გამოვაკლოთ წინას– 

ჟარ 5” C, §)-ფუნქციაზე გადამრავლებულ (63,14) განტოლებას; გვექნება 
„ 0.» გ? 2 I. თ ზის წ ფას" ტი აა). 

თ 28 

ა I #/რიოოინეიბლაი”–ბპრი I #9VC, LC. ()ტ?C” 00. (63,18) 

-თუ შემოვიღებთ ი ალბათობის სიმკვრივეს და + ალბათობის დენის ვექტორს 

ცნობილი ფორმულებით 

(=49ს, == (648 სა VM), (63,19 
ხ 

მივიღებთ უწყვეტობის შემდეგ განტოლებას: 

%+VV I)=9%(,, L, (63,20) 
ძ 

სადღაც %«% (CI, 1) ფუნქცია განისაზღვრება ფორმულით 

თC, ი=-++%C ი | 2როიბიი– 

· –- თ 

_V 060 I როლები იი, (63,21) 

-7(I,ჯ:) ფუნქცია ასრულებს წყაროს როლს. რადგან XI“ C-, L', I()=V (L", L, ჯ), 

ამიტომ, თუ მოვახდენთ (63,20) განტოლების ინტეგრაციას მთელ სივრცეზე, 

მარჯვენა მხარე გაუტოლდება ნულს, მარცხენა კი მოგვცემს ნაწილაკთა შენახვის 

კანონს ინტეგრალური ფორმით 

მ 
– ი” =დძ,თ, (63,22) 
ძ I ? § 

“რაც ფიზიკურად ეკვივალენტურია იმისა, რომ ნაწილაკთა რიცხვის შემცირება "” 

მოცულობაში ამ მოცულობის შემომსაზღვრელ ფართში გასულ ნაწილაკთა რიცხ- 

ვის ტოლია. 
არალოკალობის ფიზიკური შინაარსი. ახლა გამოვარკვიოთ საკითხი, თუ რა 

ფიზიკური შინაარსი აქვს არალოკალურ პოტენციალებს. შრედინგერის განტოლება 

გადავწეროთ შემდეგი სახით: 

თარ #იაო+1Xრო, (63,23) 
"სადაც, როცა პოტენციალური ენერგია ლოკალურია, 

ჯ()=100%C, (63,224) 

'ხოლო, როცა პოტენციალი არალოკალურია, 

+= 
Xთ0= | 7თCI)%(0ეძI, (63,25) 
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ვიგულისხმოთ, რომ 4 (0) ფუნქცია და მისი პირველი რიგის წარმოებულები, 
ფიქსირებულ Lე: წერტილში, ჩვენთეის ცნობილია. მოვახდინოთ „ს (,) ფუნქციის 
მწკრივად გაშლა წა წერტილის უშუალო 2XC მახლობლობაში 

ს რ-+ბო=4 და +4- (X9),.,, +“ ტი"), ,, +...+ (3,26) 

როცა ს (-) დღა VV (ე) ცნობილია, მაღალი რიგის წარმოებულებს ვიპოვით 'შრე– 
დინგერის (63,23) განტოლებიდან, სახელდობრ: 

ა ო) აC), წდთაც-- ჩანა | ”0ზო 
2. 

63,27 – (63,27) 
ასევე წო ბ-ს) 

ხ? 'წ)ზ დღ “ წიტ(ე=- »ჯწა 
2L ხ(იი #V ბ(ი0+ | I V/C”, 9) ალ “თ,” (63,28) 

და ა. შ. 

ჩვენ ვხედავთ, რომ როცა პოტენციალი ლოკალურია, მაშინ დ ფუნქციის 

ყოფაქცევა I-+ ბ» წერტილში განისაზღვრება თ (ე) და შრედინგერის განტოლე- 
ბით. ასე რომ ლოკალური პოტენციალის შემთხვევაში თ () ფუნქციის ყოფაქცევა 

ნებისმიერ წერტილში განისახღვრება მხოლოდ და მხოლოდ მისი ყოფაქცევით 

მეზობელ წერტილებში. ხოლო როცა პოტენციალი არალოკალურია, მაშინ 6(.)) 

ფუნქციის ყოფაქცევა ILI+24-ე წერტილში არ განისაზღვრება მისი მნიშვნელობით 

მხოლოდ Lს წერტილში; იგი დამოკიდებული იქნება ტალღური ფუნქციის ყოფა- 
ქცევაზე მთელ იმ არეში, სადაც განსაზღვრულია 7” (-, L) არალოკალური პოტენ- · 

ციალი, 

არალოკალური პოტენციალის დამოკიდებულება სიჩქარეზე. ახლა ვაჩვე- 

ნოთ, რომ არალოკალური პოტენციალები ეკვივალენტურია სიჩქარეზე დამოკიდე- 

ბული პოტენციალებისა, კერძოდ, დავამტკიცოთ, რომ 

+თ 

| 7ოობოძ“–= 9, რ 04C; (63,29) 
–თ #50 

მართლაც, > (LC) ფუნქცია გავშალოთ მწკრივად L-ის მიხედვით; გვექნება 

ს(5 = პჯ – (– ი, -)4 9(ო =ჟ(-“ 9)» (1), (63,30) 

5-0“ 

სადაც გამოვიყენეთ ტოლობა (V,, ს(-”)),.„=V, 9 (ო. თუ გავიხსენებთ იმპულსის 

ოპერატორის ფორმულას ხ=–-ს, მაშინ შეგვიძლია (63,30) ასე გადავწეროთ: 

ბლო=#/C'0ობC, (63,31) 
სადაც ” წარმოადგენს ე. წ. ტრანსილაციის ოპერატოოს 

წ , დ ” 
ს (7-0) ”. ჩC-ო=ენის =X 1. იზ) (63,32)



როცა ეს ოპერატორი კომუტატურია ჰამილტონიანთან, მაშინ იმპულსი ინახება. 

ეს თვისება სივრცის ერთგვაროვნების შედეგია. 
თუ (63,29) ფორმულაში შევიტანთ # (C)-ის მნიშვნელობას (63,31) ფორ- 

მულიდან და გავითვალისწინებთ (63,32)-ს, მივიღებთ 

8 1 1 VI +ა 

ბ, (ი 0= + (+) ( | ”C ორ –ი”4) ი”. (63,33) 
”' VI, 

მაშასადამე, ნამდვილად სამართლიანია (631,29) ფორმულა და არალოკალური პო- 

ტენციალები სიჩქარეზე დამოკიდებული პოტენციალების ეკვივალენტური ყოფილა. 
თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

_ო 1 1 VI , == , 

„(ი = > (+) LI V (C, I) ((-–- წე” ძ:, (63,13”) 

მაშიხ ბვექნება 

წ, (- 0)=(/ (ი) - ი”). (63,32”) 
ამ გამოსახულების გამოყენებით კი შეგვიძლია დავწეროთ 

+ო 

| 7ოოზიძ” =(/00)+ ა) ი +...+1 ბო: (63,33”” 

ამასთან, ამ გამოსახულებაში არ შევიდა ი-ს კენტი ხარისხები” პროპორციული 
წევრები, რამდენადაც პოტენციალი ინვარიანტული უნდა იყოს სივრცის ინვერ- 
სიის მიმართ (ე. ი. დაცული უნდა იყოს ლუწობის “შენახვის კანონი) როცა 

იმპულსზე დამოკიდებულების ეფექტი მცირეა, მაშინ (61,33””) მწკრივში ძირი- 

თადი იქნება პირველი ლოკალური წევრი #:0). ვთქვათ, ეს წევრი უარყოფითია, 
მაშინ, ცხადია, გვექნება მიზიდვა. ახლა, დავუშვათ, იმპულსის ეფექტი იზრდება, 

მაშინ დადებითი /.(ყ)) ფუნქციისათვის მეორე წევრმა შეიძლება გადააჭარბოს 
პირველს და მთელი მარჯვენა მხარე გახდეს დადებითი, და მაშასადამე, დიდი 
იმპულსებისათვის მიზიდვა შეიცვალოს განზიდვით. რადგან დიდი იმპულსები მცირე 

მანძილებს შეესაბამება, ამიტომ არალოკალური პოტენციალების დახმარებით არსე- 

ბობს პრინციპული შესაძლებლობა ურთიერთქმედებაში მცირე მანძილებზე გან–- 
ზიდვის ეფექტის ჩართვისა. 

შრედინგერის არალოკალური განტოლება იმპულსურ წარმოდგენაში. შრე- 

დინგერის (63,11) განტოლების სხვადასხვა წარმოდგენაში დასაწერად ხელსაყრე– 
ლია მისი ჩაწერა აბსტრაქტულ ვექტორულ სივრცეში შემდეგი სახით: 

(++. ბ)I0-#IM, (63,34) 
" 

რომლიდანაც კოორდინატულ წარმოდგენაში მარტივად მიიღება (63,11) განტო- 

ლება. იმპულსურ წარმოდგენაში შრედინგერის განტოლების მისაღებად (63,34) 

მარცხნიდან გავამრავლოთ (0|-ბრა ვექტორზე და მოვახდინოთ ერთეულოვანი 
ოპერატორების ჩასმა; გვექნება 

(6)6+; აის I9ძ = | CIXI ICI, 62.35 
აცი



სადაც იგულისხმება, რომ 

  
+თ 

(იIV7 |0)= (2)? IL გ -'%VL-, C) Iწ“” ძL ძL”. (63,36). 

რადგან 
ხ? # , ს ნ0?M 6) 8+ე-ბ|იე=ბC0-ი5( #--- , (61,37) 
2ს, 2. 

ამიტომ საბოლოოდ მივიღებთ 

ს ჩი? % , +7= – ” წი! 63.38). 
ჩ----)ათ= (ი | IV | ჩ”) V(ი0”) ძი“. (63,38) 

ყურადღება მივაქციოთ იმ გარემოებას, რომ, ლოკალური პოტენციალებისაგან: 

განსხვავებით, ინტეგრალური განტოლების გული არაა (0--ი/)-ის ფუნქცია. 
შრედინგერის განტოლება არალოკალური ცენტრალური ურთიერთქმედები– 

სათვის. ახლა დავწეროთ შრედინგერის (621,11) განტოლება ცენტრალური ურთი- 

ერთქმედებისათვის; ამ შემთხვევში პოტენციალური ენერგია მხოლოდ თოადიუს- 
ვექტორის სიდიდეზე იქნება დამოკიდებული. მოვახდინოთ 7/(,, L) პოტენციალური: 

ენერგიის მწკრივად გაშლა სფერულ ფუნქციებად 
თრ #4) 

XC551=49 9) 32) 75 #9) XI0) XIთC), (63,39) 
1-0 „=-I 

გავითვალისწინოთ ლაპლასის ოპერატორის გამოხატულება სფერულ კოოოდინა– 
ტებში 

31-19 6 „0 სე 40.9. (623,39” 
ეზ. ძე). 0" , ჯ 

როგორც ვიცით, იმპულსის მომენტის კვადრატის საკუთარი მნიშვნელობები დ»> 

ფუნქციები აკმაყოფილებენ განტოლებას 

–-%ვ,ი XIთ(0, დ) =1(L+1) X/თ(მ0, დ). (63,40) 

შევიტანოთ (63,39) და (63,39?) ფორმულები შრედინგერის (63,11) განტოლებაში- 

და ამონახსნი ვეძებოთ შემდეგი სახით: 

ს (ი=#0)X,ოლ), (63,41) 
თუ გავითვალისწინებთ (61,40) ფორმულას, 7, 0) რადიალური ფუნქციისათვის 

მივიღებთ 

1 მ/,ცმა ე, II+)) აზ. ჩ უც,  (63,42 
> »LC >)+/ ე |#თ– IV |” ომათ” თ ლ? 

ხოლო დამხმარე X,10) =+XXI0) ფუნქციისათვის გვექნება 

ძ?XI,0) | 10 +1) ზი. # – 
–: +#-–- | »თ=“» XIC., +) X,0”) #” თ. (63,43) 

ძ;? . ჯ ! #? I ' 
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ახლა ჩავწეროთ შრედინგერის განტოლება ცენტრალური ველისათვის იმპულსურ. 

წარმოდგენაში. ამისათვის ვისარგებლოთ (63,38) განტოლებით. ამ განტოლებაში: 
შემავალი მატრიცული ელემენტი, რომელიც (63,36) ფორმულით გამოიხატება,. 

(63,39) ფორმულის დახმარებითა და ექსპონენტების სფერული ფუნქციების მწ)ჯრი- 
ვად გაშლით შეიძლება შემდეგნაირად გადავწეროთ: 

ღ +! – – 

(ი |» | ი')=4»X 2 2» M) #1) X MI), (61.44). 

აქ (2, #) განისაზღვრება შემდეგი ფორმულით: 

27 § – , 6 7I(7, »)=– | (XV) წ “· I #,C05 2) 1,(V) > თ", (65,45). 
“ი 0 

სადაც 1,() ბესელის სფერული ფუნქციაა. თუ გავითვალისწინებთ, რომ ცენტ- 
რალურ ველში ტალღური ფუნქცია ასე წარმოიდგინება: 

#(ი)=%,(#) 7Iთ(,) (61,46)- 
და მოვახდენთ მარტივ ინტეგრაციას კუთხეების მიხედვით, (63,38) განტოლება 
ოადიალური #,() ფუნქციისათვის მიიღებს სახეს 

2 _ ა ზას + ჩქ/აჩ აბე (1 – »') ს,(2)= “> IV, ») ს,(»X”) ჯ“ რჯ. (61,47) 
ე 

გაფანტვის” ინტეგრალური განტოლება არალოკალური ურთიერთქმედების 

შემთხვევაში. დავწეროთ შრედინგერის განტოლება გაფანტვის ამოცანისათვის. 
ცხადია, შრედინგერის (63,11) განტოლება, (27,25)-ის თანახმად და (63,12) 
თანაფარდობის გათვალისწინებით, მოგვცემს შემდეგ ინტეგრალურ განტოლებას: 

აI+X>)=0თ,(C) + I CM+X(, +”) 7 (L”, )”) სს“ XL”) ძL" ი”, (63,48). 

სადაც CLI+>VLV, L) თავისუფალი მოძრაობის გრინის ფუნქციაა როცა უროეეროთ- 

ქმედებას (63,39) სახე აქვს, მაშინ ბრტყელი ტალღის (28,1) გრინის ფუნქციის 

(28,4) და გაფანტვის ტალღური ფუნქციის (29,1) ფორმულების გამოყენებით მარ- 
ტივად ვაჩვენებთ, რომ (63,48) განტოლება მიიღებს შემდეგ ფორმას: 

#C6)CVI)=#71,(ფ) + 4” I CILXI, 1") XC", +”) X( 5 (I) + #” ძა” ძე”.  (63,49) 
ი 

ასევე ცხადია, რომ გაფანტვის 27'1,(#)-პარციალური მატრიცისათვის ლიპმან-ზვინ- 
გერის განტოლებას ექნება შემდეგი გამოსახულება: 

XI, 9) (01 2V(L) | ») იძი , (61,5თ 
ტ-IM9(0)-+ 16 

(გ) ღიი% | » X=XIX(ი, »)+45 | 
მ 

სადაც #(0)= M? ე?/2,|. ერთხელ კიდევ აღვნიშნოთ, რომ, ლოკალური ხასიათის 
ურთიერთქმედებისაგან განსხვავებით, (63,50) განტოლებაში ჯ,(», 0) სხვაობის. 
ფუნქცია არ არის. 

ML



გაფანტვის სრული 7#'(2)-მატრიცა (63,50) განტოლების აზონახსნთან დაკავ- 

“შირებული იქნება ფორმულით 

თ კ) _ _ 

(იI2(9100=48 2) 13) (#» | 2) (9) | I) X IC) XI„VC/)- (63,51) 
150 „5-1 

ამ პარაგოაფში მიღებულ ფორმულებს შემდგომში არაერთხელ გამოვიყენებთ. 

§ ი4. არალოკალური ფაქტორიზებადი პოტენციალები 

არალოკალური პოტენციალების ერთ სპეციალურ შემთხვევას, წარმოადგენს 

არალოკალური ფაქტორიზებადი (სეპარაბბაელური) პოტენციალები, რომლებიც 

ბირთვის ფიზიკაში გამოყენებული იყო ჯერ ვიგნერის (39), ხოლო შემდეგ იამა- 

გუჩის (40-41) და სხვათა მიერ 1I42-–-93|). ამ პოტენციალს აქვს შემდეგი სახე: 

აე 1! = – 
როლ X ოსაოიო1 ირ I; (64,1) 

რ |=0 5-I 

თუ ამ გამოსახულებას შევადარებთ (63,39) ფორმულას, გვექნება 

, IM22, ./.. 
17, 06, 2?) =–– –“ (C,(22 8; (21). (64,2) 

4X" 

ასეთ პოტენციალს ფაქტორიზებადი ეწოდება, რადგან I” (L, I") პოტენციალის 

დამოკიდებულება L და L „ვლადებზე იყოფა ორ მამრავლად. #.,-ს უწოდებენ 

პოტენციალური ენერგიის „ძალას“ ან „სიღრმეს“, 9,0) ს კი––ფაქტორიზებადი 

პოტენციალის ფორმას. მოვითხოვოთ, რომ ზ, 0) იყოს კვადრატულად ინტეგრე- 

ბადი სხვა შეზღუდვებზე კი, რომლებიც ფაქტორიზებადი პოტენციალის ფორმას 

ედება, უფრო ქვემოთ გვექნება ლაპარაკი. შევნიშნოთ, რომ ფაქტორიზხებად პო- 

ტენციალთან ჩეენ უკვე გვქონდა საქმე, როცა განვიხილეთ გაფანტვა დირაკის 

დელტა ფუნქციის ტიპის პოტენციალზე. 

ცხადია, (64,1) პოტენციალი ერმიტულია. ჩვეულებრივ, პოტენციალები 

ნამდვილებია, ამიტომ (64,2)-ის ნაცვლად იხილავენ პოტენციალს 

1) 0,1) =– ს 4 C,(1) 8,C"). (64,3) 
4X“ Iს 

ამ გამოსახულებაში კოეფიციენტი შერჩეულია იმ მოსაზრებით, რომ საბოლოო 

ფორმულებში ზედმეტი მუდმივები არ გაგვიჩნდეს. ადვილია ჩვენება, რომ თუ 

პოტენციალი ფაქტორიზებადია ერთ რომელიმე წარმოდგენაში, იგი ფაქტორიზე- 

ბადი იქნება ყველა სხვა წარმოდგენაშიც. ასე მაგალითად, თუ (64,3) გამოსახუ- 

ლებას შევიტანთ (63,45) ფორმულაში, მაშინ (61,44) მოგვცემს 

  

, ხ? 23 29. , = – 
V დ, ი)=–-– %I 2 (2) VI) XV (2) XIV), (64,4) 

ქ. 1-0 იI=–I 

ხოლო 
M?7» , 

VI, ი”)=– “ ზ,(ჯ) ?,(ჩ'), (64,5) 
4». IL 

1.
 ო)
 

ს
ა



სადაც აა” 

ს,(») = (–) I შ,(I) 1,(ს),) ” ძ,: (64,6) 

ი 

ამასთან, თუ ამ უკანასკნელს გავამრავლებთ კ,(»;') ბესელის სფერულ ფუნქციაზე, 
ავიღებთ ინტეგრალს ნულიდან უსასრულობამდე და გავითვალისწინებთ ბესელის 
სფერული” ფუნქციების ორთოგონალობის (9,8) პირობას, მივიღებთ 

2 XI. = 

დ, V) = (–) I ხ,(#)) 1,(ც»ი) ჯ'ძ ». (64,7) 
მ 

როგორც ვხედავთ, მართლაც იმპულსურ წარმოდგენაშიც პოტენცილი ფაქტო- 

რიზებადი გამოვიდა. 

შევნიშნოთ, რომ ხშირად პოტენციაღის ფორმისათვის და მისი ფურიე-წარ- 

მოდგენისათვის იყენებენ შემდეგ არასიმეტრიულ განმარტებას: 

  

= 2%1-. .. · 
ს, დ) = –– | თ,() 1,(»თ) აძ», (64,8) 037 

და 

თ,() = ( #,() 2,(ჯ”) ?? «I. (64,9; 
ი 

ამ შემთხვევაში 

– უ-_-ღ->_<.-_ _ #Cთი)=-– 5-2 9 %9()0,C7)1 (თ() XI» CV, (64,10) 
კას „ო. 

ხოლო იბ, – _ 

#,(CI, აჰ3)=– 2, თ, (») 9,(#)- (64,010) 

უნდა აღინიშნოს, რომ ამ უკანასკნელი აღნიშვნების შემთხვევაში კოორდინატულ 

ბ. 
წარმოდგენაში დამატებითი წ3 ტიპის მამრავლი არ გვიჩნდება. 

როცა 1=0, მაშინ (64,1) ჯამი მხოლოდ ერთ წევრს შეიცაეს; შემდგომში 

სათანადო სიდიდეებს, თუ საწინააღმდეგო არ იქნება ნათქვამი, 1=0 ნიშნაკს არ 

მივუთითებთ. სხვადასხვა წარმოდგენაში პოტენციალის მოსაძებნად ხელსაყრელია 
მისი აბსტრაქტულ ვექტორულ სივრცეში ჩაწერა 

”წლ“–-X/ა!V)(თI; I ი=0005ხ (64,11) 

ამ გამოსახულებიდან მარტივად ვიპოვით როგორც (64,2) კოორდინატულ გამო- 
სახულებას, ისე (64,4) იმპულსურ წარმოდგენასაც. (64,6) ფორმულიდინ განსა- 
კუთრებით ნათლად ჩანს ის ფაქტი, რომ ყველა წარმოდგენაში პოტენციალი ფაქ- 
ტორიზებადი დარჩება. ასე მაგალითად, რაიმე „წ7“-წარმოდგენაში (64,6) მოგვცემს 

(717 I71=-–-წ/%6-(V IV) (VI 79, (64,12) 
სადაც პოტენციალის ფორმა განსაზღვრული იქნება ფორმულით 

ზსზ(უ)=(ს)ს, %"(X)=(9|V7/· (64,123) 
13. გ. პილაშეილი 273,



აბსტრაქტულ ვექტორულ სივრცეში შრედინგერის განტოლება ფაქტორიზებადი- 
პოტენციალისათვის შემდეგნაირად დაიწერება: 

(“+ა)Iა- 4 |) («I სა. (64,14) 
ხ? 
  

ცხადია, 7 C) ლოკალური პოტენციალისაგან განსხვავებით, (I, L) არალოკალურ 

პოტენციალს ექნება განზომილება 

IV (ო L")1=IV (0) L”". (64,15) 

შემდგომში საბოლოო გამოსახულებაში ზოგიერთი მუდმივის თავიდან მოცილების 

მიზნით M”ე სიდიდე შევარჩიოთ შემდეგნაირად: 

  

  

ი= 1. (64,16). 
47" ს 

ასე რომ §-მდგომარეობაში პოტენციალისათვის გვექნება 

2 
7(5:10=– ი) დ (I) ი (+”). (64,17) 

| 4”? ს 

თუ ავიღებთ L“ 1 განზომილების მქონე პოტენციალს, ე. ი. (9V()2) = #1, მაშინ 

პოტენციალის სიღრმეს ექნება განზომილება: (2) = “3. 

„ფაქტორიზებადი პოტენციალის შემთხვევაში (61,11) ინტეგრალურ განტო-· 
ლებას ექნება გადაგვრებული გული, ამიტომ იგი ძალზე მარტივად ამოიხსნება. 

ამაში მდგომარეობს ფაქტორიზებადი პოტენციალების ფართოდ გამოყენების საი-.- 
დუმლოება ბირთვული ფიზიკის სხვადასხვა ამოცანის გადაწყვეტის დროს. ძნელი 
დასაჯერებელია, რომ რეალურ პოტენციალს, რომელიც ნუკლონთა შორის ურთი- 
ერთქმედებას ახორციელებს, ფაქტორიზებადი სახე ჰქონდეს, მაგრამ გვაქვს მთელი 

რიგი შემთხვევები, როცა ურთიერთქმედება არსებითად არ არის დამოკიდებული- 
პოტენციალის სახეზე და, მეორეც, არსებობს ფაქტორიზებადი პოტენციალის ისეთი 
შერჩევის შესაძლებლობა, რომ მან ზუსტად გადმოსცეს ლოკალური პოტენციალის 
მთელი რიგი მნიშვნელოვანი თავისებურებები (77). სანამ არ არის დადგენილი- 
ჭეშმარიტი ლოკალური ურთიერთქმედების პოტენციალის სახე ორ ნუკლონს შო- 
რის, მანამ არ არსებობს სერიოზული საფუძველი ფაქტორიზებადი პოტენციალე– 

ბის გამოყენების საწინააღმდეგოდ. 
იმისათვის რომ ლოკალურმა პოტენციალმა მოგვცეს ისეთივე შედეგები,- 

რაც ფაქტორიზებადმა, ცხადია, საჭიროა დაცულ იქნეს ტოლობა: 

+თ 

”თხო=--“ სთ I «ბლ თ.. (64,18X 
4? ს 7. 

შემოვილოთ აღნიშვნა 

ეთ წ ქ 64,19 ა#= 22 I, თ(ო) ს(C) ძი, (64,19) 

სადაც ს. არის პოტენციალის ფორმით გასაშუალებელი ტალღური ფუნქცია.. 
ცხადია, 

1, 

LC) = – 1 „აზო, (64,201), 
# ს 

>
 
–
 
-



ვთქვათ, ლოკალური ურთიერთქმედების პოტენციალს 7=0 მდგომარეობაში აქვს 
პულტენის პოტენციალის სახე 

  V0)=-–M (64,21) 

ამ პოტენციალისათვის 1=0 მდგომარეობაში შრედინგერის განტოლება იხსნება და, 
როგორც ვიცით, ბმული მდგომარეობისათვის ამონახსნი ასეთი იქნება: 

”/, 

ბი =ჯეთ 1-6 3. „'= 2-6 (64,22) 
» საზ 

X# ნორმირების მუდმივია. თუ (64,21) და (64,22) შევიტანთ (64,20) ფორმულაში, 
მივიღებთ 

6   

  

-ჩ 

8(()=+/L , (64,23) # 
სადაც 

4- 502 , 3=20164C> (64,24) 
#ა 7% 

მაშასადამე, თუ პოტენციალის ფორმას შევარჩევთ (64,23)-იუკავას, პოტენციალის 

სახით, მაშინ მივიღებთ ისეთივე შედეგებს, როგორიც მიიღება ლოკალური ურთი- 

ერთქმედების ჰულტენის პოტენციალით. 

§ 65. მშრედინგერის განტოლების ამოხსნა ფაქტორიზებადი 

პოტენციალისათვის 

ვთქვათ, ორი ნაწილაკი ურთიერთქმედებს არალოკალური ფაქტორიზებადი 

პოტენციალით. ვიპოვოთ შესაბამისი შრეჯინგერის განტოლების ამონახსნი და 

ენერგიის საკუთარი მნიშვნელობები. ამოცანის ამოხსნა განსაკუთრებით მარტივია 

იმპულსურ წარმოდგენაში. 

ვთქვათ, პოტენციალს აქვს შემდეგი სახე: 

#MI22. 

9 
ს დ;(20) V;(27)- (65,1)   XICI, 2)ლ=– 

4X 

ფშრედინგერის (63,47) განტოლება ასეთი პოტენციალისათვის მოგვცემს 

  “2ს IL 2 + 2 
( > _ ”) ზ(0)= -––X ––ს(ჯ) | ი(»ი ს») ჯ” ძი. (65,2) 

0 

ჯერ განვიხილოთ ბმული მდგომარეობა, როცა #<0. თუ შემოვიღებთ სტანდარ- 

ტულ აღნიშვნას 
2 _ 2ს8 დ 653 

თ == ს? ” #=–-6 ( 5,3) 

მივიღებთ 

(თ"-L »?) ს((»)=7 9,(7) 40 (65,4) 
275



სადაც +I; მუდმივი ტოლია შემდეგი გამოსახულებისა: 

2 ს სეიფი.» 
4:= – |§/(»/ %/(7) » რ». (65,5) 

%59 

(65,4)-დან ცხადია, რომ ამონახსნი განისახღვრება ფორმულით 

XIV (ჯ) 
რ)(კ)) = –––“– (65,6) 

! ჯ) თ?-L ე)? 

Xე=7 «I, მუდმივი შეგვიძლია ვიპოვოთ ნორმირების პირობით 

| IVც) ჩძი=1. (65,7) 
ი 

ახლა შევიტანოთ (65,6) ფორმულით განსაზღვრული Vს,(7) ფუნქცია (65,5) გამო– 

სახულებაში; მივიღებთ 

1-2 I 20) 0» _ ი,დCე. (65,8) 
- თ” + უც? #“ # შ 

ეს უკანასკნელი წარმოადგენს საკუთარი მნიშვნელობების განტოლებას, საიდანაც 

ჯ-ის და პოტენციალის ფორმის დამახასიათებელი პარამეტრების მოცემული მნიშე- 
ნელობის დროს შეგვიძლია განვსახღვროთ თ. 

ვიგულისხმოთ, რომ §,(») კვადრატულად ინტეგრებადი ფუნქციაა. როცა თ 
იზრდება ნულიდან უსასრულობამდე, (65,8) გამოსახულების მარჯვენა მხარე მონო- 

ტონურად მცირდება 
2 თ 

– | |9,(დ)|1ძთ= 9VCთ (65,9) 
%5 

სიდიდიდან ნულამდე. თუ ყ0თ სისტემაში დავხაზავთ ორ მრუდს: ყ=- და 
( 

V#=7#I(), მაშინ ეს ორი მრუდი ერთმანეთს მხოლოდ ერთხელ გადაკვეთს, როცა 

1 
> < #I(0). ასე რომ (66,8) განტოლებას ექნება ერთადერთი ფესვი, როცა 

! 

1 2% 
= <= | გ%ი)ძი- (65,10) 
», ჯგ 

განვიხილოთ კერძო შემთხვევა, როცა 1=0 და პოტენციალს აქვს ე. წ. იამა– 

გუჩის ფორმა (40) 
1 

წ())C––>ძ–>>ძძ, (65,11) 
? 8? L უ? 

"სადაც §“1 პარამეტრი ურთიერთქმედების რადიუსს გამოხატავს, კოორდინატულ 
წარმოდგენაში, (64,7) ფორმულის თანახმად, პოტენციალის ფორმა შემდეგი ფუნქ- 
“ციით განისაზღვრება: 

ჯ. 7.4 
ზს(.) = – , (65,12) 

2 » 
  

276



რომელიც ემთხვევა იუკავას პოტენციალს. თუ (65,11) გამოსახულებას შევიტანთ 
(65,8) ფორმულაში, შთ 

»"ძი –=-- 65,13 
იი აეეე (8? + ჯე: ( ) 

მარტივი ინტეგრაციის შემდეგ გვექნება 

1._. 1 (65,14) 
» 28(=<+ წ? ” 

(65,10) პირობა მოგვცემს 

. – , 
+ < 28ა' ე. ი. 7 <2ჯ2ჰ, (65,14”) 

რაც (65,14)-დანაც გამომდინარეობს, 

ცხადია, (65,11) ფორმის “შესაბამის ტალღურ ფუნქციას ექნება შემდეგი 

გამოხატულება: 

»” 

(თ1+ ი (31+ე9 
თუ გამოვიყენებთ ნორმირების (65,7) პირობას #-მუდმივისათვის, მივიღებთ 

  ს (1) = (65,15) 

?ს= -“ 68 (2+8), (65,160 
> 

ადვილად ვიპოვით ტალღურ ფუნქციას კოორდინატულ წარმოდგენაში. ამისათვის 

საჭიროა ვიპოვოთ (65,15)-ის ფურიე-კომპონენტი. გვექნება 

ჩჯ M გ-ი ტგ-ჩM 

ი 60) = > §5 “ი 65,17 
' თ V “ 8? თ” ” ( ) 

როგორც ვხედავთ, მივიღეთ ჰულტენის ტალღური ფუნქცია. მაშასადამე, როცა 

ფაქტორიზებადი პოტენციალის ფორმა ავარჩიეთ იუკავას, პოტენციალის სახით, 

მაშინ ტალღური ფუნქცია დაემთხვა ჰულტენის ლოკალური პოტენციალის შესაბა– 

მის ტალღურ ფუნქციას. როგორც წინა პარაგრაფში დავინახეთ, ეს ასეც უნდა 

ყოფილიყო. 

სრულიად ანალოგიურად შეგვიძლია ვიპოვოთ როგორც ენერგია, ისე ტალ– 

ღური ფუნქცია მთელი რიგი პოტენციალის ფორმისათვის, |=0 მდგომარეობაში 

ხშირად გამოიყენება შემდეგი გამოსახულებები: 

იამაგუჩის პოტენციალი (40) 

  

  

  

– გ-M – 1 
წჩჯ0)=–-., V(7)= – .. თ =“ რ- ა 

ექსპონენციალური პოტენციალი 

– – 28 

»(-)=6“", XC) = წ 
(81-L /"” 

გაუსის პოტენციალი 
– 2 

 )()-აX== -ცზ,?, ათ _V»X - 3ც?. ს(C-)=6 V(/) 238 C>



ტაბაკინის პოტენციალი (74| 

ი” 2 –._ 

ძ4 ს ა ძ-+იიდ “| , თV)= 
_ 2ხი 

– -ზ 
ზ(5) = 6 _ 

” 

” –_– 

ICL-–– თ)? სზII(/ + რX-L VI   
8, იძ, ხ მუდმივებია. 

დირაკის ფუნქცია 
“() = 1 8 0'–”ე), +CI) = + 810 /V.- ('.=600109ზ) 

მ 

დღ –. ხს V _ .“– (20 – ხეზ – ჩ”” 

ხო=ე-.)სი თრ0=-ი 05-ე 
საინტერესოა აგრეთვე შრედინგერის განტოლების ამოხსნა აბსტრაქტულ ეექ- 

ტორელ სივრცეში. ამ შემთხვევაში ფაქტორიზებად პოტენციალს ექნება სახე 

  

  

  

M2. , 
წ=- 4720 | თ:, (65,18) 

შრედინგერის განტოლება კი ასე დაიწერება: 

ფ-ჩი|ე-- +-ის, (65,19 
4" IL 

სადაც ა=-უ-ბ კინეტიკური ენერგიის ოპერატორია. (65,19) განტოლებაში 
· 

4=(4) (65,20) 
მუდმივია; ამიტომ განტოლების ამონახსნი პირდაპიო დაიწერება 

2. 

I)= –-–-“-“ კრე ო, (65,21) 
4» ს 

სადაც Cე(5)=(X-)-"! თავისუფალი მოძრაობის გრინის ფუნქციაა თუ ამ 
გამოსახულებას სკალარულად გავამრავლებთ (ს | ვექტორზე, მივიღებთ 

ხ 1 
დ –- (VI Cი(X9) | 8), (65,22) 
# 4X" IC 

  

რომელიც წარმოადგენს საკუთარი მნიშენელობების განტოლებას. ერთეულოვანი 

ოპერატორების ჩასმით გვექნება 

1 ი” 

7 4. ც VII) (VI თი)! 21 (ს IC იი » იჯ”. (65,23)   

ამ გამოსახულები-აან კი, თუ გავიხსენებთ გრინის ფუნქციის 

(ი | თი (XI) | 7) = _ე მთ) _ (65,24) 
ჯ» (»– IM 

2ს 
გამოსახულებას, #<0 შემთხვევისათვის მივიღებთ (65,8) ფორმულას, ხოლო 
(65,21) დამოკიდებულებიდან მისი (| ვექტორზე გამრავლებით –-–- ამონახსნს 

4 (1) =: C095ხწ (» | Cი(#) Iთ), (65,25) 

რომელიც (65,24) ფორმულის გამოყენებით მარტივად მიიყვანება (65,6) სახეზე. 
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§ 00. ბაფანტვის მატრიცა არალოკალური ფაკქტორიზებადი 

ურთიერთქმედების შემთხვევაში 

შევისწავლოთ გაფანტვის ამოცანა ნაწილაკთა არალოკალური ფაქტორიზება- 

დი პოტენციალებით ურთიერთქმედების შემთხვევაში. ვთქვათ, ორი ნაწილაკი ურთი– 

„ერთქმედებს (64,5) პოტენციალით 

, 24, 
XI, 7)=-- –– 

4» 

-თუ გაფანტვის მატრიცას გავშლით მწკრივად 

  ზ/(ჯ)ხ)( »”)- (66,1) 

ით “I _ _ 

(ით თ|ი)=4= 9 VX (»IMV 7) 1 )#/,(ს (66.2) 
150 ი)=–I 

მაშინ პარციალური 2',(7)-მატრიცისათვის შეგვიძლია დავწეროთ ლიპმან-შვინგერის 

“შემდეგი განტოლება: 

LI” 8 
(ი 72) | ?ა=(7 17, | ი” ა+4# (ს1VIIV) (0) 22)! ჩ) ი" ძი. 66,3 ჯ|4V2)| X=(» II) ი 8) ი ი M+§6%9% თ) 

"შევიტანოთ პოტენციალური ენერგიის (66,1) გამოხატულება ამ განტოლებაში; მი– 

„ვიღებთ 
2 
  , ი?) , 

(7) | 2”I(2) | )=– 22. ზIC#7) +,(2) 7, (7), (66,4) 

სადაც +X,(2) ენერგიაზე დამოკიდებული სიდიდე განისაზღვრება ფორმულით 

«,(5) = 1-+ 25 , | 5(0X919 0122? %, (66,5) 
II? V, (7) უ 
  

ციე“ 
·ახლა (66,4) ფორმულიდან ნაპოვნი #'/(2) მატრიცა შევიტანოთ ამ ფორმულაში და 
განვსაზღვროთ «,(2) სიდიდე. გვექნება 

+ჯ'(2)=–1+2,XIუ, (66,6) 

სადაც X/() წარმოადგენს შემდეგ ინტეგრალს: 
2 –_“ ა 

XV0 = –– I XIII 0 ძე, (66,7) 
% სჩ -–– ე“+26 

ამგვარად, ლიპმან- შვინგერის პარციალური განტოლების ამონახსნს აქვს (66,4) 

სახე, რომელშიც «,(#) ფუნქცია განისაზღვრება (66,6) ტოლობით. როგორც ეხე- 
დავთ, როცა პოტენციალი ფაქტორიზებადია, მაშინ გაფანტვის #M(7)-მატრიცაც 

ფაქტორიზებადი ყოფილა. შევნიშნოთ, რომ (66,3) განტოლება (66,1) პოტენცია- 

«ლისათვის ასევე მარტივად იხსნება ფრედჰოლმის მეთოდით. მართლაც, თუ გამო– 

ვიყენებთ (IM, 70) და (MI, 71) ფორმულებს, მარტივად მივიღებთ (66,4) გამოსახუ– 

ლებას, სადაც 

<6 = ტყ =1+ 24, XII C ძი» «ძი. (66,8) 
(27 ჯდმ-- 0"-+16 
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მაშასადამე, ჩვენ მიერ შემოღებული <;!(2) სიდიდე ფრედჰოლმის დეტერმინანტს- 

ემთხვევა. 

საინტერესოა ასევე აღვნიშნოთ, რომ (52,27) ფორმულის თანახმად იოსტის 

ფუნქციისა და X,-მატრიცისათვის გეექნება 

ჩC-90=ა4ბ,0) =5:'0;  §4ჯ) = 54-19, (66,861. 
6-0 “–“ I(#” -L 16) 

გაფანტვის ამპლიტუდის საპოვნელად საკმარისია გამოვიყენოთ (35,15) ფორმულა. 

მივიღებთ 

162) ჰეე =”, “––. (66,9). 
' '1 <– XII) 

ინტეგრალური განივკვეთი გამოითვლება ფორმულით 

=(ე = 42 5, (21+1)| 19 I“. (66,9"' 
I-ს 

ვიპოვოთ გაფანტვის ფაზის ფორმულა. ამ მიზნით XV) ინტეგრალიდან გა– 

მოვყოთ მთავარი მნიშვნელობა. ცხადია, 

XI,V(0=,() – 1 CV), (66,10) 

სადაც თ,7(-) განისაზღვრება შემდეგი ფორმულით: 

2 „#/ ჩ2?(იაეი“ თ,0)= > ა | #02 ძი, (6,1I)- 
· ი #–-ძ 

თუ გავიხსენებთ, რომ X”,(#) = (#7 6 6, –– (ჩ)-1. მაშინ (66,9) ფორმულის დახმა– 

რებით მივიღებთ 

#6 6,=   
ე (1+ თ” | #0) ძი 1. (66,12). 
“ისი თ გ) #2--ი? | 

ამ გამოსახულებით შეგვიძლია ვისარგებლოთ ფაზური ანალიზის დროს. 

შევნიშნოთ, რომ იგივე ამოცანა დამატებაში ამოხსნილი გვაქვს ფრედპჰოლ–- 
მის მეთოდით კოორდინატულ წარმოდგენაში. ჩვენ იქ მივიღეთ, რომ 

ჯის ბ, =   _ (=–-+M L C6,13), 
ბზ (ე) LX 

სადაც 

M/აე=45 I %, C")#, (/I-) 1 ძი I 9, 6) ), (II თ”. (66,14X» 
“ 9 

ი 

როგორც (66,12) გამოსახულებასთან შედარება გვიჩვენებს, ადგილი აქვს ტოლობას 

დ,(-)= MI,(”)- (66,15) 

ჩვენ ვიცით, რომ #I(#)-მატრიცა, რომელიც პროპორციულია Lჟ8,-ისა, მცირე, 

ენერგიებზე ისე იქცევა,ა როგორც #?!+1, ამიტომ (66,12) ფორმულის თანახმად, 
თ,(M) პოტენციალის ფორმა ისე უნდა შეირჩეს, რომ მას მცირე ენერგიებზე -ჰქო-- 

ნდეს შემდეგი ყოფაქცევა: 
?,(C)=007M8L /. (66,16). 
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აქედან ჩანს, რომ (66,12) გამოსახულებაში სხვადასხვა 1-ისათვის საჭიროა პო.ტენ- 

ციალის . ფორმის #-ზე „დამოკიდებულების სათანადოდ შერჩევა. 
იმისათვის, რომ გაფანტვის ·მატრიცას მცირე ენერგიებზე ჰქონდეს წესივრი · 

ყოფაქცევა, საჭიროა პოტენციალის ფორმის შემდეგნაირი განსაზღერა: 

1 1 აეგტდ:ს- «-დდდ +(, (66,17), 
' I”თი ია 

სადაც #,(/) და CI/) #?-ის ხარისხების პოლინომებია; ამასთან, 1”,(0) და ()/(0) მუდ– 

მივი სიდიდეებია. ასეთი ფორმისათვის გაფანტვის მატრიცას და, მაშასადამე, გა– 

ფანტვის ფაზას მცირე ენერგიებზე ექნება სწორი ყოფაქცევა; სახელდობრ, 
ჯ”!' ის<0,(წ)ლ–ით,+ს,#+0,M +...+, (66,18) · 

სადაც თ,, ბ,, 0, ენერგიაზე დამოუკიდებელი რიცხვებია. 
ზემოთქმულიდან ნათელია, რომ §-მდგომარეობაში პოტენციალის ფორმას 

შეიძლება ჰქონდეს, მაგალითად, შემდეგი სახე: 
1 

    

(/) = (66,19), 
წო გ 

მაშინ როცა 7 და ძ-მდგომარეობაში შეიძლება ავიღოთ 

# ” 
ზ,(/) = –, 9.(/)=– ' (66,20) 

' M იჩ 85 + ჩ? 

სადაც 8, მ, და მ; მუდმივებია. 
განვიხილოთ კერძო შემთხვევა, როცა პოტენციალის ფორმას აქვს იამაგუნის 

სახე, ე. ი. განისაზღვრება (66,19) ფორმულით. მაშინ, თუ გავითვალისწინებთ, 

რომ 

2 ი'ძი – გ” .. 
/)ლ “აი! – –-.1შა =–--“–-, (65,2!) 

რ) =-> 1 + (ს-–- ი ე 2X/0+35" 
  

(66,12) ფორმულის თანახმად, მარტივად მივიღებთ 

ტ შერკ +946), (66,22)· 

თუ ამ გამოსახულებას შევადარებთ ეფექტური რადიუსის მიახლოების სათანადო 

ფორმულას 

#იხაზ= –-8ზ+ 

ჩი ბ=- +. რუნა! აჩი + ...+, (66,23) · 

გვექნება მნიშვნელოვანი დამოკიდებულებანი: 

+-ზ(-% , == + I+%-), (+შ=-+, (თ5=0, (66.24) 

უნდა შევნიშნოთ, რომ იამაგუჩის პოტენციალისათვის გაფანტვის ”7”(2)-მატრიცა 
ასეთი იქნება: 

  (ი(7თ)I03= – 19 თ(ჯ)ს(»)+(2), (66,25)- 
4X"I 

23:



'სადაც 
1 

აეა ' 

28 (1– ჯ V 202 | 

თუ, გაფანტვა ხდება 1=2 მდგომარეობაში, მაშინ შეგვიძლია გამოვიყენოთ (66,20) 

“ფორმულით განსაზღვრული 9.(ჯ) ფორმა; შედეგად მივიღებთ 

+ X0=1–-7 (7-7 >0) (66,26) 

/პიხ-6, = – 814 --- 88 (6 +06-'-ჩ(640+ ””" + 

2-L 2”შ ა". 5 (31 (3:+#, (8:+/) +”. 66,27 
1 8, > საი, 

„ამ გამოსახულებიდან ადვილად გამოითვლება სათანადო გაფანტვის სიგრძე, ეფექ- 

ტური რადიუსი და ა. შ 

კონტაქტური ურთიერთქმედება, როგორც რამაგუჩის ურთიერთქმედების კე- 

რძო შემთხვევა (63). ახლა ვაჩვენოთ, რომ გაფანტვის X"2)-მატრიცა კონტაქტე- 
რი ურთიერთქმედებისათვის რომელიც § 44-ში ვიპოვეთ, შეგვიძლია მივიღოთ 

როგორც გაფანტვის მატრიცის კერძო შემთხვევა იამაგუჩის ურთიქრთქმედებისა- 
თვის, ზღვარში, როცა პოტენციალური ფორმის პარამეტრი ჩ -+ ია. გამოვიყენოთ 
(66,25) ფორმულა. გავითვალისწინოთ (65,14) გამოსახულება, რომელიც მოცემუ- 

ლი # და 8 პარამეტრებისათვის განსაზღვრავს ბმის ენერგიას და გადავიდეთ ზღვარ- 
“ზე, როცა ზ-–> C, მივიღებთ 

ლი=1-(02%+-(1+2-%+.. –-გ(++:M/22+...): (66,28) 
| “ჩ ჩი ჩ , 
თუ ამ გამოსახულებას შევიტანთ (66,25) ფორმულაში და გადავალთ ზღვარზე, 

როცა 5-- დ, მივიღებთ 

რI2X0I901= ლარ აღაეაეაეაეაერერ““ (66,29) 
“თ + + VI 2ს> 

რომელიც ზუსტად ემთხვევა ჩვენ მიერ ადოე მიღებულ ფორმულას. როგორც ვხე- 
დავთ, გაფანტვის მატრიცა არაა დამოკიდებული 9 და დ” ვექტორებზე. 

გაფანტვის მატრიცა აბსტრაქტულ ვექტორულ სივრცეში. ახლა ვიპოვოთ 

გაფანტვის მატრიცის გამოხატულება აბსტრაქტულ ვექტორულ სივრცეში. გამო–- 
ვიდეთ XC#)-მატრიცის შემდეგი განმარტებიდან: 

  

4XM)=V+V 6)”, (66,30) 
სადაც გრინის რ(%) სრული ფუნქცია აკმაყოფილებს განტოლებას: 

C(ს) = Cი(X)-L Cთ(#)X Cი(#)- (66,31) 

ვთქვათ, პოტენციალურ ენერგიას აქვს (65,18) სახე 

X-XI) CI, (Mა= – +: ) (66,32) 
= 4X“ 

მაშინ XC-9)=VV1%) (ი | (1 + 7ა(9 | 6(X9) | V)I. (66,33) 
(66,31)-დან ადვილად ვიპოვით (ს | C(X) 19) გამოსახულებას. მართლაც, გვექნება 

(CI 6(M1 | 9) = (ს | 6%(#) | 9)-++VიLV | C (72) | 5) (9 | რა(79) | 9), (66,34) 
ლა



„აქედან , | ) 

ს. L| (7 I(X) | წ, 
დIიძიე|თ- – – აიბი, (66,35) 1-–%7CI C9CI019 

ამ გამოსახულების (66,33) ფორმულაში შეტანით საბოლოოდ გვექნება 

210)   7#)=Mს-–_"“L- .“” , (66,36) 
"1 –– Xი(0 | 6ი(7) |7) 

საიდანაც მარტივად მივიღებთ (64,4) გამოსახულებას. 

7(#)-მატრიცის პოლუსი #=–-8 ენერგიაზე მოგვცემს 

(VI რი––8) | 7). (66,37) ჯ#.- 

გავიხსენოთ M ე-ის მნიშვნელობა (66,32) აღნიშვნიდან; (66,37) გამოსახულების 

მარჯვენა მხარეში ჩავსვათ ერთეულოვანი ოპერატორები და გამოვიყენოთ (65,24) 

“ფორმულა; გვექნება : | 

1.2 I +IC0)V «2, გ 206 (66.38) 
# %-8 თ“-Lი“ ჯ? 

რაც ემთხვევა საკუთარი მნიშვნელობის (65,8) ფოომულას. მაშასადამე, როგორც 

მოსალოდნელი იყო, 2X7#70-მატრიცის პოლუსმა გაგვისახღვრა ბმული მდგომა- 

რეობების ენერგია. 
თუ (66,36) გამოსახულებას მარცხნიდან გავამოავლებთ (0 | ბრა-ვექტორზე, 

“ხოლო მარჯვნიდან | 9) კეტ-ვექტორზე და კვლავ დავუბრუნდებით (66,32) აღნიშ- 

ვნას, მივიღებთ 

დIIII) 
1 –– 70(9 | Cი(#9) | ზ) 

საიდანაც ჩანს, რომ ფაქტორიზებადი პოტენციალის შემთხვევაში გაფანტვის მატ– 
რიცა ბორნის მიახლოების 7'(#)-მატრიცისაგან განსხვავდება ენერგიაზე დამო- 
კიდებული მუდმივი მამრავლით 

(1 –– 7ა(V | Cი(X#) | 2)1“ 1. (66,40) 

შევნიშნოთ, რომ 7”,(#)-მატრიცის საპოვნელად 15-50 შემთხვევაში საკმარისია 
(66,36) ფორმულაში ყველა სიდიდეს ფორმალურად მივუწეროთ 1-ინდექსი. 

ფაქტორიზებადი პოტენციალის ყოფაქცევა მცირე და დიდ მანძილებზე (701. 

ახლა გამოვარკვიოთ როგორი ყოფაქცევა უნდა ჰქონდეს ფაქტორიზებადი პო- 
ტენციალის ფორმას დიდ და მცირე მანძილებზე, რომ ჩვენ მიერ ზემოთ განხი- 
ლულმა გამოსახულებებმა აზრი არ დაკარგონ. ამისათვის პირველად ხელსაყრელია 
კოორდინატული წარმოდგენის განხილვა. 7=0 მდგომარეობაში, თანახმად (რ3,43) 
განტოლებისა, თუ ავიღებთ 

(9 | 7-8) |0” = (66,39) 

  #6 70)=- 2. ფ0)9C"), (66,41) 
<”Iს 

გჭექნება · 
2#0) , IC) = 4790); (66,42) 
ძ;? 

9258



-4-მუდმივი ტოლი იქნება 

2. 
ტ=- 2 | »05ჯთ»·ძ» (66,43)- 

X-9 

გამოსახულებისა. დავუშვათ, 7/=0 წერტილში პოტენციალის ფორმას აქვს 

ჯია» ი “>0 (66,44) 

გამოხატულება; მაშინ, თუ (66,42) განტოლების ამონახსნს მოვძებნით X(7-)=1“ 
სახით, ადვილად დავინახავთ, რომ XV) უ4--, მეორე მხრივ, იმისათვის, რომ: 
(66,43) ფორმულით განსახღვრული მუდმივი სასრული რიცხვი იყოს, საჭიროა 

იკრიბებოდეს ინტეგრალი 
( 3:% დ. (66,45)- 
9 

მაშასადამე, საჭიროა თ<:5/ე. 

როცა #=0, მაშინ (66,42) მიიღებს სახეს 

ძი'XC 
ძი; 

ავიღოთ ინტეგრალი „'-დან C-მდე. გვექნება 

= 2-ს V)- (65,46) 

9/ _ _ 4 I »#" ფ(+) ძ%”+C, (66,47)' 
თ” 4 

სადაც C, ინტეგრირების მუდმივია. ამ გამოსახულების კიდევ ერთხელ გაინტეგრა– 

ლებით მივიღებთ 

V0)= – # I ძ. I »” ს0”) ი” –+C+ 0.. (66,48): 
ი „ 

დავუშვათ, რომ ფაქტორიზებადი პოტენციალის ფორმას უსასრულობაში აქვს 

»“ 7 ყოფაქცევა. მაშინ (66,48) გამოსახულებაში შემავალი ინტეგრალის კრებადო- 
ბისათვის საჭიროა +>3. მაშასადამე, როცა „-–> <, მაშინ 260) ნული უნდა ხდე– 

ბოდეს ჩქარა, ვიდრე –. · 
ჯ 

ცხადია, რომ შესაბამისად შეზღუდვები დაედება პოტენციალის იმპულსური 
წარმოდგენის ფორმასაც. ასე მაგალითად, (66,11) ინტეგრალის კრებადობისათვის 
დიდ იმპულსებზე საჭიროა 

-1+X 
ს,(ი)“ ი? (66,49) 

სადაც 7>0. ხოლო ინტეგრალის კრებადობისათვის მცირე იმპულსებზე აუცილე– 
ბელია 

სჯ (2) < 2, (66,50) 
სადაც 71# სასრული რიცხვია. 

ზემოთქმულის თანახმად, (66,11) ინტეგრალს აქვს შემდეგი თვისება 

« ღ- 2 

110 9 9V()0 ძი 0-2 =90, (66,51) 
§ხ-.= 
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-ხოლო (66,12) ფორმულის თანახმად, ზღვარში, როცა #-–> «9, გვექნება 

Iდ6(0-–- წყ.) #–+თ (66,52) 

„ასევე, როცა # ->0, მივიღებთ 

ჯ '»” (ყაი” ძი + 
) 4 99202 _ – 2 . 

5“) ულ ! თ (ყ) ძი: (66,53) 

ამიტომ, ცხადია, გაფანტვის სიგრძე, (66,12) ფორმულის თანახმად, ტოლი იქნე- 

ბა გამოსახულებისა 

2+ . I “ოი იი II 21 0რV)! «სბ 
ამასთან, როგორც ვიცით, 1=0 მდგომარეობაში ჯ(0) არ არის ნულის ტოლი. 

დაბოლოს, საინტერესოა აღინიშნოს, როდის იქნება გაფანტვის მატრიცის 

წარმოდგენა ფაქტორიზებადი სახით კარგი მიახლოება. 

ამ საკითხის გასარკვევად განვიხილოთ #"(2)-მატრიცის სპექტრალური წარ- 

-მოდგენის (38,21) ფორმულა, საიდანაც ნათლად ჩანს, რომ სამი წევრიდან ფაქ- 
ტორიზებადი წევრი იქნება ძირითადი იმ შემთხვევაში, როცა ჯ2-ენერგია ახლოსაა 

ორნაწილაკობრივი სისტემის #, ბმის ენერგიასთან, ან უწყვეტი სპექტრის ყველა-- 
“ზე არსებით რეზონანსთან. 

ამგვარად, თუ ორი ნაწილაკის სისტემაში მთავარია რეზონანსები და ბმული 
მდგომარეობები, მაშინ გაფანტვის მატრიცას რეზონანსებისა ღა ბმული მდგომარე– 

“ობების მახლობლობაში, ენერგეტულ ზედაპირს გარეთ, ფაქტორიზებადი სახე აქვს 

საწყისი და საბოლოო იმპულსების მიმართ (93|. 

გარდა ამისა, (38,36) წარმოდგენის ფორმულიდან ნათლად ჩანს, რომ, რო–- 
·ცა რეზოლვენტა 7I(ყ, »; #)=0, მაშინ გაფანტვის მატრიცას აქვს ფაქტორიზება- 

დი სახე. ძნელია იმ პირობების დადგენა, როცა რეზოლვენტის წვლილი (38,36) 

ჯამში უმნიშვნელოა ფაქტორიხებად წევრთან შედარებით. ერთი კი (კხადია, რომ 

2M(/, 4; 2) მატრიცა ზუსტად ფაქტორიზებადია ნახევრადენერგეტულ ზედაპირზე, 
რაშიც ადვილად დავრწმუნდებით, თუ გავიხსენებთ რომ /(((#, 4; #):= (4, #; #)=0. 

თუ დავაკვირდებით (38,36) გამოსახულებას, ადვილად დავინახავთ, რომ, როც 

გაფანტვის 2?”/(ჩ, #; 2) მატრიცას ენერგეტულ ზედაპირზე პოლუსი აქვს #=/#, +4#ჩ, 
წერტილზე, მაშინ ამავ წერტილზე პოლუსი ექნება გაფანტვის #(ჯ, ი; 2) მატ- 
-რიცასაც ენერგეტულ ზედაპირს გარეთ და იგი ფაქტორიზებადი იქნება საწყისი 
-და საბოლოო იმპულსების მიმართ. მაშასადამე, თუ წარმოსახვითი ნიწილი #, ძა–- 

ლიან მცირეა და # ==#,, მაშინ გაფანტვის მატრიცა ენერგეტულ ზედაპირს გარეთ 

შმეგვიძლია წარმოვიდგინოთ ფაქტორიზებადი სახით 

27VLC7), 0; 19) == 8,(#)1ICXC)V,(9), (66,55) 

ფაქტორიზებად გაფანტვის მატრიცას კი, როგორც ვიცით, შეესაბამება არალო- 

კალური ფაქტორიზებადი პოტენციალი.



§ 67. ბაფანტვა ორი არალოპალური ფაქტორიჭზებადი 

პოტენციალის ჯამით 

განვიხილოთ მეტად მნიშვნელოვანი შემთხვევა, როცა ნაწილაკებს შორის. 

ურთიერთქმედება განსაზღვრულია ორი ფაქტორიზებადი პოტენციალის 'ჯამით. ამ 

შემთხვევაში პოტენციალური ენერგია, იმპულსურ წარმოდგენაში, შეგვიძლია ავი-- 

ღოთ შემდეგი ჯამის სახით (821: 

(იI#7 I იე =4> ს VI, 1 ))XIC)7), (67,1) 
,“ 

სადაც IV», ») შეიცავს ორ წევოს 
92 

7 I(7, 1) )= ლ (?/ 9 / (2)) 91 | (1»/) + ა; 0;/C12) %57 (27) )- (67,2)- 

“() და #2I()) პოტენციალის ფორმებს გამოხატავენ, ხოლო 2. და #.|,––სიღრმე– 
ებს. ასეთი ტიპის პოტენციალი მნიშვნელოვანია იმდენად, რამდენადაც პოტენცია- 
ლის ფორმის შერჩევითა და 2.კ X,1< 0 პირობის დადებით მიზიდვის გარდა, მ0ი- 
რე მანძილებზე მან შეიძლება წარმოქმნას განზიდვა. ასე მაგალითად, თუ §-მდგო- 

მარეობაში ორავე ფორმა სხვადასხვა ურთიერთვმედების რადიუსის იამაგუჩის გა- 
მოსახულებით განისაზღვრება 

“ი()=01+ჯზბ“ ს, თ(M)=(თ1+ #9“, (67,3) 
ხოლო როცა 0, = თ: და ჯX<0, მაშინ პოტენციალურ ენერგიას მიზიდვის ხასი– 

ათი აქვს და მცირე მანძილებზე თანდათან გადადის განზიდვაში, #»=0- წერტილში: 
კი ხდება უსასრულობა. როგორც ცნობილია, ასეთი ტიპის პოტენციალები ხშირად 

გამოიყენება, ამიტომ მათ დაწვრილებით შევისწავლით. 
განვიხილოთ ჯერ ბმული მდგომარეობა, დავწეროთ შრედინგერის განტოლება- 

ი 8X; ჯ , 7.7? , 
(თ“+ »') –ა/(») = –-.- I #7I(ს, »)ს, (M)M” ძ/". (67,4) 

0 

# განტოლებაში შევიტანოთ (67,2) პოტენციალი და განვსაზღვროთ C,(7), ჭქე– 
ება 

1 
ს,(,) = ––-, ა წხ) (ჯ)Cს! -L წუთ (02) C2I1, (67,5) 

თ +) 

სადაც მუდმივები განისაზღვრებიან პირობით 

27% · · : 6Cს=-- | იათსთაიძა; C= 1,2) (67.6) 
“9 

ამ უკანასკნელში (67,5)-დან C,(») ფუნქციის შეტანით C,, კოეფიციენტებისათვის: 
მივიღებთ შეჰდეგ სისტემას: 

(1 –– ს MVI(C)1C,| –– 7-2) I(თ)C.| =9, (67,7) 

ბე.MV%() 0), –– (1 –– XI M9C2)106;=0, 
თ 

„ა დ )=-2. | წ, (9) 9-/(9) ი" #0. · ' (67,8X 
ჯ თ?-L ი“



იმისათვის, რომ (67,7) სისტემას ჰქონდეს ტრივიალურისაგან განსხვავებული აჭო- 

ნახსნი, საჭიროა სის ტემის დეტერმინანტის ნულთან ტოლობა, რაც მოგეცემს 

I #IIVI(C)1 (1 –– 7:,# (თ) | ლ/ს MI M5(თ) =-0. (67,9 

ეს უკანასკნელი წარმოადგენს საკუთარი მნიშვნელობების განტოლებას; მისი ამო- 

ხსნით ვიპოვით ენერგიას. 

თუ (67,7) სისტემის მეორე განტოლებიდან განესახღვრავთ C-ს და შეჟი- 

ტანთ (67,5) ფუნქციაში, ადვილად ვიპოვით, რომ 

  V, I #8 (თ) ) , 44) = სრ) 40909 ს, ცეს; (67,10): (I) თმ -L ემ | თ) 1 == X,9 (თ 2,1 I 

XX,-მუდმივი მოიძებნება ნორმირების პირობით. 

კერძო შემთხვევაში, როცა #,,=0, დავინახავთ, რომ 

ს,ცე = 2190) (67,11) 
თ' + 

ღა ი 

ლ/) ე? იფ =-? | 90959%+XL. (67,12) 
/ ჯ C +ი 

ახლა ვიპოვოთ გაფანტვის 7#(#)-მატრიცა. დავწეროთ ლიპმან-შვენგერის განტო- 

ლება 
თ 

: , , XI (#, 4) (0 | I) (L) | ს”) ი' ძი 
წ =VI()), 4» | –-4' ყე: /! 1. (67,123). (# |2(წ) | » X)=VX »)+ I 9-8) +- #6 

შევიტანოთ ამ განტოლებაში (67,2) პოტენციალი, გვექნება 

(ა?) ს») = => ნა9 I(წ) -11I(2)”) +720) (2) «Lა!(ჯ”) ), (67,14). 
ჯ“ ს 

სადაც , 
ს; (ძ) (0 | 7) (#) | ) ა ი”ძყ. 

წ” ი” + 16 

ამ გამოსახულებაში (67,14) მატრიცის შეტანით -+,,(ჯ”) სიდიდეებისათვის მივი– 

ღებთ ალგებრულ განტოლებათა სისტემას 

(1 – XXVI 0014, –– 1 XII (0.4+=წ (#7), 

4იC9 =5,(20+ > | (67,15) 

(67,16) 

– XI) X0 თ) ტც+I – 7, XV (9 ) 4,=%I(7'), 
სადაც 

2 ( ჯთ;/(ი)ბ//,(0)ი”ძ4 იაწმა=-- | “96056 2-5, 67,17 XIIა=“ | ლი 2 (67,17) 

(67,16) სისტემის დეტერმინანტი ტოლია 

#ტ/#)=(1 –– 1 XL (#1 (1 -– 2ა, XV (9) –– > 2 XV '(ე. (67,18) 

ამის შემდეგ ადვილად განვსაზღვრავთ 4,7(») და 4, (>) სიდიდეებს, რომელთა 
(67,14)-ში შეტანით საბოლოოდ ვიპოვით გაფანტვის მატრიცას 
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1” 

ხI” ბ, თ 

ია შიI(#) L1-–XI XIII (91+ 

2 2:,X II) · LC,:(/2)თ2/( »”)-L იI(7)ზ;I(ჯ”))) (67,19) 

თუ, გამოვიყენებთ (35,15) ფორმულას, ადგილად: ვიპოვით გაფანტვის პარციალურ 

· ამპლიტუდას 

XC) = შენე 9%I/(#)(1 – 7ეXI9MV0I -L 2:11 –– 7.) X (M(#)1C2,C(9) + 
, 

(2 | 1I(#)| 2)=> (7)! 6;!(12)#)!(7)) (1 –– #,X IC) + 

27); XV შა,(ჩ) 9.00 XCV) | (67,2თ 
ფაზური ანალიზისათვის ხელსაყრელია მოვძებნოთ /#0LC9,, ამისათვის გავიხსე- 

ნოთ, რომ 

  

MX) = + §)ი 6, დბ; = იფ–ჯ 67.21) 

გარდა ამისა, რადგან 

2-2.“ 88-ე –-29M6(CV-–ძშ, (67,22) 

ამიტომ 

„სადაც XII) = MI -– 2ჩ,,(9 C,,(%, (67,23) 

VI0= -– .»I შხვა მ 4 – – #9 (§თ). (67,24) 

ამ ფორმულების გამოყენებით აა. ადვილად მივიღებთ შემდეგ დამოკიდე– 

ბულებას: 

ჩის 6(ჩ)= 451, (67,25) 
დ,(/) 

სადაც 

თ,(–)=|1 – XI; =4(#)I I1 –– X»; თ(9(/)) –– 2 22, 210 '(ჩ) (67,26) 

დ,(M)=–-2" დ9)!(#)(1 _ ჩა თ) _ შა %5/Cჩ)(1 – შა) თჯ(IXI))– 

უი” ბ შ)!(”) წ) ე„ა(ე). (67,27) 

შევნიშნოთ, რომ, (66,12) ფორმულის თანახმად, 

კIთI (I) ჩიხთ8,,(L 1– ათ). (67,28) 
(ი – _ ასი 

"ეს გამოსახულება აღვნიმნოთ 'მემდეგნაირად: 

%X,,(”) = # ტსთ 9,,(ჩ), (67,29) 

მაშინ (67,25) მიიღებს შემდეგ სახეს: 

ჩ9ხC ,(/) = 2 00 XV (#9) – XI (9) , (67,30) 
%,ICM)-+%.I(-) ––2+XIX#) 

სადაც XV) 

“ხძალ–-- ი“, (67,31) 
ზ,, C/:) 8:I(–)



467,25) ფორმულის წარმოდგენა (67,30)-ის სახით ხელსაყრელია იმდენად, რამდე- 

ნადაც გაფანტვის საერთო ფაზა გამოსატულია ცალკეულ პოტენციალზე გაფანტეის 

შესაბამისი ფაზების საშუალებით. 

ერთწევრი პოტენციალური ენერგიის 'შესაბიმისი გაფანტვის ფორმულების 

მისაღებად საჭიროა (67,30)-ში დავუშვათ #,,=ჯე,, მაშინ #,=-#,, და, თუ შემო- 

ქიღებთ აღნიშვნას 27,,=>2), მივიღებთ (66,11) ფორმულას. 

განვიხილოთ მაგალითები. ვთქვათ, ნაწილაკები #-მდგომარეობაში ურთიერთ- 

ქმედებენ იამაგუჩის (67,3) პოტენციალებით. მაშინ, (66,21) ფორმულის თანახმად, 

გქექნება 
#2 1”, (თ; + I)" + ო. 

%;(M)=–ძი,+ –-– (67,32) 
2ი; # 

ხოლო (67,24) ინტეგრალის ამოხსნით მივიღებთ 

1 ი' “LI მყა(#)= ______ (67,33) 
' რ-ი (> თ? > | 

ამის შემდეგ (67,321) ფორმულის გამოყენებით ადვილად ვიპოვით გაფანტვის საე- 
ღთო ფაზა! 

განვიხილოთ შემთხვევა, როცა 7=0 მდგომარეობაში გვაქვს შემდეგი ფორ- 

მის პოტენციალები (73,82): 
1. . . 

თს(ია=(თ+/) ს, და»(0)= –-5ი) #2->C. (67,34) 
» 

1 · , . 
რ(2)=-- §10 - პოტენციალურ კედელს წარმოადგენს. მისი შესატყვისი ფაჟტო- 

ოიხებადი პოტენციალი, რადგან, თანახმად (64,7) გამოსახულებისა, 

თ 6) = I/ + 5 %–79, (67,349 
?C 

კოორდინატულ წარმოდგენაში განისაზღვრება ფორმულით 

ან, ბC–/)  8C-/ი 1110 (67,35) 
ათ ზა) # CI 

ასეთი პოტენციალი წარმოქმნის უსასრულო განზიდვას /=7 წერტილში. თუ ავა- 

ღებთ 2,<:0, მაშინ ეს ორი პოტენციალი წარმოქმნი ორმოს, რომელიც 7=:1-, 

მანძილზე კედლით ჩამოიჭრება. ადვილად ვიპოვით, რომ (67,34) ფორმის შემ- 

თხვევაში 
_ 2ძთ; 2 ჩ –- II “რ. .!, (67,36) 

ყყეი 2ი (2 I-V) | “: + > | 

თ.(() = –– პუხი, (67,37) 
“რ/(C 08 /ე, 

' „(#7) = –, (67,38) 9: :(/) 8+ი! 

ამ გამოსახულებების (67,25) და (67,26) ფორმულებში შეტანით და ზღვარზე გადა- 

სვლით, როცა 2, –-> C, მარტივად მივიღებთ 

ჩი8- ი ი. ა0M/Mი, (67,39) 
იძე 

19. გ. ვილაშეილი §:§§9



სადაც 

ს() = _ ს არი, (67,40) 
810 /V"ს 

0(M) = 2 00 08 „, L- 50 #7 (#+ია" ს – – # (67,41)' 
# 7», 2 2ი, 

ადვილად ვიპოვით გაფანტვის სიგრძესაც მართლაც, თანახმად განმარტებისა, 

1 
(L იხფ 6)L-ი = –- –– , ამიტომ 

ძი 

”. გ ი 
2:=-=1- ლთ, (67,42): 

ძ -ი,” 1 თ 2 I'C _1 -+L " –_ -. (26 ) რა ( 2 + » ) 

ასევე ადვილად ვიპოვით საკუთარი მნიშვნელობების განტოლებასაც. რადგან გან-- 

ხილულ შემთხვევაში 

  

  

1 თ =--9 “ არლი (674) ჰა(თსა–-–-––-, M-(2)= –<უ<I–-–– „42). 
IV 20,(თ,-+ თ)? 1% თ ი? 

ამიტომ საკუთარი მნიშვნელობების (67,9) განტოლება, როცა X > C, მიიღებს 

შემდეგ სახეს: 

რ ს _ ტტ%6 (“I-ი '“”შ ე (67,44) 
26, (თ, + თ)? (ი, – თ)” 1-4. 1-- 

ამ ტრანსცენდენტული განტოლების ამოხსნა შესაძლებელია მხოლოდ მიახლოები– 

თი მეთოდებით. 

ახლა ვიპოვოთ ტალღური ფუნქცია. (67,10) გამოსახულების თანახმად, 
როცა X-> თ, გვექნება 

ს (») = _–“ 7 | (ათ ოდინი. (67,45) 
9 

საიდანაც კოორდინატულ არმი დვენაში რადიალური ფუნქციისათვის მივიღებთ 

გამოსახულებას 
“ი, , –-თ, 

#Cთ)= 4! 6 · –+-  _ ჩა) ირე 67,46) 

” თი ჩიე:(თ) 2თ 

მუდმივი შეგვიძლია ვიპოვოთ ნორმირების პირობით. ადვილი "შესამოწმებელია,- 

რომ, როცა »=7,, მაშინ 77(0-)=0. 

მნიშვნელოვანია აღვნიშნოთ, რომ გაფანტვის #(#)-მატრიცა, როცა ურთი- 

ერთქმედება ორი პოტენციალის ჯამს შეიცავს. უშვებს ზღვარს, როცა ერთ-ერთი 

პოტენციალის სიღრმე, ვთქვათ, X,->- თ. ეს გარემოება საშუალებას გვაძლეეს 
ურთიერთქმედებაში მცირე მანძილებზე ჩავრთოთ უსასრულოდ დიდი განზიდვაა 

ზღვარში, როცა X.,-> <, გაფანტეის 7 #)-მატრიცა მიიღებს სახეს 

ი, ჩ?. · 
(ი | 7I(X) | ი) = უნაი. VII) %0C2) XX0)+ 

VI(2)ზეI(X”)XIIIC/V) + XVIC#)(ხ,I( 2)9ე!( დ”) -+L ხ;I( დ)ზ,I(»)))  (67,47). 
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სადაც 
240=(|1 –>)XIMMII XVII). L ა XC. (67,48) 

მაგალითად, თუ 1=0 მდგომარეობაში გვსურს გავითვალისწინოთ ჯებირი 

M/0)=VV (”/ა=60ს5!) (67,49) 

V0ე)=0, ?Xჯ1>7” 

რომელიც იმპულსურ წარმოდგენაში ეკვივალენტურია გამოსახულებისა 

2 I, < 

დ (0) = (+) I 17 (2")ქი ( ე7-#'? თ,/=0005წ ქ, ( #/-.), (67,50) 
0 

მაშინ შესაბამისი ფაპტორიადი „ იტემციალისათვი! უნდა ავიღოთ 

V#( ი, I) = “ნ II Lს1)(1)%%))- (67,51) 

ამ შემთხვევაში ზღვარი 2,ე > შესაბამება უსასრულო განზიდვას (0, #.) შუა- 
ლედში. ამასთან, X(2)-მატრიცაში შემავალ გამოსახულებაში ჯ.ე() პოტენციალის 

ფორმაში უნდა ვიგულისხმოთ 

V2ი( 11) ==3'211( 1") (67,52) 

გამოსახულება, სადაც ქ,(იX-) ბესელის ფუნქციაა. თუ §,()) ფორმას ავიღებთ, 
მაგალითად, იამაგუჩის სახით და ვიგულისხმებთ, რომ 2.,)<0, მაშინ (67,483) ფორ- 

მულით განსახღვრული 2(#)-მატრიც+ გამოხატავს გაფანტვას პოტენციალზე, 
რომელსაც (0, ჯ,) შუალედში ახასიათებს უსასრულო განზიდვა, ხოლო 1->/, შუა- 

ლედში –– მიზიდვა. 

§ 608. გაფანტვა რამდენიმე არალოკალური ფაქტორიზებადი 
პოტენციალით 

ამ პარაგრაფში განვიხილავთ შემთხვევას, როცა ნაწილაკებს შორის მოქმე– 

დებს რამდენიმე ფაქტორიზებადი პოტენციალი. ვთქვათ, პოტენციალს ახასიათებს 
ცენტრალური სიმეტრია, მაშინ. ზოგადი სახის ფაქტორებად პოტენციალურ ენერ- 
გიას, რომელიც ინვარიანტულია ბრუნვისა და დროის არეკვლის მიმართ, იმპულსურ 

წარმოდგენაში ექნება სახე 
+! 

XC, წე = 42 XX 1. 7, 2 )XLთ(2)XIთ(#”» (68,1) 
1=0 „-“, 

სადაც 

: 1) 
XV», §)= - (68,2)                     

მაშასადამე, (64,4) – განსხვავებით, თითოეული 1-ისათვის ფაქ- 

ტორიზებადი პოტენციალი შეიცავს X,-წევრს, პოტენციალთა ჯამის აღებას ის 

სიახლე შემოაქვს, რომ, როგორც ამას შემდგომ დავინახავთ, სათახადო ამოცანას 

ბმულ მდგომარეობაში შესაძლოა ჰქონდეს ერთზე მეტი ენერგეტული დონე, წინა- 
აღმდეგ ერთწევრიანი პოტენციალისა რომლის დროსაც მაქსიმუმ ერთი დონე 
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გვაქვს. გარდა ამისა, როგორც წინა პარაგრაფში დავინახეთ, ამ შემთხვევაში. შესა- 

ძლებელია უზრუნველეყოთ განზიღვა მცირე მანძილებზე. 
გაფანტვის 27(#)-მატრიცის საპოვნელად გამოვიყენოთ § 40-ში მიღებული 

შედეგები. ჩვენ ვაჩვენებთ, რომ, როცა პოტენციალური ენერგია 

” დ = 2,#I CV, (68,3) 
ჯ5' 

მაშინ გაფანტვის ნატრიცას აქვს შემდეგი გამოხატულება: 

7(9 = 212) C0), (68,4) 
ი 

სადაც 7'; (2)-მატრიცები აკმაყოფილებენ განტოლებათა შემდეგ სისტემას: 

ჩ 

XIX2)=X,()+ 2) 2I(2)CX(2)7X9; (68,5) 
#9, 

ამასთან, ჟ”,(7) არის 7, პოტენციალის შესაბამისი გაფანტვის მატრიცა. 
წერის გამარტივების მიზნით შემოვიღოთ აღნიშვნა 

Mხ? 

4ჯპს, 

და ჩამოვუშვათ I-ინდექსი. (68,5) განტოლება სკალარულად გავამრავლოთ მარცზნი- 

დან (»|, ხოლო მარჯვნიდან | »“) უპტორებე და გავითვალისწინოთ, რომ 
, –=%) უჯ" M (ი | 6იI(5) | »”) = ავ 02 , IMX)= “– (68,7) 

(წ–– (7)) 2L 
მაშინ მივიღებთ 

V, . , , 

( | 27'/(2| #»?–)=L7 | 2'() I 2)+4% 2, | (ი | 2 (9) 19) (V | 2) (4) | >)" ძი“ . (68,8) 

ს ჩწ–”თ 

როგორც ვაჩვენეთ, ერთი ფაქტორიზებადი პოტენციალის შესაბამისი გაფანტვის 

მატრიცაც ფაქტორიზებადია და მას აქვს შემდეგი სახე: 

  იI, = » (§8,6) 

ს (ი | 2'((9) | თ» 1=0სI(ჯ)1XV(გ)შI(ჯ”), (68,9 
დაც 

+,'(8)=1 ––7,XIIV), (68,1თ 
ხოლო 

=2 ( ზ!(ი)ს)(ი)ყ"ძყი / 2M 
XI,() ჯ | ააეათლოლდ, კ (+ = = + «) (68,11) 

(68,9) გამოსახულების (68,8) განტოლებაში შეტანით მივიღებთ 

სადაც (ი | IX(2) | ი =0თ(სI(»)«I(2)4+(ი'). (68,12) 

ა (912 
4,(9')=+XV7') + 48.3, | 0050 09% 500X20| 20%, (68,13) 

I” 6-–-Iთ 
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ამ უკანასკნელში კი (68,12) გამოსახულების ჩასმით გვექნება 

MI 

«(»M)=5(»)+ =X #9 (2 4, (ი) XV (7). (68,14) 
#-I 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას _ 

V,)I(2)= #/,XI(5)X (I). (68,15) 

მაშინ (68,14) გადაიწერება შემდეგნაირად: 

M, 

4“ – 3 წ 94=წ. (68,16) 
Mა! 

რომელიც წარმოადგენს ალგებრულ არაერთგვაროვან განტოლებათა სისტემას” X/ 
სიდიდეების მიმართ; ცხადია, (68,16) სისტემას შეიძლება მივცეთ იგივური ფორმა 

”, 
4 M V,IV(5) 1, -LV,|(2) 4, =L,. (68,17) 

#51 
შემოვიღოთ აღნიშენა 

XII(2)==() + V;/(2))9,,– 7 .(ი, (68,18) 

მაშინ მივიღებთ განტოლებათა შემდეგ სისტემას: 

», 
%' #V(2) „4(I/) =%; (#). (6მ,19) 
2 

«მასთან, #,,=1, ხოლო, როცა §5-/, X,= V)(2). ამ სისტემას ამოხსნა ექნე– 

ბა, როცა სისტემის დეტერმინანტი 

1 –- ვ თე -- მ, 

1)(0 =| –– V, 1... –– VაV, (68,20) 

–7V,,, VI, ვე. 1 

ნული არ არის. ამონახსნი განისაზღვრება კრამერის ფორმულით 

”, 

2,7) 
  +L,I(დ)= – (68,2!) 

»თ 

სადაც 7#2.(2) არის XI ელემენტის შესაბამისი ალგებრული დამატება. ამგვარად, 
(68,12) ფორმულის თანახმად 

V, 

2, წყოისე1თ) 
#=1 

(იI7'(თ | #ჯ”)=C) 9.(ჯ) წა“. => · (68,22) 

ხოლო (68,4) ფორმულის შესაბამისად სრული 7'(2)-მატრიცა ტოლი იქნება გა- 

მოსახულებისა 

  

V 
1 ' , 

(ი) IC) I ი, = 2 თ||1)I(#7) LII(#) L//(2) (MC) (68,23) 

აია



კერძო შემთხვევაში როცა V,=2, ამ გამოსახულებიდან მარტივად მივი- 

ღებთ წინა პარაგრაფში განხილულ შემთხვევას. 
როგორც ვიცით, გაფანტვის პარციალური ამპლიტუდის მისაღებად საჭიროა 

(68,23)-ში გადავიდეთ ენერგეტულ ზედაპირზე და გავამრავლოთ იგი –- 4»“/ს” 

კოეფიციენტზე. შედეგად მივიღებთ 

  
M 1 / 

MV|,ყე=–- ს #,,/X0(9) დ;I(#) >/;(2) V.I(M), (68,24) I! ი, (ე „2,“ VI! ”" 1. ჩ 

სადაც ი, 
,=პ7%4 (68,24' 

2ს 
LCLV 6,(0) სიდიდის მოსაძებნად საჭიროა გამოვიყენოთ ჩვენთვის კარგად ცნობი- 

ლი #,=(/ 6ხV 5)--2#) 1 ფორმულა. 

ბმული მდგომარეობები. ახლა განვიხილოთ შრედინგერის (63,47) განტოლე- 
ბის ამონახსნების საკითხი მიზიდვის (68,2) სახის პოტენციალის შემთხვევაში. 

მარტივად მივიღებთ, რომ ტალღურ ფუნქციას იმპულსურ წარმოდგენაში ექნება: 
ასეთი სახე: 

M დღ 

ს,(ყ)=V%V) CV VI, „2-6 (68,25) 
21 თ +ჯ ი? 

სადაც C-ბმის ენერგიაა, ხოლო 

2) / ' ჩ უძ» 8,26 რ M | «ი (20% Cდ9 ი». (68,26) 

ვიპოვოთ საკუთარი მნიშვნელობების განტოლება. ამ მიზნით (68,26) გამოსახუ- 

ლებაში (68,25)-დან შევიტანოთ Vს,(») ფუნქციის მნიშვნელობა. გვექნება 

C=MII ჯ 0”, MC, (68,27) 
#- ლ 

სადაც თ 

«II(თ) = – | ზI(0) #IMCV) C-ძი (68,28) 
ჯ თ" +ი“ 

ადვილად ვაჩვენებთ, რომ (68,227) გამოსახულებას შეიძლება მიეცეს შემდეგი 

ფორმა: 

5 

ა I«ირთ– 21 C,=0. (68,29) 
ტდ. ლ #IIMI 

ამ ერთგვაროვანი ალგებრული განტოლების ამოხსნისათვის საჭიროა სისტემის დე– 

ტერმინანტი იყოს ნულის ტოლი, ე. ი. 

  
თ0ითფ–- მ. 29 0. (68,30) 

ამ საუკუნეობრივი განტოლებიდან ეიძლება საკუთარი მნიშვნელობების მოძებნა. 

(68,29) განტოლებიდან და ნორმირების პირობის გამოყენებით ვიპოვით ყველა 

CV-კოეფიციენტს. 
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§ ხი. ენერბეტულ დონეთა რიცსვი არალოკალური 
ფაქტორიზებადი პოტენციალების შემთხვევაში 

ახლა გავარკვიოთ მნიშვნელოვანი საკითხი, თუ რამდენი ბმული მდგომარე- 
“ობის წარმოქმნა შეუძლია ამა თუ იმ სახის არალოკალურ ფაქტორიზებად პო- 

ტენციალს (71, 72, 144). 

ჯერ განვიხილოთ მარტივი შემთხვევა, როცა პოტენციალი ერთი წევრისაგან 
"შედგება, სახელდობრ, დავუშვათ, რომ ფაქტორიზებად პოტენციალს აბსტრაქტულ 

ვექტორულ სივრცეში აქვს სახე 
#M=21)ზ)დI. (69,1) 

დავამტკიცოთ, რომ ამ პოტენციალის შემთხვევაში მშრედინგერის განტოლებას ექ- 

“ნება მაქსიმუმ ერთი ბმული მდგომარეობა. 

განვიხილოთ შრედინგერის განტოლება 

· (8–M)|0=2Iი) (VI4, (69,2) 
სადაც IX” კინეტიკური ენერგიის ოპერატორია, ხოლო /:-სრული ენერგია. რო- 

ცა #<0, მაშინ ს-–- IM ერმიტული ოპერატორი უარყოფითად იქნება განსაზ- 

ღვრული, რაც ნიშნავს, რომ ნებისმიერი | /) ვექტორისათვის ადგილი ეკჟნება 

„უტოლობას . 

(I 8-7 /)<9. (69,3) 
ამასთან, ნულთან ტოლობა შესაძლებელია მხოლოდ მაშინ, როცა | /) =0. დადე– 

ბითად განსაზღვრული ოპერატორისათვის უტოლობა შებრუნებული იქნება. რო- 

გორც ვიცით, განსახღვრული #–-წ. ოპერატორს ექნება შებრუნებული და იგი 

გრინის თავისუფალ ფუნქციას წარმოადგენს 

0ა(8)=(წ- წე“. (69,4) 
ცხადია, მრედინგერის განტოლებაში 

4=V1%.) (69,5) 

“მუდმივი სიდიდეა, ამიტომ განტოლების ამონახსნი მუღმივის სიზუსტით იქნება 

| ს-)= Cი(#) | 9)- (69,6) 

ამ გამოსახულების (69,5)-ში შეტანით მივიღებთ 

X9 | CიCL) | 9)=1; (69,7) 

თუ ჩავსვამთ ერთეულოვან ოპერატორს, მაშინ, 

_= | CVIVI(0I თი(6)|0) (09) ძი ძი'. (69,8) 

გავიხსენოთ გრინის ფუნქციის შემდეგი გამოხატულება: 

„გ =-2დ–ი0) 
Cი(X) |ნა)=–22 (69,9) (ი | Cი(L) | ი”) 161+#6) 

2აშინ (69,8) ფორმულა მოგვცემს 

1 _ 8 / 9'(9) ი“ძი. გმ-- 2MIL. (69,10) 
7. ს) თ?+ი! M 

ი 
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2 
თუ #-ს ნაცვლად ავიღებთ – 5, კოეფიციენტს, მაშინ (69,10) ფორმულა ღდაემ– 

თხვევა ჩვენ მიერ ადრე გამოყვანილ (65,8) ფორმულას. 
აღსანიშნავია, რომ (69,2) განტოლებას და, მაშასადამე, (69,7)-ს ან, რაც 

იგივეა, (69,10)-ს ექნება მაქსიმუმ ერთი საკუთარი მნიშვნელობა. დავუშვათ საწი– 
ნააღმდეგო და ვთქვათ, რომ აღნიშნულ განტოლება, ორი ორთოგონალური სა- 
კუთარი ფუნქცია აქვს /7, და /- საკუთარი მნიშვნელობებით. მაშინ ზემოთ- 

დამტკიცებულის ძალით ამონახსნებს ევგნებათ ასეთი სახე: 

  

I96,) =607ი(#)) | ს5,პ, (69,11) 

1%-. ) = (7ი(72ე) | 5, )· (99,12) 

ორთოგონალობის ძალით კი 

(ს-, |ბწ, ) = (ი | (7ი(77)) /7ი(/2:) | >) =0. (69,13) 

ცხადია, უარყოფითი 7: და /2-ის დროს ნამრავლი (;ა(7:)) CიCI#2) იქნება- 

დადებითად განსაზღვრული, ამიტომ მივიღებთ |8»X=0. მაშასადამე, მივედით წი– 

ნააღმდეგობამდე. 
რადგან Cა(#) უარყოფითად განსაზღვრული ოპერატორია, ამიტომ ცხადია,» 

(69,7) განტოლებას დადებითი X»-სათვის ამოხსნა არ ექნება. სიდიდე (5 | Cი(M) |9), 

როცა #<0, ენერგიის კლებადი ფუნქციაა, ამიტომ, ცხადია, (69,7) განტოლებას 
ერთადერთი ფესვი ექნება მხოლოდ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

10 (9 I (70(#2) | ი) < 1 ; (0.<0) (69,14) 
ნ-ს- » 

0“ -აღნიშნავს ნულისაკენ მისწრაფებას უარყოფითი მნიშვნელობების მხრიდან. 

ის გარემოება, რომ ფაქტორიზებადი პოტენციალი ერთადერთ დონეს იძლე- 
ვა, ამ პოტენციალის ნაკლზე მიუთითებს. მაგრამ არსებობს საშუალება ისეთი- 

ფაქტორიზებადი პოტენციალების განხილვისა, რომლებიც რამდენიმე ბმულ მდგო– 
მარეობას ქმნიან და, ამავე დროს, ამ პოტენციალების ის მიმხიდველი მომენტი, 

რომ მათთვის შრედინგერის განტოლება ადვილად იხსნება, ძალაში რჩება. კერ– 

ძოდ, ასეთი თვისება ახასიათებს პოტენციალს, რომელიც წარმოადგენს” არალოკა– 

ლური ფაქტორიზებადი პოტენციალების ჯამს. 

განვიხილოთ შემდეგი სახის ფაქტორიზებადი პოტენციალური ენერგია: 

”M 

:77= 2, #| ს) (MI, (69,15) 
ო 

სადაც |“) წრფივად დამოუკიდებელი ვექტორებია, ხოლო /#.,––ნამდვილი მუდღმი- 
ვები. შრედინგერის განტოლებას ექნება შემდეგი სახე: 

· ” 

(8–- წას) = % XIV) (ი I%)- (69,16) 
151 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

4.=X(VI| წ), (69,17+ 
«6



მაშინ ამონახსნს ექნეთა გამოსახულება 

Iზი)= %) 4/(I) რა(ჩ) 1) (69,(8)· 
11 

აქედან ჩანს, რომ საკუთარი მნიშვნელობა მაქსიმუმ ჯ-ჯერადად შეიძლება აყოს 

გადაგვარებული. (69,18) ამონახსნის (69,17) ფორმულაში შმეტანით მივიღებთ 
ალგებრულ განტოლებათა · სისტემას #„(,-მუდმივებისათვის 

” 

+ (6/,––”. (დ, | (7ი(15) | )) | ,I,=0. (69,L9) 
151 

ამ განტოლებას ტრივიალურისაგან განსხვავებული ამოხსნა ექნება, მაშინ როცა 
სისტემის დეტერმინანტი ნულის ტოლია 

I| 6/,––7(6, | C(ი(X9)I6!) I|I=0. (99,20) 
ეს განტოლება წარმოადგენს საკუთარი მნიშვნელობების ტოანსცენდენტულ ვან- 
ტოლებას, ამიტომ ზოგად შემთხვევაში ანალიზის ჩატარება რთულია. მაგრამ 
რამდენადაც ჩვენს შემთხვევაში :საქმე. გვაქვს განსახღვრულ ოპერატორებთან, შეგ- 

ვიძლია მთელი რიგი მნიშვნელოვანი დასკვნების გაკეთება საკუთარი ფუნქციებისა 
და საკუთარი მნიშვნელობების რიცხვის შესახებ. 

ჯერ ვაჩვენოთ, რომ პამილტონიანს აქვს მაქსიმუმ „ განსხვავებული საკუთა- 

რი ფუნქცია. განვიხილოთ »; რაოდენობის | ს,) ორთოგონალური ვექტორი 

უეა---.- _- (69,2!) 
ჩ. 

სადაც # #,;.-.#,, უარყოფითი სიდიდეებია. შემოვიღოთ ახალი ეექტორები 

|სხა=0წ–M)Iბა. #=1, 2,..- 'C69,22) 

ადვილად ვაჩვენებთ, რომ ეს ვექტორები, როცა დაცულია (69,21) პირობა, წრთი- 

ვად დამოუკიდებელი ვექტორებია, ე. ი. თუ განვიხილავთ 
ა _ , 

ბ CLI 0ი)=9, (69,23)- 

#51 

ჯამს, მაშინ საჭიროა ვაჩვენოთ, რომ ყველა C6=0. (69,23) ეკვივალლენტურია 

„” ზ 

1 CI(9V ––M%) | 9) =0 (99,24) 
#.1 

განტოლებისა. გავამრავლოთ ეს ჯამი (0,| ვექტორზე და გავითვალისწინოთ ოო–- 

თონორმირების (69.21) პირობა, გვექნება 

ი 

» 0,თ,.=0, ქ1=1, 2,--> (69,25) 

#51 

სადაც , 

თ,/=8/#+(%, | #9 I ს) (69,26) · 
აყ?



“წარმოადგენს ერმიტულ მატრიცას. §-უნიტარული მატრიცის დახმარებით (69,26) 
შეიძლება დავიყვანოთ დიაგონალურ სახეზე ვთქვათ, მართლაც ვიპოვეთ ისეთი 

-8-მატრიცა, რომ თ,, მატრიცა დავიყვანეთ დიაგონალურ სახეზე 

LI) ” 

1) 3) 80680 =%06 (69,27) 
ჯ%L #=1 

სადაც თ; რიცხვები თ,, მატრიცის საკუთარი მნიშვნელობებია. უკანასკნელ ტო- 

ლობაში შევიტანოთ თ,, მატრიცა (69,26) ტოლობიდან; მივიღებთ 

2, 5)55:+ (> 8! I) ჩი(>:) ს») 8. )-« ზს (69,28) 
წუ 51 : # 

რადგან §5+=1, ამიტომ შეგვიძლია დავწეროთ 

#,=1+(2, 8) (9) | რ(>. 3914») ). (69,29) 
151 L 1 

ცხადია, ოამდენადაც კინეტიკური ენეოგიის ოპერატორი # ი დადებითად გან- 

„საზღვრული ოპერატორია, თ, დადებითი რიცხვებია, ამის გამო დეტერმინანტი 

I«#I= II. (69,30) 
გ51 

დადებითი იქნება, რაც ნიშნავს, რომ (69,25) სასტემას ექნება მხოლოდ C#=0 

ამოხსნა. და, მაშასადამე, (69,22) ფორმულით განმარტებული ვექტორები წრფი- 

ვად დამოუკიდებელი ვექტორებია. ახლა გავიხსენოთ, რომ შრედინგერის განტო- 
ლების შესაძლო ამონახსნს აქვს (69,18) სახე. დავუშვათ, რომ (69,16) განტოლე- 

ბას აქვს ჯ-ზე მეტი, ვთქვათ »I>” საკუთარი ვექტორი. მაშინ გვექნება 

98, X= 2) 4) C9X(80 |ია.  1=1, 2,... (69,31) 
151 

ამ ვექტორებზე ვიმოქმედოთ -ჩ ოპერატორით, მაშინ, (69,22)-ის თანახ- 

“მად, გვექნება 

V91 » 4.(IX,)| წ)· უ1=1,2,... (69,32) 
21 

ჩვენ დავამტკიცეთ, რომ |V,) ვექტორები წრფივად დამოუკიდებლებია, (69,32) 
ტოლობიდან კი ჩანს, რომ მათი რიცხვი არ შეიძლება „-ზე მეტი იყოს (რადგან 

თ რიცხვის |9,) წრფივაღ დამოუკიდებელი ვექტორებიდან თ„-ზე მეტი წრფივად 
დამოუკიდებელი ვექტორის შედგენა შეუძლებელია). აქედან კი, პირიქით, ცხადია, 
რო? IL ჰამილტონიანს ექნება მაქსიმუმ »-საკუთარი L%#, ა-ვექტორი. 

ახლა კი დავამტკიცოთ, რომ (69,20) საუკუნეობრივ განტოლებას არ შეიძ- 

ლება ჰქონდეს »-ზე მეტი ფესვი. დავუშვათ საწინააღმდეგო და ვთქვათ, გვაქვს 
თ >» ფესვი: MM», მაშინ ზემოთქმულის ძალით და |ს,,» ვექტორე– 
2



ბის ორთოგონალობით მინიმუმ (IM-») რაოდენობის ვექტორი ნულია, მაშასა– 

დამე. (69,32)-შიც მინიმუმ »-- ვექტორი ნულის ტოლი იქნება, ე, ი. 

3) 4((ს,)I0)=0, »>» (69,33) 
"1 

საიდანაც 4,(M,)=0, როცა „>, რაც ეწინააღმდეგება ფესვის არსებობას 

2:>X-სათვის. 

ადვილი საჩვენებელია, რომ ბმულ მდგომარეობათა რაოდენობას განსაზღვრავს 

პოტენციალში უარყოფითი 7», კოეფიციენტების რიცხვი. ამის დასამტკიცებლად 
ურთიერთქმედების პოტენციალური ენერგიიდან ცალკე გამოვყოთ მიზიდვის 
წევოები 

1 ” 

#= 2) XIV) (თI+ 2) XII (9II, (69,34) 
151 (16 

სადაც 7|<0, როცა (<1 და 7,>0, როცა 1<1<7%. ვთქვათ, გვაქვს »1-საკუთარი 
ვექტორი და მათი შესაბამისი საკუთარი მნიშვნელობები: 17), 12:,.·-/წთ. მაშინ, 

ცხადია. 

, ! წ) 

(Mს-–– #/0)| დ) = » “| (9 II,X+ 2, ? | 9) (8, | ს») (69,35) 
(1 (=-/+1 

ეს გამოსახულება გავამრავლოთ მარცხნიდან სკალარულად (%,|-ვექტორზე და გა– 
ვითვალისწინოთ ორთონორმირების (69,21) პირობა, მივიღებთ 

I წ 

_ »' 2?(Lს/ |) (9, | სX=Cთ/+ ბ, ჯ (ს) |9I) (ზ! | ს.) (69,36) 
“ო ("I+1 

მარჯვნივ მდგომი ოპერატორი არის ერმიტული და დადებითად განსაზღვრული. 

იგი უნიტარული მატრიცით შეიძლება დიაგონალურ სახეზე დავიყვანოთ. მარტი- 

ვად, ვაჩვენებთ, რომ ადგილი ექნება ტოლობას 

#=)+(2:5) CV! ) (ი VII თ) (თ I IL 25%IV)), _ 69.3» 
71 (=5I+1 #=1 

სადაც “«,-დადებითი რიცხვებია, რამდენადაც 

#ა+ 9) VII (თს X>0 (69,386) 
ჯ5/+1 

ოპერატორი დადებითად განსაზღვრულია. მაშასადამე, (69,37) ტოლობის მარჯვე– 
ნა მხარეში მდგომი მატრიცის დეტერმინანტი დადებითია ადვილად ვაჩვენებთ, 
რომ მარცხნიც მდგომი დეტერმინანტი, 1<1ჯ-ის შემთხვევაში, ნულის ტოლი 

ექნება. 

მართლაც, ვთქვათ, 1<# და შემოვიღოთ აღნიშვნები 

V (4, |თა=1რსი (69,39) 

'MV X (%IV») = /VX: (69,4თ 
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ჰუკის ექნება ML-სტრიკონი და / სვეტი /#„-ს კი პირიქით. მაშინ (69,23)-ოს- 

მარცხენა მხარეს ექნება ასეთი სახე: 

1 

2) ჰი. (69,41) 
ჯოი1 

შემოყიღოთ პარამეტრი §,, რომელიც ერთის ტოლია, როცა (<1 და–-ნულის 

ტოლი, როცა 1<1=-%I, მაშინ 
! 

„” ი 

+ XI, MI. = ა 1), 8, 1: = ჯა M IM), 28, %(ი / გ. (69,42)· 
221 3 (1 051 

ახლა კი ცხადია, რომ #, მ,, მატრიცის დეტერმინანტი ნულის ტოლია, ამიტომ 

მთელი მარცხენა გამოსახულების დეტერმინანტი ნულია, რამაც წინააღმდეგობამდე 
მიგვიყვანა; მაშასადამე, 1 არ არის ჯ-ზე ნაკლები. 

ამგვარად, ჩვენ დავამტკიცეთ, რომ ბმული მდგომარეობების რაოდენობა. 

ტოლია მაქსიმუმ (69,15) პოტენციალური ენერგიის უარყოფითი X,-კოეფიციენ- 
ტების რიცხვისა. 

მაშასადამე, ჩვენ დავამტკიცეთ მეტად მნიშენელოვანი დებულება, რომ, როცა 

არალოკალური ფაქტორიზებადი პოტენციალი ერთ წევრს შეიცავს, მაშინ სათა- 
ნადო შრედინგერის განტოლებას მაქსიმუმ ერთი ენერგეტული დონე აქვს, ხოლო 
როცა პოტენციალი »-წევრს შეიცავს, მაშინ ენერგეტულ დონეთა რიცხვი მაქსიმუმ · 

”-ის ტოლი იქნება; კერძოდ, ბმული მდგომარეობების რიცხვი განისაზღერება · 

ჯამში უარყოფითი წევრების რაოდენობით. 

§ 70. გაფანტვის შებრუნებული ამოცანა 

გაფანტვის ფაზის საშუალებით პოტენციალის აღდგენის ამოცანა გაფანტვის 
კვანტური თეორიის ერთ-ერთი ფუნდამენტური ამოცანაა, რომელიც ლოკალური 
პოტენციალების შემთხვევაში მეტად დიდ სიძნელეებს აწყდება და, ამასთან, ზოგად 
შემთხვევაში არაცალსახა პასუხს იძლევა. არალოკალური ფაქტორიზებადი პოტენ– 

ციალებისათვის გაფანტვის ფაზითა და ბმული მდგომარეობის ენერგიით პოტენ- 
ციალის ფორმის აღდგენა შედარებით მარტივ ამოცანას წარმოადგენს. ლოკალური 
პოტენციალებისაგან განსხვავებით, ამ უკანასკნელ შემთხვევაში, პოტენციალის ფორ- 
მისათვის მიიღება შედარებით მარტივი ინტეგრალური განტოლება, რომელიც შეიძ- 

ლება ამოიხსნას ნ, მუსხელიშვილის მეთოდით (70, 1451. 

ჩვენ ვიცით, რომ გაფანტვის ფაზა მოიძებნება ფორმულით 

ხიხიბრ0--ი-1-5-+ 277 (320902459), (70,1) 
ა! (ი) #« (დმი 

სადაც ზ,/#) ფაქტორიზებადი პოტენციალის ფორმას გამოხატავს. ამ უკანასკნელი– 

დან ჩანს, რომ, თუ #CLწ C/(ჩ) ენერგიის ცნობილი ფუნქციაა, მაშინ იგი ”შეგვიძ- 
ლია განვიხილოთ როგორც ინტეგრალური განტოლება წV%#) ფორმის მიმართ და, 
მაშასადამე, ინტეგრალური განტოლების ამოხსნით შესაძლებელი იქნება პოტენ- 

ციალის ფორმის აღდგენა. 
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გადავწეროთ (70,1) განტოლება უფრო მოსახერხებელი სახით. ამისათვის 
"შემოვიღოთ აღნიშვნები 

Cდ,(#/ე)=# #” 9; (#0. (70,2) 

«,(ჩ)=# L§2/(#-'). (70,2') 

მაშინ (70,1) მიიღებს შემდეგ სახეს: 

2 1 1 
ჩ, (ა =წ, თე | 1 –_–“ I 3(4)ძ4 | , (70,3) 

- + ი ჩე 

“რომელიც წარმოადგენს სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებას დ,(/) ფუნქციი- 
სათვის. ცხადია, ფიზიკური აზრი ექნება ისეთ ამონახსნს, რომელიც ნიშანს არ 

იცვლის, გარდა ამისა, როგორც § 66-ში ვაჩვენეთ, »,(#) და, მაშასადამე, დ, (#) 
გარკვეულ პირობებს უნდა აკმაყოფილებდნენ; სასელდობრ, გვექნება 

II 94 </, სთ 9 ი, (70,4) 
ჩს-თ ს-ით ” 

სე 840 ე. 2 40%, თ0,5) 
ჩო §/#/) “ზს ყ# 

სცე 20) |, (70,6) 
ჩ-ოი §ყ,(#) 

„ამ თვისებების გათვალისწინებით განტოლების ამოხსნის გარეშე შეგვიძლია გავა- 
კეთოთ მთელი რიგი დასკენები. 

ვთქვათ, მაგალითად, ყ,(+ თ) <0, ხოლო ML,I(+-0)>0, მაშინ ადვილია ჩვე- 

რება, რომ (70,3) ინტეგრალურ განტოლებას ამოხსნა არა აქვს. (70,6) პირობით 
ხათელია, რომ დ,(+ «) =§9,(+ =) <0: დ,(#) ნიშანს არ უნდა იცვლიდეს, მაშასა- 
-დამე, იგი უარყოფითი იქნება ნებისმიერი #-სათვის დ//)<0: მაგრამ (70,5) 

პირობის ძალით 

%«%/9). _ =1- 1, §/0) “ძ 

9§,(9) ი" 

ეს კი მოითხოვს, რომ დ,(+0)<0, რაც ეწინააღმდეგება პირობას. მაშასადამე, 
როცა ჟ,C--თC)<0 და §«,(+-0)>0, განტოლებას მართლაც ამოხსნა არა აქვს. 

როგორც ვიცით, “ი, 8) ფორმულის თანახმად, ბმული მდგომარეობა განი- 
“საზღვრება ფორმულით 

2 + დ,ი)ძი «_ 2სრ Mი=)-=I 2-2. (« = +) (70,8) 

  >90. (70,7) 

ამ განტოლებას, (65,10) ფორმულის ძალით, ერთადერთი ფესვი ექნება, თუ და- 
ცულია პირობა 

2 თ 

»/თ= 1-2. 94944 «ი, ფი,9) 
# 8 9 

ეს!



როცა ეს გამოსახულება დადებითია, მაშინ არავითარი ფესვი არ გვექნება. მ.გრამ», 

(70,5) ფორმულის თანახმად, 7),(0)-ის ნიშანი განისაზღვრება დ,(0)/9,(00) ფარ- 

დობის ნიშნით რადგან თდ,(C)=§9,(C) ღა დ,(7) ნიშანს ინარჩუნებს, ამიტომ 
(70,ი) გამოსახულების ნიშანი განისაზღვრება ჯ«,(C)ყ,(0) ნამრავლის ნიზნით. 

მიზიდვის შემთხვევაში დ,(C) > 0, ამიტომ ვასკვნით, რომ ფ,(+0)<0 და 
«, (+ C) >0-სათვის სისტემას ექნება ერთი ბმული მდგომარეობა; ხოლო როცა 

9,(+0) ჟ(+C=)>0, სისტემას ბმული მდგომარეობა არ გააჩნია. 
ახლა დავუბრუნდეთ პოტენციალის ფორმის განსაზღვრის ამოცანას. ნაცვლად 

იმისა, რომ ამოვხსნათ (70,3) ინტეგრალური განტოლება, უფრო მარტივია იოს- 
ტის ფუნქციის დისპერსიული თანაფარდობის გამოყენება. კერძოდ, § 52-ში ჩვენ 
ვიპოვეთ იოსტის ფუნქცია გაფანტვის ფაზისა და ბმული მდგომარეობების საშუა 

ლებით. რამდენადაც არალოკალურ ფაქტორიზებად პოტენციალს მაქსიმუმ ერთი 
ბმული მდგომარეობა აქვს, ამიტომ, თანახმად (52,200) ფორმულისა, შეგვიძლია 

დავწეროთ 

ირა-0 4 <5)“ რ. (70,10) 

სადაც 
4-თ გ 

თხ-9= + წ 2900, (20.11) უ'„_ 

რადგან 6/(/) ფაზა კენტი ფემქიია ამიტომ 

/ (6-#%) =-- 1 “ 6+თ2%9)ძი _ 2. ი თ Cა (70,12) 
#--იე-% ჩ'--იე1-6 

ან მთავარ მნიშვნელობებზე გადასვლით შეგვიძლია დავწეროთ 

92) =0/M9+ი, (70,13) 
სადაც 

ი _ 2 კ. ,C(0)0ძი 70 14 ნ,(-) = « | წლებ (70,14) 

მეორე მხრივ, (52,31) ფორმულის თანახმად, გვექნება: 

ი” ე ვ,=– 18% CV (70,15). 
ბ,(8+#%) ” 

სადაც ბ, ფრედჰოლმის დეტერმინანტია. გავიხსენოთ (66,6) და (66,10) ფორმუ-. 
ლები, მაშინ 

– როტი) =#XVI (0)=+- 9,0. (70,16» 

თანახმად (70,15) ფორმულისა, მივიღებთ 

დ/(ჩ/)=ჩ 59106; 6 ! 4/17 +126). (70,17) 
ახლა გამოვიყენოთ (52,26) და (52,27) ფორმულები, მაშინ 

დ,(ჩ)=#310 8,6“! /I(ჩ); (70,18) 
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რაც, (70,10) და (70,13) ფორმულების გათვალისწინებით, მოგვცემს 

9 ს ? 

«,(6)= 6510 (7) · (0 + ი ' (20,19) 

თუ გამოვიყენებთ (70,2) აღნიშვნას, საბოლოოდ მივიღებთ 

9 5 
თ1(ჩ)= “ (I 3. რ) თი 2,2) (70,20) 

// # , 

მაშასადამე, პოტენციალის ფორმა განისაზღერა ბმული მდგომარეობებითა ღა გა- 

ფანტვის ფაზით. როგორც ვხედავთ, ფაზის ნიშანი განისაზღვრება კ-ის ნიშნით. 

როცა 2,>0, მაშინ #,>0-–-გვექნება მიზიდვა, ხოლო, როცა 2|<0, მაშინ 1,<0– 

გვექნება განზიდვა. რადგან ჯ„, მუდმივია, ამიტომ ენერგიის ცვლილებისას ფაზა 
ნიშანს არ იცვლის. 

როცა პოტენციალი არ აპირობებს ბმულ მდგომარეობას, მაშინ %«=0 და. 

მივიღებთ შემდეგ ფორმულას: 

<ი/#?) 1 · 
ზ%; (()= ფო 511) 6|(#) 6 (70,21) 

I 

განვიხილოთ მაგალითი. ვთქვათ, ეფექტური რადიუსის მიახლოების ფორ- 

მულა L=0 შემთხვევაში 

- 1 1 2 
#ისფ0ე(წ)ლ–- + – უჩ” (70,22) 

ძ 2 

სამართლიანია ნებისმიერი ენერგიისათვის. გამოვარკვიოთ, თუ როგორი იქნება 

ფაქტორიზებადი პოტენციალის ფორმა, რომელიც გვაძლევს (70,22) გამოსახუ- 

ლებას. ჯერ განვიხილოთ შემთხვევა, როცა არა გვაქვს ბმული მდგომარეობა. მაშინ, 

როგორც ვიცით, გაფანტვის სიგრძე <0. ნეიტრონ-პროტონის შემთხვევაში ჩვენ 

გვექნება გაფანტვა სინგლეტურ მდგომარეობაში. ამიტომ ყველა სიდიდეს მივუწე-- 

ოოთ §-ინდექსი., ცხადია, 

  .____ 70,23 18 მიაა(#) # #9 L 2 ( ) 

სადაც 

X=– 4“ კ; .ხვ=: 2 (70,24) 

რთ03 28 

გამოვთვალოთ ეე(#?) გამოსახულება, რომელიც განისაზღვრება (70,14) ფორმუ- 

ლით; გვექნება 
  2 1 #1 + 8: #6") = 1 :. 70,25) მი(ჩ/) 2 #2 +3! ( 

სადაც 8: და მ8:> 3; განისაზღვრება პირობით 

(+491+ #§ #-= (I +89 (#+ჩ%), (70,26) 
რომელიც ეკვივალენტურია პირობისა, რომ 8, და 8; განისაზღერება შემდეგი კვად- 
რატული განტოლების ფესვებით: 

8 --Mაზ--X3 =0, (70,27) 
ე03



"საიდანაც _ 

8.=- 1 I! – 22). (70,28) 
9? | რ. 

რადგან ი,<0, ამიტომ მეორე ფესვი არ გამოდგება. (70,22) ფორმულის დახმა- 
რებით განვსაზღვროთ §ჯ9 მე,(/). ცხადია, 

M.#/ 

V #92+02+X#5 
ახლა, თუ (70,25) და (70,299) ფორმულებიდან მიღებულ მნიშვნელობებს 'შევი- 

ტანთ (70,21) გამოსახულებაში და გავითვალისწინებთ (70,26)-ს, მივიღებთ 

წშ 1 · (წ) = ი 70,30 +(/) V/- წ გე ' ( ) 

სადაც 8: =8;! ასრულებს ურთიერთქმედების რადიუსის როლს. 
როცა სისტემას აქვს ბმული მდგომარეობა, მაშინ 6>0; ნეიტრონ-პროტო- 

ნის სისტემაში ეს მდგომარეობა ხორციელდება დეიტრონის ტრიპლეტურ მდგომა- 
ოეობაში. ამიტომ სათანადო სიდიდეებს მივუწეროთ (-ინდექსი. (70,22)-დან ცხა- 

-დია, რომ ამ შემთხვევაში 

810 6ე/(/)= (70,29) 

  „სჩ ხC 98ე((M) = ––– : (70,31) L 90! 9-2) 

მი(L") გამოსახულებისათვის მივიღებთ 
2 1 /! 

მი(()=“- I –.--- - (70,32) 
2 (#-+L8))(M'+3:) 

ახლა უკვე ჩ, და გ: განისაზღვრება შემდეგი განტოლებიდან: 

მ? M#,–-+X; =0, (70,33) 

    

სახელდობრ, 

3.=+ I2)/ე 24 22), (70,34) 
მ%I 

X70,20) ფოომულის გამოყენებით ადვილად მივიღებთ 

ყელ" #+რთ (70,35) 
». (81+%#2) (8ჯ-L#") 

რადგან, როგორც (31,40) ფორმულა გვიჩვენებს, 

თ=. +)... თ. (70,36) 
თი 2 

ამიტომ, ცხადია, C= წ და (70,35) ფორმულიდან საბოლოოდ მივიღებთ 

1 
CV) = / “- ტ (70,37) 

; (0+ 67)" 
სადაც §;1=70;! წარმოადგენს ტრიპლეტური ურთიერთქმედების ოადიუსს. ასეთი 
ფორმის ფაქტორიზებადი პოტენციალი ხშირად გამოიყენება სხვადასხვა გამოთვ- 
ლებში (911. 
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§ 21. დამუსტული ნუკპლონების გაფანტვა 

“დავუშვათ, რომ ურთიერთმოქმედ ნაწილაკებს მუხტიც აქვთ. ამასთან, განეი– 

ხილოთ ისეთი შემთხვევა, როცა ნაწილაკები ურთიერთქმედებენ ახლომოქმედების 

ფაქტოოიზებადი პოტენციალების ჯამით და კულონური პოტენციალით, რომელიც, 

რა თქმა უნდა, ლოკალურია. ასეთი შემთხვევა შეიძლება განხორციელდეს, მაგა- 

ლითად, პროტონის პროტონზე--(,, »), თ-ნაწილაკის თ-ნაწილაკზე--(თ, თ) ღა 
სხვა გაფანტვისას. 

ამოცანა გადავწყვტტოთ კოორდინატულ წარმოდგენამი |82|). მაშასადამე, 

ვთქვათ, 2#,6 და #26 მუხტის მქონე ნაწილაკების ურთიერთქმედების პოტენციალურ 

ენერგიას აქვს შემდეგი სახე: 

, ლ შე , ე 22.“ 
7VC, L) =4ჯ» 2, ბ, V/0ს > )) ოი) „ნ )+ =–““––-, (71,1) 

150 ი5-/ ,” 

სადაც 

#7 _M VI ანაზ (71,2) I(7, ა) =–- “4ლი, ს 2, I. წ!! ი ს ე , 

IM 151 

განხილულ შემთხვევამი შრედინგერის (63,43) განტოლება მიიღებს შემდეგ ფო- 

რმას: 

I” 1 _ II(+1 8. / –.” |-235-6+7 +472 ხთ = – “+, | წთ ოთ რი თმ)   

სადაც X,=12'XII(;), ხოლო პარამეტრი-– #7 შემდეგნაირადაა განმარტებული: 

–= თო. 
2ს 7, 7.6 

14-სისტემის დაყვანილი მასაა. ფაქტორიზებადი პოტენციალის (71,2) გამოსახულე- 

ბა შევიტანოთ (71,3) გატოლეაში მივიღებთ 

(71,4) 

(- 2 რ –”+» == VI 41) XC #”) = /,0), (71,5) 
ძ;- ”” 

სადაც შემოვიღეთ შემდეგი აღნიშენა» 

#00= X X XI) წ, (7') XI), (71,6) 
ლ 

ხოლო 

ჯი=- წ აითი“ (=1, 2) (71,7) 
# ა 

დიდ მანძილზე ატომბირთვული ურთიერთქმედება სწრაფად ისპობა, ამიტომ (71,5)– 

ის ასიმპტოტური ამონახსნი აკმაყოფილებს განტოლებას 

ი 2 1 II+1) ) „ 
_– ”– _ეეე'ე_---- ხ = 0. (71,8) 

(5+ ( #X” ” | 'ი 
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ამონახსნს დიდი #-ებისათვის უნდა ჰქონდეს შემდეგი სახე: 

  X, (თ) = VI) = 2 მი( -უIL26#- > + ბი + ბ ). (#1,9). 
(=თ 1 · 

სადაც: 
85 = · 

0/უო)=C" "'II0+1 + თ) (71,10): 

უ-პარამეტრი განისაზღვრება ფორმულით 

ო.= _1 _ 2.29. (71,11)- 
2. #9? 

6/L) გაფანტვის ფაზაა, გამოწვეული ფაქტორიზებაღი ბირთვული ურთიერთქმე– 
დებით, ხოლო 6,/() წარმოადგენს კულონური გაფანტვის შესაბამის ფაზას, რომე– 

ლიც. განიმარტება შემდეგი ფორმულით: 

"ს, 1L+1+%?. ს გე გადლ0 + 1 + თ). 71,12)- 
6 IV + 1 ი) ,' CI წ ( + LI/I ( 

CI-კრეფიციენტის მნიშვნელობა 1=0-სათვის ასეთია: '“ 

_ 2» , 
C§()= თიო -1. (71,13) 

(71,5) განტოლების ამონახსნს, რომელიც (71,9) სასახღვრო პირობას აკმაყოფი–- 

ლებს, უნდა ჰქონდეს შემდეგი სახე: 

VI) () = CI C| CI') + CI 0§9, XV C), (71,14)! 

სადაც XC) და 6I() კარგად ცნობილი კულონური ფუნქციებია, შესაბამისად. 

რეგულარული და არარეგულარული. როცა მუხტი არა გვაქვს, ეს ფუნქციები გადა– 
დიან ბესელისა და ნეიმანის ფუნქციებში გამრავლებული /#ჯ-ზე. დიდ მანძილებზე 

მათი ასიმპტოტური სახე განისაზღვრება ფორმულებით 

1ს (დ) = 310 («– + – უი 2/” -- მა, + 3 , (71,15# 

CთI(M”/)= ––005 C _ _– 1» 2#M1' -+ 6,; -L 06; ) · (71,15'), 

ხელსაყრელია, 'შრედინგერის (71,3) განტოლება დავწეროთ ინტეგრალური განტო-. 
ლების სახით 

XI) = თ, C-§9, IM) + I 9M0C-, ”) /#, (>”)ძ”, (71,16): 
ბ 

სადაც გრინის ფუნქცია განისაზღვრება (57,9) ფორმულით 

„1 · 23% 
9 CV, ») = თოვისა CV»). (71,17)! 

გრინის ეს ფუნქცია შეესატყვისება სასაზღვრო პირობას X,(0)=0. მართლაც, რო– 
ცა #=0, მაშინ 9I/(9, 1)=0 და (71,17)-დან XI(0)=0. 
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: გრინის ფუნქციის გათვალისწინებით (71,16) ფუნქცია გადაიწერება შემდეგ- 

_ 1 ; 70)=თ 06 9,10)+-– თი) | MC)/,Cეთ + 
ი 

1 თ 

-- ით I CV )/,0ოთ”“ (71,18) 

XIV) ფუნქციის ასიმპტოტური მნიშვნელობა კ): = თ-სათვის ტოლი იქნება 

„X-თ = ფრი) ი ბ+-- თლ | ”ოჩლოძი (7119) - 1 

ამასთან, XIV) და CIC-)-ს შესაბამისად ექნება (17,15) და (71,15') სახე. უკანას- 
კნელი ფორმულის (71,14)-სთან შედარებით მივიღებთ 

თო) = + | ილო”. ფ1,20) 
0 

ახლა ამ ფორმულაში შევიტანოთ #,0ე)-ის (71,6) მნიშვნელობა და შემოვიღოთ 

აღნიშვნა 

  , 2)" 1 ( #ია#» ლ თI21) 
4, =| –– ” ” ) „ თ7.,; ' 

(> ჩთო) 1.“ 
შედეგად მივიღებთ 

2 V/ 2 _ 

ლ 2) 2, 40XI9 = 1. (71,22) 
ჯ=1 

ჯი მუდმივების მოსაძებნად X,(#)-ის მნიშვნელობა (71,18) ფორმულიდან შევიტა- 
ნოთ (71,7)-ში. მარტივი გარდაქმნების შემდეგ გვექნება 

–. 2 MV MM „I _ 

#=(--) #CL)თდბ, 4 + 2, XXს), (7,2) ჯ დ ყ 

ს აც 

დ 04M->0)0=0(1(წ) = 9IM(8) +9%XV), (71,24) 

თა0=უ | თ;1()X IC") 0” ჯილ CV ) +" ძ.” (71,25) 

ან, რაც იგივეა, 

0000=-- | იო რთ» | თი0”)MC) „მ. (1,25) 
0 0 

ცხადია, (17,23) წარმოადგენს ალგებრულ არაერთგვაროვან განტოლებათა სისტე– 

მას XV) მუდმივების მიმართ; ეს უკანასკნელი შემდეგი ფორმით გადავწეროთ: 
#„, _ 2 1/ 

2; წს- M0IIXI – (--) 'წთ ო თ§V4 _ თ1.26 
#51 

ვთ



ამ განტოლებათა სისტემის დეტერმინანტი ბა, (?)-თი აღვნიშნოთ; მაშინ ამონახსნს 

ექნება შემდეგი სახე: 
M, 
2. ტყXხ 4 

XV) = / 2 თოი,“ –----, 71,27) 

I, ' გ», (წ) ' 

სადაც 2) წარმოადგენს (§, 1) ელემენტის შესაბამის ალგებრულ დამატებას. ეს 
ამონახსნი შევიტანოთ (71,22) ფორმულაში, მივიღებთ 

  

ბ», (წ) 
#CII)იL66,(0) = –”“–, (71,28) 

თ,», (#7) 
სადაც თ,V, (M) განისაზღვრება ფორმულით 

M;, I, 

თ,ჯ, (წ) = 2, 2, ბა 444: (71,29) 
:=1 ;= 

ხოლო ა, როგორც აღვნიშნეთ, (71,26) სისტემის დეტერმინანტია 

ბ, (0 =||ბ,-–-2/0(90C5II. (71,3თ) 

კერძო შემთხვევაში, როცა /#/=1, ე. ი. როცა გვაქვს ერთი ფაქტორიზებადი 

პოტენციალი კულონის პოტენციალთან ერთად, მაშინ 

ბკ(0=1 090, თ,(-M)=X:41(ჩ)- (71,3)) 
ამ შემთხვევაში (71,28) გამოსახულება ასე დაიწერება (601): 

1 –1) იტ LC) . 
# C7ღო) 6Lც §,, (”)= : (71,32) 

ასა II. 
როცა ფაქტორიზებადი პოტენციალების რიცხვი ორის ტოლია #,=2, მაშინ 

4,X#)=01 -– XIC019)(1 –– X./090) –– XIXI0(9%#), (71, ვვ) 
ხოლო 

C).(”)= შბე|41/(1 _ გ0301%4: |C1 – ?.,C01))-+ (71,34) 

I 4) 420195 
თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს რაბ რს 40) 

X§, (#) = C7 (7) § 6ხ§ 6(I (#) (71,35) 
და 

I" 

+IIს= 69 –“ . _ 99 _ (71,36) 
4:(0).4/(ი” 

მაშინ »,=2-სათვის (71,28) მიიღებს შემდეგ სახეს: 

2 6 –„()? 
1 (უ) ” ის მ,(6) = 50) (0)XV0) - 0) (ა. (71,37) 

XV + X, ++9 
როგორც ამ ფორმულიდან ჩანს, გაფანტვის საერთო მ,(#) ფაზა გამოხატულია 

ცალკეული ფაქტორიზებადი და კულონური ველის შესაბამისი გაფანტვის ფაზებით. 
შევნიშნოთ, რომ, როცა ნაწილაკებს მუხტი არა აქვთ უ=0 და მაშინ (71,37» 

ფორმულა დაემთხვევა (67,30) გამოსახულებას. 
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განვიხილოთ კერძო შემთხვევა, როცა ურთიერთქმედება ხდება L=0 მდგო– 

მარეობაში_ და პირველი ფაქტორიზებადი. პოტენციალის ფორმა შეესაბამება იამა- 

გუჩის გამოსახულებას, ხოლო მეორე–-პოტენციალურ კედელს 

წი (7) = MV – <-, იი / =2C-ი,, (71,38) 

ამასთან იგულისხმება, რომ 1, -> თ, ამიტომ (71,28) გამოსახულება საგრძნო- 

ბლად გამარტივდება. ხოლო ამ ფორმულაში შემავალი სიდიდეებისათვის გვექნება 
(ქვემოთ. 1=0 ინდექსი ყველგან ჩამოშვებულია) 

  

  

ი, – წრ –-M/; (0) რ», (71,39) 
7-C 

ს,:(-) = 9(9 I #4 M/ (7,9 (I, (71,40) 
” აი 

ს,(/) -+ I 6“ M XC(,ბა0/: I #2 MC; (ლ) ი, (71,41) 

0:+X#) = -- #7 (ი (წიი.· (71,42) 

ასევე ადვილად ვიპოვით, რომ: 

4,(0 = X (წ) 6 ' ძი, (71,42) 
| #6. ) I 

4.(0= (#7 V.)- (71,44) 
00 ) 

შევნიშნოთ, რომ თუ გამოვიყენებთ კულონის რეგულარული ფუნქციის ცხად გა- 
მოხატულებას 1=0 მდგომარეობისათვის -– 

Cი(უ) 6 ''”XX1 +ჯუ, 2, 21), (71,45) 

მაშინ დამატებაში მოცემული ინტეგრალების ამოხსნის მეთოდის გამოყენებით ადვი– 

ლად ვიპოვით 
( იძინა, 

აი საა. (71,46) 
აღსანიშნავია, რომ ფაზური ანალიზი შეიძლება ჩავატაროთ ელექტრული გამომ- 

თვლელი მანქანების დახმარებით, რამდენადაც არსებობს კულონის ფუნქციების 

საუკეთესო ცხრილები 1=0 მდგომარეობისათვის /-ისა და უ(#)-ს საკმარისად 
ფართო ინტერვალისათვის (37). მცირე ენერგიებზე კი ფაზური ანალიზი შეგვი- 
ძლია ჩავატაროთ ეფექტური რადიუსის მიახლოებაში. 

საინტერესოა ზემოთ განხილული ამოცანის ამოხსნა იმპულსურ წარმოდგენა- 

შიც (68). ვთქვათ, ბირთვული პოტენციალი განისახღვრება შემდეგი გამოსახუ- 
ლებით: 

4 (”)= 

”„ 
X#»I(ი, ს) = 1) თ, ს, (თ) 9, (9), (71,47) 

ვო



სადაც 
ჩხ? 

4X" IL 

გამოვიყენოთ § 61-ში განხლული მეთოდი, როცა ერთი პოტენციალი ორიდან 

კულონურ ურთიერთქმედებას გამოხატავს. ჩვენ დავინახეთ, რომ გაფანტვის მატ- 

რიცას აქვს სახე 

(L I #V(#X) I /2) = (#“ | 2»იCI(#) I ”ა +(„ | 2V(#) | ჩა. (71,49) 

მარჯვნივ მდგომი მეორე წევრი აღწერს წმინდა კულონურ გაფანტვას, პირველი 
კი–--– ბირთვულ გაფანტვას კულონის ველის თანხლებით. ჩვენი მიზანია. სწორედ ამ 

უკანასკნელის გამოთვლა, რამდენადაც წმინდა კულონური გაფანტვის ამპლიტუდა 

კარგადაა ცნობილი. გამოვიყენოთ ლიპმან-შვინგერის (61,20) განტოლება ჩვენთვის 
სასურველი გაფანტვის მატრიცის საპოვნელად. ამისათვის წინასწარ გამოვიყენოთ 

(6),28) ფორმულა და განვსახღვროთ მატრიცული ელემენტი XI I(#”, #). 
(71,47) ფორმულის თანახმად, გვექნება 

#ხ6V(L, #) = X ი, წLI(#”) §§IM#), (71,49) 
2 

სადაც შემოვიღეთ შემდეგი აღნიშვნა: 

2+1 ხ,V/(7) 

ი,=-– 2), (71,48)   

947; (M)=ფი!!(#) 0 = 4» | L,, (0) IL) "ძი. (71,509) 

L) 

ამ გამოსახულებაში 6ყ(#) კულონის ველით გაფანტვის ფაზაა; იგი ხელსაყრელო- 

ბის მიზნით შემოვიღეთ; ხოლო დIIXდ) წარმოადგენს კულონურ რადიალურ ფუნქ- 
ციებს იმპულსურ წარმოდგენაში. 

ახლა (71,49) გამოსახულება შევიტანოთ (631,50) ინტეგრალურ განტოლებაში; 
მივიღებთ 

% 

(” | ით! (7) | 7» = 2 ფL10(ჩ') +იI(#), (71,5)) 

სადაც <:I(#) სიდიდეები განისაზღვრებიან · 

2 (8,,–-ი, 11001, CL) =8(11() დ),ა2 

ალგებრული სისტემიდან, -რომელშიც 7/M(#) აღნიშნავს შემდეგ ინტეგრალს: 

10000 =4ჯ I თ-ჯ(ი)Cი!X0) ეი? ძი. (71,53) 

#(ჩ)-– M (0) +. 16 

თუ (71,52) სისტემის დეტერმინანტს აღვნიშნავთ ტ,», (#)-თი 

ბ,», (თ) = |) მ,)–-თ,,10XM)I I. (71,54) 

მაშინ ადვილად ვიპოვით, რომ 

<-II#)= –- % ტი) (9 95)(%, (71,55) 
009725 1-. 
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რადაც. 2ბII'(#) · ალგებოული დამატებაა. ამგვარ»დ, გაფანტვის მატრიცისათვის. სა– 
პბოლოოდ გვექნება ფორმულა 

_ 1. % 

ა,,() 

“შევნიშნოთ, რომ ეს მატრიცა (68,23) ფორმულიდან მხოლოდ იმით განსხვავდება, 

რომ §I,(0) პოტენციალის ფორმის ნაცვლად მონაწილეობენ კულონური ფუნქციე– 
„ბით გასაშუალოებული (71,50) გამოსახულებები, 

განვიხილოთ კერძო შემთხვევა, როცა M#I=1, მაშინ, რადგან 

(I | “ით! (X)) -) = >. თ,,ბII(/#)61;(# )6(ეM#+ (71,56) 

C< 2 – IIV0=5% I” | ხარწიითირ <, (0) წ თII (71,57) 

  

  

  

/ცბ--ე? 

ხოლო 
კ ბი ს/ი. (9)I8 =– - ა ი მ, 2 იC(= 

| ი M (71,58) : · 
–_ ფე (Lისფ მით(–-20)“) 

“ადვილად მივიღებთ შემდეგ ფორმულას: 

1. (1 
#ბხყ ზი) (7) = 50 % + VI, ,(71,59) 

C 

«სადაც - 
2 21(9) 9” X,(/) = -- გ7 | 85!(9) < ძი _ (71,60) 

(3 ჩ'--ე' 
0 

„ამ ფორმულაში შემავალი წ-/#) ფუნქცია, (71,50) აღნიშენის თანახმად, ტოლია 

ნი ა- 4 ბირ ( ადათით დაი. (7,6!) 
9 

ჯ§7) ფუნქციის ნაცვლად შეგვიძლია შემოვიღოთ XIX”) ფუნქცია 

დ/V-) = – XIII, (71,62) 

“მაშინ გვექნება 

წ=(ჩ)= ა5,ობიბ |. #9,(7) XVI) ძ„-. “71,63) 
9 

თუ გავიხსენებთ კულონის XI) ფუნქციას და ნორმირების (61,29) პირობას, 

-მაშინ ნათელია, რომ 

ს (ყა = (22) /3 მმ) (, (71,64) 
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ამ წესით ნორმირებულ კულონუო ფუნქციას აქვს სწორედ (71,15) სახე. (71,63. 

გამოსახულებაში (71,64) ფუნქციის შეტანით საბოლოოდ ვიპოვით 

1 / 2 »# > §# = –- (– ) (თ თოლი“ ფ),65). 2) ქ 

განვიხილოთ კერძო შემთხვევა, როცა 1=0, და ბირთვული გაფანტვის პოტენცია– 

ლის 'ფორმა წარმოადგენს .იუკავას პოტენციალს 

#6” 1 
ს (-) = 2 თ(0= სუთოუს (71,66) 

მაშინ, (71,46) ფორმულის თანახმად, გვექნება 

24) (#) 8LC ღი 

ფი (#) = 9 (ჩ) Cი(»I#I) C (71,67» 

როგოოც ვხედავთ, ეს გამოსახულება საკმარისად რთული "ფუნქციაა #-სი;”იამიტომ.-- 

ზოგადი სახით (71,60) ინტეგრალის ამოხსნა შეუძლებელია, ამის გამო განვიხილოთ· 

გაფანტვა მცირე ენერგიებზე, სახელდობრ, ვთქვათ, დაცულია პირობა 2ფ#|2:< 1, 
ე. ი. 

2, 2. 6” 

ზს? 

მაშინ ექსპონენტი (71,67) ფორმულაში შეგვიძლია მწკრივად გავშალოთ და შევი– 

ნარჩუნოთ მხოლოდ პირველი ორი წევრი. გვექნება 

<1, (71,68), 

ფ- (#) =% (M) Cი() ს + 2ჟუ 810 + +...+I. (71,69) 

ამ გამოსახულების (71,60) ინტეგრალში შეტანით მივიღებთ 

I(Mს=10(”)+I,(0+.-.-+ (71,70» 
სადაც 

2 „ (9 I0)) 0” ძი : XV)= -“ 2) _0ოს)თძი , (71,71) 
ირა --ი 1 81+495(7-თ) 

ი(79)I 91) 2LCIC 4 ძძი 

II(#) = რ. | _-- ._.--.. (71,72)- 
I( ) ჯი შ (8?-- ეზ)%#"–– იზ) 

მოვახდინოთ შემდეგი შეცვლა: 

  

1 1 1 1 = + + 
(81-L ფბ)? (#93––ი?) ლე) ცხე ძი" -ც? + ე | 

1 1 

+ წ (§1+-ი5ბ” 
  (7!,73» 

2)2



მაშინ . XV) „მიიღებს შემდეგ სახეს: 

I(0 > => ” I, (ფორი, » » | თო%I_ 

გ 

    

(# +859?) )  3:+ე' წელ 

# _ LC ო)ძ9|. ა. 
დე + ც I (3%-- ე") | (რი 

გამოვიყენოთ ეილერის IL) ფუნქციის ლოგარითმული წარმოებულის ინტეგრა-. 
ლური წარმოდგენის ფორმულები (146|: 

CI(M) CV) ი«. ს (ჟუ (8I))=1ი ღებსბაბა. ი: დ (71,75): 
287) ვ“ +Lე' 

” < რ: 
M(შ) = #0 % (-––1უ)–-10 უ=2/)#" - თად. (7L,76). 

”" . ი 

გავითვალისწინოთ, რომ განხილულ მიახლოებაში ადგილი ექნება ფორმულას 

(ა ით (71 ,77). 

მაშინ გვექნება 

_ ი. 1 %X რთ) # 237 +11--)-511)-. 
160 = უსა გ. I . ე ») I. ) 

1 1 _ უე. XII, 1.1 .+1I. (71,78). 
79002 + 85 (++ 28 28), 2) | 

ახლა გამოვთვალოთ II1(#) ინტეგრალი. ამ ინტეგრალში უნდა შევინარჩუნოთ > 

, , 1 1 , , 
რიგის წევრები და უგულებელვყოთ წლ ი ლუ რიგის წევრები, ამისათვის 

ინტეგრალში (ე(უ) უნდა შევცვალოთ ერთიანით. შედეგად დაგვრჩება მარტივი 
ინტეგრალი, რომლის ამოხსნა მოგვცემს 

1 #" + გ" #" + ჩ? 

ცეC=--  . (ენი: 54:01 71,79). 
IM ათ: L 4ჩ“ + 2 ით» 

შევიტანოთ 7(/) ინტეგრალის ნაპოვნი მიახლოებითი მნიშვნელობა (71,59) ფორ-. 
მულაში და გავითვალისწინოთ (71,69) გამოსახულება, გვექნება 

ღა 2 

#2) = ჩის მი რ-ი 8XCC §I+ ა C1:)# + 19 3) (71,80) 

#C)=4#) CL») /: ისე 6 «#) -LII() (71,81)- 
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"ჩვენთვის კარგად ცნობილი ფუნქცია, რომელიც შემოვიღეთ §-62-ში; ხოლო 
გამოსახულება 

#ისდე რ– ე: (-+ 2.52 ”–წ L (71,82) 
”. თნ) (2+წ” ი 28 

თანახმად (66,22) ფორმულისა, შეესაბამება წმინდა ბირთვულ გაფანტვას იამაგუ- 

“ჩის პოტენციალის შემთხვევაში. რადგან მცირე ენერგიებზე 

4ო ე 101 მ+.+, ფ1,83) 
რი 2 

-ამიტომ' (71,84) გამოსახულების გაშლის “შედეგად #“-ის ხარისხების მიხედვით 

“მარტივად მივიღებთ ეფექტური რადიუსის მიახლოების შემდეგ ფორმულებს: 

  

  

1 სსე ქე 2)ე1 "უო. (71,84) 
რთი” ი, 5) თ C 

1 1 
ამ“ > ?ი 1 +. 1 , (71,85) 2“ 2” ( 2) ი 2-8 

“სადაც, (66,24) ფორმულების თანახმად, 

ყებბ. 4ვა 
–=3 +), ,= 1 71,86) 
რ 'V2 2? ) « + + >): ( 

ცხადია, თ, და #, წარმოადგენენ ღაუმუხტავი ნაწილაკების ბირთვული ფაქტო- 
'რიზებადი პოტენციალის ”შესაბამის გაფანტვის სიგრძესა და ეფექტურ რადიუსს. 
ასე რომ, თუ (71,84) და (71,85) ფორმულებიდან ვიპოვით თ,, და #,, სიდი- 
დეებს პროტონების პროტონებზე გაფანტვისათვის, პრინციპში ჩვენ შეგვიძლია 
აღვადგინოთ გაფანტვის სიგრძე და ეფექტური რადიუსი ნეიტრონების ნეიტრო- 

ნებზე, ან პროტონების ნეიტრონებზე ურთიერთქმედების შემთხვევაში. 

ცხადია, იმავე ფორმულებს მივიღებდით, თუ ეფექტური რადიუსის მიახ- 
«ლოებას გამოვიყენებდით კოორდინატული წარმოდგენის (71,32) ფორმულაში (601). 

დაბოლოს აღვნიშნოთ, რომ თუ თითოეული X(/(/) სიდიდისათვის გამოვი- 

ყენებთ ეფექტური რადიუსის მიახლოების (71,84) და (71,85) ფორმულებს, მაშინ 

(71,37) გამოსახულების დახმარებით. ვიპოვით ეფექტური რადიუსის მიახლოების 
ფორმულებს ორი ფაქტორიზებადი პოტენციალის მოქმედების შემთხვევაში (84). 

§ 129. ნაწილაკთა ურთიერთქმედების ამოცანა კონკრეტული 

ხახის ფაქტორიზებადი პოტენციალებისათვის 

ამ პარაგრაფში განვიხილავთ არალოკალური ფაქტორიზებადი პოტენციალის 

რამდენიმე კონკრეტულ შემთხვევას და ამ პოტენციალებისათვის ვიპოვით ფაზური 
ანალიზის ფორმულებს. 

დირაკის დელტა ფუნქციის მაგვარი პოტენციალის ფორმა. ვიპოქოთ გა–- 

"ფანტვის ფაზა და ბმული მდგომარეობის ენერგია შემდეგი არალოკალური ფაქ- 
გტორიზებადი პოტენციალის ფორმისათვის: 

თო - #V 5,507, ფ2,1) 
42)4



ურთიეოთქმედება ხდება #=/, რადიუსის სფეროს ზედაპირზე, სხვაგან „ერთიერთ- 
. ქმედება ნულის ტოლია. გამოვიყენოთ (#7, 105) ფორმულა 

  

#C0LV6, რეის + პი). (72;2) 

1(7) 
ცხადია, · 

2 ოლ 

ხ, (ს) = IM – | 5,0 1,0)? 4„=021/(ჩ), (72,3) 
0 

ხოლო (#I, 101) ფორმულის თანახმად, 7//(/) ტოლი იქნება 

+I/ ((#) = #2 ი,(Iთ'.) 2##-.); (72,4) 
შედეგად მივიღებთ “როხიინაშრ 

–? ბLყ 01 (#) = 23 1 #96 აგრა. (72,5) 
223 

ამ ფორმულიდან განისაზღვრება ლი ფაზა. 
განვიხილოთ კერძო შემთხვევა, როცა X-–> თ, მაშინ ჩვენ საქმე გვექნება 

ე. წ. პოტენციალურ კედელთან და (72,5) ფორმულიდან ადვილად მივიღებთ, რომ 
- 94M , 

L ” 72,6) ყ 6I(წ) = ოო ე” (? 

რაც ემთხვევა ფაზის ფორმულას გაუმჭვირვალე სფეროსათვის. კერძო შემთხვევაში, 

ოოცა 1=0, მივიღებთ ცნობილ შედეგს მე(#)=>--#/,- 

ახლა ვიპოვოთ გაფანტვის სიგრძე და ეფექტური რადიუსი. 1=0 შემთხვე- 
ვაში (72,5) ფორმულიდან გვექნება 

ჩიხყ მე(#) = ––” ი 606 (72,7) 
9)0 /. M-2 

თუ მარჯვენა მხარეს მწკრივად გავშლით #”-ის ხარისხების მიხედვით, მაშინ ადვი– 

ლია ჩვენება, რომ 

#ჩ 6ხთ მა(#) = 

ეფექტური რადიუსის ირლ ფორმულასთან ამ გამოსახულების შედარება 

გაფანტვის სიგრძისა და ეფექტური რადიუსისათვის მოგვცემს 

   (4 -02+.. –-_ +“ (72,8) 
71% 

–--0- 3 , (72,9) 

== 2./00+1V, 72,10 
“ 3 ML ' 2 ( ) 

საიდანაც ზღვარში, როცა 7.-+ C, მივიღებთ 

2 
6= = 3-7 (72,11) 

ე. ი. გაფანტვის სიგრძე ემთხვევა გაუმჭვირვალე სფეროს რადიუსს. ჩვენ მიერ 
მიღებული (72,9) და (72,10) ფორმულებიდან ჩანს, რომ თუ ექსპერიმენტზე გან– 
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საზღვრულია 6 და », სიდიდეები, შესაძლებელია ვიპოვოთ პოტენციალის პარა-- 
მეტრები «,”და +. 

ახლა ვიპოვოთ ბმული მდგომარეობის ენერგია. როგორც ვიცით, ენერგია 

განისაზღვრება (65,8) ფორმულით 

1_ 2 IM" (ი) 4 ძი. (72,12)- 
» ჯ თ" +ი? 

Mზ თ?   სადაც ბმის ენერგია 6 = (თევ, (72,131) გამოსახულების თანახმად, 
დ 

1 2»1 (1 (თ...) ი? ა -% (46 29:%, (72,13) 

> ჯ თ" +ი? 
მ 

ამ გამოსახულებაში შემავალი ინტეგრალი ამოხსნილი გვაქვს § 43-ში. ასე რომ 

შეგვიძლია დავწეროთ 
  1 =-––-თე,(31თ>,) MI) (+თI-,), (72,14)- 

#9 

რომელიც ასეც შეგვიძლია წარმოვადგინოთ: 

=. =II+I, , (თ?“.) X(+1/ , (%I":), +(72,15)· 
| 97% 

სადაც მოდიფიცირებული ბესელის ფუნქციები განისაზღვრებიან (#, 18) და (#., 19) 
ფორმულებით. (72,15) წარმოადგენს ტრანსცენდენტულ განტოლებას. მისი ამო- 

ხსნა შესაძლებელია მიახლოებითი მეთოდებით. ცხადია, ამ განტოლებას ყოველი· 

1-ისათვის ერთადერთი ფესვი ექნება. 
1=0 შემთხვევაში, თუ გამოვიყენებთ (#, 18) და (#2, 19) ფორმულებს, მი- 

ვიღებთ საკუთარი მნიშვნელობის შემდეგ განტოლებას: 

1 1 

2 2თ7, 

ამ განტოლებას «=0 (ე. ი. 8=0) ამონახსნი ექნება 22=1 დროს, ხოლო როცა 

შესრულებულია პირობა )2>1, მაშინ (72,16) განტოლებას ექნება 850 ამო– 

ნახსნი. 
ბმული მდგომარეობის არსებობის შემთხვევაში გაფანტიის სიგრძე და ეფექ– 

ტური რადიუსი გამოვხატოთ თ და ჯ, სიდიდეებით. ამისათვის, (72,16)-ის გამო– 

(1–-– “თ, (72,16)   

ყენებით, (72,9) და (72,10) ფორმულებიდან გამოვრიცხოთ = სიდიდე. გვექნება- 
? 

1 0 9 

==-0-. _1-42 “V (22,17) 
(72 

2, არ, 

=“1(--"- 558 |. (72,18) 
ი-–53 + 2თ», 
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ი “როგორც ვხედავთ, ამ შემთხვევაში >90, როცა თ=0, მაშინ 2-=0და,,=</ 
ძ« 

ხოლო როცა ი, -> , მაშინ «=#, და ;.=2/3 რე. 

აღსანიშნავია, რომ შედეგები, რომლებიც ახლა მივიღეთ, ემთხვევა § 43-ში 

განხილულ შედეგებს. ეს გასაგებია, რამდენადაც დირაკის დელტა ფუნქციის მაგ–- 

ვარი პოტენციალის ფორმა ყოველთვის აღწერს ლოკალურ ურთიერთქმედებას. 

იამაგუჩის განზოგადებული: პოტენციალი: (62). ახლა განვიხილოთ 1=-0 

მდგომარეობის შესაბამისი პოტენციალი შემდეგი ფორმით: 

  1 ზსე(/7) = · კ))=1, 2, 43,... (72,19) 
ი (L”-+82)" 

„კოორდინატულ წარმოდგენაში პოტენციალის ფორმას ექნება სახე 

თ თ · · 

თნ) = I/# 2 1 ( #ის იი. ფ2,20) 
= 71 0+2 

ამ ინტეგრალის ამოხსნა ადვილია ნაშთთა თეორიის გამოყენებით. რადგან ინტეგ- 

რალქვეშა ფუნქცია ლუწია, ამიტომ, თუ 8§)-ს დროებით აღენიშნავთ ხ-თი, გვექ- 

:ნება 

I /2? აე 26'? (2 I 26 17 92 
0) = –- «ა ცკზი– ““ ს“  “!. (72,21) 

ზი (C)) 4 I/ > 7 (| თაო ე ლი) 

) 2 · 

„ამასთან, ინტეგრაციის C, კონტური იკეტება ზედა ნახევარსიბრტყეში და გარს 

“უვლის 2=1ხ პოლუსს, ხოლო C, -- ქვედა ნახევარსიბრტყეში, რომელიც გარს 
უვლის 2=-–%ხ პოლუსს. ასეთ შემთხვევაში ორივე ინტეგრალისათვის ჟორდანის 
ლემა დაკმაყოფილებული იქნება. თუ გამოვიყენებთ (4, 17) ფორმულას, საბო– 

“ლოოდ მივიღებთ 

(ა = 1/ 9. 1 -ჩწი ი (72,22) შა 0 = I 2 == დვ)თ 1, 40 , 

სადაც 
ი» ' (2ი--ჩს--3)! ა 

4აგდ-) = –-.-- “”"-- (21;-», . (72,23) 

თ 2 (– –– 1), 01--#--1)! , 

ამგვარად, განხილული ფორმა ემთხვევა იუკავს პოტენციალს, როცა #=-1. 

2:=2-სათვის იგი იძლევა ექსპონენციალურ პოტენციალს და ა. შ. 

ვიპოვოთ ენერგიის საკუთარი მნიშენელობები. გამოვიყენოთ (65,8) ფორ- 

მულა, გვექნება 

_ _ ჩძა _ _ _7 ი – (72,24) 
(თ + »?)(ზ” + ჯ?) 

განვიხილოთ X=1 'შემთხვევა. თუ გავიხსენებთ (65,14) ფორმულას, მივიღებთ 

ა თ ლირი 9C+წ' (72,25) 
2? ჯ»ჯ )(თ"+ჯ?)(8+ჯ»))” 28(C+8) 

3)7



ამ გამოსახულების 8? პარამეტრით გაწარმოების შედეგად ადვილად ვიპოვით X-ს. 

ნებისმიერი ჯ-ისათვის. გვექნება 

1 1 ეი? 1 

X%  (25--1)! ძX2M-2 

ცხადია, სამართლიანი იქნება რეკურენტული ფორმულა 

1 1 _0. _1 

ხო= 27 (» -L 1) ძ». ი 

ასევე ვიპოვით ფაზის ფორმულასაც, ამისათვის გამოვიყენოთ (66,12) დამოკიდე– 

ბულება 

(X=8?) (72,26)- 

  (72,27)- 

1 (სზ(ე) ყი? ძი I სისთ0,(/)= ----1-. გ” | 2974 ძი |. 72,28)- ისთ 6„(ჩ) ეთ. +–V (+ (72,28ზ), 

ამ გამოსახულებაში შემავალი ინტეგრალი, (72,19) ფორმულის თანახმად, ტოლი- 
იქნება 

2 7 100 
ი (#, 9=+ | _ 920292 (72,29). 

# წ ჯ უ (#"–-0?)(გ1-L ე?)? 

როცა „=1, მაშინ, (66,21) ფორმულის თანახმად, 

=, (6, წ-)= -> ა# «I 25 _ იძი _ ჩ”-გ. _ (12,30) 
ჯ (#'–– ე?) (81-L ც?)? 23(+ 82)? 

ადვილად ვაჩვენებთ, რომ 
1 9". 

%ი LC, X#) = “ოშო თ, (#7, X). (72,31) 

(2-1)! ძაქი-2 2 

ამის შემდეგ ადვილად ვიპოვით გაფანტვის სიგრძისა და ეფექტური რადიუსის- 
ფორმულებს; გვექნება 

  

1 ჩი  ძ0ი-2)ზ (2,32)- 
რი XX. 2-2 (2»--1))12 

ელ= 4იზი “ს (4-3) _ . (72,33). 
% 8. 2% 4 ((2ჯ%--2)! 1? 

X#=1 შემთხვევაში აქედან მარტივად მივიღებთ ჩვენთვის კარგად ცნობილ (66,24) 
ფორმულებს. 

აქვე განვიხილოთ შემდეგი ტიპის პოტენციალის ფორმა: 

_ 1. 
(8? + #7)5+175 ' 

კოორდინატულ წარმოდგენაში პოტენციალის შლ შემდეგი სახე ექნება: 

1 
–––ს,! ს! # 72,125 55) | » ძ; 4 ი(%")I, ( , 

ზა() = #=0, 1, 2,... (72,34)X 

შე (1)=– 
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სადაც %„(8) არის მაკდონალდის ფუნქცია მთელი ინდექსით. კერძო შემთხეე- - 

ვაში, როცა #=0-ს, გვექნება 

ში(2)=– V/ 2 1 ით, (72,236) - 

რადგან M"(2)==>--I,(2), ამიტომ 

?%(7) = / 2 + 8; (72,127). » 

ეს ფუნქცია სწრაფად ისპობა დიდ "მანძილებზე. 

ენერგია მოიძებნება ფორმულით 

1 2 7 _ სძიი _ 19 =2 =0, 1, 2,... 72,38). 
.– . | ფაათვითი (თ?+ ჯმ) (81-L- ჯმ)ში+1 თ | ' ) 

როცა #=0-ს, გვექნება 

  »ძი 1 · == 2. 3) _ ჯრ (72,39)“ 
(თ +ჯ»?)(81+»ა') ნ+თ 

ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ X=8?" პარამეტრით გაწარმოებისას ადვილად ვიპოეით,. 

რომ 

1_ 1 ძლო 1. (72,40).. 
ი (C3) ძX% % 

საიდანაც მივიღებთ რეკურენტულ ფორმულას 

1 1 2 _! »=1,2,... (72,41)   
ს (21––1 X21;) ძ» ?ი-1 

ფაზის საპოვნელად გამოვიყენოთ (72,28) გამოსახულება. ცხადია, ამ შემთხ– 

ვევაში 

თ(ნ, X) = ს სათუთ _ 900 _ _ (72,42) 
(“– ი?) (81-L ე?)?ი+17 

რომელიც ჯ=0-სათვის მოგვცემს 

  _ იძი  _ 8 # (6, X) = თ ანთ 2. +, (72,412) . 
' (2-0(–+ლ ი + : 

ხოლო ჯე მოიძებნება ამ გამოსახულების X=82? პარამეტრის მიხედვით გაწარმოებით 

1 ცი 
ჯი (#, X) = ა! ჯი ოლ თი(/#, X)- (72,44), 

შედეგად ფაზისათვის მივიღებთ შემდეგ ფორმულას: 

ფძა+წეთი შ%, _ (2+1)I  _ (8+#5 
ჩთგბარ=- > 24 2MVC2ს--1)(2+1) 8V-! 
  (72,45) 
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-ამ გამოსახულებიდან ადვილად ვიპოვით ეფექტური ოადღიუსის მიახლოების ფორ- 

„მულებს, ასე მაგალითად, (72,28) დამოკიდებულებიდან ცხადია, რომ 
1._ (41)! 8 _ ვიშ? 

რ. 27 ((2ჯ)! ” M 

ზოლო (72,45) გამოსახულების გამოყენებით მივიღებთ 

, (72,46) 

1 ვაი (4 -–1)18 “ი =0ი+4-1)C 4  ქ1M9M-)?ი _ 72,47 2 (2»-I .5. + 2პი-! |(2ჯ –- 1)? ( ) 

“შევნიშნოთ, რომ საკმარისად მარტივად მივიღებდით (72,46) ფორმულას (66.54) 
„გამოსახულების გამოყენებითაც. 

კერძო შემთხვევაში, როცა #=0, გვექნება 

1-8 · _. (72,48) 
ძი % 2 ი 

-ხოლო #=1-სათვის მივიღებთ 

ს 1 ვე ვვ –__.- (72,49 
ი, 8 / 2 7“, 4 

მიტრას პოტენციალი (46, 47, 54, 55). ახლა განეიხილოთ შემდეგი სახის 
-პოტენციალის ფორმა: 

7 (») = -“- თ(! + +), ფ2,50) 
»" 2»" 

სადაც 

1.3! · 
თ) = –- | –:020:. (72,51) 

25 ყ–დი 

ლეჟანდრის მეორე გვარის ფუნქციაა, 8, პარამეტრია. ასეთი პოტენციალი მნიშე–- 

ნელოვანია იმდენად, რამდენადაც იგი ისეთივე გაფანტვას იძლევა, რასაც იუკავას 

პოტენციალი. განვიხილოთ 1=0 შემთხვევა, მაშინ, რამდენადაც 1=0-სათვის 

ვზ 1 2 1+- “ )= 1 )ი(1+- ე?უმ), =-2 72,52 თ(1+:) 210+ი #9, ( 3 (22,52) 

„ამიტომ საკუთარი მნიშვნელობის განტოლებისათვის გვექნება 

1= 2 (1(1+ი%)ძი_ 2, 8+2თ. (72,53) 
–_- თ? + იე? თ 8 

6 

ხოლო ჯე(/) ინტეგრალი ტოლი იქნება 

2 1 გზე? 
თ0(#) = –– « | 110+ი7%ე)ძი =- 2 ეჯე 2ნ, (72,54) 

–_ I-ი # ჩ 
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ასე რომ ფაზისათვის მივიღებთ 

–_ ა 1 2 (1) 4 2 'I-1 

ჩ0C6(ჩ)=#?| L 2 ახი 2”| სე ი +4%. 02.55) 
ი #7 ჩ L 

ასევე შეგვიძლია ვიპრვოთ საკუთარი მნიშენელობების განტოლება და ფაზის მნი- 

'შვნელობა #55 0 შემთხვევაშიც. 

ტაბაკინიხ პოტენციალი |76). განვიხილოთ 1=0 მდგომარეობაში შემდეგი 

პოტენციალის ფოთმა: 

1 8I0ი(თი» +“) (ე=- 1 _ მჭირი1ი, 
მ? ცე უეიი (სი) 

„(72,56) 

სადაც » მთელი რიცხვია, ხოლო ,), მთელის გარდა, შეიძლება იყოს კენტი ოი- 

ცხვის ნახევარიც. » შეიძლება იყოს 0, #ჯ ან > ტაბაკინმა აჩვენა, რომ ასეთ 

პოტენციალებს ის შესანიშნავი თვისება აქვთ, რომ მათი სამუალებით შეიძლება 
გავითვალისწინოთ განზიდვა მცირე მანძილებზე, ე. ი. ურთიერთქმედებაში გან– 

ზიდვის ჩასართველად არაა აუცილებელი მრავალწევრიანი. პოტენციალების გან– 

ხილვა. 
თუ. (72,56) გამოსახულებას შევიტანთ (72,28) ფორმულაში, გვექნება 

1   #06LC9(/)=–––“– დიე, (72,57) 
ჯ” (ს) 

სადაც 

1. 2 _ (ვს (იი+7/)0” ძი (ხ)ლთ–-–-“თი | შებულშშები (72,58) დ(7) > +< I (35+ ეშბი (ჟი)? 

განმზიდავი გულის არსებობა ნიშნაეს, ოომ ჯ-ფაზა ნაშანს იცვლის გარკვეულ 

12= #.=ხ? /7/2/L ენერგიაზე. ამისათვის კი საჭიროა, რომ იხყ C(”-)= C; მაშასა– 

დამე, ამ ენერგიაზე (72,57) ფორმულის თანახმად V“(#,:)=0, საიდანაც #-თC-++=%, 

რაც განმზიდავი ბირთვის რადიუსისათვის მოგვცემს ფორმულას 

ი“ ი=-5=X, (72,59) 
ჩა 
  

მაგრამ #= #--სათვის 6(/) ფაზამ ნიშანი უნდა შეიცვალოს, ამიტომ აგრეთვე უნდა 

მოვითხოვოთ, რომ 

დ(#-)=0. (72,60) 

როცა », #, ჯ პარამეტრების გარკვეული მნიშვნელობებისათვის (72,59) და 

(72,60) პირობები დაცულია, მაშინ (72,56) ფორმის პოტენციალი მცირე მანძი- 

ლებზე მიზიდვასთან ერთად აღწერს განზიდვასაც. 

განვიხილოთ კერძო “შემთხვევა, როცა »=1, »#=0, += 3 ' 

005 6, 
ლლ (ჯი) = –=> (22,61) 
ჩ–»+·2ძ 

2 გ. კილაშვილი 32).



ჯ 
მაშინ, (72,59) ფორმულის თანახმად, გვექნება თ= 2 ხოლო 

C 

  1 2 -ჩიცს ( II 2 თ) =-1+ #ჩ ' იხვთ, 9Iი 4 - 

  

»  (#?:-+გ1)1 28 4# 

თი (თ) “ (72,62)» 

2(ჩ”1+8") ათ 

თუ გამოვიყენებთ (72,60) პირობას, შეიძლება განვსაზღვროთ #» პარამეტრი თ 

და 8 პარამეტრების საშუალებით, 

განზიდვა მცირე მანძილებზე შეგვიძლია აგრეთვე გავითვალისწინოთ პოტენ– 
ციალის ფორმაში (#?-- #2) მამრავლის შემოღებითაც. ასე მაგალითად, ფაქტორი- 

ზებადი პოტენციალი ფორმით 

_ 1. _ 
(8“ + #")ი 

უზრუნველყოფს ფაზის ნიშნის ცვლილებას #=//, მნიშვნელობაზე. 

9(#”) = (ჩ-–/) (72,63X, 

§ 73. ფმაქტორიზებადი პოტენციალები ტენზორული ძალების 

გათვალისწინებით 

შეგვიძლია განვიხილოთ ისეთი არალოკალური ფაქტორიზებადი პოტენცია– 
ლები, რომლებიც ტენზორულ ძალებს შეიცავენ. როცა ნაწილაკებს სპინი გააჩნი-- 

ათ, მაშინ მათ შორის ურთიერთქმედებას შეიძლება ჰქონდეს არაცენტრალური · 

ხასიათი. როცა ნუკლონებს ვიხილავთ, მაშინ ზოგადი არაცენტრალური ურთიერთ-. 

ქმედების პოტენციალური ენერგია შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ შემდეგი სახით: 

# =4X +) 5. |თ/V )X72.(თI1ბ |, (73,1)! 
LL75 #M 

სადაც (თ/V | ვექტორი წარმოადგენს სრული მომენტის კვადრატისა და 2-პროექ– 
ციის საკუთარ ვექტორს, ამასთან, სრული მომენტი ჰ=L+5 და 

Iთ/#) = %; (L5თ,5 | # #7 | C1# ) | 9§); (73,2).. 
ოჯრორ§ 

! 

(ს, დ| LM ,X=XLILV(9, დ) სფერული ფუნქციაა, ხოლო (XI 51#§) = X§ჯჯვ ორი · 
ნაწილაკის სისტემის სპინურ ფუნქციას წარმოადგენს. 

ვთქვათ, 7X#7,-ს აქვს შემდეგი ფაქტორიზებული სახე: 

ს2#/5 

II. -–- |ჯ5)(%X” I (73,3)· 
4X” (L 
  

სადაც. X--პოტენციალის „სიღრმეა, ხოლო (#|975) = თ/%#) –– პოტენციალის · 
ფორმა. 
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ამგვარად, როცა პოტენციალი არაცენტრალურია და ფაქტორიზებადი, (71,1) 

გამოსახულება მოგვცემს 
== »M ზ) #MLV (ც45 | X#5/ #5 M 7 = ე“ => 2 | #18) (იI” |XI”(აI? | (თ/X%I . (73,4) 

შეიძლება განვხილოთ უფრო რთული შემთხვევა, როცა X/#, შეიცავს რა- 
მდენიმე წევრის ჯამს 

ხ? 

4»? 
  

MV 

2, I9ნ7 )XI"(9/5 | · (73,5) 
(51 

/M/§ _ 
VIL.=– 

თუ (9171 |-ს განვიხილავთ როგორე ერთსვეტიან, ხოლო |V/5 )+ს როგორც ერთ- 
სტრიქონიან მატრიცას, #7#5-ით კი აღვნიშნავთ დიაგონალურ მატრიცას ელემენ- 
ტებით: XI, 275,...7I, ე. ი. 

CI ა 
V#§ C8)= | C6I |, |5+=(IVI)-- IM), (3,0 

(“/, 
მაშინ სამი მატრიცის გამრავლების წესის გამოყენებით (73,5) ასე გადაიწერება: 

  XII, = – – -|თ5)4M/5(სI, (73,7) 
472 (ს 

რომელიც, როგორც ვხედავთ, ერთწევრიანი (73,3) პოტენციალისაგა ფორმალუ- 

რად არ განსხვავდება. 

ვიპოვოთ ჯერ ბმული მდგომარეობი ტალღური ფუნქცია და საკუთარი 

მნიშვნელობები. დავწეროთ შრედინგერის განტოლება ფარდობითი მოძრაობი- 

სათვის 

(»– +)» =XIბ). (73,ზ) 
2. 

IX ვექტორი გავშალოთ | თ/VX» ვექტორებად 

I9%1= 2, |Vჯ§) | თ/3)- (73,9) 
L5##M 

თანახმად (73,1) გამოსახულებისა, შრედინგერის განტოლება მიიღებს ასეთ სახეს: 

LC 2) 
თ+/ბ 2; IVI |თ/9)=-–-- 2 2 წI.IVL-§) თ2M).. (730) 

L5VM# L' L5IM 

ამ განტოლების მიღების დროს მარჯვენა მხარეში გამოვიყენეთ («/4 | ვექტორე- 

ბის ორთონორმირების პირობა, ხოლო «»-თი აღვნიშნეთ სიდიდე 

2.6 თ= +. (6=-–#>თ (73,11) 

ვა



თუ "ერთხელ კიდევ გავითვალისწინებთ (თ/V | ვექტორების ორთო-ნორმირებას, 

შრედინგერის განტოლება მიიღებს შემდეგ ფორმას: 

ი, 9 8; (თ'+#M9|9/§5)= – + %) VII, I CI ა), ფ3,12) ” – 

ხოლო (73,3) გამოსახულების გათვალისწინებით მივიღებთ 

2 
(თ" +- #") |ბ7§) = -- 7 IV L) 2, (92 0-5) (73,13) 

” 

2415-ით აღვნიშნოთ შემდეგი მუდმივი: 

”-=C. - > (01? | 81.5); (73,14) 

მაშინ (73,13) განტცოლებიდან საკუთარი ვექტორისათვის გვექნება 

ა/ „4#5 #5%. (73,15) IVა=4--->I5 

ამ ეექტორის (73,14) გამოსახულებაში შეტანით მივიღებთ 

აა 2 თნ 

ეს არის საკუთარი მნიშვნელობების განტოლება. ცხადად იგი ასე წარმოიდგინება: 

#3). (73,16) 

    

> 

1 2.7? =>=-- | > სა (73,17) -12> 

განსასაზღვრი დაგვრჩა ნორმირების 445 მუდმივი. მოვითხოვოთ, რომ |V) 

ვექტორი ნორმირებულია პირობით (თ | ს) =1, მაშინ | 743) ვექტორების ორთო- 

ნორმირების გამო, მოცემული # და §-ისათვის, გვექნება 

2, (015 | 7§) =1, (73,18) 
L 

;საიდანაც (73,15) ვექტორის გამოყენებით მივიღებთ 

2” ”ძ (475)-9 = L> 2 II; –-ლ- -92 9 (73,19) 

ე + «“+0') 

ახლა განვიხილოთ გაფანტვის ამოცანა. 27”(2)-მატრიცა გავშალოთ |ჯ%/ჭ) 

ვექტორების მიხედვით 

XC =4 პე |თ/42 2777. (2) ( თ |. (73,20) 
LL 5#M 
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ეს გამოსახულება პოტენციალური ენერგიის (73,1) გამოსახულებასთან ერთად შე- 

ვიტანოთ #%2)-მატრიცის ინტეგრალურ განტოლებაში 

7V2)==V"-L 7/VCI/ა(2)7(2), (73,21) 

გავითვალისწინოთ | X/V)X ვექტორების ორთო-ნორმირების პირობა და გრინის 

ფუნქციის გამოხატულება 

(თ/:#%' | C76(5) | თ74 ) =(10, (2)9#/),6##M.2( „,6§§., (73,22) 
სადაც 

Cთ0/(2) = I ი”ძ0109) (9I , (73,221) 

2--M()' 

მაშინ მარტივად მივიღებთ ინტეგრალურ. განტოლებას #M7,(2) პარციალური სი- 
დიდისათვის 

1712) = 7I7. + 42 2 #II-.CX0L. (2) #/> (2). (73,24) 

ახლა გავითვალისწინოთ (73,3) გამოსახულება. მაშინ (73,24), გამოხატულება ასე 

გადაიწერება: 

  თ8,)=- ბ” | 5) (#5), (73,25) 
47" IL 

სადაც ჩვენ შემოვიღეთ შემდეგი აღნიშვნა: 

(412| = (VI 4 48 2 (ი. „I CC06(6)+XL2. (2). (73,26) 

(73,25) გამოსახულებიდან ამ უკანასკნელში შევიტანოთ 27'/7,(2) სიდიდე; გვექნება 

(+II2| =(91? I) 2 (იL2. | თიL..(4) |თL:?) (411 | , (73,26?) 

საიდანაც განისაზღვრება (472 | ; სახელდობრ, 

( 43) =+/%9)(91? |, (73,27) 

სადაც 
       

–1 
1:75(21= ს+“ #5, | Cა(-:(2) I9# 9ჯ2. .)| (73,28) 

თუ (-75|-ის მნიშვნელობას (73,27) ფორმულიდან შევიტანთ (73,25)-ში, საბო–- 

ლოოდ მივიღებთ 

  =-52 | 815) 5+5%(2)(912 | . (73,29) 
#6 

3%5



გავითვალისწინოთ +73,28) ფორმულაში გრინის ფუნქციის (73,23) გამოსახულე- 

ბა, მაშინ, ცხადია, 

      1.) .2 MI) / I9I- (9) წ ი"ძი, 
25(ე ჯ 4–. 

L'? 0 

დ73,2თ) 

ასე რომ პარციალური მატრიცის მატრიცულ ელემენტებს ექნებათ შემდეგი ცხა- 

დი გამოხატულება: 
ტ? #5 

(IM. თIV 2 = XL (7) <7%7) აI2(»X)- (73,31) 
4უზ L 

დაბოლოს აღვნიშნოთ, რომ თუკი პოტენციალი განსაზღვრული იქნებოდა 
ფაქტორიზებადი პოტენციალების ჯამის სახით, ე. ი. (73,5) ფორმულით, მაშინ, 
(73,29)-ის ნაცვლად, გვექნებოდა 

2 
2VI.(2=– ა |975)+ #75 <5 (ფ72 |, (73,32) 

4X" ს 

  

  

  

სადაც (2171, |2/5)+ და ##5 წარმოადგენენ (73,6) მატრიცებს. 
მიღებული შედეგები გამოვიყენოთ დეიტრონისათვის, დეიტრონში ხორცი- 

ელდება მ?95,+9#, მდგომარეობა. ე. ი. #/=1, 8=1, ხოლო #=0, 2. 
საკუთარი მნიშვნელობის (73,17) განტოლება მიიღებს სახეს 

1 _ 2 # ი 2 ი -=- ( 90% (ეშ) 29), თვ,33) 
იე «1+ი ” 

სადაც შემოვიღეთ შემდეგი აღნიშვნები: 

M=7%, 0(ე)=%ი'(ი), 1 (0)=9V(0). C3,34) 
ბზის ენერგია დამოკიდებული იქნება C(0) და #(ე) პოტენციალის ფორმების 

კონკრეტულ სახეზე. 
ახლა ვიპოვოთ დეიტრონის ტალღური ფუნქცია. ცხადია, რომ, (73,9) ფორ- 

მულის თანახმად, იმპულსურ წარმოდგენაში გვექნება 

არ =%ს თცრ+ბს რათ, (ი=+ ) (3,35) 
საღაც, როგორც ვიცით, | 

თ)MI(ი)= 30-) ძ» ბთა== >> 5ირა (73,36) 

ხოლი, (73,15) ფორმულის თანახმად, 

ს00 = 44 29 , ბს00> 25% · თე,ვთ 

შედეგად V(#) ფუნქციისათვის მივიღებთ 

ს(0= >> LC +>> 8§,ღო) «CX (73,38)



"სადაც შემოვიღეთ აღნიშენები: თ:,=#, 9,=ჯ. (73,18) ფორმულის „მიხედვით 
-#« და # ფუნქციისათვის გვექნება ნორმირება 

I სშ(0 +-I%M)) 1 76=1. (73,239) 
გ 

"თუ გავითვალისწინებთ (73,37) ფორმულებს, . შეგვიძლია დავწეროთ 

4 I! #4 1 
ს ლ–--=ააეაბსა– --“––>= იტ): #V· . ბა(უ 2 8 (92-L#5 |თი L 28. 85):(9) ი) XIM (73.40) 

«ამასთან, „== #11 განისაზღვრება (73,19) ფორმულით. 
როცა #X=5=1 და »=0, 2, მაშინ (73,1) პოტენციალი მარტივ სახეს ღე–- 

ტულობს. მართლაც, გავშალოთ ეს პოტენციალი დაფიქსირებული #=85=1 მნიშ- 
ვნელობებისათვის,. როცა ჯ და L” ჯამში იღებენ ორ მნიშვნელობას 0 და...2-ს. 

#73,36) დამოკიდებულების „გამოყენებით აღვილად ვაჩვენებთ, რომ სამართლია- 

(ნია ფორმულები 

% | ფ;.MV/თIM | _ 1. % IMMI-– 1. 12 2, 1900(%MI => I9005რMII= > ზირ, 

1 8. 71,4 
% თ) (თ. = ––- 8) ზა(ი?, რს 
4“ 32» 

'მედეგად პოტენციალისათვის რიმა 
1 ა 

X7-=V= #28“ 8,(ი)+ –>-> 

-ან (73,3) ფორმულის გამოყენებით მივიღებთ 

#21 
4Xჯ ს 

>> 7ა: §ათ' )++ V.·. # 5.) 8,“ ), (73,42) 

XM#=-–   | (19) + XC 59019) |((+I+ ა პარრს! «. ფვ,43) 

«თუ საი) აღნიშვნებს 

1 , 

| #ა= |9ე')+ V 8. 5,:(წ) | დ!'), 
  

(M)=C0I+ >>5  (იე(91) |, ფვ,44) 

„მაშინ 

ღა 43 /ა(ი თ3,45) 

“როგორც ვხედავთ, ამ კერძო ს ვივაბი ურთიერთქმედება დავიდა ერთწევრიან 
ფაქტორიზებად პოტენციალზე, ოღონდ პოტენციალის ფორმა, (73,44) და (73,34) 

აღნიშვნების თანახმად, ტოლია 

#0 =000+–>= >> §..Cი) 2). (73,46) 
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სრულიად ანალოგიურად 7#”7=3=1 მდგომარეობაში 7%2)-მატრიცისათვის გვექნება. 

#9? /. X9=---“ I/0<(9(/ ს (73,47). 
4X"L 

რომლის მიღება შეიძლება ან უშუალოდ (73,20) გამოსახულების გაშლით და 
(73,41) ფორმულების გამოყენებით, ან (73,21) განტოლების ამოხსნით (73,45)- 

პოტენციალისათვის. 

ამგვარად, გაფანტვის სსრაოთი მივიღებთ შემდეგ გამოხატულებას: 

  (ი თთ)ი)=-+ 4, --/70) (97, (73,48) 

საიდანაც –- 4>9ს/ჩ" კოეფიციენტზე გამრავლებითა და ენერგეტულ · ·'ზედაპირხე: 
გადასვლით მივიღებთ გაფანტვის ამპლიტუდის ფორმელას: ტრიპლეტურ მდგო” 
მარეობაში ტენხზორული ძალების გათვალისწინებით. კონკრეტული · ამოცანების 
გადაწყვეტის დროს საჭიროა C(/) და #7) პოტენციალთა ფორმების შერჩევა: 
ამასთან, როგორც § 66-ში აღვნიშნეთ, ამ ფორმებს უნდა ჰქონდეთ § და 72-მდგო- 

მარეობისათვის დამახასიათებელი ასიმპტოტიკა. შეგვიძლია, მაგალითად, ფორმე– 

ბი ასე შევარჩიოთ: 

00=-----, #0=- დვ,4თ. 
(% +» (9 +/ე)” 

სადაც # და #. რიცხვებს შეიძლება მივცეთ სხვადასხვა მნიშვნელობა. კერძოდ,. 

იამაგუჩიმ განიხილა #=1 და »=2 შემთხვევა. 

§ 24. ფმაპტორიზებადი პოტენციალი სპინ-ორბიტალური 

ურთიერთქმედების შემთხვევაში 

ცნობილია, რომ სპინ-ორბიტალური ურთიერთქმედება დიდ როლს ასრუ– 

ლებს ნუკლონების თვისებების დადგენის დროს, ამიტომ მნიშენელოვანია შევის- 
წავლოთ ისეთი ფაქტორიზებადი პოტენციალები, რომლებიც სპინ-ორბიტალურ 

წევრებსაც ითვალისწინებენ. 

არალოკალური ფაქტორიზებადი პოტენციალი, რომელშიც ჩეეულებრივი 

ფაქტორიზებადი ნაწილის გარდა ჩართულია სპინ-აორბიტალური ურთიერთქმედე- 

ბაც, შეიძლება წარმოვიდგინოთ შემდეგი სახით |821: 

2 თ რ – – 

(0იIV7 IC>ა =- + %' (21-L 1) (20) X,(ი') ნ IV,(თ 111 · »),  (74,1): 
4ის #2 ” 

სადაც თ(თ., თე,თ,0) პაულის სპინური მატრიცაა, ხოლო 1 –– ორბიტალური მო– 

მენტის ოპერატორი იმპულსურ წარმოდგენაში. 1=0 მდგომარეობაში სპინ-ორბი– 

ტალური ურთიერთქმედება არა გვაქეს, ამიტომ მოვითხოვოთ, რომ '"სპინ- ორბიტა– 

ლური ურთიერთქმედების „ძალა“ #ე:=0. 

დავწეროთ ლიპმან-შვინგერის ”განტოლება გაფანტვის 2? Cთ)-მატრიცისათვის- 

CდI929IVI=C0I7IV)+ | იარე იი, თ4,2 
2–#(ი) 

2



სპინ-ორბიტალური ურთიერთქმედების შემთხვევაში ხელსაყრელია /#%>)-მატრიცის 

გაშლა 

4“ IM ,= ჯა ი ს. #ი.()= აბ 1» (11/2ი»I/ M) 1Iო,(0) 7, თ, (74.3) 
თ, "-! MI, "-1/ 

ფუნქციების მიხედვით. ამ ფორმულაში 2 /აM ნუკლონის სპინური ფუნქციაა, 

(ბ'/; თ 1. | „ 7/ ) კი კლებშ-ჟორდანის კოეფიციენტი. როგორე ვიცით. (74,3> 

გამოხატულება წარმოადგენს წ. წ წ2 ოპერატორების საერთო საკუთარ ფუნქციას. 

„გაფანტვის მატრიცის გაშლას %// ფუნქციებად ექნება ასეთი სახე: 

(ი|>Cთ|9ი')=45 2; (I 29) | »')# 7, (2) 7 ი 00. (74.4). 
(MVI 

გავიხსენოთ, რომ (3,7) ფორმულის მიხედვით (თI) ოპერატირის საკუთარი მნიშ. 

ვნელობები ტოლია 
(თს %V/ VI =0»%VII , (74,5) 

სადაც. 

+," 1=:+% (74.6) 
ს”  L-X+1, 1=|1-1/I. 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ 

ლი – თ IM. – 4ჯ ჰბ „> 
I 7. “ი) %I, (0) #9ე = 2111 ” #II. L7))9//, (74,7): 

მაშინ (74,1) და (74,4) გამოსახულებების (74,2) განტოლებაში შეტანითა და კუ- 
თხეების მიხედვით ინტეგრაციის შედეგად მარტივად მივიღებთ 

(» I 7,V(9) | »'X= 

ა (VC9 +472 | 992 20 I2IX I, (74,8) 
4»; 
  _ შI(2) 1 შზეაცი ” 2–XC) 

მ 

ამ გამოსახულების მიღების დროს ჩვენ გავითვალისწინეთ 397. ფუნქციების ორ- 

თო-ნორმირების პირობა, 4,,/-თი კი აღვნიშნეთ შემდეგი სიდიდე: 

4,ყ/=M+#I0)- (74,9)- 
(74,8) გამოხატულების ფიგურულ ფრჩხილებში მოთავსებული გამოსახულება 

დროებით აღვნიშნოთ 1#8I(ჯ)-ით 

8(»)=9(»7)+4% # (თ(91 > (9 | ი')ი”ძი ძ4.თ 
ღო. 3–X(ი) 

9 

მაშინ გვექნება . 

(»«|დარI2)=- +“ – 4, თ(ჯ).84ჯ). (74,11), 
4» ს 

ეა.



„ გაფანტვის მატრიცის ეს გამოხატულება შევიტანოთ (74,10) ფორმულაში, საიდა- 
ნაც განვსაზღვროთ 71?)(X). გვექნება 

18;(X)=%I(7)) <,|/(შ), (74,12) 

სადაც 

_ ს” ” 9%9)თ' ძი 5:1(3=1+–- 4 90979 9. -.(74,13) X9=1+- “ ალლა 
9 

· მამასადამე, გაფანტვის მატრიცისათვის საბოლოოდ მივიღებთ შემდეგ ფორმულას: 

(2: 17)#(2) |  X1=– ლ: „4; ?IL7) «(ი ) +,) (7); (74,14) 

·- თუ გაზოვიყენებთ (35,15) ფორმულას, ადვილად ვიპოვით გაფანტვის პარცია- 

ლურ ამპლიტუდასაც; სახელდობრ, გვექნება 

#II(#) => 4,კ შ1(IM0) <,V(ჩ)- (74,15) 

(74.13) გამოსახულებაში შემავალი ინტეგრალიდან გამოვყოთ მთავარი მნიშვნელობა 

L2 (L- > ლ > თე = თ) 16 XV, (74,16) 
ჯ” 

სადაც თ 
ი 2 

== “ა ( 00 2- რაი ჯ # -––ძ" 

გავიხსენოთ, რომ X”",,(/) =(/ C9L5,კ/--2/)“ 1, მაშინ (74,15) ტოლობიდან“ მარტი- 
· ვად მივიღებთ 

ჩ0–5,(-)= +=0), (74,18) 
VI(C”) ის 

რომელიც, როცა სპინ-ორბიტალური ურთიერთქმედება არა გვაქვს, ე. ი. როცა 

#, =0,. ჩვენთვის კარგად ცნობილ (66,12) ფორმულაზე დაიყვანება. 

განვიხილოთ კერძო შემთხვევა ვთქვათ, ნუკლონები ურთიერთქმედებენ 
1=1 მდგომარეობაში. მაშინ სრულ მომენტს ექნება ორი მნიშვნელობა „I -=1/. 

და #=9/, ხოლო ჩ=1 ერთეულებში 4,,-ს ექნება შემდეგი მნიშვნელობები: 

4, -ჟტე2ჩს ,,ე, M4ბს .:(74,19) 

„მაზინ (74,18) ფორმულის მიხედვით ფაზისათვისაც გვექნება ორი ფორმულა: 

#იLყ9,, ,,,(0)= 2 იც +ჩთ), (74,20) 
ა--2%, 

#0L95,, ვ,,(”)=. = სჯ 144, +580. (74,21)



ნციალის ფორმა 1=) მდგომარვობაში მიზანშეწონილია შ თ - ფ დგ ეო ეწოხილ 
-დეგნაირად: 

ს(I)ლ–+> _, (74,22) 
ჯზ-L 81” 

“სადაც 8, ურთიერთქმედების რადიუსის დამახასიათებელი პარამეტრია, ხოლო 
1ი-–იმპულსი. მარტივად ვაჩვენებთ, რომ 

0'ძ0 1 ” 28; | 
50= > 1 –''  1II.. (74,23) 

, : 7! ახია <2: +გა2 2ი 2 

“შედეგად "მივიღებთ ფაზური ანალიზის შემდეგ ფორმულებს:(45| 

  

2 _(M+ზი” __ ი? (ე ვ, 
”ახწმ,, 1 ირლ 2. > (8; +3#), (74,24) 

. (-L+წ)" _ ზ. „ვ, ვმ 
"ცხ =–“ -!.. ს (87.35. 74,25 რთ69,, ა, ლალი -3რ (74,25) 

ამ გამოსახულებათა სათანადო ექსპერიმენტულ მონაცემებთან შედარებით შეგვიძ- 
ლია ვიპოვოთ 2, #, და 8, პარამეტრები. მარტივად ვიპოვით საკუთარი მნიშ- 

“-ვნელობების განტოლებებსაც; სახელდობრ, ამ განტოლებას ექნება სახე <,/(§:C)=-0, 
“სადაც თ“ =2ML, ხოლო ჩ--ბმის ენერგიაა.



„ფიზიკოსები დღემდე ნაწილაკებს ასე. 

თელიდნენ: ერთი, ორი და ბევრი... ამჟა– 

მად დრო დადგა თანმიმდევრობით დაC- 

ველისა“. 
ნ. ნ ბოგოლუბოვი 

თავი > 

სამი სხეულის ამოცანა 

სამი სხეულის ამოცანა ზუსტად არაა გადაწყვეტილი არც კლასიკუო და არც 
კვანტურ მექანიკაში. ამ ამოცანის ამოხსნა, ზოგად შემთხვევაში, შეუძლებელია 

თანამედროვე სწრაფადმთვლელი ელექტრონული მანქანებითაც , კი. მეორე მხრივ, 

დადგა დრო, როცა კვანტურ მექანიკაში, კერძოდ ბირთვის თეორიაში ან ელე– 

მენტარულ ნაწილაკთა ფიზიკაში, სერიოზული ნაბიჯის გადადგმაზე ფიქრიც კი, 

ამ ამოცანის გადაწყვეტის გარეშე, რეალურ საფუძველსაა მოკლებული. 

ელემენტარული ნაწილაკების ურთიერთქმედების შმესწავლის დროს ყოველ 

ნაბიჯზე გვხვდება: სამი ნაწილაკის გაჩენა საშუალედო თუ საბოლოო მდგომარეო- 

ბაში, ამიტომ ასეთი სისტემების დეტალურ თავისებურებათა ცოდნის გარეშე “მეუძ- 

ლებელია ელემენტარულ ნაწილაკთა თეორიის განვითარება, 
როგორც ცნობილია, ორი ნუკლონის სისტემა არ იძლევა სრულ სურათს 

ატომგელური ურთიერთქმედების ყველა თავისებურებებისა. უფრო მეტიც, რო- 

გორც ჩანს, დაბალ ენერგიებზე ნუკლონთა ურთიერთქმედება არაა დამოკიდებული 

პოტენციალური ენერგიის კონკრეტულ სახეზე. ამ საკითხში გადამწყვეტი როლი 

შეიძლება შეასრულოს მცირე ნუკლონიანი სისტემების შესწავლამ, კერძოდ, საჭი- 

როა შესწავლილ იქნეს სამი ნაწილაკის როგორც გაფანტვის, ისე ბმული მდგო–- 

მარეობების ამოცანა. 

გარდა ამისა, თუ გვეცოდინება სამი სხეულის ამოცანის ამოხსნის მიახლოე- 

ბითი მეთოდები, ჩვენ შევძლებთ ისინი გამოვიყენოთ ისეთი ატომბირთვებისთვი- 

საც, რომლებიც წარმოიდგინება როგორც სამი ნუკლონური კლასტერის ერთობ- 

ლიობა, 

საჭიროა გზების გამოძებნა, რაც საშუალებას მოგვცემს სამი სხეულის პრობ– 
ლემის მთლიანად გადაწყვეტისა თუ არა, ისეთი მიახლოებითი მეთოდების გამო-- 

ვვ2



“ნახვისას მაინც, რომლებიც მოგვაწოდებენ გარკვეულ ინფორმაციას სამი სხეული–- 

“სათვის დამახასიათებელ მნიშენელოვან თავისებურებათა შესახებ. 

სამი სხეულის ამოცანას, გარდა კინემატიკური სირთულისა, სხვა სიძნელეე- 

ბიც გააჩნია, რაც მის ამოხსნას შეუძლებელს ხდის. ერთ-ერთი სიძნელეთაგანი 

“იმაში მდგომარეობს, რომ სისტემას დაფიქსირებული სრული ენერგიისათვის გააჩ- 

ნია :სხვადასხვა არსებითად განსხვავებ:-ული მდგომარეობანი; მაგალითად, შესაძლე– 

ბელია ბმული ორნაწილაკიანი ქვესისტემების გაჩენა, რაც გაფანტვის ამოცანაში 

იწვევს შრედინგერის განტოლების ამონახსნების არაცალსახობას |10, 97). 

სამი სხეულის კვანტურ-მექანიკური ამოცანის შესწავლას დიდი ისტორია 

აქვს. პირველი შრომა, რომელიც სერიოზულ ინფორმაციას შეიცავდა სამი სხეუ- 

ლის შინაგანი მდგომარეობის შესახებ, ეკუთენის ლ. თომასს (98). მან მიღებული 

შედეგი თეორემის სახით ჩამოაყალიბა, რომლის თანახმად, ნაწილაკთა შორის 
ცენტრალური ურთიერთქმედების დოოს მეტი ბმის ენერგია ”'შეესაბამება იმ პო- 

ტენციალს, რომელსაც ნაკლები ქმედების რადიუსი აქვს. ზღვარში, ატომგულური 

ძალების რადიუსის ნულისაკენ მისწრაფების დროს, ბმის ენერგია უსასრულო 
ხდება. 

ატომბირთვული სამი სხეულის ამოცანის შესწავლაში მნიშენელოვანი ნაბიჯი 

იქნა გადადგმული გ. სკოონიაკოვისა და კ. ტერ-მარტიროსიანის მიერ (1956 წ.) 
(99) მათ გამოიყვანეს სამი ნაწილაკის გაფანტვის ინტეგრალური განტოლება 

ნულოვანი ქმედების რადიუსის მქონე ძალებისათვის. ფაქტიურად ეს იყო პირველი 
"შემთხვევა, როცა სამი სხეულის ამოცანაში მიიღეს კონკრეტული შედეგები, თუმცა 

გარკვეულ შეზღუდულ პირობებში. სკორნიაკოვისა და ტერ-მარტიროსიანის გან–- 

ტოლება შემდგომში გახდა ობიექტი სხვა ავტორთა გამოკვლევებისა (100, 101, 

192). 

სამი ნაწილაკის ამოცანის დასრულებული კორექტული თეორია შექმნა 

ლ. დ. ფადეევმა 1960 წელს (103--106). მან გამოიყეანა სამი ნაწილაკის ამოცა- 

ნის „შესაბამისი ინტეგრალური განტოლებები თავისუფალი ყოველგვარი წინააღმ- 

დეგობისაგან. აღსანიშნავი, რომ ფადეევის განტოლებები ფრედჰოლმის ტიპი- 
სანი არიან, ამიტომ მათი ამოხსნისათვის შესაძლებელია კარგად დამუშავებული 

ინტეგრალური განტოლებების თეორიის გამოყენება. 

ფადეევის განტოლებები ურთიერთქმედების პოტენციალებს ცხადი სახით არ 
შეიცავენ. განტოლებაში შედიან ორნაწილაკობრივი გაფანტვის მატრიცები ენერ- 

გეტულ ზედაპირს გარეთ. განტოლების ასეთი სტრუქტურა ხელსაყრელი აღმო- 
ჩნდა სამი სხეულის ამოცანის გაფანტვის ამპლიტუდის ანალიზური თვისებების 

გამოსაკვლევად რაც, როგორც ვიცით, მეტად მნიშვნელოვანია ელემენტარულ 

ნაწილაკთა თვისებების შესწავლისათვის. რამდენადაც სამი სხეულის რელატივის- 

ტური მოძრაობის განტოლება არ არსებობს, ამიტომ ერთაღერთი იმედი ფადეევის 

განტოლებებიდან მიღებული არარელატივისტური სამნაწილაკობრივი ამპლიტუდის 
ანალიზური თვისებების შესწავლას ემყარება. სამწუხაროდ, ზოგად შემთხვევაში, 

სამნაწილაკობრივი ამპლიტუდის ანალიზური თვისებები ჯერჯერობით დადგენილი 

არ არის (81, 107, 108, 109). 

ფადეევის განტოლებებმა დასაბამი მისცა სამი სხეულის ამოცანის სწრაფი 

„ტემპით განვითარებას, სულ რამდენიმე წელში ამ პრობლემას მრავალი ასეული 
“შრომა მიეძღვნა, შეიძლება ითქვას, რომ დღეს ჩვენ ვიმყოფებით იმ საზღვარზე, 

- ვევ



როცა მიახლოებითი მეთოდები, რომლებიც დამუშავდა სამი სხეულის ამოცანის: 
შესასწავლად, თანამედროვე მძლავრ გამოთვლით ტექნიკასთან ერთად საკმარი– 

სია სამი სხეულის ამოცანის იმ სახით გადასაწყვეტად, რომელიც მნიშვნელოვან. 

ინფორმაციას მოგვაწვდის (1101). 

ჯერჯერობით ფადეევის განტოლებების ამოხსნა შესაძლებელია ფაქტორიზე- 
ბადი პოტენციალების ან ისეთი ურთიერთქმედებისათვის, რომლებიც ფაქტორი- 

ზებადი პოტენციალების კრებად ჯამებს შეიცავენ. ქვემოთ სამი სხეულის ამოცანას. 

განვიხილავთ კონკრეტული რიცხვითი ამოხსნების გარეშე, ფადეევის განტოლებე- 
ბის გამოყენების მაგალითები კონკრეტულ შემთხვევებში შეიძლება ვიხილოთ სა– 

ჟურნალო ლიტერატურაში (53, 79, 90, 93, 129, 130, 138|. 

ჩვენ არ გავითვალისწინებთ ნუკლონების სპინს, რამდენადაც სათანადო ფორ- 

მულების წიგნში გამოყვანა მეტად მოუხერხებელია (114, 139). სამი ნაწილაკის. 
ამოცანაში სპინის გათვალისწინების საკითხთან დაკავშირებით მკითხველს მივუთი- 

თებთ მ. ვერდეს მნიშვნელოვან სტატიას (1401. 

§ 75. სამი თავისუფალი ნაწილაკის ამოცანა. კინემატიკპა 

სანამ სამ ურთიერთქმედ ნაწილაკს შევისწავლიდეთ, მნიშენელოვანია სამი- 

თავისუფალი ნაწილაკისაგან შედგენილი სისტემის განხილვა. 

ვთქვათ, გვაქვს სამი ნაწილაკი მასებით: »),, 1, და »Iვ, რომლებიც ერთმა- 

ნეთზე არ მოქმედებენ. ცხადია, ეს ამოცანა ფორმალურია, მაგრამ მას კინემატიკურ 
თანაფარდობათა დადგენის მიზნით მეტად დიდი მნიშვნელობა აქვს, რამდენადაც. 

ეს თანაფარდობანი ძალაში დარჩება ურთიერთქმედების ჩართვის შემთხვევაშიც; 
ვთქვათ, ამ ნაწილაკების რადიუსვექტორებია: L,, L- და კ ათვლილი რაიმე უძრავი 

სისტემის სათავიდან. ასეთი სამი ნაწილაკის ჰამილტონიანი დაემთხვევა კინეტიკური: 

ენერგიის ოპერატორს 
» 2 

ჰალ ––-ბ-–- –“ბა–– –“ ბ, (75,1). 

სადაც #,-წარმოადგენს ლაპლასიანს L,-ვექტორის კოორდინატების მიმართ. შრე– 
დინგერის განტოლებას სტაციონარულ შემთხვევაში ექნება შემდეგი სახე: 

M VI, L., Lვ) = 1XVVC,, Lე, Lე). (75,2): 

რადგან ნაწილაკები ერთმანეთზე არ მოქმედებენ, ამიტომ ამ განტოლების ამონა– 

ხსნი განისაზღვრება ნამრავლით 

VI. #,, წვ) =6C,(L)) ს;(6,) 'ხე(Lა), (75,3) 

სადაც თითოეული სV(LI) ფუნქცია წარმოადგენს ჯ-ური ნაწილაკის თავისუფალი: 
მოძრაობის შესაბამის ბრტყელ ტალღას განსაზღვრული იმპულსით, ასე რომ სამი. 

თავისუფალი არაიგივური ნაწილაკის ტალღური ფუნქცია, განსახღვრული იმპულ– 
სით, იქნება 

_9/ (რ -+-MX--LMვიე) 
154 

ს, LL, (+, წა, წვ)==(2X) ი, 2---+-Mვნე 
ტ5,4) 
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#,-წარმოადტენს ჯ1-ური ნაწილაკის იმპულსს 1, ნორმირება კი მოხდენილია დირა-. 

კის ღელტა ფუნქციაზე იმპულსების სკალიდან. სისტემის ეწერგია ტოლი იქნება 
ML MM: , _M “ვ ბ. · 
2, 2უაგ 2713 

სამი სხეულის ამოცანაში ხშირად ხელსაყრელია სხვა კოორდინატებზე გადა– 

სვლა. ამასთან, აუცილებელია ისეთი კოორდინატების შემოღება, რომელთა სა მჟა– 

ლებით შესაძლებელი იქნება სიმძიმის ცენტრის გამოყოფა. ამ თვალსაზრისით ყვე- 

ლაზე ხელსაყრელია იაკობის კოორდინატებით სარგებლობა. ამასთან, ახალ კოორ– 
დინატებზე გადასვლისას სათანადო იმპულსების საპოვნელად მნიშვნელოვანია გვახ– 
სოვდეს, რომ ბრტყელი ტალღის ფახა 

0=VM, ს + ნე-+M%Mვე, (75,6). 

რომელიც სკალარული სიდიდეა, ინვარიანტული უნდა დარჩეს. 

თუ რომელიმე ორი ნაწილაკის სიმძიმის ცენტრის რადღიუსვექტორს აღენიშ- 

ნავთ Mეაგ-თი, 

I ==   (75,5)· 

ჩ.გ= მთ IC -L 9116 ”6. , (თ, 3=1, 2, 3) (75,7). 
”თჩ 

სადაც შემდგომში #X>თგ თი ყველგან აღვნიშნავთ შემდეგ ჯამს: 

”ით88=9თ+-M (თ, 8=1, 2, 3). (75,8) 

მაშინ იაკობის კოორდინატები შემდეგნაირად განისაზღვრება (7): 

"თჩ =I – 

0,= წაგ–L,, (75,9)' 

==! C), ,-L II წა -L ხვ 1ვ), 
M# 

სადაც თ 5” 8 55 + ინდექსები იცვლება 1-დან 3-მდე, ხოლო 7/ =/I-L ML +-MIვ სის. 
ტემის მასაა. 

როგორც ვხედავთ, გვაქვს იაკობის 

კოორდინატების სამი შესაძლო ვარიანტი: 

და, 0 ს) (წე, 0,, ს), 

(რვ), 0,, IM). (75,190) 
ამ კოორდინატების გეომეტრიული შინა- 

არსი ნათელია. I წარმოადგენს სამი ნა– 

წილაკის სიმძიმის ცენტრის რადიუსვექ- 

ტორს, „გ არის თ და 8 ნაწილაკის ფარ- 

დობითი რადიუსვექტორი, ხოლო – 0, 
წარმოადგენს მესამე ნაწილაკის რადიუს- 

ვექტორს, გავლებულს თ და 8 ნაწილაკე- 
ბის სიმძიმის ცენტრიდან. 

L, ლ, „ვ ვექტორებს ადვილად გამოვხატავთ იაკობის კოორდინატების სა– 

შუალებით. ამისათვის გავითვალისწინოთ, რომ საქიროა (75,9) განვიხილოთ, რო- 

  .L შევნიშნოთ, რომ ქვემოთ ვისარგებლებთ იმპულსებით და არა ტალღური მვექტორებით. 
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გოოც სამუცნობიან განტოლებათა სისტემა .I,, წ, და წვ ვექტორების მიმართ. .ამას- 
„თან, ამ სისტემის დეტერმინანტი ერთის ტოლია, 

ადვილად ვიპოვით, რომ სამართლიანია შემდეგი ფორმულები: 

თI2 6 715 “ხე თ): ხანა 238 იაფ - შთ ი, = 5 + 890, 
' მ) კ2 ' # ' 2ბ)ვ მო 1? 

1, ს ხე 9ზე , 7, თ.ე 
Iჰე---წ= 1. 4 –“0= –“– „V –-–“ნ,ლ––მიმე, (75,11) 

: მი რ) უე მევ ი9I »#'' X» 

” ი “ი მ 1) 

(I-ს = -- 170: = 5 რე+ 40, = –4 + –20,. : V# 1 ორას სიოს თ 
გარდა ამისა, ცხადია, რომ 

(წ, 0Iე ძ;ვ= 0 იIაგ ძი„- (75,11”) 

თუ (75,111) ფორზულებიდან L,, ჯე: და წე მნიშვნელობებს შევიტანთ (75,6) 

გამოსახულებაში, მივიღებთ 

0=V,:M,ე+- 0ე წე-L MX = წევ Mეე + 0, ი, + IMX = %ვ, Mვე+0:0:+ MM,  (75,12) 

სადაც იაკობის ვექტორების შესაბამისი იმპულსების როლს ასრულებენ შემდეგი 

სიდიდეები: 
გ Mი-–- I, Mგ M.გ= 052 %X%, 

7იზ 

ი. = -9X(Mი +-M,) –- გ (75,13) 
ე 

M=VM,-+M.+ ე. 
ამ შემთხვევაში თ > 8 =-+/ ინდექსები იღებენ 1, 2, 3 მნიშვნელობებს, როგორც 

ვხედავთ, იმპულსებისთვისაც გვექნება სამი შესაძლო ვარიანტი: 

(L,,, ნკ, M), (M:ე, ჩ,, M), (Mევ,, ი., M)- (75,14) 

ამასთან, Mგ-ფარდობითი იმპულსია თ დღა 8 ნაწილაკისა, ი,-კი მესამე ნაწილაკის 
იმპულსია წინა ორის სიმძიმის ცენტრის მიმართ; M -- სისტემის იმპულსია, ე. ი. 

წარმოადგენს ინერციის ცენტრის იმპულსს. საინტერესოა იაკობის იმპულსების 

დაკავშირება ნაწილაკთა I, M,, ვ იმპულსებთან. ადვილად ვაჩვენებთ, რომ გვაქვს 
შემდეგი მნიშვნელოვანი ფორმულები: 

== 

ჰI ა 
ჩე+VM, 2=–-0,= -L 9 ი, Mვ,, 

ე 

> M=-2 მა–M,,= + ჩე) -+M:ა= –ი;, (75,15) 
წხ V82ვ 

რ–77 M=-–- იკ==3 ჩა-Mა=-% ი. +. 

თბევ თშ 
„ასევე ნათელია, რომ 

ძM, ძMე CMვ= ძM. ძMაგ ძი... (75,151) 
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ახლა გაზოვხატოთ სისტემის კინეტიკური ენეოგიის ოპერატორი იაკობის კოორღი- 
ნატებში, ადვილად ვიპოვით, რომ V ,/ოპერატორს ახალ კოორდინატებში აქვს სახე: 

I-ი ა 
= Vი. + # წი, ”ი ' X,=V +2:+Vი, 90%, ა=-V,,+ 

7. 4 თ! 

Vე=-–Xი, +1V (75,16) 

სადაც V,,, Vივ, V გრადიენტებია სათანადოდ L,,, იკ და IL რადიუსვექტორების 
შესაბამისი კოორდინატების მიმართ. ანალოგიურად ვიპოვით გრადიენტებს ორი 

დანარჩენი შესაძლო იაკობის კოორდინატებისთვისაც. 
შევიტანოთ (75,16) ოპერატორები კინეტიკური ენერგიის ოპერატორის (75,1) 

გაზოსახულებაში. მარტივი გარდაქმნების შედეგად მივიღებთ 

' IL ჩხ? ხს? იხ? ხ?: ხ? 

- ბკღ– ბდც–>- ბდ=-–ელ ბეე ბი, ლუპი 
2სე “ 2ე ტე 2V 2ჰ0ევ. “ 2, 2 

ხ?: ხ? M? 

აღ ა, -– ბი –– –––ბ/, 75,1 
2)ე, (6)! 2ს, ჩ, 2) ჯ ( 7” 

სადაც 101ფ ი?გ“ ))1ე 77-თCჩ 2>C2" ს, =-- 2”. L»გ= (თ, ს, Vჯ=1, 2, წ) (75,18) 
9 IVჩ #I 

არმო ნ; აყვანილ მასებს შესაბამისად ორი და სამი ნაწილაკისა. ადგე დაყვახილ ძასე ე დ დ ილაკ 
სრულიად ანალოგიურად, თუ გამოვიყენებთ (75,15) ფორმულებს და კინე– 

ტიკური ენერგიის ოპერატორის გამოსატულებას იმპულსურ წარმოდგენაში–- 

  

# =-4M0 0 #6 ე ML, (75,19) 
2ი, 2Mე 2/Mვ 

ადვილად მივიღებთ 

თ-ს ჩე რ წ ი” MI "ი + M (75,20) 

2სც 2ხე 2M 2ხა 290, 2: მა, | 2% 2M. 

იმპულსთა სივრცეში თავისუფალი მოძრაობის კეტ-ვექტოოები იქნება: | #,., იკ, %2, 

IMვ., –ჩ, #) და | Mეც ნ., #). ამასთან, (ცხადია, შესრულებული იქნება ტოლობა 

| Mყ2, ნე, #) = | Mსვ. 0), MX) =| სე,, 92, MX), (75,21) 

რომელშიც უნდა გავიგოთ შემდეგი: როცა ერთ კეტ-ვექტორს ვცვლით მეორით, 

მაშინ მეორე ვექტორის ცვლადები სავიროა პირველი ვექტორის ცვლადებით გამო- 

იხატოს ცვლადებს შორის ზევით მიღებული კავშირის საშუალებით. 

ბრტყელი ტალღა განსაზღვოული იქნება გამოსახულებით 

(ია, 0., წ) საგ, ია, M) =(22) –'/-6ჯი (+ (საგ ნიგ- 0,0, + MM) .  (75,22) 

ორთო-ნორმირების პირობა ჩაიწერება შემდეგნაირად: 

(M»გ, ჩ., # I MCი, ი, IC”) ==9 (MCგ––M6გ) 9(0„-–ი/) 2(«-–IL”). (75,23) 
ინერციის ცენტრის სისტემაში #=0 (შესაბამისად I =0) და (75,21) ვექტორების 

ნაცვლად გვექნება 
| Mი, ჩვ) = | Mევ, ჩ,) =| Mვ,, ჩა), (75,24) 
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სადაც Mეაგ, ნ, იმპულსები შემდეგი ფორმულებით განისაზღვრება: 

--თ1ი # L =7#ზ თ თ #8 

9ჩ ”·თ8გ (75,25)· 
0,=–M, (55 2595-7=1,2, 3) 

ამასთან _ 

M,--M.-C Mა= ––-(0, + 9, + ია) =0. (75,26) 

ბრტყელი ტალღა ინერციის ცენტრის მიმართ განისაზღვრება ფორმულით 

( 
–(თ>ჩ Iთგ-+0ა 0»), 

(ლ 0» I Mიგ, ი =(2ჯჩ) “2 კი (75,27» 

რომელიც ნორმირებულია პირობით 

(Mიგ, ნ, 1 M6გ, 0+) = 6 (Mიგ-–M6გ) 9%(–--– ი; ). (75,28) 

შევნიშნოთ, რომ იაკობის კოორდინატების ერთი წყება შეიძლება მარტივად 
დავაკავშიროთ მეორესთან ინერციის ცენტრის სისტემაში. ხელსაყრელია ეს კავშირი-. 

დავამყაროთ მატრიცული სახით. შემოვიღოთ სამი მატრიცა: 

9#ვ 1 II) 1 

თე თზე 
= ,ც #= , 

თა. მ ე) ხე 3L IV 

«Lე ქვ 2 მვ მივ თვ 

1). 1 

თ. = I · (75,29)- 
” უჰ 93 

თეი შვ წVყე 

ამ მატრიცების დეტერმინანტები ერთის ტოლია, ხოლო "შებრუნებულ მატრიცებს.. 

ექნებათ სახე: 

/ _ M, 1 / _ ხ 1 

4-1 = VI ,„ 81= თაივ , 

შქესს.“ _ თეIIL  _ 2, 

თხე2 ივ 75ე 7Mხჯვ 77ივ თხვე 

2Mვ 1 

ც1-) ”) ; (75,30) 
_ ს _ #M 

მე ყვ ”ბ2 

თუ ვისარგებლებთ (75,11) ფორმულებით, ადვილად ვიპოვით 

(I) =/# (=)= C-) (>) · (75,231) , 

ჩე ი, 0,



თუ გავითვ.ლისწინებთ, რომ „8=:,(1(I-1 და, მაშასადამე, ს '1=(ქ, მაშინ 

(75,31) ფორმულიდან ადვილად ვიპოვით შემდეგ დამოკიდებულებებსაც: 

ა 
ფი იუი თა 

სრულიად ანალოგიურად დავამყარებთ კავშირს იაკობის კოორდინატების შესაბა- 

მის იმპულსებს შორისაც; სახელდობრ, (75,15) ფორმულების გამოყენებით მიეი– 
ღებთ: 

ა. ჩა ნ, ი; 

სადაც ტილდა აღნიშნავს ტრანსპონირებულ მატრიცას, რადგან 4C= 8“! და 

8=C0-.:2-), ამიტომ (75,34)-დან ადვილად ვიპოვით შემდეგ ფორმულებსაც: 

(L -)= 2(L)= #"(M) (75,35) 

(CL) წ (ე) 7: თამ 
იაკობის M-გ, ნ, ცვლადების მაგიერ ზოგჯერ ხელსაყრელია ი,, წა, ივ იმპუ- 

ლსების რომელიმე წყვილის აღება. მაგალითად, (M,ე, 9,) (ცვლადების ნაცვლად შე- 
გვიძლია ავარჩიოთ ი, და ი; წყვილი. ადვილად ვიპოვით „გ, ნ, (ქვლადებიდან 
ჩი, ჩ, ცვლადებზე გადასვლის ფორმულებს, რომელთაც აქვთ სახე: 

და 

M:ვ = ლრლლრა:ა ჩ,= =ი” + - > ის 
7I5ვ 7M2ვ 

Mე, =-ყვ-- 3 მე:=V,+ ML ?;, (75,37) 
VI2L 7213 

ებ, მ 
M,=–-ნ0,--–-“- წვ=0:+ 

2 2 

თ,, ჩი, ჩე ვექტორების რომელიმე წყვილიდან სხვა რომელიმე ვექტორზე გა– 
დასვლა ხორციელდება (75,26) ფორმულით. აბსტრაქციული სივრცის ბაზისურ 
ვეჭტორებს ამ ცვლადებში ექნებათ სახე 

  ხვ. 

|ი, ი.) = | ი,, ნვ) = | ჩა, ი,)· (75,38) 

(75,6) და (75,26) პირობის გამოყენებით ადვილად ვიპოვით, რომ 

0=ს,LMვ,-– წანა = წე ,--მანვ,= შესვი, I, (75,39) 
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სადაც 

და 

>... (75,40) 

L,2+წვ-Lწე,=0. (75,41) 

კინეტიკური ენერგიის ოპერატორს (ი, #, ჩუ) ცვლადებში, (75,27) და 
(75,34) ფორმულების თანახმად, ექნება გამოხატულება 

IM#ა= MI დიიი 0X. _ _M (იანა) + _0ა _ _M. _ (ი, ია) ში) _09. + (75,42) 

2სე. Mე 2ჰე 2; 11 2M/3 20 91 2Mე 

სადაც ს»იგ-დაყვანილი მასაა. 
როგორც ვხედავთ, ინერციის 

ცენტრის სისტემაში სამი ნაწილაკის 
მდებარეობა შეგვიძლია დავახასია– 

თოთ ორი ვექტორით (ე. ი. ექვსი 
დეკარტის კოორდინატით). თუ რო- 
მელ ორ ვექტორს ავირჩევთ ზე- 
მოთ შემოღებული ვექტორებიდან, 

ეს დამოკიდებულია ამოცანის კონკ- 

რეტულ ხასიათზე. 

როცა ნაწილაკები იგივურია, 
ე. ი. როცა »L, = #1, = #1ე ==, მა 

ჩვენ მიერ მიღებული კინემატიკური 
ფორმულები საგრძნობლად გამარ- 

ტივდება. ამ შემთხვევაში თ1,გ = 261, 

Mიგ = 2, ხოლო ML, = 2ი/3. 
იგივური ნაწილაკებისათვის (ინერციის ცენტრის სისტემაში; (75,33) ფორმულები 

მოგვცემენ 

  

ნახ. 12 

Mაე= 9 > M%  ი=-%, (75,43)   

ხოლო კინეტიკური ენერგია მიიღებს შემდეგ სახეს: 

XIი(ს-გ, ნ,)= (28. L 302 , (75.44) 
წ” 4X#· 

ჩვენ მიერ ზემოთ განხილული იაკობის კოორდინატების ნაცვლად იხილავენ 
მათ პროპორციულ სიდიდეებსაც. ასე მაგალითად, შემოჰყავთ შემდეგი ვექტო- 
რები (93): 

__ Mვ Mე –– 92 Mვ _ 10 (M-LMე) –– 2I23M, _ M#M.-+M:-+Mვ . = , , 75,45) 
(2»), ე Mუ)/.– (2ჯL, თ1ივ / ) /? (2M)"/: ( 

' 

ცხადია, მათი შინაარსი იაკობის იმპულსების ”'შინაარსისაგან არ განსხვავდება. სახელ– 
დობრ, იჩ, არის მეორე და მესამე ნაწილაკების ფარდობითი იმპულსი, 0, წარმოადგენს 

პირეელი ნაწილაკის იმპულსს მეორე და მესამეს ინერციის ცენტრის მიმართ, ჩ კი სის- 
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ტემის სრული იმპულსია, ასეთი იმპულსების შემოღება ხელსაყრელია იმღენად, რამ– 

დენადაც კინეტიკური ენერგიის გამოხატულებაში მასები აღარ შევლენ, მართლაც, 

გვექნება 
IC), 4,, სX)=ნ;+01+L". (75,46) 

მდგომარეობის ნორმირებული კეტ-ვექტორი იქნება | ი ძე ჩ). ინერციის ცენტრის 

სისტემაში M=0, ამიტომ დაგვრჩება (#9), 0,)) წყვილი და შესაბამისად მდგომარეო- 

ბის ვექტორი Iჩა ძა. ცხადია, გვექნება ცვლადთა შესაძლო (ი, ძე) ღა (ჩე, ძე) 

წყვილებიც; ამასთან, 
|, 9,) =: | ნა, 9») = | ჩე, ძე) (75,47) 

(75,47) ტოლობა ისევე უნდა გავიგოთ, როგორც ეს მივუთითეთ (75,29) ტოლო- 

ბის განხილვის დროს. 

კინეტიკურ ენერგიას C0-სისტემაში ექნება სახე 

I/ი=01+01=M:+0ძ:=01+01. (75,48) 
ადვილად დავამყარებთ კავშირს სხვადასხვა წყვილებს შორის. გვექნება 

))ბ, ში. IL ” შე / V/ 
ნა=–-| 1“) ი (ო 9, 

20ბჯუ 1ივ 915 1I'-ვ 

წ 1/, "ა თ, = –( ვ 1/ ) ს” -( მ), მმ?» ) ი. (75,49 

მწე მ7ბივ თევ 2ავ 

პხევე ი, მე X /? 0 711 VI? აღას“ .- 
მევ მეე 2)ს,ე მავ 

72X=LMV- 42ზ1 113 '/ ძ.= –(- + ) ძვ-- (07%) ძე. (75,50) 
მა წევ მკვ შეე 

“მესაძლებელია ჩ6,-ცვლადები გამოვხატოთ 0,-ცვლადების საშუალებითაც. ასე 

მაგალითად, , , 
_ (ს MX) · ( მმბივ )1ვ ) ., 

თ (2 >» “ _ 13 IM/ · 

9)ბევ 9ბჯე "V '%I, სი V: 
ნა = (59%) ძ,+ (27 ძ;- (75,51) 

ე M 23 M 

ადვილად შევამოწმებთ, რომ იაკობის ჩა, ძ, იმპულსების გამოხატეა სხვა 
შესაძლო. წ-, ძვ იმპულსებით განხორციელებულია ფორმულებით 

მა==–-რ6»8გ ნგ–ბიგ 9, (75,52) 

ძ-თ=ხიჩ ჩგ--ი«ი»გ 98 

სადაც იგ და ს„გ კოეფიციენტები განისაზღვრება მასების საშუალებით 

თი 28 / თ -_ 
2)0უ ჩა» (75,53) 

4 1/. თ.ა -( 7» I ) ლლ 

9თჯ 9ზ8ჯ



ამასთან 

#Mიგ==(1--თ8გ)'/?. (75,54) 

ამ ფოომულებში ყველა შესაძლო კაეშირები მიიღება თ, ნ, ჯ=1, 2, 3 ციკლური 

გადასმით. 

ამ პარაგრაფი მიღებულ ფორმულებს გამოვიყენებთ სამი სხეულისაგან შე- 

დგენილი სისტემის მოძრაობის განტოლების გამოყვანისას. 

სამი ნაწილაკის ამოცანაში ხშირად ხელსაყრელია სხვა ტიპის კოორდინატე- 

ბის შემოღებაც. სახელდობრ, შეგვიძლია ავიღოთ სამი სიგრძე! ჯე, #'ეუ, », და სა- 
მი ეილერის კუთხე, რომლებიც ახასიათებენ სამი ნაწილაკის ურთიერთფარდობი- 

თი რადიუსვექტორებით შედგენილი სამკუთხედის ორიენტაციას სივრცეში. იმპუ- 
ა 

ლსურ წარმოდგენაში კი შეგვიძლია შემოვიღოთ ეილერის სამი კუთხე და ა,==- 

MI M | 
თე=-–-“-, რე = –3%. –- სამი კოორდინატ! 

299 2V/!ე 

აღსანიშნავია, რომ კოორდინატების შერჩევის საკითხი მჭიდროდაა დაკავში- 
რებული მომენტთა შეკრების წესთან. მაგალითად, როცა სამი უსპინო ნაწილაკის 

საჯამო მომენტი L=1,,-LIვ, სადაც I, პირველი და მეორე ნაწილაკის ფარდობი- 
თი მომენტია, ხოლო 1ე წარმოადგენს მესამე ნაწილაკის ფარდობით მომენტს პირ- 

ეელი ორის ინერციის ცენტრის მიმართ, მაშინ ხელსაყრელია იაკობის V,,, წვ კო- 

ორდინატების შემოღება. მაგრამ, როცა სრული მომენტი L=I1,--1:-+1ე, სადაც 1; 
წარმოადგენს ჯ-უორი ნაწილაკის მომენტს, მაშინ ხელსაყრელია M,, Mა, ხე კოორ- 

დინატებით სარგებლობა და ა, შ. 

§ 70. სამი ნაწილაკის სისტემის იმაულსის მომენტი 

განვიხილოთ სამი უსპინო ნაწილაკი. ასეთი სისტემის სრული ორბიტალური 

მომენტი რაიმე უძრავი წერტილის მიმართ ტოლი ივნება ცალკეული. ნაწილაკის 

იმპულსის მომენტების ჯამისა, ე. ი. 

.)=I+I+1. (76,1) 

შემდგომში, რამდენადაც სამი სხეულის ამოცანას შევისწავლით ფარდობით 
კოოოდინატებში, ხელსაყრელი ივგნება სრული მომენტის წარმოდგენა შემდეგი 

ჯამის სახითაც: 
I=1+L, (76,2) 

სადაც | წარმოადგენს ორი ნაწილაკის ფარდობითი მოძრაობის მომენტს, L კი 
მესამე ნაწიღ აკის მომენტია წინა ორის სიმძიმის ცენტრის მიმართ. ცხადია, სრული 
მომენტის ამგვარი სახით წარმოდგენა მნიშვნელოვანია იაკობის კოორდინატებით სარ- 
გებლობის დროს. მომენტთა შეკრების წესის მიხედვით გვექნება |1–-– I =<1-+7,- 

დავწეროთ ტალღური ფუნქცია, რომელიც საერთო საკუთარი ფუნქცია 

იქნება 1,7, ოპერატორებისა. რადგან (0, ს) და (L". L.) ოპერატორების სა– 
კუთარი ფუნქციებია XI, (9 და 1», (7) შესაბამისად, ამიტომ (4,2) ფორმუ- 
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“ლის თანახმად, 3?, I. ოპერატორების საერთო საკუთარი ფუნქციისათვის შეგვი- 

-ძლია დავწეროთ 
% – – +L – + 

49%“ I)= ზ3, %) (LნV, II MX, (09 »,(ს, (76,3) 
„, თო-! თ,5ო-L 

სადაც (LLV,თ, |, /X ვექტორული შეკრების კოეფიციენტია, ხოლო # და / 
იაკობის ერთეულოვანი ვექტორებია. ამ გამოსახულებაში I, + I, = M, ამიტომ 

ფაქტიურად ერთმაგი ჯამი აიღება. (76,3) ტოლობით განსაზღვრული ფუნქცია 

„ერთდროულად აკმაყოფილებს ორ განტოლებას: 

ჰ9/7 /M=ი?/() -L 1)4//M (76,4) 

ჰყ, 9//V =ს1/ 3//V, (76,5) 

"სადაც #-სრული მომენტის კვანტური რიცხვია. :9/," ფუნქციები ორთო-ნორმი- 

რებული ფუნქციებია. მართლაც, თუ გავიხსენებთ კლებშ-ჟორდანის კოეფიციენტე- 
ბის ორთო-ნორმირების (4,6) პირობას, მარტივად დავამტკიცებთ,“ რომ 

I შ/, M“"(L, 1)8/I“ (ჩ ,») ძი.ძი- =5,,,6 ა (76,6) 

ან, თუ დირაკის აბსტრაქციულ სივრცეში შემოვიღებთ სკალარულ ნამრავლს, 

გვექნება 
(4I'' |9/ჯ“ა =2),კზ»V.M, (76,7) 

ამასთან კეტ-ვექტორი | 97) = |1/ MX განისაზღვრება შემდეგნაირად: 

|8ე7) = 2, (1, თს, |.7 M) | ს»,) |სM,), '(76,8) 
/L 

“სადაც. (#IVM,) = XI»,(#), ხოლო (»I /IIX=Xჯ»,(»ჯ) და 

(ს »ILL) I/) =94/" (# #)- (76,9) 

“ახლა გავიხსენოთ, რომ X,», (–#)=( – 1)'», (0), მაშინ (76,3) განმარტები- 

დან ნათელია, რომ ადგილი ექნება შემდეგ ფორმულებს: 

9/,/M(–#, 7)=(–1)! 9/74(L, »), (6,10) 

8//MI,-–- ა=(-–1)5 8ეI“ C, ჯ), (76,11) 

(0,7 მ (–სხ--ა)=–(--1)!'- 9//MCL ჯ), (6,12) 

“მის გამო, რომ «7/" ორთო-ნორმირებული ფუნქციებია, ნებისმიერი ფუნქცია 

შეგვიძლია გავშალოთ ამ ფუნქციების მწკრივად, ამიტომ (76,3) ფუნქციები დიდ 
დახმარებას გაგვიწევენ სამი სხეულის ტალღური ფუნქციიდან მომენტებზე ღამო- 
„კიდებული ნაწილის გამოყოფაში. 
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დაბოლოს შევნიშნოთ, რომ ადგილი აქვს შემდეგ ფორმულასაც: 

– _ |+L ა. – 

X,, (ს)XIთ,(»)= 2? წ (IM, | # MI ) 2,7“ (#, ჯ), (76,13)- 
ჰ-/I-LI M--/ 

რომელიც მიიღება (76,3) ფორმულიდან კლებშ-ჟორდანის კოეფიციენტების ორთო- 
ნორმირების პირობის გამოყენებით, 

§ 77. სამი ნაწილაკის სისტემის პოტენციალური ენერბია 

განვიხილოთ სამი ნაწილაკისაგან შედგენილი სისტემა »!,, I, MI მასებით. 
ასეთ კვანტურ სისტემაში შეიძლება სხვადასხვა ხასიათისა და ტიპის ძალები მოქ– 
მედებდნენ. სამი სხეულის შემთხვევაში, ნაწილაკებს შორის წყვილური ურთიერთ- 

ქმედეზის გარდა, შესაძლებელია სამნაწილაკობრივი ძალებიც მოქმედებდეს. 

როცა ამბობენ, ნაწილაკებს შორის წყვილური ძალები მოქმედებსო, გული- 
სხმობენ, რომ პოტენციალური ენერგია დამოკიდებულია მხოლოდ ორ ნაწილაკს. 

შორის არსებულ მანძილზე; ასე მაგალითად, სამ სხეულში ჩვენ გვექნება შემდე– 

გი პოტენციალური ენერგია: 

#7 =%|%VI5) + ხავ(ევ) -- 7ვ((ვ)), (77,1)· 

რომელიც მოკლედ ასეც შეგვიძლია ჩავწეროთ: 

ვ 
M#/= ?, ზ,)(,,კ)- (77,2). 

>; 

ამ გამოსახულებაში I,,=;წ,-–+“, ფარდობითი რადიუსვექტორია. როცა ყოველ: 

წყვილს შორის ერთნაირი ძალები მოქმედებს, მაშინ 

ვ 
X = ბ) თC"). (77,3) 

>; 

გარდა ამისა, თუ წყვილური ურთიერთქმედება ცენტრალურია, მაშინ 

ვ 
MM = 2, 9VXII,,I„ (77,4) 

>): 

ე, ი. პოტენციალური ენერგია მხოლოდ ფარდობითი რადიუსვექტორების სიდიდე- 
ზეა დამოკიდებული: 

სამი სხეულის ამოცანის განხილვის დროს, წერის გამარტივების მიზნით, ორი. 
ინდექსის ნაცვლად, (77,2) ჯამში ხშირად ხელსაყრელია ერთი ფორმალური ინდე– 

ქსის გამოყენება 

ნ) 

7 = “V' სა(ა), (77,5), 
«თ 
თ=1 

სადაც თ=1, 2, 3-ში იგულისხმება (3,2), (3,1) და (1,2) წყვილური ინდექსები:. 

544



სამნაწილაკობრივი ძალების არსი იმაში მდგომარეობს, რომ სოველი ორი 

ნაწილაკის ურთიერთქმედებისას მნიშვნელოვანია მესამე ნაწილაკის „ურთიერთვმე- 
დებაც, ამიტომ სათანადო პოტენციალური ენერგია“ შემდეგი სახით“ უნდა ჩაიწეროს; 

V= ICI, აე) + VI(Iე, #ე,) + VI(წეც სა). (77,6) 

ამასთან„ ვიგულისხმებთ, რომ ყველა შესაძლო სამნაწილაკობრივი ურთიერთვმე- 

დება ერთმანეთის ტოლია და ცალკეულ C-ფუნქციას ინდექსი აღარ მივუწერეთ. 
საერთო ურთიერთქმედება კი იქნება ჯამი ორ და სამნაწილაკობრივი ურთიერთ- 

ქმედებებისა. 

(ირნაწილაკობრივი ურთიერთქმედება სამი ნაწილაკის სისტემაში შეიძლება 

გრაფიკულადაც გამოვხატოთ, თუ ვიგულისხმებთ, რომ ჰორიზონტალური ხაზები 

შეესაბამება ნაწილაკთა თავისუფალ მოძრაობას, ხოლო ამ ხაზების შეერთება ნიშ- 

ნავს ურთიერთქმედებას: 

· 1...” 
ნახ, 13. 

(77,7)- 
    

-
 

(9
2 

6
3
 

+
 

9
 

ამ გრაფიკიდან ნათლად ჩანს, რომ თითოეულ აკტში ურთიერთქმედებას განიცდის. 

მხოლოდ ორი ნაწილაკი, მესამე კი თავისუფალია. ასეთ შემთხვევაში ამბობენ, რომ 

ჩვენ საქმე გვაქვს დაუკავშირებელ დიაგრამებთან. 

როცა სამი სხეულის სისტემაში მოქმედებენ სამნაწილაკობრივი ძალები, მა-- 

შინ ურთიერთქმედებაში ერთდროულად ჩაბმულია სამი ნაწილაკი. ან გრაფი- 

კულად 

8 -–« 

–– (7,8). 

  1 ---ა--– 

ნა.ხ 14. 

შემდგომში არ განვიხილავთ სამნაწილაკობრივ ძალებს, რამდენადაც მათი შემოღე- 

ბის აუცილებლობის საკითხი ჯერ კიდევ გარკვეული არ არის |86). ასე რომ მო-. 

მავალში, როცა სამი სხეულის ამოცანაზე გვექნება საუბარი, ვიგულისხმებთ, რომ 

მასში მოქმედებენ მხოლოდ და მხოლოდ ორნაწილაკობრივი ძალები, და ურთი- 

ერთქმედების (77,1) სახე აქვს. 

ის გარემოება, რომ სამი სხეულის ამოცანაში პოტენციალერი ენერგია და- 

მოკიდებულია სამ ფარდობით რადიუსვექტოოზე, აპირობებს კინემატიკურ სიძნე- 

ლეებს, რომლებიც დამახასიათებელია სამი ნაწილაკის ამოცანისათვის. სამი სხეუ- 

ლის პრობლემის ზუსტად ამოუხსნადობის ერთ-ერთი მიზეზი სწორედ ამაშიც. 

უნდა+«ვეძებოთ.>-- 
ინერციის ცენტრის სისტემაში სამი სხეულის მოძოაობა განისაზღვრება ორი: 

რადიუსვექტორით, მაგალითად, იაკობის ორი ვექტორით L,.გ და 0,. სამი ნაწი– 
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“ლაკის სისტემის ტალღური ფუნქციაც, ცხადია, ამ ორ ვექტორზე იქნება დამო- 
კიდებული. ვთქვათ, ჩვენ ავირჩიეთ L|,,, 0ვ ვექტორები, მაშინ დს =VVXL,ე, ივ). მრე– 

დინგერის განტოლებაში ყველა ცვლადი ამ ვექტორებით უნდა გამოვხატოთ. 
§ 75-ში მიღებული ფორმულების თანახმად ცენტრალური “ურთიერთქმედების 

შემთხვევაში, პოტენციალური ენერგიისათვის მივიღებთ 

) + თა( Iთ + ი. “+ ) (77,9) 
92 

გამოსახულებას. აქედან კი ჩანს, რომ პოტენციალურ ენერგიაში, L|,.- და 0ე-სიდი- 
დეების გარდა, შემოდის კუთხეები L,, და 0ე ვექტორებს შორის. ზოგად შემთხვევაში 

ეს გარემოება სამი სხეულის ამოცანაში ცვლადთა განცალების საშუალებას არ 

იძლევა. 
აღნიშნული სიძნელეების მიუხედავად, ამ ბოლო დროს კვანტურ მექანიკაში 

დამუშავდა მეთოდები, რომლებიც საკმაოდ მნიშვნელოვან იმფორმაციას გვაძლევს 

სამი სხეულის სისტემაში მიმდინარე ფიზიკური მოვლენების შესახებ (103, 1341. 

  MM) 
ხე “ი ის 0ვ) == Cჯა(/'2) -+- წე 

2     

§ 78. ზობიერთი ოპერატორის მატრიცული ელემენტის 

ბამოსატვა საზნაწილაკობრივი თავისუფალი 

მდგომარეობების მიხედვით 

შემდგომში, როდესაც გამოვიყვანთ სამი ნაწილაკის სისტემის მოძრაობის 

განტოლებებს, ხშირად დაგვჭირდება სხვადასხვა ოპერატორის მატრიცული ელე- 

მენტების გამოთვლა სამნაწილაკობრივი მდგომარეობის ვექტორებით. განსაკუთრე- 

ბით გნიშვნელოვანია ვიცოდეთ თავისუფალი გრინის ფუნქციის, პოტენციალური 

ენერგიის, გაფანტვის მატრიცისა და სხვა მატრიცული ელემენტები. , 

უპირველეს ყოვლისა, ნათელია, რომ სამი ნაწილაკის კინეტიკური ენერგიის 

მატრიცული ელემენტისათვის გვექნება 

(ML 70 I სგ; ნ.., MX) = 1#ი(/C6. 1), 1 )0(%გ–- #Cგ)2(0:--ი,)80%+”--MX), (78,1) 

სადაც 

MV: 1 IC 

I/ირიც 0), #)C2- ი 1 ე). (78,2) იLMთჩ: 1; იო + 2L, 2)/ 

მაზას:დამე, კინეტიკური ენერგია დიაგონალურია სამივე იმპულსის მიმართ. 

სრულიად ანალოგიურად სამნაწილაკობრივი გრინის თავისუფალი (C/(X2)= 

(2-)“1 ფუნქციისათვის გვექნება 

(M2გ, ნ, %II Cი2)1M-ი, ია, I) =%M#გ–– Mთგ)%0; ––ნ.) (#--M) . (78,3) 
2–- ჩწ0(”Cთგ,ნ),M) 

„ცხადია, ინერციის ცენტრის სისტემაში ეს ფორმულა მიიღებს შემდეგ სახეს: 

(MM, 0:169(91M-ი, ი.) > 9%L56 –– Mაგ) X90 ––ი.) (78,4) 
2–--M0(Mიგ, ნ.) 
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სადაც #0(Mთგ. )1;) მიიღება (78,2)-დან M=0 დაშვებით, ე. ი. 

IIე(MIMV8; დ,)== _M56 წ. (2894%5:-9=1, 2,3). (78,5) 
2',ი 2V, 

“იგივური ნაწილაკებისათვის 21, == 78: == )1ე = I, გვექნება 

· 2 3ი1 
Iენჩაგ, 7-)=> 128. 309 (78,6) 

” 4 

„დავუშვათ, რომ მოცემული გვაქვს ორი ნაწილაკის ურთიერთქმედების პოტენცია- 

ლური ენერგია, რომელიც დამოკიდებულია „ცე=%.-”გ რადიუსვექტორზე. ვიპო- 

ქოთ მისი მატრიცული ელემენტი სამნაწილაკობრივი ბრტყელი ტალღების მდგო- 
მარეობით. მატრიცული ელემენტის განმარტებით 

(M6გ, ნ M“ | გ 1 M6გ: ჩკ, M) -= 
'., 'ი LI ! 

“არV%Mთგნიგ+ი0,ჩ,-M ა –- +ი,0.+ +სგ+ MI) 
(»ს)“?| ?Cთ8(0'C)0 ი. 280 რსგიიაის, (78,7) 

"საიდანაც ნათელია, რომ საგ-ს მატრიცული ელემენტი დიაგონალური იქნება ინერ- 
ციის ცენტრისა და დაუკავშირებელი მესამე ნაწილაკის 0, იმპულსის მიმართ: 

'(M08, ჩ» ,M 198 ' M>ი, ი. M) = 2(9. –ი.) 6(M'–-M)(Mი6 | ზშიჩ I M–»გა), (78,8) 

«ნ C'-სისტემაში 

CM686, ნ. I ზთზ | M=ჩ, ნ.) = 0(ჩ,–-ი. 7(M6# |?=8 | Mიჩ): (78,9) 

ეს მატრიცული ელემენტი შეესაბამება თ და 8 ნაწილაკების ურთიერთქმედებას, 

ოოცა მესამე ნაწილაკი თავისუფლად მოძრაობს, ასეთი მდგომარეობა დამახასია– 

თებელია დაუკავშირებელი დიაგრამებისათვის. 

ახლა ვიპოვოთ სამი ნაწილაკის ურთიერთქმედების პოტენციალური ენერგიის 

მატრიცული ელემენტი. გვექნება 

-წ ზ VM' წ”. + XI, წ) ჯ!' 
(Mს M5 M5I# IM, M,, Mე) =(2=ი)-მ/ 0 ტლ „ხლ ძოძოძი. (78;10) 

თუ ამ ფორმულაში X-ს ნაცვლად შევეტანთ (77,1) გამოსახულებას და გავიხსე- 

ნებთ (75,11) ფორმულებს ადვილად ვიპოვით, რომ 

(MI M:, L:1X I M,, M-, Mვ) =6(%”––M) ((M;ვ | ჯვ | Mიგ) 6(ი,––ი,)+ 

(M2ჯ | დე; | ეკ) 0(0:––05)-+ (M;- | დ, | M)27 06(ნე––ჩე)) (78,11) 

როგოოც ვხედავთ, სამი ნაწილაკი“ პოტენციალური ენერგიის მატრიცული ელე- 

მენტი კვლავ დიაგონალურია ინერციის ცენტრის იმპულსის მიმართ, მაგრამ იგი 

აღარ არის დიაგონალური ს,-იმპულსების მიმართ, 

ახლა განვიხილოთ ლიამან- შვინგერის ინტეგრალური განტოლება 7'აგ(2) ორ–- 

ნაწილაკობრივი მატრიცისათვის იმ შემთხვევაში, როცა თავისუფალი გრინის ფუნ- 

ქცია სამნაწილაკობრივია 

”8(-)ლ=%ცგ-+?ი8C70(4)7 Cჩ(#), (78,12) 

ვ“?



სადაც წმინდა ორნაწილაკობრივი შემთხვევისაგან განსხვავებით, (7:X(2), როგორც 

აღვნიშნეთ, სამნაწილაკობრივი თავისუფალი გრინის ფუნქციაა. ასეთ შემთხვევაში 
ამბობენ ხოლმე, -რომ ჟ'ეგ(2) წარმოადგენს· ორნაწილაკობრივი გაფანტვის მატრი- 
ცას სამი ნაწილაკის მდგომარეობათა ჰილბერტის სივრცეში. გაფანტვის ასეთი მატ–- 
რიცებით გამოიხატება სამი ნაწილაკის ამოცანის შესაბამისი მოძრაობის განტოლე– 
ბა, ამიტომ მათი მატრიცული ელემენტების განხილვას დიდი მნიშვნელობა აქეს. 

ავიღოთ #გე(2) ოპერატორის მატრიცული ელემენტები (იგ ჩ, XI ვექტორებით 
და გავიზსენოთ (78,3) და (78,8) ფორმულები; მივიღებთ 

(M6გ, ი, M” | 7Cი(5) | იგ, ი, MX) = 2(M”-–MX) X0:-––ი.,)(M5გ | წგ | იგ) -- 
+თ 

I CM58| ?–ჩ | MC02(M2გ, .» MI 7%ჩ(72) | Mხგ. ჩ., M) ძეც. (73,121) 

მ-IMი(ჩ-8. 2» IL) 

იტერაციით ადვილად ვაჩვენებთ, რომ ადგილი აქვს შემდეგ ფორმულას: 
CM58გ, ჩ., X | 2'=გ(5) | M>გ, ნ. Mა = 5(L”-–M) 0(ჩ,–-?ი,)- 

(X20 IX :-0X- 1) (აი), ტპ,L4) 
2ს: 221 

სადაც #-გ უკვეე წმინდა ორნაწილაკობრივი გაფანტვის მატრიცაა წანაცვლებული 
ენერგიით. C0-სისტემაში იგივე ფორმულა ღებულობს შემდეგ სახეს: 

(%გ, მე | 27(9 I გი, 0) = %(0:–- ი.)(M2ი I/-ი (- ა )! M-გ)-  (78,15) 
, 

მაშასადამე, 7,გ(2)-მატრიცა წარმოადგენს ორნაწილაკობრივი მატრიცის განზოგა- 

დებას იმ თვალსაზრისით, რომ იგი შეიცავს თ-და 8-ნაწილაკების გაფანტვას ჯ-ნა- 

წილაკის არსებობის შემთხვევაში; ამასთან, ჯ-ნაწილაკის მონაწილეობა მატრიცაში. 
გამოიხატება, ერთი მხრივ, დირაკის დელტა ფუნქციით, ხოლო მეორე მხრივ, მატ- 

რიცა სრულ ენერგიაზე კი აღარ არის დამოკიდებული, არამედ მას აკლდება მესამე 

ნაწილაკის 05/2), ფარდობითი კინეტიკური ენერგია. ე. ი. მატრიცა დამოკიდე- 

ბულია სიდიდეზე 

  

«ჯ,ა–ლვ-- 9. (38,16) 
2M» 

ადვილად ვიპოვით თავისუფალი გრინის ფუნქციისა და 2',(2)-მატრიცების გამო- 
ხატულებას (75,45) ფორმულით განმარტებულ ი, ძ ცვლადებშიც. 

თანახმად (75,48) ფორმულისა, აშკარაა, რომ 

(ნი ––ი)(09”–-ი) (ი”, 0” | ღა(2) | ჩ, 0) = - (?8,17) 
. / #–(ი” + 0?) 

ხოლო #I(2)-მატრიცისათვის ასევე მარტივად მივიღებთ 

(ი”, ი” | 7(2) | ი, ძ) = 8(0”––9) (6” | L(2––92) | ნ). (78.18) 
ამ პარაგრაფში .მიღებულ ფორმულებს, ხშირად გამოვიყენებთ სამი სხეულის ამო- 
ცანის განხილვისას. ამავე დროს შემდგომში ორნაწილაკობრივი გაფანტვის მატრი- 

ცას 7%2)-ის ნაცვლად აღვნიშნავთ IL(2)-ით. 
348



§ 79. შრედინბერის ბანტოლება სამი ნაწილაკის 

სისტემისათვის 

'მშრედინგერის განტოლება სამი ნაწილაკის სისტემისათვის, როცა ნაწილაკთა 

შორის ურთიერთქმედებას აქვს წყვილური ხასიათი, დეკარტის კოორდინატებში 

შემდეგი სახით დაიწერება: 
გ 

  

3 

(» (+X +), ,) წრის ”)= V სერენას ის. (79,1) 
<4 2”, ““, 

(1 (>) 

სადაც 
' MM ხ? ი? /I- –+), 13 შა (79,2 

ე  . .. ) 

წარმოადგენს სისტემის კინეტიკური ენერგიის ოპერატორს. # კი სრული ენერ- 

გიაა. ამ განტოლების გადაწერა ადვილად შეიძლება იაკობის კოორდინატებში, 

რისთვისაც ცვლადთა სამი შესაძლო ვარიანტიდან შეგვიძლია ვისარგებლოთ 

ერთ.:ერთით. 

მაგალითად, ავიღოთ Lე, 0,, წ ცელადები. მაშინ (75.17) და (75,9) ფორ- 

მულების თანახმად, მარტივად მივიღებთ 

ს M, 
ა, +-– –– 44 | | VIC-.ე, 0,, IL) => |6+ (> #ე 2 ელლა I 3) (ლე, 0,, IM) 

I» > + ია, 1+ ''ვე(წ2ვ) + Lე, (რ– 29. ი)) L ოა, ჩ, წ). (79,3) 
ევ 

პოტენციალური ენერგია სისტემის სიმძიმის ცენტრის L-ოადიუსვექტორზე არ 

არის დამოკიდებული და ტრანსილაციური ინვარიანტობა ახასიათებს, ამიტომ ად- 

ქილია სიმძიმის ცენტრის მოძრაობის გამოყოფა. მართლაც, თუ ავიღებთ 
( 
წწ 

"ვე, 0, წ)=(2>ჩ)->/2:0 . ტა(ე, 0,), 09.4 
სადაც ჩ-სიმძიმის ცენტრის იმპულსია; მაშინ თ(”.ვ.ი,0) ფუნქციისათვის გვექნება 
შრედინგერის შემდეგი განტოლება: 

9 9 
| + – ა... +-% ბი, | ხი(რე, ია=| ი,+ 28 ჩა) +C.ე(წე) + 

28.“ 2, შევ 

ზე) (ი– 29%, 1 'ი(-ფ, 0,). (79,5) 
VI!ივ 

როგორც ვხედავთ, განტოლება დამოკიდებულია ორ ვექტოოულ სიდიდეზე (ექვს 
კოორდინატზე), ამიტომ, ზოგად შემთხვევაში, ამ განტოლებაში „(ევლადების გან- 

ცალება არ ხდება, 
სხვადასხვა კოორდინატებზე გადასასვლელად ხელსაყრელია შრედინგერის 

განტოლების ჩაწერა დირაკის აბსტრაქტულ. ვექტორულ სივრცეში, გვექნება 
3 

(8–#)149)= 2, ყI)(-,)) |). (79,6) 
:(>| 

8+ს



ამასთან, რადგან პოტენციალური ენერგია ტრანსილაციურად ინვარიანტულია, ამი– 

ტომ (79,6)-ში ვგულისხმობთ, რომ რისტემის სიმძიმის ცენტრი გამორიცხულია. 

ახლა შრედინგერის სამი ნაწილაკის სისტემის განტოლება ჩავწეროთ იმპულ– 
სურ წარმოდგენაში, რამდენაღაც ამ შემთხვევაში შრედინგერის განტოლების ანა– 

ლიზი განსაკუთრებით ხელსაყრელია. ამ მიზნით, (79,6) განტოლება გავამრავლოთ 

სკალარულად (ს. ნ, | ვექტორზე; ამავე დროს, თუ გამოვიყენებთ ერთეულოვანი 
ოპერატორების ჩასმას, გვექნება 

I (1, 0, | 8–I/იIM:ა. ს;ა(X:, ნ; |დ) რM:, #0; = 
3 

(CV, ი) % (ოი | ჯა, 01) (ჯა, ი; | თ) იM;ა იი; (19,#)' 
'>I 

თუ გავიხსენებთ (78,1) და ნორმირების (75,28) ფორმულებს, მარტივად მივიღებთ 

2 1 ' ... |8– (18+1 ) «იი, ჩა= | ICC» ჩი12აIMV + 
2სვ 2, ' 

(M;ა, 6, | შევ | M:ე, 7;) + (ი, 0, | «ეჯ | M:ე, 011) M(M;ე, ი) ძM-ე იძი). (79,8). 
როგორც მოსალოდნელი იყო, იმპულსურ წარმოდგენაში შრედინგერის განტო– 

ლება ინტეგრალური განტოლებაა. (79,8) განტოლებაში MM;ვ, წ,) არის ტალღუ- 
რი ფუნქცია იმპულსურ წარმოდგენაში; შრედინგერის კოორდინატულ ფუნქცი– 

ასთან იგი დაკავშირებულია ფორმულით 

  
ჯ 

1 –:-მივლლე +?) ჩ)) 

XV აა I ა დი(#ევ, 0) (1წივ 00,. (79.9). 

ცხადია, იმპულსურ სივრცეზე გადასვლით სამი ნაწილაკის შრედინგერის განტო-- 

ლება არ გამარტივებულა, იგი კვლავ ორ ვექტორზეა დამოკიდებული და ცელად- 

თა განცალების საშუალებას არ იძლევა. 
აღვნიშნოთ, რომ შრედინგერის განტოლებაში ჩვენ შეგვეძლო (ცავლადებად: 

აგვეღო (M,., ჩე), ან (M.,,0,). მრედინგერის (79,8) განტოლებაში "შემავალი მატ–- 
რიცული ელემენტები თავის შესაბამის იაკობის კოორდინატებში განისახღვრება 

(78,9) ფორმულით 

(Mაგ, ი, | Vთგ | M6გ; 0;) =C0,-––0/)(M6გ | წგ | MCგ)· (79,10). 
თუ გავითვალისწინებთ (75,24) ტოლობას და (79,8) განტოლებაში მოვახდენთ· 

ცვლადის შეცვლას ისე, რომ თითოეულ ინტეგრალში 'შმემოვიღებთ იაკობის სა–- 

კუთარ კოორდინატებს, მაშინ, რამდენადაც 

ძ%:; ძი,=0Mე:, ძი:=ძM. ძი:, (79,11)- 
შედეგად მივიღებთ 

MX; 1 „ა> , ი სივცე ვი 
|(§– 9 +271) VM>, ი,ე)= I (M19,2| MI>19(0ე––ნ:) სძC§, ჩე) ძ0M, ძრა + 

20 2, 

| (103 I, ML) %(0,–– 01) (IX, ი) 0M:; ძ01+ 
| (% | IX5,) %(0--––ი:) VIL,, 0.) IM:,ძ0:. ღლ9,I2»



დირაკის დელტა ფენქციებით ინტეგრაციის ჩატარების შემდეგ გვექნება: 

C –(:>+; > 2) + ხ)= | (Mა| + LM:+) 'V(M,., რე) (IM, + 

I C ე | შევ | M::) 'V(M:-, ი.) («;:-+ I (Mე/ | 15, | ეგ) 9(Mვ, ნ.) ძს:. (79,13) 

როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, სამი ნაწილაკი“ შრედინგერის განტოლების 

ამოხსნა შესაძლო ფიზიკური ურთიერთქმედებისათვის, ზოგად შემთხეევაში, შე- 
უძლებელია. ამჟამად ასევე არ ხერხდება განტოლების ამოხსნა მანქანური მეთო- 
დით, რამდენადაც არსებული მანქანების სიჩქარე და მახსოვრობა ჯერ კიდევ საკ- 
მარისი არ არის მრავალჯერადი ინტეგრალური განტოლებების ამოსახსნელად. 

განვიხილოთ ძალზე კერძო შემთხვევ, როცა სამი ნაწილაკის სისტემაში 
ურთიერთქმედება ხდება მხოლოდ ორ ნაწილაკს შორის, მესამე კი უმოქმედოა. 

მაგალითად, ვთქვათ, რომელიმე ყფაგ(წ.გ)/ 0, დანარჩენი ორი პოტენციალი კი 

ნულის ტოლია. მაშინ (79,13) განტოლებიდან გვექნება 

LC 6ჩ +VX%X- -8) რი(Lა8ჩ, ი.) = I (იგ I#Vიგ | M28) «(იგ, ი.) (IL6გ. (79.14) 

2სხ-გ 2, 

ეს განტოლება საშუალებას იძლევა ცვლადის განცალებისა. მართლაც, მოეძებ- 
ნოთ ამონახსნი შემდეგი სახით: 

ი, გ(Mიგ: რ.) =C6(0--–-ე)ში .(Mიგ) , (79,15) 

სადაც ი03-მესამე დაუკავშირებელი ნაწილაკის იმპულსის დაფიქსირებული მნიშ–- 
ვნწელობაა, %იჩ კი–– ურთიერთმოქმედი წყვილის კვანტური რიცხვების ერთობლიო- 

ბა. (79,14) განტოლება (79.15) ფუნქციის შეტანის შემდეგ მოგვცემს 

(შა–;. >, გ(MCგ) => I (461 იი I #26) ში, («2ი)ძMეგ. (79,16) 

რომელიც წარმოადგენს ორი (თ და ვ) ნაწილაკის შესაბამის შრედინგერის გან- 

ტოლებას იმპულსურ წარმოდგენაში ენერგიით; 

#იი ი=ხ- XV. კ,C--2-X2ჩ. (79,17) 
21, 

მაშას,დამე, ჩვენ მიერ განხილულ კერძო შემთხვევაში ტალღური ფუნქცია წარ- 
მოადგენს ორი ნაწილაკის შესაბამისი ფარდობითი მოძოაობის ტალღური ფუნ- 
ქციისა და მესამე ნაწილაკის თავისუფალი მოძრაობის ბრტყელი ტალღის ნამ- 
რავლს. როცა (79,17) შრედინგერის განტოლებას დისკრეტული სპექტრი აქვს, 
მაშინ »»გ-ში იგულისხმება ყველა იმ კვანტური რიცხვების ერთობლიობა, რომ- 
ლებიც ორნაწილაკობრივ დისკრეტულ სპექტრს განსაზღვოავს. ხოლო როცა გან- 
ტოლებას უწყვეტი სპექტრი აქვს, მაშინ გგ ტოლი იქნება §გ-ისა, რომელიც 

წარმოადგენს ფარდობითი მოძრაობის იმპ..ლსის დაფიქსირებულ მნიშვნელობას. 
ჩვენ შემდგომში დაგვჭირდება (79,16) განტოლების უწყვეტი სპექტრის ისეთი 
ამონახსნები, რომლებიც გაფანტვის სასაზღვრო პირობებს აკმაყოფილებენ. 

ახლა განვიხილოთ შემთხვევა, როცა ერთ-ერთი ნაწილაკის მასა უსასრულო– 
ბის ტოლია. ამ შემთხვევაში, მართალია, ამოცანა მარტიედება, მაგრამ მასში,. 

ვე!



“წინა შემთხვევისაგან განსხვავებით, შენარჩუნებულია სამი სხეულის ამოცანისათვის 
· დამახასიათებელი თავისებურებანი. ვთქვათ, მესამე ნაწილაკის მასა უსასრულო- 
ბის ტოლია, მაშინ ხელსაყრელია კოორდინატთა სათავე ამ ნაწილაკმი მოვათავ- 
სოთ. ცხადია, ასეთი სისტემის შრედინგერის განტოლება დეკარტის კოორდინა- 
ტებში შემდეგი სახით ჩაიწერება; 

ხ? IV 

(§+ –=- ა, + 2 !ჰ,, | VC,, წ) = |C)(-)) -ჯ #:(6წ,) +დ,-(––ჩ.)Iს(”ი I), (79,18) 
2”, 2 

სადაც IL, და წა პირველი და მეორე ნაწილაკის რადიუსვექტორებია სათავით II 
ნაწილაკში. 

ეს განტოლება ადვილად დაიწერება იმპულსურ წარმოდგენაშიც; თუ V, და 

M#.-ით აღვნიშნავთ პირველი და მეორე ნაწილაკის იმპულსებს, მაშინ 

(8- 9-4?) არ,Mა= | |(M, IV IMIM+(M% %IC IM, M-)+ 
2ა,ს 2M 

(M,, M- I 2): IM), MX) 9(M;, 2) 2M; CM:. (79,19) 

„ამასთან, ცხადია, მატრიცული ელემენტები განისაზღვრებიან ფორმულებით 

(M,, M2 | 9, IM,, M2) =6(M; – #:) (M, I 71 IM,ა, (79,20) 

(L,, M2 | 9, | M,, M2X=%M,––M,) (M» | 9. | M+), (79,21) 

(LM, M, | ,-| M,, M-X=6(M-–--M”) (M,2 | 9,+I MI), (79,22) 

სადაც სისტემი” სრული MX-იმპულსი და ფარდობითი MX,:-იმპულსი ტოლია გა· 

მოსახულებებისა 

M-M,+-., L,,= 03% 99%, (79,23) 
7MM 

უკანასკნელი მატრიცული ელემენტის მოძებნა ადვილია, თუ მატრიცული ელე- 

მენტის განმარტებაში 

I –ირრენიი) L((რ+Mერ) 1 

(V,, M-I 62 | M,, M-) =––“–– ზი(I) გხ ძ.,ძი (79,24) 
(2ჯჩ)" 

შემოვიღებთ იაკობის IL,, და M ვექტორებს ორი ნაწილაკისათვის. 

კერძო სახის პოტენციალებისათვის (79,19) განტოლებას ხშირად იყენებენ 

კონკრეტული გამოთვლების დროს. 

§ 80. სამი ნაწილაკის სისტემის შრედინბერის ბანტოლება 

არალოპალური ფაპტორიზებადღი ურთიერთქმელების 

ფემთხვევაში 

როგორც აღვნიშნეთ, სამი ნაწილაკის ამოცანა ზოგად 'შემთხვევაში საჭირო 
“სიზუსტით ამჟამად სწრაფმთვლელ ელექტრონულ მანქანებზეც კი არ იხსნება. 

მაგრამ როცა ურთიერთქმედებას არალოკალური ფაქტორიზებაღი პოტენციალის 
სახე აქვს, მაშინ იგივური ნაწილაკების შემთხვევაში შრედინგერის განტოლება და– 

ვე?



დყვანება ერთგანზომილებიან ფოედპოლმის ინტეგრალერ განტოლებაზე, რომლის 

ამოხსნა მიახლოებითი მეთოდებით ძნელი არ არის. როცა სისტემა შედგება 

სამი არაიგივური ნაწილაკისაგან მაშინ შრედინგერის განტოლება დაიყვანებ. 
სისტემაზე რომელიც შეიცავს სამ ერთგანზომილებიან ინტეგრალურ განტოლე- 

ბას. როცა ფაქტორიზებადი ურთიერთქმედებ. ერთი წევრის ნაცვლად რამდენი- 

მეს შეიცავს, მაშინ სისტემის შემადგენელ განტოლებათა რიცხვი იზრდება. 

ხამი იგივური ნაწილაკის სისტემა. სიმარტივის მიზნით ჯერ განვიხილოთ 

იგივურ ნაწილაკთა სისტემა. ვთქვათ, სამივე ნაწილაკს ერთი და იგივე მას: აქეს 

და იგი #-ით აღვნიშნოთ (56, 78). 

არალოკალური ურთიერთქმედების შემთხვევაში სამი ნაწილაკის შრელ-ნგე- 
რის განტოლება იმპულსურ წაომოდგენაში კვლავ (79,13) ფორმით გამოიხატება, 

ოღონდ, ამ შემთხვევაში, მატრიცული ელემენტები შემდეგნაირად განიმარტებ-;: 

I ' 
, 1 –>=M6ჩI, , -L 

(Mიგ | ლიჩ I %X2იგ) “ (20ჩ)ბ I -." (აგ, ჩიჩ) ი   
„ 

9ჩ'თზ I. , მეგ.  (80,1) 

ფაქტორიზებადობა კი ნიშნავს, რომ ადგილი აქვს ფორმულას 

ხ“ 

  (M5გ | 6=გ | M–5გაჰ=– 2) 7 IMMიი) 906(ჩC6) 7 7»(#იგ) XI თ(Mი), (80.2) 
X%IVგ I,” 

სადაც #»გ თ და 8 ნაწილაკების დაყვანილი მასაა. 

განვიხილოთ კერძო შემთხვევა, როცა (=0; გარდა ამისა, “ადგ.ნ სისტემა 

იგივური ნაწილაკებისაგან შედგება, ამიტომ 

(M66გ 181 M6გ)>-– აშ. ს(M-8) C(/M06): (80,3) 
2X" წ 

გამოვიყენოთ შრედინგერის (79,13) განტოლება და ვიპოვოთ ბმული მდგომარეო- 

ბები. გავითვალისწინოთ, რომ ბმული მდგომარეობებისათვის #=--6 და (80,3) 

ფორმულის დახმარებით დავწეროთ 

  2). 
7)0Cს, ?,: (3) VMაე, ჩა= >. (V(X ,,) დ(მე) +- C(M-ე) «(Mეე) –– ი(Lვ,) დ(I.), (§0,4) 

» 

სადაც 

' დე რ, 90) 
1)(Mვე, ჩ);0) =დ– –“|L+L“–, (80,5) 

” 4M 

ხოლო 

-L ა 

დ(ნ)= | «(4) 5(9. ი) 9. (80,6) 

როგორც (80,4) გამოსახულებიდან ჩანს, Lამი ნაწილაკის ამოცანის ტალღურ 

ფუნქციას აქვს შემდეგი გამოხატულება: 

VI = (ა, ნ,) + ტ(L.,, ნ;)-- 'ს(# ც, ჩე), (80,7) 
ყვი გ. კილაშვილი 

351:



სადაც თითოეული VM-გ, დ) ფუნქცია, თუ გავითვალისწინებთ (75,20) ფორმუ– 
ლას, "რომელიც ჩვენს შემთხვევაში მოგვცემს 

M»(Mა, ჩა ფ)= ჯე(M>–ვი და, §6)=7,>X(L.:, ჩე, დ), (80,8). 

განსაზღვრული იქნება ფორმულით 

4C(აგ, ხ.)=-“–““ ჩ”/ შთჩ(MCგ) დ(ნ.. ს) (80,9» 
2” ს 7XMიგ, ნ.; 9 

ახლა გამოვხატოთ (L.., იკ), (M.,, ჩა) სიდიდეები M,კ და ი, ცვლადების სამუალე- 
ბით. (75,34) და (75,36) ფორმულების თანახმად, იგივური ნაწილაკებისათვის- 

გვექნება: 
1 ვ 1 

ხლ წვ ი, ნა=Mვვ –– ნ. 
(80,10). 

1 3 1 
ხა=-- => %ე+-- ი, 0.=--Mვ – დ. 

ხოლო (80.4) ფორმულიდან "მივიღებთ 

ს (M, – – _–- 

არი - აიიი: წ. IC > ა. გმ) (' 2 ')+ 
1 3 1 - –I-- 80,11). + 0 )(–+–ჯჯ)) 00) 

ცხადია, ამ ფუნქციას ახასიათებს სიმეტრია 

-0>C)+»( 
  

ს (–VL, ი)=ს (L, ჩ). (80,12). 

შევიტანოთ (80.11) ფუნქცია (80,6) აღნიშვნაში; გვექნება 

აშ. XIVI)ა( ( >9++7 )# 0-5)“. 
დ (0) = ––– 

2:17! XX9, 0; 8) 

1 ვ 1 
XI9I)( 19-20 )9(–9-უ-ი) 49 

წფიგადა | 2 4 _ 2 ; (80,13)- 
XX9, ი, 8) XX9, ი; 8) 

თუ პირველ ინტეგრალში შემოვიღებთ ახალ ცვლადს 0 = 0 -- წ/2, ხოლო 
ბოლოში 0=–-9ძ0-წნ/2, მაშინ ეს ინტეგრალები ერთმანეთს დაემთხვევა და გეექ– 

ნება 

  

  
    

2. 2, 

(0 – > 50-94 საც) = 
#X9, ს; 8) 

#21. I %Iნ+0/21)X(I0+0ი/2|დ(0)ძ0 . (80,14). 
XI XXI0+9სნ/2|, 9; 8)



გამოვიყენოთ (80,5) ფორმულა; ადვილად მივიღებთ, რომ 

»I7) (|0 +ი/2 |, ნ; 6)=»8+01+ი”+(0ჩ). 
განტოლებაში პლანკის მუდმივის მოცილების მიზნით, იმპულსების ნაცვლად ვიგუ- 

ლისხმოთ, რომ 0, ი და 0 ტალღური ვექტორებია. მაშინ, თუ შემოვიღებთ 

აღნიშენას 

ი _ დ ტობ, (80,15) 

საბოლოოდ მივიღებთ შემდეგ ინტეგრალურ განტოლებას: 

2> 6. თზე) ე? 2) L ც- “> I 999 ს,ე=2 («თ XC0, ი; 090, (80.16 > 1 «ი + 3ეზ/4. (3 
0 0 

სადაც ინტეგრალური განტოლების გული ტოლია 
+1 

#0, »: 7) = | V(V ჯ? +- 0548 + #0 2)ი(/ ი" +»XV/4+ »0>)ძ»   

  _ · (80,17) 
ძ +'+C0?1+ »?+ ი0თ 

ცხადია, ეს გამოსახულება სიმეტრიულია 0 და ჯ „ცვლადების მიმართ 

#(0, ს; I7)1=X(#, 0; 7): (80,18) 

თუ შემოვიღებთ აღნიშენას 

ე-1 2 წ. თრ _ 80,19 
C(#) = > ჯ | 2-5 3»"/4 , ( ' ) 

მაშინ ინტეგრალური განტოლება მიიღებს ასეთ სახეს: 

2 (ე? · · §(2)%7)= =- I 0” 90 X(0, »: #)%(0) (80,20) 

ხშირად უფრო ხელსაყრელია სხვა ფუნქციის შემოღება შემდეგი აღნიშვნით: 

X#ს)=6(1) დ(ჯ)« (80,21) 

ამ აღნიშვნაში (80,20) ინტეგრალური განტოლება ასე გადაიწერება: 

I») = =. | (290 ჯე, ი;+) #(0). (80,22) 
#1 წ(0) 

ჩვენ შეგვიძლია შემოვიღოთ სხვა აღნიშვნაც, კერძოდ, 

თ (»)=6V%ჯ) დ(ჯ), (80,23) 
ვწ§



მაშინ ინტეგრალური განტოლების გული სიმეტრიული გახდება; მართლაც, გვექ- 

ნება 

4) (2) = 

ა
ა
 

– | 0'ძდ/(0, I; 4) XC), (80,24 
9 

სადაც 

#L(დ, »; 
+ (0, ს»; წ)=– აწე (დ '(2 ; 

6/%0) § ”“(ჯ) 

როგორც ვხედავთ, (80,18) თვისებით V(C, 7); 7) = 1/ (7), 02; 4). 

ამგვარად, სამი იგივური ნაწილაკის ამოცანა ფაქტორიზებადი პოტენციალის 

შემთხვევაში დავიდა ერთგანხომილებიან ფრედჰოლმის ტიპის ინტეგრალურ გან- 

ტოლებაზე, რომლის ამოხსნა ძნელი არ არის მიახლოებითი მეთოდებით. 
როცა ფაქტორიზებადი პოტენციალის ფორმას აქვს იამაგუჩის სახე »(ჯ7) = 

=(8”-+ 1)“, მაშინ ადვილად ვიპოვით, რომ 

(80,25) 

  

  

C(7) = – ლლ 1---- (80,26) 

2 (+ |/ 7+>7» ) 

ხოლო ინტეგრალური განტოლების გული ტოლი იქნება 

1 –თ ”+1 #(0, #3) = II ი«+1 _ 4-–ი 19 წ+ _. 

(0ჯ)ზ(ს–- ი)(ი––ი)ს ი–! ის ხ-1 

ხ–9კე 9+1 LL (80,27) 
ხ–ი 0-1 | 

სადაც შემოღებულია შემდეგი აღნიშვნები: 

1 1 02) ე? 2 იე? 2 
ა : ს+ი“––-ჯი მ-ი +–0 

=X1CV+V” „ ბ " (028) 
0» ი» 0» 

ამის შემდეგ არავითარ სიძნელეს არ წარმოადგენს (80,16) ინტეგრალური განტო- 

ლების ამოხსნა ელექტრონული მანქანის საშუალებით. ამოხსნის შედეგად განი- 
9? 

საზღვრება სამი სხეულის ბმის ენერგია 8=+). და დ(») ფუნქცია, რომლის 
3 

(80,11) გამოსახულებაში შეტანით ვიპოვით სამი სხეულის ამოცანის შესაბამის 

ტალღურ ფუნქციასაც. 
შეიძლება მოხდეს, რომ C(»)=0, მაშინ, თუ შევადარებთ (80,19) გამოსახუ– 

ლებას ორი სხეულის ამოცანაში მიღებულ ბმის ენერგიის (65,8) ფორმულას, ეს 

შესაძლებელი იქნება მაშინ, როცა 

ემ L > ჯბ=თბ, (80,29) 

სადაც თ? დაკავშირებულია ორი სხეულის ბმის ენერგიასთან. სამი სხეულის ბმის 
ენერგია მეტია ორი სხეულის ბმის ენერგიაზე, ამიტომ (80,29) ტოლობა რეალური 

ჯ»ჯ-სათვის არ დაკმაყოფილდება. მაგრამ (80,29) განტოლების ამონახსნი (+ < თ) 

356



შეიძლება შეესაბამებოდეს სამი ნაწილაკის სისტემის აღგზნებულ მდგომარეობას: 
ენერგიით, .რომელიც ნაკლები იქნება ორი ნაწილაკის ბმის ენერგიაზე. ასე რომ, 
საზოგადოდ, შესაძლოა ინტეგრალურ განტოლებას ჰქონდეს ამონახსნები, რომლე- 
ბიც აღგზნებულ მდგომარეობებს შეესაბამება (67, 1611. 

სამი არაიგივური ნაწილაკის სისტემა (78|. ახლა განვიხილოთ განსხვავებული 
მასების” მქონე' ნაწილაკები და, · ვთქვათ, ' სხვადასხვა წყვილი განსხვავებული ფაქ– 
ტორიზებადი პოტენციალებით ურთიერთქმედებენ 1=0 მდგომარეობაში. მაშინ 

ურთიერთქმედებას ექნება გამოხატულება 
Cთჩ , ხ2X , 

(M68 1906 | Mაგპა=–- -– – ნთჩ(Mიჩ) თ8(M#6 გ), (80,30) 
4: ხი 
  

ხოლო ბმული მდგომარეობის ტალღური ფუნქცია, შრედინგერის (79,13) განტო- 
ლების თანახმად, შემდეგი სახით წარმოიდგინება: 

% =6VVM-ე, 0) ++, ი.) + ს, ჩუ); (80,31) 

ამასთან, ჩვენ გავითვალისწინეთ (80,8) ტოლობა. (80,31) გამოსახულებაში დI7 
ფუნქციები განისაზღვრება ფორმულით 

M"#Cგ 9შითჩ (C2) დიჩ (ა) (80,32) სო VL , ჩ.,)= , 

ს | §გ, წა) 4» აგ 7>6(%Mსა, ჩა»; 8) 
ადაც 

LM. 8 4#გ(.გ, ჩ.; 6)=6+ 5.1, (>-36+=1,2,ვ)  (80,32) 
ს 2ძ0აგ 2.9, 
ოლო 

დიგ(ი,) = | §იგ(9) (9, ი.) ძი. (80,34) 

შიგ(ი,) ფუნქციების განსასაზღვრად მიიღება ინტეგრალურ განტოლებათა სისტემა, 
რომლის საპოვნელად საკმარისია (80,34) გამოსახულებაში (80,31) ფუნქციის 

შეტანა და (80,32)-ის გათვალისწინება. ამასთან; ყველა გამოსახულება უნდა 
გამოვხატოთ ცვლადთა ერთი რომელიმე წყვილით. ამისათვის დაგვჭირდება (75,34)-– 

(75,36) ფორმულების გამოყენება. მარტივი გარდაქმნების შემდეგ მივიღებთ ინტე– 
გრალურ განტოლებათა ”შემდეგ სისტემას: 

. (ა 0+5%»), (”+0+ ») დი,(0)0'40ძ9ე 
MX. ბი6 1გა 

0 

  

  

§აგ(ჯ) დიი(წ)) = > + 
სგა #Xა (:+0+ი, 0: §) 

ჩა 

__–_–” » )%, | “> 0+ი ) %.(9) 040 «9 
2. > | ლიზ თრ, , (8035) 
MM შა(5> 0+ი, 0; 8) 

9 ბათ 

სადაც 

ხშ.აგ (|, წ728(9)0”იი 
0 აგ (ე აო ოოღეთით (80,36) 

.» >Mსგ „) 72»გ (9, ი; 6) 
ი 

ყ§57



როგორც ვხედავთ, (80,35) ინტეგრალურ განტოლებათა სასტემა შეიცავს ერთ- 
განზომილებიან ინტეგრალურ განტოლებებს, ამიტომ მათი ამოხსნა აგრეთვე შესაძ- 

ლებელია ელექტრონულ მანქანებზე. 
კერძო შემთხვევაში, როცა ნაწილაკები იგივურია, ე. ი. 911, = 7ბ%გ== ძხვ=:7I, 

მაშინ (80,35) სისტემა დაიყვანება ჩვენთვის უკვე ცნობილ (80,16) ინტეგრალურ 

განტოლებაზე. 
საინტერესოა ისეთი შემთხვევის განხილვაც, როცა ორ ნაწილაკს ტოლი მასა 

აქვს, მესამე ნაწილაკის მასა კი განსხვავებულია. მაგალითად, ვთქვათ, #1, ==?7%=%!, 
მაშინ, ბუნებრივია, #,ვ=7#კ, დღა (80,35) ინტეგრალურ განტოლებათა სისტემა ორ 

განტოლებაზე დაიყვანება: 

თ 1 · 
ა ჩმა0+-ი)| ”+0+ი |) დ,X0) 6100 ძ9ი 

ს», 2 მბ: 
Cაა())) §ე:())=–-–“ - 

2» 
  

  

  

თა(7-0 +, 0, 8) 
§ 212 

+“ 10) -ძ009 აშ. “წა » ნ |)ბე|ი+ “> ჯივ(6) (2 00 C5ბე 

9ც(#(7)=+-,-- 5-2 “+ 
აქვ 13 (+ 0+იდ, 0, 8) 

0 2 

ა. წია(9+”” ი |თა (> 0+ი ) «»(C 074049; 
ს” 2.2 212 . (80,37) 

4» I. ხა(“ »M#01ი,0; დ 
5 212 

ამ განტოლებებში შემავალი 72»გ(%, იჩ; 8) სიდიდეები აღვილად გამოითვლება 

(80,33) გამოსახულებების დახმარებით; სახელდობრ, გვექნება: 

„მა 0+ი, 0:6)=»8+0"- -0ი)+ –-X?, 
212 

5- გ 1. 
0 “-0--ნ, 0; 8)–»წ+ –=V01-- C--1) (096) + –– Vნ?, (80,38) 

22 2 2 

1 ; 1. · 
772:3 (> 0--დ, 0; 8)–»§8+ 2 V0”-+(0ი)+- ჩი”; 

სადაც V»=1 4+- ”., ანალოგიურად ეიპოვით (80,36) ფორმულაში შემავალ 
, 

Xაა(ძ, ი; 8) გამოსახულებებსაც. კერძოდ, 
ი, 2-1. 

ი7)ჩე(9, ჩ; 8)=1)ფ8 + 0“ '- – ნ”, 

(80,39) 
V 2V–-1 

თ11,:(9, ი; 8) #::»8 + > თ +---- ი?



“თუ გავითვალისწინებთ (80,38) და (80,39) ფორმულებს და ძ, დ, 0 ცვლადებში 
'ევიგულისხმებთ სათანადო ტალღურ რიცხვებს, მაშინ (80,37) განტოლებებს შეიძ- 

«ლება მივცეთ შემდეგი სახე: 

” რმი(9+>-ი)თ(3% 82 დ(0) C'ძ0ძძე | 
:61ე(ჯ)დჯე(#) = 22. ! 

/”+0?+(00)-L 2, 

ი(9++ ან 0)«.(0 0" «049, 
§4:5(22)დ,2(1)) = = =I“ + 

”+ + V0?+(00ი)-+ი? 
სხ 

ლ , V--1 -- 

2| თა(0+“- ა თ(“- 
    1 0+ი) დ,(0) 0000 ძ9ე 

4? ;. (80,409) 

ი 
27+ 2 2 701+0-–)) (00+ 2 =Vი 

“სადაც + განიმარტება (80,15) ფორმულით, ოლი C..() და §(ი) განისაზღვ- 

“რება გამოსახულებებით: 
LC 

      

  

9.( ტღმ-ბი | __ თხილი) 0-ძი (80,41) 
X”+ი9 " 

/” 8 9 უ - V 7:(0) (“0 0,()=1-–-X%, | იიი ბ (80,42) 

ბ (159%+ 2V ? 

მიღებულ განტოლებებში შეგვიძლია ჩავატაროთ კუთხეებით ინტეგრაცია. შედე- 

გად საბოლოოდ მივიღებთ ინტეგრალურ განტოლებათა სისტემას: 

· VI. 2 2 0,,(ჯ) და(ჯ) = “+ | XV(0, დ; 20 <(0)C"ძ0 
“ბ (80,43) 

,ა(ადი(ი)=“2 | XX(0, დ; დათი" ი0+ 4 / X#(0, »; «)დ,X(0)0%0, 

სადაც ინტეგრალური განტოლების გულები განისაზღვრება ფორმულებით 

# ა», რდ; 4#)= 

(ახ 009951 (// > თ+ 0" +»+-– ს 9ი2)ბი. 6044 

+ +0" + -- I» +-ი0» 

ა რ «C



#ი()), (2; V)= 

(=0-==> =ოთილოული 
++ – წი" + » + ი0» 

ს (30,45)   

(ი I/ თ+(”2 ”-)» -+2--' „0 ) 

“+? L 1 + – V»" + (V–--1) 102; 

  #X3(0C, »; ჯ)= 

«I/ (_ ა . (80,46) 

ცხადია, ტოლი მასებისათვის 7, = #2= M. და (80,44) განტოლება დაემთხვევა 
(80,16)-ს. (80,44) ინტეგრალურ განტოლებათა სისტემით შეგვიძლია ვისარგებლოთ, 

მაგალითად, „9? სისტემის ბმის ენერგიის განსაზღვრის დროს, :როცა,.ნვიტრონისა 
და პროტონის მასას ტოლად ჩავთვლით (80|. ამ შემთხვევაში >, იქნება #-ნაწი- 

ლაკის მასა. იმავე განტოლებებით შეგვიძლია ვისარგებლოთ ჯვ) ბირთვისათვის, 

თუ მას წარმოვიდგენთ (თ–+-#+ ს) მოდელით, სადაც თ წარმოადგენს „#6 ატო- 
მბირთვს. ამ შემთხვევაში »I,=#, Cთ-ნაწილაკის მასა იქნება (791). 

§ 81. გაფანტვის ამოცანის დასმა ხამი სხეულისათვის 

განვიხილოთ სამი ნაწილაკის. გაფანტვის ამოცანა. ისევე როგორც ორი სხეუ– 
ლის შემთხვევაში, ბუნებრივია ვიგულისხმოთ, რომ დაჯახება ხდება ერთმანეთისა–- 

გან უსასრულოდ დაშორებული, განსაზღვრული იმპულსების მქონე ნაწილაკებისა. 
დაჯახების შედეგად ნაწილაკები კვლავ უსასრულობაში მიდიან და მათ კვლაე გან– 

საზღვრული იმპულსები აქვთ. 

სამი სხეულის შემთხვევაში, როგორც საწყის, ისე საბოლოო მდგომარეობა- 
ში, უფრო მრავალფეროვან სურათთან გვაქვს საქმე. მართლაც, საწყის მომენტში,» 

ისევე როგორც ორი სხეულის ამოცანაში, შესაძლებელია ერთმანეთზე იფანტებო- 
დეს სამი თავისუფალი ნაწილაკი, მაგრამ სამი სხეულის ურთიერთქმედებისას შესა– 
ძლოა მოხდეს ერთი რომელიმე ნაწილაკის დაჯახება დანარჩენი ორის ბმულ მდგო- 
მარეობაზეც. რადგან ბმული მდგომარეობა დასაშვებია შედგენილი იყოს ნებისმი– 
ერი ორი ნაწილაკის მიერ, ამიტომ საწყის მომენტში შესაძლებელია ოთხი შემ– 

თხვევა განხორციელდეს: 

1+-2+3, 1+(2,12), 2-L(1, 3), 3+(1, 2), (81,1). 

სადაც (თ, 8) აღნიშნავს თ და 8 ნაწილაკის ბმულ მდგომარეობას, ბოლო სამი 
დაჯახება ფაქტიურად ორნაწილაკობრივი დაჯახებაა მხოლოდ იმის გათვალისწინე 
ბით, რომ ერთ-ერთი ნაწილაკი რთულია და შინაგანი სტრუქტურა გააჩნია- 

860



ზემოთ განხილულ თითოეულ ოთხი ტიპის დაჯახებას შედეგად “ შეიჭლება- 
მოჰყვეს (81,1) ტიპის ნებისმიერი მდგომარეობა; ამასთან, დაჯახება იქნება დრეკა- 

დი, თუ საწყისი სიტუაცია ბოლოშიც მეორდება და არ ხდება ნაწილაკთა შინა- 
განი, მდგომარეობების , ცვლილება; ასე მაგალითად, სამი ნაწილაკის ურთიერთ 1მე- 
დებისას შესაძლებელია დრეკადი გაფანტვის შემდეგი პროცესები: რო 

1+2-+L3- >1-L2-+ქ, (81,2)- 

1 +(2,3)–>1 -L(2,3), (81,212) 

2–(1,3)–+2+(1,3), (81,4) 

3-L(1,2)–>3 +(1,2). (8,5) 

,, ცხადია, არადრეკადი გაფანტვა უფრო მეტ მრავალფეროენებას გვაძლევს 
წარმოშობილი პროდუქტების თვალსაზრისით. მაგალითად, თავისუფალი ნაწილა · 

კის გაფანტვას შეიძლება მოჰყვეს შემდეგი რეაქციები: 
1–+(2,3), (81,6). 

1+2-+L3-> 2+(1,3), (გ1,7) 

3-L(1,2), (31,8) 

რომელთაც შეგვიძლია ვუწოდოთ წყვილის შექმნის რეაქციები. ასევე, როცა საწ- 
ყის "მომენტში “გვაქვს “1+:(2,ქ) სიტუაცია, მას შეიძლება მოჰყეეს შემდეგი პრო- 
ცესები: 

1+(, 3)“, (8L.9) 
1--2-L3, 81,10)- 

1+C0 3)> 171 (8),10) 
2-L(1, 3), (81,11) 

3-L(1, 2). (81.12) 

პირველი წარმოადგენს არადრეკად გაფანტვას აღგზნებით, მეორე რეაქციას ჰეიძ- 
ლება ვუწოდოთ წყვილის დაშლა, მესამეს და მეოთხეს––გაფანტვა გადანაწილებით 
და ა, შ. აღვნიშნოთ, რომ ჩვენ მიერ ზემოთ განხილულ რეაქციებში, ბოლო მდგო- 
მარეობაში, ორნაწილაკობრივი ქვესისტემები შეიძლება იყოს როგორც ნორმალურ,. 

ისე აღგზნებულ მდგომარეობებში. 

ცხადია, ასეთი სამი არაიგივური ნაწილაკის სისტემის გაფანტვა აიწერება 
ჰამილტონიანით 

M=მი+I; (81,132). 
აქ 9 ესამი ნაწილაკის სისტემის კინეტიკური ენერგიის ოპერატორია 

. M? ჯ” #1? · ჰელ––- “ა-ა, + ტე, (81,14) 
ე 2»), " 2, 2M.· 

სადაც MI, თ, „I ნაწილაკთა მასებია. ხოლო პოტენციალური ენერგია განისაზ- 

ღვრება ფორმულით 

V= თკე(წე) + შევ(წივ) +L ზე|(წე1)- (8 1,1 5)- 

ვიგულისხმოთ, რომ ნაწილაკთა შორის მანძილის უსასრულობამდე გაზრდისას, 

ე. ი. როცა „-->Cთ, წყვილური პოტენციალური ენერგია თ,(”,) საკმარისად სწრა– 
ფად ისპობა. 

ვი!.



დაჯახების ამოცანის თავისებურების გამო ნაწილაკები ერთმანეთს, ეცემიან 

უსაოულო მანძილებიდან და საბოლოო შედეგებსაც ვაკვირდებით დიდ მანძილე- 
ბზე დაჯახების ადგილიდან, ამიტომ საწყის და საბბოლოო მომენტებში სრული X 

პოტენციალური ენერგიის გარკვეული ნაწილები, ე. ი. ზოგი წყვილური ურთიერთ- 
ქმედება, ნულის ტოლია. ასე მაგალითად, (81,2) პროცესის დროს როგორც საწ- 
ყის, ისე საბოლოო მომენტში ყველა ნაწილაკი თავისუფალია, ამიტომ ყოველი 
წყვილური უ”თიერთქმედება როგორც საწყის, ისე საბბოლოო მომენტში ნულის 

ტოლია, (8),3) პროცესის დროს კი ნულს გაუტოლდება «,, და ბ,ვ პოტენციალე- 
ბი როგორც საწყის, ისე საბოლოო მდგომარეობაში; ხოლო თუ გვაქვს (81,11) რე- 

აქცია, მაშინ საწყის მომენტში კვლავ ნული იქნება ს, და «ი, პოტენციალები, 
საბოლოოში კი–ა,, და ფევ. 

ეს გარემოება საშუალებას გვაძლევს დავწეროთ საწყისი და საბოლოო მდგო- 
მარეობის ასიმპტოტური ტალღური ფუნქციები დიდ მანძილებზე, რამდენადაც სამი 
სხეულის ამოცანის შესაბამისი შრედინგერის განტოლების ამოხსნა მარტივია, რო- 
ცა (81,15) პოტენციალური ენერგია ნულია, ან მხოლოდ ერთ წყვილურ ურთი- 

ერთქმედებას შეიცავს. 
პირველი ასიმპტოტური მდგომარეობისათვის, როცა სამივე ნაწილაკი თავი- 

ს-ფალია, ჩვენ საქმე გვექნება შრედინგერის განტოლებასთან 

ერი, = ჩიე რიგ! (81:16) 

რონლის ამონახსნი, (75,4) ფორმულის თანახმად, ტოლია 

ა 
>» Mცნთ 

«,, (წ, ნ, ს)=(2>)-?/ ბ 95 (81,17) 
სადაც #გ”მიუთითებს თავისუფალი სამნაწილაკობრივი სისტემის ყველა კვანტურ 

რიცხვს; ჩვენს შემთხვევაში იგი უდრის M,, M., Mვ იმპულსების ერთობლიობას, შესა- 

ბარსი ენერგია კი ტოლი იქნება 

'აეაებაბ.. ! (81,18) 
ბი 2, 2 27 

M. M-, Mვ, იმპულსების ნაცვლად, შეგვიძლია ვისარგებლოთ იაკობის კოორდინა- 
ტებით. ზემოთქმულის” თანახმად, ამ ასიმპტოტური ფუნქციის გარდა კიდევ გვე“ 
ქნება სამი ფუნქცია, რომლებიც "შეესაბამებიან ერთი ნაწილაკის თავისუფალ მოძრა- 

ობას ბმულ მდგომარეობაში მყოფი დანარჩენი ორის მიმართ. ეს ფუნქციები აღვ- 

· ნიმნოთ “ზი. თ, თე ,.-ით. 

»იგ-მიუთითებს (თ, 8) ბმული წყვილის კვანტური რიცხვების ერთობლიობას; 
ამასთან, მესამე თავისუფალი ნაწილაკის დამახასიათებელ კვანტურ რიცხეს, აღნი– 

შენების გამარტივების მიზნით, ტალღურ ფუნქციას არ მივუთითებთ. 

შევეცადოთ მოვძებნოთ ეს ასიმპტოტური ფუნქციებიც. ვიპოვოთ ჯერ თი,ე. 
ამ მიზნით დავწეროთ შრედინგერის სამნაწილაკობრივი განტოლება, რომელშიც 

დავტოვოთ მხოლოდ I =%,:0-ვ) წყვილური ურთიერთქმედება 
2 8 2 

“»ჩ ა »ჯ». ბე საღად თ=77%. (81,19) 
2", 271; 27



„ამ განტოლებიდან, თუ დავუშვებთ, რომ 

LX. 81,20 
თ=აჩ 8. V#(წე, Iუ), ( ) 

“სწრაფად გამოირიცხება ”, ვექტორი. მართლაც, გვექნება 

IV M? MI 
_ – ბე –ტ+- = ( #-–- –“- I|7; 81,21 | 2», 2 2 ვ არაა X= ( 1 (81,21) 

2 და 3 ნაწილაკისათვის შემოვიღოთ იაკობის კოორდინატები 

წელს, 0,272 შანა, (81,22) 
ვუ 

“მაშინ (81,21) მიიღებს ასეთ სახეს: 

I M? გ M? გ . .”” 
| – 2სა თ 2თე. ჩე L- შვვ(? ვე) | XCწ·ე, ჩა=(#- 21) XCწ·ე, ე), (81,23) 

'სადაც Mვ დაყვანილი მასაა. ამ განტოლკბიდან კი შეგვიძლია გამოვრიცხოთ 2 და 
3 ნაწილაკის სიმძიმის ცენტრის მოძრაობა, რისთვისაც · საკმარისია შემოვიღოთ 

აღნიშვნა 

ს “ამა (81,24) 
–.- #(წე, წე) =0 , (წვ), 

“მაშინ გვექნება 

LL 20. ბ, +თარი| %(Lგე) = XიV(Iვვ), (8),25) 
>) 

სადაც (%) M: 
ჰევ= ხლ ბ. (81,26) 

2, 2 M2ვ 

“ბოლო M,.:==M, + Mვ არის (2,3) სისტემის ინერციის ცენტრის იმპულსი. (81,25) გან–- 
ტოლება წმინდა ორნაწილაკობრივი შრედინგერის განტოლებაა #,ე ფარდობითი ენე- 
რგიით, რომელსაც შეიძლება ჰქონდეს როგორც დისკრეტული, «სე უწყვეტი სპექტ- 

რი. როცა (2,3) სისტემა ბმულია, მაშინ #:ვ=-–-8.,.- დისკრეტული მდგომარეო- 

ბის ერთზე ნორმირებული (81,25) განტოლების ამონახსნი აღვნიშნოთ დი,ე(წე)-ით. 

(81,20) და (81,24) გამოხატულებების თანახმად, (81,19) განტოლების. იმპულსის 
სკალაზე ნორმირებული ამონახსნისათვის გვექნება 

100 5+Mჯეჩაა) 

თე .= სა 
ივ (2»ჩ)9 

ხოლო (81,26) ფორმულის მიხედვით ენერგიისათვის მივიღებთ 

MM: –_.L –დ,.. 81,28) 

2»,  27Mვ CMე ( 

სრულიად ანალოგიურად ვიპოვით დანარჩენ ასიმპტოტურ ფუნქციებსაც--თე„,, და 

'რიც- 

როცა #X>0, მაშინ '(81,25) განტოლებას უწყვეტი სპექტრი ექნება. ვთქვათ, 
'თეა(წე) არის ამ განტოლების ისეთი ამონახსნი, რომელიც უსასრულობაში აკმაყო - 
„ფილებს ორნაწილაკობრივი გაფანტვის სასაზღვრო პირობას, ე. ი. წარმოადგენს 

მხვ 

დი(რვ) (81,27) 

 



ბრტყელი და, განშლადი სფერული ტალღის ჯამს. მაშინ, (81,27) ფუნქციის ნაც- 
ვლად, გვექნება.“ 

( 
1 ე (4Iწ+- #+ წიე) 
  

  

(იე) –ფაებ ცს დ.,ე(წვე), (31,2ი 

სადაც კ არის ფარდობითი იმპულსი 

L.= შხეMე–-ხაMე - #.= Mუე : (81,20) 

მ ვე 2I%ე 

სამნაწილაკობრივი იბ ფუნქცია შეესაბამება ენერგიას –– 

#,ე ს , M 
2») 27 2)%ვ 

120.5) = : (81,31) 

თუ ამ გამოსახულებაში შევიტანთ MM. და #,ვ ვექტორების გამოხატულებას #. და 

კ იმპულსებით, ადვილად ვიპოვით, რომ 
ე ==, (81,32) 

რაც, ცხადია, ასეც უნდა ყოფილიყო. ამ მიზეზის გამო (81,290) ფუნქციას 

მივუწერეთ „ე ინდექსი. სრულიად ანალოგიურად ვიპოვით თ.) და თ. 9 ფუნ- 
ქციებსაც. 

·ის გარემოება, რომ ორი სხეულის ამოცანაში შესაძლებელია გვქონდეს მხო- 

ლოდ (81,17) სახის ასიმპტოტური ფუნქცია, სამი სხეულის ამოცანაში კი--ოთხი 
ტიპისა, გამოწვეული ორნაწილაკობრივი ბმული ქვესისტემების გაჩენით, სამი სხე– 
ულის გაფანტვის ამოცანას გაცილებით ართულებს ორი სხეულის ამოცანასთან 

'შედარებით. ძნელია, მაგალითად, ისეთი ამონახსნების მოძებნა, რომლებიც ყველა 
წყვილის შესაბამისი ფარდობითი მანძილების მიმართ დიჯ მანძილებზე დააკმაყო– 

ფილებს გაფანტვის სასაზღვრო პირობას. 

როგორ ვიპოვოთ რომელიმე ზემოგანხილული სამნაწილაკობრივი პროცე- 
სის ამპლიტუდა ან, თუ არადრეკად გაფანტვასთანა გვაქვს საქმე, –– განივკვეთი? 
რადგან ჩვენ დავადგინეთ ასიმპტოტური ფუნქციების მნიშვნელობანი, ამიტომ საწ- 

ყისი დ, ასიმპტოტური მდგომარეობიდან საბოლოო თ, მდგომარეობაში გადასვლის 

მატრიცა შეგვიძლია განვსაზღვროთ ფორმულით 

2?,=(თ,|2?|თ,)=(თდ,I7/,) სს) (#M#,=X#/) (81,33) 

სადაც /, ურთიერთქმედების ის ნაწილია, რომელიც არ არის გათვალისწინებუ- 
ლი საბოლოო Cთ,7-მდგომარეობაში, ხოლო დ, წარმოადგენს მრედინგერის განტო- 
ლების დადებითი ენერგიის შესაბამის ამონახსნს გაფანტვის სასაზღვრო პირობით. 
რადგან ასიმპტოტური ფუნქციები ჩვენთვის ცნობილია, საჭიროა ვიპოვოთ სამნა– 

წილაკობრივი გაფანტვის 7”-მატრიცა ან გაფანტვის ს-ფუნქცია. 

ვიპოვოთ #(C7)-მატრიცი” ინტეგრალური განტოლება, რისთვისაც შემოვი- 
ღოთ სამნაწილაკობრივი გრინის სრული ფუნქცია 

(XC8) =(2–– ჩი–- MM)“, (81,34) 

ყი



“სადაც #V და V განისაზღვრებიან (81,14) და (81,15) ფორმულებით. გრინის თა- 

ვისუფალ ფუნქციას კი ექნება შემდეგი. სახე: 

(7ი(6) =(2– #/,)“); (81,35) 
თუ გამოვიყენებთ ოპერატორულ იგივეობას 

1 1 1 
ააე–-= “ (8-4) +-= + (8–4) L (81,36) 
47 4 ნწ #8 4 

4=C 2) და 8=C/ (2) ოპერატორებისათვის, მაშინ გრინის სრული ფუნქციი- 
სათვის მივიღებთ 

CC) -= Cი(2) +- (70(2)V C7(2). (81,37) 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

M#C(>)=7(5)თ0(2), (81,38) 

რომლის დახმარებითაც (81,37) განტოლების IX” -ზე გამრავლებით გვეკნება 

1(6)=V -LI” C(ა(2)7'(2). (81,39) 

მივიღეთ ლიპმან-შვინგერის განტოლება სამნაწილაკობრივი 7'(2)-მატრიცისათვის. 

მაგრამ ამ განტოლების ამონახსნები, როგორც “შემდეგ პარაგრაფში დავინახავთ, 

"„არაცალსახაა, ამიტომ სამი სხეულის ამოცანაში მისი გამოყენება შეუძლებელია. 

სანამ ლიპმან-შვინგერის განტოლების ანალიზს შევუდგებოდეთ, აღვნიშნოთ, 

რომ გრინის CI(#) ფუნქცია შეგვიძლია განვსახღვროთ გრინის შემდეგი ფუნქცი- 

“ითაც: 

რ28(6)=(6–//ე–-იგ)“.  (თ:68=1, 2,3) (81,40) 

გრინის სამნაწილაკობრივი სრული C(2) ფუნქციისაგან განსხვავებით (81,40) გან- 
მარტებაში შედის პოტენციალური ენერგკიის ინოლოდ ნაწილი, კერძოდ სეგ. ამი–- 
ტომ Cთიგ(2)-ხ შემდგომში ჩვენ გრინის არასრულ ფუნქციას ვუწოდებთ. ადვილად 

ვიპოვით (81,36) იგივეობის გამოყენებით, რომ ადგილი აქვს შემდეგ განტო- 

ლებებს: 

C(2)= CIX5)+ C,ა(2)IVვე +- ”::1(+C2), (81,41) 

(+(8)= Cჯე(2)-+ Cაე(2)LV, + თ-,)CC2), (81,42) 

CI (8) = CთეI(4)-L (C#ე|(2)LV2-L წავ CI(5); (81,43) 

ან ერთ ინდექსიან აღნიშენებში იგივე განტოლებები ასეც შეგვიძლია გადავწეროთ 

C(2)=Cი(2)+C6C0)(სგ+-თ,16(2). (თ2-3577=1, 2, 3) (81,44) 

შევნიშნოთ, რომ ორი სხეულის ამოცანაში, გრინის სრული ფუნქციის გარდა, 

შესაძლებელი იყო გრინის თავისუფალი Cე(2) ფუნქციის შემოღებაც. სამ სხეულ–- 

ში კი ამ ფუნქციებთან ერთად "შესაძლებელია გრინის არასრული ფენქციების 

განხილვაც. ამასთან, Cთი8(2) ფუნქციების გამოყენება სამი სხეულის ამოცანაში 

აუცილებელია, რამდენადაც ყოველი ორი ნაწილაკისათვის გაფანტვის სასაზღვრო 

„პირობები ამ ფუნქციებში უნდა ჩავაქსოვოთ. 

ასნ



§ 8». ლიპმან-შვინბერის განტოლება სამი ნაწილაკის 

ამოცანისათვის 

ორი ნაწილაკის გაფანტვის ამოცანისათვის ჩვენ გამოვიჟვანეთ ლიპმან- ძვინ– 
გერის განტოლება და აღვნიშნეთ, რომ, თუ არ გამოვყოფთ მასათა ცენტრს, ამ' 

განტოლებას შეიძლება ჰქონდეს არაცალსახა ამონახსნები. 

ქვემოთ ვაჩვენებთ, რომ სამი სხეულის ამოცანის შესაბამისი ლიპმან-შვინგე-. 

რის განტოლების ამონახსნებიც არაცალსახაა (97), ამასთან უნდა აღინიშნოს, რომ 

ამონახსნები არაცალსახა რჩება სიმძიმის ცენტრის გამოყოფის შემდეგაც. გარდა. 

ამისა, სამი ნაწილაკის ლიპმან-შვინგერის ინტეგრალური განტოლების გული არ- 
არის ფრედჰოლმისეული, ამიტომ ამ განტოლებისათვის შეუძლებელი ხდება წრფივ 

ინტეგრალურ განტოლებათა თეორიის კარგად დამუშავებული მეთოდების გამო- 
ყენება. ამის გამო ლიპმან-შვინგერის განტოლებას სამი სხეულის ამოცანისათვის. 

ერთობ შეზღუდული პრაქტიკული ღირებულება აქვს. 
ლიპმან-–შვინგერის განტოლების ანალიზისათვის უფრო ხელსაყრელია ამ გან– 

ტოლების ჩაწერა ტალღური ფუნქციებისათვის. წინასწარ გამოვიყვანოთ ფორმუ- 

ლები, რომლებიც საშუალებას მოგვცემ- გრინის ფუნქციებით სრული და ასიმ– 

პტოტური ფუნქციების გამოხატვისა ჯერ ერთი, როგორც ადრე დავამტკიცეთ 

(იხ. § 34), სამართლიანია 'შემდეგი ფორმულა: 

(სი) 110 9%C(2) | თი), ში=ს#ი+16 (82,1). 

სადაც ტ, გაფანტვის ამოცანის სრული ტალღური ფუნქციაა, C(2,)--სამნაწილა- 

კობრივი გრინის სრული ფუნქცია, ხოლო თ, ·-- ჩვენ მიერ წინა პარაგრაფში- 

განხილული ოთხი ასიმპტოტური ფუნქციიდან ერთ-ერთს გამოხატავს იმის მიხედ- 

ვით, »=7ე, თუ 11=7#ც, სადაც თ=2ქ3, 31, 12. 

ადვილად ვაჩვენებთ, რომ ადგილი აქვს ფორმულას 

1100 26C-ი(2„)) | ჩი, ) = | თ, ). ბიე =1იე +126 (82,2» 
6-0 

გავიხსენოთ. რომ გრინის თავისუფალი ფუნქცია Cი(2იე )==(77ია – ჩი +130)“ 1, 

ხოლო |ზის) წარმოადგენს #M ოპერატორის საკუთარ ვექტორს ე. ი. ი|%ი,)= 

=)Mიე | ჩი ა; მაშინ ადვილად მივიღებთ 

· 1 26 ი ! რა 2“ _ 
6-0 ჰი მი +% 7.0 წიე ––CMიგე –-?6) 

რაც ამტკიცებს (82,2) ტოლობას. 

სრულიად ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ 

11თ #6Cა(რი,)| თა )=0. (Cთ=2ვ3, 31, 12) (82,3) 
§->0 

|თ,,)= |თ,.), (82,2”) 

მართლაც, თუ |თ, » ვექტორს გავშლით | თე,» სრული სისტემის მიმართ, წი- 
ნა შემთხვევისაგან განსხვავებით, მნიშვნელში გვექნებოდა სხვაობა: #იაკ--Xა: 

რაც ნული არ არის, ამიტომ 6->+0 ზღვარში მივიღებთ დასამტკიცებელ ტოლობას, 
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ადვილად დავამტკიცებთ შემდეგი ფორმულის სამართლიანობასაც: 
110 9%(7ი(წი,) | Vიაპ = |იი,), (X»=:2ქ, 31, 12) (82,4) 
§წ- 

სადაც Cა(2იე) არასრული გრინის ფუნქციაა–– 

Cა(”ი,)=( ი, იჩი +#)-!. (თ=21, 31, 12) (82,5). 

რადგან | თე ) საკუთარი ვექტორია Mა+ი, ოპერატორის, ე. ი. 

(წი, – 9 – #ა)|თ,) =0, (82,6). 
ამიტომ 

:. , თ _ა (ჩი) 2. 26CV(2ა,))თი,)=1% "ი თ, ), (82,5') 
§-0 §-0 Mიც–- წიგ 5) 4 

რაც ამტკიცებს (82,4) ტოლობას. 

ახლა განვიხილოთ გამოსახულება 

10 %CაC7ი | %. ბ) (82,7) 
6-0 

როცა თ=ქვ1, მივიღებთ წინა შემთხვევას. როცა თ:-ყ/, მაშინ Iთ») არ არის სა-- 

კუთარი ვექტორი (MM – Mე–წა) ოპერატორისა, ამიტომ როცა 6C->0, მნიშვნელ- 

ში მივიღებთ სასრულ რიცხვს, რის გამოც (82,7) ნულის ტოლი იქნება, ამგვარად,. 

1IიL#6 Cა(#იგ)| 9, ) =მაგ|9იგ). (<=2ქ, 31, 12) (82,ზ). 
8--0 

თუ თ-ს ნულოვან მნიშვნელობასაც მივაკუთვნებთ, ამ ტოლობაში შეიძლება გავა– 

ერთიანოთ (82,2) გამოსახულებაც. 
დაბოლოს დავამტკიცოთ, რომ ადგილი აქვს შემდეგ მნიშვნელოვან ფორმუ– 

ლასაც: 

119 რიჩი, ) 19, 1= | თია, («=23, 31, 12) (82,9) 
8§- 

სადაც C(7, ) წარმოადგენს არასრულ გრინის ფუნქციას, ხოლო (L,, ჩი, II თი) 
(81,29) ტიპის ასიმპტოტური ფუნქციაა. 

ზოგადობის დაურღვევლად დავამტკიცოთ (82,9) ტოლობა თ=2,3 მნიშვნე– 

ლობისათვის. გავიხსენოთ, რომ სამნაწილაკობრივი თავისუფალი მდგომარეობის 

|ზია) ვექტორი შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ შემდეგი სახით: 

| ი, ) = | 4, MX.) | 9), (82,10) 

სადაც M:ვ= Mე-+-Mვ არის (2, 3) ნაწილაკის ინერციის ცენტრის იმპულსი, M,კ კი–– 

მათი ფარდობითი იმპულსი. (კხადია, 

· # MM? 

(Mია“– 170 –– ზვე) |ზის ) = |“, IC) (წა–-, ბივ–ბა) (9), (82,11)- 
2Mჯვ 

სადაც 
  ი” MVM ს =ს· ეგ. 82,12). 

#ა MM C++ >>) ( ' 
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წარნოადგენს 2 და 3 ნაწილაკის ფარდობით ენერგიას. რამდენადაც ( ჩაია 
ი 2 I 1 

–რა+#) ორნაწილაკობრივი გრინის ფუნქციაა, ამიტომ, (82,1) ფორმულის 

.. · M“ ,. VI) 
სი % (სა–-;- ბაც, შვ-- 26 ) I «%».) = | “ჯავ, (82,13) 

სადაც (ე | დხევ? ამონახსნია ორი ნაწილაკის ფარდობითი მოძრაობის შრედინგე- 

რის განტოლებისა, რომელიც გაფანტვის სასახღლვრო პირობას აკმაყოფილებს. 

ხოლო რადგან I4X, «,,) | თევ) => | X>")), ამიტომ (82,9) ფორმულაც დაზტკიცე- 
„ბულია. 

ახლა დავწეროთ ლიპმან-შვინგერის განტოლება სამი ნაწილაკის სისტემისა- 

თვის. ამ მიზნით გაფანტვის სრული ტალღური ფუნქციის (82,1) განმარტებაში 

(81,37) ფორზულიდან შევიტანოთ გრინის სრული ფუნქციის გამოხატულება; 

გვექნება 
IM”) =100 # CV2,) | თი) + CIი(2ი) X IM"); (82,14) 

6, 

'მაშასადამე, ყველაფერი დაიყვანება %,-ფუნქციის ასიმპტოტური მნიშვნელობის 

არჩევაზე. თუ 1(=I/ე, ე. ი. სამივე ნაწილაკი თავისუფალია, მაშინ, (82,2) ფორ- 
მულის თანახმად, მივიღებთ ლიპმან-შვინგერის შემდეგ განტოლებას: 

IV) = |%V,, + რი(ბი, XI” Iხწიე (“იე =#„ე 4-რ) (82,15 
ახლა, ოუ ვიგულისხმებთ, რომ (82,14) განტოლებაში #=ჯავ და გავითვა- 

ლისწინებთ (82,3) ფორმულას, მივიღებთ 

I V ს) = Cი(2ი,ე)” | ს...) (CM = ჩი, 8) (82, 16) 

სადღაც #„,, ენეოგია განისაზღვრება (81,28) ფორმულით. IM„,.) გამოხატავს გა- 

ფანტვის მდგომარეობის ეექტორს, როცა ხდება პირველი ნაწილაკის გაფანტვა (2,3) ნა– 

წილაკების ბმულ სისტემაზე. ანალოგიური განტოლებები დაიწერება IVI იე და | Vი 
ქეექტორებისთვისაც. 

„ამგვარად, II,» ეექტორებისათვის, სადაც «=221; 31; 12, ლიპმან-შვინ- 

გერის განტოლება ერთგვაროვან განტოლებას წარმოადგენს იმის გამო, რომ საქმე 

გვაქვს ბმულ ქვესისტემებთან, (82,16) ერთგვაროვან ინტეგრალურ განტოლებას 
გააჩნია ამონახსნი, რაც ნიშნავს, რომ შესაბამისი არაერთგვაროვანი განტოლების ამო– 

ნახსნი ცალსახა აღარ იქნება. მაშასადამე, სამი სხეულის ამოცანისათვის ლიპმან-შვინგე– 
რის განტოლება ცალსახა ამონახსნებს არ იძლევა. ამ განტოლებას ცალსახა ამონახსნი 

ექნება მხოლოდ სამივე ნაწილაკის ბმული მდგომარეობისათვის. ლიპმან-შვინგერის 

განტოლების ამონახსნების არაცალსახობა სამი სხეულის ამოცანისათვის, ცხადია, 

შედეგია სამნაწილაკოვან სისტემაში ორნაწილაკობრივი ბმული მდგომარეობის შექ- 

მნის შესაძლებლობისა. ნათელია, რომ ლიპმან-შვინგერის განტოლების ამონახსნე– 

ბი არაცალსახა იქნება სამზე მეტი ნაწილაკთა სისტემისთვისაც, სადაც ბმული 

ქვესისტემების გაჩენის უფრო მეტი 'შმესაძლებლობანი არსებობს. 

გრინის Cა(2) თავისუფალი ფუნქციის ნაცვლად ლიპმან-შვინგერის განტო- 

ლების მიღებისას “შეგვეძლო გამოგვეყენებინა გრინის არასრული ფუნქციები, 
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მაგალითად C,ვ(2)=(წ-- M/ე–- მ)“, მაშინ (81,42) ოპერატორის მოქმედებით 14, , 

|დრა.) ასიმპტოტურ ვექტორებზე, 16 სიდიდეზე გადამრავლებით და 6–+0 ზღვარზე 

გადასვლით, (82,4) (82,9) და (82,15) ფორმულების თანახმად, მივიღებთ: 

IM/ი, X= | 9,9) + Cე(მი, )I9გ-+ წე)! | VIიე ), (82,17) 

| Mი..) =| %,..) + C,ე(მი,ე)IV,ვ + ზვ) | ი.ვ), (82,18) 

IM.) = თე(მივ)(სი +%ე)) | ყე, ა, (82,19) 

I Vი,,) = თე(შივ,) (ი ხვ)) | V,,,). (82,20) 

საიდანაც ჩანს, რომ IV.) და IM 

ლურ განტოლებას აკმაყოფილებენ, Iსივა და IMი,,). კი–– ერთგვაროვანს. 

ასე რომ ლიპმან-შვინგერის განტოლების აღნიშნული არაცალსახობა არ არის 

დამოკიდებული იმაზე, თუ გრინის სრულ ფუნქციას რომელი გრინის ფუნქციით 

გამოვხატავთ––თავისუფალით თუ არასრულით, 

-გაფანტვის ამოცანის სასაზღვრო პირობები ორი ნაწილაკის შემთხვევაში 

ცალსახად იყო ჩაქსოვილი გრინის სრულ ფუნქციაში. სამი სხეულის ამოცანის თა- 
ვისებურებათა გამო იძულებული ვართ სამნაწილაკობრივი გრინის სრული ფუნქცია 

გამოვხატოთ არასრული გრინის C.() ფუნქციებით, რომლებშიც სასაზღვრო 
პირობები სრულად არ არის გათვალისწინებული. ამიტომაც აღმოაჩნდა ამონახსნები 

ლიპმან- შვინგერის ერთგვაროვან განტოლებას. მაგრამ ინტეგრალური განტოლების 
მიმზიდველი მხარე სწორედ ის არის, რომ მასში გათვალისწინებულია სასაზღვრო 

პირობები. და თუ ეს პირობები არ შედის სამი ნაწილაკის ლიპმან-შვინგერის გან- 

ტოლებაში, მაშინ იგი ფაქტიურად ინტეგრალურ განტოლებას არ წარმოადგენს. 

· გარდა ამისა, მნიშვნელოვანია შევნიშნოთ, რომ როცა სამი სხეულის ურთი- 

ერთქმედება მხოლოდ ორნაწილაკობრიე პოტენციალურ ენერგიებს შეიცავს, მაშინ 
ლიპმან-შვინგერის ინტეგრალური განტოლების გული ჰილბერტ-შმიდტის პირობას 
აღარ აკმაყოფილებს, ამიტომ ეს განროლება აღარ იქნება ფრედჰოლმის ტიპისა. 

ამის დასამტკიცებლად დავწეროთ (82,15) ლიპმან -შვინგერის განტოლება იმპულ– 

სურ წარმოდგენაში. გივიხსენოთ, რომ თავისუფალი გრინის ფუნქციისათვის ადგი- 

ლი აქვს ტოლობას 

(XI, MX, Mე | რთი(ჩიე) | +, , M;, Lე)=> 

) ვექტორები არაერთგვაროვან ინტეგოა- 

8%M,––M,) 5(%ე––M:) 6(Mე––M3) 
, 

ს--Mიე +% 

სადაც იე განისაზღვრება (81,18) ფორმულით. მივიღებთ შემდეგ განტოლებას: 

V-ს (MI, M,, Mე)=%,, (LI M-. Lე)+ 

(82,21) 

1 

8-–#M#ინ +16 

სადაც ინტეგრალური განტოლების გული წარმოადგენ პოტენციალური ენერგიის 

მატრიცულ ელემენტს და განისაზღვრება (78,11) ფორმულით. თუ გავითვალისწი- 

ნებთ ამ ფორმულას, გვექნება 

(1, M-, Mე | 7” | M;, M-, Lე) = 6 («-–– M”)((M-ვ | 9;ვ | Mჯე) 2 (0,––0,)+ 

CM, | შვე | M:1) 6 (02–– 9;) +- (M,; | 915 | MI) მ (ივ––ი:)). (82,23), 
24 გ. ჭილაშვილი 369 

| (6, MI MIX | ML, 1, #5) VI (%;, MX, #ე)0M; 0; 6X,, _ (82,22) ”ი



ცხადია, 9,, და M,, ფუნქციებიც დიაგონალურია ინერციის ცენტრის იმპულსის· 

მიმართ, ამიტომ (82,22) განტოლება შეიძლება შევკვეცოთ დირაკის 6(M--M”: 
ფუნქციებზე. ეს კი ტოლფასია სამნაწილაკობრივი ლიპმან-შვინგერის განტოლე- 

ბაში სიმძიმის ცენტრის მოძრაობის გამოყოფისა. რაც შეეხება სხვა დელტა ფუნ- 

ქციებს, (82,23) გამოსახულებაში ისინი დამოკიდებულია დაუკავშირებელი ნაწილა– 
კის იმპულსებზე. ყოველ ჯც პოტენციალში სხვადასხვა დაუკავშირებელ ნაწილაკ- 
თან გვაქვს საქმე, ამიტომ დელტა ფუნქციები სხვადასხვა იქნება სამივე წევრში, 

რის გამოც მათი შეკვეცა შეუძლებელია. ამ ტიპის დელტა ფუნქციაზე ინტეგრა- 
ლური განტოლების გული არსებითად იქნება დამოკიდებული. ახლა შევამოწმოთ, 

იჟნება თუ არა ინტეგრალური განტოლების გული ჰილბერტ-შმიდტის ტიპისა. ამი– 

სათვის დაკმაყოფილებული უნდა იყოს (#I/, 4) პირობა, რომელიც ჩვენს შემთხვე- 

ვაში ასე დაიწერება: 

+= += 
| ძMძM' | ძიძი”I(L, ი|I7 II”, ი”) |1<C. (82,24): 

ცხადია, ინტეგრალური განტოლების (82,23) გულში შემავალი დირაკის დელტა 
ფუენქციების გამო (82,24) პირობა დაცული არაა, ამიტომ ლიპმან–შვინგერის გან- 

ტოლების გული არ იქნება ჰილბერტ-შმიდტის ტიპისა. ეს კი ინტეგრალური გან-- 

ტოლების დიდი ნაკლია, რამდენადაც ამ უკანასკნელის შესასწავლად ვეღარ გამო-. 

ვიყენებთ კარგად დამუშავებულ ფრედჰოლმის თეორიას. 

ამგვარად, სამი სხეულის გაფანტვის ამოცანის შესაბამის ლიპმან-შვინგერის.· 
განტოლებას მთელი რიგი არსებითი ნაკლოვანებები ახასიათებს, ამის გამო მათი - 

გამოყენება გაფანტვის ამოცანების გადაწყვეტის დროს, როცა ნაწილაკთა რიცხვი · 

ორზე მეტია, არახელსაყრელია. ამიტომ საჭიროა ისეთი კორექტული ინტეგრალუ- 
რი განტოლებების მოძებნა, რომლებიც, ჯერ ერთი, არაერთგვაროვანი იქნება გა- 
ფანტვის ამოცანებისათვის და, მეორეც, მათი გულები ჰილბერტ-შმიდტის ტიპისანი. 

ი:ნებიან, ასეთი განტოლებები 1960 წელს (103) სამი სხეულის ამოცანისათვის 
გამოყვანილი იყო ლ. დ. ფადეევის მიერ. შესაძლებელია ამ განტოლებათა განზო-. 
გადება როგორც ნებისმიერი ნაწილაკთა რიცხვის სისტემებისათვის (66), (131––-136) 

1141), ისე რელატივისტური მოძრაობისთვისაც (1601). 

§ 8ვ, ფადეევის განტოლებების გამოქჭვანა 

მას შემდეგ, რაც წინა პარაგრაფში დეტალურად განვიხილეთ სამი ნაწილაკის 
გაფანტვის ამოცანის თავისებურებანი, ფადეევის განტოლებების გამოყვანა დიდ სიძ- 

ნელეს აღარ წარმოადგენს (105). 

გამოვიდეთ გრინის სრული ფუნქციის ინტეგრალური განტოლებიდან 

C(2) = Cი(4) -++ Cი(2)7 C(2), (83,1) 

სადაც X-წარმოადგენს სამი ნაწილაკის სისტემის პოტენციალურ ენერგიას 

3 

#7 = 2, ზა, («=23, 31, 12) (83,2)! 
თ5=1 

3:0



ხოლო C/(2) სამნაწილაკობრივი თავისუფალი გრინის ფუნქციაა 

ფე (93 =C-– ჩ)“!, (83,3) 
შემოვიღოთ სამნაწილაკობრივი გაფანტვის 7#(2)-მატრიცა შემდეგი ტოლობით: 

M# C(2)= XC) Cა(2); (83,4) 

მაშინ (83,1) განტოლებას ექნება ასეთი სახე: 

C(2)= Cა(2) -+ Cი(2) IC2) Cი(2), (83,5) 

ხოლო #”(2)-მატრიცისათვის მივიღებთ ლიპმან-შვინგერის განტოლებას 

2(2=IX + I Cთა(2) I(2). (83,6) 
რადგანაც. განმარტებით 

7V,=72 დი, (83,7) 

ამიტომ ეს განტოლება მარტივად დაიყვანება ლიპმან-შვინგერის განტოლებაზე VI, 

ფუნქციისათვის, საიდანაც შეგვიძლია დავასკვნათ, რომ (83,6) განტოლებასაც ნამ- 
დვილი #-ებისათვის არაცალსახა ამონახსნები გააჩნია. 

იმის გამო, რომ სამი სხეულის სისტემაში შესაძლებელია ბმული ქვესისტე– 

მების წარმოქმნა, იძულებული ვართ C(2) გრინის ფუნქციასთან ერთად შემოვი- 
ღოთ არასრული გრინის ფუნქციებიც. ფადეევის განტოლებების გამოყვანის არსი 

იმაში მდგომარეობს, რომ თურმე შესაძლებელია (83,6)-ში წევრები ისეთნაირად 

გადანაწილდნენ, რომ ამ განტოლების ყველა ხარვეზი, რის შესახებაც წინა პარა–- 

გრაფში გექონდა ლაპარაკი, მოისპოს. 

გადავწეროთ (83,6) განტოლება შემდეგნაირად: 

2XC)= 2) იL1+ (272). (83,8) 
C 

ჩვენ ვხედავთ, რომ პოტენციალური ენერგიის მსგავსად 7(2)-მატრიცაც ბუნებრი- 

ვად სამ წევრად დაიყო 

2()= 3) >%(C), (83,9) 
თ=1 

სადაც #“%VC), ცხადია, განისაზღვრება განტოლებით 

ვ 
2%C)=%+49ითა() 22%. («,პ=12, 23, 31) (83,10) 

ჩ=) 

7%C) სიდიდეებისათვის მიღებული სისტემა არაფრითაა უკეთესი ამოსავალ (83,6) 

განტოლებაზე, მაგრამ (83,10) სისტემის დიაგონალზე ზის 1–ს,-Cე(2) ორნაწილა– 
კობრივი ოპერატორი, რომლის შებრუნება შეგვიძლია. ამისათვის (83,10) სისტემა 

გადავწეროთ შემდეგი სახით: 

3 

(1--ი თი(2))I- =9%ი+ ყა 0 (2) 2) 22. (83,11) 
8#9 
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ამ განტოლების ორივე მხარე გავამრავლოთ შებრუნებულ ოპერატორზე 

ს --სთა(2)) 1; გვექნება 
ვ 

7%290=L1--სიფი(4)) + (1--სს-რი(2)1“ 1%CCი(2) 2) 72%. (83,12) 
90%0თ 

ახლა შემოვიღოთ არასრული გრინის ფუნქციები და მათი შესაბამისი ორნაწილა– 

კობრივი გაფანტვის მატრიცები 7»ა(2). ცხადია, C>C2)=(# – – შა) 1 გრინის 
ფუნქციისათვის გვექნება შემდეგი განტოლება: 

C>=(2)= Cთა(2)-+ Cი(2)–წთ=თCV(92), (== 12, 23, 31) (83,13) 

საიდანაც, თუ შემოვიღებთ ორნაწილაკობრივ 7”'»(2)-მატრიცას შემდეგი ტოლობით: 

სთCთთ(2) =9%Cთ(2)Cი(2), (83,14) 

გვექნება. განტოლება 
7 C(2)–ს>თ+შ9»Cი(2)Xით(2). (83,15) 

აღსანიშნავია, რომ ეს მატრიცა წმინდა ორნაწილაკობრივი გაფანტვის მატრიცისა- 

გან განსხვავდება იმით, რომ მასში C'ა(2) სამნაწილაკობრივ თავისუფალ გრინის 
ფუნქციას წარმოადგენს. (83,15) განტოლებები ფრედჰოლმის ინტეგრალური განტო- 

ლებებია, ამიტომ შეგვიძლია დავწეროთ 

2?ი(0=I1–ს>Cი(2)I ·:ში- (83,16) 

ამ უკანასკნელის (83,12)-მი შეტანით საბოლოოდ მივიღებთ 

3 

ჯ%() = 79-C) + 7ა(96ი(2) 2, > 2, (83,17) 
__ 

ან გაშლილი სახით გვეგნება: 

27%2) = #ვე(მ) -L 2 -ვ(2) Cი(2)L 7 1(2) + X17%2)), 

2912) =73,(9) ++ 73 (2)Cი(2)LIL 2) + X?%2)), (83,18) 

21?C8) = 1 12X(6) + 7',2(2) 6ა(2)(7%2) + 7 9(2)). 

ამ განტოლებათა სისტემას ეწოდება ფადეევისს განტოლებები. იგი წარმოადგენს 

ინტეგრალურ განტოლებათა სისტემას 21%), 2:29), 27 91(2) ოპერატორებისათვის, 

რომელთა ჯამი გვაძლევს სამნაწილაკობრიე 7(2)-მატრიცას 

2+(2) = 17) -L 7?%2) +71(). (83,19) 

ფადეევის განტოლებები შეიძლება გადავწეროთ შემდეგი მატრიცული განტოლების 
სახითაც: 

/Mექი)) მევ(2) ბი #2) 7.() 7X2ჰ7C) 
2197) | = | 73/(2) |+| 7ე(2) 9 მა)(2) | Cი(2) | »”'(7) | · (83,20) 

21%) 2)ა-(2) მ)X2) ში) 9 ლთ 
როგორც აღმოჩნდა, ამ სისტემას სამი ნაწილაკის ლიპმან-შვინგერის განტო– 

ლების ხარვეზები აღარ გააჩნია. შეიძლება დავამტკიცოთ, რომ (83,20) ინტეგრა– 
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ლური განტოლების გული პილბერტ-შმიდტის ტიპისაა; ამასთან, ფადეევის განტო- 
ლების გული გამოიხატება შემდეგი მატრიცით: 

ი 7:40 2”ა(2) 

1ე() 9 > (83,21) 
"2 2(2) 720) 0 

ამ გამოსახულების კვადრატი წარმოადგენს შემდეგი ტიპის წევრების ჯამს: 

27ა(0)CV(0)7გ(2)Cე(2).. _ (თ#3) (81,22) 

ვისარგებლოთ (83,16) გამოხატულებით და გავიხსენოთ, რომ I#I # >6>0 

არეში (1--ი» ი(2)) 1 ოპერატორი იქნება შემოსაზღვრული და ანალიზური, გარ– 

და ორი ნაწილაკის ბმული მდგომარეობის შესაბამისი პოლუსებისა; ამიტომ საკ– 

მარისია დავამტკიცოთ, რომ 

ზსთC%ი(2)იგC7ი(2) (83,23) 

გამოსახულება კვადრატულად ინტეგრებადია. ავიღოთ ამ ნამრავლის მატრიცული 

ელემენტი თავისუფალი მდგომარეობის ვექტორებით და გავიხსენოთ (78,4) და (78,9) 

ფორმულები. მაშინ ადვილად დავინახავთ, რომ (81,23)-ის მატრიცული ელემენტი 
დირაკის დელტა ფუნქციებს აღარ შეიცავს და თუ ჟ არ არის ხამდვილი, იგი კვა– 
დრატულად ინტეგრებადი იქნება. შემდგომში დამტკიცდა, რომ პოტენციალთა გარ– 

კვეული კლასისათვის (81,21) გული ჰილბერტ-შმიდტის ტიპისაა გ„-ის რეალური 

მნიშვნელობებისთვისაც კი (110). 

ფადეევმა გამოიკვლია (81,20) განტოლებათა სისტემა და აჩვენა, რომ ისინი 
ფრედჰოლმის ტიპისანი არიან და აქვთ ცალსახა ამონახსნები შემდეგი დაშვებით 

(104, 105): 

1. ორნაწილაკობრივი პოტენციალური ენერგიის მატრიცული ელემენტები 
(LI ს IM”; (ამასთან, პოტენციალური ენერგია შეიძლება არალოკალურიც იყოს) 

წარმოადგენენ MX და L” იმპულსების გლუვ ფუნქციებს და აკმაყოფილებენ შეფა- 

სებას 

|(MI 9>= IM) | დ00036(1+ | --M II IL §>09 (83,24) 

2. #=0 წერტილი არ წარმოადგენს განსაკუთრებულ წერტილს ორნაწილაკო- 

ბრივი ლიპმან–შვინგერის ინტეგრალური განტოლებისათვის (სამივე შესაძლო გა– 
ფანტვის სიგრძე სასრულია); 

3, დადებითი ენერგიის შემთხვევაში ორნაწილაკობრივი ამოცანის სპექტრი 

უწყვეტია. ეს პირობა მნიშვნელოვანია მხოლოდ არალოკალური პოტენციალებისა- 

თვის, რადგან მხოლოდ ამ შემთხვევაშია შესაძლებელი დადებითი საკუთარი მნი- 

შვნელობების გაჩენა. 

როცა ეს პირობები დაცული არ არის, მაშინ ფადეევის განტოლებები შეი- 

ძლება ფრედჰოლმის ტიპისა აღარ იყოს და სამი ნაწილაკის სისტემისათვის მათი 

ამოხსნით გვქონდეს უსასრულო რაოდენობის დონეები (112, 90|. 

ამგვარად, ფადეევის განტოლებები შეგვიძლია განვიხილოთ, როგორც სამი 

ნაწილაკის გაფანტვის ამოცანის ფუნდამენტური განტოლებები. აღსანიშნავია, რომ 

ფადეევის განტოლებებში პოტენციალები ცხადი სახით აღარ შედიან, მათ ნაცვლად 
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განტოლებაში მონაწილეობენ ორნაწილაკობრივი გაფანტვის მატრიცები ენერგეტულ 

ზედაპირს გარეთ. ეს გარემოება მეტად მნიშვნელოვანია სამი სხეულის გაფანტვის 

ამპლიტუდის ანალიზური თვისებების შესასწავლად (107, 108, 109). 

§ 84. ფადეევის ბგანტოლებები ტალღური ფუნჰკპცეებისათვის 

დავწეროთ ფადეევის განტოლებები ტალღური ფუნქციებისათვის, რომლებიც 
გაფანტვის სხვადასხვა პროცესებს ”შეესაბამება. ამისათვის ჯერ ჩავწეროთ ფადეევის 
განტოლებათა სისტემა გრინის ფუნქციებისათვის. 

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნა: 

C+(2) = Cა(2)I“CI)Cღა(ის, (თ=23, 31, 12) (84,1) 

მაშინ (83,501 ფორმულა მოგვცემს 

ეუ 

C(0=Cა-()+2, 0%(/. (84,2 
თოთL 

თუ გავითვალისწინებთ (84,1) აღნიშვნას, ადვილად მივიღებთ განტოლებას C:%(/) 
სიდიდეებისათვის, რისთვისაც საკმარისია (83,20) სისტემა მარცხნიდან და მარჯენი- 
დან გავამრავლოთ CჯაX(2) გრინის ფუნქციაზე და ამავე დროს გავითვალისწინოთ 

(83,13) და (83,16) ფორმულები, რომელთაგანაც გამომდინარეობს 

C%ი(#)2'-(#)Cი(2) = CV(5)–– Cი(2) (83,3) 
ტოლობა. შედეგად მივიღებთ განტოლებათა სისტემას 

Cთ?%2) C ევ (2)–– C% (2) ბი 7”ე(2) 753+2)X / C?%#7)" 

CC) | = | C.)(2)–-Cრი(2) |+Cთი(2)| 7ე(0) 0 7ჟე() CC) - (84,4) 

C!7“2) სVC,2 (9)1-– წი (2) შა) 72) 9 C17(7) 

ამ სისტემიდან ნაპოვნი C%(/) სიდიდეების (84,2) ფორმულაში შეტანის შედეგად 

ვიპოვით სამნაწილაკობრივი სისტემის გრინის სრულ C(2) ფუნქციას. 

ახლა ჩავწეროთ ფადეევის განტოლებები ტალღური ფუნქციებისათვის. რო- 

გორც აღვნიშნეთ, გაფანტვის ამოცანაში შეიძლება განხორციელდეს რამდენიმე 
ასიმპტოტური მდგომარეობა; სახელდობრ, სამი ნაწილაკის შემთხვევაში ხორციელ- 
დება ოთხი ასიმპტოტური მდგომარეობა. ერთი სამივე ნაწილაკის ინფინიტური 

მოძრაობაა, ხოლო სამი შეესაბამება ერთი რომელიმე ნაწილაკის ინფინიტურ მოძ- 

რაობას დანარჩენი ორი ბმული ნაწილაკის მიმართ. ამ მდგომარეობათა ვექტორე- 

ბი შესაბამისად აღვნიშნეთ (თის) და | თი, )-თი, სადაც თ=2ქ1, 31, 12. უკანას- 

კნელ სამ ვექტორს, როგორც “მევთანხმდით, ვუთითებთ მხოლოდ ბმული წყვილის 

კვანტურ რიცხვებს: XI, წე, და ჯვ. 
ფადეევის განტოლებების დასაწერად ტალღური ფუნქციებისათვის გამოვიყენოთ 

(82,1) ფორმულა, რომელიც გრინის სრული ფუნქციის დახმარებით გაფანტეის 
სრულ ტალღურ ფუნქციას განსაზღვრავს შემდეგნაირად: 

| V.) =1Iთ 26C (2) I(ჩ,), 2 =/ჩი –+16 (84,5) 
8- 
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'სადაც თ-ის ქვეშ იგულისხმება სათანადოდ ან წე, ან 7?ეე, მე მე, გავიხსენოთ აგრე- 
·-თვე, რომ 

| ჩი )=1M % თი(ჩიე)|ზიე» გი, =Xიე +2 (84,6) 

"სადაც |.) სამი ნაწილაკის თავისუფალი მოძრაობის ვექტორია, 

ვიმოქმედოთ (84,2) ოპერატორით %I2V,.) ვექტორზე და გადავიდეთ ზღვა- 

-რზე, როცა 6->0. (84,2) და (84,3) ფორმულების თანახმად მივიღებთ 

ე 

IMა)= |თი,)+ 2195), (84,7) 
თ=1 

'სადაც. IMია) გამოხატავს საწყის მომენტში არაბმული სამი ნაწილაკის გაფანტვის 

ვექტორს, ხოლო 

| 02) =1IMV #6 C%#ი, ) | ზ.ა. (84,8) 
ხ–0 

-ახლა, თუ (84,4) სისტემას მარჯვნიდან გავამრავლებთ 16| თე, ) ვექტორზე და გა- 

-დავალთ ზღვარზე, (82,9) ფორმულების გამოყენებით მივიღებთ განტოლებათა შე- 

“მდეგ სისტემას: 

| (2 ) | VI» –I რია: ) ბ 7”ე(2) 2'ე(2) | სM ) 

| IV.) |=| |თი) – |თ,,) |+Cთა(2) 7,0 0 79 || 192, | (84,9) 
| ს ) | დ?) =) თ.ა) 27ა(2) ჯა(2) 09 | ხია ) 

-ამ განტოლებებში ს“ ფუნქციებს, სიმარტივის მიზნით, ერთი ინდექსი მივუწერეთ. 

ხოლო | 0027) -ში იგულისხმება (82,09) ვექტორი. 

ადვილად ვაჩვენებთ, რომ, მაგალითად, (თი 9)--თ,) სხვაობა უსასრულობა- 

ში წარმოადგენს განშლად ტალღას 2 და 3 ნაწილაკის ფარდობითი მოძრაობის 

მიმართ. მართლაც, გავიხსენოთ (81,17) და (81,29) ფუნქციების განმარტება და 

განვიხილოთ სხვაობა (რიე –– თემ) ზღვარში, როცა 7გე-> CC. რადგან დჯ,,(წვ) 

ფუნქცია აკმაყოფილებს გაფანტვის სასახღვრო პირობას, ე. ი. როცა I,,->0C 

«აქვს შემდეგი სახე: 

+ #ივწევ გ! წივჩივ 
დ/.,ე(წევ)–– 6 ი + # (ჰე, M?3) , (84,190) 

მვ 

სადაც XVXICე, Mბ%ე) გაფანტვის ამპლიტუდაა, ყ-საწყისი ფარდობითი იმპულსი, 

ამიტომ მივიღებთ 

  

( ; 
· . =(M ე + M#ივივ) ტ'ჩივ ”ვვ 

1Iი (თ,, -- დი) თბი ბებ · 
ივ. თ 

XCვ, M§3)   (84,11) 
LLC) 

მაშასადამე, მართლაც, აღნიშნული სხვაობა პროპორციულია განშლადი ტალღისა 

%ე მანძილის მიმართ. 
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განვიხილოთ შემთხვევა, როცა ერთი რომელიმე ნაწილაკი იფანტება დანარ- 
ჩენი ორის ბმულ მდგომარეობაზე. იმის მიხედვით, თუ რომელი წყვილი ადგენს 

ბმულ მდგომარეობას, გვექნება სამი შემთხვევა. შესაბამისი ვექტორები აღვნიშ- 

ნოთ IV,..), IV.) და IV, .)-ით. #--მიუთითებს ორი ნაწილაკის სისტემის 

კვანტური რიცხვების ერთობლიობაზე. 
ვთქვათ, გარკვეულობისათვის, საწყის მომენტში, ბმულ მდგომარეობაში 

იმყოფება (2,3) სისტემა, რომელზეც იფანტება პირველი ნაწილაკი. (84,2) ოპე- 

რატორით ვიმოქმედოთ #6 |თ,..) ვექტორზე და გადავიღეთ ზღვარზე, როცა 
6->0. რადგან, (82,3) ფორმულის თანახმად, 

13 #6 60 (#,,) | 9,,,) =0, 
6-0 (84,12) 

ხოლო 
IM.) = 10 %C (#,..) | %,..ა, (84,13) 

ამიტომ სრული ვექტორი ტოლი იქნება 

ვ 

IMI-,,)= 2) I 98.0, (84,14) 
თ=1 

სადაც შემოვიღეთ შემდეგი აღნიშვნა: 

| ზი.) = სთ # 6% (#,,.) | V,,.)- (84,15) 

ადვილად ვიპოვით ინტეგრალურ განტოლებათა სისტემას | IC > ვექტორებისათ- 
ვის; ამისათვის საკმარისია (84,4) სისტემა გავამრავლოთ §6 | თ...) ვექტორზე და 

გადავიდეთ ზღვარზე, როცა C->0. შედეგად გვექნება 

198.) 'I#%,,.) იე 775ვ(2) 7სა(2)V /IV#/,.) 

IV,» |= მ I|+რიი| 70 0 “აი || IV) |, (84,16. 

I ი.) 9 2.) 7) 0 ./ VIყი,ვა. 

სადაც #=7#,,,+%%. 
სრულიად ანალოგიურად მივიღებთ, რომ 

წა 214), IM,ა= 21%, (64,17) 
თ=1 

ფუნქციები შეესაბამებიან გაფანტვას (3,1) და (1,2) ბმულ წყვილებზე, ხოლო. 
(ბი, ვექტორები აკმაყოფილებენ (84,16) სისტემას, ოღონდ იმ განსხვავებით, 

რომ მარჯვნივ თავისუფალ წევრში, რომელიც სვეტის სახით არის. წარმოდგენი- 

ლი, შესაბამისად გაჩნდება გამოსახულებები 

0 0 

L «,..) | , 0 I. (84,186), 
0 | ჯ?,..) 
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როგორც ვხედავთ, როგორც სამი თავისუფალი ნაწილაკის, ისე ერთი ნაწი– 

ლაკის გაფანტვას დანარჩენი ორის ბმულ სისტემაზე შეესაბამება არაერთგვარო- 

ვან ინტეგრალურ განტოლებათა სისტემა, რომელიც, ლიპბმან-შვინგერის განტოლე– 

ბისაგან განსხვავებით, ცალსახა ამონახსნებს იძლევა. 

ბმული მდგომარეობა. სამი არაიგივური ნაწილაკის სისტემის ბმული მდგო– 

მარეობა აიწერება ფადეევის განტოლებათა ერთგვაროვანი სისტემით 

13) იე ”ჟეა(2) 7;(2)V / | ს") 
(წეკ) თი 2. 0 0:09) (84,19). 

Lდ9) #2) I) 0 | ყ,) 

ხოლო მდგომარეობის სრული ვექტორი გამოიხატება შემდეგი ჯამით: 

|V= ჯ» |დ-). (84,20» 
თი( 

ამასთან, ბმული მდგომარეობის შემთხვევაში 2=–#8, სადაც 8 სამი ნაწილაკის 

სისტემის ბმის ენერგიაა. 

ფადეევის (84,9) განტოლებათა სისტემა შეგვიძლია შემდეგი სახითაც. გა- 
დაიწეროს: 

| 8“) = 6-(2) 7%»(9)( | სჩ) +| "11, (84,21). 

სადაც თ, 8, « იცვლება ციკლურად და ერთმანეთს არ უდრის. 
ახლა ვაჩვენოთ, რომ ფადეევის ერთგვაროვან განტოლებათა ეს სისტემა ეკ– 

ვივალენტურია შრედინგერის განტოლებისა სამი სხეულისათვის. დავწეროთ წშრე-. 

დინგერის განტოლება 

ფ-წა)|90 =7 IV), (84,22): 

სადაც სრული პოტენციალური ენერგია წარმოადგენს წყვილური ურთიერთქმედე–. 
ბების ჯამს 

#= % შთ (84,23). 
თ=1 

ცხადია 
3 

IVIX= 3) 602) 9 IM). (84,24). 
თი1 

შემოვიღოთ ვექტორი 
| ს“) = CX(2) ზი | M), (84,25)- 

მაშინ |VX სრული ვექტორი წარმოიდგინება სამი ვექტორის ჯამის სახით 

IM) = ს» IV“). (84,26)- 
თ-1 
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„ამიტომ ნათელია, რომ 

უ 

| ს2) = 6ი(2) «> 2) | CM), (84,27) 
ჩ5=1 

საიდანაც 

3 

I1-––ფი(2) შთ) | ს“) = CთიC2) > 2 | სჩ). (84,28) 

8>ძ 

აქედან კი შეგვიძლია ვიპოვოთ | დ%). გვექნება 
3 

| 89) =I1--თი(შ) «ი1 1 Cი(2 5 2, | 6ჩ). (84,29 
98>%0თ 

გრინის ფუნქციის განმარტებით 

Cთ6-(2)=(1––Cთი(2)წ=1 " Cი(2) (84,3თ 
და, რადგან 

CთV(2) წთ = თი(2)2 (4), (84,31) 

„ამიტომ საბოლოოდ მივიღებთ 

ვ 

|89) = C%(2) IV(C2) 3) | 0), (84,32) 

8>+%0თ 

რაც, მართლაც, ემთხვევა ფადეევის განტოლებათა სისტემას სამი ნაწილაკის ბმუ- 

ლი მდგომარეობებისათვის. 

§ 85, ვადეევის განტოლებები გრინის არასრული 

ფუნქციებით 

თუ თავისუფალი Cია-(7) გრინის ფუნქციების ნაცვლად გამოვიყენებთ გრი– 

ნის არასრულ ფუნქციებს, მაშინ ფადეევის განტოლებათა სისტემა სხვა სახითაც 

შეგვიძლია გადავწეროთ. 

მაგალითისათვის განვიხილოთ C,:(2) გრინის ფუნქცია, მაშინ გრინის სრუ- 

-·ლი ფუნქცია განიმარტება განტოლებით 

C(2) = Cევ(#2) -L C-უ(2) Lზე|-+92| CC2)- (85,1) 

შემოვიღოთ სამნაწილაკობრივი გაფანტვის 7”(2) -მატრიცა 

(ხე, +4%):) CC) =2 (2) Cაჯ(2); (85,2 
მისთვის გვექნება შემდეგი განტოლება: 

XC) =Cვ)+V,) + და, +) C-ვ(2) 1 (2). (85,3) 
გაფანტვის სრული მატრიცა წარმოვიდგინოთ შემდეგი ჯამის სახით: 

2(2)=7'%2)-+ 217), (85,4) 
მაშინ მარტივად მივიღებთ: 

19) =|1-–შე, C;:(2)1 ბთვე -+- (1-––თვ, C,3(2)1“! ზე,Cივ(2) 2 '7%2), (85,5) 

72Cთ =(1--ს/ ფავ(2))“ 1 მ, + C:ვ(გ)|1“1 ზეკ: C7გე(2) 29V); (85,6) 
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თუ შემოვიღებთ მატრიცებს 

2, (9) = ზეჯ-L ზე; C გვ(7) 1ეI(2), (85,7) 

79.(2 =9გ+სზი C:ვ(2) XVX2), (85,8) 

მაშინ (85,5) და (85,6)-დან მივიღებთ შემდეგ სისტემას: 

თე)“ თორ) +( მი #”75ე/(2) 21 
Cთევ(2 · 85,9 

(ლტ (ორ) თათ) 0 ) თ (> შა 
-ე. ი. სისტემა შედგება მხოლოდ ორი განტოლებისაგან. მაგრამ ეს სისტემა ნაკ- 
"ლებად მოსახერხებელია გამოყენებისათვის, რამდენადაც მე, ღა 2 განისახღვრე– 

ბა არა Cეა(2) გრინის ფუნქციით, არამედ C,კჯ(2) ფუნქციით. 
ქვემოთ განვიხილავთ უფრო ხელსაყრელ შემთხვევას, როცა ფადეევის გან- 

ტოლებათა სისტემა კვლავ ორი განტოლებისაგან შედგება, მაგრამ მასში შემავა– 

·ლი გაფანტვის მატრიცები კვლავ Cი(2) ფუნქციით გამოიხატება. 

შემოვიღოთ შემდეგი ტიპის გრინის არასრული ფუნქცია C,(#/): 

Cთ,(2) = Cი(2)+ Cი(2)ს,C (2). (9,=9,2+ ხა,) (85,10) 

სათანადო 7”,(2)-მატრიცა ასე განვმარტოთ: 9,C,=7,C0; მაშინ მისთვის გვექნება 

განტოლება 

2)(2)ლ–ზ,+9,C%0(2) 1'(2); (85,11) 

მაშასადამე, X'L(2) წარმოადგენს ერთი ნაწილაკის გაფანტვის მატრიცას დანარჩენ 

ორზე, როცა უკანასკნელთა შორის ურთიერთქმედება არ არსებობს (§,კ=0). 
ბუნებრივია, რომ გაფანტვის სამნაწილაკობრივ მატრიცას, რომელიც აკმა– 

ყოფილებს განტოლებას 
2()=X + 7 თფი(2) IM), (85,12) 

შემდეგნაირად წარმოვადგენთ: 

29 

#(2)= 2, 2წ–C). (85,13) 
Cთ5=1 

ამასთან, სრული პოტენციალური ენერგია ტოლია 

+ =შევ+%ვ + ს=9+ ს. (ში–>ხევ) (85,14) 

მაშინ (85,12) განტოლებიდან მარტივად მივიღებთ: 

216C)=(1-–-ი, თი(2)) 19+(1-–იჯ6%(2)) "თ, Cი(2) 2”), (85,15) 

27:%2 =I1–-ი, Cა(2)1” 1 9,+ (1--–9:C0(4)) "მა Cი(2) 7 %2). (85,16) 

·თანახმად (85,11) განტოლებისა 

7,(0)=|1–9, თV2)) 19, (85,17) 

ხოლო (83,16) ტოლობის საფუძველზე, 

მ'ა(8) =(1--V; C0(4))” 1 9; (85,18) 

მაშასადამე, (85,15) და (85,16) განტოლებებიდან მივიღებთ შემდეგ სისტემას: 

21C) =7),()+7)(9) Cი(2) I #), (85,19) 
2 ?(2) = 7”ვ(4) + 7 ია(2) Cი(2) 7” '(2) 
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რომელიც კვლავ შეგვიძლია ჩავწეროთ მატრიცული ხახით: 

XX (2) ( 0 რ) წს 
= თ · 85,20 

(>ი თაი) ' სათ 0) 99 თა ““ 
ცხადია, გრინის ფუნქცია, (83,5) ფორმულის თანახმად, იქნება 

Cთ(2)=C%0(2)+ CVX2) + CI%)), (85,21) 

„სადაც C%(C2) კვლავ (84,1) ფორმულით განიმარტება. 

ადვილად დავწერთ ფადეევის (85,20) განტოლებათა სისტემას გრინის ფუნქ-. 
ციებისთვისაც. ამ მიზნით ეს სისტემა გავამრავლოთ ორივე მხრიდან C”იე(2) ფუნქ- 
ციაზე და გავიხსენოთ (83,13), (83,14), (83,2) და (85,10) ფორმულები. შედეგად. 

მივიღებთ 

თი) _ 0აი–ძიი ) +, ( 0 შრ თობ,  ფ527 
C”() Cიე(8)–– თა(4) ჯ იე(ჩ) 0 C%2) 

ამის შემდეგ ადვილია ფადეევის განტოლებების დაწერა ტალღური ფუნქციებისა-. 
თვის. განვიხილოთ კონკრეტული შემთხვევა ერთი ნაწილაკის გაფანტვისა (2,3) 

სისტემის ბმულ მდგომარეობაზე. ვიმოქმედოთ (85,21) გრინის ფუნქციით 1 | «,..). 

ვექტორზე და გადავიდეთ ზღვარზე, როცა 6§-+0. (84,12) და (84,15) ფორმულე-: 
ბის თანახმად, გვექნება 

I M„..) = | სგ.ე/+ | ი.) (85,23)- 

ადვილად მივიღებთ ინტეგრალურ განტოლებებს |V1.,) და |V2,,» ვექტორებისა–- 
თვის. ამ მიზნით (85,22) განტოლება გავამრავლოთ (6-ზე და ვიმოქმედოთ |Cთ,,.) 

ვექტორზე. ზღვარში, როცა 6-0, მივიღებთ შემდეგ სისტემას: 

M31-(3ს)+406%V ი(წე) რბ 
რომელიც, ცხადია, ასეც შეიძლება ჩავწეროთ: 

| V%,1) = თა(9) 7”;(7) | დი,.); (85,25). 
I 92.) = |თი,,)+ Cი(2) 1Iჯა(#) | თვ); 

ხოლო ბმული მდგომარეობისათვის გვექნება შემდეგი სისტემა: 

| ს") = თ%(2) ”I(2) | ს”), (85,26). 
| დ?) = თი(2) 1 :3(2) | თ). 

დასასრულ აღვნიშნოთ, რომ ფადეევის განტოლებები არასრული გრინის ფუნქ-. 

ციებით პირველად ჩაწერილი იყო შრომებში |107, 111). 

§ 80. ფადეევის ბანტოლებები იმპულსურ წარმოდგენაში 

სამი სხეულის ამოცანის შესწავლა ხელსაყრელია იმპულსურ წარმოდგენაში. 

ამ წარმოდგენაში ფადეევის განტოლებებს ადვილად ჩავწერთ, თუ შემოვიღებთ · 

იაკობის კოორდინატებს. საქმე გვექნება აბსტრაქციული სივრცის შემდეგ ბრა–- 

ვექტორებთან: 

(ია ჩ,, (Lე, ს XM,2, მა I. (86,1), 
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განსაზღვრულობის მიზნით განვიხილოთ ფადეევის განტოლებები V-ფუნქ- 

„ციისათვის, რომელიც შეესაბამება ნაწილაკის გაფანტვას ორი ბმული ნაწილაკის 

"სისტემაზე. თუ სპინებს მხედველობაში არ მივიღებთ, ასეთი მდგომარეობა შეიძ- 

-ლება გვქონდეს ნუკლონის გაფანტვისას დეიტრონზე. 

ფადეევის შესაბამის განტოლებებს ინერციის ცენტრის სისტემაში აქ>ვს სახე 

| 9,:) = | თი.) + Cთი(2) (7 -:3(2) | 7.) L-75(2) | V2,,)), 

I დL9,,) = C70(9) |7'3((2) | ს.) + 13I(2) | რი,.)). (86,2) 

| 9.) == C7ი(2) (7,2) | 9.) + 122) | 02.7), 
სადაც 

| %,,)=-| თე: ,„,,) =| 1) | დ,,ა)· (86,3) 

?; დაცემული ნაწილაკის ფარდობითი იმპულსია, ხოლო | დე,.)-ბმული (2,3) წყვი- 

ლის მდგომარეობის ვექტორი. რაც შეეხება „-ს, განხილულ შემთხვევაში იგი ტო- 

ლი იქნება 

  +. (86,4) ეე 
ი“ :> _ LI 

”=ხიარლ2 –8§8 

'ხელსაყრელია ცვლადების ისეთნაირად შერჩევა რომ თითოეული თი“ ფუნქცია 

თავის საკუთარ იაკობის კოორდინატზე იყოს დამოკიდებული 

ს0)= დ0(%,ვ, იწ,) ა090=ტრ(ც, იე), დთ()=C0IMVL.., ნე). (86,5) 
გაფანტვის სრული ტალღური ფუნქცია მაშინ განსახღვრული იქნება ფორმულით 

M =თ,ი,„,, (ვ, ი)) -+ CIMIC„ე, ნ) +CVIC,, იე) +, ჩუ), (86,6) 

სადაც, (86,3) ფორმულის თანახმად, 

თ.ა, ივ (M-ვ, 6))=6(0)––?,) დ.,ე(Iე). (86,7) 

ამ ფორმულაში თი, ე(M2ე) ბმული (2,3) სისტემის ტალღური ფუნქციაა. 

იაკობის კოორდინატებში (86,2) სისტემის ჩასაწერად საკმარისია თითოეუ–- 
ლი განტოლება სკალარულად გავამრავლოთ (86,1) ვექტორებზე შესაბამისად. 

თუ გავიხსენებთ, რომ თავისუფალი გრინის ფუნქცია დიაგონალურია იაკობის 

კოორდინატების მიმართ, ე. ი. · 

(XVთგ, ჩნ. | Cი(2) | MC) ჩ») =6C(MVგ––MCგ) 0(ნ,––-ი1) #M-ბ(%Cგ, ჩა: 2), (86,8) 

სადაც 

M68 ჩა 6 
Mიჩ(Mგ, ჩ.; თლე“ _––_ (8 ,9) 

20იგ 2» 

მაშინ (86,2)-დან მივიღებთ: 

ს XIIვ, ხა =4(L-ვ, ჩა+ 

12: (Mჯა, 0); 2) | I (1, 9; | 7%ვ(2) | Mვ/, 92) LVVM-ვ+, ნ;) ძMჯჯ ძი:-L 

I (1Cვ, 0; | 2”:ვ(4) | MI, მვ) (IM, 2, ი.)0Mცრია| , 

და), ნა) = 73; (Mე;, ია; 2) | I CM), ჩა | 2”/(5) | Mჯა, 0, )VXICვ,ი,) ძMჯა ძი,-L 

I (ვ), ი; | 2) (4) | ჯ,, მვ) (I9#,ა, მკ) ძM,შია | , (86,10) 
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აი, ნ) =70:1(X, ია; 2) | I (M,,, ია | 2)(2 | M-, 0,) 00%, იარი, 

I (CM, ჩე | ?)+(2) | Mვ,, მგ) VIXIე,, ჩე) თMკ, მი. | · 

ამ სისტემაში წერის გამარტივების მიზნით #1, ჯე ინდექსები ყველგან ჩამოვუშვით. 
გარდავქმნათ ინტეგრალქვეშა გამოსახულებანი, განვიხილოთ (86,10) სის– 

ტემის პირველი განტოლების პირველი ინტეგრალი. გადავწეროთ იგი იგივურად 

4==| (M,,, ნ, | ?:კ(9) | ვ, იე) (გ, 0; | M.,, მ) VI, ნე) ძM,, ძი; ძM;, ძი;. (86,11) 
ახლა გავიხსენოთ #7, (2-მატრიცული ელემენტის (78,15) ფორმულა 

(+, 01 რაი 1 M-V 02) =8(0,--01) (+ რ(I- 2) (LC). (86,12) 

გარდა ამისა, (75,24) ფორმულის თანახმად, გვექნება 

(ე, 0; | ეჯ, ნ:) = (Mვ), ჩა | Mვ,, 0) = 6(Mვ)–– |) 6(0,-–0X). (86,13) 
ორი უკანასკნელი ფორმულის გამოყენებით (86,11) მიიღებს შემდეგ სახეს: 

4= | ბდ,–იე(M 'თ(+– 2) IX) 0(%,–%,,) ბთ,–იე. 
' 

თს ნ) რMვ, იი, 0M:ე ინ; 

დაბოლოს ამ ინტეგრალში გამოვხატოთ ყველა სიდიდე ი, და ნ, იმპულსებით. 
თუ გამოვიყენებთ (75,37) ფორმულებს, სშუღებთ 

4= | მთი) –ს- 2 _ ოკ. «იაარ(ი, სათი ნ, | ძი, (86, 15) 

სრულიად ანალოგიურად შეგვიძლია კრლავ ქმნათ სისტემაში შემავალი დანარჩენი- 
ინტეგრალებიც. საბოლოოდ გვექნება ინტეგრალურ განტოლებათა შემდეგი სისტემა: 

LX, 6) = (%, 0)+ 

7;I(L, ი; 2) | I | თ(-- +) I –-იი-- 2912. ჩი) ა CC 7L ჩ', V) + 

2ს, 71ხ23 2? 13 

23 (I– -)II+ 12 3 ნად ი(-ი– VI. ჩ”, ”)) ძი”, 

9ბ2ვ 29% 

სC(L, 0) = 72:)(L, ი; 2) | III («– 2) შელბის“ 21, ია ტფ –ი- ში ი”, წ” )+ 

#7ბყვ 7ხევ 

(IMI(+--)I– თ აგ არ(ი 04727, წ) ი”. (86,16) 

(86,14) 

  

2ჩვ MM 

არი, ი) = 0:10, ი; 2 | LL C სა)» თ, ათ( ი+ აი ე ”V)+ 
2112 

მნა ბირ შთითეე«- 
2M3 ბი ”· 13 
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რადგან განტოლებაში იაკობის ქექტორების ინდექსების მითითებას მნიშვნელობა · 

აღარა აქვს, ამიტომ ისინი ჩამოვუშვით. (86,16) წარმოადგენს ფადეევის განტო–- 
ლებათა სისტემას იმპულსურ წარმოდგენაში ჩვენ მიერ არჩეული კონკრეტული 

შემთხვევისათვის, როცა პირველი ნაწილაკი იფანტება (2,3) ბმულ სისტემაზე. 

აღსანიშნავია, რომ ფადეევის განტოლებებში პოტენციალური ენერგია არ 
მონაწილეობს, მის ნაცვლად გაჩნდნენ ორნაწილაკობრივი გაფანტვის მატრიცები 

(+ | წაი #-- + ) | M--ა (86,17) 
2ს, 

ენერგეტულ ზედაპირს გარეთ, ე. ი. როცა 

, 
Iნგანხდებ2იიი(+– XL) · (86,18) 

2L» 

განვიხილოთ კერძო შემთხვევა, როცა ნაწილაკები იგივურნი არიან: 1I,1= 

=ჩI:=7სე=#; მაშინ (86,16) სისტემა ერთ ინტეგრალურ განტოლებაზე დაიყვა- 

ნება, რადგან სამი VI(C) ფუნქციის ნაცვლად გვექნება ერთი ფუნქცია 

დ(%, 0)=9XL, 6)+ 

#-106 ნ; 2) | |I(II- ლ) –ი–წ ია ს(ი+ “ი, I+ 
4 2.“რ“ 2 ) 

ვე? 7, 1 1, ., , 
(I- თ), +9)%(–7--ი ,ნ )|“' (86,19) 

4» 2 2 

ამასთან, ნაწილაკთა იგივურობის გამო 

ს(, ს) =VC-V, ნ); (86,29) 

მაშასადამე, საბოლოოდ მივიღებთ შემდეგ ინტეგრალურ განტოლებას: 

ვე? 1 
დ(L%, ი)=%XL, ნ) + 7 (ხ, 6; | Cი«- 2.)I–-> ჩ)1+ 

_ 30 ზი ,/)ე 1 ს გ/ე+ 1 ე იკი . 
რ 2) + 9.C წ 0 |ძი (86,21) 

ახლა დავწეროთ ფადეევის განტოლებები სამი არაიგივური ბმული სისტე– 

მისათვის იმპულსურ წარმოდგენაში. ცხადია, ამისათვის საკმარისია (86,16) სის- 

ტემაში დავუშვათ თ=0 და # შევცვალლოთ #=–-, სადაც ფ8-სამი ნაწილაკის 

ბმის ენერგიაა. მარტივად ვაჩვენებთ, რომ ეს სისტემა შეიძლება ჩაიწეროს შემ- 

დეგნაირად: 

ს (6,9) = 7გX(L, 0; ი) | I (+ 2 ) _ ზა არ(ნზი, + 

2 

(I რ(+- == LL8,) XVX-–იXგ, იი |ძი”, (86,22). 
რთ 
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სადაც 
== +"-"ი, სწ=ი+”“- 

ჩ+» თ» 

-თ, ზ ინდექსები ღებულობენ 1, 2, 3 მნიშვნელობებს და ერთმანეთს არ უდრიან. 

კერძო შემთხვევაში, იგივური ნაწილაკებისათვის #0) = 0 = VI, ამიტომ (86,22) 

სისტემა დაიყვანება ერთ ინტეგრალურ განტოლებაზე 

3 > , 

დ(, ი)= M“1(L, დ; #) | | CI 2– -)-ჯ ნ-ნ + 
4 2 

ს”. (86,23) 

9 თ 8-%) 2 + 9(6+ 2) თ“ რაბი 
4 2 2 

83 ა 

CL; X=ჯ#--"- 30. · (8=–-8 (86,25) 
თ” 4” 

როგორც ვხედავთ, (86,24) ინტეგრალური განტოლება ერთ ვექტორულ ცვლადზეა 
დამოკიდებული. 

დაბოლოს აღვნიშნოთ, რომ ადვილია ფადეევის განტოლებების ჩაწერა იმ- 
პულსურ წარმოდგენამი თვით 7#9%ჩ() მატრიცებისთვისაც. ამისათვის (81,17) 

განტოლება წარმოვადგინოთ ასეთი სახით: 

უე9ჩ(2)=7”-გ(2) + 7'.გ(2) Cი(2)( 7 ჩV(2) + 77“ (7)1. (86,20 
თუ გავიხსენებთ (86,8) და (86,12) ფორმულებს, მაშინ ადვილად მივიღებთ ინ– 

ტეგრალურ განტოლებათა სისტემას: 

3 

(Xგ, ნ, | 2%ჩ(9) | LC, 02) =8(0,–-ნე) (Mე/ | რა(+- 2) IM-აა+ 
V 

4 

ბდ, -- მიი (#-– ნ”– ) |M=ი 
2» 

7-2 M2გ, ნ; | 2წMC 
-9იგ(MCგ ი : 2) (რგ 21I00X (86,27) 

27%(2) | M5გ, ნ,)0M6გ თი; · 

როგორც ვხედავთ, ინტეგრალური განტოლება შეიცავს ექვს ცვლადს Mე, 
?, ღა აღწერს სამი ნაწილაკის სისტემაში მიმდინარე ნებისმიერ პროცესს ცნობი- 

ლი ორნაწილაკობრივი ჯ„გ-მატრიცის საშუალებით. 

§ 87. ბაფანტვის ამპლიტუდა და რეაქციის განივკვეთი 

საინტერესოა გამოვარკვიოთ, თუ როგორ არის დაკავშირებული ფადეევის 

განტოლების ამონახსნები გაფანტვის ამპლიტუდასა და სხვადასხვა პროცესის განივ– 

კვეთთან. ამისათვის ჯერ განვიხილოთ ნაწილაკის დრეკადი გაფანტვა ორი ნაწილა- 

კის ბმულ სისტემაზე, ე. ი. განვიხილოთ შემდეგი პროცესი: 

++(2, 8) ->++(>, ჩ)- (87,1) 
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ჯრეკადი გაფანტვის ამპლიტუდის განმარტებისა და (81,313) ფორმულის თანახმად, 

4X" IL. 
ი” 
  #Vნ,, 099) =– (თ, | "+++ Cგ+I 'I/), (061= ი, =2ხ/7), (87,2) 

1 . 
სადაც => თ.ე, ხოლო ი, არის ჯ-ნაწილაკისა და (თ, გ) ნაწილაკის (ძუ- 

ლი სისტემის) ფარდობითი იმპულსი საწყის მომენტში. საბოლოო მდგომარეობა- 

ში კი იგივე იმპულსი აღვნიშნეთ 9,-თი. ცხადია, საბოლოო მდგომარეობის ასიმ- 

პტოტური ფუნქცია განისაზღვრება ფორმულით 

ჯ 
–3/, 1. ი.ი, _ 

«,(წგგ, 0;)=(2>ჩ) ი” ” დ, (რ (87.3) 
წიგ ჩ,-იაკობის კოორდინატებია, ხოლო შიგ” გ) გამოხატავს. (თ, გ) სისტემის 
შინაგანი მოძრაობის კოორდინატულ ტალღურ ფენქცი:ს, რომელიც ზასიათღება 
7?ცგ-კვანტური რიცხვების ერთობლიობით. (87,3) ასიმპტოტურ ფენქციაში გათვა- 

ლისწინებულია მხოლოდ (თ, 8) ურთიერთგმედება, ამიტომ გადასვლის ალბათობა- 
ში (ამპლიტუდაში) შევიდა ურთიერთქმედების დანარჩენი V,=Cი;+%გ» ნაწარ. 

"VI, წარმოადგენს ფადეევის განტოლების | ”თჩ2 ტიპის ამონახსნს საწყის მთგო- 

მარეობაში. შრედინგერის განტოლების გამოყენებით შეიძლება მოვახდინოთ ”შემ- 

დეგი შეცვლა: | 
· · · ჯა“ ჩხ? 

(იჯ ““ სჩ») | V. ა - > უოავეი= 

სადაც სისტემის საწყისი ენერგია ტოლია 

0 _ (7,5) _ ბ) · , 2, დჩიჩ 

აქ რი„ “წარმოადგენს (თ, ქ) სისტემის ბმის ენერგიას, თუ გავითვალისწინებთ 

რომ დია, -(წთგ) ფუნქცია აკმაყოფილებს შრედინგერის განტოლებას 

| M 
– 

მაშინ ადვილად ვიპოვით, რომ 

ბია,– წიჩ(წთგ) I "”, (87,<) 

1= მიეც 

  ბეგ + MI) +დი,გ |რი,ირყა=0, (87,9) 

, 
“ცჩ.0» 

C 232... ა CC იხ · ,· 77 

LMი., ნ.) => MI) „ჩ--ი, | 2)? %იცგIთჩ) VI(წ„გ, 0,)'Iწიგიი., (87,7) 
იზ –ი5 > 

რომელიც შეიძლება შემდეგნაირადაც გადავწეროია: 

8 - 

#C, ნი- ს | მიაძაკი + თაი: ფ7,8) 
ა” წა 

ამგვარად, (87,1) პროცესის დრეკადი გაფანტვის ამპლიტუდის მოსაძებნად საკმა- 

რისია ავიღოთ ინტეგრალი იმპულსურ სივრცეში ფადეევის განტოლების ამონა– 

ხსნისა და ბმული ორი ნაწილაკის სისტემის იმპულსური წარმოდგენის ფუნქციის 

ნამრავლიდან. 

955 გ. პილაშვილი 
855,



არადრეკადი გაფანტვის დროს მნიშვნელოვანია რეაქციის დიფერენციალური. 
განივკვეთის გამოთვლა. განვიხილოთ შემდეგი ტიპის რეაქცია: 

+#+6(თ, 8) –> 3+(თ, 1). (87,9). 

ნაწილაკი, რომლის ნომერია +, და ბმული ქვესისტემა (თ, 3) ერთმანეთს ეჯახება, 

რის შემდეგაც მიიღება 8-თავისუფალი ნაწილაკი და (თ, +) ბმული ქვესისტემა, ე. ი. 
ადგილი” აქვს გაფანტვას გადანაწილებით. გადასვლის მატრიცული ელემენტი გამო-- 
ითვლება ფორმულით 

ჯ),=(%, 1 9Cგ + სგ | VII), (87,10) 

სადაც V', იქნება საწყისი მდგომარეობის ზუსტი ფუნქცია კვანტური რიცხეებით· 

ი; და გ. ეს ფუნქცია მიიღება ფადეევის განტოლებათა სისტემის ამოხსნით, 
დ,-კი საბბოლოო მდგომარეობის ასიმპტოტური ტალღური ფუნქციაა: 

-3 + იგი 
9«,=%,, ,,გ=(2») ჩხ დიც)(წი,)- (87,11): 

ხგ არის 2 და (თ, 7) ქვესისტემის, ფარდობითი მოძრაობის იმპულსი საბოლოო 
მდგომარეობაში. 000256) წარმოადგენს (თ, 7) ქვესისტემის “შინაგანი მოძრაობის. 

ტალღურ ფუნქციას »«-,-კვანტური რიცხვებით. 
ერთ სეკუნდში გადასვლის ალბათობა პროცესისა, როცა საბოლოო მდგომა- 

რეობის ფარდობითი იგ იმპულსი ძევს (იგ, სგ +ძიგ) ინტერვალში, როგორც ცნო- 

ბილია, განისაზღვრება ფორმულით 

C23 22 
ძაიც = “|| %ს-- ზეძი- (87,L2) 

საწყისი ღა საბოლოო მდგომარეობის ენერგიები განიმარტება შემდეგნაირად: 

9? · 
– _ 2 LM) დ 
1:1= –დღ, ს ს)სლ–“–- ––ტ, · 2, 8 თგ /ქ 2M ლით» 

დიფერენციალური განივკვეთის მისაღებად საჭიროა (87,12) ალბათობა გავყოთ 

საწყის ნაკადზე, რომელიც ტოლია 

  (87,113) 

1= გ , (87,14) 
LL, (2»ჩ) 

მაშასადამე, გაფანტვის დიფერენციალური განივკვეთისათვის გვექნება 

ხხ", - გ · ძთ,ც= (2, % (დ, |შ(2,-- 8 4 8.)ხ?ძ იეძლი · (87,15) 
ჯა 20გ 

ჩავატაროთ ინტეგრაცია »გ-თი, ამისათვის გავითვალისწინოთ დირაკის დელტა 

ფუნქციის ფილტრაციის თვისება; გვექნება 

ძC,, = (2=)1 M? (, ყგ 0. 17, 2ძლ,, ; (87,16) 

ჩუ 

ამასთან, #',,-მატრიცა გამოითვლება (87,10) ფორმულით. ამ მატრიცული ელე- · 

მენტებიდან ადვილად გამოვრიცხავთ პოტენციალურ „ენერგიას. მეტი გარკვეულო-– 
8-6



ბისათვის განვიხილოთ 'მემდეგი პროცესი 3-+-(1,2)->2--(1,3). მაშინ (87,10) 
ფორმულაში 

V ჯ/ = შევ+ ს, (87,17) 

' 
სხ ხ,,ი 2 

დ,“ >, 8,,=(2»ს)-%00.  დ,(რი, (87,18) 

VI,-კი ფადეევის განტოლების ამონახსნია, რომელიც შემდეგნაირად წარმოიდგინება: 

V,=-M/,.= VI, ++, + შიც: (87,19) 
სისტემის საწყისი და საბოლოო. მდგომარეობის ენერგიები კი განისაზღვრება 
(87,13) ფორმულებით, სადაც უნდა ავიღოთ თ=1, §=2 და ჯ=13,. 

ფადეევუს (84,16) განტოლებების თანახმად (იხ. (84,17) და (84,18) ფორ- 

მულები), შეგვიძლია დავწეროთ 
შევ დ, = ––::(70(2)4';უ(2)L დ). + ზი, 1 (87,20) 

ხოლო თუ გავითვალისწინებთ ორნაწილაკობრივი 2';,(2)-მატრიცის განტოლებას 

7 :ვ(2) = Lჯე+ 9,ვC7ი(2) 1 2ე(2), (87,21) 

სადაც Cი(2) სამნაწილაკობრივი გრინის თივისუფალი ფუნქციაა, მაშინ. (87,20) 
გამოსახულებას შეიძლება მივცეთ შემდეგი ფორმა: 

შვ V)ს = 2ჯა(2) IV) + (II) 1-- ნა ILCIაL + 99. I, (87,22) 

საიდანაც საბოლოოდ გვექნება 

ფევVI, = 1ეX(2) (CI, + 06) 1- (87,23) 
ანალოგიურად მივიღებთ 

სც, =9,,, „+ 2 '(9) III, + სი) ) (87,24) 
და, მაშასადამე, 

(9,| /,|რიე =(9, აც. | 92 | ზი, ) + 

(თ, ,,,, | 2'ჯა(8)(9M2), + CV, ) + ა(0%,, +V))- (87,25) 

განვიხილოთ (თი, ,, IV | თი,,5 > მატრიცული ელემენტი. ცხადია, ერთეულოვანი 
ოპერატორების ჩასმით შეგვიძლია დავწეროთ 

(თ,|VI9ი = | (თი,,», | ხა, 02) (Mჯა, 0; | 9): | XV, ნ): 

(VI ,,ნე | თ,,,,იე »0Mე; 00; 0M;: ძია. (87,26) 
რადგან იმპულსურ სივრცეში 

«%, თჩ' ნ5 =%,– ჩ,ა)დიცვ(Mთჩგ), (87,27) 

სადაც ბმული მდგომარეობის დე ე( წიგ) ფუნქცია აკმაყოფილებს “მრედინგერის 

თელი წარმოდგენის განტოლებას 

)წ,ა თი =–- I («გ |9თჩI Mი8)დი, (MC) ძM-გ, (87,28)   

  

      
იი, 

ხოლო 

«M,თ, მგIVCგ | MC გ, 0) = (M-გ, რ, | წცგ | გ; იჯ) =6(ი,–90,)(M68 | წთგ | Mიგ) · (87,29) 
ვა?



ამიტომ, თუ MX, და Mე, ვექტორებს შევცვლით ი. და 9, ვექტორებით 

Lე,=--მვ-- "ა. .უ__. ჩა, (87,30) 
713 22 

საბოლოოდ მივიღებთ 

212 თ. 
1 2 

(«,,, ჩუ. 1=I «.,.25)= (8,+2- ხა+უ%ია · ვ 

5 (87,31) 
ი თ “თ , მ9ე · მის ( თ+ იბ ია თაი +): 
1 M= 

ამგვარად, ჩვენ მიერ განხილული პროცესის გადასვლის მატრიცული ელემენტი 
განმარტებულია ფადეევის განტოლების ამონახსნით, ორნაწილაკობრივი გაფანტვის 

მატრიცებითა და ბმული მდგომარეობის ფუნქციებით. 
ანალოგიურად ვიპოვით (87,9) ტიპის ნებისმიერი პროცესის გადასვლის მა- 

ტრიცულ ელემენტსაც. (87,16) ფორმულით განისაზღვრება ყველა იმ პროცესის 
განივკვეთი, როცა როგორც საწყის, ისე საბოლოო მდგომარეობაში გვაქვს ორნა- 

წილაკობრივი ბმული ქვესისტემები. როცა ჯჯ= ჯგ, მაშინ (87,16) გამოსახულება 

იძლევა დრეკადი გაფანტვის განიევკვეთს. 
ახლა ვაჩვენოთ, რომ იმავე პროცესის განიეკვეთი შეგვიძლია გამოვხატოთ 

(86,27) განტოლების ამოხსნებით. მართლაც, 3-(1,2)->2+(1,3) პროცესის განივ- 

კვეთი დაკავშირებული იქნება გადასვლის შემდეგ მატრიცულ ელემენტთან: 
»,/=(%,., ი.,17(5)|4%ი,.ი:). (87,32) 

„რომელიც ასე წარმოიდგინება: 

2'/,/= 

| (“ა ნა ((ც, 0.1 26) I .,, ნე) (+, ნ; | რ/,,,») რ, ძნ, 0» ძ0; (87.33) 
გავიხსენოთ (86,7) გამოხატულება, მაშინ საბოლოოდ გვექნება 

7 ,= I ძM., იM;- %.ე,(M>ვეპდი,.(X,+)(M,ც რგ/ | 2 (9) | M,3, ჩა) - (87,34) 

“ამასთან, 2'(7)= 2729-79-71? განისაზღვრება (86,27) სისტემიდან, დეი(%) კი ორ- 

ნაწილაკობრივი სისტემის ბმული მდგომარეობის ტალღური ფუნქციაა. 

ახლა განვიხილოთ რეაქცია 

X+(C, ჩ)->თ>+8++. (87,35) 
ამ რეაქციაში ხდება (თ, 3) ბმული სისტემის გახლიჩა. რადგან ბოლო მდგომარე- 
ობაში სამავე ნაწილაკი თავისუფალია, ამიტომ მდგომარეობის დასახასიათებლად 

დაგვჭირდება ორი ვექტორი. ასეთად შევარჩიოთ იაკობის M-გ და ი, ვექტორები, 

მაშინ 
–ა. ა? 9 9 

ით, (22) ე M, VII.) (8– 1-1) ძMაგ ძი, (87,36) 
2 2ს 2Mი8 

სადა; 

პ I I,=(რ,7|9,-+შა--შე| | V,)- (87,37) 
ამ გამოსახულებაში თ, გამოხატავს სამი თავისუფალი ნაწილაკის საბ ლოო მდგომა- 
რეობის ტალღურ ფუნქციას, რომელსაც იმპულსურ წარმოდგენაში ექნება ასეთი სახე: 

«,=რ,, =%(C-#)ბდ-–-ი. (87,38) 
ვ88



” და VI იაკობის იმპულსების დაფიქსირებელი მნიშვნელობებია. რაღგან: 
# =ფა+ზვ+შე, და I V,=7'(2)#,, ამიტომ 

ჯ7/= 

| (9/I M6გ,0ჯ) (Mგი, იჯ | 2 (2 1 M>გ, ი,) (Mგ „0, | თ) #X6გ #0, #M-, ძი, . (87,39) 

თანახმად (87,38) გამოსახულებისა, საბოლოოდ გვეკჟნება 

7V= | (Mნი,ნს | 19) IV 0) დი, (%Vგ)IM-ი: (87,40), 
ამასთან, XC) = #79-L #791-./I. მატრიცის მნიშენელობა მოიძებნება ფადეეიის 

(86,27) სისტემის ამოხსნით. 

§ 88. სამი ნაწილაკის ამოცანა ნულოვანი რადიუსის 

ურთიერთქმედების შემთხვევაში 

განვიხილოთ კერძო შემთხვევა, როცა სამი ნაწილაკის სისტემაში წყვილუ- 
რი ურთიერთქმედება ხასიათდება ნულოვანი ურთიერთქმედების რადიუსით, ე. ი. 

როცა პოტენციალს კონტაქტური ხასიათი აქვს. ვთქვათ, ვსწავლობთ იგივურ ნა- 

წილაკთა სისტემას. კონკრეტულობისათვის განვიწიღოთ პროცესი, როცა ერთი 

ნაწილაკი იფანტება დანარჩენი ორის ბმულ მდგომარეობაზე. ნაწილაკთა იგივუ– 

რობა და პოტენციალური ენერგიის კონტაქტური ხასიათი საკმარისად ამარტივებს 

სამი ნაწილაკის პრობლემას; კერძოდ, ჩვენ ვაჩვენებთ, რომ ამ” შემთხვევაში ფადე- 

ევის განტოლებათა სისტემა დაიყვანება ერთ განტოლებაზე, რომელიც დამოკიდე– 

ბული იქნება ერთ ცვლადზე. 
განხილულ ამოცანაში ტალღური ფუნქცია სიმეტრიული იქნება ნებისმიერი" 

ორი ნაწილაკის გადასმის მიმართ. ამიტომ C-სისტემაში მას ექნება შემდეგი სახე: 

VI -=%(%-ე, 0ნ)+CთV00ს დ,.)-- #(L,, ივ), (88,)) 

ს(–V, ს)='VX, ჩ); (88,2) 

ამასთან, თ(M, ი) ფუნქცია წარმოადგენს ფადეევის (66,19) ინტეგრალური განტო- 

ლების ამონახსნს: 
· ." 

ს„.(%, 6) = თ,(#, ნ) - /) XL, ი; ი | I LC= > ჩჯ+ 

სადაც 

7) 1 1... , 
(+ILCიIVI+ | %(69+ ნს)”, (88,3) 

სადაც · · (ა ვ ყი? ვ ე? 
7XX, 0, 71=2– –-იC , =.--- · (88,4) 

ბ 

ხელსაყრელია ვისარგებლოთ ისეთი ერთეულებით, როცა 8=1. ამ შემთხვე– 
ვაში ნაწილაკის იმპულსი და ტალღური ვექტორი ერთმანეთს ემთხვევა, ხოლო 

ენერგია განსაზღვრული იქნება ფორმულით ILმ = ს. 

“ფადეევის განტოლების თავისუფალი წევრი ჩეენი ამოცანისათვის გამოიხა- 

ტება ტოლობით 

«თ,(L, ჩრ) =C6(0ი–-ჩეა) დი(M); (88,5) 

ვხე



სადაც ნე-დაცემული ნაწილაკის იმპულსია, დ,(M)-კი წარმოადგენს შინაგანი მოძ- 
რაობის ტალღურ ფუნქციას ბმული ორნაწილაკობრივი სისტემისა, რომელზეც 
ხდება მესამე ნაწილაკის გაფანტვა. ო-კვანტტური რიცხვია. როგორც ვიცით, კონ- 

ტაქტური ურთიერთქმედების დროს დე(M) ფუნქციას აქვს შემდეგი სახე: 

X# –. 
თი)=- > კ #« თდ- (88,6) 

სადაც X#-ნორმირების კოეფიციენტია, ხოლო ც-ბმის ენერგია. (88,3) ფადეევის 

განტოლებამი ორნაწილაკობრივი გაფანტვის მატრიცა (MII#(7)I! MX ნულოვანი 

ქმედების რადიუსის შემთხვევაში # და M” იმპულსებზე დამოკიდებული არ არის 

და მას. (44,6) ფორმულის თანახმად, აქვს ასეთი სახე: 

1 “1 
(MII() IM” სეო = ; 1ი»2>0 (88,7) 

» თ-L%I/ თაი იწ 

გავიხსენოთ, რომ განხილულ ამოცანაში 

(8 - 8+თ, (8ზ,8) 

ამიტომ (88,4) ფორმულის მიხედვით გვექნება 

„I XV. 9; #) (0––ნი)= ––(ს” + თ”) 6(0-––წჩი). (88,9) 

თუ ფადეევის განტოლებაში შევიტანთ (88.7) და (88,593 ფორმულებს, მაშინ 

(88.6) და (88,9) გამოსახულებების გათვალისწინებით მივიღებთ 

    სი, (M, –)= 2 (ში–ია–-; _ #9 (0) __ –, (88,10) 

+ + 1-8 C+:V VM- 

სადაც 
1 I 1 , , , 

#9ა (0=2- | რ (9+ ი ' 2: (88,11) 

ვიპოვოთ განტოლება, რომელსაც დააკმაყოფილებს X», (ნ) ფუნქცია. ამ მიზნით 

1 
დავწეროთ (88,10) ფუნქცია M=ი+--ი და ი=0“ ცვლადებისათვის ღა შევი- 

ტანოთ იგი (88,11) გამოსახულების ინტეგრალში; გვექნება 

  

მეის მ ტემის, 

ნ 2 რ ) ++ ჩა––»ი!2 

2. > | იი (ი) ძი > (88,12) 

I+ + = ') +-- ბ– ი («+1IM/ 2ი- )



საიდანაც მივიღებთ შემდეგ ინტეგრალურ განტოლებას: 

1 
  

    

7», (0)= ა 
თი იი 4 იმე+- იე თ 

1. # (0) ძი -(88,13) 
–<<–.. იასა ალოს, (ი-+იი + –თი(++17/ „> ) 

4 
„ახლა, თუ შემოვიღებთ ლში 

X,(0)= 3 %ი-0)  _ (88,L4) 
8 C--ჯ თ–-V >, 

«მაშინ (88,13)-ის ნაცვლად გვექნება ინტეგრალური განტოლება თ(ი, წე) ფუნქცტი- 

«ისათვის 

<4 (ი) 

#+I, 21 1/ 9 2-,, 

1 1 ა) მი" 

ი +ჩიი-+-ი-“ი2 2» , (ე?! ნი L9" –- იი) (ნ ––ი?--1) 

  

_– - > –– 2 

"ეს განტოლება ზუსტად ემთხვევა სკორნიაკოვისა და ტერ-მარტიროსიანის განტო- 

“ლებას, რომელიც მათ გამოიყვანეს 1956 წელს (99). 

ცხადია, (88,14) აღნიშვნის ძალით (88,101 ტალღური ფუნქცია შემდეგი 

გამოსახულებით განისაზღერება: 

M# 1 ძეი,(ნ) 
%,, (M, ი)= ა. IL. (ათ–ია+;- (88,16) 

სამზე 
”? , უე”? “+ გ 1 

ახლა ვაჩვენოთ რა კავშირშია დრეკადი გაფანტვის ამპლიტუდასთან (88,15) 

“ინტეგრალური განტოლების ამონახსნი –– ი(ი, ნე). ამ მიზნით გამოვიყენოთ (87,8) 

“ფორმულა, რომელშიც შევიტანოთ (88,16) ფუნქციის მნიშვნელობა 

+ 

Mი(ი, ჩი | დი(M) იM 
#00 = ი (I -– 20 + >; 

7 - X- 104. 1” ი? იჟ “ი - 
(88.17) 

»თუ გავიხსენებთ (88,6) გამოსახულებას და დ„(M) ფუნქციის ნორმირების პირო- 

“ბას, „ადვილად დავინახავთ, რომ 

XC, რი)=C(?, |:9) 

-მაშასადამე, გაფანტვის ამპლიტუდა უშუალოდ დაკავშირებული ყოფილა (88,15) 

ინტეგრალური განტოლების ამონახსნთან. 
აღსანიშნავია, რომ (88,15) განტოლება ერთ ვექტორულ ცვლადზეა . დამო– 

„კიდებული, მაგრამ რამდენადაც ამ განტოლებაში შეგვიძლია მოვახდინოთ კუ- 

391 

== (88,18)



თხეებით ინტეგრაცია, სინამდვილეზი იგი წარმოადგენს ერთგანზომილებია§ «ნტეგ- 

რალურ განტოლებას. ამ მიზნით მოვახდინოთ “შემდეგი გაშლა: 

თ 4? 

ი(ი, ნ) =4= 9) X) ი/(#, ჯი) XI (7) XI (ჩი) (8გ,19. 
|>=0 ო=-I 

სრულიად ანალოგიურად შეიძლება გავშალოთ განტოლების თავისუფალი წევრიც: 

(ი--+9-§+ მში-– ი/2)-!= 4= XI ხ/(7!, 1M)X (თC#6) X (=(7ი) -= 

    

I... 

= +, (21–<-1) ხ|C)), 1)1(ი “ ი)“ (88,20). 

ჯამ 
ცხადია, , 

1 7, (2)ძია: 1 9)ნ-–-)'–- 206 721 
სჯ», 1ჩი) = + – - ' · = თ( » 25), (38,21). 

2 „ნ მიენ ნეი 2) )'0X 2 

სადაც C0ჯ-ლეჟანდრის მეორე გვარის პოლინომია. თუ გამოვიყენებთ (88,19), 
(88,20) ფორმულებს და კუთხეების მიხედვით მოვახდენთ ინტეგრაციას, მაშინ. 

(88,15) განტოლება მიიღებს ასეთ სახეს: 

'ვ 
–ი,(», ჯი) ლ , , 
ზ 2 ' , , 

__ ·ს_ს__""" -სას”,) | #7 მიბმა ცე, (62 თ –--/ 3უბ/4 –- > ი 1" –/ბ--16 

რომელიც ერთგ ნზომილებიანი ინტეგრალურე განტოლებაა. მისი ამოხსნა ადვილია: 
მიახლოებითი მეთოდების გამოყენებით. 

საინტერესოა განვიხლოთ გაფანტვა ნულის ტოლი ენერგიის “შემთხვევაში, 

ე. ი. როცა დაცემული ნაწილაკის იმპულსის სიდიდე ნულის ტოლია »აგ=9, მაშინ, 

ცხადია, »16=-–-თ? და გაფანტვას სფერული სიმეტრია ექნება. ამ შემთხვევაში ინტე– 

გრალური განტოლების დასაწერად ხელსაყრელია კვლავ (88,15)-დან გამოვიდეთ, 
რადგან (88,22) გ:ნტოლება დაწერილია არსებითი დაშვებით, რომ წე960. 

დავუშვათ, (88,15) განტოლებაში ი-=0 და შემოვიღოთ აღნიშვნა თ(0) =0(0, 0). 

გვექნება ვ 
–_ ვ. 4(0) +» 

· ++, I _ ამი ი (84,2ე). 
თ+ 73::> აავ ჩი” 2: ქ ი (”+იი +-ი --ი2) 

რადგან ამოცანს ცენტრალური სიმეტრია ახასიათებს, ამიტომ თ(ი)=თ(») და 

კუთხეებით ინტეგრაციის ჩატარების შემდეგ მივიღებთ 

  

3 
“დ თ(7)) 

  

1 1 ათ. წ -L ა “+ რ-ნ?“ ი. (88,24), 

ჯ 
“== >-== 3 თ(»'). 

თ+ / 3 ა IX + თ ყ აჩ ჯბ + ს” + თ ია 
4 

ყყია



ვიპოვოთ ი(») ამპლიტუდის მნიშვნელობა ,/=0 ”შემთხვევაში. ამისათვის (88;24).. 

განტოლებაში ავიღოთ ზღვარი, როცა უ-+0. ინტეგრალქვეშ ლოპიტალის წესის.. 

გამოყენების შემდეგ ადვილად ვიპოვით 

3 ით0) 1. 2 | ()) , 

   თ(7). (83.25). 
თ" -L 1) 

შემოვიღოთ უგანზომილებო ცვლადები: =თ», ჯ =თX, ამასთან, «ი(ი)= ი (0), 
მაშინ: საბოლოოდ. გვექნება 

(2)ძ» | თ.-- 1+ | რ-24X 62,25 ი( ) 2 1+ ე“ I C ) 

ეს განტოლება რიცხობრივად მარტივად .ამოიხსნება. 

სკორნიაკოვისა და ტერ-მარტიროსიანის განტოლებიდან კონკრეტული შედე- 
გები მიღებული იყო სკორნიაკოვის (101(, ვ. დანილოვისა (102) დ.ა სხვათა 
შრომებში. 

იმის გამო, რომ (88,15) განტოლება კონტაქტური ურთიერთჟმედების ხედე- 
გია, მისი გამოყენება ბმული · მდგომარეობებისათეის ერთობ შეზღუდულია. კერ- 

ძოდ, განტოლების ამონახსნები არაცალსახა აღმოჩნდა. ამის მიზეზი მდგომარე– 

ობს იმაში, რომ თომასის თეორემის ძალით (98), როცა სამივე ნაწილაკს შეუძლია · 

ერთ წერტილში მოხვედრა, ასეთი სისტემის ძირითადი მდგომარეობის ენერგია 

თ-ის ტოლია. 
სკორნიაკოვისა და ტერ-პარტიროსიანის განტოლების გამოყენების საკითხი 

სამი ნაწილაკის სისტემის ბმული მდგომარეობისათვის შესწავლილი იყო ვ. დანი- 

ლოვის (102), რ. მინლოსისა და ლ. ფადეევის მიერ (100). კერძოდ, ვ. დანილოქმა · 

მოძებნა განტოლების უსასრულოდ დიდი რაოდენობის საკუთარი მნიშევნელობები- 
დან რეალური ამონახსნების გამოყოფის მეთოდი. 

§ 80. ფადეევის განტოლებები ნებისმიერი მომენტის 

შემთხვევაში 

ვთქვათ, საქმე გვაქვს უსპინო არაიგივური სამი ნიწილაკის სისტემასთან,. 

რომლებიც მოძრაობენ ნებისმიერი მომენტით, ვნახოთ ამ შემთხვევაში როგორ სა– 

ხეს მიიღებენ ფადეევის განტოლებები (1131). სამი ნაწილაკის სისტემის სრული მო– 
მენტი აღვნიშნოთ ჰ-თი, მისი პროექცია კი უ)|-ით. სრული მომენტი შეიძლება 
მივიღოთ ცალკეულ ნაწილაკთა მომენტების შეკრებით, მაგრამ ხელსაყრელია იაკო–. 
ბის კოორდინატების გამოყენების. შემთხვევაში შემოვიღოთ ორი ნაწილაკის ფარ- 
დობითი მოძრაობის მომენტი | (პროექციით #”,) და მესამე ნაწილაკის მომენტი-L 

წინა ორი ნაწილაკის ინერციის ცენტრის მიმართ (პროექციით )»,:). მაშინ #=I1-+L 
ღა M =»1',+%- (ყქვლადებად ავარჩიოთ წ და ძ0 იმპულსები, რომლებიც განმარ- 
ტებულია (75,45) ფორმულებით. ცხადია, ინერციის. ცენტრის სისტემაში (L,-L%,-L 

“-Mა=9) გვექნება შემდეგი ვექტორები: 

| M, M:, Mა = (ნ, 9,)= Lნ., 9:;= | რე, ძვ). (89,1). 

ავ



·ამ ტოლობაში იგულისხმება ის გარემოება, რომ, როცა ეოთ რომელიმე „ვექტორს, 
ვთქვათ | 0; 0:ა-ს, ვცვლით მეორით, მაგალითად |#, 0,)-ით, მაშინ საჭიროა ჩ,.0, 

, ცვლადები გამოიხატოს ჩ,,0, (ქვლადებით (75,49) ფორმულების გამოყენებით. 
ზემოთ შემოღებული ვექტორები ნორნირებულია პირობით 

(იი |ი, 9)= 8(ი–ი) 6(9–ძ). (89,2) 
ახლა შემოვიღოთ მდგომარეობის პარციალური ვექტორები: | ჯ1»!,; 01). 

ამისათვის მოვახდინოთ | 9, 0) ვექტორის გაშლა სფერულ ფუნქციებად 

|9,9) = X) %) | #IVI, 91თ ა/ო, (71) X ,„, (9). (89,3) 
ჯის, CიIL 

პარციალური ვექტორები ორთო-ნორმირებული იქნება პირობით 

. 6(ი–») 6(მ–-ი” - – -= 
(ჯი! ;0 IL თ | 1)IL,:0 „ს, ) == %Xო-- 7) 20-90) გ, 9», თ;0,(-0ო,ო;. (89.4) 

რასაც ადვილად შევამოწმებთ (89,2) და (89,3) ტოლობების გამოყენებით, თუ 

გავიხსენებთ, რომ 

  > „ 9%(ს–-9)-- _ –, _ მ»–ჯ ი. – ბი–იე= =>” წვე ბს ე= 7-1 %IXI,, C)XI», (7). (89,5 
” I, 

ახლა შემოვიღოთ | #0(სV #/) ვექტორი და იგი შემდეგნაირად განვმარტოთ: 

| 1011. 17 ) = ?, (LL, | I I) | ჯბი!,; 0 LM, ), (69,6) 
” ”L 

სადაც კლებშ-ჟორდანის კოეფიციენტი მიუთითებს იმ ფაქტზე, რომ სრული მო- 
მენტი მიიღება | და L მომენტების შეკრებით. თუ გავიხსენებთ კლებშ-ჟორდანის 

კოეფიციენტების ორთო-ნორმირების (4,6) პირობას, მაშინ (89,6) ტოლობა შეგვი- 
ძლი» მარტივად შევაბრუნოთ 

|სს»ი,:0 LM) = 3,(1LVII |V 77) | ი0ILV 27). (89,7) 
MM 

ამის შემდეგ | წ, 4) ვექტორი ასე შეგვიძლია წარმოვადგინოთ: 

|ი,91= % %, M (Iსთ, თ, | 7 7/) | დი) Mა Xთ, (ი) X,„,(თ. (89,8) 
ი, Lი, XM 

ეს გამოსახულება გავამრავლოთ XI», (ჯ) XI. (9) ნამრავლზე, ავიღოთ ინტეგ- 
რალი ძ9,ძ5, სხეულოვანი კუთხეებით, შემდეგ მიღებული შედეგი გავამრავლოთ 

(I L თი; მ M”) კოეფიციენტზე და ავჯამოთ #, და #I-ით. სფერული ფუნქ- 
ციების ორთო-ნორმირებისა და (4,6) პირობის გამოყენებით მივიღებთ 

| 297 M) = 9) % 0LთMIV Mა | 10.9აXI-, (7) XX, (9) ძძეძლა. (89.9) 
თ, ი 

(89,2) ფორმულის გამოყენებით ასევე ადვილად ვაჩვენებთ, რომ | »იLLV MI). ვექ- 
ტორები აკმაყოფილებენ პირობას 

(7 VIII M" | იიILI/)= ალ -9-915,, აა,!' . 
(9



“შემდგომში წერის გამარტივების მიზნით (LV 17) კვანტური რიცხვების ერთობ- 

“ლიობას ხშირად ერთი თ ასოთი აღენიშნავთ. ქვემოთ ჩვენ დაგვჭირდება გრინის 

ფუნქციის გამოთვლა | ჯყთ) მდგომარეობების მიხედვით. (89,9) ფორმულის თა- 

ხახმად, გვექნება 
(»”ი'თ | Cა(5) | ჯით) ·-» » 2, (1 სოს», |. #/ ) (LI თს» | I M”) 

ML ს / 

I (ი”,9'| Cი(2) I0.0)XX, (წ:), XL,(თ X-, დე V,.,I(9ე · 

(ა, ითი, ძეი9,.. 89,11 
გავიხსენოთ, რომ _ თაა 

(ი”,0' | Cი(9) | ჩ,0) =28-0)%49-9) ; 
2–(ი+ი?) 

მაშინ წინა ტოლობა საბოლოოდ მოგეცემს 

(89,12) 

( ით LI” 1” | CV(4) | »ი1/.V 1#ა =218 #)%-9) მ, 0, 0// ხყე/. (89,121) 
#0" IC--(ი?წ+ე?)) 

„ასევ, ტცხადია, (78,181 ფორმულის თანახმად ორნაწილაკობრივი გაფანტვის 

12) -მატრიცისათვის გვექნება 

(6”,0" | 7(9) | ნ,ფX=6(ძ0-––9”) (ი” I ((––ი”) | –)- (89,14) 

"თუ მოვახდენთ გაშლას სფერული ფუნქციების მიხედვით 

(ი! | (C––ე') | 0) =4% X) (#' | V(2––0") | ») XI», (70 წთ, (V,,  489,15) 
I”, 

შედეგად. გვექნება _ _ 
(ი”9'I 7C9) | 0,0) =6(ძ-––09')4> X (# | ((2––ი9) | ) XX, (0? XI, (»).  (89,16) 

ი 

ახლა დავწეროთ ფადეევის განტოლებები სამი არაიგივური ნაწილაკისათვის გან– 

საზღვრული მომენტით. ამისათვის გამოვიდეთ ფადეევის განტოლებათა (83,11) 
სისტუმიდან. ჯერ განვიხილოთ ამ სისტემის პირველი განტოლება და ჩავწეროთ 

იგი პარციალური სიდიდეებისათვის. შედეგებს აღვილად გადავიტანთ დანარჩენ ორ 

განტოლებაზეც. 

4) = 7'/(5) 4-9'/(2) C7ი(2) L2”%2) + 7'%2)), (89,17) 

სადაც X»X=1,2,3 ინდექსი ფაქტიურად აღნიშნავს V=23, 31, 12 მნიშვნელო– 

ბებს. ეს განტოლება მარცხნიდან სკალარულად გავამრავლოთ (7,010, | ვექტორზე, 
"მარჯვნიდან კი |#) საწყისი მდგომარეობის ვექტორზე. ჯ აღნიშნავს კვანტური 

რიცხვების ერთობლიობას, რომლის დაზუსტება ამჟამად არ გვჭირდება. გვექნება 

(ჯ),თ,თ, | 7''(#) | 11) = (#10), | 7”,(2) | M) 4- (1),0,თ, | 2,(8) C7ი(2)1%9) | I) + 

(ჯ,ი)თ, | 2V(2) CIი(2) 1%2) | ბ» (89,18) 

„ერთეულოვანი ოპერატორების ჩასმით შეგვიძლია დავწეროთ 

(#4), | 2 (2) თი(9) 12) | IL) = 

X | (#ითთ, | 9',(0) | #ა/იC»პ ( ს-0:6 | Cი(2) | 19121) · 
"თი ე 

4 ი:ძ:თ; | ?'7(9) IV) 20% რია 4? (ძი XX თ»: 0 რ0:- (89,19) 
898



თუ გამოვიყენებთ (89,13) გამოსახულებას, მივიღებთ 
(#,9თ, | 7',(9) Cი(5) 7-“(5) | I) = 

+) | (#92, | 2'(9) | საიათეპ _ 2069: _. (იგეარ, | 7'%9) |#) ძესაძდ., (89.20) = 
96 (#X%-L91) 

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები: 

სჯ, 0; თ) = (»,ი,თ, | 12) |», (89,21) 

#II(ჯ, 0; თ)= (ჯიC | 7”((მ) | ») (89,22) 

დ #(ჯ, ი; Cთ| »,, ი,/თ,)= (ჯ0C | 1+X(2) | ს,0,თ;), (89,23) 
მაშინ (89,18) განტოლება მიიღებს ასეთ სახეს: 

სჯ, ი; თ,=4%იXჯ, 0; თ) + 
ლლ 0:91 ; 

2, 2 ( რ»,ძძ,LI(0.9. აიას აოოოუააიას თ). (89,24) 
59 თ, § ჯ+ 9 

ანალოგიურად დაიწერება დანარჩენი ორი განტოლებაც, კერძოდ ისინი მიიღებ» 

ინდექსების ციკლური გადასმით, თავისუფალი წევრები კი ნულის ტოლი იქნება. 
როგორც ვხედავთ, პარციალურ სიდიდეებში ფადეევის განტოლებები წარ- 

მოადგენენ ორ ცვლადზე დამოკიდებულ ინტეგრალურ განტოლებათა სისტემას. 

ამასთან, Cთ= (LV 77) ცვლადებით, ზოგად შემთხეევაში, აიღება უსასრულო ჯამები. 

ახლა ინტეგრალური განტოლების გულს მივცეთ ცხადი სახე. ვიპოეოთ. 
XX#--გული. გამოვიყენოთ (89,23) განმარტება ღა (89,9) ფორმულა. გვექნება 

X#(0, 0:=| იცი-:თ) = +. ა) (სისა, | ძ 1”) (VI ისო ძ”M')- 
MI, IჩC ი 

| იძ9, ძ9, ძ9,, ძ0,, (0,9 | >+(9) | 6.,9,) · 

XI ! (0) XII. (9)X (0:)X,,M (შა). (89,25) 

(89,1) ტოლობის ძალით შეგვიძლია | 0,, 0) ვექტორი შევცვალოთ | ი, 9,1) ვექტო– 

რით, ოღონდ შემდგომ ი,, 0, ცვლადები გამოვხატოთ ჯ,, 0, ცვლადებით. ამიტომ, 

(89,16) ფორმულის თანახმად, შეგვიძლია დავწეროთ 

(იწ, 9; | 7'/(2) | ნა; 9:) = 

2(9,--ძ) 42 X) (ი; | 61V2-–ი1”) | 7,) X-ს (0;)X ანი). (89,26) 
> 

ეს გამოსახულება შევიტანოთ (89,25) ფორმულაში და ავიღოთ ინტეგრალი ძზაე-თი. 
გარდა ამისა, გავითვალისწინოთ (89,6) ფორმულა, რომელშიც მოვახდინოთ შეცვლა» 

ლემ ეთი 1 > 
56 –ძ0=2:%X9--მა. შედეგად მივიღებთ 

8 . 
#,= =” 3) 3, (LLთის | 9 77) (V L თა | მ M”/ა) I ძლ, ძია, C(0---თი · 

თჯოხ ოჯოთოL 

(ი|)C-–- 4')I90,) XI, (0)XL»,(9) X»(ი)აXV,.,,კრა.  (§9,27) 

ყყნ



“როგორც დირაკის ღელტა ფუნქცია, ისე (1. მატრიცა დამოკიდებული ივგნება 
კუთხეებზე, რამდენადაც (89,27) ფორმულაში #9,, 0, უნდა გამოიხატოს დ,, 0, 
ცვლადების საშუალებით, 

მოვახდინოთ (89,27) გამოსახულების შემდგომი გარდაქმნა. ავიღოთ კოორ- 
დინატთა ორი სისტემა. ერთი უძრავი 
“0ყნ ღა მეორე ე'0ყ.! დამაგრებული 
სამი სხეულის სისტემასთან. ამასთან, მოძ– 

რავი სისტემის ”” ღერძი დავამთხვიოთ 
ჩა'იმპულსს, ე -ღერძი კი გავატაროთ 

ჩ-სა და მა-ზე გამავალ სიბრტყეზე. 
(89,27) გამოსახულებაში შემავალი 

ყველა კუთხე გამოვხატოთ კუთხეებით, 

ოომლებიც აითვლება მოძრავი სისტემის 
2”–-ღერძიდან., თუ შემოვიღებთ ბრუნვის 

ჩი-ოდ, 0, დ) მატრიცებს, სადაც «, 0, დ 
“ეილერის კუთხეებია, შეგვიძლია დავწე- 
როთ (5): ნაწ. 15 

  

1», თა = ჯ »”!, „I (თ) ჯი, (ს, ”. 0) 

ჩ 

XI,,,(9) = ბ, M#”ო,(-) X,,,(90,, ჟძ' თ 

ი, (89,28) 

> ,,სა ლი · X ი; (60 = 21: XI, „;6) XC, თ) 
" 

X. (მ) =2 20%, 6) I 0, 9), 
7 

''სადაც თ აღნიშნავს (L, 0,,, %ი,) კუთხეების ერთობლიობას. ყველა კუთხე ნაჩ- 

ვენებია მე-15 ნახაზზე. 

გავითვალისწინოთ, რომ 

21 +) 2L+1. 
+; (9, თ=1/ 2. მიის (89,29) 

მაშინ (89,28) ფორმულების გამოყენებით (89,27) გარდაიქმნება შემდეგნაირად: 

  

#,=4M%M2+1 228 (6თიია IM) (IIIათ 9) · 
წ ე, ო, ი, ”, ჩ;ჩ/, 

| ძ9,, ი9კ, (ი | (7 X2-–0') | 0,) %9"––91) 20), , (5) 00; „, (ს) (89,30) 

72; (თ) XI, (ს) II, (9 ჩე» ' 0) X1.,(9», 4. 0) X,.იჯ(მი, ძე: 0). 
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შემოვიღოთ ახალი ცვლადები. სი, დი, ს), დ, ცვლადების ნაცვლად (ე. ი- 

ძ9,, ძი, სხეულოვანი კუთხეებისა) შემოვიყვახოთ თ, ზ,, , %,. და მ,, ი. 0ელა- 

დები. მაშასადამე, ძაპ,, ძა, „ =რძC00 (005 ზ, ძ.» სადაც ძი =0 (0080, „0 ჩი, ძა. 

შედეგად მივიღებთ 

422031 
Iა= 4V 2V2(+1 2) 4», ჩი. “I (I(00§8 მ,, ი,)9%(” –ძ) 

მ ”, ",იL 

(»I(0C-–-499)| ») XI, 0, ,,,0XI(მ,, «, ,0)X (მ, , 0), (89,3L» 
სადაც 

ი, ი,იL= 2, (1 სინ, | 7/ (LL ა; IL | ” L). (89,232). 
”, MI 

| 29 #1», (6).0M», Cა).0M, (თ). 05, ”, ”, - (თ). 

ამ გამოსახულებაში ადვილია ინტეგრალის აღება. ამისათვის გავიხსენოთ, რომ. 

ადგილი აქვს შეკრების ფორმულებს (191: 

XX, ”, (თა). , (თ) = 2, (Lჩ,, | ესა) (1CIIL/!, | 1I#) 1XI» (თ), 

ით 

»”” -(0) 7, „ „(9)= 2, (I L0Xჯ | ქ) (L L IL | ქმ )1,:(ის  (89,33) 
”' ჯ7/ო? ი. 

გარდა ამისა, რამდენადაც 

ზა _ 
I9ა XMო(ი) XX. (თ) = 2/+1 0, 0, 6, , (89,34). 

ამიტომ კლებშ-ჟორდანის კოეფიციენტების ორთო-ნორმირების პირობის გათვალი– 

სწინებით მივიღებთ 

  

27.1 ბ, 5MM. (1,7, | ძმII)(' # 0 (VI). (89,35). 4», იი“ 

ამგვარად, #,-გულისათვის საბოლოოდ გვექნება 

1(ი,0;თ | ი, 92:62) == 

32X/ V 2L+1 
2. 2741 = ს 2,,მ,M# 2, (1)სიL,!, | ძი) (LL 0MM | V I). 

თ, ის, 

|9005 8,, „,)8(0”-–95(» | (12-09 |») · 

XI, (9,, ჩა. 0)XIV,(მ,, ჩა ' C0)X ,.„ჯ(9,, იჯ 0). (89,36» 

ერთხელ კიდევ აღვნიშნოთ, რომ ამ გამოსახულებაში საჭიროა ყეელა კუთხე 

გამოვხატოთ ს,,,, კუთხის საშუალებით, ხოლო ჯ,, #, ცვლადები /), ძე (ქ)ვლა– 

დებით. ამას ადვილად მოვახერხებთ (75,49) ფორმულების გამოყენებით, 

ვ98



სრულიად ანალოგიურად შეგვიძლია ვიპოვოთ #X- (0,0: | /,,0ე:თვ) გული(); . 
სახელდობრ, გვექნება 

X-(/0.9;2 | მე,ძე:«ა) == 32ჯ"/ 1/ 2 1 _ _ გ „ს //770 “| 7 I 

ძ 27 +1 9) ?MM- > , ((ჩთით! | I.) (I L0V LX M+) · 
(ML 

I4 (008 სი, ყე) 0"-–01) (ი | (|''(2-–0') | #7) · 
X”, 'ო, (მი, იკ, 9) XL, (ში, ჩვ. 9) 1 (ზი, გგ» 9)- “,” 

ამ გამოსახულებაშიც ყველა კუთხე უნდა გამოიხატოს ს,. ძე“ კუთხით, ხოლო 

/,, 4, ცვლადები––ჯაე, ძე-ით. 
შევნიშნოთ, რომ სრულიად ანალოგიურად ვიპოვით (89,24)-ის დანარჩენ 

ორ განტოლებასაც. 

ადვილი მისახვედრია, რომ მიღებული განტოლებები ძალზე რთულია დღა 
მათი ამ სახით ამოხსნა თანამედროვე სწრაფადმთვლელი ელექტრონული მანქანე– 
ბითაც კი შეუძლებელია. 

შევნიშნოთ, რომ ონესის მიერ ფადეევის განტოლებ: ბი ჩაწერილი იყო სხვა · 

წარმოდგენაში; სახელდობრ, იგი იხილავდა #, იმბულსების (1=1, 2, 3) აბსოლუ- 

ტურ სიდიდეებს და ეილერის კუთხეებს (109, 139). 
ფადეევის განტოლებების გაშლა პარციალურ ტალღებად პირველად მოცე- 

მული იყო შრომაში (107), სადაც განიხილებოდა ნაწილაკის გაფანტეა ორი ნაწი- 
ლაკის ბმულ მდგომარეობაზე იმ პირობით, რომ მესამე ნაწილაკის მასა უსასრუ- · 

ლობის ტოლია. 

§ 90. ვადეევის განტოლებები იგივური ნაწილაკებისათვის 
XI)=0 მომენტის შემთხვევაში 

წინა პარაგრაფის შედეგები გამოვიყენოთ ფადეევის განტოლების იმ სახით 

გადასაწერად, რომლებიც ხელსაყრელი იქნება მიახლოებითი ამოხსნის მეთოდების 

გამოსაყენებლად. განვიხილოთ იგივურ ნაწილაკთა სისტემა 1, =1))ვ===%L; 

ვისარგებლოთ იაკობის 0, 0 ცვლადებით. ამასთან, იგივური ნაწილაკების შემთხვე- 
ვაში სამ შესაძლო ცვლადს შორის გვექნება შემდეგი კავშიოი: 

  

         

1 / 3. 1 ' 3. 
,= - +494. ი=-–ი- 9), 

(90,1) 
3. 1 M/3. 

დ-“- ს 29 ძვ = 2 

გარდა ამისა, როგორც § 75-ში ვვებეთ, გვაქვს აუთი კავშირიც! 

= ლ =ასა„= =- , == 73. · 90,2 ?ჩ, #73 0, –– 7 9. ჩა = ჯ> 9ძ,+ ---=-9; ( ) 

უკანასკნელი ტოლობიდინ ადვილად ვიპოვით, რომ 

49, (––9,)<01<. 40, (9.), (90,3).



'სალ-ც ' 

4V(+ 4#) = -–-(2ძ, 4+0ე)”. (%,4) 

გამოვიდეთ ფადეევის (89,24) განტოლებიდან, სადაც #გ და Xე გულები განი- 
საზღვრება (89,36) და (89,37) ფორმულებიდან. ამ ფორმულებში საჭიროა ყეელა 

კუთხე გამოიხატოს საინტეგრაციო კუთხის საშუალებით, ხოლო „ი,, 9, ცვლადები 
შესაბანისად ი,, ძე და ე, ძვე ცვლადებით. ამას ადვილად მოვახერხებთ ზემოთ 
"დაწერილი ფორმულების გამოყენებით. (90.1) ფორმულებიდან ვიპოვოთ (0,9,) 
“სკალარული ნამრავლი, გვექნება 

C6,9)=--5> (#3 8, 1. (0,5 92 375 ' 2 9“ უვ. ხ-. , 

(90,1)-ეს პირველი განტოლებიდან ვიპოვოთ წ; და შევიტანოთ იგი (90,5) ტოლო- 
ბაში: შედეგად მივიღებთ 

1 
(0:9-)= – ი <5-=-(წეჩ)–– 173. ჩ:. (90,0) 

„განსაზღვროთ დ, და ი, ცვლადები ი,, 0. (ვლადების დახმარებით. (90,1) ტო- 
ლობიდან გვექნება 

მქ. 1 /#7.-– 
ნ,= –– (ი.+ I 3 ძ:!, თ =--IV 3 ნე–-0,), (90,7) 

სა 
|-
 

"საიდანაც 

1/. .,– .'. 
#,=2-(0:+30:+2 V 3 ი:თ, C050,, ი.) /ჩ'. (90,ზ) 

ამ უკანასკნელის გათვალისწინებით (90,6) ტოლობიდან მივიღებთ 

M0:+ IM 3 ი:0ე C0950ი, ა, 
005 ს, », = ==: –=. 

იხ" ი,(ი9+301-+217/ 3 ი:0; 6050„, ი, )/? 
(90,9) 

სრულიად ანალოგიურად 

V პი:–– 0.0 605 მ», ძ. 

X ' 0:(30?-+-0:–-2 V3 3 #9:02 605 მი, ო ჩ' 

გარდა ამისა, (90,7) ფორმულიდან შეგვიძლია ძ, გამოვხატოთ ჯ,, 0,-ით და მათ 
შორის არსებული კუთხით; სახელდობრ, 

„ 3, 1 . V3 
01= -- ხე – 05 -- –--“ ჩეძე 608 ჩი, დ, : (90,11) 

005 ს, ი, = (90,190) 

  

ამგვარად, (89,36) ფორმულაში შემავალ ინტეგრალში ყველა ცვლადები გამოვხა- 

ტეთ ი,, 0#,-ით და (03 0, ე, -ით. 
ჩვენ ქვემოთ განვიხილავთ ისეთ შემთხვევას, როცა საჭირო იქნება 608 ჩი, 9, -ის 

გამოხატვა იმავე (ყვლადებით. ამისათვის გამოვიყენოთ (90,7) ფორმულები. შედე– 

„გად მივიღებთ 
301-–-30:+2M 3 ი;0, 05 0„, ი, 

4Vვპვი,ი, , 
სადაც ი, და 0; განისაზღვრება (90,8) და (90,11) ფორმულებით. 

„ჟილ 

608 0, §, =– (90,12)



სრულიად ანალოგიურად გამოვხატავთ ჯე გულის ყეელა ცვლადს „, ძ, 
და C06 0, ი, (ქვლადების საშუალებით, 

ამისათვის გამოვიყენოთ ფორმულები 

V3. 1 1 / 3. 
ძე = 2 იძი თაფ მ (90.13) 

საიდანაც - 

#3. 1 03, 
რძალ + --თდ9)++--ფ. (90,14) 

გამოვიყენოთ (90,13)-ის მეორე ფორმულა და (90,14)-დან გამოვრიცხოთ (ნი ძა 

სკალარული ნამრავლი. გვექნება 

  

პ ი: 
/ემე 608 მ», ყე = – უფ > ნ+-. LC) 9, (90,15) 

რადგან 01= 301-403-–-4(0ე0,), ამიტომ საბოლოოდ თვალები კავშირს 

–V3 (030 
008 0», »,=– _–– 29 “ ჩა9 ებ. (90,16) 

' ძვ (0: +30:–-2 I/ 3 ჯვძე 60§ წ», თ) : 

სრულიად ანალოგიურად ვიპოვით, რომ 

/ 3 0ე-,·0,0:0080 
005 0„, „,= – ლ) 090005 1, ი, (90.17)   

ჩა ( 303 +- 2 1/ 3 ძე იკ 005 0„, იე + 93) /' 
ამოვხსნათ (90,13) ფორმულიდან ი, და 0, და გადავამრავლოთ ისინი სკალარუ- 

ლად; გვექნება; _ _ 
4(019) =1“ 3 ი1--2 (ი, ძე)–– 1/ 3 9§, (90,18) 

საიდანაც 

3ი? ––303--2 I/ 3 იე 0. 609 ჩი, 4 
605 ს», ი, = > (90,19) 

1 

ი, და ი, განისაზღვრება ფორმულებით 
1 

ი,= –- (0ი1+301-–-2 I/ 3 იძე 005 სე თ)“ ბ, 

ა
 

(90,20) 
უი – : 

“=> (303+9ძ0:+2 I/ 3 იძ, 6050 „კი, ) /”. 

ახლა ვიპოვოთ მ(0წ––ი2 ფუნქციის სახე საინტეგრაციო დცვლადებში; დირაკის 

დელტა ფუნქციის ბ(2)=-“- 2(ჟ) თვისებისა და (90,11) ფორმულის გამოყენებით 
: თ 
ადვილად ვაჩვენებთ, რომ 

  8(0'––0:)= 06(00§ ს, ია –თ), (90,21) 
2 

I/ 39. 
სადაც ” ვ · თ 

,_ _ 4ტ0'–30-–-0 
2V 30.9 

26 გ. პილაშვილი 40! 

(90,22).



სოულიად ანალოგიურად გამოვხატავთ 6(0“--ი;) ფუნქციას „ე, ძვ და 008 ხ /, ცით. 
მართლაც, (90,20) გამოსახულების გამოყენებით მივიღებთ 

  

აე 2 - , 
9%(0“–-ძ)):-= 7372 (608 0, ყვ –– ე), (90,212). 

ეშე 

სადაც #8 ვე 2 
ჟე = 29--- =05=- 05, (90,24). 

2 I/ 3 ეთ 
განვიხილოთ შემთხვევა, როცა სისტემის სრული მომენტი / -=>0. ასეთი შემთხვევა. 

განხორციელდება, როცა 1=/# და L=ჯX, მაშინ (89,36) ფორმულა მიიღებს ასეთ 

სახეს: _ 

64» / 
123 7ი ი; 2 M-ის 109) (IIV00 (00) | ძ(Cი3 მჯ; „,) (008 მი, ი, –– თ) · 

MI 

(ი IV'IC--09) | ი.) XX, (სი, ი,, 9) XI-»,(0იგი,, 0) X,-ი(0„,ი,, 0), (90,25» 

სადაც ი, განისაზღვრება (90,8) ფორმულით. 
ახლა გავიხსენოთ, რომ 

('სი,––))!, | 00) = (–-1)' ”! (21+1)– ბ/ი, 

1 (90,26)' 
(17100 | 00) =(––1)//(2L+1)“ '/ 

და 

XI, (9», ძ 0)=(––1)” XI-», (0», 9,” 0); (90,27» 

გარდა ამისა, ნათელია, რომ 

21(+1 , · ; 
=> #X/(605,, ი,) = 9,VIი,(0ი, ი,, 0) XI, (9», ი, 0). (90,28) 

”, 

შევიტანოთ ეს ფოომულები (90,25) გამოსახულებაში და ავიღოთ ინტეგრალი 

ლ0§ ზ,, ი. “ით. შედეგად მივიღებთ 

X:(0,0;L | 00ა:L)= 
8X(–-–1VM%+!” – 

5-0 100,+I)ჯ») ხე (ი | (9C--ძ5 | 6.) _ (90,29). 
ძ I/ 39,ი, 
  

_ 20'+0: –– 30; „ 3 ფ0,ვ0). 
I 2V 379 

ხოლო /; განისაზღვრება შემდეგი ფორმულით: 

– 1 4/= ,'V! · 1/. 
0:= 2 (21+30:+2 V 3 ი:0;2,) “=(01+01--09 /. (90,31)- 

ახლა გავამარტივოთ #ვ-გულის გამოსახულება. სრულიად ანალოგიურად ვაჩვე- 
ნებთ, რომ 

8+(-–-1)!!! X#(0,0; | ჩჯაძა:V)= 
1L L–- ==–- 

_ 

9ძV3. 2 ! «(თა “ენა, 90,122). 
0 75 წე, ” (21+1)0წ+1)0C2) წირა (0| ხC--95 | წ), (99,12)   

გა



სადაც, 

_ ში)- 20 – დ 
2V 3 030 

ხოლო /ე ადრე შემოღებული ჩ. გამოსახულებიდან განსხვავდება იმით, რომ 

ჩ;, #2 ცვლადების ნაცვლად გვაქვს იე და ძ, (ქვლადები 

ჩე=(08-+05-–07)'/.. (90,34) 
რადგან განსაზღვრულ ინტეგრალში მნიშვნელობა არა აქვს, თუ რომელი ცვლა“ 

დით ვისარგებლებთ, ამიტომ (89,24) განტოლების ორიეე წევრი ერთი და იმავე 

სიდიდისაა, ოღონდ, რადგან ჯ,, 2: და ჯე, თე ცვლადები ერთმანეთისაგან მზო- 
ლოდ ნიშნით განსხვავდებიან, ამის გამო ლეჟანდრის პოლინომის თვისებით 

X,--0)=(-1XI ნ) ორივე წევრი გაერთიანდება და წინ დაუჯდება მამრავლი 
1+(C-1)/%/, ე. ი. | და 1-ს ერთი და იგივე ლუწობა უნდა ჰქონდეს. 

ამგვარად, ფადეევის ინტეგრალურ განტოლებათა სისტემა დაიყვანება შემდეგ 
განტოლებაზე: 

მე (90,33) 

ს/ი, 0: ”») =CVიჩ, 9: 3)+ 

„2 „ა 

22, I ძი ძი #X0,0;! | ი'.0 მ--ი 25 ს,.(ი',ი';2); (90,35) 

თუ გავიხსენებთ #; გულის გმოსატულებს, შეგვიძლია საბოლოოდ დავწეროთ 

  

ს7,(ი, ; 271=%/(ი, 0; 29 + ––-– 45; 2V I+ა2VL ს · 

თ 4 (0) 

| ძი" კი” 6072) (0160>– =9912) ბიხ0ოი: დი0,36 
: 3–-('+ი”) 

0 4კ(-4”) 

სადაც ჯამი აიღება ისეთი 1'-ებით, რომელთა ლუწობა ემთხვევა I-ის ლუწობას, 
ხოლო 

4ე--ვ3ე" იე 20:+0" ვი? –. „ „== 40 #6 4 , ,= 910 - ნ  უ=ი' Lე 
2V 3ი'ძ 27 3ძი 

ფადეევის (90,36) განტოლების დაწერის დროს ნაწილაკთა იგივურობისა და 

# =0-ის გარდა, სხვა დაშვება არ გაგვიკეთებია. 

იყ. (90,37) 

§ 91. სამი სხეულის გაფანტვის ამოცანა არალოკალური 

ფაკტორიზებადი ურთიერთქმედების შემთხვევაში 

განვიხილოთ სამი სხეულის გაფანტვის ამოცანა, როცა ნაწილაკებს შორის 
არსებულ ურთიერთქმედების პოტენციალურ ენერგიას არალოკალური ფაქტორი- 
ზებადი სახე აქვს. როგორც ადრე აღვნიშნეთ, ამ პოტენციალებს მიახლოებით 
მაინც შეუძლიათ ასახონ ნამდვილი ურთიერთქმედების სურათი და, რაც მთავა– 

რია, მათი საშუალებით სამი ნაწილაკის ამოცანის ანალიზი შეგვიძლია ჩავატაროთ 
ბოლომდე. გარდა ამისა, სხვადასხვა მიახლოებები, რომლებიც გამოიყენება სამი 
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ნაწილაკის ამოცანაში, ასე თუ ისე დაკავშირებულია ორნაწილაკობრივი ურთი- 

ერთქმედების ფაქტორიზებადობასთან. ისევე როგორც სამი სხეულის ბმული მდგო- 

მარეობის ამოცანის განხილვისას ვაჩვ ნეთ, გაფანტვის შემთხვევაშიც მიიღება ერთ- 

განზომილებიანი ინტეგრალური განტოლებები, რომელთა ამოხსნა სწრაფადმთვლე- 
ლი ელექტრონული მანქანებით ძნელი არ არის (53, 56, 57, 59, 62, 6ქ, 78, 87, 

88, 90|. 
ჯერ განვიხილოთ იგივური ნაწილაკების გაფანტვის ამოცანა. ვთქვათ გან- 

საზღვრულობისათვის გვაინტერესებს ნაწილაკთა გაფანტვა ორი ნაწილაკის ბმულ 

მდგომარეობაზე. როგორც ვიცით, ამ პროცესის იმპულსური წარმოდგენის ფუნჰ- 

ცია მოიძებნება ფადეევის განტოლებიდან 

ს».იე (M, 0)=%),,ჯე (%, 0)+72“7(%, ი: 4) (CM | ((2ი) | ––ნ' –– ნ/21+ 

(LI (2) | ს” +. ი/2)) % «.„ე (ი + ჩ'/2, I) რი”. (91,1) 

სრული ტალღური ფუნქცია განისახღვრება ფორმულით 
V”, იე =ში,ე (Mვ, ჩ))+- ტი იე (Mვ,, ს,)+რ„,იე (M-, ჩვ); დ),მ) 

ამასთან იგულისხმება, რომ, ნაწილაკთა იგივურობის გამო, 

რი იე (+, ჩ)=9„,ი, (=–-, ი). რI,3) 
რაც შეეხება «ს,.,, (M, 0) ფუნქციას, იგი განიმარტება გამოსახულებით 

რი,იე (M, ი) =6(0ი–– იე) დი(M), (91,4) 
სადაც ჩე დაცემული ნაწილაკის ფარდობითი იმპულსია ბმული ქვესისტემის ინერ- 

ციის ცენტრის მიმართ საწყის მდგომარეობაში, დე(M) კი ბმული სისტემის შინაგანი 

მოძრაობის ტალღური ფუნქცია, რომელიც ხასიათდება ჯ-კვანტური რიცხვით. 

XXXV, ი; 2) ფუნქცია განისაზღვრება (86,9) ფორმულით, რომელიც ტოლი მასების 

შემთხვევაში ღებულობს სახეს 

/#)(V, ს; )=წ აეე , (91,5) 
” 

ხოლო განხილული პროცესისათვის 2 ტოლი იქნება (იხ. (86,4) ფორმულა!) 

2= 3% დე ჯ, (91,6) 

4/ 
2 

სადაც 6-– ორი დაკავშირებული ნაწილაკის ბმის ენერგიაა; გარდა ამისა, #გ= #– 2 . 
”» 

ქვემოთ ვისარგებლოთ ერთეულებით, როცა 08=1. 

სიმარტივისათვის დავუშვათ რომ ბმული ქვესისტემა §-მდგომარეობაში 

იმყოფება და გაფანტვასაც ვიხილავთ §-მდგომარეობაში. 

§-მდგომარეობაში არალოკალურ ფაქტორიზებად ურთიერთქმედებას აქვს სახე 

  (იIV9I –:=–ე # (ი) 7”). (91,7) 
X?»ოჯ 
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ასეთი პოტენციალისათვის ორნაწილაკობრივი გაფანტვის /(/-მატრიცაც ფაქტორი- 

ზებადია და. თანახმად (66,4) გამოსახულებისა, განისაზღვრება ფორმულით 

  რIV9I0)= – -->- თ(920 X0ე, (1,8) 
2X” 

სადაც 

2 L 

<“C)=>1-- > 2 I ს (9) ძი ძი · (9I,9) 
ჯ 7 18-ე“ 

აღვნიშნოთ, რომ ფაქტორიხებადი პოტენციალის შემთხვევაში ორი ნაწილაკის 

სისტემას ერთადერთი ბმული მდგომარეობა ექნება და შესაბამისი ტალღური ფენქ- 

ცია მოიცემა გამოსახულებით 

V(7)   დი(”)=V თმ უ1 თ.=წდ (9I,10) 

ნორმირების #V-კოეფიციენტი მოიძებნება შემდეგი პირობიდან: 

“თ ., L 

1 = I 5(0ძL. ლრ1,11) 
XV” (თ +#”)” 

როგორც ვხედავთ, აღარ არსებობს აუცილებლობა #-კვანტური რიცხვის მითითე– 
ბისა, ამიტომ ტალღურ ფუნქციას მბოლოდ ხე-სიდიდეს მივუწერთ. 

ფადეევის (91,1) განტოლებაში შევიტანოთ (91,8) მატრიცა და გავითვალის- 
წინოთ (91,4) და (91,10) ფორმულები; შედეგად მივიღებთ 

_ #9თ) 

თLIXL, ; #) 

# ს ,, 1 , 1 , , , 

უჯ %ი |9(–+ 7)» (9+ ჯი. ი“)თ, (91,12) 

სადაც გავითვალისწინეთ, რომ 

4,,(%, 0)=– | ბ(0–ი,) + 

ჰ/XM, ი; 2) 0(0––0ე)= –-(თ“ + #") ბ(ი-– ე)- (91,13) 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

1 1 1 · _ 1. “1 ეჰა “ იხ წ 1)ძი, 9),14 7 (ი, რი) | 9(I+> ნ)ა(6+ ნ ”)ძი ( ) 

მაშინ გაფანტვის ტალღური ფუნქცია მიიღებს შემდეგ სახეს: 

#Vზ( - » 4,, (+. 0)= (ბთ–/ა+ 2. +) X დ, ჩი) I რ!,L5) 
#"+3ეი"%/4 –– იწ 

ახლა, თუ დიე (M, 9) ფუნქციას დავწერთ #=ნ+ი”/2 და წ=ჩნ” ცელადებისათვის 

და შევიტანთ (91,14) გამოსახულებაში, მივიღებთ ინტეგრალურ განტოლებას 

Xი (0) ფუნქციისათვის 
–5X%



%(0”+ ნ/2) (-I- ია/2) _ 3. 

ხნ?1+ი2+ნნე–-ი!2 

ბ. წ (ი + ჩნ/2) 9 (ი+ ჩ§”/2) +(5ი-)Xაე (0) 

#-იე (9) := 

ი 
2“ ი'-+ნ” -(ნ · წ )-– MI2 

როგორც ვხედავთ, ეს ინტეგრალური განტოლება დამოკიდებულია ერთ ვექტორზე. 
თუ 'შემოვიღებთ აღნიშენას 

(91,16) 

(9ი-+ნ/2) (0-+ჩა/2) #4Cდ, ხე; §) = –5560-6/<7 9182 8 C)_ (91,17) 
იი– იზ, ი:4-(იმა)--»5 

მაშინ (91,16) ინტეგრალური განტოლება ასეც გადაიწერება: 

2 , , . ი, (0) = 4, ხა; 9) + =; | 4C, ი”, 9 6) Xია(ი ძი. (91,18) 

გავშალოთ »,, (ი) ღა .4(0, ჩე; 2) ფუნქციები პარციალურ ტალღებად და ვაჩვე- 
ნოთ, რომ (91,18) განტოლება სინამდვილეში არის ერთგანზომილებიანი ინტეგ- 

რალური განტოლება. გვექნება: 
თ 4/ 

V(ი, რჩი)= 42 2 8,0 იი) );M(/0) I, M(/0ი), (91,19) 

ით +L => - 

4(X, X; §50=4ჯX 2 2,406 ყ; 9 X1V(0) X (V(9) = 
=0 #MI9«-/. 

2) (2#+1) 4+(თ, ყ; 8) 77.2 · შ), (91,20 
L 

სადაც „I,(ჯ7, V; 2) შეიძლება ვიპოვოთ შებრუნების თეორემით; მივიღებთ 

1 
4.09; 9=.+ LC IV 74-9)/44+-9/)9(1/ ყ"+29/4+ თ ) 8,0 ძ(. C),21) 

2 , ჯვ +ყV--M-ი9 

ახლა (91,19) და (91,20) გამოსახულებები შევიტანოთ (91,18) ინტეგრალურ გან- 
ტოლებაში და მოვახდინოთ ინტეგრაცია კუთხეებით; შედეგად მივიღებთ 

42. ( , , ტტ. 
X IC, ია)= 4LI(ი, /#ა: 9+> |4.C, /”; §) >(9,,) XL(/', იმი) ი” რი. (91,22) 

ხ 

ეს განტოლება კი მართლაც ერთგანზომილებიანი ინტეგრალური განტოლებაა, 
მინი ამოსახსნელად შეგვიძლია გამოვიყენოთ ელექტრონული გ-მომთვლელი მან- 

ები. 
განვიხილოთ კერძო შემთხვევა, როცა ურთიერთქმედების ფორმას აქვს იამა– 

გუჩის სახე 
»(0)=(31+ ი)“, (91,23) 
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“მაშინ (91,21) ფორმულის დახმარებით ინტეგრალური განტოლების გული შეგვიძ- 
ლია ვიპოვოთ ცხადი სახით. თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს: 

ი= 25 +9-X. მ -ზ+V /4 ,„ „> .-წ1M+27/4 
    

  

  

91,2 
წ თ. თყ (24 

მაშინ იამაგუჩის ფორმისათვის გვექნება 

>. 
4,(>, ყ; 2)= 3 | _ ჩი“ (91,25) 

· 2(2V) 7 (თ-LI) (ხ-LL) (-+') 

ამ გამოსახულებას შეიძლება მივცეთ შემდეგი სახე: 

1 ” ) 
(ი“/)3 41(>, ჭ, 2)= --- -_–- | ქ)(0 V. 

2(8ი--ხ)(0–ი)ჰ ი+! 

I ულ ' I 2. 2, , #7, (ჯ) თ , 91,26 
2(ხ–ი)(ხ–თ 2 (X=. '' 2(-––ი) (6=,) | 2+ს ( ) 

"საიდანაც, თუ გავიხსენებთ ლეჟანდრის მეორე გვარის პოლინომის (#C, 10) გან- 

მარტებას, მივიღებთ 

  

"(16 |__0,თ 0,0) 
4 (თ, : 2) = | + 

ი” “7 (2ე)მ | (ი-ს)(ი–თ ' (ხ–ი)ტ–თ 

_ 90 _ 5 I ; (91,27) 
(ი–– ი)(––_ბ) 

გარდა ამისა, იამაგუჩის ფორმის შემთხვევაში, (91,9) ფორმულის გამოყენებით 

„მარტივად ვიპოვით, რომ 

# ვი! 
_ე' --.---=2> –“=-ნი 91 ,28 

28(8–? I I9,I” ” 4 ( ) 

ასე რომ ამ კერძო ”მემთხვევაში (91,22) განტოლებაში შემავალი ყველა სიდიდე 

მარტივად განისაზღვრება. 

აღვნიშნოთ, რომ, MM. X#=9, მაშინ 

X %2:)=1– 

1+46 _ 1 Iი თს, + – ო” ჰილი ი#- 0, 
1-ი 2 »ყ-- თ“ --ყ“- LM 

რი(თ) = –– ე +“ (91,29) 

სრულიად ანალოგიურად ვიპოვით «ა(ბ) და რე(ი) სიდიდეებსაც. 

ხშირად ხელსაყრელია (91,18) განტოლების ისე გადაწერა, რომ მისი ამო– 
ნახსნი დრეკადი გაფანტვისათვის უშუალოდ ამპლიტუდას ემთხვეოდეს. ამ მიზნით 

"შემოვიღოთ აღნიშვნა 

_ რდ, ჩი 21C>,) X;, (0); (91,30) 
წ ხნ-I8 
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მაშინ გაფანტეის სრული ტალღური (91,15) ფუნქცია განსაზღვრული იქნება ფორ- 

მულით 

Vყ(V.) 
M,ნ)ა-=-“ . სიე ( ნ) M8--3ი"/4 _ | 

ხოლო ი(ი, ჩი) ფუნქცია დააკმაყოფილებს ინტეგრალურ განტოლებას 
1 „, ს'; 2) თ(ნ”, ” _ იდ, ჩა =2არა|4C, იე: 94; | რ? ი'; 5) თ (ხ”, ნა) ძი ' დ1,32) 

I , 
ბი–ი)+ -- – რმ ჩი 1, ა –- (9!,31) 

28 იზი I5 

ჩნ'-- 01-# 21 ი"? –-ი?--ჯ6 

ახლა, თუ ვისარგებლებთ (87,8) ფორმულით, დავინახავთ, რომ გაფანტვის ამპლი– 

ტუდა, მართლაც, თ(0, ჩი) ფუნქციით განისაზღვრება. 
ჩვენ ადრე ვაჩვენეთ, რომ, როცა ურთიერთქმედების რადიუსის გამომხატ- 

ველი პარამეტრია 3 –> <, მაშინ ორნაწილაკობრივი გაფანტვის (91,8) მატრიცა, 

იამაგუჩის ფორმის შემთხვევაში, კონტაქტურ ურთიერთქმედებაში გადადის. სამი 

სხეულის ამოცანაში კი, –-++ თ ზღვარში, სათანადოდ სკორნიაკოვისა და ტერ- 
მარტიროსიანის განტოლებას მივიღებთ (62). 

როცა 3-> <, მაშინ, თუ გავითვალისწინებთ, რომ ერთადერთი ბმული 

მდგომარეობა (=0 მომენტისათვის) განისაზღვრება ფორმულით 

#=23(თ-L-3)9, (91,233) 
მაშინ (91,28) მოგვცემს 

? 
_ (-+ =) =-6+: M/8-- 30%4+.. +, ჭ+-თ (91,34) 

» 

სრულიად ასევე, (91,17) ფორმულის თანახმად, დიდი 8-სათეის გეექნება 

1 1 
-+1(ი, ჩი; 2) – > “ეეაეასასასასა“– 

ს" ი'+/#06+0% · ნა –– თ 
ასე რომ ზღვაორში, როცა 8 –+ თ, (91,32) განტოლებიდან მივიღებთ 

«დ, მი) _ _ __ 2 | 1 

0'– 0-6 თ-+I/. ჩე L0'-+/90:-+ნნხა--თი2 

> | თაია ეი აა) (91,36 

, 381 რ61,35) 

2»? ) (ი-+ი” +იიხ' --ი2)(0” -- ნ'--ჯ8) 

ან, რამდენადაც ადგილი აქვს ტოლობას 

(«+:V თ.) (<–+I/თ>,)=-- დ-ი", (§1,27) 
საბოლოოდ გვექნება 

3/8 თ(ი, ჩა) _ 

თ+ V 30/4 –– 2. 

+თ . , 

ლეღევ => | 2 ე 4L ' ჩა 6. ავის (91,38X ჩ'+ი:+იია-–- თი 22 (ი-'+ი' +იი–-ი2) (ი -– იე -I- 15 

რაც ზუსტად ემთხვევა სკორნიაკოვისა და ტერ-მარტიროსიანის ინტეგრალურ 

განტოლებას. 
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როგორც ვხედავთ, სკორნიაკოვისა და ტერ-მარტიროსიანის განტოლება კერძო 

შემთხვევაა ფაღეევის განტოლების» არალოკალური ფაქტორიზებადი პოტენციალი- 
სათვის“ იამაგუჩის ფორმით.' ამიტომ -ფაქტორიზებადი პოტენციალების სპეციალური 
შერჩევით და მათთვის თადეევის განტოლებების ამოხსნით საინტერესო ფიზიკური 
ინფორმაცია შეიძლება მივიღოთ სამი ნაწილაკის სისტემის თვისებათა შესახებ. 

§ 99. სამი ნაწილაკის გაფანტვის ამოცანა არალოკალური 

ფაქტორიზებადი პოტენციალების ჯამის შემთხმევაში 

კვლავ განვიხილოთ იგივურ ნაწილაკთა სისტემა ვ§-მდგომარეობაში. ვთკეათ, 

ადგილი აქვს ნაწილაკის გაფანტვას ორი ნაწილაკის ბმულ მდგომარეობაზე. დავუშ- 
ვათ, რომ ნაწილაკთა შორის ურთიერთქმედება ხორციელდება არალოკალური 
ფაქტორიზებადი პოტენციალების ჯამით 

1. დ 
(0 ს=--- ს» 2, (0: ხწ=1 92,! (ICI) 2» > ,ს,(ი)ს, ი): (0=1) (92,!) 

ამ შემთხვევაში, ფადეევის განტოლების დასაწერად, ჯერ ვიპოვოთ «),,,ე (M, 0) თა- 

ვისუფალი წევრი და გაფანტვის ორნაწილაკობრივი I(2)-მატრიცა ურთიერთქმე- 
დებისათვის, რომელიც (92,1) ფორმულით განისაზღერება. სათანადო ფორმულები 
გამოყვანილია § 68-ში, მათ ჩვენ მოვიყვანთ ჩვენი მიზნებისათვის ხელსაყრელი 
ფორმით. ორი ნაწილაკის ბმული მდგომარეობის ტალღურ ფუნქციას ექნება: 

(68,25) სახე 

(17201, 
#(I,) = დ (92,2) 

8 თენ თ.+- 

სადაც C0,-კოეფიციენტები განისაზღვრება (68,29) განტოლებიდან, ხოლო თ" :=იგპ. 

მაშინ თ,, (L, ი) ფუნქციას ექნება შემდეგი სახე: 

_C:1,(M). «,, (M, ჩ)= -პნ- ჩი) 2 ი 22 (92,2) 

რაც შეეხება გაფანტვის /(ჟ)-მატრიცას, (68,23) ფორმულის თანახმად, იგი ტოლი 

იქნება 

(ი II(2)I ხ)=>2- 6I1(2) ს,(ი) L„(0”), (92,4)·        

7” 9. 

სადაც შემოვიღეთ შემდეგი აღნიშვნა: 
ჯXVI(5) IIC#) 0,,(0ე = 47#M%5) XII) (92,5)- 

სრ–“ უთ 
ამასთან, «;(2) განისაზღვრება ფორმულით 

+; 1(8)=1-––2., XII(9) (92.6)· 
#9



7 

XI(2)-=–_ 2 წრყრი, რC2,7) 

· თამი? 

7X20-კი შემდეგი დეტერმინანტია; 

შთ?!  .” 
»ჩ» (5) 8 “ს 1 ...... “ , (92,8) 

სი ასი | 
სა 

ა VIMC8) = #.X<LCწ) XIV), (92,9) 

ხოლო 1).I(8) ამ დეტერმინანტის შესაბამისი ალგებრული დამატებაა. 

ახლა შევიტანოთ (92,3) და (92,4) გამოსახულებანი ფადეევის (91,1) გან- 

ტოლებაში. მივიღებთ 
«ა Cიქ/) . M, («, ნე)= %' 2191) რი, (M,. ი) ლ იენ აღეეეენნ-–-ია + 

1 

ბ 26), ,(2,) ს " (0 + ი/2) ჭ '/2, წეძი,  (92,10) 2 ვიმ იე ბაი სდ) ს, | თ, (0 4-ი/2) ს(6 +ი'/2, ი) ძი 

სადაც 2ი=2–- >. შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნა: 

· 2» ლ; ”, 1 1 , ზეა” 
“X0C6)=---4 %) 9, (2) | „(+;9?)+(ნ+ –Mი )თ - (92,1)) 

CთC ლ 2... 2 

მაშინ, თუ გავიხსენებთ -(91,13) ფორმულას, (91,10) გამოსახულება შეგვიძლია 

„ასეც გადავწეროთ: 
M 

; ! ს, თე ს ას (ად ია+ ი) · 62,12) 
„ა ნ-ი თ 

„ადვილად მივიღებთ ინტეგრალურ განტოლებას XIV(0) ფუნქციისათვის. ამისათვის 
“საკმარიხია (92,12) ფუნქცია შევიტანოთ (92,11) აღნიშევნაში. შედეგად გვექნება 

2 
1”) = 2-1 I XI C,0,,(2,) 40, ნა; 2) + 

“ 
C. I” 

2229 9ია(6;) | 4# (ნ, ი; ი დით, 'Cდ2,13) 

-4V.



“სადაც 4/(0, ნ“; 2) ·/განისახღვრებს ფორმულით 

ად +ხი/2) (,(მა-- ჩ/2) . 
ს” -+9V6-+წიმე--I2 

როცა XV =1, ე. ი. როცა (92,1) პოტენციალური ენერგია მხოლოდ ერთი წევ 

რისაგან შედგება, (92,13) სწრაფად დაიყვანება (91,18) განტოლებაზე, 

ხელსაყრელია (92,13) განტოლების სხვა-· სახით გადაწერაც. ჯერ ერთი, 

XC) ფუნქციის ნაცვლად შემოვიღოთ /თ)=5' IC) ფუნქცია, გარდა. ამისა, 
“ხელსაყრელია შემდეგი აღნიშვნის შემოღებაც: 

4),,(ი, ნა; 2)= (92,14) 

M 

I», ნს 2 =7 9) 4,ს(, ი”; 2) §ჩ((2;); (92,15) 
#51 

“მაშინ ინტეგრალური განტოლება მიიღებს ასეთ სახეს: 

M 1 >» 

#IC0)= +; 0/LI(ი, მი; 2) + –- 1) | LC, ი”, 2) /,(00 ძი. (92,16) 
4“ ჯ51 51 

როგორც ვხედავთ, #I(0) ფუნქციისათვის მიიღება V-ინტეგრალურ განტო- 
ლებათა სისტემა; ამასთან, თითოეული განტოლება დამოკიდებულია ერთ ცვლად– 

ზე, ამგვარად, გვაქვს მნიშვნელოვანი დასკვნა: რამდენ წევრსაც შეიცავს ორნაწი- 
ლაკობრივი ფაქტორიზებადი პოტენციალი, იმდენი ერთგანზომილებიანი ინტეგრა- 

ლური განტოლებისაგან შედგება სამი ნაწილაკის ფადეევის განტოლებათა სის– 

ტემა. გარკვეული თვისებების მქონე ორი ცვლადის ფუნქცია ყოველთვის შეგვიძ- 
ლია გავშალოთ ფაქტორიზებადი წევრების უსასრულო მწკრივად, ამიტომ ლოკა– 

ლური პოტენციალი, ფაქტიურად, შეგვიძლია განვიხილო=თ, როგორც უსასრულო 

წევრების მქონე ფაქტორიზებადი პოტენციალი. ზემოთქმულის თანახმად კი გამომ- 

დინარეობს, რომ ლოკალური პოტენციალებისათვის ფადეევის განტოლებები, შეგ- 
ვიძლია დავიყვანოთ უსასრულო რაოდენობის წრფივ ინტეგრალურ განტოლებათა 

სისტემაზე. ასეთი სისტემის საჭირო სიზუსტით ამოხსნა თანამედროვე ტექნიკის 

დონისათვის შეუძლებელია. მაგრამ ზოგჯერ აღნიშნული მწკრივიდან სწრაფი კრე- 

ბადობის გამო, შესაძლებელია მნიშვნელოვანი აღმოჩნდეს მხოლოდ რამდენიმე 

"წევრი, მაშინ უსასრულო განტოლებათა სისტემა სასრულზე დაიყვანება (122-–125|. 

ასეთი სისტემის ამოხსნა კი, პრინციპში, შესაძლებელია სწრაფადმთვლელი ელექ– 

ტრონული მანქანებით. აღსანიშნავია, რომ დღეისათვის არსებული მიახლოებითი 

გამოთვლები სამი ნაწილაკის ამოცანაში სწორედ ამ მეთოდს ეყრდნობა (61), 65, 

116, 117, 118, 119). აქედან გამომდინარე, ნათელია, თუ რა მნიშენელობა აქეს 

ფაქტორიზებადი პოტენციალების გამოყენებას სამი სხეულის ამოცანისათვის. ' 

იგივე მსჯელობა, ცხადია, ეხება ბმულ მდგომარეობასაც. ამ შემთხვევაში 

(92,16) სისტემაში თავისუფალი წევრი არ გვექნება და ფადეევის განტოლებები 
ეკვივალენტური იქნება ზემდეგი ერთგვაროვანი სისტემისა: 

: 1 « – 
7 ((ი)= ლა I 1(ნ, ი'; 2) / ;(ი') ძი”. (92,17) 

ჯ1 
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თუ ამ განტოლებებიდან ნაპოვნ /,(0) ფუნქციებს შმევიტანთ გამოსახულებაში, 

რომელიც (92,12) ფორმულიდან პირველი წევრის ნულთან გატოლების შედეგად 
მიიღება, ე. ი. გამოსახულებაში 

არ თფ=- ბ 90) „), (92,16) 
დღა < 5+ ვეშ/4- 

მივიღებთ სამი ნაწილაკის ბმული მდგომარეობის ტალღურ ფუნქციას. სრული 

ტალღური ფუნქცია კი მიიღება (91,2) ტოლობით. აღვნიშნოთ, რომ ბმული: 
მდგომარეობების განხილვის დროს საჭიროა ყველგან დავუშვათ 2=--#8, სადაც 

ფ-სამი ნაწილაკის სისტემის ბმის ენერგიაა, ხოლო +” =7რ- 

განვიხილოთ კერძო “შემთხვევა, როცა §-მდგომარეობაში ფაქტორიზებადი 
პოტენციალი შეიცავს მხოლოდ ორ წევრს: V=-22. მივიღებთ ორი წრფივი ინტეგ- 

რალური განტოლებისაგან შედგენილ სისტემას (821): 

1 , · , ,, 1 ი , , , #C)= –; | LC, ი” ი / (0 #0”+-, | LV, ი”; ი) /:(0) 0”, 
”# თ (92,19 

. 1 1 , , 
#-(0;= = LC, ხ'; 2 /,0)ძი+-> I ა:(ი, ჩნ”; 2) / ა(ნ”) ძი”. 

საინტერესოა შევნიშნოთ, “რომ ამ განტოლებაში შესაძლებელია ზღვარზე 

გადასვლა, როცა, მაგალითად, X,-ურთიერთქმედების ძალა უსასრულოდ იზრდება 

0: -- თ). ეს კი, როგორც ვიცით, პრინციპში, ახლო მანძილებზე განზიდვის. 

ჩართვის საშუალებას იძლევა. 

როცა #=2, მაშინ (92,6) და (92,8) ფორმულიდან გვექნება 

»რე= 0--%%ისC)111-<22%C67)) –– X22XI2ი) 
' 1--X2X.(2ე)1 (1--X%XაX(2»)) 

ხოლო (92,5) ფორმულის გამოყენებით ადვილად ვაჩვენებთ, რომ ადგილი აქვს 

შემდეგ დამოკიდებულებებს: 

, (92,20) 

"II C,((2) ==:M5ა)X2X(3ი), (92,21) 
2 = 

II) (2.,(წია)= –– სC6ი)XIX6ი), (92,22) 

_11II (2-§2ი(2»)) = ––/V%C2ი) (1--XX (2), (92,23). 
#გ– თი 

110) (2.,§-,:(2,))= ––X,/MC9,)X,9(“ ი), (92,242) 

სადაც ” 

„ს 2) =(1 –-X%)I(9ი)1 2%,2X(2,) 1-1 2:I-(7ი)- (92,25) 

ამ ფორმულების გათვალისწინებით ადვილად დავინახავთ, რომ L"კ(ნ, ნ”; #) ინტეგ- 

ოალური განტოლების გულისათვის, ზღვარში, როცა X.-–> C, გვექნება შემდეგი 
გამოსახულებები: 

LC, ს, 8) =)-,/%2ი) 14,/(0, ნ, 2)%აი(8ი)–- 4L5(ი, ნ”, 2)2ა(ჩი)| (92,26) 

1>XC, ჩ, 2):=--M#C2ი) (XX 9(9,).4.(0, IV 2)+I1-–X+X,I(2გ)1 4-ა(ნL"; ”))! (92,27), 
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1,(ნ, ნ”; 95 =–#4C,) ,#X,X2») 4)/(0, ნ”; 2) 1- 
L1--X,X ,(2,)) 4ყა(ი, ი”, 2)) (92,28) 

I5,(ი, ს”; 2)= 7) %(2ი) IXXC(2ი) 4-/(0, ნ”; 2)-– X)+(2ი)/12:(0. ჩ'; 2)|.  (92,29) 

-თუ ამ გამოსახულებებს შევიტანთ (92,19) სისტემაში, მივიღებთ ინტეგრალურ გან– 
ტოლებათა სისტემას, რომელშიც ჩატარებულია ზღვარზე გადასვლა, როცა 1:–>- თ. 

თუ, მაგალითად, »,(0) პოტენციალის ფორმაში ვიგულისხმებთ იამაგუჩის პოტენ- 

ციალს, ხოლო გუ(ი) ფორმას ავიღებთ სახით 

1 
?-(0) = –- 519 ს (92,30) 

ი 

მაშინ, თუ #.,<9, სამი სხეულის ამოცანაში, გარდა მიზიდვისა, „==, მანძილზე 

ბართული იქნება პოტენციალური კედელი (75, 85|. 

§. იყ. სამი სხეეულის ამოცანა არალოკალური ფაქტორიზებადი 

პოტენციალისათვის ნებისმიერი მომენტის შემთხვევაში 

წინა პარაგრაფში განვიხილეთ სამი ნაწილაკის ამოცანა ნულოვანი სრული 

მომენტის შემთხვევაში. ახლა განვიხილოთ შემთხვევა, როცა ნაწილაკებს შეუძ- 

ლიათ ურთიერთქმედება ნებისმიერი მომენტით დახასიათებულ მდგომარეობაში, 

ავიღოთ სამი უსპინო ნაწილაკი წ! ი და 91ე მასებით და 'მევისწავლოთ ასეთი 

სისტემის ბმული მდგომარეობა (83). დავუშვათ, რომ ნაწილაკები ურთიერთქმე- 

დებენ შემდეგი არალოკალური ფაქტორიზებადი პოტენციალით!: 

III II) (0 VV/(09 Xთ(თ X7ა ე, _ (93.1) 
CCCთჩ (|. 

  
(ი 1 Mიგ | ხნ'I= 

სადაც ზსთ=ჩ(/) არის პოტენციალის ფორმა «, ჭ წყვილისათვის (-მომენტით, ხოლო 

M»გ დაყვანილი მასაა, 

როგორც ვიცით, (93,1) პოტენციალურ ენერგიას შეესაბამება გაფანტვის 

შემდეგი ორნაწილაკობრივი მატრიცა: 

1   (0 |#იი(2 | ი?) = ჯე #XM(ი) #Xგ(0”) +0ს(9) XV (0) XI„(09, (3,2) 
'Cჩ. /. 

სადაც ენერგიაზე დამოკიდებული +VIMV2) სიდიდე განისახღვრება ფორმულით 

1 2 IIIგ(9))” 0? 09 – ასთი 901. შვ,ვ IIVგ(5)| #4 > | 2საგნ-- ი" ( ) 

0 

ახლა დავწეროთ ფადეევის განტოლებები. მდგრადი მდგომარეობისათვის საჭიროა 

განვიხილოთ განტოლებათა შემდეგი სისტემა: 

სI2#VL, ი) = 7221(L, ჩ; 2 ( (LMIMგა (– 2) |–– +.) ს0XI8,, ი) ძი” + 

(I (-- ოა აო ნფ, ეძ), დ3.4) 
2» 

1 ამ პარაგრაფშიც ვასარგებლებთ ერთეულებით, რომლებიც მიიღება 1 =1 დაშვებით. 
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სადაც 6, და M6, ვექტორები შემდეგი ფორმულებით განისაზღვრება: 

Mა=ი კ “ი 0M2.=0 + 24% ი: (34,5). 
98“ თა 

თ+:წ-- + ინდექსები იღებენ 1, 2, 3 მნიშვნელობებს. 

სამი ნაწილაკის სრული მომენტი წარმოვიდგინოთ როგორც IM =I-L-L, სადაც. 
1 არის ორი ნაწილაკის ფარდობითი მოძრაობის მომენტი, ხოლო L მესამე §აწი- 
ლაკის მომენტია პირველი ორი ნაწილაკის სიმძიმის ცენტრის მიმართ. ფადეევის 
განტოლების ამონახსნი გავშალოთ 4M”, #, ოპერატორების საკუთარი ფუნქციების. 

მწკრივად. გვექნება 

4>L, ხ)=%) 3) 6I2XVნ, 0) %7MC;, ი), (93,6). 
VM IL 

სადაც IX (#, გ) „რადიალური“ ფუნქციაა იმპულსურ წარმოდგენაში, წოლო. 
%/M(§, ი) განისაზღვრება ფორმულით 

9IMC, ი)= » (1), | 7 M3 XIV, “ი XV, 60). (93,7» 

” სწ. 

შევიტანოთ (93,2) და (93,6) გამოსახულებანი ფადეევის (93,4) განტოლებაში, 

გადავამრავლოთ ეს განტოლება 2/M“"(#, 0) ფუნქციაზე და მოვახდინოთ ინტეგ- 

რაცია ძი0,:ძ0- სფერული კუთხეებით თუ გავიხსენებთ (93,7) ფუნქციების 
ორთონორმირების თვისებას და აგრეთვე (76,11) ფორმულას, მივიღებთ 

“ს ს1ეე_ ს V > აი5( 2-7): 
%Mგა გა (#, 0; 9) (ლ–. 24: 20 

(C–1) | ი” ძი" VI2XCIC§.,, ი”) 9 “(6, 0)XI, », (6) XI, C 8.) 28ა ა) · 

ტრ (I, 0) = 

9%I4(#8., ი) ი. ძ9, ი9,,- 

(–1V ჯი” შის ს(XI(89, იაშა M-C, 2) X, თ, თ XI თ, CI) 2850) . 

9IM(M5, ი) ძი, ძლ, ძი0,,). (3,8). 

თუ გამოვიყენებთ (93,7) განმარტებას, ძ5), -–სხეულოვანი კუთხით ინტეგრაციის 
ჩატარების შედეგად ადვილად ვაჩვენებთ, რომ 

1?) | %X“ "ს ი IV =,09 > თ, C8,) ძ0» =გ,/,, ქტ“ 04,, ი). (93,9 
თი 

ამ უკანასკნელის გათვალისწინებით (93,8) განტოლება შემდეგნაირად შეგვიძლია. 
გადავწეროთ: 

98(6) <1, (- ჩნ ) 
MI 0=-- ა ბ? 

Mგ., #0გ,ძს ჩ; 2) 

  

#VXV(ი), (91,10) 
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XICIVIVI) = 2) IC–1# | ი” ძი'ძთ,.ძ90, M,0%,) V8IIX(/C., ი". 
IL” 

9,/%"C8.. 0) 224085, + 

(–I# | ი ძი ძ0,,ძი, ინანებ 90IM(/88ი, #7. 
9//M' ც-გა, 2) 4//4(C/18გ, ი”). (9ჰ,11)' 

IXMIVV0) ფუნქციები აკმაყოფილებენ ინტეგრალურ განტოლებათა სისტე-. 
მას, რომლის მისაღებად საკმარისია (93,10) გამოსახულებით განსაზღვრული: 

სრ (#, ი) ფუნქციები შევიტანოთ (93,11) გამოსახულებაში. გვექნება 

> 

1-I1X7C) =%) | |" ძი” VII ,ICXი, ი”; 5) 9ი(-- -) 1 IVდVV0) +- 

- სგ |/L? ზ., 

”? 
|” ძი' 7III.5ჩV(ი, ჩნ; წ”) 2 (– ე.) MM, (91,12) 

MM 
სადაც ჩვენ შემოვიღეთ შემდეგი აღნიშვნები: 

  

  

, –-1) .,” – , ხემხაზჩი, ს ი= > | მი/ბშრნი წ «სარზე ენგ, ი? ი · 
#VI თ 

თVC(712.,) 97) (#§,, 0) ძ9,, 9, (91,12) 

ს. (–I” XIს 5ჩ“(ი, ი“ 2)= |%I"Vგ» 0) %ან#ა) 051(ჩ8ა, ი'; 2) · 
+I>გ 

9 (6(725გ) XC #2, ი”) ი9,, ძ9,; (93,14) 

ამგვარად, მივიღეთ, რომ III, XIV და #IIMV ფუნქციები აკმაყოფილებენ 
ინტეგრალურ განტოლებათა სისტემას, გავამარტივოთ ამ სისტემის გულები. რად- 
გან (93,5) ფორმულების თანახმად IL, M ვექტორები შეიცავენ კუთხეს ი და ლ” 
ვექტორებს შორის, ამიტომ ადგილი ექნება შემდეგ გაშლას: 

§8აC ჩა) ხ)(726) 

სათ (ჩა) #,ი(%9, ჩ“; 2) (წ/;25 1 

თდთ 

V (2V+1) M(ი%Xი, ი”; 9) (ი · 0). დ2,15) 
V50 

ცხადია, MX XX, ი; #) ფუნქცია განისაზღვრება გამოსახულებით 

+ 

  

: 1 სა ” 05 184. (#5 ) 
#IზV:»X-V/ი, ი”; )0= (იი ე ერე ფფოელობ დ3,10 (ი 0, ოი (08)! 0,ი(%§,, ნ”, 8) (716,)! 
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'სადაც 7=005 (ი ნ). (93,15) ფორმულის გათვალისწინებით მივიღებთ 

სII0325 (ი, ი” 0= 3 (2+1) 536, 0); 7? (ს, ის 2,  (93,17) 
25 

„აქ ჩვენ შემოვიღეთ შემდეგი აღნიშვნა: 

მუტი, 7-C- 1)! | რ9, ძ9,,C,)! 97% 64. ი) 170 · 09 · 

(#6, %MM(II., ი. (93,18) 

ანალოგიურად მოიძებნება (93,14) ს გამოსახულება. თუ მოვახდენთ გაშლას 

დ8»('#») #6 8(776გ) _ 

XI0გ (გ) #გ (18, ჩ”; 2) (778გ)”” 

%) 0V+1) #22 ჩX#, ი”) (ი · ი”, (93,19) 
50 

მაშინ (93,14) მიიღებს ასეთ სახეს: 

XIII) 97%, ს”; 2)= 2) (2V+ 1) III ,8VVი, ი) MIX 7%%ი, ი”; 2); (93,20) 
259 

ამასთან – 

III, 5ზMV0, 00=C–-1XV | ძი, ძ0,.6-გ,ა! %77% 63» ნ) (0 ი) · 

(78) %უბ (მფ, #2”) (93,21) 

ნათელია, რომ (93,16) გამოსახულება დამოკიდებულია პოტენციალის ფორ- 
მის კონკრეტულ სახეზე, (93,18) და (93,21) გამოსახულებები კი მხოლოდ კუთ- 

ხეებს შეიცავს და ამიტომ შესაძლებელია მათი ბოლომდე გამოთვლა. 

ცნობილია, რომ თუ «=0+ჩ, მაშინ ადგილი აქვს შემდეგ მნიშვნელოვან 
ფორმულას (115): 

ტX,სC00= > მაა. ნტ, გ. Mა(0) 7“ X#.M.(10, (93,22) 
აM. 

სადაც მმაMა. 2 სიდიდეები განისაზღვრება ფორმულით 

8.» სა=ლეაბბ. 4X (27.-- 1)! 
2Mგ1: 7. 

1/ე · · 

21120 13) | (42– #Mგს– MაMM.. (99,2? 
ჩვენი მიზანია ვიპოვოთ (93,22)-ის ანალოგიური ფორმულა 9%7/M(ჩ, წუ) ფუნქციი–- 

სათვის. (93,7) განმარტების თანახმად, შეგვიძლია დავწეროთ 

(,.)%1” 08, 0)= მ) (LLი,თ, | წ 7# LC 8)! 7 თ, Cჩ,)) X,„,00),  (93,24) 
ი, ქ. 
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სოლო (93,5) და (93,22) ფორმულების თანახმად, გვეკჟნება 

(ნა %2+08ა ი)= 3) ნ) (ნთ 7 20 8... , (=+ ი) თა. 
თ, #M, ' სI8, 

X,- ა.ი, –-MსC(0) 1 +M,„C(2 XI, (ი). (93,25) 
გამოვიყენოთ სფერული ფუნქციების ((;, 37) შეკრების ფორმულა 

წეტ (20 ავარიას 14“. 
_ _ 

7, ა,თ, -M.- (0) XI = 1-4, თ; –Mგ(0) X Lთ, (0) 4X(2ე -+L1) I (/5L-# 
(1-––,+#L00 | 30) ((–-–#4LV,–– 1” „MI | ქMIკ CV .–1/ გ) X”Iთ,3ო,-Mკიმ). (93,26) 

ამ გამოსახულების შეტანით (93,25) ფორმულაში გაგვიჩნდება ჩი” და ი ერთეუ- 
ლოვანი ვექტორების სფერული ფუნქციების ნამრავლი, რომელიე. (76,13) ფორ- 

მულის თანახმად, შეგვიძლია გამოვხატოთ 4/ 7M(ი”, ჩ) ფუნქციით 

ჯა (09, +თ,-M.00) = 
მ+/ I, ==” 

231 (#რქპანაისიიV6-–/გ1 LC”) 92 (ი, ი)- (91,27) 
/5|#-I) M'5=-I” 

ასე რომ, თუ (93,25) ფორმულაში გავითვალისწინებთ ჰმაM,; წი, სიდიდის (93,23) 

მნიშვნელობასაც, გვექნება შემდეგი გამოსახულება: 

– – . + – – ს. 

თ, %იIIC.,.0= X XX ლი თირის 901 
ოჯო, 4Mა IV LC2#+1)I(214-1)(2((--ტ) +1I! 

ა ო უ ' 
(2 ნ) ნ” 9%/;" (ი', 0)((--M##00 | 20) (1LVI,MI, | IV I#) · 
ჩა. · 

(MI-- #IM გ, – 1: | ს) ((--–M LVI,–- M აგ), | ის+»სL–M,) 

(სე, თს ით,” გ | I). (91,28) 

ცხადია, ამ გამოსახულებაში Mწ=7–--IMI,, ამიტომ ჯამი 11 '-ით ამოვარდება 

თუ გამოვიყენებთ კლებშ-ჟორდანის (4,10)-–-(4,12) სიმეტრიის თვისებებს და რაკას 

კოეფიციენტის (5,18) განმარტებას, მარტივად ჩავატარებთ აჯამვას M#,„-თი. მივი- 

ღებთ 

2, (M-–-LსII გოის MM, | სი.) ((“– სასის 211 | ჰი) M/) · 

Mა 
(4#121/ გ, + MIL-–- II გ | 1 I )= 

V (21-L1)(21+1) (IL, | 1 21) III CC L–# 1'ბ; კხ. (93,29) 

ამ გამოსახულების (93,28) ფორმულაში შეტანის შემდეგ შეგვიძლია მოვახდინოთ 

აჯამვა », და 7/,-ის მიხედვით. აჯამვის შედეგი კლებშ-ჟორდანის კოეფიციენტე- 

ბის ორთო-ნორმირების თვისების თანახმად იქნება მ,,,; ასე რომ საბოლოოდ 

ზა! 89IMრ8, 0= 2 4 (22% ი) (IM 2),  _ (93,30) 
L; ”ჩ+ 

27 გ. კილაშეილი 4



სადაც 

  

44; C 2ი = 
Xზ.ა 

C ებ „ 2. 3. (21+1)! (21+1) (2#L-L1) (20)--#)+11 '” 
98 ს (2#-L1)! (27–-/)+ 11! 

(L-–.ს#I00 | ჟ0ა I)” (სL-- #7; 1) (92,31), 

სრულიად ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ 

(715..)! 27(CI%,, 0) = სა” შო (”. 29 ი” ) 23%, ი. (92,22). 

LI 70თV 

თანახმად (93,31) და (93,33) ფორმულებისა, (93,18) გამოსახულება შემდეგნა«ოა-- 
დაც გადაიწერება: 

IV ,#6V(ი, ი7)= 

CM X 2 2:46 # („24 28. ჩ წეამუ: 47C5 გ C 2C. (4 ”). (93,პპ). 
4“ »'/ თ 

სადაც 

0. = | ძ0,ძ9,, შეკ” , ჩ) /', (0'. 0) 949 · 2). (93,34). 
ამ უკანასკნელ გამოსახულებაში ადვილად ჩავატარებთ ინტეგრაციას კუთხეებით. 

მართლაც, (93,34) ფორმულაში შევიტანოთ (93,7) განმარტება და ლეჟანღრის. 

პოლინომიც გამოვხატოთ სფერული ფუნქციებით; გვექნება 

4 · ,ე ის, =53 2 2). (ხკმM4M,IVM)(4”)' MM ი: 
" MM; MM, 

| ძ9ძიXMM, (7 XX 7, C2)X 5, (ს )X (9)X IM „,())1//M (2). _ (93,35) 

გამოვიყენოთ (C, 38) ფოომულა ინტეგრალისათვის სამი სფერული ფუნქციიდან,. 

მაშინ მივიღებთ 

ძია ე (რააალბლი '” X II ს, = (#11/.91/, | თ MI) · 
აა (21+1) (2/+1) MგM; Mა,M,, 

(4 „MI, | #1) (4V00 | 170X(VM”00 | 101(MVM„ს. | 1 1L„) 
(ს IM2IL,„. | 1M,).- (93,36)· 

რადგან, (4,10) ფორმულის თანახმად 

(# I M,,M» | ძ ქ/ =(ე ML, – Mა|ძ–1),  (953,37). 
ამიტომ (5,15) ტოლობის გათვალისწინებით გვექნება 

2, (4ა1I#Mე | 1I)(M 1 7Lა:1I „| ძ M) · 
MM; M-გ.M,, 

· (ტაშნას|/ M„ა 6ა/+M,.|M,) = 
(--1ეტი+-/IV ე + 1X2) + 1) V/ (ხVV#"; ქ”). (9ქ,38). 
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“ად საბოლოოდ მივიღებთ 

1I/(MVV#M; კ” 2). (931,39) 

ამგვარად, 1"; /,-(), )/) სიდიდეები, რომლებიც გამოიხატება (91,332) ფორმუ- 
ლით, დაიყვანება ჯამების აღებაზე. სრულიად ანალოგიურად ვიპოვით III; რეცაჭნებებ) 
სიდიდეებსაც. „სანსხვავება იმაში ინება, რომ (93,33) გამოსახულებაში შევლენ 

47Cა, („,-” , ») # CV M/ (2-7 =-5-7 ') სიდიდეები. 
9#6თ ?თჩ 

ამგვარად, ამოცანა დაიყეანება (93,16) ფორმულით მოცემული MI) VC M, 2) 

სიდიდეების განსახღვრაზე. მათ განსასახღვრად კი საჭიროა პოტენციალის კონ- 

კრეტული სახის ცოდნა. 

კერძო "შემთხვევაში იგივური ნაწილაკებისათვის ჯ),=1/:=9/ე ==! (93,12) 

სისტემის ნაცვლად გვექნება ერთი ინტეგრალური განტოლება (69|. 

  

, ––_ იი ვ ILMC)=2 ე | » ია V/სC (ი, ჩ”; 2)5! (+-- 2 სას 0,  (93,40) 
IL” 0 

სადაც VV განისაზღვრება (93,17) ფორმულით, რომელშიც უნდა ვიგულისხმოთ, 

რომ ნაწილაკები იგივურებია. 
ჩვენ მიერ ზემოთ მიღებული ფორმულები რთულია, რადგან უსასრულო ჯა- 

მებს შეიცავენ, მაგრამ თუ ამოცანაში ისეთი მდგომარეობა ხორციელდება, როცა 

ურთიერთქმედებაში ერთი ნულის ტოლი მომენტი მაინც მონაწილეობს, მაშინ გა– 
მოსახულებანი საკმარისად მარტივდება. 

საინტერესოა აღვნიშნოთ, რომ მოძრაობის იმავე განტოლებებს ადვილად 
მივიღებთ (89,24) ფორმულიდანაც. ამასთან, აღვნიშნოთ, რომ ხშირად მიახლო– 

ებითი გამოთვლებისათვის ხელსაყრელია იმ ცვლადებით სარგებლობა, რომლებიც 
შერჩეული გვქონდა (89,24) განტოლების გამოყვანის დროს. 

ვისარგებლოთ ერთინდექსიანი აღნიშვნებით, მაშინ (89,24) განტოლებაში შე- 
მავალი #,(2)-მატრიცისათვის ფაქტორიზებადი ურთიერთქმედების შემთხვევაში უნდა 
ვისარგებლოთ გამოსახულებით–– 

  · 1 
(ჯ | (/(2) | 1 )= იი, VI(2)) 6((0 1<1C2), (93,41) 

სადაც <=I(2) განსახღვრული იქნება (93,3) ფორმულით. 
შემოვიღოთ (89,24) განტოლებაში ახალი ფუნქცია 

სია, 0; თ) =91C#) 9#XV, თ), (დ3,42) 
სადაც თ აღნიშნავს კვანტური რიცხვების ერთობლიობას თ=-CI, L, ძ, MI); მაშინ 

მივიღებთ 

თI(ჯ) ზ(9(9, თ) = დVIXი, 0; თ) + 
ე 

» 2, I ძჯ»:ძი; X;(ი0ით | ი,ძ,თ; 0 ადრ(ე,, თ). (93,43) 
(/=5 თ; 01+90 
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ამასთან, (93,43) განტოლებიდან ბმული მდგომარეობის შემთხვევას მაშინ მივი- 

ღებთ, თუ. თავისუფალ წევრს ნულს გავუტოლებთ. ასეთი სახით (93.43) განტო- 
ლება გამოხატავს ნაწილაკის გაფანტვას ორი ნაწილაკის ბმულ სისტემაზე. 

შემოვიღოთ აღნიშვნები 

- ხი)/ი. ქ. 
თი, ძ; თ)= 40 დC) (93,44) 

%I(ი) 

> 70; (ია) X#,(9ი| 0, თ, = |მი,ს(ი0თ | ი, თა) MI 40ჩაი, რ3,45) 
I #--(01+0;) 9I(0) 

რომელთა საშუალებით ფადეევის განტოლებიდან შეიძლება ჩამოვიშოროთ ქ-ზე 

დამოკიდებულება 
რ. რქ 3 2. ლ... 

ს X0, თი)=%VXV, თ+ 2) 2; | ძი(9>| თთაბიM9ი თ). (93.46) 
(=2 თ; 

ანალოგიურად დაიწერება დანარჩენი ორი განტოლებაც. როგორც ვხედავთ, ფაქ- 
ტორიზებადი პოტენციალისათვის ფადეევის განტოლებები დაიყვანება ერთგანზომი- 

ლებიან ინტეგრალურ განტოლებათა სისტემაზე, ცხადია, ფაქტორიზებადი პოტენ- 

ციალებისათვის გამარტივდება თვით V(00თ | ი; 0, თ) გულებიც. 
საინ ტერესოა იგივურ ნაწილაკთა სისტემის განხილვა. ამ შემთხვევაში ყველა 

წყვილური ურთიერთქმედება ერთმანეთის ტოლია (”,=Iა=1”) თუ გამოვიყე- 
ნებთ #IC2)·მმატრიცის განმარტებას 

1V2)=%;+ V;Cთი0(2)7' (8), (93,47) 

სადაც #(7)-სამნაწილაკობრივი გაფანტვის მატრიცაა; მაშინ ადვილად ვაჩვენებთ, 
რომ სხვადასხვა #IC2)-მატრიცები (1=1, 2, 3) დაკავშირებული იქნება ერთმანეთთან 

(L,, M-, Mე | 1 9X2) | M,, Mი, MXე) =%(%ა, M- Mვ | 12) IX, M;, M5), 

(M, M;, Mვ | 7ოMCთ) | M,, M, ეა == (LV Mვ, M | 27) | MX), Mე, M:). (93,48) 

ამიტომ ფადეევის განტოლებათა სისტემა ერთ განტოლებაზე დაიყვანება. გავითვა- 
ლისწინოთ ნაწილაკთა სტატისტიკაც. გამოვიყენოთ (93,483) ფორმულები და ვა- 
ჩვენოთ, რომ ფერმის ან ბოზეს ნაწილაკებისათვის შესაბამისად გვექნება 

(ნ, 9 | IVX2) |X+) = -=(–9ი, 91 IთC | +), (93,49) 

სადაც 1%+) შესაბამისად წარმოადგენს საწყისი მდგომარეობის სიმეტრიული ან 

ანტისიმეტრიული მდგომარეობის კეტ ვექტორს. 

მეტი სიცხადის მიზნით, ჯერ განვიხხილოთ ორი იგივური ნაწილაკის შემთ- 
ხვევა; მაშინ 

  (წ, "501 ი+)= (IM 6) ენM-Mვ -- ცIM I ც(M3 I, |, (93,509) 
V 2 

დავწეროთ პოტენციალური ენერგიის მატრიცული ელემენტი (M;, M1| V | M,, M). 
ცხადია, 

· 1 .. · C 
(MI, MI 2 | თ+)= >7 (M0 MI IM M.)+(CM,, M:|თIM, M:ა,) (93.51) 

(%, XV, |თIM+X= + (M,, M, | 9 II+ა- (93,52) 
საიდანაც 
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ასეთივე თვისება ექნება ორნაწილაკობრივ #(7)-მატრიცასაც. როცა ესარგეხლობთ 
ფარდობითი იმპულსით, მაშინ ნაწილაკთა გადასმა ნიშნავს M#->--M შეცვლას, 
ამიტომ გასაგებია, რომ იაკობის (,ვლადებში გვექნება შემდეგი თვისება: 

(ჯგ, ი, | 11X2) | I+) == + (Mვ;, 0, |.1VIX#) | +) = + (––- ეე. 0, | MMC). +), (93,53) 

სადაც |M+) საწყისი მდგომარეობის სამნაწილაკობრივი ვექტორია, 

აღნიშნული ტოლობა გვიჩვენებს, რომ საწყის მდგომარეობაში ოოი იგივუ- 

რი ქ და # (ქ, #:-2) ნაწილაკის გადასმისას 7'((2)-მატრიცული ელემენტი იქნება 

სიმეტრიული ან ანტისიმეტრიული. ეს პირობა დაკმაყოფილებული იქნება, თუ 

(93,46) განტოლებაში შესაბამისად ავიღებთ ლოწ ან კენტ 7-ებს. ამ უკანასკნელი 

გარემოების გათვალისწინებით (93,46)-დან მივიღებთ შემდეგ ინტეგრალურ გან- 

ტოლებას: 
მჯ) (თ. თ) = ჭა (0, ი) + 2) | თ L(9,თ| 9”, თ VX(V”, თ),  (93,54) 

რომლის გული განისაზღვრება ფორმულით 

ა , 
M#(ძ0, თ|0”, თ')= 2, I(ეთ | 0'თ'). (93,55) 

როცა გვსურს ბმულ მდგომარეობათა შესწავლა, ამ შემთხვეკაში საჭიროა განვი- 
ხილოთ (93,54) განტოლების შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლება.



თავი XI 

სამი ნაწილაკის ამოცანის ამოხსნის მიახლოებითი 

მეთოდები 

როდესაც სამი ნაწილაკის ამოცანის ამოხსნის მიახლოებით მეთოდებზე ლა– 

პაოაკობენ, გულისხმობენ მოძრაობის განტოლების ისეთ გამარტივებას, როცა შე- 

საძლებელია ამ განტოლების ამოხსნისათვის სწრაფადმთვლელი ელექტრონული 

მანქანების გამოყენება. ასეთი მიახლოების გარეშე, როგორც ვიცით, ლოკალური 

პოტენციალებისათვის ფადეევის განტოლებები ორ ცვლადზე დამოკიდებულ ინ- 
ტეგრალურ განტოლებათა სისტემას წარმოადგენენ; რომელთა ამოხსნა თანამედ- 
როვე ტექნიკისთვისაც კი ძნელია. ამასთან, ჩვენ დავინახეთ, რომ ფაქტორი- 

ზებადი პოტენციალების ჯამისათვის მიიღება ერთგანზომილებიან ინტეგრალურ 
განტოლებათა სისტემა, რომელიც იმდენ განტოლებას შეიცავს, რამდენი ფაქტორი- 

ზებადი პოტენციალიც გვაქვს აღებულ ჯამში. როცა განტოლებათა რიცხვი სასრუ- 

ლია, აღნიშნული სისტემის ამოხსნა სწრაფადმთვლელ ელექტრონულ მანქანაზე, 
პრინციბში, შესაძლებელია. ამიტომ დღეისათვის არსებული ყველა მიახლოება 

სამი ნაწილაკის ფადეევის განტოლებებისა, მდგომარეობს პოტენციალური -ენერგიის 
ფაქტორიზებად მამრავლებად გაშლაში. როცა მდგომარეობა ისეთია, რომ, კრება- 
დობის გამო, ჯამში შესაძლებელია რამდენიმე წევრის 'მენარჩუნება, მაშინ ჩამოიქ- 

რება ლოკალური პოტენციალის ”მესაბამისი უსასრულო სისტემა» და ·მისი ამოხსნა 

შესაძლებელი იქნება. ასეთ მიახლოებას საფუძვლად უდევს ორნაწილაკობრივი 

გაფანტვის მატრიცის გაშლა ჰილბერტ-შმიდტის მეთოდით გაფანტვის ინტეგრა- 

ლური განტოლების გულის საკუთაო ფუნქციებად. ამ თავში ჩვენ გამოვიყენებთ ამ 
მიახლოებას და დავწერთ სათანადო ფადეევის განტოლებებს. ამ მიახლოების გა- 

მოყენების კონკრეტულ მაგალითებს არ განვიხილავთ და დავკმაჟოფილდებით სპე- 

ციალური ლიტერატურის მითითებით. 

§ 94, გაფანბვის ვატრიცის გარლა ჰილბერტ-ფმიდღდტის 

მეთოდით 

როგორც ვიცით, სამი სხეულის ამოცანის ამოსსნის ეფექტური მიახლოების 

მეთოდი მდგომარეობს პოტენციალური ენერგიის წარმოდგენაში ფაქტორიზებად 

მწკრივად. თუ მოვახერხებთ პოტენციალური ენერგიის მწკრივად გაშლას რაიმე 

ოპერატორის საკუთარი ფუნქციების ნამრავლად, მაშინ გაფანტვის მატრიცაც ფა- 
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„ქტორიზებადი მწკრივით წარმოიდგინება და მწკრიეის ჩამოვრის შესაძლებლობის 

შემთხვევაზი ფადეევის განტოლებები საკმარისად გამარტივდება. 
პოტენციალური ენერგიისა და გაფანტვის მატრიცის სეპარაბელური გაშლის 

ერთ-ერთ მეთოდს წარმოადგენს ჰილბერტ-შმიდტის გაშლა. გავიხსენოთ, რომ ჰი- 
“ლბერტ-შმიდტის ფორმულები გამოხატავენ ინტეგრალური განტოლების გულის 

საკუთარი ფუნქციების ნამრავლად გაშლას (1571. 

გაფანტვს ინტეგრალური განტოლების გულის ხაკუთარი ფუნქციები 

'(18,1951). დავწეროთ ლიპმან-შვინგერის განტოლება გაფანტვის ორნაწილაკობრი- 
ვი მატრიცისათვის: 

!(8, #)=ფ9+-7.წC70(2)M(6, 2)- (94,1) 

ხელსაყრელობის მიზნით პოტენციალური ენერგიიდან გამოვყავით #-პარამეტრი; 

ცხადია. გაფანტვის მატრიცაც დამოკიდებული იქნება ამ პარამეტრზე. გაფანტვის 

-#C, 1) მატრიცა გაფანტვის ამპლიტუდასთან დაკავშირებულია ცნობილი ფორმუ- 
ლით. შევნიშნოთ, რომ (94,1) ინტეგრალური განტოლების სრიე(#) გული არ არის 

სიმეტრიული,––იგი პოლარულია. როგორც ვიცით, გარკვეული აღნიშენით პოლა- 

რული გული შეგვიძლია სიმეტრიული გავხადოთ. მართლაც, შემოვიღოთ ახალი 

"ოპერატორები 

I )= (ჩა 2)“ '/მ(6, 2X/ი– ი“ (94,2) 
XC =-(წი-ი “ი (Mი--/) “, (94,3) 

"სადაც #Mი ორნაწილაკობრივი კინეტიკური ენერგიის ოპერატორია, რადგან 

რეთ (C–- ჩე“), ამიტომ (94,1) მიიღებს ასეთ სახეს: 

1X9, X)-= XC2)-L7.(C2)IXC6, /ა- (94,4) 
ან, ცხადი სახით, 

(იIIIC 2) |იX=(იI#C)Iნ)-+2 I (იI#(C9)|9)(9 ICI, .)| )ძი. (94,5) 

ამ ინტეგრალურ განტოლებას ვუწოდოთ გაფანტეის სიმეტრიზებული ლიპმან-შვი- 

ნგერის განტოლება. 
მოვძებნოთ მატრიცული ელემენტების ცხადი გამოსახულებანი. (94,ვ) ფორ- 

მულის გამოყენებით მივეღებთ 

თ Mთს-- | 7 ა - 
7ი-# 

თუ ჩM, კინეტიკური ოპერატორის საკუთარ მნიშვნელობას აღვნიშნავთ X(ი)=#ნ”/2ყ-თი, 

მაშინ გვექნება 

191 (9|9|9”) (9! კ წ)“იძი რფ4,6)   

, (1L1I 9. #())ნ ბ=-:>>=--==--=-2=-- ლობ,” თ #CთIნალ– საწ) ი(ჩC0--2) 
სრულიად ანალოგიურად მივიღებთ გამოსახულებას 

(იIIVC, | ”X=– (ი1I(§. აია (4,8) 

V” LI (0)––2) I6 (0) –4მ) 
ამ ფორმულებიდან ჩანს, რომ (94,5) ინტეგრალური განტოლების გული ყოველთვის 
სიმეტრიულია, მაგრამ საზოგადოდ ერმიტული არ არის; იგი ერმიტულია მხოლოდ 

ნამდვილი და უარყოფითი §+«-ებისათვის. 

4X,



გადავიდეთ პარციალურ სიდიდეებზე. ამისათვის (94,5) ინტეგრალურ ჯანტო– 
ლებაში შემავალი სიდიდეები გავშალოთ სფერულ ფუნქციებად: 

(იI XC) Iიმო422, (იI#V() | ი”) XI» (0) XL”), 4,9) 

(ი 1 IC, 2) |ი)=4= %) (ი|IVC, 2) | XI »60)X (0), რთ 
საც 7. 

(იI XVI) | ი”) = – აგი მწბ ==. (4,11) 

(ი|IIC, 2) | 0 )1=– _ 0910) _ (94,12) 
/ წნ(0)--9)(წ(01–2) ' 

სოლო (#I%V| ი) განიმარტება ფორმულით 

: , 1 #«. ე, ა თ 
(იIVI 9 1= –>-> | 2:00) 9C) (0) ;“ძ». (94,132) 

2» 8 

გაფანტვის სიმეტრიზებული (94,5) ინტეგრალური განტოლება მიიღებს შემდეგ 
სახეს: 

(ი |1V(2, X)I | ი')= 

(იIXV9) 10) + 49 | (ი|V(9 | (9 | IC, 7) Iი )9"ძი. (94,14) 

ჩვენი მიზანია IV(#, ») და XV) გამოსახულებების წარმოდგენა ჰილბერტ-შმიდტის 

ფორმულებით. ამისათვის, როგორც ცნობილია, საჭიროა (94,14) ინტეგრალური 

განტოლების გულის საკუთარი ფუნქციების ცოდნა; ეს ფუნქციები განისაზღვრება 
განტოლებიდან 

4= | (იIXV(9 | 909.4, 20'ძი=»»/(09,((ი, «), (94,15 
9 

სადაც ჩი,(2) საკუთარი მნიშვნელობებია, ხოლო „ წარმოადგენს საკუთარი მნი- 

შვნელობების დამახასიათებელი კვანტური რიცხვების ერთობლიობას. ამასთან, ვი– 

გულისხმებთ, რომ საკუთარი მნიშვნელობები გადანომრილია მათი აბსოლუტური 
მნიშვნელობების კლების მიხედვით. სანამ უშუალოდ გაშლას მოვახდენთ, საჭიროა 

დაწვრილებით შევისწავლოთ (94,15) განტოლების თვისებები როგორც აღვნიშ- 

ნეთ, (2) ოპერატორი საზოგადოდ ერმიტული არ არის, ამიტომ ზოგად შემთ- 
ხვევაში თა((2) რიცხვები კომპლექსურია. მხოლოდ ნამდვილი #<0 შემთხვევაში 
იქნება უ»I(2) სიდიდეები ნამდვილი. უპირველეს ყოვლისა, აღვნიშნოთ, რომ, რო–- 

გორც ამას ქვემოთ დავამტკიცებთ, »„ჯ/(2) ანალიზური ფუნქციაა »-კომპლექსურ 
სიბრტყეზე. რამდენადაც #<0-სათვის იგი ნამდვილია, ამიტომ შვარცის სიმეტრი- 
ის პრინციპით გვექნება ტოლობა 

“ი)(2)= ფიL(#"); (54,16) 

გარდა ამისა, (94,11) ფორმულის თანახმად, ნათელია, რომ ადგილი აქვს თვისებას 

XIV, ი'; 20)=XXI(ი, ი'; #შ); (54.17) 
X<24



რაც, (94,15) და (94,16) ტოლობის მიხედვით, მოგვცემს 

აიიი, #) =წ%)((, 2"), 92ი/(0, 8)=Cა((ი, 2). (94,18), 

ვიპოვოთ საკუთარი ფუნქციების 'ორთრ-ნორმირების “პირობა.-ამისათვის ავი- 

ღოთ (94,15) განტოლება გ9%-სათვის, გავამრავლოთ /.,(ი, 2)ი'ძი-ზე და გავა- 
ინტეგრალოთ 

47 | CX.,იი, 2)L(ი, ძი; §")ნ, (9, #")ი' ძიი 'ძი= 

ძა/(6“) I §).I(ი, 2)-ბი|(ი, 8)ი"ძი. (94,L9)- 

ახლა გამოვიდეთ (94,15) განტოლების კომპლექსურად შეუღლებული განტოლები- 
დან, გადავამრავლოთ იგი 9%/(ი, 2 )ი"ძე-ზე და ავიღოთ ინტეგრალი 

4» | 0, ი, 29)XL(ი, ძ; 9)9;./9, #)ი'ძიი'ძყ = 

უჯ | 9„(ი, #")9,(ი, #)ი'ბი. ლ54,20) 

#I-ოპერატორის სიმეტრიის გამო ამ ორი უკანასკნელი ტოლობიდან მივიღებთ 

IშMი!(§”) –– 9ე,#9)) I <.,(ი, 2)09,I(0, 2” )ი?ძი =0, (94,20“) 
9 

საიდანაც დავასკვნით, რომ 

I ს) (), 8) ი,(ი- #)) ძე =%ა, (94,21). 

როგორც ვხედავთ, ორთო-ნორმირების პირობაში კომპლექსურად შეუღლებელი 

არ მონაწილეობს. 

ცხადია, 9, წარმოადგენს რადიალურ ფუნქციას იმპულსურ წარმოდგენაში; 
სრული ფუნქცია ტოლი იქნება 

თდი:თ(0; 7) =9,/(ი, 2)XIთ(ი). (94,22) 
საინტერესოა გაირკვეს რა კავშირი არსებობს სიმეტრიზებული ლიპმან- შვინგერის 

გაფანტვის ინტეგრალური განტოლების გულის საკუთარ 9,; ფუნქციებსა და არა-- 
სიმეტრიზებული განტოლების გულის საკუთარ ფუნქციებს შორის. რადგან (94,2) 
და (94,3) მსგავსი გარდაქმნებია, ამიტომ ორივე გულის საკუთარი მნიშვნელობები 
ერთი და იგივე იქნება, რის გამოც (94,1) განტოლების შემთხვევაში, საკუთარი 

მნიშვნელობების განტოლება ასე დაიწერება: 
4»V|C%I(5) | სი((2)) = უიI(9) | თი!(2)) (94,23) · 

ან, ცხადი სახით, 

4. | (01თ რიდ 2919 _ აია, ი. (64,24) 
ბ 9-9) 

თუ ამ განტოლებას გავყოფთ I/ #(0)-7 და გავითვალისწინებთ (94,11) ალნი- 
შვნას, მაშინ (94,15) განტოლებასთან შედარებით გვექნება 

თეჯი, 9)= V/ სი – წ აიი, 2), (94,25) 

რაც მოსალოდნელი იყო, რამდენადაც მსგავსი გარდაქმნების დროს ტალღური · 

ფუნქცია 9,, უნდა გამრავლდეს (#/ა -- 2) ოპერატორზე. 
425



იმისათვის, რომ საკუთარი მნიშვნელობების განტოლება დაემთხვეს შრედინ- 

“გერის განტოლებას, უფრო ხელსაყრელია ახალი ფუნქციის შემოღება 

  

თაი, 2)=(5–#ეი)რი!(0, #) (94,26) 
და, მაშასადამე, 

0,0, 0=--M M%"X -– 60!ი, 2). (94,27) 
-მაზინ (94,24) განტოლება მიიღებს შემდეგ ფორმას: 

4XჯX ' 
ს,|ი)თ,ა,(ძ, 2)0%#1I0=%)(9)რ (7; 2). (94.28) #-- L(ი) I (2 ,14)ძ,, ი“ ' „ი 

თ«.VI(ს, ი) ფუნქციებისათვის ნორმირების (94,21) პირობა ასე გადაიწერება: 

| IIM(0)--:)თ,-,(0, #)ი,,(ი, 2)"იი=8,,.- (94,29) 
5 

საკუთარი მნიშვნელობების (94,28) განტოლება ჩავწეროთ შემდეგნაირად: 

4 ა 
| (019, |0აი„;(9, 2)0"ძ0, (94.20) 

შიI(2) ი 

რომელიც წარმოაღგენს შრედინგერის განტოლებას იმპულსურ წარმოდგენაში, 

მხოლოდ იმ განსხვავებით, რომ პოტენციალური ენერგიის როლს ასრულებს ჯი. 
ში! 

(ნ– M(0))რი, (0, =)=   

ფარდობა. 

გავამრავლოთ ახლა (94,28) განტოლება (#–-I)ი„,,(ი, 2)ი?0ი სიდიდებე, 
ავიღოთ ინტეგრალი და გავითვალისწინოთ (94,29) პირობა: გვექნება 

4+ | «,,(ი, 2)9,(ი, 9)6,;(4, 2)ი"რი01რ0 = –,(9)ნ,»,. (94,3)) 

გავიხსენოთ (94,13) ფორმულა, მაშინ (94,31)- გამოსახულება ასეც გადაიწერება: 

| 7..,ლ 290971," 5)/?0 = – მი,(92 ი», (94;32) 
9 

სადაც კოორდინატული წარმოდგენის 7/,,V, 2) რადიალური ფუნქცია განისაზღვრე- 
ბა ფორმულით 

2 XV. , ” · 
1,0; 2) == (+) | რი,(ს 2)1,(0ჯ)ი0'რი. (94,33) 

. 9 

ცხ-დია, თავის მხრივ, თ,1(0, 2) ფუნქცია განისაზღვრება #,,(., 2) ფუნქციით 

?1/, ო 

თ„/ი, 9= (<) ' | ჰრით მჰენბთ- (54,34) 
L) 

"თუ გავიხსენებთ თი,(, #) ფუნქციის (94,18) თვისებას, შეგვიძლია დავწეროთ 

17, 2)= 12,I(წ, 6"). (94,35) 
ინ



გასაგებია, რომ X„,0- 2) ფუნქცია, რომელიც !,|(-, 2) ფუნქციასთან დაკავშირე– 
ბულძა სტანდარტული აღნიშვნით #9, =77ე, დააკმაყოფილებს შრედინგერის შე-. 
მდეგ განტოლებას: 

“ 2 1(L-L 1 «0 C, 0 + |+– (1+) _ თ I» ი--0. (94,36) 
ი” 4 7ი)(ი) 

საკუთარი წუ,,(2) მნიშვნელობების თვისებები. 'მრედინგერის (94,36) განტო– 

ლების ამონახსნი, თუ გამოვალთ იქიდან, რომ ნამდვილი ჟ-ისათვის იგი შემოსაზ- 

ღვრული იყოს, უნდა აკმაყოფილებდეს სასაზღვრო პირობებს: 

%„,I0=60089L/4"), #+-+>0 (94,37) 

Xი|01=0005ს 6”; I>თ (94,38) 

ორივე ამ პირობის დაკმაკოფილება დადებითი ენყრგიებისა და ნამდვილი ჩ»,,(#) 
რიცხვებისათვის შეუძლებელია, მაგრამ ეს შესაძლებელია კომპლექსური პოტენცი- 

ალებისათვის. დავაკვირდეთ (94,30) ან (94,36) განტოლებას, ცხადია, ნამდვილი 

2<0-სათვის პოტენციალური ენერგია ერმიტულია, ამიტომ განტოლების ამონახსნი 
მოგეცემს ბმული მდგომარეობის ტალღურ ფუნქციას რია,=-–-# ბმის ენერგიით. 

ამგვარად, ნამდვილი #<0 "შემთხვევაში თ»,,(6) საკუთარი მნიშენელობები განსაზ-. 

ღერავენ იმ სიდიდეებს, რომელზეც უნდა გაიყოს პოტენციალური ენერგია, რომ 

მივიღოთ წინასწარ მოცემული #=-686,, ბმის ენერგია. როგორც ვხედავთ, (94,36) 

განტოლება, მართალია, გარეგნულად შრედინგერის განტოლებას ემთხეევა, მაგრამ 

მას სრულიად განსხვავებული შინაარსი აქვს, როცა »,,(21=1, მაშინ მივიღებთ:· 

შრედინგერის ჩვეულებრივ განტოლებას, რომელსაც ბმული მდგომარეობა აქვს: 

მხოლოდ 6=–-ყი, ენერგიისათვის, ამიტომ 

თი –დ, )ჯ=:1 (94,39) 

წარმოადგენს ბმული მდგომარეობის არსებობის პირობას. 

თანახმად (94,32) ფორმულისა, როცა 11=9%, გვექნება 

9.)(09=– I ი0)713,0', 2)2ძ»-. (94,40) 
0 

ხელსაყრელია 7,0, 2) ფუნქციიდან გამოვყოთ ნორმირების მუდმივი „,„,I(5) 

ჩ,,C-. 0= 4ი,(5)- ს 9), (94,41) 

საიდანაც, ცხადია, ნოომირების კოეფიციენტი განისაზღვრება ფორმულით 

ჟ ფა: გ 4 _ ი (2) 
449--ის | | 9 C0)71,05 2M“ “I =--72-. (94,42) 

(94,40) ფორმულიდან ნათელია, რომ ნამდვილი უარყოფითი ჟ-ებისათვის, როცა 

პოტენციალს განსაზღვრული ნიშანი აქვს, ი, ,(ე-ის ნიშანიც განსახღვრულია. სა- 

ხელდობრ, როცა მიზიდვის პოტენციალი გვაქვს, თ,„,(91>0, ხოლო განზიდვის შემ– 

აწ



თხვევაში »უა,(2) <0. გამოვარკვიოთ ახლა “რ წარმოებულის ნიშანი. ამისათეის, 

გამოვიდეთ იგივეობიდან 
(#7. ,(9) | 9 ი––2+   11 %ი(0)= =0, (94,423) 

# ს15/ 

სადაც Xი კინეტიკური ენერგიის ოპერატორია რაღიალურ კოორდინატებში. ეს 
გამოსახულება გადავამრავლოთ უ„,(-ზე და გავაწარმოოთ #„-ით. შემდგომ კვლავ 
გავითვალისწინოთ (94,37) იგივეობა და გავიხსენოთ, რომ სკალარულ“ ნამრავლში 

მოთავსებული ოპერატორი ნამდვილი გ<0-სათვის ერმიტულია. მაშინ გვექნება 

რმერი. ება“ (7ი/(2 ) IM. _ /1) MX, I,(5)) –უუეგ,“)(#ი, | IXბLი,)= 0, (94,44) 

საიდანაც, იმის გამო, რომ ნამდვილი #< 0-სათვის # ი –– 2 დადებითად განსაზღვ- 

რული ოპერატორია, მივიღებთ 
_1._ ძოი»ი!1(2) >0 

წი/(ი) ძი 

მაშასადამე, #<0-სათვის უ,,-ის წარმოებულის ნიშანი ემთხვევა უ,,(2)-ის ხიშანს. 

ამასთანავე, ზემოთქმულის ძალით ნამდვილი უარყოფითი ი/-ისათვის წ, /(5)-ის 

ნიშანი განისაზღვრება პოტენციალის ნიშნით. ამიტომაც უ,,,(2) იქნება ჟ-ის ზრდა- 

დი ფუნქცია მიზიდვის პოტენციალებისათვის, ხოლო კლებადი-განზიდვის პოტენ-. 
ციალების შემთხვევაში. რადგან ბმული მდგომარეობა განისაზღვრება »„,I((–8ი0 =1 

პირობით, ამიტომ იგი დასაშვებია მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა შესრულებუ-: 

ლია შემდეგი უტოლობა: 

(94,45) 

»,/(0)>1. (94,46)- 

შევისწავლოთ », (2) საკუთარი მნიშვნელობების ანალიზური თვისებები. ამ მიზნით, 

დავაკავშიროთ ისინი იოსტის ფუნქციებთან. პოტენციალური ენერგიის ნაცვლად 

განვიხილოთ ყი(უ), სადაც აშკარად გამოყოფილია პოტენციალური ენერგიის „ძა- 
ლა“, ცხადია, შრედინგერის განტოლების ამონახსნი დ,(#, #;ე), რომელიც აკმაყო- 

ფილებს (94.37) სასაზღვრო პირობას, მოიცემა ფორმულით 

დ, /,(-, 9)/ |(ჩ, ”, 9)–/I(C 9)/,(-–ჩ, >; ყ), (94,47). 

სადაც /,/(, #4) იოსტის ფუნქციაა, ხოლო /,(#, #-; ყ)-- შრედინგერის განტოლების 
ამონახსნი, რომელიც აკმაყოფილებს სასახღვრო პირობას 

სთ 6+/M /,(+#, >; ე)=1. (94,48) 
„თ 

იოსტის ფუნქციები კი, როგორც ვიცით, განისაზღვრება (46,64) პირობით 

” (+ M. 7; MI) 

(2-1)... 

ახლა, თუ ქჟ-ს შევცვლით ყ/უ,,(2)-ით, მაშინ მივიღებთ შრედინგერის (94,36) გან– 
ტოლებას, რომლის საკუთარი მნიშვნელობების მოძებნის ამოცანა ეკვივალენტურია. 

ბისა 

#,(>#. 9) = 18 (+ ჯა! (94,49)· 
„- 

7 (–+ 9 V-0. (54.50), 
ში! 
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„ამ განტოლების ფესვები განსაზღვრავენ »თ,,(2) საკუთარ მნიშვნელობებს. როგორც 
ვიცით, იოსტის ფუნქცია დაკავშირებულია განტოლების ფრედჰოლმის დეტერმი- 
ნანტთან. კერძოდ, (47,32) ფორმულის თანახმად, შეგვიძლია დავწეროთ 

#I(-MხV9= | (1-»,იI. (94,51) 
ია. 

ამასთან, ცხადია, თუ 0 რაიმე პარამეტრია, გვექნება 

/, (– ს, +) =II I _ უქ · (C4,52) 
? #1 ჩ 

როცა 2ი=უ,,C0), მაშინ (94.50) პირობის ძალით მართლაც მივიღებთ საკუთარი 

მნიშვნელობების განტოლებას. როგორც ვხედავთ, უ/„7(2) საკუთარი მნიშვნელობების. 
ანალიზურობის საკითხი დაკავშირებულია იოსტის ფუნქციის ანალიზურობის თვი- 

სებებთან. თავის მხრივ კი იოსტის ფუნქციის ანალიზურობა უკავშირდება პოტენ– 

ციალური ენერგიის ყოფაქცევას, როცა პოტენციალური ენერგია აკმაყოფილებს 
(46,4) და (46.5) პირობებს, მაშინ, როგორც ვიცით, იოსტის ფუნქცია ანალიზუ- 

რია რიმანის ფიზიკურ ფურცელზე, ე. ი. მთელ « კომპლექსურ სიბრტყეზე, გარ- 

და ჭრილისა, არსი ღერძის დადებითი მიმართულების გასწვრივ. იგივე ანალიზუ- 

რობის თვისება ახასიათებს »,,(2) სიდიდეს. მას განსაკუთრებულობა შეიძლება 

ჰქონდეს მხოლოდ ჭრილის გასწვრივ. ხოლო რადგან უ„,(2) ანალიზურია და ნამ- 
დვილია #<0 ნამდვილი მნიშვნელობებისათვის, ამიტომ შვარცის სიმეტრიის პრი- 

ნციპის ძალით თ„/(68)=»თა|(2")- 
ახლა გამოვიყენოთ (/7,489) ფორმულა, რომელიც ჩვენი ”'ემთხვევისათვის 

მოგვცემს 

საო, 5- 3 რობ  (C=1,2, --) 645» 
ი- 

კერძო შემთხვევაში, როცა »1=1, გვექნება 

29.0 = I (,-| თ0,(9) 1” )(” | 9 | „)0- თი”. (94,54) 
ს თ”.1 

გავიხსენოთ, გრინის ფუნქციის შემდეგი გამოხატულება: 

2. ს... (CI 6ი,(0 II) = – ფთ (M1,(წ' 0 (94,55) 

და, რომ ლოკალური პოტენციალისათვის 

(„ |C | LX = იც)ბ(–-”), (94,56) 

მაშინ საბოლოოდ გვექნება 

2) მი9= - IV I «”ძ1' ქ,(L7) (,)IVIV)- '(94,57) 
ი=1 ი 
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· 1 · - 
-რადგან სათავეში 2მ,(I0ე თ) – ––, ამიტომ ინტეგრალი კრებადი იქნება, ოო- 

“ 

ცა პოტენციალური ენერგია სათავემი უფრო ნელა ხდება უსასრულობა, ვიდრე 
»., ხოლო უსასრულობაში სწრაფად მიისწრაფის ნულისაკენდ, ამ შემთხვევაში 

მარცხენა მხარის კრებადობისათვის, როცა ,-++C, საჭიროა საკუთარი მნიშვნე- 

ლობები ნულისაკენ მიისწრაფოდნენ როგორც ჯ“ჩ, სადაც 8>1, ე. ი. 

III 1ძ,|(2)= 0. (94,58) 
ჩრ 

პილბერტ-შმიდტის ფორმულები. ახლა გამოვიყენოთ (//,41) და (#,44) 

ფორმულები და #; და II სიდიდეები გავშალოთ (94,14) ინტეგრალური განტო- 
ლების გულის §,7,(2) საკუთარ ფუნქციებად. რადგან ჩვენს შემთხვივაში 2#:# = თა#/(8), 
ამიტომ ამ გაშლას ექნება ასეთი სახე: 

(იIMV9Iი”) = 2. შ./99, (ი, 9,,(; 2), (94,599) 
M>1 

(ირ I27ა=(ი MI9I 2) +2 2 – 49 ს, 09, 94.60) 
”-1 1 ––2უეგ1(?) 

ცხადია, (94,59) გამოსახულების გათვალისწინებით (94,60) ფორმულა ასეც გა- 

დაიწერება: 

, X (2 , (ი|ს(თ)Iი) = ს – ი? ი (ი, უ9,,C”, »- C4,6!) 1 2 1-9 „ი? ,IIV9 , ? 

ახლა, თუ გამოვიყენებთ (94,11) და (94,12) ფორმულებს. მივიღებთ შემდეგ ჯა– 

მოსახულებებს: 

(ი|ი,|ი')= – 1; უი, იიი, 7) თ„I(ი”, 2), (94,62)- 
ი=1 

გ-ს. ში , 94,63). (ი ჯ,(2) | მ ) 2 1 – უი თი, 2)თი!(0 ; #)- (94,603) 

სადაც თეჯი, 2) წარმოადგენს ჯ,(2)-მატრიცის ინტეგრალური განტოლების გულის 

საკუთარ ფუნქციებს. ამ მწკრივების კრებადობა დამოკიდებულია იმაზე, თუ თი-ი!! 
ზრდისას რამდენად სწრაფად მცირდება საკუთარი უ,,(2) მნიშვნელობები. 

როგორც წინა პარაგრაფებში ვაჩვენებთ, ფადეევის განტოლებები (94,63) 
მატრიცისათვის დაიყვანება უსასრულო ერთ ცვლადზე დამოკიდებულ სისტემაზე. 
გარკვეულ. შემთხვევებში პრაქტიკულად (94,63) ჯამში შეიძლება არსებითი აღმოჩ- 
ნდეს »-ის მხოლოდ რამდენიმე მნიშვნელობა. შედეგად განტოლებათა სისტემა. 
ჩამოიჭრება და სასრული რაოდენობის განტოლებაზე დაიყვანება. ასეთი სისტემის 

ამოხსნა კი მიახლოებითი მეთოდებით შესაძლებელია. 
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§ ეი. ლიპმან-შვინგერის ინტებრალური განტოლების გულის 

საკუთარი მნიშვნელობები და საკუთარი ფუნქციები 

ჰულტენის პოტენციალისა და პოტენციალური ორმოსათვის 

ახლა ვიპოვოთ ლიპმან-შვინგერის გაფანტვის ამოცანის ინტეგრალური გაზ- 

ტოლების გულის საკუთარი ფუნქციები და საკუთარი მნიშვნელობები კონკრე- 

ტულ შემთხვევებში. კერძოდ, განვიხილოთ ორი პოტენციალის შემთხვევა: ჰტულ- 

ტენის პოტენციალისა და პოტენციალური ორმოსი. 

პულტენის პოტენციალი. ჯერ განვიხილოთ ჰულტენის პოტენციალი 

0-/Mი გზ 2'Mი 

ხთ=- ი” IM? 
    (95,1) 

შევისწავლოთ 1=0 შემთხვევა. 

როგორც ვიცით, (51,213) ფორმულის თანახმად, იოსტის ფუნქციას 1=0 

მდგომარეობაში აქვს სახე 

5= 11 _ 09 _ 
#--#ხ)= 11 |- 53 , რა.) 

ხოლო შრედინგერის რადიალური განტოლების ამონახსნი, რომელიც უსასრულო- 

ბაში შეესაბამება +” ასიმატოტურ გამოსახულებას, (16,29) ფორმულის გათ- 

ვალისწინებით, ტოლია 

#(M +; ხ'?)ლ–0 >!” IMCI-(-+-#-+XI, –-ი(3=L-+4-%1, 1--21/ე, C””/ი), (95,3) 

სადაც 

იო M· 

ცთ- 26, ცა= მა ხმ. (95,4) 
ხ? 

ლიპმან-შვინგერის ინტეგრალური განტოლების გულის საკუთარი მნიშვნელობე– 

ბის მოსაძებნად უნდა გამოვიდეთ განტოლებიდან 

/(–+ 4-)-0, (95,5) 
7ი 

რაც, (95,2) ფორმულის თანახმად, მოგვცემს 

»რფ= (95.6) 
#CI--2ჰMი) ' 

ცხადია, (94,39) ფორმულის მიხედვით, ბმის ენერგიისათვის მივიღებთ ცნობილ 
ამოკიდებულებას · 

შუ ი. _მ%ნ9%–#) 

დ 8(L 2% 

ხოლო (94,46) პირობის თანახმად, ბმას ადგილი ექნება მაშინ; როცა 

%ი(0)= (75) >'. რაც ჩვენ მიერ ადრე მიღებულ პირობას ემთხვევა. 
” 

(95,7) 

არანორმირებული ეწ”, 6) ფუნქციის მისაღებად, რომელიც აკმაკოფილებს 

სასაზღვრო პირობას #=0 და #=C-ში, საჭიროა ჰიპერგეომეტრიული მწკრივის 

ჩამოჭრა. ავიღოთ –-I#ე(ჩ-+-X) = –-ჯ, მაშინ §ა(--#-+-X)=»ი--20ას და გვექნება 
77C-, 2)= 6'" I --27აჩ, –-ს, 1--2პჩ-ე, 6-/ 0). (95,8) 
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ვიპოვოთ ნოომირების მუდმივი 

+I2(2= –უ.(. I 96)12C, 2)“ (28 = ით · C5,9 

ნორმირების ინტეგრალის ამოსახსნელად ხელსაყრელია ჰიპერგეომეტრიული ფუენ- 

ქცია დავაკავშიროთ იაკობის #MV.ჩXე) პოლინომთან. (72, 20) ,ფორმულის თა- 

ნახმად, | ' | 

1,6, 2)=6M ჯე (-%/ი I, 1-%M”ე ) (გ ”/”ბ) (95,10) 

«ე. ი. «=---21ჩ-ე, 32=1--22ე). ახლა ვიპოვოთ #ე(2) ინტეგრალი. გვექნება 

ლ 

8,(2)= –Iა ( 

0 

6” წ /ი 
ე?IMI 1),(-2(M/0 ; 1<%M-ი) (6-”/ი ))ზი/. (95,11) 

1–-6-//ი 

"შეზოვიღოთ ახალი (ვლადი 2=0XI0(-2“/!'ე), მაშინ მივიღებთ 

2 ჟყ.2M7ი 
ჰ8ე(20=-“-/0% | 1 

–» 
ი 

(#7, -2(M-ი , 1-2(M”06.) (ე))? რე: (95,12) 

ეს ინტეგრალი კი იაკობის პოლინომების ნორმირების ინტეგრალია (1461. (#), 209 

ფორმულის თანახმად, გვექნება 

შ.0=-- ყა IXI-- 22%) LC) „ (95,13) 
2 --21ჩ7წე (1--21/Xე) (2--212/“ა). · «(01-– 27/22'ი) I C7L-––24/7-ი) 

ეს გამოსახულება შევიტანოთ (95,9) ფორმულაში და გავითვალისწინოთ, რომ 

ICM--2%ჩ7ე) =(X--1--21//-ე) (6--2--27ჩ>ე). ·-(1--22#-ე) IL(C1--2§ჩ”7-ე). (95.14) 

შედეგად მივიღებთ 
წი _ტIM ი _L"M--22ჩ/) (M--7ჩ-ი) · (95,15) 

M#? (#1)? L%1 ––21#ჯა) 

„ 4Mი 1 
შევნიშნოთ, რომ /#72(0)= –1-9.-., 

ახ? ”» 

ახლა, თუ ვიპოვით 1ბი(#, მ) ფუნქცის ფურიე-კოეფიციენტს, მივიღებთ 

თი(ი, 2) ფუნქციას, რომელიც დაკავშირებულია ლიპმან-შვინგერის განტოლების 
გულის საკუთარ ფუნქციასთან იმპულსურ წარმოდგენაში. სახელდობრ, რადგან 

1=0, ამიტომ, (94,34) ფორმულის თანახმად, გვექნება 

ჭბ/, 29< 

რი(ჯ, ი-(+) : 4) I 810 ი» 0(M #,-%M/ი » 1-2(M-6) (ტ“”/ჩი ) შჯ. (95,16) 

# ჯ 

იაკობი“ პოლინომისათვის გამოვიყენოთ (7), 20) ფორმულა. ამ ფორმულის 

(95,16) ინტეგრალში შეტანით და მარტივი ინტეგრალების აღებით გვექნება 
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ძი(ჯ, 67)= V 2 4.0 2-2 “I ჯ» (–1)” (" ) 

V51 

8 
შ._ VI 2 §- 

(1–-21/'ე) (1-L1--21/7ე) +. (M%--V--1 –-21//ე) _ი + 1+ : % C5,17) 

(1--2(06-ა) (2--24%%%) ... (+--2#ნი) ( ცა 0+- 5)+48ი 

ამასთან, პირველ ინტეგრალში განშლადობის თავიდან ასაცილებლად მოვახდინეთ 

შეცვლა #->+ჩ”-+%6, სადაც იგულისხმება, რომ საჭიროა 6->+0 ზღვარის აღება. თუ 

(95,17) ფუნქციას გადავამრავლებთ (#-–-X(ი)I-ზე, მივიღებთ თ„(», 2) ფუნქციას. 
პოტენციალური ორმო. განვიხილოთ სფერული სიმეტრიის პოტენციალური 

ორმო Xე სიღრმითა და «ე:-სიგანით. როგორც ცნობილია, (51,11) ფორმულის 
თანახმად, ასეთი ორმოსათვის იოსტის ფუნქციას აქვს შემდეგი სახე: 

#I-#, ხხ=(«< )8- +(8/-)) 7:(1)/C–– ჩI"ი) + ჩ1I(8#ი) (|?) (–##ი)), (95,18) 

სადაც 
§ზ= 292 81= _2M7ი+2). 

8?” ს? 

ლიპმან-შვინგერის განტოლების გულის საკუთარი მნიშვნელობების მისაღებად სა- 

ჭიროა გამოვიყენოთ (94,50) პირობა. შედეგად მივიღებთ უი:1(2) საკუთარი მნიშ- 

ვნელობების შემდეგ ტრანსცენდენტულ განტოლებას: 

ხ" 3M)“, (/ -"- ხ 2 ) 
(C-> + ? შ წიI(2) უი... _ ”ხრრა 

=ხ2.L ც?, (95,19) 

  

  

  

= 95,20 
( / წებ 2 ა MიVა (5,2) 

” ში!(მ) 

კერძო შემთხვევაში, როცა 1=0, კკნბი 

L/ “ი 20 - 

(--- ხ“ ლელ მ ( -C- 59%, ჩა )=4. დ5,21) 
ში(ი თი(ი) 

იმისათვის, რომ ორმოში 1=0 მდგომარეობაში გვქონდეს ბმული მდგომარეობა, 

საჭიროა უ,(0)>1, როცა #=0, (95,21) განტოლებიდან გვექნება ხბ/უ./%(0) ==, 

საიდანაც მივიღებთ ორმოში დონის არსებობის ჩვენთვის კარგად ცნობილ ფორ- 

მულას უბებ. 

წ72> 8, (95,22) 

როცა 150, მაშინ, (95,20) განტოლებიდან #=0 შემთხვევაში მივიღებთ 

; (/. ხ' 0 ფ55,23) უჰ, =V/ ' 

' ში (თ რ) 

28 გ. ჭილაშვილი 4983 

 



მოცემული 1ჯ-ისათვის ბესელის სფერული ფუნქციის ფესვი განსაზღვრავს ორმოში» 

ხ2% 

V” »»ი+(0) 
საიდანაც, რადგან უა,(01>1, მივიღებთ ხ;ა>X% პირობას და ა. შ. 

ახლა ვიპოვოთ საკუთარი ფუნქციები. არანორმირებული ტალღური ფუენ-- 

ქციისათვის, რომელიც აკმაყოფილებს (94,37) და (94,38) სასაზღვრო პირობებს,. 

გვექნება 

დონის არსებობის პირობას. ასე მაგალითად, როცა 1=1, გვექნება   =%,. 

  

180, M)=0აI() 00, #<% (95,24)- 

დ, #)=(–-ე/40 49 (ფ),  »>%% Cრ5,25: 
სადაც 

2 ხ“ 2 = +ჩ" (95,26). 
შიI(2) 

C.I(ე) მუდმივი სიდიდეები განისაზღვრება ფუნქციათა ტოლობით წყვეტის #=7#ე. 

წერტილზე. გვექნება ი 
1 

Cი!I(#)=(-–-ჯ)!+1 #4 (%ი · (95,27). 
მ! (87) 

ფუნქციების წარმოებულების ტოლობა ჯ» =ჯ»ე წერტილზე, თუ გავიხსენებთ (XI, 33). 

ფორმულას, მოგვცემს საკუთარი მნიშვნელობების (95,20) განტოლებას. 

განვსაზღვროთ ნორმირების (94,42) ინტეგრალი 

თ 
– 

8»(0)= | 0) ,თ 2) 50-=--01(0 7ი | #1 (9): თ-. (95,28). 
0 0 

ინტეგრალის ასაღებად გამოვიყენოთ (X#,97) ფორმულა. შედეგად მივიღებთ 

  40,(2)= 29ი12) _ _ _. რ5,.29) 
07012) C2I(2) ( 1108 7ი)––1L- 1(87%) 1:+)(8 7ი)) 

ახლა ვიპოვოთ საკუთარი ფუნქციები იმპულსურ წარმოდგენაში. კოორდინატული · 

ფუნქცია შევიტანოთ გამოსახულებაში 

1 / თ. 94= (+) 
ჯ 

1/ ი > რა 9= (<) 4ათ (0ათ I ამი ითი ++ 
0 

“4ა(9 | 7 9 (იი 1 ძ., (5,3თ- 
0 

გვექნება 

ი“ | სთ თიში). (95,31). 
79 

პირველი ინტეგრალისათვის გამოვიყენოთ (#, 99) ფორმულა, რომელშიც გავით-.- 

ვალისწინოთ (95,20) საკუთარი მნიშვნელობების განტოლება; მეორე ინტეგრა– 
ლის ამოხსნა კი შესაძლებელია (#, 140) ფორმულით. ამგვარად, გვექნება 
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1 

თაი, M-=-(2) ჩC ერტ. (0 ოდ, 64 წ). 

| +- ! 95,32 
უჯბ-- ებ =XII ლეა2 

IV(#, # | /ა) = ჯქ|–_|( 275) MI (M-ის ––ქ!( 070) (ჩ-ა). (95,33) 

სადაც 

ამასთან ვრონსკიანის განმარტებით II(#, ,Mია=:-- სასრული სიდიდეა. 

ჰილბერტ-შმიდტის ფორმულებში შედის არა ი,ჯ(», #2), არამედ. (ა „|(უ, 7)= 
=(2-#,) თი:(ი,2) ფუნქცია, ამიტომ (95,26) აღნიშვნის გათვალისწინებით 
(95,32) გამოსახულებიდან მივიღებთ 

II(90, ჩ. 4“) 
რთი)(2,6)= სი)“ ., (95,34) 

' ა ლაო 
სადაც #2) იქნება შემდეგი მუდმივი: 

1 ი 

შათ=( 2)“ # 2ი( _ ეცან 4ი(2 4აL9, (95,35) 
# 2+7ში!(2) ” 

ან თუ გავითვალისწინებთ 7„,(0) მუდმივის (95,2?) ფორმულას, საბოლოოდ 

გვექნება 
  ა ოგი! მარი-ა “ი საე _ სში!) 

'II- (87-ე) 
  (95,36) 
M0(M)II/1 (რ#ა)––/I-,(8#ი) 4I+16870)| M 

ამ ფორმულის გამოყვანის დროს მხედველობაში მივიღეთ საკუთარი მნიშვნელო– 

ბების (95,20) განტოლება 

§ 90. ფადეევის ბანტოლებები ჰილბერტ-შმიდტის მიახლოებაში 

ახლა განვიხილოთ ფადეევის განტოლებები იმ შემთხვევაში, როცა ორნა- 

წილაკობრივი გაფანტვის მატრიცები წარმოდგენილია ჰილბერტ-შმიდტის ფორ- 

მულებით, ე. ი. როცა მატრიცა გაშლილია ინტეგრალური განტოლების საკუთა- 
რი ფუნქციების მწკრივად (121). 

განვიხილოთ იგივურ ნაწილაკთა სისტემა, ამასთან არაიგივურ ნაწილაკთა 

სისტემის განხილვა დამატებით სიძნელეებს არ ქმნის. სიმარტივისათვის შემოვი– 

საზღვროთ შემთხვევით, როცა სისტემის სრული მომენტი #=0. ამ შემთხვევაში 
ჩვენ უნდა გამოვიდეთ ფადეევის (90, - განტოლებიდან 

2 V CI+1) 0L+1).   
ს,(ი, ძ, #)=V%(ი, ძ; 2)+ –- 

  

თ 4(2, ი) · 
(II/კ. ე? |" პი „2 X,(2)Xს,„C (ი I - 09) | 9) ს (ი, 4”, 2). C6,1) 

9 4(-ძ”7, 0) “ი “+7 ა 
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რომელიც შეგვიძლია გამოვიყენოთ ნაწილაკი” გაფანტვისათვისს ორის ბმულ 
მდგომარეობაზე; ასეთი ამოცანისათვის თ;,(ჯი, 0; #) ფუნქცია ტოლი იქნება 

დჯ,(ი, მ, 2)= “ი. დეი(ი), (96,2) 

სადაც დე(2) ორი ნაწილაკის ბმული მდგომარეობის ფუნქციაა; დირაკის დელტა 
ფუნქცია კი შეესაბამება დაცემული ნაწილაკის თავისუფალ მოძრაობას ძე იმ- 
პულსის საწყისი მნიშვნელობით. 

(,M2--ე?) მატრიცისათვის გამოვიყენოთ პილბერტ-შმიდტის (94,63) ფორ- 

მულა 

(იIV9C--99) | ნX=– 2, 0»I(2-–ი”) თი(ი, #--0შ) თი(0, #–ი), (96,3) 
051 

სადაც დროებით შემოვიღეთ აღნიშვნა 

V19I 
0იI(2) 1 ო · (96,4) 

გაფანტვის მატრიცის (96,3) გამოსახულება შევიტანოთ (96,1) განტოლებაში და, 
ამავე დროს, ხელსაყრელობის მიზნით დI(ი, 0; ი) ფუნქცია წარმოვიდგინოთ შემ- 

დეგი სახით: 

ს,(ი, 0; 5) = თI(ჩ, 9; #) + 2, 0ი!(–-–0") თია|(6––-0") #ი!(0, #); (96,5) 
#M 

მივიღებთ 

2, მიI(2––9") თუე)(ი,                               

თ 4 (9) 

ძი" 

4კ (–4”) 

კ 2Mი 7-C)თ.დ.ძ. 7 –M,C--იშთი (ი, #– ეთნ, 2-9) 
C–(ი" +ი") რ 

| კი | კეთ შთ მიდი , 
წ-ი +909) 

                 
257 

2 მი, (2--09 თ, (0”, 2--ი') / (9-9) 2, 0ი!(#–-0) 

თა/(ი, #თ–-ძ") თი, #–ი". (96,6) 

გამოვიყენოთ თეჯ(0,,) ფუნქციების ორთო-ნორმირების პირობა; ამისათვის ეს 

განტოლება გადავამრავლოთ (#»-–-7)“ 1 თ„|(/ი, ,ზ-- ე?) ი?ძი-ზე და ავიღოთ ინტეგ–- 

რალი. შედეგად მივიღებთ განტოლებას დამხმარე /#,„(0, 2) ფუნქციისათვის 
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'იო                  +ს | «ი | ,· LIC2) L,,(>') 

#–-(ი +”) 

დ:
 

  თინი, #––0?) თ,,(ი”, 0”; 2)–– 22 V C0+10L+1). 
ძ« / ” 

|«” | ,; LI) ი. (თ აშ, (2-–ი"“) თ,,,(ი”, #-–0?) თ„I(0, 6––0“) 
/ (9,2) (96,7) 

(2-- (CI +0 ))-–9„„C--ი”)) ' 

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები: 

თ. 4”) 
=2 V/ (21+1) CL -L1) IM ( ტი" ბთან, თ). 

ბ. 
4 | 94” ” მ (96,8) 

სეI(0, #-–– იზ) თ,,(ი”, 0”; 2), 

  წიI(თ 2) = 

ICიI, ი'I (9, 0”; 2)= 

_ _ 4!) 1 

ჩიე. 0) –- იი (2-0 )) 
                 

#I(C2) ჯ (C+ აშ, (2–ძ”” – შ–-ძ?) თაი, ში"), (96,9) 

მაშინ ინტეგრალური განტოლება /,„,I(4, ი) ფუნქციისათვის იქნება 

#»I(9, 2) =ფVI/(0, 2 + 2 ძი II, ი''(თ, ძ; #2) #ი:“(9” 2). (96,10) 

„. / მ 

ეს ინტეგრალური განტოლებაც ჯერჯერობით ზუსტია. მიახლოებაზე გადასვლა 

ჯამში სასრული რაოდენობის წევრების შენარჩუნებაში მდგომარეობს. ამასთან, 

როგორც ადრე ვაჩვენეთ, ამ შემთხვევაში მივიღებთ ერთ ცვლადზე დამოკიდებულ 

ინტეგრალურ განტოლებათა სისტემას, რომლის ამოსახსნელად შეგვიძლია გამო– 

ვიყენოთ სწრაფადმთვლელი ელექტრონული მანქანები (64, 65, 116, 117, 118, 

119, 1371. 
აღსანიშნავია, რომ (96,10) განტოლება შეგვიძლია გამოვიყენოთ იმ შემ–- 

თხვევაშიც, როცა ორ ნაწილაკობრივ ურთიერთქმედებაში განმზიდავი ბირთვიც 

მონაწილეობს (158, 159). 

§ 97. ბეიტმანის მეთოდი 

ბეიტმანის ჰეთოდიც საშუალებას გვაძლევს პოტენციალისა და, მაშასადამე, 

გაფანტვის ორნაწილაკობრივი მატრიცის ფაქტორიზებადი წარმოდგენისა (127, 128). 
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ვთქვათ, ორნაწილაკობრივი ურთიერთქმედების პოტენციალური ენერგია 

ცენტრალურია. მაშინ პოტენციალური ენერგიის პარციალური მატრიცა, იმპულ– 
სურ წარმოდგენაში, როგორც ვიცით, განისახღვრება ფორმულით 

–- 1%. – 
7I(0, 0) <2 IIC01) 7 CI) II(09 7) 1? ძ;. (97,1) 

0 

ბეიტმანის მეთოდის თანახმად, XI(0, ი) ფუქცია იცვლება შემდეგი ფაქტო- 

რიზებადი ჯამით (1261): 

# 

ზ)(0, ი)= 2, CLVI(ი, §/) >I(ი', §I). (97,2) 
(51 

სადაც §ჯ-ნებისმიერი რიცხვებია. (ჯ-მუდმივი შეირჩევა იმ პირობით, რომ ჯამი 
ემთხვეოდეს #«I(#, –”) გამოსახულებას #=ვ§, და ი” =§, (1=1, 2, ... 2) წრფეებზე. 

საჭიროა §; ნებისმიერი რიცხვები ისე შეირჩეს, რომ VI(ი, ი”) ფუნქცია რაც შეი- 
ძლება ახლოს იყოს 77I(0, ი”) ნამდვილ პოტენციალთან. ცხადია, დიდი რაოდე- 
ნობის ვ, რიცხვების აღებით და მათი სათანადო შერჩევით ი ღა #” ღერძებზე შე- 

საძლებელია რაგინდ ზუსტად მივუახლოვდეთ ნამდვილ II(0, ი”) პოტენციალს. 
ცხადია, §, რიცხვები შეგვიძლია შევარჩიოთ შემდეგი კვადრატული ფუნ- 

ქციონალის ექსტრემუმის პირობიდან: 

IX7II(ი, ი )–-|00, ი”; 8, 80---8ა)1? ძ0 თი" 
C(8,, 8ე---§,) = I '” · (97,3) 

| 90, ი) იი ძი" 
  

რამდენადაც (97,2) პოტენციალს ფაქტორიზებადი სახე აქვს, ამიტომ, როგორც 

§ 68-ში დავინახეთ, ორნაწილაკობრივი გაფანტვის მატრიცასაც, (68,23) ფორ- 

მულის თანახმად, აგრეთვე ექნება ფაქტორიზებადი გამოსახულება. ასეთი ფაქტო- 
რიზებადი 1|(2) მატრიცისათვის კი ფადეევის განტოლებები დაიყვანება (92,16) 

ერთგანზომილებიან ინტეგრალურ განტოლებათა სისტემაზე, რომლის ამოხსნა, 

როცა » სასრულია, შესაძლებელია მიახლოებითი მეთოდებით. ყველა ახლოს ქმე- 

დების პოტენციალებისათვის I”I,(0, 0”) გლუვი ფუნქციებია, ამიტომ VჯI(/, ი”) კარგ 

მიახლოებას გვაძლევს »-ის მცირე მნიშენელობებისთვისაც კი. მაშასადამე, ფადე–- 

ევის სისტემა ახლო ქმედების პოტენციალებისათვის განტოლებათა მცირე რიცხ- 

ვისაგან იქნება შედგენილი, რაც მათი საკმარისად დიდი სიზუსტით ამოხსნის გა- 

რანტიას გვაძლევს (128).



თავი XII 

მათემატიკური დამატება 

წინამდებარე თავში მოკლედ, განსაკუთრებული მათემატიკური სიმკაცრის გა- 

“რეშე, ფიზიკოს-თეორეტიკოსისათვის ცნობილ აღნიშვნებში განხილულია მათემა–- 
ტიკის ზოგიერთი მნიშვნელოვანი საკითხი. ეს საკითხები არსებითია არა მხოლოდ 

წიგნში მოცემული მასალის გასაგებად, არამედ თეორიული ფიზიკის სხვა დარგების 

"ასათვისებლადაც. განსაკუთრებით ფართოდაა განხილული ჰიპერგეომეტრიული 

"ფუნქციებისა და ბესელის სფერული ფუნქციების თვისებები თეორიულ ფიზიკაში 
“მათი უაღრესად დიდი მნიშვნელობის გამო. 

§ #. კომპლეკპსური ცვლადის ფუნქციის ზობიერთი 
თვისება (149, 156) 

შემოვიღოთ კომპლექსური ცვლადი 2=2-ყ= |#) ” და ამ ცვლადის რა- 
„იმე #(2)=%(>, ყ) +MVC<, ყ) = | | თ" ფუნქცია. კომპლექსური ცვლადის ფუნქცია 
განიმარტება კომპლექსური სიბრტყის რაიმე #7) არეზე. ამასთან, თუ არეს აქეს 

ერთი შემომსაზღვრელი კონტური (ე. ი. არეს არა აქვს ხვრელები), მაშინ მას მარ- 
“ტივადბმულ არეს უწოდებენ, ხოლო როცა არე შემოსაზღვრულია ერთი გარე ჩა- 

კეტილი კონტურით და რამდენიმე შიგა კონტურით, მაშინ მას მრავლადბმული 

ეწოდება. 7) არეს, რომელსაც ეკუთვნის საზღვარიც, ჩაკეტილს უწოდებენ და #- 
დი აღნიშნავენ. 

#(2) ფუნქციას დიფერენცირებადი ეწოღება #=ჯე წერტილში, თუ არსე- 
ბობს ზღვარი 

9/(90 _ ცუ #C+რ0 70. (+,1) 
ძი (“I --0 ბ, 

#=#ე წერტილისათვის და ეს ზღვარი დამოკიდებული არ არის 4რ„-ის ნულისაკენ 
მისწრაფების ხასიათზე. ფუნქცია შესაძლოა წარმოებადი იყოს წერტილზე, რაიმე 

“წირზე და მთელ არეზე. 

#(8) კომპლექსური ცვლადის ფუნქციას ანალიზური ეწოდება, თუ #) არის 

ყოველ წერტილზე იგი დიფერენცირებადია. ასეთი ფუნქციისათვის ხშირად იყენე- 
"ბენ სხვა სახელწოდებებსაც, მაგალითად, რეგულარულს ან ჰოლომორფულს. 

წერტილს, სადაც ირღვევა /(«) ფუნქციის ანალიზურობა, უწოდებენ განსა- 
„კუთრებულ წერტილს. 2=#ე-ს ეწოდება /(2) ფუნქციის იხოლირებული განსაკუ- 
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თრებული წერტილი, თუ არსებობს ამ წერტილის ისეთი მახლობლობა 0 < | მ” )>1II, 

რომელშიც /(2) ანალიზურია. აქ იგულისხმება ისეთი წერტილები, რომლის მახლო– 
ბლობაში /(7) ცალსახაა. 

იხილავენ სამი ტიპის იხოლირებულ განსაკუთრებულ წერტილს: 
1. თუ არსებობს სასრული ზღვარი 

11Mი /(–), (4,2) 
2-7 

მაშინ ჯ-ს ეწოდება აცილებადი განსაკუთრებული წერტილი. ასე მაგალითად, 

#(>)= 5107 ფუნქციისათვის #=0 აცილებადი განსაკუთრებული წერტილია. 
წ 

  

აცილებად განსაკუთრებულ წერტილს შემდეგში განსაკუთრებულად არ ჩავ- 
თვლით. 

2. თუ არსებობს (4,2) ზღვარი და იგი უსასრულობის ტოლია, მაშინ #=ჯე-ს 

განსაკუთრებულ წერტილს პოლუსი ეწოდება. პოლუსში | /(4:) | = 90. #=#ა პო- 
ლუსს ეწოდება » რიგისა, თუ (#-/ა)-/(2) და არა (2-2) 1 /(7) ანალიზურია. 
#=#ე წერტილში. ასე მაგალითად, #(2)=(/-2)-წ ფუნქციისათვის „=2 არის 

»=5 რიგის პოლუსი. 

3. თუ (4,2) ზღვარი არ არსებობს, მაშინ «=/ე-ს არსებითად განსაკუთრე- 

.. 1 4 
ბული წერტილი ეწოდება. ასე მაგალითად, #(20=31ი-> და /C0)=65 ფუნქციე- 

ბისათვის #2=0 არის არსებითად განსაკუთრებული წერტილი. 

ფუნქციას ეწოდება მთელი ან ჰოლომორფული, თუ მას სულაც არა აქვს 
განსაკუთრებული წერტილები. შეიძლება დამტკიცდეს, რომ ასეთი ფუნქცია წარ- 

მოიდგინება ხარისხოვანი მწკრივით 

ჯემი” (1.3) 
თიო0 

რომელიც კრებადია მთელ სიბრტყეზე. ადგილი აქვს შებრუნებულ დებულებასაც. 
თუ /(ჟ) ფუნქციას, გარდა პოლუსებისა, სხვა განსაკუთრებულობა არ გააჩნია, 

მაშინ მას უწოდებენ მერომორფულს. 
ანალიზური ფუნქციებისათვის ადგილი აქვს მეტად მნიშვნელოვან თეორემას 

რომელიც კოშის ინტეგრალური თეორემის სახელწოდებითაა ცნობილი. 
კოშის ინტეგრალური თეორემა. თუ /(2) ფუნქცია ანალიზურია 7) არეში 

და უწყვეტია »-ში, მაშინ /(2) ფუნქციიდან აღებული ინტეგრალი ამ არის სა- 
ზღვარზე, იმ პირობით, რომ კონტურის შემოვლისას #)-არე ყოველთვის ერთ მხა– 

რეს მდებარეობდეს, ნულის ტოლია: 

| #09 9, =0. (4,4. 
C 

საინტერესო გამოყენება აქვს ამ თეორემას მრავლადბმული არეებისათვის. (#,1 

ნახაზიდან ცხადია, რომ 

! 
|/VC 0” = 2მ, #(>)ძ””, (4,5» 
C |”1 CI 
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სადაც შიგა C,; კონტურების შემოვლა ხდება ისე რომ არე რჩებოდეს ხელმარ-. 
ჯვნივ, მაშინ როცა 0 საზღვრის შემოვლისას არე ხელმარცხნივ მდებარეობს. 

_ კოშის ინტეგრალური ფორმულა. თუ /(#8) ანალიზურია :0-არეში და უწყვე-. 

ტი 7-ში, მაშინ ადგილი აქვს კოშის ინტეგრალურ ფორმულას 
1 #(7 )ძ. 

=-–- _ ,6 თ ოთ წ ოლ (+V,6) 

სადაც C-კონტური წარმოადგენს 7) არის საზღვარს; ამასთან კონტურის შემოვ– 
ლა ხდება ისე, რომ არე რჩებოდეს ყოველთვის მარცხნივ. #„-კი არის შიგნით მო–- 

თავსებული წერტილია. 1) არე შეიძლება 
შეიცავდეს ჭრილებსაც, ე- ი. მრავლად– 
ბმული იყოს, კოშის ფორმულა საშუა- 

ლებას გვაძლევს ვიპოვოთ /(#) ფუნქცი- . // C 6 
ის მნიშვნელობა 7) არის ნებისმიერ წერ– 

ტილში, როცა ცნობილია /(-)-ის მნიშ- (7 
ვნელობა საზღვარზე. კერძო შემთხვევაში C ა // 

(+,6) მიიღებს სახეს 

I -% _ =2X. (8,7) ნახ, (#1) 
C ნწ–/ი 

აქვე მოვიყვანოთ კოშის ფორმულა /(2) ფუნქციის წარმოებულებისათვის, რომელიც 
აგრეთვე დიდ როლს ასრულებს ფიზიკის ამოცანებში. თუ /(,) ანალიზურია /- 

არეში და უწყვეტია M-ში, მაშინ მას 7) არის ყველა წერტილში აქვს ნებისმიერი- 

რიგის წარმოებული, რომელიც განისაზღვრება ფორმულით 

-ი/ი. =-. (_7C_ აძ? _, (4,8). 
ძი 29% 2 (-- ე)! 

სადაც C კვლავ #) არის საზღვარია. 
ტეილორის მწკრივად გაშლა. თუ /(2) ფუნქცია ანალიზურია # რადიუსიან 

C წრეში, რომლის ცენტრი მოთავსებულია #=ხ წერტილში, მაშინ არსებობს 

(-–-ხ)-ს ხარისხების ერთადერთი მწკრივი თანაბრად კრებადი ჯI(2)-საკენ; როცა- 

|2-–-ხ|<# <7: 

#C) = 1, ი,(2--ს)?, (#9) 
იგა0 

სადაც 

„= 1. 970) _ 1 / _#C)ძ?_ , (#4,10)” 
ი ძი 2» C„, (7-ს)! 

ხოლო 0,,--არის # = | 2--ს | რადიუსიანი წრე. 

(4,9)-ს უწოდებენ ტეილორის მწკრივს. უღიდესი წრე C0-ი,(1)/--ხ | <#), 

რომლის ყველა შიგა წერტილი მოთავსებულია /(2)-ის ანალიზურობის არეში,. 
წარმოადგენს (2, 9) ხარისხოვანი მწკრივის კრებადობის წრეს, ხოლო #. უწოდე- 

ბენ კრებადობის რადიუსს, 
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ლორანის მწკრივად გაშლა, თუ /(2) ფუნქცია ანალიზურია არეში ორ კონ–- 

«ცენტრიულ Cი, და C-, წრეებს შორის (ვთქვათ 7,< #,) ცენტრებით 2=ს წე- 
-რტილში (ს % თ), მაშინ არსებობს ერთადერთი მწკრივად გაშლა (2–--ბ)-ს და–- 
«დებითი და უარყოფითი ხარისხების მიმართ: 

#(C2 = 3) ძა(-ს/+ 2) იიდ–ხ),  (#<–-ს|<7) (4)11) 
ი5=50 ი51 

«სადაც 

ი=-1 წ #C )რი” 
2ჯX1 ი. (2 ––ხ)5+1 · (#,12) 

1 

– 1 

რი= 2 ქ თ –ს)-!/C00#, (+,19) 

„კონტური C;; არის წრე |„--ხ| = 91< 7, ხოლო 0. | 2-ს) =9:>I2V, წრეა. 
(4,11)-ის პირველი ჯამი თანაბრად კრებადია | 2-––ს | <. 7,-სათვის და ანალიზუ- 

· რია CV, -ის შიგნით; მეორე ჯამი თანაბრად კრებადია | 2–-ზ | > 7 და ანალიზუ- 

რია Cი, წრის გარეთ. 

(4,11) მწკრივი შეგვიძლია ჩავწეროთ შემდეგი სახითაც: 

–+თ 

#»/Cთ= 2) თა(2--ბ)”, (414 
M= –-თ 

: სადაც 
1 თ , 

თე= –– /_700#% _, (42,15) 
2% 2 (2 ნ)! 

რ0-კონტური წარმოადგენს Cჯ, ღა თი, -ს შორის მოთავსებულ ნებისმიერ 

წრეწირს. 

2-წერტილებს, რომლებზეც /(2)=0, უწოდებენ /(2)-ის ნულებს ან ფესვებს. 
ანალიზურ /(2) ფუნქციას «2=ხ წერტილზე ექნება ჯ რიგის ფესვი (6 მთელი 

დადებითი რიცხვია), თუ #=ხ წერტილში #(2)-ის ტეილორის მწკრივად გაშლაში 

პირველი »L კოეფიციენტი თე, თ,, თა,--.თ,+, ნულის ტოლია, ხოლო თ,»%0; ამა- 

სთან, (2––ხ) ი/(2) იქნება ანალიზური და ნულისაგან განსხვავებული #=ს წერ- 
ტილზე. 

თეორემა ნაშთთა შესახებ. ვთქვათ, /2=ხ წერტილზე /(2) ფუნქცია ან ანა- 

ლიზურია, ან იხოლირებული განსაკუთრებულობა ახასიათებს; მაშინ /(2)-ის ნა- 

შთი ხ წერტილში–-–1L65 /(2) ეწოდება ლორანის გაშლაში (---ბ)“ წევრის კოე- 

ფიციენტს, ე. ი. 

#08 /(0= =+- ( /C907, (#,16 
2X C 

:სადაც C კონტურია, რომელიც გარს ერტყმის ჩ წერტილს და არ შეიცავს /(2)- 

-ის არავითარ განსაკუთრებულობას გ=ხ-საგან განსხვავებულს. 

თუ /(2) ანალიზურია, ანდა აქვს აცილებადი განსაკუთრებულობა =ხ#Cთ- 

"ზე, მაშინ IL68 /(ხ) =0. 
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თუ 2=ხ3-C არის ჯ რიგის პოლუსი, მაშინ 

1 ძიძო 

XL = –-- (2-ს) · 68 /(თ) ი-1)I ჟვო-! ICC––ხ)” /(0)) (+.17) 

თქვათ, კერძო შემთხვევაში გ =ჯ მარტივი პოლუსია, ხოლო /(/-ს აქვს 

სახე, სადაც XM2) და თ(2) ანალიზური ფუნქციებია #=ხ წერ- 
„ტილში და X(C#)+0. მაშინ თ”/(ს)=-0 და 

108 /(ხ) = 

  

#Cს) 

დ”(ხ) 

სამართლიანია შემდეგი თეორემა: /(2) ფუნქციის ნულებში და პოლუსებში, 

50 აქვს პირველი რიგის პოლუსები, ამას- 
#7 

-თან ფუნქციის ლოგარითმული ნაშთი ნულში ფესვის რიგის ტოლია, ხოლო პო- 

-ლუსში პოლუსის რიგისა შებრუნებული ნიშნით. 

თუ /(2) ფუნქცია უწყვეტია M არის C-სახღვარზე (საზღვარზე უწყვეტობა 
“იგულისხმება იმ აზრით, რომ საზღვრის ნებისმიერი „ე წერტილისათვის არსე- 
-ბობს 110 /(2)= /(27ე) და ამ არის შიგნით, გარდა სასრული რაოდენობის განსა–- 

2-2 2 C 

„კუთრებული ,, ს;,...ხი წერტილებისა, ანალიზურია, მაშინ 

  (#,18) 

  მის ლოგარითმულ წარმოებულს 

I #(2)02= 27ს 2, 1505 / (ხ). (4,19) 
2 #51 

ამ ფორმულას დიდი გამოყენება აქვს განსახღვრული ინტეგრალების ამოხსნის 
ხ 

-დროს. ნამდვილი განსაზღვრული ინტეგრალი I #(დ)ძთ შეგვიძლია განვიხილოთ, 

როგორც კონტურზე კომპლექსური ცვლადის ფუნქციიდან აღებული ინტეგრალის 

“ნაწილი იმ პირობით, რომ კონტუ- 

“რი შეიცავს არსი ღერძის (თ, ბ) 

+= % 
“ინტერვალს. ზოგიერთი I #(თ)ძ2 

-ტიპის ინტეგრალის ნაშთთა თეო- 

-რიით გამოთვლის დროს უნდა გამო- _ | 

"ვიყენოთ C-კონტური, რომელიც შე- 

დგება არსი ღერძის (––7, 78) ინტერ- 

„ვალით და ნახევარწრით-––C ზედა ნახ. (#,2) 

-ნახევარსიბრტყეში. ორი შემდეგი 

"ლემა ხშირად სა შუალებას გვაძლევს აღნიშნულ ნახევარწრეზე აღებული ინტეგრა– 

«ლები გადავაგდოთ ამ წრის რადიუსის უსასრულობისაკენ მისწრაფებისას. 

პირველი ლემა. ამ ლემის თანახმად, 

10. I #(”)ძ, =9, (#4 ,20) 
შ-–თ 6. 
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თუ ინტეგრალა არსებობს ყოველი სასრული 7”:-სათვის და #„/(2) თანაბრად მიი- 
სწრაფვის ნულისაკენ, როცა |#|-+=, 9 >0 ღროს. 

მეორე ლემა (ქორდანის ლემა). თუ X(/) ანალიზურია ზედა ნახევარსიბრ– 

ტყეში, შესაძლო სასრული რაოდენობის პოლუსების გამოკლებით, და თანაბრად 

მიისწრაფვის ნულისაკენ, როცა |#|I+თ ყV>0-სათვის, მაშინ ნებისმიერი ნამდვი– 

ლი დადებითი / რიცხვისათვის 

11 I X(2 6.4 ძე =0. (4.,21). 
ჩ-.თ ქ 

XX 

განშტოების წერტილები. ვთქვათ, /(#/) ფუნქცია ისეთია, რომ მას #) არის. 

სხვადასხვა ქვეარეებში აქვს ე. წ. /,(2), /:(/),... შტოები და თავისი განმარტების 

არეში ყოველი შტო ღებულობს /() ფუნქციის რაიმე მნიშვნელობების სიმრავ– 

ლეს. ანალიზურ ფუნქციათა თეორია გარკვეული აზრით შეიძლება გავავრცელოთ 
ასეთ მრავალსახა ფუნქციაზეც. 

ვთქვათ, #/(ი) ფუნქციას აქვს რამდენიმე შტო, რომლებიც ანალიზურია 
#=0 წერტილის მახლობლობაში, გარდა შესაძლოა თვით ც წერტილისა. როცა 

ცვლადი # წერტილი «=ი“ წერტილის ირგვლივ აღწერს ჩაკეტილ წირს, თუ/(#2) 
ფუნქცია თავისი ერთი შტოდან მეორეზე გადადის, მაშინ 2=ც წერტილს განშ- 

ტოების წერტილი ეწოდება. თუ ამ ჩაკეტილი წირის (»-+1) ჯერადი შემოვლით 

ერთი და იმავე მიმართულებით კვლავ (პირველად!) დავუბრუნდებით პირველდა– 
წყებით შტოს, მაშინ #-ს უწოდებენ განშტოების წერტილის რიგს. თუ #=თ გან– 
შტოების წერტილზე განსაზღვრულია /(7), მაშინ /(თ) საერთოა ყველა შტოსა- 
თვის. განვიხილოთ მაგალითი. ვთქვათ, /(»)= ს გ, რადგან #= |#|6ი, ამიტომ 

#C0)=V/ 1216“ +. #=0 წერტილის ჩაკეტილ წრეზე ორჯერ შემოვლით არგუმე- 
ნტი მიიღებს 4» ნაზრდს და /(2) ფუნქცია საწყის მნიშვნელობას დაუბრუნდება. 
ამგვარად, #=0 იქნება პირველი რიგის განშტოების წერტილი. 

როცა 2=თ წერტილის ირგვლივ ერთი და იმავე მიმართულებით ყოველი 

შემოვლისას ახალ შტოებს ვღებულობთ, მაშინ განშტოების წერტილს ეწოდება 

უსასრულო რიგის ან ლოგარითმული. ასეთი უსასრულო რიგის განშტოების წერ- 

ტილი აქვს, მაგალითად, /(#2)=10 #8 ფუნქციას. რადგან 10 #=1M | | +1დ, ამი–- 
ტომ ყოველი შემოვლისას #=0 წერტილისა /(,) ღებულობს 2» ნაზრდს და არა–- 

სოდეს უბრუნდება საწყის მნიშვნელობას. 

ცალკეული ცალსახა შტოები /#(,) ფუნქციისა განისაზღვრება არეებში, რო– 

მლებიც შემოსაზღვრულია ჭრილებით. ასე მაგალითად, /(2)=I # ფუნქციის 
ჭრილი შეგვიძლია ავიღოთ ნებისმიერი მარტივი წირის გასწვრივ, რომელიც აერ– 
თებს #=0 და #=+C= წერტილებს. 

ხშირად ხელსაყრელია მრავალაახა (შტოებიანი) ფუნქციის წარმოდგენა ცალ– 
სახა ფუნქციის სახით, რომელიც განსაზღვრულია რიმანის ზედაპირზე. რიმანის 

ზედაპირი შედგება #-სიბრტყეების. ან როგორც ამბობენ, ფურცლების გარკვეული 
რიცხვისაგან, რომლებიც შეესაბამებიან /(2) ფუნქციის მტოებს და შეერთებული 

არიან ერთმანეთთან გარკვეული წესით შერჩეული ჭრილების გასწვრივ. 
ანალიზური გაგრძელება. დავუშვათ, გვაქვს ორი 7), და 7» არე, რომელ– 

თაც არა აქვთ საერთო წერტილები, მაგრამ გააჩნიათ საზღვრის ჯ საერთო ნაწი–- 
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ლი. ვთქვათ, ამ არეებში შესაბამისად განსაზღვრულია ანალიზური ფუნქციები 

#.თ და /;(). ამბობენ, რომ /,(2) ფუნქცია წარმოადგენს /,(2)-ის უშუალო 

გაგრძელებას 7), არეში, თუ არსებობს ისეთი #(2) ფუნქცია, რომელიც ანალიზუ- 

რია 7 +V+1X-ში, 7-ის ყველა წერტილში ემთხვევა /,C)-ს, );-ის ყველა 
წერტილში კი /;()-ს, ე. ი. 

X#(2)= /V() ჩაიში 

#C2)= /X2) #,-ში (C+,22) 

ანალიზური გაგრძელებისათვის არსებობს ერთი საკმარისი პირობა (152). 

ვთქვათ, მოცემული გვაქვს ორი ისეთი მარტივადბმული »”»–, და #7, არე, 

“რომელთაც საერთო წერტილები არ გააჩნიათ, მაგრამ მათ საზღვრებს აქვთ საე– 
რთო #წ-მონაკვეთი. ვთქვათ, ამ არეებში შესაბამისად განსაზღვრულია /,(2) და 

#:(2) ანალიზური ფუნქციები. თუ, გარდა ამისა, ეს ფუნქციები უწყვეტია #X+71 

და 7X-LIX-ზე, ხოლო #+-მონაკვეთის ყველა წერტილებში ერთმანეთს ემთხვევა, მა– 

შინ #;(2) ფუნქცია წარმოადგენს /,(2) ფუნქციის უშუალო გაგრძელებას 7),-არე– 

ში. /,(2) და /ე(2) შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც ერთიანი /() ანალიზური 

ფუნქცია, განმარტებული ყველგან 0,+74++ არეში. 
ვთქვათ, /(2) ანალიზურია #7) არეში, რომლის საზღვარი შეიცავს არსი ღე– 

რძის 4+-მონაკვეთს. თუ /() უწყვეტია 7#-L+”-ზე და 4+-ზე იღებს ნამდვილ მნიშვ- 

ნელობებს, მაშინ 70 ფუნქცია, რომელიც განმარტებულია 7) არის არსი ღერძის 

სიმეტრიულ ჩ არეში, ტოლობით 

7 C6')= /'C) (+,23) 
"წარმოადგენს /(2)-ის ანალიზურ გაგრძელებას 7 არეში, ეს თეორემა გამოხატავს 

ე. წ. სიმეტრიის პრინციპის შინაარსს (1521. 

§ ც. ლაპლასის ტიპის ბანტოლების ამონახსნის 

კონტურული ინტებრალებით წარმოდგენა 

მეორე რიგის დიფერენციალური განტოლების განსაკუთრებული წერტილე– 

2ი (151, 165). განვიხილოთ შემდეგი ტიპის მეორე რიგის დიფერენციალური გან– 

ტოლება 
- “ რ“ ძ: 22 

M(2) 46)  –- ს 1 200V(2=0, (8,1) 

სადაც MV(2), VC2) და 7(2) პოლანომებია ამ სალანომების სხვადასხვა მნიშვნელო– 
ბებისათვის (8,1) განტოლება შეიძლება დავიყვანოთ ყველა სპეციალური ფუნქ- 

ციის შესაბამი“ დიფერენციალურ განტოლებაზე. (8,1) განტოლებას ლაპლასის 
ტიპის განტოლებას ვუწოდებთ. 

თუ შემოვიღებთ ოპერატორს 

ძი: ი 
XL=IL2) –-+V(0)-–--+X(V), (8,2) 

ძი ძ2 

მაშინ (8,1) განტოლება ასეც გადაიწერება: 

LC =0. (8,3) 
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შევისწავლოთ (8,1) განტოლების ზოგადი ამოხსნის განსაკუთრებული წერ– 
ტილები. ზოგადი ამონახსნის განსაკუთრებული წერტილების ხასიათს თურმე გან– 

საზღვრავენ V(C2), VX(>) და X() ფუნქციების განსაკუთრებულობანი. 
ამონახსნის განსაკუთრებულობის შესწავლის მიზნით ხელსაყრელია (7,1). 

განტოლების შემდეგი სტანდარტული ფორმით გადაწერა: 

10''(#)-L 11(2)+ (2)-+ X(C2)XC2) =0; (8,4; 

როცა M() და (2) ფუნქციები ანალიზურია, მაშინ (8,4) განტოლების ზოგად. 
ამონახსნს განსაკუთრებული წერტილები არა აქვს. მას განსაკუთრებული წერტი- 

ლები ექნება M(2) ღა XV) ფუნქციების პოლუსებში. წერტილებს, რომელზეც. 
M(2) ღა X(C2) ფუნქციებს განსაკუთრებულობანი აქვთ, განტოლების განსაკუთ- 
რებულ წერტილებს უწოდებენ. 

იმ შემთხვევაში, როცა ზოგად ამონახსნს გააჩნია პოლუსი ან განშტოების. 

წერტილი, მაშინ მას განტოლების რეგულარულ განსაკუთრებულ წერტილს უწო- 
დებენ, ხოლო ირეგულარულია წერტილი, რომელზეც ზოგად ამონახსნს აქვს არსე– 

ბითი განსაკუთრებულობა. 

თუ MC) ფუნქციისათვის .=Cთ წერტილი არის პოლუსი არაუმეტეს მეორე. 
რიგისა, ხოლო 74/(2)-ისათვის არაუმეტეს პირველი რიგისა, ე. ი. თუ 

#ი= 250, ჯთ= 9), (8,5 
#-თ (2––-თ) 

სადაც /(7) და დ(2) ანალიზური ფუნქციებია #=თ წერტილზე, მაშინ #=თ წერ- 
ტილი იქნება (8,4) განტოლების რეგულარული განსაკუთრებული წერტილი. მაშა– 
სადამე, როგორც აღვნიშნეთ, =თ წერტილში ზოგად ამონახსნს ექნება პოლუსი, 
ან განშტოების წერტილი. 

ვიპოვოთ როგორი სახე აქვს ამონახსნს #=თ რეგულარული განსაკუთრებუ– 
ლი წერტილის უშუალო მახლობლობაში. ამისათვის (8,4) განტოლების ამო– 

ხსნა ვეძებოთ შემდეგი სახით: 

10(6)=(8-–-თ)I1+0თ2+.-.+I- (8,6) 

შევიტანოთ ეს ფუნქცია (8,4) განტოლებაში, რომელშიც წინასწარ მოვახდინოთ: 

#C) და დ(2) ანალიზური ფუნქციების ტეილორის მწკრივებად გამლა #=თ წერ– 

ტილის მახლობლობაში: 

#XXVC2)=/C()+(/--თ)/ (2) +---+, 
დ(9) =დ(თ)+(#--თ)დ(თ)+--..+. (8.7): 

თუ ამის 'მემდეგ ნულს გავუტოლებთ #«”“2-ის კოეფიციენტს, ჯ-ის მიმართ მივიღებთ 

შემდეგ კვადრატულ განტოლებას 
»"-LL/ (=)–– 11)” -- დ(თ) =0, (8,8) 

რომელსაც ამონახსნის განმსახღვრელ განტოლებას უწოდებენ. ამ განტოლებას სა– 

ზოგადოდ ორი ფესვი ექნება „, და #,, რომლებიც განსაზღვრავენ ორ კერძო 
ამოხსნას 

%0(8)==(6--თ)”'ს,(0)) %02(6)==(8––-თ)”:ს,(#), (8,9). 

სადაც %,(7) და «;(2) ანალიზური ფუნქციებია 2=თ წერტილზე. 
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განტოლების ამონახსნის ხასიათი უსასრულოდ დაშორებულ წერტილში განი-.- 
1 

საზღვრება #=--- ჩასმით. ასეთი ჩასმის გამოყენებით (8,4) განტოლება მიიღებს. 

სახეს 
წე ; 4159 ს დბ, დიდ=ი. ფთ. 

სადაც 2 , 1 | 
XC) =-----M# >), : = დVL(>): 8,11). C დ”V(ჯ), თ-აა( თა 

ამის შემდეგ XC) და #(C) ფუნქციების პოლუსების ხასიათი C=0 წერტილში შე– 

გვიძლია განვსახლვროთ ზოგადი ამონახსნის განსაკუთრებული წერტილის ბუნება 

უსასრულობაში. ასე მაგალითად, თუ ამონახსნის განმსახღვრელი განტოლების. 

ერთ-ერთი ფესვი არის ჯ,, მაშინ ამოხსნას ექნება სახე L/ (დ) = 1თ (>) , 
21 წ / 

სადაც «%X1/2) ანალიზური ფუნქციაა L=0 წერტილში. 

როცა განტოლებას ორი განსაკუთრებული წერტილი აქვს, მაშინ ცვლადის 

შეცვლით ყოველთვის შეგვიძლია მივაღწიოთ იმას, რომ ეს განსაკუთრებულობანი 

გვქონდეს #2=0 და 2=C წერტილებში. ასევე, სამი განსაკუთრებული წერტილის 
შემთხვევაში შესაძლებელია მათი განლაგება ნულში, ერთში და უსასრულობაში, 

ამონახსნის წარმოდგენა კონტურული ინტეგრალებით. შევისწავლოთ ლაპლა- 

სის ტიპის განტოლების ამონახსნის წარმოდგენის საკითხი კონტურული ინტეგრა– 
ლების სახით. ამ წარმოდგენის ძირითადი არსი შემდეგში მდგომარეობს: საჭიროა 
+«(2) ამონახსნი გამოვხატოთ შემდეგი ტიპის ინტეგრალით: 

#2) = | #C2,)ს()ძ!, (8,12). 

სადაც ინტეგრალი აიღება ჯ·ცვლადით C-კონტურზე, რომელიც „-ზე არაა დამო– 

კიდებული. #L(2,0)-ს შეგვიძლია ვუწოდოთ ინტეგრალური წარმოდგენის გული. 

მისი ძერჩევა ჩვენზეა დამოკიდებული. წინასწარ შერჩეული L#7,) გულისათვის 

საჭიროა ვიპოვოთ ისეთი წ() ფუენქცია და საინტეგრაციო C-კონტური, რომ (8,12) 

გამოსახულებამ დააკმაყოფილოს (8,1) განტოლება. ამასთან, ჯ(I)-ს განსასაზღვრად 

მიიღება დიფერენციალური განტოლება, რომლის ამოხსნა, როგორც წესი, კარგად 

შერჩეული X(2,I) გულისათვის გაცილებით ადვილი შეიძლება აღმოჩნდეს, ვიდრე 

თვით (8,1) განტოლებისა. (8,1) განტოლების ამონახსნის კონტურული ინტეგრა- 
ლით გამოსახატავად ძირითადად იხილავენ სამი ტიპის გულს: 

1C,ჯ)=0;/, (8,13) 

ჰX#(2,0) =–(7--ჯ), (8,13”- 

IM#C,1)=#!. (8,13””)- 

პირველ შემთხვევაში (8,12)-ს უწოდებენ ეილერის, მეორე შემთხვევაში ლაპლასის,. 
ხოლო #(2,,)=/' გულის შემთხვევაში-–მელინის გარდაქმნას, ამ სამი გარდაქმნი– 

დან «(,)-სათვის უფრო მარტივ განტოლებას მოგვცემს ის გული, რომელიც უფრო. 

კარგად ასახავს (8,1) განტოლების განსაკუთრებულობებს. ასე მაგალითად, გადა–. 

გვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციის დიფერენციალურ განტოლებას უსა-- 
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'სრულობაში აქვს ირეგულარული განსაკუთრებულობა, რომელიც კარგად აიწერე– 
რება #2 გულით, იმ დროს, როცა ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციისათვის ხელსაყრე– 

-ლია (8,13/) გულის შერჩევა და ა. შ. 
ლაპლასის წარმოდგენა. ჯერ განვიხილოთ (8,1) განტოლების ამონახსნის 

-ლაპლასს ტიპის ინტეგრალური წარმოდგენა. ჩვენი მიზნებისათვის საკმარისია 
განვიხილოთ შემდეგი კერძო სახის დიფერენციალური განტოლება: 

ირის (2)+-(თC,12+თი)?ი (9§)-L (ხკ# + ხე):0(2) =0, (8,14) 

"სადაც ძე, თ, ხი, ს; ნებისმიერი კომპლექსური რიცხვებია. (8,14) განტოლების 

შესაბამის (ც,2) დიფერენციალურ ოპერატორს აქვს შემდეგი სახე: 

=” 4 +C+0) -+64+ხი: (8,15) 

შევნიშნოთ, რომ (8,14) განტოლება კოეფიციენტების კერძო მნიშვნელობე- 

ბისათვის დაიყვანება გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციების განტოლე- 

ბაზე, ხოლო გარკვეული აღნიშვნებით ბესელის, უიტეკერის, ჩებიშევ-ერმიტის და 

„სხვა სპეციალური ფუნქციების განტოლებებზე. 

თუ (8,14) განტოლებას შევადარებთ (8,2)-ს და გავითვალისწინებთ (8,5) 

ფორმულებს, დავინახავთ, რომ #(თ=ძა+ი0,2, ხოლო დ(2)=72(ხი+ხ;2), ამიტომ 

(8,8) განმსაზღვრელ განტოლებას ექნება სახე 

#”-L(Cძი––1)»=0, 

საიდანაც #,=0, /:=1–-ძე. ამასთან ჩავთვალოთ, რომ 1–იძე არ არის მთელი 

დადებითი რიცხვი. ამგვარად, (8,14) განტოლებას ექნება ორი ამოხსნა. ერთი 

“იქნება რეგულარული ი=0 წერტილში, რომელსაც მთელ კომპლექსურ #-სიბრ–- 

ტყეზე ექნება გამოხატულება 
1+ძ,2-+-ძეი+...+, (8,16) 

-ხოლო მეორეს ექნება განსაკუთრებული წერტილი 2=0-ში: 

დბ (1+0,6-+-რ2:+..-+). (8,160) 
ჩვენი მიზანია (18,14) განტოლების ამონახსნს მივცეთ (8,12) ინტეგრალური 

“ფორმა, როცა წარმოდგენის გულს აქვს (8,13)-ის სახე. 

გავითვალისწინოთ, რომ საინტეგრაციო კონტური ჟ2-ზე არაა დამოკიდებული 

და ()8,12) გამოსახულებაზე თ ომალო #-ოპერატორით. მაშინ 

LM#VC,ხ =.-2 49 XL ე C+ რა“ --+0+ხაX- (8,17) 

“თუ მოვახდენთ საწარმოების ა და გავითვალისწინებთ, რომ (9-2 მაშინ 
«X8,17)-ს შეიძლება მივცეთ შემდეგი ფორმა: 

L#Cთ0=(01+94+სე “% “ბ 4409 , (გ0L+ ხე)C6); (8,18) 

'მაშასადამე, (8,12). გამოსახულებაზე აოპენატორის მოქმედებით მივიღებთ 

LV) = | |თ+ თ,L+ხა) 94 +C6+-ხა#Cი | ს0)#%=0. (818 
C 
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მოვახდინოთ ნაწილობითი ინტეგრაცია» გვექნება 

IC” -+ი,!-L ხ,)X(2,0)V(I))-–– I XC, ხ (6I+ბაV0-- 

+ I(I(”-+0თ,L -L ხ,) (I) |V-ი. (8.17) 

ბუნებრივია მოვითხოვოთ, რომ კონტურის 'ბოლო წერტილებზე თავისუფალი წეკრ) 
“ისპობოდეს 

(#პ2+V/#+ხ,)ი?/ს(0)0=9, (8,19) 

მაშინ (8,19)-დან (I) ფუნქციისათვის მივიღებთ შემდეგ დიფერენციალურ განტო - 

ლებას: 

<- I(6+44/+ხაV0)--(2L+ბიი(0 =0, ფ,2თ 

რომელიც შემდეგნაირადაც შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ: 

(+6#+ხა ბ. =ILძე–-2)/-Lხა–0,1%(0. (8,2!) 

ამგვარად, იმისათვის, რომ (8,12) ინტეგრალური წარმოდგენა აკმაყოფილე– 

ბდეს (8,14) დიფერენციალურ განტოლებას, საჭიროა V() იყოს (8,21) განტოლე- 

ბის ამოხსნა, ხოლო კონტური აკმაყოფილებდეს (8,19”) პირობას, ახლა (8,21) 
განტოლებიდან ვიპოვოთ #»(I) ფუნქცია. ამისათვის ვთქვათ, რომ 

ჯ'+ი,#+ხ1:=0 (8,211) 

კვადრატულ განტოლებას აქვს განსხვავებული ფესვები თ და ჩ/ მაშინ (8,21) გან– 
ტოლებას შეიძლება მივცეთ შემდეგი სახე: 

1 ძი (4-2I+0ა-ია _ »–1 , 9-1 
თ ძი ((--–თ) (L–-8) თ LL 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ ვიეტას თეორემის ძალით თ--8= ––ე,, მაშინ » და « 

რიცხვებისათვის გვექნება 

_ რთ0ი-L-ბი _ ჩთა-Lბი 

ს 2... 28+ი, 

ამის შემდეგ (8,22) განტოლების ინტეგრაცია არავითარ სიძნელეს არ წარმოად- 

გენს. მივიღებთ 

, (8,22) 

(8,23) 

%(I)= 4((––თ)ჩ“ 1(1–-6)4“ 1, (8,24) 

სადაც #4-ნებისმიერი მუდმივია, 

მაშასადამე, (8,12) ფორმულის თანახმად, (8,14) დიფერენციალური გან- 

ტოლების ამონახსნი განისაზღვრება ფორმულით 

+0(6) = 4 I (L–- თამ–1(I--0)7-1-Mც(, (8,25) 
C 

სადაც C-ჭკონტური ისე უნდა შეირჩეს, რომ ფუნქცია 

C(V,კ)=(I-–თ)(--ჩ)?ი/ (8,26» 
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ნაზრდს არ ღებულობდეს კონტურის შემოვლისას, ე. ი. 

1CX>,1))-=90. (8.26) 

ინტეგრალქვეშა ფუნქციას (8,25) ფორმულაში აქვს განსაკუთრებული წერტილები 
ჯ=თ და L=8. თუ ვიგულისხმებთ, რომ ჯ და 0 მთელი რიცხვები არაა, მაშინ 

ეს განსაკუთრებული წერტილები იქნება განშტოების წერტილები. თუ #=თ გან- 
შტოების წერტილს შემოვუვლით დადებითი მიმართულებით, მაშინ ინტეგრალქვეშა 

ფუნქცია გამრავლდება 06XXI())--1)2X1|) = 6X0C92X1)-ზე ხოლო L=ჩ წერტილის 
შემოვლისას–– 6X00(2» 1) მამრავლზე. 

ავიღოთ კომპლექსური სიბრტყის რაიმე „ე წერტილი, რომელიც სათავიდან 

სასრულ მანძილზე იმყოფება. 0 და C0გ-თი აღვნიშნოთ ჩაკეტილი კონტურები, 

რომლებიც გამოდიან „ე წერტილიდან და გარს უვლიან თ და 8 განსაკუთრებულ 
წერტილებს. 

0აგ-თი აღვნიშნოთ კონტური, რომელიც შეიცავს თ და 8 განსაკუთრებუ–- 

ლი წერტილების შემოვლას შემდეგი მიმდევრობით: 1) C”-კონტურზე დადებითი 
მიმართულებით, 2) Cგ-კონტურზე დადებითი მიმართულებით, 3) C0”-კონტურზე 
უარყოფითი მიმართულებით და ბოლოს 4) Cე-ზე უარყოფითი მიმართულებით. 

პირველი შემოვლისას ინტეგრალქვეშა ფუნქცია გამრავლდება CXი(ჯ2%Xჯ) მამრავლ- 

ზე, მეორის დროს 6XV9(02»1). მესამე და მეოთხე შემთხვევაში კი სათანადოდ 

იL90XC-- 2”) და 6X0(C-0227?) მამრავლებზე. მამასადამე ბოლოს, როცა #ე-წერ- 

ტილში დავბრუნდებით, ვიქნებით იმავე შტოზე, რომელზეჯ, კიჟავით იე წერტილი- 

დან გამოსვლისას. ამგვარად, 

თუ საინტეგრაციო კონტურად 
შევარჩევთ C-აგ - კონტურს, 

  (8,26”) პირობა დაკმაყოფი- 

L>“ 2ი 27 ლდება და (8,25) ფორმულით 
გამოხატული იქნება (ს,14) 

ნახ. (8, 1) განტოლების ამონახსნი. 

Cთგ-კონტერი კერძო შემთხვევაში, რო- 

ცა 0=ძ, ინტეგრაციის კონ- 
ტური შეგვიძლია გავამარტივოთ; მართლაც, ამ შემთხვევაში საკმარისია კონტური 

იწყებოდეს #--წერტილიდან, გარს უვლიდეს 2=თ წერტილს მარჯვენა მიმართულე- 
ბით, ხოლო შემდეგ 2=ჩწ წერტილს მარცხენა მიმართულებით (ნახ8,2) ნაზრდები 

სათანადოდ ტოლი იქნება 0Lი(Cი2»1) და 
იXნC-ე02X”) და, მაშასადამე, ასეთი კო- / ასრ ს 

ნტური დააკმაყოფილებს (8,26) პირო- 1 > 
ბას, ჩ #0 

შევნიშნოთ, რომ თუ კონტურს შე- 

ვარჩევთ ისე, რომ იგი არ უვლიდეს თ და ნახ, (8, 2) 

8 წერტილებს, მაშინ ინტეგრალქვეშა ფუ- 
ნქცია, მართალია, უბრუნღება თავის საწყის მნიშვნელობას, მაგრამ კოშის თეო- 

რემის ძალით (8,25) ინტეგრალი ნულის ტოლი იქნება და ამიტომ არ განსაზღვ- 
რავს (8,14) განტოლების ამოხსნას. 

საინტეგრაციო კონტურად რომ მხოლოდ CV; ან C,გ ავირჩიოთ, მაშინ ინტე– 

გრალის სიდიდე #ა წერტილის არჩევაზე შეიძლება აღმოჩნდეს დამოკიდებული, . 
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რაც, ცხადია, არ შეიძლება განტოლების ამოხსნას გამოხატავდეს. მაგრამ მიუხე– 
დავად ამისა, ჩვენ შეგვიძლია #, წერტილი ისე შევარჩიოთ, რომ C და 0: 
კონტურზე გავრცელებულმა (8,25) გამოსახულებამ მოგვცეს (8,14) განტოლების 
ამონახსნი. 

ვთქვათ, 2 არის რაიმე დადებითი რიცხვი, მაშინ (18,26) ფუნქცია, ოოცა 
#Mი(->-- თ (იგულისხმება, რომ I სასრულია), მიისწრაფვის ნულისაკენ, ამი– 

ტომ ჩვენ შეგვიძლია შევარჩიოთ კონტური, რომელიც იწყებოდეს--–თ-ში, გარს. 

უვლიდეს L=თ განსაკუთრებულ წერტილს და კვლავ უსასრულობაში მიდიოდეს. 
ცხადია, ამ შემთხვევაში (8,26') პირობა დაკმაყოფილებული იქნება, ეს კონტური 

აღვნიშნოთ C2გ-ით. ასევე, თუ ავარჩევთ Cგ -კონტურს, რომელიც აგრეთვე 1:60(= 

–თ იწყება, გარს უვლის ჯ=8 განსაკუთრებულ წერტილს დადებითი მიმართუ- 
ლებით და კვლავ --თ-ში ბრუნდება, კონტურის (8,26') პირობა დაცული იქნე–- 

ბა; (8,25) ინტეგრალი კი, გავრცელებული ამ კონტურზე, მოგვცემს მეორე. ამო– 
ნახსნს. ამგვარად, გვექნება (8,14) განტოლების შემდეგი ორი ამონახსნი: 

«0 = | 6-2/-M--ვ)?-MMVV, (ხ,27) 
C5 

%3(2) = I ((–– თ)0 – CL -–-ვ)? “"ი:/,//. (ც.28) 
C, 

ჩ 

ინტეგრალქვეშა ფუნქციას აქვს განშტოების წერტილები (=> და (=/, ამიტომ 
იგი არაცალსახა იქნება. მისი ცალსახა ფუნქციად გადაქცევისათვის საჭიროა ქრი- 

ლების გატარება. ჩავთვალოთ, რომ 

თ და ჩ-ს განსხვავებული წარმოსა- 

ხვითი ნაწილები აქვს და ჭრილები , 

გავატაროთ ამ წერტილებიდან - ძ- ქრილი C 6ჯკონგური 
ღერძი პარალელურად -–– თ -მდე. –-C--–-- 

ამ ჭრილებს, სათანადოდ, თ და ჩ 
ჭრილები ვუწოდოთ. გაჭრილ სიბ- რილი ს,კონტური 
რტყეზე ავირჩიოთ ინტეგრალქვეშა #პლ | 1 7. 

”წ 

. 
თ 

  

    ფუნქციის ის შტო, რომლისთვისაც აფუ='სა“8) 
მICთC(-–--– თ)=0, როცა (-თ>90, 

ე. ი. თ-ჭრილის გასწვრივ, ასევე 9 ა 

მXC((–-ჩX=0, როცა (–ჩ>0. ამ 
პროცედურის შემდეგ ჩვენ მიერ ნა - ნას, (8, 2) 
პოვნ (8,27) და (8,28) ამონახს- 

ნებს სავსებით გარკვეული აზრი ექნებათ §>0 შემთხვევაში. #-ის დადებითად 

განსაზღვრა დაგვჭირდა იმისათვის, რომ (8,26) ფუნქცია ი«/:-მამრავლის წყალო- 

ბით (=--თ მოსპობილიყო და კონტურის (8,26”) პირობა დაკმაყოფილებული 

ყოფილიყო. ახლა დავამყაროთ კავშირი ჩვენ მიერ ნაპოვნ (8,27) და (8,28) ამო–- 

ნახსნებისა (8,14) განტოლების სათავეში რეგულარულ ამონახსნთან. განვიხილოთ 

კერძო შემთხვევა, როცა #=>0. ამ შემთხვევაში საჭირო აღარაა რთული 0-იგ-კონ– 

ტურის აღება. ახლა საკმარისია კონტური იწყებოდეს რაიმე «, წერტილში ღა 

გარს უვლიდეს თ-ს დადებითი, ხოლო 8-ს უარყოფითი მიმართულებით (ნახ. 1,2). 

ცხადია, ასეთი კონტურის შემოვლისას ინტეგრალქვეშა ფუნქცია ნაზრდს არ შეი– 
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ძენს, როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, ამონახსნი არ იქნება 2-–ხე დამოკიდებული, 

ამიტომ #ე წერტილი–-– C-ში გადავიტანოთ. მაშასადამე, ავიღოთ კონტური, რო- 

მელიც იწყებოდეს თ-ჭრილის ქვედა კიდეზე--–თ-ში, გარს უვლიდეს თ-წერტილს 
დადებითი მიმართულებით, ხოლო შემდეგ 8-ს უარყოფითი მიმართულებით, ამას- 
თან თ-განსაკკუთრებული წერტილის შემოვლით მივიღებთ ჯი,კ(7) ამონახსნს. თ- 
ჭრილის ქვედა კიდიდან თ-წერტილის გარს შემოვლისას გადავდივართ იმავე ჭრი- 

ლის ზედა კიდეზე შემდეგ კი ვუვლით 8-წერტილს უარყოფითი მიმართულებით. 
ჩვენ რომ ჩ-ს შემოვლა მოგვეხდინა თ-ჭრილის ქვედა კიდიდან, მაშინ მივიღებდით 
–-+0,(2) ამოხსნას, მაგრამ მანამდე ჩვენ თ-წერტილს შემოვუარეთ და ამიტომ ინტე- 

გრალქვეშა ფუნქციამ მიიღო ნაზარდი 6Xი(2Xჯ»)), რის გამოც 8-ს შემოვლა უარ- 
ყოფითი მიმართულებით მოგვცემს-–-65MM0;(2) ამონახსნს. 

ამგვარად, როცა 0=0, რეგულარული ამონახსნი განისაზღვრება ფორმულით 

%(29) =ჯ0''X/) –Lჯი'”X/), (C8,29) 

სადაც თ = | (თან) 0-9, (8,3თ 
C2 

+012) = –-ენმM | (L--თ)ჩ 1((-–-8)” 1 VI იჯ. (8,319: 

Cზ 
ეილერის წარმოდგენა. განვიხილოთ (3,1) განტოლების მნიშვნელოვანი 

კერძო შემთხვევა, როცა #(7) არის მეორე რიგის პოლინომი, V(2)-– პირველი რიგი- 
სა, ხოლო 2. მუდმივი სიდიდეა, ამ განტოლების ტიპს მიეკუთვნება, მაგალითად, 

ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციების განტოლება და სხვა. ვიპოვოთ ასეთი განტოლე- 
ბის ამონახსნის ინტეგრალური წარმოდგენა შემდეგი გულით: 

XC, ()= (#–– I). (8,32 
ისევე როგორც წინა შემთხვევაში, ვიპოვოთ #X(», 1). (8,2) ფორმულის თანახმად, 

გვექნება 
LM (#7, ჯ)=ს.(9) 0(0––1) (2––1)9 “2 -L 6V(2) (–––1)ი“1-L+XC2––,)?; (8,33) 

რადგან #(2) და V(C) პოლინომებია, ამიტომ ჩვენ შეგვიძლია მათი გაშლა (2-7) 

ხარისხებად; ამ გაშლას ჩვენ მიერ განხილულ სპეციალურ შემთხვევაში ექნება სახე 

M(0=სC)+C0–ი0 "თ +-- C-–0'ს”თ), (8,34) 

V(2) =V(C) -++C2-––”7) V (9), (8,35) 

მაშინ (8,33) ფორმულა მოგვცემს 

1# (#6, ჯ) = 0(0-––1) IM+Cჯ) (2––§)9-!-L (IL C0) ი(0––1)-L60VC0)) (––ე)9 + 
1 

+ სი ი6-1)4+VX0+1|C–ი?. (8,36) 

ცხადია, ეს გამოსახულება ასეც შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ: 

კ? ძ 
VX#LIX(#2, 1) = _–––ნდთი –– ლ 8,37 (#, ჭ) («თ 26 თ) 2 +») (ფი ( ) 

სადღაც 0()= (0––1) IM(C9) +V), (8,38) 
1 

#= > 0(6-––1) ს”(0 +-0V (1) -+-2.. (8,39) 
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შევიტანოთ (8,37) გამოსახულება (8,12) ინტეგრალურ წარმოდგენაში, 
გვექნება 

_ თ ძ 1LIXC#)= I «( (ით-> –M0:;:+X|C–ი« –0. (8,4თ) 

ჩავატაროთ ნაწილობრივი ინტეგრაცია. მივიღებთ 

( (10) ს – > დღე ი-ე? LM) 9(0)––9(0 (0 ლ) + 
C 

(იდ (სთ +– 2 0)+XI «- =0. (8,41) 

კვლავ მოვითხოვოთ, რომ თავისუფალი წევრი კონტურის გასწვრივ ნულია, ე» ი 
( 0I1) (I) (–––8) ?/-1+Iს'(0) + /9!(0) +9CI) ს)(2–09)-=0, (8,42) 

მაშინ (,8,41)-დან ვიპოვით დიფერენციალურ განტოლებას, რომელსაც აკმაყოფი- 
ლებს თ(,) ფუნქცია 2 

4 0)+9% 60-+XM(0=0. (8,43) 
ძ/ “ 

ეს განტოლება შეგვიძლია საგრძნობლად გავამარტივოთ ი-ს შერჩევით, რომელზეც 
ჯერჯერობით არავითარი პირობა არ დაგვიდვია. პირობის თანახმად, ს”, V და 2, 

ჯ-ზე დამოუკიდებელი მუდმივი რიცხვები იქნება, ამიტომ შეგვიძლია ი ისე შევარ- 
ჩიოთ, რომ (8,39) ფორმულით განსაზღვრული X იყოს ნულის ტოლი. მივიღებთ 

1 
ფ M8--1)#0+(V(0+7=90. (8,44) 

ამ განტოლების ორი ფესვის მიხედვით შეგვიძლია ვიპოვოთ ეილერის ორი სხვა- 

დასხვა წარმოდგენა. (8,44) პირობით (8,43) განტოლება მარტივად ამოიხსნება, 
ამისათვის აღვნიშნოთ (II) =I+(I) (), მაშინ 

1ძი_ _ წი. (8.45) 
ჯრ "სი 

9 8(,) 
არ-4%(- | აი): («4=000შ3ს (8,46) 

თუ გავითვალისწინებთ (8,3მ) აღნიშვნას #() ფუნქციისათვის საბოლოოდ 

მივიღებთ 
+X) 

0=–-- · (8,47) «ა-ეც აი(– ("ი 
კონტურის (8,42) პირობა, V())-ს ამ მნიშვნელობის შეტანით, გამარტივდება, 

რამდენადაც მეთრე წევრი მოისპობა, შედეგად დაგვრჩება 
(9(0,#)I-=0, (8,48) 

სადაც 9(», /1=0M) 90) («–ტჩ“!. (8,49) 
ამგვარად, (18,1) დიფერენციალური განტოლების ამონახსნი (ზემოაღნიშნუ- 

ლი შეზღუდვებით VI), V(,/) და XI) ფუნქციებისა) გამოვხატეთ (8,12) სახით, 
ჰ5ა



სადაც გული განსახღვრულია (#8,32) პირობით, V()-ს აქვს (8,47) სახე, ხოლო: 
კონტური აკმაყოფილებს (19,48) პირობას, 

§ C. ეილერის IL(Cუ და 8(>,>) ფუნქციები 

ეილერის IC) ფუნქცია განისაზღვრება შემდეგი ინტეგრალით (152, 156): 

IC) = I 6 / (2-1 კ(. (0,1) 
ი 

მთელი დადებითი და ნულოვანი »-ისათვის 

IXIL-L-1) =%! (0,2) 

ცხადია, I"V2) =IX1) =1, (0,1) ინტეგრალის კრებადობისათვის საჭიროა ”X6C2>0, 

როცა 3 მთელი არაა, ინტეგრალქვეშა ფუნქციას #6“! 2-1Mი#7 ექნება განშტოების 
წერტილი. 

რადგან (0,1) ინტეგრალი თანაბრად კრებადია 726 #>60-სათვის, ამიტომ 

#69>0 ნახევარსიბრტყეზე I(C2) ფუნქცია ყველგან სასრულია, გარდა ამისა, ამა– 

ვე ნახევარსიბრტყეზე (C,1) ფორმულის გამოყენებით შეიძლება გამოვთვალოთ 
ყველა რიგის წარმოებული. მაშასადამე, #62>0 ნახევარსიბრტყეზე IIX2) ფუნქ- 

ცია ანალიზურია. 

მართალია, 1IX28) ფუნქციის (C,1) განმარტება სამართლიანია მხოლოდ მარ- 
ჯვენა ნახევარსიბრტყეში, მაგრამ იგი შეგვიძლია ანალიზური გაგრძელების მეთო– 

დით განვსაზღვროთ 7#62<0 არისათვისაც. ამისათვის (C,1)-ში ჩავატაროთ ნაწი- 

ლობითი ინტეგრაცია. რადგან თავისუფალი წევრი საზღვარზე მოისპობა, ამიტომ 

მივიღებთ 

IIC2)= + I 6 12 თ, (C,3) 
20 

საიდანაც 

21I(C2)=IX2+1). (C,4) 

ამ უკანასკნელი დამოკიდებულების გამოყენებით IMV2) ფუნქცია შეგვიძლია გავაგ- 
როძელოთ 7§2<0 არეშიც. მართლაც, კომპლექსურ სიბრტყეზე გამოვყოთ ერთე- 

ლოვანი სიგანის ზოლი ––1/2< 2<1/2 და მასში განვიხილოთ (0,4) ფორმულით 

განმარტებული IV) ფუნქცია (2%0). რადგან (0,1) განმარტებულია #262>0 
არეში, ამიტომ ამ ორ ანალიზურ ფუნქციას ექნება საერთო განმარტების არე, 

რომელიც 0<>3<1/2 ზოლს ემთხვევა. ეს კი ნიშნავს, რომ პირველი ფუნქცია 

იქნება მეორის ანალიზური გაგრძელება «<0 არეში, 

გამოვარკვიოთ I(2) ფუნქციის ყოფაქცევა #6-<0 არეში. (C,4) ფორმუ- 

ლიას თანახმად, 

1IC2+#--1)=(7+#) (2+»-–-1)...2IV2), (C,5 
ან სხვანაირად 

ხთფ- – MXX+XM1ს _, 
(თ-+1)(2+7–-–-1)...# 

სადაც ) მთელი დადებითი რიცხვია. 

454 

(0,5)



ჩვენ ვხედავთ, რომ I'C2) ფუნქციას ექნება პოლუსები #=>=––# (#=0, 1, 2,...) 

წერტილებში. მართლაც, როცა #->–», მაშინ (0,5) გამოსახულების მრიცხვე- 
ლი გახდება IC1)=1, ხოლო მნიშვნელი გაუტოლდება ნულს. (C,5”) ფორმული- 

დან მივიღებთ 

: ა (–-1) 1 Iთ=---  –--:. 6 „სი (00%01(9 (–1)(=2)..-C-#) . »I თი 
ე. ი. IX) ფუნქციის ყველა პოლუსი პირველი რიგისაა და ნამთი პოლუსში გა- 

ნისაზღვრება -+C--1)-ით. ადვილი მისახვედრია, რომ თუ შევადგენთ IL(2)I(1-––2) 
(2. 

ნამრავლს, მაშინ ამ გამოსახულებას პოლუსები ექნება ნებისმიერი 2=»ჯ მთელ 

რიცხვზე #=0, +1, +2,+... ეს ნამრავლი ხშირად გვხვდება პრაქტიკულ გა- 

მოთვლებში, ამიტომ მნიშვნელოვანია მისი გამოსახულების პოვნა. 

განვიხილოთ ისევ (0,1) განმარტება და ჯერჯერობით ჩავთვალოთ, რომ გ 

მოთავსებულია არსი ღერძის (0,1) მონაკვეთზე. ინტეგრალში შემოვიღოთ ახალი 

ცვლადი ჯ=721; მივიღებთ 

1I(C2)=2 I გ-ბუბ%-! ქი, (C,7) 

საიდანაც ' 

II1-–-2)=2 I გ” ყ-M%ქყ. (C,ზ) 
0 

ამ ინტეგრალების ერთმანეთზე გადამრავლებით კი გვექნება 

I I0-–8=4 | I ლორ 5) ი.ი. (0,9) 

0.9 ყ 

მიღებული ინტეგრალი შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც ორჯერადი ინტეგრალი 

(თ, ყ) სიბრტყეზე, ამასთან, ინტეგრირების არეს წარმოადგენს >>0, ყ>0 კვად- 

რანტი. შემოვიღოთ პოლარკოორდინატები 

თ=0 0098C, 0<ი0<-თ (C,10) 

ყლ=იპშიდ 0<დ< > 

ით ძVყ=0ი ძC ძი. 

ინტეგრალი ი-თი მოგვცემს ნახევარს; შედეგად გვექნება 
9 

LC2)I1--) =2 I იხთ%2-1დ ძდ. (0,11) 
9 

ერთხელ კიდევ შემოვიღოთ ახალი ცვლადი 
ძV 

დ=თI0L9I/ V , მაო აივი (C,12) 
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  ძV. (C,13) 
1+% 

IM2) ILL-- 7) = | “თა 

0 

ეს კი ცნობილი ინტეგრალია, რომელიც ტოლია 

მნიშვნელოვანი ფორმულა 

  ამგვარად, მ 
310 X # · % ჟვიღეთ 

ILC2) I(1-–2)=   · (0C,14): 
8)0X/ 

ამ ფორმულის სამართლიანობაში ნებისმიერი „-ისათვის დავრწმუნდებით ანალი- 

ზური გაგრძელებით. როცა #=# (=0, +1, +2,...), ტოლობის ორივე მხარე: 

უსასრულობა ხდება, ცხადია, ლთ ფუნქციას აღარ ექნება განსაკუთრებული 
#8 

წერტილები, ამიტომ იგი იქნება მთელი ფუნქცია, რომელსაც ექნება მხოლოდ 
ნულები #=0, --1, –-2... წერტილებში, 

ვეიერშტრასმა მოგვცა IC) ფუნქციის განმარტება უსასრულო ნამრავლე-- 

ბის სახით 

=-=/VV II ( 1 +, ,15 XC #6 II6+ჯ )“ (C,15) 

სადაც ჯ=0, 5772157 ე. წ. ეილერის მუდმივია. ადვილად ვაჩვენებთ, რომ ასე 
განმარტებული I(C7) ფუნქცია ემთხვევა (C,1) განმარტებას და მას აქვს ყველა ზე– 
მოგანხილული თვისება. ამისათვის საკმარისია, მაგალითად, შევამოწმოთ (0,14) 
ფორმულის სამართლიანობა. მართლაც, (0,4) თვისების თანახმად, (C,15) გან- 

მარტება მოგვცემს 

  =/V2 1-C-– I, ,16 

C19 IIC + >). რაი ("1 

თუ მოვახდენთ #->–-/ შეცვლას და (C,15) და (C,16) გამოსახულებებს წევრ–- 

წევრად გადავამრავლებთ, “ვიღებთ 

  1-- 2 – I. C,17 

1IC)1 I-2 =“1II ს-; რაი 
მაგრამ ცნობილია, რომ 

810 X# – დ 
–_-–-–-- 1 –_ C,18 52 II C რ (C,18) 

ამ უკანასკნელი ფორმულის გათვალისწინებით კი (0,17) მოგვცემს დასამტკი– 

ცებელ ტოლობას. 
ეერშტრასის (C,15) განმარტება ხელსაყრელია IV2) ფუნქციის წარმოებუ–- 

ლების მოსაძებნად. შემოვიღოთ ფუნქცია 

L“C) 
, »19 ” IC) (C,19) ჯ(> = 9 1ი I'I(V2)= 

ძი 

456



თანახმად (C,15) ფორმულისა, გვექნება 

1 
სო--/- ++ (+– + C,20 

> +272 (ათ 

თუ გამოვიყენებთ (0,4) ფორმულას, მისი გალოგარითმებითა და გაწარმოებით 

ვიპოვით დამოკიდებულებას 
ა6თ+1)= –+სთ; (0,21) 

  

მაშასადამე, 

  §«+0=-+ 9 (>---). (0,27 
#51 

ამ უკანასკნელი ფორმულიდან ცხადია, რომ ეილერის მუდმივი ტოლი იქნება 

L”V) 

  

=–--0 1 == · ,23)- VX=-–%(1) MI) (0,23) 

თუ (0,20) გამოსახულებას გავაწარმოებთ, #”(2)-ისათვის მივიღებთ 

თ 1 კ! 

ს'(2)= =–--1ი IX#). (C,24» 
თ. 2 (6-7? იძ» 

ასევე ვიპოვით მაღალი რიგის წარმოებულებსაც, 
.·ი ახლა გამოვიყვანოთ ზოგიერთი მნიშვნელოვანი ფორმულა. 

თუ (0,14) ფორმულაში შევიტანთ ჟ2=-1/2, მივიღებთ IL%1/2)=+X; საიდანაც 

"(>)-V >. (C,25) 

თანახმად (0,5) ფორმულისა, როცა 7=–-1/2, გვექნება 

1 1 ვ 1 1 (21–-1)!I – +“ ს)=/ფი–--- _ შს). აი/ 1) (42#M-1)!. , „26 
»C 2) C 2) 2) 2 ფ » VI. C.% 

ან, სხვანაირად, 

I(+1)-29M% > · (C,27) 
40 ჯI 

დავწეროთ (C,14) ფორმულა #=#M-+ 1/2-ისათვის 

1 1 ჯ 

2 –)ს)=-- “ალას (028 
#(+X)X(–-++) 31ი (V -L 1/2)>% C-I»X (0,28) 

ხოლო (0,26) ფორმულის გამოყენებით მივიღებთ 

C ს"? „- 
IC ღილი რი” 
 



(C,15უ1 ფორმულის გამოყენებით შეგვიძლია გამოვიყვანოთ ე. წ. გაორკეცების 
ფორმულა, რომელსაც აქვს შემდეგი სახე: 

2121-! 1 

127) = => 1(C=) I(I+ >) · (C,30) 

ვიპოვოთ, თუ რისი ტოლი იქნება | IICI-+1-+15) 1, სადაც 1 მთელი რიცხვია, თა- 
ნახმად (C,5) ფორმულისა: 

ILCL+1-L56)=(I1-+216) ((-–1 ++ 26). ..(1 -C16) 2C IX§6), (C,31) 

10C-+1-:C= (1--:6) (L--1-–-16)..-(1-–-15) 1I(1––15); (C,31) 
საიდანაც 

| 1((+1+15)|'=(/+-6)I0-–1)”+ §"I.-.(1 +6') :6 IC) II–– ს. (C,32) 
-ახლა, თუ გამოვიყენებთ (C,14) ფორმულას, საბოლოოდ გვექნება 

  > #6 
I10+1+19))1= –– = II (2+წ9; (C,33) 

კერძო შემთხვევაში, როცა 1=0, მივიღებთ 

(IM1+#0#---5-., (C,34) 
810 XC 

გამოვხატოთ IV2) ფუნქცია კონტურული ინტეგრალით. ამისათვის დავწეროთ 

IC)= | X0 I-ი, (0,3) 
C ა 

სადაც VI) ფუნქცია და C-კონტური განსაზღვრას მოითხოვს. გამოვიყენოთ (0,4) 

ფორმულა 

( 0 C#= | «6 #--'#(= | 2()-“ #V. (C,36) 
C C ი “ 

ნაწილობითი ინტეგრაციით მივიღებთ 

| ++ #ი=წ0C0V (0,37) 
C 

სადაც მარჯვენა მხარისათვის, ბუნებრივია, მოვითხოვოთ წულთან ტოლობა. მა- 

შინ »+XVI) შეგვიძლია ვიპოვოთ განტოლებიდან 

ოფვველს (C,38) 
რომელიც გვაძლევს ამონახსნს 

ხ()=4.'!. (,4=ლტიხ3ს) (C,39) 
მაშასადამე, 

IX2)=4 | C /#?7-1ძ(; (C,4თ 
C 

ამასთან, C2, 11=17: 67 ფუნქცია უნდა ისპობოდეს კონტურის ბოლო წერტილე– 
ბის ჩასმის შედეგად. 

4«5§



(C,40) გამოსახულებაში ინტეგრალქვეშა ფუნქციას 

6“! (23-17! იც -))/ი1 (C,41) 

ექნება განშტოების ჯ(=0 წერტილი; არსი ღერძის გასწვრივ გავავლოთ #=0-დან 

1= +565 ჭრილი. ასეთ გაჭრილ სიბრტყეზე (C,41) ფუნქცია ცალსახა იქნება; 

ამასთან შევთანხმდეთ და ჩავთვალოთ, რომ ჭრილის ზედა კიდეზე 23+2L=20, ე. ი. 

ჭრილის ზედა კიდის გასწვრივ II ჩავთვაულლოთ ნამდვილ რიცხვად. ინტეგრა- 
ციის C-კონტური ისე ავირჩიოთ, 
რომ იგი იწყებოდეს + C-ში, 1თ! 

გარს უვლიდეს ჯ1=0 განსაკუთრე- 

ბულ წერტილს და კვლავ მიდიო- 
დეს უსასრულობაში დავუშვათ, 

რომ #62>0: კომის თეორემით –- 

ინტეგრალის სიდიდე არ შეიცელე- „2-- 
ბა, თუ კონტურს ისე ვადეფორმი- (-ი „ანაუთტებუ- - ქრილის ყვედა კიდე 
რებთ, რომ ხელს არ ვახლებთ გა- ლი წერცილი 

საკუთრებულ წერტილს და კონ- 
ტურის ბოლო წერტილსაც დამაგ- ნახ. (C,1) 

რებულს დავტოვებთ. ამ თვისების 
გამო საინტეგრაციო კონტური შეგვიძლია დავიყვანოთ სამ კონტურზე: ერთია 
(თ, 5) მონაკვეთი ჭრილის ზედა კიდის გასწვრივ, მეორე ––6 რადიუსის (, წრე 
ცენტრით L=0 წერტილში და მესამე––(9, თ) მონაკვეთი ჭრილის ქვედა კიდეზე. 
შითანხმების თანახმად, პირველ კონტურზე ინტეგრალის ქვეშ 1ი# ნამდვილია, 
ქვედა კიდეზე გადასვლისას, რადგან =0 წერტილს გარს ვუვლით დადებითი მი- 
მართულებით, 1Iი ( დაემატება 2ჯ მამრავლი. ასე რომ 

  

ი I ჭრილის ზედა კიდე 

" C 

I! 

. = 
| –(6-L#= | C/ (7-ს 0(+46%-)ბ% | <6 #+ | C964ძ/. _ (0,42) 
C წ თ C 

ახლა მივასწრაფოთ წრის რადიუსი ნულისაკენ დავამტკიცოთ, რომ ამ 

დროს ინტეგრალი 0,-კონტურზე ნულის ტოლია. ცხადია, «“/ ამ წრეზე შემო- 

საზღვრულია დზე ღამოუკიდებლად. შევაფასოთ (1. რადგან #=8609, სადაც 

დ=29»Xწ (, ამიტომ |ჯ>-! | =6+-1 “#9, მაშასადამე, როცა თ«>1, მაშინ |ჯ?“1 | -+0, 

1 
თუ 6->0, წინაა=მდეგ შემთხვევაში მიისწრაფვის C--საკენნ როგორც 552 · რად– 

გან C,-კონტურის სიგრძე 2X6-ის ტოლია, ამიტომ შეგვიძლია დავასკვნათ, რომ 
C.-ზე აღებული ინტეგრალი, როცა 6->0, ნულის ტოლი იქნება; ამგვარად, 

(C,42)-დან დაგვრჩება 

  

0 ით 

I 6 I (6-101= I დ“ (2 1ქჯ-+ ე9442 I #“-/(2-) ქ, (C,43) 
C = ბ 

, საიდანაც 

--.-_–--–-.” (C,44) 
C 9



თუ უკანასკნელს შევადარებთ (0C,40) ფორმულას, დავინახავთ,რომ 4“1=-ე?ზ7X/7. 1 

და, მაშასადამე, IL) ფუნქციისათვის გვექნება შემდეგი წარმოდგენა: 

IV.)= 
გ 
მი6- 1 I ტი /ჯ 1 ქს. (C,45); 

C 

ანალიზური გაგრძელების ძალით ეს ფორმულა სამართლიანი იქნება ყველა „-ები– 

სათვის, თუ გავიხსენებთ, რომ (––1)2“1= ტჯჯ (1% (2––11)= ––6X (2X2), შეგვიძლია- 

დავწერთთ 

ICI0=– _შ1. I ი“ /(-–-1)2-1 ძ. (0,46) 
21810 »2 C 

თანახმად (C,14)-ისა, გამოსახულება I“ X2)= 1 810 %2 I(1-- თ), ამიტომ (C,46) 
ჯ% 

წარმოდგენის გამოყენებით გვექნება მნიშვნელოვანი ფორმულა 

1 1 
–-“==- –--–-| 6-1) 2 იჯ. C,47 
IV) 2Xჯ I ( ( · 

ყველა ზემომოტანილ ინტეგრალში (C-ში იგულისხმება კონტური, რომე- 

ლიც (0,1) ნახაზხეა მოცემული, ცხადია, თუ (C,47) ფორმულაში მოვახდენთ 
ჯ ცვლადის შეცვლას --ჯ-თი, მაშინ გვექნება შემდეგი წარმოდგენა: 

1 1.1 წV#-+ I, (0,48) 
III 2% გ. 

C"-უკვე გამოხატავს კონტურს, რომლის ბოლოები LL6C1=-–-= წერტილშია და 

1=0 წერტილს გარს უვლის დადებითი მიმართულებით (151, 155, 156), 

ეილერის #(7, (ი) ფუნქცია. ახლა განვიხილოთ შემდეგი ფუნქცია: 

1 

1886, %)= | (?“X1--05“1 ძი. (C,4ზ” 
9 

კრებადობისათვის საჭიროა, რომ 1.0 2>0 და IL6(0>0. ინტეგრალქვეშა ფუნქ- 

ციას აქვს ორი განსაკუთრებული წერტილი ჯ=0 და ჯL#=-1, ამასთან, კომპლექ– 

სური ჟ„ და ჯი-რიცხვებისათვის იგულისხმება, რომ ამ ფუნქციას აქეს სახე 

#ი-I(1--ჯეთ-1 = (2-1) /ი (+6თ7-1) (ი 0–ი, (C,49). 

სადაც 10#ჯ და 10ი(1--/) ითვლება ნამდვილ სიდიდეებადა 
ახალი ცვლადის შემოღებით (0,48) სხვა სახითაც შეგვიძლია გადავწეროთ. 

ვთქვათ, 
ჯ 

დ = 1-+” (C,50). 

მაშინ (C,48) მიიღებს სახეს 

#7 თ ძთ 8CXთ,+0.C= | 7 2 C,51). (2, 50) 0 ლთ ( 

0 

48%



78(თ «) ფუნქციას ეილერის ბეტა ფუნქცია ეწოდება. იგი შეგვიძლია დავა– 
კავშიროთ ეილერის IX) ფუნქციასთან. ამისათვის (0,51) ფორმულაში შემოვი– 
ღოთ ახალი (ვლადი #L=Lყწ?დ, მაშინ მივიღებთ );8(2, (0) ფუნქციის სხვა წარმოდ– 

გეხასაც 
წ 

> 
8C, ()= I 010271 დ ცცყ?“–1 დ ძდ. (0,52) 

0 

გამოვიყენოთ IX2) ფუნქციის (C,7) განმარტება. მივიღებთ 

IX9ICV) = 4 | 6» 25-ე ( იყი) ქე, (0,531) 
ი 9 

გადავიდეთ პოლარკოორდინატებზე (0,10) ფორმულებით. გვექნება 

ჯ 

თ 2 
IX(#) III) = 4 | იი" ი'+-1ქ6 (§(ე%7“1 დ ცივ“ი-1 დ ძდ, (0,54) 

0 9 

საიდანაც (0,7) და (C,52) ფორმულების გათვალისწინებით მივიღებთ მნიშენელო- 
„ვან დამოკიდებულებას ეილერის II) და 7(, %) ფუნქციებს შორის: 

LC) L CV) 

I (2-I-50) 

ამ ფორმულიდან გამოჩნდა, რომ ეილერის ბეტა ფუნქცია სიმეტრიულია #» და 

%-ცვლადების გადასმის მიმართ 

8C, 10)= (C,55) 

718(7, 10)= 8 (ს, 2). (C,56) 

თუ (C,55) ფორმულაში ავიღებთ +ს)=1--2, მაშინ 

:8C, 1––20)=1IVC2) I(1––ი), (C,57) 

რომელიც (0,51) ფორმულის გამოყენებით შეიძლება საკუძვლად დავუდოთ 

(C,14) ფორმულის გამოყვანას. 

IXLC2) ფუნქციის მსგავსად 18(ი, 10)-ც შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ უსასრულო. 
ნამრავლების სახით. ამისათვის ვისარგებლოთ (C,55) თვისებით და გამოვიყენოთ 
ჟუილერის IX2) ფუნქციის (0,15) განმარტება. გვექნება 

  

II #+2+# 

წ»,ე='+%“4:ნ”” , (C,58) ი = 
II #+იC6++) 
#51 

"საიდანაც საბოლოოდ მივიღებთ მნიშვნელოვან ფორმულას 

ჩ(-+ი+/” 
8V,, = სააიუეუუუულლი, 0C,39 
ი" II 6+M(V+# (ათ 
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ცხადია, უკანასკნელი ფორმულა შეგვიძლია გამოვიკენოთ როგორც 12, აი) ფუნქ-- 
ციის განმარტება. თუ (0,59) ფორმულიდან განვსაზღვრავთ /#32(:+1,:ი) და 
18Cთ, %+1) და მათ ერთმანეთს შევადარებთ, მივიღებთ დამოკიდებულებას 

1013(-+1, +) = 25(«, « -L1). (C.60) 

მსგავსად (C,46) ფორმულისა, შეგვიძლია გამოვიყვანოთ _+8(», II) ფუნქციის 

კონტურული ინტეგრალით წარმოდგენის ფორმულაც,. განსხვავება იქნება იმაში, 
რომ, ნაცვლად C-ისა, კონტური დაიწყება (=1 წერტილში და გარს შემოუვლის 

1=0 განსაკუთრებულ წერტილს; შედეგად გვექნება 

13(8, 40)= –   | –ი:10-–ი”-! «4. (C,6)1) 
2§51% X2 C, 

ამ ფორმულით შემდეგში ხშირად ვისარგებლებთ. საინტეგრაციო კონტური მოცე- 

მულია ნახ. (C,1)+ 

§ 8. პიპერბეომეტრიული ფუნქციები 

პიპერგეომეტრიული ფუნქცია. ჰიპერგეომეტრიული ფუნქცია წარმოადგენს 
შემდეგი დიფერენციალური განტოლების ამონახსნს (8, 153, 154, 156): 

10 ე9/(ი ძ"/ (24) 429 2 
ძა? 

+ (C-(C+ს+1) 5) –“––– –– იხ/(2)=0. (0,1) 

თ, ხ, C-ს პარამეტრები ეწოდებათ, # და ხ ბანერი სიდიდეებია, დ კი არ არის 

ნული და არც უარყოფითი მთელი რიცხვი. (0,1) განტოლება სიმეტრიულია თ 
და ხ პარამეტრების მიმართ, ამიტომაც ამოხსნასაც იმავე სიმეტრიის თვისება 

ექნება. 
განტოლების ამოხსნა ვეძებოთ შემდეგი უსასრულო მწკრივის სახით: 

#C9=#' 2, 4.2» (0,2. 

ვიპოვოთ წარმოებულები და შევიტანოთ (7,1) განტოლებაში; გვექნება 

#(7– 1) 31(-+8)+§--1) 4, #9+-2+ (C--(თ+ ს +1)ი) 2.C+3) 4,141 
§=0 ყო0 

იხ 2, 4.7 ''=9. (0,3)- 
350 

გავუტოლოთ ნულს „-ის ერთნაირი ხარისხის კოეფიციენტები. #„-ის უმცირესი 

ხარისხის კოეფიციენტის ნულთან ტოლობა, როცა 4:%0, მოგვცემს ამონახსნის 

განმსაზღვრელ განტოლებას 
#”თ-–1-+2)=90, (0,4) 

რომლის ფესვებია #,=0 და 1,=1-–ი. 
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ჯერ შევისწავლოთ »-,=0 ფესვის შემთხვევა: ვიგულისხმოთ, რომ (#ჩ),3)-ში 

ჩასმულია #/,=0, მაშინ კმ-ის კოეფიციენტის ნულთან ტოლობა მოგვცემს 

ხ 
–--–-_„ჟ„7/ჟქ.ქ.ძ.ძ”/“– (6.59 

6 

სრულიად ანალოგიურად, ჟ-ის კოეფიციენტის ნულთან ტოლობით მივიღებთ 

_ (L1)(ტხ6 +!) ი(თ4+-1)ხ(ს+1) 
  

  

4: = (C+1) 4=-“, (2. 2X2+1) ჰი 64007 -I! (ი,6)- 

და ა, შ. ვიპოვით ყველა კოეფიციენტს, თუ C#0, –1, –-2,..., მაშინ 

მაა = (თ+11) (ხ+») 4. (610) (01-#--1) 6-+#) 6+#–)) ასლი. 

(L+ 1) (C-L7I) (ი +1) 1I(0+#) (0--#––1) 

_ ((თ.-L 1) ·-· (ღ-L#I) ხ(ხ-L1).-· (ს-- 7) , 

) 2-.-(V-CL1)0(--+1)-.-(2-L7) 

ბუნებრივია ავიღოთ „(-=1, მაშინ, (72,2) გამოსახულების თანახმად (როცა 7'==9), 

გვექნება შემდეგი მწკრივი: 
ის;  «თ(თ+1)ხ(ს+1) 

#(თ ხს, 0; 2)=1 -- – ––«–-–– რ.“ '!!". 

რხთმლეი უე! საა) 2 
სადაც თ და ს ნებისმიერია, ხოლო (65-0, ––1, –-2,... ცხადია, ეს მწკრივი შეგ-. 

ვიძლია წარმოვიდგინოთ შემდეგნაირადაც: 

(ხ,6) 

+...+, (0,7) 

თ 
IM) X LL Cთ-L1I) LC6C+7) 2". 

Xთ, ხ, 0; 2)= XC) II) 2 XIC+) 
(0,8) 

მწკრივს, რომელიც განსაზღვრულია (0,7) ან, რაც იგიეეა, (1),8) ფორმულით, 

ჰიპერგეომეტრიული ფუნქცია ეწოდება. იგი წარმოადგენს (L,1) განტოლების 

კერძო ამონახსნს რომ ავიღოთ განმსახღვრელი განტოლების მეორე ფესვი 

+=1-- ე, ანალოგიური თანმიმდევრობით მივიღებთ მეორე კერძო ამოხსნას. მაგ– 

რამ ამ ამონახსნს უფრო მარტივად ვიპოვით შემდეგი აღნიშენის შემოღებით: 

#(2) =#'!““ ყი(2). (I),9) 

თუ მოვძებნით წარმოებულებს და შევიტანთ (0,1) განტოლებაში, მივიღებთ 

2(1--2) ლი -6|2-6-(2+-6-26-+-3) 2) 10“ – 

(თ+-1–-0)(ს+1-–-2)10(2)=0. (C,1თ 

ამგვარად, გეექნება იგივე (0,1) განტოლება, ოღონდ სხვა პარამეტრებით; ამიტომ 

მეორე კერძო ამონახსნი იქნება 

72X2)= 281“ I(CC+1-0, ს+1--0, 2–-იძ, 2). (L,11) 

ეს ამონახსნი აზრს კარგავს, როცა 2-02=0, --1, ––2,... სამაგიეროდ, იგი აზრია– 

ნია მაშინ, როცა პირველი კერძო ამონახსნი (C-ს გარკვეული მნი შვნელობებისათ– 

ვის არ ვარგა. 

მაშასადამე, (ს,1) განტოლებას ექნება შემდეგი ზოგადი ამონახსნი: 

#(0 =0,XMVV6, ხ, 0; 2) +0,9 წ M(Cგ+1-–ი0, ხ+1-–ძი, 2–-ი; წ), (0,12) 
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დხადია, ჰიპერგეომეტრიული მწკრივის წარმოებული მოიძებნება ფორმულით 

9X"(ი, ს, C; 8) _ 
ძ/ 

განვიხილოთ ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციის კერძო შემთხვევები: 
როცა ი =ი, მაშინ (0,7) მწკრივი მოგვცემს 

- 

XC, ს, თ; 9=1+ხ+ს(0+1)2-+---+=0-7“”. (0,14) 

როცა თ=ხ=1 და 6=2, მაშინ 

იხ I LI, სხ+1, 6-+L1; ი, (0,13) 
C 

  #0, I,289=1 + -4+C 4..4-- 4+..4= 41 (0,15) 11.2, =1-- 2 3 ... +1 ... = 2 · , 

–” 

აშკარაა, რომ ნებისმიერი ს#-სათვის ადგილი აქვს ფორმულას 

#C–ი, ს, ს, ––6) =(1 +#)9. (6,16) 
შევნიშნოთ, რომ, როცა « და ს პარამეტრებიდან რომელიმე ტოლია მთელი უარ–- 

ყოფითი --; რიცხვისა, მაშინ ჰიპერგეომეტრიული მწკრივი ჩამოიჭრება და პო- 

ლინომად გადაიქცევა. 
მთელი რიგი ცნობილი პოლინომები და ფუნქციები შეგვიძლია დავაკავში– 

როთ ჰიპერგეომეტრიულ ფუნქციებთან. 
მაგალითისათვის განვიხილოთ ლეჟანდრის განტოლება 

(1–-– > )ყ  (2)–– 2=ყ (თ) +I(L+- 1)V(») =0, 1=0, 1, 2,... (0,17) 

ახალი «=1–-2/ ცვლადის შემოღებით იგი დაიყვანება ჰიპერგეომეტრიული ფუნქ- 

ციის შემდეგ განტოლებაზე: 
()--0ყწ+ (-20ყ-LI0+1)ყ=0, დთ,179 

რომელშიც პარამეტრებს აქვთ "შემდეგი მნიშენელობა: =1, ხ=–), თ=1+1. 

ასე რომ ლეჟანდრის პოლინომი განისაზღვრება შემდეგი ჰიპერგეომეტრიული 
მწკრივით: 

=თ=4X(I+ 1, – 7 1; ““). (4,=0003L (0,18)   

თუ გავიხსენებთ, რომ ლეჟანდრის მიკავშირებული პოლინომი ჯ#, (თ) მიიღება 

ლეჟანდრის #,(>) პოლინომის #I-ჯერ გაწარმოებით, და ამასთან გამოვიყენებთ 

გაწარმოების (0,13) ფორმულას, შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ 

  (=-+1)?. ს„თ)= წე –ლ. 1+1, 1–-: 1 ==) თ,19 
) (=––1)? I(1-–»ს 

ჩვენ დაგვჭირდება აგრეთვე იაკობის პოლინომები, რომლებიც ასევე შეიძ- 
ლება დავაკავშიროთ ჰიპერგეომეტრიულ ფუნქციასთან. იაკობის პოლინომები ასე 

განისაზღვრება: 

7ჯ-ჩM>) = IC=+#, –-X, 8; თ)= 

1+ 2 ლ-ას( ჩი (თ–+–»Xთ–+7 +1).-.(Cთ-- ი -+I+--#––1)დი · (6,2თ 

ჩ 8წ(8-L1)..-(3-++#––1) #=1



“იაკობის პოლინომები ორთო-ნორმირებულია შემდეგი პირობით: 

1 

| დ8-10 ––გ)«-ჩ (6.მI(დ) XC.ჩ) #2= 
0 

  

IX8)I(თ––8-+»--1) 011 3 ულ 

8(8+1)...(8-+-#--1)IC+#) თ+2» (020) 
უს ფორმულა სამართლიანია მაშინ, როცა 68 >90, 1:8(თ–-–8) > -––1, 

ჯ-ის რამდენიმე მნიშვნელობისათვის გვაქვს ფორმულები: 

»დC.X=2) =1, 

66.ჩფ)=1-- “5 თ, (ი,20”) 

#6C.ჩC.)=1 –2 9+2. _(+2XC-L3)_ 2. 

ჩ 8(8+1) 
შევნიშნოთ, რომ 

მმე!% XX დ) =(--1)” 6(%-ჩ(ჟ). (0,20”” 
ანალოგიურად შეგვიძლია ჰიპერგეომეტრიული მწკრივებით გამოვსახოთ 

სხვა სპეციალური ფუნქციებიც. 
დაუმტკიცებლად მოვიტანოთ ორი მნიშვნელოვანი ფორმულა: 

IL(0CICC--ძ--ბ) 
XXVთ, ხე 0; 2)= 

IL(CC––ი)IC2––ბ) 
(თ, ხ,თ+ხ-+1--02, 1–-2)+ 

1(C0)I(C+ხ–-ი) 

ILXთ)IV#) 

ეს ფორმულა აკავშირებს # და 1-–/ არგუმენტის ჰიპერგეომეტრიულ ფუნქციებს, 

(L,7) მწკრივით განსაზღვრული ფუნქციის განმარტების არეა | 7I<1 წრე. | #|>1 

არეში მის განსასაზღვრად საჭიროა ანალიზური გაგრძელება. ანალიზური გაგრძე- 

ლების სათანადო ფორმულებს აქვთ შემდეგი სახე: 

(1-–– გ“ “იხ (6-0, ხ–ს, 6+-1–-6–-ხ; 1“. (0,21 

IX(თოIXზ--თ) 1 
ე)0,0უ 20)–-–– –––. () 1. 1-– „– XVთ, სხ, C; 2) ცირ ი (ი თ+ თ თ+ ხ 2 + 

IIC0IVC=) 1 
0 /”/ისს+1–0ხ+1– ი: –– |, #,22 
12)ICC-–ხ) ( 112 ი -) თი 

ეს მწკრივი კრებადია, როცა |#| >1» 

გადაგვარებული პიპერგეომეტრიული ფუნქცია, გადაგვარებული პიპერგეო– 
მეტრიული ფუნქცი. X(თ, ხ. 6; ი) ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციიდან მიიღება 
ზღვრულ შემთხვევაში, როცა სხ->თ. (L,1) განტოლებაში შემოვიღოთ ახალი 
ცვლადი ჯ=#/, მაშინ მივიღებთ 

  დ” (თ) + = ც + 15) 2 თ – თ/(2) =0; (6,23) 

-თუ გადავალთ ზღვარზე, როცა ბ->Cთ, მიეიღებთ განტოლებას 

#/''(9+(C--2)/'(2)–-–0/(2)=0, (0.24) 
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ამ განტოლებასს უწოდებენ გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნჭქციების- 
განტოლებას. ცხადია, მისი ამონახსნი იქნება 

XC, C 2) = 11 X (« სთ +): (0,25) 
ს->ო 

XXV, 6; 2) ფუნქციას გადაგვარებულ ჰიპერგეომეტრიულ ფუნქციას უწოდე- 
ბენ; იგი განისაზღვრება შემდეგი შარი 

რ6 #2 # | 9თ+I) ი(თ+1) „გზ 

1! 0(0-+1) 2! 

ან, ეილერის IC2) ფუნქციის დახმარებით იგივე მწკრივი ასეც შეგვიძლია ჩავწეროთ: 

LI %ILC+#). 2. 

1Xთ) 24 ICC+7) I 

ეს მწკრივი კრებადია ნებისმიერი სასრული გ-ისათვის. თ-პარამეტრი ნებისმიერია, 

6 კი არ უნდა უდრიდეს 0,–-1,–-2,... როცა თ=0, მაშინ »XVX(0,0; 2)1=1, ხოლო 

როცა თ2=-, სადაც # მთელი რიცხვია, მაშინ (0,26) მწკრივი » ხარისხის პო- 

ლინომზე დაიყვანება. 

შევნიშნოთ, რომ (08,24) განტოლებას არამთელი დ-პარამეტრისათვის აქვს 

მეორე კერძო ამოხსნაც 

2 (I(C--+1, 2–-ი; 2. (0,28) 

ამ ამოხსნას, პირველისაგან განსხვავებით, აქვს განსაკუთრებული წერტილი 7;=0. 
უშუალო შემოწმებით ვაჩვენებთ, რომ ეს ამოხსნა აკმაყოფილებს განტოლებას 

#/ '(2)+(C2-ი-–-2)/ (0)--(თ--6+1) /(2)=0. (L,29) 

ხშირად იხილავენ არარეგულარულ გადაგვარებულ ჰიპერგეომეტრიულ ფუნქციას, 
რომელიც წარმოადგენს შემდეგ შუი წავის 

X0-- – 
_10- ძი #» თ, C; 2 

ა ანჯეი? იი ა-ი 
2=0 წერტილი ამ ფუნქციისათვის განსაკუთრებული წერტილი იქნება. 

პიპერგეომეტრიული ფუნქციების წარმოდგენა კონტურული ინტეგრალ ებით, 

ჯერ დავიწყოთ გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციების წარმოდგენით, 
გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული განტოლება (0,24) კერძო შემთხვევაა ჩვენ. 

მიერ განხილული (8,14) განტოლებისა სახელდობრ, თუ (8,14)-ში ავიღებთ 

თა=0, 0ი,=-–1, ხ,=0, ხა=–ი, მაშინ იგი (),24) განტოლებას დაემთხვევა, 

ახლა (8,217) კვადრატულ განტოლებას ექნება (?7--#=0 სახე, რაც მოგვცემს ორ 
ფესეს თ=0 და 8=1. მაშასადამე, (8,23) ფორმულის თანახმად, 8=ძ, მძ=6–ძთ. 
ასე რომ, (8,25) ფორმულის მიხედვით, რეგულარული ამოხსნა შეგვიძლი· გამო– 
ვხატოთ შემდეგი კონტურული ინტეგრალით: 

“““ Cდ,3თ 
C 

ამასთან, ინტეგრირების კონტური ისე უნღა შევარჩიოთ, რომ, (8,26) ფორმუ- 
ლის თანახმად, 

X#L(თ, 6; 2) = –+.+ (L,26) 

X#LCთ, 0, ,9)–ლ–“ (0,27) 

ბ%(თ”, C; 21= თ 6 IC-00+I, 2--ი ბ). (M,29.) 

9C, 1) =1%(L--1)(““44(2 (L,31).. 
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ფუნქცია ნული ხდებოდეს კონტურის ბოლო წერტილების ჩასმისას. (0,3!) ფუწ- 

ქციის სახიდან აშკარად ჩანს, რომ შესაძლო კონტურები შეიძლება უამრავი იყოს. 
ასე მაგალითად, როცა #00>1146C>90, კონტურად შეგვიძლია ავიღოთ (0,1) მო- 
ნაკვეთი. ამ შემთხვევაში, მართლაც, CC, 1)-=29(/, 0)=0; ხოლო როცა 16C>0 
და #26>0, მაშინ კონტური იქნება (––თ, 0) მონაკვეთი. ასევე კონტურად შე- 
გვიძლია შევარჩიოთ C„გ-ორმაგი კონტური (იხ. ნახ. 8,1), რომელიც 9, 0 ფუნ– 
ქციას უბრუნებს საწყის მნიშვნელობას, და სხვა„ 

ზემოთქმულის თანახმად, შეგვიძლია დავწეროთ 

1 

X#VCთ, C; 2)= 4 I ჯი L1--ჯ)” “ძ“167(ძ(. (0,232). 
0 

4-მზუდმივი განვსაზღვროთ პირობით XVXთ, 0; 0)=1; გვექნება 

1 1 

+ I ჯი 11 კ)“ ი-1ქ(= 8(ი, თ); (06,33» 

თუ გავიხსენებთ (C,55) ფორმულას, საბოლოოდ შეგვიძლია დავწეროთ 

IVC)) ,' == 
X#X(თ, 6; 2)ლ– –– ელე | (0XM1. /)6–ძ“ ე2//L, (I),34) 

ILCთ) ICC –– ი) I 

ეს წარმოდგენა სამართლიანი იქნება როცა 7:66> 70 >0. კერძო შემთხვევაში, 

როცა ი=1 და 2=2, (0,34) ფორმულიდან მარტივად მივიღებთ 

#0, 2; 0 = -+C>--)). (ი,35) 
2? 

აჭ უბრალო მაგალითიდანაც კი კარგად ჩანს ინტეგრალური წარმოდგენის ხელსაკრე– 

ლობა ზოგიერთი გამოსახულებების მოძებნის დროს. 

ვთქვათ, I22C> #60 და 6-არამთელი დადებითი ოიცხვია, მაშინ ინტეგრალი 

შეიძლება ავიღოთ ისეთ 0” -კონტურზე, რომელიც იწყება (=1 წერტილში დადე– 

ბითი მიმართულებით, გარს უვლის 

#=0 განსაკუთრებულ წერტილს და 

კვლავ ჯ=1 წერტილში ბრუნდება ” ოს 

ნახ. (0, 1). + 0 
რადგან (0,30) გამოსახულება 

რეგულარულია 2=0 წერტილში, 
ამიტომ იგი მუდმივის სიზუსტით 

ამავე წერტილში რეგულარული ჰი- ნახ, (0, 1) 
პერგეომეტრიული ფუნქციის ტო- 
ლი იქნება. ასე რომ შეგვიძლია დავწეროთ 

M96L 

XC, 6; #0)= 4 I ი(2(--/)2-1(1--/ეC–4-1 ქე, (ი,360 
C” 

მუდმივი კვლავ XXთ, C; 0)=1 პირობით განვსახღვროთ; გვექნება 

1=4 | (– 095-ე!“ ი ი. (0,37) 
C” 
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თუ გავიხსენებთ ეილერის ბეტა-ინტეგრალის (C,61) წარმოდგენას და (C,14) ფო–- 
რმ , მივიღებთ 

4= _ _1_ II1--თI(. 

2: I(C-–ძ) 

მაშასადამე, გვექნება შემდეგი ინტეგრალური წარმოდგენაც: 

1 I(1-–ი)I(9 I ილ(- ეთ. ყელლი-1 ქე, (0V,39 

C. 

(–,38) 

XX(თ, 6; 2)=–––_ 
ი”. IXC2–თ) 

გამოვიყენოთ იგივე მეთოდი (0,29) განტოლების ამონახსნის ინტეგრალური 
წარმოდგენებისთვისაც. ამ განტოლების (7,14) განტოლებასთან 'შშედარების შედე- 
გად დავასკვნით, რომ თე,=-–-1, ძე=2-–-0, ხე=–ით+6--1 და ს,=0. განსაკუთრე- 

ბული წერტილები, ცხადია, კვლავ «=0 და ჩ=1 იქნება ხოლო #0=თ-–-0+1, 

ძ=1--ი. ასე რომ ამონახსნისათვის გვექნება წარმოდგენა 

#IC)= 72% | თ5ჯი“"(L--1)““ირჯ. (0,40) 
C 

CX2, 1) ფუნქციას, რომელიც კონტურის შემოვლისას უნდა ისპობოდეს, ამ შემ- 

თხეევაში, აქვს გამოხატულება 
CოV., #=(/5“65+1ც 1ა1-იტ/2, (0,41) 

ხელსაყრელია (0,40) ფორმულაში შემავალ ინტეგრალში მოვახდინოთ (ავლადის 

შეცვლა 2'=ჯ/, მაშინ გვექნება 

#XC0= | “0-ი) 90 ქ. (0,42) 
C 

ამ შემთხვევაში კონტურის (§X-, ,1))-=0 პირობა მიიღებს ასეთ სახეს: 

(2 2+1C--)1 90 =0. (9,43) 

ამ გამოსახულებიდან კი ნათელია, თუ როგორ უნდა შეირჩეს საინტეგრაციო კო- 

ნტური. იგი უნდა იწყებოდეს ს#6ჯ=-Cთ-ში, გარს უვლიდეს ორივე ჯ=0 და 

L=წ6 განსაკუთრებულ წერ- 

ტილს დადებითი მიმართულე– 

  

I! ბით და კვლავ Iს#6ჯL=-–-C-ში 

რ ბრუნდებოდე” (ნახ IL,2). 

6 ასეთი კონტურის ბოლო წე–- 

_–_____<–_ რტილებში «/-მამრავლის გა–- 

ჭ » % მო (0,43) პირობა კმაყოფი–- 

“ი “გ ღდება. შევნიშნოთ, რომ (L,42) 

ფუნქციას კვლავ არა აქვს 
2=0 განსაკუთრებული წერ-– 

ტილი, ამიტომ ისიც მუდღმი- 

ვის სიზუსტით შეგვიძლია გა– 

ნას. (0, 2) ვუტოლოთ XIVXთ, 6; მ) ფუნ- 
ქციას, რომელსაც #=0 წერ- 

ტილზე ასევე არა აქვს განსაკუთრებულობა. ამგვარად, 

X#C, 0; 2)= 4 I ი((L-- 2) 24“ ძ; (0,44) 
C 

  

  
468



მუდმივი განვსახღვროთ იმავე XIX, (C, 0)=1 პირობით. ამ შემთხვევაში (10,44) 

ორივე განსაკუთრებულობა ერთმანეთს დაემთხვევა და, თუ გავიხსენებთ. ეილე- 
რის IX) ფუნქციის გამოხატვას კონტურული (ლ0,48) ინტეგრალით, გვექნება 
-4 · 2X1=ILთ). მაშასადამე, საბოლოოდ გვექნება შემდეგი ინტეგრალური წარმოდ- 
გენა: 

XXი, C; 8) = L9 I ი((–-გ)“ ი ჯი-“ კ, (0,45) 
21 C 

სრულიად ანალოგიურად შეგვიძლია ვიპოვოთ სხვა შესაძლო ინტეგრალური წარ- 
მოდგენებიც. 

ახლა განვიხილოთ გადაუგვარებელი ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციის კონტუ- 
რული ინტეგრალებით წარმოდგენის საკითხი. ჰიპერგეომეტრიული მწკრიეების 

(8,1) დიფერენციალური განტოლების (8,1) განტოლებასთან შედარებით დავინა- 
ხსავთ, რომ 

(X(8) = 2(1––#), XC2)=6–(.+სხ+1) ქ, X=–-ძხ. (09,46) 

ცხადია აგრეთვე, რომ 
ს" (2)=2, VV)=-(+ხ+1), X=--იხ. (0,47) 

(8,44) განტოლება (0,47) პარამეტრებისათვის მოგვცემს 

ნ(0––1)-––<ი(თ+ხ-L1ე)––ის=0. (L,48) 
ამ განტოლების ფესვები იქნება ი=–-ი და 0=–--ჯ. ავირჩიოთ 0=--თ ფესვი, 

რაც ნიშნავს, რომ ჩვენ ვიხილავთ ინტეგრალური წარმოდგენის #C(, ()==2(6–-/)”ი 

გულს. 
მარტივი ინტეგრაციის შედეგად (8,47) ფორმულიდან ვიპოვით 

%(/)= 4(0“”(1––ჯX-ჩ-), (0,49) 

ხოლო (ხ8,49) ფორმულიდან გვექნება 
9თ, ()=>(5“C+1L1--,)-ხ(2-- ე)“ «1; (8,509) 

მაშასადამე, (8,12) ფორმულის თანახმად, გვექნება ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციის 
შემდეგი ინტეგრალური წარმოდგენა: 

XM%ი, ხ, 6; 9=4 | 641-ე: ს C-–-ი“იძ! (0,51) 
C 

იმ პირობით, რომ 
(ით, ())=0. | (0,52) 

ხელსაყრელია (0,51) ინტეგრალი გარდავქმნათ ახალი 2=-- ცვლადის შემოღე–- 

ბით; გვექნება 

XC, ხ, C; #)=0093ს I ცტ-II --ე:-ხ-1I(1--/,)“ი ძნ, (ი,53) 
C 

ხოლო ახალ აღნიშენებში კონტურის (0,52) პირობა შემდეგნაირად წარმო- 

გვიდგება: 
(0-- იე“ 1 --()“ M-=0. (9,54) 

განვიხილოთ შემთხვევა, როცა IC > LC #>0, მაშინ (0,54) პირობა დაკმა– 

ყოფილდება კონტურისათვის, რომელსაც (0,1) მონაკვეთის სახე აქვს. მართლაც, 
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%0,54) ისპობა როგორც L=0, ისე (=1 წერტილებზე, (0,53) ფორმულაში შე- 
მავალი მუდმივის საპოვნელად გამოვიყენოთ პირობა 

1 

1 = ც003ხ I ჯ-““1(1--–ჯე“ხ–1 მჯ= 8(ნ, C–-ხ) ი005L. (0,55) 
0 

ამგვარად, ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციის ერთ-ერთ წარმოდგენას ექნება 
სახე 

MI  _ ტ-X0-- ელა, 
X#V(ძ, ხ, 6; –)= 

LLC) I(C--–– ხზ) წ (1––ჯი)9 
(LC,56) 

რომელიც სამართლიანია, როცა IL6 ->1ს6ხ>0. 
შევნიშნოთ, რომ (0,53) ფუნქცია, როცა IL6(იC–-ხ)>0, შეგვიძლია გამოვ- 

ხატოთ შემდეგი სახითაც: 

#VCი, ხ, 6; 7)ლ–– 
_ ხ-–-1/1  1ა6-ხ-1 _1_ IIL–ს)ხფ (შრი “ (0,57) 

2ი: I(2-–-ს) (1––ჯი)? 

სადაც C”-კონტური მოცემულია (L),1) ნახაზზე. იგი იწყება და მთავრდება #=1 

განსაკუთრებულ წერტილში ჯ=0 წერტილის გარს შემოვლის შემდეგ. სასარგებ– 
ლოა გავიხსენოთ, რომ ჰიპერგეომეტრიული ფუნქცია და, მაშასადამე, მისი (L,56) 

და (0,57) წარმოდგენა სიმეტრიულია და ხ-ს მიმართ. ჩვენ რომ აგვერჩია 

0=-––-ხ ფესვი, მივიღებდით წარმოდგენას, სადაც თ შეცვლილი იქნებოდა ხ-თი. 

სრულიად ანალოგიურად შეგვიძლია ვიპოვოთ სხვა ტიპის წარმოდგენებიც. 
გამოვიყენოთ (0,56) ფორმულა XVXთ, ხ, 0; 1) მნიშვნელოვანი გამოსახულების სა–- 

პოვნელად. გვექნება 
4 

#C, ს, დ 1)=---0 . ( 80 ელია; (0,58) 
IXხ) LICC-––ხ) ჯ 

“თუ გავიხსენებთ ეილერის ბეტა-ფუნქციის განმარტებას, მივიღებთ 

IV C)) 

ILXხ)ICC––ხ) 

ან (C,55) ფორმულის გამოყენებით გვექნება 

XC, ხ.ფ 1)=-1(X+C-ხ-თ , (ი,60) 
I(6-–ხ)ILC6C––თ) 

„ცხადია, ეს ფორმულა სამართლიანია პირობით: ს66>L68ხ>0 და 1ს6(6––ს––ი)>9, 

შეიძლება დამტკიცება, რომ (Lს,60) ფორმულა სამართლიანია უფრო ნაკლები 
“მეხღუდვის დროსაც. კერძოდ, როცა 1:0(--ხ--ი)>0 და C=%0, –-1, –-2,... და 

ა. შ, (1541. 

გამოვიყენოთ (0,45) წარმოდგენა ერთი მნიშვნელოვანი თანაფარდობის და–- 

სადგენად. ინტეგრალში შევცვალოთ ცვლადი. კერძოდ ჯ-ს ნაცვლად განვიხილოთ 
ჯ==+2; გვექნება 

X#%თ, ხ, 0; 1)= 18(ხ, -––თ-–ს), (აX9,59) 

MX, ფ8=25- 2-0 თ+V- C )-რ-ძყიიჟჯ, (0,61)



საიდანაც მივიღებთ 

X#თ, 6; ი)=62#(6-–-ი, 6; –- 2). (0,62) 

ამ ფორმულას კუმერის გარდაქმნას უწოდებენ, 

სრულიად ანალოგიურად, თუ (0,57)-ში მოვახდენთ შეცვლას (–>((1-–-გ-L 21“, 

მივიღებთ 

XC, ს, 6; 71)= 0-ი“X(+. –ხ,ფ · - + (6,62) 

"რომელიც აკავშირებს 2 და 2/2–--1 არგუმენტების პპერგეომეტრიულ ფუნქციებს. 

ზოგიერთი ფუნქციის გამოხატვა გადაგვარებული პიპერგეომეტრიული მწკრი- 

ვებით. როცა გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციის პარამეტრები ტო- 

-ლია, მაშინ (I1),26) მწკრივი მოგვცემს ექსპონენტის მწკრივად გაშლას, ე. ი, 

09= XVთ, თ; 2). (0,63) 

მთელი ი და თ რიცხვებისათვის გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქცია 
მნი შენელოვან პოლინომებზე დაიყვანება. 

დავუშვათ, თ=–, სადაც » მთელი რიცხვია. ამავე დროს (0,39) ფორ- 

მულაში მოვახდინოთ ცვლადის შეცვლა (>I- +, გვექნება 
2 

1 '1 2 –/კ0+ი-1 
'ვუვ-2ია –– IC +1)I(თ. _'_ #('" “I. (0,64) 

2#1 Iთ+თი #ი«1) ((--2)?"! 
C 

ანალიზური ფუნქციის წარმოებულებისათვის გავიხსენოთ კოშის (4,8) ფორმულა, 

მაშინ მივიღებთ 

– · = I(0 1-2 =–2 C6+ც“1 Lს,65 X#C-–-, 6; 2) სუღოლობიიი - +-C 20 ი), (L,65) 

საინტერესოა იმ შემთხვევის განხილვა, როცა: თ=-–-»ჯ, ხოლო 06=#), სადაც 

და ჯ მთელი რიცხვებია. (ს,45) ფორმულაში შევიტანოთ პარამეტრების ეს მნიშ- 
ვნელობანი და მოვახდინოთ #L->7--ჯ შეცელა. თ) 

#L(C–, VI; 2)= 10 ( IC ი + –1)რ+I-?, (0,66) 
”- 2»ჯ ი) 

  

ან. კოშის ზემოაღნიშნული (4,8) ფორმულის გამოყენებით, ვიპოვით: 

LC) „ ძომი- 

II+.) თივთო+ი 1 

#C–#%, MI; 2) პოლინომი, როცა # და # მთელი რიცხვებია და 0<.-M<#, მუდ- 
მივი მამრავლის სიზუსტით ემთხვევა ლაგერის განზოგადებულ პოლინომს, რომე– 
ლიც ასე განიმარტება: 

X#LC-–- #, MI; 6)ლ=(– 1)რ!1 (206 2)" (L,67) 

9 
1X'(8)ლ= (–-1)# _ თა _ X#(ის –– 8, #-L 1; 2) = 

21 (1––ჯბ)! 

”! 

ფ– თ)! “> 
    “ (გ-/გი-თ), (0,68)



როცა »1=0, მაშინ XLXC2) პოლინომს აღნიშნავენ ჩ#ი(2)-ით და მას ლაგერის პო-- 
ლინომს უწოდებენ 

ჩ 

LV) = > -“ (ო. დ,ით. 
ძვ" 

ასევე, ჩებიშევ-ერმიტის პოლინომიც შეგვიძლია დავუკავშიროთ გადაგვარებულ- 
ჰიპერგეომეტრიულ ფუნქციას. როგორც ცნობილია, #/I (2) ფუნქცია, სადაც » 
მთელი რიცხვია, აკმაყოფილებს განტოლებას 

#» (2)--–279:(2)--4#MVვი(2) == == 0. (0ნI.,70)» 

შემოვიღოთ ახალი უჯ:==62? ცვლადი, მაშინ (0,70) დაემთხვევა გადაგვარებული ჰი+ 

პერგეომეტრიული ფუნქციების განტოლებას 

„ 1 , თ8ით+ (---« )წათ+»ჩით =0; (0,7) 
მაშასადამე, ! 

#6) =C-1)”240ი--1)ს I (–% +-: ”) დ,72. 
კოეფიციენტი შემოვიღეთ ნორმირებისათვის. სრულიად ანალოგიურად ვაჩვენებთ. 
რომ 

ყM.+4(9=(-)420+%2,-L1)!!, X (–» --: „ )' (0,73) 
გარდა ამისა, შეგვიძლია სხვა მრავალი ფუნქციაც დავაკავშიროთ XVXთ, C; 2) ფუნქ- 
ციასთან. 

გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციის ასიმპტოტური სახე დიდი» 

ჟ-ებისათვის. ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციების კონტურული ინტეგრალებით წარ-. 
მოდგენის ფორმულები ასევე ხელსაყრელია ასიმპტოტური გამოსახულებების. 

ჩინ საპოვნელად. გამოვიყენოთ 

  

(0,45) ფორმულა XVთ, ი; #). 
ფუნქციის ასიმპტოტური გა- 

C 1=# მოსახულების დასადგენად დი– 
ა ) დი „-ებისათვის. (1),45)-ში- 

_--+ა-5-=-ჰ გამოვიყენოთ კოშის თეორემა 
C _ და საინტეგრაციო კონტური: 

შშ შლი ისე ვადეფორმიროთ, რომ იგი 

– ორ, 0; და C; კონტურად გა– 
ე“სა”–_ ჩი დაიქცეს. C, კონტური გარს 

უვლის ჯ=0 წერტილს დადე–   ბითი მიმართულებით, 0) კი 
ნახ. (ა, 3) (L=/გ-ს. C, კონტურის ქვედა. 

"შტო და C,-ის ზედა შტო უსა-. 

სრულობაში უნდა ერთდებოდეს (ნახ, 1),3). ჩვენი მიზანია ვიპოვოთ XV, C; #)-ის. 

გაშლა -1+ ხარისხებად. ამისათვის (0,45) ინტეგრალიდან გამოვიტანოთ (-–-7)“ი, 
7 

გვექნება (ა 
-ძ 

წელ. ი-:; I –გ-ი I" ც- +) რი%+ II6- მრ. (0,74. 
2 

C C 
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მეორე ინტეგრალში მოვახდინოთ ჯ –>(+7/ შეცვლა; ამით 0, კონტური გადავა 

თფ--ში. გვექნება 
XX, 6; 2)= 29 81 = 2)“ 4 IC 0 -+)“ ტრ“ ი+ 

CI 

დელ | “( 1+ -–., ი0,75) 
6, #? ' 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

C(ი, 2; ე-+--9 --) 1 ( – +) ტ« თ”, (6ს,76) 
2X 2 

საბოლოოდ მივიღებთ მნიშვნელოვან ფორმულას 

IV თი0=- 19 
IXC-–-ი) 

LI9ი 

IX(2) 

ვიპოვოთ C(ი, ს; 2) ფუნქციის ასიმპტოტური მნიშვნელობა, ამისათვის (0,76) 

ინტეგრალში შემავალი 0 – +) გამოსახულება გავშალოთ მწკრივად 1/ჯ-ის 
” 

ხარისხების მიხედვით; ნ 

(–-2) “2თ(ი, ძ---+1, –-2) + 

–-“ ცი C(,(6--ძ0,1--ი; 7). (0,77) 

თ(0,;8=- 9 I) ! ტ-/ + ი - ტი + 

4) ქ“ 0 +L.. :+|. (0,78) 

ახლა, თუ გავიხსენებთ ეილერის L' თ ფუნქციის (0,48) განმარტებას, მივიღებთ 

აუ„უუ-„_უ_–უ–=--__- 
წხ) 277 IC-1I-V) 

დაბოლოს, IC) ფუნქციის (C,4) თვისებით IV) =(2--1)IX>--1), ამიტომ (/(0,ს;2) 
ფუნქციისათვის გვექნება შემდეგი მწკრივი: 

1 1 
თ(C6 ს) =1+ -5:0+ + 46+0ბ00+)) 

_ 

117 21უ3 

ამგვარად, გადაგვარებული პიპერგეომეტრიული XXი, 0; 2) ფუნქციის ასიმპტოტე- 
რი მნიშვნელობა დიდი #-ებისათვის განისაზღვრება (0,77) ფორმულით, რომელშიც 

C(ი, ხ; 2) ფუნქციის მნიშვნელობა უნდა შევიტანოთ (I),80) ფორმულიდან. 

საინტერესოა ვიპოვოთ V(Vი, (; 8) ფუნქციის ასიმპტოტური ყოფაქცევა დი- 
დი არგუმენტებისათვის; ამისათვის (10,28”) განმარტებაში გამოვიყენოთ გადაგვარე– 

ბული ჰიპერგეომეტრიული მწკრივების (0,77) ასიმპტოტური მნიშვნელობა. (Xი.ხ;<) 

ფუნქციები შევცვალოთ ერთიანებით, მაშინ გვექნება 

თ(თ, ხ; 2) =1 + 

..+. (0.80) 

473



IC1-–C)1VX2) IC2-–1)IM2–– - - 
,.ი )= + –-1)1 მ. –2) ი 

9, C 2 ლაით I)III-თ ლ /ლ2% 

-'! 
IXი)I(თ--C+1) 

ახლა, თუ გამოვიყენებთ (C,14) ფორმულას, ადვილად ვაჩვენებთ, რომ პი–- 

-რველ კვადრატულ ფრჩხილებში მოთავსებული გამოსახულება დტ“ 79 = (--1)9-ს 
ტოლია, ხოლო მეორეში––ნულისა. ამგვარად, მივიღებთ მნიშვნელოვან ფორმულას 

ში, C; 9)=– 2-4, (2––>თ) (0,809. 

(I(2)IV1––0) +-L(C2––1)IL2––0) | /6:24“ ი. 

ზოგიერთი მნიშვნელოვანი ინტეგრალი, რომელიც გადაგვარებულ პიპერგე· 

·ომეტრიულ ფუნქციას შეიცავს (მ, 158). განვიხილოთ შემდეგი ინტეგრალი: 

ჰძათ, 0) = I გ M>სIX 6. 0; #8). (ი,81) 
0 

#2=+ჯ ახალი ცვლადის შემოღებით ადვილად გამოჩნდება, რომ ამ ინტეგრალის 
კრებადობისათვის საჭიროა 

ს6CV>-–1, 186X> | L6 #7 I, (0,ზ82) 

ხოლო, როცა 6=-–#/, სადაც # მთელი რიცხვია, მაშინ მეორე პირობის ნაცვლად 

საკმარისია პირობა I#6X>0. 

ინტეგრალის ამოხსნის მიზნით XVXი, C; #2) წარმოვიდგინოთ (0,39) კონტუ- 
რული ინტეგრალით; გვექნება 

ა IC1--–თ)L(თ -C-# -) –1 ს =-- -- 001107 +-#M0- „VC. .ჯ)რ–1(1---ჯ)C–ი–1/0/ძე, ნ–,83 
2XCIC-–-–ი) II ? CM ( ) ( ) 

კონტურული ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ მოვახდინოთ »-ით ინტეგრაცია, მივიღებთ 

I 0“ («-/)2-V ძი96 = _ IV+I)) _ : 

8 
; (ი,84) 

(X–– #ჩ,)V! 1 

მაშასადამე, 

ჰ:,= - II--თI(ი ICV+1) I (–-I)ი–1(1 –-ჯ)2–ი-1 0 – ” %)-- 1ძLხ. (6,85) 

2XI(C- ი) #»"”'! 6 

ახლა, თუ ვისარგებლებთ (109,57) ფორმულით, რომელშიც წინასწარ მოვახდენთ 

იგივურ შეცვლას ს->ით, დავინახავთ, რომ 

XC M= ალი X(+ „+, თ<+ ). (9,86) 

როცა # («. V+ 1, LC; +) პოლინომზე დაიყვანება, #7, ინტეგრალი გამოიხატება 

ელემენტარულ ფუნქციებში; ასე მაგალითად, 

  

კლეი C, #) = (– 1) <= ხ6-+C--ე–ი), (0,87) 
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„ასევე 
1(0ILC ++ 1XX--/)ლლჩი-+- ქი , «7 >ი,(%, ჩ) =(–1)-- “შეე ისს აწ (C--/ე-ნ),  (1),88 ი. (C-C7) ჯი II" C–-” · ( ) 

განვიხილოთ ამ ფორმულის მნიშვნელოვანი კერძო შემთხვევა, როცა X=/, 
ამისათვის #-ური რიგის წარმოებულისათვის გავიხსენოთ ლაიბნიცის ფორმულა 

მა, ,=(--1# (ინი არ იხილე დ ჰ 
I(CC+7) 

აქედან კი ჩანს, რომ X=# შემთხვევაში ნულისაგან ჯამის მხოლოდ „-ური წევრი 

განსხვავდება. ასე რომ (0,81) ინტეგრალი, როცა #=X% და ი0=–-ჯ, ტოლი იქნე– 

ბა გამოსახულებისა 

# | თელერი დ ორემ, (6,89ფ 
9 

I 6 2 -სIC--I, 0; #2)თ2= _LCთ+L1). I(ოIIC+# –V– 1) · (0–,909) 

მ  IX-+ჯ)I(C-–-V–1) 

ახლა განვიხილოთ მეორე მნიშვნელოვანი ინტეგრალი 

IX, ,00= | 6 M 2-1 I-ი, დ #0): 0-= 
8 

1 თ 

X I ი +დთV-) IXC-  », 0 თ) #C–ი, 0; თ) ძთ. (0,921) 

„ქრებადობისათვის საჭიროა ს6V>0. ამ ინტეგრალში ერთ-ერთი X(--II, C; თ) 
"შევცვალოთ (L,65) პოლინომით; გვექნება 

I( 1 თ ი, _  “„"„“ჟ„ 7 _ 4-C IX - ,0; –_- + -იწი-1 ძ2. 0,92 

#"IC6-1) I “ (რითე ძეა C ართ ( ) 

„ნამრავლის წარმოებულისათვის გამოვიყენოთ ლაიბნიცის ფორმულა, მივიღებთ 

2,0) = 

XXჯ,, (6) = _ 1რ MI () (–1) 7((02+#-–1)(6+7--2) ·.. (C+-X-–-/)) · 
#IIC2-L#) 2< თ 

( 6 2 ი+ს-/-1 XX- #, 0,2) ძი. (L,93) 
9 

„ამ გამოსახულებაში შემავალი ინტეგრალისათვის კი გამოვიყენოთ (0,90) ფორ- 
მულა; შედეგად (0,91) ინტეგრალისათვის გვექნება 

LC)! #(6-–V––1) (6–)) 
#MV0(0-L1).--(6-+#-––-1) ს+ 11-26 + 

20(01––1) (6-–V-––2)(6–-V–– 1) (6––V) (2––-V-+1) 
11. 210(2+1) 

9: (6–-–V–-1) ·.-(CC––V+%-–1) 

19. 29,..1? (0-1). -.(0--#––1) L. 

ჩვენ მიერ განხილული ინტეგრალები ხშირად გვხვდება ფიზიკური ამოცანების 

გადაწყვეტის დროს. 

11?ი, (”)= 

  +...+ 

(0,94) 
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§ L. ბესელის სფერული ფუნქციები 

კვანტური მექანიკის მოძრაობის განტოლება-- შრედინგერის განტოლება--. 

ხშირად დაიყვანება ბესელის ე. წ. განხოგადებულ განტოლებაზე. ამიტომ კვან– 
ტურ მექანიკაში ხშირად ამ განტოლების სხვადასხვა ამონახსნებთან გვაქვს საქ-. 

მე (148, 150, 151). 
ბესელის განტოლებას უწოდებენ შემდეგ დიფერენციალურ განტოლებას: 

3 
გ 9270) , ,90) , ც+ იზ /()=0, (ა) 

ძი ძ2 

სადაც ი-რიცხვია. ცხადია, ამონახსნი პარამეტრის სახით დამოკიდებული იქნება. 

ამ რიცხვზე. ბესელის განტოლება მეორე რიგის წრფივი ცვლადკოეფიციენტებიანი 
დიფერენციალური განტოლებაა, რომელიც ეკუთვნის ჩვენ მიერ განხილულ (8,4) 
განტოლების კლასს. სტანდარტული მეთოდის გამოყენებით ძნელი არ არის იმ 
მწკრივის მოძებნა, რომელიც ბესელის განტოლებას აკმაკოფილებს. (L,1) გან- 

ტოლებას ექნება 2=0 რეგულარული განსაკუთრებული წერტილი, ხოლო #= => 
იქნება განტოლების ირეგულარული განსაკუთრებული წერტილი. ამოხსნის განმ- 
საზღვრელ (8,8) განტოლებას ექნება #ჯ?2=/” სახე. ე. ი. (M,1) განტოლების ერთ 
კერძო ამოხსნას 2=0 წერტილში ექნება >? გამოხატულება, მეორეს კი #“ი. მა- 
შასადამე, პირველი კერძო ამოხსნისათვის 2=0 იქნება რეგულარული წერტილი, 
მეორისათვის კი პოლუსი, ან განშტოების წერტილი. 

განიხილავენ (#,1) განტოლების სამი ტიპის კერძო ამონახსნს: 

1. ბესელის # (2) ფუნქცია ან პირველი გვარის ცილინდრული ფუნქცია, 
2. ნეიმანის V-X) ფუნქცია ან მეორე გვარის ცილინდრული ფუნქცია, 
3. ჰანკელის #Vთ)Cთ) და M#VX2) პირველი და მეორე გვარის ფუნქციები ან 

მესამე გვარის ცილინდრული ფუნქციები. ჯერ გამოვარკვიოთ რა სახე აქვს #,(2) 
ფუნქციას. ამისათვის ხელსაყრელია იგი დავუკავშიროთ გადაგვარებულ ჰიპერგე-.- 
ომეტრიულ ფუნქციას. (#,1) განტოლებაში მოვახდინოთ ჩასმა 

#(2) =70 6“? ჯი(2); (L,2) 

შედეგად მივიღებთ 

2 (8) +L20 + 1--2%6) ი (6)–-1(2V -+1) (2) =0, (#,3) 

ან, თუ მოვახდენთ ცვლადის შეცვლას >=217 ფორმულით, გვექნება 

თი (2)+(2ი+1--თ) 92) ი+1) «C)=0. (L,4) 

ეს განტოლება კი გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციების განტოლე– 
ბაა, რომელსაც ექნება ორი კერძო ამონახსნი. განვიხილოთ რეგულარული ამო–- 
ნახსნი #=0 წერტილში. ბესელის განტოლების „=0 წერტილში რეგულარული 
ამონაზსნი გამოიხატება გამოსახულებით 

%#6)=C0%5წხ 20 6“ !: X (++ , 20+1, 2”) · (L,5), 
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53ებისმიერი მუდმივი ტოლი იყოს (2-0 I(ი-+ 1)I-1 სიდიდისა. შესაბამის ფუნქციას 
აღნიშნავენ V(ჟ)-ით და სწორედ მას უწოდებენ პირეელი გვარის ცილინდრულ 

ფუნქციას. ამგვარად, 

თთფ=-”-?“ »/ი+1.,2ი+I, 2 ჩ,6 2) ლ , · ,, აარ იIXი+1) (+ 2 ი+ 3 (L,,6) 

X%-I> მწკრივისა და ჰიპერგეომეტრიული მწკრივის გადამრავლებით ადვილად და- 
ვინახავთ, რომ #»(2) განისაზღვრება შემდეგი გამოსახულებით: 

ჩლ- (–-1)# ” VI · # თ=(+) V· IC -(3) Iმ'წყა–.. (17) 
” V2/ <4 MIII2+ს+1) ს 2 (687 

რადგან 2=C< ამ ამოხსნისათვის ირეგულარული წერტილია, ამიტომ ვისაზღვრე- 

„ბით | ვLI8 2 <<» არით. 

ბესელის განტოლების მეორე წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნი არამთე– 

ლი ი-სათვის არის # „(7) ფუნქცია. ამიტომ არამთელი ჯ„-სათვის #„»(2) და 

« (0) ფუნდამენტალურ ამონახსნებს ადგენენ. როცა 0=ჯ მთელი ნატურალური 

რიცხვია, მაშინ » „(2) აღარ არის წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნი, რადგან 

 -ი(2)=(--1) (2); (ს,8) 

ამიტომ ამ შემთხვევაში საჭიროა არჩეულ იქნეს სხვა წრფივად დამოუკიდებე- 

ლი ამონახსნი. 

ნეიმანისა და ჰანკელის ფუნქციები შეგვიძლია განვსაზხღლვროთ ყ»() და 

--ი(0) ფუნქციების დახმარებით. სახელდობრ, 

005 0 ი(5)–V _»(2) 
Xა(0= ' ი%0,2+1,..; |I2|<» (159) 

50 0% 
“ხოლო 

9MV0X)=ჰია()--Mი(თ, (ს)1თ 

Mიოთ=ჰა,თ–-:Xიე(. (C,11) 

არამთელი ინდექსის ბესელის ფუნქციები მრავალსახა ფუნქციებია, მათი ძი– 

«რითადი შტო განიმარტება | 1IX9 #I<Xჯ არეში (ქრილით #=0-დან 2=-–-C-მდე) 

-ცილინდრული ფუნქციების მნიშვნელობანი | ვ1LVC «I>ჯ არეში ანალიზური გაგ- 

«რძელებით მოიძებნება. ასე მაგალითად, #„(2) ცილინდრული ფუნქციის მნიშენე- 
(ლობა | 3L6C # | >X-სათვის განისაზღვრება ფორმულით 

მა(/ი ლგ ყე. »=0, 1, 2,... (L,12) 

აღნიშნული სამი გვარის ცილინდრული ფუნქციიდან სათავეში ბესელის მხო– 

ლოდ ყ (2) ფუნქციაა სასრული. 

კვანტური მექანიკის ამოცანებში განსაკუთრებით მნიშვნელოვანია შემთხვე– 

ვა, როცა 0=1+1/2, სადაც L მთელი დადებითი რიცხვია ნულის ჩათვლით; მა– 

“შინ # ი(2) გამოიხატება ტრიგონომეტრიული ფუნქციებით; სახელდობრ, 

    თაირ-C- #1 22 _ძ' (“'4), (#,13) 
X (თი) # 
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ასევე 

    ი! 8 · 

7 -ი„Iა(9= 2I/ + ს <იL “; “ ) : ი)4 

იხილავენ კომპლექსური არგუმენტის ცილინდრულ ფუნქციებსაც. ესენია: 
1»(7) მოდიფიცირებული ბესელის ფუნქცია 

I),,(6)=1 ?V ი(12) (M,15) 
და 

ს#,(7= %» Mრცი, (6.16) 

რომელსაც მოდიფიცირებული ჰანკელის ან მაკდონალდის ფუნქცია ჰქვია. 7X»(2) 

და # (ი) წარმოადგენს ბესელის განტოლების 

გ ძ" I(C2) +, 2X5 

რი? 
წრფივად დამოუკიდებელ ს ამონახსნებს“ 

როცა ი=L-+1/2, მაშინ 1+Vც.,/,)(2) და #V,,/(2) ფუნქციებისათვის გვაქვს 
შემდეგი ფორმულები: 

–(“-+Lი") /(2)=0 (CVL,17)- 

  

1 ლ (–1)40+ჯა! ა 0+M)! | I+ი./ე(0C= - I „ა - CI#XC+I) _ (_ 1)/+1,-, (LM,18 +(1+1/3) (7. >) 2რ4 MI6-– ა)! (2ჯ)" “» ხალეულოდლო MCL-–ს)! (2 

და 
_ - _ 04+M  _ (:8L) 

XV ·VX9– V > იი1 ას ანი: ს0– ა! (2ფ! ი 
ბესელიხ განზოგადებული განტოლება. ბესელის (#,1) განტოლებაში მო– 

ვახდინოთ შემდეგი ჩასმა: 

#(0=!“-V(), 2=V(ჩ. (L,2თ. 

მარტივი გარდაქმნების შემდეგ მივიღებთ დიფერენციალურ განტოლებას 
„?" + თ-L1)ჯ 9400, ო +წთ? ვ2ე?., ც+,2,/ჩ1 -(/1=0. (C,21).   

ცხადია, ამ განტოლების კერძო ამონახსნი, (–,20) აღნიშვნების თანახმად, იქნე-- 

ბა შემდეგი: 

XC) =L“- /(–)=%““ კ »(/1ზ). (#%,22)' 

(0C,21) წარმოადგენს შემდეგი ტიპის დიფერენციალურ განტოლებას: 

ჯი" (0)+იL(V (0) + (+ CI”) «(0 =9, (%,23) 
სადაც 

თ=2თ+1, ხ=თ"--ჩე?, -=7X28?, »=28. (M%,24) 

(%,22)-ს ბესელის განზოგადებულ განტოლებას უწოდებენ. ცხადია, ამ განტო– 
ლების ამონახსნი იქნება რომელიმე ცილინდრული ფუნქცია, მაგალითად, ბესე-· 

ლის პირველი გვარის ფუნქცია 

«ი=(9,(2V2 #), (6,25), 
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სადაც 
V” (C--1)2–4ხ 

თ · 

ამგვარად, (L,25) ფორმულის დახმარებით პირდაპირ შეიძლება დაიწეროს (I,23). 
ტიპის განტოლების ამონახსნი. როცა ი მთელი არ არის, მაშინ მეორე წრფივად 
დამოუკიდებელი ამონახსნის მისაღებად (II,25)-ში ი-ს ნაცელად უნდა დაჟწე– 

ოთ–-/. 

სფერული ფუნქციები. კვანტურ მექანიკამი შრედინგერის რადიალური-· 
ფუნქციების განტოლება ხშირად დაიყვანება (L,23) ტიპის ბესელის განზოგადე– 
ბულ განტოლებაზე. ამ შემთხვევაში =-=2 და რადიალური განტოლების ამონახ– 

სნები წარმოადგენენ >=% გამრავლებულ ცილინდრულ ფუნქციებს. აბიტომ 

ხელსაყრელი აღმოჩნდა ცილინდრული ფუნქციების ნაცვლად ბესელის, ნეიმანისა 
და საადეის სფერული ფუნქციების შემოღება, რომელთაც შემდეგნაირად გან– 

მარტ. : 

ი0= (L,,26)» 

190 = /. აია (M,27)- 

1,(2)= / =ჩაიტ--ირ)/ 5 -ი,ათ, (I,28) 

MI,MX#) = V =MIსთ, (L,29) 

M"Mთ) = / წ ცერ. “7(IM,30). 

ყველა ეს ფუნქცია (L,25)-ის თანახმად აკმაყოფილებს შემდეგ დიფერენციალურ- 

განტოლებას: რ"V(ი) , 2 ძVI() LL+1) 4 , 2 XI ,|,  10+ს 1, =9. = წე + ე. ძი +| 1 # თ (L,31) 

რადგან ყველა ზემოთ შემოღებული სფერული ფუნქცია ერთი და იმავე 
განტოლების ამონახსნებია, ამიტომ ამ ფუნქციების რიგი თვისებები ერთი ფორ– 

მულებით გამოიხატება. ამის გამო ფორმულებში, რომლებიც ყველა სფერული· 

ფუნქციისათვის სამართლიანია, გამოვიყენებთ V,(ჯ) აღნიშვნას. 
შევნიშნოთ, რომ (L,31) წარმოადგენს შრედინგერის რადიალური ფუნქცი- 

ების განტოლებას თავისუფალი მოძრაობისათვის, რაშიც ადვილად დავრწმუნდე- 

ბით #=/#M/ აღნიშენის შემოღებით, სადაც # ტალღური რიცხვია. 

ცხადია, XI(#)=#V(2) ფუნქცია დააკმაყოფილებს განტოლებას 
2 თ 1 _ 

2 XC) 9 სთ -0. (L,32) 
ძი! ი' 

ადვილი საჩვენებელია, რომ ზემოთ შემოღებული სფერული ფუნქციებისათვის 

ადგილი აქვს შემდეგ რეკურენტულ ფორმულებს: 
1 აჯ 

49%, VI-1(თ2)–– 1(+1L VI(02), (#,33) 
2 #ჯ 
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2 9 VI(62)_ =იV ,(00–იV ს (00 -- VX>2), (C,34) 
თ2 #” 

21+1 
V(0==+1 (ე-ს, ,თ, (წ,35) 

-“ Iმსც2))= წ ,C), ი8,36) 
“რ” 

თ VI(2) VI.,(/) 
––- |-–-”72II= –- 4-1... ჯ,37 

ი? | დ! | თ 087 

ამ ფორმულებს დიდი გამოყენება აქვთ და, როგორც აღვნიშნეთ, სამართლიანია 

ყველა სფერული ფუნქციისათვის. 
ბესელის სფერული ფუნქციები, ახლა შევისწავლოთ ბესელის სფერული ფუნქ- 

ციის თვისებები. აღვნიშნოთ, რომ ბესელის სფერული ფუნქცია არსი არგუმენ- 

ტისათვის არსია. 2,2) ფუნქცია 2=0 მნიშვნელობაზე სასრულია. 2,(0) ფუნქცია, 
(%.13) და (L,27) ფორმულების თანახმად, განსახღვრული იქნება ფორმულით 

I : ჯ 

1(8)=–(–- 1)! ლ L 85 5 ) = V/·. 2 ძა+/+(2), (#,38) 

რომელიც I-ის რამდენიმე მნიშვნელობისათვის მოგვცემს 

  

510 2 

  

20(5) = , (#,39) 
# 

(8) = –“ (810 2--/ 605»), C,4თ 
წ 

2.(6) = +. ((3-– 205810 ჟ––3/ (08 #1, (ს,41) 
? 

141– ,(8)= 5087 , (L,42) 
თ 

4-:(6)= –– 1 (005 #-++6 510 #), (I,43) 
2 

და ა. შ. 1I(2)-ის საპოვნელად ნებისმიერი 1–ისათვის შეიძლება გამოვიყენოთ (L,35) 

რეკურენტული ფორმულაც; მაგალითად, ქჯ(2)-ისათვის გვექნება 
5 

'წ'ის - 2X0)-–ქა(რ). (L,44) 

ცხადია, (M,6) ფორმულის მიხედვით, როცა ჯ=1+ +, ბესელის სფერული ფუნ– 
ქციისათვის გვექნება შემდეგი განმარტებაც: 

#(0= _ V თ2M-M _ ჯML1, 2/+2; 27. (6,45) 
2!'11LL-+3/2) 

როცა, მაგალითად, 1=0, მაშინ (72,35) ფორმულის გათვალისწინებით მივიღებთ 
(%,39) გამოსახულებას. 
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«L,45) ფორმულის გამოყენებით აღვილად ვიპოვით ქ/(/) ფუნქციის ყოფაქცევას 
როგორც მცირე, ისე დიდი არგუმენტებისათვის, მართლაც, როცა #->0, ჰიპერ–- 

გეომეტრიული ფუნქცია და ექსპონენტი ერთიანებით შეგვიძლია შევცვალოთ მა- 

შინ |6| 

_ 2 2:(9)=/ X; ლილუ #< V/ 2(21+3) (6,46) 

ან თუ გავიხსენებთ (0,26) ფორმულას, (L,46) მიიღებს ასეთ სახეს: 

. “ „გეა. 
=---- 2(21+3 ი,47 ქ(0= ფა :4V 20+3) (8,47) 

ვიპოვოთ ქ1,(ი) ფუნქციის ყოფაქცევა დიდი გ-ებისათვის. ამისათვის (L,45)-ში 
შემავალი გადაგვარებბული პიპერგეომეტრიული ფუნქციისათვის გამოვიყენოთ 
(M,77) ფორმულა. (7,80)-ით განსაზღვრული C(C, ს; 7) ფუნქციისათვის შემოვი– 
საზღვროთ პირველი ერთის ტოლი წევრით, მაშინ 

; 12 :; 1 

აეუ-=MV 9 ICIL2 CC 9) ==“). => (6.48) 
წ)! 221+1 » 1+> II-C1) 2ჯ , 

CI) 
თუ გამოვიყენებთ ეილერის II2) ფუნქციის გაორკეცების (C,30) ფორმულას, მა- 

შინ 11(7) ფუნქციის ასიმპტოტური მნიშვნელობისათვის მივიღებთ 

· ( 3 
ვი -–--– 

2 · 

ქ(0)5ლ–-–––––“; > (L,49) 
# 

შევნიშნოთ, რომ ქ,(-) ფუნქციისათვის ადგილი აქეს შემდეგ პირობას: 

2ხ–”.) ვა 
- | „(ხავ ათ=-“ > (L,50) 

ამ პირობის გამოყვანა ადვილია, თუ გავიხსენებთ, რომ X(„(7)==7'1I(M)) აკმაყოფი– 

ლებს განტოლებას 
ძო, | (+) (ი (851) 

ძე? ჯ 

ასეთივე განტოლება დავწეროთ X/#() ფუნქციისთვისაც 
ძის | ა > 49 | XC) =0. (6,519 

ძე: : 

(#,51) განტოლება გადავამრავლოთ X,„()-ზე, (6,51) კი XI,60)-ზე და პირველს 

გამოვაკლოთ მეორე. შემდეგ ავიღოთ ინტეგრალი 0-დან C-მდე და ჩავატაროთ 

ნაწილობითი ინტეგრაცია; გვექნება 

–- "ატ | ჯსთXს„თძი=0.. (6.52) 
ი, ძ; 7M% ი 
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რადგან, (L,47) ფორმულის თანახმად, როცა #->0, მაშინ „ქ,(-) =X,,->0, ამი– 
ტომ (L,52) გამოსახულების თავისუფალი წევრი ნულის ჩასმისას ისპობა. ზედა" 
ზღვრის საპოვნელად გავიხსენოთ, რომ 

%XICI201) = + 810 C – +). (L,52"· 
'-ე. დ 

სინუსისა და კოსინუსის ოსცილაციის გამო #-ის უსასრულობისკენ მისწრაფებისას. 

(L,52) გამოსახულების პირეელი წევრი, გარდა #=/' მახლობლობისა, ყველა წე– 

ოტილში საშუალოდ ნული იქნება, ამიტომ #=/”-სათვის ჩვენ შეგვიძლია დავ- 
წეროთ 

, , · 1 , (> (= 
110 იყ) აC– 1I7) | ––510 | თ“ ”- I) ა %. XIL-VIIXII ი + თი (. C 3-C >) 

7,2 : /,_ _ 

1 ყი წ- + თა 6 ოლ _ სი –ჩ თ 81ს(ჩ ––ჩ) . (ს,52/)4 
# 2 2 2 „თ #–ჩ 

თუ გავიხსენებთ დირაკის დელტა ფუნქციის ერთ-ერთ განმარტებას, ამ უკანასკნე– 

ლი გამოსახულებისათვის მივიღებთ 

2 ცე ცე96-ჩ), 
2 #/” 

ცხრილი (ს,)) მაშასადამე, (M,52)-დან მივიღებთ დასამტკიცებელ (#,50) ფორ-. 

(L,52””). 

  

  

    

 C=0 მულას. შევნიშნოთ, რომ, თანახმად (L,38) განსაზღერისა, გვაქვს. 

'” ფესვები ტოლობა : : > 
ქI(––2)=(–-1)'ე/(8). (I, 53). 

0 ჯ 80815 სხვადასხვა ამოცანების გადაწყვეტისას ხშირად საჭიროა ბესელის- 

3 949498. სფერული ფუნქციების ფესვების ცოდნა. 
4 1129 ანტოლებას 

4,4934 გ ღე : 
2 | 27959 2(2=0 054)“ 

1I 8 109041 ყოველი ნამდვილი ჟ-ისათვის აქვს ნამდვილი მარტივი ფესვების. 

4 რე უსასრულო სიმრავლე. ეს ფესვები უმეტესად მოიძებნება მიახლო– 

1 9:0950 ებითი მეთოდებით, რამდენადაც (L,54) წარმოადგენს ტრანსცენ– 

9| 3 1ტვთმ დენტულ (2-ის უსასრულო ხარისხის) განტოლებას, ხოლო. ასეთი”: 

4 115, ტიპის განტოლების ამოხსნის ზუსტი მეთოდები არ არსებობს. 1 |. 69879 გ ლე უ მეთოდე ე 
8| 2 | 104171 შეინიშნოთ, რომ 1=0 შემთხვევაში (L,54) დაიყვანება.. 

8 1 0350 5310 2=0 განტოლებაზე, ამიტომ ამ კერძო შემთხვევაში შესაძლე–- 

ბელია ფესვების ზუსტად მოძებნა. 

(M,1) ცხრილში მოტანილია ფესვების მნიშვნელობანი 1=0, 1, 2 და 3-სათ-.. 

ვის. თითოეული 1-ისათვის მოცემულია მხოლოდ ოთხი ფესვი »„=1, 2, 3, 4. 

წეიმანის სფერული ფუნქცია. როგორც აღენიშნეთ, ნეიმანის სფერული ფუნ-- 

ქცია განისახღვრება ფორმულით 

  

#,(2) = (–-1)!41 .C 9 (I+I/2)(მ). (L55)" 
2 

(014) განმარტების თანახმად, »,(2) მნიშვნელობები შეგვიძლია ვიპოვოთ ფორ-.. 
მულით 

ი! 008 2 
#%,(2) = ( –– 1)!13 გ –_–_ ( )' (IM,56):, 

' ' (202)! 2 
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გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციის დახმარებით იგივე ფუნქცია, ცხა- 
დია, შემდეგი სახით გამთისატება 

2-2. /) -(7 

”,(§) = (– 1)11 “ ა 0 I-ს -2ს2. (6.57 ! / > 2; თოთი 1, C ') (L,57) 

ეს ფორმულა განსაკუთრებით ხელსაყრელია ასიმპტოტურ გამოსახულებათა დასა- 

დგენად. ასე მაგალითად, როცა #->0, გვექნება 

„)=-)VM. >, (8,58) 
მლ (> –) 

2 

ან, თუ გამოვიყენებთ (C,29) ფორმულას L (;–) ფუნქციისათვის, მივიღებთ 

21--1)!! –- 
ღე > · #4 IM 2(2I+3) (6,58) #”, (01 =– 

ახლა, თუ გავიხსენებთ გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციის ასიმპტო- 

ტური მნიშვნელობის (#->C=-თვის) (0,77) ფორმულას, რომელშიც C-ფუნქცია 

შეცვლილია ერთიანით და IL--2)) ფუნქციისათვის ვისარგებლებთ (C,30) გაორ- 
კეცების ფორმულით, საბოლოოდ მივიღებთ 

_0605(2-- LM/2). #>L (,59) 
#,(7) =– 

აღვნიშნოთ, რომ XI,(7), ისევე როგორც ქ,(2) ფუნქცია, არსი არგუმენტებისათვის 

ნამდვილ ფუნქციას წარმოადგენს, როცა #+თ ნეიმანის სფერული ფუნქცია 
2,(2) ფუნქციის მსგავსად მიისწრაფის ნულისაკენ, სათავეში კი განშლადია, რამდე– 
ნადაც წარმოადგენს (L,31) განტოლების არარეგულარულ ამონახსნს. (#,56) ფო- 

რმულიდან აშკარაა, რომ 

II(--8)ლ=(–-1)MI(2). (#,60) 
მოვიტანოთ ფორ”ულები ნეიმანის (20) ფუნქციისათვის 1-ის რამდენიმე 

მნიშვნელობისათვის. (#,56)-დან ვიპოვით: 

  

  

რე(2) = –- => , (ი,61) 

1(2) = – + (0603 #-+# 510 2), (#,62) 

#,(8) = –– – ((3-––/?)ი03 #+3/ §1ხ #), (–I.63) 

„ფუ -7%, (8,64) 

თი,(0)=(-–-1)11 იჯა(ი (C,64) 
და ა, 9, შეგვიძლია ვიპოვოთ ნებისმიერი 1-ინდექსის ნეიმანის სფერული ფუნქცია. 
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ჰანკელის სფერული ფუნქციები. ჰანკელის სფერული ფუნქციები განისა- 
ზღვრება შემდეგი ფორმულებით: 

ჰ.I'M#)= V -- MI"), (2) = 1|(§)+ %»M|(2), (I,65) 

MI ს(2)=> V == 8ბათ-გთ-თთ: (L,66) 

(C,38) და (M,56) ფორმულების გამოყენებით მივიღებთ 

ცი ტI2 
712) = (–1)2! ––-–-–-- |–– ; I#,67 სსტ – ლა%>; | >) (წ,67) 

ამასთან, ცხადია, არსი არგუმენტებისათვის 

#I'M6) =#(")'(#). (C,68) 

თუ გავიხსენებთ ბესელისა და ნეიმანის სფერული ფუნქციების ასიმპტოტური 

მნიშვნელობის ფორმულებს დიდი მანძილებისათვის, ჰანკელის სფერული ფუნქციე- 

ბისათვის გვექნება გამოხატულება 
  
  
((–– >) 

#პც)ლ“- -.., „> (#,69) 
18 

–!(:- 12 
„სთფილ=“  , „> (L,70) 

–ჯ2 

ხოლო სათავის მახლობლად ასიმპტოტურ მნიშვნელობებს ექნებათ სახე 

Mე=- კრ)", როცა «< /2C0+3) (6,71) 
” 

-(21--1)!! 
სა0-+C– ეს როცა #< V/ 221+3) (L,72) 

მოვიტანოთ ჰანკელის სფერული ფუნქციების გამოხატულება 1=0 და 1=1 შემ- 

თხვევაში: 

  სათფ=““, ჯღთ = +“ (673) 
%2 –_2 

სარ- თ“, კოთ=-.“ –21+-, (6.74) 
(12 “–”. 

»M)= --, MM) = 9--. (6,75) 
#2 6 

ადვილად შემოწმდება, რომ ადგილი აქვს შემდეგ ფორმულებს: 

#I-–--5)=(–-1)!#MI'7%2) (#,76) 

ას ქნებ, MIX-)=(--1)/M95%V. (L,77) 
ევე გვექნება 

#1I(2) =%(––1)!“ 1), (7), (L,77') 

#9I(2)==–--1(--1)!-#I(2,(თ. (L,77)') 
თრ პირველი და მეორე გვარის ჰანკელის სფერულ ფუნქციებს ხშირად M(+X2)-ითაც 

აღნიშნავენ. 
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მაკდონალდის სფერული ფუნქცია. ახლა შემოვიღოთ მაკდონალდის სფერუ- 

ლი ფუნქცია 
92 

ჩ)(2) = V -- ჰ,+9(2), (I9,78) 
#»2 

რომელიც დაკავშირებულია წარმოსახვითი არგუმენტის ჰანკელის სფერულ ფუნ- 

ქციასთან. სახელდობრ, (L,16) ფორმულის თანახმად, 

MI(2) = ––?!IM'(72). (#%,79) 

ჩ,(2) ფუნქცია განისაზღვრება სასრული მწკრივით, რომელსაც, (L,19) ფორ- 

მულის თანახმად, ექნება გამოხატულება 

“2 LL)! M() = 5“ %  0.M  . (L,80) წლ, 20 არი" 
მაკდონალდის სფერულ ფუნქციას დიდი არგუმენტებისათვის ექნება მნიშვნელობა 

_? 

ჩ,(0)=ჩე(0=--, > (6.81) 
2 

მაშასადამე, როცა #->Cთ, მაშინ #,() ფუნქცია ექსპონენციურად ისპობა, რის გა- 

მოც ამ ფუნქციას დიდი გამოყენება აქვს ფიზიკურ ამოცანებში, მცირე /-ებისა- 
თვის კი გვექნება 

(2-1)! „ღეასასა– 
M0)= “კ. #4 IV 2(2+3) (#82) 

# 

ასე რომ #17(7) ფუნქცია სათავეში განშლადია. მოვიტანოთ მაკდონალდის სფერული 
ფუნქციის მნიშვნელობა 1=0, 1 და 2-ისათვის. ცხადია, 

  

  

(0) =# 0 ==, (#,82) 
მ 

ხი) = ++7--, (684) 
2 

32+3 
ჩ,(2) = 29+%4+2. =- (685) 

რეკურენტულ ფორმულებს აქვთ სახე: 

-0M(C) ა (0 4+ „დი, (6,86) 
წ/2 ? 

21-L1 ჩე,(%2)=ჩ, ,(060+-+1 M(თე). (დ,87) 
თი 

მივაქციოთ ყურადღება იმ გარემოებას, რომ რეკურენტული ფორმულები (,(2) 

ფუნქციებისათვის განსხვავდება ბესელის, ნეიმანისა და ჰანკელის სფერული ფუნ- 

ქციების რეკურენტული ფორმულებისაგან. 
შევნიშნოთ, რომ X|(2)=2/,(თ2) ფუნქცია აკმაყოფილებს ბესელის შემდეგ 

განზოგადებულ განტოლებას: 

99% _ (+ +ს. | თ =ი. (6,88) 
ძე? ” 
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ამ განტოლების განსხვავება (%,32) განტოლებისაგან განაპირობებს განსხვავებას 

რეკურენტულ ფორმულებშიც. 
ვრონსკის დეტერმინანტი. ჩვენ მიერ განხილული ფუნქციებიდან წრფივად 

დამოუკიდებელი ამოხსნების წყვილებს ადგენენ ქ,2) და »,CC(2) ფუნქციები ერთი 

მხრივ და IMM2) და MI X2)--მეორე მხრივ. ეს კი ნიშნავს, რომ ვრონსკის შესაბა- 
მისი დეტერმინანტები ნულისაგან განსხვავდება. შესანიშნავია ის გარემოება, რომ 
ვრონსკის დეტერმინანტი ბესელის ფუნქციებიდან 1-ზე დამოკიდებული არ არის. ამ 

თვისების გამო ვრონსკიანები დიდ გამოყენებას პოულობენ სხვადასხვა გამოთვლის 
დროს. ავიღოთ ბესელის რომელიმე სფერული ფენქცია V,(2) და მისი შესაბამისი 

წრფივად დამოუკიდებელი ფუნქცია, რომელიც V,ით აღვნიშნოთ. მაშინ, თუ გა- 

მოვიყენებთ (M,33) ფორმულას, ვრონსკის დეტერმინანტს 

V,(7) VI(2) 

V(2) VI(2) 
11” LV,(C), V,(2)1 = (L,,89) 

    
ექნება შემდეგი სახე: 

IV V 2), V,(9)1 = V,(2)V,- (9) –– V,(2)V,- (0). (L,99) 
ავიღოთ კერძო შემთხვევა: V,(2) =ქ,(#). V,(2)=%,(2), მაშინ, თუ (L,90) ფორმულა- 
ში შევიტანთ ბესელისა და ნეიმანის სფერული ფუნქციების ასიმპტოტურ მნიშ- 

ვნელობებს (სულ ერთია რომელს: მცირე არგუმენტებისათვის #2<1, თუ დიდი 

არგუმენტებისათვის 23> 1), მივიღებთ 
· · · 1 

17 I),(2), #,(2)1=> 2,(2)M,_1(2)-–#,(9)2,-,(9)= –; · (LI91) 

სრულიად ანალოგიურად “ 

VI III M7),#I2 (2)) =('M(2)MI-),(2) ––MI/2)M(1 (8) = – 21. (#,92) 
2! 

შევნიშნოთ. რომ ყოველი V,(2) სფერული ფუნქცია შეგვიძლია წარმოვიდგი– 

ნოთ როგორც წრფივად დამოუკიდებელი გ,(2), X,(2) ან »MI'X2), I X2) ფუნქციე- 
ბის წრფივი კომბინაცია, ე. ი. 

V,(2) = ძქ!(2) ++ ხ1ჯ (2) = CI1(#) + 07 ?)(7). (#,93) 
ასე მაგალითად, 

1(0 = – (Iს + რთ), თ.,94) 

ი) = > სთოთ–- რთ) (6,95) 
? 

და ა, შ. 
დაბოლოს აღვნიშნოთ, რომ ასევე წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნებს 

შეადგენენ #,(2) და მოდიფიცირებული სფერული ბესელის ფუნქცია 
. 2%. §,(2) = V –” 1 იმ. C,9%) 

2 

მათი ვრონსკიანიც, ცხადია, ნულისაგან განსხვავდება და ამავე დროს 1-ზე დამო- 
კიდებული არ არის. 

ზოგიერთი ინტეგრალი ბესელის სფერული ფუნქციებიდან. მარტივად შეიძლე– 

ბა ვაჩვენოთ, რომ სამართლიანია "შემდეგი ფორმულები: 
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აპ 
8 

წი => (11(62)––1, (ი=)1კ(ი2)), 1>0 (L,97) 

დ
“
.
 ·
 

წ
 

8 

Mხ“)ებძთ = – = (362) – ჩ,-,69 ჩ,-62)I, _ (L,98) 

ჯ 2; - _ა ვამ; . 

| # «თ ვ ტთა, – + 20992 (09 - მატერი, ციით 
ი ი –ხ! 

თ 3; 2; 

I 1,(62)ს,სიად' კ» = §5 2059 -X0=) + 021422 609) , 
1 ცგბ1-Lხ? 

ქვემოთ მოვიტანთ ასეთი ტიპის ინტეგრალების ამოხსნის მეთოდს, ვთქვათ, V,(ჯ) 

(და V,(2) აღნიშნავს რომელიმე სფერულ ფუნქციას: ბესელის, ნეიმანის ან ჰანკე- 

"ლისას. მაშინ X,(>)=დV,(0=) და 0,(2) =>VI(ხ2) ფუნქციები შესაბამისად დააკმაყო- 

'ფილებენ განტოლებებს 

X+ |«– MX “V-მ, (6,101) 
2 

0/+ #- #1) | ყ,=0. (6,101 
ჯ 

“პირველი განტოლება გავამრავლოთ VII(7)-ზე, მეორე კი–-X,(2)-ზე და პირველს 
გამოვაკლოთ მეორე. შემდეგ ავიღოთ ინტეგრალი და წარმოებულების შემცველ 

წევრში ჩავატაროთ ნაწილობითი ინტეგრაცია. მივიღებთ 

(L,100) 

  

(VIXI-–X,VI)+(6'-–ხ9შ | XI(02)0+(ხ62)ძ2=0. (6,102) 

"რეკურენტული (L,33) ფორმულის გამოყენებით მარტივად გვექნება 

VIIX1– X,01=022V, (თ) V,(ხდ)–– >?ხV,(თ2)V,,(ხთ). (C,102) 
-ამ უკანასკნელის (IL,102)-ში შეტანით მივიღებთ შემდეგ ფორმულას: 

- IV, – ე? V 
IL V,(02) V,(ხ2)ძფ = ხ2V62)V-(ხრ- 0>"VI_ (თ) VI(ხ2) . 

ფ?--ც? 

„ამ ინტეგრალის კერძო შემთხვევას წარმოადგენს (L,97) ღა (L.99) ინტეგრალები, 
სრულიად ანალოგიურად (L,100) ტიპის ინტეგრალის ამოსახსნელად უნდა განვი- 

ხილოთ ისევ (L#,101) და (L,1017) განტოლებები, სადაც უკანასკნელში სხ->1ხ. 
მაშინ ამ განტოლებას დააკმაყოფილებს V/,(»X)=27#ჩ,(ხთ) ფუნგცია. 

ზემოთ ჩატარებული გამოთვლების ანალოგიურად მივიღებთ 

0VIXI-–XIV = თ2%, (62) #,(ხ2) -+ხ=”VI(6=)#, -1(ხ2). (C,105) 
„ახლა მოვახდინოთ (L,102)-ში ხ-+ჯხი შეცვლა და მასში შევიტანოთ (L,105) გამო- 
სახულება, გვექნება 

3 | იტი ჩ,(ხი) ძთ = –– ხ>"VI(02)ჩ)_,(ხდ)-+ ძე: _,(02)XI(ხთ) , 

01+ახ?ზ 
რომლის კერძო შემთხვევასაც წარმოადგენს (L,100) ინტეგრალი. 

(L,104) 

(L,106) 
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დაბოლოს შევნიშნოთ, რომ ზემოთ გამოტანილი ინტეგრალებიდან ზღვარში- 
მიიღება მთელი რიგი საინტერესო ფორმულები. ასე მაგალითად, როცა ჯ-+C, მა– 

შინ (L,99) მოგვცემს (I,50) ფორმულას. ასევე, როცა ჯ->0-საკენ, (#,100) ფორ– 
მულა (L,47) და (1,82) გამოსახულებათა გათვალისწინებით მოგვცემს 

ჯ , ი 
I 1,(C2)/,(ხ7)თ? ი» = _ – 8,107) 
შ ხ!+1(ე? + ხ?) ( 

ეილერის განტოლება. აღვნიშნოთ, რომ, როცა ბესელის განზოგადებულ 

განტოლებაში ”=0, ან თ«1=0, გვექნება 
ხხ; +ი!0;+0;C =0, (L,108). 

სადაც 0 მუდმივია. ამ განტოლებას ეილერის განტოლება ეწოდება. იგი თდ=10+# 

აღნიშვნით მუდმივ კოეფიციენტებიან განტოლებაზე დაიყვანება 

0შმ.-(-–ი)).-+00 =0, (CL,109). 

ამ განტოლების ამოხსნა კი მარტივია. ვეძებოთ ამოხსნა LL =46# (ე. ი. ს =1”)- 

(M,109) განტოლებაში შეტანით მივიღებთ 

#" --(1--თ)4ი0 =0, (6,110). 
საიდანაც 

1-ძ 1–თ M? 
– ,111)» ; +V (+ )-” თას 

ზოგად ამონახსნს კი ექნება გამოხატულება 

VLCI)= CIL" ++ C,"- (L,112) 

განვიხილოთ შრედინგერი რადიალური ფუნქციების განტოლება მცირე, 
#-ებისათვის. როცა პოტენციალი აკმაყოფილებს პირობას ჯ? 7 C-) =0, მაშინ განტო– 

„-0 

ლებაში შეგვიძლია გადავაგდოთ როგორც სრული, ისე პოტენციალური ენერგია. 

ცენტრგამშორ პოტენციალურ ენერგიასთან შედარებით; დაგვრჩება 

ა ძო, 2 ძს _ I+1) ა 0 „0 (6,113) 
ძე; » ძ”» „” 

რომელიც წარმოადგენს ეილერის განტოლებას. (#,108) განტოლებასთან შედარება- 
გვაძლევს თ=2, ი=–-(--1), ამიტომ (L,113)-ის ზოგად ამოხსნას ექნება შემდე– 

გი გამოხატულება: 

    2ბ+ == 

  

C. 
ჯI+! 

სათავეში სასრულ ამონახსნს მივიღებთ მაშინ, როცა C; გავუტოლებთ ნულს. 

ბესელის განტოლების ამონახსნების ინტეგრალური წარმოდგენა, ამ ამოცა-- 

ნის გადაწყვეტისას ჩვენ შეგვიძლია გამოვიდეთ უშუალოდ (X#,1)-დან. მაგრამ. უმჯო-- 

ბესია ამოსავალ განტოლებად ავირჩიოთ (L,4), რადგან მისი ამონახსნის ინტეგ– 
რალური წარმოდგენები ნაპოვნი გვაქვს § 7#)-ში; (M,1) განტოლების რეგულა-- 

რული ამონახსნი კი გადაგვარებულ ჰიპერგეომეტრიულ ფუნქციასთან დაკავში-- 

რებულია (L,6) ფორმულით. ამგვარად, საკმარისი იქნება გავიხსენოთ, თუ რო–- 

გორი ინტეგრალური წარმოდგენა აქვს ბესელისს ფუნქციის განმსაზღვრელ- 
488 

  #06) = C++ (L,114),



X#C0 +1/2, 20+1,2:2) ფუნქციას. გამოვიყენოთ (7),34) ინტეგრალური წარმო-- 
დგენა, ამ წარმოდგენის მიხედვით მივიღებთ 

XX (9 + 1/2, 20+1, 212) = 

_  IX20+1) ___ ( 8-0 ენ + კ. (6,115). 
L (0 -L1/2) L(0-L1/2) : 

ეს მნიშვნელობა შევიტანოთ (ს,6) ფორმულაში და შემოვიღოთ ახალი (ვლადი. 

2(=1-–-ჯ., (C,1155 

ასეთი გარდაქმნის წყალობით განსაკუთრებული ჯL=0 და (=1 წერტილები გადა-- 

ვლენ ხ=–- და C=4-ში. გარდა ამისა, გავიხსენოთ, რომ ILC2) ფუნქციის (C,30) 

გაორკეცების ფორმულა 2#=(ი +1/2)-ისათვის მოგვცემს 

  _  1200+))  _ 2? (#,116). 
IV +1)IC0+1/2) / ი. 

შედეგად მივიღებთ 

(2/2)? + + 
წი) ლ. IC -C1/2). | რიკ0წ-7C. (წ)17) 

თ 
კიდევ ერთხელ მოვახდინოთ ცვლადის შეცვლა, კერძოდ ავიღოთ 1=ხ=6171, 

ეს ნიშნავს C კომპლექსური სიბრტყის მობრუნებას –> კუთხეზე. ასეთი შეცე– 

ლით განსაკუთრებული წერტილები + გადავლენ არსი ღერძის +1 წერტილე- 

ბში. შედეგად მივიღებთ 

+1 

_ (0220 ს ( „. ი-+ ––- 

V » IIC2-L1/2) L ე2X1 ე), 'ძი. (080>--1/2) V., »() = 

ამ წარმოდგენას ხშირად სხვა სახითაც გამოხატავენ. სათანადო ფორმულას მივი– 

ღებთ, თუ შემოვიღებთ ახალ +=310 დ ცვლადს; გვექნება 

ძი(მ)=3ჯ> «ი» I 00§% დ 02989 ძდ. (00,119). 
ჯი“ V >ICი+I/2) ->% 

8



"მოვახდინოთ გ!25!/ 9 = ც08(/ 810 დ) +- § 810 (# §10 დ) გაშლა, რადგან ინტეგრალი 

'სიმეტრიულ საზღვრებში აიღება, ამიტომ დაგვრჩება 

> 

რი | აა ” == 2 ჯ · 1 ძ ი(2) #7 XI +1/2) 7» ა0§”/ დ 003(231ხ დ)ძდ (4:1 ) 

8 

„ცხადია, ამ წარმოდგენაში IL60 > -– 1/2. 

ადვილი მისახვედრია, რომ ბესელის სფერული ფუნქციისათვის გვექნება შემ– 

«დეგი ინტეგრალური წარმოდგენა: 

I +1 

#90 = ფაი I, ტი >X(1--+?)! ძა. (C,121) 

"ჩავატაროთ ნაწილობითი ინტეგრაცია, გვექნება 

+1 ი! 

აუბნია სალატი (6129) 
“ –1 

2I(8) = 

თუ გავიხსენებთ ლეჟანდრის პოლინომის განმარტებას 

X#XI,() = _15უ LL (1?1--1) (L,123) ( 2/I) ძა! , , 

(საბოლოოდ მივიღებთ 

. 1 +! > 

#9 = 2» I 4'-X,C)ძ“. (C,124) 

-ან, თუ შემოვიღებთ ახალ ()ვლადს + =§19 დ, გვექნება 

1 #7 

12I(2) = 27 I ტI2005 დ X,(608დ)510დძდ. (L,125) 
0 

ჰანკელის M#X2) და #22) ფუნქციების ინტეგრალური წარმოდგენის მო- 
“საძებნად ასევე შეგვიძლია გამოვიყენოთ (#8,27) და (13,28მ) ფორმულები, სადაც 
ავიღებთ პარამეტრებს, რომლებიც განისაზღვრება (,8,14) და (I8,4) განტოლებების 
შედარებით. შემდეგ, ამ ორი ამოხსნიდან, (,8,30) ფორმულის გამოყენებით, შეგვი– 
ძლია ვიპოვოთ #=0 წერტილში რეგულარული ამონახსნიც, ამასთან იგი დაემ- 

· თხვევა სათავეში რეგულარულ ბესელის #»(2) ფუნქციას. : 

ჰანკელის ფუნქციების ინტეგრალური წარმოდგენა შეგვიძლია აგრეთვე ვი- 
„პოვოთ (L,117) ფორმულიდან, თუ გავიხსენებთ, რომ 

ჰ,რ = –- (806) +#დC1. (8,126) 
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:გადავწეროთ (C,117) წარმოდგენა შემდეგნაირად: 

წ) 
1I/ X IC0+1/2) 

  

=> „I 
ძა(9= | L «04.0 'თ%+ 

5. 

: 

(I ო«0+6ღი44ძ ” (დ,127) 

“მაშასადამე, შეგვიძლია დავწეროთ 

1), 
XI9I)()= ––– (1 ლი-L0 ქლ, 128 წ ურის: უ9 I. (1+ღი+44C C8,128) 

2(+” _. 

XMCVX#) = 2 I ტ:6 (1-LC2)ჩ/-1ჩ ძხ. (L,129) 
LV =IICC +1/2) 7, 

„ცხადია, ნამდვილი ჟ-ისათვის /#/(!)“(2) = #CI(8). ცვლადის შეცვლით ამ გამოსა- 
"ხულებებს შეგვიძლია მივცეთ სხვა სახეც, რომელიც ხშირად გამოიყენება სხვადა- 
“სხვა ამოცანებში. (L,128) და (%,129) ფორმულებიდან მარტივად ჩაიწერება ჰან- 

კელის სფერული ფუნქციების წარმოდგენაც. (L,95) ფორმულის გამოყენებით კი 

„ვიპოვით ნეიმანის სფერული ფენქციის ინტეგრალურ წარმოდგენასაც. 
მაგალითი 1. ვიპოვოთ შემდეგი ინტეგრალი: 

V= I 1,(02)II|'(სხთ)თ? თ. (6,130) 

#70 

-ეს ინტეგრალი განვიხილოთ როგორც ზღვარი: 

4 

ჰ=11თ I 2,(თ=)IM((ხთ)თ? ძთ. (131) 
ჩ-” 7 

· თანახმად (L,104) ფორმულისა, განუზღვრელი ინტეგრალი ტოლი იქნება 

2 + 

I 2,(02)ს!(ხთ)თ"ძ:= –– 458012 , (ILV132) ე 
"სადაც 

IV(თ, ხ1 | თ) = თქ, (02) II 'I(ხდ) ––ხ2,(02) M%), (ხX). (L,133) 
8 მაშასადამე, 

ძ=--- I (#IIV, ხ“ | 7) –– 5II(თ, ხX |#ე)1. (ს,134) 
ებზ-- ხ? I-.= 

-თუ გავიხსენებთ ბესელისა და ჰანკელის სფერული ფუნქციების ასიმპტროტურ გა- 
“მოსახულებებს დიდი არგუმენტებისათვის, ადვილად დავამტკიცებთ, რომ 

. _ ((ც'--ხ?) გ-I(0-ხ)ჩ/ იგ'(თ0+ხ)? 

სთ. (771 (დ, ხ+| 8)) ==“ | LC-II L,135 
„ბ.თ 3C I2) 2თხ თ--ხ 1. თ“+ხ თ ( ) 
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ამ გამოსახულების მეორე წევრი ძლიერ ოსცილირებადია, ამიტომ იგი შეგვიძლია 

გადავაგდოთ. პირველი წევრიც ოსცილირებადია, მაგრამ იგი ნულისაგან განსხვა-- 
ვებული იქნება, როცა #0=ხ, ამიტომ იგი შევინარჩუნოთ. როცა ძ=ხ, მაშინ, ვრო–- 
ნსკიანის თვისების გამო, 

I=C, ს“ #)=--"-; (C,136)- 
თ?“ 
  

ამიტომ გამოსახულება 

  

1/1),! =1, (%,137). 
0-ხ (ძთი+ხ) 

რის გამოც (M#,135) შეგვიძლია გავამრავლოთ ამ სიდიდეზე. შედეგად გვექნება 

_ +I,. ((ხ-ი)% #= ”5LI(ძ, ხ' | 7“) 10 1 _ ითლთჩა 0.138): 

რთ+ხ ?-.თ|ხ-თ ხ–იძ 

გარდავქმნათ ფიგურულ ფრჩხილში მოთავსებული გამოსახულება; იგი ტოლი: 

იქნება 

?-თ ხ–ით ხ–თ 

1 
–27XCხ–-0)= 11I _ 1. · (L,139): 

ხ–-.თ 830 ხნ -–-–- თძ+% 

სთ L – 0605(ხ –– ი)# _; 5Iს(ხ––ი)# I 

  = 97» 

მაშასადამე, საბოლოოდ მივიღებთ 

I 2,(02)IMI''(ხთ),1ძთდ= 

7ი 

=5სCხ' I). (05 (0I,140): 
ხ”–ი?-+-% 

სრულიად ანალოგიურად მივიღებთ ინტეგრალის მნიშენელობას, როცა ინტე- 
გრალში #Iხ») ფუნქციის ნაცვლად მონაწილეობს ჰანკელის მეორე გვარის. 

#IM(ხჯ) ფუნქცია. ამისათვის (L,140) ინტეგრალში საკმარისია §6-ის წინ ავილოთ· 

მინუს ნიშანი, ხოლო (1,133) განმარტებაში #V) ფუნქციის ნაცვლად ვიგულისხმოთ · 
მეორე გვარის ჰანკელის ფუნქცია. (L,140) ტიპის ინტეგრალები ხშირად გვხვდება 

პრაქტიკული გამოთვლების დროს. 

მაგალითი 2. გამოვიყენოთ ბესელის სფერული ფუნქციის (124) ინტე– 
გრალური წარმოდგენა და ვიპოვოთ ბრტყელი ტალღის ლეჟანდრის პოლინომებად 

გაშლის ჩვენთვის კარგად ცნობილი ფორმულა. ცხადია, 

MM 90X9 = 5) 4,C)X" (605 0). (C,142)' 
ჯ90 

4.) უცნობი ფუნქციის მოძებნა ადვილია, თუ (IL,142) გამოსახულებას გა- 

ვამრავლებთ XI(00§5 8)810 000-ხე და ავიღებთ ინტეგრალს (0,X) შუალედში. ლე-- 
ჟანდრის პოლინომების ორთო-ნორმირებისა და (L,124) წარმოდგენის გათვალისწი– · 

ნებით მივიღებთ 

4)00=+MI(21-+1)2,(ჩ7), (IV,143)) 

რაც (L,142)-ში შეტანით მოგვცემს საძიებელ გაშლას. 
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§ L. უიტეკერის ფუნქციები 

ჯ „გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციების დიფერენციალურ განტო- 
-ლე' აძი 

#/ (9+(--9ი/(0)–ი/(0=0 (L,1) 
“შემოვიღოთ ახალი ფუნქცია 

#0 => -ი(C; (0,2) 
-მარტივი გარდაქმნებით (C(2) ფუნქციისათვის მივიღებთ შემდეგ დიფერენციალურ 
განტოლებას (154, 1561: 

  

  

ი%() | __ 1, X» , 1/4– ე? – 
ძე? +I 2. # + ' |«თა-ი, რე 

სადაც | 
=9- =- ი: #-/წ-, 1=-+--ი; (-.4) 

ან, შებრუნებით, 
1 ი=--+ს-» 6=14+2#. ფოტ) 

შემოთ მიღებულ (L,3) განტოლებას უიტეკერის განტოლებას უწოდებენ. რადგან 
XL,1) განტოლებას აქვს ორი კერძო ამონახსნი: 

#0 =XVX9, ი; 1), (L,5) 

#:(2)=ჯ! "IC2-6+1, 2-–ი, #). (L,6) 

ამიტომ (X,2) გამოსახულების შესაბამისად უიტეკერის განტოლების კერძო ამო– 
ნახსნებს ექნებათ შემდეგი სახე: 

#;, „(62)=/"'1/846 "წ(L-X+ +, 2L+1; /) (L,7) 

16, = ლორ ი7(– 6-1 +--, 1- 2ს; /) : თი,ზ) 

ზოგადი ამონახსნი იქნება ამ ამონახსნების წრფივი კომბინაცია. როცა 2#= +1, 
+2,..., მაშინ ეს ამონახსნები აზრს კარგავენ. ამისათვის /#,,კ,(2) უიტეკერის 

ფუნქციების ნაცვლად იხილავენ უიტაკერის შემდეგ ფუნქციას: 
IC-2() I(2.) 

V ლეები შის) + ––-_ –---M-ა(ი). (L,9) 
გარ 02-ე) ს MI9 + IVI/2+ცს– 2) დბ 

უიტეკერის ეს ფუნქცია წარმოადგენს (LM,3) განტოლების ისეთ ამონახსნს, რომე- 

ლიც, როცა 2ს მთელი რიცხვია, ასევე აკმაყოფილებს უიტეკერის განტოლებას. 
ადვილი საჩვენებელია, რომ II” (2) და IM. (-2) ფუნქციები იქნებიან (L,3) 
განტოლების წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნები. 

თუ M.;+, (0) ფუნქციების მნიშვნელობებს შევიტანთ (L,9) განმარტებაში, 

მაშინ უიტეკერის ფუნქციას გამოვხატავთ გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული 
ფუნქციებით; სახელდობრ, გვექნება 
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“ად =დო# “| 1(–2ჩ) XC-–ს – X+1/2, 2++1, + 
IC1/2–ს–ჯ 

- IVCII) . ყითა·აშჰ “სს ”0/2–X–ს, 1-2ც, ი). (L,10» II/2+#-–X) " 
გარდა ამისა, (M,28”) განმარტების გათვალისწინებით MC) ფუნქცია შეგვიძლია- 

დავაკავშიროთ VXCთ, C; #) ფუნქციასთან; მართლაც, გვექნება 

შრხა() =– სეი“ 3 ს (I/2+6--X, 1426; #). C,1I- 

MC) და 1/(2) ფუნქციებისათვის «+=0 განშტოების წერტილი იქნება, 
ხოლო #=C წერტილი არსებითად განსაკუთრებული წერტილია, ამიტომ ამ ფუნ- 

ქციებს განიხილავენ | 8+6 #|<% არეში. 
უიტეკერის ფუნქციის (L,9) განმარტებიდან ნათელია, რომ 

VI LC) = IV L-»(2). (L,12) 
ახლა, თუ (#,7) და (L,8) გამოსახულებებზე გამოვიყენებთ კუმერის (L,62) გარ–- 

დაქმნას, ადვილად ვაჩვენებთ, რომ ადგილი აქვს შემდეგ ფორმულებს: 
-თ/(ს++-) 

M-;ს(--2) = 46 1,0 I”X95>90 (L,13· 
და 

7L L-ს(– #8) = ,ას-+)/, (თ. (X,14) 

საინტერესოა 2/1+„ (2) ფუნქციების გამოხატვა MI (7) უიტეკერის ფუნ– 
ქციებით. ამისათვის (M,9) განმარტებიდან განვსაზღვროთ MI” ,,(–-/) ფუნქცია. 
გარდა ამისა, თუ გამოვიყენებთ (L',13) და (L,14) თვისებებს, მაშინ გვექნება 

_ ს» = I(--2)) -(ი(ს+4-) 
7; ( 2) ICI/2--ს-L2) 6 ? M» (2) + 

IM2ს) (M(ს-+) M# | #7 15 

10/2+#6+X ი და» 
განვიხილოთ (X,9) და (#,15) როგორც განტოლებათა სისტემა 7/,, და #M;,-» 
უცნობების მიმართ. ვიპოვოთ სისტემის დეტერმინანტი, მივიღებთ 

0'M(L-1 ”) 

IC1/2––L-–)LC1/2+სL+2ა) 
ტ-(M(Lს+1 72) 

| · (716) 
IX1/2–#6+2)LC1/2+ს–ჯ 

გამოვიყენოთ (C,14) ფორმულა. გვექნება 

ტ-- მახრია| 

1 1 ჯ 

LL --–ხ-1 )ი(--+.+X)= -–---, V,17 
(2 ' ) (; 1#+ ) 8(0 #(+-L +-L1/2) (C17. 

1 1 ჯ __ (5 + (++: ) 910 #(II-–X-L1/2) (§,18. 

120) –– 2ც) = –– -1. -““?. (X,19. 
2ს 510 2XM 
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შედეგად სისტემის დეტერმინანტისათვის მივიღებთ მნი მვნელობას 

ბ=- 1. (6,20' 
2» 

ამის შემდეგ ადვილად ვიპოვით, რომ 

M#;,.(2) = _ 120#6+1) _ ) 
10/2+ს–X% 

I(2#+1) 

IXI/2+#+ჰX) 

სრულიად ანალოგიურად მოეძებნით 7/, „(2) წრფივად დამოუკიდებელ ამონა- 
საც. 

ახლა ვიპოვოთ ასიმპტოტური მნიშვნელობები. (II,7) განმარტებიდან ცხადია,. 

რომ #=0 წერტილის მახლობლობაში გვაქვს ფორმულა 

გ MM” ას(–-ი0)– 

გMM-#-1 IC). (L,21) 

-8 1/2+ს– 
=ეM+10, 9 |1 | /21L42,ვ | ,22)· M6 (2) =# 6 "I + 1I0ი+0 #+ | (L,22) 

ასევე 

პისთ=ლო%%ს + 17-44, კ I (წ,2ვ). 
(1-9)! 

უიტეკერის IM” .(2) ფუნქციის ასიმპტოტურ მნიშვნელობას ვიპოვით (X,9) ფორ- 
მულიდან, (L,22) და (#,23) ფორმულების გამოყენებით. 

როცა #+Cთ, მაშინ, (L,11) განმარტების თანახმად, (71,807) ფორმულის · 

გათვალისწინებით, მივიღებთ 

M სელი ბია. #->თ (L,24) · 

ანალოგიურად ვიპოვით სხვა ფუნქციების ასიმპტოტურ მნიშვნელობებსაც დიდი · 

არგუმენტების შემთხვევაში. 
დაბოლოს აღვნიშნოთ, რომ უიტეკერის ფუნქციების ინტეგრალური წარმო– 

დგენები შეგვიძლია დავაკავშიროთ ჰიპერგეომეტრიული ფენქციების ინტეგრალურ 

წარმოდგენებთან. 

§ C. ლეჟანდრის პოლინომები და ლაპლასის 
სფერული ფუნქციები 

ლეჟანდრის პოლინომები და სფერული ფუნქციები შედარებით კარგად არის . 
ცნობილი საუნივერსიტეტო მათემატიკის კურსიდან, ამიტომ ჩვენ დავკმაყოფილ– 
დებით მხოლოდ მათი ძირითადი თვისებების აღნიშვნით (148, 149, 150). 

ჩვენ ვიცით, რომ ლეჟანდრის (7),17) განტოლება გარკვეული აღნიშვნის 
შემოღებით ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციების განტოლებაზე დაიყვანება. §0-შივე 
ვაჩვენეთ, რომ ლეჟანდრის მიკავშირებული #,»(ჯ2) პოლინომიც შეიძლება გამოი- 
ხატოს ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციით. შევეცადოთ ჩამოვთვალოთ ამ პოლინომების 
ძირითადი თვისებები რომლებიც შეიძლება დავადგინოთ ჰიპერგეომეტრიული · 

ფუნქციების თვისებებიდან. ქვემოთ ყველგან შემოვიღოთ აღნიშვნა L=ლ600§ მ. ლე–- 
ჟანდრის პოლინომი შემდეგნაირად განიმარტება: 
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1 ი!   X#I(6) = “I ”უ (C?1-)). (ხ=00890) (თ,1) 

ამ განმარტებიდან ცხადია, რომ 

#I(-–-C)=(--1)!,(C. (თ,2) 

„L-ის კერძო მნიშვნელობებისათვის გვაქვს ფორმულები 

X#ა()=1, 

ჯ),(6)=L, (თ,3) 
1 

X#;(C) = “> (36“–-1) 

“და ა, შ. 

ლეჟანდრის პოლინომები ორთო-ნორმირებული ფუნქციებია, კერძოდ, ადგი- 

ლი აქვს ფორმულებს 

  1 5.8 #8 #- 3 2, (8.4 

L (214+1)ნ,დ#2,დე=2C–ღ. (6,5 

· ლეჟანდრის  პოლინომებისათვის გვაქვს შემდეგი რეკურენტული ფორმულები: 

ი-ლ -9ოს =10,,0 – Lნ,დ, (8.6) 

ძ-ღ 72. = 0+1)#>,C) – 0+1)ნ,,(. (6,7) 

ამ ორი ფორმულის გაერთიანება მოგვცემს 

(21+1)LLI(ს)=–(L+1)#,,,(C)-+1#I -,(6)- (თ.ზ) 

სხვადასხვა ამოცანებში მნიშვნელოვანია ლეჟანდრის განტოლების სხვა ამოხს– 

ნაც, რომელიც პოლინომს აღარ წარმოადგენს. მას უწოდებენ ლეჟანდრის მეო– 

რე გვარის ფუნქციას და აღნიშნავენ CV7(2)-ით. ეს ფუნქციაც შეგვიძლია წარმო- 

ვიდგინოთ ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციის საშუალებით. კომპლექსურ ჟ-სიბრტყე- 

ზე, რომელსაც აქვს ჭრილი არსი ღერძის (-–-1,1) მონაკვეთზე, გვაქვს 

„განმარტება 

2!(I!)? 1 

(21+1)! (2+1)11 

„უფრო ხელსაყრელია ამ ფუნქციის განსაზღვრა ინტეგრალური წარმოდგენით 

    0) = »(L+), 1+1, 21+2; 5-)' (6,9 
1+272 

+! 
0) = + I 2 (9)ძოთ _ (C,1C) 

2 3 #2“ 

„ამასთან, იგულისხმება რომ „ კომპლექსური სიბრტყის ნებისმიერი წერტილია, 

-რომელიც არ ძევს არსი ღერძის ––1 და +1 წერტილებს შორის. ცხადია, (C-,2) 
-ფორმულის თანახმად, 

C0I(C--–2)=(-–-1)/40,(2). (CI11) 
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კერძო შემთხვევაში, როცა | =0 და 1, გვექნეჯა მნიშვნელობანი 

  ) 1: 2 1-2 
(ძი(2) = )ს “ , C,2)=--19 1 1. (C,12) 

ლეჟაზდრის მეორე გვარის ფუნქცია იმავე რეკურენტულ ფორმულებს აკმაყოფი- 
ლებს, რასაც ლექანდრის I,(2) პოლინომი. 

ლეჟანდრის მიკავშირებული პოლინომები, ლეჟანდრის მიკავშირებული პო- 
ლინომი განისაზღვრება შემდეგნაირად: 

(5) =(1-–§59 + – MI), (=-=ლი§ყ) (CI,13) 
C65 

სადაც 0<»ო:<1. როცა #II>ს მაშინ, ცხადია, ჯL,,»(ო) <0. შევნიშნოთ, რომ 

(თ,12) გამოსახულება ასეც შეგვიძლია წარმოვადგინოთ: 

(–1) “ი (-+)! ძ “უევრ თ -. 

2!/! (|-–– ს)! «ღა. 

ეს განმარტება სამართლიანია ჯL-ის ორივე ნიშნისთვის. ამასთან, ცხადია, 

7 )! · #- დ=(- ეთ წ-ი იდ, 181 
/ 0+»" ““ რია 

ლეჟ:ნდოის მიკავშირებული პოლინომები ამონახსნებია შემდეგი დიფერენციალური 

განტოლებისა: 

ძ-ოყიდ- 2:00 + |IV+ს– 

1ს..(C)= (ა) (Iდი<+0 (6,133 

IV   =|0დ- 0. (C,15) 

ეს განტოლება, როცა #=0, ლეჟანღრის ჩვეულებრივ განტოლებას დაემთხვევა 
ისევე, როგორც #/ი(§) = #VI(L). 

აშკარაა, რომ ადგილი აქვს შემდეგ თვისებას: 

საო(–-ხ)=(--1)!'” L”თ(C), (0ც,16) 

რომელიც გამომდინარეობს (C,13) განმარტებიდან, 
ლეჟანდრის მიკავშირებბული პოლინომებიც ორთო-ნორმირებულნი არიან; 

სახელდობრ, ადგილი აქვს ფორმულა” 

2 (+M! -, 1I ნთრ ჩი %= 2) 0 იაა 

შეიძლება დამტკიცდეს ორთოგონალობა ერთნაირი 1-ისა და სხვადასხვა I#I-ისა- 

(თ,17)   

აც. 
ლეჟანდრის მიკავშირებული პოლინომების ერთზე ნორმირებისათვის Lაჭიროა 

ისინი გავამრავლოთ კოეფიციენტზე 

_1/ 2+1 | C- I” ა 18 თ.=I/ 2X% >) (6,18) 

ლეჟანდრის პოლინომებისათვის სამართლიანია „შეკრების თეორემა", თუ მოცემუ– 

ლია ორი თრტი «(მ, დ) და „” (მ, დ), რომელთ: “შორის კუთხე ს ტოლია, 
მაშინ 
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1”/(C5 9) => /2,(ც05 9) /7,(ტიც 8”) -! 

1 
2 ჯა ო. რო /თ(ი0» I) /',,„(00» ს”602ა //(X–-ჯ): (0,19) 

#”·M.1 

ამასთან, 

ლი3 9- = 008 0 სი§ სყ” + პI0 8 5|ს 9” 605(7--დ'). (თ,19– 

ლაპლასის სფერული ფუნქციები, ლაპლასის სფერული ფუნქციები დაკავში- 

რებულია L,უ(0C08 ს) ლეჟანდრის პოლინომებთან. დავწეროთ ლაპლასის განტოლება 

30თ=-0. (C,20) 

გადავიდეთ სფერულ კოორდინატებზე; გვექნება 

  

1 .-9# 
_-–_ + 2ტ «% --0, C,21 

+ 0» -(» ძ» ჯ სთ ( ) 

სადაც +, ლეჟანდრის. ოპერატორია-–- 

1 ძ : მ 1 ქ? 
ა = – ჩ--- –__- –-. თ,22 
ნი კენი L  შ0/' 51026 ძდ? (89,22) 

განტოლების ამოხსნა ვეძებოთ თ =ჯ;IX (მ, დ) სახით; გვექნება 

2–0,-X(9, დ)-+I(I-+1)XM, დ)=0. (C.,23) 

ამ განტოლების ნორმირებული ამონახსნი, რომელიც უწყვეტობისა და ფცალსახო- 

ბის სტანდარტულ პირობებს აკმაყოფილებს, განისაზღვრება ფორმულით 

2+!1 0-–»)! 

რ: (1-+7)I)! 

XIთ(ზ, დ) ფუნქციას ლაპლასის სფერულ ფუნქციას უწოდებენ. 1 ინდექსი 
იღებს მნიშვნელობებს 1=3უ, 1, 2,..., ხოლო »; იცვლება––ჯ-დან +-1-მდე. ზ და დ 

ერთეულოვანი #= > ვექტორის პოლალ-კუთხეებია. ჩეენ ხშირად ვისარგებლებთ: 
» 

აღნიშვნით 

  X/.თ(მ, დ) =L-–- სრ 2+- ” Lთ(20§ ც)გოდ. (თ,24) 

XV(მ, ჯ) => X, (ი, (0,25) 

ე. ი. ორტის პოლაო-კუთხეების ხაცვლად არგუმენტში მივუთითებთ თვით ორტს. 

შევნიშნოთ, რომ, (C,14) ფორმულის თანახმად, “ათ და X#, თათ ფუნ- 

ქციები ერთმანეთისაგან განსხვავდება (–-1)რ მამრაელით. ხშირად (C,24) განმარ–- 
ტებაში (–-1)- მამრავლს არ ითვალისწინებენ, მოვიტანოთ სფერული ფუნქციების 

მნიშვნელობანი რამდენიმე ინდექსისათეის: 

Xეი(მ, დ) =(4ჯ)“ '/? 

7. 9)= 1/ – 810 0 (49, 

7,ი(0, დ) => V > ი090, 
4ჯ 

(თ,26) 

4ყ8



X,-)(0,დ)=– 3 8)ი 0 ტ“/ი, 
8» 

ლაპლასის სფერული ფუნქციებისათვის ადგილი აქვს ორთო-ნორმირების შემდეგ 
პირობებს: 

| 7;> (ს დ) XI,(0, დ)ძე+=8,/ მთი" (Cღ,27) 

თ +! _ = = = 

2 2, 70072) =ბC-#9, (6.28) 
150 „ო."–I 

სადღაც ძ%5–-=§8I10 0 ძმ ძთდ სხეულოვანი კუთხეა. 
აღვნიშნოთ, რომ ლაპლასის ფუნქციები წარმოადგენენ ორბიტალური მო- 

მენტის კვადრატისა და მისი გ-პროექციის საერთო საკუთარ ფუნქციებს: 

1'X,„ 6) =M/0+1)X„C, 

1, #თ C0=თს”ით; (C,29) 
მაშასადამე, 1 ყოფილა მომენტის კვანტური რიცხვი, ხოლო 1I-–-მაგნიტური კვან- 

ტური რიცხვი. 

ადვილად შემოწმდება, რომ სამართლიანია შემდეგი ფორმულა: 

X, ონა=C-1)-XIთ. (M>0) (0,3თ 
ასევე, (C,16) ფორმულიდან გამომდინარეობს, რომ 

”სოC–=(C-1)”თ თ. (0,31) 
ამასთან, –-» ორტის პოლარ-კუთხეებია X+0 და X-+დ. ადვილად ვაჩვენებთ, რომ 

კერძო შემთხვევაში, როცა XL=0, გეექნება კავშირი 

)= (რი “დ (6,3 #,(608 0)= (CC) Iე(9)- ' 

ზოლო, როცა 8=0, გვექნება 
", 

თორი -( 2“ > (6.33) 
4» 

თუ ს დღა I ორი რადღდიუსვექტორია, მაშინ ადგილი აქვს შეკრების შემდეგ 

ფორმულას: 

4X 
+! _ = _–ი 

კ––_-ჰ->>. 
5“ 

ნებისმიერი ფუნქცია, რომელიც დამოკიდებულია L, და IL ვექტორზე და ინვარია- 
ნტულია კოორდინატთა სისტემის მობრუნების მიმართ, გაიშლება შემდეგ მწკრივად: 

XC M) = 3) (21+1)Vდს ჩანის “#0; (6,35) 
(50 
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ან (C,34) ფორმულის გამოყენებით შეგვიძლია ეს ფორმულა ასეც გადავწეროთ:· 

თ +4I! 

V7Vს I) = 4ჯ 2, 2, V7თა ”)XI. და XIთC). (თ,36)7 

150 თ"-1 

რადგან ლაპლასის სფერული ფუნქციები სრულ სისტემას ადგენენ, ამიტომ” 

ერთი და იმავე არგუმენტის სფერული ფუნქციების ნამრავლი კვლავ სფერული- 
ფუნქციებით შეგვიძლია გამოვხატოთ; სახელდობრ, ადგილი აქვს შემდეგ მნიშვნე– 

ლოვან ფორმულას: 

– – (06241 ·L 2 102 1 

XI,თ,00) XI,თ,თ) = 8 სხაას1ს, 1/3 
00 | #0) - სე: | > | #0) 

L"I,-1.| M<=-L 

(1, 1 იმე I | LM) X MC), (ღ,37): 

სადაც (CL, ს თ, MX | LI# » კლებშ-ჟორდანის კოეფიციენტ-ა, ჯამები კი აიღება მო.-. 
მენტთა შეკრებით დასაშვებ ფარგლებში. (C,37) ფორმულის გამოყენებით ადვი-- 
ლად ვაჩვენებთ, რომ 

.- – - - 21, + 1) (21+ 1) 1”/? |2Iთ7ათან)7 ა 6009= სულიო I (8,0 | X0) · 

(1.1 თ? | LI). (თ,38)- 

შევნიშნოთ, რომ კლებშ-ჟორდანის კოეფიციენტების თვისებით (1,000 | L0) =0,. 

თუ ჯ#+1,+7 არ არის ლუწი რიცხვი. 
დაბოლოს აღვნიშნოთ, რომ სამართლიანია შემდეგი რეკურენტული- 

ფორმულები: 

0---+1)04+#-L1) L 6X,,(0, დ)= 1 +--2I 27917) X» 
<8 მფო, ი | (21+1C0I+3) ! ო 

| (I--7)(L+V1) | IV 
223 ა ევლია 1-1, C,39 
(21––1)(2(+1) (აი 

81ი 0Xჯ„(9, დ) = (ილ აფო12 (21-+1X21+3) 

0–ი)0–-7--1) I / - 0 
| (21-–1X2(+1) | შიათ ი ი, (თ, ) 

7” 

| 7 Iას.+1 – 

· 0–»%+1)0--თ+2) 1# 
8 ” 0, =–- აეეე + ო– 810 მX I» (მ, დ) ( (21-++1X21+3) | XI.,ო-+ 

90+7ა)0+.–) | ' 41). 
| (2I-–1)(21+1) | რისი |რ == 

ცხადია, კერძო შემთხვევაში, როცა #=0, (C,19) რეკურენტული ფორმულა დაიყ– 
ვანება (C,8) გამოსახულებაზე. 

ხ00



§ IM, ინტებრალური განტოლებები 

შრედინგერის განტოლება ხშირად ხელსაყრელია ჩაიწეროს ინტეგრალური 
განტოლების სახით. მაგალითად, ჩვენ ვიცით, რომ იმპულსურ წარმოდგენაში 

შრედინგერის განტოლებას ინტეგრალური განტოლების სახე აქვს. განსაკუთრე- 

ბით ხელსაყრელია გაფანტვის ამოცანის გადაწყვეტა ინტეგრალური განტოლების 

ფორმალიზმით. ქვემოთ ჩვენ მოკლედ შევეხებით ფრედჰოლმის მეორე გვარის ინ- 

ტეგრალურ განტოლებებს, რომელთაც ყველაზე დიჯი პრაქტიკული მნიშვნელობა 

აქვთ კვანტური მექანიკის ამოცანების გადაწყვეტისას (144, 150, 151, 1571- 

განვიხილოთ აბსტრაქტულ ვექტორულ სივრცეში შემდეგი განტოლება: 

|IV)=|დ)+#X# IV), (9,1) 

სადაც #-წრფივი ოპერატორია, ხოლო /). პარამეტრი. ეს განტოლება ჩავწეროთ 

„დჯ“-წარმოდგენაში 

ხ 

%00 =დ00+X | LC, ხ §(0 «I. თი? 

ამ განტოლებას ჰქვია ფრედჰოლმის მეორე გვარის არაერთგვაროვანი ინტეგრა- 

ლური განტოლება. 

)#(C1)=(XI MX IL) (8504)! 

უწოდებენ ინტეგრალური განტოლების გულს; C(#)-საძიებელი ფუნქციაა, ხოლო 
დ() ცნობილი––თავისუფალი ფუნქცია. როგორც X, ისე ჯ ცვლადი მოთავსებუ- 

ლია ერთსა და იმავე Lთ, ხ) ინტერვალში. თავისუფალ წევრს ედება პირობა, რომ 

იგი იყოს კვადრატულად ინტეგრებადი. როცა (8,2) განტოლებაში ინტეგრალის 
რომელიმე საზღვარი ცვლადია, მაშინ განტოლებას ვოლტერას ტიპის ინტეგრა- 

ლური განტოლება ჰქვია. ჩვენ ქვემოთ მხოლოდ ფრედჰოლმის განტოლებებს 

განვიხილავთ. 

გულს ეწოდება ფრედჰოლმისეული ან, უბრალოდ, ფრედჰოლმისა, როცა 

დაცულია პირობა 

ხ 
LV | CV, 1) |1ძL< თ. 09,4) 

“
ა
თ
 

ხშირად ასეთი გულების შესახებ ამბობენ, რომ იგი ეკუთვნის ჰილბერტ-შმიდტის 

გულების ·კლასსო. იგივე პირობა შეიძლება შემდეგი სახითაც ჩაიწეროს: 

30 5<თ, (8.4) 
სადაც 5#0-აღნიშნავს ინტეგრალს დიაგონალური ელემენტებიდან. 

როცა თავისუფალი წევრი თდ(X=0, მაშინ 

ხ 

%§00=2 | #CV 0 ბ ი! (8,5) 
4 

განტოლებას ფრედჰოლმის მეორე გვარის ერთგვაროვანი ინტეგრალური განტო- 

ლება ეწოდება, 
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გულს უწოდებენ დადებითად განსაზღვრულს, თუ ნებისმიერი /(C) ფუნ- 

ქციისათვის 

ხხ 

I I CV /"00 #/(0 -2XL>0, (9,6) 

უარყოფითად განსაზღვრული გულისათვის კი ეს გამოსახულება უარყოფითია. თუ 
08,6) გამოსახულების ნიშანი დამოკიდებულია /#(X)-ზე, მაშინ გულს განუსაზღვრე- 

ლი ჰქვია. როგორც დადებითად, ისე უარყოფითად განსახღვრული გულებისათვის 
(L,6) გამოსახულება ნამდვილი იქნება. 

ამბობენ, რომ ინტეგრალური განტოლების გული სინგულარულიაო, თუ: 

1) მას აქვს პირველი გვარის წყვეტა, 2) საინტეგრაციო არეში გააჩნია განსაკუთ- 

რებული წერტილები ან 3) საინტეგრაციო არე უსასრულოა, 

როცა საინტეგრაციო არე უსასრულოა, ვთქვათ (0, თ), მაშინ ახალი 

ხ=(1 +X)“1 ცვლადის შემოღებით არეს გადავსახავთ (0, 11 ინტერვალში, მაგრამ, 
სამაგიეროდ, ინტეგრალქვეშა ფუნქციას გაუჩნდება პოლუსი L კომპლექსური სიბ- 
რტყის სასრულ წერტილში. 

გული ფრედჰოლმისეულია თუ არა, დამოკიდებული იქნება საინტეგრაციო 

არეზე. მართლაც, როცა (1,2) განტოლებაში თ=0 და ხ=C, მაშინ გული 

#C.0)=C 7» არ იქნება ფრედჰოლმისა; მართლაც, 

' შთ I ი596-+ | =Cთ, (9,7) 
0 2 ზ # ლ

 
მყ 

ხოლო როცა არე არის (1, C) ინტერვალი, მაშინ 

! 
ე· ი. ამ "შემთხვევაში გული ფრედჰოლმისა იქნება. 

ფრედჰოლმისეული ინტეგრალური განტოლების გულს ეწოდება სიმეტრიუ- 

ლი, თუ იგი ემთხვევა თავის ერმიტულად შეუღლებულს 

“ ძი<თ, (8,7?   1 
6 MI ძსძფ=- | 

2 1 “
ა
ვ
 

X# (თ, ჯ) = 4(თ, L) = #"CI, 2). (0L8) 

ნამდვილი გული სიმეტრიულია, როცა 

)XL(Cთ, 1)= XXI, 2). (8.80 

შევნიშნოთ, რომ განსახღვრულ სიმეტრიულ გულებს შეესაბამებაბძთ ერმიტული 

ოპერატორები. 

გულს ეწოდება პოლარული, თუ მისი წარმოდგენა შეიძლება შემდეგი ტი- 
პის ნამრავლის სახით: 

#(თ,0)=X7C0) CC, L), (8,9) 
სადაც CC, ()= CV, 2) სიმეტრიულია, ხოლო I (CI) წარმოადგენს რაიმე ფუნქცი- 

ას. გარკვეული აღნიშვნის შემოღებით პოლარულ გულს შეგვიძლია მივცეთ სი- 
მეტრიული სახე. მართლაც, შემოვიღოთ ახალი ფუნქცია 

ათ = უ09> , თ9)თ   
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მაშინ (8,2) ინტეგრალური განტოლება ასე გადაიწერება: 

> ხ 

XC) = V 709 დC)+2. | Xა(2, 0 XC) 0, 001) 

რომლის გული 

I#ი(2, ()=X '/'(2) 6C,, 0I V' (0 (812) 
სიმეტრიულია. 

შემოვიღოთ გრინის ფუნქცია (თIC(XII)=6)(», 0), რომელიც ინტეგრა- 

ლური განტოლების ამონახსნს განსაზღვრავდეს თავისუფალი წევრის საშუალებით 

ხ 

დ(01=%C) + | (=|60ა | I) დ(0 ძL. (8612) 

მივუთითოთ, რომ გრინის ფუნქციას ინტეგრალური განტოლების თეორიაში რე- 

ზოლვეენტასაც უწოდებენ. 

შევიტანოთ (#8,13) გამოსახულება (M,,2) განტოლებაში; მარტივად ვაჩვენებთ, 

რომ გრინის ფუნქცია უნდა აკმაყოფილებდეს შემდეგ ინტეგრალურ განტოლებას: 

ხ 
C,,(2, 1)1= XC, L)-++ I X#(, §) C;(§, 1) ძ§; (8.14) 

როცა 7=0, მაშინ 

Cთი(თ, 1)= #LCC, L). (8914) 

შევნიშნოთ, რომ (9,5) ერთგვაროვან ინტეგრალურ განტოლებას, ნამდვილი 

დადებითად განსაზღვრული სიმეტრიული გულისათვის, V(2)=0 ტრივიალურისაგან 
განსხვავებული ამონახსნი ექნება »-ს მხოლოდ გარკვეული X#=2., მნიშვნელობე– 
ბისათვის, რომელთაც განტოლების საკუთარი მნიშვნელობები ეწოდებათ, შესაბა– 

მის დ„(თ) ფუნქციებს კი საკუთარი ფუნქციები. ისინი ადგენენ ფუნქციათა ორ- 

თო-ნორმირებულ სისტემას. X,-საკუთარი მნიშვნელობები ადგენენ ზრდად მიმ– 
დევრობას; მათ შორის ყველაზე პატარა X.ე რიცხვი, დაღებითად განსაზღვრული 
გულისათვის, წარმოადგენს დადებით სიდიდეს. 

როცა გული სიმეტრიულია, ოღონდ სინგულარული, მაშინ მას დისკრეტულ– 

თან ერთად შეიძლება უწყვეტი სპექტრიც აღმოაჩნდეს. 

გადაგვარებული გული. გულს ეწოდება გადაგვარებული, თუ მისი წარმოდ- 
გენა შეიძლება შემდეგი სასრულო ჯამის სახით: 

#LC, ჯ)= ?, თ(2) მო(. (0815) 

ო»I=1 

ეს გული სიმეტრიული იქნება, როცა ადგილი აქვს ტოლობას 

ზო()=თუ(ი- (8.16) 

გადაგვარებული გულის შემთხვევაში ინტეგრალური განტოლების ამოხსნა ადვი- 

ლია, რამდენადაც იგი დაიყვანება ალგებრულ განტოლებათა სისტემაზე. 
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მართლაც, (8,15) შევიტანოთ ფრედჰოლმის (IL2) განტოლებაში; მივიღებთ: 

%(2)=%(2) +X 2) 6 თთ(თ), (8.17) 
”)=1 

სადაც 
ხ 

0»= | ზო(ი%»(ი ძI. (9,179 
ძ 

თუ შევძლებთ C„» კოეფიციენტების მოძებნას, მაშინ (8,17) იქნება ინტეგრა- 

ლური განტოლების ამონახსნრ.ი რდ ,„ფ-კოეფიციენტების მოსანახავად (წL,17) გა- 

ვამრავლოთ მ)(ჯთ)-ზე და ავიღოთ ინტეგრალი, გვექნება 

C,=0+1 2, Cო ფი (IL,18) 
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0M თო» მუდმივები განისაზღვრება ფორმულებით 

ხ ხ 
0,= | ჩათადთ)ძთ, თ»»= | თ») 8(2) ძი. (8,19 

ძი ძი 

ადვილია (IL,18) გამოსახულების შემდეგი ფორმით გადაწერა: 

» (» როხ-–-ნთ·") Cი=0ს, (#=1, 2,...#) (9,,20) 

»ო1 

რომელიც წარმოადგენს წრფივ არაერთგვაროვან ალგებრულ განტოლებათა სის- 
ტემას, როცა სისტემის დეტერმინანტი ნული არ არის, მაშინ ნებისმიერი მარჯვე– 
ნა მხარისათვის ვიპოვით ყველა 0, კოეფიციენტს და, მაშასადამე, (IM,17) ამო–- 
ნახსნსაც-. 

როცა გვაინტერესებს (8,5) ერთგვაროვანი ინტეგრალური განტოლების 

ამოხსნა, მაშინ ყველა 0=0 და (IM,20) სისტემას ტრივიალურისაგან განსხვავებუ– 
ლი ამონახსნი ექნება, მაშინ როცა სისტემის დეტერმინანტი ნულის ტოლია 

II #თას ნი I =0. 0821) 

ეს უკანასკნელი X-ის მიმართ „-ხარისხს განტოლებაა, ამიტომ მას მაქსიმუმ 

#” ფესვი ექნება. ამგვარად, გადაგვარებული გულის შემთხვევაში საკუთარ მნიშ– 

ვნელობათა რიცხვი სასრულია. როცა (IMI,15) ჯამში გვაქვს ერთადერთი წეერი, 

მაშინ ზემოთქმულის ძალით ინტეგრალურ განტოლებას ექნება მხოლოდ ერთი 

საკუთარი მნიშვნელობა. გადაგვარებულგულიანი ინტეგრალული განტოლების მა- 

გალითზე ნათლად ჩანს, რომ ინტეგრალური განტოლების თვისებები მჭიდროდაა 

დაკავშირებული ალგებრულ განტოლებათა სისტემის თვისებებთან. კარგად ცნო- 

ბილი ფრედჰოლმის თეორემები უშუალო ანალოგიაა ალგებრულ განტოლებათა 

სისტემებთან დაკავშირებული თეორემებისა. მაგალითად, როცა ერთგვაროვან ინ- 

ტეგრალურ განტოლებას აქვს ამოხსნა, ეს ნიშნავს, რომ არაერთგვაროვანს ერ- 

თადერთი ამოხსნა არ შეიძლება ჰქონდეს. მართლაც, ერთგვაროვანი ინტეგრალუ– 
რი განტოლება ეკვივავალენტური იქნება (9,20)-ის შესაბამისი ალგებრული ერთ– 
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უგვაროვანი სისტემისა რომლის ამოხსნადობისათვის საჭიროა სისტემის დეტერ–- 

«მინანტის ნულთან ტოლობა, ამ დროს კი (IM,20) არაერთგვაროვან სისტემას (ე. ი+ 

მის შესაბამი” არაერთგვაროვან ინტეგრალურ განტოლებას) ამოხსნა არ ექნე– 

„ბა და ა. შ. 
ამონახსნის მოძებნის ფორმალური მეთოდი, ვთქვათ, # არის წრფივი ერ- 

მიტული დიფერენციალური ოპერატორი და გვაქვს შემდეგი განტოლება: 
LV2)=X6(2) + /(ჯ). (8.22) 

-დავუშვათ, რომ ჯ-ს აქვს შებრუნებული ოპერატორი, მაშინ (ILL22)-ის L“! ოპე- 
“რატორზე გამრავლებით მივიღებთ 

ს(2)=X L 1 %(2)+დ(თ), (8,232) 

"სადაც თ(თ) რაიმე კვადრატულად ინტეგრებადი ფუნქციაა. ცხადია, შეგვიძლია 
· დავწეროთ 

L“1სC) = I #(C 090) ძI. (I,24 

ასე რომ (9,23) ფორმალურად წარმოადგენს ინტეგრალურ განტოლებას, მაგრამ 
·მასში ჯერ არ არის ჩაქსოვილი ინტეგრალური განტოლებისათვის დამახასიათებე- 

“ლი თვისება--თავისთავში შეიცავდეს სასახღვრო პი”ობებსაც. ამიტომ (I,24)-ში 

«ინტეგრალს ჯერ კიდევ განმარტება სჭირდება. 

რადგან L+=#, ამიტომ #“1-იც ერმიტული იქნება; მაშასადამე, ინტეგრა– 

ლური განტოლების გული იქნება სიმეტრიული. ცხადია, რომ სიმეტრიულ. გულს 
“ნამდვილი საკუთარი მნიშვნელობები ექნება. 

ჩვენ მიერ მიღებული (823) განტოლება ასეც შეგვიძლია გადავწეროთ: 

(1--XL 1) ს(2)=%(2), (8,25) 
“საიდანაც 

XI 1 

1-1“ 1 

„ამგვარად, ამონახსნი წარმოდგენილია თავისუფალი წევრის საშუალებით. მთავა–- 

„რია (1-2 1)! ოპერატორის მონახვ. თუ (I,260) ფორმულას შევადარებთ 
X8,13) ამონახსნს, გვექნება 

  %(2)=(1--#L 1)“ "დ(2)=%(2)+ დ(2); (9,26) 

1+7C(2)=(1–2L7)“), (00I26”) 

"საიდანაც გრინის ფუნქციისათვის მივიღებთ ცნობილ ფორმულას 

C00=(L–))'. (8.27) 

«9,14) გამოსახულებიდან აშკარაა, რომ გრინის ფუნქცია # ოპერატორთან და- 

„კავშირებულია შემდეგი ფორმულით: 

C0)=(–2#)1#. (#=L 08,27ჩ% 

ნეიმანის მწკრივი. იტერაცია. (9,26) ამონახსნში შემავალი ოპერატორის 
“მოსაძებნად ხშირად მიმართავენ მწკრივად გაშლის მეთოდს; გვექნება 

(1-–2#-1)-1= 2, 27 ს“, (8,271) 
იო9 
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თანახმად (I9,24) განმარტებისა, 

#ჯ 'დ(= I #(თ, 1) დ(0) ძა, (098.,28» 
8 

ამიტომ, ცხადია, 

L ?დ(2)=X”1 I XV, #) დC) იL= | #VC,სა) #0 )დ()ძსძი, (6029 
2 

და ა. შ. ' 

# ”დ(2) = I X#(2, §,) XCწ,, ი) ·L· # (წი –,, ს) თ(ს) ინ, ძა .·:ძ,ი,ძ. (სC30» 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

#ია(=1)= I ძრა ...მხა,X(თ,Lხ)-...#0ი-ი 0), (-,31» 

მაშინ · 

XL 7დ(2) = I 7 ,C, L) (I) ძL. 08.32). 
2 

ამ გამოსახულებაში ჩავრთოთ #»=0 მნიშვნელობაც, ამიტომ ვიგულისხმოთ, რომ. 

X#ი(თ, ჯ)=8(>–-სი), 

#ე(2, ჯ)= #(=, ს) 

ცხადია, (8,,26) და (8,27) ფორმულების თანახმად, ინტეგრალური განტოლების. 

ამონახსნი, (9,32) ფორმულის გათვალისწინებით, განსახღვრული იქნება შემდეგი: 

მწკრივით: 

08.33), 

თ ხ 

დღ)= 2) M | L„C, 0 «C) ძ+. 0034» 
ი=9 ძ 

ამ მწკრივს წეიმანის მწკრივს უწოდებენ. მიზანშეწონილია მისი ერთხელ მაინც; 

გაშლილი სახით ჩაწერა, გვექნება 

სრ )=CდC) -L2 I #C, 0 დ(0+22 I X#C, §) XC§, ,) დ0) ძთ ი1+ 

» I XC, §) #(§, ი) # (0, §) დ() ძ§ ძი 0L+...+. (8,34” 

თუ ნეიმანის მწკრივი თანაბრად კრებადია, მაშინ (934) გამოსახულებაში შეგ– 

ვიძლია გადავსვათ აჯამვისა და ინტეგრაციის რიგი, თუ ამის შემდეგ გავითვალის– 
წინებთ (9.13) ფორმულას, გრინის ფუნქციისათვის მივიღებთ 

C(თ, L)= 2, 2ი-1 #, (>, ს). (8.35), 
»=1



(I,13)-დან ცხადია, რომ გრინის ფუნქცია ასრულებს შემდეგი ინტეგრალური გან– 
ტოლების გულის როლს: 

ხ 

#(2) == V(2)–. I C.,,(,, 1) დ(0 ძL. (8,368. 

დავუბრუნდეთ ნეიმანის მწკრიეს და ვნახოთ როგორია მისი აგების პრინციპი.. 
ნულოვან მიახღ ოებაში (+=0) ამონახსნად ვირჩევთ თავისუფალ წევრს, ”შემდეგ. 
მიახლოებას მივიღებთ, თუ ინტეგრალური განტოლების მარჯვენა მხარეში ”შევი-. 
ტანთ #(>)=დ(თ) ნულოვან მიახლოებას და ა. შ. ამ პროცესს უწოდებენ იტე- 

რაციას. იტერაციის შედეგად მივიღებთ ნეიმანის მწკრივს. 

ნათელია, რომ ნეიმანის მწკრივი კრებადი იქნება მცირე | »LI-ის შემთხვევაში. 

მაინც. თუ გული შემოსახღვრულია, ე. ი. 7უ# =»!0 | X(=, ს))=–ძ003ხ, მაშინ- 

ნეიმანის მწკრივის კრებადობისათვის საკმარისი იქნება შემდეგი "უტოლობის. 

შესრულება: 

1 

M#C6დ–თ). 

თუ განტოლებას საკუთარი მნიშვნელობები არა აქვს, მაშინ ნეიმანის მწკრივი. 
კრებადია ნებისმიერი X-ისათვის. 

აღვნიშნოთ, რომ (ყ,,31) ფორმულით განსაზღვრულ #,(თ,ჯ) გულს #-ურ. 

იტერირებულ გულს უწოდებენ. ადვილად ვაჩვენებთ, რომ, როცა #(ჯ, 1) ფრედ- 
ჰოლმის გულია, მაშინ იტერირებული გულებიც ფრედჰოლმისეული იქნება, ინიშ- 

ვნელოვანია შევნიშნოთ, რომ ზოგიერთი ტიპის სინგულარული გული იტერირე-- 

ბის შემდეგ არასინგულარული ხდება. 
08,27) ფო+“მულიდან ადვილად დავინახავთ, რომ გრინის ფუნქცია ტოლია. 

  II < (L,37) 

60ა= 2 #XV 69%), (838). 
M=0 

საიდანაც მივიღებთ მნიშვნელოვან ფორმულას 

(3 ძი C0) ) =ჯ-თ+ს, (9,39) 
ჯ ძ/ 250 

მოვიტანოთ ორი ფორმულაც, რომლებიც ტრივიალურად მტკიცდება 

C"0ე=C0), (,39”). 

C(+)––C(2ე)=(%-––X:) C(1) CC0-)- 

ამ უკანასკნელს ჰილბერტის იგივეობა ჰქვია. 

შევნიშნოთ, რომ, ზემოთქმულის თანახმად, საკმარისად მცირე |27.1-ისათვის · 

გრინის ფუნქცია ანალიზური იქნება. 

სიმეტრიული გულები. პილბერტ-შმიდტის ფორმულა. ცხადია, კვანტურ. 

მექანიკაში განსაკუთრებული მნიშვნელობა ექნება სიმეტრიულ გულებს. ასეთი- 

გულებისათვის ამოხსნის მეთოდები კარგად არის დამუშავებული. ვთქვათ, ჯ ერ-- 

მიტული ოპერატორის ორთო-ნორმირებული საკუთარი ფუნქციებია ს, საკუთა-- 
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- რი მნიშვნელობებით-––2,. მაშინ გრინის ფუნქცია შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ 

შემდეგი სახით: 

(«| თ0ა1I)= 2)(=|სიოა(ს.|(C-–-X 1I9,)(ს„|ს,  C089,40 

საიდანაც 

C;(თ, ც7= X ტო ში, (89.40) 

„51 – 

· თუ ამ გამოსახულებას შევიტანთ (L,14) ინტეგრალურ განტოლებაში ან გავიხსე- 

ნებთ (8.14) ფორმულას, ადვილად ვიპოვით სიმეტრიული გულის შემდეგ გაშლას: 

#C0= X პირ შირთ ტთღბით (8.41) 
„51 ბი 

ამ უკანასკნელის 08,,31) ფორმულაში შეტანით ადვილად ვაჩეენებთ, რომ იტე- 

ოირებული გულებისათვის გვექნება შემდეგი მწკრივად გაშლა: 

M#»ა»(,0)= % ჯ პორტო! , (8,42) 

2 ბი 

„ეს გამოსახულება შევიტანოთ (II,35) რეზოლვენტის გამოსახულებაში: მივიღებთ 

(C21-20) . 6C06X=#C,9+ მოლა ბი(ი, (>) (843) 2 მიC400 5. (2. 
რადგან აა 1 

=|=3=3ძ-, (00043) 
2 ფ ბო) 

ამიტომ საბოლოოდ გვექნება შემდეგი მნიშვნელოვანი ფორმულა: 

დ ზო) ბდ 
CLCI2, 1; » =#(?, #0+42 “რემბო , (II,44) 

2 რიმ, 

რომელსაც ჰილბერტ-შმიდტის ფორმულა ეწოდება. 
ჰილბერტ-შმიდტის ფორმულა საშუალებას იძლევა გრინის C(ჯ,ჯ(;2) ფუნ- 

ქციის გაგრძელებისა მთელ X-კომპლექსურ სიბრტყეზე. სიმეტრიული გულის რე- 
“ ზოლვენტა არის X-ის მერომორფული ფუნქცია, რომლის პოლუსები ემთხვევა ინ– 

ტეგრალური განტოლების საკუთარ მნიშვნელობებს. ამ პოლუსების შესაბამისი 
ნაშთები წარმოადგენენ საკუთარი მნიშვნელობების შესაბამის საკუთარ ფუნქცი- 
ებს. ნეიმანის მწკრივის კრებ-ობის რადიუსი როგორც ეს (8,444) ფორმული- 
ღან ჩანს, ტოლი იქნება მინიმალური საკუთარი მნიშვნელობის აბსოლუტური 

სიდიდისა. 
ადვილი საჩვენებელია, რომ (8,2) ინტეგრალური განტოლების (I,13) ამო– 

·ნახსნს, გრინის ფუნქციის (II,40') წარმოდგენის გამოყენებით, შეიძლება მივცეთ 

“შემდეგი სახე: 

  %C)=%C)+2. 2 : ზორი), 09045)



"სადაც 
თო= | #-(0 დ(0 ი! (8,46) 

«თავისუფალი წევრის ფურიე-კომპონენტია. 

დაბოლოს, გამოვიყვანოთ რამდენიმე მნიშვნელოვანი ფორმულა, თანახმად 
+C8,40,) გამოსახულებისა, გრინის ფუნქციის შპურისათვის მივიღებთ 

1 

ბუ–” 
  

ხ თ 

8ი 60ა= | 6,C,2)ძ2= V (8.47) 
ძ თო 

“ხოლო 

ხ თ 

1 
80#„= | #„რ, 2)ძთ= 2 ვაი თ>თ (0.48) 

რი ოთ" 

„არსებობსს თეორემა რომლის მიხედვით, თუ 4„=0, მაშინ ერთგვაროვან 
·ინტეგრალურ განტოლებას საკუთარი მნიშვნელობები არა აქვს (157), 

ადეილი დასაკავშირებელია 50C() და ზემოთ შემოღებული #=50M„ 
:სიდიდე. მართლაც, (I,35) და (947) ფორმულების თანახმად, გვექნება 

50 60) = 2) 4,» = 2, (35ი იჯ) ». (0.49 
ცგ59 ი 

I(8,,42) ფორმულის გამოყენებით ადვილად დავამტკიცებთ, რომ 
1 

II IM,C, ი |ძთძ! = ლ. (8,5თ 
I “ი 

“როცა #=1, ინტეგრალური განტოლების გულისათვის მივიღებთ 
<= 1 

III#C0Mძ2%= > >· ი8,51) 
ი. 7 

ფრედჰოლმის მეთოდი. ფრედჰოლმის მეთოდი გამოვიყენოთ გაფანტვის თე–- 
·ორიის ინტეგრალური განტოლების ამოსახსნელად (143, 157), როგორც ვიცით, 

· ამ განტოლებას აქვს სახე 

XIV) = /,0) +424 I XIC-, L )7IV )მ””, (8,52) 
0 

„სადაც. შემოვიღეთ შემდეგი აღნიშვნები: 
#,C0=ჩუე,(», (9,52”) 

XIV, ")= 0ი)C", 7 (7; (M,52”) 

2,(%)-ბესელის სფერული ფუნქციაა, Cა(ფი #)-გრინის პარციალური ფუნ- 
ქცია, IC) კი--–პოტენციალური ენერგია. ამასთან, განტოლებაში შემოვიღეთ 72 
„პარამეტრი, ხოლო წერის გამარტიეების მიზნით ენერგიაზე დამოკიდებულებას არც 
გრინისა და არც ტალღურ ფენქციებში არ მივუთითებთ. 

როგორც ვხედავთ, (9,52) არის ფრედჰოლმის მეორე გვარის არაერთგვარო– 

;ვქანი ინტეგრალური განტოლება. ამ განტოლების ამოხსნის ფრედჰოლმის მეთოდი 

509



მის ალგებრულ განტოლებათა სისტემაზე დაყვანაში მდგომარეობს. უწყვეტი გამო– 

სახულებების ნაცვლად შემოჰყავთ დისკრეტული სიდიდეები, მათ ისე იხილავენ, 

როგორც ალგებრულ რიცხვებს, ბოლოს კი ისევ უწყვეტ სიდიდეებს უბრუნდებიან- 
ზღვარზე გადასვლით. 

პოტენციალური ენერგია წარმოვადგინოთ იგივურად 

70) = | 7C)ბ0–-)V”. (8,53). 
9 

ინტეგრალი შევცვალოთ შემდეგი ჯამით: 

ჟ 

V7C.=I) 2, XV ც)ბი“–-,)ბ7, =7VVC). 08.53” 
#51 »-.- C,46--0 

”.– თ,მ/, 0 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

მ.C,)=M ()4/', (8,54» 
მაშინ 

#7 თღ0C0 = 2, მგ C-,) 6 0––ჯ). (LL,55)' 
51 

ამგვარად, (98,,52) განტოლებაში V7(6)-ს ვცვლით IX (VCV”)-ით, მაშინ X, დუნქციაც: 

შეიცვლება XI» ფუნქციით. გვექნება შემდეგი განტოლება: 
"ჟ 

XIიCთ = /)05ა+2 2 #05 ოუ) და), 08056): 
#51 

სადაც, თანახმად (9,52”) აღნიშვნისა, 

1LIC-, 7»)=6%I(”, 7#)0»M(7»)- (8.57) 

ახლა, თუ (IM,56) განტოლებას დავწერთ ჯ=#,-ისათვის, მივიღებთ შემდეგ წრფივ: 

ალგებრულ არაერთგვაროვან განტოლებათა სისტემას: 

“ 

XIICთიე = ჩ0C)+2 2, 1IC-ს 7#)XI0CI)- (9, 58)· 
#51 

ეს განტოლება გადავწეროთ შემჯეგი სახით: 

3, #V თი თ)XIMმ/Cთ,)= /ICი, Cფ59)- 
L=1 

სადაც 

#VICთ, 1)=6,,–2XC, 7). (8060): 
როცა § 5 #, მაშინ 

XI) =-თს ს). §%#ჩ (8,60”. 
სისტემის დეტერმინანტი, 2#I), (8,60) ფორმულის თანახმად, ტოლი იქნება 

1 –.Iთ თ, ”) –)I)C (21) ტოთ8ა “I ლ #”) 

–1IXI 05, 7) 1–-XII(2, #7). .....––-#M IC, 7.) 
ტ(%= მნმმნონნნმმნ ნმ ნნნმმნმნმმო ნნ თნნიმმრნნოოოიმნნომქეიე , (8.61), 

–).#I CV ე) 2), 7)... .. 1--XI#)C-,, 7) 
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ხოლო კრამერის თეორემის ძალით (I9,59) სისტემის ამონახსნს ექნება გამო- 

'ხატულება 

ბ, ტი წიC5) 

#51 
XI7/C) = იოგი , (8I,62) 

“სადღაც 4IX, არის სისტემის დეტერმინანტის #1ჯ-ელემენტის შესაბამისი ალგებრული 

„დამატება. 

თუ (M,62) ამონახსნს შევიტანთ (L,58) ფორმულაში, მივიღებთ 

XIVC,) = /IIVI)+2. 2 > IXICV 7) #IC) 92 , (LL,63) 
151 #- 

„ამის შემდეგ მიღებულ ფორმულებში უნდა გადავიდეთ ზღვარზე, როცა V->> 

“და რ-->0. ამისათვის ხელსაყრელია მოვახდინოთ სისტემის დეტერმინანტის გაშლა 

X-ის ხარისხების მიხედვით. შეიძლება შემოწმება, რომ ამ გაშლას ექნება შემდე- 
გი სახე: 

ტთო=1-2. » 160", „+ 5 ი. “3 
(=1 (,M=1 

#(C-ს 7) III შა) | __ 
ჰს #) #თ ”) 

    

აპ 2 Iს მ) #0) #IIVV7?/) 
“ " III.) XIXს) Mა”)+..+-  (9,64) 
3! „7 | წიდა” წიიო) XC») 

  

  

–0>2- » 
ააა 

მნ 1, წწ)თი თაი ჩირი”) 

  

  ჰდ ჩე). ა) 

ავიღოთ (#I,63) ამოხსნა და განვიხილოთ მასში შემავალი სიდიდე: 

» #ILV (29) #() I. (8,640 
4 

„ხადია, ეს გამოსახულება წარმოადგ.ნს დეტერმინანტს, რომელშიც კ-ური სეეტი 

"შეცვლილია ს) 1), IXICV 5), + IC, 1) სვეტით. ახლა, თუ ამ დეტერმინან– 

ტში, რომელსაც აღვნიშნავთ #IVMC-, #; )-თი, მოვახდენთ გაშლას X-ს ხარისხე– 

ბის მიხედვით, გვექნება 

ჟ 

ტოფი, #,,2)=2. 2 #ICVV ო) ტ(X = IC 2) – 
#51 

III”) #7.) 

Iს”) XIIს”) 

კ 9) 

    

  

გმ 2 | Mიი”) სLIVს”) #IV, #7) 
2 Iს წ) წერია ს) თს რი) +. + 00065) 

ს #51 თ51 1 (CV) “) 1 Iთ) ჰედი, თ) 
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თუ გადავალთ ზღვარზე, როცა V- >C და 4+,-+>0, მივიღებთ 

#I Cს “) XXI CC წ) 

თ ი თ 

ტრ =1-2 | დრით+XI «თ 
5 2! ი #I CV, C)) XI C5, წ)     

#XIIC 4) X)0ს, ?ე) #რიი #ე) 

X#IC, #) #05, თ) #VC., ჯ3) 

M#IVვ, ) MI?) CI(1'ვ, ?'ე) 

3 / 

| თრ თ +..+ (8.66" 
8     

ასევე (9,65) მოგვცემს 

ბეი +; )=XIC- 3”) 8) ძ», თ) #0 >”) + 
M#)თა,!) #)თ, ”)     

  

#ჯ 4 ს) (5 >) XI0-, 7) 
2 ძ.ძ> | LC») #0) #ICო, რ) | + ·/.+ (ს,67), 

ყ სემ”) #II”) #I(- 7)   
ხოლო (I,63) ამონახსნისათვის გვექნება შემდეგი ფორმულა: 

/ , ტერ, 1; 2 , არო ჩთ+. | 2ი ინა იო. (8,6ზ) 

ცხადია, გრინის ფუნქცია განსაზღვრული ყოფილა შემდეგი გამოხატულებით: 

ფრო ბ = 50914, თ, ნთ. 
ტია 

ჩვენ ვიცით, რომ გრინის ფუნქცია მერომორფულია X კომპლექსურ სიბრტყეზე, 
ამიტომ #,0) და #|VC, #'; ·) მთელი ფუნქციები იქნება 4. სი. 

აღვნიშნოთ, რომ ტ,კ0)-ს ეწოდება ფრედჰოლმის დეტერმინანტი, 4!VC-, #”; X)-ს 
კი ფრედჰოლმის პირველი მინორი. ხელსაყრელია ამ დეტერმინანტების გადაწერა- 

შემდეგი სახით: 

ტ)(ი-, ””; ·) = ა CM CX 80C., #”), (08,709) 
25 წ! 

(–” 
ტკია = CV), (8,71» ' 22 | 

სადაც 
C0=1, 80C, +ა)=X#IC, ჯ, (LL,72) 

XXII.) XI, წ)... M#,Cლ #ი) 

თ XI) L ) XCთ ლ #”) თ.თ... XC. ჩი) 

80C, 7) = „..  მნხსმენოე ნიმ ნე მენ სონნნნნიონნინინინინის (8.73) 
ზ მმმონ მნი მონნმმმინმნნმონნნმმთო თიმ მითოი 

#Iთი, (20) სისი, ”) IC, ”ი) 
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და 

#IV #”) III 7”) ...... XIV ჯი) 

0თ- | გ, მ... რთ წ”) IX), წე). ....- #IVV ი) 

ამ
 

  (9.77) · 

ი #IC,, #) #VC,, #). ...... შთ) 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ ადგილი აქვს ფორმულას 

00=8ი80სC0 7 = | მოთოირთ- 0MI,75) 
როცა სასრულ (ხ–-ი) არეში XI, ») გული შემოსახღვრულია, მაშინ 'შეიძ- 

ლება დამტკიცდეს, რომ, როგორც #ტ)V- ””; 2), ისე #,() მწკრივები კრებადია 
X-ის ყველა მნიშვნელობებისათვის; ამ მწკრივების კრებადობა გამომდინარეობს 

დეტერმინანტის თვისებიდან, რომელიც ადამარმა დაადგინა. ვთქვათ, გვაქვს # რა– 
ნგის დეტერმინანტი 4,, ელემენტებით, მაშინ ამ დეტერმინანტის აბსოლუტური · 

მნიშვნელობის სიდიდისათვის გვექნება შეფასება 

| იV(C4ა)| < </ წწ | 4V 72. (II,76) 
(=1 X=1 

ვთქვათ, დეტერმინანტის ელემენტები შემოსაზღვრულია | 4,1 |< 4. მაშინ, ცხადია, 

08,76)-ში შემავალი ჯამი ნაკლები იქნება ჯ74?-ზე; ჯ=1 დან ჯ-მდე ნამრავლის 

აღებით კი მარჯვენა მხარე ნაკლები იქნება C0;.42)”-ზე; ასე რომ ადამარის უტოლო- 

ბა მიიღებს სახეს __ 

| იL4ია |CM თ” 4”. (8,767 
რადგან (873) გამოსახულებაში შემავალი დეტერმინანტი (L+1) რანგისაა, ამი– 

ტომ, თუ მოვითხოვთ, რომ გული | XIC- 7) | < M|ჯ=0008L, ე. ი. შემოსახღვრუ- 

ლი იყოს, მაშინ, (LL 76”) შეფასების თანახმად, გვექნება 

| 80თ #0 |. –MV/ თ + 1)” /I7'1(ხ-–ი)2. (-,77) 

სრულიად ანალოგიურად 

|C0 | < V 2 1/7 (6-–ი)”. (77 
ახლა განვიხილოთ მწკრივები: 

« აგ 

?)/ C+ 1)“ MI I6 – თშ –-, (8.78) 
= ”! 

1 + X M» M7(ხ– ი“ – (89,785 
იM5-0 

რადგან 12” 2. ამიტომ, ცხადია. 
თ »ჯ” 

  
_– LV # ჩM 

V/ ო" M71(ხ–-ი) ი! <„მ? M1(ხ–0)” –- = Mშმხ-–-ი) “ა, (I.78”) 
ი! ჯე ჯი? 

რის გამოც X”-ის კოეფიციენტიდან ჯ-ხარისხის ფესვი ტოლი იქნება სიდიდისა 

M#(-–ი)ბ 

V თ. 
33. გ. ჭილაშვილი წ13 

, (0.78”5



“რომელიც მიისწრაფვის ნულისაკენ, როცა #->C. იგივეს ექნება ადგილი (I,78) 

:მწკრივისთვისაც. მაშა'ადამე, (M,78) და (LL,78”) მწკრივები კრებადი იქნება ნები–- 

-სძიერი X-ისათვის. მაშინ, თუ გავიხსენებთ (I,77) და (LM,77”) შეფასებას, დავინა- 

ხავთ, რომ მით უმეტეს კრებადი იქნება ფრედჰოლმის (II,70) და (9,771) მწკრი- 

·ეები. 1 

მ დაბოლოს შევნიშნოთ, რომ (I9,73) ფორმულა, რომლის საშუალებითაც გა- 

„ნისაზღვრება „8(IX., ») სიდიდე, პრაქტიკული გამოთვლებისათვის მოუხერხებელია, 

“რამდენადაც მაღალი რანგის დეტერმინანტებიდან გვიხღება მრავალჯერადი ინტეგ– 

-რალების აღება. ამიტომ უფრო ხელსაყრელია შემდეგი რეკურენტული ფორმუ- 

„ლით სარგებლობა: 

28), + )=60MIოს 1)–»ი I #0 +" )800,C"”, „ )ძ?ს (LL79) 

:ეს ფორმულა საშუალებას გვაძლევს თანმიმდევრობით ვიპოვოთ ყველა 178, ”), 

800C,, #5 = XIC., ”) და CI) კოეფიციენტების საშუალებით. 

ახლა შევისწავლოთ ფრედჰოლმის დეტერმინანტის რამდენიმე თვისება. (ILL,70) 
„და (171) ფორმულებიდან ცხადია, რომ, ერთი მხრივ, 

  

ზიბირ 5 ბ) = 2) => მიშით ე= 2) “ძი, _ 00-90 
იო0 უ ოიM=0 · 

':ხოლო მეორე მხრივ–– 

, X (–) ი « (–))მ , #ტ'ი0) = – (I) =. “+ “იი. ,80 თა 2 ს-ა თ 2, კოთ. იწ,80) 

„მაშასადამე, 

8047, 752) = – ლთ), (8,81) 

-თუ გავიხსენებთ (#,49) გამოსახულებას, მაშინ (I,69) და (9.81) ფორმულების 
„გათვალისწინებით მივიღებთ 

, ბულ _ ჯX მითი) +“ = % მიკ, X». 08,82) 
ტი 2; “ 

-ამ უკანასკნელის ინტეგრაციითა და #,(0)=1 პირობის გამოყენებით ადვილად ვა– 

ჩვენებთ, რომ 

<5 1 
ტ,(- =ითი (–:; _ 4») 4, = 50%» (8,,83) 

# იო=1 

„გავითვალისწინოთ, რომ (9,27,) ფორმულის თანახმად C7(2:)=(1–-1X#)“ 1#, მა– 

“შინ #ტ,(») სიდიდე ასეც შეგვიძლია წარმოვადგინოთ: 

2, 

ტ,0) = ითი (– | .800 – X#)-1 ) , 09,864) 
0 

1 შევნიშნოთ, რომ შემოუსაზღვრელი არეებისათვის ფრედჰოლმის მწკრივების კრებადობა 

„დაამტკიცა ს. მიხლინმა, იხ, I1I#LI CCCი 42, 387 (1944). 
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სადაც გაფანტვის შემთხვევში #.- (ის” ინტეგრალური განტოლების გულს 

  
  

წარმოადგენს, · 
ახლა გავიხსენოთ (II,47) ფორმულა; (II.82) დამოკიდებულების თანახმად, 

+») ჯ 1 
=- · 8M,85 

4,0) 24 ბ... ( ) 

ჩავატაროთ ინტეგრაცია და ვისარგებლოთ „პ,(0)=1 პირობით, გვექნება 

აძ) = II(I- “), (0I,86) 
თ. /Mი, 

მაშასადამე, ფრედჰოლმის დეტერმინანტს #=>»,, წერტილში აქვს ნულები. 

გაფანტვა არალოკალური ფაქტორიზებადი პოტენციალით, როგორც მარტი- 
ვი მაგალითი ფრედჰოლმის მეთოდის გამოყენებისა, ვიპოვოთ (63,49) განტოლე– 
ას ამოხსნა, როცა XIV, I) პოტენციალურ ენერგიას აქვს შემდეგი ფაქტორიზე- 
ადი სახე: 

  

2 

წთ) = – -7%% ცთ ალ. (9.87) 
472 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 
– 2 

3= -. 7. CI,88) 
2 

ინტეგრალური განტოლების გულს ექნება შემდეგი გამოხატულება: 

X)სლო ქ )ა=შ0)”“ I + CთიI(7, + )ს,V ა)” (I1,89) 
ბ 

ან – 

IC, » )= ს/V)VCთ)“, (L,90) 
სადაც 

ს (0) = I # (70I(5 # )ს)0“)ი”; (191) 
ი 

მაშასადამე, ინტეგრალური განტოლების გული გადაგვარებულია, ამიტომ გვექნება 

თმ) ი). 90) VI(7))..----9(05Mი) 
9)(5)M0") ხი”)თრ) – I რჰი,რი) 0),927 

»#I0C, ;)= | ძ/, 0...” 

ს სთ) შ0ა)წ)...... ი/C"„)9I(წ”ი) 

ყოველი სვეტი და სტრიქონი ერთი და იმავე სიდიდეზე მრავლღება. ამ სიდიდეე- 
ბის დე4ტერმინანტიდან გატანის შედეგად მივიღებთ დეტერმინანტს ტოლი სვეტებით 

· (:ან სტრიქონებით), ასეთი დეტერმინანტი კი ნულის ტოლია. ამგვარად, 18), „”) =0. 
„ასევე ნული იქნება ყველა CV), როცა »>1, ხოლო #=1-სათვის მივიღებთ 

0(0= I ძი» IC, 1); (II,93) 
0 
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მაშასადამე, (4.70) და (II,71) ფოომულებიდან გვექნება 

2პ,C, #; X) = X,(0 #9, ძ9,94) 

Lთ”8) =1--2, I 0), 0) თ”. (M,95) 
ი 

ახლა გავიხსენოთ (I,90) და (LL,91) ფორმულები; მაშინ შეგვიძლია დავწეროთ 

ტ,დ", #”; X) = CI0)9IC»" (8,%) 

ბ,0.)=1–7, I 1109(7ე/(?, 7 )I(>”) 77 ი» ი». (L,97) 

თანახმად (I,68) ფორმულისა, ამონახსნისათვის მივიღებთ 

ით = ით +% > | „თიო # (8,98) 
0 4,(+) 

ვიპოვოთ ს,ც) და +, გამოსახულებანი, ამისათვის გამოვიყენოთ CC, ”) გრინის 
ფუნქციის (28,30) ფორმულა, რომელიც შეესაბამება მდგარი ტალღის სასაზღვრო 

პირობას »=Cთ დროს. გვექნება 

53 = 2 + 5 ჯ · ” , , 
2ბ,0ს)ლ–1–4, “| I ზ)(2")#I(/2)-)1'”(წ)- I ზ|(+ 12I(#1”)” “თ” + 

ი 5 

I ზ.0)1I(M)"ძ» | ი) V,(/I "ი, I · (9I,99) 
0 , 

თუ გამოვიყენებთ ღდირიხლეს ფორმულას ორჯერად ინტეგრალში ინტეგრაციის რი- 

გის შეცვლის შესახებ, მივიღებთ 

#ტ,X)ლ=1--2 35 #V9, 08,100) 

სადაც 

MI,00= «+ I ამ) (დ)» "ძი I თს აქს +" ი”, (9,191) 
წ) 0 

ხოლო (891) და (28,30) გამოსახულებათა თანახმად, გვექნება 

– 2 ” ? 
ორ თ ”I #I(M) I ს)0ექ)(L +” ძ- -L1,(წ) I თ სთ, (ფეჯ" ძ I. (8,102): 

0 ,„ 

თუ ამ გამოხატულებას შევიტანთ (I,98)-ში და გადავალთ ზღვარზე, როცა „->თ. 
(გავიხსენებთ ბესელისა და ნეიმანის სფერული ფუნქციების ასიმპტოტურ მნიშვნე– 

ლობას დიდი #;-ებისათვის) და შევადარებთ (23,24) ასიმპტოტურ გამოსახულე– 

ბას, მივიღებთ 
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(წ 0,-00=–- 25+ _ ბრ (9,103) 

1-X > M#V9 
სადაც 

2 1/, თ 

VICჩ) = (=) | ” თითო ძ» (8,104) 
' 9 

არის თ,V) ფუნქციის ფურიე-კომპონენტი. 

დავუბრუნდეთ (M,98) აღნიშვნას, მაშინ საბოლოოდ მივიღებთ 

1 1 
#Cხყფ0 რ-ს ნ- #/I(CI 105, 7! (I) V + I( ) (§ ) 

ამ ფორმულით მოიძებნება გაფანტვის მ|(ე)-ფაზა. 
თუ გამოვიყენებთ გრინის (28,17) ფუნქციას, რომელიც შეესაბამება განშ- 

ლად ტალღას უსასრულობაში, ე. ი, გაფანტვის (23,22) ასიმპტოტურ გამოსახუ- 
ლებას, ,5I(წ)-მატრიცისათვის სრულიად ანალოგიურად მივიღებთ 

5!(”)––1 _ ჯსI(#) 
L,106 

21 1--X//'X#) ' ) 
სადაც 

4ჩ-  ” 
#M#I'X8) = I თ)0)II0VIVX" ძ» I სI(” )ქ(V")” ძმ» (8,,1065 

“ი 0 

MI)-ფრედჰოლმის დეტერმინანტთან დაკავშირებულია შემდეგი ფორმულით 

ტ,(X) =1–-X MI“. (9,106””) 
რამდენადაც 

9
.
 4- · –_–_ ჯ : ლ. . -– I თცაქ!(6)/წ ძ» | თქი) ძი = ( | ითი | =VI(9) 

ს 0 9 

ამიტომ 

7#I'##) =12–91(9 – 17 (8 (9,106) 
ამ უკანასკნელი ფორმულისა და (23,28) გამოსახულების გათვალისწინებით 

(8,,106)-დან ფაზისათვის კვლავ (9,105) დამოკიდებულებას მივიღებთ. 

დაბოლოს აღვნიშნოთ, რომ (47,311) ფორმულის თანახმად იოსტის ფუნქცი- 

ისათვის გვექნება გამოსახულება: 

#–-0=1-XIMI0MX#, (8,107) 

საიდანაც ადვილად ვიპოვით ბმული მდგომარეობის განტოლებას. ამისათვის, რო- 

გორც ვიცით, საჭიროა მოვითხოვოთ, რომ /1)(–-1თ)=0, სადაც დ 2, მაშა– 

სადამე, საკუთარი მნიშვნელობების განტოლებას ექნება სახე 

5- = MI IC) (8,108) 
L 

რომელიც ემთხვევა საკუთარი მნიშვნელობების (65,8) გამოსახულებას.
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იაკობის ვექტორები 335, 345, 152, 188 

–– კოორდინატები 315, 137, 138, 340, 342, 
349, 350, 362, 361, 380, 1381, 385, 2199, 

421 

–- იმპულსები 335, 339, 340, 341, 109 
–- პოლინომები 4232, 464 

–- პოლინომების ორთონორმირება 432, 465 

იამაგუჩის ფორმა 276, 281, 282, 266, 289, 

291, 309, 314, 328, 356, 406, 407, 408, 

409, 413 

იამაგუჩისს განზოგადებული 

317 

იგივური ნაწილაკები 419, 420, 435 

იზოტროპული გაფანტვა 130 

ინერციის ცენტრის სისტემა 104, 111, 112, 

, 255, 256, 338, 340, 341, 346, 347, 389 

ინტეგრალური განტოლების გული 501 

–---– გადაგვარებული 503, 515 

–-+---- დადებითად განსაზღვრული 502 

–-–-- სიმეტრიული 423, 502, 505, 507 
პოლარული 423, 502 

ინფინიტური მოძრაობა 61, 82, 239, 247 

იოსტის ფუნქცია 75, 194, 197, 198, 200, 

201, 202, 203, 204, 205, 206, 208, 212, 

214, 217, 218, 223, 228, 280, 428, 429, 

431, 433, 517 

–-–-კულონურა ველისათვის 243, 244 

– –– ექსპონენციალური პოტენციალისათ- 

ვის 225 

– – პოტენციალური ორმოსათვის 222, 223 

–-ჰულტენის პოტენციალისათვის 224 

–-– დაყეანილი ფუნქცია 229 

პოტენციალი 

– ფუნქცის ინტეგრალური წარმოდგენა 
202 

– ფუნქცის ინტეგრალური განტოლება 

198 

იტერაციის მეთოდი 199, 348, 505 

იტერირებული გული 208, 507, 508 

პვაზისტაციონარული დონეები 217, 221 

კვანტური მდგომარეობა 8, 15 

კეანტური რიცხვი 

– – აზიმუტალური 21 
–-- მაგნიტური 19, 21 

–- –- მთავარი 83 

–- –– მომენტის 21 

–-– რადიალური 83 

– პარაბოლური 90 

კლასტერი 326 

კლებშ-ჟორდანის კოეფიციენტები 25, 26, 
27, 30, 97, 111, 329, 342, 344, 394, 298,. 
47 

კოშის თეორემა 440 

<–– ინტეგრალური ფორმულა 441 

კულონური ველი 3105, 308, 310 

–- გაფანტვის ფაზა 226, 2238, 240, 244, 212, 

254, 261, 306, 310 

=- პარამეტრი 235, 239, 248, 252, 251, 261' 

–- ფუნქციები 239, 241, 242, 241, 256, 257, 
260, 261, 306, 2309, 311, 312 

ლაგერის განზოგადებული პოლინომი 85 

ლაპლასის ტიპის დიფერენციალური განტო- 

ლება 445 

–-– გარდაქმნა 447 

–- ოპერატორი 

18, 124, 270 
–- ოპერატორი პარაბოლურ კოორდინატებ- 

ში 87 

–- განტოლება 498 

ლევინსონის თეორემა 232, 213 

ლეჟანდრის ოპერატორი 22, 176, 498 

პოლინომი 51, 106, 401, 417, 495 
«–- განტოლება 464, 495 

– მეორე გეარის ფუნქცია 53, 320, 592, 

407, 496 

–- მიკაეშირებული პოლინომი 464, 497 

ლიჰმან-შეინგე რის განტოლება 147, 149, 

151, 152, 171, 175, 259, 271, 279, 287, 
3I0, 328, 347, 431, 433 

– სამი ნაწილა„ისათეის 366, 368, უ69,. 

370, 371, 372 
=– –– სამნაწილაკობრივი 

თეის 365 

–- სიმეტრიზებული განტოლება 423, 429,. 

425 

ლუწობა 7, 47 

სფერულ კოორდინატებში. 

71(2)-მატრიცისა- 

მაკდონალდის სფერული ფუნქცია 43, 57,. 

10), 219, 223 

– მოდიფიცირებული ფუნქცია 478 

–.- ფუნქციის ასიმპტოტიკა 485 

მელინის გარდაქმნა 447 

მთავარი მნიშვნელობა 158 

– გრინის თავისუფალი ფუნქციისა 158, 

159, 162, 167, 173 

– –- გრინის სრული ფუნქციისა 158, 167- 

173, 282 
მთელი ფუნქცია 440 

მიტრას პოტენციალი 320 

მომენტი 19, 20 

– ორბიტალური 19, 22, 29 

–-სრული 19 

წან.



'მომენტთა შეკრების წესი 23 

'მოტტის ფორმულა 253, 255 

მსგავსი გარდაქმნები 425 

მუსხელიშვილის მეთოდი 300 

ნეიმანის მწკრივი 128, 131, 505, 506 

-– სფერული ფუნქცია 43, 61, 62, 124, 126, 

127, 180, 182, 183, 184, 306, 482 

ნეიმანის სფერული ფუნქციის ასიმპტოტუ- 

რი მნიშვნელობა 483 

' რპტიკური თეორემა 110, 168 

პარაბოლური კოორდინატები 86, 247 

პოტენციალი 

–- არაცენტრალური 322, 323 

–- ლოკალური 274, 41), 422, 429 

–- არალოკალური 264, 269, 273, 274 

– ნუკლონების ურთიერთქმედებისა 91, 93 

-–-– ტრანხილაციურად ინვარიანტული 349, 

350 

–- ატომბირთვული ურთიერთქმედების 260, 

305, 309 

–- ფაჭტორიზებადი 264, 272, 273, 275, 282, 

285, 291, 295, 296, 300, 304, 305, 308, 
214, 334, 403, 405, 409, 411, 419, 420, 
422, 423 

– კონტაქტური 66, 2827 389, 390, 392, 

408 

–- ექსპონენციალური 64, 101, 213 

პოტენციალური ორმო 54, 56, 101, 431, 

433 

– –- სპინ ორბიტალური ურთიერთქმედებით 

69, 96, 328, 329 

– –- ნულოვანი რადიუსის 66 

– ჯებირი 63, 291 

–-– კედელი 289, 309, 315, 413 

- პოტენციალის ძალა 272, 274, 286, 290, 412 

პუანკარეს თეორემა 196, 203 

·ჟორდანის ლემა 115, 121, 125, 317, 444 

რაკას კოეფიციენტები 7 

რეაქციის დიფერენციალური განივკვეთი 

386 

რეზერფორდის ფორმულა 1231, 251, 252 

რეზოლვენტა 121, 166, 167, 285, 503 

· რიმანის ზედაპირი 209, 218, 429, 444 

სამი არაიგივური ნაწილაკი 357, 377, 393 

"სამი იგივური ნაწილაკი 340, 352, 353, 356, 

358, 383, 184, 189, 399, 404, 409 

'სამი ნაწილაკის გაფანტვის ამოცანა 150, 

193, 264, 332, 342, 344, 345, 360, 403 

526 

ეა ინტეგრალური განტოლება ნულო– 

ვანი ქმედების რადიუსის ძალებისათვის 

ვქვვ 

ეაეაეუ.ბული მდგომარეობის 

ფუნქცია 412 

–– თავისუფალი მოძრაობის ვექტორი 375 

– –– ინფინიტური მოძრაობა 374 

––კინეტიური ენერგიის ოპერატორი 

ვვ7, 340, 341, 349, 361 
– სრული მომენტი 342, 393, 402, 414 

– ტალღური ფუნქცია 351, 357 

სამნაწილაკობრივი პროცესი” განივკვეთი 

364, 184 
– ამპლიტუდა 364, 384 

– – გაფანტვის 7V(2)-მატრიცა 364, 378, 

379 

– –- გრინის სრული 

366, 272, 374 
– გრინს თავისუფალი ფუნქცია 371, 

372, 374, 381, 387 

–- ძალები 344, 345 

სამკუთხედის წესი 23, 24, 29, 31 

საუკუნეობრივი განტოლება 294, 298, 299 

სივრცითი იხოტროპული ოსცილატორი 78, 

80 

– –- ოსცილატორის ენერგია 80 

ტალღური 

ფუნქცია 364, 365 

–– ოსცილატორის პოტენციალური ენერ- 

გია 78 

სინგლეტური მდგომარეობა 46, 94, 219, 303 

სკალარული ნამრავლი დირაკის სივრცეში 

11 

სპექტრალური 

გრინის სრული ფუნქციისა 164 

ეა. - ფუნქციის მთავარი მნიშვეე- 

ლობისა 164 

ღა –- –- თავისუფალი ფუნქციისა 163 

არმო ნის ფორმ ბი დგე ფ ულე 

– – – გაფანტვის #7V(#6)-მატრიცისა 165, 

285 

– – – 7M(ნ)-მატრიცისა 165, 167 

სპინის პროექციის ოპერატორი 94 

სპინური ფუნქციები 26, 28, 322, 329 
სკორნიაკოვისა და ტერ-მარტიროსიანის გან– 

ტოლება 391, 393, 408, 409 
სფერული ფუნქცია (ლაპლასის) 15, 17, 21, 

41, 106, 322, 498 

–- ––- სპინით 28 

–- ფუნქციების შეკრების ფორმულა 417 

რაბაკინის პოტენციალი 278, 321 

ტენზორული ძალები 98, 322 

– ოპერატორი 96 
ტრანსილაციური ინვარიანტობა 149, 265



„ტრანსილაციის ოპერატორი 326, 268 

ტრიპლეტური მდგომარეობა 26, 94, 219, 

303, 304 

“უიტეკერის განტოლება 229, 243, 493 

– ფუნქცია 240, 241, 244, 448, 493 
–- ფუნქციის ასიმპტოტიკა 495 

უწყვეტობის განტოლება 266, 267 

'ფადეეეის განტოლებები ქქქ, 334, 370, 272, 

373, 374, 377, 378, 300, 385, 186, 287, 
369, 390, 393, 396, 409, 410, 411, 411, 
420, 422, 430, 438 

“–- არასრულ გრინის 

ვმი 

–- –– გრინის ფუნქციებისათვის 374, 380 

“ი იგივური ნაწილაკებისათეის 399, 401 

– იმპულსურ წარმოდგენაში 300, 383 

–- – სამი არაიგივური ნაწილაკისათვის 383, 

395 

ბაა“ ტალღური 
380, 281 

––- -- პილბერტ-შმიდტის მიახლოებაში 435 

„ფადეევის განტოლებების ამონახსნი 387, 

388 

“–-–- გული 373 

–- –– ერთგვაროვანი სისტემა 377 

ფაზური ანალიზი 110, 111, 227, 280, 288, 

309, 314, 331 

„ფაქტორიზებადი პოტენციალის ფორმა 272, 

273, 280, 281, 283, 284, 286, 291, 300, 
302, 311, 321, 326, 327 

–- პოტენციალი ტენზორული ძალების შემ- 

თხვევაში 322 

“ფერმის ნაწილაკები 420 

ფიზიკური სიდიდის საშუალო მნიშენელო- 

ბა 10 

„ფინიტური მოძრაობა 82 

ფომფაქტორი 165 

„ფრედჰოლმის მეთოდი 187, 279, 280, 370, 

509 

-–– დეტერმინანტი 204, 224, 230, 231, 280, 

302, 429, 512, 514 

–- მეორე გვარის ინტეგრალური განტოლე–- 

ბა 501 

–-პირველი მინორი 512 

ფრედჰოლმისეული გული 501, 507 

ფრედჰოლმის ტიპის ინტეგრალური განტო- 

ლება 353, 356, 369, 372, 373 
ფურიეს მეთოდი .265 

ფუნქციებში 378, 

ფუნქციებისათვის” 374, 

“შენახვის კანონი 32 

–- –“ ენერგიის 34 

– იმპულსის 35, 26, 269 

–-- იმპულსის მომენტის 36, 40, 265 

–- –– ლუწობის 13, 37, 39, 269 
–-- ნაწილაკთა რიცხეისა 266, 267 

შეარცის სიმეტრიის პრინციპი 424, 429, 
445 

შრედინგერის განტოლება 8, I7, 41, 42, 

47, 98, 265, 323 

– ––აბსტრაქტულ სივრცეში 14, 17, 119, 

269, 273, 278 

–-“– არალოკალური ფაქტორიზებადი პო- 

ტენციალისათვის 265, 266, 275, 266 

– იმპულსურ სივრცეში 52, 265, 420 

––კულონური ეელისათეის 215 

– –- რადიალური ფუნქციებისათვის 18, 41, 

43, 45, 48, 54, 69, 72, 195, 202 

– – პარაბბოლურ კოორდინატებში 87, 247 

– საი ნაწილაკის სისტემისათეის 334, 

349, 362 

– სამი ნაწილაკის სისტემისათვის ფაქ- 

ტორიზებადი პოტენციალის” ”შემთხეეეა- 

ში 352 

– – ცენტრალური 
ეის 270 

შრედინგერის მეთოდი 7, 9, 14 

ურთიერთქმედებისათ- 

ჩებიშევ-ერმიტის პოლინომი 448, 472 

–– განტოლება 448 

მენტრალური ველი 16, 40, 50, 52, 92, 

101, 112 

ძალები 

არაცენტრალური 92, 94, 95 

–- მუხტურად სიმეტრიული 92 

–- სიჩქარეზე დამოკიდებული %6, 264, 261, 

268 

წმინდა ბირთეული გაფანტვა 314 

წყალბადის ატომი 81 

წყალბადის ატომის რადიალური ფუნქცია 

83, 84 

–- –“ ენერგია 81, 90, 245 

–- –- პოტენციალური ეწერგია ზ1 

წყვილის დაშლა 361 

–- შექმნის რეაქცია 361 

წყვილური ძალები 344, 345 

ჰაიზენბერგის მეთოდი 7, 9, 14 

ჰანკელის სფერული ფუნქციები 41, 44, 122, 

127, 178, 180, 184, 185, 187, 222, 479, 

4–84 
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– – ფუნქციის ასიმპტოტიკა 484 

ჰარტრის ატომური ერთეულები 86 

ჰილბერტის იგივეობა 507 

–- სივრცე 374 

ჰილბერტ-შმიდტის პირობა 369, 370, 373 

–- გულების კლასი 501 

– ფორმულა 422, 423, 424, 430, 435, 507, 
508 
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96. ფადეევის განტოლებები ჰილბერტ-შმიდტის მიახლოებაში 

97. ბეიტმანის მეთოდი 

თავი XI1 

მათემატიკური დამატება 

§ #. კომპლექსური ცელადის ფუნქციის ზოგიერთი თვისება 

§ 8. ლაპალასის ტიპის განტოლების ამონახსნს კონტურულ ინტეგრალებით წარ- 

მოდგენა 

„ ეილერის I(C2) და „32, თ“). ფუნქციები 

„ პიბერგეომეტრიული ფუნქციები 

„ ბესელის სფერული ფუნქციები 
· უიტეკერის ფუნქციები 
„ ლეჟანდრის პოლინომები და ლაპლასის სფერული ფუნქციები 

„ ინტეგრალური განტოლებები თი
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M3ეეჯლუხCX00 ICIIMMCCM0L0 VMM800CMICXI8 

169MMC#M 1973 

-რედაქტორი ი. ვ აშაკიძე 

გამომცემლობის რედაქტორი გ. სალიაშვილი 

მხატვარი რ. მახარაძე 

ტექრედაქტორი ი. ხუციშვილი 

კორექტორი ე. კენკიშვილი 

ხელმოწერილია დასაბეჭდად 26/X-73 

ქაღალდის ფორმატი 70X108// 

ნაბეჭდი თაბახი 47,95 

სააღრიცხვო-საგამომცემლო თაბახი 40,9 

შეკვეთა 304 უე 11573 ტირაჟი 1000 

ახი 8 მან. 18 კაპ. 

თბილისის უნივერსიტეტის გამომცემლობა, 

თბილისი, 380028, ი. ჭავჭავაძის პროსპექტი, 14. 

IM3უ2გ+0MხCI80 1 6MMMCCM0-0 VMM800CMXIXCL8მ, 

1 6IMCM, 380028, იი. II, Vგსნყ88გი3«, 14. 

თბილისის უნივერსიტეტის სტამბა, 

თბილისი, 380028, ი.ჭავჭავაძის პროსპექტი, 1. 

ყიი”იგდM9 69MX8600%0+L0 IIIM8C0CIM+XCIმ, 

16#MMCM, 380028, იონ. I/. IIგ8ყგ8მი 3", 1,


