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ნაშრომი ჩნარმოაიცენს მეორე შეესებულ ია შეყნორებულ ცამო–- 

ცემას.მესესში ცანხიტცულია ტენტორული აღრიცხვის ყეელა საკითხი,რო–- 

მელთიანაც საქმე ექნებაი სვულენ.)ბს სხეაიასხე. ძისციპლინის 

შესნაქლისას „აქვორმა ტაითვალისჩინა ის შენიშვნები ია ჩნინაიაიე– 

ბები,რომლებიც ამ ნიკნის საჯარო ცანხილცვისას ცამოიიქვა,ცრის 

სათუძქელბეც ნაშრომს იაემავა ახატი პარაცრაფები,ცანახდა სა9ი- 

ტეუსჯრაციო მასალა,შეიცქატა ბოციერიი აღნიშენა,არსებითა0 ცაია–- 

8ზუშაქლა რამიენიმე პარაცრატი. 
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შესავალი 

” ტენბორული აოჩრიცხეის ელემენტების " კურსი შეტანილი» 

სავალიებულ ლისციპლინაი 1974 ნელს იამტკიცებულ სასწავლო ტეტ–- 

მაში. თავისი შინაარსით იკი ფინიკოსთათვის უცნოსი არ იყო, 

რამიენაიაც მისი ნანილები, როტორც ”მადემატი)ჰური იამატება”", 

ისჩავლებოლა სხეაიასხეა ფდიბტიჰურ იისციპლინებში. 

წინამიებარე ლეეციების ჰურსი, რომელიც სასწაელო ტეტმის 

მიხეივირი ტაივალხსჩინებულია Iტ საატის მოცულობიიძ, ბუნებრი- 

უეია, არ შეიძლება ჩარმოაიტენიეს ტეწნბორული აორიცხეის საფუ- 

ძელებს. კურსში ტანხილულია მხოლი ის აუცილებეო საკირხები, 

რომელია ცრინის ტარეშე ნარმოუიტენელა ისერ ლიისციპლინარა შე- 

ცრნაელა, როცორიცაა: მექანიკა, უწყვეტ სხეულია მექანიკა, 1ლე–- 

ეტროიინამიყჯა, თძარირბირობის დეორია ლა სხვა. 

ტარკვეული მოსაზრების ტამო ტენმორების თვისებები სხვა- 

იასხვა ტანბომილებიან სიერცეში თითემის ლამსოუკიტებლაი ტაწვი- 
ხილეთ, პმასრან, ჯერ შეევისწაქვლერ ტეჩმორების თვისებები სა8- 

კანტომილებიან ევკოიის სივრცეში, შეზიეტ – ოიხეანმომილებიან 

«სევიოევკლილურ სიურცეში და ა.შ. ტარია ამისა, ვიტულისხმეი, 

რომ სტუტენტებისატელს ვექტორული ალტებრის ელემენტები ცნობი- 

ლია ია მახაოს ტაიმიცენისას რანმი8ზიევრობა მაინცა ია მაინც 

არ იაეწყავიი. 

მასპღის; ტაიმოცემისას არც სისრულეს ვესჩრაძფოიირი ლა არც 

ტათემაჟიკური სიმკაცრე წარმოალტენია ჩვენს მიბანს, ამიტომ 

იმ სტულეწტებისაივეის, რომელრაც არ იააკჰმაყოფილებს ჩინამტე– 

ბარე ლექციების ჰურსში ჟანხილულ საკითხია მოცულობა, ჩიჟნს 

იასარდული აქეს რტერატურის სია. 

იასახსრუის, 8აილრბას ნოვახსენებ პრორ. ტ.ხუციშეილს,
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პრიტ, ი.ვაშაკიძეს, პრო8. ი .,კოპატეიშვილს, იოც. რ.კორშაძეს, 

ირც. ი.მაჩაბელს საყურაძბღებო შენიშენებისაიძეის. 

მაილოშას. მოეახსენებ ატრერეე პროფესორებს: რ.ტამყრელიძეს, 

0.ჰურიჩელაძეს, ლ(.იბიოლაშვილს, იოცენტებს- ჯ.შარიქაძეს, 

რ.ეშანოიძეს ია ასისტენტებს ი.ტიომიძესა ია რ.მუსხელიშვიCს, 

რომელია შენიშენები ტავირეალის# ანე შექციების ჰურსის მეორე 

ტამოცენაში.
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§). ეეკლიიის სიერცე 
I. .ევკლიიის სიერცის მეტრიკა. სჰატარული სიტიიეების 

/ჩეეულებრიეი რიცხეების/ ფარლია 'ფიმიკამი ტამოიყენება შეიას- 

რებირ უძრო რთულ ბუნების მათემატიკური ყნებებიც, როტორიცაა: 

უექტორები, სჰპინრრები, ტენბორები ტა სხეა. 

ტიბიკა თავისი ტანვითარების სხეაიასხეა ეტაპზე სხეაია- 

სხეა მათემატიკურ ცნებებს იყენეშია. სათიანაიოი ეირარიებოია 

მათემატიკის შესაბამისი იარკებიც. აოსანიშნავია, რომ ბოცკიერ- 

რი მათტანის შექმნა 0ა ტანეირარება ფიბიკის მოთხოენებმა ტა–- 

ნწაპირობა. ასე მატალიბაი0, ნექანიკის ჩამოყალიბებამ ჟტამოინეია 

იიფდერენციალური ია ინტეტრალური აორიცხეის წარმოშობა, კეანტუ- 

რმა მექანიკამ–ოპერატორული ია მსატრიცული აღრიცხეის ტანეირა- 

რება, ფარიობითობის თეორიამ კი ფარიოც ცამოიყენა 0ა ტახეეჩნა 

ტენბორული აღრიცხეის მეიძოტები. 

წინამიებარე კურსში ჩვენ ტვაქეს ერთობ კონკრეტული ში- 

ჭანი. კერძოი, შევისნავლირ ეექტორუოთ ია ტენმორუო აღწიცხვის 

ძირირაი ელემენტებს. – 

რაიტან მატერიალური ჩერტიოთ მოძრაობს სიერცეში,-ამიტომ 

ატ მოძრაობის ლიამახასიარებელი სილიიტეებიყ ასეექვე სიერცეში ტა–- 

ნიხილება. ამის ჟაზი, ტენმორული.აღრიცხვის შესწავლთსას, უპირ- 

ველეს დოელისა, უნია იავალჟინოთ სივრცის თეისებები,„ რეალური 
სიერყე, რომელშიაც სხეული მოძრაობს, ან 0მასრან იაკავშირებულ 

სხვა მოვლენებს ესკეირყცებირ ია რომელლიაც ჩვენ ეცხრერობი, 

სამჟანბიმილებიანია.' უხეშაი რომ ეთექარ, ფიმიკური სიერცე 

არის ის 9%9უ“რძელი, როზელშიაც სხზობაესებულია სამყაროს ყველა 

სხეული ია რომელია ურბიერძქმეილების შეიეკალ ალჟილი აქეს 

| ხშირალ, შენოკლების ნწიმნიძთ, "სამტანბომილებიანი სიერცის” 

მატიერ ვიხმართ ”"სამსიერცეს", "ოთხცანმბომილებიანი სიერცის” 

ნაცელაი- ” ოთხსიერცეცე " ია ა.შ.
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სხეაიასხეა ჩოქლენას. ამიტომ ნებისმიერი რეალური 8რელენა 

ცამჟანბომილებიან ფიბიკურ სიერცეში 8იმიინარეობს. ფილსოფი–- 

ური იეატსაბრისირ კი სიერცე არის მატერიის არსებობის უნივერ- 

საიური ორმა.) 

( დიბიკური მრელენების აოსაჩერაი საძშიროა შემოვიტანოთ სიე– 

რეის ისეთი მაბემატიკური მოიელი /ნარემატიკური სივრცე/, რორ- 

მელიც რაც შეიძლება ბუსტაი ასახაეს ჩვენი ფიბიკური სიერცის 

ტიეისებებს. ”ზარემატიკური სიერცე” მოწყეეტილია მატერიას, 

რალ0იტან იცი ცანიხილება როტორც ტარჰვეული რბიექტების /'”'წერ- 

ჟილების”/ სინრაელე, რომელთაც არავითარი ფიზიკური ძეისებები 

არ ქააჩნიათ. ბუნებრივია "მარემატი.კურ სიერცეს” მივაჩეროი 

იხეტი წიშნები, რომლებიც რაც შეიძლება აბეჰეატურაი ტამიხატა- 

ეუნ «იმიკური სიერცის ტერმეტრიულ იძვისებებს. "მათემატიკური 

სიერცე"”, რამიენაიაც იტი ცანყენებულია ია სიოწყეეტილია მატე-:· 

რიას, არასრულია, ამიტომ საკითხი, რუ რონელი მარემატიკური სი- 

ერყე უფრო ჯრტაი აღწერს რეალური ფიბიკური სიერცის რვისე- 

ბებს, ექსპერიმენტმა უნის ტაიაჩყეიტოს "/ 

· რრჟორც ირკვევა, ეეკეიიის სიერცე საკმარი კარტა9 აღწერს სამ– 

ტანმოჩილებიანი ვიბიკური სიერცის /ჩეენი სიერცის/ რვისებებს. 

ამიცომ დ«იბიკაში ძირიბატა0 ამ სიერცის ტანხილეირ ისატუფერე-, 

გიან, თუმცა, როგორც იაიტინის, მარიობითობის მოჟაი რეორიაში, 

|! რანაზელცლროეე 6არემატიკაში სივრცის ცნება ტასცილია ჩეენი 

«ინიკურს სიერცის პათემატიკური წარზობტენის ყმარტლებს. იღეს 

ხსიერცის ცნება ჩარმოაიტენს მათრემაჟიკის ტამოკელევის დუნიამნე- 

6ტგტურ მეთრდლს; ამასტან, სივრცის ქეეშ ბოტაიაი ესიირ ტარკჰქეუ- 

რი ობიექტების /' წერტიიეტი”/ სიზრავლე, რომლებბელაც" იაიებუ- 
ტია ცგარკეეული პირობები. ეს ობიექტები შეიძლება იყოს მრაეალ- 

წაირი, მაკალრაი, ვექტორები, თერძა სიმრაელე, შეექანიკური 

სისტემი( მიჟომარერბათა სიხრაელე ია სხეა.
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ტურზე ჩვენი სივრცე არ ჩარმოალიტენს ეეკლიიურს .! რეალური სიე–- 

რყე, 0კაცრაი რომ ვისსჯელოი, ემორჩილება რიმანის ტეოზეტრისს, 

რომელიც ეეჰლიის სივრცის ტარკეეული ტანბოტალებაა. 

ხანამ ეეკლიიის სიყრცეს ტანემარტავლიერ, მოუკახიილორ სიე- 

რცის არითშეტიბაცია ია სიერცის ყოველ წერტილს შევუსაბამოთი ტა- 

რჰეეული რიცხეების ერტობლიობა. ჰერძოი, 8აცტალირაი0, სამტანმო- 

ჟილებიანი სივრცის ყოველ წერტილს ლეკარტის კოორიინატია სისტე- 

მაში შეტვიძლია შევუსაბანოი სამი რიცხეი, რომელბაც ჩერტილის 

კოორტიინატებს უნწოტებენ. 

როჟორც ფდიბიკაში, ისე მათემატიკაში, ნწაცელა0 სამტანტო– 

ტილებიანი სიერცისა, ხშირალ იყენებენ IL განბომილებია6 

/»ი2> 31 / სივრცეებს, რომლის წერტიტია მიებარეობები ტანისა- 

ტოვრება IL რაოლენობის კრორიინატებირ. ეეკლიიის სიერცის 

ტაწმარტებას მოვიტანთ სჩორეი აზ მოჟალ შემთხვევაში. 

ეტძქეართ, ს” განბომილებიან სიერცეში ტეაქეს ორი ჩერტილი 

X(>,,X,ა ტაია %ია) ია VI(ჰ,9»-· ... მი) | როშეითა შორის 

მანძილი ტაწემარტორ შემიეტი ძორმულირ: 

0(X,V) = |(-,M(თ-შ)++(2ა-ჰო) 'I/2 
VI / 

ცხაიია, რიმ C6(X,V) -ს ექნება შემიეტი «ვისებები: 

I/ 8(XV)>2ი , ანასთა6, 9(XM)1=0 მხოლი მაშინ, როცა 

X ია V ჩერთიები ერთმანეის.ემიახვევს, 2/ 9§(X,V)= ზ(V,X); 

ეს არის ე.წ. სიმეტრიის თვისება ის 1/ იუ 2<49,,2,:.. თო) 

სიერცის მესამე წერტილია, მაშინ ალჟილი აქეს სამკუითხელის 

პირობას: 

| პირველალ, ევკლიდურისატან ტანსხვავებული ტერმეტრია 

შემოტანილი იყო 6.ლბაჩეევსკის მიერ I826 ჩელის.
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#/X,V) « 0 (X,2)+#(=, V.). #I!,2 / 

ხიერყეს, როჩელშიაც ტანსატღერუოა +VXV) ტემოთ ჩანო- 

იეოთდრი რეისებები , უნოტებენ ეეკლიიტის (IL ჟანბომილებიან სი- 

ურცეს აპ მას ჩა –ი“ აღნიშნავენ.| ევკიიიის სიერცე წარმიოაი– 

ტენს ე.წ. მეტრიკული სიერცის კ-რძო შემიხეევას. ბტოტაძა0 0ე- 

ტრიკულ სიერცეს აქეს ბემითი ჩანოივლილი რეისებები, როღონი აუ3- 

ცილებელთ არ არის §(%V/ –ს ჰქონეეს მაინცა ია მაი5ც /!,!/ 

სახე. 

ჩვენ შეტვიძოა ტაწეიხილირ ექ- 

ჰოიის ნუ სივრცის ჩგ ქვესიერცე, 
ხსახაც #<« I). მატალრაი, ჩეენი 

სიერცის რ Iახი# ქვესიერცეე– 
ბი იქნება“ ნიბრყყე / წს- 7 რი 

წრე / წ, /. აღსანიშნავია, რომ 

ყველა ეს ხსივრცე ”რეალირ ლდასა-' 

წატ. I. ნახი” სივრცეების, 8აშინ, რიცა 

უძრო მაღალი ტანბომილების სივრცეები, იაწყებუით 6 -იან, 

გხოლ; ”ჩარმოლტენიი” არსეშობენ ია მათი "აუოქმა" შეუძეებელია. 

Lჟეკლიიის სიერცის რეისებების ტანსატღერა ხელსაყნელტი შეიფება 

აღმიოჩნიეს შემიეტი დორმულიი: 

  

ძე% თ%% 4X1+VI+ #“X ) /! ,ე/ 

რომელე ტამოხატაეს 0ანძითს _ჰეაირატს ორ უსასრულრი მცყირეი 

იაშორებულდ ჩერტილს შორის, რომელთა კიორიინატებია / X,X- 2 ა/ 

ია /9+9%, 5,748), - - - უ #.# «X /. ჭ 
შემიჟომნი ა6 ტამოსახულების კგანზოტატიება იატეჭირლება 

ცხვა .შესაძლ სიერცეების ტანმჩარტებისათეის, ამიტჭტი0 ხელსაყრე–- 

ლი იქნება იჟი სხვა სახირაც ტალიავწეროთ. ამისათეის წინასწარ
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შემოეილი კ»ორნეკერის 0. სიმპოლთ, რომელიც შემიეტნწაირაი 

არის ტანმარტებულრ: > 

რი ა # ბ, =!, ხთ  “ /I,-/ 
ბ/ 50, რიკა #«## «_ 

აჭ სინბოლს შესანიშნავი რეისებები ტააჩნია, რიმელას შორის 

ა რსანიშნსავის ფილტრაციის რეისება. ჟანეიხილი შემცეჟი ჯამი: 

_ ბ, = #, ბ,C+42: წ თ ბირ. /I,5 / 

როცა > 7, ხაშინ მარჯვნიე მ//= I, ყველს იანარჩენი სიმბო- 

ლეში ყი /!,9 / ტანმარტებირ, ნულის ტოლია; რიყა L> 2, 6ტაში6 

ნულისატან ჟანსხეავიება მხოლი მეორე წევრი, რომელიც რ, –ს 

ტოო იქნება ია ა.შ. ანცეარად, აღნიშნული ჯამი უიჩის 
“ლ . 

| 2,45+5/#%, /#I,6 / 
§#/ – · 

მაშასაიამე, პუ სინბილო "ტადილტრაეს” ჯამს ია მასში იატო- 

ვებს გხოლი ი8 წევრს, რობზლისიეისაც #2#. ეულ 

ყხაიია, რომ ბ;X= ბი: ა ე.ი. კრრნეკერის_ სიმგბით 

სიმეტრიულა ინიექსების ტაიასმის მიმარ. 

ახია ისჟუუბრუნიერ ჩეენს ამოცანას. რაიტან ჭიტტრაციის 

რტეისებირ 4“X, ტამოიხატება შემტიეტი ჯამირ: ძი5= 2 4აC4%,) 

ამიტომ /!,2/ სიერძის ელემენტისათვის შეტეიძლრას ტავწეროძ 

დრმაია ქე! ვი %,C 4X, “X. , /I,7 / 
ათ/ MCთ 

მიეიტეი კეატრატული დ«ორწა, რომელსაც 9 სიმბოლს დილტრაციის 

დეისეშირ დაქტიურაი აქეს ჰანონიკური სახე /შეიცაეს მხილი 

ძჯ+ -ებს ია არ შეიცაეს ძX;4თ- (2%#) «იპის ნაბრავლებს/ 
როცა მოცემული ტვაქეს /!,7 / იორმულირ ტანსაბოვრული სი- 

ტრძის ელემენტი, 8აშინ ამბობენ, რომ ტანსაბტერულია ევკღოიის 

სიერცის მეტრიკს. უბრალოი რიმ ერქვაძბ, ეეჰოიის სიერცეს ისე- 

რი მეტრიკუოთ რეისებები აქეს, რიმლის მიხეტეირ ორ ხერტიCლს
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მორის მანძილი წარმზოაიჟტენს სწირ ხაბს ია, რაშახაიამე, იცი 

პირაცორის რიეორეტირ ტანინსატლერება. 

ზოჟაი შემიხევევაში, ჩეენ შეკვიძლია კაზვიხიოლი თსუთო ხივ- 

რცეებიც, რიმელრა მეტრიკა ტანისაბტერება შემიეჟი ფოჩმული: 
MM» 

ქებ 1 ბამ (5,5- ,%) რმ, 
#»! MMI/ /!,პ / 

როტორც ბეეიძ,იძ§ წარმოაიტენს ტანძილს ორ უსასრულიი ახოს 

მიებარე ჩერჟიის შორის; როცა 05 იალტებითაისა ტანსაბოვრუოი, 

ხო ძ.#X 5 ძ#ჯ -ს, წაშინ /I,8 / ხეტრიკით ტანსაზლერულ 
სიერცეს რიმანის სიერცეს უწოიებენ. ამასთან, იკულხხმება, 

რინ /!,86 / კეაირატუც ძირმას ერიიროულა0 მსიელს სიერცეში არ 

შეიძლება ჰქონიეს კანონიკური სახე. შ+C-ს წეტრიკულ ტენმორს 
უჩოლიეშენ. 

კერძი შემიხეევაში, როცა ხე„რიკული ტენმორიქ;.=00MIნ=ძჯ, 
მაშინ რიმანის სიერცის ტგანხარტება ტაემთხვევა ეეჰლილის სიერ–- 

ცის ტანმარტებას. ამტეარა09, /!,7 / ტანმარტების რანახმაი, 

ეუკოიის სივრცის #0ეტრიკული ტენზორი ემიხვევსა _კრიონეკერის 

სიმბილოს, ე.ი. ტამრსახულებას: 

1 0 9-...9 

.-...C0ი 

%= 9 1 0-...9 · /!,9/ 

–'” /, 

000----.1/ -/ 

ლს მოძჩაობის აღსაწერაი აუცილებელა კიირრიინაჟტია სისტემის 

/ აიევლის სისტემის/ შემოტღება. მართალია, ვექდორებისა ია ტენ- 

ტორების ტანხილეა შეხაძლებელია კორორიინატთა სისტემის ტარე- 

შეც, ხატრა0, რაზიენაიაც ყიბიკაში აივლის სისტემის ტარემე 

ზოძრაობის აღწერა წეუძლებელა, ამიენაი ტენბორებიც კოორილი- 

წატია სისტემებრან მეყარიებიით უნია ტანეიხილი. ამიჟომ ტენ-
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ბორული აფრიცხვის ელემენტებს შევისწაელიი ტარკვეულ კიორლინა- 
ტია სისტენებში.. კკირიინატია სისტემის ტე“რძებაი შეკეიძლია 

ავირჩიოთ ნებისმიერი ჩირები. ევკლიიის სიერცეში ყეელაზე ხარ–- 

ჟიეი სისტემა, რომელიც ძალიან ხშირა0 ტანოიყენება, არის ე.წ. 

იეჰარტის სჩორხამობრივი, მარიკუთხა სისტემა. სიერცყეში ამ 

სისტემას ახიტენს ერრ წერტიტი /რომელაყც სარა ეჩროტება/ ტა- 

დასკეეძილი სამი ურიიერიმარიოგბი რჩრმე, რომელრაც ლფლერძებს უჩწო- 

რებენ. ოერძებს, როჟორც წესი, X, შ,2 -ით აღნიშნავენ, სარა- 

ვეს ჯი 0–ირ. აშ „ერძების მიმარტულებანი შეკეიძლის იავახასი- 

ათოთ საბი ორჟირძ ს,ქეM , რრმელრაც რეპერები ეწ, -ებარ. წაც- 

ელაი წ, 7,4 –სი ჩეენ ხშირაი არტებლები რა აღნიშენიი, 

სატიაც XM= I! ,2,21 ია -L,=ს · ს"ძ , ხიხო ხ=ს მაშინ ორტე- 

ბისაძვის შეტვიძოა | ლიაენეროითი ორიონორმირების შემიეტი პიროშა: 
+ 

((ე,0+25 ბ». /I,I0 / 
სამსიერცეში ერი«მანერისატან უწია ტანეასხეართ ე.წ. მარცხენა 

0ა მარჯვენა სისტემები ._ ) 

თუ ჩბარცხენა ბურღის მიმართულება ემფხეეეა % -დტერძიიან # 

დტერძისაკენ უმოჰლესი ჟგითი მობრუნებას, «აშინ მარცხენა კოორ- 

იინატრა სისტემაში # ტლერძი ჩოტებული უნია იყოს ბურღის ტალია- 

აიეტილების მიმარიულებირ. ანალჟციურაი0, 6არჯეენა კიორიინატია 

ჯ 

   
7" 

/%,ფ 7 -მარცხენა სისტემა/ /X,9,2 -მარჯეენა სისტენა/ 

ნახ, 2 

სისტემა შეცეიძლია იავუკაეშიროთ მარჯეენა ტუროს. ამასთა6,
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კიორინატისა ერტი სისტემა მეორეში ტაიაიის ღერძების არე= 

ჰელი სარავის 6იმართი, ან ინვერსიის როპერაციი4რ. 

არსანიშნაეიას, რომ მარცხენა ია მარჯეენა სისტემების შე- 

რაესება მობრუნებირ, სიერციიან ჟამოსეოის ტარემე, შეუძლებელია, 

საბოტალი, ნებისტიერი კანმონილების კჰორრიინატთა სისტემის ჰჯე– 

6ნ6ჟი რარიტენობის ტერძეშის არეკელირ მიიღება სისტენა, რონლის 

შეთაესება შეელიან მობრუნებით, სიერციიან ტამოსელთს ტარეშე 

შეუძლებერა. ასე ჩატალირაი,/ნახ.უ /, ჩნ, ხსიერყეში ტვექნემა 

კიორიინავის სისტემა ერრი 0ქე-ერძით. არეკელით ტივილები იჯ" 

სისტეზას, რომელსაც მიბრუნებით ეერ იავამიხეევი 0+X-ს. 

ხობრუნებისარეის ტვჭირიება წა სიერ- 

  

ასსა ვრ ჯ ძეში /სიბრტყეზე / ტამოსეის.' რიცა 

ცვაქეს კოორიინატთა სისტემა 6ჯ სიერ- 

წახ. 3. ცემში /სიშრტყებე/, მაშინ /ხახ.6 /, 

ორი ლერძის არეჰელი მიეიღლები ახაC 0XI/' სისტენას, რომელიც 

ძველ 0XX სისტემას იაენიხეევა სათაეის ირტელივ მობრუნებიი ჯ 

კუტხეზე- ყ 

მატრამ, საკმარისია აერეკლი 

0X# სისტემის ერიი რომელიმე 

ტფერძი, რომ ახალი სისტემა ნ. სი– 

უ”ყილან ტამოუხსელელნი, მობრუნე- 

ტბით, ძველზე აღარ იაიყვანოს. 

წახ. 6. /_ტიეკარტის სამტანბომილებიან 

მარიკუიბა კოირიინატრა სისტემაში წერტილს რატიუსეექტორი ტა- 

ნისაბლტერება ტამოსახულებიი: 

ჯ L=C629+/0+#72, /!, I! / 
1-– 

ან #79 2,ი427/ /I,I2 / 
»”#. 

საიაც შემოეილერ აღნიმენები ა6=2X,,9შ=%I, ის 25-%ვ.
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ცხატია, რიმ რაიიუსვექტორის ჰესირატისარვის წიეიტები: 

#2, ჯ. 216229235 
ჯ 

"505955627 VI,Iუ / 

საიიანაც რაიიუსეექტრრის სიკრძიხსარეის ტვექნება ტამოსახულება 

აეაეა_ს', 
უე 23 ”= #2 +220 %1. /I!,I9 / 

ა8 დძორმულებით შემიკონში ხშირაი ვისარტებლებრ / 

– 
შ?. 

ჯ 2. ხრუიწირული კიორლიინატები 

არ არის იეკარტის მარიკუთხა კირრიინატების შენმოტება. ამ სი- 

ურცეში ჩვენ წეკვიძლია ტანეიხილორ ირიბკუთხა სისტემებიც ლა, 

ბოკაიატ მეტეიძოა შემოვიტანორ, ნებისნიერი მრუიჩირული კირრ- 

იინატებიც. სხვაიასხესა ტიპის 6ოძრაობის აღწერისას ხშირა0 

ხელხსახრელია არა ტეკარტის 8არიკუთხა კოორიინატების შენმიღება, 

არამე9ი მრულინირუორსა, იმ სიმეტრიის შესაბანისაი, რიმელიც 

ტანსახიდლეელ ამოცანას ტააჩნია. სკირრიინაკების შერჩევაზე 0ა-– 

მოიკიტებულა ამრცანის ამიხსნის სირტრულე. ტოკი ამოცანა ერტი 

ტიპის კორრიინატებში აიეილატ ამოიხსნება, მეორეში კი -– 

რტული. 

რიმანის ტეომეტრიის ტანხილვის 0როს ტამივიყვანი ტოჟაი 

რანაფარიობებს, რომლებიც ერძიიტან მერრე ნებისმიერ კრორიინა- 

ტებზე კაიასელის საშუალებას მოტეცემე6ნ; 6აჟრა80 საჭშიროი 8ი- 

ტეაჩნიასა ამ პარაკრაიში მოკლეი ჟანეიხილორ სზრუძნირული კიორიი- 

ნატები, რამიენაიაც მკითხველს, რომელიც არ აპირებს ძარიობი- 

რობის ბოტალი ტეორიის შესწავლას, შეუძლია რიმანის ტეომეჭრი- 

ის ელემენტებს საერძოი არ ტაეცნოს. 

Lჩვენი მიზანია ი8 ბრტატი ფორმულების ტამიოყვანა, რომლე-
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ბიც წერტილის იეკარტის / %, 9,8 / კიორტინატებს აკჯაეშირებენ 

წებისმიერ წრულნირულ კორრიინატებთან. შემიკომჟუი, წერის ტა6ნარ- 

ტიეების მიჭნით, იეკარტის X,მ,2 „კოორიინატეშს აღენიმნავი 

X,, X,, %ვ –იი, ან შემოკლებირ 1XC;-#ი, სალიაც C= I1,2,34. 

შემოვიორთი მრულინირულ ჰოორიინატია სისტემა. წერტილის 

ზრუიწირული კირრიინატები აღვნიშნით 4. -ტი, ყაიაც «= (/,2,ქ. 

გოვითხო<ვო#რ, რომ ჩერჟილის ტიეკარტის კოორიინატებსა ლა 0რულნი- 

რულ კოორიინატებს შო“ის ტექონლეს ცალსახა ჯეშირი: 

X;=2%.(4%.%,იგვ) («=(41,3) /2,!; / 
ის შებრუნებითი 

მ; =4:(X,2,%ე)· /2,2 / 
იტისათვის, რო8 /2,! / ფორჩზულებილან შესაძლებელი იყოს /2,2 / 

დორჩულებბე ტცაიასელა, როკორც ცნ. ბილიპ, აუცილებელი ია საკმა- 

რიხია შესაბამისი იაკობსანი ნულის ტილი არ იყოს, ე.ი. 

1> 2(%ჯ, %, 23) 

=2(9,%,9ა) 
ამასიან, X; ია წ: კოორიინატუბის ურიიერიცალსახა კავშირის 

არსებობის მიმნით ხშირაი საჭირო ხიება 41; პოორიინატების 

ცელილების არის გარკვეული შემოულვა. 

ტელაპირებს, რობლებოც იუჰარტის მარიკუდხა სისტემაში ჟა- 

ნისაზოვრება ჭორხულები#: 

4 (>, 25 5) -ითჯ, 4(+,%,2)=ით9%, 9 (>, =,X)=თი# /2,2 / 
უნოიუბეუნ საკოორიინატო ტეიაპირების, სოლი ყივეთ ორი საკორრ- 

დინაფო ზელაპირის ტატბაკეეითძის ჩირს) - საკოორიინატო ნირს + ხაკო- 

ორიინატო ჩირებშინ ტაიაკვერის ჩერტილში ტავლებუო მხები, 

ტანსაბტვრავს საკოოჩიინატო ტერძებს /6ახ.5/ იეკარტის სი- 

| იაკობიანის ნულისაცტან კცანსხეავებულობის პირობა ცანსანლე–- 

რაეხ იზ თაქტს, რომ /2,ე/ ბელაპირები 8ხოლოი ერთ წნერტილნი 

იკვეტებიან. 

ჯ#ი. /2,2! /
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სტემიხსატან ტანსხვავებიძ, ამ ტერთებს სხეალასხეა ჩურტილში 

სხეაიასხვა მიმარიულება ექნება. 

ვიპოვოთ ფორნულები, რრშლებიც აკაე- 

3 შირებენ ჩერტილის მრუიტჩირულ ია 0ეკარ- 

ტის კორრიინატებს. ამ მიჭნწით ვიჰოერრ 

მანძილი ორ უსახრულოი მყირეიმ იაშორე–- 

ბულ M(%, %1), Xვ)ია თი(2+72,, %,- 

+4X,, X,+რ%ვ) წერკილებს შორის. 
უს 8ანძილი კოლი იქნება « მოსახულე- 

  

6ახ.5 ბის 

ძენ #იხ4204158: ძ%1. #2, / 

ახია ვიჰპოერი 4%. /2,!/-იან ცხაიია, რომ 

ძ%, = : 2 5214 /2,5 / 

ეხ გამოსახულება შევიტანოთ /2,0/-ში. ნწივიტებთ 

2152: სამერ” 

-2-4 > 2). 
შემოვიოოთ შემს ალიშე» 

/2,6/ 

მიას წ, ,/)= IXC> 239„ 2%77 /2,7 / 

შეძეცაი /2,6 / ასე ტაიაიჩერება: 

«5-2, 2_ მ. (4.სა)4/, 44, /2,6 /
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ტზეიტერ ჰეაილრატული ფორმა, “ომელსაც ზიოჟაი შემიხეევაში, არ 

ექნება ჰჯანონიკუჩი სახე. 

შემოვიტანოი გენიეჟი აღნიშენები: 

“ /ტტი- ჩ/კ , როცა ი(= 

მ. =CIს, როცა «7. 
ჩრ C,გ ომეს პარამეტრებს უნოლებენ. ახტვარაი, ღამეს 
პარამეტრებში ელუმენტარუთ სიტრძის კვაირატისადვის ჟტვექნება: 

“#C ბასარია. რა 4, “#,, (2,10) 
«.ი/ 

სმ. X/ (2,!!ა 

(ა-ა #=/ XC > )5(2(5 22I(; 27 

ყქებეაეაებებებს..– 
– მნიშვნელეანია კყავმირის ხამყარეშა 0“უფიჩუო წურძების 

6ც ორტებსა ია იეკარტის 8ზარიკუტხა სისტემის # ორტუშს შორის. 

ა8 გიჭნით, წერჟილს მიებარეობა 8რუინირულ სისტემაში იავახა- 

სიაიიი ”  რალიუსეექტორიი, რომელც უნქცია იქნება %,%,9ე 
ტჩუიწირული კოორიინატებისა, ე.ი. (=VC ჩშ, შს). ვიპოვიი 

MX  –ის წარმოებულ % ძელაიიტ, ე-ი. #. >» სითიე. რაიცან 

(2,9) 

927, 
იეკარტის კოორიინატებში 1= 2» 2 294 # «“ ანიჟოშ 

ი, 26, უთ2 29% « => 2,Iუ) 2% #2) ი 5-7 27. ( 
ეს ვექტორი მინარიულია 96C -ური საკოორნინაჟო ჩირის მხებაი არ- 

ტუმენტის ბრიის მიმართულეშით. 6აშასალამე, #,0, # ვეუტო- 
რები საკოორიინატო წირებს ეხებიან /I –წერტილში (6ახ.6), 

ამიტომ ეს უექტორები ყრეელ ჩერტილში ქტნიან არაკომპიანარულ
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ვექტორია სისტემას, რომერსაც / 4,,9,%  / კოორიინატია 
სისტემის ბაბისს უჩოიებენ. ცხაიია, რო6 ამ ქექტრრების სჰატა 

რულ წამრავლი მოცეცემს: 

«> «> გ_ «”, 32%62+X” _ 2X, 2X. (/),ჩ,)= ჯაირლ „29, -5(» 2, /' # (2,/4) 
საიიანაც, რუ ტავიხსენები /2,7/ აოწიშენას, შევვიძლა იავჩე- 

რი: > თე / ამა” 
: =/#/4 # )1= ' =7. (4 2#L 2% (2,15) 

მაშასალამე, ჩ. ვექტორის სიტრძე ტოლი იქნეთა 

#. => (22:)=/4 (2,/6ა) 

უ.ი. უფა თ .· ახია, იუ /2,192/ ეექტორს ტიედოში #7 

სიიიიებე, მივიტები #, მრუიწირულ დერძის ორე <,= =#,/09,, 
ან >. #4. 2#/. 

« ჩაV 27 (2,/7) 
– 

ტაშოო სახით მრუიჩირული კორრიინატთა სისტემის C ორტებსა 

ია იეკარტის სისტემის «- რრტებს შორის ტეექნება შემიეტი კჰაე- 

შირი: 

  

3 – 2>ჯ 
»«: 1 IM 2 2% 

2“ #44 /5/ / ?7. 
(2, (გა 

აოსანიშნავია, რომ -მრუინირუოთო 9% ორტების იეკარტის მიტენე- 

ლები ჩერჟტილღტან ნერტილი ტაიასელისას იცელება. 

ახლა ეიპოევოთ 22) საკოორიინატო წირებს შორის. ამისა- 

თიეის განვიხილიი( 6, , 5) სკალარუო ნამრავოთ. /2,!16 / ტირ- 

მულს რანახნაი:



«3; 27 7 (2,19) 

დუ ტამოვიყენები წ, ორტების 

დეისებას (27, 6/,'M 55» რია 
ფი(ყრაციას ჩავატა.ეებთ 2?X –-დი, 

საბოლროი ტვექნება 

(მ. ჩ.)_ 9» 2%2= 
(% ჩ.გ VI V ში: V7. (2, 20) 

ნაშასაიამე, ორტებს მორი ის კურხის 

კოსინუსი ტანისაბხოვრება ფორმუ- 

ლირ: 

| 601(6,,შ,)= მ 27 – ” V3-> V2ი (> _ _ (2,2/). 
06 ./= როცა 7+4ტ= Cთ,=ით (%#/ჩ)) ხაში6 (6, 27, =0 ია 8, 

ორტები ურთიერთმარიობია. ასეთტ შემთხვევაში მრუინირულ ჰორრიი- 

ნატებს ორთოტონალური ეჩოტება. ამტეარა0, 8მრუიწირული კჰორიი- 

ხატების ორთტოჟონალობისაითვის საჭიროა #?, I2/ დოლობირ ტანსა- 

გოერული C, სიიიიე იყოს ნულის ტოლი. თუ %=#,მწაშინ /2,16/ 
ა –>2 

–ის  გარეაღისწინებიი /2,2იV მოტეცემს (დ, 2 6,)= რ 

ამიტომ მრუიწირული ორთოტონალური კორრტიინატების შენიხვეეაში 

ორტები აკმზაყოლფილებენ ორრონორნირების შემიეცტ პი“ობას: 

  

“> 

6)= X» (2,22) 

ვიპირერთ კუთხე, რომეCსაც აიტენს 6რუიწირული ღერძის ორტი ლე- 

კარტის ტართკუთხა სისტემის ტღერძებიან. ამ კუთხის კოსინუსი 

| მზრუტნირული სიატემებიც შეიძლება იყოს როტცორც მარწვენა, 

ისე მარცხენა. რუ 2, ორტები ფხოველ წერტილში ალყენენ სანე- 

ულს, მაშინ ტჩუიწირელ კრორლინატია სისტემას მარცხენა სისტემა 

ეჩოლება.
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ტოლი იქნება + C/ რიტ ბ სკალარული ნამრავდლისა. რატკან 
(>. – ჭზ 

2027 = =»/# , ამიტომ /2,18/ ტამოსახულების % ორჟზე 

გამნრელებინ შეიტეტაი0 სშოთ, 

ა 2-> 
CC (9, C,, 4 ი 7= <= ==4. 

+ 27. /2,2ე/ 

ფიტი პურ ამოცანებში, როკცორე წესი, არაორტოტონალურ კოორ- 

ტდინატებს არ იხილავენ, რა0ტან იიიქმის არ არხებობს ამოცანა, 

რომლის ბუსტი ტაიანყვეტა შესაძლებელი იყოს ამ კორრტინატებშში; 

ამოყანის მიახლებითი ამოხსნა კი შესაძლებელია 0ეკჯარტის კრორ- 

ტდინატებშიც. 

ზრუისნირულ ორთოტცტონალურ სისტენაში, /2,!,0/ ითორმულის რანა- 

ხმა0, იიკრთა ელემენტის ჰვაირატი უირის 

ძან 24 6 =404944444:/-/, 4/7. 

წირის ელემენტი % –ური საკოორიინატო წირის ტასწერივ ტოლი 

იქნება: 

/2,2“/ 

ძე, = > 7?, ) (7=%4,3) 

ან კაშრდი სახიძტ: 

ძC-/,რი,ძ9,=4::47,, ძ3=/ვ47, · /2,26/ 

ცხატია, რომ ბეიაპირის ეღმენტი უნია განემარტოთ ფორმულით 

=45 4:=//ა/ტჩ “იჩ რ»; 

/2,25/ 

! 

რს, 

I. მაკალირაძ, .2 % საკოირლინაძო ხიბრ 92 მა ი ე ძა= 

რთი, რომეოი0 შეიჭენირა 9,7: თა წირე– 
ბის მიერ, ტოო იქნება: რ 9გ= იე CI #2.



რაიტან რირრეული საკრორიინატო ჩირის ტასჩერივ სიკ#რშფძის ელემე- 

წჟი ჟანისატღერებშა /2,25/-ირ, ამიტომ ელემენტარული პარალელე–- 

პიპელის მოცულბის მისაღებაი0ი საშშიროა აზ სამი ელემენტის ტაია- 

ზრაელებს. აზტვარა0, 8ოცულობის ელემენტი მრუცჩირულ სისტემაში 

ტანისაბტღერება ყდორმულიძ: 

#V-=4§,045,45,= ჩ/სააჩკარ9,44, 49: #2,26/ 

ახლა კანეიხილოთ ჰონკრეტული სახის მრუ0ნირული ორთოტონა- 

ლური კრორტიინატები. 

2. სძერული კოორიინატები. სთერულ კოორიინაფებში ჩერტი- 
ლილის 0იებარეობა ტცანისატოვრება 45 ,4,.=0 · 4,=C კოორიი- 

წატებირ. ისინი იეკარტის ჰოორიინატებთან იაკჰაქშმირებულისა ფორ- 

ხულებით: · 
2C=V" §Iი06 C-§%, 

ჯ=+§'96 §:MV%, 

2=L CC50. #2,29 / 

ან, რაც იციეეა , 
, X#ჯCCდ · 

XXMLყ=I6006 კ 2='6050. ,64,92C/      0 –ჰუთხე აიივიება ჯ# -იფერძი- 

იან, (? –კი X-იან. I-=6071L. 

ნარზიახტენ, LI –რალიუსია6ნ 

“წირი .. / 2 სძთერრს ცენტრით სარავეში; 

' ზ.ნწირი დც-ღიი# ტამოხატაეს კონუსს 
სიმეტრიის დ -ღერძით ია ბო- 

ლს (C/=C6Cიი§ხნ წარსოალცკენს 

ჯ –ღტერძით შემზოსატღერულდ ნა- 

ნახ. 7 ხეეარსიბრტყეს /ნახ.7 /. სა- 

კოორტინატო ჩირები კი იქნება I -რალიუხები, 0 –- მერიიიანე- 

ბი ის (0 -პარალელები. ა0 კოორიინატებში სიერცის ყოველი 

ნერტიტის ამონწნურვისათეის საშიროსა მსრუიჩირული კოორლინა - 

IL-წირი



–=2L – 

რების ცქლილებების არეების ტარკვეული შებოულეა; კერძოი,LC,?დ 

უნია იცელებოტეს სატღოერებში: 

04 I§<%ი, 04059, 0<4%<29. /2,ეI/ 

ლამეს პარამეტრები სთერაკლი კჰოორტინაცების შემთხ( ევანი ტოლი 

იქნება: 
9 გ 22)3 (24)+(35)5/ 

ჩი=(2-/ +! ბ /““/ 
2 ბგ /,ჯ2)? ა, 0 _/2>% 29 (+. = /2,ე2 

Iაა-(22)+(26)+(26/“' 7 + 
8 _ „გეც)ბ, /29 )2 22 )=/-ბყიირ 

სა=(22)+C7)1+C6% 9 
სიკრძის ელენენტის )ვაბრატისათვის გვექნება ფორმულა 

2 

ძე- ძმ. 060%Iპ5V0ძV. /2, ვე/ 
ნხიკრძის ელემენტები ღერძების ცკასნერიე ტოლი იქნება: 

თ5,=ძ, 45,406, ძ5კ=I 550 ძი“. /2,39 / 
მოცულობის ელემენტი კი ცკანისაზოვრება ფორმულით 

თძV-= I“. §Xც6ძ0ძC% /2,ქ5 / 
ან, 

თძV=I“ძ”ძი, /2,36 7 
სარიახ · 

ძი =5:ი0ძ0ძ( #9,27 / 
ნარმოალიტენს სხეულეან კუიხეს. 

ქ. ცილინირული კორრიინატები. ცილინირული კოორტიი- 

ნატები ცანისაბოვრება ფორ- 

ზულებირ: => «659, 

ფ=§5,0%ი,/2,98/ 

დ=დ. 
9%= იიიჯხ ნარმოალიტენს ჩრიულ 

ცილინირებს საერთოჭოერძით, 

თ-ის არის 

გ -ოერძით შემოსაბოვრული 

  

  
ნახევარსიბრტყე, ხოლო შ=60ი5L წარმოაიტენს ჯ ღერძის მართობულ
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სიბრტყეს /ნახ.06 /; ამასთა6, 

ი«ჩიმ“იაი, C4§049:29 , –თი ა 2§5+400. /2,19/ 
აგეი(ა0 ეაჩვენებთ, რო8 ლამეს პარამეტრები ამ შემთხეევაში 

ტოდია: 

ჩი = , MM =რ, ჩეგ= 7. /2,50/ 

მაშასაძამე, სიკტრძისა ძია მოცულობის ელემენტებისარეის ცილინ- 

ტ0რულ ქოორტინატებში ტეექნება: 

ძა- #:+L 4(/+ #2” /2,“! / 

ო «V = 07ი ი06 48. /2,42 / 

აიხვილატ ტაიავაით პოლარკოორტინატებზე #/=C, #.=V .· ამი– 

საბვის /2,38/ ფორმულებში საშირრა ტიაევუშეათ ++=20 ; ნწივიღები: 

=0ბთM%M 

Vყ=( §:იV. /2,93/ 
ამ შემიხვევაში, MI// = 1) #-2=Cლ · სიტრძის ელემენტი «ოლა 

ი /3 2 
ძ§5 =ძი+/ჩ 4“ /2,6-/ 

დ«არიის ელემენგი კი ტანისახღტღვრება ფორმულირ 

ძ95=0 #4. /2,95 / 

#4, პარაბოტცური კოორიინატები, პარაბოლური კოორლი- 

6ატეში #.= =C, 7გ = -V, ძ ც=% ჟანისაზღერება ძორმულიებირთ: 

20=VჯდV' იოV 

=-49 90%, /6,56 / 
–= ”/X- · 

ცხატია, რომ "2 (# ი 

L= VXXV+22= 2 – (+), / 297 / 

შთ. I+შ, 2=1-2, #-92C41 2 ; /2, 98 /
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ამახსრან, 

« ჯ# «დ, 0<V4ი0, 0<C6 </2ყ9. /2,M9 / 

რას წარმოადგენენ საკოორლინატო ტელაპირები §= CიIან, M=Cთ%ხია 

#0-თარ6 ? /2,3/ ფორმულები- 
იან აივილა0 მივიუოეში 
§ს=1-(/4+6ა:68)/ 

V-I"//-რ%1368), /2,50/ 

საიაც 0 არის რალიუსვექტორის 
მიერ შელტენილ კურხე C –ტერ- 

ძიან / 024647 /. თუ 

ავიტები ხ=Cი0რახ, გვექნება 
ნახ. 9 #= -CC02%6_ .· ეს უკანასკნე– 

1-Cო)6 
ლი კი წარზოალტენს პარაბოლს, რონლის სიმეტრიის ღერძია > ია 

გახსნიდა 0-0 მიმართულებით, ე.ი.2>0 ნიმარიულებით, ხოლო 

დოკუხი მიებარეობს საიაჟვეში. §=C0M6 მოტეცემის | = აფ 

ესეც პარაბოლიაკოლონი იცი ტჟახსნილის 0=2) მინწარძულებით, ე.ი. 

2«0მიმართულები#. რაც შეეხება V=CM% , მას იცივე ჰინაარსი 

აქეს, რაც ჟააჩნია სფერულ კრორიინატებში, ე.ი. ტამონატაეს ჯ 

ღერძზე ტაზავალ წნახეეარსიბრტყეს. მაშასალამე, §=თი4ს ის 

V– რაM# წარმოალიტენენ ჰოვოკალურ ბრუნეირ პარაბოლილებს, რო- 

მელა სიმეტრიის ღერძი ემთხვევა ჯX -–ღერის, ხოლ ცოკუსი 80ე- 

ბარეობს სადტავეში. 

აივილატ ტამოვივოი ლაზეს პარამეტრებს პარაბოლური კოორ- 

იინატებისათვის. კერძო0, /2,!! / ტა /2, §6 / დორჩულების ტა 

ტიყენებიი აი 

ჩე , ჩი „322, #23 = § %, 

(#--ყს მ. /ი 7 /2,5! / 

ე სიტრშის ელემენტისარეის ტვექნება დორმულა 

ი> 3547 პნ“ +LV «დ. /2,59/  
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ია, საბანალო0, მოცულობის ელემენტისათვის ნივიოები 

თV= 5-C/L 4,4. 

ხრულიაბ ანალოკიურატ შეტეიძლიას ტანეიხილტოთ სხეა ორთოცო- 

ნალური .კოორტინატებიც. 

/2,52 / 

მაკართი: იპოვეთ /2,7/ % ბმულით ტანსაბ“ერული მეტრიკუ- 

ლიი ტენზორის სახე სთერულ კოორიინატებში /7/=7/; 7:=0, #=C0 / 

პასუხი: 106 09 
2 

9. =16 (0 · 
« LL 

0 0 (3800 

§ ე. ჩრფთფივი ორთიოცონალური ტარიაქმნები 

ტენმორებს ერთიიია6 წნეორე ჰოორიინატთა ხისტემაზე ტაია- 

სელის იროს ტარიაქმნის გარკვეულ თვისებები ტააჩნიათ. კოორტიი-– 

ნატია ბზოცალი სახის ტარიაქმნებს ჩვენ შემიკომში ტანევიხილაებ“, 

სხლა კი მემივისაზოვრებირ ნრფივი ორთოჟონალური ტარიაქმნების 

შესჩავოთ. 

ციშიკაში იხილავენ ნერვილს კოორტინატების ტარტაქმნის 

ორ ეკვივალენტურ მეთოის. პირეელი, როცა წერტილის კოორლინატე- 

ბის ტარიაქმნა შეიძეტია კოორიინატთა სისტენის ცტატაალცილებისა · 

/მ8ობრუნება, არეკელა ტა სხეასა/ ხიერცეში ტა მეორე, როცა ჰოორ- 

ტინატთსა სისტემა უცელელის, ხოლ ჩერტილის კორრტინატების ტარ- 

იაქმნა შეიეტია ა8 წერვილს მიებარეობის ჟტანმსაბოვრელი რატი- 

უსეექტორის ტატაატ "ილებისა სიერცეში. პირეელ მეთოიში ცანიხი- 

ლება ერთი ია იტივე რალიიუს- 

ვექტორი ორ სხეასიასხვა კოოჩ- 

იინაცია სისტემაში, ძეორეში 

კი ორი სხევაიასხეა რალიუსვექ– 

ტორი ერთი ტა იტივე ხისტე-  
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მაში. მობრუნების შემიხვეევაში ა0 ორი მეროიირთ ტცამორჩეეული 

კპრრრიინატების ცელილება, სიბრტყის შემიხეევაში, შესაბამისაი/, 

მოცემულია 10 ა ია 10 ბ ზჩახამებბე, 

ჯერ ტანეიხილოთ ჩერტილის კრორიინატების ცარიაქმნის პირ- 

უეელი მეთოიი. ჩეენი მიზნებისათვის საინტერესრა კპოორიინატია 

სისტემის ისერი ტარიაქმნის შესჩავლა, როცა იეჰარტის ერტი 

მართკუთხა კოორტინატია სიხტემა X/+C; 2Xვ ტარკეეული ჩესიი მო- 

ბრუნებულია მეორე X,%,წ%ვ სისტემის მიმართ, რომელრანაც მას 

საერთო ხსაძაეე აქეს /ნახ./!/. შემიჟცომში ცარიაქმშC ლტ სისტემას 

შვტრიხიან სისტემას ქუჩნოტებრ, %XI%;:9>-ს ყჰი უძრაენ. 

როტრრი ჰაეშირი არსებობს ერრი 

ია იტივე ჩერტიდლის (X,,%2,:,Xვ3) ია 
CV%X/) X1) კჰიორტინატებს შორის 
ამ ორ სისტემაში? 

ეხაიია, რი8 როკორც უძრაე ხის= 

%, ტემაში, ისე შტრიხიანში /ნახ./!/ / 

M ჩერვჟიდლის რაიიუსეექტორი ერი0 ია 

   
–“>/ 

ნახ. 10 06. იკიქეე იქნება, ე.0.I=I ან, ტა- 

/კოორლინატისა ცეოლების 
მეორე მერთოიი/ შილიო სახით 

“+ +, “, >> – – 
L/%/-68%§+41%1= -,X,+C%1+სხგ 23. /3,1/ 

მარიალა, ა8 ორ სისტემაში რა- 

ტიუხეექტორები ერრი ტა იციქეა, 
მაკრამ წერტილის კოორტინატები 

სხეარახსხეა იქნება. მარი შორის 

კაჟშირის საპოვნელაი /9,!I/ ტ«ოლრ- 

+) სკალარულაი0 „გავაზღვოი ჯერ 

ნახ.I/! '-ზე, შემძეტ სკის (ჯ –ზე. იუ 

შემოვილებთ ე .ჩ. ი იმარიულების კოსინუსებს: C05V;, სჯ” ( ერო 

 



–=2- 

" (თ. დ (8-2) 
ის ჟავირეაოთსჩინები ორტების ს 5/ ,0») “თ%რ რტუიხებას, ტვექნე- 
ბა: 

2X”= 2, 605«,, # 2, 601 94 2კ 605 «გ, 
2X/= 9,6C34;,+ 236C05%,2+ 2კ C05%ჯ§ , /5,2! / 

2%/ = 20 605%ვ, + 2: C05%;გ/ 25 601 შცვ · 
მიეილერ ანარბურ ტერმეტრიაში კარტჟატ ცნობილი ტარიაქმნებში, 

რომეოც ჟტანხორციელებულა მიმართულების კოხსინუსებით. მხიმარ- 

«ულების კოსინუსების ნაცელაი შემივილი C,#= C01%.C ერი- 
იანი აღნიშენა ია /ე,2 /-ის ნაცელაი ტანეიხილრ ტარლაქნცნა: 

/ · 

X; = 3:02, C=/,2,3/ ა, , 
რომელშიაც (იჯ კორორიინატებბე იამოუკიბებეთ ნულმივეშია. 

/2,2>/ წარმოაბტენს კოორიინატთა ჩწრძიე ტარიაქმნას მოტალი სა- 

ხირ. 

(2. კოედციენტების ერიობლიობა ტანსაბოერავს ე.წ. ტარლა – 
უემნის მატრიცას: 

0// 0/ი Cკ 
#>= V” ((2XII/-> · /3,3 / 

რც/ რკ. Cვკვ 
ამ მატრიცის კერძი მნიშენელობებისაიეის ტეექნეშა სხვეაიასხეა 

სახის ტარიაქმნები. კანვიხილრ, მაჟალირა0, ასეთი მატრიცა 

(059 §-სხV 0 

/#=|I- ი CV. 0 |? #97 
0 ი. ო1 

მაშინ /2,2/ იაიყვანება შემიეტ ტარტაქმნაზბე: 

2: = 2: C05V#-251MV, 
23/= – X, §IიV+26C05%, /9,5 / 

ვაჩეენით, რომ ეს უკანასკნელი წარმოაიტენს შტრიხიანი სისტე-
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მის მობრუნებას .X, ტერძის ირეეოთე %#V ჰურხეზე სააიის 0სრის 

მოთწაობის საჩინააომიეკო 8იმართულებირ. მართლაც, 0უ (0 ა 6ა- 

ხატიიან X/ ი X/ ჰრორლიინატებს ტამოვხატაჟეი 3, ია XML -ირ, 

აიეილიი ეიპოვიითი, რომ 

0/= C05«, 0,,= 51M, რიე -5 IV, რკ. 0თრ6 რ;კ=1, 
ხოლო იანარჩენი მატრიცული ელემენტები 6ულღის ტოლი იქნება. 0:# 
ელემენტების ამ მნ6იშენელბების ტარეარხსჩინებიი ყი /12,2 / 

მოტეყემს /4,5 / ტარიაქმნას. იჟიეე წახაბიიან აიეილაი ეს- 

ჩვენები, რომ, როცა სისტემის მობრუნება ხიება სააიის ისრის 

მოძრაობის მი8არტულებით, 06აშინ კაორლინატრია ტარტიაქმნის ძორ- 

8უღლებს ექნებარ შემიეტი სახე: 

2X/= 20,C03V – X; 5(IIV,, 

2/= 25:MV #X605%, / მ,5/ 

235 %კ, 
რომეოც /ქ4,5/-იან მიიღება M-> –C მეცელიი. 

ახლა ტაწვიხილრი კოორორიინატრა ტჟარიაქ86ის მეორე მეროიი. 

ეიკულისხნოთ, რომ კოორიინატიას სისტემა უხვიელა, ხოლ ჩერტი- 

ლიის რაიიუსეექტირი ” რ6ობრუნტება %? კურხებე საატის ისრის 8რ- 

ძრაობის რანხეიენილი 8იმარტულუბირთრ. ნახ.” ბ-იან აშყჯაირაა, 

რომ X,=#605(V+-V), 2C/ ნთ”, 2)5=Iყ/ი 6C+#),X/5-§5IV% „ცხაიია, 

მობრუნებისას რაიიუსეექტორის სიტრძე არ იცელება I=,L' 

ამიტომ მივიღებთ, რო0 ჰოორიინატრა ტარტიაქმნნის ყ«ორმულები 8ე- 

ორე მერილის მიხეივიძიაც ემიხეევა /2,5/ ყ«ორმულებს. იჟ რალიუს- 
ეექტორს მზოეაბრუნებიირ საალის ისრის მოძრაობის საწინააომძეკო 

8იმარდულებირ, 8აშინ წერტილის ჰოორტინატრა ტარლიაქნნის კანონი 

იასენიხეეოია არა /ე1,5/-ს, არამეი0 /1,5'/-ს. ამტეარატ, რრიეე 

ტემოთი ჟანხილული მეთოიი ჩწერტითს კორრიინატების ტარიაქმნის 

ერთი ის იტივე ფორმულებს ტესძლეეს, ოოინი, 6უ პირველ მეიძოლში
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კრორიინატრთა სისტემის 6ობრუნება ხიება საათის ისრის საჩწინა- 

ატღზლეკო წიმარბუტებირ, მეორე მეთოიში რალიიუსეექტორის მ8ობრუ- 

წება უნია მოქახიინოთი საატის ისრის მოძრაობის მინარიულებირ 

ია, პირიქირ. 

ანალროტიურა0 ვაჩვენებრი, რომ /3,2 / ნრფიიეი ტარიაქმნა 

ასევე შეიცაეს მობრუნებას X, ია 3, ფერძების 8ინარიაც. კარლა- 

ქმნის 6ატრიცებს შესაბამიხაი/ტ ექნებათ სახე: 

120 9 Cთი? 0 -§IიV 

8გ= | 9 C§V §იVI,C=1 0 4 0 I 

0 –§.V”"02 Cა5 «კიდ ი CV 

აივილთრ იასანახია, რომ /3,2 / ტარიაქმნა შეიცაეს კოორტიტინატია 

ტერძების არეკელიასაც: სარავის მიჩარრ. პირეელი მეთოიის მიხეი– 

ვირ არეკეოს იროს წერტილს რალიუსეექტორი ალტილზე რჩება, 

ხოო ღერძების მიმარრძრულება იცელება საჩინაატმტიეცოთი. მეორე 

ზეთიოიის რანახვმაიე კი, საკოორიინატო ტღერძები ალიჟტი:Cშე რჩება, 

ხილ რატიუსეექტორი # იყცყქელება 

–- –ითრ. სიბრტყის შემიახეევაში 

არეკელის რპერაცია ამ ორი 8მეთტო- 

იირ ილუსტრირებულა ნახ. I2 ა 

და I2 შბ-მე. 

ყხაილია, რომ კოორიინატრია ლერ- 

ძების არეკჰელას შეესაბამება წნერ–- 

ტილთხ კიოორლიინატების შემიეტი 

ტარიაქმნა: 

2>.=-X,, (§5202,3)/2,6 / 
საძაც ჯ” არის ჩერტითს კოორრ- 

იინატები არეჰელდ /მტრიხიან/ 

სისტემაში. მეორე 8ეთოტის წ6იხე-  
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ივირაც გვექნება /2,6/ ტკარიაქმნა, საიაც ჯ/ ნარწრაიმტენს 
არეჰელილი » უექტორის კონპონენტებს უძრავ სისტემაში; მაშა- 

ხსარამე, სარკისებურ არეჰელს შწეესაბაბება ცტარიაქნნის ზატრიცა 

100 

#=| 0-1 0 I' /ე,7 / 
0 0-1 

ატენიშნორ, რომ სა”რკისებურ არეკვლას იწეერსისსაც უწოტიებენ. 

ყხაიის, /3,0/ ასეც შეტეიძლია ტალაეჩეროი: 
ვ 

/ 2, 

M»= 

ხსაიისანაც ჩანს, რომ ინვერსიის შემიხვევაში ტარიაქმნის ბაჟრი- 

ყის ელემენტები რლა შემიეტი ტამოსახულების: 

0ა(=-ბა#. /ე,9 / 
ამტვარაილ, წერტილის კოორიინატების /21,2/ ტარიაქნნა შეი- 

ყაეს მობრუნებას კიორიინატრა დტერძების ირტელიქ ია ა6 ტფერძე- 

ბის ინვერხიას. 

ვიპოვორ, რა პირობებს აკმაყოყტიტებენ (#/MV ელემენტები. 
<7? 

აზისათეის ტაეიივალისჩინოიძ, რიმ I =2. ჯ? სილილე, ე.ი. 
“ 

რაიიუსეექტორის სიკრძის პჰეაირატი, სარ უნია შეიცეალრს იმის 0ი- 

ხეივით, თუ რომელ სისტემაში ეიხილავთი მას- უძრაქში, რუ შტრი- 

ხიანში, ე.ი. იაცული 203 იყოს ტირილმა 

აჯ X%; 52 ჯი /ე,/0/ 

ამის შესახებ ამბობე6, რ რაიიუსვექტორის სიკრძე ინვარიან- 

ტულა /უცელელია/ კოორტინატთია სისტემის მობრუნების 08ი8არი 
– 

IMI=III . ცხალია, /91,10/ პირობა ცარკვეულ შებტუივებს ია- 
ახიებს 0; ელემენტებს. /3,2/ ცარიაქმნა შევიტანოთ /4,10/-ის 

მარჯვენა მხარეში; ტეექნეშა: 

2ა% -2:(-0-%)5 2, მი 2ამთ%5 

5 საიამ (2:0V 0): 
/2,!//



=30- 

4 

ლჟიექეობა როტ მივიტღოირკსაძიროა 

ა, მ,,რ,ე=6#ი. ჯა (“ჯი -#/ /ე,I9 / 
მარილას, ამ ტოლობის /2,!!/-ში შეტანირ ლა ბ» სიმბოლოთი დილ- 

ცრაციის ჩატარების შელეტალ მივილები „279. 52, %  იტივეო- 
ბას. /ე,I2/-ს უნოლებენ CV/# ელემენტების ორდონორმირებ.ს პი- 

რობას. ტაშოო სახირ იკი ტეაძლევს შემიეტ ექეს 0ამ8ოკიიებუ- 

იებს 0,1-20;+0#=7/, 

028+ 0.14 #225= /, 

C3 +07გ1 023=!7 
თ// C,1+0:/6::+0;/6კ33=0, 

თ// 20/3+4ჯ/ C.13+ რე7/ 6ვვ=9, /2,12)/ 

0/,C,3+ /მევC6ევ+6:C1ჯ3=0 მ 

ტუ ვიტულისხმები, რო6 C7( ელემენტები ნიმართულების კოსინუსე–- 
ბია, მაშინ /1,12'/ იაემიხეევა ი8 ცნობილ პირობებს, რომლებიც 

8ი8ზარტულების ჰისინუსებს ელიება. 

ყრველ /3,2/ ტიპის ტარიაქმნას, რომლის ტარიაქმნის მატ- 

რიცის რ ელემენტები აკმაყრლილებენ /43,!2/ რრირონორნირების 

პირობას, წრფივ ორთოტონალურ ტგარიაქმნას უნოლებენ. 

ჩეენ შეტეიძლია ლცაენერრთ /21,2/-ის შებრუნებუთ ტარტია- 

ემნნაც, რონელიც წერტილის /-X,, 2X; ,9/ კრორტიინატებს უძრაე 

სისტემაში აკავშირებს წერჟირს კოორტინატებიან შტრიხიან /8მი- 

ბრუნებულ, არეკეორდლ 0ა ა.შ./ სისტემაში. ამ მიბნირ /3,2/ 

ტარტიაქმნა ტავამზრაელირით რი -ზე ია აეჯამორ + ინიექსირ; 

ტეექნება: 

/,/ ლ –– “ 

20» %:= 2, რე 2, %,= 2. %-2, რამა) /2,I3/ 
C ;, 1.
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ტავირევალისჩინოთ /9,I2, ორთონორმირების პირობა ია ცახრეიყე- 

ნოი ბი სიმბოიოლს ფიტჟრაციის იეისება, მაშინ მივიტებრ: 

3 

9, = 2. 0,+X;. (#=#2,3) /2,/9 / 

მაშასაიამე, შებრუნებული ტარიაქნნის ნატრიცა /23,1/ 6ატრიცი- 

ხატან იმით ტანსხეავიება, რო6 0ასში სტრიქონები შეცელილია 

სეეტებითრ. ასეთ მატრიცას ტრანსჰპონირებულს უჩრძებენ 0ა აღნიშ- 

ნაეენ /#( აქე –რი ძა ძ., „ 

/ = · 0, 0C::Cჯჯ |' /ე,(5 / 

0,კ 0;კ 0უ3 
/42,!-/ ტარიაქმნის /2,!10/-ში შეტაწით აივილაი0 ლტხაეამტკიცებირ, 

რო ორიონორმირების პირობა ასეც შეტეიძლია ჩაენერორ: 

2: რიმ = ბი», /1,I6 / 
ამიჟო8 /1,!2/ ისა /12,16/ ორთონორმირების პირობების ტაერრია- 

წებიტ შეტცვიძლია ტაქნერორბ: 

3. 
ააა” /12,I7 / 

კანევიხილორ ისეე მობრუნება 2 ტფერძის ირცელივ. რა0ქტან /9,%9 / 

ხატრიცის ტრანსპონირებული მატრიცა იქნება 

– Cლ05დ – გ? 0 

,(რ= | იდ Cთ დ ბ I!/ /1,!I8 / 

ბ 0 1 

ამიტომ /1,5/-ის შებრუნებულ ტარიაქმნას უქნება სახე 

, / C; X,= 2X,6C05V- 2; §Iი“, 
· , 

2გ= X/ §(V7+ჰ X1C05V, /2,/8'/ 
/ 

%3= XI) , 

რომელსაც ასევე ატეილაც მიეიტები /9,5/-იან, რუ X„ , 9CV ია



2-ს ტაჩოეხატავი ჯიX/ ია Xჯ –ის საშუალებიი ,! 

' აოხანიფბნავიას, რომ ნ”დივი ორტოტონალური ტარიაქმნის 

შესაბამისი მატრიცის იეტერნინანჟტი 4(6)= XI . მარილაც, 

ვიპივიი 4 (0) . იეტერმინანტია ცახრავლების წესის ტამო- 
ფეწებიბ /სტრიქონი–სეეტზე! / ია რ, ელემენტების ორიონორმი- 

რების პირობის ტაძბეალისჩინებირ ტცეექნება 

4(0) .4(0)=4(გ:0ი 0+)= 4(4%#)= 1. 

ასე. რომ, ტ4“(0)>| , ხოლი 4(0)= XI/. 

აიუილი იასაწახია, რომ ტარიაენნის მატრიცის ტბეტერმინა- 

წჟი ერრტის ტილია მობრუნების შემიახვევაში: 

CV 0,0C,3 

ტ(0)= (0,, 0,, 0;ა |=1. 
0ჯ/ (ვი CL1+| 

ხარილაც, მობრუნება არის უწყვეტი ოპერაცია, ხოლო იცივური 
/ 

ტარლიაქნნის X;=%.= 2ეზაM%/ იეტერმინანტი +1-ს უირის, 
M 

ამიტომ მობრუნების შესაბამისი იეტერმინანტიე/ + I!|-ის ტოლი 

უნია იყოს. 

რაც შეეხება ინეერსიას, რალტან მისიეის (ბ:M4=-09#%#ა 
ამიტომ შესაბამისი იეტერმინანეჟი =-I-–ის ტოლია. იეტერმინანტი 

– !|!–ის ტოლი იქნება ყრეელივის, როცა აირეკლება ენტი რარლიე- 

ნობის ღერძები. 

8ობრუნების მესაბამისი /1,!9/ იეტერმინანტი კავშალი 

პირველი სტრიქონის ელემეუტეშის შესაბამის მინორებაი; ტქეე– 

ქნება: 

0: 0; 0 რ.ა C,7 0,7 0, 
!! 1 M#V (ჭ 

02 თა 0ვგ Cჯ/ ივ/ 0, 
თუ ტავიხსენები,რომ /2,I6/ პირობის იანახმაი C2+0ც+0ტ-=7/, 
I მობრუნება | CV. კუიხებე Xვ სიბრტყეში შეიძლება ლხავანასიატრი 
ტჭარიაქნნირ %#" , ხახა MI XMX-ყ, , ხოლო #=%+49. მა–- 

/2,!/9 / 

0 +020 =I. /3,20/ 

=VC" 
შინ შებრუნებული ტარიაქმნწა ტამოიხატება V»V6"V ტორმულით.



– ვვ – 

მივირები მნიშვნელოვან იანოკიიებულებებს: 

0/= 0კე0ჯჯ- 0,:0-ვ, 

0,ა= (სგრ0ჯ- C., C3, 

Cჯ =0,,0ვ:გ- რვ; 0 გგ- 
ახლა იავუმეათ, რო8 თიანმიმიევრულაი ხორციელიება ორი ჩრთიეი 

/უ,2! / 

ტარიაქნნა: X; კორრიინატები ტარიაიქმნება X/7/-ში, შემიეტ ჯ 

%/ ტარისიქმნება X,ში. ასე როზ, ტვექნება შემიეტი ორი 

წრფივი ტარტაქმნა: 

X(< 2. მაი%; 22 2 ხო: X/- /3,22/ 

ა8 ტარიაქმნების შესაბამისი მატრიცები იქნება: 

0ი 0,0, ზ, წ ბ, 

#5= |0;7, 0,0 0,1), 8= #;, ხ. ხ»ა!' /ე,23 / 

რჯ, 03: Cკკ ++I>–> 

/2,22/ თძორმულებილან მივიღებთ 

”- (ლ: % %ი ბებე MI /ე,24 / 

რონელიც შემტეტნაირა0 მეტეიძლია ჩარმოვიიტინოძ?: 

! X20= 2) Cო#%.) /ე,25 / 
M 

Cო«= 2. ხორ. /ე,26 / 
თუ ტაეიხსენები, რომ 0:ჯია ს“ ელღმენტებისათვის იაცულია 

ორთონორმირების პირობები, მაშინ აიეილატ ევაჩვენებრ შემიეჟცტი 

ხაიაც 

თორმულის სანართღლიანობასაც: 

C,„C:ი =ბ.ი ) 
(თ) /3,27 /



– ვ4- 

რაც იმის იამახიასტურებელიასა, რომ /3,25/ აცრეთეე ჩნრძთიე ორთიო- 

ტონალურ ცკარიაქმნას ნარმოაიცენს; ამასთან, შესაბამისი ცარია–- 

ქმნის მატრიცა ნიიღება ტარტიაქმნის ჩ ია # მატრიცების ტცამრა- 

ვლებით, რახიენაიაც /ქ1,26/ ნარმოახტენს ორი # ია 8 მაჟრი- 

იარა ნსასრაელის ფორმულას; მაშასატამე; 

C=8/). /ე,28 / 
ამცვარა0, მივიღეთ, რო8 ორი თანმინიევრული ჩნრკიეი ორთო- 

ტონალური ცარლიაქნნა კვლავ ჩრფივი ორთოცონალური ცარტაქმნაა, 

რომლის ცარიაენნის მატრიცა მიიღება ცალკეული ცარტაქნნების 

მაცრიცათა: ტცამჩაქიეებით ამაყთან, ახივილი შესამოჩმებელია,რომ 

#8#13/ , ამიტომ მატრიცათა გამრავლების ტროს ლაცული 

უნის იყოს ცამრაევლების რიცი. სრულია0 ანალოციურაი0 ვეაჩვენები, 

რო68 თუ ითანმიმიევრულაი ვატარებთ სა8 ნრძთივ ორთოცტონალურ ტარ–- 

იაქმნან, რონელთაცან პირველი ხასიაბიება ცარტაქმნის ტ –მატ- 

რიცით, მეორე 8 --ი, ხოლო მესამე C -თი, 8აშინ შეიეცა0 

ჰეტაე მიიოება ნრთივი ორთოცონალური გარიაქმნა, რომლის რ.რია– 

ეძნის მატრიცა იენებაქ)=C87# წა ა.შ. 

ეილტერის კუთხეები. როჟორც ბემოთ ლტავინახეძთ, 

მობრუნებული /მყრიხიანი/ სისტემის ღერძების ორიენტაციის ტან- 

საბოერა უძრავი სისტემის მიმართ შეიძლება ცანეახორციელოთ მი- 

მართულების კოსინუსებით, რომელია რიცხეი ცხრის ტოლა. ასექე 

ვაჩვენეთ, რო8 ამ ცხრა მიზართულების კოსინუსიიან იამოუკილე- 

ბელის 8ხოლოლ0 სამი. ეს იმას ნიშნაეს,რო8 საერთო სათავის ნწეო- 

ნე ორი სისტემის ურთიერბორიენტაციის ლიასახახიათებლალტ საკმა- 

რისია მხოლოლ სამი სილილეე. ფიგიკჯაში ნაცელა09 მინართულების 

კოსინუსებისს ხშირა0 სარტებლობენ სხვა პარამეტრებითძაც, რო- 

მელთა შორის ყქელაბე მნიშვნელოვანია ეილერის კუთხეები. 

ეილერმა «ჩვენა, რომ საერთო სატავის ნქონე ერთმანეთის მი-
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8ართ ნებისმიერაიტ ორიენტირებული კოორიინატთითა სისტემა შეიძლეშა 

ერთმანეთს ტაესმიხვიოთ სამი 

მობრუნებით. 

ავიღოთ ძეკარტის ორი 

მართკუთხა სისტემა, რომელთა 

სათაჟეეები ტა ღერძები ერთ- 

8ანეთს ემითხვეესა ია ეაჩეე– 

ნოთ, რომ ერთ-ერთ სისტემას 

მეორის მინარი სიერცეში 6ნე–- 

ბისმიერი «.ჯიენტაცია შეი– 

ძლება მიეცეთ ხამი მობრუნე–- 

ბით. ხელსაყრელია ვისარტებ- 

ლოთ მარჯვენა კოორიინატთა 

სისტემით. ჯერ ტანეიხილი 

მობრუნებას სისტემის Xვ ღერ– 

ფის მიმართ 04 დ< 29) –კუ– 

თხებე საათის იხრ”ს 8ოძრა- 

ობის საჩინააომტიეცკო 6ი8არ- 

თულებით. მივიოებთ ახალ 

§VX„სისტემას /ნახ.I3 ა/. 

0% ღერძს უნოლებენ კვან- 
ძია ღერძს. 

წერტილის კოორიინატებს 

შორის ამ ორ სისტემაში, 

ცხაიია, ტვექნება კავშირი: 

C=X,%03(+X;51იV, 

5=–=2 5,0დ+X,.ა6C03% 
25-2, · Mვ 29 / 

  
/ 

ნახ. Iე ტ Xგ2= %ჯ 

შესაბანის ტარიაქმნის მატრიცას ექნება სახე:
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C0ყ/ §ი. C 

#4” -ჯიდრი C05%V C |. 
ტ 0 4 /39, 20/ 

მიოეაბრუნორ ახლა. ახალ სისტემა 0 კჰეანძრია ღერძის ირტელიე 

04 0-7 კუთხეზე ისეე საატის ისრის მოძრაობის საჩინააღმიეტი 

ტიმარიულებირ. მიეიტები ხი სისტემას /წნწას.I!Iე ბ /. წჩერტი- 

ლის კოორიინატებს შირის ”9%) ის 9292 სისტემებში ტვექნე– 
ბა კავშირი: ' 

L=L, . 
9ი”=905056+ X%ვ5!00, 

ჯ/ =–%§/0ი86+X%კ0C050. /3,9! / 
/3,2!/–ის შესაბამის ტარიაქმნის მატრიცას ასეთი სახე ექნება: 

1 0 იო 

#ც= ე C058 §(ი0 I. 

0 –<6:0ი8 C0§306 

იაბოლოს, CM9 XI სისტემა მოეაბრუნიოთ 20ჯ ტერძის ირტელივ 

04 სჯა ჰაახეზე საათის ისრის მოძრაობის საწინააღზიეტო მი- 

6ა)ჩტულებით. მიეიღები სისტემას X, %X: %. რომელსაც ექნეძა 6ე- 

ბისმიერი ორიენტაცია უძრავი 2,%ი, 23 კჰრიირრიინატტა სისტემის 

ტიმარი /ნახ. (2.ტ/. წერტილის კოორდინატებს შორის 20' 2) X( ია 

3621 სისტემაში ტვექნება ჰაეშირი: 

%X/= 6C05%V+VI V, 

/=-L9I0V-9 C0§V, /ე,ე2ე / 

2/ =%ჯ. 
ეს წრფიკი ტარიაქნსა ხორციელლება მატრიცირი: 

ლივ. §M 0 
#.=)-§'იზ% 6C0§% 0 |: 0/ე,94 / 

0 0 1 

/უ,32 /



ს”. ზ „ს –ს ეილერის ჰუტძხეები ეწოლტებარ. ანის შენძმეცტ აივილია 

კაეშირის ტამყარება ნერტილის კოორიინატებს შორის XX. 9%3 ტა 
| 05 · 

X, 6+კსისტემებში ეილერის დი,ს ჰუთხეების საშუალებით. ანისა- 

ავის საკნარისიას/12,29/-იბი ტჟანსანოვრული ნ ია ? ნევიცტანოძ 
,' 

/2,3I!/-შ8ი, ხოლო ამ უკასასკნელიან წაპოენი C,% ია 2271,ეეში; 

შელეტალ მივიოები: 
21=+,605#7605%-§;ი#5:#6056)+ X,(5:77C056+0050 6094 5იI)+ 

+%:51065'იV 
2>5=X,(- C03051ის- §,ყწ7 თ§%'C0:0)ჯ X,(-§,იდ5/MV+0037C0§% C0§0)+ 

+9%კ 8 ი00=V, 

2I= X, 5:0V7§106– XC 5:00 + 2, 6030, /8,25/ 

როცორც ვხეიაეთ, ხრდივი ტარიაქნნა ტამოხატულა არა 0ი- 

მართულების კოსინუსებით, არამელ ეილერის ჰურხეებით:; ანასთან, 

ეილერის კუთხეებსა ია 6იმართულების კოსინუსებს შორის ტვეაყეს 

შემიეცტი კავნირი: 
0/ც= C05« Cი§V– 5(:0#05:0ი6%1§0, 

0C,გ= C0:V5,0#+00§06%%%7 §IIV, 

C,3= §)ოჯ§:ი0, 

0,,=– 5:იVI605#– 6050 §:7V C05%, 
0,,=– §ი%§:იV+ 6056 C0#V C0%V, 
0,გ= C5V590, 
Cვ3I,= 9ი05ი#/) 

(Cვგ=– §Iი0C03«, 

Cვ335= C610. 

(8,86) 

/2,25/ ნრთივი ტარიაენნის მატრიცას აეევს შემტეტი სახე: 

CიაV C05%–C0§0 §(იV §:ი% C05V §;იV+Cი§0C0:ი§(ის §:(Vღი0 

#-| –-იესითV-C% CV CV -§IV5V+C010Cი:V C03V C09X540 
·- · 

§,იც §(ი% «<§/,0ი8C45წ რ%%§0 

(3,837) 
ცხაილია, რო6 ცარტიაქნნის ეხ მავჟვრიცა წარმოაიტენს სამი „ჯერძო



=<38- 

წრყივი ტარიაქმნის შესაბამისი /9,420/, /93,22/ ია /1,ე1§/ 8ატ- 

რიცების ნაზრავის: #4=/4ი #ც//- 

ბოლს მივუთითოთ, რო6 ლიტერატურაში ტამოიყენება ეილერის 

კუთხეების სხეაიასხეა ტანმარტება. აეტორძა ერიი ნაჩითო ამ 

ჰუთხეება ტანმარტაეს მარცხენა სისტემაში. ამასთან, ხშირაი 

პირველი მობრუნება აითელება % უერძიტან, კუთLერთა ათელა კი 

ხტება საათის ისრის მოძრაობის თანხელენით ნინართულებით. 

ყხაიია, აღნიშნული სხეატასხვა ტანმარტება მოვლენის ატნერის 

იეროს ერთი ია იტივე ფძიბიკურ მნიშენელობებს მ8ოგეცემ8მს, მაცრამ 

სხვატბასხეა ტბით ტანსაბოვრული ეილერის კუთხეებით ცტამოთელილი 

შეიეტების შელარებისას გარჰეეული სიძთრტხილე ტქმარიებს. 

ი ს. ტენტირები 

ტენზორები იი0 როლს ასრულებენ თიბიკაში. ისინი ტანსა- 

ჰუთრებით ძართოც გამოიყენება მყარი სხეულის ანიბოვროპული 

ტეისებების შესწავლის 0როს, პიტროლინამიკაში, ეილექტროტინა- 

მ8იკაში, თარლობითობის რეორიაში ტა სხვა. 

არჩევენ ნულტეანი, პირეელი, წეორე და ა.0. რანტის ტენტო–- 

რებს. პირეელი რანტის ტენტორი ვექტორია, ნულრჟყანი რანცის ტე6- 

ბორი კი ჩვეულებრიეი რიცხეია- სკალარია ია ა.შ. სამკანბომი- 

ლებიან ეეკოტის სივრცეში ტენჭპიორის კომპონენტების რიცხვი ე” 

–=ის ტოლია, ხაიაც M# არის ტენბორის რანტი. ანის ნიხელივირ სჯ- 

ლილარს ნებისმიერ კჯოორიინატია სისტემაში ექნება ერიი ჰო8პონენ- 

ტი, ეექტორხ-– ხამი მეორე რანცის ტენტორს- ცხრა, მესამე რა- 

ნკის ტენტორს -– 27 ლ.ა ა.შ. 

ტენტორეში შეცევიძლია ტანეიხიტოთ როტორე 0ბეკარცტის 6ართ- 

კუთხა სისტემაში, ისე ნებისმიერ 8რულნირულ კოორლინატეშში. 

Xერჯერობირ შევისჩავლთ ცენბორების ივისებები ხიეკარტის 

ცსისკემაშ" ,
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ტენტორების კოზჰპონენტები ხე(საყრელია ტამოეხატორთ ინიექ- 

სების საშუალბიძ. ასე მატალიბაი0, რუ C 1% ზ ია ა.შ. ინიექ- 

სები იღებენ მნიშენელობებს /,2,ე, ტაშინ პირეელი რანტის ტენ- 

ბორის კომპონენტები აღინიშნება რა -რდი, ხოლრ მეორე, მესამე 

იას ა.შ. რანტის ტენბორიL კომპონენტები 1“, C:4ზ ია ა.წ. 
ტენბორების იევისებებს ტანსაბტერავს მათი კჰოსზპონენტების 

ტარიაქმნის ჰანონი ერძიიტან მეორე კორრიინატთა სისტენაბე ტა- 

ისხელს იტიროს. კერძოტ, 0ეჰარტის ს8არიკუთხა სისტემის შემიხეე- 

უეაში საშირრა ტაირ)ჰვეს ტენბორის კოინპონენტების ყრმაქყევა 

წრდივი ორთოტონალური ტარტიაქმნეშის 0ი8არი. 

ასე მატარრაი, #(/,4+, რვ ხამი სიიიიე ალტენს პირეელი 
რანტის #სგ ტენბორს /C=I,2,ე /, რუ კრორიინავრა სისტემის 
გობრუნების დთნოს ისინი ტარიაიქმნებიან, რროჟორც წერტილს ჰოორ- 

ლინატები, ე.ი, კანონით: 

„42 ა CთCა#+#ტ“ /+,! / 

საძაც #ტ: არის ვექტორის ჰომპრნენტები შტრიხიან /ნობრუნებულ / 

ცისტემაში, ხოლო (0, მიჩართულების კოსინუსების. ისინი, როჟორც 
ეიცირ, აკმაფოტილებენ ორიონორმირების შემიეტ პირობას: 

210ა#+0,, =2 ერლი 0,.:=0ი« > /4+,2 / 
ი ბ ; 

რუ ტაქანრაელები /§,! / ფორმულანხ C-ზე, აუიტებთ ჯანს + –-თი 

ია მარჯეენა 8ხარეში ტავითძეალისჩინებთ /#,2 / იორთონორმირების 

პირობას, მი სიგბოლიი დ ოჟრაციის ჩატარების შემიეჟც მივიღოებირ: 

რი = ::0 Cი/% · /4,ე / 
ეს უკანასკნეო ჩარმოანტენს /95,!I/-ის შებრუნებულ ტარიაქმნას. 

პირეელი რანტის ტენტორის კომპონენტები შუიძლება ნაიძლაი0 

ტჟამოეხატოთ ერთსტრიქონიანი ან ერთსეეჟტიანი 6ნატრიცებირ 

რ 

#5 (#ტი/ი,ტა). /#:5 | /V |: 
/კ 

  

/96,4 / 

პირველი რანტის ტენტორის რვისებების შესწაელას შემიკიცნში 

ჰვიაე იავუბრუნდებით, ახია კი ტანვზარტორ მაღალი რანტჟის ტენ-
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ბზორები. 

უეიქვათ, ტვაეეხს რორი პირველი რანკის ტენზორი #4, ტა 8. , 

შეეაიცინოთ 8არი კონპონენტების ნამრაელი გზ. =/, 8ზ,, რომედ– 

საც ეექტორებ პირისპირ ნამრაელდ ურნოიებენ. ცხაიია, რომ 

#ტ;ზ. იქნება ცხრა სიიიიის ერთობლიობა. ენახოთ, “როკორ ტარლა- 

იქმნება იხინი კჰოორიინატოა სისტენის მ8ობრუნებ.:ს) იროს. რალცტან 

#ჯ ია 8. ეექტორების ჰონპონენცებია, ანიტომ თითოეული მათცა- 

ნიხსაბტეის ცგეექნება ტარიაქმნის კანონი: 

ქი ბე მიი/ტი , 8-2: რ.იგგი, 

ია #, ზ. პირლხაპირი ნამრაევლისათვის შეტვიძლია ტაენეროძ შემტძიე– 

კი ტარიაქმნის კანონი: 

ჩM-4(8=2:20» 0. #ოჩი /+,6 / 

ან, რა0ტან # ზია= ჩ , ხაბოლროი კეექნება 

,.= 2აპანითიი სი. /C7 / 

ჩI#. L ცხრა სინიიის ერიობებიობას,რომელიც ჰოირიინავია სისვეე– 

გის მობრუნებისას ტარიაიქმნება როგორი ორი ეექტორ”რის პირია- 

/4V,5 / 

პირი ნანრაქლი, 21.ი. კანონიძი: 

/ 

II 5 ა_ სომ მთ ი /-, 8/ 
რო! M=! , 

უწოდებენ მხეორე რანცის ტენბორს. ამასთან) მეორე- რანცის 
ტენიორის კომპონენტებია შტრიხიან სისტემაში. ეხ ტენზორი 

შეიძლე?) ტამოეხატით შემიეტი ცხრილით: 

აას ”IIა 
'აკ 

    
· /V,9 / 

    

(აჭა 5 
თ სეუ 

IL - ტე.,რე რანტის ტენმორის კომპონენტებს უნოტებენ.
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შემიტომში ტენბორს იმაეე ასორი ატენიშნაეთ, რიძაც 0ის კოტპი6- 

ენტებს, ე.ი. 7=(ჯ ი” MI : ამასტან, როცა ეიტყეირ, მოცე- 
ულია უჯ ტენბორი, ჩეენ ეიტულისხმები, რომ ლაპარაკია 75წიძ 
ჰრმპონენტების ერიობლიობაზე ია არა მის ერრ რომელიმე კოზაონ- 

ენტზე. 8ეორე რანტის ტენტორის /”ი 70 შვ კიმპიონენტებს , ტენ- 

ბორის იიატონალური კონპონენტები ეჩოლება, ხითო წა. –ს,რიყა 

ა#/ – არაიიატონალური კონპონენტები. როცა ხეირე რანტის ის ტენ- 

ბორს ნუღისატან ტანსხეავებული აქეს მხიოლოი იიატონალური კო! კომპინ- 
ენტები, მაშინ ტენბორს ლიატონალური ეწოლება, ე. ი. - 

VIV0 0 ი. 
0 9. 0 · /9,!0 / 

0 0 "3 
ტანეიხილრ ელექტროობაში მეორე რანცის ტენტბორის ტამზოყენ- 

ების მაკალირი. როკცორც ცნობიოა, ო8ის კანონი იბოტროპული სხე- 

ულებისარვის შეზიეტნაირალტ იჩერება: 

– 
« -66_ ს /4,/! / 

-– 

საიაც /. არის ტენის სიმკერივე, C- ელექტრუთ ვეიის დაძა- 
ბულბა, ხილ C6 –ელექტროტამტარებლბა. ყნობილა, რიმ იბი- 

ტროპულ სხეულებისარვის ელექტროცამტარ”რებლბა სკკაორული ხიტი- 

იეა. ეს იმას ნიშნაეს, რომ იენის სიმკერივის რომელიმე CV –-ური 

კიმპინენტი ტანისაჭლერება მხორი ია მ0ხოლრი ელექტრულ ეერთოს 

იასძაბულობის ს –ური კონპონენტიი, ე.ი. «ჩ:= 66.. როცა ტარენი, 

რომელშიაც ვიხილაერ იენის ტავლას, ანიბოტროპულა, მაშინ იენის 

სიმკჰერიევის მიტენელი რომელიზე ტერძჭე ტანისატტერება არა 0ხრ- 

ლოი ამ ოერძის შესაბანისი ელექტრული ვეთს იაძაბულობის ვექტი- 

რის მიტენელირ, არამეი იანარ/უნი რირი მიტენელირაც, ე.ი. 

2). =2;6+%%, წელ 
«»/



ს · 
არაყ. 1 6/, 6/3 6ს 

4 

6= | 6», 615 6ჯ3 /,,I# 
· CL! 64% 633 

წარმოაეტჟენს ელექტროტამტარებლობის შტერრე რანცის ტენბორს. 

ახექვე შევეიძოა მ8იეიყეანორ უაჩრაქეი მაკალთრი წეორე რანცვის 

ტენჭორების ტახზოყენებისა დიჭიყჯაში. 

ახლა ტანესატტვრორ 0ატალ რანკის ტენტორები. მაკალრაძ, 

მესამე რანტის III ტენმორს უწოლებენ 37= 27 _სიიილის ერიობ- სარეტერიბი ნაბ 
ლიობას, რმლეშიც კრორიინატრა სისტემის მობრუნებისას შემიეკი 

__ _ 

კანინიი ჟტარიაიქმნება: 

ჩM420202:9 'ო
რირ; //.» , /9,I,ბ / 

  

ე.ი. მესამე რანეის ; რანვის ტენბორის ტარიაქმნის კანონი კოორლინატია 

სისტემის წობრუნებისას «სერივეა, რრეორიც სახი ეექტორის კო8- 

პინენტების /#04;/09#C( ნამრავდლისა. 
სრუდაბ ანალკიურაი0 ტანისამტერება ნებისმიერი რანკის 

ტენბორიც. ბოტალხა0, MI –ური რანჟის ტეწბორი ეწოლება ისეტი ე" 

კომპონენტის ერთობლიობას, რომელიც კოორტცინატთა სისტემის მ0ოშბ- 

“ამემიან ტარისიქმნება _ჰ%ანონიი: 

თ”, 2, რაყრარ. რერა6... ·Mც' /9,15 / 

როტორეც ეხეიავრ, ტენბორის რანეს ტანსატღერაეს იმ ინიეესრტა 

რიცხვი, რომლებიც არ , არ ტეორლებიან. ახერ ინიექსებს. თავისუძალ 

ინიექსებს უნოლებენ. მატალიძალ, /1,/ მესამე რანცის ტენ- 

ტორია, /3„ყCპირველ რანტიბა /რაიტან # არ არის დავისვიალი 

ინიეესი; იტი მეოორტეშა : !#6ადოი იქნება მესამე რანეის 

ტენბორი ტა ა.შ. რაიჟან რითრეუთ რავისუძბალი ინიექხი ხამ- 

ტანგომილებიან სიერცეში ილაის სამ გნიშვნელბას, ამიტომ 

ჩ რანკის ტენბორს ექნება 3 – კომპონენტი.
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აიეილდა /9,ტ / ტარიაქნნის შებრუნებულის რაჩერა. ახისა- 

რეის /9,6/ ტავაზრაელოი რირი ## ნანრაელზე ია აეილრ ჯამი ( 

ია LM -ძი: 

გემირი ა 5მ აერია რც, რთ თი; /9§,!6 / 

ზარჯვენა მხარეში ტაზოვიყენიი 0, კჰჩეშზიყიენტების ირიონორტი- 

რების პირობა, 8აშინ ტქექნება 

/ 

გარირი 652. თ ?., წო, /5,I7 / 

საიიანაც დილტრაციის ჩატარების შენიეტ , იჟიოემი 

” = ას რარა»; · /45,/ტ / 
2 

სრურლაიმ ანარივიურიი მნა რიანი შებრუნებულ ტარიაქმნის ძ«ორ- 

მულეშს მატათრ რაწვის ტენბორებისარძეისაც. 

წ” 5. როქმეიებანი ტენბორებზე 

· შეკრება. ერტი ია იტიეე რანტის ტენბრრები შე- 

ტეიძოა შეეკრიბით ის ჟამოვსჰირ ერრმანერს. იუ, მაკაოიატ, 

ტუაქეს ორი შეორორე რანტის ტენორი #V ია V, მაში6. შარი ჯარი. 

ეწოლება ისეთ მეორე რანგის მ შვენბირი, წიბოს კომპონენტები 

ტანისაბოღერებშს ძორმულიძ. 

7:4=/MX+VM#, /5,I/ 
ე. ი. „ერიი ისა იტივე_ რანტჟის ტენშორების შეკპრებისას საჭირია 

შესაბამისი. კომპონენტების ს შეკრება /იციქე ეხეშა გამოჰლებას/. 

ის რომ, /5,!/ გოლოშით "ჟანსაზივრუთ /ჯტენბორია, აივილი ია- 

სამტკიცებელია. რაი0ტან V რა V მეორე რანტის ტენბორებია, 

ამიჟომ მარი ჯანი კოორიინატია ხისტემის მობრუნებისას ტარია- 

იქმნება შემიეჟი სახირ: 

M%+M%= ჯმ, რ0ურ., ოი” გარი რი /Mაგ = 
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ა 
/ 

= 2 C,,0,, ( რრა”ჩოა)= 2 მ“ რი ი” ”“V; #5,2 / 

მაშასაიამე, უჯ ხართლაც მეორე რანტის ტენმორი ყო9ილა. აღსა- 

წიშნაჟქლა, რომ ტენმორების შეკრებისას ჯანში ყეელა ინიექნი 

ერტი ია იტივე რანმიმიეერობირ უნია ტეხეძებრიეს, ტენბორების 

შეკრების ჩესიიან ტამომიინარეობს, რომ ნების6ნიერი ტენბორი შე= 

-ტეიძლია ჩარმაებიტინორ ინავე რანტის ტენმბორების ჯამის სახით. 

2. ხყალარზე ტამრაელება. ტენბორის ყეელა კონჰპონენტის 

ურთი ლა იჟიეე ,4 სკალრბე ტანრავლებირ მიიღება ინავე რანცტის 

ტენზორი; ამასიან, ტენბორისს სკალარზე ტატრაევლება ასე აღინი- 

შნება: 

/#3,=4/4,, 7უ,:48,, /§,54 CM-C ია ა.შ. /5,ე/ 
ამ იებულების ხანარროანობა აშკარაა ია იამჟკიცებას არ 6ოი- 

იხრეს. 

9. ტამრაელება. ტჭანსაკურტრებირ საინტერესო როპერაციას 

წარწჩოაიბტენს ტენზორების ჟაზრავლება. ამას6ან, ახლა უკვე 06ი- 

შენელობა არა აქეს ტენზორების რანტს. ნებისმიერი რანკცის ტე6- 

ბორი შეიძლება ტავამრავლირ ნწებისნიერი რანტის ტენბორბე. იავა- 

მტკიყოთ, რომ ტენბორების ტამრავლებისას კვლავ მიიღება ტენბო- 

რი, რომლის რანტი ტრლა განასამრაელბელი ტენბორების რანცტე–- 

ბის ჯამიხა. ის რომ, ორი პირველ რანცის ტენბორის ტამრავლე–- 

ბით მეორე რანტის ტენტორი მიიღება, ჩვენ უჰეე ეიცირ. ლიაქამტ- 

კიცოი ეს იებულბა მბოტალ შემრხეევაში. ერქვათ, ტვაქეს ორი 

ტენბორი რებ... ია 6#»5... რი, რომელიაჟან პირვეოს 

რანტი /#? -ის ტოლია, მერრესი ს- /21 –ის. აეილორ ნარი ნა- 

მრავლი: 

<4 იყ. რ.5/46C--4, #66. 57 ./5,4/ 
/, /,
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0ა იავანტკიციირ, რომ I 6 რანჟი არის M+M .ანისათვის 
უვიჰპოვორ ტენზორის ტარიაქმნის კანონი კოორიინატძა სისტემის 
8ზობრუნებისას. ტვექნება / , 
მიც... -M%--M= 2 „2,, ჩე ძ. ტ რ“ ჩე,: 2 “ახო 

66. ნანი“ .. ი. ი რწ» 

იო.» #.C...,, ჩ, ,, (29XXIX- 4.” 
ან,/5,65 / აორნიშენის ტარეალისჩინებირი მიეიტებრ: 

, 

შისაბერში65 2 რად 06 მ, , 26.--4,,2957 
«ი... 69+რ 

რომელიც მარილაც ჩარმოალიტენს M+M რანცტის ტენტორის ტანმარ- 

რებას. ანტეარაი, რუ ტვაქეს მეორე რანკის V%ჯ ძენბორი, მისი 

ტამზრაელებიი პირეელი რანკის “ა ტენბორზე, მიეიტები მესამე 

რანკის ტენბორს ILMX/( , ორი მეორე რანტის ტენზორის ტამრა- 

ულება მოტეცემს მეოთხე რანტის ტენბორს ია ა.შ. წაიელა, რომ 

#8. IM ' ა 'M9ML- ნინ შესაბანისაი იქნება მეორიხე ია 

შეექესე რანტის ტენბორები. 

4. ტენზორების იაქვეირება. ასევე საინტერესო 

ოპერაციას წარმოალტენს _ ტჟენზორების იაქეეირეშა. ტენტორის 
–“„- 

რომელიმე ორი ინიეესის ტატოლებას ია აშ ინიექსირთ აჯამეას 

ტენბორის იაქუეირებას უჩრტდებენ. ალეილი საჩეენებელია, რიმ 

ტენჩორის ლაქეეირებირ მიიღება კახარ ტენბორი, „როზოს რანკი 

ორით ნაკლებია. მეტი სიცხაიის მიჭპნიი. ეს იებულება ია ისეანტკი- 

ცით არ მეორე 4 რანცის ტენტორის მაჟალირბე. მეორე რანკის 1 ტენ- 

ბორის ინიექსები ტავუტოლთ ერთმანერს ია აეჯამორ; მ8იეიღები 

2-4 + 5 50: /5,7 / 
ტენტორის ტიიაცონალური ელემე ჯების Xანს ტენბორის შპურს 

_–_ ა_ქეი-0ოლიო-მ––-_-L“-“–უკს_- 
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/ჰეალდ/ უწოლებენ.! ლავამტკიცორ, #ო8 50? სკარრუო სიტიტეასა. 

აგ ნიბნით მეორე რანტის ტენტორის /#,8/ ტანმარცებაში ტავუტო- 

ლოი #(=%« ია აეჯანოთ; ტვექნება: 

(IM უCი იასა. მ 72 /ირ#/ი. /5,8/ 

#5» კრეფიციენტების- /%, 2/ ა ირიინორმირების პირობის ცამოჟენებირ 

ლია ბიი ხიმბოლოს ძილტრაციის თვისების ტათეალისჩინებითძ, 8ი- 

უიტებირ: 3 

#52) 7%:=%7; 
/»/ «=/ #5,9 / 

რაც შართლაც ანტკიცებს, “ომ ლაქვეითების შეიეკალ მეორე რანცის 

ტენბორი სკალარა0 ტატაიქცევსა. ამ8ზავე 0როხ, ჩვენ Cავამტკიცერ, 

რომ მერრე რანტის ტენბორის შპუ” სკალარუო ხიიი0ეა, ე.ი. იცი 

წარნწოაილტენს ინეარიანტულ /უყხელელთ/ ხსიიიიეს კოორიინატრია სისტე- 

მის მობრუნების 8იმართ. სრულია0 ანალოციურაი ვაჩვენებთ, რომ 

მეხამზე რანტის ტენბორის იაქვეითებით ნივიღები ვექტორს ის ა.შ. 

ქვემოთ მოტანით მაკალითები აშკარაბ ტეიჩეენებენ იაქვეითების 

შებეტა0ბ ტენზორის რანცის რრით შემცირებას 

2, მიი" =/,; 2) = 6:27 //» ლა ა.შ, 
იუ 7V მეორე რანტის ტენბორს | ტავაზრავლები სი /4, ვექტორ– 

ზე ია იავაქვეირები, მივიღებთ ახალი ეექტორს: 

7-«/#+-=173,. 
+X57 /85,1CV 

ამ ვექტორს ეწოლება IV ტენბორისა ლა /4,/ ვექრორის სკაოარული 

| 56 არსი რრი პირეელი ასო ტერმანული სიჟყეისა ” წჯისი ”, 

რომელიც კეალს ნიშნავს. კვალ ხშირა0 ი. 4” „”-ითაც აღინიშ- 

6ება /ინტლისური სიტყვის "7-0C6 "-ს /კვაოს/ პირეეო 

ორი ახო /. 
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ნამრავო. საბოცალოი, ტენბორების ცაზრაელებას ია შეზიეტ იაქ- 

ვეიდებას ტენბორების სკალრუთ ნანრავო ეჩოტება. მაკაორბაი7, 

M.- ია ”. ტენბორების სკჯალარულ ნანრჩავის ექნება სახე 

C,უ =2 /+ /VMი; · /5,I! / 

შეუენიშნოთ, რუმ ბ –-ური რანკის ტენბორი შეჟცვიძლია იავა- 

ქეეითოთ ნებისმიერი ორი ინიეეხის მნიხეიქით. შელეტა0, საბოტა- 

იო0ი, მიეიოები ერთიმანეთისაკან ცაCნსხეავებულ /1-2 რანტის ტენ- 

ტორებს. 

5. „,ტაყომას” როტორც ტემოთ იაეინახერ, ტენტჭორების 6ამ- 

რაელოი კელაე ტენბორს ტეაძლეეს. ახლა იავსვატ მებრუნებული ამი- 

ყანა, რომელიც ცაყოძფის ანალოციურია. რუ ყცნობილა, რომ ტენტორის 

ტამრაელებით რაიმე სიტიიებე ჰ)ვოვ ტენტორი მიიღება, მაში6 ეს 

სიიილეც ტენორი იქნება. ცარკეეულიბის მიბნიი იებულება იაქვამ8- 

ტ)იცორ მეორე რანტცის ტენნორის შემიხეევსში. 

ეიქვაი, ზოცენული ფეაქეს ორი ნებისმიერი #4; ია #3/ ვექტო– 
რი ლია იხაჟუშეათ, რომ მათი სჰჯალარუო ნაწრაელი 72, სიიიტებე 

6ულჰლვანი რანტის ტენტორია, ე.ი. ჩარმოალტენს ინევარიანტს. მაშინ 

/უ( იქნება მეორე რანტის ტენბორი. პირობის იანახმაი, 

2» 7”, ,4; 6, = 2, ოირი 6ი. 

რაიან 74, ის 6. ეექტორბზია, ამიტომ /9,5/ დორმულების ტარვეას- 

-ისჩინებიძ შეტეიძლია ტავწერით" 

2: (7%- 2: ”თი როთ; რი«)რ“ #0#«=0, 

საიიანაც. თ" 4: ის 8/ ნებისჩიერი ვექტორების, მივიღები 

„=2) რ ფთ.Cი 7 7 

რაც მეორე ია ქემბორის ტარტაქმრნის ჰანონს რწარზოაიტენს, 

ე.ი. II მართლაც მეორე რანტის ტენბორი ყოფილა.



6. ტენშორების ტოლრბა. ერიი ლა იტივე რანტის 

ტენბორები ტილი შეიძლეშა იყოს მხილი იმ შემთხვევაში, თუ 8ათი 

შესაბამისი კომპონენტები ერთმანერის ტოლია. ერქვათ, ორი 0ეორე 

რანვის ტენბორი ტოლია ერთ რიმეოთმე სისტემაში, ე.ი. თ, /.%-. 

ევაჩვენორ, რო8 ეს ტენგორები ერთიმანეთსს ტოლი იქნება ნების- 

ზიერ სისტემაში, ე.ი. რ; =// .· დეამტჯიცებისაივის CI«= ს 

ტოლრშა იაენეროთი შტრიხიან სისტემაში; ამისარვის ტამოვიყენოთ 

ტარიაქნნის /ა,8 / კანონი; მნივილები 

2“ (+6/.0, “ეკ რ“ რ» #4 34 /5,129 / 

ატ აი რრივე მხარე / სა ერაელი რ,-რი-ბე ისა მოვახიი- 

ნოთ აჯანეს # ია # ინლიეესებირ. რუ ტამოეიყენები რ, კოედი- 

ციენტების ორიინორმირების პირობას, ტეექნება 

2 + წმ 9%-2ე 92 # ჩი. /5,I3 / 

თიურარა ჩატარების შემიეტ მივიღბი ხასამტკიცებეC ტოლრშას 

C./= #” #“ 

ტენბორს ეწოიება ნულრეანწი, რუ მისი ყველასა. კოზპონენეტი 6უ–- 

ოს «ოა. ამავე იროს, ბემიი იამტკიცებულ იებულების ძალიი, 
რუ ტენბორი ნულის ტოლია ერი რომელიმე სისტემაში, მაშინ იკი 

ნულის ტოლი იქნება ნებისმიერ სხვა სისტენაშიც. 

ბოლოს მიეურტითიიოთი, რომ თუ ტენსორი არ იცელება კოორიინატია 

ერთი სისტემიიან მეორეში ტაიასელის იროს, მაშინ ასეთი ტენბორს 

ინვარიანტული ეწოლება; მაშასატამე, ტენბორი ინეარიანტული იქნე 
, – ; 

შა, რუ 2./...§ = 6V..§ 

ნწ რტ. ტერნბმორების სიმეტრია ია პოლარობა 

ტენბორების სიმერრია ლია პილარობა ტენბორრა ერრ-ერრი საინ- 

ტერესო #ივისებასა. ახიტომ ამ რიეისებეშს იაწერილებიი ტცანეიხი-



ოვრ. 

პირობას, რო8 მისი ორი ინიექსის ტალიასნწნით ისინი არ იყელებია6, 

8აშინ ტენბორს სინეტრიული ენოიება. ასე მატალირაი, მეოჩე რა6- 

ტის ტენბორი სიმეტრიულია, თუ შესრულებულია ტოთლბა. 

MI“ = #72. · /6, (/ 

მაშასაიამე, წეორე რანტის სიმეტრიული ტენზორის იიატონალის 

მიმარტ სიმეტრიულა0ტ0 ტცანიატებულთ კომპონენტები ტოლია, ამის ცტა- 

8ო, მეორე რანტის სიმეტრიულ ტენბორს ცხრა კოზაონენტიიან ტამო- 

უკიტებელი ექნება მხოლოი ექესი. 

ახია იაჟუშვარ, იაცულა ტოლობა: 

«X,/=-%, /6,2, 
ე.ი. ინიექსების ტაიასმისას კომპონენტები ნიშანს იცეოან. 

ახეთ ტენბორს ანტისიმეტრიული ტენბორი ჰქვია. ცხაიია, რო8 ანტი- 

სიმეტრიულ ტენბორის ლიიატონალური ჯმპონენტები 6ულის ტოლია.· 

ხართლაც, /6,2 /–ში C ინლიექსი ტავუჟტ.ლოთ #-ს, მაშინ ზ,,=-C» 

ე.ი. 24/=0 ია, მაშასალამე, 2/=6,-ჯ:=0, -კვ=0 

რაც შეეხება იიაკონალის მიმართ სიმეტრიულაი ტანლატებულ ელემენ–- 

ტებს, ისინი ტოლი არია6 ტია ერთმანეთისაცტან ნიშნიი ტანსხვაეიე–- 

ბიან. ამიტომ მეორე რანგის ანტისიმეტრიულ ტენბორს აქეს მხოლოი 

სამი იამოუკიიებელი კომპონენტი, ე.ი. იმიენი, რამიენიც ვექ- 

ტორს. აიეილი საჩეენებელია, რო8 ასეთი ტენბორი ვეეტორის ეკეი- 

ვალენტურია. ავიღოთ ლიამორუკიილებელ კომპონენტებაი 

/4,=%23,! /ბე= 23, , /4ვ = 9/2 · /6,3/ 
“– 

მეორე რანგის ტენზორის განმარტებით, მატალირაი, Cჯვ –ისარტეის 

ტვექნება ტარიაექმნის კანონი 

/ «” /6, / 
%:ვ = 256» რკი ზოი“ ' 

,
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ამ ტოლობის მარჯ„ვენა 6ხარეში ნობავსებულთ ჯამი ტაქშალორ ძია 
“”“ 

ტამოეიყენოთ “ოი =- ი,» პირობა; მიეიღებრ: 

/ 

#28 = (02ვ/0;ვ– რ,,რევპ?ვ/# (6:7/ რვგ–6114კ/) ე+ 

+(2;ერვვ- რავრ,ე)?2ვ · /60,547 
/ე,2! / თორმულების ტათვალისნინებირ შეტვიძლა ლხაეწეროი 

/ – 
72 =რ7ე93/+ 6/3?,გ#-C/%კ, /6,6 / 

რომელიც /6,3 / აღნიშენებში ასე ტაძმაიჩერება: 
3 

=2 ს რ/,/ყ. /6,7 / 
#=/ 

იტივე ტვექნება ტხანარჩენი ორი კომპონენტისათვისაცს. ამრიჟა0, 

#. (63/C1/,C/2) მარალაც წარმოალტენს ეექტორს. ა6 ეექტორს 

უწოტებენ “C;/ ანტისიმეტრიული ტენბორის იუალურ ვექტორს. 

ავიოოთ .ჯერძო სახის მეორე რანტის ანტისიმეტრიულ ტენბო- 

რი 4 /= 0;0«-Cთ„.6- · ბიხი ი0უალური ვექტორი იქნება 

ტ,=0; გ რან რ, 
რრმ- 4, /6,ტ / 

წ / ) 

რომეოი წარზოალტენს 2 თ 6 ვექტორების ეექტორულ წამრაელს 

24=/> წ). 
ბოტალ შემრხეე აში ტენბორი არე სიმეტრიულია ია არც ანტი- 

სიხეტრიულ , მაგრამ რებისნიერი მეორე რანტის ტენორი შეტეიძლია 

წარმოეაიჟიწოთ რროჟორც სიმეტრიული ია ანვისიმეტრიული ტენბორების 

ჯამი. 

/:„= # (1:7+7X)+Xჯ(7+-- 72. /6,9 /



>5L- 

პირეელ წჩეერი: 

= _/ ; /M,« => (724+7%) /9,/0#7 
წარმოალტენს სიმეტრიულ ტენბორს, რამლიენალიაც #4(#=#/M, 8ეორე 

ჩეერი კი 

/Mე/= >(7%- 7%.) /6,!I / 
“ზუ 

ანჟისიმ;ევრიულია, რაიცა6 /M((/=–-//« · 

ტენტორის სიმეტრიის რვისება შეტვიძოა ტანეასბოტალიორ 

ნებისმიერი რანკის ტენბორისარძეისაიცე /ტარია ნულოეანი ია პირეე- 

ო ჩანტის ტენბორებისა!/ , ა8 შემიხეევაში, ტენზორის სიმეტრია 

ის ანტისიმზეტრია ცანიხილება ნებისმიერ ინიძექსია ჩყვილის მი- 

მარი. ასე მაეტალიძაილ/, + რენბორის ანტისიმეტრიულიბა ყველა 

ინიექსის მიმარი ნიშნაეს, რომ +/0=-./,2=--ნ.-:=- 72% 

ის ა.შ. შეუძლებელა, რომ ტენბორი მოტიერრი ინიექსის 68იმარი 

ანტისიმეტრიული იყოს, ბოტიერიის მიმარი კი სიჩეტრიული. აიცვი- 

ლატ ვაჩეენებთ, რომ ასეთი ტენმორი იტივურა0 ნუთს ტრთ იენე–- 

შა. მართლაც, აუვიოოთ ისედი /#%6%6 მესამე რანტის ტენგორი, რო- 

მელიც ანტისიმეტრიულა 1 ია “ ინიეეხსების მიმართ, იანარჩენი 

ინიექსების მიზართი კი- სიმეტრიული. მაშინ აიჟიო ექნება შემ- 

იეუ ტოობას: 

#4“, =-/4/6=- /იიე(5-/4ყC =- 94 7 /6,I2 / 

საიიანაც ჩანს, რომ ,4:M6 =0. 

უეაჩეენორთ, რომ /M/# სიმეტრიული ლა //,/ ანტისიმეტრიული 

ტენბორების ტამრაევლებირძ ლია ორჯერ იაქვეირტებირ მივიღლებრ 6უCლს. 

მარილაც, ორმატ ჯამში მოვახიინოი «2 # შეცვლა: 

2ა/4+M#= = 2 MM. /6,1მ / 

ახო კააიეალსნინოთ, რიმ #Vი; =/#/:X ია “VM- =–V/VC#MV» 

ნაში6:
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2:M“ «5-2 MV MC, /6,I6V / 
საიხახაც 

Mა+M,.=0. /6,!5 / 
ახლა გაჩეეცრნ. რომ ცტენბტორების სიმეტრიის თვისება ინეარ- 

იანტულის ჰოორიინატია სისტემის ცარიაქმნის მიიხართ. ე.ი. თუ 

ტენზორი სიმეტრიულია /ანტისიმეტრიულია/ ერთ რომელინე კოორლი- 

წატთა ხისტემაში, იცი სიმეტრიული /ანცისიმეტცტრიული/ იენება 

ნებისმიერ სხეა სიხტემანიც. ცანეიხილოჯ 8ეორე რანცის ანკისი- 

ზეტრიული ტენბორი -C”.=-“CX2 ია იაენეროთ ტარიაქმნის 

ჰანონები როჟორც “.. , იხე LM ტენბორებისართვის: 

+:#= 2. Cო.ოC„ი ნიი) /6,16/ 

LLC = ბ. ირონიით: 
ო /6,I!7 / 

ა8 ტოლობების შე_სჯ#ებით მივიოები 

<+% = 2)რთ რთ (9, თი+Cიო)' 7#6,I8 / 
მატრა8 პირობის ი თანახმაი, უშტრიხო სისცემანი “რთი=- (ია 

ამიცომ ამ კოლობის მარჯვენა 0ხარე ნულია, რის ტამოც ნულის 

ტოლი იქნება მარცხენა მხარეც, ე.ი. მტრიხიან სისტემამიაც 

«2 = -, რის იამტკიცებაც ტცვინიოლა. ბუსტატ ასევე 0ა8- 

რჰიციება ინეარიანტობა სიმეტრიული ტე5ბორისათვისაც. V 

2. პოლარობა. ტენბორების სხეას საინდერესო თვისება 

არის პოლარობა. ჩვენ არენიშნეთ, რომ ჩრფივ ცარიაქმნებში 

ხისტემის მობრუნების კარია შეიის ჰპოორილინატთა დერძების ინ- 

ერხია /ხარკისებეური არე_სჰელა საიაჟის მიმართძ/:



–53- 

ბ, 
9, – 2, მ, XI /6,!9/ 

MM 

ხსაიტანაც ეხეიავრ, რო8 ინვერსიის თხის ტარიაქმნის მატრიცის 

ელემენტებს აქერ მარტივი სახე: 

0მე,-ბა#- /6,20 / 
ტამოვარკეიოძ, როტორი კანონით ტარიაიქმნება ნწებისნიერი რანტის 

ტენტორი ინვერსიის ოპერაციის იროს. ერქეარ, ტეაქელს IM რანტის 

ტენბორი, მაშინ მისრეის ტვექნება შემიეკი წრ“ივი რრთოტონალუ– 

რი ტარტაქნნა: 

«ხს... "ხი “ეაგაო მანი CC CMM%- -.,? /6,2! 7/ 

M,ხვ.'' 
სალაც “IC... არის ტენტორი ინვერსიის შეძეტატ მიღებულ 

ცისტემაში,-. /6, “% / ფორმულის მიხეიეით ინვერსიის იროს 

08 2-ბაი,0C0#0,5- ბ – რ, I,=- 2 #გMგ? 76.22 / 

«უ ელემენტების ამ მნიშენეობებს შევიტანთ /6,2! / კანმარ- 

ტებაში ია ყველა ბ, -დი მოვახიენრ ძ«ილტრაციას, მიეიღებძი 

/ თ , 
CL ს...ბ, = CI) (C...ბი /6,21 / 

ამტეარაი, ინვერსიის რპერაციის 8იმარი ტენბორები ორ კლასალ0 

იყოძს. ერტია ლუნი რანტის ტენბირები, ისინი იწვერსიის იროს_ 
ნლშანს არ იცვლიან ია მეორე- კენტი რანტის ტენტორები, როხლე– 
ბიც ინვერსიის იროს ნიშანს იცელიან. ასერ ტენზორებს ხაშივილ 

ან პოლარულ ტენმირებს უნილებენ. ამტვეარად, ტენბორს ენილება' 
პოტარულთ, როცა: 

'ტე“ა– 
“CC..'= C(ს---ბი ვ (უში რანტის მენიხვევაში;  /6,24 / 
რ“! · · 

სბ ი“ ნფ 0---ხი? კუნჯი რანკის შემიხეევაში
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ჰერძოე, პირველი რანტის ტენბორს, ე.ი. ვექტორს, ენოიება 

რამიევილი ან პოლარული, როცა იწვერსიის იროს 6ისი კოჩპინენტე- 

ბი წიპანს იცვლიან: #.=-4ტ. ს ე.ი. ინვერსიის იროს ისინი 

ისე იქცევიან, როცორც ნერჟილის კოორიინატები. შესაბანისატ, 

Iს –რანტის ცენბორი პოლარულია, როცა ინვერსიის იროს იკი ისე 

იქცევა, როტორც ·სL –პოლარული ვექტორის ნანრავლი. ეთქეათ, 
ცგესქენს რორი პოლარული ეექტორი #. ია 8, · შექაიცინოთ პირია- 

პირი ნამრავლი, ნიეიღებთ /V7X7. ზ. ტენბორს. რაიტა6 /#ჯ ტა 

ხნ, წამივილი ვექტორების, ამიტო8 ინეერსიისას ისინი ნიშანს 

შეიცელიან ია შეხეტატე ივიღება M/ = I" /6,29/-ის თა- 

ნახმაი, ეს ნიშნავს, რომ "1 -ც ნამიეილი ტენბორი იქნება. 

აშ ჟენბორის ლაქვეითებით წიეილები 2) IL = (7რ,ზ) სჰალარულ 
დაზ”აულს, რომელიც ინვერსიის იროს ნიშანს არ შეიცელის: 

(#ზ) = (4,8) .· მზაშასაიაზე, ორი პოლარუოთ ეექტორის სკჰალარუ–- 

ი ნაზრავლი არ იცელება არც კოორიინატია სისცევნის ნობრუნე- 

ბის ირრს)ს ძა არც ინეერსიისას. ასეთ სიტიიეებს ნამტეილ სყალა- 

რებს უნოლებენ. 
კიბიკა?ი ხშირაი ტვხვიება "შეხტენილი ვექტრრებიც”, 

რომელთა კომპონენტები ინვერსიის ირის ნიპანს–თი იცელიან,ე .ი.. 

#;:=4#,. ახეთია, მაცაილიძაიტ, ორი ნამიეილი /პოლარული/ ვექტო- 

რის ვექტორული ნამრავლი I> / წ) ზართლაც, ამ ვეეტორის 

კიზპონენცტებს აქეთ 0,8, - 0.8, სახე ია, რუ თ #2) 

პრლარულებია, ე.ი. 0ჟ=-0,, 4,/=> L , მაშინ 

(0,0,-0„6C)>0;6- 0«6; მამასახაზე, ვექტორული 6ა–- 

მრავლის ჰომპონენტებმა ინეერყიის შემითნხეევაში ნიშანი არ შე- 

იცვატეს. ვექტორეხს, რომელია კომპონენტები ინვერხიის იროს 

6იშა6ნცს არ იცელიან «სეელრ /ცრუ/ ვექტორებს,ან აქსიალურ ვექ-
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ტორებს უჩოტებენ. 

რაიჟან /ეენ იატეძირია აქსიაიური ვექტორების შემოტანა, 

რონლებსაც ინვერსიის ოპერაციის 6იმარი ნამიევილი ქექტორებისა- 

გან ტანსხეაქებული თვისებები აქეთ, ანიტომ, ბუნებრივია, შემი- 

უილოთ ძსეელო- ან აესიალური ტფენბორების ცნებაც. 

აქსიალურს ვუნოიებრირ ტენბორს, როზელიც კორორიინატთა სისტე- 

მის მობრუნებისას ისევე ტარიაიქნნება, როტორც პოლარულ ტე6- 

ბორი, ხრლრ ინვერსიისას შეხიეტცტი კანონიი: 

CV. პე2- 9-6 რუნი რანკის შემიხეეეაში; 
დს რან... ბი ._ წენძი რანცის შე( ახეევაში. 

მაჟალიაი, მერრე რანტცის ტენბორი აქსიალურია,, როცა არე– 

კელისას "MIX =- IM; მესამე რანჟის ტენბირის შემთხვევეაში 

კი '/.= XაVზ ია ა.შ. ცხაიია, ეს ტანმარტება შეა– 

ყაეს აქსიალური ეექტორის 4 ჯრ #; ტანმარტებასაც. 

ტავუშეუართ, ორი #; იას 8V ვექტრრიტა6 ერთი აქსიალურია, 

მეორე პოლარული, მაშინ კ» =/, 8. ტენბორი იქნება 

აქსიაცური, რანიუჩატაც ჰორრიინატია ღერძების არე.კჰე”ისას 

ე'(4=- ჩიჩ აჭ ტენტორის შჰპური 271: =/#4, ჩ) კრ- 

ორიინატია სისტემის 8ობრუნებისას არ შეიცელება, არეკელისას 
+– >. / 23 – 

ჰი ნიშანე წეიცელის: (4,8) =-(4, ზ). 

ცილიტეებს, რომლებიც კოორიინატია სისტემის მობრუნებისას არ 

იცეეებია6, ინეერსიისას კი ნიშანს იცელიან, ძსევიოსკალარებს 

უჩნოიებე6ნ. ამტვარაი, სკალარული სიიიტრეებიც /ნულვანი რანკცის 

ტდენტორები/ ორ კლასად ტაიყო - ნამივილ ია ძმსექიოსკალარებად. 

ცყხაილია, რომ რამიენიმე პოლარული ვექტორის პირიაპირი წა- 

წრავლი იქნება პოლარული ტენბორი, ხოლო აეხიალური ვექტორების 

/6,25/
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პირიაპირი ნანრავლი –- პოიარული, რუ ვექტორძია რიცხეი ლუწია 0ა- 

აქსიატური, როცა ეექტორია რიცხეი კენტია. ასევე ცხაილია, რომ 

პრლარული ტენტორის იაქეეიიძებირ მიიღება პიტარული ტენტორი, 

აქსიალური ტენტორის ტიაქვეირებირ ჟი –- აესიალური. 

რუ ტავიხსენებრ, რომ ტცარიაქნნის მატრიცის შესაბამისი 

4/რ) ძეტერმინანტი მობრუნებისაივის ულრის + I, ხოლო ინვერ- 

სიის შემიხვევაში უირის – I-ს, აქსიალური ტენბორისარეის შე–- 

ტვეიძლია იაენერორ ტჟარიაქმნა, რომელიც სჩორა0 ასახაეს ტენტო- 

რების ყუზაქცევას, როტორე კრორიინატრა სისტემის 8ობრუნების, 

ისე ინვერსიის შემიხეევაში. იაეიჩხიორ ეექტორიით. ცხაიცია, რომ 

აქსიალური ვექტორისარეის შეტეიძლია იავნერორ შემლეცი ტარლია- 

ექმწის კანონი: 

; #,C4(9) 2 0.+ 4. 
M=«( /#6,26/ 

მობრუნების იჩწის 4(/C)= + 1 ის ეს კანონი ემიხვეეა ვექ– 

რთრის ტარიაქნნის კანონს; როცა ვიხილავრ არეკვლას, მაშინ 

4/რი)ლ-+X+ რა რაიჟან. Cრ2,,=-ძ/,# , ამიტოტ /6,26 / 

მოტეცე-ს აქსიალური ვექტორის ტანმარტებას /ტ,“=> = 4/ 

სრულიაი ანალროტიურაი მეორე რანტის აქსიალური ტენმორისა + 

ივის ტვექნება ტარიაქმნის _კჰანონი 

/MIM=40) 2; რფ რით ოი, /6,27 / 

/ 

რომელიც ინვერსიისათვის ( 4/6)=– /) ბოტეცენს 7 =-2#“ 

ხრულიაიგ ანალოტიურალ ტაიწერება ტარიაქმნის ჰაწონი /? –ური 

რანტის ისევეტოტენტორისათვის; სახელიობრ, 

6067“ 

(2057 =46)2-8 44“ ა, რირი 66. ტი? /6,26 / 
სხ“ #ი.
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რომელიც არეკელისათეის მოტეყენს ( 4(0)=– ) 
/ ი+I 

«X; ,ბე”“ =(C(–!) რ. ს..ბი. /6,29 / 
ყხაიია, ეს ოხერ ემიხეევა /6,25 / ტჟანმარტებას. 

ბოლს ატვნიმნოთი, რომ, რიყა ტეაქეს ტენბორული ძ«ოთბა, 

მაშინ ჟოლობის ორიეე მხარეში ტენბორების პიტარობაც ერინაირი 

უნია იყოს. მაშასალიამე, შეიძლება მხიოლი იასა მხოლოი ერრიწაირი 

რანტის, სიმეტრიისა ია პროლარობის ტენბორების ტატილება. 

6 7. მეორე ია მესამე რანკცის ერრეულC ჰანი 
ტენბორები -” 

მეორე ძია მესაზე რანკის ერტეულეანი ტენბორები ტიი 

როლს ახრულებენ პრაქტიკული ტანორტელების ი0როს, ანიჟომ მაი 

თეისებებს იაჩერილებირ ტანწეიხილ ერ. 

(ჯ. შეორე რანტის ერთეულრეანი სიბეტრიული პილსარჯი 

ტენტორი. ვაჩეენორ, რომ ტეცნოი შემოტანილ კრრწეკერის ბ?;M 

სიმბოლი შეტეიძლია განეიხილი რიტორე ხწნეორე რანვის პოლ)- 

რული ერრტეულრეანი ტენბორი. იჟი ერრეულტესნია, რამტენაიაც 

ტისი ტამრაელება ვექტორზე ეექტორის სიიილეს არ ცელის. ეს 

ჩანს ბ. სიმბიღოს ფილტრაციის რეისებიტან 

2: მი M- =/. /7,! / 
ტანმარტების ძატი+, ბა(-ს აქეს ტბხოლრი იიავონალური ელე–- 

ტენტები, რომლებიც ერიძის ტოლია 

100 

ბე2 | 0 1.9 /#7,9 / 
9001 

ტანმარტებილტანვე ტანიმიინარეობს, რიმ გ. არის ინვარიან-
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/ 

ტული კოორლინატია სისტემის არჩეეის მ0იზართ, ე.ი. ძ;დ = 0:#' 

იუ ბეჯ ბარილაც მეორე რანტის ტენბორია, მაში6 იჟი უნია ემორ- 

ჩილებოიეს შწემიეკი ტარიაქნნის კანონს: 

/ 
+ = 2,0» რ” ბოი ' /7,ქ4/ 

„ი 

ფდითღჟჩაყიის იეისების ტანოყუნებით მივიღლები 
ვ 

, 
ბ, = 2, რ,ფ C/თ· /7,9 / 

მეორე 6ხრიე, თ, კრეყდიყიენტების ორიოწორნირების ძალით ტეექ- 

ნება ძ,/=ძე, «ოობა, რაც ამჟკიცებს, რომ 0:# ბარიღაც 
მეირე რანცჟის ტენტორია. რაიტან შს = CM , ა8იტომ ბ.“ ტენ- 

ბორი არ შეიცვლება არც არეკეოსას, ე.ი. ბ. ყრდილრ პილარული 

ტენპორი. ტარია ამისა, ტანმარტებიიან ტამომიინარეობს, რიმ 

ბი/=0ძ#M , ე.0. იტი სიმეტრიული ტენმორია. ამტეარალ, 
თუ შეეკრებრ ყველ) ზემოიქმულს, შეტეიძლია იაეასკუნარ, რომ 

ბ;ჯ არის მეირე რანცის სიმეტრიული, პილარუო, ინეარიანტუდლი, 

ერტეწჯლრეანი ტენმორი. 

აუილირ სამი ერიევლეანი ბ. ტენგორის წამრავო ბებიები 

ტეექნება შეექქსე რანტის ტენმორი. მიხი სამჯერ იაქვეითებირ 

ნივიტები სჰაორს, რომეოე ტრო იქნება 

ბ. ბი„ბციბ,: 2. ბ, ბა-გ. =3, /7,5/ 
##M6 

რამიენაძაც 

3 8,=8,25,7ზკ= ვ, 
V-) /7,6/
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ბ“ ტენბორის საშუალებით შეტეიძლის ტანესაბლვროი ბიცეჩუო 

76 ბეირე რანტის ძენბორის შებრუნებული ტენბირი 77". 
სახედლიობრ, წ“ ტენბირს ეწოიება “7; - ს შებრუნებული, იუ 
მათი სკალარული ნამრავლი ერიეულეანი ტენბორის ტოლია: 

-“ ლეა-! 
2” > «ი = 2. წ» 'M= ბია. /7,7/ 

ამავე იროს აღვნიშნოთ, რომ როტორც შემიეკში იაეამტკიცებთ, 60ე- 

რჩე რანკვის ტენბორს მაშინ აქეს შებრუნებვო, რიოყა კენტორის 

კონპონენტებისატან შეიტენილი იეტერტჩინანვი წულის' ტოლი არ არიც! 

/7,7/ ტოლობის 0არჯეენა მხარე, ე.ი. 0/ი სიმეჟრიული, ჰო- 
ლარულ ტენბორია, ამიჟომ ცხაცია, როტ //> და 7  კენბირებს ექ- 

წებარ ერინაირი სიმეტრია 0ა პოდარობა ,2 

ხშირაი ხელსაყრელია ვექტორის კიმპინენტებისატან ისეთი 6ე- 

ორე რანეჟის სიმეტრიული ტენბორის შეძტენა, რინლის შწპური წნულის 

ჟძტილა. ამტვარ ტენბორს იამოუკიიებელი ექნება მხოთი ხუძი კომ- 

პორენტი. ასეთი იქნება, მატალიძიაიტ, შენიეტი ტენბორი: 

: 2 
6,,=/)4+#4#რ#- ჯ%/ 114 , /7,4/ 

მარძილაც, რC;„,= რ, , ხოო აიCთ =0 , რაიჟან §ი02=3. 

ხსაბოტაირი, ნებისმიერი წეორე რანტის ტენბორი შეტვიძლია წარმწო- 

ა ე.წ. 6არტივ ნაჩილებაი: 

53 ე 44 )+/ 94:72 ქვ რ) 2” 29-7%% 7.“ 
/ საძშიროა ტეახსიოეხეს, რომ “77. ' ს არეი წ: 

უნია ტავიტით, როგორი ( ი / 
2. რიცა “. '„=,1კ ბ იიატონალურია, მაში6 7M+53- MX 

ატრერვე იიაჟონალურია. 

–/ 

#« # -53>– 72
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პირეელი წეერი არის სკალარისა ია ერიეულქანი ძ,+ ტენბჭორის 

წამრაეოთ, ირჩხილებში წორავსებულთ ტამოსახულება – მეორე რან- 

ტის სიმეტრიუო ტენბორია ნულვანი შპურით, ხოლო მესამე ჩეერი 

წარმოატტენს მეორე რანტის ანტისიმეტრიულ ტენბორს. 

შეენიშნო«, რო0 ყ«იჭიკაში ხშირა0 ტამოიყენება მეორე რა6- 

ტის წნულის ტოლი შპურის მქონე სიმეტრიული ტენბორები. ასე მატა- 

ოიძაიძი, სისტენის ელექტრული ჰეაილჩუპოლური 8ომენტის ტენტორი ტა- 

მოიხატება ძ«ძორმულირძ 

5., = 2 6C(3%, XM- ბ, #?), /7,გ8'( 

საიაც აჯაშვა ხიება ყუეო ხამუხტული ნაჩილაკყის მიხელვირ /შე- 

საბამისი ინიეეხი წერის ტამარტიყების მიჭბნირ ჩამოშვებულა / /, 
– 

C არის ნაწილაკის მუხტი, /” ჩ!, კი მისი რალიუსეექტორი. 

2. მესაზე რანტის სრულაი ანტისიმეტრიული აესიალური ერთე- 

ულეაწნი ტენტორი. ახია კანეინიილორ ტენბორი, რირმელიც ანტი- 
  

სიმეტრიულია ყველა ინიეესის ტაიასწის 8იმ8არითი. სამსიერცეში 

ასეტი ტენტორი არ შეიძლება სამბე მეტი რანკის იყოს. მარრლაც, 

ინიექსების რარტენობა სამბე მეტი რო6 იყოს, რალიტჟან რითრეული 

ინიექსი ტებულბს I! ,2,ე მნიშენელბას, ამიტომ, მატალირა0, 

მეოტხე ინიექსი იაემთხვეოია წინა რომელიმე ინიექესის მ86იშენე–- 

ლობას ია ტენბორი, ანტისიმეტრიულბის ტანო, ნულის ტრო იქნე- 

ბორის. რაც შეეხება მესამე რანცის ყველ ინიექესის ნი8მარი ანტი- 

სიზეტრიულ ტენზორს MC, მას ოციაშეიიი კონპონენტიიან ნუდლი- 
სატან განსხვავებული ექნება მხოლი ის ექესი ქძომპონენტი, რი- 

მელტა ინიექცსები «,#M,6 გარსხეავიება ერრმანეიისატან. ანასია6,



– 6I -– 

6:#26=+/ , როცა 4,6 6C ტაიანაცელება ლუნია, 

C,(=0,) რიცა რომელიმე ირი ინიეესი ტიარა, /7,9/ 
6,4 =-#, როცა “MC ტაიანაცქლება კენტია. 

აპრმრიჟარ0, ტეექნება 

6/23 =6ჯევ/= 6კ/2= I, ს „7 /V 

0/გგ = 6კ,ვ3= რვგ/=-/. 7 | 
რანარჩენი რციაერრი კომპონენტი 6ულის ტოლი იქნება. ამახრან, 

2 

ბ 6. = 6. /7,!!/ 
(«XC 

ცხალია, რიმ 6,/ტე ყეელა სისტემაში ერთნაირად ტანიმარტება, 

ანიტონ6 ცვექნება 6.2C> = 6:M6 .· ებჩეენით, რი8 6რ-/ ტარ- 

რლიაც ტენტორია. ამისარძეის იკი უნია ა.ჰმაყრტილებიეს ტარიაქტნის 

შემიეტ ჰანონს: 

6.0, 5 2 რამონ, ნაც. 7, / 

ა8 ტოლობის შემინნებს ალეილის უშუალიი #2,/ ელემენტების რეი- 

სებების ტამიყენებით. რამიენაიაც 6//(6 ანტისიმეყრიული ტენბოი- 
რია, იმიენა0ი /7,I|2/ ტოლობის შემონმება სა ჰმარისია ერთი რომე- 

ლიზე კონპონენტისარეის, მაკათირა0, #/ივ –ისარეის. ტვექნება 

/ 
6,435 ი“ (რ,კრჯგ- 0,ვრ,;)# 0, ( რძევრკ,- რ,კ,-კ3)+ 

8 + 2 /7,!2/ 

#რვ(! რ,C6,,- რ,:რ6კეპა=6C;,70ც+რ, =/= 423 72 
/ 

ე.ი. 5/23ვ =6/ევ ანატრტიურ ტოლობებს მივილებრ იანარ- 

ჩენი ხუთრი ჰომპონენტისარტეის ია, მაშასალიამე, /7,I!2/-იან ტა- 
/ 

ზომიინარე 49%” = 6/«6 .· აპამტეარა0, ია” მზართ«ლაც მესამე ე 
ააა“ ““ “ოლ / – 

რანცის ტენტორს ჩარმოალტენს. რაიტან ინვერსიის იროსაც ს 

=C,”-(6 , ამირდომ ეს ტენორი ყოყილის აქსიალური; ანტესრა0რ,



–=62- 

ზ:X6 არის მეხსაზე რანტვის, სრულია0 ანტისიმეტრიუღო, ერტიეულ- 

ჟუანი, აქსიალური ტენ#ორი. ამაქე იროს, ეს ტენბორი არის ინეარი– 

ანტჯლი ტენტორი, 6:#6 ტენტორს ლექი-ჩიევიტას სი”'ოტლროსაც უწო- 

ტებენ. 

აივირ საჩვენებეოა, რო8 ნებისმიერი მეხამე რანტის სრუ- 

ლღიაიგ ანტისიმეტრიული ტენტორი % , ე.ი. ტენბორი, რომელიც 

წიშანს იცეოს წებისნიერი ორი ინიეეხის ტაიასმისას, პროპორ–- 

ციულაშთ#( ტენბორისა. აღფვნიშნიი %/,/ვ=C, , მაშინ, მატა- 

ლირაი0, ბვეკ=-%,:გ=- 6. ია ა.შ. ექესი ნურხსატან ტანსხესვე– 
ბპუო კომპონენტიიან სამი იქნება 6-ს ტით, სამი კი -–60-–სი. 

ასე როი, 

-„- =რC 6,-/. /77,15/ 

ტაუვანრაელორ ეს ტოლობა CC#X+C6 ტენზორზე ლია აეჯაზო#რ ყეელა ინიე- 
ეხიირ, მიეიღიტი: 

2.9 (562,625 ##V6= რეე ნა-66. /7,!)5/ 

ა8 «ოლბის მარცხენა ცხარე სკალარის, ამითომ ი” –იც სჰალარი 

იქნება, ე.ი. კრორიინატრა სოსტემის მობრურების ტროს (2 /= თ 

საიიანაც / ა X ძ. 

ახის ბეეისწავოირ ლევი-ჩივიტას სიმბოლო) წეისებები. ტან- 

ეიხილი სშეექესე რანტის ტუნტორი 6 „ი. ლა ტავაქვეირორ 

იცი ორჯერ. მივიტებრ მეორე რანცის ტენტირ 2) 6-% ნ»MX0 

არაა, რომ ეს ტენზორი, როტორც ორი აქსიატური ტენბორის 

ნამრავლი, იქნება პოლარული. ამასრან, იტი იქნება სიმეტრიუ – 

ლიც, რალიჟან ნიშანს არ იცელის « ია ჯი –ის ცაიასმის იროს. 

აივილი მისახეეილრია, რომ ეს ტენბორი პროპორციული უნია იყოს 

ჩეორე რანტის ერთეულოეანი სიმეტრიული 0ა პოტარული ბთ ტენ-



ბორისა, ე.ი. 

2-5 «MC ოX( 5C0უ- / 7,!16/ 

პრპირკიულბის C რიცხეის ტანსასაზტერავაი /7,16/ ხავაქუეი- 

იორ L იას M) ინიექსების 8იმარი; მიეიღტები 

2 6:»«6ი:ი«X46 = 3C, 
(#6 /7,!'7/ 

რომელიც /7,1I/-ის ტატეალისწინებიი ზოჟეცემს C=72?,. ანტეა- 

რაი, ტქექნება მეტა0 მნიშენელეანი იამრკიძებულება 

2,6” ნ». = 2ბ,უ. /7,(16 / 
M,6 

ახლს ტანეიხიოძ სიიიიე 7„., 6,6 C,თოი · ეს არის მეოთხე 
=/ 

რანტის ტენბორი. ცხატცია, რო8 ეს ტენბორიც იქნება პოლარული. 

ტარია ამისა, იტი იქნება ანტისიმეტრიული #6 ია M,ჩი ინიძექსე– 

გის მიმარი; ამიტომ შეკვიძლა იაეჩნერორ: 

განი 6 6თი =,4 (უაულუ ბი): /7,I9 / 
“=/ 

განესაბოეროი #4 კორელიციენტი. /7,(9 / იავაქვეიითორ ორჯერ. 
აუიღლი #M= ია #=/: . მარცხენა მხარეში ტგეექნება ექესი, 

ამიტომ 

6=/4 2 ბ+2) %- 2) ბო” „თ = 

-463- პუმო) 6, 
ი. 4=1 ია, მაშასაიამე, /7,I9/ მიიღებს სახეს 

2. 6,/66,აიე= ი ბყუბეც-მ«იბოი. /7,2!/ 

/7,20 /



–=<64- 

იაბილს ალენიშნიი, რიმ 6C,## რი) მეექესე რანჟის 

ტენბორიც შეკეიძლისა ტანოვხალირ კრონეკჰერის სიმბოლებირი. მარ- 

ილა0ე, ეს წამრავო არის მეექვსე რანცის პოლარულ ტენბორი, რი- 

მელიც ანტისიმეტრიულია როჟორც #, #, 6 , ისე /, ა2 ი6იექსე– 

ბის მიმარი, აბიტომ იკი უნია ჟამრიხატოს სამ-სამი კჰრონე)კჰერის 

ხიზტაოლს წამრაელის ჩრტივი კომბინაციებირძ. ალცეილაი ლტაე: პ8უ6- 

იებით, #ომ ამ ცკაშლას აქქს შემიეტი სახე:! 

6:#66#X2 5004ბჯებ,ე#მი)ბ#2 0ი# #მბი#ბ;– 

–ბე”% ბ, – ბ,1ბC %#- ბ,» ბი ბი? · /7,22/ 

ამ ჟამისახულების ერრხელ, ორჯერ ია სამჯერ იაქეეითებირ მივი- 

ტები /7,2!7/,/7,186 / ია /7,!! / ფორმულებს. 

8: 4ენმორი ხშირალ ტამოიყუნება მთელი რიცი ტამოსახულებეტის 
კომპაქტურა7ი ჩაწერისარძრვის. ასე 8ატალირა0ი, იავამტკიცორ, რომ 

ტეორე რანის V1:M#=-/ჯჯ ანტისიმეტრიული ტენბორის ლიუალური ვექ- 
ჟორი / (7) შენიეტნაირად ჩაიწერება: 

.= # ა.) 77, /7,2ქ1/ 
4, 2 256) /, 

ეიპიეოძ, ზაგაოია,, /4=7593; ტეექნება 

#,5ჯ (6რM3 (7 #6/32 72 |= 

=> 1 7ე– 7; 1= კ 

/. იანახსოვრების მიგნიი ამ ი«ორმულის ჩანერა ხე”ლსაყ“ელია ი0ე–- 

ტერმინანტის სახირი: 

ბ,, ბ,” X» 

64M6 6„71= | ბე, ბL ბ=2I: 
V, ბ/» %ე 

/7,2V/



საბოჟალოი, სამჟანმომილებიან სიერცეში #43 რანეის ან- 

ტისიმეტრიულ ტენბორს შეკტეიძლა შეეუსაბამოი / 3-/1/ რანწვის 

იუალური ტენბორი. როცა I1=/ , 6აშინ 3-/1=2 , ე.ი. ეექტო- 

რის ლიუალური იქნება შეორე რანტის ანტისიზეტრიული VI ტენმო–- 

რი. ტვექნება: | ! 

: ჯ "ე = .. ., 7, 24, ი" დ; წყი/! ” 
ეს ტოლობა მიიღება /7,2ე/-იან 8ისი #იიჯ <ზე ტამრაელებით, 

აჯამეირ #ჯ –თი ია /7,2! / რვისების ტცამოყენებირ. 0არძლაც, 

2 :6ყი-#= 2-2, 2 6აი§69# IV = 
4 ტ “V 

. , ==. - 
= 122 (ბი ბ -ბV ში, ) 7 - 2 (7“ 72 = 7, 

რაც ნაბივილაი ემიხეევა /7,24'/ ტ«ოღლბას. 
როყა M=2, 6აშინ მიეიღებრ ჩვენს მიერ აირე ტაწხილულ 

/7,21 / შემიხვევას, ხოლო როცა M= ქ, მაშინ მესამე რანვის 

«6 ანჟისიმეტრიული ტენმორის დუალური ტენბირი იქნება წული- 
უანი რანტისა, ე.ი. სკალარი. ამ სჰალარს ექნება შემიეტი ტა- 

ბოხატულება C=6ა:X(%/(0 ·. რიცა“რუინ ნახივილი ტენმირია, 

ტაში6ნ მისი იუალური ტენზორი ზსეელოსკალარია, ხილო როცა ჯინ 

აეხიალურია, 6აში6 C იქნება ნამიეილთ სკალტარი. 

უ. იეტერმინანტები. აიეილ საჩეენებელია, რიმ 

მესაშე რანტის იეტდერმინანტიც შეგვიძლია ტახოეხატიი 66 ტე6- 
ბორის საშუალებირ. მარილაც რ“ ეტემენტებისატან შეიტეწილი 

იეტერმინანტი ტოლია 

გ C)4./#ი ზი /7,25/ 
«#2 

ჯამისა, საიაც 6#,6 ინიექსები აიტენენ I,2,9 რიცხვების ტა-



–66- 

0ანაცელებას, ხოლ ნიშანი +” რა,“ აიღტება იმისია მიხე- 

ივირ, ტადანაცვლება ლუჩია, რუ კენტი; ამიჟომ, ცხალია, რომX1 
შეტვიძოა შეეცეალრ 66 სინმბოლრრი; ამტევარაი0, 

I6/, 6/2 6წ/3 

4/0)=|#+/#,„. რჯ, | = ს 6,4 #,9M4ვ. /7,26/ 

რც, რც; რევ) “6 

რატტან იეტერმინანტის მნიშენელობა არ იცელება სტრიქონების 

სეეტებით შეცელით, ანიტომ /7,26 / ასეც შეტეიძლა ტატიაენერორ: 

4/6წ)= MM 6:46 #/, 6:Cწაგს· /7,27/ 

ცხაიია, რომ რუ (C2,, წნიმარდთულების კოსინუსებია, მაშინ 

ტაცული იქნება შემტიეტი ტოლობა: 

2) რუმ, ნიივ = «V6' /7, 28/ 

ა8 იორმულის სამართლიანობა აშკარაა, რა0ცან 6%= რ ის 

/7,28/ წარმოაიცენს 6606 ზესაზე რანტის გენბორის ტანსარტე- 

გას. როცა #=>/, /(=,46 ისა 46283 , მაშინ /7,26/ ტანმარტე- 

შიტ მივიღებთ 

4(6)= 2, 6.2 C,, 0; Cვ =/, /7,295/ 
4 

ე.ი. ტარიაქმნის მატრიცის ძმეტერმინანტი მ8ობრუნების შემთხვე– 

ეაში #1I-ის ცოლია. 

ახლა ეაჩვენოთ როგორ ტვეხმარებას ტენბორები ტეტერმინა6ნ- 

კების ტრეისებების წესჩავლასს ია ჩრთძივი ტანტოლებარა სისტემის 

ამოხსნაჟუჟი. ტანვიხილოთ მეორე რანტის /:. ტენტორი ია შევალტი-



ნორთ შემიეტი მესამე რანკის ტენბორი: 

ტ/ =2 76: /04/" რჩ #»' 77,V 
“XC 

აივილაი ქაჩეენებრ, რომ (იჯ არის მესამე რანტის სრულიაი9“ 

ანტიხსიმეტრიული ტენმორი. მარილაც, მაკარრაი7, 

რაჯ = 2 6046/9/M4 /-,= = 2,644. 2+/-ჯ“ 
/7,უე!/ 

=– 6. #, /(C1# =- 
«#X §«#6724 რ #» ?ატ) 

ია ა.შ. ჩვენ კი ეიცით, რომ მესამე რანკის სრუოა0 ანჯისიმე– 

ტრიული ტენტორი პროპორციულია ტევი-ჩივიტას რ-ი ერტეულტეასანი 

ტენბორისა, ამიტომ 

2-ნი /.» აა”, 526 6„აჯ /7,39/ 

ავიოროორ %=/7, ,= =4 ია #=3 , მაში6 იეტერმინანტის ტანმარ- 

ტების /7,26/ თორმულის ძარორ ტეექნება #2 = 44 #), საბაც 4/- 

არის მესამე რანტის ლეტერმინანტი: 

ჩ// ჩვ #3 

4(6)=| –/ ჩა ჩა|=,ბ ,66//2//ა. “MM 
ჩ/ ჩ: წ «# 

ამტეარაი, ტვექნება მნიშვნელეანი ძორმულა 

265#+ჩ იჯ - = 4()6-. /7,2V/ 

ეს ტამოსახულება ფავამრავლი 6. ჯ” ტენბორზე ია აეჯაზოი «ტ» 

ინიექსებირ. რაიტან 2) 64,» = ვ3/ , ანიჟი0 მივიტები ძ0ეტე– 

რმინანტის კიიეე ერი ტანმარტებას: 

ი9"ვ ე; ქენ“ წაი /X4 /M /#ჯ-7 /7,955 /
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უ.ი. /7,ქე1/ ტანმხარტებისატან ტანსხვავებირ ჩვენ შეცტეიძლია ია- 

მატებით მოვახიინორ აჯანეა მეორე ინიექსეშირაც, ოლწნი საჭირო 

იქნება შეიეკის ვ/ –ბე კაყომზა. ახტა ვიპოვორ ძეტერმინანტის 

რომელიმე ელემენტის შესაშამისი აცვებრული ტამატების ფორმულა. 

იეტერმინანტი რო8 ტაეშალი, მაშინ ყოველი /;« ელმენტი, როჟტორც 

ზატრაელი, შევა რამიენიმე ჩევრში, თუ ამ მამრაელს ფრჩხილებს ტა- 

რერ ტამოეიტანრ, მაშინ ის, რაც 6რჩხილებში იატერჩება წარმრა- 

იტენს (ჯ« ელემენტის შესაბამის ალტებრულ იამატებას; აღენიშნოი 

იჟი MV7 –ირ. /7,ქე/ ფორმულის რანახმაი #// / ელემენტის აC–- 

ტებრული იამატება 4,,(-, ტილი იქნება: 

4,, (/, , = 2> 6:M2 ჩთ, '> · /7,უე6/ 

ეს ტამისახულება ტატავწერორ იტივურა0 

4:/(#)= -2 6/536,X6/X# ვ = 

=5 ”C სათი 6;M ჩ=» />ი · 

ბზარილაც, ჯამი Iს ტია 11 –ით შეიცავს ორ ჩევრს 

/7,27/ 

ჯ 2 ,6/2036,6 >2ჩ5” > 2, ხუანი“ -. ი“ 
X,6 56 

ზეირრე წიერში იუ მოვახიენრ #29 შეცელას ია ტავიიეარხწინები, 

რო0 რ6:M6=-6/0%« ) მივიღები 27 6/#6/X/Vვ , ე.ი./7,96/ 

ფორმულას. მაშასალიამე, ” "' შესაბამისი ალცვებრული ია- 

მატება ტანისაბლღერება დორმულირი: 

4ყ()5 > 2) 2 ხიოი 68, /Mო /7,39/
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შევაიტინოი მემიეკი ჯამი: 

2 

= 
2.4 /,ი” 22აქაბ, ითი CC 6 თ /. ; /7,'V 

«.»”/  #M6 თიო 

#7, 39/ ძორზულის ჟამიყენებიძი მიეიდები: 

3 

4. წ-„= ს” #6. 2 “ წრქ 2 2 ( 97 C§»ი ა, /7,9!/ 

რომელიც /7,! 8/. ყორჩულის ტარესლისწინებიი ზიკეცენს 

3 

ბ. /”:4,,(6)= 2(6)%) /7,52/ 
#=( / 4 გწ 

უს ძორმულს არის ლეტერნინანტის სვეჟის ელემენჟტებაი ჟაშოს 

ეწოპბით ტჟარსახულეშა. ანალტიურაი ეაჩეენებძ, რიმ სტრიქონის 

ეოღუმენტების მიხეიეიი ტაშრსარეის ტეექნება: 

1? /,, 4,,(წ)= 4(”) ბა; · /7,5%ე/ 
“=/ 

„I 
/7,2“/ ია /7,52/ ძორმულები'. ასე ტაიაევწეროძი: 

4ყ(-) “90. . 

> 2(0. =2 ,/20) 528. “7 

ანასთან, ცხაიია, რო6 ასერი ტარიაქმნა მაშინ შეიძლება, როცა 

სისტენის იეტერმინანტი 4//)ჯ/ ი . ახია ჟავიხსენოი, 

თუ როჟორ ჟანიზარტება მეორე რანტის /-„# ტენზორის შებრუნე -



–- ?70 - 

ბული. ჩეენ ტექონია შეზიეკი დორმულა: 

  

-/ _ 

2.Mჩ 2), ჩი ჩე =ზყ,. /7,55/ 

/7,44/ს«ან შეიარებიი შეკვიძლოა იავნწეროი 

4“ 4, 

” 2 292 ' /7,-6 / 

ამ დ«ორმუოი ცტანიირელება მებრუნებული ტენმორის კომპონენტები. 

ტეირ ტენბორს ექნება სახე: 

, 4,, 4ა/ რა!“ 

სჩთ-–- 4” რ რ · /7,%56 / 

(| «ჩ) 21 (131 
4,ჯ რავ 43 

აბცვარატ, მეორე რანკვის ტენმორს რომ შებრუნებული ჰქინიეს, სა–- 

ყჯირო ლოდილა მისი კომპონენტებისაცტან შეიტენილი იეტერმიCანტი 

ტანსხეავიებროძეს ნულისატან<., 

ახლა ტანეიხილი ჩწრყიეი ერთტეაროეანი სისტემა: 
ჭ 

ბ, ჩ..#„.=8,, /7,57/ 
M. 

საიაც ჩაM მეორე რანტის ტენბორია, ხოლო /4: ია 13,- ვექტორე- 
რი. მარჯვენა მხარე /ე.ი. 8,(8,,,8,,8,) ვექტორი/ ყნობილა; 
საჭიროა ტანისამოვიოს უცნობი 74; (44,/01/4ვ) ვექტორის კონპი- 
ნენტები. 

ამოხსნის მიჭნიი /7,%7 / სისტემა მსარცხნიიან ტავამრავირრ 
“ · 

ჩM. შებრუნებულ ტენბორზე, აეჯამოი # –ტი ლია ტავირესლისჩი-



- 71-= 

წორ /7,55/ პირობა; ტეექნება: 

= -/ 
2:ბ%#4/ =2,ჩ, 8“, /7,4აგ/ 

“ 

საიტანაც 

#, "2, (- 8, /7,59/ 

ანკ /7,456/ ფორმულის რანახნსატ, ამონახსნისათეის საბილოი მი- 

ვიღები: 

(< ა ) / /7,50/ 

საიაც 4(ნ”/ სისტემის იეტერმინანტია. ამასიან ცხათა, რომ იჟი 

წულისაკტან უნია ტანსხეასეიმებოიძეს. რაი0იტან ნიწორი იეტერმინან- 

ტრან იცაჯაუმირებულია ძფორმულიბ: 

24() 
4. :(ჩ/= 2 2 6 7 /7,5! / 

  

ამიტომ /7,50/ ანონახსნი ასეც შეტეიძლია ტატავწერიი: 

როცა ტანყჟოლებარა სისტენა ერიტეაროვანწია, ე.ი. როცა 

2" ჩ:4/#5=0, /7,5ე /
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მაშინ /7,50/-–იან ჩანს, რომ ტრივიალურისატან ტანსხვავებული 

ამონახსნის არსეშობისარეის საჭიროა სისტენის იეტერმინანტი 

#ტ(-) ნულის ტოლი იყოს. ამ შემიხვევაში, /7,4ე/ თძორმულის შა- 

ლირ: 

2) ჩა 4ტ,#=0, /7,56/ 

რიმოს /7,52/ სისტენასრა6ნ შეძარებირ შეტეიძლია იაენეროი: 

#V= C4,,(ჩ), /#5 42,3 / 7,55/ 

საიაც C ნებისმიერი მულმივია. ტაშლილაი ეს ამონახსნები ასე 

შეცვიძლია ტამოვხატორ: 

#,=C4,,, #,=Cბ7,/1, #კ=C4/ვ- /7,56 / 

ნ-ბისმიერი კI= I!,2,3 მნიშენელობარაიძვის /7,56/ აზონახსნები 

აქკმაყოტდილებს /7,5ე1/ ერრტვაროვან ტანჟოლებარა სისტემას. ავი–- 

ლღრი, მ.კალიბაი, ქკ3 I; მაშინ ტვექნება 

_- “2 - #4 -ც, /7,57/ 
4/ვ 

როტორც ეხეიაერ, ერთტვარრეანი სისტემის შენიხვეეაში ცანისა- 

8ზოვრება ეექტორის მხროლოი მინართულება, სიიიიცე კი ცანუბ.- 

ვრელა; კერძო, #=CV47,+4,1+4% , საიაც C ნებისმიერი 
მვინიეიას . 

ბეზოთ ნიღოებული ფორზულები ტამივიყენორ ორი იეტერმინა6- 

ტის ტატრავლების წესის იასაიტენაი. ვრქეარ, ტვინია ორი შე- 

საზე რანეის 4/) ტა წ (6) იეტერტინანტცის ტამრავლება .
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#/7,329/ ძორმულის რიანახმაი 

4/წ)46)= 4რვან სიკ, 94/ 6 6კვ · /7,58/ 

ახი ტავიიესოსწინიი /7,2“/ დოჩმულს; ტეექნება 

4/”/46)= „აწულ> #+6VXM/, ს 6ა)(%, ნ. /7,59 / 
«გ “MC 

შემოვივლი აღტნიშენა 

3 

იყ 5 2, +647 /7,60 / 

0აში6 

4/” 146)= 2, 6, #,/ 4-2 «ვ = 4/4). /7,6! / 
““, 

ამტეარაი, 

4(/6/4/6)= 4(#7, „ 

საიმაც ტამრავლების მშეტეტაი0 მიტებუC 0ეტერმინანჟში რა" ელე– 

მენტები ტანისაზოერება /7,60/ ლრმულით, მატაოიაი, 4// ელე– 
8ენტი კოლი იქნება 

«// = (ვ/ 6(/#/I/2 6Iკ)# /წკ 63/, /7,6უ / 

ე.ი. ეს ელემენტი ტიღლია პირეელი რეტერმინანტის პირვეთ სტრი- 

ქონის ელეზენტებისა ძა მეორე იეტერმინანტის პირვეო სვეტის 

შესაბაზის ელტემენტების ნაზრაელრა ჯამისა. ახავე უბით ტჟამიი-
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რელება სხქეა ელემენტებიც. 

ნატალირები: 

I. ექნება #3 არა შებრუნებულ 

ით 06 „ქ 

#/ტ = 42” #0 ძ#C /7,6V/ 
(94 C6 CC 

რენბორს . 

?. იპიქერ ჩეიორე რანტის ტენბსიორის 

11.2, 
ზ5II 2.1 7 7“ 

21 1 
შებრუნებული გ?' ტენბორის შპური. შეალარერ ერთმანეთს 5/2(8) ია 

ზი(C 8 '). 
ჟუ. /7,50/ რორმულის ტამოყენწებიი ამოხსენით წრიიე არაერრ- 

ტუაროეან ჟანტრტებაია სისტემა 

X+V+22='/, 

X12ყ+2= 2, /7, 66/ 

2%X%4ქ)+25 3. 

§, იპრეეთი შემტეტი ტციატონალური ტენზორის 

200 

I'= | 0460 | /7,67 / 
0C 0 C 

-/ 
შებრუნებუი ! ტენმორი.
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6 #4. პირველი რანტის ჭენბორები 

ახი იაჩერილებით შევისწავლი პირველი რახვის ტენბირის 

დტვისებები. პირეელი რანწტის ჭე6ტორი, ე.ი.ვექტორი ჩეენ ტანესა= 

ბოვრეთ, როტორც ისეძი სამი /4/,/%,0კ სიიიიის ერთობლიობა, რომ- 
ლებიც კიორიინატია სისტემის რომრუნების იროს ტარიაიქნნება კა- 
წონითი 

3 / 
#.= 1 რა, (V54 2,3) /0,!/ 

საიაც #4 არის ვექყრის კომპინენტები შყრიხიან ხისტენაში, 

ხოლ (C2,კ ნიმარიულების კოსინუსებია, ახლა ვაჩეენიი, რიმ /0,!/ 
ტანმარტება ენიხვევა ვექტორის ჩვეულებრიე ტანნარტებას, რომლის 

პიხეიევითი იკი არის მიმართულების ჩმქრნე მონასჯეერი. ავილირ რაი- 

ბე 4 ეექტირი, რობოის კიმპინენტები 02, 20%; სისტემაში 
იყოს #/,/ა, 4, ხილი 

მერიხიან სისტემამი 

#/,ჩ(ერს/ნახნ.I/, მაშინ 
ეექტირის ტანმარტებირ 

0X+%შსისტერაში ტვექ- 

ხება 

#12 «#4. /ბ,/ 

იკიეე ს ქრ მშერიხიან 

სისტენაში ტანსა მტერუ– 

ლია შემრიეჟი დ«ორმული: 

/გ,მ/ 

  
” X საიაც რ 6 ,–2, არის ორტები 02 2%ა2ე სისტემის ფერძე- 

ტისა, ხილ (2 #29 XV – შტრიხიანი სისტემისა. #აიტან ორივე
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უს კრორიიCსატია სისტემა ი“ჩიტინალურია, ამიტომ 

/LV 
(C, ი) ბიგ; (. '-ბ. : /8,+ / 

/ტ,2 / ია /ტ,ე / ფორმულების იძანახმაი0 

“«/, /V - 

სხარითვეი ის /ტ,5 / 
«ი! «%=! 

– _/ 
ეს «ობა ტავაზრაეიოიი "ს ორტზე ის ტავიტეალისნინოი /8,%/ 

პიროიბები. 7 ხიმბოლრს კილტრაციის რეისების ტაბოყენებირ 

ტეუენება 

ლაი LV ; /6,6 / 
«”I 

«C“ ო, 
ტუ მხეCნველბაში მიეიტები, რომ "გ ,6 L)=605('#,C)-0,, ხინა“რ- 

რულების კოსინუსებია, მაშინ /#4ტ,6 ” ტა“იაჟენწა ტიაემზახქვევა 

/ჩ,I/–ს. ეექლრის /#ტ,! / ტანსაზტერას ის უპირატესრბა აეეს, 

რომ ჯე“ ერთი, იჟი ხელხსაყ”ელია მარტალი რაწცის ტენტრო”“ების 

ტანმა“ტებისალეის ია ზეორე, იკი იძტეეა IM –კანბონილებიანი 

ვექტრ“ების ტანხილდეის ბუნებრივ ტანპოცალებას. 

ახლა ცკანწეიხილობ ვეუტორების ხს-ეანასხეა ტიპის ნამრაქლე- 

ბი. 

,!. რრი ეექტორის პირიცაპირი ნაზრავლი. ცანევიხილორ 

ორი ვექტორი #, ლა 8. წეეალგინოი მენიეკცი ტიპის ნახრაელი 
'XX7.წ ჩ. ეუ “რრმერაც ენოიება რორი ვექტორის პირლიაპირი 6ამ- 

რაელი. ჩვენ ეიცირ, რო8 2.) წამრავლი ტანოხატავს წერრე რან- 

ტის ტეზტორს. ორი ვექტორის პირიაჰირი 6ამრავლისატან ჩეე:ნ მე- 

ტვიძლის შეეაიკვივოთ სჰატარული ია ვექტორულ ნა6ნრაექდლები, რო–- 

მელთიაც ქეემრრი ცანვიხილავი.
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2. ორი ქექტორის სჰალარუთ ნამრავლი. კანვიხიცირ 

რორი ეექტორის პირიაპირი ნამრავლი 

ნ:«=#: 8. /გ,? / 

ია მოეახიინოძ იაქვეიბება; ტეექნება 

3 

(ტ ჩ)=58ჩ= ბ:/#:8ა. /8,8 / 
, #=I 

ა8 ჟამოსახულებას უნოიებე6 ორი ეექტორის სჰატარულ წატრაელს. 

რაიტან ირი ვექტორის სკალარული წამრავლ მეორე რახკვიც ტენტი–- 

რის შპური ყხოკილა, ამიტომ კოორიინატთა სისტემის ტობრუნებისას 

იკი არ შეიცელება 

(48) =(2,8)=X» /0,9 / 

– 

ე.ი. წარმოაიტენს სკალარულ სიცილეს. როცა #58, მაშინ 

(2,0) 2%(5:>#.)>% რM-2. (CV#,4. 

ლ= 2:94 რ.#6=2:44= 

«," ჯ 1.2 
=//##4:+ #1, 

ე.ი, 21% 2. #;=//+#1+#1.. ტაშასალამე, უექტორის 

კეატრატი სკალარული სიიიიეს. /ჭ) ია 8 ვექტორები ისე შევარ– 

ჩიოთ, რომ # იიოს 2, ტერძბე, 8 კი 20%, სიბრტყეში, მაშინ 

#5=(4,9,9, 8=(80იათ, 8 §(M4,0) , ხარაც % არის ჰუბხე 

ია 8, ეექტდორებს შორის /6ნახ.I!5 /. ასე, როზ 

(7,8)- 2; #·8-=I4II6I თ%4, /8,IV



–<78- 

– 
რეცა (4,8)=9 , მაში6 

# ია 8 უეექტორები 
ურიძმანერის მარრობულია, 

ხოლო როცა (ტ,6)=/48– 

ერრთმანერის პარალელური. 

+ იეკპარტის მარიკუთხა სი- 

8(8თ=+«,8Cი«,თ სტემის %, ორჟტების 

   
სკალარული ნამრაელი 

ტოლი იქნება '„ტამოსა– 

ნახ. I5 სკიების (6700 )=4/ტ- 
ეს უკანასკნელი ბემორ ჩვენ არაერთხელ ტამოვიყენერ. 

უე. ორი ვექტორის ვექტრრული ნამრავლი. რრი ვექტორისატა6 
  

ისეთი ნამრაეოც წეტეიძლია შეესიჟინირ, რომელიც ვექტორს ჩარ- 

ზოაიტენს, ორი ვექტორის ვექტორულ ნამრავის აღნიშნავენ /” 2, #6) 

-თი ან #Xზ8 –-იძი. /ტ,7 / ორი ვექტორის პირისპირი ნამრა- 

უელხსატან შევაიტინორ მეორე რანწტის ანტისიმეტრიული ტენმორი. 

” =/,8--/ჩ8«, /8,!! / 

ეიტულისხმოი, რომ #ტ; ია /პ, პოლარული ვექტორებია, ნაშინ ამ 

ტენბორის ტუალური ჟექტორი იქნება აქსიალური 

#ა=X2ა6ა.M 7XC. / 8,I>#/ 
#§ 

ა8 ცამოსახულებაში შევიტანორ /ტ,!! / განმარტება ია ტაეი- 

დეალსჩინოი 64 ტენბორის ანტისიმეტრიულობის დტეისება;



ტვექნება 
=>» ჯ · 

_ / „7 7 . = · /ტ,I23/ 

– 
ამ #. –ს უნოიძებენ სჩორეი #/ ია 8 ეექტორების ვექტორული 

ნაზრსვიის + -ურ კომპონენტს, ე.ი. ვექტორული ნაბრავლისატვის 

ტეაქეს შემიეტი ტანმარტება:. 

/4,8), -დი 6.6 /#%- 8% · / 8,/%/ 

მარჯვენა მხარე წარზოალტენს %M / ჩი ზეხუზე რანკის ტენტო„-: 

რის ორჯერ იაქეეირების შელეჟს; ამიტინ //4,/08) ვექტორულ წა- 
6რავლი ჩარმოალბტენს ვექტორს. ეს შეიეტი მივიდი სხეს ტბირაც. 

ვექტორის ტანმარტებირ 

– 4ე/ ლ – 

/4,ჩ). 52, 2976:7:- /ტ,I5 / 

ტავითვალისჩინორ /ტ,!+/ ტანმარტება; ტვეექნება 

+-ა 5/ 

/4,8),= გარნირი რ; · /მ,I6/ 
– – 

გაზოეიყენით შებრუნებული ტარიაქმნის კანონები ,/4 ია /3 ეექტო– 
7 , 

რებისარეის #ო-2-რი»/ი, #6ი=2არ,46ჯ იას შევიჭტანოი 

ისინი /86,I6/–ში; მივიღლები: 

>. / /” ი! 

/4,8/, = 2 ,(რ,,რთორ., 6.»ი)4რი ჩს /0,I7 / 
#ჩოიცი8 

ან, რუ ტავითეალისჩინებრი /7,26/ ფორზულას, შეტეიძლა იაეჩნე– 

' (815 216:#6= (4781, /64 7 რო
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საიიანაც ჩანს, რო0 /ტ,!5 / დორმულა სამარტღიანია ია, მაშა- 

ხაიამე, /4, 8 ) ეექტორული 6ახრავლი ვექტორხ წარნიალტენს. 

აგ ეექტორის კომპონენტები //4ტ4,Iს / ფორმულის რანახზაი ჩვეულე– 

ბრიე „«ოჩიშენებში ტოლი იენება: 

(4,8). =ტყზა-/#ა 8, 
(რჩ), = /#ა8კ-/#კ ჩა, 
(4, ზ).=/ტ=ჩჯ- ტკ ჩ–. 

განვიხილი მეორე რანცის კერძი ტიპის ანტისიმეტრიული ტენტორი: 

/ს/M#= 2,/6- 2X 4 , / ტ,20 / 

საბაც 2 ნატერიალური წერტილის კაორრტიინწატეშია, /#ე კი ტარჰევე– 

ული ქექტორი. 4“ ტენბორის ტიუალარი ვექტორი 

- # . = · 4, = 72 6 რ“. =დანა:6%-/4 /86,2!/ 

/შ,!19 / 

> 

წარმიაბტენს 4 უექტრრის მომენტს სარავის 0იწ8არი 

4)= (754): /ტ,22 / 
= 

რიცა /4,=/; , სადაც /> ნანილაკის იმპულსია, მაშინ /)ი-(7;/2/ 
არის იზპულსის ბოზენტი, ხილ როცა ,74= , საიაც – ძალაა, 

მაში6 #,- =//, 56) იქნება ძალის მომენტი. 
რიან ნებისმიერი 4 ვექტორი ორტებირ ასე ჩარჩოიიტინე- 

/. 

ბა: 4 პრ ამიტომ ვექტირუოთ ნათაჟონსაიეინ ტვექნება 

წოლა (რ, 8) 5-2, 6+ #»#8, 2, , /8,2ე / 

ან თუ ტავიხსენებრ მესამე რანტის იეტერმინანტის ტანნმარტებას
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ტენტორის საშუალებით, · წეტეიძოა ლაენერორ 
–_> 

თ C8 

4, ჩ)= # ტა #კ /8, 2-/ 

ზ, ჩე, წ. 

ამ იეტეჩმინანტის ცაშლით პირველი სტრიქონის მინორებაი მარილაც 

მნივიდეშთ ვექტორული ნა8რავიოის ტანმარტებას. 

ნარელია, რო0 ვექტორულ ნანრაელს აქეს შემიეჟი რვისება: 

ა ა” .- – – ქებებებს-> > 
(4,2) 8.)= იჩ,ჩ + (4, ჩ.) 2-4 ზ.). /8, 25/ 

ასევე ცხატის, რომ 

(M,ნ)=-|8,4): /8გ,26/ 

მართლაც, ტანმარტებიი 

(M,4), =2" 6 8. #65 2» 2773:97%. 

= - აარ ზ-=-I/#,ჩ), : 

/გ,26/ რ#ვისების ძალირ კი ტვექნება 

I#,#)59, /8, 28/ 

ე.ი. ქექტორის თავისთავზე ვექტორული ნამრავლი ნულს «ოლა. 

აივილი შესამოჩმებელა, რო06 იეკარტის მარიკუთხა სისტე–- 

8ის რრცების ეექტორულ ნამრაელს აქეს შემნიეტი ტამოხატულება: 

 – – 

IL ი) – ნატუნ/ ' /8,28L 

ახტა ტანეხაბღერორ ვექტორული ნამრაელის მიმარტრულება. 

ამისარტეის ეიპოვორ # უეექტორისა ია /წ 4 „ზ) უეექტორის სჰა– 

/0,27/
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აო ნანრავლი ყურ L4, ა ტჟანმარტების ძალი“ 

წერ? იი +, ო ჯრ) 4 ჩ,. /ტ,29/ 

ბილი ჯაძში სირი «> 2-8 შეცელო ია ტავიიეათხწინოთ, რომ 

544” =- ტი)” სჯ მაშინ მიეიტები 

(0(45)-2:9ირრ8,>- (6 (481 „ა, 
რაც იმვის არაი სირბელი, როტ (. 44, ზ))=0 – : სრულიაი 

ანარცი რაი ქაჩეენებრ, რო6 6ულია ატრეზვე სჰჯაგარული ნამრავლი 

(8,4, ზ .· ეს კი ნიშნაეს, რომ (4,ზ) ეექლრი ხარიი- 

ბის როგოშც # , ისე ჩ ეექტორისა, ე.ი. (4, ზე) პერპენიიკუ– 

ოაჩკიი ყიიიოა # თ ვექტორებზე ტაელებული სიბრტყისა. ეი- 
პოვორ ვექტორული 6ამრაელის სიიიტე. ამისატეის, ისევე რროტორეც 

სკალარული ნამრავლის კანხილეისას, ვექტორი იავამიხელოძი X, 

ღირთ, კი ჩოვატაესოთ X,0%, სიბრილეში /6ახ.I5/. 0აშირნ 

ნულისაკან ცანსხვავებული იქნება 8ხილოი #, ბზ), =/4ზ8ზ 5§5IMთ. , ე.ი. 

(4,წ)=( 0,ტ85Iი.9), /ტ,9// 

სათაც %. არის კურხე წ ია 8 ვექტორებს შორის. ამტეარა0, 

II4,8))54ტ850C. /გ,22/ 
ტერმეტრიულაი ია 

უექტორების ქეექტორული 

ნამრავლი ტრო ყრცძილა 

ამ ვექტრრებბე ატებული 

პარატელტრამის ყარტი- 

ხა. უნახოი როკჟორ ტანი- 

ჩსატტერება ა8 პარალე–  



=83>- 

ლოტრანმის დარითი /ტ,/!/ ტეწმორის ხაშუატებირ. /46,I2/ ყორმულის 

«აზახმაი, ამ «არიის კვალრატისატეის ტვექნება 

§ = 13 =კ22) 6 CC #MXM6I MM, ICI /. 

/7, რ ყორმულის ტარეალისწინებიი მიევილები 

572) 2 (4 #' ბე -ზიე ნი, 7 IV - 
1 X6 #IC /ტ,ე"/ 

7 (27M- 2 Mმბ). 
რაი0ტან 7." ანტისიმეტრიული ტენბორია, ამიტომ აოწიმზუვლი პარა - 

წეოტრამის ძარიის კეაირატი ტილი იქნება 

2 21 
512 ჰIMC . /0,25/ 

2 #, 

როჟორც ეხეიაერ, ეექტორული 6წამრსაელის სიტიიე ცალსახალასა 

ტანსაგოერუიო. მისი მიმარიულების ტანსაგზტერა კი იამატებიი პი- 

რობას ჩოითხოეს. შეეიანხტიერ ია მიეილოთი, რომ მარცხენა კოორლიი- 

წატია სისტენაში ეექტორული წამტჩავლის 8ინმარიულება ტაწისაბო- 

ერება მზარცხენა ბუჩლის წესით, ე.ი. # ეექტორის მობზრუნებიი 

ჩ ეექტორისაკენ უმცირესი ჰუთხირ, მარცხენა ბურღის ტაიაალტი- 

ლების მიმარიულება უნია ლაენიხეეს ეექტირუოთ წამრაელის მიმარ–- 

.– LV, „ზ) რულებას /ნახ,!6 /. მარჯეე– 

წა სისტემაში კი ვექტორული 

ა წამრაელის მიმართულება უნია 
# ტაწესაბტეროი მარჯვენა ბურ- 

ღის წესირძ. 

ჩ ვექტორვიი ნახრაეიი შე- 
ტარცხენა ბურღი ტეიძიია ტამოეიყეზოი ორი. 

უექტირის პარალიობის პი–- 

/ტ,ქ141/ 

    
    

6ახ./!7
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– ძ4 

რობის ლხასალხტენატ. 8არძლაც, ორი # იტა 8 ეექტორი პარალელუ–- 

რია, როცა ვექტირუო წამრავლი (4, ნ) =0 , რაც /8,I9 / ცორ- 

მულების იანახმაი მოტეცემს 

8 _ 8: _ 85, 
ტე. 54 ი. #. ჯ /ტ8,36 / 

ე.ი. ორი ვექტორის პარალელობისატეის სა9ძიროა 6ათი კომჰპონენ- 

ფები ერთმანეთის პროპორციული ილოს. 

ამტეარა0, ჩვენ იავინახეთ, რო8 ორი ქექტორის პირიაპირი 

ნანრაქლის 0იაქქეითებიი 8იიღოება ორი ეექტორის ს)ჰალარული 6ამ- 

რაელი (4, ზ)= 2 ;ა, ხოიი ანტისიზეტრიბაციით- ქექტორული 

ნაშრავო (/, 8),= X 23 6ა#6(4« მ-- აჩ). 
§. უექტორების ს უთ ნამრავლ. ახლა შევისწავლოი 

საზი ეექტორის შერეული წამრაელის დეისებები. შერეუო წამ– 

რავლი ეჩოლება # ვექტორის სკალარულ ნამრავლს (ზ, 61 ვექ– 
ტრორულ წამრაევლბე. იჭი, ცხაიია, ასე აღინიშნება: 

> 

(4, (8, 61). /გ,ე7 / 

შერეულ წამრაევლს აქეს შემიეცი ივისება: 

(4,(8,C1)+ (2,(2,ზ)1)=(8,(9,4)); /0,17'/ 

ე.ი. ქექტორების ციკლური ტალასმისას შერეულ წამრასაოთ არ 

იცვლება. ამ ავისების 0იამტკიცება ძნელი არ არის. მარძლაძა 

(4,(8,6))= 2 44 (8,0) - 2) ა V56ე /გ,28 / 

ანიყ შემძერტ 2ბ,ე7'/ დვიხება მიიღება 6. ტენტორის სიმეტ-
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რიის თვისების ტარტვაღლიხნჩინებირ. ტეექნება 

პ.ნ ჩC 5=).8 = + ტი 41%) 4:94 5რ ვახენ/ე ს” 
რაც ანცკიცებს გაის ჟოლბის სახარილიანიბას. 

ცხაძია, რომ შერეული წამჩავლი წნულის ტოლ იქნება, რუ ორი 

უეუქტორი ტროლის. 8ართღაც, /8,37!/ რძვისების ძალირ 

(4,4, ჩ))=(8,(4,#))=9, /ტ,40/ 

რაიცან ვექტრუო წანრავლ L, 2. „#1=0. 

ტერხეტრიულალ(რ, (ჩ, ზ) 

შერეულ ნამრავლი ტა– 

მოხატაეს #, 8) დ 

ვექტორებზე ატებუო 

პარალელეპიპეიის 0ო- 

ძუობას. მარიღაც ,I86I- 

=80§I" (#2) წარ- 

მოაბიტენს პარატელეპი–- 

ჰეიის ფუძის ტარის 

/6ახ.16რ/, ხიო ს = 

=#4-C05(/, შ,26),საიაძ X 

რახ. 78 ერტეულეანი ვექტორია 

(8,0) ვექტორის ტასწტ- 
რიე, პიმალლუპიპელის სიშაღლეს. ახლა უკვე ტასატებია /8,27!/' 

გოლის გჟოშუტჩიული შინაარსი: პარალელეპიპეიის მოცულობა არ 

შეიცვლები ირმის მიხეიბეირ, თუ რიმელ ორ ევექტორზე ატებულც პარა - 

იეილოფგრიშს ჩავთვლი“ ძხუძე0მ 0ა როზელ მესამე ეექტორს სიმაოლეტ. 

როცს საში უუქტორის შერეუთ ხწამრაეთ წუთს ტოლა, ე.ი. როცა 

ამ ეეეფოჩებშზუ ატებული პარალელეპიპეტის ნიცულზა უირის 6უCს, 
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მაშინ ეს სახი ვექტორი კინპლანარულისა /ერი სიბრტყეში მ8იება- 

რეობს/, საიიანაც,ტავის მხრივ, ტამომიინარეობს, რომ ვექტორე- 

ბი ჩრყიეაი იანმოკილეშჰჯღიას. 

ჩ, ეაჩეენოირ, როტ (#, ( ზ, )) შერეული წამრავლთ შეცტევიძლია 

ჩარზოვიიტინოთ ტეტერმინანტის სახირ. მარილაც, 

(4,(821)51:/,6ბ1=:54+2» -აჩ C, „ა, / 

ან 

(. 4,Iჩ,ბ))- 2 ნაარჟჩარ- /მ, 4«2/ 

ეს უკანასკნელ კი არის მესამე რანტის იეტერწინანტის ტცანმარ- 

ტება; ასე რომ, 
ტ, #ე #3 

(4,(8.ბ))= ზ, 8, ზვ). 
/6, #2/ 

C, Cჯ C3 

ჟანვიხილი სამი ვექტორი #;, ზ.;, Cა ია შევაიჟინოი 

“ შემიეტი იეტერმინანტი: 

#: #X ,/0C 

6ა),.-= ხზ: ჩზ4 ზ„. / 8,9“ 

C; Cჯ» C# 

·-საიქილა0 შევანოჩმება, რო8 რ ყ(C არის მესამე რანტის ანტისიმე- 

ტრიული ტენმორი. ის, რომ (XI6 მესამე რანტის ტენნორია, ცხატია, 

რა0ტა6 იკი წარმოაიტენს სამი ეუქცორის პირიაპირი ნაზრავლების 

წრლიე კომბინაციას. ნ):I6 ტენზორის ინიექსების შეცვლის ტოღრა- 

სია იეტერმინანტში სვეცების შეცელისა, რაც, როტორც ევიყიძ, 

იწეეეს იეჟერჩინანტის ნიმნის ცვლილებას. შეესიტინოთ შემიეცტი



ტამოსახუდლება: 

1 
V-3, 2“ 6:M«CC):V6, /4ტ,%5/ 

როზეოიყ რარმოალტენს 66 ტენბირის იუალუნ ნულვანი რანტის 
ტენმორს. რალტან ინვერსიის იროს 616 6ჯ/MC , ხილი პი- 

ოარუო /ჯ,88;, C; ვექტირების შემიხეეეაში Cქეც=- რა , 

ამიჟიმ V--V, ე.ი. V ყოლიის ძსევიოსკალარი. რაიტან CI, სრუ– 
როსი ანტისიმეტრიული ტენბორია, ამიჟიმ იჟი პროპირციული იქნება 

ა#6 ტენბორისა. მართლაც, /7,1% ძორმჩულის ითანახმაი, C)M#6 = 
#C 6ჯ:V. თუ ავირები 6=/, M= 2 ია §= უჟ, მიეიტები 6ყივ=C., 

საიაც C იქნება /8,6ე / იეტერმინანტი. ე.ი.:VM6=(4, (808. 
ამ ტამოსახულების /0,55/-ში ჩასმირ იავინახაეი, რომ V=/4,(8, ჯ?”. 

„5ხტეარარ, #/ტ,565/ «ორმულით ტანსაბტერულ მსევიისჰალარი ყოდილა 

#,8,6C ეექლიებზე ატებუო პარადელეპიპეიის მოცულობა. იუ /45 
"C/+,თ, C)./3=(0,ძX,,0) , ბ«=/ი, ბრ“ე.. .. მაშინ 4V-42:454=, 

მოცულობის ელემენტი იქნემა ელემენტარვლი პარალილეპიპელის მი–- 

ყულოშა. 

5. საჩი ქექტორის ორმაკი ვექტორული წანრავლ. ახლ) შე–- 

მოვილი ორმატი ევეეტორული წაზრავლი L4,(8,2)) რა მისიეის ტა- 

ვამტკიცოთ მეტაი მნიშენელეანი ძორმუო 

(4, -8.ბ)-8(4,ბ)– ბ(4,ზ). /8,46/ 

მარჯეენა ტგხარის აივილაი ტიამახსრერების მიჭნით კიიხულობენ 

”ბაც მინუს ცაბ ”. 

იატეკიცების მიმნწიი კანვიხილი ორმატი ეექტორული წანრა- 

ეოს C- ური კომპონენტი ია გამოვიყენოთ ვექტორვი ნაზრაეთს



=88> 

/8,!“V ფორმულა; ტეექნება 

(4,(6ბ))- ქე ნ:«64X L8,0),= 
/8,4+7/ 

< თ 600 ზ.ა” #<ხა:C.· 

/7,2!/ თვისების ტათეალისჩინებით შეცეიძლია იაეჩეროი 

– 

Iტ,(6,0),"ქ) (ბაბი -მთ ბთ) 8» C») /8,46686/ 

წიიტჭრაყიის ჩატარების შემზიეტ იატერჩება 

(4I8,2)),=8, ბ“ 'ჩით-C254ოჩი, 
/ტ,-9 / 

# / ჰე 6» “2 

რაც მართლაც ეზთხეეევა /0,§6/ ფორმულას. 

ტ6. ვექტორების პოტარრბა. მართატია, ტენმორების პოლა- 

რობა ბოტაიი სახირ ალჩე ტანვიხილეთ, მაკრა8მ ბეჟი სიცხაილის 0ი- 

პ6ირ ამ საკიიახს ქექტორებისარტეის ერიხელ კიმზევ შევეხებირ, 

როტორც ვიცირ, კოორლიინატძია ტერძების ინვერსიას – სარკისქბურ 

არეჰელას სათავის 0იმარი, შეესაბამება წერტილთს ქკოორლიინატების 

შეზიეკი ტარიაქძნა: 

/ 
4,>-2%,=- 2) ბე(%/“ /ტ,507/ 

რუ ინვერსიის 6იმარი ვექტორის კონპინენტებს იტივე 0ვი– 

ცხება აქუძ, რაც კორრცინატებს, ე.ი. ტარლიაიქმნებიან 'კანონიი 

_ #,>-/:, /ტ,5/ / 
8აშინ რი 7,/M ძაქვექტორს წამივილი ანის პილარული ეჩოლება. 

ტეომუჟრიული ინტერპრეტაციის მიმნით ჟანეიხილორ სიბრტყის შემ- 

ჯხუეევეა, რომელშიაც ავიღო 0X2, სისტემა. 8არიალია, ამ შემ–- 

თხვევაში ორივე ღერძის არეკვლა მზობრუნებაზე იაიყვანება, 6ა–- 

ტრამ არე. ჯოიხას ეექტორის ყრყაქცევის საილუსტრაცირი0 ანას ახი



შეიძიება ყურაიიება არ მივაქციოთ. სიბარჟივისაივის ტანეიხილი 
, 2მქტორი, რიმლის ბით საიავეშია ბიირავსებული. არეკვიილ 

0+,'>2/ სისტემაში /ნახ.(98/ # ვექტირის კომპონენტები არი/-4;4), 
რაიცან ეექტირი ღერძების არეკელისას აიტილზე უნია იარჩეს. 

მაშახაიანე, პიიარული 

/ნამივიოთ/ ვექტორის კიმ- 

პონენტები იჩვერსიის ირის 

ნიშანს იცეორან: ნწამივით 

უექრრრია, ზატარიირაი, რა- 

იიუსვექტორი 7-2) 6 2% 
0ა ბისი იროის მიხელეირძ 

ნარმოებულები: სიჩქარ – 

წ-4, აჩქარება C« " 
4 «ს 

ახლა იავუშეაძ, როშ ჩ 

მ ვექტორის ჯჩპინენტები ი6- 

უერსიის ირის ტარიაიქრნნება 

ჰანინიი 

” 8; · #ტ,52/ 

რაიტან არეკეოდლ სისტენაში 

8 ვექყორის კონპინენჟები 
ნიშანს არ იცელიან, ეს წიმ- 

რავს, რომ ინვერსიის შემ- 

ნახ.20 იხეევაში 8 ვექტორი 0ხიმა#რჩ- 

თულებას იცელს საჩინაატწიეჟვირი /წახ.20/. ეექრორებს, როიბოს 

კრმპინენტები ინვერსიის იროს წიშანს არ იცელიან ძსეელო /ცრუ/ 

ვექტორები ჰქეიარ. ახსერ ვექტორებს ხშირა0 აქსიალურ /ტერძულ/ 

ვექტორებსაც უნოლებენ. როტო”ც წესი, აეხიალური ვექტორები ”"შე- 

რტენილი” ეექტორების. ასე მატალიძად, ორი პიტარული ეექტორის 
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უექტორულ წამნრაელი იქნება აქსიალური. მარილას, ქექტორული წა- 

ტრავრს ტანმარტებაში 

(4,ზ) = 2) ნ,.C/ ჩ, /#/ტ,54/ 

ჰპირიბის რანახმაი, რ”ივე ეექტორი პოლარულა, 6:46 კი –- აქ- 

ხიაცტური, ამიტიმ არეკელს იროს მიეილები 

(#ზ1>= =გენ ნაჯე/X8(<6უ 6:#§ C44X- მ.) /6,5- / 

ზამასაიამე, 

(4ზ),> (4,ზ), , /ტ,55 / 

რაც ტეიჩეენებს, რომ. (/ ,ზ) ნწატჩაეოთ აქსიალურიას. ცხალია, 

ჩიცა ვექტორულ წამრაელში ორივე ეექტორი აქსიალურია, ვეეტორული 

ნამრავოცყ აქსიალური იქნება. ხაშასაიაზე, ვექტორული წამრაელი 

რიმ ნამიეილთ ეექტორი იყოს, საძირია ერტი ვექტორი წამიეირ 

იყოს, ჩერრე კი აქსიატური. არაწიშნაევია, რომ ნანივილი ვექ- 

ტჟორების მიზარივლება ტანსაბლერულა ტეიიძ მოძრაობის ა6 ურიიერი- 

ქმეტების ხასიათირ. ასე მაჟალიაიგ, სიჩქარის მიმარი«ულება ცაC– 

სახაი ტანსაზოვრურა ნწატერიატზი წერტილის ჩოძრაობის წმიმარი3- 

ლებით. იტივე არ შეიძლება იძქეას აქსიალური ვექტორის შესახებ. 

მავკალიაი, კუიხური სიჩქარე ცალსახატ არ არის ტანსატოერული 

გრუწეირ. გისი მიმარიუვლების ლასაიტენაი საჭიროა იაზატებიიი 

შეიანხმება. კეურძიოი, საჭირრა შეიანხტება ინის შესახებ, რუ რას 

ეჩოიება გრუნეის იაიებითი მიზარიულება: იჩას, რომელიც ემიხვე– 

ესა მარჯვენა ბურღის მოძრაობის მიჩართულებას, რუ იმას, რომელიც 

ტარცხენა ბურლის მოძრაობის მიმარიულების თანხვიენილა. ძიჭი- 

კაში ბრუნეის კუ«რხური სიჩქარის ტარია, სხუა აქსიალური ვექტი– 

რებიც ტეხვცება. აქსიალურის, მაჟალიაიგტ, იმპულსის ტიბენტის=|” ჩ),



რამიენაიაც იკი შეიცენილა ორი პიორული ქექტორისატან. შემ- 

რეტი მნიმენეოვანი აქსიალური ვექტორი არის ბატნიტური ველის 
დაძაბულობის ვექტორი. მარიიაც, ძარა, რომელიც წერჟილიეან 6 მუ- 
ხტზე ტიქმეტიებს ელექტრომატნიტურ ეელში, არის ე.წ. ლრენცის 
ძალა 

წ-+6+ 3022, == 

სარაც 6 ელექტრული ველის იაძაბულობაა, ?7 -მუხჟის სიჩქარე, 
ქ6-ბაანიდური უელის იაძაბულობა, ხხო C -სინაილის სიჩქარის 

სიიილე. ძალ ია სიჩქარე წამივილ ქექტორებია, ახ იომ ელექტ- 

რული იაძაბულობის ვექტორი ნამიეილი ვექტირი იქნება, ბაჟნიტური 

უელის იაძაბუთბა ყი – მსეეირეექტორი. 

ახატია, რომ ერინაირი პილაროიბის ვექტორების სკატარული 

ნამრავლი წნამივილი სჯალარი იქნება, სხვაიასხესა პოლარობის ქექ- 

ფირების წამრაელი კი- მსევლოსჰალტარი, ე.ი. სიიიიე, რიმელიყც არ 

იცელება კორრიინატია სისტემის ტობრუნებისას, ხით ნიშანს იყ= 

ელის ინვერსიის ირრს. მაკათიაი7, (8,7) სჯაიარული ნაჩრაევლი 

ისევქირსკატარია, _რაიტან იჟი ნიშანს შეიცეოს ინვერხსიისას, 

ხით სიტიიე (6, #ჯ უკეე წაბიეით სკაიარი იქნება. აღვნიმ- 
ნით, რიმ სამი ნწამიეილი ვექტორის შერეული ნახრაეო /4, (8, ბ 

იქნება 4სეეიისყკალარი ლა, რალტან ეს წამრაელი ტამიხატაეს ან 

ხან ვექტორზე ატებულ პარალელეპიპეიის ჩოცვობმას, ამიტომ ჩო- 

ცულირბა ხრყირ მსევირსკაორულ სილიძე. 

რიკორც 6 უ1ე-ში მიეუთირერ, ჩეენ შეკვიძოა წაცელაი კორრ- 

იინატთა ტფერძების იწევერსიისა არეჰელ ტრიეახიინოთი თელირ ეექტო– 

რებისა, სისტემის ლერძები ჰჯ# უცვლელი იაეტოვოთ. 0აშინ /#,5!/ 

ტანმარტება ტვეუბნება, რი0 ინვერსიის პილარულჩა ეექტირმა მი- 

ბზარიულება უშ60ა შეიცეალოს საჩინააღზიეტოთი, ე.0.#-X-/1 აქსი- 

ალიური ვექტორის კომპინენტები იწვერსიის ტროს არ იცვლება, ამი- 

ტომ მისრვის ტეექნება ტარტაქმნა ზ8-–



საინტერესოა მიეუძიროი, რომ რაიიუსვექტრრის იწეერსიას 

!“.-»” სჭზერულ კიირიინატებში შეესაბამება ტარიაქნნა: “I, 

8-ა2-0, C-+Cდ+298. 

7. უექტორის ინეარიანტები, უეექტორისაჟან შეიძლება 

შევაიტინორ ერრალერბი იწეარიანტული /სკალარული/ სიტიიე, ე.ი. 

სიიძიძე, რომელიც ლამოკიიებული არ იქნება კირჩგინაგვბა სისტეტის 

შერჩევაზე. ასერ სიიიიეს ჩწარმიაიტენს ვექტორის სატარული წატ- 

რაელი იავის რაერან, ე.ი. უეექტორის სიგრძე 742, #). ა”ე– 

ყირისატან მეიტენით ყველა სხეა ინეარიანტულრ სიტიცე 8უნქცია 

იქნება 4 8წ ისა. X 

2C ერიევოვანი უექტრის შემცველი ტამოსახულებებინ 

ტასაშუალება, ფიბიკაში სხეაიასხეს ამოცანების ამიხსნის 

იროს ხშირალ ტვძირიება უერტეულრვანი ეექტორის შემცველ ტამინსა- 

ხულებების ტასამუალრება; ანიტო6 ამ საკითხს ტანერილეშიტ ტანვი- 

ხიტაერ. => 

ავილი ერიეულეანი ვექტორი IL (IM,Iმყ,ა), რომიის სხეა- 
ტიასხეა შესაძო წიმარჯულება ტიროლანბიანი იყოს. ტავასაშწუალრ 

ამ ეექტორის მიტეუზელები ყეელა მიმარგულების მიხეიუირ. ამისა» 

ტეის ხეისაყრელია სდტერული კორრიინატების შემოტანა. ცხაილია, #ომ0 

სფერულ კიირიინატებშიწვექტორს' ექნება მიტეწელები: 

M„.= §I))0C05V, 

Mვ= 5110 5I7M, /8,57/ 
Iგ= C0560- 

წეშისმიერი #4 უექტრრის რომელიზე მიტენელის საშუალ ყველს მ0- 

ტარიულებების 8იხეტეიი შეტეიძილია ტანესაჭტეროძ დორმულიი!: 

2.90 1 ტრი, 
6“ (7 ფ? ძ ი 

ი ”ი 

  

/8,58 /



–=93->- 

საიაც თ“ი- §(.0040 ძ« სხეულეასნი კურხეს. რაიძტან სრული სხე- 
ულვანი კჰუიხე ტოლია 4 –ს, ამიტონ საშუალრსარეის საბილოტ 

ტვექნება დ«ორმულა) ; 

#ა.= #2 ა) 4 /,ძი, /0,59/ 

რიცა /#C მულმიეია, მაშინ /8,59 / ცანმარტებიიან ცხალია, რომ 
#4, = <,/4/ , ე.ი. მუინივის საშუალო ემიხეეეა ან რხუიზიეს. 

ატვილაი შემოჩნიება, რომ წ. =IMგ5=M-=0 ი რმატალირაი0, 

M/ –იხსათეის, 8ართლაც, ტქვექნება; 

პპ, V გ) _ (ნისისCნი(4/-ი. #0,6ი/ 

რაჩხიენატაც წ 5ი0ემიტიბ ი 1 , იმიენაი აიბი ჩ%I. 
აივით ტისახეეიმრიას, რიმ ნულის ირღლი იქნება ატრერეე 6ე- 

ბისმიერი კენი რაოიენრბის ს, მიტენელების წამრაელა საშუა–- 

(ჰყ, მატალირაძ, M; წაMC=0 0ს ა.შ. ევიპიოეორ ლუწი რაოტქ- 

ნობის I წამრავლრსა საშუალ. ამისათვის ჩეენ შეტეიძლია ვისარ- 

ტებლი /8,59/ დ«ირმულოი, მატრან იკიეეს უყცრი ალეილაძ ტავაკუ– 

რდებრ ტენბორების რტეისეტების ტამოყენებირ. ჯერ ეიპოეირ ჩ; I. 

ცხალია, რომ III მეორე რანტის სიმეტრიული ტენბორია, ამიტომ 

იტი პრიპირციული იქნება ნჯჯ ტენმორის. რალტან მე:>შე/,ანიდიმ 

წეტეიძლა იავჩნერორ 

M.M-50ბა«) /ბ,6(/ 
საიაც C არის 0ულიმივი. ამ მუიზივის ტანსასაზღოერავაი მ0რეახიი- 

წორძ /0,6!/ ტოლობის ორივე ნხარის იაქვეირება. ტვექნება 

25 Mტ=62:00:= 8365, 
ხაიიანაცს '6= ვ ამიტომ საბოლოლ ძტეექნება მნიშენელოვანი 

დირმუია Mა=+ ბა /ტ,62 /



ახის ეიპივი IM M, MM» ნაზრაელის საშუალ. ეს წანრა- 

უღ იქნება მეიტხე “რანჟეის სიმეტრიუოთ ტენბორი, ატიჟოტ იტი შე- 

იძიება ტაზიეხატოთ 0ჯ;L ერჩეულეანი ტენმორების საშუალებირ. 

ჰერძოი, შეტეიძლია იაეჩნეროი 

(ი სეი) C (წას +ბაფ (70 ო ბინ )' /გ,63/7 

C –მუიმივის ტანსასაზტერაეაი /6,62/ ყოღბაში აჟილი 6=# , 

§=M ია აეჯანიშ, ტეექნება 
თლ ეჯ „ლზ 8#5(+78/5;4) 

2M2)M =C(2:%42" 00 2 60,“ 2 #«6-%6C6//ც 

საიტანაც 1=C(9+3+3)=/5C . ტაშასაიანე, C=1//5 , ამტკა– 

რაი, საბილორი ტეექნება 

(ჩა „ ჩი) რლვველი ან +ბი» 5) /8,6%/ 

ია ა.შ. ასევე ეიპივირ უძრო ლილი რარლენობის წ; კოზპინენტების 

წანრავლოა საშუალჭლსაც. 

ბეზიი სჩიტებულ დორზულების საშუალებით შეტეიძოა ეიპიეორი 

მიელ რიტი ტამოსახულებების საშუალ, რომლებიც ერიეუვლრეასნ ეე– 

ქტორს შეიცავენ. ვიპოეიბ, მატაოიაი, (ჩM,ჩ)( ”ზ) კანოსახუ– 
ლების საშუარ, საიაც # ია 8 რუიზივი ვექტორებია. ტეექნება 

(#,რ)(რჩზ)= 25-M#L2.MჩM=2ა#(%/M= 
.. . + 7 . 

= ბ: რაზჭ ბ;# 3 2. რ, 8. 

მამასაიანე, 

(#4)თ ჩ)=1(4,ზ). /ტ,66 / 
–პ 

კერძო შემიხეევაში, როცა 4=8ჩ , 08აშინ 
(#2)--ჯ#4' /ტ,67 / 

/8,65#



უხ შეიეჟი სხეანაირაირაც შეტეიძლია ჩივილი. 0არილაც, 

(#,4)> 72": 90 « 4 050; 
  

/ტ, 68/ 

შეენიშნოთ, რომ /გ,59/ ფძირჩულის მანახხაი 

C90> + 6L ('თძიძი-ჯ, /6,C / 

== LL 
-L - 

§I1 0 = >XI I §ი040-+1, /0,70/ 

ამიტომ /გ,68/ დორჩულასა იაემიხეეეა /0,67/-ხს. 

უიპივოი ასეტი ინტეცრალი 

I= (C54)(,ზ)რი. /0,7!/ 

საშუალოს ტანსაბლერის ძალით 

ჰ7/= 45(#2)(§8)5 4 /4,ჩ). /6,72/ 

ამტეარაი, 

ILი, ჩ)(7, ზ)ეძი >» 43(4, ზ). /6,73/ 

ახია. ტანვიხიირი (MI), ზე) ნაზრავლის საშუაო, საიაც 4 

ია ჩ ჰელავ მუიმივი ეექტორების. ტანრეიყენოი ეექტორკო წამნ- 

რაეოის /8,!5/ ტანმარტება; ტეექნება 

(6,717 91)" 2- ნ82), (იწჰ" 
< “ი. 2: 2. 6:X(6 IM. C,ოი ო” ს 

ტაგოვიყენოძ /04მ, “/ ხში, და /8, ირი ი გივახიინიი ფყილტრა- 

  

/ტ,7%/



> 96-= 

ყია ბი. –ირ. მიეიტებრი: 

–_––>>ძ>.ძსასაენეგბებსესნს,–. 

((I,4),C, ნ))=3 2.რ)ზი2. 6 ნაი /0,75/ 
, ბ 

/7,Iც, ყლორმუოს ტარეაოსჩწინებიი საბილოი ტეექნება 

75 9 ავვოლ 9 ((#41,66ზ1)= 3 (6). /0,76/ 
ჰერში შესნიხეევაში, რიცა # =8 , შეტეიძლა ტიაეჩწერორ 

( 2414- 9 ჯ1 

“ვ3“? /8,77 / 
აგ დრმულის მიღებაც შეიძლება სხვა ტბირ, რუ ტაეიტეალისჩინები, 

რიმ §,ე20= #. 
3 

ახია ეიპიეოი (M4)L60ზ) ვექტორის საშუაორ, 2 თ 8 

მუიზივი ეექტორებისახეის. L –ური კომპონენტისათვის ცვექნე– 

“ 008 ზ), =2- „ ი 2. 6I()» IM 8 = 

= 2. 2. 8:იო რჩ M(I = 

8 

  

/8,76/ 

532) 2 ნიო /#ჩაზ +. 3 +“; 72 ს) თრ»8», 

სახიიანაც საბილრი მივიდტები: 

(#,#)(#ჩ1-1ჯ (4,8). /ტ.79/ 

ჰერძო შემნიხეეეაში, ცხატია, (ი, # ) L M,#) =0 

ვიპიეორ კიიეე ერტი მნიმენელვანი ტანოსახულება. კერძიი, 

კამოვარკვირი, რის ტოლია II(M, #)) ვექტორის საშუალ, როცა # 
ზულმივი ვექძორია; ცხალია, რონ 
(M(რ4)1 5 ჩა 2Mჩ =254/.M IM=+#: ; ' #გ8,80 /



–=97- 

მაშასატამე, 

ე 9; 
M(M,/)= 1 #. /46,8!/ 

<< – 
იაბოლს ტანოერვალოი ( ჩ, (4,M)) ორმაჟტი ეექტო)სული ნამრაე- 
ლის საშუალ. "ბაც 0ინუს ცაბ" დირმულის გამოყენებით შეცკეიძლია 

იაენერორ 

I# 4 1 ქ + MVI,8)= 4-M(ჩ,4), 
/ტ,82/ 

იუ ტჟავიიეალხჩინები /4ტ,ტI!|/ ძორჩულას, ცეექნება 

> - 2 2 
: (I,C4,11=14 /ტ,გე/ 

ია ა.შ. ასერივე მეროიირ შეტეიძოა ეიპოეირ წებისჩიერი ტახოი- 

სახულების საშუალ. 

9 9. რეორე რანტის ტენზორები 

ამ პარატრაძში შევისჩაელირ 6ეორე რანჟის ტენბორების ძი- 

რითრაი ივისებებს. ამასძიან აღენიშნოთ, რომ ტოელენების ყ«ისგიკური 

რტვისებების ტამისახატაევაი ძირიძაიაიტ ტამოიყენება მეორე რანჟის 

ტენმორები, ქვენგორ შემოიეისატრერებირ სიმეტრიული ტენმორებირძ, 

რანიენაბაც ანტისიმეტრიული ტენზორი ეკეივალენტურია ვექტორისა, 

ვექტორების #ეისებები ჯი ჩეენ ჩიწა პარატრადში ტანეიხილერ. 

ტაეიხსენორ გხოლი, როტ 0ეორე რანკის ანტისიჩეტრიულ ტენბორის 

ტუალური ვექტორი ტანისანტერება «ორმუოი 
– : 

#:52 2. 60MIM /9,!/ 
ჰ , 

საიაც /:5(713,71/, IM) · შევნიშნიი, რობ, როცა "წყ, პოლარული 

ტენმორია, ე.ი. ინვერსიის იროს I)#= IM  , ტაშინ 

7. .L / ' / .. = #; 2 21 ნყMVM<2 2, ნყ#V #, /9,2 /



– 

· , 
ე.ი, /#ტ, ვეეტორი აქსიალურია. ასეექე, როცა ინეერსიისას ”7»= 

, 
=- წე მაშინ ტეექნება /#:=-/4#ა , ე.ი. ტუატური ვექტორი 
პოლარული იქნება. როცორც აირე ტავამტკიცეთ, შეიძლება პირიქი- 

რაც, I ტენტორი ცანესაბოვროთ იუალური ვექტორის საშუალე–- 

შირ. სახეტიობრ, ამისაივის საჭიროა /9,! / ტავამრავტორ 6ნ(იი 

ტენბორბე ია მოეახიინოი აჯანეს < ინიექსით; ტვექნება 

(ლ 

2. #82 1 2 ანი 65სყ#ე ჯ 22, კ" : C (I 7 /9,9/ 

მარჯვენა მხარეში /7,2I|/ თორმულის ტამოყენებით ლა ბა ხიმ- 

ბოლოებით ფდილტრაციის ჩატარების შელეტა0, საბოლოოი მივიღებთ 

ოი 2) ნათიჩს. /9,/ 

ახლა ჟანყიხილდრ სიმეტრიული ტენმორები. იავინყოთ მეორე რანტის 

სიწზეტრიულტი ტენბორის იიაცონალურ სახეზე იაყვანირ6. 

I. მეორქპრანტის სიმეტრიული ტენბორის იაყეანა ტგიატონალურ 
  

_აუშე ცანვიხილორ მეორე რანტის 'I;# სიმეტრიული ტენბორი, 

როზლის კომპონენტები 6ნამიეილი სიტიიეები იყოს. იხავხვათ ასეთი 

კირხვეა, ხომ არ შეიძლება ჰშორიინატთია სისტემის საიანაიო შერ- 

ჩევიი "I. ტენბორი ტაეხაილოთ ტციატონალური, ე.ი. მიეცეთ უ> % MX 

სახე, ხაძაც #M რიცხვებია. ავიღოორ „IM –ს სკალარული 6ამ- 

რაელი რაიმე ქ ეექტორბე 2- (M/ =ზ; მივიღლღებრ რადტღაც ვექ– 

ტორს, რომელიც. საბოტატრი ა. იქნება 2” ვექტორის პარალელური. 

ჩ ვექტორი /#ს ს პარალელური იქნება ცხოლი იმ სისტემაში, 

რომელშიაც II-ს აქუს ლიატონალური სახე. ამიტომ მოვიქცერ შე– 

ბრურნებირ. იავუმეაზ, რიმ წესრულებულია პირობა 

გამი, =24+%, /9,5 / 

საიაც #” რარაც რიცხვია ი7ა ტაზოვარკვიოთ ამისარვის, რა პირო-



– 99 – 
წ, 

ბები უნძა იაეიოს 4 ქექტორსა ძია ი რიცხქებს. რაიტან 

#რ552) ბერ” , ამიტომ /9,5/ ასე ტალხაიჩერება: 

ა. (1-4 ბეა)/4+= =0, /9,6 / 

ამტეარა0, 2 ვექტორისა ია/ რიცხვების ტანსასაბოვრაი მივიდეთ 

ნრყიივი ერტტვაროქვანი ალტებრულ ტანტოლებარა ხისტემა. იმისარძვის, 

რომ მას ჰქონიეს ტრივიალურისატან ტანსხესვებული ამიწახსნი, სა- 
ყიროსა სისტემის იეტერმინანტი იყოს წულის ტოლი, ე.ი. 

შე-8 წ "სვ 

მ, I12“#/ კ | 9: /9,7/ 

', 'I32 შჯვ–/ 

ეს უკანასკნელი კი ჩარმოაიტენს კუბურ ტანტოლებას #4 –-ს მიმარი; 

მას საუჰუნეობრივი ტანტოლება ეჩოიება. /9,7 /-ს, საბოჟა0ო09, 

ექნება სანი წMMI ერიმანეტისაკან გკანსხეავებულთ ჭშჭეხსეი. 

რაიტა6 კ” კომპონენტები ნამივილი ია სიმეტრიულ ა, ამიტომ 

ეს დესეებიც ნამივილი, იქნება. იასარწმუნებლაი /9,5/ ტანოსახუ- 

ლება ტავამრავლოთ #; –ბე ია პკეჯაგოი «<- რი; ტვეექნება 

2: რაა 
/#L= -+M /9,ტ/ 

2)I/II 
ამ ჟამოსახულების მნიშენელი წამივილი ხსიიტიიეა, ამიტომ საკმ8ა– 

რისია ვაჩეენოთრ, რომ მრიცხველიც ნამივილოა..აევილრი მრიცხეელის 

კომპლექსურად შეუოლებული ია ორმატ ჯანში მოეახიინიი #29 # შე- 
ძელსა. ასეთი ტარიაქმნა, ცხაცდია, ჯამის ნნიშენელბას არ შეც- 

ელოს. ტვექნება 

(2.7 შარრეო ბე? (MX. ა5გე რი, /9,9/ 

 



წ 
იუ უკანასკნეტც ჯაზში ტაზოეიყენები 1: =I7-% სიტეტრიულბის 

პირიბას, ტეექნება 

(დ #4 2) 2ა წი, /9,!0 / 

რაც იმაზე ტიტეირირებს, რომ /9,6 / ტამოსახულების მრიცხვერც 

წამიეილა ია, მაშასატამე, წარ # ნწამივილთ რიცხეებია., ამ 

რიცხეებს ტენბორის 8იაეარ ან საკუტარ მხნიშვნელრბებს უნოლებენ. 

2, (=I2,3) იესვების ბნიშენეთობაია /9,6/-ში შეტანიი 

6იეიტები ტანდიებარა სამ სისტემას 

ბრ - 2,ზ,.)/4" =0, (აგა) /9,!I/ 

(« « 
საიტანაც განისაბიერება სანი ვექტორი /40(/ბ/ 7 /)! 7/4 რ “ 

ეექტირებს ტენტორის საჰურარ ვექტორებს უწიიებენ.. რალიეა6 ტან- 

ტრლებარა სისტემა ერთტვაროვანია, ამიტო6 ჩვენ შეეძლებრ ა8 ეექ-– 

ტორების მნხიილი მიმარრულებების ცანსაგლერას, სილხიით კი ისინი 

რანუბოერელი იქნება. ამასრან, როტორე აილიტებრიიან ცნობილა, 

#/ ამონახსნები პროპორციულია ტანტილებარა სისტემის იეტერ– 

მინანეჟის ატვებრული ტანატებებისა, ე.ი. 

ს. I9-2, ს თკ 57, | რ I» “ 1 წეს 18% ჯ/ , 

3: წუვ-ი, 2“ ” – ! სფ შ.-ს კჯ-44 'I3| უელ 

“) +” !ჯ“ #, =C 
თი, 35 

სარაც C, ტანუბივრელ მუდმივია. ი 

იაეასმტკიცოთ, რო86 ჩიუებული ხანი საკუთარი ვექტორი /0! , 
– . _ 

/!ა, /ტ“!?, როცა 7,#2:# 7379) ურთიერთმარდთობულია. ამისა



თივის იაუნწეროთ /9,!! / რირი ტანსხვავებუთ 2, და 2“ ძესეისა–- 

«ვის () () 
2. II =##4) 

(2)_ /9,Iე / 
2 ა. =2,/M 

პირველ ცანდოლების რრივე მხარე ტაქამრაელოთ 27 –-ბე, მეორე 
V 

#; –ზე ავჯანოი «4 -რი ის ერთნანერს ტამოეაკლორ; 8ივიღებრ 

3 (2) (I) „(2 > ი, 441 ა მი04/X(2-2)214 #1 50, ,9,/%/ 
) 

დუ მარცხენა მხარის პირეელ.ჯამში მოეახიენი ==->M შეცელას 

ია ტავითვაღლისჩინები II. = VI პირობას, 8აშინ ეს ჯამი 0ე- 

ორე წეერს იაემნიხეევა ძა შებეტაძ იატერჩება 
2 

(4) / (3) 
(1-4)2.4: /#, =0. /9,15/ 

რაიტან პირობის იანახნმაი 4, «#M/ა:, ამიტო86 ტვექნება 

5 ქ რ( ტი) #X-ბ, /9,I6/ 
«=/ 

რაც მარტლაც ამტკიცებს, რომ ტრ პერპენიიკულაიულა ტ“ მექტი- 

რისა. ასევე ეაჩეენები ორიოტონადობას ნესამე /L7 ეექტორრანაც. 

ამტეარაძ, ბოჟა0 მემიხეევსში, როცა საუჰუნეობრივი ტანტო- 

ლების დესვები ტანსხვაჟექებულია, სიმეტრიული ტენბრორისარტეის საგი 

ისეტი ურთიერთმარითობული მიმარიძულება არსებობს, რო8 ერთი–-ერიი 

სამ მიმარ«ტულების ტასწერიე აღებული ნებისმიერი ეექტორის სკალა - 

რული ნამრავოი ILM ტენბორზე ნოტეცემს იტივე მიმარიულების, 
როონი ტცტანსხეავებული ხიტიიის ახალ ვექტორს. ამ სა8 მიმართიულე- 

ბას ტენბორის მრაეარი ღერძები ეჩოლება, ხრლო მიავარ ტერძებ- 

რან იაკაქმირებულ სისტემას – ტენბორის სა_კჰუძარი სისტემა 

/6ახ .2!/. როცა რომელიმე ორი დესეი ტრლია, მაშინ საკუძარი



წ 
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ქექტირების ორჯოტონალობის ბემიი მოყვანილი იამტკიცება აღარ 

ჟამოიტება. ჩატალირაი, რუ 

#=X,5=4, /9,!17/ 

მაშინ 6-იი შესაბამისი #4) ია 4-0 ვექტორების ორიოტონალობა 

აუცილეშეო არაა, ტუმცა ისინი კილაე მართობული იქნებია6 გრ 

ვექტორის. 

რაიბტან /9,!I/ ტანტოლებარა სისტემა ერრტეაროვანია, ამი- 

ჟომ ამ ორი ეექტორის წებისმიერი ნრდიეი კონბინაცის ისევ ამო- 

ნახხსნი იქნება იტიეე საკპურარი ნ6ნწიშენელრბებირ. მარილაც,აშკა- 

რასა, რომ ) 

+4(/I) „ გ(1 6 0 ტ 
4-6#%6 /9,I8/ 

კიმბინაცია /9,!I/ ტჟაწყოლებას აკმაყოძილებს, რაშიაც ალეილა0 

იაერწმუნიებიი უშუალ ჩასმით 

2არ/-2ბს/4#26 2ა(მ% –2,ზ0#M% 

+0,, 2. (უ«- მაქ. ; 97 

ანცეარაი, ყოველი ვექტორი, რომელიც ქრ რა #'ჰ 7 ვექტორების 

სიბრტყეში 8მიებარეობს ია ტა5ისატტვრება ამ რირი ვექტორის ჩრცვი= 

უი კიმპინაციირ, ასევე საკუიარი ეექტორი იქნება. ცხატია, ეს 

ვექყორი პერპენიიკულარულ იქნება /1! 2 –ვექტორისა:( (4 #)=0. 
აჩმტეარაბ, ჩეენ 6ნივიტერ, რო0 უექტორი ნარიობია შესა- 

მე, ტან!ხვავებული ს»აკუდარი ტნიშენელობის შესაბამისი რეე 

ორისა, მეირე მხრივ, /# ეექტირი ფოველივის შეტეიძოა იავ“ 
შალი ირ ურაიერიზარიობ წიტენელალ, რომლებიც /ტრ) „ან ერიაი 

შეენწიან საზ ' ურიიურამარაობულ ტერძია სიხვემას. ახასიან, 

ყხაიია, რინ # უექტირის წარმოიგენა ,#9 იც ტარლობ სიბრტყე- 

ში ორ 0აიძობულ მიტეწელატც მესაძლეებელია უამრავი კგით, ამიტომ



=I03= 

,' 
Xჯ=7 დანმიხვეული ზესეების შემიხეეეაში 02%» სიგრტყეში 
ტეექნება მიაქვარი მიჩზარიულებების უსასრულო სიმრაქლე. 

უნახოით, რა სახე აქეს მეორე რაწვის სიხეტრიულ ტენზორის 

საკურარ სისტემაში. ბენ ?ქნულის რაწახტაი ა6 სი'გეზაში ტენ- 

ბორს უნია -ჰქონიეს სახე 

II =7 „ბა. /9,20/ 

მართლაც, ამ ტენბორის /4M ვექტორზე სკალარული ტამრავლებიი მი- 

ჟილები იკიუე მიმარიულეშის ეექტორს 

2 MM#M= ა. 2Mბ,#(#M=2ჯ44.ა · /9,2!/ 
%« M 

როტორც ეხეიაერ, ტენზორის საკუძარ სისტესზაში ტეორე რან- 

ტის სიმეტრიული ტენბორს ჰქინია იიატოწნალური სახე 

#09 

თ-(: #20)“ /9,22/ 

00 MM 

ხაშასაიანე, ტენზორის საკუტარ სისტეზაზე ტაიასერსას ტენზორი 

იაიყვანება იიატონალურ სახეზე, იიაჟონალზე სოიავსებული იქნე- 

ბა ტენბორის საკურარი მნიშენეთბები. იეკარტის ·კოორტინატია 

ერთი სისტემიიან მეორეზე ტაიასელს ხორციელლება ჩწრყივი ორირ- 

ტონალური ტარიაქმნებიი, ამიტომ ჩვენ მივიტლერ ასეთი შელტეცტი: 

ა იი ყიველ წამივილ მერრე 
  

<ც 
ტ ' რანკის სიზეტრივლ ტენ- 

ტორი წრყიეი ორირტონა- 

ლური ტარიაქნნიით მეტეი- 

4– ძლია იაქიყეანირ ტდიაჟრწა- 
«ე) ტი 
# ლურ სახეზე. 

როცა ყეელა საკურძარი 
ნახ. 2! '



მნწიშენელბები ერიხანეთის ჟიიია 2, = 42 = 23= 2 , მაშინ 

”Mს=2 ბ;# ამ სიტიტის #; ვექტორზე სკალარული ტამზრავლე–- 

ბის შეძეტატ მივიღტებრ 

2 MM,“ 2.2ბ,(#.„=#74ა, /9,21/ 

M M 

ამიტომ, აგ შენახვევაში, ყველა მიზარიუუბა 8იავარ 8იმართიუ–- 

ტებას წარზრალტენს ძა მართი არჩევა საესებირ ნებისმიერია. 

2. მეორე რანტის ტენტორის იწეარიანტები. ციბიკჯაში მეტაი 

იიიი 8ნიშენელბა აქეს იმის ტარკეევას, იუ ჰკრორიინატრია სისტე- 

ტის ტარიაქმნისას ტენბორის კომპონენტებისატან შეიტენილი რომე–- 

ლი კიბბინაცია რჩება ინეარიანტული. ტანვიხილრრთ 6ებისმიერი 97 

ტენბორი ია მისი კომპინენტებიიან შევალიტინორ ყველ) შესაძლი 

სკალარული სიიიიე. ნებისმიერი ILV ტენბორისათვის ტავწეროთ 

საუკუნეობრიეი ტანტოლება! 

| სკ-2ზ,ჯ |=0. /9,29/ 

7 -,2-/ ბეხამე რანცის იეტერმინანტი C;+6 ტენტორის საშუალებიძ 

ასე შეტვიძლია კათაენერრი: 

5 6.ტ0)-29,)0ს-28,,)რი-2ბ)=0.. 7 9.25/ 
(«MC 

წატრავოს კანლის შეტეჟაბ მივიოები 

ბ. ი (I 01 +2 1 მეამეგ+ #9 §,,9364 16მ/გში„/“ 
MC /9.26/ 

-2ნაფაბა მეშ ბ(+ 88 :(9)-/ 'მ,,ბი/მჯ1= 20. 

/. ნებისმიერი ტენბორიხ შენფთფხევევსში 4,  ,რ,4ვ ნამიეილი 

რიცხვები წეიძლება აღარ ივოს.



ტავირვალისჩინიოით, რომ 

#» 6: I. M. “/36= 4 (>) 

2 ,ნა რუბ,„მა(+1ბა/ბკგ+ ვტ: %)=,5ჩ1% 
4#4MC /9,27 / 

2) CI (2 403716077 4:)=4,0)#4,,რ)+4,კრ), 

საიაც 4,; არის I: ელემენტის შესაბამისი აიტებრული იამატე- 

ბა; კერძოლ, 

    

რ“ ფისს რა”, ა / რა-= LV “ /9,26/ 
22 '/3წვ ჩის ”ს " /I%) | 

ამტეარაიტ, საუკუნეობრივი ტანტილება ასე ჩაიჩერება: 

- 2 ვი? - 2(44+40,1274ვ§3)+4(40)0, 99% 

საიაც 

II იჯ 
ტო ია, მა კ /ს, 207 

MI, 9 /3ვ 
არის LL ტენბმორის ლეტერნინანტი. ცხალია, რომ /9,29/ კუბური 

განტოლების კრედიციენტები სჰალარული სიტიიეებიას, ამიჟო0 ისინი 

ტენტორის ინეარიანტებს ჩარმოატტენენ. ატტეარა0ძ, ტვექნება შე0ტ- 

იეტი ინესრიანტები: 

L=50%- 2. „ა, 

1 ატი, (ე), /9,ე! / 
» 1>/ 

” = ტ(უ. 

/9,3// ინვარიანტები შეიძლება ტანრეხატორ საუკუნეობრივი ტან- 

ტროლების თრესვებირ, ე.ი. ტენტრრის საკუნარი 06იშენელბებირ. 

ყნობილია, რომ ელC--თCXM#6%+050 /9,32%+



კუბური ტანდიების კრეზიციენტები ზესვების საშუალებით ტარი- 
სატოვრეშა დორწმულებიი: 

–რCრ=წ+0+%) 

6=,6+5 53437 
-C=IM%MIXV3/ 

საიაცყ ჩევ პუბური ტანჟოლების ძესეებია. ამიტიმ /9,ეI!/ 
იწეარიანტები 2,,24:4§ ყესვების საშუალებიი ასე შეკევიძლია 

ტაზოებაჟოი: 
XI= 5ი1- 2,+11+4ჯ) 

Xგ= 4ტ,+4,1+0ვვ=2,ტ1+2გ2ვ#2ვ2/ , 

1კ= 4(1)=2,212, · 

ატენიშნიი, რიმ I,,I,,I, ინეარიანტების საშუალებით შეიძლება 
ტაბზიეხაჟიი I(M ტენბორის ინეარიანტების უსასრულო სიმრავლე. 

ასე მატარიძატ, ინვარიანტული იქნება შემიეჟი კომბინაცია 

I-31:> პ-2»2ჯ..». ია ა.შ. 
სიმეტრიული ტენმორის მემიხვეეაში 5 LL , I,,/1,Xვ -ს. 

ტენზორის პირველ, მეორრე ია ჩესამე იწეარიანტები ენწოტებარძ. 

რაიტან საკურარ სისტემაში სიმეტრიულ ტენბორს აქეს მხოილი სა– 

მი კჯჩპინენჟი, ამიჟიმ მისკან.შეიძლება შეეაიჟინოი არაუზეტეს 

სამი იანაუკიიებელი იწვარიანტვიი დუნქციისა, ყველ სხეა ინეას– 

რიანტი ტამიიხატება I, I, Lვ –ის სამუატებიძ. ასე ხატალი= 

რაი, სური ინეარიანტი ტით იქნება 2 /8=2942ყ2:=1,- 31, 

ია ა.შ 4” 

იუ ტეაქეს ხეორე რანტის ანჟისინეტრიული ტენზორი I: , 
ტაშინ ცხაიცია, როზ ტისი შპური იქნება წუთს ტოო, რამიენაიაც 

M=ჩ31= 650 , ამიტომ მას ეს იწეარიანტი არ ექნება. მე- 

ორე რანტის ანტისიმეტრიულ ტენბორი ეკვეიეალენტურია ვექტორის 

#,=ჯ 2ე ნ:M „M ; /9,35/ 

/9,33/ 

#0, “/



– Iთ – 

ეექტორისატან კი შეიძლება შევაიჟინორ ერრთალერრი ინწეარიანტი, 

ეხაა მისი კესირატი; ამტეარაი, ტეექქნება 
ზ_ ( 2 პარ არა=ე7415151. თ, 

ტო 4 “,M 

მამასაიაზე, მეორე რანკის ანჟისიმეტრიულ სნ: «ტენბორს ექნება 
: 

ერიატერთი ინეარიანტი 2: ნ.ბ ./9, 269/-იან: I,50, ს-ბაჩა># , 

Iგ=0, მივიტები იტივე 'მეიეტს. ? 

ვ. მეორე რანტის ტენბორის ტერმეტრიული შინაარსი. ტენ- 

ჭორს ეექტორწტეირ 6არტივი შინაარსი არ ცააჩნისა. იცი შეკვიძლია 

ტავაკავშიროი ყარრეულრან. ტანვიხილრ მეორე რიტის ყძარძეული, 

რომელიე სიმეტრიულა კორრიინატია სარავის მ0იმარი 

2- / 7 X; % =60ი§L. /9,27/ 

ფოველიეის შეტეიძლის ეიტულისხმიი, რიმ IM სიმეტრიული ტენბო- 
რია. რუ 8ას ტარჰეეული სიმეტრია არა აღვს, მაშინ 1; შეტეი– 

ძლია წარმოვიიტინოთრ, როტორც სიმეტრიული M;უ/ ია ანტისინეტ- 

რიულ M;ჯ ტენბორების ჯამი. /9,27/-ში კი ანტისიმეტრიული 
წეერის შესაბამისი ჯანი ნულის ტილ იქნება, რამიენაიაც Mთ 

ანტისიმეტრიული ია X,%. სიტეტრიული ტენბორების სკალარული წა- 

ბრავო წუთს ოლა. ეხ ასეც უწია ყიყილიყო, რაიჟან /9,27/ 

მეორე რანტის ძარრეული ტაწისაბტერება ექესი ლიამოუკიიტებელი 

პარამეტრით. აღვნიშნოთ, რომ /9,27 / დორმულა შინაარსს რომ არ 

იყრის მოკლებული, მარჯვნივ მულჩივის წიშანი ისერივე უნია იყოს, 

როტორიც გრ) იეტერმინანყისა. მახილაც, ჩატალიძალ, როცა 

ჩო„=-2„ბა«. ,„ საიაც 4.20 ნივიიებიიი- 272ჯ26:<0, რა- 

საც აბტრი არა აქეს. ამ შემიხეევაში მარჯეენა მხარეში საძირო 

იქნება მუიმივი იყის უარყოყირი.



– I08 – 

რუ კორრტინატთია ტერძებაი ავიტებთ ტენმორის მთაეარ მ8ი8არ- 

იულებებს, 6აშინ ტენზორის საკუთარ სისტემაში ILM –ს ექნება 

ლიატონალური სახე 7(=/„ ბა ის /9,ე7/ დძართეული იაიყეანე- 

ბა იიატონალურ სახეზე 

გ, , ი 
ქ, %, #4:%1+4, %, =0ი»ვს. /9,38/ 

ციტიკურ ამოცანებში, როტორე ჩესი, ტენმორის საკუბარი 06იშენე>– 

რლბები ძაიებირი რიცხეებია, ამიტო6 როცა ყველ საკუტარი 86იშ- 

ეწელბა ჟანსხეავებულია #,#4##Mგ#/)ს ./9,28/ წარმოაიტენს 
საჩზრერძა ელიფსოიცტის ჰანონიკურ ტანტოლებას. ახ შემიხვევაში 

ტენმორს ექნება მხოლოი სამი მრავარი მიმარიულება. როგორც ეხე- 

იაეზ, ტენბორის იაყვაწა იიატონალურ სახებე ეკვივალენტურია შე– 

რრე ჩიჟის ფარტეუოის იაყეანისა _ანონიკურ სახეზე. როცა 4, = 

=#გა=4ე =/ ჯ მაშინ წეს =/ბა:# ია, რალტან ბა ინ- 

უარიანტულ ტენბორია, ამიტომ II იიაჟრნალურ სახეს 0იიღებს 

9ქელ სისტემაში. ყარტეული ტამაიქცევა სძეროლმ ია ნებისმიერი 

მიმარიულება 8მიაეარი იქნება. როცა 2,=M,#4ვ ს საიანაიო ფარრე- 

ული ბრუნეირ ელიფსოიის ტაზოხატაეს; იტი მიიღება ერირსის ბრუნ- 

ეირი 1 -ღერძის ირტელივ. ხრვეოთ მიმარიძიულება, რომელიც მარიო– 

ბია ბრუნეის ტერძისა, იქნება სიაევარი მიწარრულება. 8ახასაია- 

მე, მეორე რანტის სიზეტრიულ ტენბორს აქეს ან სამი, ან უსასრუ> 

ლორ რაოლენობა მიაეარი მიმარიტხულებებისა. ამსევვარაი, ჩვენ ეხეტაერ, 

რომ ტენბორული ფარბეულის შესჩავოი ტარკვეეული იასკენები შეჟტეი–- 

ძლია ტავაკერრთ ტენმორის რეისებების შესახებ. 

§. ინერციის ტენბორი: ჟანეიხილორ ინერციის ტენბშმრრი, 

როტორც მარტივი მატალიიი მექანიკაში ტენმორების ტამოყენები– 

სა. იისკრეტული მყარი სხეულისატვის ამ ტენბორს აქეს შემზტეტი



=I09->- 

ტამოსახულება: 

ლ 

I8ი1. აო ჯ;7%.), /9,29/ 

საიაც MI. არის მყარი სხეულის შემაიტენელი ნაჩილაკის მასა. 
აჯაშვა ხიება ამ ნანილსჰების მიხეტეირ, ნატრამ /9,ე29/ 4ორმულა« 

ში აჯამეის ინიექსი ჩამოშვებუთა. ცხაიია, რომ ინერციის ტენ- 

ტორი სიმეტრიულია »..=I+ ილ ჩანს იქილან, რიტ იჟი 

შეიცავს ორი სიმეტრიული ტენბირის I მა# ის X:2XX/V სხესობას, 

ამ ტენმორის იიატორნალური ეუმენტები 

ა? 2 7 2 იი I.= ჯ ო(7= X7)= 2 )M(28-21)) 
–22 2 – 4 ჯ 

1კ= წ წო(წ-X#)=2 ,M(2/+%), 
5421 კ) 2? ჭ 

= _ ჯ.)= VI X+2 ჩსვ=2 ,ო(C 7, ა, ( / უბ) 

ნარმოაიბტენს მყარი სხეულის ინერციის მომენტებს შესაბამისაიც 

X,,X, ია XX) რერძების 8იჩარძი. ინერციის ტენბორის შპური ტოლი 

იქნება 

561 2 5  ო(თ9%X1+2%1) = გაი. /9,ს!/ 

/9,50/ 

ჩვენ შეგვიძლია შენოვილრი ინერციის ტენჭტორის საკუხარი სისტე– 

ხა, მაშინ, როცორც ეიცირ, ინერციის ტენზორი ტიიაჟონალური იქნე- 

ბა. ამ შემიხეევაში ტიიაჟინალურ ელემენტებს /საკურარ მნიშენე- 

დიბებს/ ინერციის 8იავარ მომენტებს უნოლებენ. 

8ატალირები: 

I. იპრეერ /7,6“ / შერრე რანტის სიმეტრიული ტენბორის ი6ნ- 

ვარიანტები. 

2. იაიყესნერ ტიაჟონალურ სახებე მეორე რანტის სიმეტრიული 

/7,65 / ტენტორი ის იპოვე7რ შესაბამისი ტენბორული ეთმსრიტი.
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0 (ბ. რდაუეისუდალი რა 8უნკო ინიექსები 

ტენბორულ ატრიცხვაში აინშტაინის მიერ ჯამების აღსანიშნა- 

უარ შეზიტებული იყი ე.წ. ზუნკაი ინიეექსები. ჩერის ტანარტიეების 

მიგნირ ჯანის ნიშანი არ იწერება 0ა ტამეორებული ინიექსირ, რო- 

ხელსაც მუნკო იწიექხსი ეჩოიება, იტუოსხმება აჯამვა აშ ინიექ- 

ხის ცეროლების მიელ ინტერეალში. მაკალითაიე, კოორიინატია წრლი- 

უი ორირკონალური ტარიაქმნა ასე ტიაიჩერება: 

/ – 
X. -2:0. %.+=C0,„2#· /I0,!/ 

მაშასახიაზე, – სგტაზეორებუოთ ინიექსირ იტულისხმება აჯამეა 

ერიილან საზამიე, ე.ი. MM რტუნჯ ინიეექსია. ასევე, მერრე რან- 

ტის ტენზორი ტანიმარტება ფორმულიი« 

IL.=0,,0 ირი /!0,2>”7 

ატ ჟაზოსახულებაში ჩუწჯი ინიექსებია " ია ს , რომლითაც 

ხიება აჯამეა ერიიიან საზამიე. III დტენტორის შპური კი ასე 

ჩაიჩერება: 

501 = IX =შ)+ + 3. /(:0,3/ 

Mა, ია M;ჯ ტენბორების სკალარულ წნაბხრავლს ექნება შემტეტი 
სახე: 

M,/ Mყ · /!0,4/ 

აქ მუნჯი ინიექსია M . ცხალია, რიმ "ვექტორი რავისი კომპონენ- 

დების საშუალები0 ასე ჩაიწერება #5 ს. 4 . მხატალითალ, რალი- 
უსეექტორისატეის ტვექნება #5 C %. „ რას წარმოალტენს ტ2 სი- 

იილე? რაიტან #-74,: #4: , ამზიტმ #6 - მუნჯია ია /4:რ% ცამოსა- 

ხულებამი იკუოსხმებშა აჯამვა. ასე რომ, 

· 3 21 „2 / 
#=/4;:=/,+/4:1#4ჯ. /!0,5/
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აბის მიხეივირ რაიიუსვეექტირის ჰესარრატი ასე ჩაიჩერება: 

–.2 

' = 2: 20 +X2+X3- //0, 6/ 
25 

ამავე ძ«ორჩულის ძალიძი 4, 8ზ)=/.8;, ხოლი #= 2, ია ა.შ. 

ჩეენს მიერ აირე ტამიყვანილი ძორმულები იეეიჩიხიტას ტენტორის 

ტამოყენებითი შემიეცტნაირაი ტაიაიჩერება: 

L4,ჩ1, = 6:44», /I0,7/ 

203 29”. =2ბაო ; 

6.“ სი = ბი» ბე- ზი ბი 

//0,8 / 

//I0,9 / 

ლია ა.შ. საბოტატოი, სწორ ტენბორულ ტოილბაში არც ერიი ინიექსი 

არ უნია ტეხელნებოიეს ორზე მეტაც. რუ იძულებული ტაეხეირ ია ჩო- 

მელიმე ინიექსი ორზე მეტატ ტამოვიყენერ, მაშინ მუნჯი ინიექსის 

შეზოტებაბე უმჯობესია ხეთ ავირი ია ისევ ჯამის ნიშნებიი ეი– 

სარტებლოი. 

ინბექსს, რომეოც ტენბორულ ტილობაშე ცალაი ტეხვიება, ძა- 

უვისუყდალ ინტეეხსს უჩოიებენ. მაჟალირა/, /I!10,7/-ში 4“ იქნება 

დრაეისუძალი ინტიექსი. /I0,6/-ში თავისუძალია LC ია IM ინიექსე- 

ბი ია ა.შ. როჟორე ეხეიაევრ, ტენტორის რანტს ტანსატტერაეს სჩწო- 

რეი რავისუმალი ინტეესი. ასე მატალირაი, CM იქნება ხეორე 

რანტის ტენბორი, რაიტან მას აქეს ორი რავისუძალი ინტეესი 6 

ია M; კ ინტექსი კი ზუნკია. ჰჯარტად ტვახსიეიძეს, რი8 ნებისმიერ 

ტენბორულ ტ«ილობაში იაყულთ უნია იხრს თიავისუძალო ინტექსეშის 

”ჟილობა”, ე.ი. რიზელ იავისუყალი ინძექსიც ტეაქვს «ოლრბის 

ერი 0ხხარეს, იგივე უწია ტექონტეს ტოლობის მეორე 0ხარესალ. 

ს შეორე რანტის ტენბორი შეიძლება ტოლი იყრის 0ხოილრი იჟივე 

იავისუიალ ინიექსების მქონე ტენზორისა, ასე მატალირად, 
ჩაე(=ფოია:თMი. /I0,10/
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ამტვარატ, ტენმორული ტრ-ობა ხაშინაა შესაძლებელი, რიცა ტოლრ- 
ბის ორივე მხარეს ტვაქეს ინიექსების, პოლარობისა ია სიმეტრიის 

” ჟოლმა ”. 

6 II. ტენბორები IL -ტანბომილებიან ეეკლილის სიერცეში 
– 

1. ნრფივი იორტოტინალური ტარიაქმნა IL –- ხსიერცეში. აქატიე 
  

„ჩეენ ეიხილავიირი ტენბორებს სამტჟანმოტილებიან სიერცეში; ახლა 

შებოეილი ტენბორები I - ჟანბზონილებიან ეეკლიიის ნ. ხსივრ- 

ცყეში, ამ სიერცემში შეკეიძლია ტანვიხილორ მარიკუთხა კჰორრიინა- 

ტია სისტემა ია სიერცის ხროქელი ჩერტილის მიებარეობა ტავახა: ე< 

აიორ I - კოორტინაჟირ 2),Xე,... 2-6. ეხალია, რაიიუსეექტორს 

ატრერვე M# -ბიტენელ ექნება X=X(%IXV,--· X-). 
უეკლილის Iზ - კანმომილებიანი სიერცის წეტრიკა ტანისა- 

ბოერება ფორმულით 
LI X 

ძ(=ძ=-ზ,/4%, 42, /!!,I/ 

რიმელიც ტამოხატაეს ელემენტარული მანძილის კვალრატს ნი სივრ- 
ცეში. /II,I/-ში ი ია M მუნი» ინტექსებია, რიმლებიც იღებენ 

გნწიშენელზებს: !,2... 8, ხაზოტა0იოი, აზ პარატრადში მუნჯი 

ინიეექსებირ ვიტულისხტები აჯატეას I!-იან IL -მიე. როჟორც ევხე– 

იაერ, წ ხიერცის ჩეტრიკული ტენმორი მ:,=0:M# წარზოაცტენს 

I ტანბომილებიან კრინეკერის სიმბოლოს, რომელიც · რანტის ერრე- 

ულრეანი მატრიცაა. ბას აქეს დტილტრაციის შეზიეჟი რეისება: 

#აბ,+=/»; («- ,2,.-. ”). /!I,2/ 

ტარია ამისა, ბ. სიმეტრიულია ინიექსების ტალასმ8ის მიმარრძ. 

დიბიკაში ხმირაილ ტამიიყენება ყისეელოევკლიილური სივრცის 

ცნებაც. ზსეელხეეკჰლიიური ეჩილება ისეი სივრცეს, რონიის მ:M 
ტეტრიკული ტენმორი მჯ –საჟან ტანსხეაქიება იმით, რო8 ლია-
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ტონალური ელემენტებიიან ერრი-ერრის ნიშანი მაინც ტანსხვავიება 

ხანარჩენებისატან. /!I!,! / დორმულის რანახნაი ძისევიოევკლიტურ 

სივრცეში, ჟანსხეავებიი წ» სიერცისაჟან, ძვ? ისიებითაი 

აოარ არის ტანსაბლღვრული. ძე, შეიშლება იყოს ორივე წინის 

ია ნულიყ. მნაკალიბაი, ფსევლოევკლილურ სივრცეს ტანსაბტვრავს 

შემიეცი მეტრიკული ტენბორი: 

ჭ00---:0 

მ-|010---:0 |. VI ე, 
000--.--1 

ავიორ ნი ხივრცეში რაიზე წერტილი, რომლის კოორიინა- 

რებში უძრავ ია შტრიხიან იეკარტის მარიაკუბხა ჰოორიინატია ხსის- 

ტემაში შესაბამისაი იყოს(X, Xგ..· 2) რა Cრს--.2%#) ,0აშინ 

ჩნერტილტის კოორტინატებს შორის ამ ორ სისტემაში ტეექნება შემ- 

იეტი კავშირი: 
/ '".·." X; =0,,%V/. (M=6 7: M) //I,59 / 

ცკხაიია, რომ ეს ტარლიაქნნა იწვარიანტულს ტოვებს "ს "ანბომი- 

ლებიანი რატიიუსეექტორის კეაირატს, ე.ი. 

–-.-_ /!I,5/ 

ამიტომ 0; მიმარტულების კოსინუსები აკმაყოფილებენ ორრონო- 

რმირების პირობას 

მუ 0ჯო> რო,0ო(=%+; /(L,6/ 

მაშასაიაზე, /I!,5/ წარნოაიტერს ჩრფიე ორიოტონალურ ტარია– 

ქბნას. ცარიაქმნის მატრიცას ექნება სახე 

0“ 0/ჯ--. ... რ2ი 

#= ძე/ Cჯჯ..... რი · /!! ,7/ 

თი“ რია .. ა -0იი
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ატ მატრიცის Iს ური რანჟის იეტერმინანჟი 4(0) კილი იქნება 

ერიისა, როცა /!!,“ წრფივი ორტრტონალური ტარიაქმნა შეესაბა–- 

მება მობჩუნებას ია ტოლა მინუს ერიისა, როცა /I!! ,ი/ წრციეი 

რრიოჟონალური ჟარიაქმნა იაიყეანება ჰენტი რაოიენიობის ღერძის 

არეჰელო?ე. : 

/!!,4/-ის შესაბამის შებრუნიბულ წრძიე ორითოტონალურ ტარ- 

იაქნნას ექნება სახე:” 

X,= 0ა+ 9%;: /II,8 / 
სიერცეში ჩერტილის რატიუსეექტირი შეცვიძტლია ტანეიხილოი, 

რიტორე ერისეეტიანი ან ერისტრიქეონიანი მ0ატრიცა 

XI” =#. ) X=(%,,2ე,,--.,%იგ), 

X. /!!,9 / 

ზაშინ /!!,# / წრთიეი ორიოტონალური ტარიაქნნა შეკვიძლია იაქ- 

წეროი X5#X სახირ, სატაც /) არის /!!,7 / გკარიაქმნის 0ა–- 

? ტაპიილაი წრცვივი ორირცტონალური ტარიაქმნა ასეც შე–- 

ტეიძლია იავნერორ: 

C%X C/C/ე-.... რი XI 
%/ | _ | ოთ1/ დეგ----· კგ. || ?> 

ტრიცა. 

/#/7/1ჰ,(V 

%ი Cი(რივ·. ·Cიი Xი 

2. ეექტორები ნ, სივრცეში. ახლა ტანემარტოძ ვექტორები ნ» 
სივრცეში. ტიტე, .-- ტბ, სიიიტერა ერთრბლირბას, რომლეშიც 

ჰორრიინ ატირა ხსისტეპის მობრუნებისას ტარიაიქნნებიან ისევე, 

! აც შემთხყევაში ტარტიაქმნის მატრიცა იქნება //'!!,7/-ის 

ტრანსპონირებუთ /. 
+. 

2 შებრუნებულ გარიაქზნას ექნება სახე X=/4X : ა«:.სრან, 

24. ტ 'ტ 5 L.
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როჟორც ჰოორლიწატეში, ე.ი. კანონით 

#'=რ0#4 (6=V9,---ჩ) /II,II/ 
უნოიებენ IL -ტანბომილებიან ვექტორს, აწ მ8ოჰლე0 ჩა –ეექტორს . 

Iს –ვექტორი იქნება პირველი რანტის ტენბორი. 

ნა სივრცეში შემოევიტანორ 6 შ,ხ. .. ი წრფივალ ლამოუკი- 

ლებელი ქეეტორი. ე.ი. არ მოიძეშნება ნულისატან ცანსხეავებული 

ისეთი CV რიცხვები, რო6 შესრულებული იხოს ტოლობა 

იბან. (X=(4,---M) 
ნინააღმიეტ შემთხეევაში ი“ ექექტორებბზე ამბობე§ე, რომ ისინი 

ნრფიეალ ლტამოკილებულწი არიანო. თუ 11= 2, მაში6 ჩნრძიეა0 ტამო– 

უკიიებლობა წიშნაეს CL, ია LC 6 -ის არაკოლხიარობას /ერი სნჩორ 

ხაბბე არ მიეშარეობენ/, როცა I= ე „6 ნრფიეა0 ძამოუკრიე- 

ბიობა ტვიჩვენებს, რო8 ეს ქექტორები არ არიან კონპლანარული 

ქურა სიბრტყეში არ მიებარეოშენ/ ია, მოკაი0ა0, წ სივრცეში 

'წწით 2 ვექტორების ჩრძიეაი ლცამოუკიტებლობა ტოლძასია 

იმისა, რომ ისინი არ მ8იებარეობენ / 11– 4 / ტანბონილებიან 

ჰიპერსიბრტყეში. ცხატია, ნ სიერცეში M >.” რაოიძენობის ეექ- 

რორი ყოეველბეის წრფივაი9 იამოკილებულ იქნება. ტერმეტრიულალ, 

ნრფივა0 იამოუკილებლობა ნიშნაენ იმას, რო0 ამ ეექტორებზე 

აგებული პარალელეპიპეიის I ჟანზომილებიანი მოცულობა არ არის 

წულის ტოლი. აზტეარალ, ნც სიერცეში შ.ც. -..ი ჩწრყიეაი 

იამოუკიიებეო ეექტორები მეცკვეიძლის ავირჩიოთ ბაბისაი ია ნე–- 

ბისმიერი ვექტორი ნარწოვილტინროთ ბანისის ვექტრრების ჩრცივი 

კიმბინაციის სახი _, 

4- სრ. (42604,.--ჩ) /II,(2/ 

ტეჰარტის მარიკუნა ხისტემაში ყოველტვის შეტვიძლია ეიტული- 

სხმოთ, რომ თ ერთეულვანი ქექტორებია ია (იწ. ს, )= ბ). 

ეხალია, რომ ()-–ეექტორს ტიუხსტაი ისეთივე რბეისებები ექწე–-



ბა, რაც სამტანბომილებიან ეექტორს, მატაღიაი, ორი # 2 იაზ. 

ვექტირის სკალარული წამრაელი ტანიზარტება თორმულირ 

ტე ნე=/)გ+#:ზა+იი+ რიჩი; /II1,(9/ 

ჰერძო0ი, ვექტორის სიტრძე ტოლი იქნება VI. კამოსახულების. 

«უა ჰენტი რაოძენობის ღერძების სარკისებური არეკვლისას 

ვექტორის შესაბამისი კომპონენტები ნიშანს იცეია6, 8აშინ ასეთ 

IL –ეექცორს პოლარულს უწოდებენ. ძსევიო M- ეექტორებისათეის კი 

საზართლიანი იქნება ცარიაემნის ჰანონი 

#54 (ი01C+#/. /'1,16/ 

მობრუნების შეჩახვევაბის 4(0)=! , ხოლი არეკელის იროს 

4(0=-1 
ფძსევბოეეკლიიურ ს სიერცეში ვექტორები ტვექნება სამი ჟი 

პის: ერტი, რომლის ჰეაირატი ტიალებირთაი არის ჟანსაზღერული /4 20, 

ზეორე, რონლის ჰეაირრიცტი უარლოძითია 41<0 თს, მესამე, რომ- 

ლის ჰვაირატი ნულის ტოლია /# = 0. 

ჟუ, ტენმორები წ "სივრცეში. ნ, სიერცეში წეორე რა6- 

ტის ტენბორს ექნება „ კომპონენტი ია კოორტლინატია სისტემის 

მობრუნებისას იტი კარლაიქმნება როტორც ორი IL –ეექტორის პირ- 

იაპირი ნამრავლი; პერძოი, 

(I 
მარიამიი (ჩ5=(2,.--#/) /I!,(5 / 

ას ტენზორის შპური იქნება გამოსახულება 

275 ს (L= + 99-VIIII+ მაი. /II,(6/ 

ცხატია, რიმ,5ი“' ინვარიანტული სიტლიძეა. 

ს რანჟის ტეწზორი, რომელსაც ექნება გ" კინპონენტი, ტანი- 

სატოღერება ტარიაქმნის კანონით 

“7 : = (7. . /აა ი... C7 I!,,7/ 
უდა ნდგ“ 2107 მა,0,C56.- ჩა. 7
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საია) MI,Mჯ,... 'Mრ შუნჯი ინიექსებია. 
წა -ური რანვის მსეეირტენბორი კი ტანისაბოვქრება დორმულიძ 

M .,54(შ0ა,რაი.· ჯ /II,,ი/ 

აღტენიშნორ, რო6 /!.,2/ კჩონეკერის სიმბილდC'არნსოანტენს 
/ 

ზეორე რანტის ინეარიანტულ პოლარულ ტენბორს 8,#= ბ, კ რაშიაც 

აივილი იაქრნმუნიებირ ტარიაქმნის კანონის ტამოყენებით: 

წI= მ,ურთბოი= მჯორ«ო<ბა(. 

როკორც ვხელაეთ, ფორმულებს ნ» სიერცეში დორმალურატ ისე- 

იიეე სახე აქერ, რაც სამ სიერცეში, როუ60 ინიექსები ახლა უ.)მე 

იცელებიან ერრიისნ MM -მიე. ამიჟო6 ჩეენ აღარ ტავიზეორებრ ტენ- 

ბორების ატრე ტანხილული რეისებების იამტკიცებას, ჰერძო0, ატე– 

ნწიშრნოთ, რო8 რანტეში ტენმორების ტამრაკლებირ იკრიბება, 0ხაქეე–- 

ითებიი ყი – რანტი ორირტ მცირჩლეშა. ახეეე ტაწიმარტება ტენბორე- 

ბის სიზეტრია. 8ატალირაც, მეორე რანტის ტენბორების შემიხეევა–- 

ში, როცა 5 ტენბორს სიმეტრიული ჰქეია, ხოლო როცა I»„=-/ბა, 

ბამინ ცენბორი ანკისიმეტრიულია. ცხადია, ნ სივრცეში მეორე 

რანტის სიმეტრიულ ტეხბორს ექნება სსყი+ი იამოუკისებელი კი- 

0პონენტი, ანტისიმეჟრიულს კი #CX-4. 

სხ. სრულია0 ანტისიმეტრიული ერტეულეანი აქსიალური ტენრორი. 

M -სიერცეში სრულაი ანტისიმეტრიული ერიეუოვანი ტენბორი იქნე– 

ბა II -რანჟისა. აღენიშნოი იჟინ, „6... ნე “ირ. ამ ტენბორს ექნე– 

ბა ს! წულისატან ცანსხეასვებული მანო, ახასიან, ნახევარს 

ექნება +/ ბნიშენელბა, წახევარს ჰი =( –ის,იმის მიხეივიძრ 

სს)" ინტიექსეტის წესიერი ტანლატება /როყა ტილი რიცხეი წა- 

ჰლების შემიეცტ წერია I/4 I,2.... I 6იიღება ლუწი ტაიაწნაცელე– 

ბირ, იუ კენტი ტახაწაცვლები4ი. რრცა რრი რრმელიმე ინიეესი ერი- 

მაწეთის ტოლია, მაშინ ეს ტენმორი წნულის ტილი იექნემა .ასხტეარა0ი, 

C ს... კ.=! /II,19/



– Iპმ – 

ნაა. . ბა ტენბჩორის ტარიაქმნის კანონს ექნება სახე 

/ 
ხს... თ =4(ი)მაი აი ... CM MM. == დ, ' /“! წყ ,20/ 

სამკცანბშომილებიანი სივრცის შემიხეევსაშმი ტანხილულის ანალტიურა0ი 

აძეილი ტასანახია, რომ IL -ური რანკის იეტერმინანტი შეჟეიძლია 

ჟანემარტოი ვოირმულიძთ 

წ წჯ--· ზი 

4|ზ) = " I+- ჩ., =6,..../ წ+.. · ნ, » კ) #I!,2I/ 

რი, წა... ხიი 
ა6, რაც იჟტიეჟეა, 

4IV56, ... ის V,--.· > /II,29 / 
ასევე მარტიეაი ეაჩვენებრ, რო8 

ნას. % > ნ, · ს + 4(წ)6+«4ა.-·«, /I!! ,9ე/ 

ან, რუ ამ ტომობის ორიეე მხარეს 544... «„ტენბორზე ტავაჩრა- 

უ.უბრ, მიეიღლებრ ლიეტერმინანჟის შემიეტ ტანმარტებასაც: 

:#0)- /რ?C.. .. 
4)-. ნ...“ 

/I!/ ,20/ ტანმარტეშაში ჟავიიეალსჩინოი /!!,2ე/ ყორმულა, მაშინ 

გვექნება 
?ჯ 

/ · · 

28 „ბე= (4(0)) (აც. C: 98. „..C„ /!! ,25/ 

რანიენად. 4%(0)»I მაშასალამე, ნI;..; § · ინ 
უხაიაძ – ააშუ, Cა6---გ= (“,ხნს... 6ჩ - 

ვარიანტულთ გენბორი ყოვილ!. 

პრაქტიკული ტამორელების ტროს მეტაი მწიშენელეანია 

სარე ბე მ ს-ე, - /!!),26/ 

.» · /!I,26/ 
ნს. .·C»M წ. Mხ-··Mი 

ტ#M რანტის ტენმორის ლა 8ისტარ ყველა შესაძლო იაქვეითებიი მიო-



ებული ტენბორების ტამზოხატესა ჯოწეჰერის სიმბოიორა წამრაევლების 

საშუალებით. ამიტომაც ჩვენ ქვემორი ტცამზოეიყესნი ბოგა0ი ძორტუ- 

ლეშს /!!I ,26/ ნამრაელისარტეის. 

აოქნიშნორიძ, რო8 /I!I!I,26/ ტენბორი ანტისიმეტრიულია როჟორე 

% ინიექსების, ისე M ინიექსების მიმართ. ამასიანხ, იუნ იაMX 
ინძიექსებში რომელიმე ორი ინიეეხი ტოლია, მაშინ /!|!! ,26/ ტენზოი- 

რი წნულის ტოლი იენება. C ია M ინიექსების მიხეიქეიი იითოეული 

ხაქვეირტების შეიეტატ 8იიტება ორირ ნაკლები რანტის ტენტორი, 

ბით 1 –-ჯერ იაქეეინების ტროს სკალარი, რიომეოთც /'!! ,!9/–-ის 

თანახმაი ტოლა I! -ის. ჩვენი მიბანია ეაჩევენით, რომ /!I!,96/ 

ტეზბორი ტოლა შემიეტი იქევდერმინანყის: 

მეჯ ზაM.... 0იM 
ხხჯ...ბი |ტ; თ უნეი. ი. 0 

მაომ. რ. 2“ ააM ა, /I!,97/ 

ბ, ბი ... ი M 

ამ ტამოსახულებას ხშირაი კრრწეკერის ტანბოტალებუი ძიელტა სიმ- 

ბოლს უნრიებენ. წევისწავოი ტისი თეისებეში. ცხათლა, რომ 

ბირ რ როტირი ბ , ისე M, ინიექსემის ტალასმისას ნიშანს 

იცელის; ტარლა ამისა, რუ '. ან M, ინტექსებში რომელიმე ორი 

ერიზანერის ტოლა, 0აშინ კრრნეკერის ტანბოტაიებუო ხიმშოლო 6უ–- 

ლის ტილი იქნება. ტაწეიხილი მება განხოსახულება ./!! ,97/ 

ტანმზარტების იანახმაი 

. . ზ;( ბჯ... ბი 

გხბა-იბი _ ბა ბიე... » , //I.9ზ/ 

ყვი../წ “!.2<..“..... 

სყ მევ. ხნი 
ცხაიია, რომ ეს იეტერმინანტი წუთხსატან ცანსხეავიება, როცა 

“2028 ,(05მ,..., ხი=ს , ე.ი. რიცა ქვეტა ია ბელა ინ- გიტა“
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ია ერრინწაირი დრანმიმიევროშა აქე”. ა? შემახქევაში კი 
ვ... ბრ წ 2... 

ბ/ #--.Mჩ => ( ანალოციურა0, ბ; ბეა #5 1, როცა ექვეიძასა ძია 

ბეძა ინტეესებს ერინაირი ტიმიეერობა აქერ. ტარია ამისა, რუ ტა- 

უვიჯვალისჩინებრ, რომ /|!! ,,26/ იეტერმინანტის რეისებით გ 1=-I, 
· · · ( ი 

როცა 6, კ. 6” | ინრტექსების იასაიატებლარ ბეია ინიექსე– 

ბის რანძიმიეევრობირ საჭიროა კჰენ_ი ტაიანაცქელებს. შეცკვიძლია 0ა–- 

უეწერირ 

გა -.ბი 8 ზე .. – /!I,29/ 
ხხ ონ. 

მეორე მხრიე ცხაიია, რიპ ამ ტოლობაში 1,2,.-.”ს რიცხვები უბ- 

რალიი იმისარვისაა საჭჯჰირო, რომ ტავიკორ, როკორი ტცაიანაყელებირ 

არიან იალ/ატებული ქვეიძა იწიექსები ბეიას მიმართ /ან პირიქირ/. 

ამიკჟოც ცხაიის, როზ აიჟილი ექნება შემიეჟ ტოლობას: 

გია ი, ' გბ · M რი... //!I!I,12CV 

(13.-- M,ML.· I“ M,Mვ... ი · 

/!!,29/–ის ტაიეალისწიზებიჩ ყი ტჟეექნება 

LC 

ბ ლ I.“ > ა ნირ.. -ი/ 

მაშასატამე, ორი 6). ს. ტენბორის ნანრავლი ტამოიხატება 

/I!,27/ ბეტერმინანტირ. 

ბ. სიმბოლოების საშუალებირ ვიპოეორ /!! ,9!/ ტენტორის 

გაქვე იები მიღებური ახალი ცენბორების ტაჩირხაჭულებანი. ტავი- 

ჩყინ XI “, სიგბოლოს ტანხილეირ. იავაქვეითოძ იტი ორივე ინ- 

იექსი”ა, IX. ავიღორ X ==”. ია 6: =#%/, იას მოეახიინორ აჯა- 

ტეა. ტეეენება 

გIM - |ბის ზა I-§.. ბ: - ბაფი ბსიV// /!!,92/ 
ის - , ზე? ბ; .. V 23 4.4 ა” 

/II ,9!/
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რატეან ბ. 2 ს ამიჟომ 

ჯა6. /-M=M(ჩ-/). /!! ,33/ 
სხა, .. 

ომი ახია ტანეიხილი ; ი · ყხადია, რო ეს სიმბოლო ჰპრი- 

პორციული იქნება ბ» –სა, ამიჟომ 

ბა=#ტბეც. /II,ჟ3%/ 

მარცხნივ ტეაქეს ჩეეულებრივი ბ. სიმბოლო. ანი, 50 ჩისი ია= 

ქეეირებს სოტვცეზს I -ს. შეიეტაძ /I!I!,35/ ჟძიობის ისქვეირე= 

ბით მიეილები M=/ო(M-/) , საიიანაყ /#4=(-!) ამტეარა0ბ, 

"_ | 46. /II ,35/ 
M, “ი-I M% 

ავითი ბ ! თ. ბისი სამჯერ დაქვეითებით ტვექნება ტე– 
ჭერწმინანტი: ' 

ი სხ ბი“, ბ, ბებვ 

ბეცი - ზცი, ბიბ ფს |' /!! ,36/ 

ზცხ %,(კ ზს 
ამ იეტერნინანტის ტამლიბა ია კრრინეკერის სიმბოლოს ფილტრაციის 

დეის, 'წოყენებირ სზარჟივაი ვაჩვენებრ, რომ 

(04812" /!!,27/ 
ბასი, =M(M-/)0I-2)· 

კხაიიას, რომ MM ბვ პრიპირყიული იქნება ბM«C სიმ- 

ბოლხი, ე.ი. 

4 რ,61C გ! #5 4 IC ჰ 

MM / 9 MMვ აკ /I1,36/
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რჩიევე მხარის ორჯერ იაქვეირების შეიეჟაი მივიტები MI( M-/)= 

54, M(ი- -/ა(ჩ- -2) ; მაწასაიაზე, /, =(I-ჭ) )7, ე.ი. 

ყელი / 9605 
რ ა ბ%6წ“ „9 / 

//!, 35/ ია /II,19 / ძორჩულების ტაერიიანებით ტეექნეშა 

ლ. 1 ი, C-ე _ V- (0-3) ბ,:ე Cვ 

ხი. თ-/)(ი-2) MMსე (M-/)! Mრ(გ! //I,50 / 

რუ ამ პროცელურას ტაქატრძელებრ, ალეილა0 მიეიოებძი, რომ 

რ·. ·ყ _ – (--იე! დ 99“ 4 . 7 V./ .. 

MM%-.M, (M-ტ)!. 85%--.#ე ,,/ -- 6 7 /II,VI / 

როცა (I)=M8 /!! ,VI/–იაწ ჟვექნწემა მნიშენელეანი დორწულა 

7:7009%+%X ') გი. “"« VI" ” - 'ყ" გ'. 

MM... -·ყი ”“ წეს #' ყე... ა. /!I,6§9 / 

ამასრან, ცხაიცია 

აეს მაირ-ძრ-მ)- რ-რ-ი შე 
როცა ჰ=M , ბზაშინ 

/!!,99 / 

'VMჯ ჯ 
ბეს. =6:,.../=, /I1,4პ4 / 

როზელიც ემიხეევა //!./,9 / ფორმულს.



/II,69/-იან წაიელა, რიმ 

IM 
წ... "Iხს/“ ს ნ.ა. „წს,“ -(,=(2!|. ბას... %, //I,%5 / 

ხი „6. აM 

სამტანბიმილებიან შემიხვევაში /ე.ი. როცა 6 ბ, =/2,9///, ხჟ/ 
ტამოსახულება მოტეცენს ჩვენძეის უკეე კარტალ ცნობილ დორჩულებს: 

ბ, ბე 

ნათია" ბიბი ბ-2| , /I! ,56/ 

ზ%, ზა ბე 

ბე/ბ //I ,57/ 
6,6 “I 1. =ბე/ბ, ჯ”» -ბები/ X- 

5. რუალუმი ენბორები. იუ მოცემული ტეაქეს I –ური 
რანჟის ანვისიმეტრიჯლი ტენბორი ჩეხ... ბო , საყ M4წ , 
მაშინ ჩვენ შეკვიძოა მას შევუსაბაბორი IMI-IM რანტის იუ– 

ალური ტენბორი 
# . – ../I/,54/ მაღალ უუ .ი ათისა თა" “ 

ამასიან, რიცა სც... ბა წახივილი ჭენბირია, მისი იუალური 

ტენჩორი იქნება მსეეიოტენბორი. 

სიმეტრიულ ტენბორს ტიუალური ტენბორი არ ექნება, რაჩლიე- 
წაიაც ტიხი სკალარული წამრასელი 6-6... ბო ტენბორიან ნულის 

ტოლია. 

6. ატტებრულ ტანტოტებარა სისტემების ამოხსნა. ტანეიხილიი 

წრფივ არაერრტვაროვან განჟოლებარა სისტემა... 

ს.„«4ტ.=ჩ., //I,5%/ 

საძაც #ტი (რ./ს.. .. #.) უყწოში, ხოლ ჩ,(8,, „>. ზე) ყწო–- 
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შილი ეექტორებიას./!1,49/ ტავაზრავლრი ჩ, შებრუნებულ ტენ- 

ტორბე 

27 ს ჩ. = ჩ.ზ, , 
ე.ი. - /!I,50/ 

#; <= –/, ზ.. 

შეორე 0ხრიე, შებრუნებულ ტენზორი ტოლია 

-/_ 4ი()_ ! 2 4(), /IIL,5I/ 
/ “პი  ა()2 ჩაკ 

საიაც (წ) აიტებრული იამატებაას, ხოლო 4(6) იეტერმინა6- 

ჟი, მაშასაიამე, ამონახსწი ტოლა 

#, = 4:(08 . ) აბი) ც . //I,52/ 
ბი ა( 2ნწი " 

სრუოა0რ აწალოჟკიურალ ეიპიევირ სხეა მნიშენეილრეან დ«ორმულებსაც. 

7. მოძრაობის ტანტოლების კოეარიანტობა. ტენჭორული აღრი- 

ლი რორმირ წარზოიტენაში. ამბობენ, რო8 ყიმიკური მოვლენის ადტ- 

8წერ მოძრაობის ტანტოლებას აქეს ჰივარიაწვული ძორმა, თუ მისი 

ყქეელა ჩეერი ტაზოხატულიას ერიი "ია იკივე რანკის ჭენშორით /სკა- 

ლარი, ვექტორი, 8ზერრე რანვის ტენორი ია ს .შ./, ე.ი. ერძიილან 

შეორე კიორლინატრია სისტემაზე ტაიასვლისას ცტანტოლების ყველა 

წეერი ტარიაიქნნება ერინაირალ. 

იბალება კირხეა, რა საძიროა მოძრაობის კანტოლების კოვარი- 

ანტული დორმის მიოიხოენა? ეს მოთხოვნა არის წმინია ჯიზიკური ია 

ტამომლიწარეობს იეიიან, რონ იაშკვირვებლები, რომლებიც ხხვაილა- 

სხეა არელის სისტემაში იმყოდებიან, ერთი ია იტივე მივუნის შე– 

სწჩაელიხსას ერისა 0ა იმავე შეიეტს უნია ღებულობინენ. ე.ი. დ§იზი- 

კის კანონები იწვარიანტული /უცელელი/ უნია იყვნენ „რორიინატითა
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სისტემის შერჩევის მშიმარრი, 

ბეერია ისერი ცარიაქნმნა, რომლის მიმარიაყც ფიმიკური კჰანო- 

ტები ინვარიანტული უნია იხროს. ასე 0აჟალირაი, ცხალია, რიმ წე- 

ბისმიერი ძიბიკური კანონის შინაარსი არ უნძა შეიცეალრს, რუ 

კირრიინატვა სისტემას, რომლის მიმარჩაც ეს ჯანონი ჟანიხილება, 

რრიენტაციას შეეუცეორძრ /მ8ოვაბზუნებრ/, ასეეე არ უნია მეიცეა– 

ლოს დიმიკური კანონის შინაარსი იმის მიხეილეიჩ, მოვლენას ჟტან- 

ვიხილოავი მარცხენა, რუ 8არჯეენა სისტემაში. ე.ი. ყიტიკური »- 

ნონი ინვარიანტული უნია იხოს საკრორიინატო ტერძებ 4) ინეერსიის 

მიმართ. ჩვენ კი ეიცირთ, რომ სისტენის მიბრუნება ნა ინვერსია 

აიწერება წრფივი ორძოტოწალური ტარიაქნნებიძ, აჩიტიმ ფიბი ჯს 

ჰანრნები ინვარიანტული უნია იყოს ჩრვიევი ორიოჟონალური ტარლ0ა- 

ქმნების მიმარი. 

ეითქვარ, დიბიკური კანინი გამოხატულია ორი სკალარული ხი- 

იიიის ტოლიბიი #=ჩსნ . ეხ ტილიბა ინეარიანტულა სისტემის 

მობრუნების მიმარი, რამიენაძაც სკალარული სიტიტეები არ შეი- 

ძელება კოორიინატთა სისტენის მობრუნების იროს. მ8აშასაძამე, 

უს ტოლობა საზარილიანი იარჩება ნებისმიერ მ6ობრუნებულ სისტე– 

მაში. ცხალია, იცივეს ექნება აიჟილი კოორიინავია სისტემის 

ღერძების ინეერსიის იროსაფძ, ე.ი. #ტ=ჩ ტოლობა სამარილიანი 

იქნება როკორც მარცხენა, ისე 6არჯეენა კრორლინატია სისტემაში, 

ახლა ჟანეიხილორ ფდიჭტიკუარი კანონი, რომელიც სხარემატიკურა 

ტამოიხატება ორი მეორე რანტის ტენტორის ტოლშიი ს. = I · 

ახლა უჰეე კიორიინატია სისტემის მობრუნებისას ია არეკჰელისას 

შეიცელება რტორც წ; , ისე I” ტენბორი. მათი მნიშენელო- 

ბები ახალ /მობრუნებულ ან არეკვლილ/ სისტემაში აღვნიშნოთ ნ CM 

ია წ. –ით. რა0ტან ტენბორების ივეისების ტამო ჩრყიეი ორიო- 

ტონალური ჟარიაქმნების იროს ტოლობის ორივე მხარე ერიძნაირატ 

ტარიაიქმნება, ამიტომ ტეექნება ს. > ' „ იჟივეს ექნება
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აიტილი ნებისმიერი რანვის ტენბორების ტოლობის ირროსაც. ანცტვა- 

რამ, ტენბორების ტოლბირ ტატოხატული ყიჭტიკური კანიონი ინვარიან- 

ტუო იარჩება კოორიინატია სისტემის წრფივი ორროტონალური ტარია- 

ქმნის იროს. ცხაილია, რობ ტენბორული ტოლბების ინეარიანტობის 

ტეიხება შეიძეტია იმისა, რიმ ტოლობის ყოველ წეერი ჯვარიან- 

ტჰლამ ტარიაიქმნება. ამკვარაი, 8ივილეთ შემიეკი მნიშენილრეა- 

წი იასკქნა: ფთიბიკური კანონების ინეარიანტობისათეის კორრლინა- 

ტრა სისტემის წებისმიერი მობრუნებისა ია არეკელს იროს, სა9ძი- 

როა ამ ჰანონების ტამომხატეელ ტანტოლებარა ჯავეარიანტობა. ე.ი. 

ბიძრაობის ტანტილებაში ყველ წევრი უნია იყოს ან სყჯალარი, ან 

ვექტორი 0ა ა.შ. არ შეიძლეშა, მატალირა0, რომ ჩოძრაობის ტან- 

ტროლების ერიი ჩეერი სკალარირი იყოს ტამოხატული, მეორე ვექტირიძიძ 

ია ა.შ. ასერი ტანტოლებას არ შეიკლება ტფდიმგიკური მოელენა შეესა- 

ბზამებოიეს, რამიენაბაც ა0 ზოელენას ტანსხვავებულ სახე ექნებო– 

ია მიბრუნებულ ია არეკეოდლ სისტემებში, რასაც, ცხალია, აჭტრი არა 

აქეს. 

დიტიკაში ტანსაკუტრებით მნიშენელეანია მოძრაობის ტანტო- 

ლების კრეარიანტობა ინერციურთრ სისტემების არჩევის 8იჩარი, რაც 

იმას ნიშნაეს, რიმ ინერციულ სისტემებში ყფ«იბიკური მოელენა ეკეი- 

ვალენტურაი უნია აიჩერებოტეს. 

იავუშეარ ზოძრაიბის ტანდლებას ერი რომელდმე ინერციულ სი– 

სტემაში, ეიქვაი, უძრაქვში, აქეს შემიეტი სახე: 

30, _ 3რ --.. #დ,,.... რად · 22. 2თ, კ. ;M=ძ4 /!!,592/ 

არ; 
სალახ 0, ია ი 2 წარმოალტენენ ტარკვეუC ძ«იზიკურ სილილე- 

ებს; დ, , საიაც %=!,2,ე1... ატრერვე ტარკვეულ ძფუნქცი- 
ებია. ჟანეიხილორ ჩოძრავი ინერციუო სიხტემა. 2. უჯნასკნელ- 

ში იამკვირვებელი ტაბიმვის შეიეტა” CI: 2-2, -ს ნაცულა0



– I27 - 

( 

მიიღებს ახალ 0“ ია 3, სიიიიეებს; 0ატრან ბუნების კა- 

6ინების ინვარიანტული ხასიათის ტატო „მოძრავ ინერციულ სისტენა- 

ში მყოფი იამკეირვებელი ი” ია 2ძ; შორისაც იაამყარებს ბუ–- 

სტაი ისეთსავე კავშირს, რასაც XL ჰქონის ამ სიიიიეებს ში- 

რის უმრავ სისტენაში, ე.ი. 

?ძ/ ათ, ბი დ(იეძ;.- -CL; _ აა ყია. 

ჯXI/ ?ჯ/ 2: 59. //(,5V 
' 

მზაშასაიაზე, ყდიბტიკურ სიტიიძეებს შორის ნებისმიერი ჰქშირი ტა- 

მიხატუთ უნია იყოს კრესრიანტული 0ამოკიტებულებირ.



– I28 – 

6 |2. ტენჯორული ქელები სამტანბომილებია6ნ 

სივრცეში 

საქამიის ვიხიტაულირ ტენბორებს, რ“რომზელია ცვოლება კორჩიი- 

წატებისა ია ირრის წნიხეილვით არ ხტებრძა. ჩეენ უბრალოიგ ედელი- 

ტგიი, რომ ტენტორის კოზპონენტები მუიმივი სილციქეეშიას. სინამ- 

ტეილეში გიბიკაში ხშირაი ტეხე0ება ტენმორული სილიძეეში, რომ- 

ლებიც წერჟიოიან ჩერტილი გაისსერხას იცელებიან. ბოტამ შემ- 

რხეეევსში, ტენბორი შეიძლება იცელებობეს ირრის მიხეილეირაც. 

ასერი ტენბორებისარტვის ჩვენ იაკეშირიება ჩარმოებულებისა ძა 

ინტეტრალების შემზრტანა, ე.ი. ტენბორულ ანალიბის ჟკანხილეს . 

ტენბორული ატტებრიტან ტენბორულ ანალიბზე ტაიასელის ძირი= 

დაიი არხი ის არის, რო8 ცალკეული ჟენმორის ნაცელალ ვიხილავი 

ტენჩორულ ეელს. ტენბორული აწაღიბის ტანხილეის იროს ჩვენ ვიტუ– 

ლისხ8ნებთ, რი8 ტენტორის რანტი უცვლელია, ხოლო რვირ ტენშორი ჯი - 

ირიინატებისა ია ტროის მიხეტცეირტ იცქლება. 

ტანეიხილი ეეკლიტის წ სივრყე ია წსასში შემოვიოორ ტე- 

ჰარტის მარიკუთხა კოორიიზატები. რუ სიერცის ყიქელ წერტილში ია 

0როის 1 –გიმენჟში ტანსაბღერულრა IM-ური რანტის ტენპორი 

მენ. („,L) , მაშინ აზზობზენ, რო6 მოცემული ტეაქეს 

ML –ური რაწკის ტენბორული ველი. რენზორული ველი შეიძლება ცტან- 

საბოვრული იყოს არა მხოლორი მრელს სივრცეში, არაზეიც სივრცის 

სასრულ არეშიაც. ახჟვარათ, IL -ური რანტის ტენმორული ველი 

ტანისატტერება ხიერცისა ია ტცრრის ემ რაიიენობის დუნქციირ. 

როცა მას. ი (ი) ტენმორი იროზე ცხაილალ ლამოკილებული არ 
არის, მაშინ ტენბორულ ველს სტაციონარული უჩწოტება . 

სვჯაციონარული ველი იცულება მხოლრი სივრცის ერიი რტხერ–- 

ქილიიან მეორეში ცკაიასქჯისას. 
– 

ტენტორულ ვედ ეწრიება უწყვეტი, #63 მეს... (LV)



– I29-> 

კომპონენტები X,, X:,) %ვ ცელაიების უწყეეტი ფუნქციებია . 

რაზიენატაც ტენზორული ეელი კოორიინატების ფუნეყციაა, იმიენაი 

ტისი ისეთი რვისებები, როტორიცაა, მატალირაი0, ლიატონალურ სა- 

ხეზე იაყეანა რუ სხეა, ძამოკიძმებული იქნება სიევრყის ჩე” კვილთხ 

შერჩევაზე. ხუ ტენტორი სიერცის ერთ რომელიმე წერტილში ტავიყვეა- 

წერ ლციატონალურ სახებე, სხესა ჩერვილი მას, საბოკაიო0, ლციაცკო- 

ნალური სახე არ ექნება. ასეეე, ო”რი ტენბორის შესაკრება0 საჭი- 

როს შეეაიტინორ ისერი ჯამური ტენბორი მის -ი(59=M6.--თრხM+ 

+M, ა... C, L) , რომელიც სამართლიანი იქნება ქელის ტანსაბო- 

ვრის ყრეელ ჩერტილში. 

კჰერძო შემიახეევაში, როცა ტენბორის რანჟი M=0C ს) ტვეე– 

ქნება ველი, რომელიც ტანსაზოვრულია ერთი სკალარული %(”ხ) «უნ- 

ქციირ. ასერ ველს სკალარულს უნოტებენ. სკალარულ ეელს ქმნის, 

ტატალირა0, არათანაბრალ0 ტამიბარი სხეულის ტეზპერატურა 0ა“სხეა. 

როცა წ=L , მაშინ ველს ეჩოლება ვექტორული, რომეოც ტა–- 

წისაბოერება ერთი ვექტორული #რხ ტუნქციირ. ვექტორულია, 

მაჟალიბაი, სიმძიმის ძალია ვეო, მოძრავი სითხის სიჩქარეძ>. 

უელი ფა სხეას. 

მეორე რანტის ტჭენმორული ეეო ტანსაბლღვრული იქნება IIMC22, 

ცხრა ტუნქციირ. ასეთი ველს მაჟალირებია მყარი სხეულისა 0ა 

სითხის ძაბვებისა ია იეძყორმაციების ეელები ლა ა.შ. 

რალგან ტენზოიული ველის კომპონენტები ჩვეულებიივი ფუნქციებია, 

ავიტომ შეტეიძლია მაძი ტაწარმოება ძა ინტეტრაჟია, რრეა ისინი 

ამისატეის საშირო პირობებს აკმაყოფილებენ. მატალირა0, IL –ური 

რანცის ტენბორული ველის კერძი წარმოებული X, ცელალირ ტანსა- 

ზღვრული იქნება შემიეტი ფორმუოთი: 

მას... (59. სა სL.:ე(<142,, X,.2,;ს)-?. > „%/) 
ი 

2X, 49-+0 42X,



“ანალციურაე ტანისაბტერება 2I.-, (წ) ია 2756 

წარმოებულებიც. 29%გ (დ, 

ახოს ეაჩეენორ, რომ 23%. .C69 წარზოებული, 
სალაც 6,ხვ-...6წM+/ იუოებენ ინიმენმ#(გას I,2,9,-· · -Iს წჩარმი- 
ახტენს +131 რანტის ტენბორულ ველს. მარტლაც, ტანვიხილორ ეს 
ჩარმიებუო მიბრუნებულ კოორიინატია სისტემაში 

, 

ი ას:--2(%/,%,,XV ; ს) 
«გ ჯ7 

-ი+( 

ს - “ური რახცის ჟენბორის ტცარიაქმნის კანონის რანახმაი 

/ 2759 , იჩ. »L). 
მუა, XXI V= 0,0"; .. C,, M (MX · „(9 

ი” კოორდინატები მობრუნებულ სისტემაში ტანვიხილი როჟორე %: 

კორრიინატების რტული ჭუნქცია, მაშინ შეტცეიძლია იავნეროი 

/ 
VI; 

სხვ: "-ე. ოი –” იც. MX, 29 Mი+1!, 
/ ახია (იM რ:C ავ 
+ Mი+I CM+(" 

რაიტან კოორიინატრია სისტემის აეე ეი კოიორიინატები იც)ქე- 

ლება /1,!4/ კანონით, ამიჟომ ტვექნება 5> =C0M , მაშა- 

ცაგაზე, ი -ური რანტის ტენზორული ეელის კერძო წარჩოებულისა– 

რეის ტვექნება 

2' L , . «ბ! (MM. Mი, 

%, 
თ გ” 

რაც წარმოაიცკენ სM+.  რანტის ტენბორის ტარიაქმნის ჰანინს. 

2" 
ამტვარა0, M –ური რანტის ტენბორული ველის “ცირ წარ- 

მოებულ I+I რანცის ტენბორულ ვეს წარმოაცტენს. “ 

რიჟორც ეხელაეი, -2- შეტცვიძლია ცანეიხიილორ როტორც 
22;



რპერაცია, რომელიც ტენბორბე მოქმეძებისას მის რანეს ერიირძ 

აციქემს. 

ჩეენ ქეემორ ვიტულისხმები, რომ ტენბორული ეელები უწყეე- 
ტია 0ა შეიძლეშა მარტი ტაჩარმრება ინიენჯერ, რამძეზჯერაც საჭი- 

რო იქნება. 

სხეარასხვა რანტის ტენბორული ეელები ტანეიხილი ყაი-–ცალკე: 

I. სკაიარული ველი. როჟორე ატენიშნეძი, სჰჯალარული ეელი 

წარული სკალარული ველი თC(L) იროზე ცხაიალ არ იქნება ლამოკი- 
ტიებული. რამიძენაიაც დ(იხ) სკჰატარული ჭზუწქციაა, იზიენაი 8ი- 

სი მნხიშენელობა სიერცის აღებულ ჩერტილზე არ შეიცელება კირრიი- 

6აჭთა სისტემის მობრუნებისას, ე.ი. თ(5ხ=%(5 ხ) ან 

#I(X#MXI,X/;L)=%(=, 2.2%4;ზ%). /!2,!/ 

ამასია6, X„, კოორლინატებში იტულისხმება სისტემის მობრუნების 

შეიეტაი მიღფემული მწიშენეთლბეში, ე.ი. 

ჯ/-0ს%,  (4=#4,3) //2,%/ 
საი9აც M მუნჯი ინიეესია. ჩვენ იატეშირტიება შებრუნებული ტარ- 

იაქმწაც / 
=C/(XI· 

2#= C%#2% /I(2,3/ 
სტაციონარული სკალარული ჟელის მატალითაი შეტეიძოა ტავა– 

სახეოთი ჩწერჟილვანი ელექტრული C მუხტის მიერ შექმნილი ველი 

ზ(ი)- » · /|2,M 
ასევე სკატარულია ტრავიტაციული ველი, არათანაბრად ტანიბარი 

სხეულის ტემპერატურის I() ველი ია სხეა მრავალი. 

სკალარული ველ შეცვიძლია იავახასიარორ ეკვიპოტენციალუ–- 

რი ბეიაპირებირ, რომელრა ყოველ ჩერყილში დ ფუნქციას აქეს 

ერრი ია იტიეე მნ6იშენელოშა, ე.ი. დ(თ X,,X.)=00016 · ჰერძი



შემიხეეეაში, როცა ტეაქეს ტემპერატურის ველ ,I"(5,%,,2ც)=ოოჟს 
უჩოიებენ იტოტრერმულ ბეიაპირებს./!2,9/ ქველის შემიახეექაში, 

ეკჰეიპოტენციალური ბელაპირები იქნებიან კონცენტრირებული სძფერო- 

უბის ოჯახი, რომელბა ცენტრი იმყოფება ჩერვილმი, საიაც 8ორაესე- 

ბულია ელექტრული მუხტი. 

ტავიხსენორ ჩარმოებულის ცნება მოცემული მიმარიულებირ. ია- 

უუშეარ, სკაიარუი ვედ რაიმე ა ჩერტცილში აქეს თ. 86იშენ- 

ელბა ია ძა კვექტორზე ტაიააილცილებისას მივტივარი წერტილში, 

რომელშიაც დ –ს აქეს მნიშენელბა დ, .· ა8 ტაიააიტილე- 

ბის არს 9 -ს ნაბრიი ტოლ იქნება 4დ=C – 8, , ან ნა- 
ტრტის I4§| 548 -ბე პარიობის ბოვარს, როცა 28->0 , უწო- 

იებს დ ფუნქციის ჩარმოებული IMი ჩნერჟილში L მიზარტულებიი 

2?ს_ ს. შო-რო,. /I2,V 
25 ავაი 45 

ცხატია, #28 ატ წარმოებულის 8ნიმენელტბა არსებიძაი იანმოკიიებუ– 

ლია 5 –ის მიმარტულებაზე ია იტი არ უნლა ავურიოთ 8 პა- 

რამეტ)ირ ჩვეულებრიე კერძო წარმოებულიან. როცა მოცემული ტეაქეს 

რ, 2,,2)=C08§ხ იზოთერმული ბეიაპირი, მაშის 2ჯ ტეი- 

ჩეენებს ტემპერატურის ცვლილებას ჩა ჩერჟილიიან § მიმარიუ- 

აებირ. 

სახის ნაქამტკიცობ, რომ –ს ჩარმირებუოთო 2 ელ. ნარ- 

ზია9ტენს ეექტრრის კომპონენტებს. ი ა. ამისათეის, როტირც ვი- 

ცირ, საკმარისია ეაჩვენოთ, რო8 კოორტიინატია სისტემის 8ნობრუნე- 

ბისას 21 სიიიტეები ტარიაიქმნებიან, როტორც კორრტინა- 

2, 46 რინ ვექტირია, აივილაი იაჟინახაეფ ტაყონის იეორეშიიან, 
9<-22=< 

- 

რამიენალაც ძჭ-2 ძთ, სკალრია, სოლო +, «%= –ეექტრორი. 

2. ჩეენ ეს შესავალში ბოტაია0 იავამტკიცეთ, მატჩამ ტეტი სიცხა- 

იის 0იჭნირ სკალარისატვის ერტხელ კირეე ტავიმეორებძი. 

ვ <=: –ს ხშირა0, შემოკლების ნიშნით,“ 2(C –ძ0ი, ან მძინის 

მემიეტ იზიექსით აღნიმნავენ: 2L=92,§-> ს) ;24--9,#,=/ა,M7 

« "ი; = .·0.-–ტ. .;: “22-CM 

აგა პროჩა:ჩაყ რა.
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ტები, ე.ი. – /I2,2 / დორმულირ. 

განვიხილოთ C>X(L) ველის წარმოებული ახალ სისტემაში ლა გავი- 
ივალისჩინოი /!2,!/ ტოლბა; ტქექნება 

% 9). 12%(”). 
227 2ჯ” 

(5 

//?,5 / 

> / რუ ჩაერელირ, როტ თ( ) რიული დუნქცაა 2, –ისა, მაშინ 

/!2,5/ ასე შეტვიძლია ტაიავჩნეროძი: 

28 _ 29 9%- , 
2X/, 2%/ 22, /!92,6 / 

სადაც # მუნჯი ინიეესია. /I!2,5/ 0ა /I!29,2 / დორმულუბის რანა- 

ხმაი 

მ2%«_2 
.–_ '» , , 

2X/,/ 22. 92% /I9,7 / 

ატიტომ /|!2,6/ მიიღებს სახეს 

7 =0, 29, 
2X, ბX- /!2,6/ 

ეს უკანასკნელი კი მარილაც ჩარმოალტენს ვექტორის ტარლიაქმნის 

კანონს. 22, -ს უწიიებენ თ/I) დუნქციის ტრალიენტის ს 
მიტენელს. ტრაიიენტის აოსანიშნწავაი იყეწებენ სხეაიასხვა აღონი- 

შენას. ასე მაჟალიიაი, ქX04#, 2? ის დზ , ნაია) ყV! 

/6ნაბლა/ არის ჰანილტონის ოპერატორი 
“+ 

+«4”2 +262 7? 2 2 · –- +( –+C –_–_ =-« _ 

V"იედ “დ, პგჯ, %შ92%, /I(2,9/ 

ამცვარა0ძ, ტრალიენტი აიღება სკალარული მუნქციიიან ია ქექტორს



ტანსაბოქრაეს; ამ ეექცორის კომპონენტებია 231090 C4 28 
22 მ0:22%გ/“ 

ტამოვარკვიოთ ტრატიენჟის მიმართულება. შარი დ თუნექციის 

იიწერენციალი, ცხაიია, რომ 

გ == 25 ძზ-= ოზეალ (§=#2,3) 

ეხ ტაძუსახულება წარნმოაბტგე5ნს ორ ქექცორის სკახიარულც ნამრავლს. 
– 

/I2,'CV 

- 
ერტია ცრალიენტი , მეორე კი მ. ; რამხენატაც L=%+, X , 

2C- +. – «4 <= 
მიხი ტბითერენციალი ტოლი იქნება ძ#, = 2.07, ამტვეარა0, 

ძრ -(წდ,ძ;). /I2,II/ 

იავუშეათ, რომ ძი უექტორი ძევს დ(C, /1= =6იი36C ეკეიპოტენ- 

ციალური წეხაპირის მნხებ სიბრჟყეში, ნაშინ ეკევიპოტენციალური 

ზეტაპირის ტასჩერიე, რა09ცტან დ –ს ერთი ია იცტივე მნიშენელობე–- 

ბი აქეს, ძდ ნულის ტოლი იენება 
–> 

ძდ=(Vდ8,9/)=0, /|2,19/ 

რაც ტეიჩტვენებს, რომ ტრატიენტი მართობულია ეკეიპოტენცია”ური 

ტუეიასპირისა. ტავარკვიოთ როტორის მისი მიმართულება. ამ მიბნით 

ეპვაპოტენციალური ბელხაპირის ნორმალი მსოეცეტოთ დ-ს ტრიის 8ი- 
– 

მართულებით,. ავიღოძი ძ” 

   
ირ ვეეტორი ნორმალის ცას- 

ნერივ, ე.ი. რ –ს #6რტეის 

„> მიმართულებით. რა0ტან ამ 

ა მიმ8ართულებირ ძდათ, ამი- 

კალ კონ(Vრ, ძ-C)>9 ია დდ 

ნას.22 მიმართული იენება იეით, 

საითკენაც დ ირტრიება . 

ამტეარაი/, დ 5 დციის ტ 2 (ჩი%, შეტვიძლია ტავნეროთ 

32 ჩ; (#,7)დ, /I2,19/
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ხსაიაც 2დ აი წარმოაიტენს დ ფუნქციის ნარმოებულს ნორმალის 

ტასჩერიე, ახალი დ ხიიიბე ჩვენ შეკვიძლიას ავაცოთ სიქრცის 

ნებისმიერ ჩერტილში, ამიტომ ჩვენ მიუიოეთ წდ ქექტორული ეელი. 

თუ V( #) არის ურიიერძქმეიების პოტენციალური _ენერტია 

/ხკატარული ველი/, მაშინ 6 მისჟან მეკვიძლიას ავაცოი ნ=- VVVI) 

ვექტორული ველი, საიაც L არის ძალა. როცა +) არის ერთ- 

ტვესაროვანი, მაკცკრა8მ არათანაბრაი ტამიბარი სხეულის ტემპერატურის 

ველი, ნაშინ ეექტორული ველი C=-MVI('. განსახოერაეს 
სითბური ნაკაიის სიმკვრიეეს, რომელიც ერცელიებას ტარემოს ტამ- 

თშარი ნაჩილიძა6 ნაკლებაი0 ტამიბარისაკენ; M# –ს ხითბოტამტარო- 

ბის კოეფიციენტი ეჩნოძება. 

ახლა ვიპოეოჯ ტბოციერთიი ფუნქციის ტრატიენტი. ეიქეათ,05 კო- 

ორტინატების რთული ძუნეციაა რი ”, მაშინ 

ძდ 2M = 2,14, 

ე.ი. 
ძდ ა;ი«ს)C( ჩC –– 20 %CL). გ:09#( მ) 2C 9 /I!2,15/ 

ჰერძო შემთხვევაში, როცა #=V=VX7- +X2+X# +“ ტვექნება 

2L.- %6. /I2,16/ 

ამტვარაძ, 

4 I XV L 
25:945% >» 5» /I9,I7/ 

მამასალამე, 

იტ8()= # -ნ. 
ძი” /!2, !8/
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თუ ერიევლეან ეექტირს ”» –ის კახწერივ აღენიშნაეი #-L –იძ, 

მაშინ საბოლოი მიეიტები 

(I) 2 4დ ” /!I2,!9/ 
4 

ჰერძო შემიხეევებში ტვეერება შე'იეცი მნიშუენეC. ვანი ფორმულები: 

ვ”პირ-M ; //2,20/ ” 
კ 

#_ LI I 2704 #=- ნ, L =- 46. /I2,2I/ 

რიცა პოტენციალური ველი საიჩერება დი)=- 9046 ჭუნეციი4#, 
მაშინ /I/2,2!/ მორმულის რანახმაი ძალისაძვის ტვექნება 

”=-ვ:0ძ6=- 3 ”, //2,22/ 

ახერია, მატაიირაგ, მსოფლიო 8იჭილულიბის ძალა, რუ იი5= III,M 

საჭტაც ”, ია II ურტიერთქმეი ნაჩილაკრა მასებია, V კი – ჟრა- 

ვიჟაციჯლი მ0უიმიკა. 
ეიზრეორ ტრალიენტი (#, /წკ სჰალარული წამრაელისა, როცა 

8ზუიჩივი ვექტორია. ცხაიია, რომ 

6 (ტ,8)=;- (41%. X%,)= =#42> 22%. -=#.%:= #,; /I2,9ვ1/ 
C 

მაძასატამე, 

V(#-#; (4=Cიახ/. ) /|)2,2/ 
27) 

როცა გვაქეს 1(%) რიული ძუნქცია, სატიაძ M=(4,,7, ტრაიიენ- 
ფისათეის მივიოებრ ქ! 

დ4(V)- 2-2, ჩე.“ (#4=6იიჯზ) 

/!2,25 /



რძო შე 
(2 

ჰე უმიხეეესში, როცა 1 ნარმოაძტენს ბრჟყელ «აიღას #56“ 7 
საისყ M56იი5L ტალიური ვექტორის, ტეექნება 

=– 

3:10 . > -(M,წ) 
V7წტ C# /I2,96/ 

ახია ეიპიეოი ვ?44( 8) „ ყხაიია, რომ 

„ 2 //დ)-2%/,თ X, ე:44,1) 22 ზ) 21, /(2,97 / 

უ.ი 

| ვ704(/8)=დე?ი4/+# 1704. 

/!2,26/ 

ვიპრერთ ტრალიენტის კევაირატი. ტენბორულ აღწიშენებში ტეე– 
ქნება 

  

V-52X, 226 /2+,22გ 22; //2,% / 

ამტეარაი, „V იძლევა ლაპლასის ოპერატორს 

4 აV =–, «+ == +- · 

ზბ 22: 9%ვ3 //2,20 / 

«5 
უიპივორ ლიაპლასიანი, მაჟკალიმაი/, 1=6C ბრტყელი «ალღიიან. 

იეიხატია, რომ 

გ „რი '(რ.,ჯ (წ M(42) არი) 
2 6 ”)=-#% /!I2,3! / 

(22) 
მაწასაიამე, ჩვენ შეტეიძლია იავასკენაი, რი01=თ ბრტყელი 

ტალტა ჩწარმოაიტენს შერნიეცვი კანტშლების ამონახსნე: 

(4+X #50, //2,39 / 

რომელსაც ტალღის ტანტოლება შეკეიძლია ვუნრტორძ. 

ბოჟიერრი ფორმულის ტამოყვანას იავუბრუნცებირ ვექტორული
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უელის იანახასიალებელი სიტიტეების ტანხილვის შენიეყ. 

2. ეექტირუო კელი. ვექლირულ ვეის უნოლებენ # (<,2%,,2+ხ) 

ვექტორს, რომელიც ტანსაბოერულია სიერცის ყოველ ჩერტილში /ან 
ცსიერცის რაიმე სასრულ არეში /ია იროის L მომენტში. თუ #| ძუნ- 

ქცია იროს ცხაიალ არ შეიცაეს, ზაშინ ეექტორჯლC ქე(ს სტაციონა- 

რული ეჩოძება. ვექტორული ველის მ8აცტალიჯებს წარნოაიცენს ელექ- 

ტრულ ისა წატნიტური ჟელები, რომლებიც სათანალოი ხასიათიეშბიან 

ელექტრული C ია მატნიტური #6 იაძაბულობებით. ვექტორულ ველს 
ქმნის სითხის სიჩქარე, “ომელიც ტანიხილება როცო“რე სიერცისა 

ია იროის ფუნქცია 1-= 0X9,9%,, % ;%). 

ეექტორუოთ ვეოს ტერმეტრიული ინტერპრეცაციისაითვის შეკეი- 

ძლა შემოვიტანოთ ეექტორული ჩირის ცნება, ვეეტორული ნირი ენო- 

იება 8რულს, რომელსაც იროის ატფ. ულ ზომენტმი ყოველ წერტილში 

მხებაი აქეს #(%,2.X3,ხ) ეექტორი /ნახ.2ქ1/. აოსანიმნავია, 

რომ სიჩქარის ქველის შენთიხეეესაში ეექტორულ ჩირებს ტენის ჩირებს 

უჩოილებენ, ხილი მაკნიტური ველს შემიძხვეესში – ძადაბებს. 

ტანმარტებიტან ცხაიია, რონ იენის წირები ენორჩილება შე- 

მიეტ იიძერეწყიალურ ტანტოლებას: 

4X, __ _ძ%ი _ _ 42 _. 
#,(ჩს) , #.(,'Lხ) #კ(სV /!9,8ე/ 

რომელც /ტ,26/ ფორმულის თანა- 

ბ ხმა0 წარმოიაიკენს ძII (42 ,ძ= რი) 

ჯ 2 მხებისა ია #(%.X23;ნ) ვექ- 
რ) ტორის პარალელობის პირობას. 

აღტენიშნოთ, რო8 არასტაციო- 

რახ, 2ე წარულ შეზთხეეეაში იენის ჩირი 

არ ემთხეევსა ტრაექტორიას. 8ატალითისათვის ცანვინხიეორ მყარი 

სხეულის ტაიატანირი მოძრაობა. ტალატანითი ნოძრაობის ცანმა“რ- 

ტებირ იროის აღებულ მომენტში მყარი სხეულის ხოეელი ჩერტილის



სიჩქარე ხსიტიცირ ია მიმარიულებირ ერრმანეთის ტოლია. ეს ჰი 

იმას 6იშნაეს, რომ იენის ნირი იქნება სწორი ხაბი, მაშინ, როცა 

ბყარ სხეულს ტაიატანითი მოძრაობის იროს შეიძლება ჰქონიეს ნე–- 

ბისმიერი ტრაექტორია. 

იენის წირები ისა ტრაექტორიები ერტმანეთს ემიხვევა სტაცი–- 

ტრნარულ შემნთხეეევაში. ტანმარტების რანახმა0, სიჩქარე ტილი იქნე- 

ბა %;=9;(X,,%,,Xყ ) , ნაიიხანაც ტრაექტორიისარვის ტეექნება 

ტანტოლება 

ძ %, 2 423 

V(» (=,%) მ; > %.) 9(6-5,5). 

რომელიც იაემთხეევა /I!2,ქ1ე/ იენის ჩირების ტანტოლებას სტაციო- 

/ჯ2,ვე1/ 

ნარულ შემიხეევამი. 

ახლა ავიღოთ სიერცეში რაიმე ჯ 8რული, რომელიც არ ემახვე–- 

ვა ეექტორულ წირს ია მის ყოველ ჩერტილმი ტავატაროთ ვექტორული 

ჩირები. მიეიღები თარიეულს 0(X,%:,2,2=CთML რომლის ყოველ 
წერტილმი ტ ვექტორი ძეეს ბელაპირის 8ხებ სიბრტყეში. ან ყ§არ- 

დეულს ეჩოლება ეექტორული ფართეული. ლხავნერობრ ა8 ფართეულის ტი- 

ზერენციალური ტცანტოლება. ცხატია, რომ ტ ვექტორი მარიობული 

იქნება წ0 უეექტორის, ამიტომ (დ0,#)=0 მოტეცენს კჰერძონარ–- 

მოებულბიან ტციდერენციალურ ცანტოლებას 

<9 /, +204, 12 20,43=0, I /!2,ვე!L 

საიიანაც მოიძებნება 6(%/,2:,X3) დუნქცია. როცა ' –8რუდი 

ჩაკეტილია, მაშინ ვექტორული ფძარრეული წარმოაგკენს მილისებრ 

ჭართეულს. სიჩქარის ველის შემთხეევაში ა8 დართეულს იენის მილს 

უნოტებენ. 

ტამროვარკვიორ, რა სიიილეებირ შეკვიძლია ტიავახასიარტოთ 

უექტორული ვეღოის ფიზიკური თეისებები. მემზოვილორ ველის ჩარ–-



ტიეგუოს რპერაცია. ტაწვიხილი ჩარმოებული 

ნ..= 2, /I!2,3-/ 
იX# 

ევაჩეენი#ი, რომ ეს ცხრა სიიილე ტაბიხატაეს მშეორე რანჟეის 

ტენტორს, რაიტან #; ეექტორია, ამიტომ კრორიინატრა სისტემის 

ბოტრუნებისას იცი ტარიაიქნნება კანონით 

#7C0)= 0,+#+(I). ((=(,2,3) /!2,25/ 

აჩასტრან, იკულისხმება, როზ თეითი კორრტიინატები ტარიაიექმ- 

ნწემა /I!2,>” ია /I2,ხ/ დორჩულებითრ. ჩეენ ბემორ ქაჩვენერ, რომ 

2C. წარტრებული ვექტრრის კჯნგნჰპონენტებიას, ამიტონ /!2,ე26§/ 

იქნება მეორე რანვის ტენბირი, რამიენაიაც იკი ჩარმიატტენს ორი 

ეექტორის პირიაპირ წამრაელს. ა8 ტენბორისატან შეკვიძლია შევა- 

ივინოი ვექტრული ველს იანახასიარებელი ორი სიტი0ძე. ერთი ამ 

სიტიიცერატანი არის ტენბორის შპური, რომელსაც უზოიებენ ვექ- 

ტორის იიეერტენციას! 

პიწ-32რ)> ?" +284. XI) =ძანტ. /I|2,36/ 
იX; დენ, (პX,კ 02% 

ზაშასაძამე, მ ვექტორის ცივერტენცია იქნება სკალარული სილი- 

დე. იკი ტანსატტერაეს სკატარულ ველს იმავე არეში, რომელშიაც 

ტანსაგტერულა ვექტორული #. ველი. რაიტან C23>- =>) წა- 

რმოაიტენს წ იპერატორის მიტენელებს, ამიჟომ თს/4 შეტეი– 

ძლია ტაზოეხატორ, როტორც V ლა # ვექტორების სკალარული ნამხ- 
რაქლი, ე.ი. 

«სტ =(7/ბ)= 24, 24... 24), 7 2X, ბ%, “92% /|2,927/ 

, ძსს?- პირველი სანი ასოა ფრანტული სიტყვისა ძასგივტილრ, 
რას ნიშნაეს ტანშლალობას. '
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– 

როყა Cთ:(0/#4=0 , უეექტრორულ ვედ) ეჩოიება სრლენოიცტური. 

ახლა ეიპოეოძ მეორე ხსიიიბე. ამისატეის სოვახიიწოიი LL» 

ტენბორის აწტისიმეტრიშაცია 

  

24ა _ პრო, # ოგ 22ი 22%, /!2?,ეტ/ 

როტორეც ეიცყით, მზერრე რანკის ანტისიმეტრიული ტენბორი ვექტორის 

ეკჰეიეალენტურია . აზ ვექტორს ი0უალურ ეექტორს უჩოიებენ 0ა ტაწი- 

საბოვრება შენმიცეცი ფორმუვირძ: 

07#7-+6 (24 24» , 
(29159. –2 ბო 2%ც 2-სი/. /!9,929/ 

– – , 
ჯიL/1 იუალურ ეექცორს ეწოლება ,4 ეექტორის როტორი! რალტან 
აჯაშვის ინიექესების შეცვლისას ორმაცტი ჯამი არ იცყელება, ასზიჟიმ 

86. ბ4#ი _ ბ, 2#» <=" -C. "MI –--.C. ი /,/!2,50/ 
MIMი –2%Xი “(IMMი2გჯი, წ7, წ! 2%ი , 

შებეკა9 /!I2,32/ ტანმარტება წიიღოებს შემიეცტ სახეს: 

2 
„ი6,4= (ან: /#- | /I2,%I/ 

– 

ახალია, როცა 4 ნამიეილი ვექტორია, 0ხაშინ კიხ4 იქნება 

აქსიალური ტია ჰპირიქყით. 

თუ ტავიხსენებთ ვექტორული წამრავლის ტანწარტებას 

  

–2«– 

(4,81 = ზ.ა #ჩ. ზ,, /!2,ს2/ 

გაში6 -იL 4 –ს #-ური კომპონენტისათვის შეტვიძლია ლიავწერორ 

3 21_C. 2/4+ 
20%, 4 = I? #).= აი 22%, # /!2, «1/ 

| Iი0% – პირეელი სახი ასოა ფრანკული სიჟყვისა ”იზიL(0L, 

რაც ნიმნაექს ბრუნესს.
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4 – 
-– 

ან ს ს%სV 63 

ბ. 
ბი/- (M4) 2X, ბ ლემ ( /I2,%ხ / 

#, #, /ვ 

რომეოც ტჟაშლილაი ასე ჩაიჩერება: 

524 ბრა XI) >. 4 ალუ თ 15 %ა_ 24). 
ბინ/ტ=5 2% 1) 92%ვ 22%, 22, ბ2ჯ/ /|2,§5/ 

ამტვარაძ, რუ სკალრულ ველს იასახასიარებლაი0 საკმარისი 0ყრ 

ერთი ვექტორუო სიტიიე, სახელდობრ ტრალიენტი, ვექტირული ველი 

ხასიაძიება ერიი სკატარულ ია ერიი ეე. ჯორული სიტილირ, ჰერძოი, 

თს ია 706 –რთი; ამ სიიეძეების რდიმიკურ შიწაარსს ჩეეწ 

ევემირი ტამოვარკეევრ, როცა გ8ოეიტანი მარი სხეა სახის ტანჩარტე- 

ბას, ახლა კი ტამოვიყეანი# ბზოტიერტიი მნიშენელვანი დირნულა. 

ვაჩვენოი, როც თს უე. მარილაც, რამტენატაც ქ2-5ე C= XL ი 

ამიტომ რ(ს/: =2=53 . რაც შეეხება X0%V -ს, ცხალია, იჟი 

წულს «ოლი იქნება: ჯი8#-ი. 

ლიავამტკიცორ, რომ იუ დ სყჯაიტარპჰლ ჭუნქციაა, მაშინ 

ძ;ს(2#) 5 (4,3:04დ) +დძას# : /I2,96/ 

420.3 29/ 9 C# ჯდვდ, 26, /(2,5%7 / 

ვიპოეორ რას ულრის ჯისL/, #4 /, ტანმარტებირ 

=ნ(64)-§, ლ (M6 (20-86 22 ბ4( + ნაიი 2 2ჯ გმ , 

ხარილაც 

/(/2,C8 #
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საიიანაც 

შისნ/)-§ =L4+(8%94 ? #) | //2,5ტ8/ 
აიტვილაი იამტკიციება, რომ 

  

ძასე?:იძრ= 44. /|9,59/ 

მართაც, 

· 2423 
რისელ4# => ვჯიძ; დ» 22. 2X. 35" 49, //2,50/ 

ასევე აივილატ ევაჩეენებრ, რომ 

· /I2,5// 
ჯიჭ ვ§44დ =0 » 

მარილიც, 

2 
-. 22% _ /I2,52/ 

ბა 26 62, 2, წ ნაი > ” 

რამიენაიაც მივიტერ ანტისიმეტრიული ბა სიმეტრიული ტენბორების 

სკალარული ნამრაელი, რომელიც ნუღისს ტოლია. 

როცა ვექტორული ველის რჯტორი ნულის ტოლია 2ი§4=60 

მაშინ 4 ყდრეელრეის შეტეიძლია ჩარმოეიტტინოთ«, როტორც რაიმე 

სკჰალტარული დ ფუნქციის ტრატიენტი, ე.ი. 
- 

4=ვ:44ჯ. //2,52/ 
ახერ ვექტორულ ეელს პოტენციალურს უნოიებენ, დ( /) -ს კი ვე– 

ქტორულ ველის პოტენციალს. 

ახი იავუშვაირ, რო0 ვექტორული ველი ისერია, რომ არა მხო- 

ლოი 2CL4=0 , არამეი თ(ს4=C0C მაშინ, იუ /I2,5ე/ ტოლობის 

ორივე მხრიდან ავიღებრ ლცივერტენციას ია ტაეირეალისჩინები 

7#I2,59/ ძორმულას, მივიტებით ლაპლასის ლიიდერენციალურ ტანტოლე–. 

ტას 
4რთ= C. /!2,5/



ამ კანჟილების ამონახსნს ჰარმონიული პუნქცია ეჩოძება. ან ფუნ. 

ექციას არ შეიძლება ჰქოწნწიეს არე მინიზუმი ძია 26 აჩ, იმუმი. 

მარილაც, ამისათვის სხსაძირო იექზებშოლია, რი 2% ჯ7 2> ,2“ჯწ 

ინარჩუნებიძეს ერისა ია ინაევე ნიშა6ს, რაც 22 „22 თ 21 _ 

რტაწ ა8 შემიხვევაში /!2,50/ იაცუო არ იქნეშოია. 

ვიპიეოი ძესზინ4ტ .· ცხადია, რომ 

ძუსბიხტა -?. 22. 2 4- ხაMC 2 #2 = 

2096 

=- 6აMC 2 “რი =–-ძ:ს %06/; 

3 კ. 246 ა?44 - 

22,9%ს,, გ. 55/ 
  

  

9X,2%2 
მაშასაიამე, 

ძ:ს:ინტ=0. /I2,56/ 

ტავამტკიცორ შემიეტი დორმულის სასარძლიასნოშაც: 

– გ 

ჯის?იზ/ტ = ვ?ი4ძ:სტ – ტ4. /!2,57 / 

ხარილაც, 

ჯ(:10L#= CM: 200 '» სოი:> 340, 

2-2%”M,,ი 58 / 

რაიჟან 6;M6 =6/,/ , აჩიტომ შეტვიძლია ტამოვიყენო#ბ შენლიე- 

ტი ტდორმულა: 

6. წათე 5 მ,,ზჯი“ ბამ. /I2,59 / 

ტვექნება ა? ქ 

ჯის, «ი6#= 1» ბი ზიზი) 32%4 MM“ 

=2 324 #,=ქ?04.ძაფშ-4/ს, X 
ბდ; 2%X 5 

რაც ამტკიცებს /I2,57/ ფურმულის სამარიძლიანობას.



4242- – 
სახის ვიპოეოი X%/#4, L) , საითაც #ტ მულმიეი ვექტორია; 

ტვექწება 

ჯL.(#4 44 ; 2 4, > ა! 55 #6 I4, / /154 MC სთივ; / M2 /,2,6I/ 

# 29ი-გ აიტან ჯ2XC„M" MM, ამიტომ «ილტრაციის რეისების ტამოყუწებიი 

მივიორებია 

25 

/4,წ)=6:X« ო #ოი. //2,62/ 

რაიჟან 2ლ–ოC ზია«CC , ხოო ნ,-- C,»Mი= 0ბ.. ამიტომ 

%იL, (4,7 )1= 2ბ.» #ი= 2/4ჯ. #I2,63/ 

მაშასაიანე, საბოლოოც შეცეიძოა იაეწეროი 
>” · –“- “4 

2ი(I2,წ)-2ტ. (ტითიახ)ა ,, ა 
აძვიიაი ეაჩვენეში, რო0 მუიმივი 4 ქეჟტორისარვის 

2-–-> 

ძ(თI4,/ |=0. /12, 65/ 
–- 

როყა სითხე ბრუნავს მზულმივი ია =თისL “წურხური სიჩქარით, 

მაშინ სიიხის ხაჩოვანი სიჩქარე ტილა 

– – –> 

1) =(C035,·V), /I2,66/ 
საიტანაც 

– –“ – 
= =2Vთ). ჯის) =?იL(9,L) /I2,67/ 
– · – 

მბრუნავ სითხეში 00)ჯ/0 ტა,შესაბტამისა0 / 20L(X#0 .· ატ შეტ- 

რხეევასში ამშობენ, რომ სითხის ცინება ტრიტალურია. როცა მიელ 
– – 

სითხეში (ა<=02 , მაშინ XILCI20C ია სიიხის ლინებას პი– 

«ენციალური ეწოლება. ეს ნიშნაეს, რომ სიჩქარე ტამოიხატება წრ 

პოჟენყიათს ჟტრალიენტიი M-= ვ?ი«#6(7) 

ბოლოს იავამტკიცორ ერთი მნიშვნელვანი დორმუოს სამარილი-
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ა 

ანობა; სახელიიბრ, #უ /1(/წ) ია 8(-) ნებისმიერი ვექტორებია, 
მაშინ 

ვ:04(4,ჩ)=(რ,9)6+(8,0)4+I4,2თ61+ (8,264). /I(2,68/ 

ცხაიია, რიმ ტრალიენტის „პერაციის უშუ. «თ ტამოყენების შეიეტაი 

მივიტებიირ 

ქ?იშ; (4,ხ)-ვ2ი4. #8M=/M ე. 2», 2# 22, /I!2, 69/ 

ე.ი. /I2,68/ ცაზოსახულებაში ხელოენურა0ი შემოტანილია ბეიმეჟი 

ი რომლებმაც ერთნანერბი უნია ტააბარილონ. ტანეიხილოიი 

( 4,%Lჩ) ჩეერი, ტვექნება 

(428) =6.V 4 რჩ. 6ა+6#-ნყი:2 ჩე= 
2» /!2,70/ 

=6,,-6 0ი1#ჩ «>. 

ტამოვიყენორ /!2,59/ ყძორმულა, მაშინ ფილტრაციის იატარების 

შემიეტ იატერჩება 

2ჩი _ 4, 28. 
(4, 20LჩI.= 5. 2; ” 2,» _/12,7!/ 

ახალია, რომ გ უეექტორის 8 -თი შეცვიირ მივიტებრ 

8 =ც, 24 _ ც_ 24, /I2,72/ 

აჭ ორი უჯნასკნელი ფორმულის /I!2,68 /-–ში შეტანის შელეტაი 

ტვექნწება /I2,69/ ფორმულა, რაც ანტკიცებს /I2,6მ8/-ის სამარ- 

რლიანობას. 

კერძი შემტხეევაში, როცა 45ჩ /!2,68/ თორმულიძან მივი- 

გები ჭე2041> (408 1+ (94)#. 
/!2,72/



ამ დ«ორმულას იიტი ტამიყენება აქეს ჰიიროცინამიკაში. 

აივილი ლასამტკიცებელია შემიეტი ფორმულების სამარილიანი- 

ძის #8) = (2204)-(4,30ს 8) 
/!2,7-/ 

თ(48)=(694-(“ებაბრისნ-ბრი  ,, 
იამატებით ტამოვიყეანოით რამიენიმე მწიშენელვანი იანოკი–- 

იებულება, რრმლებიც ხშირატ ტეხეძება სხვაიასხეა ტამნოიელეშში. 

ვაჩვენიი, რომ იუ /# მულშივი ვექჟორია, ხოლ I-III, მახინ 
ძLძ0 C)= (4, ჩM) 

ერიეულვეანი ვექტორია # -ის ტასწვრივ. 6არ- 

ილაი, + 
_ /ბი)-2/4,”)=/ ბნ - #:M:=(4,ჩM). რს/0.ი)-“ ) -2X. ( / 

სრულიაი ანალტჟიურაი ვაჩვენები, რომ 

ჯL(70)= LI)4). 
იაბილს იავანტკიცოთ შემიეცი იორმულის სამარიღიანობა: 

ვთიძ 079. (45 )- -2რ0-+4, 0-4 

«
კ
 – 

პლაც M= 

საიაც ტ-= =C0Mწნ. ჯერ ჟგანეიხილი მარცხენა მხარე. ცხალია, რომ 

ვ24(69-(6ემო49 #გ ვო4რ,9= 
4 _ 2 მ) 

=-31(67)+ 442 #5 

=-!" = ისაივის კი, თუ ტამოვიყენები /(2,968/ დორჩულას, 

 ვექმება თL(47- (6, V51+#6 ჯიLI/4, ”);



”ბაც მინუს ყაბ” დორმულის ტამოყენებიი აას ხავნეროი 

249. 3 (2, 7, 9M)+ 24 24, 

ხაიტანაც ხსაბოლროი ცეექნება 

თ((რ7). 3 (4,1)– 4“ 

_ 
რაც ამტკიცებს საძიებელტ ტოლობას. 

ქ. წნაღაიი რანტის ტენბორული ველები. აღენიშნოთ, რო6 სრული- 

აი ანალოცირურან კანიხილება უფრო 8ზაღაღი რანის ტენმორული ველე–- 

ბიც. მატალირაილ. მეორე რანკის MM I1) ტენბორული ველი ცტანსა- 

ზოვრული იქნება ცხრა სკალარული ფუნქციით. ახ ეელის ტაჩნარშოებირ 

შეტვიძლის ჩივიღრორ მესამე რანკის ტენბორული ვერო 

CII83C82, 
“ი7 · 

  

/!2,76/ 

მ8არი(აც, ჩვენ აქ საქმე ტვაქეს 529, ვექტორის ნამრავლრტა6 

მეორე რანტის IL# ტენბორთან, რომელიც მესამე რანჟის ტენბორი 

იქნება. ამ ტენბორის ნაქვეითება მოტეცენს ვექტორს 

CI8 
“(ბ2CV 

  

7 /!2,77/ 

რომელსაც შეცვიძლისა ვუნოიბორ მეორე რანკის ტენშორული ველის ტი- 

ვერტენცია, ტუ მეორე რანტის ტენბორული ველი ანტისიმეტრიულია 

ჩა =- ჩC , მაშინ ჩვენ შეჟეიძლია შევაცტინიოთ შემიეჟი მესა–- 

მე რანტის სრულიაი ანტისიმეტრიული ტენბორული ვერ: 

254, ?LL, + ბ6M ბ» 
თ,“ 2X, 22 2X, / /!2,78/ 

რომელიც წუოს ტოლია, როცა რომელიმე ორი ინტექსი ტოლია. ხრუ- 

ტიაი ანალრტიურა0 ტანიხილება უფრო მაღალი რანჟტის ტენტორული



უელებიყ. მაჟრამ დიბიკაში, როგორც წესი, მაღალი რანტის ტენბჭო- 

რული ველები იწვიარაი ტეხეიება. 

6. ტარე წორმატი. ეელების რეორიაში წორმალს ცნებას ლიიი 

მნიშენეობა აქეს. წორმალი ენორიება აღებულ წერტილში ტეიაპირის 

0არიობულ ეექტორს. ცხალია, რომ ნორმას ექნება ორი ტი8 რიულე- 

შა. საჭიროა ტანისატოვრის წორმალს. ტალიებითიი მიმართულება. უწია 

ტაწეიხილი წნორმალს რატებიძი მიმარძიულების ტანსაზტერის ირი 

შემიხვევსა. როცა არიი ჩაკეუტილა, მაშინ ნორმალის იალებითი 6ი- 

ზართიულება იქნება ის, რომელც ან მეიაპირის შეზომსაზოერელთ მი–- 

ყულბიტან ტარეშ არის ჩიცხარიუ= 

ღი /წახ.26/; აზტეარაძ ტანმარ- 

ტებულ წორმალს ტარე ნწორმაღლსაც 

უნოტებენ. 

ღია ტბელაპირისარეის კი ნორ- 

ზალის იაიებირი მინხართულების 

არჩევა ტამოკიტებულა ზმელაპი– 

რის კონტურის შემოვლის მ0ი8ზარ- 

წახ. 2. თრულეშაზე. კერძოდ, შეერანხალერ 

ია მარცხენა სისტემაში ნწორმალის იაიებიიი ტიმარძულება შეეუსა- 

ბამოთ მარცხენა ბურღის ტაიაატტილების ტიმყრთულებას, როცა ბუროს 

ეაბრუნებრ ტეტაპირის კონტურის მეჩოელს მიმარიულებითრ, არსებობს 

სხეა ტანმარტებებიც. რუ მარცხენა ხელს ტიემარიაეი კონტურის შე– 

მოელის მიმარტულებიჩ», მაშინ ტაშოო ცერი ტიუდითებს ნწორმალის 

იაილებით მიმარტულებშას./წახ.257/ 

%) (M ან კილეევ: რთ#უ ჩელაპირის კონტ- 

ურს ისე შემოვუვლიი, რიზ ჩვე– 

6ი სხეულის მიმართულება ემიხ- 

%-«, ვევს წორმალის ტალებით მიმზარ- 

თულებას, ტაშინ ბეილაპირი უნტა 

ნახ. 25 იყოს ხელმარჯვნიე. შემიეკში 

წა 

=
ჭ



ნორმალის ოიტს ჩ -ით აღვნიმნავთ, 

5. ლიჟყერგენციის ფიზიკური შინააისი, ლივეჩგენციის ჩვენს 

მიერი ზემოთ განხილული განმარტება ლამოკილებულია კოოჩლინატია 

არჩევაზე. სშირალ ხელსაყრელია ლივეჩგენციის ე.წ. ინვარიანტული 

განმარტება, რომელიც აღარ არის ლამოკილებული კოოიჩლინატია არჩე- 

ვაზე. ქვემოთ გამოვიყვანთ ლივეჩგენციის ინვაჩიანტულ ვოირმულას 

ლა, ამავე ლჩოს, გავარკვევთ 0ის ვიზიკუი შიწააისს. 

შეტოვიღოთ მიმართულების 0#ქონე ყაითის ძწელემენეი, რომე- 

ლიც სილილირ ელემენტაჩული ი« ფართის ტოლია, ხოლო მიმაითულებით 

ემთხვევა კარე ნორმალის წიმაითულებას, ე.ი. ძხ=7ძ(. 

#6(რ49) -64,4 /2,79/ 

ინტეგიალს! უწოლებენ #4 ვექტორის ნაკადს V 08ოცულობილან გარეთ, 

აჭ მოცულობის შემომსანხღვჩელ # –-ფაითში, ტერმინი ვექტორის წა- 

კალი ნასესხებია ჰილიროლინამიკი- 

იან, სალაც შეის> კლება სითხეე- 

ბის დინება. ვთქვარ, მოცემული 

გეაქვს სითხე, რომელიც იმყოჭება 

V – მოცულორბაბი. გამოვთვალოთ ატ 

სითბის ნაკალი მოცულობის შემომსა- 

ზბღვრიელ ჩაკეტილ # –-ფაირთში. გა- 

მოვყოთ ზელა.ირის ელემენტი, გა- 

მოვთივალოთ სითხის ის ჩაოლენობა, 

  

გავჩცელებული ინტეგრალი არის როჩჯეჩალი ინტეგრალი. 

ზემლგომში,იჩოგოიც მაიტივი, ისე ჯერიალ” ანტეგიალებისათვის 

გამოვისენებთ ინტეგრალის 68ხოლოლ ერით სიმბოლოს ლა ვეგულისხტები 

რომ ინტეგრალი ინლენი ჯეჩალობისაა, ჩამლენ ლიფშერენციალსავ შე- 

იცავს იკი, ე.ი. 

... 6 1(=,. X_ვ,.-) Xი)ძი,.4თ, თ |1(2,,X/..-· 2Xი)42,· .. 4>. 

(წ)



– I5I - 

რომელიც იროის ერიეულში კამოცის ბეიაპირის ამ ელემენტიია6. 

ყცხარია, რომ ძხ 0როში სიიხის ხოველი ელემენტი ტაიააიტილძება 

V#ძLხ მანძილზე. ამიჟომ ძხ იროში ძჯ -მიე მზიაღწეეს სირთხიც 
ის მახა, რომელიც მოიაესებული იქნება ი ჭდუძისა ია 274 სიმა - 

ოღლის მქონე ცილინირში, ე.ი.(001)%# მოცულობის ცილინირში 
/6ახ.26/. ასე რომ, სიიხე, რომელიც ტროის ერთეულში 0L ელემენ- 
ტიია6 ჟამოიის, ტოლი იქნება ი(თ 91) , საიაც 0 არის სიიხის 

სიმკერივე. სითხის. მრელი 6აკათი, რომელიც # –ბეტაპირში ტალტის, 

ჟოლო იქნება 

X-6(04/), /I2,80/ 

საძაც # = იწ –ს ენოტლება სირხის ნაკაილის სიმკერივე, რამ0ენა- 

იაც იტი ტამოხატაეს იროის ერთეულში ტავრცელების პერპენიიკულა- 

რულა0მ მორაესებულ ერტეულოვან ფართში ტასული სითხის რაოიენობას. 

როცა იMთ41) «0 , მაშინ სითხე ჟარეიან მიცულობაში შელტის. 

ტროის ერთეულში, იკჟიევე რაოტენობის სიითხის შემცირება V -0ო- 

ძულობაში, ცხაიია, ტოლი იქნება 55% (#4V –ხსი, აზიტო8 შეტვი–- 

ძლია ტაენერორ 

-3 / 8 V-დ (4,4). /,2,80ჩ 
ამ ტჟანტოლებას უწყეეტობის ტანტოლებას უწოიებენ. ფიზიკურად იტი 

წარმოაიკცენს მასის მულიმიევობის კანონს. რუ უვიკჰჯღისხმები, რომ 

/I2,80 #–-ში რ არის მუხტის სიმკვრივე, მაშინ.იჟი ტამოხატავს 

მუხტის მუიმიეობის კანონსაც. 

ახლა კანვიხილრრ ელეზენტარული პარალელეპიპეილის მოცულობა 

2V>= ძიძაძ2> , როზოს ტეომეტრიული ცენტრი ჩოვარაესოი



– 152 – 

IM (%,. შა, ა) წერტილში /ნახ.277/. ტამოვრეალორ რაიზე # უეე<– 

  

  
  

  
      

' C ტორის წნაკაიი ამ მიცულობიიტან ცა- 

C 6 რეთ, პარალელეპიჰეიის ჩახნატები- 

წ”! '(ს - იან შეიტენილ ჩაკეტილ მართში. 

“ ».„)-––. /#(X7,?) ეექტორის X -მიტენელი 

%>->--- ბრ. ტავპალით 0ჩკრივაი0 M(X,,9ი,7ი) 

ი 6-2: C წერჟილის მახლობლობაში. ტვექნება 

7 ნახ.27 ტი (2,7,91= /4, (თ)+ 
| მ/ს /ყ_ ბჩა - “" +(%)(2-2)+(2ყ ,“ #)+(25 რ მ); ,„,2,8)/ 

იმისათდეის, როზ ეიპოვორ # ვექტორის წაკაიი პარალელესიპეიის 

მოცულჩბის შემომსაბტვრეტ ბეიაპირში, ჯერ ეიპოვიი ნწნაკაიტები 

ცალკეულ ნახნატებში. ტაზოეიეალოი, მატალითატ # ვექტორის 

წორმა იური კიმპინენტის ჩეიაპირული ინტეტრალი იჩ-/ ჩახნატბე. 

რაიჟან ამ ჩახნაცტზე ნორმალის ტახნერიე ჩიმარიული 4 ეექტო–- 

რის კონპონენტი ტოლია /#4,-ის ია აჩ წახნატის ფარძია ძყ4?2., 

აზიჟომ 

ქტ-4- (ოა) 45 1Mკ ძ2+V#-. 

იწ. 4 /!2,გ2/ 

/!I2,62/-ის იანარჩენ წეერებზე ძკშ2-ის ტამრაელბირი მივიტე–- 

იჩიაით უზრო შაოალი რიჟის უსასრულთი ნქირე წევრებს, რომლებიც 

ტატავატიერ. კარია ამისა, ტავიათეარსხნჩინერ, რომ იხძ ჩახნა- 

შრე %-%ე=ჯ-4%. 

ტჟამოვიესირი ანალკიური ინტეცტრალი მოჰირიაპირე ნახნა- 

გილსითვის .# ვექრტრის 80ტეწელი ი(-5 წახნატის ტარე წორმაი-



ბე, ცხაიია,– /4.: –ის ტოლია, ამიჟომ 

–I #»4-5-|4ჯ (| -გ4უ # %) 4კ42 /+, /I2,63/ 
0MM% 

სატაც ტავირვალისჩინერ, რიმ აღნიშნულ ჩახნაცბე >-%X.>-2%ა- 48 “ 

ამ ორი ბეიაპირული ინტეკრარს ჯანი კილი იქნება 

(24”) 07 /|9,0%/ 

ამასტან, ჩვენ ჩამოეუშვიი M ინიექსი ია ეიკურსხმეთ«, რომ 

წარმრებული აიღება M(%,ში,,2?ი ჩერჟილში. 
ხრულიაი ანალკიურაი 000წ ია მის მოპირიაპირე ჩახ- 

ნწაჟში ნაკაის ექნება მნიშენელბა 

(2 ქ»ძცძ?, 
/!2,68/ 

ხილ იიი4 ია მისი მოპირიაპირე წახნატისაძეის – 

2#4 
(29 4441. /!2,ტ6/ 

ასე რიმ, # უეექტორის სრული ნაკატი ძX4) (ხხოცულბიიან ამ მო- 

ცუობის შემომსაბტერელ ჩაკეტილ მართში «ოლი იქნება 

რ0,4)= ბ4>», 24ყ + 24პ)ძ2ძვ42= 

დ:  9წ. გგ 

= ძს4 4Xჯ ძ,ძბ, 

– 

საიიანაც, # ვექტორის ლივერტენცია ასე შეიძლება ტახესაჩროე- 

რ“ + 7, #(/441). 
ძიყტ-ნო 

/!2,07; 

/!?,ტ07/ 

ძV->0 

–– “ 

რ(4,ი/ნაკაიის ზარიიბა რ#V -მოცულობაბე, რომეოც შეიცავს II



წერტილს, არის ველის ლამახასიარებელი რვეისება ა8 წერტილში ტა- 

საშუალებუო მიცუობის მიხელეირ. ცხადია, რომ რაც უძრო მცი- 

რე იქნება მოცულბშა, 8ირ უფრო ზუსტატ ტამოხატავს აღნიშნული 

ძარიობსა ველს: რეისებას IM –ნწერტილის მახლობლობაში. ამიტომ 

8ოვარზე ტაიასელირ, როცა მოცულობა იკუმშება Mბ –ნერვილში 

(ძV–+9) , მივიოები # ეექტორული ველის იამახასიათებელ ზუსტ 
სიტიიეს, რომელისაც, ტასატები მიზეტის ტაშო, ცანშლალობა ან ლიე- 

ერტენცის ეწოლება. მაშასაიამე, ძთს4ჭ ყოყჭილა # ვექტორის 

წაკატი IV) ჩერტილის შემყეელი ერიეულვანი მოცულობილტან ამ 

მოცულბშის შემონსაბტერელ ზეიაპირში. ტასატეშია, რო8 ციეერტენ–- 

ეიის ახერხი ტანმარტეშა ტიაზოკიიებული არ იქნება კოორიინატია 

არჩეეაზე.! /12,87/ ტანმარტება სამარილანი იქნება ნებისმიერ 

კორორიინატია სისტემაში, ამიჟო8 მახ უნოძებენ იიევერტენციის ინ- 

ესარიანტუალ ტანმარტებას. 

6. როტორის ინესარიანტუო განმარტება . 4 ვექტორის როტო- 
  

რის ინვარიანტული ტაწმარტება ტაკჯაეშირებულია # ვექტორის ცირ- 

ჰპულაციანტან, როზელც წარმოალძცენს ჩირით ინტეცტრად ჩაკეტილ 

კინტურბე: 

CC 80 /I/9,68/ 

საბაც ძი! არის წირის ულეზენტის ეექტორი, რომელიც ხიტციტიძთძ 

ელემენტარულ ძი ხსიტრძის ტროა, ხოლ მიმართულებით ემთხეევა 

მხების მიმართულებას, ე.ი. ძ =Cთ სჯ ხაძაცხ > მხების 

ორტია. აზასთან, როტორც ბეეირ აოეწიმნერ, კონტურის შემოვლის 

იალებირ მიმართულებაი მარცხენა კოორლინატია სისტემაში ირელე- 

ბა ის, როცა კონტურის შემოელის წიმწართულებირ იასბრუნებული მარ–- 

ცხენსა ბურღის ტჟაიაატეილება ემთხვევა ჩ კონტურირ მემოწერილი 
– 

დონეა. ჩაიტან არე 9(ტ,4#)განსაბოვრული ინტეტრალი 
ტა არც მოცულობის სიტიძმე კოორლინატია არჩევაზე იამოკილებული 

არ არის.



ძარიის ნორმჩალის იაიებიი მიმარაულებას. /I2,ტტ/ ფორმულაში #,= 
= (4-6) ტერმინი ძცირკულაციაც ნასესხებია ჰიიმ“ოიინამიყჯიან,სა- 
0აყ კანიხილება სირხის სიჩქარის ცირკულაცია . 

აჟირორ რაიმე ს) ჩერტით ის 

მის მახლბტეობაში შეზოენერორი 

ჩაკეყიო #6 კონტური, რომელიყ 
ძეუს M ჩერტიილზე ტამავალ სიბ- 
რტყეში /6ახ.2ტ86/. ტანეიხილიძი , 

ყირკულსციის დარიობა # კინტუ- 
რის 8იერ შეზონერილ #ჯ ძარი- 

რა6. მიეიღები სიტიბეს, როჩე- 

ოც მიი ულრო ბუსტაი იაახასია- 

ნახ.24 დებს ველის რეისებებს ") გუერ- 

ტილში, რაც უთრო მცირე იქნება 1 ტოვარში, რიცა ჯ ყარ- 

იი იკუმშება სი ჩნერკილი (#->0) , ბივილები MI წერტიC– 
ში ეეოს ტამახასიარებელ ჭეშმარიტ სიტიძმეს 

· 1 3 
4: ო -L ნ (2). /42,09/ 

ი –0 ძ ( 

იივერტენციისატან ცანსხეავებირ, ეს სიიიიე ”. ჩერჟილში ვეC- 

იხ იამახასიარეშელი რეისების ტარია იხანოკიცებული იქნება იმ 

სიბრჟყის ორიენტაციაზე, რომელშიაც ძეეს # კონტური. ამ სიბ- 

რტყის ორიენტაცია შეტეიძლია იავახასიარრრ ტარე IL ნორმა – 

ლირ, რომლის მიმარრულება ჰ%ონტურის შემოვლის იაიებირ მიმარიუ- 

ლეზახსიან შეძარიებირი ბემოი ტანვსაბჭტერერ. 

ტარე ნორმალის სხეატასხეს მიმარრტულებისარეის //!2,ტ9/-ს 

ერთი ია იკიევე ს ჩერტილში ექნება სხვაიასხეა მნწიშენელბა. 

ეს კი ნიშნაეს, რომ /I!2,ტ9/ სილიტე «ოჭილა ეექტორის პრიექ- 

ცის ი8 სიბრტყის ტარე წორმალზე, რომელშიაც მოთრავსებულა 
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კონტური. აბ ვექტორს უწოტლებენ # ვექტორის რიტირე IV –წერ- 

კილმი. ანტეარა0, ჩვენ ტეექნება შემიეტი ტანმარტება: 

თ /-(6ი(მ)- სთ -X 36 4 
#--9 

ძხალია, რიმ რიჟორის ასეტი ტანმარტემა ტანოკიიტებული არ იქნწე- 

ბა კორრლინატების არჩევაზე. 

ახლა ეაჩვენოი, როი8 რდტორის /!2,90/ ტანმშარტება ემიხვე– 

ეას /!9,§5/ ტანსატღერას, რომელც სულ სხვა ტ8ითრ ტექონია 6იღე- 

გული. ეს დირჩულა ტამოვიყეანო9ი მეტძა0 მხარტიე შემიხვევაში, რო- 

აა კონტური წარჩოანტენს ელემეწტარულ ოისკჰურხეის, რომელიც 6არ–- 

როგია ». ლერძიხსა. კონტურის 

7ჯ შენჩოელის იალებირი 0ომარიუ–- 

ლება 29-ე ნახაგზე ემიხვევა 
საათის ისრის მოძრაობის 0ი0- 

არიულზას. ცირკულაცია ჩაჯე– 

  

/!2,90/ 

  0, C => M 

ჟილ 00.60 _კონტურბზე ლიაიყო- 

M4. და შეზიეტ ჩირით ინტეტრალე- 
ბატ: 

6ნახ.29 

#(720)- წიკაძ?+ (M-42- 

-( ტა ძ?- ( #„ 42 
C 69 

/I2,9!/ 

ოდ,ზ,2ი) ჩერჭიო ავიღოი იიხკუიხელის ტეიმეჟრიულ ცენტრში ია 

#,(.,,9,0კ(>,V,2) ბიტენელები ტავმალი ფეილორის მწკრივება0 

ა8 ჩერტილის მახლობლზაში. ტეექნებშა: 

#»=#4 „ო 4309 (2-X)+(26 9 6- –2ო)ა.თი+ 
/!2,92/



– 15? – 

#გა/კ(ო) (302) (>-X.)»(24-) (2-2)-»+, //2,თ2/7 
ხსაძაც II ინიეესი ჩიურირებს, რო0 წარჩოებულები სირბაM(X.48%) 

ნერტილში. შემიკონში ამ ინიეესს ნოეიცილებრ ია ეიკუოსხმები, 

როგ ეეჟტირის მიტენელების წარმოებულები 3წ6ია ავილი IL 

ნერტილი. ეს მწკრივები შეეიტანირი /I!2,9! / დ«ორმულაში ტია შე- 

ვინარჩუნოი იიფერენყიალების მხითი ჰვაირატულრ ჩეერები. ტა- 
ეითვალისჩინოი, რომ 0C მონაკეერზე 20-2%,= – 14% , ხით 

Cჩ -პე X-X, »L4X; ასეეე 0C ხინაკვეიზე >-90ა=- #48, 

ხიო 06 –პე 1 2.= 142 . შეიეტაი 0ივილები: 

LI (4, 2,0წ)- წარ ტერი) როი(29#14-. 

– (#ლო)+(%. პ4ი)421/ა- |(რ„რო– -(845)4§14>. 

მაშასაიძამე, 2 გ 

–+ 75 “ბ/12 
რ(2,ძ0)5( 52 “22 4%42, /I2,95/ 

რაც /(2,90 / ტანმარტების თანახნაი, ძ(=4%ძ> «არიბე ტა- 

დოფითა ია ტტეარბე ტაიასელის შეიეტაი, რიყა ძ#(->0 , ბიტე- 

ცენს #0 22 #- 244. 242). 

22 /!2,96 / 

სრუღლიაი აიი ს ეიპოვით, რი ცირკჰულაციები 1 ია #2 

ოერძების მარიობულ სიბრჟტყეებში შესაბამისაი ტოლი იქნება 

(24 5-1 ძეძ2, (-8- 24>» 242) ძ2ძყ.. /!2,97 / 
(5 ი? 

ასე რომ, /I!I2,90 / ტანნარტების აე იიი 

„ი. 2ტჭ 22) 1(225-22%)+X(2>-:1 97 „2 /
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რაც ბარილაც ემიხეევსა ჩეენიეის უჰვე ცნწობიტ/I!2,95/ ტამოსა- 

ხულეშას. 

7. უელის სრულ ია ლოკალური წარმოებული. განეიხილი რაიმე 

ველ: ტარკეეულბისაიეის ვიტულისხმიი, რობ ტეაქვს სკალარული 
#(6ხ) ვეო. ჩავიეალი, რიმ სკალარუო კელი არასტაციონარულია 
ია, აზაეე ირის, იჟი ირრის მიხეტვირ იცელეშა რატიუსვექტორის 

იროზე იამოკილებულების ტანოც: –30 · უიპოეოი ასებტი ვე–- 

ლის წარმოებული ი“როით, რთული ფუნქციის ტაჩარმოების წეხის რა- 

წახმალც შეტეიძლია ისაენერორ 

ძდ. X , 28 ძX;. (6=64,3) //2,99 / 
ძხ იხ 25%, 976. 

ზაჟრამ V= % წარჩოაიტენს სიჩქარეს, აციტომ გვექნება 

#. 2 +(წ;9)%. /|2,100/ 

4 ს რნ ველის სრწჯ წარმოებულს. იჟი ორი ჩევრისა- 

ტან შეიტება. ერტია 36 ' რონელიც კერძი წარმოებულის ტან- 

მარტებიი ტამოხატავს ველის ცელილებას სივრცის იაყიქსირებულ 

(I--Cიი8L) ჩერრილი. მახ ველის ლკალურ ჩარჩიოებულს უწოლებენ. 
ჩზეორე წეერი შეესაბამება ველს ძელილებას იროის ერთი ლა 

იჟივე მომენტში, ერიმანეიისაჟან ძ(=სVის მანძილზე იაშორე–- 

ბწჯლ ორ ჩერტილი. 

სრულიატ ანალოტიურაი შეკვიძლია ვიპოვორ ვექტორუო ეელის 

ხრული ჩარმოებულც .. ჟექტორული ქელის კლასიკური მაცკალითია ხი-- 

იხის სიჩქარეთა ველი სV(წხ. რომეოც ტანიხილება როტორე კი- 

ორლიინატებისა ია იროის ფუნქცია. აზ ველის სრული წარნოებული, 

ცხატია, ასე ტამოიხატება 

ქს. 2 2”, (,9)ს: //9,10) /
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პირეელი ჩეური წარბზოაიტენს სიახის სი/ქარის ცერლტებას სიერცის 

ალებულ ჩერჟილში, მეორე ჩწეერი კი ტაზონეეულის იმის ტანო, რომ 

სითხის ნაწილაკი V სი/#ქარითრ მოძრაობს ტრაექტორიის ტასჩერიე. 

რარა უზრო შეჟი სინარტლე შევიტანო# /I!2,!0!/ ძორბულიძ 

ტანმარტებულ სრულ წარჩგიებულში, იტივე ძორნწულა ტახორეიყეანრიძ 

სხეა ტხირაც. ერიქევარ, სიიხის ალღლებული ნაჩნილაკი ბიძრაობს (>) 

ტრაექტორიის ტასჩერივ/ნ6ანხ .204 

იავუშვარ, რომ სითხის ეს 6ნა- 

წილაკი იროის რომელიმე L ბი- 

ტენჟში იმხობება # ჩერჟილში. 

დ. . ირის ნ6+იხ გამენვლში ეს 

ნწაჩილაკი აღმოჩნიება რაიზე 

ზ ”ეიკილი. ან წერკიC- 
ნახ.20. – –2– – 

ში ნაწილაკის სიჩქარე იქნება I+-40»დ9(I-ძი,,ხ+ძხ) · ეს 
უკანასკნელ ტაექმალრი 8წკრიეა0 ძა შევინარჩუნიი პირველი რი- 

ტის უხსასრულრი მცირე ჩეერები. ტვექნება 

– –-ი,= 
დ 

უ+ძV>- წნხ+(2ნ ძ”)+: ძხ+#ი+) /!I2,!02/ 

42 –-– 

საიტიანაც, თუ ტავითეალისჩინები, რირი CI > ტ>I , მივი– 

ფებრ /I!2,!0!|/ ძ«ორმუოსს. 

სრულატ ანალკციურაი ეიპოვითი უვრო მაღალი რაწკის ტენტოი- 

რული ეელების სრულ ჩარმრებულსაც. მაკალირაი, შეორე რანჟცის წ 

ძენბორული ველისაივის ტეექნება 

ძი. 2IM. (ფშ). //2,102/ 
ძხ 2 

როტორც ჩეენს ბიერ ტამოყეანილი «ორმულებიიან ჩანს, ეელის
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ხრული წარმოებული ჩარმოაიტენს შემზიეტ ოპერატორს: 

ბ _2 
ბიL 2L +(V, წ). /(2,!)0-/ 

აზ პარაჟრადლი ნიღებულ ძორმულებს ლტიიი ცამოყენება აქეთ ჰიირო- 

ტიწნამიკყაში. 

? ქ: უელის იამზახასიარტებელი სიტიტეების ტამოხატვა 

8რულწირულ ორიოტონალურ კჯორრიინატებში 

ფდიმიკის სხვაიასხეა ტარტებში ამოცანების ტაიაწყვეტის 

0როს მეტალი მნიშენელეანია ველის იამახახსიარებელი სილილეეშის 

ტამოხატვა 86რუცჩირულ ირიოკონალურ კტორილინატებში. #”ოტორც ვიცირძ, 

ამისაიევის საჭირრა ლაზეხ პარამეტრების გამოყენება. ამ პარა- 

ტრადში ჩვენ შემოეისატოერებიი სამსიერცირ, რუმცა ტანბოტალე- 

ბა I-ჟანტომილებიანი სიერცის შემიხეევაში არაევირარ სიძნელეს 

არ წარჩოაიტენს. ტარია ამისა, ლამეს პარამეტრებიი სარტებლბის 

იროს მუნჯი ინიექსების შემოღება იწვეეს ტარკვეულ უხერხულობას, 

აჩიტომ ამ პარაცრაძში ჩხათ არ ტამოვიყენებრ. 

თუ მრუიწირულ ორთოტონალურ კოორიინატებს §,, 9.,4 –ი« 

აღენიშნაებ, მაშინ მრუიწნირული ტერძების ტასწერიე სიკრძის ელე–- 

ზენტები ტამოიხატება რ«ორმულებიი: 

ძე, ძმ, ) ძ9 ჩ,,შმ., ძა,=ს,44. /I!43,! / 

ხ. ლამეს პარამეტრეში, 8. ეიცით, ჟანისაზტვრება 

–” 

( 5957) / I3,“V 

/!ქე,I/ დორმულების ძანახმატ, რაიმე დ დუნქციის ტრატიენტი 

გრუტწირულ ორრიოჟრნალურ კოორტიინატებში ასე ტანიმარტება: 

2ზ ((=/V 2,3). 
2, MI 99,” /I9,9/



თუ შემოვიოებთ მრულჩირული საკოორიინატო ჯჟერძების ორტჟებს 

> / ემ?“ (კ,:-/ა 6"; 2. 4249,” («=# 3) /I!ე,6/ 

>.-– = –– 

საიაც L ( (7) M) იეკარტის მარიკურხა სისტემის ორპებია, მაშინ 

მრულიჩნირულ. კორრიინატებში ტრალიენტისათვის შეტეიძლია ლიაენეროი 
– 

ლ ი . 
V= IL 29,7 /Iუ3,5/ 

«ბ? _ «”/ 

ამასძა6, საჭიროა ტეახსოელეს, რიტ C ირტები აკჰმალოდიტებენ 
, « 

პიროტემს: 
– წი 

(თ.,6ტ)=24ჩ, //2,6/ 

54 რ /!ე,7 / 
(6,915. 5? ' 

ტანვიხილი სძერული კორრლინატები 95" , 9509 , #56 , 0ა- 

შინ: ' 
2C=I” §ჭ/იM0 C1«, 

2 =IC056. /!I3,4ტ7/ 

ამ კოორიიწატებში ლამეს პარამეტრები ტოლია: 

ჩი=5(, Mვ:=”; ჩეკ=#5M0; /Iჟე,9 / 

ამიტომ ჟრატიენტს ექნება მიტეწელები 

(2,+ 2 IL 2. ) 
წ (5,7 587,500 2% /I2,(0/ 

ა6 ვექტორულალ! 
-.-”- --- <–45-– 

M იეჰარტის მარიკუთხა სისტემის ',ქ/M ირტებისატან ტარსხეა– 

ვებით 6, ორჟები მულმივები არ არიან, ახიჟომ ტანოსახულებების 

განარხოების იროს, რომლებიც შეიცავენ 6, ორტებს, უნია ლავი- 
ძეარ გარკვეული სიძთრრხილე. საიცლუსტრაცირი/!/4,!I/-იან იპივერ 

4-წ წ ოპერატორი ია მიღებული წელეტი მეალტარეი /I3,%0/ ტა- 

მოსახულებან. 
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/ჯ/2. 954 2 წ=0 > - 48% ”ი6! L§5(ი8 25%” /Iე2,!1/ 

სალაც /13, IV ს არმერს თანახმა0, ზრუინირული ღერძების ორცტები 

ტანისაბოერება ზულები6: _, 

შაობიიხი 6057 14 ჯ,ო0 §,იწ/+M X6059, 

6ე=6- (6050 C05( +კ 1C056 5:06 – X §IM0V, 
/(!3,!2 / 

(+ '6 6(ი7 +) თჯ“. 

ყილიინირულ კოორიინატებში: 

%« =6 C0%(- , 
'ოლლელი) 

8 =65'იV, (§- X%კ4. /I9,19/ 
ჯ = ?, 

ლაშეს პარამეტრები ტოლია: 

ს/,=I, ჩ,,=9, ჩვკ=1· /!1,!%8 / 

ზაშასალამე, ტრასდიენტს ექნება მიტეწელები 

(2 ,>) 
წ7რCწ” 2> %V 2 /7 /(9,15/ 

ან > ა 2 
– 6" “– “მ . 

წ= 426“ § 2 ად?! თ 7 /I4,16 /“ 

სატალც : _> 
6,=:6C05%+კ §100, 

ი.ს 6,=-" §MV+კ C93V, /(2,(7 / 
– 

6=M. 

ხეტო პოილარკოორიინავებში (2==9) ტეექნენა 

2 (2 
7 (5 ი ბდ /I9მ,/8 /



ორტები ტანისაბტერება /I24,!7/ ფორმულებიიან =2ი0 ხაწვე=– 

მირი. 

რამიენაიაც ტრატიენტი ტანრეხატე7ი სხეატიასხეს კოორტინა- 

ტებში, ამიტომ აიეილია ველის იამახასიარებელი სხეა სიიიიე– 

ების ტამოხატეაც, 8აკრამ ამის ნაცელაი ჩეენ ტამოვიყეანი ბოტაი 

ფდორმულებს, რომელსა საშუალებირაც ეელის ტამახასიატებელი ყრეე– 

ლი ხიტიძე შეტეიძლია ეიპოეოთ წემისმიერ 0რუიწირულ ორთოტონალურ 

თირდდეიი. ახისათეის იატეძირიება ორი სიიილის (წ 6,) ია 
8 6, 61 ტამოხატვა ტ მრუინირულ კოორილნატებში. ამასთან, ცხალია, 

#2 6.)= =4.6C, , ხითო | C.)=:016, · »ერ ვიპი- 
უვიი 9. .//(ე,5/ დ«ორმუოს რანახმაი = 

?/:_ C> 8. (2 , 
წ4.= 2: 29, 4 1Cბ/ = წ /I2,19/ 

ამის შემიეგ ჟანვიხილი ეექტორული წამრავი IV #V4,)=9 

ტვეექნება 

=/7 5:1- /(9,29/ 
(ი 74.)=/V, 1 10. ' 

ტამოევიყენორ /!2,§968/ ფორმულა 

(წ84)1=6I621+(99,4); /Iე,2! / 

მიეიოები 

(წ 8 1-4. 15 რ )+Iწაე/C%1=2 //ე,22/ 

საიიანაც 

# I§6)> IC, წ; ' /I9, 23/ 

ყხაიია, 
2, ბჩი: 

77 : 6.2, (I>)- -2) 1-1 % 59. /I3,29 /



ამ ტამოსახულების /(3,9ე/ დორმულაში შეჟტანიი 0ა //21,17/-ის 
· – 

ტაიეალხჩინებიი საბოლრრი მიეიღები LV, 6, ) -ს ტაჩოხატულებას 
ბრპჯინირუე ჯორლინატებში 

_ 6;« თ, ჩა: სლ თი 
სიიაბაც ტვექმება! 2ჩ 

(5515- იქა? > “ჟენია 2ს" 
=- _2 2ჩ#ე, 

(ო 2, ხი” აგა - ჩ» ვვ 293 /!ქ1,96/ 

2M493 , ' 2ჩვა 

M/ 6)>- სა 99 ბ9, + 17: 27, 29ჯ:7 
ახტა ვიპრეოთ ( წ, 6)-ს ტამიხატულება მრუინირულ ჯორიინატებში. 

რაიტა6 შ.(თ, რ). ამიტომ 

(6V6,)= =(CVI6,8 1-6 (68:8.), =:2 C:#4 6 2X6ვ0=,,ვ ვ , 

=C(Mტ (2. 6) რვ, +6,»გ 6 2M2 C. 2: ვ , 

სა0ტანაც ტვექნება 

CC =CIV 81)-(6 (9 8,1). /I3,20/ 

/!3,26/ «ორმულების იახმარებითი ალვი(–აი ეიპოვიიძ, რომ: 

«)_ 1 2 , 
(წ-0 აუუ 29, ვის» 

(2 აია თ ჩვვ 29 9, “ა /Iე,99/ 

(, 8რ)= სიხ9ე99 (IV ჩ») 

ტჟანეიხილოი რაიმე 4 უეექტორი. მრუიწირუი კრორიინაცებში 8ას 

ექნება ასეთი სახე: 45=84,+64++6#4= 2- 9, #4, , ანიჟონ 

(/)- 2(54% )44«+5+X> ,/77რ+ , /I3,920/
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საიიანაც /I2,29/ ია /I2,5/ ყორმჩულების ტათეალისნინებით 0იეი- 

რები 

2 /(9,9// 
M#. 

#4 აირის , =+, 22 21«” 

რომელსაც საბოლოოი მეტცეიძლია ნიეცერთ შემტიეტი სახე: 

ძისტ= იქავ რთM ჩვ)ვერ „ხავ ერ ჩ MM). //ე,ე2/ 
LC) 

მაშასაძამე, ისტ ტამოხატულიას ნებისნიერ მრუიწირულ ორიოჟო- 

ნალურ კოორიინატებში. ახტა ტამოეხატორ ლაპლასის რპერატორი. 

ამისარეის აეიღორ« ტ4= =წV რა ტავიტეალირინეი, რიმ ძუძუ:44/-4V. 

ჟარია ამისა, ცხაიია, რომ #- =C4%). =+2 89; „ ამიტომ ლიაპ- 

დლასიანს ნებისმიერ 8რუინირულ ორიოტონალურ კორრიინატებში ექნე+> 

შა სახე 

2L- 2 ბ 2 ჩიჩ ი 

+: სქ დუს 4751 მ ჩია 29 21 მ ნაა. მანე. ვე/ 

ახლა ტჟანოვხალი ”ო 41 .· ყხალია, რომ 

(8)=V, 2 64)=2- (229) #,-L% ი.) – .. 

ამ ტაზოსახულებაში შევიტანოთ '' ი 9%) –ს მნიშენელიბანი 

/!/ქ,26/ ძორმულებიიან ტა ტაეითვალისწინოი /I14,5 / ტახოსახუ- 

ლება. მარტივი ტარლიაქმნების შემიეტ მივიოები 

ს, მ, ხ 0, X-7 

აიტ- ! “2 2 2 )I. 
თათი 429, 29; 2493 /I/3,35/ 

ჩი#/, სI#ა კვრ



ამტეარაი, ჩვენძეის საინტერესო ყეელა სიიიძე ტაზოვხატეი 

მრუიჩირულ ორთოკონალტურ კორრიინატებში, კერძო შემიხვევაში ს4ე- 

რულ კოორიინატებში ტვექნება 

. / 20.91, _! _ 2(0405:00), 1. _ 24« 
204512,“ შ.. ლ– 20 "აინ 26 / (2,367 

ცილტინირულ კოირიინატებში კი -– 

=7I 8/ (72 / 244, 242 
ძე 9 ილ "ი 24% 122 /I93,427/ 

ხრულიაი ანალტიურაი როტორისატეის სფერულ კორრიინატებში ცეე- 

ქნება შიამაეეების 

  
– 2/4დ 5)90) _ _ I _ 234ი 

თი, #5 > იმი -220 #9,M0 2% 7 
დიხ. 7- (ბ ( 2:49), 

#აიმ0აპ7 LL 2» 
«C,#= C2C40)_ + ბ4ი //2,2ბ/ 

" გ + 267 
ხოლ ციონიჩულ > + 2 მ4 

#( 2ტ2_.2 244, 
+ახ,#- მ? 2? 
206, #5= 241. 2გ/42, 

422: 29C , 

” ხ#> + 2(647)_ /. 24 /:3,59 / 
–ნ იად წ? 2? 

ტაპტასიანისატეის სფერულ კორრიინატებში ტეექნება 

+ 2042 + 464 /(3,50/ 
“> -“ #? 7 

საიაც 4“ კუთხეებბე იაზოკიიებული ნაჩილია 
4 

2 /( 2(062# I 2”. /(!4,9// 

რი“ ინ 26 'ი9:6/ §Iი10 #2 

46“ –ს კეჟანირის რპერატორსაც უწოლებენ. იაბოლოს, ცილინირულ 
/
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ჰპორორიინატებში ლაპლასიაწი მხილბს ტამოხატულებას 

, უე გ 
4= დ (2 05% “ნენ 9:3>” #/I3,92/ 

ხოლო პილარკოორიინატებში 

ყვი <(ჩX)” 8» /(ე,%2 / 

ინჯერესსმოკეებული არ იქნება ვაჩეენორ, #თომ ქექტორული 

ანალიტის ფორმულების ჟანოხატვა ნებისწნიერ მრუიჩირულ პიორიი- 

წატებში ასევე აივილია იივერკენციისა ძია რრტირის იწეარიანტუ- 

რი ტანმარტეშიიან. ეიპოევორ, მაკალირა0, ლივერტენციის ფორმულა. 

რამიეზაიაც იივერტენცია ტანისაბფერება ფორტულიძთ 

ძცი= ი 60,40), //9,95/ 
ძი 0იV 

ამიენა0 საჰმარისია მრუინირულ კორტიინატებში ტამოვი ალოთ # 

ვექტორის ნაკალი მცირე მოცულბის პარალელეპიპეტში ია შევაფდარ– 

ტორ ა8 პარალელეპიპეიის მიც3ლტშასიან. ეტეზენტარული პარალელე- 

პიპეიის მოცულობა მჩრულწირულ კოორ- 

იინაჟებში ტოდი იქნება ძ#V-სMჩ ჩკ 

ძ4,49ქ4,პარალიეპიპეიის ერი- 
ერთი ნეერი მრტეარაევსოძ იმ I ჩერ–- 

ტილში, რრიჩმელმიაც ტვაინტერესებს 

იიეერჟენციის ტამნოძელა /ნახ.ქ!/. 

ტანოვტეალოი # ეექტირის წაკა– 

იი Mიზ0 ია ო წახნა– 

ტებში. ცხალია, რომ 6ზ. წახ– 

ნაკის თართი ტოლია IIკვ 47473 „რუ ამ გაზოსახულებას 
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'ტაქაზრავლებთ 2 ვეყტორის მლეტენეტბე აღებული ფართის ნორმალის 

ტასჩერიე, 8ივიღებთ ნაკაის ან თართში. ვიცტულისხნოთ, იიპირო- 

რორიინატო ჩირი მიჩართულია მ, –-ის ტ5იის მიმართულებით, მაშინ 

რამიენწაიაც ტანხილული ჩახნატის ტარე ნირმაილს აქვს საწინააღმლე- 

ტო მიმარრულება, ამიენალ ექტორის წახნატისაიმი ნირმაცური 

ნიტენელი იქნება –#; ამცეარაგ, ოCჩM0 ნახნაკში ნაკაიი ტოლი 

იყნება 

- #,ჩ.ა ჩვ ძ4.ძმ. /Iე,95 / 

ახლა ტაზოვთკალი ნაკაიი მოპირიაპირე MXC''ი' ნახნაცებში. ეს 

ნახჩაცკი პირეელისაცან იმით კცანსხეაელება, რო6 მას შეესაბა–- 

მება 4, „სოორიინატის 0+ძ9, მნიშვწელობები, 6აშინ, როცა 9. 

იას ი, ჰორრიინადები ირიეე ჩწახნატზე ერ ია იტივეა. რა0ტან 

ნაკანის ცელილება ძე მანძილზე იქნება „> :7,/რ ჩა. Mვვე)49, კამი–- 

ტიმ ჩი ჩახნაცმი ნაკაიი ტოლია  კანოსხულების 

/, ჩ,:-ვ349,49, +, (4, Mჩკკ)ძ9, 4“ ძ%. 

რრივე ცკანხილიულ ბეიაპირმი წაკალი ტოლი იქნება ,„7/ქ1,9§5 / ია 

/!1,46/-ის ჯანის, ე.ი. სიიილცის 

24. (#, ჩ,-ჩვვე44, მ4,ძ9, 7 /I!ე,97 / 
ხსრულიალ ანალოჟიურაი #ახნაკცკთა სხვა წყეილებ?ი ნაკაიები ტოლი 

იენება 

ლ (რM ჩჯვ) მ“, რი, 44. /Iე,58/ 
2 

/(/ქ1,9«6/ 

ის 

წრ ჩ,ჩ,)44.44.47, ; 
/(/უ2,99 /
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მაშასაიაზე, სრუთ წაკაიი ტანისაზტერება ფორმულიი 
– ს 

#(4,ძ41)= 
2 2 2 (. 50 / (3 (0 საა) ვს, ამრა) 444 2; 

პარალელეპიპეიის მიცულიბაზე გაყოფლირ საბილორი 6ივიტები ტიივერ- 

ტენციის ტამოხატულებას წებისმიერ მრუიჩირულ ორიოტონალურ კოორ- 

დინატებში 

IV = 

_ 1 |ბრხიჩი) ,მრჩიჩყ) , 2(რჩაჩ.“ი / 219, 5I/ 

“ სისკაჩვს 29, 29, 2973 

რომელიც ემთხვევა ჩეენს მიერ ბემოთ მიღებულ /Iჟ,922/ წ§ორმულას. 

ხრულია0 ანალციურაი ვიპროეირ როტორის ტაბიხატულემასაც. 

6 |#. ინტექრატური თძეორენები 

ინტეტრალური რერრემები იიი როლს ასრულებენ ვექტორულ 

ანალიტში ია ამასტან დართო ტანოყენებას პოულობენ ძიჭიყჯს 

სხევაიასხვეა ამოცანის ტცანხილეის იროს. ტანსაკუთრებირ მნიშენე- 

ლოვაწია ტაუს-–ოსტროტრაისკის, სჟიოეხის ია ტრინის დორმულები; 

ამიტომ მათ იანე”“ილებირ ჟაწნწეიხილაერბ. 

/» ტაუს-ისძრიტრაისკის წირმულა. ავითი რაიზე ვექრირულ 
#-ბეიაპირიი. ტანეიხილორ ძარრთის ქექტორული ელემენტი ძჯ, 

რომელიც, როკორეც ვიცირ, ასე ტანინარტეშა: 

ძ/=#M4/, /I15,! / 

საიაყ ML დარიის ტარე ნორმალია, ხოლი ძ# ელემენტარულ ძარ- 

იის სიიიიე. 04; -ს ექნება ტნიშვნეთიბები რ 424X,ძრ-4ი4ძ5, 

ძ/=4რXრხატია,რიმ რ4(-0,საიაც ინტეტრალი აღებულია ჩაკეტილ
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წეიაპირზე; შეჩიტობი ცანბოტალების ჩიმნიი ხეისაყრელა ყარიის 

ვექტორული ელეზენტი იავუკაეშიროთ შემიეტ მეორე რანცის ანტი- 
ხიპევრიულ ტენბორს: 

(()) ,(,) (ი) I2-(8) 
(#1. უმა! ძX. 42”, /I5,2>/ 

ძ “) ძ “ი” სარაც 02 ია 04%” ორი ერრმანეიისატაწ ტანსხეავებული ეექ- 

ტორის, ამის შემიეტ ყარრის ვექტორული ელემენტი ტანისაზტერება 

როკორე შემიეტი იუალური ვექტორი: 

_/ – (0/_.C) 
4,->5-რ%4= ნ. 04%, 4%, “ /1+,9/ 

ახალია, რომ რ პერპჰენტიკულრულია როტორიც ძა ' ისე ძვ) 

ელემენტის. მარტლაც, მატალღტირალ0, ძ»ე –ისაბვის ცტეექნება 

ძმ 6, 424202. ე 
როტორც ანჟისინეტრიული ნე/0ა სიჩზეტრიული ძღ(/X() ა“ 

მირების სკალარვლი ნამჩავლი. ასევე ცხალია, რიმ 0/;4X: 40. 
ახლა ტანეიხილტრ ინტეტრალი ჩაკჰუტილ ბელაპირზე: 

– << 

დ0,40-6 4„41= ,, /(4,V 

ეექტორული აწალიბის ძირირალცი რეორემა –- ტაუს-ოსტროტრაისკის 

დეორემა ტეეუბწება, რომ ეს ინტეტრალი შეტვიძლია ტარიაექმნათ 

4 «არიიი შენოსაზტვრულ V მოცულბაზე ცავრცელებულ ინტეტრალში. 
ანასრან შევნიშბზიი, რიმ /Iს,%ბ/ ინტეტრალი წარმრაიტენს ს) ვექ- 

ტორის ნაკაის + იარრში. 

ტაუს–ოსტროჟრაისკის პვორზულის ტამოყეანის შიმნირ V 0ოცუ- 

დობა იაეყორ ელემენტარულ ბV მოცულობებაი ია თითოეული ნარტა- 

წისარეის ტაჩოეიყენოი /I!2,687/ ვორჩულა. ტეექნება 

27=ძ,ს4.4V, /I9,5 /
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სალაც 4 არის ელემენტარული ნაკაიი 4V მიცულობის შემომსა- 
ტტერელ ზარიში. ჩოვახიინოი /!5,5 / ტაზოსახულქბის აჯახეა ყეე– 

ლა ელემენტარული მოცუობის მიხეიეირ. დხიეელი ორი მებობელი 

ულემენტარული მოცულობის სასატჭერრო ბეიაპირს ერითმანერის სარი- 

წააღმიეკოი მიმართული ტარე ნორმალი ექნება /ნახ.32/; ახის ტა- 

ბი, შესაბამის ნაკაიებს ექნე= 

ბარ საჩინააღმიეკო წიშნები #ა 

ისინი ერთმანერს ტცააბარილებენ. 

შეტეტაი /I16,5/-ის მარცხენა 

ტხარეში ჯაბზში იატერჩება წაკა- 

დი, ხოლი V ჩოცულობის მერიმტ- 

საბგტვრეცტ ტარე ტეიაპირტე. 

ტოეარში /I!§#,5/-ის ჩარჯეენა 

ნახ. -32 მხარის ჯანი, როცა 4V->0გიცე– 

ცემს ინტეტრალს ტაერცელებულს მიელს V ბოცულბაზე. ასე რიმ, 

საბილოი ტვექნება 

6(2.4()- (444 /I5,6/ 

რომელსაც ტაუს–ოსტროტრაისკის «ირმულა ენოლიება. ეს ყორრულა 

ტენტორჰწლი აოწიშენებში მიიღებს ასერ სახეს: 

§ძ(/ #; -(4V > 2/L, /|)5,7/ 
22% 

4V 

ან დორმუოის საშუალებიი შეცეიძლია იაეაიცინოი ტეიაპირვლი 

ინტეტრალს მიცულბი«მი ტარტაქნნის ყძორმალური მტეითოეი. 

სახელლობრ, ამისარტვის საჭიროა მოვახიინორ შემიეტი შეცელ): 

ი . რ--.ძV-C //5,8 / 
“« 

ან ვექტრუთიი – 
ძ-+VV წ. /I5,9 /



შემიტომი ტანნოტაიების მიმნით ხელსაყრელია ამ ტგარიაქტნის 

მიეცეთ სხეა სახეც. ტავახრაელორ /I4,ე/ ნკ, ტენმორზე ია 
გსავირეალისჩწინორი 6ნ,ოი 6ა«2 წამრაელის ტამოხატეა იელტა სი0ბო- 

როებირი; ტეექნება 

ჯ ა მაჯნინ-მო( ბიძრ=ძ/ ნათი? /#//46,!0/ 

საილანაც ყდიიტრაციის ჩატარების შემიეტ ლიატერჩება 

2 ; 
_– –ა /I5, 

რ 4V 6,+6- : 145,!!1/ 

ტჟარიაქმნის /!46,8/ დორმალური მეთძოიის ტამოყენებირ ტაუს- 

რსტროტრასკის დორზულა შეჟეიძლისა ტამოვიყენორძ წებისმიერი რან- 

ტის ტენბორული ყელისარტეის. მატალითა0ი, სკარრისარვის ტაუს- 

ისტრიტრალსკის «ორმულა ასე ლაიჩერება:! 

რდჯ4 = (ძ“ +X2 /I95,(2/ 

ან, სხვანაირაბ, ' 

6#64(- ( ყ:იძ6ძV. /!6,193/ 

ბეორე რანკის I;/ ტენბორული ველისატვის ტაუს-ოსტროტრალსკის 

ტდორტულას ექნება სახე 

_ (რბ 
ნM4L=|3>”ძV, /(6,I§ / 

რომელსაც ლილი ტამოყეწება აქეს ელქტროლინამიკაში ია ირეკა– 

იობის რეორიაში. 

| /!4#,I2/ შეტვიძლია ჟამოვიყენოით ცრალიენტის ინვარიანტული. 
ტანმარტებისათვის; მაჩილაც, საშუალ ს შიიძნ-ნო (62 I 

· =ზე -1- 
ტათვალისჩინებირ შეტვიძლია ლავნერობ: # 104 სელ ში 9?



რემოი ტრაიტენილლი მშორმალური მეთოლის ტახოყენებიი ნებისმი- 
ური ბელაპირული იწტეტრალი ასევე ზარჟიეაი ტარგაიქმნება ბიყვ– 
როპიიში. ასე ჩატალიძალ, ალივით ექნება შემიეც დორმულას: 

6 (4.#1= (94VIV), /(/5,I5/ 
ჩ6 სხეანაირაი 

64.2) =(#144V. /I%.(6/ 

როყა ვექტორული ველი ისერია, რომ რს4=-ბ | შამ”9 ეე”ს, 

როტორც ალრე მიეუიითერ, სოლენოიტური ჰქელა ია ტაუს-ოსტროტრა- 

ისკის დორტულის ძალი ტვექნება 

დ. #.41=0. //5,I7/ 

ე.ი. # ვექტორის ნაკაიი V - მოცულიბის შეხომსაბდერეი # ჩელა- 
პირში ნულის ტოლია. ეექტორვიი ანაოიბის ერთ-ერიი ყირმვლის თა- 

ნახტაი ძ,ყ+Iს8 =0 , ამიჟომ შეჟეიძლია ეიცულისხმირ, როტ სო- 

ლენოიიური ველისაიეის ,4= ჯნ8 . აი ტიპის ჟერა, მატაღიზაი, 

ხაკნიტური ველი. /!§6,I7/ დორმულის რანახზაი, ნაკნიტური ველს 

წაკაიი ჩაკეჟიტ დ«არიში ნულის ჟილა, ე.ი. ნუთს ტილია ან ვე– 

ლის ძაღტხატების ნწნაჰალი, რაც იმას წიშნაევს, რომ რამძენი ძაC- 

ხატიც შეიის აღებულ 8ყარიში, იმიენივე ტარერ ტამრიის, ეს კ9 

იმის მაჩვენებელია, რომ სოლენიიიური ველისარვის ნაჟნიტური 

ძალხატები ჩაკეჟილია. აცენიშნოითი, რომ სილენრიტურ ველს ხშირაი 

უწყფარრებო ველსაც უჩნოლებენ. 

ტაუს–ოსტჩიცრაისკის დორმულის ტამიყენებიი /I2,80'/ უწყვე- 

ტობის ტანტოლებას შეიძლება მიეცეთ სხვა სახეც. ჰერთი, ტეე – 

ქნება ( ( 2 +40»§0)ძV=0 , რაიჟან ძ/ წებისმიერი მრცუ- 

იობაა, ანმიჟომ შეკეიძლია იავჩერირ 

“მ _ძ;ს თ=0. //4,(8/ 
2+C "იწ



2. სტოესის დორმულა. სტოეხსის ძორხულა ჩაკეჟილ წირზე ტავ- 

რძელებულ ინტეტრალს აკაეშირებს ამ წირზე მოძიმულ დარიზე ჟაერ- 
ძელეშულ ინტეტრალიან. 

ავილოი წირის ვექტორულ რს ელემენჟი, რიმელც სიიილიი იწ 
წირის ელემენტის ტოლია, ხილ მიზარიულებიი ჩირის მხების ტიმარ- 

რვლებას ემიხვევა, ე.ი. 

ძს-74ძწ, 

სალაც «C არის მხების ორტი. ტანეიხილოთ შემიეჟი ინტეჟრალი 

ჩაკეჟიი 6 –კონტურზე: 

I=#თ, ძ)= =რ6/,46 /|)6,19/ 

საიაც #,= =/4; ს სარრიაივენს 2 ვექტორის პროექციას მხების მიმარ- 

 უთეზაბე. /Iბ,I9/ ინტეტრალს, როგორც აირე მივულითეთ,,/4 კექ- 
ტორის ცირჰულაცია ეწრიება ჩაკეტილ დ კინტურბე. ამასძან, კონ- 

ტურის შემოვლის იაიებიტი მიმარრულება ტანსაბოლერულთ ტეაქენ 

§ I2-ში. იუ კონტურს შემნოუვლი« საწინააოღზიეჟო მიჩარითულებიძ, 

ტაშინ ინტეჟრალს ჩინ ტაუჩნიება უარყოტირი ნიშანი. 

სტოქცსის დორჩულის გამოყვანის მიჭნითი ტასზოვიყენიოი/!2,90/ 

ფორმულა. # –კონტურზე მიჭიმული # დარიი იავლოი 'ეტემენტარულ4L 

' უტემენტებაი0 /6ახ.4ქ1/,8აშინ 

_ ამ ელემენტარული ძარიისათვის 

/!2,90/ დორმულის ძალირ მე- 

ტეიძლია ტავწერორ 

·217=ჯ0ხ, #-41, /!I4 ,20/ 

საიაც ტტ, არის ეტემენტარულ 

ცირკულაცია 41 ძარტის შეზო- 

მზსატლერელ ჩაკეტილ კონტურზე, 

/I/9,18 / 

  

ნახ. ვე 
– . . 

ხოლო X8/# ჩარმოაიკენს # ვექტორის მიტენელს 41 არიის 
–
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ტარე ნორმალზე. ახლა წნივახიინოთ /I!§,20/ ტილბის აჯამვა ყეელა 

ელემენტარულ ძ4არიის მიხეტეირ. მარცხენა მხარის აკაშვისას, 

ძხაიია, ცირკულაციები 41 –ის ტამყი48 კჰონტურებბე ერიმანეის 

მოსპობენ, რამიენაიაც ყოველ ორი მებობელი ელემენტარული მარ- 

რის ჟამყოლი ჩირის შემოელა მბიხიება სხეაიასხეა მიზარიძულტებირძ. 

მაშასაძამე, შემეტა0 იატერჩება მხოლოი ცირკულაცია # კინტურ- 

ზე. რაც შეეხება ჯამს ზხარჯვენა მხარეში, ტტეარში, როცა 4-0, 

მივილები ინტეტრალს 8იეCლს ჯ ბეიაპირბე. ასე. რო ,საბოლრი 

ტეექნება შემტეტი დორმულა: 

8 (6,ის- (თიხ#,4), //46,?!/ 

რომელც ტამოყეანილი იყი სტოქსის მიერ. კონტურული ინტეკრალი- 

იან ტეიაპირულ ინტეცრალზე ტაიასელის ყირმალური მეთრიის ხოსა- 

ძებნაიტ //9§,2|/ დოირმუღის მარჯვენა მხარის ინტეტჩრალქვეშა ტამნრ- 

სახულება ტარიაექმნარ შენიეცტნაირაი: 

Cი(1940=((ფ21,4)-((I4, წ)4), /I5,22/ 

ამიჟომ სდოქსის ძორჩულა ასეც შეტვიძლია ტაიაენეროი: 

6(064)- (,((4,7)4), 
/!6,21/ 

საიიანაც აშკარაი ჩანს ის წესი, რომელიც საშუალებას ტეაძლეეს 

ტწირირძი ინტეტრალი ტარიაევქმწარ ბეიაპირულში. კურძიოი, ტეექნება 

ქნ-(4 წ), 744,247 
ან ტენბორX აღნიშვნებში ჯ 

2. M,0=1.1,3 ძ0,–>6:MX412>; (40241,1) //+,95/
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ამ ჩესის შენიცონი ტანბიცაიების მიბნით მრავალცანბომილებიანი 

სიერცის შემიხეევსაში ხერსახრელრა შემივილრ მერრე რანტის ანტი- 

სიმზეკრიულ ტენბორი 

რჩ. =4ჩ.2თ; – - ძი > პქლ ს. /I9,26 / 

მაშინ ძი იქნება ამ ტენბორის ა უექტორი, ე.ი. 

ი", – #664ჩ, /|5,27/ 

”ომელიყ, ცხატია /!1%,25 / ფორმულაზე ლხაიყვანება. 

ატ მეიოტირ ალვილალ ეიპოვიი სტოქსის ფორმულას სკჰალარი.· 

საიტეის. მარილაც, ტეექნება 

  

6§7- (CI ვთი44), ცა. 
ნ # 

ხოლო მერრე რანტის ტეწმორისაძვის შეცვიძლია იაენწერორ 

2 რი,45 (%ოი 4#, 2. /(9,29/ 

ია ა.შ. 

ჟიქეაი, ეექტორული / ველი პიტენციალურის. ეს ნიშნაეს, 
რი I19%#=0 , ხითო სლქსის თრმუოს რანახნალ ტვექნება 

#(44)-ი. „2 
მაშახალაზე, პოტენციალური ვეოს შემიხვევსში ვექტორული ველის 

ცყირკულცია წეშისმიერ ჩაკეტიი კონტურზე ნულის ტოლია: ამ შემ- 

ისვევაში, წეტეიძლია იაქამტკიცოთ ,რომ ჩაკეტილი ვექტორული ნი- 

რები არ არხებობენ. _მარბლაც, ტისეუშვათ, რო8 ვექცორული ნირები 

ჩაქკჰეტილია ლა # ხეა ი –საიეის ავილი ერთი ია იცივე წიმართულე- 

ბა, ტამინ (4,ძი1)>0 ის (აიებითი სილიიილან აღებული ჯონტუ–- 

რული ინტეცრალ 6ულღ არ უირის.



= I77 –- 

პა > 

ანალციურაი, როცა (#,ძზ) <0 , უარყოზიდი სილიიილან აღებული 
0იწტეტრალიც არ იქნება წულხს ტოლი. 

ინტეტრალური ტდორმულებიც. ისინი შეკეიძლა ტამოეიყვანოთ «აუს- 

ისტროცრაისკის ფორმულიიან 

6/,4- (244. /I,9!/ 

უეძქევარ, ვექტორული ველი 4-დ9% , ხაიაც ჯ ია დ სკალა - 

რული ძუნქციებია, მაშინ, რაიჟან #. არინ 4. ვექტორის ტეკმილი 

ტარე წორმაღლმზე, ამიტომ 

-ს 2%. 
ტი=V ვ» /I9,ე22/ 

ვექტორული ანალიგის ერრ-ერიი ძორმულის რანახმაი 

იI/(სV6)=(96 V#)+(4ყ. //+,ე9 / 

/!5,ე2/ ია /I9,1ე / ჟაზოსახულებების /!45,3//-ში შეტანით 6ი- 

ვიტები ტრინის პირეელ ძორმულას 

6%:04 -წ, (ს4§+(VV%, დჯრ))4ძV 
/!(6,34 / 

ამ ძორმულაში მოვახტინოძ #2 რჟეცე«ა; ტვექნება 

Iს: ((644+(06,9)14V. /I5,25 / 

ორი უკანასკაელი ყორმულის წევრ-ნევრალ ტამოკლებიი მივიტები 

#2? -#21)4/- ((§46-944)4V, /I4#,36 /
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რომელსაც ტრიწის მეორე ფორმულა ეჩოიება. ეხ 8§ორმულა სასხარ- 

რლიანია მაშინაც, როცა V- ზოცულრბა შემოსაბტერულა რანიე- 

ნიმე ტეხაპირირ. აზ შემიხეევაში დართიირი ინტეცტრალი უნია ტავა- 

ირყელთ V-მოცულობის შემონსაბლერელ ყველ) ბელაპირზე. 

რიკა დ იას ა«უნეციები ლაპიასის ფანტოლების ამოწა- 
ტსნებია, ე.ი. რჩყა 

2650, 9%5=0, /I5,37/ 

მაშინ კრინის მეორე ფორმულა მიიღებს სახეს 

612 რჯ = §§2/ //4,ე8/ 

ამასრან, “ს ია დ ს ასევე > რა 5 მნიშევნელობე- 

ბი აიღება მოცულობის შემიმსაზტლერეტ ძარიზე. რანიენალაც ტრი- 

ნის ძირმულა სამარიღანია მაშინაც, როცა V მოყცყ:ობა რამიენი- 

ზე ჩაკუკილთ დ«არიირ არის შემოსატოვრული, იმტიენალ-./I!6,ქ8/ 

ყორწულას ექნება იცივე რეისებს. ეს ტარეტრება საშუალებას 

ტეაძლევს იმისი ტანტოლების ნებისმიერი ამინახსნი ტამოვხა- 

ჟოი ს ია 25 + ტნიშვნელიბებიი ბეილაპირბე. ამისარეის 

უიტულისხხა«, რიმ V=“ ჯჯ არის ძV-0 კანიოლბის ამონახსნი, სა– 

იაც L=Iჩ- 8) წარმოაიტენს V -მოცულობის რომელიმე იადი- 
ქსირებული M ჩერჟილის რაიიუსეექტორს, ხიო სL არის # 

ჩეტაპირის ნებისმიერი ნერტილის რალიუსვექტორი /ნახნხ.439/ჯროცა 

ჩ.ყ=L , ბაშინ L+L=0 ია (ს= ია , ამიჟომ M ჩერტილში 

/14,ქ8/ ზორნუდას უშუაექონ ვერ ტამოეიყენებრ. ამისათვის 8ოევი–- 

ქცერთ შემიუცნაირალ:Mნერტიღოს ირგვლივ მენოვნეროი უსასრულოი 
მცირე 6 რაიიუსის სდერო ია /I%,1მ/ ჟანოეიყენოი იმ მოცულოთ–- 

ბისათვის, რომელიც ბეჩოსაბრერულია ორი ჩაკეტილი ბელაპირირი 

ერტი ჯ ტია ზერრე 6C .· მაშინ შეტეიძლია ტაეჩეროთი შენიეტი
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რწანე4+4% (4-6: 200006124 ,.», 
სარაც უნია ვიტულისხმით, რომ სოეროს რაიიუსი 6+0. 

ტანვეიხილი მარცხენა ტხარეში 

„აო შეორე წეერი. რატ- 

ი“ L-2 1_ ( 
2ჩ » 2 “»X27 /!96,50/ 

აბიტომ აღნიშნუოთ ინტეტრალის 

«% ჯ2 0ოტქეყემს 

2 

8-09% თ, დ. (»)46= 

=-#(6,+6/5 3 42969 //4,9I/ 

=-4თიდ,,, 
საიაცე ი,=%(ჩ„) არისწ დუნქციის 0ნიშენეობა M ჩერყილი. 
28 პნყვეტი სიიიიეს, ახიტომ /(/§6,29/-ის ხზარჯვენა მხარეში 

მიტომი უსასრული მყირე რაიიუსის სდეროზე გავრცელებული ინტეჟ- 
#69 რე, % 

  

ძ6 - 4#8(. 7» =<=-= == 15:00. · 

C+0 677 467 L „ 2M# //56,§9/ 

ი გაშანაიამე, საბოლოი მივიღლები მნიშენელეან ყ«ირმულსს 

I ბ( + =-!. 2 /I64,%ე/ 
დ, ყ“ყ მხი ( L - 12414, 

როზელსაც გრინის მესამე ფორმულას უწონებენ. ეს დოირმულა საშუა- 

ლებას ტცეაძლევს ვიპოვორ ლაპლასის ტანტოლების ნებისმიერი ასზირ- 

ნახხნი –ა8 ამონახსნისა ია 8იხსი ნორმალური წარმოებულის მწიმ- 

უენელბებით მოცულობის შემომსატოერელ ბეილაპირზე. ამიტომ 

/ I 9, ყე/–ს ხშირა9 ლაპლასის ცანტოლების ამონახსნის ინტეტრა-
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ტურ წარმიიტეწასაყ უჩწრიებენ. 

რრიცა M წერკილი აღებული ტეიაჰირის ტარერ ჩიებარეობს, 

მაშინ #-1 დუნქცია V-ზრცუობის ყველ ჩერტილი უწყვეტი 0ძა 

არმოწიული რუწქციაა, აცმიჟტომ /IV,+Cქ/ დძორმულაში საჭიროს აეი–- 

ღოი წ, =0
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6 (|5. ტენჩორები ოიხტანბომილებიან ძხეელოეეჰლილურ 

სიერცეში 

|. ოიხტანმომილებიანი დსეეტრეეჰჯლიიტური სიერცყე. იიტცი მნწხი- 

ჟშენელობის გამო ცალჰე ტამიეყოლი ტრენტორულ აორიცხეას ირთჩტანგი- 

მილებიან ძსეელრეეკჰლიტურ სიერცეში. ტენზორულ ატღტჩიცხესს რიხტან- 

ბომილებიან სივრცეში ტანსაკუთრებული მწიშენელბა აქეს რელატივი–- 

ხტური წექანიკისათეის. ოთხკანმომილებიანი სიერცის შეჩრტება ტა– 

ნაპიროშბა იმან, რომ დარიობიდოშის სპეციალურ რეორიაში ირო ია 

სიერცე ეკეივალენტურალ მონაჩილეიბს, ამიტომაც ტანიხილება სიერ- 

ძე, რომელშიაც ჩერტილის ხიებარეობა ტანისატღერება, სანი სიერ- 

ყული ია ერთი იროირი კჯორტიინატირ. ასე. რომ,ოახსიერცეში, იეკა- 

რტის ჩხარიკულხა სისტემაში ნერტილის რაიტიუსვექტორი ტანისატტერე- 

ბა %X,2ვ, Cგ,9ყ კოორტინატიი, რობეტიაცტან პირველ სამი ჩვეულებრი–- 

უი სიერცულ კოორლინატია, 2 კი იაკავშირებულია ტროსძან;. კერ- 

ძი, 2,=4Cხ წარმჩოაიტჟენს წმინია წარჩოსახეით სილიიეს, საიაც 
C-=3940” % სინათლის სიჩქარის რიცხეითი მნიშენელობაა სიცარიე- 

ლემი. ახსერ სიერყეს უწოტებენ მინკოესკის ა6 სსოყლირ სიერც:). 

მხოლო სივრცის წერტილს მსოდ«ლო წერტიის უწიიებენ. მსოძ«ღლიო 

წერტილის რაიიუსეექტორის ჰქატრატი ტანისაჭტვრება გამოსახულე- 
წ| 

  

გით ?, 2 1 , 
2 = 2% 22142 =- 8. /(I5,! / 

შემიკომში, როცა კი საქმე ტეექნება მინკოესკის სიერცესძან, 

ტამეორებული ლა«ინური ინიეესირ /მუნჯი ინიექსი/ ვიტულისხმები 

აჯაზვას ერთილან ოიხამიე, ბერძნულირ კი ერძილან სამანიე. 

ასე რო8, /!5,!/ ასე შეტეიძლია ტაიავნერორ: 

9 ჯ ?2 29% აბ 
3--2; <-2ყ-მფა= +“. /!5,2/ 

ფიჭიკურ სიერცეში, ნებისმიერ კოორლინატია სისტემაში, 

ე– ? გტა 
! ცნალია, 2ფ>X. ჩვენ მეტცვიძლია ტაწვსაბოვრარ ასეც: %.5C -I.
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იჩველ მჩირელენა აიწერება ტროში ია სიერცეში, რის ტახოც ბენოი 

შემოღებულ იიხტანბონილებიან სიერცეში მოვლენა გამოიხატება 

მსოძლიო ჩერჟილირ. ამიტომ #8 შეკვიძილია ტაწეიხილ–ირ როკორც მან- 

შილი ორ მიბიკურ ნოელეწას შირის, როხელრატახ ერტი ხიება სარა- 

უეში, მეორე კი(2,ლ%9,%გ,%,) წერტილში. ამის ტატ #-–ს ხშირაი 

ინტერვალსაც უჩოტიებენ. 550 ტანსაზოვრაეს ე.წ. სიწატლის კო– 

წუხსის თითობას 8, მატ „ 

I! + ვ“ #(!5,2 / 

იტი ჟამოხატაეს სიწარლის სფერული ჟალღის მოძრაობას, რომელიც 

ცხივიება სისტეხის სარაევილიან ჯ=0 ტომენჟტში. 

შევისჩაელოი მინკოვსკის სიერცის ხეტრიკული რეისებები. თუ 

ვისარტებლები ძინკოესკის კოიჩლინატებით 2,9, ,X,=66L 

მაშინ ამ სიერცის ჩეტრიკა, ცხალია, ტანისაბტერება შებიეკი 

ფორმულიტ: 
2 

ძ5=ქ, I%,07%„ ) /15,1/ 
დტ 

სატხაც ზეტრიკული ტენტორი მ,“ ტარნიმარტება შემძეტნაირაი: 

10090 , 
_ ი0100!. /!5,%/ 

მ.“ | 0010 
0001 

ხმირატ, ნაცვლატ მინ კოვსკის ჩარმოსახვირი კოორიინატებისა, 

შემიოაქვი ნაზივილი კოორტინატები XI, 2,2, %V» 68 ,მაშინ 

,'I5,4/ ტან. არტებაში ჩზეცრიკულ ტენტორს ექნებს სახე 

-( 000 

4 =|)0-(09090 |. VI5,5 / 

(M” | 0.0-(0 
0001 

რ”ჯორც ეხეხავრ, აჩ სივრცეს ეყნება'ეეკლიიბის ხსიერყის რვისე- 
+ 

ბები, ოღონი იმ ტცანსხეავებირ, #ომ ძ§5 ლყახიებირაგე აღარ არის
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ტანსაბოვრული. ამიტომ მიწკოესკის სიერცე იქნება ძსევთოევჰჯლი - 

ხური. ამ პარაკრაძში ჩვენ ყველკან ეისარკებლები მინ კოეხკის 

ჩარბოსახეირი კოორლიწატებიძ, როცა %კ= აCს 

აინშტაინის რელტატივისტური მექანიკა ორ პოსტულატს ეყრინო- 

გა: ერრის მიხეივირ სინწარლის სიჩქარე ყველა ინერტი»ულ ხისტემა- 

ში ერთინაირის, ამასრან, სიცარიელეში სიწადტლის სიჩქარებე ზეტი 

2 სიჩქარიი მოძრაობა ტრაუშვებელის. ტეორე პოსჯუტაჯის გიხეიტლევით კი 

მეჟანიკის ყაწონები ერთწაირატ ყალიბიება ყქველსა ინერციულ სისტე- 

ბაში ან, სხვაწაირაი, მოძრაობის ტანტოლება ინვარიანტული რჩება 

ურრთრი ინერყიული სისტემიიტან მერრეზე ტაიასელის იროს. თუ ტეაქეს 

რრი ინერციული სისტემა- ერთი პირობითიაი უძრავი /უშტიიხი/ ტა 

მეორე /შტრიხიანი/, რომელი პირეელის 0ი0არი ბოძრაობს X, ღერძის 

ტახჩერიე მჩუინივი V სი”ძარით, მაშინ აინშტაინმა აჩვენა, რიმ 

სიერცე-იროირი ჩერტილის კრორიინატებს შორის ამ ირ სისტემაში 

ტეაქეს შემიეტი კავშირი: 

X,= 1546% თ, 21=%, 21= 95% , /I5,6 / 
(-» (-” 

საიაც ჩ= ჯ ატ დ«ორჩულებს ლორენცის ტგარიაქმწის ძ«ორმულებს 

უჩიიებენ. მცირე სიჩქარეებისარვის, როცა V«<C , ლორენცის 

ყორჩულები ტაიალის ცალილეის ჟარლაქმნის კანონში: 2C7= X- VL, 
Xჯ= X:,2ჭ= Xკ, +#'=L 

ყხალია, რიმ ლორენცის ვორმულების შესაბამის ტარიაქნნწის 

შატრიცას ექნება სახე 

V 909 :ჩ/ 
0.1 0. 0 |. 

00 (1 0 |!7 

ხყი/ი ი V 
ა0ეილი შესამოჩმებელია, რომ ლრენცის ტარიაქნნები იწეარიან- 

5---> 
V/– გ? #/I5,7/
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წ ძუწლს ტოეებს ყC ინჭერეალს, ე.ი. რრივე სისტემაში §5ვ5 ან 
კპრორიინატებში 

2 ,7> 
X; = 29%. (#=/2,3,V) //5.ტ/ 

აოსაწიმწავია, რიმ იორენცის ტარიაქმნებ.. წარნრაიტენს კერძო 

შემიხეევას შეჩიეცი ჩრდიეი ორთიცონალური ტარიაქნნისა:! 

„2 = (/ 617, XX , (§=#2,3,V) /!5,9/ 

ხაძაც (+ ტა” ააქმნის მატრიცის ელემენტები აკმაყოზილებენ 

ორიოხორმირების პირიბებს 

ი„ორ„ო=რCრ თო:Cრო«= -XL) /I/5,10/ 

აქ 6 ია M დებულობენ I,2,4, § მხიშვნელობებს, ხიიი 0:# 
ჰკრრნე ერის სიმბოლოა ოთხსიერცეში. /!5,9/>-ის შებრუნებულ ტარ- 

იაქმნწას ექნება ტამოხატულება 

X/.„=0,„%/. /I5,II/ 

ცყხაიია, რომ /!5,9/ ტარიაქმნა ინვეარიანტულს ტოვებს /I!5,6 / 

ინტერვალს; ამ ტარიაქნნის შესაბანისი იეტერმინანტი, როცორც 

ვიცით, მაბრუნებისადთეის + (|–ის ტოლია, კენტი რარიენობის დღტერ- 

ძების იწვერსიისაივის კი =<I-ის. ატსარიშნავია, რომ ლორენ- 

ცის ტარიაქმნები ეკვივალენტურია რახჟტანბომილებიან სიერცე- 

ში X,0%, სიბრჟყეში სარავის ირტვლიე მობრუნებისას ჩარზოსა- 

ბას შევიტანთ /!5,7/ მატრიციიან, მივიღებთ ლორენცის //5,6/ 

ჟ'რიაქნნებს.
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ხვითი კუთხებე.“ 
იითხსიევრყეში ინვერსიის რპერაცია უწია ტაეიკორ, #ოჟეორც 

ჰსეწტი რარძენობის კრორიინატია ძერძების არეკელ, ჩეენ ტამორო- 

უიყენებრ ინვერსიის რჰერაციას, რიყა არეჰელა ხიებსა სიერცული 

ტერძებისასა, ხოლ 0რრირი ტღერძი 9%V უყელელი რჩება. ე.ი. ოიხსი- 

ურცეში იწვერსიის რჰპერაცია იქნეტა შენხტეჟცი: 

X(=-X,, (%«=#9,8) 
2 = %,, /!5,!2/ 

ე.ი. ინვერსიას /I5,9/ ტარიაქსნაში შეესX მება რა=-4%გ 

(4,052გ),ხიო რაყ=ბმაყ (:=#049,3M). 
ახლ) საინტერესრა ტაქარკეიორ რიკირი ტარიაქტნის ჰჯხნონე- 

ბირ ხასიარიებიან ტენბორელი ირხცკანტონილებიაბ მსევირეეჰლიიტურ 

სიერცეში, კიირიინატების ჩრყდივი ორთოროკონალური ტა”იაქნნის იროს. 

2. დ«იჭიკური იიახვექტირები. ჟანეიხილი იიხი სილიილ/ე: 

#,,/ა,/ყ,რე, რომელთატან 4 ილოს ჩბხინია წარმოსახეიიი /44 თ 
= |#Mყ|1ამბობენ, რიმ ამ ოახი სიიიიის ერრობლიობა მინკოესკყის 

სიერცეში აძტენს ოთხეანბომილებია5 ვექტორს #; ((=4,2,3%) ა6, 

მოჰლე7ი, ითხეექტორს, რუ ისინი კოორრიინატრა სისტემის ტობრუნე- 

ბისას ისევე ტარისიქმნებიან, როტირე კორრტინატები, ე.0./I5,9/ 

კანონიძ / ჩ 

/ 7-0 “ /#!5,12/ 

აზასრან #; ვექტორის კომპონენტებია მერიხიან /მობრუნებულ/ 

სისტემაში, ხოლ” CM ტანისაბტერება /I5,7/-ით. ინტერეალის 
ანაღლტიიი ოთხეექტორის სამ პირეელ #4, კინპონენტს უჩოლიებენ 

სიერცულს, #") –ს კი ირ“რრირს. არსანიშნავია, რომ ოიხვექტორს 

| ამისარეის საკმარისია შემივილი ადღნიშენები #=0050, ?83>5'ი0 
მაშინ /I5,6/ მიიღებს სახეს ? 

XC 2%,C0§0+2X, 50, X1=X,,X4§>X§, Xყ=- X,501%,C508, 
რომელიც მარიისძ ცამოხაჟაეს მობრუნებას X,00X%ყ სიბრტყეში 
0 სკუჯხებე.
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ჩეეულებრივი ეექტორის რეისებები აქეს, იღონი 36ი0ა ტეახსოელეს, 

რიმ მეოთხე ჰამჰპონწენტი წჩინია წარმოსახეირიასა. /!5,!2/ ტანჩარ- 

ტების რაწახმაგ, ირხეექტორი იქნება პილარული, #უ იწეერსიის 

აროს შესრულემულია პირიბა #კ=-/+,4ყ = 44 

აივილაი ეაჩეენები, რომ ორი /0: ია 8: ეექტორების #48; 
ნწატჩაელი სკალარია # ზე=/ტ“ 8, .· ყცხაიია, როტ /,.=4: 

იქნება ეექტორის ჯეაბრაჟი, როზელყ იმის ტახი, რომ # წნინია 

წარმოსახეირია, შეიძლება იყოს ტგაიებირიც, უარყოყიძიყ ია წულიც. 

როყა რიხსეექტორის ჰვაირატი 

#1:-#1-I/"!C, (%«= I,4,3) 

მაშინ #, ოთხეექტორს იროისმატეარი ენოლება. როცა 

#ბ» #1- III>9, (4<=#2,3) //5,I15 / 
ტამინ #: ითხეექტრს სიერცისზატვარი ჰქეია, ხოლ როცა 

ჯ 
#2 /#4- |/##9| 50, (=# +3) 7/5.16/ 

#L -ს ნულრეან ანხა სიწაილისმატეარ ვექტორს უწილებენ. 

«თუ ტაზიევიყენები (4, ელემენტების /I5,7 / ტანმარტებას, /! 5, (2/ 

ტარიაქნმნას ეეხზება სახე 

/ს(=X(4ყ5(ჩ/ს),/#L=/ს ,/#=/ს, #/=X(4- ჩჩ)” /#I5,I7/ 
რომელაც შეგვიძლია ეუწიიოი ორენცის ტარლიაქმნები /4( ოთხვე- 
ქტორისადეის . 

რელღტივისტურ მექანიკაში წემოჰყაეი ყიბიკური ორხეექტოი- 

რები, რომელსა კინპონენტეშს ფიზიკური სიტიიეები ჩარმოატტენენ. 

ახსერებია, ნატაორა0, ეწერჟია-იმპუვისის, ტალღური ეექტორისა 

ის სხეა ოთხეექტრრები. 

რელატივისტურ მექანიკაში შემოჰყავრ, მატაღრაი, ენერტია 
–იმპულისის ოთხეექტორი ჩ:(6,5 6) | ხატაც ჩნ ნანინა ჯის რე- 

/!5,1%/
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ლატივისტური ინპუისია, წ კი- ენერჟია: 

ჩ"ჯ- გ თონ “წ. 5=ჭოთ, ჩ5->, /I5,I6/ 

საიაყ MI უძრაობის ჩასაა, ხოთ დ” –ნანიტაკის სიჩქარე. ცხატია, 

რიმ 
ჯ 

6 => 6 =-»თ%?«ი. 
· C /!5,I9/ 

ამტეარა0, ენერტია- იზპულსის ირხვექტირი ყრყდილა ირრისხატეარი 

იიხვექტირი. შეტვიძიის ტახვიხირი ტალღური ოიხვექტორი. 2(M+#V)), 
საბაც M ტალტური ეექტორიას, ჰა კი წრიული სიხშირე. ჯ# –ისარ- 

უის ტვექნება 
2. ჯუ! დაზ 

+ = -ე2“ /I5,20 / 

მაშასაიაზე, ტალრური ითხეექტორი წულრეანი ვექტორი ყოფილა. 

ასევე შეტეიძიის შემნოვიტანოი Xჯ (“ი აCL) იიხჯორრიინაჟი, ან 

ირიხრაიიუსვექტორი, რიბოჯ „კუაირატი ლაემთხეევს იწტერეალის ტა- 

მოხატულებას X, · 9 26 · სიტიტე X:X=(-,წ)-ახ, რომე- 

რიც ბრტყელი ტალღის ძამას ტამოხატაეს, იქნება ინეარიანტული სი- 

0ადე. 
აღტენიშნოი, რიმ ძსევირრიხეექტორისათეის ტეექნება შემნიეჟტი 

ტარიაქნნის კანონი: 

,4; =4(4)0ა«/», /I5,3/ / 

საიაც 4(0) თტარიაქნნის მატრიცის შესაბამისი დეტერმინანყია. 

კენტი ჩაოიენობის ტერძების არეკელისატეის 4|0)=-1 , ტახეი- 

ხილი სანიეე სიერყული ტერძის იწვერსია, მ0აში6 რკა-ბა ,
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0,ს=0,,= (V) ეს ყი ხიშნსაეს, “ომ დ«სევიიიინეეჟტორის სატი 

სიეჩყულ ბიტენელი ინეერსიის «როს არ იცელება #4=#4, , ირი- 
იიი კი იყეოს წიშანს /#ც=-/# X 

უე. ო”ხეანმოტილებიანი ტენბორები,. ახია კანეიხილორ ოიიხ- 

განბიმილებიანი სიერყის ტენმორები ან 8 ზოკლეეი–ოიხსტენმრორები. 

კხალია, რო8 I რანჟის ტენმირს ითხსიერცეში ექნება 4" კომპი- 
ფენკი. კურძოლ, ხეორე რანტის ტენზორს ექნება V=16 კომპონენ- 
კი, მესამე რანჟისას 564 იდა ა.მ. ცხალია, რომ მეორე რან- 

ტის ოთხტენბორი კიორიინატრა სისტემის მობრუნებისას ისევე უნია 

ტარიაიქნნას, როკირე ორი ითხვექტორის პირიაჰპირი ნამრავეი #:8%.. 

ამტეარაძმ, მეორე რანტის იიხჭელნგო4ი ეწრლება ისეტი IV თექეს– 

ტეჟი სიიიიის ერიობლიობას, რომლებიც კოურიინატრია სისტემის 6ო- 

გრუშნებისას ტარიაიქტნებიან ჰანონირ 

მაა რუ0ი ჩი. _ (M,M=(4,3,%) 
ასექე ტაწიმარტება მაღალო “რანტვის ტეუნბორები. იატალიბა0, 0ხე- 

ხამზე რანტის ტენნხიორისარტეის ტეექნება ტარიაქნნის მემხიეკი კანო- 

წი: 

/!I5,2-/ 

, 

Lს,=0,,0,ე0,, ხ,ი§ · /!5,27/ 

მეორე რანტის ოდხტეწბორის შპჰური ტოლი იქნება 

, 
5ი11=ჩაა= =/ /I15,29/ 

იხაიია, რო8 იკი ინეარიანტულთ სიიიიეა. იუ ჰერძო შემთხეეევაში 

ჩა /, 8, , ტატინ 5იი =/#,5, როტელიც ჩწარმოაიტენს ორი 

ოიხვექტორის ს ალარულ ნატრა12Cს. 

ისევე როტორე სამსიერცეში, ორხსიერცეშიაც ტენჯორის ტა- 

ქეეითებით რანკი ორირ მცირლიება, ხოლ ტენშორტა პირიაჰპირი ცა- 

ტრაელებირ რანცები იკრიბება. 

მეორე რაწეის ტენბორს ენოლება სიმეტრიულ, თუ (I - 

ცხაიია, მას ექნება არტი იამოუკილებელი კონპონენტი. Cეორე
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!' 
რანტის სიმეტრიული ტენტორის წათელი ნხაჟალარია მად=0/,« 06- 

ვარიანკული ერრეპლტეაწი კენჟორი, ბომედაც აქეს ყილქრაციის 

რტეისება 

ბ:M#. 5 /#ია. /I5,25 / 

ეს არის ჯონეკერის ჰჯრტაი ცნობილი სიმტოლრი ოიხტანბომილებიან 

სიექრცეში. ცხაცია, რომ ბშისი შაური მ:|=4. 

ანვისიმზეტრიული ეჩწოძება მეორე რანკის ოთხვტენბიორს, იუ 

ჩ.,=- ML. :“ ახ ტენბორის ტიიაჟიონალური ელებ-“კები ნჯაოს ჟილია, 

ამიტომ მას იაბოუკიიებელ ექნება მხილოი0 ექესი კინჰპინენკი. 

ყხაიია, სახსიერცისაჟტან ტანსხვავებირ ჩე, თ-M%- ტენტორი 

არარ იქნეშა ორდხეექტორის ეკვივალენტური. სრუორაი ანალჟიურაი 

ტკანიხილება ულრო მალალო რანკის ტენბორების სიხეტრიის საკითხიც. 

ტარია წამიევილი /ჰპოლარული / ტჭენზორებისა, იიხსიერცეში 

ტეხეიება მსეეიროთხტენბორებიც. მატალირა0, მერრე რანტის ფდენ- 

ბირისარეის ტქეექნება 

·<:4C4(0)0,„0სთCოი წ /I(5,26 / 

სატაც 4(0)=-! ინვერსიის შებიხეეეაში., ამ ტანსაზტერიიან 

ჩანს, რო0 ორი ერრნაირი რანტის მსევილროტენბორის «ატი იმავე 

რანკის ძსევირტენბორია, ორი მსევიოტენბორის წამრაელ წამიეი- 

ლი ტენბორია, ხილ მზსეელრტენმორის წამრაელი წამივილ ტეზრორრმე 

ძსევტრტენტორი იქნება. ძსეეირტენბორის იაქვეირებირ მიიჯჟება 

ისეე ყ9სეელტენბორი ორირ 6აჯები რაწკვის. 8 

/!5,26/ ძორმულის რანახნაი შეორე რანცის მსევირიითხტენტო- “ 

რის კოტპონენტები ინვერსიისას ასერ სახეს მიიტჟებენ: 

/ , / ,_ 

+გ-“ წგ, რა მ (.5%ყა, ?კ,5-ზყა /I5,77/ 
ე.ი. რუ მერრე რანტის (27 ოახტენმორი აექსიალურია, ჩაშინ
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კყიმპონენტები, რონლებიც 6§-აან ინიექსს არ შეიყავენ, ან ამ 

ინიექსს შეიცავენ ორჯერ, არეკელს იროიოს წიშანს იცელიან, ხოლი 

კინპიზენტები, როხლებიც 6§-იანს შეიცავენ ერტხელ (6, IV, CIVIC CV, 

“ა, შაკ)-ნიმანს არ იყელან. პიტარწჰო ტენზორის შემიხვევაში კი 

ივექნება შებრუნებულ სურათი. ცხადია, რიმ ბა ტენზორი იქნე- 

ბა პოორული. მარილ სც, ალოო = ბოი=მი 0, მ, ე.ი. ტარ- 

იაიქმნება /I!5,2” _M#ჰანონირ. 

საბოკაირი, ოიხტენგიორის პრლარობის ტარკეევის იროს ხელსა- 

ძრელრა ტენორი ჩარმოევიივინიძრ, როჟორე შესაბამისი რაოლენობის 

და ჰპოლიარობის ოიხეექტორების წაჩტრაერო ია ამ წაგრსაელსარვის ტა- 

ტოვიყენოი /(/5,I2? / ოპერაცია. ასე მატარიაი, წა,“ #.ჩ, ატე- 

ტირი 0ა /I(5,!|9 / იწვერსიის ტაზოყენებიითი მიეიღტებთ ბემორ ტაიტე- 

წილ წესს. 

ბ. 6: –იწესრიანტულ აქსიალუ/1 ტეწნბორი. ახლა ჟაწეი- 

ხილი ხრულიან ანჟისიმეჟრიული ე“ იეულრეანი აქსიალური როიხტენტო- 

რი. ცხალია, რომ ახსერი ტენბორი იქნება მეოთხე #ანტისა. მარძ(ლაძ, 

ვზრო მალტალი რანკის ოთხტენბორს ექნებოია «ოლი ინიექსები, ასე- 

რი ანწჟისინევტრიული ტენბორი კი ნუოხს ილია. 67 ტეოთხე რან- 

გის ერიეუოთეან ოიხტენბორს აქეს # I-ის, ან – I-ის ჟოლი მ06ი- 

შენელბა, იზის მიხეიეიი, ,M,6,ფთ ინიექსებიიან 1!,2,3,6 ჩე- 

ციერი მიზიეერობის ტისაღებაი საჭიროა ლუწი, ბუ კენტი ტალიანა- 

ყვლება. აზ ტენბორს 256 კოზპონენტიიან ნულისატან ცანსხვავებუ- 

ლი ექნება 6მხოლოი I 24 კოტპონენტი, ამიტონ 

ნახო=4! /!5,28 / 

ხა: ჰოორიინატების ნრლივი ორთოცონალური ტარიაქმნისას 

ისე იქცევა, როცორე მეროთსე რანცის ინწეარიანტული ტენბორი 

/ : 
ნ6ო=წნაMX4ო „ მარილაც, ბსევიოტენტორის ტანმარტების 6ალირ 

ტეექნება 
7I5,99 / 

27 'Mლიი“ =4(0)0,, 0,9: 2 ს 6იგ§ს ·
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ტამოვიყენირ /II,21/ ძირბულა. ახ ყორბუოს რანახმაი 

0 0„.იძ,: 0 ნიტე! = ტ/ი)ე 6:«ო /!5,20/ 

ამიტომ წუოხატან განსხვავებული კიზპონენტებისარვის ტეექნება 

/ 
ხა, =4(6)ნ:XC» = 6/M6M) //5,ე, / 

ზაშასატამე, ხელი ტენმორი მარძრლსაც ფხოყილა ტეოთხე რანვის 

ხსრუოატი ანტისიმეტრიული აქსიალური ტენტორი, რრმელდაც ერრი ტა 

იკივე კომპონენტები აქვს ნწებისტიერ კოირიინაჟრა სისტენაში. 

ბას ჩვენ ლექი-ჩივიტჭტას რიხტანბომილებიანი სივრცის ფენბორი შე- 

ტეიძლია ეუჩოირრ. 

ნოვიტანორ რამიენინზე ყორჩულა ბ-X-» ჭენბორრა ნახრაელი- 

ჯ სათვის”. სათ 8 არის მერრე რანკის სიმეჟრიული პოლარული 

იოიხტენბმორი. ამიტომ ცხაილია, რიმ ეს ტენბორი პროპორყივლი იქნე– 

ბა ბს ტენბირის 

ნა» ხMო 254 ბც. /15,უ92 / 

ამ კენტორის იაქვეირებირ 0ა /I5,29 /-ის ტარეალიხჩინებირ მიეი–- 

ლები #=3! ; ამცეარალ, 

ნო 5 ##69M-“ ვ!ბყ. /I!5,3121 / 

ასევე აცეილაი იანტკყიციება, “ი 

=> –8. )' 
გადონი: =2: (ბიბ. ბები 

85. 0ხუალური ტენბორები. აოენიშნოთ, რომ 6» ტენტო-– 

რის იახმარებიი I§ყსყ რანჟის ანტისიმეჟრიული ოიხტენბორი 

შეტვიძლია ტაქაჰავშირირი ლი რანტის იუალურ ტენტორრან. 

რაიჟან იუალური ტენზორები ჩვენ იატვჭირიება სივრცის ელენენ- 

ტების ტანსაზღოერის იროს, ამიტომ მარ იაჩვრილებიი შევისჩავლირ. 

/ იხ, ტოტალი შორტჩულები ი II-მი. 

/((5,უ5 /
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ნწჯოეასნი რანტის იუალური ტენბორი. რუ -2,M6ი1 არის 

ტეორთხე რაბკცის ანტეხიბეც (უო ტენბრრი, მაშინ მისი იუალუტი 

ტჟეწმარი, რანახნაი /I!!,4Mტ '/ ყორმულისაკიქნება წულოეანი რანჟის 

-0=ჯ ანი (2 /!:5,ე5/ 

ტჟახეიხილოთ სპეციალური სახის +ბპ:X6M  ტენბირი, რომე- 
ლიიყ ტამრიხატება შემზიეჟქი ტეტე“წინანტიი: 

ტი; #»- რ, ჩ» 

ჩ, 8. ჩხ, 8. |. 
C: C- C Cო /15,3% 

თ, 9» მ, ბო 

ატ «ეწმოირის ანჟისიმჩეჭრიულრბა ამკარაა მეტერმინანტის იმ იეი- 

სეხის გამი, რონღოის მიხეიეიბაც ხეეტების აიკილეშის შეცელო იე– 

ტერხინანტის ნიშნის ცეილილებას იწეეეს. ცხაილის, რიმ (ბ, 

ჟული იქნება გამოსახულების 

-0ა» - 

იყიდო =4(0) 6, /I5,27/ 
სადაც ტ4ჯი) არის შეზიეტცტი ტიეტერმინანტი: 

4, #ჯ რა #4" 

ი(ი)=|8 ჩ. ჩკ 8 |. 
C ნვ 01 « /I5,428/ 

რ, 2; “ბვ 2, 

ასე. რომ,/!5,25 / მიიღებს შენლეგ ხახეს: 

0- # (,=(. რ(0)ნალთ' /15,99/ 

რახიენაძაც ხრ! , იმიენაი საბოლოოლც მივიღებთ 

XC 5 4(ი). /I5,40 / 

მაშანაიაზე, (+ ყოდილა ი8 პარალელეპიპედის /ოთხტანიონილები- 

სანი/ მოცულობა, რომელიც ატებულია #ს, 8;:,C,2; უექტორებშე .
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/!5,25 /–ის რანახმაი ცხაიია, როიტ 

ჯ 
ჯ 

«1 = არადუ იაია =ჯ# ი, /!5,9I/ 

ჰერძო შენმიხვევაში, როცა #ტ, | 1 ( 49:,0,0,5) , 8" 6, 45,,0, თ), 

C35(0, 0,ძ2,,0) რა 2/5(0,0,ა, #4XV„) , მაშინ ო+ სსიუ-ცის 

ელემენტარული მოცულობა ტანსატიოვრული იქნება დორმულიი 

ძი0=ძ4>,ძX,4<, />, / /(/§,%2 / 

რომელც, ცხადია, ჩწარმოაიტენს მსეელოსკალარს. 

ჰირველთ რანცის იუალური ტენბორი. ახლა ტაწეიხით. მესახე 

რანტის ანჟისინეტრიული 47, ტეზზორი. მისი იუალური ტენბოიორი 

იქნება პირველი რანტის 

4 = ჯე ნაX6ო4/სი· /(5, ხე/ 
ნაბივილ /1,დ რენტირისაი«ვის 2 იქნება ძ«სევირვექტორი.' 

ტანვიხილი კურძი სახის მესაზე რანჟის ყეელა ინიექსის 
ტიხარი ანჟისიმევრიულ ოიძხტენმორი: 

#; #X #4-C 
=18:; , /!5,5%/ /ს„.- |ზ:. 8 წხ. 

C; C- C, 

საიაც /#ს,ს%:, 06: იიხვექტორებია. ცხალია, რონ ამ მემიხეეეა– 

ში /I5,%ე/ მიიღებს სახეს 

/|5,495/ 
4; = ზი #.M6» · 

ალეილი საჩვენებელია, რომ § ვექტორი მარიობია სამივე#4,8;,Cდ 

უექტორებისსა. მართლაც, ტეექტება 

#./#,=6;(ო #:#X %C» => 6#M6ო#X #”ა8,C»= 
/I5,56/ 

=- ხაო ჩემ:#-ნო=-';რა, ”
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ე.ი. მარია #:0:=0 . სრულიაი ანალიციურალ ვაჩეენები, 
რომ 1. C,ს-=0 · მაშასაიამე, ჩ, ოთხვექუტირი მარიობი 

ყიდიი #:,ზ8.,60: იიხეექტორებბე ატებული სამტანმინილებიანი 

ყარატელეპიპების, რომელიც ოთხტანბომილებიან სიერცეში ჩწარსოა- 

იტენს ჰიპერნარტეულს. ცხალია, რომ #; –ს სიეჟრძე ტანსატტვრაეს 

ამ პარალელცეპიჰეიის მოცუთლბას. 

/I5,45 / ფორმულა შეტეიძლა ჟტამოვიყენორ ოიხსიერცის ჰი- 

სჰერბებაპირის ძარიის ელემენტის ტანსასატღვრავატ. ჰიჰერპძარრტე- 

უღლიხ უსასრულრტ წხცირე ელემენყი ძა ტანისაბოერება მესამე 

რანტის რ, .6 ტენბიორირ, რომეთც შეილიცენილია სახი უსასრულოი 

ტცირე სიკრძის ეტემენწვის ნამრავოსაჟან ტა რიზლის იუალური ძვ; 

ოიხეექტორი ტანიმარტება /!5,951ე / დორმურო4რ ' 

ძ6,= 3; 6 (წო რ 5V§M, /I5,97/ 

იუ /, ჩგჩ.,Cგვ უეექტრორების წაცელატ შესაბამისაი აეიტემი #X 7 

ქე) ლა ქე” ელემენტებს, მაშინ //5,95 /-იან მივილები 

(( (. 
ძ5,= 6, 42% 4X/ ს/ი ი), /I5,§8/ 

ამახრან, რ»; ელემენტები ერანანერისატან ტანეასხვავერ, რამ- 

0ეწაძაც, წინაალნიეჟ შემრხვევაში, ძი, იტივურად წული ტახო- 

ეიდოტა, ტანოთვლებს აცარებენ //5,98 / დორმოლიი, შითს კი 

ბეტა ინიექსს ჩამოაშორებენ. 

#I5,9./ ოიხვექტორი, როტორე ტეჩორი ატე: აშხეი, აბსოლუტუ– 

რი მნიშებელბირ ემიახვევსა ჰიპერტეიაჰპირის ძართის ელემენტს, 

ხოლო მიმარიულებით ამ ელეზენტის პერპენიიკულარულა. აშკარაა, 

რომ ძე: ყ5 ძ>, 4X, 24%, წარბოალტენს სანსივრცის მოცულობის 

ელეზენძი, რომელიც არის ჰიპერბეიაპირის პრრექცია ჩX,Cიე' 

ჰ.პერსიბრტყემე .
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შეოჩე რანტის იუალური ტენტირი. ახლა ტაწვიხილი მეო#ჭე 

რანტის ანტისიმეტრიული ტენბორი ჩ,. =- ჩ%-. · რიხი ტუალური 

რენბორიყ მეორე რაწკისა იქნება, ჰერძშოძი, ჩნ –«ს ბუატური M 

ტენმორი ასე ტაწიმარტება: 

Xჯ 
0. = ჯე 6-X(ოჩო· / 95,459 / 

# _ 
აშკარაა, რომ M· ზე. სკალრულ ნწანჩრაელი ზსეელსკალარია. 

მარილსც, 

  

# ( MM «=> ოს ჩა /I5,50 / 

ია ს.ს პიორარული ია ნ.ი შზხეელოტენბორების სკალა- 
რული ნამრავლ მარილილაც დზსევირსკჯალარი იქნემა. აიეილი საჩეენე- 

ბელია, რომ + ჩნ. 5; იუალტური ტეწბორი შეცტვიძლია 

ტაჩოვიყენო8 ირტანმომსილებიანი ყარტის ელემენტის ტანსასაზტერა- 

უარ. 

ტანვიხილოი შემიეცტი ჰერძი სახის მეორე რანტის ოიხტენბო- 

(2 =/#,მ.-#.ჩა· /#15,5/ / 

რიტირც სამჟანბომილებიან სიერცეში, ისევე ოთხსიერცეშიც 1:# 

ტამოხატავს /, ია 8 ოიხვექტორებზე სატებული პარალელოტრამის 
«არიის პრიექციეშს X;9%ჯ ექეს საკოორიინაძო სიბზრტყებე. 

შეეაიკინოთ /I5,699/ ტენბორის იუალური ფ«სევლოტენმორი., 

#» 57 ნაI(4,მ„-#ოზ, )=6:MCM #:ჩი · /15,52 / 

რი: 

# 
აივიო საჩვენებელის, რომ ქ.დ ორიოტონალუჩია, როტორყ ჰა 

ისე /#კ: ია სხ; ეექტორებისა. მართლაც, 
« # # 

მ 8.5 1» რ -1L,: 8,0. /!5, 53/ 

წI-4
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„რომელ წარზოალიტენL აღწიმწუთ პარალელტრამის ყძართის ჰეაი- 

რაკს. კერძო შეხიხეევაში, «უ ავიფები /ჭ, = ძელ|? ია ჩ8,> 29 
ტვექნება 

იის XII) (ა) 
ძI,,-ძX 4» –ძანქჯ;“ #I5,55/ 

ბის იუალურ ტჭტენბიორს ექნება ტატოხატულება 

ძი ( > ნაო 42: ხეა". /I5,56 / 
C. ზეორე რანკის ანტისინეტრ“იული ოთხტენმორის იზწეარიან- 

ტები. ეელის რეორიაში ტანსაკუთრებული მნიშვნელობა აქეს წე– 
ორე რანტის ანჭისიზეტრიული L,M=-ჩჯ«: ტენბორის იწვარიანტებს. 

ვიპრეოი ეს იწეარიანფები. (–M-ს აქეს ექესი იამოუკიიებელი 
კომპონენტი. ა8 კომპონენტებისატან შეტეიძლა შეეაიკინორ ირი 

იწვარიანჟი. ერთი იქნება #:/ ტენბორის „ჰვალრაჟი ნ1- XV. 

IM «ენმორიტან შეტვიძლია შევაჯვინიი დუალური ტენბორი CL” 
=4 უM6/ > , ზატრამ ახ ტ«ენტორის კვაირატი, რიტიჩც ტემოი 

ვზახე», წ -ზე იაილეახება. კერძოი, IX 456). . ასე. 
რობ, ტუალური ტენმორის ჰეაირატი ახალ იწეარიანტს არ ტეაძლეეს. 

მეორე იაზოუკჯიიებელი იწეარიანფჯი იქნება /!5,50/ ჟიპის წაბ- 

წავო # ნო გი · ტატრან ეს სიიიიე იქნება დსევიოსკა- 
ლარული. წამიეილ სკალარის მისალებაი საჭირრა მისი კჰეაირატში 

აყეანა', ამტვარატ, ნჯM« ანყისიმეტრიულ ფდენბორს ექნება ორი 

ლამოუკიიებელო იწნეარიანტი 

I,= ნ , I,= (ჯ CL, ს არ. /!5,57/ 

ატ იწვარიაწჟებიან ხმირაი ტეექნება საქმე ველის ტერრიაში. 

  

7. «ენმორული ანაღლიბი ოიხსიერცეში. ისეკე როტორი სამ- 

ტანტრმილებიან სივრცეში, რთისიერცეშიაც შეკეიძოა წემივიორი 

ჩ –ური რანტის ტდენბორული ვეოს ცნება. «უ სიერცის ი«რველ წერ–- 

კილი /ან ტარკეეულ სასრულ არეში / ტანსაბტერულრა IL –ური 
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რანცის ტენბორი 'II,ნ,..-/, (2%,%,,%-) , ჩაშინ ამბობენ, 
რომ მოცემულია IL -ური რანტის ტენბორული ველი. რაიკან 27 

წარზრებულს ეექტორული ხასიარი აქეს, ამიტომ > 7; ,წ'' “ 

ტჟანსაზოვრავს ჩM+/! რანჟვის ტენბორულ ეელს. ი.“ 

როცა ოთხტენბორის რანკი 260 , საშინ საქზე ტეაქეს 

დ(=.%.%,XV) სკაიარულ ეელიან. ჩვენ შეტეიძოა სკალარული 
ველი იავსხსსიაძორ ოიხტრალიენტის ეექტორირი 

ვღ4,6- 29. (1=02,3,%) //,5,5 / 
+“ 

რიცა =! , ტეაქეს ოიხვექტორული ეელი #I(=-2,%,X/), 

რომლის ნარმოებული 

'/თ = 24# 

-L- 52%. /(/5,59 / 

წარმოაიტენს მეორე რანტის ოიხტენბორს; მისი იაქვეიძებიი 0ი- 

ვილები სჯლარულ ველს 

?4:_ 24, , ბრ, 242, 244, 
/I5,60/ 

იX; 32%, გდ, 29 "22%, 

რომელსაც ოთხიტიეერტენციას უწოიებენ. ჩვენ შეტვიძრა შევაიკი– 

წორ ანტისიტეტრიული ტენტორიც 

((ს- -–-–“ – 

222 22% 

რომელსაც ანალოტიით როჟორი შეტეიძლია ევუჩნოილოთ. 

თუ #) წარმოალტენს რაინზე სკალარუო დ ტუნქციის ტრა- 

ტიენტს #, => 521. , მამი6 ზიხი ნიეერტენცია მოტეცემს 

ჯ 
24/_ „2. 5( >“ 5)9. /I5,69 / 
22Xკ ეჯ“ 

თუ ტავიხსენებთ, რომ დაა , 6აშინ



>» # X» _ 22“ “LC 20. /!(5,63 / 

ამ იპერატორს იიხცანბომილებიან იაპიასიანს, ან იალახბერის 0) 

რპერაკგორს უნო0ებენ /ან შემოკლებირ –- იალანბერიანი/, 

რიცა ტეაქეს შეორე რანტის L:,(%,%.-,2ვ,2-) ტენბირული 
ეელი, მაშინ ცანარმოებით მიეიღებრ მესამე რაწჟის 2»CC ჭენ–- 

ბორულ ეელს; მისი იაღვეირებირ ტეექნება 22%% 
“იი. C , 

(2 CM . (იX=(/,2,3,V) /(/5,69 / 
2X#/ჯ7 

ეს უკანასკნელ ტანსატოვრავს ეექტორულ ველს. /I5,6%9 /- ს უნო- 

იებენ მეორე რანტის ჭენბორული ეელის იივერტენციას. რუ მეორე 

რანტის ტენბორული კელი ანტისიმეტრიულის :#+=-წX+§ , მაშინ 
ჩეენ შეკეიძლია შეევაიკინოიი მესამე რანტის სრულიაი ანჟისიმეტ- 

რიულატენბორული ველი 

%,. 2ჩ+ 196 , ბ”»ტ , #I5,65 / 
(MC “ 2X,. 22%, 2X; 

რომეთც წიშანს იცვლის წებისმიერი ორი ინიექსის.ტაიასმის 

ტროს, ამიტომ XML =0 , როცა რომელიმე ორი ინიექსი ტოლა. 

რაგტან 2MX§ნ მეხაზე რაწვის ა5ჟიLიმეტრიული ტენბირი 

ითხსივრცეში ეკეივალენტურია ორხეექტორის, ამიტომ ჩვენ შეტვი- 

ილია იავნე 356 

ჩ;-ჯ- 5, X#6/17 /I5,66 / 

რომელიც /I5,65 /-ის ტარვალისჩინებირ მიიტღეშს სახეს 

8.2 1 მი, ბნ? კ აჩნ»I ), 
ჯ 3! (7 747//) ღიმი 2XMი) აX- /!5,07 /
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საიიანაც C,M”=ი ტენბორის აწტისიმეტ“იულობის ძალიი საბოლოი 

ტვეექნება 8. 1 6... მსო , 

XM /I5,68/ 

8. ინტეტრალური თერრემები. ახლა ჟანწვიხილორ, რა ხახეს 

ტფებულობს ტცაუს–როსტროტრაცსკიხსა 0ა სტოქსის პორმულები ორხტან- 

ტონილებიან ისექირევჰოიურ სიე“რცეში. ჩინასჩარ აღენიშნირ,რონ 

ოთხსიერცეში შესაძლებელია შენიეჟი ოთხი ტიპის ინტეცრაციის ჩა- 

  

ტარება: I. ინტეგრაცია ოთხცანბონილებიანი სიერცის ჩირზე. ამ 

შემთხეევაში ინტეკრაციის ელემენტი იენება რკალს ე“ეხენტი, 

ე.ი. ძX; ოთხვეექტორი. 2. ინტეკრაცია ორტანბომილებიან ფდარძშე. 

ინტეტრაციის ელემენტი იქნება /!5,66 / ფორმულით ტანსაბოერული 

ძის ელემენტი. 13. ინტეცრაცია სამტანტომილებიან ჰიპერბეია- 

პირბე, ე.ი. სამტანბონილებია6ნ ნოცულობაბე; ინტეტცტრაციის ეუღ- 

მენტი იქნება ეL =6:V» ძX(/42/ დმ) , რონელიც ტაწისა- 

ტტერება /!5,508/ ფორმულით. ცხალიია, რომ ძ9= 4,2. ძ%ე , 

ძი,=ძ>4>Xა4X, ძ9,= ძი, 4%,4%. იაბოლოს, #. ინტეტრაცია 
ოთხტანბონილებია6 მოცულიბაბე; ინტეტრაციის ელემენტი იქნება 

ძი0=4%+,#0X,ძ%X,ძ% მეძი სიცხალისაივის ცალკე ამოვ- 
ჩეროთ ინტეცრაციის ეს ელურენტები: 

«ით  –- ინტეცრაცია ნირზე, 

ძ(2,= 6, ძვე ქა, ნკეცრაცია ორტანტომილებიან ძ«ართზე, 

69 / 

ძ5,= 6 (MC იო 49. MX ჭე ინტეცრაცია სსამგანბომილებიან 

ჰიპერძფარიბე; 

ძი0-4% ძX, ძ-%, 42, – ინტეტრაცისა ორხჟანბონილებიან 

მოცუობაშე. 

ფასუს -ოსტროც“აისკის ლცო”რწულს შეცეითლია ტამოვიყენოთ ორ შემ- 

ეჩვეჟალი. პირველი, რიყა ხრიება ტცაიახვლა სამტანბონილებიან
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ჰიპერიარიბე ტაქრცელებული ინტეტრალიტიან ოთხკცკანჭომილებიან მო- 

ძულოზაზე ტაქრცელებულ ინტეტრალზე ია, ბხეორე, როცა ორტანბომი- 

ტებიან დარიირი ინტეცტრალილან ტაიავლიეარრ სამტანბომილებიან 

ჰიპერყდარიზე ტაქრცექტებულ ინტეცრალბე. 

ჯერ ტანეიხილორ პირველი შეხიხეევა ია სამტანჭონილებიან 

ჰიპერფართძზე ცტავრცელებული ინჟეკრალი იაჟვაკსემიროთ ოთხკანბონი- 

ლებიან მოცულობაზე აღებულ ინტეტრალიან. ტცამოვიყენოთ /I!14,686 / 

პორზულა, როხელიც ოთხცანბზომილებიანი სიერცის შემიხვევაში შემ- 

რეტ სახეს მიიოებს: 

ძე რი, > 7 /15,70 / 
“ 

სადაც #= 1,2,41,§ , ხოლი ძა, იძი ელემენტები ტანისა - 

ტღერეშა /I15,78 / ძფორმულებირ, მაშასატამე, ოთხეექტორისარეის 

ტსუს–ოსცროტრაისკის ფორმულას ექნება სახე 

. 2/: 
რ/:46 = ი ე-ე ები /I5,7/ , 

ან, რუ ტავიხვალისწინები, რომ. 05:= 6აX6/ი 09 42 I%M7, 

შეჟტვიძორა ტბაევნეროთ 

| 24: ძი= 84. 6:(6ო 09ექევს)/იირ) , /15,72 / 
იბ. 

მერრე რანკის ოთხტენბორისატვის კი ტქეენება ყდორჩულა 

რი,ძი9 2 ( შ.IM ძი. /I15,7მ / 
§ “ი 2X%X% 

ახია ტანეიხილორ მეორე შემახქევა. ინტეტრალი, როხელიყც 

გბერცელებულია ორცანბინილებიან ბეიაპირბე, შეიძლება დ(ავ3.#M123- 

შოროთ სამკანბომილცლებიან ჰიჰერფართიბე ტავრყელებდლ ინტეჟრალს. 
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პმისარეის საკნარისია ბოეახიინოძ შეცელ 

– „ი: (>: 4,2. 2.7" #(5,7ა / 2, 

მარკვენწა მხარე წარზიოვაიკინეი სხეასობის სახით, რამიენაიაც 

მარეხნიე ტეაქეს წ MM ანჟისიმეტრიული ტენბორი. ტაუს-ოსტრო- 

ტრაისკის დორჩულა, მაჟალბიაი, Lსკ:=-წია ახნჟისიმეკრიკო 
რენსზორისატვის ასე იაიჩერება: 

(6+4IX= § (45; 2> 2 - ქე,2-+)= 

ძ ანა. 
=2 2) 5: 5XV 24XV#M #I5,75 / 

  

ახლა ავილირ იიხტანრიმილებიან ჩაკეტილ ჩირბე ტაქრცელე- 

ბული ინტეცტრალი ისა ტარიაექმნარ იკი ამ წირბე მოჭიმული ტბეიაჰპირ- 

ზე ტავრცელებულ 06ჯექლრალში. ეს ტარიაქნნა ტანხორციელლება ყორ- 

გვიირ 

#//5,76 / ძ2 – იგ > 2%// 

მაშინ #4 ვექტორისარვის შეტვიძლა იაეჩნეროი სტოესის შემიეტი 

დორმულა: 

>» 24:, /I5,77/ 6/,4X, (4 3+, 2Xჯ 

ინტეტრალურ §ორმულებს ოითხსიერცემი იიიტი ტამოყენება აქვრ ელე– 

ქტრომაკცნიტური ველის რძეორიაში. 

0. ჩაქსველის ტანტროლებები ჭენბორული სახირ, როტირც მატა 

ლიირი ოთხტენმორების ჟამოყენებისა, ჟანეიხილიი მაქსვეოთს ტან-
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#რლებები ია ჩაქნეროი ისინი ტენჩორული სახირ. როჟორც იცნოშიდია, 

ელღლქტიომაჟნიტური ქელ აიზერებსა წაქსველს შემიეჟი ტანტოლებე- 

ტით; 

– > – 
%L6+LC2%250 ძ:>X# =0 · 

Cბპხს 7 7 /!5,70 / 
– 

„(72-26 4MI. ძკც6=490. 
Cი%ხ C /I5,79 / 

– 

ამ ფარმუდებში 6 ეძექტრუო ქერს იაძაბულრბის ვექტორის, ხოლ 

% ტანმოხაჟდავს მაკნიტური ველის იაძაბუიიბის ვექტორს. ეს ვექ- 

ტორები შეტეიძლია იავაკაეშირი« ვექტორულ ,4 ია სკაიარუი ( 
პიტეწყციალებიან, ყორმულებიი: 

65- თ/-+24, 

%= =?C%/. 

/!5,7/-ში 45 =§ს” კ საიას დ მუხტის სიმკვრივეს, ხილო წ 

მისი სიჩქარე, ტამოხაჯაეს იენის ეექტორს. C სიწიოს სიჩქა- 

რიოს რიყცტვითი მ0წიშენელრბაა. ა„სანიშნავია, როტ ჰ დს 66(§ 

არტენენ იენის იიხვექტირს ,. (), C6§) , ისევე როტირც # რა 

(დ აიტენენ ერექტრიმავნიტური ველის ითხპიტენციაის #:; (4,C%). 
/!5,76 /“ს რჩაქსვეოს ტანტოლებების პირველ ჩყეი(ს უნოლებენ, 

/!5,79/-0 კი- მეორეს. ამ ტანტოლებებს ატეილად ჩაეჩერთრ ჭენტი- 

რუთ სახიირ, ივ შემოვიტები ედტექტრომატნიტური ეველთს იოი«ხტენბო“ს 

/!5,80 / 

წ. 2 24 2> / (5M5=69,3') /I5,0!/ 

საისც ტრ; (რ,:0 ეღოქტრომაკნიტური ქელის რახპრტენციალა. 

იეხალია, “რომ LL. მეორე რანცკის ანტისიბზეჟვრიული ტენხბო“რიას,. აუი- 

ტან ვიპოვიი LV ჭენტოზის ცხაი სახეს. შაცალიძალ, ს, მორმი-
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ნენკს ექნება ტახირხატულება 

_ 24+_ 24; _ _ 2-2 თიიMი რეთ 
ხილ ჩ –ისარვის ტეექნება 

I”, 22 “225 (+ =2+L+“ /7/95,42 4 

ანალ ჟეიურაი ეიპოვირთ სხეს კიმჰონენტებსაც. ასე. “ომ, I 4ტე6– 

ზორისარვის შეტეიძლის იაეწნერირი 

ს | # -%, 0 +8გ | #15,85 / 

ატვილი საჩვენებერია უშუალო ჩასმიი, რომ ელექტრონაკნიტური 
ველის L;L ტენტორი ჩნარტიაიტენს შეზფეტი ტანჟოლების აბინახსნს? 

2, 2” , 2წM-- 6, (იM,6=#M2,3,V) 
3X, 22% რX; /I5,65 / 

რუ ტანოვიყენებრ ელექტრომაკნიტური ეელხს ფდენზორის /!/5,80%5 / 

ტა მოსახულებას, იავინახავრ, რომ /I!5,65 / ეკჰეიეალენტურია 

/!5,78 / მაქსეელის ტანწტილების პირველი წყეილს. /I5,68 / 

ფორმუოს ტარეალისჩინებითძ /(!5,65 / ასეც შეტეიძლია ტაილაენე– 

«ოი: 

2ჩო-ი. (იM6ო=(2,3ვ,) /(5,86/ 
? 

სრულია ანალტიურაი ეაჩვენებრ, რომ მაქსველის ტანტოლებარა
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ზერრე წყეილთ წ. ტენწორის საშუალებირ შემიეცწაირარ ტა- 

მოიხატება: 

264 _ 4#7, (9M=/,4,3,V) 
2X%/ C /I5,867 / 

 –ძ–62 

სადაც ”/ (I/ (66) ლენის რთხეექტრორია, 

ამტეარა0, ტენმორულ ატინიშენებში საქსველს ტანტოლებებს 

აქურ სახე: 

მჩფო აც 26% 4# 1. 
' C 

6, (M0601 –– 
2X/ 9, 2X» 

/I5,88 / 

მაქსვეოს განტოლებების ჩასაწერადნ ცარიელ სივრცეში, ე.ი. როიყა 

ბუხტები არა ტვაქეს, /I5,86/-ში საძირის ავილი ძ, =0. 

რუ /I!5,87/–ხს ტავანარჩზოები 2. –თი, მაშინ ტარცხენა 

“1 თა“ 9/, ბარე 3X 22 ნაMI=0 ია მიეიდები 22,“9 · რი 
ტჟსაშლილ სახით ზიცეცეზს ტუხტის მუიმიეობის ცნობილ ტანტოლებას 

/იხ/!2.I6./ ყირმულ–ა/ 
– 

29 ქს (=0, /#!5,89 / ჯ "რძ ' 

ამ ჟანტოლების დიზიკურ შინაარსს აიევილა90 ტაქარკჰექერტ 6ოცულობის 

ბიხეივირ ინტეტრაციირ ლა გაუს-ოსტროტრაისკის ფორმულის ტამო–- 

ყენები4ტ; ტვექნეშა 

:§(94--§:0-40), /I5,%0/ 
V 

ე.ი. V მოცულობაში მორაევსებული მუხტის შემცირება /ჟაიილება / 

ტოლა ამ ნიცულთბის შემომსაბტოვრელC ჩაკეტილ # ზეისაპირიტა6 

ტაზოსული /შესუო / მუხტის რარიტენიბის.
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აგეილხარ ვიპრევირ ელექტრომაჟნიტური ეელის იზვარიანტდებს . 

/!5,57/ ფორმულების თანახმაი/, /I5,65/-ის ტარეალსჩინები4რ, 

ტვექნება შეჩიეკი ორი ინვარიანტი: 

=1ნ+=(#X-წ შ), //5,9!/ 

Xგ= 16, (2,6). 
/!I5,92 / 

+ 
/I5,92/ ტაზოსახულებიიან ჩანს, რომ («,6) სკალარული წახრა- 
ვო ინეარიანტული არ არის, რაბიენაიაც C პოლარულ ვექტორია, 

ხოო “აქსიალური. ამიჟომაც იატეშირია მისი კვაილრა«ში აყვა« 

ხა. /(5,9I// თს /15,92 / დორმულებში ს ია # კოედიციენტები 
შენოვიდანეი ნორმირების მიმნით..... 

იაბოლოს, სა0ნჟერესია (:/=-IXL ეელის ტენმირისატან 
ისერი სიმეტრიული ტ«ენბორის შეილტენა, რინიის კეარ წნულის «ოლი 

იქნება, ცხაილია, ტ«ენბორს, რომელიც ახ პირობას აკმაყოყილებს, 

ექნება სახე 

ჯ 
M+-ჟ ჩე ჩ«-ჯ ჯ («ჩა · //5,93 # 

+ ნატრავლი შერჩეულია ნირმჩირებისატეის. IL -ს უწოიებენ 

უხერცია -იზაულსის იიხტენბორს, რაიკან გისი 8ჰური ჩვილის «ოლა, 

«მიტომ მას ექნება ცხილიგ ცხრა იანიუკიიებელ კინაინენცი.
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§ /6. რიმანის სიეჩცე 

აქამიე ჩეენ ესწაელობტიირ ტენბორულ აღრიცხეას ევკოტის 

/ან დ«სევირე))X)ოიიის/ სიერცეში, სალალ არხებობს სანუალება 0ე–- 

კარტის მარიკუიხა კორრიინატია სისტემის შემოოებისა. ამიტომ 

ჩეენ ეიხილელირ ისერ ტენტორებს, რომელრა დტეისებები ტანინა- 

რტებთია 0ეჰარტის მარიკუიხა კჰირორიინატია სისტენაში წრდიეი 

რრიოჟონწალური ტარიაქმნების მიზარი. ახსერ ტენმორებს შეიძლება 

უუნრირითი ”რფიეი ორტოჟრნალური აზ იეკჰარტული ტენბორები, მაკტრამ 

ტდ«იგიკაში ტცეხუიება შემიხეევები, როცა იეკარტის ხარი კუბხა სი- 

სტემის შემოტანა შეუძლებელა. მატალიიისარტეის ტანევიხილოი 

ირტანბმომილებიანი სიერცე, რომელიც წარძრანტენს წე რალიუსიანი 

სფეროს ბეიაპირს წულისატან ·კანსხვავებუ“ი სიმრუიითრ. იანახმაი 

/8,32/ყორზუოსა, ორ უხასრულრი მყირე იაშორებულ წერტილს შორის 

მაწძილს ჰქატრატი არ ტაწისატტერება ჰპიბატრორას დთეორენით. 

რაიჟან I2 =C0ი§L , ამიტომ იტი ჟოლი იქნებს ტამოსახულების 

ძა“ I'(ძ0% §:ი-'0ძ(/?), 67 

რომელიც ხარ“რმიაივენს ნირის ელემეწტს სფეროს ჩეიაპირბე. ე.ი. 

რრ ჩერტილს მორის წნანძილი ასეტ სიერცეში არ იენება სწო“ი 

ხაბი ია, მაშასაიამე, ი0ეკჰარტის მართკურხა ჰოორტიინაცია სისტე- 

გის შემზოტებაც შეუძლებელია . ახლა ჟანუიხილოი წ, –კანტომილები- 

აწი სიერცე, როხელმიაც ორ ერთმანე#რისაცან უსახრულრი მცირე0 

იაშორებულ ჩერჯჟილ შორის მანძილის ჰეალრატი ტცანისაბოერება 

დორმულიი 

ძ§5'- მ,„(4) 05...,6") ძი'ძი", /I6,2 / 
ქ... ბ 

ხაიაც §' ((=I,9,-..ჩ) მრუიწირული კროორლინავებია, ხოლო ძი
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მარი იიზერენციალები. აღვნიშნიოი, რომ ზ სიერცეში წერჟილის 

მრულნირულ კოორლინატებს ყრეელრეის ი აიჩეხიმნაეი«, 0აშინ, 

რიყა ნ» სივრცეში იეჰარტის კოორლინატებისათვის შევინარჩუნები 
X; არნიშენას. ამასთან, ტარკეეული მიბების ტამო, რომელიც წენ- 

იკოიმში კახიება ნატელი, კიორიინატებს ინიექსებს ეუნწერთ არა 

ქეენმოი, არახეი ბეგორ ია ამიჟომ ისინი ხარისხებში არ 36ია 

ავურიორ. როცა ხარისხში აყეანა იატეშირიება, მაშინ ტიაეჩერრ 

(მ')" მ;.(4 4“. 0") ჰოირიინატების მზუხქციას ბეტრიკუო 
ტენბორი ეჩწოიება ძა მას ეიება პირობა 

მ; =მს' /!0,3 / 
მ, ანყისიმეტრიულ ტენბოჩი რომ იყოს, მაშინ, ცხალია, ძვ" 

იტივურაი წულის ტოლი იქნებოლა. 

როცა /I!6,2 / კეაირატული ძორჩა იალებირაი არის ტანსა- 

ტღერული, მაშინ სიერცეს /!6,2 / მეტრიკირ უჩრიებენ რინანის 

ცსიერცეს ლა რას გზ –ით აღრნიცნავენ. როტორც ეხელაეთ, რიმანის 

სიერცეში იორ წერტილს შორის მაწიალი პირატრირის რეორემიი კი არ 

ტანისაჩტფტერება, არახეი ამ მანძილს აქეს ჰეაირატუოთ ყდ«ორ8ის 

სახე. 

არღსანიშნაეის, რიმ რიმანის სიერცეში შეუძლებელია ისეიძი 

კიორიინატრია სისტემის არჩევა, როზელშიაც მ,“ მევტრიკულრ ტენ- 

ტორი იიატონალურ სახეზე იაიყვანებრია 8ირელს სიერცეში ია 

/!6,2/ ჰპკეაირაძულ «ორმა მიიტღებია ჰანონიკურ სახეს. 

შემიკცომში ეაჩეენებრ, რომ, მარიაღლა, რიმანის მიე”) 

სიერცეში //6,2 / ჰეაბრატული «რრწის იაყქევანა კანონიკურ სა= 

ხებე შეუძლებელრა, მატრა6 ანის ტაკეიება შეიძლემა ჩინასჩარ 

ალებუი ნებისმიერ წერტილში.
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საინტერესოა ჩივუნიროი, რონ ეტემენტარული მანძილის ჰვა- 

ირარი, როცა წერტილის ზიებარეობას ეახასიათები არა ლეკარტიხს, 

პარატეი მრუინირული კორრიიწატებირ ეეკჯიტის სივრცეშიაც/!6,2 / 

ჟიჰის კამოსახალიებით ტამოიხატება. ასე წატალირაი, ჩვენ ექაჩვე- 

წეი, რინ წა სიერცეში 8რუიწირულ კოორლიწატეშში ძვ" ტანისა- 

გოღვრება /2,8/ ყორმული, რომელიც ემიხვეეა /!6,2 / ტაზოსახუ– 

ტემას, ე.ი. ისეტი მრაბეშიილება იქმნეშა, იითრეოს რიმანის სიე–- 

რაე ეხ იტივე ევჰიილის სივრცეა, როცა ქვ ტანსაზტერულია ტრუი- 

წირულ კრორიინატებლი, მატრან ეს ასე არ არის. რიმაწის სიერ- 

ყისატან ჟანსხვსეებიი, ეეკლიილის სიერცეში ყოველთვის მრიძე- 

გნება ისეტი სისტემა, რომელშიაც /!6,27/ ჰეაძრატუტ «ორწას 

გიეის სიერცეში ექნება კჰანონიკ”“ი სახე, ე.ი. 

ძა" (00% (44)++(44") ” 

/!6,% / შეტვიძღოა ჩარჩოვალტინო+ შემიეტწაირალ. 

ძლ- ბა„ძე ძძ". //6,5 / 
მაშასაიაზე, ევდიიის სიერცე შეტეიშლის ტანვიხილC, “როჟორც 

მ, სივრცის კერძო შემიხეეეა, რიცა შ:#M5 მჯ. 
ამტეარაი, ?ემიკომში, “ოცა რიმანის სიე“ყეს ტაწვიხილაეი, 

ვიტულისხმე?ი, “ოზ /!6,2/ კვალრატულ ფორნის კანინიკურ სა- 

ხეზე იაყეანა 8იელს ხსიერცეში შეუძლებელია. ეს უკე? ინას ნიშ- 

წაეუს, “ოხ რჩ (ერგიტს შორის მანძილი M% სიერცეში, საგოტალოტ, 

სწორ ხამს ა(ა” წარზოაიტენს. 

რანიენალაც შემიკომში იატეძირლება მ. ჟენტორის პებრუ- 

წებული კე5ბ”“ის ტანხილესა, იმCეეატ ლანავებით მოკითხოეოთ, 

რონ შ;:«-ს იეკერმინანტი რ|(მ)#0 

ახი ლავყI;:სთ კითხვა – შეიძეებს იუ არა რინანის 8 სიე- 

რცის კანსხი-ვა, #”ოცორი ევკლიი”ს წი გვეხიქ“ციშა, წყა Mყწ ი?
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სამ კირხვაზე პასუხის ცასაცეზაი ჟანეიხილი -% ხსიერყე, 

რინელშიაც ნერტილის კოორიინატები აღენიშნოთ %)%%... XX) ია 

ლიავუშესარი, რომ ჩი არის ნ-ის ჟეესიერეცე, რომელბიაც წერ- 

ტილის კოორიინატებისარტეის ტამოვიყენოი ჟ! 01... ჟ აონიშენა. 

ერბქეარბ, ნ. სიერყისა ია ზ. ქეისივრცის წერტილის კოორლინა- , 

რებს შორის ცვეაეენ შენიეცი კაექშირი: 

ან“ 
მაშინ 

· 2? M ძ%- 222 9 M=4,9,--.წჩ. /(!I6,7 / 

ტა ელენენტარული სიცტრძის ჰეაირატისარვის ძ5= ძX ა? ტეე– 

ქწემა 
? ' : 

ძ5=მ,„(4|9'.-. 0"')44 ძა", /I6,8 / 
ხსაიაც ) ჯ 

ად ბ. |(-/9...წი, 
მა" გი! 29" 72 /I6,9 / 

ამასთან, 9. (69X---97=მჯ: ტცაზოსახულება 943... მ" 
ყქლაიების ფუნქციაა. 

აქ იაჩერილი თორმულებიიან 6ნათილაი ჩანს, რობ ტემორ იახ- 

ზული ანოცანა ეკვიესლენტურია შემლეცის: /I!6,9/ ტამოსახულება 

გოცენული მ.„(4'4... 4") ფუნქციისათვის უნია ტანეიხილი 

როტორც ცანტოლებათა სისტემა ია ტახოეარკვიოთ, შეიძლება რუ 

არა მისი სამუალებით ვიპოეორ /!6,C / იამოკიიებულება, რომე- 

ლიც ტანსატოვრაქს წი ხიერცისა ლა ზს ექეხივრცის წერტილებს 

ბორის შესაბანისობას. რალიტა6 LI სიზეტრიული ტენშორია, 

ამიჟიმ ცხალია, 0იხ ნანოუკიიებელ კომპონენტთა რიცხვი 

ით+ი –იე) ჟოლა. მამახალტამე,/!6,9 / ჩარმოალცენს სისტე–- 
2 

მახ, რონელიც შეიცაქს 9019 „ტანტოლებას. უცნობია რიცხვი
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ჰი M –ის ტოლია. აზიტომ ბისალინელია, რომ /I6,9 / სისტემის 

ამიხსნა შესაძლებელია „2 904) შემახეექამი. 

ზაშახაიაზე, როგორც ამბობენ, რინანის /.% სივრცე შეტეი- 

ძტისა "ჩავლილი" ეეკლიიტის M1- LL, ტანბომილებიან სივრცეში. 

ასე მაჟაღიძაი, % შეცეიძოლა კახეიხილოი, როტორც 52-92 ე 

ჟანბონილებიანი ეეკლიიის ნკ სიერცის ქეესიერცე, ჩვ როჟორც 

ჩ- –ის ქვესიერცე ტია სხეს. რაც შეეხება MI, -ს,ცხალია, იკი 

იაემთხეეეს ნ, -ს. 
ატენიმ6ოი, რო8 რიმანის სივრცეში შემოაქვთ ბოჟაიი 6რუი0– 

წირულ კპრორიინავტა სისტემები 0ა ჩნრკდივი ორთოცკონალური ტარია- 

ემნების ნაცელატ, რომეინიც ტექონია C,, სივრყეში, იხილავენ 

ტოჟატ ტარიაქნ ებს წერტილის ერთი მრუიწირული კტოირიინატებიხა 

ტეორეში. ამ ტარიაქმნას შემტიეტნაირაი იავჩნერი: 

ე/-9%(40)...,9", ს /(6,IV 
სადრაც )=%,2,..-,M.ამასრან, ი ია #4. წერტილის 8ზრუიჩი- 

რული კოორტინატებია ორ ტანსხეავებულ სისტემაში. /!6,10 /–ს 

წერტილოვან ტარიაქმნას უნოტებენ. იმისათეის, “ომ შესაძლებელი 

„ყრს /I6,10/-ის შებრუნებული ცარიაქნნის იაჩნერა, როჟორც ცნო- 

ბილია, შესაბამისი კარიაქნნის იაკობიანი 

წონის მ',... 9”) /I6,II / 
-0(91)01..-. 9”) 

ნულს არ უნია ულრილიეს. მოზავალში ჩავივალოი, რომ ეს პირობა 

იაცუოა. 

ფარიობითობის ბოტა0 თეორიაში ჟანოიყენება სიეჩცე- იროის 

ოახტანმომილებიანი ძორმალიპმი, ამასრან ეს სიურცე ცაშრუძებუ- 

ლიის. კნობილია, რომ ჟცრავიტაციული ველის ტანხილვის იროს ინერ- 

ციული სისტემებით შემოფარკვლ აღარ შეიძლება. დარიობითობის 

ტოტაიი «ეორიის მიხეივირ, ტრავიტაციული ვეოხს ცაივალისჩინე-
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ბისას ბუნებაში არ არსებობს უპირატესი არტელის სისტემა, არტელის 

სისტემატ, ტარია ინე”ციუოსა, შეტეიძლია ტაზოვიყენორ ნებისმი- 

ერაი ბოძრავი კოორიინატია სისტემა. ფარიობილობის მოცტაი რეორია- 

ში მოძრაობის ტანყჟოცება ინესარიანტულია წებისხიერი, /!6,10 / 

ჟიჰის წერტილოვანი ტარიაქმნის ნწიმართ, ე.ი, ერთი ხებისშიერი 

კრორორტინატებიტან მეორეზე ტაიასელოს ტროს. 

არაინერცი "ი სისტემაში ძი” რიახკანტომილებიან ინტერვალს 

აღარა აქეს კანონიკური ძორმა, შეიძლება ჩეენება, რომ იცი ჟა- 

ნისაბგოერება /I!6,2 / ტიპის ტჟაზოსახულებირ, რომელიც არაევირარი 

ტარტიაქტნირთ არ იაიყეანება ჰჯანონი)ურ სახებე. ამიჟო“ ჯარლიობი- 

თობის ბოკა0 რერრიაში იძულებული ქარით ტამოეიყენირ ოთხკანბომი- 

იებიანი ტამრუიძებული სივრცე, “ონლის 6ეტრიკა ტანისატოვრება 

დორმულირ . 

ძ9- 9,„(9(9191იM)ძე'ძე", II” 

საიაც 6M>= I,2,2,§, ხოლო 0 =C6ხ. რამიენალაც /I6,I9 / 
აღარ წარმოაბტენს კრორტიინატების მხოლოი ჰეაირატების ჯანს, 

იზიენაი ჩარზოსახეიძთ 0.=(:6წ ძელატის .შეზოტებას არავიტარი 

ტნიშვნელბა აღარა აქეს ია ანიტომ იკი 0V- CL -თი ატღვნიშ- 

ნერ. /I6,!12 / მეტრიკა რიმანის სიერცის მეტრიკისაკან იმით 

ტანსხეაქიება, რომ ძ.· იაიტებითაი აღარ არის ჟანმარტებული. 

ახერ სიერცეს რიმანული სივრცე შეიძლება ეუჩოიორ. /(!6,I2/-ში 

მ,“ ( ,M=/ 2,1, ყ) იქნება ოწლცანტომილებიანი სიერცის > 

ზეტრიკულ ტენტორი, რომელიც, ცხალია,.წჩარმოალტენს სიმეტრიულ 

ტენტორს. აზტვარა0, არაინერციულ სიხსტემებიი სარჟებლბის 

იროს 0“ 11434“ კოორტინატები იქნება მრუიწირული კორრიი- 

6ა”ები ია, წაშასაისაზე, ჩეენ უნია ვისარტებლოთ ტამრულიებუოთ 

ხიერცე-იროირი, ე.ი. რიმანული ცერმეტრიირ. 

სე”“იო შემთხვევამი, როცა საქმე ტვეაქვს ინერციულ სისტე-
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მასირან, ”ეენ შეტეიძლია კანვიხილორ ოთხცანბომილებიანი რსექიორ- 

ეეკჰოტური სიერცე, რომოისრტეისაც L/7 მეყრიკულ ტენბორს ექნე- 
შა სახე 

-41 0 00 
მ 0-/ლი09ი #!6,13 / 

ხMIC 2-0 
000141 

აბ მეტრიჯხს წეესაბამება ინტერვალი 

ძ--C/0"(604')"(411- (41): /I6,I59 / 

ინერციულ სისტემას ასერი მეტრიკით უწოიებენ ცალილეის სისტე- 

მას. 

როცა ვიხილაეთ ტრაევიტაყიუტ ველს, ხაშინ არ არსებობს 

ისერი კარიაქმნა, „ომელიც /!6,2/ ტაზოსახულებას მშიიყესნტა 

/!6,I14 / სახებე მთიელს სიერცეში. ამიტოტ ასეთ სივრცე-იროს 

ტამიუიებულს უჩოიებენ. მატრამ, როტორც აღვნიშნე” მტკიცლიება, 

“ოტ იუ ნიელი სიერცისარტეის მV ტენტორის იაყეანა იიატონალურ 

სახეზე შეუძტებელა, “ვენ შეცეიძტიასა იტი ტციაკონალურ სახეზე, 

ლიაეიყევანორ ჩინასჩარ ა(ებულ წებისჩიერ ჩერტილში. ე.ი. ატ 

ნერტილლი კორრიინატთა სისტემა იქნება გალილეის სისტენა, ხოლი 

მეცრიკას ექნება /16,I1ე / სახე, რაც იზას ნიშნაეს, როხ ბეტრი- 

ჰული ტენნწორის შესაბამისი ტეტერმინანტი რეალური სიე“ცე–-ირრისა= 

დეის უარლხოფიბრი სიტიიგიეა. 

4(4)<0ხ. /I(6,15/ 
ატტვარაძ, არაინერციული სისტემების შემოეცვანის აუცილებლობას- 

რან იაკჰავშირებირ ოიხკანჭომილებიანი რუალტური სიერცე /სიე“ცე–- 

იერო/ ხლება 'არაევკლიტური. საილუსტრაცირი ჩოვიყვანორ შემიეტი 

მ კალრი, ერქეარ, ორი სხეული ეკჰეატორჩიტან პოლუსისა. ..6 წოშრა- 

ობს უზოჯესი ტტით. ამ შემიხეევსაში უმოკლესი ტმა იქნება მოი- 

ძრაობა ტერიტიანის ტასწერივ. იატკვირვებელი შეამჩნევს, რომ
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პოლუხსისაკენ მოძრაობისას სხეულები ერრძმანერს უახლრქეხებიან6, 

ამიტონ იჟი ჩადელის, “ოტ სხეულებს შორის მოქმეიტებს რაღაც 0ი- 

ჭმიიულბის ძალ) /ცტრავიტაყიული ძალა/. აინშტაინის რანახმაი, 

სინამივილეში, არავითარი ტრავიტაციული შალა არ არსებობს. 

იამკეირვებეოს ატ ძალის შემოღე ა იმიტომ ლასძირია, რო” ტისი 

წარმზოიტენით სიერცე, რომედლიაც სხეულები მოძრაობენ, ეეკლიიუ- 

რია. იამკეირეებელი შეციომაში შეიყეანა იზ ფაქტმა, რო6 რეალუ>= 

რი სიერცე ეეკჰლიტური კი არ არის, არამეც რიმანულია, ე.ი. ტან- 

რულებულია. რუ ლიაქუშევებრ, როზ ჩეენი სიერცე ეეკიიტურია, მაჟიტ 

იძულებუო ჟვიქნებიი შემოვიღოთ ტრავიტაციული ძალები, რომლის 

ნწარწხოშობასაც ეერ აეხხნირ. დარდობითობის ბოცტაი რეორიაში ტრა- 

უიჭტაციული ქველი ლა მახიან იაკავშირებვლი ეძდექტები იმის შეიე- 

გია, რომ ჩეეწი სიერყე ეეკჰლიტური კი არ არის, არაზეი ემორჩი- 

ლება სივრცე-ირროის ტამრუიებულ ტეოზეტრიას, ე.ი. რიმანულ ცეო–- 

მეტრიას. სამყარო როზ ცარიელი იყოს, მაშინ იჟი აიჩერებოია 

ეეკლიტიის სიერცის ზეტრიკირ. სამყაროში სხეულეშის არსებობა 

იჩეეევს სიერცის ტაწრუიებას ია სიერცის ეეკლიტურობის იარტღეე–- 

ვას. 

ქეეზორ ჩეენ ტარჰეეულცტ მომენტამიე ოთხტანმომილებიანი ტა- 

ტრულებული სიერცის ნაცელადლ ტანვიხიიაეი Mი სიერცეს. ა0 სივ- 
რცყეში შევისწავლით ტენბორული აღრიცხვის ელემენტებს, შემიეტ კ 

ზას ტამოეიყენები ოიხტანტომილებიანი რიმანულ სიერცისარეის", 

§ |I7. რტენბზორული აიტებრა რიჩზანის სიერცეში 

(|. კოეარიანტუოთ ლია კონტრეარიანტული. ტენბორები. შევისწჩავლიი 

ტენბორული ალკებრის ელემენტები Iს ტანბო8გილებიან რიმანის 

სიერცეში. ამავე იროს, აღენიშნოთ, რომ ტენბორული ატტებრა 

შეტვიძლა აევეატორ ისე, რომ სულაც არ შემოეილი სიერცის მ8ეჭ= 

რიკა. სივრცის მეტრიკა იაქს იჩენს მხოლოც ტენშორწ ანაღიმში, 
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ამიტომ ქვემორ ტანხიტუტი ტენბრრული ალტტებრა ტაშრიბტება არა 

მხილრი #რინანის სიერცის შემიხეევჰში, არამხეი ეეკლიიის სიერცე– 

შიაც, როცა იეკარტის კორრცინატების წაცელაი ეიხიცავთ გოცტალი 

სახის ტრუიჩირულ სისტემებს. 

როტორც წინა პარაკრ თში აღვნიშნე” რიმანის სიერცენი 

ტიეჰარტის სხზართ)კუთხა სისტემის შემოღება არ შეიძლება ია არც 

კორრტინავების ჩრლფივ ირთოტონალურ ტარიაქმნებსა აქეს ატრი. 

რიხწანის სიერცეში განიხილება ერტი ჟიპის «+ (:=69, )ნრუინი- 

რუო კოორლინავების ბოტალი ტარიაქმნა ხერრე ტიპის ე” კრორიი- 

ნაჭტებში 

მ -ც"(4)ძ%4...4"). (4564, -") //7,!// 
ჩვენი მიბანია ტამოეარკვირთ ტენმორების თვისებები /I!7,! / ტი- 

პის ტარიაქმნების Lინმარრ. 

2. სჰალარი. ტანემარტოი წულტეანი რანტის ტეCბორი ანუ სკა–- 

ლარი. ვთქვათ, ტეაქვს რაიზე ფუნქცია +(4' 07...,,V როზელზე- 

იაც ჩავატარორ /I7,! / ტარლაქტნა. შტრიხიალი კოორლინატები- 

: , · 
სათვის ნივიღტებთ #'(4', VI1...,0'".იუ აიკიტი აქვს ტოლობას 

4(9/47..§M=1#X194”.-. 4) 7/7,2 / 

ტაშინ 10 4#3...4ბ ფუნქციას ეწოლება სკალარი. სკალარია, 

ბატალიაი, ჩვეულებრივი რიცხეი; სკალარი იქნება რიმანის კეა- 

_ >» ჯ1.. 
ხრატული იორმა ძ5=ქ,«ძე'ძყ · 

ქე. კოეარიანტული ხა კინტრავარიანტულ ეეჟქცორები. ტაიტა- 

ვიიეთ ვექცორის ცკანსაბლქრაბე. #I7,! / ტარიაეშნის «ანახმაი 

0/“ გითერენციალისართეის წეტვიძლია იავხეროთ ტარლაქმნის 

კაჩონი 

რე. 44“ («=/, 2... M /!7,92 /
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შემიტჟოზისარტეის ხელსაყრელრა შემიეტი აღნიშენების შემოღე– 

შა: 

-2% · _ 14“, 

ჩა.” # 2 ვ 4/ჩ /!7,4 / 

ცხაიია, რომ 1 ია M სიიიიეები კოორლინატების დუნქცი- 

ები იქნება. აეეილი მისახეეირია, რომ ”« ტა M ტარიაქნნის 

კრეფიციენტებიიან შეიტენილი იეტერმინანტები იაკობიანებს ჩარმო- 

აცტენენ: 

46C)= 
” ია(ე“ი“.. ე”) (4102... 4") 

ი(4195:წ..9”) 
4(გ)- => . ჰ (ჩ ჯატ”ჭიი..ი" /I/7,5 / 

ამასრან, იაკჯობიანის რეისებების ტამოყენებიბ ატეილატ უსჩვენები, 

#ოტ 

4(4) 4/ზ) =!· /I7,6 / 
ახლა იავანტკიცორ, რომ გარიაქმნის 9; ია ჩ. კოედიციენტები 

აკმაყოფილებენ ორლიონორმირების პირობებს. ამხსატეის წინასრარ 

შემოვილარ სიმშოლი ბე რობელიც ტანემარტოირ შემიეტნაირალ0: 

ნ 5 1, როცა. 6=#%, 

ბ; 20, რო. ს ჯ MX. 

აბ სიმბოლოს ექნება ყეელა ის ტეისება, რაც ჰქონია ბა პკრრნე- 

კერის სიმბოლოს ეეკლიტის სიერცეში. ახლა, რუ ტამოვიყენებრ 

/!7,% / ტანზარტებას, ატეილატ იავინახაერ, რომ 

· · (#4) 

(იერ აწს- /!7,0 / 

რომელსაც ტარიაქნნის _კოეფიციენჭების ორიონორმირების პირობას 

უჩოლეშენ. 

ამის შემიეტ აივილია ვექყორის ცანმარჯება.იუ 4V/ტ!//2.../4) 
1 – სიტიიე ტარიაიქმნება, როტორც ძვ“ ტლიძერენციალები, ე.ი. 

/!7,7 /
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/#I7,3 / კანონირი 

IC M 

«- 31 ტ'= =V; .#” /I!7,0 / 

ტაზინ /#”-ს /ინიეენსი ტევით! / უწოლებენ IM)-ცკანტონილებიან ჯონ- 

ტრავარიანტულ ვექტორს. 

ატეილატ იხაიწერება /!7,9 / ტარია7#6 ის შებრუნებული. ამ 

მიბნით /!I7,9/ ტავახრავლოძ („ლო ია მოვახიინოთ აჯატვა C-იი. 

მაში6 /!I7,8 / ორთონორხირების პირობის ტარეალისჩინებით ტივი- 

ტები: # ჩა! C , 

/ტ >ჩ, /). /I7,9!/. 
'ე·1 ე" 

ახია ტანეიხილორ რაიმე დ/4' 4,- . მშსკაორუო ფუნქციის 

ტრატიიენტი. ეხ ძთძუნქცია ნარმოქვიიჟინოთ, როჟეორე იოლი ფავნქცია 

ი” –ხა ი –ს საშუალებით, მაში6 მისივის ტეექნება 

28.26 24 გM2%, „ი 
74“ CV ჩავ =ჩ,” 39“ 

#ჯ(რ,,#M--./,) ხ-სიტიიის ე“იობლიობას, რომელიც ცა”იაიენნება 

როტორც ტრალიენტი, ე.ი. /I!I7,I!0 / ჯნონირ, უნოლიებენ I ტანბო- 

მილებიან კშვარიანტულ ქექტორს. ხამასაიამე, ჰვარისანტუო ქექ- 

ტორი განიმარტება შებიევი ტარიაქმნის კანინირ: 

/ I7,II/ 
/#; = ხა #C=);4 ““, 

ჩებრუნებუC ტარიაქმნას კი ექნება სახე 

- / 

#,=% /ჯ. /I!7,!/!/ 

ამზტეარა0, კონტრავარიანტულრ ვექტორი ცარიასიყნნება კოორ- 

ცინატებშის იხიყერენციალების მხსტაეხახ, ჰპჰრეპრიასნტულ კი=–კცკრალი- 

ერტის მსტავხალ0. რანლენალაც ე' კორრიინატების (იჯერენციალე- 

ტი რიმანის სივრცეში თვითონ ნარმოაილცენენ კონტრავარიანტული
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უეჟტორებს, იხიეხაი რავიიაბვე კირრიინავეძს იხიექსები ბებორ 

ტაეჯჰეზე4. 

ალუეხიბნორ, #ო0 იეკყჯარტის ბარიკუიხა კრირტინატეტში «, ტია 

გ; ტარიაქნნის კრეფიციენტები 0.იბივეტის /მიზარტულების ჯ- 

სინუსეტიას/ ტა ძ;=ჩ;> Cხიი%L | აზიკიტ ქეჟქვტი“რის ჯ ია 

კინტრავსრიანტულ #ივეხელებს შორის ტჟანხსხეაქება არ არის, ტ6ატ- 

რატ უნია ტეახსოელეს, #იბ M სიქჟცები ან, რიყა იეკყარტჟის 

კირრიინატებიიან ტაიხაელიეარრ 6-უიჩირულმე, ბაშინ ვექტორს ექნე- 

ტა როჟრრე კიეარიანკუვლი, ისე კინტრავარიანტაიო 0მიტენელები. 

ტემორ Cქეიტან ჟახერრებული ი: ტექსი 05ნწკი ინიექსია 0ა ამ 

ინიექსირ იტულისხბება აჯ»ანესა ერიიისან IL -–ბიე. ყურაიტება 0ივა- 

ეყირრ იხ კცარეხოებას, როგ 0უნჯ»ი იხლეესებიიტან ერ”რრი ჟვერრორ ჩე= 

რია, შერორე- ტენირ. 

46. კრქარიანტილი, კონტრაქარიანტვაი ია შერეული ტენპორები. 

ახია უკვეე შეგვიძლია ხასითი რახვის ტენბირების ტანზარტე- 

ბა. კანესატტე“იორ, მაკალიბრა7, C ირე რანეის ტენ#ტორი, ამასრან, 

ყხალის, რომ ჩ/უენ ტვექნება “ოტოირც კრნტრავარიანტუო /IMV2 

ისე კრვარიანტუიი Cჯ( ტენბორი. ეს ტენბირები შესაბაბისაი 

ტარიაიქბნებიან როკირც ორი ჯნტაკარიანტული ია რირი სჯესრიან- 

ტული ყექტორის ჰპირიაპირი ნატრავო, ე.ი. ჰჯანონიი 

:M 2 ,როიჩ" ,I2 / გ =თ. 4, ოი" //7,I2 / 

ია 

/ _ იMი» 
რჩ; " ზი /!I7,I3 / 

აქ ს ია M იაეისუძადლი ინიექსებია, „' ის V კი – მუნჯი. 

ყხალია, შესაძლებელია მეორე რანტის ე.წ. შერეჯეი ფდენბორის 

არსებობაც, რონელიც ტარ-აიქმნება, როკორე კოევარიანტული ტია
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კინკერავარიანტული უეექტორეუაის პირიაჰპირი ნამრავლი. შერეულ ხე- 

რრე რანკის ტენტორს M, –დი აღნილნავენ. ამტქვარატ, M: შერე= 

კო ტენჩირისათეის ტეექნება ტარიაქმნის კანონი 

L ,- ათ 
L= ი ჩი M”. /17,!%/ 

ანალეიურაი შეტვიძლია ტაწნესაბზტერითი მაღალი რანწნკცის ტენბორებიყ. 

მაკაღრომაი/, თ: კიეარიანვუიი ჭენბორი 6, ი,6 ინიექსეტის, 

ხილ კინტრავარიანტუიო წ –ინიექსის მიწარირ, ტანისატღლერება 

“““ 

6 

ლ =ჩ, ჩ ს; %; C) ა: 

ახლ) ეაჩეენო9, რომ ჩეზიი შემოლებუო /I7,7 / ხიმბით ვ. 

წარლაიტენს მეორე რანცის შერეულ ინეარიანტულ ფდენმორს. მე. 
კყმესრიანტულია წ –ინიექსის ბიმარი, ხხთო # ს ჩტიმარი კოი6ნ- 

ცკრავარიანტული. იაეწერით შერეულ. ტენბორის ტარიაქმნნის /I7,)5/ 

· კანონი გ.“ –სარეის. ტეექნება 

VI7,!5 / 

9. ჩ”ბ,; #I7,(6 / 

ტამოვიყენოი გა სიბგოლს დიიტრაციის რვისება 

გ'/მ./", //7,/7/ 
ტაწინ /!7,!6/ მიიღებს სახეს 

2 '= თ. ჩ:=9:, #I7,(6/ 

ე.ი. ბ) კ მარილაც, მერრე რანტის შერეული, ერწეულეანი, 

ინესრიანტული ტენტირი იოფილს. 

აივილიან ტაიჩერება ,17,I!2 /, /I7,!)42/–ის შებრუნებული 

ტარიაქმნის კანონები. ტანეიხილოირ, 0მაცგალიბატ, კრე არიანტუო 

ტეორე რანტის. ტენზორის წებრუნებული ტარიაქმნის კანონი. ახი- 

( . 
ცათეის /I!7,1ქ / ჟავამრაელრრ %ი ი" ნამრავლზე ია ავჯა–
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ჩოი C ტა M –იი. არარ მიეიტები 

(2 X, X LC /I7,/9/ 

სრურთაიტ აჩნალტიურაი, მბეორე რანეის კონტრაუეარიანეპლი დ«ენბორი- 

საძვის ტვექნეშა შემიეცტი ტარიაქბნნის ჰანონი 

დევი 
5. ტენრხორების სიმეტრია. ”ოტირც ეიყიძ«, ტენწორების სიმე- 

ტრიის თვისება იანიკიტებული არ არის კრორლიინატია სისტემის შერ- 

ჩექაზე, ამიტიმ რიმანის სიერცეში აზრი აქეს სიზეტრიას ყალჰე 

„ავარიაწტული იასა ყატჰე სინტრავარიანტულ ინიექსების მ0იზარი. 

ჰერძიტ, 

#/!7,20/ 

M უხ 
უთ = · “, = (CI 

1”; («50 /I7,9!/ 
მეორე რანეის სიტეტრიული ტენბორების ტანნხარტებაას, ხოთ 

“#2. 6:X=- 6M> //7,22/ 

წარმრაიტენს შერრე რანტის ანჟისიტეტრიული ტენბორის ტანსა= 

ჭღერას. 

რაიტან კო ია კინტრა სიიიხეები სხეაიასხვა ტარიაქმნის 

კანრნებს ეჩორჩილებიან, ანმიჟიტ შერეული ტენბორების სიწეჟრიის 

ტეისეშას იწვარიანტული ხასიარი არ ექნება. 0აშასაიამე, შერე– 

ული ტენბორების სიჩევტრიის ტანხილესს აზრი არა აქეს. ანალეი= 

ურატ ტანიხილება უფრო 0ალალი რაწვის ტენბორების სიმეტრიის 

საყკიიბიყ. 

6. მოქმედებანი ტენბორებშე. ჩვენ შეკვიძლიას შევკრიშორ 

ერინაირი 'რანტის ერრძნაირი კტვარიანტიბის ტენტორები. ამ შემ- 

ახქექვაში მიეიტლებთ იკცივე ჯეარიანტობისა ია იჟივე რანვის ტენ= 

C-X (7 « -X 
ტორს . ასე მატალირატ, C,=/ტ:L+8:+;2 =I + 0
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M, =0ჯ + ჩჯ; ია ა.შ. ატრი არ ექნება, მატაღლიძაი, 

ორს #.ე/+ჩ'"“ ის ა.შ., რაც შეეხება ტახრავლებას, ჩეენ 

შეტეიძლა წებისხიერი რანტისა ია ჰჯივარიასნობის ტენბი“ების 

კახრაელება. ასე მატაღლიბაი, #,ც ბე, M'ჩზ,ი= CV, ჰ. (LM 

= MM ია ა.შ. 

როტოჩე ეხეძაერ, ტენბორების ტამრაელებირ მიიღება ახალი 

ტენტორი, “ოზოს რახჟი ტრღლის ყატჰეურ ტენმორის რანტების ჯა-– 

ბის. /#,C“- 26§ ზესამე რაწკვის შერეული ტენმორია, 

(გორ ჯ/.6Mნრ – მეიიხე რანკის კონტრავარიანტულ ტენზორი 

ია ს.წ. ამასთან, მნიშენელრეასნია მივურიიიიოთრ, რომ ტენმორების 

შეკრებას ია ტამრაელყეშას აბრი აქეს მხილრი მაშინ, რრიცა ისინი 

აგებურდა რიმანის სიერკის ერთისა ტა ი8:ეე წერტილში, 

ანაღციურარ ტანიხილება ტენბორების დლაქეეიძება, ილხი 

ტიაქვეირების იროს ტემარიეუბს ტარჰეეულ სიჭრიხილე. ლეჰარტის 

კრმრრიინატებში ნწებისტიერი ირი ე:ე)ტორის პირიაპირი წამრაელის 

იაქუჟქიდებით მიიღება სკარრი. მრუინირულ კოორიინატებში კი ეს 

ასე არ არის. რიმანის სიერცეში არც #“ 8 ია არე /ტ,:8; სკა- 

ლარს არ წარჩოაიტენს. ამის იამტყიცება არ არის ძნელი. მარილაც, 

იაეწეროი(/4; 8M)=/: 8M ნანრაელს გარიაქმნის კანონი 

ტზ" =ჩ. ჩატ»ჩე. /|7,23/ 

მოვახტინოთ იაქვეითება; ტავუტოლი ს ინიექსი ჯ-ს ია აეჯა- 

0ოთ; ტვექნება 

#:ზ(+Mჩ; ###: 
რამიენატაც ჩ! ჩ, “ ბზ ყია, 9მიენაი #. /ზუე# #4. ჩე. ი. 

#ჯ; 8; არ არის სკალარი. ასევე აიეიტატ ვაჩეენებთ, რონ არც 

#' ჩხ! არის სჰატგარი. მეორე მხრით, ტანეიხილოთ შერეული ტენმო- 

რი ტ'ზი  ბიხიეის ჟვექნება ტარიაქმნნის კანონი 

/!7,29/
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/უ/L იგ" ,ჩ » 
#(8 =ჩ, «, #.ჩ. /!7,2§ / 

9იაქვეირეშირ მივიტები 

/ცრ კ"ყბ/ 87-54. ჩ- #,ჩ 
#,ჩ' =ჩ, 4“, „ ' /. # /I!7,26 / 

/ ც/: « 
მაშასატიამე, #, 8''= #4; 8 ხწნაბრავლი ხოჭიია სყჯიარი. 

ამიტომ რიმანის სიერცეში იაქვეიბეტის ჩიპერაცის 36ია ტანეი– 

ხილრრ ერრი ჯქარიასნვუოთ ძა უჭიი კინტრაქვ-აიანტსიი ინიეესის 

მიტხარი. ასე მატაღიბაი, -:6CM-ის ერიLეი ისქექირებირ 
, ბ2M ტიიტლება ჟენჭორი XI ა  #ირჯერ იაქეეირებიი L-.თ; 

იიდრეჯო ბხაქვეიბების შემიეცტ ტენბწორის რანკი ორირძ ხცირიება. 

ამასრა6, იაქვეირებსა შეტეიძლია მოვახლინირი წებისმიერი“ უერიი 

ქვეტა ია ერტი ტეია ინიექსით. ასე მატარიიაი, 775» 

შეტეიძოა ისვსაქვეიძიოი შენიეცნაირაი: C++, C 8. 7 

“Cა ი , “ხი, Cხყი ია ა.შ. ამასრან, საბზოტაიოლ, 

ტაჟქეეირებითი მიღებული ეს ტენტოი“ები ერძმანეძისატან ტანსხვაქვე– 

ბული იქნება. რაც შეეხება იაჟვეირებას მხოლ ი ბეის ან ტხოილი 

ქეუისა ინიეესებირ, წმატალირძაი, 4“:51. ან (2. ია ა.შ. 

მიიღება სიიიიეები, რომლებიც ტენჩორებს არ წარჩოალიტენენ. 

ამიტომ ცხაიიას, როტ ზი სიერყეში ვექტორის ატსრლუტური მ06ი- 

მეზელბის ჰეაირატი არ უირის ქექტორის ტეტმილების კვაირატე- 

ბის ჯამს. ეექტორის ჰეალრატი უნია ტავიჟორ, როტორც შემიეტი 

სკაორრული ნამრავო: ი 

/#4#'= /#,/MM+#გ/#+0+44 · /I7,27/ 
ორი სხეაიასხესა ქარიანტობის ტენზორის ტამრავლებას ია 0აქვე-– 

იტებას უჩოიებენ ტენტოჩრების სკალარუიგ ნამრაელდ. ასე მაგა– 

ლირაი, იდ. =M, სკალარული ნანრაელი იქნება M, შე= 

რეული ტენტორი, რომლის ერთხელ ჰი0ევ იაქევეირება მოტქჭცემს
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იი 2, სკაორ. 
ორ ტენბირს ჩ + ია C) ეჩოიებარ ურთიერთშებრუნე- 

ბარო, იუ 6აძი ტჟაიანრაჟვლებითი ია იაქვეირებირ შიტა ინტექსების 

ბიჩარი ტიილება ტეორე რაწვის ერრეულტვანი 2» ტენჩოირი, ე.ი. 

ჩ,,6"წ- აL, /I7,28 / 

დ"-(ი")' /I7,29 / 

ჯო 

ატენიშნოი, “რონ ჯ» ია კონტრავარიაზტული ტენჩორებისათიძეის 

ასევე სამართიისნია "”ჟვალხოვის” თეორემაყ. ერქვარ, ყწომილა, 

რომ აუ/, ჩ. სყალრულო სიიგიიეა, სალ)აც #. და ზ, წების– 

ტიერი ჯეარისნტულრ ეექტორებია, მაშინ შეიძლება ჩეენება, რომ 

უღ. გეირე რაწტის კონვრავარიანტული «ენბირია. მართლაც, პი- 

როგის თიანახმაი 

”“ 4,ხ:5 I 81 · /I7,30/ 

რაიტან /#, ია 8: ჰოეარიანტუო კვექტორებია, ახიჟომ 
შეკჟვიძლა ტაენე“ი“ 

(»“–ჩ. ჩიე), ზ„=0. /I7,ჟ!/ 

პირობის დ#ანახმაი, #, ია ხ. ნეტისტიერი ეექრორებია, ამი- 

კომ ნუოან ტოლობა ტქექნება მაშინ, როცა 

”““- M ჩ" ი”, /) 7,32/ 
ე.ი. კუბ ტარილაც წეორე რანცის კმნტრავარიანტლი ტენრორი 

ფყრძილა. რუ, მაკაოძატ, რთ (მიკ , ხალაც " იარყ 

ტეორე რანცის კჰოვარიანტული ტე4მორებია, მაშინ 0 ტერრე 

რანკის ბერეჯო ტენმორი იქნება. 

სონჟჭრა- ია კრტესრიანკჯლი ტენზორებით საჩძტები ის.)
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ყრვეელტეის უწია ტვახსრეიეს შენხტეკი ჩეხი: მ05ხჯი ინიექხსებიიგან 

ერთი ბემოთ უნლა იჯიეს, 0ეორე- ჟეეხოთ; ტეზტიორვლი ტილობის 

ტროს იავისულალი ინიექსები ტოილბის ორივე 6ხარეში ერრი ია 

იტიეე აიკილბზე უნია იყოს 0რიაეხებაიო- ქევემორ ან ბემორ. 

ამასრან, ტენპორული ტოლრბა ინეარიანტულისა კიორიინავია სისტე- 

მის არჩევის მიმარრ. ჰერძოი, რუ ტენტჭორი 65ლCა ერი რომელიმე 

სისტემაში, იკი ნულის ტოლი იქნება წებისბიერ სხეა ხისტემა- 

შიყ. რუ ცფიჭიკის რომელიმე კანონი შეიეკია 4ენტორის ჯაზი - 

წენტების ნულრან ტოლობისა ერი რონელიზე აბელის სისტენაში, 

მაშინ ცენტორის ტარიაქნნის ჰანონი უჭრუნეელყოკს აზ ტეწნბიორის 

კოინტპონენტების წულრან ტილობას ნეტისმიერ სხეა აბელის ყისტე–- 

მაში. ჩვენ ჰი ეიცით, რომ ცკიტიკას 6გხოლიი იხერ კანიონებრან 

აჟეს საქმე, რომლებიც სამარალიანისა ყველ) სარერის სისტებაში. 

ამიჟომაც ტენტორების აქ აღწიძნულ იწეარიასანდიბის რევიხებას 

ტიტიკისარეის ტაია6რყეეტი მ6იშპენელშა ენი9ება. 

7. კინტრაქარიანტული მეჟრიჰურთ ტენბრრი. ტაეიხსენორ 

რიმანის სიერყეში სიჟრძის ელემენტის ტანსაჭტვრა 

ძ5% მ,„(9) 07... 0") ძი ძძ". /I7,33 / 
რაიტან ძე?არის სკალარი, ხილ ძი'ძი" ხეორე რანკის კონ- 

ტრავარიანტულ ტენბორს ჩარმოაიცენს, ამიტო "”ტაყოლფის” რე- 

ორრემის ძალირ მ,“ იქნება მერრე რანკის ჰიქარიანტული ტენმი- 

რი. ჩვენ შეკვიძლია შემიეიტოი კონტრავარიანტული მეტრიკული 

ფენმირიც 9'“, როელიც, ძუ მჯ# ტენზორის შესაბამისი იეჭერ- 
მინანტი #(მ) ნულს არ ულრიხ, შეტეიძილია ტაწესაბოერორ შემიეტ- 

ნაირა: 
8 ვ"”- გ” 
CM =<CდC“ /!7,34/
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შებრუნეშულ ტენბიჩის ტაზჩარტებიი იხაიიასა, რომ 

, /I7,95 / წა 4-; (9) 

_ ტ(მ) 

საიაც MVIII არის 9,V ელიეზენჟის წესაბანისი ალგებრული ია- 

მატება. ის, რომ 4“ მარიიაც მეორე რანჟის კონტრავარიანტული 

ტფენნწორია, ჩანს /I7,25 / ტანმარტებიი "”კაყოვის ” რეორემის 

ტამოყენებიძი«. 

იმკარჟის კორრიინატებში მეტრიკული ტეხბორი მ(M ენიხეე- 

ეა ზე ტენბორს, აბილმ #9“ “=4. ,=9:0M , რის ტამოც 
/!7,3% / ილაიყესჩება ტდლოშაზე ნ.ბ. = ი , ე.ი. 
ზეაბ. . ტერრე მხრიე /I7,426 / წარმიალტენს შერეულ ვ, შე– 

ტრიკუო ტენზორის ტანმარტებასაც 

მ« ე" ჟელშ.8", /I7,96 / 

ცხალიის, ა8 ეღლობის იაქვუირება მოტეცენს მ..9'+ მ1-8- ”, 

ე.ი. რიმაწის სიე“ცის კანტომილებას. 

წაჩერა, “ოზ ყ'" არწტრ“აესრიანტო ბე“იკ”»– ტეწზჩი- 

რიც სიმეტრითულე იქნება ქ". ქ"'. 

ხსაინტერესრა წ" ია ე" ბერრიკული ტენპორების ტანრჩახუვ- 

ლებების ჩგოქძებჭნა იზ კე“ძო შემ“, აექვაში, #/რცა რიტანის შე სი- 

ერცე წარნოაიტენს ეეკლიიის ნუ (ო>M) ხიერცის ლეესიერცეს. 

ტავუშეარ, ნ» სიერყეში წერტილის ჩიებარერბა ტანისაჭიოე#ება 

იეკარლის წა“იკუთხა 2,M%' კ”ირლინატებით, წამი6 რიხახის
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სიერცის გ' კოორტინატებზე შეტეიძლის ტალიავილერ ძ”რმულებირ 

( :'= %:=%,(9)05....(). §542,-.M. /„/7,ვ7/ 
რუ შტრიხიან სისტემა ჩაეთრელიი იეკარტის სისტენას, მაშინ, 

ეხატია, 

M 
2%X% 2X%” 

მ,კ= პგჟ' 29% მი: //7.94 / 

მატრამ იეკარჟის სისტემაში 3, =ბი , ატიცომ ტივილებრ 

მ,.= = 2X” 2X/, =609,.-·/V. 
MM” ?4" ჯე" “ /1I7,ჟ49 /, 

რომელიც ემთხვევა /2,7 / ფორმულას ნგ სივრცისაძვეის. 

სრულიალ ანალოტიურაი ჰო5ტრავარიანტული მეჟრიკუო ტენ- 

მორისარეის ტეექნება ფორტულა 

ჟ“- 24. 22%, 
2X. 22 „ 

ცხაიის, რიმ მ, ვ.” - ვ" 8, =ბ; · 

ჰერძო შემთხეევაში, მატალიძა0, სძერულ ორიოცტონალურ 

კრრრლინატებიი, აცეილია ჩეენება, რო8 მ“ ია მ;( მეტრი- 

ჰულ ტენბორეშს ექნებათ ხახე: 

/!7,9%0 / 

10 0 (400 
= 'ი “'-I0 2 0 მე)7C| 9 L ; მე I”, "// 7,4! / 

0 0 I4/8 002
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4. კაეშირი ერიი _თ იკვივე ტენმორის კოეარიანტულ ლა 

კინტრავარიანტუი მიგენელებს შორის. ახლა ვიპოერი ჩეხი, 

რიმელოცი კოვარიანკული ია კონტრავარიანტული სიტიიეების ერრიმა–= 

ტერრაჩ იაკაეწირების საშუალებას მოტეცენს. ამისადეის ხელსაყრე–- 

#”ია შემიკომში ერიი ძია იკივე ტენმორის ჰო ია კინტრა წე“ 

ბი ერრი ტია იმავე ასორი საღენიშნორ. ასე მაკალირაძ0, ტ“ ია /#, .;C““ 

ისა /”CაL რია ა.0. ცხაიია, რომ აღნიშნული კაეშირი უნია განხირ- 

ციელიეს მეკრიკული ტენბორის სამუალებირ. ტანეიხილი მ.“ #/” 

სკალარული წაზრავტლას გარნაქტნნის კანონი. ტვექნეშა 

9,.#'- ჩჩ მი I /%= ჩ; ბ; ( მი /"). /(7,92 / 

ფილტრაციის აარა” რამ ზივიტებრ 

(9../", =ჩ; ; (მ #”). /!7,%9/ 

ეს კი არის #,კ= 9,4«/“ კოვარიანტული ვექტდოიის ტაგაქმბის 
კაწონი. სრულიატ ანალტიურატ ეაჩეენები, რონ #“ მ '# ##M. 

ატტეარაი, მივიფტერ შემიეტი მჩიშენელეანი ვორმულეტი: 

ტ'=4949 4“ ) 

.– M 
#(:=მ..#, /!7,%5/ 

რომლებიც ერთშანერიან აკჯაეძირებენ ვექტორის კჯ დტა კონტრა 

მიტენელებს. ჩეენ ეხეიავტ, რო8 ეს კავშირი ხორციელტება 60ე- 

გს. აიკულ ტე. ჰორიი, კერძო შენიხეევაში, 0მეკარ_ის მარიკუიხა 

სისტეჩაში, მივილები, რომ /#ნ> ჩრ. . ამტეარაიტ, იუ ტესურს 

ქექტორის ინხექსი ბაღCა ავწიოთ, საჭშიროა იკი კო კონტრავა- 

ზიანტუტ ტეწნბორზე ტაეამზრაევლრრ სკალარულატ, ხოლ როცა საჭიროა 

ინიექსის ტაბლა ჩამოტანა, საკმარისია ვექტორის მ, კოვარი- 

პხტწი მეტრიკშწC სფენბორზე ტაზრავლება. ასეძივე კაეშირი არსე- 

/I7,4%/
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შობს ტენზორის კომპონენტებს შორისაც. ასე 0მატჟაღლირაი, -,// რენ- 
. თ 

ზორის ტანრაელებიი მ · ტენბორზე მივიტებრ შეორრე რანტის შერეუტ 

ტენბორს 

ო_ კა %რ. =0 4: #I7,+6/ 

ასევე ტეექნება დ«ორწულები: 

( ; IM 'წკხო · 

შთ მ 783; M“6-მ“ მ 'M»? /I7,97 / 

წია ყ ”ე4ვ926%/, /I7,46 / 

ია ა.შ. როჟორე ვხელავრ, ტენბორის რაწიენი ინიექსის ბევირ 

აჩევაც ტვინია, იზიენ კონტრავარიანტულ მეტრიკულ ტენბირზე უნია 

ტაქმაჩრაელი იცი სკალარულად. ასექე ტენზორის რამლიენი ინიეესის 

ძაბლა იაჩეექეაც ტვინია, ეს ტენბორი იმიეწ კტეარიანწტულც შეტრიკულ 

ტენბორზე უნია ტავამრავლი სკატარულაცტ. წეენწიშნოი, რომ, რუ 

შწეორე რანჟცის “I რენზორი სიმეტრიული არ არის, 0ახინ საჭიროა 

ერრმანეთისაჟან ტავარჩიოთ ორი ტენმობი (C“ი/ ია «- # ,ე-ი, 

ხსამიროა მიეურტირორ აიჟილი, საიილიაწაც ინიექსი ავიტანერ. 

ტანეიხილორ სკატარული ნახრავლი #' 8; .· ცხალია, რომ 

იკი შეცეიძლა ჟტაიაევნერორ რამტენიმე სახირ; _კჰერძო0მ, 

#;8'=9,(„#“ზ"-ჟ “M.8.=/4 ჩ;,. /I7,99/ 
ასევე ეექტორის კვალრატისართვის ტვე.ს)ნება 

#4 -/ბბა5 მა:# #5 მ “ტარი. #/7,50/ 
შეენიშნორ, როზ ტენბორების სკალარულ ნაზრაელში როჩელიმე მუწო 

ინიექსის ქეემორტ ჩამონეეისას საჭიროა შესაბამისი მუნჯი ინიექ- 

ხის ბემორი აწევა. ტანეიხილი, მაცალიბაძ, #;« ც'"% სკატარული 

ნაზრაელი. ტეექნება შემიეკი ფორმულები:
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#ა«=მა»მ./'; ; გრ+% =ქ1/ ქ" ჩი. #I7,5I/ 
მაშასაიამე, 

-M ჩაითა 
/#:L8 =მ,„მიი/4 2-1 §ჩ.:, //7,§2/ 

რაიეან მ,» ქმ“ ბი ძი 2-5. ბ. ს- ამიტომ ყილტრა- 

კიის შეზიძეჟ მჩიეიტებრ 

#.M8“- ტ'“ჩ,/. //7,5%V 
მაშასატამე, ორი მუნჯი ინიეესის მაღლა აჩევახ ტამოიწეია შესა- 

ბამისი ორი მუC ი ინწიეესის იაბტა ლაჩევა. ასე, რომ, ტენმორია 

სკალარკლC ნამრავლში ბუნი ინლექსების ანექ-იაწევაში ტარკვეუდლტი 

იავისუძლება ჟდააქ,ვს. 

მილოს შევნიშნორ, რომ თუ იეკარტის მარიკურხა სისტემაში 

ჟეექტორის კო ია კონტრა მიტენელები ერრმახერს ემთხვევა, ტალი– 

ტლეის სისტემაში ჰი ია კონტრა სიიიიეები მილატ კკვივალენტურნი 

არ არიან. მართლაც, რუ ტავიხსენები მეტრიკული ტე«ბორის სახეს, 

რომელიც ტანსაზტვრულა /(!6,I!2/ ძორმუტირთ, პიეიტები 

/ტ,>-4" #,=-/4, #3ვ=-/4, 4იყ=#4ყ.· /I|7,5%/ 

ე.ი. იროისმიერი მეტენეტცლცები ტოლებია, სიერცისზიერი კი- ნიშნირ 

ტანსხესელება. ამ სისტემაში ვექტორის ჰვალრატი ტახისატტერება 

დორმულირ რ, :/4“= =44- #,- = #2-/43 'X 

9. სრულაი ანტისიზეტრიული IM -ური რაწკის ერიეულვეანი 

აენმორი. ისჰარჟის ორიოტონალურ სისტემაში # )6 ტანტარტებული 

ტექონწია IL-ური რაწვის სრულიარ ანტისიმეტრიულ ერტეუოკანი, 

აქსიალური ნ... ფი ტენრორი /ლევი-ჩივიტას ტელბირი/. 
აჟი რილი იყი “+ ან «#/-ის იხის მიხელეიი თ) ნ.ი ინტექ- 

სების ტჟაიანაცელებსა კენტი იყო, დუ ლუჩი. ამავე იროს, ეხ ტენ- 

ტორი იყო ინვარიანტული 6:06... „=6Cფ--ბ% „ ე.ი. ყეელს
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ჰრორიინატითა სისტემაში ჰქონია ერიი ძია იკიქეე სახე. რიმანის 

სიერცეში საჭიროა ამ ტენბტორის სხეანწაირი ტანმარტება. ეიტულის- 

ხმოი,რომ ბი სივრცე ჩარმოალტენს წ, სივრცის ქეესიერცეს და, 

როტორც ბეზორთ არაერთხელ ტაექაკეთლერ, იეკარტის კჰოორორიინარებიიან 

ტაიგავიიერ წებისმიერ მრუინირულ კორრიინატებბე. ევიკურხსხმიოძ, 

რომ ნარ... -ხო წარმოაიტენს ტეწბორს იეჰარტის პკოორრიინა- 

ტებში ია ვისარ”კებლი ნას. –ის კოვარიანტული ჟარია- 

ექნნის ჰანონიიძ 

/ · 
ხეს. “+. · 2 -I.! /I7,55 / 

ტსავიხსენოთ I –-ური იაა იეტერჩინანტის ტანმარტება ლეეი- 
· 

ჩივიტას ტეწბორის მაწუპიები 

ნე. 2 ჩ 8 =4(9%V ...ი· /!?,56 / 

ხსაიაც 4( იქნება იეტერმინანჟი /იაკობიანი/, რომელიც შე- 

იტენილია ჩ;: M. 24. ეტლტემენტებისაცტან. 0აში6 /I!7,55/ მიიღებს 

სახეს ” 

66... წი =4(ს ნას... ბ, , /!7,57 / 

რაყ ინას წიშნაეს, რო8 მრულნირულ კყოორიინატებზე ტაიასელიძ 

ტეუი-ჩივიტას ტენბორი აღარ იარჩა იწეარიანტული (4(ტ)# 1). 

4(8) იაკობიანი ბუნებრიეია იავაკაევშიროთ მეჟრიკულ მ:( 

ტენბორრან. კოვარიანტული მეტრიკუოთ ტენშორისარტეის ტეაქეს შე– 

მიეჟი ჟარიაქმნის კანონი მან ჩ'ჩ მოი ტანვიხილი ამ 

ტრლობის ორიეე მხარის იეტერმინანტი. ჩივიღუები მნიშვნელეან 

ყორჩულას, რომელიც ტანსაბოვრავს მეტრიკულ ტეწბორის იეტერმი- 

წანჟის ჟარიაქმნწის ჰანონს 

4(8')=4(8)4 (9) 4(ჩ)· /I7,58 / 

რალტან /I7,6 / ფორზულის ძალით 4()4!/8)<! ია /I6,!! /
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პირობის. რანახმაი 4())#9 , ამიტომ //7,58/ ასეც შეტვი– 

ძლია ტადაენერრი: ) 

4-(3) =4Vჩ) 4(3)= -492- ' //7,59/ 

ეს ტილბა ტვეუბნება, რომ იუ 4(მ)ებთC ერი რიმელიმე სისტე- 
მაში, იჟკი ნურხატან ტანყხვავებულ იქნება სხეა წებისმიერშიაც . 

რატტან ტეკარჯის კორრტინწატებში -9%. ბი , ამიჟომ 

4/2)=! ის //7,59/-იახ მიეიტებრ 4(3)=4 “%ჩ) . ზაშასა- 

იაზე, 2(ჩ)= L (ვ). /!7,57/ ყდორმულის თანახზაი ჰი 

თფექნება 

7 · 

ხეც... = V4 (4, ნ, /.-.-»7 /!7,60/ 

საიტაწაც ჩაწს, რომ რიმანის სიერცეში „მრუშიჩირულ კიირტინატებ- 

ში/ I –ური რაწკის ·სრულაი ანჟისიმეტრიული კჰშვარიანტული აქ- 

სიატური ტენბოირი მენიეცნაირაი წნია ტანესაგლერირლ 

(„=Vრ(1) ნ,.... ბი /I7,6!/ 

ამასრან, უნია ტეახსოვტეს, რომ რიმანის სიეჩცეში ძსეეტოტენ+“.: 

ბორს პოლარული ტენბორისატან ტანსხვავებირ6 ტარიაქნნის ყორმ3- 

ტაში იაუწიება ნიშნის ტანსხსატტერელი მატრავოთ ოლე, 126 

ხარაც , I4( I ნწიშნაეს 40 იეტერმიწანკის ქეა ქრ ი 

მეწელბას . 

ტანვსატღეროი გაბი კონტრავარიანჟუთ ღევი- 
ჩივიტას ტენხორიც. ტეექნება 
' (ს. _ = ვ“+ე4M#. : „ვოი 

ი=– 

2,» ' "> /!7,62 / 
„/28” ვი” ვ9#, .. ვ“ 6,/. ქ



– 23LI – 

/17,56/ ფორმულის ტაშოყეწნებიი შეცეიძტია იაენერორ 

უხ... რ6რM .M · 
X =V 9 4(4 1277 ...C-9 /!7, 63/ 

რაიტან6 მ “# კონტრაეარიანტული მეტრიკულ ტენბორი მე-ს შე- 

: ტრ“ “I. _ 1 ბრუნებპლა, აგიტიმ -/2%.) =/4 ია 4/ჟ ძ4= · ამის   

4(მL:") 
ტანო /I!7,61/ საბოლიი 0იიღებს ასე0ი სახეს: 

რC--6ი I · /!7,6% / 
X9 =–=–= 6ნათ--.ბი“ 

“V4(9) 

ცხაილია, რონ სკალარული ნამრავლი 

თრ... 6ო ჩ! 
= · =წნწ.. 17, 6. C CV. ბ /I7, 65/ 

ჩვენს მიერ შიოებული ლევი-ჩივიტას კოვარიანტული ია კონზ- 

ტრავარიანტული ტენმორები ისევე შეკეიძლია ტამოვიყენორ მიძელი 

რიკი გამოსახულებების 6ოჰლემ0 ჩასაწჩერაი, როჟრრე ამას ვაკე- 

რებტირ იეკარტის მართკუთხა კოორიინარებში. ასე მაცალირალ9, 

საინტერესოს ატ,კნიშნოთ, რომ Iბგ ციერცეში 

(8,8),-9+#” 6", (#1) 6 ჩა, 7I7,66/ 

ტამოსახულებები შეტეიძლია ტჟაწეიბილი როტორც ორი ვექტორის 

უექტორული ნამრავლის კო ია კონტრავარიანტული წიტეწელები შე– 

საბამნისაი0, რაზძიენაიაც ისინი ჩარმოაიტენენ ეეკლიდის სიერცე– 

ში ტანსაბოვრუო ვექტორულ ნანხრავლინ /6,/5/ ძორმურს უშუ– 

ალო კანროჟალრებას. 

შეენიშნოთ, რომ ოიხტანბომილებიანი რეალური სიერცე–- 

იროის შეტთიხვევაში /რიმანულ სიერცე/ 4(1)40 „აჰმიტჭტომ 

ატ სასუნცეში ლევი-ჩივიტას ტენბორებს ექნებარ ტანიხატულება:
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6,M(M=V-/#/მ) 6,M6. ) /!7,67 / 

იი #4 

-/-2V) 
I0. იუალური ტენბორები. ლეყი-ჩივიკას ტჭენბორები შეტვი–- 

ძოა ჟაბოვიყებოი დუალური ტენჰორების ტანსასაბოვრავად. ერქეასრ, 

ტეასქეს ML –ური რანკის ჰოვარიატნცული ან კინტრავარიანტული ანეი- 

სიზეტრიული ტენორი, მაშინ ჩ სიე“ყეში მას შეკვიძლია შევუსა– 

ბაზოი II–-–ჩ («ანკის იუალური ტენბორი. ზარიიაც, (I –-ური რან- 

ტის რრრ.- --» კონტრავარიანტულ ტეხბირს შეესაბამება 

შემიეტი კივარიანტული იუალური ტენბორი: 

# -L ლრ-რიიოობგ. 717, 0% 
.. , == · · · ა· «ი (0) 

რ. (ი-ი ო”! C, 6... 6ნი-–რ1-8-რო! « /... ი” +! 7 

  

6,M6M· /!7,68 / 

ხით “CV, თ- ბია კშეარიანტულ ანტისიმეტრიულ ყენბორს კინ 
«რავსარიანტული იუალური ტენბორი: 

#ი სენ. თ რ.--66-01 66–ო«/"'-6ო _ /!7,70/ 
. "6 იის საით 

ან, ეს დორმულები ასეც შეცეიძლიასა ტალიავნეროი : 

ი:#  , ='V4(მ) 6. . რათ. -45, 4I7,7! / 
ს აი. »! “რზ -თრბი-ი9/ ნე C 

ია 

MI, ---M 4 · · .. (C = C 40 C., ივ“ ი /17,72/ 
»IV2I9) წი იი (ა-“+I 

ჰერთი შემთხვევაში, ტეალური ხიერცე-ტრრისარვის მშერრე რან- 

კის ანტისიხეცრიულ უეწბორს შეცტვიძლია შევუსაბა8ზოი შემიეტი 03ჰა-



ლური ცტენბორები: 
4 

ი.” 1 0, 5 ჯ V-MI) ნ.ი ”, 
C 

/!7, 73/ 
“M6M I , „ეი“ 

(I #. = IX. რ · 

IL =16 ი 37-20)” /I7,7% / 

”!. ნიცუობისა ია არიის ელემენტები, ახლა იასაქვწერორ 0ტო- 

ყულბისა გა ყართის ელემენტები რიმანის სიერცეში, ამისარტეის 

უანვიხილრ კერლო სახის ე –ური ჩაწკის ანტისიტეჟრიული ჭენტიო- 

რი ტ ი #. '.... /,“ 

· /#!7,73/ 
: ხ 

#ა/ტ.....4რი 

ამ ტენტორის შესაბამისი იუალური ძენტირი იენება 630რეანი რა6- 

ტისა. მაშასაიამე, ტეექნება მემიეტი მსეელოსკალარია 

9=+ #1 6,,C... ; 015 “4. / 278) ხეც... ი ა" /I7,76/ 

რუ /, უექტორების ნაცელაი აეიოღებრ რიმანის სივრცის კოორდი- 

წავების სარანაიო ტიზერენციალებს, ტეექნება 

ძ0=V2()/ძ1 41“. . 41", /!7,77/ 
რობელიც ჩარმოადტენს I სიერკის მიცპობის ელემენტს. 

ცხაიია, რიმ რეალური სიერცე-–იროის შენიხეევაში მოეულბის 

ელეზენტს ექნება სახე 

ძ0= V-4(4/ ძ/ ძე" ე) / ვ! /!7,76/ 

ახტა შებრვილრ ამავე სიერცეში ორტანმომილებიანი ია საჩხეტანმო–- 

ბილებიანი ჰიპერბეიმაპირის ტარიის ელემენტები, ჰიპერბეია.პირის
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ძართის ელემენტი, როზეოც ჩარმოალტენს სატი უსასრუ(იი ხცირე 

ტინაკუეთის წამრაელს, ჟამოიხატება ძვ" ტესაზე რარნკის ანტი- 

სიმეჟრიჯლი ტენჩორიოი. ახ ტეწბოირის წაცვლაიი ხელსახრელია მიხი 

ტუალუჯრი ვექკირის შემოღფება 

წო ძა >: 0,--»#605" /I7,79/ 

იუ გაეიხსენები, რომ 6კV”Vტი: 5 V–-4(4) 6,Mტი!, მაშინ ჰიპერ- 

ტეისჰირის ყარიის ელემენრს ექნება სახე 

ძ5,= XV-“/) 6ნა6M ძირ” /I7,8C/ 

საიიაწაც საბრლორი შეცუეიძტია იაერნე“ო 

M ,/ “თ 

ძ86,= V-გ() :-ო ძ“, რს. 1 V · /I7,6! / 

უხ ტ:მოსახალეშა ირხვაწმომილებიანი მხსევლრეეჰლიტური სიერცის 

ჰიპერტეტაპირის ჭარიის ელემენტისატან ტანსხვავიება V- 4/) 0მა–- 

8ზრაელირ. 

სრუპლრატ ანალტიურამ0, რუ ქ." არის ტეორე რაზტის ჰონტრა- 

ვარიანტული ტენრორი, რიბელი ჟშელტენილია რორი უსასრული მცირე 

LM. ),-ქკიM_ ქან /#/4# 
ზოწაკეედის ნამრავლისაჟან რ“ =01/, 1) 441, 

მაშინ დარდის ელენენწტი შეკვიძლია ტამიეხატოშ შეზიეტი იუალური 

ჟენმორიი: 

« (M 60M 
44+X-16+ო4! = ჯV-4(!) ნაო რჯ /(7,62/ 

აწ, საბოლოძ, 

ძ(.=V-4()) 5-6» ძ1ე44>- //7,63 / 

#ჯ 

როტორც ეხელაერ, აზ შემიხვევაშიაც “(+ ელემენტი ოლხცანბოი- 

მილებიანი ცსევლოეუკლიტური.სიერცის შეყაბასმისი ელე”ენ იხაკან
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+/-4(8) ზამრაელირ ტანსხეაქიება. 

ამის შებიეჟ ძნელდ არ არის ინტეტრატური რეორეხების ჩამო= 

ყალრბება რიმანის სივრყეში. მაკალიბაი, ტაპვს–ისტრიტრალს კის 

ყორმულას მივიტები, 965 მოვახიენი შეყცელასს 

ძ § –პძი 42. · 
C 

21 
შეტეტარ ინტეტრალი ტაერყელებუო ჰიპერყნაჩიზე ტარიაიქბნება ამ 

ყვარრეულიი ”შემისაბტერულ მიცუილრბაზე ტაეჩრელებულ იხტეკრალმი. 

“/7?,65 / 

12. ტენშორული სიმკერივეები. იავამტკიკცკორ, (ა8 ბიცულბირი 

ინტეკრალი 

| L(441-..4')40 =X#V,, //7,45/' 
იი 

ხს | L(3 44... 9" წარჩოაიტენს სჰალარულ ფუწზქყციას, ე.ი. 

ს(1(14...ე") = I(49M9)“..9”), /(7,66/ 
ხილი ძი მოყულბის ელმენკი კანისანყერება /!7,77/ %რ- 

მულირ. ნმართილაც, ბიეახიინიორ ინტეკვრალწი ცელატიის ტარლიაქნნა! 

ჟ' ძვლატიეშიიან ტალავიიერ წIM ყძეორატებზე. მრავალჯერად იხტეტ- 

რალი ცელაიების ტარიაქმნის ჩესის ტაზოყფენებირ ტეექნება 

0(404%...4% ( I,,/ბ M 
1-4ი-4)M# არაინ მუ მ ძქ4'...44"' //7,87/ 

მეირე 8ხრიევ, ჭანხოვიყფენორ /I7,80/ ია ტავირესლისჩინორ 

/#I!7,59, კოლბა, რობლის რანახმატ 

(ც# M “7271 

წერთ ალლლებივეი /(7,ტტ/
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შეიეტაი /I7,067/ ზიიღემს შეზიეტ სახეს: 

IVI(4147... 4") V2(8) 4 “ქვ ..4ე'", #I7,89/ 
< 

რაც იტას ანტ#იცებს, რომ /!7,66/ ინტეტრალი მართლაც ინეარიან- 

ძუო სიყიიეას. 

შეენიშნოთ, რომ //7,4ტ0/ ინწეარიანევი ინტეტრალში ტამოსა- 

სუოუბას 

V2V9V) ს(19199-- · 4") /7,90/ 

უჩოლებენ სკალარულ სიზკერივეს. ანალტივრაი იხილავენ . 

V-(6) /4(4(13.-.9") ვექლრუი, V2(1) 1 "(9:9რ%.---. 9) 
წეორე რანტის დემჩმორულ სიხკერივეემს.
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§ /გ. კოვარიანტულო ია კინტრავარიანტული ეექტირების 

ტერმეჭრიული შინაარსი 

ამ პარატრაფში ჩვენ ტაზოვარკეექერ ეექტორის კჯესრიახვული 

ია კონტრავარიასნტულ ბიტენელების ტერშეტრიულ შინაარსს ია ირტო- 

ტონალურ ბრულჩნირულ სისტენხაში იაევაკაეშირებრ ხარ ე.წ. ვექტორის 

დიპიკურ კონმპოწენტებიან. 

ტჟანვიხილი რიმანის სიერცე, რომლის ხეტრიკა ტანსატტერულია 

დორმუღი 

ძი - მ, წ “ძი, C(ჩ>»/2,...,ბ, /I8,(/ 
საიაც 9“ - რწერკილის რარა, კოორლიინაცტებია ი სიე#ჩცეში. 
ქეებოი, #0უ საჩინააღზიევი არ იქნება ნარბქეამი, ტამერრებპო 

ინიეესითრ ეიკურსხმეშრ აჯამვას. იცტუსტრაციის ტახარტიეების 

ტიპნითი იავუშესრ, რომ ს სიერეე წარმრალიტენს ეელიიის ნ» 

სივჩყის (M»Vი) ქვესიერცეს. ნ» სივრცეში წერტილის კი- 
ორლინატები აღვნიშნოთ X =-( –ბრი, მაშინ, როტორც ვიცირ, 

ჰიქარიანტული მეჟრიკული ტენბორი შეცეიძლია ტანესატტერორ ყ«ორ- 

ზუორ 

22222, (#=/,9,.- .”) 

რე გებ 2 
#I86,2“ 

ხილ კინტრაეარიანტული ჩეტრიკული ტენბორისარეის ტეექნება 

4ყ -I_ 24 რე“ წლ 

ეექტორის საშუალებირ „ შევაიცინიი ჯო გამოსახულება 

ჩ- =( 44 4,,)ბ /I8,"/ 

ეს სკალარი იეკარტის მარიკურხა კიორიინატებში
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ბიცეცემს ეექტორის სიტრძის ფორჩულიას 

ჩ- V(447- V(4ე+(44%(4'M, 
ამიტომ /|!8,/ წეტეიძოა ტანვიხილი როტორეცე კონტრაქარიანტული 

ვექტორის სიტრძე. იტივე /#“ უვექდორის სიტრძე შეიძლება ტანსა- 
გიურვოი იქნეს ფდორმულირაც 

-6- (4,4)? //8,5 / 

რომელე ისეკარჟის მარ-კუთხა სისტემაში ლაიყეანება იტივე 

6=V0.ტ, სიიიიებე. 
იუ ეექტორის სიკცრძე ერიის ტოლია, მაშინ მას ერიეულვანი 

L2 
ვექტორი ჰქვია. ე.ი. #4 „ენება ერიეულეანი, რიცა 

(1 “MI „ბ,6, 
/!ტ,! / ყორმუოს «ე! –ზე ტაყო§ ი მივიღები 

44 “ძვ” , //6,7/ მ > 13 
ხამასაიანმე, 

#=-4 /)8,68 / 

ერიეულრვან ეექტორს ჩარმრაიტენს. 

2. ჰკპუტხე ირ ეექტორს შორის .. რიჩანწის სიერცის ნებისმიერი 

ტ“ კონტრავარიასტული ეექტორი ყოვედვის შეგეიძლია შევუნა- 

შამოთ იჟივე ტიმარრულების უსასრუოი მცირე ქ“ ჟექტორს,ე.ი. 

ძე5 27. ”/8,9 / 

საითაც IM უსასრული მცირე სყალარია, პირობის თანახმალ, თ» 

ჩარბოალტენს წჯ -ის ქეესიერცეს, რაც იზას წიშნავს, რომ 
« 

არსებობს ცა-ხახა კაეშირი 4 ია XX, კოორტიინადებს შორ“ის,
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« 
ამიჟომ ძე ეექძორს პეესატყეისება 41. უუქძორი, 

რიმეოყ თავის მხრით პროპირციული იქნებს ნ, სიერცის რაიმე 

#> წრფიეი ორიოჟრნალური /იეჰარტის/ ეექტორისა 

ძორ MI? (4-(4,--. ი) 4/0,/0/ 

მერრე 0ხრ0ვ, რუ X„ -ს ტანეიხირავი, როტორც ვ“ იუოა– 

ლეშის ჭუნეციებს, შეტვიძლია ლიაენერორ 

ძი,-224,, (ჩ" „2,...რ) //ტ,!!, 

რომელიც საშუალბას ტვაძლეეს ერთმანეიიან იავაკაეშიროი /“ 

და #% უეექტირები. მართიაც, ახ უკანასკნელში //0,10/ ია 
/'!ტ,ი/ დორმუღუბის შეძანირ მივილები 

წ 3X2 /ჩ /I0,(”/ 
174) 

სატაც %> I!,2, _X აბტვარალ, რიხანის სიერცის კონტრავა- 

რიანტუი #' ვექტირს ეეკლიიის წთ სივრცეში შეესახანება წრდი- 
ვი ირიიჟინალური #5 ვექტორი, რიმერც ტანისარტვრება /I6,(თ/ 
ყოჩმულირძ. 

ეხალტია, რომ LM სიერეის სხეა ჩრომელიმე გ“ ეექტორისა= 

იეისაც ტვექჟზება იტივე ჰაეშირი. სახერტირბრ, იუ 8 არის ნ» 

სიე“ყის წრფივი ორთოჟირნალური ეექტორი, 60ა000 

ჩვ.? სამ 98! (/=/,#,--· 8) /I6,I9/ 

რაივან #ე და ჩ? წრვიეი ირიოტონალური ეექტირეტია, ანიტიმ 

249 89-/7 ხარ სჰატარულ წახრაელს ექნება სახე(, , ')=/4 ხე , ხთ 

/!ტ,I!2/ ია /!86,I2/ დორმულების ტაძეაოსჩინებიი შეტვიძდა
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0აეწეროი 

თ+ჯღ 222 2X+ ჩის 
(4" ზ )= 29 221 2!” 8. /I0,I5/ 

რუ ტამოვიყენებრ მეტრიჰული ტენზორის /Iტ,?9/ ტანოსახულებას, 

/!4,!ხ / ასეც შეტეიძლია ტაიაენერრჯ: 

ი- ა “ 4 

C45 85)» მ44 გ"- ყ "ჩა, /I!8,15/ 

ზაშასაიამე, /!7,5ე / თრმუოს ძალიი 

(249 879) = /4“ჩ,= რჩ“ 
ახრა ჟანესაზრერიი კუირხე #. ია 8. ვექტორებს შორის. ამისა- 

ტეის საკმარისია ეიპოერრ კჰუიძხე ნ სიეჩცის 4” და 8? ვექ– 

«რებს შირის. რიტორც ცნობილია,” ია 8.” ეექვორებს შირის 
კუდხის კოსინუსი ტაწისაბტერება დორმულიი« C0§0= 2.» (45% 89). 

ხაშასატარმე, 

«იჩ 
C410 = 94ჩ# ზ 

Vმ.ა# 4" V 94 8 =ც:ა'” 
სალიაც ჩეენ  გავითეალასწინეთ, რომ,  მაკარიიაი, #” უექტორის 

სიტრძე,/!68,!2/ იორმულის თიანახმაი, რო იქნება 

(#5 /5)%. -(29722/)% =/მ,4 4 /)6,I7 / 

უე. კავშირი კოესრიანტულ ია კონტრავარიანტულ ვექტორებს 

/!8,16/ 

კემის მ8მაკალირტშე შევისწაელოი ჰავშირი ეექტორის ჰჯი–- ია ჰკინტრა- 

ვარიასნტულ მიცტენეეებს შორის. ამავე იროს, ლიაქასეშიროი იხი-' 

6ი ვექტორის ე.წ. რიბზიკურ კომპონენტებიან ტა იეჰარტის ჩრძივ 
აეივსგსგლო.–......._–__ 

,! ევეზორ, ა'“ევის რავიიან ასაცილებელა0, ჯამის ალსანილნაქა0ძ 

მუნჯი ინიექხსებირთ არ ეისარტებლები.
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რრთოტონალურ მიტენელებიან. წკ სიეჩყცეში ზრუიწირული კოორიი- 

ნატები ჩვენ უკვე ტანეიხილეი #6 52-ში. ანჩავე იროს, ჩვენ 

ალარ ვისარტებლებით ლაზეს პარაზეტრებით, რამბენაიაც ზრულიწირუ- 

ლი სისტემის ყქელ ფყორმულის კგაჩოხატეს შეჟვიძლია ჩეენიიის 

უჰეე ჰარეაი ცნობილი მეტრიკული მს ტენბორის საშუალებირი. 

გაჯიხსენოძი ძირიბატი, ფძორმულეში. სზრულწირული სისტემის ბაბისი 

უხოკუბა საში სყ ს. ჰე არასკომპილანარული ვექტორის ერირ- 

ზოიბას, ”ომლშიეცე ეხებიან საკოორიივატო ჩირებს ტალაკეეტრის IM 

წურფილში /ნახ.15/. ეს ვექტორები ტაზისაბზოქრებიან დორმულებირ 

< იქ # საე) რ =LV9,3)/I8,I6/ 

სა0რაც 6) იიი ძბი-ნერ- 

ჟიოს მრუიწირუო კოორ- 

დინაჟებია, ხით I (4). 
ფიხი ჩაიუსეექტორი. 8. 

უუქფორები მრუტჩირუო _ 

'სისტუმის ეჩიუულესს 6C 

6ნახ.25 უუქფოჩებისნ „სუს იაკა– 

უეშირებული: 

  

- – 
IM ,= შა+ 6, , /!I6,!9/ 

საიაც მი» /!8,2/ ზეტრიკული ტენბორის იეიატონალური ელემენ- 

ტებია. მეტრიკული ტენშბორი " შაბისის საშუალებით შემიეტ- 

ნაირაც ტანიმარტება: 

მაა" (>,M)=(2-2-%); 
/I6,29/ 

ამაქეე 0როს, ტავიხსენოთ, რომ ჩ 2% –ს კოორტიინატების ნიხეტეირძ 

აჟეს შემიეგკგი ტამოხატულეზა:
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ს 

M,= -2:ჩ2 #4 (5,832 /Iტ,2! / 
– 

ზ. ბატისში წეშიუცმიერი 2 ეექტორი ასე შეცეიძლია ჩარმოვა – 

იეტინო4რ: 

ტა. რ, (4=L#42,3) /I6,22 

სატაც #' არს 4 უექტორის კონტრავარიანტული მიტენელ. 
მარილაც, ისევე როურრე ბემორაც აღვნიშნეთ, ნებისნიერი წ ვექ– 

ტირი წეტეიძლა»: ტანოეხატორ #4» #4 „„ნაზრაქლს სახიძ, 

საიას M ხკალარია. რაზლიენაიაც ძ”= = 5აპყ.44“ , იმძენაი9 

ტ-5პ.04)- გაჩ #” /I8,21 / 

– 

საია» 49% M44“ .· ცხაიია, რომ #%, ჩ,,4 ს 

ვექტორები წარმრაინტენენ იმ პარალელეპიპელის წიბრებს, რომელია 

/4 წ, ტიატრნალია 2 უექტორი 

/6ახ.ქ6/. რაიტან ბეტრიკუო 

ტენჩორი მას =(ჩM., ჩ.), 
ამიჟომ ჩ..V72 ია აშ 

ტ 'დ პარალლეპ. პეიის ჩიბოების 

სიჟრძე, ე.ი. ტ უეექტორის. 

კომპონენტე-ი ტანისაზტვრები- 

ან კორმჩულებით: 

  

      

  
2 

# ' 
ნ+ხ.26 

/ V8 , ტ"Vმ.., /4?V შვვ · /I8,29/
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შწეულტლებული შაგისი, ახლა შემიეილი საჩი სხეა არაკონპლა- 

წარული აია ეექტორი მემიეჟი ძორმულებიი! 

ი'- (8) , ჩ% წე ზ) . 5 _Iჩ.ჩ)_ %) , #Iტ,25/ 

(წ.(წ. ნ) (8.წ.წ,1) ” (8,8, ჩ,I) 

ხალაც (ჩ., წ 1 ვექტორულ ნანრავის აღნიშნავს, ბილ (წ IMს)I= 
=V ი შერუო წამავლო ჩხ, ჩ. ვ უექტორებბე ატებუო პა– 
რალელეპიპეიის ბოცულბას ტახოხატაეს. ჩ“ ვექტორების სახეუის 
შეულლებულ ბაზისს უწოტებენ. იავაიჟინიი ILL+« ვექტორების იეი- 
ხებებტი. ჯერ ერიი, /!8,25/ ტანნხარტებიიტან, ცხატია, რომ 

  

“კ: _ + 

(M+ჩა)=% /I6,26/ 
–> 

რიუ ტავირეასალისჩინები ჩ., –ს /!ტ,!ტ/ ტამისახულებას, შეტეიძლია 

ლცაეჩეროი 

« 
% 

#“ 21 =3:444 7 /I8,27/ 
ია” 

«ძწ 

ე.ი. ი“ შეუღლებული ბაბისის ეექტორები მარირბული ყოფილან 

4'%- %M საკრორიინატო ბეტაპირებისატაშღლილი სახირ /!8,27/ 

ახე შეტეიძღლია იაენე“ო6: 

– 3 21“ წ 

ჩ“ 2! · უ=ჩ43) /I18გ,28/ 
ტ-! / 22, 2<5გ 

ახლისა იავამტკიცოთ, რომ 

(6'(8"#")- =(ჩ/ჩ 1) = +. //ტ,29/ 

ნარრლალ, 

(წე/მM#9)- § (Cწ, 61(I6.88ჩ.ჰ)»»
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შეორე 6ხ“ით"ბაცყ მინუს ცაბ " თორმულის ტცამზოყენებირ ტეექნება 

(იწაჩ)(ჩ,81)-ჩ ((ჩ,M)1%)- 8, ((წ,ჩ),ჩ,)= ჩ,V 

ამ ჟამოსახულების ნინა ფორმულაში შეტანით ჩივილღები 

(ჩ“ (ჩბჩ მ) ი ((%.ზ 1 ჩ,)= 3, 

ზაშასაიაყშე, /!8,29/ ფორნულის _სამარაღლიანობა ტამტკიცებულის . 

ჩეენ შეცჟტეიძლია პირი9იი, ჩ. ბაზისური ეექტრრების ტანმო- 

ხატვა ხეუოებჯული ბატიხი”ს ი" ვექტორების საშუალებით. ცვექნება: 

ღ (81 6)) 8 (25 67) , 6.2 (2,6?) = 
%“ 00 191) ” თენ, 21)” 1 (8 ოხ ე)“ 

ა8ვ ვორმულების ტანოყეანა ძნელი არ არის. იავამტკიცორ, ნაკა 

ლითა0, მეხაშე ფორმულის სამარძლღიანოშა. ამისათეის #/!I6,25/ –ის 

პირეე ი ტანოსახუცლცება ყექტორულაი ტავამრავლორ ჩა –ტე .მივი= 

ჩები 

1 

(0 MI-V I (8. ს1წ)>- (ნ (რ ჩ)-ჩა(6.ჩ9): 

/!8,26/ ორიოცონარბის, ძალიძ (04 ჩ0=0 ს ხილ (6.ჩ9- 1. 

ასე, რომ,“ M.= =V LI ჩ 1) , თუ ტავიხსენებთ /I18,29-ს, მივიღებრი 

იახამტკიცებელ ძ«ოლობას . 

ახივილი საჩვენებელა, რო8 ბაბისის ვექტორებსა ია შეუ– 

”ლებული ბშა ისის ვექტორებს შორის კაეშირს აL არციელებს მეტრი= 

ჰჰილი ტენორი. კერძოლ, 

0.= 2)მაი მ" M = 2) ვ” ჩ» ? 
/Iტ,9!/ 

საბაც მ კონურავარისანცული მეტრიკული ცენბორია. ამასრანა 

2-მ.მ > გ8 /16,32/
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/#/18,1!/ შორჩულების სამართლიანობაში სცეირტატ იაერწმუნიებიი. 

მატაოიაი, თუ /!6,92I/-ის შეორე ტამოსახულებას ტსესმრაელეშბი 

ს -შე,ტვექნება 
(წ წ49- აე (წრის 21 ა-ში, „ით 

რაც ამტკიცებს //8,ე2(/-ის შეორე დორზულის სამართლიანობას. 

აწაეე იროს, აღსანიშნავია, რომ /Iტ,12!/-ის ჩეორე დორმულის 

ჩჩ-კე ტამრაელებირ კონტრავარიანტუო მეტრიკული ტენბორისაიშეის 

მივილებრ ტანოსახულებას 

9“. ეშჭ ჩ”), /I8,9“ / 
«CV. 

საიიანაც, იცხალია, რომ M = «<< -Vვ 45. 

წ შეუღლებული ბაზისის ორტებისათეის (C + # M%“) ტეექნე– 
ტა 

( – 
.-- 42 21. (0/=44,3) /(/0,95/ 

V1ჭ'“ 5! 22%გ 
ია 

უეიპოეოი რ შეუღლებული ბაზისის ორტების მიერ შეიჟეწით კუდრხე=– 

ები ძეკარტის 8არიკუთხა სისტემის ტერძეშრთან. აჩისარეის სამა - 
“«/ 

რისის კვიპოეოი(6რ % იჩ) სკალარული ნამრავლი. ტქექნება 

9 / 2 

(67. თ): /ვ4««” 2: 

აიეიგტაც ეიპოქიი კუიხეს შეუოლებული ბაბისის ორტებს შორისაფ. 

/!4ტ,25/ დორჩულის ტამსოყენებით შეჟეიძლია იავჩწეროთ 

#68: 083015189) 
წ5გი "”! 2+# 75=/ 7 2X; 

– 
C   

/I8,26 /   

  

(64 :20----=-> 

ხსაიიანაყ (V, C)= ბ.ა ხიმპოლორი ფდილტჩაციის ჩატარებირა 

ია /I8,ქ / იაორმჯლის ტათეალტისჩინებით საშოლორი მივიღები
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ვე“ 
· //ტ8,27 / 

Vე“4 ეჩ | 
“ბატია, რომ იტივე დორმულირტ ცკტამოიხატება ჰუთხე შეუღლებული ბა= 

პისის IL“ ეექჟორებს შორისაც. 

იაბოლოს, /!6,26/-ლან აივილა0 მივიღებრ, რომ 

<,,Cჩ)=პ/. //გ,ვგ/ 

  

622”) = 

ახლა ტამოვიყენოთ შეუღლებული ბაჭისი ნებისმიერი #. ვექტი– 

რის ტანსასატღე ავა0 მიტენელების საშუალებირ. ცხალია, ტეექნე– 

ბა 

#52, ჩ “>, /!8,329/ 

საიაც #“ იამ, ეექტორის ჰშვარიანტული ჰონპონენტები. 

/I4ტ,27/7/ აუორმულის რანახმალ/, 4 ვექტორის მიტენელები აღებულია 

საკრორლინატო ბეიაპირების მართობული ეექტრორების ისტემაში. 

უვიჰოეორ 4 ვექტორის ორთოტონალური პროექციების სიკრძე 

მზრულჩირული ღერძების მხების მიმართულებაზე /ე.ი. MM, ქექტორე- 

ტბე/. ან მიბნიი /I8,ე295/ სკალარულატ ტავანრავლი ჩ ბაზისურ 

ეექცტორზე . "ძვმემება 

(4 ,%)=« გ:4.ა(6 ჩ,)- 2:4.%- /I0,+0/ 

საიტანაც M ვექტორის სიტიტეზე ტაყოზირ ლა MM = Vმჩგ ტრ- 

ლობის ტარვათსხჩინებით მივიტებრ 

(#ტ, 6,)= 

V შI> 
– 

ხსაიასც C „L არის ზრულჩირული =%L –ოერძის ორჟი. ნაშასალამე,/4 

  

, /!ტ8,9I/
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უექტორის ორითოჟონალური პროექციის სიერძე ს MI) –წერჟილში/ნახ,ე7/ 

ბრუიწჩირული ხაკიორრლინატო ჩი- 

რების მხებებშზე, ტანისაზტვრე–- 

ბა /I6,§I/ ძორმული«. ხოთ, 

როტორც ტეზორთ ვაჩვენე“ 

#“"V1.„” არის იმ პარა- 
ლელეპიპეიის წიბოს სიტრძე– 

ები, რომლის  გაცნარა 

უექტორი. - 
რაიტან #. 2, ჩე “? 

ამიტიმ 'ჩ კეექტორზე სკა– 

  

წახ.27 

ლარული ტამრაელებირ მივიღებთ ტილობას 

- #4» = 2:94 #I, //6,42/ 

მაშასაიამე, #“თ #. ყრფილა მიტენელები ერრი ია იჟივე # 

უექტორისა რრ სხეატიასხეა შამისში. # უეექტორის ჰოწტრავარი- 

ანტული კომპონენტი M ძირიტაგტი შაბიცის ' მიმარი იტჟტივეს, რაც 

ამ ვექტორის კოეარიანტალი კომპონენტები ?“ შეუღლებულ ბა= 
ჭიხში ია, პირიქირ. ე.ი. რუ ძირირაიცტი ბაბისის ნაყელა0 შეუღლე– 

ბულ შაჭისს ავიტები, მაშინ კქლესრიანტული მთტენელები ტახიება 

კონტრავარიანტული 0ა, პირიქირ. ამასიან, ტანსხვაეება კო 0ა 

კონტრავარიანტულ მიტენელეშს შორის მიისპიბა, როცა ბაბისის 

უეექტორები წყეილყეილაც ურრტიერინმარიიბია. მართლაც, ატ შემ-. 

იხვევაში (8, M)-ნა,ხ ია /!I8,25/-იაწ მივიღლებრ ჩ5ჩ. 

ატენიშნოი, რომ ტარია კოვარიანტული ია კონტრავარიანტუ– 

ლი ვექტორებისა იხილავენ ვექტორის ე.ჩ. ძ«იზიკურ მიტენელებს, 
რომლებიც ტანისაბოვრებიან ტორმულორ 

45 22416. 
«<=<I 

//ტ, 1/
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+X 24 დ) 
ყხალია, რომ /#,=(' . “7 , საილანაც) ჩანს, რომ ვექტორის 

დიგიკური კონპონენტები ყოფილა 4 ვექტორის ორროჟტონალური პრი- 

ექციები დ, მიმარტულებებტე. 

საინტერესრა ჩეენს მიერ მრუინირუი კოორიინატთა სისტემა- 

ში შემოოღფებული ყექტორების მიტჟტენელების იაკავშირება იეკარტის 

ირთოტონალურ სისტემაში /# ვექტორის /#L კომპონენტებიან: 
– 

= 2 #4. ბ-/ («=6#,3) 
% /I8,9-/ 

– 

სალხაც 4. იეკარტის 8ზართკურხა კროორიინატია სისტემის ორტებია. 

იავამყარო#რ ჯერ კაენირი 4 ვექტორის დიბიკურ ია იეკარ- 

ჟის კომპონენტებს შორის. ტამოვიიეთ ტოლბიტან 

– #»-> 
2 ეტ ბა5,2ე#4ტ 6. /Iგ,595/ 
> 2 I 

ჯ 
ირიევე მხარე სკარრულატ ტავანჩავორ ხს. ორტბე. ტცვექნება 

დ #,, 2 
#25 2. რი (+ შა). /Iტ,56/ 

ჩ 

/2,2ე/ დორწმულის ტარვალისჩინებირ საბოლოი ნივიღუებრ საძიებელ 

კაჟშირს 

_40__ 32%, 
! / ქ შე იპაჩ /!I4ტ,67 / 

ახევე შეტვიძლა ეიპრეორ კავშირი 4 ვექტორის იეჰარტისა ტა 

კონტრაევარიანტულ პღმშიმენჟებს შორის, იუ ტანოეალი ჟოლოტიტან 

2)/#+! ხ52:/ ჯ# /I8,8/ 

CL, ორტზე სჰალარულატლ ტამრავლებითძ ტა /I!4ტ,2! / ფორჩულის 

დ 
/#., = 

>
 

ტათეალისნინებირ მივილტებრ
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#8. ა?/ჩ 2პX+ /Iტ,-9 / 

#2 
ცხაიია, ეს წ§ორმულა ემთხეევა /I!8,2/-ს, რომელიც სხეს ნოსატრე– 

ბირ ტამოვიყეანერ. სრულიაი ანალტიურაი ლაესანყარებრი კაეშირს 

იეკარტისა ია კჯ.ვარიასნტუი კოიზპონენტეპს შორისაც. ახისარეის 

ვისარტებლი «ოთბირ 

5:#5C+2:4,ჩ), //მ,50/ 

საიიანაც ჯ 

ბ 
#15 ქარ +. (4-4 2,3) //0,5!/ 

ამ დმორჩმულის ტამიყეანის ირის ტავითესლისწინეძი იჩ –ს /Iტ,26/ 

ტანმარტება. 

საინტერესრა ჯაეშირის იამყარება ვექტორის კრეარიანტულთ 

ტია ჰონტრავარიანტული კომპინენჯებისა ყიმიკურძიან, ანისაიტვის 

იავნერორ ტოლობა 
3 « – 

2ეჩსრ =2,4 რ /I!ტ6,52/ 
% ტ 

«ოობის ორიჟე მხარე სკალარულალ ტავახნაელიი ჩ" ვექტორმე. 

ტვექნება #ამი2 

ტ5 2.4 (058). /Iტ,5ე/ 

/ V I – –=უელ ას 

გაეიხხენიი, რიმ Iს =Vებბ 6 , მაშინ ტეექნება 

ტ“.-/ე42 +. 
/!ტ,§59 /
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სრულაიტ აწალტიურაი0 ეაჩვენები, “ოხ ვექტორის კოეარიანტულ ია 

ფყიჭიკურ 0იტენელებს მორის ტეაქეს შემიეტი კაეშირი:! 

#..=V მა» #2. /I8,55/ 

ბოლს შეენიშნიი, რომ ორიოჟინალურ ბაბისში ვექტორის კოი, 

კინტრა ია ძ«იბიკური კომპონენტები ერიმანეძთს იაემიძნეეეა 

“« ი 

#« =/#.-=#. /Iტ,56 / 

შეიძლება იატვებაილოს კითხვა, რუ რა საშიროს ვექტორის 

კიეარიანტული ია კოზტრავარიანტული მიტეწელების შემოღება, 

როცა წებისმიერი ვექტორი ცალდსახაი0ი ტანისაბტერება დიჭიჰური 

კ”ნმპიონენტების საშუატებირ. საქმე ის არის, რომ მრუცჩირული 

კორრიინატემიი სარკებლბის შემიხვეევაში ვექტორის დიზიკური 

კომპონენტების ტარიაქმნის კაწონეში მჩეტაი რიულ სახეს ჟებუ– 

ლბენ. კჯოეარიანტული ტია კონტრაეარიანტურ ტენბორების შესნო– 

ძანა კი ამ სიძნელეს რავიიან ტეაცილებს.ბL” 

ტბ. იეყჯარტის ირიშ)კუტხა სისტემა. ვექტორის ჰოეარიანტული 
  

ტა კინტრჩავარიანტული მ(ტეწელები შეტეიძლა ტანვიხილრ ტ0ეკარ- 

ჟის ირიბ ჰურხსა სისტემაშიაც. # უექტორის კინტრავარიანტული 

კიმპინენტები ტანსაბტერულთ იქნება ტოლბირი 

– #8 ”2C · 

=5 #4 ზს) (45M2,3) /I8,57 / 
«-«I 

ჰპერშოძმ, რატიუსვექტორისაივეის “გვექტება 

I. ცხარია, ატ კავშირს ლ პარაზეტრებში ექნება შემიეკი 

სახე: #%+5 ჩაი #“- ჩა #ი. 

/Iტ8,58 /
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საიაც %. ირიბკუიხა სისტენის მაბისის ვექტორებია. რაც შეე= 

ხება 4 ვექტორის კივარიან- 

ტულ მიტენელებს, ისინი ტანსა= 

ბღერულ იქნებიან მემცეჟი 

სპკარრული წატრაელირ; 

#,=(4, LX. /I6,59/ 

წახ. 204-ზე მოცემულია ” ეექ= 

ტორის ჰე არიანტული ია ჯ»ნ6- 

ტრავარიახტული მიტენელები 

ნახ. ქმ ჩM,= IMM#= 1 მშემიხეე– 

ვაში სიბრტყეზე. როჟორც ეხეიავი, ვექტორის კონტრავარიანტული 

მიეტენელები წარმრაიტენენ ირიბ კუიხიეან ტეკმილებს, პჩეარიან– 

ტაკო კი- მარიკუთიხას. 

შეულლებულ ბაბისში რაიიუსეექტორისარეის ტვექნება შეზიე- 

გი ჩნარმოლიტენა: 

ვ –ე 
7= 57%, 

ა·= 

  

/!ტ,ის/ 

საძაყ ჯ; არის » ეექტორის ჰრეარიანტული მიტენელცლები, ან 

ზიტენელები შეუღლებული ბატისის კოორიინატრა სისტემის ტერძე= 

შრე. 

§ M. ტენბორული ანალიზი რიმანის სიერცეში 

შევისწავლი გენჭორული აწალლჭის ელემენტები რიმანის 

სივრცეში. ჩვენი ძირირაიი ამოცანაა ეიპრერიძ ტჭენბორჯლი ველის 

წარმოებულები. ანასრან, ტეაინტერესებს ტენბორის მხილრ ისეტი 

წარჩოებულის ჩოძებნა, რომელყეყ აღებული ტენბორული ველღლიან 

ისევ ტენტორს იძლევა. უნია შევნიშნოთ, რო0 რიმანის სივრცემი 

ეს არც ისე ბარჟიეი ამოცანაა. ევკლიიის სიერცეში, ძუ ,/4; ვექ-- 
ტორის იეჰარტის წრტივი ორიროტონალური მიტენელებია, 6აშინ. მისი
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იიჭერენციაირ 9/#: ასევე უექრორის კონპონენტებია, ხილი 
314. ნარზოებული მეორე რანტის ტენმორია, ისევე როგორც 

წ -ური რანტის ტენბორის რჩარმოებული კოორიინატებით ->I...(, 

არის M+V რანტის ტენბორი. 0რუიწირულ კოორიინატებში ლს 

საბრკაირი, რიმანის სიერცეში, ეს ასე არარ არის. რიმანის 

სივრცეში ##ჯ არ არის ვექტორი, ხილ 22 ტენმორი. 

აეიიოთ კოეარიანტულ /1§ ვექლრის ველ, ე.ი. რ, რძუნ- 
ქციაა ი! ლ)... ე" კრორიინატეშისა. ეასჩეენოთ, “ომ “რი, არ 

არის ჰეარიანტული ვექტორი. რაიჟან #; კრქარიანტული ვექტო- 

რია, ამიტომ იკი ტარისაიქმნება ჰანწონიი 

= 

47 21. ტ,. /1:9,1 / 
ზ /”წ 

ბ 

ეს ტამოსახულება ტაქატიდერენციალი; ტეექნეშა 

« 4 2 
/ 24 ძ/4 ბ“?! #.ძ '- 

ძ/, “ეყ «I გ/“ პჯ“ , 

  

/#!9,2? / 

ცხალია, რიმ 0/# მაშინ იქნებიიას კოვარიანტულ ვექტორი, თუ 

იკი ტარტაიქმნებოია კანონირ 

ძჭ/ა პმ ძი. /I9,3 / 
ა/' 

/!9,2/ წორმულაში კი ტეაქეს ბეიწზეტი ჩეერი. იმისარტეის, რონ 

ძ/ტ, კორუარიანტულ ვექტორი იყოს, საძირორა 
>» « 

-2.1_ =0. /!9,§ / 
2/" გი” 4“ / 

ეს ტოლობა კი იაცუოა, რიცა “წ წრიივი დუნქციას V -სა. 
ასეთი შემიხვევსა ხორციედება იეკარტრის ჩრდივ ორთოტონალურ 

სისტემაში, საძაც სიიმტერა ტენტორული ხახიარტი ტანსაბღლღე”ულა 

წრფივი ორტოჟონალური ტარიაქმნების მიმართ. რიმანის სივრცეში 

ჩეენ ტანვიხილერ კოორტინატრა ბოკალი ტარლაქმნა, ანიცომაც
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V#!I9,“,. მიგალ ბემიხეევანი, იაცული არ არის ტია ძირ, ქძქეარიასნ- 

ტულ ვექტორს არ წარზიოაბტენს. ტეომეტრიულარ ეს ტგაკაეშირებულიას 

შენტეტ ტარენიებასიან: ძირ, არის ქექტრრრა სხეარშა ორ ერიტან- 

უდისაჟან უსხასრულოი მცირე მანძილით იაშორებულ ჩერტიემი. ატ 

ორ წერკილში კია ტარიაქმნის 6ატრიცის კორჩრლინატებზე იდაჩორკიიე- 

ბულების ტაზო,ტეექნება ქექტორრა სხეაიასხეანაირი ტარიაქნნის 

კანონი, ამიჟიმ #4ჯ -ში შემავალი ორი ქეექტორი არსებიიაი 

სხევაიასხესა ვექტრრეშბია. 

ბუწებრივატ ისმება საკიიხი იძ. ხიიიიეების ისერი შესჩო- 

რებისა, რომელიც ბოტეცებს ტ#: ეექტორის ტენბორულ ჩარმიებულს. 

უს არის ტენბორულთ ანალიმის ძირიძაცგი ამოყანა რიმანის სიერ.ე- 

ში. შემი%კოინში ჩვეს ქაჩეენებრ, როგ ტურმე მარბლაც არსებობს 

ტაჩარნოების შეტეტაძ ახალი ტენმომების მილების საშუალება. 

§ X6ი. ტერიებიური ჩირი 

რიმანის სიერცეში ცკანვიხილნირ რაიმე ჩირი. ნებისმიერი 

წირი სივრცეში ტანისატტვრება ე კიირიინატებირ, რინმლებიც 

ყვუწეციასა ერრი რომელიზე ჯ პარარეტრისა, ე.ი. 

45 4"(ხ). /20,! / 

ჯ “პარამეტრი შეიძლება იყრს სხვაიასხქეა, 6არ შორის წირის 

რატის ელემეწჟიც, რომელსაც 8 ასოთი ატენიშნაერ. – 

ავიღოთ რიმანის სიევრყის ორი წერტილი #რ ია ზ ია ამ 

წერტილებს შორის ტავავლრრ წებისნმიერი ჩირები /ნახ.29/ რაიტა6 

ეს ჩირები ერისა 0ა იმაქე 

1 რ ია ჩ ჩერჟილებზტ ტატიან, 

ამიჟტონ6 მაიტეის ჯი თა % 

პარამეტრების მნიშენელობა 

ური«ნაირი იქნება. ტავჩე- 

თ რორ რიმანის სიე“ცეში ელე– 

6ახ .ე9 ჩენტარული სიჟრძის ჰვადრა=
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ტის დორმულ 

ძა=ქ ძი“ ძი", /90.9 / 

როჩელიც ტაილაეჩეროთ შემიეჟი სახიი: 

=V მმ“ ჩ=ე /20,3/ 

სატაც – დს 45 4" · ცხათა, როზ 0. ია წ ჩერკი- 

ლებს შირის ზიიაესებუო წირის სიტრძე ტანსაზლერულთ იჟუნება 

ინტეკრალი 
>” 

#-1 LC154)#, /20,+ / 
.·. .. თრ 

საიაც ს(4, 9“) -ი ალენიშნერ შენიეჟა ტაზოსახულება: 

ს(154')= მ,+(9191....05)4C05, /20,5 / 

თია ზ წერტილებზე ტამაეალ გტრუილებს შორის, ცხაიია, ერიძიერის 

ექნება ყეელოაზე მცირე სიერძე. ამ 8”უის ტერლებიურ წირს 

უჩრტიებენ ია იავისრავაიტ ცხაიია, ამ წირის მოლებნას რიმანის 

სიერცემში ეენება ტალამწყეეტი მბნიშენელბა. ტეოიეტიური წირი 

წარმოაიტტენს რიმანის სიერცეში ორ წერტილს შორის ურ ჯეს 

ტანძილს. ეეჯოიის სიერცეში ტეოტებიური ჩირი იქრებშა სჩწო“რი 

ხატი, სრეროს ზეიაპირბჩე- სფეროს იილი წრის რკალი ტა ა.შ. 

ახრა ტამოეიყვანირ ტერიებიური წირის ლიიტერენციალური 

ჟანჟილება. საჭიროა ეიპიეოიძ ისეთი 4-4"(ს) «უნქციები, 

რომლებიც /20,% / ინტეტრალს მინიზუმს მიანიჭებს. ამ ('(ხ) 

ფუნქციებს ექსტრემალებს უჩოიებენ. ამტეარა0, ჩვენი ამოცანა 

ტრაიყესნეშას ესრიაციჯო ატრიცხეის ე.წ. პირტაპირ ამოცანამე. 

ექსრრემალების საპოქნელაი უნია მროეიიხრეოთ, “იმ / –ის 

ვეარიაცის ნულს ტოლი იყოს, ე.ი. ტჩ-0./20, 6/-ილან ცქეექნება
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IC .(+%,ა. 207 ქ#:-ი. რა, ."·ა· აკ, 

ვარიაციულ აღჩიცხეაში მჟკიციება, რიმ 81' = 48“ , რაკ 
მეორე წეევრში ნაწილშმირი ინტეჟრაციის ჩატარების საშუალებას 

ტეაძლეეს. მივიტეტი: 

+ შ=> I ას ა 9 42 #. #1 ერს“ 
%” 24" 

6 3 ჭ /20, 0 / -2 II“ ; +) I#. 
პირობის რანახტალ, ყველა ჩირი # ია 6 წერტილებზე ტაიის, 

ამიჯიმ 4'(ხ) –ს გარიაცია ა0 წერჟილებში ნულის ტილი იენება 

ა 84'((()=0 . ამკეარაი, /20,6 / მიიჟებს 
სახეს 

( (V-#2 ჯე“ 32)ა I 4 “ი” /90,7/ 

წახდარაც, რალტან L ინძერვალო ხებისმიერია, ტეექნება 

(+ ქ 7”·.I) #4, /20,მ / 

(“#21 “ი: (4 
რაზდენაიაც “ იამოიუკიტებეთ ცელიტებია, ამ ჯანის იითრეული 

წეერი 6ულის ტოლი იქნება, საილანა) მივილები ტლაცრანჟ-ეიტერის 

რიჭერენციალურ გილს 2 

26, – =“–0. ,”20,9 / 

ი ა4/. 23?
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ატ ტჟაზხჟოლებიიან ტახისატლერება §'- #46 ეჟეხსვრუბალტი. 

უიჰრეორ ს -ის რრიებო ი თა გ! –ითრ; ტეექნება 

აგ“? ს .1(0+9. 'გ') რი ზემ +მ+9 “%MMI= 

2 /20,(/C/ 

1 11.9: +9,,4 ')- 2 #4, 

ასევე 

<1 (49 'გM4 Lე გ" „20,II/ 

წარმრებულების /20,9/ დორმულაში შეტანიი მიეიტები 

ძ 4,9 L ბმც ' 
2(4%" )- 3141. 78% “იიი 

აქამზიე L იხო ნებისმიერი პარამეტრი. ტაწვოლება სატრძზობლაი 

ფამარჟიელება, იუ 8 -ს წაცელაი ავიტები რკალის #8 -სიტრძეს. 

ატ შემიხეევაში /20,2/-ის იანახმატ ტვექნეშა 

ს = მ,. 41 49 , /20,Iე / 
ძ5 45 

რის ჟამიც, /20,!2/ კანტოლება მ8იიდტღებს მარტიე სახეს 

«/ი # + პმ:#« ძე" ძე" ' 7 რი99)- L 50445 41 /20,I9 / 

ბმა ძი“ ძვ“ 
2 „4, კ 42: 91 -ჭ 39049 /2C,15/
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მეორე ჩეერი ასე რარმოეიიტინორ: 

4მ„# ძი" პმ, ქვ“ 44“ 4 / 294+ „ბმ. | ძ?“4 # 
სC 4 122 2019-73-72 2 | 24“ «მის გ.თ /20,16/ 

ასე რომ,/20,!5/ ტანტჟოლებას ე16ება ტანოხატულება 

9 44". 294 , 292_ 9ძ4 29-+) 4 44% ა # /20,(7 / 
M კე? +ჯ 54 “იხ 240745 ჰქ5.. 

რუ შემოვიღტებრი აღნიშვნას 

თაM-5 (54 წე “ 374, /20,!8/ 

8ამინ ტეოლებიური წირის ტანტოლებას ექნება სახე 

რმ წ. +444. 44%ი . /2თ 19/ 
ძვ 4 

ი 
ეხ ჟანტოლება ტავამრავლი მ კჰონტრავარიანტულ წეტრიკულ 

ბ=+ ”. .. ტენტორზე ია გავირვალისჩინორ, რომ მ მ,” ბ» ; ტარა 

ამისა, შემოეილრ ახალი აღნიშენა 

V X« 
VI-· II , /20,20/ 

მაშინ საბოლოი ტეექნება შემიეჟი ტიიდერენციალური ტანჭოლება: 

«%” ოზ 44 ქმ 49" ე /20,2! / 
ძ5 CM 45 ძე 0, 

რომელსაც ტეოიეზიური წირების ტანტოლებას უჩოიებენ. ამ კა6- 

როლებიიან ამოხსნით მ- 4"(5) ტანსაბზოვრავს ტეოტებიურ 

ნირს პარამეტრუო სახით. MI. («რდ უჩ სილიიიეებს ქრისტო- 

დელის სიმბოლური ეჩოტებათ. როცორც მჩოსალოინელი იყო, ტერლიები-



ური წირი 8იღლიანაი ტანსატტვრულია რიმანის სიერცის მეტრიკული 

რეისებებირ. 

§ 2I . ქრხსტოზელს სიმბოლეების რტვისებები 
უპირველეს ყოელისა, რეირ ტანზარტებიიტან ცტამომტინარეობს, 

სომ 

სა =I4,MC, /2!(,I / 

ე.ი. I4,:X სიმბოლ სიმეჟრიულია 6, ინიექსების ტაიასმის 
4 

მიმარრ. ასევე ცხაიია, რომ I ხიზმბოლოც ხიმეცრიულია ქვეძა 

იწიექსების ტაიასტმის მიმართ 

«4 ო« IC = IM · /2!,2 / 

როცა ვიხილაერ ევკლიტის სიერცეს, რომელშიაც შეკეიძლია შენორ- 

ეიჭანოთ იეჰარტის სწორკურთხრესნი სისტემა, მაშინ მეტრიკული 

ტენბორის კომპონენტები მუიმივი რიცხვებია მ;უM#5 ბM.. 

=% 
ანიტო8ნ IM,>M =0 ია IIMM =0 , მაშინ ცეორლებიური ჩი- 

რების ტანტრლება ტძაჩხყვანება შემიეცტ ხახემე: 

ჯ 

47% 2-0, 
#§7 /2! ,ქ 7 

რომლის ამონახსნი ჩარმოაიკენს ნრდხეს 2X= ძ 5... ,ხაიაც 

მი, ია წ ი მუიმიეებია. მაშასაიაზე, ექკოიის სიერცეში ორ 

ნწერტი”ს შორის უმოკლესი მანძილი არის წრტე.. 

ი9ეკარცის სისტემაში ქრისტოძელის სიმბოლრების ნუთდან 

კრლობა იმის მაჩვენებელია, რომ ისინი ტენბორებს არ ჩწარნოა- 

იტენენ. მარრილაც, ტენბორის რვისებიი, რუ იცი ნულია ერი 

რომელიმე სისტენაში, მაში6 იკი წნულის ცოლი უსია იყოს სხვა 

ნებისმიერ ხისტენაშიც. ჩეენ კი ვიცით, რო8 ქრისტოფტელის სიმ8- 

ბოლრები ნულის ტილდა იეკარტის სისტემაში, ხოლო ნულისაგან 

ტანსხეაქტბება მრუიჩირულში.
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· « 
Mჰხლა C, ( ხიმბოლები ტაწესაბოღეროი I:« ხიმბოლოს 

'საშუალემითრ. ე.ი. იავწერორ /20,20/ ზორნულის შებრუნებულ. ამ 
·მიმნიი /20,20/ ტავამრავლი მ -ზე ია ტავირეალისწინორ, რომ 

ი 8 IV გ ; მიევიოები ” 

, გაშ: წ. ჩ,; „2,6 / 

მაშასაიაზე, ა8 ორ სიმბოლოს შორის კაეშირს ახორციელებს მეტრი- 

ჰული ტენტირი 

: ,ოV 
/გა# = 9 M · /2!,5/ 

ახლა იავაკავშირორ IM4ჩ სიმბოლო მეტრიკულ ტენმორიან. აცტი- 

სატვის ვიპოეიი IM, +IC,2# შანი. /20,(8/ ტანხარტების 
თანახმალ ტვექნება 

-, ბქ _ ბმ,“ ბმ. 
(წX;1+ I = 112904204 კ, ბმ“, 
რნმ ს 4+ 2 საი” აბი” აერ ამ“ ც/„ე/,“ 

  

სვნ 3)! 
საიიანაც მსტავხსი წეერეშის ტაბარილეშის შემიეცტ მიეილუბი 

21.4 _ /2! ,7/ 24" = IM,M#I:,4#- 

აოსანიშნავისა, რომ ქრისტოკელის სიმბოლოებში შეტეიშძღლია იაქა- 

კავშიროთ წეტრიკუო ტენბორის 4/8) იეტერჩინანტთანაც. ამ 

მიმნირ ვიპოვორ. 29" 4( მ) წარზოებულ.. ტეტერმინანტის ტა- 

წარმოების ჩესიი ჯ”5რ ეაწარტოები პირველ სტრიქონს, 0ანარჩე- 

წებს უცქლელაი ქრლეებრ, შემიეტ წას ვუზატებრ იეტერმინანუს, 

როზელშიაც გაწარზოებულია ზეორე სტრიქონი, ლანარჩენი კი უცევლე- 

ლია ისა ა.შ. ასე რომ, ცტვექნება 

90. 22 4,„(9), /2! ,ტ/
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საიაც 4რ4,,მ) არის მ; ედემენყის შესაბამისი ალტებრული 

იამატება. ჩვენ ვიცყირ, როზ შებრუნებული მატრიცის ჟტანმარტებით 

  

ქე 29% = მ" /2!,9/ 

ამიტომ 

4,+(9)=4())ჟ“ /2!,10/ 

ასე; რომ, 

ძაM) _ ტც)ვ” 2მა#. 
4/“ ძ ბჟ“ /2!,1!/ 

ახი, რუ ტავიხსენებთ /2I!,7/ ფორმულას, მიეიღებრ 
ს 

შევეცი I. +I#2I' /21,!2 / 

მეორე მხრივ, /20,20/-ის ტამოყენებირ ტვექნება 

ძტი). =4010+-+ჩ5)- =24/)I%, /9! ,13/ 
4“ 

ძა " “ება 240M%, /2!,1M/ 

საიიანაც მივიტებრ მეტატ 8ნიშენელოეან წორმულას 

ყა ოშ აი 7.” /2!,15/ 

ა6, ხსაბოლორი, 

I. = წავი -, V2/9). /2!,!6/
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M 
მაშასაიამე, ქრისჭოიელის /M> სიმბოლო იავუკასეშირეი 

მ,# მეტრიკული ტენბორის 4/ ზ) იეტერმინანუჟსაც. 

§ 2-4 ქრისტოდელის სინბოლების ტარიაქმნის კანონი 

ზენოთი ეაჩვენეთ, რომ ქრისჟოძნელის სიმბოლოები ტენბშორები 

არ არიან, საინტერესოა ცამოეარკვიოთ, როჟორი კანოვირ ტარია- 

იქმნებიან ისინი კოორიინავთს ერთი ხისტემიიან მეორეზე ტაია– 

სელის იროს, ე.ი. საშიროა ტავამყარორ კაეშირი შერიხიან ია 

უშტმახო ქრისტობეთს კოეფიციენტებს შორის, აეიღMი კოორიინატია 

ორი სისტემა - შტრიხიანი ია უშტრისო. აზ ორ სისტემაში ერბი ია 

იჟივე „წ ჩნერტილის კოორიინატები შესაბამისალ აღენიშნოთ მ“ 

ჩ5) ი“ –-რდი. ტცავატაროი #/) წერტილზე ცეოლიენბიური ჩირი. ცხატია, 

რომ როცორც « , “ე ჟ,“ იამოკიიებული იქნება წირის # ელე- 

მენტზე.-რაიგან 31 სკალარია, აწზიტო6 ჩვენ შეცვიძლია ლიავნწე- 

როი: 4 

4. 329' 44! /22, 17 

ძ5 ბე” 4§ 

ეხ ტოლობას ერთხელ ჯიევ ტავაჩარმორთ # –იდრ. მივიღებრ 

« 4« ქ"' 224' ქიხ/ ცვ“ კბე" 

=-–- #7 ფშ. “2 4-2. /22,2/ ქა“ 2/21პ 49 4ე 2/ 45 

რამიენაიაც I.) ჩნერტილი ტეოტებიურ წირზე ლხევს, ინიენაი შეკვი– 
ძლია ჟკაზოვიყენორ ტეოლემზიური ნირის /20,2! / ჟანტოლბა, საი- 

იანაც ტანეხაბოვროი 6ეორე რარმოებულები? 

ბ : 
41-- 040 #4 /22,3 / 

კ ჩე ქ" /22,9 / 
8 =- -M ქი ძვ 

ჯ
.
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რამინ /22,2 / მიიოებს შემიეჟე სახეს: 

(44 /ბ #ე!M » ,/ზ კ ჩ/ V ჩძ # 48 

ერე იშლი მო 0 2 2,  /რა, 
«იუ ტამოვიყეწები /22,I/ ზორმულას, მაშინ 

4 2 გმ“ ქვ". 39% 4, 

45 29'ძი57 45 293 497 /22,6 / 

შეიეჟატ /22,5/ დორმულა მიიღებს ტამოხატულებას. 

”24! /4ეთრკი იჩა: /%+ "კ ” 
თლ "იმი M20 142 ქვი. /22,7 / 

ქე"ძ 
წ, “ 4 #7 წარზოატტენს მეორე რანტის კონტრავარიაწტულ 

სიმეტრიულ ტენბორს. რაიტან ტეოლებიური ჩირი არჩეული ტვეაქეს 

სრულ ა0 წებისმიერაი, ამიტომ C" ნებისმიერი რენზორია. ეს 

კი, რავის მხრიე, ტეიჩეენებს, რომ /22,7/-–ში «რჩხილებში მორა- 

ესებული, ტამოსახულება წნულს ტოო იქნება, ე.ი. 

“აზერ _ ჩ ა (4 /% გე" 29'_ . 

2 ბ17· მარსის "4 97.” /29,V 

უს ძორმულა აკავმირებს ქრისტორელის სიმბოლოებს სხვაიასხევა 

სისტემაში. თუ /22,! / დ«ორმულის წაცელ)აი ტამოევიტოლიი 

ჯ 44“ წ“ # 44 /22,9/ 
ძა 124” 45 

ტოლობიტან, მივიოებტით შებრუნწებუეი ტარიაექმ6 ) კანონს 

“4 
24/ ,ჩ ჯვ“ რ აჟ" 

იყი ჩა 29 ჩ + > 94” 2497! თ ' /22,!0 /
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ტარიაქმნის აზ ძორმულებს მიეცეთ ისეთი ფორმა, რომლიბაც 

ვესარცებლობიით ტეიპორის ტანსაბღოერისას. ამ მიჭნით /22,10 / 

ტავამრავლი LI. ტამოსახულეზაზე; ტეექნება 

  

გე“ . 

“ ?3% /ჯ# 

უ'ჩ/_ი4 39” 2129, 29? 3 
ადი ოი უჯ ჯ ევ? ზი'M29'” 1“ 7 /22,!)! / 

საიტანაც 

„I. -% წე" წ.) "31 2 MM 34”, 

ი I-ი 34! 29 94 4 აემ24) 24“ /22,I2 / 
C 

სრულიატი ანალციურა/ტ ვიპოვით შებრუნებული ტარიაქმნის კანონ– 

საც. ჰერძო0, ტეექნება 

,კ 34“ საარ გბ". 21”, «_ 
თი "წი ვე 34" ჯჟ" “ვ/5 39" 2?“ /22,I2 / 

ტარლაქმნის ამ კანონებიია6 ჩანს. რომ ჯა) არ არის ტენმორი, 

ამაში ჰელაე ხელს ტეიშლის “349 გ4' .წარმოებული, რომელიც 

საბოცატოი არაა ნულის ტოლი. აღ. 6იირ, რომ სჩორეი ამ ჩარ- 

8ორებულის ცამო ა0რე ცკანხილული ძი 0იმერენციალი არ წარმო- 

ატტენს ეექტორს. 

ტეოძეზიური კოირიინატები. ჩვენ უკეე აღენიმნეთ, 

ცხეების ია ამიტომ ქრისტოფდელის სიმბოლოები წულს ულრის. რი- 

8არის სიერყეში შეუძლებელია ისები სისტემის მოძეშნა, როზელ- 

შიაც ქრისტოდელის სიმბოლოებში ყეელტან 6ულთ იქნებოია. 6აცტრამ, 

დურმე, ასეთი სისტემის მოძებნა შესაძლებელა ჩინასჩარ აღე- 

ბულ ნებისმიერ ჩერტილში. ა8 სისტემას უჩნოტებენ ტცეოლეჭბიურ
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სისტემას აღებულ ჩერტილში. 

ებქეარ, კვინია ტეოლხებიურ სრორიინატია სისტემის შემო- 

ღება 0-0 ჩერჟილში. ქრისტობელის სიმბოლოს 6ნიშენელბა ამ 

წერტილში აოენიშნოი წი თ. X –-ით. ატ ჩერტილის მახლობლაი 

/22,!ქ/ გამოსახულებაში შენოვილი ახა(ი ცელატი 

ნ ვ 44%1(54), 9"! – 
აქებან ცხაიია, როჩ 

პმე»#(02)69%%19, 
/22,!5 / 

სოაი /22,I6 / 

/22,!5/ ტანოსახუტების ერთხელ კიიექვ ცაჩარნოებირ ცვექნება 

4 

უთ" ჯVC XI, (ი » +ბი ში)= 2-8” /22, I7/ 

ამ უკანასკნეოს საო მივილტები 

ჩსაიიტანაც 

· , ჯ 

ისა /22,!ე2/-ოს მხეძიველობაჟში მიღებირ, ყველა წს ხიხბოლ 

ა8 ჩერჟი(ჟი ნულის ტოლი ტაჩიება. მაჰაყაილამე, ახალი ექლაძბე- 

ბი იქნება ცეოიეტიური კრირტიინატები სათაჟენი. ერიხელ კიძეე



– 265 – 

აღტუენიშნორ, რომ ტკცერიებიურ კიირიინატებში ქრისტოველს სი0ტბო- 

ლრები საბოტაირი კი ა არის წული, როტორც ეს ტეაქეს იბეჰარტის 

მარიკუთხა სისტემაში, არამეი მხილრი ერრ რჩინასწარ ალებულ ჩერ- 

ტილში. 

ტარია ამისა, /22,!6/ ტილრბა ტეიჩეენებს, რო80 /იხ. მ0ა- 

ტალირა0, მეორე რანტის ტენბორის /!7,!! / ტანნარტება/ წე- 

ბისმიერი ტენტორის მნიშენელობა ხოცენულ წერტილში არ შეიყელე– 

ბა. მაშასაიამ8ზე, ამ წერტილში არ შეიცელება მ,“ 8ეტრიკულრ 

ტენბორის მნნიშენელობაყ. ასე. რიმ,ალებუC ნერჟილში, ჩეენ 

შეტეიძლის ქრისტოძელის სიმბილოები ნული ცკავხაიოთრ ბა ერრიროი- 

ულატ ზეტრიკუოლ მჯჯ იტენბორსაც ხიეცე7ი ცალლეის სახე. 

6 2ე. ტენტორის კოვარიანტული ჩარჩოებული 

ტამოევარკეიოთრ, როკორ უნია ეიპოვითი ტენბორის ჩარმრებუ- 

ლები რიმანის სიერყცემი. იეჰარტის კჰორრიინატებში 52. წა- 

რმოალტენს ვექტორს, 20 – ჩე”რე რანტის ტენბორს ძა ა.შ. 

რიმანის სივრცეში კი 34 ალხარ წარმოაიტენს ტეორე რან- 

კის ტენტორს. ჩვენი იმანის, რიმანის სიერცეში ვიპოეოი 

ისერი მეორე რანტის ტენმორი, რონელიც შეასრულებს ტე_ჰარტის 

ჰრმორიინატებში ტცანსაბღერულ 89. ტენტორის რილს. ამი- 

სათრვის საჭირრა ველს წარმოებულის ახლებურა0 ტანმარტება. 

ახლა ა8 ჩარმოებულს ვიპოვირ ანალიბურა0ი. შემიეტ პარატრაყფში 

კი ტავარკეევრი ჩის ტერმეტრიულ შინაარსს. 

ჯერ ტანეიხილი სკალარუი ჟეთ თრ(449”...· 9) ,«უ 

–-ს ტანვიხიოაეი რიჟორ, 9)9%..-. 4" ცე:იატიების რიულ თფუნ- 

ქციას 004" .9'მვიაიების საშუაღლებიი,მაშინ შეტვიძიია დაენე-
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2_ #2 აჯ" /21,!/ 

ვ 39 ვი 
რომელიც წარჩოაიტენს კაეარიანტული ვექტორის ტარიაქმნის ყჯა- 

წონს. ასე. რომ, 2ბ . იქნება ე»ი4დ –ს ტანბოცაიოება რი- 

ტანის სიერცეში, ე.ი. რიჩაწის სიერცეში სკალარული შზუწეციის 

წარმიებული ისევე ტაწისაჩტერება, როჟორეც ეეჰლიიის სიერცეში. 

ახლის ვიპრეიი კოვარიანტურო /#: ეექდორის ტენბირუო 
წარმოებული რიმანის MM, სიერცეში. ტავიხსენოი #; უეექყო- 

რის ლიჭერენციალის /I9,9/ დ«ორმულა. იტი ტალაენეროთრ შემლიეტნაი- 

რაი: 

- 2 
20 2. –M29, 211 
2 აეს იინ ვე. იერ /23,2/ აყ” 24“ ბ9” 39 #- ბ?/ 

როტორც ეხეიაერ, წერრე რიკის წარმოებულს ტამი ბრ. 

არა აქეს ტენიწრრული ხასიარტი. შევეცალორ /21,2/ დ«ორმულის შეს- 

წორება ისერთნაირაიგ, რიზ ვექტორის ხწარმიებულს ჰქონიეს ტენბორუ–- 

ლი ბუნებას. ამისაძეის ტაზოვიყენორი /22,!0/ დორზულ)ა, საილანაც 

ტანესაზლეროთი ჩეენიეის სასურველ მეორე რიკის წარმოებული 

M ა უი” რაერ 
_X79  _ იც 21 _ #29" ა · /21,1/ 

ეყ“ აი “ -M ევ” ”I 29“ ”(/'” 

  

ს 

შევიტანოთ ეს ჩწარზორებული /2ე1,2 / ფორმულაში; იკი მიიღებს 

შემიეტ სახეს: 

94/_ 217297 0, „29, _ „M 21” 2?" #., 
39% “ამი თი ბი, . 24, წ. –/ოთვვ? გვ" 29% /23,/
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საიიანაც 

პ/ კ, ი 24» _ 2 "ბჯ /2ე,5 / 
ვვ# რევი" I. 6“ რქივეთ? 

მატრამ 

M 

4. 3! ა #ე /9ე, 6/ 
ჯა 

ამიჭტიმ /22,5/ დორმულს საბოლორი ექნება ასერძი ტამირხატულება: 

2 #17) (მქ-რო) რთი 4“ 

ეს კი არის 98რჩხილებში ჩოიაესებული მეორე რანვის ტენზორის 

ტარიაქმნის კანონი, რომელიყ ბიჩუ რომ სიიიიე 

2/ 
#ო»“ ვვ4ბ -/ “ /22, ტ/ 

ჩწარნიაიტენს მეორე რანტის კოეარიანტულ ტენბორს. ჩაშასაიამე, 

#ო,ა არის #ი: კოვარიანტული ვექტორის კოვარიანტული წარ- 
მიებული: ჩვეულებრიეი ჩარმოებულისაჟტან ტანსხვავებირ, კოეარიან- 

რუი წარმოებულს ასე აღნიშნავენ: წეჩტო=#ო,ი შევნიშნორ, 

როზ წარმოებული აიღება იმ ცელაიირ, რობლის ინიეექსი #».,, –მი 

წერტილ-მძიტის შერჩიეკ სჩწერია. 

კორქარიანტული ჩარმოებულის /23,86 / კანწარტებიილან ჩანს, 

რომ მას აქეს ჩეეულებრიქვი ჩარმოებულის შემიეცტი რეისებები: 

წ·(#თ+ჩი)= დ#ო+ V. ჩო. /29,9 / 

თუ C 8უიმივია, მაშინ 

წიCნ#»)5=C წი/ო. /2ე,10/
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ასევე წამრავლის ჩარმოებულისათეის ტეექნება 

თ. (M4»)=V სი #უ+4ტო თ. /2ქ1,1/ 

ამასრან, სკალრის კოესრიანტული ჩარმოებულ, როტორც ბემოი 

ეაჩვენერ,.- უწია ტავიტოი, როტორც ტამოსახულბა 

წეV= –-. /21,!2/ 

ახია ჟიპოვოთ კონტრავარიანტული 4” ვექტორის ჰოვარიან- 

ტული ჩარმიებული. ამისარტეის განეიხილოი ნებისმიერი ზ.ა კო- 

უეარიანტულია უექტორი ლა შეეალიტინორ სკალარული ნამრავლი 

V = #”ზ,,. კოვარიანტული წარმოებულის /2ე,I// თეისების 
თალირ შეტეიძლის იავჩნერორ 

თნ-2 = ჩა» (წ,#)+ტ” (რიზი). «91, Iე/ 

წე კივარიანტული 

'ეორე რანცის შერეული 

რანახმალ /22,!2/ იორმულდსა, დ, = 

ვექტორის, რის ტამოც თ /ტ" იქნება 

ტენზორი. ეიპოვოთ ზაო(თ/ტ”) ტჟანოსახულება. ცხატია, რომ 

ჩ„(თ#”)- ი (#”ჩი)–- #”(თ ჩ„). /23,19 / 

ტსვირეაოთხსნინოთ /2ქ,8 / ფორმულა), მაშინ წი8ზ8.= 8»; „ხით. 

წ, (4”ჩი)=--/ჩ ”8,), ამი«იბ 

8„(,/” "I 2 (ჩი)- ტო(ბი -ჩ, ი = ო (Vი ავ" 1
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-შბზი, გ 1- წა 99) 
34" 24” /22,! 5/ 

საიიანაც 

ზ»(ი,4')- -ჩ.(ჯი „ ჩი)" /2ე,I6 / 

პირობის რანახმაი0, ზო ნებისმიერი ქექტორიასა, ამიტოტ 

4ტ5V/- იი + +/4 ა» წ /2ე,17/ 

რომელსაც ეჩოლება კონტრაეარიანტული ვექტორის კივარიანტული 

ნარზოებული. როკირც აირე აღენიშნერ, 0ეჰარტის ჰრირლიინატებმი 

ჩხი=0 , ამიტომ კიეარიანტული ჩარჩოებულ ენრხეეეა ჩვეულე- 

ბრიე წარმოებულს. 

სრულია0ი ანალტჟიურაიგ ეიპოვირ ტენგორის ჰრეარიანტულ 

წარმრებულსაც. ეიპროერთ, მაკალირაი, მეორე რანვის ჰნტრავა - 

რიანტული ტენბორის კჰრეარიანტული წარმოებული. სიწარტივის. 80ი- 

ტ6ირ იაევუშვარ, რომ აზ ტენტირს აქეს ჰონსპრეტული სახე 

წ!” ტ: 8" ამასრან, ცხაილია, რომ წარნოებულის ფორმულის 

ტამოყვანისარვის ტენტორის კონჰჯეტულ სახეს ტნიშვნელობა არ 

ექნება. ეიპოვოძი წ წ'“ პკივარიანტული ჩარწოებული. 

ტეექნება 
V.-% V/#'8=8"(V)>4 (6 8"). /2ე,18 / 

ტამოეიყენიი /2ქ, /7 / «ორმულა; ზივიტებრი 

» 
თ, ცხ(24 + 'სა/4(ნე+-ჩ /I#)= 

ზრ! '8')+4”ჩ“!); “, 
/'ჩ “IX , /2ე1,!9/
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«·M 
საიტანაც საბოლოი ეიპოვირ L ტენტორის კტეარიანტული ტა- 

წარმოების კორჩულსას 

”% =>“ - 71% სამეტ ცხ 627 
/21, 20/ 

ხრულიატ ანალტიურაი ვიპრეირ, როტ L" კტეარიანტული ტა # 

შერეულ ტენბორების სოეარიანტული წა“რმოებპლი ტანისაბღერება 

ყორმულებიი: 

» 

ნ.,= 2 IM იMIნ-- IM, 202 ავ /ეე,2! / 

წ: ” “ (= 
ნ», “ “/ – ს +IX ჩ, /2ე, 22/ 

ასევე ტანისაჭოჟჯება წებისმიერი რანკის ტენტორის ჰოვარიან- 

· რ6ჯ. ჩო 
ტული წარმოებული. ანასრან, ცხალია, რომ რის 6 ტიპის 

შერეული ტენბორისადეის ტეექნება შემიეცტი ძორმულა: 

ა ა<-–_. 
V6-6.. M- L7L რჩ (0 C, IM #,M...6; 

საწერ # ეხი 
ა იმი" MM. << IM- 7 / MC... M ==” 

/23, 

ს M6დ---ბი , ბი „ირ... რი 

MI ხნიაები" იი რი. X, / 

რომელი იავისიავალ ტანსაზტვრავს ნებისნიერი ტენბორის კო- 

ეარიანტულ ჩარმოებულს.
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იუ კროვარიანტულ ჩარბოებულში ტევირ ავჩეერ ინიექსს, 

რომლის მიხეივირაც ხიება ტაჩარმოება, მიეიტები ჯნეჟრავარიან- 

ტუი ჩარმოებულს. ასე მაკაღლრაი/, 

წ M/, =,4?" =4"/4,. , /23, 29/ 

წ" -ქს-მ" : 729,25 / 
ახია ჩვენ შეკეიძლია ვიჰპოვორ სიიიიე, რომელიც რინანის 

სივრცეში ასრულებს ტიივერტენციის როლს. ახი. არეის /221,!7/ –-ში 

მოევახიინიორთ იაქვეირება; ტეექნება 

/23, 26/ « - 2რ” ი 
#; „"ევი' თრ 

მატრან ჩვენ ვაჩეენერ, რომ /იხს./2!,!6 / დორმულა/ 

2 V 4/9)' მ/., /2ქ1, 27/ სი"? 
ამიტომ 

წს 243 ბ/4ტ” 2 2/3),. 
, 21" I 720) 24” 

/23,246/ 

რომელსაც შეკეიძლის ხიევცერ შემიეტი «ორმა: 

# წო” 07-24 V6I)4/' /22,29 / 

77) ? 

ახია ვაჩვენოთ, რომ მეტრიკული ქ“ , მ;« ია მ. ტენ- 

ტბორების კრვარიანტაული ჩარმოებული ნულის «რღლია /რიჩის რეორე- 

ბა/, ე.ი. ეს ტენბორები ჰოვარიანტული ჟაჩარმოების მიმარი
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მუინიეებაი ბეცეიძლის ტა(კიხიიორ; ტეექნება 

X9,.= მ.; ;წ“ უი –მ/I-9 აIM6 /242,20 / 

ხზატრან /2!,5 / დოირჩულის ძალირ 
, · 

მ X# IC = I, :ტ 7 

V 
მ, II% = I5Mხ. 

/22, 2!/ 

ამიტომ 

28:M _ _ ო. 

%2,ჯ- 23იC MC IM. /2ქ1,ე2 / 

ტამიეიყენორ ერისტოტელის ჩ, (M« სხიმბოლს /2C,!6/ ცასმარტე– 

ბა; მიეიტები 

  

_ პმ:M_ 1-9, ბმ.L ბმ; 4 ამ, 

/2ქ1, 43/ 

28მ:« _ 2065 | 
246 ჯჟ! 4 

საიტანაც მ, დენბოირის სიზეტრიულობის ტანო მარჯვენა 

მხარის ყველ ჩეერი ერთმანეთს მოსპობს. ამცეარალ0, 

= = /2ქ1,26 / 
V მ. =ძა6=0. 

C 
სრულიალ ანალციურა7 იამტყჯციება, რომ V4+=0 მარილაც, 

ტანმარტებიიძ 

; 1 ჰე: · ) 1 :'_ : 

ცან ასბასააბათ ეთ. X/ 
· ლგ . 

რამიენაიაც 9 <= ბ» ია აზიჟიმ 29. მ; =0, ასექე 

მარტიესი ლამტკიციება, რო0 %4“= C0. 7



4-7 
8 დხ. ყოეარიანტულ ტანარმოების ტერმეტრიული 

..- 

“ ინტერპრეტაცია 

წინა პარატრათში კანწვიხილერ კოვარიანტული ტაჩწარმოების 

ნეხი ანალიბის მეთოლების ტამოყენებირ. ახლა ტანოეარჰეიოთ 

როტორი ტეურმეტრიული შინაარსი აქეს ა6 ჩარმოებულს ია როჟტორ 

ტანესაჭღოვროთ იუი ტეომზეტრიული მეთოტიძ. 

ხეკარტის ორთოცონალურ კოორლინარებში #, ქექტორის ტიიფთე- 

რენციალი, რომელც ჩნარმოალიკენს სხეაობას ორ უსასრულოტ მცირე 

მანძილი ტაშორებული წერტილის შესაბამის კომპონენტ პს შორის, 

ე.ი. 

ძ#:=/,(9%40“)– #4(1“) /2ს,! / 

ჩარმოაილტენს ვექტორს. ანალოტიური სხვაობა რიმანის სიერცეში, 

როტორე არაერთხელ აოვნიშნეთ, ვექტორი აღარ არის. ეს ტამოწვე– 

ულია იმით, რო8 რიმანის ხივრცეში ჟარიაქნნის მატრიცა იამოკი- 

იებულის კოორიინატებბე ია ამიტომ ##((4%-44") ია /#ა(49“) 
სხეაიასხეანაირა0 ტარიაიქმნებიან. სამის ჟამო რიმანის სიერცე- 

ში ვექტორის /ტენბორის/ იიძთერენციალის საპრენელაი საჭიროა 

ორივე ვექტორი, რომელია სხვაობა უწია ქიპოეოთ, სივრცის ერისა 

ისა იმავე ჩერტილი იყოს მოძავსებული. ე.ი. ერთ–ერთი ვექტო–- 

რი უნია ტაიავიტანოთ ი8 წერტილში,. რომელშიაც მტიებარეობს 6ე–- 

ორე ეექტორი ტა შენიეტ ვიპოვოთ აზ ვექტორთა სხეაობა, რომლე–- 

ბიც უჰვე სივრცის ერთხა ლა იმავე ჩერტილში მიებარეობენ. 

ამასთან,. ეს სხვაობა არ იაემიხვევა ა8ც ვექტორების სხვაობას 

ტალატანამიე, ე.ი.0#, იითერენციალს. ამავე იროს, ცხალია, 

რომ8 რიზანის ცეომეტრიაში ტაბუხტებას მოითხოვს, დუ რას 

ნიშნაეს ვექტორის ტაიატანა ერიიტან მეორე ჩერტილში. ცასა- 

ტებია, რომ ერთილიან მეორე ჩერტილი ტალიატანის ნებისმიერი
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მეთოიი არ უამოტქაილტება. ბუნებრიევის, უექტორის ერიი ჩერტი- 

დინან მერ“რეში ტაიავანა რიმანის სიერცეში ჩოვახიინოძ ისეთი 

ჩწჩესირ, რომელიც კერძო შემიხეევაში იაეზრხვევა ვექტირის ტაია- 

რანის. მერრის იეკჰარტის სხარიკუიხა სისტემაში. რამიენწატაც 0ე- 

ჰარტის სისტემაში ეექტორის იიდერენციალი ჩარბოაიტენს #ჯ უეექ- 

ჟორის მნიშენელშაძია სხესაობას ორ უსასრული მცირეი ტიაშრრებულ 

წერტილს შორის, ამიენა0ი, ერრი ვექტორიL ტაიატანისას ნერტილში, 

რიმელშიაც იმყოვება მეორე, მისი კონპონენტები არ უწია შეი- 

ცეალოს. ასეთი რამ კი ხიება ვექტორის თავისი რავის პარალელუ–- 

რაი ტაიატანის შემიხქეევაში, ამიტომ რიმანის სიერცეში უნტია 

ავირჩიორი ტაიატანის ის მერიოტი, რომლის რანახმაი ეექტორი ტა- 

იატანისას იაეისი თავის პარალელური ტიარჩება. 

სვიღოთ რიხანის სიერცეში ორი წეჭჟილი C ტა ჩ , რო- 

ხელია შესაბამისი ჰოორიიწატები იყრს ტა 4 «- ჭი“ „· ა 

ჩერტილებში აეიღოი კოეარიანტული /#;(2რ) ია ტა(ხ) ვექტი- 
რები. 6აშინ %/, ტიტერენციალი ტოლი იქნება 

ძ# =/ტ,(0-/,(05:2. ატი /84,2 / 

#%) ტაიგავიტანოი . (მ) ვექვორი 
პარალელურაი C-·-იან · ხ წე–- 

რ) რრილში. ეს ახალი ვექტორი 
2 / აოვნიპნთ #/(60) -იი 

რ; /ნახ. #0 /. შეეაიკიწორ სხეა– 

7. ობა 

ნახ. 40 ჩ/#;=4,(8)-4/(0= 

=(4,(9-ტ,0)- (4(0- რა(9): „ლი,ე / 
რუ შენოვიტანი აღნიმენას 

ბ/#=/4|(6)-რ:(0), 
/29, 9V/
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მაშინ /2“,ე/ ტიიღებს სახენ 

#ტ#;=#რ#4,- ბ/ჯ. /29,5 / 

#4 გამოხატაეს ორი ვექტორის სხეაობას, რომლებიც პარალე- 

ლური ტატლტატანის შემიეტ ერრ ნერტილში იმყორებიან. რაიცან 4#; 

ტანისაბოვრება /296,2/ ფძორჩულირ, ამიტოჩ /24,5 /-ში საკმარი- 

ცია 3 სიიტიიის ტანსაზღერა ძი“ სიიიიეზე პარალელური ტაია- 

ფანის იროს. 

უსასრული მყირე C4“ სიიიიებე ვექტორის ტადატანის 
იროს ბ/,” კონპონენტების ცელილება პროპორციული იქნება რეით 

/# კომპონენტებისა. აზასთან ეს ცვლილება #4L კომპონენტებზე 

ისამოკიიძებული იქნება წრფიევა0, რანიენაიაც ბ4; =/#/(9)–#ტ;(მ) 

სხესობა. წრფივია 0ა, მაშახსაიამე, ნაზგრიიც იტიეე ჰანონიი 

უნია ტარიაიემზნას, რაც #; ვექტორი. ამზტესარა0, შეტეიძოა 

იაენეროიძ 

ბა#,= IC ტრ /29, / 

ხსაიაც 5 არის ჰორრიინატებზე იამოკიიებული პროპორციულ –- 

ბის კოეფიციენტები, როზელია სახე იამოკიიებული იეწება'· კოორ– 

ტინატრია სისტემის არჩევაზე. კერძი წემიხვეეაში, ტძეკარტის 

კიორიინატებში ყეეი. ML. 6 =0 

თუ /20,2/ ია /29,6 / ძორმულებს შეეიტანი /24,5 /-ში, 

მაშინ მივიღებრ 

-ჩ#,= (2#- ML#.)445 /29,7 / 

საიიანაც შეკვეიძოა ტაეწერორ 

24; => 
M/M-აიბ -IM#.5#აბ ) 

/29,8 /
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ჩოზელიც ემიხეევა ჩვენს მიერ აირე ტამოყეანილ კოეარიანტულტი 

ვექტორის კოვარიანტული ტაჩარმოების 72. ტ / ფორჩულას, ოღონი 

უნია იამატებიი იავამტკიცოთ, რომ 7# (6 კოეფიციენტები ერისტო- 

ჯეილის სიმბოლოებს ჩარმოალტენენ. სრულიაი ანალოციურაი ეიპივით 

უშზრო მაღალი რანტის კოვარიანტული ტენბორების კოეარიანტულთ 

ტანარნრების ჭორმულეშსაც. 

ჯერ იავამტკიცორ, რონ I სიმეკრიულტია ქვეია ინიექსე–- 

ბის შიმართ, ე.ი. IM = MI ამისარეის ტანეიხილორ 

ჩხ(-ჩ სხესაობა. /24,4ტ/ ფორმულის ტამოყენებირ ტვექნე–- 

ბა 4 « 

#ას- -ჩ,,: უნ“ 2" +(M-I:6)4+/: /99,9 / 

/), ვექტორი ჩარმოეიიტინოთ როტორც დ სკალარული ველის ტრა- 

იიენჟი /; = 2 ჩ , მაშინ /24,9/ მიიღებს სახეს 
27 

#ე(-44:5(% L “2 /2-,!0/ 

0ეკჰარვის კიორიინაჯებში მარცხენა 6ხარე წულ0ია,რამლეენატატ 

კოევარიანტული წარმოებული ჩვეულებრივ ჩარზიებულს ემიხეევს. 

მეორე მხრივ, რალტან #:-რა; ცხვაობა ტენბორია, 

ამიტოზ იტი წული იქნება სხეა ნებისმიერ კრორციწატრა სისტე- 

ჩაწიაცს, ხა იანწაც ლიავასქჰვნირ, რომ II: = რ 

ახლა კი ეიპოუოი · I; , ჰპრეფტიციენტების ჟკამრსახულება. 

ტამოემზყენოი პირობა, რიმ მეტრიკულ ტენზორის ჯრვარიანტული 

წარზოებული ნულს ტოლის, ე.ი. % მ;„= (M; წ =0 კროვა- 

რიანცული ტდენბორის პრვარიანტული -ანარჩოების /2ქე1,2! / დორ–- 

ტე_აის ტამოყენებიიძ შეკვიძლია იავნეროი
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რ ბქ 
მ, §(“ 27. -მო„I§ წამო "210 -ჩ-წ-9 /24,!1/ 

საიაც 

„V 9 

IL :6=მო#«I:C / 

IL, M6= 9 %» IM · 

I» M2 სოეფიციენტების ქეეილა ინიექსებირ სიმეტრიის ტანო ტეე–- 

ქნება, რომ „MMC = > 

/29,I! / ფორზულაში 6,M6 ინიექსების ტაიასმიი ალიეილალ 

0ავნერი ხამ ტოლობას: 

/2. !2 / 

ტ1%-M + 6) /2,(ე / 
2?) 

29 _ (სM6+I#,:M, /26,169 / 
23% 

“ბმ: _ · · /295,15 / 
იი წ +IMC, 

საიიაწაც აძეილაი ეიპოევიძი, რომ 

მმ. +294 2მX6), 
ILV6= 2 1 ე" გვე" /2”,I6 / 

ხიიო II '(-=8 I ი,MC კოეძიციენტებისარეის ტეექნება 

L_ § «აო/3?მოიც , 9შის _ 20% ). /95,I7/ 
MM” 2 ძ 2ჯ6 „იხ 24”/” 

რომელიც წნარილაც ემიხეევა ქრისტოძელის სიმბოლრების /20,(/46/ 

ტჟანმარტეშან. 

იაბოლოს, ვიპოვოთ კონტრავარიანტული ქ უექტორის
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„ძელილება პარატელური ტაიატანის იროს. ტანეიხილოტ ნებისმიერი 

ჰპრეარიანტული ხ; ეექტორი ია შეევსიტინორ #"ჩ, სკატარული 

ნატრაქელი, პარალელური ტაიატანის იროს სჰატარული ნამრავო არ 

შეიცელება, ე.ი. ბ /4'ზ;)=0 აქეტან (84“ჩ;+4“(68')-0 

72,6ტ6/ დ«ორმულის ცამოყენებირ კი მივიღებთ 

: ; Cო( ტ 
ზ, #=-/4“ბჩა=– 4" ჩამ4. /2-,(6 / 

ინიექსების შეცელირი ეს ტოლბა ასეც ტალაიჩერება: 

8,34-- MC #“ჩ, ძი : /24,19/ 

რაიტან ზ; პირობირ ნებისმიერი ქექტორია, ამიტომ საბოლორი 

მივიტებრ 

845 - წ „ტ"ძვ? /24,20 / 

ამ თორმულირ ტანისატოვრება კონტრავარიანტულ ქექტორის ცელი–- 

ტება პარალტელური ტაიბატანის ირრს. /2§,20/ ფორმუ! ის ტახოყე- 

რნებირ აიეილაი ვიპრვირ კონტრავარიასნტული ვექტორის კტესრიან- 

ტულ წარმოებულსაც. ამისარვის საჰმარისია /25,20/ ტრორმულის 

შეტანა 9ტ= = ტ4“- გტ' ·ტამოსახულებაში, რომელიც ანალრ- 

ტიურია /24,5 / სხვაობისა კონტრავარიანტული ვექრრრისატვის; 

ძ/” –სატეის ჰი უწხა შევიტანოი ძტ= 24, ძე ტამზოსახუ- 

ტება. შებეჟა0 ტიევიოები /21,!7 / ორბულ ს. 

#6 25. რიჩანის ტენზორი 

შემოვილტურ მეჟაი მნიშენელესნი ტენორი, “იომელიე 0ი0 

როლს ასრულებს რიმანის ტეომეტრიაში. ამ. ტენბორს. ცეიიი ტანო- 

ყენება აქვს დარიობიტობის ბოტაი რეორიაში. მას უნოლებენ 

სიჩრუტის აწ რიმანის ტენბორს. ჩეენ იაეძმაყოდილლებირ ან 

ტ.,ზპბოტის ტხოლ იე ბოტიერრი ძირირალიი რივისების ტალკენით.
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რიმანის ტენორი შენოიის იმის გაბო, რომ ჩეეულებრივი ჩარჩიე- 

ბულისაჟან ტანსხეავებითი კოვარიანტულ ია კრნტრაქარიანტულ წარტი- 

ებულებს, სატოკაირი, კომუტაციის თიეისება არ ახასიარები, ე.ი, 

წ V  ირჯერ კიეარიანტული ხარბოებული არ უირის წი /არ- 

ზოებულს. შეზოვიტანორ ე.წ. ჰპომუტატორი 

IV, #;= რფ თ. - IV%)4 /25,! / 

ია ეაჩეენორ, რომ რიმანის სიერცეში იტი ნჯ“ისატან ტანსხეავლე- 

ბა. ამისათვის ტაწეიხილი წ. =,4;X ჰშეარიანტული ვექ- 

ტორის კოვარიანტული წარზოებული ია იტი ერითხელ კიიეე ტავაჩარ- 

მოიი კოვარიანტულაი; ტვექნება წ, (V./#,ჰ= წ /,;#= #4,;XV;6C 
რაიტან #4ი.M კი მეორე რანტის კომარჩანკელ ტენბორია, ამიკოტ 

რუ ტაეიხსენებრ /2ე,2! / ფორნულას, შეცეიძლის იაეჩნერორ 

წ, ხრეობნ“ M 2რა6  ჩ'#ა- ა» /25,9 / 

ახლა ტავირეალისჩინოი 4,;M წარმოებულის /22,ტ / ფორმულა, 

ტმაშინ /25,2/-იან ტვექნება 

VCV#/)= 2, (24 -4,M)- (IM (2ვი- -რIM)- "ვჟნსხევ# 

_ ოM / 24: #4 უ4) /25,ე / 
MM (+ 7 

ატ უკანასკნელს შეტვეიძლიას მიეცერ შემიეკი სახე: 

24; « %?%;, უშ 2/# 
წ/ი /#; )= –““ 

7 2/M2/, “(% რეე" MC 2: 27” 2 = წერ, , 
/V 

-M M#ყძ“ (§ჯ#- IX IMM)#: 
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აივილაი ვიპოვიი V ( V/ა) წარზოებულსაც. ამისათვის 

საკმარისია /25,60/-ში მოეახიინოი 1-+X შეცვლა. ტვექწება 

ი» 24ტ 

ხრტააეერე (6 გენით) X21- 
საჩ,“ (1#- IX IX )/#: /25,5/ 

/25,C-/ ია /25,5 / წარმოებულები შეეიტანოი /25,! / კომუტატორ- 

ში; ტეექნება 

(I, ს. 1ი,= ML#,, /25,6 / 

სატაც 

, ე . 
V _ 2; _ 2II# , 7 V ოM_ ო” 

ხს. ყა ვ/ი M #-M ბM- 
/25,7 / 

ჩ.- ჩეობფხე რაწტის შერეულ ტენმორს /ერიხელ პონტრავარიან- 

რულ ია სამჯერ ჯევარიანტულს/ ეწოიება სიზრუტის ან რიმანის 

ტეწტორი. ცხაილია, როტ ეს ტეწმორი, თუ ტავიხსენები IM „უყ ერის- 

ტოძელის სიმბოლების ტამოსახულებას, იამოკიტებული იქნება მ, 

ზეტრიჰკჰულ ტენტორზე ია 60ის პირველ ია მეორე რიკის წარმზოებუ- 

ლეშმე. 
როტორეც /25,6/-იან ჩანს, რიმანის სიურცეში, მარილაც, 

V წ. ია წ V, ოპერაციები ერიმანეტისატან ტანსხეასვებუ–- 

ლებია, ე.ი. V 9, # V% აწ, როჟირც აზხბობენ, ჰოვარი- 

ანტული ტანარჩიების იპერაციები V. ია წ, აპოზუტატური არ 

არიან. 

ხეკარტის კოორტინატებში, როტორც ვიცით, კოვარიანტული 

ტანარმოების % ოპერატორი ჩვეულებრივ ჩარმოებულს ემიხვექა,
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ამიტომ შეარცის იებულების ძალით /25,6/ ჰიმუტატორი წულის 

ტოლი იქნება. მაშასაიამსე, ნულის ტილი იქნება რიმანის ტენ- 

ტორიც ჩM;:/6=0 აქეიან ტამობხლტინარე, ცხალია, რო ეეკლიიის 

სივრცეში რიმანის ტენბორი ნულის ტოლა, რაბიენაიაც ნუ სიერ- 

ცეში ყოველივის შეტვიძლია მებოვიოოთი იეკარტის კოორტიინატია 

ხისტენა, რომელშისც ყველა IV =0 პირიქირაც, აილვილი 

საჩეენებელია, რომ, იუ რიმანის ტენტორი წნულის ტოლია, მაშინ 

ჩვენ შეტეიძლისა შემოვიტანირ იეჰარტის კოორიინატირა სისტემა, 

რომელშიაც მეტრიკული ტენბორის კომპონენტები შუიმიეი სიიილე- 

ები იქნება ტა, მაშასაიაზე, ჩეენ საქმე ტეექნებასა ევჰჯლიიის 

ხიერცესრან. აშტეარა0ი, იუ აუღმოჩნია, რომ ამა იუ იმ სიერცე- 

ში რიბზანის ტენბორი MI =0 , ბაშინ ეს სიერცე ეეჰლიი3შრი 

იქნება. ამტევარა0, ჩეენ შეტეიძლას ეიკულისხმორ, რომ რიმანის 

ტენბორი რაღაცნაირაი ახასიათებს I სიერცის ტაიახრას ევკლ–- 

ტური სიერცისატან. 

აშკარაა, რო8 რიმანის ტენბორს აქეს სიზეტრიის შენიეკი 

დეინსეშა: თ - ი , 

:M6 (6M / /25, გ/ 

ატიჭტობ ნათელია, რომ ჩ. =0. 

ტარია ამისსა, ალეილაი იაესმტკიცები, რომ აიჟილთ აქეს 

შეშიეტ იტივეობას: 

წ. + ჩ/ + ბ =0, #25,9/ 
რობლის სამარიღანობაში აივილატ იავრნმუნტებითი უშუალ ჩას- 

მირ. 

ტარია შერეული ჩ.“ ტენბორისა ხშირაი სარტებლბენ 

ზერთხე რანვის ჰოვარიანტული (MX, ტენტორით, რომელსაც 

ტანსა ტოვრაევენ ტოლობირ ო 

ჩ/M(იე = მLი MMი · /25,(V
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რუ ტკაეიხხენებრ ქ“ისტოყნელს სიმბოლრების ცამოხატეას მეტრი- 

ჰჰიოი ტენტორის საწუალგებიირ, 0აშინ /25,/0/-ს შეტეიძლია წ6ივ- 

ცერ შემიეჟი სახე: 

29» „ 219M ამ. 29 
სო #(; 2ეხეე? ჯა ავთ ' მეხეიო 2ჯ!' 15) 

+მ/(M% Iრ– XVII): 

აშ ტანმზმარტების საშუალგებირ აიეილა0 იავაიტენრ შVი ტენ– 

ზორის სიზეტრიის თეისებებს. კერძოი, ალეილ იასაწახია, რომ 

ეს ტეწტორი ანტისიმეტრიულია პირველთ ორი ია ბოლო ორი ინიექს- 

ის ჟაიახმის მიმართ, ე.ი. 

  

#25, !!/ 

იით=- აყ თ) /25,12/ 

Lბ/Vი6 =-Mჯ, /25,Iე / 

რას, ტავის მხრიე, ტეაძლეევს, რი8 IM;:6/ე)=0 ია M:X-(=0. 

ტარლ) ამიხა, ზია ტენტორი სიმეტრიულია პირველი ტა 

ტერრე ჩყეილი ინიექსების ტაიასმის მიმარი, ე.ი.ჩაფი „ოც 

სიმზრუიის ტენბორიტან იაქვეიდებიირ შეტეიძდლია შევა- 

თტინორ მეორე რანკის სიმეტრიული ტენზორი. ამასრან6, ათ 

ტენზორის იაქეეირება C ია M ან 8 ია MM) ინტიექსებიი, 

როცორც ბემოი აოვნიშნეი,·: წულს მოგეცემს. მეორე რანვის ტენ- 

ბორი ახე ტანეხაზღტეროი: 

ჩი(5 ჩი 8, ჩი /25,1% 

ა6, ტუ ტავიხსენებრ მ. ტენბორის ორთონორმირების პირობას, 

ტვექნება ”» · =ჩი#, /25, 157



ხოლ რიმანის ტენბორის /25,7/ დორხულის ტახოყენებიი შეტეი- 
ძლია იაენეროირძი 

206 _ 2IIნ 
M.- წ. ვამ მწი 726. /25,I6/ 

აიეილი იასანახია, რომ MM ტენბორი სიმეტრიულია II(=/. 

სამ ტენბორისატან შევაიჟინორ სკალარი 

ჩვ“, ხასა · /25,17/ 

ჩ სიიიიეს პნიიებენ სიერცის სკალარულ სინრულეს. 

§ 26. ვეოთხ იამახასიარებელი სიიიიეების მოძებნა 

კჩესრიანტული წარმოებულის საშუალებირ 

უეისარტებლრი ვერს კიეარიანტული წარმოებულის ტანხარტე- 

ტჭირ ია ტამრეიყვანოი ჟეწნბორული ქელების იანახასიარებელი სი– 

ლიიძეების კაზისახულებანი რიმანის სიერცეში. 

/. სკაორული ველი. როჟრიც ვიცით, სკალარულრ ქელი 

ეჩილება დ///რბ....,იი, ) დუნქციას, რომლის მნიშენედთბა ტან- 
საბტერულია რიმანის სიერცის ყრეელ წერტილში. ჩვენ შეტვიძოა 

შენივილორი სკაორული ქელის ქრაიიენჟის ცნება. აპმისარვის უნია 

აეიღორ სკალარული თ ფდუწეყიის კშეარიანტული ჩწარმოებუო; 

0 

თოი თ..=თწდა2? /, , “ ბი“ /260,! / 

რომელსაე ასეთი სახე ექნება ნებისმიერ კრორიინატრია სისტე- 

მამი. ტრაიიენტის კ%ნტრავარიანტულ მიცენელყებს წიეიტები 0ე– 

ტრიკული 9"ჩ ტენბორის იახმარებირ; ჰერძიო0, 

%-ემცდ-ეი 9,. /26,2 /
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1. ვაქფმულ ველი. კონტრჩავარიანტული ვექტორული 

ეელ ტანისაბტერება' /#(9!93.-.,4") უეექტორიი, რომელიც 
ტანზარტებულა რიმანის სიერეის ყოველ წერტილში. ჩეენ ვაჩეე- 

წეი, როტ 12% არ ნწარმბოაიტენს შერრე რანკვის შერეულ ტეწ- 

გორ! „ ტენბორს მზიეიღები /4 ვექტირის კიევარიაწტულ წარმოე- 

ბულის ატღებირი; სახელიობრ, , ლა 
რ 

V,/ ერ” 34. ა, 'ენ. /26,ე/ 

ახია ვიპიეოი /#|! ეექტორული ველის ლიიეერტენცია. ევკლი- 
ლის სიერცის ანალკიირი ტივერტენცია ტაწესაგტერორძ, როტორცსC #” 

ტენზორის შპური. ტეექნება 

დ4% 74,915 C (9 4). 796, · / 

ზოეახიინორ /26,ქ2 / ტეწმორის იაქვეირტეშა 

« 24“ „XV.“ . 

§რ 5 ვა" I. 2 

მაკტრამ /2ე1,27/ თ დანახმაი 

V4 (9 
IM "უე: 6727 L"“/) (//, 

საიაც 4/9) მეტრიკული ტენბორის ელემენტებისატან შეიტენილი 

ლიეტერმინანტია; ტეექნება 

“ლ. "ქითი (MI) ფად რ VI) /26,7 / 

მაშასაიამ8ე, რიმანის სივრცეში იივერტენცია შემლეტი ფორმუ– 

/26,5/ 

/26,6/
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ღირ ტანისაბუტერება: 

4” ' +/(9ჯ + 720) ხოსე 

იეჰარტის მართკურთხა სისტემაში 4/1)= C0M5L ის /26,8/- 

იეაწ მივირტრებრთ ძი; ძ4= 54 , რაც ემიხვეევსა ჩეენივის ცნობილ 
> 

ლივერტენციის ტანმარტებას. 

/26,8/ 

რალეცტან ვექტორული ანალიბის ერთი-ერთი ფორმულის რანახმაი 

ლაპლასიანი ტოლია ძ+:სვ?0ძდ , ამიტომ, თუ /4«, -ს ჩარმო- 

უიიტენთ, როგორც დ ფუნქციის ტრალიენტს 4კ= 28. , მაშინ 

/26,8/ ფორმულის საშუალებით შეტეიძლიასა იავნეროთ 

თ 
45 2 2 ნ/497 157 (2 (4/268---8)  /26,9/ 

საინტერესოს ტაუს–ოსტროცრაისკის წორმულის ტაწერა რიმანის 

სიერცის შემიხვევაში, რა0ტაწ ტაუს–ოხსტროკრაისკის თორზულა ი6- 

უვარიანტუტ ტოლბას ტამოხატაეს, ამიტომ იტი სამარტლიაწი იქნე- 

ბა ნებისმიერ _სკოორიინატრა სისტემაში. ჰერძოი, რიმანის M» 

ხსიერცეში მას ექნება სახე 

1944 -) #“/ # : /26,10/ 

რაიტან ს სიერცეში ში. V2(1)44 ძე“ ..ო.. ძე" , ამიტომ 

/26,8/ დორმულის ტარეაღლისჩინებირ შეკვიძლის ლავნწეროი 

ი3 იეტსი 4 ნ ბრ რი 
<C 

#4; 2/“ 
ახლა კანესაბოვრორ /18 ეელის როტორიც. 29" ტენ- 

ბორს აღარ ჩარმოაიტენს, ამიტო8 რიმანის სიერცეში საჭიროა ტან-
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„უეიხილოთ V/V ტენბორი, რომლისაჟანაც შეტეიძლია შევაიჟინორ 

ანკისიმეტრიული ტენბორი: 

II, V-ჩ,-V ჩი. /726,I12/ 

ჟყავიხსენორ /21,8 / თორმულა. 8ამინ /26,!2/ ტენბო“ი მიიღებს 

სახეს 

ბრ: 4-_ 2/ 
II = 24” -რ-IMM- 29, +744 ჩM. /26,19/ 

« ო.ო" 
რაიტა6 II = ჩო ამიტომ 

წ. – მრ. _ 2/V, 
“M 24M ბჟ! /26,! 4/ 

ამ ტენტორთან შეცტეიძლია იავაკჰაეშირორ #4; ვექტორის როტორი. 

მატალითაიცე, რიმანის Mვ სიერცეში ხოლ” –ს კომზპონენტები–- 

სატვის ჩეენ შეტევიძლია იაენერორ 

  

4 /! ჩი იV ბრი /26,15 / 
2 ჩV/ “ C 

2?/ 
რაიტა6 /!7,68/ ფორნულის რანასმაი 

67% ( 6.) /26,16/ 

V4(3) 

ამიტო8 კვექნება 

ი ( წ, 244» /26,! 7/ 

  

ხეკარტის კოორიინადებში #(მ)=| ია /26,!7 / თორნულს ხოტე- 

ყეზს როტორის ჩეენრეის კარტალ ცნობილ ტანმარტებას.
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3. ოიხკანბოზილებიანი რიმანული სივრცე. ცაCჰე ტამოეყორ 

ოდხჟანმომილებიანი რიმანული სიერცე, ე.ი. ტაზრულებული სიერცე- 

იროის შემთხეევა. როცორც აუვნიმნეთ, +0 სიერცეში #(9)40 , 

აზიჟტომ ილი შეტე-ძლია იაქნერორ 

– 
: _ –= ძესტ= წ #'= 157 ა?) V-4(9/ ,/4)= /26,18 / 

-#M = ! 2 (V-2(99 #4 
V-4(/ 297 

ხსაძაც „ ის M იცელება ერთიიან ორხანლე. 

ასექე ლაპისსის ოპერატორისათეის ტეექნება 

კრ-ე-- 1 2 I(C -4() ე“ 22. ), /26,!9/ 

#2) 29" (C 
ამ სიმბოლს იალამბერის ოპერატორს /იატამბერიანს/ უნოლებენ. 

4. მაეხეელის ტანტოლებები 8რულჩირულ კოორლინატებში. 

ახლის მაქსველის ტანჯოლებები ჩავნერორ ნებისმიერ მრულწირულ 
კრორიინატებში. ეთძქეათ, მაქსველის ტანტოლებები მოცემული 

ტესაქევს წინკოესკის ფსეელხოეეკლიტურ სივრცეში, რომლის მეტრიკა 

ტანსაზოვრულია ტენბორითძ: 

  

100025 -1000 
#4 =|)9+09 ქ“ 6-/00 | /26, 20/ 
წ ი0-+0 60-00 

ია001 00601 

· : 4 « 
ჰპოორტინატებისარტვის ვისარტებლორ აღნიშენებირ XIX ბექ რC656L. 

გავიხსენორ ელექტრომატნიტური ველის ტენბორის ტამზოსახულება 

C - 2/4M4 _ 2/. , 
(ხM „დღ იჯ“ 

    

/26,2! / 

რანძიენაიაც ელექტჩომაცნიტური ეელის ტაძაბულობის ელექტრული
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„მა მატნიტური ეექტორების კონპონენტები უნია ტანესატოერორთ 

· · I 
: .M 24 _ (21 24. , /26,2! / 

იმიენაი ორსპოტენციალის )ირქარიანტული (იტენელები უნია ტანესა- 

ზოეროთ მემიეტწაირალ: #4 =#:(4,,4), #3, –%) · რაც შეეხე–- 

ბა კჰონტრავარიანტულ /#“რ ეექტორს, იტი ტაწნისაბღერება დორმუ- 

ლიი #%-ქმM, · 6ამასალამე, /4'(-4,,- რ. -ტრვა-ი 

ატცკეარალდ, ჩ;. ტენბორისარვის ტეექნება შენიეკვი ტანმოსახუ– 

ტება: 
ი 20) - #2 C. 

“75% 0 %' 6 

ო X'-/ ბი წა / /26,22/ 

-§, –8ა –წა 0 

ჩვენ იატეჰირლება ელექტრომაცნიტური ველის კონტრავარიან- 

ტული ტენბორი,. იკი შეტვიძლია ვიპოვოთ დორმუორ 

('-ე%ე” ჩი · /26,29ე / 
2# 

აივილაი ეაჩეერები, რომ L შეცტვიძლია ჩარმოეაიკინოროი შე- 

ტმიეჟი სახირ: 

0 Xვ 7+- წ,' 

(”'M. -X 0 %, -ყწ) . 

' (| 7-#X, 0 –-6§61 /26, 2ს/ 

§' 6-6. ი 
ატღენიშნოთ, რომ 8 ლია 7, ელექტრული ია მაკნიჟური 

/ იხ. /26,/5/ ია /25,17 / ცანმარტება.
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ნაძაბულოშის ეექტორებისარეის ბეია ია ქვეილა ინიექსების აღე– 

ბას აზრი აქეს მხოლოი მრუინირულ კორრიინატემში. 

აივილაი შევამონმები, რომ მაქსველის ტანტოლეშები 0ი6ნ- 

კოესკის სიერცეში, როცა მუხტები არა ტეაქეს, ასე ჩაიწერება 

/ინ./!5,88/ ყორმულა/: 

2» ბნ  “წ9MC +“-C :=0 
22. ით გ2ჯ.ი 7 /26, 25/ 

2”+4-ხი. (65 0-(4,3M) /26,26 / 
იჯ« 

13 % გ «რეინ წ 
ჯ! %,2%,9%5= =C ტეკარჟის კორრტინატებილილან ტალავიიერ 

მრუინირულ 004999394“ ჰრორიინატებბე. მაშინ, იუ 

მიწკიენსკის სივრცეში ულეშენძარუო სიკრძის ჰეაირატი ტანისა - 

მოვრებოტა ძ5- მე(,4% მი“  «ოძმუოი, მრუიწირულ კოორლი- 
წატეშში იკივე სიიიიისარვის ტეექნება 

ძა=9.,ძე“ძე" (ხM-4ტ8,კ,)  725,27 / 

, 
სატაც მ," მეტრიჰული ტენტორი ტაწინარტება დორჩული« 

მ. _ 2) 2X” /26,28/ 

'გრ' ჯჟ" 

მ.” ჰი მოცემულია /26,20/ კაზოსახულებშირ. 

ელექტრომაჟნიტური ველის ტენბორს ახალ კოორლინატებში 

ექნება სახე 

მ , 

2 გჯ» 

>> უვე ჩარ 
/26, 29/
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ხილი იიხპოქჭენციალი ტანისაბტერება დორმულირ 

/ 
#:= 214 // /26, 20/ 

"მის შემძეცტ ცხატია, 1. მზრულიჩნირულ ჰოორიინატებში, მაქსველის 

ტანცტოლებები, კტვარიანტური ტაჩარმოების ხესის ტამოყენებირ, 

მიიუებენ ტამოხაჭულებას: 
/ / / 

VI +VIX.=0, /26,3! / 
/+#% 

VL  -ი, /26,32/ 

ამახსრა6, /26,I2/ ია /20,14 / ფძორშულების რანასმაი, ელექტრო- 

მაჟნიტური ველის ტენტორის სახე მრულინირულ კოორტინატებბე ცტა- 

ტიასელით არ იცელება 

, 
ნ '=წ/I/-V #“' _ ბ#_ 2%ჩ.. /26, ვ33/ -,=წ M-V, #, == 

6 M 44" ჯი” 

რუ ტაზოვიყენებრ კტეარიანრული ცკანარჩოების /2ქ1,2! / ყდორმუ- 

ღლან, აიეილაი იაჟინახავრ, რონ ქრისტოვერს სი8ზბოლების შეტ- 

ცეელი ჩემ“ები ერიმანეის ტააბათილე შს /კაეიხსენორ, რომ 

IC MX !) ია მაქსეელს ტანტოლებების პირველ წყვილტი- 

სარვის მრუგჩწირულ ჰრორტინაცებმი ტვექნება 

27 
364, 2 37%, 02 «IM - 0. /26,34/ 

390 უბ 34 
/26,26/ ტ„ანკოლება კი შეცვიძლია ტალხავჩერორ 4241,20/ ფორმუ- 

ლის ტამიყენებიი. ნიეიღები 

: /.M 
-/ეM. _ »#. ი.წ წ L' 7. 

თკ 
',; „26,35 /
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C 
რალტან ჩ L სიმბოლო სიმეტრიულია ქვებმა ინიექსების მ0იმარი, 

ხოლ წ“ , ამიტომ 

/M_ : ი >. "' 
შეძეტა0 ტვეექნება 

/26,47/ 
2” – ეM 2“ იშვალ 

რომელიც /26,6/ ვორმულხა ტამოყენებიი საბოლორი მიიღებს სახეს 

წ I->=-- ლანი, (M“ ) =C. /26,ე8/ 

ამცესრაიტ, მაქსველის ტანტილებარა ორიეე წყეილი ჩავნერეძ 

ტენგორული ფორმით რნებისტიერ ტრულწირულ კოორიინატეშში. 

როცა სიერცეში მუხტებიცა ტეაქვს, მაში6 იჯ 387 ტჟანტო- 

ლების მარჯვენა 0ხარეში ჩნიხება ტამოსახუიძება XC 44 /: , 

ხსაიაც კ' იქნება იენის ოთხეექტრორის ჰონტრავარიანტული მიტე–- 

წელები, ტაჩოხატული მრულჩირულ პორრტინატებში. 

5. ორთიოკონალური ჰოორლინარტები. ახლ), ქიქეარ, ვიხილაერ 

ხსატკანბომილებიან ეეკლიტის სივრცეში მრუიწირულ ორთოჟონალურ 

კრორიინატებს. ყ«ორმალურალ შეტეიძლა ვიკულისხმოი, რომ ნი 

ია I ხიერყეები ერთმანეთის ეზიხეეეს. მაშინ რიმანის სივ– 

რცე იმხირ იქნეშა კანსხეაქვებული ეექჰრიტის სიერცისატა6, რომ 

ზახში იეკარტის ჩრდივი ორროტონალური კოორტიინატცების წაცელაიე 

ტვექნება 8რუინირულ კჰორრიინატრა სისტემა. ა0 შემიხევევაში, 

მრულნირული კოორიინატების შემოსაღლებაი წიე სსიერცეში შე- 

ტეიძლია ვისარტებლორ ტემორ ცკამოყეანილი დორმულებირ, შემო- 
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ვისატტეროCრ ნ, სიერცირტ. ა0 სიერცეში შეტვიძლია შემოვიტა- 

ნოთ როტჟორც ლ0ეჰარტის ჯ“, ისე ვ“ მრულჩნირული კიორლიინატები. 

ატ შენრხეევაში, 8ეკცრიკული ტეჩბორი იაიყვანება ტამოსახულე– 

ბაბე 

272%X- 32 /26,ე9 / 

რრცა 86რულ0ნირულ კირორიინატები რრიოტონალცურია შ«გ=9 კ რუ 

«#7 |- / ხოლ 

2 
მა” 2 (54 წ. I, /, /26, -C/ 

ხაძაც > ღამეს პარამეტრებია. მეტრიკულ ტენბორს, ატ შემ- 

დხვევაში, ექნეშა სახე 

2 
/ხს 0 9 

=| 0 0 ქ ჯე, C. 
C 6 ვ/ /26, 5)! / 

ამიტომ, ცხაცია, რომ 

8 /M I78 
„4(3)=ჩი 2 ჩვ. ' /26,52 / 

. «ჩ -/ 
«აიტან კონტრავარიანტული ბეტრიკუთ ტძენბირი მ ! =9 «ჩ 
ამიჟომ ვშ ჩი. , როცა «=ჩ ია ვ-ჩ-ი , როცა 

ი-#ჩ ტარის ამისა, ჩეენ იავანტჯიცერ, რო /იხ.6 |4/ 

ორთიოურლნალერ მრუიხწირულ სისტენაში ქექტირის ჰოესრიანტულ, სკოინ- 

ტრავარიანტულ ია რ«იზიკურ მიცეჩელებს შორის არსებობს შემიეცი
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ჰავშირი 

# 
რე: =სკკრტ “რ , /26,%5/ 

საბაც /#4« არის ვექტორის დიბიკური მიტენელი, ე.ი. ირიოჟო- 

ნწატური მიტეწელი ი“ მრულჩირულ ოერფშბე. /26,64 / იირმულდიხ 

თრანახმაი, ტრალიენტის ფდიჭიკური მიტენელისარვის ტჟეექნება ძ«ორ- 

ტულა 

( 7). – #8 20 /26, §4/ 

თუ ტამოვიყენებრ იივერტენციის /26,ტ6 / განმარტებას, 

მაშინ წე სივრცეში ირიოტინალურ მრულჩირულ კორრლიინატებში 

ტვექნება 

– > ჩვა# V ჩუ 

რს4--I-- ჩ X სხარი, „ასეარი. წ- რ. ა5/ 

ლაპიასიანწისარვის კი შეკეიძლა იაეწერორ 

გ -. ”ჩკეჩევ 2. ჩ მცხ 2 
სი სჯგხვა ლ “ი >! ჩე: 

+2 ჩიჩ 2 #2თ46/ 
აა( “ს _ ჯვ აქ? 43))! 

როტორის იე ამ. ყი ზივილები შეჩიეტ ტ«ორმუტებს: 

”იხ,#=-ს- ჯ2 32(ჩაა/43/_ ?( შე% 2), 

3“ 
(#449 _ აი) #ე?პ) ე ჯი ილ ლლ დ 2 :4' 93 L /26,4%7 

  

ჩა ჩვა
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=> 2(M4.. ბორი 1. 
#42. . 1 4 

ეს ფორმულები 8 /ე-ში ტამიოყესნილი ააქ) სხვა ტმირ. სრუოლა0 

ანალჟეიურატ მრიძემწება ვეთხ იამანასიარებელი სხვას სილიილე–- 

ებიც



I. 

2. 

3. 

ჩა 

5. 

6. 

7. 

10, 

II. 

I2. 
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-Cი ტერატურა 

#8MMMM0 M.#4., I0Xა»XC9იL 3.8. 19M900ი800 M09M010MM0.M8X8= 

?861L0770 "წ 88უX6 წ”. M00MX828, 1I972, 

#ხ695985 I. M870M8+IMა560MM6 M020/M) 3 #M8MX8. #%>0MXM98X5?, M00XM36, 

I970. 

80XX8 M.8. 0ი80ჰს 19990-90>”0 8981M80. 9378201L0+20 II7I, 160M- 

XM0M, I9%67. 

LI01»XCXC>69MM M.#ტ. მI0M087) 10M>0ნ80=0 M09M0309MM8, I0070XM9X82, 

Mიი8, I%8. 

M09M8 8.3, 980X70წ9000 #0VM010MM0 # 856988 ?0M80-9ყ0L0 M6980M6- 

M9M8. #M8X68791X0?10 #I CCCL, M00VX8, I951I. 

15987 1... M9ეთMს -.M. 700048 008, 0M9M8?X9M8, M00X28, 

I962, 

19 ქ9უცს-XI680, M8670M85799500MM0 M570XM 3 CM8MM9, M381870XX0130 

ი ყვე შბ, M00X28, I9%65. 

Mგ5-8ი0ი89971 ჩ.1». 330109M0 3 10M9Mმ0%9M#% შM8MM8, IM0MI., M00X98, 

1963. 

M0ი0 0.M., 698508X L. M970Xხ 700001M9M9500M08 #983MMM, 7.9. 1 #9 .I 

M878790XL0>30 M-1, M00+38, I958, 

M81X0ი #. 1000M8 0780609M29XXM0079. #70MVM3X8?, M00X38, 1975. 

Xგ8030XMM 0.8. XIMM8ყ026 160M019M8 8 ?60Mშ0იყMLMხ,8M 8I5XXM8. #378- 

9?0XX0770 " ყეუILგ ", M00#M8 ა» I%648. 

09X01 M.M.. M9X2MMM8 0070580M 009XM, ?.?. LI M II. M58X686- 

?0»=07130 " I87M8ე შ, M., I970.
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L3. 0090M»M89V07 M. I9ცვიხწ0ხსM შყგუშვმ. #318X6»0730 წ” წეუჯე", 

M00X38, 197L. 

14. C0X0უ708 M#.ჩ. I093008MVM 858M8 1Iი #ძ389MXM01. M91870107980 

"ყეუუგ ", M00X96, 1965. 

15. 40M 8.8, 100098 900010880770 3100M8909 9 ?8-070III9 ,L0098X8%, 

Mხ0ი0M8, IL955. 

(6. რუხაძე ა. ველის თერჩიისა ლა ტენზორული აღრიცხვის ელემზენ- 
ტები. თბილისი, !977. 

(7. მამასახოსოვი ქე.,ჭილაშვილი ტ. შქორიული ცდ«იტიჰა,ნანილი I, 

ისუ ცამუამცემლომა,იბილისი, 1967.



§ 2. 

#1. 

#4. 

# 5. 

§ 6. 

§ 7. 

§ 8. 

– 29? -– 

შიწააისი 

შესავალი /13/ 

ევკლილდის სივიცე /5 – 13. !. ევკლილდის სივიცის 0ტეტრი–- 

კა /5.# 2. კოოიდინატთა სისტემა /!0/. 

0იელნიჩელი კოორლინატები /!3 “ 24/. !. ლახეს პარატევრ- 

ები /13/. 2. სჭეჩული კოოილინატები /20/. 3. ცილინლრე- 

ლი კორჩლინატები /2!/. 4. პარაბოლური კორილინატები /22/. 

წივივი ოითოგორალური გარლაქმნები /24+ - 36/; ეილერის კუ– 
თხეები /34/, 

ტენზოჩები /38 –- 43/. 

მოქმელებანი ტენზოჩებზე /43 – 40/, !. შეკრება /43/» 

2. სკალაჩზე გამჩავლება /44/,. 3. გამრავლება //46/. 4. ტე- 

ნჭოიების ლ0აქვეითება /65/. ე. ”ჩგაყოტა” /6?/, 6. ტენ- 

ჭორების ტოლობა /V8/., 

ჭენზირების სიმეტრია ლა პოლარობა / 48 –- 57?/. !. სიტეტ– 

რია / 629 /. 2. პიოლარობა /52/. 

ტმეოჩე ლა მესაშზე იანკის ეჩთექლოვანი ტენზოჩები /57=76/, 

I. შერჩე ჩანგის ეითეულოვანი სიმეტრიული პოლარული ტეწ- 

ზორი / 57 /. 2. მესამე რანკის სჩულიალ ანტისიმტევრჩიული 

აქსიალური ეიმთეულოვანი ტენზორი /60/. 3. რეჭერმინანტე- 

ზი /-65/, 

პირველი რანგის ტენზორები / 75-9? /. I. ირი ვექტორის 

პიილაპირი ნამჩავლი / 77% /. 2. ომი ვექტორის სკალაჩული 

რამჩავლი / ?? /. 3. ოჩიი ვექტოჩის ვექჭოჩული წამჩაკლი 

/ ?78 – 97 /. «. ვექტრჩების შერეული ნამრავლი / 84 /. 

5. საი ვექტორის ოირნწაგი ვექტოიჯვლი ნამრაკლი / 97 /,



6 9. 

ნ 10. 

ნ II. 

წ (2. 

წ 14. 

ნ (§. 
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ტწ. ქექტორების პოლარობა /ტტ/. 7. ეექტორის იწევარიან- 

ტები /02 /. 8. ერრეულრესნი ვექტორის შემცველი ტამო- 

სახულებების ტასაშუალება /92 /. 

მეორე რაწვტის ტენბორები /97 – I!09 /. (I. მეორე რა6ნ–- 

ჟის სიმეჟრიული ტენზორის იაყვანა ლიატოწალურ სახე- 

ზე /96 /. 2. მეორე რანტვის ტენბორის ინეარიანტები/'!0V/. 

უე. მეორე რაწკის ტენზორის ტეოზეტრიული შინაარსი /!07/. 

ს. იწერციის ტენრორი //'!08 /. 

რავისურძალი ია მუნ»ი ინიექსები /!!0 – II2/. 

ტენბორები წ) – ტანჩონილებიან ეეკლიიტის სიერცეში /II2- 

|27 /. !. ჩრლივი ორტოტონალური ტარიაქნნა 1-სიერ- 

ცყეში /I!II2/. 2. ვექტორების)! სიერცეში /!19/. ქ. ტენ- 

მორებიLIL- სიერცეში /II6/. ი. სრულა0 აზტისინეტრიუ–- 

ლი ერტეულრეანი აქსიალური ტეწბირი /!!7 /. 5. ლიუალუ- 

რო ტენბორები //!21 /. 6. ალგებრუცტ ტანტრლებარა სისტე- 

ზების ამოხსნა /!21/. 7. მოძრაიბის ტანტილებშის ჯ,ევა– 

რიაწნტობა /!26/. 

ტენბორული ეელები სამტანბომილებიან სივრცეში /I!28-!I60/ 

I. სკალრუღლი ქელი /!ე1!/. 2. ჟექტრორული ეეღლი /I13ტ/. 

ქმ. ჩაღალი რანკის ტენბორული ველები /I!68 /. #. ტარე 

წორმალი /I!M469 /, 5. იივერტენციის ცძიჭტიკური შინაარსი 

#/I!50. 6. როტორის იწეასრიანტული ტანმარტება /I!5V/, 

7. ველის სრული ია ლოკალური წარჩიებული /(58 /. 
შველის იამახასიარტებელი სიიიტეების ტანიხატესა 6რუ0- 

წირულ ორთოტოწაიურ კოორლიინატებში /!60 – !C69 /. 

ინტეკცრალური რძეორემეში /!60 – I(80/. !. ტაუს–ოსტროტრა0ტ- 

სკის ზ«ორმულა /I609/. 2. სტრესის ძორმულა /!I79/. 2.ტრი- 

წის დორმულები /!77 /. 

 



6 15. 

წ 10. 

§ 17. 

68 /ტ. 

დ !|0. 
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ტენტორები ორხტანბიმილებიან დ«სევირეეჰლიიტურ ხსიერცეში 

/!4ტ! – 205 /. !. რიხტანბონილებიანი ძსეელრევკლიიუ– 

რი სიერცე /!ტ! /. 2. «იტიკური ორიხეექტორები //45 /. 

ქ. იიხვანმიმნილებიანი ტენბორები /!/ტგ/. #. 6ნაჟინ- 

ევასრიანტული აესიალტური ტენბორი /I90 /. 5. იუსალური ტენ- 

ტორები /!0ი! /. 6. ჩერრე რაწტის ანტისიმეტრიული ითიხ- 

ტენბორის იწეარიანტები /!096/. 7. ტენბორული აწალიშმი 

ოიხსიერცეში /!96 /. ტ. ინტეტ6რალური რეორემები //!99/. 

90. მაექესეელის ტაზტოლებები ტენბორული სახირ /20! /. 

რიმანის სივრცე /206 -– 2I!3/. 

ტეწბორული ატტებრა რიმანის სიერცეში /2!12-226/. |. კი- 

ეარიანტული ია კონტრავარიანტულ ტენრტორები /2I11ქ/. 

2. სკალარი /2!60/. ქ. კჰოვარიანტული ია კონტრავარიან- 

ტული ეექტორები /2!9/. #. კრვარიანტული, ჰინტრავარიან- 

ტული ლია შერეული ტენბორები /2!7/. 5. ტენბორების სიზე- 

ტრია /2I9/. 6. მოქნელებანი ტენბორებზე /2!0/. 7. ჰინ- 

ტრაქარიანტული ტეტრიკული ცენტორი/C2ქ1/. ტ. კაეშირი 

ერტი ია იჟივე ტენბორის კოქარიანტულ ია კონტრაქვარიან- 

ტულ მიკენელებს შორის /226/. 0. სრულია0ი ანტისიზეტრი- 

ული I –ური რანკის ერრეულრეანი ტენტორი /2280/. 10. 0უ–- 

აილური ტენტორები /232/. /I!. მოცულრბისა ია ყძარრის ელტე–- 

ტენტები /2მქე/. I|2. ტენბორული სიმჰერიეეები /225/. 

კივარიანტული ია კინტრაეარიანტული ეექტორების ტეორმეტ- 

რიული შინაარსი /227-25!/. !. ეექტორის სიტრძე /237/. 

1. კუიხე ორ უექტიორს შორის /2ეტ7' . უ. ჰაქშირი კოქარი- 

ახყულ ია კონტჩავარიანტულ ვექტორებს შირის /260/, 

4. იეკჰარტის ირიბკჰუიხა სისტემა /250/. 

ტენტორული ანალიტი რიმანის სიერცეში /25/ –= 252 /.



.-– 300 – 

6 20. ტერიებიური ჩირი /2542 – 258 /. 

6 2!. ქრისტიტეოთს სიმჩბოილრების რეისებები /258-26!/. 

ტ §9. ქრისტიმელოს სიმბოლჩების ტარიაქმნის კანი''ი/206/ -265/. 

ტერიებიური კიორიინატები /262 /. 

6 ზე. ტენბორის Xეარიანტული ჩარზოებული /265-272/. 

6 ჯსს. კოეარიაწტული ტაჩარტჩოების ტერმეტრიული იწტერპრეტა- 

ცია /272-270 /. 

#6 2925. რიმანის ტენბორი /278-28ე /. 

§ 26. ველის იამახასიარებელი სიტიიეების ზოძებნა ჯეარიან- 

  

ტუო ჩარმიებულის საშუალებირ /242=295/. !. სკალარუ– 

ორო ვეთ /262 /. 2. ვექტორული ველი /2486/. ქ. იიხტაწ- 

ჭომილებიანი რიმანვლი სიერცე /217/. #. ზაქსეელის 

ტაწტოლებები ჩრუიწირულ კიორიიზაჯ«ებში /207/. 5. რრიო- 

ტოზალური კირრიინატები /29I /. 

ტიტერატურა /295 /. 

ტამიმცემეობის რეიაქჭორი რ.ჩირტაძე 

კირექჯირი 6.ქანიარია 

სგ 7ს7 
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