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ზოგადი მეთოდური მითითებანი 

მათემატიკური ანალიზი წარმოადგენს ძირეთად მათემატიკურ 

დისციპლინათაგანს, ამიტომ ფიზიკა -მათემატიკის ფაკულტეტის სტუ- 
დენტებმა განსაკუთრებული ყურადღება უნდა მიაქციონ მათემატი- 

კური ანალიზის შესწავლას. 

თეორიული მასალა შესწავლილი უნდა იყოს თანდათანობით 

უმაღლესი განათლების სამინისტროს მიერ დამტკიცებული პროგრა– 

მის მიხედვით. სტუდენტმა უნდა დაამუშაოს პროგრამით გათვალის- 

წინებული მასალა სახელმძღვანელოების მიხედეით, გადაწყვიტოს 

რაც შეიძლება მეტი ამოჯჯანები და მაგალითები. 
0 ს საზოგადოდ, · მათემატიკური. დისციპლინის შესწავლისათვის 

სტუდენტმა უნდა მიაქციოს ყურადღება შემდეგ მითითებებს: 

1. წიგნის კითხვის დროს სტუდენტს თან უნდა ჰქონდეს ქა- 
ღალდი და ფანქარი და ჩაატაროს ყველა გამოთვლა, რომელიც 

შეხვდება ამათუიმ ფორმულის გამოყვანის დროს, ძნელი და გაუ- 

ბარი ადგაილები რახოდენიმეჯერ უნდა წაი,:სითხოს. 
ბე 2. მას შემდეგ, რაც სტუდენტმა. ა შაი ესათუის პარაგრა- 

ფი, უნდა შეეცადოს დამოუკიდებლად გადმოსცეს მათი შინაარსი 

თავისი ყველა დეტალით. თუ ზოგიერთი ფორმულა და განმარტე- 

ბანი დაავიწყდათ, მაშინ საჭიროა ეს პარაგრაფი ხელახლა წაიკით- 

ხონ და განსაკუთრებული ყურადღება მიაქციონ იმ ადგილებს, 

რომლების დამოუკიდებლად გადმოცემა ვერ შეძლეს. შეიძლება 
მოხდეს, რომ ამა „უიმ პარაგრაფის წაკითხვა მოუხდეს სტუდენტს 

რამოდენიმეჯერ. · 
3. განმარტებებისა და თეორემების ფორმალურ გაზეპირებას 

არავითარი აზრი არა აქვთ. საჭიროა გულმოდგინეთ გააზრება მა- 

თი შინაარსისა. 

წინამდებარე მეთოდურ მითითებებში ჩვენ მოგვყავს განმარტე- 

ბანი და თეორემები სახელმძღვანელოს (ალკეულ ადგილებიდან. 

აღნიშნულია ყველა მეტად საჭირო თეორიული საკითხები და გან- 

ხილულია ამოცანები, რომლებიც სანიმუშოა სხვა მაგალითებისა და 
ამოცანების ამოსახსნელად.



თავი 1 

ნამდვილი რიცხვები 

ამ თავის მასალა შეგიძლიათ იპოვოთ შემდეგ სახელმძღეანე- 

ლოებში: 

1. ლ. გოკიელი, მათემატიკური ანალიზის შესავალი, 

§61--8, გვ. 1--63. 
2. LI, თCMXXI6M7V0IხLI, MIVC #Mდ0იილსიხიხხიი0ი M#M 

»#8+ბ-იმისM0:0 MCყინCიC6MV9, ტ. I, §1,ე გვ. 11--46. 

ამ უკანასკნელი წიგნის მიხედვით მასალის დამუშავება უფრო 

ადვილია- განსაკუთრებული ყურადღება მივაქციოთ შემდეგ საკითხებს:: 

1. რაციონალური რიცხვები 

მთელსა და წილად რიცხვებს, როგორც დადებითს, ისე უარ- 

ყოფითს, რაციონალური რიცხვები ეწოდება. მაშასადამე ყოველი 

რაციონალური რიცხვი შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ, როგორც უკვეე- 

ცი წილადი -ლ სადაც 1) და ი მთელი რიცხვებია, მასთან ი 35 0. კერ- 

ძოდ,”თუ 0 = 1, მაშინ ვღებულობთ მთელ რიცხვს. რაციონალურ რიც- 

ხვთა ერთობლიობას რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლე ეწოდება. თუ 

ე და ს მთელი რიცხვებია (გ +0), მაშინ ყოეელი გX + ს = 0 სახის 

განტოლების ფესვი: რაციონალური რიცხვი იქნება. მაგრამ, თუ გან- 
ვიხილავთ განტოლებას გჯ? -L ხX I- ი-=0 (გ + 0), სადაც მ, ს, C 

მოცემული მთელი რიცხვებია, მაშინ მისი ფესვები, საზოგადოდ, არ 

არის რაციონალური რიცხვი. 

რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლე შესაძლოა გამოვსახოთ წრფის 
წერტილებით. ამისათვის საჭიროა ავიღოთ წრფე, რომელზედაც აღ- 

ნიშნულია 0 წერტილი (ნულოვანი წერტილი, ანუ სათავე). ავიღოთ 
აგრეთვე წრფის გარკვეული მონაკვეთი, რომელიც მივიჩნიოთ სიგრძის 
ერთეულად. გადავზოზმოთ სიგრძის ერთეულად მიღებული მონაკვეთი
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ჩვენი წრფის სათავის “არჯენივ და მარცხნივ ერთჯერ, ორ- 

ჯირ, სამჯერ დ. ა. შ.; მივიღებთ მთელ რაციონალურ რიცხვთა 

გამოსახულებას წრ ჟეზე. ამ წესით მიღებულ წერტილებს ეწოდება 

წრფის მთელი წერტილები. განვიხილოთ იახლა +-. სახის რა- 
ი 

ციონალური რიცხვები, მათი შესაბამი წერტილების მოსაძებნად 

წრფეზე, სიგრძის ერთეულად მიღებული მონაკვეთი გავყოთ I) თა- 

ნასწორ ნაწილად და გადავზომოთ მისი თანატოლი მონაკვეთები 

სათავის მარჯვნივ და მარცხნივ I)-ჯერ, ასე მაგალითად, თუ ერთე- 

ულად მიღებულ მონაკვეთს შუაზე გავყოფ» და „ზემოხსენებულ გა- 

დაზომვას ვაწარმოებთ. მივიღებთ ყველა +- სახის რაციონალურ 

რიცხვებს და ა. შ. 

მაშასადამე,0 რაციონალურ რიცხეთა სიმრავლეს ეთანადება 

წოფის იმ წერტილთა სიმრავლე, რომელთა მანძილები სათავიდან 

რაციონალური რიცხეებით გამოისახება. 

ცნობილია, რომ ჯერ კიდევ ელემენტალური მათემატიკის მოთ- 

ხოვნილებებს მივყევართ რაციონალურ რიცხეთა სიმრავლის გაფარ- 

თოების აუცილებლობაზე, ასე მაგალითად, არ არსებობს + სახის 

რიცხვი, რომლის კვადრატი უდრის 2, ე. ი. V2 რაციონალური 

რიცხვი არ არის. ნათქვამის დასამტკიცებლად დავუშვათ წინააღმ- 

დეგი: ვთქვათ არსებობს ისეთი + წილადი, რომ (+-)' =2. შეჯ- 
I ) 

ვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ წილადი + უკვეცია, ე. ი. ”ჟ და « 

არიან ურთიერთ მარტივი. ვინაიდან ს! = 2ი”, ამიტომ სკ უნდა იყოს 

ლუწი რიცხვი, ე. ი. ) = 2. ჯ, სადა; I –– მთელია. მაგრამ თუ 

ს» ლუწია და წილადი + ღკვეცი, მაშინ ი რიცხვი უნდა იყოს 

კენტი. მაგრამ (2 = 2 12, ე. ი. 0 –– ლუწი რიცხვია. ამრიგად, გა- 

მოდის, რომ ს და ი ლუწი რიცხვებია და მაშასადამე, ისინი არ 
არიან ურთიერთ მარტივი, რაც ჩეენს დაშეებას ეწინააღმდეგება. მაშ 
არ არსებობს რაციონალური რიცხვი, რომლის კვადრატი უდრის 

2-ს. სხვანაირად რომ ვთქვათ, ჯ“ -–– 2 = 0 განტოლების ფესვები
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რაციონალური რიცხვები არ არის. გეომეტრიულად ეს იმას ნიშ- 

ნავს, რომ ისეთი კვადრატის დიაგონალის სიგრძე, რომლის გვერ- 
დი სიგრძის ერთეულის ტოლია, რაციონალური რიცხვით ვერ გა- 

მოისახება. უფრო ზოგადად, ეს იმას ნიშნავს, რომ წრფეხე არსე- 

ბობს ისეთი წერტილები, რომლებსაც არავითარი რაციონალური 

რიცხვები არ შეესაბამება. პირიქით, რაციონალურ რიცხვთა სიმ- 

რავლე საკმარისი არ არის იმისათვის, რომ წრფის ყოველ წერ- 

ტილს შევუსაბამოთ გარკვეული რიცხვი. 

მოვიგონოთ რაციონალურ რიცხვთა ძირითადი თგისებები. 

ა) რაციონალურ რიცხვთა ყოველი წყვილისათვის § და ს ად- 

გილი აქვს ერთ-ერთს შემდეგი დამოკიდებულებიდან: 

ან გ=Iს, ან “7, ან ს“7ა. 

ბ) თუ 2-7 ს და ს“70, მაშინ ე“7C 

(ამ თვისებას მეტობის ნიშანის ტრანზიტულობის თვისება ეწოდება). 

გ) თუ 2-7 ხ, მაშინ მოიძებნება აგრეთვე ისეთი რაციონალური 

რიცხვი 42, რომ 817 და 07ს, ე. ი- ორ რაციონალურ 

რიცხეს შორის მუდამ არსებობს მესამე რაციონა- 

ლური რიცხვი, მაგალითად 20ს, ამ თვისებიდან გამომდი- 

ნარეობს, რომ ორ რაციონალურ რიცხეს შორის არსებობს რა- 

ციონალურ რიცხვთა უსასრულო სიმრავლე. 

დ) რაციონალურ რიცხვთა შეკრება, გამოკლება, გამრავლება, 

გაყოფა (როცა გამყოფი ნულის ტოლი არ არის), მთელ ხარისხად 

ამაღლება, ისევ რაციონალურ რიცხვს გვაძლევს. 

ირაციონალური რიცხჭები 

ირაციონალური +–იცხვის განმარტებას დედეკინდის მიხედვით 

საფუძვლად უდევს რაციონალურ რიცხვთა განკვეთის ცნება. 

გავყოთ ყველა რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლე ორ არა ცა“ 

რიელ კლასად # და #. რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლის ყოველ 
ასეთ გაყოფას განკვეთა ეწოდება, თუ შესრულებულია შემ- 
დეგი ორი პირობა: 

19. ყოველი რაციონალური რიცხვი ეკუთვნის ან #4 ან #' 

კლასს;



– 

28. # კლასის ყოველი რიცხვი ნაკლუბია ტ#' კლასის ნებისმიერ 

რიცხვზე. 

# კლასს ეწოდება განკვეთის ქვედა კლასი. 
4' კლასს კი–-–განკვეთის ზედა კლასი. რაციონალურ რიცხვთა 

განკვეთის ამ განმარტებიდან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ 

ყოველი რაციონალური რიცხვი, რომელიც ნაკლებია ქვ:და კლასის 

რომელიმე რიცხვზე, აგრეთვე ქვედა კლასს ეკუთვნის. სავსებით ასე- 

ვეც ყოველი რაციონალური რიცხვი, რომელიც მეტია ზედა კლა- 

სის რომელიმე რიცხეზე, ზედა კლასს ეკუთვნის. 

მაგალითი 1, #4 კლასში მოვათავსოთ ყველა ისეთი რაციონა- 

ლური რიცხვები 2, რომლებიც აკმაყოფილებენ უტოლობას ე/.1, 

ხოლო #' კლასს მივაკუთნოთ დანარჩენი რაციონალური რიცხვები. 

ადვილი შესაძოწმებელია, რომ რაციონალურ რიცხეთა ასეთი 
გაყოფა ორ კლასად წარმოადგენს განკვეთას. 

მაგალითი ვ. #ტ კლასს მივაკუთვნოთ ყველა რაციონალური 

რიცხვი, რომლებიც 1-ზე ნაკლებია და თვით რიცხვი 1-იც, ხოლო 

ზედა კლასს მივაკუთვნოთ დანარჩენი რაციონალური რიცხვები. 

ამ შემთხვევაშიაც მივიღებთ რაციონალურ რიცხეთა განკვეთას. 

შევნიშნოთ, რომ პირველ მაგალითში არ მოიძებნება ქვედა 
კლასის უდიდესი რაციონალური რიცხვი; მაგრამ არსებობს ზედა 
კლასის უმცირესი +«იცხვი, რომელიც უდრის 1. მეორე მაგალითში 

ზედა კლასში არ გვაქვს უმცირესი რიცხვი, ქვედა კლასში კი არსე- 
ბობს უდიდესი რაციონალური რიცხვი, რომელიც უდრის 1. 

მაგალითი მ. ქვედა # კლასს მივაკუთვნოთ ყველა ისეთი და- 
დებითი რაციონალური რიცხვები ვ, რომელთა კვადრატი ნაკლებია 
2-ზე: გ1/ 2; ამავე კლასს მივაკუთვნოთ ყველა უარყოფითი რაციო- 
ნალური რიცხვები და რიცხვი 0; #' კლასს კი მივაკუთვნოთ დანარჩენი 
რაციონალური რიცხვები, შაშ #” კლასს მიეკუთვნება ისეთი დადე- 

ბითი რაციონალური გ რიცხვები, რომელთა კვადრატი მეტია 2-ზე. 

აქაც მივიღებთ რაციონალურ რიცხვთა განკვეთას. აქ საგუ- 

ლისხმოა ის გარემოება, რომ არც 2 კლასშია უდიღესი რაციონა- 

ლური რიცხვი ღა არც #' კლასშია უმცირესი რაციონალური რიც- 
ხვი. არ უნდა ვიფიქროთ, რომ რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლის 
ჯოველი გაყოფა ორ კლასად იქნება განკვეთა. ასე მაგალითად, თუ 

M» კლასს მივაკუთვნებთ ყველა მთელ რიცხვებს, ხოლო #' კლასს-– 
ყველა წილად რიცხვებს, ცხადია გვექნება რაციონალურ რიცხვთა
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გაყოფა ორ კლასად, მაგრამ ასეთი გაყოფა რა თქმა უნდა არ არის 

განკვეთა. 
თეორემა შეუძლეზელია რაციონალურ რიცხვთა 

ისეთი განკვეთა, რომ ქვედა კლასი # შეიცავდეს 

უდიდეს რიცხვს, ხოლო ზედა კლასი # შეიცავდეს 
უმცირეს რიცხვს, 

დამტკიცება. დავუშვათ წინააღმდეგი, ვთქვათ, რომ # კლასში 

არსებობს უდიდგსი რიცხვი, თ, ხოლო ს კლასში – უმცირესი რიც- 

ხვი 8. განკვეთის 29 პირობის ძალით თ/ ჩ. მაგრამ მაშინ თ და ჩ რიც- 

ხვებს შორის იარსებებს მესამე რიცხვი V», რომელიც არც # და არც #' 

კლასს არ მიეკუთვნება. ეს კი განკვეთის 1? პირობის ძალით შეუ- 

ძლებელია. მაშ ჩვენი დაშვება არაა სწორი. ამრიგად შეუძლებელია, 

რომ ერთდროულად არსებობდეს # კლასში უდიდესი რიცხვი და 

–' კლასში უმცირესი რიცხვი. დავიმახსოვროთ, რომ განკვეთა შეი- 

ძლება იყოს მხოლოდ სამი სახისა: 

1 ან ქვედა კლასში არ არის უდიდესი რიცხვიი ხოლო ზედა 

კლასში არის უმცირესი რიცხვი; 

2 ან ქვედა კლასში არის უდიდეს რიცხვი ხოლო ზედა 

კლასში არ არის უმცირესი რიცხვი; 

3 ან არც ქვედა კლასშია უდიდესი რიცხვი, არც ზედა კლას- 

შია უმცირესი რიცხვი. 

პირველ ორ შემთხვევაში ამბობენ, რომ განკვეთა სწარმოებს 

რაციონალური რიცხვის საშუალებით, ანუ რომ განკვეთა განსაზ- 

ღვრავს რაციონალურ რიცხვს. ყოველი რაციონალური რიცხვი 

განსაზღვრავს 1) ან 2) სახის განკვეთას, და პირიქით, ყოველი 1) 

ან 2) სახის განკვეთა განსაზღვრავს მხოლოდ რაციონალურ“ რიცხვს. 

3) სახის განკვეთას ირაციონალური განკვეთა ეწოდება. რა- 

ციონალური განკვეთის დროს ვიტყვით, რომ გამკვეთი რიცხვი 

რაციონალურია, ან რაციონალური რიცხვი განსაზღვრულია გან- 

კვეთით. გამკვეთი რაციონალური რიცხვი იენება ან # კლასის 

უდიდესი ან #” კლასის უმცირესი რიცხვი. ირაციონალური განკვე-· 

თა არ განსაზღვრავს რაციონალურ რიცხვს და ამ "შემთხვევაში 

ამბობენ, რომ ირაციონალური განკვეთა განსაზღერავს ახალი ბუნე- 

ბის––ირაციონალურ « რიცხვს. 
განმარტება. ყველა რაცინალურ და ირაციონალურ რიცხეთა 

ერთობლიობას ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე ეწოდება,



>“ 

თუ აღებულია რომელიმე ნაკვეთი სიგრძის ერთეულად, მაშინ 
ყოველი სხვა ნაკვეთის ზომა გარკვეული ნამდვილი რიცხვით გა- 

მოისახება ან რაციონალურით, ან ირაციონალურით და პირიქით, 

ყოველი ნამდვილი რიცხვისთვის არსებობს სრულიად გარკვეული 

სათანადო ნაკვეთი, როცა მასშტაბი თავიდანვე არჩეულია. 

3, ნამდვილ რიცხმთა შედარება 

განვიხილოთ ორი ნამდვილი რიცხვი « და ვ. როცა თ და 8 

რაციონალური რიცხეებია, მაშინ არითმეტიკიდან ცნობილია მათი 

ტოლობისა და მეტნაკლებობის გამორკვევის ხერხი. ორი რაციო- 

წალური რიცხვის ტოლობისა და უტოლობის ფაქტი შეიძლება რა- 

ციონალური რიცხვების განკვეთის საშუალებითაც გამოითქვას. 

(+. ს) განკვეთით განსაზღვრული თ რაციონალური რიცხვი ტო- 

ლია (4, ს.ე) განკვეთით განსაზღვრული 8 რაციონალური რიც- 

ხვისა როცა ს კლასი ემთხვევა +, კლასს და 8 კლასი ემთხვევა 

8, კლასს. : 

რიცხვი 8 მეტია თ რიცხვზე, როცა მ ეკუთვნის (#, 1) განკვე- 
თის 8 კლასს, და ზ ნაკლებია თ-ხე, როცა 3 ეკუთვნის # კლასს. 

თუ « რაციონალური რიცხვია, ხოლო 8 ირაციონალური, მაშინ 

შეუძლებელია თ უდრიდეს ვ-ს. ჩვენ ვიტყვით, რომ თ /_8, როცა თ 

ეკუთვნის »#, კლასს და « 77 3, როცა თ ეკუთვნის 8, კლასს. ამ გან- 
მარტების ძალით ირაციონალური რიცხვი მეტია ქვედა კლასის ყო- 

ველ რიცზეზე და ნაკლებია ზედა კლასის ყოველ რიცხვებზე. 

მაშასადამე თუ 8 არის რაიჭჰჭე განკვეთით განსაზღვრული რაციო- 
ნალური ან ირაციონალური რიცხვი, მაშინ ამ განკვეთის ქვედა 

კლასის ნებისმიერი გ რიცხვისათვის და ზედა კლასის ხ რიცხვი- 

სათვის, შეგვიძლია დავწეროთ: 8 =<<8 < ს, ე. ი. ქვედა კლასის ყო- 
ველი რიცხვი არ აღემატება, ხოლო ზედა კლასის ყოველი რიცხვი 

ნაკლები არ არის, განკვეთით განსაზღვრულ რიცხეზე. 
ეთქვათ ეხლა, რომ თ და 3 ირაციონალური რიცხვებია, რომ- 

ლებიც განსაზღვრულია შესაბამისად (#», 8) და (42. 8) განკვე- 

თებით. 

როცა #=V, მაშინ «=8, როცა # და »' კლასები სხვადა- 

სხვაა, მაშინ შესაძლოა ორი შემთხვივა: 

ე) არსებობს რაციონალური რიცხვი 1, რომელიც ტკუთვნის +” 

კლასს და არ ეკუთვნის + კლასს...”
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ხ) არსებობს რაციონალური რიცხვი, რომელიც ეკუთენის # 

კლასს და არ ეკუთენის #” კლასს. 

როცა რაციონალური რიცხვი I არ ეკუთვნის M# კლასს, მაშინ 

იგი ეკუთვნის 8 კლასს და მაშასადამე, თ / I. მაგრამ » შედის #” 
კლასში და L / მ და--ზაშასადამე, თ # IX და L #8. რიცხვი «თ ნაკ- 

ლებია 8.ზე. თუ არსებობს რაციონალური რიცხვი მეტი თზე და 

ვ-ზე ნაკლები; ამ ფაქტს ჩასწერენ ასე: თ / მზ. როცა ხსენებული 

თვისების რაციონალური რიცხვი არ არსებობს, მაშინ კლასები 

# და M# ერთიდაიგივეა და თ=8. 

4, დედეკინღის თეორემა 

ყველა ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეს ერთი შესანიშნავი თვი- 
სება აქვს, რომლითაც იგი არსებითად განსხვავდებ რაციონალურ 

რიცხვთა L“მრავლისაგან. მოვიგონოთ, რომ რაციონალურ რიცხვთა 

განკვეთის დროს ყოველთვის არ არსებობდა გამკვეთი რიცხვი. 

სწორედ ეს გარემოება გახდა საფუძველი ახალი --ირაციონალური 

რიცხვების შემოყვანისა. განვიხილოთ ახლა ნამდვილ რიცხვთა გან- 
კვეთა ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლის განკვეთა ვუწოდოთ მის გა- 

ყოფას ორ არაცარიელ კლასად X და X”, რომლებიც აკმაყოფილებენ 

შემდეგ პირობებს: 
19. ყოველი ნამდვილი რიცხვი ეკუთვნის ან X, ან X” კლასს; 

29 X კლასის ყოველი რიცხვი ნაკლებია XV» კლასის ნებისმიერ 

რიცხვზე. 

ისმება საკითხი, ყოველთვის არსებობს თუ არა ნამდვილ 

რიცხვთა განკვეთის დროს გამკვეთი რიცხვი? ამ კითხვაზე ამომწუ- 
რავ პასუხს გვაძლევს დედეკინდის თეორემა. 

თეორემა. ნამდვილ რიცხვთასიმრავლის ყოველი (X,"V) 
განკვეთისას მუდამ არსებობს გამკვეთი ნამდვი- 

ლი რიცხვი 8. რიცხვი 8 ან უდიდესი რიცხვია ქვე- 

და კლასში X (და მაშინ ზედა კლასში V არ არსე- 

ბობს უმცირესი რიცხვი), ან უმცირესია ზედა კლას- 
ში V (–ა მაშინ ქვედა კლასში არ არსებობს უღი- 

დესი რიცხვი). 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ #-თი ყველა რაციონალურ რიცხვთა 
სიმრავლე ქვედა კლასში X, ხოლო 8 იყოს რაციონალურ რიცხვთა



ა I) 

სიმრავლე, რომელსაც შეიცავს ზედა კლასი M. ცხადია, # და #8. 

სიმრავლეები შეადგენენ ყველა რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლის 

განკვეთას. განკვეთა (#, 18) განსაზღვრავს «აღაც ნამდვილ 8 რიცხეს; 
ეს რიცხვი უნდა მიეკუთვნოს X და ”–” კლასებიდან ერთ-ერთს. 
ვთქვათ ზ ეკუთვნის ქვედა კლასს X, მაშინ 8 არის X კლასის უდი- 
დესი რიცხვი. მართლაც, რომ 8 არ ყოფილიყო X კლასის უდიდე- 

სი რიცხვი, მაშინ მოიძებნებოდა ამ კლასის რიცხვი თეკ-7 8. ეთქვათ 

L არის რაციონალურე რიცხვი, მოთავსებული თე და ზ რიცხვებს 

შორის:თე 7 IL“ 7 8. რიცხვი L ეკუთვნის X კლასს და, მაშასადამე, 

ეკუთვნის # კლასს. მივიღეთ, რომ 3 რიცხვის გამსახღვრელი გან- 

კვეთის ქვედა კლასის კუთვნილი რიცხვი L ამ რიცხეს აღემატება. 

ეს კი შეუძლებელია. სავსებით ისევე, როგორც რაციონალ,რ 

რიცხვთა სიმრავლისათვის დავაპ3ტკიცებთ, რომ თუ ჩ X კლასის 

რიცხვია, მაშინ შეუძლებელია არსებობდეს V კლასის უმცირესი 

რიცხვი. 

ანალოგიური მსჯელობით დავრწმუნდებით, რომ თუ 8 «იც: 

ხვი ეკუთენის XV კლასს, მაშინ იგი /# კლასში უმცირესია დ» ქვედა. 

კლასშა X არ არსებობს უდიდესი. 
ნამდვილ რიცხვთა დამტკიცებულ თვისებას ნამდვილ რიცხვთა. 

სიმრავლი უწყვეტობის თვისება ეწოდება. 

ნ, კანტორის თეორემა 

განვიხილოთ მონაკვეთების უსასრულო მიმდევრობა /"ა,, /#ა» ..»–» 

ტი მონაკვეთთა ამ მიმდევრობას მომჭიმადი მიმდევრობა ეწო- 
დება, თუ ამ მიმდევრობის ყოველი მონაკვეთი მთლიანად ეკუთენის. 

მის წინამავალ მონაკვეთს და ყოველი დადებითი 6 რიცხვისათვის 
მოიძებნება ისეთი ს», რომ | /სა„| #.§, სადაც | /ს„| სიმბოლოთი 

აღნიშნულია /ა, მონაკვეთის სიგრძე. 
თეორემ.ა არსებობს ერთი და მხოლოდ ერთი 

წერტილი, როჰელიც ეკუთვნის მომჭიმად მონაკვეთ–- 
თა მიმდევრობის ყველა მონაკვეთს. 7? 

დამტკიცება. ვთქვათ (ა /#ე +... რი, მონაკვეთების- 

მომჭიმადი მიმდევრობაა. აღვნიშნოთ 8, , ხ;; 8) ხე: ·..) მ») ხის.... 

შესაბამად ამ მონაკვეთების საწყისი და ბოლო წერტილები (იხ. 
ნახ, 1),



– 12 – 

ცხადია, მკ «- – შე <. · ლშ, ლ... · და ხ, = ხე: > .. · > ს, > >. 

გავკოთ ყველა ნამდვილ. რიცხვთა სიმრავლე ორ კლასად X და V 
შემდეგნაირად: 

„ა“. ი სასას 

9 თორი „' “ ” 

_- 2, – 

ნახ. 1. 

რ 
  

« ნამდვილი რიცხვი მივაკუთვნოთ X კლას, თუ არსებობს 

ისეთი 1), რომლისთვისაც გ, > «. წინააღმდეგ შემთხვევაში თ მი- 

ვაკუთვნოთ V კლასს. ამგვარად, X კლასს მიეაკუთვნებთ წრფის ყვე- 

ლა ისეთ წერტილებს, რომელთა მარჯვნივ იმყოფება მომვიმადი 

მონაკვეთების მიმდეგრობის რომელიმე მონაკვეთის ერთი მარცხე- 

ნა საწყისი წერტილი მაინც, ან თვითონ ეს წერტილები წარმოად- 

გენენ მონაკვეთების მარცხენა საწყის წერტილებს. ყველა სხვა წეC- 
ტილებს მივაკუთვნებთ V კლასს. ნამდვილ რიცხვთა გაყოფა ორ 

ასეთ სიმრავლედ წარმოადგენს განკვეთას. მართლაც, ყოველი ნამ- 
დვილი რიცხვი მ-ეკუთენება ან X ახ V კლასს. არცერთი ეს კლა- 

სი ცარიელი არ არის, დავამტკიცოთ, რომ X კლასის ნებისმიერი 

წერტილი მდებარეობს V კლასის ნებისმიერი წერტილის მარცხნით. 
ვთქათ > არის X კლასის ნებისმიერი რიცხვი, ხოლო 9 კი--»V# კლასის 

ნებისმიერი რიცხვი. დავამტკიცოთ, რომ ძთ< 8 დავუშვათ. წინააღმ- 
დეგი. ვთქვათ რომ 8 / თ. ვინაიდან თ ეკუთვნის X კლასს, ამიტომ 

მოიძებნება მ, „> თ, ე. ი. 8, 7 ზ და, მაშასადამე, 3 უნდა მიეკუთვნოს 
X კლასს, ეს კი ჩვენ პირობას ეწინააღმდეგება. ამგვარად ნამდვილ 

რიცხვთა ზემოხსენებული წესით გაყოფა ორ კლასად წარმოადგენს 

განკვეთას. ეს განკვეთა განსაზღვრავს რაღაც სნამდეილ + რიცხვს. 

დავამტკიცოთ, რომ ჯ წარმოადგენ” 25), / ცს. „ტის... მონა- 

კვეთების საერთო წერტილს. ვთქვათ არსებობს ისეთი, მონაკვეთი 

ტტ. რომელიც არ შეიცავს « წერტილს. მაშინ მონაკვეთი /„.უნ- 

და“ ზჩდებარეობდეს მთლიანად ან ჯ: წერტილის მარცხნით ან მარ- 

ჯენით. ვთქვათ /#„ მდებარეობს ჯ-ს მარჯენით, მაშინ 7 < მ,. მაგ-
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რამ « და გ, წერტილებს შორის მოიძებნება წერტილი X, რომელიც 

უნდა მიეკუთვიოს X კლასს, ვინაიდან. + # X # შ,, ეს კი პირობას 

ეწინააღმდეგება, რადგანაც ეს წერტილი აღებულია V# კლასიდან 

(X “7 4). სავსებით ასევე დავრწმუნდებით, რომ /+„ მონაკვეთი არ 

შეიძლება მთლიანად მდებარეობდეს ჯ წერტილის მარცხნით. მაშა–- 

სადამე. ჩვენი მომჭიმადი მიმდევრობის /+, მონაკვეთი არ შეიძ- 
ლება მდებარეობდეს მთლიანად + წერტილის არც მარცხნით არც 

მარჯვნით და ამიტომ იგი უნდა შეიცავდეს / წერტილს. 

მაშასადამე, არსებობს წერტილი, რომელიც ეკუთვნის მონა- 

კვეთთა განხილული მიმდევრობის ყველა მონაკვეთს. 

დავამტკიცოთ, რომ ასეთი საერთო წერტილი ერთად-ერთია. 

ვთქვათ არსებობს ასეთი თვისების მეორე ”/, წერტილი. აღვნიშნოთ 

7 და 7, წერტილებს შორის მანძილი ძ-თი. რადგანაც + და 7. წერ- 

ტილები ეკუთვნის /ა,, /#ბე. ·..ს /#ბი ·.. მიმდევრობის ყოველ მო- 

ნაკვეთს, ამიტომ არცერთი ამ მონაკვეთის სიგრძე არ იქნება ნაკ- 

ლები ძ-ზე, ეს კი ეწინააღმდეგება პირობას, რადგან ძ რიცხვისათვის 

უნდა არსებობდეს ისეთი », რომლისთვისაც | /#%»I + 0. ამგვარად 
ჩვენი დაშვება სწორი არ არის და თეორემა მთლიანად დამტკიცე- 

ბულია. 

შემდგომი მასალის დამუშავებამდე საჭიროა იცოდეთ ზოგიერ- 

თი განმარტებანი სიმრავლეთა თეორიიდან. 

განმარტება 1. სიმრავლეს ეწოდება შემოსაზღვრული, თუ იგი 
მთლიანად არის მოთავსებული რაიმე მონაკვეთის შიგნით. 

მაგალითი. ყველა დადებით წესიერ წილადთა სიმრავლე შემო- 

საზღვოულია. 

განმარტება 95. ნამდვილ რიცხვთა M სიმრავლე შემოსაზღვრუ- 
ლია ქვევიდან, თუ არსებობს ისეთი M# რიცხვი, რომ M სიმრავლის 

ნებისმიერი X რიცხვისათვის ადგილი აქს უტოლობას M <X. 

# რიცხვს სიმრავლის ქვედა საზღვარი ეწოდება. 

ასე მაგალითად, დაღებით რიცხვთა სიმრავლე შემოსაზღვრუ- 

ლია ქვევიდან, მისი ქვედა სახღვარია 0 და ნებისმიერი უარყოფი- 

თი რიცხვი. 

განმარტება 3. M სიმრავლე შემოსაზღვრულია ზევიდან, თუ 
არსებობს ისეთი C რიცხვი, რომ M სიმრავლის ნებისმიერი X რიც- 

ხვისათვის ადგილი აქვს უტოლობას X < (. 

' C რიცხვს სიმრავლის ზედა საზღვარი ეწოდება.
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მაგალითად, უარყოფით რიცხვთა სიმრავლე შემოსახღვრულია 
ზევიდან. მისი ზედა საზღვარი იქნება ნული და ნებისმიერი დადე- 
ბითი რიცხვი. ლუწ რიცხვთა მიმდევრობა 2, 4, 6, ... არარის ზე- 
ვიდან შემოსაზღვრული. თუ ავიღებთ რიცხვთა მიმდევრობას 
172 3 4 
უ___--_-.-.. 
23 4 5 

ცხადია, იგი შემოსაზღვრულია ზევიდან რიცხვით 1-ით და ყველა 

ერთზე მეტი რიცხვით. 

განმარტება 4. სიმრავლის ქვედა საზღვართა შორის უდიდეს 
რიცხვს სიმრავლის ზუსტი ქვედა საზღვარი ეწოდება. 

განმარტება ნ. სიმრავლის ზედა საზღვართა შორის უმცირეს 
რიცხეს სიმრავლის ზუსტი ზედა საზღვარი ეწოდება.



თავი II 

ფუნქციის ცნება 

დაამუშავეთ შემდეგი ლიტერატურა: 

1) ლ. გოკიელი, დიფერენციალური აღრიცხვა, გვ. 25 –29. 

2) ა. რუხაძე და ა. ხარაძე, უმაღლესი მათემატიკის სა– 

ფუჭვლები, ტტ. 1, გვ. 24-–3ვ, 

3) (. დიX7695-C00M5Lს,, IVნიCC ”-დტი6IV9M89იხIM0(0 M MII6- 

”იმიხ9M0-0 MCVMCI6C90M9, ტ. I, თავი II, §1, გეტ. 111-–138. 

4. 8. 038MხIIMMM, M. CMVICM2გ9, /#. "+065X8მ009, 
IXV0C Mმ16Mმ0IMM96CM0-0 მ9გMM4M30, ტ. I, გე. 71–- 87. 

ცვლადი სიდიდე ეწოდება სიმბოლოს, რომელსაც შეუძლია 

მიიღოს სხვადასხვა რიცხვითი მნიშენელობანი. იტყვიან” რომ მო- 

ცემულია X (ცვლადი, როცა მოცემულია მის მნიშვნელობათა სიმ- 

რავლე X = #XI. მუდმივი სიდიდე შეიძლება განვიხილოთ როჯზორ(/) 

ცვლადის კერძო შემთხეევა, როცა X სიმრავლე შეიცავს მხოლოდ 

ერთ ელემენტს. 
ასე მაგალითად, სიდიდე X, რომელსაც შეუძლია მიიღოს ნე- 

ბისმიერი მნიშვნელობა მოცემულ გ და ხ (მ # ხ) რიცხვებს შორის, 
იქნება ცვლადი სიდიდე. X სიდიდე, რომელიც დააკმაყოფილებს 
განტოლებას 8X--5=0, წარმოადგენს მუდმივ სიდიდეს და ა. შ, 

უმეტეს შემთხვევებში ცვლადი სიდიდეები ერთმანეთთან არის და. 

კავშირებული; ერთმანეთთან კავშირში მყოფი სიდიდეების მაგალი- 

თებია: კუთხის სიდიდე და მისი სინუსი; X და V (კვლადების მნიშე- 
ნელობანი, რომლებიც დააკმაყოფილებს განტოლებას X + V = 2 და 

ა, შ, 

V ცვლადს ეწოდება X ცვლადის ფუნქცია, თუ X-ის ყოველ 
მნიშვნელობას შეესაბამება V-ის გარკვეული მნიშვნელობა. X (ცვლადს 

დამოუკიდებელი („ცელადი ანუ არგუმეტი ეწოდება ზოგ- 

ჯერ V ცვლადს დამოკიდებულ ცვლადს უწოდებენ. ჩვეულებრივად 
X და V (ცვლადებს შორის ფუნქციონალურ დამოკიდებულებას აღ-
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ნიშნა:ენ V = (I(X) სიმბოლოთი და იკითხება ასე: „V არის X-ის 

ფუნქცია“. 
დამოუკიდებელი ცვლადის ყველა შესაძლო მნიშენელობათა 

სინრავლეს ფუნქციის განსაზღვრის არე ანუ ფუნქციის არსებობის 

არე ეწოდება ფუნქციის ყველა მნიშვნელობათა ერთობლიობას 
ფუნქციის მნიშვნელობჯთა სიმრავლეს უწოდებენ. დიფერენციალურ 

აღრიცხვაში შეისწავლება ისეთი ფუნქციები, რომელთა განსაზღვრის 

არე დღა ფუნქციის მნიშვნელობათა სიმრავლე ნამდვილი რიცხვები- 

საგან შედგება. 
ხშირად ორ ცვლადს შორის ფუნქციონალური კავშირი ისე- 

თია, რომ არგუმენტის ერთ მნიშენელობას შეესაბამება V-ის რამო- 

დენიმე მნიშვნელობა. ასეთ ფუნქციას მრავალსახა ფუნქცია ჰქვია. 

მაგალითად, ფუნქცია V = + VX არის ორსახა ფუნქცია. 

ჩვენს მიერ ზევით მითითებულ ლიტერატურაში ყურადღება მი- 

აქციეთ, რომ ფუნქცია შეიძლება მოცემული იკოს სხვადასხვა წე- 

სით: მ) ანალიზურად, ს) გრაფიკულად, C) ცხრილებით. 

ყეელა იმ ფუნქციებს, რომლებიც გვხედება ელემენტარულ ალ- 
გებრაში და ტრიგონომეტრიაში, ელემენტარული ფუნქციები ეწო- 

დება. ელემენტარული ფუნქციებია: 
ხარისხოვანი ფუნქცია: LI(X)=X?, სადაც თ ნამდვილი რიც- 

ხვია. 
მაჩვენებლიანი ფუნქცია: M(X)=მ275, სადაც 8 >90. 

ლოგარითმული ფუნქცია: ”#(X)=100„X, სადაც მ ->>0. 

ტრიგონომეტრიული ფუნქციები: 5LIIX, C05X, სეი, 0Cხ9X. 
შებრუხებული ტრიგონომეტრიული ფუნქციები. 

ფუნქციები, შედგენილი ყველა დასახელებული ელემენტარული 
ფუნქციების სასრული კომბინაციებით. 

ელე4ე5 ზარულ ფუსქციათა შორის განსაკუთრებითი მნიშვნე- 

ლობა აქვს შემდეგ ფუნქციებს: 
1) პოლინომიალურ ფუნქციას (ანუ უბრალოდ პოლინომს), პო- 

ლინო?ს უწოდებენ. 

V =შაე-Lმ,X + 8 X12+... + მია X" 

სახას ფუნქციას. სადაც კოეფიციენტები მ; (1= 1,2, ..., I) ნე- 

ბისმიერი ნამდვილი რიცხვებია, ხოლო X-ის ხარისხის მაჩვენებლე- 

ბი კი“. მთელი დადებითი რიცხვები.
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2) რაციონალურ ფუნქციას, რომელიც წარვოადგენს ორი პო- 

ლინომის შეფარდებას. მაგალითად, 

X3 -L XX-–- 1 Xმ –– 1 

X –– XI. 5X+3 »– Xწ-L X?8-+ 2X2-- 3. 

3) ცხადი ან უცხადღო სახით წარმოდგენილ ალგებრულ ფუნქ- 

ციას, რომელიც გამოსახულია რაციონალური ფუნქციისა და ფეს- 

ვის ნიშნის საშუალებით, მაგალითად: 

575“ 

= ე“ 0461. ! „X0+-X> + V  » 
8 2–X 
  

როცა მოცემული ფუნქცია არ არის ალგებრული ფუნქცია, მა- 

%ინ მას ტრანსცენდენტულ ფუნქციას უწოდებენ. ტრანსცენდენტული 
ფუნქციებია მაგალითად, ყველა. ტრიგონომეტრიული ფუნქციები, 

ლოგარითმულა ფუნქცია, ფუნქცია V = 212 და ა. შ. 

ხშირად ერთი ფუნქცია მოცე?ულია ანალიზურად არა ერთი, 

არამედ რამოდენიმე ტოლობით. კიდევ მეტიც, ზხოაკჯერ გვხვდება 

ისეთი ფუნქციაც, რომელიც ანალიზურად გამოსახულია ტოლობათა 

უსასრულო რიცხვით. ამ საკითხების შესახებ დაწვრილებითი მასა- 

ლა იხილეთ წიგნში: 8. LICMხII0VMM, M. CიVი6C#M8მ9, II. MI6(0- 
X#2008, „MXVი0C M28I16M8IM96CM010 მIIმიყვ3ვ" ტ. I, გვ. 72 –- 75. 

ამავე წიგნის 75-78 გვერდებზე თქვენ ნახავთ ფუნქციათა გრაფი- 

კულად გამოსახვის ხეთხებს და საინტერესო და საჭირო მასალას 

ლუწ და კენტ ფუნქციათა შესახებ, შებრუნებული ფუნქციის განმარ- 

ტებას და მათ მაგალითებს.



თავი III 

ზღვართა თეორია 

მთელი მათემატიკური ანალიზისათვის განსაკუთრებული მნიშვ- 

ნელობა აქეს ცვლადის ზღვარის ცნებას. ამ თავის დასამუშავებლად 

სტუდენტმა გულმოდგინეთ და აუჩქარებლად უნდა დაამუშაოს ლი- 

ტერატურით სათანადო თეორიული მასალა და გადაწყვიტოს რაც 

შეიძლება მეტი რაოდენობის მაგალითები. საჭირო მასალას მოძებნით 

შემდეგ წიგნებში: 

1) ლ. გოკიელი, დიფერენციალური აღრიცხვა, გვ. 32-59; 

2) ა. ხარაძე და ა. რუხაძე, უმაღლესი მათემატიკის სა- 

ფუძვლები, ტომი 1, გვ. 186-– 208; 

3) 8. L6ა»ხსM9IM, M. CXV9CMგ9, #8. 16იM2C08, 

LVხC M82ICM879M96CM0-0 მM2გMV932, ტ.. 1, გვ. 39--44, 87--103; 

4!) დიაXწაიხნიიხს, #MVი0C #Mთ6ი06Mასსბიხ9ი0:0 M MM- 

76 ნზახი0 MC9ყMCIMI690M9, ტ. I, გვ. 50--63, 66--75, §5--95;. 
კარგად დავიხსომოთ ცვლადის ზღვრის განმარტება. იტყვიან, 

რომ ჯ ცვლადის ზღვარია § მუდმივი რიცხვი, თუ ჯ-ის 

ცვლილების დროს, მისი რიცხვითი მნიშვნელობა 

უახლოვდება გ-ს ისე, რომ X-ისა და „კ-ს სხვაობის 

აბსოლუტური მნიშვნელობა გარკვეული დროიდან 

დაწყებული შეიძლება ყოველ წინასწარ აღებულ 
რაგინდ მცირე დადებით რიცხვზე ნაკლები გახდეს 

და შემდეგშიაც ასეთი დარჩეს, 
ის ფაქტი, რომ X („ცვლადის ზღვარია გ რი/კხვი, აღინიშნება 

ასე: 11IიX = გ. : 
ცვლადის ზღვარის განმარტებაში განსაკუთრებით უნდა მიექცეს 

ყურადღება იმ გარემოებას, რომ თუ X ცვლადის ზღვარია 8, მაშინ 
რაგინდ მცირეც არ უნდა იყოს დადებითი მუდმივი 6 რიცხვი, 

X –- ვ სხვაობის აბსსოლუტური მნიშვნელობა Xჯ-ეს ცვლილების რაიმე 

მომენტიდან დაწყებული მუდამ ნაკლებია, ვიდრე 9«. 
მივაქციოთ ყურადღება იმასაც, რომ ცვლადის (კვლილების 

ხასიათი სხვადასხვანაირი შეიძლება იყოს. ამის გამო იტყვიან, რომ; 

1) X ცვლადი ზრდადია, თუ X იცვლება ისე, რომ მისი ყო-
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გელი შემდეგი მნიშვნელობა მეტია ვიდრე წინა მნიშვნელობა. ასეთი 

ცვლადის გამომსახველი წერტილი რიცხვით წრფეზე მოძრაობს 

მარცხნიდან მარჯევნიე. 

2) ცვლადი ჯ კლებადია, თუ Xჯ იცვლება ისე, რომ მისი ყო- 

ველი შემდეგი მნიშვნელობა ნაკლებია წინაჭმავალ მნიშვნელობაზე. 

რიცხვით წრფეზე ასეთი გამომსახვეელი წერტილი მოძრაობს მარ- 

ჯვნიდან მარცხნით. 

3) X ცვლადს მონოტონური ცვლადი ეწოდება. თუ იგი ან 

მუდამ ზრდადია ან მუდამ კლებადი. 

ზევით მითითებულ ლიტერატურაში მოძებნეთ და დაიმახსოვ- 

რეთ მონოტონური ცვალებადის მაგალითები. სასურველია თქვენ 
თითონ ააგოთ ანალოგიური მაგალითები. 

4) X ცვლადს ზემოდან შემოსაზღვრული ეწოდება, თუ შემოსა- 
ზღვევრულია ზემოდან რიცხვთა სიმრავლე, რომელიც ცვლადის მიერ 

მიღებულ მნიშვნელობებისაგან შედგიბა. 

ზემოდან შემოსაზღვრული ცვლადისათვის ადგილი აქვს შემდეგ 

თეორემას. 

თეორემა. თუ ზრდადი ცვლადი ზემოდან შემოსაზ- 

ღვრული), მაშინ არსებობს ამ ცვლადის ზღვარი და 

ეს ზღვარი იქნება ცვლადის ზუსტი ზედა საზღვარი. 
როცა ცვლადი შემოსაზღვრულია ზევიდან, მაშინ, განმარტების 

მიხედვით, შემოსაზღვრულია ზევიდან ამ ცვლადის მნიშვნელობათა 

სიმრავლე. ამ სიმრავლის ნამდვილი ზედა საზღვარი იჭავე დროს 

არის ცვლადის ნამდვილი ზედა საზღვარი. 

სავსებით ასევე, თუ კლებადი ცვლადი ქვემოდან შე- 
მოსაზღვრულია, მაშინ არსებობს ამ ცვლადის ზღვა- 
რი და ეს ზღვარი არის ცელადის ნამდვილი ქვედა 

საზღვარი. 

5) თუ ჯ (კვლადი ისეთია, რომ აბსოლუტური მნიშვნელობა I XI 

მუდამ ნაკლები რჩება რაიმე მუდმივ და დადებით ვ რიცხეზე, ზაშინ 

ჯ-ს შემოსაზღვრული ცვლადი ჰქვია. ყველა სხვა შესაძლო შემთხვე- 

ვაში X ცვლადი არა შემოსაზღვრულია, 

განსაკუთრებული ყურადღებით შეისწავლეთ უსასრულოდ მცი- 
რისა და უსასრულოდ დიდის განსაზღერა და მათთან დაკავშირებუ- 

ლი დებულებანი დავიმახსოვროთ, რომ უსასრულოდ მცი“ე (და 

აგრეთვე უსასრულოდ დიდი) გარკვეული სახის ცვლად სიდიდეს



–- 20 -- 

ეწოდება. მივაქციოთ ყურადღება იმ განსხვავებას, რომელიც არსე- 

ბობს უსასრულოდ მცირესა და ძალიან მცი“რე მუდმივ სიდიდეს 

შორის. · 

გაარჩიეთ + 2, -–- 2 და «<8 სიმბოლოების შინაარსი. 

6) დაამუშავეთ საკითხი ფუნქციის ზღვარის შესახებ. 

თუ მოცემულია წ = I(ჯ) ფუნქცია, მაშინ მისი ზღვრული მნიზ- 

ვნელობა, როცა X-+8მ, დამოუკიდებელია ფუნქციის მნიშვნელობისა–- 

გან ვ წერტილზე და საზოგადოდ შესაძლებელია, რომ ეს ზღვარითი 

ნნიშვნელობა არც კი უდრიდეს ფუნქციის მნიშვნელობას გ წერ- 

ტილზე. 

მაგალითი 1. მოვძებნოთ X» = 2 + – ფუნქციის მარც- 

1 + 2 1=–X 

ხენა და მარჯვენა ზღვარი, როცა X –-1. 

მოვძებნოთ ჯერ მარცხენა ზღვარი. გვაქვს 

1 1 

  

თ 2+- . ს“=24-= “2, 
ჯ->1-0 –-+- 1 

1+21“7 1+1II) 2 1–=X 
X-–>2-–0 

1 

რადგანაც 10 21=X#.._” 

ჯI--1 0 

მაშასადამე, ჩვენი ფუნქციის მარცხენა ზღვარია 2. 
ეხლა მოვძებნოთ მარჯვენა ზღვარი. გვექნება, 

  

X->-1+0 (76 ___.ი. 

1-=Xჯ = 

)+2.- 7 1 + ი 2 1--X 
ჯ.1- 0 

7) ფუნქციის ზღვრის არსებობის გამოსაკვლევად არსებობს 

კოშის ნიშანი, ეს ნიშანი არის აუცილებელი და საკმარისიც ღა 

შემდეგში მდგომარეობს: 

იმისათვის, რომ ჯ(ჯ) ფუნქციას ჰქონდეს ზღვარი 
როცა ჯX–--3, აუცილებელია და საკმარისი, რომ ნების- 

მიერი დადებითი 6 რიცხვისათვის არსებობდეს ისე- 

თი დადებითი 8§ რიცხვი, რომ ყველა 8-საგან განს-
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ხბვავებული XჯX' და X” მნიშვნელობებისთვის, რომლე- 

ბიც დააკმაყოფილებენ უტოლობებს |» –- ე) /.5 და 

(IX  –– მI / 6, ადგილი პქონდეს უტოლობას 

II(X') –– IX”) #8. 

მოძებნეთ ჩვენს მიერ დასახელებულ ლიტერატურაში ამ თეორემის 

აუცილებლობისა და საკმარისობის დამტკიცება და შეისწავლეთ. 

დაამუშავეთ ყურადღებით 8. 8. LMCMსხ IM MM, M. CიVი9C- 

«29, I. +I160M48C08-ის წიგნის 96--100 გვერდებზე მოყვანილი 

ზხოგადი თეორემები ფუნქციათა ზღვრების შესახებ. 

ამ თეორემების დამტკიცების დროს მხედველობიდან არ გამოგ- 

რჩტეთ, რომ როცა ორი ფუნქციის სხვაობის ზღვარი არსებობს, 

აქედან არ გამომდინარეობს მონაწილე ფუნქციების ზღვრების არ- 

სებობა ცალ-ცალკე. მაგალითად, 

ი (VII – /2- 1) =ი –<==-----=0 110) VX + VX _ ) =11I) (VX + 1+Vჯ–1) =VMM 

ჯX -–+> 9< ჯ-–->C 

ე. ი. არსებობს VX-+1 და VX-–--I ფუნქციების სხვაობის ზღვა- 

რი, როცა X-+ %; ცალ-ცალკე კი ამ ფუნქციების ზღვრები, როცა 

X--.- თ, არ არსებობს. 

8) შეისწავლეთ ტიპიური მაგალითები: 

1 V” 
2. I (. I++-) = 0, 

1-- 2იC 

სადაც 6 ნეპერის რიცხვია. 

- (1) 

პ, სი ( 1 +-+-) = 6, სადაც # მუდზიკი რიცხვია. 

13. ი 

10 (1 + X) _ 250::- 4. Iი 1. 

X-+0
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§ 

5. III =1= 1), სადაც გ ნებისმიერი დადებითი მუდ- 

X--0 
მივია. 

შენიშვნა. 4 და 525 მაგალითებში სიმბოლო „II“ აღნიშნავს 

წ-ის ნატურალურ ლოგარითმს, მხედველობაში იქონიეთ, რომ თით- 

ქმის მთელ მათემატიკურ ანალიზში სარგებლობენ ნატურალური 

ლოგარითმებით, ე. ი. ლოგარითმებით, რომელთა ფუძედ აღებულია 
ნეპერის გ რიცხვი. არ გამოგრჩეთ იმ ფორმულის შესწავლა, რო- 
მელიც ერთმანეთთან აკავშირებს მოცემული რიცხვის ნატურალურ 

ლოგარითმს ამავე რიცხვის ლოგარითმთან ფუძით 10. 

სავარეგიშო მაგალითები. 

1) მოვძებნოთ ზღეარი 
3უჰ –-- 411? -L- 1 

ი («<1 

  

1IV) 

X–-1 

ამ შემთხვევაში მრიცხიელის და მნიშვნელის ზღვარი, როცა X –-1, 
უდრის ნულს, და, მაშასადამე უშუალოდ გამოყენება თეორემისა 

წილადის ზღვარის შესახებ არ შეიძლება. საჭიროა ზღვარის სიმ.- 
ბოლოს ქვევით მდგომი რაციონალური წილადი გარდაიქმნას შეზ- 

დეგნაირად: 
3»ჯბ –- 43 -L- 1 (X –– 1)2(3ჯ) -+ 2ჯX +1) 9 - 

დ-ი. “ცაი იმ) 
მაშასადამე, 

ვაკე _  41;8 1 · 

Iთ _ ე -= თრი –. 2ჯ + 1) = 6.- 

ჯ-– 1 ჯ- 1 

ანალოგიურ შემთხვევებში, ე. ი. როცა ზღვარის სიმბოლოს ქვევიო 
იმყოფება რაციონალური წილადი და მრიცხველის და მნიშვნელის 
ზღვარი ნულის ტოლია, როცა X-- გ, მაშინ საჭიროა მრიცხველი 
დაშალოთ ისეთ მამრავლებად რომელთა მეკვეცა შესაძლებელია; 

შეკვეცის შემდეგ კი გადახვიდეთ ზღვარზე. 
გამოთვალეთ ზღვრები: 

ს X2 –-– 3X –– 1 
2) 11» –3 

X-–-->-1



2. ნ. 3ჯX–219 
ხ) IIთ – ა ფეუუვიი 

X-–--2 

3X2 –- X 2 

თ) 5. (X- 2)(1->-X+1I) X-=2 
ჯჯ–- 

X' -L 21? –– 3 
9) III ი 3-2 · 

X-–-1 

ი" 1 
6) სი (ს, და M# მთელი რიცზვებია). 

X–-1 

2) გამოვთვალოთ ზღვარი: 

სო X + 1-1 

(X –– 1)? 
X-–-C 

ამ მაგალითში უშუალოდ გადასვლა ზღვარზე მოგვცე იმს განუსაზღვრელ 

გამოსახულებას –. ანალოგიურ შესმთხეევებში საჭიროა ზღვარის 

სიმბოლოს ქვეშ მყოფი რაციონალური წილადის მრიცხველი და მნი- 

შვნელი გავყოთ ჯ-ის უდიდეს ხარისხზე და შემდეგ გადავიდეთ 

ზღვარზე. გვაქვს: 

  

  

11 1:11 
2+++ XI. 2. 
C=I , 211? 

I ჯ 1 ჯ? 

ვინაიდან II» > = 0, ნებისმიერი მუდმივი 1 რიცხვისათვის, ამი- 

ჯ- დ 

ტომ წინა ტოლობიდან მივიღებთ: 

1 

X1-+X + 1 X 
1 _– '-– ეეგ = 1. 1110 (CL=1 119) 2 ; 

ჯ_– იი ჯჯL-- Cთ 21 
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გამოთვალე ზღვრები 

ჯ! + 18 -L 1 ' 
გ) 1191 

ჯა. 9 

._ (2X + 1) (2X + 2) (4X + 5) 
ხ) IC (X –– 1) (2X ++3) (3ჯ –– 4). ” 
ჯა. %9 

2X9 -IL- 3X – 2 
0) 11 5++-95 

XX-+-C 

3X1--X + 1 
ძ) 11 2X+7 

X->.-% 

3) მოვძებნოთ ზღვარი 

მ 

119) V1+2X +1_ . 

ჯ..-–!1! „V2+> “+X 

როცა ზღვარის ნიშნის ქვევით იმყოფება ირაციონალური წილადი 

და მრიცხველისა და მნიშვნელის ზღვარი უდრის ნულს, მაშინ საჭი- 

როა ირაციონალობა გადავიტანოთ მნიშვნელიდან მრიცხველში, ან 

პირიქით, მრიცხველიდან მნიშვნელში. ამნაირად მივაღწევთ მრიც- 

ხველისა და მნიშვნელის შეკვეცას ისეთ თანამამრავლს, რომელიც 

წარმოშობს განუსაზდვრელობას და შემდეგ კი გადავიდეთ ზღვარზე 

ჩვენს მაგალითის შემთხვევაში გვაქვს: 

8 

სი LI 1+2 +! 
ე–უეუეეაეაეოდ” ' 

V 2+X +X 

=1/ი | I-V 13%. + თე (+132 + 1) 

ა ს–ი1+X +049 | IC >> +)



  

_(C+27 + ') (IC 2+> –») 963 ახით1ნ-- ა 
ა ნX+1) (I-5+X -– X ) _. 

ისარის «წთილ)C-ე. 

  

  

  
  

  

= 2 III) V 2+X –Xჯ _ 4. 

8 „ა ს _ “.9 , 

ს–“ 1+ 2X + I/ (1 + 2X)? I(2–») 

გამოთვალეთ შემდეგი ზღვრები: 

2) თ V 11001» =9 
X-–0 

5Xჯ ს) III გ“ _– 

  

ი მი MC 1+X –V-1+X, 

  

ჯX->0 V 14 ჯ = 

პა) 0 (L3+X+ + –V 9ი--2X+X!. 
ჯ–>2 X2--3»-+-2 

ტი) 11თ I/0ე+X – I// 8-1 

1-0“ ლლ 

8 სი « ა+X – /2=X, 
X--0 ჯ 

  

ე 8 

ოი თ V 2?+0X+ 7? – V იპ ვ1-- 

XჯX-3>0 V+2+X1– –VM38-:XL 
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იმ? შემთხვევაზი როცა მაგალითები შეიცავს ტრიგონომეტ“-იულ, 

მა"ვენებლიან და ლოგარითმულ ფუნქეიებს, ხშირად საჭირო ხდე” სა 

ცნობილი 

ხეს _5)1X ი _. 

L-0 ჯ დ აა () + +) · 
ზღვრების გამოყენება. 

4) მოვძებნოთ ზღვარი 

III 1 –– 605)))Xჯ 
X-0. 1..." X 

მრიცხველისა და მნიშვნელის ზღვარი როგორც ვხედავთ ნულის ტო- 

ლია. ანალოგიურ შემთხვევებში წილადი ისე”უნდა გარდაიქმნას, რომ 

შედეგად მივიღოთ 10 _910X. სახის ზღვარი. ჩვენს მაგალითზე, 

  

„აი ჯ 

გვექნება. . 
1 X §10 => 5 

ყო 1 –– იი§IიX 2 §1ი 2 1? _ 2 1 ო”, 
ჯან“ ი” = 11)7–2 1“ =--)M% იიX 21 

· X>6 თ 2. 
მოძებნეთ შემდეგი ზღვრები: 

გ) 1110 LCX-––§51))X 
ჯ>ა0 კუ: 

ხ) თ 31) 2X. 

ჯი ვი 3X 

ხ1) სI0ს 31შთX. 
X--0C ა|))))X. 

ო) ი ლიათX –- 0080X 
X–-0 ჯ 

  

ძეი)ი §1) (4+–-:)–– 51) (0ე–-X) 
X--0 << 

ტბ) )Iთ 311 (8-–-– 2X) – 2 5110 (--–-X) –- 3)ი2. 
XჯX–90 ჯ2 
  

არავითარ შემთხვევაში არ დაკმაყოფილდეთ ზემომოყვანილი 
მცირე რაოდენობის “ მაგალითების ამოხსნით, საჭიროა სტუდენტი 

თავისუფლად აკეთებდეს მაგალითებს ზღვრების გამოთვლაზე. გევა-
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ლებათ ამოზLნათ შემდეგი მაგალითები წიგნიდან: გიუნტერისა და კუზ- 

მინის, უმაღლესი მათემატიკის ამოცანათა კრებული, ტ. :. გვ. 80-- 89. 

დაამუშავეთ პროფ. ლ. გოკიელის წიგნედან „მათემატიკური 
ანალიზის შესავალი", მე 11 და მე-12 პარაგრაფებში მოცემული სა- 

კითხები, გე. 112 116, 

მითითებულ ლიტერატურაში საუბარია სზვადასხვა რიგის უსას- 

რულო მცირეებზე, უსასრულოდ მცირე სიდიდეების შეცვლაზე ეკვი- 

ვალენტური უსასრულოდ მცილრეებით ზღვრების გამოთვლის დროს. 

გამოიყვანეთ მაგალითები უსასრულოდ მცირე სიდიდეთა რიკის გა- 

მოკვლევაზე. ამ მაგალითებს თქეენ მოძებნით ხევით მოთითებულ ლი- 

ტე“ატურაში. 

ფუნქპიის უწყვეტობა 

დაამუშავეთ: პროფ. ლ. გოკიელის მათემატიკური ანალიზის 

შესავალის სახელმძღვანელოს 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23 პარა- 

გრაფები, გვ. 123-––174. 

ფუნქციის უწყვეტობა ანალიზის ერთ-ერთი ძირითადი (კნებაა. 

განვიხილოთ (ცალსახა ფუნქცია ჯ = 1(X), რომელიც განსაზღვრულია 

რაიმე სიმრავლის ყოველ წერტილზე. ვთქვათ ჯგ არის V = L(X) ფუნ- 

ქციის განსაზღვრის სიმრავლის რაიმე წერტილი. იტყვიან რომ. 

წ» =I() ფუნქცია უწყვეტია 8 წერტილზე, თუ კოველ წინასწარ 
მოცემულ დადებით § რიცხვისათვის შეიძლება მოიძებნოს ისეთი: 

დადებითი 5 რიცხვი, რომ |წ(X) –– წ(3)1/ «6, როცა IX-–-- 2,4 8. 

თუ ფუბქცია უწყვეტია რაიმე სიმრავლის კოველ წერტილზე, 
მაში5 იტყვიან, რომ იგი უწყვეტია ამ სიმრავლეზე. ეღტილბე 

როცა წ» = წ(ჯ) ფუნქცია უწვიეტი არ არის მისი განსაზღვრა 
არის რომელიმე წერტილზე ჯ = ჯე. მაშინ ჯ.-ს ეწოდება ფუნქციის 
წყვეტის წერტილი. 

ვთქვათ, ა არის ფუნქციის განსაზღვრის რაიმე წერტილი 

თუ ნებისმიერი დადებითი § რიცხვისათვის მოიძებნება ისე„ი 

რიცხვი 8.70, რომ ყველა ა-ზე მეტი X-თვის, რომლებიც დააკ– 

მაყოფილებენ უტოლობას ჯ 2 / 2, ადგილი აქეს უტოლობას 

II(X) –– L(3) |/- 5, მაშინ იტყვიან, რომ #-=წ(X) ფუნქცია უწყვეტია 
მარჯვნიდან X= 83 წერტილზე. 

როცა აქ ხსენებული პირობები დაკმაყოფილებულია ყველა გ-ზე 
ნაკლები X-თვის, მაშინ V = წ(X) ფუნქცი: უწყეეტია მარცხნიდან 

X=8 წერტილზე. |
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განსაზღვრა 1. ((X) ფუნქციას ეწოდება (ი, ს) შუალედში შე- 

მოსაზღვრული, თუ ფუნქციის მნიშენელობათა სიმრავლე შემოსაზღვ– 

რულია. ეს იმას ნიშნავს, რომ მოიძებნება ისეთი დადებითი IM რიცხვი, 

რომIწ(X) |/ XL ყოველი ჯ-თვის, რომელიც (ი, ხს) შუალედიდან არის 

აღებული. თუ ფუნქცია ამ პირობას არ აკმაყოფილებს, მაშინ მას 

არაშემოსაზღვრული ეწოდება, და ამ შემთხვევაში ყოველი დადე- 

ბითი რაგინდ დიდი # რიცხვისათვის მოიძებნება (8, ს) შუალედის 

ისეთი ჯ წერტილი, რომ |(L(X)|“7 V. 

განსაზლვრა 9. I(CX) ფუნქციას ზრდადი ეწოდება (ი, LI) შუა- 
ლედში, თუ ამ შუალედის ნებისმიერი ორი მნიშვნელობისათვის XI, 

და ჯე რომლებიც “აკმაყოფილებენ უტოლობას X, <- Xჯ, ადგი- 
ლი აქვს უტოლობას L(CX,)< წ(ჯ,), ხოლო, I (X-ს ეწოდება კლე- 
ბადი (2, ს) შუალედში, თუ (ი, ს) შუალედის ყოველი ორი წერტი- 
ლისათვის X, და X., სადაც X <= ჯსს ადგილი აქვს უტოლობას: 

1 (»,)> I (X.). 
განსაზღვრა 3. ფუნქციას მონოტონური ეწოდება, თუ იგი ზრდა- 

დია ან კლებადია. 
განსაკუთრებული ყუ”ადღება მიაქციეთ შემდეგ თეორემებს: 

თეორემა 1, დახურულ (ი, ს) შუალედში უწკვეტი ფუნქ- 
ცია შემოსაზღვრულია ამ შუალედში. 

თეორემა 9. თუ I((I) ფუნქცია უწყვეტია დახურულ 

(8, ხ) შ უალედზი, მაშინ იგი ამ შუალედში მიაღწევს 

თავის ზუსტ ზედა და ქვედა საზღვრებს. 

თეორემა 3. თუ წ(X) ფუნქცია უწყვეტია რაიმე X =Xა- 

წერტელზე და #(X,))-0,მაში5 მოიძებნება »ჯ,-ის ისეთი 

მიდამო, რომ ამ მიდამოს ყოველი Lჯ წერტილისა- 

თვის1(X) ფუნქცია მუდმივ ნიშანს ინარჩუნებს. ეს 

ნიშანი ემთხეევა I”(ჯ) რიცხვის ნიშანს. 

თეორემა 4. თუ 1(X) ფუნქცია უწყვეტია (ს, ს) შუა- 
ლედში და ((3) და I(ს) რიცხვებს სხვადასხვა ნიშ- 

ნები აქვს,მაშინ (2, ს) შუალედში არსებობს ერთი მაინც 

ისეთი ი წერტილი, რომ 1(0) =0. 

თეორემა §. ვთქვათ, I(X) არის უწყვეტი ფუნქცია და- 

ხურულ (9, ხ) შუალედში, ხოლო M და # იყოს მისი 
უდიდესი და უმცირესი მნიშვნელობანი, მაშინ ნე-



ბისმიერი » რიცხვისათვის, რომელიც აკმაყოფი- 

ლებს უტოლობას ი / თ»„/ M, მოიძებნება (2, ხ) შუა- 
ლეჯში ისეთი X=დ წერტილი, რომ (1 (<)=». 

უწყვეტ ფუნქციათა ამ თვისებების გამოყენებას თქვენ ხშირად. 

შეხვდებით მათემატიკური ანალიზის კურსის შემდეგი შესწავლის 

დროს, საკიროა მკაფიოდ გახსოვდეთ მათი ზუსტი გამოთქმა და, 
დამტკიცება. 

იმის შემდეგ, რაც თქვენ უკვე იცით ზოგადი თვისებანი და 

დებულებანი უწყვეტ ფუნქციათა შესახებ, გადადით კერძო სახის 

ფუნქციების განხილვაზე. შეისწავლეთ მაჩვენებლიანი ლოგარითმუ- 

ლი, რრიგონომეტრიული, შებრუნებული ტრიგონომეტრიული ფუნქ- 
ციების თვისებები. გამოიკვლიეთ ამ ფუნქციების უწყვეტობის საკითხი.. 

მაგალითი, შევისწავლოთ X=2105)0; ფუნქცია, სადაც X აღნი- 
შნავს ფუნქციას, ხოლო წ7-–- დამოუკიდებელ ცვლადს. ამ ფუნქციის 

განსაზღვრის არეა (–- 1, + 1) შუალედი, ე. ი. როცა –– ) «-X <. +-1, 

მაშინ X=იIი51ს7 ფუნქცია განსაზღვრულია. განსაზღვრის მიხედვით, 

ჯ=§%IიX. ფუნქცია სინუსი არამონოტონური ფუნქციაა და ამიტო- 

მაც აბსცისთა ღერძის პარალელური წრფე, რომელიც დაშორე- 

ბულია 0: ღერძიდან მანძილით / 1, გადაკვეთს სინუსოიდს 
უამრავ წერტილში, ცხადია შებრუნებულ ფუნქციას ჯ = მX031IV: 

მოცემული წ-ის მნი შენელობისათვის არ ექნება ცალსახა მნიშენელობა, 

რადგანაც X ცვლადს შეუძლია მიიღოს მნიშვნელობათა უსასრულო 
სიმრავლე. შევთანხმდეთ, გამოვყოთ ერთ ერთი ასეთი მნიშვნელობა 

როგორც მთავარი მნიშვნელობა. ვინაი ჯან # = §10ჯ ფუნქცია მონოტო– 
C > 

ნურად იცვლება (– 22 + +) შუალედში და ამავე დროს 

უწყვეტია, ამიტომ, ბუნებ5ივია, მთავარ მნიშვნელობებად ჯ ცვლა- 

დისა, მივიღოთ მისი მნიშესელობანი, რომლებიც აკმაყოფილებს 
– 

“.· . 

ი <X+<+ 2 უტოლობს (-1,+ 1) შუალედის ყოველ 

წერტილს, ამ პირობებში, ეთანადება ჯ-ის ერთად-ერთი მნიშვნე- 
– – 
“ 

ლობა (– > 2) შუალედში. 

ქვევით, 7-ის მოცე'ული მნიშენელობისათვის, სიმბოლოს მჯიყ1იყ-ის 

9 % 

ქვეშ ჩვენ გვესმის რიცხვი, მოთავსებული (– 2) + >) შუალედში
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დღა რომლის სინუსი უდრის ჯ-ს. გამოვიკვლიოთ ახლა X=-8)'081I.7 

ფუნქციის უწყვეტობის საკითხი. ვთქვათ » -> X. დავამტკიცოთ, 
რომ I მX0§1IIუ => 9X681117ა- 

V >” 29 #” 

ჯ ცვლადს შეუძლია თავის წკ ზღვარს მიუახლოვდეს შარჯვნი- 

დანაც და მარცხნიდანაც, ე. ი. მონოტონურად იზრდება; მაგრამ 

მაშინ ჯ ფუნქცია აგრეთვე მონოტონურად იზრდება. გარდა ამისა, 

ჟვინაიდან -– -- <Xჯ<+ > ' ამიტომ ჯ სიდიდე შემოსაზღვრუ- 

ლია. მაშასადამე, X ცვლადი მონოტონურია და შემოსაზღერული. 

მოვიგონოთ თეორემა მონოტონური და შემოსაზღვრული (კვლადის 

ზღვრის არსებობის შესახებ. ამ თეორემის ძალით X ცვლადს აქვს 
ზღვარი, რომელიც აღენიშნოთ ჯე. როცა ჯ –> Xჯკ, მაშინ §1I)X -+5)11)X-, 
ეინაიდან §1»X ფუნქცია უწყვეტია. მაგრამ X# = 510 X და, მაშასა– 

დამე, # –> 811)Xე. 
მეორეს მხრივ, პირობის თანახმად XV -· ჯეკ. აქედან კი გამო- 

მდინარეობს, რომ Vა = 310 ჯა და Xაც = 8105)1) V-ა· 
მაშასადამე. III0გ)'C51))7 => X.) = მ1X06810Xც და ამიტომ 

» “” 79 
8)-05))7 => 8X091) 7. ამგვარად, X = 8X281ი”წ ფუნქცია უწყვეტია. 

ფუნძციის წარმოებული ღა დიფერენციალი 

დაამუშავეთ ლიტერატურა 

1. ლ. გოკიელი, „დიფერენციალური აღრიცხვა“ გვ. 89---107. 

2. ა, რუხაძე და ა. ხარაძე, „უმაღლესი მათემატიკის სა– 
ფუძელები", გვ. 242--303. 

3 გიუნტერი და კუზმინი, უმაღლესი მათემატიკის ამო- 
ცანათა კრებული, ნაწ. 1, განყოფილება III, ამოხსენით ამო- 

ცანები: 216–--318; 327-–-341; 342-- 397. 

ამ მასალის წარმატებითი დამუშავება დიდად არის დამოკიდე- 

ბული ფუნქციის წარმოებულისა და დიფერენციალის ცუების მკაფიო 

წარმოდგენაზე. სტუდენტი გარკვეული უნდა იყოს ამ ცნებებში, მან 
უნდა მიიღოს მრავალი ამოცანის ამოხსნით ისეთი წვრთნა, რომ 

თავისუფლად ახერხებდეს მოცეზული კერძო სახის ფუნქციების წარ- 

მოებულების დღა დიფერენციალის სწრაფად მოძებნას. 

განვიხილოთ (8,ს) შუალედში 7 = ( (X) ფუნქცია. ავიღოთ 
დამოუკიდებელი ცვლადის რომელიმე მნიშვნელობა X და მივცეთ
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მას ნახრდი /XაX. ეს ნაზრდი შეიძლება იყოს როგორც დადებითი, ისე 

უარყოფითი. გარდა ამისა, ნაზრდი /#აX უნდა იყოს ისეთი, “რომ 

X + #X წერტილი არ გამოდიოდეს (ი,ს) შუალედიდან. ფუნქციი- 

სათვის გვექნება ორი მნიშვნელობა I (X) და I (ჯ –- /#ჯ). სხვაობა 

#1(X+ #X) –- I (+), რომელიც ფუნქციის ნაზრდია, აღვნიშნოთ 
/აV-ით, 

განსაზღვრა. მოცემული X-–- ისათვის L (ჯ) ფუნქციის წარმოებუ–- 
ლი ეწოდება ფუნქციის /#X ნაზრდისა და არგუმენტის /აX ნაზ“- 

დის ფარდობის ზღვარს, როცა არგუმენტის ნაზრდი /ა:; ნულისაკენ 

მიისწრაფის. - 

ფუნქციის წარმოებულს აღნიშნავენ ჯ” ან L (X) სიმბოლოებით. 

მაშ, 

IIი /#ა7 
ტგტX–-0 #ჯ 

  =X" = L (X). 

  შესაძლებელია, რომ ზღვარი 1) 2 არსებობდეს (გ,ხ) 

#ი1–-0 

შუალედის ზოგიერთი წერტილებისათვის და არ არსებობდეს სხვა 

წერტილებისათვის. ამის გამო მოცემული ფუნქციის წარმოებული 

არ წარმოადგენს სახოგადოდ X-ის გარკვეულ ფუნქციას ფუნქციის 

განსაზღვრის არეში. შესაძლოა, რომ წარმოებულის განსაზღვრის 
არე ნაწილი იყოს ფუნქციის განსაზღვრის არისა. "მანამ გაეცნობო- 
დეთ ფუნქციათა გაწარმოების სხვადასხვა ხერხებს, ივარჯიშეთ 

წარმოებულის გამოთელაზე უშუალო ხერხით. აგაასყ. ( 

მაგალითი. მოვძებნოთ »X = V L2 –-!1 ფუნქციის წარმოებუ- 
ლი. 

მივცეთ დამოუკიდებელ ჯ (ევვლადს /+” X ნაზრდი; მაშინ ფუნქ- 

ციის შესაბამი მნიშვნელობა იქნება » + /# 7 = V («+ + /# X)1--1. 

აქედან ვიპოვით ფუნქციის ნაზრდს: /7+ V = V (X + #,%XI –- 1– 

– V X1 –– 1. გამოვთვალოთ 22. ფარდობის ზღვარი, როცა 

  

  

4 X -–- 0. გვაქვს: 
. #7 _ 4: 3 1190) ++ = III V (X+ #X) – 1 ––-VX2–1 _ _   

42იX–ა /#სX--0 4%X
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=1Iთ (VC+45)1–1– VX"– I) (VC-+გXბ– 1+V/ + =1) 
0Xჯ->0 == 

“ტა X 0/C3237>-L+ „ი 

: ჯ (2 = IV _ ტL1(2X+2X) __ 

ი X (/C+ 6>1-1 + V=-9) 

  

  

”X-0 

= სეუ 2:+/0X _ “ბღ. თოი = /#/ >“ I 

#0#X-0 V (X+ 2 2)1-–1) + VX-–1 

საჭიროა იცოდეთ წარმოებულის გეომეტრიული და მექანიკურე 

შინაარსი. 

შეისწავლეთ შემდეგი თეორემების დამტკიცება. 
თეორემა 1. თუ ფუნქცია მუდმივ მნიშვნელობას 

ინარჩუნებს, მაშინ მისი წარმოებული ნულის ტო- 

ლია. 
თეორემა წ. თუ ფუნქციათა რიცხვი სასრულოა, 

მაშინ ამ ფუნქციათა ჯამის წარმოებული შესაკრებ 

ფუნქციათა წარმოებულთა ჯამის ტოლია. 
თეორემა ვ. ორი ფუნქციის ნამრაელის წარმოებული უდრის 

პირველი ფუნქციის წარმოებულს, გამრავლებულს მეორე ფუნქცია- 

ზე პლუს მეორე ფუნქციის წარმოებული, გამრავლებული პიოველი 

ფუნქციის წარმოებულზე. 
თეორემა 4. წილადის წარმოებული უდრის მრიცხველის წარ- 

მოებულს გამრავლებულს მნიშვნელზე, მინუს მნიშვნელის წარმოებუ- 
ლი გა!რავლებული მრიცხველზე, გაყოფილს მნიშვნელის კვადრატზე. 

ვთქვათ XV = L (ს) და ს = დ« (+). 
ამ პირობებში წ» იქნება ჯ-ის ფუნქცია. ვიგულისხმოთ, რომ 1 (ა) 

და დ (ჯ») ფუნქციები წარმოებადია. მაშინ ფუნქცია X (>X) = L (დ (>), 
აგრეთვე წარმოებადი იქნება და ადგილი აქვს ტოლობას 

X”(X) = (ს) «' (>). 
მაშ რთული ფუნქციის წარმოებულის მისაღებად V-ს გაეაწარ- 

მოებთ დაზხმარე ს (ავლადით და შედეგს გავამრავლებთ დაპხმარე 
ცვლადის წარმოებულზე დამოუკიდებელი ჯ (ვლადით: 

X»X»X+>+=V«ძ.L«-.
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თეორემა §. თუ აღებული ფუნქციის შებრუნებული 
ფუნქციის წარმოებული ნულისაგან განსხვავებუ- 

ლია, მაშინ აღებული ფუნქციაც წარმოებადია და 

მისი წარმოებული ტოლია შებრუნებული ფუნქ- 
ციის წარმოებულის შებრუნებული სიდიდის. 

ქვემოთ მოყვანილი . ელემენტარულ ული “ფუნქციების გაწარმოება 

უნდა იცოდეთ ზეპირად: 

   
    

   
    

  

   
   

  

1. (მ”/, = გ” 10 მ; (67) =ც”. 

2. (1იX)” = 

(3. («5 = იჯ” 1, 
4. (5111XX => 005X. 
5. (C05X) == ––- 810X. 

აეეეღდ” –– I 
6. (8) = 2 | 

1 | 

7. თა) = –––,- რდი - – ვეა | 
8. (2X0C§51X) = _I. | 

MI –- ჯ? 

9. (0XC005X) = _ 1. 
V1–X 

1 
IX) 

1--ჯ 

1 
11. (2XC0Lყ+M => – +“ 

   
     

     

10. (2I2წოXI = 

ამ ძირითადი რმულუბისა და გაწარმოების ძირითადი წესების 

დახმარებით (იხ, თეორემები 1, 2, პ, 4, 5) შეგიძლიათ იპოვოთ 
სხვადასხვა ფუნქციების წარმოებულები. გააწარმოეთ ფუნქციები, 
რომლებიც, მოყვანილია წიგნში: გიუნტერისა და კუზმინის, უმაღ–- 

ლეს მათემატიკის ამოცანათა კრებულში, | ნაწ. თავი III, § 3, 

#IM# 216--318, 

ყურადღება მიაქციეთ იმ კავშირს, რომელიც არსებობს ფუნქ- 

ციის უწყვეტობას და წარმოებადობას შორის. სახელდობრ შვი- 

სწავლეთ.
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თეორემა 6. თუ ფუნქცია მოცემულ წერტილზე წარ- 
მოებადია, მაშინ იგი ამ წერტილზე უწყვეტი იქ- 

ნება. 

დამტკიცება. ვინაიდან » = 1(ჯ) ფუნქცია წარმოებადია მოცე- 

მულ 8 წერტილზე, ამიტომ L (2) = უ“ = 1) 22 „ აქედან 22 _ 

#X-+-0 

= L (გ) + თ, ანუ /ს7 = L(8). #X+0თ. /აX, სადაც თ (ვვლადია და 
მიისწრაფის ნულისაკან /აX-თან ერთად. აშ ტოლობის მარჯვენა 

მხარე, როგორც ორი უსასრულოდ მცირე სიდიდის ჯამი, უსასრუ- 

ლოდ მცირეა; მაშასადამე, /სჯ –+0, ანუ #(8+ /აX) –>1(8), როცა 

ტტ X-0, და ამიტომ 100 ფუნქცია გ წერტილზე უწყვეტია. 
მაგალითი, განვიხილოთ ფუნქცია წ = |XI. იგი X = 0 წერტილზე 

უწყვეტია. მართლაც, ვინაიდან /+» = 10 -+ /აXI -–– |0 | = |2–XI, ამი- 
ტომ /#ბ7 --0, როცა /#X -+>0. 

დავამტკიცოთ, რომ წჯ = |X| ფუნქციას ჯ»ჯ = 0 წერტილზე წარ- 

მოებული არ აქვს. ამისათვის უნდა გავსინჯოთ ზღვარი 

067 _ ყი L4XI, 
/აX #-აX 

ტX-–-0 ტX->-0 

IX 

შესაძლოა ორი შემთხვევა: 

1) /აX-+90 ისე, რომ /XX,>9, 

2) #X-+>0 ისე, რომ /აX<- 0. 

მოვძებნოთ ზღვარი ამ ორივე შემთხვევაში. 
პირველ შემთხვევაში გვექნება: 

სთ 49% = კე 14X) 
#იX · X 

/(ს)#-–-0 #X-–+0 

1. 

მეორე შემთხვევაში გვაქვს: 

1” (რწ. 110 106XI _ _ 1. 
ტ#X 

/#აX--0 X-+0
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ამნაირად, # = |X) ფუნქციასს X= 090 წერტილზე წარმოებული 

არ აქეს, ვინაიდან შეფარდებას -ი? , როცა /#”L-+0, ზღვარი არ 

აქვს. მაშასადამე, ფუნქციის უწყვეტობა არ უზრუნველყოფს ამ ფუნ- 
ქციის წარმოებადობას. 

ფუნქცის ლოგარითმული წარმოებული. ხშირად ფუნ1ციის 

წარმოებულის მოძებნა შეიძლება გამარტივებულ იქნეს ე. წ. ლო- 
გარითმული წარმოებულის მოძებნით. ნაცვლად მოცემული ფუნქ- 

ციის გაწარმოებისა ვეძებთ ამ ფუნქციის ნატურალური ლოგარითმის 

წარმოებულს. მოცემული ფუნქციის წარმოებულის შეფარდებას თვით 
ამ ფუნქციასთან, რომელიც ცხადია უდრის ფუნქციის ლოგარითმის 
წარმოებულს, ეწოდება მოცემული ფუნქციის ლოგარითმული წარ- 
მოებული. 

ვთქვათ ჯ» = 1(ჯ») მოცემული ფუნქციაა, მაშინ მისი ლოგარით- 

მული წარმოებული იქნება: 

2- = I1იX1 = IV” (2) 1- 

როცა MC) ფუნქცია დადებითია (და წარმოებადი), მაშინ (1 (»X) 
ფუნქციის ნატურალურ ლოგარითმს აზრი ექნება და წარმოადგენს 

გარკვეულ წარმოებად ფუნქციას. 

როცა ჯ-ის ზოგი მნხიშვნელობებისათვის წ = #(X) ფუნქცია უარ- 

კოფითია, შაშინ 7 = – (+) ფუნქცია დადებითი იქნება და10ი | –– #CX)) 

არსებობს. ამ ფუნქციის წარმოებული კი უდრის 

=10) თ. 
00. 1700 ? 

)ს კი იმას ნიშნავს, რომ უარყოფითი ფუნქციებისათვისაც წარმოე- 

ბულის შეფარდება თვით ფუნქციასთან არის მისი აბსოლუტური 
სიდიდის ლოგარითმის წარმოებული. 

მაგალითი. მოვძებნოთ ჯ=ჯ/ 1++3- ფუნქციის წარმო- 

Iბული. 

მოცემული ფუნქციის გალოგარითმებით მივიღებთ: 

  

1 
1)ჯ = -- ს: 1+> = წ (1 +) –-–1ს (1-0).
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გავაწარმოვოთ ეს ტოლობა რთული ფუნქციის გაწარმოების წესის 

მიხედვით, გვექნება: 

  
»_ . 
7 1-X?" 

” >» _ _ 1 1+X_, 
1-–:2 1--ჯმ 1 ” 

რთული მაჩვენებლიანი ფუნქციის გაწარმოება. ასე ეწოდება 

ფუნქციას, რომლის ფუძეც და ხარისხის მაჩვენებელიც (კვლადია; 

მაგალითად X", (Lე:)"? და ა. შ. საზოგადოდ რთული მაჩეენებლი- 

ანი' ფუნქციის სახეა: ჯ = 0, სადაც სხ == 1(+) და V == CC»). თუ 
გავალოგარითმებთ მოცემულ ფუნქციას, მიეიღებთ: 

1))/ = VI9VC, 

რომლის გაწარმოებით გვექნება: 

საიდანაც უჯ“ = 

2 =V“ 4 Vის, 
» + 

ჯ” = ()"” = 7ს"“ 1I –L ს" 111VI . V > 

მაგალითი. გავაწარმოოთ წ = ჯ” ფუნქცია. გალოგარითმება 

მოგეცემს: 10X = XIიX, რომლის გაწარმოებით მივიღებთ: 

2 =1იX +- 1; აქედან წ' = X”(1 -+ 1)X). 

საიდანაც 

ფუნქციის ღიფერენციალის განმარტება 

როგორც ვიცით 

067... 
+(C0 =IIი–--- >> 

#X-0 
საიდანაც 

20» 2 =100+6 
და 

#7 =L (X)/აX + 6/:X, 

სადაც 6-0, როცა /ა»--0. 

ამგვარად ფუნქციის ნაზრდი ტოლია ორი შესაკრების ჯამისა:
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1) LC) ტX და 2) 6/აჯ. შევნიშნოთ, რომ როცა LCე9-90, 
მაშინ მეორე შესაკრები უსასრულოდ მცირეა პირველ შესაკრებთან 

შედარებით, ე. ი. L იგ =+ცწე: 0, როცა #X--0. ამის 

გამო პირველ შესაკრებს ფუნქციის ნაზრდის მთავარი ნაწილი ეწო- 

დება. სხვანაირად, მას ფუნქციის დიფერენციალი ჰქვია და აღინიშ- 
ნება ასე: ძჯ ანუ ძI(ჯ). მაშასადამე, ძჯწ = L («)/აX, ე. ი. როცა 
ფუნქციის წარმოებული ნულიდან განსხვავებულია, მაშინ მისი დიფე- 
რენციალი ეწოდება წარმოებულისა და დამოუკიდებელი ცვლადის 
ნაზრდის ნამრავლს. 

როცა L C)3:9 და /აჯ უსასრულოდ მცირეა, მაშინ ტტ იჯ 
სხვაობა ფუნქციის ნაზრდსა და დიფერენციალს შორის უფრო მა- 
ღალი რიგის უსასრულოდ მცირეა ვიდრე /აX. 

შევნიშნოთ, რომ ფუნქციის დიფერენციალი „/აჯ-ის მიმართ 
წრფივი ფუნქციაა. 

ვთქვთ, 1()=X მაშინ 

ძწ(0>) = ძჯ = (X) /X = #/%·X, 
ე. ი. 

ტ#X == (X. 

მაშასადამე, დამოუკიდებელი ცვლადის ნაზრდი და დიფერენციალი 
თანატოლია. 

მოძებნეთ ჩვენს მიერ დასახელებულ ლიტერატურაში ფუნქ- 
ციის დიფერენციალის გეომეტრიული შინაარსი და შეისწავლეთ. 

სხვადასხვა რიგის წარმოებულები. ეთქვათ მოცემული Xჯ» = I(X) 
ფუნქციის წარმოებულია L (X). წარმოებული LL(CX) თვითონ X-ის 
ფუნქციაა და ამიტომ შესაძლებელია არსებობდეს მისი წარმოებული. 

პირველი წარმოებულის წარმოებულს მეორე რიგის წარმოებული 

ეწოდება და აღინიშნება ასე: წ” = L" (+). მეორე რიგის წარმოებუ- 

ლიდან ხელახლად შესაძლოა ავიღოთ წარმოებული. ეს იქნება მო- 

ცემული ფუნქციის მესამე რიგის წარმოებული. იგი აღინიშნება ასე: 

V»” = L" (X). თუ გავაგრძელებთ წარმოებულთა ასეთ თანდათანობით 

გაწარმოებას, შეგვიძლია მივიღოთ ფუნქციის ნებისმიერი რიგის 
წარმოებული. საზოგადოდ ფუნქციის ს) რიგის წარმოებული ეწო- 

დება ფუნქციას, რომელსაც მივიღებთ მოცემული ფუნქციის #-ჯერ 

თანდათანობითი გაწარმოებით. X#-რი რიგის წარმოებულს აღნიშნავენ
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ასე: ჯი) = (LC) (>), სადაც ტოლობის მარცხენა და მარჯვენა მხარე- 

ში 1 რიცხვი გვიჩვენებს წარმოებულის რიგს. 

მაგალითი. მოვძებნოთ XX = ლ ფუნქციის სხვადასხვა რიგის 

წარმოებულები: 

წ» =((X+ 1)“ 11=(-–-1)(L+1)“ ?, 

7” =C– 1) (=2) (L+ 1)<%= (–– 1)?(1+2) ((+1)–3 
წ” = (– 1)? (1 · 2) C–– 3) = (––1)9 (17273) (+ +1) ””1, 

IV = (–- 1) (1+2“ 3) (–- 4) (19 + 1) = (–– 1)! 
(1.2>:3-4) L+1)“5 

როგორც ამ გამოთვლებიდან ვრწმუნდებით, საზოგადოდ, »#-რი 
რიგის წარმოებული მოცემული ფუნქციისა იქნება: 

ჟო) = (–=-1)?.ი.(დ + 1) C++ 1). 
ივარჯიშეთ მაგალითებზე წიგნიდან: გიუნტერისა და კუზმინის 

უმაღლეს მათემატიკის ამოცანათა კრებული, ნაწ. I, თავი III. 

სხვადასხვა რიგის დიფერენციალები. მოვიგონოთ, რომ როცა 

მოცემულია #ჯ=L(X) ფუნქცია, მისი დიფერენციალი ეწოდება გა- 

მოსახულებას: 
ძ» = IXX)0X · 

ამ გამოსახულების დიფერენციალს მოცემული ფუნქციის მე- 

ორე რიგის დიფერენციალი ჰქვია და აღინიშნება ასე: 

ძ(ძ3:) = ძ1ჯ. 
სავსებით ასევე, მეორე რიგის დიფერენციალის დიფერენციალი 

არის მესამე რიგის დიფერენციალი და აღინიშნება ძჰ/-ით. საზო- 

გადოდ ი-რი რიგის დიფერენციალი არის დიფერენციალი (C1-1) 
რიგის დიფერენციალისა. 

გამოვთვალოთ ფუნქციის მეორე რიგის დიფერენციალი: 

027 = 9 (ძწ) = IL (X) 0XIIVCX == L" (X) 9X?, 

ე. ი. ფუნქციის მეორე რიგის დიფერენციალი უდრის მისი მეორე 

რიგის წარმოებულისა და დამოუკიდებელი ცვლადის დიფერენცია- 
ლის კვადრატის ნამრავლს, 

ანალოგიურად მივიღებთ, რომ 

ძზჯ = L“«X)0X9, 

ე. ი. ფუნქციის მესამე რიგის დიფერენციალი უდრის მისი მესამე
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რიგის წარმოებულისა და დამოუკიდებელი ცვლადის დიფერენციალის 
მესამე ხარისხის ნამრავლს. 

თუ გავაგრძელებთ ამ გამოთვლებს მივიღებთ: 

("წ = 1(5) (X)0X", 

ე. ი. ფუნქციის ი-რი რიგის დიფერენციალი უდრის მისი »-რი 
რიგის წარმოებულისა და დამოუკიდებელი ცვლადის დიფერენციალის 
»--ხარისხის ნამრავლს. შევნიშნოთ, რომ უკანასკნელი ფორმულიდან 

შეგვიძლია მივიღოთ ფუნქციის ა»-რი რიგის წარმოებულის შემდეგ– 

ნაირი აღნიშვნა: 1(") (X) = ->>. .· შეისწავლეთ ორი ფუნქციის 

ნამრავლის #-რი რიგის წარმოებულის გამოსათვლელი ფორმულის 

გამოყვანა და ტექნიკა მისი გამოყენებისა. 

ფუნქციის დიფერენციალის ინვარიანტობა 

გავეცნოთ ფუნქციის დიფერენციალის ერთ თვისებას, რომელსაც 

დიფერენციალი” ინვარიანტობის თვისებას უწოდებენ. როგორც 

ვიცით, თუ V» არის X არგუმენტის ფუნქცია მაშინ მისი დიფე– 
რენციალი არის: 

ძ7 = L Cთ) ძ». (1) 

წარმოვიდგინოთ ეხლა, რომ წ = X(ს)), სადაც Iს=Cდ() ხოლო 

ჯ დამოუკიდებელი („ვლადია. მაშინ წ, = წ. . 0», აქედან V».9X= 

= წა. ს „ძX, მაგრამ ს, 0X = შს, ხოლო VVძX = ძა. მაშასადამე, 
მივიღებთ 

07 = V, ძს. (2) 

თუ ეხლა შევადარებთ ერთმანეთს (1) და (2) ფორმულებს, დავრწ-– 
მუნდებით, რომ დიფერენციალის ფორმულა რჩება ერთიდაიგივი, იმის- 

გან დამოუკიდებლივ ს არის დამოუკიდებელი ცვლადი თუ ფუნქცია. 
მივაქციოთ ყურადღება იმასაც, რომ (1) ფორმულაში თანამამრავ- 

ლი ძXჯ დამოუკიდებელია X – საგან და წარმოადგენს დამოუკიდებელ 

ცვლადს. (2) ფორმულაში კი ძს არის ფუნქცია დამოუკიდებელი 

» (ცვლადისა, ვინაიდან ძს = სძ». დასკვნით ასეთია: როცა 

» = IX), სადაც +» დამოუკიდებელი (კვლადია, ან სხვა (კვლადის 
ფუნქცია, მაშინ ძV = წ+'0.;
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შეისწავლეთ პოსე და პრივალოვის IV თავის § 7 და § 8. აქ 

განხილულია საკითხი მრუდის პარამეტრული სახით წარმოდგენის 
შესახებ. აქვე ნახავთ პარამეტრული სახით მოცემული ფუნქციის 

გაწარმოების ფორმულებს. აქვე გამოყვანილია მრუდის მხებისა და 

ნორმალის განტოლებანი. ამოხსენით დუბნოვის ამოცანათა კრებუ- 

ლიდან ამოცანები # 415, 447, 449, 467, 469, 487, 823, 824, 828 

და 829 და პოსე პრივალოვის წიგნის IV თავის ბოლოს მოყვანილი 

ყველა სავარჯიშო მაგალითები. 

აქ განვიხილოთ რამოდენიმე მაგალითი. 

მაგალითი 1. მოცემულია ფუნქცია პარამეტრული სახით 

ჯ == 80053, წ = ს51ი”. მოვძებნოთ 2 

9 
მეორე რიგის წარმოებული -25- გამოითვლება ფორმულით 

ჯ'V – 7” 

ჯვ... |) (1)   

V ა, = 

2 

სადაც I”», = => Xს X”, 7) I” არის X და ჯ პირეელი და 

მეორე რიგის წარმოებულები პარამეტრით L. 
წინასწარ მოვძებნოთ ჯ-ის და #-ის პირველი რიგის წარმოებუ- 

ლები L პარამეტრით, გვექნება: 

+ = –– 3ვ0082ნ 51», > = 3 სა1I12 005L; 

აქედან უშუალოდ გამოითვლება მეორე რიგის წარმოებულები 
-« პარამეტრით: 

-%2- = 3გი05ხL. (281ი”ხ –– 05%), 

_02» კი = 3ხ5)ის. (22097წ – §1წი“ხ).
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ჩავსვათ ყველა ეს მნიშვნელობანი (1) ფორმულაში მივიღებთ: 

4 _ –- 3ელო§2( §11|ს . 3 ს5I1)L( 2 C057L –– 11) “) 
07:72 (–-3 ე20§52 L§I1)L)? 

3 I)§III"( 005( · 3 2005L(2 §)07ს –– 005%), __ 
(–- პ ი5“ (:)ი!)” 

  
  

  

საიდანაც 

ძ?V _ს ___ 

ძლ 382708) 1§11)L 

იგივე შედეგი შეგვეძლო მიგვეღო შემდეგნაირადაც: 

  

IV 
შა» _ ს _ _ 3 ს5)))”(ი0»( ს 
ძ მ 3 200579 _–- ე MI 

ძL. 

_ სამოვრეაბლოთ მეორე რიგის წარმოებული: 

ძ 

-ეა- – ა(თ)“ ა ა (-+ (ს )=-დ(-–+ 'რქა-– 

_ ხს. _ 1 ხ 

2 სა – 3: 009 (89ის 3 222003" 151). 
  

მაგალითი 95. მოეძებნოთ 

ჯ=(§2– 3პნ+4, 

X = ხს. – 4ს + 4 I 

მრუდის მხების კუთხური კოეფიციენტი » = 2, ჯ = 1 წერტილზე. 

ამოხსნა. კუთხური კოეფიციენტის მოსაქებნად, საჭიროა მოი- 

ძებნოს CL წარმოებულის მნიშვნელობა ჯ = 2, წ» = 1 წერტილზე. 

გვაქვს: 

_0V VI 2 –– პ 

ძX == 2-4 
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ახლა მოვძებნოთ ხ პარამეტრის ის მნიშვნელობა, რომელიც 

შეესაბამება ჯ = 2, 7 = 1 წერტილს. ამისათვის საჭიროა მოვძებნოთ 

§2–- 3-+-4 =2 და L?2-–-– 4C+ 4 = 1 განტოლებათა საერთო ფესვი, 

როგორც გამოთვლები გვარწმუნებს, ეს ფესვია ხ = 1. 

ახლა კი ადეილად მივიღებთ საძიებელ კუთხურ კოეფიციენტ- 

აც: 

_9ძ» _ / 2-––3 2-3. 1. 
(+: '–)-(5= ღნრ- 

მაგალითი 3. დავამტკიცოთ, რომ წირის დ7?. + 7 ას-–“ მხე- 

ს 

ბის მიერ კოორდინატთა ღერძებიდან მოკვეთილ მონაკვეთების ჯამი 

მუდმივი სიდიდეა და უდრის ე-ს. 

ამოხსნა. დავწეროთ წირის მხების განტოლება: 

V-–-ჯწ»= 9L(X-X) · 

L წარმოებული მოვძებნოთ წირის განტოლებიდან, რომელიც 

გავაწარმოოთ X (ევლადით, როგორც უცხადო ფუნქცია: 
LI "1 

1 –5ფ5. ვ: () =0 

რი + +-7 „ 

საიდანაც 

1 

, შს 

»ჯ=–“ 2 

ჯ3. 

მაშასადამე, მხების განტოლება იქნება: 

+ =- ყე 7 (X-+X) · (თ
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მოვძებნოთ ეხლა მისი მონაკვეთები კოორდინატთა ღერძებთან. 

მონაკვეთი 0” ღერძთან იქნება: ' 

X-7+1/ >> 

რომელიც მიღებულია (თ) განტოლებიდან, თუ დავუშვებთ X=-0. 

იჯ ღერძთან მონაკვეთს მივიღებთ იმავე (თ) განტოლებიდან, თუ 

დავუშვებთ XV =ი. გვექნება 
1 1 

X=Xჯ+ჯ" » 

ამ მონაკვეთების ჯამი ოქნება: 

LI 1 ? 1 1 % 

2 ეასა 3 9 . 
X+V=L+C+» IL “XI +»7» XI =X4+2X ” “ნ 

-( „ 1.1). გ. 

ამოხსენით დუბნოვის ამოცანათა კრებულიდან ამოცანები 

# 445, 447, 449, 467, 469, 487, 823, 824, 828, 829– და ყველა 
სავარჯიშოები პოსე და პრივალოვის წიგნის IV თავიდან. 

დაამუშავეთ პოსე და პრივალოვის წიგნის V თავის § 1, 2 და 6. 

იგივე მასალა გააღრმავეთ და შეისწავლეთ ვ. ნემიცკის, მ. ჩერკასო– 

ვის და ა. სლუცკაიას წიგნიდან გვ. 142--143, 174--177, 177--187. 

მკაფიოდ დაიმახსოვრეთ თეორემების გამოთქმა და დამტკიცება. 

ყურადღება მიაქციეთ როლისა და ლაგრანჟის თეორემების გეომეტ- 

რიულ ინტეპრეტაციას და ლაგრანჟის თეორემიდან გამომდინარე შე- 

დეგებს დაუკვირდით როლის თეორემის ალგებრულ შინაარსს. 

შეისწავლეთ ფუნქციის ზრდისა და კლების ანალიზური ნიშნები. 

ლოპიტალის (L”II0§MI(01-ის) წესი განუსაზღვრელობათა გახსნისა. 

ამოხსენით მაგალითები კრებულიდან: გიუნტერისა და კუზმინი, უმაღ–- 

ლეს მათემატიკის ამოცანათა კრებული, ნაწ. I, თავი IV, § 2. მა– 

გალითები 106 --178.



>–. 

მაგალითი 1. მოვძებნოთ Iს XI -3X+2. , 

Xჯ->1 19 -- 1? -–-– X-++ 1 

შევნიშნოთ, რომ როცა X=1, წილადის მრიცხველი და მნიშვნელი 

ნულის ტოლია. საქმე შეეხება -> --სახის განუსაზღვრელობის გახს- 

ნას. გამოვიყენოთ ლოპიტალის წესი, მივიღებთ: 

X) –- X4+2 1 3X--3_, 
ჯX-+>1 ჯ3--X? ჯ-L1. X-–+1 ს ჯ->1 ვყ2-–2X--1 

აქ, როცა X=1, წილადის მრიცხველი და მნიშვნელი ხელახლა ნუ- 

ლის ტოლია, ე. ი. ისევ -- – სახის განუსაზღვრელობა გვაქვს. გა- 

მოვიყენოთ ლოპიტალის წესი ხელმეორედ: 

ს 321 პ = 1 5X ვ 

ჯ.1 ვაბ. 2X- 1 XჯX.16XX--2 2” 

მაშასადამე, საბოლოოდ მივიღებთ: 

სი X-- 3X46- 2 _ 3. 
X->1 ჯმ. უმი XL 1 2. 

მაგალითი 2. მოვძებნოთ 11)! იცწვლ! 

ბფ. 

ამ შემთხვევაში საკითხი ეხება <- –-სახის განუსაზღერელობის გახს- 

ნას. გვექნება: 

  

1 

ჯ.-6 (ე3X I-.-ე- 3 – 2.7? 3 6087X 

0087; 3 ჯ 2 

0 
ახლა უკვე « – სახის განუზღვრელობა გვაქვს და ლოპიტალის წე- 

სის გამოყენებით მივიღებთ:
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· 9 · იი - C , 9Iი 6 ჯ 
ჰი 999. 3 Xჯ = სსს - 500531503 ყი – –>ჯ“ 

– 3 ლ0§7X _ “6603 X5)9 X უჯ; 510 2X 
# –>- 2 ლ ჯ ““ MM “2 

როგორც უკანასკნელი შედეგი გვიჩვენებს, სავიროა ლოპიტალის 
წესის მესამეჯერ გამოყენება: 

. 951)1 6 X . 6-იი:6X 
I“„ეჟებსაბყჟწ/ / _ელღღ–__-. 

უღ 5§)12X ღ 2ძ0052X 
ღე. –- XX--- –-- 

2 

მაშასადამე, საბოლოოდ მივიღებთ: 

III +9 3 
დ 1ყწ 3 X 

X-2 

მოეძ > რ ე მაგალითი 8. მოვძებნოთ 1)" 7 მწ XI. 

X–ი 

აქ C–- თ –სახის განუსაზღვრელობა გვაქვს, წარმოვადგინო= 
გამოსათვლელი ზღვარი შემდეგნაირად: 

: 1 - 9III X –– X? 0081 X 
IიII –– –0(071X |)= II -__.  -ჯ = 

X2 X2? §10” X 

  

C111X -–+ XC05X ლ10)X –- X0205X 
:–= I - 110) _ 

C11)X X2?=111X 
X–--0 X–-0 

პიირველი ზღვარი გამოითვლება უშუალოდ: 

  

. §III X –+– XC0C X . X – 
1ICთ _ 54 X4- X205 X. = III 1 + – თა X ) = <2. 

5111X 51ი X 
X–->-0 X–0 

მდორე წილადი, როცა X=0, მოგვცემს -- სახის განუსაზღვრელო- 
ი 

ბაას, ამიტომ



  

  

  

· 9IIIX–- X 6059» _ ე: X5111X 8 

სი X2810X = ი 2 X510X-+-X2608 X 
X-–-+0 X–0 

1 1 
= 1)Cთდ –- = – , 

X ვ 
-+0 2 005X 

X-0 2+ 81)1 X 

მაშასადამე, საბოლოოდ გვექნება: 

1 2 
119 ( ლ –_ 6Lფ 2X | = = 

X–-0 

1 
: 1–- 

მაგალითი 4, გამოვთეალოლთ 111 (+) 60§ X 

X-> 0 X (X>0). 

ამ შემთხვევაში უნდა გავხსნათ 1 = სახის განუსაზღვრელობა. გა- 

L 

8101X | 1-–005X 
  

  

ფუნქცია და შემდეგ გვალოგარითმოთ XV = ( 
X 

მოვძებნოთ ზღვარი: 

10510X – 106X 
1 --–-–- -––-“.. 

  

  

  

  

1-–-005X 

აქედან 

0053 X 1 

; ; 810 X X : X –– ვ)X 
IIთ10უ =111ი –--- = 10 X _ X005X_ - 30 _ 

1 · X 

X--ი X–90 X--0 8111 

: – X91IX => 1 
=IIXი 9 „სე – 119 _  – 1 _ –- 

ხ107“ X X 810 X 008 X 81ი X 
#–0 X–>-0 – + ი 6ც05X 

მა შასადამე ,



1 1 

910 X | 1--2095X ვ 1 
  

  = 6 = IIIიX==1IMი ( 8 _ _ 

X->0 X-0 1“ V 1 

  

მაგალითი 2. მოვძებნოთ 111) (-– 2IL69X | |იX 

X->--+Cთ 

აქ საქმე გვაქვს 0“-სახის განუსაზღვრელობასთან. 
1 

10 (–- – 2310წყ MI 
2 

  

      

  

111111 CL –- გICLC X IX. _ 1IIV = 
2 19 X 

X+-“+-Cთ X-–>- + თ 

1 1 

6 – 2X0ს0X (იი 2 
2 9 “1-=Cჯ9.· 

= 1თი = 11.0 1+X = 
1 + 

X-> + % – X-–-თ მ106X –– -ვ– 

1--X2... 
“(1 -1L X2)2. 1-- Xჯ2 

X“->-+ თ 1--X2 X-+-- % 

ასე რომ 

  

III (> – 8I09X | 10X =-L · 
2 გ 

X-- + 66% 

ამ საკითხების შეთიისიბის შემ ადადით ნქციის ექსტრემუ- 
შის თეორიის შესწავლაზე, დაამუშავეთ პოსე დას არაი იმად ეს. 

ხელმძღვანელოს V თავის წ 3, 4 და 5. ვ. ნემიცკის, მ. ჩერკასოვის 
და სლუცკაიას წიგნის გვერდები 207--212; ლ. გოკიელის წიგნის 
დიფერე ციალური აღრიცხვის გე. 134-139, დაიმახსოვრეთ მოცე- 
მულ წერტილზე ფენქციის მაქსიმუმისა და მინიმუმის განმარტება, 
აუცილებელი და საკმარისი პირობა ფუნქციის ექსტრემუმის არსებო- 

ბისა და წესები ფუნქციის მაქსიმუმისა და მინიმუმის გამოკვლევისა. 

ყურადღებით შეისწავლეთ მაგალითები და ამოცანები, რომლე- 
ბიც შეგხვდებათ მითითებულ ლიტერატურის მიხედვით თეორიული 
მასალის შესწავლის დროს. გადაწყვიტეთ დუბნოვის ამოცანათა
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კრებულიდან ამოცანები #M# 553, 557, 558, 564, 566, 568, 576, 
581, 584, 622, 626. 629, 630, 634, 636. 

პირველი ხერხი მაქსიმუმისა და მინიმუმის მოძებნისა მდგომა– 
რეობს ფუნქციის პირველი წარმოებულის ნიშნის გამოკვლევაში. ამ 
ხერხის თანახმად საჭიროა მოიძებნოს პირველი წარმოებულის ფეს- 
ვები და შემდეგ გამოვიკვლიოთ ამ წარპოებულის ნიშანი უკვე მო- 
ძებნილი ფესვების მახლობლობაში. 

გარდა ამ ხერხისა დაამუშავეთ მეორე ხერხი ფუნქციის მაქსი- 
მუმისა და მინიმუმის გამოკვლევისა მეორე რიგის წარმოებულის 
ნიშნის საშუალებით. შეისწავლეთ აგრეთვე საკითხი ფუნქციის გრაფი- 
კის აგების შესახებ. 

ნქციის მაქსიმუმისა და მინიმუმის გამო ის დროს პირ- 
ელი ქცი წარმოებულის“ ნიშნის “ დახმარებით, როგორც უკვე 
ვიცით, ვეძებთ წარმოებულის ფესვებს და შემდეგ ვიკვლევთ წარმოე- 
ბულის ნიშანს ყოველი მოძებნილი ფესვის მიდამოში. 

მოცემულ L (X) ფუნქციას აქვს მაქსიმუმი X=გ წერტილში, თუ 
L(2) = 0 (ან L” (8) არ არსებობს), ხოლო L' (X) ნიშანს იცვლის პლიუ- 
სიდან მინუსზე, როცა X გაივლის X=გ წერტილს (იხ. ხახ. 2), 

  

    
    

4 , წ 

დ 1(/272>6' #, ჯ(ფ<0 
წ 

' “ ს ჟზ“ I | V, 
ს 
წ 

· ს. _X 
0 / ი. „M >+1 

ნახ. 2, 

რადგანაც გ წერტილის მიდამოში L (X) წარმოებული დადებით 
მნიშვნელობიდან გადადის უარყოფით მნიშვნელობებზე, ამიტომ 
· წერტილის მიდამოში L (X) წარმოებული კლებადი ფუნქცია იქ- 
ნება. ვთქვათ, არსებობს მეორე რიგის წარმოებული 1” («). მაშინ 
L” (X) უწყვეტია. ზევით ნათქვამის თანახმად +” რ წარმოებული X=ჭ§ 
წერტილის მიდამოში უარყოფითია, მაშასადამე, როცა არსებობს 

1 (X) და L" (X) და მოცემულ IL (X) ფუნქციას X=-გ წერტილზე აქვს მაქ– 
სიზმუმი, მაშინ პირველი რიგის წარმოებული ამ წერტილში ნულის ტო- 
ლია, ხოლო მეორე რიგის წარმოებული კი –- უარყოფითი, ნც. ი,
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#(8)=0 და L” (0) < 0. და პირიქით, თუ I (ჯ) ფუნქციას აქვს ჯ=8 

წერტილზე წარმოებულები L (გ), და L” (ე), მასთან L” (81)=0, ხოლო 

L" (8)<-0, მაშინ 1 (+) ფუნქციას X=8გ წერტილზე აქვს მაქსიმუმი. 

მართლაც, რადგანაც Xჯ=გ წერტილში ფუნქციის პირველი რი- 

გის წარმოებული ნულის ტოლიაჯდა L(ე)<0, ამიტომ ჯ=გ წერ- 

ტილზე 1L (+) კლებადია და, მაშასადამე, ამ წერტილის მიდამოში მარც- 
ხნივ მას ექნება დადებითი მნიშვნელობანი, ხოლო ამ წერტილის მი- 

დამოში მარჯვნივ––უარყოფითი მნიშვნელობანი. ეს კი იმას ნიშნავს, 

რომ ჯ=2გ წერტილში ფუნქციას ექნება მაქსიმუმი. 

როცა X=2გ წერტილზე L (1)=0, ხოლო L (X), როცა ჯ გაივ- 
ლის ჯX=8 წერტილს, იცვლის ნიშა.ნს მინუსიდან პლიუსზე, მაშინ 
1(C.) ფუნქციას X=2 წერტილზე აქვს მინიმუმი (იხ. ნახ. 3), 

აჯ /“ 
4. 

ყ/ 

-. 
ლ
ლ
 
_
ა
ე
ა
ა
.
–
_
 

' · 

  

ნაზ, 3, 

ვინაიდან ჯX=8 წერტილის მიდამოში L (ჯ) წარმრებული უარ- 

ყოფითი მნიშვნელობებიდან დადებითზე გადადის, ამიტომ ამ წერ- 

ტილის მიდამოში L (ჯ) არის ზრდადი ფუნქცია. თე არსებო ბს L" (ჯ), 
მაშინ X=გ წერტილში მეორე რიგის წარმოებულს L”(X) ექნება და- 

დებითი ნიშანი. მაშასადამე, როცა I (7) ფუნქციას ჯX=2 წერტილზე 

აქვს მინიმუმი, მაშინ ამ წერტილზე მისი პირველი რიგის წარმო ე-



–- 50 -–– 

ბული უდრის ნულს, ხოლო მეორე რიგის წარმოებული დადები- 
თია. პირიქით, თუ #(8)=0 და L”(გ)>0, მაშინ ფუნქციას X=გ წერ- 
ტილზე აქვს მინიმუმი. მართლაც, ვინაიდან პირობის თანახმად, X==8 

წერტილზე პირველი რიგის წარმოებული ნულის ტოლია, ხოლო 

L"(გ8) >>C, ამიტომ L(X) წარმოებული ჯX=ე წერტილზე ზრდადია და 

მაშასადამე, ამ წერტილის მიდამოში მარცხნივ აქვს უარყოფითი 
მნიშვნელობანი, ხოლო-მარჯენივ აქვს დადებითი მნიშვნელობანი. 
ამიტომ, ფუნქციის ექსტრემუმის პირველი წესით გამოკვლევის თანა- 

ხმად, X= გ წერტილზე ფუნქციას ექნება მინიმუმი. 

ამგვარად, როცა ვიკვლევთ ფუნქციის მაქსიმუმისა და მინიმუ- 

მის საკითხს მეორე წესით საჭიროა შევასრულოთ: 

L ნაბიჯი –-მოვძებნოთ პირველი რიგის წარმოებული. 

II ნაბიეგი-– წარმოებული გავუტოლოთ ნულს და ამოეხსნათ მი- 

ღებული განტოლება. ამ განტოლების ნამდვილი ფესვები არის ფუნ- 
ქციის კრიტიკული წერტილები. 

III ნაბიჯი-–მოვძებნოთ მეორე რიგის წარმოებული. 

IV. ნაბივგი–– გამოვარკვიოთ მეორე რიგის წარმოებულის ნიშანი 

ფუნქციის ყოველ კრიტიკულ წერტილზსე. 
როცა მეორე რიგის წარმოებული კრიტიკულ წერტილზე უარ- 

ყოფითია, მაშინ აღებული კრიტიკული წერტილი ფუნქციის მაქსი- 
მუმის წერტილია; პირიქით, როცა მეორე რიგის წარმოებული კრი- 
ტიკულ წერტილზე დადებითია, მაშინ ეს კრიტიკული წერტილი 

ფუნქციის მინიმუმის წერტილია. 

შენიშვნა თუ მეორე რიგის წარმოებული ამათუიმ კრიტი- 
კულ წერტილზე ნულის ტოლია, მაშინ საკითხი ფუნქციის ეჟსტრე- 
მუმის გამოკვლევისა ღიად რჩება. საჭიროა ასეთ შემთხვევაში მივ- 

მართოთ ექსტრემუმის გამოკვლევის პირველ ხერხს. 

მაგალითი 1, გამოვიკვლიოთ »ბმ-–-2X2? -– 3 ფუნქციის მაქსიმუმი 
და მინიმუმი. 

ამოხსნა. 

1) LC») = 4X" –– 43; 

2) L დ)=4X3--–4X=0, X1=0, Xგ=1, ჯ.=-–- 1; 

3) L” (X)-==12X? – 4; 

4) L"(0)<29, L" (1)>0, L" C– 1) >0.
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მაშასადამე, X=0 წერტილი არის ჩვენი ფუნქციის მაქსიმუმის 
წერტილი და I1მXIIიVI 1(+)=პ. წერტილები X= +1 არის–მინი- 

მუმის წერტილები და IIიIთს))ი #(X)=წ(+1)=29. 
ამოცანა 1. მოცემულია კვადრატული ბრტყელი ფირფიტი, 

რომლის გვერდის სიგრძე მოცემულია და უდრის 3-ს, საჭიროა 

ოთხივე კუთხიდან მას ჩამოვაჭქრათ ისეთი ზომის კვადრატები, რომ 

დარჩენილი მასალისაგან უდიდესი მოცულობის ყუთი გაკეთდეს 

(იხ. ნახ. 4). 

  

  

  
    

< LI 

' : 
–-L- >> –- => 

%) 22 
| – 

1 LC.) 
ძი 1 

–- ' 

წ “ოლ -თ L # მ,         
  

ნახ 4. 

ამოხსნა გვთქვთ Xჯ არის ჩამოქრილი კვადრატების გვერდის 

სიგრძე; გადავღუნოთ წყვეტილით აღნიშნულ ხაზებზე ფირფიტი; მი– 

ღებული, ზევიდან ახდილი, ყუთის მოცულობა იქნება; 

V=(8-–- 2Xჯ)2X. 

მოვძებნოთ ჯ-ის ის მნიშვნელობა, რომლისთვისაც XV ფუნქცია 

აღწევს მაქსიმუმს ამისათვის გავაწარმოოთ V და წარმოებული 

გავუტოლოთ ნულს, გვექნება 

V"=(8 –– 2Xჯ)? 4 (გ-–– 2X) Xჯ=>0,
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საიდანაც 

2? 
21 ? Xჯე== 5 · 

გამოვიკვლიოთ ეხლა ფუნქციის კრიტიკული წერტილებისათვის, 

რომელი იძლევა V-ს მაქსიმუმს. ამისათვის გამოვიკვლიოთ მეორე 

რიგის წარმოებულის V-ის ნიშანი, გვექნება: 

V"= –- 8გ + 24», 
საიდანაც სჩანს, რომ: 

V ,=2=-- 48< 90, 

ხოლო 

ე. ი. X= + არის V-ს მაქსიმუმის წერტილი. X= 2 წერტილი 

შეეფერება მინიმუმს; მართლაც, ნახევარნახევარი, რომ ჩამოვაჭრათ 
კვადრატის გვერდებს ოთხივე მხრიდან, საბოლოოდ ყუთის გასაკე– 
თებელი მასალა აღარ დარჩება. მოცულობა ნულის ტოლი იქნება. 

ამოცანა ·95. მოცემულია გ რადიუსიანი სფერო. ჩავხაზოთ მასში 
ისეთი კონუსი, რომლის მო- 

5 ცულობა იქნება უდიდესი. 

– ამოხსნა. ვთქვთ #§8 

“ /! M· ს. საძიებელი კონუსია (ნახ. 3); 
/ წ 1 %. + შემოვიღოთ აღნიშვნები: 

/ “ , ს V -4C=უჯ და §0=-ჯ, მაშინ კო- 
; “ 2-5 ა ) ნუსის მოცულობა V ტოლი 

1 / ს ; – ! იქნება: 
# V აას აე ენ 8 

ა –_ ,=-1 თ უჯ აა _-4 =5 წ2ჯ. 

ბ ოდა, კვრ“ დ» 7 

“ათა ე გარდა ამისა შევნიშნოთ, 

0 რომ
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2მ1-Xჯ I 

» ჯ.” 
  

საიდანაც 

წ»?1=X (22 – ჯ)- 

ამის შემდეგ მოცულობა V ასე გამოისახება 

1 
== ა – 9 _ 3 

V= 3 2 (2მ, X X?), 

მოვძებნოთ შემდეგი განტოლების ფესვები: 

9V_ 8.2 (42X – 379)=0. 

ძX პ 

მივიღებთ: 

481, 
X,=0, %:=–-– · 

ფესვი »ჯ,, (ცხადია, შეესაბამება მინიმუმის შემთხვევას, ვინაიდან, თუ 

კონუსის სიმაღლე, ნულის ტოლია, (სხადია მოცულობაც) ნული იქნება. 
გამოვიკვლიოთ მეორე რიგის წარმოებულის V”-ის ნიშანი მეორე 

ფესვისათვის, გვექნება: 

„ = <9. V == = 3 50-60 „95 

მაშასადამე, სფეროში ჩახახული კონუსი უდიდესი მოცულო- 

ბისა იქნება მაშინ, თუ მისი სიმაღლე სფეროს რადიუსის 2 – ის 

ტოლია, 

ფუნქციათა გრაფიკების აგება. შეისწავლეთ დიფერენციალური 

აღრიცხვის მეთოდებით ფუნქციათა გრაფიკების აგების ხერხები. 

როცა მოცემული განტოლებით შევისწავლით შესაბამ მრუდს უნდა 

ყურადღება მივაქციოთ შემდეგ საკითხებს: 

1) სიმეტრიულია თუ არა მრუდი, 

2) აქვს თუ არა ფუნქციას წყვეტის წერტილები, 
3) პერიოდულია თუ არა ფუნქცია, |
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4) რომელ წერტილებში გადაკვეთს მრუდი კოორდინატთა ღერ- 

ძებს, 

' 5) მოვძებნოთ ფუნქციის ზრდისა და კლების შუალედები, 

6) მოვძებნოთ ფუნქციის მაქსიმუმისას და მინიმუმის წერტი- 

ლები, 
7) ავაგოთ მრუდის რამოდენიმე წერტილი, 

8) გამოვიკვლიოთ მრუდის ყოფა-ქცევა, როცა არგუმე5ტი უსა- 

სრულოდ იზრდება. 
2 

მაგალითი. დავხაზოთ ” = 5-> განტოლებით მოცემული 

მრუდი. 

ამოხსნა. 1) მრუდი სიმეტრიულია +X ღერძის მიმართ, 

2) ფუნქციას წყვეტის წერტილები არ აქვს, 
3) ფუნქცია არაპერიოდულია, 
4) მრუდი გადის კოორდინატთა სათავეზე, 

5) მოცემული ფუნქცია ღებულობს მხოლოდ დადებით 
მნიშვნელობებს. 

6) ფუნქციის პირველი და მეორე რიგის წარმოებუ- 

ლები შესაბამად იქნება: 

,'.. 2X ” __ 2--6ჯ? 

შღაცე 70451“ 

  

# კ 
–- _ 8 –) ლეა == ! –კ–უ–პაპაშოუპაპუკაუკაუოღკაუ)უუღკაა “”“”. ათ , „-““ 

_ | – + I წ 

“ ს - 

„რ -. · > 

ეეიინეიი 
რი: 
MI 

ნაზ. 6
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როგორც პირველი რიგის წარმოებულის აგებულიდან სჩანს იგი 
ყოველ წერტილზე არსებობს და ნულის ტოლია როცა Xჯ = 0. ხო- 

ლო მეორე რიგის წარმოებული, როცა Xჯ = 0, დადებითია. მაშასა– 
დამე X = 0 წერტილზე ჩვენ ფუნქციას აქვს მინიმუმი. 

7) ვთქვათ ეხლა X–->-თ, მაშინ 

)IიX=1. 
ჯ->-C9 

ეს იმას ნიშნავს, რომ # = 1 წრფე არის ჩვენი მრუდის ასიმპტოტი. 

ვიცით რა მრუდის ყველა ეს თვისებები ადვილად ავაგებთ თვით 
მრუდსაც. მას ექნება მე-6 ნახაზზე გამოხაზული სახე. 

გადაწყვიტეთ პოსე და პრივალოვის წიგნის V თავის § 13-ის 

ამოცანები # 11--34 და დუბნოვის ამოცანათა კრებულის ამოცა- 

ნები # 541, 542. 

განუსაზღჭვტელი ინტეგრალები 

დაამუშავეთ შემდეგი ლიტერატურა: 
1. ა. რუხაძე და ა, ხარაძე, უმაღლესი მათემატიკის საფუ- 

ძვლები, ტ. 11, თავი II, გვ. 22-82. 

მეთო. დური მითითებანი კურსის პალკეულ თავებზე 

თავი I. ს|გაწარმოების შებრუნებული ამოცანა, 
ცნება პრიმიტიულის შესახებ. განუსაზღვრელი ინ- 

ტეგრალი. | 
ინტეგრალურ აღრიცხვას გაცილებით მეტი გამოყენება აქვსს 

ვიდრე დიფერენციალურ აღრიცხვას. ინტეგრალური აღრიცხვიც 
დახმარებით შესაძლოა, მაგალითად, გამოვითვალოთ ტანის სიმძიმი 
ცენტრის კოორდინატები, გამოვიანგარიშოთ ინერციის მომენტები 
ძალის მიერ შესრულებული მუშაობა. გამოვთვალოთ სხვადასხვა 

ნაკვთების ფართები, სხეულთა მოცულობა, რკალის სიგრძე და ა. მ. 
ნათლად წარმოიდგინეთ რას წარმოადგენს პრიმიტიული (პირ- 

ვქელყოფილი) ფუნქცია და განუსაზღვრელი ინტეგრალი. გამოარკვიეთ 
რის გამო ხდება, რომ ერთიდაიგივე მოცემული 1(ჯ) ფუნქციისათვის 
სიმბოლო /|“ IX)0X გამოსახავს ფუნქციათა უსასრულო სიმრავლეს, 
რომლებიც ერთმანეთისაგან მხოლოდ მუდმივი სიდიდით განსხვავ– 
დებიან. 

ე მხედველობაში იქონიეთ, რომ ინტეგრალში | I”(X) ძX, I(X) 
ფუნქციას ინტეგრალსქვეშა ფუნქცია ეწოდება, ხოლო I(»X)ძX--ინ- 

ტეგრალსქვეშა დიფერენციალი. 
განვიხილოთ „მაგალითები:
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1) მოვძებნოთ X»" ფუნქციის პირველყოფილი ფუნქცია, ე. ი. 

მოვძებნოთ / XX, 

.5 V 

ამოხსნა. ვინაიდან, (X5) = 5X1, ამიტომ ჯ! = (+) ჯ მაშა- 

სადამე: , 

სკ... X „ =- 

2) მოვძებნოთ ი05X ფუნქციის პირველყოფილი ფუნქცია, ე. ი. 
გვიპოვოთ ინტეგრალი. 

605XXX. 

ვიცით, რომ 
(810X) = 005X, 

ამიტომ 

0098X0X = 510X. 

პ) მოეძებნოთ 

” ძX 

X 

1 
(10)X)” = > 

/ ძX = 111X. 
· X 

დაუკვირდეთ, რომ მაგალითში 1) ჩვენ შეგვეძლო დაგვეწერა აგ- 
ოეთვე: 

  

ვინაიდან 

ამიტომ 

  

1 V , 
(X9? -+- 6)” => 5X9; (» –+) = 5X). 

“საზოგადოდ კი, როცა (C ნებისმიერი მუდმივია, მაშინ 

00 + დ! = 5X, 
„აქედან მივიღებთ: 

1 V , 
წ , I – | XI -++ # 

»-=(>++“), ·-( = დატ =(-1-%.). 
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მაშასადამე, 

“ 5 ·6 1 6 
4 =- 2-2 ა... · _– წ) X19X = = 5 X + CC. 

X” 1 
8. 1 1 

· = –.. | XXX 8 8“ X 20: 

  

სავსებით ასევე: 

– == 5)))X + C; / 4 = IIIX –> C. 

4) მოძებნეთ ინტეგრალები: | X?0X; | §10X0X; 

: ძX 
§06XძX, | 11 2. | 0567X0X. 

ქვევით თქვენ დარწმუნდებით, რომ ნებისმიერი მუდმივი (ლ-ს 

განსაზღვრისათვის საჭიროა მოცემული იყოს დამატებითი პირობები. 

კიდევ ერთხელ მოვიგონოთ განუსაზღვრელი ინტეგრალის გან- 

მარტება. თქვენს მიერ დამუშავებული მასალიდან უკვე იცით, რომ 

აღებული ფუნქციის ინტეგრალი არის ფუნქციათა უსასრულო სიმ- 

რავლე, რომლებიც ერთმანეთისაგან ნებისმიერი მუდმივით განსხვავ– 

დებიან, სხვანაირად, თუ 

  

“0 =(0ი, მაშინ. | ჯ600X = დC9 + 0, 
სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. 

სწორედ ამის გამო გამოსახულებას 

/ 10თოძX 

ეწოდება 10) ფუნქციის განუსაზღვრელი ინტეგრალი. 
ადვილი დასამტკიცებელია, რომ გარდა თდ(X) + C სახის ფუნქ- 

ციებისა I(X) ფუნქციის ინტეგრალი არ შეიძლება იყოს სხვა სახის 
ფუნქცია. მართლაც, ვთქვათ Cდ,(+) არის აგრეთვე ინტეგრალი 1060 
ფუნქციისა, მაშინ 

თ)0) = ((ი.



განვიხილოთ ფუნქცია 

V(X) = დ,(X) –– დ). 
მისი გაწარმოებით მივიღებთ 

IX) => დ',(X) –– დ'(X) == IX) –– XX) = 0. 
მაშასადამე, 

V(CX) = 9, 

რაც იმას ნიშნავს, რომ 

VXX) = 0, 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. ჩავსვათ უკანასკ6ელ ტოლობაში 
V-ის მნიშვნელობა, მივიღებთ 

დ. (X) –– დ(X) => C ანუ დ,(X) = C -L დ(X), 
ე. ი. ფუნქცია Cთ,(X) არის Cდ(X) + C სახისა. 

განუსაზღვრელი ინტეგრალის განმარტებიდან გამომდინარეობს, 
რომ განუსაზღვრელი ინტეგრალის წარმოებული უდრის ინტეგრალს- 
ქვეშა ფუნქციას, ხოლო დიფერენციალი – ინტეგრალსქვეშა დიფერენ- 
ციალს. 

მართლაც, თუ 

(600X = დ00 + 0, ი) 
მაშინ 

| | ICC)0X)' = IC(CX) –+- CI" == დ'(X). (2) 

მეორეს მხრივ პრიმიტიული ფუნქციის განმარტების მიხედვით 

დ'(X) = ICI), 
მაშასადამე, 

| XXI! = (ა. (3 
(3) ტოლობიდან მივიღებთ 

|| #X)0XI”ძX = 1(X)0X, 

ანუ 

# | LX)0X = 1000X. (4) 

სავსებით ასევე: 

I IL სი -L 0| = IL 0Cი0ძX = I #(X)0თX = დ09) + C (5) 

(4) და (60) ფორმულებიდან გამომდინარეობს, რომ ინტეგრების
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ოპერაცია არის გაწარმოების ოპერაციის შებრუნებული ოპერაცია. 

მაშასადამე, სიმბოლოები | და ძ, განხილული როგორც ოპერა- 

იები, ერთმანეთის შებრუნებული არიან, სჯარჯეად წარმოიდეინეთ 
0)--(5) ფორმულების შინაარსი, და დაიმახსოვრეთ. ' აბე 

გაიმეორეთ ფუნქციათა გაწარმოების ცხრილი, რომელიც მო- 

ანელი იყო პოს ა პრიეალოვის „დიფერენციალური აღ- რიცხვის“ 48 გვერდზე, ვალოვ ღიფეოენციალუ ღ 

თუ ახლა ძოვიგონებთ განუსაზღვრელი ინტეგრალის განმარტე- 

ბას, დავრწმუნდებით, რომ ფუნქციის დიფერენციალის მოსაძებნი 

ყოველი ფორმულა ცხრილიდან, მოგეცემს ინტეგრალრრი აღრიცხვის 
სათანადო ფორმულას. 

მიიღეთ მხედველობაში ეს უკანასკნელი გარემოება და დასწერეთ 

თქვენით ინტეგრალური აღრიცხვის რამოდენიმე ფორმულა. დას- 
წერეთ, მაგალითად, ეს ფორმულები ხარისხოვანი, ლოგარითმული, 

ტრიგონომეტრიული და შებრუნებული ტრიგონომეტრიული ფუნქ- 

ციებისათვის. 
#. სასრული რიცხვის დიფერენციალთა ალგებრული ჯამის. 

ინტეგრალი უდრის შესაკრებთა ინტეგრალების ალგებრულ ჭჯამს. 
ს. მუდმივი თანამამრავლი შეიძლება გამოვიტანოთ ინტეგრა- 

ლის ნიშნის გარეთ და შეგიტანოთ ინტეგრალის ნიშნის შიგნით. 

თქვენ ახლა შეგიძლიათ შეადგინოთ ცხრილი ძირითადი ინტე- 

გრალებისა, რომელთა სამართლიანობის შესამოწმებლად საკმარისია. 

უჩვენოთ, რომ ამ ფორმულების მარჯვენა მხარეში მყოფი ფუნქციის 

დიფერენციალი უდრის ინტეგრალსქვეშა..დიფერენციალს, “ამგვარად 
თქვენ გექნებათ ცხრილი: სველ – ს 

„--““ თ) 
--·“–_4“.ო

..> 
· 

"ს. 1, I )ჰX = 40 (2#--1). 

  

თ –-1 

2 | თათით» - __ _0052X +C 
X 
  

  

| 

3. _/ იიი» = 81012X +C | 

“ L («#9). 

) 

0X LღXX 

|“ ღე“ +0 
_ 5. I--%- _ 99% ლ 

§1I XX C«



6. _.. 
/ ე? -L 09X? ეს თ. 8 ( 2 X) + 

=” -იწ | 9. : +C= ეს თიხის (-5-X ) + C. 

7. (-- == - 01051) (+») + 0. 
„ +V '–-ხ% ს 2 

8. I-:=ფ--=+ 0IL0ღ205 C. #) + C.· 

2. -ქუუ= <-)ს|%X+ ს + 0. 

10. I –უა == –უეიის+ / 52 +2 |+ 6. 
– 

11, სქ .3 , 
/ 2 0X სით 

I+« 

12. „–=_ = ა –+ C0C. 

ეს ცხრილი წარმოადგენს ძირითად ინტეგრალებს, რომლებზედაც 
-დაიყვანება ყველა სხვა ინტეგრალების გამოთვლა. იგი უნდა გეახ- 
სოვდეს ზეპირად. 

როცა ინტეგრალის მოძებნა დამყარებულია ცხრილის ინტეგრა- 
ლების უშუალო გამოყენებაზე, მაშინ იტყვიან, რომ ინტეგრალი მო- 
იძებნება უშუალო ინტეგრებით. კარგად უნდა შეისწავლოთ და 
დაეუფლოთ უშუალო ინტეგრების შესრულებას. ამ საკითხის ათვი- 
სების შინაარსი იმაში მდგომარეობს, რომ უნდა სწორედ იქნეს მო- 

საზრებული ცხრილის რომელი ფორმულით უნდა იყოს გამოთვლილი 

მოსაძებნი ინტეგრალი. ამისათვის ყურადღება უნდა მიექცეს, ინტეგ- 

რალსქვეშა დიფერენციალი ხომ არ წარმოადგენს რაიმე ცნობილი 
ფუნქციის დიფერენციალს; თუ ეს მართლაც ასეა, დავასახელოთ ეს 

ფუნქცია. ინტეგრალის გამოთვლის დროს უნდა შეგვეძლოს ვისარ- 

გებლოთ 8 თეორემით. უნდა შეგვეძლოს ინტეგრალსქვეშა დიფე- 
რენციალის იგიური გარდაქმნა ისე, რომ გარდაქმნის შემდეგ მივიღოთ 
რაიმე ფუნქციის დიფერენციალი. : 

გ“ 

IX»
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მაგალითები, 

  

  

1 

16 __ „» ბჯ –,- + 1 

M# 1, M ჯა ((X = X ს ძX =-- –- +C= 

რ“ 2 აის 
41 

6X 5. 

–_ 
1 

3 ძX _ 1) _ + –_––- ! 

# 2. 4 __ X " იX= –––<3 –C= 
V/ »' –2> +! 

«” · 4 
1 

= 4X ” + C; 

8 

#3, /» ძX = + C; 

– “1 

#4, / (2) -L 1)5. XV X= / 160. +1! ი02C-+1)= 

1 2>X+1ხ6_ ! 1). ' 
=ძ90 4 “ 20:2X+I-+-C; 

# 5, 1 (5X5-- 1)? ძX = | 65: – 10ჯ3%L 1) 0X= 

52. _ 5 
= 25 L გგეეესესებსია–ი“ი ” C. 

შენიშვნა. უკანასკნელ მაგალითში ჩვენი ინტეგრალის გამოთვ- 

ლა დაყვანილია სამი ინტეგრალის გამოთვლაზე. თვითეული ინტეგ- 

რალის გამოთვლისას საკირო იყო ფუნქციისათვის მიგვემატებინა 

ნებისმიერი მუდმივი, მაგრამ ცხადია, რომ აზრი არ აქვს თვითეულ 
შესაკრებს ცალ-ცალკე დავუმატოთ ნებისმიერი მუდმივი, ვინაიდა5 

ჯამისათვის მნიშვნელობა არ აქვს დავუმატებთ მას რამოდენიმე, თუ. 
ერთ ნებისმიერ მუდმივს. ამით არის გამოწვეული, რომ საბოლოოდ 

ჩვენ ვწერთ მხოლოდ ერთ ნებისმიერ მუდმივს. ასევე მოვიქცევით 

ხველა ანალოგიურ შემთხვევაში. 

X# 6, გამოვთვალოთ ინტეგრალი | 90“ გX C098X0X.
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ამოხსნა. შემოვიღოთ აღნიშვნა #»=§Iს0X. მაშინ (7==80059X0X 

და ამიტომ მივიღებთ: 

., 1 · 1 511 X 
/ 5 2X 6052X0X=> 2 I. შ2 = ----- + 0. 

გამოთვალეთ ინტეგრალები: 
? ძX 

(-“- 
# 8, | და+4 X20X; 

0X 
# 9, / დ»5%) 

# 10. | (X! –L 1)? X0X; 

  –- 
# 7. 

#11, | (X9 –– 3X92 + 4) 0X; 

7 (212510X)? 0X 

ამოხსნის სისწორე შეამოწმეთ თქვენს მიერ მიღებული პასუხის დი- 

ფერენციალის მოძებნით. როგორც ვიცით, თუ კი ინტეგრალი სწო- 

რედ არის ამოხსნილი, ხსენებული. დიფერენციალი უნდა ტოლი იყოს 

ინტეგრალსქვეშა დიფერენციალისა. 
205XC0X 

# 13, გამოვთვალოთ ინტეგრალი 510X + 4' 

ამოხსნა. აღვნიშნოთ ს = 51)1X +- 4, მაშინ 0L=00§X0X. ინტე- 
გრალი მიიღებს სახეს; 

00§Xთ9X 

510X -L 4 == 10 (810X ·+ 4| +- C. 

ამოხსენით ამ მაგალითის ანალოგიურად შემდეგი ინტეგრალები: 
5X2 9X 

# 14, / 28-89. 

ბ2ძX 
# 15. (2



= 63 –-- 

' _4X9 0X 

და შეამოწმეთ ამოხსნის სისწორე, 
გამოთვალეთ აგრეთვე ინტეგრალები: 

# 17, ს გაია C05X0X; 

ი 

#18. | 6X > X9 0X; 

C 
# 19. 6X! X90X; 

# 20. შ–_ §103X0X; 

# 21. | (2X –- 3X-? 0X; 
-“   ' 

# 22. | (2X -L ხX)მ 0X; 
”   

4X" ქX 

25 –- »ზ 

ეს ინტეგრალი მიიყვანება ცხრილის 7 ინტეგრალზე, თუ შემოვიღებთ 
აღნიშვნას: 7» = X!. აქედან ძუ = 4X3ძX და მაშასადამე, 

4X3 ხ2: . 
= /( უ:==- = გI05910--- -L C= 

V 25 –-71 
X1 

    

#23. გამოვთვალოთ ინტეგრალი ” 

M# 25.- X9 

= გI0510 “<“ + C. 

ამოხსენით ინტეგრალები: 

X2 ძX 

M# 3-–- 2X / 

# 25 _24X ; 
' #4 == 2)” 

# 26 

M# 24, 

X1ძ X 

· /6 == 758 
კოშის ამოცანა. ინტეგრალური აღრიცხვის სხვადასხვა საკითხებ- 

ში გამოყენების დროს არსებითი მნიშვნელობა აქვს კოშის შემდეგ 

ამოცანას.
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მოცემულია I (X) ფუნქცია და ორი რიცხვი X) და წჯ,: მოვძებნოთ 
#(X) ფუნქციის ისეთი პრიმიტიული, რომელიც უდრის ა როცა წ =Xე. 

ვიგულისხჰოთ, რომ M#(»X) არის ერთ-ერთი პრიმიტიული; სა- 

ძიებელი ფუნქცია აღვნიშნოთ C (X)-ით, მაშინ 
ა 600) = LLCX)-L C. 

8 ამ ტოლობაში უცნობია -C, მაგრამ ამოცანის პირობის თანახ- 
ად, როცა X = Xა. მაშინ V (X) უნდა უდრიდეს ჯე, საიდანაც C-ს 

განსაზღვრისთვის გვექნება ტოლობა: უღღიღებ 7თ პიდაბაც 

Xა =L (X) +C, 

C = ჯი“ L (Xა). 

მაშასადამე საძიებელი პრი?იტიული იქნება: 

ს (-%) == L (X) == (X) + წა" 

ამოცანა 1, მატარებელი მოძრაობს სიჩქარით XV = 4 L3 –– 3§2-L 

+ 30 კმ/საათი და საწყის მომენტში სადგურიდან დაშორებულია 
15 კმ. შევადგინოთ მატარებლის მოძრაობის განტოლება. 

ამოხსნა. ვინაიდან 

ე: ი. 

ძა 
+= უ=401--3(1 + 30, 

ამიტომ 

§= | 6ი--37+23თ0906=0=6 +30L+C. 
პირობის თანახმად, როცა ს = 0, მაშინ § = 15 კმ, ამიტომ C == 15კმ. 

საბოლოოდ მიიიღებთ: 
ლოოდ მივიღე == (§შ--)მ-+30L+15. 

ამოცანა 2. ნოვძებნოთ ინტეგრალი | (2(1--4X + პ)შX ისე 

რომ იგი ნულის ტოლი იყოს, როცა X = 2. 

ამოხსნა. · 

' 

100 = IC. –- 4X + 3) .2X= 5- –-2X2? -L 3X -L C, 

თანახმად ამოცანის პირობისა, გვაქვს: 

1 
:(2)= 5-2, – 2:2+3:24+ C=0; 

საიდანაც C = –- 6 და, მაშასადამე, საძიებელი ინტეგრალი იქნება: 
1 

1(X) = “5 Xბ –- 2X? -+ 3X –– 6,
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იწტეზრებიხ ელემენტარული ხერხები 

1. დაშლის ხერხი. ეს ხერხი იმაშ: მდგომარეობს, რომ ინტე- 
გრალსქვეშა ფუნქცია უნდა დაიშალოს ისეთ შესაკრებებად, რომელ- 

თა ინტეგრება (ცცვალ-ცალკე შედარებით ადვილია. ხერხი ემყარება 
შემდეგ თეორემას: 

IV, (X) + ჩ,(X) – 1 თი1#= | (X) ძX +|IVთ ძX – I ძX; 

ამ ხერხით ჩვენ უკვე მოგვიხდა ზევით სარგებლობა. ამოვხსნათ კი– 

დევ რამოდენიმე მაგალითი, 

მაგალითი 1, 

|5+X ანუ რულის“ ·- | თC+X- 2 – 1-)ძ«= 

ბ 2 

= / M+ /X- + 93 ძX- –=5 +2I/ XI –-)IიIX +; 

. 1 – 0059X 
მაგალითი 2. | 51)1? X0X = _–_–. ძX = 

1 1“ 1 1 - 
=+ | =უC 2X0X =-- X -- “კ, 810 2X + C; 

1-+ 00§ 9X 
მაგალითი 8. | თ XX = | + 2: ძX= 

1 1 1 1 
=“ I + 2 | «ია 2X0X = “2 X+ “” 81ი7X + C; 

  

გ 00§'X0X (1–- 2Iი02X) 008XძX  _ 

აგალითი 4. 907». “> 81)7X 

'605X | : 

= | '83107X 9X –| C05Xძ0ძX = | ვი ?Xძ0 (910X) –| 608X0X = 

– ფი; “ 90X+C.
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მაგალითი §. |." -1C- – => ჰ(X = 

1 1 = 
სანის აიიია |+0= 7, 22 I I +C; 

  

“27% 

მაგალითი 0. გამოვთვალოთ ინტეგრალი – · თანახ- 

მად წინა მაგალითისა გვექნება: 

ძX» 1 
| 9ჯ2--.16 =ე110 

0” ძX 
მაგალითი 7. გამოვთვალოთ ინტეგრალი ჯმ” ამ ინ- 

| 31 – 4! 
3++243)1C 

  

ტეგრალის გამოსათვლელად შეგვიძლია ვისარგებლოთ აგრეთვე მა- 
გალითით 5. მივიღებთ: 

6%0X 1 . 1 50+--6! 
(ლი 36 C0)9, 50746) I 

გამოთვალეთ ინტეგრალები: 

თ0X 8601პ0X · ძX 
ს | და 2 |-+%“ , ა ბ -8ჯ-L12 

8 ჩასმის ხერხი ი“ტეგრალების გამოთელის დროს ხშირად 

სასარგებლოა ინტეგრალის ქეეშ მყოფი ცვლადის მაგიერ ახალი 

ცვლადის შემოტანა. ზოგიერთ შემთხვევაში ახალი (ცვლადის მოხერ- 
ხებული შემოტანით ინტეგრალსქვეშა გამოთქმა იმდენად მარტივ- 
დება, რომ იგი ცნობილ ინტეგრალზე დაიყვანება. განვიხილოთ ინ- 
ტეგრალი: 

|Vიიძ» = #ცი + 0. () 

აქედან თანახმად განუზღვრელი ინტეგრალის განმარტებისა, 
გვაქვს: 

ძICX) = ICX)ძX.
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ავიღოთ შემდეგი ჩასმა: 

X = %LL), · (2 

სადაც L ახალი „ცვლადია, მივიღებთ: 

0L«(§) ) = I(დ(CI) ) · დ (0ძL. 
ვაინტეგროთ უკანასკნელი ტოლობა, გვექნება: 

LCდ(I)) + 0 = / 1%(9)) · C (()ძC (3) 

კადაც C ნებისმიერი მუდმივია, ვისარგებლოთ ახზლა (2) და (3) ტო- 

ლობებით, მივიღებთ: 

|/ (C)ძX = / (CV) - «(ამ (4 
ამ ფორმულას ეწოდება ცვლაღის გარდაქმნის ფორმულა ინ- 

ტეგრალის ქვეშ. ჩასმის ხერხის გამოყენების დროს, როგორც ზე- 

ვით იყო ნათქვამი, ინტეგრალის გამოსათვლელად უნღა ავიღოთ 

ჩასმა X = დ((). ზოგჯერ უფრო სასარგებლოა მივმართოთ ჩასმას: 

L = VI(X), სადაც VI(X) რაღაც ფუნქციაა X-ისა, განვიხილოთ ტო- 

ლობა 

L=V(X) 

როგორც განტოლება X და L ცვლადებს შორის. ამოვხსნათ იგი 

X-ის მიმართ, მივიღებთ X-ის გამოსახულებას L-ს საშუალებით და 

ამის შემდეგ შესაძლო გახდება ჩასმის განხორციელება. 

ჩასმის ხერხი ერთ-ერთი უძლიერესი მეთოდია ინტეგრალის გა- 

მოთვლისა. 

განვიხილოთ რამოდენიმე მაგალითი: 

1) მოვძებნოთ ინტეგრალი: | (2X -L ხ)ზძX». ვთქვათ გX –- ხ= ს. 

გამოვსახოთ ინტეგრალსქვეშა დიფერენციალი ახალი Lხ (ყვლადის სა- 

შუალებით. გვექნება ძ(ხ = 8გ0X, ე. ი. 0X=> + ძLს. ჩვენი ინტეგრალი 

მიიღებს შემდეგ სახეს: 

"0X == „1 =-1 " 1 L+'- | (გX -L ხ)"0X = I" –შს= L |" - - “311 + 0C0C 
-
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დაუბრუნდეთ ძველ ცვლადს, საბოლოოდ მივიღებთ: 

· 1 ი +1 

(წვე = 1 რეს ყი 

2) გამოვთვალოთ ინტეგრალი. | ფა 3 - 

ავიღოთ ჩასმა: 2 –- 3X = (. მაშინ – 30X = ძ(; ძX = –--1- 6 

და 

ფა --3 | ს 3 +0= ტ–ვე +C 

3) გამოვთვალოთ ინტეგრალი: | -ტ 7 , სადაც » % 1. 

ავილოთ ჩასმა X –– 8 =-L, საიდანაც (CX =- ძL. მივიღებთ: 

  

  

' #ტძX _ (/ #ძს. თ, 4 == - 

| თი) დ ია ძ=- II" '+0= 
+ = რ-1)ო=1 + > 

მაშასადამე, 

#ძX _ _ 1 თ 

დ-ი  თ-)C-8ი 11 2 
კერძოდ, როცა #» = 1, მაშინ ინტეგრალი გადაწყდება ლოგა- 

რითმული ფუნქციით: 

I+ == = #IMC --2) +- 6. 

4) მოვძებნოთ ინტეგრალი: | # ==» ძ». გამოვიყენოთ ჩას–



ეა“. 

შა: X == 8810ს, საიდანაც ძX = 80091ძ% დ) ვ? –- X1 == ვ? (1--–591((%)= 

=2%ივყ%. ამის შემდეგ ინტეგრალი მიიღებს შემდეგ სახეს: 

| V უფ? –- X? მX => | /აია: L2C05LL = 27 | ი» LძL = 

გ” გ? . 
“ვს + --” 310 2 + C. 

„„აეა'_–– 

რადგანაც 319 = > კ ამიტომ (0§ LL = V გ'--X'_ , ხოლო 
CL 

L = ვხტყIი -- მაშასადამე, საბოლოოდ მივიღებთ: 

2 . X 
IV I 4-2“ = 2 აიიი + 2-1/” მ +0. 

5) მოვძებნოთ ინტეგრალი: | ე , სადაც I მთელი 

  

  

“ 

დადებითი რიცზეია, აღენიშნოთ X»12? - ე? = 7, მაშინ 2XძX = ძ”?; 

XმX = –- 07». მაშასადამე; 

X0X L! | ძი? L 
(X. + ვ) -»I I “20% == 11-11 6. 

დავუბრუნდეთ ძველ X ცვლადს, მივიღებთ: 

  
XძთX 1 

| იი--გვ. 2((-–I)(0C--გ:ბი! + C. 

6) განვიხილოთ ინტეგრალი: | ლე:1 იგი შეგეიძლია 

წარმოვადგინოთ ასე: 

: ხს V , 40--ი' 10"  
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ავიღოთ ჩას1ა; X+-5 = ს მაშინ: 0X = ძხ და ამიტომ 

ჯ ძX _ /: შხ 

X? + ეX + ი | ს? 44--ხ. 
1 ა” 

გავარჩიოთ სამი შესაძლო შემთხვევა: 

ა») შემთხვევა, როცა 0?–-4ი<-0; აღვნიშნოთ ამ შე მთხვევაში 

უ?– 40 ე წ - 
2 = –- ჭ?. ინტეგრალი მიიღებს შემდიგ სახეს: 

ბ. ძX '"  ძ%ძ I LL... 
/ ++ > / + გაა ე + 0. 

დაგუბრუნდეთ ძველ ცვლადს და ჩავსვათ ე-ს მნიშვნელობა, გვეჟქ- 

ხება: 

, 2 2 
/ რ =- “8 გა” 10 0, (ე?--40<0).. 

  

  
  

X+6X+989 V 40--ი? V4-–ი 

ხ) შემთხვევა, როცა იხ? –– 40:->0. მაშინ შემოვიღოთ აღნიწვნა 

  

ჯ? – 49 9 · 3 = 22, ჩვენი ინტეგრალი მიიღებს სახეს: 

ძX “ს 

(აო | თ თ M4 + 9= 

  

ს _ Vხ' 40 
–თ : ს + 2 7> 5 + C 

4 ი უბ (% » 9 X + ა + 2-
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მაშასადამე, აღებულ შემთხვევაში: 

აარ X+XX+ი IVეი!--4 2X7+V 0-4 
(ი? -–– 40 >9); 

ტ) შემთხვევა, როცა ი? –– 4ი =90, მაშინ 

_- X ა /(#+=-. + 0, 
. X2 +იX +ი · ( ჯ 

ე· ი. 

ძX 2 გ 0 
/ =-–--. -–--- + C0 თ ლ 4ძ = ). 

6X2? + 5X + 4 
მ : ' 7) ამოვხსნათ ინტეგრალი I“ -L X? -++ X იX 

გავამრავლოთ ინტეგრალქვეშა წილადის მრიცხველი და მნიშვ- 

ნელი X3.ზე, მივიღებთ: 

6X + 5X+4 მ = 6X -L 5X1 -L 4X3 ა 

X-+=C IX +X.. · X6 -L X9 -L 1 | 

ახლა კი ავიღოთ ჩასმა: X!? + X" + X! = L; აქედაწ (6X5 + 5. -L 

-L 4X9) 0ძX = VL და ჩვენი ინტეგრალი ასე გამარტივდება: 

6X+5X+4 აპ, /(/ მ _ აააგ––– 
(39525 9X= „ =1MIM4+-0C=19ი X + X?-LC XI + 6. 

გამოთვალეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

” XძX . 
1. | "XL + გ? იხმარეთ ჩას9ა X1 = გL. 

X29X 1 · 
– = 2Lხ. 2 | 25 X ხ 

 



და 
CI

 
თ
 

10. 

11. 

13, 

14. 

15 

ს _ X0X 
X' + 1 

_X%- 1ძX 
X?9 -L ვ 

2X–1 

უ Xმ-- X-+1 

ი 
გ -=- 

–- 
47. 

/ XX_ 
! V –X2+1. 

, | /#I-X «V 

'ჩპჯ X?ძX 
“აია 

/ LI 

I X5  1ძX 
ჩხ 

ურო“ 

  

LM 14+X ძX 

12, |/ X L 2 ძX 

/ ' (მ, + ხX)” 

ძX 
V 4 -–-9X2) 

  

XძX 

V თ 
  

  

– 72. 

იხმარეთ ჩასმა X9 -L. 1 = (L, 

X? = 8გL 

X%1--X +1=ხ 

2X -L 1 = (3 

X1 +- 1 = (3. 

1--– X=(ჯ12, 

X% -L- 1 = VI, 

Xზ%/ -L მვ, = ს”. 

1 + X? = ?, 

X9 +2=Vს1 

_ჩ_ 
32+სX=სხი 

2 
X= –- ს 

X2 = ზა.
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16, / --X9+ _ , წუღულლა –_ იხმარეთ ჩასმა X!? = ვ#/. 

17. _ XX  მმX 
7 29 ჯის იორ 
_–___._. 

/ 1-V/X #+=L. 

19. (–- + 

| 1+VX+1 X+-I=X. 

20. 

21 

| X6510X X939=. 

' 0 ძX 
' 502++ 7: 6“= 28. 

  

  

22. /. 10X ძX 10X = L. 

23, /45%ი- ძX შI/2LX = ს. 

24. | ი ძL LX = ს. 

25. / 005'XIX 8IIIX = ს. 

26, (59%> 6-#=(, 

27. |თ-%-: ძX გ” + 6 7? =ჯ. 

28. | ე ი.ი 10X=L. 

29.  ანიბიია იძი 510X = ხ.



31. 

32. 

(2
) 

C
 

34. 

35. 

36, 

–_ · 

3, 

–_ 

– იხმარეთ ჩასმა 

0X 

IC: VI –X 

_ 60C0X ძX _ ძX 

I #”“ 8107X 

§IIIX 0X 
“ე ვააა %X. 

| I“ 1–+2 0605X 

  

91IIX 2X ე“ 113 ტ037X იძX 
.” 

 5III 2X 0X 

1 V 1-+ლი8ძ%X 

C. §I0:2X 0X 

1. 2 5Iი?X+3 

” 008X 811) 2X 0X 

1 3 008%-L-2 ა 

კ“ 80 ((X 
60§92X 

წ ძX___ 

1) (1+X2) მIC60X 

რ 

    

ძX   ) 9002X 

პასუხზე ბ ი: 

1 X2” 
– გIეხყც -––- +ც. 2. 
28 2 

1 
–- II | XX2+1) -L-დ. 4. 
2. ი? 

    

5111X == L. 

გL2§1701X= L, 

“თ –_ 3 8111X=%... 3/, 

1+2 00§X=L(). 

1-+3ტ6იყ2X= (2. 

1-<-C0§82X = (გ. 

2 §1ი?X--3=L. 

3 6ი§მX–+-2=L. 

სCX =%”/,. 

2106ხ8X ==ჭ1. 

LCX=1. 

1 X? 
--- ეტ –“–+6. 

6 910ს6 2 

ი 1 X 
–- გლეხ” –– +06. 

8.
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13.. 

15. 

17. 

19. 

21. 

23. 

25. 

27. 

20... 

ს X2-X4+-1 16. 

  

  
' _ 

– უ/ (+) +. 

  

# 
XV X2-LI გ 2 (X –1) ყი X-) 6. ვ 

4“-- - ხ ნ თ 6---! · 

+ იტ-1) +6. .10. ფე“ ი(ო+ი ჯრ. 
ი (ი––1) 

თ +1 

––- (3+I ი · · 
ხი ეე 10 14, 

1 

' 
ხ
ს
,
 

2 

1 . X _ 
– 2705) 46. 18. 21 Xჯ 
ი რ. 

2/X+I –21III1+ VX+1 |1+ი. 

ა“ 
იიი ·-- -+6C 

2 2 

1 
–-- (გ10L X)? +–C 
I 

. 1. .. 
910X ––- ––- 810” X+6 

პ 

III |ბ“--+6-” | +6. 

ყღყეოი .-- 
– 9) X-- =– 9) X--C 
4 6 

. X“ 
მელი) –– “ი. 6. 

  · __ 
5. V იმო? + C. 
18 

3 
–_ "იდ - –6. 

210605111 2. 

»ჯ! 

„'-- მწ0ა)) –“ “რი. 
4 8 

= 2)1ი :1+-L XII +0. 

20. ––- გ“.L. 2 ტგ“”-L 4 

' CL IX)” 

2 

24. – IX +ი 

ტ? 

გ+-+1 
26.   –“+6C 

28. 19 19“) +-6 

1 
30. -> 519 'X–- 6



  

  

1 3 
ვ1, _ -+C პგ. პ ჯ“ 1 

2 368111” X შა. ლნი 

10 თალია 2 ჭ3. – 1 1/” (1+2 C605X)შ –-2 34 – ა 0+3 აბე" +გბგ 

ვე. –2 ერ 1+აიაბ +006 36, – (2 80)12X)-+3 +ი 

ვ ვ. – ი (3 ქ + ვ, == ხლ% I +ი 

პ9. Iი | 9XCVX' –+–C 40. 18 1(0XI +ი 
3. ნაწილობითი ინტეგრების ხერხი. ეს ხერხი დამყარებულია 

შემდეგი ფორმულის მიზანშეწონილ გამოყენებახე. თუ IX) და V(X) 

არის X-ის მოცემული ფუნქციები, მაშინ 

| III L/ =- | VIIს. 

  

  

    

მართლაც, ერთის მხრივ, გვაქვს: 

3) | სხ. =ძ | საი =სარალიძა 

მეორეს მხრივ, 

ძ (თა- |” MI ე =ძ(სV)–ძ | | იმს 1 =Vძ9V-VძI-– 

– ძ | თ =V0X--V0ს--VIVIX = 

=IVV-I–-VძV ––VთI=VVV; 

მაშასადამე, 

ძ | MI. -ა| ხV-– | აე, 

| სძ =ს+-- | Vძს. (რ) 

უმთავრესად ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულა გამოიყენება 

ეჭ შემთხვევაში, როცა ინტეგ:რალქვეშა დიფერენციალი წარმოად-
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გენს ნამრავლს, ან შეიცავს მაჩვენებლიან ფუნქციას, ან შეიცაკს 

ლოგარითმებს, ან შებრუნებულ ტრიგონომეტრიულ ფუნქციებს. 

გადავწყვიტოთ რამოდენიმე მაგალითი, 

1) მოვძებნოთ ინტეგრალი | XC0§X0X . 

ამოხხნა. ვთქვათ L=X და (V=008X0IX=-ძყIსX, მაშინ ძ(06=08X 
და V=ვ31იX-+-ი0,, ამიტომ 

| X8608X0X== (- _0310X. – -%. _(§სX+-C) , - 
V ძV (I! V 

(3X+2ი) ძX» – , – აეესებალ––ი-. –-- = X51)X-+-06,X-–- | 510X0X –– 010X= 
V ძს 

=X§10X-I- 608X-I-C . 
(შევნიშნოთ, რომ (,.ის შემცველი წევრები ისპობა. ამის გამო 

ნებისმიერ მუდმივს («,-ს აღარ დავწერთ). 
ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულის არა მიზანშეწონილი გამო– 

ყენებით, ზოგჯერ მოცემული ინ ეგრალის გამარტივების ნა/კვ– 
ლად, მივდივართ უფრო რთული ი ტეგრალის გამოთვლ.ზე. ამი- 
ტომ საჭიროა ვიდრე ფორმულის გამოყენებას დავიწყებთ, წინას- 
წარ გავითვალისწინოთ როგორი გამარტივება მოყვება ინტეგრალ- 
ქვეშა დიფერენციალის ამა თუ იმ წესით აღნიშვნას ს და ძ+X სიდი- 

დეეხით. 

2) მოვძებნოთ | X64ძ» . 

გთქვათ )=679, 0V= X0»X, მაშინ 

: ჯ? 
= 0%ძ ? == ძ"L XI. V 2 

ამიტომ 

40X=6“. > –_ 40ხ XX=6ც6%“. –– –_ -– = –- ცტ/7-- ?ხX . | ტ XC ზ 2 | 2 C ( 2 ზ 2 | C X“ხX 

როგორც ვხედავთ ნაწილობითი ინტეგრების თორმულის გა- 

მოყენებამ მიგვიყვანა უფრო რთული ინტეგრალის | 6“X-0X გამოთე– 

ლაზე, ვიდრე თავიდან აღებული ინტეგრალი იყო. ეს გამოწვეულია 

ფორმულის არამიზანშეწონილი გამოყენებას გამო, 

ახლა ვთქვათ: LV=X, 0V=607?0X, მამინ ძს=ძ0»X, +=6”. ჩავსვათ. 

ვს მნიშვნელობანი მოცემულ ინტეგრალში, მივიღებთ:
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 თაძი=თრ– |თია=»“- ტ--=67 (X--1)--6. 

როცა ვაპირებთ ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულის გამოყე- 

ხებას საქიროა მხედველობაში ეიქონიოთ შემდეგი მითითებახი: ა) 

ძX უნდა იყოს თანამამრავლის ძV-ს ნაწილი, ბ) ფუნქცია V შედარე- 

ბით ადვილად უნდა მოიძებნებოდეს ძV დიფერენციალიდან. ბ) 

მხედველობაში უნდა გვქონდეს, რომ საბოლოოდ მოგვიზდება ინტე.· 

გრალის (აიი -ს აღება და ამიტომ იგი რაც შეიძლება მარტივი 

უნდა იყოს, დ) ინტეგრალის გამარტივებას უნდა მოველოდეთ ძს დი- 

ფერენციალის ხარჯზე. ამიტომ როცა ვირჩევთ ს თუნქციას საჭიროა, 

იგი ისეთი იყოს, რომ მისი დიფერენციალი მასზე მარტივი ფუნქ- 

ცია აღმოჩჩდეს. 

ზოგჯერ ნაწილობითი ინტეგრების. ფორმულ· ერთიდაიგივე 

ინტეჯრალის ამოხსნის დროს საჭიროა რამოდენიმეჯერ გამოვიყენოთ, 

განეიხილოთ მაგალითი: 

მაგალითი 3. მოვძებნოთ (სეი ' 

ამოხსნა, ვთქვათ M==X2, ((V = 06”ძX. საიდანაც იძV=2XძX და 

#X=6C“. მაშასადაძე, 

ს ?6%0X == | ნიაზ – აი“ –2 ჩათი · 

ჟ” 

უკანასკნელი ინტეგრალი ჩვენ უკვე ამოხსნილი გვქონდა ზევით 

ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულის გამოყენებით (მაგალითი 2), 

ჩავსვათ იქ მიღებული შედეგი, გვექნება: 

(სითიი-აით –2  აი“აილარ“ 2 X6?-L 26“ –+ 0 == ტ“(X'--- 2X 

“++2)4+-ტ. 

მაგალითი 4. გამოვთვალოთ ინტეგრალი | ხ“იასაიის 

ამოხსნა, აღვნიშნოთ ს=6”, ძVC=Cი§MXძX, მაშინ ძIM=>II6””ძX, 
1. 

V = –-800X- 
ი
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ამიტომ 

1 სს : . 
| 6'“ი05)IXC(L=> –– ტ”“8101X- –- | ტ"'481იIIX(1X; (1) 

შ ი 

ახლა შემოვიღოთ აღნიშვნა: ს = ლ0§5იX, ძV = 6'0ძX; მაშინ 

ძII== –-I 51011X0X, V= 1. გ”, 
+ ) 

ამიტომ საძიებელი ინტეგრალი ასე გამოისახება 
· | უ ი. 
| 6"“C05IIX(IX=> –– 6”წ, ტ0სიX-++ – | წ“გიიჯი». (2) 

“+ უე) 

გავამრავლოთ (1) ტოლობა 31 ზე, ხოლო (2) ტოლობა #2 ბზე და 
10 » 

ამნაირად მიღებული შედეგები შევკრიბოთ, მივიღებთ: 

! 1 
(> + –| | 6”, C050X0X = + ტ', 810))X+ -– 6” 56050X –- 0, 

L II 1 IL 

საიდანაც საბოლოოდ გეექნება: 

  

ტცM% . 

წი. == ( 0 317911!X-L IIIC0511X ) –+ი. 
)# +I) 

გადაწყვიტეთ შემდეგი მაგალითები: 
წ 

  

4 X 
1. გI0CსCX0X 6, X0I08109X0X “., 

3 
„ V _ 1--X 

2. X"816CLCX0X 7. (სფრ. 
-” 

/ · 

3. მII2510X0X მ. | ი-ის 
C, 

4. 'X22X68109XCX 9. | X §102X0X 
” · 

1. “ ესბბ– 
5. 810917 ”“ 2 ძი 10. (სრიაბია 
| 7 X-+L1 

ამ მაგალითებში ყველგან საჭიროა ვისარგებლოთ ნაწილობითი 

ინტეგრების ხერხით. აქვე მოგეყავს მათი პასუხები:
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1: 

, X 2იისყX-- –- Iი(1-++X2)-++C 

1 XX X 
2. –- L ჭთX 6 1 _–_ სს 6 21018 (X + ) 361 18 6 +ბ 

3. «ითიმ სX+- |,” 1--X –+%C 

# 

4. + Xშმ)'061IIX- >. 1--X2 8. (1--X")ბ -L 
3 ვ 9 « 

5. I XX  VX X “+” X20517ი ე >. V» “+-2:0ხC / X –+ი 

ნ6. “–- 210511)X “ 1-»-– “–+-X+ი 

1 3 3 3 
7. .–...–.–>–.– 

(> 215 ვ )მი 

  

  

  

  

  

–_–_ ნ+2»+ 2)+ი 
2 

1 1. , 
9. –-2 XC082X –- > 81) 2X--0 

10 ს X9-- 1 Xმ9§102X -L 1 0082X 1 8)ი 2X--ტ 
“6 4 4 8 

4, რაციონალურ ფუწქციათა ინტეგრება 

დაამუშავეთ შემდეგი ლიტერატურა: 

ა. რუხაძე და ა. ხარაძე „უმაღლეს მათემატიკის სა- 

ფუძვლები“, ტომი II, გვ. 33-51. 

ვიდრე გადახვიდოდეთ რაციონალურ ფუნქციათა ინტეგრების 

საკითხებზე, საჭიროა წინასწარ შეისწავლოთ რაციონალური ფუნ- 

ქციების ზოგიერთი თვისებანი და საკითხი რაციონალურ წილადე- 

ბის დაშლის შესახებ ელემენტარულ წილადებად.
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რაციონალური ფუნქცია ჰქვია ა სახს წილადს, სადაც 
X 

I(X) და XXX) პოლინომებია: 

100 =ხაX"-+ხ,X7 “ 1-L ·..+ ხია. 1X+სხი, (I) 

X(CX)=8მ)X1+ვ8,)0ბ  1+ ... + გა _ ,X+L მი, 

ხოლო ხე, ·.., ხი მი მი –– ნამდვილი რიცხვებია. რაციო- 
ნალური წალადის ინტეგრალს აქვს სახე: 

_100ძX  . (2) 
IV) 

იი და CC) პოლინომების მიმართ იგულისხმება შემდეგი: 

1) ისინი არიან ურთიერთ მარტივი, 2) LX) პოლინომის რიგი ნაკლე- 

ბია IX) პოლინომის რიგზე და 3) IVIX) პოლინომის უფროსი წევ- 
რის კოეფიციენტი უდრის ერთს. 

რაციონალური წილადი ი ა მუდამ შეიძლება მივიყვანოთ 

ისეთ სახემდე, როცა ყველა ზევითმოყვანილი პირობა შესრულებუ- 

ლი იქნება. · . 

1, თუ IXVX) პოლინომის ფესვებია 3, ს, 0, #... 1 და ამას გარ– 

  და ისინი მარტივია, მაშინ > წილადი ასე დაიშლება: 
X) 

IX) _ 4 C L 
#6)  X-8 + . –-+- - ი + + 2-1       

(3 ტოლობის დამტკიცებას ს პოვით ზემოთ დასახელებულ 
წიგნში და ამას გარდა, იქ იპოვით #, 8, C, IL, კოეფიციენ– 
ტების გამოთვლის სხვადასხვა ზერხს. 

მაგალითი, დავშალოთ მარტივ წილადებად შემდეგი რაციო- 
ნალური წილადი: 

MX XM+1_ 
IV) Xმ-–-9X 

მნიშვნელის ფესვები ამ შემთხეევაშში არის 0, 3 და –-3, 
“ამიტომ ადგილი აქვს დაშლას: 

6.
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X'-+1 # 8 0 
= , პ 

X9--9X X + X-3 + X+3 სა 
  

გამოვთვალოთ დაშლის კოეფიციენტები #, ჯ# და C. 

კოეფიციენტთა შედარების” ხერხი, გავაერთმნი შვნელოვა- 
ნოთ (3) ტოლობის მარჯვენა ნაწილი. მივიღებთ: 

X'--+1=#(X2--9)-++16X(CX--3)-- CX(CX--3). 

შევადაროთ X-ის თანატოლი ხარისხების კოეფიციენტები მარ- 

ჯვენა და მარცხენა მხარეში, გვექნება: 

#4-+ს8--C=1, 

8-0=9, 

--9%=1. 

საიდანაც #= – = ს= ->, 0C= = 

განუსაზღვრელობათა გახსნის ხერხი გამოვთვალოთ ახლა 
იგივე კოეფიციენტები მეორე ხერხით--განუსაზღვრელობათა გახ- 

სნის წესით: | 

    

2+1 211 1 
#4. =1)01 “+ #X= 1 1 =- =>; 

X->0 «--2X X–0 X 

2-+1 . 2-1 5 
8-სთ -“ > – C-3) =სთ 13 => 

X->0 X- -X X-–>3 X · 

|| 4 1 

C=1ი –- –-  (X4+3)=1CV X+ გ“ 5 

X–30 X -–- 72X X-–>3 X(X – ) 9 

მაშასადამე, დაშლას აქეს სახე: 

#X--L1 1 1 5 1 5 1 #11  _ _ + + “მ. 
X9მ- -9X 9 X 9 X–-3 მ X+პ 
 



– მვ 

2. ახლა განვიხილოთ ის შემთხვევა, როცა I'(X)-ს აქვს ჯერა- 
«დი ფესვები. ვთქვათ, ი, ს, · .., 1 არიან I(X) პოლინომის ფესვე- 

ზი, რომლებიც წარმოადგენენ შესაბამისად თ, 8 .., 2. ჯერადობის 

«ფესვებს, სადაც «+3+ . -. +7#=V. ' 

ICX) 

იი 
  ამ შემთხვევაში წილადი დაიშლება შემდეგნაირად: 

__ეკ„ნეღ' – 
  

  

ბ #4თ--1 L რ კე რ კეკ. ტი ეე 8 _ - 

ჰი (X–-ე)“ (X –-ვა”““1 X-–8 (X-–ხ)ჩ 

_ 8, _ +...+ 88-1 + 

(X-––ს) ხ-1 X–ს 
  

IL. L, '(55) _-_ 
(+C–- ბ (X–I) /.-1 X-– 

–+ 

სადაც #., რიც ..., LI. გარკვეული მუდმივებია. «მის დამ- 
„ტკიცებას იპოვით ზემოთ დასახელებულ სახელმძღვანელოში. 

მაგალითი. დავშალოთ მარტივ წილადებად რაციონალური წი- 
X--1 

აი. -1)%-2)“ 
  

  

მნიშვნელს აქვს, ფესვი 1, რომლის ჯერადობა უდრის 2-ს და 
-მარტივი ფესვი 2. თანახმად ზევითნათქვეამისა დაშლას ექნება სახე: 

X-–-1 –_ თ 24) 8 
(X--1)(X-2)  (X-1)! X-- X--2.. 
    

გამოვთვალოთ დაშლის კოეფიციენტები. ამისათეის შევკრი- 
ბოთ დაშლის მარჯვენა მხარის მარტივი წილადები. მივიღებთ: 

X-+1 _ 4((X-2)+24)(X-–-1) X--2)+ჩ0-– ). 

(X-–– 1)%X––2) (X- 1)%X––2) 

,გავუტოლოთ მრიცხველები ერთმანეთს და შევადაროთ X-ის ტო-
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ლი ხარისხების კოეფიციენტები ტოლობის ორივე მხარეში, მივთ- 

ღებთ განტოლებათა სისტემას: 

#,.+8=0, #,--34,--28=1, --24,4+2#,-+8=1; 

საიდანაც #)=--2, 8ე=--3, 8=პ3. 

მაშასადამე, დაშლას ექნება სახე: 

X-+1 ––-–“– + _ ვ _3_ 

(X-––1)1%(X––2) (X-–-I21 X--1 X-2 
  

3. ახლა ვთქვათ, რომ IX) პოლინომს აქვს #«- ჯერადი კომ- 

პლექსური ფესვი თ-+13. მაშინ მას ექნება აგრეთვე # ჯერადი შეულ–- 

ლებული ფესვი თ--)ჩ. 
XXX) პოლინომი შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ შემდეგი სახით:' 

MX) =  თ-ი'+#" | MM, (X), 

სადაც IM(X) არის 2--2# ხარისხის პოლინომი. რაციონალური წილადთ 

_109. ამ შემთხვევაში დაიშლება შემდეგი სახით: 
IX) 

I0_ _ _ #აX+8ა _ 4)X+#%, ... 
თი I-ი +-წი , (-თ-ნენ65 1 ეთ თმ 
+ #4L ,X+738, _ , _1V (090 _ 

(X--თ)?+ 8? XXX) ” 

სადაც პოლინომს II(»X) უკვე აღარ აქვს ფესვები თ+18. ამ ტო–- 

ლობის დამტკიცება დაამუშავეთ ზემოთაღნიშნულ წიგნიდან. 
ასეთი დაშლის შემდეგ პოლინომს IX) ექნება უკვე, თ+1ჩ. 

ფესვებიდან განსხვავებული, სხვა კომპლექსური და სხვა ჯერადო- 
ბის ფესვები. მათ შესახებაც გავიმეორებთ დაშლის ზევითმოყვანილ- 

წესს და ა. შ., სანამ ამოვწურავთ მნიშვნელის ყველა» კომპლექსურ: 

ფესვს. 
ახლა განვიხილოთ ინტეგრალი რაცი ონალური წილადისაგან> 

| _10X). ძX 
#XX)
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როგორც ზევითნათქვამიდან გამომდინარეობს ამ ინტეგრალის 
დჯამოთვლა დაიყვანება შემდეგი ინტეგრალების გამოთვლაზე: 

L= | + ძX., I.= | XXII. _ 

(X-–-გ)" I(X--თ)'+8'I 

შევჩერდეთ ამ ინტეგრალების ამოხსნაზე, 
1. გამოვთვალოთ ინტეგრალი I,. ვთქვათ M=1, მაშინ 

  

  

  I= | 4 კ+-=#1ი(X-–გ)+0. 
X–2 

–-L+“–<-1 

როცა #+1, მაშინ | =# | ((– ვ)–'"ძ»ჯ=#ტ (2) ოცა M+% აშინ I, IC 2)  '"ძX= 1 + 

# 
–+0C= ოლაუთოლიიი 

2. გამოვთვალოთ ახლა ინტეგრალი L.. 
შემოვიღოთ ჩასმა: X--«=-7, მაშინ ძX=ძ7 და 

_ MI+სL  _ _ M#M7»-+Mთ--M# _ 

8 ლაუ უვ ბაიბ ელოეუვიი 
=M | – 22. - =MI %ხი 

I გეის ი რმე ი-ს ლთა, –სიიძრობს 
(სადაც 

1494= | 797 , = | LI : – 

C1-Lზ'» (2) –+8'.' 

ჟფთქვათ ჯ=1 . მაშინ 

  

- 772 _ __ IL 21 6 I,= | მ-ი C0+8)+0, 

ძ7 1. 7 (I(=(- %? ..” ახდ-+0, 
: | გვ. გ. წვ!



და 

MX-LIM _ M 1) გე 
ოოღო ესააა თ II I(X-– თ)2+ჩ') -+ 

/ I კ MXXI ყი ბ-% ეც. 
  

ჩ 
განვიხილოთ ახლა შემთხვევა როცა #--1. ამ შემთხვევაში: 

გვაქვს: 

I = |- 5 – == + C 

(7-+ჩ' 20C-1)C+8#-1...._ 
გამოვთვალოთ I,”. 

”= ეას =1 | #+ჩ--2 
„ს თვე. (2'+ვ'' 

_1 ძ» __ ჯI 7107 

M) დაწ. 6) C4+2'” 

1. '= 1 I" გ - 1 7" მ» 

რგო“ | ფეის. 
გამოვთვალოთ უკანასკნელი ინტეგრალი ნაწილობითი ინტე- 

707 

+)! 
ა= | 797 _ 1 =. 

C'+ჩ"» 2(L--1) (22+87)“ 1 
მაშასადამე, 

7 ძ» 7 1 

| ა _. 
ამის შემდეგ ინტეგრალი I,” გამოისახება ასე: 

'__ 27 + 2-3 MM 

(2L--2)ჩM2"--ჩ “1 (2-2)? "1. 

07= 

ე· ი. 

  

გრების ხერხით. აღვნიშნოთ »=Vს, =90V, მაშინ ძჯ=99>» 

  

  (4
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ამნაირად ინტეგრალის I-ის გამოთვლა დაყვანილია ს –, 

ინტეგრალის გამოთვლაზე. სხვანაირად, I,” ინტეგრალის გამოთვლა 
დაყვანილია ასეთივე ტიპის ინტეგრალის გამოთვლაზე, რომელშიც 

# მაჩვენებელი შეცვლილია L--1-ით. ამის გამო უკანასკნელ ტო- 

ლობას I” ინტეგრალის რედუქციის ფორმულა ეწოდება. თუ გამო- 
ვიყენებთ (4) ფორმულას მიმდევრობით #--1-ჯერ, ს” ინტეგრალი 

დაიყვანება ინტეგრალის |–>- გამოთვლაზე., უკანასკნე- 
2 

1 
ლი ინტეგრალი კი ტოლია გ. გIL6L 8“ 

გამოთვალეთ ინტეგრალები: 

I X!ძX 

' X2–-1 

    

  

      

ვ, | X 4. (აე თ 
X2%(X-–-1) (X-–2)? (X-–1) 

(>> მX.. 6. | 'შX . 

X%X--2)1 (X-+ 1)9 (X-–113 

”  ი% __ _X4+X1+2 ა, 
| (X--2)%+1)7 I XC2-- 1)? 

|| 0X 

(X-+1)%X2+1) 

11. | 3Xმ28-X--2 ძX 

(X-–-1)%X2-L1) 

13. I ძX 
Xმ-+1 

15, X0X 
X98--1 

  

  

ძX 
10. _ _–- 

I (X-L1) (I1-L1)? 

' ზ 
12. | X+1 კ. 

X9--X1 

14, ძX 
'ლლა 

9 

16, | X9X _. 
ლლ 

    

  

 



17. 

21 

23, 

”. · 
(ა 

  _ მჯ... 18, / -!1=X კკ. 
1-CX! 1- 

, / _ 
1-LX1 (X2-L9)პჰ 

· (ფელი 2 (+–-––-= 
(X2-LX-L1) (X-–1)(X-–-2)X-––3)(X–– 4) 

, 1 
_ 20-144+ _ ძ.. 24. _ X-X+2 _ ძX 

Xმ?---2X8- X-+-2 X1--5X?.-+L+4 

2. /-_ +. 
X1-+X1--1 

პასუხები 

X--1 ა... + 
ვ 2 ი. X-+1 

4 12 
–+ –X+ ((--2) --2     6Iი(X--2)+ 6. 

4 I ( 1 +|1ი- 
X X 

X-+21ი (X-–-1)--510(X--2) –– = +ტ. 

  
  

  

“9 > + (L !+ -,- ს დღოლა 12. 

სასაუ-__. 
16X+1) 16(X-–1) 20-16. X-1 14 

(X+1)) X-–+1 X–--ბ X-–-2 

  

6(X--2)" 21 მ6+-1..  X+CI 
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X+-3. ი ჯ. _ _ 

2(1-–X) 4/ C-+1)9(X--1)3 ” +(ლ. 

  

  

  

  

· = 1) –– 1 9 “ –X - ++ 10(X+-1) 1000-+1)-+C. 

X>+1 _ X-+1 
–·–·–-– -- _--- - უ4+62 თ · 10 -(- შენი ' 1/2-L1 +2 გI0LCX )+" 

X1+1 _ _ . 5X-6 
11. – I (X-I. გI0LCX-L _2X=11 +424. 

12. 3X-1 + Iი9ი კ 1=» «+810ჰC2+(. 
3ჯ3 

13. –) 10 + _ X+1 / თე“ +. გI6ხფ == +ტ. 

  

  

  

1 1-+X 
14, – – თ 2 10 1-» +414 2 ე1XCLCX-L0. 

1 X–I 2X-+1 
15, _ )) --–==–- - = გI0სყ - C. 

ვ VX:-+X+1 +:3 3... V + 
1 1 

16. –- 10 1+X – –- 8I0წეX-+06. 
4 ხელ 72 

-– _ 
1 X+XV2 “+ 1 XV 2 

X 1+XMV2 +L +1 XV2 
1 - ლს ეულლ "ც სჯ» · X+ ეფე ჯე5-1 =-0-+უევ- მჯი, ე, ი +6 

19, #-XV2 4 1 2.   
  

1 XV 

4V2. III XXV 2 +1 + 2V > მX6LC _-2 -LC.
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X X 

  

    

  

20. 2166219) + 36609" + - 8I6ხC – +. 

–_–_–“” 
22. II ს ალ-4. +. 

23, I. (X-L 14(X--2)3(X-- L)2 | · 

24. > 1) სლ > +ბ. 

25, – 10 2-3 73. C- “ი8- – 20I)XLწ 33 )+ · 

რაციონალური ფუნქციების ინტეგრების თეორიის დამუშავების 
შემდეგ უნდა გავაკეთოთ დასკვნა, რომ რაციონალური ფუნქციის 
ინტეგრალი მუდამ გადაწყდება ელემენტარულ ფუნქციებში. ამო- 
ცანას მუდამ აქვს ამოხსნა და ეს ამოხსნა ქლემენტარული ფუნქციე– 
ბით და მათი სასრული კომბინაციებით წარმოგვიდგება. 80 მიშ 

ი. ირაციო.ნალური ფუნძციების ინტეგრება 

დაამუშავეთ ლიტერატურა: - 
გ ტემი 11 და ა. არაძე, უმაღლესი მათემატიკის საფუძ- 

ვლები, ტომი II. გვ. 52--69. 
უმეტეს შემთხვევებში, ინტეგრალი ირაციონალური ფუნქციი- 

დან დაყავთ ინტეგრალზე რაციონალური ფუნქციიდან. ამა თუ იმ 
ჩასმით, ინტეგრალქვეშა ფუნქციის რაციონალურ ფუნქციაზე დაყვა- 
ნას ეწოდება მოცემული ინტეგრალის რაციონალიზაცია. რათმმა- 

უნდა იგულისხმება, რომ შეუძლებელია ყველა ირაციონალური ფუნ- 

ქციის რაციონალიზაცია, სახოგადოდ მრავალი ირაციონალური ფუნ- 
ქციის ინტეგრალი შეუძლებელია გამოისახოს სასრული სახით ელე- 

მენტარული ფუნქციების და მათი კომბინაციების საშუალებით. 
შეისწავლეთ შემდეგი ტიპის ინტეგრალების თეორია: 

თ 14 

1) ML. 9 : 2) ბი
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სადაც I, არის მისი არგუმენტების რაციონალური ფუნქცია, ხოლო- 

ი, 1)... ს §-- ნებისმიერი მთელი რიცხვები. ასეთი ინტეგრალის 

რაციონალიზაციისათვი” უნდა ავიღოთ ჩასმა X = >ა სადაც X 

არის <=, .. = წილადების საერთო მნიშვნელი. ამ ჩასმის შედე–- 

გად მოსაძებნი ინტეგრალი დაიყვანება შემდეგი სახის ინტეგრალზე: 

რაციონალური ფუნქციიდან; 

ი „ 

|>(C, –”” +) %=X | (აო... რთი, 

სადაც II, ·.., I) მთელი რიცხვებია, 

მაგალითი: მოვძებნოთ ინტეგრალი #V» V-VI. ძX. 

თუ ავიღებთ ჩასმას X = 2717, მივიღებთ 

8 4 

#7»? –=V X მX=12 I ჯ) 1-2. ძX = 

/ VX 2 
4 

  

  

  

მX+ხ V= მX + ხ V.-–- _“ 
“სადაც თ, 9, #..., » § მთელი რიცხვებია, ხოლო 8, ხ, 0, ძ––ნების– 

მიერი მუდმივები და მასთან ისეთები, რომ ვძ –– ხ--0. 

ეს ინტეგრალი, ჩასმით 

_ მჯ«+ ხ 

“ 6X+ძ 

დაიყვანება 1) ტიპის ინტეგრალზე. მართლაც), ამ შემთხვევაში გვაქვს. 

ძ2–ხ _ მ0-– ხი 

ი-–3-.თ · 9X ” (გ– ლ? 
და ინტეგრალი მიიღებს სახეს 

  

ძ?2



– 92 –- 

1X+ ს )= '(6>3 
18 «C>+->)5,... 6X + ძ 1” 

_–_ თ _–_ = |2(-“ ს, ყუა) ხტ 
ბზ--ლ02 შუმი 

და თუ უკანასკნელ ინტეგრალში ვიხმართ ჩასმას » = ს, სადაც X 

არის ყველა წილად მაჩვენებელთა მნიშვნელების უმცირესი ჯერა- 
დი, მაშინ იგი დაიყვანება ინტეგრალზე რაციონალური ფუნქციიდან. 

მაგალითი. მოვძებნოთ ინტეგრალი |#( 2-ს
. 1 

  

  

  

2+X 2 10% 

თუ ავიღესთ ჩასმას 

2-X 1--ძ7 
= შ == ე = 7 21+X , მაშინ X 217 , ძ9X – > 0 +7 0» 

და მაშასადამე , 

2-X 1 წ -. 5 

(7 :-> > ა +/. ა ძ2= 

  

3) განვიხილოთ ახლა შემდეგი ტიჰის ინტეგრალები 

I ჯ 8 უ/ აბ+სX+- | 0X, (1) 

სადაც ს, აღნიშნავს X ცვლადისა და V 2X? -I- ხX + 6 ფესვის რაცი- 
ონალურ ფუნქციას. ასეთი ტიპის ინტეჯრალები მუდამ მიიყვანება 
ინტეგრალზე რაციონალური ფუნქციიდან. ამისათვის იხმარება ე. წ 
ეილერის ჩასმები, როცა 8 > 0, მაშინ ინტეგრალის რაციონალი- 
'ზაციისთვის იხმარება ეილერის პირველი ჩასმა: 

V# 3X2 + სX+ 6 =7+V 3 X, 
საიდანაც 

თ'–- ტ 

X= ს-2V37
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მაშასადამე, 

0ძX= – 2 V ბ 22–ხზ+6 V 2. 

-__ % 
და 

V 8 7?– ს+0CV82 
” გX2 'ე0=- . “".“”“. V მXL-+ხX-+C 27 3 2 ხ 

თუ მოძებნილ მნიშვნელობებს ჩავსვმთ მოცემულ ინტეგრალში, 

გვექნება: 

I» (იუი 2X2 -L სX -+ C ) ძ0ძX = 

--2 XL 7-4: _ #027=V19Vა ) 
  

ხ-2Vგ2' 2V27-ხ 

#82 –) –ხ7+6V 2 მ, 

აეღნღებასბსბსი“ 
სადაც უკანასკნელი ინტეგრალი უკვე აღებულია ჯ-ის რაციონალური. 

ფუნქციიდან, 

” ძX 
მაგალითი. მოვძებნოთ ინტეგრალი | V2 1 2C- 1. 

ავიღოთ ჩასმა 

V XI +2X-–- 1 =7-LX, 

საიდანაც გვაქეს: 

  

1 14722 

Xლ---.- ) 

1 71-27 --1 
0X = –-2 == ფუ %, 

#2 12>1=--– 7 -- 27--1 
X9მ + = 2“ ფ–-უ– 

ინტეგრალი ახლა ასე წარმოგვიდგება: 

ძX ძ2 
/50 1 2X-=1 = | „=,= –))1-–7)+C60=   
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=-( 1+X– უ/რ8+2-1 | +C. 

როცა 3<0, ხოლო 0>0, მაშინ (1) ინტეგრალის მოსაძებნად 

ტჩმარობენ ეილერის მეორე ჩასმას: 

V 8X? ++ სX + თ=X» + V C. 
„საიდანაც 

მX + ხხ =2 V 6 »-+ X7?. 

მოვძებნოთ X, ძX და V 0X-+ ხX +C. გვაქვს: 

2V-22-–ხ 62 - 0მX = 2 V 06 2?–ს7+8 / 5 
გ– (გ –– 22)? 

/აისX+CVC = 6 რ ხM46V6 , 
ზ-–- 2) 

X= ძ», 

ამ მნიშენელობებს თუ შევიტანთ მოცემულ ინტეგრალში, მივიღებთ: 

I» თე” ა.+V+0. )თ=2 / ი (5V+ 7-ს, 

#6 ?2-–ხ2+3V/C | #6 2?–-ს2+02VC 
გ–უ? (9–7?)? 

    

07, 

უკანასკნელი ინტეგრალი კი აღებულია უკვე რაციონალური ფუნქ- 
„ციიდან. 

0X 
მაგალითი, მოვძებნოთ IX2=2=> · 

ავიღოთ ჩასმა 

V 1- 2X –– X2 =' -L X72. 
აქედან მივიღებთ: 

_ 1 –»ჯ დბ. 2» -–-1 
X=2 52) ძX == 2=. (I + 7 1 -L 72)? 97?) 

„'“––- ბ 2-1 
1 2X –- X2 =– 2 2225. V1+2X-X ლლ
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ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი მოცემულ ინტეგრალში, მივიღებთ: 

ძX ძ7» –იიიი : = 2გI0CტLC »-LC = . 
V LI-+-2X-X7! / 1-L7ქ 52 

V# აღა. 
=2 გL2ტხე V 1+2-X# !– 1. -L6. 

X 

  
  

როცა გ და ც კოეფიციენტები ორივე უარყოფითია, მაშინ გან- 

ხილული ინტეგრალის მოსაძებნბდ იხმარება ეილერის მესამე 

ჩასმა; 

V 3X“ –+ ხX -L C > (X-–თ)7, 

სადაც თ არის 2X? -- ხX –+- C= 0 განტოლების ერთ-ერთი ნამდვი- 
ლი ფესვი, აღვნიშნოთ 8-თი ამავე სამწევრის მეორე ნამდვილი ფეს- 

ვი, მაშინ 

M 282 + ხL++- = V2X–თ)(CX-ჩ) 

აქედან 
(X-–– 3) 2=(X–თ) 7? და მაშასადამე, 92'--ზ% , 

აგი. 

ძ»X = _29(1--9)2. ძ», I/3XL"-L ხხ+-ც = მ(––8)2. 
(დ – ი) 2? გ 

თუ მიღებულ გამოსახვებს შევიტანთ მოცემულ ინტეგრალში, გეექ- 

ნება: 

I 5C #22 1012 ) ძX => / M“-X' 9) 

207 (8 –– თ)ძ2 

აეს 

შენიშვნა, გეახსოვდეს, რომ ეილერის მესამე ჩასმა გამოსადე- 
გია მხოლოდ მაშინ, როცა გ11 -L ხX + 0 = 0 განტოლების თ და 8 

ფესჭეები ნამდვილია და თ #8. როცა თ = 8, მაშინ ადვილი მი- 
სახვედრია, რომ ინტეგრალი ·თავიდანვე იქნება ინტეგრალი რა- 
ციონალური ფუნქციიდან.
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XVX 

'ხV 3(–2–=7ჯ. 
ამ შემთხვევაში გ = –-1<0, ტ=-–2< 0, «=1, ჩ=2, 

ავიღოთ "ჩასმა: 

მაგალითი, 

  

#/3L-2- XX = /(2-7(X--1 =(X–1)#. 

გვაქვს: 

  

_ 2+X” . ძX=-=-- მ7 (X– 1) ძ2 
_ 1+21 - 1 + 21 ' 

ამ ჩასმის შედეგად მივიღებთ: 

_ XL _ ას 047 _ 2 IL 

#73- 2-2. ს 0 + 22: “1572. 

პეI0102 –- C = 

I 

== ა – 

=-V3L-2-ჯ – 3გXC6 I 3X--2--ჯ»2 

X-–--1 

სადაც 32, ხ, I), ს და უ მუდმივი რიცხვებია. ინტეგრალქვეშა 
გამოსახულებს დიფერენციალური ბინომი ეწოდება როგორც 
თქვენ ნახავთ ჩვენს მიერ მითითებულ ლიტერატურაში, ეს ინტე- 

გრალი ელემენტარულ ფუნქციებში გადაწყდება მხოლოდ შემდეგ 
სამ შემთხვევაში: 

+ C. 

1. როცა ჯ% მთელი რიცხვია, 

თ + 1- 
  29. როცა “ მთელი რიცხვია, 

  

ვმ. როცა = –+ ხს მთელი რიცხვია. 

შეისწავლეთ ყველა ამ შემთხვევებმი დიფერენციალური ბინო- 
მიდან ინტეგრალის მოძებნის ზერხები. 

დასასრულს ამოხსენით „ინტეგრალები:



  

  

1 _ _ მX __ , 2 _ 3-1 

' V 3.+X+1. ' 1 7+2+2 ““ 
შ) 

3, I უ2==3= >" 4. _ XIX 
V/2–-3X-7X M/ 2 4+- 4X-–-ჯ) 

X%IX 3 
5. წ-–- –ვ · 6. _- X1I. 

ლ 2X--X V-X +3X-2 

X9 –|I- X + 1 X9 -L 2X -+ X2 –– 1 
7. “იიი .. მ == == 

V-X +X+4 ძX V X+2X–1 ძX. 

9. 
_ X9 –X+1 = 

7 X+2X+2 9) 29 / VI-X- ძჯ. 

| />=X+) ძმ». 12, წყუ X-+2X-I ძX. 

ძX . 9202 
12. I X+X+1 4. IM -C > თ–-1). 

–  .X 
= | 76-5+> ა ფონი 

: ძიძX . ა _ _ძX 

ი | 7 6-ა6+ა სი. | 

ბ ძX V ში 
19. / ე” 71). 

X 
8.. 

X' ძX 22. _ X2მX. 

21. (> ' |:=-5= 1 –+ 2X1 

0X 

23, I 7) +X# · 24. X9 V 1 –- X9 

X 
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ძX 
ლ (=> > 

· “ 1 + წია 1+X 
X1ძX 1 ე I 27. |  0-0%-- 8. (1 +-X) ' ძX., 

ვ-“““- + რესი 
29. |“ (1 + XM % პ0, .» X (1 -LVX) ! ძX . 

პასუხები: 

1 1 ა 
1. 73“. 14 («+ +), +9%4+3 | +. 

2. 3V/ X--2X+-2 4 1 (X+ 1 +701 2X12)+6. 

      

  

_ 3+2 
3. 8+0ხC >– 

2 V2-3->7 

ტე/ ოი» + 2 ვგ10310 + -- 4. –2 -L6. 

V6 

1 “ . X+1 
5. -–-(3-- 1 –-2X--X2 2 “I. 2 აუ 1-თ- ა X--X" - 2 370510 72. + 

  

  6. -(++)/ –2++7%-2 L 2? 

2X–-1 7. -ჯ(+ + ვ; )ე/” ბლა ++ გX651ი VI +. 

1 _–”“”"ს! 
პო სოქლილე ყ/2+ 2X-1 --21ი (X+1-+ 

+ VX + 2X-1) + 6, 

210510 (2X-–– 3)+-6.
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1 5 1 ოო ალალი 
§, -(C-> X + 2)/“” X+2+2 +-ი (L+1+ 

+/ ჯ-1-2X+ 2 )++- 

10, +-C-–-I 2 -I , 2 X- )V –2X -I –I1XI (X--1+ 

-+ ურ თები. +ტ4. 

1 1 
11. 3 (#+- ჯ |ე/ 9-%+) +8ე> 1ი 

| ჟ/ თ-X+1. +139 C-) ++. 

12 1 X22+)1/ X+2 –სყ/ X+V/X+2 “6. 

          

  

  

  

X 
13. „–გეაეაეაეაეაეა„','-–_თ, ხშ”. 

სე 2+X+2 /#/XCC+X+I წს 

22) 1071 10 20 
14. 10(21+98-+1) –,.-– ვმ» 
C-1 30-20 9.12 , V 3 

– XL - 20, ი (7-–- 1)+9, სადაც » = ურო 
V 3 X–1 

4 X–I! 
_- +. 

3 5 

–1 
16. _ ვL6Cწთ 22 2+1. –)» 2. .. + 0, სადაც ს = 

V1 5V 3. V2 + 2+ 1! 

= X+1_, = –+-.- 

27+1 , 2 –. 
17. 1ი -5191- => V3პ ბაისწ 5 , სადაც 7095 : 
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ა X-+1 18, , (++ 91“ 21%, –ჯ 1 

1 3 1 ვ 
19. –-- 1 (7 XX-+1 –1 ს" 2 ს უე თ+ა' + 

მ 

+1/ 2+! +1 | +V;– 8X06 400111 ++ 

  

    

  

  

1 (7 –-11)) 1 2» -+1 
20. – ,.– –– 1 –.–.... 0ხთ ––-_ , 7= 7 6 # 8-1 + 31 21'0წC –+8, 2 

-)ი23X. 
(+ X#- +» | /” #+1 ++ | ++ 

+ /” 9+) | +6. 

22. –– | 1+2 +6. 

__ 1#7 “ვ” 
23. ჰყ 6) ს V3 გXჯიLდ 2X+1 

10 714241 5. #3. 

3 
თ» = /” 1+#2 

24. “ამი VაX2 1+V1-X კი, 
X 8» 

  

  

  

  + 6, სადაც 

  

1 2+7+1 1 “ქე. 2 
6“ თC-1 'V3 

= 3/14+X), 

»ჯზ ' 

25, #73. +ფთ სადაც 7= 

  

  გI6LC 
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1. +1 _ 1 ეი 19 .” , სადაც 2= 12. 26 » 18 _“ 2 გIისფ 2 + ლ, სადაც < 

პ 
2. –- –-“ ლელი 2 2ჯ70810იX –IL 6. 

  

1 3 1 ვ 3 
28 !|-–- X+- – XI + -–-- ”M”-- X VI! XX L –– 

(C 116164 128 | სასი 
  

( X+ ს” +» | +ბ. 

1 3 __ 
29. 8 ბ + X'ე _ < / (1 –L »9" “+C. 

პჯ; 32, 7» 7> 

პმ. დ CდC-1I. . 4001), ნ60C6--1) ! 81 C#--1ჯ. ს 
  

21 ა„– 
128 (22-––1) 256 2+1 

ე/.:M-.. 
V 7” 

6, ტრანსცედენტულ ფუნქციათა ინტებრება 

–+ ი, სადაც 7» = 

  

საჭიროა წაიკითხოთ და დაამუშაოთ შემდეგი ლიტერალურა, 

ა. რუხაძე, ა. ხარაძე, უმაღლესი მათემატიკის საფუძე- 

ლები, ტომი II, გვ. 69-75. 

გვახსოვდეს, რომ ინტეგრალი ტრანსცედენტული ფუნქციიდან 
საზოგადოთ არის უმაღლესი ტრანსცედენტული. ინტეგრება დაბო- 

ლოვებული სახით მხოლოდ მცირეოდენ კერძო შემთხვევებში შე- 
სრულდება. 

არსებობს ორი ძირითადი მეთოდი ტრანსცედენტულ ფუნქცია- 

თა ინტეგრებისა: 

19, რაციონალიზაცია ინტეგრალქვეშა დიფერენციალისა.
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29. რედუქციის ხერხი. 

ინტეგრალქეეშა დიფერენციალის რაციონალიზაციისთვის ხში- 

რად იხმარება შემდეგი ჩასმა: 

  

  

X 
სთ –- = , 1 §->=7 0) 

საიდანაც 

· 2 1 
§510X => 2 · 0608 = 2, ძX == _ 222. 

1 + 7) 1 + უფ? 1 + 7 

იმ შემთხვევაში როცა ინტეგრალქვეშ შედის ტრიგონომე–- 

ტრიული ფენქციები ლუწ ხარისხებში და ნამრავლის სახით, რომ– 

ლის თანამამრავლ თა რიცხვი ლუწია, მაშინ სარგებლობენ აგრეთეჟ 
შემდეგი ჩასმით: 

LX = 2) (ჩ” 

საიდანაც 

7" : 1 
უკ 60X2ჯ = 

1 -L ჟ? 1-+7ჯ ' 
” 8102X =     

    

. · 7 ძ» 
810XC0ი3X == = 0X = · 

1+7 1 -L 21 

გაარჩიეთ და დაინახსოვრეთ შემდეგი კლასის ტრანსცედენ– 

ტულ ფუნქციათა ინტეგრება: 

| LL (§)))X, 005X,) 0X, (3) 

სადაც ს, არის §10იX-ისა და ლ003X-ის რაციონალური ფუნქცია.. 

(1) ჩასმის ძალით ეს! ინტეგრალი მიიყვანება ინტეგრალზე რაციონა– 

ლური ფუნქციიდან: 

| #6» (00§X) = | 8 ( 27 , 'ლ» ) 2ძL 

აჯ” 1+72)1+7 
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არსებობს სამი კერძო შემთხვევა (3) .ინტეგრალის რო 
მარტივად ამოხსნისა: ტეგრალის უფ 

1) IL (510X, C03X) ფუნქცია კენტია 009X-ის მიმართ: 
XL (ვ)იX, -– 605X) == –– IL (810X, 608X). 

ამ შემთხვევაში უნდა ვისარგებლოთ ჩასმით: 

7 = 310X. 

2) IL (§10X, C0§X) ფუნქცია კენტია §10ჯ-ის მიმართ; 
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ინტეგრალთა თეორიაში. მოიგონეთ ინტეგრების ძირითადი. ხერ- 
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ქციათაგან. 
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