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წინასიჭბჰმქმქაობა 

ამ წიგნს საფუძვლად უდევს ლექციები, წაკითხული ჩემს გიერ ლენინ- 
გრადი უნიეერსიტეტის ფიზიკა-მათემატიკის ფაკულტეტის სტუდენტები- 

სათვის. ამიტომ ეს წიგნი გათვალისწინებულია იმ მკიოხეელთათვის, რომლე- 

ბიც იცნობენ აზალიეზის ძირათად იდეებს ირაციონალური რიცხეი, ზღვარი, 
რიცხვთა სიმრავლის სახლერები, უშუვერი ფუნქცია, წარმოებული, რიმანის 

ინტეგრალი, მუკრივი და ა. მ., მე ვგულისხმობ, რომ ეს საკითხები ცნობილია 

და გადმოციმას ვიწყებ სიმრავლეთა თეორიით. 

ძალიას5 რომ არ გადაიდებულიყო ამ წიგნის მოცულობა, მე დაეკნაყო- 

ფოფილდი, მხო ოდ ერთი ცვლადის ფუნქციათა თეორიით. კერძოდ, იძუ- 

ლებული ვიყავით არ მოგვეყვანა ფუბინის შესანიზნაეი თეორება ორჯერაღ 

ინტეგრალებზე. რასაკვირველია, ეს ძალიან სამწუხაროა. სხვათა შორის, ჩეე5ს 

წიგნში, რომელიც მიძღვნილია ფუნქციათა თეორიის საფუძელებისადზი. ბუნებ- 

რივად არ შევიდა მოავალი მნიშვნელოვანი საკითხი, მაგალითად. სიმრავლის 

ფუნქციათა თეორია, ბორელის სიმრავლეთა კლასიჟიკი,,ია და მისი კაეშიოი 

ბერის კლასიფიკაციასთან, ლებეგის ინტეგრალის გეომეტრიული თეორია, პე- 

რონისა დ.ე დანუუას ინტეგრალები და ა. შ. ნამდვილი (კვლაღის ფუნქციათა 

თეორიის სრული კურსის შექმნა წარმოადგენს საბჭოთა მათემატიკოსების 

ერთ-ერთ მოღიგ ამოცანათაგანს. 

ამ წიგნის ზოგიერთი თავის ბოლოში მოყვანილია სავარჯიზოები. მათი 

რიცხვი არც იმდენად დიდია, მაგრამ · ისინი საკმარისად ძაელი არიან. მე მი- 

“მაჩნია ერთი ძნელი ამოცანის ამოხსნა უფრო სასარგებლოდ, ვიდრე მრავალი 

ადვილი ამოცანის ამოხსნა. საუკეთესო გზად კვლევიოი მუმაობის წარმოების 

“ მოსამზადებლად შეიძლება ჩაითვალოს ძნელი ამოცანების ამოხსნა. 

ჩემთვის საგრძნობლად ძეელი იყო იმ ნაწილის გადმოცემა ტრანსფინი- 

ტურ რიცხვთა თეორიიდან, რომელიც ეხება სიმრაელეთა თეორიის ანტინო- 

მიებს, ამ საკითხების იმ ნაწილის უყურადღებოდ დატოვება ჩავთვალე შე- 

უძლებლად. მაგრამ მათი გადაწყვეტა, როგორც ცნობილია, კიდევ არაა მო- 

ძებნლლი. ბუნებრივია, რომ ამ წიგნის ეს ადგალები არარებს სუბიექტუო ხა- 

სიათს. 
ჩემმა გასწავლებელმა, პროფ. გ. მ. ფიხტენგოლცმა, ზთლიანად წაიკითხა 

ამ წიგნის ხელნაწერი და მომცა მთელი რიგი მნიშვნელოვანი მითითებები, 

ამას გარდა მე დიდად დავალებული ვარ პროფ. დ. კ. ფადეევისაგან, რომელ 

მაც გამოიჩინა აგრეთვე ამ სამუშაოებისადმი ღიდი ინტერესი. დაბოლოს, 

უნდა შევნიშნოთ, რომ წიგნის დაწერის შრომა მნიმენელოვნად გაადვილე- 

ბული იყო ჩემი ლექციების ჩანაწერებით, რომლებიც გადმომცა სტუდენტ მ. ში- 

როხოემა. სასიამოვნოდ, მიმაჩნია მადლობა გამოვუცხადო აღნიშნულ პირებს. 

პროფ. ი. ნატანსონი





თავი LI 

უსასრულო სიმრავლეები 

«/ § I. მოქმენებანი სიმტავლეებზე 

'”ნამდევილი ცვლადის ფუნქციათა თეორიას საფუძვლად უდევს ეგრეთწო- 

დებული „სიმრავლეთა თეორია“. ამ დისციპლინას შედარებით მოკლე ისტორია 

აქეს: პირველი სერიოზული შრომები ამ დარგში, რომლებიც გ. კანტორს 

ეკუთენის, გამოქვეყნებულია წარსული საუკუნის ბოლოს. მიუხედავად ამისა, 

სიმრავლეთა თეორია ამჟამად მათემატიკის მეტად ფართო დარგს წარმოად- 

გენს. ჩვენს კურსში, რომლისათვისაც სიმრავლეთა თეორიას მხოლოდ დამხმარე 

მნიშვნელობა აქვს, ამ დისციპლინის მხოლოდ ელემენტებით დავკმაყოფილდე- 

ბით. მკითხველს, რომელსაც სურს სიმრაელეთა თეორიაში ცოდნის გაღრმა- 

ვება, ჩვენ მივუთითებთ ფ. ჰაუსდორფის! შესანიშნავ მონოგრაფიაზე. 

სიმრავლის ცნება მათემატიკის ერთერთი ძირითადი ცნებაა და იგი ზუსტ 
განმარტებას არ ემორჩილება. ამის გამო ჩვენ ამ ცნების აღწერით დავკმაყო- 

ფილდებით. სიმრავლე იმ საგანთა კრებულს, ერთობლიობას, კოლექციას ეწო- 

დება, რომლებიც გაერთიანებული არიან რაიმე ნიშნის მიხედვით. მაგალითად, 

შეიძლება ვილაპარაკოთ ყველა ნატურალურ რიცხვების სიმრავლეზე, წრფის 

ყველა წერტილთა სიმრავლეზე, ყველა ნამდვილ კოეფიციენტებიან პოლინო- 

მების სიმრავლეზე და ა. შ. 

როდესაც სიმრავლეზე ვლაპარაკობთ, ჩვენ ეგულისხმობთ, რო§ ყოველი 

საგნის მიმართ სწორია ერთი .და მხოლოდ ერთი შემდეგი ორი შესაძლებლო- 

ბიდან: ეს საგანი ან შედის ჩვენს სიმრავლეში, როგორც მისი ელემენტი, 

ან არა. 

თუ 4 რაიმე სიმრავლეა, ხოლო ჯ წარმოადგენს რაიმე საგანს, მაშინ ჯ 
საგნის # სიმრავლისათვის მიკუთვნების ფაქტი აღინიშნება ასე: 

ჯ C 4. 

თუ,კი ჯ არ შედის „-ში, ამას ასე ჩასწერენ: 

ჯC 4. 

,( დ. 20ეVXCM0%Lძ, იიიMე #0C07Xლ0+ი, 0 LI II, 1937.



მაგალითად, თუ # ყველა რაციონალურ რიცხვების სიმრავლეა, მაშინ 
« ვ _ 

--C%V 2 CL 

თვით სიმრავლე არასოდეს არ წარმოადგენს თავის ელემენტს 

4C4. 

ფორმულირებათა ზოგადობისა და სიმარტივის მიზნით სასარგებლოა 

შემოღება ეგრეთწოდებული „ცარიელი სიმრავლის“, რომელიც სავსე– 

ბით მოკლებულია ელემენტებს. მაგალითად, 

ე1-L1=90 

განტოლების ნამდვილი ფესვების სიმრავლე ცარიელია. ცარიელი სიმრავლე 
აღინიშნება 0 სიმბოლოთი; შემდეგში არ წარმოიშეება ამ სიმბოლოს „ნულ“ 

რიცხვთან არევის საშიშროება, რადგან კონტექსტიდან აშკარა იქნება თუ 

რას ეხება საქმე. 

ცარიელ სიმრავლესთან ერთად ჩვენ შევხვდებით „ერთელემენტიანრ“ 

სიმრავლეებსაც, ე. ი. სიმრავლეებს, რომლებიც მხოლოდ ერთი ელემენტისა- 
გან შედგებიან, მაგალითად, 

2ჯ--–6=0 

განტოლები ფესვთა სიმრავლე შედგება ერთი ელემენტისაგან –– რიცხვ 

3-საგან. საჭიროა ეერიდოთ არევას ერთელემენტიანი სიმრავლისა და მისი 

ერთად-ერთი ელემენტისა. 

თუ 4 სინრავლის ყველა ელემენტის საერთო სახელი არის ჯ, მაშინ 
ზოგჯერ სწერენ 

= 
თუ შესაძლებელია სიმრავლის ყველა ელემენტის აღნიშენების ამოწერა» 

მაშინ მათ სწერენ რიგში, და მოათავსებენ ფიგურულ ფრჩხილებში, მაგალით 5 დ 

4=§ძ,ხ.Cთძ!)- 

განმრტება 1, ვთქვათ, # და 8 ორი სიმრავლეა. თუ 4 სიმრავლის ყო-“ 

ველი ელემენტი წარმოადგენს 8 სიმრავლის ელემენტს, ამბობენ, რომ / 

არის 8 სიმრავლის ნაწილი (ან ქვესიმრავლე) და წერენ 

#4C18, 8=4. 

ამგვარ დამოკიდებულებას ეწოდება ჩართვა. 

ვთქვათ, მაგალითად, # არის ყველა ნატურალურ რიცხვების, ხოლო. 
1-–-ყველა რაციონალური რიცხვების სიმრაელე, მაშინ 

M#VC-1. 

ცხადია, რომ ყოველი სიმრავლე თავისივე ნაწილია 

„4 C #.



ცარიელი სიმრავლე ყოველი 4 სიმრავლის ნაწილია. იმისათვის,, რომ ეწ 

დებულება სავსებით ცხადი გახდეს, საკმარისია 1 განმარტება ასეთი სახით 

გამოითქვას: არც ერთი ელემენტი, რომელიც „8-ში არ შედის, არც #4-შძ 

შედის. ' 

განმარტება 5. ეთქვათ, „I და # ორი სიმრავლეა. თუ 4C=8 და #C=4# 

მაშინ ამბობენ, რომ „2 და 8 სიმრავლეები ტოლი არიან და სწერენ 

„#4=წ8. : 

მაგალითად, თუ 4 =(2,3, ხოლო 8-7 თა 
.- ბ 

ჯ3- 5X+6=->0 

-განტოლების ფესვთა სიმრავლეა, მაშინ 41=/. 

განმარტება 3. ეთქვა», #7! და 8 ორი სიმრავლეა, 5 სიმრავლეს, რომე– 

ლიც ორივე, 4 და „1 სიმრავლეების ელემენტებისაგან შედგება და არ შეიცავს 

"არცერთ სხვა ელემენტს, 4 და 8 სიპოავლეთა ჯამი ეწოდება და აღინიშ- 

ნება ასე: 
5=/4#+ჩ. 

ამგვარადვე განიმარტება # სიმრავლის #,,4;,-..,4„ ჯამი,. სიმრავლეთა 

4,4, ეე... მიმდევრობის ჯამ ი და, საზოგადოთ, ისეთ 25 სიმრავლეთა სიმრაევ– 

ლის ჯამი, რომლებიც ერთმანეთისაგან განსასხკავებლად წ ნიშნაკით არიან 

აღნიშნული, სადაც წ რაიმე სხვადასხვა მაიშენელობებს იღებენ. სათანადო 

აღნიშვნები ასეთია: = 
” 

§=#.+4ა+-.-+4., ან §=. 2) 4” 
ს=1 
CC 

§=4,-+4. +4ე+..., ან 5= 2, 4), 

#=1 

5= > 4. 

მაგალითად, თუ § ყველა დადებითი რიცხვების სიმრავლეა, მაშინ 

§= >) C-I, #M. 
Lხ=1 

თუ 4C8, მაშინ ცხადია 
4+8=ჯ#. 

კერძოდ, 
4-+4=4.. 

განმარტება 4. ვთქვათ, 4 და 8 ორი სიმრავლეა. L სიმრავლეს, რომე- 

ლიც შედგება ორიეე 4 და 8 სიმრავლის საერთო ელემენტებისაგან და არ 
შეიცავს არცერთ სხვა ელემენტს, ეწოდება 4 და 8 სიმრავლეების თანა- 

კეეთა და აღინიშნება ასე: 
ნ= #8. I



მაგალითად, თუ „4=(1,2,3,4), 183 ==(3,4,5,6), მაშინ 

· „–48=L3,4). 
მსგავსად განიმარტება # სიმრავლის 2,1). /, თანაკვეთა, სიმრავ- 

ლეთა 4,4, ე... მიმდევრობის თანაკვეთა და, საზოგადოდ, ისეთ „5 სიმ- 

რაგლეთა სიმრავლის თახაკვეთა, რომლებიც ერთმანეთისაგან განსასხვავებლად 

§ ნიშნაკით არიან აღნიშნული. სათანადო აღნიშვნები ასეთია: 

4. 

ხ=4,4,...4,, ან ჩ= |) 4, 
#=I 

<0 

Mჩ=4,4,ტ.., ან ს = II 4" 
ჯ=>1 

ჩ= II 46. 

მაგალითად, 

1 1 
II ( ია ) =(0) (ერთელემენტიანი სიმრავლე) 

“ #=>1 + # ' ' 

თ 1 + 

LI ( 0-- ) ==0 (ცარიელი სიმრავლე). 

#=1 # 
თუ #C7#, მაშინ ცხადია 

48=4#. 
კერძოდ, 4,4= #4. 

ის გარემოება, რომ #4 და 8 სიმრავლეებს საერთო ელემენტები არა. 

აქვთ, შეიძლება ასე ჩაიწეროს: 
48=-0. 

ამ შემთხვევაში ამბობენ აგრეთვე, რომ /# და 8 სიმრავლეები „არ 

იკვეთებიან“. 
თეორემა 1. ვთქვათ, #/ რაიმე სიმრავლეა და (#ხ9)--სიმ- 

რავლეთა სიმრავლე, მაშინ 

4 2 == 4M%- 2 : 
§ 

ფ» 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ 

95-42 % XI= 24%. 
დ 

გთქვათ, ჯ #C5 5. ეს ნიშნავს, სამ XC /დაXC 2. #6. უკანასკნელი დამოკი–



დებულება კი აღნიშნავს, რომ 1: C IL). მაგრამ მაშინ X C.-4/-წა. და, მით უფრო, 

-X C 1. ამგვარა ' –-ი 2= გვარად; +» 

ვთქვათ, ახლა, პირიქით, ჯC 1. ეს იმას ნიშნავს, რომ + C «IX, ან სხვა- 

ნაირად, ჯ C «4 და Xჯ C სე, მაგრამ იქედან, რომ X» C IX, გამომდინარეობს, რომ 

ჯC 2 %, ხოლო მაშინ (რადგანაც # C „) ჯC 5. მაშასადამე, 

, 1C§, 
რაც ზემოთ დამტკიცებულთან ერთათ გვაძლევს 

5=>1. 

კერძოდ, დამტკიცებული თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ 

4(8-+-C)ლ=#ს-++4C. 

განმარტება §. ვთქვათ, 7 და 8 ორი სიმრავლეა. # სიმრავლეს, რომე– 

ლიც #4 სიმრავლის იმ ელემენტებისაგან შედგება რომლებიც არ შედიან 

8 -––სიმრავლეში, და არ შეიცავს არც ერთ სხეა ელემენტს, ეწოდება 77: და 8 

სიმრავლეთა სხვაობა და აღინიშნება ასე: 

=4--ს8. 

მაგალითად, თუ „=I1,2,3,4), 8=(3,4,5,6), მაშინ 

4–ჩ8=L,2). 
თეორემა 95. თუ 48 დაC სამი სიმრავლეა, მაშინ 

(4(8-–C)=48--40. 

“დამტკიცებას მკითხველს ვანდობთ. 

კაცს თვალში ეცემა ანალოგია, რომელიც არსებობს სიმრავლეებზე მოქ– 

მედებასა და არითმეტიკულ მოქმედებათა შორის. მაგრამ ეს ანალოგია არა- 

სრულია. ჩვენ უკვე ვნახეთ, რომ 4+4= 4, 44= 4. ასეთი ტოლობანი 

არითმეტიკაში, საზოგადოდ რომ ვთქვათ, არა გვაქვს. მოვიყვანოთ აღნიშნუ > 

ლი ანალოგიის დარღვევის კიდევ ერთი მაგალითი. 

თეორემა 3. დამოკიდებულება 

(4-–ჩ)+8=4, (2) 

სამართლიანია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც 8C=+#. 

დამტკიცება. ვთქვათ, (2) სამართლიანია. რადგანაც შესაკრები ყო 
ქელთვის ნაწილია ჯამისა, გვაქვს 8C.4 დავუშვათ ახლა, რომ #ს= 4. მაშინ 

ცხადია (4--8)-+ 8C 4. მაგრამ შებრუნებული ჩართვა (4-–8)+8=4, რო- 

გორც ადვილი შესამოწმებელია, სამართლიანია ყოველგვარი შეზღუდვების 

გარეშე, საიდანაც გამომდინარეობს (2). 

V5§ 2. უტთიეტთხალსახა თანაე1ობა 

: ვთქვათ, „# და 8 ორი სასრული სიმრავლეა. ბუნებრივია დაისვას საკითხი 

იმის შესახებ, ერთნაირია თუ არა ელემენტების. რაოდენობა ამ სიმრავლეებში! 

წ



იმისათვის რომ გადავჭრათ ეს საკითხი, ჩვენ შეგვიძლია დავითვა- 

ლოთ თითოეული სიმრავლისათვის ელემენტები, და ვნახოთ, ერთნაირია, 

თუ არა, დათვლის შედეგად მიღებული რიცხვები. 

მაგრამ დასმული საკითხი შეიძლება გადავწყვიტოთ ჩეენი სიმრავლეთა 

ელემენტების დათვლის გარეშეც. ვთქვათ, მაგალითისათვის, 4 ლათინური 

ასოების 

4=(ი,ს,C,ძ,ი0 

სიმრავლეა, ხოლო 8, ბერძნული ასოებისა: 

„8=I|თ,ჩ,7,5,C)- 

თუ ჩვენ ამ სიმრავლეებს შემდეგნაირად დავალაგებთ: 

4:| « | ხ | «< | _9ძ | #« | 
=I+-II+I |) < I 

მაშინ ყოველგვარი დათვლის გარეშე შევნიშნავთ, რომ „I-სა და ,8-ს ელემენ- 

ტების ერთიდაიგივე რაოდენობა აქვთ. 

რა არის დამახასიათებელი სიმრავლეთა შედარების ამ ხერხისათვის? და-. 

მახასიათებელია ის, რომ 4 სიმრავლის ყოველი ელემენტისათვის მითითებუ- 

ლია 8 სიმრავლის ერთ და მხოლოდ ერთ სათანადო ელემენტზე და პირიქით. 

შედარების -ამ მეორე ხერხის ძალა იმაში მდგომარეობს, რომ მისი გამო- 

ყენება შესაძლებელია მაშინაც, როდესაც შესადარებელი სიმრავლეები უსა- 

ს რულო არიან, მაგალითად, თუ M# წარმოადგენს ყველა ნატურალური რიცხვე- 

  

დღ 

ბის სიმრავლეს, ხოლო # ყველა _L სახის რიცხვების სიმრავლეს, მაშინ შედა-. 
” 

რების მეორე ხერხი უშუალოდ გვიჩვენებს, რომ სიმრავლის ელემენტთა. 

„რაოდენობა“ ისეთივეა, როგორც M სიმრავლისა; იმისათვის, რომ ამაში და- 

ვრწმუნდეთ, საკნარისია ჩვენი სიმრავლეები ასე დავალაგოთ: 

  

და ჩავთვალოთ „» და _1 რიცხვები ერთმანეთის შესაბამ ელემენტებად. 
8 

გადავიდეთ ახლა ზუსტ განმარტებებზე. 

„ განმარტება 1. ვთქვათ, 4 და 8 ორი სიმრავლეა. იმ დ' წესს, 
რომელიც 4 სიმრავლის ყოველ ძ ელემენტს შეუსაბამებს # 

სიზრავლის ერთსა და მხოლოდ ერთ წ ელემენტს, ამასთანა- 

ვე ისე, რომ ყოველი ხC#8 ელემენტი ერთი და მხოლოდ ერთი 

ძ«ძC 4 ელემენტის შესაბამი იქნება, ეწოდება ურთიერთცალ– 

სახა თანადობა.4 და 8 სიმრავლეებს შორის. 

8



განმარტება 5. თუ ორი #/ და 8 სიმრავლეს შორის შესაძ 
ლებელია ურთიერთცალსახა თანადობის დამყარება, ამბო- 
ზენ, რომ ეს სიმრავლეები ეკვივალენტური არიან, ან რომ მათ 

ერთნაირი სიმძლავრე აქვთ, და სწერენ 

4-8. 

ადვილი გასაგებია, რომ ორი სასრული სიმრავლე ეკვივალენტურია 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც ისინი ელემენტების ერთიდაიგიეე რაოდე– 

ნობას შეიცავენ, ისე რომ ერთნაირი სიმძლავრის ცნება წარმოადგენს სასრუ- 

ლი სიმრავლეების ერთნაირი რიცხეობრიობის პირდაპირ განზოგადოებას. 

მოვიყვანოთ რამდენიმე მაგალითი წყვილ-წყვილად ეკვივალენტური სიმ- 

რაქლეებისა. 

ვთქვათ, „ და „8 წარმოადგენენ მართკუთხედის ორი პარალელური გვერ- 
დების (ნახ. 1) სიმრავლეებს. ადვილი მისახვედრია, რო3 24 –-#. 

ხ 
4 

რეუუუკკკკკ---__ას'', 

  

      , 

-“ შ'ჟ-ვფ::სეეო 

ჩ 

  

ნახ. 1 ნახ. 2 

დავუშვათ კიდევ, რომ # და 8 ორი კონცენტრიული წრეხაზის წერ- 

ტილთა სიმრავლეებია (ნახ. 2). აქაც ცხადია, რომ „4 –-./8- 
ეს მაგალითი ნაკლებად ტრივიალურია, ვიდრე წინა. თუ ჩეენ „განვა- 

წკრივებთ" ჩვენს წრეხაზებს, მაშინ ერთ-ერთი მათგანი უფრო მოკლე წრფივ 

მონაკვეთად გადაიქცევა, ვიდრე მეორე. ერთი შეხედვით გრძელ მონაკვეთზე 

წერტილებიც „მეტი“ უნდა იყოს. როგორც ვხედავთ, ეს ასე არ არის. 

აი მაგალითი, რომელშიაც ეს პარადოქსი კიდევ უფრო თვალსაჩინოა. >” 

იყოს მართკუთხა სამკუთხედის პიპოტენუზის წერტილთა სიმრაელე, ხოლო # 

კათეტის წერტილთა სიმრავლე. როგორც მე-3 ნახაზიდან ჩანს, 4 –. ს,თუმცა 

კათეტი პიპოტენუზაზე მოკლეა. თუ ჩეენს კათეტს პიპოტენუზაზე დავამთხვევთ, 

„8 სიმრავლე 4 სიმრავლის ნაწილი აღმოჩნდება, ამავე დროს თვით /-საგან 

განსხეავებული. ასეთ ნაწილს ჩეეწ სიმრავლის 

წესიერ ნაწილს ვუწოდებთ (ე. ი. # არის #-ს წე- 

სიერი ნაწილი, თუ #C 2, მაგრამ 8#X#). ამგვარად, 

უკანასკნელ მაგალითში, ჩეენ ისეთ სიმრავლეს რ 

შევხვდით, რომელსაც აქვს თავისივე ეკვივალენტუ- 
რი წესიერი ნაწილი. თავისთავად ცხადია, რომ სა- 

სრული სიმრავლეს არა აქვს თავისივე ეკვივალენ- 8 

ტური წესიერი ნაწილები, ამგვარად, სწორედ წახ. 3



სიმრავლის უსასრულობას უნდა მიეწეროს მისი ასეთი საკვირველი თვისება. 

ქვემოთ ჩვენ დავრწმუნდებით, რომ ყოველ უსასრულო სიმრავლეს ·აქვს 

თავისივე ეკვივალენტური ნაწილი. ჯერ-ჯერობით კი აღნიშნულ ფაქტის საი- 

ლუსტრაციოდ ერთ მაგალითს მოვიყვანთ. 

ვთქვათ, XV (ყველა ნატურალურ რიცხვების, ხოლო M--ყვეელა ლუწ 
რიცხვების სიმრავლეა: 

M#=I(I), M=>=(2VI. 

თუ ამ სიმრავლეებს შემდეგნაირად დავალაგებთ 

MV:|I 1 (I 2 | 3 | 4 (| 5 I... 

2-X:I 2 | 4 | 6 | 8 | 10 | 
  

მაშინ უშუალოდ დავრწმუნდებით მათ ეკვივალენტობაში, თუმცა M სიმრავლე 

M-ის წესიერი ნაწილია: „ლუწი რიცხვები იმდენია, რამდენიც ყველა ნატუ- 

რალული რიცხვები". 

მოვიყვანოთ ეკვივალენტობის ცნების ზოგიერთი მარტივი თეისებები, 

რომელთა მტკიცება, უდაოდ, მკითხველს შეიძლება მივანდოთ: 

თეორემა 1. ი) ყოველთვის 4-7. 

ს) თუ 4-–#ს, მაშინ 8 –– 4. 

C თუ 4– #8, ხოლო ჩხ –– C. მაშინ 4–-C. 

თეორემა 95. ვთქვათ, 2,,4,, 4... და 8,.,8,,8.,--. სიმრავლეთა 

ორი მიმდევრობაა. თუ როგორც 4, სიმრავლეები არ იკეე- 

თებიან ერთმანეთთან, ისე #, სიმრაელეებიდ(: 

“ა4.' = 0, ა.გ. =0 (M7###M), 

და თუ ყოველი #-სათვის 

4, –– 8, 00-= 1,2,1,...), 
მაშინ 

თ თ 

3 4 ბ, 8. 
1==1 ==1 

V 9 პ. ·თვლალი სიმრაჭლქები 

განმარტება 1. ვთქვათ, V ყველა ნატურალურ რიცხვთა 

სიმრავლეა; 
#=>(1,2,3,4,...). 

MM სიმრავლის ყოველ ეკვივალენტურ “4 სიმრავლეს 

თვლადი სიმრავლე ეწოდება. 

ხანდახან ამბობენ აგრეთეე, რომ „4 სიმრავლეს “ძ სიმძლავრე აქვს“. 

აშკარაა, რომ ყველა თელადი სიმრავლეები ურთიერთს შორის ეკვივალენ- 

ტური არიან. 
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აი ოვლადი სიმრავლეების რამდენიმე მაგალითი:. 

4=(1,4,9,16,...,8ბ...), 
ჩ8=(1,8,27,64,...,უ?,-..), 
C=(2.4,6,8,...,2/,-..), 

–. 1 1 1 1 
–ს-–და--”” 

« 2 ვ 4 #ჩ 

თეორემა 1. იმისათვის, რომ 474 სიმრავლე თელადი იყოს, 

აუცილებელია და საკმარისი, რომ შეიძლებოდეს მისი „გა- 

დანომრვა4“, ე. ი. წარმოდგენა 

4==!ი,,0ძე:შე;.--რი;.--1 (1) 

მიმდევრობის სახით. 

დამტკიცება. თუ «4 სიმრავლე (1) სახით არის წარმოდგენილი, მა- 

შინ იმისათვის რომ #-სა და V სიმრავლეს შორის ურთიერთცალსახა თანა- 

დობა დავამყაროთ, საკმარისია #4 სიმრავლის ყოველ ი.» ელემენტს ამავე 

ელემენტის # ნომერი შევუსაბამოთ, ასე რომ # თვლადია. 

შებრუნებით, თუ #4 თვლადია, მამინ 4-სა და M-ს შორის არსებობს 

ურთიერთცალსახა თანადობა დ. საკმარისია ძა-ით > სიმრავლის ის ელემენ- 

ტი აღვნიშნოთ, რომელიც დ თანადობაში » რიცხვს უპასუხებს, იმისათვის, 

რომ „#7 სიმრავლე (1) სახით წარმოვადგინოთ. 

თეორემა 3. ყოველი უსასრულო 4 სიმრავლიდან შესაძლე- 
ბელია თვლადი #) ქვესიმრავლის გამოყოფა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, „# უსასრულო. სიმრავლეა. გამოვყოთ „/-დან 

ნებისმიერი ელემენტი ძი,. რადგან „I, უსასრულოა, ის არ ამოიწურება თ, 

„ელემენტის გამოყოფით, და ამის გამო ჩვენ შეგვიძლია დარჩენილი „-#--(,| 

სიმრავლიდან «, ელემენტის გამოყოფა. იმავე მოსაზრებების ძალით „2-4-–-(ი;,ი.) 

ცარიელი არაა, და მისგან შეგვიძლია იკ ელემენტის გამოყოფა. „I სიმრავლის 

უსასრულობის გამო ეს პროცესი უსაზღვოოდ შეგვიძლია გავაგრძელოთ, რის 

შედეგად მივიღებთ გამოყოფილ ელემენტების მიმდევრობას 

რკვმევშე:...:წო-' 

რომელიც საძიებელ #) სიმრავლეს შეადგენს. 

' თეორემა 3. თვლადი სიმრავლის ყოველი უსასრულო ქვე- 

სიმრავლე თვლადია. 

დამტკიცება. ვთქვათ, / თვლადი სიმრავლეა, ხოლო 8--მისი უსა–- 

სრულო ქვესიმრავლე. დავალაგოთ >” სიმრავლე მიმდევრობის სახით 

და გადავარჩიოთ ერთიმეორის მიყოლებით 4-ს ელემენტები ნომოების მიხედ–- 

ვით. ასეთ შემთხვევაში ჩვენ დრო და დრო შევხვდებით 8 სიმრავლის ელემენ- 

ტებს, და 8-ს ყოველი ელემენტი ადრე თუ გვიან შეგვხდება. თუ 8-ს ყოველ 
ელემენტს ჩვენ შევუსაბამებთ მასთან „შეხეედრის“ ნომერს, ჩვენ გადავნომრავთ 

§



„8-ს, ამასთანავე, უკანასკნელის არასრული ჩზასიათის გამო, ჩვენ ამ გადანომრ--. 

ვაზე მოგვიხდება ყველა ნატურალური რიცხვების დახარჯვა. 

შედეგი. თუ თვლად 4 სიმრავლეს სასრული M# სიმრავლე 

ჩამოვაშორეთ, დარჩენილი 4--M სიმრავლე თელადი იკნება. 

თეორემა 4. სასრული სიმრავლისა და თვლადი სიმრავლის 

ჯამი, რომელთაც საერთო ელემენტები არა აქვთ, თვლადი 

სიმრავლეა. 
დამტკიცება. ვთქვათ, 

4=Iი,რვ,--·ში| 

ჩ8==LL,,ხე,ხჯ)- Iს 

და 48=0. თუ 4+#=5, მაშინ § შეიძლება წარმოვადგინოთ ასეთი სახით. 

§=(0,,ძ:,.-ძი, ხ,,ხეცჩევ--)|, 

რის შემდეგაც ცხადი ხდება §5-ის გადანომრვის შესაძლებლობა. 

პირრბა იმის შესახებ, რომ განსახილავ სიმრავლეებს საერთო ელემენ– 

ტები არა აქვთ, როგორც წინა ისე შემდეგ თეორემებში, შესაძლებელია ჩა- 

მოშორებული იყოს. 

თეორემა §. სასრული რაოდენობით აღებული წყვილწყვი- 

ლად არაგადამკვეთი თვლადი სიმრავლეების ჯამი აგრეთვე 

თვლადია. 

დამტკიცება. დამტკიცება ჩავატაროთ სამი შესაკრები სიმრავლის 

შევთხვევაზი; კონტექსტიდან აშკარა იქნება მსჯელობის ზოგადი ხასიათი. 

დავუშვათ, რომ 4.8, C სამი თვლადი სიმრავლეა: 

4 =(ი,,თ;.რე,--:), 
)=|ხ,ხვ,ხ.,--·, 

C==|6,ანიანეა“--|)' 

მაშინ ჯაზი 5=,74+ს-+C შესაძლებელია წარმოვადგინოთ შემდეგი მიმდევრო– 

ბის სახით 

5=(ი,,ხ,,6,ერიასანე,მე):-·| 

და მისი თვლადობა აშკარაა. 

თეორემა: 6. წყვილწყვილად არაგადამკვეთ სასრული სიმ- 

რავლეთა თვლადი ერთობლივობის ჯაბი თვლადი სიმ- 

რავლეა. 

დამტკიცება. ვთჟვათ, 2, (:=1,2,3,...) წარმოადგენენ წყვილ-წყვი- 

ლად არაგამკვეთ სასოულ სიმრაელეებს: 

4, =(თ,(),ეე!ი,.. შელი 

4 = (ი,(),ძე(შ,..-,ძი.!")), 

M4”=(0,4,ძე),...,იია!", 
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იმისათვის, რომ ამ სიმრავლეთა § ჯამი მიმდევრობის სახით წარმოვად- 

გინოთ, საკმარისია ამოვიწეროთ ჯერ „4,-ის ყველა ელემენტი მიმდევრობით, 

შემდეგ 4ე-ს ელემენტები და ა. შ. / 

თეორემა 7. წყვილ-წყვილად არაგადამკვეთ თვლადი სიმ- 

რავლეთა თვლადი ერთობლივობის ჯამი თვლადია. 

დამტკიცება. ვთქეათ, (=1,2,3,...) სიმრავლეები წყეილ-წყვი- 

ლად არ იკვეთებიან და თვლადი არიან. ეს სიზრაელეები ასე დავწეროთ 

“4, =(0,(),0,(),ძე'?,...), 
“4.=-0,!9,თ,!),ძე!?,...), 
“4.3 = ქ, მ), ),ცერ).. ·, 

თუ ჩვენ ამოვიწერთ ძ,() ელემენტს, შემდეგ ისეთ ელემენტს ამოვიწერთ, 

რომელთაც ზედა და ქვედა ინდექსების ჯამი 3-ის ტოლი აქეთ, შემდეგ ისეთ 

ელემენტებს, რომელთათვისაც ეს ჯამი 4-ს უდრის და ა. ფშ. მაშინ 5 ჯამი 

აღმოჩნდება წარმოდგენილი 

§5= (0,0),ი,2),ც,(),ი,(),ც.),ი „),დ!) ე. ·/ 

მიმდევრობის სახით, საიდანაც გამომდინარეობს მისი თვლადობა. 

თვლადი სიმრავლის სიმძლავრის აღნიშნული 4 სიმბოლოს გამოყენებით.. 

დამტკიცებული თეორემები შეგვიძლია შემდეგი მნემონიკური სქემით გამოვ- 

სახოთ: 

ძ--:=ძ,0+M=0,6+ძ-L...-+I+-ძ==Mძ0 =: ძ,1ე-+II--LIვ-L...= 6 

ძ-+-ძ-+ძ-LC--..--=0ძძ=ძ- 

თეორემა 8. ყველა რაციონალურ რიცხეთა # სიმრავლე 

თვლადია. 

დამტკიცება. მოცემული გნიშვნელის მკონე # წილადების სი- 
4# 

მრავლე, ე. ი. სიმრავლე 

; ქ ე ქ... 

აშკარაა, თვლადია. მაგრამ მნიშვნელს შეუძლია მიიღოს აგრეთვე თელადი სიმ-- 

ტრავლე ნატურალური მნიშვნელობებისა 1,2,3,... მაშასადამე, მე-7 თეორემის 

== 
“ 

'ძალი წილადების სიმრავლე თელადია; ამ სიმრავლიდან ყველა ისეთი წი- 

ლადების გამოკლებით, ოომლებიც იკეეცებიან, და მე-3 თეორემის გაზოყენებით, 

დავრწმუნდებით, რომ ყველა დადებითი რაციონალური რიცხვების სი- 

მრავლე #,, თვლადია. რადგან „ყველა უარყოფითი რაციონალური რიცხვების 

#_ სიმრავლე, ცხადია, ეკვივალენტურია #, სიმრავლისა, ამიტომ იგიც თვლა- 

დია, ხოლო მაშინ თვლადია L სიმრავლეც, ვინაიდან 

X=XLX +(0)+7X..



შედეგი. ნებისმიერი (ი) სეგმენტის .რაციონალური რი- 

ცხვთა სიმრავლე თვლადია. 

თეორემა ი. თუ უსასრულო M სიმრავლეს მივუმატებთ 

ახალ ელემენტების სასრულან თვლად 4 სიმრავლეს, ამით 

მისი სიმძლავრე არ შეიცელება, .ე. ი. 

ჯ 

M+ 4-–M. 

დამტკიცება. მე-2 თეორემის ძალით M#-იდან გამოვყოთ თვლადი 

ქვესიმრავლე I) და ეთქვათ, M-#=ჯ#, მაშინ 

#=+#7, M+4=#-+L(0-+#4. 

რადგან #--ჩ, 0-L 4 –– ს (თეორემები 4 და 5). ამიტომ #L-L # –– #. 

თეორემა 10. თუ უსასრულო § სიმრავლე არათვლადია, ხო- 

ლო 4#კი მისი სასრული ან თვლადი ნაწილია, მაშინ 

ნ5- 4- ა. 

დამტკიცება. M=5-/4 სიმრავლე არ შეიძლება სასრული იყოს, 

რადგან, წინააღმდეგ შემთხვევაში, გამოსავალი § სიმრავლე სასრული ან 

თვლადი იქნებოდა. მაგრამ, მაშინ, , მე- -9 თეორემის ძალით გვექნება M+#7-–-M, 

ეს კი ნიშნავს, რომ 5§-–. 5-––- 7. 

შეეღგი. ყოველი უსასრულო სიმრავლე შეიცავს თავისი: 

ვე ეკვივალენტუო წესიერ ნაწილს. 
მართლაც, უსასრულო სიმრავლიდან მისი ნებისმიერი სასრული ნაწი- 

ლის გამოკლებით, მე-3 და მე-10 თეორემების საფუძველზე, ამ სიმრაელის 

სიმძლავრე არ შეიცელება. 

როგორც უკვე იყო აღნიშნული, სასრული სიმრავლეს არა აქვს ასეთი 

თვისება. ეს გარემოება საშუალებას გვაძლევს მოვიყვანოთ უსასრულო სიმ- 

რავლის დადებითი ხასიათის განმარტება: 

განმარტება >. სიმრავლეს ეწოდება უსასრულო, თუ იგი 
შეიცავს თავისივე ეკვივალენტურ ნაწილს. 

ეს განმაოტება რ. დედეკინდს ეკუთვნის. 

დასასრულს, დავამტკიცოთ შემდეგი, საკმარისად ზოგადი თეორემა: 

თეორემა 11. თუ # სიმრავლის ელემენტები » ნიშნაკით 

განისაზღვრებიან, რომელთაგან ყოველი, ერთმანეთისაგან 

დამოუკიდებლად, მნიშვნელობათა თელად სიმრავლეს 

გაირბენს 

4=Iრნაკ:ავე:. ა.ი, (XL = 11), ჯი? .,.-.:L=1,2,3,..-.,M) 

მაშინ სიმრავლე თვლადია. 
დამტკიცება. თეორემა მათემატიკური ინდუქციის მეთოდით დავა- 

მტკიცოთ. 
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თეორემა აშკარაა, თუ #=1, ე. ი. როცა მხოლოდ ერთი ნიშნაკი გვაქვს. 

დავუშვათ, რომ თეორემა სამართლიანია #„ =7I-სათვის და ვაჩვენოთ, რომ იგი 

სამართლიანია #=II-L-1-სათვისაც. 
' ამგვარად, ვთქვათ, 

4= (რ>1ე4ვ3“''15M)-M+1)“ 

( აღვნიშნოთ „-თი 4 სიმრავლის იმ ელემენტების სიმრავლე, რომელთა-- 

თვისაც 
2»+,==ჯ0, 

სადაც 20. ,, წარმოადგენს (-+-1)-ლი ნიშნაკის ერთერთ შესაძლებელ მნი-. 

შვნელობას, ე. ი. აღენიშნოთ 

..-. 

( 4, = ს (რ.ე«ემ “34072 ო+1)" 

დაშვების ძალით 2, სიმრავლე თვლადია, და რადგან 

< 

4= 14 
-“ 

ამიტომ თვლადია # სიმრავლეც. თეორემა დამტკიცებულია. 

მოვიყვანოთ ამ თეორემიდან გამომდინარე რამდენიმე დებულება: 

1) სიბრტყის იმ (კ) წერტილთა სიმრავლე, რომელთაც 

ორივე კოორდინატი რაციონალური აქვთ, თვლადია. 

2) ჯ ნატურალური რიცხვისაგან შედგენილი 

(7Iვც1სე,+++ MI) 

კომპლექსების სიმრავლე თვლადია. 

შემდეგი ფაქტი უფრო მეტად საინტერესოა: 

3) მთელი კოეფიციენტებიანია 

რეაო+ ი," 1-L... ძი 1:+ი» 

პოლინომების სიმრავლე თვლადია. : 

მართლაც, ეს უშუალოდ გამოზდინარეობს მე-11 თეორემიდან, თუ ჯეო 

ფიქსირებული X# ხარისხის პოლინომებს განვიხილავთ, და შემდეგ დამტკიცე- 

ბის "დასასრულებლად გამოვიყენებთ მე-7 თეორემას. 
! რადგან ყოველ პოლინომს ფესვები აქვს სასრული რაოდენობით, ამი- 

ტომ დამტკიცებულიდან გამომდინარეობს შემდეგი 
თეორემა 19. (გ. კანნტორი) ალგებრული რიცხეთა სიმრავლე 

თელადია. 
(გავიხსენოთ, რომ ალგებრული, ისეთ რიცხეს ეწოდება, რომელიც წარ– 

«ღ<ოადგენს მთელი კოეფიციენტებიანი პოლინომის ფესეს). 
4 

V/§ 4. პონჭინუუმის სიმძლავტე 

არ უნდა ვიფიქროთ, რომ ყოველი უსასრულო სიმრავლე თვლადია, და- 

ვამტკიცოთ ეს შემდეგ მნიშვნელოვან მაგალითზე: 

თეორემა 1. სეგმენტი VC=I0,1) არათვლადია. 
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(გავიხსენოთ, რომ სეგმენტად |ი.ს) იწოდება ისეთი ჯ რიცხვების, ს იმ- 

რავლე, რომლებისათვისაც #ი<X<ხ). 

დამტკიცება. დავუშვათ წინააღმდეგი, ვთქვათ, VI სეგმენტი თვლა- 

დია. მაშინ მისი ყველა წერტილი შესაძლებელია დავალაგოთ მიმდევრობის 

სახით 

%ვქვექვვ “თ. (' 

ვთქვათ, ეს შესრულებულია, ე. ი. ყოველი XC CV წერტილი იმყოფება (1) 
მიმდევრობაში. გავყოთ LV სამ თანატოლ ნაწილად --და-- წერტილებით. 

ცხადია, რომ », წერტილი არ შეიძლება ეკუთვნოდეს სამივე სეგმენტს 

ა. 
ღა ერთი მათგანი მაინც არ შეიცავს მას (ნახ. 4). აღენიშნოთ ეს უკანასკნელი 
ხ,-ით (თუ წერტილი »ჯ, არ ეკუთვნის ორ სეგმენტს (1)-თაგან, მაშინ Vხ, 

დავარქვათ ნებისმიერ მათგანს, 

  

« X, მაგალითად,იმას, რომელიც უფრო 

L–- –= 1 _- –4 მარცხნივ:მდებარეობს). 

0 % % ჯ ახლა ხხ, სეგმენტი გავყოთ 

ნახ. 4 სამ თანასწორ ნაწილად, და მათ 

შორის აღვნიშნოთ C,-თი ისეთი, 

რომელიც არ შეიცავს ჯ, წერტილს (ხოლო თუ ასეთი სეგმენტი ორია, ერთ- 

ერთი მათგანი). : 

შემდეგ ვყოფთ სამ თანასწორ ნაწილად V, სეგმენტს, და L,-ით აღ- 

ვნიშნავთ იმას მათ შორის, რომელიც არ შეიცავს ჯ,-ს და ა. შ. 

შედეგად მივიღებთ ერთმანეთში ჩალაგებული სეგმენტების უსასრულო. 

მიმდევრობა ს 
Vყ=5Cს=CLხ=LC.=.-.., 

რომლებსაც ის თვისება აქეთ, რომ 

Xია C წ- 

იმის გამო, რომ ი, სეგმენტის სიგრძე არის > ცხადია, რომ ეს სი- 

გრძე უ-ის ზრდასთან ერთად მიისწრაფვის ნულისაკენ და, მაშასადამე, ზღვართა 

თეორიის ცნობილი თეორემის ძალით, არსებობს ისეთი § წერტილი, რომე- 

ლიც ყველა V» სეგმენტს ეკუთვნის 
, ნC –V» (4=1,2,3,...)- 

C წარმოადგენ რა V სეგმენტის წერტილს, უნდა შედიოდეს (") მიმდევ– 

რობაში, მაგრამ ეს აშკარაა შეუძლებელია, რადგან როგორი #-იც არ უნდა 

ავიღოთ, გვაქვს _ 
XC, §C წხ. 
" საიდანაც 

ნ ჯ# +X» 
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ე. ი. 6 არ შეიძლება იყოს (") მიმდ-ვგრობის რომელიმე წერტილი. §იღებული 

წინააღმდეგობა ამტკიცებს თეორემას. 

დამტკიცებული თეორემა შემდეგი განმარტების მოხდენის საბაბს 'გვაძ–- 

ლევს: 

მპ განმარტება. თუ სიმრავლე V=(91) სეგმენტის ეკვივა- 

ნ რია ლესტურია, ბ–-ცთ 

მაშინ ამბობენ, რომ #-ს აქვს კონტინუუმის სიმძლავრე ან, 

უფრო მოკლედ, სიმძლავრე ი. 

თეორემა 9. ყოველ (Lი, ხ|I სეგმენტს, ყოველ CI, #§) ინტერვალს 
და ყოველ (ი, ს) ან I, ს) ნახევარსეგმენტს აქეს « სიმძლავრე- 

დამტკიცება. დავუშვათ, რომ 

# = (ი, ხI). 

ჯ=ძ-+(C-–ი)ჯ 

ამყარებს ურთიერთ ცალსახა თანადობას # = (V) და CV =(Xჯ) სიზგრავლეებს 

შორის, საიდანაც გამომდინარეობს, რომ #-ს აქვს კონტინუუმის სიმძლავრე- 

რადგან უსასრულო სიმრავლიდან ერთი ან ორი ელემენტის გამოკლებით მივი– 

ღებთ გამოსავალი სიმრავლის ეკვიეალენტურ სიმრავლეებს, ამიტომ მონა- 

კვეთები 

-ფორმულა 

(თ, ხს), (ძ,ხს ICI) 

იგივე სიმძლავრისა არიან; როგორც (თ, ხს ე. ი. C სიმძლავრისა. თეორემა 

დამტკიცებულია. 
თოერემა 3. სასრული რაოდენობით აღებულ წყვილწყვი- 

ლად არაგადამკვეთ დ სიმძლავრის სიმრავლეთა ჯამი « სიმძ- 

ლავრისაა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, 
M 

§= გს (8წ8'=0, L##), 
#==1 

სადაც ყოეელ #L; სიმრავლეს 2 სიმძლავრე აქვს. ავიღოთ (0, 1) ნახეგრადსეგ– 

მენტი და 

ილ=0<0C <C<.-.-- <6 კ <6=1 

წერტილებით, დავანაწილოთ იგი # ნახევგრადსეგმენტად: 

IC- C) (ს = 1, 2, .-M)- 
ყოველ ამ ნახევრადსეგმენტს აქვს C სიმძლავრე, ასე რომ ჩეენ შეგვიძლია 

#L სიმრავლე და IC. ,, C) ნახევრადსეგმენტი დავაკავშიროთ ერთმანეთთან ურთი- 

ერთცალსახა თანადობით. ადვილი მისახვედრია, რომ ამით მყარდება ურთი- 

ერთცალსახა თანადობ 5 – ჯამსა და 
ჩ” 

(0, 1) = 2-ს 29, 
#=1 

ნახევრადსეგმენტს შორის. თეორემა დამტკიცებულია.



თეორემა 4.. წყვილწყვილად არა გადამკვეთ « სიმძლავრის. 
სიმრავლეთა თვლადი ერთობლივობის ჯამი 2 სიმძლავრისაა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, 

§= % ს» (8657 =0, L#I, 
#=1 

სადაც ყოველ X» სიმრავლეს (C სიმძლავრე აქვს. 

ავიღოთ (|0,1) ნახეერადსეგმენტზე მონოტონურად %ზრდადიმი ზდევრობა 

ი-=9<070 <Cრი<-..-) 
რომლიხათვისაც 

ჰი თ = 1. 
“თ 

IX და (ს-, C:) სიმრავლეებს შორის ურთიერთცალსახა თანადობის დამ- 

ყარებით ყოველი X-სათვის, ჩვენ დავამყარებთ ურთიერთ ცალსახა თანადობას.· 

85-სა და (0,1)-ს შორის. 

“ შედეგი 1. ყველა ნამდვილ რიცხვთა 2 სიმრავლეს # 

სიმძლავრე აქვს. 

2= – (I-), 0+L- სხ –#+1)). 
X= 

შედეგი "5. ყეელა ირაციონალურ რიცხვთა სიმრავლეს X#« 

სიმძლავრე აქევს. 

შედეგი ვ. არსებობს ტრანსცენდენტული! რიცხვები. 

თეორემა ნ:, ნატურალურ რიცსეთა ყველა მიმდევრობათა. 

0 სიმრავლეს 

0 = (CM, IM, Mე.-·)) 

2 სიმძლავრე აქვს. 

დამტკიცება. ჩვენ, 0-სა და (0,1) ინტერვალის ყეელა ირაციონალურ 
წერტილთა სიზრავლეს (უკანასკნელ სიმრავლეს, ცხადია კონტინუუმის სიმძ- 

ლავრე აქვს) შორის ურთიერთცალსახა თანადობას დავამყარებთ, თუ “'ერთმა- 

ნეთის შესაბამისად ჩავთვლით 

(7Iეც 1Iვე 9Mე,"-·.)C0 

მიმდევრობასა და ისეთ ჯ ირაციონალურ რიცხვს, რონლის დაშლასაც ჯაჭეწი- 

ლად შეზდეგი სახე აქვს: 
1 

1 =ეუეუეუეაერეეაე'ეაე '_ 
1 სი“. 

”+-- 1. 
შე“... 

თანადობის დამყარების შესაძლებლობა ამტკიცებს თეორეზას. 

ე. ი არა ალგებრული. ტრანსცენღენტული რიცხეების არსებობის მტკიცების ეს მე– · 
თოდი ეკუთვნის გ. კანტორს, 

1წ



მოყვანილი დამტკიცება გულისხმობს, რომ მკითხველისათვის ცნობილია 

ჯაჭვწილადების თეორია. 

შესაძლებელია მოვიყვანოთ სხვა დამტკიცება, რომელიც ორო ბითიწი- 

ლადღების თეორიაზეა დამყარებული. ამ მიზნით გავიხსენოთ აღნიშნული 

თეორიის ზოტიერთი ფაქტები. ისინი სარგებლობას მოგვიტანენ სხვა მიზნისა- 

თვისაც. აი ორობითიწილადების ჩეენთვის საჭირო თვისებები: 

1) ორობითიწილადი ეწოდება შემდეგი მწკრივის ჯამს 

ა 4 CV აი ა-მ) 
#M/=1 

ეს ჯამი აღინიშნება 

0, რცრერე.... (1) 
სიმბოლოთი. 

2) ყოველი XC (0,11 რიცხვი შესაძლებელია წარმოვადგინოთ 

Xჯ=0, რთეძერძე...· 

სახით. ეს წარმოდგენა ერთადერთია, როდესაც X» არ არის X სახის რიცხვი 

#==1, 3, ... 2-1). რიცხვები 0 და 1 იშლებიან (ცალსახად) წილადებად 

0 =0,000..., 1 =0,111 

თუ კი »=-: (0M = 1, 3,... 2%-- 1), მაშინ ჯ გვაძლეეს ორ დაშლას. 

ამ დაშლებში ი,,ძ,, ..., -–--, ნიშნები ერთნაირია, ხოლო ძი, ერთერთ დაშლაში 

უდრის 1-ს, მეორეში კი 0-ს. ყველა დანარჩენი ნიშნები პირველ დაშლაში ნუ- 

ლებია (0 პერიოდში"), ხოლო მეორეში-–ერთიანები („1პერიოდში4), მაგალითად, 

3 (აიი - 
8 0,010111 

# 3) ყოველი ორობითიწილადი (1) გვაძლევს (0,1) სეგმენტის რაიმე ჯ 

რიცხვს. – - - –--- 
თუ ეს წილადი შეიცავს 0 ან 1-ს პერიოდში, მაშინ ; არის ვ-CV = 1, 

3... 2-1) სახსს რიცხვი (გამონაკლის შემთხვევას შეადგენენ წილადები 

0,000... და 0,111...), და მაშინ მოცემულ დაშლასთან ერთად არსებობს ჯ 

რიცხვის მეორე ორობითიწილადად დაზლაც. თუ რომ წილადი (1) არ შეი- 

ცავს 0-ს ან 1-ს პერიოდში, მაშინ დ 76. და  რიცხეს სხვა ორობითიწილა- 

დად დაშლა არა აქვს. 
: ამის შემდეგ დაუბრუნდეთ მე-5 თეორემას. შევთანხბდეთ, ღომ არ ვიხ- 

მაროთ წილადები, რომლებიც შეიცავენ ერთიანს პერიოდში. მაშინ (0,1) ნა- 
ხევარსეგმენტის ყოველი რიცხვი ერთად ერთნაირად წარმოიდგინება შემდეგი 

ფორმით 
0,6ი,ძეძე · · 

2. ნატანსონი 7



ამავე დროს, რა M რიცხვიც არ უნდა ავიღოთ, მოიძებნებიან ისეთი თ,, 

რომ 

იL.=0 #> VM. 

შებრუნებით, ასეთი თვისების ყოველნაირ (1) წილადს უპასუხებს წერტი- 

ლი (0,1)-დან. მაგრამ (1) წილადის მოცემა შეიძლება იმ # რიცხვების მითი- 

თებით, რომელთათვისაც 

რიL = 0. 

ეს L რიცხვები ჰქმნიან ნატურალურ რიცხვების ზრდად მიმდევრობას 

ს <ხ<ს<... (2) 

და ყოველ ასეთ მიმდევრობას უპასუხებს (1) წილადი. მაშასადამე, (2) სახის 
მიმდევრობათა #/ სიმრავლეს « სიმძლავრე აქვს. მაგრამ # და 0 სიმრავლეს 

შორის ადვილია ურთიერთცალსახა თანადობის დამყარება. ამისათვის საკმა–- 

რისია (2) მიმდევრობას შევუსაბამოთ ის მიმდევრობა 

ა...) 

0 სიმრავლიდან, რომლისათვისაც 

I, = ყე შე = ა–– წვ ე = ე-ე, --. 

თეორემა დაზტკიცებულია. 

თეორემა 6.. თუ # სიმრავლის ელემენტები ი ნიშნაკებით 

განისაზღვრებიან, რომელთაგან ყოველი, ერთმანეთისაგან 

დამოუკიღდებლად, « მნიშვნელობებს იღებენ1, 

ტ=წძი,ა «ვ... =)) 

მაშინ # სიმრავლე 6 სიმძლავრისაა. 

დამტკიცება. საკმარისია განვიხილოთ სამი ნიშნაკის შემთხვევა, რად– 

განაც მსჯელობას ზოგადი ხასიათი აქვს. 

ვთქვათ, 
#= | რი ყ 4 ) · 

აღენიშნოთ X-ით (სათანადოდ, / და 2-ით) ჯ ნიშნაკის მნიშენელობათა 

სიმრავლე (სათანადოდ, » და ჯ ნიშნაკთა ნნიშვნელობების სიზრავლე), ამასთან, 

ყოველი ნიშნაკი იცვლება სხვებისაგან დამოუკიდებლად, და ყოველ X, X#, 2 

სიმრავლეს აქვს თ სიმძლავრე. 

დავამყაროთ თითოეულ X,V და 2 სიმრავლესა და ნატურალურ რიცხ- 
ვების ყველა მიმდევრობათა (0. სიმრავლეს შორის ურთიერთცალსახა თანა- 

დობა. ეს საშუალებას მოგვცემს დავამჯტაროთ ურთიერთცალსახა თანადობა 

# და 0 სიმრავლეებს შორის. 

1 როგორც აქ, ისე ქვემოთ, ჩვენ ვხმარობთ ჭამოთვგმებს „C მნიშვნელობები", „სიმრავ- 

ლეში არის C ელემენტი” და ასე ამგვარად, იმის ნაცვლად, რომ ვთქვათ „მნიშვნელობათ> 

სიმრავლეს აქვს C სიმძლარე“ და ა. შ.; ვიმედოვნებთ, რომ ეს მკითხველს არ დააბრკოლებს. 
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სახელდობრ, ვთქვათ, წ წარმოადგენს # სიმრავლის რაიმე ელემენტს. 
მაშინ 

5 == 0/ი:#70140 

CV XაC# ღიC42. 

X, I, 2-სა და (0-ს შორის არსებულ თანადობებში ჯე, Vი, ჯა ელემენტებს 

C2 სიმრავლის რაღაც ელემენტები უპასუხებენ. ვთქვათ, მაგალითად, 

სადაც 

ჯა ელემენტს უპასუხებს (ი, #,, #ე; ...) მიმდევრობა, 

17) (იჰ ო (ჩ ჩ ჩა. ... ) · 

ი. » (ძა: 9, 4...) 

"შევუსაბამოთ C ელემენტს 

(7, ჩა, ძვე მვ) /კ: ძა, 7/უა ++.) 

“მიმდევრობა, რომელიც, ცხადია, ეკუთვნას C-ს. ადვილი მისახვედრია, რომ 

ამით ჩეენ მივიღეთ ურთიერთცალსახა თანადობა ,6-სა და 0ს შორის. 

დამტკიცებული თეორემიდან გამოზდინარეობს რიგი მნიშვენელოვანთ 

შედეგებისა. 

' შედეგი 1. სიბრტყის ყველა წერტილთა სიმრაელეს « სიმძ- 

ლავრე აქვს. 
შედეგი 9. სამგანზომილებიან სივრცის ყეელა, წერტილთა 

სიზრავლეს ი სიმძლავრე აქვს. ' 

სხვანაირად რომ ვთქვათ, სივრცის წერტილთა სიმრავლის სიმძლავრე არ 

არის დამოკიდებული მის განზომილებაზე. 

შედეგი ვ. 2 რაოდენობით აღებულ წყვილ-წყვილად არა- 

გადამკვეთ 2 სიმძლავრის მქონე) სიმრავლეთა ჯამს «დ სიმძ- 

ლავრე აქვს. 

მართლაც, შესაკრებ სიმრავლეთა და 2: სიბრტყის, იჯ ღერძის პარალე–- 

ლურ ყველა წრფეების სიმრავლეს შორის შესაძლებელია დავამყაროთ ურთი- 

ერთ ცალსახა თანადობა. თუ ამის შემდეგ დავამყარებთ ურთიერთცალსახა თანა– 

დობას ყოველ შესაკრებ სიმრავლესა და მის შესაბამი წრფეს შორის, ცხადია, 

რომ მივიღებთ ურთიერთცალსაბა თანადობას ჯამსა და XV სიბრტყეს შორის. 

სქემატურად 3, 4 თეორემები და უკანასკნელი შედეგი ასე შეიძლება 

ჩაიწეროს: 

C-+6+..-.+-0=C0=0 6+0+0+-.-.=ლ0=0 C60=0C. 

თეორემა 7. თუ # სიმრავლის ელემენტები განისაზღვრე- 

ბა ნიშნაკების თვლადი სიმრავლით 

ი=Lძ.ა რა) თვ) ბა" 1, 

რომელთაგან ყოველი, ერთმანეთისაგან დამოუკიდებლად, 

2 მნიშენელობებს ღებულობს, მაშინ # სიმრავლეს ი სიმძ- 

ლავრე აქეს. 
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დამტკიცება. ვთქვათ, X», ნიშნაკის მნიშვნელობათა სიგრავლე არის ,Vს. 

დავაკავშიროთ ეს სიმრავლე ნატურალურ რიცხვთა ყველა მიმდევრობების C 

სიმრავლესთან ურთიერთცალსახა თანადობით. ეს თანადობა აღვნიშნოთ დკ-თი- 

(L=1, 2, 3,. 
ამის შენდეგ, ამოვარჩიოთ ნებისმიერი 6 C # ელემენტი. მაში5 

6= ი,ი, -ს, „ა, .. 

სადა, 
ც ურCრიV  (L=1, 2, 3, ...). 

ვთქვათ, დჯ თანადობაში 1 ნიშნაკის ჯC) მნიშვნელობას. შეესაბამება 

ფოი, „თ, ენ, ...1CC0 

მიმდევრობა. 

მაშინ ნ CC # ელემენტს შეესაბამება მთელრიცხვა უსასრულო მატრიცი= 

' ' ! „ს, MI I, ... 

29) ემ). (2 ი, თემ, IV), . 

(8 + I), ჯმ), უმ, ..რ ('» 

- ადვილი აღმოსაჩენია, რომ, # სიმრავლესა და (") მატრიცების # სიჭრავ- 

ლეს შორის მიღებული თანადობა ურთიერთცალსახაა. ამრიგად, საკმარისია. 

ვაჩვენთთ, რომ L-ს C სიმძლავრე აქვს. მაგრამ ეს თითქმის „ცხადია, რადგანა(ჯ 

(ე. მატრიცს შევუსაბამებთ 

(ი) აე) რ, ეს, მ, ყლ, 2...) 

მიმდევრობას (რომელიც ისევეა აგებული, როგორც ჩვენ § 3-ის მე-7 თეორე- 

მის მტკიცებაში მოვიქეცით), მივიღებთ ურთიერთცალსახა 'თანადობას L-სა და-· 

(0-ს შორის. 

თეორემა 8. ყველა 

(იც რძ რა...) 

სახის მიმდევრობათა 7 სიმრავლეს, სადაც ი: ერთმანეთი- 

საგან დამოუკიდებლად, 0 და 1-ის მნიშვნელობებს ღებუ-. 

ლობენ, ( სიმძლავრე აქეს. 

დამტკიცება. ვთქვათ, § წარბოადგენს I” სიმრავლის იმ მიმდევრო- 

ბათა სიმრავლეს, რომლებშიაც, რაიმე ადგილებიდან დაწყებული, ყველა ძ,. 

უდრის 1-ს. 5-ში შემავალ ყოველ (ი,,ძეიე,.-.) მიმდევრობას შეიძლება შევუსა- 

ბამოთ რიცხვი, რომლის დაშლას ორობითიწილადად წარმოადგენს 0,4,4,,ძ,...-; 

ეს “რიცხვი იქნება ან 1 ან + სახის რიცხვი (II =1,3,...,2"-–1), ამავე დროს- 

%



თანადობა §-სა და აღნიშნული სახის რიცხვთა სიმრავლეს. შორის, ცხადია, 
ურთიერთცალსახა იქნება, საიდანაც გამომდინარეობს, რომ- 5 თვლადი 

სიმრავლეა. 

მეორეს მხრიე, თუ #--5 სიმრავლის (ი,,თ;,ძე,...) მიმდევრობას. შევუსაჯ 

ბამებთ რიცხვს, რომლის დაშლას ორობითიწილადად 0,ი,ძეიე.. სახე აქვს, 

ჩეენ მივიღებთ ურთიერთცალსახა თანადობას 1--§5 სიმრავლესა და |0,1) ნა– 

ხევრადსეგმენტს შორის, საიდანაც გამომდინარეობს, რომ 1-5, და, მაშა– 

სადამე, 1” სიმრავლეს C სიმძლავრე აქვს. 

შედეგი. თუ 4 სიმრავლის ელემენტები განისაზღვრება 
თვლადი რაოდენობით აღებულ. ნიშნაკებით, რომელთაგან 

ყოველი, ერთმანეთისაგან დამოუკიდებლად, ორ მნიშენე- 

ლობას ღებულობს, მაშინ «- ს 2 სიმძლავრე აქეს. 

მართლაც, თუ „== '., კ «9:«ვე:--. და 

2) = / 
”I 

მაშინ იმისათვის, რომ >” და 1 სიმრავლეებს შორის ურთიერთცალსახა თა- 

ნადობა დავამყაროთ, საკმარისია, „ სიმრავლის ყოველ ელემენტს (თ,,რე,ძვ).-- ა 

მიმდევრობა შევუსაბამოთ, სადაც ყოველი თ, 0-ის ან 1-ის ტოლია, იმისდამი- 

ხედვით X=/ა თუ XL=1ML. 

V” § 5. სიმძლავტეთა შემატება 
ჩვენ ზემოთ ასეთი გამოთქმების შინაარსი განვსაზღვრეთ: „ორ სიმრავ- 

ლეს ერთნაირი სიმძლავრე აქეს%, „სიმრავლეს აქვს « სიმძლავრე“. ამგეარად, 

თუ ჩეენ რაიმე მსგავს გამოთქმებში შევხვდებით სიტყვას „სიმძლავრე"?, ვი- 

“ცით რას აღნიშნავს იგი, მაგრამ თავისთავად ეს ცნება ჩვენ განმარტებული 

არა გვაქვს. მაშ, რა არის სიმრავლის სიმძლავრე? - 

გ. კანტორი ცდილობდა სიმრავლის სიმძლავრის განმარტებას შემდეგი, 

ს საკმარისად ბუნდოვანი გამოთქმების, საშუალებით: 

კმოცემული 4 სიმრავლის სიმძლავრე ეწოდება იმ ზოგად იდეას, რო- 

მელიც დაგვრჩება ჩვენ, თუ ამ სიმრავლის წარმოდგენი დროს, მოვახდენთ 

განყენებას როგორც მისი ელემენტების ყველა თვისებებისაგან, ისე მათი 

რიგიდან". ამასთან დაკავშირებით, გ. კანტორი # სიმრავლის სიმძლავრეს 

აღნიშნავდა ' 

4 

სიმბოლოთი (ორი ხაზი–– „ორმაგი“ განყენება). 

ამჟამად სიმძლავრის ცნების კანტორისებური განმარტება არ ითვლება 

დამაკმაყოფილებლად (თუმცა აღნიშენა 4 მეტად მოხდენილი აღმოჩნდა), 

ზემოთმოყვანილი განმარტების ნაცვლად, მიღებულია შემდეგი ფორმალური 

განმარტება. 
განმარტება 1. ვ თქვათ,ყველა სიმრავლეები განაწილებულია 

კლასებად ისე, რომ ორი სიმრავლე ერთ კლასში მოთავსდე. 
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ზა მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც ისინი ეკვივალენ- 

ტური არიან შევუსაბამოთ სიმრავლეთა ყოველ კლასს 

რაიმე სიმბოლო და ვუწოდოთ მას ამ კლასის ნებისმიერი 

სიმრავლის სიმძლავრე. ამასთანავე, თუ რაიმე ,( სიმრავლის სიმძლავ– 

რე არის თ, სწერენ 

4=თ. 

ამდაგვარ განმარტებისას ცხადია რომ ეკვივალენტურ სიმრავლეებს. 

მართლაც ტოლი სიმძლავრეები აქვთ. თუ იმ კლასს, რომელიც შეიცავს ყვე- 

ლა ნატურალურ რიცხვთა M სიმრავლეს, შევუსაბამებთ ი სიმბოლოს, შეიძ- 

ლება ითქვას, რომ თვლად სიმრავლეს აქვს ძ სიმძლავრე. 

შემდეგ, C არის ის სიმბოლო, რომელიც შეესაბამება V=|(0,1) სიმრავ– 

ლის შემცველ კლასს და ამიტომ LV სიმრავლის ყველა ეკვივალენტურ სიმ- 

რავლეების შესახებ ჩეენ ვამბობდით, რომ მათ C სიმძლავრე აქვთ. 

მოვიყვანოთ 1 განმარტების გამოყენების კიდევ ერთი მაგალითი. ვთქვათ,. 

წლოი 

სიმრავლის შემცველ კლასს შევუსაბამეთ სიმბოლო „3პ". მაშინ შეიძლება. 

ითქვას, რომ „4 სიმრაელის ყოველ ეკვივალენტურ სიმრავლეს (ე. ი. უბრა- 

ლოდ რომ ვთქეათ, ნებსით სიმრავლეს სამ ელემენტისაგან) აქვს სიმძლავრე, 

3. ჩვენ ვხედავთ, რომ ცნება ელემენტების რაოდენობის შესაბებ, უფრო ზო- 

გადი ცნების-- სიმძლავრის კერძო შემთხვევას წარმოადგენს. 

დაბოლოს, 0 ცარიელი სიზრავლის სიმძლავრეა, 1––ნებისმიერი „ერთ- 

ელემენტიანი+" სიმრავლისა. 

გვაქვს რა, ამგვარად, სიმძლავრის ცნების განმარტება, ბუნებრივია 

დაისვას საკითხი სიმძლავრეთა შედარების შესახებ. 

განმარტება 9. ვთქვათ, 24 და 8 სიმრავლეებია, რომელთაც. 

სათანადოდ თ და ცტ სიმძლავრეები აქვთ: 

24= თ, ს= ჩ. 

თუ 1) / და 8 სიმრავლენი ეკვივალენტური არაა, მაგ- 

რამ21 ჯ სიმრავლეში არსებობს 4 .სიმრავლის ეკვივალენ- 

ტური #" ნაწილი, მაშინ ამბობენ, რომ 8 სიმრავლეს მეტი 

სიმძლავრე აქვს, ხოლო #4 სიმრავლეს –– ნაკლები სიმძლავ- 

რე, და სწერენ 

მაგალითად, თუ 

თ<8, ზ>თ. 

4= (თრცრეს:'-,რევ), 4=32, 

8= სს. ნას 8=49, 
წაშინ #4 არ არის –- 8, მაგრამ 4 –- 8", სადაც 28" =(V,,ხე,..--,ნაე) და ანიტოგ. 

32<49. 
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სავსებით ასევე, ყოველი ნატურალური რიცხვი ით ნაკლებია, ვიდრე ყო- 

ეელი სიმძლავრე ძ და «. 
დაბოლოს, თუ 

#=(1.2,3,...,, M=ი, 

LV = (0,1), ს =0%, 

მაშინ M არ არის –, V (იხ. თეორ. 1. § 4), მაგრამ M –- C7”, სადაც 

1 1 ·-I),,“,...:C9. / L!! | 2:37 )=ს 

ამიტომ 

0<%06. 

სავსებით ბუნებრივია დავსვათ საკითხი, არსებობს თუ არა სიმძლავრე, 

მოთავსებული #« და «ს შორის, ე. ი. ისეთი I სიმძლავრე, რომ 

ს ძ<(<4ი. 

ეს საკითხი ჯერ გადაწყვეტილი არ არის. თავის დროზე გ. კანტორმა 

გამოსთქვა აზრი, რომ ასეთი სიმძლავრეები არ არსებობს. ეს :აზრი ამჟამად 

„კონტინუუმის ჰიპოტეზის+“ სახელწოდებითაა ცნობილი. ამ საკითხის გარშე- 

მო დიდძალი ლიტერატურა არსებობს. 

სამაგიეროდ, ადეილი ასაგებია «-ზე მეტი სიმძლავრის სიმრაელეები. 

თეორემა 1. (0,1) სეგმენტზე მოცემული ყოველნაიოი ნა- 
მდვილი ფუნქციების # სიმრავლეს C-ზე მეტი სიმძლავრე 

აქეს. 

დამტკიცება. დავამტკიცოთ უპირველესად ყოვლისა, რომ # არ 

არის –+V, სადაც V=10,1|. 

დავუშვათ წინააღმდეგი, ვთქვათ, #-- და დ არის რაიმე 

ურთიერთცალსახა თანადობა /"-სა და C-ს ფორის, შევთანხმდეთ, რომ აღ- 

ვნიშნოთ /V/(X)-ით ის ფუნქცია # სიმრავლიდან, რომელიც დ თანადობაში 

/ C (0,1) რიცხეს შეესაბამება. დავუშვათ 

XV,X)= /V(ჯ. 
ეს არის სავსებით გარკვეული ორი ცვლადის ფუნქცია, რომელიც მო- 

ცემული 0<7<:1, 0<X<1 არეში. 
აღვნიშნოთ 

V(X)=/(ი7X)-L1- 
ეს ფუნქცია მოცემულია 0<:ჯ<:1-სათვის, ე. ი. +(X) C ს. მაგრამ, მაშინ 

დ თანადობაში V(X) ფუნქციას შეესაბამება რაღაც #CVC რიცხვი, ე. ი. 

%(X)=>/ა(ჯ), ანუ 
დ(2) = #L(ძეX)- 

სხვანაირად რომ ვთქვათ, |(|0,11-დან ყველა »ჯ-სათვის გვექნება 

X(CX,X)+ 1=7-%0ძ,ჯ). 
ეს კი შეუძლებელია, მაგალითად, ჯ=ძ-სათვის. 
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ამგვარად. მართლაც # არ არის –- V. მაგრამ თუ ჩვენ განვიხილავთ 

#"=(8)ი X+ძ (0<6<1) 
ფუნქციათა სიმრავლეს, რომელიც ნაწილია #-სა, დავინახავთ რომ #L%--, ს. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

განმარტება ჭ. |0,1) სეგმენტზე მოცემული ყველა ფუნქციათა # სიმრავ- 

ლის სიმძლავრე აღინიშნება / სიმბოლოთი. 

ამ სიმბოლოს დახმარებით 1 თეორემა შეიჰლება ასე ჩამოვაყალიბოთ: 

2</. 

არსებობენ თუ არა /-ზე მეტი სიმძლავრეები? თურმე ასეთი სიმძლავ- 

რეები არსებობენ. კიდევ მეტიც, ჩვე– ვაჩვენებთ, რომ ნებისმიერი სიმძლავრის, 

ყოველი სიმრავლისათვის შესაძლებელია უფრო მეტი სიმძლავრის სიმრავ- 

ლის აგება. 

თეორემა 35. ვთქეათ, M რაიმე სიმრავლეა. თუ # არის M# 

სიმრავლის ყველა ნაწილების სიმრავლე, მაშინ 

X> M. 

დამტკიცება. შევნიზნოთ, რომ IX სიმრავლის ელემენტებს წარმოად– 

გენენ M-ის ყველა ნაწილი, კერძოდ თვითონ M, ცარიელი 0 და M-ის ყველა 

ერთელემენტიანი ქვესიზრავლეები. 

ვაჩვენოთ, პირველად ყოვლისა, რომ 1 არ არის –- M. 

დაეუშვათ წინააღზდეგი. ვთქვათ, I –- M, და დ არის რაიმე ურთიერთ- 

ცალსახა თანადობა ამ სიმრავლეებს შორის, ყოველ # C M ელემენტს დ თა- 

ნადობის ძალით უპასუხებს 1-ს გარკვეული ელემენტი, რომელსაც) ჩვენ 

დ()-ით აღვნიშნავთ. ამავე დროს X-ს ყოველი ელემენტი ერთი და მხოლოდ 

ერთი ჯ! C M ელემენტის C(I)-ს წარმოადგენს. 

თ! C M ელეზენტს „კარგი, დავარქვათ, თუ 

”! C დ(), 

და დავარქვათ „ცუდი"-წინააღზმდეგ შემთხვევაში. ელემენტი, რომელიც დ 

თანადობაში თვით M სიმრავლეს უპასუხებს, „კარგი“ იქნება, ხოლო ელემენ- 

„ტი, რომელიც ცარიელ სიმრავლეს შეესაბამება, „ცუდი“ იქნება. ვთქვათ, § 

წარმოადგენს M-ის ყველა „ცუდი“ (და მხოლოდ „ცუდი“) ელემენტების სიმ- 
რავლეს. რადგან 5§C 1, ამიტომ დ თანადობაში 5-ს რაღაც ”I C M ელემენტა 

შეესაბამება 

5 = დ(წი): 

როგორია ეს MI. ელემენტი-–– „კარგია“ თუ „ცუდი“? დავუშვათ, რომ IM 

„კარგი“ ელემენტია. ეს იმას ნიშნავს, რომ 

XI C დ(იIა) = 5, 

და რადგანაც § მხოლოდ „ცუდი“ ელემენტებისაგან შედგება, ამიტომ MI) „ცუ– 

დია4ბ, რაც ეწინააღმდეგება დაშვებას. 

M4



ამგვარად, II, „ცუდი“ ელემენტია. მაგრამ' მაშინ 
, 

7Iე C თ(IIIე)= 5, 

ეს კი იმას ნიშნავს, რომ #, „კარგი, ელემენტია, ამგვარად, II, ელემენტი 

არც „კარგია“ და არც „ცუდი“, და რადგან ყოველი ელემენტი ან „კარგია“ 

ან „ცუდი", გამოდის. აბსურდული სიტუაცია რომელიც ააშკარავებს, რომ 

+ არ არის – M. 

მაგრამ, თუ #” არის VI სიმრავლის ყველა ერთელემენტიანი. ქვესიმრავ- 

ლეების სიმრავლე, მაშინ ცხადია IL". M, და რადგანაც #"V=7, თეორემა 

დამტკიცებულია. 
შენიშვნა. ვთქვათ, M#M წარმოადგენს / ელენტისაგან შემდგარ სასრული 

სიმრავლეს. მაშინ ” სიმრავლე 2" ელემენტს შეიცავს. მართლაც, 7” შეიცავს 

ერთცარიელ სიმრავლეს, «1 ერთელემენტიან სიმრავლეს, #,. ორელემენტიან 

სიმრავლეს და ა. შ. სულ #I-ში შევა 

1----'+ძრი-+...+- 6 =2" 

ელემენტი. აღენიშნავთ, რომ ეს შედეგი სწორია იმ შემთხვევებისათვისაც, 

როდესაც M ცარიელი (| = 0) სიმრავლეა, ან ერთელემენტიანი სიმრავლე 

(L=1), რადგანაც პირველ შემთხვევაში 70 შედგება ერთი ელემენტისაგან ––- 

M-საგან, ხოლო მეორე შემთხვევაში M#-სა და ცარიელი სიმრავლისაგან. 

ამასთან დაკავშირებით ბუნებრივია შეგდეგი განმარტების შემოღება. 

განმარტება 4. თუ M სიმრავლეს |L სიმძლავრე აქვს, ხოლო მისი ყეელა 

ნაწილების I სიმრავლის სიმძლავრე არის #«, მაშინ ამბობენ, რომ 

== 2, 

თეორემა 2 ნიშნავს, რომ 

2" >(L. 
ა» თეორემა 3. სამართლიანია შემდეგი ფორმულა 

2 = 29. 

დამტკიცება. ეთქვათ, 7 ნატურალური რიცხვების #V სიმრავლის ყვე–- 

ლა ნაწილების სიმრავლეა, ხოლო L-ყველა შემდეგი სახის მიმდევრობების 

სიმრავლე 0 

(თეცრეერვ):-.) = 1 

მაშინ (თეორემა 8, § 4) 

+= გრ, L= (. 

ავიღოთ ნებისმიერი M#VM C #” ელემენტი. V·# წარმოადგენს ნატურალური 

რიცხვების რაღაც სიმრავლეს. შევუსაბაბპოთ M-“+-ს (თ,;ძე,რე-..) მიმდევრობა 

შემდეგი წესის მიხედვით. თუ XC M%, მაშინ «-=1, ხოლო თუ #C MV#, მაშინ 

ძ.,=0. ცხადია, რომ ერთ პირობებში. მივიღებთ ურთიერთცალსახა თანადო- 

ბას I-სა და L-ს შორის, რაც ამტკიცებს თეორემას. 

%



მე-2 და მე-3 თეორემებიდან კვლავ გამომღინარეობს, რო? 

2>ძ. 

შემდეგ ორ თეორემას დიდი მნიშვნელობა აქვს. 

თეორემა 4. ვთქვათ, „== 7/#,. თუ #4, 4, მაშინ 

4,-/. 

დამტკიცება. ვთქვათ, დ წარმოადგენს რაიმე ურთიერთცალსახა თა- 

ნადობას 4-სა და „4-ს შორის. „7 სიმრავლის ყოველ ელემენტს ამ თანადო–- 

ბაში უპასუხებს „ე-ის რაღაც ელეზენტი. 

კერძოდ, #,ე სიმრავლის ის ელემენტები, რომლებიც 4, სიზრავლეს ელე- 

მენტებს შეესაბამებიან, ჰქმნიან გარკვეულ „ელ= 4, სიმრავლეს. 

ამგვარად, 27, ურთიერთცალსახა თანადობაში იმყოფება „/-სთან. მაგ- 

რამ 4:C/,, მაშასადამე, 4,-ის ის ელემენტები, რომლებიც ამ თანადობაში 

„4ე-ს უპასუხებენ, ჰქმნიან გარკვეულ „/,=,#. ქვესიმრავლეს. 

ახლა, რადგანაც „7 C #., და 4: და 2, კი ურთიერთცალსახა “თანადო- 

ბით არიან დაკავშირებული, შესაძლებელია 4,C 4, სიმრავლის შექმნა, რო- 

მელიც შედგება 4,-ის იმ ელემენტებისაგან, რომლებიც „ე-ს უპასუხებენ. 

ამ პროცესის გაგრძელებით, ჩვენ მივიღებთ სიმრავლეთა 

4=541=5 4ძკ=24ე= მკ) #,=.-.. 

მიმდევრობას, რომელიც ისეთია, რომ 

4 –-4., 

4 4 

“4ა-- 4. 

4ე– 4, 

ამასთანავე შევნიშნოთ, რომ საზართლიანია შემდეგი დამოკიდებულებებიც: 

#0–რმეარ4 4, 

40 –- 4-4 –- 4, 

წ ლლ ეთ ელი ო



რომლებიც პირდაპირ გამომდინარეობს „2, სიმრავლეთა განმარტებებიდან 1. 

დავუშვათ 

საM=44, 44.... 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ 

4=(4– 4,)+(4, – 4,)-+(4ე– -4)-+-L(C4 = 4ა+C4-4ა)+-- + 
    

= 

4254 |-4)+(4:-–4ე) “–4ე)+ (4:-– 4.)+(4,–. 4.)+-- .-+-7, 

ამასთან, თითოეული სტრიქონის ცალკეული შესაკრებები არ იკვეთებიან. 

()-ის ძალით, ერთნაირად ხაზგასმული შესაკრებები ორივე ჯამში ერთ- 
მანეთის ეკვივალენტურია. მაგრამ ამ ჯამების სხვა შესაკრებები წყვილ-წყილად 

იგიური არიან, საიდანა( გამომდინარეობს 4 და 4, -ის ეკვივალენტობა, 

თეორემა §. (ე შრედერი –ფ. ბერნშტეინი). ვთქვათ, 4 და 

8 ორი სიმრავლეა. თუ თითოეული მათგანი მეორის რაიმე 

ნაწილის ეკვივალენტურია, მაშინ ისინი ერთმანეთის ეკეი- 

ვალენტური არიან. | 

დამტკიცება. ვთქვათ, 

4-8", 8"C=#, 

სხ -- 4, 4ზC4. 

დავამყაროთ ურთიერთცალსახა თანადობა „8-სა და 4» სიმრავლეს შო- 

რის, ამ დროს, 4”-ის ის ელემენტები, რომლებიც #8?! სიმრავლის ელემენტე- 

ბის შესაბამი აღმოჩნდებიან, ჰქმნიან რაღაც „Iჯ"» სიმრავლეს. ცხალია, რომ 

4= 4ო= 41% და "4 – /%X (რადგანაც 4 –- 8", 8" -- 4"). აქედან, მე-4 თეო- 

რემის საფუძველზე, 4 –- 47, და რადგანაც 24” –- 8, ამიტომ 4-8. 

მე-4 და მე-5 თეორემებს აქვთ მთელი რიგი მნიშვნელოვანი შედეგებისა. 

შედეგი 1. თუ თ და 8 ორი სიმძლავრეა, მაშინ დამოკი-- 

დებულებანი 
' 2=83, თ<8, თ>32 

არათავსებადია. 

მართლაც, ის ფაქტი, რომ დამოკიდებულება თ=3 გამორიცხავს დანარ- 

ჩენ ორს, სავსებით აშკარაა. 

დავუშვათ ახლა, რომ ერთდროულად განხორციელდა ორივე თ <8ჩ და: 

თ>ზ დამოკიდებულება. ვთქვათ, რომ 4 და 8 ორი სიმრავლეა თ და ჩ. 
სიმძლავრეებით: 

–” ს 
II
 

" მკითხველის ყურადღებას მივაქცევთ იმ გარემოებაზე, რომ #X=#, 8%=8, #ტ%–--8, 
#--8 დამოკიდებულებებიდა§ნ ა რ გამომდიწარეობს, რომ #-–- 8?- 8 8». 
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“რადგან თ=თ<8, ამიტომ” 

1) -# და #8 არ არიან ეკვივალენტური; 
2) 4-8", სადაც 8"=წ. 

მაგრამ იქედან, რომ თ>8, გამომდინარეობს, რომ 

პ) 8-- 4“, სადაც 24"C 4. 

2) და 3)-დან გამომდინარეობს, რომ #-–-8, ეს კი ეწინააღმდეგება 1)-ს. 

შედეგი 3. თუ თ,მ,/--–სამი სიმძლავრეა და 

თ<8, ზ<7, 

'მაშინ 

თ<% 

ე. ი. დამოკიდებულება < ტოანზიტულია. 

მართლაც, თუ 4,#M,C სამი თ,),7 სიმძლავრის სიმრავლეა, მაშინ #–+8"C= წ, 

ს--C"CC, საიდანაც გამომდინარეობს, რომ 4--C'VM%=C, სადაც.C” არის 

C"-ს იმ ელემენტების სიმრავლე, რომლებიც „#-სა და C"-ს თანადობაში ,8"-ის 

ელემენტებს უპასუხებენ. 
დაგვრჩენია აღმოვაჩინოთ, რომ 

4 არ არის – C. 

მაგრამ რომ? ყოფილიყო #4-–-C, აღმოჩნდებოდა, რომ C“%--C, და მაშინ, 

მე-4 თეორემის თანახმად, ჩვენ გვექნებოდა, რომ C"-––+C, საიდანაც 8 -–C 

და 8=ჯ. 
შენიშვნა. უშუ ლოდ მე-2 განმარტებიდან გამომდინარეობს, 

რომ თუ 4--#8%C=78, მაშინ ან 4=71, ან 4<8. ! 

ამასთან დაკავშირებით 2#--8'C=ჩ დამოკიდებულებას ხშირად ასედაც 

სწერენ: 

ამ აღნიშვნის-· დახხარებით თეორემა 5 შეიძლება ასე ჩამოვაყალიბოთ: 

თუ თ>ს და თ<ჩ, მაშინ თ=8. 

თუ » და #ჯ ორი ნატურალური რიცხვია, მაშინ სამი დამოკიდებულებიდან 

11==11, 171< 1! 1) >71! 

ერთი (და მხოლოდ ერთი) აუცილებლად განხორციელებულია. XL თავში ჩვენ 

დავამტკიცებთ, რომ ორი ნებისმიერი თ და ზ სიმძლავრისათვის აგრეთეე აუ: 

ცილებლად განხორციელდება ერთერთი შედეგი სამი, ერთმანეთის გამომრი- 

ცხავი, დამოკიდებულებიდან 

თ=%, თ>L, თ<ჩ8. 

ამგვარ თვისების აღსანიშნავად ხმარობენ ტერმინს ტრიხოტომია. 

ვაჩვენოთ შრედერ-ბერნშტეინის თეორემის გამოყენება შემდეგ მაგალითზე. 

თეორემა 6, (0,1) სეგმენტზე მოცემულ ყველა უწყვეტ,ფუნ- 
ქციების 9 სიმრავლეს ი სიძლავრე აქვს. 
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“დ ამტკიცე ბა. ვთქვათ, «ა = (| 5)0 ++ 2). ცხადია, რომ «ძ"Cთ და. 

=> 

«#%=„/, საიდანაც გამომდინარეობს, რომ 

თ>- (1) 

დაჭვრჩენია ვაჩვენოთ, რომ 

დ <6. (2 

·ამ მიზნით აღვნიშნოთ #7-ით ყველა 

IM, ეMე:რევ. “1 

სახის მიმდევრობათა სიმრავლე, სადაც LI, ერთმანეთისაგან დამოუკიდებლად, . 

იღებენ ყველა ნამდვილ მნიშვნელობებს. § 4-ის მე-7 თეორემის ძალით M=+-. 
გადავნომროთ |0,1|) სეგმენტის ყველა რაციონალური რიცხვები 

ჩაწვა ვე... 

და ყოველ #(X)C დ ფუნქციას შევუსაბამოთ 

ი/ =L/ (წ), / (-:))/ (75)»---I 
მიმდევრობა. 

აშკარაა, რომ ძ,C I. ამავე დროს, თუ უწყვეტი /(+) და ჯ(X) ფუნქციე-- 
ბი არ არიან იგივურად ტოლი, მაშინ 

ი,#4ი: 

მართლაც, თუ ი,=ძ,, მაშინ ტოლობა 

X#(2)==(C) 
შესრულებული იქნებოდა |0,1) სეგმენტის ყოველი რაციონალური 

მნიშვნელობისათვის, აქედან ორივე ფუნქციის უწყვეტობის ძალით, მივილებ- 

დით, რომ ეს ტოლობა სამართლიანია (0,1) !ეგმენტის ყოველი ჯ-სათვის, და 

#VCთ), §() ფუნქციები იგივურად ტოლი იქნებოდენ. 
მაშასადამე, დ სიმრავლე ეკვივალენტურია II" =(0,) სიმრავლისა. რადგან 

IM" = 9 და 9M=C ამიტომ დამოკიდებულება (2)' დამტკიცებულია, და მასთან · 

თეორემაც. 

სავარჯიშო 1 თავისათვის 

1. დაამტკიცეთ, რომ მონოტონური ფუნქციის წყვეტის წერტილთა სი- 

მრავლე სასრულია ან თვლადი. 

2. დაამყარეთ ურთიერთცალსახა თანადობა (0,1)-სა და (|0,11-ს შორის. 

3. დაამტკიცეთ, რომ # =2“. 

4.თუ 4=8+C, 4=C მაშინ თუნდაც ერთ სიმრავლეს 8 და C სიმრავ- 

ლეებიდან აქვს C სიმძლავრე. დამტკიცება! 
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5. ვთქვათ,. /(X) ფუნქცია შემდეგი თვისებისაა: ყოველ ჯკ-ს შეესაბმმება 
ისეთი 6>0 რიცხვი, რომ როგორც კი შესრულდება |X-–-1)| <5 უტოლობა 

მივიღებთ შედეგად /(X)>/(X). დაამტკიცეთ, რომ /#(Xჯ) ფუნქციის მნიშვნე: 
ლობათა სიმრავლე სასრულია ან თვლადი. 

6. აჩვენეთ რომ § 3-ს, მე-4, მე-5, მე-6, მე-7 და § 4-ს, მე-3 და მე-4 

თეორემებში შესაძლებელია მოვიშოროთ პირობა იმის შესახებ, რომ შესაკრებ 

სიმრავლეებს საერთო ელემენტები არ პქონდეთ. 

7. დაამტკიცეთ ფორმულა 48–-C=(”74--C)(8+C). განაზოგადეთ იგი- 

8. ვთქვათ, 4,)4,,4ე,... სიმრავლეთა მიმდევრობაა. აღვნიშნოთ 4-თი იმ 

ელემენტების სიმრავლე, რომლებიც 4, სიმრავლეთა უსასრულო სიმრავლეს 

ეკუთვნიან, ხოლო „4-თი იმ ელემენტების სიმრავლე, რომლებიც არ ეკუთვნიან 

-4, სიმრავლეთა მხოლოდ სასრული რაოდენობას. დაამტკიცეთ, რომ



თავი II 

წერჭილოვანი სიმტავლეები 
ამ თავში ჩვენ შევისწავლით რიცვვითი წრფის წერტილთა სიმრაელეებს. 

ნამდვილ რიცხვთა მთელს სიმრავლეს ჩვენ 27 სიმბოლოთი აღვნიშნავთ. შეე–- 

ნიშნოთ, რომ ყველა ცნებებს, რომლებსაც ქვემოთ შეეხვდებით, როგორიცაა 

მაგალითად: „წერტილი“, „სეგმენტი“, „ინტერვალი“ და სხვა მისი მსგავსი, 

'ჩვენ წმინდა არითმეტიკული მნიშვნელობით ვხმარობთ; მაგალითად, როდი- 

საც ვიტყვით, რომ „წერტილი ”წ მდებარეობს ჯ წერტილზე უფრო მარჯენივ“, 

მხედველობაში გვექნება, რომ #>1. 

+ § 1. მეგტოვების წეტჭილი 

განმარტება 1. >» წერტილს წერტილოვანი # სიმრავლის 

დაგროვების წერტილი ეწოდება, თუ (ამ წერტილის ,შემ- 

ცველი ყოველი ინტერვალი შეიცავს ს სიმრავლის. ერთ 

წერტილს მაინყც, განსხვავებულს ჯ. წერტილისაგან. 

შენიშვნა: 1) თვითონ ჯა წერტილი შეიძლება ეკუთენოდეს და შეიძლება 

არც ეკუთვნოდეს ჯ სიმრავლეს. 

2) თუ ჯკ წერტილი ეკუთვნის #, სიმრავლეს, მაგრამ არ წარმოადგენს 

მისი დაგროვების წერტილს, მას #; სიმრავლის იზოლირებული წერტი– 

ლი ეწოდება. 
3) თუ ჯე წარმოადგენს დაგროვების წერტილს #” სიმრავლისათვის, მა–- 

შინ ამ წერტილის შემცველი ყოველი (თ,მ) ინტერვალი ს სიმრავლის წერ– 

ტილთა უსასრულო სიმრავლეს შეიცავს. 

დავამტკიცოთ ეს უკანასკნელი შენიშვნა. დავუშვათ წინააღმდეგი, ვთქვათ, 

ჯა წერტილის შემცველი ინტერვალი (თ,ჩ) შეიცავს 6 ,სიზრავლის წერტილებს 
მხოლოდ სასრული რაოდენობით. #.(თ,§) სიმრავლის, ჯე:-საგან განსხვავებული 

წერტილები იყოს წ6,,6.)--ცნი-· დავარქვათ 8 უმცირეს რიცხვს შემდეგ დადებით 

რიცხეს შორის: 

|(ა–– ს |2ი--ნას--, |ი–- ნის Xა-Cთ, 8-–-Xი, 

და განვიხილოთ (ჯ---6, Xა+-მ) ინტერვალი. მასში არ მოხვდება არე ერთი 

ნ.(:=1,2,...1) წერტილი, და რადგანაც 

(წ=ე–-9, X)-L2) C (თ, 8), 
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ინტერვალი (ჯე––6,ჯა-1-6), საზოგადოდ, არ შეიცავს #/> სიმრავლის :;-საგან გან- 

სხვავებულ წერტილებს, ეს კი ეწინააღმდეგება იმ გარემოებას, რომ ჯე დაგ-. 

როვების წერტილია § სიმრავლისა. 

დაგროვების წერტილის ცნებას შეიძლება მივუდგეთ სხვ. თვალსაზრი- 

სით. ამ მიზნით შემოვიღოთ 

განმარტება პ. ჯა წერტილს # სიმრავლის ზღვაორითი წერ- 

ტილი ეწოდება, თუ ამ (სიმრავლიდან რმეიძლება გამოვყოთ. 

ერთმანეთისაგან განსხვავებულ წერტილთა ისეთი მიზ- 

დევრობა 

27ვებვე)ვ)'." 

რომ 
2%ე = )Iი 2. 

ჯ–+ია 

ვაჩვენოთ ზღვარითი წერტილის და დაგროვების წერტილის ტოლფასობა.. 

თეორემა 1. თუ XX. წარმოადგენს სიმრავლის დაგროვე- 

ბის წერტილს, მაშინ იგი # სიმრავლის ზღვარითი წერტი- 

ლია, და პირიქით. ' . 

დამტკიცება. ის გარემოება, რომ სიმრავლის ყოგელი ზღვარითი: 

წერტილი ამ სიმრავლის დაგროვების წერტილსაც წარმოადგენს –– სავსებით. 

აშკარაა. 

პირიქით, ვთქეათ, ჯ, წარმოადგენს ს-ს დაგროვების წერტილს. ავარ– 

ჩიოთ (ჯ--1, X-+1) ინტერვალში », C L წერტილი, რომელიც განსხვავდება 

ჯ)-საგან, შემდეგ 6 –_ - X + +) ინტერვალში ავირჩიოთ ჯე-სა და. 

ჯ,-საგან განსხვავებული წერტილი ჯX, C # და ა. შ. 

პროცესის ი-ურ საფეხურზე ვარჩევთ C =C ე) 1: + 1 ინტერვა- 
(კ ” 

ლიდან Xჯ, C 8 წერტილს, რომელიც განსხვავდება X,«,)2%,,.-.Xი-ჯ წერტილე- 

ბისაგან. 

ამის შედეგად, » სიმრავლიდან ამორჩეულია IX) მიმდევრობა, რომლი- 

სათვისაც, აშკარაა, გვექნება 
110 X„=- წი 

”>Cთ 

ე. ი- 7 არის ჯ-ს ზღვარითი წერტილი, 

თეორემა 2, (ბ ბოლცანო–კ. ვეიერშტრასი). ყოველ უსა- 

სრულო შემოსაზღვრულ #7 სიმრავლეს აქვს ერთი მაინც, 

დაგროვების წერტილი (რომელიც, შესაძლებელია, არც 

კი ეკუთვნოდეს #-ს). 
დამტკიცება. რადგანაც # სიმრავლე შემოსაზღვრულია, ამიტომ 

შესაძლებელია დავასახელოთ მისი შემცველი სეგმენტი (9,V|. 

აღენიზნოთ 
ი+ხ 
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და განვიხილოთ (#,:) და I2,ს) სეგმენტები. არ შეიძლება აღმოჩნდეს, რომ 
ორივე მათგანი შეიცავს # სიმრავლის წერტილთა მხოლოდ სასრულ რაოდე- 

ნობას, რადგან ასეთ შემთხვევაში თვით # სიმრავლეც მხოლოდ სასრული 

იქნებოდა. მაშასადამე, ერთერთი სეგმენტი მაინც შეიცავს #-ს წერტილთა 

უსასრულო სიმრავლეს. დავარქვათ მას (ი,,ს,) (თუ ორივე Iით,20) და IC,ხ) სეგ- 
მენტი შეიცავს ს-ს წერტილთა უსასრულო სიმრავლეს, მაშინ (ი,,0,) დავა- 

რქვათ .მხოლოდ ერთ მათგანს, რომელს–– სულ ერთია), აღენიშნოთ 

_ 4«,+ს, 
C, = 

2 

და დავარქვათ («,,ს,) იმას-Iი,,C,) და IC,0,1 სეგმენტებისაგან რომელშიდაც 
# სიმრავლის წერტილთა უსასრულო სიმრავლეა მოთავსებული (მისი არსე- 

ბობა ისევე მტკიცდება, როგორც ზემოთ). 
ამ პროცესის გაგრძელებით ჩვენ ერთმანეთში ჩადებული სეგმენტების 

LC,ხ| = |ი,;M) = Iრი,ჩე1 = ·-- 

უსასრულო მიმდევრობას ავაგებთ, ისე რომ ყოველი სეგმენტი #-ს წერტილ- 

თა უსასრულო სიმრავლეს შეიცავს. 

რადგანაც 

ხ–-ი 
ხსა–-ია = 
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ამიტომ IიI,,სი| სეგზენტის სიგრძე V-ის ზრდასთან ერთად მიისწრაფვის ნუ- 

ლისაკენ, და, ზღვართა თეორიის ცნობილი თეორემის მიხედვით, არსებობს 

ყველა (|ძ«,,ხი) სეგმენტებისათვის საერთო ისეთი «ს წერტილი, რომ 

1IIნი ძი = 1II ს, = 2:ე- 
ჯ>თ »XI->თ 

ვაჩვენოთ, რომ ჯა წარმოადგენს სიმრავლის დაგროვების წერტილს. 

ამისათვის ავიღოთ +. წერტილის შემცველი ნებისმიერი (თ,მ) ინტერვალი. 

აშკარაა, რომ თუ # საკზარისად დიდია, მაშინ 

(რი,ხი) -– (თ,8), 

ისე რომ (თ,8)-ში მოთავსებულია ს-ს წერტილთა უსასრულო სიზოავლე, საი- 

დანაც გამომდინარეობს თეორემის სამართლიანობა. 

შევნიშნოთ, რომ 8 სიმრავლის შემოსაზღვოულობის პირობის უგულ- 

ქელყოფამ შეიძლება გამოიწვიოს თეორემის სამართლიანობის დარღეევა. მა– 

გალითისათვის შეიძლება ავიღოთ ყველა ნატურალური რიცხვთა M სიმრაევ- 

ლე. ის უსასრულოა, მაგრამ არა აქვს არც ერთი დაგროვების წერტილი. 

გამოყენებებში ხშირად სასარგებლოა ბალცანო-ვეირშტრასის თეორე- 

მის სხვა სახე, რომელშიაც საჟმე ეხება არა სიმრავლეებს, არამედ რი- 

ცხვით მიმდევრობებს. 

ჩვენ ვამბობთ, რომ მოცემული გვაქვს რიცხვითი მიმდევრობა 

2?ექესწვე...) ო) 

3. ნატანსონი ვ3



თუ ყოველ »-ს ეთანადება რიცხვი ჯ,; ამასთან, მიმდევრობის სხვადასხვა წევ- 

რები შესაძლებელია ერთმანეთის ტოლი იყოს. ასეთია, მაგალითად, მიმდევ- 

რობა 

0,1,0,1,0,1,... 
თუ მას განვიხილავთ როგორც წერტილოეან სიმრაელეს, ის სასრული 

იქნება, რადგან მხოლოდ ორი 0 და 1 ელემენტებისაგან შედგება, როგორც 

მიმდევრობა კი ის უსასრულოა. 

(') მიმდევრობას შემოსაზღვრული ეწოდება, თუ არსებობს ისეთი 

# რიცხვი, რომ ყოველი „-სათვის ადგიღი პქონდეს უტოლობას: 

IX» < I. 

ბოლცანო-ვეიერშტრასის თეორემის ზემოაღნიშნული ფორმა 

ასეთია: 

თეორემა 3». ყოველ შემოსაზღვრულ მიმდევრობიდან 

მევ ვვ7ეჯ... ო 

შესაძლებელია ამოვარჩიოთ კრებადი ქვემიმდევრობა 

“იკ 2ბიეშიე3:.. (?7ე <-7Iე <= ე < «.-) 

დამტკიცება. განვიხილოთ (9) მიმდევრობის წევრთა სიმრავლე. თუ 
ეს სიზრავლე სასრულია, მაშინ მისი ერთერთი წერტილი (") მიმდევრობაში 

უსასრულოდ ხპირად გეხედება. ვთქვათ, ეს წერტილი არის ნწ და ვიგულის- 

სქოთ, რომ 

ჯ»ე== 29 == Xიგ= -..=6, 

მაშინ (X.-, | სახიებელი მიმდევრობაა. 

თუ კი აღნიშნული სიზრავლე უსასრულოა, მისთვის გამოიყენება ბოლ- 

ცანო-ვეიერშტრასის თეორემა. ვთქვათ, ჯ, არის სიმრავლის დაგროვების 

წერტილი: მაშინ /:-დან გამოიყოფა 

მეთძოთვექრივე..'; (5) 

მიმდევრობა, რომელიც ჯე-საკენ იკრიბება, ამასთან, მისი ყველა წევრი და 
მით უფრო მათი ინდექსები #I,,IIვ,ე,-.. სხვადასხვა რიცხვებია. 

დავუშვათ »,=7#, და დავარქვათ აუ, იმ პირველ რიცხვს 1ი,,Mე ვე. -.-ს 

შორის, რომელიც მეტი აღმოჩნდება, ვიდრე M, შემდეგ, დავარქვათ #, იმ 

რიცხეს ბათ შორის, რომელიც მეტი აღმოჩნდება ვიდრე #I, და ა. შ. შედე–- 

გად მივიღებთ · 

2იკაწოვე2ნთევ,... 

მიმდევრობას ზრდადი ინდექსებით. რამდენადაც ეს მიმდევრობა ნაწილია 

(45-სა, ავიტომ (ცხადია, რომ 

110 %, == 7. 

თ 

თეორემა დამტკიცებულია. 
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V”§ 2. ჩაკეჭილი სიმრავლეები 
შმეძოვიღოთ მთელი რიგი განმარტებებისა, რომლებიც მპიდროდ არიან 

დაკავშირებული დაგროეების წერტილის ცნებასთან. 

განმარტებანი. ვთქვათ, /: წერტილოვანი სიმრავლეა. 

1. სიმრავლის ყველა დაგროვების წერტილთა სიზორავ- 

ლეს #-სათვის წარმოებული სიმრავლე ეწოდება, და აღი- 

ნიშნება L”-ით. 

9. თუ L#CX, მაშინ 7-ს ჩაკეტილი სიმრავლე ჰქვია. 

ვ. თუ CL, მაშინ სიმრავლეს თავისთავში მკვრივი 

ეწოდება. 
4 თუ L=#, მაშინ სიმრავლეს სრულყოფილი პქვია. 

§. #-I- #6“ სიმრავლეს, I სიმრავლისათვის ჩაკეტვა ეწო- 

დება და ”-ით აღინიშნება. 

_ ამგვარად, სიმრავლეს ჩაკეტილი ეწ -დება, თუ ის ყველა თაეის დაგროვების 

წერტილს შეიცავს, თავისთავში მკვოივი სიმრავლე მოკლებულია იზოლი- 

რებულ წერტილებს სრულყოფილი სიმრავლე ჩაკეტილი და თავისთავში 
მკვრივია. _–_ – 

· გავამუქოთ მაგალითებზე მოცემული განმარტებანი. 

მაგალითები 

1. 5= ს, + , ათა ო ლლ, იაა L # =(0). სიმრავლე არც ჩაკეტილია 
. 8 - 

და არც მკვრავია თავისთავში. 

2. =(ძ,სხ), C =L02,ხ). სიმრავლე მკვრივია თავისთავში, მაგრამ არაა 

ჩაკეტილი. 

3. 1:=|V,ს), 8" =IVთს). სიმრავლე სრულყოფილია. 

4. L1=2, L=72, ე. ი. ყველა ნამდვილი რიცხვების სიმრავლე სრულ- 

ყკოფილია. 

5. = დ, -- , – ვ ლე, L =|10) სიმრაელე ჩაკეტილია, მაგრამ 
7” 

არაა თავისთავში მკვრივი. 

6. -=X (ყველა რაციონალური რიცხვების სიმრავლე) "= 7, სიმრავლე 

"თავისთავში მკვრივია, მაგრამ არაა ჩაკეტილი. 

7. წ=0, სL=0, ე. ი. ცარიელი სიმრავლე სრულყოფილია. 

8. 8-–- სასრული სიმრავლეა, #'=0, ე. ი. სასსრული სიმრავლე ჩაკეტი– 

ლია, მაგრამ არაა მკვრივი თავისთავში. 

ქვემოთ ჩვენ გავეცნობით ჩაკეტილ და სრულყოფილ სიმრავლეების · 

უფრო რთულ და საინტერესო მაგალითებს. 
თეორემა .1. ნებისმიერი წერტილოვანი #» სიმრავლის 

წარმოებული # სიმრავლე ჩაკეტილია. : 

დამტკიცება. თეორემა ტრივიალურია, თუ #ჯ" ცარიელია. ეთქვათ, 

ნ ცარიელი არაა და ჯე არის მისი დაგროვების წერტილი. 
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ავიღოთ ჯეის შემცველი ნებისმიერი (თ,8მ) ინტერვალი. დაგროვების წერ- 

ტილის განმარტების მიხედვით, ამ ინტერვალში მოიძებნება წერტილი ღC ნ - 

მაშასადამე, (თ,8) არის გამოსავალ სიმრავლის დაგროვების წერტილის შე- 

მცველი ინტერვალი (ნახ. 5), და ამიტომ იგი # სიმრავლის წერტილთა: უსა- 

სრულო სიმრავლეს შეიცავს. ს , 

ამგვარად, ჯა წერტილის შემცველი ყოველი ინტერვალი, #-ს წერტილ- 
თა უსასრულო სიმრავლეს შეიცავს,-ასე 

თC- ! | ) რომ X 8 სიმრავლის დაგროვების 
=> » ”ჯ ჩ წერტილია, სხვანაირად, 41: C #”. ამგვა– 

რად, )” სიმრავლე შეიცავს ყველა თა- 

ნახ, 5 ვის დაგროვების წერტილს და, “მა-. 

შასადამე, ჩაკეტილია, 

თეორემა 9. თუ 4C8, მაშინ 4'=/'. 
ეს ფაქტი აშკარაა. 

თეორემა 3. სამართლიანია ფორმულა 

/ , უელ, ი. 
(4-L8) =41' -+ჩ'. ჯ„ 

დამტკიცებ,იკ. ჩართვა სა ო“ 

+ +-8C(4+3' 
გამომდინარეობს მე-2 თეორემიდან. დავამტკიცოთ შებრუნებული ჩართვა 

(4-- 8) C 4“-L ჩ'.. (-)' 
– “” 

ვთქვათ, XაC 4-8". . + 
ე: რადგან X#C4' ამიტომ. არსებობს ისეთი ჯე-ის შემცველი (თ,,ჩ,) ინტერ– 

ვალი, რომელშიაც არ არის 4 „სიმრავლის არც ერთი წერტილი, გარდა შე-- 
საძლებელია, თვით ჯე წერტილისა, ბმავე მოსაზრებებით, არსებობს ისეთი: 

(თ,.ჩე) ინტერვალი, რომ / 

«ე 6 (დ5;8,) · 
მაგრამ I8თ,,8,) სიმრავლე ან ცარიელია, ან მხოლოდ. Xა, წერტილისაგან შედ– 

გება. თუ აღვნიშნავთ 

7 =1ი081ICთ,,Cთე1, IL= აიIM(2,,8,), 
' 

მივიღებთ ისეთ (C2,I) ინტერვალს, რომელიც შეიცავს +: წერტილს, მაგრამ- 

არ შეიცავს 4-+8 სიმრავლის არც ერთს «ა-საგან განსხვავებულ წერტილს. 

ეს იმის მაჩვენებელია, რომ · 

#-C(4+ 8)”, , 

საიდანაც გამომდინარეობს (5) ჩართვა. თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი 1. ნებისმიერი L სიმრავლის # ჩაკეტვა ჩაკეტი-. 
ლია, მართლაც, 

თ'=C6+5I=8+()C8--6'- 6'C>. 
ან



შედეგი 9. იმისათვის რომ სიმრავლე ნაკეტილი იყოს, 
ბუცილებელია და საკმარ«სი, რომ იგი ემთხვეოდეს თავის 

–“აკეტვას: 

#=ჯ. 
ამ პირობის საკმარისობა წინა შედეგიდან გამომდინარეობს. შებრუნე– 

ბით, ვთქვათ, სიმრავლე ჩაკეტილია, მაშინ 

#7=ს-+=სC=X, 
საიდანაც გამომდინარეობს, რომ /#=ჯ#. 

შემდეგი თეორემა აგრეთვე მე-3 თეორემიდან გამომდინარეობს: 

თეორემა 4. სასრული რაოდენობით აღებულ ჩაკეტილისი- 

მოავლეების ჯამი ჩაკეტილი სიმრავლეა. 

დამტკიცება. ჯერ ორი შესაკრები სიმრავლის შემთხვეეა განვი- 

ხილოთ კა = , 

დთდ=#,-LV#... 

მე-3 თეორემის ძალით, გვაქეს 

დ'=#/),'-L XL, 

მაგრამ, რადგან #, = #, #. =#,, ამიტომ 

თძ'= თ, 

საიდანაც გამომდინარეობს თეორემა. 

ზოგადი შემთხვევა მათემატიკური ,ინდუქციის ხერხით ამოიწურება. 

შენიშვნა. ჩაკეტილ სიმრავლეთა უსასრულო სიმრავლის 

ჯამი შესაძლოა არც იყოს ჩაკეტილი სიმრაელე- 

მართლაც, ვთქვათ მაგალითისათვის, 

#ჩია = |, | (, == 1,2,3,.,.), 
LV 

ჰაშინ ყველა #. ჩაკეტილია, მაგრამ მათი ჯამი 

V 

დი : 

2, L =(9,1) 

# =1 
არ არის ჩაკეტილი. 

ჩაკეტილ სიმრავლეთა თანაკვეთისათვის სამართლიანია შემდეგი 

თეორემა ნ. ჩაკეტილ სიმრავლეთა ნებისმიერი სიმრავ- 

ლის თანაკვეთა ჩაკეტილი სიმრავლეა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, ჩაკეტილი ”- სიმრავლეები განსხვავებული» 

ერთმანეთისაგან § ნიშნაკით, რომელიც რაიმე სიმრავლის მნიშვნელობებს 

ღებულობს, და 

«- წ 
არის მათი რჩანაკეეთა- დ 
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მაშინ თ=#/ს ყოველი წ-სათვი, საიდანაც გამომდინარეობს, როზ 

4”C #V და, მით უფრო, დ C=X#V · რადგანაც ეს სამართლიანია ყოველი წ-სა- 

თ'C=IIIXL, 
დ 

ე- ი. 9V/C4%, რის დამტკიცებაც გვინდოდა, 

ლემა. ვთქვათ, 8 სიმრავლე შემოსაზ ღვრულია ზემოდან 

(ქვემოდან) და 8=5სი ნ (თ=)0/X), მაშინ 

ზCL (თ«CX. 

დამტკიცება. თუ 8 CX#, მით უფრო გეექნება 8 C #. დავუშვათ, როგ 

8C#. რადგან, ყოველი 6>0-სათვის არსებობს ისეთი XC ს, რომ X>8--,. 

ამიტომ 8-ს შემცველი ნებისმიერი ინტერვალი შეიცავს ნ სიმრავლის წერტი- 

ლებსაც, რომლებიც, ცხადია, განსხვავდებიან ჩ-საგან; რადგანაც 8C #. მაშა- 

სადამე, 8 წარმოადგენს სიმრავლის დაგროვების წერტილს და, მაშასადა- 

მე, ზ C 5 = 5. ამგვარად, 8 C წ ყოველთვის. 
თეორემა 6. ზემოდან (ქვემოდან) შემოსაზღვრულ ჩაკეტილ #” 

სიმრავლეში არსებობს ყჭელაზედ უფრო მარჯვენა (მარცხე- 

ნა) წერტილი. 
მართლაც, ეთქვათ 8=ჯს/ /'. მაზინ 

3C#=7". 
განმარტება 6. ვთქვათ, L წერტილოვანი სიმრავლეა, ხო- 

ლო %-- ინტერვალების რაღაც სისტემა. თუ ყოველი XCX#-სა- 

თვის არსებობს ისეთი 6CM რომ 

XC, 

თვის, ამიტომ 

ამბობენ, რომ სიმრავლე დაფარულია ინტერვალთა 7». 

სისტემით. 

თეორემა ? (ე. ბორელი). თუ ჩაკეტილი, შემოსაზღვრული 
# სიმრავლე დაფარულია ინტერვალთა უსასრულო MX სის- 

ტემით, მაშინ ამ უკანასკნელიდან შეიძლება ამოვარჩიოთ 

ისეთი სასრული სისტემა XI", რომელიც აგრეთვე ფარავს 

# სიმრავლეს. 

დამტკიცება. თეორემა დავამტკიცოთ წინააღმდეგის დაშვებით. ვი- 

გულისხმოთ, რომ XM-დან არ შეიძლება ინტერვალთა რაიმე ისეთი სას- 

რული სისტემის ამორჩევა, რომელიც დაფარავს X-ს (აქედან, სხვათა შორის,. 

გამომდინარეობს, რომ # სიმრავლე უსასრულოა). 

მოვათავსოთ # რაიმე სეგმენტში |«,ი) (რაც შესაძლებელია, რადგანაც 

# შემოსაზღვრულია) და აღენიშნოთ 

6 5=   
ი+ხ 
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შეუძლებელია, რო3 I.Iი,2) ღა 7#.I, ს) სიმრავლეებიდან ორივეს დაფარვა 

შეიძლებოდეს VI სისტემის ინტერვალთა სასრული რაოდენობით, რადგან 

ასეთ შემთხვევაში მთელი # სიმრავლე დაიფარებოდღა ინტერეალთა სასრული 

რაოდენობით. მაშასადამე, ერთერთი სეგმენტი მაინც (4,2) და LC6)-საგან შეი- 

ცავს I-ის ისეთ ნაწილს, რომელიც არ შეიძლება დაიფაროს XI სისტემის 
სასრული ნაწილით. დავარქვათ §V,,ს,) იმ სეგმენტს მათ შორის, რომელიც 

X-ის ასეთ ნაწილს შეიცავს. ამასთანავე, თუ ორიეე სეგმენტი |ი,ი| და || 

შეიცავს # სიმრავლის ისეთ ნაწილს, რომლის დაფარვა არ შეიძლება XL სის- 

ტემის სასრული ნაწილით, მაშინ (2,ხ,)-ით აღვნიშნოთ მხოლოდ ეროი რომე- 

ლიმე მათგანი, სახელდობრ რომელი – სულერთია. ცხადია, ,რომ /"'.(«,,ს,) 

სიმრავლე უსასრულოა. 

აღენიმნოთ ახლა 

ი.= ი Lხ. 

2 

და დავარქვათ |ი,,ჩა) იმ სეგმენტს (CC) და |IC,,ს,)1-დან რომელიც შეიცავს 
# სიმრავლის ისეთ ნაწილს, რობლის დაფარვა არ შეიძლება 9 სისტემის ინ- 

ტერვალთა სასრული რაოდენობით; იმაში, რომ (ით,,ი,) და |C,ს,) სეგმენტები- 

დან ერთი მაინც ასეთი თვისებისაა, ჩვენ დავრწმუნდებით ისევე, როგორც ზე– 

მოთ (თუ ორივე სეგმენტს აქვს აღნიშნული თვისება, მაშინ (ი.,ჩე)-ით აღენიშ- 
ნავთ მხოლოდ ერთ მათგანს). 

ამ პროცესის გაგრძელებით, ჩვენ ავაგებთ ჩადებული სეგმენ ვების 

(0,ს)= (იკ,)Mკ)= (ი,ეჩა1= ·.. 

მიმდევრობას, რომელთაც ის თვისება აქვთ, რომ არც ერთი 

#.Iძა,ხას (#5 1,2,3,...) 

სიმრაელე არ შეიძლება დაფარულ იქნას I სისტემის ინტერვალების სასრუ- 
ლი რაოდენობით (და, მაშასადამე, ყოველი ეს სიმრავლე უსასრულოა). 

რადგან Iი„,ს.) სეგმენტის სიგრძე 29“ -ის ტოლია, რომელიც #-ის ზრდა- 

სთან ერთად ნულისაკენ მიისწრაფვის, არსებობს ამ სეგმენტებისათვის საერ- 

თო ისეთი 1, წერტილი, რომ 

1100 თ„ = 11I0 ნ, = ჯე. 
>-დთ M->0ლ: 

ვაჩვენოთ, რომ ჯა ეკუთვნის ჩვენს »# სიმრავლეს. ამ მიზნით /“-(ი,ნ,) 
სიმრავლეში ამოვარჩიოთ », წერტილი, შემდეგ 7"Iი,,ს)) (უსასრულო) სიმჭრაე- 

ლეში ამოვარჩიოთ ;,, განსხვავებული «,-საგან, შემდეგ #-Iთ.,ხე)-ში ამოვარ- 

ჩიოთ ჯ- წერტილი, განსხვავებული X, დს ჩჯ,-საგან და ა. შ. 

ამის შედეგად, ჩვენ მივიღებთ 7” სიმ? მრავლის სხვადასხვა წერტილების 

შ/ვა2ავშწევ... 
მიმდევრობას, ამასთანავე 

მი: ჯია< ხი. 

ა



მაგრამ მაშინ აშკარაა, რომ 
პ:ე==1IIი Xი. 

7/1->C5 

ასე რომ ჯე # სიმრავლის ზღვარითი წერტილია. 

მაგრამ # ხომ ჩაკეტილი სიმრავლეა, მაშასადამე, მართლაც 

% C #. 

ახლა უკვე ადვილია მტკიცების დასრულება. რადგან %I სისტემა ფარავს 

7# სიმრავლეს, ამიტომ ამ სისტემაში მოიძებნება ისეთი ბა ინტერვალი, რომ 

2: C მე- 

თუ # საკმარისად დიდია, აშკარაა (ნახ. 6), რომ 

Iი„,ხ»)ლ–ბა, 

და მით უფრო 

L.Iი„ახ„)ლ–მბა, 

ი, » ე. ი. სიმრავლე 16 ხი) დაფა– 

I აგ რულია % სისტემის ერთი ინ- 

“
+
 , - 

X ტერვალით, ეს კი ეწინააღმდეგე– 
ბა თვითონ განმარტებას (ი.ა) 

ნახ: 6. სეგმენტისა, რაც ამტკიცებს თეო- 

რემას. 

შენიშვნა, ბორელის თეორემა ძალას პკარგავს, თუ მო- 

ვიცილებთ შემოსაზღვრულობის ან ჩაკეტილობის პირო- 

ბას # სიმრავლისათვის, 

მართლაც, განვიხილოთ, მაგალითად, ყველა ნატურალურ რიცხეთა MM 

სიმრავლე. იგი ჩაკეტილია (რადგანაც M'=0), მაგრამ არაა შემოსაზღერული- 

განვიხილოთ, ყველა 

1 1 
("--, ++) C თ 

სახის ინტერვალების სისტემა 9, რომელიც ფარავს M#-ს. რადგანაც ამ სის- 

ტემის ყოველი ინტერვალი MV სიმრავლის მხოლოდ თითო წერტილს ფარავს, 

ამიტომ ცხადია, რომ ამ სისტემის არავითარ სასრულ ნაწილს არ შეუძლია 

უსასრულო M სიზრავლის დაფარვა. ამგვარად, შემოსაზღვრულობის პი- 

რობა აოსებითია. 

მეორე მაგალითის სახით განვიხილოთ ყველა –-- - სახის რიცხვების სი- 

მრავლე: 

ეს სიმრავლე შემოსაზღვრულია, მაგრამ არაა ჩაკეტილი. 
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ყოველი _1 წერტილის მახლობლად ავაგოთ ინტერვალი მ.,, რომელიც) 
”ჯ 

“შეიცავს ამ წერტილს, მაგრამ, რომელიც იმდენად მცირეა, რომ არ შეიცავს 

-# სიმრავლის სხვა წერტილებს, და ამ ინტერვალების სისტემას დავარქვათ 

“XI. ცხადია, რომ VI სისტემა ფარავს L სიმრავლეს, მაგრამ იგივე გმოსაზრე- 

·ბანი, რაც წინა მაგალითში, გვიჩვენებენ, რომ # არ იფარება V-ს არავითა- 

რი სასრული ნაწილით. მაშასადამე, ჩაკეტილობის პირობა აგრეთვე არსებითია. 

პარაგრაფის დასასრულს აღენიშნოთ ჩაკეტილი სიმრავლის კიდევ ერთი 

-თვისება, რომლის გამოყენებასაც შეეძლო რამდენადმე შეემოკლებინა ბორელის 

თეორემის დამტკიცება. 

თეორემა 8. ეთქვათ, # ჩაკეტილი სიმრავლეა და 

2:1ვXეა2Xე... ო 

წარმოადგენს #-ის წერტილთა მიმდვრობას. თუ 

110) + = 2) 
#->C6 

მაშინ %ე C #-. ი 

მართლაც, თუ (”) მიმდევრობა განსხვავებული წერტილების უსასრულო 

სიმრავლეს შეიცავს, მაშინ ჯე არის #-ის ზღვარითი წერტილი, და Lე C #, თუ 

კი (-) მიმდევრობაში მხოლოდ სასრული რაოდენობაა განსხვავებული წერტი- 

ლებისა, მაშინ, როგორც ადვილი მისახვედრია, მიმდევრობის ყველა წევრი 

რომელიღაც მათგანიდან დაწყებული, დაემთხვევიან ჯა-ს და Xა C #. 

MV/ § ვ. შიგა წეტჭიდები ეა ღია სიმრავლეები 

განმარტება 1. ჯ წერტილს # სიმრავლის შიგა წერტილი 

ეწოდება, თუ არსებობს ამ წერტილის შემცველი ისეთი 

(თ,ნწ) ინტერვალი, რომელიც მთლიანად # სიმრავლეში შედის. 

თვით განმარტებიდან ჩანს, რომ #7 სიმრავლის შიგა წერტილი ეკუ- 

თვნის ამ სიმრავლეს. 

განმარტება 9. » სიმრავლეს ღია სიმრავლე ეწოდება, თუ 

ყოველი მისი წერტილი შიგა წერტილია. 

მაბალითები 

1. ყოეელი (თ,ს) ინტერვალი ღია სიმრავლეა. 

2. ყველა ნამდვილ რიცხვთა 7 სიმრავლე ღიაა. 

3. ცარიელი სიზრავლე 0 ღიაა. 

4) სეგმენტი (ი,ს| აო არის ღია სიმრავლე, რადგანაც მისი ბოლოები არ 
წარმოადგენენ შიგა წერტილებს. 

თეორემა 1. ღია სიმრავლეთა ნებისმიერი სიმრავლის ჯა– 
მი ღია სიმრავლეა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, 

5=%C. ვ 

§



სადაც ყოველი C. სიმრავლე ლღიაა. ვთქეათ, X.-C 5, მაშინ +«აC Cთ§ რო-. 

მელიმე წ:-სათვის, რადგან CL. ღია სიმრავლეა, ამიტომ არსებობს ისეთ« 

(თ,8) ინტერვალი, რომ ( 

Xი C (თ,5)C C., , 

მაგრამ მაშინ, მით უფრო 

Xა C(თ,8) C 5, 

ასე რომ +, შიგა წერტილია § სიმრავლისა. რამდენადაც ჯა არის § სიმრავ- 

ლის ნებისმიერი წერტილი, თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი. ყოველი სიმრავლე, რომელიც ინტერვალების ჯა- 
მის სახით წარმოიდგინება, ღიაა. 

თეორემა 5. სასრული რაოდენობით აღებული ღია სინ-. 

რავლეთა თანაკვეთა ღია სიმრავლეა. 

დამტკიცება. ვთქ3ვათ, 

'/ 

ჯ= 1 'C. 

#=1 

სადაც ყოველი Cჯ ღია სიმრავლეა. თუ # ცარიელია, თეორემა ტრივიალუ- 
რია. დავუშვათ, რომ ს არაა ცარიელი და ვთქვათ, ჯ, C #. მაშინ 

2%:ეC CL (L=1,2,..-,) 

დღა ყოველი ი-სათვის (;=-1,2,,..,7), მოიძებნება ისეთი (>,8ა) ინტერვალი, როზ 

%ი C (ჩა) = CL- 
აღვნიშნოთ 

2 =)იიXIთ,,თე,...,თ„); IL= #ი10|8,,8.,-.- მი). 

აზკარაა, რომ 

2:ე C (2.Iს)– 7, 

ე· ი. ჯგ წიგა წერტილია #X სიმრავლისა. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შენიშვნა. ღია სიმრავლეთა უსასრულო სიმრაელის თა» 

ნაკვეთა შესაძლებელია არ იყოს ღია სიმრავლე. 

მართლაც, თუ 

= (–-+ ჰ --) (ი= 1) :2.3,...), 
08 ” 

მაშინ ყოველი C„ ღია სიმრავლეა, მაგრამ მათი თანაკვეთა 

I 
7=1 

არაა ღია სიზრავლე. 

ჟა



განმარტება 3. ვთქვათ, # და 5 ორი წერტილოვანი სიმრაე- 

ლეა. თუ #C245, მაშინ .5--# სიმრაელეს ეწოდება # სიმრაე- 

ლის დამატება § სიმრავლემდე და ასე აღინიშნება: 

CM. “ს. 

კერძოდ, C,# სიმრავლეს |სადაც 7=(–თ,+C)) უბრალოდ 7? სიმრავ- 

ლის დამატებას უწოდებენ და 
C#-თი 

აღნიშნავენ. 

დამატებითი სიმრავლის ცნების დახმარებით ადეილია კავშირის აღმო- 

ჩენა ჩაკეტილ და ღია' სიმრავლეებს შორის. == 

თეორემა ჯ. თუ C ღია სიმრავლეა, მისი CC დამატება 

ჩაკეტილია. 

დამტკიცება. ვთქეათ, #-C 6, მაშინ არსებობს ისეთი (თ.ა) ინტერ- 

ვალი, რომ ., 

%ა C («,3)C C.. 

ეს ინტერვალი სრულებით არ შეიცავს CC სიმრავლის წერტილებს, და 
მაშასადიმე, ჯე არ არის 660 სიმრავლის დაგროვების წერტილი. ამიტო? ის, 

წერტილი, რომელიც დაგროვების წერტილია CV, სიმრავლისა, არ შეიძლება 

შედიოდეს C-ში. აქედან განომდინარეობს, რომ CC შეიცაეს ყველა თავის- 

დაგროვების წერტილს. 

თეორემა 4. თუ # ჩაკეტილი სიმოავლეა, მისი დავატება-. 

C” ღია ასეთ. 

დამტკიცება: ქეათ, Xა C C/?. მაშინ »ე არ წარპოადგენს /: სიმ-. 

რავლის დაგროვების წერტილს და, მაშასადამე, არსებობს ისეთი (თ,8ს) ინ- 

ტერვალი, რომელიც შეიცავს ჯა წერტილს და არ შეიცავს ჯა-საგან განსხვა- 

ვებულ # სიმრავლის არც ერთ წერტილს. მაგრამ, რადგანაც ჯე)-იც არ შედის 

#-ში, ამიტომ (თ,3) არ შეიცავს, საზოგადოდ, #-ის წერტილებს, ასე რომ 

(თ,ზ)-– C/” და ჯა) შიგა წერტილია C/'-სათვის. 

მაგალითისათვის აღვნიშნოთ, რომ ორივე ერთმანეთის მიმართ დღამატე-- 

ბითი X და 0) სიმრაელეები ერთდროულად ღია და ჩაკეტილი არია5. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ 1) თუ C ღია სიმრავლეა, ხოლო 

Iთ,სI-–მისი შემცველი სეგმენტი, მაშინ (ი,ს,)--–( ჩაკეტილი სი- 
მრავლეა და რომ 2) თუ »#ჯ ჩაკეტილი სიმრავლეა, ხოლო. 

(ი,ხ)-–მისი შემცველი ინტერვალი, მაშინ (იხ)--– # სიმრავ-- 
ლ ე ღ იაა, 

ეს დებულებანი გამომდინარეობენ შემდეგი აშკარა იგივეობებიდან: 

Lთ,სს-– თ= (ი,ჩ).CC. 

(იე,ს)–-–,=(ი,ს)-C#, 

პირიქით, თუ # ჩაკეტილია და (|20,M) =#, მაშინ (0,ხ1--7 სიმრაკლე არ. 

წარმოადგენს, საზოგადოდ, ღია სიმრავლეს. ვთქვათ, მაგალითად, /:= =(9,11 
და (ძ.ჩხ)=10,2), მაშინ 

(2,მ)– />=0,2). 
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ამასთან დაკავშირებით სასარგებლოა შემდეგი განმარტების შემოღება. 

განმარტება 4. ვთქვათ, # არაცარიელი შემოსაზღვრული 

სიმრავლეა და ძ=1ი/X, სხ = §I0#. 5 =(ი,ს) სეგმენტს ეწოდება 
XM-ს შემცველი უმცირესი სეგმენტი. 

თეორემა 5, თუ § არის ჩაკეტილი შემოსაზღვრული Xჯ სი- 

მრავლის უმცირესი შემცველი სეგმენტი, მაშინ 

CXM=Lი,ს)-–L, 

სიმრავლე ღიაა. 

დამტკიცება. ცხადია, რომ საკმარისია დავრწმუნღეთ 

C,I-=(ი,ხ).CX 

იგივეობის სამალთლიანობაში. 

ეთქვათ, ჯა C C./-; ეს იმას ნიშნავს, რომ 

2) C Iთ,ს), XC. 
მაგრამ, რადგან Xჯა6C #, ამიტომ X-ა#-ი, და Xა#ს (რადგან, მე-2 პარა- 

გრაფის მე-6 თეორეზის მიხედვით, « და ხ შედიან /7-ში). მაშასადამე ,Xე C (ძ,ხ)- 

გარდა ამისა, X»ა, (ეხადია, შედის CL-ში ასე რომ 

C,#”C=(ი,ხ)-.CL. 

ზებლუნებული ჩართვა კი აშკარაა. თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 4. მანძილები და განსალებამობა 

განმარტება 1. ვთქვათ, Xჯ და « რიცხვითი წრფის ორი 

წერტილია. 

(X-–-7I 
“რიცხვს ჯ და + წერტილებს შორის მანძილი ეწოდება და 
აღინიშნება · 

0(2ჯ,7)-ით. 

ცხადია, რომ 0(X,7)==00',2).>90, და 

0(X,/7)=0 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც ” 

#= =>. „“ 
· ვთქვათ, ჯე რაიმე წერტილია, ხოლო #-–წერ- 

ტილთა არაცარიელი სიმრავლე. 1ჯ.-სა და # სიმრავლის 

წერტილთა შორის მანძილების ზუსტ ქვედა საზღვარს 

ეწოდება მანძილი « წერტილიდან # სიმრაელემდე და, 
აღინიშნება ი(ჯ,C)-თი ან ი(#,Xა)-ით: , 

განმარტება 9 

?(%ი:§) ==19 / (ი(X-.X)) (X C XX). 
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აშკარაა რომ ი2(X,2) ყოველთვის არსებობს დაპჩუარყოფითია, თა 

Xე C #, მაშინ 

2(+X:0,#)==0, 

მაგრამ შებრუნებულ გარემოებას, საზოგადოდ, ადგილი არა აჟეს. მაგალი- 

თად, თუ #ჯა=-0, X:=(0,1), მაშინ 2(2X:,X#)==0, მაგრამ XC #. 

განმარტება 3, ვთქვათ, 4 და ჩ ორი არაცარიელი წერტი- 

ლოვანი სიმრავლეა. 1 სიმრავლის წერტილებსა და 8 სიმ- 

რავლის წერტილებს შორის მანძილთა ზუსტ ქვედა სახზ- 
ღვარს ეწოდება მანძილი „I და # სიმრავლეებს შორის და... 

9(4,8)-თი აღინიშნება: 

ი(.4,8)=1ს/ (0(21)| (X C 4,1 C #). 
აშკარაა, რომ ი(4,,8) არსებობს ყოველთვის, და რომ ი(4.8)=0(8,-:1) >9. 
თუ 4 და #8 სიმრავლეები იკვეთებიან, 6§(4,8)==0. მაგრამ შებრუნებუ- 

ლი გარემოება სამართლიანი არ არის საზოგადოდ. მაგალითად, თუ 

-4=(–-1,0), -=(0,1), მაშინ ი(,/,8)=>=0, მაგრამ 4.8=-0. 

შევნიშნოთ, რომ მანძილი ჯე წერტილიდან #, სიმრავლემდე წარმოად- 

გენს უბრალოდ მანძილს /> სიმრავლიდან |#”,) სიმრავლემდე, რომლის ერთად- 

ერთ წერტილს წარმოადგენს Xა. ეს შენიშვნა შემდეგისათვის ძალიან სა– 

სარგებლოა. 

თეორემა 1. ვთქვათ, 4 და 8 ორი არაცარიელი ჩაკეტი– 

ლი სიმრავლეა, ამასთან ერთ-ერთი მაინც შემოსაზღვრუეუ- 

ლია. მაშინ არსებობენ ისეთი წერტილები 

ა. C 4 და ჯ» C სხ, 

ი(X",ჯ")==0(4, 8). 
დამტიცება. ზუსტი ქვედა საზღვრის განმარტების ძალით, ყოველი 

ნატურალური ჯ რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ორი წერტილი 

2». C 4 და CI, 

რომ 

რომ 

%4,შ)<MX-»I<04,8)+--. (1) 

“გავანაწილოთ ნატურალური რიცხეები ორ X და 0 ჯგუფად, შემდეგნაი-- 

რად: რიცხვი ჯ შეგიყვანოთ ჯგუფში, თუ 1,–7#->0 და შევიყვანოთ C) ჯგუ–- 

ფში, თუ L.-ჯ<0. ერთერთი ამ ჯგუფთაგანი უსასრულოა; ვთქვათ, ეს არის 

ჯ, რომელიც შედგება რიცხვებისაგან 

?11, <= ჯე < Mე <-.-. 

მაშინ (1) უტოლობა მიიღებს სასეს 
1 , 0(4,8)<2, – 1, < (408) + ––, 
L 

საიდანაც 

11Iი (+ –– ჯი, ) == (4,8). (21. 
L>თდ



ჩვენი პირობის ძალით „ და 8 სიმრავლეებიდან ერთერთი შემოსაზღ- 

ვრულია. დავუშვათ, მაგალითისათვის, რომ შემოსაზღვრულია „4 სიმრავლე- 

მაშინ »,, მიმდევრობა შემოსაზღვრულია და მისგან, ბოლცანო-ვეიერშტრასის 

-თეორემის მიხედვით, გამოიყოფა კრებადი ქვემიმდევრობა 

2, , 

II Xგ, - == ჯ“. 

ჯ>თ” (3) 

„4 სიმრავლის ჩაკეტილობის ძალით, ჯ” წერტილი უნდა ეკუთვნოდეს 

„ამ სიმრავლეს, X” C «. 

მეორეს მხრივ ML, == ში, –Cთას, –- 79, ) და (2) და (3)-ის ძალით 

სIი 3, , == +”, 
1>თ ' 

სადაც 

7'==7"-–-ი0(4,8)- 
ს სიმრავლის ჩაკეტილობის გამო, XC 8 და, აშკარაა, 

C(X",X”)==0(4, 8). 
· თეორემა დამტკიცებულია. 

ვაჩვენოთ მაგალითზე, რომ თეორემა ჰკარგავს ძალას, თუ ორიეე სიმ- 

რავლე #4 და ჩ--–არაშემოსაზღვრულია. 

ვთქეათ, #=>I)) და M-L» + ე)" ორივე ეს სიმრავლე ჩაკეტილია 
( 

(MV=M7==0) და 0(MM)=0. მაგრამ რადგან M.M=0, ისეთი ორი წერტილი 

ჯ" CM და V+” C M, რომელთათვისაც C(ჯ”,”)=0, არ არსებობს. ცხადია აგ- 

რეთვე, რომ თუ თუნდაც ერთი სიმრავლე, /! ან 8 არაა ჩაკეტილი, თეორე- 

მა არ არის სამაოთლიანი, რაც ჩანს თუნდაც შემდეგი მაგალითიდან ,„7=- 1,2), 

ს=-LI3,5), სადაც 0(/41.8)=1. 

აღვნიშნოთ დასტკიცებული თეორეზის რამდენიმე შედეგი. 

შედეგი 1. თუ .| და #8 ჩაკეტილი სიმრავლეებია, ერთი 
მათგანი მაინც შემოსაზღვრულია და (C(4,8)=0, მაშინ / და 

8 იკვეთებიან. 

შედეგი 3. ვთქვათ, ჯგ ნებისმიერი წერტილია, ხოლო #” -- არაცარიელი 
ჩაკეტილი სიმრავლე. მაშინ #-ში არსებობს ისეთი > წერტილი, რომლისა- 

თვისაც 

მ0(Xი,+ ”)==0(Xა,1'). 

შედეგი 3. თუ ჯ, წერტილი და ჩაკეტილი # სიმრავლე ისეთებია, რომ 

2(X#I)=0,; მაშინ ჯე C #-. 

გადავიდეთ მნიშვნელოვანი „განცალებადობის თეორემის“ განხილვაზე» 
წინასწარ ორი მარტივი ლემა დავაზტკიცოთ. 
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ლემა 1. ეთქვათ, 4 არაცარიელი წერტილოეანი სიმრავ- 

ლეა და ძ იყოს დადებითი რიცხვი. აღვნიშნოთ! 

ს=2(0(54)<თ. 
მაშინ 7C8 და # ღია სიმრავლეა, 

დაზტკიცება. „7=7# ჩართვა აშკარაა. დავამტკიცოთ, რომ 8 ღია 

სიმრავლეა, 

ვთქვათ, 21-ე C 8. მაშინ 2(-ა,4)<ძ და #-ში მოიძებნება ისეთი ჯ" წერ- 

ტილი, რომ 

0(Xი,2 )<ძ. 

აღვნიშნოთ #–-ი(:,X”)ლ–# და ვაჩვენოთ, რომ (Xა-–/, XაI-/) ინტერვა- 
ლი 8 სიმრავლეში შედის. აქედან მივიღებთ, რომ ჯკ 8 სიმრავლის შიგა 

წერტილია, და მაშასადამე, 8 ღია სიმრავლეა. : 

ავიღოთ ნებისმიერი წერტილი 

7 C (+ი––/, 2%ე--/). 

მაშინ |+-Xა<#/, და რადგანაც |2ა--2:|=ძ-/, ამიტომ 

IV--X" <= II-- ა LI 2ა-- XII <#--(4--/)=ძ- 

მაშასადამე, 0(#X )<ძ, და მით უფრო 

00.4)<9ძ, 

ასე რომ +»+C#. ამგვარად, მართლაც 

(2ჯი–– ს %Xე--I-/I) –78, 

და ლემა დამტკიცებულია. 
ლემა 98. ვთვათ, 4, და „#” ისეთი ორი არაცარიგლ სიმ- 

რავლეა, რომ 

0(44.)=7>9. 
ა მ ი ღ ოთ 

8, =2 ( ი 4) < >) ჩ,-2( 06.4.) < 5) 
მაშინ 

ჩ,.8,=0. 
დამტკიცება. დავუშვათ, რომ ჩ,.8,#0 და 

<< C 8..8,. 

·პაშინ 

, ,” 

0(>.4,) < ––, 0(> 4) < ––, 
2 2 

' აღნიშენას შემდეგი აზრი აქვს: .8 არის იმ ჯ წერტილთა სიმრავლე, რომელთათვი 

საც 0(X,M)<ძა. 

+”



და მოიძებნება ისეთი », C «4, და ჯ, C 4, წერტილები, რომ 

” ( 
უ–%)< “ე. |.-–2)| < “ე! 

საიდანაც 

|ს–-%|<7 

და მით უფრო ი(4,,4,)<7, რაც შეუძლებელია. ლემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 5 (განცალებადობის თვისება) ვთქვათ, /#, და # ურ- 

თიერთ არაგადამკვეთი შემოსაზღვრული ჩაკეტილი სი8- 

რავლეებია. არსებობენ ისეთი ღია C, და C, სიმრავლეე– 

ბი, რომ 

C,=X, Cა=1ე, 6I:6:=0, 

დამტკიცება. პირველი თეორემის პირველი შედეგის მიხედვით 

0(L,,I,))=7>0. 

თუ ახლა აღვნიშნავთ 

თ-2( 06, 6) < >) (0=1,2). 

და 1-ლ და მე-2 ლემას გამოვიყენებთ, თეორემა დამტკიცებული იქნება. 

შევნიშნოთ, სხვათა შორის,.რომ |“, და #, სიმრავლეების შემოსაზღვრულო-. 

ბის პირობა შეიძლება მოვიშოროთ თეორემის სამართლიანობის დაურღვევ- 

ლად, რის დამტკიცებაზედაც ჩვენ არ შევჩერდებით. პირიქით, ორივე სიმრავ- 

ლის ჩაკეტილობის პირობა არსებითია,, რაც“ უკვე“ შემდეგი მაგალითიდან ჩანს 

4=(09,1), 8 =(1,21. 
+ 

'V”§ 5. შემოსაზლვტული ღია დლ) ჩაკეჭიმი სიმტპვლეების აგებულება 

განმარტება 1. ვთქვათ, C ღია სიმრავლეა. თუ (ი,) ინ-. 

ტერვალი C სიმრავლეში შედის, მაგრამ მისი ბოლოებიანზ 

სიმრავლეს არ ეკუთვნიან 

(ი,ხ)CC, იCC, ხCC, 

მაშინ ამ ინტერვალს C სიმრავლის შემადგენელ ინტერ- 

ვალს ვუწოდებთ!. 
თეორემა 1. თუ CC არაცარიელი შემოსაზღვრული ღია სიმ-. 

რავლეა, მაშინ მისი ყოველი წერტილი მის რომელიმე, 
შეზადგენელ ინტერვალს ეკუთენის. 

დამტკიცება. ვთქეათ, 

%- C C. 
აღვნიშნოთ . 

X=I%ა,41-50)-.CC- 

  

+ ეს ტერმინი პირველად შემოყვანილია აქ. 
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ყოველი სიმრავლე (X++%>) და CC ჩაკეტილია, და ამიტომ # სიმოავ- 
ლეც ჩაკეტილია. გარდა ამისა, რადგანაც C შემოსაზღერულია, /: არ არის 

ცარიელი. ბოლოს, # სიმრავლის არც ერთი წერტილი არ მდებარეობს ჯეის 

მარცხნივ. ამგვარად, ” სიმრავლე შემოსაზღვრულია ქვემოდან. ასეთ პირო- 

ბებში, ამ სიმრავლეში არსებობს ყველ აზედ უფრო მარცხენა , ; წერტილი Iს 

ამასთან, (ცხადია, რომ IL >X-. მაგრამ ჯა-< C, და, ნაშასადამე, შა "I ასე რომ 

%0# IV, ე. ი. 
%ა< IV. 

შევნიშნოთ შემდეგ, რომ #- C (რადგან 1 “ LC CC). 
დასასრულს ვაჩეენოთ, რომ 

I2·ე,:) = C,. 

დავუშვათ წინააღმდეგი, ვთქვათ, ეს ასე არ არის. მაშინ უნდა მოიძებ- 

ნებოდეს ისეთი » წერტილი, რომ 

7 <C IXხ-ყ) და XC C. 
მაგრამ ამ დამოკიდებულებებიდან მივიღებდით, რომ 

7C#, »<ს, 
ეს კი ეწინააღმდეგება # წერტილის განმარტებას. 

ამგვარად, ჩვენს მიერ დამტკიცებულია ისეთი « წერტილის არსებობა, 

რომელსაც შემდეგი სამი თვისებC აქვს: 

1) +>Xჯა, 2) +C C, 3) IX)ა.IL)-– C. 

ანალოგიურად მტკიცდება ისეთი ; წერტილის არსებობა, რომლისთვი- 

საც გვაქვს · _ · 
1) #<X), 2) XC Cე; 3) (2>.Xა1C– C. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ (2,M) წარმოადგენს C სიმრავლისათვის 

შემადგენელ ინტერვალს, რომელიც შეიცავს «, წერტილს, რის დამტკიცე- 
ბაც იყო საჭირო. 

მოყვანილი მტკიცებიდან გამომდინარეობს შემადგენელი ინტერვალების 

თვით არსებობის ფაქტიც ყოველი არაცარიელი შემოსაზღვრული ღია სიმ- 

რავლისათვის. 

თეორემა 5. თუ (ს) და(თ,–უ) ერთიდაიგივე ღია C სიზრავლის 

შემადგენელი ინტერვალებია, მაშინ ისინი ან იგიური 

არიან, ან არ იკვეთებიან. 

დამტკიცება.- დავუშვათ, რომ არსებობს ორივე (>) და (თ,+) ინ- 

ტერვალისათვის საერთო ჯ წერტილი 

; #<X<ს, თ<X<7%. 
ვიგულისხმოთ, რომ 

«+<ს. 
მაშინ აშკარაა <« C (”,ს), მაგრამ ცხადია, როზ ეს შეუძლებელია, რადგანაც 

(2.0) თ ფ +<C-C. 

ს<:%. 
4 ნატანსონი კუა 

მაშასადამე,



მაგრამ, რადგან # და + სავსებით თანასწორუფლებიანი არიან, იმავე 

მოსაზრებებით მივიღებ 

+<-II. 

და მაშინ +=/I/!. 

ანალოგიურად მივიღებთ, რომ თ=X საიდანაც გამომდინარეობს, რომ 

0.0) და (C,<) იგიურნი არიან. 

შედეგი. არაცარიელი შემოსაზღვრული ღია C სიმრაე- 

ლის განსხვავებული შემადგენელი ინტერვალების სიმ- 

რავლე სასრულია ან თვლადი. 

მართლაც, თუ ჩვენ ყოველ შემადგენელ ინტერვალში ამოვირჩევთ თი- 

თო რაციონალურ წერტილს, მაშინ შემადგენელ ინტერვალთა სიმრავლე 

ურთიერთცალსახა თანადობაში იქნება მოყვანილი ყველა რაციონალური რი- 

ცხვების # სიმრავლის ნაწილთან. 

ყველა ზემონათქვაზს შეიძლება თავი მოუყაროთ შემდეგი თეორემის 

სახით: 

„თეორემა 1. ყოველი არაცარიელი შემოსაზღვრული ღია 

6 სიმრავლე წარმოიდგინება ისეთი ურთიერთ არაგადამ- 

კვეთი ინტერვალების სასრული რიცხვის ან თვლადი სიმ- 

რავლის ჯამის სახით, რომელთა ბოლოები C სიმრავლეს 

არ მიეკუთვნებიან: 

C = სა, ს) (XC C, ყაC C)- 
; 

ჩიენ უვე აღვნიშნავდით, რომ შებრუნებითაც: ყოველი სიმრავლე, რო- 

მელიც ინტერვალების ჯამის სასით წარმოიდგინება, ღია. 

თეორემა 4. ვთგვათ, C არაცარიელი შემოსაზღვრული 

ლია სიმრავლეა და (ი,ს)––C6-ში შემავალი ინტერვალია. ასეთ 

შემოხვევაში, შემადგენელ ინტერვალებს შორის მოი ძებნე- 

ბა ერთი ისეთი, რომელიც შეიცავს («ყ)-ს. 

დამტკიცება. ვთქვათ, X) C (ი,ს). მაშინ XC C, და 'C-ს შემადგენელ 

ინტერვალებზი მოიძებნება ისეთი ინტერვალი (XV), რომ 

: %ი C (XI). 
თუ ვიგულისხმებთ 

#<ხ, 

მაშინ დ C (ძ,ს), ეს კი ზეუძლებელია, რადგანაც LC C. მაშასადამე, 

ხ-ს. 

ანალოგიურად დავრწმუნდებით, რომ 

X<:#, 
და, მაშასადამე, 

(ძ,ხ)C ასს 
რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 
ს.



გადავიდეთ ახლა ჩაკეტილი შემოსახზლერული სიმრავლეების აგებულების 

შესწავლაზე. 
გთქვათ, # ასეთი სიმრავლეა, და 5--მისი შემცველი უმცირესი სეგმენ– 

ტი. როგორც ვიცით, C,X ღია სინრაელეა. თუ ეს სიმრავლე არაა ცარიელი, 

მისთვის გამოიყენება მე 3 თეორემა, ამის გამო საზართლიანია შემდეგი 

თეორემა ნ. არაცარიელი შემოსასღვრული ჩაკეტილი ”# 

სიმრავლე წარმოადგენს ან სეგმენტს, ან მიიღება რა- 

ღაც სეგმენტიდან ისეთი არაგადამკვეთი ინტერვალების 

სასრული რაოდენობის ან თვლადი სიმრავლის ამოღებით, 

რომელთა ბოლოები: #-ს მიეკუთვნებიან. 

თავისთავად ცხადია, რომ პირიქითაც--ყოველი სიმრავლე, რომელიც 

მიიღება სეგმენტიდან ინტერვალების რაიმე სიმრავლის ამოღებით,–– ჩაკეტილია. 

შევნიშნოთ, რომ C,/ სიმრავლის შემადგენელ ინტერვალებს #-სიმრავ- 

ლის მოსაზღვრე ინტერვალები ეწოდება. 

რადგან სრულყოფილი სიმრავლე ჩაკეტილია, ამიტომ მე-5 თეორემა სა- 

მართლიანია მისთვისაც. საქიროა გამოვიკვლიოთ, თუ რა დამატებითი პირო– 

ბები უნდა მოვთხოვოთ ჩაკეტილ სიმრავღჯ ის მოსაზღვრე ინტერვალებს იმისა- 

თვის, რომ იგი სრულყოფილი აღმოჩხდეს. პასუხს ამ კითხვაზე გვაძლევს 

"შემდეგი. .. 
თეორემა 6. ვთქვათ, L არაცარიელი შემოსაზღვრული ჩა- 

კეტილი სიმრავლეა და §=წყ,ს|) მისი შემცველი უმცირესი 
სეგმენტია. 

მაშინ 
1. ისეთი ჯა წერტილი, რომელიც #-ის ორი მოსაზღვრე 

ინტერვალის საერთო ბოლოს წარმოადგენს, #-ის იზოლი– 

რებული წერტილია. 

35. თუ ძი (ან ს) ერთერთი მოსაზღვრე ინტერვალის ბო– 
ლოა, იგი #ს იზოლირებული წერტილია. 

ვ. გარდა 1 და 2ში აღნიშნულ იზოლირებულ წერ- 

ტილებისა, #” სიმრავლე სხვა იზოლირებულ წერტილებს 

არ შეიცავს. 

დამტკიცება. 1 და 2 დებულებანი აშკარაა, დავამტკიცოთ 3, ვთქვათ, 

%# სიმრავლის იზოლირებული წერტილია. დავუშვათ ჯერ, რომ თ<2ა<ხ. 

იზოლირებული წერტილის განმარტების მიხედვით, არსებობს ამ წერტილის 

შემცველი ისეთი (თ,8) ინტერვალი, რომელშიაც არ შედის ჯა-საგან განსხვა- 

ვებული წერტილები X' სიზრავლისა, ამასთან ცხადია, რომ («;8)=–(ი,ს|. 

მაგრამ მაშინ (ჯე,8) ინტერვალი სრულებით არ შეიცავს #-ის წერტილებს 

და, მაზასადამე, (X-,ზ)C CL. მე-4 თეორემის მიხედვით, არსებობს ისეთი 

(X»I) მოსაზღვრე ინტერვალი # სიმრავლისა, რომელიც შეიცავს (2+-,8)-ს. რომ 
ყოფილიყო 2<ჯ,, მაშინ ჯე წერტილი ვერ მიეკუთენებოდა # სიმრავლეს, ამი– 
ტომ აუცილებელია, რომ 7». მაგრამ უტოლობა X>Xე ეწინააღმდეგება 
ინას, რომ (X.,8)ლ–(). 

მაშასადამე, X=ე. ე. ი. ჯა წარმოადგენს M-ის ერთერთ მოსაზღვრე ინ- 

ტერვალის მარცხენა ბოლოს. | 

§L



სავსებით ანალოგიურად მტკიცდება, რომ ჯე წარმოადგენს #-ის რაღა: 

მოსაზღვრე ინტერვალის მარჯვენა ბოლოს, საიდანაც გამომდინარეობს 3. 

შემთხვევა #ა=ი ან 1:=ს, განისილება ანალოგიურად. 

ამ თეორემიდან გამომდინარეობს შემდეგი 

თეორემა 7. ყოველი არაცარიელი შემოსაზღვრული სრულ- 

ყოფილი ჩსიმრავლე წარმოადგენს ან სეგმენტს, ან მი- 

იღება რაღაც სეგმენტისაგან ისეთი ინტერვალების სასრუ- 

ლი რაოდენობის ან თვლადი სიმოავლის ამოღებით, რომ- 

ლებიც ერთმანეთს არ კვეთენ და რომლებსაც არა აქვთ 

საერთო ბოლოები არც ურთიერთს შორის, არც გამოსა- 

ვალ სეგმენტთან. პირიქით, ყოველი, ასეთი საშუალებით 

მიღებული სიმრავლე, სრულყოფილია. : ' 

მოვიყვანოთ სრულყოფილი სიმრავლის საინტერესო და მნიშენელოვანი 

მაგალითი. 

კანტორის Cა და ჩ სიმრავლეები. გავყოთ V=(0,1) სეგმენ- 

ტი წერტილებით -- და -- სამ ნაწილად და ამოვიღოთ მისგან (> 2) 

ინტერვალი. ყოველი დარჩენილი სეგმენტი (0, + და LI | გავყოთ სამ 

2 1 .. 
ნაწილად (პირველი –ე- და ლ ხოლო მეორე –ე და თ წერტილებით) და ამო-. 

ვიღოთ თითოეულისაგან შუა ინტერვალები (> , 2) ; ლ ; +) შემ- 

დეგ, გავყოთ სამ ნაწილად ყოველი დარჩენილი ოთხი სეგმენტი, და მოვაშო- 

როთ მათ შუა ინტერვალები (ნას, 7). ეს პროცესი უსახღვროდ გავაგრძელოთ. 

ამის შედეგად |0,1)-დან 

  
, C6 # + Cა--#C ა-ა აპ თ ამოღებული აღმოჩნდება თ 

იი... M – % თ | სიმრავლე რომელიც ინ- 

ტეოვალების თვლადი სიმ- 

ნახ, 7, რავლის ჯამს წარმოადგენს 

0. 0+IC9+C.4)- 
დარჩენილი X სიმრავლე (მე-7 თეორემის ძალით) სრულყოფილი აღმოჩნდება: 

Cა და #ა სიმრავლეები კანტორის სიმრავლეების სახელწოდებას ატა- 

რებენ. 
არაა ძნელი ამ სიმრავლეების არითმეტიკული დასასიათება. ამ მიზნით. 

გამოვიყენოთ სამობითი წილადების აპარატი.



როგორი წერტილები მოხედებიან პირველ ამოღებულ ინტერვალში, 

ი. (-- ; -ვ- )გინტერვალში? ცხადია, რომ ყოველი ასეთი წერტილის სა- 
3 

მობითიწილადად დაშლაში 

2:=0,0,ძარა.·.· (ძ«=0,1,2) 

აუცილებლად გვეჟნება 
ძ,=1. 

ამ ინტერვალის თითოეული ბოლო კი წარმოიღგინება სამობითიწილა– 

დების წლით ორნაირად 

I 0.10000ე... 2 -| 0,122222... 

> “ L 0,022222. 3 (1 0,200000... 

(0,1) სეგმენტის ყველა სხვა წერტილების დაშლა სამობითიწილადღად არ 

შეიძლება მძიპჭის შემდეგ პირველ ადგილზე ერთიანს შეიცავდეს. 

ამგვარად, Cა სიმრავლის აგების პროცესის პირველ საფეხურზე, (0,1) 

სეგმენტიდან ამოღებულ იქნა ის და მხოლოდ ის წერტილები, რომელთა 

პირველი სამობითი ნი'მანი დაშლაში აუცილე ბლად ერთიანს წაომოადგენს. 

ანალოგიურად აღმოვაჩენთ, რომ მეორე საფეხურზე ამოღებულ იქნა 

ისეთი და მხოლოდ ისეთი წერტილები, რომელთაც დაშლის მეორე სამობი–- 

თი ნიშანი აუცილებლად ერთიანის ტოლი აქვთ, დაკა. 9. 

ამიტომ პროცესის დამთავრების შესდეგ ამოუღებელი დარჩებიან ის და 

მხოლოდ“ ის წერტილები, რომლებიც შვიძლება წარმოდგნილ იქნან 

სამობითიწილადად 

0.ი,ძეძე..., 

რომელშიაც არც ერთი ი, არ ექნება ერთიანის ტოლი: 

მოკლედ რომ ვთქვათ, Cა) ისეთი წერტილებისაგან შედგება, რომელთა 

სამობითიწილადად დაშლა შეუძლებელია ერთიანის გამოყენების გარეშე, 

ჩაკი ისეთი წერტილებისაგან, რომელთათვისაც ასეთი დაშლა შესაძლებელია. 

შედეგი. კანტორის სრულყოფილ სიმრავლეს #”#) ისიმ- 

ძლავრე აქვს. 

0 
#Mა=!0,ძ,ძათძე...) (« = 2) 

მართლაც, 

და საკითხი დაიყვანება I თავის § 4-ის მე-8 თეორემზაზე. 

მიღებული შედეგი გვიჩვენებს, რომ ამოღებული ინტერვალების ბო- 

ლოების გარდა (რომლებიც მხოლოდ თვლად სიმრავლეს შეადგენენ), კანტო- 

რის სრულყოფილი # სიმრავლე შეიცავს სხვა წერტილებსაც. ასეთი „არა 

ბოლო“ წერტილის მაგალითს ნებისმიერი 

0,ი,ძეი?.-. (4 „,=0,2) 

სახის წილადი გეაძლევს, რომელიც არ შეიცავს 0-ს ან 2-ს პერიოდში.



V§ ნ. ჰონდენსაციის წერვილები. ჩაჰკეჭილი სიმრავ?ის სიმძლავტე 

მე-5 პარაგრაფის ბოლოს ჩვენ დავამტკიცეთ, რომ კანტორის სრულ–- 

უოფილი XX სიმრავლის სიმძლავრე არის 2. თურმე ეს თვისება ყველა არა- 

ცარიელ სრულყოფილ სიმრავლეებს მიეკუთვნება. 

თეორემ. 1. ყოველი არაცარიელი სრულყოფილი 7; სიმ- 

რავლის სიმძლავრე არის ი. 

დამტკიცება. ვთქეათ, ” არაცარიელი სრულყოფილი სიმრავლეა.. 

ავიღოთ 

XC 

წერტილი და ამ წერტილის შემცველი 8 ინტერვალი. რადგან ჯ არ არის 

#-ს იზოლირებული წერტილი, ამიტომ #8 უსასრულო სიმრავლეა. 

ამოვირჩიოთ #65-ში ორი სხვადასხვა წერტილი ჯა და X», და ავაგოთ 

ისეთი ინტერვალები მა და 2,, რომ 1=0,1-სათვის გექონდეს: 

1) #C8ი 2) თC9, 3) 6ე6,=0, 4) თბ;<1 
(8 წარმოადგენს 8 ინტერვალის ჩაკეტეას, #8 კი 6 ინტერვალის სიგრძეს). 

რადგან ჯე წარმოადგენს MX წერტილის დაგროვების წერტილს, ამიტომ 

ბე ინტერვალში # სიმრავლის წერტილთა უსასრულო სიმრავლე არსებობს. . 
ამოვირჩიოთ მათ შორის ორი სხვადასხვა X,, და ჯ,,, წერტილი და ავაგოთ 
ისეთი მა, და ნსე,„ინტერვალები, რომ #=0,1-სათვის გექონდეს. 

- - – – 1 
1) X+,იC90)ც 2) 9ი,=6ე, 3) 6 თი: 9 01=0, 4) #I0ა:L+< –“ 

ანალოგიურად აგება ვაწარმოოთ «, წერტილისათვის. 

ამის შედეგად ჩვენ აგებული გეექნება 2» ((0,#=0,1) წერტილები და. 
ბ, ინტერვალები ისეთები, რომ 

1) #ა C ას, 2) C,+=8,, 3) ზ-0(/,L =0, თუ (,,)# CV ,#' 

1 
4 0, <= ) 79, 2 

გავაგრძელოთ აგების ეს პროცესი. ყ-ური ნაბიჯის შემდეგ, ჩვენ აჯებუ– 

ლი გვექნება 
XV ვწეპ.' "ი (I)I=0,1; #= 1,2;.--,M) 

წერტილები და ისეთი 8, ) მეს-“-ეჩ» ინტერვალები, რომ 

1) X, , ჰავ."' მით 2) 9,,, მემ. M- აჩი C 6 აა - 1 

3) ბა, მ.ე მ, ხეო 0 (თე (8,ე1ე,--.)?ი)25(2 /გ)-.·78.))' 

.. 1 

4 „ბ, ებს”. 
”.



რადგან ყოველი XV, ,.../, წერტილი დაგროვების წერტილია # სიმ- 

რავლისათვის, ამიტომ შეიმლება L%, ჯი. სიმრავლეში ორი სხვადასხვა 

XV ა.ე და XI, ს..მო:1 

წერტილის პოენა და ისეთი ორი 

ნ, კეი და ი“ ლ 

ინტერვალის აგება, რომ („+ =0,1-სათვის) 

1) 20 მა. +ჟ C ზ, გოა იენი+- 2 5, ვ.ი. წ, ვ... 

– = 1 
3) ნ.-ს =>» ვ'+-:70ე)1==0, 4) MI6,ც-.-ა(ი:ი+ <:-CI 

წარმოვიდგინოთ, რომ ეს პროცესი ჩატარებულია ყოველი ნატურალუ- 

რი »-სათვის. 

ყოველ უსასოულო მიმდევრობას 

(-ყვ/კა/ეს·>·) (11=9,1) 

შევუსაბამოთ ის წერტილი 

2:4ვეპე?:სუ1?“." 

რომელიც ჩადებული სეგმენტების 

...” : 17: : 02:02 

თანაკვეთის ერთადერთ წერტილს წარმოადგენს. · 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ სხვადასხვა (:,):,+.,... და (ჯე ბვ კ.» 

მიმდევრობების შესაბამი· 

2Iკმეკმეე..· და 2XI, კწვ კე ე.ა. 

წერტილები სხვადასხვაა. 

მართლაც, თუ. » უმცირესია იმ # რიცხვთა შორის, რომელთათვისაც 

1.უნ1., მაშინ 

1, =/,", ე=1:)-'' I I. 7-Iი 
და 

6) ,-. ბი ღა დ; 

სეგმენტები არ იკვეთებიან, საიდანაც გამომდინარეობს, რომ 

გოთი 24 რ ოწნს-.. 

ვთქვათ, 
5§= (2; ეე, 

1 თავის, § 4-ის მე-8 თეორემის ძალით 

5 =4.



მაგრამ ადვილი საჩეენებელია, რომ 5§C= #7, საიდანაც გამომდინარეობს, 

რომ 

> C. 

მეორეს ნხრივ. ცხაღია, რომ 

#ჩ< 6, 

საიდანაც #=2, რის ღამტკიცებაც გვინდოდა. 

ჩვენს უახლოეს ამოცანას წარმოადგენს მიღებული შედეგის გადატანა 

ნებისმიერ ჩაკეტილ სიმოავლეზე. ამ მიზნისათვის სასარგებლოა „კონდენსა- 

ციის წერტილის“ ცნების "შემოღება. 

განმარტება (ე. ლინდელოფი). XX) წერტილს /: სიმრავლის 

კონდენსაციის წერტილი ეწოდება, თუ ამ წერტილის შე- 

მცველი ყოველი (ი.ს) ინტერვალი შეიცავს /: სიმრავლის 

წერტილთა არათვლად სიმრავლეს, 

აშკარაა, რომ რაიმე სინრაელის ყოველი კონდენსაციის წერტილი მით 

უმეტეს ამავე სიმრაჟლის დაგროვების წერტილს წარმოადგენს. 

თეორემა 5 (ე. ლინდელოფი) თუ # სიმრავლის არც ერ-, 

თი წეოტილი არ არის მისი კონდენსაციის წერტილი, მა-: 

შინ # სიმრაელე სასრულია ან თვლადია. 

დანტკიცება. (,#) ინტერვალს ვუწოდოთ „წესიერიბ, თუ 1) მისი 

ბოლოები #» და # ოაციონალურია; 2) ამ ინტერვალში L სიმრავლის სასრუ: 

ლი ან თვლადი სიმრავლეა მოთავსებული. ამკარაა· რომ „წესიერ“ ინტერ- 

ვალთა სიბრავლე სასრულია ან თვლადია, რადგანაც. საზოგადოდ, რაციონა- 

ლურ რიცხვთა (I) წყვილების სიმრავლე თვლადია. 

ვაჩვენოთ. რომ # ყიმოავლის ყოველი წერტილი (ბუნებოივია ვიგუ- 

ლისხმოთ. ოომ # არაცარიელი სიმრავლეა) რაიმე „წესიერ“ ინტერვალშია 

მოთავსებული. მართლაც, ვთქვათ; :;: 6 #. რადგან ჯ არ არის #-ს კონდენსა- 

ციის წერტილი, ამიტომ არსებობს ისეთი (ი.ს) ინტერვალი, რომელიც შეი-· 

ცავს ამ წერტილს და როზელმიაც #, სიმრავლის წერტილთა მხოლოდ თელა- 

დი სიმრავლე მოხვდება. თუ ჩვენ ისეთ # ღა # რაციონალორ რიცხვებს ავი- 

ღებთ, როომ 
ი<<1<#<ს, 

მაზინ („,/) იქნება ჯ-ის შემცველი „წესიერი“ ინტერვალი. აქვე შევნიშნოთ, 

რომ აქედან გამომდინარეობს „წესიერი# ინტერვალების თვით არსებობაც- 

გადავნომროთ ყველა წესიერი ინტერეალები 

6,ცმკენე;--- 

ახლახან დამტკიცებული დებულებიდან გამომდინარეობს, რომ 

დი 

ს= XX #ნ. 
#=1



მარჯვენა მხარეში მოთავსებულ ჯამში შესაკრებთა თვლადი სიმრავლე 
გეაქვს; თავისი მბრივ თვითეული "შესაკრები ან სასრულია ან თელადია. აქე- 

დან გაზნომდინარეობს, რომ # ან სასრულია ან თვლადია. 

შედეგი 1. თუ # სიმრავლე არათვლადია;, მაშინ არსე- 
ბობს ამ სიმრავლის ერთი მაინც კონდენსაციის წერტი- 

ლი, რომელიც ამავე სიმრავლეს ეკუთვნის. 
საინტერესოა ამ შედეგის დაპირისპირება ბოლცანო-ვეიერშტრასის თეო- 

რემასთან. იმ დროს. როდესაც ბოლეანო-ვეიერშტრასის თეორემა ეხება 

ყოველგვარ უსასრულო სიმღავლეს. უკანასკნელ ზედეგში საქმე მხოლოდ არა - 

თვლად სიმრავლეეათან გვაქვს. სამაგიეროდ აქ. ბოლცანო-ვეიერშზტრასის 

თეორეზისაგან განსხეავებით, არაა საჭირო L სიმრავლის შემოსაზღვრულო- 

ბის ზოთხოვნა, და კონდენსაციის წერტილის არსებობის ფაქტის გარდა, აქ 

“გარანტირებულია ისეთი კონდენსაციის წერტილთა არსებობა, ოომლებიც“ 
მედიან # სიმრავლეში. 

შედეგი 2. ვთქვათ, #/ წერტილოვანი სიმრავლეა. ხოლო 

#-მისი ყველა კონდენსაციის წერტილთა სიზრალე. მაზინ 
ნ-ს სიმრავლე სასრული ან თელადია. 

მართლაც, #--ჩ სინრავლის არც ერთი წერტილი. არ არის რა ;: სიქ- 

რავლის კონდენსაციის წერტილი, მით უფრო არ იქნება კონდენსაციის წერ- 

ფილა თვით #-# სიმრავლისათვის. 

შედეგი 3. ეთქვათ, LL არათვლადი სიმრავლეა და # 8ისი 

ყველა კონდენსაციის წერტილთა სიმრავლეა. მაშინ #7» სი- 

მრავლე არათვლადია. 

გართლაც, L8=ჩნ-(#-) და საკითხი მიიყვანება I თავის § 3-ის მე-10 

თეორემაზე. 

შევნიშნოთ, რომ მე-3 შედეგი ფარავს 1-ლ შედეგს, 

თეორემა 3. თუ .# სიმრავლე-.არათვლადია, შაში /#/ სიმ- 

რავლის ყველა კონდენსაციის წერტილთა #” სიმრავლე 

სრულყოფილი სიმრავლეა. 

დამტკიცება. ვაჩვენოთ კერ ს სიზრაელის ჩაკეტილობა. ვთქვათ. 

ჯე ამ სიმრავლის დაგროვების წერტილია. ავიღოთ ამ წერტილის შემცველი ნე- 

ბისმიერი (ი.ს) ინტერვალი. მასუი ერთი მაინც ს” სიმრავლის 2 წერტილი 

მოიძებნება. მაგრამ მაშინ (თ.ბ) ინტერვალი, როგორც  სიმოავლის კონდენ- 
'საციის წერტილის შემცველი ინტერვალი, -ს წერტილთა არათვლად სიმ- 

რავლეს შეიცავს, რადგან (თძ.ს) ჯ--ის შეზცეელი ნებისმიერი ინტერვალია, 

ამიტომ ჯ, 6-ს კონდენსაციის წერტილი ყოფილა, და, მაშასადამე. იგი ეკუ- 

თვნის 7-ს. ამგვარად, #7 ჩაკეტილია. 

დაგვრჩენია დავრწმუნდეთ. რომ #-ს არა აქვს იხოლირებული წერტი- 

ლები. ვთქვათ, :: C # და (ი.ს) სისი შეზცეელი ინტერეალია. მაშინ 

Cა) = #.(ი,ს) 

სიმოავლე არათვლადია, და, ამიტომ, მე-2 თეორემის მე-3 შედეგის ძალით, 

რ-ში ამავე სიმრავლის კონდენსაციის წერტილთა არათვლადი სიმრავლე მო- 
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ხვდება. მაგრამ 06=# და ამიტომ C) სიმრავლის ყველა კონდენსაციის წერ–- 

ტილი მით უფრო I სიმრავლის კონდენსაციის წერტილებიც იქნება, ასე 

რომ C6-ში (და მაშ (თ,ს)-შიც) ” სიმრავლის წერტილთა არათვლადი სიმ- 

რავლეა მოთავსებული. ამგვარად, ჯა წერტილის შემცველი ნებისმიერი ინ-. 

ტერვალი # სიმრავლის წერტილთა არათვლად სიმრავლეს შეიცავს, საიდა–- 

ნაც გამომდინარეობს, რომ ჯე: C ». თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 4. (გ. კანტორი– ირ ბენდიქსონი). ყოველი არა- 

თვლადი, ჩაკეტილი # სიმრავლე წარმოიდგინება 

#=ნ+ 

სახით, სადაც  სოულყოფილი, ხოლო -სასრული ან თვლა- 

დი სიმრავლეა. 

დამტკიცება. მართლაც, თუ #7 წარმოადგენს #-ის კონდენსაციის 

წერტილთა სიმრავლეს, მაშინ #=# და /)=#-ჩ0 სასრული ან თვლადია. · 

შედეგი. არათვლად ჩაკეტილ სიმრავლეს «თ სიმრავლე 

აქვს. 

ავარჯბიშო II თავი: ათვის 

1. თუ /(X) (ი,0)-ზე მოცემული უწყვეტი ფუნქციაა, მაშინ იმ წერტილ- 

თა სიმრავლე, რომლებშიაც /(:>0, ყოველი C-სათვის, ჩაკეტილია. 

2. ყოველი ჩაკეტილი სიმრავლე წარმოადგენს ღია სიმრავლეთა თვლა– 

დი სიმრავღის თანაკვეთას. 

ჰ. განაზოგადეთ განცალებადობის თეორემა არაშემოსაზღვოული ჩაკე–- 

ტილი სიმრავლეებისათვის. 

4. დაამტკიცეთ, რომ (0,1I-ის იმ წერტილთა სიმრავლე, რომელთა ათ- 

წილადად დაშლა შესაძლებელია ციფრი 7-ის დაუხმარებლად, სრულყოფილია.. 

5, წარმოადგინეთ (0,11 არაგადამკვეთი სრულყოფილი სიმრავლეების 
გ ჯამის სახით. 

' 6. დაამტკიცეთ, რომ (0,1)-ის ირაციონალურ წერტილთა სიმრავლე არ: 

შეიძლება წარმოვადგინოთ ჩაკეტილ სიმრავლეების თვლადი სიმრავლის ჯამად–- 

7. (0,11-ზე ააგეთ ისეთი Cდ(ჯ) ფუნქცია, რომელიც წყვეტილი იქნება 

ყოველ რაცაონალურ და უწყვეტი იქნება ყოველ ირაციონალურ წერტილზე- 
8. დაამტკიცეთ (0,1I-ზე ისეთი ფუნქციის აგების შეუძლებლობა, რომე- 

ლიც უწყვეტი იქნება ყოველ რაციონალუო და წყვეტილი იქნება ყოველ ირა– 
ციონალურ წერტილზე. 

9. თუ /(2) ფუნქცია, მოცემული |ძ,ს)-ზე, ისეთია, რომ 2(/(X)>ი) და 
2(0/0ე<2) სიმრავლეები, ყოველი «-სათვის, ჩაკეტილი არიან, მაშინ /(ჯ) 

უწყვეტია. 
10. თუ I სიმრავლე დაფარულია ინტერვალთა ნებისმიერი V სისტე- 

მით, მაშინ ამ უკანასკნელიდან ზეიძლება გამოვყოთ თვლადი ქვესისტემა MI", 

რომელიც აგრეთვე ფარავს I-ს (ე. ლინდელოფი). 

11. დაამტკიცეთ, რომ ნებისმიერი სიმოავლის შიგა წერტილების სიმ- 

რავლე ღიაა. 
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თავი III 

ზომიზი სიმტავლეები 

V § 1. შემოსაზღვტული ღია სიმტავლის ზომა 

ნამდვილი ()ვლადის ფუნქციათა თეორიაში დიდი მნიშენელობა აქეს წერ- 

ტილოვანი სიმრავლის ზომის ცნებას, რომელიც ანზოგადოებს ცნებას მო-- 

ნაკვეთის სიგრძის, მართკუთხედის ფართობის, პარალელეპიპედის მოცულო- 

ბის და ა. შ. ამ თავში ჩვენ შევისწავლით წრფივ შემოსასღვრულ წერტი-.· 

ლოვან სიმრავლეთა გაზომვის თეორიას, რომელიც ა. ლებეგს ეკუთენის. 

რადგან ღია სიმრავლეებს უმარტივესი სტრუქტურა აქვთ, ბუნებრივია. 

საკითხის შესწავლა ასეთი სიმრავლეებით დავიწყოთ. 

განმარტება 1. (ი,) ინტერვალის ზომა, მის სიგრძეს, ე. ი. 

ხ–- რიცხვს ეწოდება. ეს რიცხვი ასე აღინიშნება: 

% 7II(0.ხ)= ხ–-–ძ. 

ცხადია, რომ ყოველთვის 1#I(ი,ხ)>90. 

ლემა 1. თუ #4 ინტერვალში მოთავსებულია ურთიერთ. 

არაგადამკვეთ 8,,,,...,0- ინტერვალები, მაშინ 

წ 
VI 

–_– 
#=1 

ო)5L</ 4. 

დამტკიცება. ვთქვათ, 

#ბტ==(4,L), მა==-(ძჯ,ხI) (L= 1,2,+>-,შ)- 

ზოგადობის შეუზღუდავად შეიძლება ვიგულისხმოთ, რომ 2. ინტერვა- 

ლები გადანომრილი არიან მათი მარცხენა ბოლოების ზრდის მიხედვით,. 

ე. ი. რომ 

ი,<ძე<..-<6»ა: 
მაგრამ მაშინ აშკარაა, რომ 

ბ.თ. (-= 1 უ2კ..--–-1),



რადგან წინააღმდეგ შემთხვევაში % და მ,,, ინტერვალები გადაიკვეთებოდენ 
ერთმანეთთან. აზის გამო ჯამი 

0=(8-ს,)+(იი--სი-,)+.-.--+L(6,--ს,)-C4,-– 4) 

არაუარყოფითია,. მაგრამ ცხადია, რომ 

გ 
7? ჭ== 2, ”C,-+Cა, 

#L==1 

საიდანაც გამომდინარეობს ლემა. 

შედეგი თუ · ინტერვალზე მოთავსებულია ურთიერთ 

არაგადამკვეთი 2, ინტერეალების თვლადი სიმრავლე 

(7 =1;2,3...), მაშინ 

Cა 
ჯუ 
– 

#=1 

|როდესაც საქმე გვექნება დადებით განშლად მწკრივთან, მას მივაწერთ 

– თ-ის ტოლ ჯანს; ამიტომ ყოველ დადებით მწკრივს აქვს გარკვეული 

ჯამი. უტოლობა 

1)0კ <2. 

2 

> იL<C 

=> 1 

(დადებითი მწკრივისათვის) უზრუნველყოფს მის კრებადობას| 

განმარტება ბ. არაცარიელი შემოსაზღვრული ღია C სიმრავლის #C 

ზომა ეწოდება მისი ყველა შემადგენელი 2, ინტერვალების სიგრძეთა ჯამს: 

C =26. 

ჯ 

(თუ ჩვენ არ ვიცით IC, სიმრავლე სასრულია თუ თვლადი, მაშინ ვიხ–- 

მართ «2 აღნიშენას; ამ აღნიშენაში იგულისხმება, გარემოებისდამიხედვით 

XL 
წ თ 

V მიე ან M%' 
“ – 

:=1 # = 1 
ზემოაღნიშნული შედეგის ძალით 

”C<-Cთდ. 

#0L)- . 

თუ C სიმრავლე ცარიელია, მაშინ, თანახმად განმარტებისა, 

#C>=9, 

ასე რომ ყოველთვის 1#IC >0. 

00



თუ # წარმოადგენს ინტერვალს, რომელიც შეიცავს ღია (7, სიმრავლეს, 

მაშინ 

7C=<-MI3-I) 

რაც იმავე შედეგიდან გამომდინარეობს. 

მაგალითი (კა ნტორის Cე) სიმრავლე). კანტორის რს სიმრავლის 

აგება მიმდევრობითი საფეხურების რიგისაგან შედგება. 

# 1 სიგრძის 1 2 ნტე“ ი პირველ საფეხურზე აიღებოდა 3” იგრძი ( ლ. “ვ” ) ინტერვალი. 

· 2 2 7 
მეორე საფეხურზე მას ემატებოდა ორი ინტერეალი (-> , +) და ლ , 

+) თვითეული -- სიგრძისა. 

მესამე საფეხურზე მათ კიდევ ოთხი, თეითეული <> სიგრძის, ინტერ- 

ვალი ემატებოდა, და ა. შ. 

ამგვარად, 

1 2 4 თმ, = + +-- + 9 +. 
ვ 9 24 

თუ ამ პროგრესიას შევაჯამებთ ცნობილი ფორმულის გამოყენებით, 

მივიღებთ 

2IICგ= 1. 

თეორემა 1. ვთქვათ, C, და თ ორი შემოსაზღვრული ღია 

სიმრავლეა. თუ C,=C,, მაშინ 

7 C,-5<<I)) თ. 

დამტკიცება. ვთქვათ, C,;I1=1,2,...) და 4; (=1,2,...) არიან, შესა- 

ბამად, C, და C, სიმრავლეების შემადგენელი ინტერვალები. 
II თავის § 5-ის მე-4 თეორემის ძალით ყოველი 6, ინტერვალი ერთ (და 

მხოლოდ ერთ) 4, ინტერვალში შედის, 
ამიტომ (0) სიმრავლე შეიძლება დავანაწილოთ ურთიერთ არაგადამკვეთ 

“4, 44ეც ე. ქვესიმრავლეებად, 9, ინტერვალის „2,-დმი მიკუთვნებით იმ ზე- 

მთხვევაში, როდესაც 

0,– 4). 

მაშინ, ორმაგი მწკრივების ცნობილი თვისების გამოყენებით, შეგვიძ- 

ლია დავწეროთ 

»Cთ, = 2აწ.= 1) _ 2, თბ): 

ჯ ' ა0,C 4 
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"მაგრამ, 1-ლი ლემის შედეგის ძალით, 

2, ”0,<-MI4., 

6ს,C 4 
' საიდანაც 

თთ, <2) 11 ს) == II ა, 

L 

რის დამტკიცებაც გვინდოდა. . 

შედეგი. შემოსახღვრული ღია C სიმრავლის ზომა წარ- 

მოადგენს მასში შემავალ ყოველნაირ ღია შემოსაზღვრულ 
სიმრავლეების ზომათა ზუსტ ზედა საზღვარს. 

თეორემა 5. თუ შემოსაზღვრული ღია Cთ სიმრავლე წარ- 

მოადგენს ურთიერთ არაგადამკვეთ ღია სიმრავლეთა სა- 

სრული რიცხვის ან თელადი სიმრავლის ჯამს 

Cთ = 2, Cთ (CC. =0, #152#L), 

” 
მაშინ 

#10 = 2, »I CL. 

# 

ზონის აჭ თვისებას სრული ადიტივობა ეწოდება. 

დამტკიცება. ვთქვათ, 6,5" (=1,2,..) შემადგენელი ინტერვალებია 

C, სიმრავლისა. ვაჩვენოთ, რომ ყოველი მათგანი შემადგენელი ინტერვალია 

C სიმრავლისა. 

მართლაც, ის გარემოება, რომ 

ბ,ხC 6, 

აშკარაა. დაგვრჩენია ვაჩვენოთ, რომ 5/9-ს ბოლოები C-ს არ ეკუთვნიან. და- 

ვუშვათ, მაგალითად, რომ მ/5-ს მარჯვენა ბოლო ეკუთვნის C-ს. მაშინ ეს 

ბოლო (დავარქვათ მას #) უნდა ეკუთვნოდეს რომელიმე შესაკრებ სიმრაე- 

ლეს. ვთქვათ, 
LC C,”. 

(ცხადია, რომ IL რადგან # წერტილი C,,ს უდავოთ არ ეკუთვნის). 

მაგრამ CV” სიმრავლე ღიაა, და, მაშასადამე, IL ეკუთვნის ამ სიმრავლის ერთ- 

ერთ შემადგენელ ინტერგეალს 

L C მ"). 

მაგრამ ეს იმას იწვევს, რომ მ/ს და ს/ი იკვეთებიან, რაც ეწინააღმდე– 

გება პირობას 

· CC =0: 

(:7)



ამგვარად, ყოველი 6,9), მართლაც შემადგენელი ინტერვალია C სიმ- 

'"რავლისა. მეორეს მხრივ, C სიმრავლის ყოველი წერტილი ეკუთვნის ერთ 
გ,” ინტერვალს მაინც. ბოლოს, ყველა ეს ინტერვალი სხეადასხვაა. ამგვა- 

რად, სიმრავლე 

(0,9) (==1,2,...; #=1,2,...) 

წარმოადგენს C ჯამის ყველა შემადგენელ ინტერვალების სიმრავლეს. 

ამის დადგენის შემდეგ, ადვილია მტკიცების დაბოლოება: 

21-. 2(0=- ს 0,0) V => ”C 2, 7I9, 2(> #0, ) 2, MC, 

1ა# XVI » 

რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 

იმისათვის, რომ გავავრცელოთ (სათანადო ცვლილებებით) მიღებული 

თეორემა გადამკვეთი შესაკრებების ჯამისათვის, ჩვენ ორი მარტივი 

ლემის დამტკიცება დაგვჭირდება. 

_ ლემა >. ვთქვათ, (ნ,0) სეგმენტი დაფარულია (XI) ინ- 
ტერვალების სასრული # სისტემით. მაშინ 

დ-- 9< 2) 0-1) 

// 

დამტკიცება. გამოვყოთ # სისტემიდან მისი რაღაც #I” ნაწილი, 

რომელიც შემდეგნაირად აიგება: ვუწოდოთ (.,,ს9,) M სისტემის რომელიმე 

ისეთ ინტერვალს, რომელიც ჯ წერტილს შეიცავს, 

»<ხ<ს, 

(ერთი მაინც ასეთი ინტერვალი აუცილებლად არსებობს). თუ აღმოჩნდა, რომ 

ს, >C),, 

მაშინ (+,,)V,) ინტერვალი შეადგენს ასაგებ #IჯX სისტემას. 

თუ ს,ლC, მაშინ ს, C Iჩ,0) და I სისტემაზი შესაძლებელია ისეთი 

(სს) ინტერვალის პოენა, რომელიც შეიცავს (,-ს, 

, 2: < ს, < Mა- 
თუ აღმოჩნდა, რომ 

I=I>C0, 

პროცესი დამთავრებულია და (,,),) და (2,0) ინტერვალები შეადგენენ MI” 
სისტემას. 

თუ კი IM.-<-C0, მაშინ I) C (#ჩ,C) და # სისტემაში მოიძებნება ისეთი 

(M00) ინტერვალი, რომელიც შეიცაეს ყ.-ს 

%ე < IM < (ხე: 

თუ წ. >0, პროცესი დამთავრებულია, ხოლო, თუ სად, ვაგრძელებთ 

ინტერვალების გამოყოფას. 
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მაგრამ 17 სიმრავლე, პირობის მიხედვით, სასრულია, ჩვენი პროცესი კი, 

#M-გან ახალ-ახალი ინტერვალების გამოყოფაში მდგომარეობს, რადგან 

IL, <- 1+ე <- (ვ < ,.- 

ამიტომ პროცესი აუცილებლად უნდა დასრულდეს, მისი დასასრული: 

კი იმაში მდგომარეობს, რომ რომელიღაც IL წერტილი უნდა აღმოჩნდეს 

C0 წერტილის მარჯენივ. 

ვთქვათ, 
I > C, 

მაგრამ I .=C, ე. ი. პროცესი მთავრდება ·V-ურ საფეხურის შემდეგ. 

მაშინ 

(70) (7:10)... (#»)IXი) 

შეადგენენ #" სისტემას. ამასთან 

#L.< IL (>L=1,2,...,I--1). 

მაშასადამე, 

” ”–-1 
7 · ს? 

3 (ს-7)> 2) ა.ლ) +- CI. --2) = ი-- 2, 
1 = 1 X = 1 

და, რადგან 

ში–1.>0--?, 
ამიტომ / 

თ 

ლ-< XI (ს-XI), 
L = 1 

საიდანაც, ნით უფრო 

0-ჩ< 2) (+-. 
# + 

ლემა 3, გთჟვათ,კბ ინტერვალი წარმოადგენს ღია სიმ- 
რავლეთა სასრული“ რაოდენობის ან თვლადი სიმრავლის 

ჯამს 

ი6= XC. 
ჩ 

მაშზინ 

ჯ”, ბ =2, CL- 

# 

დამტკიცება. ვთქვათ, #=(4,8) და C, სიმრავლის შემადგენელი ინ- 
ტერვალები არიან მ/4?0 =1,2,...). ს 

04



  ავიღოთ დადებითი 6 რიცხვი (5<: < 8–- 

ტერვალში შემავალი (L.4-L9, 8-–-= სეგმენტი. 
ეს სეგმენტი 6,4) ((=1,2,...; #=1,2,.,.) ინტერვალთა სისტემით არის 

დაფარული. თუ ამ სისტემისათვის II თავის § 2-ში განხილულ ბორელის 

თეორემას გამოვიყენებთ, მივიღებთ 

შ,,0) 6 =1,2,...#) 

4 ) და განვიხილოთ რტ ინ- 

ინტერვალთა ისეთ სასრულ სისტემას, რომელიც ფარავს ((+5, 8-9) სეგ- 
მენტს. წინა ლემის ძალით, 

# 

8-/4-26-< 2, ჰ)6,, #2, 
§=1 

საიდანაც მით უფრო 

8-/4/-2+<3% რ ' 2,0)== (2 „ნ)– 2 2 17CV- 

ვინაიდან C ნებისმიერად მცირეა, ამიტომ 

8–4 <0, 
L , 

/ 

და ლემა დამტკიცებულია. / 
თეორემა 8. თუ შემოსაზღვრული ღია C სიმრავლე წარ- 

მოადგენს ღია (დფ) სიმრავლეთა სასრული რაოდენობის ან 

თვლადი სიმრავლის ჯამს 

თ =2, CI 

I 
მაშინ 

#C <2, XC: 

ჯ 

დამტკიცება. ვთქვათ, #; ( = 1,2,..-) C სიმრავლის შემადგენელი 

ინტერვალებია. მაშინ 

7C =2, ჯ»!ტკ. 

#ტ,= ბ.ზ. C.= 2, (4,CV), 

' ( 

მაგრამ 

საიდანაც, მე-3 ლემის ძალით 

ჯ4, <- V' III M,CI), 
ა4 

5. ნატანსონი §5



და, მაშასადამე, 

M6<2, I> ”I(4:C.) | = >> IტიCი I რ 

მეორეს მხრივ, 

C.= C » ბ,= 2 (ბა,C.). 

ამასთან (და ეს ამ შემთხვევაში არსებითია) მარჯვენა მხარის ცალკეუ- 

ლი შესაკრებები ერთმანეთთან არ იკვეთებიან (იმიტომ რომ #,ბ/=0, 

როცა 1#1). მაშასადამე, ჩვენ ისეთ პირობებში ვიმყოფებით, როდესაც შესა- 

ძლებელია მე-2 თეორემის გამოყენება, და ამიტომ 

ა (601 C.)= #CL- C») 

(") და (”,)-ის დაპირისპირებით მივიღებთ გამოთქმულ დებულებას. 

'V § 9. შემოსაზლვტული ჩაპეზილი სიმრავლის ზომა + 

ვთქვათ, # არაცარიელი შემოსაზღვრული ჩაკეტილი სიმრავლეა და 
5-მისი შემცველი უმცირესი სეგმენტი. როგორც („ცნობილია (თავი IL, § 3, 

თეორემა 5), C,# ღია სიმრავლეა, და აზიტომ მას აქვს გარკეეული ზომა 

”IIC,I'). ეს გარემოება გვაძლევს საბაბს შემდეგი განმარტების: შემოღებისა. 
– განმარტება 1. არაცარიელი შემოსაზღვრული ჩაკეტილი 
# სიმრავლის ზომა ეწოდება რიცხვს 

„წ-8- 4-»(C) 

სადაც 5=|I4,8) არის # სიმრავლის შემცეელი უმცირესი 

სეგმენტი. – 
„ცარიელი ჩაკეტილი სიმრავლისათვის ზომის განმარტება საჭირო არ 

არის, ვინაიდან ასეთი სიმრავლე ღიაა, ღა მის ზომად ჩვენ შეთანხმებული 

ვართ ჩავთვალოთ რიცხვი 0. შემდეგ, ადვილია იმის ჩვენება, რომ არაცა- 

რიელი ჩაკეტილი სიმრავლე არ შეიძლება ღია აღმოჩნდეს (ჩვენ ამაზე არ 

შევჩერდებით), ასე რომ არაა საჭირო დაისვას საკითხი ღია და ჩაკეტილი 

სიმრავლეთა ზომის განმარტებათა ურთიერთკავშირის შესახებ. 

განვიხილოთ ზოგიერთი მაგალითი. 

1. #=Lი,ს). ამ შემთხვევაში, აშკარაა, რომ §=(ი,ხ) და CIL=0, ასე რომ 

#ILC,ხ)=ჩნ-––ძ, 

ე. ი. სეგმენტის ზომა მის სიგრძეს უდრის. 
2. 8 არის არაგადამკვეთი სეგმენტების ჯამი სასრული რაოდენობით 

სც=L9ი,,ხ,1-LLიე,ხ,|-L..--L- თან»).



შეიძლება ვიგულისხმოთ, “რომ სეგმენტები დანომრილია მათი მარცხენა 

ბოლო წერტილების ზრდის მიხედვით, მაშინ აშკარაა, რომ 

ჩ.<ძა., (L=1,9,..-,შ) 

"საიდანაც გამომდინარეობს, რომ 

§=(0ი,,ნ.), C, '= (ხ,,ეძე)-LCხეცძე)–--..-4+-(5. ძ.)- 

მაშასადამე, 

»--1 # 

თ8=ხ.-ი- % (ფყ-–-ხ)= 1?) (ხს–ძა, 
# =1 := 1 

ე. ი. სასრული რაოდენობის ურთიერთ არაგადამკვეთი ჩსეჭგ- 

მენტების ჯამის ზომა ამ სეგმენტების სიგრძეთა ჯამს 

უდრის. 

3, ვთქვათ, #=# (კანტორის სრულყოფილი სიმრავლე). ამ შემთხვევა– 
ში 5=I0,1) და C,I= CV საიდანაც 

»ხ,=1--1=0, 

ე. ი. კანტორის სრულყოფილი ჯე სიმრავლის ზომა უდრის 

ნულს. ეს ფაქტი საინტერესოა დაუპირისპიროთ იმ გარემოებას, რომ ჯ#-ის 

სიმძლავრე არის ი. 

თეორემა 1. შემოსაზღვრული ჩაკეტილი # სიმრავლის ზო– 
24ა არაუარყოფითი რიცხვია. ., 

დამტკიცება. მართლაც, თუ 1-ლი განმარტების აღნიშვნებით ვისარ 

გებლებთ, მაშინ აშკარაა, რომ 

C.LCC4#), 

და § 1-ის 1-ლი თეორემის მიხედვით 

#IICცC)<M(4,8)= 8-4, 

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ 

»>9. 

ლემა. ვთქვათ, X შემოსაზღვრული ჩაკეტალი სიმრავლეა, რომელიც 4 
ინტერვალში შედის, მაშინ 

#I II =1706-––7ICგ LI 

დამტკიცება. C/,/): სიწნრავლე ღიაა, ასე რომ ლემას აზრი აქეს. 

ვთქვათ, #=(/,8), ხოლო L სიმრავლის შემცეელი უმცირესი სეგზენტი კი 

არის 5=L(ით,) (ნახ. 8). მაშინ ადვილი შესამჩნეეია, რომ 

C#8M=C45+C,.I



„ ; მარჯვენა ნაწილის ორივე შესაკრები ღია სიმრავლეა და ერთიმეოოეს 

არ კვეთენ. მაშინ, ზომის ადიტივობის თვისების: გამო (§ 1, თეორემა 2). 

"გვექნება 

7ILC4#L) =1I1C1%5I-L7ICI). 

მაგრამ აშკარაა, რომ 0Cგ 5=(4,ი)+(ს,8), საიდანაც 

2 7IIC%35)ლ–(ი–,/7/)+–+-C(C8-–%), 

და, მაშასადამე, | 
IC 17)==(8-– 4) – (6–– ი)-LVIC.#), 

რაც ამტკიცებს ლემას. 

თეორემა ?. ვთქვათ, 
  #ტ#C-LI 4 - –8 ჯ, ღა XL ორი შემო- 

' 9 ხ ' საზღვრული ჩაკეტი-- 

ხახ. 8 ლი სიმრავლეა. თუ 

#,ლ#ე, მაშინ 

111, <-1IIჩ ე. 

დამტკიცება. ვთქვათ, 4 ინტერვალია, რომელიც შეიცავს #: სინ-- 

რავლეს. მაშინ ადვილი ზწესამოწმებელია, რომ 

C46, = C415» 
და, მაშასადამე, 

C4))>7!(C4ტM:1- 

ასე რომ საკითხი წინა ლემაზე დაიყვანება. 

შედეგი. შემოსაზღვრული ჩაკეტილი /# სიმრავლის ზომა: 
წარმოადგენს #-8ში შემავალი ყველა ჩაკეტილი. სიმრავლეე- 

ბის ზომათა ნამდარლ ზედა საზღვარს. 

თეორემა ვჭ. ვთქვათ, L ჩაკეტილი სიმრავლეა, ხოლოC-–-ღია 

შემოსაზღვრული სიზოავლე. თუ #C6C., მაშინ 

#II-< IC. 

დამტკიცება. ვთქვათ, #ტ წარმოადგენს 6-ს შემცველ ინტერვეალს.. 

ადვილია ჩვენება, რომ ? 

ბ=თC-LCა#, 

საიდანაც, წ 1-ის მე-3 თეორემის ძალით, მივიღებთ 

ჯხბდიცC-+»CტII, 

და საქმე ლემაზე დაიყვანება. 

თეორემა 4. ღია შემოსაზღვრული C სიმრავლის ზომა 

წარმოადგენს 0ში შემავალი ჩაკეტილი სიმრავლეების 

ზომათა ნამდვილ ზედა საზღვარს, 

თ. შს



დამტკიცება. წინა თეორემის ძალით, #MIC ზედა საზღვარია ჩაკეტი– 

ლი MCC სიმრავლეების ზომებისა და უნდა ვაჩვენოთ, რომ ამ ჩაკეტილი" 

“სიმრავლეთა ზომები შეგვიძლია რაგინდ დაუახლოეოთ ჯIC-ს. 

ვთქვათ, C-ს შემადგენელი ინტერვალებია (2+»,ILს) (#=1,2,...), ასე, რომ 

”! CV =2, (IV--7ს)- 

ავიღოთ ნებისმიერი C>0 და იმდენად დიდი ნატურალური # შევარ– 

ბპიოთ, რომ აღმოჩნდეს 

” · 

2 (0ს––-/) >1IC>-–- “2 

# = 1 

შემჯეგ, ყოველი #-სათვის ისეთი (თ;,წL) სეგმენტი ვიპოგოთ, რომ გექონდეს 

· - C 

IC, 3) = (#თ IM), ICI, 36) > I-ს M)–– –-–., 
–I 

(რისთვისაც საკმარისია ისეთი ჩ»ჯ ავიღოთ, რომ 

0<უს <)იჯი 00::2 5 
2 · 4M# 

ღა აღენიზნოთ თ,==M--»), ჩL= (L-XI). დასასრულს, დავუშვათ, რომ 

” 

XX= XV (<8). 
=> 1 

მაშინ, აშკარაა, /საC=C; Iაე ჩაკეტილია, და 

# ” _ 
ა (0+-X)- “2 >M6:-6. 

#=1 :==1 
#II'ა= 

რადგან 6 რაგინდ მცირეა, თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა ნ. შემოსაზღვრული ჩაკეტილი / სიმრავლის 

ზომა წარმოადგენს #-ის შემცველი ყოველნაირი ღია შე- 

მოსაზღვრული სიმრავლეების ზომათა ზუსტ ქვედა საზ- 

ღვარს. 

დამტკიცება. როგორც ზემოთ, საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ შეიძლე-– 

ბა ავაგოთ ისეთი ლია შემოსაზღვრული სიმრავლე, რომელიც შეიცავს #-ს 

და რომლის ზომა რაგინდ ახლოა L#I/--თან. 

ამ მიზნით ავიღოთ ჯ-ის შზემცველი, #4 ინტერვალი, და განვიხილოთ 

ღია, C#ცMI სიმრავლე. როგორიც არ უნდა იყოს 6>0, ჩვენ შეგვიძლია (მე-4 

თეორემის ძალით) ისეთი ჩაკეტილი თ სიმრავლე ვიპოვოთ, რომ 

დC C4IL,; 7Iთდ>17IICტLI--6. 

“თა==Cგტ ს. 

დავუშვათ



ადვილი შესამჩნევია, C) ღია სიმრავლეა, რომელიც “შეიცავს X-ს. ამა- 
სთანავე 

„თ ფა=ფია-- 0 <#06-»LC#ტXV)--+6==თ/#-1-%. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 6. ვთქვათ, შემოსაზღვრული ჩაკეტილი #სიზ- 

რავლე წარმოადგენს ჩაკეტილ ურთიერთ არაგადამკვეთ 

სიმრავლეთა სასრული რაოდენობის ჯამს. 

»” 

X ს (#.#=0, M#Vე. 
#== 1 

მაშინ 

M 

»IL= 2, 7ჰს. 

# = 1 

დამტკიცება. ცხადია, რომ საკმარისია ორი შესაკრები სიმრავლის 

შემთხვევა განვიხილოთ 

X=#,+L; (ჩM,.#,=0). 

ავიღოთ ნებისმიერი §>0, და ისეთი ორი შემოსაზღვრული. ღია C, და. 

(CM სიმრავლე შევარჩიოთ, რომ აღმოჩნდეს 

6 =5, »0ს<იL#M+ > (=1;2), 

ეს შესაძლებელია წინა თეორემის (ძალით. 

აღვნიშნოთ 

თ=C)+6C,.. 

მაშინ C არის შემოსაზღვრული, X# სიმრავლის შემცველი, ღია სიმრავგ– 

ლე. მაშასადამე, 

ჯ1-<:10C-<-IIIC + II დე <2, + ე-1-6. 

8 რიცხვის ნებისმიერობის გამო, ეს უტოლობა გვაძლევს 

სადი 11+>თXე· (') 

მეორეს მხრიე, განცალებადობის თეორემის ძალით, ისეთი ორი „#8, და 

78, ღია სიმრავლე არსებობს, რომ 

8:=2X; (I=1,2), 8,8) =9. 

ამ შენიშვნის შემდეგ ავიღოთ ნებისმიერი 6>9 და ვიპოვოთ ისეთი შზშე-. 

მოსაზღვრული ღია C სიმრავლე, რომ ' 

0=L და IC<7XL-L6. 
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მაშინ 8,C და #გაC წარმოადგენენ ურთიერთ არაგადამკვეეთ ღია შემო-| 
საზღვრულ სიმრავლეებს, რომლებიც. სათანადოდ, /., და #,-ს შეიცავენ. 

მაშასადამე 

MI, +Iა<-II(13,C) -+II(2881C) =7I12,0-+8,6C1, 

(აქ ჩვენ ვისარგებლეთ ზომის ადიტივობით ღია სიმრავლეებისათვის). მაგრამ 
8,თC-+-8,CCC. საიდანაც 

I, + ი L<იII <იIL+6 

და 6-ის ნებისმიერობის ძალით 
III <7L. („ა 

(”) და (',) დიპირისპირებით, მივიღებთ 

# LC = VIII ++: 

რის დამტკიცებასაც მოვითხოვდით. 

V/ 59 ვ. შემოსაზღვტუდი სიმრაჰვლის შიგა Cა) გარე ზომები 

განმარტება 1. შემოსაზღვრული IL სიმრავლის გარე ზომა 
„ხს ეწოდება LL სიმრავლის შემცველ ყოველნაირ შემოსა- 

ზღვრულ ღია სიმრაელეების ზომათა ზუსტ ქვედა საზღვარს 

I )ს=1ი( ICI. 
C=IL 

ცხადია, რომ ყოველი შემოსაზღვრული XL, სიმრავლისათვის გარე ზომა 

არსებობს, და ამასთან 
0. სIიხ<-+4+--C, 

განმარტება 2. შემოსაზღვრული I) სიმრავლის შიგა ზომა 
”,.,, ეწოდება 8 სიმრავლეში შემავალ ყოველნაირ ჩაკე- 

ტილ სიმრავლეთა ზომების ზუსტ ზედა საზღვარს 

”I„ ს = §სიIIIIXI . 
M#ლჰა 

აშკარაა, რომ ყოველი შემოსაზღვრული L სიმროავლისათვის არსებობს 

შიგა ზომა, და ამასთან 
0<1M,I< -L თ- 

თეორემა 1. თუ C ღია შემოსაზღვრული სიმრავლეა, მაშინ 

»,'C=1,C=>/!IC- 

თეორემა გამომდინარეობს § 1-ის 1-ლი თეორემის შედეგიდან და § 2-ის 

მე-4 თეორემიდან. –– 

–-“- თეორემა 5. თუ I ჩაკეტილი შემოსაზღვრული სიმრავლეა, 

მაშინ · 
თ) I == II „IL = IL.



თეორემა გამომდინარეობს § 2-ის მ-2 თეორემის შედეგიდან და მე-5 

თეორემიდან, ' 

თეორემა 3. ყოველი შემოსაზღვრული L სიმრავლისათვის 

„ალა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, C შემოსაზღვრული ღია სიმრავლეა, რომე- 

ლიც შეიცავს I სიმრავლეს. L სიმრავლის როგორი ჩაკეტილი XL ქვესიმრავ- 

ლეც არ უნდა ავიღოთ, გვექნება ICC და, § 2-ის მე-3 თეორემის ძალით 

ოIM«<-I0. აქედან 
7, 1-<-IIფ-. 

მაგრამ, რადგანაც ეს სამართლიანია IL სიმრავლის შემცველ ყოველ 

ღია შემოსაზღვრულ C სიმრავლისათვის, ამიტომ 

წთ < II I, 

რის დამტკიცებასაც ვთხოულობდით. 

_თეორემა #4, ვთქვათ, #4 და 8 შემოსაზღვრული სიმრავლეე- 

ბია. თუ #C8, მაშინ ' 
I 

არა,მე მ)" 4<1)" 8. 

დამტკიცება. ორივე უტოლობა ანალოგიურად მტკიცდება. შევ- 

ჩერდეთ, მაგალითისათვის, პირველ მათგანზე. 

ვთქვათ, § წარმოადგენს იმ სიმრავლეს, რომელიც შედგება „4 სიმრავ- 

ლის ყველა ჩაკეტილი ქეესიმრავლეების ზომებისაგან, და I ასეთივე სიმრავ- 

ლეა „8 სიმრავლისათეის. მაშინ – 

.4=8ს0 5, #I,8=5სი 1. 

ვთქვათ, LL წარმოადგენს 4 სიმრავლის ჩაკეტილ ქვესიმრავლეს, მაშინ 

# მით უმეტეს /3 სიმრავლის ქვესიმრავლეა. აქედან გამომდინარეობს, რომ 

CI, 

და თეორემა განომდინარეობს იმ ცნობილი ფაქტიდან, რომ რაიმე სიმრავ- 

ლის ქვესიმრავლის ზუსტი ზედა სახღვარი არ აღემატება თვით ამ სიმრავ-, 

ლის ზუსტ ზედა საზღვარს. 

თეორემა ნ. თუ შემოსაზღვრული # სიმრავლე წარმოად- 
გენს I, სინრავლეთა სასრული რაოდენობის ან თვლადი 

სიმრავლის ჯაზს, 

#ჯ= V V, > 
მაშინ 

” Iს 2, უუ Iბა- 
L 
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დამტკიცე.ბა. >" მწკრივის განშლადობის შემთხვევაში თეორე- 

მა აშკარაა. ვიგულისხმოთ, რომ ეს სზწკრიეი კრებადია. ავიღებთ რა ნების- 

შიერ 6>0, ჩეენ შეგვიძლია ისეთი ღია შეპოსაზღვრული CL სიმრავლეები ვი- 

პოვოთ, რომ 

თ.=1ს, X6.<7"1ს -L + (#=1,2,3,...). 

რ იყოს L სიმრავლის შემცველი რაიმე ინტერვალი. მაშინ #-–= 4 სა თ., 

+ 

საიდანაც, § 1-ის მე-3 თეორემის ძალით 

"IL <-M | ა Xთ | = 7” IX 2–Cთ I< ჯ #(C4CI) < 
L L ჯ 

<2 7 CL. <= ჯე თ აMა+5, 
ჯ + 

და თეორემის სამართლიანობა § რიცხვის ნებისმიერობიდან გამომდინარეობს, 

თეორემა 6. თუ შემოსაზღვრული I, სიმრავლე წარმოად- 
გენს ურთიერთ არაგადამკვეთი IL სიმრავლეთა სასრული 

რაოდენობის ან თვლადი სიმრავლის ჯამს 

# =2. 10% (1M1,=0, X26-L", 

მაშინ 

თ.ა > ა “IX. 
L 

დამტკიცება. განვიხილოთ პირველი # სიმრავლე 1ა,;1,)1სკ,--.,ჰბი- 

"ნებისმიერი 6>0 რიცხვისათვის არსებობენ ისეთი ჩაკეტილი IV 'სიმრავლეე- 

ბი, რომ 
- 6 

X,-ლ–IMVM, IL >1ჩახს-–- –“- (L=1,2,..-)!). 
” 

# 

IM სიზრავლეები წყვილ-წყვილად აო იკვეთებიან და მათი ჯამი 2, #L 

L = 1 

ზაკეტილია. აქედან, § 2-ის მე-6 თეორემის გამოყენებით, მივიღებთ 

შევა დ „ 
თათ » XII = 2, ” 19 > 1 I. Iს 6. 

== 1 #= 1  = 1 

რადგან 5>0 ნებისმიერია, ამიტომ 

# 

2, MI. ადი, Iს- 

ჯ=1 

%3



ამით თეორემა დამტკიცებულია შესაკრებ სიმრავლეთა სასრული Cრი- 

ცხვის შემთხვევაში. თუ კი შესაკრები სიმრავლეები: თვლად სიმრავლეს შეად- 

თ 

გენენ, მაშინ „ რიცხვის ნებისმიერობის გამოყენებით აღმოვაჩენთ 2. #I.I 

L= 1 
მწკრივის კრებადობას და 

თ 
ასადი ნს 

#= 1 
უტოლობას. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ თეორემა ძალას ჰკარგავს, თუ მოვხსნით პი- 

რობას იმის შესახებ, რომ IV სიმრავლეებს არ ჰქონდეთ საერთო ელემენტე– 

ბი. მაგალითად, თუ 

X,=(0,1), I =|0,1), 15=) + I), 

მაშინ »I,I=1, IM -+-7I,I8ე = 2. 
V/ თეორემა 1. ვთჟვათ, #L შემოსაზღვრული სიმრავლეა. თ: 

4 ამ სიმრავლის შემცველი ინტერვალია, მაშინ 

წ ს--IაIC215)ლ-#4ბ.ტ. 

დამტკიცება. ავიღოთ ნებისმიერი 5>0 და ქიპოვოთ. ისეთი ჩაკე– 

ტილი I სიზრავლე, რომ 

IMICCგს, MI >. C31M))--ჯ§. 

თუ ახლა მივიღებთ C=CჯL, მაშინ (+ იქნება ისეთი შემოსაზღვრული 

ღია სიმრავლე, რომელიც შეიცავს X-ს, საიდანაც, § 2-ის ლემის დახმარე– 

ბით, აღმოვაჩენთ 

I | დ-17IC ==1/1ს-- 711) < 74%––II.(IC 2 LI-L-§. 

აქედან, 6C-ის ნებისმიერობის ძალით, გამომდინარეობს, რომ 

ჯი" ს-LII.IC 21) ლთტ. 

შებრუნებული უტოლობის 

"M-L+27I.IC 1I59)–>MV ბ. (” 

მისაღებად უფრო ფაქიხი მსჯელობის ჩატარება გვიხდება.' 

ავიღოთ §>0 და ვიპოვოთ ისეთი შემოსაზღვრული ღია Cე სიმრავლე;. 

“ რომ 
“ 

ფა=1I, MC-ი< MX" I-L ==. 

4 ინტერვალის ბოლოებს 4 და 8 დავარქვათ და 2-ში შემავალი ისეთი 

(ი,ხ) ინტერვალი ვიპოვოთ, რომ 

4<0ი<4+ -– ც-–- -- <ხ<#. 
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ამის შემდეგ მივიღოთ 

C=4Cა-LC4ი)-I-(ხ,8). 

0. ხიმრავლე შემოსაზღვრულია, ღიაა, შეიცავს #-ს და ისეთია, რომ 

თC<17"L--2. 

მაგრამ, გარდა ამისა (და ეს აქ მთავარია), სიმრავლე 

#=CტC 

ჩაკეტილია, რაც ადვილი შესამოწმებელი 

1#=Lი,ხ).CC. 

იგივეობიდან გამომდინარეობს, 
რადგან IC C4M, ამიტომ 

7 :I(C 315) -7I19 = %-––IIC > MI 5ა-– II” 0––6. 

აქედან, §-ის ნებისმიერობის ძალით, (“) უტოლობა - გამომდინარეობს 

და მახთან ერთად თეორემაც. 

შედეგი. თეორემის აღნიშვნების შენარჩუნებით გვექნებია: 

7” C130))––I,IC 415) =– MI I-II. 

მართლაც, თუ ჩვენ L და CგIს სიმრავლეებს როლებს შევგუცვლით, „მი- 

ვიღებთ: 

7 (Cტ1ს)+ 1,1 = 74: 

საიდანაც 

2 (CMI) + ,15=7" 1M-+VI.| C4X), 

ეს კი დასამტკიცებელი ტოლობის ტოლფასია. 

% § 4. ზომაში სიმტავლეები ს“ 

განმარტება. შემოსაზღვრულ 1 სიმრავლეებს ზომადი ეწო- 

დება, თუ მისი შიგა და გარე ზომები ერთმანეთის ტოლია: 

#1) =7I,1L- 

მათ საერთო მნიშვნელობას IL სიმრავლის ზომა» ეწო- 

დება და აღინიშნება ჯIL-თი, 

2)/Iს§==7IL" Iს = 2M„1ს- 

ზომის ცნების განმარტების ეს ხერხი ლებეგს ეკუთვნის; ამასთან. 

დაკავშირებით ხშირად ზომად სიმრავლეს „ლებეგის აზრით ზომად სიმრაე- 

ლეს“ ან უფრო მოკლედ „(L) ზომად სიმრავლეს“ უწოდებენ.



თუ ჯ სიმრავლე არაზომადია, მაშინ მის ზომაზე ლაპარაკი არ შეიძლე– 

ბა, და სიმბოლო #IL ჩვენთვის აზრს მოკლებულია. კერძოდ, ჩვენ ყველა არა–- 

შემოსაზღვრულ სიმრავლეებს არაზომადად ვთვლით!,. 

თეორემა 1. ღია შემოსაზღვრული სიმრავლე ზომადია და 
მისი ახლახან განმარტებული ზომა ემთხვევა § 1-ში შემო- 

ყვანილ ზომას. 

ეს ფაქტი § 3-ის თეორემის უშუალო შედეგს წარმოადგენს. სრულე- 

ბით ასევე § 3-ს მე-2 თეორემიდან გამომდინარეობს შემდეგი თეორემა: 

თეორემი 9. ჩაკეტილი შემოსაზღვრული სიმრავლე ზომა- 

დია და მისი ახლახან განმარტებული ზომა ემთხვევა § 2. 

, შემოყვანილ ზომას: 

§ 3-ს ზე-7 თეორემის შედეგიდან გამომდინარეობს: 

თეორემა ვ. თუ L შემოსაზღვრული სიმრავლეა, რომელიც 

4 ინტერვალში შედის, მაშინ IL და Cა3ILს ერთდროულად ზო- 

მადია ან არა. 

§ 3-ის მე-5 და მე-6 თეორემების დაპირისპირებით მივიღებთ: 

თეორემა 4. თუ შემოსაზღვრული I სიმრავლე წარმოად- 

გენს ურთიერთ არაგადამკვეთი ზომადი სიმრავლეების 

სასრული რაოდენობის ან თვლადი სიმრავლის ჯამს 

X= 2, XI. (სს =0, L>#VI, 

მაშინ ს სიმრავლე ზომადია და 

Iს == % Iს. 
4“ 

დამტკიცება გამომდინარეობს შემდეგი უტოლობებიდან: 

2 IM = 2 „ნადი, ო <7 < 2 #"IL= 2 თIII. 

ზომი დამტკიცებულ თვისებას მისი სრული აღიტიურობა 

ეწოდება. 
უკანასკნელ თეორემაში არსებითი იყო ის, რომ ცალკეული შესაკრებე- 

ბი წყვილ-წყვილად არ იკვეთებოდენ. მოვიშოროთ ახლა თაეიდან ეს შეზ- 

ღუდვა, თუმცაღა ჯერ-ჯერობით შესაკრებ სიმრავლეთა სასრული რიცხვის 
"შემთხვევისათვის. 

თეორემა წ. სასრული რაოდენობის ზომად სიმრავლეთა 
ჯამი ზომადი სიმრავლეა. 

  

' 1 შეიძლებოდა ზომის ცნების განხოგადოება ზოგიერთი სახის არაშემოსახღვრულ სიზბ- 

რავლეებზედაც. ჩვენ ამას არ ჩავატარებთ, 
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დამტკიცება. ვთქვათ, 
” 

#=1 

ამასთან IL სინრავლეები (#=1,2,....,)) ზომადი არიან. 

ავიღოთ ნებისმიერი 6>0 და ყოველი ნატურალური #-სათვის ავაგოთ 

ისეთი ჩაკეტილი IL, და შემოსაზღვრული ღია (ს სიმრაგლეები,რომ გექონდეს 

Iს–=IსLCC+, CL – MIIIL< +, (#==1,2,...-M)- 
C 

ამის შედეგად აღენიშნოთ 

I) წ 

#= 21, C= 2) დ. 
#=1 #= 1 

ცხადია, რომ L სიმრავლე ჩაკეტილია, ხოლო. C. ღიაა და შემოსაზღერუ- · 

ლი; ამავე დროს 

IსC=ILCC, 

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ 

წIIV< ი, I5< 0 1-ლ17MC-. ო 

მაგრამ C--–-L სიმრავლე ღიაა (რადგანაც მისი წარმოდგენა შეიძლება. 

C.C. სახით) და შემოსაზღვრული. მაშასადამე, ეს სიმრავლე ზომადია. (X#” 
სიმრავლე აგრეთვე ზომადია, და ამიტომ, რამდენადაც 

Cთ=L-+-CC–V) 

და I და C-X სიმრავლეები არ გადაიკვეთებიან, შეიძლება გამოვიყენოთ”. 

წინა თეორემა, რომელიც გვაძლევს 

2C=17/ს-+-#CI-1I), 
საიდანაც 

1M(C-––სს) = IIC– IL. 

ანალოგიურად მივიღებთ, რომ 

#1(თს–– ს) = MIICა–– „Iს (= 1,2).-.,). 

აღვნიშნოთ "ახლა ადვილი შესამოწმებელი ჩართვა 

” 

ც-ს = 2, (CC – II). 

X1= 1 
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აქ შემავალი ყველა სიმრავლე შემოსაზღვრული და დიაა, ასე რომ § I-ის 

თეორემის საფუძველზე გვაქვს 

“ 
თ(0-1)< X თ(C-1M, 

L=1 

ან 

CL –- II < 

ს 

წოCL- III <6. 

I 
ს4
 

2 

აქედან და (")-დან გამომდინარეობს, რომ 

7) ს–-MI.1ი <6, 

და, რადგანაც 6 რაგინდ მცირეა, ამიტომ 

7 Iს)ლ= 7, 

თეორემა 6. სასრული რაოდენობის ზომადი სიმრავლევ- 

-ბის თანაკვეთა ზომადია. 

დამტკიცება. ვთქვათ, 
M 

#= II IV, 
L=1 

სადაც Iს ზომადი სიმრავლეებია. დავარქვათ გ რაიმე ისეთ "ინტერვალს, 

რომელიც ყველა IM% სიმრავლეებს შეიცავს. ადვილია შემოწმება, რომ 

ჯ? 

C#)15= 2. CგMV. 

#1=1 

მაგრამ C#ტIს სიმრავლეები ზომადია I სიმრავლეებთან ერთად, საი- 

დანაც მე-5 თეორემის ძალით, გამომდინარეობს CტI), სიმრავლის ზომადობა, 
ეს კი სიმრავლის ზომადობას გვაძლევს, რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 

თეორემა 7. ორი ზომადი სიმრავლის სხვაობა ზომადია. 

დამ ტკიცება. ვთქვათ, 

ჰა=ს,-–-IV, 

სადაც L, და L, ზომადი სიმოავლეებია. დავარქვათ # ორივე, IL, და I. 

სიმრავლის შემცველ რაიმე ინტერვალს. მაშინ 

1#ს=1ს)-Cტ ბ, 

და საქმე წინა თეორემაზე მიიყვანება. 

LI :1



თეორემა მ. თუ მე-7 თეორემის პირობებში გვექნები 
#.=M,, მაშინ 

„ხ=თIსს– თს, 

დამტკიცება. ცხადია, რომ 

1, =1ს-+I4.. (I) =0), 

საიდანაც მე-4 თეორემის ძალით 

21, = 1Iს-+- III, 

რაც თეორემის ტოლფასია. 

თეორემა 9. თუ შემოსაზღვრული IL, სიმრაელე წარმოად-– 
გენს ზომადი სიმრავლეების თვლად ჯამს, მაშინ # ზომადია. 

დამტკიცება. ვთქეათ, 

# = 2, IM. 

შემოვიყვანოთ 4#L (L=1,2,...) სიმრავლეები შემდეგნაირად: 
7 ი 

4,=9, 4=0, 4-0, CL... ს ე, 
ადვილია შემოწმება, რომ 

CC 

# = 2, 4. 
ს=1 

ამასთან ყველა 4, ზომადი სიმრავლეებია და წყვილ-წყვილად“არ გადაი- 
კვეთებიან (ამაშია მტკიცების მთელი აზრი), ასე რომ საქმე მე-4 თეორემახეა 

დაყვანილი. ' " 

ჯ სიმრავლის შემოსაზღვრულობის პირთზის მოშორება (ეს პერობა მე-5 

თეორემაში თავისთავად შესრულებული იყო) არ შეიძლება, როგორც ეს ცხა- 

დია თუნდაც შემდეგი მაგალითიდან 

IM = (9,XI, 
თ 

სადაც ჯამი 2, LსL+=(0,-- თ) არაზომადია. 

#=1 
თეორემა 10. ზომადი სიმრავლეთა თვლადი სიმრავლის 

თანაკვეთა ზომადია. 

დამტკიცება. ვთქვათ, 

”



სადაც ყველა I» ზომადი სიმრაქლეებია. რადგან #C=–,, ამიტომ L სიმრავ– 

ლე შემოსაზღვრულია. 4-თი აღვნიშნოთ 1) სიმრავლის შემცველ რაიმე ინ- 

ტერვალი და მივიღოთ 

#.=4#IM. (=1,2,3,...) 
მაშინ 

თ ღი ლი 

ხ-=6ს=4 II IL= II (აM)= LI +”. 
#=1 #=1 #=1 

ადვილია შემოწმება, რომ 
თ 

CტILM = X Cა»" 

და საქმე დაიყვანება მე-3 და მე-9 თეორემებზე. 

დაბოლოს, დავამტკიცოთ ორი თეორემა, რომლებსაც დიდი მნიშვნე-. 

ლობა აქვთ ფუნქციათა თეორიაში. 

თეორემა 11. ვთქვათ, 1,,სე,სე.. ზომადი სიმრავლეებია. თუ 

I) ლ IM, – #ვ –... 
თ % 

და თუ ჯამი L= 2, I. შემოსაზღვრულია, მაშინ 

#=1 
წ) = 110ი (M1Iხი). 

1-–>Cთ 

დამტკიცება. ადვილი აღმოსაჩენია, რომ XL სიმრავლე შემდეგი სა-. 

ხით შეიძლება იქნას წარმოდგენილი 

1#=L+(0--19)+ (Iვ-– ვ) + ს –ე)+-.-, 

სადაც ცალკეული შესაკრებები წყვილ წყვილად არ გადაიკვეთებიან. აქედან 
მე-4 და მე-8 თეორემების ძალით გამომდინარეობს, რომ 

=< თ 

#7II= III, 1 (1-ს) = 7III, –+ განსა – თს). 
#=1 #=1 

უსასრულო მწკრივის ჯამის თვითონ განმარტების საფუძველზე უკანას–- 

კნელი ტოლობა შეიძლება ასე გადავწეროთ 

1-1 

»0=1)0 4, + 2) სისა, %)), 
7-–C #=1 

ეს კი თეორეზის ტოლფასია, ვინაიდან 

–1 
სდ 2 

I + 2, ნისსავ–-)5,ე)ლ=IMIსნი- 

სც=1 ს.



თეორემა. 15, ვთქვათ, L,,I.,II,,.. ზომადი სიმრავლეებია, 
„თ 

ხოლო # = II MM. თუ 

#=1 
#,.=IL,= :ე=-.., 

მაშინ 

»1Iი = 11 III ო»). 
ო->თ 

დამტკიცება. ეს თეორემა ადვილი დასაყვანია წინაზე. მართლაც, 

თუ #-ს დავარქმევთ #, სიმრავლის შემცველ რაიმე ინტერვალს, ჩვენ გვექნება 

C4აC,C C4M,C=C41:C... ' 
(თ თ) 

CტIს, = სა CგტI. 

X=- 1 

მე-1) თეორემის ძალით მივიღებთ, რომ 

#I(C4IL) ==1II) IMICC XI) 1, 
#-–>C 

რაც შეიძლება ასედაც წარმოვაღგინოთ: 

»უბტ ––უო11:= 10) წაბ–# ს. 

?1–> C6 

უს კი თეორემის ტოლფასია. 

§ 5, ჭომალობა 2ა ზომა ტობორც მოძტაობის ინპატიანჭები 

ვთქვათ, მოცემულია 4 და 8 სიმრავლეები, რომლებიც ნებისმიე“ი ბუ- 

ნების ობიექტებისაგან შედგებიან. იმ შემთხვევაში, როცა ნაჩვენებია რაიმე წე- 

სი, რომლის მიხედვითაც 4 სიზრავლის ყოველ ძ ელემენტს #8 სიმრავლის 

ერთი და მხოლოდ ერთი ხ ელემენტი. შეესაბამება, ამბობენ, რომ მოცემულია 

4 სიმრავლის ცალსახა ასახვა #8 სიმრავლეში. ამასთან არ იგულისხმე- 

ბა, რომ 8 სიმრავლის ყოველი ელემენტი შესაბამისია „4 სიმრავლის რაიმე 

ელემენტისა. ასახვის ცნება ფუნქციის ცნების პირდაპირ განზოგადოებას წარ- 

მოადგენს. აზასთან დაკავშირებით, ძ C 2 ელემენტის შესაბამ ბ C 8 ელემენტს 

ხშირად /(ი)-თი აღნიშნავენ და სწე“ენ 

ხ= I(ი)- 

თუ #ტხ=/(2ი) მაშინ ს ელემენტს თ ელემენტის საზეს ვუწოდებთ, 

ხოლო ძი ელემენს ხ ელემენტის წინასახეს ვუწოდებთ. ამასთან, ერთ“ ხ 

ელემენტს შეიძლება პქონდეს რამდენიმე წინასახე. 

ვთქვათ, 4” წარმოადგენს ”# სიმრავლის ნაწილს, ხოლო ქ)3“-ამ „4 

სიმრავლის ელემენტების ყველა სახეების სიზრაელეა (სხვანაირად რომ ვგთქვათ, 
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თუ ი C 4", მაშინ /(ი) C 8” და თუ ხ C 8", მაშინ მოიძებნება ერთი მაინც ისე- 

თი #C 4, რომ ს= /(ი)), ამ შემთხვევაში #8" სიმრავლეს „"' სიმრავლის სახე 

ეწოდება. რაც ასე ჩაიწერება: 

8"= I(4"). 

ამასთან, 4“ სიმრავლეს „8“ სიმრავლის წინასახე ეწოდება. 

ამ ზოგად ()ნებების დადგენის შემდეგ გადავიდეთ ასახვების ერთი მნი- 

“შვნელოვანი სპეციალური სახის განხილვაზე. 

განმარტება 1. რიცხვითი 2 წრფის ცალსახა დი: ასახვას 

თავისთავში მოძრაობა ეწოდება, თუ წრფის რომელიმე 

ორი წერტილის. სახეთა შორის მანძილი ტოლია თვით ამ 

წერტილებს შორის მანძილისა: 

I#(X)––დ())|= |>–XI. 
სხვანაირად რომ ვთქვათ, მოძრაობა ეწოდება 2 სიჯრავლის 7 სიმრავ- 

ლეშივე ისეთ ასახვას, რომელიც არ ცვლის მანძილებს 2-ის წერტილებს 

შორის. 

მოძრაობის ცნების განმარტებაში არაა შეტანილი მოთხოვნა იმის შესა- 

ხებ, რომ 7 სიმრავლის ყოველი წერტილი წარმოადგენდეს რაიპე წერტილის 

სახეს, და აგრეთვე მოთხოვნა იმისა, რომ 2-ის სხვადასხვა წერტილებს 

სხვადასხვა სახე ჰქონდეთ, მიუხედავად ამისა, ორივე ეს გარემოება შე- 
სრულებულღ ია. დავრწმუნდეთ ამაში ჯერჯერობით სხოლოდ ერთ-ერთი მათ- 

განისათვის. 

· თეორემა 1, ვთქვათ, დ(ე) მოძრაობაა. თუ X#VI, მაშინ 

#(9#70). 
მართლაც, ამ შემთხვევაში 

| |თდ(2)––თ(»)|= IX-–»|#9. 

თეორემა 95. ძი) თუ #4C7, მაშინ დ(4)CVC(78). 

ს დ (>%) => დ(#ე. 

ი « (11M ) =1I I «(Lე. 
6 5 

«) თუ სა ცარიელი სიმრავლეა, მაშინ დ(L,)= Iწა- 

დამტკიცებას მკითხველს ვანდობთ. შევნიშნავთ სნხოლოდ, რომ 1-ლი 

თეორემა გამოიყენება მხოლოდ «) პუნქტის დამტკიცების დროს. 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ შემდეგი სამი ასახვა მოძრაობას წარ- 

/მოადგენს: 

I. დ(X)=X-L9ძ (ძერა). 

IL. თდ(X)==–--ჯ (სარკისებური არეკვლა). 

III. C(+)=-–-»-Lძ.



მეტად მნიშვნელოვანია ის, რომ ამ' სამი (საკუთრივ– ორი, იმიტომ როზ 

IIL შეიცავს II-ს) ტიპით ამოიწურება ყველა შესაძლებელი მოძრაობანი: 7-ში- 

თეორემა მ. თუ დ(X) მოძრაობაა, მაშინ ან 

დ(X)=::-+L9ძ, 

დ(X)=–-Xჯ+9ძ. 

დამტკიცება. აღვნიშაოთ 

დ(0) =ძ. 
მაშინ ყოველი ჯ-სათვის გვექნება 

Iდ(2)-–ძ|=IXI, 
-და, მაშასადამე, 

დ(2:)=(–1)249, «-+-V (თო(X) =9,1). 

თ(X) ფუნქცია განსაზღვ რულია ყოველი X#0-სათვის. ჩვენს მიზანს წარ- 

მოადგენს იმის აღმოჩენა, რომ თ(X) მუდCივი სიდიდეა. 

ვთქვათ. ჯ და » ორი წერტილია, ამასთან X#0, #0, X#7X- 

მაშინ 

დ(X) (7) =(––1)9%. ჯ – (––1)99), 
„ან 

თ(2) ––დ())=(-––1)99IX-–(––1)2- II, 
სადაც (C=C())-თ(ჯ) და მას აქკს ერთერთი მნიშვნელობა შემდეგი სამიდან 

C6=1,0,––-1. 

თუ მოძრაობის განმარტებით ვისარგებლებთ, შეგეიძლია მივიღოთ, რომ 

. |X--(-–-1)2X|=|2–X»ს 
„აქედან, ან 

2:-–-C--.-1)0V=X-–-), 

„ან 
ჯX-C-- 1)ი#)=>=–-ჯ-L-). 

მაგრამ მეორე შემთხეევა შეუძლებელია, რადგანაც მას იქამდე მივყე- 

ვართ, რომ 
2X=)L1-I-C--1)), 

საიდანაც (0=2+-1-სათვის) X=0, ან (2=0-სათვის) X=/, ეს კი ეწინააღმდე- 

გება პირობას. 
მაშასადამე, დაგვრჩა პირველი ემთხვევა, რომელიც გვაძლევს 0=20, ე. ი. 

9(7)=თ(X. 
მაშასადამე, ყოველი X7#0-სათვის C(.),ჭს ერთიდაიგივე მნიშვნელობა აქვს 

თ:X=0თ (თძ=0,1). 

ასე რომ 
დ(X)==(-– 1)9. ჯ+9ძ. 
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რამდენადაც ეს ტოლობა, ცხადია, ძალაში რჩება ჯ=0-სათვისაც, თერ-- 

რემა დამტკიცებულია. 

შედეგი. მოძრაობის დროს ყოველი »#C2; წერტილი წარ. 

მოადგენს რაღაც XC2 წერტილის სახეს, ე. ი. დ(2)=7. 
მართლაც, თუ #(X)=(–--1)5;-+-ძ, მაშინ ჯ წერტილის წინასახეს 

§+=(-1)?-–-4 
წერტილი წარმოადგენს. 

თუ Cდ(:)=(–1)%X+ძ რაიმე მოძრაობაა, მაშინ 

დ-!ც)=(–1)%X–ძ 
მოძრაობას შებრუნებული მოძრაობა ეწოდება. ეს ორი მოძრაობა და- 

კავშირებულია ერთმანეთთან 

დ(თ“ (2))= დ“ 1(დ(X)1= ჯ 
დამოკიდებულებებით. 

სხვანაირად რომ ვთქვათ, თუ ჯ წერტილს დ მოძრაობაში აქვს » სახე.. 

მაშინ » წერტილს თ“! მოძრაობაში სახედ ჯ წერტილი აქეს. მეტად მნიშენე-. 

ლოვანია ის, რომ ყოველი მოძრაობისათვის არსებობს მისი შებრუნე-. 

ბული მოძრაობა. 

თეორემა 4. მოძრაობის დროს: ი) ყოველი ინტერვალი გა- 

დადის იგივე ზომის ინტერვალში, ამასთან სახე–ინტერ– 

ვალის ბოლოებს წინასახე-–-ინტერვალის ბოლოების სახეე-- 

ბი წარმოადგენენ. ' 

ხ) შემოსაზღვრული სიმრავლის სახე „ისევ შემოსაზღდე- 

რული სიმრავლეა. · 

დამტკიცება. ვთქვათ, =(ი,ჩ)--რაიმე ინტერვალია. მაშინ «(X)=- 
=1:+ძ მოძრაობის დროს # ინტერვალის სახეს (ი-+ძ, ხ--ძ) ინტერეალი: 

წარმოადგენს, ხოლო დთდ(02)= –-X+ძ მოძრაობის დროს–(ძ7--ს, ძ-– ი) ინტერ-- 

ვალი. ორივე შემთხვევაში 

”სდ(ა)=ხ – ძ= ა. 

ხ)-ს დასამტკიცებლად, დავარქვათ I, რაიმე შემოსაზღვრულ სიმრაევლეს.. 

თუ #ტ ინტერვალია, რომელიც შეიცავს Iს სიმრავლეს, მაშინ 

დ(L) = C(4), 

ასე რომ დ(I) შემოსაზღვრულია. შესაძლებელია ასედაც ვიმსჯელოთ: თუ ყო-. 
ველი X-სათვის X#-დან გვაქვს |XI <#, მაშინ თდ(L)-ს ყოველი »-სათვის გვექნე-. 
ბა II<X#-+Iძ|. 

თეორემა ი. მოძრაობის დროს: ი) ჩაკეტილი სიმრავლე. 

გადადის ჩაკეტილ სიმრავლეში. #) ღია სიმრავლე ღია სიმ- 

რავლეში გადადის. 

დამტკი,ება. ძი) ვთქვათ, დ(ჯ) ჩაკეტილი L სი“2რავლის სახეს წარ– 
#9



მოადგენს. #--ით აღვნიშნოთ დ(L) სიმრავლის რაიმე დაგროვების წერტილი, 

“ღა ვიპოვოთ ისეთი (+,) მიმდევრობა, რომლისათვისაც 

1I19) ==» ი” C დ(I)- 

ვთქეათ, ახლა 

4ა= დ (I) X=Cდ IM). 
მაშინ X, C II. მაგრამ 

IX» –-X%ი = I”. –X% ს 

ასე რომ 

რში->%ე 

ღა, XL სიზრაელის ჩაკეტილობის ძალით, Xე C L, საიდანაც 

ჩას = %(Xა) C «(I')- 

მაშასადამე, დ(#) ჩაკეტილი სიმრავლეა. 

ხ) ვთქვათ, C ღია სიმრავლეა. აღენიშნოთ 

#=60. 
პაშინ 1 ჩაკეტილი სიმრავლეა” და 

თ+#= 2, 6.II=0. 

აქედან, მე-2 თეორემისა და მე-3 თეორემის შედეგის ძალით,. 

დ(Cთ)-Lჯ(L)= 2, თ(C)-.#X(L) =9, 

ე. ი. დ(C) წარმოადგენს ჩაკეტილი დ(X) სიმრავლის დამატებას, და მაშასა–- 

დამე, ღიაა. : 

––- თეორემა §. შემოსაზღვრული ღია სიმრავლის ზომა მო– 

ძრაობის დროს არ იცვლება. 

დამტკიცება. ვთქვათ, C ღია შემოსაზღვრული სიმრავლეა. მაშინ 

“%(8) აგრეთვე ღია შემოსაზღვრული სიმრავლეა. .დავარქვათ მ, (#=1,2,-...) C 

"სიმრავლის შემადგენელ ინტერვალებს. მე-4 თეორემის საფუძველზე, «(C) 

'სიმრაელის შემადგენელ ინტერვალებს დ(8,) წარმოადგენენ, ამასთან ადვი-. 

ლი შესამოწმებელია, რომ ამ ინტერეალებით თ(C) სიმრავლის ყველა შე– 

მადგენელი ინტერვალები ამოიწურება. აქედან 

»I%(6C)=>3) M#(6)== 3) #)0L=71CL, 
: 1 

“რის დამტკიცებასაც მოვითხოვდით. 

თეორემა ?. მოძრაობა არ „ცვლის შემოსაზღვრული სიმ- 

რავლის არც შიგა, არც გარე ზომას. 

დამტკიცება. ძი) ვთქვათ, L შემოსაზღვრული სიმრავლეა. ავილოთ, 

ნებისმიერი 6>0 და ვიპოვოთ ისეთი შემოსაზღვრული ღია C სიმრავლეი 

ლომ გვქონდეს 

Cთ=Iა, IC <IM"L -L6.



ასეთ შემთხვევაში დ(6)--შემოსაზღვრული ღია სიმრავლეა, ოომელიც 
დ(I1ა) სიმრავლეს შეიცავს. მაშასადამე, 

»1“დ(IL) < 1/Iდ(CX) < 1)” IL-I-6,- 

აქედან, § რიცხვის ნებისმიერობის გამო, შივიღებთ, რომ 

)”დ(LL)< MI” IL, 

ასე რომ შემოსაზღვრული # სიმრავლის გარე ზომა მოძრაობის დროს არ. 
იზრდება. მაგრამ მაშინ იგი არც მცირჯება, ვინაიდან, წინააღმდეგ შემთხეე-- 

ვაში, შებრუნებული მოძრაობა გარე ზომის გაზრდას გამოიწვევდა- 

ამგვარად, 

ჯ) დ(IL) = 7“ L. 

ს) ტ-თი აღვნიშნოთ X# სიმრავლის შემცველი რაიმე ინტერვალი. მაში5 

დ(ბ) წარმოადგენს თ(I) სიმრავლის შემცველ ინტერვალს. დავუშვათ, შემდეგ.. 
4==C#L-. 

)--4=4, I#1==0 

დამოკიდებულებები გვაძლევენ, რომ 

დ(1)+Cდ(4)=#(2პ), დ(L)-დ(4)=9.. 

ასე რომ დ(IX) წარმოადგენს დ(4) სიმრავლის დამატებას. თდ(ტ) ინტერვალის. 

მიმართ. აქედან § 3-ს მე-7 თეორენის ძალით 

თ, «(-1)-1-”I„დ(L) = »Iდ(4) 

და თეორემის უკვე დამტკიცებული ნაწილისა და მე-4 თეორემის საფუძველზე 

1-ს „დ(I)==7რ. 

მაშასადამე, 

#),თ(1ა)=74––7I'C4L%) 

და ისევ § 3-ის მე-7 თეორემის გამოყენებით ვიპოვით რომ, 

?,„C(Iს)==IMI,,I. 

შედეგი. მოძრაობის დროს ზომადი სიმრავლე იგივე ზო. 

ზის ზომად სიმრავლეში გადადის. 

განმარტება 9. – და 8 სიმრავლეებს კონგრუენტული ეწო-. 

დება, თუ არსებობს ისეთი მოძრაობა, რომელშიაც ერთ-- 

ერთი მათგანი გადადის მეორეში. 

ამ ტერმინის დახმარებით დამტკიცებული შედეგები შეიძლებ» გილმო- 

თქმულ «ქნას · შემდეგი სახით: 

თეორემა 8. კონგრუენტულ სიმრავლეებს ერთნაირი ში- 

გა და გარე ზომები აქვთ. ზომადი სიმრავლის კონგრუენ- 

ტული სიმრავლე აგრეთვე ზომადია და მას იგივე ზომა აქვს. 
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§ 6. ზომაბი სიმრავიმების პდლასი 

მე-4 და მე-5 პ§-ში ჩვენ თვით ზომადი სიმრავლეების თვისებებს შევისწავ- 

ლიდით, აქ კი შევჩერდებით ზომადი სიმრავლეების მთელი კლასის ზოგიერთ 

თვისებებზე. 

თეორემა 1. ყოველი შემოსაზღვრული თვლადი სიმრავლე 

ზომადია, და ჩისი ზომა ნულს უდრის. 

დამტკიცება. ვთქვათ, შემოსაზღვრული I სიმრავლე შედგება 

MყეX2ე "ვეა 

წერტილებისაგან. 
I.-თი აღვნიშნოთ ერთელემენტიანი სიმრავლე, რომელიც შედგება X- 

წერტილისაგან. ცხადია, რომ 1, ზომადი სიმრაელეა და მას ნულის ტოლი 

ზომა აქვს; თეორემა გამომდინარეობს 

Cლ 

ი = 2) )/# 
L-1 

ტოლობიდან და § 4-ის მე-4 თეორემიდან. 

როგორც კანტორის სრულყოფილი #ა სიმრავლის მაგალითი გვიჩვენებს, 

დამტკიცებული თეორემის შებრუნება არ შეიძლება, 

განმარტება 1, თუ I სიმრავლე ჩაკეტილი სიმრავლეების 

თვლადი სიმრავლის ჯამის სახით წარმოიდგინება 

CC 

I = ჯ MI, 

#=1 

ამბობენ, რომ # სწხმრავლე IV ტიპისაა. 
განმარტება 2. თუ 1 სიმრავლე ღია სიზრავლეების თევლა- 

დი სიმრავლის თანაკვეთის სახით წარმოიდგინება 

–ლ- 

#= II CI. 
#=1 

მაშინ ამბობენ, რომ Lს სიმრავლე Cგ8 ტიპისაა. 

§ 4-ის მე-9 და მე-10 თეორემებიდან გამომდინარეობს: 

თეორემა 9. ყოველი შემოსაზღვრული Iგ ან (ჯა ტიპის სიმ. 

რავლე ზომადია. 

დამტკიცება. IX8-ის ტიპის სიმრავლეების შესახებ ეს ცხადია, რად- 

განაც ჯამის შემოსაზღვრულობიდან შესაკრებთა შემოსაზღვრულობაც გამომ- 

დინარეობს, და, რადგან ეს უკანასკნელნი ჩაკეტილნი არიან, ამიტომ ზო- 

მადიც არიან. 
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თუ კი # შემოსაზღვრული 6ს ტიჰის სიმრავლეა, მაშინ აღენიშნავთ 

რა: სიმრავლის შემცველ რომელიმე ინტერეალს #-თი, L შეგვიძლია ზომა- 

დი სიმრავლეების შემდეგი გადაკვეთის სახით წარმოვიდგინოთ 

თ 

LL II #CL 
ს=1 

რის შემდეგაც I-ს ზომადობა აშკარა ხდება. 

განმარტება 8. თუ # სიმრავლე შესაძლებელია მიღებულ 
იქნას ჩაკეტილი და ღია სიმრავლეებზე შეკრებისა და 

გადაკვეთის ოპერაციათა სასრული რიცხვის ან თვლადი 

სოიომრაელის გამოყენების საშუალებით, მაშინ X-ს ბორელის 

სიმრაელე ეწოდება. ბორელის შემოსაზღვრულ სიმრავლეს 

(8) ზომადი სიმრავლე ჰქვია. 

მაგალითად, II ან C2 ტიპის სიმრავლეები ბორელის სიმრავლეებია: 

ისეთივე ნსჯელობით, როგორც მე-2 თეორემაში, დავადგენთ შემდეგი 

თეორემის სამართლიანობას. 

თეორემა ქჭ. (8) ზომადი სიმრავლე (L) ზომადია. 
შებრუნებული თეორემა არაა სამართლიანი: არსებობენ მაგალითები 

ისეთი (ჯ) ზომადი სიმრავლეებისა, რომლებიც (#8) არაზომადი არიან. ” 
საინტერესოა გამოვარკვიოთ, არსებობენ თუ არა, საზოგადოდ, შემო“ 

საზღვრული და (#) არაზომადი სიზრავლეები? პირდაპირი ანგარიშით ამ სა- 
კითხის გადაქრა არ შეიძლება, როგორც ამას გვიჩვენებს შემდეგი: 

თეორემა 4. ყველა ზომადი სიმრავლეების M სიმრავლეს 
იგივე სიმძლავრე აქვს, რაც ყველა წერტილოვანი სიმრავ- 

ლეების სიმრავლეს ე. ი. 2“. 

დამტკიცება. უპირველესად ყოვლისა ცხადია, რომ 

/#4 <- 2“. 

მეორეს მხრივ, ავიღოთ რაიმე ნულზომიანი ზომადი სიმრავლე, რომელ– 

საც #2 სიმძლავრე აქვს (მაგალითად კანტორის სრულყოფილი # სიმრავლე) 

და დავარქვათ § მისი ყველა ქვესიმრავლეების სიმრავლეს, რადგან ნულზო- 

მიანი სიმრავლის ყოველ ქვესიმრავლეს ნულის ტოლი გარე ზომა აქვს და, 

მაშასადამე, ზომადია, ამიტომ 

5CM, 

და რამდენადაც §= 2ჭ, ცხადია, რომ 

M> 2. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

მიუხედავად ამისა, ადგილი აქვს შემდეგ თეორემას.



თეორემა ა. არსებობენ შემოსაზღვრული არაზომადი სიმ- 

“რავლეე ბი. ამ ფაქტის დასამტკიცებლად “შემდეგი მაგალითი მოვიყვანოთ. 

არაზომადი სიმრავლის მაგალითი. |– – , + +I სეგმენტის წერტი- 

ლები გავანაწილოთ კლასებად შემდეგი წესის მიხედვით: ორი ჯ და X» წერ- 

ტილი მაშინ და მხოლოდ მაშინ შევიყვანოთ ერთიდაიგივე კლასში, როდესაც 

'სათ შორის სხვაობა 

ჯერ 

რაციონალური რიცხეია. ეს შეიძლება განვახორციელოთ შემდეგნაირად: 

ყოველ Xჯ C |– +» კ + >| წერტილს შევუსაბამოთ კლასი / (1) ისეთი, წერ- 

ტილებისა |--; კ + + სეგმენტიდან, რომლებსაც 

X+#” 

სახე აქვთ, სადაც » რაციონალური რიცხვია. კერძოდ ჯ: C # (2). 

ვაჩვენოთ, რომ სხვადასხვა! #(X) და MX”) კლასები არ გადაიკეე– 

თებიან ერთმანეთთან. მართლაც, წარმოვიდგინოთ რომ ისინი იკვეთებიან და 

2C#C0 # ც), მაშინ 

ჯ=2%:-+-/,, 2=+ 7” 

ხადაც 7, და „„ რაციონალური რიცხვებია, საიდანაც 

#4=1-+67.-/წ- 

ახლა თუ 7C #CV), მაშინ 

)=V+->7=14+(ია–-7/,+-7)==X-LI", 

ასე რომ 1C IC) და #())ლ#(2). ანალოგიურად დავადგენთ, რომ # (1:)=– 

=I/#()) და მაშინ აღმოჩნდება, რომ IX(CXC=X#0)), ე. ი. რომ #() და IV) 

ერთიდაიგივე კლასს წარმოადგენს, რაც ეწინააღმდეგება იმ დაშვებას, რომ 

ისინი სხვადასხვა კლასებია. 

ამგვარი გზით აგებული ყველა კლასების სიმრავლე გვაძლევს მოთხოვ- 

„ნილ დაყოფას. 

ამის შემდეგ, ყოველი კლასიდან ამოვირჩიოთ თითო წერტილი, და 

„ამორჩეულ წერტილთა სიმრავლეს დავარქვათ 4. 

4 სიმრავლე არაზომადია. 
ამის დასამტკიცებლად (L-–1,+1|) სეგმენტის ყველა რაციონალური რი- 

ცხვები გადავნომროთ 

7ე=0, 7, 7ვა ჩევ... 

! „სხვადასხვა“ სიმრავლეთა თეორიის აზრით, ე. ი. ისეთები. რომ ICX)7# ICI)- პირი– 

ქით. სავსებით შესაძლებელია, #(C020=X#C0/), თუმცა X”-+V; და მაშინ ეს კლასები ა რ არიან 
„ცხვადასხვა. 
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და „”,.-თი აღვნიშნოთ „4 სიმრავლიდან 

და(X)=X+#ი 
ძერით მიღებული სიმრავლე. 

(სხვანაირად. რომ ვთქვათ, თუ X« C /, მაშინ X-Lი C +), და თუ XC». 

მაშინ X-–-/, C „). 

კერძოდ, „==. ყველა „# სიმრავლეები კონგრუენტული არიან ერთზა- 

ნეთთან, და ამიტომ (§ 5, თეორემა 8) · 

წ). რს -= 1, 4=Cთ 
»'4,= ფბ (+012...) 

დავრწბუნდეთ, როომ 
”>90. (1) 

ამისათვის შევნიშნოთ, რომ 

|--; +-2 | X “ს. (2 
#=0 

მართლაც, თუ #C –-, , ++) მაშინ Xჯ მოხვდება ზემოჩატარე- 

ბული დაყოფის ერთერთ კლასში. თუ 4 სიმრავლეში ამ კლასის წარმომად- 

გენელი არის ჯ,, მაშინ X--ჯე სხვაობა რაციონალური რიცხვია, და ამასთან 
აშკარაა, რომ ეს ოაციონალური რიცხვი (–1,-+-1) სეგმენ,ს ეკუთენის,;. 

საიდანაც 

X-–-Xე==)L 

და ჯC #. ამგვარად, (2) დამტკიცებულია. 

მაგრამ მაშინ (§ 3, თეორემა 5) 

«ი -, C2 

ს=»” –-; , ++ |« „ | V» 4, |< » ”! 4L, 

X=0 - X=0 

ე. 9 

1<8+8+8+... 
საიდანაც გამომდინარეობს (1). 

მეორეს მხრივ, ადვილი საჩვენებელია, რომ 

%«#=>0. (3) 

ამისათვის, უპირველესად ყოვლისა დავრწმუნდეთ, რომ M#Vთ-სათვის” 

4./#.» ==0. (4 

მართლაც 2 წერტილი 4./,„-ში რომ შედიოდეს, მაშინ 

ვ.=:-/,. და 1„=ჯ-–-7



4 სიმრავლის (აშკარაა, სხვადასხვა) წერტილები იქნებოდენ, ე. ი. ისინი სხვა- 
დასხვა კლასების წარმომადგენლები უნდა ყოფილიყვენ, ღაც შეუძლებელია. 
რადგანაც მათი სხვაობა 

?.- I. =27ო–”ი 

რაციონალური რიცხვია. ამგვარად, (4) დამტკიცებულია. 
მეორეს ნსხრივ, ადვილია ჩვენება, რომ ყოველი #-სათვის 

3 3. | ოლ“ '<|- ++) 
1 

(რადგანაც, თუ »X C .4,). მაშინ X= /)--/+ სადაც I%ხI< -,ს VI-<1), ასე რომ 

C. 
.-. ს 2,1 რ 

L=0 
(5) და (4)-დან, § 3-ის მე-6 თეორემის ძალით გამომდინარეობს, რომ 

3 ვ. +. =. 
3=7. |– == 4 | >”. | » -7L I> 2. 7.4 

: -ს=0 „» #0 
საიდანაც 

თ--თ-+-თ--...§-3 
და თ=0. 

(1)-სა და (3) დაპირისპირებით მივიღებთ: 

I. 4 <2?" .7, 

რაც ამტიცებს # სიმრავლის არაზომადობას. 

შენიშვნა. ჩვენ რომ თავიდანვე კლასებად დაგვეყო ნებისმიერი ზომადა. 

1 სიმრავლე, ნაცვლად C –- : + - | სეგმენტისა, მაშინ ჩატარებული. 

მსჯელობის პირდაპირი გამეორებით მიეიდოდით XCI# არაზომად სიმრაე- 

ლემდე. ამგვარად, ყოველი დადებითიზომიანი სიმრავლე შეი-. 

ცავს არაზომად ნაწილს. 

§ 7. ზობაზი შენიშვნები ზომის პრობ(ქმის შესახებ 

§ 6-ის ბოლოში მიღებულ უარყოფითმა შედეგმა შეიძლება გვაფიქრე- 

ბინოს, რომ ლებეგის მიერ მოცემული ზომის განმარტება არ ვარგა, და- 

ამის გამო ბუნებრივად ისმის საკითხი მისი რაიმე გზით გაუმჯობესების-. 

შესახებ. . 

ამ საკითხზე პასუსის გასაცემად, პირველად ყოვლისა, საჭიროა ხუსტად 

ზამოვაყალიბოთ ის პრობლემა, რომლის გადაჭრაც გესურს. 

9L,



წერტილოვანი სიმრავლეების გაზონვათა ამოცანა შეიძლება ორნაირად 

დაისვას: 

. I. გაზომვის თეორიის ძნელი 1 ამოცანა. საქიროა ყოველ შემოსაზღვრულ 
სიმრავლეს I მივაწეროთ ისეთი არაუარყოფითი |I, რიცხვი -- მისი ზომა, 

რომელიც დააკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

1. თუ I=|0,1), მაშინ LMIL=1. 

2. თუ # და·#2 კონგრუენტული სიმრავლეებია, მაშინ M##=(8- 

3. თუ 1: სიმრავლე წარბოადგენს ურთიერთ არაგადამკვეთი #L(#=1;2,,....) 

+სიწრავლეების სასრული რაოდენობის ან თვლადი სიმრავლის ჯამს, 

-3აშინ 
ე 3 #ხ- (ხომეს სავსებით ადიტიეობა). 

+ 

ჩვენ ამოცანა ჩამოვაყალიბეთ წრფივი სიმრავლეების შემთზვევაში, ე, ი- 

ერთგანზომილებიანი X, სივრცისათვის. მისი დასმა შეიძლება I, სიბრტყისა- 

თვის ღა, საზოგადოდ, # განზომილებიან L, სიერცისათვის, ნხოლოდ ამისა- 

თეის 1 მოთხოვნაში (0,1) სეგმენტის ნაცვლად (0,1; 0,1) კვადრატზე ან, სა- 

“ზოგადოდ, ჟ-განზომილებიან ერთეულ კუბზე უნდა გველაპარაკა. 

მაგრამ ადვილია იმის დამტკიცება, რომ სამართლიანია შევდეგი: 

თეორემა1.გაზომვის თეორიის ძნელი ამოცანა'არ ამოიხს- 

ნება თუნდაც 7, სივრცის შემთხვევაში. 

დამტკიცება. § 6-შზე მოყვანილ არაზომად სიმრავლის მაგალითში' 

«ჩეენ ავაგეთ ურთიერთშორის არაგადამკვეთი წყვილწვვილად კონგრუენტული 

სიმრავლეები 

იე, რეს.» 

„რომლებსაც ის თვისება აქვთ, რომ 

თ 
1. 1 : 3 %) 

=> ++ = X MC |–+ : + + 
#==0 

გაზომვის ძნელი ამოცანის ამოხსსა შესაძლებელი რომ ყოფილიყო, მივი- 

“«ღებდით, რომ 
CC 1 1 ი ვ 3 

"-+> : ++|)< > Mპა<#M – -- ; + > 

1 1 · , 
მაგრამ |-+. ++ სეგმენტი კონგოუენტულია (9,1) სეგმენტისა, 

„გარდა ამისა (ყოველი #-სათვის) 

M#)=M(4)=თ 
1 ტერმინები: გაზომვის თეორიის „ძნელ“ და „ადვილ“ ამოცანები–-–არ არიან. საყო– 

“გელთაოდ მიღებული, ზე ისინი შემომყავს ფორმულირების სიმარტივისათვის, თუმცა არ 

“გთელი მათ სავსებით მოსდენილად. 

4.



3 ქმ 
და, ბოლოს, I- >. + | სიმრავლე შემოსაზღვრულია, საიდანაც 

1<0+Cთ“+-Cთ--..<+C0. 

რაც შეუძლებელია როგორც თ>0 ისე თ=0 შემთხეევებში. 

თეორემა დამტკიცებულია. 
1I. გაზომვის თეორიის ადვილი ამოცანა, რომელიც თითქმის ისეეე ჩა-- 

მოყალიბდება, როგორც IL ამოცანა, იმ ერთად ერთი განსხვავებით, რომ მო- 

თხოვნა მე-პ შენარჩუნებულია_ შესაკრებ სიმრავლეთა მხოლოდ სასრუ- 

ლი რაოდენობის შემთხეევაში, ე. ი. ზომის სავსებით ადიტივობის ნა– 

ცვლად მისი მხოლოდ სასრული ადიტივობა მოითხოეება, 

ამ ამოცანასთან დაკავშირებით, ჩვენ დაუმტკიცებლად მოვიყვანთ შემ-- 

დეგ შედეგებს: 
თეორეზა :5 (ს, ბანახიM. გაზომეის თეორიის ადვილი ამოცა- 

ნა ამოიხსნება #, და #, სივრცეების შემთხვევაში, მაგრა?ზ' 

არა ცალსახად. 

თეორემ» 5 (ფ, პჰაუსდორფი). I. სივრცეებისათვის (M>2) გაზომ-- 

ვის თეორიის მარტივი ამოცანა არ ამოიხსნება. 

განსხვავება ამ შედეგებს შორის იმით აიხსნება, რომ კონგრუენტობის'. 

ცნება, რომელიც ამოცანის ჩამოყალიბებაში შედის, არსებითად დაკავშირე- 

ბულია მოძრაობის ცნებასთან. რადგან აც მაღალი განზომილების სივრცეებ- 
ში მოძრაობათა ჯგუფი უფრო, ფართოა, ამიტომ ბუნებრივია, რომ ასეთი- 

ჯგუფის ინვარიანტის შექმნაც უფრო ძნელი იქნება. 

დასასრულს მოვიყვანოთ რამოდენიმე მოსაზრება, რომელიც გარკვეულ 
ნაირად „ამართლებს, ლებეგის ზომის განსაზღვრას. 

ვთქვათ, ჩვენ გაზომვის თეორიის ადვილი ამოცანის რაიმე ამოხსნა 
გვაქვს. მაშინ 

1+C8 

დამოკიდებულებიდან გამომდინარეობს, რომ 

სი<ს8 (მონოტონობის პრინციპი), 

რადგან #8=ს#-++ს(8-–-ჯ).-აქედან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ ყოვე- 
ლი ისეთი # სიმრავლის ზომა სIL, რომელიც მხოლოდჯ ერთი წერტილისაგან' 

შედგება, ნულის ტოლია, რადგანაც (0,1) სეგზენტზე შეგვიძლია ავიღოთ #X 

სიმრავღრს კონგრუენტულ „სიმრავლეთა" რაგინდ დიდი რიცხვი. 

აქედან, თავისი მხრივ, გამომდინარეობს, რომ ყოველი სასრული სიმ-. 

რავლის ს– ზომა ნულის ტოლია, და აგრეთვე 

IL(9,0) = |+(4,ხ)==IM0.ხ)=I|VM0,ნ). 

შემდეგ, დამოკიდებულება 

-დ-დ>  



გვიჩვენებს, რომ 

=> 
საიდანაც ცხადია, რომ რაციონალური სიგრძის (ძ,ნს) სეგმენტის ზომა. 

ხ–-ე-ს ტოლია. მონოტონობის პრინციპის გამოყენებით ადვილად დავასკვნით, 

რომ 

"ძ,ხ)=ხ–ძ 

სამართლიანია ყოველი I|ი,ს) სეგმენტისათვის. 

მაგრამ მაშინ ცხადია, რომ ყკოველი ისეთი ღია C სიმრავლისათვის, რო- 

ზელსაც შემადგენელი ინტერვალების სასრული- რაოჯენობა აქვს, გვექნება 

(უIთ =#C. 

ხოლო თუ შემადგენელი ინტერვალების 'თვლადი სიმრავლე გვაქეს, მაშინ. 

სC>VIC1. 

გაზომვის თეორიის ადვილი ამოცანის გადაწყვეტის ყველაზე უფრო 

ბუნებრივი ხერხები იქზება ის, რომლების დროსაც ღია C სიზრავლის ზომა 

# ტოლია შემადგენელი ინტერვალების სიგრძეთა ჯამისა (ზემოთ თქმულიდან 

ცხადია, რომ საკმარისია მოვითხოვოთ MC <: 2, სმ, ისიც იმ შემთხვევისა- 
L 

თვის, როცა შემადგენელი ინტერვალების უსასრულო სიმრავლე გვაქეს). ბ ა- 

ნახის თეორემის დამტკიცებიდან შეიძლება შევნიშნოთ, რომ ამოხსნის ასე- 
თი საშუალებანი მართლაც არსებობენ (ამგვარად, ჩეენ ამას დაუზტკიცებლადღ 

ეიღებთ). თუ ჩვენ ამოხსნის ასეთ ხერხებს „რეგულარულს“ ეუწოდებთ, ადვი- 

ლად დავამტკიცებთ შემდეგ თეორემას: 

თეორემა 4. გაზომვის თეორიის ადვილი ამოცანის ამო- 

ხსნის ყოველი: რეგულარული ხერხისათვის ზომადი I 

სიმრავლის ზომა II ზისი ლებეგის #”Lს ზომის ტოლია. 

დამტკიცება. რეგულარული ხერხის განმარტებიდან ცხადია, რომ 

ღია შემოსაზღვრული C სიმრავლის MC ზომა მისი ლებეგის IC ზომის ტო- 

ლია. მაგრამ მაშინ ყოველი შემოსაზღვრული ჩაკეტილი # სიმრავლისათვის 

გეექნება აგრეთვე 
სII=IIს. 

თუ ახლა შემოსახღვრული I, სიმრავლე შეიცავს L ჩაკეტილ. სიმრავლეს 

და შედის C შემოსაზღვრულ ღია სიმრავლეში, მაშინ მონოტონობის პრინცი– 

პის ძალით 

თIMI<-სს<-MC, 

საიდანაც 

”, სდ | #დღეო" I, 

„და თეორემა დამტკიცებულია. 
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§ 8. პიჭა(ის თერტემა 

განმარტება. ეთქვათ, ს წერტილოვანი სიმრავლეა, ხოლო 

M#–-–-სეგმენტების რაბმე სისტემა. თუ ყოველი XჯCL წერტი- 

-ლისათვის და §>0-სათვის “არსებობს ისეთიძCV სეგმენტი, 

ლომ 
XCძ, ოიოIძ< 8, 

მაშინ ვიტყვით, რომ M სისტემა ფარავს IL სიმრავლეს ვი- 

ტალის აზრით. 

სხვანაირად რომ ვთქვათ, M სის,ხემა LI სიმრავლეს ფარავს ვიტალის 

აზრით, თუ IL სიმრავლის ყოველი წერტილი შედის M სისტემის რაგინდ მცი- 
რე სეგმენტებში. ! 

ფუნქციათა თეორიაში შემდეგ თეორემას მრავალრიცხოვანი გამოყენე- 

ბები აქვს. 
თეორემა 1 (დ. ვიტალი) თუ შემოსაზღვრული L სიმრავლე 

სეგმენტთა # სისტემით დაფარულია ვიტალის აზრით, მაშინ 

ამ უკანასკნელ სისტემიდან შეიძლება გამოიყოს ყსეგმენტ- 

თა ისეთი თვლადი სისტემა, რომ 
ს ალე _ 

ძ:94.==0 (#7%#?), »I (+ – > ძ. |=90. 

სხვანაირად რომ ვთქეათ, ძ, სეგმენტები წყვილწყვილად არ იკეეთებიან, 

„და ფარავენ %# სიმრავლეს ნული ზომის მქონე სიმრავლის სიზუსტით. 

ჩვენ ამ შესანიშნავი თეორემის ბანახის მიერ მოცემულ დამტკიცე- 

ბას მოვიყვანთ. 

' დამტკიცება. ავიღოთ რაიმე # სიმრავლის შემცველი 4 ინტერვა- 

ლი (ჩსიმრავლე შემოსაზღვრულია!) და მოვაშოროთ # სისტემას ყველა ის 

სეგმენტები, რომლებიც მთლიანად #ტ ში არ არიან მოთავსებული. ადვილი 

მისახვედრია, რომ ყველა დარჩენილი სეგმენტების სისტემა Mა (ე. ი. გამოსა- 

ვალი M სისტემის ყველა ისეთი სეგმენტების სისტემა, რომლებიც მთლიანად 

მოთავსებული არიან #4-ში), აგრეთვე ვიტალის აზრით ფარავს L "სიმრავლეს. 

ამის შემდეგ ავიღოთ რაინე ძი, C/#/ა სეგმენტი. თუ ILCძ,, საკითხი 

ამოწურულია. წინააღმდეგ შემთხვევაში ჩეენ ვაგრძელებთ M5ი სისტემიდან 

სეგმენტების მიმდეერობით გამოყოფას შემდეგი წესის მიხედვით. ვთქვათ უკ- 

ვე აგებულია არაგადამკვეთი სეგმენტები 

ძ,,ძ.,.--,ძ.. 0) 
თუ 

რ 

LC 2, ძ., 

#=1 

სეგმენტების გამოყოფის პროცესი დამთავრებულია და თეორემა დამტკიცე- 

„ბულია. თუ კი 

IV) 
– 

#8- 2) თ #0, თ 
L==1 
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მაშინ აღვნიშნოთ 

” 
1.= ჯX მ., C.==4 -- XX. 

ს= 1 

და განვიხილოთ #Vა სისტემის ყველა ის სეგმენტები, რომლებიც ღია. 

თ. სიმრავლეში შედიან. (2)-ის ძალით ასეთი სეგმენტები აუცილებლად არ- 

სებობენ,-და მათი სიგრძეები შემოსაზღვრული არიან ზევიდან (თუნდაც; რი- 

ცხვით #Iბ). ვუწოდოთ #, ყველა ასეთი სეგმენტების სიგრპეთა ზუსტ ზედა- 

საზღვარს, და ძ..,-ით აღვნიშნოთ ის სეგმენტი მათ შორის, რომლისათვისაც 

”Iძ.., > – ს. დფ): 

ცხადია, რომ ძ.,, სეგმენტი არ იკვეთება (1) მიმდევრობის არცერთ: 

სეგმენტთან. : 

თუ ძ,,ძე,... სეგგენტების აგების ეს პროცესი არ წყდება პროცესის სას–- 

რული რაოდენობით განმეორების შემდეგ (შეწყვეტის შემთხვევაში თეორემა, 

დაზტკიცებული იქნებოდა), მაშინ მას მივყავართ ურთიერთ არაგადამკეეთი 

ძ.,ძ,,ძე,... (4» 

სეგმენტების მიმდევრობის აგებამდე. ჩეენ დავამტკიცებთ, რომ ეს მიმდევ- 
რობა საძიებელ მიმდევრობას წარმოადგენს, ე. ი. 

I (L-–5ე=9, (5» 

სადაც 
თ 

§= 59 ძ. 
#=1 

ამ მიზნით, ყოველი X-სათვის ავაგოთ ისეთი ს, სეგმენტი, რომელსაც. 

ისეთივე შუა წერტილი აქვს, როგორც «თ-ს და რომლის სიგრძეც ხუთჯერ 

აღემატება ამ უკანასკნელის სიგრძეს, #I/X= 5. 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ 

<2 
» »IL<-+თ. (ი»” 

#=1 

მართლაც, თ, სეგმენტები არ იკვეთებიან და შედიან #-ში, ასე რომ 

დ 

2, „მ, <-Iრ, “რი 
L=1 

აქედან კი გამომდინარეობს (6). 
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ამის გამო, (5) დამოკიდებულების დასამტკიცებლად საკმარისია აღმო- 

ვაჩინოთ, რომ 2 

C 

8-5C 5 0 (8) 

ყოველი +X- სათვის. 
ვთქვათ ჯ C 1-5. მაშინ »C 6, და (რამდენადაც რ/ -ღიაა) არსებობს M0 

სისტემის ისეთი სეგმენტი ი, რომ 

XCძCC- 

ამავე დროს, არ შეიძლება აღმოჩნდეს, რომ, 

ძCC. (9) 

ყოველი /-სათვის, რადგან ეს მოგვცემდა ყოველი თ-სათვის 

”ძ-ხსა<20ი.,, 

ეს კი შეუძლებელია, რადგანაც ((7)-ის ძალით) #Iძ.->0. მაშასადამე, ზოგი- 
ურთი »„-სათვის დამოკიდებულება (9) არ არის შესრულებული, და ამიტომ 

გვექნება 
მ.წ, #0. ით 

ვიგულისხმოთ, რომ ი უმცირესია ყველა ამ პირობის დამაკმაყოფილე- 

ბელ რიცხვებს შორის. რადგანაც 

ძ.L, = 0, 

სოლო I=I#,=..., ამიტომ ცხადია, რომ 

ი>1. 

ფ-ის განმარტებიდან გამომდინარეობს, რომ 

ძ.ს. ,=0, 

ხოლო აქედან, თავისი მხრივ, გამოდის ორი შედეგი: ჯერ ერთი 

ძ.ძ „#9, (11) 

და შემდეგ ძ=Cი-, და, მაშასადამე, 

”მ< ჩი ,<27მა, (12) 

მაგრამ (11) და' (12)-დან აშკარად გამოზდინარეთბს, რომ 

ძლ. 

და, მით უფრო, 
CC 

4C 3 IX 
ხ=ს 
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მაშასადამე, 

თ 
ჯ C 2, #,, 

#=% 
საიდანაც გამომდინარეობს (8) და თეორემა დამტკიცებულია. 

გამოყენების დროს ხანდახან სასარგებლოა ვიტალის თეორემის ერთ- 

ნაირად სახეცვლილი ფორმა: 

თეორემა 5 (დ. ვიტალი). 1-ლი თეორემის პირობებში, ყოველი 

§>0-სათვის არსებობს M სისტემის ისეთი ურთიერთ არა- 

გადამკვეთი ძ,ძ,,...ძ. სეგმენტების სასრული სისტემა, რომ- 

ლისათვისაც 

” 

„| 8– 2, 4 | <9. 

#=1 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ #4-თი რაიმე I, სიმრავლის შემცეელი ინ- 

ტერვალი და მოვაშოროთ M სისტემას ყველა ის სისტემები, რომლებიც ტ-ში 

არ შედიან. თუ დარჩენილი სისტემა არის #ე, მაშინ ცხადია, რომ იგი აგ-, 

რეთვე ფარავს 1 სიმრავლეს ვიტალის აზრით. გამოვიყენოთ Mა სისტემისა- 
თვის თეორემა“ 1 და ავაგოთ Mე სისტემის (ძ,.) სეგმენტების ისეთი მიმდევ- 

რობა, რომლებიც ერთმანეთთან არ იკვეთებიან და 

2) 8--2ე4 | = 0. 

თუ I9,) სისტემა სასრულია, თეორემა დამტკიცებულია. თუ კი ეს სის- 
ტემა უსასრულოა, მაშინ ცხადია, რომ 

C0 

> ჯძი< ბ, 
=1 

და შეიძლება ეიპოვოთ იმდენად დიდი », რომ 

თ 

2,7ძ.<წ. 

#=M+1, 
მაგრამ ადვილი დასამტკიცებელია, რომ 

-#” ი CC 

ა % „C | 8 % 4)+ XV, 03) 
#=1 #=1 #=ი»-1-1 

საიდანაც 
( 

ჯ" (=– 2, 4 | < C. 

#=1 

რადგანაც (13)-ის მარცხენა ზარეში პირველი შესაკრების გარე ზომა უდრის 
ნულს. 
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სავარჯიშო IIL თავისათვის 

დაამტკიცეთ, რომ: 

1. ყოველ სრულყოფილ სიმრავლეზი არსებობს სრულყოფილი ნულის 

ტოლი ზომის ქვესიმრავლე. 

2. თუ # დადებითი ზომის ზომადი სიმრავლეა, მასში არსებობს ისეთთ 

ორი ჯ და 7 წერტილი, რომელთა შორის მანძილი რაციონალურია. 

3. შემოსაზღვრული I, სიპრავლის ზომადობისათვის აუცილებელია და 
საკმარისი, რომ ყოველი 6>0-სათვის არსებობდეს ისეთი ჩაკეტილი #C#% 

სიმრავლე, რომ ჯII"CIს) – IL) <6 (ვალე-პუსენის ნიშანი), 

.4. ყოველი შემოსაზღვრული L, სიმრავლისათვის შეიძლება აიგოს ისეთი 
„+ და 8 სიმრაელეები, რომ #Cს%C=98, # არის Lე ტიპის, 8 კი ღა ტიპისა, და 

იბ = MI, 1132 = IL" I 

5. თუ # და 8 ისეთი ორი ზ.მ:-ი სიმრავლეა, რომელთაც საერთო 

წერტილე ები არა აქეთ, მაშინ ყოველი L სიმრავლისათვის გეექ5ება 

ჯი" ს(#6-–-8))=7“0ს#)-L»I"M%68), I, XLIC#-L.8)) = I,(M#)–I-MI,/#. 8). 

6. იმისათვის, რომ შემოსაზღვრული L სიმრავლე ზომადი იყოს, აფცი- 

«ლებელია და საკმარისი, რომ ყოველი შემოს.ზგრული # სიმრავლისათვის 

გვქონდეს 
»" #4 =7,.(M#)+ თ" (#- CM) 

(კარათეოდორის ნიშანი). 

7. I სიმრავლეს არსად მკვრივი ეწოდება, თუ ყოველი ინტერვალი შეი- 

ცავს CL სიმრავლის წერტილებს. ააგეთ არსად მკვრივი შემოსაზღვრული და– 

დებითი ზომის სრულყოფილი სიმრავლე. 

8. ააგეთ V=(0,1) სე.მენტში შემავალი ისეთი ზომადი IX სიმრავლე, 
რომ ყოველი რC LV ინტერვალისათვის გვქონდეს 

»I(04II):>9, »I(4-CIM)>>9. 

თ 

9. თუ M= 2, Iს, I, = ე = Xე C ... და 1) შემოსაზღვრულია, მაშინ 
#=1 

ო->C-სათეის გვაქეს 

თ" სია-> IX. 

დამტკიცება! 

10, გაზომვის თეორიის ადვილი ამოცანის ამოხსნის ყოველგეარი ხერ- 

ბისათვის შემოსაზღვრული თვლადი სიმრავლის ზომა ნულის ტოლია,



თავი IV 

ჭომალი შუნქციები 
+/ § 1. ზომაბი შუნქცსიის განმარჭები C) უმატჭიჭესი თვისებები 
თუ # სიმრავლის ყოველი ჯ-სათვის შეთანადებულია რაიმე #(C%) რიცხვი, 

ვიტყვით, რომ # სიმრავლეზე მოცემულია /(») ფუნქცია. ამასთან ჩეენ და- 
საშვებად ეთვლით, რომ ფუნქცია იღებდეს უსასრულო მნიშენელობებსაც,. 

მხოლოდ მათ გარკვეული ნიშანი უნდა „ჰქონდეთ, ე. ი. ჩვენ შემოგეყავს „არა- 

საკუთრივი" რიცხეები ––=« და +Cთდ. ეს რიცხვები ერთმანეთთან და ყოველ 

სასრულ « რიცხვთან დაკავშირებული. არიან უტოლობებით 

–თ<ი<+-თ 

და ამ რიცხვებისათვის შემოგვაქვს მოქმედებათა შემდეგი კანონები: 

+თ:-ი=+თ, +თ--CI-თ)=+Cთ, +თ-(-%)=+თ, 

–C1+ი=-თ, -თC+(-თ)=-თ, -C-(+Cთ)=--იი, 

I+=!=|--თ|=+Cთ, 

–+თ.2=ი.(+თ)=+Cთ, --თC.0=/იC-თ)=--Cთ, თუ #>9, 

+Cთ.02=ი-CLC)=--იი, --თ.2=ძ(--29-:=-+ა0, თუ <0, 

0.(+=)=(+თ).0=0, 

(+=)CI-თ)=(-- =<)X--=)=--თ, (+ CX--%)=(-2%)--თ)=--C, 

4 =0.   

+Cთ 

აქ ძ აღნიშნავს. ნამდვილ სასრულ რიცხვს. 

სიმბოლოებს: 

–თ-(-თ), +Cთ+-(-თ), –%CLC), 2-5, 4. +თ–-(+-თ), –-დ –(–თ), , "7 

ჩვენ აზრს მოკლებულად ვთვლით. 
როდესაც საქმე ეხება #(X) ფუნქციას, რომელიც # სიმრავლეზეა მოცე- 

ი, მაინ სიმბოლოთი: 
შული, #C>ძ) 
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ს, სიმრავლის ისეთ Xჯ წერტილთა სიმრავლეს აღენიშნავთ, რომელთათვისაც 

შესრულებულია უტოლობა 

#”(ი>4. 

ანალოგიური აზრით შემოიღება 

ICI >ძ), LC/ =ძ), სC/<-თ), 1II(თ< #<4) 

ღა ამის მსგავსი სიმბოლოები. თუ ის სიმრავლე, რომელზედაც მოცემულია: 

#(C) ფუნქცია, აღნიშნულია რაიმე სხვა ასოთი, მაგალითად #-თი ან I8-თი, 

ჩვენ შესაბამად დავწერთ ! 

M»(>ი0), 183V >ძ). 

განმარტება 1. ს სიმრავლეზე მოცემულ /(») ფუნქციას 
სომადი ეწოდება, თუ ზომადია როგორც X, ისე 

1XL#/ >0თ) 

სიმრავლე ყოველი ი«ი-სათვის. 

იმასთან დაკავშირებით, რომ აქ ლაპარაკია ლებეგის აზრით ზომად 

სიმრავლეებზე, ხშირად (სწორედ ამ გარემოებისათვის ხაზის გასასმელად) 

#2) ფუნქციას (ს) ზომად ფუნქციას უწოდებენ. 
თეორემა 1. ყოველი /() ფუნქცია, რომელიც ნულზომიან 

ყიმრავლეზეა მოცემული, ზომადია. 

მტკიცება აშკარაა. 

თეორემა 9. ვთქვათ, /(ე) წარმოადგენს L-ზე მოცემულ ზო– 
ჰად ფუნქციას. თუ # არის IL სიმრავლის ზომადი ქვესიმ- 

რავლე, მაშინ /() განხილული მხოლოდ «X«C#-სათვის ზო- 

ვადია!, 
მართლაც, 

#(/ >ძ)=#-LV/ >0). 

თეორემა 8. ვთქვათ, /(») მოცემულია ისეთ ზომად Xჯ სიმ- 
რავლეზე, რომელიც წარმოიდგინება ზომადი Iს სიმრავ- 

ლეების სასრული რიცხვის ან თვლადი სიმრავლის ჯამის 

ჰახით 

5= 21% 

თუ /(ჯ) ზომადია ყოველ Iს სიმრავლეზე, მაშინ ის ზო- 

ჭმადია Lს სიმრავლეზედეც. 

მართლაც), 

X(/ >ძ0)= 2, #(/ >0ძ). 

  

  

1. ამ, ფედარებით ვრცელი, გამოთქმის ნაცვლად, ჩვენ ვიტყვით ხოლმე, რომ წ() ზო 

პადია # სიმრაელეზე.



განმარტება 5. ერთსადაიმავე # სიმრავლეზე მოცემულ 

#C) და §() ფუნქციებს ეკვივალენტური ეწოდებათ, თუ 
#»IIIL/ #ჯ) =9. 

#() და §(«) ფუნქციათა ეკვივალენტობისათვის ჯმიღებულია შემდეგი 

აღნიშვნა 

#00--ჯ(). 

განმარტება ვ. ვთქვათ, რაიმე 5 გარემოება სამართლია- 

ზია რაღაც #X სიმრავლის ყველა წერტილისათვის, გარდ-> 

იმ წერტილებისა, რომლებიც შედიან I სიმრავლის I|ი ქვე: 

სიმრავლეში. თუ ჯIM)=0, მაშინ ამბობენ, რომ 5 გარემოე- 

გა სამართლიანია თითქმის ყველგან ს სიმრავლეზე, ან IL 

სიმრავლის თითქმის ყველა წერტილისათვის. 

კერძო შემთხვევებში, გამონაკლის წერტილთა Iს სიმრავლე შეიძლება 

ცარიელიც იყოს. · 

ახლა შეიძლება ითქვას, რომ L-ზე მოცემული ორი ფუნქცია ეკვივალენ– 

ტურია, თუ ისინი თითქმის ყველგან ტოლია X-ზე. 

თეორემა 4. თუ /(»)) ფუნქცია მოცემულია L სიმრავლეზე": 

ჯა ზომადია, ხოლო «() –- #/(>), მაშინ დცე აგრეთვე ზომადია. 

დამტკიცება. ეთქვათ, 

#=X%XLC/ #თ), 8=)--. 

მაშინ ”#X=0, ასე რომ 8 ზომადია. მაშასადამე, /(X) ფუნქცია ზომადია L 

სიმრავლეზე. მაგრამ 8 სიმრავლეზე /(X) და §(») არ განსხვავდებიან, ასე რომ 
დ§(X) ზომადია 8-ზე. რამდენადაც #(X) ზომადია #-ზედაც (რადგანაც XI = 0), 
ამიტომ ის ზომადია #=/#-18 სიმრავლეზედაც- 

თეორემა – თუ # სიმრავლის ყველა წერტილისათვის 
#(2)=2, მაშინ /() ფუნჭცია ზომადია. 

მართლაც 

“ X, თუ ირ <0Cი. 
X(LC/):>>ძ) = | 0, თუ 2>C 

“შევნიშნოთ, რომ ამ თეორემაში დ შესაძლებელია უსასრულოც იყოს. 

თეორემა 6. თუ /(2) L სიმრავლეზე მოცემული ზომადი 
ფუნქციაა, მაშინ ყოველი „-სათვის 

XLC>ი), IMIC/ =თ), IXX/ <ძ), IL(/ <4) 

ზომადი სიმრავლეებია. 
დამტკიცება. ადვილი შესამოწმებელია, რომ 

#MV>9 = I (/>ი«-- --)



საიდანაც გამომდინარეობს ეწ”)! სიმრავლის ზომადობა. დანარჩენი სიმ- 

რავლეების ზომადობა გამომდინარეობს შემდეგი დამოკიდღებულებებიდან: 

Iა(/ =ძ)= სე) >ი)-–-XV >ი), IIV <:ი)=1–-IX#/ >94), 

II <ძ) == 1ა--I0I >ძ). 

შენიშვნა. ადვილია ჩვენება იმისა, რომ თუნდაც ერთერთი 

IX#V>9), ICI <ძ), IX” <ძ) (1) 

სიმრავლეებიდან ზომადია ყოველი ძი.-ოსათვის, მაშინ /(»X 
ფუნქცია ზომადია # სიმრავლეზე (რომელიც აგრეთვე ზომადად 

იგულისხმება). 

მართლაც), 

M/>4- 2 ს (/>/+-) 
#=1 

იგივეობა გვიჩვენებს, მაგალითად, რომ #(X») ზომადია, თუ ზომადია ყველა> 

#(C/ >) სიმრავლეები.. ამის მსგავსად მრკიცდება სხვა დებულებანიც. ამგვა–- 

რად, ზომადი ფუნქციის განმარტებაში ს. #>ძ) სიმრავლე ეიძლება შეიცვა- 

ლოს (1)-ის ნებისმიერი სიმრავლით. 

„თეორემა 7. თუ ს სიმრავლეზე მოცემული /(7) ფუნქცია 
ზომადია ამ სიმრავლეზე და / სასრული რიცხვია, მაშინ 

ფუნქციები 1) /(0-I-L, 2) #/(>X) 3) L/ (XI, 4) /200. და, თუ. /() #0, 
1 
  აგრეთვე ფუნქცია 5) კ ზომადი არიან. 

დამტკიცება. 1) /(X)-++# ფუნქციის ზომადობა გამომდინარეობს 

1M#/--#> 0) =–1ICVC/ >თ-–-) 

დამოკიდებულებიდან. 

2) #/(X) ფუნქციის ზომაღობა #=C-სათვის მე-5 თეორემიდან გაჭმომდი– 

ნარეობს. სხვა # რიცხვებისათვის კი ეს გამომდინარეობს შემდეგი ცხადი და– 

მოკიდებულებიდან 

ი 6(/> -C ), თე >. 
#(C/ >ძ)= 

3) |/(ჯ)| ფუნქცია ზომადია იმიტომ, რომ 

”# თუ ი<0, 
X#/IL>2) = ( XC >0)--IXICI <--ე), თუ ძ->9. 
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4) ანალოგიურად, „იქედან, რომ ზ 

#, თუ ძ<09, 

ML I/I >V 4) თუ «>90- 
გამომდინარეობს 7») ფუნქციის ზომადობა. 

5) დაბოლოს, როცა /(X)#0, გვაქვს 

X/>>)= ( 

MC >9), თუ ძ=0, 

(ითი 1) თი ->0, 
(+ >») /ო9ა(7<+) უ 2>0 

წV>თ+სV<თ.X%(/ < +), თუ 4<0, 

საიდანაც გამომდინარეობს ევი ზომადობა. 
ჯ · 

თეორემა 8. M=(#,8) სეგმენტზე მოცემული და უწყვეტი 
7(0) ფუნქცია ზომადია. 

დამტკიცება. უპირველეს ყოვლისა, ვაჩვენოთ, რომ 

I#=XIIC/ <0) 

სიმრავლე ჩაკეტილია. მართლაც, თუ ჯა აზ სიმრავლის ზღვარითი წერტი- 

ლია და 
2ი->%ე (Xი C 7“), 

მაშინ M(X)<ით და, /(X) ფუნქციის უწყვეტობის ძალით, გვექნება 

#(Xი)<20, 

ე. ი- Xე C ჩ, რაც ამტკიცებს # სიმრავლის ჩაკეტილობას. 

მაგრამ მაშინ სიმრავლე 

8(/>0)=8–1(0-C7) 
ზომადია, და თეორემა დამტკიცებულია, 

ზომადი ფუნქციის თვითონ განმარტებიდან გამომდინარეობს, რომ არა- 

ზომად სიმრავლეზე მოცემული ფუნქცია არაზომადია. 

მაგრამ ადვილია აღმოჩენა ისეთი ფუნქციის არსებობისა, რომელიც ზო- 

მად სიმრავლეზეა მოცემული და არაზომადია. 

განმარტება 4. ვთქვათ, #»# წარმოადგენს #=>=(4,8) სეგმენტის ქვე– 

სიმრავლეს. ისეთ დ»(X) ფუნქციას, რომელიც ერთის ტოლია M სიმრავლეზე 

და ნულის ტოლია X -–- M სიმრავლეზე M#M სიმრავლის მახასიათებელი 

ფუნქცია ეწოდება. 
თეორემა ” M სიმრავლე და მისი მახასიათებელი დ»() 

ფუნქცია ერთდროულად ზომადია ან არაზომადი. 

10!



და მ ტკიცე ბა. თუ თდ»(' ფუზქცია ზომადია, მაშინ M# სიმრავლის ზო- 

„პადობა გამომდინარეობს 

14 =I9(დ>9) 
დამოკიდებულებიდან. 

შებრუნებით, თუ #/ ზომადი სიჭრავლეა, მაშინ დამოკიდებულებანი 

0, თუ ი>I, 

1XდCM4>0)=4? VI, თუ 0«:ძ<1, 

I.) თუ ძ<0 

გვიჩვენებენ, რომ დ»(») ზომადია. 
აქედან, სხვათა შორის, ძალიან მარტივად მიიღებიან წყეეტილი ზომა- 

დი ფუნქციების მაგალითები. 

VI § 2. ზომალი შუნქციეების შემიგომი თპისებები , 

ლემა. თუ LI სიმრავლეზე მოცემულია ორი ზომადი /(»” 

და §«() ფუნქცია, მაშინ 

| LV >. 
სიმრავლე ზომადია. 

მართლაც, თუ ჩვენ გადავნომრავთ ყველა რაციონალურ რიცხვებს 

713717 ვ3ა"") 

მაშინ ადვილად 'შემოწმდება შემდეგი დამოკიდებულება 

თ 

MC >2)= » ჩ6C0/ > )Iს(C<7+), 

#==1 

საიდანაც გამომდინარეობს ლემა. 

თეორემა 1. ვთქეათ, /(ჯ) და (1) წარმოადგენენ IL-ზე მოცე 
მულ სასრულ ზომად ფუნქციებს. მაშინ ფუნქციები 

1) /(X)--/და, 2) /(9--#/00, ვ) /60-#(00 ზომადია, და თუ (C0#90, 
70). ფუნქციაც, ზომადია. 
§(::) 

დამტკიცება. 1) თ«+«(:) ფუნქცია ზომადია ყოველი თ-სათვის. მა– 

'შასადამე (ლემის ძალით)' LC/ >ი-L-) სიმრავლე ზომადია, და რადგან 

აგრეთვე 4) 

III-––.>ძი)=–=XLCV>ი+უ: 

ამიტომ ჯ#(2)--ე(X) ფუნქცია ზომადია. 

2) #(2)+72(%«) ჯამის ზომადობა იქედან გამონდინარეობს, რომ 

#C)-LXVი = /C)--L-–წთ9)- 
I



3) /(./(1) ნამრავლის ზომადობა შემდეგი იგივეობიდან გაზომდიხარეობს = 

/00#(9= -L (L/C)+%)–0- (6) 

თუ § 1-ის მე-7 თეორემას დავიხმარებთ. 

4) დაბოლოს, 22 წილადის ზომადობა 
§(X 

  

#9. _ „ა. 
(ი ი)" ჯი 

იგივეობის შედეგია. 
ეს თეორემა გვიჩვენებს, რომ ზომად ფუნქციებზე არითმეტიკული მო– 

შედებების პოხდენას არ გამოვყავართ თუნქციათა ამ ასის საზღერებიდან. ქმედებე დე გამოვყავ ფუნქც კლ ღვრებიდ 
შემდეგი თეორემა ამის მსგაეს შედეგს ჯგვაძლეეს უკვე არაარითმეტიკული 
მოქმედების-–ზღვარზე გადასვლის მოქმედების მიმართ. 

თეორემა X ეგთქვათ, I სიმრავლეზე მოცემულია /,(>V 
რე... ზომად ფუნქციათა მიმდევრობა. თუ ყოველ XC6XI. 

წერტილში არსებობს (სასრული ან უსასრულო) ზღვარი 

IC) =))თ #5"X, 
1-0 

მაშინ #C) ფუნქცია ზომადია. 
დამტკიცება. ავირჩიოთ ნებისჭიერი თ და განვიხილოთ სიმრავლეები 

ლ 

1 
1,9) == XL =ძძ--), გეო) = (ი. ქ.ს-ხ(#>++ +) 1 + 

ეს სიმრავლეები, აშკარაა, ზომადი არიან, და თეორემის დასამტკიდებ-. 

ლად საკმარისია შევამოწმოთ, რომ 

MIM>ძ)=> M' აი. 
“ ძ 
I, 7 

გადავიდეთ ამ იგივეობის შემოწმებაზე. , 

ვთქვათ, ჯე C I(C>ი), მაშინ ჩC)>4, და მოიძებნება ისეთი ნატურა- 

ლური „თ, რომ ჩყი)>2+--. რამდენადაც #L(Xა)->ICX), ამიტომ მოიძებ- 

ნება ისეთი I, რომ როდესაც X>7M, გვექნება 

#(«)>4 -L –-.



სხვანაირად, Xე C #„"'" ყოველი #>»M-სათვის. მაგრამ მაშინ ჯა C ჩ„! და-· 

მით უფრო % C 2) 8.", აქედან გამომდინარეობს, რომ 
„”, 8 

8(>თ CV. 8.ო. 
7), ” 

ახლა დაგვრჩენია შებრუნებული ჩართვის დადგენა 

> 8,ოCX#%(>, რ. 
ჯი, 

და თეორემა დამტკიცებული იქნება. 

გთქვათ, Xე C ა) ჩო. მაშინ ჯე C 8.) რომელიღაც ფიქსირებული # და 

”, თ 

ჯ-სათვის. ეს იმას ნიშნავს, რომ 

+: C 4, ყოველი #>7#-სათვის. 
სხვანაირად, 

ჩ თ) > 4 + -. 
7 

თუ ამ უკანასკნელ ტოლობაში ს მივასწრაფებთ უსასრულობისაკენ” 

და გადავალთ ზღვარზე, მაშინ მივიღებთ: 

ნ(«)>9ი-L = 

საიდანაც ცხადია, რომ IMXა)>4, ე· ი- Xეა C #(M>ძ)- ამით (") ჩართვა და-- 

მტკიცებულია. 
“დამტკიცებული თეორემა შეიძლება შემდეგნაირად განზოგადოვდეს. 

თეორემა ). ვთქვათ, ს სიმრავლეზე მოცემულია /,(2),- 
#(X),.. ზომადი ფუნქციები და რაღაც #C) ფუნქცია. თუ 

11VL #„(X) = IX) (თ) 
#->C5 

დამოკიდებულება შესრულებულია თითქმის ყველგან IL-ზე,- 

მაშინ #(C2) ფუნქცია ზომადია. 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ 4-თი X-ს ის ქვესიმრავლე, რომლის X C #. 

წერტილებზედაც (თ) დამოკიდებულება არ არის სამართლიანი (ამ წერტი- 

ლებში ზღვარი )1თ /„V(») შესაძლებელია სრულიად არც არსებობდეს). პირო-.· 
ხ->თ · 

ბის ძალით ი4=0 და XC) ზომადია 4 სიმრავლეზე. მე-2 თეორემის ძალით. 
იგი ზომადია I#-,77 სიმრავლეზედაც და მაშინ იგი ზომადია მთელს 7:.სიმ- 
რავლეზე.- 

თ.



V- § ჭ, ზომად შუნქსიათა მიმზექტობანი. ზომითი პტებალობა –+““ 

ამ, პარაგრაფში ჩვენ მოგვიხდება ' 

#IV/-VIX»თ, 1XI/–ჯ|<თ 

სახის სიმრავლეთა განხილვა, სადაც /(X) და ((X) I) სიმოავლეზე მოცემული 

ფუნქციებია, ხოლო თძ-რაიმე ლადებითი რიცხვია. ის წერტილები, რომლებ- 

შიაც როგორც /(ჩ»ჯ) ისე 2(X) ფუნქციები ერთდოოულად იღებენ ერთნაირი 

ნიშნის უსასრულო მნიშვნელობებს, ზუსტად რომ ვთქვათ, არ შედიან არ(» 
ერთ ამ სიმრავლეში, რადგანაც /(1)--ელ(ჯ») სხვაობას ასეთ პირობებში აზრი 

არა აქვს. იმის გამო, რომ აღნიშნული გარემოება გარკვეულ უხერხულობას 

ჰქანის, ჩვენ შევთანხმდეთ 1 ეს წერტილები I-(I/ –-C|I>0) სიმრავლის ელემენ- 
ქებად ჩავთვალოთ. ასეთი შეთანხმების შემდეგ აშკარაა, რომ 

ჯ=II/--,I>თ+%V-ჯ|<თ 
და მარჯეენა მხარეში შესაკრებები არ იკვეთებიან. 

_/ თეორემა 858 (ა. ლებეგი). ეთქვათ, ზომად I სიმრავლეზე მო- 

ცემულია ზომადი დაჭ| თითქმის ყველგან სასრული ფუნ- 

ქციათა /,(X), (:(2:),/:(7),.. მიმდევრობა, რომელიც I სიმრაე- 

ლის თითქმის ყველა წერტილზე კრებადია თითქმის 
ყველგან სასრული /(:) ფუნქციისაკენ. მაშინ, როგორიც 

არ უნდა იყოს თ>0 რიცხვი, გვექნება: 

11%) (M1I%(I /„–-/I>0თ)) =9. 
21–> 00 

დამტკიცება. შევნიშნოთ უპირველესად ყოვლისა, რომ § 2-ის მე-3 

თეორემის ძალით ზღვარითი /(ჯ) ფუნქცია აგრეთვე ზომადია, და, მაშასადა- 
შე, ის სიმრავლეები, რომელთა შესახებაც ლაპარაკია თეორემაში, ზომადი არიან. 

აღვნიშნოთ 

4=IXI /|==+V), “4.-=(I /„«)= + C), 8=X(/#. არ->/) 

0=4+ X 4.+#. 
1 =1 

ცხადია, რომ 

»0 =0. (” 

% ამ შეთანხმებას შემთხვევითი ზასიათი აქვს. მაგრამ იმის გამო, რომ, შემდეგში წხოლოდ 
თითქმის ყველგან სასრულ ფუნქციებს ვიხილავთ, და L(|I-– ი! >ძ) სიმრაქლეები კი საინტერესთ 

იქნებიან მხოლოდ მათი ზომის მსრივ, საბბოლოოდ სულერთია როგორ მოვექცევით 

#/=+თ)+85%#=+თ), 
სივრავლეს, რადგანაც მისი ზომა მაინ ნულის შტოლია., 

1ფ



დავუშვათ აგრეთვე, რომ 

თ 

M(თფ=MVI/ს- /I>თ. CV = 2; LV, 
#M=ი 

C 

M#= II LVთ. 
#5=1 

ეს სიმრავლეები ზომადია. მაგრამ, რადგანაც 

#(9)=)#M,(თ = (თ =..., 

ამიტომ III თავის § 4-ის მე-12 თეორემის ძალით, M->+C-სათვის გეექნება 

”M-(0)->IM- (2) · 
დავამტკიცოთ, რომ 

- MC6C!.. (3) - 

მართლაც, თუ Xა C C, მაშინ 

II #MCწა) = / (Xი); 
LC> თ 

ამასთან ყველა #,(X-ს /ა(ჯXე),.. რიცხვებიდან და მათი /(ჯ.) ზლებრიც--სა- 

სრული არიან. მაშასადამე, მოიძებნება ისეთი #, რომ #>»-სათვის გვექნება 

|/ +MCXი)––,/(2:+)| <9- 

სხ-ანაირად რომ ვთქვათ, 

ჯა C ჩს(თ) (>, 

და ამისგამო. ჯე C #.-(თ და, მით უფრო, Xე C MV, საიდანაც გამომდინარეობს (3). 

მაგრამ მაშინ, (1)-ის ძალით, #M=0, და (2) მიიღებს სახეს 

”M.(თ)-+0. 
ი >თ რტ). 

ამით თეორემა. დაზტკიცებულია, რადგანაც 

1IსL.(თ) – Iს»(C)- 
_ 

შენიშვნა. აღვნიშნოთ, რომ ჩვენ მივიღეთ უფრო ძლიერი შედეგი (C(4),. 

ეიდრე ის, რის დამტკიცებაც გვინდოდა. ქვემოთ, დ. ფ. ეგოროვის თეო“<ე- 

მის დამტკიცების დროს, ჩვენ სწორედ ამ შედეგით სარგებლობა მოგვიხდება. 

დამტკიცებული თეორემა საბაბს გვაძლევს დავადგინოთ შენდეგი 

განმარტება (ფ. რისი) ვთქვათ, ზომად # სიმრავლეზე მოცე- 

მულია ზომადი თითქმის ყველგან სასრული ფუ ნქციათა 

#.0ე, 7#:(X), #:(>X),--- ო 
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-5იმდევრობა და ზომადი თითქმის ყეელგან სასრული #» 

ფუნქცია. თუ, როგორიც არ უნდა იყოს თ>90 რიცხეი, გეაქვს 

1370 IMIIMI /„––/ |>თ))=9, 
ა->თ 

მაშინ ვიტყვით, რომ (') მიმდევრობა ზომით კრებადია /(X) 

ფუნქციისაკენ. 
ზომით კრებადობისათვის ჩვენ ვიხმართ გ. მ. ფიხტენგოლცის მიერ შე- 

მოღებულ აღნიშვნას 

#=-(X)==-)/(2)· 

ზომით კრებადობის ახლახან შემოდებული ცნების დახმარებით ლებე- 

გის თეორემა ასე შეიძლება ჩამოგაყალიბოთ: 

თეორემა I". თუ ფუნქციათა მიმდევრობა კრებადია თი- 

თქმის ყველგან, მაშინ იგი ზომით კრებადია იგივე ზღვა- 

-რითი ფუნქციისაკენ. 

შემდეგი მაგალითი გვიჩვენებს,,რომ თეორემის შებრუნება არ შეიძლება. 

+ მაგალითი. გავსაზღვროთ |0,1) ნახევარსეგმენტზე ყოველი ნატურალური 

#-სათვის 7: ფუნქციისაგან შემდგარი ჯგუფი: 

რცე, / MX). /+IXX), 

1, »C |“- , +) 

_. ; 
0, „CI“ +“. -- · 

“სადაც 

#0) = 

“(კერძოდ /,)6)=1 მთელს |0,1)-ზე1. თუ ყველა ამგვარად აგებულ ფუნქციებს, 
მიმდევრობით გადავნომრავთ ერთი ნიშნაკით, მაშინ მივიღებთ 

დ,(X)= IX), დე(X) = /,(%(»), დე(X) = 73 XX), და(X)= /,IXX),--- 

მიმდევრობას. 

ადვილია იმის შემჩნევა, რომ დე(X) „ფუნქციათა მიმდევრობა ზომით კრე- 

ბადია ნულისაკენ. მართლაც, თუ დ»(X)= /VMX), მაშინ ყოველი თC>0-სათვის 

„ქვექნება 1 _, ! 
1 (3 M#>9 - “,- .-, 

„ამ სიმრავლის ზომა კი ს უდრის, რომელიც მიისწრაფვის ნულისაკენ,: 

როცა # უსასრულოდ იზრდება. 

  

1 ჩვენ ვჭულისხმობთ, რომ თ<1, რადგან, წინააღმდეგ შემთზვევაში ნ(დი|>1) Cარიე– 
ლია და ეს შემთხგევა ტრივიალურია. 
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ამასთანავე 

დ.(X)->0 

დამოკიდებულება არაა სამართლიანი (0,1) მონაკვეთის არცერთი წერტილი- 

სათვის. მართლა:), თუ ჯა C (0,1), მაშინ ყოველი ჯ-სათეის მო-ძებნება ისე- 
თი 1, რომ 

1-1 ჯ 
2%ე C “L- ? L , 

ასე რომ #/,7M(X.)C=1. სხვანაირად რომ ვთქვათ, რა შორსაც არ უნდა გაეყვეთ 

დ,(Xი), სე(2%ი); დ.(X),-.. 

„მიმდევრობას, ყოველთვის შევსვდებით მასში ერთის ტოლ რიცხეებს, რაც 

ამტკიცებს გამოთქმულ დებულებას. 

ამგვარად, ცნება ზომით კრებადობის შესახებ არსებითად უფრო ზოგა- 

დია, ვიდრე თითქმის ყველგან კრებადობის, და მით უფრო, ყველგან კრება- 

დობის (ცნებები. 

: ბუნებრივია ვიკითხოთ თუ რამღენად განსაზღერავს 

#5(2) ==)#/(4) 

«დამოკიდებულება /IX) ფუნქციას, ე. ი. ერთადერთია თუ არა ზღვარითი 

-ფუნქცია ზომით კრებადობის დროს. 

მე-2 და მე-3 თეორემები საშუალებას გვაძლევენ პასუხი გავცეთ დას 

მულ კითხვას. 

_ თეორემა 5. თუ /,(X ფუნქციათა მიმდევრობა ზომით 
კრებადია“ #2) ფუნქციისაკენ, მაშინ იგივე „მიმდევრობა 

ზომით კრებადია ყოველი /#() ფუნქციის ეკვივალენტურ 
#§(0) ფუნქციისაკენ. ( 

დამტკიცება. ყოველი: ძთ>0- „სათვის გვექნება 

IX თ--დ)2>თ) = XXI # 9)+XI/.-–./ I>თ, 
საიდანაც (რამდენადაც III(C/ #>=90) გეექნება 

„VIIXII .--§|2>>0)<MII I. #I>თ, 
რაც ამტკიცებს თეორემას, 

თეორემა ე. თუ 7.) ფუნქციათა მიმდევრობა ზომით 

კრებადია ორი /(X) და ეუ(X) ფუნქციისაკენ, მაშინ /(ჯ; და 

(0) ეკვივალენტური არიან. 
დამტკიცება. ადვილი შესამოწმებელია, რომ =>0-სათვის გვექნება 

MV-0>თC=#(1/--0>+-) +X( V-- > ---), რ 
იმიტომ რომ ისეთი წერტილი, რომელიც არ შედის ამ დამოკიდებულების 
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მარჯვენა მხარეში, არ შეიძლება შევიდეს არც მის მარცხენა მხარეში. მაგრამ! 

მ#.-=ა (          

დამოკიდებულებანი გვიჩვენებენ; რომ (")-ის მარჯვენა მხარის ზომა »-ის: 
ზრდასთან ერთად მიისწრაფვის ნულისაკენ, საიდანაც ცხადია, რომ 

%I->თ-ი. 
მაგრამ, რადგანაც! 

სV/#0C აXMVV-ი>+ +), 

ამიტომ ცხადია / –+ 2, რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 

მე-2 და მე-3 თეორემები გვიჩეენებენ, რომ თუ ჩვენ გესურს ზომით კრე– 

ბადობისათვის, აღვადგინოთ ზღვრული ფუნქციის ერთად ერთობის თვისება, 

მაშინ უნდა შევთანხმდეთ, რომ ეკვივალენტური ფუნქციები იგიეურად ჩა- 
ვთვალოთ. ეს ასეც ხდება ფუნქციათა თეორიის მეტრიკულ საკითხებში, 

ე- ი. ისეთ საკითხებში, რომლებშიაც ფუნქციათა თვისებები შეისწავლება ი8 

სიმრავლეთა ზომების დახმარებით, რომლებზედაც ფუნქციას აქვს ან არა აქვს 

ესა თუ ის თვისება. ინტეგრალურ აღრიცხვაში ჩვენ საკითხისადმი ამდაგვა–- 

რი მიდგომის ბევრ. მაგალითს ვნახავთ... · 

თუმცა ზომით კრებადობა უფრო ზოგადია თითქმის ყველგან კრებადო- 

ბაზე, მიუხედავად ამისა ადგილი აქვს შემდეგ თეორემას: 

წ თეორემა 4 (ფ. რისი). ვთქვათ, ფუნქციათა (/„(X)) მიმდევრო- 

ბა ზომით კრებადია /((ჯ) თ ფუნქციისაკენ. ასეთ პირობებში 

არსებობს ისეთი 

# MX), 1 »(X), ,/ თე(X),... ფ,<M:<#7გ<--.) 

ქეემიმდევრობა, რომელიც თითქმის ყველგან კრებადია 
#C) ფუნქციისაკენ1!. 

დამტკიცება. ავიღოთ ისეთი დადებითი რიცხვების 

თ >თ>თფ.>... 
მიმდევრობა, რომ 

IIთი თ ==0. 
Lს-–>თ 

' აქ რომ = ნიშწის ნაცვლად = -ის ნიშანი გვეხმ:რა, დეცდომას დაჭუშეებდით. მა- 
გალითად, ის წერტილები, რომლებშიაც I(X) = დ(X)= +C9, მარცხენა მხარეში არ შედიან, ჩვენ 

კი შეეთანხედით, რომ ისინი ჩავურთოთ სნ(II-8§I>ძ) სახის ყველა სიმრაელეებს. 

? თეორემის ჩამოყალიბების დროს ჩვენ თავის თავად ცხადად მიგვაჩნია, რო? ადგილი 

აქვს ყველა დ,ანათქკვამებს, რომელიც გაკეთებულია ზომით კრებადობის განსასზღერისას, ასე 
# ზომადი სიმრ.ვლე,, თვით მოცემული ფუნქციები ზომადია და სუ. 
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ვთქვათ, გარდა ამისა, რომ 

ოს+ო:+7კ+... (უL>9) 

დადებითი კრებადი მწკრივია. 

ახლა ჩვენ შეგვიძლია ავაგოთ ინდექსების 

II, < ე << ვ <ი.. (§4) 

საძიებელი მიმდევრობა. აღენიშნოთ #,-ით ისეთი ნატურალური რიცხეი, 

რომლისათვისაც 

V0M((#5-/I>თ)<” 
ასეთი რიცხვი აუცილებლად არსებობს, ვინაიდა§ 

MI /--/ |ს)29,)->0, 

როცა #->თ. 

შემდეგ, #:-ით ის ნატურალური რიცხვი აღვნიშნოთ, რომლისათვისაც 

II. CI/ ”ვ–– I >თ)<შოე. #”7:>V,- 

საზოგადოდ, ”ILთი აღვნიშნოთ ისეთი ნატურალური რიცხვი, რომლი- 
სათვისაც 

თს()/ ო-/|>თ)<უი ”?#ა>M+.ჯ- 

(') მიმდევრობა, ამგვარად, აგებულია. 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ თითქმის ყველგან # სიმრავლეზე გვექნება 

სთ / 500 = /(). “ე 
->თდ « 

მართლაც, ვთქვათ 

LL 2) MI/=-/I>თ), 0= LI #. 
#=1I1, ჯ=1 

რადგანა 
დბაოც სლ=X==-., 

ამიტომ (თავი III, § 4, თეორემა 12) 

XII>70. 

მეორეს მხრივ, აშკარაა, რომ 
ლილ 

XII, < 2, “.., 

#=1 

ასე რომ #»IMV->0, და, მაშასადამე, 

»:C) =0. 
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დაგვრჩენია იმ გარემოების შემოწმება, რომ (",) დამოკიდებულება სა- 

'მართლიანია ყველა ჯ-სათვის IL-–C სიმრავლიდან. 

ვთქვათ, ჯა C სL-–- CC. მაშინ +: C MI). სხვანაირად რომ ეთქეათ, როცა #>»L! 

%X C1M(1/ ს–/I>თ)- 
და, მაშასადამე, 

L/ ML(2ა)-– /(Xა)|< თ (I >”). 

აქედან კი, რამღენადაც %->0, ცხადია, რომ 

. #7 " (+6)->/ (X)- 

თეორემა დამტკიცებულია. 

ლებეგის თეორემამ საბაბი მოგვცა დაგვედგინა ცნება ზომით კრება- 

დობის შესახებ. მეორეს მხრიე, იგივე თეორემა საშუალებას გვაძლევს დავა– 

მტკიცოთ დ. ფ. ეგოროვის მეტად მნიშვნელოვანი თეორემა, 

“/ თეორემა 5 (დ. ფ.- ეგოროვი). ვთქვათ, ზომად MX სიმრავლეზე 

მოცემულია ისეთი ზოზად და თითქმის ყველგან სასრული 

ფუნქციების 

#0, 7:0ე, 7:(%),--- 

მიმდევრობა, რომელიც თითვქმის ყელგან კრებადია ზომად 

და თითქმის ყველგან სასრული /(X) ფუნქციისაკენ 

110 #ი(2) = #(ჯ). + 
»->თ ო 

ასეთ ”იშემთხვევაში, ყოველი 6>0-სათვის არსებობს ისე- 

თი CI» ზომადი სიმრავლე, რომ 

1) MIL8 >1Iა–-მ. : 

2) ჩ) სიმრავლეზე (წ) კრებადობა თანაბარია. 
დამტკიცება. ლებეგის თეორემის მტკიცების” დროს ნაჩვენები იყო, 

რომ ყოველი თ>0-სათვის გვექნება 

IL (თ)->9, (1) 
ა –თ 

სადაც 

თ 

#Vთ = 2, (1I0-/I>თ. 
#=# 

შევნიშნავთ რა ამას, აევიღოთ კრებადი დადებითი მწკრივი 

ოუ: უI--- ო,>9 
და დადებითი რიცხვების ნულისაკენ კრებადი 

C,>წ:>90>-'ა 1I0ი C„=0 

მიმდევრობა, 

I14



(1)-ის ძალით ყოველ ნატურალურ ჯ რიცხვს ისეთი », ნატურალურ 

რიცხვი შეიძლება შევუსაბამოთ, რომ 

”M, (თ) <ო. / 

ამის შემდეგ ვიპოვოთ ისეთი ჯა, რომ 

CC 

2, წჰ,<5 

1=/ა 

(სადაც ბ არის თეორემის ჩამოყალიბებაში მონაწილე რიცხვი), და დავუშვათ 

CC. 

-= X ჩარ. #7 
#=1ი 

აშკარაა, რომ 
”6<6. 

ვთქვათ, 
1::= 1–-:. 

ვაჩვენოთ, რომ #ა საძიებელი” სინ“აკლაა. 

53>1ს–-8- 

“უტოლობა აშკარაა, ასე რომ უნდა შევაზოჟმოთ 

/.C)>/Cა 
'მისწრაფების თანაბრობა წს სიშრავლეზე. _ 

ვთქვათ, 8>0. ვიპოვოთ ისეთი 1, რომ 

– "12>1 0;<6, 

და ვაჩვენოთ, რომ M>M--სათვის, და ყოველი ჯ C ს)-სათვის გვექნება 

(/ LC) --–/7C0|<5, 
საიდანაც მივიღებთ თეორემის სამართლიანობას. __ 

თუ XC ჩა, მაშინ XC 6: მაშასადამე, კერძოდ 

XC I, (ძე. 

სხვანაირად რომ ვთქვათ, #>V,-სათვის 

XC IMI/LI--/I>9), 

(/I(2)-– /(%)| <2, (L>Vა, 

I/ I(X)–– /(X)1)<§ (">»/). 
თეორემა დამტკიცებულია, რადგანაც ML დამოკიდებულია მხოლოდ 6§-ზე, 

და არაა დამოკიდებული Xჯ-ზე. არ 

ასე რომ 

და მით უფრო 
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V§ 4. ხომაბი შუნქცსიების სჭტუქპუტა 

რაიმე ფუნქციის შესწავლის დროს თავისთავად იბადება საკითხი ან. 

ფუნქციის ზუსტად ან მიახლოებით წარმოდგენის შესახებ უფრო მარტივი 

ბუნების ფუნქციათა ჯახმარებით. . 

ასეთია, მაგალითად, პოლინომის მარტივ მამრაელებად ან რაციონალუ– 

რი წილადის უმარტივეს წილადებად დაშლის ალგებრული საკითხები. ასე- 

თივეა საკითხი უწყვეტი ფუნქციის ხარისხოვან მწკრივად ან ტრიგონომეტ- 

რიულ მწკრივად დაშლისა და ა. შ. 

ამ პარაგრაფში ჩვენ ვამტკიცებთ რამდენიმე თეორემას ზომადი ფუნ-· 

ქციების უწყვეტი ფუნქციებით მიახლოებითი წარმოდგენის შესახებ, ე. ი. 

გადავწყვეტთ მსგავს საკითხს ზომადი ფუნქციებისათვის. ეს თეორემები, ჩვენ 

საშუალებას მოგვცემენ ვიპოვოთ, ზომადი ფუნქციების ძირითადი სტრუქტუ- 

რული თვისება, რომელიც მე-4 თეორემით გამოითქმება. 

თეორემა 1. ვთქვათ, 8 სიმრავლეზე მოცემულია ზომადი 

თითქმის ყველგან სასრული /(») ფუნქცია. როგორიც არ 
უნდა იყოს 6>0, არსებობს ზომადი შემოსაზღვრული' (() 

ფუნქცია, ისეთი რომ 

»(/ #)<6. 

დამტკიცება. ვთქვათ, 
4L=IXIII>#), C6=IXI/I=-+Cთ)- 

პირობის მიხედვით, #VC=0. აშკარა 

4,=4:= მუ=.-. 

C5 

C= II4. 
#=1 

დამოკიდებულებების ძალით (თავი III, § 4, თეორემა 12) გვექნება L->Cთ-სათვის 

VI//ს->7C =0. 

მაშასადამე, მოიძებნება ისეთი #,, რომ 

M/მსე < 6. 

განვსაზღვროთ ჯL სიმრავლეზე შემდეგნაირი §”(X) ფუნქცია 

_ |/თ, როცა «C#-4,, 
ჯი) - I 0, · ჯ C 4“, ? 

ეს ფუნ1ცია ზომადია და გარდა ამისა, შემოსახღვრულია, რადგან 

I2(X)I-< ჩი 

IM(/ #0) = +) , 

და ბოლოს, 

რაც ამტკიცებს თეორემას. 
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დამტკიცებული თეორემა იმას ნიშნავს, რომ? ყოველი ზომადი და თი- 

თქმის ყველგან სასრული ფუნქცია გახდება შემოსაზღვრული, თუ მო- 

ვიშორებთ რაგინდ მცირე ზომის, სიმრავლეს, 

განმარტება. ვთქვათ, /(1) ფუნქცია მოცემულია IL სიმრაე- 
ზე და ჯაCI, ამასთანავე /(X)#>-Cთ. ამბობენ, რომ /(0) უწ- 
ყეეტია ჯე) წერტილზე ორ შემთხვევაში: 

)) თუ ჯ) წარმოადგენს I სიმრავლის იზოლირებულ 

წერტილს; 
2) თუ XჯაC1L' და დამოკიდებულებიდან 

Xაა->Xის ჩჯ.CI 

გამომდინარეობს დამოკიდებულება 

#/ ყა)->/ C:ა)- 

თუ /(#) უწყვეტია IL სიმრავლის ყოველ წერტილში, მაშინ ამბობენ, 

რომ /#(;) უწყვეტია ამ სიმრავლეზე. 

ლემა 1. ვთქვათ, #49, /',.ს» /, სიმრავლეები ჩაკეტილი 

ა რიან და წყვილწყვილად არ იკვეთებიან. თუ 

” 

X= XV 
#=1 

სიმრავლეზე მოცემული დ() ფუნქცია მუდმივია ყოველ 
სიმრავლეზე, მაშინ იგი უწყვეტია # სიმრავლეზე. 

დამტკიცება, ვთქვათ, X-C I” და 
2:->27ი, 2: C 1". 

+. სიმრავლის ჩაკეტილობის ძალით, ჯკ წერტილი ეკუთენის ამ: სიმრავ- 

ლეს, და, მაშასადამე, მოიძებნება ისეთი ჯI, რომ 

%X%ე C #„. 

მაგრამ I, სიმრავლეები წყვილ-წყვილად არ იკეეთებიან. მაშასადამე, 

თუ ##V!, მაშინ X) C MM, და, X-ს ჩაკეტცილობის ძალით, X. წერტილი არ 

არის დაგროვების წერტილი ამ სიმრავლისა. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ (XL) მიმდევრობაში შესაძლებელია არსე–- 
ბობდეს მხოლოდ სასრული რაოდენობა ისეთი წერტილებისა, რომლებიც 

ეკუთვნიან I (L<4-#) სიმრავლეს. გამოეყოთ მიმდევრობის ყველა ის წერტი- 
ლი, რომლებიც შედიან ერთერთ 

მემ: ' Lი-ა მოაჯა“'. 1 

სიმრავლეში, და %ე იყოს უკანასკნელი მათ შორის. მაშინ 1>Iა-სათვის აუ- 

ცილებელია რომ გექონდეს 
2: C ჩი, 
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უ. 09. 1>7ე-სათვის გვექნება 

| დ(2) = (XX), 
ეს კი ამტკიცებს ლემას. 

ლემა 9. ვთქვათ, ”# ჩაკეტილი სიმრავლეა, რომელიც ნი)! 
სეგმენტში შედის. თუ «(X) მოცემულია # სიმრავლეზე და 

უწყეეტია მასზე, მაშინ (ი) სეგმენტზე შეიძლება განისაზ- 

ღვროს შემდეგი თვისებების V«(») ფუნქცია: 

1) V(X) უწვეტია; 
2) თუ #ჯC/ა მაშინ CXX)=9%C(2:; 

3) #25 | V (+) |=Xიმჯ» | დ (X) I- 

დამტკიცება. აღვნიზნოთ |თ.8)-თი L-ის შემცველი უმცირესი სეგ- 

მენტი. (თ,3) სეგმენტზე საძიებელი #(+) ფუნქცია უკვე აგებული რომ ყოფი- 
ლიყო, საკმარისი იქნებოდა მისი განმარტება ასეთნაირად შეგვევსო 

–– 
ათ) (16, თუ XC 3), 

რომ მიგვეღო საძიებელი V(X) ფუნქცია მთელ (|ძ,ს) სეგმენტზე. 

აზის გამო, ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ 

ჩ2,ხ) წარმოადგენს #-ის შემცველ უმცირეს სეგმენტს. 

თუ X=(ი,სს თეორემა ტრივიალურია. ამიტომ, ვიგულისხმოთ, რომ 

ს#უნთხ). მაშინ (ი,)--# სიზრავლე შედგება ისეთი ურთიერთ არაგადამკვეთი 

ინტერვალების სასრული ან თვლადი სიმრავლისაგან რომელთა ბოლოები 

I-ს ეკუთვნიან ( სიმრავლის დამატებითი ინტერვალებისაგან). 

განვმარტოთ Vთ(ჯ) ფუნქცია ისე, რომ იგი დ(X)-ის ტოლი იყოს #L სიმ- 

რავლის წერტილებზე და წრფივი იყოს დამატებით ინტერვალებზე. 

შევამოწმოთ ამ ფუნქციის უწყვეტობა. უწყვეტობა IV,ნ0)--” სიმრავლის 

ყოველ წერტილზე აშკარაა. ვთქვათ, ჯე არის # სიმრავლის წერტილი. ჩვენ 

ვაჩვენებთ, რომ #(X»X) ფუნქცია უწყვეტია ამ წერტილზე მარცხნიდან (უწ- 

ყვეტობა მარჯვნიდან მტკიცდება სავსებით ანალოგიურად). 

თუ ჯ«, წარმოადგენს რომელიმე დამატებითი ინტერვალის მარჯვენა ბო- 
ლოს, მაშინ V(Xჯ) ფუნქციის უწყვეტობა ამ წერტილზე მარცხნიდან აშკარაა. 

ვთქვათ, #ა არ არის არც ერთი დამატებითი ინტერვალის მარჯვენა 

ბოლო და 
X, < %ვ <2 <+.. 

ისეთ წერტილთა მიმდევრობაა, რომელიც კრებადია ჯე-საკენ. 

- თ 

8 ჩXჯ. CI (#=1,2,3,...), 

მაშინ დ(2) ფუნქციის # სიმრავლეზე უწყვეტობის გამოყენებით, მივიღებთ 

V(X»)ლ= %(X.)–>+7(X-)==0(«ა)- 

ამის გამო, შეიძლება ვიგულისხმოთ, რომ 

%«.CL („=1,2,3,...). 
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ასეთ შემთხვევაში ჯ», წერტილი რაიმე (2?,,I,) დამატებით ინტერვალზი 
მოხვდება, ამასთან IM, < ჯა (რადგანაც ჯა არ არის დამატებითი ინტერვალის 

მარჯვენა ბოლო). ვთქვათ, 

5 <X< I), (ხ= 1,2,-.-,I), 2ი, + 1=>V,- 

მაშინ «ი, + კ მოხედებპ სხვა დამატებითი (X,,IM,) ინტერვალში, ამასთან 

ისევ #ე<ჯე. ამ მსჯელობის გაგრძელებით ჩვენ მივიღებთ ისეთ დამატებით 

ინტერვალთა 

(%)ს0,), (MI), (?ე7ILე),-- 

მიმდევრობას, რომლებიც დალაგებული არიან მარცხნიდან მარჯვნიე, ნომრე- 

ბის ზრდის მიხედვით, ღა 

«ს C (MI) (=IM, ჯ1+1)---:). 

X», < (MM < L29 

დამოკიდებულება გვიჩვენებს, რომ 

IსI-“>+ი, 

ხოლო, იმის გამო, რომ 

II გ<-M< X0ი, 
ცხადია, რომ ასევე 

2კ–>%ე- 

მაგრამ X» და ს, #-შძი შედიან, ასე რომ 

·1Iი #(ჯი0 = თ %(00 = ს(2ი)- 
1>Cთ 1>C0 

. იმის გამო, რომ წრფივი ფუნქციის მნიშვნელობანი რაიმე ინტერვალში 

მოთავსებული არიან მის სნიშვნელობებს შორის ბოლოებზე, ცხადია, რომ 

IIის V(X-)==4(ა). 
ჯ–>CC 

ამგვარად, ·V(X) ფუნქციის უწყვეტობა დამტკიცებულია. 
მისი აგებიდან ჩანს, რომ იგი ემთხვევა დ(»X) ფუნქციას # სიმრავლეზე. 

ბოლოს, ვეიერშტრასის ცნობილი თეორემის ძალით, სეგმენტზე უწყვეტი 

1ს(X)) ფუნქციის მნიშვნელობათა შორის არსებობს უდიდესი -- II 0XII(2)I- 

„ადვილია იმის აღმოჩენა, რომ როცა XC ჯL 

I9(2)| იი0XIV X)I» 

მაგრამ |თ(»X)| ფუნქცია რომ მჯ |V(>)) მნიშვნელობას არ აღწევდეს, მაშინ 
)ს(X)| ფუნქციაც ვერ მიაღწევდა .ამ მნიშვნელობას. მაშასადამე, 

#ი8ჯ | დ(X) | = 0ი2X |VC2:)| · 

ამით ლემა დამტკიცებულია სავსებით. 
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თეორემა 5 (ე. ბორელი). ვთქვათ, I-ს) სეგმენტზე მოცემუ- 
ლია ზომადი და თითვმის ყველგან სასრული /((:) ფუნქცია. 

როგორიც არ უნდა იყოს ძთ>0 და §5>0 რიცხვები, (იჯ) სეგ- 

მენტზე არსებობს ისეთი უწყვეტი #ბ() ფუნქცია, რომლი- 

სათვისაც 

7L(|I / –თდ | > 9 <§. 

ამასთანავე. თუ |/(X)I</, მაშინ შეიძლება ფძ#(ე-იც ისე 

შევარჩიოთ, რომ 

I9C)|<#- 
დამტკიცება. ჯერ-ჯერობით ვიგულისხმოთ, რომ 

I/(2)I<#% 

ი, რომ /(X) ფუნქცია შებოსასღვრულია. 

ნებისმიერი თ0>0 და §>0 ის დაფიქსირების შემდეგ, ვიპოვოთ ისეთი 

დიდი ნატურალური II რიცხვი, რომ 

I 
–- <9, 

7” 

და ავაგოთ 

5=წ( 1-1 ედ #) ც= 1-ს 2-1), 
? L// 

  

MI --1 
წ.-=ნ(“ – #</<ჩ) 

სიმოავლეები. 

ეს სიმრავლეები ზომადი არიან, წყვილწყვილად არ იკვეთებიან და 

7! 

Iი,,)ლ==>. 2) ს. 
| = 1-–1# 

ყოველი ;ჯ-სათვის ავაგოთ ისეთი ჩაკეტილი #= ჩ, სიმრავლე, რომლის 
ზომა 

8 
”I > 

2. 

და დავუშვათ 

” 

8= ჯ) L. 
1=1– 

ცხადია, რომ (ი,ს)--წ= %ე (ჩე; საიდანაც 
? I 

#იხ)– ით #<6.



განვსაზღვროთ ახლა # სიმრავლეზე ზენდეგი დე) ფუნქცია 

“ა C«(X) = + ე როცა #C /, 6(=1--IM,.--)- 
მვ 

1-ლი ლემის ძალით ეს ფუნქცია უწყეეტია /' სიმრავლეზე, | § (ჯ| <<: # 
და; დაბოლოს, როცა L: C #, გვაქეს 

„I/(X)--ჯ(უ| <9. 

ახლა დაგვჩენია გამოვიყებოთ მე-2 ლემა. ეს გვამთღევს ისეთ უჟყკეტ 

“დიე ფუნქციას, რომელიც # სიმრავლეზე დ«(X) ფუნქციას ემთავევა და 

IV(>)| < 7 

რამდენადაც 

MI/-5|I>თ<=(ის1-7# 
'ცხადია, –ომ # (+) ნაპოვნია. 

ამგვარად, შემოსაზღვრული ფუნქციისათვის თეორემ. დამტკიცებულია. 

დავუშვათ ახლა, რომ /(ჯ) არ არის შემოსასღვრული. მაშინ, 1-ღლი თეო– 

„უმის გამოყენებით, შეიძლება ისეთი შემოსაზღვრული ყ(0:) ფუნქციის აგე- 

ა, რო 

"5 / #0 <--. 

მაგრამ ადვილი წზესამნჩნევია, რომ 

ს(|I--ს)>C=)CI(/ #2) -IM(IC-- LI >თ, 

-ასე რომ #C:) ფუნქცია წყვეტს ამოცანას. 

შედეგი. ყოველი (2«) სეგმენტზე მოცემული ზომადი და 
თითქმის ყველგან სასრული /(:) ფუნქციისათვის არსე- 

ბობს ისეთი უწყვეტი ს,() ფუნქციათა მიმდევრობა, რო- 
მელიც ზომით კრებადია /(») ფუნქციისაკენ. 

მართლაც, თუ ჩვენ ავიღებთ ორ ნულისაკენ კრებად მიმდევრობას 

თ,> 9 >თ:>.-., )1იL0„=90, 
#->C 

8.>8ე>8გ>-. III 6„=0, 

”>Cთ 
V 

და ყოველი »-სათვის ავაგებთ ისეთ უწყვეტ #,.' (») ფუნქციას, რომ 

- - MM I (I / -–– ს, | > თ») < §», 
ადვილად შევამჩნევთ, რომ სს) –)/ია 

ს.()==)/ცე. 

მართლაც, როგორი ძ>0 რიცხვიც არ უნდა ავიღოთ #M>Mე-სათვის 

ყ.<6თ და ასეთი ჯ-სათვის 

2 (I/--სი)>თ C C/ –- სი >თ.), 
საიდანაც გამომდინარეობს ნათქვამი. 

12L



(ს.ე) მიმდევრობისათვის ფ. რისის (§ 3) თეორემის გამოყენებით ჩვენ 
უწკვეტი ფუნქციების ისეთ (+,, (X)) მიმდევრობას მივიღებთ, რომელიც კრე- 

“– 
ბადია /#(X) ფუნ)ციისაკენ თითქმის ყველგან. 

სხვანაირად რომ ვთქვათ, ჩვენ დავამტკიცეთ 

+ თეორემა 8 (მ. ფრეშე). II,ს) სეგმენტზე მოცემული ყოველ 

ზომაღი და თითქმის ყველგან სასრული /(:) ფუნქციისა- 
თვის არსებობს უწყვეტ ფუნქციათა ისეთი მიმდევრობა, 

რომელიც კრებადია /(:)-საკენ თითქმის ყველგან. 

ამ თეო4ემის დახმარებით მტკიცდება შესანიშნავი და მეტად მნიშევნე-. 

ლოვანი · “ 

თეორემა 4 (ნ. ლუზინი). ვთქვათ, /(2) არის (იხ) სეგმენტზე 

მოცემული ზომადი და თითქმის ყველგან სასრული ფუნ- 

ქცია. როგორიც არ უნდა იყოს 8>9, არსებობს ისეთი უწ- 

ყვეტი «() ფუნქცია, რომ 

MI #Mს(/ # თ) <8. 

თუ, კერძოდ, I /(2:)|<, მაშინ 

Iდ(X)| <= #. 
დამტკიცება. ვთქვათ, 

დ,(ჯ), და(X), დე(X))--- 

უწყვეტე ფუნქციათა ის მიმდევრობა,ა რომელზედაც ლაპარაკი იყო 
ფრეშეს თეო+ემაში. დ. ე. ეგო=ოვის თეორემის გამოყენებით, ჩვენ შეგვიძ- 

ლია ისეთი #6 სიმრავლის პოვნა, რომ 

_ § 
)სხ6>ხ–ძ- “ე! 

და ამასთან #6 სიმრავლეზე 

დეტე–-/ ი 
თანაბრად ჯ-ის მიმართ. 

აქედან, ანალიზის (ცნობილი თეორემის ძალით!, #/(ჯ) ფუნქცია უწყვე- 

ტია Lა სიმრავლეზე (ამ პარაგრაფის დასაწყისში მოცემული განმარტების 
აზრით. ეს ისე არ უნდა გავიგოთ, თითქოს /(ჯ) ფუნქცია განხილული მთელს 

I0,ნ) შუალედში, უწყვეტი იყოს L2 სიმ-ავლის ყოველ წერტილზე. აქ სრუ- 
ლებით არ უნდა ვიხილავდეთ #”(ჯ) ფუნქციას ILგ სიმრავლის გარეთ). 

განვიხალოთ #გ სიმრავლის ისეთი ჩაკეტილი L სიმრავლე, რომლის 

ზომაც 
- 
ი 

7011 > MILბ–– ი 

" ანალიზის კურსებში თეორემა მტკიცდება სეგმენტზე მოცემული ფუნქციების შემთ- 
ხვევაში, მაგრამ იგივე მტკიცება ინარჩუნებს ძალას ნებისმიერ სიმრავლეებზე მოცემული ფუნ– 

ქციებისათვისაც. 
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თუ /(X,ჯ ფუნქციას მხოლოდ XI სიმრავლეზე განგვიხილაეთ, იგი, აშკა-- 
რაა, უწყვეტი იქნება ამ სიმრავლეზე. 

მე-2 ლემის გამოყენებით, ჩვენ ზივიღეზთ წი 6) სეგმენტზე განსაზღვრულ 

“ისეთ უწყვეტ დ(;) ფუნქციას, რომელიც # სიმრაელეზე ემთხეევა /() ფუნქციას. 
მაშასადაიე, 

ა 60 #დ)=(,)-#, 
და ამ სიმრავლის ზომა <8, ასე რომ დ(X) წარმოადგენს ჩვენთვის საჭირო 

ფუნქციას. 
თუ, კერძოდ, | /(1)|I<7#, მაშინ ეს ღტოლობა სამართლიანია აგრეთეე 

ისეთი ჯ-სათვის, რომლებიც #-ს ეკუთვნიან, და მაშინ, მე-2 ლემის ძალით, 

|§(X)I <> IV- 

თეორემა დამტკიცებულია. 

ნ. ლუზინის თეორემა შეიძლება "ჩამოვაყალიბოთ ასეც: ზომადი და. 

თითქმის ყველგენ სასრული ფუნქცია უწყეეტი გახდება, 
თუ ჩამოვიშორებთ რაგინდ მცირე ზომის სიმრავლეს. ,ზო- 

გიერთი ავტორი! ამ მნიშვნელოვან თვისებას ზომადი ფუნქციების ”თვით 

განმარტებადაც იღებს. ადვილი აღმოსაჩენია ორივე განმარტების ტოლფა- 

სობა; მეორე განმარტება ნაკლებად ფორმალურია და მაშინეე გვიჩეენებს, 

რომ ზომადი ფუნქციის ცნება მჭიდროთაა დაკავშირებული უწყვეტი დფუნქკ- 

ციის ცნებასთან. 

„§ 5. ვეიეტშზტასის თეოტემა 

წინა პარაგრაფში "ჩვენ დავამტკიცეთ რამდენიმე თეორემა ზომადი დუნ- 

ქციების უწყვეტი ფუნქციებით აპროქსიმაციის შესახებ. ამ მიმართულებით- 

შესაძლებელია უფრო შორს წავიდეთ და უწყვეტი ფუნქციების ნაცვლად პო- 

ლინომებზე ვილაპარაკოთ. 

ამ მიზნით ჩეენ დაგვჭირდება, თაგისთავადაც მნიშვნელოვანი, ვეიცრ- 
შტრასის თეორემა. ჩვენ გადმოვცემთ მას ს. ბერნშტეინის მიხედვით. = 

ლემა 1. ყოველი Xჯ-სათვის გვექნება 

IV 

„2 თაიროებბო). ()): 
=0 

მართლაც, ნიუტონის ბინომის ფორმულაში 

# 
(თ-LL)" = 2, C.პ ე!" 

1=0 

#=X, ხ=1--ჯ#-ის ჩასმით მივიღებთ (1) ფორმულას. 

?' იხ. მაგალითად: II. C. სMM6Mიაიკხის 98 #.”I. MიXMი+იიი». ნფი,იძიტ თ» :იილაი დყწVს-· 

ყონ 050+189170#-0#0I0 0C00M69880X0. 
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ლემა 95. თუ 9<X<1, მაშინ 

C 

2) C)ნ–ვ)ბX(1I –კებ46დ/. თ 
#=0 

დამტკიცება. გავაწარმოოთ ჯ-ით იგივეობა 

ი 

2, C,2=0+2" (3 
L=0 

და, გავამრავლოთ შედეგი ჯ-ზე: 
” 

ს! - 
2, #LCაპ.21=#უ(1 +უ)" 1. (4 

Xჯ=0 

(4)-ის ჯ-ით გაწარმოებითა და შედეგის ჯ-ზე გამრავლებით, მივიღებთ 

» 

2; 6: =ი:1+7უ0--უბ-. (5) 
<0 

ჩავსვათ (3), (4) და (5)-ში 

ჯ 
  

4« 1-ჯ 

და მიღებული იგივეობანი (1 –-X)"-ზე გავამრავლოთ. მაშინ მივიღებთ 

#7 

2ე C590-ე5-+=1, (6) 
#=0 

” 

ბე LC0(I --გ)რო6= >, ო 
L=0 

” 
2, L?C.ხXს(1--3)%ბ“ბ% == 71X(1 –– X+ #2). (83 
L=0 

გავამრავლოთ (6) ტოლობა „2»”-ზე, (7) –– 2MX-ზე, (8) კი 1-ზე, და 

ყველანი შევკრიბოთ: 

# 

2, (#–X)? C-"XM(1-–;:)ბ-6 = #X(1–-ჯ)- 

L=0 

-
 =
4
 

-



ლემის დამტკიცებისათვის საკმარისია შევნიშნოთ, რომ 0<ჯ«:1-სათვის 

გეექნება 
XC1-->)<1. 

განმარტება 1. ვთქვათ, /(X) წარმოადგენს |0,1) სეგმენტზე მოცებულ 
სასრულ ფუნქციას. 

ჩ : : ლ »·I -ჩ #6.ბპბ/1__ - 
შოა 2 / (--) თაბ ჯი (9) 

პოლინომს /(1) ფუნქციისათვის ბერნშტეინის პოლი ნომში ეწოდება. 

თეორემა 1 (ს. ბერნშტეინი). თუ /(X) ფუნქცია უწყვეტია (9,1) 

სეგმენტზე, მაშინ M->Cთ-სათვის გვექნება 

85.(X->-/ 0 (10). 

თანაბრად ჯ-ის მიმართ. 

დამტკიცება. ეთქვათ, 

M = 0) 9XI / (X)I- 

ავიღოთ 8>0 და ავარჩიოთ ისეთი 8>0, რომ გექონდეს 

'I#/(X )––#(CX )I<5, 
როცა |L--ჯ'<8. 

ამის შემდეგ ავიღოთ ნებისმიერი « C (0,1). (1X--დან გამო2დინარეობს, რომ · 

” 

/C) =. 2, #/60)C 0 – ი"), 
#=0 

საიდანაც 

? 

|8.0)-/CიI<. 2) LV («)-/თ! C.X%1--ჯ)" (01) 
#=0 

გავყოთ ყველა #=0,1,2,...,/ რიცხეები ორ „” და 13 კატეგორიად, ისე 

ომ 

#.C /, თე -- «I <C 
# 

#C 38, თუ”. „ 
| # 

> 89. 
  

თუ X C 4, მაშინ 

ჯ I/(- )–/თI<> 
და 1-ლი ლემის ძალით.



>I (7 )– 7 დაან –იბ+<+2)6ა40-ება< 
4 # # 

ი 

<6 2) C.MMXI-- ებ! =§. (12) 
L=0 

თუ კი XC,8, მაშინ 

(L––-ჯ) 1 

ჯ,269 ' 
საიდანაც, მე-2 ლემის ძალით, 

ს / («+ ) – /6)|. C 50-ე“! <2. (L- იიე'C ნ –-კეთბ. 

    

  

229. 

2M. + ა -,- 2M – 2, (8–იX)'Cა' XL(C1 გეზ ხ<-–---. (13) 
„იე <4 „ი 

(11), (12) და (13)-ს დაპირისპირებით ყოველი ჯ C (0,1)-სათვის მივიღებთ 

· 2M I8,)– /ც)|<6 + -““., 
„Mნ 

მაშასადამე, როცა 

2M 

60“ 
# >   L) 

· მივიღებთ 

|8.C)-– / (X)|< 26, 

რის დამტკიცებაც გვსურდა. 
თეორემა "5 (კ. ვეიერშტრასი). ვთქვათ, #() არის (ი,ხ)-ზ ე მო- 

ცემული უწყვეტი ფუნქცია. ყოველი 6>0-სათვის არსებობს 

ისეთი IX») პოლინომი, რომ 

LI C)-–Xცე|<6 2.3 
ყოყელი ჯC(ი,ხ)-სათვის. 

დამტკიცება. თუ |2#,,M)=|0,1), მაშინ თეორემა უშუალოდ გამომდი- 

ნარეობს ბეონშტეინის თეორემიდან. ვთქვათ, (ი,ხ)#L9)1). განვიხილოთ 7» არ- 

გუმენტის შემდეგი ფუნქცია 

#IC+1I(ხ--ძ)). 
1: . 

ეს ფუნქცია მოცემულია და უწყვეტია (0,1) სეგმენტზე. ვიპოვოთ ისეთი 
00) პოლინომი, რომ + C (0,1) სათვის 

- I/I2+)(-–ი))-– ღ0)!| < §- 
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  თუ « CIL4,), მაშინ -- 

/00–0 =8. < 
ხ–ი 

ამის გამო #(2)== 6 (+->) ჩვენთეის საჭირო პოლინომს წარმო- 
· –ძ 

ადგენს. 

ოა ვეიერშტრასის თეორემის დახმარებით ბორელისა და ფრეშეს (მაგრამ 

არა ლუზინის! თეორემები სხვანაირად შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ. მაგალი- 
"თად, ფრეშეს თეორემა შეიძლება გამოითქვას შემდეგი სახით: 

თეორემა §8 (მ. ფრეშე) (ი,ს)| სეგმენტზე მოცემული ყოველი ზო 
მადი და თითქმის ყველგან სასრული /(ჯ;) ფუნქციისათვის- 
არსებობს პოლინომთა ისეთი მიმდევრობა, რომელიც თი- 

თქმის ყველგან კრებადია /(ჯ)საკენ. 

დამტკიცება. ვთქვათ, (ჯ„(ჯ)) წარმოადგენს /(+) ფუნქციისაკენ თი- 
თქმის ყველგან კრებად უწყვეტ ფუ,6ნქციათა მიხდევრობას. თუ #.(ჯ) ისეთი 

·პოლინომია, რომ ყოველი ჯ C |9,ს|-Lათვის 

4 CI0,11 და, მაშასადამე, 
ძ 

  

  

  

  

(#.ცა--ი.C)I < –-, 

„მაშინ (#.(X)) მიმდევრობა კრებადია /(X):საკენ ყოველ ისეთ + წერტილზე, 
სადაც 

დი(ი)->/ (7), 

რაც ამტკიცებს თეორემას. 

' მკითხველ ლს გვანდობთ, სათანადოთ შესცვალოს ბორელის თეორემა 

(| აფი <5სი|/(2)| შეფასების შენარჩუნებით!). 
ვეიერშტრასის დამტკიცებულ თეორემასთა5 მჭიდრო კავშირი აქვს იგივე 

ავტორის თეორემას უწყვეტი პერიოდული ფუნქციების ტრიგონომეტრიუ- 
ლი პოლინომებით აპროქსიმაციის შესახებ. 

' განმარტება 5. ური რიგის ტრიგონომეტრიული პოლი- 
ნომი ეწოდება · 

“” 

IC2:ე)= 4 + 2, (თ:605X+V#M)51ი 1) 
#=1 

ფუნქციას. 
· თუ ხ,=ხ:=...=ხ.=0, მაშინ I(L>) ტრიგონომეტრიულ პოლინომს ლუ- 

წი ეწოდება. 
ლემა 8. ძ) 60» ფუნქცია წარმოიდგინება ლუწი ტრიგო- 

ნომეტრიული პოლინომით. 
ხს თუ IV) ტრიგონომეტრიული პოლინომია, მაშინ 

XC). 8911 ჯ აგრეთვე ტრიგონომეტრიული პოლინომია. 
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იე თუ 71) ტრიგონომეტრიული პოლინომია, მაშინ 

#0+თ) აგრეთვე ტრიგონომეტრიული პოლინომია. 
დამტკიცებას მკითხველს ვანდობთ. 

ლემა 4. თუ /(ჯ) მოცემულია და უწყვეტია (0,») სეგმენ- 
ტზე, მაშინ ყოველი §>0-სათვის არსებობს ისეთი ლუწი 

ტრიგონომეტრიული პოლინომი 7(») რომ ყოველი :C(0,»- 

სათვის გვექნება : 
I/ იე – I 6ე|<46. 

დამტკიცება. განვიხილოთ 

#(91ტ 6057) 

ფუნქცია. ეს ფუნქცია მოცემული და უწყვეტია |“-1)+1) სეგმენტზე- 
ი 

ამიტომ მოიძებნება ისეთი 2, იძ.) პოლინომი, რომ ყოველი ჯCL-1,-+1)–- 

#=0 
სათვის გეექნება 

' ' M 

L/ (016 6057) –– » ცე!» 
I L=0 

< 6. 

  

ახლა ვთქეათ, 2; C (0,=). მაშინ 008 XC (–-1,-L1) და, მაშასადამე, 

ჩ 

#C) – ს ძ. 00§ "X | <8. 

#ჯ=0 

  

  
#ჩ# 

დაგვრჩენია შევნიშნოთ, რომ მე-3 ლემის (ი)-ს ძალით 2, თ. ა05ხ X 

,(L=0 

ფუნქცია ლუწ ტრიგონომეტრიულ პოლინომს წარმოადგენს. 

შედეგი. თუ ლუწ /() ფუნქციას აქვს პერიოდი 2» და უწ- 
ყეეტია მთელს ღერძზე, მაშინ ყოველი 6>0-სათეის მოიძებ- 

ნება ისეთი ტრიგონომეტრიული პოლინომი, რომ ყოეელი 

ნამდეილი ჯ-სათვის გვექნება 

| /0ე-– თ) |<+. 
მართლაც, (0,”) სეგმენტზე ამ უტოლობის დაკმაყოფილება ”'ესაძლებე- 

ლია ლუწი ტრიგონომეტრიული XV (CL) პოლინომით, ასე რომ უტოლობა 

თავისთავად დაკმაყოფილდება ჯ C |–- >,0)-სათვისაც და მაშინ, #(2:) – 2? (ჯ+ 

სხვაობის პერიოდულობის გამო, იგივე უტოლობა დაკმაყოფილდება ყველგან. 
თეორემა 4 (კ. ვეიერშტრასი). ვთქვათ, /(»X) უწყეტი პერიო-' 

დული ფუნქციაა, პერიოდით 2». როგორიც არ უნდა იყოს 

5>9, არსებობს ისეთი ტრიგონომეტრიული #(ჯ) პოლინომი, 

რომ ყოველი ჯ-სათვის გვექნება 

I/ დ) 1 00 <:68- 
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დამტკიცება, მე-4 ლემის შედეგის ძალით, ლუწი 

#(2)--/(– 21) წ/(თ-–-/C-–)1წი ჯ 

ფუნქციებისათვის მოიძებნება ისეთი 1,(X>) და 1-(2) ტრიგონომეტრიულ» 

პოლინომები, რომ 

/60-L/(-2)= რ(9--თეი, (/(0– /(–XI)-9V 2= 7ე60+-6,(%, 
სადაც 

- 

|“, C)| < --) 1%C090|< -2-. 

პირველი ტოლობის §I)?ჯ-ზე, ხოლო მეორე ტოლობეს «Iს ჯ-ზე გამრავ- 

ლებით, შეკრებითა და ორზე გაყოფით მივიღებთ 

| “ 

#00 - 510? = წარ) 4-8 (0 (I8=| <>) 

სადაც რეი ისევ რაღაც ტრიგონომეტრიული პოლინომია. 

აქ #(X) ფუნქცია ნებისმიერი პერიოდული ფუნქცია იყო. მაშასადამე. 

ასეთივე ტოლობა სამართლიანი იქნება #( ჯ- +) ფუნქციისათვისაჯ;: 

ელე ბ ს ადებL–= 7 1 შ I <=). ”C 2) ანაზ 1,(X)++7(X) (I /(X) | <: >) 

ამ ტოლობაში ჯ-ის ჯ-+ + -ით შეცვლა მოგვცემს 

ჟ0609?X = 1.0) + 6) (! 2614X I 
(4 

#C0=-15(X)-+- 15(2)+ 8(7)4+-6(»), 

ე. ი. #-(2)-+- 7ე(2) ჩვენთვის საჭირო პოლინომია. 

ჩვენ ამ თეორემას ახლა არ დაუკავშირებთ ზომად ფუნქციების თეო- 

რიას, მაგრა8 ქვემოთ იგი მეტად დიდ სარგებლობას მოგვიტახს. 

საიდანაც 

სავარჯიშო IV თავისათვის 

1. თუ /„(X)---)/(X), თ+XX)--–)(CX), მაშინ #»(2)-I-/ა(X)=–)/(9)+ჯდე- 
2. თუ /ი(2:)=-–-)/(»), ხოლო. 2(X) ზომადი და თითქმის ყველგან სასრუ- 

ლია, მაშინ #»CX((2):->– ) /(X)(ჯ). 
3, გაავრცელეთ ეგოროვის თეორემა ფუნქციათა ისეთ მიმდევრობაზე, 

რომელიც ს სიმრავლის ყოველ წერტილზე მიისწრაფვის -L--ი-საკენ. 

4. არსებობს პოლინომთა ისეთი #,(2)+/:(X)+/#(2+... მწკრივი, რო- 

მელსაც შემდეგი თვისება აქვს: როგორი უწყვეტი ფუნქციაც არ უნდა ავი 
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ღოთ ნებისმიერ (კ,ხ! სეგმენტზე, შეიძლება ისე შევაჯგუფოთ მწკრივის წევ- 

დ. 

ს მრნიუნჩ,,, 0%) მწკრი- რები (მათი რიგის შეფცვლელად), რომ ჯ # 

<1 

ვი თანაბრად კრება-.ი იყოს (ი.”-ზე #(X)-საკენ. 
5. იმისათვის, ომ ზომადი და თითქმის ყველგან სასრული ფუნქციების 

7+VX2), /:(2),... მიმდევრობა ზომით კრებადი იყოს, აუცილებელია და საკმა- 
რისი, რომ C>0 და §6>0 ყოველგვარ წყვილს შეესაბამებოდეს ისეთი M# რი- 
ცხვი. რომ, როცა > M, M>VX, გვქონდეს 

LC (I/.--/თ) აღ) << 
(ფ. რისი). 

6. ბორელისა და ფრეშეს თეორემებში უწყვეტი ფუნქციების ნაცვლად 
შესაძლებელია ტრიგონომეტრიულ პოლინომებზე ვილაპარაკოთ (თუ ძირი- 

თადი სეგმეხტი არის (--X.-IL->I). 
7. ზომადი ფუნქციების თვლადი სიმრავლის ზუსტი ზეღა საზღვარი 

ზომადი ფუნქციაა. ' 

8. თუ ყოველი ფიქსირებული V-სათვის და X->=-სათვის გვექნება 

წონე–-)/ MM, 

ჯ(7ოყე-–=)/ (9, 

მაშინ (7 IX) სიზწრავლიდან შესაძლებელია ისეთი მიმდეგრობის გამოყოფა, 

რომელიც ზომით კრებადია /(X)-საკენ. 

9, წინა შედეგი არ არის სამართლიანი, თუ ყველგან მის ჩამოყალიბე- 
ბაში ზომით კრებალობას შევცვლით ჩვეულებრივი კრებადობით. 

ხოლო V-> ს სათვის კი 
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თავი V 

ლებეგის ინჭე3ტელი შემუსეზლპტული შუნქსეისათპის 

§ 1 ლებეგის ინპეგრპლის განმაგვება 

ინტეგრალის კლასიკური განმარტება, რომელიც ო. კოზიმ მოგვცა და 

ბ, რიმანმა განავითარა, როგორც ცნობილია, შემდეგში მდგომარეობს: განი- 

ხილება IC, ხს) სეგმენტზე მოცემული სასრული /(X) ფუნქცია. სეგმენტი (V, ს) 

ე = 6 <1) < 9 < ს. 1.=წ 

წერტილებით გაიყოფება ნაწილებად, ყოველ |», 2+,)) ნაწილში ამოირჩევა 

წერტილი და შეიდგინება რიშანის ჯამი 
· „1 

თ= XI /(6) (=9 ჯი). 
L=0 

თუ 
7. = კიმX (XL, –– 2) 

რიცხვის ნულისაკენ მისწრაფების დროს, თ ჯამი მიისწრაფვის სასრული / 

“–ხღერისაკენ, რომელიც არ არის დამოკიდებული არც |#ი, ხ|) სეგმენტის დაყო- 

ფის წესისა და არც წ. წერტილების არჩევისაგან, მაშინ ამ / ზღვარს /# (1) 

ფუნქციის რიმანის ინტეგრალი ეწოდება და აღინიშნება 

ხ 

L7Cთ4» 
ძ 

სიმბოლოთი. 

სოგჯერ. ინის აღსანიშნავად, რომ საქმე ეხება სწორედ რიმანის ინტეგ- 
“რალს, სწერენ 

სხ 

(ს | /C». 
“| 

ფუნქციებს რომელთათვისაც რიმანის ინტეგრალი არსებობს, რიმანის 

აზრით ინტეგრებადი ფუნქციები ან, უფრო მოკლედ, (#) ინტეგრებადი ფუნქ- 

ციები ჰქვიათ. 

#(ჯX) ფუნქციის (ჯ) ინტეგრებადობისათვის აუცილებელია, რომ იგი შე- 

მოსაზღვრული იყოს. 
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უკვე კოშიმ აჩეენა, რომ ყოველი უწყვეტი ფუნქცია (M#) ინტეგრადია. 

არსებობენ აგრეთვე წყვეტილი (ჯ) ინტეგრებადი ფუნქციებიც. კერძოდ, ასე- 
თია ნებისმიერი წყვეტილი მონოტონური ფუნქცია. 

მიუხედავად ამისა, ადვილი ასაგებია ისეთი შემოსაზღვრული ფუნქცია». 

რომელიც არ იქნება (ს) ინტეგრებადი. განვიხილოთ, მაგალითად, დირიხ- 

ლეს #C) ფუნქცია, რომელიც (9, 1) სეგგენტზე შემდეგნაირად განისაზღე - 
რება 

, 1, როცა ჯ რაციონალურია, 

#0) = 0, როცა ჯ ირაციონალურია. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ ეს ფუნქცია არ არის +IX) ინტეგრებად;:, 

რადგანაც თ ჯამი იქცევა 0-ად,; როცა 'ყველ ს'ირაციონალურია, ხოლო თ=!, 

თუ ყველა წს რაციონალურია. 

ამგვარად, ინტეგრალის რიმანისებურ განმარტებას არსებითი ნაკლი. 

აქვს––საკმარისად „უბრალო ფუნქციებიც კი ინტეგრებადი არ არიან. 

ამ გარემოების მიზეზის გამორკვევა არავითარ სიძნელეს არ წარმოისდ- 

გენს. 

საქმე შემდეგში მდგომარეობს: რიმანის თ ჯამების შედგენის დროს, ჩვე». 

'(2, ს) სეგმენტს ·მცირე IX-, XI I+,, XI, ·--» (X+-კ, X»| სეგმენტებად (დავარქცათ- 
მათ «ა, რა რი-)) ვანაწილებთ, ყოველ რ-ში გიღებთ (29% წერტილს, და 

ვადგენთ 
I-–-1 

= 2 ჩნათი 
=0 

ჯამს. წვენ მოვითხოვთ, რომ ამ ჯამს ჰქონდეს «, სიმრავლეში C, წერტილების 

შერჩევისაგან დამოუკიდებელი ზღვარი. სხეანაირად რომ ვთქვათ, თ. სიმრაკ- 

ლის ყოველი ჯ წერტილი შესაძლებელია მიღებულ იქნას §.-დ და ამ წერტი– 

ლის ცვლილებამ არ უნდა გამოიწვიოს თ ჯამების საგრძნობი ცელილება., ეზ 

კი მხოლოდ იმ შემთხეევაშია შესაძლებელი, როდესაც ს წერტილის ცვლი- 
ლება, მცირედით შეცელის / (6)-ს სიდიდეს. მაგრამ რა აერთიანებს ერთმანეთ- 
თან /(, სიმრავლის სხვადასხვა წერტილებს? მათ აერთიანებს ის; რომ ისინი 
ახლოს არიან ერთმანეთთან, რადგანაც დ წარმოადგენს მცირე MIX, X.,L 

სეგმენტს. 
თუ /(X) უწყვეტი ფუნქციაა, მაშინ ;: აბსცისების საკმარისი 'სიახლოვე 

გამოიწვევს ფუნქციის სათანადო მნიშენელობათა სიახლოვეს და ამიტომ ჩეენ 
შეგვიძლია მოველოდეთ, რომ §. -წერტილის ცვლა დ სიმრავლის ფარგლებში 

მცირეოდენ გავლენას ახდენს «,ჯამის სიდიდეზე, მაგრამ წყვეტილი ფუნქ- 

ციისათვის ეს ასე არ არის. 

“შეიძლება სხვანაირად ითქვას, რომ დ სიმრავლეები ისე არიან შედგე- 

ნილი, რომ #/(,) ზხოლოდ უწყვეტი ფუნქციების შემთხეევაში შეგვიძლია 

ჩავთვალოთ რ სიმრავლეზე ფუნქციის სხვა მნიშვნელობათა ნორმალურ წარ- 

შომადგენლად. 
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ამგვარად, რიმანის ინტეგრალის თვითონ განმარტება შესაძლებელია 

გ-მართლებულად ჩავთვალოთ მხოლოდ უწყეეტი ფუნქციების შემთხეევაში, 
სხვა ფუნქციებისათვის კი მას საკმარისად შემთხვევითი ხასიათი აკვს. ქვემოთ 

ჩუენ დავრწმუნდებით, რომ (#) ინტეგრებადობისათვის ა უცილებელია, რომ 
განსახილავი ფუნქცია არ იყოს „ძალიან წყეტილი“. 

ფუნქციათა უფრო ფართო კლასებისათვის ინტეგრალის ცნების განზოგა- 

ღების მიზნით, ლებეგმა შემოიღო ინტეგრების. მეორე პროცესი, რომელშიაც 

2 წერტილები გაერთიანებული არიან არა შემთხვევითი ნიშნის მიხედვით, მათი 

(IX ღერძზე ერთმანეთთან სიახლოვის მხრივ, არამედ გაერთიანებული არიან 

მათთვის ფუნქციის შესაბამი მნიშვნელობების სიახლოვის ნიშნის მიხედვით. ამ 

მეზნიო ლებეგი ახდენს არა 0ჯ ღერძზე მოთავსებული |«, #) სეგმენტის, არა- 

მედ ორდინატთა ღერძზე მოთავსებულ ისეთ LL, „,8) სეგმენტის დაყოფას ნაწი- 
ლებად, რომელიც შეიცავს /(ჯ>)-ის ყველა მნიშვნელობას: 

4=7#<4 კ < .. <ჯ=წჩ. 

თუ აბლა შევადგენთ სხვადასხვა # სიმრავლეებს ასე: 

= (+ < / < VI) 

შინ ცხადია, რომ “. ხშრავლის სხეადასხვა ; წერტილებს მართლაც 

ფუნქციის ახლო მნიშვნელობები შეესაბამება, თუმცა, რიმანის პროცესისაგან 

-განსხვაგებით, თვითონ 1: წერტილები შესაძლებელია საკმარისად დაშორებუ: 

ლიც იყენენ ერთმანეთისაგან. 

კერძოდ, C« სიმრავლეზე ფუნქციის მნიშვნელობების კარგ წარმომადგენ- 

ლად გამოდგება, მაგალითად, ჟა; ასე რომ ბუნებრივია ინტეგრალის ცნებას 

საფუძვლად I ი-- 

2, /სMრჯ . 

#=0 

“ჯამი დავუდოთ. 

გადავიდეთ ახლა საკითხის ზუსტ გადმოცემაზე. 
ვთქვათ, ზომად # სიმრავლეზე მოცემულია ზომადი შემოსაზღვრული /(X) 

ფუნქცია, ამსთან : 

4</(0<7#. (1) 

-(4, 8) სეგენტი დავყოთ 'ნაწილებად 

1ი= 4<7#<%<-<414%= 8 
წერტილებით და ყოველ (0, X.,) ნახევარსეგმენტს შევუსაბამოთ 

დ. == CL < # < XL.) (=0, 1, ...ც #-–– 1). 

სიმრავლე. 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ #4 სიმრავლეებს შემდეგი ოთხი თვისება 

აქეთ: : 

1) « სიმრავლეები წყვილწყვილად არ იკვეთებიან: (ჯC, =.0 (I: # #9). 
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2) ეს სიმრავლეები ზომადი არიან. 

წ –-1 

ვ) 8= 37 რ. 
ს=0 

ი--1 

ტს) „8 = 2, M0ჯL · 

#ჯ=0 

განვმარტოთ ახლა ლებეგის ქვედა ჯ და ხედა § ჯამები: 

7-1 ჩ–1 

= 2. III ა = 2, X.1MI6 

#X#=0 L=9 

თუ დავუშვებთ, რომ 

» = II2X (XL, –– )%) 
შაშინ მივიღებთ 

05<5-1:< MIX. (2 

ლებეგის ჯამების ძირითად თვისებას გამოსახავს 

ლემა. ვთქვათ, (4, 8) სეგმენტის დანაწილების რაიმე წე- 

სისათვის გვაქვს ლებეგის «ე და 5: ჯამები, თუ ჩვენ დავუმა- 

ტებთ დაყოფის ახალ » წერტილს და შევადგენთ ლებეგის+ 
და 5 ჯამებს, აღმოჩნდება, რომ 

კი = 4 5 < ზს. 

სხვანაირად რომ ვთქვათ, დაყოფის ახალი წერტილების მიმატებით ქვედა 

ჯამი არ მცირდება, ხოლო ზედა ჯამი არ იზრდება. 

დამტკიცება. დავუშვათ, რომ 

»V <7 < 23%+-1. (3), 

მაში, როცა #37 (I, 1.) ნახევრადსეგმენტები და, მათთან ერთად 

თ“ სიმრავლეებიც, მონაწილეობენ დანაწილების ახალ შემთხვევაშიაც. 0, 7X.I) 

ნახევრადსეგმენტი კი, ახალ დანაწილებაზე გადასვლის შემდეგ, შეიცვლება ორი 

ხი ”») სხ, 4I+1) 

ნახევრადსეგმენტით; ამასთან დაკავშირებით #; სიმრავლეც დაიყოფა ოო სიმ- 

რავლედ 
(,= 6(1 < / < ჯ) 6 = ნ(7< #/ <#.). 

აშკარაა, რომ 

# =(6Vწ-+V«', და "(ი =90, 
ასე რომ 

7I(; = 1M6( + თრ“ (4). 

ზემონათქვამიდან ცხადია, რომ (ჯ ჯაზი მიიღება %ე ჯამიდან, 

%II6; 
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შესაკრების შეცვლით შემდეგი ორი შესაკრებით 

გათორ –- 16 

საიდანაც, (3) და (4)-ის გამოყენებით, გამომდინარეობს, რომ 

§<54- ვე. 

ზედა ჯამისათვის მსჯელობა ანალოგიურია. 

შედეგი. არც ერთი ქვედა ჯამი ჯ არ აღემატება არც ერთ 

ზედა 5 ჯამს, 

დამტკიცება. განხვიხილოთ |, ს) სეგმენტის რაიმე ორი დანაწი- 
ლება I და II. ვთქვათ ამ დანაწილებებს შეესაბამება ქვედა +, და +, ჯამები, 
და ზედა 5, და ჯე: ჯამები. 

შევადგინოთ |, 8) სეგმენტის მესამე დანაწილება –- დანაწილება III, 
რომელიც განხორციელებულია | და II დანაწილებათა ყველა წერტილით. თუ 

III დანაწილების შესაბამ ჯამებს «. და »წ§:-ით აღვნიშნავთ. მაშინ, ლემის 

ძალით, 

§ჯ 4. მეც მე “რ. 930 
საიდანაც, იმის გამო, რომ 

8 C4 ზე: ვ 

მივიღებთ, რომ 
5 <. 5. , 

რის დამტკიცებაც გვინდოდა.) 
ავირჩიოთ რაიმე გარკვეელი ზედა 5) ჯამია. ყოველი ქვედა + ჯამისათვის 

გვექნება ექნე (<5, 

ამიტომ ლებეგის ყველა ქვედა ჯამების (+) სიმრავლე შემოსაზღვრულია ზე- 
მოდან. ვთქვათ, CI წარმოადგენს ამ სიმრავლის ზუსტ ზეღა სახღვარს 

(7= 8970 (11). 

CV <ზი· 

5) ჯამის ნებისმიერობის გამო, უკანასკნელი უტოლობა გვიჩეენებს, რომ 

ლებეგის ყველა ზედა ჯამების (51) სიმრავლე შემოსაზღვრულია ქვემოდან. 

დავარქვათ ” ამ სიმრავლის ზუსტ ქვედა საზღვარს 

7 =)01( 5). 

აშკარაა, რომ დანაწილების ყოველგვარი წესისათვის გვექნება 

§5-VCI</<545. 

მაგრამ, როგორც უკვე აღენიშნეთ, 5 – § < XI, საიდანაც 

0<M/- საა 

მაშინ ცხადია, რომ 

და, რადგან 2. ნებისმიერად მცირეა, ცხადია, რომ 

თ = V.



განმარტება. ს და /”/ რიცხვების საერთო მნიშვნელობას L 

სიმრავლეზე /(+) ფუნქციის ლებეგის ინტეგრალი ეწოდება 

და აღინიშნება სიმბოლოთი 

თ | #()ძ». 

იმ შემთხვევაში, როდესაც სხვა სახის ინტეგრალებში არევა მოსალოდ- 

ნელი არ არის, სწერენ უბრალოდ 

1704. 

კერძოდ, თუ L, წარმოადგენს (4, ხს) სეგმენტს, ხმარობენ სიმბოლოებს 

ხ ი 
0) |/დფ 4», I/ დაძ». 

ი ძ 

ზემონათქევამიდან გამომდინარეობს, რომ ყოველი შემოსაზღვრუ- 

ლი ზოზადი ფუნქცია ინტეგრებადია ლებეგის აზრით, ან უფ- 

რო მოკლედ, (/) ინტეგრებადია. უკვე ამ შენიშენიდან ჩანს, რომ ინტეგრე- 
ბის (/) პროცესი გამოიყენება ფუნქციათა გაცილებით უფრო ფართო კლასი. 

სათვის, ვიდრე ინტეგრების (#) პროცესი. კერძოდ, სავსებით იხსნება საკით- 

ხები, ოომლებიც დაკავშირებული არიან ინტეგრების პირობებთან, რომლებ- 

საყ ( ინტეგრალებისათვის შედარებით რთული ხასიათი აქვთ. 
თეორემა 1. თუ X–>0, მაშინ ლებეგის ჯდა § ჯამები მიის- 

ერაფვიან I, თა“ ინტეგრალისაკენ. 

თეორემა უშუალოდ გამომდინარეობს 

ჯ< | /6)ძ» «< 4, 
„” ჩ?L 

ზ-6ი<7.7: 
უტოლობებისაგან. 

ამ თეორემიდან სხვათაზორის გამომდინარეობს, რომ ინტეგრალის 

მნიშენელობა, რომელიც თვით განმარტების ძალით დაკავშირებულია #4 და ს 

ლიცხვებთან, ნამდვილად არაა მათზე დამოკიდებული. 
მართლაც, დაკუშვათ, რომ 

«I < / (I) < 8, 4 </0ე < #81, 

და #” -2 ს. დავანაწილოთ (/, #3) სეგმენტი ნაწილებად 

წ = + <. 7 <. ... < პი = #8, 

აზასთან ისე, როომ „8" იყოს დაყოფის ერთერთი წერტილი 

18% = 1). 
თუ ჩვენ შევაღგენთ დ სიმრმელეებს, აღვილად დავრწმუნდებით, რომ 

“=0 -(Lა> ი. 
IM



მაშასადაზე. 

7 –-1 1I–-1 

§= 2, )6IICL = » ).Mრ. = +", 
#=0 #=90 

ააშაც + ლებეგის ქვედა ჯამია, აგებული (+. 18") სეგმენტისათვის. დაყო- 

ფის წერტილების შემჭიდროებითა და ზღვარზე გადასვლით მივიღებთ, რო? 

I= 71%, 

სადაც I და #7” წარმოადგენენ (4, ”) და (4, ს") სეგმენტების შესაბამ ლე- 
ბიგის ინტეგრალთა მნიშვნელობე:ს. ამგვარად, რიცხვის ცვალებადობა 
გავლენას არ ახდენს ინტეგრალის მნიშვნელობაზე. იგივე ეხება 4 რიცხვსაც. 

-ს ფაქტი აოსებითია, რადგანაც მხოლოდ ამის შემდეგ არის განთავისუფლე- 

აჟლი ინტეგრალის განმარტება 4 და #3 წერტილების ამორჩევის შემთხვე– 

გრდღი ნხასიათისაგან. 

9% 2. ინვეგრალის ძიტითაჰაზი თვისებები 

ამ პარაგრაფში ჩვენ დავამტკიცებთ შემოსაზღვრული ზომადი ფუნქციის 

«ნტეგრალის რამოდენიმე თვისებას. 

თეორემა 1. თუ ზომადი /(X) ფუნქცია ზომად L სიმრავ- 

ლეზე აკმაყოფილებს 
ი=#/(<Vხ 

უტოლობას, მაშინ 

იIIIL, Mთ« <ხ-IM 

ამ თეორემას ჩვეულებრივ საშუალო მნიშვნელობის თეორემა 

„წოდება. 
დამტკიცება. ვთქვათ, » ნატურალური რიცხვია. თუ ჩეენ დავუშვებთ 

4=ი--1,8-=ს0+4, 
»# ” 

მაშინ აღმოჩნდება, რომ 
4</00<878, 

დი ლებეგის ჯამები შეიძლება შევადგინოთ (4, 8) სეგმენტის დანაწილებით. 

მაგრავ თუ 
4< 4 <. 8, 

5ამინ ცხადია · 

#M--1 #–1 ი-4 

4 ბ, შრი 4 7. 4I.IIC < 8 2, ML 

.,=90 ც=0 #=0 

ახ, რაც იგივეა, 

საიდანაც, ზღვარშიაც : , 

( ძ-- +) „წ <1 #C)ძჯ <: (++-- »L.. 
შ 8 

1:%7



» რიცხვის ნებისმიერობის ძალით, თეორემა დამტკიცებული». 

ამ თეორემიდან რამოდენიმე მარტივი შედეგი გამომდინარეობს. 

შედეგი 1. თუ /(0) ფუნქცია მუდმიეია ზომად ჩნ სიმრაე 

ლეზე და /(::=:ი, მაშინ 

(7თ“ =C60-. #5. 

შედეგი 3. თუ 70) ფუნქცია არაუარყოფითია (ლარადადე- 

ბითია), ასეთივეა ჩისი ინტეგრალიც. 

შედეგი 3. თუ #II.==0, მაშინ ყოველი შემოსაზღვრული /(>) 

ფუნქციისათვის, რომელიც მოცენულია XL-ზე, გვექნება 

I (20ძX=90. 

თეორემა 2. ვთქვათ, ზომად LC სიმრავლეზე, მოცეპულია 

ზომადი შემოსაზღვრული /(X) ფუნქცია. თუ LL სიმრაეგლე, 

წარმოადგენს ურთიერთ არაგადამკვეთი სიმრავლეების 

სასრული რიცხვის ან თვლადი სიმრავლის ჯამს 

ლ M» · 
#=4 #. (LIIII =0, 7 -# XL), 

მაშინ 

(/თ«- 2I #Cთ)ა 4». 
ამ თეორემით გამოსახულ თვისებას ინტეგრალისა ეწოდება მისი სრ.- 

ლი ადიტივობა. · 

დამ ტკიცება. განვიხილოთ ჯერ უმარტივესი შემთხვევა, როდესალ, 

შესაკრებთა რიცხვი უდრის ორს 
L = L" –L LI" (L" · IM = C). 

თუ L, სიმრავლეზე გვაქვს 

14<700<# 

და თუ ჩვენ I4, 8) სეგმენტს დავანაწილებთ 4,, «,, -·., » წერტილებით, დ> 
შევადგენთ სიმრავლეებს 

რ = L (X# <: / < X.,), თ = L (IL «- # < 7.) რ = 15% (V -C # < II-I), 

ცხადია, მივიღებთ 
“ი,= “" -I- რ" (-5+C” = 0), 

საიდანაც ; , : 

.- #„-– ჩ- 
VI ა ,' % " 
–, წრ = 2, #VIნს+ ,2, ჰარ 

#=0 #1=0 #=0 

და ზღვარში, როცა #»->0, მივიღებთ 

I #ჯ#V0ეძ;= I/ (ე თ+I/ (<) ძჯ-



ამგვარად, თეორემა დამტკიცებულია ორი მესაკრები სიმრავლის შპემთხ- 

ვევაში. მათემატიკური ინდუქციის მეთოდის გამოყენებით, ჩვენ ადვილად. 

გავავრცელებთ თეორემას შესაკრებთა ნებისმიერი სასრული რაოდენობის 

შემთხვევაში. 

დაგვრჩენია იმ შემთხვევის განხილვა, როდესაც 

ი 

წ= XL. 
X=1 

ამ შემთხვევაში 
თ 

2 #ნL == #LI, 
| =1 

ასე რომ #-> თ -სათვის გვექნება 

2 

2, ML –> 0. I 

#= #M --1 
შევნიშნეთ რა ეს, ვთქვათ, ' 

ლ 

» Lა= #.. 

#=X#-L-1 
რადგან შესაკრებ სიმრავლეების სასრული რიცხვის შემთხვევაში თეო- 

რემა უკვე დამტკიცებულია, ამიტომ 
ჯ 

(79-2-– 2 | /ზი- | /“ 
8 XM=1 ჩხ, წი 

საშუალო მნიშვნელობის თეორემის ძალით 

4. IM -< (ძი: < 8.თ, 
# 

ხოლო (%)-ის ძალით #IM. ზომა მიისწრაფვის ნულისაკენ #-ის ზრდასთან 
ერთად, საიდანაც ცხადია, რომ 

I /7>->9. 
# 

მაგრამ ეს იმას ნიშნავს, რომ 

და · 

ს / «კ.. (/+ 2 „წ. 

ამ თეორემიდან რამდენიმე შედეგი გამომდინარეობს. 

შედეგი 1. თუ ზომადი შემოსაზღვრული /(:) და «ყ(1) ფუნქ)- 
ციები განსაზღვრულია L სიმრავლეზე, და ერთმანეთის ეჯ 

ვივალენტური არიან, მაშინ 

IV 00 ძ»ჯ = | დ (ე) ძჯ.



მართლაც, თუ 

2 = L(C/ #უ, 8=LV=უე 
ადინ II,4 = 0 და 

I # #1: = I „ძა; = 0. 
+ + 

” სიმრავლეზე კი ორივე ფუნჭცია იგივურია და 

ძა; = I ძX. | წ IL 

ახლა დაგვრჩენია ამ ტოლობის შეკრება წინა ტროლობასთან. 

კერძოდ, ნულის ეკვივალენტური ფუნქციის ინტეგრალი 
ნალის ტოლია. 

თავის თავად ცხადია, რომ ეს უკანასკნელი დებულება არ არის შებრუ- 

შებადი. მაგალითად, თუ /(;) ფუნქცია განსაზტვრულია (-–1, ++1I) სეგ- 
“ეწტზე. ასე: 

#76) 1, როცა 2>>90, 

_ – 1, როცა ჯ <0, 

+ 0 1 

I თ ძუ; = /(5 ძ» +ქ/თ“. =–1-L1=0, 

C-უბცა I(ჯ) ფუნქცია არ არის ნულის ეკვივალენტური. 

პიუსედავად ამისა სამართლიანია 

, მედეგი 5. თუ არაურყოფითი ზომადი შემოსაზღვრული 
XI დუნ)ციის ინტეგრალი 

I #0) ძ» Vო>0), 

ნულის ტოლია, მაშინეს ფუნქცია ეკვივალენტურია ნუ- 
ლისა. 

მართლაც, ადვილი შესამჩნევია, რომ 
C 1 

V>თ= X 6 V> +). 
ი=1 

თუ /(X) ფუნქცია არაა ეკვივალენტური ნულისა, აუცილებლად მოიძებ- 

სება ისეთი ჯა, რომ “) 
„ნ (/> – ) == >0. 

ში 
1 რადჯანაც ს სინრაელიდან ერთი წერტილის გადაგდება არ ცვლის ინტეგრალის 

ზნიზვნელობას, ამიტომ ჩვენ შეგვიძლია ნებისმიერ |, ხ), (ა, ხ1 (2, ხ) შუალედზე აღებული 
ხ 

ი'ტეზრალი აღვნიშნოთ ისევე, როგორც (0, ხ) სიგმენტზე, სიმბოლოთი I I(X)9VX». 

რ 

ჰა)



დავუშვათ 
· L" 

4=L6 (/> – ), 8 5-4, 
=” 

მაშინ ჩვენ გვექნებ 
·, 1 ' 

#14) ძ2 > ––- 2, I #(X)ძჯ >> 9: 
+ (ა 8 

ამ უტოლობათა შეკრებით მივიღებთ 

=>. 1 (/0>%> --თ 
L 7ი 

რაც ეწინააღმდეგება პირობას. 

თეორემა 3. თუ ზომად 0 სიმრავლეზე მოცემულია ორი 

ზომადღი შემოსაზღვრული (#2 და /(X ფუნქცია, მაშინ 

I VC + ”(0)ი»:= I /6)ძი+ 1 ცა ძ» 
6 0 ს 

დამტკიცება. ვთქვათ, 

ძ –< /(4) -C 6, 4 < XX) < #. 

დავანაწილოთ ორივე (ი, #1) და (4, #) სეგმენტი, წერტილებით 

თრ=. 7 <%, <...>. « V- =7, 4 = Vა< X# <... <= #, 

და განვიხილოთ სიმრაელეები 

Cი = (201< / -< 391: LL, = (0(// < / < 1.) 

Iს == LICL(: = 0, 1, -..ე M--1; #=0, 1, ..., # – 1). 

აშკარაა, რომ 

V - 
0=.2 Iი:, 

ს. 
და 7“: სიმრავლეები წყვილწყვილად არ იკვეთებიან. ამისგამო 

LIV+ ლ)ძა:= 2 IV+ ი. 
„I ან 

მაგრამ #, სიმრავლეზე გვექნება 

#4+-7/<7004+- 7600 < I + XV. 
საიდანაც, საშუალო მნიშვნელობის თეორემის საფუძველზე, 

(ა +- 70 M27X <1 (ფ(-- ეძ: <= 06.) + - 13) 21 
+ 

ყველა ამ უტოლობათა შეკრებით მივიღებთ 

"წ 

2Cთ+Xა თის < I (/+- §)ძჯ < 2 0MI -L აკ) M1V· (82. 
· ბ C ” 

"I



გამოვითვალოთ 

სხზ% - · 
“–/ 147) 10 (2) 
1.# 

„აპი ცალკე. 

იგი შეიქლები წარმოვადგინოთ შემდეგი საბით: 

#–1 X-–-I1 
.7 

» ”» 3 2 14 |) · 

L=909 V 1=0 

მაგრამ 

M-) -V-I #-1 #–-1 
ჯ _ 2 თა | –»| ბ. წი |-'. რ 2, 8 | = 7(C, (2) = V1C, 

1=0 1=0 ჯ=-0 ჯ=0 

ასე რომ (2) ჯამი შეიძლება წარმოვიდგინოთ ასე: 

#-–--1 

1? 4/L2)ბ6ჯ 

==0 

სხვანაირად რომ ვთქვათ, ეს არის #(Cჯ) ფუნქციის ლებეგის ქვედა +, 

ჯამი. 

ანალოგიურად გამოითელებიან სხვა ჯამებიც, რომლებიც მონაწილეო- 

ბენ (1)-ში. ასე რომ ამ უტოლობას შეიძლება მივცეთ სასე 

#+-9< | (/+X)ძა < 9-+%., () 
ლ 

სადაც შემოყვანილი აღნიშვნები თავისთავად გასაგები არიან. 
(ი, ს) და (4, #I სეგმენტების დანაწილების წერტილთა შემჭიდროებით 

და ზღვარზე გადასვლით (3) უტოლობიდან მივიღებთ თეორემის დამტკიცებას. 
თეორემა 4. თუ ზომად L,სიმრავლეზე მოცემულია ზომადი 

შემოსაზღვრული #2) ფუნქცია და « არის მუდმივი, მაშინ 

I 0/(2)ძX = ი 7#7(:)ძი1X. 

დამტკიცება. თეორემა ტრივიალურია, თუ C=0 

განეიხილოთ ის შუმთხვევა, როცა 2 > 0. ვთქვათ, 

#გ < / (>) < #. 

დავანაწილებთ რა (IM #9) _სეგმენტს X წერტილებით და შემოვიყვანთ, 

როგორც ჩვეულებრიექ, რ “'სიმრავლეებს, მივიღებთ 

/ ო I -1 
C/(ჯ7)ძჯ = ჯ ძ ; I C/ (7) ძ»;. 

· სხ= =0 რ 

6 617)



მაგრამ « სიმრავლეზე გვექნება 

- რა <; 6/ (2:) <- 6)ა+1 2 

ასე რომ საშუალო მნიშვნელობის თეორემის ძალით 

21411% < I C/(X) ძ» <: 6). ,1რს · 
რ 

ყველა ასეთი უტოლობათა შეკრებით, მივიღებთ 

6§ <- IVთ ძX < C5, 
XL 

·სადაც + და 5 წარმოადგენენ /(ჯX) ფუნქციის ლებეგის ჯამებს. ამ უკანასკნელ 
უტოლობაში ზღვარზე გადასვლით მივიღებთ თეორემის დამტკიცებას. 

დასასრულს, ვთქვათ, « <: 0. მაშინ 

0= | 6) -C-უ/თფ)ძ»= | VV)ძ»--(-–-6I /004», 
» L L 

საიდანაც გამომდინარეობს თეორემა. 

შედეგი. თუ /(2) და #(>) ზომადი შემოსაზღვოული ფუნკ- 
ციებია ჩ სიმვავლეზე, მაშინ 

I (MIდ) –- #(2)| ძთ= (| წთძა– | /(ფ) ძი. 
L M X 

თეორემა §. ვთქვათ, /#(;) და M(>) ზომადი შემოსაზღერული 
ფუნქციებია ზომად L სიმრავლეზე. თუ 

ჯ) < # (2), 
-9აშინ /თ თ 

( / თით < | IC)ძოი. 
წ ს 

მართლაც), #X=) -– /(თ) ფუნქცია არაუარყოფითია, ასე რომ 

( #ძთ– | /ძთ = | (L-– /)იძთ>9. 
# # L 

თეორემა 6. თუ /თ) ზომადი შემოსაზღვრული ფუნქციაა 

სზოპად L სიმრავლეზე, მაშინ 

||/0% < | I”Iთ) I ძი. 
L ჯჩ 

დამტკიცება. ვთქეათ, 

#=IL,(/ >9) M# = LV <8). 

| /ძ:= | /ძ--+ | /ძა = | | / Iძ-– | I/ I ძX, 
” #” M /: V 

ძ01: = ძჯ; ძX, (II ს» LVI + LI 

„და საკითხი დაიყვანება ელემენტარულ უტოლობაზე 

|ი-ხს<ი-ს (2>0, სM>90). 

  

მაშინ 

ჯ4ა



'X4 3. ზღვატზე გადასვლა ინჯეგრძლის ნიშნის ქვეშ 

აქ ჩვენ განვიხილავთ შემდეგ საკითხს: ვთქვათ, ზომად (ა სიმრავლეა ე: 

მოცემულია ზომადი შემოსაზღვრული ფუნქციათა: 

წ2:3ე /0C:, /:(2), · 

ისეთი მიმდევრობა, რომელიც რაიმე ახრით (ყველგან, თითქმის ყველგან, 
ზომით) კრებადია შემოსაზღვრული ზომადი XXX) ფუნქციისაკენ., ისძება სა- 
კითხი, სამართლიანია? თუ არა დამოკიდებულება 

ჰი | /-C0 ძ» = | MX ძა. ი. 
”--ი0 # L 

თუ (1) სამართლიანია, ამბობენ, რომ შესაძლებელია ზღგარზე გადასვლა 
ინტეგრალის ნიზნის ქვეშ. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ, საზოგადოდ, ეს ასე არ არის. მაგალითად, 
თუ /»(2ე) ფუნქციები განსაზღვრული არიან (0, 1) სეგმენტზე შემდეგნაირად: 

”, როცა X C (CC –) ა» 

წინ) = ; ს რის »C(0+), 
მაშინ ყოველი ::C (0, 11)-სათვის გვექნება 

III 7#5(Xჯ) = 0, 
ს-.%ი 

მაგრამ 
1 4 

(რთძიი=1, 
0 

და ეს ინტეგრალი არ მიისწრაფგის ნულისაკენ. 

ამიტომ, ბუნებრივია დაისვას საკითხი ·იმ დამატებითი შეზღუდვების შე–- 

სახებ რომლებიც უნდა მოვთხოვოთ /„(X) ფუნქციებს, რომ (1) ტოლობ: 

მაინც სამართლიანი იყოს. 

ჩვენ დავკმაყოფილდებით შემდეგი თეორემის დამტკიცებით: 

თეორემა (ა. ლებეგი). ვთქვათ, ზომად IL სიმრავლესე მოც3- 

მულია ზომად შემოსაზღვრულ ფუნქციათა /L7(X), /:(2), /ე(2), -.- 
ისეთი მიმდევრობა, რომელიც ზომით კრებადია შემოსას- 

ღვრულ ზომად IL) ფუნქციისაკენ: 
7») ==) IV): 

თუ არსებობს ისეთი მუდმივი #, რომელიც ყოველი 7-სა 

და ყველა XC#M-სათვის აკმაყოფილებს უტოლობას 

| იდ) | < # 

Lთ. | (2) შა: = ფოძ 
ი-C MM 

მაშინ 

ო 
1M4



დამტკიცება. უპირველესად ყოვლისა შევნიშნოთ, რომ # სიმრავლის. 

თითქვის ყველა ჯ წერტილისათვის გვექსება 

I"წIუ) M# (2 

მართლაც, /».(2)) მიმდევრობიდას (რისის თეორემის საფუძველზე) 

შეიძლება ამოვირჩიოთ ისეთი ( /ი, (X)) ქვემიმ ჯეგრობა, რომელიც კრებადია 

IX) ფუნქციისაკენ თითქმის ყველგან. ყოველ წერტილზე, სადაც 

#7. 00) > LCიე, 

შესაძლებელია ზღვარზე გადასვლა ; /„, (X) I-2# უტოლობანი, რაც მოგვ- 

ცემს (2)-ს. 

ახლა ვთქვათ. თ დადებითი რიცხვია. დავუშვათ 

4(თ)= 15(| /ა-- 17 | >- თ, 8-(თ) = 1)(! /.-–-/' -:თ 
მაშინ 

| /-(+ძ+-- | IXთXI<I I/.– XIი= | (/.-- I ძი-- II 7. MIძ- 
L L ' #.(ძ) #:"(0) 

მაგრამ, იი –- რ) I-< 1#19(X)I+- |(LC)| უტოლობის ძალით, #»(თ! 

სიმრავლის თითქშის ყველა +-სათვის გვექნება 

1 #=(2) –– LCე1I <2#% 

ასე რომ, საშუალო მნიშვნელობის თეორემის ძალით, 

(| |/– IM) ძ:4<:2X-M4,(თ (3 
2»(თ) 

(იმ გარემოებას, რომ | /„.–– MI < 2#/ უტოლობა შეიძლება არ იყოს შესრუ- 

ლებული 0 ზომის სიმრავლეზე, არ არის არსებითი; შესაძლებელია, მაგალი- 

თად, ! /9(2) –– ჩიე) | ფუნქცია ამ სიმრავლეზე შევცვალოთ ნულით; მაშინ 
/.-#I <2# უტოლობა შესრულებული იქნება #-ს ყოველ წერტილზე. 

მაგრამ, .რადგანაც ფუნქციის შეცვლა 0 ზომის სიმრავლეზე გავლენას არ ახ- 

დენს ინტეგრალის მნიშენელობაზე, ამიტომ (3) სამართლიანია ასეთი შე(ჰვ– 

ლის, გარეშეც). 

მეორეს მხრივ, ისევ საშუალო მნიშვნელობის თეორემის ძალით. 

I: ჯ#ი-–# I ძX + 0/3, (თ) +: CI. 
/I.(თ 

ამ უტოლობის (3)-თან დაპირისპირებით მიქიღებთ, რომ 

| /.ი>– | IM | < 2M. იტ. (0) -- II. (4) 
L I ! 

ამის შემდეგ ავიღოთ ნებისმიერი 6 >-0 და ვიპოვოთ იმდენად მცირე 
9 > 0, 'როზ 

' თ.წ 2 --. 
2 

ვე ჩარანწოჩი 14ი



ამ ძ-ს დაფიქრიბის შემდეგ, ზომით კრებადობის თვით განმარტების 
საღუბველზე გვექნება, რომ, როცა #-> თ, 

9Mა (თ)–>0 

და მა”ასადამე, „” ”-თეის მიეიღებთ 

გ 
2/C- MI. (0) -– –-. (თ > 

ასეთი # რიცხეებისათვის (4) უტოლობა მიიღებს სახეს 

"I /.ძX-- I LX» | 

I I IL I 

ოაც ამტკიცებს თეორემას, 

ადვილი მისახვედრია, რომ თეორემა სამართლიანი რჩება იმ შემთხეევა- 

შიაც, როდესაც 

| #M2) | < # 

უტოლობა წესრულებულია თითქმის ყეე ლგან # სიმრავლეზე. დამტკიცება 

ისეთივეა როგორც წინა შემთხვევა. 

შენდეგ. რადგანაც ზომით კრებადობა უფრო ზოგადია, ვიდრე ჩვეულებ- 

რივი კრეყადობა, აპიტომ თეორემა მით უფრო სამართლიანია .იმ შემთხეე- 

ვაში, როდესაც 

29 (2) –> IV) 
თითქმის ყეეღ-გან (ღა მით უმეტეს, ყველგან). 

X § 4, ტიმანის ზა ლებეგის ინჭეგტალების შემატება 

ეთქვათ. 1ძი, ჩ|) სეგმენტზე ზოცემულია (არა აუცილებლად სასრული) 

#0) ფუნქცია. ვთქვათ 1 C (ირ. ბ| და 6 >> 0. აღვნიშნოთ /(ჯ) ფუნქციის” ზ.ეს-. 

ტი ჟვედა და ზუსტი ზედა საზღვრები (», -- 2, #12) „ინტერვალზე, სათანა- 
დოდ; 112(Xე)) და #/72(Xა)-ით: : 

71ბ(+%,) = III I /(X) ე) M8(2ა) = §Mი | /(ე|) (+ჰა––6 <X <2% 1-9) 
(თავისთავაღ ცხადია, რომ ჩვენ მიედველობაში გვაქვს (X--- 6, ჯXა--I- 9) 

ინტერვალის მხოლოდ ის წერტილები; რომლებიც, ამავე დროს, (Lძ, #|). სეგ-. 

მენტზედაც მდებარეობენ). 

აშკარაა, როზ 
41შ (2) <=: # (2:ე) < M(ბ(2)- 

თუ 8 მცირდება, მაშინ #IM(X,)) არ მცირდება, ხოლო M(X)) არ იზრდება- 

ანიტომ არსებობს გარკვეული ზღერები  ?“ 

(2) =VCV 2 (Xას M(X) = ფაი, Mა(X), ს გყა0, იი 

ამასთან. აშკარაა, რომ 

შბ (ა) <- 1 (Xი) <- / / (Xი) < < M (ა) <- M1მ (2:ა)- 

განმარტება. (2) და M() ფუნქციებს, სათანადოდ, /(X 
ფუნქციისათვის ბერის ქვედა და ზედა ფუნქციები უწო- 
დებათ. 
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თეორემა 1, (რ. ბერი). ეთქვათ, /() ფუნქცია სასრულია ჯა 
წერტილში. იმისთვის რომ /#(ე) უწყეტი იყოს ამ წერტილზი, 

აუცილებელია და საკმარისი, რომ 

| I (+ა) == M (ა). “5 

ღამტკიცება. დავუშვათ, რომ /(X) ფუნქცია უწყეტია ჯკ წერტილ- 
ში. ნებისმიერი 6 > 0-ის აღებით ისეთ 8 > 0 რიცხვს ვიპოვით, რომ როგორც 

კი გვექნება 
მაშინვე მივიღებთ 

(X-- 2-5 < 9, 

|I/7 0) – / (Xა)| < §- 
სხვანაირად რომ ვთქვათ, (ჯე –- მ, ჯ”-L-8)-ს ყოველი ჯ წერტილისათვის 

გვექნება 
ი? „/CXი) –– 6 < /(X) < / (ა) -1-8. 

მაგრამ აქედან გამო:დინარეობს, რომ 

7 (წეს 5 < 5 (Xე) <: M%(Xი) <“ / (Xა) + 3, 

და, მაშასადამე, მით უფრო 

7 (%ა) ––. 6 <- 7 (Xა) <> M/ (%ა) <: / (X-):+ §, 

საიდანაც, §-ის ნებისმიერობის ძალით, გამომდინარეობს (“). ამგვარად, (“) 

პირობის აუცილებლობა დამტკიცებულია. 

ვთქვათ ახლა, პირიქით, მოცემულია, რომ (") შესრულებულია. მაში5 

აშკარაა. რომ 

· L(CXაგ) = M(2ჯა) = / (2) 

და ბერის ფუა:ქციათა საერთო მნიშვნელობა ჯა წერტილზე სასრულია. 
ავიღოთ ნებისმიერი 9 > 90 და ვიპოვოთ ისეთი 8 > 0, რომ 

#2 (Xა) –– 3 <- 9/)8 (Xი) <- I (1ას M (ჯა) <- M#%6 (2) <- MI (Xე) 1 გ. 

ეს უტოლობები გვიჩვენებენ, რომ 

7 (ა) –- § < 26(%ა)) #Mბრ6(X)) < / (X-)-+L 6- 

თუ ახლა 1: C (1-2, 2:<+-2) მაშინ რადგან /(+) მოთავსებულია 
#ბXსა და ,Mბ8(X,)-ს, შორის, მივიღებთ 

7 (X)-–§ < / (X) < / (ჯი) -I- 6 
სხვანაირად რომ ვთქვათ, იქედან, რომ | > – (1 <8, გამომდინარეობს, 

7 ი |#7 6)– / თი) | <5, 
ე. ი. #63 ფუნქცია უწყვეტია ჯა წერტილზე. 

ძირითადი ლემა. განვიხილოთ (ი, ხ) სეგმენტის :დანაწილე- 

ბათა მიმდევრობა 

ძ == ჯე) <- >,() < .. „<7. I) =ს 

რომ 

8 = ჯემ < ე, < < #.Iმ =ს 

147



ამასთან, ; –> თ -სათვის გექონდეს 

წ = I02X I-V... _ 20) –> 0. 

ვთქვათ, „კა წარმოადგენს /(») ფუნქციის ზუსტ ქვედა 
საზღვარს (MI, ჯ.,მ) სეგნენტზე. შემოვიღოთ შემდეგნაირი 

დიX) ფუნქცია 
დ/(ჯ) = #90, როცა «# C (9, 1,0) 
დეე) =0, როცა ჯ =ჯე, დ,(0,..., ჯე). 

თუ ჯ. არ ემთხვევა არცერთ XI) წერტილს (C:=1, 2, 3ჰ, 
# =0, 1, 2,)...ა I), მაშინ 

II და (ჯა) == 7 (Xა)- 
I-–-%ი 

დამტკიცება. ავირჩიოთ ; რიცხვი და დავარქვათ (ჯამ, Xა..,!?) იი 

სეგმენტს ჯ-ურ დანაწილებაში, რომელიც შეიცავს 2.) წერტილს. რადგანაც X) 
არ წა მოადგენს დაკოფის არცერთ წერტილს, ამიტომ 

ჯემ? < X < 2 ძი 

და, მაშასადამე, საკმარისად მცირე § > 0 რიცხეებისათვის გვექნება 

(«ა –– მ, Xე + 6) = (XIV, 2 სი»), 
საიდანაც გამომდინარეობს, რომ 

თმა <- I18(Xა) 
ან, რაც იგივეა, 

დ.(X-)<-Vბ(Xა)- 

8-ს ნულისაკენ მისწრაფებით და ზღვარზე გადასვლით, დავინახავთ, რი» 

ნებისმიერი ;ჯ-სათვის გვექნება 

დ;(ჯი) <- 21(Xი)» 

ამით ლემა უკვე დამტკიცებულია იმ შემთხვევისათვის, რო(კა XXXა)= – რა. 
ვიგულისხმოთ ახლა, რომ II(Xა) > –-– თ და ვთქვათ, 

# < 7 (XI). 

მაშინ მოიძებნება ისეთი 8 > 0, რომ 

»1ბ (X) > #. 

ასეთი 6-ს დაფიქსირების შემდეგ, ვიპოვოთ იმდენად დიდი /, რი% 

როცა 1 > L, გვქონდეს 
ი - % 

(%,9, %Mა4+4 C (ე –– §, X: 1 9), 

(ი 
სადაც, ისევე როგორც ზემოთ, (ჯერ, %. +) აღნიშნავს ჯა-ის შემცველ სეგ: 

მენტს. ასეთი ჯ-ის არსებობა გამომდინარეობს 

ც8-–>0 
პირობიდან, 

ამგვარი ჯ რიცხვებისათვის გვექნება 

მსე! > MXა) > #,· 
ან, რაც იგივეა, 

დ,(Xა). > #.. 
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ანგვარად, ყოველი /| < #I (Xე:)-სათვის მოიძებნება ისეთი 1, რომ | > (ს 

–იცხვებისათვის 

# < დ; (Xა) < 71 (2:ა), 

ეს კი ნიშნავს იმას, რომ დC,(ჯე) –> #MI(Xე). ლემა დამტკიცებულია. 
შედეგი 1. ბერის #2) და M(X) ფუნქციები ზომადია. 

მართლაც, დაყოფის წერტილთა (| X)) სიმრავლე თვლადია, და, მაშა- 

სადამე, აქვს ნულის ტოლი ზომა. ამის გამო, ლემა ნიშნავს იმას, რომ 

, დ,(»X) –> 77 (X) 
ითქმის ყველგან. 

მაგრამ დ.ე, ცხადია, ზომადია, რადგანაც იგი უბნობრივ მუდმივია. 

“აშასადა?ე, XI(Cჯ) ფუნქცია აგრეთვე ზომადია, ბერის ზედა #M/(»X) ფუნქციისა- 

ლევის მსჯელობა ანალოგიურია: 

შედეგი >. თუ ლემის პირობებზი გამოსავალი /(.) ფუნქ- 

შემოსაზღვრულია, მაშინ 

ხ ხ 

(0 | «C)ძ» -> (0) /VC9 ძ»- 
რთ (2 

ბართლაც, თუ | /(2)| < #, მაშინ ცხადია 

| დ#X) | <V#C (7I(+) | < IX 

ყაიდანაც პირველად ყოვლისა გამომდინარეობს ის, რომ ეს ფუნქციებიც (#) 

ინტეგრებადია, რის შემდეგ საკმარისია დავეყრდნოთ ლებეგის თეორემას 
ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ ზღვარზე გადასვლის შესახებ. 

გადავაკეთოთ ახლა მე-2 შედეგის ჩამოყალიბება. ამისათვის შევნიშნოთ, რომ 

I-ე 2%,, M,-1 - 

(L) I დ, ()ძ= > | თ,(X)ძღ»= 2) თნ, ,, –- 0) = +, 
#=0 „კე #=0 

“სადაც +: წარმოადგენს ჯ-ური დანაწილების შესაბა დარბუს ქვედა ჯამს. 

ამგვარად, მე-2 შედეგი ნიშნავს იმას, რომ ჯ-> =«-თვის 

ხ 

# > (I) | ეძ». 
ძი 

ანალოგიურად მტკიცდება, რომ დარბუს ზედა 5; ჯამი 1-ს ზრდის დროს 

პიისწრაფვის ბერის ზედა ფუნქციის იმტეგრალისაკებ 

5-–(L) I #ც)ძ- 

მაგრამ ასეთ შემთხვევაში 
ხ 

85--9%->+() | (MC -– =C)1 9». 
რ 
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მეორეს მხრივ, ანალიზის კურსში მტკიცდება, რომ შემოსასღვრული- 

70) ფუნქციის (უე ინტეგრებადობისათვის აუცილებელია და საკმარისი, რომ 

ა, V->0. 

ამ გარემოების დაპირისპირებით ზემონათქვამთან მივიღებთ, ოომ / (») 
ფუნქციის („ს ინტეგრებადობისათვის აუცილებელია და საკმარისი, რომ 

გექონდეს 
ს 

(0) ( (MMC) -- »C)1ძ»=-0. ტ)- 
ა 

(1) პირობა, ყოველ შემთხეევაში, შესრულებული იქნება, თუ. ,M(>X) –– I(X) 
ფუნქცია ნულის ეკვივალენტურია, მაგრამ, რადგანაც ეს ფუნქცია არაუაპრყო- 

ფითია, ამიტომ პირიქითაც (1)-დან გამომდინარეობს, რომ 

#2) –. M(ე. (2) 
ამგვარად, შემოსაზღვრული /(ჯ) ფუნქციის (ს ინტეგროებადობა ტოლ- 

ფასია (4) დამოკიდებულებისა. 

ამ შედეგის ბერის თეორემასთან დაპირისპირებით მივიღებთ შეჩდეგ 
თეორემას: 

თეორემა 5 (ლებგგი). იმისათვის რომ შემოსაზღვრული /(1) 

ფუნქცია (0) ინტეგრებადი იყოს, აუცილებელია და საკმა- 
რისი, რომ იგი თითქმის ყველგან უწყვეტი იყოს. 

ეს შესანიშნავი თეორემა, წარმოადგენს (#) ინტეგრებადობის კველაზვ, 

უფრო მარტივსა და ნათელ ნიშანს. კერძოდ, იგი ამართლებს § 1-ში გაკეთე- 

ბულ შენიშვნას იმის შესახებ, რომ (#7) ინტეგრებადი –. შესაძლებელ რს იყოს 
მხოლოდ „არა ძალიან წყვეტილი“ ფუნქციები. 

დავუშვათ ახლა, რომ /(X) ფუნქცია (ნფ ინტეგრებადია. მაშინ იგი აუ- 

ცილებლად შემოსაზღვრულია და თითქმის ყველგან გვექნება 

21(X) = M (ჯე). 
მაგრამ 

7L(X) «- / (+) <- M (X). 

#/00ე=M#() 

თითქმის ყველგან, და /#(1) ფუნქცია, არის რა ეკვივალენტური ზომად» VILX)- 
ფუნქციისა, ზომაღბ“'ივნება თითონაც. რადგან: ყოველი 'შემოსაზღვტული ზო- 

მადი ფუნქცია (L) ინტეგრებადია, ასეთი ძვნება /(ჯ)-იც, ე. ი. რაიმე. ფუნქციის 

ინტეგრებადობიდან რიმანის აზრით გამონდინარეობს მისი ინტეგრებადობა 

ამიტომ 

ლებეგის აზრით. 

დაბოლოს, #12) და #”. (ლ ფუნქციების ეჰვივალენტობიდან გამომდი- 

ნარეობს 

ხ ს 

(I) I# (X) ძ; = (1) I» (2) ძ+:-. 

I) ი 
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მაგრამ, როგორც ანალიზის კურსიდან არის ცნობილი, ძირითადი ლეძის 
პირობებში, (#) ინტეგრებადი /(:) ფუნქციისათვის გეექნებ» 

ს 
(0) I„(2«-, 

4 

სადაც # ღარბუს ქვედა ჯამია, დაყოფის ჯ-ური წესის შესაბამისი. ავ გალუ- 

მოების დაპირისპიოებით იმასთან, რომ, როგორც ნაჩვენები იყო 

ს 

+ –> (1) I "200)ძX, 
# 

მივიღებთ, რომ ! 

ხ ს 
ძუ ##(0#= VI) 17 09». 

ძ 

ყოველივე ზემონათქვამი შესაძლებელია შევაჯამოთ შემდეგი თეორების 
სახით: 

თეორემა 3. ყოველი (I) ინტეგრებადი ფენქცია (/) ინტეგ- 

რყბადია და მისი ორივე ინტეგრალი ტოლია. 

დასასრულს აღენიზნოო, რომ დირიხლეს ბეე) ფუნქცია (რომელიც ტო- 

ლია ნულისა ირაციონალურ წერტილებში, და ტოლია ერთის რაციონალურ 

წერტილებში) (L) ინტეგრებადია. (რადგანაც იგი ნულის ეკვივალენტურია), 

მაგრამ, როგორც ვნახეთ § 1-ში, იგი არაა (#) ინტეგრებადი, ასე რომ მე-3 

თეორემის შებრუნება არ შეიძლება: 

X> 9.5. პირველყოფილი ფუნქციის აღიგენა 

ეთქვათ, (ი, ბ) სეგმეატზე მოცემულია ისეთი უწყვეტი /(:) ფუნქცია, 
ოომელსაც (LV, ბპ) სეგმენტის ყოველ "წერტილზე აქვს გარკეყული /"(>) წარ- 
მოებული (ბოლო ით და სხ წერტილებში მაედველობაში გვაქვს ცალახრივი 
წარმოებულები). ისმება საკითხი, როგორ ვიპოვოთ პირველყოფიღი #72). 

ფუნქცია, თუ ცნობილია მისი /'(2) წარმოებული? 

ანალიზის კურსზი მტკიცდება, რომ თუ /(») წარმოებული (X) ინტეგ- 

რებადია, მამინ 

#70 = 70): I/თიი 
“« 

მაგრამ ცნობილია თუნდაც შემოსაზღვრული, მაგრამ არა (8) ინტეგოეაადი 
წარმოებულების მაგალითებიც (პირეელი ასეთი მაგალითი ე. ვოლტერამ 

ააგო). ამის გამო, რიმანის ინტეგრალი «ძლევა დასმული საკითხის არასრულ 

ამოხსნას. ლებეგის ინტეგრალი ამ ამოცანის გადასაწყვეტად უფრო ძლიე“-ი 

იარაღია. 
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თეორემა. ვთქეათ, /(2) ფუნქციას (V, ს) სეგმენტის ყოველ 
წერტილში აქეს /(:) წარმოებული. თუ /MX). შემოსაზღვრუ- 

ლია, მაშინ ის (/) ინტეგრებადია და 

Xჯ 

#0) = /#/(0) + 1” 0. 
ძ 

დაგზტკიცება. უპირველესად ყოვლისა შევნიშნოთ, რომ #(X) ფუნქ- 

კია უწყვეტია, რადგანაც (, (I-ს ყოველ წერტილზე მას აქვს სასრული წარ- 
ბოებული. გავავრცელოთ /(») ფუნქციის განმარტება უფრო ფართო (თ, 0 +1| 

სეგმენტისათვის შემდეგჩაირად: მიეიღოთ 

#ჯ/#C)= /(0)+Cჯ-–#)#/V), 
როცა სხ <ჯ«.ს +1. 

IV) ფუნქცია ახლა უწყვეტია და აქვს სასრული წარმოებული (ი, ხ+11 
სეგმენტზე. – 

აღვნიშნოთ 
1“ , 

თი=»MV(»+ –-- –/თL . 
· # _ ” 

სადაც XC (თ, ი), ხოლო » =: 1, 2, / 

I. ს| სეგმენტის ყოველ »ჯ წერტილზე გვექნება / 
თი დ.ა 2 = #0), 

ი თ 

და რადგან ყოველი ღ.(ჯ) ფუნქცია ზომადია უწყვეტობის გამო, ამიტომ ზო- 

მადია /(») ფუნქციაც, საიდანაც გამომდინარეობს ამ, პირობის ძალით შე- 
მოსაზღვრული, ფუნქციის (ჯ) ინტეგრებადობა. 

შეზდეგ, ლაგრანჟის ფორმულის ძალით 

1 – II(C>+ +) –/თ| -/( X++) 06<0<1), 
? # 

ასე რომ ყოველი ღ„(X) ფუნქცია შემოსაზღვრულია ერთიდაიგივე რიცხვით, 

ღა აბიტომ, ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ ზღვარზე გადასვლის ლებეგის თეორე- 

ბით, მიგიღებთ 

– 

I #”(0ძ»ჯ = სთ I დ.0ე)ძ». (1) 
წ-ი. კ 

მაგრან 

ხ+ –- 

Mი 2)ძX =:# I (,C- (5) რ- . = # (თა – 

4+--



1. 
“V ( ჯ+- ->) ფუნქციის ინტეგრალში ცვლადის გარდაჟმნის მოხდენა 

' სესაძლებელოა, „რადგანაც ეს ფუნქცია უწყეეტია და მისი ინტეგრალი ზეიძ- 

ლება რიმ, ის აზრით ავიღოთ, (წ) იმტეგრალებისათვის კი ჩასმის თეორია 

კარგად ფცნობილია). აქედან 

1 1 
ხ+ –- ძ86- -- 

» ” 

და(X)ძ»=#| #0ეძX – „I #(0)ძ». 
ხ ძ ლ

.
 
ელ

 

უკანასკნელი ორი ინტეგრალისათვის საშუალო მნიშენელობის თეორემის 

დამოყენებით მივიღებთ 

წ -C“ რდ” 

1 დ.(X)02> == ( ს + –) –- „(++ – ') (09<0»<1,0<:6“. <1) 

საიდანაც. #2) ფუნქციის უწყვეტობის საფუძველზე, 

ხ 

ხთ | 9» (5) = /(ჩ) –– /(ი). 
ი–თ გ 

ამ ტოლობის (1)-თან დაპირისპირებით აღმოვაჩენთ, რომ 

ხ 

#C0) – /(ფ = | /'ცაძა. 
4« 

თუ ახლა #-ს შევცვლით სებისმიერი X-ით (თ, ხ)-დან, მივიღებთ თეორე- 

მის დამტკიცებას-



თავი VI 

ჯებებაზე შანქვიეიბი 

V/§ 1 პრჰუშრყოვიდი ზომული ფუნქვიის ინჭეტპვალი 

ამ თაეზი ჩვენ განვასოგადებთ ლებეგის ინტეგრალის განმარტებას არა-. 

შემოსაზღვრული ფუნქციებისაოვის, ამასო»ან, პირეელ პარაგრადზე მხოლოდ 

არაუარყოფითი ფუნქეიებით დავკმაყოფილოებით. 

ლემა 1. ვთქეათ. /(:) ფუნქცია ზოპადი და აღაჟუოყოფი- 

თია ზომად ნ სინრავლეზე. ვთქვათ, ძ9ემდეგ, V-–-ნატურა:- 

ლური რიცხვია, თუ |/(2))| ფუნეცია განმარტებ.ულია, შემ- 
დეგნაირად: 

(#Cთ I|= I #C, თუ #C)<-M, 

ლა ს #. თუ /(5>VM, 
მაშინ ეს ფუნქცია აგრეთვე ზომადია. 

დამტკიცება. ადვილი შესაზოწმებელია. რომ 

–_ _ / 5CV>ძ), თუ ი.< #2, ნ(VIა>4 – | % ი შები<) 
საიდანაც გამომდინარეობს ლემა. 

ლემის პირობებში ცხადია, რომ „(| ფუნქცა ”შემოსაზღვოფლია, 

და, მაშასადამე, (/) ინტეგრებადია. რადგან, გარდა ამისა, 

LV 2) <7(9ს 2 L/ (2)1ც I --, 
ამიტომ 

| L/I201,ძჯ<; | (I ი1აძა«” | ( /(XI1ძა:C..- 
/” /: /: 

ღა არსებობს გარკეეული (სასრული ან უსასრულო) ზღვარი 

სის | (/(X)).ძ». რ X-I=5 1 ო 

განმარტება. (') ზღვარს ეწოდება #2) ფუნქციის თებეჯის. 
ინტეგრალი 6 სიმრავლეზე, ღა აღინიშნება სიზზოლოთი 

| /C)ძ;:. 
”



თუ ეს ინტეგრალი სასრულია, მაშინ /(>) ფუხქციას !/)) 

ინტეგრებადი ან ჯამებადი ფუნქცია ჰქვია ს სიმრავლე“ე. 

ამგვარად, ყოველ არაუარყოფით ზომად” ფუნქციას ჩვენ ვაწერთ C§- 

ტეგრალს, მაგრამ ჯამებადს ზხოლოდ ისეთ ფუნქციას ვუწოდებო, რომლის 

ინტეგრალიც. სასრულია. 

ზოგჯერ, იმ გარემოების აღსანიშნავად, რომ ინტეგრალი ლებეგის აზ- 

რით განიხილება, სწერენ 

(#) I #(X)ძ5:. 
# 

იმ შემთხვევაში, როცა L =L(0,ჩ), იხმარება აღნიშვნა 

L/ იძ». 
ძ 

ადვილი შესამჩნევია, რომ შემოსაზღვრული (ზომადი და არაჟუარყრფი- 

თი) /(7) ფუნქციისათვის ინტეგრალის ახალი განმარტება ემთხვევა , წინად 

მოცემულ განმარტებას, რადგანაც საკმარისად დიდი #M-სათვის გეეჟნება 

L/ (X)1X = /(>). 
ამის გამო, ყოველი შემოსაზღვრული არაუარყოფითი ზომადი ფუნქაი» 

ჯამებადია. 

თეორემა. 1. თუ /(X) ფუნქცია ჯამებადია 6ნ სიმრავლეზე, 
მაშინ იგი თითქმის ყველგან სასრულია ამ სიმრავლეზე. 

დამტკიცება. დავუშვათ, რომ 

4=860-=+თ). 
#· სიმრავლეზე (/ (I ფუნქცია M-ის ტოლია, ასე რომ 

V 

LLC IV 4+-> | L/ 102= » 4 
ჩ ჩ. 

და რომ გვქონდეს X»/#> 0, მაშინ IL« )ჯკრჯX ინტეგრალი M-ის ზრდასიან 
ჯ 

ერთად უსახღვროდ ზრდადი იქნებოდა, რაც ეწინააღმდეგება /(:): ფუნქ( «ის 
ჯამებადობას. 

თეორემა 3. თუ #L =0, მაშინ ყოველი არა უარყოფითი #(X) 

ფუნქცია ჯამებადია L სიმრავლეზე და: 

I #00ძX=0. 
L 

ეს თეორემა, აშკარაა. 

თეორემა 3: თუ #6) და §(0) ფუნქციები ეკერვალენტური 

არიან ხნ სიმრავლეზე, მაშინ 

(#7 6)ძ:= | ჯღეძა. 
#, /: 
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ბარ,ალაც, ყოველ ისეთ წერტილზე. სადაც /#(X) და #(X) ფუნქციები 

აანაროლია, | / (XI და (C(+II ფუნქციებიც აგრეთვე თანატოლია; ასე რომ 

ეს უკანასკნელი ფუნქციები ერთმანეთის ეკვივალენტურია. სხვა დანარჩენი 

„ახზადია. , 

ა თეორემა 4. თუ /(-) არაუარყოფითი ზომადი ფუნქციაა 

ზომად IL სიმრავლეზე, ხოლო წ. არის L სიმრავლის ზომადი 

ქვესიმრავლე, მაშინ 

I #(9ძX<” 8! #C09)ძX. 

აართლაც, ეს უტოლობა აშკარაა, თუ /(XI-ს შევცვლით | /(»))ჯ-ით. ამის 

“უხდაეგ საქიროა გადავიდეთ ზღვარზე. როდესაც V-–>თდ. კერძოდ, /”(») ფუნ- 

პციის ჯამებადობიდან 1 სიმრავლეზე გამოპდინარეობს მისი ჯამებადობა 

ჯ-ს ნებისმიერ ზომად ქვესიმრავლეზე. 

თეორემა §5. ვთქვათ, /(+1 და #2) არაუარყოფითი ზომადი 

ფუნქციებია L სიმრავლეზე, თუ /(:)<./IXX), მაშინ 

I # (2)ძ» <; I IეძX. 
L ;L 

ეს თვისება მტკიცდება სავსებით აშკარა უტოლობის 

(/ 2)Iა < (MIX) 

–სტეგრებით და შემდგომი ზღვარზე გადასვლით. 

კერძოდ, თუ #C») ჯამებადია, ჯამებადია /(X)-იც. 

თეორემა §, თუ (ჩვეულებრიე პირობებში) 

(I#7 20ძ:=0, 
” “+-., 

იაშინ /(1 ფუნქცია ნულის ეკვივალენტურია. 
დამტკიცება. რადგან 

9<IIVI ძა <. < | 70იძ% 

აბატომ | #)Iც ფუნქცია (ყოველი M#-სათვის) ნულის ეკვივალენტურია. ვთქვათ, 

4= ათ სCI#VIს #V. 

მაშინ #4 =0. ადვილი  ესამოწმებელია, რომ როცა XC სც-- “4, გეექნება 
#IX)==0, რადგან, საზოგადოდ, ყოველი ჯ-.სათვის 8-დან 

სმი VCIა= /თ- 
15%



თეორემა ?. ვთქეათ, /#'(X და (”(ი წარმოა დგენეა სიქჭ- 

რავლეზე მოცემულ ორ არაფარყოფით ზომაა ფუნქციას თუ 

##X) = / “(X)-L / ''(ჯ), მაშინ 

(# 0იძე == 17 ხეძ«ო+- (# (იძ. 
„ L IM. 

დამტკიცება. რადგა5 ყოველი -სათვის 

(/ "(ოა 4-I/ " (9) <.#/ C; 
ამიტომ 

L (/ MიX+ | (I აძ» | /Cეძი, 
L, „ 

საიდანაც, ზღვარზე გადასვლით MV->5>-სათვის, მივიღებთ: 

I ძა +I/ <1 /ძI. – 

შებრუნებული უტოლობის დასამტკიცებლად, ვაჩვენოთ როჩ ყოველი V-სათვის 

|/(M9Iს<I/ "0)I+I/ “01 + 

ვთქვათ, X C CL. თუ 
# '(Xა) < ჰ#%,. / ” (2:))<4<- M) 

მაშინ 

L #/ (Xი) 1 << ,/ (Xი) = / '(X0)-L- / (XL=LI/ '(X-)IX+- | / ''(Xა))ჯ- 
თუ თუნდაც ერთი მაინც რიცხვთაგანი / '(Xკ)-სა და / “(X)ს "მორის 

აღემატება M-ს, მაშინ 

L/ (+. = M = ( /' (+) | + ( /  (X)1ჯ, 
რადგან ერთერთი შესაკრები მარჯვენა ნაწილში ტოლია M-სა, ხოლო მშეილოჭ 

არაუარყოფითია. ამგვარად, (2) დამტკიცებულია. 

(2 უტოლობის ინტეგრებით მივიღებთ 

| I/ ნაძ» < | (/ IX: + | LV” )აძ»- 
8 წ ს 

აქედან 

წ (7 )აძI< | / ძი 1- I7”ძ- 
ჩი > ” ჩ 

და ზღვარზე გადასვლით, როცა M-+>+ CC, მივიღებთ 

174%< I7' ძX-L I/ > 3) 

(1)-ს და (3)-ს დაპირისპირებით მივიღებთ თეორემის დამტკიცებას. კერიოდ, 
თუ ორივე ფუნქცია /'(ჯ) და #”(7) ჯამებადია, მაშინ ჯაშებადია მათი ჯამიც» 

ა?



თეორემა 8. თუ #1) არის # სიმრავლეზე განსასღერული 

ზომადი ღა არაუარყოფითი ფუნქცია;,, ხოლო #>0--სასრუ- 

ლი რიცხვია, მაშინ 

I #7 (I)ძიჯ=# I #Cეძ.. 
L ჯ 

დამტკიცება. თეორემა ტრივიალურია, თუ #=0. ყოველი ნატურა- 

ლური #-სათვის იგი წინა თეორემის შედეგს წარმოადგენს. თუ # = 85 , 
” 

სადაც „ ნატურალური რიცხვია, მაშინ შშმ მე-7 თეორემის ძალით გეექნება 

I #(2ეძ:; = I /1 –- /#(ეძX 
ხ ცთ” 

_ : 
I #(ეძ;: – I #(X)ძX 
 "”"' 

აქედან გამომდინარეობს თეორემის სამართლიანობა #-ს ყოველი რა- 

ციონალური მხიშვნელობისათვის. ვთქვათ, ბოლოს, ჯ ირაციონალური 

დადებითი რიცხვია. ავიღოთ ისეთი ·» და # რაციონალური რიცხვები, რომ 

7<#<7M%. მე-5 თეორემის ძალით 

#I / 0ეძ« < | ჩ/Cეძ-<7? I #ც2ძ1X. 
ს ჩ ” 

და დაგერჩა ზღვარზე გადასვლა, როცა ”» დღა L რიცხვები მიისწრაფვიან 

#-საკენ. 

კერძოდ, /(»X») ფუნქციის ჯამებადობიდან #/(1) ფუნქციის ჯამებადობა 
გაზოზდინარეობს. 

შემდეგი ი,ეორემა მეტად მნიშვნელოვანია. მისი ჩამოყალიბებამდე და– 
ვამოკიცოთ ერთი,, თითქმის აშკარა, ლემა. სეშუ 

ლემა 5. ვთქვათ, ჯ წერტილში გვაქვს 
IIIი / ი(Xას)==L (2:ი). 

”ყ->თა 

მაშინ ყოველი ნატურალური M-სათვის გვექნება 

11» ( / (Xა) 1» = IL (ჯა) 1#- 
ასც-–>C 

დამტკიცება. თუ (CX-I>MVX, მაშინ საკმარისად დიდი თუ.სათვის გვე–- 
ქნება აგრეთვე #»(2+ა)>VXV, და, მაშასადამე (ასეთი »„-სათვის), 

(CM) 11ა== V=( XI (ჯა) 1M. 
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სავსებით ასევე, თუ #(>,)<VM, მაშინ საკმარისად დიღი ჯ-სათვის გვექ- 

ვება /»(Xა)< M, და,' მაშასადამე, 

I7/» (4) M = 78 (2ე1-> I (Xა) =| /7X) IX. 

დაგვრჩენია იმ შემთხვევის გარჩევა, როდესაც /'(+ე)= M. ასეთ შმემთხვგე- 

„ეაში, ყოველი 6>0-სათვის შეიძლება. მიეუთითოთ ისეთი ჯ”/ა, რომ, როცა 

#M>Mთ გვექნება 
"#ი(Xაწ> M--6 

და; მაშასადაქე: (4 >7ე:სათვის) 

V- 6 < L(/Cს) 13 < M 

1 #(CXი)IX –– ( 7M(%ი) IMI <: CI > ჩია): 
ამგვარად, ლემა სამართლიანია ყველა შემთხვევაზი. 

„თეორემა 9 (პ. ფატუ). თუ არაუარყოფით ხომად ფუნქცია- 

თა 701, /,(00, /:(#),... მიმდევრობა თითქმის ყველგან ხსიმ- 

რავლეზე კრებადია V#C;) ფუნქციისაკენ, მაშინ 

I #22» < ისე | | /„(2)ძ2. თ 
# # ” 

დამტკიცება. ლემის ძალით, L. სიპრავლეზე თითქნის ყველგან გეე- 

კნება (#->იე-სათვის) 

(72) IX-> | IC) შჯ- 
· რამდენადაც ყოველი ( #»C2:) )ჯ ფუნქცია შემოსაზღვრულია M რიცხვით, 

ბვენ შეგვიძლია გამოვიყენოთ ლებეგის თეორემა ინტეგრალის „ნიშნის ქვეშ 

სღვარზე გადასვლის შესახებ, ასე რომ 

წყIნელს IX. = 1) |. (7 Iია:. 
სჯ შ->CC ქე 

მაგრამ ყოველი #-სათვის 

I (/.Iაძჯ< | /რთიალბსეი| | /-ძ»), 
–- I 12 

ასე რომ ზღვარში მივიღებთ 

| აძის ი( | /„ძ2): 
# # 

ახლა თუ გადავალთ ზღვარზე, როცა M#-–+>-L C=, მივიღებთ უფ.) უტო- 

ლობას. რ. დ. გ. _ 

კერძოდ, თუ ყველა /»(2) ჯამებადია და 

|/-თ)ძ:< 4 < + თ, 
#



მაშინ ჯამებადია ზღვარითი IM») ოუნქციაც. 

შედეგი. თუ წინა თეორემის პირობებში არსებობს 

II) I #»(%X)ძX, 
”->CC _ 

მაშინ 

IL (2) ძX<«: IIიI I / (X)იჯ». (5) 
# ჯკ1–>CC MX 

დამტკიცება. შედეგი ტრივიალურია, თუ (4) ზღვარი უდრის --იი-ს.. 

ვიგულისხმოთ რომ 

“ MIი | /იძ:=1<->-9ი. 
#-–>2C # 

მაშინ ყოველი 6>0-სათვის შეიძლება ისეთი თე ვიპოვოთ, რომ როცა 

#M>ჩა 

| /=ძ+</4+-. 

ი 

ფუნქციათა /„, (2), / «ე + 1(%),.-- მიმდევრობისათვის თეორემის გამოყცე- 

ნებით მივიღებთ, რომ 

I Mძ:<1+6, 

M 

საიდანაც, § რიცხვის ნებისმიერობის ძალით, გამომდინარეობს (5). 

ამ შედეგის დახმარებით ადვილად მიიღება შემდეგი თეორემა. რომე- 

ლიც ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ ზღვარზე გადასვლის საკითხს ეხება; 

“M თეორემა 10 (ბ. ლევი). ვთქვათ, 8 სიმრავლეზე მოცემულია 

არაზომადი უარყოფითი ფუნქციათა. ზრდადი მიმდევრობა 

7კC)<: / არი < /:(2).C... 
თუ 

15 (X) =19ი #ი(), 

წ–>C.> 

მაშინ შე, 

| LC2ეძX==1)თ I #.(207::. 
”» #–> CC LL 

დამტკიცება, უ'ბირველესად ყოვლისა, ზღვარი 

IV I(წ = 

M»ჯ–>Cო ჯ 

არსებობს და, წინა შედეგის მიხედვით, 

(94 <-11II | /-ძჯ., 
»”ი”-–>ლ0 ჯ 
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მეორეს მხრივ, ყოველი #VI-სათვის გვაქვს /„(+)ჯ«- (>), საიდანაც 

| /„ძX <: | 1ძ», 
# # 

და, მაშასადამე, ზღვარშიაც 

1110. (# ძა C- | ICეძ». 
#->C # წ 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 11. ვთქვათ, L სიმრავლეზე მოცემულია არაუა#C- 
ყოფით ზომად ფუნქციათა V(), («,(X)... მიმდევრობა. 

თუ 
« 

ჯ 1 (X) == /'(2:), 

#-=1 
მაშინ 

I” (+) ძჯ => XV | «ცეძ». 
LC) L 

დამტკიცებისათვის საკმარისია დავუშვათ 

" 

#0 = 2 MC) 
#==1 

და გამოგიყენოთ წინა თეორემა. 
შედები. თუ წინა თეორემის პირობებში 

თ 

X I VM2)ძე<-LCთ, 
#==1 IL 

მაშინ თითქმის ყველგან ნ სიმრავლეზე გვექნება: 

II)ი1 9+(X) == 0 , 
L>თ (1:31) 

მართლაც, განსახილავ შემთხვევაში IC) ფუნქცია ჯამებადია, და, შა- 

ია 

მასადამე, თითქმის ყველგან სასრულია. სხვანაირად რომ ვთქვათ, ჯ ". (XL 

#=1 

მწკრიეი კრებადია თითქმის ყველგან, მაგრამ ამ მწკრივის კრებადობის წერ- 

ტილებში (6) პირობის შესრულება აშკარაა. 

თეორემა 15 (ანტეგრალის სრული ადიტიურობა). ვთქვათ, L სიმრაე- 

ლე წარმოადგენს წყვილწყვილად.არაგადამკვეთ ნ, სიმრავ- 
ლევბის სასოული რიცხვის ან თვლადი სიმრავლის ჯამს 

8 = XII, (8 = 0 #7. 
L 
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- სიმრავლეზე მოცემული ყოველი არაუარყოფითი ზო- 

მადი />) ფუნქციისათვის გვექნება 

ჯ(/იოთ–: | #ცეძი. 
“ს. 

დამტკიცება. შემოგიღოთ IX) ფუნქციები („=> 1,2...) შემდეგნაირად: 

(M(2) = 70) თუ XC ხ/ 
0 , თუ ჯი MI, 

ადეილი მისახვედრია, რომ 

წი =%4Cთ, 
7 

და ამიტომ (მე-7 თეორემის ძალით, თუ შესაკრებთა რიცხვი სასრულია, და 

მე-11 თეორემის საფუძველზე, წინააღმდეგ შემთხვევაში) 

(წ C>) ძ: == VI 2 I იამ». რ 
“ ჩ# ' 

გამოვითვალოთ ალ ინტეგრალი ( (2) ძ». ამისათვის შეენიშნოთ, 

ს 
რომ 

(/ თიIს თუ XC IV, («თა= 1Vთ +, 
საიდანაც გამომდინარეობს, რომ 

წნრქაძX= | L/ 1ჯძჯ. 
ჩ MI 

M-ის „გაზრდითა და ზღვარზე გადასვლით მივიღებთ 

I 1; იX == I #0ძX, 
# M: 

"რაც, (7)-თან დაკავშირებით, ამტკიცებს თეორემას. 

V7“§ 2. ნებისმიეტი ნიშნის ჩჯამებაბი შუნქციები 

ახლა ჩვენ გავავრცელებთ ლებეგის ინტეგრალის განმარტებას ნებისმიერი 

ნიშნის არაშემოსაზღვრული ფუნქციებისათვის. როგორც დავინახავთ, ეს ნე- 

ბისზიერი ზოზადი ფუნქციისათვის შესაძლებელი არ არის. 

ვთქვათ, #(2) წარმოადგენს ზომად I სიზრავლეზე ზომად ფუნქციას. 

შემოვიღოთ #,კ(ჯ) და /. (+) ფუნქციები შემდეგნაირად: 

| #(ი), თუ. 7(20>:9 : ( 9 თუ /00:% 
#-00 = L 0 , თუ #600<0, 1 #-C0C) = LI –/(ა, თუ 1(X)<0., 
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ს ნქციები ზომადი და არაუარყოფითი არიან, ასე რომ არსებობს უს ფუხქციე დი დ უარყოფ ეუ ე 
ორივე ინტეგრალი 

I #+(X)ძ», I #-(9)ძ.:. 

ჯ ჩ 

ადვილი მისახვედრია, რომ 

#Cე=/,(0 –/ -Cთ. 
ამიტომ ბუნებრივია, სხვაობას 

I#+C) ძ# –- | /- ეძ» 
# IL 

ვუწოდოთ /(+X) ფუნქციის ინ ზეგრალი. მაგრამ „სხვაობას“ 

+თ-CLთ) 
აზრი არა აქვს. ამის გამო, სიმბოლოს 

| /+ ე ძ» –- | #-ცეძჯ 

აზრი აქვს მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც თუნდაც ერთი #+C2 -და 

#-(2) ფუნქციებიდან, ჯამშებადია. 

განმარტება 1. თუ თუნდაც ერთი /,(1) და / (1) ფუნქციებს 
შორის ჯამებადია L სიმრავლეზე, მაშინ (სასრული ან უსა- 

სრულო) სხვაობას 

I /.თეძი | /-(ეძა 
ა M 

#Vთ) ფუნქციის ლებეგის ინტეგრალი ეწოდება ს სიმრ.ავ- 

ლეზე და აღინიშნება სიმბოლოთი: 

!! # კიძჯ. (1) 

თუ /(<) ფუნქცია შემოსახღვრულია, მაშინ თითოეული #+(;) და 
#-0) ფუნქცია შემოსაზღვრულია და, ამიტომ, ინტეგრალის ახალი !განმარ- 
ტება ასეთი /(X) ფუნქციისათვის მიიყვანება წინად მიღებულ განმარტებაზე. 
სავსებით ასევე, თუ (თუნდაც არაშემოსაზღვრული) ზომადი /(ჯ) ფუნქცია 
არაუარყოფითია, მაშინ 

/.60=/0), /#-6ე =0, 
და ჩვენ ისევ ინტეგრალის ძველ განმარტებამდე მივდივართ. 

იმისათვის, რომ (1) ინტეგრალი არსებობდეს და სასრული იყოს, ცხა- 

"დია, აუცილებელია და საკმარისი, რომ თითოეული /.,(ჯX) და # _(X) 

ფუნქცია ჯამებადი იყოს. 
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განმარტება 2. /(–) ფუნქციას (/)ინტეგრებადიან ჯამებადი 

ფუნქცია უწოდება ჩსიმრავლეზე, თუ ინტეგრალი (| #()ძდარ- 
IL 

სებობს და სასრულია. 
ყოველი შემოსაზღვოული ზომადი ფუნქცია ჯამებადია, არაფარყოფითი 

ფუნქციისათვის ჯამებადობის ახალი განმარტება ტოლფასია წინად მოცემუ– 

ლი განმარტებისა. 

ყველა ჯამებადი ფუნქციათა სიმრავლე ჩვეულებრივ #-ით აღინიშნება, 

ასე რომ /(ჯ) ფუნქციის ჯამებადობის ფაქტი შეიძლება ჩაიწეროს ასე: 

') C7-- 
7 თეორემა 1. იმისათვის რომ ზომადი /I() ფუნქცია ჯამე- 

ბადი იყოს, აუცილებელია და საკმარისი, რომ ჯამებადი. 

იყოს |/(2) ფუნქცია. თუ ეს პირობა დაცულია, მაშინ 

| (#7 დ) ძ»| < | | /6) |ძ». 
ს · 

დამტკიცება. ადვილი შესამჩნევია, რომ 

I/ )I= /,00)+7-თ 
და, მაშასადამე (§ 1-ის მე-7 თეორემა!),. 

I I/Iძ» = | /-ძ+-- | /-ძ>, 
1 2X L »X 

საიდანაც გამომდინარეობს თეორემა. 

აღვნიშნოთ ამ თეორემის რამდენიმე აშკარა შედეგი: 

I. ჯამებადი ფუნქცია თითქმის ყველგან სასრულია. 

1). თუ 7L=0, მაშინ L-ზე ყოველი /(:) ფუნქცია ჯამებადია და 

| #Cეძ»= 0. 
”» 

1II. I სიმრავლეზე ჯამებადი ფუნქცია ჯამებადია მის ყოველ ქვესიმრავლეზე- 
1V. ვთქვათ, /(X) და XXX) ფუნქციები ჯამებადი არიან L სიმრავლეზე და 
(/0ე1 :წყე. თუ IX) ფუნქცია ჯამებადია, მაშინ ჯამებადია /(»X)-იც. 

თუ /(X) და (+) ფუნქციები ეკვივალენტური არიან, მაშინ, ცხადია, 

ეკვივალენტური არიან #+(X) და /+(4«), და აგრეთვე” # _(X) და §_(») ფუნქციები- 
აქედან გამომდინარებს: 

თეორემა 3. ვთქვათ, /(X) და ჯ() ფუნქციები ეკვივალენტო- 
რი არიან. ერთ-ერთი | /ცაძ» და | ჯცეძ» ინტეგრალის არსე: 

ს L 
ბობიდან გამომდინარეობს არსებობა მეორე ინტეგრა- 
ლისა დღა მათი ტოლობა. 

კერძოდ, /(X) და ·(») ერთდროულად არიან.ან არ არიან ჯამებადი. შემ- 

დეგმში ჩვენ, საზოგადოდ, არ განვასხვავებთ ეკვივალენტურ ფუნქციებს. ასეთი 
შეთანხმება ძალიან სასარგებლოა: მაგალითად, ჯამებადი ფუნქციები შეგვიძლი: 

1წ4



უჯოყმანოთ შევკრიბოთ. საქმე ინაშია, რომ, 7 (2) -- # (ე ჯამის შედგენის 

დროს, ჩვენ მხედველობიდან უნდა გაზოვრიცხოთ ის წერტილები, რომლებ- 

შიაც შესაკრებები სხვადასხვა ნიშნის უსასრულო მნიშენელობებს იღებენ. 

იმისათვის, რომ არ მოვახდინოთ ასეთი გამორიცხვა, ჩვენ ამ წერტილებში 

შევცვლით ერთერთი შესაკრების მნიშვნელობებს, რადგან ასეთ წერტილთა 

სიმრავლის ზომა ნულია (შესაკრებები ჯამებადია!), ამასთან, არა აქეს მნი- 

შენელობა იმას, თუ რომელი მესაკრები იცვლება, და როგორი მნიშვნელო- 

ბები ენიჭება მას,--–ახალი ჯამი ეკვივალენტურია ძველისა. 

თეორემა 3 (ინტეგრალის სასრული ადიტიურობა). ეთქვათ, I სიმ- 

რავლე წარმოადგენს 'სასრული რაოდენობით აღებულ 

ურთიერთ არაგადამკვეთ ზომად I» სიმრავლეების ჯამს 

# 

8-= 2 (05, = 0, #5#/V 

#=1 

თუ #(2) ფუნქცია ჯამებადია თითოეულ LL, სიმრავლეზე, მა- 

შინ იგი ჯამებადია IL ჯამხედაც და 

? 

(/თ0ძ= XI /აძა: 
ს 

დამტკიცება. § 1-ის მე12 თეორემის ძალით სამართლიანია ტო- 

ლობანი 

7? 

I7-ძ+ = XI | /.ძა 
» :=1 II 

ჯ/-თ– ჯ I /-ძ« 

#““ XV. 

ამავე დროს, მათი მარჯვენა (და, მაშასადაზე, მარცხენა) ნაწილები სასრუ- 

-ლია. ამის შემდეგ დაგერჩენია მეორე ტოლობა გამოვაკლოთ პირველს. 

. შესაკ“რებების თვლადი სიმრავლის შემთხვევაში, /(») ფუნქციის ჯამე- 

ბადობიდან ყოველ შესაკრებ სიმრავლეზე არ გამომდინარეობს მისი ჯამება–- 

დობა ამ სიმრავლეების ჯამზე. 

მაგალითი. ეთქვათ, /(+) ფუნქცია მოცემულია (0,1)-ზე შემდეგნაირად 

ოცა ილაკ < »<-+, 
ყ#:(დ) = : _ (8==1,2.3....) 

1 > 21+1 
„ა <ზლ- 
#-–-1 2VCI+1) 

186-



  მაშინ /(X) ჯამებადია ყოველ (–- ჯა --) ნახევრადსეგმენტზე, ამასთა§ 

1 

# 

I #(1)ძ.:: =
0, 

1   
8-1 

ამასთან ერთად. მათი (0,1) ჯამზე #ჩხ(X) ფუნქცია არაა X»ამებადი, 

«ადგან 

1 

1 

ა X წ/თI»- 23545 
0 „I 1 

ყიდ 

მიუხედავად ამისა, სამართლიანია შემდეგი თეორემები ინტეგრალის- 
სრული ადიტიურობის შესახებ: 

თეორემა 4. თუ /(1 ფუნქცია ჯამებადია L „სიმრავლეზე, 
რომელიც წარმოადგენს ურთიერთ არაგადამკეეთ. ზომადი 

L, სიმრავლეთა თვლადი სიმრავლის ჯამს 

  

CC 

ჩ= X 6 0M.#ი = 0, L##9,. 
#=1 

მაშინ 

(#/თძ9 = ს I /ცეძა. (თ 
LM L-9 #. 

თეორემა §. ვთქვათ, ზომადი IL სიმრავლე. წაროიდგიოინე- 
ბა ურთიერთ არაგადამკეეთ ზომად I. სიმრავლეების. 

თვლადი სიზრავლის ჯამის სახით. თუ #ლ) ფუნქცია ჯამე- 

ბადია ყოველ Iს სიმრავლეზე, და თუ 

CC 

(I#6)|%<+თ, 
V 

მაშინ #(2) ჯამებადია L სიმრავლეზე და სამართლიანი> 

ტოლობა (2. 

#8,



დამტკიცება, მე-4 თეოღემის პირობებში გვაქვს (იხ. § 1-ის მვ-12 

თეორემა) 

| /.0X = ჯ I #2» 
5 “I I 

17. – » 1 7-2» 
1:21 I 

ამასთან, ამ ტოლობათა გრეხენ: (და, მაშასადამე, მარჯვენა) მხარეები სა- 
სრულია. ახლა დაგერჩენია წევრობრივ გამოვაკლოთ მეორე ტოლობა პირველს. 

თუ მე-5 თეორემის პირობები შესრულებულია, მაშინ (§ !1-ის მე-12 

თეორემის ძალით) 

I VI = X I IV IV». 
» LC #2 

აქედან გამომდინა“ეობს |/(»)| ფუნქციის ჯამებადობა, და, მაშასადა- 
შე, #() ფუნქციის ჯამებადობაც # სიმრავლეზე, და, ამგეარად, საქმე მე-4 
თეორემამდე მიიყვანება, 

აღსანიშნავია, რომ, როგორც ამას გვიჩვენებს წინა მაგალითი, მე-5 

თეორემის პირობა არ შეიჰლება შეიცვალოს 

ინ 

XI /Cეძ: 
8=1 

მწკრივის კრებადობის პირობით, 
თეორემა 0. თუ (2) ჯამებადია ს სიმრავლეზე,“ ხოლო ს სა- 

სრული მუდმივია, მაშინ #/(ე) ფუნქცია აგრეთგე ჯამება- 

დია Iა-ზე და 

(M/Cთ)ძ» = LI /C0». 
ს » 

დამტკიცება. თეორემა ტრივიალურია, თუ #=0. #>90 შემთხვევი- 

სათვის, აშკარაა 

ძ0ჩ.=M/., თ)-=M/- 
ტოლობების საფუძველზე, თეორემა დაიყვანება § 1-ის მე-8 თეორემაზე” (სა- 
ხელდობრ, საჭიროა .მოვახდინოთ აღნიშნულ ტოლობების ინტეგრება და გა- 

მოვაკლოთ მეორე პირველს). 

უარყოფითი #-ს შემთხეევის გამოსაკვლევად, განვიხილოთ წინასწარ 
უფრო კერძო შემთხვევა, როცა #=--1. ადეოლი აღზოსაჩენია, რომ 

(–-/),=>/-, C-/)-=/ა 

I–/იეძ%= | /-დ)ძ» – | /- 6) ძ» = –– | 764». 
X I, ს L 

საიდანაც



ამგვარად მამრავლი (-–1) შეიძლება გამოვიტანოთ ინტეგრალის ნიშნის გარეთ, 
დაბოლოს # ნებისმიერი უარყოფითი ოიცხვი იყოს. მაშინ. 

LL #ძX = –- “. | /ძL=-–- I #L I /ძX = LI /ძ», 
ს ჯ ჯ# 

და თეორემა  გამტკიცებულია. 

«ედეგი. თუ #(1) ჯამებადი ფუნქციაა ჩხ სიმრავლეზე, ხო- 

ლო «() შემოსაზღვრულია და ზომადი ამ სიმრავლეზე, 

მაშინ მათი ნამრავლი I(ჯ)Iდ(X) ჯამებადია IX-ზე. 

მართლაც, ამ ნამრავლის აბსოლუტური სიდიდე (რომელიც, ცხადია, 

ზომადი ფუნქციაა) არ აღემატება ჯამებად ფუნქციას #I /(უს სადაც 

#75=9იV)I 19 (2X)| 1. 
თეორემა 7. თუ თითოელი ფუნქცია /'(») და /”(7)-დან ჯა- 

მებადია L სიმრავლეზე, ჯამებადია #(:)=/'(X)+-/“ ი) ფუ§- 
ქციაც, და ამასთან 

( #Cთძჩა = | /'ფ) ძX+ | /” დეი». (3) 
1 I ჯ 

დამტკიცება. /(X) ფუნქციის ჯამებადობა გამომდინარეობს 

1I#(9 | <1/ '(09I+I/ "(9 
უტოლობიდან და § 1-ის მე7 თეორემიდან. ახლა დაგვრნა (3) ტოლობიი 

დამრკიცება. ამ მიზნით შემოვიღოთ სიმრავლეები 

ხ.=Mს(/“>9, / ">090); I.=1L(#' <0, #” <0); 

–#(/'>0, / "<0, />ძ; V,=#(/ >0, წC0,/ <0; 
_#V' <9, #/”>90, # >0): I-=M(/ <9; /” >90, / <0). 

ცხადია, რომ 

6 

#= 2 LC (წ, = 0, L#M#1, 
#=1 

ი./ 
და საკნარისია დავამტკიცოთ, რომ 

| #79+= | /#'ძX +177“ (#=1,2,...,6). 
IV 1% 

ეს ეოთნაიღად ხერხდება ყოველი #-სათვის, მაგალითისათეის მსჯელობა ჩა- 

ვატაროთ #=:6-სათვის. გადავწეროთ ტოლობა . 

/(0ი=#'()+/”C) 

–/I თ =/' თ 6-7 VI, 
ასეთი სახით: 

168



“ამით ჩვენ იმას მივაღწევთ, რომ I, სიმრავლეზე მარჯვენა მხარის ორივე შე- 

საკრები არაუარყოფითი იქნება. ამიტომ § 1-ს მე-7 თეო+ემის ძალით გეექნება 

| C––/')ძX= | / ”ძ»+ | (–/)ძ» 
MX X 1 

საიდანაც 

I 79% = | /'ძ» + | / ძა. 
ჩა Mა შთ 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შემდეგი თეორემა მეტად მნიშვნელოვანია, 
თეორემა 8. ვთქვათ, /( ფუნქცია ჯამებადღია I სიმრავ- 

ლეგზე. ყოველი 6>0-სათვის არსებობს ისეთი 8>90. რომ ნე- 

ბისმიერი ზომადი #2C-I სიმრავლისათვის ზომით (##<2 

გვექნება 
| | /თაძ»' <6. 

დამტკიცება. /(:) ფუნქციასთან ერთად ჯამებადია მისი აბსოლუ- 
„ტური სიდიდეც | #(1) |. ამიტომ, არაუარყოფითი ფუნქციის ინტეგრალის- 
თვის განმარტების საფუძველზე, არსებობს ისეთი „Mა, რომ 

(70) ძ–– I (7 )ძა< 5, 
# # 2 

C 

2Vა 

ეს 2 საძიებელ რიცხვს წარ?ოადგენს. მართლაც), 

I/ (2)| – (ICC) | IX, 

ფუნქცია. არაუარყოფითია L სიმრავლეზე. მაშასადამე როგორი ზომადი « 

ქუვესიმრავლეც ·არ უნდა ავილოთ I; სიმრავლისა, გვექნება 

( ((#Vთ'-–-II/ თ II))ირX2< II #)1– (I/ 0) IX. 14» 
: ხ 

  აღვნიშნოთ § = 

საიდანაც 

II/C); 4«–III 769 11%, < + 
და, მაშასადამე, 

(/014%<| CI/C0 სარ –. 
მაგრამ, რადგან 

წწალი IM) « იე, 

„ამიტომ 

IVI/თ)I 1ა,მX<-Mა-თი,



და, მაშასადამე, 

I #ჯ(9Iძ:< -> + M, . შრ. 

აქედან ცხადია, რომ, რო/კა M#6<2, გვექნება 

II/ღ001ძX<5, 

და მით უფრო 

II 7 00« I< 9, 

რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 
ინტეგრალის დამტკიცებულ თვისებას მისი აბსოლუტური უ წყვე- 

ტობა თ 

22 § ვ. ზღმატზე გამასვია ინჭებტჰპლის ნიშნის ქვეშ 

V თავის § 3-ში დამტკიცებული ლებეგის თეორემა შესაძ ლებელია შემ- 

დეგნაირად იქნას განზოგადებული. 

თეორემა 1 (ა. ლებეგი). ვთქვათ, # სიმრავლეზე მოცემუ-. 
ლია ზომადი ფუნქციათა /,(X), /#-(2), /ე(ჯ),... მიმდევრობა, რო 

მელიც ზომით კრებადია IC») ფუნქციისაკენ.თუ არსებობს 

ისეთი ჯამებადი Vთ(:) ფუნქცია, რომ ყოველი M#-სათვის 

I #»(CX) | <- % (X), ღო 
მაშინ : 

სთ | / ძა = !! ნცაძი. 
M->-C IL, 

დამტკიცება. უპირველესად ყოვლისა შევნიშნოთ, რომ. |”). პირობა 

უზრუნველყოფს თითოეული /(X) ფუნქციის ჯამებადობას. შემდეგ, ადვილაC 
შევნიშნავთ, რომ თითქმის ყველა ჯ-თვის გვექნება 

(#C)| <6Cა. თ) 
ამის აღმოსაჩენად საკმარისია, რისის თეორემის გამოყენებით, გამოვ- 

ყოთ | /„) მიმდევრობიჯან ისეთი ( /„, (დ)) ქვემიმდევრობა, რომელიც კრე- 

ბადია (2) ფუნქციისაკენ თითქმის ყველგან, და გადავიდეთ სღეარზე უტო- 
ლობაში 

I #7», (4) | C დ (ჯ- 

საჭიროების შემთხვევაში, ნულ ზომიან სიმრავლეზე XL(2) ფუნქციის 
?1ნიშვნელობათა შეცვლით, "შეიძლება მივაღწიოთ იმას, რომ (1) პირობა შზე- 

სრულდეს # სიმრავლის ყოველ წერტილზე. (1)-დან, კერძოდ, გამომდინა- 

რეობს #L(ჯ) ფუნქციის ჯამებადობა I სიმრავლეზე. 

170



ავირჩიოთ ახლა ნებისმიერი თ>0 და აღვნიშნოთ 
4..9)ლ II() /.–- /I>თ, 3ა(2)==1(1/-–- / | < 2), 

=> (9) + 8.(2), ./(თ)-ჩი(>) = 0,. 

#I/4ი(თ)–+-0. 

ამ შენიშვნის შემდეგ ჩავატაროთ შემდეგი შვეფასებაწი:. 

წვა. I #9 <1 ი =/ი-ი4+LI: /#ი.-- I. 
#ტ.(თ ხ.(ი) 

მაგრამ წშა(9) სიშრაელეზე გვექნება |#„-- XI < თ, საიდანაც 

I I|/«– LI ძX-< თ. Mსე(ი).-“ თ.თI. 
8.(თ 

მაშინ 

და I->C--სათვის 

მეორეს მხრივ, 

(ჰი II<2C(X%), 
ასე როგ _ 

| )/.– IIძ+<2 | რცეძ». 
X».(ძ) #ო(ძ) 

ზემონათქვამის შეჯამება გეაძლევს 

| ქი%- | I | < «<2 ქიორთი. „I L (2). 
#2 (თ 

ეთქვათ, ბოლოს, 6>0. ავირჩიოთ იმდენად მცირე >>0, რომ 

6.M# < > (3) 

შემდეგ, თუ თ) ფუნქციის ინტეგრალის აბსოლუტური უწყვეტობით 
ეისარგებლებთ, მაშინ ვიპოვით ისეთ 8 > 0, რომ ყოველი ზოპადი « == L. 
სიმრავლისათვის, რომლის ზომა #7 <9, გვექნება 

§ <--. | ით“ : 
აა“ . 

თუ M#>7/ა, მაშინ (უკვე ამორჩეული ძ-სათვის) 

7I/4.(C) <5, 
და, მაშასადამე, 

2 | დაძ«< – –. (4) 

#ი(თ) 2 

(2); (3)-სა და, (4).ს დაპირისპირებით მივიღებთ, / >V/ე-სათეის გვექნება 

| (”ო«- I #4) ძX | < §, 
სხ ”. ს 

რაც ამტკიცებს თუორემას, - გქამ



შედეგი. თეორემის პირობებში გვექნება 

I 1 დ(60 /+ (+) 0X+= | დი X იძია, 
წ”->:2C I " 

სადაც «(0 ნებისმიერი შემოსაზღვრული ზომადი ფუნქციაა. 

მართლაც, თუ C(2) <«- L. მაშინ 

| დ (2) /„ (2), «IL 9 (X), 

და (ე) პირობა შესრულებულია. ახლა დაგვრჩა შევამოწმოთ, რომ 

დ (X) /„(X) ==) დ (>) I (ჯე. 
მაგრაზ ეს იქედან გამომდინარეობს, რომ 

ხ(Iდ/--დს +2)C #(I.-#I> XI 

ასე რომ ჩვენი დებულება დამტკიცებულია. 

დამტკიცებული თეორემა შეიძლება კიდევ უფრო მეტად განვაზოგადოთ. 

ამისაოვის ჩვენ დაგვჭირდება ერთი მნიშვნელოვანი ცნების შემოყვანა. ვთქეათ, 

ლღომ ზომად 12: სიმრავლეზე მოცემულია ჯამებადი ფუნქციათა M=(#/(ჯ» 

ოჯახი. თუ ჩვენ ამოვირჩევთ რომელიმე /ა(X»X) ფუნქციას, მაშინ ყოველი 

-C - სათვის მოიძებნება ისეთი .2>0, რომ 

2C1., თ6<8 

„დამოკიდებულებანი გამოიწვევენ დამოკიდებულებას: 

| I #9 (2).ძ« | <8, 

მაგრამ ეს 2 ოიცხვი დამოკიდებულია ამორჩეულ #ი(») ფუნქციაზე, და, 
სახოგადოდ, საერთო 6 რიცხვი XX ოჯახისათვის არ არსებობს. ეს გარემოე- 
ზა საბაბს გვაძლევს შემოვიღოთ "მემდეგი 

განმარტება. ვთქვათ, M=VI)) წარმოადგენს # სიმრავლე- 

რე მოცემულ ჯამებად ფუნქციათა ოჯახს. თუ ყოველ §>0-ს 

რგესაბამება ისეთი 95>0, რომ 

#C-–I., MI-<85 

ოკიდებულებებიდან გამომდინარეობს დამოკიდებუ- 
ა 

| | #7 დCძ» <+ 

M ოჯახის ნებისმიერი ფუნქციისათვის, მაშინ ამბობენ, 

რომ იმ ოჯახის ფუნქციებს ერთობლივ აბსოლუტურად 

უწყეეტი ინტეგრალები „აქვთ. 
თეორემა 98 (დ. ვიტალი). ვთქვათ, ზომად # სიმრავლეზე მო–- 

ცემულია ჯამებადი ფუნქციათა ისეთი /,(X), /:(X), ,/§(X)).-. 
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მიმდევრობა, რომელიც ზომით კრებადია (IX) ფუნქციაიას.- 

კენ. თუ (/»X(:)) მიმდევრობის ფუნქციებს ერთობლიე ა აLო- 

ლუტურად უწყვეტი ინტეგრალები აქეთ, მაშინ 

I)იL | /» (X”ა == | #X>)ძ».. 
L 1->0C5 L 

დამტკიცება. უპირველესად ყოვლისა შეიძლება დავრწმუნდეთ იპა- 

ში, რომ ზღვარითი 1"(») ფუნქცია ჯამებადია I) სიმრავლეზე. ამისათეის 

ავირჩიოთ ნებისმიერი §>0, და ვიპოვოთ ისეთი 6>0, რომ „I(4<8- სათვის 

გვქონდეს 
| 7-ს ძი | <-- (M==1,2,ქ,...). 

ეთქვათ, # რაიმე ზომადი სიმრავლეა (C= II), ზოჭით „<2. მაშინ, თ– 

მივიღებთ 

გვექნება 

და, მაშასადამე, 

3 ' წ. დ” I I/-I4= | | /-% |< ->- IV =I | /-4%| <->, 
. - 

ბა-=-0(/ > 0), 2_==4ძ(/„< 9), 

ჯი". <8, 1M6.<8 

საიდანაც 

II/-თ1ძ»X <=. (5). 

სხვანაირად რომ ეთქვათ, | /„(»)I ფუნქციებს აგრეთვე ერთობლიე აბ- 

სოლუტურად უწყვეტი ინტეგრალები აქეთ. : 
თუ ახლა (რისის თეორემით) ავაგებთ ისეთ (| „კ (X)|)|' ქვემიმდევრობას, 

რომელიც კრებადია ჯ (2:)-საკენ თითქმის ყველგან, და თუ /„კა (+) ფუნქციისა- 

თვის დავწერთ (5) უტოლოზბას, მაშინ ფატუს თეორემა § 1-დან გვაძლევს, 

რომ 

0” თI><5 (6) 

ასე რომ #L(ჯ) ჯამებადია ი სიმრავლეზე. აქ « აღნიშნავს X სიმშოავლის ისეთ 

ნებისმიერ ქვესიმრაგვლეს, რომლის ზომა <8. აქედან აშკარაა, რომ /L(X)· 

ჯამებადია გამოსავალ # სიმრავლეზედაც, რადგანაც იგი შეიძლება დაიშა- 

ლოს ისეთ ნაწილების სასრულ რაოდენობად, რომელთა. ზომა <6. ახლა. 

შეიძლება შევუდგეთ თეორემის მთავარ მტკიცების დასაბუთებას. თუ ჩვენ 

ამოვირჩევთ =>0-ს და, როგორც ზემოთ, დავგუშვებთ.3 

4.(თ)==M( | /-– ნ | > 9), 13„(9) = (I/-–- LI < თ, 
მივიღებთ იმავე შეფასებას 

| /ძი– (ნძა|< | |/.- 619 + ოჯ. 
L L “»M9) 

1:8.



აქედან 
წი. IL 363) (/აIძX+ | II 0X-- თო#. თ 

პი»(თ) პა–»ა(ი) 

ჭთქვათ, §>0 და თ არჩეულია ისე, რომ 

6 
თIMI <. –- -. MM 3 

ოგორც ენახეთ დამტკიცების დასაწყისში, ყოველ 2>0-ს შეესაბამება 
„ისეთი 820, რომ როგორც კი 

#CIა, #IC<-6, 

ჰაშიზვე მივიღებთ (იხ. (5) და “თ ვე ძივილე 

Lძ: <-5 I I7X< +. | მრ<ვა (I0%<5 

მაგრამ M#>7ე-სათვის გვექნება 

1/4ი(C) <5, 
ასე, რომ (7) მიიღებს სახეს 

| 1 /.ძ-– (ნძ» <« 
ს L 

·და თეორემა. დამტკიცებულია. 

შედეგი. თეორემის პირობებში გვექნება 

სი | 960) /„ეძა=- | დი)ნციძ= 
)->CC6V L 

სადაც «0 ნეისმიერი ზომადი  შემოსაზღერული ფუნქციაა- 
მართლაც, თუ |Cდთ(X)! </6 მაშინ 

| | დ0ა/.6)ძ»| < X | I/0IM 
C ” 

ასე ოომ დ(2)/„0) ფუნქციებს აგრეთვე ერთობლივ აბსოლუტურად უწყვეტი 
ინტეგრალები აქვთ. 

სავარჯიშო V და VI თავებისათვის 

I თუ /V>)>0 და | /„ლი->0, მაშინ /,6ე=–)0, მაგრამ არაა. აუ- 
|> 

ცილებელი, რომ /,(») მიისწრაფოდეს 0-საკენ თითქმის ყველგან- 

2. დამოკიდებულება 

  ( წი! ძა->-0 
11474 

ტოლფასია იმისა, რო? /,(1)-=== > 0. 
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3. თუ თ.>უ, მაშინ არსებობს არაუარყოფითი ზომადი #,(+) ფუნქ ცია- 

"C 

თა ისჟთი მიმდევრობა, რომ დ 7. I #ი(2)ძX< +, მაგრამ # სიმრავლის 

7==:1 L 

არცერთ წერტილზე #.C) არ მიისწრაფვის ნულისაკენ. 

4. ვთქვათ, # სიმრავლეზე მოცემულია ჯამებადი ფუნქციათა /,(X),/ XXI, 
„აე... მიმდევრობა; თუ ყოველი ზომადი «CL სიმრავლეისათვის გვაქვს 

IM) I /9(X) X==0, 
9->+CC “ 

მაშინ 1 (2) ფუნქციებს ერთობლივ აბსოლუტურად უწყვეტი ინტეგრალები 

აქვთ (ლებეგი). 
5). (წინა შედეგის განზოგადება). იმისათვის, რომ ტოლობა 

ს | C0#-XX)ძ»= I ჯი 8(X)ძა 
M->C I 

სამართლიანი იყოს ყოველი ზომადი შემოსაზღვრული დ(ჯ)-სათვის ა უცილე- 

გელია, რომ /„(X) ფუნქციებს ერთობლივ აბსოლუტურად უწყვეტი ინტე- 

გრალები ჰქონდეთ. 
6. აჩვენეთ, რომ V თავის § 3-ისა და VI თავის § 3-ის ლებეგის თეო- 

რემები წარმოადგენენ.V1 თავის §3-ის ვიტალის თეორემის შედეგებს. 

7. ვთქვათ, XV) დადებითი ზრდადი ფენვეციაა, რომელიც მოცემულია 

# >0-სათვის და მიისწრაფვის -- C-საკენ «-სთან ერთად. თუ რაიმე M=>I/(X)) 
ოჯახის ყოველი / (X) ფუნქციისათვის გვაქვს, 

1) 1/(000 1.9 (1/ 0012 <. 4 <--L C, 

სადაკ #4 არას დამოკიდებული #(2) ფუნქციის არჩევისაგან, მაშინ ყვე- 

ლა ფუნქცის #7-დან ერთობლივ აბსოლუტურად უწყეეტი ინტეგრალები 

აქვთ (ვალე-პუსენი). 
ზ. თუ ინტეგრალი 

I %6ა / დაი: 
L 

·.პრსებობს ნებისმიერი ჯამებადი / (+) ფუნქ/ციისათვის, მაშინ «(:) ფუნქცია 

შემოსასღვრულია თითქმის ყველგან (ლებეგი). 
9. ვთქვათ, 1ა სიმრავლეზე მოცემულია სასრული ზომადი წვი3) ფუნქცია. 

ავიღოთ რიცხვთა მიმდევრობა 

ი )1-ვა 2. 2-1) 2 110 120 ეე: - (ხ->-+4-C, 126), ბაკ, – <7) და 

დავუშვათ 2 ==145()) <. / < 44.4). #0 “ფუნქციის ჯამებადობისათვის აღცილქ- 

«ლ 

" , 7 - , , 
ბელია და 'საკვარისი ხა 42. ნწკრივის აბსოლუ. ხური კღლღებადობა. 

/7-==. ლე



10. თუ მე:9 სავარჯიშოს პირობებში > IV მწკრივი აბსოლუტურად 

კრებადია, მაშინ, როცა #» მიისწრაფეის ნულისაკენ, ამ მწკრივის ჯაპი მიი- 

სწრაფვის | / ძჯ-საკენ. 
LC 

11. (#) ინტეგრებადი ფუნქციების თანაბრად კრებადი მიმდევრობის. 

ზღვარი (I) ინტეგრებადი ფუნქციაა. 

12. კანტორის სრულყოფილი I) სიმრავლის მახასიათებელი ფუნქცია. 

(ჯ) ინტეგრებადია. 
13. ვთქვათ, /(X) და «(X) ორი არაუარყოფითი ზომადი ფუნქციაა მო,ცე– 

მული X სიმრავლეზე. თუ M»=> -(7 >7), მაშინ 

+თ 

| /6)ჯ6)ძX= | 6) 4), 
I2 0 

სადაც 4(+) = IV (2)ძX (დ. ფადეევი). 

14. თქვათ,“ I0,1)-ზე (მოთავსებულია » ,ზომადი სიმრავლე M,,M,, ·-.X-- 

თუ (9,1) სეგმენტის ყოველი წერტილი ეკუთვნის ყოველ ”'შმემთხეევაში C- ა§: 

სიმრავლეთაგანს, მაშინ ერთერთი სიმრავლის ზომა მაინც >-L (ლ. 'კანტორო– 
” 

ვიჩი). 

15. ვთქვათ, (ძ,)-ზე მოცემულია ჯამებადი /(»X) ფუნქცია. ვთქვათ, შემ- 

დეგ, თ მუდმივი რიცხვია, 0<თ<4--ი. თუ ყოველი თ-ზე ნაკლები ზომის სიმ- 

რავლისათვის I #(0)ძX=>0, მაშინ / (2) 0 (მ. გოვურინი). 

16. ვთქვათ, /#(2) ჯამებადია (ი,ნ)-ზე და უდრის 0-ს („,ხ))-ს გარეთ.. თუ 

Xჯ+# 

დ(ჯ) = > > | 7C0VI, 
ჩ.“ 

მაშინ 

ხ ნ 

I IდთI9:< | I/ 01ძX (6. კოლმოგოროვი). 
ძ ძ 

17. ვთქვათ, |თ,ხ)-ზე მოცემულია ჯამებადი /(») ფუნქცია თუ ყოველი- 

C 
«-სათვის («<-6< ხს) გვაქვს I #(2002X=>280, მაშინ /(2) –– 0. 

ი 
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თავი VI 

კვაზჩავით #ჯამებალი შუ5ქმიები 

§ L ძიტითამი გაწმარჭებები. უჭოლობანი. ნოტმა 

ამ თავში ჩვენ განვიხილავთ ფუნქციათა მეტად მნიშვნელოვან კლასს,-- 

კვადრატით ჯამებადი ფუნქციების კლასს. სიმარტივისათვის, ჩვენ ვიგულისხ- 

მებთ, რომ ყველა ფუნქცია, რომლებზედაც ვილაპარაკებთ, მოცემულია რაიმე 

# = (9, ს) სეგმენტზე. 

განმარტება. ზომად /(») ფუნქცის კეადრატით ჯამებად” 

ფუნქცია ეწოდება, თუ 
ხ 

|/%90 ძ» < + თ- 

ძ 

კვადრატით ჯამებადი ყველა ფუნქციათა სიმრავლე ჩვეულებრივ #კ-ით. 

აღინიშნება. 

თეორემა 1. ყოველი კვადრატით ჯამებადი ფუნქც/იია ჯამე- 

ბადია, ე. ი. /,=#. 

ს თეორემა აშკარა 

აშო . 11:+ _ / 2 (X)_ 
I/()| < –––– 

უტოლობიდან გამომდინარეობს. 

საესებით ასევე. (ი+Cი 

I#(0 §.0)| < (ოლი 

უტოლობიდან გამომდინარეობს 
თეორემა 9. ორი, კვადრატით ჯამებადი ფუნქციის ნამ- 

რავლი ჯამებადია. 

აქედან, 
თV +) =/“+2/#%+დ, 

იგივეობის ძალით, მივიღებთ: | 

თეორემა 8. /#,-ში შემავალი ორი ფუნქციის ჯამი და სხვა- 

ობა ისევ #,-ში შედის. 

“ბოლოს, აღვნიშნოთ საკმარისად აშკარა გარემოება, რომ /(X)-თან ეღოთად, 

L-ში შედიან ყველა #/ო სახის ფუნქციებიც, სადაც # სასსრული მუდმივია. 
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თეორემა 4 (ბანიაკოვსკისა და შვარცის უტოლობა), თუ /(:) C/, და 

6–6(X) C/>, მაშინ 

ჩ · წწ –. - 
| I /0ედლეძი | <| (ო “« | | | აძ» | · () 

ი წ(4 ძ - 

დაზტკიცება. განვიხილოთ კვადრატული სამწევრი: 

ს(I) == MV" -L 2ჩ8ს -L C, 

რომლის კოეფიციენტები ნამდვილი რიცხვებია და # > 0. თუ ეს სამწევრი 
არაუარყოფითია #-ს ყოველი ნამდვილი ზნიშვნელობისათვის, მაშინ 

81 < #C. (აუ 

მართლაც ეს რომ ასე არ ყოფილიყო, აღმოჩნდებოდა, რომ. 

#8 
–“-) =--(სM#C-–-– 89) <0. #(-+) – - 00- თ 

ამ შენიშენის შემდეგ, აღვნიშნოთ 

ი ხ ხ 

–IMო+ X))ბძX == #V ეიმი ნთ +/ რი 

ეს სამწევრი. არაუარყოფითია და ამიტომ მისთვის შესრულებულია პი- 
რობა (2), რაც ტოლფასია თეორემისა !. 

მედეგი. თ უუ /(7X) C L., მაშინ 

ს წ." 
| I/ფ)|ი«XCVI-- ი VI #26) ძა. (3) 
რ რ“ 

მართლაც, თუ (1)-იი ვიგულისხმებთ #«(X)=1 და /(2)-სს შევცვლით 

I/CC) |-ით, მივიღებთ (3). 
თეორემა § (კოშის უტი უტოლობა). თუ #0) C L, | LL, და იორი. მაშინ 

IV IV სა+- 02) 9თ < <VI I/'ფძ= "+ | I ('ფია. 

დ ამტკიცება. ბუნიაკოვსკი-შვარცის უტოლობის ორივე მხრიდან ფეს- 

ვის ამოღებით ვიპოვით 

ს __ ” 
L/6ძთ < I /'ძი · V (+ 

« ძ 4 

1 ჩვენ ვგგულისხმობთ, რომ I #”ძთ > 0. თუ I/'ძთ =0, მაშინ. 4(»X) ეკვივალენ– 

ძ რ 
ტური იქნებოდა ნულისა და (1) უტოლობა გადაიქცევოდა ტრივიალურ 0=0 იგივობად. 
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ამ უტოლობის ორზე გამრავლებით და ორივე მხარეში 

ხ ხ 

I #17 -–- I §"მX 

4 “ 
გამოსახულების დამატებით · მივიღებთ 

ნ ---“” 

I თ +–- "ძი < (/V I ი+I/ I ი). 
4 ძ ძი 

'საიდანაც გამომ ჯინარეობს თეორემა. 

კოშის უტოლობა საშუალებას გეაძლევს შეეხედოთ #ე,ს ახალი 

«თვალსაზრისით. სახელდობო, თუ ჩვენ ყოეელ /(თ) CI, ფუნქციას შევუსაბა- 

მებთ რიცხვს 

/ ხ 
I/7 1 = ჯ I/ (თ) მთ, 

წ”. 
მაშინ ადგილი ექნება შემდეგ გა“ემოებებს: 

IL. I / I >9, ამასთან II/II=59 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

#9. 
____ 

III. I/ +დCI <II/ I+ I< I: 
I/ I რიცხვს /C) ფუნქციის ნორმა ეწოდება. თვალში გვეცემა ის 

ანალოგია, როწელიც არსებობს || / II -სა და ნამდვილი (ან კომპლექსური) # 

რიცხვის აბსსოლუტურ მნიშვნელობას | დჯI-ს შორის. ეს ანალოგია არის წყარო 

მთელი რიგი მნიშვნელოვანი და ლამაზი აგებებისა. 
უხეშად რომ ვთქკათ, ანალიზში აბსოლუტური მნიშვნელობის ძირითადი 

დანიშნულება მდგომარეობს იმაში, რომ მისი დახმარებით რეცხვით წრფეზე 

წვენ მანძილების გაზომვას ვაწარმოებთ 

0(თ, 7)=|1თდ– I. 
ასეთ შემთხვევაში, ნორმის შემოყვანა საშუალებას გვაძლევს #ე-საც 

უყუროთ როგორც რაიმე „სივრცეს“, რომელშიაც აგრეთვე შესაძლებელია 

გაზომეების მოხდენა ! 

ი (თ, 1)= I /-––§II 
თუ ჩვენ შევთანხმდებით ერთმანეთის ეკვივალენტური ფუნქციები ჩაეთ- 

ვალოთ იგივურად, მაშინ ·C(/, §) მანძილს ჩვენთვის ჩვეული თვისებები ექნება: 

1) 0(# დ >9, ამასთან (0(/, (1= 0 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

75=-ყ. 
2) ი(/, აო==0(ი ჩ:.. 

3) 0(/, –)<-ი9(ჩც #)--0(#, დ). 
თუ ნებისმიერი ბუნების ელემენტების რაიმე # სიმრაგლეზე მოცემულია 

ელემენტების წყვილის მსგავსი #(», 7) ფუნქცია, მაშინ #-ს მეტრიკული 

'სივრცე ეწოდება. 
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მაშასადამე, #ე მეტრიკული სივრცეა. პირველაჯ ეს თვალსაზრისი #.-ის. 

შესახებ დ. ჰილბერტმა განავითარა, და ამიტომ #კ-ს პილბერტის სივრცე 

ეწოდება. 

§ 2. საშეაCოC პტებამობა 

ნორმის ცნება საშუალებას გვაძლევს შემოვიტანოთ ზღვრის ცნება ჰილ- 
ბერტის სივრცეში თითქმის იგივე გამოსახულებების დახმარებით, როგორც 
რიცხვითი წრფის ჩვეულებრიე შემთხვევაში. 

განმარტება 1. „, სივრცის / ელემენტს ამავე სივრცის ელემენტების 
7. #2 / - +. მიმდევრობის ზღვარი ეწოდება, თუ ყოველი 6 > 0-სათვის ისეთი 

მთელი დადებითი V მოიძებნება, რომ ყოველი # > M-სათვის გვექნება 

II –-7I.<%- 
ამავე გარემოებას ჩვენ გამოვსახავთ იმით, რომ ვიტყვით, (/„) მიმდევ- 

რობა კრებადია / ელემენტისაკენ, ან, რომ /,„ ელემენტი მიისწრაფ- 
ვის /-საკენ და ეწერთ, ჩვეულებრივისამებრ, 

IM /M=/ /(7.->/. 

)--დ 

აქ მკითხველის ყურადღება უნდა გავამახვილოთ იმ ღრმა განსხვავებაზე» 

რომელიც არსებობს 

(ა) > (ე და > / 
დამოკიდებულებებს შორის. 

პირველი მათგანი აღნიშნავს, რომ ფიქსირებული-.ჯ-სათვის რიცხვითი 

17/9(2)|) მიმდევრობა კრებადია /(1)-საკენ ჩვეულებრივი: აზრით. 

მეორე კი ნიშნავს იმას, რომ L, ელემენტების მიმდევრობა კრებადია 
7 CI. ელემენტისაკენ 1 განმარტების აზრით. ფუნქციათა თეორიის ჩვეულებ– 

რივ ტერმინებში /, ->/ ნიშნავს იმას, რომ 

ხს 

1110 I ს/ი(ჯ) –– /(2))მძX == 0. 

ი--200ძ0 

ფუნქციათა მიმდევრობის კრებადობის ამ ახალ სახეს ეწოდება საშ უა- 
ლოდ კრებადობა. 

თეორემა 1. თუ (#C)|) მიმდევრობა საშუალოდ კრებადია 
#2) ფუნქციისაკენ, მაზინ იგი კრებადია მისკენ ზომითაც- 

დამტკიცება. ვთქვათ, C> 90 და 

მაშინ 4-(9) => LI /. – #I>თ. 

ხ 

(IC – /)1ბX> | (> –- /ემ4X> 9'M#»დ), 
ძი წ.) „(თ 
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რადგან თ ფიქსირებულია, ცხადია, რომ 

»IM»(თ0) –> 0 

და ეს კი იმას ნიშნავს, რომ /„ : ) /. 

შედეგი. თუ I(/.(2)|) მიმდევრობა საშუალოდ კრებადია 

7(X-საკენ, მაშინ მისგან გამოიყოფა ისეთი (/V7.(X)) ქვემიმ- 

დევრობა, რომელიც კრებადია #X)-საკენ თითქმის ყველგან.“ 

ეს შედეგი მიიღება 1-ლი თეორემის და ფ. რისის თეორემის (VI თავის 
მე:3 8§-დან) უბრალო დაპირისპირებით. მაგრამ ამ შედეგის დამტკიცება შე- 

საძლებელია ზომით კრებადობის ყოველგვარი გამოყენების გარეშეც. სახელ- 

დობრ, თუ 

    

ხ 

Iი 1 (+ -– #)14-=0, 
ი–00 ი 

მაშინ შეიძლება ვიპოვოთ ისეთ #, < #, < # < , .. მიმდევრობა, რომ 

ჩხ 1 
| ხს–/'ძი< > 2) 
ძ 

მაშინ მწკრივი | 
ი ”# 

1 I (/IIს – /)!ძჯ 

#=>1 ძ 

კოებადია, და VL თავის § 1-ს მე-11 თეორემის მიხედვით (თ, #)-ზე თითქმის 

“ყველგან გვეჟნება 
/MC2) -> / დი. 

შევნიშნოთ, რომ (/„(X) ) მიმდევრობის საშუალოდ კრებადობისაგან /(ჯ) 

'ფუნქციისაკენ არ გამომდინარეობს მისი კრებადობა თითქმის ყველგან 

#(ჯ)-საკენ, ამის მაგალითს წარმოადგენს თუნდაც IV თავის § 3- ში მოცემუ–- 
ლი მაგალითი. 

სავსებით ასევე, (თ, ბ)-ს ყოველ წერტილში, /-(X) -> /(1) კრებადობა 
არ იწვევს საშუალოდ კრებადობას, 

მაგალითი. ვთქვათ, (0, 1) სეგმენტზე მოცემულია ( /(X)) ფუნქციათა 
“მიმდევრობა 

/M(2) = ი, როცა 90 < ჯ< +, 

-და /»(X) ==90 (L90, 1) სეგმენტის სხვა წერტილებში. მაშინ ცხადია, რომ ყო– 

გელი XC LV, ხ)-სათვის გვექნება 

: 1IიIL /(X) ==90, 
ი.ი 

ამავე დროს 1 

I #ი” (2) ძჯ = I ცბძ:=# -> + თ, 
0 0 
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თეორემა 3 (ზღვრის ერთად-ერთობ:) #,-ის ელემენტების ,,, /,, 

/..., მიმდევრობას მხოლოდ ერთი ზღვარი შეიძლება 

ჰქონდეს. 

დამტკიცება. დავუშვათ, რომ; 

ჩი–>/, ო>წ 

L/ –წ 1 <I/–/I+I#- 
და რადგანაც ამ უტოლობის მარჯვენა მხარე მიისწრაფვის ნულისაკენ, ხოლო. 
მარცხენა მხარე არაუარყოფითი მუდმივია, ამიტომ 

IV--§I =9, 
საიდანაც, / –– წ = 0 და #7 = «, რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 

შეიძლება თეორემის მეორე დამტკიცებაც. მოვიყვანოთ; თუ /.->/ და 
/ი–> დფ მაშინ (/-Cი) მიმდევრობა ზომით კრებადია /#(ე-სა და ყ«(1)-საკენ, 
ასე რომ /(X) –– /(X),, და, ეკვივალენტური. ფუნქციები კი ჩვენ შევთანხმდით.- 
ჩავთვალოთ სივრცის ერთი და იგივე ელემენტად. 

თეორემა ვ (ნორმის 'განუწყვეტლობა)ა თუ. /# +>/, მაშინ 

II >IV/I. 
დამტკიცება. აშკარა უტოლობებიდან 

I ოI<I/ +I/-/I, 
II I<I/I+I/–-–-/”-I 

მაშინ 

გამომდინარეობს, რომ 

IX I–I1 I <1I/–-7/L» 

აქედან კი მიიღება თეორემა. 

შედეგი. კრებადი (/,) მიმდევრობის წევრთა ნოოძები. 
შემოსაზღერულია. 

განმარტება 95. /ე სივრცის წერტილთა ((/) მიმდევრო:?ას. 
თავისთავგში კრებადი ეწოდება, თუ, ყოველი 6>0-სათ-ვის 

მოიძებნება ისეთი M, რომ, როცა »X>M და #>M, მივი- 

ღებთ. 

LM-/.I <+. 
თეორემა 4, თუ (/„| მიმდევრობას აქვს ზღვარი, მაშინ იგი 

თავის თავში კრებადია. 

დამტკიცებ-ა. ვთქვათ, 

IIის /„ = /. 
ჩ--ი 

ნებისმიერ % > 0-ის აღებით ვიპოვით ისეთ M-ს, რომ როცა » > VX, 

გაშინ ' 

I / – #I < 

ბ
)
ო



თუ ახლა » > M# და #> #, მაშინ 

ს/ი /= I I /»--/I + #/-–- 1<0, 
რაც ამტკიცებს თეორეზას. _ 

უფრო ღრმა შედეგს წარმოადგენს შებრუნებული 

თეორემა § (ე. ფიშერი). თუ (/.) მიმდევრობა კრებადია თა- 

ვისთავში, მაშინ მას აქვს ზღვარი. 
=« 

1 
დამტკიცება, ავიღოთ კრებადი მიმდევრობა 2, ფუ. და ყოველი 

#-სათვის მოვძებნოთ ისეთი #,;, რომ როცა # > MM და # >V7VL, გექონდეს 

1 
L/თ-/იI <5; 

ზოგადობის შეუზღუდავად “შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ 

MI, < ე <= 8#ვ<... 
ასე რომ 

1 
I /მა1-–/%MI < 2: 

და, მაშასადაზე, 
ი 

2) I 7 /სI < + თ. 
#=1 

ც§: 1-ის (3) უტოლობის. ძალით 

სხ 

სს – /ს|0იX< I 6-9 1 /ას,–/ო I, 
ძ 

ასე რომ , 
Cი ტბ 

2, I სახა –– ოს) /X 
X=1 « 

მწკრივი აგრეთვე კრებადია. აქედან, VI თავის წ. 1-ის შმე.11 თეორემის ძა- 

ლით, 

Cი. 

I/სყოI+ 2 ასია – /MCთ | 
#=1 

მწკრივი თითქმის ყველგან კრებადია, და მით უფრო კრებადია თითქმის 

ყველგან 
C2 

70 + 3) (79 -– 750)” 
#M==1 

მწკრივიც: ” 

ს



მაგრამ ამ უკანასკნელი მწკრივის კრებადობა, ცხადია, ტოლფასია სა- 

სრული 

უღ 11ი:. /#(2) 
თ 

ზღვრის არსებობისა. 

შემოვიღოთ /(ჯ) ფუნქცია, რომელიც ტოლია ამ ზღვრისა ყველგან, 

სადაც იგი არსებობს და სასრულია, და ტოლია ნულის იქ, სადაც ეს ზღვა- 

რი არ არსებობს, ან უსასრულოა. 

#X) ფუნქცია, აშკარაა, ზომადია და |ი, #)-ზე თითქმის ყველგან 

/MLCX) –> /(>)- 
ჩვენ ამოცანას შეადგენს იმის დამტკიცება, რომ ეს ფუნქცია: ჰილბერ- 

ტის სივრცის ელემენტია და იგი წარმოადგენს ელემენტთა (/») მიმდევრო- 

ბის ზღვარს. 

ამ მიზნით, ავიღოთ ნებისმიერი 6 > 0 და ვიპოვოთ ისეთი V, რომ 
ი > XV და VI > M#-სათვის გექონდეს 

I /ი--/=»I <6. 
თუ. #ა ისეთია, რონ 7, > M, მაშინ ნებისმიერი » > V და # > /C-სა- 

თვის გვექნება , 

I (რ-– /»ა'ძ» < 9. 
რ 

აქედან, ფატუს თეორემის გამოყენებით ((/„--/MV)5) (# > #6) მიმდევრო– 
ბისათვის მივიღებთ, რომ1 

ხ 

| რლრ–/)13ჯ+<0, 
« 

ე. ი. ნებისმიერი ჯ-სათვის (M# > M) გვექნება 

სი-/| ა, 
რაც ამტკიცებს თეორემას. 

ჰილბერტის 7.) , სივრცის -ფიშერის , თეორემაში დადგენილი თვისება 

იწოდება ამ სივრცის სისავსე დ. მკითხველმა, რა თქმა უნდა, შეამჩნია, 

რომ მე-4 და მე-5 თეორემები წარმოადგენენ კრებადობისათვის ბოლცანო- 

კოშის ცნობილი ნიშნის ანალოგს ბოლცანო-კოშის ნიშანი წარმოადგენს 

რიცხვითი 7 წრფის განუწყვეტლობის ერთერთ ფორმას. ეს თვისება შეიძ- 

ლება გამოვსახოთ ერთერთი შემდეგი: დებულებით: 

#. თუ #X წრფის წერტილები გაყოფილია ისეთ ორ Xჯ და IX კლასად, 

რომ X კლასის ყოველი წერტილი მოთავსებულია უფრო მარცხნივ, ვიდრე 
ნებისმიერი წერტილი V% კლასისა, მაშინ ან X კლასში არსებობს ყველაზე 

უფრო. მარჯვენა წერტილი, ან XV კლასში არსებობს ყველაზე უფრო მარც- 

ხენა წერტილი. 

" ამ დამოკიღებულებიდან გამომდინარეობს, რომ (»-I C L, და, მაშასადამე, ისიც, რომ 
2) C L. 
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ს- ზემოდან შემოსახღვრულ სიმრაელეს აქეს ზუსტი ზედა საზღვარი. 

C. მონოტონურად ზრდად ცვლადს, რომელიც შემოსაზღვრულია ზემო- 

დან, აქვს სასრული ზღვარი. 

ს. თუ (ძი). - ისეთი, ერთმანეთში ჩადებული სეგმენტების მიმდევრო- 
ბაა, რომე: თა სიგძეები მიისწრაფვიან ნულისაკენ, მაზინ არსებობს წერტი- 

-ი, რომელიც შედის ყველა ძ. სეგმენტში. 

C. ბოლცანო-კოშზის ნიშანი: თავის თავში კრებად (XI) მიმდევრობას 

“სასრული ზღვარი აქვს. 

საკმარისია 7 წრფეს მოვაშოროთ ერთი წერტილი, რომ ყველა აღნიშ- 

ნული თეორემები მცდარი გახდენ. 

#, 5, C, ი, L თეორემებიდან მხოლოდ უკანასკნელია ჩამოყალიბებუ- 

ლი წრფის წერტილთა რიგის ცნების გარეშე. ამიტომ ბუნებრივია, რობ 
'სწორედ ეს თეორემა გადაიტანება სივრცეების უწყვეტობის დასახასიათებ- 

ლად უფრო რთული ტიპის სივრცეების შემთხვევაში, ვიდრე არის რიცხვითი 

'წრფე. . 
განმარტება 85, #,-ში შემავალი 4 სიმრავლე ყველგან მკვრი- 

ვია /7.ში. თუ #.-ის ყოველი წერტილი წარმოადგენს « სიმ- 
რაგლის წერტილთა მიმდევრობის ზღვარს. 

თეორიულ-ფუნქციონალურ ენაზე ეს განმარტება ასე გამოიყურება: 

ფუნქციათა / = L. კლასი ყველგან მკვრივია #,-ში, თუ L.-ში შემავალი ყო- 

ველი ფუნქცია წარმოადგენს ფუნქციათა 7>-დან გამოყოფილი მიმდევრობის 

ზღვარს (საშუალოდ კრებადობის აზრით). 

ადვილი საჩვენებელია, რომ 4=(?) სიმრავლის /#,-ში ყველგან სიმ- 

„კქოივისათვის აუცილებელია და საკმარისი, რომ ყოველი /C #, წერტილისა- 

თვის და ყოველი § > 0-სათვის შეიძლებოდეს ისეთი (C 4 ფუნქციის პოვნა, 

რომ 
I/––დI <2. 

თეორემა 6. ფუნქციათა თითოეული კლასი: 

M-– შემოსაზღვრული ზოგადი ფუნქციების კლასი, 

C-– უწყვეტი ფუნქციების კლასი, 
--პოლინომთა კლასი 

ყკეელგან მკვრივია X--ში. თუ ძირითადი (ი, #) სეგმენტი არის 

1I-- X 42, მაშინ 
L ტრიგონომეტრიულ პოლინომთა კლასი 

ყეელგან მკვრივია Lა-ში. 

დამტკიცება. 1) ვთქკათ, #2) C #ე. ავიღოთ ნებისმიერი 6 > 0, და 

უიპოვოთ (ინტეგრალის აბსოლროტური უწყვეტობის თვისების გამოყენებით) 

ისეთი 6 > 0, რომ 

ილ|(ი, ხე 1) <8 

დამოკიდებულებანი იწვევდენ დამოკიდებულებას 
| /1ძX < C.. 

დ 

11-25)



1V თავის § 4-ის 1-ლი თეორემის ძალით, ასეთი 6 > 0 რიცხვისათვის 

შეიძლება ვიპოვოთ ისეთი ზოგადი შემოსაზღვრული «(») ფუნქცია, რომ 

7 8(/ #- 92) < 8, 

ამასთან შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ #«(:) =0 #(/4#,,ფ სიპრავლის. 

წერტილებში. 
მაშინ 

ხ 

L/-–-დ | ·1= | (# -- ე)ბძ» = | (/ – ე'ძX=- | /?ძX < 6), 

ი წ/იი 672 
ე. ი 

I/-–ი I <+. 
ამით თეორემა- დამტკიცებულია M კლასისათვის. 

2) ვთქვათ, /(X) C 7; და 6 > 0. ვიპოვოთ ისეთი (C:) C M. ფუნქცია, რო»- 

· 6 I/-#I< +. 
ვთქვათ; | C(X) | =· M. ლუზინის თეორემის ძალით არსებობს ისეთი უწყვეტი. 
ჯ(ჯ) ფუნქცია, რომ 

#8(C'# დ) < 
, ამ ფუნქციისათვის გვექნება 

  ე) < /C. 
6/ღ” I§0) 

LIC-დ)ბ= IC-  დეზშ» == | (დ –– დ)მძა; < 4 · =L8C 26 დ) < =–, 
(CC # 9) 

საიდანაც (# 
8 

–დ)<--, I(-?1<- 
და, მაშასადამე, 

I/ –-დ I <%. 
ამით ' თეორემა დამტკიცებულია C კლასისათვის. 

3) ვთქვათ, /(2 C I, და 8 > 0. ვიპოვოთ ისეთი თ(X) C C, რომ 

– <5. I/ –«<(L 2 

შემდეგ, ვეიერშტრასის თეორემით ავარჩიოთ ისეთი #(X) პოლინომი, 

რომ ყოველი »ჯ CC, ხI-სათვის გექონდეს 
6   
  Iდ(2) –– 0(X) | < => 2) –- XX)| +-– 

მაშინ 

ს (2 + 
ს-მ -იი< ა - 20 -4- 
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საიდანაც 
6 Iდ–-ნ|< + 

და, მაშასადამე, 
I/-–-– LI <§. 

ამგვარად, თეორემა დამტკიცებულია # კლასისათვის. 

4) ვთქვათ, ბოლოს, (ი, ხ) = |--X, + =) და /(X) C #ჩ.. 
ავიღოთ ნებისმიერი 8 > 0, და ისევე, როგორც ზევით, ვიპოვოთ ისეთი. 

უწყვეტი დ(თ) ფუნქცია (--», + თ») სეგმენტზე, რომ 

I/-დს<--- 
ვთქვათ, 

IIდ(თ) | <- #. 

ბი ავაგოთ (-- >, -+->) სეგმენტზე. უწყვეტი VX ფუნქცია შემდეგი. დამ– 
ვე თ 

%(X)-= დ); როცა თCL-- 2 -L 9, XI 

დ(-– 2) =.დC(=–) 

და მივიღოთ V%(ჯ) ფუნქცია წრფივად (– X, –+X + 6) სეგმენტზე, ამავე დროს 
82> 0 ავირჩიოთ ისე, რომ 

+ 

+ <0. 
  

სC) ფუნქცია, ისევე როგორც დე), უწვვეტია (–-X, + XI სეგმენტზე, 
მაგრამ, რაც ახლა მთავარია ჩეენთვის, იგი პერიოდულია, ე. ი. 

V(-–- >) == ს (ე. 
ამასთან ცხადია, რომ | V(1)|) <- #, ასე რომ 

·-+-X –X%X+958 

სLდ--#12= | («-–– 4)?ძ:= /(დ-–– 4)" ძი<4M+ <--, 

საიდანაც 8 8 

I/-91<5<. 
ვეიერშტრასის თეორემის ძალით (თ(X)-ის პერიოდულობა!), არსებობს 

ისეთი (2) ტრიგონომეტრიული პოლინომი, რომ ყოველი « C(-- X, -L თI-სა-- 

თვის 

· 6 I4C) -- 2C)L< კუ5>- 
მაშინ 

ჯ 

სIს-- XI ?=I (L-- I )?ძ» < 
–X 

., 

8 
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სა, მაშასადამე, 

ს I/--11<5 
ტაც ასრულებს თეორემის დამტკიცებას. 

მრავალ საკითხში დიდი მნიშენელობა აქვს ფუნქციათა მიმდევრობის 

სუოსტი კრებადობის ცნებას. 

განმარტება 4. /,ში შემავალი ფუნქციების 1,/(X), /:(X); .. 

ლიმდევრობას სუსტად კრებადი პქვია #XI CL, ფუნქციი- 
საკენ, თუ ' 

ხ: ხ 

სი I§6)/იფ) ძX = | «C/ციძ» 
ყ-.თ იძ ძი 

ტოლობა, სამართლიანია ყოველი «(C#, ფუნქციისათვის" 

ჩვენ არ შევისწავლით დაწვრილებით კრებადობის ამ ახალ სახეს, არა- 
მედ დავკმაყოფილდებით მხოლოდ ერთი თეორემით. 

თეორემა 7. თუ ფუნქციათა (/„/2)) მიმდევრობა საშუალოდ 
კოებადია /() ფუნქციისაკენ, მაშინ იგივე მიმდევრობა 

'სუსტად კრებადია ამ ფუნქციისაკენ. 
დამტკიცება. ვთქვათ, «(2X) C L,. მაშინ ბუნიაკოვსკი-შვარცის უტო- 

„ლობა გვაძლევს, რომ 

' " ხ 
| იხრთ – /C014 < | I თორ | · | წ-ი – (თაბ, 
09 ძი (/ 

:საიდანაც , , , 

|ფრძა-- I §/ძჯ 

ჩი) 
რ " 

რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 

<ს§ს) I/-/I)-+9, 

    

§ ვ. ორთობგონამუტი სისჭემა 

განმარტება 1. (ი, ი) სეგმენტზე მოცემულ ორ /(»X) და #(X) ფუნქცი- 
„უბს ეწოდებათ ურთიერთ ორთოგონალური, თუ 

ხ 

I /თიჯი«: = 9. 
ძ 

განმარტება 9. (ი, ნ) სეგმენტზე მოცემულ /(ჯ2) ფუნქციას ნორმირე- 
ბული ჰქვია, თუ 

ხ 

I თძ% =1. 

4 
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განმარტება 8. წი, ს) სეგზენტზე მოცემულ ფუნქციათა CV, Cთ, თ, (+). 
სისტემას ორთონორმირებული საისოემა ეწოდება, თუ ამ სისტემის 

ყოველი ფუნქცია ნორმირებულია, ხოლო ყოეელი ორი ფუნქცია ურთაერ > 
ორთოგონალურია. 

სხვანაირად რომ ვთქვათ, ფუნქციათა (| თ,(ჯ)) სისტემა ორთონორმიოე- 
ბულია, თუ 

' 0 11 0=ი 
I თ,(-C)თL ჯ)თ.C == | . 
2 | ბ (VC”#/I) 

ცხადია, რომ ყოველი ორთოგონალური სისტემა შედის #ე-ში. 

ორთონორმირებული სისტემის კლასიკურ მაგალითს ტრიგონომე;რიუ 
ლი სისტემა წარმოადგენს 

LI ლსა შხ” ილიხ2 5112 (+ 
V2X ს V2 . V>2 . VX. V+>. 

რომელიც განიხილება (– », +») სეგმენტზე. 

ვთქვათ, რაიმე /(თ>)C ჯე ფუნქცია წარმოადგენ ორთონორმირებული 

სისტემის ფუნქციათა წრფივ აგრეგატს 

/(X) = ით,(9) L ... + რიი(X). 

ამ ტოლობის თ,.(ჯ)-ზე (-==1, 2, ..., ო) გამრავლებით და ინტეგრებით 

მივიღებთ 

  

ხ 

C= I /(2)თ.(ჯ)ძX, 

4 

ე. თ- 6, 63, «+ ·- «ე 6 ქოეფიციენტები განისასღვრებიან სავსებით ცალსაბად 

კერძოდ, თუ 
–” % | 

7(X0=#X#+ „0, (ძთ.სი§XV» -+L Mჯ8IIL/-2); 
L=1 

მაშინ 

1 +% 1 +Xჯ 1 +? 

4 = >I 10%, ძა = თ 20 ლი5 #2 (+, ხს = +110 ყი წ+ძX. 

ტრიგონომეტრიული სისტემისათვის ეს ფოომულები ნაპოვნი იყო ფუ. 

რიეს მიერ, ამიტომ ბუნებრივია შემდეგი ზოგადი განმარტების შემოღება: 
განმარტება 4. ვთქვათ, (თ.+2)) ორთონორმირებული "სისტემაა და /(თ) 

- რაიმე ფუნქციაა /კ-დან. 
ს 

თ= | /(>) თ (თ) ძ»ჯ 
ძ



რიცხვებს #X) ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტები ეწოდება (თ.(>) 
სისტემაში. 

სწკრივს 
და 

1 “ი თ:(>) 
L=1 

ეწოდება /#(») ფუნქციის ფურიეს მწკრივი (VX(C:)) სისტემაში, 
განეიხილოთ, თუ რამდენად ახლოა პილბერტის სივრცეში /() ფუნქ– 

ციის ფურიეს მწკრივის კერძო ჯამი 

# 

5ფ6) > 2-რთთ.(თ) 
#=1 

თვით ამ ფუნქციასთან, ე. ი. გამოვითვალოთ 

I1-4IL. 

ამისათვის გამოვითვალოთ ჯერ ინტეგრალები 

ს ს 

! #6) 5,( ძთ და | 5,%»)ძ2. 
ძ 

'არველი  გაოგანისათვის გებქეს, 

I (თ) 5. (2) ძთ = >» I #(თ)ი, (>) ძX» = > ი”. 
==) ი«ძ 

სავსებით ასევე 

ხ ხ 

I ა„.X)ძ» = 2, %Cრ I თითს (X) ძა); = X დ". “) 
ი ი # #=1 

ამ შენიშვნების შემდეგ მივილებთ 

ხ ხ » 

„ჟ'-–_”  .. 
ი L =9 ძი 

ან 

# 

I(-–5I = I/|'– „ტი თ 
სხ=1 ” 

(3) ტოლობას ბესელის იგივობა ეწოდება. რადგან ამ ტოლობის 
მაოცხენა მბარე არაუარყოფითია, ამიტომ მისგან გამომდინარეობს ბესუ- 

ლის უტოლობა 
# 

2 ი'< III". 
#=1



რადგან # ნებისმიერია, ამიტომ ბესელის უტოლობა შეიძლება წარმო- 

გადგინოთ უფრო გაძლიერებული სახით 

CC 

2 ი' <I1I". (4) 
=1 

თუ, კერძოდ, აღმოჩნდა, რომ 

თ 

2 თ = III, 5 
#:-=1 

მაშინ მას პარსევალის ტოლობა ეწოდება, მას ძალიან მარტივი აზრი 

„აქვს. სახელდობრ, ბესელის იგივობა (3) საშუალებას გვაძლევს პარსევალის 

ტოლობა მისი ტოლფასი ფორმით ჩავწეროთ 

1Iი) I # –– 5, I = 0. 
ი--< 

სხვანაირად რომ ვთქვათ, პარსევალის ტოლობა ნიშნავს იმას, რომ L(«) 

ფუნქციის ფურიეს მწკრივის კერძო ჯამები 5„(X) კრებადი არიან (L,-ში დამ- 

„ყარებული მეტრიკის აზრით, ან, უფრო მარტივად, საშუალოდ) ამ ფუნქციი- 

'საკენ. 

განმარტება ნ. ორთონორმირებულ (VI) სისტემას ჩაკეტილი ეწო- 
დება, თუ პარსევალის ტოლობა სამართლიანია ყოველი ფუნქციისათვის 

#კ-დან. 

თეორემ, 1. თუ (1CV2)) სისტემა ჩაკეტილია, მაშინ L--ს 

ფუნქციათა ნებისმიერი წყვილისათვის (XL(X) და «(2) გვექნება 

ხ დ 

| ((თყხიძ:= 2). თ, 
ი #=1 

სადა 
=8 ს ხ 

ი.= | ((2თაCX4X,  M = I „ცათაიეძ». 
ძ ძ 

დამტკიცება. 1(X) + #(X) ჯამისათვის ფურიეს კოეფიციენტებს ი,-+-ხ: 
"წარმოადგენენ, ამიტომ 

დ 

I#+(CI:ბ= 2, («+ხ”, 
ხ=1 

საიდანაც 

ხ ხ ს თ თ თ 

IMიX--2| ჯლ0ძ»-L | თძი= 2) ი.+2 2) ის+ 23) წ, 
4 4 4 #= L=1 ს=1 

ეს კი თეორემის ტოლფასია. 

M)1



დამტკიცკებულ ფორმულას პარსეეალის განზოგადებული 

ფორმულა ჰქეია. 

· თეორემა 3 (ვ. სტეკლოვი –– ც. სევერინი) ეთქვათ, 4 ყველგან 

მკვრივი კლასია #.-ში. თუ პარსევალის ტოლობა სამართ- 

ლიანია #7 კლასის ყოველი ფუნქციისათვის, მაშინ (VთV(:)| 
სისტემა ჩაკეტილია. 

დამტკიცება. ვთქვათ, LI) არის #, კლასის ფუნქცია. შევადგინოთ 

მისი ფურიეს მწკრივის კერძო ჯამები 

, 
2 CL (თ) 

#=1 

და აღვნიშნოთ ისინი §5„((0)-ით, იმ მიზნით, რომ ხაზი გავუსვათ მათს , დამო- 

კიდებულებას +-საგან. 
მაშინ ადვილი შესამოწმებელია, რომ 

1) 5-(-0 =#5.(0ი, 

2) 9 (, + ) = 5 (2) + « CL), 

ვ) (| 50 I <IIII- 
პირველი ორი თვისება ტრივიალურია. რაც შეეხება შესამეს, იგი გამომ. 

დინარეობს (2)-დან და ბესელის უტოლობიდან 

#ჩM 

|5,I)ბ= >X C?< III. 

ამ შენიშვნის შემდეგ, ამოვირჩიოთ რაიმე X#(X:) C L, ფუნქცია და აგილოთ 

2>0. რადგანაც 4 კლასი ყველგან მკვრივია ჯ;-ში, ამიტომ“მოიძებნება ისეთი 

#(2:) C #4 ფუნქცია, რომ 
8 I(-/1<--. 

მაგრამ მაშინ 

II-–- თ I <I(-–წ§)+IC–- 501 + 5ი(ე–8>0I- 
შემდეგ; 

· 6 
I I –– 5«4#/)I = Lა.#-–0I < I§-1I < -_. 

და, მაშასადამე, 
2 

I1-- 5) I < -–- 5+ I§–+)I- 

რადგანაც #(X)-სათვის შესრულებულია პარსევალის ტოლობა, ამიტომ 

» > Mე-სათვის გვექნება 

| 5.0 I < +) 

და, მაშასადამე, ასეთი » რიცხეებისათვის მივილებთ 

LIწ--5.(0 1 <6, 
რაც ამტკიცებს თეორემას. 
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შედეგი 1. თუ პარსევალის ტოლობა შესრულებულია თი- 
თოეული ფუნქციისათვის: 1, X, 22, X.,..., მაშინ |IV.(X)) სის- 
ტემა ჩაკეტილია. 

მართლაც, განვიხილოთ ნებისმიერი პოლინომი 

LX) = „ა + 24, ჯX-L... + 4იჯ". 

მაშინ 

5» (ჯ) = 445» (1) –– 4, 5„ (2) + · «.-L 45 5 (»") 

და, მაშასადამე, 
” 

„ს ჩ– ათI< X 4. 26-55. 
>51 

ამ უტოლობის მარჯვენა ნაწილი მიისწრაფვის ნულისაკე5 + თან ერ- 
” 

თად, ეს კი იმას ნიშნავს, რომ პარსევალის ტოლობა შესრულებულია ყოველი 
პოლინომისათვის, მაგრამ პოლინომთა # კლასი ყველგან მკვრივია /,,-ში. 

მაგრამ არსებობენ თუ არა ჩაკეტილი სისტემები” პასუხს ამ კ“თხვაზე 

იძლევა სტეკლოვ-სევერინის თეორემის მეორე შედეგი. 

შედეგი 9. ტრიგონომეტრიული (1) სისტემა ჩაკეტილია, 

მართლაც, საკმარისია შევამოწმოთ პარსევალის ტოლობის შესრულება 

ნებისმიერი ტრიგონომეტრიული პოლონომისათეის 

# 

70)=4+ 2) (4.605#-L I. 510 IX), 
#=1 

მაგრამ ეს ტრიგიალურია, რადგანაც 27%) წარმოადგენს (1) სისტემის ფუნქ- 
ციათა წრფივ აგრეგატს. 

თეორემა ქ. (ფ. რისი –– ე. ფიშერი) ვთქვათ, |, ხს) სეგმენტზე 
მოცემულია ორთონორმირებული (VIXX)) სისტემა. თუ «.Cრ, 
რე... რიცხვები ისეთია, რომ 

თ 

ჯ („ < “+ დ, 

#=1 

მაშინ არსებობს ისეთი /(2)Cჯკ ფუნქცია, რომლისათვისაც 

1) ი რიცხვები წარმოადგენენ ფურიეს კოეფიციენტებს; 

2 მისთვის შესრულებულია პარსევალის ტოლობა. 

დაზტღტკიცება: ავიღოთ 

ჯ 

5ი(2) =– 3 თ“ა(1) 

#:=1 

13. ნატანსონი )ი8



და ვაჩვენოთ, რომ 35, 3; ·.. მიმდევრობა კრებადია თავის თავში. ამ მიზ- 

ნით დავუშვათ, როჰ „I > M# და გამოვითვალოთ | 5» -- 5» II 

სხ ! „ სც ” 

| 5,-- ბ, 7= II 2 თი(2) | ძ+= ჯერთ. 002) თა(2) ძL =. XI „ა, 
ი 7)#==+1 1L 4 #==/1-1 

თუ §>90, მაშინ არსებობს ისეთი V, რომ, როცა V > # >VM, გვეჭნება 

(//! 

3 (01 ლ ვ? 

L“+I. 

ან, რაც იგივეა 
აა“ აიI| <6 

ეს კი იმას ნიშნავს, რომ (| 5„) მიმდევრობა კრებადია თავის თავში. 
მაგრამ მაშინ, ფიშერის თეორემის მიხედვით, არსებობს ისეთი IL2>) C #, 

ფუნქცია, როომ ! 
ა – 11 ->9. 

ეს საძიებელი ფუნქციაა მართლაც, § 2-ის ზე7 თეორემიზბ ძალით, 

1 5»(თ)1 მინდევრობა სუსტად კრებადია L(1:)-საკენ, ე. ი. ყოველი ((X) C 7.,-სა- 

თვის გვექნება 

ხ ხ 
I ა “I (I .. სიე 13ა00ყ0)ძთ= | ი (+)ძ:: 

ი–ეე რთ 

კერძოდ, თუ ავიღებთ 

§(თ) = CI/(<2), 

მივიღებთ 
ხ ხ 

I #00 თ; (1) ძჯ==> =11 ! 5» (თ) თ; (X) ძჯX. 

ძ 

მაგრამ, თუ „ს მაშინ 

' ს დ 4 

IC ე) რ; (+) იX = IL > თე 0600 1% (0ძ:უ=0ი 

ი #(= 

საიდანაც 
ხ 

I (ე 0,0უეეძჯ = 6, 

ი 
და IC) ფუნქცია აკმაყოფილებს პირველ მოთსოენას. 

მაგრამ ასეთ შემთხვევაში ა„(-) წარმოადგენს I(X) ფუნქციის ფაორეეს 

მწკრივის კერძო ჯამს, და 

ა -–II->9% 
დამოკიდებულება, რომელიც თვით #(ჯ)-ის განმარქ,ეებას იძლევა, გვიჩვინებს, 

რომ I) ფუნქციისათვის შესრულებულია პარსევალის ტოლობა. თერ“ემნა 

ღამტრკიცებულია. 
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შენიშვნა. არსებობს მხოლოდ ერთი ისეთი ფუნქცია, რო- 
მელიც აკმაყოფილებს რისი-ფიშერის თეორემის ორივე 
პირობას. 

მართლაც, დავუშვათ, რომ არსებობს ორი ასეთი ფუნქცია §() და 

2(ჯ). პირველი პირობის ძალით მათ საერთო ფურიეს მწკრივი აქვთ, ხოლო 
მაშინ მეორე პირობა გვიჩვენებს, რომ 

აიი->I და პაი –+>+, 
საიდანაც # = (. 

საინტერესოა გამოირკვეს, შეინარჩუნებს თუ არა ეს შენიშვნა ძალას, 

თუ თეორემის მეორე პირობაზე უარს ვიტყვით. ამ კითხვაზე პასუხის გასაცე- 

მად ჩვენ შემდეგი განმარტება დაგვჭირდება: 

განმარტება 06. 1)ი, ს) სეგმენტზე მოცემულ და #, კლასის ფუნქციათა 

1და(X)) სისტემას სავსე ეწოდება, თუ #,-ში არ არსებობს ნულისაგან გან- 

"სხვავებული 1 ისეთი ფუნქცია, რომელიც ყოველი დ«ს(ჯ) ფუნქციის ორთოგო- 
“ნალურია. 

შევნიშნოთ, რომ ამ განმარტებაში არ მოითხოეება,: რომ (C((1)) სის- 

ტემა ორთონორმალური იყოს, 

ადვილად დავრწმუნდები», რომ რისი-ფიშერის მხოლოდ პირველი პი- 
რობის დამაკმაყოფილებელი ფუნქციის ერთად ერთობისათეის აუცილებელია 

და საკმარასი, რომ გამოსავაელი ორთონორმირებული (VI(X)| სისტემა სავსე 

იყოს. 

მართლაც), თუ ეს სისტემა სავსეა და ორ I(X) და ე(1) ფუნქციას მასში 

ფურიეს ერთნაირი კოეფიციენტები აქვთ 

” ს 
| 10აიაიეძა = ICC თალ) ძა (1=1, 2, 3,.-.), 
“# ი 

მაშინ მათი სხვაობა, ორთოგონალურია რა სისტემის ყოველი ფუნქციისა, 

იგივურად ნული უნდა იყოს, საიდანაც LX) = დ(ჯ). 

პირიქით, თუ სისტემა არაა სავსე და #(2) ისეთი ფუნქციაა, როზელიც 

არ უდრის იგივურად ნულს და სისტემის ყოველი ფუნქციის ორთოგონალუ- 

რია, "მაშინ საკმარისია პირველი პირობის დანაკნაყოფილებელ რაიმე II>) 
ფუნქციას მივუზატოთ. #(:), რომ მივიღოთ IL(უ)-საგან განსხვავებული ისეთი 
ფუნქცია, რომელიც აგრეთვე აკზაყოფილებს ამ პირობას. 

ორთონორჩირებული სისტემის შემთხვევაში ჩაკეტილობისა და სისავსის 

ცნებები ერთმანეთს ემთხვევა. 

თეორემა 4. იმისათვის, ლომ ორთონორმირებული (თ, (X)) 

სისტემა სავსე იყოს, აუცელებელია და საკმარისი, რომ იგი 

ჩაკეტილი იყოს. 

დამტკიცება. ვთქვათ, (CI(X)) სისტემა ჩაკეტილია თუ რაიმე 

(00CIე ფუნქცია სისტემის ყველა ფუნქციების ორთოგონალურია, მაჯინ 

მისი ფურიეს ყველა კოეფიციენტი ნულის ტოლია. 

ჰ მოვიგონოთ, რომ ნულის ეკვივალენტურ ფუნქციას ჩვე5 ნულის იგივურად ვთვლით. 
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მაშენ პარსევალის ფოომულა გვაძლეეს. 

თ 

I(I%1= 2 01=0, 
#=1 

და I) ფუნქცია ტოლია იგივუოად ნულისა, ე. ი. სისტემა სავსეა. 

პირიქით, ვთქვათ, (CV.(X)) სისტემა სავსეა დავუშვათ, რომ რაიმე: 
(X) C 7 ფუნქციისათვის პარსევალის ტოლობა არ არის შესრულებული, შა- 

შინ აუცილებელია 

CC 

2» 9<IVI3 
#=:1 

სადაც 
ხ 

აი = I დ (ჯ) თ; (2) 25; 

“ 

#(CX) ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტებია რისი-ფიშერის თეორემის საფუძ- 

ეელზე, მოიძებნება ისეთი LC) ფუნქცია, რომ 

ს თ 

| 1(0თ0ეძ:=ი, 1წI:= 2) თ": 
« #=1 

მაგრამ ასეთ შემთხვევაში #2) –- 2(X) სხვაობა ორთოგონალურია. სისტე– 
მის ყოველი ფუნქციისა და (სისტემა სავსეა!) 

#(: =§ (7, 

I#/I <I12ჯ) 
ეს კი ეწინააღმდეგება 

პირობას. 

თეორება დამტკიცებულია. 

შედეგი. ტრიგონომეტრიული (1) სისტემა: სავსეა. 
დასასრულს, შევჩერდეთ კიდევ ერთ საკითხზე, რომელიც დაკავშირებუ– 

ლია ორთონორმირებული სისტემების თეორიასთან. 

ვთქვათ, | თ.(X) | წარმოადგენს |ი, ხს) სეგმენტის ორთონორმირებულ სის– 

ტემას და 
«ი 

2 ი: (6 
#=1 

მწკრივი კრებადია. მაბინ რისი-ფიშერის თეორემის ძალით 

თ 

2) თით ღე (წ). 

19%



მწკრივი რაიმე #(1 C L, ფუნქციის ფურიეს Cწკროივს წარზგოადგენს, ღა გისო 

კერძო ჯამები 
” 

§5.(X) = ჯ “, თ, (2:) 
'3_9! 

საზუალოდ კრებადია /(X) ფუნქ კიისაკენ. ამის განო, მათგან შეიძლება შე- 
ვადგინოთ ისეთი კერძო მიპდევრობა | 5M,(0),, რომელიც კრებადია |/(X) 
ფუნქციისაკენ) (თ, ს) სეგმენცზე თითქმის ყველგან. თურმე X,, ინდექსების 

«ამორჩევა შეიძლება მოვახდინოთ ისე, რომ არ ვიცოდეთ (Cთ,(»)) სისტემა, 

არამედ მხოლოდ (6) მწკრივი გამოვიყენოთ. ამჟამად არსებობს მთელი რიგი 

გამოკვლევებისა, რომლებიც მიძღვნილია ამ საკითხისადმი. ჩვენ მოეიყვანთ 

მხოლოდ უმარტივეს შედეგებს, რომლებიც ესებიან ამ საკითხს. 

თოერემა § (ს. კაჩმაში). გთქეათ, 

ჯვ 
– 

L=V/ 

რს. „. = 

თუ ი, < ე... რიცხვები ისეთია, რომ 

CC 

1 0,<+C, (M) 
1=1 

მაშინ (§I(2)) მიმდევრობა კრებადია თითქმის ყველგან. 

დამტკიცება. ბესელის იგივყობა გვაძლევს რომ 

#--1 

(5. /I:=1/I'- 2» ი? =”. 
ს=1 

(ჩვენ #(-)-ის ქეეშ სწორედ იმ ფუნქციას”ვგულისხმობთ, რომელიც რისი-ფი- 

“შერის თეორემის ორივე პირობას აკმაყოფილებს). ამიტომ (ჩი) პირობიდან 
-გამომდინარეობს, რომ 

ი ს 

' 2, I (5) წძ:<+თ 

#=1 ძი 

და, VI თავის § 1-ის მე-11 თეორემის შედეგის ძალით, (ი, ხ)ზზე თითქმის 

ყველგან გვექნება 
ზა 00 > (0. V 

მეორეს მხრიე, 

3 (I. (0ი0'ძთ= X „ბპ<+%: 
=1 ძ #=1 
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“და VI თავის § 1-ის იმავე მე-11 თეორემის ძალით, (თ, სI-ზე თითქმის ყეელ– 

ან ქნება 
ბ ბშე 6); აი; (2) –>- 0. 

საიდანაც 

ა», (ი – 1C1), 

რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 

თეორემა 6 (გ. რადემახერი). ვთქვათ სი) დაღებითი ზრდადი 
ფუნქციაა, რომელიც მიისწრაფვის + C-საკენ #-ხსთან 

ერთად და 
ლ 

1 აძეი<+C, '(8)- 
#=1 

თუ 7, < Mე <7, < რიცხვები ისეთია, რომ 

ს (VI) 2», (–. 

მაშინ (§-(X)) მიმდევრობა კრებადია თითქმის ყველგან. 

დამტკიცება. ჩვენ დავამტკიცებთ, რომ (1) პირობის დამაკ მაყოფი- 

ლებელი #ჯ, რიცხვები აკმაყოფილებენ (I) პირობასაც, საიდანაც მიიღება 

თეორემა. ამ მიზნით შევნიშნოთ, რომ (8) პირობა შეიძლება ასე გადავწეროთ: 

სთ თ! 7+,--1 

2 3 სიით <+თ, (9), 
ჯ1=1 #=)I/!, 

საიდანაც, (ჩ-ის ძალით, მით უფრო. 

CC Mა.კ–1 

2 1 % ი<+თ (10. 
L=1 #=47 

ეს იმას ნიშნავს; რომ ორმაგი მწკრივი 

მე-1 შე I 7,1 
L1 ს · 7 

2 ით+ 5 რ+- 9 თ +... 
#=V», #X#=7' #=%ე 

მყ 1 1-1 

(11) 

კრებადია, თუ ზას ავჯამავთ სვეტების მიხედეით. მაგრამ მაშინ იგ 

კრებადია სტრიქონებით შეჯამების დროსაც, რაც (#) პირობის ტოლფასია, 

რადგან ჯ-ური სტრიქონის ჯამი „#-,-ს უდრის. თეორემა დამტკიცებულია. 
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შენიშვნა: (/) და (ფ) პირობები ტოლფასი არიან. მართლაც, 

ჩვენ უკვე ვნახეთ, რომ (#2) პირობის დამაკმაყოფილებელი X#, რიცხეები აკმა- 

ყოფილებე6 (/0) პირობასაც. პირიქით, ვთქვათ, », რიცხეები აკმაყოთილებენ 

(M) პირობას, ეს იმას ნიჭნავს რომ (11) მწკრივის სტრაქონების მიხედვით 

შეჯამება მიგვიყვანს სასოულ ჯამზე. თუ ამ მწკრივს ავჯამაკთ სეეტების მი- 

ხედვით, ენახავთ, რომ (10) შესრულებულია. თუ მივიღებთ, რომ 

ს(0)==; (I 2 L < MI. 1=1, 2, -..) 

მაშინ (10) შეიძლება დავწეროთ (9) ან (8) ფორმით. მაშასადამე, ი (2). აკმა- 

ყოფილებს რადემახერის თეორემის პირობებს, ხოლო ჯ, რიცხვები კი (#) პი- 

რობას. 

§ 4. # სიპტყე 

ეეკლიდეს ორგანზომილებიანი #1) სივრცის წერტილებს ნაჭდვილი რიცხ- 

ვების (თ,, ია) დალაგებული წყვილები წარმოადგენენ. 
თუ ყოველ #V (თ, ი,)) წერტილს. შევუსაბამებთ ჯ რადიუს-ვექტორს, მა- 

შინ MI წერტილის ძი, და იე კოორდინატები ჯ ეექტორის გეგმილები იქნება 

საკოორდინატო. ღერძებზე, ამის გამო (ი,, ძ,) წყვილი შეიძლება განეიხილოთ 

არა მარტო ოოგორც M წერტილი, არამედ როგორც ჯ ვექტორი. ასეთი 

განხილვა უფრო შინაარსიანია. სახელდობრ, თუ მოცემულია ორი ჯ = = (ძი 

იკ) და X» =(7,, სა) ვექტორი, შეიძლება შევადგინოთ მათი ჯამი 

X+1)= (რი +ხს ძე +ხ.), . 

ღა აგრეთვე შეგეიძლია გავამრავლოთ ჯ = («,, თ.) ვექტორი ნამდვილ # 
რიცხეზე 

#V= (02, IV,), 

მაშინ როცა, წერტილებესათვის მსგავსი მოქმედებანი არ შემოყავთ. 

21 =(4ი, ძა) ვექტორის სიგრძეს 

IXI =V ი,-Lი1. 

რიცხვი წარმოადგენს (შევნიშნოთ, სხვათა მორის, რომ ეს სხვა არაფერია, 

თუ არა პითაგორის თეორემა). 

მოგაგონებთ ბოლოს, რომ ორი 1 = (ი,, ძე) და #==(ს,. ბა) ვექტორის 

სკალარული (ჯ, #) ნამრავლი ეწოდება მათი სიგრძეებისა და მათ შორის მო- 
თავსებული კუთხის კოსინუსის ნაზრავლს: 

(+ 1=I+XI IXI ·C0§0, 
აზასთანავე, იგი ვექტორების გეგმილების საშუალებით გამოისახება ცნობილი 

ფორმულით 

(CX 7) = რჯ ხ, +- რე ხ;- 

თუ ვიცით ეს ნამრავლი და ორივე ვექტორის სიგრძე, მაშინ მათ “ფრო- 

რის მოთავსებულ კუთხეს ადვილად ვიპოვით შემდეგი დაჰოკიდებულებიდან:, 

ბ0§6 = _ თ» _ (09-<:0 <<»). 
III. 7. 
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კერძოდ. ვექტორების მართობობის პირობას აქვს სახე 

(X, +) = ძკ- ს, + ძე სხ; = 0. 

ზუსტად იგივე შეგვიძლია გავიმეოროთ სამგანზომილებიანი I? სივრცის 

შესახებაც: 

1) გარკვეული მიმდევრობით აღებული რიცხვთა ი»; = (ძ,, ძეა, ძე) სამეუ- 

ლი შეიძლება განვიხილოთ ან როგორც წერტილი ამ სიერცისა, ან რო- 

გორც ვექტორი მოთავსებული ამ სივრცეში. 

2) მეორე განხილვის დროს ვექტორი შეგვიძლია გავამრავლოთ რიცხვზე 

და ორი ვექტორი ზეგვიძლია შევკრიბოთ. ჯ =(იე, ი,, ი.) ვექტორის | « | 
სიგრძე. როგორც ეს პითაგორის თეორემიდან გამომდინარეობს, არის 

I XI =V/ ი,2-- ია? + იე". 
პ) თუ გვაქვს ორი ჯ = (თ,, ძა, რა) და ” = (ს, ს, ხე) ვექტორი, შეიძ- 

ლება შევადგინოთ მათი სკალარული ნამრავლი 

(60 11= I XI. I#I · C0§6 = ი, ს, + რა ხს. -L ძა ხე- 

4) ვიცით რა (X, +») ნამრავლი, და ვექტორების სიგრძეები, შეგვიძლია 

გამოვითვალოთ მათ შორის მოთავსებული 8 კუთხე 

(7, ” 

IXI - II 
5) დაბოლოს, ვექტორების ორთოგონალობის პირობას შემდეგი სახე 

(09<-0< >). Cი§6 = 

აქვს 

(+, +) = ი,ს, –L ძახა –L ძ,ხე = 0. 

აზ დამოკიდებულებების განზოგადებით შეიძლება შემოვიღოთ „-განზო- 

მილების ევკლიდური II სივრცის ცნება, რომლის წერტილებსა და ეექტო- 

რებს ნამდვილ რიცხვთა დალაგებული ჯ-წევრიანი 

X= (0, რევა თე რი) 
კომპლექსები შეადგენენ. 

აქ, განმარტების მიხედვით, ვექტორის სიგრძეს ვუწოდებთ რიცხეს 

LXI =Vი” იბ +... ძემ. 

შევნიშნოთ, რომ სკალარული ნამრავლი უკვე არ შეიძლება განმარტე- 

ბულ იქნას კუთხის საშუალებით, არამედ მის განმარტებად უნდა მივიღოთ 

(2, 7) = L ძ. ·ხ 
#=1 

ტოლობა. 

პირიქით, 8 კუთხე შიძლება განსაზღვრული იყოს სკალარული ნამრაე- 
ლის საშუალებით შემდეგი დამოკიდებულების დახმარებით 

(X, 7) 

(I I» 
0050 = (9-–:8<:),



პაგრაზ, იმისათვის რომ ეს განმარტება კანონიერი იყოს, საქიროა დავამ- 

2კიცოთ, რომ 

I(X, 2) | < IXI I7I-. 
_. როსა ეს დამტკიცებული იქნება (ქვემოთ ეს გაკეთებულია), მაშინ ბუ- 

პებოივია X = (იკ. ძეს...) მი) და 7 = (ს, ს... ., ს.) ვექტორები ორთო- 

გონალურ ვექტოორებად მივიღოთ, თუ 

” 

(XV 1) = 2 იხ = 0. 
#=8=1 

ვაგრძელებთ რა განზოგადების ამ პროცესს, ჩეენ ბუნებრივად მივდი- 

ვართ „უსასრულო განხომილების" MX ხნივრცის ცნებამდე, რომელიც აგრეთვე 

/-ით აღინიშნება. ამასთან, ჩვენ საკითხის „ვექტორული! განხილვით დაეკმა- 

გკოფილდებით. : 
განმარტება. ნამდვილი რიცსეების უსასრულო 

ა“ 

მიმდევრობას /, სივრცის ვექტორი ეწოდება, თუ 

რელი 

წ -V % ი“ჭ<+თ. 

X1=1 

Lჯ) რიცხვს ჯ ვექტორის სიგრძე ან ნორმა ეწოდება. 
ადვილი შესამჩნევია, რომ, თუ XC/,, მაშინ ყოველი #-საC ვის 

IX = (ჩვ. #ძე: IV; · · · ) 

ვექტორი აგრეთვე შედის ;,-ში, ამასთან 

IX I =(MI- I XI 

და, კერძოდ: I –ჯI =L( ჯI.... 
საესებით ასევე, თუ X-თან ერთად /,-ში შედის 

/ = (ხ;, Mვე ჩე: . · -) 

ჯ-LC =(0, +- ს, ძე “L ხ,, ძვ -L ხე, · 

ჯამვექტორი აგრეთვე შედის /,-ში, რადგანაც 

(ი +)" <2 (ის? + ხ;”). 

| ძყ სს!-<- ძა? + ს,“ 

-უტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

"ვექტორი, მაშინ 

შემდეგ 

იო 

(გ )= 2“ 
L =1



მწკრივი აბსსოლუტურად კრებადია. ამ მწკრივის ჯამს ჯ და » ვექტორების 

სკალარული ნამრავლი ეწოდება. 

7 და #L. სივრცეებს შორის მქიდრო კავშირი არსებობს. ავიღოთ რაიმე 

ორთონორმირებული (CIC)1) სისტემა და ყოველ /(+) C/7, ფუნქციას შევუსა- 
ბამოთ მისი ფურიეს 

ხ 
== | /C (ა ძ» 

(74 

კოეფიციენტების 

მიმდევრობა !. 

პარსევალის ფორმულის ძალით 

X=(ს რც 6 ·'") 

/. “ლ 

I#I “I 1 ი'=I/I <თ, 
#=1 

ჯ მიმდევრობა /, სივრცის ვ-ქტორია. 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ #L. და 7-ს შორის დამყარებული თანა- 

დობა ურთიერთცალსახაა, მართლაც, #კ-ის სხვადასხვა ელემენტებს ( L)) ·სის– 

ტემის სისავსის გამო) % სივრცის სხვადასხვა ვექტორები შეესაბამებიან, ხო- 

ლო, რისი-ფიშერის თეორემის ძალით, /, სივოცის ყოველი ვექტორი #, 

სივრცის რაიმე ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტების ნაკრებს წარმოადგენს. 

მაგრამ ამ თანადობას, ურთიერთცალსახობის გარდა, კიდევ სხვა თეი- 

სებებიც აქვს. სახელდობრ, თუ 

X –1, ჯ“წ, 

XXXჰI–-I+Vთწ 
#X –- #L. 

სხვანაირად რომ ვთქეათ, თუ I, სივრცის ელემენტებს შორის არსე– 

ბობს რაიმე წრფივი 

მაშინ 

ს ჩჩ+იხე+ ·+ი1=9 

დამოკიდებულება, მაშინ იგი არ დაირღვევა, თუ I”, 1)... >.) 1» ელემენტებს 

1. სივრცის შესაბამი ელემენტებით შევცვლით |ამასთან, 0-ით /, სივრცეში 

(0, 09, 0,.. ., 0) ეექტორი აღინიშნება). თუ ამას დაუპირისპირებთ იმ გარე- 

მოებას (რაც უკვე აღნიშნული იყო), რომ 

IXI=I11Iც 
მაშინ L, და /, სივრცეების სრული გეომეტრიული იგივობა აშკარა გახდება, 

ამასთან დაკავშირებით, /,- სივრცესაც პილბერტის სიერცეს უწოდებენ. 

ვგთქ>ვათ, 

= (ძი, თ: ძე ·..-ს X»=(ხ,ე სხ, ხ,: · ·) 

" ჩვენ ვიმედოვნებთ, რომ მკითხველს არ დააბრკოლებს ის გარემოება, რომ X ასოთა 

ჩვენ აღვნიშნავთ როგორც IX), CV (X), .. . ფუნქციების არგუმენტებს, ასე I, სიგრცის ვექ- 
ტორებს, · 
2ი2



წარმოადგენენ 7” სიერცის რაიმე ორ ვექტორს, ხოლო წ და « მათი ბშესა- 

ბაბი ელემენტებია Lა სივრცეში. პარსევალის განხოგადებული ფოომ ულა 

გვაძლევს, რომ 
ხ ლა 

სIთლოძ= X « M= (% ))- 
ძ #=1 

ამასთან დაკავშირებით, ბუნებ რივია 

ხ 

| 1(ფ (60094 
ძ 

ინტეგრალს წ და «თ ელემენტების! სკალარული ნამრაელი ვუწოდოდ დ» 

აღვნიშნოთ იგი 

(L, #)-თი, 

(I ოუ = LC, V). 

ბუნიაკოვსკი-შვარცის უტოლობა ახლა შემდეგ სახეს ღებულობს: 

I(ხ 09 |I< III I§I. 
აქედან. გამომდინარეობს #, სივრცის წ და ჟ ელემენტებს შორის. 6. 

კუთხის განმარტების შესაძლებლობა 

“0050 = _ სსი _ 
II IXI 

კერძოდ, #(X) და §((«) ფუნეციათა ურთიერთ მართობობის ზემომოყეა- 

ნილი 

ასე რომ 

(0<-<6 <X),. 

(,, §1=9 

"განმარტება ტოლფასია იმ პირობისა, რომ მათ (როგორც I/#,-ის ელემენტებსჯ: 

შორის მოთავსებული კუთხე ს ტოლია. 

შემდეგ, თუ ,თ(X) ნორმირებული ფუნქციაა 

ICI =1, 
იგი შეიძლება განვიხილოთ, როგორც L, სივრცის ერთეული ეექტორი (ან 72 

სივრცისა, რაც ერთიდაიგივეა, როგორც ეს ვნახეთ ზემოთ). ასეთ შემთხვე- 

ვაში შეიძლება განვმარტოთ L ვექტორის გეგმილი თ მიმართულებაზე, ისე 

როგორც ჩვეულებრიე, 
გეგთL = I LI) ·-00§80, 

სადაც 0 არის კუთხე L და თ ეექტორებს შორის. სხვანაირად რომ ვთქვათ, 

ხ 

გეგი! = | (600 (X) ძ». 
თ 

" Lე სივრცის ელემენტებს ჩვენ ახლა ამავე სიერცის ვექტორებსაც ვუწოდებთ.



ამგვარად, IX) ფუნქციას ფურიეს კოეფიციენტები | Vთ,(;)) ორთონორ- 

მიოეგპბულ სისტემაში 1 წარმოადგენენ I ფუნქციის გეგმილებს სისტემის თფუნქ- 

-ციების დახასიათებულ ხიმართულებებზე. 
თუ ჩვენ 7 განხომილებიანი ეეკლიდეს სივრცე გვაქეს, მაშინ ჯ = (თ, 

#„) ვექტორის სიგრძე ეწოდება 

/. ” 
I XI = V 1 ძი 

ი #=1 
ოიკცხვს: ეს პითაგორის თეორემის განზოგადებაა, რაჯგან იჯ წარმოადგენენ 

«2 ვექტორის გეგმილებს საკოორდინატო ღერძებზე. განეიხილოთ 1 (M! <7) 

ასეთი გეგმილი. იმისათვის, რომ გავიგოთ, ყველა » გეგმილი მივიღეთ მხედ- 

ველობაში თუ არა, შეიძლება უბრალოთ შევადაროთ ერთმანეთს „I, და # 

ღიცხეები, მაგრამ ამის ნაცვლად შეგვიძლია ვნახოთ, გვექნება თუ არა ყო- 

ვილი ჯ ვექტორისათვის შესრულებული 

ს 

„'––” 
#:==1 

ტოლობა (რადგან, .თუ. /I < #, მაშინ აუცილებლად მოიძებნება ისეთი ვექტო- 

” 

-რღები, რობლებისათვისაც M ი. < II ჯ I 2). დაბოლოს, შეიძლება გამოვარ- 

' #=1 
კვიოთ, არსებობს თუ არა მსედველობაშმი მიღებული ყველა #I ღერძისადმი 
"ოროოგონალური მიმართულებანი. 

უსასრულო განზომილებიანი /, სივრცისათვის ყოველი ორთონორმირე- 

ბული | თ.(X)) სისტემა წარმოადგენს საკოორდინატო ღერძების ორთოგონა- 

ლურ სისტემას. გვინდა რა გამოვარკვიოთ ყველა მიმართულებებია თუ არა 
მიღებული მხედველობაში ამ სისტემის შედგენის დოოს, ჩვენ მოკლებული 
ვართ სამუალებას ვიმოქმედოთ პირდაპირი თვლით. X-განზომილებიანი სივრცი- 

სათვის მითითებული დანარჩენი ორი ხერხის განზოგადებით ჩვენ ბუნებ- 

«რივად მივალთ ჩაკეტილი და სრული ორთონორმირებული სისტემის განმარ- 

ტებებზე. კერძოდ, სავსებით აშკარა ხდება მიზეზი ამ განმარტებათა ტოლ- 

ფასოზბისა. 

აქაზდე 7 და L, სივრცეთა შორის კავშირი გამოყენებული იყო ჩვენს 

იეო /., სივრცეზე ზოგ გიერთი ახალი თვალსაზრისების დასადგენად (რაც, 

რა თქმა უნდა, აგრეთვე მეტად მნიშენელოვანია). ვაჩვენოთ, რომ ეს კავში- 

ღი ყასარგებლოა ახალი ფაქტების დადგენისათვისაც. 

უწინარეს ყოვლისა, 

I(X 1))< 1 XIII 

1 ეს აო არის აუცილებლად ის სისტემა რომლის დაჯმარებითაც დამყარებული იყო 

თანადობა L,-სა და 1კ-ს შორის. 

.-XM



ღუტოლობა, რომელიც ტოლფასია ბუნიაკოვსკი-შვარცის 

I(ს 014-III I#XI 
უტოლობისა, ნიშნავს იმას, რომ 

:ლ ჯ «% < 

1? “ს <: ჯ მ 2, ხე ' L 1: 

#=1 #=I #M#=>1 
ხოლო 

IX-+7XI <XIL+I1) 
უტოლობა შეიძლება ”ე?ა წარმოვადგინოთ ასეთი სახით: 

V X (ი, + ჩხ, <- / > 2, –+ / 3 ჟჭ“ ს. (2 
XC1 #=1 = ლ 

(1) და (2) უტოლობებს წმინდა ალგებრული ხასიათი აქვთ. შემდეგ. 7., 

სივრცის სისრულისაგან ავტომატიურად გამომდინარეობს /, სივრცის სისრუ- 

ლე (ე. ი. ისეთი 2ც X,, #.,).+.. მიმდეერობის კრებადობა, რომლესათვისა/,; 

| –-– ჯი | მიისწრაფვის ნულისაკენ „-სა და M-ის ზრდასთან ერთად). 

რადგანაც ყოველი #V-განზომილებიანი #, სივრცე წარმოადგენს /, სივრ- 

ცის ნაწილს, ამიტომ ყოველი ზემონათქვამი ((1) და (2) უტოლობანი, სი"- 

რულე) გამოიყენება ამ სივრცის შემთხვევისათვისაც. 

დასასრულს, განვიხილოთ კიდეე ერთი ისეთი საკითხი, რომლისათვისა:; 

ჯე-სა და /,-ს შორის არსებული კავშირი მეტად სასარგებლოა. 

ავირჩიოთ რაიმე –”C7. ელემენტი, და ყოველ (C/--ს შევუსაბამო» 

რიცხვი 

  

თ (ი) = (წს უო. (3 

ამით L,-ში გოცემულია რაღაც ფუნქცია, რომლის მნიშვნელობებს ნამ- 

დვილი რიცხვები წარმოადგენენ. ამ ფუნქციას შემდეგი აშკარა თვისებები აქეს 

1) დ (IM – /.) =V% (I) + « (LL), 

2) |00)| ლ. #- I#I (#= I(I)- 
ყოველ დ) ფუნქციას, რომლის L არგუმენტი #.-ის ელემენტია, ხოლო 

რომლის მნიშვნელობანი ნამდვილი რიცხვებია და რომელსაც 1) და 2) თვი- 

სებები აქვს – წრფივი ფუნქციონალი ეწოდება /., სივრცეში. თურმე 
არავითარი სხვა წრფივი ფუნქციონალები #, სივრცეში, გარდა (3)-სა, არ 

არსებობენ. 
თეორემა (მ. ფრეშე), თუ თ() წრფივი ფუნქციონალია I”. 

სივრცეში, მაშინ არსეზობს ერთი (და მხოლოდ ერთიისეთი 

§CC# ელემენტი, რომ ყოველი 1C/,-სათვის გვექნება 
თ(ი=(0ჩ უ- 

დამტკიცება. დავუშვათ, რომ რაიმე ორთონორმირებული სისტემის 

საშუალებით განვახორციელეთ ისეთი ურთიერთცალსახა თანადობა /კ-სა და 

ი



#-ს შორის. რომელიც არ არღვეეს ამ სივრცეებში არსებულ წრფივ დამოკი- 
დებულებებს და რომელიც ინარჩუნებს ელემენტის ნორმას. თუ ჩვენ ვიგუ- 

“ლისხმებთ, რომ «ს, ფუნქციონალის ბნიშვნელობა 4«XL) შეთანადებულია /, 

სივრცის იმ ჯ ელემენტთან, რომელიც აღნიშნულ თანადობაში #C L, ელე- 

“მენტს უპასუხებს, მაშინ ამგვარი გზით ჩვენი ფუნქციონალი მოცემული იქნება 

,-ში და მას შემდეგი თვისებები ექნება 

4) (X, ++ ჯე) = ი (X,) + 4)(+ა), | ი(X)|<.#.I XV. 

აღმოვაჩინოთ ისეთი VC/, ელემენტის, არსებობა, რომ ყოველი ჯ C7;-სა- 

თვის გვქონ დეს 

| დ (>) = (+, I). (4 
ამ მიზნით, ჩვენ ჯერ დავრწმუნდეთ იმაში, რომ «. ფუნქციონალი 

ერთგებპროვანია, ე. ი. ყოველი ნამდვილი #-სათვის გეექნება 

დ(იჯ) = ი9ს(1:). (5) 

5) დამოკიდებულება, აშკარაა სრულდება, როცა გ ნატურალური 

რიცხვია. აქედან, ადვილად დავრწმუნდებით, რომ იგი სამართლიანია მაში- 

"ნაც, როცა ი-ს აქვს 82 სახე, სადაც ” ნატურალური რიცხვია, და, მაშა- 
0 

სადამე, (5) სამართლიანია ყოველი დადებითი რაციონალური ი რიცხვისა- 

თვის. შემდეგ, თუ (0; 0, . . .) ეექტორს 0-ით აღენიშნავთ, გვექნება, რომ 

თ (0) = 9 (0--Cთ) = 2თ(9), 
საიდანაც (ხადია, რომ თ(0) = 0 და (5) სამართლიანია ძ«ძ = 0-სათვისაც: 

ბოლოს იქედან, რომ 

0 = თ(0)=თდI»+(-–X))=99+CთC-X, 
გამონდინ არეობს, რომ დ (–-X) = – «4, (X), და, მაშასადამე, (5) სამართლიანია 
ყოველგე არი რაციონალურ რიცხეისათვის. დაგვრჩა იმ შემთხვევის განხილვა, 

როცა ი რაციონალურია. ასეთ შენთხვევაში: დავარქვათ » რაიმე რაციონა- 
ლურ რიცხვს და ვაჩვენოთ, რომ 

თი (7X)C=7თ(») (6) 

ტოლობა ზღვარში, როცა #L-> ი, გადადის (5)-ში. (6)-ის მარჯვენა მხარისა- 
თვის ეს აშკარაა. მეორეს მხრივ 

Iს ყი) -– დ (იე): = დ I(,--ი)X|| დ #-I7–-იI. I ჯI, 
ასე რომ (6)-ის ზარცხენა მხარე აგრეთვე მიისწრაფვის (5)-ის მარცხე5ა მხრი- 
საკენ. 

ამგვარად, (5) დამტკიცებულია. 

განვიხილოთ 

რ =(0;. 0, 1, 9, ....) 

ეექტორები (ერთიანი #-ურ ადგილ?ე) ღა დავუშვათ 

თ (თ) = #“ (//1=1, 2,.. .).



ვაჩვენოთ, რომ 

, ,2? =(4ც 4, 4, · · .) 
ეექტორი შედის /,-ში. მართლაც, თუ 

ჯა == (4,, 4, .. 4. 0, 0, .. ·) 

7 

მაშინ ჯ= 2) # რ, საიდანაც 
#=1 

M I 

თიხ)ა= ჯ 4რიC)= X. 4. 
#=1 :=71 

და | თი (X«)) «-# . I XI უტოლობა გამოყენებული #V-სათვის გვაძლევს, რომ 
აა“ 

V ა 42<M 
/:-= 1 

საიდანაც, V-ის ნებისმიერობის გამო, მივიღებთ 

ს7I<#% 
ვაჩვენოთ ახლა, რომ,» სწორედ საძიებელ ელემენტს წარმოადგენ, ე. ი. 

რომ ყოველ ჯ; C /,-სათვის საზართლიანია (4). 

ქთქვათ, 

X= (იც მა, რე; ა 

/-ს ელემენტია. აღვნიშნოთ 

ჯ. = (ძ,. რა ., ი, 0. 9, )· 
#M 

მაშინ X.„= 2 ი: C- და 
#=1 

” 7 

დ (X») = 2, წ(43 “ი (თ) = ჯ “არ. (7) 

/7:=1 #»=1 

თუ #» მიისწრაფვის - C -საკენ, მაში5 ამ ტოლობეს მარჯვენა ნაწილი 

მიისწრაფვის (დ, 1:)-საკენ. 

მაორეს მხრიქ, 

C< 
IC0 (XV) -– თ (2) | = 100 (2-2) | <./C „–_-->„..-–- . ”“ 1 / X იL, 

ს · _ #=V-L1 

ასე რომ „V-ის ზრდასთან ერთად «I (2.,) მიისყრაფვის თ(2:)-საკენ და (7) გა- 

ღადის (4)-ში. 

აღვნიშნოთ «-თი /„ სივრცის ის ელემე5ტი, რომელიც ღაპყარებულ თარნა- 

დობაში X-ს უპასუხებს. ვთქვათ, # არის /,,-ის ნებისმიერი ელემენტი, ხოლო 

2 -- მისი შესაბამი ელემენტი /,-ში. მაშინ 

· დე= 900 =Cლ 1)1= 60. ჯ. 
პაი?



დაგვრჩა იმის ჩვენება, რომ #,-ში არსებობს მხოლოდ ერთი V# ელე- 

მენტი, რომელიც ყოველი L-სათვის აკმაყოფილებს 

ხი =(0 ფ 
დამოკიდებულებას. 

მაგრამ ასეთი ელემენტები რომ იყოს ორი „, და დ, მაშინ ყოველი. 

(-სათვის გვექნებოდა 

(ს ფ-–ე)=(ს ფ)–– სხ დ) = 90) –– ს (8 = 0. 

ავიღოთ ამ ტოლობაში L = V, -– §#,, მაშინ მივიღებთ 

(სი– ფე ც – 8) = | ფ–- 85 I ?1=9, 

საიდანაც ჟ#, = ყ. თეორემა დამტკიცებულია მთლიანად. 

§ 5. წრშივაC მკამრეპიზებედი სისჭქემები 

განმარტება 1. (თ, #)-–ზე მოცემულ ფუნქციათა დთ,(X), და(X), · · ·, «» (X) 

სისტემს წრფივად დამოკიდებული ეწოდება, თუ შესაძლებელია 

4ს 40... 4 მუდმიეთა ისეთი სისტემის მოძებნა რომელთაგან თუნდაც 

ერთი არ უდრის ნულს და ადგილი აქვს დამოკიდებულებას 

4,C, (+) –L .4:ც (X) -L · · · -L „ჩირი (X) –– 0. (13. 

თუ მუდმივთა ასეთი სისტემა არ არსებობს, ე. ი. (1)-დან გამომდინა- 

რეობს რომ 

4, = 4. = = 4 = 0, 

მაშინ (C,0უ)| სისტემასს წრფივად დამოკიდებული ეწოდება. 
ადვილია შემჩნევა, რომ თუ (C,6ე)) სისტემის თუნდაც ერთი ფუნქცია. 

ეკვივალენტურია ნულის, მაშინ ეს სისტემა წრფივად დამოკიდებულია, და 

რომ, წრფივად დამოუკიდებელი სისტემის ყოველი ნაწილი წრფივად დამოუ- 

კიდებელ სისტემას შეადგენს. 

თეორემა 1. ყოველი ორთონორმირებული სისტემა წოფი- 

ვად დამოუკიდებელია. 
მართლაც, თუ (Cთ(X)) (/:= 1, 2, #.. ., 7) ორთონორმირებული სისტემაა 

Iს, ჩ)-ზე, და თუ 
# 
ლ · ჯ #4 თVI.CXი) –– 0, 

#=1 

მაშინ, ამ ტოლობის თ7(»)-ზე გამრავლებითა და ინტეგრებით, ვიპოვით, რო2გ 

– 4,=0 ((=1, 2) -. - 7), 

საიდანაც გამომდინარეობს თეორეზა. 

თეორემა პ. „ს ჯი. ს 2! ფუნქციათა სისტემა, სადაც, 

წი Mა.თ.ა # მთელი და ერთმანეთისაგან განსხვავებული 

რიცხვებია, წრფივად დამოუკიდებელია ნებისმიერ სეგ- 

მენტზე. 
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ეს თეორემა გამომდინარეობს იქედან, რომ მთელ პოლინომს ფესვთა 
მხოლოდ სასრული რიცხვი შეიძლება რომ ჰქონდეს. 

განმარტება 35. C,(X); ჯ,(X), ... ფუნქციათა თვლად სისტემას წოფი- 

ვად დამოუკიდებელი ეწოდება, თუ წრფივად დამოუჯიდებელია მისი 
ყოველი სასრული ნაწილი. 

მაგალითად, წრფივად დამოუკიდებელია ყოველი თვლადი ორთონორ- 
მირებული სისტემა, ან სისტემა 1, », X2, .... 

ვთქვათ, დ,(X), დ,(X), ..., დ»(X) წარმოადგენს |«, ბ| სეგმენტზე მოცე- 
მულ #, კლასის ფუნქციათა სისტემა. მივიღოთ, როგორც ზემოთ, (კ-ის 

ნებისმიერი ორი /(X) და #(X) ფუნქციისათვის 

ს 

(6 2 = | /C)დC)ძX, 
რთ 

– 

-და შევადგინოთ 

(დ, დ,), (დ, ზა,,.. («,, დ.) 

(დ,, დ,), (თ., და), (დე, დ.) 
ბ. = 

თ. დ), (თ, დ), ... რთ. დ.) 

დეტერმინანტი. 

განმარტება 8. 4, დეტერმინანტს (დჯ(X)) სისტემის გრამის დეტერ- 

მინინტი ეწოდება. 

თეორემა 3. იმისათვის რომ ფუნქციათა 

დ,(X),; და(X); · · «ე დ»(X) (2 

სისტემა წრფივად დამოკიდებული იყოს, აუცილებელია და 

საკმარისი, რომ მისი გრამის დეტერმინანტი ნულს უდრი- 

ს. 

MM. დამტკიცება. ვთქვათ, (2) სისტემა წრფივად დამოკიდებულია. მაშინ 

არსებობს ,, „4, . · ., 4 მუდმივების ისეთი სისტემა, რომელთაგან ერთი 

მაინც განსხვავებულია ნულისაგან და 

«4,დ;(X) –– „#დუ(X) +- · - · + 4„დი(X) –– 0. (3) 

ამ ტოლობის დ, (X), და(X), ··. ·, და(X) ზე გამრავლებით და ყოველი 

გამრავლების შემდეგ ვაინტეგრებთ, მივიღებთ 

4. (თ,, დ.) “+ 4: (2 დ.) –-. + 4. (<,, დ.) =0 

4, (დ., დ.) + 4-(Cდ,, %)) “+ - · · + 4ი(დე, დ») = 9 

(4) 

4, 6. დე)-L 4, (7, დ.) + ... +/, თ. დ) = ი. | 

(4) ტოლობებში „, მუდმივები უცნობები რომ ყოფილიყო, ეს ტოლო- 

ბები მოგვცემდა წრფივ განტოლებათა სისტემას 2» დეტერმინანტით.. მაგრამ 

14. ნატანსონი ახხ



მუდმიეთა ჩვენი #/, მაიშვნელობათათვის (4) ერთგვაროვანი სისტემა დაკმაკო- 

ფილებულია, და, რადგან ყველა „ს არ არის ნული, ამიტომ 

4. =0, (5) 

რაც ამტკიცებს პირობის აუცილებლობას. 

დავუშვათ ახლა, რომ 4» = 0. მაშინ (4) განტოლებათა წრფივ ერთგვა- 

როვან სისტემას აქვს ნულისაგან განსხვავებული ამოხსნები. ვთქვათ, რომ //,, 

4... ქი ასეთი ამოხსნებია, ასე რომ (4) ტოლობანი იგივობებს წარმო- 

, ადგენენ. გადავწეროთ ეს იგჯვობანი ასე: 

ხ 

| დ 0)I4, 9,0) + . ·· + + # (X) | ძX = 0 
ძ 

ხ 

I დ»ა(X) (4, დ, (X) ++ ; · · + +» და (:)1 ძX =9. 
4“ 

ამ ტოლობათა გამრავლებით 4,-ზე, „.., 4-ზე და შეკრებით ვიპოვით, რომ 

'ხ 

1L4ფიი +... + 4.დ. 60124X1 = 0. 
#4 

საიდანაც გამ ომდინარეობს (3,, ასე რომ (CI(X)) სისტემა წრფივად დამოკიდე- 
ბულია. 

შედეგი. თუ 
ტტ, 40, 

მაშინ არცერთი დეტერმინანტი! რც 6,, -.., ბი, აგრეთვე არ 

უდრის ნულს. : 
მართლაც, თუ ტა # 0, (CLV>)) სისრემა წრფივად დამოუ. “იდებელია, და, 

მაშასადამე. წრფივად დამოღკიდებელია მისი ყოველი დ,, დ, - · », დი (MI < 7) 
ნიწილიც, მაგოამ მაშინ ბ, # 0. 

ლემა, ვ თქვათ, (ი, | სეგმენტზე მოცემულია ფუნქციათა 
დ,(2), · · -, დ/2:).სისტემა. დავუშვათ 

(დ, დ.) (დ,, დ.) · (დ, დიკ) თ (2) 
(დ,; თ.) (დე, და) (დ, დი.) დ, (2). 

სი(X) = (6) 

(დ, დ) ფაზა (9 ი) დან) |. 
მაშინ 

ცა 9 (# < #) 
ზო წი | 424, (X = II). 

1 4ტ.-0ლს ქვეშ (თ), .ჯა) იზულისსმება,. 
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-დამტკიცება. „(X-ის «,/ჯ)-ზე გამრავლებისათვის, საკმარისია (6) 
დეტერმინანტის უკანასკნელი სვეტი გავამრავლოთ Cდ//ჯ)-ზე, ხოლო მიღებული 

ნამოავლის ინტეგრალის ასაღებად საჭიროა აგრეთვე მხოლოდ ბოლო სვეტის 
წევრების ინტეგრება. დანარჩენი ცხადია. 

თუ "ჩვენ თ„(ჯ) დეტერმინანტს დავშლით უკანასკნელი სეეტის ელემენტე- 
ზის მიხედვით, ცხადია, რომ მივიღებთ 

მი (2) = 4, 9, (X)++ ·... + -ი-კ დი-, (2) + რი-, დი(ჯ)- (7) 

მაშასადამე, “თუ («(X)) სისტემა წრფივად დამოუკიდებელია, მაშინ Cთ„,(X) 
არაა ნულის ეკვივალენტური (რადგან #ტ„,_, # 0). (7) ტოლობის თ(ჯ)-ზე გამ- 

რავლებითა და ინტეგრებით, თუ ლემასაც მივიღებთ მხედველობაში, მივიღებთ 

ს 

_ (8) 
4“ : 

ასე რომ (ნულისაგან განსხვავებული) ი, დი ბ, ., დეტერმინანტები ერთნაირი 

ზიშნისა არიან. მაგრამ, იმავე მოსაზრებებით, ერთნაირი ნიშნისა არიან ბ,_, 

და 4, , და ა. შ. დეტერმინანტები. მაშასადამე, 4, დეტერმინანტს იგივე ნი- 

“შანი ექვს, რაც ბ, =(დ, Cდ,) > 0. ამგვარად, ჩეენ დავამტკიცეთ თეორემა: 

თეორემა 4. წრფივად დამოუკიდებელი სისტემის გრამის 

-დეტერმინანტი დადებითია. 
აქ განვითარებული მოსაზრებები საშუალებას გვაძლევენ ადვილად და- 

ვამტკიცოთ შემდეგი დებულება: 
თეორემა § (ე. შმიდტი). ვთქვათ, (I,ს| სეგმენტზე მოცემულია 

სასრული ან თვლადი წრფივად დამოუკიდებელი სისტემა 

დ,(X), დეე, ....მაშინ შესაძლებელია ავაგოთ ისეთი ორთო- 

ნორმირებული CV,(2), თე... სისტემა, რომ 1) ყოველი თი(:) 

ფუნქცია წარმოადგენდეს («/:)) სისტემის პირველი # ფუნჟ- 
ციის წრფივ აგრეგატს, და, პირიქით, 2) ყოველი დ.(ჯ ფუნქ- 

ცია (თ.ე) სისტემის პირველი # ფუნქციის წრფივი აგრე- 

გატი იყოს. 

დამტკიცება. დავუშვათ 

  · ს» (2) 
თ; (ფე) = –ი2ი , Cთ»(C2) = უაილ (C > 2), 

სადაც V(X) (6) ტოლობით განისაზღერება. ამითი საძიებელი სისტემა აგებუ- 

ლია. მართლაც, (7)-დან ცხადია, რომ 

# 

თ,(X) = M ძი დ/ (::)) 

#=1 

-ასე რომ | თ. (X)) სი!ტემა აკმაყოფილებს 'თეორემის პირველ მოთხოენილებას. 
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ლემიდან გამომდინარეობს, რომ თა(:) და, მაშასადამე, თ„(X)-იც ორთო- 

გონალურია ყოველი დ,(2), დ;(X), ·ც და_/(2)-სა. მაგრამ მაზინ თ„.(X) ორთო– 

გონალურია #,)(X), · · -ს დი», (X) ფუნქციების ყოველგვარი წრფივი აგრეგატე- 
ბისა, და კერძოდ, ყოველი თ,(X),. ·., თია, (X) ფუნქციისაც. მაშასადამე, 

(თLX)) სისტემა შედგება წყვილ-წყვილად ორთოგონალური ფუნქციებისაგან. 

(8 ტოლობის ძალით, ყოველი ით,,(X») ფუნქცია ნორმირებულია და (V.(X)) 

ორთონორმირებული სისტემაა. 

ახალა დაგვრჩა იმის ჩვენება, რომ 

# 

დი. (9 = 2) ხთ, (+). (0, 
//== 

ეს ტრივიალურია # = 1-სათვის. ვთქვათ, ეს დამტკიცებულია ჯ <. M-სათ- 

ვის. მაშინ, (7)-ის ძალით, ' 

1 1M––1 
  და) =“ 

აა _ 4 
1 შილ 3) 2. #C9, 

'(, == 

  საიდანაც, მარჯვენა მხარეში ს„(ე-ის V მიება. შო (ე-ით შეცვლისა და- 

დ,(2:)-ის (# = 1, 2, - · - M--1) თ, (X),..., თ») ფუნქციათა წრფივი აგრეგა- 
ტებით შეცვლის წემდეგ, მივიღებთ, რომ (ჰ) სამართლიანია #.= #-სათვისაც, 
რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 

შენიშვნა. (3L(ა)) და (Cთ.(:)) ერთდროულად სრული არიან 

ან არა. 

ეს იქიდან გამომდინარეობს, რომ ყოველი ისეთი /(X) ფუნქცია, რომე- 

ლიც ორთოგონალურ-ია ერთი სისტემის ყველა: ფუნქციისა ორთოგონალური: 

იქნება მეორე სისტემის ყველა ფუნქციისაც. 

მაგალითი. ფუნქციათა სისტემა 

1 2 2, 29. 

წრფივად დამოუკიდებელია | –– 1, -L 1) სეგმენტზე. მისთვის, თეორემაში მოყ- 

ვანილი ორთოგონალიზაციის პროცესის გამოყენებით, მივაღებთ (-–- 1, +1|) 
სეგმენტზე პოლინომთა ორთონორმირებულ სისტემას 

Lა(X); L,(X), ILა(X), · >. (10)- 

სადაც #„(1) არის » ხარისხის პოლინომი 1. (10) პოლინომებს ლეჟანდრის 

პოლინომები ეწოდებათ. 

თეორემა ს. ლეჟანდრის პოლინო8ზთა სისტემა ჩაკეტილია. 

· თეორემის მიხედვით, L/„CV)-ის ხარისხი ი-ს არ აღემატება. მაგრამ იგი ი-ზე ნაკლე– 
ბიც არ არის, რადგან 

I _ 
ჯზ = 3 რს 1-ს (X)-. 

#=90 
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დამტკიცება, შპიდტის თეორემის მიხედეით 

„ 

დ= ზე რ/ა (ე. (193 
/1=0 

მაგრამ § 3-ის დასაწყისში ჩვინ დავამტIიცეთ, რომ ასეთ შემთხვევაში 

2 პოეფიციენტები წარმოადგენენ »"-ის ფურიეს კოეფიციენტებს (/+(»)| სის 
ტემაში. 

(11)-ის »"-ზე გამრავლებითა და L|“- 1, -+ 1) საზღვრებში ინტეგრებით 

მივიღებთ, რომ 
" 

I ჯო I .7 -- » 

#=0 

ე. ი. პარსევალის ტოლობა შესრულებულია ყოველი ჯ" ფუნქციისათვის 

(ი =0, 1, 2... . .), სტეკლოვ-სევერინის თეორემეს 1-ლი შეღეჯის ძალით, ჩვენი 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი. ფუნქციათა 1, X, >,... სისტემა სავსეა. 

“M, 

საპატჯიგო VII თაპისპთპის 

1. ვთქვათ, (L,(2)) არის 1, კლასის ფუნქციათა ისეთი სისტემა, რომელი/ჯ 
ზომით კრებადია /#CX)-საკენ, თუ I 1» || <<. #, მაზინ (I„(X)| მიმდევრობა სუს- 

ტად კრებადია /I(ჯ)-საკენ (ფ. რისი). 

2. თუ IIV(X)) მიმდევრობა სუსტად კრებადია /IXX)-საკენ, მაშინ I წ. I <.M# 

'(ა. ლებეგი). “ 
3. წM(:ე) მიმდევრობის სუსტი კრებადობიდან #XLჯ)-საკენ ამ მიმდევრობის 

ზომით კრებადობა გამომდინარეობს. 

4. თუ IC) მიმდევრობა სუსტად კრებადია #(::)-საკენ, და, გარდა ამი-. 
სა, I 1, I –> I # II, მაშინ (I+()) მიმდევრობა საშუალოდ კრებადია /“+(:;)-საკენ 
(ფ. რისი). 

სხ 

5. თუ I (0ედ()ძ;; ინტეგრალი არსებობს ყოეელი 1(X) C L, ფუნქციისა- 

თ 

-თვის, მაშინ 2(X) CL, (ა. ლებეგი). 

6. თუ (VთIX) წარმოადგენს Iი, ბ) სეგმენტის ჩაკეტილ ორთონორმირე- 
დ 

ბულ სისტემას, მაშინ გვექნება 3 თჯ?(2) = + 52 თითქმის ყვილგან (ი,#)-ზე 

#=1 
(ე. ორლიჩი). 

7. იმავე პირობებში, ნებისმიერი ზომადი # სიმრავლისათვის ზომით. 

თ 
7I- >0 გვექნება ა |VIძX = –- <9 (ქ. ორლიჩი). 

#C=1 « 
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8. თუ (ი, MI სეგმენტზე ყველა ჯამებად ფუნქციათა # სიმრავლეში შე-- 

სხ 

მოვიღებთ IL” I = | II | ძ» ნორმას, მაშინ სივრცეს. ექნება სისრულის: 
ი 

თვისება. 

9. თუ Lი, ხ) სეჯმენტზე ყველა უწყეტ ფუმქციათა C სიმრავლეში შე- 
მოვიღებთ (I წ I = #3 | LC | ნორმას, მაშინ მიღებულ სივრცეს სისრულის 

თვისება ექნება. 

10. ფუნქციათა (დ,(ჯ)) სისტემას ეწოდება სრული ფუნქციათა 724 კლას- 

ში, თუ ამ უკანასკნელში არ არსებობს ნულისაგან განსხვავებული ისეთი ფუნქ- 

ცია, რომელაც ორთოგონალური იქნება ყოვილი დ)(X)-ისა. ორთონორმირებუ- 

ლი სისტემის სისრულიდჯან (#) კლასში რიმანის აზრით ინტეჯგრებადი ყველა 

ფუნქციებისა, არ გიმომდინარეობს ამ სისტემის ჩაკეტილობა (გ. ფიხტენ- 

გოლცი). 
11. ვთქვათ, |-- >, + =)-ზე მოცემულია IX) C#, ფუნქცია;. და ვუშვათ. 

IX -L 2») = LLX) და ვთქვათ, რომ 

/ (ო+0-1C-#4 , 
1 I 

” 

წი(X) = 

კინ0ი ფუნქციები საშუალოდ კრებადია ი(Xჯ) C #, ფუნქციისაკენ, ამასთან 

  
+% 

9)ი 7 
Iს<I/(ს) |“ –« 

_–% 

და I # I -ის მამრავლის შემცირება არ შეიძლება (ი. ნატანსონი), 

12. ვთქვათ, |Iი, ხ)-ზე, LCX) C L,, ხოლო (ი, ხI-ს გარეთ LC) = 0. თუ 

კX+# 

დ(») = 2 I #() 9), 
წა / 

მაშინ IL დ I <I1I (ა. კოლმოგოროვი). 

13. იმავე აღნიშვნებში, # –> 0-სათვის დჯ(X) ფუნქცია. საშუალოდ კრებადი». 

#(X)-საკენ (ა. კოლმოგოროვი). 

14. ვთქვათ, (თ(X)) (# == 1, 2, .  ·, 7) ორთონორმირებული სისტემაა და- 

# 

#00 C #,. ყოველგვარი წრფივი 2, « -4V0MX) კომბინაციებიდან I #-– 2, “4სი II 

MC) #=1 
სხვაობის ნორმის მინიმალურ მნიშვნელობას ანიჭებს ის, რომლისათვისა(ჯ. 

= (/, თი) (ჯ =1, 2, . - -, 7) (ა. ტოეპლერი). 
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თავი VIII 

პქ5ქსიები შემოსეზლვტუდი ვატიაპა8იიწ. 
სგი?პიესის იგჭებტაპლი 
§- I გუნოგონეტი შუნქციები 

როგორც, ცზობილია, (ი,ს) სეგმენტზე განსაზღვრულ /ლ) ფუაკცა> 
ეწოდება. ზრ დადი, თუ იქედან, რომ 

X <7, (1) 
გამომდინარეობს 

#0) <- / (V» 
თუ (1)-დან გამომდინარეობს, რომ /(X) < /(), მაში§ ამბობენ, რომ 

#0) არსებითად ზრდადი ფუნქციაა. ანალოგიურად,. #(1) ფუნქცია კლე- 

ბადია (არსებითად კლებადია), თუ (1)-დან გამომდინარეობს, რომ /(X) XI (7) 

(/(20 > /0)I. ხრდად და კლებად ფუნქციებს მონოტონური (არსებითად მო- 

ნოტონური) ეწოდებათ. თუ /(X) ფუნქცია კლებადია, მაშინ – /(X) ზრდადია. 

მს მარტივი შენიშვნა ჩვენ საშუალებას მოგვცემს განვიხილოთ მხოლოდ ზრდა- 

ღი ფუნქციები. შევნიშნოთ ბოლოს, რომ როდესაც მონოტონურ ფუნქციაზე 

ვლაპარაკობთ, ჩვენ ყოველთვის ვიგულისხმებთ, რომ იგი სასრულია. 

ვთქვათ, / (2) არის (ი,ხ1 სეგმენტზე განსაზღვოული ზრდადი ფუ5ქცია და 

თ < X <-ხ. 

ანალიზის კურსში მტკიცდება, რომ ჯა წერტილის მაოჯვნიე მოთავსე-. 

ბული წერტილების ჯა საკნ როგორი კრებადი (2521 ლთ მიმდევრობაც 

არ უნდა ავიღოთ 
2ა-»Xი; 2ი2> X0 

არსებობს სასრული ზღვარი 
1100 / (X)“ 

M->= 

ეს ზღვარი სხვა არაფერია, თუ არ 

10 / (# (2)) (X.<7X<:ჩ), 

და ამიტომ იგი არ, არის დამოკიდებული (2) მიმდევრობის არჩევაზე. გას 

# 05-L0)-ით 
აღნიშნავენ. 
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ანალოგიურად აღინიშნება სიმბოლო 

/ (+ე–-0) («<7X%ალი). 

ადვილი მისახვედრია, რომ 

/ (I)--0)<. | (Xა) <- / (Xე-1-0) (<1 <ჩ) 

7 (ი) <- /(ი+0), /(ხ––0) < / (მ). 
აქედან გამომდინარეობს, რომ / (1) ფუნქციის უწყვეტობისათვის ჯე წერ- 

ტილში აუცილებელია და საკმარისი, რომ გვქონდეს 

7 («+-–0) == / (2:ა) == / (+Xა+0). 

(თუ ჯა ემთხვევა რომელიმე წერტილს –– /-ს ან #-ს, მაშინ უნდა ვილა- 

პარაკოთ მხოლოდ ცალმხრივ ზღვარსე #(C-L 0) ან /(ს –- 0)1. 

/ (Mი) – / (Xგ–- 0) და / (Xა -+L 0) -– / (Xე) 

რიცხვებს ეწოდება /(X) ფუნქციის ნახტომები, სათანადოდ მარცხნიდან 
და მარჯვნიდან ჯე წერტილში, ხოლო მათ ჯამს /(Xე 1-0) – #(ე--0) ჰქვია 

/(X) ფუნქციის ნახტომი ჯ. წერტილში (თ და ს წერტილებისათვის მხოლოდ 

ცალმხრივ ნახტომებს განიხილავენ). 

ლემა. ვთქვათ, (ის) სეგმენტზე მოცემულია ზრდადი /(X) 

ფუნქცია. თუ X,,X,,..-სXჯ წარმოადგენენ (ის) სეგმენტის შიგ- 

ნით მოთავსებულ ნებისმიერ წერტილებს, მაშინ 

ჯ 

((Iრ2+თ-/0)+ > (/0+თ0 -/C-–-0თ1+ 
#=1 

+ (#7 (0) –– /(6-– 0)1-< / (ს) –– / (ი). (2) 
და მტკიცება. შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ 

ძ <1) <2) <...> < #X. < წ. 

დ ავუშვათ ძ == ჯა, ჩ=ჯ კ, და განვიხილოთ 2ი:).·. წერტილები, 

სადაც 

%ი<%#<2%+4 (# ==0,1.2,..-,7). 
მაშინ 

#”(იმ5-თ-/ი-თ</6ა-/თ-)  (C=1),.-,#) 
#/((+0)-–/(01C 70%) –– / (0) 

760) / სპ-–0</()– /(#) 

ამ უტოლობათა შეკრებით მივიღებთ (2) უტოლობას. 

შედეგი. (ი,) სეგმენტზე მოცემულ ზრდად /(# ფუნქციას 
შეიძლება პქონდეს მხოლოდ სასრული რაოდენობა ისეთი 

წყვეტის წერტილებისა, რომლებშიაც ფუნქციის ნახტომი 

მოცემულ დადებით თ რიცხეს აღემატება. 
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სართლაც, თუ (4,ს) სეგმენტის შიგნით მოთავსებული X,,1,,. „X. წერ- 

ტილები წარმოადგენენ წყვეტის წე=ტილებს თ-ზე უფრო მეტი ნახტოშით, მა- 

'“§ინ (2)-დან გამომდინარეობს, რომ 

#9<; /(ხ) –-/(ი) 
და, მამასადამე, ” არ შეიძლება რაგინდ დიდი იყოს. 

თეორემა 1. (ინ) სეგმენტზე ზრდადი /() ფუნქციის წყვე- 
ტის წერტილთა სიმრავლე სასრული ან თვლადია. თუ 
XXX... წყვეტის ყველა შიგა წერტილია, მაშინ 

I(M(C+0)-–/(ი)+ ჟღ I IC: <> 0) –– /(ჯ ·– 0)) –– 
#:=1 

–+(#/(ს)–– #(6-- 0)1 < /(ხ) –– / (6). (რ)) 
დამტკიცება. აღვნიშნოთ ”/-ით /(:) ფუნქციის წყეეტის ყველა 

წეოტილთა სიმრავლე, ხოლო /7, იყოს იმ წყვეტის წერტილთა სიმრავლე, რომ- 

ლებშიაც ამ ფუნქციის ნახტომი აღემიტება –1- -ს. აშკარაა, რომ 

I = 1), -I- 17, + 1) + ... 

და #-ის თვლადობა, გამომდინარეობს იგედან, რომ ყოეელი // სასრულია. 

(3) უტოლობა გამომდინარეობს (2)-დან ზღეა–ზე გადასელის შემწეობით. 
ვთქვათ, #() ზრდადი ფუნქციაა |ი.ს) სეგმენტზე. შემოვიღოთ ფუნქცია 

-#(თ) შემდეგნაირად 

§(ი) 0, 

+(2)=(/(-+0) –-/(91 +- 2 (/0--+0) –-/60ა – 9)1+ 
X< 12 

+(/ე0-/(7-01) (4 < ჯ<ხ). 

ეს ფუნქცია /(X) ფუნქციის ნახტომთა ფუნქციის სახელწოდებას 
ატარებს. ცხადია, რომ ის აგრეთვე ზრდადი ფუნქციაა. 

თეორემა 2. სხვაობა 

დ(:) = / (X)“– LV) 

'ზრდად ფუნქციასა და მის ნახტომთა ფუნქციას შორის 

'ზრდადი და უწყვეტი ფუნქციაა. ' 
დამტკიცე ბა. ვთქვათ, ძ<-1<1X«ეს. თუ (3) უტოლობას გამოვიყე- 

ნებთ LX:.)'1 სეგმენტისათვის, ნაცელად IV, ხ) სეგმენტისა, მაშინ მივიღებთ 

§<(X)–-+(2) < /0)-–– 7/ (1, (63) 
საიდანაც 

#(2) <-% (7), 
ლდა ფუნჟცია დ(ჯ) ზრდადი ყოფილა. 
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შემდეგ, თუ (4) უტოლობაში I-ს მიეასწრაფებთ ჯ-საკენ მაშინ ზლვაC- 

ში მივიღებთ, რომ 

1C-+0) –-+(9 </CC<-+ თ –– /Cა. (5) 
შეორეს მხრიე, +(X) ფუნქციის თვით განმარტებიდან გამ ომდინარეობს, 

რომ ჯ < ”-სათვის გვექნება 

/(X40)––-/(0<:(7)-–I+(X), 
საიდანაც, თუ ზღვარში გადავალთ, როცა V->X მივიღებთ 

/C(4+0) – 7(4X) <+1(ჯX-++0) –– L (>). 
აქედან და (5)-დან აშკარაა, რომ 

#/(2+60)–-/(00=(XჯX-+0)--Cთ, 
და, მაშასადაზე, 

„. დ(:4+0=დრC/. 
ანალოგიურად დავოწმუნდებით, რომ დ («-– 0) = დ (»ჯ). 

§ 9. უწყვეჭი ასახვები. მონოჭონუ#ი შუნქმიის გაწატმოება 

ვთქვათ, |ი,8) სეგმენტზე მოცემულია უწყვეტი /(X) ფუნქცია. 
ეს ფუნქცია ყოველ I=(ით,ხ) სიმრავლეს შეუსაბამებს /(I) სიმრავლეს,. 

რომელიც შედგება ყველა ისეთი ჯ წერტილებისაგან„ რომლების ათეისაც IL" 

სიმრავლეში მოიძებნება 

700 =1 

განტოლების ჯ ფესვი. 

#(1) სიმრავლეს # სიმრავლის სახე ეწოდება, ხოლო V-ს 7() სიმ- 

რავლის წინასახე. Iა სიმრავლიდან # (წ) სიმრავლეზე გადასელის ოპერა- 

ციას ასახვის ოპერაციას უწოდებენ. 

თუ #I = 010 | / (+), M ==1ი9X (/(2)), მაშინ წ, M) წარმოადგენს (იხ), 
სეგმენტის სახეს. 

თეორემა 1. თუ 

თ 

1) 4C 8, 2) 4= 1) ” 
#=1 

მაშინ, სათანადოდ, 
–დ 

1) /(4)C /(8), 2) /(4) =. 2) /(4)- 
#=1 

ეს თეორემა აშკარაა. 

ასახვათა თეორია განსაკუთრებით მარტივია იმ შემთხვევაში, როცა გა– 

დამსახავი უწყვეტი /(X+) ფუნქცია არსებითად ზრდადია. ასეთ შემთსვევაში 

#(CX) ფუნქცია I და /(L) სიძრავლეებს შორის ურთიერთცალსახა დამოკი- 
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დებულებას ამყარებს. თუ შებრუნებულ “ს ფუნქციას შემოვიყვანთ (რომე- 
ლიც, როგორც ცნობილია, ასეთ შემთხვევაში ცალსახა, უწყვეტი ღა არსე-- 
ბითად ზრდადია), მაშინ /(„) მოახდენს / (IM) გადასახვას LL სიმრავლეზე. 

შევნიშნოთ, რომ /(+») ფუნქციის არსებითად ზრდადობის პირობებში 

თ აა 

/(IILC)= II /თა 
#=>21 #=1 

და, კერძოდ, თუ IL, და L, სიმრავლეები არ იკვეთებიან, მაშინ არ იკვეთე- 

ბიან არც მათი სახეები. 

ცნება ასახვის შესახებ ჩვენ დიდ სამსაზურს გაგვიწევს მონოტონური . 
ფუნქციის დიფერენციალური თვისებების შესწავლის დროს. 

განმარტება. » (სასრული ან უსასრულო) რიცხეს ეწოდე- 

ბა /(0) ფუნქციის წარმოებული რიცხვი ჯ წერტილზე, 'თუ 
არსებობს ისეთი ნულისაკენ კოებად-ი #ა/ა/ე-.. მიძდევრო- 

ბა, რომ 

სი /% +#ა–/ ფთ) _ 
M#->თ ჩ. 

იმ ფაქტს, რომ X» არის /(«) ფუნქციის წარმოებული რიცხვი Xა წერ- 

ტილში, ჩვენ ასე ჩავწერთ: 

?. 

2 = L / CX)- 

შეეგნიშნოთ, რომ განმარტებაში ლაპარაკია სავსებით. ნებისმიეო #(X) 

ფუნქციაზე და არა მაინცა და მაინც: უწყვეტ ან მომოტონურ ფუნქციაზე. , 

თუ ჯე წერტილზე არსებობს (სასრული ან უსასრულო) წარმოებული 

# (ა), მაშინ იგი წარმოადგენს წარმოებულ რიცხეს 72 / (XX) და არავითარი 

სხვა წარმოებული რიცხვები ამ წერტილში არ არსებობს. 

მეორე მაგალითის სახით განვიხილოთ დირიხლეს #4 (0) ფუნქცია, რომე- 

ლიც ერთის ტოლია რაციონალურ წერტილებზე და ნულისა ირაციონალურ. 

წერტილებზე. 
თუ ჯა რაციონალური წერტილია, მაშინ: 

ს(X--L/») –. 9 (XI 
/”ი 

ფარდობა ტოლია ნულისა რაციონალური #„- სათვის და. ტოლია -> 1: ირა- 

ციონალური #„-სათვის. ამის გამო, ჯე წერტილში არსებობს ხამი წარმოებუ– 

ი რიცხვი 
დ ცვ 0,+თ, –Cთ. 

სხვა წარმოებული რიცხვები ამ წერტილში არ არსებობს. საესებით> 
ასეთივე მდგომარეობა გვაქვს ირაციონალურ ჯა წერტილზედაც. 

ბოლოს შევნიშნოთ, რომ ზრდადი. ფუნქციის ყოველი წარმოებული რი- 

ცხვი არაუარყოფითია., 

3L9»



„თეორემა 9. ვთქვათ, #(X) ფუნქცია მოცემულია (ი) სეგ- 
9ეაპტზე. ამ სეგმენტის ყოველ წერტილში არსებობს წარ- 

მოეაული რიცხვები. 

დამტკიცება. ვთქვათ, ჯ C (ი,0)) და (ჩ,„) ისეთი ნულისაკენ კრებადი 

ჭიმდევრობაა, რომ ჯა-+1-/ი C (0;/|. 

აღვნიშნოთ 

5 #(9 + #.) -– #(%ა) 

' ჩი 

თუ 16.) მიმდევრობა შემოსაზღვრულია, მაშინ, ბოლცანო-ვეიერშტრასის 
თეორემის ძალით, მისგან ამოიოჩევა კრებადი (თ,, ) ქვემიმდევრობა, 

თა, –>2. 

და 27 = 1)/(0V-). თუ კი ეს მიმდევრობა არაა შემოსაზღვრული, მაგალითად არ 

არას შემოსაზღვრული ზემოდან, მაშინ მისგან ამოირჩევა ისეთი ქვემიმდევ- · 

«რობა, რომელიც მიისწრაფვის –-C-საკენ, და, მაშასადამე –-= =I /(Xი)- 

თეორემა 9. იმისათვის რომ ::) წერტილში არსებობდეს 
ჩვეულებრივი #/(%ი) წარმოებული, აუცილებელია და საკმა- 

რისი, რომ ყველა წარმოებული რიცხვი ამ წერტილში 

ერთმანეთს ემთხვევოდენ. 

ამ პირობის აუცილებლობა, რომელიც უკვე ზემოთ იყო აღნიშნული, 

სავსებით ტრივიალურია. პირობის საკმარისობის დასამტკიცებლად დავუშვათ, 

რომ #60) ფუნქციის ყეელა წარმოებული რიცხვი ჯე წერტილზე ტოლია > 

"რიცხვისა. 

აღ ვნიშ6 ოთ 

  თ(ჩ) = # 54 ტ) =7Cთ) 

ჩეენ უნდა .დავამტკიცოთ, რომ როგორი ნულისაკენ კრებადი |(#„) მიმ- 

დეჭრობა არ უნდა ავიღოთ, გეექნება ყოველთვის 

0 (/ჩი)–>).. 

ვთქვათ რომ ეს ასე არ არის და რაიმე (C(/»)| (/„-–> 0) მიმდევრობა არ 

მიისწრაფვის X»-საკენ. მაშინ (ჩვენ ვგულისხმობთ, რომ 7; # + CC, თუ +X=+C=, 

მაშინ მსჯელობა კიდევ უფრო მარტივდება) მოიძებნება ისეთი 6>0, რომ 
“თ (ჩ, » თ(Cჩ, # 9(#»ე ),... რიცხვთა უსასრულო სიმრავლე მოხვდება (2-–-6, 

»-- 6) ინტერვალის გარეთ. მაგრამ | C(#,, )) მიმდევრობიდან შეიძლება ამო- 

ეირჩიოთ ისეთი (C(#, », )) მიმდევრობა, რომელსაც აქვს (სასრული ან უსა- 

სრულო) ზღვარი I. ცხადია, რომ »# ს და ს არის #(X) ფუნქციის წარმოე- 

ბული რიცხვი 2, წერტილზე. ეს ეწინააღმდეგება პირობას და თეორემა და- 

მტკიცებულია. 
ლემა 1. ვთქვათ, (იც) სეგმენტზე მოცემულია არსები- 

თადღ ზრდადი უწყვეტი /(2) ფუნქცია. თუ # სიმრავლის ყო- 

“თ.



ველ ; წერტილში არსებობს თუნდაც ერთი ისეთი წარმთოე- 

ბული #/(:) რიცხვი, რომ 

ს /(2) > (ი>909) 
მაშინ #00>« “> V 

#" /() > 9-1" ხ. 

დამტკიცება. ავიღოთ დადებითი ძა რიცხვი, ძი<ძ და რაიმე 6'>-9. 
ვინაიდან /( #) სიმრავლე შემოსაზღვრულია (იგი მოთავსებულია ( /(ი),/(6) 1 
სეგმენტში), ამიტომ შეგვიძლია ვიპოვოთ ისეთი ღია შემოსაზღვრული C/ სიმ- 

რავლე, რომ 

/(8) C დ =6< თ” /(6) ++. 
თუ ჯე C #, მაშინ არსებობს ისეთი (#,) მიმდევრობა, რომ 

M--ი, #94#ა- ჩრ! , ი/ცა>« 
(> 

#(X) ფუნქციის უწყვეტობის ძალით, საკმარისად დიდი #-სათვის მთე+ 

ლი რ„»(X-)=|( L(2:), 1(Xა–-#ი»)| სეგმენტი მოთავსებული აღმოჩნდება C სიმ- 
რავლეში. ჩვენ ვიგულისხმებთ, რომ ამას ადგილი აქვს ყველა »-სათვის. 

გარდა ამისა, შეიძლება ვიგულისხმოთ, რომ ყველა #»-სათვის გვაქეს 

1 ჩი) + +ჩMა–/თა ა 
ჩი» 

აქედან, თუ IX, %ა -+C#ი) სეგმენტს აღვნიშნავთ ძა(ჯა)-ით, გამომდინ»ა- 

რეობს, რომ 

7 4» (Xი) > ძ07/0ი(Xა). 

ადვილი მისახვედრია, რომ ს სიმრავლე დაფარულია ყეელა ძია(ჯ) (სა- 

დაც ჯ C #) სეგმენტებით ვიტალის აზრით. ამის გამო, ამ სეგმენტების სიმ- - 

რავლიდან შეიძლება ამოვირჩიოთ წყვილწყვილად არაგადამკვეთი 

ძმა, ძვ მძა,..· 

სეგმენტების ისეთი თვლადი მიმდევრობა, რომ 

«თ 

თ”) L– 2 ძ. I- 0. 
#==1 

მაშინ აშკარაა: რომ 
ლდ 1 2% 

ჯს'M <C 2, ირ < » MI 
#=1 90 ,,=1 

სადაც 4,, როგორც ზემოთ, წარმოადგენენ ძი-ს სახეებს. აქედან 

დ 

2, თზბა > ძი-L" IL 
#=1 

= 2 »
.



მაგრამ 4, სეგმენტები (ისევე როგორც «. სეგმენტები) წყეილწყვილად 
არ იკვეთებიან და შედიან C სიმრავლეში. მაშასადამე, 

ლლ 

2, თ) 4, -<: 27) C, < 2" I( IL) ++ §. 

#=>1 

თ" (I( 8)--6 > იი“ XL, 

და: თეორემის დამტკიცებისათვის საკმარისია 6 მივასწრაფოთ 0-საკენ,; ძა კი 

ი-საკენ და გადავიდეთ ზღვარზე უკანასკნელ უტოლობაში. 

შედეგი. იმ სიმრავლის ზომა, რომლის ყოველ წერტილ- 

შიაც უწყვეტი არსებითად ზრდადი 1()) ფუნქციის თუნ- 

დაც ერთი წარმოებული რიცხვი უსასრულოა, ნულის ტოლია. 

მართლაც, წინააღმდეგ შემთხვევაში ამ სიმრავლის სახეს უსასრულო გა- 

რე ზომა ექნებოდა, ეს კი უაზრობაა, რადგანაც ეს სახე II(ი), #(,)) სეგ- 

მენტშია მოთავსებული.. 

“ლემა 5. ვთქვათ, (თ,) სეგმენტზე მოცემულია უწყვეტი 
არსებითად ზრდადი L(I) ფუნქცია. თუ # სიმრავლის ყოველ 

წეოტილზე არსებობს თუნდაც; ერთი ისეთი წარმოებული 

XIL0) რიცხვი, რომ 

მაშინ 

აქედან 

XL) <ჯ (§>98), 

9 (6) -<- ჩI #L- 

დამტკიცება. ჯერ-ჯერობით ვიგულისხმოთ, რომ ჯ> 0. ვთქვათ, 

#( 7) არის 1(:) ღუნქციის შებრუნებული“ ფუნქცია; იგი აგრეთვე უწყვეტია 
და არსებითად ზრდადი. ეს ფუნქცია 2' = #(L) სიმრავლეს ასახავს C(4)=X# 

ხიმრავლეში. 

ვაჩვენოთ. რომ ყოველ 1) C / წერტილზე არსებობს თუნდაც ერთი ისე- 

: 1 
თი წარმოებული # 9 CI) რიცხვი, რომელიც არაა ვ “ზე ნაკლები, 

1 
0 წ (%)> + (1 

მარ თლაც, თუ (« (0) = X-, მაშინ XC და არსებობს ისეთი |/7,) მიმ- 

დევრობა, რომ 

ჩე->0, უაა. “->##1 (C2-+ ჩ· 
I · 

(ი -1- #ი) –– # (Xა) = /V, 

მაშინ I (X,--- #„) = 1 + /ი და ვ (6 -- 7) = XL ჩი = § (7) –– #„. მაშასადამე, 

დ<I(% –+ M») – დ ( (წ) ”. 1 1 20) __ > > 
= აეეე. ” 

საიდანაც გამომდინარეობს (1). 
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(70) ღუნქციისათვის და # სიმრავლისათეის 1-ლი ლემის გამოყენებით 
-ვიპოვით 

“LV (#4) >> + “4, 

ან, რაც იგივეა, 

IL: > + ?L" L (ს). 

ამგვარად, #ჩ > 0-სათვის ლემა დამტკიცებულია. მაგრამ მაშინ იგი და- 
“მტიცებულია # = 0-სათვისა(), რადგან, თუ 8 სიმრავლის ყოველ წერტილში 

გვექნება 
010: =0, 

მით უფრო გვექნება ყოველი ნატურალური გ» რიცხვისათვის 

ი(თ<-, 
” 

- საიდანაც 

მ" L(-%·) <- > 21“ 6 
ჩ”M 

და 

2)" (#6) = 0. 

შედეგი., ვთქვათ, #<ძ. თუ #,, სიზრაელის ყოველ წერ- 
ტილზე არსებობს ისეთი ორი წარმოებული ),L(1) და /2.I((7) 

რიცხვი, რომ 

#,((X) < სც < ი < #,I(X, 

მაშინ 
2)11:,;ი==0. 

მართლაც, 1-ლი ლემის ძალით, გვექნება 

9" #( 6.) >> ი სო, 

ხოლო, მე-2 ლემის ძალით, 

2 I (წაი) <> 1" ნ/, თ 

საიდანაც მივიღებთ 

01)" „ი <- ჩI ნ 
და, მაშასადამე, 

მ/)2 ი, = 0. 

თეორემა 4 (ა. ლებეგი), თუ ზრდადი L(:) ფუნქცია უწყვე- 
ტია |#,ს) სეგმენტზე, მაშინ მას თითქმის ყველგან |(V,I-ზე 

აქვს სასრული L"(X) წარმოებული. 

დამტკიცება. ჯერ-ჯერობით ვიგულისხმოთ, რომ ((;) ფუნქცია 

არესბითად ზრდადია. აღვნიშნოთ #-თი (ი,) სეგმენტის იმ წერტილთა 

სიმრავლე, რომლებშიაც არ “არსებობს 1(:) ფუნეციის "ჩვეულებრივი LI თ 
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წარმოებული. მე-პ თეორემის ძალით, ყოველ . XC ს წერტილში ჩვენს თუნ-- 

ქციას აქვს ორი სხვადასხვა წარმოებული რიცხვი 

#M2,§ C:ა) < 72, I (Xს)- 

მაგრამ მაშინ შეიძლება მივუთითოთ ორი ისეთ რაციონალური #ჩ ჯა 

რიცხეზე, რომ 

#), I (-,) < ხ <0ი<7X +#C%). 

ამის გამო, LL სიმრავლე წარმოიდგინება 

L => 2, სს. (2) 

(0,4) 

სახით, სადაც L,.,-თი აღნიშნულია ისეთი X წერტილთა სიმრავლე, რომ-. 

ებშია ლე 0 
#,წ(0) <#ტ <9 < LC, 

ხოლო #ჩ და «# რაციონალური რიცხვებია. 

ყოველ შესაკრებ სიმრავლეს (2)-ში ნული ზომა აქვს, და ასეთი შესაკ- 

რები სიმრავლეები თვლადია, საიდანაც 

#6 = 0. 

ამგვარად, არსებითად ზრდად #(») ფუნქციას თითქმის ყველგან აქვს. 

ჩვეულებრივი LV) წარმოებული. ეს წარმოებული –I- თ შეიძლება გახდეს. 

1-ლი ლემის შედეგის ძალით, მხოლოდ ნული ზოჭმის სიმრაელეზე. 

ახლა დაგვრჩა იმ შემთხვევის განხილვა, როცა (1) ზოდადი (მაგრამ,. 

არა აუცილებლად არსებათად) უწყვეტი ფუნქციაა. ამ შემთხვევაში 

#(X) = I(X ++Xჯ 

ფუნქცია უწყვეტი და არსებითად ზრდადია, ასე რომ თითქმის ყველგან. 
არსებობს და სასრულია 1L”,(X), მაგრამ ყველგან, სადაც ეს ასეა, არსებობს 

IL" (2)-იც. თეორემა დამტკიცებულია სავსებით. 

შემდეგში, ვილაპარაკებთ რა უწყვეტი ზრდადი 1L(X;) ფუნქციის L”(X) 

წარმოებულის შესახებ, ვიგულისხმებთ, რომ მისი განმარტება შე8ვსებულია 

ისე, ოომ #”(X) ფუნქცია განსაზღვრულია ყველგან (ძ,სI-ზე. ამისათვის მივი- 

ღებთ თუნდაც L” (X) = 0 ისეთ ჯ წერტილებზე, რომლებზედაც (>) არ არის 

წარმოებადი. 

თეორემა §. თუ 1(ჯ;) არის (,I-ზე მოცემული ზრდადი ოწ- 

ყვეტი ფუნქცია, მაშინ მისი /#/”(;) წარმოებული ზომადია და 

ხ 

I;'თფძ+<1(0)– IC, (3) 
ი 

ასე რომ L"(:) ჯამებადია. 

დამტკიცება. შევავსოთ L(2) ფუნქციის განსაზღვრა შემდეგნაირად. 

#(X) = (6), როცა ნ <.,ჯ<ხ+1, 
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მაშინ ყეელა ისეთ წერტილებზე, რომლებხედა:, (“(-) წარმ ოადგენს 
LCი0-ის წარმოებულს (გარდა, “მესაძლებელია, ;==# წერტილისა), გეექნებია 

(თლ იათ. ჯ (+++) –I(C) I 
იო>თ # _ 

და L (ჯ), როგორც ზომადი ფუნქციების თითქმის ყველგან კრებადი მიმდევ- 
რობის ზღვარი, ზომადია. გარდა ამისა, რადგანაც LL" (ჯ;) არაუარყოფითია! 
ინტეგრალი (ლებეგის აზრით) 

II V)ძ2 
ძ 

არსებობს. 
შემდეგ, ფატუს თეორემის ძალით, 

იც“ „I ჯ-I- 1 –LXC ჯI. | I თ <%ი | ILI( | +) (თ |«) 

მაგრამ 

+ -L 
» 1 » ჯ 

I +(+++) –ჯი |«– ((ფ%– /(ფ4 ი 
4 ჩ კ 1 წ) 

" 

(ცვლადის გარდაქმნა აქ სავსებით დასაბუთებულია. #(5) –ხობ უწყვეტი 

· 1 
ფუნქციაა და ინტეგრალი I ჯ ( #«++-- ) ძმ: შეგვიძლია განეიხილოთ, 

4 

როგორც რიმანის ინტეგრალი). 
(4)-დან გამომდინარეობს, რომ 

ხ+-+ 
ხს გ 

1 · I ((++-- =რ #-I წთ)ძა 
# ხ თ 

2+-+ 

ი 1 –1:(0ძ-< --IICღ --CC)13, 
'"” 

#“ 

!, ეს იქიდან გამთმდინარჯობს, რომ 

ხ++- 2+C 5+-- 

I(+Cი+=:X6) (68. 9ძX > I (C) ძუ = ·1- ((4). 
ს | თ | 2 : გ " 

15. ნატანსოწი >



და ამის გამო 
# 

„ 1) ; (»+ +) – ჯე |“</თV –(თ, 
“ 

საიდანაც „გამომდინარეობს (3) უტოლობა. 

ჩვენ მიჩვეული ვართ, რომ წარმოებულის ინტეგრება აღადგენს პირველ- 

ყოფილს, ე. ი. რომ (3) დამოკიდებულებაში დგას ტოლობის ნიშანი, ასე რომ 

ეს დამოკიდებულება ცოტა არ იყოს „თვალს გეპრის"“- მიუხედავად ამისა, 

მიღებული შედეგის გაუმჯობესება არ შეიძლება--არსებობს შემთხეევები, რო- 

ცა (3)-ში ნამდვილად უტოლობა გვაქვს, 

მაგალითი. ეთქვათ, #, კანტორის სრულყოფილი სიმრავლეა. მისი და- 

მატებითი ინტერვალები შეიძლება , გავანაწილოთ ჯგუფებად: პირველ 

1 2 , 1 

ჯგუფს მივაკუთვნოთ (> , 2) ინტერვალი, მეორე ჯგუფს -–– ორივე ლ 

9) და (+ , «) ინტერვალები, მესამე მუხა ითი შემდეგი ინტერვალი 

19 ა ა. შ. #-ურ ს 
277 ' 27)” (»· >)! C.- 1C ა 07 ჯბუფ 

მიეაკუთვნოთ 251 ინტერვალი: ჯ 

შემოვიღოთ 60(::) ფუნქცია შემდეგნაირად; 

ით= –-, როცა «C (> 6) 

8(») = +, როცა +C(+- +) 0VC) =>, როცა +CL-= + – 

1 
მესამე ჯგუფის ოთხ ინტერვალზე 0 (») მივიღოთ მიმდევრობით– -, 2 ; 

ა 7 ის ტოლად და, საზოგადოდ, „-ური ჯგუფის 29“1 "ინტერვალზე 

  

8 

9(ჯ) მივიღოთ მიმდევრობით 

1 ვ 5 2%-- 
2». ი “2... = ..... = -ის 

ტოლად. 
0(: ფუნქცია მოცეზულია კანტორის ღია Cე:ე სიმრავლეზე. იგი მუ უდმი- 

ვია ამ სიმრ ავლის ყოველ” შემადაენელ ინტერვალზე და ზრდადია Cა სიმ- 

რავლეზე მთლიანად 1. შევავსოთ 0 (+) ფუნქციის განმარტება, მისი მოცემით 

ჯ# სიმრავლის წერტილებზედაც. ამისათვის მივიღოთ 

0(0)=90, 08(1) =1. 

' ამაში ყველ აზე მარტივად ინდუქციის გზით დაერწზუნღებით,' ·დაწერილები”ი მტკი- 
ცების ჩატარებას მკითხეელს ვანდობთ. 
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“% სიგრავლის იმ #.)C ი წერტილებზე კი, როზლებიც მოთავსებული» 
9-სა და 1-ს შორის, მივიღოთ 

·8 თა) = ვსი|0(:), (XC C-, X<7). 

__ ადვილი შესამოწმებელია, რომ ეს განმარტება ინარჩუნებს 0(ა ფუნ– 
ქციის მონოტონობას, რომელიც ახლა მოცემულია მთელს |0,1| სეგმენტზე. 

დავადგინეთ რა 0(7X)-ის მონოტონობა, ჩვენ ადვილად დავამტკიცებთ, 

რომ ეს ფუნქცია უწყეეტია. ეს იმ ფაქტიდან გამომდინარეობს, რომ 8L(X), 

ფუნქციის მიერ “რე სიმრავლეზე მიღებულ მნიშვნელობათა სიმრავლე ყველგან. 
“მკვრივია (0,1) სეგმენტზე (მართლაც, თუ ზრდად LIX) ფუნქციას აქვს ჯა წყვე- 

ტის წერტილი, მაშინ ერთერთი (L(ჯ. –9), ”(+X,)) ან (1() /(+.--0)) ინ- 

ტერვალი მაინც თავისუფალია ფუნქციათა სნიშვნელობებისაგან). 

“ამგვარად, 0(2) უწყვეტი ზრდადი ფუნქციაა. ამასთან ერთად, თითქმის 

ყველგან |0,1)-ზე გვექნება , 
C"( 0505=0 

-(ამ დამოკიდებულების შესრულება ღექეელია C, სინრავლის ყოეელ წერილზე) 
მაშასადამე, ' 

( 0'ლ0ძ: =0<1=C0(1))--ო(ი). 
ბ 

ქვემოთ ჩვენ დავადგ ენთ პირობებს იმისა, რონ (3)-ზი ტოლობის ნიშა- 

4ი გვქონდეს. 

§ ვ. შუნქსიები შემოსაზღმტული ვატიაციით 

ამ პარაგ რაფში ჩეენ შევისწავლით ფუნქციათა §ნიშვნელოვან კლასს –– 
კლასს ფუნქცი ებისა შემოსაზღვრული ვარიაციით; როლებიც მტკიცედ არიან 

„დაკავშირებული მონოტონურ ფუნქციებთან. 

ვთქვათ, (ი,#1 სეგმენტზე მოცემულია სასრული L(X) ფუნქცია. გავყოთ 
ჯ0,ხ) ნაწილებად 

X=0<:1<...<ჯ=ს 

წერტილებით და შევადგინოთ ჯამი 

#–-1 

V= (IC) წლი)I. 
#==0 

განმარტება. 1. ყოველგვარი X ჯამების სიმრავლის ზუსტ 

ზედა საზღვარს ჯ() ფუნვციის სრული ეარიაცია ეწოდება 
ს 

%1ი,ს|) სეგმენტზე და აღინიშნება V (L)-ით. თუ 

ი 
» 

VII) <+C, 

4: 
ია



შაშინ ამბობენ, რომ წე არის ფუნქცია შემოსაზ ღერული. 

ვარიაციით I|V»#) სეგმენტზე, 

ცნება ფუნქციისა შემოსაზღვრული ვარიაციით შემოიღო მითემატიკაში 
კ. ჟორდანმა. 

თეორემა IL. მონოტონური. ფუნქცია არის ფუნქცია შემო- 
საზღვრული ვარიაციით. 

. ეს თეორემა საკმარისია დამტკიცდეს ზრდადი ფუნქციისათეის. თუ M”(X) 
წ«რდადია (ი,#):ზე, მაშინ ყველა #(I+.,) –– CC) არაუარყოფითია და 

8-1 

V= 2 IL(=ი.,) – წ(=%))=-ჩწ(ბ) –– -/(9), 
#=1 

საიდანაც გამომდინარეობს თეორემა. 

მეორე მაგალითს ფუნქციისა შემოსაზღვრული ქარიაციით წარმოადგენს : 

თსეთი ფუნქცია, რომელიც აკმაყოფილებს „ლიპშიცის პირობას“: 

განმარტება 3. (ბ) სეგმენტზე. მოცემული სასრული წ (ეე 
ფუნქცია აკმაყოფილებს ლიპშიცის პირობას, თუ არსე- 

ბობს ისეთი ჯ( მუდმივი, რ-ომ (თ, სეგმენტის ნებისმიერი 

ორი ჯ და » წერტილისათვის გვაქვს 

წრე – წ0)1 <#I% ––-”I. 

თუ I(>X) ფუნქციას (ი,ბ) სეგმენტის ყოველ წერტილზე აქეს LC) წაო-. 
მოებული და თუ ეს უკანასკნელი შემოსაზღვრულია, მაშინ, როგორც ეს ჩანს. 

ლაგრანჟის ფორმულიდან 

((0-–– 70) =%4'(2(2 –», («<ჯ<1) 
#0ე ფუნქცია აკმავკოფილებს ლიპშიცის პირობის, 

თუ 1(ჯ7) აკმაყოფილებს ლიპშიცის პირობას, მაშინ 

1 წ (0) C)| <# (1, 20; 

<< MC---ი 

და, მაშასადამე, ((ჯ) არის ფუნქცია შემოსაზღვრული ვარიაციით. 

ისეთი უწყვეტი ფუნქციის მაგალითს, რომლის სრული ეარიაცია უსა- 

სრულოა, წარმოადგენს ფუნქცია 

(6)=#იის (0 < 1:<:1, /(01=0). 

საიდანაც 

თუ გაყოფის წერტილებად ავიღებთ 

1 1 I 
ბ<–-–< დ.ს <--< <1 

2 2M--1 3 2 

წერტილებს, მაშინ ადვილად შევამოწმებთ, რომ 

  

1 · VX=1+-+>+ +..4+ 1, 
2: ო 
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საიდანაც 

1, 

V (()=-+=5. 
0 

თეორემა ა, ყოველი ფუნქცია შემოსაზღვრული ვარია: 
ციით შემოსაზღვრულია. 

მართლაც, როცა, # <: :<> ხ გეაქვს 

2 

-7=)1(00–1(0I+VCV) –-7C0 | < V (L)- 
“ 

"საიდანაც 

ს 

7LCე.I<< (4) + V (1). 
ძ 

თეორემა .§. ორი შემოსაზღვრული ვარიაციით ფუნჭციის 
ჯამი, სხვაობა .და ნამრავ-ლი, არის ფუნქცია შემოსაზღერეუ- 

ლი ვარიაციით. ! 
დამტკიცება. ვთქვათ, +(+) და «(X) არიან ფუნქციები შემოსაზღვ- 

“რული ვარიაციით §ი,4)-ხზე -და 5(ჯ») არის მათი ჯამი. მაშინ 

| 5 (ი) – § 6) | < | / (+) – ((2) 1+ I6 X-ს) –- # (2) 
'საიდანაც გამომდინარეობს, რომ 

ხს ხ ს 

V (45)< V (711+ V(„) 
ი წ) რი 

„და 5 არის ფუნქცია შემოსაზღვრული ვარიაციით. სხვაობისათგის მტკიცება». 
“ანალოგიურია. 

ვთქვათ ახლა, რომ 

ჩC) = LCI)§(>.- 
აღვნიშნოთ 

= §სი0I11 (II) #3 = 5სი) (2 (X)1-. 
„მაშინ 

სჩ იი.) – #00) | <> 11(2L+) C(2++ჯ) –– 1 (21) § (ს) IL | ((XაI§ (XL) –– 

–7C)დ (%)| < 8)((თ.) 7001 + 4” (5გ-- C(X9 V 

"საიდანაც 
– ხ ხ / 

V (V)= 8 -V (#)4+-4-V (>), 
4 ი ძ 

რის დამტკიცებაც გვინდოდა.



თეორემა 4. თუ ((X) და ყ(ჯ» არიან ფუნქციები შ ემოსაზ- 

ღვრული ვარიაციით, და თუ, გარდა აძისა, ლ=(X) >2> 0, მა- 

შინ --- (თ წილადი არის ფუნქცია შემოსაზღვრული ვარია- 
ჯ) 

-ციით. 

დამტკიცებას მკითხველს ვანდობთ. 

თეორემა 2. ვთქვათ, |ი,ჩI-ზე მოცემულია სასრული L(”- 

ფუნქცია და ”C<24<LI. მაშინ 

ხ 2 ხ 

V ((1)=V (()+ V (0. (1+ 
# – “ 

დამტკიცება. თითოეული |ძთ,) და (=,ს) სეგმენტი დავყოთ ნაწი–- 

ლებად 
პა=0<)<.-.-:<VM520 ჯა=6ი<ა<--.-<2:5 

წერტილებით და შევადგინოთ ჯამები 

წ–-1 #=-1 

V, = 2 |ნ0სჯ)ა >) ს V=  X IC.) – / (CI. 
_. :=0 1:==0 

IX) და (დ) წერტილები ყოფენ ნაწილებად აგრეთვე მთელს L,ნ) სეგ– 
შენტსაც. თუ V-თი აღვნიშნავთ ამ დანაწილების შესაბამ ჯაზს, მაშინ გვექნება 

V ==V, + Vე: 

აქედან უშუალოდ გამომდინარეობს რომ 

V + V, < -V (IV 
9“ 

ჩ ხ 

VIი+ V (0< < V (1). (27- 
რ 

ახლა (თ,ს| სეგმენტი დავანავილოთ წერტილებით · 

%ე = 6 <X <... <2-=%M, 

მხოლოდ ისე, ოომ « წერტილი მონაწილეობდეს დაყოფის წერტილთა შორის. 

თუ ი= X., მაშინ V ჯამი, რომელიც ჩვენ) დანაწილებას” შეესაბამება, ასეთი- 

სახისაა 

და, მაშასადამე, 

#–1 #M--1 

V7X= 1) ,((9.) – /(%)I+. 2) IC) – წ)! 
L=0 ?=# 

ან, მოკლედ 

V => V, -L VI, 
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სადაც V, და Vე არიან. Iი,-) და Iთი) სეგმენტების შესაბამი ჯამები, 
აქედან 

( (2 

V «I V (1)1+ V (#/). (პ) 
ძ 6 

ეს უტოლობა, ჯერჯერობით; დადგენილია მხოლოდ ისეთი V ჯამები- 

სათვის, რომლებიც იმგვარ დანაწილების წესს უპასუხებენ; როცა «თ წერტი- 

ლი მონაწილეობს დაყოფის წერტილთა შორის, მაგრამ, რადგანაც ახალი 

დაყოფის წერტილის დამატე ბა, აშკარაა, არ ამცირებს V ჯამებს, ამიტომ (3) 

სამართლიანია, საზოგადოდ, ყეელა V ჯამებისათვის, აქედან ცხადია, რომ 

2 /” ს 
V (ი<V (+) + V (ი. (4) 

(2)-ის და (4)-ის ქ გაპირისპირებით. ვილები (1)-ს. 

შედეგი 1. თუ I(-) ფუნქციას, თეორემის პირობებში, შე- 

მოსაზღერული ვარიაცია აქვს (ი.ს) სეგმენტზე, მაშინ მას. 

აგრეთვე შემოსაზღვრული ვარიაცია აქვს თითოეულ (Lძი| და 

I-.ს) სეგმენტზე და :პირიქით. #. 

ზედეგი პა. თუ წის) სეგმენტი შეიძლება დავანაწილოთ 
ისეთი სეგმენტების სასრული რაოდენობად, რომელთაგან 
თითოელზედაც I(ჯ) მონოტონურია, მაშინ /(»)-ს |ი,) სეგ- 
მენტზე შეზოსაზღვრული ვარიაცია აქეს. 

თეორემა 6, იმისათვის, რომ 1(») ფუნქცია იყოს ფუნქცია 

შემოსაზღვრული ვარიაციით, აუცილებელია და საკმარისი, 

რომ იგი წარმოიდგინებოდეს ორი ზრდადი ფუნქციცის ს.ხვა- 
ობის სახით. 

დამტკიცება. პირობის საკმარისობა 1-ლი და მე-3 თეორემებიდან 

გამომდინარეობს, მისი "აუცილებლობის დამტკიცებისათვის, ვთქვათ 

.-ი=VC (ი < ჯ+CVM), 

ძ 

9 (წ) => 20. 

მე-5 თეორემის ძალით, »X(CX) ფუნქცია ზრდადია, თუ აღენიშნავთ 

9 (0)=%C) (ი, (5) 

"მაშინ V(:ე ფუნქცია აგრეთვე ზრჯადი. აღმოჩნდება. მართლაც, თუ ი <2: < 
< 7 <V, მაშინ, მე-5 თეორემის ·ძალით, 

» 

V(()=%C0) -– / 6) =%C)+ V (0-–/თ 
ჯ 

9ეL



ჯია, მაშასადამე, 

2()–C(X) -» VII -– (#6) -– წცე). 
სა 

მაგრამ სრული ვარიაციის თეით განმარტებიდან ცხადია, რომ 

I 

7(7)–”7Cე < V (1). 
” 

V()-–-9(0X»90. 
და »(X) ფუნქცია ზრდადია. ამის შემდეგ დაგვრჩენია (5) ტოლობა ასე გა-. 

დაეწეროთ 

ასე რომ 

1(0 =%+C) –-9(CX, 
“იმისათვის რომ მივიღოთ საძებნი წარმოდგენა L(#) ფუნქციისა. 

შედეგი ფუნქციას შემოსაზღერული ვარიაციით აქვს 

სასრული ან თვლადი სიმრავლე წყვეტის წერტილებისა. 

წყვეტის ყოველ X წერტილზე არსებობს ორივე ზღვარი 

#(+ -+0) =)Iთ 1 (> («> XI) 
2->2ი : 

1(#0-- 001 =)Iთ1()” (X < #X) 
X-#X) 

ვთქვათ, 
2§3%ვ1შევ... (ი< ჯ <') (6) 

მიმდევრობა შედგება ყველა იმ წერტილებისაგან, რომლებიც წარმოადგენენ 
"წყვეტის წერტილებს თუნდაც ერთი X»(:) ან V(C>) ფუნქციისათვის. შემოვი- 
ღოო ნახტომთა ფუნქციები 

5აე= (54-40) %I- VI C(ი+-0--თ(2-0)14+ (60 – თ (+-0)1 
X.<Xჯ 

(ძ<2<M) 

40=IX6+0)-X41+4- 2) MC+-თ--XCC--0))+IVC)-- +--0)) 
X%< XX 

5=(ი) = 5»(ძთ)==9. 

«თუ > წერტილი უწყვეტობის წერტილია ერთერთი XC: ან V(C2) ფუნ– 

ქციისათვის, მაშინ შესაბაზი შესაკრები ისპობა თავისით. შესაძლებელია და- 
მტკიცდეს, რომ V(») ფუნქციის წყვეტის წერტილი არ შეიძლება იყოს უწ- 
ყვეტოზის წერტილი »(2) ფუნქციისათვის, მაგრამ ეს ჩვენთვის იმდენად საინ– 
ტერქსო არ არის). · 

ვთქვათ, 
45.(<) = აჯ(X) – 56). 

IM



ეს ფუნქცია შეიძლება ჩავწეროთ ასე: 

ალი =((:-თ--I(2)) 4 2 I%--0) – (დ -0)19-/(X--II(+--0)) 
=ა<ჯ 

(ტტ<:ჯX<V) 

5§(ი) = 0. 

ეს -ფუნქცია აგრეთეე წარმოადგენს ფუნქციას შემოსაზღვრული ეარია- 
“ციით -და მას წ(1) ფუნქციის ნახტომთა ფუნქცია ეწოდება. თავისთა- 

ვად ცხადია, რომ. §(X) ფუნქციის განსაზღვრა არ შეიცელება, თუ ჩვენ (6)' 

მიმდევრობას ჩამოვაშორებთ ყველა იმ წერტილებს, რომლებშიაც 1(ჯ») ფუნ- 

ქცია უწყვეტია“, ასე რომ შეიძლება ვიგულისხმოთ, რომ (6) შედგება მხო- 

-ლოდ LC) -ფუნქციის წყვეტის წერტილებისაგან · 
ხვენ ვნახეთ (§ 1, მე-2 თეორემა), რომ 

2=(X) –– %>(+) და V(1– –%–(ი) 

“ფუნქციები უწყეეტი და ზრდადი არიან. აქედან განომდინარეობს, რომ. 

დ(1)=1(1)-– 5(>) 

სხვაობა წარმოადგენს ·უწყვეტ ფუნქციას შემოსაზღვრული ეარიაციით. სხვა– 

ნაირად რომ ვთქვათ, დამტკიცებულია შემდეგი 

“თეორენა 9. ყოველი ფუნქცია შემოსაზღვრული ვარია- 

ციით შეიძლება იჰ ფარმოვადგინოთ როგორც ჯამი მისი ნახ- 
ტომთა ფუნქციისა და უწყვეტი ფუნქციისა შემ ოსაზღერუ- 

ლი გარიაციით. 

4, 4. ე. ჰელის ამოტჩევის პტინციპი 
ამ პარაგრაფში ჩვენ შევისწავლით გაზოყენებისათვის მნიშვნელოვან 

თეორემას, რომელიც ე. ჰელის ეკუთენის. 

წინარსწარ დავამტკიცოთ ორი ლემა. 

ლემა. 1. ვთქვათ, |IV,ს) სეგმენტზე მოცემულია ფუნქციათა 
უსასრულო /7=(”/0:) ოჯახი. თუ ოჯახის ყველა ფუნქცია 

შემოსაზღვრულია ერთი და იგივე რიცხვით 

(თედ (83) 
პაშინ ყოველი თელადი ჯCIი,) სიმრავლისათვის / ოჯახი- 

დან შეიძლება ამოვირჩიოთ ისეთი (IM), მიმდევრობა, რო- 

მელიც კრებადია ს სიმრავლის ყოველ წერტილზე. 

“დამტკიცება. ვთქვათ, =- (::|I. განვიხილოთ. იმ მნიშენებობათა 

მ)! 

შეიძლება დამტკიცდეს, რომ (6)-ზი ასეთი წერტილეჩი თჯ:ვიდანვე.არ იყვნენ, 

მსა



სიმრავლე, რომლებსაც იღებენ // ოჯახის ფუნქციები X»X, წერტილზე. (1)-ის 
ძალით ეს სიმრავლე შემოსაზღვრულია და, ბოლცანო-ვეიერშტრასის თეო- 

რემით, მისგან შეიძლება ამოვირჩიოთ კრებადი მიმდივრობა 

ჩრ), ს IXX,), XX), 1101 /''#X,) = 4. (2)- 
IM>C 

განვიხილოთ ახლა 

წ), XX), #ე('XX;),... 

მიმდევრობა, | ჩIXX)) სიმრავლის ფუნქციათა მნიშვნელობებისა ჯ, წერტილზე. 
ეს მიმდევრობა აგრეთვე შემოსაზღვრულია და მისთვის ჩეენ შეგვიძლია 

გამოვიყენოთ ბოლცანო-ვეიერშტრასის თეორემა (მისი მეორე, ფორმით), რა» 

საც მივყევართ კრებად 

I, #2,); (ეჰ0(X,), წა(9(Xე),---ე 1101 /,'9(X,) => „ე (3). 
ი-> 

მიმდევრობამდე, რომელიც გამოყოფილია (#.MXჯ,)) მიმდევრობიდან. .საყუ» 
რადღებოა, რომ ორი I„") და 1.) ფუნქციის ურთიერთ განლაგება (პ) მიმ- 

დევრობაში ისეთივეა, როგორც (2) მიმდევრობაში. 

ამ პროცესის „უსაზღვრო გაგრძელებით ჩვენ ავაგებთ კრებადი მიზდევ–- 

რობების თვლად სიმრავლეს 

1, MC.,), #02), ჩვIXX,).-. 1IIი #ას(C) = 4, 
სი–>C 

წი), (რჯ), /ეIX>,),---, 10 7.9C) = 4;. 
»ა–> თლ 

MCIV), 7.VI(X0, #. რი)... 1111) #,(M(%.) => 4V+. 
X-–>C= 

ამასთან, ფუნქციათა ყოველი შემდეგი მიმდევრობა გამოყოფილია (ელემენ- 

ტების მიმდევრობის დაურღვევლად) წინა მიმდევრობებისაგან. 

შევნიშნეთ რა ეს, შევადგინოთ აგებული მატრიცის დიაგონალური 

ელენენტების მიმდევრობა, ე. ი. 

(წოსა ლ?! VI = 1,2,3,...) 

მიზდევრობა. 

ეს საძიებელი, ე. ი. # სიმრავლის ყოველ წერტილზე კრებადი, მიმდევ– 

რობაა. მართლაც, ყოველი ფიქსირებული X-სათვის 

(ჩო) |) თ >ს 

მიმდევრობა არის ქეემიმდევრობა ( (-M)X-)) მიმდევრობისა და ამიტომ კრე– 

ბადია ,-საკენ; რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 
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_ ლემა 9. ვთქვათ, #=((C0) ისეთი ზრდადი ფუნქციების 
უსასრულო ოჯახია, რომლებიც მოცემულია |ი,) სეგმენტზვ. 
თუ ამ ოჯახის ყველა ფუნქცია შემოსაზღვრულია ერთი და 
იგივე რიცხვით 

'I(2) | <-IC 

მაშინ. #-დან შეიძლება ამოვარჩიოთ ისეთი (IIVX)) მიმდეე- 
რობა, რომელიც (4,I-ს ყოველ წერტილზე, კრებადი:ა რა-იიმე 

ზრდადი დ(ა ფუნქციისაკენ. 
დამტკიცება. გამოვიყენოთ (I(2))-სათვის 1-ლი ლემა, ღა C სიმ- 

რავლედ „ავიღოთ (V,ს) სეგმენტის ყველა რაციონალურ წერტილთა სიმრავლე 

და წერტილი ი, თუ ის ირაციონალურია. ყოველ '2+, C 1) წერტილზე არსებობს 
#-დან გამოყოფილი 

== (ლო (X)) 
მიმდევრობის სასრული ზღვარი 

სთ /ყიეე. L4)' 
”>20 

შემოვიღოთ იძ (ჯ) ფუნქცია, რომელიც 8ც სიმრავლის ყოეელ. „წერტილზე 

ტოლია (4 ზღერისა:. 

დს (9) ==)თ MMMჯ%) (=« CM). 
ე->-თ 

ამით ს (7) ფუნქცია ჯერ-ჯ ჯერობით მხოლოდ # ი სიმრავლეზეა მოცემუ– 

ლი, ამასთან ადვილი შესამჩნევია, რომ იგი ზრდადი ფუნქციაა, ე. ი. თღ 

X და X, არიან სიმრავლის ისეთი წერტილები, რომ X<X/, მაშინ 

სდ) <ბდა. 
გავავრცელოთ #ძ (;:) ფუნქციის განმარტება მთელს |#.#| სეგმენტზე შემ- 

დეგნაირად: 

ს 6) =8სი(4% (%)) (% C #) 
2<X#ჯ 

(თ,ხ) მონაკვეთის ყოველი ირაციონალური წერტილისათვის. 
ცხადია, რომ 06 (1) ფუნქცია ზრდადია მთელს (ი,0ბ) სეგმენტზე. ასეთ. 

შემთხვევაში «ი (X) ფუნქციის წყვეტის წერტილთა () სიმრავლე სასრული აწ 
თვლადია. 

ვაჩვენოთ, რომ ყოველ ისეთ ჯა: წერტილზე, რომელზედაც თ (2) უწყვე– 
ტია, გვექნება , 

III (CM) = ი (Xი)- (5+ 
#ჯ–>C0 

მართლაც), ყოველი § >:0-სათვის შეიძლება ვიპოვოთ # სიმ”ავლის ისე: 

“თი .X და 2:, წერტილები, რომ 

% < თე < 2) სია–ზ%(0) <-. 
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ამ წერტილების ფიქსაციის შემდეგ, ვიპოვოთ ისეთი ”ი: რომ როცა 

« > I. გქონდეს 
| წიფა) – 9) < <–, |(96ა – «Cი| < 5- 

ადეილი მისახვედრია, რომ ასეთი » რიცხვებისათვის გვექნება 

დ (>) –– 6 <- 1ოCCV) < I I(%) <- (XV) -L- 6, 
და რადგან · 

(M(X) < წM(2,) <- IIMჯ), 

ამირომ, ი > ე სათვის; გვექნება 

%-(2ა) -– 8 < MM) <9 (+) +X-86, 

საიდანაც გამომდინარეობს (5). 

ამგვარად, ტოლობა 

1იი #MX) = დ (Xჯ) (6) 
M–>CC 

შესაძლებელია არ შესრულდეს # (X) ფუნქციის წყვეტის წერტილთა თვლად 
4/ სიმრავლეზე. 

ამის შემდეგ კვლავ გამოვიყენოთ 1-ლი ლემა #ა მიმდევრობისათვის, მას– 
თან 1 სიმრავლედ მივიღოთ იმ წერტილთა 0) სიმრავლე, სადაც არ სრულ- 
დება (6 ეს მიგვიყვანს #.-დან ამორჩეულ ისეთ 

(15631) 

მიმდევრობაზე, რომელიც კრებადია უკვე (იბ) სეგმენტის ყოველ წერტილზე 
«რადგან იქ, სადაც კრებადი იყო (LMX)) მიმდევრობა, კრებადი იქნება მისი 

1IIX)1I ქვემიმდევრობაც). თუ ახლა დავუშვებთ 

დ (ჯ) = 110 /ო(», 
#->Cთ 

მაშინ ცხადია, რომ თ (X) აღმოჩნდება ზრდადი. 

თეორემა 95 (ე, ჰელი). ვთქვათ, 1V,ხ) სეგმენტზე მოცემულია 
უნგჭციათა უსასრულო X(IC)) ოჯახი. თუ ამ ოჯახის. ყვე- 

ლა ფუნქცია და მათი სრული ვარიაციები შემოსაზღვრუ- 

ლი არიან ერთიდაიგივე შაცბვით 

(I <#VV0 <# 
/“/ 

მაზინ #“ ოჯახიდან შეიძლება ამოვარჩიოთ ისეთი (წ()) 

'მიმდეერობა, რომელიც I«,) სეგმენტის ყოველ წერტილზე 
კრებადია რაიმე ფუნქციისაკენ შემოსაზღვრული ვარია- 
ცილთდთ.



დამტკიცება, აღვნიშნოთ /: ოჯახის ყოველი LIVX) ფუნქციისათვის 

ჯ 

>(X1=V ((), VIX) = >(X) -– I(2:). 

ძ 

ორივე ეს ფუნქცია ზრდადია. ამასთან 

(#(0|<#, IXC01< 2 IL 

გამოვიყენებთ რა (X(»)) ოჯახისათვის მე-2 ლემას, ჩვენ მისგა§ გაროჯ-. 

ყოფთ კრებად (I X.(X)) მიმდევრობას 

I1თ X#( XI = თ(X). 
”ს–>იი 

ყოველ »ს(X) ფუნქციას შეესაბამება V.(;) ფუნქცია, რომელიც აეყებ“ 
მას » ოჯახის წ(Cჯ) ფუნქციამდე- (V(ჯ)) ოჯახისათვის მე-2 ლემის გამოყენე–- 
ბით, ჩვენ მისგან გამოვყოფთ კრებად (V,, (X))| ქვემიმდევრობას 

II V, (X) = ჩ (+). 
> 

მაგრამ მაშინ ფუნქციათა 

6, (9) ==, (2 – ,, (2) 
მიმდეერობა, რომელიც გამოყოფილია I-დან, კრე ბადია 

დ()=თ()–ჩ(7) 
ფუნქციისაკენ. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 5. უწყვეჭი შუნქსიები შემოსაზლქტული ჭჰაჰარიაციით 

თეორემა 1. ვთქვათ, IV) სეგმენტზე მოცემზელია (იე ფუზ- 
ქცია შემოსაზღვრული ვარიაციით, თუ I(I) უწყეეტია რაი- 

მე », წერტილზე, მაშინ ამავე წერტილზე უწყვეტია 
ჯ 

XC =VVCI) 
4 

ფუნქციაც. 
დამტკიცება. დავუშვათ, რომ X,<წნ, და ვაჩვენოთ. რომ =(:) უშ- 

ყვეტია ჯკ წერტილზე მარჯვნიდან. ამ მიზნით, ავიღოთ ნებისმიერი 

§ >9, და IXI,ნ) სეგმენტი დავყოთ წერტილებით 

X#· <%, <...< ჩXჯ=ხ 

28;



„ისეთ ნაწილებად, რომ აღმოჩნდეს 

#=! სხ 

X= XII.) – (0)(> V (1)-–+. (§3 
_ 2 

რადგანაც V ჯამი მხოლოდ იზრდება ახალი. წერტილების დამატებით, 

ჯმიტომ ჩვენ შეგვიძლია ეიგულისხმოთ, რომ 

II(X,) –– 1 (ჯა) | < 6. 

"ბ ამ შემთხვევაში, (1)-დან გამომდინარეობს, რომ 

სხ #1... 

V(I)<+-+ %) (((%.,)--7(+)| <25+ 
%X #=0 

1-1 · ს 

4+ X I/ფ-ი– (ი) <2+ + V (ი. 
#1=1 X 1 

„მაშასადამე, 

4 

V (1) < 29, 

%ი 

„და ამიტომ 

X (X)) =– >» CXა) < 28%. 

აქედან, მით ·უფრო 

<(%6-+-0) –– 2 (Xა) < 29%. 
მაგრამ 6 ნებისმიერია; მაშასადამე 

XL(CXI–– 0) = X#(ჯა). 

ანალოგიურად · მტკიცდება, რომ XLCXე –– 0) = X(ჯა), ე. ი. რომ '=(ჯ) 
"უწყვეტია მარცხნიდან ჯა წერტილზე (თუ X-->.0). 

შედეგი 1. უწყვეტი ფუნქცია შემოსაზღვრული ·ვარია- 
ციით წარმოიდგინება როგორც,ორი ზრდადი უწყვეტი ფუნ- 

ქციის სხვაობა, 

მართლაც, თუ |ი,ბ)-ზე მოცემული I(CX) ფუნქცია არის უწყვეტი ფუნქცია 
შემოსაზღვრული ვარიაციით, მაშინ უწყვეტია მისი ორივე ზრდადი კომპონენტი 

X 

«609 = V (() და XC) ==C) – (ლი. 
ძი 

შედეგი 5. თუ (ი) სეგმენტზე მოცემული“ (0) ფუნქცია 
არის უწყეეტი ფუნქცია შემზოსაზღვრული ვარიაციით, მა- 
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შინ (ს) სეგმენტის თითქმის ყოველ წერტილზე არსებობს 
სასრული I'(X) წარმოებული, როზელიც ჯამებად ფუნქციას 

წარმოადგენს, 

ეს დებულება გამომდინარეობს წინა შედეგისა და § 2-ის მე-4 და მე-5 

თეორეზების დაპირისპირებიდან. 

ვთქეათ, I6,ს) სეგზენტზე მოცემულია' უწყვეტი IL(X) ფუნქცია. 'დავანაწი- 
ლოთ Iს, წერტილებით 

Xა = 0 < %, < Xა< ... -CX =ხ (1I0IX (XL. , –- XL) +5 > I 

და შევადგინოთ ჯამები 

' #M--1 

V = 2?) II (IC) – (CV) I, 
==0 

V--1 

61 == MI ოცს 
–“ 

#=0 

“სადაც თჯ აღნიშნავს I(X) ფუნქციის რხევას IX;, XL.) სეგმენტზე. 

თეორემა 2, თუ..->0, მაშინ თითოეული ჯამი V და 9) მი- 
, % ხ 

ისწრაფვის I(») ფუნქციის სრული ვარიაციისაკენ V (1). 

“ 

ჩ 
შევნიშნოთ, რომ V (() ვარიაციას ჩვენ არ ვგულისხმობთ აუცილებლად 

“ 

სასრულად. · 

დამტკიცება. როგორც უკვე ზემოთ აღვნიშნავდით, ახალი დაყოფის 

წერტილთა დამატებით V ჯამი არ მცირდება. მეორეს მხრივ, თუ დამატებუ- 

ლი წერტილი მოხვდა X,-სა და X,,,-ს შორის, მაშინ V ჯამის ამ დამატებუ- 

ლი წერტილით გამოწვეული ნაზრდი არ გადააქარბებს IM –-–+I)I სეგმენტში 

1C0) ფუნქციის გაორკეცებულ თ; რხევას. 

ს 

ამ შენიშვნის შენდეგ, ავიღოთ რაიმე 4< V (I) რიცხვი და ვიპო- 

ძ 

უოთ ისეთი V “+ ჯამი, რომ. 
V + > 4. 

ვთქვათ, ეს' ჯამი შეესაბამება (ი,ს) სეგმენტის დანაწილების შემდეგ წესს: 

Xი =0<X“ <..< ჯი" =წ. 

ავირჩიოთ იმდენად მცირე 9 > 0, რომ როგორც კი |»”-–XI<-2, გვქონდეს 

– 4 
        08:



ვაჩვენოთ, რომ დანაწილების ყოველი ისეთი წესისათვის, როჯგა. /. 

გვექნება 
V> #. (ე) 

მართლაც, თუ დანაწილების ასეთი (1) წესი გეაქვს, შეგვიძლია “შევად- 

გინოთ (II) წესი, რომელიც მიიღება (I) წესიდან ყველა. (Xა) წერტილების 
დამატებით. თუ (IL) წესს შეესაბამება Vა ჯამი, მაშინ 

VI >V". (2 

მეორეს მხოიე, (II) წესი ზიიღება (IL) წესიდან თითო წერტილის ი) -ჯერ 
დამატებით, მაგრამ, რადგანაც თითო წერტილის დამატებით გამოწვეული 

  

  

· V#ი _ - 
ნაზრდი V ჯამისა „არ აღემატება > ----, ამიტომ 

#.. 

V.--V =<V - 4. 

აქედან და (3)-დან გამომდინარეობს, რომ 

V#__ + 
V > ი-“-2რ> 4130 V 

ამგვაღად, როცა + <9, (2) შესრულებულია, და რადგანაც 

ხ 

V=V (I), 

ი 
ა მიტომ 

ხ 
კი V = V/ (1)- 

ჯ»+0 მ 

ახლა უკვე ადეილია დამტკიცების ჩატარება 9 ჯამებისათვისაც. ელ იის 
2გხრ ხადია, რომ ივ ცხად _ · 

C>V. (4 

მაგრამ თუ ჩეენ ვიპოვით დაყოფის რაიმე წესის შესაბამ §) ჯამს და 
შემდეგ ახალი დაყოფის წერტილებად დავამატებთ ·ისეთ წერტილებს, სადაც. 

1(X2) ღებულობს 

XML = MII9 ( L(X)) , MI = IM3X (IX) | (XL <= X <: M6-ჯ); 

მნიშვნელობებს, მაშინ მივიღებთ ისეთ V' ჯამს, რომელიც, (ხადია, არ იქ- 

ნება ნაკლები C.ზე, საიდანაც 

ჩ 
9ი<VV (1). (5) 

6 
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(4) და (5)-დან გამომდინარეობს, რომ 

ხ 
IსIიე 0 = V/ (!). 

#-–>0 
რ 

დამტკიცებული თეორემა საფუძვლად უდეეს იმ საინტერესო მიდგომას 

შემოსაზღვრული ვაღიაციის უწყვეტ ფუნქციების მიმართ, რომელიც ეკუთვ- 

ნის ბანახს, _ 
ვთქვათ, (იო განსაზღვრულია და უწყვეტი (ი.ს) სეგმენტზე და 

# = )სIს IL (X)I, „VI == იიჯ I (X) 1. 

შემოვიყვანოთ | VI, #M/| სეგმენტზე განსასღვრული V (CV) ფუნქცია MV)) 

იყოს I(X) = V განტოლების ფესეთა რიცხვის ტოლი. 

თუ ამ ფესვთა სიმრავლე უსასრულოა, მაშინ 

VI) =--Cთდ. 

#C(X) ფუნქციას ბანახის ინდიკატრისს ვუწოდეზთ. 

თეორემა 3 (ს. ბანახი), ბანახის ინდიკატრისი ზომადია და 

M ხ 

I M(წ7ჯ)ძ» =, V (I) 

” ძ 

დამტკიცება. დავანაწილოთ (ი,ს| სეგმენტი 2" თანასწორ ნაწილად 

და მივიღოთ · 

ძ,==| ი, თძ-, ბ--« ( , IL 2 

#4–=(«+6-)“ე-” 2+1%>“ | (L=2,3,...,2"). 

ვთქვათ შემდეგ, რომ #LI(»#) ფუნქცია (L=1,2,...,2”) ტოლია 1-სა, თუ 

((+1=1X (6) 

განტოლებას აქვს ერთი მანც ფესვი #4 შუალედში და ILC))=>0, თუ ძა-ში 

არაა მოთავსებული ამ განტოლების არცერთი ფესვი. თუ ი დი MM, წარმო- 

ადგენენ, შესაბამად, I(X) ფუნქციის ზუსტ ქვედა და ზედა საზღვრებს ის შუ- 

ალედში, მაშინ LLV(I) ტოლია 1-სა (IIს,3/) ინტერვალში, ღა ტოლია ნულის 
MMს VI) სეგმენტის გარეთ, ასე რომ ამ ფუნქციას აქვს არა უბეზეს ორი 

წყეეტის წერტილისა და, ცხადია, იგი ზომადია. შეენიშნოთ, გარდა ამისა, 

როძ 
"M 

| LC7)ძუ = +, – »X, = თ,, 
რ: 

სადაც თ„ არის #(») ფუნქციის რხევა ძე სეგმენტზე- 

16. ნატანსონი 2L



ბოლოს შემრეიყვანოთ ფუნქცია 

VMCX) = /.(%)+/ს(I)+...+/5იI/X#), 

ლომზელიც ტოლია ი: # შუალედთა რიცხვისა, რომლებშიაც არის მოთაესე- 

ბული 

((ჯე)ლთ" 

განტოლების ვრთი მაინც ფესვი. ცხადია, რომ XM».(V) ფუნქცია ზომადია. 

ამასთან 
ჯ 7" 

(შარ 
” L--1 

„ასე რომ, მე-2 თეორემის ძალით, 

I _ 

I. I X.(X)ი»= V (L()- 
წი ” 

ადვილი მისაბვედრია, რომ 

M(7) <- მ) (7) <- V(X) < 
და, მაშასადამე, არსებობს, სასრული ან. უსასრულო, ზღეარი 

X»%(+#) = IIIი M, ( X), 
, Mყ>C5 

რომელიც ზომად ფუნქციას წარმოადგენს. ბ. ლევის“ თეორემის ძალით 

M წ)“ 
| M%(+)ძ» = II. | XXV) -V( I). 

“ა? 

” ი, , 
თუ ჩვენ ვაჩვენებთ, რომ 

X (11 = MVCI), (ი 

“მაშინ თეორემა დამტკიცებული იქნება. 
პირველად ყოვლისა სავსებით ცხადია, რომ. 

M (+) < M(7), 

M#%C) -2- VCI). (8) 
ვთქვათ ახლა,. ე ნატურალური რიცხვია, რომელიც არ აღემატება M(X)-ს. 

მაშინ შეიძლება ვიპოვოთ (6) განტოლების ი სხვადასხვა 

X, <<. % < ა.ლ #4 

ფესვი. თუ # იმდენად დიდია, რომ 

3-4 < VMIი, (წუთ – 2), 

საიდანაც 
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მაშინ ყოველი X ფესვი სხეადასხეა თ შუალედში მოხვდება, ასე რომ 

აი(V) >4 
საიდანაც, მით უფრო, 

#7 (;):X4. დ) 
-თუ #V(»X) = + =, მაშინ / შეიძლება ავიღოთ რაგინდ დიდი, ასე რომ 

აგრეთვე #VX(V) = +C 2; თუ #(»” სასრულია, შეგვიძლია ავიღოთ ი = /„I) 

და მაშინ (9) მიიღებს სახეს 

#VI (I) >> VC I, . 

აქედან და (8)-დან გამომდინარეობს (7). 

შედეგი 1. იმისათვის რომ უწყვეტ I(I) ფუნქციას ;შემო- 

საზღვრული ვარიაცია პქონდეს, აუცილებელია და საკმა- 

რისი, რომ ბანაზის ინდიკატრისი MV(I) ჯამებადი იყოს. 

შედეგი >. თუ I(I) წარმოადგენს უწყვეტ ფუნქციას შე- 
მოსიაზღვევრული ვარიაციით, მაშინ იმ მნიშვნელობათა სიმ- 

«ავლეს, რომლებსაც ფუნქცია უსასრულოდ ბევჯერ იღებს, 

(ორდინატთა ღერძზე) ნული ზომა აქეს. 

მართლაც, ამ შემთხეევაში ჯამებადია რა ბანახის ინდიკატრისი, ის თი- 

თქმის ყველგან სასრული უნდა იყოს. 

:6 6, სვიმძგიესის ინჭეგტელი 

აქ ჩვენ შეეისწაელით რიმანის ინტეგრალის” ცნების მეტად მნიშვნელო- 

ვან განზოგადებას –– სტილტიესის ინტეგრალს. 

ვთქვათ, IV,6| სეგმენტზე მოცემულია. ორი სასრული IC») და ჯდ(X) ფუნ- 
ქცია. დავანაწალოთ 10.6) სეგმენტი წერტილებით 

%Xე == C < X, <<... <X =ხ, 

ყოველი ნაწილაკ 'IXI, X+++) სეგმენტში ამოვარჩიოთ თითო C. წერტილი და 

შევადგინოთ ჯამი 

#-–-1 3. . 

> = 2 (იწ თიი–ჯწ (1. 
„1 =0 

თუ, როცა 
2. = ი)ეჯ (XI. –– XI) -> 0-ს, 

თ ჯამი მიისწრაფვის სახსრული I ზღვრიხაკენ, რომელიც არ არის დამოკიდე- 

ბული არც სეგმენტის „დანაწილების ·წესისა და არც ს წერტილთა არჩევისა- 

გან, მაშინ ამ ზღვარს ეწოდება ჩ0) ფუნქციის სტილტიესის ინ- 

ტეგრალი #00 ფესქციით და ასე აღინიშნება 

ხ 

; (()ძლლი, ან (5) LIC4ჯნი. 
« 

%3



განმარტების ზუსტი შინაარსი ასეთია: I რიცხვი I(X) ფუნქციის .სტილ– 

ტიესის ინტეგრალია ((X) ფუნქციით, თუ ყოველ 6>0-ს შეესაბამება ისეთი 2:>0, 

რომ დანაწილების ყოველი ისეთი წესისთვის, რომლისთვისაც »#<8, გვექნება 

|თ-–- II <9, 

“როგორც არ უნდა ავირჩიოთ #, "წერტილები. 

ცხადია, რომ რიმანის ინტეგრალი სტილტიესის ინტეგრალის კერძო: 
შემთხვევაა, რომელიც მიიღება (დ (X) = X-სათვის. 

აღვნიშნოთ სტილტიესის ენტეგრალის რამოდენიმე აშკარა თვისება: 

ს ხ ხ 

#. | (M(9-+ხ Cა1ძჯ(ა) = I რიაძყლე+ | იიი ძილ). 
“ “ 

ხ ს ხ 
((0ძნფ ი+იC) = | წC(-) ძე (204+- I #(0ეძეა(ჯ. 

ძი “ ძ V 

9. თუ.7; და 7 მუდშიეებია, მაშინ 

სხ ს 

I LIC) ძ/იცა = 7 I ჯ#6ეძელი. 
ი“ რ 

სამივე შემთხვევაში, მარჯვენა ნაწილის არსებობიდან გამომდინა”ეობს 

მარცხენა ნაწილის არსებობა: 

4. თუ ი< C<ხ,და არსებობს 

ს – ს 
I წ 6ეძე(5= I 1 (უძყლ)-L I ჯ (უძყდიე 

რ C ( 

ჯხოლობაში შემავალი სამივე ინტეგრალი, მაშინ ეს ტოლობა სამართლიანია- 

ინტეგრალის ამ თვისების დასამტკიცებლად უნდა ვიზრუნოთ მხოლოდ: 

იმაზე, როომ წერტილი C მოხედეს (ი,ხ) სეგმენტის დაყოფის წერტილთა შო- 

ხ 

–რის I ჯძ; ინტეგრალის შესაბამი = ჯამის შედგენის დროს. 

4 

ხ 

ადვილია დამტკიცება იმისა, რომ | წი” ინტეგრალის არსებობიდან. გა– 

რ 
ხ 

მომდინარეობს ორივე I ჯძ” და I #ძ;- ინტეგრალის არსებობა,. მაგრამ ჩევნ 

ძ 6 

ამაზე არ შევჩერდებით. უფრო საინტერესოა შევნიშნოთ ის, რომ შებრუნე-- 

ბული დებულება სამართლიანი არ არის. 

244



:მაგალითი. ეთქვათ, #(1) და ”(X) ფუნქციები განსახღერულია |-I,+11 
'ყეგმენტზე, ამასთან 

#Cთ (თროთ–1<»<9 0, როცა –– 1<1ჯ <0, 
ბ )ჰაროც 0<42X<1 #0) = 1,როცე 02<:X+:1, 

ადვილი შესამჩნევია, რომ 

0 1 

(#(8)ძწ(ჯ) და | /(X)ძლ(ი 
–)1 0 

ინტეგრალები არსებობენ (რადგან თ ჯამები ნულის ტოლია). ამავე დროს 

-LI 

I 700409 
–-1 

ინტეგრალი არ არსებობს, მართლაც, დავანაწილოთ L-–-1I, +111 სეგმენტი 

ისე, რომ 0 წერტილი არ მოხვდეს დაყოფის წერტილთა შორის, და შევად- 

გინოთ ჯამი 

M#–1 

თ= M%) /(-)I6 0.) -- (ი). 
#=0 | 

ადვილი მისახვედრია რომ, თუ #<0<ჯ.,, მაშინ თ ჯამშთ 

დარჩება მხოლოდ ჯ-ური შესაკრები, რადგან, თუ > და XL, წერტილები 
მოთავსებული არიან ერთ მხარეს 0-დან, მაშინ + (2) = დ (+). · 

მაშასადამე, _ 

ძ= /(§0| §(+,,,)) – #§(X)) = /(წი. 

იმისდა მიხედვით წ <0 თუ 6 >0, გეექნება 

თ=0ანძ=1, 

ასე რომ თ-ს არა აქვს ზღვარი. 

ჩ ს 

-§. ერთერთი | / (2)ძ((X) და; | «(:1ძ / (+) ინტეგრალის არსებობიდან 
ი ძ 

გამომდინარეობს არსებობა მეორე ინტეგრალისა და ტოლობა: 

სხ ს 

(#7C4%C + | §004/60) =/თჯრ1', ია 
რძ ძ 

სადაც, როგორც საზოგადოდ, მიღებულია 

/თათ –/ (0 =(/60)(01” ( 

(1) ფორმულას ეწოდება ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულა. 

%წ.



ს. 

დავამტკიცოთ ინტეგრალის ეს თვისება. ვთქვათ, არსებობს I! (ჯაი #IX) 

რ“ 

ინტეგრალი. დავანაწილოთ (9,ს) და შევადგინოთ ჯამი 

M--1 

9თ= » (წ) (დ CL-,)–ჯ (>). 
=0 

ეს ჯამი შეიძლება ასედაც წარმოვადგინოთ 

1-1 #–1 

9 = - #(6) -(X-+1) – M» #7 (ნა დ(ჯ), 

=0 /#:=0 

საიდანაც 

I--1 

თ=- XI ((<)( /() – /(5-)1 + /(6-) C (X») ––. /(წა) /(X). 
#=1 

თუ მარჯვენა მხარეს დავუმატებთ და გამოვაკლებთ (2)-ს, მივიღებთ. 

==(76)§(ა)– 
ი 

რ– 1 : 

= I#(0(/(5) – /(0)+ X) #0 /(6) (6 ,)1-Lჯ (6) | /(0)+-–-Lწ--,))I- 
#=71 

ს 
ნაკვთურ ფრჩხილებში მოთავსებული განოსახულება არის | ძ/ ინტეგ– 

ძ 
რალისათვის შედგენილი ჯამი,: ამასთან |#,ტ) სეგმენტის დაყოფის წერტილებს: 

წარმოადგენენ 

რნ ბანდლი რ... < ნი << 

წერტილები, ხოლო C6;X,)2%ე,-- წი მ "წერტილები > (ნი 51. -ა(წი- სჩ) სეგ– 
მენტების წერტილებია. 

თუ ))ჩXCV,-X) ნულისაკენ მიისწრაფვის, ნულისაკენ მიისწრაფვის- 

აგრეთვე 
მ)8X (6-,ჯ –– 6) -ც, 

ს 

ასე რომ ნაკვთურ ფრჩხილებში მოთავსებული ჯამი მიისწრაფვის | დ(X4 /(C». 

რ 
ინტეგრალისაკენ, საიდანაც გამომდინარეობს დასამტკიცებელი დებულება. 

ბუნებრივია დაისვას საკითხი სტილტიესის .იინტეგრალის არსებობის პი– 

რობების შესახებ. ჩვენ ამ მიმართულებით მხოლოდ ერთი თეორემით და- 

ვკმაყოფილდებით. 

XC;



თეორემა 1, თუ /(:უ) ფუნქცია უწყვეტია Iი.ს) სეგმენტზე 

და ყ(ა)-ს აქვს შენოსაზღერული ვარიაცია, მაშინ 

ჩ 

I #”(ე)ეძყ(აე 

ინტეგრალი არსებობს, 

დამ ტ კიცება. ცხადია, საკმარისია ვიგულისხწოთ, რომ / (+) ფუნგცია 

ზრდადია, რადგან ყოველი ფუნქცია შემოსაზღვრული ვარიაციით წარმოად- 

გენს ორი ზრდადი ფუნქციის სხვაობას. 

დავანაწილოთ |#,ხ|) სეგ:ენტი 

ბ=0<%<...<X%=ჩ 

წერტილებით და I” და MM-თი "აღვნიშნოთ, სათანადოდ, / (2) დუნეციის უმ 

ცირესი და უდიდესი მნიშვნელობანი |X, +) სეგმენტზე. 
ვთქვათ, 

#–1 ს -- 1 

+«C= MI. MIყ(ს.)–ჯ(ა)ს ა= MM 1ჩ (70.1 -– ყ(5)1. 
L=> 0 დ 0 

ცხადია, როვ 5: შზრტილე?ის ყოველნაირი არჩევის დროს (X);2+.,) სეგ- 

მენტში გეექნება 
§-= 0 დე. 9. (პ 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ დაყოფის ახალი წერტილის მიმატებისას. 

§ ჯამი არ კლებულობს, ხოლო +§ ჯამი არ მატულობს, 

აქედან გამომდინარეობს, რომ არცერთი (; ჯამი არ აღემატება არცერთ 

§ ჯამს. მართლაც, თუ გვაქვს დაყოფის “ორი წესი I და II, რომელთაც 

ს: 5, და «ე, 5, ჯამები შეესაბამებიან, ჩეენ შეგვიძლია შევადგინოთ დაყო- 

ფის III წესი, L და II წესის დაყოფის წერტილთა) გაერთიანებით. თუ IV 

წესს შეესაბამება ჯკ და წე ჯამები, მაშინ 

· იხ<595 9 <5, 
ასე რომ «, -<- 5. 

შევნიშნეთ რა ეს, ყველა ქვეჯა ჯამთა (+; სიმრავლის ზუსტ ზედა სა- 

ზღვარს დავა+«ქვათ I, 
I = 500I+I 

დაყოფის ყოველგვარი წესისათვის გვექნება: 

ჯL I «< §, 

და, მაშასადამე, (3)-ის“ ძალით 
სთ--1)25--ყ/. 

თუ ავიღებთ ნებისმიერ 6 >0ს და ვიპოვით ისეთ 8 > 0-ს, რომ 

IX" «I < ბ უტოლობა იწვევდეს | / (+) – / ((“)1< 8 უტოლობას, მაშინ 
2 < 2-სათვის გვექნება 

ი გეშასადამ #ს –- MI <2 8 (- = 0.1,2...-,/-––1) 
ა მაშასადამე, 

” ' §-+<5(§(ხ)– ჯ(9)I. 
სჯ?



აქედან, # <<: 8-სათეის, მით უფრო. გვექნება 

)2 –-1I|< 5წი(ხ)–-ყ(ძ)). 

სხეანაირად რომ ვთქვათ, 
IIი თ = 1). 

7->0 

, 
ასე რომ 1 არის | /(X)ძდ(X) ინტეგრალი. 

ი 

დამტკიცებული თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ ყოველი ფუნქცია 

ენოსაზღვოელი ვარიაციით ინტეგრებადია ყოველი უწყვეტი ფუნქციით. 

საკითხი სტილტიესის ინტეგრალის გამოთვლის შესახებ დაწვრილებით 

გარჩეგლი იქნება 1X თავის სე-6 §-მი. ახლა ჩვენ მხოლოდ ორი ელეზენტა- 

რული ჰემთხვევით დაეკმიყოფილდებით. 

თეორემა 2. თუ 1(X) ფუნქცია უწყევტია (რ, ს1-ზე. ხოლო 

დრუ-ს (დი) სეგზენტის ყოველ წერტილზე აქვს ჯ«'(ჯ) წარმოე- 
ბული რომელიც (XI) ინტეგრებადი ფუნქციაა, მაშინ 

– 
.- 

ს ხ 
(95) | /(=1ძჟ(05 =(X) I #00ყ ცეძ»·. (4) 

“" « 

დამტკიციბა. თეორენის პირობიდან გამომდინარეობს, რომ დ 
აკნაყოფილებს ლიპშიცის პირობას, და ამის გამო მას აქვს შემოსახღერული 

ვარიაცია, ასე რომ (4)-ის მარცხენა ნაწილის ინტეგრალი არსებობს. მეორეს 

მხოიე, CI) ფუნქცია და მასთან 1(X)/'(ჯ) ნამრავლიც თითქმის ყველგან 

უწყვეტია, ასე რონ არსებობს (4)-ის მარჯვენა ნაწილის ინტეგრალიც. საჭიროა 

დავრჯმუნდეთ მათ ტოლობაში, 

ამ მიზნით |ი,ს) დავანაწილოთ წერტილებით 

აკ=4რ<2<...<X.=წ%, 

და ყოვული ((აკ) – „(ჯ) სხვაობისათვის გამოვიყენოთ ლაგრანჟის ფორ- 

მულა _ _. 

წ? (%.)-– დ(:)==(/ (21) (იკ – წ) (%X< X <9). 
ი 

თუ | #4; ინტეგრალის თ ჯამის შედგენის დროს X:, წერტილებად სწო- 

ი 

რედ იმ X, წერტილებს ავიღებთ, რომლებიც ლაგრანჟი“ ფორმულაში მო- 

ნაწილეობენ, მაშან თ ჯანი მიიღებს სახეს 

1921 

თ- ს 09) (6 (XM) (+ -- XX, 
-=0 

ე. ი. აღმობიდება წ(X)ი'(+I) ფუნქციის რიმანის ჯამად. დანაწილების 

„გასშარებით“ და ზღვაღზე გადასვლით Lივიღებთ (4) ტოლობას. 

წია



თეორემა 3. ვთქვათ, ჯ()) უწყვეტია |ი,/-ზე, ხოლო „«(X) ზუდ- 
მივია უოველ (თრს(ი,ცია)...- (“„, ს) ინტერვალებზე, სადაც 

რიეო<რელ...რ<წია< ს, 

მაშწინ5 

'წ ” 

I L(CXIძ-C (X) = I(ი)|2(09-+9)––ელ(0|+ ა ((იე 20 1-0) --186--0) I-LL 

« #51 

+ I(0 C(0– იდ -- 0) ). (5) 

დამტკიცება. ადვილი მისახვედრია, რომ 

ზ ” 

VI(-) = |ლ(თ-L-0) – «(ი)| +- > (Iქ(ხ)–ე(6-0)|+-I0(ყ 4-0) – C)I14+ 

წ. #=1 

+200 --,(წ-- 9), 

-ასე რომ ((ჯ) ფუნქციას შემოსაზღვრული ვარიაცია აქვს |#,ჩ)-ხე და, მაშა- 
ჯსადაზე; |ი-ტ)-ს ყოველგვარ ნაწილზედაც. ამის გამო 

ნ ” 62 

I (იიძღიი = VI წI16იძჯიი, (6) 
“ #=0 რ 

სადა: ზიღებულია «ე: = 0, 6»+, = ს. 

იL+) 

დაგვოჩა I #(X)ძე(X) ინტეგრალის გამოთვლა. მაგრამ (|: «I-ის დანა- 

CL 

წილებისა და ჩვენთვის საინტერესო ინტეგრალისათვის თ ჯამის შედგენით, 

აშკაოაა როზ მივიღებთ · 

= == I(ნა)| #(06-<- 0) –– ”(ო) 1 -+ (ი) LV ღესს'სეასბსბ'ბა'”ა” 

რადგან ყვილა სხეა შესაკრები ისპობა. მაშასადამე, ზღეარში გვექზება 

რC- 
| (C11ძდ(») = წ(ო) («(0-+ 0) –– (9) 1 + ( (თ) (თა) –– რა –– 0) 1, 

CL 

'საიდანაც, (6)-თან დაკავშირებით, გამოზდინარეობს (5),



§ 7. ზღვატზე გაჩასვლა სჭილჭზიესის ინჭეგტალის ნიშნის ქვეშ 

თეორემა 1. თუ I(I) ფუნქცია (--#I-ზე უწყვეტია, ხოლო. 

დ XI-ს აქვს სემოსაბლი რული ვარიაცია ამ სეგმენტზე, ბაშინ 

ჟჟ_. M0V-იი, (II. 

სადაც (I) = იღო 

დამტკიცება. Iი,ს|) სეგგენტის დანაწილების ყოველგვარი წეუსისათვის. 
და 5 წერტილთა ნებისმიერი შერჩევისათვის გვეჟნება 

#--1 M- 1 ხ 

I9I =| X% M წლ) (II+))-- : ((+0II% –ძ :MICI) 2, I §(XL+). იენ! აბ '. - MC. V (ი, 

L“9 #= =9 ძ 

საიდანაც გამომდინარეობს (1). 

თეორემა 2, ვთქვათ, (ყ,ს)-ხე მოცემულია ყ(X) ფუნქცია შე- 

მოსაზღვროული ვარიაციით და უწყვეტ ფუნქციათა თანა- 

ბრად კრებადი !I(X) მიმდევრობა, რომელიც კრებადია. 

წყვეტ) I00 ფუნქციისაკენ. მაშინ ' 
ს ჩ 

I" I 1 (X) ძყ (X) “= I LCL) ძჯ (X)- 
”“> CC # მ 

დამტკიცება. ვთქვათ, 

V(C% -– I) = 10შX |I(X) 1(X)I 

მაზინ, (1)-ის კალით 

ჩ 

(/ სორო- I IX) ძდ(X) +: “MLCწ, –ი-V (თ ” 

და დაგვრჩენია მხოლოდ შევნიშნოთ, რომ პირობის ძალით 

V(Cს I)–>0. 

თეორემა 24 (ე. ჰელი). ვთქეათ, (4) სეგმენტზე მოცემულია 

უწყეეტი 1(ა) ფუნქცია და ისეთ ფუნქციათა (|ჯVჯ)) მიმდევ- 
რობა, რომელიც კრებადია სასრული ი«(X) ფუნქ( ციისაკენ 

Iი,ხ|)-სს ყოველ წერტილში. თუ ყოველი #სათეის 

იც 

VIთა< ს 
“ 

მაშინ 

ხ ჩხ 

II I +X(X) ძნ, (+) = I I16) «იი. (2) 

მი ც ი 

პს



დამტკიცება. უპირველეს ყოვლისა ვაჩვენოთ, რომ 

” 

VVი. (3). 
4 

ასე რომ ზღვარით ფუნქციას აგრეთვე შემოსაზღვრული ვარიაცია აქვს. მარ- 
თლაც, თუ ჩვენ ნებისძიერად დავანაწილებთ |V,ს| სეგმენტს: გეექნე ბა 

MI---1 

ჯ I ღი (X++კ) –– ლ (XI) | < I (/ = 1,2.3,...) 

#=ე 
საიდანაც ზღვარში (I –+ C -სათვის) მივიღებთ 

წI-– შ 

% )ყის.) – #C0I  # 
#=» 

აღებული დაყოფის ნებისმიერობის ძალით აქედან გამომდინა+ეობს (3). 
ამის შემდეგ ავიღოთ ნებისგიერი § :>0 და |ი,ს) დავანაწილოთ LXI 

წერტილებით (I = 0,1,..,,,)) იმდენად მცირე (XI,XL,)| ნაწილებად, რომ ყო- 

ველ მათგანში ”(CX) ფუნქციის რხევა ნაკლები იყოს ვიდრე 3. ჰაშინ 
V 

/ #M--1 XL. 

| I00«იი=, >» VI | (ხიძჯნი,= 
ი 1“ XL 

#M--) X. I--1 XL-« 

= % LC) --(C0)«ნი + X XC) | ძე(ი. 
L<) XL (<=) XL 

მაგრამ 

XI+I 

| 400 = ყლ.) – წწ). 
XI. 

მეორეს მხრიე, IX XL+,) სეგმენტზე გვექნება 

IL60 –169)| < ვ 

საიდანაც 

XL-.L 2 > 

| Iს(0-–წთი)ძიი| < -- > VXC( # 
I, ვ XL 

და, მაშასადამე, ___ 

ხე) XI-9 

1-3 ა. (IC)1 4 C)- 'VVი<4 = 
LC =ე XL 

951,



“ამგვარად, 

ჩI--1 

I (სძღნი=  X I6ი)(6:(%.) -- #600)) + 8 –- (19| 21). 
“ '>- –% 

-ბნა–ოგიურად, 

ს -9I-–1 : 

1 ((ა)მყა(X) = შზ I(CXა) ( Vი(XII) – წი(XL)) + 0, “ვ. (1 0», 1). 
« I:=0 

მაგრან M >7/კ-სათვის გვექნება 

მI–-1 1-1 

I > VI (LM)! XV.) –წი(XL)I- – ჯგ ICI) (ი.ა) ( CX)1| დ. – 

:=9 2 

და, მაშასადამე ასეთი „-სათვის "აღმოჩნდება, რომ 

ხ ს 

| 11(+)ძლ(იი– | I(X)ძჯ60| <9, 
ძ # 

-და ვს ამტკიცებს თეორემას. 

ხ 
დამტკიცებული თეორემის საშუალებით საკითხი I (ღძჯ60 ინტეგრა– 

რ“ 

ლია გამოთვლის შესახებ (სადაც I(X) განუწყვეტელია და «(X)-ს შემოსაზღე- 

რული ვირიაცია აქვს) ჩვენ შეგვიძლია დავიყვანოთ იმ შემთხვევაზე, როდე- 

საც § (XI ოწყვეტაა. 
მართლაც, ვთქვათ, 2(X) ნებისმიერი ფუნქციაა შემოსაზღვრული ეარია- 

ა(პრით. შეჭოეიყვანოთ « დ (+) ფუნქციის ნახტომთა ფუნქცია L (:) 

ანია დი+თ--(0)+ > წიი+თ-ჯ0ი-01+ #60 -–-#C-თ1 
Xა<X 

“როგორც ნაჩვენები იყო § 3-ის მე-7 თეორემაში, 

§(ი = §(X) –> + (X), 

ყადავ V(X) უწყვეტი ფუნქციაა შემოსაზღვრული ვარიაციით. აქედან 

ხ ს ს 

| 1(+)ი0((X) = I I(X)ძ(X)+ | 00 იVCX). 
ი რ” ძი 

. 

ვაჩვენოთ, რომ ((C0 «69 ინტეგრალი აღვილად გამოითვლება. ამ 

« 
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მიზნით, შევნიშნოთ, რომ 

3) I (0)--ჭ% – 0) | -- | (ი +-0) – ჯ (XIII. 
#=1 

მწკრივი კლება დია!, ამის შემდეგ შემოვიღოთ L, (X) ფუნქციები ასე: ჯ„(2) = 9: 

#() = (დC0+0) – დი19- 9 (CV --0) –– თი) --0) + (I) – (X  -0)). 
XL X 

როცა ი < X+<5-LV, ამასთან მხედველობაში მიიღებიან მხოლოდ ისეთი შყევ- 

ტრის XL წერტილები «(X) ფუნქციისა, რომელთათვისაც # «. I. 

ცხადია, რომ ყოველი X-სათეის I4,ჩ|I-დან 

1IIII #„ (X) = +«(X). 
#->C2 

მეორეს მხრიე,, 

ი ” 

V C)=|ე9+0)- დი + IX) II ((V0--ი- 0)| +- I (6 --0) – (+) 1 -- 
რი =1 

«+I(ჯ(0)–-((6--9) ს 

ასე რომ ყველა XX) ფუნქციების ვარიაციები შემოსაზღვრული არიან "ერთი-. 

დაიგივე, რიცხვით. 

ამიტომ 

ს ჩ 

IM I ((X)ძ--«(X) = I (0)იეე). 
„თ, გ 

მაგრავ #0) ფუნქცია მუდმივია ინტერვალებში «,X,,..-.Xი,ე წერტილებს 

შორის. მაზასადამე, § 6-ს მე-3 თეორემის ძალით 

ს 

I წ(X) რიC) = I(0)(§(2+0)–-§(0)1+ ჯ წი) (C(ი-I-0)–-ე(«---0) | 
ი 1=1 

+IC)(((0)–ჯ(--0V)) 

!. მართლა0, თუ ლ (+) == 5 (X) – V (X), სადაც #(CX) და >(CLს) ზრდადი ფუნქციებია», §ა– · 

ფინ თითოეული (დადებითი) მწკრივი 

3 ( %(XI -L 0) –– X (Xჯ –– 0) » 2 (– 0ს-1-0) – XCC--0) ), 

#=1 (=1 
აშკარაა, კრებადია, და საკმარისია შენიშნოთ, # ოვ 

IდCV)-–ჯჭ0ს--0))+I§(M-L0)-–წ0ი)წ< MX C)--44X--0))-IV(X-L თ-X Xგ--0)1. 
953.



“(ცხადია. რომ ..+,(X) -ფუნქციებაეს ნახტომები ი,X,,..,X/ წერტილებში ემთხვე- 

ვიან «(ჯ) ფუნქციის ნახტომებს). აქედან 

ს 

I (CდიძაC) = წ() I ((0-+0) -(()1 + V წია ა(ა 1-0)- –”06-–-011 + 
“” <=) 

4+I(0(V (2) –– ( დ -– 0) I, 
ხ 

'და | წიე») ინტეგრალის გამოსათვლელად დაგვრჩენია გამოვითვალოთ 

ძ 

ი 

110700, სადაც 76 არის ჟ(0) ფუნქციის უწყვეტი კომპონენტი 
-მ 

§ 8. წტვიჭი შუნქმიონალები 

·, ვთქვათ, |ი.ს| სეგმენტზე მოცემულია #(X) ფუნქცია “შემოსაზღვრული 
ვარიაციით. ეს ფუნქცია საშუალებას გვაძლევს |,4| სეგმენტზე მოცემულ ყო- 

:ველ უწყვეტ I(CX) ფუნქციას შევუსაბაზოთ..რიცხვი 
ი 

«I C/) = I წერეეი (1) 

(74 

ამასთან, დაკმაყოფილებულია შემდეგი პირობები. 

1) ი(/, +–/,) = ით(8)+% (ჩ), 

. ხ 

2) ს თე #XXLC/), სადაც. #I(/) == IX | / (X)I, ხოლო # =V (- 
”, ი 

თუ (9,1) სეგმენტზე მოცემულ ყოველ უწყვეტ / (%) ფუნქციას შეესაბა- 
მება რიცხვი «) (I) ისე,:რომ დაცულია: 1) და 2) პირობები, მაშინ ამბობენ, 

რომ (6,4) სეგზენტზე მოცემულ უწყვეტ ფუნქციათა C სიმრავლეზე მოცემუ- 
ლია წრფივი ფუნქციონალი. თურმე არავითარი სხვა წრფივი ფუნ- 

ქციონალები, გა“და (1)-სა, C სიმრავლეზე არ არსებობენ. 

სანამ დავამტკიცებთ ამ “დებულებას, შევნიშნოთ, რომ C სიმრავლეზე 

მოცეზული ყოველი წრფივი თ(/) ფუნჟციონალისათვის გვაქვს 

#(L#)=7%+(/, 

“რაც მტკიცდება სავსებით ისევე, როგორც L.,-ზე მოცემული ფუნქციონალე-, 

ბის შემთხვევაში (იხ. თავი VII, ჯ. 4). .. 

თეორემა (ფ. რისი). თუ. (ს) სეგმენტზე უწყვეტი ფუნკ- 
ციების C სიმრავლეზე მოცემულია წრფივი'()(/) ი ფუნქციო- 
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6ალი, მაშინ არსებობს ისეთი (0) ფუნქცია შემოსაზღვრუ- 

ლი ვარიაცით, რომ ყოველი /X)CC-სათვის გვექნება 

ს 

MVC0= | /(დ) ძდ (». (1) 
4 

დამტკიცეზა. საკმარისია განვიხილოთ ის შემთხვევა, როცა 

ი=0, სხ =1), 

რადგან ზოგადი შემთხეევა მიიყვანება ამ ზემთხვივაზე არგუმესტის წრფივი 
გაოდაქმნის საშუალებით. აღნიშნული მარტივი შეძთხვევისათვის რისის თეო- 

"რემის მეტად მოხდენილი დამტკიცება მოცემული იყო ტ. ჰილდებრანდტისა 

ღა ი. შოგნბერგის მიერ. ჩვენ სწორედ ამ დამტკიცებას მოვიყვანთ, 
IV თავის § 5-ში აღნიშნული იყო, რომ 

” 
VI) რCახლ(1 –– გეზ: = 1. 
– 

#-==0 

გარდა ბმისა- როცა XIC'0, 1), ამ -ჯამის არც ერთი შესაკრები არ“ არის 

«უარყოფითი. მაშასადამე, თუ 

8 = 4-1 (:-=C, 1... - #7), 

მაშინ ' 
M 

VI %C C»'XL1 –_ ჯებ «<2 1, (2) 
... 

/:=50 

ამ შენიშვნის შემდეგ, განვიხილოთ (0, 1)-ხე აღებულ უწყეტ /(») ფუნ- 
უციათა სიმრავლეზე მოცემული «M/) წრფივი ფუნქციონალი. წოფივი ფუნ- 

ქციონალის განმარტების მიხედვით; არსებობს ისეთი #ს რომ 

(თდ()) <#. »M(/. 

აქედან და (2)-დან 
.· -” · · 

X 6 თ (63-51) 
#=9 

C 
რაა #. » 

თუ ახლა 6, მუდმიეებს ისე შევარჩუვთ. რომ უკანასკნელი ჯამის არც 
ერთი წევრი არ იყოს უარყოფითი, აღმოვაჩენთ, როზ 

” 

X “ი სCაბ(1-–ჯ)"-ნ) << წე. (3) 
#=0 

ს ა



შემოვიღოთ ახლა (ლ„(Xჯ) ფუნქცია შემდეგი დაშვებით: 

ყი(0) =0 

1 
ლ (X) => 9) |C„%X"(1--ჯ)"“?) წ < X.დ--- ) 

ო 
2 

– ჟი (X) = (IC? X9(1 –- ჯე” ა) 9 Cა1XI(1 -– ე" 1) (– აე X <2 ი –) 
L # 

I -1 

თი= X «6ბიი იბ 4 (–-«<+<1) 
#=ი 

  

ჯ 

ლ0)= X თ(C4540 – ებ. 
#=ა 

(3)-ს ძალით, თვით 9„(X) ფუნქციები და. მათი სრული ვარიაციები ზ%ე- 
მოსაზღვრული არიან ერთიდაიგივე რიცხვით. ამიტომ, ჰელის ამორჩევის პრი§- 

“ციპის საფუძველზე, | 2.(X1| 'მიმდეგვრობიდან შეიძლება აზოვირჩიოთ ისეთი 

IC. (X)) ქვემიმდევრობა, რომელიც |0,1)-ის ყოველ წერტილზე იკრიბება Vწ(XI 

ფუნქციისაკენ შემოსაზღვრული ვარიაციით. 

თუ 1(X) წარმოადგენს |0,1|:ზე მოცემულ უწყვეტ ფუნქციას, მაშინ .§ 6-L 
მე-3 თეორემის ძალით 

1 ” =. 
| 1(X)ძლ(X) =. X '( – ) თIნ6,50 (0 -- ჯერ“), 
0 1=0 # 

საიდანაც 

1 
წიე ძყი (I) = #I18-60 1» 

0 

სადაც 

ი(X) = ჯ (+) „XI (1--#)9“# 

#= <9.3 

წარმოადგენს I(X) ფუნქციის ბერნშტეინის პოლინომს. 

ს. ბერნშტეინის თეორემის ძალით (თაგი IV, § 5) 

21(8. –.1)->9, 

ხოლო წოფივი ფუნქციონალის განმარტებიდან 

14% (8.) –– დ 6) | = | თ(8. –– /)| <. MX · M (8--–/) – 
„256“



მაშასადაზე, V/-> C2-სათვის გვაქეს 

M(8.) – «(I1), 
საიდანაც 

1 

II | # (ეძიე. (X) = % ( /). 
V„>თო 6 

მაგრამ, თუ # მიისწრაფვის -L50-საკენ, ისე რომ გაირბენს 
9, Mვ, Mე,-.. მიმდევრობას, მაშინ ჰელის თეორემის ძალით (§ 7-დან) ჭვეექნება 

1 

ჰII) / # ( XMოV(X) = ! # (X)ძ/ (ჯ)- 
„იის 

მაშასადამე, 

1 

თ(/)= | 700%(X, 
0 

რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 

სავა#ჯიშო VIII- თავისათგის 

1. იმისათვის, რომ I(X) ფუნქციას შემოსაზღვრული ვარიაცია ჰქონდეს, 

აუცილებელია: და კაკმაღიხი, რომ არსებობდეს ისეთი ზრდადი დ (ჯ) ფუნქცია, 

რომ, როცა X' <: X”, მაშინ 

ICX") – IC) «-დ(ჯX”) – დ(X). 

2. თუ 8 სიმრავლის ყოველ წერტილზე არსებობს უწყვეტი I(X) ფუნ- 

ქციის წარმოებული LI (X), და ამასთან | I (XI | «- #, მაშინ 

ჰყ" (6) <- I .IV" 6. 

3. ICC) ფუნქცია აკმაკოფილებს ლიპშიცის პირობას « >0 მაჩვენებლით, 
თუ |IC(X”)–-I(X”)| <= XIX” –– XI“. აჩვენეთ, რომ C> 1-სათვის I (X)-=600§ /- 

ააგეთ მაგალითი ფუნქციისა შემოსაზღვრული ვარიაციით, რომელიც არ აკ- 

მაყოფილებს ლიპშიცის პირობას არც ერთი თ-სათვის. ააგეთ ისეთი ფუნქცია, 

რომელიც აკმაყოფილებს ლიპშიცის პირობას მოცემული «თ <1 მაჩვენებლით» 

და რომელსაც უსასრულო სრული ეარიაჟცი აქეს. 

ხ 
4. 1 (00ძ. (+) ინტეგრალი არსებობს, თუ IC») აკმაყოფილებს ლიპში- 

ი 
ცის პირობას თ მაჩვენებლით, ხოლო ( (ჯ) –– ლიპშიცის პირობას 8 მაჩეენებ- 

ლით, და ამასთან თ + 8 >1 (გ. კონდუდარი). 

5. თუ ICI) უწყვეტია, ხოლო «(X)-ს აქვს შემოსაზღვრული ვარიაცია, 
ჯ 

მაშინ ფუნქციას I წ(X)ძი(X) შემოსაზღვრული ვარიაცია აქეს და ის! უწყვეტია 

რ 
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§(X) ფუნქციის უწჯკეტობის ყოველ წერტილზე. 
6. ვთქვათ, მიაცემულია რიცხვთა VI, MM, (ე... მიმდეერობა. აღვნიშნოთ 

ტბისა =|.. 4პ-), = 9), –- 4... იმისათვის რომ არსებობდეს ისეთი ზრდა- 

დი ჯL(X) ფუნქცია ოომლისათეისაც 

1 

I X"მწი (X) = ს. (M = 0.1,2,...), (01) 

.· ბ ' 

აუცილებელია და საკმარისი, რომ ყოველი #-სა და M-სათვის გვქონდეს 

ბ... >9 

(ფ. ჰაუსდორფი). 

7. იმავე აღნიშენებში, რომ არსებობდეს ისეთი #(X) ფუნქცია შემო- 

საზღვრული ვარიაციით, რომელიც (1)-ს დააკმაყოფილებს, აუცილებელია და 

საკმარისი, რომ ყეელა #-სათვის გვქონდეს 

” 

X 6). 4)<# 
X=5 

(ფ. ჰაუსდორფი). 

მ. დაამტკიცეთ, რომ § 8-ს რისის თეოღრემა წარმოადგენს ზემოთ 
ჩამოყალიბებული ჰაუსდორფის თეორემის შედეგს. 

9. # = (I(X)) სიმრაელე შედგება ერთობლივ უწყვეტი ფუნქციე- 
ბისაგან, თუ ყოველ § > 0-ს შეესაბამება ისეთი მ >0, რომ | X”–-X”I< მ 

უტოლობა იწეევს |I(X)-I(CX)|< 8 უტოლობას ყველა ფუნქციისათვის 
#-დან. თუ ასეთი უსასრულო # სიმრავლის ყველა ფუნქცია შემოსაზღვრუ- 

ლია ერთიდაიგიეე რიცხვით, მაშინ #-დან შეიძლება ამოვარჩიოთ თანაბრად 

კრებადი მიმდევრობა (ც. არცელა -–- ჯ. ასკოლი). 

10. § 5-ის ბანახის თეორემაზე დაყრდნობით დაამტკიცეთ 

ხ C ხ 

V(C0 =V (I +V(I) 
(/ რ“ C 

ტოლობა უწყვეტი ფუნქციისათვის.



თავი L 

-ებსობუჭუტა2? უწყვეჭი შუნქციები. ლებეგის 
განუსაზლვტელი ინჭეგტალი 

§1I. აბსობუვუტან უწყეჭი შუნქციები 

შემოსაზღვრული ვარიაციის მქონე ფუნქციათა კლასთან მჭიდრო კავშირ– 

“მია უფრო ვიწრო, აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქციების კლასი, რომელი() 

პირველად ჯ. ვიტალიმ განიხილა. 

განმარტება ვთქვათ, (ი, ს) სეგმენტზე მოცემულიი« სას- 
რული წთ ფუნქცია. თუ ყოველ 6>0-ს შეესაბამება ისეთი 

5>0, რომ ურთიერთ არაგადამკვეთი ინტერვალთა ნების- 

მიური სასრული (ი, ს). · ·, (ი, ს) სისტემისათვის, რომლი- 

სათვისაც 
" 

2 თV-–4) <8, () 
#=1 

გვექნება 
ჩ 

ჯი ((0ს– IC) 
#=1 

მაშინ ამბჩზბენ, რომ (0) ფუნქცია აბსოლუტურად უწყვეტია. 

"ცხადია, რომ აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქცია, უწყვეტია ჩვეულებრივი 
აზრით, რადგან კერძოდ შეგვიძლია მივიღოთ # = 1. ქვემოთ ჩვენ ვნახავთ, 
რომ შებრუნებულ მდგომარეობას ადგილი არა აქვს. 

განმარტების აზრის შეუცვლელად, (2) პირობის ნაცელად შეგვიძლია 

ავიღოთ უფრო მძიმე პირობა 
“ ” 

2 1I(00-–- IC) | <+. 6) 
X#=I 

მართლაც, ეთქვათ, 5 > 0 ისეთია, რომ (1)-დან გამომდინარეობს 

<-%, (3 
    

6 
<2 

  
  

#M 

?, (I60 – (C)) 
#=1



მაშინ, თუ ჩვენ ავიღებთ ურთიერთ არაგადამკვეთი: ინტერვალების I(ი- 

ჯი) სისტემას (1; = 1, 2... ., #) რომლისათვისაც შესრულებულია (1), ჩეცგნ- 

შეგვიძლია გავყოთ ეს სისტემა ორ 4 და 8 ნაწილად შემდეგი წესის მიხედ- 

ვით: „”/-ში შევიყვანოთ ის (CV, V) ინტერვალები, რომელთათვისაც ICI) – (40 >9;- 

ყველა დანარჩენები კი -ში. აშკარა 

%II6Vი-–I60 | = | +Xე (I(წ) – (დი). (<+ 
4 4 2 

1 IIნი-–-I6) | = | % ((ფ)--1(6)) <5 
# 8 2   

დამოკიდებულებების ძალით, ცხადია, რომ (3) შესრულებული ივქნება. 

რამდენადაც (3)-ის ყველა შესაკრები არაუარყოფითია და მათი რიცხვი. 
ნებისმიერია, ამიტომ (ცხადია, რომ ყოველ § >0-ს შეესაბამება ისეთი 6 > 0, 

რომ ურთიერთ არაგადმკვეთი ინტერვალების როგორი (L(ი;, ჩ,)) სასრული ან 

თვლადი სისტემაც არ უნდა ავიღოთ, რომლისათვისაც 

2) თ – რ) <8, 
M 

გვექნება _ 
XII6ს-ICდა | <. 
M 

ვაჩვენოთ, რომ ICX) ფუნქციის აბსოლუტური ნაზრდების ნაცვლად შმეგ- 
ვიძლია ვილაპარაკოთ მის რხევაზე მართლაც, თუ IX) ფუნქციის უმცირესი. 

და უდიდესი მნიშვნელობანი |იჯ, ს) სეგმენტზე #. და #/,; არიან, მაშინ (C, #;ჯ|: 

სეგმენტში შეგვიძლია ვიპოვოთ ისეთი თ; და 8, წერტილები, რომ 

1(ლ(ი)= სხ 1(8.) = M. 

რამდენადაც (თ,, 80), ინტერვალების სიგრძეთა ჯამი არ აღემატება( #,, MX" 

ინტერვალების სიგრშეთა ჯამს, (კხადია, რომ 

2, II(8) -– Lთ)|< +. 
L · 

ამგვარად, თუ LX) ფუნქცია აბსოლუტურად უწყვეტია, მაშინ უოეელი-· 

86 >0-სათვის შეიძლება ისეთი § > 0 ვიპოვოთ, რომ ურთიერთ არაგადამკვეთი 

ინტერვალების ყოველგვარი თვლადი ((იჯ, ს.)) სისტემისათვის, რომლისათვისა(ჯ; 

+ (ხს–– ი,)< 8, 

ჯ 

ნება გვექნვ – 
– სპს <<. 6, 

ჯ 

სადაც, როგორც "ჩვეულებრივ, თჯ აღნიშნავს I(CX) ფუნქციის რხევას (ი #MI-ზე-- 
აბსოლუტურად უწყყვეტი ფუნქციის უმარტივეს მაგალითს წარმოადგენს. 

ნებისმიერი ისეთი I(X) ფუნქცია, რომელიც აკმაყოფილებს ლიპშიცის პირობას. 

| (ე IC | C#I XI-- > L. 
იი0



თეორემა 1. თუ IX) და (ე) აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნ. -ციებია, მაშინ აბსოლუტურად უწყვეტია მათი ჯამი, მათი 
სხვაობა და ნამრავლი. გარდა ამისა, თუ (დ(X) ნულად არ იქ- 

ცევა, აბსოლუტურად უწყვეტია 22 ფარდობაც, 
ი(X · 

დამტკიცება. ჯამისა და სხვაობის აბსოლუტური უწყვეტობა ერთბა: 
შად გამომდინარეობს იქედან, რომ 

| II(ნ) –- ((ხა), –- (I(ი) =- §(თ)) | <: | II) – IV.) | + | 2(ხ) –– დ(4)) ! 

შემდეგ, თუ 4 და 8 წარმოადგენენ | IX) | და. | ჯ(X) | -ის ზუსტ. ზედა 
«საზღვრებს, მაშინ 

| (ჩM)ყ(/ხ,) – /(60ი(თ) | «| /(ს0 II I 60 – წთ) | + | I(4ა I (წი – ჯ(9») | «<= 
<8 I (სს – I(ი,) | + 4 | (სს – დლ(9I) | , 

საიდანაც გამობდინარეობს (ციუ) ფუნქციის აბსოლუტური უწყვეტობა. 

დაბოლოს, თუ (დ(X) ნულად არ იქცევა, მაშინ | ე(X) | >»თ > 0, საიდანაც; 

  

  

151 L | > | (წა–ჯ(4) | 
(Iს) ჯიიI თ 

1 
«ა ფუნქცია წო აბსოლუტურად უწყვეტია; ამიტომ აბსოლუტურად უწყვე- 

( 1 
«ტია 10 (ი. 1. ფუნქციაც. 

§(X) §(X) 
ორი აბსოლუტურად უწყვეტი 10) და (LX) ფუნქციის სუპერპოზიცია 

#01 შესაძლებელია არ იყოს აბსოლუტურად უწყვეტი. ქვემოთ ჩვენ დავუბ- 
'რუნდებით ამ საკითხს, ჯერ-ჯერობით კი მოვიყვანთ ორ მარტივ პირობას, 

რომლებიც უზრუნველყოფენ აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქციების სუპერპოზი- 
ფიის აბსოლუტურ უწყვეტობას. 

თეორემა 9. ვთქვათ, I, ს) სეგმენტზე მოცემულია ისეთი 

აბსოლუტურად უწყვეტი LX) ფუნქცია, რომლის მნიშვნელო- 
ბანიც მოთავსებულია |I4, 8) სეგმენტში. თუ (4, #)-ზხე მოცე- 
მული VI) ფუნქცია აკმაყოფილებს ლიპშიცის პირობას, მა- 

შინ რთული XIII) ფუნქცია აბსოლუტურად უწყვეტია. 
დამტკიცება. თუ | #0) #(CI) | –<#I „””-––-)» |, მაშინ როგორი 

ურთიერთ არაგადამკვეთი (თ, ს) ინტერვალების სისტემაც არ უნდა ავიღოთ, 

() # 

%  1წVთ)1--MIC)1 | «XX I/(60) – 4) LI, 
'# =.1 #=1 

მაგრამ ამ უტოლობის მარჯვენა „ნაწილი რაგინდ მცირე ზდება 

# 

» :(წ, – ძ;)-სთან 

„-#=1 

ჟერთად.



თეორემა 3. ვთქვათ, აბსოლუტურად უწყვეტი (C) ფუნქცია 
არსებითად ზრდადია (ი, სყ) სეგმენტზე, თუ #CV) აბსოლუტურად 

უწყვეტია (ი), IVI)) სეგმენტზე, მაშინ /XI(X)I ფუნქცია აბსოლუ- 
ტურად უწკყვეტია (ი, 4I-ზე. 

დამტკიცება. ავიღო» ნებისმიერი § > 0 და ვიპოვოთ ისეთი 8 >0, 

რომ ყოველი ურთიერთ არაგადამკვეთი („#,, #8.) ინტერკალებისათვის, რომელ– 

თათვისაც 

7 

2, (8, –– #) < 95, 
#=1 

გვქონდეს, 
” ა. 
2. | (8) – 4) | <+. 

#=1 

ამის შემდეგ, ასეთი -სათვის ვიპოვოთ ისეთი უ > 0, რომ 

” 

> (ს – ია< » 
· #=1 

უტოლობა იწვევდეს უტოლობას 

” 

% I6ა – (თი) < 8, 
#:=1 

თუ კი (ი), ბ.) ინტერვალები არ იკვეთებიან, 

ამის შემდეგ, ამოვირჩიოთ ნებისმიერი წყვილ-წყვილად. არაგადამკეეთი 

(თ, ნ.) ინტერვალების ისეთი სისტემა, რომელთა სიგრძეების ჯამი ნაკლებია 

»-ზე. (ICC), I(ხ0)) ინტერვალები აგრეთვე არ იკვეთებიან (ამაშია მტკიცების 
აზრი) და მათი საგრძეების ჯამი ნაკლებია 6-ზე, ხოლო ამის გამო 

” 

2 | ”II6ი1 – ნ(I(<,)) | <5, 
ა” =1 

რაც ამტკიცებს თეორემას. 

§ 2.'აბსოლუვუტა0 უწყვეჭი შუნქმიების 2იშეტენციალუტი თვისებები! 

თეორემა 1. აბსოლუტურად უწყვეტი IL) ფუნქცია არის 
ფუნქცია შემოსაზღვრული ვარიაციით. 

დამტკიცება. ეთქ-ათ, IV, ხს) სეგმენტზე მოცემულია აბსოლუტურად 

უწყვეტი I(X) ფუნქცია. ვიპოყოთ ისეთი § > 0, რომ ურთიერთ არაგადამკვეთი 

+ აქედან უკვე ჭამომდინარეობს ისეთი უწყეეტი ფუნქციების არსებობა, რომლებიც არ 

2რიან აბსოლუტურად უწყვეტი (მაგალითად, ასეთია ფუნქცია X ლC05 2 ; იხ.თავი VIII, § 3» 

X2



ინტერვალების ყოველი ისეთი ((V,, M)) ·სისტემისათვის, რომლისათვისაც 
” 

5 (ს -– «)< 8, გვქონდეს უტოლა 
#=1 

ფ 
შ?. 25 | (5%) – (თ) | <1. 

#=1 

დავანაწილოო IV, #) სეგმენტი 

ი=0<0 <6 <...<6-V=ხ 

წერტილებით ისეთ ნაწილებად, რომ 

რაი -CიC<2 (1=9, 1)... #-–-)1). 

მაში5, (=, CL.,) სეგმენტის ნაწილებად ყოჯელგვარი დაყოფის დროს, IVX) 

ფუნქციიის აბსოლუტური ნახსრდების ჯაზი ამ ნაწილებისათვის 1-ზე ნაკლები 

იქნება, საიღანაც 
წ”. 

V (I) <1, 

ი 
და მაშინ 

“ 

V (0<:-M, 
“! 

რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 

შედეგი. თუ IX) ფუნქცია აბსოლუტურად უწყვეტია (LV, 
ხ)-ზე, მაშინ (თ, ხს) სეგმენტის თითქმის ყველა წერლილზე ამ 

ფუნქციას აქვს (7) წარმოებული, რომელი; ჯაზებადი ფუნქ- 

ციაა. 

თეორემა 9. თუ აბსოლუტურად უწყვეტი IX) ფუნქციის 
I) წარმოებული თითქმის ყველგან უდრის ნულს, მაშინ 

IX) ფუნქცია მუდმივია. 
დამტკიცება. აღვნიშნოთ /#-თი (ძ, ს) : ინტერვალის იმ წერტილთა 

სიმრავლე, რრმლებშიაც /'(X) = 0. ვთქვათ, § > 0. თუ XC #, მაშინ ყოველი 

საკმარისად მცირე # > 0-სათვის გვექნება 

#6+-0-(0I<, რტ) 
აღვილი მისახვედრია, რომ IX, X--#) სეგმენტები (სადაც # > 0 აკმაყო- 

ფილებს /“") პირობას) ფარავენ # სიმრავლეს ვიტალის აზრით. ამიტომ მათგან 

ჩვენ შეგვიძლია ამოვარჩიოთ წყვილწვილად არაგადამკიეთი სეგმენტების 

ძ, = (ჯე X+Mს ძა = (Xც 2 +Mას...ე რ. =IXი, X.--/ი) 

ისეთი სასრული სიმრავლე, რომ ისინი მოთავსებული იყვნენ (ი, ხ)-ში და მათ 
ჯ 

2ა»



მიერ /: სიპრავლის დაუფარავი ნაწილის გარე ზომა ნაკლები იყოს წინასწარ 

მოცემულ 6 > 0 რიცხვზე. ვთქვათ, ეს გაკეთებულია და X, < XL. 

ღუ 
ა ებებებებსბსბი სზბეყებაიეაე (1) 

წარმოადგენენ (9, ს) სეგმენტის იმ მონაკვეთებს, რომლებიც დარჩებიან მასზე, 

ყველა იჯ (I = 1, 2, +..ე ) სეგმენტის ამოღების შემდეგ, მაშინ ამ მონაკ- 

ეუეთების სიგრძეთა ჯამი აუცილებლად ნაკლებია §6-ზე. ეს იქედან გამომდინა- 

რეობს, რომ 

I ” # 

ხს–ი=IMIნ =>. 2 7IძL ·L IM" | ნ + მ, | < 2, #ძL. + 9, 

#=1 #=1 #=1 
საიდანა:ე 

” 

2, თშ, > ს – წ-ი. 
#: => 1 

მაგრამ I(<) ფუნქცია აბსოლუტურად უწყვეტია. ამის გამო, შეგვიძლია 
ვიგულისზმოთ, რომ 6 იმდენად მცირედაა არჩეული, რომ (1) მონაკვეთებზე 

(X) ფუნქციის ნახრდთა ჯამი ნაკლებია §-ზე 

' 1-1 

(საწ + % (სენს + ##+(I 7) – ICC + /)) | < 6. (2) 
#-= 1 

მეორეს მხრივ, ძ, სეგმენტების თვით განმარტებიდან გვექნება 

| 9 +#ჩ) – (X) | <5 

საიდანაც, მით უფრო (რამდენადაც 2 /IსL = ჯ MIძა <> 0 –– ძ) 

# 

+ 1IIXL+ #0 – II) <6ხ–ი. (3) 

#=1 

(2) და (3)-დან გამომდინარეობს, რომ 

| (0) –Iფ|I <5:1+:-94 
და, §-ის ნებისმიერობის გამო, 

I(0)==VIი). 

ეს მსჯილობა შეიძლება ჩავატაროთ ყოველი (ი, X) სეგმენტისათვის, სა- 

დაც ძ< X==ხ. ამის გამო, ყოველი X-სათვის IV, #)-დან, გვექნება 

ICX) = სმ), 

და IX) ფუნქცია შუდმივია!. 

1 დამტკიცებული თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ VIII თავის მე-2 §-ში აგებული 
CXX) ფუნქცია არ არის აბსოლუტურად უწყვეტი. 
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შედეგი. თუ ორი აბსოლუტურად უწყეტი (0 და ჟ(I) ფუნქ- 

ციის I(IX/ და CC) წარმოებულები ეკვივალენტური არიან, 

მაშინ ამ ფუნქციათა სხვაობა მუდმივია. 

მაროლაც, თუ |#, 0) სეგმენტს მოვაზორებთ ნულოვან ზომის სიმრავლეს 

·იმ წერტილებისა, რომლებშიაც ე<4თს მაინც I(Xჯ) ან §(X)ფუნქციათაგან არა აქვს 

სასრული წარმოებული, ან ეს წარმოებულები არ. არიან ერთმანეთის ტოლი, 

3აშინ ყოველ დარჩენილ წერტილზე გვექნება 

((X) –– (XI, = 0. 

§ ქ, უწყქეჭი ასახვები 

VIII თაგის ჯ 2-ში ჩვენ შემთხვევა გექონდა შევჩერებულიყავით წერტი- 

«ლოვანი სიმრავლის უწყვეტი ფუნქციის საზუალებით მოხდენილი ასახვის ცნე- 

ბაზე. აქ ჩვენ გავაგრძელებთ ამ საკითხის შესწავლას. იმისათვის რომ ავიცი– 

“ლოთ თავიდან ერთიდაიგივეს გამეორება, შევთანხმდეთ ერთხელ და სანუდა- 

მოდ, რომ. IX) აღნიშნავს |თ, 6) სეგმენტზე მოცემულ ფუნქდიას. 
თეორემა 1. ჩაკეტილი /# სიმრავლის VI) სახე ჩაკეტილი 

სიმრავლეა. 

დამტკიცება, ვთქვათ, ჯე ზღვარითი წერტილია I(/:) სიმრავლისათვის 

ჯა = IV. ს. C I(I)I. 
))–> C5 

ყოველ + წერტილს შევუსაბამოთ. ისეთი X» C ” წერტილი, რომ 

IX.) = წ. 

რადგანაც („| მიმდევრობა შემოსაზღვრულია, მისგან გამოიყოფა კრებადი 

შქეემიმდევრობა IV I 

10) Xიჯ = Xე! 
#->Cთ 

ამასთან, # სიმრავლის ჩაკეტილობის გამო, 

Xი C ," 
ლდა, მაშასადამე, 

- MIXე) C 1.) 

მეორეს მხრიე, IX) ფუნქციის უწყვეტობიდან გამომდინარეობს, რომ 

11)ი 1 => 11 IC Xი, ) == I(Xი), 
”>თ (IL 

ასე, რომ 
4) =I(ჯV) 

და წა C წ. ამგეარად, I) სიმრავლე შეიცავს თავის ყველა ზღვარით 
წერტილს. 

ამ თეორემის დაპირისპირებიღან VIII თავის § 2-ის 1-ლი თეორემასთან 

გამოზდინარეობს:



შედეგი. თუ # არის ჯა ტიპის სიმრავლე, მაშინ მისი IV9 სა- 
ხე აგრეთვე /ე) ტიპის სიმრავლეა, 

შევისწავლოთ საკითხი იმის შესახებ, შენარჩუნდება თუ არა სიმრავლის 

ზომადობის თვისება მისი უწყვეტი ასახვის დროს. ამ საკითხის გადასაწყეეტად 

დაგვჭირდება შემდეგი, აკად. ნ. ლუხინის მიე” შემოღებული განმარტების 

გაცნობა: , 

განმარტება. თუ ნებისმიერი ნულზომიანი #4 სიმრავლის #«C) 

სახეს აგრეთვე ნულის ტოლი ზომა აქვს, მაშინ ამბობენ, რომ 

/#/0-ს აქვს (%) თვისება. 

თეორემა 2. იმისათვის რომ ნებისმიერი ზომადი /სიმრავ- 

ლის /(/:) სახე ზომადი სიმრავლე იყოს, აუცილებელია და საკ- 

მარისი, რომ /(ე) ფუნქციას IV) თვისება ჰქონდეს. 

დამტკიცება. ვთქვათ, /(X)-ს აქვს (M# თვისე|ა და L. არის ნი, 6I.ზე, 

მოთავსებული ზომადი სიჭოავლე. მაშინ 

# ='/I-IL 4, 

სადაც 4 წარმოადგენ” #ე ტიპის სიმრავლეს, ხოლო... -- ნულზომიანი სიმ- 
რავლეა1, 

მაშასადამე, 

(6) = I(07+/!( 
და ამის გამო /(#7) ზომადია: #(0+/(9 

დავუშვათ ახლა, რომ /(ჯ) ფუნქციას არა აქეს (M) თვისება. მაშინ მოი– 

ძებნება (ი, 0) სეგმენტის ისეთ «კ ქვესიმრავლე, 'ოომლის ზომა უდრის ნულს, 

მაგრამ შასი სახის გარე ზომა დადებითია 

წ / L6ა) > 90. 

: მაგრამ მაშინ /#(-,) სიმრავლიდან შეიძლება ამოვარჩიოთ არაზომადი # 

ქვესიმრაელე 1. თუ ყოველ XC 8-ს შევუსაბამებთ ისეთ XC ლ-ს, "რომლისათვი- 

საც /(X) = /, მივიღებთ 8 სიმრავლის (+ წინასახეს, ამასთან ქლოი. ცხადია,. 

რომ „I ხომადია, რადგან I» 4 <: III6ე = 0. ამავე დროს /(4)1= 8 სიმრავლე არ. 

არის ზომადღი, ე. ი, ჩვენი /(X) ფუნქცია ზომად სიმრავლეს ასახავს, პრახომად 
სიმრავლეში. . 

თეორემა 3. აბსოლუტურად უწყვეტ ფუნქციებს აქვთ (M»M- 
თვისება. : 

დამტკიცება. ეთქვათ, #6.) “ფუნქცია აბსოლუ+«ურად უწკვეტია და # 

სიმრავლეს აქვს ნულის ტოლი ზომა. დავამტკიცოთ, რომ 

II/(#7) =C, 
' იპისათვის რომ დაეაბპტკიცოთ ეს დებულება, საკმირისია ყოჯე ნატურალურ ი 

რიცხვს შევუსაბამოთ ისეთი I» ჩაკეტილი სიმოავლე, რომლის ზომა თL» > თL ლ და დავუ- 

შვათ 
თ 

4= 2 L. 
)1= 1 

2? თუ #Cა)) არაზომადია, მივიღებთ 8 = ((6.), წინააღმდეგ შემთხვევაში გამოე ჯყენებთ- 
1II თავის § 6-ის ბოლოში დამტკიცებულ დებულებას. ' 
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· ამისათვის დავუშვათ ჯერ-ჯერობით, რომ 4 და ბ წერტილები არ ეკუთვ- 
ნიან ჯ-ს, ასე რომ 

§=(თ ბ). 

ს ავიღოთ ნებისმიერი § > 0 და ვიპოვოთ ისეთი 2 > 0, რომ ნებისმიერი 
ასრული ან თელადი სისტემისათვის არაგადამკვეთი ინტერვალებისა ((V., #V»)I, 
რომელთა სიგრძეების ჯამი ნაკლებია 2-ზე, გექონდეს 

ბ, CM –- MI.) < 6, 

” 

· სადაც, როგორც ჩვეულებრივ, 

IL = Iი10 LV CI) M,. = თიჯ I/(X)) (XC (ძი, მ.)). 

რამდენადაც #I=0, შეიძლება ვიპოვოთ ისეთი ღია შემოსაზღვრულო 

C სიმრავლე, რომ 

ხCCთ #6 <5. 

ამასთან, შეიძლება ვიგულისხმოთ, რომ C=(ძ, ბ) (რადგან 6 შედის ამ 

ინტერვალში). მაგრამ C წარმოადგენს ჯამს თავისი შემადგენელი (#,, MM) ინ- 
ტერვალებისა, რომელთა სიგრძეების ჯამი, მაშასადამე, ნაკლებია 8-ხე. ამიტომ 

#C29=/0C0= X /Iიაბა)C X /((% მL1), 
# XL 

საიდანაც 

ი. <. 2, თ/ ((4ს ბ). 
L 

მეორეს მხრივ, ცხადია, რომ 

#C(9ს წ) = IMIV. MსI 

იბ/(0IX0 <. 2) (M.-– ის) < §. 
L 

და, მაშასადამე, 

აქედან, 6-ს ნებისმიერობის გამო, გამომდინარეობს, რომ #I/ (#) = 0.. 

გადავდივართ რა ზოგად შემთხვევაზე, საკმარისია შევნიშნოთ, რომ # 

სიმრავლიდან « და ბ წერტილების ამოღება გამოიყვევს /(ნ) სიმრავლიდან 

არა უმეტეს ორი წერტილის /(#ი)-ს და /(0)-ს ჩამოშო“ებას, რაც, როგორც 

ცნობილია, არ ახდენს გავლენას /(#) სიმრავლის ზომაზე. 

შედეგი აბსოლუტურად უწყვეტი /() ფუზქცია ზომად. 
სიმრავლეს ასახა.ვს ზომად სიმრავლეში. 

ჩეენ ვნახეთ, რომ ყოველ აბსოლურურად უწყვეტი IX) ფუნქციას აქვს 
შემოსაზღვრული ვარიაცია და (M) თვისება. თურმე ეს ორი თვისება აბსოლუ- 

ტურად უწყვეტ ფუნქციებს ახასიათებს. 

თეორემა 4 (ს. ბანახი – მ. სარეცკი). თუ /(X) წარმოადგენს (M) 
თვისების მქონე ფუნქციას შემოსაზღვრული ვარიაციით, 

მაშინ იგი აბსოლუტურად უწყვეტია. 
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დამტკიცება. დავუშვათ, რომ /(ჯ) არ აის აბსბოლუტურად უწყეე– 

“ტი. მაშინ მოიძებნება ისეთი 6, > 0, რომ არავითარი 6 > 0-სათვის 

წ) 

ჯგ (M –– ძა) <8 

#=1 

უტოლობა |ურთიერთ არაგადამკეეთი (ი,ც, ბ.) ინტერვალებისათვის) არ უზ- 

რუნველყოფს, საზოგადოდ, 

წ 

> (Mს –– III) <.% 

#ი=1 

უტოლობის შესრულებას. 

ამის შემდეგ ავიღოთ კრებადი დადებითი მწკრივი 

თი 
. - X 5 

#=1 

და ყოველი 8,-სათვის ვიპოვოთ (ი(9, ტ.0) ურთიერთ არაგადამკვეთი ინტერ- 

ვალების ისეთი სისტემა (# = 1, 2, ... , 7), რომ 

ჯ 

M (ხ,კ9 –– თი) < 5, ჯ (CM) –– MI) > 
#= = <, I = “, 

“სადაც M,4? და #IV) წარმოადგენენ /(X) ფუნქციის უდიდეს და უმცირეს მნიშე- 
ნელობებს (თ2, 6,01-ში. 

დავუშვათ 

ჯ; 

L# = » (თს, 2,0), 
1=1 

9 C5 

I XM. 
#=1 :=M# 

ადვილი აღმოსაჩენია, რომ #I// = 0, საიდანაც გამომდინარეობს, რომ 

71 ((44) = 0. (1) 

შემოვიღოთ #I/09 (+) „ფუნქცია, რომელიც ტოლია 1-ს ან 0-სა იმისდა- 

-მიხზედვით, არის თუ არა მოთავსებული ერთი მაინც ფესვი 

M)XX)=# (ჩა 
განტოლებისა «2,0, ბი) ინტერვალში. ეს ფუნქცია ტოლია ერთის ისეთი 

-2ი»



ჯ-სათჭის, რომლებიც მოთავსებულია (VI, #/ ი) ინტერვალში, და უდრის 

ნულს წ(9, XVI9I სეგმენტის გარეთ მოთავსებული ჯ-სათვის, ასე რომ 

M 

I X9 6) ძ» = Mბ –- თ, (3 

” 
ვთქვათ, | 

”M 

Mიე = M Lრ (), 

#=1 

ცხადია, რომ #V) ტოლია იმ (0,9, იყ) ინტერვალების რიცხვისა, რომლებ“ 

შიაც მოთავსებულია (2) განტოლების თუნდაც ერთი ფესვი. ამიტომ 

M;C0) ++ MV (2), 4) 
სადაც M6ი) წარმოადგენს #(2 ფუნქციის ბანახის ინდიკატრისს. (3)-ის ძალით 

"M 
| X·ც)მ#; > ჭ§.. (5, 
” 

თეორემის დამტკიცებისათვის საკმარისი იქნება აღმოვაჩინოთ, რომ 

წი, M) სეგმენტის თითქმის ყოველი #-სათვის გვეჟქნება 

სთ M.ე = 0,. (6) 
1> თ 

რადგან ბანახის CI) ინდიკატრისი ჯამებადია, და (4) და (6)-დან მივიღებთ, 
რო 

V 
II. : – 

1+თ I #V0)0ი» = 0, 
ხუ 

და ეს კი ეწინააღმდეგება (5) უტოლობას. 
აღვნიშნოთ #-თი იმ » წერტილთა სიმრავლე, რომლებშიაც (6) ალ 

სრულდება,. ხოლო C იყოს იმ » წერტილთა სიმრავლე რომლებშიაც 
#60) = + თ . რამდენადაც M0) ჯამებედი ფუნქციაა, MIC = 0, და თეორელის 

დამტკიცებისათვის საკმარისია აღმოვაჩინოთ, რომ 

8-C6CC= L4) უ 
ეთქვათ, ჯა C 8 – C. მაშინ მოიძებნება ისეთი („ მიმდევრობა, რომ 

M0ხა>) დ=LI, 2, 3,...). 

ეს იზას ნიშნავს, რომ ყოველი »#-სათვის არსებობს ისეთი X, წერტილი, 
რომ 

XLCX,)=1ი X, C 6. 
მაგრამ, იმის გამო, რომ M(#ა) <. -L C2, X. წერტილთა შორის შესაძ- 

ლებელია აღმოჩნდეს მხოლოდ სასრული რაოდენობა ერთმანეთისაგან განსხვა– 

აც



„ვებული წერტილებისა. ამის გამო ერთერთი მათგანი –– დავარქვათ მას Xე--- 

„გვხდება (X, |) მიმდევრობაში უსასრულოდ ბევრჯერ. 

ამგვარად, ჩეენ ისეთი X წერტილი ვიპოვეთ, რომელიც ეკუთვნის #; 
“სიმრაგლეთა უსასრულო სიმრავლეს და რომელშიაც 

#(Xი) = 2ი" 

მაგრამ მაშინ, აშკარაა, რომ ჯა C 4 და, მაზასადამე, ”ა C #M(C.4). -ამით (7) 
ჩართვა, და მასთან ერთად თეორემაც, დამტკიცებულია. 

თეორემა 5 (გ. ფისტენგოლცი). ეთქვათ, #C) და /#/(X»–) ორი აბსო- 

ლუტურად უწყვეტი ფუნქციაა, ამასთან ' /0) ფუნქციის 
მნიშვნელობანი მოხედებიან იმ სეგმენტში, რომელშიაც 

მოცემულია #ც) ფუნქცია. იმისათვის, რომ /#I/()) სუპერ- 

პოზიცია აბსოლუტურად უწყვეტი იყოს, აუცილებელია 

„და საკმარისი, რომ მას შემოსაზღვრული ვარიაცია პქონ- 

, ს: 

შე დამტკიცება. თეორემის პირობის აუცილებლობა აშკარაა. მისი 

· საკმმარისრბის დასამტკიცებლად შევნიშნოთ, რომ ორი ისეთი ფუნქციის სუ- 

პერპოზიციას,: რომლებსაც აქვთ (MV) თვისება, თითონაც, აშკარაა, აქვს (ჯ) 

თვისება. 

§ 4. ლებეგის განუსაზღვტელი ინჭეგტალი 

ვთქვათ, IV, ჩ) სეგმენტზე მოცემულია ჯამებადი / 0) ფუნქცია. 
X 

თა) = C+ | /თ 
ძ 

ფუნქციას #(V) ფუნქციის (ლებეგის) განუსაზღვრელი ინტეგრალი 
„ეწოდება, ასე რომ /(X) ფუნქციას განუსაზღვრელი ინტეგრალების უსასრულო 

სიმრავლე აქვს, რომლებიც ერთმანეთისაგან განსხვავდებიან მუდმივი შე- 
საკრებით. 

თეორემა 1. MX») განუსაზღვრელიი ნტეგრალი აბსოლუტუ- 

'რად უწყვეტი ფუნქციაა. 
დამტკი ცება. ყოველი § > 0-სათვის არსებობს ისეთი 8 > 0 (იხ. VL 

თავის § 2-ის მე-8 თეორემა), რომ ყოველი ზომადი 6 სიმრავლისათვის ზომით 

»M < 6 გვექნება 
L/თ4 „< 6. 

კერძოდ, თუ ურთიერთ არაგადამკვეთი ინტერვალების სასრული (ი 

„შაე) სისტემისათვის ინტერვალების სიგრძეთა ჯამი ნაკლებია 8-ზე, მაშინ 

| ”» ხხ, I ' 2 
1 L/ი«| <%, 

| #=1 ი,



და დაგვრჩენია შევნიშნოთ, რომ 

” 

|) /(0თ=თ(სა)– თია, 
ი. 

საიდანაც 
" | 

ა (დიე თ(“) | <6. 
#=1 

თეორემა დამტკიცებულია. 
ამ თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ «(ჯ-ს თითქმის ყველგან აქვს 

სასრული წარმოებული, რომელიც ჯამებად ფუნქციას წარმოადგენს. შეიძ- 

ლება დავამტკიცოთ უფრო ზუსტი დებულება. 
თეორემა 9, განუსაზღვრელი 

ჯ 

დი) = I (I() I 
4“ 

ინტეგრალის წარმოებული თითქმის ყველგან უდრის ინ- 

ტეგრალქვეშა /() ფუნქციას. 
დამტკიცება. ვთქვათ, ჩ < ი ორი ნამდვილი რიცხვია. აღენიშნოთ 

სნ,, „თი Iი, ბ| სეგმენტის იმ წერტილთა სიმრავლე, რომლებშიაც XX) ფუნქ- 

(ცია წარზოებადია და ძ)I(ჯ) წარმოებული აკმაყოფილებს 

თი >>> /C) 

უტოლობას. ადვილი შესამოწმებელია, რომ L,, , სიმრავლე ზომადია. ჩვენს 

უახლოვეს ამოცანას შეადგენს იმის დამტკიცება, რომ 

„ს, ი = 0. (3) 

ამ მიზნით, ავიღოთ ნებისმიერი 6 > 0 და ვიპოვოთ ისეთი 8 >0, რომ 

II < 6 უტოლობას მოსდევდეს უტოლობა 

| L/VC4I! | <. 

  

და ავაგოთ ისეთი ღია C C (ი, ს)! სიმრავლე, რომ 

CღC= Lთ MC < #6; + 8. 

თუ XC #,, , მაშინ ყოველგვარი საკმარისად მცირე # > 0-სათვის გეექ- 
ნება თ 

ჯ სჩ) -– | #ა01#-%თ ა, თ 
# 

" შეიქლება ვიგულისხმოთ, რომ ი და ხ წერტილები არ ეკუთვნიან #/,ე-ს, გარდა 
ამისა, ბ < §. – ' 

  

%I



ცხადია, რომ #,,, სიმრავლე (+, X+ #7) სეგმენტებით (სადაც # > 0 
აკმაყოფილებს (2) უტოლობას) დაფარულია ვიტალის აზრით. გარდა ამისა,. 

შეიძლება ვიგულისხმოთ, რომ ყველა IX, X +–+#/) სეგმენტი მოთავსებფლია. 

C-ში. ამის გამო. შეიძლება გამოიყოს ამ სეგმენტების ისეთი თვლადი 

წა X + ჩას IX ა“ ჩეს თ. 

მიმდევრობა, რომ ისინი წყვილწყვილად არ იკვეთებოდენ და რომ გექონდეს 

ტოლობა: 
«ი 

7 (8– ს IXM XI -L /I) ) = 0. – 

== 1 

(2)-ის ძალით აღმოჩნდება, რომ 

1 %+#VL 

–- | /0თ>9. ”ა ს“ 
L 

ლ.ა 

თუ ჩვენ დავუშვებთ, რომ 5 = + (XI, XL- ჩM., მაშინ უკანისკნელი 

#=1 

უტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

I /თდ9V> 4«-»5 
§ 

ან, რაც იგივეა, 

I7თ«>49- წინა + 6) 06<90 <1). (3): 
ა 

მეორეს მხრივ, 5 C.C და ამიტომ 

ა ,,ცლ6-,; 

და MII5 –– L,, ,) < §, -ასე რომ 

I /() ი< წ. 

ა-–ჩ., 
და მაშასადამე 1 თ 

17თ0#%< I|/თი+-+. (4. 
§ ს», 

მაგრამ #,,, სიმრავლეზე გვექნება /#(C) --# და, მაშასადამე, 

LI/7Cთ ძლი - M ნე (5» 
L,,8 

' ყურადღების ღირსია ის გარემოვბა, რთმ 9XC-, ი –– 5) = 6 და, მაშასადაშე, 

| 7#= | #9. 
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(3), (4) და (5)-დან გამომდინარეობს, რომ 

9 IIჩ.ჯ + მ C) < MI ნ»; --5, 

საიდანაც, §-ის ნებისმიერობის გამო, მივიღებთ 

0MIM ო ა +: MIIX/) C; 
ეს კი შესაძლებელია მხოლოდ, მაშინ, როცა I7#,, , = 0. 

ამგვარად, (1) ტოლობა დამტკიცებულია. 

ვთქვათ ახლა, 7; აღნიშნავს («, #) სეგმენტის იმ წერტილთა სიმრაელეს.» 
რომლებშიაც შXX) ფუნქცია წარმოებადია და 

დ“X) > / (X)- 
მაშინ )>70ი 

#= 1, ჩ##, თ 

(ი. 9) 
სადაც შეჯამება გავრცელებულია ყველა ისეთ რაციონალურ რიცხვთა (#; ი) 

წყვილებზე, რომელთათვისაც / < ი. (1)-ის ძალით გვექნება 

85 = 0. 

სხვანაირად რომ ვთქეათ, თუ „”# არის იმ წერტილთა სიმრავლე, სადაც 

არსებობს 4«)(1) წარმოებული, მაშინ თითქმის ყველგან ,4-ზე გვექნება 

დ“ < /(ი. (ი 

ჯ 

ჯე =-–- /0, IC) = 1 (თV. 
4 

ადვილი მისახვედრია, რომ IX) = – დI(ჯ), ასე რომ XL"C;) არსებობს /” 

სიმრავლის ყოველ წერტილზე. თუ ახლა თეორემის დამტკიცებულ ნაწილ. 

განოვიყენებთ IVჯ) ფუნქციისათვის, მივიღებთ, -რომ თითქმის ყველგან ,4-ზე 

LV დ< ჯი, 

თ“) >> /(2). (C4) 
(6) და (7)-დან გამომდინარეობს, რომ თითქმის ყველგან /-ზე, და მა–- 

შასადამე, თითქმის ყველგან («, ბ#)-ზე 

(2) = /(2), 
რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 

თეორემა 1. აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქცია წარმოად- 
გენს თავისი წარმოებულის განუსაზღვრელ ინტეგრალს. 

2? დამტკიცება. ვთქვათ, /(CX) ფუნქცია აბსოლუტურად უწყქვეტია, მისი 
ე წარმოებული არსებობს თითქმის ყველგან და იგი ჯამებადია. 

მივილ ოთ 

ამის შემდეგ, მივიღოთ 

ან, რაც იგიეეა, 

ჯ»ჯ 

დლე = -V) + | ჩV) I. 
ტი 

19; ნატანსონი · 2:53



ეს ფუნქცია აგრეთვე აბსოლუტურად უწყვეტია და თითკმის ყველგან 

ფV(X) = #/ (>). 

მაშისადამე (§ 2-ის ზე·2 თეორეზის შედეგი), #1) –- «(ჯე სხვაობა მუდ- 

მივია, მაგრამ რადგანაც) ეს სხვაობა ტოლია ნულის 1 = «-სათვის, ამიტომ 

#70) და ძ4X2) იგიკურად ტოლი არიან. 

ზე-2 თეორემა შეიძლება შესამჩნევად გავაძლიეროთ. ამისათვის ზოვი- 

ყვანოთ 

განმარტება. თუ X წერტილში გეაქვს 

1 2-+LV 

III) –– I! ძი”. 
ს-–-0# + 

ააშინ 2-ს ეწოდება წაი) ფუნქციის ლებეგის წერტილი, 

თეორემა 4. თუ ჯ აოის /#(:) ფუნქციის ლებეგის წერტილი, 

ჯ” 

მაშინამწერტილზე ლებეგის განუსაზღვრელი VX20)= 1 #/0V 

ი 

ინტეგრალის წარმოებული #(0 რიცხვის ტოლია. 

დამტკიცება.- ადვილი აღმოსაჩენია, რომ 

, · ;+-/ 
დ(;-+C-/#) --4ძ : 1 2+#. , დ (L-+5--#)-- ითი –/1=-- I (/ CV) – #Cმ1V, 

/ #)9. 

საიდანაც 
'-I-# 

დ(LX+/)--თ7 (7)... I ე 1 ბ) : , 
“ლლ “/0I<-- | (/0-/(ა1V 

ჯ 

რაც ამტკიცებს თეორემას. ზევნიშნოთ, რომ შებრუნებული დებულება, სა- 

ზოგადოდ, სამართლიანი არ არის. 
თეორემა ბ. თუ /(X ფუნქცია ჯამებადია (ი, #Iზე, მაშინ 

10. ჩ სეგმენტის თითქმის ყველა წერტილი მისი ლებეგის 

წერტილია. 

დამტკიცება. ვთქეთ, # რაციონალური რიცხვია. | #(C) –, I ფუნ- 

ქცია ჯამებადია |ი, #I-ზე, და, ამის გამო, თითქმის ყოველი 2: C I0, #I-სათვის 

ქვექნები 

III !_ 1 ' 95% #V 1 I/0-70#-. /ხა– I. (8) 

აღვნიშნოთ ჩ6)-ით (ი, ხ) სეგმენტის იმ წერტილთა სიმრავლე, რომ- 
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-ლებშიაც ·(8) არაა შესრულებული, ცხადია, რომ #X() = 0. გადავნომროთ 

„ყველა რაციონალური რიცხვები დი დავუშვათ 

% 5= XI ჩნია+%I/| =-+ <=). 
#=1 

მაშინ #I-= 0 და საკმარისია აღმოვაჩინოთ, რომ (LV, ხ|) –Xჯ სიმრავლის 

„ყოველი წერტილი ლებეგის წერტილია /(/) ფუნქციისა.. 
_ ვთჭვათ, ჯაC |თ, ხ)-– ს. ავიღოთ ნებისმიერი 6 > 0 და ვიპოვოთ ისეთი 

'რაციონალური #„ რიცხვი, რომ 

(70) => I < 
მაშინ ცხადია. რომ. ' 

ჩოი 1/თ0-/CთI <-- 
“< ლა, მაშანადამე, 

1 20-17 1 2გ+-/ 

"+ IL I /(თ ორ (I7/თდ--/C) 14 <ჯ. 
2 __ %. 

'·მაგრამ (რამდენადაც ა C XL) | # | < 9 (§)-სათვის გვექნება 

1 X-“ ” , | 
გ 

წ # 1 I/თ–.I#-I/Cა–.”I | <->, 

%ი 
4. ი. 

%ა+#/ 

> |I/06-.=I#< 5 2, 

% 
და, მაშასადამე, ასეთი /-სათვის გვექნება 

1 %0+#/ . 

–- #1 #(0) – /(X)) | #( < §. 
# · 

თეორემა 6. ჯამებადი /ი0 ფუნქციის ყოველი უწყვეტო- 
ბის წერტილი მისი ლებეგის წერტილია. 

დამტკიცება. ვთქვათ, /(/) უწყვეტია «+ წერტილზე. მაშინ ყოველი 
< > 0-სათვის არსებობს ისეთი 5 > 0, რომ, როცა, სI-–#I <8, „მაშინ 

| #0-- #69 | <+. 
მაგრამ | # | < ზ-სათვის- გვექნება 

»ჯ-+# 

+ 1I/0- 701444 

“საიდანაც გამომდინარეობს თეორემა. 

ს 2.



1-ლი და მე-3 თეორემებიდან გამომდინარეობს, რომ იმისათვის, რომ“ 
შე ფუნქცია წარმოადგენდეს ჯამებადი ფუნქციის განუსაზღვრელ ინტეგ-· 
რალს, აუცილებელია. და საკმარისი, რომ იგი აბსოლუტურად უწყვეტი იცოს.. 

ამასთან დაკავშირებით, ბუნებრივია დაისვას საკითხი იმ დამახასიათებელი · 

ნიშნის შესახებ რომელიც უნდა ჰქონდეს კვადრატით ჯამებადი 

ფუნქციის განუსაზღვრელ. ინტეგრალს. ამ კითხვის პასუხს წარმოადგენს. 

თეორემა ? (ფ. რიხი). იმისათვის, რომ #VC) ფუნქცია (ი<X<VM)- 
წარმოიდგინებოდეს სახით 

ჯ 

IM) =6+I /C0V, დ)» 
ძ 

სადაც /()=X, აუცილებელია და საკმარისი,.რომ (ი, ს):სეგ– 

მენტის ნებისმიეოი დანაწილების: დოოს. 

%ე = 0 < 1, < 1 < <2=ხ 

წერტილებით, ბაპონფეს 

'X სია) – 7'CX))2? < L" 10ჯ. 
ჯე რი“ ს” 

სადაც # დამოუკიდებელია დანაწილების წესისაგან. 
დამტკიცება. რისის პირობის აუცილებლობა · თითქმის აშკარაა... 

მართლაც, ბუნიაკოვსკი-შვარცის უტოლობის „ძალის 

”... 2. 

თთაა- ჩდ): | (7 )< <თა–ია| ჩი+ 
საიდანა/კ 

წMთია  ჩიიაჩ ე, 7 „გე 

, 

და # რიცხეად შეგვიძლია I/”'თ იI. ინტეგრალი მივიღოთ. 
რ 

საკმარისობის დამტკიცება უფრო რთულია უპირველესად ყოვლის> 

შევნიშნოთ, რომ (10) უტოლობა მხოლოდ გაძლიერდება, თუ ჩვენ ჩამოვა- 
შორებთ მარცხენა ნაწილის ზოგიერთ შესაკრებსს ამიტო3 არაგადამკვეთი. 

(4), ს.) ინტერვალების ნებისმიერი სასრული სისტემისათვის გვექნება 

ჯ Iწ0ა– ჩრა. <% 
+“ ხ–რ



აქედან 
# 9 ”/ # 

3 ჩი, ს, ) <( » რ”) ( 2, M) 

უტოლობის ძალით (იხ. თავი VILC § 4, (1)| გამომდინარეობს, რომ 

|I(ნა–- ჩი)! ,-.. 
-'.ა“– ხთ <   

M# ” 

ასუ... ” 
1 ' ”“ წო, Vხ-–ი, 

“–_–-----_-ე„ს_- 

” · ჩ 
#(სა)–– » (9)) . - · <. / ჯ I# I თ-ერ I. I V მ– თ) 

#=1 #=1 
-და, მაშასადამე, 

ა ” 
X 7) – ICI | <. V/IX „ V Cთ-ი. 

#M=1 L '=1 
მაგრამ ასეთ შემთხვევაში #6:) ფუნქცია აბსოლუტურად უწყვეტია და 

“წარმოიდგინება (9) სახით, სადაც /#(/ CL. დაგვრჩენია აღმოვაჩინოთ, რომ 

7თ C 1ე- 
ამ მიზნით, დავყოთ (თ, ბ) სეგმენტი # თანასწორ ი, (ო) (== 1, 

2)... #/) ნაწილად და შემოვიღოთ /„(/) ფუნქცია 

#-+) = #(0-)- ჩ(თ") #(თ) 
სა) __ „II (ის <1< VI. 

-დაყოფის წერტილებზე მივიღოთ /,(I) = 0. 

ადვილია შემჩნევა იმისა რომ თითქმის ყველგან (გამონაკლისს შეიძ- 

-ლება “მეადგენ დეს დაყოფის წერტილები ·- და ის ჯ..., სადაც #(X) # #(X)) 
ჯვექნება 1 

1II0) /»(/) == #C)- 
2“–>თ 

1 მართლაც, თუ ისეთ XL წერტილზე, რომელიც არ არის დაყოფის წერტილი, არსებო"ს 
"სასრული I”(X) წარ მოებული, მაშინ X მოთავსებულია (გ(-#,,, ხ(I,, ) ინტერვალთა ყოველ 

უუსასრულო მიმდევ რობაში, რომელთა სიგრძეები მიისწრაფვიან ნულისაკენ. ასეთ შემთხვევაში 

I (ოე #0) კა #0 ჩ(“ი _ ოცა, 
ო>თ ხს, #ჩ-–თ ჯ– იძრ,, 

CM.) –– I7(გრ) # (ხოა) –– ICC.) მოთავსებულია აღნიშნული 
ჩნ) –- თა მხულ 

ფარდობებს შორის და ამიტომ მიისწრაფვის იმავე ზღვრისაკენ 

ი #ი(X) = ჯე. 
#(->თ 

მაგრამ აშკარაა, რომ /(X)= 

9%V7



მაშასადამე, ფატუს თეორემის ძალით, 

(4 ხ | 

I/"თ «ასი | I/2თ 4 I 
ძ რ 

მაგრამ 
ს ხო = 

| /„5ძ/ = ჯ I/+ ი»- X #00 წჩრო" დ ყ. 
8 IC) ფო“ ICI ცი– თ" 

საიდანაც 
ხ 
|/20)ძ < + თ. 
რ“ 

თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 5. სიმჰვტივის წეტჭილები. აპროქსიმაჭული უწყვეგრბა · 

ვთქვათ, მოცემულია ზომადი #” სიმრავლე. ავიღოთ ნებისმიერი % წერ– 

ტილი და # > 0: დავუშვათ 

მს: M#) = 8 · IX – ჩე X-LV7I)- 

ეს აგრეთვე ზომადი სიმრავლეა, განვიხილოთ ფარდობა 

2-6 CV #), 
2 

ის ბუნებრივია ჩავთვალოთ # სიმოავლის „საშუალო სიმკვრივედ“ («ა--#/,. 

% + #I) სეგმენტში. 

განმარტება 1. (1) შეფარდების ზღვარს, .როცა # ->0 ეწოდება # სიმ- 
რავლის სიმკვრივე ჯა წერტილზე და აღინიშნება 

XXVა13-თი, 

თუ #MX.ნ, = 1, მაშინ «ა წერტილი წარმოადგენს I სიმრავლის სიმ– 

კვრივის წერტილს, ხოლო თუ /2#)1#=9, მაშინ ჯა არის ჯ სიმრაელის. 

გაიშვიათების წერტილი, 

შევნიშნოთ, რომ ამ განმარტებაში არ იგულისხმება, რომ Lე C IL. შემ» 

დეგ, აშკარაა, რომ ზომადი სიმრავლისათვის არაა საგალდებულო, რომ მას. 

ჯოველ წერტილზე გარკვეული სიმკვრივე ჰქონდეს. 
მიუხედავად ამისა, სამართლიანია შემდეგი 

თეორემა 1 (ა. ლებეგი). ზოგადი ჩ სიმრავლის თითქმის. 

ყეელა წერტილი მისი სიმკვრივის წერტილია. 

დამტკიცება. ვთქვათ, # სიმრავლე ზომადია. ავიღოთ რაიმე (თ, 81)! 

სეგმენტი, რომელიც შეიცავს 1-ს და დავუშეათ «==V –-1, ხ=8-L1. მაშინ- 

XC L-სათვის და # <=: 1-ს დროს ჩვენ უზრუნველყოფილი ვართ იმით, რომ 
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(სI–#„·, X-+V#) სეგმენტი არ გამოვა I9,ხ1-დან. ამის შემდეგ, ჩვენ ვიგუ- 
ლისხმებთ, რომ V-.: 1. 

შემოვიყვანოთ I" სიმრავლის მახასიათებელი დ(ჯ) ფუნქცია 

I 1: როცა XჯXC#L 

L 9, როცა ჯ;C 

და განვიხილოთ იგი მხოლოდ (იძ, #|-ზე. ეს ფუნქცია ზომადი და შემოსაზღვ- 
ოულია. ეთქვათ, 

(269) = 

ჯ 

“დიე = I +(/) იI/. 

“ 

თითქმის ყველგან Lი, #I-ზე გვექნება 
ირ(X) = დ(X) 

და, კერძოდ, თითქზის ყველგან M-ზე გვექნება 

| «“(X) = 1. (2) 

ვაჩვენოთ, რომ ის წერტილები, რომლებშია, სამართლიანია (2), წარ- 

მოადგესენ IL სიმრავლის სიმკვრივის წერტილებს, მართლაც, ასეთ წერტილზე 

1 იჩი: –L- /) –– 4) _ თიე –--4MX -–-/) == 

#/-–>0 / ს–-0 / 
საიდანაც . 

სი ო --/)- I>-- MI _, 
ს->0 2 ' 

მაგრამ 
·+#/ 

თ(V-L/) – თ – #)– | დ0)ძ/=#LC>, #), 
ჯ· -# 

ასე რომ 

ა ს = ი ხ(0თ /) = 1. 

“ე M–>0 2/ : 

რის დამტკიცებაც გვინდოდა, 

სიმკერივის წერტილის ცნებასთან, მეიდრო კავშირში იმყოფება ფუენქ- 

ციის უწყვეტობის ცნების ერთი მნიშვნელოვანი განზოგადება. 

განმარტება 8. ვთქვათ, /(»X) ფუნქცია ბოცემულია (ი, ს) სეგმენტზე და 

XC ი, ბ)-ზე. თუ არსებობს I, #I-ზე მოთავსებული ისეთი ზომადი L სიქ- 

რავლე, რომელსაც # წერტილი სიმკვრივის წერტილად აქვს1 და რომელზედაც 
1 თუ ჯX-=ი, მაშინ ნაცვლად იმისა, რომ ს-სათვის „სა სიმკვრივის წერტილი იყოს, 

უნჯა მოვითხოვოთ, რომ „ა-ზე L-ის ტოლი იყოს C სიმრავლის მარჯევენ ა სიმკვრივე 
ე. ი, რომ გვქოჯჯავს 

სი 06:6 2+#ს_, 
#->0 / 

ს წერტილისათვის აპროქსიმატული უწყვეტობის ჯანპარტება აგრეთვე უნდა ერთნაი- 
რად შეიცკალოს მაოცხენა სიმკვრივის დახმარებით. 

ა”



74) ფუნქცია I სიზრავლის მიმართ უწყვეტია ჩკ წერტილზე. მაშინ ამბობენ, 

რომ /(X) აპროქსიმატულად უწყვეტია ჯე წერტილზე, 
ცხადია, რომ /(X) ფუნქციის ყოველი უწყვეტობის წერტილი მით უფრო 

წარმოადგენს ამ ფუნქციის აპროქსიმატული უწყვეტობის წერტილს. ზომად 
ფუნქციას შესაძლებელია სრულებით არ ჰქონდეს უწყვეტობის წერტილები. 

ასეთია, მაგალითად, დირიხლეს ფუნქცია, რომელიც ტოლია 0-ისა ყოველ 

ირაციონალურ და ტოლია ერთის ყოველ რაციონალურ წერტილზე. 
პირიქით, სამართლიანია შემდეგი 

თეორემა 3 (ა. დანჟუა). თუ /(X) არის (ი, ხI)-ზე მოცემული ზო- 

მადი და თითქმის ყველგან სასრული ფუნქცია, მაშინ იგი 

აპროქსიმატულად უწყვეტია (LI, ბ) სეგმენტის თითქმის ყო- 

ეელ წერტილზე. 
დამტკიცება, ავიღოთ ნებისმიერი § > 0 და წ. ლუზინის თეორემის 

საფუძველზე ვიპოვოთ ისეთი უწყვეტი თ(;) ფუნქცია, რომ 

1LL/ # დ) < §. 

ქთქვათ, 4 არის I(/ ==ჯ) სიმრავლის იმ სიმკვრივის წერტილთა სიმ- 

ლრავლე, რომლებიც ეკუთვნიან ამ X-ს. წინა თეორემის ძალით 

1I4 = #IIX/ ==დ) > მ –– ი -–-6. 

თუ X”აC 4, მაშინ აშკარაა, რომ /(:) აპროქსიმატულად უწყვეტია ამ 

წერტილზე, რადგან ს სიმრავლედ, რომელიც მონაწილეობს მე-2 განმარტე- 

ბაში, შეიძლება ავიღოთ IX(/ = დღ) სიმრაელე. ამის გამო #C) ფუნქციის 

აპროქსიმატული უწყვეტობის ყველა წერტილთა # სიმრავლეს აქეს შიგა 

ზომა 
თ, 1 > 11 > ხ– #--83%, 

საიდანაც (6 ნებისმიერია!) 

თ. > ხ –– ძ. 

მაგრამ /7=I9ძ, ბ), ასე რომ 

ხ–პ<ი,ყ <ოI'წ<ს –-ძ. 

მაშასადამე, #I ზომადია და #I/1== ხხ –– კ, რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 

შენიშვნა. ზემოთ მოცემული სიმკვრივის ცნება შეიძლება განვაზხო- 

გადოთ. სახელდობრ, დავარქვათ L, სიმრავლის სიმრკვრივე ჯე წერტილზე 

წIხ(+- /ა,_/-) 
M/;. +7/ 

ფარდობის, ზღვარს, როცა 7, > 0 და #ე) > 9 ერთმანეთისაგან დამოუკი- 
დებლად მიისწრაფვიან ნულისაკენ, ამასთან XIX; /,) #კ) არის I) სიზრავ- 

ლის ის ნაწილი, რომელიც მოთავსებულია წხ ჩი ბ1ე“+>7)) სეგმენტში. 

მაგრამ ეს განზოგადება არ ცვლის სიმრავლის გაიშვიათების წერტილთა 

კლასს და, მაშასადამე, არ ცვლის არც IL, სიმრავლის სიმკვრივის წერტილ- 

თა კლასსაც. მართლაც, ვთქვათ ჯა წარმოადგენს 1» სიმრავლის გაიშვიათე- 

%იე



აის წერტილს 1 განმარტების აზრით. ავიღო» #, > 0 და #, >0 რიცხეები 
და დავარქვათ # უდიდესს მათ შორის. მაშინ 

XX, #,, ა) – 1X(X), /) 
და, ამის გამო, 

სთხCთ ჩი ჩM) – 2 3660 /), 
” +V7/, - 2... 

მაგრამ, რადგან ამ უტოლობის მარჯვენა მხარე მიისწრაფვის ნულისა- 

„კენ #-თან ერთად, ამიტომ 

ი ”!I. (Xა, "ა /ა) 

/(,–>0 ”, -L I» 

/M:–>0 

დდა X, წარმოადგენს 1 სიმრავლის გაიშეიათების წერტილს განზოგადებული 

განმარტების აზრით. შებრუნებული დასკვნა აშკარაა. სწორედ ამის გამო 

“ჩვენ ზემოთ მოვიყვანეთ სიმკვრივის განმარტება მისი კერძო სახით. აშკარაი, 

ვაგალითად, რომ აპროქსიმატული უწყვეტობის განმარტება არაა დამოკიდე- 

“ბული იმაჭე, თუ სიმკვრივის ·რომელი განმარტება აიღება მის საფუძელად. 

=0 

§ 6. მჩამაჭებანი შემოსაზლღვტუიი ვატიაციის შუნქციათა და 
სჭი(ჭიესის ინჭეგრალთა თეოჩიისაწვის 

ეთქვათ, /(X) (-<:X=< 0) შემოსაზღვრული ვარიაციის უწყვეტი ფუნქ- 
„ციაა. მისი / (1) წარმოებული არსებობს თითქმის ყველგან და ჯაშებადია. 

-დავუშვათ 2 
დღ) = /(რ)-I- („თ იძ, (2) = / (00 –– დ(. 

რ 

მაშინ 

#7() = §() +/(», 
“სადაც დ(ი აბსსბოლუტურად უწყვეტი ფუნქციაა (ამასთან #«(0) = /(V)), ხოლო. 

#(X) ისეთი უწყვეტი ფუნქციაა შემოსახღვრული ვარიაციით, რომლის წარ- 

მოებულიც თითქმის ყეელგან ნულის ტოლია. ცხადია, რომ ჯ(ჯ) ისპობა მხო- 
-ლოღ მაშინ, როდესაც თვით /(:) აბს ბოლუტურად უწყვეტია. 

განმარტება. მუდმივისაგან განსხვავებულ ისეთ შემოსაზღვრული ვაოი- 

„აციის უწყვეტ ფუნქციას, რომლის წარმოებულიც თითქმის ყეელგან ტოლია 

ზულისა, სინგულარული ფუნქცია ეწოდება. 

ცხადია, რომ სინგულარული ფუნქცია არ შეიძლება აბსოლუტურად 

“უწყვეტი იყოს, ვინაიდან (§ 2, თეორემა 2) მაშინ იგი მუდმივი იქნებოდა. 

სინგულარული ფუნქციის მაგალითს წარმოადგენს VIII თავის ნ 2-ის ბო- 

ლოში აგებული ჩ(ჯ ფუნქცია. 

თეორემა #. შემოსაზღვრული ვარიაციის უწყვეტი /(»2 

ფ უნქცია ცალსახად წარმოიდგინება 

#Cთ) = წე +7(ი 
98L



ფორმით, სადაც #() აბსოლუტურად უწვეეტია და (ი) = /(0). 
ხოლო #(1) სინგულარული ფუნქციაა (ან ნული). 

დამტკიცება. ასეთი წარმოდგენის: შესაძლებლობა დამტკიცე– 

ბული იყო ზემოთ. დავამტკიცოთ მისი ერთადერთობა. ორი ასეთი წარ- 

მოდგენა რომ გვქონოდა 

#00 = დ(X) + 7(+X) = §,C02) + 7. (%), 

მაშინ მივიღებდით 

| : LI «ლ –– #,(X) = დე ე. 
აქედან, დ(X) – დ,(:) ფუნქციის წარმოებული თითქმის ყველგან უდრის 

ნულს და, რადგანაც ეს სხვაობა აბსოლუტურად უწყვეტია, ამიტომ იგი მუდ- 

“მივის ტოლია. მაგრამ დ(ძ) == დ,(ი) = /#(ი), მაშასადამე, 

#(ჯ) = ყV(2), 
საიდანაც 7(XI =: 7,(>). 

თეორემა 2. თუ #/) ფუნქცია ზრდადია, მაშინ მისი ორივე, 
დე) და #2) კომპონენტი აგრეთვგე ზრდადია: 

დამტკიცება. ცხადია, რომ სადაც კი წარმოებული არსებობს, იქ. 

#IX) >- 0. აქედან გამომდინარეობს, რომ ფუნქცია 

« დ(X)== #(ი) +- IL #7 V 

რ“ 

ზრდადია. შემდეგ, VIII თავის § 2-ის მე-5 თეორემა გეაძლევს, რომ 

· 

1/თM< 76) 0,  0>», 
ჯ 

საიდანაც 

40) –– §(+) <; #0) –– #14), 
ანუ. #(X) <- #(). 

შედეგი. იმისათვის. რომ ზრდადი უწყვეტი /(>) ფუნქცია · 
აბსოლუტურად უწყვეტი იყოს, აუცილებელია და საკმა- 

რისი, რომ 
ჩ , 

წი 4 - /(90 – /4. 0) 
ი 

(1) ტოლობის აუცილებლობა აშკარაა. -პირივით, ვთქვათ, /-ა) არ არის. 

აბსოლუტურად უწყვეტი და C(X) და ((:) არიან /#(:)-ის აბსოლუტურად. 

უწყვეტი და სინგულარული კომპონენტები. მაშინ 

#(8) -– /(6) = %(ს) –-8(4) -L-#7(9) – (9), 
ს 

#(ს)-– 7(ი) =|I)" (2:) ძა: –– #(ხ) –– 7(ძ). (2). 

ძ 

ანუ,



გაგრამ „#(ჯ) ზრდადია და განსხვავდება მუდპივისაგან მამასადაშე, 

”Cხ) > ”(ი) და (1) არ არის შესრულებული, საიდანაც გამოსდინარეობს პი- 

რობის საკმარისობა. 

VIII თავის § 3-ში ჩეენ ვნახეთ, რომ ყოველი ფუნქცია შემოსაზღვრული 
ვარიაციით წარმოიდგინება თავისი ნახსტომთა ფუნქციისა და შემოსაზღერუ- 

ლი ვარიაციის მქონე უწყვეტი ფუნქციის ჯამის სახით. 

ამ თეორემის 1-ლ თეორენასთან დაპირისპირებით მივიღებთ უოველი 

შემოსაზღვრული ვარიაციის ფუნქციის 

#(X) = ჯ§(X) + 7(X)'-I- +(X) 

სახით წარმოდგენის შესაძლებლობას, სადაც C(X) აბსსოლუტურად უწყუტი 
ფუნქციაა, #(ჯ) სინგულარული ფუნქციაა, ხოლო #(X) ნახტომთ. ფუნქ:კიაა. 
(ამასთან, ზოგიერთი შესაკრები შესაძლებელია მოისპოს).. 

VIII თავის § 7-ში საკითხი სტილტიესის 

ს 

L /6ა).ძე ღე 
(7 

ინტეგრალის გამოთელის შესახებ დაყვანილი იყო. იმ შემთხგევაზე, როდესაც. 

§(X) უწყვეტია. თურმე, ის შემთხვევა, როცა §(«) აბსოლუტურად უწყვე.ზია, 

დაიყვანება ინტეგრებაზე ლებეგის. ახრით. 

თეორემა 3. თუ /() უწყეეტია, ხოლო «(4 აბსოლუტურად 

უწყვეტი (ი, 2)-ხე, მაშინ 

ხ ხ 

(5) | /(M) ძ( (XL = C6) | /()# Cი ძ». 
ძი “დ 

დამტკიცება. ორიეე ინტეგრალის არსებობა აშკარაა. დავამტკიცოთ 

მათი ტოლობა. 
ამისათვის შევაფასოთ სხვაობა 

#–-1 

-= ა /(წა წუნის) – დ) 
(=0 

წ 

I #Mიო თხე ძ; 

ჯამსა და 

ძ 

ინტეგრალს შორის. | 

იმის გამო, ლრომ 

MM. 

((ი+) – #Cა) = I თ». 
#



გვექნება 
: წ-–-1 MM 

- (CI ეძა= XV. I (760 --7C) დდა ძა». (ა 
ძ ხ=ა XL 

თუ თს არის /(X) ფუნქციის რხევა |Xს 20.)) სეგმენტზე, მაშინ (3)-დან 

გაპომდინარეობს, როომ 

  

ს წ 24 ს 

თ (/თფღ ი ძX | <> 1 თ, | | C (2) | ძხაღთ I | CC I ძა 

4“ ' ს=ა 1 “ 

საჟაც თ = იჯ (ი). თუ (ა, XL) სეგმენტების სიგრძეები მიისწრაფვიან ნუ- 

ლეისაკენ, მაშინ თ->0, საიდანაც გამომდინარეობს, რომ თ მიისწრაფეის 

” ხ 

1/ხიდ იძ» ინტეგრალისაკენ. მაგრამ, რადგან IIIIIC განმარტებით არის | /(X)ძდ(X) 

ი 4“ 

ინტეგოალი, ამიტომ თეორემა დამტკიცებულია. 

ამგვარად, საკითხი სტილტიესის ინტეგრალის გამოთვლის შესახებ არ 

დაიყვანება ინტეგრებაზე ლებეგის აზრით და მწკრივის შეჯამებაზე მხოლოდ 

ახინ, როცა /#(ჯ) ფუნქციის შემადგენლობაში შედის სინგულარული ფუნქცია. 

მე 3 თეორემის დახმარებით შესაძლებელია ლებეგის ინტეგრალების 

რამოდენიმე თვისების დამტკიცება. მაგალითად: 

თეორემა 4 (ნაწილობითი ინტეგრება). თუ /(2:) და 2() აბსოლუ- 

ტუღად უწყვეტი არიან, მაშინ 

ს ხ 

1 7(ო”0ეძ.+ | 00700 ძ«=I/60ი 21% 
(# მ 

დამტკიცებისათვის საკმარისია მარცხენა მხარე გადავწეროთ ასეთი სახით 

L ხ 
| #0 –ვია+ | დ ცაი/(ა 
ძ ძი 

და გამოვიყენოთ VIII თავის § 6-ს (1) ფორმულა, 

§ 7, პირჭელჰოშიბი შუნქციის აღიგენა 

V თავის § 5-ში ჩვენ უკვე გადავწყვიტეთ საკითხი უწყვეტი /(ჯ) ფუნქ-' 
ციის აღდგენის შესახებ მისი /'(X) წარმოებულის საშუალებით, თუ ეს უკა- 

-ნასკნელი არსებობს ყეელგან და შემოსაზღვრულია. აქ ჩეენ განვიხილავთ 

საკითხს იმის შესახებ, გამომდინარეობს თუ არა 

2ჯ 

#0 = /(0 + | #)V (1) 
“ 

დ თ



ტოლობა იქედან, რომ #"(თ) არსებობს ყეელგან, მაგრამ არ არის აუცილებ- 

ლად შემოსაზღვრული, სავსებით აშკარაა, რომ ეს ასეა, თუ /(X) აბსოლუ- 

ტურად უწყვეტია. ამ შემთხვევაში საკმარისი იქნებოდა დაგვეშვა, რომ /"I(> 

არსებობს თითქმის ყველგან, რაც, საზოგადოდ!, არ არის საკმარისი (1) ტო- 

ლობისათვის, მაშინაც კი, როცა /(ჩX)) უწყვეტი ზრდადი ფუნქციაა, რომლის 

#C:) წარმოებულიც თითქმის ყველგან უდრის ნულს. მაგრამ ჩვენ მი%ბნიად< 

ვისახავთ ჩამოვაყალიბოთ (1) ტოლობის შესრულების პირობები ისეთ ტეC- 
მინებში, რომლებიც შეეხებიან არა თვით /(#) ფუნქციას, არამედ მის / (X+ 
წარმოებულს. 

თეორემა 1. თუ /()) არსებობს ყველგან, სასრული და 

ჯამებადია, მაშინ (1) სამართლიანია. 

ამ თეორემის დამტკიცება აგებული იქნება ორ. ლემაზე, 

ლემა 1. ვთქვათ, (IV, ხI-ზე მოცემულია სასრული დია ფუნკვ- 

ცია. თუ (თ, ი) სეგმენტის ყოველ წერტილზე «(1)-ის ყველა 
წარმოებული რიცხეი არაუარყოფითია, მაშინ «X:) ზრდა- 

დია. 
დამტკიცება. ავიღოთ 6 > 0 და მივიღოთ: 

«დ, (X) == 9 (X) -L 6. 

«,(ს < %,(ი). (2L- 
ი > სხ 

მაშინ,: თუ 6=----, ერთერთი სხვაობა. მაინც. 

დ,(ხ)-– თ,(0, რ,(0 –– ი). 

უარყოფითია. დავარქვათ Lი,, ს,) იჭ სეგმენტს. (თ, «| და IC, ს-ს -წორის, 

რომლისათვისაც 

დავუშვათ, რომ 

თ,(ს,) < %,(4,) 

ი, L/. .· ერთერთი სხვაობა მაინც 
2 

დი, – თ,იდა, დ,()– “ს, (,) 

უარყოფითია. დავარქვათ (ი, ბ.) იმ სეგმენტს (4«,, 0,1 და. (C, ჩ.-ს შორის, 
რომლისათვისაც 

  და დავუშვათ ი, = 

თ.,(ხ,) < %;(ი.). 

ამ პროცესის გაგრძელებით ჩვენ ავაგებთ ჩადებული სეგმენტების ისე:-- 

(იი, ს.)) მიმდევრობას, რომლისათვისაც 

თკ.) < დ,(ი,).. 

ვთქვათ, ჯა ყველა (4, ხს.) სეგმენტთა საერთო წერტილია. მაშინ ყოვე- 

ლი #-სათვის ერთერთი სხვაობა ' 

თ,(ნ,) -– თX), 9)XX) –- თ;(ი.) 

1 როგორც ეს ჩანს თუნდაც: 0(X) ფუნქციის მაჭალითიდან, § 2, თავი. VIII.



«უარყოფითია. დავუშვათ #„ = ს. ჯა თუ (ს,(ჩ,) < (I,(ჯა), და /» => რი --- პაე- 

-თუ +,(ნ,.) >> V,(Xა). ცხადია, ოომ 

თ, (+ +VI) – 4“, -0 (ა) > 
ა, = 

/”. 

თუ ახლა ამოვირჩევთ ისეთ |4„) მიმდევრობას, რომელსაც. აქეს (სას. 
ტული ან უსასრულო) ზღვარი, ჩვენ ისეთ წარმოებულ რიცხეს მივიღებთ, რომ 

#ედ.(ჯ) <0, 

რაც შეუძლებელია, რადგანაც ცხადია, რომ ყოველ X 2 IC, ს) წერტილზე 

ჩ#) თ, (0უ > §. 

ამგვარად, (2) შეუძლებელია. მაშასადამე, 

«ი, (0) >> 9ს,-(4), 

ი)(ხ) +– გნ >» თ (ი) + §ძ. 

აქედან (CL ნებისმიერია!) 

„ან; რაც. იგივეა, 

ი-ს) > « (ი), 

რაც ამტკიცებს ლემას, რადგან |ი, ხ) 'სეგმენტის ნაცვლად შეიძლებოდა 
·აგველო ნებისმიერი IX, XV) სეგმენტი- 

ლემა 9. ვთქვათ, (ი, #)-ზე მოცემულია სასრული «(:) ფუნქ- 
ცია. თუ C()ის ყველა წარმოებული რიცხვი არაუარყოფი- 

თია თითქმის ყველგან (ი, #I-ზე და (ი, ხIს არცერთ წერტილზე 

არც ერთი წარმოებული რიცხვი არ უდრის--02-ს, მაშინ «თ(X) 

ზროდადია. 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ #-თი Lი, ხ) სეგმენტის იმ წერტილთა სიმ- 
რავლე, რომლებშიაც Cდ(X)-ის თუნდაც ერთი წარმოებული რიცხვი უარყოფი- 

თია. პირობის მიხედვით . 
#6, = 90. 

ავიღოთ §> 0 და ყოველი“ ნატურალური #- სათვის ავაგოთ ისეთი ღია 

"შემოსაზღვრული თ სიმრავლე, როზ 

6.=IL, M6» < ი - 

ვთქვათ, 

“სი(X) = 716» · IC, 21. 

ს.(X) ფუნქცია, ცხადია, ზრდადია, არაუარყოფითია და 

სცე.ლე 5... დილ) < --; 

საკმარისად მცირე |/!-სათვის C, სიმ რავლის ყოველ 7; წერტილზე გვექ- 

ნება (რამდენადაც C/L!ღიაბ) 

დ»(X -+#) –– ბი(ჯ) =.#, 

286 =



და, მაშასადაზე, 

რი) = 1. 

კერძოდ ეს ასეა 8 სიმრავლის ყოველ წერტილში. 
ვთქვათ, 

C.. 

თ(1) = ჯ დს.(X). 
#LCთ1 

უს არაუარყოფითი, %რდადი ფუნქციაა და 

«%X) < #8. 

თუ XჯC :, მაშინ საკმარისად მცირე |/I-სათვის გვექნება 

9X+#)– 9) ზე +) <9 
ჩ „გა“ ი“. 

”=+1 

აქედან, ყოველი /20(X) წარმოებული რიცხვისათვის გვექნება 
V Mთ(X) > M, 

და, მაშასადამე, #:-ს ყოველ წერტილზე გვექნება 

1)2(X) = + თ. 

ამის შემდეზ, დავუშვათ 

ს (X) = დ(X)+9(ი9 

და ვაჩვენოთ, რომ (ი, ბ)-ს არცერთ წერტილზე «(») ფუნქციის არცერთი . 
წარმოებული რიცხვი არ შეიძლება უარყოფითი იყოს. მართლაც, უპირველე- 

სად ყოვლისა, თ(X) ფუნქციის ზრდადობიდან გამომდინარეობს, რომ 

%(X +) –- 9M2) _ _ დ(X + #) -–– %X) 
_ / თ #/ , 

ასე რომ, როცა XC #, 

#924%Xე >» 9. 

მაგრამ, თუ #+ #8, მაშინ თ) არსებობს და უდრის -L C-ს, რადგან 
ჩა -–>0 “სათვის 

დ(% –- ა) –– ჯ(ჯ) 

#» 

შეფარდება წემოსაზღვრულია ქექვიდან (წინბაღმდეგ შემთხვევაში იარსებებდა 
125(X) = –- = წარმოებული რიცხვი), ხოლო თ'(:) = + თ. 

ამგვარად, ყოველთვის 

ითი >. 
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აჟედან, წინა ლემით, 9M<) ზრდადია, ე. ი., როცა Xჯ <1» 

IM) <=. <0) (5) 

ან, რაც იგივეა, 

#(X) –L 0LX) < 70) -L 20). 
§-ს ნულისაკენ მისწრაფებით. და ზღვარზე, გადასვლით, მივიღებთ 

- დიე. წლ). 
რის დამტკიცებაც გვინდოდა 

1-ლი თეორემის დამტკიცება. შემოვიღოთ თ,“ ფუნქცია შემ–- 

დეგნაირად | 
=> | #(>), თუ ./(<<:# 
დი(X) = “ 

", თუ #Cე >». 
ადვილი შესამჩნევია, რომ 

| დ-(X2)| =>" (9) (3» 

ასე რომ დ,(ჯ#) ჯამებადია. აღენიშნოთ 

სი = /0ი– I დ.() ძI, 
მ 

და ვაჩეენოთ, რომ 7.(X) ზრდადი ფუნქციაა. 

ამისა თვის შევნიშნოთ უპირველესად ყოვლისა, რომ 

#6) = #ICი0 – #60 >9 
თითქმის ყველგან, ასე რომ იმ წერტილთა სიმრავლე, რომლებზედაც M-/X) 

ფუნქციის თუნდაც ერთი წარმოებული რიცხვი უარყოფითია, ნული ზომისაა. 

მეორეს მხრივ, დ„.(>X) <: თ). ასე რომ 

1 -+/ 

«I დ. (/) ძ/ – ”" 

და, მაშასადამე, 

' #.(X-–++ #)-20%(5) -, _ #%-+ + წ) –/(», __ 

/ / 

საიდანაც ცხადია, 1.(X) ფუნქციის არცერთი წარმოებული რიცხვი არ უდ- 

რის –– «5 -ს. ამის გამო, წინა ლემის ძალით, #.(ჯ) ზრდადია. მაშასადამე.. 

Xი(ხ) -> #.(ი) 
ან, რაც. იგივეა, 

ხ 
/(0) –– #2) > |დ.(ი-ძ»-. 
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მაგრამ 

III. დ.(1) = #1, : 
#ჯ->0ა 

საიდანაც, (3)-თან დაკავშირებით, მივიღებთ 

ხ ხ 

II | გირა – 1 /C შჯ 
ოთ >თ ფ 

და, მაშასადამე, 

სხ 

#0) –– /(თ?>> | /'იი ძჯ. 
4“ 

მაგრამ იგივე მოსაზრებები, –- #C0- სათვის გამოყენებული, გვაძლევს, 

რომ 
ს 

#(ს) – /(0) < (/ IX. 

მაშასადამე, 

/) 

#(ხ) = /(ი0+. I”Iე ძა 
“ 

რაც ამტკიცებს თეორემას, ვინაიდან ხ-ს როლი შეუძლია შეასრულოს ნების- 

მიერმა «-მა, სადაც ძ < ჯ <-ხ. 

დასასრულს, მოვიყვანოთ ორი მაგალითი. 

I. ეთქვათ (0, 1|)- ზე მოცემუ ლია ფუნქცია 

ვ 
#0) = #2 590 9 (1> 0) 

#40) = 0. 

ამ ფუნქციას ყველგან აქვს სასრული წარმოებული 
I · 

#5=3 > 8) –--–-ჯ 2 ტიყ _L (0 >C0თ 
2 X X 

#'(0) = 0. 

ეს წარმოებული ჯამებადია, რადგან 

ვ 1 
'(C :) | დ ==. I/0I<2+-+ 

ამის გამო /(+) ფუნქცია აკმაყოფილებს 1-ლი თეორემის ყველა პირო- 
ბას. მაგრამ ადვილი შესანჩნევია, რომ /'(ჯ) არ არის შემოსაზღვრული, ასე 

რომ V თავის § 5-ის თეორემა მისთვის არ გამოიყენება. 

19. ნატანსონი ი



II. ვთქვათ, (0; 11-ზე მოცემულია ფუნქცია 

/(X) = X? 005 + (X > 0) ჯმ 

/() = 0. 

მას აგრეთეე ყეელგან აქვს სასრული წარზოებული #XX), მაგრამ ეს უკა- 

ნასკნელი არ არის ჯამებადი. მართლაც, თუ 0 < თ <8 <1, მაშინ (თ, ჩ) 

სეგმენტში I») წარმოებული შემოსაზღვრულია და, მაშასადამე, 

ჩ % %# 
I #00 ძX+= ჩმ ლ0§ –- -–- თ. 00§ - .. · ყ? ვ 
თ 

  

  

(-4 

კერძოდ, თუ 

= 2 _ _) 
Cთ,, = V/ 9 +L ვ წ 72” ჯ 

გვექნება 
ჩ, 1 

| წიაძ»= --. 
#77) 

რთ» 

მაგრამ Iთ., 8.1) (7 = 1, 2...) სეგმენტები წყვილწყვილად არ იკვეთე- 
ბიან. მაშასადამე, თუ 

ლ 

§= ა Lთ,,” 8»), 
11=1 

მაშინ 

აა 1 : + 
| /თI9%> 2 5:=+თ 
L #=1 

და /MX) არ არის ჯამებადი. ამგვარად, ინტეგრების პროცესი ლებეგის მიხედ– 

ვით არ შეიძლება ჩაითვალოს ისეთ მოქმედებად, რომელსაც შეეძლოს მოცე- 

მული წარმოებულის მიხედვით მისი პირველყოფილის აღდგენის ამოცანის 

სრული ამოხსნა. ამ ამოცანის სრულ ამოხსნას იძლევა ინტეგრების დანჟუას 

პროცესი, რომელიც ლებეგის პროცესის განზოგადებას წარმოადგენს. ჩვენ 

ამ საკითხის განხილვის საშუალება არ გვაქეს. 

სავატჯიშო 1> თავისათვის 

1, ჯამებადი ფუნქცია აპროქსიმატულად უწყვეტია თავის ყოველ ლებე 

გის წერტილზე. შებრუნებული დებულება სამართლიანი არ არის. 

2. შემოსაზღვრული ზომადი ფუნქციისათეის ლებეგის წერტილისა და 

აპროქსიმატული უწყვეტობის წერტილის ცნებები ემთხვევიან. 
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3. იქიდან, რომ X-ა წერტილზე /X) წარმოადგენს თავისი განუსაზღვრე– 

ლი ინტეგრალის წარმოებულს, არ გამომდინარეობს, რომ იგი აპროქსიმატუ- 

ლად უწყვეტია ამ წერტილზე. 
4. თუ /(X) ფუნქციის ყველა წარმოებული რიცხვი აკმაყოფილებს 

1970) | < # უტოლობას, მაშინ /(X) აკმაკოფილებს ლიპშიცის პირობას. 

5. თუ II/CX)) ფუნქცია აბსოლუტურად უწყვეტია ყოველგვარი აბსო- 
'„ლუტურად უწყეეტი IC») ფუნქციისათვის, მაშინ /X») აკმაყოფილებს ლიპში– 

ცის პირობას (გ. ფიხტენგოლცი). 

6. ვთქვათ, (ი, #)-ზე მოცემული· /X) ფუნქცია თუ ყოველი 6>0 

რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი 5 > 0, რომ ინტერვალთა ყოველი ისეთი 

სასროლი IL(ძ,, ბი) სისტემისათვის, რომელთა სიგრძეების ჯამი ნაკლებია 

9-ზე, გვექნება 
” I 

ა“ «) | <+, 
= | 

მაშინ /(X) აკმაყოფილებს ლიაშიცის პირობას! (გ. ფიხტენგოლცი). 

7. დაამტკიცეთ პირდაპირი გზით Lავახ-ხარეცკის თეორემის შემდეგი 

კერძო შემთხვევა: თუ უწყვეტ და არსებითად ზრდად ფუნქციას აქვს (MV) 

თვისება, მაშინ იგი აბსოლუტურად უწყვ -ეჭია. 

8. ვთქვათ, /(X უწყვეტია (ი, #|I-ზე და ს არის იმ წერტილთა სიმრავლე, 

სადღაც /(X)-ს თუნდაც ერთი არადადებითი წარმოებული რიცხვი აქეს. თუ 

"სიმრავლის /(წ) სახე არ შეიცავს არავითარ სეგმენტს, მაშინ /(X) ზრდადი 

ფუნქციაა (ა. ზიგმუნდი). 

9. წინა შედეგის გამოყენებით, მოახდინეთ § 7-ს მე-2 ლემის შემღეგ– 
ნაირი განხოგადება: თუ /(X») უწყვეტია |ი, ბ)-ხე, თითქმის ყველგან /XXX).>0, 
“და იმ წერტილთა სიმრავლე, სადაც 1/0) = – თ, სასრულია ან თვლადი, 

მაშინ /IX) ზრდადი ფუნქციაა. 

10. ვთქვათ, /(X) უწყეეტია, /(X) არსებობს ყეელგან და ჯამებადია. თუ 

#( /'| = + C) სიზრავლე სასრული ან თვლადია, მაშინ /X) აბსოლუტურად 

უწყეეტია (გამოიყენეთ წინა სავარჯიშოს შედეგი). 
11. ფუნქციას, რომელსაც ყველგან სასრული წარმოებული აქვს, აქეს 

«X#M) თვისება. 

12. იმისათვის, რომ უწყვეტი არსებითად ზრდადი #(») ფუნქცია აბსო- 

–ლუტურად უწყვეტი იყოს, აუცილებელია და საკმარისი, რომ იმ წერტილთა 

#8 სიმრავლის /(L) სახეს, რომელშიაც /'00 = –- დ, ნულის ტოლი ზომა პქონ- 

დეს (მ. ზარეცკი). 

13, იმისათვის, რომ უწყვეტი და არსებითად ზრდადი / X) ფუნქციის 

შებრუნებული ფუნქცია აბსოლუტურად უწყვეტი იყოს, აუცილებელია და 
"საკმარისი, რომ გექონდეს 1XIMV/” = 0) = 0. (მ. ზარეცკი). 

წ ეს შედეგი გვიჩვენებს, რო? აბსოლუტური უწყვეტობის ცხების განმარტებაში Cმ პი= 

შობის ჩამოშორება, რომ (მჯ, ხI) ინტერვალები წყვილ წყვილად არ იკვეთებიან, არ შეიძ- 
“ლება: 
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თავი XჯX 

სინგუმარული ინჭეგტალები. ჭტიგონომებტიშიი მწპტივები 
§ I. საპითხის დასმა 

განვიხილოთ ფუნქცია 

დ, Cი2:) = - 
” : 

– _ რნრწნდ·–უ_ _··.·.. 1. 

2 1 -–- "(| ჯე” ი 

თუ # და ჯ ფიქსირებულია, ხოლო / იცვლება 0-დან 1-მდე, მაშინ ეს. 

"ფუნქცია უწყვეტია #-ს მიმართ. მაშასადამე, ყოველი ჯამებადი / (/).(ი <7“ 1)» 

ფუნქციისათვის შეიძლება განვიხილოთ სიდიდე 

I 

ჩო + |-- /04% თ 
იგ 1 ი”) 

დავამტკიცოთ, რომ ყოველ ისეთ ;: წერტილზე (0 < ჯ< I» სადაც / (IM 

უწყვეტია, გვექნება 
მო /M (X) == / (ჯე). 

#->C (C)) 
ამისათვის უპირველესად ყოვლისა, შევნიშნოთ, რომ 7” -> C5-სათვის 

  
  

1 1 
, 2?! 
თ, (/,; ) იძ == ––- |თ.თა)#= “2-3 ას–-უ= 

ი 0 

#1-2) +ი ., 
=-1 თ, 1 | -+4.=1. და. 

% _ ,. 16. 1. “აჯ” 

ამიტომ იმისათვის, რომ დავამტკიცოთ (3), საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ: 

»-6>=-სათვის სხვაობა 

1 
70)--/ (7) ”7.=7ი(X)––7 (უუ) | თა0,X)ძ;= მ/ #6) –/C (თრი 4) 0-0 

მიისწრაფვის ნულისაკენ. 
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ამ მიზნით ავიღოთ ნებისმიერი 6 > 0, და ვიპოვოთ ისეთი 8 >0, რომ, 

როცა I(--XჯI< 8, გვქონდეს | /(/) – /C2:) | < 8. ვიგულისხმოთ, რომ 0<ჯ-–- 
–6<:4+8<1 და #7 ასე წარმოვადგინოთ 

ი ე 1+- თი 2 1,166 გ?“ " 
ჯ–ი 

1 

++ ( 7(0–-/ 0 = /,+8.+C6. 
2... 1 2/ 1 __ MM” ++ +M/(-–-1) 

„8, ინტეგრალი შემდეგნაირად შეფასდება: 

4+8 X+8 
I ,8» (<2-% I IC) =/9I >, მ. ( „ ი?! _ – 

· ჯგ “”ყ/–ეები 5 აქ გ –.M( –- ჯე 

–თ _ 

< – I -6-%. =§ 
“ე +ჯ 

„- რაც შეეხება 4, ინტეგრალს, ამ ინტეგრალში გვეენება II“: >8, 

ასე რომ ' 

V- - 
#”#(C) | C- ო –- / 0 4(C) (4 <-0- პე I I/ (7) '4651 7/- “4 , , 

0 

სადაც „(2) არ არის დამოკიდებული ჯ-ზე. ანალოგიურად 

IC, <--0). 
” 

და, მაშასადამე, 
2 LC=/> 

1IიI<§6+- 4(5)-. =<(2), 
? 

ასე. რომ, საკმარისად დიდი #X-სათვის 

I” | < 28%, 

ე. ი. /, მიისწრაფვის 0-საკენ V-ის ზრდასთან ერთად, რის დამტკიცებაც 

გვინდოდა. 

ძნელი არ არის გავერკვეთ იმაში, თუ VI, (/,V)-ის რა თვისებები სახელ- 

დობრ უზრუნველყოფენ (3) დამოკიდებულებას. საქმე ისაა, რომ ჯ-ის საკმა- 
რისად დიდი მნიშვნელობებისათვის თი(/,X)-ის ის მეიშვნელობანი, რომლე- 

ბიც შეესაბამებიან X-დან რამდენადმე შესამჩნევად დაშორებულ 1-ს მნიშვნე- 

ლობებს, ფრიად მცირე არიან, ასე რომ (2) ინტეგრალის სიდიდე ძირითადად 

განისაზღვრება ინტეგრალქვეშა ფუნქციის 1+-თან უშუალო მახლობლობაში 
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მყოფი მნიშვნელობებით- მაგრამ ჯ-ის მახლობლად /(/) ფუნქცია თეთქმის 
ტოლია / (ჯ)-ისა (რადგანაც იგი უწყვეტია, როცა # = ჯ). მაშასადამე, როცა. 

# დიდია, (2) ინტეგრალი მცირედ იცვლება, როცა #((1ს ვცელით /Cჯ)-ით, 

ე. ი. ის თითქმის უდრის 

ი 

1 + ს" (L-- 2? 
  

1 

(ა. 
2. 

ინტეგრალს, და, (4)-ის ძალით, თითქმის უდრის /(X)-ს. 

მსგავსი თვისებების მქონე თა; (,,»X) ფუნქციას გული ეწოდება. გულის 
ზუსტი განმარტება ასეთია: 

განმარტება. გული ეწოდება (ი<1< ს, «ძ<%< ს) კვადრატზე, 
განსაზღვრულ ისეთ «,(/,X) (M# = 1,2...) ფუნქციას, რომლისა- 

თვისაც 

8 
III. | თიC,2) ძ/ = 1, 

1–>Cა თ 

როცა 0<:6< %X< ზ+C სხ. თავისთავად იგულისხმება, რომ Cთ),(/,X) წარმო- 

ადგენს ჯამებდ ფუნქციას /ს მიმართ ნებისმიერი ფიქსირებული: 

ჯ-სათვის. 

ს 

/M« (I) = დათვი! 

ი 
სახის ინტეგრალს, სადაც თ,(,2:) წარმოადგენს გულს, სინგულარული: 

ინტეგრალი ეწოდება. 

ასეთი ინტეგრალების თეორიას მრავალრიცხოვანი გამოყენებები აქვს- 

ამ თეორიის ძირითადი საკითხი მდგომარეობს იმ კავშირის აღმოჩენაში, რო- 

მელიც არსებობს /(ჯ) ინტეგრალის ზღვარით მნიშვნელობებსა (/ -> X-სათ- 

ვის) და #(/) ფუნეციის მნიშვნელობას შორის ჯ წერტილზე. იმის გამო, რომ. 
#(/) ფუნქციის მნიშვნელობის შეცვლა ერთ წერტილზე არავითარ გავლენას: 
არ ახდენს /»(1)-ის სიდიდეზე, საქიროა მოვითხოვოთ, რომ /(/) ფუნქციის 

#(ჯ) მნიშენელობა XჯX წერტილზე როგორღაც დაკავშირებული იყოს მის მნი- 

შენელობებთან მახლობელ წერტილებზე. ასეთი კავშირის უმარტივეს სახეს 

წარმოადგენს /(ჯ/) ფუნქციის უწყვეტობა 1 = :: წერტილზე. ამ კავშირის სხვა 
სახეებს წარმოადგენენ, მაგალითად, აპროქსიმატული უწყვეტობა, პირობა, 

რომ კჯ: იყოს / (1) ფუნქციის ლებეგის წერტილი, და ამის მსგავსი. 

მოვიყვანოთ ლებეგის ერთი თეორემა, რომელიც შემდეგში ჩვენთვის 

სასარგებლო იქნება. 

თეორემა 1 (ა. ლებეგი). ვთქვათ, (|V,ს) სეგმენტზე მოცემულია 

ზომადი ფუნქციათა C,(/), Cა(I), და(/),... მიმდევრობა. თუ არსე- 

ბობს ისეთი # მუდმივი, რომ ყოველი I”-სა და სათვის. 

ბვექნება 
| თი(7)| < #, (0) 
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და თუ ყოველი Cსათვის (ი ._«-29) გვაქვს 

IIIIL (თირ- =90, (6) 
წ-ის 

მაშინ, როგორიც არ უნდა იჟოს (I)ზე ჯამებადი /() ფუნ- 
ქცია, სამართლიანია ტოლობა: 

ს 
1Iი 1((0თი#=0 (7) 

წ-ა 

დამტკიცება. თუ ვ). წარმოადგენს (ი,ხ)-ში მოთავსებულ სეგმენტს? 

მაშინ (6)-ღან გამომდინა რეობს, რომ 

8 
IV I დ»(/)ძი/=90. (8) 

–>C5 ” ” თ 

ამ შენიშვნის შემდეგ განვიხილოთ რაიმე უწყეეტი /(/) ფუნქცია და 
წინასწარ აღებულ § > 0-სათვის მოვახდინოთ |ი,ს) სეგმენტის ი = #ჯა<> X,<> 
<-... < ჯ,, = ს წერტილებით დაყოფა ისეთ მცირე ნაწილებაღ, რომ თი- 

თოეულ მათგანში /(/)-ს რხევა ნაკლები იყოს §-ზე. მაშინ 

ხს ს კ II--1 X%+ 

I /(C/)#»(/)ძ/ = X II0-/Cია)“ წ(()#+ XI /(C%) | თიM. (9) 
XC“ 0 XL #=0 2 

მაგრამ 

MM. 

LI (/ 0) -– / დ) 1დ»(/)4/| < #XM5 CV. –– XI), 
2 

ასე რომ პირველი ჯამი (9)-ში არ აღემატება /I5(ს–-ი)-ს. (9)-ს მეორე ჯავჭი 

კი, (8)-ს ძალით, მიისწრაფვის ნულისაკენ V-ის ზრდასთან ერთად და, მაშა- 

სადამე, #» >> #--სათვის ნაკლები გახდება §-ზე. ასეთი Mყ-სათვის გვექნება 

ჩ 

| 1 #09.0M |<-(Mს-–-2ი)+1I 

ასე რომ (7) დამტკიცებულია უწყვეტი /#(/) ფუნქციისათვის. 

ეთქვათ, შემდეგ, რომ /(/) ზომადი ს მოსაზღვრული ფუნქციაა 

I/ (7)| <–# 

ავიღოთ ნებისმიერი § >0 და, ნ. სო თეორემის გამოყენებით, ვი- 

პოვოთ ისეთი უწყვეტი დ(I) ფუნქცია, რომ 

”ხ(/#Vთ)<5წ IV(I!)|დM 
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მაშინ 

ხ ხ ს 

| / (1)9+(/)ძ(= IL IIC/)-–ჯ (711 §» CMI-+ | § (7) დ„(#14/- 
ი ძ ძი 

„შეე 

–_. III) –L(/))9-(/)/|<2MMCთ – 
იი 

ხ 

ხოლო 1 წ ჯიმ! ინტეგრალი, უკვე დამტკიცებულის მიხედვით, მიისწრაფვის 

((4 

ნულისაკენ და საკმარისად დიდი /! სათვის ნაკლები ხდება 6§- ზე. მაშასადამე, 

ასეთი ჯ-სათვის გვექნება 

იჩ 

| I7(/)9(/(1# | <(2MM--1)%, 
7, 

რაც ამტკიცებს (7)-ს შემოსაზღვრული ზომადი ფუნქციის შემთხვევისათვის. 

დასასოულს, ვთქვათ, რომ /(/) ნებისმიერი ჯამებადი ფუნქციაა. 

ავიღოთ § > 0 და, ინტეგრალის აბაბოლუტური უწყვეტობის გამოყენებით, 

ვიპოვოთ ისეთი 6, რომ ნებისმიერი ზომადი #CL/.ს| სიმრავლისათვის, ზომით 

#6<-6, გვქონდეს 

II/CXI4I <§. 

ამის შემდეგ ვიპოვოთ ისეთი ზომადი შემოსაზღვრული «თ(7) ფუნქცია 

(IV თავი, § 4, თეორემა 1), რომ გვქონდეს 

# 5(# # დ) <8. 

შეიძლება ვიგულისხმოთ, რომ # (/ # «) სიმრავლეზე «(/) ფუნქცია ნუ- 
ლის ტოლია.” მაშინ 

ხ ჩ ჩ 

1 /((0)#-C///= 1I/0-%(001თ (044 | §Cიი« 
4 

(44 

მაგრამ 

ს 
| წ/წ(თ–§0)1%(/)ი9)=) I” /(1)C.(/პ4/ | < LV, 
2 ნV #7. 

· 
ხოლო | (9! ინტეგრალი საკმარისად დიდი ჯ-სათვის ნაკლები იქნება 

ძი 
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§-ზე, და ასეთი „-სათვის გვექნება 

ჩ 

| L# 7)ჯიოთ I < (M+1)5, 

რ 

“რაც ამტკიცებს თეორეზას. 

მაგალითი. ეთქვათ, და(/7) = ლ0§II/. მაზინ 

2 

| და(/ეძ/ = 
ი 

და აშკარაა, რომ ლებეგის თეორემის ორივე პირობა დაცულია. ანალოგიუ- 

რად განიხილება ის შემთხვევაც, როცა და(/) = §Iს7I/. ამგვარად, დამტკიცე- 
ბულია 

თეორემა 5 (რიმანი–– ლებეგი). | ,ხ)-ზე ნებისმიერი ჯამზებადი 

#”(ე ფუნქციისათვის გვექნება 

<III I” –– 11) II 
ლ –-–0 

” 

ს ს 

ჰსი. / # (/ე 6ს§MIIძ/ = 1IML. | /(C/16I0 M/ ძ/ = 0. 
I1-–>C2 ძ 1->CC ი 

კერძოდ ნებისმიერი ჯამებადი ფუნქციის ფურიეს კოე- 

ფიციენტები 
(5 +: 

ძა=-- ( 7(I) ცი8 MII/, ს.= –– #C(/)5)ს M/ძ! 
ჯ · 

–ა: 

« 

მიისწრაფვიან ნულისაკენ, როცა #->Cი. 
თუ (7) დამოკიდებულება სამართლიანია (#,ხI-ზე ყოველი ჯამებადი ფუნ- 

„ქციისათვის, ჩვენ ვიტყვით, რომ (1 <=„(7)| მიმდევრობა სუსტად კრება- 
დია ნულისაკენ! 

§ 2. წატმოზგენა უწკყვეჭობის წერზილებზე 0ა ლებების წეტგილებზმ 

შენდეგში, თუ სპეციალურად აო იქნება ნათქვამი, ჩვენ ვიგულისხმებთ, 

რომ 4 (/, 1) გული შემოსაზღვრულია ნებისმიერი ფიქსირებული ?I-სა და ჯ-სა- 

თვის. მაშინ სინგულარულ ინტეგრალს 

ს 

#00) = I დ. (/, 2) / (/19/ 

ი 

აზრი აქვს ნებისმიერი ჯამებადი / (/ჯ/) ფუნქციისათვის. 

თეორემა 1 (ა. ლებეგი). თუ ფიქსირებული Xჯ-სათვის (#<+ჯ<ხ) 

-და ნებისმიერი 6>0-სათვის ძ%,(/,,1) გული ყოველ 

(ი,XL--6|) და (1:1+28,V) 

'!, აჭ გვაქვს ეოთნაირი გადახრა ფუნქციონალური ანალიზის ტერმინოლოგიიდან, 
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შუალედღთაგანში სუსტაღ კრებადია ნულისაკენ დღა, გათრ- 
და ამისა თუ 

ხ 

1 9.CVX)I#<7/C), - 
((4 

სადაც M(ე დამოუკიდებელია »ჯ-საგან, მაშინ, როგორიცარ 

უნდა იყოს ჯამებადი I(/) ფუნქცია, უწყვეტი » წერტილ- 
ზე, სამართლიანია ტოლობა 

III /„(2X) => / (2ე)- 
ს->C> 

დამტკიცება. რადგან თე(/,») გულია, ამიტომ 

ჩხ 

111 I დ„.(/, X)ი/ = 1, 

ი „>C 

და საკმარისია აღმოვაჩინოთ, რომ 

ს 

ML I I/ (0-–/001Cთ. (#1) # = 9. 
–ი # ი 

ამ მიზნით, ავიღოთ 6>-0 და ვიპოვოთ ისეთი 68>90, 

||)“ X|I<23, გვქონდეს 

ვ
 3 ვ
 3 4“ 

I/(/)–/()I < 396 

მაშინ ყოველი ჯ-სათვის 

«4+9 _ 

| | ICI) /00)თ»)#1 <-ჯ- 
ჯ–--8 

მაგრამ თითოეული 

21--ჩ ი 

I L/ 0) – / დ)) თაV 2) ი) და I L/ ()– 70ე1ია (61)4/ 
4 ჯე 

ინტეგრალთაგანი მიისწრაფვის ნულისაკენ, როცა #->Cთდ, ასე რომ M>7ე-სა- 

თვის თითოეული მათგანი აბსოლუტური სიდიდით ნაკლები გახდება -- - ზე. 

და ასეთი ჯ-სათვის, აშკარაა, გეექნება 

ს 

| (IV) – /ღ1თ.დ»“! | <= 
ძ 

რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 
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ეს თეორემა ეხება ჯამებადი ფუნქციების წარმოდგენას უწყვეტობის 
წერტილებზე, მაგრამ ჯამებად ფუნქციას, საზოგადოდ, არა აქვს არცერთი 
უწყვეტობის წერტილი, რაც, რა თქმა უნდა, აზცირებს ამ თეორემის ინ- 
ტერესს. 

მეტ ინტერესს წარმოადგენს თეორემა ჯამებადი ფუნქციის წარმოდგე- 
ნის შესახებ ლებეგის წერტილებზე, ვინაიდან, როგოოც უკეე ეიცით, ასეთია 

იმ სეგმენტის თითქმის ყოველი წნრტილი, საღაც მოცემულია ფუნქცია. 
ლემა. ვთქვათ, ი0(/) და /(/) არაუარყოფითი ჯამებადი 

ფუნქციებია, ამასთან დ«(/) ზრდადია. მაშინ 

ს ჩ 

I #(C/(19(11#< 4M | თ(/)4, 

  

« ძ 
სადაც 

1." 
M = ასი | - I #(/)4 |, (0<ჩ<წ–იძ)- 

/ I 
ხ-–-V#/ 

დამტკიცება. დავუშვათ 

ია =4 ი = “+” ა , L+1 2 · 

მაშინ 

ხ ლი მ. ლ რა 

(L70)9()ძძ= ა. | #(0)200V/ 2» 9) | #(/”- 
ი 1უ=1 ი. /:=1 ძა 

მაგრამ 
მ. წ) 
I /(0)%<. | /()ქ/<:M(ა-–0-,)=4პ1(თ,,-–ძ)- 

რი. რ-, 

მაშასადამე, 
ს CლC- 

| #(()9(/)ძ(«: 4M » ს (მ (9. – ძ) 
ი #=1 

და დაგვრჩენია შევნიშნოთ, რომ 
რM++ 

დს(ი0 (თ., – თ << I 5(IMას 

-“” 

სე რომ ასე რო , , 

(7C009(110<4M | ს(()7<4M | თ(/)ძ» 
ი რ, ძ 

რის დამტკიცებაც გვინდოდა. _ 

ჩვენ ვიტყვით, რომ V(/,:) ფუნქცია. მონოტონური მაჟორან- 

ტია დი;,:) ფუნქციისა, თუ 

Iდ(/,1)| <-V C7,»ჯX



და VV,») ფუნქცია ფიქსირებული X-სათვის, როგორ /-ს ფუნქცია, ზრდა- 

დია («,X) შუალედში და კლებადია (იხ) -ში. 
თეორემა 8 (დ. ფადეევი). თუ «%ი(/,7) გულს ყოველი ი-სათვის 

აქვს ისეთი VI.V,) მონოტონური მაჟორანტი, რომ 

ს 
I VI. (/. X) ი < MX(X, 

4“ 

სადაც #(C1) დამოკიდებულია მხოლოდ Xჯ-ზე, მაშინ 

ს 

0 1 თ6ა/(ი4%– #0) (-<X<M) 
)–>C 

ტოლობა ს სამართლიანია ყოველი ისეთი /(/) ფუნქციისა- 
თვის, რომლისათვისაც Xჯ-–-–ლე ბეგის წერტილია. 

დამტკიცება. რადგანაც 9),(/,') გულია, საკმარისია შევამოწმოთ, 

“რომ ა->C-სათვის 

1სი IVთ-/ #(0198, CV, 1) ი/ = 0. 
1->CC6 

ჩვენ დავკმაყოფილდებით 

“ · 

(IVCVC) – /C0)თ.(/ >)! 
რ 

"ინტეგრალის განხილვით, რადგან ინტეგრალი | +, | მონაკვეთზე შეისწავლება 

სავსებით ანალოგიურად. ავიღოთ ნებისმიერი 6 > 0 და ვიპოვოთ ისეთი 8>90, 

რომ, როცა 0 < # <8, გექონდეს 

1 ჯ 

+ 1 I/(0-/თI4<5 

ეს შესაძლებელია, რადგანაც «ჯ არის / (/) ფუ ნქციის ლებეგის წერტილი. 
ასეთ შემთხვევაში, ლემის ძალით, 

ჯ 

| | (VCI)-–-/C) 1 დ„თ»)იI | < | I/ 0) – /ცი|მ,C,ა)ძ/ < 46 LC. 
ჯ–ი ჯ–ნ 

დაგვრჩა აღმოვაჩინოთ, რომ 

ჯ«-8 

| IV) –/))9(ი 2)! 
ძმ



ინტეგრალი მიისწრაფვის 0-საკენ #-ის ზრდასთან ერთად, ე. ი. რომ თ,(,ჯ 

სუსტად კრებადია ნულისაკენ LV,ჯ; -- 6) სეგმენტში. მაგრამ, როცა | C (6,>--9), 

გვექნება 
| და C/,X) | <=. LV ( /,:უ) <=. Vა(>--9, 2:)- 

მეორეს მხრიქ, 
1 

2 I,(C-- გე. I IV (,2) ძ/ < MLCX), 
X-–-8 

ასე რომ 

# ! ჯ).   | შა, (01) | < 

ე. ი. თა (,,X) ფუნქციები თაზაბრად შემოსაზღვრულია §4,X--26) სეგმენტზე და 

შესრულებულია „§ 1-ს ლებეგის თეორემის (5) პირობა. მისი მეორე პირობა, 

ე. ი. (6) პირობა აგრეთვე შესრულებულია, რამდენადაც «ს,(,2) წარმოად- 

გენს გულს. ამით დ. ფადეევის თეორემა დამტკიცებულია 1. 

ამ თეორემის გამოყენების მაგალითისათვის მოვიყვანოთ ვეიერ-. 

შტრასის ინტეგრალი 

ს 

I) = 2 | დე რი? IC) - 
V > თ 

ფუნქცია 
I» (72) = “წ (0ტ-»ი? 

წარმოადგენს გულს, იმიტომ რომ თ < :: < ჩ-სათვის 

ჩ 1 I(3 – ე) +Cთ 

I M7ი(/,2:)0/ =–. == I (მა > == IL. “ძუ =1. 
>> C . 

ადვილი შესამჩნევია, რომ ეს ფუნქცია ფარმოადგენს თავისივე მონო- 

ტონურ მაჟორანტს, რადგან «»„ ზრდადია, როცა <9, და კლებადია. 
” > 0-სათვის. ფადეევის თეორემის პირობა შესრულებულია, რადგან 

ჩ 
წ მM(8XთV <1. 
4, 

ამგვარად, (ი,ხ)-ზე ნებისმიერი ჯამებადი # (7) ფუნქციისათვის ტოლობა 

III. VV= (X) = 7 (X) 
”-–>0ლ 

თ ” I(თ--). 

2C-C 

შესრულდება ყოველ ლებეგის წერტილზე და, მაშახადამე, .თითქმის ყველგან. 

I, მოყვანილი დამტკიძქება ჩვე§5 გეეკუთენის (IM. IL წIგიციით. 0 იწXX8ილიეიIX 9- 

M09 #წიX»6 II0 CM0006X C. L. სიისყIიმსი I ს. Iი”ავ9IICXL0C0. მ იXVMMხML XLIII, 1937, M 4). 
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§ 3. გამოყენება შუტიეს მწჰტივთა თეო#იპში 

VIII თავის § 3-ში ჩეენ განვმარტეთ / (ჯ) ფუნქციის ფურიეს მწკრივი 

'ნებისმიერი (| თ.(X)) ორთოგონალური სისტემის მიმართ. თუ, კერძოდ, საკი- 

თხი ეხება ტრიგონომეტრიულ სისტემას 

  1 ილინი: დ0ი+ ლიია2»  _9)12X 

V 27” 2 IX.” “2 წ” #> ” ” (1) 

მაშინ #(X) ფუნქციისათვის ფურიეს მწკრივს წარმოადგენს 

” C 

“> I +X; (01608 ; X-L ჩ, 510 #) დ) 
L=- 1 

მწკრივი, სადაც 
1 -“+X I +%X 

ძ.=-- I / ლებ0ი5XXძ», ხს= '- | /(X)5)ს აძ». (3) 
« ჯ ი 

–ჩჯ _–- 

VII თავში ჩვენ ვგულისხმობღით, რომ / (2) C L,. ამ დაშვებამ უზრუნ- 

ველყო /# (X) ფუნქციის ფურიეს 
ხ 

6 = | #00 თ+CX) ძ» 
რ“ 

„კოეფიციენტების არსებობა ნებისმიერ ორთოგონალურ სისტემაში. მაგრამ 

(1) სისტემის ფუნქციები შემოსაზღვრულია. ამის გამო (3) კოეფიციენტები 

და, მათთან ერთად, (2) ზწკრივიც, შეიძლება განვიხილოთ ნებისმიერი ჯამე- 

ბადი ფუნქციისათვის. 

საკითხი (2) მწკრივის კრებადობის შესახებ მიიყვანება გარკვეული სინ–- 
გულარული ინტეგრალის გამოკვლევაზე. მართლაც, თუ 

# 

5.6) = + + ლ (იჯ 605 #2; –+ M 510 IX), 

მაშინ, (3)-ის ძალით, ა 
10-- 1 2. : 

5» (X) ლ I | – + 2, 005 # (I– 2: /თ« 

იღ #=1 

თუ ახლა გამოვიყენებთ ცნობილ ფორმულას! 

. 
  

'. ეს ფორმულა ადვილად გამოიყეანება. აზისათვის შევკრიბოთ ტოლობანი 

· 1 : 1 .- /C 
იი X-C +) თ–9ყი ( ს-– -;)4=2 510 --–-ბ08 სთ (#=1,2,...,M) 

.- C . Cთ 
ვ)ს–- =58!0ი ––. 

2 2



2 

1. 2 CI 
“+ M 005 7:თ= _–. რ (4) 

7:=1 290-, 

აა»(X) ჯამს შეიძლება მივცეთ ასეთი საზე 

-”-+4+-1 
ნწს “ნ - ((–:12) 

  

1 LI 

5-(X) = 2 I #(/)ძI. (5) 
C ფე”? 

2 

ეს ისტეგრალი არს დირიხლეს სინგულარული ინტე- 

გრალი. 

ჩვენ არ შევჩერდებით (2) მწკრივის კრებადობის საკითხზე, დაინტერე- 

სებულ მკითხველს მივუთითებთ ზიგმუნდის 1 ამომწურავ მონოგრაფიაზე. ჩვენ 

განვიხილავთ საკითხს (2) მწკრივის შეჯამებადობის შესახებ ჩეზაროს 

მეთოდით. ეს მეთოდი მდგომარეობს % (2) ჯამების პირველი # წევრის 

თი (2) = 5 (X) + 5, რმისიბიი (60 

საშუალო არითმეტიკულის ზღვრის მოძებნაში. 

ცნობილია 2, რომ ჯ წერტილზე (2) მწკრივის კრებადობის შემთხეევაში, 

თ.() მიმდევრობა კრებადია მწკრივის ჯამისაკენ, მაგრამ ეს მიმდევრობა შე- 
საძლებელია კრებადი იყოს მაშინაც, როცა (2) განშლადია. 

თი(2)-ის განოკვლევის მიზნით იგი გარდავქმნათ (5) ფორმულის გამო- 

ყენებით +» 

  

#.- 

თ0=5-- | L ი 29110, იI-4/“> #(.) –ძ/. 
2 7. –: ფე“ 

მაგრამ 

1-1 C თ 

2, 9ი(2L+1)თ = 972, (”» 
ჯ“% 8)0Cთ 

მართლაც, თუ შევკრებთ 

00§2/სთ –– 0052(#-–-1)თ = 2310 თ510ი(2#-L-1)თ (0: = 0,1,...,M––1) 

ეს მოგვცემს; 

1 
91ს/ #“+–- –– ) თ=25)0 –– –+ ჯ 0085 LC |, 

2 2 
#= < 

საიდანაც გამომდინარეობს (4). 
' #. მსMწიჯ. 100>-0M0M06701900X06 0IMI#II, I0IIII, 1939. 

2. იხ, მაგალითად, M. M. II სILც2:1#07%0. MM9MII იწისლი, 0IILI, 1934, ან ML. 8. ჩა C- 

თ0007M%M. 0000/010I8XMI0 II>6Lეე16% I 1 #ICL დ) 0ხ0; შეკ, II, 1940. 
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ტოლობებს, მივიღებთ 
· - 

2 5) თ 2, 81Iს) (27 + 1)თ = 1 ––0ი82/თ= 25)ი'/)0თ, 

#=0 

საიდანაც გამომდინარეობს (7). 
(7)-ის დახმარებით მივიღებთ 

. ჯე? 
+X | თხის–– 

თ()=--“- | ბ I „C (8) » (: 2-ე - – | # (71)ძ/.     
.-. I/-–ჯ 
ყეი“ა“ 

(8) ინტეგრალი არის ფეიერის სინგულარული ინტეგრალი. ეაჩეე- 
ნოთ, რომ მისთვის შესრულებულია ფადეევის თეორემის პირობები. 

ამისათვის განვიხილოთ ფუნქცია / (/) = 1. (3) ფორმულებით მისი ფუ– 
რიეს კოეფიციენტების გამოთვლა გვაძლევს 

–ი 

  

  

ირე = 2, ძ. == ს =0 ( = 1,2,...)- 

მაშასადაზე, ამ ფუნქციისათვის 

აი (-11=1 (» = 0,1,2,...» 
და ამიტომ 

წი (63) = 1. 

მაგრამ, თუ თა(X)-ს გამოვსახავთ ფეიერის ინტეგრალით, მივიღებთ 
_ 2 

1 +: | §I0#M 4 2 2 

5 LI- –“–“– ი5=1. (+ 
_–” წხ“. 

შევნიშნეთ რა ეს, განვიხილოთ XC (– 7, –- ა) წერტილი. ვთქვათ, 

–:<თ<ჯ<8< >. თუ IC ->,თ), მაშინ 

    

  

1 რ“ - 1 1 

ლემ #:-7X “თაიმი ყე? თ --X 1... დალ = „ (ეთ), 

| 2 
81 2 

და, მაშასადამე, 

· (ჯე? 
1 დ ასი თ 2 - 4 . თ 

2M= |  ––“– «<-““., 
1.» .- 1-1 „ 

ლ? 510 –-– 

სადაც 4#(X,თ) არ არის დამოკიდებული ჯ#-ზე. აქედან გამომდინარეობს, როზ 

· ჯე? 
1 თ 510 #7 > 

1» ” –“ –= 
,ა·>თდ 20% I (“1 ი= 

  

 



ანალოგიურად დაერწმუნდებით, რომ ნულისაკენ მიისწრაფვის |2,>2) 
მონაკვეთზე გავრცელებული ინტეგრალიც. თუ ამას დაუპირისპირებთ (9)-ს, 
მივიღებთ, რომ 

. 1–ჯე: 
. 1 ჩ | ყი# 5 
1 I ძ/ = 1, 

M->C 2 2 'ლჯ 90 ---- 
2 

· ,'–1ჯ 3 

1 ფის“ 

2M% | §10 (-–X | 
· 2 

წარმოადგენს: გულს. 
ამ გულისათვის მონოტონური მაჟორანტი ადვილი ასაგებია. აჭ მიზ- 

ნით, შევნიშნოთ, რომ | 5Iს . | <-| 2 I. აქედან 

  

ასე რომ ფუნქცია 

  

  

  
  

  

  

1 1. 
ყყ1უი 2 

მაგრამ 

_ 15 51 
§))2ჯ 

მაშასადამე 
1. ._ 1 (! , > )– უ2–+1 

ნი” “ 2 14 2ე' 

და · 
ა 2,?( #-- ქ წ V/–1) < )?(1–ჯ) . ით 

2 „მ (– უე + 4 

ჯX 2 - 
მეორეს მხრივ, როცა IდI< - , მაშინ |§Iი 2! .>-––-I დ, ასე რომ 

== 1 
ვებ“ 2 -> 5-2). (11) 

(10) და (11)-დან გამომდინარეობს, რომ 

,'–-ჯ? 
  

  

  

  

1 907 1 2»”(1 –-::)? 2? _ _. #1 > 

2#MX ფი ჯ(–Xჯ < 2MX #–ს(ჯ– ებ -L4 ს-ა» #1 -->21+4 

2 

  

20-ე? ფუნქცია (აშკარაა მონოტონური) წარმოადგენს ფეიერის გუ- 

ლის მაჟორანტს. მაგრამ 

% 7%0I/ 4+2თ _ Mრიჯ _ _ ს» 

_) თმ /-» +4 IL უანტ 4” 
20. ნარანსონი. 3ი=



ე. ი. მაჟორანტის ინტეგრალები შემოსაზღვრულია #-საგან დამოკიდებული 

რიცხვით. 

ამგვარად, ფეიერის ინტეგრალი აკმაყოფილებს დ. ფაღეევის თეორემის 

პირობებს. აქედან გამომდინარეობს შემდეგი 

თეორემა 1 (ლ. ფეიერი –– ა. ლებეგი). თითქმის ყველგან |–»,–+- 

+ >)-ზე გვექნება : · 
1IIი თ, (+) => / (2)- ტ02) 

X-–>C> 

ეს დამოკიდებულება შესრულებულია /(,/) ფუნქციის 
ყოველ ლებეგის წერტილზე, და მით ·-უფრო, მის ყოველ 
უწყვეტობის წერტილზე (–- ++) ინტერვალის შიგნით, 

VII თავში დავამტკიცეთ, რომ (1) ტრიგონომეტრიული სისტემა სასრუ- 

ლია. ეს იმას ნიშნავდა, რომ ყოველი ისეთი /(:)C IL. ფუნქცია, რომლის 

ფურიეს ყველა კოეფიციენტი (3) ნულს უდრის, ეკვივალენტურია ნულისა. 
ახლა ჩვენ შეგვიძლია განვთავისუფლდეთ იმ შეზღუდვისაგან, რომ /(2ჯ) ჯა- 

მებადია კვადრატით. სამართლიანია შემდეგი 

თეორემა 5. თუ ჯამებადი /(;) ფუნქციის ყველა (3) კოე- 

ფიციენტი უდრის ნულს, მაშინ /(: ეკვივალენტურია 

ნულისა. 

მართლაც, ასეთ შემთხვევაში Cთ„(X)==0, და, მაშასადამე, / (ჯ) = 0 ყო– 

ველ ისეთ წერტილზე, სადაც სამართლიანია (12), ე. ი. თითქმის ყველგან. 

1-ლი თეორემა საშუალებას გვაძლევს გამოვთქვათ ზოგიერთი მოსაზრე- 

ბა 5, (ჯ) ჯამების ყოფაქცევის შესახებ. 

ამისათვის შევნიშნავთ, რომ 

  

1-1 

C»(X) == რი + 2, #-# (ი 008 #L 2; –– Mს §10 # X), 

2 „4 # 
ასე რომ 

# 

აი (X) –– თ.(X) = 2 25 (ძ.608 LX –– ხჯ 510 /ე. (13) 

L=1 ” 
აქედან 

1 +X " I 

-– | თთ-თთო/%= 2) <=; (2.-+წ)- 04 
“ _ #=1 ბ 

განვიხილოთ ნატურალური რიცხვთა ისეთი 7#,,ი,, Iეც-· მიმდევრობა; 

რომლისათვისაც 

(259 > 4>1. (15) 
წ 

ასეთ მიმდევრობას ლაკუნარული ჰქვია. სამართლიანია შემდეგი 
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თეორემა § (ა. კოლმოგოროვი). ვთქვათ, /(1) კვად რატით ჯა- 

მებადია. თუ (#) ლაკუნარული მიმდევრობაა, მაშინ თი- 

თქმის ყველგან (-–->,–+-»)-ზე გვექნება 
"Iი 5, (X) = / (ე. 
>თდ 

დამტკიცება- ფეიერი-ლებეგის თეორემის ძალით საკმარისი იქნება 

«დავამტკიცოთ, რომ 

_ II01 წ5ი; (X) – ძი, (00))-–=9 
1>Cთ 

·თითქმის ყველგან. . 

ამისათვის (თავი VI, § 1, მე-11 თეორემის შედეგი) საკმარისია ვაჩვე– 

ნოთ, რომ 

C 4+%X 

2 L(6,-- თ,)ძა< + = 
1=1 –Xჯ 

«ნ, რაც იგივეა, /რომ 
CC 

0 = 2 | – = 2. L" (ი, -L ხ,)) < ++ თ. 

'ე ჯამი წეიძლება ასე დაიწეროს 

მ=-. 'V% M + 
7" I“ 

წ, 75 

+“ 2, ი+ 2, 1+- 

იი<4 ი ი=741 
”, 1 9 _” 

ნეგ ფტ“4ეე, მს –უ 2, «L 

ჩა ს= = 7,-L1 ჩა) ==», +1 

+. „+ 

სადაც 1 = L (თ + ს). ამ მწკრივის შეჯამებით სვეტების მიხედვით მი- 

„ვიღებთ 

  

თ 1 7 56989 რი 1=1 ს=7 .+-1 
„მაგრამ, “რადგან 

#. 1 

”, და, 
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ამიტომ 

ო 1 ”; Cი /.V? M( 
ს. 7 XV -_" უშ ა 8 , X-2.) (_; XX." აი) < XC) X (2242) < 

»=/ ჯ=; ?-1-+1 

დ „ 7, " ქტ 7; 
საშ ს ის ფ) ა გ 

2. ი. 3 (ი + " ა) - 41 – I 2. (თ + ს.) 

კ=04 #=II.1+1 #=1 1+1 . 
აქედან 

4 ლ ?,' ქ. ი 

ი<--“ ს 1 ითხე=- ბ I რესე<+ო, 
1“-– 1=1 #ჯ=>7/; -ი 4-– #=1 

რადგან > (თმ-- I) მწკრივი კრებადია. თეორემა დამტკიცებულია. 

განმარტება. ტრიგონოზეტრიულ 

ლე 

2, (იი, 608), X–- ხი, 51 7(;X) 

1=1 

მწკრივ ლაკუნარული ეწოდება, თუ. (7L,) მიმდევრობა. ლაკუნარუოლია- 

თეორემა 4 (ა. კოლმოგოროვი), თუ ჯამებადი /(ჯ) ფუნქციის 

ფურიეს მწკრივი ლაკუნარულია, მაშინ 

)ს 3; ო=ჯ/V» 
“> C 

თითქმის ყველგან. 

დამტკიცება. საკმარისია აღმოვაჩინოთ, რომ 

10 | 5ი,.(+) –– 9, (21) = 0. 
1> ა 

მაგრამ, (13)-ის ძალით, 
7, 

# 
(პგ (ი – თ, 0)1<. + (IრI+ II). 

ჯ= 

თუ # არ ემთხვევა. ერთერთ. რიცხვს „ა... 

ის = ს: = 0. 

მაშასადამე, 

1 

| 5, (0 – თ, C0I. X) “” (1«ი„L+ 1, I). წ; 
551." 

რიმან-ლებეგის (§ 1) თეორემის ძალით 

))ის რგ„ = IIი ჩი,, = 90. 
„>->ა #->=%



ზევნიშნეთ რა ეს, ავიღოთ § > 0 და ვიპოვოთ ისეთი #I,, რომ, როცა 
9) > II0) გვქონდეს 

| იი, I+ |სი, I < §. 

მაშინ, თუ #I-ით აღვნიშნავთ 

ი 

ს „(1 იკ | + | ჩი, 1 )-ს, 
7) + 1 

ჯვექნება ; > ჯI--სათვის 

ააებებგბგბგბ–დ2.. 06) 
”" .=7+1 " 

მაგრამ, რადგან 

ო > _ 1 
M, 4“. 

ამიტომ 

ჯ» +< -=– -< VI 4. 
“–“ წელ _–“ ” #“--1 

== + 1“ „»= ”ა+1 #==0 

აქედან და (16)-დან გამომდინარეობს, რომ 

M 4 
I5., (63) – 7? (C31) <”<– + “ს 

"/ წლი! 

თუ („საკმარისად დიდია, მაშინ #<- და ყველა ასეთი (ჯ-სათვის გვე– 

„ნება 
15, (1) – თ, (X) | <      

“რაც ამტკიცებს თეორემას. 

შენიშვნა. კარგად ცნობილია აგრეთვე! ფურიეს მწკრივების შეჯამება– 

·დობისათვის, აბელი-პუასონის ხერხი. ის მდგომარეობს ისეთი დამხმარე 

CC 

5. ცე = -- 0. L %I „L(2, 60§ LX + MI §III LX) 
2 4 

“მწკრივის შედგენაში, რომელიც კრებადია 9 < I· < 1-სათვის. თუ არსებობს 

სასრული ან უსასრულო ზღვარი 
1II0 5- )X), 

7–+1–:0 

,' მ. M#. II. IIის8030# პხიXნL დჯიLი, გვ. 108; .L. I. სეეჯი/0ასი. 000010X0IMIIIC II8- 
“დისხი:»M # იყწხ 4სVი0L#0, გვ. 217. 
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მაშინ ამ ზღვარს ეწოდება 

«დ 

++ 2, (თ, 005 LX -+ ჩა 510 წე: (17). 

#=1 

მწკრივის განზოგადებული ჯამი. 

ძნელი არ არის ჩვენება იმისა!, რომ ყოველ ისეთ ჯ წერტილზე, ორო- 

მელზედაც (17) მწკრივი შეჯამებადია ჩეზარო-ფეიერის პროცესით, ის შეჯა- 
მებადია აბელი-პუასონის პროცესითაც იმავე ჯამისაკენ. მაშასადამე, ჯამე- 

ბადი #() ფუნქციის ფურიეს მწკრივი შეჯამებადია აბელი- 

პუასონის მეთოდით ამ ფუნქცისაკენ თითქმის ყველგან. 

ეს ფაქტი შესაძლებელია დამტკიცდეს ფეიერი-ლებეგის თეორემის გამოყენე– 

ბის გარეშე, იმ სინგულმოული ინტეგრალის უშუალო გამოკვლევით, რომ. 

ლითაც გამოისახება 5-(2): 

==- 1 9 
წოი=-( (0) >” I 

21 4 _ 1 -- 2”005(/–– 2)-C- 1? 

(პუასონის ინტეგრალი). ჩვენ ამაზე არ შევჩერდებით. 

§ 4. ზტიგონომეჭტიული მწჰრიჭებისა რა შუტიქეს მწპტივების. 
შემდგომი თქისებუბი 

არა ყოველი ტრიგონომეტრიული მწკრივი 

ი 

+“ +256 008 #2: -L ჩხ, §10 

წარმოადგენს რაიმე ჯამებადი ფუნქციის ფურიეს მწკრივს მაშინაც კი, რო- 
დესაც მისი კოეფიციენტები მიისწრაფვიან ნულისაკენ. იმისათვის, რომ და– 

გრწმუნდეთ ამაში, დავამტკიცოთ რამოდენიმე დებულება, რომლებსაც და– 

მოუკიდებელი ინტერესიტფ ექნებათ. 

ლემა 1 (ნ. აბელი). ვთქვათ, მოცემულია თი,იე..,ი, რიცხეე- 

ბი. აღვნიშნოთ 

# 

§= MI, “თ 
1=1 

და ეთქვათ, რომ 

| C 4 (:= 1,2,...,7)- 

თუ 
0: > 0” > ·.· >0ი > 9. 

  
,. 1L. IL. მაი 08108, III რ 70X0, ზვ. 110; „L. ცს. 18010008V9. C)ი0ლ0#/04+0MMII 8M- 

20უიბოI I ი935ხ თV0სC, გვ. 218- 
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მაშინ 

„ 

| კ» CI2L | <4: 
Lჯ=1 

დამტკიცება. თუ L>1, მაშინ ი”, == 85– +L_,+ მაშასადამე, 

” ”" " 

+ ძ,იL == 0, + ჯ (LC –- L.,) = ჯგ +ს0ს–– დ ML -160L-) 
L=1 LC92 LI L“ 2 

და, ამიტომ, 

):–1 ” 

» ძLVL= 3, ჰI(0ს –– მL.,) + აია. 
L=1 L=1 

აქედან 
ჯ M–-1 

+ მი (<4) ჯ (მს– ძხ-.)+ იძი. | = 49, 

  

რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 
განმარტება. ჩვენ ვიტყვით, რომ 

ი +თ“+ძ, + 

მწკრივი აკმაყოფილებს აბელის პირობას, თუ 

” 

| ჯრ |< 4 (ი = 1,2,3,...). 
=1 

ლემა 95. ფიქსირებული ჯსათვის თითოეული 

008 +: –L 008 2ჯ -L ლი§8 3ჯ -L . -. (X# 2ღ) 

ვს X + §)ს 2ჯ –– §)ი პჯ–- ... (ჯ –– ნებისმიერია) 

მწკრივთაგან აკმაყოფილებს აბელის პირობას. 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ 

” ” 
4, = X ი0§#ა 8.= 2?) ყი. 

1=1 #= 1 

განმეორების ·თავიდან აცდენის მიზნით, შევაფასოთ ეს ჯამები ისეთი 

ხერხით, რომელიც განსხვავდება ჩვენს მიერ ანალოგიურ შემთხვევებში გამო- 

ყენებული ხერხისაგან. 

ეს ჯამები წარმოადგენენ 

C %ე -. „I +914 

M ლ - 1 “. 
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ჯამის ნამდვილსა და წარმოსახვით ნაწილებს. 

მაშასადამე, საკმარისია შევაფასოთ უკანასკნელი ჯამის მოდული. 

აშკარაა, რომ 

2 1 

  

–_–__.-- 

ი 1 «“! | ფარ 
| 2 

აქედან 
1 - 1 (4 <=“: 1I#I<-–- 

    
და ლემა დამტკიცებულია იმ შემთსეევისათეის, როცა ჯ# 2#>. თუ კი X=21X, 
მაშინ სინუსების მწკრივისათვის ლემა ტრივიალურია. 

ლ 

თეორემა 1 (ნ. აბელი). ვთქეათ, » ი: მწკრივი აკმაყოფი- 

#=1 

ლებს აბელის პირობას. თუ 

ძ, > ძე > ·.· > 0ი > ···,; 11ს1Iი, = 0, 
”->%0 

ლე 

მაზინ 2, ძი. მწკრიეი კრებადია. 

#=1 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ 

” 

აა = პა, ი.V. 

#==1 

მაშინ, აბელის ლემის მიხედვით, როცა I > IM, 

7 

(– თL=) 2 რთ) <2 
#=#–+1 

და საკმარისად დიდი „-სათვის ეს სიდიდე რაგინდ მცირეა, საიდანაც გამომ- 

დინარეობს თეორემა, 

შედეგი. თუ 
0, >0ე > ··. > 9ი > · წ); 1)Iს იი = 0, · 

I->Cთ 

მაშინ თითოეული 

=«< თ 

2, ძაბი52: (X7#2#>), 2, ძი 510 7X (7; –– ნებისმ იერია) 

»ჯ=1 11==1 

მწკრივთაგანი კრებადია. 
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მაგალითაღ, მწკრივი 

ა 9)1) IX M» 00 #1 ! 

;=1 18) ა 

კრებადია ყოველი «სათვის. ჩვენ ქვემოთ დავამტკიცებთ, რომ (1) 

არ წარმოადგენს არცერთი ჯამებადი ფუნქციის ფურიეს იწკრივს. ამისათეის 

საკიროა: 

ლემა 3. ვთქეათ, 

ჩ” I... 

გაცე = X 904 
«, 7 
#=1 

როგორიც არ უნდა იყოს :: და (I, სამართლიანია შეფასება 

II(0|I <2 >. 

დამტკიცება. ჯერ-ჯერობით ვიგულისხმოთ, რომ 0 < ჯ < +». ვთქვათ, 

ი ისეთი მთელი რიცხვია, რომ 

მადინ 

“ 51.) LX | (>) < მაა ქ VI ავ, 
=9+I 

(თუ # =0, მაშინ ისპობა პირველი, თუ კი ი > II, მაზინ – მეორე შესიკრები 

”არჯეენა მხარეში). რადგან |§)ი თ | < | თ|, ამიტომ 

  

  

0 (90 L „–- IფC)|<X 199%<ყა<1-5. თ 
#=1 

მტჭორეს მხრივ, აბელის ლემის ძალით, 

დ 52 IX | > 4 აეეე 2-4 

#=ძ-+L1 # ი #+) 

, 

სადაც .4 = IმX | 2, 51) XX | (7+1 <7<7/). მაგრამ თუ სიქყვასიტყ- 

#=ი0+1 

„ ეით გავიმეორებთ იმ მსჯელობას, რომელიც ჩატარებული იყო მე-2 ლემის 
დამტკიცების დროს; ენახავთ, რომ 

ჯ 
ა 90% <--- 

L=ეი+1 (ფი 2 I 

  

§13



  

1 
ე“. – და, მაშასადამე, 

ფა–- 

  

  

| 9 §I)1 #X 1 

|, 44 „ ჯ 
#=ძ0-.-1 ი0–+ 1)§I0-2“ 

მივიღებთ რა მხედეელობაში იმას, რომ 51» > > 

19
8 , ხოლო ყ--1“>- 

> 1-2. ; გვექნება 

” – ო 1 = –_– 
ს ი C+ V > _X. V ჩX, 

#=ი-L1 1 ჯ 

აქედან, (2)-თან დაკავშირებით, გამომდინარეობს საძიებელი შეფასება. იმის. 
გამო, რომ | ს. (X)) ლუწი ფუნქციაა, ეს შეფასება სამართლიანია ––L<X<0.- 
სათვისაც. X=0-სა და »-სათვის ეს შეფასება რრივიალურია,. ე. ი. ის სამარ- 

თლიანია –– X < ჯ<2#»-სათვის, მაგრამ მაშინ, ს„(:)-ის პერიოდულობის ძა- 
ლით, იგი სამართლიანია ყოველთვის, რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 

ი თეორემა 9. ვთქვათ, /(X) ჯამებადი ფუნქციაა. თუ 

  

  

10% 
ხა=- I # (2) 5)" IX 72, 

მაშინ 

ს VII 
“ LI 

I|I==1 
ნწკრივი კრებადია. 

5111 IIX 
  

თ 

დამტკიცება. მწკრივი 1 კრებადია 1-ლი თეორიმის შე-. 

-I=1_. . 
დეგის მიხედვით. თუ მისი ჯამი არის # (1), მაშინ ყოველი ჯ-სათვის 

1II0 “სე (+) / (X) = 5 (1) / (2). 
Mხ5–>C0 

მე-3 ლემის ძალით 

I 8.(2 / 01 <V >» I #7 CI. 
მაშასადამე ლებეგის თეორემის ძალით ზღვარზე გადასვლის შესახებ 

ინტეგრალის ნიზნის ქვეშ, 

9. 5. 

ხს | ბი(X) / 00 ძ»= | 6 (2 # (2) ძ». 
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მაგრამ 

(3 M 
“წ 12 

| თთ/C0%= 2-5 
–ჯ “I 

"I
 

საიდანაც გამომდინარეობს თეორემა. 

ვუბრუნდებით რა (1) მწკრივს, ჩვენ ვხედავთ, რომ მწკრივი 
% 

  ლ. 1 

4“. MI 7 
1=2 

· განშლადია 1, მაშასადამე, (1) გვაძლევს ისეთი ყველგან კრებადი ტრიგოზო- 

მეტრიული მწკრივის მაგალითს, რომელიც არ წარმოადგენს არცერთი +ჯა:ე- - 

ბადი ფუნქციის ფურიეს მწკრივს (ეს მაგალითი პირეელაღ ნაჩვენები იყხო– 

პ. ფატუს მიერ). 

იდეათა იმავე განხრით მტკიცდება შემდეგი 

თეორემა 3. ვთქვათ, |-–-X2,+– 2) მონაკეეთში მოცენულია.- 

ისეთი ჯამებადი /(;) ფუნქცია; რომლისათვისაც 

Cა 

– 4. L 2, (ი, C051) 2; –L- ს, §I)) IX) 

“ #=1 

მწკრივი  ფჭრმოადგენს ფურიეს მწკრივს, თუ I4,8) -=|–-2-->1.. 

მაშინ 
8 8 დ # 

| /CიX+= Iარი+- I (ითი 60 I2;<+-> ხი §1IL 77X) ძX. 

“+ 27 #=1 .,1 

სხვანაირად რომ ეთქვათ, შესაძლებელია ფურიეს მწკრივის წევრო- 

ბრივი ინტეგრება. ეს ფაქტი მეტად მნიშვნელოვანია, ', რადგანაც # (+) 

ფუნქციის ფურიეს მწკრივი „შესაძლოა განშლადიც იყოს. 

მე-3 თეორემის დასამტკიცებლად, 

რთ -( 1, როცა X6L-473) 

0, როცა XC (4,8I 

  1 რადგან ფუნქცია 1 კლებადია, ამიტოი 
ჯI. ჯ 

>   

  

VIII იი. 

# 1 M# ძ» 

აქედან – <=) = 1010-V-–– 10 10.2+. 
<ეი!ი# 5 ჯ)0ჯ



ეს ფუნქცია, როგორც ეს ცნობილია ანალიზის ელემენტებიდან, იშლე- 

"ბა ფულივს მწკრიეად 
CC. 

დ(X) = + ჯგ (თ; C0§ #LX –– 8; 5)I) 7;X) 

#=1 

1- =+%) სეგმენტის ყველა წერტილზე, გარდა –– «;, 4, #0, « წერტელებისა. 
„ვთექჯათ, 

– წ 

5» (+) = 2 + X (თა Cი§ /V –- ზა 5)ს /). 

#=1 

ეს ჯამი, თუ ფაქტიურად გამოვითვლათ თ და მ. კოეფიციენტებს, შე- 
აქეს წარმოვადგინოდ სხვანაირად: 

_–4 

% 

  5 /( თია“ =. 

თ = _1. I დ (X) 605#XX#X = §IVI IX13 –– 511) #4 

ჯ "> IX 

1.9 I 5 X8 
% = –- ( დ (0 §ყი #X + = 59504 00540, 

–2:დ 

-სმ სიდიდეების 5, (1) გამოსახულებაში ჩასმით მივიღებთ: 

  

») §)ს (8-2 _ 9ი(4–: | §C5= -”-4 
თ 2> - ++- <« ” # 

ი =1 

აქუდან, მე-3 ლემის ძალით, ყოველი X და X-სათვის 

ს5ა (დ 5-4 1 1,     LL 
> MI >» 

რ. +) ჯამები თანაბრად შემოსაზღვრულია. ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ 

ზღვარზე გადასელის შესახებ ლებეგის თეორემის გამოყენებით, მივიღებთ 

I #C6ე 900 ძX =1IV I #ლ005(009:, 

რაც დუიძლება ჩაიწეროს ასე(): 

L ლ2 +> –+ჯ 

1/ო«= =ა '/ /004- XI | /7(2)605 Lაძ»+- ვ, I #Cაფიბარი| 
2”. #=1 –: 
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ან კიდეე ასე: 

ჩ დ. · · · 
(Iჯ/ი0ეძ => 9 (08-74 VII ,, 9043-5094 , , თ ააა · 

. 2 –“ /: , IM 1. 

7 #7 == 11- 

ხოლო ეს ტოლობა კი წარმოადგენს დასამტკიცებელ თეორემას. 
თეორემა 4 (გ. კანტორი –– ა, ლებეგი),ე თუ დადებითი ზობი, # 

სიმრავლის ყოეელ წერტილზე 
11I (ძა 605 IX + ს დი V83) = 0, 
I->05 

მაშინ 

IIIი #ძ„ = IIი9I ს, = 0. 
„აე I-C 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ 

#.= I მა'-+-ნ?.. 

მაშინ, ყოველი #-სათვის არსებობს ისეთი 0, კუთხე, რთმლიზათვოს>ჯჯ 

ძი სი IX –L ხი 8)I) IX = წ, 008 (IX -++ 9,). 

თუ დავუშვებთ, “რომ #, არ: მიისწრაფვის ნულისაკენ, ჩეენ შზელჯეპლება 

ისეთი I), < წა < შე <.,. მიმდევრობის გამოყოფა, რომლისათვის:დ => 

> 9.> 0. მაგრამ. ჯ L #-სათვის გეექნეზა. 

” C0§ (IX + 0.) –> 0; 

მაშასადემე, ასეთი X-ებისათეის 

008 (IIV.+ 0, )-> 0- 

აქედან, ლებეგის თეორემის ძალით ინტეგრალის ნიზნის ქვეშ ზღვარზე 

გადასვლის ზესახებ, 

IIი I 008“ (IC –I- 0,, )ძX = 0- «3 
1->Cთ 6. 

მეორეს მხრიქ, 

| თა თX + 0„)ძა =-- | (1 + იია(2MX +- 20:11 = 
6 2 % 

I აI
-.
 

#L -– 005 20, I "20§2IVძVX –– §10ი 26» წ 99 2IX2>- 

#6 #. 
მაგრამ 

| აივ MX + და 1 ფიიXძ» 
L 

7947,



=6ტეგრალები, წარმოადგენენ რა ს სიმრავლის მახასიათებელ ფუნქციის 

ფურიეს კოეფიციენტებს, მიისწრაფვიან ნულისაკენ (რიმან--ლებეგის თეო- 
თემის ძალით). აქედან ' 

1II)1 | იი§? (IX –– 0») ძ::; = --თ8, 
?1->ძთ L 

რა;; ეწინააღმდეგება (3)-ს, თეორემა დამტკიცებულია. 
შედეგი. თუ ტრიგონომეტრიული მწკრივი კრებადია დადებითი ზომის 

ყიმრავლეზე, მაშინ მისი კოეფიციენტები მიისწრაფვიან ნულისაკენ. 

იდეით ამ თეორემასთან ძალიან ახლოა შემდეგი თეორემის დამტკიცება. 
თეორემა §: (ნ. ლუზინი--ა. დანჟუა) თუ ტრიგონომეტრიული 

3წკრივი 

C– 

ი L » (ით, 608 IX –L ჩა 8111 X) 

7 = 1. 

აზსოლუტურად კრებადია დადებითი ზომის LL სიმრავლე- 

ყე მაშენ 

თ 

9 (თI+I>I)<+თ. 
“411==1 

დამტკიცება. წინა თეორემის აღნიშვნების შენარჩუნებით, #" სიმ- 

თავლის ყოველი X წერტილისათვის გვექნება 
ლო თ 

ბ წა 608? CIX -L 0,) < » 7. | 005(MX -L0,)| < -L თ. 

41=1 1 =-1 

ფგთვვათ, 
C 
ჯ» ”ა 60578 (7IX + 8,/) = 4!:(X). 

21=1 

ეს ფუნქცია ზომადი და სასრულია #-ზე. მაშასადამე; #-დან გამოიყოფა 

«სეთი ჩა სიმრავლე (IMIჩა > 0), რომელზედაც 4(>) შემოსაზღვრულია და, 
„85შასადამე, ჯამებადია. 

მაშინ 
ლ 

2, ” I ა08? (IX + 0.) ძ:: = I 4(:)ძX < -L თ. 
#=! IL» წებ 

მაგრამ მე-4 თეორემის დამტკიცების დროს ჩვენ ვნახეთ, რომ 

| თია 0X + 0,)ძ; –> - “ა. 29%, 

ILი



ნაშასადამე, როცა X» >, ეს ინტეგრალი აღემატება იჩა -ს და, აჭი- 

ტომ, 

ს -CC თ 
ნი ძლ 3 · | 

, 90 1, ი. < 2 ” I ცლი§“ თX-- 9,)ძ+< -- %, 

1=90 #=ე ა 

"საიდანაც გამომდინარეობს 

თ 

1 = – 
1=1 

მწკრივის კრებადობა. თეორემა დამტკიცებულია. 

სავარჯიშო X» თავჭესათვის 

1. ინტეგრალი 

–- 1 

MC) = )/ (ხ–ი-ო/ო4 

არის ლანდაუს სინგულარული ინტეგრალი. თუ ჯ (0<27+X<1) არის ჯამებადი 

X#(7) ფუნქციის ლებეგის წერტილი, მაშინ #, (::) -> / (X) (ფ. რისი). 
2. ინტეგრალი 

> 1- -” _ _ 
ჯ, _–_– 

აო- > I „1--27005(/– 2) 1? 

არის პუასონის ს სინგულარული ინტეგრალი. თუ X (– 7 <#%<X) არის ჯა- 

მებადი /(ჯ) ფუნქციის ლებეგის წერტილი, მაშინ 
1Iთ I (2) = / (2) 

7>1-–0 

-7(/)იძ! (09 <ჯ7<1) 

«პ. ფატუ). 
3. ინტეგრალი 

I» (2)= X- I ლ082" –““–/ (1) ძ/ 

უარის ვალე-პუსენ ის ს სინგულარული ინტეგრალი, თუ X(C-X<2:<1) არის 

ჯამებადი /(ჯ) ფუნქციის ლებეგის წერტილი, მაშინ # „ (X) –> / (/) (შ. ქ. ვა- 
ლე-პუსენი). (ამ. 

4. პოლინომი 

“ LI 
1+1 

ძი (X) = (# -- 1) » CX(1 –– ჯ)"'? | 70« 
M= 

29 
819



არის კანტოროვიჩის სინგულარული ინტეგრალი. თუ X (09<2X<1) არის. 

ჯამებადი / (/) ფუნქციის ლებეგის წერტილი, მაში5 #, (X) -> / («) (ლ. კან- 
ტოროვიჩი). 

5. ვთქვათ, 5.„(X) არის ჯამებადი #(7) ფუნქციის ფურიეს მკლ 

პირველი ”» წევრის ჯამი და 

შ.()= -- (5 +. (++-- 2.+ + +I) , 
8. (1) არის ს. ბერნშტეინის სინგულარული ინტეგრალი. თუ X (–2<X<>=) 

არის #(/)-ს ლებეგის წერტილი, მაშინ #8, (X) –> / (::) (ი. ნატანსონი). 
6. თუ 9(7 +) გული ენთხვევა თავის მონოტონურ მაჟორანტს და 

, 
I თ.(/, ჯ) ი/ < MC, 

ძ 

სხივის 

მაშინ ტოლობა 

ს 

1)1ი ( დ.(7 2) / (#1 == #/ (> 

წს». ლ ძ 

სამართლიანია ყოველი ისეთი ჯ წერტილისათეის, რომელშიაც #(7) არი» 

თავისი განუსაზღვრელი ინტეგრალის წარმოებული: (პ. რომანოვსკი). 

7. გამოიყენეთ წინა შედეგი #ი(X), #.(+), I» (2, XI (CX); I). ინ- 
ტეგრალებისათვის. 

8, იმისათვის, რომ ტოლობა 

ს 

Mთ | დ„(/)/(/)4=0 
1->CC მ 

სამართლიანი იყოს ჯამებადი / (1) ფუნქციისათვის, აუცილებელია, რომ ყო- 

ველი დ. (X) ფუნქცია შემოსაზღვრული იყოს ერთიდაიგივე რიცხვით |2,(X)L<V#». 

(ა. ლებეგი)- 
9. არ შეიძლება ისეთი «,(/,X) გულის აგება, რომ ტოლობა 

წ 

წ I თა.(/ 1) /(11ძ–= #6) 
#–> CC ი. 

სამართლიანი იყოს ნებისმიერი ჯამებადი და X წერტილზე აპროქსიმატ,უ> 

ლად უწყვეტი / (/) ფუნქციისათვის (ი. ნატანსონი). 

10, ააგეთ ისეთი გული, რომელიც აკმაყოფილებს § 2-ის ლებეგის თეო– 

რემის პირობებს და არ აკმაყოფილებს ფადეევის თეორემის პირობებს. 
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თავი XI 

ჭტანსშინიჭუტი ტისხვები 

§ L მალეგებული სიმტავლეები, ტიგითი ვ§იპები 

LIL თავიდან დაწყებული ჩვენ საქმე გვქონდა, თითქჰის მხოლოდ ფუნქი- 

ციათა მეტრიკულ თეორიასთან რომელშიაც ძირითადი იყო წერტილოვანი 

სიმრავლის ზომის .ცნება. ამ თეორიის შესასწავლად ჩვენთვის საკმარისი 

აღმოჩნდა სიმრავლეთა თეორიის ის მცირეოდენი ცნობები, რომლებიც გად- 

მოცემული იყო წიგნის პირველ ო= თავში. გვსურს რა შევჩერდეთ ფუნქცია- 

თა დესკრიპტიკული თეორიის ზოგიეოთ საკითხხვ, ჩვენ უნდა გავაღრმავოთ 

ჩვენი ცნობები სიმრავლეთა თეორიაში; ამ მიხანს ემსახურება ეს თავი. 
1 თავში, როცა ვლაპარაკობდით სიმრავლეზე, ჩვენ ღუგულვებელეყოფდით 

იმას, თუ როგორი მიმდევრობით არიან დალაგებული მისი ელემენტები. აქ, 

პირიქით, საკითხი მოცემულ სიმრავლეში მისი ელემენტების დალაგების შესა- 

ხებ ჩვენთვის ძირითადი ივგნება. 

განმარტება 1. „4 სიმრავლეს დალაგებული ეწოდება, თუ 

ნაჩეენებია ისეთი 5 წესი, რომლის მიხედვითაც 4 სიმრაე- 

ლის ნებისმიერ ორ სხვადასხვა ძ« და ი ელემენტს შორის 

ერთი მათგანი მეორის წინამორბედია, ამასთან, შესრულე- 

ბული უნდა იყოს შემღეგი მოთხოვნილებანი: 

1) თუ ი არის ს.ს წინამორბედი, მაშინ # არ არის «-ს 

წინამორბედი. 
2) თუ ძი არის ხ-ს წინამორბედი, ხოლო სხ წინამორბედია 

#2-სი, მაშინ ი წინამორბედია C-სი. 

თუ თ არის ხ-ს წინამორბედი, მაშინ ამბობენ, რომ ბი არის თ-ს მომ- 

დევნო. სიმბოლიეურად ამას ასე სწერენ: 

ი<50, ბს >ძ. 

თვით დ წესს, რომელზედაც ლაპა“აკია განმარტებაში, ეწოდება დალა- 

გების ხერხი. როცა ვიტყვით, რომ მოცემულია დალაგებული „! სიმრავ- 

„ლე, ვიგულისხმებთ, რომ იგი განიხილება მისი დალაგების ხერხთან ერთად. თუ 

4=I(. ბ, 0, 8=(0,6ი6თ 
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სიმრაქლეები დალაგებული არიან მათში ასოების. დაწერის მიხედვით, მაშინ 

ისინი სხვადასხვა დალაგებული სიმრავლეებია. 

ამასთან დაკავშირებულია ტერსნინის – „დალაგებული სიმრავლის ნაწი- 

ლი“––რამდენადმე თავისებური ზმარება. სახელდობრ, თუ „#4 დალაგებული სიმ- 

რავლეა, ხოლო 8-–მისი ქვესიმრავლე, მაშინ „8-ს ყოველი ორი ელემენტი 

4-საც ეკუთენის და მასში (4-ში) მათ გარკვეული ურთიერთდალაგება აქვთ. 
ჩეენ ერთხელ და სამუდამოდ შევთანხმდებით, რომ „8-ში ამ ელემენტების 
მიმდევრობის წესი ისეთივეა, როგორც 4-ში. ადვილი მისახვედრია, რომ ეს 

შეთანხმება წარმოადგენს #3 სიმრავლის დალაგების ხერხს. 

ამგვარად, დალაგებული 4 სიმრაელის ნაწილს ჩვენ ისეთ დალაგე- 

ბულ 8 სიმრავლეს ეუწოდებთ, რომლის ყველა ელემენტი შედის #-ში 

და რომელთა ურთიერთ დალაგება #-ში ისეთიეეა, როგორც /#-ში. 

თუ, მაგალითად, 

4=(ი,ს,Cს 8=I0თ ბ, C=(V, 9), 

მაზინ 4-ს ნაწილს წარმოადგენს #8, მაგრამ არა C. 

მოვიყვანოთ დალაგებულ სიმრავლეთა რამოდენიმე მაგალითი. 

1. უპირველესად ყოვლისა, ნამდვილ რიცხეთა ყოველი 4 სიმრავლე 

შეიძლება დავალაგოთ. ამისათვის 4-ში შემავალ ორ რიცხვს შორის საკმა- 

რესია წინამორბედად ჩავთვალოთ ის, რომელიც "ნაკლებია. ასეთ რიგს 

ჩეენ ბუნებრივს ვუწოდებთ. 

2. ნამდვილ რიცხვთა ყოველი სიმრავლე შეიძლებოდა დაგველაგები5ა 

შებრუნებული რიგითაც, ამისათვის წინამორბედად უნდა ჩაგვეთვალა მეტი 

რიცხვი. ნაგალითად, აღნიზნული ხერხით დალაგებული ნატურალურ რიცხეთა 

სიმრავლე განლაგდება ასე: 

(..., 5, 4, 3, 2, 1). 

3. ” ელემენტიანი სასრული სიმრავლე შესაძლებელია. დავალაგოთ ”! 
სხვადასხვა ხერხით. 

4. ყოველი ნატურალური რიცხვი » ერთადერთი სახით წარმოიდგინება 
ასე 

# = 2" (21) + 1) (L=0, 1, 2, .. ., # =90, 1, 2...) 

შევთანხმდეთ #7 = 2'(V 4-1) რიცხვი ჩავთვალოდ ”#” = 2"(2I» -+ 1) 
რიცხვის წინაბორბედად, როცა # <V#, ხოლო, თუ # = LL, როცა # < MI. 
დალაგების” ასეთი ხერხის დროს, ნატურილური რიცხვები განლაგდებიან ასე: 

1, “3, 5, 7, 9,... 
2, 6, 10, 14, 18,.. 
4, 12, 20, 28, 36, .. 

ამასთან ორი სხვადასხვა სტრიქონის რიცხვს შორის წინამორბედი არის ის, 
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-რომელიც ღაწერილია მაღლა, ხოლო თითოეულ სტრიქონში რიცხვები და- 
ლაგებულია ბუნებრივი მიმდევრობით. მაგალითად, 

7 < 2, 18 < 12, 28 < 36, 

5. ყოველი კომპლექსური რიცხეი მხოლოდ ერთნაირად! წარმოიდგი– 
ნება ასე 

ჯ = 7 (იტი549 ++ / §Iიდ) (0 <4% < XI), 

სადაც #» მოდულია, ხოლო დ –– არგუმენტი რიცხვისა თუ შევთანხმდებით, 

-რომ ორ კომპლექსურ რიცხეს წზორის წინამორბედად ჩავთვალოთ ის, რომ» 

ლის მოდულიც ნაკლებია, ხოლო მოდულების ტოლობის დროს –– ის რომელ- 

საც ნაკლები არგუმენტი აქვს, მაშენ ჩვენ დავალაგებთ ყეელა კომპლექსურ 

რიცხვთა სიმრავლეს. 

ვთქვათ, „/ დალაგებული სიმრავლეა და ძC 7. თუ 4-ში არ არსებობს 

“არცერთი ი-ს წინამორბედი ელემე”ტი, §აშინ.ი-ს ./! სიმრავლის პირველი 

ელემენტი ეწოდება. ანალოგიურად შემოიღება უკანასკნელი ელემენტის ცნება. 

შემდეგ, თუ იძ, ლ, « წარმოადგენენ „I სიმრავლის ელემენტებს და ი«< ხ<0, 

მაშინ ამბობენ, რომ ბ მოთავსებულია ძი-სა და «-ს შორის. 
განმარტება 9, ვთქვათ, 7 და 8 ორი დალაგებული სიმრა-ე- 

ლეა და ს არის ურთერთცალსანა თანადობა მათ შორის, 

თუ ყოველი 
ი<54' 

დამოკიდებულება, რომელიც არსებობს 4ს ელემენტებს 

"შორის, სწორი რჩება ამ ელემენტების #-ს შესაბამი ელემენ- 

ტებით შეცვლის დროს, მაშინ «-ს ეწოდება 7 და #8 სიმრაე- 
ლეების ურთიერთ დაფარება. 

სხვანაირად რომ ვთქვათ, ორი დალაგებული სიმრავლის დაფარება არის 

ისეთი თანადობა, რომელიც ინარჩუნებს ელემენტების მიმდევრობის წესს. 

განმარტებ ს. თუ ორი 4 და 8 დალაგებული სიმრავლე 

შესაძლებელია დავაფაროთ ერთმანეთს, მაშინ ამბობენ, 

რომ ეს სიმრავლეები ერთმანეთის მსგავსია და სწერენ 

4= #. 

თეორემა 1. თუ დალაგებული სიმრავლეები ერთმანეთის 

მსგავსია, მაშინ ისინი ეკვივალენტური არიან. 

მართლაც, დაფარება არის ურთიერთცალსახა თანადობის სახე. 

ადვილი მისახვედრია, რომ სასრული სიმრავლეებისათვის ეს თეორემა 

'შებრუნებადია, ე. ი. სამართლიანია 

თეორემა 95. თუ 4 და 8 დალაგებული სასრული სიმრავ- 

ლეები ელემენტთა ერთიდაიგივე რაოდენობას შეიცავენ, 

მაშინ ეს სიმრავლეები ერთმანეთის მსგავსი არიან. 

ამ ფაქტის დამტკიცებისათვის ჩვენ დაგეჭქირდება შემდეგი ლემა. 
„„ეა–----. 

1 7; = 0–სათვის მიკიღთთ თ = 0.. 
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ლემა. თუ 4 სასრული დალაგებული სიმრავლეა, მაშინ 

მასში არსებობს პირველი ელემენტი. 

„მართლაც, ავიღოთ /#-ს რომელიმე ელემენტი. თუ ის პირველია, ლემა 
დამტკიცებულია. წინააღმდეგ შემთხვევაში „-ში არსებობენ არჩეულ ელე- 
მენტზე უფრო წინაპორბედი ელემენტები. ავიღოთ რომელიმე მათგანი. თუ 
ის პირველია „-ში, მაშინ ლემა დამტკიცებულია, წინააღმდეგ შემთხვევაში: 

გვეძლევა შესაძლებლობა /#-დან ახალი ელემენტების შემდგომი ამორჩევისა. 

ამ პროცესის გაგრძელებით ჩვენ უსათუოდ შევხვდებით „7-ს პირველ ელე-. 

მენტს, რადგან სხვანაირად სასრული სიმრავლიდან მოსახერხებელი იქნებოდა. 

სხვადასხვა ელემენტების უსასრულო მიმდევრობის გამოყოფა; რაც შეუძ- 

ლებელია. 
შედეგი. თუ 4 # ელემენტისაგან .შემდგარი დალაგებუ- 

ლი სიმრავლეა, მაშინ იგი შეიძლება გადავგნომროთ ისე: 

რომ გექონდეს 

· აებებსბსბეეასა–_– 

მართლაც ამისათვის საქიროა ი,-ით „აღვნიშნოთ 4-ს პირველი ელემენ-. 

ტი, 0,-თ--სასრული # –“-(#,| სიმრავლის პირეელი ელემენტი და ა. შ. 
ახლა მე-2 თეორემა აშკარაა. მართლაც, თუ “+! და 8 ისეთი დალაგე-- 

ბული სიმრაელეებია, რომელთაგან თითოეული შედგება #2 ელემენტისაგან, 
მაშინ ზემომოყვანილი წესით მათ გადავნომრავთ და.ერთმანეთს შევუსაბამებთ- 
ერთნაირი ნომრის ელემენტებს. 

უსასრულო სიმრაელეებისათვის 1-ლი თეორემა. არ შებრუნდება. მაგა– 

ლითად, თუ 

4=11, 2, 3,...,,| 8=L..., 3,2, I), 

მაშინ 1 და 8 სიმრავლეები ეკვივალენტური არიან (ისინი ერთიდაიგივე 
ელემენტებისაგა5 შედგებიან), მიუხედავად ამისა, ისინი არ არიან მსგავსი, 

რაც სჩანს თუნდაც იქიდან, რომ „I-ში არსებობს პირეელი ულემენტი, ხოლო: 

#-8ი ასეთი ელემენტი არა გვაქვს, მაშინ როცა დალაგებული სიმრავლეების. 

დაფარების დროს ერთერთი მათგანის პირველ ელემენტს აუცილებლად .უნდა. 

შეესაბამებოდეს მეორის პირველი ელემენტი. 

თეორემა 3. ვთქვათ, ”, 8, C დალაგებული სიმრავლეებია. 
მაშინ ' 

)) 4 == ჰ. 2) თუ #4=>27/), მაშინ 8-–ჟ4. პა თუ 4-8, ხოლო #=>C, 

მაშინ ,1:=C. 

დამტკიცებას მკითხეელს ვანდობთ. 
სავსებით ისევე, როგორც ორი სიმრავლის ე)სვივალენტობის ცნებამ მი- 

გვიყვანა სიმძლავრის ზოგად განმარტებამდე, ასევე მსგავსების ცნებას მივ- 
ხევბრთ რიგითი ტიპიის განმარტებაჯდე. 

განმარტება 4. ვთ:ვათ, ყველა დალაგებული სიმრავლეები 

განაწილებული არიან კლასებად ისე, რომ ორი სიმრავლვ 

ერთ კლასში მოთავსდება მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდე- 
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საც ისინი მსგავსი არიან. შევუსაბამოთ დალაგებულ სიმ- 
რავლეთა ყოველ კლასს რაიმე სიმბოლო და ვუწოდოთ მას 
ამ კლასის ნებისმიერი სიმრავლის რიგითი ტიპი. , 

დალაგებული „1 სიმოავლის რიგით ტიპს აღნიშნავენ /#-თი. მსგავსი „4 

და ჩ სიმრავლეების შესახებ ამბობენ, რომ მათ ერთიდაიგივე რიგითი ღიპი 

აქვთ და სწერენ 
“((=8. 

· 
ყველა იმ სიმრავლეებს, რომლებსაც აქვთ მოცემული რიგითი C ტიპი, 

“აქვთ ერთნაირი სიმძლავრე. მას თ ტიპის სიმძლავრეს უწოდებენ და თ-თი 

აღნიშნავენ. თუ 4 =თ, მაშინ 7 = 0. 

თუ თ =8, მაშინ თ =8, | მაგრამ როგორც ვნახეთ, შებრუნებული დებუ- 

ლება, საზოგაღოდ, სამართლიანი არაა. 

ზოგიერთ ისეთ რიგით ტიპს, რომლებიც ხშირად გვხედებიან, საყოველ- 

თაოდ მიღებული აღნიშ;ვნა აქვს. 

მაგალითად, 
4=L1, 2, პ,..., V) 

სინრავლის რიგით ტიპს (და მაშასადაჭე, ყველა სხვა # ელებენტიანი დალა- 

გებული სიმრავლისას) აღნიშნავენ ასოთი წ. ამგვარად,: ” სიმბოლო ერთ- 

დროულად იხმარება როგორც 4 სიმრავლის სი1ქძლავრის, ისე რიგითი ტიპის 

აღსანიშნავად. აღნიშვნათა ეს ნაკლოვანება არ იწვევს რამდენადმე შესამჩნევ 

უხერხულებას. · . 

შემდეგისათვის შევთანხნდეთ ცარიელი და ერთელემენტიანი სიმრავ- 
ლეები ჩავთვალოთ დალაგებულ სიმრავლეებად და მათი ტიპები აღვჩიშნოთ 

'·შესაბამად 0-ითა და 1-ით. 
ბუნებრივი რიგით დალაგებული ყველა ნატურალური "რიცხვების 

»=(I1, 2, 3, 4...) 

"სიმრავლის რიგით ტიპს აღნიშნავენ თ-თი, M#V=თ. 

ბუნებრივის შებრუნებული რიგით დალაგებული ყველა ნატურალური 

რიცხვების 
#%M=L..., 4, 3, 2, 1) 

სიმრავლის რიგითი ტიპი აღინიშნება თ“ სიმბოლოთი. 

აშკარაა, რომ ი" = CV, მაგრამ თ” % V. 

საზოგადოდ, თუ გვაქვს დ დალაგების წესით დალაგებული 4 სიმრავლე, 

შესაძლებელია მივიღოთ მეორე დალაგებული სიჭჰრავლე 4", რომელიც იმავე 

ელემენტებისაგან შედგება, მაგრამ დალაგების „შებრუნებული“ დ“ წესით. 

სახელდობრ, თუ ძC 4, სC 4 და დ-ს მიხედვით გვაქვს რ-< ს, მაშინ დ"-ის 

მიხედეით უნდა გექონდეს ძ > ს. თუ #-ს ტიპი არის 7, მაშინ „/"-ს ტიპი 

აღინიშნება თ“-თი. 

ადვილი გასაგებია, რომ (თ")/ =V. სასრული სიმრავლის რიგითი # 
ტიპისათვის გეექნება »” = 7». 
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ბუნებრივი რიგით დალაგებული ყველა მთელი რიცხვების 

(0. კ -–3, 2, 1,0, 1, 2, 3,...) 

სიმრავლის რიგითი ტიპი აღინიშნება >»-თი. აშკარაა, რომ »X" =>. 

ბუნებრივი რიგით დალაგებულ ყველა რაციონალურ რიცხთა. 7? 

სიმრავლის რიგით ტიპს აღნიშნავენ ჟ-თი. აშკარაა, რომ »” = ჟ. 

დაბოლოს, ბუნებრივი რიგით დალაგებულ ყველა ნამდეილ რიცხვთა: 

7 სიმრავლის რიგით ტიპს აღნიშნავენ »#-თი, ცხადია, რომ ).- =/.. ადვილი 

მისახვედრია, რომ რიცსვითი წრფის ნებისმიერი ინტერვალის 1 (და არა სეგ- 

მენტის!) რიგითი ტიპი არის #.. (თ, ჩ) = («| ინტერვალის დაფარება 2 = IX, 
სიმრავლეზე შესაძლებელია განხორციელდეს, მაგალითად, 

(2LX--– #--–- ხ)X 
»=74 ––ი 

(ხ––ი) 
ფორმულის მიხედვით. 

თეორემა 4. როგორიცარ უნდა იყოს თვლადი დალაგებე- 

ლი 4 სიმრავლე, ბუნებრივი რიგით დალაგებული ყველა 

რაციონალურ ორიცხვთა #7 სიმრავლიდან შეიძლება გამოი- 

ყოს 4 სიზოავლის მსგავსი ჯა ნაწილი?. 

დამტკიცება. გადავნომროთ თითოეული (თვლადი) #4 და #: სი8-- 

რავლე: 
4=L0,, რე: რვ M=I7,) მეე 7 ვეა 1. 

თავისთავად ცხადია, რომ ეს ნუმერაცია არაფრით არ არის დაკავშირე- 
ბული ელემენტების მიმდევრობასთან 4 და X სიმრავლეებში (#-ში, საზოგა- 

დოდ, შეუძლებელია დავადგინოთ ისეთი ნუმერაცია, რომლის დროსაც გვექ- 

ნება „,< 747... რადგან # არ შეიცავს პირველ ელემენტს). 

დავუშვათ /,= 1. ამის შემდეგ, დავარქვათ ჯ,, იმ ელემენტს X#-დან, 

რომელიც: 1) ისეთივე მდებარეობის არის ჯ-ის მიმართ, როგორც ძა ელე- 

მენტი ძ,-ს მიმართ (ე. ი. თუ თ. > ძი, მაშინ ჯე > 7, ხოლო თუ ძა <2ძ,, 

მაშინ #„; < 1-,)) და 2) ყველა ასეთ ელემენტებს შორის უმცირესი ნომრისა 

არის. ასეთი #„ე ელემენტის არსებობა გამომდინარეობს იქედან, რომ X-ში 

არ არსებობს არც პირეელი და არც უკანასკნელი ელემენტი, 

შემდეგ, თუ ვისარგებლებთ იმით, რომ #-ში ყოველთვის არსებობზ სა- 

შუალო ელემენტები და აგრეთვე იმით, რომ Lში არ არის არც პირველი, 

არც უკანასკნელი ელემენტი, მაშინ ადვილად დაერწმუნდებით, «რრომ #-ში 

არსებობს ისეთი ელემენტები, რომლებიც ისევე არიან დალაგებული #„,-სა 

და #,ა-ს მიმართ, როგორც ძა ელემენტი ი, და ძკ1-ს მიმართ. იმ ელემენტს 

მათ შორის, რომელსაც აქვს უმცირესი ნომერი, დავარქვათ 7». 

' ჩვენ ეგულისხმობთ, რომ ინტერვალი) რიცხვები დალაგებული არიან ბუნებრივი 
რიგით. 

9? ანასთანავე I-ის რიცხვები დალაგებული არიან ჩკ-ში ისეთსავე (ბუნებრიე) რიგით. 
როუგურუთაც ILL-ში, 
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ამ პროცესის უსასრულოდ გაგრძელებით, ჩვენ ავაგებთ 2-ის ელემენტთა 

/ჯა ე 7ოე) 

მიმდევრობას, რომელიც წარმოადგენს საძიებელ Iჯ სიმრავლეს (კიდევ ერთ- 

ხელ აღვნიშნავთ, რომ |!„M| ელემენტების ურთიერთ, დალაგება განისაზღვ- 

რება მათი სიდიდით და არა მათი ნომრის სიდიღით). 

დამტკიცებული თეორემა შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ ასე: უ ტიპის სიმ- 

რავლე შეიცავს # სიმძლავრის ნებასმიერი თ ტიპის ნაწილებს. 

განმარტება ა. ვთქვათ, /# დალაგებული სიმრავლეა და 

იC4. 4-ა ყეელა იმ ელემენტების სიმრავლეს, რომლებიც 

წინ უსწრებენ «ი-ს, ეწოდება /”/ სიმრავლიდან /#« ელემენტით 

მოკვეთილი მონაკვეთი და აღინიშნება „/,-თი. 

შევნიშნოთ, რომ თვით ი ელემენტი „2, მონაკვეთშე აო შედის. თუ ძ 

არის ,1 სიმრავლის პირველი ელემენტი. მაშინ 2, „ცარიელი სიმრავლეა. და- 

ლაგებული სიმრავლის მონაკვეთი ამ სიმრავლის ნაწილია და ის, როგორც 

ასეთი, თვით დალაგებულ სიმრავლეს წარმოადგენს. 

ვთქვათ, CC „I და „სა კი არის # ელემენტით მიღებული „I სიმრავლის 

მონაკვეთი. თუ ი' არის 4-ს ისეთი ელემენტი, რომელიც წინ უსწრებს ძ-ს, 

მაშინ „4-დან და „,-დან მიღებული „I, და (#+) მონაკვეთები იგიური არიან 

(#LI,, = 4ის 

ასე რომ დალპგებული სიმრავლის ორი მონაკვეთიდან ერთი არის მეორის 

მონაკვეთი. ეს საშუალებას გვაძლევს ლღავალაგოთ „/ სიზოავლის ყველა მონა– 

კვეთბს M# სიმრავლე. სახელდობო, შევთანიმდეთ ორი „/ და „7, ძონაკვეთი- 

დან წინამორბედად ჩავთვალოთ .I,, თუ „LC 4, ან რაც იგივეა, თუ #'–<5ძ. 
აშკარაა, რომ სამართლიანია შემდეგი 

თეორემა §. დალაგებული /# სიმრავლის ყველა მონაკვე- 

თის # სიმრაელე 4 სიმრავლის მსგავსია. 

მართლაც, თუ თ ელემენტს შევუსაბამებთ მისი საშუალებით მიღებულ 

“4, მონაკეეთს; მაშინ მივიღებთ .+I და # სიმრავლეების დაფარებას. 

მაგალითად, თუ „I = (ი, ს, C), მაშინ // =19, ი! (4, |). ორივე სიმ- 

რავლის რიგითი ტიპი არის 3. 

დასასრულს, შევჩეოდეთ რიგითი ტიპების შეკოების მოქუე- 

დებაზე. 

ვთქვათ, L = (XI არის დალაგებული სიმრავლე და ვთქვათ ყოეელ 4.C #L-ს 

შეესაბამება დალაგებული „>. სიმ ოავლე, ამასთან „» სიმრავლეები წყვილ- 

წყვილად არ იკვეთებიან. ასეთ შემთხვევაში ადვილია 

§= 3 ”. 
#CL 

ჯამის დალაგება, 

სახელდობრ, ვთქვათ, « და ი' §-ის ელემენტებია. მაშინ 

იC4:- ი = 74. 

ვა”



შევთანხმდეთ ჩავთვალოთ ი -3ი' (ს სიმრავლეში), თუ X»-–-2/”» (# სიმ- 
რავლეში) ან როცა 7. == 7). მაგრამ ძი” ,,, სიმრავლეში. შემდეგში ვილა- 

პარაკებთ რა დალაგებულ ჯამზე. ჩვენ ყოველთვის ვიგულისხმებთ, რომ ეს 

ჯანი დალაგებულია ახლახან აღნიშნული წესით. 

ნათქვამის ძალით:.:I -;- 8 და + +” სიმრავლეები სხვადასხვა დალაგე- 
ბული სიმრავლეებია. 

გთქვათ, /. = #I დალაგებული სიმრავლეა, და ყოველ »-ს შეესაბამება 
თ. რიგითი ტიპი. ავიღოთ ყოველი /.-სათვის თ, ტიპით დალაგებული 

სიმრავლე, და ვიგულისხნოთ ეს სიმრავლეები წყვილწყვილად არაგადამკვე- 

თად. შევადგინოთ ჯამი 

== 

# 
რთ). . L4

 

L +
 

ზემონათქვამის მიხედვით, ეს ჯამი დალაგებული სიმრავლეა. მის რიგით 

ტიას, განმარტებით, ეწოდება !«;, რიგითი ტიპების დალაგებული სიმრავ- 

ლის ჯამი 

–-- VI 
ა = – (22 

#CL 

ადვილი მისახვედრია, რომ ეს განმარტება არ არის დამოკიდებული 4; 

სიმრავლეების შერჩევაზე, არამედ მხოლოდ თ). ტიპებზე. 

მარტივ შემთხვევებში შესაკრებთა მიმდევრობა ნაჩვენები იქნება მათი 

დაწერის ხერხით.. ' 

მაგალითები 

11 2+3=5, რადგან როცა 4 = 2, # =3, მაშინ #+7# = 5. ადვი- 

ლია დავრწმუნდეთ, რომ საზოგადოდ, შესაკრებთა სასრული რიცხვის შემთხ- 

ეევებში, როცა ისინი სასრული სიმრავლეთა ტიპებს წარმოადგენენ, ჯამის 

ახალი განმარტება ემთხვევა ამ ტერმინის ჩვეულებრივ გაგებას. 

2) 1-+ თ = თ. მართლაც, 1 + 1) არის 

ე...” 

სიმრავლის ტიპი, რომელიც ისევ თ ტიპისაა. 

3) პირიქით, თ -L 1 # დ, რადგან თ –+- 1 არის 

(ხე ხა, ხე... რ. 

სიმრავლის ტიპი, რომელშიაც არის უკანასკნელი ელემენტი. ამგვარად, 
1+-თ59#45თCთ-+1 და რიგითი ტიპების შეკრება კომუტატიური არ არის. 

4) თ” -LCთ = >. აქ აგრეთვე თ -L თაV # თ” -L თ. 
5) 1 +7.-- 1 არის (CV, ხ) სეგმენტის რიგითი ტიპი. 
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§ 2. საპსებით და?აგებული სიმტჰვლე 

განმარტება. თუ დალაგებული 4 სიმრავლის ყოველ'არა- 

ცარიელ ნაწილს აქვს პირველი ელემენტი, მაშინ 4-ს ეწო- 

დება სავსებით დალაგებული სიმრავლე. 

გაოდა აწისა, ჩვენ შევთანხმდებით ცარიელი სიმრავლე აგრეთეე ჩავთ- 

ვალოთ სავსებით დალაგებულ სიმრავლედ. 

თეორემა 1. ყოველი სასრული დალაგებული სიმრავლე 

სავსებით დალაგებულია. 

მართლაც, ასეთი სიმრავლის ყოველი არაცარიელი ნაწილი თვითონ 

"სასრული ღალაგებული სიმრავლეა და, § 1-ის ლემის ძალით, მას აქვს პირ- 

ველი ელემენტი. 
სავსებით დალაგებულ სიმრავლეთა სბვა- მაგალითებს გვაძლევენ სიმ- 

რავლებე, 

#=(LI, 2, 3, 4,...) (XV =09) 

#I=(1, 3, 5, 7,..., 2 4,6, 8, . (M-=თCთ+-%), 

დავამტკიცოთ, მაგალითისათვის, რომ XV სავსებით დალაგებული სიმ- 

ლავლეა. ვთქვათ, ## არის M-ის არაცარიელი ნაწილი. ავიღოთ M"-ში ნე- 

ბისმიერი ელემენტი „. თუ ” არის M”-ის პირველი ელემენტი, ჩვენი ღებუ- 

ლება დამტკიცებულია. წინააღმდეგ შემთხვევაში M" M, არის არაცარიელი 

და (M,-თა5 ერთად) სასრული სიმრავლე, ახის გამო, მასში არის პირველი 

ელემქნტი #,, რომელიც, აშკარაა, წარმოადგენს V-ის პირეელ ელემენტს. 

პირიქით, დალაგებული სიმრავლე 

#L=L(..., 4, 3, 2, 1! 

არ იქნება საესებით დალაგებული. 

განმარტებიდან უშუალოდ გამომდინარეობს 

თეორემა 3. 1) სავსებით დალაგებული სიმრავლის ყ4კოევეე- 

ლი ნაწილი სავსებით დალაგებულია. 

2) არაცარიელ სავსებით დალაგებულ სიმრავლეს აქვს 

პირველი ელემენტი. 
3) თუ ორ მსგავს დალაგებულ სიმრავლეს შორის ერთ- 

ეოთი სავსებით დალაგებულია, მაშინ სავსებით დალაგებუ- 

ლია ზეორეც. 

4) სავსებით დალაგებული სიმრაელის ყოველი ე.კლემენ- 

ტის სემდეგ, გარდა უკანასკნელისა, არსებობს უშუალოდ 

მომდევნო ელემენტი. 

5) სავსებით დალაგებული სიმრავლიდან არ შეიძლება 

კლებადი, უსასრულო მიმდევრობის, ე. ი. 

იე პრინ შრ ითა (1) 

სახის მიმდევრობის გამოყოფა. 
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შევზერდეთ მხოლოდ 5)-ის დამტკიცებაზე. თუ (1) მიმდევრობა არსე-. 
ბობს,,მაშინ, წარმოადგენს რა ის (არაცარიელ) ნაწილს სავსებით დალაგე- 

ბული სიმრავლისა, უნდა შეიცავდეს პირეელ ელემენტს. მაგრამ არც ერთი: 

მისი ელემენტი პირველი არაა, რადგან ი„,, 5 ია. 

შეზდეგ თეორემას ფუნდამენტალური 'მნიშენელობა აქვს: 

თეორემა 3. ვთქვათ, #4 სავსებით დალაგებული სიმოაევ- 

ლეა, ხოლო 4" მისი ნაწილი (რომელიც შესაძლოა «- -საც. 
ემთხვევოდეს) არ შეიძლება არსებობდეს / სიმრავლის 

ისეთი დაფარება! 2X”-ზე, რომლის დროსაც 24 ელეზენტს 

სასარ 4-ში მასზე უფრო წინა (4 სიმრავლის გასწე- 

რივ) ი” ელემენტი. , 

დამ ტ კიცება. დავუშვათ, პირიქით, რომ 4 და 4”-ის ასეთი დაფა- 
რებანი არსებობენ და დ იყოს ერთერთი მათს შორის. ,-ს იმ ელემენტთა 

“სიმრავლე, რომელთაც დ თანადობაში შეესაბამებიან 24”-ში მათზე უფრო 

წინა („4-ს გასწვოივ) ელემენტები, აღვნიშნოთ M-ით. პირობის მიხედვით 2 

"ცარიელი არ არის და მასში, ამიტომ, არსებობს პირველი ელ ე C) 1ე ნტი 

ი,. ჭვთქეათ, იგ ელემენტს დ დაფარების დროს “ში შეესაბამება ძა: ელე- 

მენტი. აშკარაა, როზ „4 სიმრავლეში გვექნება 

ძია" -3 ძე. 

მაგრამ დ დაფარების ღროს ძია" ელემენტს, როგოოც --ს ელემენტს, 

4“ სიმრავლეში აგრეთვე შეესაბამება რაღაც ძი, ელემენტი: რადგანაც C 

არის დაფარება, ე.. ი. ისეთი თანადობა, რომელიც ინარჩუნებს ელემენტ-- 

თა რიგს, ამიტომ 4” სიმრავლეში, და მაშასადამე, 7 სიმრავლეშია“), თ, 

ელემენტი არის ია“-ს წინამორბედი 

იე 3 ძი“ 

აწგვარად, ია ელემენტი აგრეთვე უნდა შედიოდეს ონში, რაც. ცხა- 

დია, შეუძლებელია. ოადგან ია“ 5ის, ხოლო ძე არის M-ის პიოველი ელე- 

მენტი. თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი 1. სავსებით დალაგებული სიმრავლე არ შეიძ- 

ლება მსგავსი იყოს თავისი მონაკვეთისა ან. თავისი მონა- 

კეეთის ნაწილისა. 

მართლაც, თუ 4 სავსებით დალაგებული სიმრავლეა და 4, -- მისი მო- 

ნაკვეთი, მოკვეთილი თ ელემენტით, მაშინ 4 სიმრავლის „Iკ-ზე ან მის ნა- 

წილზე ყოველგვარი დაფარების დროს ი უნდა შეესაბამებოდეს თავის წინა 
ელემენტს, რაც, როგორც ვნახეთ, შეუძლებელია. 

შედეგი ". სავსებით დალაგებული სიმრავლის ორი სხვა- 

დასხვა მონაკვეთი არ შეიძლება მსგავსი იყოს ერთმანე– 
თისა. 

' როგორც ყოველთვის, ჩვენ ვგულისხმობ=, რომ .(+X ღალაჯებულია ისევე როჯორც 42; 
ასე რომ +”-ც სავსებით დალაგებულია. 
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შედეგი ე. სავსებით დალაგებული სიმრაელე არ შეი«- 
ლება იყოს მსგავსი თავისი ნაწილის მონაკვეთისა, _ 

თეორემა 4..ერთმანეთის მსგავსიორი საესებით დაღაგე- 
ბული სიმრავლე შეიძლება დავაფაროთ“ ერთმანეთს მხო- 
ლოდ ერთადერთი ხერხით. 

დამტკიცება. ვთქვათ, დ და ს წარმოადგენენ ორი სავსებით და- 
ლაგებული +« და „8 სიმრავლის სხვადასხვა დაფარებებს ერთმანეთზე. აღვნო- 
შნოთ შესაბამისად დ(ი)-თი და V(ი)-თი ი“ #4 ელემენტის სახე /3 სიმრაელენო 
ა დაფარებების დროს, და ვთქვათ, ძეა არის 4 სიმოაელის ისეთი ელემენტი, 

ომ 

(იი) # %(ია) 

(ასეთი ელემენტი არსებობს, რამდეჩადაც დ და ტ სხვადასსვა ღადარე- 

ბებია). თუ ხ=>დჯ(ძე) და ს = 'ს(იე), მაშინ „I, მონაკვეთი მსგავსია /; სიონ- 

რავლის ორი სხვადასხვა #, და /#, მონაკვეთისა. მპგრაქ მაშინ ე5 ნონაკეე- 

თები ერთმანეთის მსგავსი უნდა იყვე, რაც, როგორც გვ5ახეთ, შეუძლე- 

ბელია. 

სავსებით დალაგებული სიმრავლეების თეორიაში შემდიგი თერრეპა ძი- 

რითადია: 

თეორემა §. ორი სავგსებით დალაგებული სიმრავლიდან 

ერთი მსგავსია მეორისა ან მეორის მონაკვეთისა. 

დამტკიცება. ეთქვათ, / და # ორი სავსებით დალაგებელი სი8გ- 

რავლეა. შევთანხმდეთ 4 სიზოავლის რაიმე # ელემენტს ვუ'ოღოთ „ნორმა- 

ლური“, თუ მის მიერ განსახღვრული 4, მონაკეეთი მსგავსია # სიმრაკლის 

რაიმე 8 მონაკეეთისა. ნორმალური ელემენტის მაგალითს წარმოაღეენს 4-L 

პირველი: ელემენტი. 
ადვილი შესამჩნევია, რომ ნორმალური ი ელემენტის წინა ელემე5-4ი· 

ი აგრეთვე ნორმალურია. მართლაც, თუ ჩვენ „, მონაკვეთს დავაფარებ. 

მის მსგავს სს მონაკვეთზე, აშკარაა, რომ ამით ,7, = (.4) მონაკვეთს დავა- 

ფარებთ. /#ს-ს რომელიღაც მონაკვეთზე, ე. ი. ჰპ სიმრაელის მონაკეეთზე. 

4 "სიმრავლის ყველა ნორმალური ელეზენტების სიმრავლე 2I-ით აღვ- 

ნიშნოთ. MI თურმე ან ემთხვევა /#-ს, ან წარმოადგენს მის მონაკვეთს. მართ- 

ლაც, თუ M#4, მაშინ 4–VM ცარიელი არ არეს და მასში არსებობL 

პირველი ელემენტი #I. ვაჩვენოთ, რომ 

M = 4... (5) 

თუ ი C V, მაშინ ი # II. მაგრამ შეუძლებელია აგრეთვე, რომ აღმ?ოჩნ- 

დეს «CI, რადგან ამ შემთხევევაში 7) ელემენტი, როგორც ნორმალური « 

ელემენტის წინამორბედი ელემენტი, თვით ნორმალური იქნებოდა და შეერ– 

დოდა 2#/-ში, იმ დროს როცა MC M. ანგვარაღ, აუცილებელია ი 27 და: 

მაშასადამე, 4 C „/„. ამით დამტკიცებულია, რომ 

#MIC 4... 
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ბირიქით. თუ ძC #4, მაშინ ი–”, და, მაშასადამე, # არ შეიძლება 
“ბედირდეს 4-- M-ში, ასე რომ ძ C 7#. ამგვარად, 

4“, ლ 2 

„ლა C2L დამტკიცებულია. 

ახლა. ნდ 8-ს ნორმალური ელემენტი ვუწოდოთ, თუ ჩა მონაკვეთი 

მს;ავხია ,1 სიმრავლის რაიმე მონაკვეთისა და, V იყოს 8 სიმრავლის ყველა 

“ვორპალურ ელემენტების სიმრავლე. წინამდებარის ანალოგიურად მივიღებთ 

XV := 6 ან ჯ=/ჩი... ' 
ვაჩვენოთ ახლა, რომ XI და V სიმრავლეები ერთმანეთის მსგავსი არიან, 

„ვლუვალ. დ < 17. მაშინ „4, მონაკვეთი სნსგავსია #8 სიმრავლის #3, მონაკვეთისა, 

აბანდებს აშკარაა, რომ # -: V. ჩავთვალოთ « და 9 ურთიერთ შესაბამ ელემენ- 

დხყააღ. ადეილი მისახეედრია, რომ ყოველ ი C M ელემენტს V სიმრავლეში 

თპყექლება '' შეესაბამებოდეს მხოლოდ ერთი ს ელემენტი და შებრუნებით (ი 

ელეზენტს რომ ორი ს და L' ელემენტი შეესაბამებოდეს, #ჩ, და IV, მონაკვე- 

“ლესბი, რომლებიც მსგავსი არიან „”,-სი, ერთჭანეთის მსგავსი ·იქნებოდე5, რაც 

"შეუძლებ ელია). 

ა'გვარად. ჩვენს მიერ დამყარებულ ია ურთიერთცალსასა თანადობა 2I 

და # სიმრავლეებს შორის. დაგვრჩენია აღმოვაჩინოთ, რომ, ეს თანადობა 

ონაოწუნებს ელემენტების რიგს, ე. ი. წარმოადგენს დაფაორებას. 

ვთქვათ. თ და ი #I სიმრავლის ორი ელემენტია, ს და ს” კი მათი შესა- 

შუმე ელეჭენტებია »-ში და 2–<ი. ,, მონაკვეთის დაფარებით ს» მონაკვეთზე 

წეეი ფაზუენთ # = (4.ე, მონაკვეთის დაფარებას #8, მონაკვეთის რაღაც 

(ხსა მონაკვეთზე. მაგრამ (5„#ი= ჩ:ა და, მაშასადამე, 47. მონაკვე „თი მსგავ- 

ხია ჩ# სიმრავლის #8.) მონაკვეთისა, მეორეს მხრივ, 8 სიმრავლეში 4, მონაკ- 

ვეთის მსგავსი მხოლოდ ერთი მონაკვეთი არსებობს და ეს არის #,. მაშასა- 

ლაჭე, 5 = ჩდ და, რადგანაც ხეC 8, ამიტომ სას, ე. ი. ჩ<ხ, რაც 

ამტკიცებს 1) და M# სიმრავლეების მსგავსებას. 

ახლა უკვე ადვილია დამტკიცების დასრულება. მართლაც, შემდეგი ოთხი 

ლოგიკურად დასაშვები შემთხვევიდან 

1. #=7 V=,), 3) #=4, M#=8,, 
2. 1/=4ა M=8, 4) /7=7/,, V=8,, 

ჰვოთზე შეუძლებელია, რადგან მისი შესრულება იმას ნიშნავს, რომ წგ ნორ- 

მალური ელემენტია, ხოლო მაშინ გვექნება 71/ C #// = 4,, რაც 'ეწინააღმდე- 

ჟება მონაკვეთის განმარტებას. 

ამგვარად, რჩება პირეელი სამი შემთხვევა. 1)“შემთხვევაში „4 და # 
ყიხმრავლეები მსგავსი არიან, ხოლო 2) და 3) შემთხვევაში ერთერთი მათგანი 
2სგავსია მეორის მონაკვეთისა. თეორემა დამტკიცებულია. 

თუ სავსებით დალაგებული სიმრავლე „4 მსგავსია სავსებით დალაგებუ- 

ლა 8 სიმრავლის მონაკვეთისა, ჩვენ ვიტყვით, რომ სიმრავლე # უფრო 

ფლოგლეა, ვიდრე „. 
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თეორემა ი. წყვილწყვილად არა მსგავს სავსებით და. 

გებულ სიმრავლეთა ყოველ 5 სიმრავოეში არსიბობს. 

ყველაზე უფოო მოკლე სიმრავლე. ' 
დამტკიცება. ვთქეათ,, /# 6 5. თუ ,4 წარმოადგენს ყველაზე ,3=. 

მოკლე სიმრავლეს 5-ში შემავალ სიმრავლეებს შორის, მაშინ თეორემა „დამ.. 

ტკიცებულია. წინააღმდეგ შემთხვევაში, §-ში არიან /-ზე უფრო მოკლე ეა- 

რავლეები და ისინი მსგავსი არიან „I-ს მონაკვეთებისა. ვთქვათ, # =>) წარ- 
მოადგენს 1 სიმრავლის ისეთ « ელემენტების სიმრავლეს, რომელთ: შპიე- 
განსაზღვრული · მონაკვეთები. მსგავსი არიან 5-ში შემავალი სიმრაეღუებას». 

თუ ი" არის I სიმრავლის პირველი ელემენტი: და „1“ C » ის სიმრავლეს, რო- 
მელიც მსგავსია „ი“ მონაკვეთისა, მაშინ .,/% არის ყველაზე უფრო “მოკლე 
სიმრავლე 5-ში შემავალთა შორის. მართლაც, „" მოკლეა ყოველ # სიმრაც-. 

ლეზე, თუ 24 მოკლეა 7#3-ზე. თუ კი /, უფრო მოკლეა ეიდრე /, მაშინ # 28. 

სადაც ძ C #. მაგრამ ი" არის #-ის პირველი ელემენტი, ასე რომ ი”-7C C=> 

ას არის „/,-ს მონაკვეთი, საიდანაც ცხადია, რომ 2 მოკლეა ,ჩ-ზე. 

თეორემა ?. სავსებით დალაგებულ სიმრავლეთა სავხკ- 

ბით დალაგებული სიმრავლის ჯამი სავსებით დალაგეზულრი- 

-სიმრავლეა. | 

დამტკიცება. ვთქვათ, 

§= M /), 
#5 L 

ამასთან ს და 4» სავსებით დალაგებული სიმრავლეებია. 9 სიმრაელე ღალა– 
გებულია (იხ. § 1). ვთქვათ, 5ა არის +-ის არაცარიელი ნაწილი. დაგარქეთC- 

# ა იმ XC # ელემენტების სიმრავლეს, რომელთათვისაც 

4755 # 0: 

და ვთქვათ, Xი არის ჯ-ის პერველი ელემენტი.. წემას არის „ე. სიარაელის- 

არაცარიელი ნაწილი. თუ ძე ამ სიმრავლის პირეელი ელემენტია, მა8ის ოც. 

წარმოადგენს პირველ ელემენტს 5)-შიაც. თეორემა დამტკიცებულია- 

§ ვ, ტიგითი ტისხჭები 

განმარტება 1. სავსებით დალაგებული სიმრავლის რიგით 

ტიპს რიგითი რიცხვი ეწოდება. 

თუ რიგით რიცხვს უსასრულო სიმძლავრე აქვს, მას ტრაზსფ==C- 

ტური რიცხვი ეწოდება. 

0 და ჟყეელა ნატურალური რიცხვები წარმოადგენენ სასრუ= როდთ 

რიცხვებს. თ, თ +1, თ +2 რიცხვები ტრანსფინიტური. რიცხვები არი. 

თ?, >, 9, X რიგითი ტიპები არ წარმოადგენენ რიგით რაცხეებს. რად– 

გან ისინი არიან დალაგებული, „მაგრამ არა სავსებით დალაგებული სამღ=ავ- 

ლეების ტიპები. 

- განმარტება 9. ვთქვათ, თ და 8 ორი რიგით” რიცხვია. ავიღოთ ორ 

სავსებით დალაგებული 4 და 8 სიმრავლე, როჭლებთაც შესაბამად თ ლ> ფ 

ვ:



ტუპები აქვთ. თუ „1 მოკლეა 8-ზე ამბობენ, რომ თ ნაკლებია 8-ზე, ან 

ღომ ჩ მეტია თ-ზე და სწერენ: 

თი<ჩ, 8>0თ. 

ეს განმარტება დამოკიდებულია მხოლოდ თ და 8 ოიცხეებბე და არ 

ალის დამოკიდებული 27:და 8 სიმრავლეებზე. სასრული რიცხვების მიმართ 

მოცეზული განმარტება ტოლფასია ჩვეულებრივისა, ასე რომ 

0<1<2<3<4 

ხოლო ტრანსფინიტური რიცხვები აღმოჩნდებიან მეტი ვიდრე ნებისმიერი 

კასრული რიცხვი. 

მეტად მნიშვნელოვანია, რომ რიგითი რიცხეებისათვის სამართლიანია 

ტრინსოტომია, ე. ი. სამართლიანია შემდეგი 

თეორემა 1. თუ თ დაზ რიგითი რიცხვებია, მაშინ თითოეუ- 

ლი დამოკიდებულება 

თ=838, <0, C>8 

განორიცხავს დანარჩენს და ერთ-ერთი მათგანი აუცილებ- 

ლად განხორციელებულია. 

მართლაც, ეთქვათ, „# და # არიან 

4=ძთ, 8= 8 

ღიპის სიმრავლეები. თუ ეს სიმრავლეები მსგავსი არიან, მაშინ თ= 8. მას- 

თან ერთად თ < 8 და თ> 8 დამოკიდებულებანი შეუძლებელი არიან, რად- 

გან, თუ 4=- 8, მაშინ ერთერთი ამ სიმრავლეთაგანი არ არის შეორეზე 

მოკლე. თუ კი 4 და 8 არ არიან მსგავსი, მაშინ ერთი მათგანი (და ნხოლოდ 

ერთი) აუცილებლად მოკლეა მეორეზე. 
შენიშვნა. თუ 8 არის ნაწილი სავსებით დალაგებული «” 

სიჭპრავლისა, მაშინ 

8 < 4. 

მართლაც, § 2-ს მე-3 თეორემის მე-3 შედეგის ძალით, 8 > 4 დამო- 

კიდებულება შეუძლებელია. “ 
თეორემა 5. წყვილწყვილად არა თანატოლ რიგით რიცხ- 

ვთა ყოველ 5 სიმრავლეში არსებობს უმცირესი 

რიცხვი. ' 

დამტკიცება. ყოველ თC 5-ს შეიძლება შევუსაბამოთ ისეთი სავსე- 

ბით ღალაგებული 4 სიმრავლე, რომლის ტიპი 4= თ. თუ „ა არის ყეე–- 

ლაზე უფრო მოკლე სიმრავლე ამ. სიმრავლეებს შორის (§ 2-ის მე-6 თეორემა). 

მაშინ თა= 27ა უმცირესია §-ს რიცხვთა შორის. 

შედეგი. რიგითი რიცხვების ყოველი სიმრავლე, თუ იგი 

დალაგებულია მათი სიდიდის მიხედვით, სავსებით დალა– 

გებუულია. 
ვვჯL““



ევთანხმდეთ აღვნიშნოთ I/თ-თი ისეთი რიგითი რიცხვების სიმრაელე, 

როზლებიც ნაკლები არიან თ-ზე. წინა შედეგის ძალით, IM ი არის სავსებით 

დალაგებული სიმრაელე. 

" თეორემა 2. 1. სიმრავლის ტიპი არის თ. 

II თ==თ. 

დამტკიცება. ვთქეათ, 24 სიმრაელე თ ტიპისაა. აღენიმნოთ /-თ 

4 სიმრავლის ყეელა ზონაკვეთების სიმრავლე. მაშინ, § 1-ის მე-5 თეორემის 
ძალით, #/-ის ტიპი არის თ, და საკმარისია ეაჩვენოთ, რომ #I და IV მსგავსი 

არიან. 

ეთქვათ, 4, არის 1/-ის ელემენტი. მისი რიგითი ტიპი არის თ-ზე ნაკ- 

ლები რიცხვი, ე. ი. IMV-ს ელემე5ტი. ამგვარად, /#/”-ის ყოველ ელემენტს შეე- 

საბამება M7ი-ს გარკვეული ელემენტი. ამასთან, M-ის სხვადასხვა ელემენტს 

IMთ-ს სხვადასხვა ელემენტები შეესაბამება რადგან I-ის სხვადასხვა ელე- 
„მენტები არიან „ სიზრავლის სხვადასხვა მონაკვეთები რომლებიც არ შეიძ- 

ლება აღმოჩნდენ ერთმანეთის მსგავსი. დაბოლოს, /|/”Mი-ს ყოველი ელემენტი 

„არის თ-ზე ნაკლები რიგითი რიცხვი, ე. ი. წარმოადგენს 4 სიმრავლის რაი?ე 

მონაკვეთის ტიჰ)ს. ამგვარად, /7-ის ელემენტებისათვის მათი რიგითი ტიპების 
შეთანადებით ჩვენ ვამყარებთ ურთიერთცალსახა თანადობას II-სა და ///-ს 

'შორის. 

მაგრამ ეს თანადობა დაფარებას წარმოადგენს. მართლაც, 1I/ ხომ ისეა 

დალაგებული, რომ მასში შემავალი 4 სიმრავლის ორი მონაკვეთიდან წინა- 
მორბედად ითვლება ის, "რომელიც წარმოადგენს, მეორის მონაკეეთს, ე. ი. 

ის, რომლის ტიპიც ნაკლებია, ეს კი იმას ნიშნავს, რომ M-ში ორი ელემენ- 

ტის ურთიერთ მიმდევრობა ისეთივეა, როგორიც I/-ში შესაბამი ელემენტე- 

ბისა. თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი. თუ 4 “არის თ ტიპის სავსებით დალაგებული 
სიმრავლე, მაშინ მისი ელემენტები შეიძლება გადაენომროთ 

თთ-ზვ ნაკლები რიგითი რიცხვების საშუალებით. 

მართლაც, >” სიმრავლის IM/-ზე დაფარების განხორციელებით ჩვენ 4 

სიმრავლის ყოველ ელემენტს შევუსაბამებთ რიგით რიცხეს, რომელიც. ნაკ- 

ლებია თ-ზე–--– მას ნომერს. მაშინ „/, დალაგდება 

4=(V ძე რე... რვ... (1 <=) 

მიმდევოობის სახით. 
აღვნიშნოთ, რომ რიცხვი 0 შედის //7-ში, ასე რომ ,4ს პირველ ელე- 

მენტს სწორედ ისა აქვს თავის ნომრად. ბოლოს, ზედმეტი არ იქნება იმის 
გახსენება, რომ 7# და II-ს დაფარება შესაძლებელია ერთადერთ ხერხით. 

მე-3 თეორემასთან კავშირი აქვს ბურალი-ფორტის ანტინომიას: 

ბურალი-ფორტის ანტინომია. ვთქვათ, #7 არის ყველა რიგითი რიცხ- 

ვების სიმრავლე. მე-2 თეორემის შედეგის ძალით, ის სავსებით დალაგებული 

სიმრავლეა. ვთქვათ, მისი რიგითი ტიპი არის 4. მაშინ იგივე ტიპი აქვს 

335



IM--ს. მაგრამ. 11 არის II სიმრავლის ჯ ელემენტით განსახღვრული მო- 

ნაკვეთი. მაშასად-მე, I” სიმრავლე და მისი MI, მონაკვეთი მსგავსი არიან 
ერთმენეთისა, რაც ეწინააღმდეჟება § 2-ის მე-3 თეორემის 1-ლ შედეგს. “ 

ეს ანტინომია გვიჩვენებს, რომ თვით ცნება ყველა რიგითი რიცხვე- 
ბის სიმრავლისა შეიცავს თავის შიგნით წინააღმდეგობას. საზოგადოდ, თავის 
შიგნით წინააღმდეგობის შემცველი ცნების “მექმნა ძნელი აო არის,––ასეთია, 

მაგალითად, „ტოლგვერდა მართკუთხოვანი სამკუთხედის“ ცნება და სხვა ვისი 

მსგავსი. , 

მაგრამ ამგვარი შემთხვევების უმეტესობისათეის ადვილი აღმოსაჩენია 
შემოღებული ცნების განხილვის დაუშვებლობის მიხეზი. მაგალითად, ტოლ. 

გვერდა სამკუთხედის კუთხეები 60-ის ტოლია, და ის არ 'მეიძლება მართ- 

კუთხოვანი აღმოჩნდეს. საქმე ასე როდია I სიმრავლის შემთხვევაში: აჟ 

ანტინოზია წაომოიშვება სულ მოულოდნელად. მართლაც, ხომ შეიძლება განვი- 

ხილოთ თვით რიგითი რიცხვები, განვიხოლოთ მათ მიერ შედგენილი ზოგი- 

ერთი სიმრავლეები, მაშ რატომ არ შეიძლება ყეელა ეს რიცხვები გავაერ- 

თიანოთ ეოთ სიმრავლეში. ანტინომიის გაჩენის ეს მოულოდნელობა გვინერ- 

გავს ბუხებრივ შიშს იმის შესახებ, რომ იქნებ ჩვენს მიეო , განხილული სხეა 
სიმრავლეები ასევე შინაგანად წიზააღმდეგობრივი არიან, და მხოლოდ ჯერ 
ჯერობით ჩვენ არ წავაწყდით ამ ფაქტს. საქმე მწვავდება იმით, რომ დღეს- 

დღეობით ჩვენ არ გაგვაჩნია ის კრიტერიუმები, რომლებიც ყოველი სიმრავ- 

ლის მიმართ საზუალებას მოგვცემდენ გადაგვეჭრა საკითხი იმის შესახებ, 

შეიძლება თუ არა მათი განხილვა. 

ამგვარად, გვექმნება ისეთი შთაბექდილება, თითქოს სიმრავლეთა თეო- 

რიის მთელი შენობა აგებულია მერყევ საფუძველზე. ამის შესახებ შეიძლებ» 
შევნიზნოთ ზენდეგი. ზოგიერთი სიმრავლეები, მაგალითად, ისეთი „მარტივი“ 

სიხრავლეები, როგორიც არის ყველა კენტი რიცხვების სიმრავლე, მე.5 ხა- 

რისხის ყველა პოლინომშების სიმრავლე და სხვ., უდავოა, რომ შეიძლება გან- 

ვიხილოთ. მართალია, აქაც არ გვაქვს დამტკიცება მათი შინაგანი არაწინა- 

აღმდეგობრივობისა, მაგრამ მაინც, ჩვენი მათემატიკური ცოდნის “მთელი 

ერთობლიობა გვარწმუნებს ამ სიმრავლეების „კანონიერებაში“. როდესაც ჩვენ 

გამოვთქვამთ ამა თუ იპ თეორემას რაიმე სიმრავლის შესახებ, ბუნებრივია 

ვიგულისხმოთ, რომ ეს სიმრავლე კანონიერია, ე. ი. რომ მისი განხილვა არ 

მიგვიყვანს წინააღმდეგობამდე. შემდგომი გადწხოცების დროს ეს შენიშვნა 

ყოველთვის მხედველობამი გვექნება. 
თეორემა 4. რიგითი რიცხვების სავსებით დალაგებული 

§ სიმრავლის ჯამი რიგითი რიცხვია. 

1 ძლიან ზშირად, საქმე გვაქევს რა რაინე სიმრავლეებთან, ჩვენ. მათგან გ:მოსული 

გაგებთ მთელ რიგს ახალი სიქოავგლეებისა. ისპება საკითხი. ხოძ არ აღმოჩნდებიან უჟანონო- 

ნი ეს ახალი სიმრავლეეიი. როგორცე- ჩანს, საფ: ძ.ელი გვაქვს ვიფიეროთ, რომ 
1) კანონიერი სიჭრავლის ნაწილი კანონ-“ერია; 
2) კანონიერი სიზრავლის ყჯელპ ნაწილების სიმრავლე კანონიერია: 

3) კანონიერ სიზრავლეთა კანონიყ„რი სიმრუვლის ჯამი კანონიერია. 
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ეს „თეორემა გამომდინარეობს რიგითი ტიპების განწარტ სხებიდან და 

ს 2-ის მე-7 თეორემიდან. თავისთავად ცხადია, რომ წ კანონიერ სიმრაგლეღ 
ითვლება, კერძოდ 

წ # II" 

თეორემა §. თუ 5: (I რიგითი რიცხვების სიმრავლეა, 
მაშინ არსებობს ისეთი რიგითი რიცხვები, რომლებიც მეტი 
არიან ყველა თC525-სე. 

დამტკიცება. უპირველესად ყოვლისა შევნიზნოთ, რომ ყოველი C-:- 

გითი თ რიცხვისათვის არსებობს უფრო დიდი რიგითი რიცხიი, მაგალითაღ 

თ-IL1. ამიტომ თეორემა აშკარაა, როცა §5-ში არსებობს უდიდესი რიცხვი. 

დავუშვათ ახლა, რომ 5-ში არ არსებობს უდიდესი რიც'ვი, მაშინ რე- 

გითი რიცხვი 

მეტია ყოველ რიცსებე ა-დან. ამასთან, წევენ ეგუოლისხეობთ, ოომ 5-ის შე- 

საკრებთა სიმრავლე დალაგებულია მათი სიღიდის მიხედკი:'. ასე რომ იგი 

სავსებით დალაგებულია. იმისათვის, რომ დავამტკიცოთ 

5->2 («თC 3) 

უტოლობა, ყოველ თ C §5- ს შივ ვუსაბაზოთ სავსები– დალაგებული .#- სიმრავლე 

.7> == თ ტიპისა. ვთქვათ, 

ჩ = 4 > (8 = თ). 

CC5 

მაზინ ყოველი 4» არის იმ #ა მონაკვეთის ნაწილი, როელიც 8 სიპ- 

რავლიდა§ მოიკეეთება „45 სიმრავლის პირველი ბ ელემე5ტით, სადაც თ” C 5 

და თ” > თ. მაშასადამე, § 2-ს ზე-3 თეორემის 1-ლი და მე-3 შედეგების ძა- 

ლით, თ არ =თC და 2 არ არის -« «თ, საიდანაც C > «. 

2 თეორემა 0. თ--1 რიცხეი არის «ას ზომდევნო პირველი 

რიცხვი. 

დამტკიცება. ვთქეათ, თ ოიცხვის მოზღევნო პირველი რიცხვი არის 

8. მაზინ 

LI = II > + (>. 

საიდანაც, რიგითი რიცხვების ჯამის განმარტების ძალით, 

=79=12+I2 =თ-+1. 

იმ ღროს, როცა კ ყოეელ რიცხეს აქეს პირველი მომღევნო, არსებობს 

ისეთი რიცხვები, მაგალითად CV, რომლებსაც არა აქვთ უკანასკნელი წინა. ეს 
საბაბს გვაძლევს შედეგი განმარტებისათვის: 

22. ნატანსონი §37



განმარტება 2. რიგით რიცხეს პირველი ან მეორე გვარის 

რიცხვი ეწოდება. იმის და მიხედვით, აქვს მას თუ არა უზუა- 

ლოდ წინა რიცხვი. 

ყველა, სასრული რიცხვები (გარღა 0-სა) პირეელი გვარის რიცხვები 

აღია§5. 

§ 4. პტანსშინიჭუტი ინმუქმია 

ცნობილია, თუ რა დიდი მნიშენელობა აქეს მათემატიკაში სრული ინ- 

დუქციის მეთოდს. გავიხსენოთ იგი. 

თეორემა 1. ვთქვათ, I(I)) არის ისეთი დებულება, რომლის 

ჩამოყალიბებაშიაც შედის ნატურალური »ჯ რიცხვი. თუ 

1) #CI) ჭეშმარიტია, 

2) #7(I);-ის ქეშმარიტებიდან გამომდინარეობს #(C--1)-ის 

ჭეშმარიტება, მაშინ XVI) ჭეშმარიტია ყოეელი ”» > წე-სათვის. 

დამტკიცება. დავუშვათ, რომ არსებობს ისეთი ნატურალური #>7ა 

რიცხვები, რომ .#(,) ყალბია. ეთქვათ #+ არის უმცირესი მათ შორის. 1)-ის 

ძალით #”” > ”ე. მაშინ ("–- 1 > IV. M-ის განმარტებიდან გამომდინარეობს, 

რომ #(,)" –- 1) ქეშმარიტია, მაგრამ მაშინ 2)-ის ძალით ჭეშმარიტია I(#V-)-ც. 

მიღებული წინააღმდეგობა ამტკიცებს თეორემას. 

მკითხველისათვის ცხადია, რომ „" რიცხეის არსებობა უზრუნველყოფი- 

ლია ყეელა ნატურალურ რიცხეების სიმრავლის სავსებით დალაგებულობით. 

იგივე იდეა უდევს საფუძვლად თეორემას ტრანსფინიტური ინ- 

დუქციის შესახებ. 

თეორემა 2. ვთქვათ, IIთ) ისეთი დებულებაა, რომლის ჩა- 

მოყალიბებაშიაც მონაწილეობს რიგითი თ რიცხვი. თუ 

1) 7(=,) ქეშმარიტია, 

2) #Iთს ქეშმარიტებიდან ყველა ისეთი თ-სათვის, რომ 

თ <%<3, გამომდინარეობს #()-ს ჭეშმარიტება, მაშინ X(თ) 
ჰეშმარიტია ყოველი თ >თე-სათვის. : 

დამტკიცება. ვთქვათ, არსებობენ ისეთი თ >თ, რომლებისათვისაც 

(თ) ყალბია. აღვნიშნოთ თ"-თი უმცირესი მათ შორის. მაშინ. თ” > თე წრად- 
გან 1)-ს ძალით XI(თა) პეშმარიტია), და ყოველი ისეთი თ-სათვის, სადაც 

თა <-Cთ < თ", დებულება #(თ) ჭეშმარიტია. აქედან, 2)-ს ძალით, ჭეშმარიტი 

უნდა იყოს #(თ")-ც. მიღებული წინააღმდეგობა ამტკიცებს თეორემას. 

§ 5, მქორე რიმხვითი პეასი 

განმარტება. მეორე1 რიცხვითი კლასი IX ეწოდება ყველა 

ისეთ რიგით რიცხვების სიმრავლეს, რომლებიც წარ- 

  

1 პირეელი რიცხვითი კლასი არის სიმრავლე # = ( 0, 1, 2, 3, ... ) 

§ვი



მოადგენენ თვლადი სავსებით დალაგებული სიმრაელეების 

ტიპებს! 

ცხადია, რომ მეორე კლასის ყველა რიცხვები ტრანსფინიტური არიან. 

თეორემა 1. თ რიცხვი წარმოადგენს მეორე კლასის უმცი- 
რეს რიცხეს და, საზოგადოღ, უმცირეს ტრანსფინიტურ 

ოიცხვს. 

დამტკიცება. განმარტებით, თ არის 

»=(0, 1, 2, 3, 4,...1 
სიმრავლის ტიპი. 

ამ სიმრავლის ყოველი M#» მონაკვეთი, სასრული სიმ”ავლეა. მაშასადამე, 

თ-ზე ნაკლები რიგითი რიცხვი სასრული რიცხვია, და ამიტომ თ არის უმცი- 

რესი ტრანსფინიტური რიცხეი. რამდენადაც რთ C Mე, თეორემა დამტკიცე- 

ბულია. 

თეორემა 3. 1) თუ.თ მეორე კლასის რიცხვია, მაზინ თ-1-ც 

მეორე კლასის რიცხვია. 

2) თუ § არის მეორე კლასის რიცხეთა სიმრავლე, ხოლო 

/ ისეთი უმცირესი რიცხვია, რომელიც აღემატება ყოველ 

რიცხვს §-დან. მაშინ #/ მეო=ე კღუასის რიცხვია. 

დამტკიცება. თეორემის პირველი ნაწილი თითქმის აშკარაა. მართ- 

ლაც,  _ “ ' 
თ-1 = II= –- IX), 

ზოლო IVVC –- (თ) თელადია II-სთან ერთად. 
გადავდივართ რა თაორემის მეორე ნაწილზე, ჩვენ შეგვიძლია ვიგულისხ- 

-იმოთ, რომ §5-ში არ არის უდიდესი რიცხვი, რადგან წინააღმდეგ შემთხვე- 
ვაში საქმე დაიყვანება 1)-ზე, მაგრამ ადვილი საჩვენებელია, რომ ამ დაშვე- 
ბის პირობებში გვექნება 

Mა= 2) MM. (I) 
იC65 

მართლაც, თუ რომელიმე რიცხვი შედის (1)-ს მარჯეენა ნაწილში, მა- 

“შინ იგი, აშკარაა, შედის მარცხენა ნაწილშიც. პირიკით, თუ 

თC I”, 

მაშინ თ არ შეიძლება აღემატებოდეს ყველა თ-ს §-დან, და, მაშასადამე, §5-ში 

არის ისეთი თე რიცხვი, რომ თე >თ. მაგრამ თე არ არის უდიდესი §-დან. 

„მაშასადამე, §-ში მოიძებნება რიცხვი თ > თა, და მაშინ C C MM. 

' აი ზოგიერთი მოსაზოებასი, რომლებიც მიზნად ისახაეენ აჩვენონ, რომ Mე „კანონიე– 

რი" სიმრავლეა. ყველა ნატურალური რიცხვების წ სიმრავლე მათი ბუნებრივი რიგით, 

ალბად კანონიერი სიმრავლეა, მაგრამ მაშინ (იხ, შენიშვნა 336 გვ.) კანონიერია ყველა მისი 
ისეთი ნაწილების სიმრავლე, რომლებიც წარმოადგენენ დალაგებულ სიმრ:ელეებს, და, კერ– 

ძოდ, კანონიერია ს–ის ყველა სავსებით დალაგებული სიმრავლეების ნაწილების სიმრავლე, 
-რომელთა რიგითი ტიპები (§ 1 თეორემა 4) შეადგენენ Mა-ს. 
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(1)-ის მარჯვენა ნაწილი თვლადი სიმრავლეა. მაზასადამე, #”, თვლაღია, 

და 4, როგორც /“+>-ს ტიპი, შედის /კ-ში. 

შედეგი. #ე კლასი არათელადია. 

მართლაც, წინააღმდეგ შემთხყევაში /#ა-ის პირველი მომდევნო რიცხვი 

შევიდოდა #ჩე-ში. 

ჩე სიმრავლის სიმქლავრე აღინიშნება > ,-ით (იკითხება: ალეფ '-ერთი).. 

ხოლო პირველი მომდეენო რიცხვი #ა)-ს შემდეგ -–– () სიმბოლოთი. 

თეორემა ე. არ არსებობს ისეთი სიმძლავრე, რომელიც 

მოთავსებული იყოს თვლადი სიმრაელისი სიმძლავრესა და 

ჯყ-ს შორის. 
| დამტკიცება. V-ი სიმრავლე არის თელადი V = (0, 1,2. სემ- 

რავლისა დღა ე-ის ჯამი. მაშასადამე, 

I”ის= ს. 

შევნიფნეთ რა ეს, დავუშვათ, რომ არსებობს ისეთი ” სიმძლავრე, რო? 

ი <.# < %. 

მაშინ I/” ს-დან გამოიყოფა )”, სიმძლავრის () ნაწილი. () სიმრავლე არ. 

არის I7ე ს მსგავსი. მაშასადაზე, (0 მსგავსია M7ი-ს მონაკვეთისა. მაგრამ 

ი-ს ყოველი მონაკეეთი მოიკვეთება რაიმე რეცხვით V-დან ან /V- -დან, ე. ი- 

წარმოადგენს სასრულ ან თელაჯ სიმრავლეს. ამიტომ 0-ც სასოულია ა5 

თვალადი, ეს კი ეწინააღმღეგება იმ დაშვებას, რომ ი. > ძ. 

თ დეორემა 4. თუ თC/ე მეორე გვარის რიცხკია, მაშინ არსე: 

ბობს რიგითი რიცხეების ისეთი ზრდადი ”? ' 

8, < წა <8 < 

მიმდევრობა, რომ «არის უმცირესი მათ შორის, რომლებიც, 

აღემატებიან მიმდეერობის ყველა რიცხეს. 

დამტკიცება. გადაენოზოოთ (აშკარად თელადი) ყველა თ-ზე ნაკლები. 

რიცხვების II” სიმრავლე: 

„ვგაგას|–” 

თ. რიცხვთა შორის არ არსებობს უდიდესი (რადგან წინააღმდეგ შემ-. 

თხეეჟვაში თ პირველი გვარისა იქნებოდა). შევნიშნეთ რა ეს, მივიღოთ '//, ==1 

და აღეზიშნოთ /„/,-თ ისეთე უმცირესი ნატურალური # რიცხვი, რომლისათვი- 

საც თ. > თ.ე რის შემდეგაც /კ-C აღენიშნოთ ისეთი ნატურალულღი 71 რიცხეი, 

რომლისათვისაც თ > თ.ე ღა ა. შ, შედეგად მივიღებთ ზრდად მიმდეერობას 

_.......– 

ამასთან », < ა < I < 

· ალეუ (აბ) ––ებ“აული ანგა:ის პირველი ასოა.



ვაჩვენოთ, რომ ეს საძიებელი ?იმდევრობაა. ცხადია, რომ C მეტია მიმ- 

დევრობის ყოველ რიცხეზე, და; მაშასადამე, დაგვრჭენია ვაჩვენოთ, ოო? თ-ზე 

ნაკლები არც ერთი რიცხვი არ აღემატება ყველა თ,/-ს. 

ვთქვათ, V <: თ. მაშინ · C I/> და, მაპასადამე, 4 = თ. თუ IM ემთხვევა 

ერთერთ 7;ჯ-ს, მაშინ ჯ; შედის Iთ,, |ში და ამიტომ, არ შეიძლება აღემატებო- 

'დეს ყველა რიცხვს («,, |-დან. თუ კი 

ს <. 1ხ “C 70.12 

მაშინ, რამდენადაც 7, არის უმცირესი იმ M-თა შორის, რომლებისათვი- 

საც თ. > რთ, ცხადია რომ 7 < რთ, თეორემა დამტკიცებულია. 

დასასრულს მიეუთითებთ I-ს ზოგიერთი რიცხვის აღნიშენას, პირველ 

მათგანს სვენ უკეე ვიცნობთ –– ეს არის თ, მას მოსდევინ 

ი+) ა +2...,ე ი –- ”,... (2) 
რიცხვები, 

(2) რიცზვების მომდეენო პირველი რიცხვი, აშკარაა, იქნება «ი + თ; ეს 

რიცხვი ჩეეულებრივ თ · 2-ით აღინიშნება. მას მოსდეეენ რიცხვები 

თ.2 CI, თ.2--2,..., თ.2-%C 7... (3) 

(3) რიცხეების პირველი მომდევნო რიცხვი არის თ - 3. 

ავ პროცესეს გაგრძელებით, ჩვენ განესაზღვრავთ ყველა 

0 -/ + ” 

სახის რიცხეებს. 

ასეთი რიცხვები თვლად სიმრავლეს შეადგენენ. პირველი მათი მომდევნო 

რიცხვი (ჯერ კიდევ #ა-მი შემავალი), აღინიზნება თ”-ით. მას მოსდევენ 

ი? -L 1, თ? –- 2)... 0-7, ... 

რიცხვები. ბათ მოყვება რიცხვი თ" -L თ და შემდეგ რიცხვები 

თ? + თ-- 1, ო”+ თ +2..ს იი +2.. 

ამ რიცხვებს გოსდევს რიცხვი თ? + თ. 2, ხოლო შემდეგ რიცხვები 

თ? –- თ.2 +- IM. 

პირველი მომდევნო რიცხვი ასეთი რიცხვებისა არის თ) -- თ . მ. აზგვა- 

რადვე აიგებიან 

C" –L- () · # –> 

საბის რიცხვები. 

პირველი მათი მო:დევნო რიცხვი არის თ". 2, რის შეზდეგაც მიზმდევრო- 

ბით შემოიყვანებიან 

ი .2+ ო.I + 

სახის “იცხვები. 
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ამ ოიცხეებს მოსდევს თ”. 3. ეს პოოცესი მიგვიყვანს ჩვენ 

თ.) თო. +71 
რიცხეებამდე. 

პირველი მათი მომდევნო რიცხვი აღინიშნება Cთ:-ით. მას მოყვებიან 

რიცბეები 
დბ -I- თმ. + თ.) + 7 

და მათ შემდეგ C)' - 2. 

_ ამ პროცესის გაგრძელებით, ზვენ განესაზღვრავთ რიცხვებს CV, 

და ყველა 
დღ! · I + დ...) L ..... თ.) + I, (4) 

სახის '„პოლინომებს“. 

ამ რიცხვებს მოსდევს რიცხვი 
თო, 

რომელი(! ჯერ კიდევ შედის #ს)-ში წრადგან (4) რიცხვები თვლად სიზრავლეს 

შეადგენენ). 
ფის მოსდევს თი -L 1 და მთელი პროცესი განმეორდება თავიდან, რაც 

მიგვიყვანს ჩვენ თი. 2 რიცხვამდე. შემდეგ –– პროცესის ხელმეორედ ჩატარება. 

და მივიღებთ დრი . 3. ამგვარად, ავაგებთ ყველა თი · / სახის რიცხვებს. მათ მოს- 

დევს რიცხვი თო“. შემდეგ ხდება მთელი პროცესის თავიდან გამეორება და 

გაჩნდება რიცხვი თას“!. 2. ასე იქნება შემოღებული თ.ა“... ცე რიცხვები და 

მათ მოსდევს თა??, 

ამ გზით შემოიყვანებიან თით“ რიცხვები და მათ შემდეგ მიიღება რიცხვი 

ფთ"? ამ რიცხვს მოსდევენ თი “1-1. 1, თთ 5 + 2,.. . და ყველაფერი შეორ- 

დება თავიდან, რასაც მივყევართ რიცხვამდე თოი “12. 2. 

განემარტეთ რა რიცხვები თი 1. ე, მათს პირველ მომდევზოს დავარ- 

ქმევთ თო “ 2+1. ამგვარადვე აიგებიან შემდეგ და შემდეგ რიცხეები 

ა ეესბგბსბსებეეი”ს ” ” 

ხოლო პათ მოსდევს რიცხვი · 
ფთ? 

ასე შენოიღებიან რიცხვები 

ფთ, ციე... ე ცოი, . 

პირველი რიცხვი, 
„ს 

ცი. 

სახის რიცხვთა მომდევნო აღინიშნება §-ით. მას მოსდევენ 

6-1, 35+2,... 

და ასე შემდეგ. შევნიშნოთ, მხოლოდ, რომ I-ის ყველა რიცავისათვის ჩეენ 

მაინც ვერ ვიღებთ აღნიშვნებს, რადგან ასეთი აღნიშკნებეთ შემოაფარგლება 

რიცხეთა თვლადე სიმრავლე. 
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§ ნ. ა”ეშები 

განმარტება. სავსებით დალაგებულ სიმრ„ც„ელის სიჭპლაე- 

რეს ალეფი ეწოდება. 
ყეელა ნატურალური რი/ცბეები (განხილული როგორც სიმძლაერეები) 

ალეფები არიან. უსასრულო სიზმოავლეთა ალეფებს ტრანსფინიტური ალეფები 
ეწოდებათ. 

თეორემა IL. ყოველი ორი ალეფი სადარია. 

დამტკიცება. ვთქვათ, « და ხ ორი ალეფია. ავიღოთ ორი ისეთი 

საესებით დალაგებული „I და /#: სიმრავლე, რომ 

/L ==: (I, სხ =ს. 

თუ ეს ორი სისრაელე ეკვივალენტურია, მაშინ ძ == ს. წინააღვდევ შენ- 

თხვევაში ისინი არ არიანე მსგავსი. ზაგრამ მაშინ ერთერთი მათგანი უფრო 

მოკლეა მეორეზე. ადეილი შესაზჩნევია, რომ თუ ,1 მოკლეა 7#-ზე, მაშინ 

ი < სყ. 

თეორემა დამტკიცებულია. იგი შეიძლებაა ჩამოვაყალიბოთ ასეც: თუ « 
და ხ ალეფებია, მამინ სამი (ურთიერთ შორის უთავსადი) დამოკიდებულე+ 

ბიდა5 
' ი=ს ი<ს, ი>9 

ერთურთი აუცილებლად შესრულებულია, ე. ი.ალეფებისათვის ადგილი აქეს 

ტრიხოტომიას. : 
__ თეორემა 5. ვთქვათ. « და 3 რიგითი რიცხვებია. ხოლო # და 

§ მათი ალეფებია. მაშინ 

1) თუ თ <8, ზაშინი»<:; 

2) თუ თ <#, გაშინ C <4... 

დამტკიცება. თეორემის მეორე ნაწილი პირველის შედეგია. პირეელი 

ნაწილის დასამტკიცებლად ავიღოთ თ და 8 ტიპების „7 ·'და 8 სავსებით და- 
ლაგებული სიმრავლეები. ისინი არ არიან მსგავსი, რადგან მათი ალეფები არ 

არიან ტოლი და ისინი არ არიან ეკჰივალენტურიც კი. 8 რომ 4«-სე მოკლე 

აღმოჩ5დეს, ეს იმის მომასწავებელე იქნებოდა, რომ, პირობის წინააღმდეგ? 

3-4 => 
მაშასადამე. # მოკლეა #3-ზე, და ეს კი იმას ნიშნავს, რომ თ < ვ. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ თეორემის მეორე ნაწილში ტოლობის ნიშნის 

მოცილება არ შეიძლება, მაგალითად, თ < თ -+ 1, მაგრამ თ == თ –C 1. 

თეორემა 3. წყვილწყეილად განსხვავებული ალეფების 

ყოველგვარ 0 სიმრავლეში არის უმცირესი. 

მართლაც, თუ (C-ს ყოველ ალეუს შევუსაბამებთ ისეთ სავსებით ღალა- 

გებულ სიმრავლეს, რომელსაც თავის სიმძლავრედ სწორეღ ეს ალეფი აქეს, 

ჩვენ ამ სიმრავლეთა შორის შეგვიქლია უზოუნეელეყოთ უმოჯლეს სიმრავლის 

არსებობა. მისი ალები იქნება უმცირესი 0-ში. 
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მედეგი. ალეფების ყოველგვარი სიმრავლე, თუ ის დალა- 

გებულია მათი სიდიდის მიხედვით, სავსებით დალაგებული 

აღმოჩნდება. 

თავისთავად იგულისხმება, რომ ლაპარაკია ალეფების „კანონიერ4 სი3- 

რავლეზე. ყეელა ალეფების სიმრავლის გავხილევა არ 'მეიძლება. ეს ჩანს შეჭ- 

დეგი თეორემიღან: 

თეორემა 4. 1) არ არსებობს უდიდესი ალეფი. 

2 ალეფების როგორი (0 სიპროაგლეც არ უნდა ავიღოთ, 

არსებობს ალეფები, რომლებიც აღემატებიან კეელა ალე- 

ფებს ()-დან. | 

დამტკიცება. ეთქვათ, თ ალეფეა. ეს იჰას ნიშნავს, რომ არსებობს 

ისეთი სავსებით დალაგებული > სიმოავღე, რომლის სიმძლავრეც უდრის “V-ს. 

«-სთან ერთად განვახილოთ ყველა ისეთი სავსებით დალაგებული სიმრაელე- 

ეჯი, რომლებიც შედგებიან იგივე ელემენტებისაგან, მაგრამ დალაგების სხეა 

ხერხებს უპასუხებენ. ამ სიმრავლეთა რიგითი ტიპები ჰქმნიან რიგითი რიცხ- 

ვების რაღაც 2” სიმრავლეს. 

ვთქე ათ, ბჯ არის რიცხვი, რომელიც „აღემატება ყველა რიცხეს #I-დან, 

და #==8. მაშინ ს ალეფია, და შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ 

ი >". (1) 

მართლაც, თუ თ = 2, მაშინ თC # და თ < 8. მაგრამ, მაში5 6 < #, და 

დაგვრჩენია მოვხსნათ 

ხს=0ი (2) 

ტოლობის შშესაშ ძლე ბლობა. 

დავუშვათ, რომ ეს ტოლობა სამართლიანია. მაშინ შეიძლება დავამყა- 
როთ ურთიერთცალსახა დ თანადობა 4-სა და I-ს შორის. ვთქვათ, რომ 

1. ის სიმრავლეა, რომელიც შედგება იგივე ელემენტებისაგან, რაც #, მაგ- 

რამ დალაგებულია ისე, რომ მის ორ ელემეჩტს შორის წინა არის ის, რო- 

მელსაც C თანადობაში ნაკლები რიცხვი შეესაბამება. „,ჰ სიმრავლე Cსგავსია 

I/ვ-სი, მაშასადამე, მისი ტიჰი არის ვ და 2C 1, რაც ეწინააღმდეგება ჩ§-ს 

გაზმარტებას. ამგვარად, (2) შეუძლებელია და სამართლიანია (1). 

გადავდივართ რა თეორემის მეორე ნაწილის დამტკიცებაზე, ცხადია 

შეგვიძლია დავუშვათ, რომ 0-ში არაა უდიდესი ალეფი, და რომ C-ს ალე- 

ფები წყვილწყვილად განსხვავებული არიან. შევუსაბამოთ C)-ს ყოველ ალეფს 
ისეთი სავსებით დალაგებული 4 სიმრავლე, როპელსაც ის აჟვს სიმძლავრედ, 

და შევადგინოთ ასეთი სიმრავლეების § ჯამი, ისე რომ შესაკრებთა სიმრავლე 

ჩაეთვალოთ დალაგებულად იმგვარადვე, როგორც არის დალაგებული (ლ).მაგრამ 

() სავსებით დალაგებულია. ამიტომ, წარმოადგენს რა §5 სავსებით დალაგებულ 

სიმრავლეების სავსებით დალაგებულ სიმრავლის ჯამს, თვითონ სავსებით დალა- 

გებული სიმრავლეა, და მისი სიმძლავრე არის ალეფი. ცხადია, რომ ეს ალეფი, 

მეტია ყველა ალეფებზე C-დან, მართლაც, ყოველი ალეფი C-დან არის 5-ის 
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"ნაწილის სი§ძლავრე და, მაჯასადამე. არ აღემატება ჯ-ს, მაგრამ C-ჯან რო- 

მელიმე ალეფი გ-ის ტოლი რომ იყოს, ის აღზობნდებოდა უდიდესი (2-ში. 

შენიშვნა. ყოველი ალეფისათევის არსებობს უშუალო 

მომდევნო ალეფი. მართლაც, თუ ი აოღის რაიმე ალეფი, მაი“ნ ალსე- 

ბობს გასზე ნეტი ალეფი ს. თუ ს უუ უზუალოდ მოადეენოა ი სი, 6აCი5 დებუ- 

ლება დამტკიცებულია, წინააღბდეგ შეზმთხვნვაში, ჩეენ განეიხილაეთ ყველა! 

ისეთ “ ალედ ებ, რომელთათვისაც ი#« < 6 < L, ნათ ზორის აღოსებობს უმცი- 

როე:სი. რომელიც ჩვენთვის საძიებელს წარმოაღგენს. 

ეს შენიშვნა საზუალებას გ ვაძლეეს შევქნათ ალეფებისათეის აღჩიშკნე- 

ს რაცირნალური სისტემა, სახელდობრ, 1 ჯით აღენიყნოთ თვლადი სიმ- 

ოავლის სიმძლავრე (ცხადია, რომ ეს სიმპლავრე აღეფია). პირველი მოპდევნო 
ალღლეფი აღინიშაება? ჯა,-ით, პირველი მისი მომდეენო ჯა,-ით და ა, შ. პირ- 

ბელი იპეთიე ალეფი, რომელიც მომდევნოა ყველა ჯ. ალეფე ეგბისათეის, აღი- 

„ნიშნება ჯი-თი ღა ა. შ. 

ბი 

თეორემა ა. ყოგელი ალეფი მიიღებს ჯ. აღნიზევნას, სა- 
ღაც 6 რიგითი რიცხეია. 

დამტკიცება. ვთქვათ, // აროეფია და I არის სიშრავლე, რომელიც 

შედგება //ზხე ნაკლები ყველა ალეფისაგან. # სიმრაელე სავსებით დალაგებუ- 

«ლია. ვთკვათ, მისი ტიპი არის თ. 7-ს I/-ზე დაფარებით წევენ ყოეელ ალეფს 

1-დან შევუსაბანებთ თ-ზე ნაკლებ რიგით ნომერს, რის შემდეგაც დაგერჩენია 

7/ აღენიშნოლ-. ჯჯ.-თი, 

ძნელი არ არის იმაში დარწმუნება, რომ აღნიშვნათა დალაგებული სის- 

ტეზა ისეთია, რომ: 

1) »»., არის პირველი მომდევნო ჯჯ»-სი. 

2) თუ # რიცხვი არის პირეელი მომდევნო § = I, სივრავლის რიეცზვე- 

ბისა მამინ ავ არის პირეელი ალეფი სომდევნო ყველა |1XX>) (21C 25) 

ალეფებისა. 

ისეთი რიგითი რიცსვებეს M> სიმ-ავლეს, რომლებსაც XX სიმძლავრე 

აქვთ, ეწოდება რიცხვთა კლასი, უმცირესი რიცხვი #> კლასის რიცავებს 

“მორის ჩვეულებრივ LMI.-თი აღინი”ზნება. კერძოდ, 9 (<1, = (), §), = %). I, კლასი 

არის მესაბე რიცხეითი კლასი. 8 

§ 7. სეტმედოს აქსიომა 2ა თეო#ტემა 

მრავალ მათემატიკურ ნსჯელობაში გამოიყესება შემდეგი დებულება: 

ცერმელოს აქსიომა. ვთქვა:ს, 5 =--I#I) წარმოადგენს არაცა- 

რიელი და წვყვვილწყვილალც არაგადამკეეთი სიმრავლეების 
  

L" თუ ხ არსებობს, მაშინ არსებობს ხ სიქპლავრის (კავავიერი) 8 სი1რავლე. მისი ნა–- 
“ილები ჰქინია5 კანონიერ სიმრავლე", და, კერძო», ჯანო5იერი აღმოჩევდება ს-ს იმ ნაწილთა 
%იჭრავლე, რომელთა სიმძლავრე C აკმაყოფილებს პ < C< ს უტოლობას. 

2 ზემოთ ჯა, ჩვე3 გაზვსაზვრეთ, როგორც მეო5ე რეცბვითი Mა კლასის სემძლავრე. ორივე 

რამარტებჯის იგიეობა გამომდინარეობა § 5-ს მე-3 თეოღემიღან. 
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სიზრაევლეს. მაშინ არსებობს შემდეგი თვისებების (# 

სიმრავლე: 

1) LI ლ– => MI. 

2) L სიმრავლეს ყოველ XC5§ სიმრავლესთან აქვს ერთი. 

და მხოლოდ ერთი საერთო ელემენტი. 
შეიძლება ითქვას, რომ /, შედგება ყველა ##C 5 სიმრავლეთა „წარშო- 

მადგენლებისაგან“. 

საკითხპა იმის შესახებ, დასაშვებია თუ არა ეს აქსიომა, მა თემატიკოსთა 

შორის გაცხოველებული კამათი გამოიწვია · დღა დღემდე ამ საკითხში აზრთა 

თანხმობა არ არსებობს, ამ წიგნის ავტორი დგას ცერმელოს აჟქსეომის უყოყ- 

მანო მიღების აოზიციაზე. კერძოდ, ჩვენ ამ აქსიომით უკვე ბევრჯერ ვისარ- 

გებლეთ წინა თავებში. ასე, მაგალითად, სავსებით აშკარა იყო მისი გამოყე- 
ნება 1IL თავში არაზომადღი სიმრავლის მაგალითის აგების დროს. მაგრან 

კიდევ უფრო ადრეც ჩვენ ვისარგებლეთ ცერმელოს აქსიომით. ყოეელ უსას- 

რულო სიპრავლემი თვლადი ნაწილის არსებობა, დაგროვების წერტილის 

ცვების ეკვივალენტობა, ზომადი სიმრავლეთა თელადა სიმრავლის (შემზოსაზ- 
ღერული) ჯამის ზონადობა– ყველა ეს შედეგები ჩვენს მიერ დამტკიცებული 

იყო ცერმელოს აქსიომის დახმარებით 1. 

რა თემა უნდა ცერმელოს აქსიომა ისე არ უნდა გავიგოთ, ოითქოს 

ჩვენ შევძლებთ L სიმრავლის ფაქტიურად აგებას. საკითხი ეხება მხოლოდ 
ისეთი მსჯელობის შესაძლებლობას ამ სიმრავლის შესახებ, რომელსაც წინა- 
აღმდეგობის საფრთხე არ ემუქრება. 

ცერმელოს აჟსიომასთან მქიდროდ არის დაკავშირებული შემდევი 
თეორემა. 

თეორემა 1. (ამორჩევის ზოგადი პრინციპი), ეთქვათ, 7 =I(V) არა- 

ცარიელ სიმრავლეთა სიმრაელეა. მაშინ არსებობს ,ისეთი 

/(X)ფუნეცია, რომელიც ყოველ X»ს,7-დან შეუსაბამებს XX» 
M#C/“ 

სიმრივლის გარკვეულ ელემენტს და რომელიც ყოეელი' 
M#6717-სათვის მოგვცემს 

#(XაCX. 
სანამ ამ თეორების დამტკიცებას შევუღგებოდეთ, შევნიშნოთ, რომ ი§ 

შემთხვევაში, როცა » სიმრავლეები წყვილ წყვილად არ იკვეთებიან. თეო– 

1 ცერმელოს აჟსიომის შესახებ გირჩევთ წაიკითხოთ: 

ს) 8.) სინ ისIICIMIII, ##MCIსVMI 1100MCსის, ქჟუთნ. „ბპისიცას+I90C0:4XV იიოხს- 
MV5მ, 2. 81, გამ. 1, 1921. , 

9) 8. M0ი201IMIM. ვმთროიითიისეX #M Mელაიე+IIL0, C0სეM”9ე, 1935. 

3) #. ცეხი, 1Iყიინიმ)0სისMს 9 0+XI40MVMMV0 11)! MIIIIIIVIIIIM. VIIIIII (1ILიიიაყ.ს- 
MMლ III, § 2), 1ILIIV, 1931. 
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რემა ტოლფასია ცერმელოს აქსიომისა. მართლაც, (ცერმელოს აქსიომის აღღა-- 
რებით, ჩვენ პირდაპირ მივიღებთ საძიებელ ფუნქციას, თუ დავუშვებთ 

#(M) = MI. 

შებრუნებით, თუ ეცნობთ 1-ლ თეორემას, /, სიმრავლეს მივიღებთ, თ< 
ავიღებთ 

XL/ (ი, 
გადავიდეთ თეორემის დამტკიცებაზე აღვნიშნოთ 7-ში შემავალი „V 

სიმრავლეთა ელემენტები /-ით, და განვიხილოთ ყველა (/(I, M#) სახის წყუო- 
ლები, სადაც #» C V, ხოლო MC 7. 

ამასთან („ს M-) და (#, M') წყვილებს ჩვენ იგივურად ჩავთელიო მ2- 
შინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

” =”ს,ს I#X'= XV”. 

დავარქვათ VI M-ა) ყველა (I, Mა) წყვილების სიმრავლეს, რონლებშიაჯ 
” CM, ასეთი M(V) სიმრავლე შეიძლება ავაგოთ ყოველი „V C 1-სათე«C. 

ვთქვათ, 

§= (M/() (VC 7. 
განსხეავებული MI (M) სიმრავლეები წყვილწყვილად არ იკეეთებიან (ამ»- 

შია მსჯელობის იდეა), მართლაც, ის გარემოება, რომ #I(M) და XI(M"' 
სხვადასხვა სიმრავლეებია ნიშნავს იმას, რომ სხვადასხვა არიან »' და #”“ 

სიმრავლეები. მაგრამ მაშინ არცერთი (IV, V) წყუქილი არ დაემთხეეეა არც- 
ერთ Cფ,, V”) წყვილს და, მაშასადამე, 

ჰI(V) · 1(V') = 0. 

ცერმელოს აქსიომის გამოყენებით, შეგვიძლი: დავადასტუროთ ისეთი 7,“ 

სიმრავლის არსებობა, რომელიც („, M) წყვბილებისაგან შედგება, სადა. 

» C M, და რომელსაც ყოველ #MICV) C 5-თან თითო საერთო ელემენტი აქვს 

ეს სიმრავლე საძიებელი ფუნქციის განსაზღვრის საშუალებას გვაძლეეს, სახეC>- 
დობრ, თუ M, C 7, მაშინ “ 

წ ნწარ!” 

სიმრავლე შედგება ერთადერთი (#,, Mე) ელემე5ტისაგა5, სადაც. #Iა C M. 

თუ მივიღებთ 

/L%) = MV 
ჩვენ დავაკნაყკოფილებთ თეო“ემის პირობებს, 

: შედეგი. ეთქეათ, 1 = (IM) არის მოცემული არაცარიეელი: 
ს სიმრავლის ყველა არაცარიელი ნაწილების სიმრავლე. 

მაშინ არსებობს ისეთი /(M) ფუნქცია, რომელიც ყოველ 
XC I-ს შეუსაბამებს გარკვეულ #CII ელემენტს. 

თ...



თე: MI = (1) ელემენტს ეუწოდებთ X-ში „დანიზნულ“ ელეზემტს, 
ფას ნ შიღეგი ამტკიცებს, როზ ყოველ 2I'C M#-ში შეიძლება დავნიშნოთ 

თლრ ჭლემენტი. 

თეორება 2 (ე. ცერმელო) ყოველი სიმრავლე შეიძლება 

ლსღოს სავსებით დალაგებელი. 

დაზ ტკიცება, ეთქვათ, # რაიზე არაცარიელი! სიმრავლეა. აღვნიშ- 

ლუი ქ => III "I-ით V-ის ყეელა არაცარიელი ნაწილების სიმრაელე და „ღა- 

ვნიშნოთ“" ყოველ / ში თითო ელემენტი. 

X/4ის ზოგიერთი ნაწილი შეიძლება სავყებით დავალაგოთ. ასეთებია, 
მაჯალითად, #I-ის ყველა სასრული ნაწილები. ე»თქეათ, „2# არის XI ის არა- 

ფარივლი ნაწელი, რომელეც სავსებით დალაგებულია რაიმე ხერხით. თუ: 

| ყოველი იC.,I-სათვის 2/ სიმრავლის 

M#-., ნაწილში (სადაც „არის 4“ 
(II) სიწრავლისი ელეზენტით მოკვე- 

თილი „დანიშნულ. ელემენტს 
წარმოადგენს ი, 

დაპი5 ვიტყვით, როზ „4 არის 2/-ის წესიერად დალაგებული ნაწილი. 
თუ შევთანხმღებით MI-ზი „აღნიზხული“ ელეპენტი აღენიმნოთ #(#11)-ით, 

შაში (,,) პირობა შეიძლება ჩავწეროთ ასე: 

7:91 --- I.) = «(ყოველი ი C .#-სათეის). 

დ:ერწზუნდეთ, რომ 27-ის წესიერად დალაგებული ნაწილები არსებო- 

ბუნ. მართლაც, თუ ”!, არის ელემენტი „დანიზნული" თვითონ #7 სიძრაე- 
ლვში, და #, არის ის ნაწილი, რომელიც მედგება მხოლოდ ამ ელემენტისა- 

„ვან, მაშინ M, წესიერად დალაგებული ნაწილია, რადგანაც მისე ერთად ერთი 

მონაკეეოი არის ცარიელი სიმრაელე ღა 

#17 –-– (#0) == წ. 

“ეზდეგ, თუ 4L--.V, სიმრავლეში „დანიშნული“ ელემენტი არის VI,. 

ბაზის დალაგებული (VI, I) წყვილი M-ის წესიერად დალაგებული ნაწილია. 
ყოველ წესიერად დალაგებულ „I ნაწილში, პირველ ელემენტს აუცი- 

ლებლად ის ?!, ელეზენტი წარმოა” გენს, რომელიც „დანიშნულია" თითონ 

MM სიმრავლეში. მართლაც, თუ ძი არის „7-ს პირველი ელემე§ტი, მაშინ 

ი=/"M ,I)-= /LM) == 9. 

ადვილი საჩეენებელია, რომ MI სიმრაელის 4 ნაწილისათვის შესაძლებე- 

ლია წესიერად დალაგების მხოლოდ ერთი ხერხი. მართლაც, დავუშვათ, ოომ 

არსებობს 4 ნაწილის დალაგების ორი ისეთი დ და თ წესი, რომ- 

ლის შედეგადაც იგი წესიერად დალაგებული ნაწილი ხდება. ალენიშსოთ 

#» ცარიელი ს:ბრავლისათვის თეორემა ტრიქიალურია. 
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/-თი და C)-თი ის წესიერად დალაგებული ნაწილები, რომლებზედაც გაღათჰ- 
ცევა #4 სიმრავლე დ ღა «ი დალაგების დროს, 

ერთერთი ავ. სიჰრაელიღან (მაგალითად /)) ნსგავსია მეორის ა მი'რ 
მონაკვეთის. / დავაფაროთ C)-ს (ან მი" მონაკვეთს). »I, 2 – ელემენტი ამ 
დროს თავისთავს დაეფარება. ჯ#-ში რომ არსებობდე5 ისეთი ელემეზტესი,. 
რომლებიც არ დაეფარებიან თავისთავს, მაშინ ერთერთი მათგანი პირეილი 
იქნებოდა. ეთქვათ, ასეთია # ელემენტი, რომელიც ეფარება ც # # ელეპენტი.. 
ჩ-ს ყველა წინამორბედი ელემენტები ეფარებიან თავისთაეებს. ეს იმა" 5C3. 
ნავს, როქ 

IM = C,. 

მაგრამ აქედან გამომდინარეობს, რომ 

ე = /(M-- #= /სს C.=ძ, 

ეს კი ეწინააღმდეგება #-ს განმარტებას. ამგეარად, ყოველი “"ელემენეჭი ევ 

რება თავისთაეს, რაც ნიშნავს #-ს და C-ს სრულ იგიურობას. 

ამგვარად, თუ 2) სიმრავლის არაცარიელი ,I ნაწილისათვის შესაბლებვ-- 

ლია, საზოგადოთ, წესიერად დალაგება, ?აშინ ეს მხოლოჯ, ერთნაიოად მო 

დება. ეიგულისხმოთ, რომ, ყოველი ისეთი ნაწილი, რომელი/) შეიძლება Cე- 

სიერად დალაგებული გახდეს, უკვე ასეთად განხორციელებულია ღა ეუფო- 
დოთ მას ამ ღაშვიბით ნორმალური. 

ორი სხვაღასხა ნორმალურე ნაწილიდან ერთი წარმოადგენს მეორით 
მონაკვეთს. მართლაც, თუ „I ღა # ნორმალური ნაწილებია, ბამინ ერა: 

(ვთქვათ ეს იყოს „) მსგავსია მეორისა ან მისი მონაკვეთის. „-ს დაფარებით 

#-ზე (ან #-ს მონაკეეთზე), როგორც შსემო=თ, დავრწმუნდებით, რო3 „1-9 უო- 

ველი ელემენტი დაეფარება თავის თავს. „L და 8 რომ გსგავხი ყოფილიყეზეზ, 

ისინი ერთიდაიგივე იგნებოდენ. მაშასადამე, 4 არის #-ს მოჯაკეეთი. 

აქე დებულებიდან რშუალოდ გამომდინარეობს, რომ თუ.ბ! სიმრავლის · 

ორი ელეზენტი 5ედის რამოღევიმე ნორმალურ ნაწილში, ნაშინ მათი რივი 
ერთიმეორის მიმართ ყველა ამ ნაწილებში ერთნაირია. 

ამის შემდეგ, აღვნიშნოთ #-ით #I-ის ყველა იმ ვლემენტების ხიმრაჯ=ეს 

რომლებიც შედიან თუნდაც ერთ ნორპალურ ნაწილში. #7 სიმრავლე ზშეიშ- 

ლება დალაგებული გავხადოთ. მართლაც, ეთქეათ, # და ხ #-ის ორა ელე- 

მენტია. მაზინ არსებობს ისეთე ნორბალუ“ი „L და /) ნაწილები, რო1 „+: 4 

და ხCჩ. მაგრამ ერთერთი ამ ნაწილთაგანი აუცილებლად წჯედის მეორემო. 

მაშასადამე, ორივე « და ს ელეშენტი მედის ერთიდაიგივე ნორმალურ წა– 

წილში. ამ ნაწილში ერთი მათგა5ი წინამოობედია მეორეზე, ამასთაზ, თუ 

0-9, 

მაშინ იჯივე რიგი ერთი მეორის მიმართ აქკთ მათ ყეელა ისეთ ზწოლრღმალულ 

ნაწილებზი, რომლებიც შეიცავენ ორივე მაი განს. ჩეენ შეეთანხბმდეთ 7,-?9=ჯ. 

ამ ელემენტების რიგი ერთი მეორის მიმართ ჩავთვალოთ ისეთივე, რომელი» 

მათ აქვთ მათ შემცველ ნორზალუო ნაწალებშა. 
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ამგვარად, # სიმოავლე დალაგებულია. მაგრამ ადეილად დავრწმუნდებით 

უმაში, რომ იგი სავსებით დალაგებულია. მართლაც), ქთქვათ, /,# არის I-ის 

ჯარაცარიელი ნაწილი. ავიღოთ /Xჯ-ში ნებისმიერი ძ# ელემენტი. თუ ძი არ არის 
პარველი #"-ში, მაშინ /"-ში მყოფი ყველა მისი წინამორბედი ელემენტები 

შედიან ყოველ ისეთ ნორმალურ ნაწილში, რომელშიაც შედის ი. ეთქეათ, .I 
ჯსეთი ნაწილია. იგი სავსებით დალაგებულია და 4/” თანაკვეთას აქვს პირ- 

ველი ელემენტი. ეს ელემენტი იქნება პირველი I”"-ში. 

ჩვენ ვაჩვენეთ, რომ /, არის XVI-ის სავსებით დალაგებული ნაწილი. ვა- 
წვენოთ, ოომ ის წესიერად დალაგებულია. ვთქვათ, ძ C #. მაშინ მოიძებნება 

ასეთი ნორმალური ნაწილი ,1, რომელიც შეიცავს ამ ელემენტს. სრულებით 

ღმკარაა, რომ 

XI. = 4ია, 

დაიდანაც 

#(M -- LI.) = /(41 -– .4ს) = ძ, 

და # წესიერად დალაგებულია. 
დამტკიცება თითქმის დასრულებულია. სახელდობრ, ძნელი აო აოის 

«მის დადგენა, რომ 

L = #I. 

მართლაც, ეთქვათ, რომ ეს ასე არ არის, და ვთქვათ, ი არის „დანიშ- 

ზული“ ელემენტი #I –– L სიმრაელეში. შევადგინოთ სიმრავლე 4 = #+I9), 

თსე რომ 4 ჩავთვალოთ /.-ის ყველა ელემენტების მომღევნოდ. (ხადია, რომ 

ეს სიმრავლე არის VI-ის ნორმალური ნაწილი. მაგრამ მაშინ ძ« უნდა შევიდეს 
#-ში, იმ დროს როცა ი C M –-#. 

მაშ, მართლაც, #L == M და MI ბავსებით დალაგებულია. თეორემა დამ– 

დღკიცებულია. 
შედეგები. 1) ყოველი სიმძლავრე არის ალეფი. 

2) ყოველი ორი სიმძლავრე სადარია, ე. ი. სიმძლავოეებისა- 
«ეის ადგილი ავქს ტრიხოტომიას. 

პირველი შედეგიდან გამომდინარეობს, რომ კონტინუუმის « სიმძლავრე 

კრის ალეფი. 

2 =>». 

ამ თ-ს მოძებნა შეადგენს, ჯერ ამოუხსნელ, კონტინუუმის პრობ- 

ლემას. კონტინუუმის პიპოტეზი, რომელზედაც საუბარი იყო L თავ- 

ში, მდგომარეობს იმაში, რომ თ = 1. კენიგის მიერ დამტკიცებულია, რომ 

თ ჯ თ. შევნიშნოთ, რომ «-სა და ა,-ის სადარობა და 

C >, 

უტოლობა გამომდინარეობს § 1-ის მე-4 თერრემიდან, ცერმელოს თეორემის 
ჯარეშე. 
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თავი XII 

ბეტის პლასიშიჰაცია 

§ I, ბერის ჰეასები 

განვიხილოთ რაიმე ფიქსირებულ (ი«,ხ) სეგმენტზე მოცემული ყველა უწ- 

ყვეტი ფუნქციების სიმრაელე, და დავარქვათ მას ფუნქციათა ნულოვანი 

კლასი. თუ (ი,ხ) სეგმენტზე მოცემული /(X) ფუნქცია არ შედის ნულოვან 
ქლასში, მაგრამ წარმოიდგინება 

#/ (9) =)Iი /»(X) (1) 
21-–>C 

სახით, სადაც ყველა /»„(X) უწყვეტი არიან, მაშინ / (X)-ს ეწოდება პირვე! 

ლი კლასის ფუნქცია. 

სავსებით ასევე, ისეთ / (X) ფუნქციას, რომელიც არ შედის არც ნუ- 

ლოვან, არც პირეელ ფლასებში, მაგრამ, რომელიც წარმოიდგინება (1) სახით, 

სადაც ყველა /„(+X) პირველ კლასში შედიან, ეწოდება მეორე კლასის 

ფუნქცია. ' 
საზოგადოდ, II კლასის ფუნქცია ეწოდება ისეთ ფუნქციას, რომელიც არ 

შედის არც ერთ წინა კლასში, მაგრამ წარმოადგენს I)-–-1 კლასის ფუნქცია- 
თა მიმდევრობის ზღვარს. 

ამგვარად განიზარტებიან ყველა კლასები სასრული ნომრებით. აღენიშ- 

ნოთ ისინი 
Iს, ჩას ა. (2) 

მაგრამ ეს კლასიფიკაცია შეიძლება გავაგრძელოთ. სახელდობრ, ვთქვათ 

რომ /#/(X) არ შედის არცერთ კლასში (2)-დან ლა წარმოიდგინება (1) სა- 

ხით, სადაც ყოველი /»(X) ფუნქცია შეღის რომელიმე II. კლასში. მაშინ 

ამბობენ, რომ ეს ფუნქცია /I/თ კლასის ფუნქციაა. 

ისეთ ფუნქციას, რომელიც ჭრ შედის არცერთ #M. კლასში და არც 

Mთ-ში, მაგრამ რომელიც წარმოადგენს #ი კლასის ფუნქციათა მიმდევრობის 

ზღვარს, ეწოდება #Vთ+, კლასის ფუნქცია, 

ვთქვათ, თ არის რიცხვითი მეორე კლასის რიგითი რიცხვი. ეთქვათ, 

ჩვენს მიერ უკვე განმარტებულია ყველა კლასი /#Iვ, სადაც ზ<თ. 

მაშინ #V კლასი განიმარტება როგორც ისეთ ფუნქციათა სიმრავლე, 

რომლებიც არ შედიან არცერთ 18 (8 < თ) კლასში, მაგრამ რომლებიც წარ- 
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მოიდგინებიან (1) სახით, საღაც ყოველი /#„(X) ფუნქცია ეკუთენის როობელი- 

მე //89. კლასს (მ. < თ). 

ეს კლასიფიკაცია წოდებულია ბერის კლასიფიკაციათ, ხოლო 

ყველა //> (%# < §)) კლასის ფუნქციებს ბერის ფუნქცია ჰქვია. 
ადვილი მისახვედრია, რომ 11 კლასის ნოვმრებად შეიძლება იყენე5 

მხოლოდ პირველი ან მეორე –იცხეითი კლასის რიცხეები, ღა კერძოდ, არ 

შეიძლება აჭ ხერხით განმარტებულ იქნას II, კლასი. მართლაც, ბერის ფუნ- 

ქციათა როგორი თვლადი | # „(X) | ზიმდევრობაც არ უჩდა ავიღოთ, ყოველი 

მათგანი მოხვდება რაიმე //., კლასში («, < 0)): 

#-X) C II., (2, < 9). 
მაგრამ მაშეინ არსებობს. ; რიცხვი, რომელიც ეღემატება ყველა «, 

(9 =1,2,3,...) რიცხვებს და რომელიც ჯერ კიდევ მეორე კლასში შედის, მა– 

ზასადამე, თუ /„(X) მიმდევრობა კრებადია რაიმე /(X) ფუნქციისაკენ, ეL 

ღკანასკიელი შედის კლასში, რობლის ნომერიც არავითარ შემა,ხეევაზი არ 

აღემატება (ჯ-ს. 
შემდეგ, ძნელი არ არის ჩევნება იზისა, რომ. თუ თ პირეელი გვარის 

რიცხვია, ე. ი. თუ თ =: 3 +), მაშინ ყოველი #(X) C Mა ფუნქცია წარმოიდ- 

გინება (1) სახით, სადაც ყველა #„(+%) შედიან X/8 კლასში. მართლაც, /» (2) 

ფუნქციათა შორის I/, კლასში რომ ფუნქციათა უსასრულო Lიმრავლე მე. 

ღიოდეს, სადაც + < ჩ, მაშინ თითო5 / (+) შეეიდოდა //3 კლასში ან უფრო 
დაბალი ნომრის კლასში. ამიტომ ყველა /.(X) ფუნქცია, რომელიღაც მათ- 

განიდას დაწყებული, შედიან /#/ვ წი. 

თუ 7(:)< 7, Lადაც თ მეორე გვარის ოიცხეია, მაშინ # (211-სათვის «§ე- 
საძლებელია (1) წარმოდგენა, როჯჭელშია: 

ა /»(X) CI), (პჯ < ვ, < ზე <-.. <თ) (3) 

მართლაც, ვ »ქვათ, 7, (X) < 193, · #0, /3(02:),... ფუნქციათა ზორის აუ- 

ცილებლად ზოიძებნება ისეთი, როზელიც ეკუთენის 12, კლასს ღა #9. > 8, 

(წინააღმდეგ მე:თხვევაში #(2) C 171, +31). ამ პროცესის გაგრძელებით (7 „(XII - 

დან გამოვყოთთ ისეთ მიმდევრობას, რომელიც დააკმაყოფილებს (3)-ს. 

თეორემა 1. ბერის ყოველი თუნქცია ზომადია. 

ეს დებულება გამოზღინარეობს იქედან, რომ ზომადი არიან უწყვიტი 

ფუვქციები, ხოლო ზღვარსე გაღასელას არ გამოვყავართ ზომადი ფუნქციების 

კლასიდან. 
ზებრუნებული დებულება არ არის სწორი, როგო<ც ამას გვიჩვენებს 

თეორემა 9. ბერის ყველა ფუნქციათა სიმრავლეს კონტი- 

ნუუზის „« სიმრავლე აქვს, 

დამტკიცება. ყველა უწყიეტი ფუნქციების სიმრავლის სიმძლავრე 

არის (#. მაშასადამე, XIს) კლასის ფუნქციათა რიცსვი იკნება «. დავამტკიცოთ, 
რომ ყეელა თ- სათვის გვიქნება 

IM <C (4) 
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თ = 0.სათვის ეს სამართლიანია. დავუშვათ, რომ (4) დაზტკიცებულია 
ყოველი «%<ჩ-სათვის, სადაც 8 არის პირეელი ან მეორე კლასის რაიმე რიცხ- 
ვი, და ვაჩეენოთ, რომ (4) საჭქართლიანია თ = 3-საც. 

ამ ?იზნით, დავუშვათ 

წ - 73 = 2 1I:. 

6<3 

ყოველ //:-ს აქვს სიმძლავრე არა უმეტესი «-სი, ხოლო ზესაკოებები ამ 

ჯამში არიან სასრული ან თვლადი სიმრავლით. ამიტომ, 78 < C მეორეს 
მხრივ, MM) C 73, საიდანაც 79 >> და, მაშასადამე, 

173=(/. (5) 

შევნიშნეთ რა ეს, განვიხილოთ ფენქციათა ყველა ისელი მიმდევრობათა 
სიმრაელე . 

M=I(/,(1), #ე(X) #ე(2ე,---11. 
რომლებიც აღებული არიან 78-დან. M სიზრაველის ელემენტები განისაზღვრე- 
ბიან ისეთ პარამეტრთა თვლადი სიმრავლით, რომელთაგან ყოველი, (51-ის 

თანახმად, იღებს « მნიშენელობებს. ამიტომ (თავი ქ); § 4, მე-7 თეორემა) M-ის 
სიმძლავ“ე უდრის „-ს. 

მაგრამ #ვ-ს ყოველ /(+) ფუნქციას შეგვიძლია შევუსაბამოთ #M#-ის გ:რ- 

კეეული ელემენტი, სახელდობრ ის, რომლისათვისაც 

Iს /»(ი -= / (ეუ. 
”–>0ლ2 

მაშასადამე, IMV3 ეკვივალენტურია M-ის ნაწილისა და (4) დამტკიტცებუ- 

ლია თ = ნ-სათვის. ტრანსფინიტური «ნდუქციის შესახებ თეორების ძალეთ, 

(4) დამტკიცებულია ყოველი თ < C5-სათვის. 

ახლა უკვე ადვილია ·ჭდამტკიცების დაბოლოვება. სახელდობრ, თუ |” 

არის ბერის ყველა ფუნქციათა სიმრავლე, მაშინ 

1 = 2, IM. 

<0 

თითოეული შესაკრების სიმძლავრე არ აღემატება «C-ს, ხოლო წზესაკრებ- 

თა სიმრავლეს აქვს LX, სიმძლავრე, როზელიც აგრეთვე არ აღემატება «-ს, 

"საიდანაც 7 <C 2. მაგრამ რადგანაც 7>7ჩ = 80 ამიტომ 497 = თ და თეორევა 

დამტკიცებულია. ! 
ვთქვათ, 4 და /3 ორი ნაპდვილი რიცხეია, ამასთან ,4 < #. შეეთანხდეთ 

ლ სიმბოლოთი აღვნიშნოთ ჯ-ის შემდეგი ფუნქცია: 

8, თუ :># 

(MI =4 ჯ» თუ 4<X<97%, 
4, თუ X< 4. 

21. ნატანსონი. გავ



IIთ X, => 7, 
ჯ–>C5 

IIი ( ”“ ი. I (ა) კ = · 
#>ილ 4 4 

დამტკიცება. ვთქვათ ჯერ, რომ /17# 47 და 1#8, მაგალითად, 
“24 <1 < #. მაშინ საკმარისად დიდი „-სათვის აღმოჩნდება, რომ / < 2. <#, 

ასე რომ 

8 8 
LIM.1V =X--+/= LI), · 

ანალოგიურად ამოიწურება შემთხეევები /) < 4 და 7> 8. 

დავუშვათ ახლა, რომ |) = 8. ავიღოთ ნებისმიერი §> 0 და ვიპოვოთ 

ისეთი M, რომ 7, > »-სათეის გვქონდეს 

„ი > 8-6, ჯი > 4. 

ვთქვათ, #” > M. მაშინ სამართლიანია ერთერთი: ან X.«<:8 და მაშინ 

ჯხ ზ 
LM კ = ჯ., ანდა X, > #8, და მაშინ სო = 8. ორივე შემთხვევაში გვექნება 

ჯ 
8-6<Lს), <8, 

საედანაც 
8 

ით IM) კ = ჩ. 

V->C9 

1 = 4#-სათვის დაზტკიცება ანალოგიურიძ. 

ს8ც 
შედეგი. 1) თუ /() უწყვეტი ფუნქციაა, მაშინ (#/C)1), 

აგრეთვე უწყეეტი, ფუნქციაა. 
2) თუ /(2) არის ისეთი კლასის ფუნქცია, რომლის ნო- 

8 
ზერი <თ, მაშინ LI/ 2))1, აგრეთვე არის ისეთი კლასის ფუნ- 

ქცია, როზლის ნომერი <>. 

3) თუ /0)C6#M»ა და 4<7/(< 8, მაშინ /(2:) წარმოიდგი- 

ნება ისეთ /.(X) ფუნქციათა მიმდევრობის ზღერის სახით, 

რომელთაგან ყოველი შედის #-», («.<თ) კლასში და აკმა- 

ყოფილებს 4</ა(0) <8 უტოლობას. 
პირველი და მესამე შედეგები აშკარა არიან. მეორე კი მტკიცდება 

ტრანსფინიტური ინდუქციის მეთოდით. 

' ლემა 5. თუ 

110 Xგ = /, 
M#->თ



მაშინ 

Iთ წ) =/. 
ს>თ –. 

დამტკიცებას მკითხველს ვანდობთ, 
შედეგი. II კლასის ყოველი /(უ ფუნქცია წარმოიდგინება 

უე =)ი/, (იი 
(->C 

სახით, სადაც #50) წარმოადგენენ #73 კლასის შემოსაზღვ- 

რულ ფუნქციებს 3<თ-სათვის. 

მით უმეტეს #„.„(X) ფუნქციები შეგვიძლია ვიგულისხხოთ სასრულ 

ფუნქციებად. 
თეორემა მ. ორი ისეთი ფუნქციის ჯამი, სხვაობა და ნაუმ 

რავლი, რომლებიც შედიან კლასებში <2თ, წარმოადგენს 

ფუნქციას კლასისა <თ. შეფარდებისათვის სამართლიანია 

იგივე, თუ გამყოფი ფუნქცია არ იქცევა ნულად. 
დამტკიცება. ვთქვათ, /(») და «(») სასრული ფუნქციებია, რომ- 

“ლებიც შედიან კლასებში < თ, და ვთქვათ, 

5(90= /(9-Lჯ(ა: 

ვაჩვენოთ, რომ 5(1) აგრეთეე არის ფუნქცია კლასისა < თ. თუ თ =0, 

ეს დებულება ტრივიალურია. დავუშვათ, რომ ის უკვე დამტკიცებულია ყვე– 
·-ლა თ < 2.-სათვის, და ვაჩვენოთ, რო) ის სამართლიანია Cთ = )#.-–სათვისაც. 

ამ მიზნით ავაგოთ სასრული ფუნქციათა ისეთი ორი ( /„ (»)) და (-„(») 
-მიმდევრობა, რომლებისათვისაც 

1101 / „(X) => / (2), 1110 დი (2:) = ( (X) 
ჯ-–>% #->Cთ 

და 
#9 (2 C Mვ., წ.(X) C MM» (8. < XX» < ჯ)· 

5.(4)= /=(2)+ თCე- · 
მაშინ, დაშეების ძალით, 5» (2: C ML, , სადაც 2» არ აღემატება უდიდეს 

·რიცხეს ჩ.-სა და ჯ--ს შორის, და, მაშასადამე, X, < X. მაგრამ 

1Iი1 5» (2) = 5 (:ე, 
1–>C0 

ვთქვათ, 

·სსაიდანაც (კხადია, 5(ჯ) შედის კლასში, ნომრით < თ. 

სხვაობისა და ნამრავლისათვის მსჯელობა სავსებით ანალოგიურია, ხო- 

«ლო შეფარდებისათვის უნდა გამო=კიყენოთ ფუნქცია 

/ი!X) წი(X) 

თ0+ –



ლემა პ. ვთქვათ, მოცემულიაკრებადი დადებითი მწკრივი 

4.44 4+- #4... 
თუ ყოველი ფუნქცია (/+V())დან არის ფუნქცია კლასისა 
აღ თ (=>09) და აკმაყოფილებს 

17 L(CX)! < (/ = 1,2,3,..-)>» 

თ 
უტოლობას, მაშინ 2, ჩიე მწკრივის ჯამი არის ფუნქცია 

:=1 

კლასისა +0თ. 

დამტკიცება. ყოველი /ჯ() ფუნქცია შეიძლება წარმოვადგინოთ 

ეM(2) = 11თ დ (+) 
7!–> CC 

სახით, სადაც დ. (ა შედის კლასში, რომლის ნომერიც ნაკლე ბია თ-ზე,და- 

ია. 
|თ, CX) | «<< (თ = 1,2,3,...). 

დავუშვათ 
· (1) (2) (C)) 

დი(X)= დ. (X)- დ, +-..+ დ, (X)- 

ეს ფუნქცია შედის კლასში ნოზრით < თ, ღა ლენის დასამ#კიცებლად. 

საკმარისია აღმოვაჩინოთ, რომ 

#თ=)თრთ,(ა, 

საღაც / (ჯ>)-ით აღვნიშნავთ =/I(+X) ნწკრივის ჯამს. 
ამ მიზნით ავიღოთ § > 0, ღა ვიპოვოთ ისეთი II, რომ 

თ 

ჯ 4, < 8. 

#=VI-+1 
“ნაშინ 

5 ი წ 
2 #+09| <8, | 2 დ. (» | <§ 067 >7), 

X=11-L1 Xჯ=I1+1 

ღა ამიტომ 

2 
; თ 

I/Cე– 9.(0I < 3, I#C)+- რ, (9 |+ 2%. 
#=1 

მაგრამ ყოველი ფიქსირებული ჯ-სათვის ჩიე დ” (1) სხვაობა #-ის' 

-4სნ



ზრდასთან ერთაღ მიისწრაფვის ნულისაკენ. ამიტომ / > M(X)-სათვის გვექნება 

I/ 2ე)–– ი„ (ეუ) < 34, 

“რაც ამტკიცებს ლემას. 

თეორემა 4. ისეთ ფუნჭციათა თანაბრად კრებადი მიმ- 
დევრობის ზღვარდრი, რომლებიც შედიან კლასებში <>თ, 
არის ფუნქცია კლასისა <9თ. 

დამტკიცება, თ =0- სათვის თეორემა ტრივიალურია. განვიხილოთ. 
ის შემთხვევა, როცა Cთ > 0. ვთქვათ, 

700 =)Iთ /ი(2, 
#->C5 

სადაც ყოველი /»(X) ფუნქციის კლასი არ არის თ-ზე მაღალი, ხოლო ზღვარ- 
ზე გადასვლა ხდება თანაბრად ჯ-ის ზიმაCთ. 

ამოვირჩიოთ ინდექსთა ისეთი XI, < MI < I. <,.. მიმდევრობა, რომ 
აღმოჩნდეს 

I/= (+)-- /(X)| < კ. (6-< X+CV). 

მაში5 

LM», (2) – /», (0) +.I/ი, (9) – #-, (211 --#,, (9 – /-, (31+-- (6) 

სწკრივის წევრები არ აღემატებიან დადებით კრებად 

! 1 
1:–--–– “LI –-... 1.2 + 4 + 

Cწკრივის წეერებს, და ამიტომ, ლემის ძალით, (6) მწკრივის ჯამი, რომელიც 

აშკარაა უდრის 

#70 –/.,(ი:, თ 
არის ფუნქცია თ-ზე არა უმაღლესი კლასისა. (7)-თან ერთად /(1) ფუნქციაც 

შედის კლასში ნომრით < თ. 

საზოგადოდ, ზღვარზე გადასვლის ოპერაციას მივყევართ უფრო მაღალი 

კლასის ფუნქციებამდე, ვიდრე კლასები, რომლებსაც ეკუთვნიან მიმდევრობის 

ფუნქციები. ჩეენ ენახეთ, რომ მისწოაფების თანაბრობის პირობა საკმა- 

მარისია იმისათვის, რომ არ მოხდეს კლასების ამაღლება. ბ. გაგაევმა! 

„იპოვა აუცილებელი და საკმარისი პირობები, რომლებიც უნდა მოვთხოვოთ 

მიმდევრობის ფუნქციებს, იმისათვის, რომ ზღვარითი ფუნქციის კლასი არ 

აღმოჩნდეს უფრო მაღალი, ვიადოე მიმდევრობის ფუნქციათა შემცველი კლასები. 

თეორემა §. ვთქვათ, /(1:) არის ფუნქცია არა უმაღლეს ჩ 
„კლასისა, სოლო დ(I) ფუნქცია არა უმაღლესი თ კლასისა, 

რომლის ყველა მნიშვნელობანი მოხედებიან ისეთ (ი) სეგ- 

მენტში, რომელშიაც მოცემულია /(X), მაშინ რთული (/(LC(1)) 
ფუნქცია არის ფუნქცია კლასისა <თX+მ8. 

1 „აყ I0ა §სI(პ5 C00MV6Iწლი1(05 ძი I0იCII005 ი1250ეხ10§ 8", (LIIIძ. MეLII., 1. 18, 1931), 

857



დამტკიცება. ვთქვათ, 8 =0, ე. ი. #(X) უწყვეტია. ვაჩვენოთ, რომ. 
თუ დ(1) არის ფუნქცია კლასისა < თ, მაშინ #/ (Cდ(/)) არის ფუნქცია კლა- 

სისა <- თ. 

თ = 0-სათვის ეს დებულება ტრივიალურია. თუ ის უკვე დამტკიცებუ- 

ლია ყოველი თ < 7·სათვის და თუ «(1) C /7,, მაშინ 

დ(/) =1IIდი(/), 
ჯ->C 

სადაც ა„(1) შედის XI» (+ < /) კლასში, და შეიძლება ვიგულისხმოთ, რომ 

ძი < დი(7) < ხ. 
მაგრამ მაშინ, / (+) ფუნქციის უწყვეტობის ძალით, 

#LC(/)1=1IIი / (დ«(7)1 
7–>CC 

და რამდენადაც / (დ.(/)1-ს კლასი არაა «გ-ზე მაღალი, / (თ (1)1-ს კლასი 
არ არის ჯ-ზე მაღალი. 

ამგვარად, თუ დ(/) არის ფუნქცია კლასისა <:თ, მაშინ ჩ კლასის ყო- 

ველგვარი /(») ფუნქციისათვის, 8 = 0-ს დროს, რთული / (დ(/)1 ფუნქცია 
არის კლასისა < თ + 8. 

ვთქვათ, ეს დებულება უკვე დამტკიცებულია ყოველი § < V-სათვის და 
ვთქვათ, / (>) C #I,- 

მაშინ 

#(+)=))თ /» (ე, 
ი”>თ 

სადაც /#+(X)ის კლასი არის #I+,, «» < წ. მაშასადამე, 

#/ Iდ(/))=0ი /„(თ(7)) 
Iჯ-–>C 

და /„(დ(1) | ფუნქციის კლასი არ არის თ--/.-ზე მაღალი, ე. ი. უფრო და- 
ბალია!, ვიდრე თ ++. აქედან / (დ(71)1 ფუნქციის კლასი არ არის თ -L+-ზე 

მაღალი. ტრანსფინიტური ინდუქციის პრინციპის ძალით თეორემა დამტკი- 

ცებულია. · 
'· დასასრულს შევნიშნოთ, რომ ყველა მოყვანილი განმარტებანი და თეო- 

რემები სიტყვასიტყვით გადაიტანებიან ისეთი მრავალი ცვლადის ფუნქციების 

შემთხვევაზე, რომლებიც მოცემული არიან რაიმე პარალელეპიპედზე. 

მაგალითად, მე-5 თეორემა, მიიღებს სახეს: 

თეორემა 5". ვთქვათ, #(V,2--აჯ)ს არის ფუნქცია კლისი- 

სა “8, რომელიც მოცემულია ი:<:+<, ( = 1,2,...,,)) პარალე- 

ლეპიპედში, ხოლო დ,(/,...-,,,), დ,(/ე, 7ვა--. აჩი). 0ი(/ა/. ა) არიან 

#6, , MM, ,... 17, კლასების ჯ ფუნქციათა ისეთი სისტემა, 

'. ჩვენ ვსარგებლობთ აშკარა ფაქტით, რომ თ < /-სათვის გვეკნება თ+ C<0თ+7 

(შეააკოებთა მიმდევრობა არსებითია !),



რომ თ < თ(/,.. ს) <-M. მაშინ რთული ფუნქცია /#(ჯ%,.უ,:?ი) 

შედის კლასში ნომრით =თ-+39, სადღაც თ არის უდიდესი 

რიცხვი თ,,თ....,თ-,ცს შორის, 

§ 2. ბერის პლასებეს ატასიცატიელობა 

ისმება ბუნებრივი საკითხი იმის შესახებ, არსებობს თუ არა ყოვე- 

ლი თ < 95-სათვის IV კლასში შემავალი ფუნქციები. ჩეენ ვაჩვენებთ, ა, ლე“ 

ბეგის მიხედვით, რომ ეს მართლაც ასეა. ამისათვის ჩვენ დაგვჭირდება თავის- 

თავადაც მნიშვნელოვანი ცნებები რიცხვთა მიმდევრობის უდიდესი და უმ- 

ცირესი ზღერების წესახეა. 

ვთქვათ, 

2, ქ'ევ მწუვა. (1) 
რიცხეთა მიმდევრობაა. დავუშვათ! 

+” = 5VI) 1 2 მი. X»„ავე“'” I · 

ადვილი შესამჩნევია, რომ 

და ამიტომ არსებობს (სასრული ან უსასრულო) ზღეარ<ი 

I) ჯX. 
V–>Cხა 

ამ ზღვარს ეწოდება (1) მიმდევრობის უდიდესი ზღვარი და აღი- 

ნიშნება ასე: 

(IV. 

”>თი 
ანალოგიურად, ზღვარს 

IIIIL XV.) 
#>თ. 

სადაც «5 11 1 X», ?იი6,, (ოლ. ეწოდება (68 მიმდევრობის უმცირესი 

ზღვარი და აღინიშნება 
IIIი გით, 

I)ს–>C 

აშკარა 

უტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

1ი ვ < III 2: 

1. შესაძლოა, რო3 #4ი=-<+0C და აგრეთვე Xი = – 2 (უკანასკნელი დამოკიჯებე- 

ლება იმის მომასწავებელი იქნებოდა, რომ X» = X»+., 9... == – დ, რასაც ჩვენ არ გაქჰოვ- 

რიდხავთ). 

ა)



თეორემა 1. თუ ' 

= I)I) XV», 
მ?“ თ 

ზაშინ (:) მიმდევრობიდან შეიძლება გამოიყოს ისეთი 

ქვემიმდევრობა, რომელიც კრებადია I-საკენ. 

დამტკიცება. თუ ს =-C, თეორემა ტრივიალურია, რადგან მაშინ, 

როგორც ეს ჩანს ჯX.< 2 უტოლობიდან, თვით (:V) მიმდევრობა_ მიისწრა- 

ფეის – თ-საკენ. ეთქვათ, ––Cა < ხ <-L C. მაშინ ყოველი #-სათვის ჯგ რიცხ- 

ეები აგრეთეე სასრული იქნებიან. შევუსაბამოთ ყოველ /:-ს ისეთი /I, რომ 

– 1 – 
XL –- + < ი <5. XL (VML >> #:). 

აშკარაა, რომ 

11II XV, => ხ. 
->C.ო 

გვსურს რა მივიღოთ ისეთი 12) მიმდეე რობა, რომელიც კრებადია 

ს-საკენ, და რომლისათვისაც 7/, < 7» < 7 < ..., დავუშვათ #7, = ე ზოლო 

შემდეგ 7,-ით აღვნიშნოთ უმცირესი იმ 7, რიცხვებს შორის, რომლებიც აღე- 

მატებიან ”,-ს: /--ით აღვნიშნოთ უმცირესი იმ #,თა შორის, რომლებიც 
აღემატებიან #, და ა. შტ რამდენადაც (LX, ) იქნება ქვეზიმდევრობა (ჯ„, |-სი, 

ისიც კრებადია #-საკენ. 

დაგვრჩა იმ შემთხვევის განხილვა, როცა ს=-+ თ. ამ შემთხვევაში 

ყოველი #-სათვის გეექნება X.==- დ, ე. ი, ყველა (2 44): 29.81 სიმ- 

რავლეები არაშემოსაზღვრული არიან ზევიდან. ავიღოთ »,=1 და ვთქვათ, 

რომ X,,, შეირჩევა იმ პირობით, რომ 

“ი, > “ი; –+ 1, 1.1 > 7 

ეს პირდაპიო მიგვიყვანს საძიებელ მიმდევრობამდე. თეორემა დამტკიცებულია. 

თუ #” > ს, მაშინ მოიძებნება ისეთი %»ე კ რომ 2, < ხ,. აუ > Mა-სათვის 
ი 

აღმოჩნდება 

2?» <«. = < ხბ, 

და ს” რიცხვი არ შეიძლება წარმოადგენდეს (2:,)-დან გამოყოფილი არავი- 

თარი ქვემიმდევრობის ზღვარს. ამგვარად, რიცხვითი მიმდევრობის უდიდესი 

ზღვარი შეიძლება განვმარტოთ როგორც ისეთი რიცხვი, რომელიც უდიდესია 

მიმდევრობიდან გამოყოფილი ყველა კრებადი ქვემიმდევრობათა ზღვრებს 

შორის, ანალოგიური შენიშვნა შეიძლება გაკეთდეს უმცირესი ზღვრის შესახებ. 

თეორემა 5. თუ (1) მიმდევრობას აქვს (სასრული ან უსა- 

სრულო) ზღეარი /, მაშინ 

სთ. ბ: == 11)ი 2, =/. 
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პირიქით, თუ (1) მიმდევრობის უდიდესი და უმცირე- 

სი ზღვრები ტოლია, მაშინ მათი საერთო სიდიდე წარმო- 

ადგენს მიმდევრობის ზღეარს. 
დანტკიცება. თუ (1) მინდევრობას აქვს 1 ზღვარი, მაშინ ყოველი 

მისი ქვემიმდეერობა კრებადია იმავე ზღვრისაკენ, საიდანაც გამომდინარეობს 

თეორემის პირველი ნაწილი. 

მეორე ნაწილი არის აშკარა 

ბი ქ, <2 .. 

უტოლობის უზუალო შედეგი. 

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნა. ვთქვათ, თი, ს,.../ არის რიცხვთა სა- 

არული სისტემა. უდიდესს მათ შორის აღენიშნავთ ასე 
ჰიეჯ (0, ს... |. 

ლემა 1. თუ 

ბაი–> რ 1 > მევ... > , 

მაშინ 

)იმ3% | 29 ისს 21 >I)იX (0, ს... ე. 

დამტკიცებას მკითხეელს ვანდობთ. 

ფედეგები. 1) თუ //(2), /ელ),.../) ფუნქციები უწყვეტი 
არიან, მაშინ ფუნქცია 

ღ()ლ=–იიჯ | /, (X), /» (2). /»(X)) (2) 
უწყვეტია. 

2) თუ /,(ა, #, (2), /»(X ფუნქციები შედიან კლასებში 
ნომრებით <>0თ, მაშინ (2) ფუნქციაც არის ფუნქცია კლასი- 

სა <0. 

პირველი შედეგი აშკარაა, ხოლო მეორე მტკიცდება ტრანსფინიტური 

ინდუქციის მეთოდი:ი. 

ლემა 9. ეთქვათ, IX.) რიცხეთა მიმდევრობაა, თუ 

/ =<ს0LXის ჯ.=1)ე 12) პე... Xი 1) 

მაშინ 

# => III) 1«- 
”>თ 

ღამტკიცებას მკითხველს ვანდობთ. 

თეორემა 3. ვთქვათ, 

#60) =100 7 +()- 
ჯ–>ი 

თუ ყოველი /»(X) არის ფენქცია კლასისა <7, მაში§ /(X 

არის ფუნქცია კლასისა <თ+2. 

დამტკიცება. ვთქვათ, 

# ი. (65) =ი2X ( #9(2 #ი-/(X)...: #/ი+ (ლ I 

ეს ფუნქცია შედის კლასში ნომრით <.თ. 
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მაგრამ მაშინ ფუნქცია 

# ე = 5VM)) 'წ56035 #ი9+ (::; #93 (2)... ) =/)თ #" (63) 
ტ-–> თ 

შედის კლასში ნომრით <%-+1 და ბოლოს ფუნქცია“ 

#00=)სი /ა(ე 
”>Cდ 

შედის კლასში ნომრით + თ + 2. 

აღვნიშნოთ ამ თეორემის ერთი შედეგი, რომელიც რამდენადმე განცალ- 
კევებულად დგას გადმოსაცემი თეორიიდან, მაგრამ არ არის მოკლებული 

ინტერესს. 

ვიტალის თეორეზა: ყოველი (ი.ს)-ზე მოცემული ზომადი და 

თითქმის ყველგან სასრული /() ფუნქცია ეკვიკალენტუ- 
რია რაღაც #() ფუნქციისა, რომელიც ისა. არა უმაღ- 
ლესია ბერის მეორე კლასისა, 

მართლაც, ფრეშეს თეორემის ძალით, არსებობს უწყვეტ ფუნქციათა 

(5. (+)) მიმდევრობა, რომლისათვისაც თითქმის ყეელგან | ი.ს|-ზე გვექნება 

Iს)თ და (X) => / (2). 
I->»7Cთ 

დავუშვებთ რა 

§(X2)=1თCი (X), 
მივიღებთ სასურველ ფუნქციას. 

დავუბრუნდეთ თემას. 

ლემ მ. თუ /(:) უწყეტია (|ი/)-ზე, მაშინ ყოველი 5>0- 

სათვის არსებობს ისეთი #(:უ) პოლინომი რაციონალური 

კოეფიციენტებით, რომ ყოველი ჯ-სათვის (ი,ს)-დან გვექნება 

II(9ე –– ჩი)| <6. 

მართლაც) ვეიერშტრასის თეოოენის ძალით, / (ჯ) შეიძლება იქნას აპოოქსი- 

მირებული 5 -ს სიხუხტით რაღაც (7) პოლიზომის საშუალებით. მისი 

კოეფიცძენტების შეცვლით საკმარისად ახლო რაცაონალური რიცხვებით ზი- 

ვიღელთ საჭირი« #(::) პოლინოის. 
შედეგი. 1-ლი კლასის ყოველი /#(:) ფუნქცია წარმოიდგი- 

ნება 
#00 =ს)ი #, (2) 

ია->C= 

სახით, სადაც #0)–პოლინომია რაციონალური კოეფიცი- 

ენტებით. 

ლემა 4. თუ (ი,ს| სეგმენტზე მოცემულ და სასრულ #4(2) 

ფუნქციას აქვს წყვეტის წერტილთა სასრული რიცხ;ვი.. 
მაშინ ეს ფუნქცია ბერის პირველ კლასს ეკუთენის. 

ვი9



დამტკიცება. ვთქვათ, «რ (ჯ)-ის წყვეტის წერტილებია 

–- <6 <...<60 (ი<C<ხ). 

მოვათავსოთ თითოეული C წერტილი («– + კ ი+ -) ინტერ-- 
” ” 

ვალში, და # ავიღოთ იმდენად დიდი, რომ ეს ინტერეალები არ იკევ 
თებოდენ და მოთავსებული იყვნენ (ი,ხ|-ში. #M(X) ფუნქცია,ა რომელიც ტო- 

1 1 
ლია თ (»)-სა ყველა («--, თ + -:) ინტერვალის გარეთ და თ წეC- 

" მ 

1 - 
ტილებში, და რომელიც წრფივია ი _–-–-, | ' I« ი+ 2. | სეგმე” - 

” ” 
ტებზე, აშკარაა, რომ უწყვეტია. ამასთან ერთად, V-–> X-სათვის გეექნება 

ჩ#ა0)->ბ(ი. 
არაარსებით ცვლილებებს დამტკიცებაში, როცა ძ« ან 5 აგრეთეე წა-- 

მოადგენენ წყვეტის წერტილებს, ვანდობთ მკითხეელს. 

შედეგი. ისეთი 60() ფუნქცია, რომელიც უდრის ერთს. 

Iთხ)-ას ერთ წერტილზე და უდრის ნულს სხვაგან, პირეელი 
კლასის ფუნქციაა. 

ლემა 5. თუ (|0,1,,სს ყოველი ჯ; რიცხვი დაშლილია ათწიო- 

ლადად (და ეს დაშლა არ შეიცავს 9-ს პერიოდში 1-ზე ნაკ- 

ლები რიცხვებისათვის), 

X=0,0ძ,ძეძე... 

მაშინ ძ-.=ძ.() პირველი კლასის ფუნქციაა. 

მართლაც, ყოველ #«L(»), წარმოადგენს რა ზუდმიეს თითოეულ ( 25 

51. ინტერვალში, წყვეტის წერტილთა მხოლოდ სასრული რაოდენობა 

აქვს. 

ამ, რამდენადმე სხვადასხვაგვარი, მასალის გადმოცემის წემდეგ, ჩვენ შეგვიძ- 

ლია გადავიდეთ ძირითად თეორემაზე ყოველ #2 (« < 9) კლასში)ფუნქციის ა.ი- 

სებობის შესახებ. ამისათვის უმნიშვნელოდ შევცვლით ბერის კლასიფიკაცია?) 

სახელდობრ, ნულოვან კლასად ”Iა)" ჩავთვლით ყველა რაციონალური კოეფი- 

ცენტებიანი პოლინომების სიმრავლეს. მაშინ 1-ლი #I/,” კლასი შეიცავს ყეე- 

ლა დანარჩენ უწყეეტ ფუნქციებს და 1-ლ /7,, კლასში შემავალ ფუნქციებსა, 
ხოლო ყველა დანარჩენი კლასები უცვლელი იქნებიან. არსებითად რომ ვთქვათ, 

ჩეენ უბრალოდ უწყეეტ ფუნქციათა სიმრავლის ნაწილი გადავიტანეთ ნულო- 

ვანი კლასიდან პირველში. ასეთი შეცვლილი კლასიღფიკაციისათვის სამარ- 

თლიანია 

თეორემა 4 (ა. ლებეგის, ყოველი Cთ>0-სათვის რიცბვი=თC 

პირველი ან მეორე კლასიდან არსებობს ისეთი ორი 

ცვლადის 
#> (X,/) 0<X<1, 0<7/4<1))



'ფანეცია:; რომ 1) ICI) ბერის ფუნქციაა; 2) ყოველი ბე- 

'რის #() ფუნქცია კლასიდან <თ, მიიღება L>(:;/)-დან რა- 

ღა კ /-ს დაფიქსირებით, ე. ი, 

#(უა=#ჩ>C:/)).· (09 <:§ <1), 

ასეთ #L=(X/) ფუნქციას ეწოდება უნივერსალური ფუნქცია ბერის 

ფუნქციათა იპ სიზრავლისათვის, რომლებიც მოთავსებულია კლასებში < თ. 

დამტკიცება. ვთქვათ, 0„(,)) ფუნქცია ტოლია 1-სა, როცა | = _. 
#7 

„და წულსა ყველა დანარჩენი 7-სათვის (0,1)- დან. გადავნომროთ ყველა პოლი- 

“ნოლ რაციონალური კოეფიციენტებით 

#7, (1, 1. Cე,. 15 (2)... 
·და დავულვათ 

== 

(5 71= + სჩ, (0000, (I). 

2152=1 

ესა არის ბერის ფუნქცია. მართლაც, ყოველი მამრავლი I. (X) და რ, (I) 

დეიძლება განვიხილოთ ოოგორც ორი ცვლადის ფუნქცია და ეს ფუნქცია 

არის ბერის ფუნქცია. მაგრამ მაშინ + 

I» (63) 0, C)-ც 

(სასოული; ბელის ფუნქციაა. და მასთან ბერის ფუნქციებს წარმოადგენენ 

„მწკრივის ჟველა კერძო ჯამები. რადგანაც იწკრივის ყველა წევრი, გარდა, 

"შესაძლებელია ერთისა, ტოლია ნულის, ამიტომ მჟკრივი კრებადია 0 <X, 

1: 1 კვადრატის ყოველ (X,/) წერტილზე და მისი ჯამი არის ბერის ფუნქცია. 

როგორი / (X) ფუნქციაც არ უნდა ავიღოთ II" კლასიდან, იგი წარ- 

:5რიდგინება – 

7 (1)=LC5M) 
„სახით. მართლაც., თუ # (1) არის #0ე პოლინომი, მაშინ 

ჯ (« : )=8თო=7#/თღ. 

ანგვარაღ, ჩეენი თეორემა დადგენილია #==1-სათვის დავუშვათ ახლა, 

რომ ##LC(X,/) ფუნქციები აგებული არიან ყველა ჩწ < თ-სათვის, და ავაგოთ 

“თ (:1)- 

1) თ-- პირველი გვარის რიცხვია. მაშინ თ=8+1, და IC») ფუნ- 
„ქცია არსებობს. განვსახღლვროთ /-ს (0 <1<1) ფუნქციათა შემდეგი მიმდევ- 

'რობა: დავზალოთ / ათწილადად (გარეშე 9-სა პერიოდში; / < 1-სათვის) 

1==0,ძ, იე ძე... 
ღა დავუშვათ 

ს, (I()==9, ძკძეძ.ე..- 

#,(I/)==9, იე ძე ი,ი--. 

/3 (1) = 9, ძ, ძ;ვ ძეი.-- 

-3აL



რადგანაც /»(C) არის ისეთი თანაბრად კრებადი 

აღ როსს (1) #.(/)= VI რ" M-177. 
'.(/) „2 16" 

მწკრივის ჯამი, რომლის წევრებიც არიან I- -ლი კლასის ფუნქციები, აბიტო? 
ი (/) არის 1-ლი კლასის ფუნქცია. 

ვთქვათ, 
ჩი (ჯ,!) = III #3 X,/II(/))1- 

L>თ 

ცხადია, რომ ჩM-(ჯ,/) არის ბერის ფუნქცია; ვაჩვენოთ, რომ იგი უხი- 
ვერსალური ფუნქციაა თ-ზე ნაკლები კლასის ფუნქციათა სიმრაელისათვის. 

მართლაც, თუ / (X) ფუნქციაა კლასიდან < თ, მაშინ 

#7ო სი #LC2:), 

სადაც ყოველი I+(X) ფუნქცია შედის კლასში < 3 რა, მაშასადამე, ვარ- 

ზოიდგინება 

#:01=I3(»ი) (0<#<1)) 
სახით. 

ადვილი მოსაძებნია (0,1|-დან ისეთი I", რომ ყოველი #-სათვის გვეოზდეს 

#LLCI") = (# = 1,2,3,...). 
მაგრამ. მაშინ 

I. (XI) ==1)ი Lზ (+) = სი სა = # (ჯე), 
=> 

და, მაშასადამე, #»(ჯ»ე) აკმაყოფილებს ს არმის ყველა პირობას, 

2) ვთქვათ ახლა, რომ თ შეორე გვარის რიცბეია. მაშინ არსებობს ისეთი 

ჩ, < ზ. < ჩ. < 
მიმდეერობა, რომ თ წარმოადგენს უმცირეს რიცხვს ჩეენი მიზდევოობის „ეე- 
ლა რიცხვის მომდევნოთა შორის. 

დავუშეათ _ 
1% (21) ==)III 1-2 IX, /I) (/) 1, 

->C 

“სადაც #+(/) იგივე ფუნქციებია, რაც ზემოთ. /> (+,/) არის ბერის ფუნქცია. 

ვთქვათ, / (X) არის ფუნქცია კლასისა < თ. მაშინ /(ჯ) შედის ს, კლას- 

ში, სადაც +< ფთ. #> #) სათვის აღმოჩედება 8 > 7 და მაშასადამე, /(X) 

წარმოიდგინება 

| #ჯჰ/თ=,სა) (>1) 
სახით. 

თუ ახლა (0,11ში ავიღებთ ისეთ /"-ს, რომ 

: ”ს)=ს (L>L)



ჭეს, აშკარაა, ადვილი გასაკეთებელია, ამასთან /, (I”),..-,//Lი(I'') შეიძლება ავი 

ლოთ ნებისმიერად), გვექნება 

ICI =1ხს L3.(-,/0= 1ხს / 6ე = #01, 
საიდანაც ცხადია, რომ IC(X,) საძიებელი ფუნქციაა. თეორემა დამტკიცე- 

«ულია. 
თეორემა §. არცერთი 7, კლასი ცარიელი არ არის. 

დამტკიცე ბა. ვთქვათ, რომელიმე II კლასი ცარიელია. მაშინ ყეე- 

ლა შემდეგი კლასები აგრეთვე ცარიელია, და ბერის ყველა ფუნქცია ეკუთვნის 
კლასებს ნოძრით < თ. 

ავაგოთ I'V (2,1) ფუნქცია, რომელხედაც ლაპარაკი იყო წინა თეორემაში, 

თუ ჩვენ დავუშეებთ 

დ (50=(%C5ჩ1, 

ჯაშინ ბერის ყოველი ისეთი / (2) ფუნქცია, რომლის მნიშვნელობებიც მოთავ- 

სებულია 0-სა და 1-ს შორის, წარმოიდგინება 

#(:)=9% (%#) 

სახით, რაღაც ფიქსიოთებუ კლი 7ე-სათვის. შევნიშნეთ რა ეს, ვთქვათ, 

დს, =Lი --79(%9 
”>-თ 1-+#C0(X,7) 

ეს ფუნქცია მხოლოდ ორ მნიშვნელობას იღებს: 0 და 1-ს. იგი ბერის 

ფუნქციაა და ყოველი ბერის ფუნქცია, რომელიც იღებს 0-სა და 1-ს მნიშ- 

ვხელობებს, წარმოიდგინება | 

% («, 7) 

ყახით. კერძოდ, ასეთი სახით წარმოიდგინება ·1 –- დ(X,2) ფუნქციაც; მაგრამ 
ამას პირდაპირ მივყევართ უაზრობამდე, რადგანაც ტოლობა 

1-– დ(+,::)==Cდ(%”)) 
X =ჰე-სათვის გვაძლევს 

1 
დ C”ი7ი) = “ე: 

თეორემა დამტკიცებულია. 

ვუბრუნდებით რა მე-4 თეორემას, ვახსენოთ ლ, კანტოროვიჩის საინტე– 
რესო შრომა 1, რომელშიაც, სხვათა შორის, დადგენილია ასეთი შედეგი: ბე- 

რის თ-ზე ნაკლები კლასების ბერის ფუნქციათა სიმრავლისათვისაც არსებობს 
დსეთი უნივერსალური IC (»,,) ფუნქცია, რომელიც თითონ, როგორც ბერის 

ფუნქცია, შედის #I> კლასში, მაგრამ იმ ფუნქციათა სიმრავლისათვის, რომელ– 

ლა კლასები < თ, ასეთი უნივერსალური ფუნქცია არ არსებობს, 

  

1 IM. ც. I 8ხI+0ი0სM9. 06 X0Mილილეუ#II>X# დწ70I:IMI3X. 1MVCIM. 7100MIIL0, 00, +. 1ს, 
33, 2, 1929, 
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§ ვ. 1–იი პიეასის შუნქმიები 

ამ პჯოაგრაფში ჩეენ სპეციალურად შევჩერდებით 1-ლი კლასის ფუნქ- 

ციათა!ზოგიერთ თვისებაზე. 

ლემა 1. 1) ჩაკეტილი სიმრავლე არის Cგ ტიპის სიმრაე- 

ლე; 2) ღია სიმრავლე არის #5 ტიპის სიმრავლე; 3) ორი ჩა- 

კეტილი სიმრაელის სხვაობა #5 ტიპის სიმრავლეა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, I ჩაკეტილი სიმრავლეა, აღვნიშნოთ +ჯ წერ- 

ტილის მანძილი ჯL-იდან ი (>, X)-ით და დავუშვათ 

·=2(0(ი<--). 
2?! 

ჩვეს ვნახეთ (თავი II, § 4, ლემა 1), რომ C» ღია სიმრავლეა. მაგრამ 

ადვილი სანახავია, რომ 
«< 

§= II C, 
#=1 

და # არის Cბ ტიპის სიმრავლე. 

გადავდივართ რა 2)'ის დამტკიცებაზე, განვიხილოთ რაიმე ღია C. სიმ- 

რავლე. თუ მისი დამატება არის CC, მაშინ CC ჩაკეტილია და დამტკიცებუ–- 

ლის მიხედვით 
თ 

CC = 1I Cი, 

=1 

"სადაც C, ღია სიმრავლეებია. აქედან 
თ 

“წ VI 
თ= ბ, CCთ., 

#=1 

სადაც CC» არის C,-ის ჩაკეტილი დამატება. მაშასადამე, C არის X5 ტიპისა. 

ვთქვათ, ბოლოს, #, და #ე ჩაკეტილი სიმრაევლეებია. მაშინ #, –- Lე 

წარმოიდგინება 
0-1 =1.C#,- 

სახით, და, წარმოადგენს რა ჩაკეტილი სიმრავლისა და #ი ტიპის სიმრაელის 

'თანაკვეთას, თითონ არის LV6 ტიპისა. 

ლემა 95. თუ რაიმე M სიმრავლისათვის გვაქვს 

M#M= 4,+4:+-:-:--+4. 

წარმოდგენა, სადაც # არის 79 ტიპის სიმრავლეები, მაშინ 

არსებობს მეორე წარმოდგენა 

M=8.+8.+...+38,, 

რომელშიაც 78, აგრეთვე #X ტიპის სიმრავლეებია, #M=+ 

(CL = 1,2,...,/) და, გარდა ამისა, #, სიმრავლეები წყვილწყვი- 

ლად არ გადაიკეეთებიან., 
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დამტკიცება. ცხადია, რომ თვით 7/ არის I: ტიპის სიმრავლე. 

მაშასადამე, ა 
«< 

M#= X»II, 
#=1 

სადაც #. ჩაკეტილი სიმრავლეებია, ამასთან თითოეული #, მთლიანად შედის. 

რომელიმე 4, სიმრივლეზი. დავუშგათ 

51==7:,ე 5ს= 7-0 +...+- 1. 

9“ სიმრავლეები #'ვ სიმრავლეები არიან, ისინი წყვილწყვილად არ იკევ- 

თებიან და 

თ 

M#= M «. 
წათ 

/:=1 

გავყოთ I = (| 5) | სიმრაგლე 7) ნაწილად IV, 7, - >.) 19, 0ივაკუთვნებთ რა. 

კ-ს იმ .V სიმრავლეებს, რომლებიც შედიან „2,-ში, ჯეკს ისეთ §.C 1–IV> 

რომლებიც შედიან 4,.-ში და ა, შ. თუ დავუშვებთ – 

8,= 2 ზი 

9%C 1: 

მივიღებთ VI სიმრავლის საძიებელ დაშლას. 

ლემა 1. ვთქვათ, #=L0ი,ს) სეგმენტზე მოცემულია ისეთი: 

#() ფუნქცია, რომელიც იღებს, სასრულ რიცხეს სასრულ 

ი<0<..<0რ 

მნიშვნელობათა. თუ ყოველ #(C/7/ :-=C) სიმრავლე /7ე ტიპის 

სიმრავლეა, მაშინ #(:) არის ფუნქცია არა უმაღლეს პირ- 

ველი კლასისა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, 
= 

ხ(/7=06)= 2 L თ, 

1=1 

სადაც LI.) ჩაკეტილი სიმრავლეებია. დავუშვათ 

> ე დ,,() == LC თა. დ, = დ, 

ტიბო 2, 
და შემოვიღოთ დ, (») ფუნქციები ასე: 

თ» (X) = C (XC თ.ა, =- 1,2,....?!). 

დ»(»X) ფუნქცია ბოცემულია ჩაკეტილ თ„. სიმრავლეზე და, IV თავის 

§ 4-ის 1-ლი ლემის ძალით, უწყვეტი ფუნქციაა. იმავე პარაგრაფის მე-2 ლე– 
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მის გამოყენებით, შეიძლება ავაგოთ (V,1.ზე ისეთი უწყვეტი #„/X) ფუნქცია, 
რო ელიც 4“. სიმრავლეზე დაემთხვევა დ„.(ჯ).ს. ადვილად დავრწმუნდებით, 

რომ (#,ხI-ს ყოველ წერტილზე გვექნება 
II9) 9.» (2) =: / (XI, 

I->- 

საიდანაც გამომდინარეობს ლემა. 

თეორემა 1 (ა. ლებეგი). იმისათვის რომ (4,0) სეგმენტზე მო- 
ცემული /(X) ფუნქცია იყოს ფუნქცია არა უმაღლეს 1-ლი 

კლასისა, აუცილებელია და საკმარისი, რომ 

XსC#/ > «!), -(C(#<24) 

სიმრავლეები ნებისმიერი #-სათვის #- ტიპისა იყვენენ. 

დამტკიცება. თუ / (1) არის ფუნქცია არა უმაღლეს 1-ლი კლასი- 
სა, მაშინ 

# (ე = 1თ0ი/“ (X, 

1“ > ა 

სადაც />(X) უწყვეტი არიან, დავუშვათ 
) 2 

9) => 21-ე 9 %ი:- 18 “+. ჩ, 5(/. > ა). ა 1I» 
=> 

1V თავის § 1-ს მე-8 თეორემის დამტკიცების დროს დადგენილი იყო, 

რომ, თუ / (2) უწყვეტი ფუნქციაა, მაშინ სიმრავლე #( / < #) ჩაკეტილია. 

მაშასადამე, #,”) და მათთან 5„!! სიმრავლენი ჩაკეტილი არიან. შევნიშნავთ 

რა, რომ 

– ლ დ 

IIC/ <.1)= ა, ა 5, 
#=1 #==1 

ჩვენ დავრწმუნდებით, რომ L( / < 4) არის /> ტიპის სიმრავლე. L ( / > „I 
სათვის მსჯელობა ანალოგიურია, 

გადავდივართ რა თეორემის პირობის საკმარისობის დამტკიცებაზე, ვი- 

გულისხმოთ ჯერ, რომ / (I) შემოსაზღვრული ფუნციაა 

1<7(00<L. 

დაეყოთ (/, #1 სეგმენტი 

  

· ჩ-/ 
თა==! <0, <0 <... <6, == 7. თ-ი= : 

წერტილებით # თანასწორ ნაწილად და დავუშვათ 

4:=ს(C- , < / <C.) (# = 1,2,...,, –1) 

4ა= 5(/ <6), 4.=Lს(/>C.ა. 
24. ნატა5სონი. 269



ყოველი ამ სიმრავლეთაგანი არის #6 სიმრავლე და 

სხ=4-+4-+-....+ 4. 

მე-2 ლემის საფუძველზე არსებობს მეორე დაშლა 

=წჩ-14+-- 8, +... + 8, 

რომელშიაც #, სიმრავლეები, არიან რა აგრეთვე #= სიმრავლეები, წყვილ–- 

წყვილად არ იკვეთებიან და 8,სC=4#. 

შემოვიღოთ /„ (2) ფუნქცია შემდეგნაირად: 

#9 (2) =C, როცა XC ML (== 0,1,..-,M) 

მე-3 ლემის ძალით, /»„(ჯ) ფუნქციები არ არიან 1-ლი კლასის მაღლა. 

ავირჩიოთ ნებისმიერი ჯე C L. მაშინ 

Xა C.183:C -“#- 
მაშასადამე, 

1» (%ი)==0ს CL-ჯ < / (%ი) < CL 

აქედან ცხადია, რომ 

LI 
| /» (ი) –– / (2:ი) | < “, 

ამგვარად, 7->5-სათვის /»(>X) ფუნქციები თანაბრად მიისწრაფვიან 

#C(0ე ფუნქციისაკენ და, მაშასადამე, უკანასკნელი არის ფუნქცია არა უმაღ- 

ლეს 1-ლი კლასისა. 

გადავდივართ რა ზოგად შემთხვევაზე, ვთქვათ, 

«დ (2) == 210612 / (ე. 

ეს ფუნქცია უკვე შემოსაზღვრულია. მაგრამ –– – < 4< -– -სათვის , 

, ს(C > 4)=6C(# >174), 

თუ კი 4 >> მაშინ (C><#) სიმრავლე ცარიელია. დაბოლოს, თუ 4<-– 5) 

მაშინ (CV > #)=>ნი,). ამგვარად, #(დV > 4) სიმრავლე ყოველი 4-სათვის 

#- ტიპის სიზრავლეა. იგივე სამართლიანია L (ყფ < 4)-თვისაც. მაშასადამე, 

§# (2) არის ფუნქცია არა უმაღლეს 1-ლი კლასისა, და ამიტომ , 

#7 (0) =17L§(ი) 
აგრეთვე არის ფუნქცია არა უმაღლეს 1-ლი კლასისა ?. 

'. „9 (X) ფუნქცია შეიძლება წარმოვიდგინოთ 

§ (0) = სთ §ი(7%) 
7ჯ-–>Cთ 

საზით, სადაც დი (+) უწყეეტი ფუნქციებია, რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობებს 

ჯ 1 ჯ 1 
– -–+- <ღ(ეე<--–--. 

2 # 2 M 
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რ. ბერმა იპოვა 1-ლი კლასის ფუნქციათა, სხვა, მეტად საინტერესო 
,დამაზასიათებელი თვისება. მისი თეორემის გადმოსაცემათ ჩვენ დაგვჭირდება 
ზოგიერთი ახალი ცნებები და ფაქტები. 

განმარტებანი. ვთქვათ, 4 და 8 ორი წერტილოვანი სიმრავლეა, ამას- 
თან „4C=8. 1) თუ 8 სიმრავლის თუნდაც ერთი წერტილის შემცველი ყოვე- 

ლი ინტერვალი შეიცავს #-ს «სეთ წერტილებს, რომლებიც არ შედიან 4 

სიმრავლის / ჩაკეტვაში, მაშინ ამბობენ, რომ 4 არსა დ მკერივია # 

სიმრავლეზე. 2) თუ 4 წარმოიდგინება ისეთ სიმრავლეთა თვლადი სიმრავლის 

ჯამის სახით, რომელთაგა5 ყი ველი არსად მკვრივია 8 სიმრავლეზე, მაშინ 
„ამბობე5, რომ / პირველი კატეგორიის სიმრავლეა #8 სიმრავლეზე. 

თეორემა 38. ჩაკეტილი # სიმრავლე არ არის პირეელი 

„კატეგორიის სიმრავლე თავისთავზე. 

დამტკი ცებაა. დავუშვათ, პირიქით, რომ L შეიძლება წარმოვად- 

„გინოთ 

L = 4 + 4 + ჩან... 

საბით, სადაც ყოველი 4ჯ სიმრავლე ა“ სად მკვრივია # სიმრავლეზე. მაშინ 

"არსებობს 'ისეთი X, CL წერტილი, რომეუიც არ წარმოადგენს 4, სიმრავლის 

4 ჩაკეტვის წერტილს. ამიტომ მოიძე?ნება ისეთი (1,-–-მ,, #, + 9,1 სეგმენ- 

ტი, რომელიც არ შეიცავს 4,-ს არც ერთ წერტილს, ამასთან შეიძლება ვი- 

გულისხმოთ, რომ 8, <1. 

(+, –- ბც X, + 8,) ინტერვალში არსებობს ისეთი X, C I წერტილი, რო- 

მელიც არ შედის 4, სიმრავლეში, მაშასადამე, მოიძებნება ისეთი (X, -- მ. 
«კ + მ)) სეგმენტი, რომელიც არ შეიცავს, 7,-ის არც ერთ წერტილს. 

"შეიძლება ვიგულისხმოთ, რომ 8, < – და რომ |X, –- მ,, X, + 0, | CIX, --8,,, 

«%, + ბა). 
ამ პროცესის გაგრძელებით ჩვენ ავაგებთ #ში შემავალი წერტილების 

: 20 ღღ 

„მიმდევრობას და ისეთ ჩადებული სეგმენტების 

წ --8,, X +6,)= (2 –-8,, #2 ---0ე1= ·...= | თმ X + 6ი)=..- 

მიმდევრობას, რომ I ჯ, – მ, 2 + 0) სეგმენტი არ შეიცავს „4 სიმრავლის 

-არც ერთ წერტილს და მა < => 
„ 

ვთქვათ, ჯა არის, (1. -- მ.ე, +. +მი) სეგმენტებსს საერთო. წერ- 
ტილი. 

აშკარაა, რომ 
ჯგ = 1110 Xი, 

#-–>Cთ 

  

მაშინ 

#(0=I)თIწL2ი(2)), 
ო->C- 

„ამასთან (წ ( წი(X) 1 უწყვეტი ღუ?ქციაა, . 
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«და ამიტომ ჯა დ L. ამასთან ერთად, ჯ, არ შეიძლება შედიოდეს არცერთ 
სიმრავლეში. ეს წინააღმდეგობა ამტკიცებს თეორემას. 

შედეგი. თუ არაცარიელი ჩაკეტილი /: სიმრავლე ცრის 

ჩაკეტილი სიმრავლეების თელადი სიმრავლის ჯამი 

ჩ=#+ ს. +წ.+..., 

მაშინ არსებობს (ს) ინტერვალი, რომელიც შეიცავს L 
სიმრავლის წერტილებს და ისეთი წ”, რომ 

(7.,:L) LL – #2. 

მართლაე. ერთი მაინც შესაკრები სიმრავლე, ვთქვათ ეს იკოს #,, არ 

იქნება არსად მწკრივი 1: სიმრავლეზე. მაგრამ ეს სწორედ იმას ნიშნავს, რომ 
იმ ინტერვალთა შორის, რომლებიც შეიცავენ /-ის წერტილებს, მოიძებნება 
ისეთი (XI) ინტერვალი, რომ მასწი შემავალი I სიმრაელის ყველა წერ- 

ტილი შევა /#,-ში„ რადგან ეს უკანასკნელი, არის რა ჩაკეტილი, ემთხვე- 

ვა თავის ჩაკეტვას. · 

ვთქვათ, რაიმე 4 სიმრავლეზე ზოცემულია / (+), ფუნქცია ღა ვთქვათ, 

# არის 4-ს ქვესიმრავლე. განვიხილოთ / IX | #) ფუნქცია, რომელიც განსა– 

-ზღვრულია მხოლოდ „8 სიმრავლის წერტილებზე და ემთხვევა აქ /(X)-ს. 

“ჩვენ ვიტყვით, რომ / (5;|/3) ფუნქცია ინდუცირებულია # სიმრაელეში 

#(ჯ) ფუნქციით. ადვილი მისახვედრია, რომ თუ /I>») ფუნქცია უწყვეტია .4 
"სიმრავლეზე, მაშინ ინდუცირებული #(X| 8) ფუნქცია უწყვეტია 8 სიმრავლეზე. 

: თეორემა § (რ. ბერი). ვთქვათ, (I#«,ს| სეგმენტხე მოცემულია 
„1-.ლი კლასის სასრული #(0ე) ფუნქცი ა. როგორიც არ უნდა 

იყოს ჩაკეტილი L>#0 სიმრავლე, შემავალი (იხ) ში, მასზე 

"მოიძებნება ინდუცირებული /(X:I/) ფუნქციის უწყვეტო- 
ბის წერტილები. 

დამტკიცება. თუ L-ს აქვს თუნდაც ერთი იზოლირებული წერტი- 

ლი, მაშინ ეს უკანასკნელი სწორედ იქნება საძიებელი უწყვეტობის წერტი- 

ლი. დავტოეებთ რა გვერდზე ამ ტრივიალურ შემთხეევას, ვიგულისბმებთ, 

რომ L სრულყოფილი სიმრავლეა. 

ვთქვათ, #) არის რაიმე |ი,01|-ში შემავალი ისეთით სეგმენტი, რომლის 
„მიგნითაც არსებობს ერთი მაინც წერტილი (და მაშასადამე, უსასრულო 
სიზრავლე) L სიმრავლისა. 

ჩვენ ვაჩვენებთ, რომ არსებობს ისეთი, 0-ს შიგნით! მოთავსებული,./ 

სეგმენტი, რომელიც შეიცავს თავის შიგნით L სიმრავლის წერტილებს, 

და ისეთი, რომ /(X) ფუნქციის რხევა Lძ სიმრავლეზე ნაკლები იკჟნება წი- 

ნასწარ მოცემულ «რიცხვზე. 

ამისათვის დავრწმუნდეთ ჯერ ისეთი #C7/) სეგმენტის არსებობაში, 

რომლისათვისაც 6L არის (არაცარიელი) სრულყოფილი სიმრავლე. ეთქვათ, 
X-ს ბოლოები არიაან # და 8, ასე რომ 0:= (4,8). უსასრულო /7/)ც სიმ- 

,. ჩვენ ვატყვით, რომ ·7,#) სეგვენტი მოთავსებულია (+,0) სეგმენზის შიგნით, თუ 
თ<7/<V#<L.



ტე ტეყტელა თურე ური ხი წახტელ გაბლი 4 თ მები. 
: MI ლე ოლი ებული გამოდგეს. დავუშვათ, რომ /# არის #L- 

სიმრავლის იზოლირებული წერტილი. მაშინ სიმრავლე 1) #-– ! # 1, რომელიც 
მიიღება #))? სიმრავლიდან # წერტილის ჩამოშორებით, ჩაკეტილია. ვთქვათ, 
„ამ სიმრავლის ყეელაზე უფრო მარცხენა წერტილი არის „/,; დავუშვათ 
I), = ( 4, 8). ჩაკეტილ 1),/: სიმრავლეში იზოლირებული შესაძლებელია იყოს 
'მხოლოდ ჩ წერტილი. თუ ის მართლაც ასეთია, მაშინ ჩეენ მას ჩამოვაშორებთ 

1), სიმრაელეს და 3,-თ აღენიზნავთ დარჩენილი (ჩაკეტილი) სიმრავლის 
ყველაზე უფოო მარჯვენა წერტილს. ს=| 4, ჩ,) სეგმენტი ისეთი იქბება, 

რომ # # სრულყოფილი სიმრავლეა. 

პირობის ძალით / (ჯ) ფუნქცია წარმოიდგინება 

# (:)ლ=110 /ი(2) 
M#–->7CC 

4ახით, სადაც 7>-(1) უწყვეტი ფუნქციებია. ავიღოთ 6 > 0 და დავუშვათ 

4" = LLC I #ი –/იი! < §) CV = 1,2,..., M) == 1,2,-.,). 

აშკარაა, რომ 4,,„ ჩაკეტილია. “შემდეგ ვთქვათ, 

ეს აგრეთვე ჩაკეტილი სიმრავლეა. ადვილი საჩვენებელია, რომ 

დ 

X#X= M #.. 
ლ 

11==1 

მართლაც, თუ Xს C #, მაშინ (/„(Xა)) მიმდევრობა კრებადია და ამი- 

“ხომ საკმარისად დიდი ჯ-სათვის და ნებისმიერი II-სათვის გვექნება 

| #» (ა) –– /ი+= (9) | < 6; 

ასე რომ XC მი და, მაშასადამე, C>=ჩ.. შებრუნებული ჩართვა ტრივია- 

ლურია, 
მაგრამ დადგენილი ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

თ 

LX = 2, #ჩ.. 

#==1 

წინა შედეგის ძალით არსებობს,ისეთი (+.I) ინტერვალი, რომელიც შე- 
«ცავს ##ჯ სიმრავლის “წერტილებს და ისეთი ნატურალური რიცხვი ჯ, რომ 

0სს) ნ LC #8». 

თუ XC (I) 8#, მაშინ ნებისმიერი #-სათვის აღმოჩნდება 

I/ი(X) – /ი-= 001 < 6. 
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”-ის გაზრდითა და ზღვარზე გადასვლით უკანასკნელ უტოლობაში ვი- 

პოვით, რომ 

I /9 (4) – /(X) | < 4. 
CL სიმრმვლე სრულყოფილი სიმრავლეა, (»,,) ინტერვალი შეიცავს ამ 

სიმრავლის ერთ წერტილს მაინც. მაშასადამე, (2,I) CL სიმრავლე უსასრუ- 
ლოა. ვთქვათ, Xე არის ს სეგმენტის ბოლო წერტილებისაგან განსხვავებული 
წერტილი (»I)  L სიმრავლისა. ავიღოთ ისეთი ძ სეგმენტი, რომელიც თა- 

ვის შიგნით შეიცავს :) წერტილს, და იმდენად მცირე, რომ 1) ის შე- 
დიოდეს (>) ინტერვალში, 2) ის მოთავსდეს C სეგმენტის შიგნით (და, 

მით უმეტეს, X სეგმენტის შიგნით) და 3) (უწყვეტი) #»(X) ფუნქციის რხევა 
ძ სეგმენტზე იყოს C-ზე ნაკლები. 

ვთქვათ, X», და ჯე არის IL სიმრავლის ორი წერტილი. მაინ 

I/» (X)–– /(+,) | «8, | /ი(Iპ–)/ი (29)| <9, | #»(%ე) –– / (X,) <- ჭა. 

საიდანაც 

L# (X,)–– / (X,) < 35, 
ე. ი. /(X) ფუნქციის რხევა LI სიმრავლეზე ნაკლებია 3%-ზე.» 

ამგვარად, ჩვენს მიერ დადგენილია, რომ ყოველი ისეთი #)=(ი, 2) სეგ- 

მენტისათვის, რომელიც თავის შიგნით შეიცავს L-ის წერტილებს, მოიძებნე- 

ბა მეორე ისეთი ძ სეგმენტი, რომელიც მოთავსებულია #-ს შიგნით, აგრე- 

თვე შეიცავს თავის შიგნით L-ის წერტილებს და ისეთი, რომ /(»)-ის რხევა. 

Lი-ზხე სურვილისამებრ მცირეა, 
დავამტკიცეთ რა ეს, ავიღოთ ისეთი ძ,CI|ი,ს) სეგმენტი, რომელიც ზე–- 

იცავს თავის შიგნით L-ის წერტილებს, სიგრძით #Iი, <1, და ისეთი, 

რომ /(X)-ის რხევა Lძ, სიმრავლეზე ნაკლები იყოს 1-ზე. 

შემდეგ ვიპოვოთ ძ,-შში მოთავსებული ისეთი ძ, სეგმენტი, რომელიც. 

შეიცავს თავის შიგნით L-ის წერტილებს, რომლის სიგრძე ჯI4, <-- და ისე-. 

თი, რომ /#(ჯ)-ის რხევა LL, სიმრავლეზე ნაკლები იყოს –--ზ.. 

ამ პროცესის გაგრძელებით ჩვენ ვაგებთ სეგმენტების ისეთ 

ს 

ძმ,=ძე=ძე= ... ( ჩ”!ძ,, < –) 
# 

მიმდევრობას, რომელთაგან ყოველი მოთავსებულია წინას შიგნით, შეი- 

ცავს თავის შიგნით L სიმრავლის წერტილებს და ისეთები, რომ #(>) ფუნ-- 

ქციის რხევა სძ, სიმრავლეზე ნაკლებია –--ზე. 

ვთქვათ, 6 ყველა ძა სეგმენტების საერთო წერტილია. ის, ცხადია, ეკუ– 

თვნის L სიმრავლეს. ადვილი სანახავია, რომ ინდუცირებული ფუნქცია / (>IL')- 

უწყვეტია § წერტილზე. თეორემა დამტკიცებულია. 
თურმე შესაძლებელია ამ თეორემის შებრუნება. ამის დასამტკიცებ– 

ლად ჩვენ დაგვჭირდება: 
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, კანტორ–-ბერის სტაციონარობის პრინციპი. ვთქვათ, რიცხვითი 
პირველი ან მეორე კლასის ყოველ რიგით C რიცხვს შეესა- 
ბამება ჩაკეტილი . სიმრავლე, ამასთან Cთ<8-დან გამომ- 
დინარეობს #–C=/3 

X-=5713=... =/ცხ=...=/%... (« < 9) 

მაშინ (7) ჯაჭვის ყველა სიმრავლეები, რომელიღაც 
მათგანიდან5 დაწყებული, ემთხვევიან ერთმანეთს, ე. ი. მო- 

იძებნება ისეთი #<09, რომ 

ჩა= წიაჯ= ჩ"ხ+ე ==... 

დამტკიცება. განვიხილოთ ჯერ ის შემთხვევა, როცა გამოსავალი 

ჯა სითრავლე (და მასთან ჯაჭვის ყველა სიმრავლეები) შემოსაზღვრულია. 
ვთქვათ, #4 არის ის ინტერვალი, რომელიც შეიცავს /”"-ს. 

აღვნიშნოთ #-თი ჯაჭვის ყველა სიწრავლეთა თანაკვეთა. ის აგრეთვე 

ჩაკეტილი (შესაძლოა ცარიელი) სიმრავლეა. თუ X6C/6 მაშინ >» არო შედის 

ჯაჭვის ერთერთ სიმრავლეში. აღენიშბოთ C(») ით უმცირესი იმ «იცხეებს 

შორის, რომელთათვისაც _. 

X ჩი) 

და დავარქვათ თ(:უ-ს :: წერტილის ინდექსი. 

ვთქვათ, 4 არის ისეთი წერტილოვანი სიმრავლე, რომელიც არ იკეე- 

თება #-სთან. თუ # სიმრავლის ყველა წერტილთა ინდექსები არო აღემატე- 

ბიან რიცხვითი პირველი ან მეორე კლასის რაიმე ერთსადაიმაეე რიცხვს 

თ(X) <8 (XC 4, ზ< 9), 

მაშინ ჩვენ ეიტყვით, რომ 1 წესიერი სიმრავლეა. 

წესიერ სიმრავლეთა სასრული რიცხვის ან თვლადი 

სიმრავლის ჯამი წესიერია. მართლაც, თუ 

8=/4 + სსა+ 4+-..., 

ამასთან ყოველი V-სათვის მოიძებნება ისეთი მ,, რომ 

«(2 < ში (65 C 4 ზ.<9), 

მაშინ მოიძებნება ისეთი # ოიცხვი, როზელი(ც ჯერ კიდევ რიცხვით პირველ 

ან მეორე კლასს ეკუთენის და რომელიც აღემატება (3„) სიმრავლის ყველა 

რიცხვს, მაშინ XC /#-სათვის გვექნება 

თ(3 <7, 

და 8 წესიერი სიმრავლეა. 

ჩაკეტილი შემოსაზღვრული სიმრავლე 2, რომელიც 

არ იკვეთება #-სთან, წესიელია. 

მართლაც, ვთქვათ, 2; #. მაშინ ::C ML. მაგრამ XL სიმოავლე ჩაკე- 
ტილია, ასე რომ ჯ არ არის მისი დაგროვების წერტილი. ამიტომ არსებობს 

ისეთი 8(:) ინტერვალი, რომელიც შეიცავს ჯ წერტილს და არ იკეტთება #აც)- 
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თან. ინტერეალთა (28(»X)| სისტემა ფარავს # სიმრავლეს. ნაშასადამე, ბორე- 
ლის თეორემის ძალით, შეიძლება მივუთითოთ ამ ინტერეალების ისეთ სას- 

რულ რიცხვზე 
C (X,), 6(1); -.·, 6 (X»), 

რომლებიც აგრეთვე ფარავენ 4 სიმრავლეს. 

ვთქვათ, 8 არის რიცხვითი პირველი ან მეორე კლასის ისეთი რიცხვი, 

რომელიც მეტია ყოველ თ(:) რიცხვზე (1 = 1,2,...,!). თუ XC "4, მაშინ მო- 

იძებნება ისეთი 8 (X:,) ინტერვალი, რომ ჯ LC 6(ჯ). მაშინ XC ჩიე და, მით 

უფრო XL #:. სხვანაირად რომ ვთქვათ, თ(X)<:8 ყოველი XC 4-სათვის და 4 
წესიერია. 

ვთქვათ, C = ბ –– #. სიმრავლე C. ღიაა, მაშასადამე, იგი #6 ტიპის სიმ- 
რავლეა, და წარმოიდგინება ისეთი ჩაკეტილი სიმრავლეების თვლადი სიმ- 
რავლის ჯამად, რომლებიც (C6-სთან ერთად) აუცილებლად შემოსაზღვრული 
არიან. 

ზემონათქვამიდან გამომდინარეობს, რომ C6 წესიერი სიშრავლეა. ვთქვათ, 

ყოველი XLC C-სათვის გვაქვს 

თ(:) < IL 

სადაც | < 9. ვაჩეენოთ, რომ 

Iს = #. 

მართლაც, აშკარაა, რომ MC #ს. პირიქით, თუ ჯ C #, მაშინ XC #. თუ 

დავუშვებთ, რომ XC #M% ჩვენ მივიღებთ, რომ ჯ C C და მაშინ უნდა გვქონოდა 

2: C %ე 

და, მით უფრო, ჯ C #ს, რადგან I.C=I%,,. მაშასადამე, XC # და #ჯ.აC=I, 
საიდანაც #/, => M#. 

თუ I < თ <9, მაშინ 
#ს=5ჯ-=5IV) 

საიდანაც #თ = ჯა, და თეორემა დამტკიცებულია. 

იმისათვის, რომ განვაზოგადოთ თეორემა იმ შემთხვევაზე, როცა #ე- არ 

არის შემოსაზღვრული, დავუშვათ 

X.ალ=–, XI. 

ყოველი #-სათვის, უკვე დამტკიცებულის მიხედვით, მოიძებნება ისეთი IL, 

რომ თ > წ.-სათვის 

ჩ.L = ს.ს, 

თუ (-თი აღვნიშნავთ ყველა I.-ზე მეტსა და პირველ ან მეორე კლასში 

შემავალ რიცხეს, მივიღებთ 
თ = #. 

ყოველი თ > Vწ- სათვის. მართლაც, ვთქვათ, XC Lს და თ > ს. ავიღოთ იმდე– 

ნად დიდი #, რომ :: C #2. მაშინ 2: C 0,1, == M0,1ICC LC და #სC ჩი. 
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თეორემა 4 (რ, ბერი) ვთქვათ, ც=Iი,ს) სეგმენტზე მოცემუ- 
ლია /() ფუნქცია. თუ ყოველ არაცარიელ ჩაკეტილ X# სიმ- 
რავლეზე არსებობს ინდუცირებული /(X|I) ფუნქციის უწ- 
ყეეტობის წერტილები, მაშინ #C) უწყვეტია ან ეკუთვნის 
1-ლ კლასს, 

დამტკიცება. ლებეგის თეორემის ძალით, საკმარისია ვაჩვენოთ, 
რომ ყოველი „/-სათვგის 

LC#/> 4ს L(C#<4) 

სიმრავლეები IC ტიპის სიმოპელეებია. 
ვთქვათ, # და ი ორი რიცხვია, ამასთან /# < ჟ. დავუშეათ 

#=LC#/>»ჯ), 6=X(# <9). 

ნ=#7+0., 
ვთქვათ,  არაცარიელი ჩაკეტილი სიმრავლეა I--ში. აღენიშნოთ ჯე:-ით 

ანდუცირებული /(X|) ფუნქციის რაიმე უწყვეტობის წერტილი. ცხადია, 
· : 
ოღომ ერთერთი 

აშკარაა 

# (%) > /, / (XI) <« 
უტოლობა მაინც შესრულებული იკნება, ვთქვათ, მაგალითად, / (Xა) > #. მა- 

შინ არსებობს ჯა წერტილის შემცველი იმდენად მცირე 8 ინტერვალი, რომ 

#32 სიმრავლის ყოველი წერტილისათვის გვექნება / (1) > /. დაგუშვათ 

#" = L--I%, 

ეს. ჩაკეტილი სიმრავლეა, რადგანაც L ” = /: C6. ამასთან I –- "= I68C #. 

რომ გვქონოდა / (ჯა) < ი, მაშინ ჩეენ ანალოგიურად ვიპოვიდით ისეთ ჩაკე- 
«ტილ L%CI სიმრავლეს, რომ />-- /:% C 0. ამგვარად, რანაირი არაცარიელი 

'ზაკეტილი სიმრავლეც არ უნდა ავიღოთ, მოიძებნება მისივე ისეთი ჩაკეტილი 

LV ქვესიმრავლე, რომ I" –- #>2 არაცარიელია და შედის მთლიანად X-ში 

-ა5 (2-ში. 

შევნიშნეთ როა ეს; აღვნიშნოთ 7”) = (თ,0ს) და ვიპოვოთ ისეთი ჩაკეტილი 

#.,= ჯა სიმრავლე, რომ /” – L, არაცარიელი იყოს და იგი მთლიანად ფშე- 

დიოდეს #-ში ან (1-ში. თუ #, აგრეთვე არაცარიელია, ვიპოვით მის ისეთ 

ბაკეტილ 7: ქვესიმრავლეს, რომ ს, – წ, არაცარიელია და შედის /#-ში ან 

C-ში. ამ პროცესის გაგრძელებით ჩეენ ან წავაწყდებით ცარიელ სა სიმ- 

ოავლეს, ან ყოველი ნატურალური #-სათვის ავაგებთ ისეთ 7. სიმრავლეს, 

რომ ს –– L.,უ არაცარიელია და შედის #-ში ან (2-ში. 

უკანასკნელ შემთხევევაში ჩეენ დავუშვებთ 

თ 

Lა== II ი. 

1==ე 

თუ ეს სიმრავლე ისეე არაცარიელია, შესაძლებლობა გვეძლევა შემდგო- 
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მი Lი+. L თე... სიმრავლეების აგებისა, ვთქვათ, თ მე-2 კლასის ოიცხვია 

და ჩვენ უკვე განვსაზღვრეთ ყველა ჯვ სიმრავლეები 8 < თCთ-სათვის, ამასთან 

ყველა ისინი არაცარიელი აღმოჩნდება. 

თუ თ პირველი გვარის რიცხვია, მაშინ #V-თი აღვნიშნავთ IL» -,-ს სადაც 

(თ--1 არის თ-ს უშუალო წინამორბედი რიცხვი) ისეთ ჩაკეტილ ქვესიმრავ- 

ლეს, რომ IC , –– LC # 0, და მთლიანად შედის -ში ან C-ში. თუკით 
მეორე გვარეს რიცსვია, დავუშვათ 

# = 1 I კ. 

მ<ძთ 

წარმოვიდგინოთ, რომ ყეელა LV სიმრავლეები Cთ < 9-სათვის არაცარიე- 

ლი აღმოჩნდენ. ადვილი დასანახია, რომ ეს დაშვება ეწინააღმდეგება კანტორ- 
ბერის სტაციონარობის პრინციპს. მართლაც, ამ პრინციპის მიხედვით უნდა 

მოიძებნებოდეს ისეთი ს, რომ 

MI = ჩიხა 

იმ დროს როცა #ს-ს არასიცარიელედან გამომდინარეობს #, –– Iს,,-ის არა- 

სიცარიელე. 

ამგვარად, LV სიმრავლეთა განსაზღვრის პროცესი არ შეიძლება ჩატა- 

რებულ იქნას პირველი ორი კლასის ყველა რიცხვისათეის და აუცილებლად 

არსებობს ისეთი 27. < 90, რომ 

ს 520 (თ <1), L).==0. 

ასეთ შემთხვევაში გამოსავალი L_ა= (ძ,ს) სეგმენტი წარმოიდგინება ასე 

(თ, = 3) (6 –-1%,). 
თ</ 

მართლაც, თუ 1; C (0,0), მაშინ მოიძებნება ისეთი თ «= 2 ოიცხეები, რომ 

ჯ CI> (მაგალითად Cთ = 2). ვთქვათ, ს პირველია მათ შორის. ცხადია, რო§ 

ზ პირველი გვარის რიცხვია (რადგან ზ რომ მეორე გვარის რიცხვი 
ყოფილიყო, მაშინ ::, შედის რა #V«C-ში ყოველი თ < §-სათვის, ფშევიღოლა მათ. 

#3 თანაკეეთაშიც). მაშასადამე, X C #2, –-X6 და 

IM,,|C 2) (IV -–- I). 
C<4 

შებრუნებული ჩართვა ტრივიალურია. ყოველი # –- Cთ., სიმრაელ შედის 

ერთერთ # ან 0 სიმრავლეში. აღვნიშნოთ 7#7-თი ყველა ისეთი თ <7-ს სიმ-. 

რავლე, რომლისათვისაც 

ს -- IC. ,)CX, 

და ვთქვათ, C = II. –– ჯ. ცხადია, რომ C+X==0 და 

I0C,0)== – (სა -–– MX) + 2 (წა I.)



ქოველი #6 –– ჩ-ჯ, სიმრავლე #: ტიპისაა, ასეთივეა მათი 

4= 2I8- სა.) და 8= 9 - +) 
1 სყ 

ჯამებიც, რადგან თითოეული # და V სიმრავლე სასრულია ან თვლადი. შე– 
ვნიშნოთ, რომ #C#, 8C=C ღა რომ # და ,) წყვილწყვილად არ იკეეთე– 
ბიან, რადგან არ იკვეთებიან IX –– MC ,, და #ვ––-გ+, სიმრავლეები, როცა თ5#8). 

ამგვარად, რიცხვთა ყოველ წყვილს ჯ < ი შეესაბამება (ი,ნ) სეგმენტის 
გაყოფა ისეთ ორ არაგადამკვეთ #6» ტიპის სიმრავლეებად 

(ი,I)=4%+8, 
მასთან 

4=ს(C#/>7) სხCL(/ <4. 

დავადგინეთ რა ეს, დავაფიქსიროთ ჯ# და მიგცეთ ე-ს მნიშვნელობები 

0, > მა > ძე > ·.-ც 1)ი) იგ =/. 

#ჰ4->თ 
ყოველი #-სათვის გვაქეს 

(ი.ს) = “ი + ჩხ, (წლ” = 0), 

სადაც #ი და 8.» არიან #6 ტიპის სიმრავლეები და 

4ტიCს(/>ხ,ს 8.C=L(#/ <0»). 
დავუშვათ 

თ თ 
– : 

L= 34. §= II I, 

#==1 #=>1 

აშკარაა, რომ #§4=>0 და 

(ი,ხ) = L-C 5. 

X# სიმრავლე არის I-ი. ვაჩეენოთ, რომ 

სC#/>#M)=X. 

მართლაც, თუ / (X)) > #ჯ, მაშინ საკმარისად დიდი #-სათვის გეექნება 

# (7) > ი» და XC ჩ8,.. მაშასადამე, %X 6§ და Xე C L. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

8(/ >ჯ)CL 

შებრუნებული ჩართვა კი აშკარაა. ამგვარად, ( #/ > #) არის IV. 

იგივე სამართლიანია დ ( / < #) სიმრავლისათვისაც. თეორემა დამტკი-. 

ცებულია. 
მოგვყავს ლებეგისა და ბერის თეორემების საილუსტრაციო რაზოდენიმე. 

მაგალითი. 
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1. ჩაკეტილი შემოსაზღვრული Xჯ სიმრავლის მახასითებელი 

ფუნქცია 1-ლი კლასის ფეუნქციაა. 

ვთქვათ, #=Iი,ხ) = L და / (+) ტოლია 1-სა /. სიმრავლის წერტილებზე 

და, ტოლია 0-ს # -–-–- # სიმრავლის წერტილებზე. მაში5 

, თუ 4<0 | | 8თე4>!1 

-–(# > #) =1 15 თუ 0<#<1 |8ნ(ჯ7 <X)=71 ნ--/) თუ 0<.1<1 
'( 0, თუ 4:>1 L 9, თუ .4 <0. 

ყველა შემთხვევაში 7/:(/7 > -I) და LLC/ <-.4) სიმრავლეები #6 არიან. 

იმისათვის რომ ეს ცხადეყოთ, საკმარისია აღვნიშნოთ, რომ 1 –-– #/ = ჩ.CL, 

და C#, წარმოადგენს რა ღია სიმრავლეს, არის #5. 

შევნიშნოთ, რომ ჩვენი დებულება ადვილად შეიძლება დამტკიცდეს წი- 
ნა თეორიის დახმარების გარეშეც. თუ ჩვენ #(ე-ით აღვნიშნავთ მანძილს ჯ 
“წერტილიდან #' სიმრავლემდე, მაშინ ჯ (:) უწყვეტი აღმოჩნდება. ამავე დროს 

#(01ე)=1IIი _ 1. 
ი>CთC 1 +7/L(>) 

I. ფუნქცია, რომელსაც წყვეტის წერტილთა თვლადი 
სიმრავლე აქვს, 1-ლი კლასის ფუნქციაა. 

მართლაც, თუ # ჩაკეტილი სიმრავლე,ა რომელშიაც არსებობს 

იხოლირებული წერტილები, მაშინ ისინი იქნებიან ინდუცირებული /(11#/:) 
"ფუნქციის უწყვეტობის წერტილები. თუ კი / სრულყოფილი სიმრავლეა, მა- 

'შინ ის არათვლადია, და ამიტომ შეიცავს გამოსავალი ფუნქციის უწყვეტო- 

ბის წერტილებს, რომლებიც, მით უმეტეს, იქნებიან ინდუცირებული ფუნ- 

„ქციის უწყვეტობის წერტილები. 
კერძოდ: 

III. მონოტონური ფუნქცია და შემოსაზღვოული ვარიაციის 

ფუნქცია არიან ფუნქციებიარა უმაღლეს 1-ლი კლასისა. 

შემდეგი მაგალითი მეტად საგულისხმოა. 
IV. ვთქვათ, სე კანტორის სრულყოფილი სიმრავლეა. განვსაზღვროთ 

(0,11 სეგმენტში ორი # (1) და (C(X) ფუნქცია. /(X) ტოლი იყოს 1-ის #ე სიმ- 

რავლის წერტილებზე, ხოლო 0-ის მისი ღია Cსა= (0,1)-- ს დამატების წერ- 
ტილებზე. C(C:) ფუნქცია კი 1-ის ტოლად მივიღოთ /X-ის იმ და მხოლოდ იმ 

'წერტილებზე, რომლებიც არ წარმოადგენენ მისი დამატებითი ინტერვალების 

ბოლოებს, (0,1)-ის ყველა დანარჩენ წერტილებზე მივიღოთ «ჯ (X) = 0. 

ადვილი მისახვედრია, რომ ორივე / (+) და C(X) ფუნქცია უწყვეტია 

Cა სიმრავლის წერტილებზე და წყვეტილია # სიმრავლის წერტილებზე. 

სხვანაირად რომ ვთქვათ, ამ ფუნქციებს აქვთ წყვეტის წერტილთა ერთი და 

იგივე ერთობლიობა. ამავე დროს / (X) 11ლი კლასის ფუნქციაა (როგორც 
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ჩაკეტილი 7” სიმრავლის მახასიათებელი ფუზ-ქცია), ხოლო (დ (»ჯ) არ არის ასე- 
თი, რადგან «(XI M) ინდუცირებული ფუნქცია წყვეტილია I-ის ყველა- 
წერტილზე. 

V. დირიხლეს ფუნქცია მე2 კლასის ფუნქციაა. 

დირიხლეს ფუნქცია უდრის 1-ს (0,1) სეგმენტის რაციონალურ წერტი- 

ლებზე და უდრის 0-ს ამ სეგმენტის ირაციონალურ წერტილებზე. ის საესე- 

ბით მოკლებულია უწყვეტობის წერტილებს, და ამიტომ არ შეიძლება 1-ლი 

კლასის ფუნქცია იყოს. ამავე დროს, თუ ჩვენ გადავნომრავთ (0,1|) სეგმენტის 

რაციონალურ წერტილებს “ 

7 ვე უვ.” 

და დავუშვებთ 
თხა = (1 რდ «=ი 62 2 
თ” 0 (0, 11-ის სხვა წერტილებზე, 

მაშინ თ. (X), ფუნქცია, აქვს რა“ მას წყვეტის" წერტილთა სასრული რაოდენო- 
„ნობა, იქნება 1- -ლი კლასის „ფუნქცია. “რადგან დირიხლეს ფუნქცია არის 

დღ. (+)-ის ზღვარი, როცა -+თდ, აპჰიტომ ჩეენი დებულება დამტკიცებულია!. 

შევნიშნოთ, რომ დირიხლეს ფუნქცია არის რაციონალურ რიცხვთა 

სიმრავლის მახასიათებელი ფუნქცია. ეს სიმრავლე (არის რა თვლალღი) აშკა– 

რაა, რომ #ს ტიპისაა. მაშასადამე, # ტიპის სიმრავლის მახასიათებელი ფუნ- 

ქცია არაა ყოველთვის 1-ლი კლასის ფუნქცია- 

". ძნელი არ არის აგრეთვე შემოწმება იჰისა, რომ? დარიბლეს #7(X) ფუნჭცია წარ-- 

მოიდგისება 

ჯ–” და #–>C2 
ად =IIი | სი (აია(თ!რი I” | 

საბით საიდ. ნაც კვლავ ჩანს, რომ V CX) არის მე-2“ კლასეს ფუზქ:ჯი».
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