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წინამდებარე წიგნი თარგმანია აკადემიკოს ნიკო მუსხელიშვი- 
ლის (1891--1976) პირველი მონოგრაფიისა რომელიც ფრანგულ: 

ენაზე გამოვიდა 1922 წ. და ამჟამად ბიბლიოგრაფიულ იშვიათობას 
წარმოადგენს მონოგრაფია ეძღვნება კოშის ტიპის ინტეგრალის 

გამოყენებას დრეკადობის თეორიისა და ჰიდროდინამიკის ზოგიერთ: 

ბრტყელ ამოცანაში. 
წიგნი სარგებლობას მოუტანს მკითხველთა ფართო წრეს -– მა–- 

თემატიკოსებს, ფიზიკოსებს, ინჟინრებს, განსაკუთრებით კი შესაბა– 

მის სპეციალობათა სტუდენტებს. 

ფრანგულიდან თარგმნა ხ. ინასარიძემ 

რედაქტორი ლ. მაღწნარაძე 

1604010000 

M 607 (06)-–92 

I58M 5--52ე--01464--? 

ეზ. 91 რდ გამომცემლობა „მეცნიერება“, 1992:



 



ქართული გამოცემის რედაქტორისაბან 

წინამდებარე წიგნი ფრანგულ ენაზე გამოსცა თბილისის უნივერ- 
სიტეტმა 1922 წელს. ქართული გამოცემა, რომელსაც წინ უძღვის 
ფრანგული გამოცემიდან გადმობეჭდილი ქართული წინასიტყვაობა, 

იმეორებს ორიგინალს, თუ ცვლილებად არ ჩავთვლით წვრილმან 
უზუსტობათა შესწორებას, ლიტერატურული და სხვა ხასიათის და- 

მატებითი ცნობები მოცემულია ავტორის შენიშვნებში, რომელთა შე- 

საბამისი ადგილები დანომრილია, ორიგინალისაგან განსხვავებით თარ- 
გმანში შენიშვნები წიგნის ბოლოსაა დართული. 

როგორც ეს საარქივო მასალებიდან ირკვევა, ნიკო მუსხე- 
ლიშვილს განხრახული ჰქონია ეს წიგნი საფუძვლად დაედო დი- 
სერტაციისათვის დოქტორის ხარისხის მოსაპოვებლად საჯაროდ დაც- 
ვის წესით. მისგან დამოუკიდებელი სხვადასხვა მიზეზის გამო საჯარო 
დაცვა ვერ მოხერხდა, თუმცა მას უკვე ჰქონდა მიღებული თავისი 
ნაშრომის დადებითი დახასიათება ისეთი ცნობილი მათემატიკოსებე- 
საგან, როგორებიც იყვნენ XX საუკუნის ერთ-ერთი გამოჩენილი მა- 

თემატიკოსი, საფრანგეთის აკაღემიის წევრი ჟ. ადამარი (მისი წე– 

რილი ინახება ნ. მუსხელიშვილის საოჯახო არქივში) და პეტერბურ- 

გის უნივერსიტეტის პროფესორები ვ. სტეკლოვი და დღ. ტა- 

მარკინი (რომლებმაც ოფიციალური რეცენზიები წარმოადგინეს). 

მხოლოდ 1933 წელს, ნიკო მუსხელიშვილის საკავშირო მეცნიერე– 

ბათა აკადემიის წევრ-კორესპონდენტად არჩევის შემდეგ, მიენიჭა მას 
ფიზიკა-მათემატიკის მეცნიერებათა დოქტორის ხარისხი დაუცველად –– 

ხიილLI5 Cგყამ. 
1934 წლიდან იწყება ნიკო მუსხელიშვილის სამეცნიერო-კვლევი- 

თი მუშაობის ახალი, მეტისმეტად ნაყოფიერი პერიოდი. თუ მანამდე 
მისი კვლევის საკითხები უშუალოდ უკავშირდებოდა კოშის ტიპის 
ინტეგრალთა თეორიის მეთოდის გამოყენებას მათემატიკური ფიზიკის, 

კერძოდ, დრეკადობის თეორიისა და ჰიდრომექანიკის ორგანზომილა - 

ბიანი სასაზღვრო ამოცანების ეფექტური ამონახსნების ასაგებად, გან– 

სახილველი არეების წრეზე კონფორმულად ამსახველი რაციონალური 

ფუნქციების საზუალებით, ახლა ავტორი იყენებს ფრე დჰოლმის 
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ტიპის ინტეგრალურ განტოლებათა მეთოდსაც ამ ამოცანათა ამონახ- 

სნების არსებობის აუცილებელი და საკმარისი პირობების დასადგე- 

ნად. 

ხსენებული ორი მეთოდის მისეულმა სინთეზმა მას საშუალება მის- 

ცა მიეღო ახალი, ზოგ შემთხვევაში მოულოდნელი შედეგები. 

ამიტომ სავსებით ბუნებრივია, ამ სინთეზს, როგორც მათემატიკუ– 

რი ფიზიკის თავისთავად მეთოდს, მუსხელიშვილის მეთოდი ვუწო- 
დოთ. 

კოშის ტიპის ინტეგრალთა თეორიასთან მჭიდროდ დაკავშირებული 

ყოველი სიახლე ნამდვილი და კომპლექსური ცვლადის ფუნქციათა 
თეორიებში, აგრეთვე ყოველი ახალი შედეგი ინტეგრალურ განტო- 
ლებათა თეორიაში იძლევა მუსხელიშვილის მეთოდის შემდგომი გან- 
ვითარების ახალ პერსპექტივას. ფართოდ ცნობილია, თუ რა არსებეთი 
წვლილი შეიტანა თვით ნიკო მუსხელიშვილმა ერთგანზომილებიანი 
კოშის ტიპის ინტეგრალებისა და სინგულარულ ინტეგრალურ განტო- 
ლებათა თეორიებში. 

ნიკო მუსხელიშვილის მიერ მიღებული შმედეგებე მნიშვნელოვნად 
განავითარეს მისმა მოწაფეებმა, თანამშრომლებმა და კოლეგებძა. ამ 
მიმართულებით გამოქვეყნებულია სხვადასხვა ქვეყნის მკვლევართა 

მრავალი სტატია და მონოგრაფია. მათი მიმოხილვა მოცემულია ნაკო 

მუსხელიშვილის სახელგანთქმულ მონოგრაფიებში «L;ICC010ჩ0ხIC 0C- 
#08MხIC 3მმVV M216Mმ+V96ლM#იM 10009" VიიVI%CII» (მოსკოვი, 1966) 
და «CVMIIVI შიის M9M”ტოიმთხMMIC V008I68Mს (მოსკოვი, 1968; ქარ- 
თულ ენაზე გამოიცა 1982 წ). 

წინამდებარე წიგნი უპირველეს ყოვლისა განკუთვნილია ქართული 
უნივერსიტეტების იმ სტუდენტებისათვის, რომლებსაც კარგად აქვთ 
შეთვისებული სასწავლო პროგრამებით გათვალისწინებული უმაღლესი 
მათემატიკისა და თეორიული მექანიკის საკითხები. ამ წიგნის მნიშვნე– 
ლობასა და სარგებლობას განსაზღვრავს ის გარემოება, რომ მისი აფ 
ტორია თანამედროვე მათემატიკური ანალიზისა და უწყვეტ ტანთა მე– 
ქანიკის საყოველთაოდ აღიარებული მკვლევარი ნიკო მუსხელიშვილი, 
ეს მონოგრაფია საფუძვლად დაედო ნწ. მუსხელიშვილის შემდგომ გა- 
მოკვლევებს, რომლებმაც მნიშვნელოვანწილად განაპირობეს სხვა მეც- 
ნიერთა მიერ მიღებული პირველხარისხოვანი შედეგები მათემატიკუ- 
რი ფიზიკის მრავალ დარგში. 

დიდ შემოქმედებით წარმატებას ვუსურვებ ახალგაზრდა კოლეგებს. 
ამ წიგნის გამოცემა გათვალისწინებულია იმ ღონისძიებათა შორის, 

რომლებიც ნიკო მუსხელიშვილის დაბადებიდან 100 წლის შესრულე- 

ბასთან არის დაკავშირებული. 
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მადლიერების გრძნობით უნდა აღინიშნოს ბორის ხვედელიძის, 

ხვედრი ინასარიძის, ვახტანგ კოკილაშვილის, მარინე მუსხელიშვილის, 
მანანა სურმავას, მანანა წიკლაურის, თენგიზ შერვაშიძის, ჯონდო გვა– 
ზავას და სხვათა წვლილი წიგნის გამოსაცემად მომზადებაში. 

ლევან მაღნარაძე 

თბილისი, 1990 წ., 27 სექტემბერი
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წინასიტყვაობა 

ჩემი მიზანი იყო, რომ ეს წიგნი პირველად ქართულად გამომეცა, 
და შემდეგ იგი მემუარის სახით ერთ-ერთ უცხოურ ჟურნალში და- 
შებეჭდა. 

მაგრამ გარეშე მიზეზებმა, რომლებმაც ერთბაშად შეგვაწყვეტინა 
წესიერი ურთიერთობა ევროპასთან და თითქმის შეუძლებელი გახადა 

დაბეჭდილიყო ამოდენა მემუარი უცხოეთში, მაიძულა აქვე გამომეცა 
ეს წიგნი ისეთ ენაზე, რომელიც ყველა მათემატიკოსისათვის გასაგე– 
ბია. 

აქ აღარ შევეხები წიგნის “მინაარსს, იგი საკმაოდ ცხადია შესავლი- 
დან, სარჩევიდან და სხვადასხვა თავებიდან, რომელთაც წინ უძღვის 
შინაარსის მოკლე მიმოხილვა. 

ჩემი კვლევა-ძიების შედეგები ნაწილობრივ უკვე გამოქვეყნებუ- 
ლია სხვადასხვა ჟურნალში; კერძოდ, არსებითი ნაწილი ორი უკანას- 

კნელი თავისა მოთხრობილია ჩემს სტატიამი „5ს” 1'ი(ხყლმ იი ძი 

180ისგ1Iიი ხIჩეწო0ი1ძს6“, რომელიც აკადემიკოსმა ვ. სტეკლოვმა რუ- 

სეთის მეცნიერებათა აკადემიას წარუდგინა დასაბეჭდად; წინამდებარე 
შრომაში ეს გამოკვლევა გვარიანად არის დამატებული, რადგანაც აქ 

“შემოტანილია სპეციალური სახის მრუდწირული კოორდინატები, როძ- 

ლებიც გვიადვილებენ გამოთვლას გამოყენების მიზნით. 

ორიოდე სიტყვა კიდევ იმის შესახებ, თუ რა პირობებში მეხდებო- 

და ამ წიგნის დაწერა და დაბეჭდვა. 
1914 წლიდან არც ერთ გერმანულ, ხოლო 1917 წლიდან არც ერთ 

ევროპულ გამოცემას. საზოგადოდ, ჩვენამდე არ მოუღწევია (გარდა 
თითო-ოროლა ცალ-ცალკე წიგნაკისა) და ამიტომ მე საშუალება არა 

მქონდა ანგარიში გამეწია სპეციალური ლიტერატურისათვის აღნიმ- 
ნული წლებიდან. 

თანაც წიგნი იწყობოდა ღა იბეჭდებოდა მეტისმეტად ძნელ პირო- 

ბებში. მხოლოდ პროფესორ ანდრია რაზმაძის თაოსნობით არის, თუ 
ჩვენმი რთულფორმულებიანი მათემატიკერი თხზულების დაბეჭდვა 
"ხერხდება. ამიტომ მოხარული ვარ გადავუხადო მას ჩემი მადლობა 
ტექნიკურ დაბრკოლებათა დაძლევისათვის. 
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ჩემს მოვალეობად ვთვლი უღრმესი მადლობა გამოვუცხადო ამ 
წიგნის დაბეჭდვისათვის უნივერსიტეტის პროფესორთა საბჭოს, გან– 
საკუთრებით ბატონ რექტორს, პროფესორ ივანე ჯავახიშვილს იმ ცხო- 
ველი ყურადღების გამო, რომელსაც იგი იჩენდა ამ წიგნისადმი. 

ფრანგული ენის ლექტორმა, ქ-მა ელისაბედ ორბელიანმა ვალი 

დამდო ფრანგული ტექსტის გადათვალიერებით; ქ-მა ნინო დიასამიძემ, 
ჩვენი უნივერსიტეტის სტუდენტმა, დიდი დახმარება გამიწია ხელნაწე– 

რის სასტამბოდ დამზადებაში, ჩემმა მეგობარმა დოცენტმა არჩილ წა.. 
რაძემ გადაიკითხა უკვე დაბეჭდილი თაბახები და აღნუსხა კორექტუ- 
რული შეცდომები, რომლებიც წიგნის ბოლოშია მოყვანილი. ყველას 

ჩემი გულწრფელი მადლობა. 
ტექსტში ქართული და რუსული გვარების ტრანსკრიფციისას მე 

ვხელმძღვანელობდი ჩეხური წესით, რომელიც მიღებულია მათე–- 
მატიკურ მეცნიერებათა ენციკლოპედიის ფრა§- 
გულ გამოცემაში. 

ყოველ თავს თავისი ნუმერაცია აქვს ფორმულებისათვის. 

ნიკო მუსხელიშვილი. 

თბილისი, 3 აპრილი, 1922 წ.



შესავალი 

ამ წიგნში გადმოვცემთ ახალ მეთოდს მათემატიკური ფიზიკის იმ 
ძირითადი ამოცანების ამოსახსნელად, რომელნიც უკავშირდებიან 

სV= იV +5 24 =0 (1) 
ძჯX? 

ლაპლასის განტოლებას (ჰარმო 3 იულ განტოლებას) და 

პა იშV პ.V 
ტსტაVლ- _--+--=529 2 

პჯ! +2 ძX? ძე? 1 # 2 

ბიჰარმონიულ განტოლებას. 
ჩვენი ნაშრომის ხასიათის წარმოსაჩენად გავიხსენოთ (2) ბიჰარმო- 

ნიულ განტოლებასთან დაკავშირებული ძირითადი საკითხები, (1) გან– 

ტოლებაზე შეჩერება კი საჭიროდ არ მიგვაჩნია, ვინაიდან მისი თე- 
ორია დიდი ხანია კლასიკურად იქცა და კარგადაა ცნობილი. 

როგორც ვიცით, (2) ბიჰარმონიული განტოლება თავს იჩენს დრე- 

კადობის თეორიისა და ჰიდროდინამიკის სხვადასხვა საკითხში. 
უმეტეს შემთხვევაში საჭიროა განისაზღვროს (2)-ის LC, ამონახსნი, 

რომელიც რეგულარულია მოცემულ 5 არეში, ხოლო მის C საზღვარ– 
ზე გარკვეულ პირობებს აკმაყოფილებს. 

ასეთი პირობები” ტიპური მაგალითია C საზღვარზე LC, ფუნქციისა 

და მისი > ნორმალური წარმოებულის მნიშვნელობათა მოცემა. 
|/! 

ქვემოთ (თავი III) დავრწმუნდებით, რომ ეს იგივეა, რაც C საზ- 

ღვარზე 

ძV ძV9V 
–:ო- 

ძა ძყ 

კერძო წარმოებულების მნიშვნელობათა დასახელება: 

2C=/, (9, %7/=/, (5) (C-ხე), წ X ძყ 

სადაც I) და |; სახღვრის რკალის § სიგრძის მოცემული ფუნქციებია. 
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გ. ლაურიჩელას მიხედვით, (3) პირობების შესაბამის ამოცანას 
ქირითად ამოცანას ვუწოდებთ. 

ამ დამახასიათებელი შემთხვევის გარდა დრეკადობის თეორია'მი 
განიხილება უფრო რთული შემთხვევებიც, რომელთაგან ზოგიერთს, 

ყველაზე მნიშვნელოვანს, ქვემოთ, IV თავში განვიხილავთ. 

უკანასკნელ ხანს ჩვენ მიერ „ძირითადად“ წოდებული ამოცანის 
განხილვას მრავალი მნიშვნელოვანი ნაშრომი მიეძღვნა! შეიძლება 
ჩაითვალოს, რომ ეს ამოცანა თეორიულად სავსებით ამოხსნილია იმ 

“შემთხვევაში, როცა § არე მარტივსაზღვრიანია და სასრული. უსასრუ- 

ლო არისათვის (გარე ამოცანა) კი ზოგი საკითხი გამოსაკვლევი დარჩა, 

რაც მე სხვაგან უკვე აღვნიშნე?. 

გამოკვლეულად შეგვიძლია ჩავთვალოთ აგრეთვე დრეკადობის თე- 
ორიის ორგანზომილებიანი ამოცანის (ე. წ. ბრტყელი ამოცა- 

ნ ა) შესაბამისი შემთხვევაც (მდრ. 1V თავი). 
ზოგადი ხასიათის ნაშრომებში შემოთავაზებული ინტეგრების მე- 

თოდები, როგორც მოსალოდნელი იყო, წმინდად თეორიულია და მა- 

თი ეფექტურად გამოყენება საზოგადოდ ვერ ხერხდება. ამ გარემო- 
ებამ განაპირობა მრავალი გამოკვლევა, რომელსაც უფრო პრაქტიკუ- 

ლი მიზანი ჰქონდა -–“- კერძო, მაგრამ მეტ-ნაკლებად მნიშვნელოვანი 
ამოცანების ამონახსნების აგება. მათგან ჩვენ ამჯერად გვაინტერესებს 
მხოლოდ ისინი, რომელთა მიზანია მათემატიკური ფიზიკის ამა თუ იმ 

ამოცანის ზო გადი ამონახსნის აგება არეთა მოცემული, შეძ- 

ლებისდაგვარად ვრცელი კლასისათვის4. 

ასეთი ხასიათისაა ჩვენი ნაშრომიც. აქ გადმოცემული მეთოდი ვარ- 
გისია „მარტივადბმული (სასრუ ლი ან უსასრულო) 5 არე- 

ებისათვის, რომელთაც შემდეგი თვისება გააჩნიათ. 

როგორც ცნობილია, 5 არე ყოველთვის გადაისახება კონფორმუ- 
ლად წრეზე. ვთქვათ, ეს გადასახვა ხორციელდება 

2=VთC), .2=X+!ყ, ს=ნ6+!», -:.1 (4) 

ფუნქციით, რომელიც § არის (X, ყ) წერტილებს უთანადებს წრის 
C, ოი) წერტილებს. არეები, რომელთათვისაც გამღდ- 

გება ჩვენი მეთოდი, იმით ხასიათდება, რომ წრე- 

ზე თ(C) რაციონალური ფუნქციით გადაისახება. 
რაც შეეხება სასახღვრო პირობებს, ისინი შეიძლება სხვადასხვა- 

ნაირი იყოს. აქ ჩვენ მხოლოდ იმ შემთხვევებს განვიხილავთ, რომლე- 
ბიც შეესაბამებიან ჩამაგრებული დრეკადი ფირფიტას წონასწორობას 
Vთირითადი ბიჰარმონიული ამოცანა). და დრეკ»> 

დობის ორგა ნზომილებიანი ამოცანის შესატყვის ორ 

ძირითად :შემთხვევა,... >> აო ჭა ვვაოა 

ი



ჯერ კიდევ ე. ალმანსიმ5ა მოგვცა ძირითადი ბიჰარმონიული 
ამოცანის ამოხსნის მეთოდი ისეთი არეებისათვის, რომელთათვისაც 

თ () ფუნქცია მრავალწევრია. შემდგომ ტ. ბ ო ჯ ი ო მ5 ამოხსნა დრე– 
კადობის თეორიის ორგანზომილებიანი ამოცანა არეთა ამავე კლასი- 
სათვის, როცა არის საზღვარზე დრეკადი გადაადგილების ვექტორია 
მოცემული, და განავრცო თავისი მეთოდი ისეთ სასრულ არეებზე, 
"რომლებიც წრეზე რაციონალური თ (დ) ფუნქციით აისახება?7. 

მიგვაჩნია, რომ ჩვენი მეთოდი გაცილებით მარტივია და უშუალო. 

ამას გარდა, ის უფრო ზოგადია, ვინაიდან ისევე კარგად მიუდგებ» 

უსასრულო არეს, როგორც სასრულსზ და თითქმის არ განასხვავებს 
ზემოხსენებულ სასაზღვრო ამოცანებს. ამის საპირისპიროდ, ალმანსი- 
სა და ბოჯიოს მეთოდები ამ შემთხვევებიდან მხოლოდ ერთ-ერთისა- 
თვისაა განკუთვნილი. კერძოდ, ამ ავტორებს არ განუხილავთ ჰირითა–- 
-დი ბიჰარმონიული ამოცანა, როცა თ (2) არის პოლინომისაგან განსხვა- 

ვებული რაციონალური ფუნქცია. 

მაგალითად, ელიფსის გარე არე 5, რომელიც უსასრულო ბრტყე- 
ლი არეა, ზემოხსენებული არეების კერძო შემთხვევაა, ვინაიდან შესა- 

ბამისი თ () საკმაოდ მარტივი რაციონალური ფუნქციაა; ჩვენი მეთო- 

“დი ერთბაშად იძლევა სასაზღვრო ამოცანების ზოგად ამონახსნებს, ალ- 
მანსის მეთოდის უშუალო გამოყენება კი შეუძლებელია!?მ. 

ჩვენი მეთოდის ძირითადი იდეა შემდეგია: ვიყენებთ ბიჰარმონი- 

ული ფუნქციის ზოგად წარმოდგენას კომპლექსური სახით, რომელიც 

დიდი ხნის წინ მოგვცა ე. გუ რსამ!): 

ყVყ= -- (2დ(2) +2C(2) + # (2) + #(2)). 

სადაც დ(2) და #(2) 2=X+!ყ კომპლექსური ცვლადის ანალიზური 

ფუნქციებია, ხოლო 2, დ(7) და V(2) შესაბამი ად 2-ის. თდ(2)-ის და 

“(2)-ის კომპლექსურად შეუღლებული სიდიდეები...” 
“- 

შემდეგ შემოგვაქვს ახალი ა ცვლადი, რომელიც 2 სიდიდეს.. 

2=0C (5) 

ტოლობით უკავშირდება და 5 არე ს სიბრტყი" C წრეს უთანადებს. C 
ცვლადის მეშვეობით სასაზღვრო პირობები შესანიშნავ სახეს იღებ, · 

რომლის დახმარებით უშუალოდ გამოითვლება დ და ს ფუნქციები 

1 I ' ”. ძა (5) 

2» უე 
  

.



სახის ინტეგრალების რამდენიმე თვისებაზე დამყარებული ძალზე მარ– 
ტივი ზერხით. ასეთ ინტეგრალებს კოშის ტიპის ინტეგრალებს ვუწო- 

ებთ. 

” V-სათვის კომპლექსური გამოსახულების გამოყენების იდეა ახალი 
არაა; რამდენადაც ვიცი, მსგავსი მიზნის მისაღწევად ეს იდეა სისტე– 

მატურად არავის გამოუყენებია!?. 

ახალი აქ (5) სახის კომპლექსურ ინტეგრალებზე გადასვლაა!ჰ, მარ- 

თალია, ადრე გ. კოლოსოვმა და მე ჩვენს სტატიაში გამოვიყენეთ 
მსგავსი იდეა, მაგრამ ეს იყო მხოლოდ ძალიან კერძო, სახელდობრ, 

წრიული არის შემთხვევა14, 
სანამ ბიჰარმონიულ განტოლებახზე გადავიდოდეთ, II თავში განვი- 

ხილავთ (1) ჰარმონიულ განტოლებას, რომელსაც ანალოგიური 

მეთოდით ვუდგებით. 
სხვათა მორის, ეს მეთოდი გვაძლევს გამოყენებით კვლევაში ფრიად 

გამოსადეგ ფორმულებს. მაგალითად დავასახელებთ უსასრულო სი- 
თხეში ნებისმიერი ფორმის ცილინდრის მოძრაობის ამოცანის 

ამოხსნას (მოძრაობა ცილინდრის ფუძეების პარალელურია) და ერთ 

საკმაოდ საინტერესო შედეგს, რომელიც იმ შემთხვევას ეხება, როცა 
ამონახსნი ელემენტარული ფუნქციებით გამოისახება (შდრ. თავი II, 
§ 31). 

(5) სახის ინტეგრალების ჩვენთვის აუცილებელი თვისებები დად- 
გენილია ამ ნაშრომის I თავში, რომელიც ეძღვნება კვლევისათვის სა– 
ჭირო დამხმარე დებულებებს. 

აღსანიშნავია შემდეგი გარემოებაც. ზოგიერთი შედეგის დამტკი- 
ცებისას შემომაქვს საზღვარზე მოცემული ფუნქციების სხვადასხვა 

შეზღუდვა: მაგალითად, ვუშვებ, რომ ეს ფუნქციები უწყვეტია, წარ- 
მოებადია და ა. შ. მე შემეძლო შემეცვალა ეს პირობები, რომელთა 

მთავარი დანიშნულება ზოგიერთ ზღვარზე გადასვლის უზრუნველყო- 

ფაა, უფრო ზოგადი პირობებით, თუ გამოვიყენებდი, მაგალითაღ, 

ლებეგის ინტეგრალებს, მაგრამ ეს არ გავაკეთე, რათა უცხო გან- 

ხილვებით არ დამეჩრდილა მეთოდის ესოდენ მარტივი იდეა. მეორე 

მხრივ, მკითხველი ადვილად შენიშნავს, ამ შეზღუდვათაგან რომელი 

შეიძლება მოიხსნას ისე, რომ შედეგები უცვლელი დარჩეს.



თავი | 

დამხმარე დებულებები 

ეს თავი მიძღვნილია კომპლექსური ცვლადის თეორიის ზოგიერთი 

„კარგად ცნობილი საკითხისადმი, რომელსაც ხშირად გამოვიყენებთ 

ჩვენს გამოკვლევებში. პირველ განყოფილებამი ვამტკიცებ კომის ტი- 
პის ინტეგრალების ხოგიერთ თვისებას, ხოლო მეორეში მომყავს მარ- 

ტივსაზოვრიანი არის წრეზე კონფორმული ასახვის ცნობილი ძირითა- 

დი თვისებები, 

I. კოშის ტიპის ინტებგრალები 

კოშის ინტეგრალების ანალოგიური ინტეგრალების, ან მოკლედ, 

კოშის ტიპის ინტეგრალების ქვეშ გვესმის 

ს (010 რ 
2. ხ–ა 

C 

სახის ინტეგრალები, სადაც 

L=წ+I» 

აღნიშნავს კომპლექსურ ცვლადს, C შეკრული მარტივი წირია, ა“ არის 

ცვლადი წერტილი C-ზე და, ბოლოს, I, და !: C. წირის რკალის ნამ–- 

დვილი ფუნქციებია. 
(') ინტეგრალი არ არის კოშის ინტეგრალი ჩვეულებრივი აზრით, 

ვინაიდან კოშის ინტეგრალში (+ წიე გამოსახულება წარმოადგენს 

მნიშვნელობას, რომელსაც C-ს შიგნით ჰოლომორფული ფუნქცი:!5 
იღებს C წირის გასწვრივ და, მაშასადამე, მასში მონაწილე I) და | 

ფუნქციები დამოუკიდებელი არაა: თუ ერთ-ერთი მათგანი მოცე- 
მულია, მეორე განსახღვრული იქნება მუდმივამდე სიზუსტით. 

ჩვენ დავადგენთ (") სახის ინტეგრალების ზოგიერთ თვისებას და 

განვიხილავთ მხოლოდ იმ შემთხვევას, როცა C არის წრეწირი, რად- 
გან შემდგომში მხოლოდ ამ შემთხვევას გამოვიყენებთ. 
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ა ჰარნაკის ერთ-ერთ სტატიაში! მოყვანილია ზოგიერთი დე- 
ბულება, რომელიც ზოგად შემთხვევას ეხება. 

§ 1. თეორემა კოშის ტიპის ინტეგრალის ზღვრის შესახებ. განვი- 

ხილოთ ინტეგრალი - ·) >” 

=> (ფ)« | რდ--- 1 +. (1) 

სადაც 

C=ნ+!» 
კომპლექსური ცვლადია, ») არის წრეწირი L (ვლალის სიბ“ტყეში, ჯ” 

არის «ზე ცვლადი წერტილი და, ბოლოს, /()) არის V-ს ს რკალის 

ნამდვილი ფუნქცია. 
ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია დავუშვათ, რომ + წრეწირის 

რადიუსი 0=1 და მისი ცენტრი არის 5=0 სათავეში, 
ამ დაშვებით, 8 შეგვიძლია განვხილოთ როგორც დ” კომპლექსური 

სიდიდის არგუმენტი და გვექნება 

ს =C!9. 

ცხადია, რომ (1) ფორმულით განსაზღვრული Cდ (ე) ფუნქცია ჰო- 

მორფულია «ჯ-ს შიგნით. 

შემდეგი თეორემა გვიჩვენებს, თუ როგორ იქცევა ეს ფუნქცია. 
თვით +; წრეწირის მიდამოში!?, 

თეორემ. დავუშვათ, რომ (1) ინტეგრალში /(%) აღ-. 
ნიშნავს ინტეგრებად ფუნქციას მთელ 4 წრეწირზე და: 

უწყეეტს თავის + პირველ წარმოებულთან ერთად 

ჯს 4,8 რკალზე. ამას გარდა, ვთქვათ, 48 არის /'წ' 

რკალში მთლიანად მოთავსებული რაიმე რკალი!და 
ა არის) #8 რკალის ნებისმიერი წერტილი. 

ამ დაშვების შემდეგ შეგვიძლია დავასკვნათ, რომ, 

როცა ხხ წერტილი ისე მიისწრაფვის ჯ, წერტილისაკენ, 

რომ ყოველთვის რჩება +»-" შიგნით, მაშინ CX() ფუნქ- 
ცია თანაბრად მიისწრაფვის სავსებით განსაზღვრული 

ზღვრისაკენ და ეს ზღვარი იქნე1(ა M-ს უწყვეტი ფუნჟ- 
ცია 48 რკალზე. 

ამ თეორემის დასამტკიცებლად გარდაექმნათ (1) ინტეგრალი პო- 

ლარული კოორდინატების შემოტანით. ამისათვის დავუშვათ 

ს = 0(0'7. 
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ჯ-ს C” წერტილებისათვის გვექნება 0=1 და, მაშასადამე, 

C”=(6'9, 

„-ით აღვნიშნოთ მანძილი ღუ-სა და C-ს შორის, ს-თი აღვნიშნოთ L”-C 

სიდიდის არგუმენტი, რის 'მედეგად გვექნება 

C"--= =#/40%, 

თუ (1)-ში შევიტანთ ამ აღნიშვნებს და შევნიშნავთ, რომ 

ძ- =(0!9 ძმ, 

  

გვექნება 
22 

- 1 > /(8% 0(9–%) ქე. _ 

2” ' 
0 

1 2. ლ05 8 27 5111 C 
= - - ძს-- - ძე. 2 

სადღაც §=ს-ს აღნიშნავს კუთხეს, რომელსაც ადგენს C-ნ ვექტორი 

ჯ-ს გარე ნორმალთან (L წერტილში), ამასთან, ეს კუთხე ათვლილია» 

ნორმალიდან დადებითი მიპართულებით (ნახ. 1) 

  

ნახ. 1 

თავდაპირველად განვიხილოთ (2) ტოლობებიდან უკანასკნელის 

მარჯვენა მხარის პირველი ინტეგრალი. ეს ინტეგრალი, ცხადია, ო რ- 

მაგი ფენის ლოგარითმული პოტენციალია, რომ- 

ლის წრფივი სიმკვოივე არის /|(0). 
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ამ პოტენციალის კარგად ცნობილი თვისებები საშუალებას გვაძ- 
ლევს დავასკვნათ, რომ ის თანაბრად მიისწრაფვის გარკვეული ზღვრი- 

საკენ, როცა § მიისწრაფვის LI-ისაკენ, ვინაიდან /(0) ფუნქცია უწყვე- 
ტია 4/8” რკალზე, რომელიც თავის მხრივ შეიცავს 48 რკალს. 

გარდა ამისა ვიცით, რომ 

  

  

2: 

წი ) / 2! ი8=- /(-)+ 
(2921. 

+ წ /() <=" ძა (3) 

სადაც მარჯვენა მხარეში # აღნიშნავს მანძილს C” და «I» წერტი- 

ლებს შორი", რომლებიც მოთავსებულია ჯ-ზე. 

მეორე მზრივ ცხადია, რომ 5=L1)-თვის 

(ნახ. 2) და, მაშასადამე, 

  
  ძს.- წ” რ) ძი=იიი«. (35 

0 
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ამგვარად გვექნება 
2% 

Iთ (I 29% ვ. 1. /(8)+იიი§!, თ. 
ხ-ნ 2%X შ , 2 

  

რაც ამტკიცებს ამ ზღვრის უწყვეტობას 48 რკალზყ. 
განვიხილოთ ახლა ინტეგრალი 

2> , 
( I 51I1C ძჭ.. 

,” 
0 

  

ცხადია, შეგვიძლია დავწეროთ 

· §1ი 6 ძ, 
| I რ-) /-. (5   

, 

ვთქვათ, ჯი არის V-ს ნაწილი, რომელიც მიღებულია 478” რკალის 
ამოგდებით. გვექნება 

8? 

ძ„ ძ” ძ, (I==( I<-+, <=. 
ა ჩა), ” , 
1 4 Vი 

ინტეგრალი, გავრცელებული #Xი რკალზე, აკმაყოფილებს ჩვენი თე– 
ორემის პირობებს; განსახილავი დაგვრჩა ის ინტეგრალი, რომელიც 

გავრცელებულია #/87 რკალზე. ნაწილობითი ინტეგრება გვაძლევს 

8 , 8 
( / % =(/I6)” –( I (8) 1C/ ძზ. 
MM” , “ წ”. 

მაგრამ უკანასკნელი ინტეგრალი არის მარტივი ფენის პოტენციალი 
I (9) უწყვეტი სიმკვრივით; მაშასადამე, ის არის უწყვეტი ფუნქცია „8 

რკალის მიდამოში; ვინაიდან |/ 1C „18, ფუნქცია, აქვს იგივე თვისება, 

ჩვენი თეორემა სავსებით დამტკიცებულია. 
§ 35. განზოგადება. დავამტკიცოთ ახლა უფრო ზოგადი დებულება, 

სახელდობრ: 

ვთქვათ, /(3) ინტეგრებადი ფუნქციაა +-ზე და უწკ- 
ვეტია ყველა თავისი წარმოებულებით #+1 რიგამდე 
ჯ-ს 4,8 რკალზე. ვთქვათ, 48 არის 48” რკალში მთლი- 
ანად მოთავსებული რკალი და ს არის ,8 რკალის ნე- 
ბისმიერი წერტილი. 

2. ნ. მუსხელიშვილი 17



მაშინ «MC )() თანაბრად მიისწრაფვის გარკვეული 
ზღვრისაკენ, როცა § ისე მიისწრაფვის C,-ისაკენ, რომ 

რჩება V-ს შიგნით; ეს ზღვარი იქნება 8 რკალის უწყ- 

ვეტი ფუნქცია 48 ინტერვალში. 
მართლაც, თავდაპირველად დავუშვათ, რომ #=1. წინა აღნიშვნე–- 

ბის თანახმად გვექნება 

8' 

ძი 1 1 
თო. წ 70 ==“. წ+ + . 

27! ე C –-ხ)?“ 2X%' 2»X' , 

V0 4 

მარჯვენა მხარის პირველი ინტეგრალი აკმაყოფილებს ჩვენი თე– 
ორემის პირობებს. 

მეორე ინტეგრალი შეიძლება გარდაიქმნას შემდეგნაირად: 

8' 8' 
1 IძC. _ 1 ( #“Iძა _ 

29% 4, C--0? 291, (9-1 0. 

1 ” ძ 1 უეაეეა.. 
2XI ა, ძა V 0'--C 

1 /ფ ქ“, 1 (თი _ 
0 L | 214, 00 2... 

1 | /(ზ) “> (, (0-0 ქ" 
2#%| 29-C |, 2»! 4, C-6. 

ინტეგრებული ნაწილი აკმაყოფილებს თეორემის პირობებს. რაც 

შეეხება ინტეგრალს, მას აქვს ისეთი სახე, რომელიც უკვე იყო გან– 

ხილული წინა §-ში, მხოლოდ იმ განსხვავებით, რომ |(მ) ნამდვილი 

ფუნქციის ნაცვლად აქ მონაწილეობს კომპლექსური ფუნქცია (6-7 /” (9-). 

მაგრა, თუ  განვ+ცალკეეებთ ერთმანეთისაგან ამ უკანასკნელი 

ფუნქციის ნამდვილ და წარმოსახვით ნაწილებს, განსახილავი გახდება 

ჯამი ისეთი ორი ინტეგრალისა, რომლებიც წინა §-ის ინტეგრალის 

ანალოგიურია, ამრიგად, ჩვენი თეორემა დამტკიცებულია #=1 შემ- 

თხვევისათვის. 

M=2 “მემთხვევა ასევე დაიყვანება წინა შემთხვევაზე და ასე შემ– 

დეგ. 
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შენიშვნები. 1, როცა / ფუნქცია უწყვეტია მთელ წრეწირზე. 
მაშინ წინა თეორემები რჩება სამართლიანი, თუ #8 რკალს შევცვლით; 
მთელი 2, წირით. 

2. ცხადია, რომ წინა თეორემები სამართლიანი რჩება, თუ I(9)-L. 

შევცვლით 
/) (9)+!7: (1) 

კომპლექსური გამოსახულებით. 

§ 3. ძირითადი თეორემა. გადავიდეთ ახლა შემდეგი თეორემის 
დამტკიცებახე (თეორემა ეკუთვნის ჰარნაკს)!ზ. 

თეორემ. ვთქვათ. /,(ე) და /(ჰ) ორი ნამდვილი, 

შემოსაზღვრული ფუნქციაა Vჯ» წრეწირზე და უწყვე- 
ტია »-ზე გარდა, შესაძლოა, წერტილთა სასრული რაო– 

დენობისა. თუ 

  1 IC”: 1_ (სრ. (6V 
L- - 2» 1 L-C 

V 
2>' 

ტოლობას ადგილი აქვს ჯ-ს შიგნით მოთავსებულ. ყო- 

ველ ს წერტილში, მაშინ გვექნება აგრეთვე 
/|) (+)=/5 (3) 

3-ს ყოველი მნიშვნელობისათვის, გარდა /, და /: ფუნე- 

ციების წყვეტის შესაძლო წერტილებისა. 

მართლაც, ვთქვათ 

| (§)=/, (8) –-ჩ (3). · 

წინა პარაგრაფების აღნიშვნების თანახმად, (6) ტოლობა შეიძლებ». 

ჩაიწეროს ბემდეგრირად (იხ. (2) ფორმულა): 

           

  

XI ,/–-ძ §51I1 8 

საიდანაც აქე 

2: 
C05 6 

- იძ5% =0. 
>») / 

რადგან, დაშვების თანახმად, ეს ტოლობა უნდა დაკმაყოფილდეს #-L. 

შიგნით ყოველ § წერტილში, მიტო გვექნება. აგრეთვე 

Iთ 2956 ყვი, 
C-·C 

  

ამ
 

–



სადაც C)=C მ" აღნიშვავს ჯ-ს ნებისმიერ წერტილს. აქედან ვასკვნით, 

(3) და (31) ფორმულების გათვალისწინებით, რომ 

2X 

0=1 (6).1 ( I (3) ძა. / (9ყე)+00ი5( 
2 ” 2». 2“. , 

ანე · 

წ(3)ლ=ლ0ი5L=C, 

გარდა, შესაძლოა, 9-ს მნიშვნელობათა სასრული რაოდენობისა V 

ფუნქციის წყვეტის წერტილებისა). 
თუ I (8)1=C მნიშვნელობას შევიტანთ წინა ტოლობებში, მივიღებთ 

' C++ (0=0 
2 2 

და, მაშასადამე, C =0. ამრიგად გვექნება 

/ (8)=/, (9)-–/ა (3ე)=0, 

თუ მხედველობაში არ მივიღებთ წყვეტის წერტილებს. 

შედეგი. ვთქვათ, V,; (8), 9, (8), #ი (9), 0; (ზს) ჯ წრეწირის § რკალის 
ნამდვილი და უწყვეტი ფუნქციებია. ზემოთქმულის თანახმად ცხადია, 

რომ ტოლობები 

(1 (8)=V6 (9), 

თ, (8) =შა (მ) 
შემდეგი ტოლობების ტოლფასია: შეეეი 

1 -#,+1!9I , _#M2+!ძე_ , 

2»! 1 -C< L-C «% = 2»! 21 + CC ძი, 

  

__ ( (ვ–I/ხა ძნ. 1 Iა–-I9ა ძ”, 

2XL. L-ნ 2XჯL C”--§ნ 
1 

სადაც L აღნიშნავს ჯ-ს შიგნით მოთავსებულ ნების მიერ წერტილს. 

§ 4. კოშის ფორმულების ანალოგიური ფორმულები. ღავამტკი- 

ცოთ ახლა რამდენიმე მარტივი ფორმულა, რომლებიც მნიშვნელოვან 
როლს თამაშობენ ჩვენი მეთოდისათვის. 

პირველი ფორმულა. ვთქვათ, I (C) არის კომპლექსური § ცვლა- 
დის ფუნქცია, რომელიც ჰოლომორფულია C მარტივი ჩაკეტილი 
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წირის შიგნით, გარდა ერთადერთი თი წერტილისა, სადაც ამ ფუნქციას 
გააჩნია პოლუსი მთავარი ნაწილით: 

(-M · რთ ი.1 რ”, 
უბ. -–ი+46+ ... 
ს-ით (-–თ)”“! ს-ძ 

გარდა ამისა დავუშვათ, რომ | C-) უწყვეტია C წირზე!9. 
შემდეგ, თუ L-თი აღვნიშნავთ C-ს რაიმე შიგა წერტილს, გვექნება 

ფორმულა 

  

1 7060 კ =ჰ(0)– რი) _ _ ი · (7) 

22105 დ-ი იი “ თ 
მართლაც, კომის თეორემის თანახმად გვაქვს 

1 -, > _ 
2>; | I IC” “C–თ)"“ ... ალო 

=/ლ---“ 
V 

( _ თ”: –“... > C--ი 

  

  

რადგან ფიგურულ ფრჩხილებში მოქცეული ფუნქცია ჰოლომორფუ- 

ლია C-ს შიგნით. მაგრამ ამ ფორმულის მარცხენა მხარე დასამტკიცე– 
ბელი ფორმულის მარცხენა მხარის ტოლია, ვინაიდან # რიცხვის ყო- 
ველი მთელი დადებითი მნიშვნელობისათვის გვექნება 

1 %- _-ი,; (8) 
2»! L ა ი) (0 

ეს ადვილად მტკიცდება, თუ ინტეგრების C წირს შევცვლით უსასრუ- 

ლოდ დიდი რადიუსის მქონე წრეწირით. 

მაშასადამე, (7) ფორმულა დადგენილია. 

მეორე ფორმულა. ვთქვათ, IC) არის ჰოლომორფული ფუნ- 

ქცია მარტივი ჩაკეტილი C წირის გარეთ, გარდა შესაძლოა L=თი 
წერტილისა, სადაც მას აქვს პოლუსი 

ძე +ძ. ეს 1+...+ძ, ს-L ძი 

მთავარი ნაწილით?მ; გარდა ამისა დავუშვათ, რომ IC) უწყვეტია თვ-თ 
C წირზე. 

როგორც ზემოთ, თუ (C-თი აღვნიშნავთ C წირის შიგა წერტილი. 

გვექნება ფორმულა 
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  _!_ ( IC) კიი 4-0, მ0+..+9C+თ. დ) 

მართლაც, შემოვხაზოთ L წრეწირი ცენტრით სათავეში საკმაოდ 
დიდი რადიუსით ისე, რომ C წირი მთლიანად მოთავსდეს I-ს შიგ- 
ხით. ვინაიდან I() ჰოლომორფულია I-ს გარეთ (გარდა, შესაძლოა, 

-=C წერტილისა) ლორანის ფორმულის თანახმად, გვექნება 

5 
/C0= %) <1 +0,C+...+0,§+0თ, 

უფ. 
ამასთან უსასრულო მწკრივი თანაბრად კრებადია I-ს გარეთ. 

მეორე მხრივ, ვინაიდან I() ჰოლომორფულია C-სა და L-ს შო- 
(რის მოთავსებულ არეში, გვექნება 

_1_ ( 0-1 (5) ძ-= 
2»: ) C-– _ 2 ს 

=-- ! (+ +.. +4+2) დ რ 

=ძ,ს +ძე-1C შ+...+ძი, 

ვინაიდან, როგორც ეს ახლახან ვნახეთ, ყოველი ინტეგრალი 

1 I ლ–დ– ხ, ”ძ"” 
; #=1, 2... 

CC-09” 2»! 

ნულია. 

მაშასადამე, (9) ფორმულა დამტკიცებულია, 

MX 1I. პონფორმული ასახვის შესასებ 

კონფორმული ასახვის თვისებები ამჟამად კარგად არის ცნობილი?!. 

მიუხედავად ამისა, ჩემი აზრით, სასარგებლო იქნება აქ გავიხსენოთ 

რსოგიერთი ძირითადი ცნება, რომელიც აუცილებელია ჩვენი მეთოდის 

გამოყენებისათვის. 

§ 5. განვიხილოთ V, ყ) წერტილთა სიბრტყეზე არე, შემოსაზღვრუ- 

ლი ჩაკეტილი მარტივი C წირით. 
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ეს არე შეიძლება იყოს სასრული ან უსასრულო. პირველ შემთხვე- 
ვაში ის წარმოადგენს სიბრტყის იმ ნაწილს, რომელიც მოთავსებულია 
C წირის შიგნით, ხოლო მეორე შემთხვევაში ის არის სიბრტყის ნაწი- 

ლი, რომელიც მოთავსებულია C-ს გარეთ. 

ვთქვათ, თ არის ერთე ულრადიუსიანი წრე (§,») წერ- 
ტილთა სიბრტყეზე ცენტრით სათავეში. 

მაშინ როგორც ცნობილია, ყოველთვის შეიძლება მოიძებნოს 

ს=ნ+!უ 
კომპლექსური ცვლადის ისეთი Cთ(-) ანალიზური ფუნქცია, რომ 

2=X+Iყ=0C(:) (19) 

დამოკიდებულება 75 არის თ წრეზე ურთიერთცალსახა ასახვას მოგ- 

ვცემს. სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, (10) დამოკიდებულება 0-ს ყო- 

ველ ს წერტილს 'მეუთანადებს 5-ის ერთ წერტილს და პირიქით. 

ასეთ ასახვასს ეწოდება კონფორმული, ვინაიდან ის ინარ- 

ჩუნებს უსასრულოდ მცირე ფიგურების მსგავსებას. კიდევ დავაზუს–- 

ტოთ ეს თვისება. 

ეთქვათ, C” ·და C” ორი წრფივი ელემენტია, 5-ში მოთავსებული და 

§-ის 2 წერტილიდან გამომავ:ლი. (10) დამოკიდებულება უთანადებს 
C”-ს და C“-ს თ-მი მოთავსებბუულ ორ +” და 4” ელემენტს, გამომავალს 
ხი წერტილიდან, რომელიც 2) წერტილის ანასახია, 

კონფორმულე ასახვის ძირითადი თვისება ზუსტად იმაში მდგომა–- 

რეობს, რომ C” და C” ელემენტებს შორის კუთხე ჯ”-ს და +ჯ“-ს შორის 
კუთხის ტოლია. გარდა ამისა, (10) დამოკიდებულება ინარჩუნებს კუთ- 
ხეების ათვლის მიმრთულებას. ეს იმას ნიშხავს რომ თუ ნებისმიერად 
ავირჩეეთ C” და C” ელემენტებზე დადებით მიმართულებებს, მაშინ 
+ ისა დ” “”-ის შესაბამისი მიმართულებები ისეთნაირი იქნება რომ 
+” -დან ჯ”-ზე გადასვლა მოხდება იმავე ბრუნვით, რაც C”-დან C”-ზე. 

ეს ყველაფერი შეეხება 5-ის ან თ-ს შიგნით მოთავსებულ წერტი- 
ლებს. 

რაც შეეხება თვით სასაზღვრო წირებს, ჩვენი ზოგადი დაშვებები 
საშუალებას იძლევა დავასკვნათ მხოლოდ, რომ ეს წირები ერთმანეთს 
ფცალსახად ეთანადება??. 

მაგრამ არსებობს საკმაოდ მრავალი შემთხვევა, როცა შეიძლება 

დარწმუნებული ეიყოთ, რომ ასახვა კონფორმულია სასაზღვრო წირე- 

ბის წერტილებისათვისაც; ეს ნიშნავს, რომ ამ შემთხვევებში წენა დე– 
ბულებები სამართლიანი რჩება, თუ 20 და ·ი წერტილები თვით სა- 
საზღვრო წირებზეა და C” და 4” ელემენტებად შესაბამისად ავიღებთ 
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ამ წირების ელემენტებს (იხ. ნახ. 3, სადაც მოცემულია სასრული § 
არის და უსასრულო 5 არის შემთხვევები). 

შევთანხმდეთ, დადებითი ვუწოდოთ C-ს გავლის იმ მიმართულე– 
ბას, რომელიც 5 არეს ტოვებს მარცხნივ (ნახ. 3). აქედან ცხადია, რომ 

V 

“„» 

წრე ძ 

  

სასრული არე! უსასრულო არე 

ნახ. 3 

C-ს გავლის დადებით მიმართულებას ყოველთვის შეესაბამება +/ წრე– 

წირის გავლის დადებითი მიმართულება. 

§ 6. გავიხსენოთ კიდევ კონფორმული ასახვის ზოგიერთი ძირითა–- 
დი თვისება და შევთანხმდეთ ზოგიერთი აღნიშვნის შესახებ. 

როცა 5 არე სასრულია, მაშინ თ(L) ფუნქცია ჰოლომორფულია 

ყვე ლგან ძ-ში და მისი წარმოებული თ”(§) არ არის ნული ამ არეში. 

როცა 5 არე უსასრულოა, მაშინ თ(C)-ს აქვს მარტივი პოლუსი 

ძ-ში; C” (ე წარმოებული აგრეთვე არ არის ნული თ-'ში. 

უფრო ქვემოთ გავაკეთებთ დამატებით დაშვებას; სახელდობრ, და- 
ვუშვებთ, რომ თ”(C) თანაბრად მიისწრაფვის ნულისაგან განსხვავებუ– 
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ლი ზღვრისაკენ, როცა ხს მიისწრაფვის ჯ) წრეწირის წერტილესაკენ.. 
თუ ეს პირობა შესრულებულია, შეგვიძლია დარწმუნებული ვიყოთ,. 
რომ ასახვა კონფორმული იქნება აგრეთვე თვით საზღვარზე. 

იმისათვის, რომ ეს პირობა დაკმაყოფილდეს, საკმარისია, მაგალი–- 

თად, დავუშვათ, რომ C არის ანალიზური წირი კუთხოვანი წერტი-. 
ლების გარეშე. 

ცნობილია, რომ ყოველთვის შეიძლება («X(C) ისე ავირჩიოთ, რომ 
5-ის ნებისმიერ წერტილს რმეესაბამებოდეს თ-ს ნებისმიერად არჩე-. 

ული წერტილი. 
ქვემოთ ჩვენ ყოველთვის შემდეგნაირად მოვიქცევით: 
როცა § სასრულია, (X, ყ) წერტილთა სიბრტყის სათავედ ავიღებთ. 

§-ის რაიმე წერტილს და ამ წერტილს შევუსაბამებთ თ-ს C=0 წერ- 
ტილს (წრის ცენტრი), ასე რომ გვექნება 

თ (0)=0. (11) 

როცა § უსასრულოა, 2=C5ი0 წერტილს შევუსაბამებთ C=0 წერ– 
ტილს, ასე რომ თ(C)-L ექნება (მარტივ და ერთადერთ) პოლუსად L=0- 

წერტილი: 

თ (C)= X + ჰოლომორფული ფუნქცია. (12). 

2 სიბრტყის წირები რომლებიც შეესაბამებიან L სიბრტყის. 
ი=Cიი5! წრეწირებს, შეკრული წირები იქნებიან. 

წირები, რომლებიც ი-ს განსხვავებულ მნიშვნელობებს შეესაბ> 
მება, არასოდეს არ კვეთენ ერთმანეთს. როცა § არე სასრულია, ის 
წირები, რომლებიც ი-ზე ნაკლებ მნიშვნელობებს შეესაბამება, მთლი– 
ანად მოთავსებულია იმ წირების შიგნით, რომლებიც მეტ მნიშვნელო- 
ბებს შეესაბამება; როცა 5 არე უსასრულოა, განლაგება შებრუნებით 
ხდება. 

თ-ს +=C0ი5კ რადიუსებს შეესაბამება წირები, რომლებიც, როცა 5 

სასრულია, გამოდიან 2-=0 წერტილიდან და მთავრდებიან C-ზე; როცა 5“ 
უსასრულოა, უს წირები გამოდიან უსასრულობიდან და მთავრდებიან 

აგრეთვე C-ზე. 

ი=0005! და 8=0005, წირები 2 სიბ-ტყეში ადგენენ წირების ორ- 

თოგონალურ ბადეს. 
წირთა ამ სისტემას მოგვიანებით გამოვიყენებთ როგორც მრუღწი- 

რულ კოორდინატთა სისტემას. 

4ა და 4 ნახაზხებხე წ.“მოდგენალია სასრული და უსასრულო არის. 
შემთხვევები. 

25



ნახ. 4, შეესაბამება 
1 

2=ს(.+ი:), ხ>0, 0<0< <- 

დამოკიდებულებას, ანუ 

X=->6ხ0 005 V-+ იხ 0? 005 2 9, 

ყ=ხილი 510 -+ინსი? 5,6 23. 

  

  

    
ნაზ. 4 

დამოკიდებულებას, რომელიც ახორციელებს პასკალის ლოკოკინით 
შემოსაზხღვოული არის კონფორმულ ასახვას თ წრეზე; პასკალის ლო- 
კოკიზის პარამეტრული განტოლებაა 
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X=ხ0059+იხილ0529, V=ხ5Iი 3.-+იხ5Iი 24. 

ნახ. 4კე შეესაბამება 

2=ხ (6+-C I. ხ>0, 0ი>1 

დამოკიდებულებას, ანუ 

»Xჯ=ხ (++) ლ05 8, ყ=ხ (L-– < | §Iი 9 
ი, ი 

დამოკიდებულებას, რომელიც ახორციელებს უსასრულო არის კონ- 
ფორმულ გადასახვას თ წრეზე; ეს არე 

ჯ? ყ? 

ი656+1“  ხ-(6-# 
=1   

ელიფსის გარე არეა. 

ამ შემთხვევაში 0=0005,, #=00ი5ს)ს წირები არის შესაბამისად 
ელიფსები და მათთან კონფოკალური ჰიპერბოლები,



თავი II 

მარტივი გამოქენებები ლოგარითმული პოტენციალის 

თეორიასა და ჰიღროდინამიკაში 

სანამ გადავიდოდეთ ბიჰარმონიულ განტოლებაზე და დრეკადობის 
თეორიასთან დაკავშირებულ ამოცანებზე, განვიხილოთ ჰარმონიული 
განტოლების თეორიის ზოგიერთი ამოცანა. ამ შემთხვევაში ჩვენს მე– 
თოდს უშუალოდ მივყავართ რამდენიმე საკმაოდ მარტივ ფორმულა- 
მდე, რომელიც ფრიად მოხერხებულია სხვადასხვაგვარი გამოყენებისა- 
თვის. ამ ფორმულათაგან ზოგიერთი კარგა ხნის წინაა მიღებული სხვა– 
დასხვა გზით. ფორმულები მარტივი მაგალითების სახითაა მოყვანილი, 

რათა ცხადი გახდეს გამოყენებული მეთოდის სიმარტივე. 

I. წინასწარი შენიშვნები 

§ 7. პარმონიული ფუნქციის წარმოდგენა კომპლექსური ცვლადი” 

ფუნქციების საშუალებით. ვთქვათ, V(CX, #) არის ცალსახა ფუნქცია, 

უწყვეტი თავისი მეორე რიგის კერძო წარმოებულებთან ერთად VX, V) 

წერტილთა სიბრტყის გარკვეულ 5 არეში და აკმაყოფილებს ჰ ა რ- 
მონიულ განტოლებას 

მძ”? მძყ? 

მაშინ ჩვენ ვიტყვით, რომ CV არის ჰარმონიული 5-შირ. თუ 5 

არე უსასრულოა, ჩვენ მხოლოდ მაშინ ვიტყვით, რომ CV ჰარმონიულია 
5-ში, როცა ის შემოსაზღვრულია უსასრულობაში. 

წინააღმდეგ შემთხვევაში V-ს ეწოდება ჰარმონიული <-ში, 
გარდა უსასრულო წერტილისა. 

ჩვენ განვიხილავთ ორი ტიპის 5 არეებს, სახელდობრ: 

1.“არეებს რომლებიც შედგებიან მარტივი შეკრული § წირის 

შიგნით მოთავსებული (X, ყ) წერტილთა სიბრტყის ნაწილისაგან. 

2. არეებს, რომლებიც შედგებიან მარტივი შეკრული C წირის გა– 
რეთ მდებარე სიბრტყის ნაწილისაგან. 
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შემდგომში ჩვენ ამ ორ შემთხვევას განვასხვავებთ იმით, რომ ვიტყ- 
ვითარე სასრულია ან უსასრულო. 

ვთქვათ, CICX, ყ) არის მოცემულ § არეში ჰარმონიული ფუნქცია. 

ცნობილია, რომ V (X, V) შეიძლება განხილულ იქნეს როგორც ნამ– 

დვილი ნაწილი 2=Xჯ+I!V კომპლექსური ცვლადის გარკვეულა ანალი- 

ზური ((2) ფუნქციისა; სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, ყოველთვის შე– 

იძლება ვიპოვოთ ისეთი ნამდვილი V(X, ყ) ფუნქცია, რომ 

ცVLIV=დ(ჟ. (1) 
მოცემული ხV ფუნქციისათვის ფუნქცია V განისაზღვრება მუდმივა- 
მდე სიზუსტით. V-ს მისაღებად შეგვიძლია მოვიქცეთ შემდეგნაირად. 

ვთქვათ, #4(Xი, ყი) არის 5-ის ნებისმიერი წერტილი შევაერთოთ 

ეს წერტილი CV, ყ) წერტილთან უწყვეტი წირით, რომელიც 5-დან არ 

გამოდის და რომელსაც ყველგან აქვს გარკვეული მხები. 

ამ წირის გავლის დადებით მიმართულებად ავიღოთ ის, რომელსაც 

მივყავართ 4 წერტილიდან C, ყ) წერტილში. ეს შეთანხმება სავსებით 

განსაზღვრავს ამ წირის მხების დადებით მიმართულებას. ნოომალის 

ჰ 

  

დადებითი მიმართულება ისე ავირჩიოთ, რომ ნორმალი მხების მიმართ 

მოთავსდეს ისე, როგორც 0X ღერძია მოთავსებული 0ყ-ის მიმართ 

2 წერტილთა სიბრტყეში (ნახ. 5). : 

ამ დაშვებით გვექნება 

(», M) ძი 
VCთ, #9=VVCX #0ძ+ | =- ძ., (2 
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სადაც ინტეგრალი აღებულია ზემოხსენებული წირის გასწვრივ, § აღნიშ-. 

ნავს ამ წირის 4 წერტილიდან ათვლილ რკალის სიგრძეს, ხოლო 4 
ძი 

არის V-ს წარმოებული დადებითი ნორმალის გასწვრივ; V (+Xა, ყე) შეიძ- 

ლება ნებისმიერად ავერჩიოთ, 

დავამტკიცოთ, რომ V(X, ყ) არის (X, ყ) წერტილის ცალსახა ფუ§- 
ქცია. 

ამის ტოლფასია დავამტკიცოთ, რომ ინტეგრალი 

4V კ, 
ი 

აღებული 5-ში მოთავსებული ნებისმიერი ჩაკეტილი C” წირის გას- 

წვოივ, ნულის ტოლია. 
ეს ცხადია იმ შემთხვევაში, როცა 5 არე სასრულია, ვინაიდან მა-- 

შინ V იქნება ჰარმონიული 5-ში მთლიანად მოთავსებული რაიმე მარ– 
ტივი შეკრული წირის ”მიგნით?), 

საეჭვო შეიძლება იყოს მხოლოდ ის შემთხვევა, როცა 5 არე უსას-. 

რულოა და ინტეგრების C” წირი თავის შიგნით შეიცავს 5-ის C საზ- 
ღვარს. მაგრამ ამ შემთხვევაში C” წირი შეიძლება შეიცვალოს წრე- 
წირით ცენტრით სათავეში და საკმარისად დიდი # რადიუსით იმისა- 
თვის, რომ C საზღვარი აღმოჩნდეს ამ წრეწირის შიგნით. 

მეორე მხრივ, თუ ”-ით და 0-თი აღვნიშნავთ (ჯ, /) წერტილის პო- 

ლარულ კოორდინატებს, მაშინ VCX, ყ) ჰარმონიული ფუნქცია შეიძ-. 
ლება წარმოდგენილ იქნეს 

V (X, ყე=ძა+-+ (თ.,C050-ნ_, 510 0)+ 
,” 

+-! (2.,100520--ხ. 51020) +... . (გ). 
,” 

მწკრივით?,, რომელიც თანაბრად კრებადია, როცა წ”>/%. 

რადგან ინტეგრების C” წირი # რადიუსიანი წრეწირია, ხოლო გა- 

რე ნორმალის მიმართულება არის # რაღიუსის მიმართულება, ამიტომ 

ძV_ __ _- (თ 1C050-ხ_, 510 0) +... . 
ძი წ · 

ძლ , ს 
აქედან ცხადია, რომ 7 ინტეგრალი, აღებული C” წრეწირის გას- 

” 

წვრივ, ნულის ტოლია, ამრიგად, V. ფუნქციის ცალსახობა დამტკიცე 
ბულია. აქედან გამომდინარეობს, რომ ფუნქცია 
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დ(2)=CV+IV, 

რომელიც განსაზღვრულია VC . ჰარმონიული ფუნქციით, ყოველთვის 
ცალსახაა. ამას გარდა, ვინაიდან მისი ნამდვილი ნაწილი LC, შემოსაზ- 

ღვრულია §-ში, ამიტომ თვით დ ფუნქციაც იქნება შემოსაზღვრული, 
ამრიგად, საბოლოოდ გვაქვს, რომ დ(2) ფუნქცია ჰოლომორფულია 

მთელ 5 არეში ((=ი წერტილის ჩათვლითუ)25. 

§ 8. გაგრძელება როცა 5 არე უსასრულოა და CV ფუნქცია. 

ჰარმონიულია 5-ში, გარდა 2=C9 წერტილისა, მაშინ მივიღებთ წინ: 
§-ის შედეგებისაგან განსხვავებულ შედეგებს. 

მართლაც, ამ შემთხვევაში არ შეიძლება ითქვას, რომ ინტეგრალი 

(2 + 

აღებული C საზღვრის მომცველ რაიმე 'მეკრულ უწყჟვეტმხებიან C“ 
წირზე, ნულის ტოლია. მაშასადამე, თ(2) ფუნქცია საზოგადოდ იქნება 

მრავალსახა. ადვილია ამ მრავალსახეობის ხასიათის გამოკვლევა. 

მართლაც, 5 არეში გავიყვანოთ L ჭრილი, რომელიც გამოდის C 
საზღვრის რაიმე წერტილიდან და მიდის უსასრულობაში (ნახ. 6). 

ასეთნაირად გაჭრილი არე აღვნიშნოთ 5”-ით. 

ამ ახალ არეში V ფუნქცია უკვე ცალსახაა, ვინაიდან რაიმე შეკ- 

რული C” წირი ვერ მოიცავს C-ს, თუ არ გადაკვეთა L ჭრილი; აქედან 

გამომდინარეობს, რომ ინტეგრალი 

(5-4. 

აღებული C” წირის გასწვრივ, რომელიც არ გამოდის 45”-დან, იქნება 

ნულის ტოლი. 

მაგრამ, ცხადია, რომ V-ს მნიშვნელობები ჭრილის მოპირდაპირე 

ნაპირებზე არ იქნება, საზოგადოდ, ერთმანეთის ტოლი. 

დადებითი ვუწოდოთ /, ჭრილის იმ ნაპირს, რომელიც მარჯვნივ 

რჩება, როცა ვმოძრაობთ 4Cთ მიმართულებით. მოპირდაპირე ნაპირს 
ეწოდება უარყოფითი. 

ვთქვათ, V+ და V_ V-ს მნიშვნელობებია #-ით ორივე ნაპირის ერ- 
თსა და იმავე გეომეტრიულ 8 წერტილში (ნახ.6). 

(2) ფორმულა გვაძლევს 

V.–V .= ( ძV ძა, 

ძი 
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სადაც C” აღნიშნავს რაიმე მარტივ შეკრულ წირს, რომელიც გამოდის 

8-დან, შემოუვლის C საზღვარს და ბრუნდება 8-ში, ისე რომ მიდის 

L-ის უარყოფითი ნაპირიდან დადებით ნაპირამდე. 

  

წახ. 6 

ადვილად მოწმდება, რომ ეს ინტეგრალი არ არის დამოკიდებული 

არც 8-ს მდებარეობაზე L-ზე, არც C” წირის ფორმაზე. მაშასადამე, 

მთელ ჭრილზე გვექნება 
V,.–-V_=თ, (4) 

სადაც თ აღნიშნავს მუდმივს, 

ძV ძV , 
=! –- ძ5=-L --> ძვ§. 5 

«-I 5. I 2 თ“ (5) 
C” C 

თუ ახლა ჭრილს ამოვაგდებთ, მაშინ გაუჭქრელ 5 არეში V(CX, ყ) ფუნ- 

ქცია მრავალსახა იქნება; სახელდობრ, ყოგელთვის, როცა (X, ყ) წერ- 
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ტილი დადებითი მიმართულებით აღწერს C-ს მომცველ წირს, VC, Vყ) 

ფუნქცია გაიზრდება ძ მუდმივით. ' 

აქედან გამომდინარეობს, რომ ფუნქცია 

აგრეთვე მრავალსახა იქნება: 2 წერტილის C-ს გარშემო ერთი სრული 
შემოვლა მას ზრღის წმინდა წარმოსახვითი თ! მუდმივით. 

ეთქვათ, 20 რაიმე წერტილია, მოთავსებული C-ს შიგნით (და, მა– 
შასადამე, 5-ის გა რე თ). მაშინ ფუნქცია 

დ()– > 1C (2––7ა) 

იქნება ცალსახა 5-ში. 

მაშასადამე, გვექნება 

თ<(0=-– 1C(2-- 2.)+დ, (2), (6) 

სადაც თI(2) აღნიშნავს ფუნჭციას, ჰოლომორფულს 5-ში, გარდა, შე– 

საძლოა, 2=C% წერტილისა. 

§ 9. გაშლა 2=0იი წერტილის მიდამოში. არ იქნება ზედმეტი აქ 

გავიხსენოთ ჰარმონიული ფუნქციის ცნობილი გაშლა უსასრულოდ 
შორეული წერტილის მიდამოში. 

ვთქვათ, CV არის ფუნქცია, რომელიც აკმაყოფილებს წინა §-ის პი- 

რობებს 

ვთქვათ, ამას გარდა, | არის წრეწირი, რომლის ცენტრი სათავე– 

შია და მოიცავს თავის შიგნით მთელ C საზღვარს. 

თუ #-ით და 0-თი აღვნიშნავთ (X, წ) წერტილის პოლარულ კოორ- 

დინატებს, მაშინ გვექნება შემდეგი გაშლა: 

+თ 

V=#1V„-+ ?) „9 (0ი,00500+ხ, 51იი 0), (4) 
M=-თ 

სადაც #, ძე, ხ„ აღნიშნავს ნამდვილ მუდმივებს. ეს მწკრივი თანაბრად 
კრებადია I-ს გარეთ მდებარე ყოველ სასრულ არეშიბ, L/-ს შეუღლებე- 
ლი V ფუნქცია მოიცემა 

-+L= 
V=#M0+ 2, „" (ი, §(ი M0––ნ, C0§ 10)-+C (8) 

#8=-ძა 

ვ. ნ. მუსხელიშვილი ვვ



მწკრივით, სადაც C აღნიშნავს ნებიხმიე“ ჩამდვილ მუდღდმივს. 

დაბოლოს, 

დ(2)=V+IV 

ფუნქციას ექნება გაშლა 

+თ 

დ(20=V+IV=#1C2+ » (ძ,––ჯხ,) 2?-+LC. (თ 
'–_." 

კერძოდ, როცა V ფუნქცია ჰარმონიულია ყველგან, მაშინ წინა გაშ- 

ლებში უნდა დავუშვათ #=0 და ამოვაგდოთ ყველა წევრი, რომელიც 
შეიცავს #-ის ან 2-ის უარყოფით ხარისზს. 

შევნიშნოთ, რომ ეს ფორმულები იძლევა ახალ საშუალებას და- 
ვადგინოთ წინა §-ების შედეგები. 

კერძოდ, (8) ფორმულის მიხედვით გვექნება 

V,--–V_= 2 #ჩ. 

(4) ფორმულასთან შედარება გვაძლევს, რომ 

= CL · 

2» 
§ 10. აღნიშვნები. საზოგადოდ, იმ ფაქტის გამოსახვისათვის, რომ 

ძ არის ხ-ს ნამდვილი ნაწილი, ვხმარობთ ძთ=I12X8ხ აღნიშვნას. 

მაშასადამე, ამის თანახმად გვექნება 

სV (X, ყ)=ILM6 დ (2). 
მაგრამ, შემდგომისათვის უფრო მოხერხებული იქნება ვიხმაროთ სხვა 

აღნიშვნა. 

ჩ 

დ(2)-ით აღვნიშნოთ დ(2)-ის შეუღლებული გამოსახულება, ე. ი., 

თუ 

დ(2)=VX/--IV, 

მაშინ განსაზღვრის თანახმად გვექნება 

დ(2)=V–V. 

ამიტომ შეგვიძლია დავწეროთ 

2V=დ(2)+დC(7. (7) 
CV ფუნქციის მოძებნა, რომელიც ამა თუ იმ პირობას აკმაყოფი- 

ლებს, დ(2)-ის მოძებნის ტოლფასია. 
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შენიშვნა. დC) ფუნქცია შეიძლება განხილულ იქნეს, როგორც 

2=X–I/V 

კომპლექსური ცვლადის ფუნქცია: 

C(2)== დ (7). (ზ) 

თ(2) ფუნქცია 7-ის ჰოლომორფული ფუნქციაა, თუ დ(2) არის 2-ის 

ჰოლომორფული ფუნქცია. 

ადვილად ვრწმუნდებით, რომ «(2) ფუნქციაზე შეიძლება ჩატარ- 

დეს დიფერენცირების და ინტეგრების იგივე ოპერაციები, რაც 2 კომ- 

პლექსური ცვლადის ფუნქციაზე. 
მაგალითად, გვექნება 

ძთ(2) _ –, 

ძ2 
(2). 

სადაც დ”(2) აღნიშნავს დ” (2)-ის შეუღლებულ ფუნქციას. 
თუ დ(2) არის რაციონალური ფუნქცია ან 2-ის ხარისხოვანი მწკრი– 

ვი, მაშინ დ(2)-ის მისაღებად საკმარისია დ(2)-ში 27 მევცვალოთ 2 

ცვლადით და კოეფიციენტები -– შეუღლებული სიდიდეებით. ამ შემ- 
თხვევამი ჩვენ ვიხმართ აგრეთვე დ (7) აღნიშვნას იმ ფუნქციისა–- 

თვის, რომელიც მიიღება «X(2)-ისაგან როცა მასში კოეფიციენტებს. 

შეუღლებული სიდიდეებით შევცვლით. 
ცხადია, როცა დ (2) არის 2-ის მთელი ხარისხების მწკრივი, « (2), 

2) და დ(2) ფუნქციების გაშლის კრებადობის წრეები ერთი და იგივეა. 

II. ძირითადი ამოცანა წრიული არისათვის 

ცნობილია ლოგარითმული პოტენციალის თეორიის ძირითადი ამო–- 

ცანა: ვიპოვოთ გარკვეულ 5 არეში ჰარმონიული ფუნქცია, როცა მო– 

ცემულია ამ ფუნქციისა და მისი პირველი რიგის კერძო წარმოებულე– 

ბის წრფივი კომბინაცია 5-ის C საზღვარზე; დირიხლესა და 

ნეიმანის კლასიკური ამოცანები ამ ზოგადი ამოცანის ძალიან კერ–- 

ძო შემთხვევებია. 
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მაგრამ. თუ ის მეთოდები, რომლებიც დღეს მათემატიკურ ანალიზს 
გააჩნია ზემოხსენებული კერძო ამოცანების ამოსახსნელად, სავსებით 

დამაკმაყოფილებელია, ეს არ ითქმის ზოგადი ამოცანის მიმართ. უმე- 
ტეს ჰემთხვევაზი იმასაც ვერ ვიტყვით წინასწარ, გააჩნია მას ამო- 
ნახსნი, თუ არა. 

ამიტომ სასურველია გვქონდეს ისეთი მეთოდები, რომლებიც სა- 

შუალებას მოგვცემენ ამოვხსნათ ეს ამოცანა კერძო შემთხვევებში 

მაინც. ერთ-ერთ ასეთ მეთოდს ჩვენ გადმოვცემთ შემდგომ ორ გან- 

ყოფილებაში. ის გამოიყენება მრავალი საკმაოდ ზოგადი შემთხვე. 

ვისათვის, რომელიც მოიცავს, როგორც ძალიან კერძო შემთხვევებს, 

დირიხლესა და ნეიმანის ამოცანებს. ქვემოთ ვნახავთ, რომ 

ეს ამოცანა შეიძლება დაყვანილ იქნეს ამოცანაზე წრიული არისა- 

თვის, რომელსაც შემდეგ §-ში დავსვამთ. 

§ 11. საქმე ეხება შემდეგ ამოცანას ვიპოვოთ კომპლექსე- 

რი ცვლადის «() ფუნქცია, ჰოლომორფული V წრეწი- 
რის შიგნით, რომელიც ჯ) საზღვარზე აკმაყოფილებს 
პირობას 

(9+7/ხ) 4 (7) დ C)+(6-–/ხ) 4(C”) C (ე + 
+C(დ(90+ დ(Cე)=2/ (3), (9) 

სადაც ძ, ს, 0, / არის ჯ-ს ზ რკალის სასრული ნამდვი- 

ლი ფუნქციები, 4() არის C კომპლექსური ცვლადის 

მოცემული ფუნქცია, ჰოლომორფული »ს შიგნით და 

უწყვეტი X»-ზე. 

L” აღნიშნავს ცვლად წერტილს X-ზე, დ”(C) აღნიშნავს > წარ- 

მოებულს. ამის გარდა, დ (5), დ” (C?), დ(C”) და ა. შ. აღნიშნავს ზღვრებს,, 

რომლისაკენ მიისწრაფვის შესაბამისად დ (C), დ” (C), დ(5) და ა. შ. ფუნქ- 
ციები, როცა LC ისე მიისწრაფვის + წრეწირის L”-ს წერტილისაკენ, რომ 

ყოველთვის რჩება ჯ-ს შიგნით. ამგვარად, თვით ამოცანის ჩამოყალიბება 
მოითხოვს ამ ზღვრების არსებობას. შემდგომში ჩვენ შემოვიფარგლებით 
ისეთი დ (-) ამონახსნების მოძებნით რომლებიც უწყვეტია თა- 

ვიანთ 28 წარმოებულებთან ერთად თვით ჯ საზღვარზე? 
ს · 

4, ძ, ხნ, C ფუნჭციები ახასიათებს მათემატიკური ფიზიკის ამო- 

ცანების ამა თუ იმ კლასს. მეთოდი, რომელსაც ჩვენ გადმოვცემთ, გა–- 

მოიყენება იმ შემთხვევებში, როცა რკალის ფუნქციები ი, ხ, C იმა- 
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ვე დროს / საზღვრის წერტილების L? უა” კოორდინატების რაციონა–- 

ლური ფუნქციებია. 
§ 19. სასაზღვრო პირობების გარდაქმნა. ამრიგაღ დავუშვათ, 

რომ ძ, ხ, C ფუნქციები §7”-ისა და იუ”-ის მოცემული რაციონალური 

ფუნქციებია, რომელთა მნიშვნელობები +V+-ზე სასრულია. 

თუ შევნიშნავთ, რომ 

, ა.LL” , თ დ 

§ = – 2 ა , » == 2; , 

შეგვიძლია დავწეროთ 

    

ი LI-= 956) >), სე ც-9C. §), 
დ,(”, CC) დ, (6, C9 

_ წ (:”, L) 

6C= –-ეაეაუა-., 

V,(C, C”) , 
სადაც, საზოვადოდ, Cთ(X. V), M”CX, ყ),.. აღნიშნავენ X-ისა და ყ-ის 

მრავალწევრებს, ხოლო თV, ყ) აღნიშნავს მრავალწევრებს, რომლებ– 

საც მივიღებთ, თუ <(Xჯ, ყ) მრავალწევრებში კოეფიციენტებს შევ- 
ცვლით შეუღლებული სიდიდეებით. 

ვინაიდან C არის ნამდვილი სიდიდე, ამიტომ, ცხადია, შეგვიძლია 

დავუშვათ, რომ VI (C”. C”), VI”, (L”. C) აგრეთვე ნამდვილია ჯ-ს ყოველი 

L” წერტილისათვის. (9)-ის ორივე მხარე გავამრავლოთ 

9,დ, ოდ,დ 90% C თ 
ნამდვილ სიდიდეზე. მაშინ, (9) პირობა მეიღებს 

ჩ,(-, -ე 4609 (0ე+#, დ” 60 4 (68 დ (69+ 

+ C” C) Iთ(Cე +9/(601=2/ (9) ი9თ 
სახეს, სადაც #,, /#, მრავალწევრებს აღნიშნავენ, ხოლო II(მ) არის 

+;-ს 0 რკალის მოცემული ნამდვილი ფუნქცია. 

ზოგადობის შეუზღუდავად ყოველთვის შეგვიძლია დავუშვათ, რომ 

ჯ-ს რადიუსი ე რთის ტოლია, და, რომ მისი ცენტრი L-სიბრტყის 

სათავეშია. 

ამრიგად, ჯ; წირის წერტილებისათვის გვექნება 

LC =6-0= 1. 
დლ 

და (10) ღებულობს სახეს



–/1 – /1 
':წ(44 7. -” / ”-/ 0(L” 4 /, Cე4CV60+0(0ე (>) 9 (>)+ 

+ჩიCე (ილ +9(>)|-2/ (ს), (II) 

სადაც #(C), 0(-), #2 (-) აღნიშნავს 

VI" (C) 
ა" 
  

სახის რაციონალურ ფუნქციებს, სადაც V მრავალწევრია. 

ასახსნელი დარჩა მნიშვნელობა 

19-09-1709 
სიმბოლოებისა, რომლებიც მონაწილეობენ (11) ტოლობაში, 

§ 10-ის შეთანხმების თანახმად, სიმბოლო. /4 (C) აღნიშნავს L-ს ფუნქ- 

ციას, რომელიც 4 (წ) ფუნქციიდან მიიღება, თუ ამ უკანასკნელი ფუზქ- 
ციის C-ს ხარისხების მიხედვით გაშლის კოეფიციენტებს შევცვლით შეუღ- 
ლებული სიდიდეებით. ვინაიდან #4(C) არის ჰოლომო“ფული #-ს შიგ- 

ნით. ასეთივე იქნება „ (C), და ამიტომ ფუნქცია /4 (>) ჰოლომორ- 

1 ; 
ფულია #-ს გა რე თ. ზღვარი, რომლისკენაც მიისწრაფვის 4 | ს )' ოო– 

ცა C მიისწრაფვის / საზღვრის ს” წერტილისაკენ, აღინიშნა ,4 C ჯ | ით. 

ეს ზღვარი ყოველთვის არსებობს, ვინაიდან ჩვენი დაშვებების თა- 

ნახმად არსებობს ზღვარი, რომელიც აღვნიშნეთ „#(:/)-ით. ნათელია, 

რომ გვექნება 
_–/1V – 
2 (> =4 (7; CV) 

< / «)' დ (>I სიმბოლოების მნიშვნელობები სავსებით ანალოგიურია. 
ა 

ახლა გავიხსენოთ § 3-ის თეორემა. ამ თეორემის თანახმად, (11) 

ტოლფასია ტოლობისა 

221 | 6C0#დე%Cე+0(6914 (>) დ (>)+ ·



+ 6) | =6C)+ 9 (> )| ++ > | “25, (02 
წ 

სადაც L აღნიშნავს +-ს ში გნით მდებარე ნებისმიერ წერტილს. 

§ 13. დიფერენციალური განტოლება დ()-სათვის დ(.) ფუნ- 
ქციას და მის დ/”(0, წარმოებულს ჩვენ მოვთხოვეთ პირობა, რომ თა- 

ნაბრად მიისწრაფოდნენ შესაბამიად გარკვეული C(C) და C«C((ნ) 

ზღვრებისაკენ, როცა L წერტილი მიისწრაფვის L”-საკენ ისე, რომ რჩე- 

ბა V-ს შიგნით. 

ამ პირობის თანახმად 

"(CI ”(დ) 
ფუნქციები აგრეთვე თანაბრად მიისწრაფვიან შესაბამისად 

ღა C L 
რზღერებისაკენ, როცა § მიისწრაფვის L”-საკენ ისე, რომ რჩება «-ს 

გარეთ. 

ამიტომ, (12) ტოლობის მარცხენა მხარის ინტეგრალი ადვილად შე– 

იძლება გამოითვალოს. 

მართლაც, განვიხილოთ ჯერ ინტეგრალი 

  = _ ( ”ლთრე 
უ 

13 “>. (13) 

ჩვენი დაშვებების თანახმად, /?(-)#(.) ფუნქცია ჰოლომორფულია 

+/-ს შიგნით, გარდა L=0 წერტილისა, სადაც ამ ფუნქციას შეიძლება 

ჰქონდეს პოლუსი, რომელიც წარმოიქმნება #() რაციონალური ფუნ- 

ქციის პოლუსიდან. 

ამიტომ მეგვიძლია დავწეროთ 

M%C)თ(0= თ 4 +...+ + +ჰოლომორფული ფუნქცია, 

სადაც I! აღნიშნავს IX (C) ფუნქციის ლეას რიგს, ხოლო ძ,, თ.,..., 
2,, სიდიდეები დ (L) ფუნქციის C-ს ხარისხების მწკრივად გაშლის პირვე- 
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ლი #L (ჯერ კიდევ უცნობი) კოეფიციენტის ადვილად შესადგენი წრფივი 
კომბინაციებიაზ, 

ამიტომ, § 4-ის პირველი ტოლობა უშუალოდ გვაძლევს, რომ 

1 , ძნ” ძი თ, 
– ("?C )-- –- =M1(ნ( დ()--–“ --,,,––- –-. 14 ვ- | (ედდი --ჩრდრ--.2 04 

ახლა გადავიდეთ 

1 1) ძ” 
_ _–- (15 

2» კელ 3-= | CL -C , 

ინტეგრალზე. 

ჩვენი დაშვებების თანახმად, 

–/1 #Cდ%(+) 
ს 

ფუნქცია ჰოლომორფულია ყ-ს გარეთ, გარდა L=C წერტილისა, სა– 

დაც მას შეუძლია ჰქონდეს პოლუსი, რომლის რიგი არ აღემატება 

MC) რაციონალური ფუნქციის == პოლუსის #. რიგს. 

ამიტომ «V-ს გარეთ მდებარე წერტილებისათვის გვექნება 

–/! ხ” #C9|--)–ნ,C + ლ00+...+06+6++- +.» 
სადაც სე, ხ,,.... ხ. დ(C)-ს LC-ს ხარისხების მწკრივად გაშლის პირვე– 
ლი #+1 კოეფიციენტის წრფივი კომბინაციებია. 

§ 4-ის მეორე ტოლობის გამოყენება უშუალოდ გვაძლევს, რომ' 

1 „ა=/ 1 %. ა ი. 
2: ( #(0დ (=)==ჯ „C"+ხა.)C +...+ხა. (16) 

დანარჩენი ინტეგრალებიც გამოითვლება სავსებით ანალოგიურად 

და საბოლოოდ მივიღებთ: 

იხიდ.”დ+იდიი- . (მ/რ ყიდ. ლი». 

  

'ა) ს–5 
ს V 

ადაც ' 

თრ=ჯ:+ C-ი+ , LCთ-+6C,L+...+0, წ, (18) ღი-) 
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ხოლო #”I და M არ აღემატება 7# (ე), 0(0, 7() რაციონალური ფუნქ–- 
ციების რიგებს შორის უდიდესს 29, 

0 კოეფიციენტები შედგენილია შემდეგნაირად: 
თუ % ()-ს გაშლას წარმოვადგენთ 

დ (–)=თი+!ჩი+(თ1+ /ჩ,)C+ (თ.+!ჩ;) C"+ (19 
სახით, მაშინ (18)-ში C_,,.,., C„ კოეფიციენტები ა რფივი კომბინაციებია. 

(ცნობილი კოეფიციენტებით) 

Cი, ჩა, C;, ჩ,, Cა, ჩე,..., Cთ ს, ჩ, (20· 

სიდიდეებისა, სადაც # არ აღემატება #0+1-ს, თუ /-თი აღვნიმნავთ 

XL), C(-), /V(C) ფუნქციების რიგებს შორის უდიდესს. 

თუ სიმოკლისათვის შემოვიტანთ 

ჩC)= IC X +რC0 (21). 

აღნიშვნას, მაშინ (17) ტოლობა სეთ სახეს მიიღებს: 

# (6) 4 (ე)დ (0)+#MC)Cთ(C)=# (5). (17. 
ეს არის უცნობი დ() ფუნქციისათვის პირველი რიგის წრფივი დი- 

ფერენციალური განტოლება. 

თუ მოვახდენთ ამ განტოლების ინტეგრებას, მივიღებთ, რომ 

ძჯა |, (22). 

“I ” _%(L.)ძს) _ ? ? (61) ძე 

ნ (C) 4 C ად-, (6046) CI ,0”წა46ა ჩდ 
ს # (ა) 4 C-) 

სადაც C =დ(წი) აღნიშნავს ჯერჯერობით უცნობ მუდმივს, ხოლო ჯა 

არის ნებისმიერი წერტილი, მოთავსებული «ჯ-ს შიგნით და განსხვა-. 

ვებული საინტეგრო ფუნქციების პოლუსებისაგან. 

(22)-ის მარჯვენა მხარე წრფივად შეიცავს მუდმივებს, სახელ– 

დობრ, 

C, თი...» თ) ჩი...., I 

მუდმივებს, რომლებიც უნდა განისაზღვროს. 

§ 14. მუდმივების განსაზლვრა. იმისათვის, რომ (22) გამოსახუ- 

ლებამ ეფექტურად მოგეცეს ჩვენი ამოცანის ამონახსნი, საჭიროა. 
პირველრი გში ის იყოს ჰოლომორფული 4-ს შიგნით. მაგრამ. 
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ვინაიდან ამ გამოსახულების განსაკუთრებული წერტილები შეიძლება 

გაჩნდეს მხოლოდ საინტეგრო ფუნქციების პოლუსებისაგან, ამიტომ 

ჰოლომორფულობის პირობის დასაკმაკოფილებლად საკმარისია, რომ 

(22) გამოსახულება იყოს სასრული და ცალსახა 

1 

ჩოტო 

ფუნქციის თითოეული პოლუსის მიდამოში, რომელიც მოთავსებულია 

ჯ-ს შიგნით და, გარდა ამისა, L=0 წერტილის მიდამოში, რომელიც 

შეიძლება იყოს /2პ() ფუნქციის პოლუსი. 

ამნაირად მივიღებთ რამდენიმე დამოკიდებულებას, რომლებიც 

“–უნდა დააკმაყოფილონ უცნობმა მუდმივებმა (იხ. § 15). 

მეორე მხრივ, საჭიროა რომ დ(8)-ს გაშლის პირველი #+1 

კოეფიციენტი შესაბამისად შემდეგი სიდიდეების ტოლი იყოს: 

თი+!ჩ. თ:+I!ჩი.... თ.-+Iჩჯ. (23) 

ეს უკანასკნელი პირობა რომ გამოვსახოთ, საკმარისია (22)-ის მარჯვვნა 
მხარე გავშალოთ C-ს ხარისხების მიხედვით და L9-ის, C1-ის, L?-ის,.,., LC"-ს 

კოეფიციენტები შესაბამისად (23) სიდიდეებს გავუტოლოთ. 

ეს კიდევ იძლევა დამოკიდებულებებს (23) უცნობი სიდიდეებისათვის. 

დასაკმაყოფილებელი რჩება დ (C) და დ” (=) ფუნქციების უწყვეტობის 
პირობა თვით ჯ საზღვარზე; ეს პირობა ჩვენ თავიდანვე მოვთხოვეთ ამ 

ფუნქციებს (§ 11). 
ამისათვის საკმარისია დავუშვათ, რომ #4(2:)–(C) არ ხდება 

ნული +ჯ-ხე, და რომ /#(ზ) ფუნქცია უწყვეტია თავის წარმოებულთან 

ერთად +; წრეწირზე. 

მართლაც, ამ შემთხვევაში /I)(0) ფუნქციაც იქნება უწყვეტი თავის 
წარმოებულთან ერთად 4;-ზე. მაშასადამე, § 1-ის თეორემის თანახმად, 

(21)-ით განსაზღვრული ფუნქცია უწყვეტია ა; წრეწირზე და, ამიტომ 

ასეთივე იქნება (22) ტოლობით განსაზღვრული დთდ(ე) ფუნქციაც. 

ამის შემდეგ, (17') ფორმულა გვიჩვენებს, რომ ასეთივე იქნება 

თ”() წარმოებული, 

ჩვენ ქვემოთ ვიგულისხმებთ, რომ დC) და თ”C) უწყვეტია წრე- 
წირზე; ამის საკმარისი პირობები ახლახან დავადგინეთ. 

თუ (23) მუდმივები არჩეულია აღნიშნული წესით, მაშინ, „ცხადია, 

რომ ც(5) აკმაყოფილებს ამოცანის პირობებს. 

4–2



-8 15. გაგრძელება. რაც შეეხება (23) მუდმივების განსაზღვრისა- 

თვის დამოკიდებულებათა ეფექტურ შედგენას, ჩვენ შემოვიფარგლე– 
ბით ყველაზე მარტივი შემთხვევის განხილვით, როცა 

0 
#0 4 C-) 

ფუნქციის #+-ს შიგნით მოთავსებული პოლუსები მარტივია. 
ვთქვათ, თ არის ერთ-ერთი ასეთი პოლუსი, ხოლო ძ მისი ნაშთია. 

„ცხადია, რომ ძ-ს მიდამოში გვექნება გაშლა 

M# (6) ძC) _ 207 9) –.ჯI –-–-0) +ჰოლომორფული ნქცია, ) 6და4Cა) თ 18 ((––ი)+ჰოლ ფული ფენქც 

ი 

და ამიტომ 

(ფილ ?ღაძე, 
ნ(C)4C) (-)) 4 (49, 

=(C--ი)ზ 8 (C-–-თ), 

სადაც 8 (C–-ი) აღნიშნავს, სახოგადოდ, ხარისხოვან მწკრივს, რომელიც 

ნული არაა, როცა L=ძ. 

(22) ფორმულაში ჩასმა გვაძლევს, რომ 

  

–თ.ნდ-თიჩდაძ | 
დ (-)=(5-–0)“შ 6, (C-–ძ) (თ) 1 C ჩCე4C) 

ა თ 

თუ გავშლით უკანასკელ ინტეგრალს, მივიღებთ შემდეგი სახის 

მწკრივს?39: 

დ()=(--- თ)“ ბ 6) C--0)IC+C” +C. , (5-0) ,+L...+ 

+C-)+1(--–-0ი)/.1+L...I, 

სადაც C” და C,კ-ები წ რფივი კომბინაციებია C.,,..., C» მუდღმივებისა, 

რომლებეც მონაწილეობენ L (CC) ფუნქციაში (იხ. (18) ტოლობა) და, 
აქედან გამომდინარე, თე, ჩი,...· თს. ჩ. მუდმივების წრფივი კომბინაციებია 

(იხ (20); ! აღწიშნავს არაუარყოფით მთელ რიცხვს რთმელიც 

ნაკლებია 

# (-) 

ჩნ()4(5 
ფუნქციის ი პოლუსის C«იგზე. 
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როცა თ მთელია, შეიძლება გაჩნდეს ლოგარითმული წევრი 

C” 1 (C-–ძ), 
რომლის C” კოეფიციენტი, აგრეთვე, წრფივია თე,.. , ჩ, მუდმივების 

მიმართ. 

თუ ნულს გავუტოლებთ C.,,... C-, კოეფიციენტებს, ლოგარითმუ- 

ლი წევრის კოეფიციენტს და C”+C” სიდიდეს, როცა თ მთელი უარყო- 

ფითი რიცხვი არაა, მაშინ მივეღებთ წრფივ განტოლებათა სისტემას, 

რომელიც უნდა დააკმაყოფილოს C, თი, ჩი,...; თს, მ, მუდმივებმა, 
თუ ასეთნაირად მოვიქცევით 

1 

#C)4 LC) 
ფუნქციის ყველა პოლუსის მიმართ და L=0 წერტილის მიმართ, მივი– 
ღებთ წრფივ განტოლებათა სისტემა ცნობილი მუდმივი კო– 

ეფიციენტებით, და ჩვენი ამოცანა დაიყვანება ამ ელემენტარული აღ. 
გებრული სისტემის ამოხსნაზე. 

თუ ამ სისტემას გააჩნია მხოლოდ ერთი ამონახსნი, ან უსასრულო 
რაოდენობა ამონახსნებისა, ან ბოლოს, თუ სისტემა თავსებადი არაა, 

დასმულ ამოცანასაც ექნება შესაბამისად ერთი ამონახსნი ან უსასრუ- 

ლო რაოდენობა ამონახსნებისა, ან ამოცანა ამოხსნადი არ იქნება, 

§ 16. შენიშვნა. ჩვენი მეთოდი თითქმის უცვლელად გამოიყენება 

იმ შემთხვევაში, როცა (9) გამოსახულების ნაცვლად C საზღვარზე 

მოცემულია მსგავსი გამოსახულება, რომელიც წ რფიუვად მეიცავს 

დ(უე-ს წარმოებულებს გარკვეულ რიგამდე; ამოცანა დაიყვანება გარ- 

კვეული წრფივი დიფერენციალური განტოლების განხილვაზე (ფ უქ- 
სის თეორიის თვალსაზრისით), რომელიც მიიღება სავსებით ანალო- 

გიურად იმისა, როგორც იქნა მიღებული (17) განტოლება. 

§ 17, მაგალითი: ლოგარითმული პოტენციალის თეორიის შერე- 

ული ამოცანა წრიული არისათვის. განვიხილოთ მარტივი მაგალითია 

სახით შემდეგი ამოცანა: 

ვიპოვოთ (ერთეულრადიუსიანი) „ წრეწირის 
შიგნით ჰარმონიული VXV, (#) ფუნქცია, თუ მოცე- 

მულია, რომ 

V+I= “>. /(შ) ჯ-ზე, (24 

სადაც # და ( აღნიშნავენ მოცემის მუდმივებს და # აღნიშნავს V-ს 
გარე ნორმალის მიმართულებას. 

როცა #=1, 1=0, მივიღებთ დირიხლეს ამოცანას; თუ #”/=0, 1=1, 
გვექნება ნეიმანის ამოცანა. 
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გვაქვს (მდრ. § 10) 

2V=დ()+დ(ო. (25) 
ვიცით, რომ დთ(ე) შეიცავს წმინდა წარმოსახვით შესაკრებ მუდღმივს, 

რომელიც სურვილისამებრ შეგვიძლია ავარჩიოთ. 

ამიტომ შეგვიძლია, გარკვეულობისათვის, ეს მუდმივი ისეთნაირად 

ავარჩიოთ, რომ დ(ნ)-ს მნიშვნელობა, როცა C=0, ნამდვილი იყოს: 

დ(0)=ძი, (26) 
სადაც ძი აღნიშნავს ჯერჯერობით უცნობ ნამდვილ მუდმივს. 

გამოვსახოთ ახლა (24) დ(ა) ფუნქციის საშუალებით. შევნიშნოთ, 
რომ თუ ძა ნაზრდის მიმართულება ემთხვევ: # ნორმალის მიმართულე– 

ბას, მაშინ გვექნება ძ:=ძ/M.60/', საიდანაც 

94 04 _„ ი 4. (27) 
ძი. ძ- ძი 

ამრიგად, ჯ-ს გასწვრივ გვექნება 

0 იდ დე+რდდე. დო 
მაგრამ, ვინაიდან L” წერტილი მდებარეობს «-ზე, გვექნება 

600---, დრ6“I9--C= 

და (24) ღებულობს სახეს: 

1 –,/1 – /1 
I , , , _– , _ X “/ –- =2 8). (9931 > (> 1+ (თ.ე+9(>! ”(8) 

« –-ხზე და ვაინტეგროთ 
5 ს 

                               

ჯ-ს გასწვრივ. თითქმის გამოთელების გარეშე?! მივიღებთ, რომ 

Iძ"” 

IV (0+69(6)+6თა=--- 12< (28) 

სადაც ძი=Cდ(0) არის ნამდვილი რიცხვი. მის განსასაზღვრავად წინა 

ფორმულაში დავუშვათ §=0, რაც მოგვცემს 

ი? 1 2#თა=-- | / რა-- წრ ძა. 

V 
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ტოლობას. 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობა (28)-ში, გვექნე ბაპ? 

(§V/ (0+#დ(0= - ( | -C- 8 «- 
წ 

  

სხ-C #L 

1 L+. ძ” =- -. 2 
2»ჯI ( 'C-ჯ ხ” (2 

წერის შესამოკლებლად დავუშვათ 

L – ა +5 4 · (= 23 21 ,/––-- =-L დ“ (30, 

ვიგულისხმოთ თავდაპირველად, რომ L::0 

(29) განტოლების ინტეგრება გვაძლევს, რომ 

დლე=ლ»ი (>+I წნი–ჩდ) რ) (31), 

სადაც C მუდმივია, :ე არის ნებისმიერი წერტილი ჯ-ს შიგნით ღა 

თ=->. (32) 

უნდა განვასხვავოთ სამი შემთხვევა: 
1. როცა MI დადე ბითია, შეგვიძლია დავუშვათ L6=0, და 

მაშინ, აგრეთვე, უნდა დავუშვათ, რომ 

C=90, 

ვინაიდან სხვანაირად დ (ე) ფუნქცია არ იქნებოდა სასრული, როცა L=0.. 

მაშასადმე., გვექნება 

წ 

დდ=-- ლ” ხე ჩდ)ძნC 8) 
9 

და ადვილია უშუალოდ შემოწმდეს, რომ ეს მართლაც არის ჩვენი ამო- 

ცანის ამოხსნა. 

2. როცა MI უარყოფითია, მაგრამ არ არის მთელი, და-- 

ვუშვათ, რომ 

M=LL-იMI+1, 

სადაც (–-/!) აღნიშნავს C–M)-ის მთელ ნაწილს.. 
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ამის წემდეგ ნაწილობითი ინტეგრებით მიიღება 

დ თ +1 წლ ნარ -C, +5- ნდ ს" ეუ... C 
/71(/71+-1) 

წი 

ი-170-+ი-1 ი”- ს ”+ი–-1 · _ 
_LC-1"' '1§ + ჯო-ს (0) +(C- ))" > == L" -წიC , (34) 

გ (I +1)... (I +ჩ“– „7 ი (IL+1).. .(I2?+71-–1) 

სადაც C,1 მუდმივს აღნიშნავს. 

(34) გამოსახულების ჩასმით (31)-ში ადვილად მტკიცდება, რომ 

C+-1=0 

დაშვება გვაძლევს დ (ა) ფუნქციის ჰოლომორფულობას §=0 წერტილში. 

ამრიგად, საბოლოოდ გვექნება 

პვეხლლე +C-1)“! X 
” MI (11+- 1) 

„ჩოი დ 
/? (/1+1)...(M1+ 7-1) 

წ 

_ ცით წ ხიმი ნ(სC)ძნ, 35). 
+C-14M§ I /I (/1-+ 1)...(71+7M1–-1) | (95) 

ვი. დაბოლოს, როცა #7 არის მთელი უარყოფითიან 

0, დავუშვათ, რომ 

–M=7/ >> 0. 

კვლავ ნაწილობითი ინტეგრებით მივალთ 

C წ 
ხიი“ #CM (ნ) ძი 1 _ 

–- 1)" 165 "1! – LV») ძC (ა სითი | ი 'წონათ 
ხი 9 

ინტეგრალამდე. მაგრამ, თუ #15) (00159-9, ეს ინტეგრალი იძლევა ლოგა- 
რითმულ წევრს. 

მაშასადამე, 

წლო=0 (36) 
პირობა აუცილებელია ამონახსნის არსებობისათვის. 
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როცა ეს პირობა შესრულებულია, განხილული ამოცანის ამონახსნი 

==“ ის 7 (1), LC.) ც'-1 #(5-) (ე __ დო 26 თ“, მაფ ეთბ“ ფი. 
C =–I -XM) 

–- | ლ # ანარ (37) 

0 

„ფორმულით მოიცემა, სადაც C ნებისმიერია. 
(36) პირობას შეგვიძლია მივცეთ ძალიან მარტივი სახე. მართლაც, 

გვაქვს 

ჩდ=.'. (=--2 ძი, #()(0= XI დაი 

2X»L. –§ი ფო+1. 

მაშასადამე, 

2L 

წო) (0=”. I წლის ედლ= ”' ( წფალიიი. 
იგ 

თუ განვაცალკევებთ ნამდვილ და წარმოსახვით ნაწილებს, (36)-ის ნაც- 

ვლად მივიღებთ, რომ 

2 2Xჯ 

| /(ბეიინი§ძ8- | / (8) §(ი (8 ძ8=0. (36 
მ 0 

ამრიგად, გარდა იმ შემთხვევისა როცა #7. არის არადადებითი მთე- 

-ლი რიცხვი, დასმულ ამოცანას გააჩნია ერთი და მხოლოდ ერთი 
ამონახსნი. 

პირიქით, როცა 

ალ –ჩ?, 

სადაც / აღნიშნავს დადებით რიცხეს ან 0-ს, (36მ?) ტოლობები წარ- 
მოადგენს აუცილებელ და საკმარის პირობას ამონახსნების არსე- 
ბობისათვის. თუ ეს პირობა შესრულებულია, ამოცანას გააჩნია უსასრუ- 
ლო რაოდენობა ამონახსნებისა. 

ამ შემთხვევაში (7? არის არადადებითი მთელი) ე რთგვარო- 

ვ.ა ნ ამოცანას, რომელიც 

ხI+IმჰV-ი ჯ-ზე, (38) 
ძი 
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პირობას შეესაბამება, გააჩნია არანულოვანი ამონახსნები, ეს ამონახსნები 

მოიცემა (37) ფორმულით, სადაც უნდა ავიღოთ / (9) ==50 ან #(C) = 0. 

ამრიგად მივიღებთ, რომ 

1 
დდ=- _ 60 =- + (4+(8) 0505, (39 

სადაც 

C= 4+!:8, ხ=ე0!9. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

V=Iირდ(-)=– 3 (4ი” 005 989--– 80” 519 7191. 

ამგვარად, როცა M#>0, ერთგვაროვან სისტემას გააჩნია ორი წრფი–- 

ვად დამოუკიდებელი ამონახსნი: 

სV,=0" 005/ს, Lე=055)ი/!9. (49) 

როცა M#=0, არსებობს მხოლოდ ერთი ამონახსნი VC/, =1, 

არაერთგვაროვანი ამოცანის ზოგადი ამონახსნი მიიღება, თუ ამ 

ამოცანის რაიმე კერძო ამონახსნს დავუმატებთ ერთგვაროვანი ამოცა–- 

ნის ზემოთ აგებული ყველა ამონახსნის წრფიე კომბინაციას. 

§ 18. ნეიმანის ამოცანა წრისათვის. თუ 

#=0. I1=1, 

და, მაშასადამე, 

M=2, 

სასაზღვოო პირობა ღებულობს 

9V_, (3) (41) 
ძ” 

სახეს და (367) პირობები დაიყვანება ერთ პირობაზე: 

( ჯ(00ძ0=0, (42) 
0 

დ (ს) მოიცემა ფორმულით 

დC00=C+ ირ რ 1-5; C. (43) 
L 
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ეს ფორმულა ადვილად გარდაიქმნება, თუ გამოვთვლით რიგა ინ– 
ტეგრალს «ჯ-ს გასწვრივ. მართლაც, თუ გავითვალისწინებთ (42) პირო– 

ბას, მარტივი გამოთვლით მიიღება 

2» 
ძC” 1 / > მ თდ-=C--- ( II6C-0+-=6C – -- (I16C--0 4, (439 

წ? 0 

სადაც C, აღნიშნავს ახალ მუდმივს?მ. 

მაგრამ გამოყენებებისათვის ხშირად უფრო მოსახერხებელია (43) 

ფორმულით მოქმედება. 

§ 19. დირიხლეს ამოცანა წრისათვის. ჩვენ განსახილავი დაგ- 

ვრჩა შემთხვევა, როცა 1=0, რომელსაც შეესაბამება შემდეგი სახის 

პირობა; 

ყ=/8) ზე. 64 
ეს არის დირიხლეს კარგად ცნობილი ამოცანა. თუ (29) ფორმულა- 

ში დავუშვებთ, რომ #=1, I=0, უშუალოდ გვექნება?ვ4 

C+C «”. აა=1II>-3 =C C (45) 

შევნიშნოთ, რომ პუასონის კარგად ცნობილი ფორმულა ძალიან 
მარტივად გამომდინარეობს (45) ფორმულიდან. 

მართლაც, 0-თი და V-ით აღვნიშნოთ ს წერტილის პოლარული 
კოორდინატები, ასე რომ გვექნება 

==ი0(!V, 

მაშინ (45) ფორმულა “ობეძემ 

ი('ი „» 

დლ=:- ( /(8 2 ი- ძე = 

_1 · 1–-01–-2 10 517 (9-––%) =-- | (ლ) 2 (პის V ძა, (46) 
1-–2 0 005 (9-–1ს)+ 0” 

საიდანაც 

1 ( /(8) (I-ი «8. 
2 ქ 1--20 005 (9--ს)+ი? (რი) 
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აღსანიშნავია აგრეთვე ცნობილი ფორმულა, რომელიც იძლევა V-ს 

შეუღლებულ V ფუნქციას და რომელიც (46) ფორმულიდან მიიღებაL 

2: 
1.“ / (9) 0 510 (9-––ს) ძზ. _ ის 

““-_-_-__ · (463"» 
#8. 1--20 C05(8--+)+ 037. 

§ 90. შენიშვნები მიღებულ ფორმულებში მონაწილე ინტეგრალე- 

ბის გამოთვლის შესახებ. (43) ფორმულა, რომელიც გვაძლევს ნეიმანის 

ამოცანის ამოხსნას, და (45) ფორმულა დირიხლეს ამოცანისათვის ზოგ- 

ჯერ საგრძნობ უპირატესობებს იძლევა ჩვეულებრივ ფორმულებთა5 
შედარებით. ასევე ზოგჯერ გაცილებით უფრო მოსახერხებელია (33), 

(35), (37) ფორმულების გამოყენება ისე, როგორც ჩაწერილია, თუ 

ნამდვილ და წარმოსახვით ნაწილებს განვაცალკევებთ მხოლოდ ინ- 

ტეგრალების გამოთვლის შემდეგ. 

როცა, მაგალითად, I(0) არის სასრული ტრიგონომეტრიული მწკრი– 

ვი (ტრიგონომეტრიული მრავალწევრი) 

I(9ე)=4ა+4, ლნა5ზ+ 8, 5Iი 8-+...+.4, C05 /-+ 8, 51ი #8.. 

მაშინ, 

1 
C05 / 9-= #2 (24ს., -#0= __ _ (” + XI , 

1 1 
519 ”95=-- (60. ტც-Iსხე= _ (ით... 

2: C ) 2 (§ CC 

ფორმულების დახმარებით I-ს შეგვიძლია მივცეთ სახე 

/(%)C=თ,L””-"+...+0ძ.,C01-1-1 +ძა+...+ძ, სი. 

თუ (30) ფორმულაში /|(9)-ს შევცვლით უკანასკნელი გამოსახულე– 

ბით, მივიღებთ ინტეგრალს, რომელიც უშუალოდ გამოითვლება § 4-ის 

ფორმულების თანახმად, და მოგვცემს #C) რაციონალურ ფუნ– 
ქციას. 

უფრო ზოგადად, თუ /(9) შეიძლება წარმოდგენილ იქნეს L”-ს რა– 

ციონალური Cდთ(უ) ფუნქციის სახით, მაშინ ინტეგრალი 

L+C _იC 

რ-ი |9 ოა“ CC 

ადვილად გამოითვლება § ა ფორმულების საშუალებით, ვინაიდან 
C”-ის რაციონალური ფუნქცია 

  

ლო
 
-



ყოველთვის შეიძლება წარმოდგენილ იქნეს ორი რაციონალური ფუნ- 

ქციის ჯამის სახით, რომელთაგან თითოეული აკმაყოფილებს § 4-ის 

ერთ-ერთ პირობას. ამ გზით მივიღებთ რაციონალურ /'CC) ფუნ- 
ქციას და ამოცანა ამოიხსნება ელემენტარული ფუნქციების საშუა- 

ლებით. 
ანალოგიური სიმარტივე ბევრ სხვა შემთხვევასაც გააჩნია. 

§ 981. მაგალითი. მარტივი მაგალითის სახით განვიხილოთ შემ- 

დეგი ამოცანა: 

ვიპოვოთ CV ფუნქცია, ჰარმონიული ჯ» წრეწირის შიგნით, გარდა 9 

წერტილისა, სადაც ის იქცევა როგორც # 1წ|I;--იI; C საზღვარზე მოი- 

ცემა ძი” ს მნიშვნელობა! 
ძ» 

ძV (+ - 78 -ზე, 7 =/ (8) ჯ-ხე 

სადაც | არის რკალის ფუნქცია, განსაზღვრული შემდეგნაირად 

I=/-ა=0005, როცა 8ე < 9 ლ 9ე+8, 

და | =0 9-ს დანარჩენი მნიშვნელობისათვის. 

დავუშვათ, ”=I|ნ – ი! და 

V=VC-+L#/ 17. 

CV, ფუნქცია უნდა იყოს ჰარმონიული ყველგან 4-ს შიგნით და აკმა- 

ყოფილებდეს პირობას: 

ძV, =- # ძIი, 

ძ” ძი 

ამონახსნის სიამობიათვი: აუცილებელია, რომპ5 

იძუფ, ნა 0= " (კე _ I 2 ძა. L | /4--2იხეოიი 
ი, 

+! “-ზე. (47)   

9% 

ე. ი. 

ზწი= 2 >. (48) 

გამოვიყენოთ (43) ფორმულა, რომელშიც |! უნდა შეიცვალოს (47) 
გამოსახულებით. 

წინასწარ გარდავქმნათ (47) გამოსახულება. გვაქვს 

1C”=18|6-- ი) = IM 16 (§– 9“«=-- (1C (C– ი) + 1 C–0)). (49) 
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შემდეგ, § 17-ის (27) ფორმულის თანახმად, გვექნება 

· (ი –/ტ MM 
(M-1 2 +2 = + --+---- (50) 
ძ/! 2 |“–ი ა–ი!, 2 |”7-ი 1-–-იძ- 

  
  

თუ (50)-ის საშუალებით გარდავქმნით (47) გამოსახულებას, შე- 

ვიტანთ მას (43) ფორმულაში ღა უგულებელვყოფთ ნებისმიერ C 

მუდმივს, ადვილად მივიღებთ, რომ 

თ,()= (<I> “% ჩ.12 ძვ-- 

შე - 
) წ 

/ ა 1 =Lა ძა 
–.“ + ეუ ი , 

4» )'C--ძი 1-5 )/ ი L 
7? 

  

  

სადაც CI(C-) დაკავშირებულია L/, ფუნქციასთან 

CV,=Iბ%0Cთ, 

ტოლობით. 

«C)(-.) ფუნქციისათვის მიღებული გამოსახულების ყველა ინტეგრა- 

ლი ადვილად გამოითვლება. 

ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია დავუშვათ, რომ ძ ; არის ნამ- 

დვილი რიცხვი: 

0= 4). 

თუ შევნიშნავთ, რომ _ წერტილი არის ჯ-ს გარეთ, კოშის 
ძ 

თეორემა ნაშთების შესახებ გვაძლევს 

ა... 1 C+C” 2 >––>–ი.იიი.- 50" 
21) C-, 1-0" | V-C CC 1- ი (50) 

  

7 

ფორმულას. 

ინტეგრალი 

მე-L§ 
! C, C+ – (Mხ=+- ძა 

2XჯX ა– 
% 

5ვ



„ასევე ადვილად გამოითვლება. ამ ელემენტარული გამოთვლის მაგიერ 

განვიხილოთ ზღვრული შემთხვევა, როცა §–->0 და /ი->C, მაგრამ ყო- 

ველთვის შესრულებულია ტოლობა 

8/ე=2 X#. 

ადვილი სანახავია, რომ ამ შემთხვევაში გვექნება 

      

  

შე-L+ 
ლ L / ი +L _ გ“ ++, 

III --- _/9 
(თ > 2» 1” ჩი –Iი  2I--  თ-C 

სადაც ი” =0'%. შემდეგ, 

ი -. 1 დ.დ: # კ,54 => რ – #Iლ (C--–) – 2ჩ1C(C--ძ). 
1-–იძC, თ ს) ს1 ი 

ამიტომ 

1 , 90=თ04+M6-ი=# IC-ი+I6(-- --) –216C--თ) | 
და მივიღებთ 

V=ჩ1C”L 
ჩვ 

ფორმულას, სადაც /, I), IX აღნიშნავს მანძილებს L წერტილიდან შე– 

საბამისად ი წერტილამდე, «V-ს მიმართ ი-ს შეუღლებულ წერტილამდე 

«და ი” წერტილამდე. 
ცხადია, რომ ეს ფორმულა იძლევა ჰიდროდინამიკის შემდეგი ამო- 

ცანის ამონახსნს: 

ვიპოვოთ უკუმშვადი სითხის ბრტყელი მოძრაობის სიჩქარეების V 

პოტენციალი, როცა ·/ წრეწირის შიგნით მოთავსებულ სითხეს ი” წერ- 

ტილში აქვს უსასრულოდ მცირე ხვრელი (ჩასადინარი), ხოლო 4+-ს 

“შიგნით ი წერტილში არსებობს 2M/ სიმძლავრის წყარო. 

სIი=2X# ტოლობა ნიშნავს, რომ თ წერტილში წყაროს მიერ წარ- 

მოქმნილი სითხის რაოდენობა ტოლია სითხის იმ რაოდენობისა, რო- 

მელიც გამოედინება ძი” ხვრელიდან. 

შემთხვევა, როცა რამდენიმე წყაროა და რამდენიმე ხვრელი, ანა– 

ლოგიურად გამოიკვლევა, 
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§ 395, გრინის ფუნქცია შერეული ამოცანისათვის. მეორე მა–- 

გალითის სახით განვიხილოთ გრინის ფუნქცია შერეული ამოცანი– 

"სათვის, რომელიც შეესაბამება (24) პირობას. 

სიმარტივისათვის დავუშვათ, რომ 

მაშინ, ზოგადობის შეუზღუდავად, შეიძლება ვიგულისხმოთ 

I=1, ”ჩ>90. 

გრინის CV ფუნქცია განისაზღვრება შემდეგნაირად: 

CV ჰარმონიულია ყველგან «-ს შიგნით, გარდა თ წერტილისა, სადაც 
რს იქცევა, როგორც --1C|---0|, ასე რომ, CV+1CV|-–იძთ|) რჩება სასრული 

4-ს მიდამოში; ამას გარდა, ეს ფუნქცია აკმაყოფილებს პირობას: 

ლ +M9=0 ჯ-ზე. (51) 

დავუშვათ რომ #=I|)C–ძ|) და 

CV.=V-+1Iდ”/. ! (52) 

ჩვენი დაშვებების თანახმად, LI, იქნება ჰარმონიული ყეველ- 

გან V-ს შიგნით და ამას გარდა 

ძხ, '+ს0,= 2167 
+#/1C7/ ჯ-ზე. (519) 

ძ/ 
  

თუ დავუშვებთ, რომ 

VI, =IM6 დ, C-), 

მაშინ. თI(0) ფუნქცია განსაზღვრულია § 17-ის (33) და (30) ფორზუ- 

ლებით, სადაც უნდა ვიგულისხმოთ #71=7, /=1 და 

ჯ=915 +ჩ1C”/. (53) 
ი 

ჩაწერის სიმარტივისათვის დავუშვათ, რომ თ წერტილი მოთავსე- 

ბულია ნამდვილ ღერძზე, რაც არ ზღუდავს ზოგადობას. თუ (53)-ში 

ჩავსვამთ წინა §-ის (49) და (50) გამოსახულებებს, მივიღებთ, რომ 

, “1 

I= +. · +---+> ს«-ი+ 6(--ი)). რი 
2 |C–-ძ 1--იძ- 
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„ მაშინ (30)-–დან გვექნება 

1 ს” 1 L+C ძი ჩ =-- I > –= + ემე თ·ლ 
(9) 2) 2 |=-.+ 1-- ა” | სლ თი + 

I 

1 # 1 '+L ძს”. +: 5 I6C-9+M (=-4) | 210 9 (55) 
21) 2L - შედი CV 

წ 

მაგრამ პირველი ინტეგრალთაგანი უკვე გამოთვლილია წინა §-ში; 
მისი მნიშვნელობაა 

1 

1-იძLC. 
  

განვიხილოთ ახლა მეორე ინტეგრალი. თუ შევნიშნავთ, რომ 
1 : 

1)დC-–-ი)+1დ (=–ი)- (1<>)+120-46ი, (56) 
ა 

ზვექნება % 

ი... 
·C _ 1 (00%, /, _ 2) #« C+C უარ 

იდ Mს-ლC+ სე) დ წხ-ლ გ (ლი 
  

მაგრამ ფუნქცია 

განხილული როგორც ს7/-ის ფუნქცია ჰოლომორფულია ყველგან ჯ-ს გა- 
რეთ და ნულია, როცა C-=C 9. ამიტომ მისი შესაბამისი ინტეგრალი 

ნულის ტოლია. 

ასევე ფუნქცია 
L+C , 21” )-(01--იო 

L 

ჰოლომორფულია C“-ის მიმართ ყველგან V-ს შიგნით და კოშის თე– 
ორემა გვაძლევს, რომ 

    

1 ულC+წ კა ძმ; _ + · 
_– > '' Iთ(1--იეს = 10 (1––ი")=21 –ძე. =5I > 8(1--ი )= > C '4( )=219(1-–ძუ



თუ მიღებულ გამოსახულებებს ჩავსვამთ (55)-ში, გვექნება 

1 
M, (-)ლ–––-+#/ 1თ(1––ძა). 

1-–- იხ 

(33) ფორმულის თანახმად 

, 
4 2 
ა ძნ | უ-1 IთC(1--0 ე) ია, 

რია) მ 
თ, (Cე)=L"" 

ლ
.
ა
,
 

ან კიდეე, მეორე ინტეგრალის ნაწილობითი ინტეგრებით მიიღება 

· 
· 

- - 1 დ ()=160-0)+61( ძ4 1+CL «ე, (58) 
· 1-0) 

დაბოლოს, V/-ს შესაბამისი დ(.) ფუნქციისათვის გვექნება ფორ- 

მულა 

დ 1+0ძ" 
დჰე=1C(1-0)-IC(CC-0)+C- (დ “19 ძი (59 

გ 1 მს 
როცა / მთელი რიცხვია, გრინის ფუნქცია გამოისახება ელემენ- 

ტარული ფუნქციების საშუალებით. 

ზოგად შემთხვევაში ინტეგრების წირად შეგვიძლია ავიღოთ სეგმენ– 
ტი, რომელიც ==0 სათავეს CL წერტელთან აერთებს, თუ დავუშვებთ, 

რომ L=ი0'9, ჩვენს შემთხვევაში გვექნება 

ძა=0!ჰ ძი 

და საკმაოდ მარტივი გამოთვლების შემდეგ 

1--200005 9 + ი” 0? 1 
სV= =-. 1 - I26 დ (4) 2 8 ძ1–2 იი ლ059+4+ი? 

” 1 (1--0?ი%) იL–! (0, 
+0-' _გ„ასას'აეუ უ– -'"., 

უ 1--2 00, 005 --Lი" ი1 
(59") 

ამ ფორმულის მიხედვით ადვილი შესამოწმებელია ცნობილი ფაქ- 

ტი, რომ გრინის ფუნქცია სიმეტრიულია L და ი წერტილების მიმართ. 

კერძოდ, თუ #=1, (59) ფორმულის ძალით 

- - 2 დ(ს)=168(1-–ია)--)8(ა--0)–– –– 18 (1–0.)-–1. 
იხ 
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ახლა სიმარტივისათვის ვიგულისხმოთ, რომ ძ>0. ამ შემთხვევაში 

სV=Iი (<) =- 2. IC05 8 16 (ი, )+ 1 510 #I–-1, 
, 00 

სადაც #” და #” მანძილებია ს წერტილიდან შესაბამისად ძი და 1 წერტი- 
რ 

ლებამდე, ხოლო ყჯ არის 1 –-C ვექტორს არგუმენტი მოთავსებული 
რ 

–%-სა და »-ს შორის (ნახ. 7). 

  

  

ნაზ. 7 

111. ძირითადი ამოცანა ნებისმიერი არისათვის 

§ 23. ლოგარითმული პოტენციალის თეორიის ძირითადი ამოცანა. 

გადავიდეთ ახლა წინა განყოფილების“ დასაწყისში ჩამოყალიბებულ 
ამოცანახე. ვთქვათ, 5 არის სასრული ან უსასრულო არე, 

შემოსაზღვრული შეკრული მარტივი C წირით. უნდა 
ვიპოვოთ ჰარმონიული ფუნქციაბ1 5-ში, რომელიც აკ- 

მაყოფილებს პირობას 

ი(9 მV , ს) % , „() 9=!I(ს C-ზე, (60) 
ძX ძყ 

სადაც ი(9, ხ(9, C(9, /() აღნიშნავენ C წირის § რკა- 
ლის მოცემულ ფუნქციებს. 

თუ დავუშვებთ (შდრ. § 10), რომ 

2V=დ, (21+ დ,(2), (61) 

მაშინ (60) პირობა ასე ჩაიწერება: 
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(თ+1(ხ) დ) (2)+ (0თ-– (:ხ)დ, (2) +6 (დ, (2)+Cდ, (2))=2,). _ (60') 
ამ ამოცანის დასაყვან-დ წინა თავში განხილულ ამოცანაზე, და–- 

ვუშვათ, რომ 5 არე კონფორმულად ავსახეთ L სიბრტყის ე რთე- 
ულრადიუსიან ძ წრეზე, რომლის ცენტრი C=0 სათავეშია. 

ვთქვათ, თ(C) არის ფუნქცია, რომელიც 5 არეს უთანადებს ით 
წრეს, ასე რომ 

2=თ(ე) (62) 
წერტილი ერთხელ (და მხოლოდ ერთხელ) აღწერს 5 არეს, როცა 2 

აღწერს ძ-ს. 

გავიხსენოთ, რომ იC) ჰოლომორფულია ყველგან თ-ში, გარდა იმ 

შემთხვევისა, როცა § არის უსასრულო; ამ შემთხვევაში თა(.)-ს გააჩნია 

თ-ში ერთი მარტივი პოლუსი, რომელიც შეესაბამება 5-ის 2=თა» 

წერტილს. 

ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია დავუშვათ, რომ ეს პოლუსი 

ხ=0 სათავე მია. ვიცით, რომ «ა”(C)5-0 თ-ში; ამას გარდა, ჩვენ დავუზ- 

ვებთ. რომ «ა/(6) თანაბრად მიისწრაფვის ნულისაგან განსხვავებული 

თ”(Cე ზღვრისაკენ, როცა L მიისწრაფვის V; საზღვრის რაიმე L” წერტი- 

ლისაკენ (შდრ. § 6). 

შემდეგ შემოვიტანოთ აღნიშვნა 

დ, (თ (-))=დ C). (63) 
ჩვენი დაშვების თანახმად, დ(6) ჰპოლომორფული ფუნქცია ყველ- 

გან +#-ს შიგნით და 

დ Cე 
ს” CC 

მაგრამ უკანასკნელი ემთხვევა § 11-ის (9) პირობას, თუ დავუშ- 

ვებთ, რომ 

  +6- ==” L60Iდ(C)+% (C))=2/. L64) 
(თ+/ხ ც 5. (§) 

თ” (9 

1 

4ო– თ” (0 

მაშასადამე, ეს ამოცანა დაიყვანება წინა თავში განხილულ ამოცა- 

ნაზე და შეგვიძლია გამოვიყენოთ მასში გადმოცემული მეთოდი, თუ 
6”, 7” კოორდინატების საშუალებით გამოსახული ი, ხ, 0 ამ კოორდი– 
ნატების რაციონალური ფუნქციებია. 

§ 54. მუდმივი კოეფიციენტების შემთხვევა? მარტივ მაგალითს 

იძლევა ის შემთხვევა, როცა (60) ფორმულაში ძ, ხ, C კოეფიციენტე- 
ბი მუდმივებია. 
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(64) პირობა ჩავწეროთ შემდეგი სახით: 

318 რატ წლ+რ-ტ  ი74+ი  თ«60+9 (+) | =2/. ტო 
თ” (<=) 

1 -/ 

უკანასკნელი ტოლობის ორივე მხარე გავამრავლოთ 25 _–. 2 
)44 

ავიღოთ ინტეგრალი I საზღვრის გასწვრივ. § 4-ის ფორმულების თანახ- 
მად გვექნება 

  

  

  

დ დ (9) –- 
· (09+ Iხ) დ + I... -- +იდ(C)+2C დ(0) = 

ი (0) IM თ (0) 

1 ” /ძC 
= --, 641? 
–I ლა'-- ' ' 

7 – 

შევნიშნოთ, რომ როცა § უსასრულო არეა, მაშინ 50 და. 
'(თ 

(64“7)-ის მარცხენა მხარეში მეორე წევრი არ გვექნება. 

თუ დავუშვებთ, რომ ძ და ხ ერთდროულად არ არის ნული, (64?) 

შეიძლება ჩაიწეროს შემდეგნაირად: 

  · “ე+ –“ ი (ედ 0+ჩMი(0–-ჩ(0 ს (0=0, (65 
ი+!ხ . 

სადაც 

=9-#M <0) ,Cდ() (66) 
'" ი+I:ხ ია”'(00 რი+“/ხ 

და 

1 ( Iძ- წეი=-  . II" /0-. 
რ #7 (0-LL6) I C--L 

(67) 

თუ C58- 0, (65) განტოლების მათილით მივიღებთ, რომ 

_ +. „ + ჯ _ (ე. C«(C) 

«(ე=66 9+M- 21 ე, + I ჩ (დ)! (დ) 6+# ძჯ,, (68) 
 



და, თუ C=0, მაშინ 

C 

იფ=C-M#9ი(0+ | ჩ 6) (ნ) ძნ, (68") 
Mი 

სადაც C და Cი ნებისმიერი მუდმივებია. 

შემოვიფარგლოთ იმ შემთხვევით, როცა 5 არე სასრულია. მაშინ 

შეიძლება დავუშვათ, რომ 

თ (0) =0. 

(68) და (68') ფორმულები, სადაც შეგვიძლია ჩავსვათ Cი=0, Cდ(-)-სა- 

თვის იძლევა ჯ-ს შიგნით ჰოლომორფულ გამოსახულებებს. 

დასადგენი დაგვრჩა მუდმივი (66) ფორმულის მიხედვით. თავდა- 

პირველად განვიხიალოთ შემთხვევას, როცა 056 0. გამოვთვალოთ დ(0). 

და დ” (0) (68) ფორმულის მიხედვით; გვე1 ნება 

_ –= _ ით, თ0=C 4--!ხ _= L. 
(9) წ. რ 2 ძ--Iხ ი-Iხ 

  

  

სადაც 

=- 

ჩ= – (| /« 
„“" 0 

(66)-ში დ(მ0) და დ”(0) შევცვალოთ მათა მნიშვნელობებით. ზო- 
გიერთი გამარტივების შემდეგ მიიღება 

(0+!ხ) + (0– (ხ) X =ზ, 
საიდანაც 

მაშასადამე, (=+I/6ნ)#X მუდმივის წარმოსახვითი ნაწილი რჩება ნე- 

ბისმიერი; ეს უკანასკნელი შეიძლება აღებულ იქნეს ნულის ტოლად. 

ვინაიდან მას არავითარი გავლენა არ აქვს V-ს მნიშვნელობაზე. C 
მუდმივი რჩება ნებისმიერი, მაშასადამე, ყველაზე ზოგადი ამონახსნი 

მოიცემა 

      

_ ნ) . _ იი წ Cთ(ნ) 

დ0=02 29 + +6 248 | ნლაინ)ლ!ტძს (69) 
C · 

0 

6!



ფორმულით, სადაც C ნებისმიერი კომპლექსური რიცხვია. 

როცა C=0, ანალოგიურად მივიღებთ, რომ 

C 

'1+” ად+( ჩდასდაძნი,. (695 
ე წა“ 26+49 

სადაც C და C” ნებისმიერი ნამდვილი მუდმივებია. 

თუ დავუბრუნდებით 7 ცვლადს, გვექნება 
__ C? C2 _6C2, 

თ, (21=C4 ი+ თ +C „ ი+ჯხ ( –, (2) C++ თ, (70) 

§ 0 

როცა C460 და 

2 
ჩზ+!C” ა 

2)=C---  _2- L ძ?,, 70? დ, (2) 2 (=+7წ) -) 1(2)) ძ2, (70") 

როცა C=0; ”I(2) აღნიშნავს #(6) ფუნქციას, თუ მას გამოვსახავთ 2 
ცვლადის საშუალებით. 

თუ 0ი=ხ=0 (დირიხლეს ამოცანა), წინა ფორმულები კარ- 

გავენ აზრს. მაგრამ ამონახსნი მიიღება უშუალოდ (64%%) ფორმული- 
დან. თუ მასში დავუშვებთ, რომ C=1, ადვილად მივიღებთ 

დ (:)= 21IL-+CC- 0თ» 277 L 

ტოლობას წმინდა  ფარმოსახვით შესაკრებ მუდმივამდე სიზუსტით. 

როცა 5 არე უსასრულოა, თ (6) ფუნქციას პოლუსად აქვს L=0 წერ- 
ტილი. (68) ფორმუ ლა გვიჩვენებს, რომ თუ C 55 0, მაშინ ამოცანას სა- 
ზოგადოდ არ აქვს რეგულარული ამონახსნები. 

IV. ბამოჟენებები პიდროდინამიკის ძირითად ამოცანაში 

გ:მოვიყენოთ ახლა ჩვენი მეთოდი ამოცანისათვის, რომელსაც ბრტყე- 

ლი მოძრაობის შემთხვევში ჰიდროდინამიკის ძირითადი წამო- 

ცანა ეწოდება. ეს ამოცანა უშუალოდ დაიყვანება ნეიმანის ამოცანა- 

ზე, რომელიც თავის მხრივ ძალიან კერძო შემთხვევაა § 23-ის ამოცანისა. 
სხვათა შორის, მე”ძლებოდა ამ ამოცანის ამონახსნის მიღება წრი- 

სათვის ნეიმანის ამოცანის ამონახსნისაგან, რომელიც გამოკვლეულია 

§ 18-ში. მაგრამ გვირჩევნია მისი უმუალო განხილვა. 
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§ 25. ამოცანის ჩამოყალიბება. ვთქვათ, 5 არის CV, Vყ) წე ერტილთ»> 

სიბრტყის არე, შემოსაზღვრული შეკრული მარტივი C წირით. განსა- 

ხილველი ამოცანა შემდეგში მდგომარეობს: 

ვიპოვოთ უკუმშეადი სითხის უგრიგალო მოძრაო- 

ბის სიჩქარეების განაწილება, როდესაც სითხეს 3 არე 

უკავია, თუ მოცემულია სიჩქარის ნორმალური / მდგე- 

ნელის მნიშვნელობა 5-ის C საზღვარზე; თუ 5 არე უსას- 

რულოა, მაშინ ვუშვებთ, რომ სიჩქარეები უსასრულო– 

ბაში ნულია. 

ცხადია, რომ სინამდვილეში აქ საკითხი ეხება (X, ყ/) წერტილთა 

სიბრტყის პარალელურ მოძრაობას სივრცულ არეში, რომელიც შე- 

მოსაზღვრულია ამ სიბრტყის მართობი ცილინდრული ზედაპირით, ხო- 

ლო C არის ამ ზედაპირის პროექცია (X, ყ) წერტილთა სიბრტყეზე. 

ვთქვათ, V და 90 სიჩქარის მდგენელებია, შესაბამისად, 0X და 0ყ 

ღერძებზე. დაშვების თანახმად V და ხ (ჯ, ყ) წერტილის ცალსახა რე- 

ბულარული ფუნქციებია, რომლებიც დაკავმირებულია შმემდეგი ტო– 

ლობით: 

_ “– –=0. (71). 
მყ ძX 

აქედან გამომდინარეობს, რომ ყოველთვის არსებობს ისეთი 

V(X, ყ) ფუნქცია (სიჩქარეთა პოტენციალი), რომ 

„-9V ს 9. (72) 
ძX ძყ 

LV ფუნქციამ უნდა დააკმაყოფილოს პირობები: 

#ტV=0 §5-ში (73) 
და 

მV _ C-ზე, (74) 
ძი” 

სადაც I არის C წირის რკალის მოცემული ფუნქცია, ხოლო # გარე 

ნორმალია, ამას გარდა, თუ 5 არე უსასრულოა, მაშინ უსასრულოდ 

შორეული წერტილისათვის უნდა გექონდეს: 

„=9%_ი, ე– 59V 0, (75) 
ძX იყ 

6ვ



ამგვარად, განსახილველი ამოცანა დაიყვანება V ფუნქციის განსახ- 

ღვრაზე (73) –– (75) პირობებით. მაგრამ სანამ წინ წავიდოდეთ, აუცი- 

ლებელია შესწავლილ იქნეს უცნობი V ფუნქციის ხასიათი. 

თუ # და დ მოცემულია, მაშინ V ფუნქცია განისაზღვრება 

(X, V) 

V (X, ყ,ა=CVი+ | !ძX+ სძყ (76) 

(X„, Vი) 

ტოლობიდან, სადაც Vი აღნიშნავს ნებასმიერ მუდმივს, (X-, ყი) არის 
§5-ის ნებისმიერი წერტილი და ინტეგრალი აღებულია 5-ში მოთავსე– 
ბული ნებისმიერი წირის გასწვრიე. 

თუ 5 სასრულია, მაშინ (76) ფორმულა გვიჩვენებს, რომ V/ იქნე– 
ბა (ა ყ) წერტილის ცალსახა ფუნქცია, ვინაიდან ინტეგრალი 

( MძX–+ ხძყ, 

აღებული ნებისმიერი შეკრული წირის გასწვრივ, რომელიც არ გა- 

მოდის 5-დან, (71) დამოკიდებულების ძალით ნულის ტოლია. 

მაგრამ, როცა 5 უსასრულოა, CI ფუნქცია, სახოგადოდ, მრავალსახა 

იქნება: თუ (X, ყ) წერტილი დადებითი მიმართულებით აღწერს C-ს 

მომცველ შეკრულ წირს, მაშინ V ფუნქციას დაემატება მუდმივი 

#=( "ძX+ხძყ, (77) 
C” 

სადაც C” აღნიშნავს ნებისმიერ შეკრულ მარტივ გლუვ წირს, რომე- 

ლიც მოიცავს C წირს; ადვილი სანახავია, რომ # არ არის დამოკიდე–- 

ბული C” წირის არჩევაზე. 

”# მუდმივ ცირკულაცია ეწოდება, უნდა დავუშვათ, რომ 1 

მოცემელია; წინააღმდეგ შემთხვევაში ამოცანა განუსაზღვრელი იქ- 

ნება. , 

§ 96. კომპლექსური ცვლადის ფუნქციის შემოტანა. როგორც წინა 

პარაგრაფებში, დავუშვათ, რომ 

V=IM0C, (2). 

ჩვენ ვიცით, რომ თუ მოცემულია V, მაშინ დI(2) ფუნქცია განი- 

საზღვრება წმინდა წარმოსახვით მუდმივამდე სიზუსტით. შემდეგ, თუ 

მოცემულია V და დფ, მაშინ C, ფუნქცია განსახღდვრულია კომპლექსურ 
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მუდმივამდე სიზუსტით. ეს შესაკრები მუდმივი არავითარ გავლენას 
არ ახდენს სიჩქარეების განაწილებაზე. ამიტომ დ, ფუნქციას ყოველ- 

თვის შეგვიძლია დავუმატოთ ნებისმიერი მუდმივი. 

როცა 5 არე სასრულია, მაშინ CI(2) პჰოლომორფული იქჩება 5-ში. 

უსასრულო არის შემთხვევის შესასწავლად, შეეგნიშნოთ, რომ 

ი-ი-5V ; % ა; C). (78) 
ძX ძყ 

ამის გამო ცხადია, რომ «დI)7/(2) არის 5-ში ჰოლომორფული ფუ5- 

ქცია, რომელიც ნულია, როცა 2= თ. მაშასადამე, 2-ის საკმაოდ დიდი 

მნიშვნელობისათვის გვექნება 

რ0M ძ.-+LILხ. 
დ; (2)= –_–“'"ყე. :. “4... (79) 

დღა . 

დ, (21=00ი5L-+L(0)-- (ხ,) )ყ 2–– 21504. · (80) 

თუ დავუშეებთ, რომ 2=0 წერტილი არის 5-ის გარეთ (C წირის 
“მიგნით), ადვილად დავასკვნით, რომ 

დ, (2) =(0+Iხ) 1დ 2 +ჰოლომორფული დუნქცია §-ში. (81) 

ცხადია, ხ, მუდმივი დაკავშირებულია / ცირკულაციასთან 

ჩ ხ=- -- (82) 

ტოლობით. 

57. სასაზღვრო პირობის გარდაქმნა. ვთქეათ. როგორც § 23-ში, 

2=C(უ არის დამოკიდებულება, რომელიც 5 არის წერტილებს უთა- 

ნადებს |5§I <1 წრის წერტილებს. ვთქვათ, ამას გარდა, 

დ(=Cდ, (ი (§)). (83) 
2 ადვილად გამოისახება დ ფუნქციის საშუალებით მართლაც, თუ 
(I 

ძ2 ნახრდს ავიღებთ |! გარე ნორმალის მიმართულებით, მაშინ შესაბამისი 
ძნ ნახრდი უნდა ავიღოთ 74 წრეწირის რადიუსის მიმართულებით: ეს 

არის კონფორმული ასახვის თვისებების უშუალო შედეგი. 

ამრიგად გვეჟნება 

ძნ=Iძ:| 9, ძ2=ი' (ე «ნ 
და . 

ძ ძ_. 1 ძ. _ ი ძ გმ 

ში მმ |IთCეI |ძრ0 |» CC) ძ: IV (I 
§. ნ. მუსხელიშვილი 65 

  

  

ძ +“, (8 მ? (84)



სადაც > =(60!' აღნიშნავს ჯ წრეწირის წერტილს. აქედან გამომდინა– 
რეობს, რომ 

ძV იძ იე ძდ ი / ძდ 
2 –_–_ –“ჰ _–_ – გეაეუდ-C-”»? ––“ 

ძი –1თ, (2)+ დ, 'დ, (2)1)= Iთ = თ” (59. ძL + 1თ” (C)I ძ C 

ან კიდევ 

29% წთ(0) ს 1 დრ). (85) 
“ში IVCII თ I” (69 

მაშინ (74) სასახღვრო პირობა ღებულობს სახეს 

1. 
L” თ” (L7)-L "_ დ? =2 | (93) |Iთ” 86V (9 6)+> 9 (>)= /ფ)|ი” ლ ( 

§ 28. ამონახსნი სასრული არისათვის. განვიხილოთ ჯერ შემ- 

თხვევა, როცა 5 არე სასრულია. მაშინ დ(0) ჰოლომორფულია ყ-ს შიგ– 

ნით. 

_ძნ. -ხზხე და ავიღოთ ინ- 
1 

(86)-ის ორივე მხარე გავამრავლოთ > _ კ: C-ჯ ; დ 

ტეგრალი ჯ წირის გასწვრივ; გვექნება 

„'“..' 1 ._,/1%V ძL _ 

LL IL. წ. 221 დ შ (C) VL-6 

_ 1 წინ. , =-- 1-წ-- (87) 

    

მაგრამ, §დ” (§) ფუნქცია ჰოლომორფულია #-ს შიგნით; » დ” (>) 

ჰოლომორფულია +-ს გარეთ და ნულია, როცა LC=C, მაშასა– 

დამე, § 4-ის ფორმულების თანახმად, 

  

“5 _ 1 /Iი”|ძა” 
ნდ” (-)= –- “C-LC“ 

V 

აქედან 

_6 1 ( /Iთ (თ 88). დ 0=5- ( => (88) 
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რადგან დ”(_) სასრულია, როცა %:=0, ამიტომ გვექნება 

   C II (89 

+ 
ან კიდევ 

2» 

I ”Iთ”Iძ8=-0. (895) 
0 

თუ დავუბრუნდებით (LX, ყ) წერტილთა სიბრტყეს, ამ პირობას შეგ- 

ვიძლია მივცეთ კარგად ცნობილი სახე 

წ Iძ§=0. (89“") 
C 

(890) არის ამონახსნის არსებობის აუცილებელი 

და საკმარისი პირობა. თუ ამ პირობას გავითვალისწინებთ, 
(88) ფორმულას შეგვიძლია მივცეთ ცოტა განსხვავებული სახე. მარ– 

თლაც, დავუმატოთ (88)-ის მარჯვენა მხარეს გამოსახულება 

  

2» დ 
წ 

რომელიც ნულის ტოლია, გვექნება 

|2+> ძნ 88 
დ (C00= _ 21"; 8 + (389 

აქედან 

_ 1 თ, | §+6 ძC” დ«(0=--. | +” 1 IIMI =-; + +0ია! (9თ 

§ 99, ამონახხნნი უსასრულო არისათვის განვიხილოთ ახლა ი. 

შემთხვევა, როცა § არე უსასრულოა. ამ შემთხვევაში თ()-ს აქვს 

მარტივი პოლუსი #-ს შიგნით და შეგვიძლია დავუშვათ, რომ ეს პო– 

ლუსია L=0 წერტილი (შღრ. § 6). მაშასადამე, 

თ(0=-- +ჰოლომორფელი ფუნქცია. (91) 
ნ 
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(81) ტოლობიდან მივიღებთ, რომ 

თ (-)=დ, (თ (C)) = (ძუ +Iხ,) 1დ თ (C) +ჰოლომორფული ფუნქცია= 

=–(2,+/ხ,) IV CCჰოლომორფული ფუნქცია. (92) 

აქედან 

"ა / ი (ხ L4 

დ”(0=– <0+ + Lპოლომორფული ფუნქცია. (93) 

ამიტომ § 4-ის ფორმულების თანახმად, (87)-დან გვაქვს 

1. ( IIთ|იC 

ჯ ს) CC. 
1 

გდ”(6)--(0,--Iხ,))= 

იჯ-ისა და ხ)-ის განსაზღვრისათვის დავუშვათ, რომ L=0. გვექნება 

2 

–(0,+/ხ)–(0,-- (6)= > I /Iს”I 4>-= I II” |ძს.. 
0 

ან კიდევ გა“ 

1 ძL 
=- თ”) -.>-; 94 ფ=- - I /IVII L (94) 

'წ 
ხ, მოიცემა (82) ტოლობით: - " 

ჩ ხ,=-- .”. 
1 2Xჯ 

თუ 0) და ხ, მუდმივების მნიშვნელობებს შევიტანთ LCთ”(C) ფუნ- 

ქციისათვის ზემოთ დადგენილ ტოლობაში, მივიღებთ, რომ 

ე) +6 ძCე M 95 CV (:= =1 (მ + +-+5- (95) 

აქედან...“ 

_ 1 (6 |I6+C ძL კა-3) 1 III + “> "I (% 

სადაც #ი ნებისმიერი წერტილი /-ს შიგნით. 
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§ 30, მრუდწირული კოორდინატები. თუ C() ფუნქცია ვიპო- 

ვეთ, მაშინ ხშირად მოსახერხებელია ნაცვლად იმისა, რომ დავუბრუნ- 

დეთ ძველ », V# კოორდინატებს, შემოვიტანოთ მრუდწირული კოორ- 
დინატები ი, 0, მექმნილი CV, ყ) წერტილთა სიბრტყის იმ წირების 

მიერი რომლებიც შეესაბამება L სიბრტყის ი0=00ი5L წრეებს და 

+=00ი5| რადიუსებს (შდრ. § 6, გვ. 25). ყე-ოი და შე-თი შესაბამისად 
აღვნიშნოთ სიჩქარის მდგენელები #=00Cი5!, 0=C0C0ი5L წირების მხებზე, 
რომლებიც გაელებულია შესაბამისად 0 და 8 კოორდინატების ზრდის 

მიმართულებით. ეს მხებები, რომლებსაც უბრალოდ ი-თი და 9-თი აღვ- 
ნიშნავთ, ქმნიან მართკუთხოვან ღერძთა სისტემას რომლის ღერძების 

ურთიერთგანლაგება ისეთივეა, როგორც 0X, 0V ღერძებისა (ნახ. 8). 

  

  

ნახ. 8 

იმისათვის, რომ ვიპოვოთ კავშირი #«, წთ მდგენელებსა და შეი, ხე 

მ დგენელებს შორის, შევნიშნოთ ცხადი ტოლობები 

ხაი+!0ხა=(I+!0)C-", შე–-Iხა= (V-–I0) 6'5, (97) 

სადაც თ აღნიშნავს კუთხეს, რომელსაც ზრდადი ი-ების მიმართულე- 
ბით 0=C00I15( წირისადმი გავლებული ნორმალი ადგენს 0X ღერძთან; 

ამასთან ეს კუთხე ათვლილია დადებითი მიმართულებით. 
ვთქვათ, ახლა, ძ2 არის 2-ის ნაზრდი ამ ნორმალის მიმართულებით. 

მაშინ ჯ სიბრტყეში შესაბამისი ძი: ნაზრდი უნდა გამოვთვალოთ 

0=C0005! წრეწირის რადიუსის მიმართულებით. შემდეგ, გვაქვს 
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ძ:_ ი'()ძ _ თ”() „_L “(ე 
=-- == _- ს',', '„ „_.–_= 

  

Iძ2 |” (0IIძე, Iი”(CI ი Iი(0I. 

აქედან ვასკვნით, რომ , == – 

„ა „ს 0. L ი8 ხე–/0ე=(#0-–-!0) (XC 4" (98) 

მაგრამ, ვინაიდან 

ს-ა “(9 _ძი(ე , 25. 
ძ? ძC ძ7 

ამიტომ გვექნება 

0, /ა= % I) ნ. ტ9 
Iთ (იI ი 

§ 31. მაგალითი I. მოძრაობა სითხისა, რომელიც გარს უვლის 

მყარ ცილინდრულ ტიხარს (ან მოთავსებულია ასეთ ტიხარში). გამო- 

ვიყენოთ წინა შედეგები შემდეგი ამოცანის ამოსახსნელად. 

განვსაზღვროთ მოძრაობა სითხისა, რომელიც 

გარს უვლის მყარ საზღვარს, რომლის მოძრაობა 
მოცემულია (ლან შესაბამისად–-–მოძრაობა სით- 
ხისა, რომელიც მოთავსებულია ასეთი საზღვრის 

შიგნით). 

განვიხილოთ ჯერ ბრუნვის შემთხვევა ფიქსირებული წერტილის 

ირგვლიქ, მაგალითად, 2=0 წერტილის ირგვლივ. 

ვთქვათ, §– არის ბრუნვის კუთხური სიჩქარე (ალგებრული მნიშვნე- 
ლობით). (-ით და ს”-ით აღვნიშნოთ საზღვრის რაიმე (X”, ყ”) წერტი- 
ლის სიჩქარის მდგენელები 0», 0ყ ღერძებზე. შემდეგ ხე და 0ე-ით აღვ- 
ნიშნოთ იმავე სიჩქარის მდგენელები 0, 9 მრუდწირულ კოორდინატთა 
ღერძებზე (შდრ. § 30). მივიღებთ, რომ 

M--I0'ლ=--IC (XI –I/ყ”) 

და, (98) ფორმულის თანახმად, გვექნება 

თ-ს =- თ (ეი ოC= 
Iი” (6) 

-– _ I 7V „ა/წ, ღუ”, 100 „ა ღ- 9(6)V დ) (100) 
რადგან საზღვარზე ი =1. 
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ჩვენი ამოცანა დაიყვანება V პოტენციალის განსაზღვრაზე შემდეგი 

სასაზღვრო პირობით: 

ძის თ 

7. ი 
მაგრამ - 

%#-16(9ი-– (0) –- გალე ((ი(რი” ლ – C (დიდე). (1005 

თუ ამ მნიშვნელობას წექიტაშთ (96) ფორმულაში, გვექნება 

-დ-- 5 (4 'I. (> >» (5– 

1 , , : C+C) ძC - 
_– თითით 95 ,# 19 L, 101 C (CV) (>) | | ? C ს C – წხ ( ) 

და ამოცანა ამოხსნილია. თუ საქმე გვაქვს იმ სითხის მოძრაობასთან, 

  

რომელიც მოთავსებულია საზღვრის შიგნით, მაშინ უნდა დავუშვათ, 

რომ #=0, ვინაიდან ამ შემთხვევაში 5 არე სასრულია!!. 

გადატანითი მოძრაობის შემთხვევა კიდევ უფრო მარტივია. მარ–- 

თლაც, ვთქვათ, ახლა (7, L”) არის გადატანითი მოძრაობის სიჩქარე. 

(100)-ის ნაცვლად გვექნება 

90ე––წ0გ=(V –-0') 9 (6). CL (102) 
Iთ (69! 

«და (1009)-ის ნაცვლად მიიღება 

1 
)'= რირი 

” 2Iთ(LI 

  

((V– (9 ი” (60 C+CV + ი ლწI. 
და ბოლოს, 

: “ი:, 1 · /I“ 
= -I _ „ ” 

დ(წ) –11 +. ( IV '(0')თ” (§) > 
7 

' + (I +109) ი” (>) > იი 2 6 +" 1 L. (103) 
ჯ = 

101) და (103) ამონახსნების გაერთიანება იძლევა ზოგადი ამოცა- 

ნის ამოხსნაL, 
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უნდა აღინიშნოს, რომ გადატანითი მოძრაობის შემთხვევაში ამო- 
ცანის ამონახსნი შეიძლება სასრული სახით გამოისახოს (თ(C) ფუნ- 

ქციის საშუალებით). მართლაც, თუ 5 სასრულია, მაშინ #=0 და 

Cი(-) ჰოლომორფულია #ჯ-ს შიგნით. შემდეგ (შდრ. § 4), 

დ(ე=(V”-–-(0”) თ (6)+00ი5ს 
საიდანაც 

დ, (2)= (I ––I0”) 2+00ი5%, (104) 

რაც ამტკიცებს კარგად ცნობილ ფაქტს, რომ სითხე მოძრაობს ტიხარ– 
თან ერთად. 

თუ 5 არე უსასრულოა, მაშინ (91) ფორმულისა (იხ. გვ. 67) და 
§ 4-ის ფორმულების თანახმად, ადვილად მივიღებთ, რომ 

დ(ე=(V–-/00 ი(0-(-–- 70) > – (V+/0) «+ 

+>- )წ 6+00ი5%L, (105) 
ჩ' 

2» 
სადაც C არის (91) ფორმულის მუდმივი, 

შევნიშნოთ კიდევ ერთი საინტერესო ფაქტი: თუ (101) ფორმე- 

ლაში თ(ა) ფუნქცია რაციონალურია, მაშინ § 20-ის შენიშვნების თა- 

ნახმად, ცხადია, რომ დ(C) გამოისახება ელემენტარული 
ფუნქციების საშუალებით. 

§ 39. მაგალითი II. სითხის მოძრაობა გრიგალური ძაფის არსებო- 

ბისას. განვიხილოთ აგრეთვე შემდეგი ამოცანა: 

გვიპოვოთ სიჩქარეების განაწილება სითხისა, 

რომელიც გარს უვლისმოცემულმვარ ცილინდრს 
(იეშესაბამისად, რომელიც მოთავსებულია ცილინ- 

დრში) თუ სითხეში არსებობს წრფივი გრიგალუე- 

რი ძაფი, რომელიც ცილინდრის მსახველების პა- 

რალელურია. 
ვთქვათ, 20=X0+IVყი არის გრიგალური ძაფის თანაკვეთის წერტი- 

ლი 2-სიბრტყესთან და ვთქვათ, ჩ, არის გრიგალური სიმძლავრე. 
ამოცანა დაიყვანება V ფუნქციის განსაზღვრაზე, რომელიც აკმა– 

ყოფილებს პირობებს, 

იC ' 
სახ=0ი §5-ში –-=0 C-ზე, (106) 

ძ”! 

ყ= MX გ.დ #9 კ V, (07) 
2» X–Xი 

სადაც V არის ფუნქცია, რომელსაც აქვს § 25-ის სიჩქარეების პოტენ– 

ციალის ყველა თვისება. 
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(107) ფორმულა გვიჩვენებს, რომ 

ს! 

დ, (0=– >“ 16(2-2)+%(9, 

სადაც დ; და +) განსაზღვრულია ტოლობებით: 

სხ=ს6Cთ, V =I%6 V,. 

შემდეგ, 

«(0=დ, რC)=-%“ ICIი(0–თV(C)I+% («(9)= 

=- ">." IIC-<)+V(6, (108), 
სადაც VIC) არის ფუნქცია, რომელსაც აქვს წინა პარაგრაფების Cდ(:) 

ფუნქციის ყველა თვისება. 
ამიტომ VI.) ფუნქციის განსაზღვრისათვის შეგვიძლია გამოვიყე- 

ნოთ (96) ფორმულა (ან კიდევ, თუ არე სასრულია, (90) ფორმულ)),. 

სადაც უნდა დავუშვათ, რომ 

ძ # I 

«II ძი 9”. 
#= 28 1ყ (6– ნი), 

ვინაიდან საზღვრის გასწვრივ უნდა გვქონდეს 

L6 ძი()_ი. 
(4/(! 

მაგრამ § 27-ის (84) ფორმულების (1. 65) ძალით 

– Iყ(C-# ა–უ> 
ძი  % წ მ ძ/ 4> 2 

= 9 | LC 1 | 1 

49% |C-ლხ 1-LC | |ი”(C| 
თუ (96)-მში |-ს შევცვლით ამ მნიშვნელობით, ადვილად მივიღებთ, 

რომ 

  

იგ “ " (IC(C–Cხ)– IC (C– C)1) = 

წე! (! 
(0=– 1“ ხ-=- +;ე- 1წL ჯო (§---)+;- 

და 

«დ=1 ს! ს) Iდ 6-= -%C-60 +; M)ის (009). 

როცა არე არარა უნდა დავუშვათ, რომ #=0.



§ 33. ელიფსური საზღვარი, დავუშვათ, 

:=ი( =ხ (++). (110 

აქედან გვაქვს 

=ხ (ი++) ლ§8, ყ=ხ (§-+) ი 8, (111) 

„სადაც ი, ხ აღნიშნავს ისეთ ნამდვილ მუდმივებს, რომ 
ი > 1, ხ > 0. 

თუ ი-ს ვცვლით .0-სა და 1-ს შორის, ხოლო 9-ს ვცვლით 0-სა და 

:2M-ს შორის, მივიღებთ კონფორმულ ასახვას |LL<1 წრეზე 5 არი- 
სა, რომელიც წარმოადგენს 2 სიბრტყის უსასრულო ნაწილს, მოთავსე- 

„ბულს C ელიფსის გარეთ..C-ს განტოლებაა 

2 2 
- + 9. =1. (119) 

ხ'(C+1) ხ?(0–-1)? 

0=00ი5ს| და #+=00ი5| წირები არის შესაბამისად ელიფსები და 
ჰიპერბოლები საერთო ფოკუსებით: 

ყ=თ0 #X=+29ხM/ი (113) 

(იხ. თავი I, გვ. 27). 

განვიხილოთ რამდენიმე მარტივი მაგალითი ელიფსურ საზღვარ- 

·-თან დაკავშირებით. 

1. ელიფსური ცილინდრის ბრუნვა უსასრულო 

სითხე ში1?, § 31-ის (101) ფორმულა უშუალოდ იძლევა ამონახ- 
'სნებს: 

.რ--%I 6 (%0-ტ) (=+4)- 
V 

_ 3 (1--იL”) (§ ხ+- >) | ი. L <-- –-:C იხ?(L2; (114) 
–=) 

სიმოკლისათვის ჩვენ აქ დავუშვით, რომ ჩ#=0. 

§ 30-ის (99) ფორმულის თანახმად ვასკვნით: 

2 2იხი91510 9+ 2(ბაიხიშ30652 ზ 

- 9ეენხ-9ე LL. 90 ე7--0ებ---55 1 015) V ი 001005 2V+ი M/ ე!-––-2001?0052 9-+ 0 
ხც= 

29, განვიხილოთ კიდევ შემდეგი ამოცანა: 
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დავუშვათ, რომ ელიფსური ცილინდრი განიც- 
დის დეფორმაციას ისეთნაირად, რომ რჩება თა- 

ვისთავის ჰომოფოკალური. ვიპოვოთ მოძრაობა 

სითხისა, რომელიც მის გარშემოა. 
(110)-ის საშუალებით 2-სიბრტყე ავსახოთ C-სიბრტყეზე ისეთნა- 

ირად, რომ / მომენტში ელიფსურ საზღვარს შეესაბამებოდეს 0= 1 წრე- 

წირი, (+ძ/ მომენტისათვის ეს ელიფსი დეფორმირდება ჰომოფოკა- 

ლურ ელიფსში, რომელიც შეესაბამება წრეწირს რადიუსით ი+ძი. 

თუ ძ72 აღნიშნავს ელიფსური საზღვრის რაიმე წერტილის ნორმალურ 
გადაადგილებას, მაშინ ამ წერტილის სიჩქარის ნორმალური მდგენელია 

ძ2 |ძ2) 

"ძ( ძ/ 

სადაც 09(,) აღნიშნავს დროის მოცემულ ფუნქციას. 

ამის შემდეგ (96) ფორმულაში უნდა დავუშვათ, რომ 

I=0 (I)|თ” (C)I. 

თუ დავუშვებთ, რომ ცირკულაცია ნულის ტოლია, გვექნება 

ხე=2+ = + IV (CI)I   = + IV (CI 4 -ირIV (ღI, 
  

ნ – 
ძ() ძნ, | Iთ” (C”)|? C+C, ძL _ 

2XI CV . –.“ 
V 

  დ(-)= 

, 
ხ” 0 (I) : ძნ, 1-5 | 1 #4) C-+6C, ძC _ 

571 ნ. | =8)0-0:7>+> « 
  

  

=ხ?0()I(-+1) 1CC– იC"I: 
ამოცანა ამოხსნილია. · 

§ 34. ზოგიერთი სხვა მარტივი საზლვარი. 10 (112) ელიფალს 

ზღვრული ფიგურა 0ძ =1-სათვის არის CIX ღერძის სეგმენტი 

–2ხლჯლ2ხ, V-==0. 

თუ წინა ფორმულებში დავუშვებთ, რომ 0=1, მივიღებთ დასმუ- 

ლი ამოცანების ამოხსნას არისათვის, რომელიც წარმოადგენს წრფის 

სეგმენტით გაჭრილ მთელ უსასრულო სიბრტყეს. 

29 (110) ფორმულაში 2 ცვლადის წრფივი გარდაქმნის საშუალე- 

ბით, მივიღებთ 0=1-სათვი წრეწირის რკალით გაჭრილი 
მთელი სიბრტყის კონფორმულ ასახვას წრეზე. ცხადია (I(6) ფუ§ნ- 

ქცია იქნება რაციონალური. ამიტომ, მაგალითად, სითხეში წრის რკა- 

ლის მოძრაობის ამოცანა ამოიხსნება ელემენტარული ფუნქციების სა– 

შუალებით (შდრ. § 31).



თავი III 

გამოყენებები ძირითად ბიჰარმონიულ ამოცანაში43 

შესავალში ჩვენ რამდენადმე გადმოვეცით ის საკითხები, რომლე– 
ბიც დაკავშირებულია ბიჰარმონიულ განტოლებასთან. ეს თავი ეძღვ- 

ნება ამოცანას, რომელსაც ვუწოდეთ ძირითადი ბიჰარმონიული 
ამოცანა, რომელსაც ზუსტად ჩამოვაყალიბებთ ცოტა ქვემოთ 
(§ 40). როგორც უკეე ვთქვით (გვ. 10), ჩვენი მეთოდი იძლევა საშუე- 
ალებას მივიღოთ ამ ამოცანის სრული ამოხსნა ისეთი არეებისათვის, 
რომელთა ასახვა კონფორმულად შეიძლება წრეზე რაციონალე- 

რი ფუნქციების საშუალებით. 

აქ დაგვრჩენია დავუმატოთ, რომ ჩვენი მეთოდის გადმოცემა სრუ- 
ლებით არ მოითხოვს § 41-ში ჩამოყალიბებული არსებობის ზოგადი 

თეორემების ცოდნას. 

ეს გარემოება უმნიშვნელო არ არის, ვინაიდან ის საშუალებას იძ- 

ლევა გამოვიყენოთ ჩვენი მეთოდი იმ შემთხვევაშიც, როცა ზოგადი 
თეორია საკმარისად სრულყოფილი არაა; სწორედ ჩვენი მეთოდის კერ- 

ძო შემთხვევებში გამოყენებით მოგვეცა საშუალება შეგვენიშნა ხარ- 

ვეზი გარე ამოცანის თეორიაში (შდრ. § 42). 

1, ზოგადი ცნებები 

§ 365. ბიპარმონიული ფუნქცია. ვთქვათ, CV არის 

ი'V ი ი'V 
#4 CL =: – + 2-. – + --- = , 1 

ეჯი" “ მძებ რებ ( 
განტოლების ისეთი ამონახსნი, რომ კერძო წარმოებულები, 

მV იV 
=–-–- =--- 9 

მჯ ძყ (2) 

ცალსახა ფუნქციებია, რომლებიც უწყვეტია მათ კერძო წარმოებუ- 

ლებთან ერთად მესამე რიგამდე 5 არეშმიბ. თუ 5 არე სასრულია (და, 

46.



მაშასაღამე, § 7-ის მიხედვით მარტივადბმული), V-სა და შ-ს ცალსა- 
ხობა იწვევს V-ს ცალსახობას; მაგრამ, თუ 5 უსასრულოა, CI შეიძ- 
ლება მრავალსახა იყოს. მართლაც, გვაქვს 

(X. V) 

CV=Vა+ ) სძხ+სმძყ, (3) 

(Xა: ყი) 

სადაც (Xი, Vი) აღნიშნავს 5-ში ნებისმიერ ფიქსირებულ წერტილს, C/ი 

არის CV-ს მნიშენელობა ამ წერტილში, ხოლო ინტეგრალი აღებულია 
§-ში მოთავსებული ნებისმიერი გლუვი წირის გასწვრივ. 

როცა 5 არე სასრულია, მაშინ ნებისმიერი მარტივი, გლუვი, შეკ- 

რული წირის გასწვრიე აღებული ინტეგრალი 

(| IIძX + IV 

ნულია, რადგან 

აქედან გამომდინარეობს, რომ LC, ცალსახაა. მაგრამ. როცა 5 არე უსას- 
რულოა და ინტეგრების C” წირი მოიცავს 5-ის C საზღვარს, ისევე, 

როგორც § 8-ში (გვ. 31), მაშინ ეს ინტეგრალი შეიძლება არ იყო" 

ნულის ტოლი, 

თუ შევინარჩუნებთ § 8-ის აღნიშვნებს, გვექნება 

LCL“-ხ = 8, (4) 

სადაც #M აღნიშნავს მუდმიესL: 

8 =L IძXV-L 9 Vყ. (5) 
C 

მართლაც, ადვილად ვრწმუნდებით, რომ 8 არ არის დამოკიდე- 
ბული C”-ს არჩევაზე და მუდმივია მთელი L ჭრილის გასწვრივ. 

შემდგომში, V ბიჰარმონიული ფუნქციის ქვეშ გვეს- 
მის ფუნქცია, რომელიც აკმაყოფილებს ამ §-ის დასაწყისში მოთხოვ- 
ნილ პირობებს; უსასრულობაში ამ ფუნქციის ყოფაქცევასთან დაკავ- 
შირებული პირობები თითოეულ შემთხვევაში ცალკე იქნება მოცე- 

მული. 
შენიშვნა. გამოყენებათს უმრავლესობაში უშუალო ფიზიკუ- 

რი აზრი აქვს არა VI-ს, არამედ მის კერძო წარმოებულებს; ამ მიზე_ 
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ზით ცალსახობის პირობას ვადებთ მხოლოდ მის I და მ წარმოებუ- 
ლებს და არა VI-ს, 

§ 36. გურსას ფორმულა. აღნიშვნები. გუ რსას ეკუთვნის ბი- 

ჰარმონიული ფუნქციის კომპლექსური ცვლადის ფუნქციების საშუ- 

ალებით გამოსახვის ზოგადი წარმოდგენის ფორმულა. ჩვენ აქ მო–- 
ვიტანთ ახალ გამოყვანას, რომულიც საშუალებას იძლევა დავაზუს- 

ტოთ ამ ფორმულაში შემავალი ფუნქციების ხასიათი. ამასთან დაკავ- 

შირებით შემოგვაქვს რიგი ფუნქციებისა რომლებიც უფრო გვიან 

დაგვჭირდება. 
ვთქვათ, V ბიჰარმონიული ფუნქციაა, ხოლო #(X, IV) არის 

#(X, ყე)=ბV (6). 

ფორმულით განსაზღვრული ჰარმონიულია ფუნქცია“, 0 (X, ყV) კი–– 
ნ (X, ყ)-ის შეუღლებული ჰარმონიული ფუნქცია. მაშინ 

#”7(X, ყ)+! C(X, ყ)=/ (2) (?): 

იქნება 2 კომპლექსური ცვლადის ანალიზური ფუნჭცია. 

დავუშვათ, რომ 

2 

1 _ 
–- | 76) ძბ=»+/M0=<(ჟ. (ზ). 

მაშინ მივიღებთ, რომ , 

: 1 1 

მხ მყ 4 4 

აქედან გვექნება 
#ტ |I0ს–(0X+0ყ))=0. 

მაშასადამე, 

V=იX+0ყ-+-ი,ე, (9) 
სადაც ი, აღნიშნავს ჰარმონიულ ფუნქციას. 

თუ შემოვიტანთ ი,-ის მშეუღლებულ ჰარმონიულ ფუნქციას, (9) 

მეიძლება ჩაიწეროს შმემდეგი სახით: 

  

C =I% |ჯდ (2) +% (2), (10) 

ან კიდევ 

V=/?IM6 თ(2) –+Iბ 4 (2), (11) 
2 

სადაც #2=X?-+Lყ! და 
"V (2)=7/,-LLძ). (12) 
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სწორედ (10) ფორმულაა გურსას ფორმულა?5. 

შევისწავლოთ ახლა 'შმემოტანილი ფუნქციების ხასიათი. 

§ 37. სასრული არის შემთხვევა ცხადია, რომ როცა 5 არე: 

სასრულია, მაშინ #, C, ი, 0, 0,, ძ, ფუნქციები ჰარმონიღლია ამ არეში» 

ხოლო / (2), დ(2) და (2) ფუნქციები ჰოლომორფულია იმავე არეში, 
ამას გარდა, შევნიშნოთ, რომ, თუ CV მოცემულია, მაშინ C0 (X, V) ფუნქ–- 

ცია განსახლვრულია 

თ+!ზ+(C (X+(V) 
სიდიდემდე სიზუსტით, სადაც თ, ჩ, C აღნიშნავენ ნებისმიერ ნამდვილ 

მუდმივებს. 

ამის შემდეგ, ზოგადობის შეუზღუდავად, შეგვიძლია დავუშვათ, 
რომ 

დ(0)=0, IბგC(I(დ'(0)|=0. (13) 

ჩვენ აქ დავუშვით, ჩაწერის გამარტივებისათვის, რომ' 2=0 წერტი- 

ლი მდებარეობს 5-ში. 

(13) პირობები მთლიანად განსაზღვრავს დ(2)-ს, როცა CV ფუნქცია 

მოცემულია. 

შეიძლება აგრეთვე დავუშვათ, რომ 

16 (IV (0))=0; (14) 

ეს პირობა წინა (13) პირობასთან ერთად მთლიანად განსაზღვრავს VIX(2): 

ფუნქციას. 

§ 38. უსასრულო არის შემთხვევა. ცხადია, რომ #XX, ყ) ფუნ- 

ქცია ამ შემთხვევაშიც ცალსახა და ჰარმონიული იქნება §5-ში უსას- 

რულოდშორეული წერტილის გამოკლებით, მაგრამ CC, ყ) ფუნქცია, 

საზოგადოდ, მრავალსახა იქნება, სახელდობრ, § 8-ის აღნიშვნების გა- 

მოყენებით, 

C+-–C_ =ლ0ი5L=4 #4, (15) 

სადაც (მდრ. § 8, გვ. 31) 

44- წ 0” კ: (16) 
', ძი 
C 

მაშასადამე, 1L თავის (გვ. 33) (6) ფორმულის თანახმად გვექნება 

(ფ=-4. 1ფ 2+ 12), (17) 
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სადაც Iი(2) ჰოლომორფულია 5-ში, გარდა 2=C% წერტილისა; ჩაწე- 

რის შესამოკლებლად ჩვენ დავუშვით, რომ 2=0 წერტილი ძევს 5-ია 
გარეთ (C საზღვრის შიგნით). 

IM61) გაიშლება ლორანის მწკრივად: 

ჩა (2) -V C, 2. (18) 

“თუ შემოვიტანთ 

C,= 4 (2-0) 
ჯ» I “ 

აღნიშენას, მაშინ, (8) ფორმულის თანახმად, 

დუ=2. 217+51+ 16 2-L თა (2). (19 

სადაც და(2) ჰოლომორფულია §-ში, გარდა, შესაძლოა, 2= C% წერტი- 

·ლისა47. 

რაც შეეხებაV(2) ფუნქციას, (19) და (10) ფორმულები გვიჩვენებს, 

რომ 

II6 0) --IM6 0 =V I-ს –(იX+ხყ)=:,8--(იX-L ხV), 

სადაც 8 აღნიშნავს (4) ნამდვილ მუდმივს. აქედან გამომდინარეობს, 

·რომ 

იხ 

7 

          
8 

%(2)––- ე–. 

ფუნქციის ნამდვილი ნაწილი ჰარმონიულია §-ში, გარდა, შესაძლოა, 

2=C წერტილისა, მაშასადამე, II თავის (6) ფორმულის თანახმად 

(გვ. 33) 

8 ძ–--Iხ C 
2) -–– –– Iყ2 -“–- 2Iთ2=- 1 ა , M2) – კ– 182+ :–-- 2182=- –- 182-+%% (2) 

სადაც C აღნიშნავს ნამდეილ მუღმივს და Vი(2) ჰოლომორფულია 

5-შე, გარდა, შესაძლოა, 2=Cთ წერტილისა საბოლოოდ გვექნება 

8+!C ი 
XI2=-–– )ყ2– ი 2 1თ 2+V%(2). (20)   

·V “ 

§ §ე. გაგრძელება. განვიხილოთ ერთი მნიშენელოვანი კერძო შემ- 

თხვევს, როცა VLCX, ყ) ფუნქცია აკმაყოფილებს პირობებს: 

რიც ქნ იც თ



სადაც ” არის მანძილი (X, ყ) წერტილიდან (0, 0) სათავემდე და 

0(+) აღნიშნავს, საზოგადოდ, ისეთ ფუნქციას, რომ #0 (>) შემო- 

საზღვრულია უსასრულოდ შორეული წერტილის მიდამოში. / 
ამის შემდეგ, ცხადია, § 9-ის ფორმულის თანახმად (გე. 33), რომ 

საკმარისად დიდი ”-ისათგის გვექნება 

§(X, ყალ–4ტV=”/”“?(თ :C0520-–ნ_:51ი 20) +... (22) 

C0 ფუნქციის გამლა მოიცემა იმავე § 9-ის (8) ფორმულით; თუ 

მასში შემავალ ნებისმიერ მუდმივს ნულს გავუტოლებთ, მივიღებთ, 

რომ 

0=-/„-?( ა50204+ხ.,ეC00520)+.... (23) 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 4 4=0+/–60 მუდმივი (ფორმულა 

(15), გვ. 79) ნულია და, მაშასადამე, 0 (X, ყ) ფუნქცი» ცალსახაა 5-ში. 

ამას გარდა, (22) და (23) ფორმულების ძალით 

/0=ჩ+I0=5--%9+... თ” 

აქედან ცხადია, რომ (8) ტოლობით განსაზღვრული დ(2) ჰოლომორ-– 

ფულია 5-ში, 2=Cი წერტილის ჩათვლით; ამას გარდ), 

|2|-ის საკმარისად დიდი მნიშვნელობებისათვის 

დ (21=00ია1 0--ხ-:, · (25) 
42 

თუ (25)-ში ვიგულისხმებთ, რომ 0005L=0 (რაც ყოველთვის და- 

საშვებია), გვექნება 

თთ=0| · (25%) 
|2| 

(25) ფორმულა გვიჩვენებს, რომ (19)-სა და (20)-ში უნდა დავუშ- 

ეათ 

ი=ხ=0. 

ამიტომ (200) ფორმულიდან გამომდინარეობს, რომ წარმოებული 

ძIM (2 ფ-ტ4ემ 

ჰოლომორფულია §5-ში, გარდა,  ესაძლოა, 2=C წერტალისა. 
მაგრამ, ჩვენ ახლა დავამტკიცებთ, რომ ეს ფუნქცია ჰოლომორფუ– 

ლია ყველგან 5-ში, მართლაც, (10) ფორმულა გვიჩვენებს, რომ 

თუ (21) და (25) პირობები სრულდება, მაშინ ფუნქცია 

4. ნ. მუსხელიშვილი 81



ძ2 
I28 ძს 

შემოსაზღვრულია §-ში. მაშასადმე, § 9-ის შედეგების თანახმად, გვექ– 
ნება შემდეგი სახის გაშლა: 

L28 ცნ (ძ.,ე C05 0––ნ., 510 0)+... ; 
2 

აქედან 
რახ, (26)   

ძ : 
3 =თ--/ს+ 

სადაც ხი აღნიშნავს ნამდვილ მუდმივს4მ; ჩვენი დებულება დამტკიცე- 
ბულია. 

თუ, (25)-ის ნაცვლად, დავუშვებთ (25?) პირობას, მაშინ, როგორც 
ახლავე ვნახავთ, V”(ჟ7)-ის გაშლაში არ იქნება მუდმივი წევრი. მარ– 

თლაც, წინააღმდეგ შემთხვევაში გვექნქბოდა 

%(2)=(ძა––-Iნე) 2+(თ.,--Iხ.,) 1დ +... ; 

V(2) იქნებოდა 2-ის რიგის და ასეთივე იქნებოდა I?6 (2) ფუნ- 

ქციაც. მაგრამ ეს შეუძლებელია, ვინაიდან (21) პირობის თანახმად 

(X, V) 
ძV ძყ 

LV (X, ყ)= ( > + 2უ ძყ 

ფუნქციის რიგი არ აღემატება 1დ/-ის რიგს და, მეორე მხრივ, IL6V და 
V ფუნქციათა რიგები ერთი და იგივეა (10) და (25) ფორმულების 

თანახმად. 

საბოლოოდ, თუ (21) პირობები შესრულებუე- 
ლია, მაშინ ფუნქციები 

ძV (2) 
ძ2 

ჰოლომორფულია 5§5-ში, 2=თწერტილის ჩათვლით. 

ამას გარდა, თუ ნებისმიერი მუდმივები სათანა- 

დოდ არის არჩეული, გვექნება 

_ 1 ძს _ _1_ · 
«ფ0-0|---), ა ი(-- ღდ65 

უკანასკნელი პირობითეს ფუნქციები სავსებით 

  დ(2), 

განსაზღვრულია. 
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II. ძირითადი ამოცანა 

§ 40. ამოცანის ჩამოჟალიბება ძირითად ამოცანას ვუწოლებთ 

შემდეგ ამოცანას49: 
ვიპოვოთ ბიჰარმონიული ფუნქცია V (§ 35) გა“- 

კვეულა არეში,თუ მოცემულია 
მი ძი” 

ძი” მ/ 
კერძო წარმოებულების მნიშვნელობები 5=5-ის 

Cსაზღვარზე: 

(27) 

მს „აე, %-აც, (28) 
იX იყ 

სადაც V() და V() C-ს § რკალის მოცემული ფუნ- 

ქციებია. 
ვუშვებთ, რომ საძებნი CV ფუნქციის (27) წარმოებულები უწყვე- 

ტია თვით C საზღვარხე და, როცა 5 არე უსასრულოა, ვუმატებთ “მეძ- 
დეგ პირობებს: 

%V_ი CL I, V_იე (+ II 4ტV=0 (>)! (29) 
მყ , ძყ .'/” 'რი : 

ცხადია, რომ თუ V არის ამოცანის ამონახსნი, მაშინ V+0იი5( 
აგრეთვე ამონახსნია; მხოლოდ მუდმივით განსხვავებული ამონახსნე– 
ბი არსებითად განსხვავებულად არ ჩაითვლება. 

შენიშვნა. ხშირად ძირითად ამოცანას უწოდებენ 

წ=I0. “7 =ჩი (C%) (285 
პირობებთან დაკავშირებულ ამოცანას, სადაც MI აღნიშნავს C საზღვრის 
გარე ნორმალის მიმართულებას, ხოლო /(5) და II(5) C-ს § რკალის მო– 

ცემული ფუნქციებია. 
მაგრამ ეს ამოცანა ადვილად დაიყვანება წინა ამოცანაზე. 

მართლაც, გვაქვს 

M(5 )=5- –ე IL 005 (§, X)+/,C005(I, X), 
ჯ 

0 (5)= ა-ჯ ლ05(5, V)+/, 005 (7, V), 
ძა 

სადაც § აღნიშნავს როგორც C საზღვოის ცვლადი წერტილის რკალურ 
აბსცისს ათვლილს მისი რაიმე ფიქსირებული წერტილიდან, ისე 
ცელად წერტილში მხებ წრფეს ზრდადი აბსცისის მიმართულებით 

„შვ



(მდრ. § 30, გვ. 69); ეს ო“რმაგი აღნიშვნა, ცხადია. ერთმანეთისაგ:9 
უნდ» გავარჩიოთ თვით ტექსტის მინაარსის მიხედვით. 

თუ მოცემულია | და /, ფუნქციები, მაშინ უკანასკნელი ტოლობე- 

ბიდან უპუალოდ ვღებულობთ II(§)-ისა და V(§5)-ის მნიშვნელობებს ღ: 

განხილული ამოცანა დაიყვანება წინა ამოცახაზე. 
დავუბრუნდეთ ახლა (28) პირობებს. თუ § სასრულია, მამინ V 

ფუნქცია უნდა იყოს ცალსახა (§ 35) და ინტეგრალი 

იV ძ:+ მს იყ, 
ძჯ მყ 

აღებული §-ში მოთავსებული ნებისმიერი გლუვი შეკრული წირის 
გასწვრივ, ნულია. კერძოდ, თუ ინტეგრების წირად ·ვიღებთ C საL- 

ღვარს, გვექნება 

(12 (5) C05(5, X)-I-0 (5) C05 (§, V)| 45=0. (30) 

C 

ეს არის ამონახსნის არსებობის აუ ცილებელი პირობა. 

უსასრულო არის შემთხვევაში ეს პირობა არ არის აუცილებელი, 

მაშინ მაინც, როცა თვით V ფუნქციას არ მოეთხოვება იყოს ცალ- 

სახა. 

§ 41. არსებობის თეორემები. ცნობილია, რომ თუ სრულდება 

რამდენიმე შემზღუდველი პირობა, რომლებიც ეხება C საზღვარს და 

მოცემულ VL§) და V(§) ფუნქციებს, ადგილი აქვს შემდეგ თეორემებსშ; 

1, როცა 5 არე სასრულია (შიგა ამოცანა") ჩა- 

მოყალიბებულ ამოცანას აქვს ამონახსნი, თუ V(9) 

და V(9) აკმაყოფილებენ (30) პირობას: ამონახსნი 
ერთადერთია (წინა §-ის აზრით). 

2, როცა 5 უსასრულოა (გარე ამოცანა“), ამო- 

ნახსნი არსებობს, თუ V(59) და V(9) ფუნქციები აკმა- 

ყოფილებენ შემდეგი სახის რამდენიმე პირობას: 

( (LX «(0 +#(99(9) ძ§=0. (31) 

6 
სადაც 2XX9),, M(C5) აღნიშნავენ სავსებით გარკვეულ 

ფუნქციებს, რომელთა სახე დამოკიდებულია მხო- 

ლოდ 5 არეზე, ამონახსნი ერთადერთია წინა §-ის 

აზრით) 

§ 49. შენიშვნა გარე ამოცანასთან დაკავშირებით. თავის ხსენე- 

ბულ შრომაში გ ლაურიჩელას ამოცანის ამოხსნა ფრედ- 

ჰოლმის ტიპის ინტეგრალურ განტოლებათა სისტემის ამოხსნაზე 

წ4



დაყავს, მაგრამ, როცა საქმე გვაქვს უსასრულო არესთან, ეს ორი 
ამოცანა არ არის სავსებით ტოლფასი. ეს ფაქტი, 

რომელსაც, ეტყობა, გ. ლაუ რიჩელა მხედველობაში არ იღებს, 
ცხადი გახდება, თუ შევნიშნავთ შემდეგა: 

როგორც ეს თვით გ. ლაურიჩელამ აჩვენა, იმისათვის, რომ 
მის ინტეგრალურ განტოლებათა სასტემას ამონახსნი ჰქონდეს, მოცე- 
მულმა IVI(9) და (59) ფუნქციებმა უნდა დააკმაყოფილოს (31) სახის 

ს ამინ დამოუკიდებელი პირობა, 

მაგრამ ჩვენ მიერ განხილული ყველა არისათვის აუ ცილე- 
ბელი და საკმარისი პირობების სახით მივიღეთ (31) სა- 

ხის მხოლოდ ო რი პირობა, მაშასადამე, გ. ლა ურიჩელას მიერ 

მოცემული ერთ-ერთი პირობა გამომდინარეობს მისივე მეთოდიდან, 
და არა გამოსავალი ამოცანის ბუნებიდან. 

ჩვენ გვეჩვენება, რომ ძნელი არ იქნებოდა შემდეგი თეორემის 
დამტკიცება, რომლის მიზანია გ. ლაურიჩელას შედეგების დას- 
რულება. 

გარე ამოცანის ამონახსნის არსებობისათვის 

აუცილებელია და საკმარისი, რომ VI(5) და V(5) აკ- 

მაყოფილებდნენ (31) სახის ორ პირობას 

( I ფი +4%C) «(91 ძ:=0, 
C 

(315 
( IX: (5) (/(§)+ სს; (5) 9 (5)) ქ§=0, 

C 

სადაც ?7.), IL, 29, (LC აღნიშნავენ კონტურის § რკალის სავსებით გან- 

საზღვრულ ფუნქციებს, რომლებიც აკმაყოფილებენ შემდეგ პირო- 

ბებს5?2; 

( 1) (5) ძ§ 56 0, ( ს, (5) ძ5=0, 
C 6 

1 (32) 

( Xე (§) ძ5=0, ( IM- (5) ძ§ 55 0. 
C C : 

თუ ეს თეორემა ჭეშმარიტია, რაც სხვათა მორის ფრიად მოსა- 

ლოდნელია, მაშინ შეგვეძლება დავასკვნათ, რომ უსასრულო არესთაზ 
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დაკავშირებულ ამოცანას ყოველთვის აქვს (ერთადერთი) ამონახსნი, 

რომელიც აკმაყოფილებს ყველა დაშვებულ პირობას, გარდა (21)-ის 

პირველი ორი პირობისა, რომლებიც უნდა შეიცვალოს შემდეგით: 

0C | 

(გ; 

მართლაც, თუ მოცემული ფუნქციები არ აკმაყოფილებენ (31)-ს, 
მაშინ ყოველთვის შეიძლება მოინახოს ორი ! და ”. რიცხვი, ისეთი, 

რომ ფუნქციები 

< ილ0ია51ლიით, 2 < 20ი5L< იი. 

V 

  

V,=(/+!I!, ს,=ს0-+7/? 

დააკმაყოფილებს ამ პირობებს. თუ, ახლა, ვიპოვით L/I(X, ყ) ფუნ- 

ქციას, რომელიც აკმაყოფილებს § 40-ის პირობებს, სადაც V, წს შეც- 

ვლილია I(I|–ით და V|-ით, მაშინ ფუნჭცია 

LC, (X, ყ)–IX––-„1ყ+000ი5! (33) 

სწორედ საძიებელი ფუნქცია იქნება და ადვილი სანახავია, რომ ეს 

ერთადერთია. 
მაგრამ, მიუხედავად ამ ფაქტის მნიშვნელობისა, თეორემა, რომლის 

შედეგიც ის არის, ჯერ არ არის მკაცრად დამტკიცებული?), . ' 

წინამდებარე წიგნის ხასიათი საშუალებას არ გვაძლევს განვიხი- 
ლოთ ამონახსნის არსებობის თეორიული საკითხები. ამ საკითხს ღიად 

ვტოვებთ და უფრო იმიტომაც, რომ, როგორც ამ თავის შესავალში 

ითქვა, ამონახსნის არსებობის საკითხები არავითარ გავლენას არ ახ– 

დენს ჩვენს მეთოდზე. 

თვით ამ მეთოდის გამოყენება ყოველი კერძო არისათვის მოგვცემს 
(31) ტიპის აუცილებელ და საკმარის პირობებს. 

§ 43. ამონახსნი არეებისათვის, რომლებიც წრეზე რაციონალური 

ფუნქციების საშუალებით აისახებიან დავუშვათ, რომ შესაძლებელია 

5 არე ავსახოთ თ წრეზე რაციონალური თ() ფუნქციის საშუალებით. 

ფუნქცია 
2=თ (LL) (34) 

გვაძლევს 5-ის 2=X+!ყ და C-ს §=6+I!ე წერტილებს შორის ურთიერთ- 

ცალსახა თანადობას, 

ჩაწერის სიმარტივისათვის დავუშვათ, რომ თ-ს რადიუსი ე რთის 

ტოლია და მისი ცენტრი არის L=0 სათავეში, 

თუ 5 არე სასრულია, ჩვენ დავუშვებთ, რომ 2=:0 წერტილი არის 

§-ის შიგნით და ამას გარდა 

თ (0) =0. (35) 
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თუ § არე უსასრულოა, ჩვენ დავუშვებთ, რომ 2=თ წერტილი 

შეესაბამება 6=C წერტილს ისე, რომ 

«ფ=--+ი-% პოლომორფული ფუნქცია (36) 

(იხ. LI თავის § 6V. 

ავიღოთ ახლა VI-სათვის გუ რს ას (10) გამოსახულება და ჩავწე– 

·როთ ის შემდეგი სახით: 

2ხ=2დ) (2)+20, (2)+ +» (2) + "ს; (7), (37) 
ამასთან, მოხერხებულობისათვის შემოვიღეთ ინდექსები. 

სიმოკლისათვის დავუშვათ კიდევ, რომ 

ძი (2) 

V (2= ძ2 
==ჯ, (2). (38)   

მაშინ გვექნება 

-- V, (2) + %, (2) +2 დ; (2)+2დ; (2) + დ, (2) + დ, (2), 

= 7; 7-ს, (2) –– V, (21+ 2 დ; (2)––2 დ; (2) ––დ, (2) + დ, (2). 
ყ 

აქედან 

, მ = _ ი ,ი ს 0+290(+8(0, 
0X მყ 

(39) 
I –_–_-+--+C-<ან5 ––- იV ,0 «+, (C1+26; (2) +C, (9. 

ძX ძყ 

როცა 5 არე „სასრულია, შეგვიძლია დავუშვათ (§ 37) 

დ, (0)=0, IC ((დ, (0)| =0. (40) 

უსასრულო არის შემთხვევაში დავუშვებთ, რომ დ; და V, ცალსა- 

ხა ფუნქციებია, რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობებს: 

V (99) =დ, (99)=0 (41) 

(იხ. ამ §-ის (38) ფორმულა და § 39-ის (26შ) ფორმულა, გვ. 82). 

თუ შემოვიტანთ L ცვლადს, რომელიც 2-თან დაკავშირებულია (34) 

დამოკიდებულებით, გვექნება 
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ძV _. ძV ი 5 
>». 7 V(C) + ა დ (0+დ(, 

(42) 

ბ, ,9V აფ 45რი +“ +დ(, 
მს ძყ თ (0) 

სადაც დავუშვით 

ს (0) = %)(თ()), დ(6)=C, (ი(§ხ)). 
ჩვენი დაშვებების თანახმად, დ და ს ფუნქციები ჰოლომორფულია 

თ–ში. 

(40) და (41) ფორმულები შესაბამისად მოგვცემე5, რომ 

  დ(0)=0, 4 (დ I- –0, როცა 5 სასრულია (405 

და 
დ(0)=0, #(0)=0, როცა 5 უსასრულოა. ტ15 

ამოცანა დაყვანილია დ და V ფუნქციების მოძებნაზე; ამ ფუნქციების 
განსაზღვრის შემდეგ (39) ფორმულებით ვიპოვით 2-2, ი და ერთი 

კვადრატურა მოგვცემს V-ს. 

§ 44. გაგრძელება. დავუშვათ, რომ ჩვენს ამოცანას გააჩნია ისე–- 

თი ამონახსნი, რომ მისი შესაბამისი დ(ლ), თ”(ა), (CC) ფუნქციები თა- 

ნაბრად მიისწრაფვიან გარკვეული ზღერისაკენ, როცა %ჯ მიისწრაფვის » 

წირის რაიმე წერტილისაკენ. შემდგომში ჩვენ შემოვიფარგლებით ინე- 

თი ფუნქციების მოძებნით, რომლებსაც ეს თვისება აქვთ. 

ვთქვათ, L” =6!'' არის ჯ საზღვრის ცვლადი წერტილი, ხოლო დ(L), 

ჯ (6), დ“ (6”) შესაბამისად დ, +, დ” ფუნქციების მნიშვნელობებია +ჯ სახ- 

ამ დაშვების შემდეგ, (28) სასაზღვრო პირობებს, (42)-ის მიხედ- 

ვით, შეიძლება მიეცეს შემდეგი სახე: 

დდე+-“ 56) დ” (C) +V(C)=V-–-/0 

Cი() –>> 
ი” (90) 

  

ჯ-ზე (43) 

დ()+=-=- დ'(C) + V(CC)=C+!0



ან კიდევ 
/1 

–/1 ი L--- 

(>) + "CI თ (C0ე++%()=V--I0 

| უ– »ზე (432» 

ილ+ ბპ) დ (> )+» 2)=#+ი 
თ.გ) I IL 

LC 

გთქვათ, ახლა, 0(-) ნებისმიერი პოლინომია, რომელიც არ: 

არის ნული არც თ-ში, არც +-ზე და ისეთია, რომ რაციონალურ ფუჩს- 

ქციას 

თ(5) 0(:) 

არ აქვს პოლუსი «V-ს გა რეთ, გარდა, შესაძლოა, 2= წერტილისა. 

მაშინ ცხადია, რომ ფუნქციას 

– / 11% - /1 ) 

218348 
არ ექნება პოლუსი V-ს შიგნით, გარდა, შესაძლოა, C=0 წერტი– 

ლისა. 

(43) ტოლობები გავამრავლოთ შესაბამისად 

სიდიდეებზე, სადაც დ აღნიშნავს წერტილს „-;-ს შიგნით, და ავიღოთ. 

ინტეგრალი »-ზე: გვექნება: 

- / 1 -/1 | 

(დ) "(C 521 I/(>) დ (=) + ა 7 0+ 

“ოს -) –/ 1 , XIV 1 
–) V ( –=- 

+?(>) ი) ა. ' წეუეაა თრ, 
V 

"
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21 I” აააეო V(>)+06) XL) | „=_= 
ხ 

(I(+Iხ)ი(-) „., 
“2 თ) CC ძნ”. 

4 

§ 3-ის (გვ. 20) შედეგის თანახმად, უკანასკნელე ტოლობები 

(43-)-ის ტოლფასია. 

§ 45. გაგრძელება. ვთქვათ, # არის #(C)-ს ხარისხი, ხოლო ”1 არის 

(ე) 
ფუნქციის C=0 პოლუსის ჯერადობა. 

  

გვაქვს 

1%-/1 (602) 
_15/ სა! 

= 4/თ-1 4, 

დააა, ლ +.4+ <2. 

ს +) %(C= ++ +.. +938 წუ +... (V-ს “მიგნით), 

ირიდ , (+) –შელ ს 7 ლ+.  +7, (7 +0( 1. ) 

(45) 
იდა (>|=8."+8,- „ლ-ს L...+8,L+8,+0 (5) (ჯ-ს გარეთ), 

1V%-–-/1 1 
”-I!|(C – =0 =-) 

/() 9 C) (0 
(უკანასკნელი ტოლობა არის (409%)-ის ან (41“)-ის შედეგი). 

4, და 8,კ მუდმივები შედგენილია შემდეგნაირად. 
თუ დაკუშვებთ, რომ ძ-ში! 

დ ((0)=(თი-+ICთ)+(თე+!Cთ)) +... (46) 

V (Cე)= ჩი+ ჩი +(ჩზ, +!ჩ:) C+..., (47)



მაშინ /..., #4, 4თ... 4„ მუდმივები 
(7) თი... Cა»უო+1!: თოM.) (48) 

სიდიდეები“ წრფივი და ერთგვაროვაი კომბინაციებია, ხოლო 98.,..., 

8,, ჩა... 8. კი 

ჩი, ზი... ჩი. ჩი (48) 

სიდიდეების წრფივი და ერთგვაროვანი კომბინაციები. 
ამ წრფივი კომბინაციების კოეფიციენტები გამოითვლება სავსე- 

“ ბით ელემენტარული ოპერაციებით; თვით (48) და (48?) სიდიდეები 

ჯერჯერობით უცნობია. 

(46)-ისა და (47)-ის მიხედვით § 4-ის ფორმულა (თავი I) გვაძლევს, 

  

  

რომ 

1 8 8 8 1 ლ _ ბზ “ი. _. –_ “I 5 I ·ეა , ს .-- 

#(C) »რ _. +/I+) “დ 

“რი  _ 4 ! (ი–-თიწლძ 
თა“ დ 251 LC. ” (49) 

8,.C'+8, ს, C +...+ 8.C+8-+შ.„C" L...+ 

4 + = (ს+Iხ)0(C.) „, +46+44+იფ90= | თი2494-) ძის (50 

რადგან #(-) არ არის ნული თ-ში, ამიტომ უკანასკნელი ტოლობიღან 
განისაზღვრება თ-ში ჰოლომორფული დ(ე) ფუნქცია. თუ (49)-ში შე- 

ვიტანთ დ()-ს ასეთნაირად განსახღვრულ მნიშვნელობას, მივიღებთ 
(C-ს მნიშვნელობას. 

მაგრამ უკანასკნელი არ იქნება, სახოგადოდ, ჰოლომორფული თ-ში, 

თუ (48) და (48?) მუდმივები სათანადოდ არჩეული არაა. 

§ 46. მუდმივების განსაზღვრა. (48) და (48?) მუდმივები ისე უნდა 
ავარჩიოთ, რომ დაკმაყოფილდეს შემდეგი პირობები: 

19. +I(C) იყოს ჰოლომორფული ძ-ში, 

2. #40, .., 8, მართლაც წარმოადგენდნენ იმ ფუნქციების გაშ- 

ლების კოეფიციენტებს რომლებიც მონაწილეობენ (45) ტოლობების 
მარცხენა მხარეებში, თუ მათში დ (-) და L(-)-ს შევცვლით (49)-იდან და 

(50)-იდან მიღებული გამოსახულებებით. 
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ვმ. დაბოლოს, უნდა შესრულდეს (409) ან (415 ტოლობა (გვ. 88). 

თუ მოვახერხებთ ზემოთ ჩამოთვლილი პირობების დაკმაყოფილე- 

ბას და თუ. ამას გარდა, დ(), თ”, #C) ფუნქციები თანაბრად მიის- 

წრაფვიან თავიანთი ზღვრისაკენ, როცა L მიისწრაფვის საზღვრის გარ- 

კვეული წერტილისაკენ, მაშინ ამოცანა ამოხსნილი იქნება. 

დავუშვათ, რომ V(§) და 0V(5) § რკალის ფუნქციებია, უწყვეტი თა. 

ვიანთი წარმოებულებებით მეორე რიგამდე. მაშინ ინტეგრალები 

“ 

ჟ1 

1 

2XI 2XI!. ალ 

ა -/1 

კი01570 4000C6) ძC, ), 1 #C-M7|>) 

ე C 

ძ) _ 1 , ი+Mთილ 
ინ 2) (CC! 

V 

მიისწრაფვიან უწყვეტი ზღვრებისაკენ, როცა C მიისწრაფვის საზCვ- 

რის გარკვეული წერტილისაკენ; ეს არის I თავის § 2-ის თეორემის 

შედეგი (გვ. 17). 

მაგრამ, ცხადია, რომ დ (C), დ” (CI, 1) (-) ფუნქციათა განმსაზღვრე– 

ლი (49) დ: (50) ტოლობები წრთივად შეიცავენ V”, V, და თ ინტეგრა- 

ლებს, C-ს მიმართ რაციონალური კოეფიციენტებით, რომლებიც არ არის 
უსასრულო +ჯ-ზეზ!, ამით ჩეენი დებულებ, დამტკიცებულია. 

დაგვრჩა დავაკმაყოფილოთ (19-30) პირობები. ისინი გვაძლევენ 
წრფივ ალგებრულ განტოლებათა სისტემას (48) და (48?) მუდმი- 

ვებისათვის. მართლაც, ამ პირობების დასადგენად ჯერ გამოვთვალოთ 

დ(.)-ს (50)-იდან მიღებული გამოსახულების გაშლის პირველი #M1+2 
კოეფიციენტი დ: ისინი შესაბამისად გავყტოლოთ C.I+Iთ, (”=0, . ,M!-L1) 

სიდიდეებხ. თუ ამ ტოლობებში განვაცალკევებთ ნამდვილ და წარმოსახ- 
ვით ნაწილებს, მივიღებთ განტოლებათა პირველ ჯგუფს, რომლებიც უნდა. 

დააკმაყოფილონ თ, და წჩ,, 7#=0,., /:-+1, მუდმივებმა. 

ამ ოპერაციების ეფექტური ჩატარება არავითარ სიძნელეს არ 

წარმოადგენს, რადგან (50) ტოლობის მარჯვენა მხარის ინტეგრალს აქვს 
ძალიან მარტივი გაშლა: 

1 ((V-IC) ი(L”) ძL” „ ძ- 

221 „'„„გაგბებგ
აააააი 

V 

92



ა · „,. 4#C' 

+;", (თ იC 2 
»L. 

7 

C 

I 2” 2: 

=-- I (II +-.!V) ი (2'9) ძზ.-L – | (VI -+C IV) ი (29) (-!9 ქვ... (51) 
ე -, 

თვით (500) ფორმულის სტრუქტურა გვიჩვენებს, რომ განტოლე– 

ბათა სისტემა, რომელიც ხსენებული გზით მიიღება, წრფივია 

თ, და ჩ, (”#=0.,. . II +1) უცნობების მიმ-რთ, ხოლო მისი თაჯისეფ-ლი 

წევრები (51) გაშლის კოეფიციენტების ხამდვილი და წარმოსახვითი ნაწილე- 
ბის წრფივი სასრული კომბინაციებია, (51) ფ'არმულების თანახმად, ცხა- 

დია, რომ ამ თავისუფალ წევრებს ექნებათ სახე 

2: 
1 IX (8) (+ (9) VI ძპ., 

0 

სადაც 7.(0), IL(C0) აღნიშნავენ 3-ს, ან, რაც იგივეა, C საზღვრის 5 რკა–- 

«ლის სავსებით განსაზღვრულ ფუნქციებს. 

თუ წინა განტოლებები დაკმაკჟოფილებულად ჩავთვალეთ, ასევე მო- 
ვექცეთ 4:(-5)-ს გამოსახულებებს. 

თუ პირველი ჯგუფის განტოლებები დაკმაყოფილებულია, მაშინ 

VI (C)-ს გამოსახულების გაშლაში არ იქნება C-ს უარყოფითი ხარისხები, 

ვინაიდან #ჩ (+) მნიშვნელში შეიცავს C”-ს, ხოლო გამოსახულება 

–= /1V%V – /1 | 

/(L) “(დ ე--” 
ი () იბ 

#4»; მუდმივების განსაზღვრის თანახმად, პჰოლომორფულია C=0 წერ“- 

ტილში. 

ასეთნაირად ვღებულობთ წინა განტოლებების ანალოგიურ წრფივ 

განტოლებათა მეორე ჯგუფს. 

უსასრულო არის შემთხვევაში 39 პირობა დაიყვანება 

თე:==Cთე = ჩა=ჩ0=0 

ტოლობებზე, ხოლო სასრული არის შემთხვევაში -– 

თე=Cთა=0, თ, 41--თ,4,ლ-–0 
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ტოლობებზე, სადაც (8) 

4,+1!/41=0V' (0). 

დაბოლოს, 10 პირობას დავაკმაყოფილებთ, თუ მოვითხოვთ, რომ. 

VXC) იყოს სასრული ჯ (+) ფუნქციის ყველა ნულისათვის, რომლებიც; 

მოთავსებულია თ-ში. ეს კიდევ იძლევა სისტემას წრფივი განტოლებებისა,. 
რომლებიც წინა განტოლებების სავსებით ანალოგიურია და რომელთა: 
ეფექტური შედგენა მხოლოდ ელემენტარულ გამოთვლებს მოითხოვს. 

ამგვარად, ჩვენ მივიღებთ წრფივ განტოლებათა სისტემას, რომ- 
ლის თავისუფალ წევრებს აქვთ ზემოხსენებული სახე. 

ეს სისტემა არ შეიძლება იყოს განუსაზღვრე- 
ლი, ვინაიდან ვიცით, რომ ამონახსნი ერთადერთია, თუ ის არსებობს. 

პირიქით, ეს სისტემა შეიძლება იყოს არათავსებადი; უცნობების 

გამორიცხვას მივყავართ, როგორც ეს ვიცით დეტერმინა5ტთა თეორი- 

იდან, თავსებადობის შემდეგი სახის ერთ ან რამდენიმე პირობამდე: 

%'I #,C.=0, 
24“ 

სადაც C„, :ღნიშნავს განტოლებების თავისუფალ წეირებს, ხოლი /#!, 
მუდმივი რიცხვებია. 

თუ გავიხსენებთ C, წევრების გამოსახულებას, ადვილად ვნახავთ., 
რომ ყოველ ზემოხსენებულ პირობას აქვს სახე 

2» 

( IX, (მ) «+ ს, (8) 9) ძ%=0, 
0 

ან კიდევ, თუ დავუბრუნდებით (LX, ყ) წერტილთა სიბრტყეს, –– 

( IIXთდ «დ+#(9 C)) ძ-=0 (52). 
C 

სახე, სადაც 7-(§), IIC§) C საზღვრის § რკალის სავსებით განსაზღვრული 

ფუნქციებია; ამ ფუნქციების სახე დამოკიდებულია მხოლოდ C სახ- 

ღვარზე, რაც მოსალოდნელი იყო ზოგადი თეორემების თანახმად. სას- 

რული არის შემთხვევაში ხსენებული პირობები დაიყვანება მხოლოდ 

ერთ (30) პირობაზე, ხოლო უსასრულო არის შემთხვევაში -–– (31) პი- 

რობებზე. 

ეძ



III. მაგალითები 

§ 47. წრიული არე. დავუშვათ, რომ წრის რადიუსი ე რთის ტო- 
ლია, მაშინ · 

თ(6) =6 
და შეგვიძლია ავიღოთ 

(6) =1. 
(43) ფორმულების ძალით 

„ 1 
#«+!0ი=დ(C)+Cდ ” (-> »)+ #(>)- 

4--/0=დ | >-)+ 1 ”(C)++(ნ6) დ .(- წუ დ ' · 

თუ დავუშვებთ, რომ55 

დ (Cხ)=თ, ს+(თ:+I!Cთ2) "+ 

V(CC)=ჩა+!ჩი+..., 
მაშინ განხილული მეთოდის გამოყენებით უშუალოდ გვექნება 

  

1 ,, თ 1 ტტ ., 
V%(5)+ წუ დ (0) XL 277 ' C-C ძნ, 

ჩე––/ჩე-LCთ, C-+ 2 (თა––/თ”:) +დ (§)= > –_ 21 #+1!9 ძნ”. 
2X! . C--% 

ამ ტოლობაში (პმ9-ის და L-ს კოეფიციენტების შედარებით გვაქვს. 

2ჯ 

ვეაებსბსებბ–=“.”” 

1 

2X > 

2> 

| ( /(C05 8-+ 9 5Iი 9) ძა, 

0 

0=-- CV 5I0 #-L 0 C05 3) ძ9. 
2X 

უკანასკნელი ტოლობა ემთხვევა § 40-ის (30) აუცილებელ პირობას. 
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სხვა წევრების შედარება საშუალებას იძლევა განისაზღვროს თი- 
თოეული უცნობი მუდმივი ცალ-ცალკე; მაგრამ ამის გაკეთება არ არის 
საჭირო, ვინაიდან ამ უცნობების წრფივი კომბინაციების მნიშვნელო- 
ბები უკვე მიღებულია. თუ ამ უცნობების მნიშვნელობებს ჩავსვამთ 
დ–სა და V-ს გამოსახულებებში, საბოლოოდ მივიღებთ: 

  

· 2#M 

დ(C)= –– I ღ- > ძი თი | (00605 +980 5Iი 4) ძ3.-– 

'უ 0 

1. 
– VI ((+I0) ძა, 

2ჩჯ მ 

M–Iხ 1 1 _#M+!9. წ ძხ 
აჯრო= ეL-ნ ნ ==) »I ) (C-–-0? ” 

#% 

2L 

–_ _- | ((/ C05 §--L9 51I) 9) ჟ 

0 

§ 48. პასკალის ლოკოკინა56ნ, თუ დავუშვებთ, რომ 

1 
2=თ()ლა:+ი”, 0<ძი< >” 

მივიღებთ ერთეულრადიუსიან წრეზე იმ სასრული არის კონფორმულ 

ასახვას, რომელიც შემოსაზღვრულია პასკალის ლოკოკინით: 

X=0059+ი00052მ, ყ=510 V-+ძ511! 2 8. 

განხილული მეთოდის გამოყენება იძლევა თითქმის ისეთივე მარტივ 

ფორმულებს, როგორც წინა ფორმულებია: მკითხველს ვანდობთ მათ 

გამოყვანას. 
§ 49. უსასრულო სიბრტყე ელიფსური ხვრელით? ისევე, როგორც 

1I თავის § 33-ში (გვ. 74), დავუშვათ, რომ 

2=9(9 =ხ (L+ «I. (53) 
ან, რაც იგივეა, 

ძი ძი V 
=ხ (5++) 005 9, ყ=ხ ( – +) 310 9, (53 

ი ი 
სადაც ->I1I, ს>0. 
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მაშინ მივიღებთ C ელიფსის გარეთ მდებარე უსასრულო 5 არის 
კონფორმულ ასახვას |§|) <1 წრეზე; C-ს განტოლებაა 

ჯ 2 _2 , #” 
ხ?(თ+1)? ხ?1(0თ––1) 

(43“) ფორმულები მოგვცემს, რომ 

დ დ+ 2-5 > (=) +% (>)=#+“ 

=1, (54) 

(55) 
” 

<(>)+- 1-4“ +§6ე=ი-M. 
თუ უკანასკნელი ტოლობების ორივე მხარეს გავამრავლებთ 

1 ძი” 

2M C-§ 
სიდიდეზე და ავიღებთ ინტეგრალს ჯ»-ზე, გვექნება (შდრ. § 4) 

1 072 =I» ძL, 
დ (0=-– L--L 

V 

  

C(1+0ი%C) “ფა 

ვინაიდან (41“1) ფორმულის თანახმად გვაქვს 

I--I0 
  დ (0+%(0 = =. 

2
ლ
 

თა=თ:=ჩა=ჩ:=0. (56 
წინა ფორმულების ძალით, 

დ(ე= 118 
წ 

  

(57) 

არ, | CL კ”  CI+0) 1. ( #+I, ედ 
2#' 45 LC ი 221 (CC. 

დაგვრჩა შევამოწმოთ, რომ (56) პირობები შესრულებულია, ვინა– 

იღან ამ პირობებით ვისარგებლეთ (57) ფორმულების გამოყვანის 

დროს, (56) პირობა, რაც იმას ნიშნავს, რომ დ(0)=#%(0)=0, იძლევა 
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2M 9. 
0=–- ( იძ = | იის (58) 

2) 2X შ 

ტოლობებს., 

ეს არს აუცილებელი და საკმარისი პირობები ამო- 
ნახსნების არსებობისათვის; როგორც ვხედავთ, § 42-ში ჩამოყალიბე- 
ბული თეორემა სამართლიანია განხილულ შემთხვევაში. 

ჩვენი ამონახსნი ისეთია, რომ 

9V _ (>. 4-0 (+ I. (59) 
ძა. , ძყ , 

თუ (58) პირობა არ არის შესრულებული, მაშინ არ არსებობს აძ 

თვისების მქონე ამონახსნი, მაგრამ, როგორც ეს § 42-ში იყო ნაჩვე- 

ნები, ყოველთვის არსებობს ამონახსნი, რომლის 2 > კერძო 
X Vყ 

წარმოებულები შემოსაზღვრულია, მაგრამ აუცილებელი არაა ისინი 

ნული იყვნენ უსასრულობაში. 

მართლაც, ადვილად ვღებულობთ ფორმულებს, რომლებიც იძლევა» 

ამონახსნს ზოგად შემთხვევაში. აი ეს ფორმულები: 

     

-რ-,- (5-” რცე რიდ 
V 

(57% 
_ (1400 1 (+ი ქ +C0=-- 1C> L ღი 2% ქ (6 –– 6)? რ. 

ისინი განსხვავდებიან (57) ფორმულებისაგან მუდმივი შესაკრებეთ 

დ()-ს გამოსახულებაში, 
§ 50. ზოგიერთი სხვა საზღვარი. როგორც II თავის § 34-ში შევ- 

ნიშნეთ, რაციონალური ფუნქციის საშუალებით შეიძლება განხორ- 

ციელდეს წრეწირის რკალის გასწვრივ გაჭრილი სიბრტყის კონფორ- 

მული ასახვა წრეზე. 

ჩვენი მეთოდის გამოყენება საშუალებას იძლევა მარტივად ამოვ- 

ხსნათ ამ არესთან დაკავშირებული ბიჰარმონიული ამოცანა. კერძოდ, 

როცა წრიული რკალის ნაცვლად, სიბრტყე გაჭრილია სასრული სეგ– 

მენტის, მაგალითად, 
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სეგმენტის გასწვრივ, მაშინ ამონახსნი მიიღება (57) და (57?) ფორმუ- 

C 
ლებიდან, სადაც უნდა დავუშვათ 0ძ05==1, =6 

ასე მაგალითად, ადვილად მოინახება გრინის ფუნქცია ასეთი 

არისათვის. თუ ამ სეგმენტის ერთ-ერთი ბოლო მიისწრაფვის უსასრუ- 
ლობისაკენ, მიგიღებთ გრინი,ს ფუნქციას სიბრტყისათვის, რომელიც 

გაჭრილია ნახევარწრფის გასწვრივ. ეს კერძო შემთხვევა განიხილა 
ადამარმა!, რომელმაც გამოიყენა ალმანსის მეთოდი. 

მაგრამ ვინაიდან ალმანსის მეთოდი არ გამოიყენება უსასრულო 
არეებისათვის, ამიტომ ადამარი იძულებული გახდა სხვა გზას გაყო–- 

ლოდა და განეხილა პასკალის ლოკოკინის ზღვრული შემთხვევა.



თავი I 

დრეკადობის თეორიის ორგანზომილებიანი ამოცანა 

ბიჰარმონიული განტოლება ერთ-ერთ ყველაზე მნიშვნელოვან გა- 

მოყენებას დრეკადობის თეორიაში პოულობს. 

ჩვენ აქ შემოვიფარგლებით მხოლოდ ორი ამოცანის განხილვით. 
ესენია: ჩამაგრებული დრეკადი ფირფიტის წონასწორობის ამოცანა 
(განხილული კირხჰოფის58 მიახლოებითი თეორიის თვალსაზრი- 

სით) და დრეკადობის თეორიის ორგანზომილებიანი ამოცანის სა- 

ხელწოდებით ცნობილი ამოცანა. 

ამათგან პირველი ამოცანა უშუალოდ დაიყვანება წინა თავში გან- 
ხილულ ამოცანაზე59, 

მეორე ამოცანა, რომელიც გაცილებით უფრო მეტ ინტერესს იწ- 

ვევს, ამ თავში განიხილება. 

-. I. ზოგადი საკითხები§ნი > 

§ 51. ძირითადი განტოლებები როგორც ცნობილია, დრეკა- 
დობის თეორიის ორგანხომილებიანი ამოცანის განტოლებები გამო- 

იყენება ორ განსხვავებულ შემთხვევაში: სასრული” სიმაღლის მართი 

ერთგვაროვანი ცილინდრის დრეკადი წონასწორობისას, როცა დეფორ- 

მაცია არის ბრტყელი (გადაადგილებები ფუძეების პარალელურია) და 

თხელი დრეკადი ფირფიტის წონასწორობისას, როცა მის საზღვარხე 

მოდებულია ძალები, რომლებიც ფირფიტის სიბრტყეში მოქმედებენ. 

ვთქვათ, X., XL, X, არიან ძაბვის მდგენელები, რომლებიც (>, VI) 
წერტილთა სიბრტყის პარალელურია, ხოლო VI, იკ გადაადგილების 

მდგენელებია. 
დრეკადობის თეორიის ორგანზომილებიანი ამოცანის ძირითადი გან- 

ტოლებებიან!: 

პX.,ძX,_ ე მX,, ბი, 
პი მძყ მს ძყ 

ძმ წ" მ“ 
X.=) |_+4+. V 2ს >», 

(5. + მყ | + ძX 

=0; (1)  



XM,=42. (3+ +% | +2,9%, 
ძსX ძყ ძყ 

მ" 
X =V = 8, 

2 ჯ“ | ათი ძX (2) 

აქ 2. და IM აღნიშნავენ ლამ ე ს მუდმივებს, 

ნათქვამი ეხება ბრტყელი დეფორმაციის ამოცანას?, თხე ლი 

ფირფიტის შემთხვევაში შეიძლება გამოვიყენოთ ზემოთ მოყვა- 
ნილი განტოლებები, თუ X., ბ... აღნიშნავენ ძაბეებისა და 

გადაადგილებების საშუალო მნიშვნელობებს ფირფიტის სისქის 

გასწვრიე და თუ #-ს შევცვლით 
კ – 24 ვ 1+C (3)   

მუდმივით. 

(1) და (2) განტოლებები უნდა დაკმაყოფილდეს სხეულის მიერ 

დაკავებულ მთელ 5. არეშიზ), სასაზღვრო პირობები შეიძლება სხვა- 

დასხვა სახისა იყოს. 

ძირითადია შემდეგი ორი შემთხვევა. 
1. 5-ის C საზღვარზე მოცემულია მოქმედი ძ.- 

ლის მნიშვნელობა: 

X.005(II, X)+ X,C05 (II, ყ)= X„ (5), რ) 
4 

X,C05 (II, X)+V 005 (I, V)= M, (5). 

სადა %XაV(5), XV, (5) აღნიშნავენ საზღვრის § რკალის მოცემულ ფუნქ: 

ციებს; ეს არის მდგენელები ძალისა, რომელიც მოქმედებს საზღვრის 
სიგრძის ერთეულზე, ხოლო # გარე ნორმალია, 

2. 5-ის საზღვარზე მოცემულია გადაადგილების 

მნიშვნელობები: 

((:-=II1 (5), I(,==IL (5), (5) 

სადაც (! (§), , (5) აღნიშნავენ სახღვრის § რკალის მოცემულ ფუნქციებს. 

ვუშვებთ, რომ X., X,=VM,, V/ 9. ", ფუნქციები ცალსახაა და 

რეგულარული §. არეში. 

როცა 5 არე უსასრულოა, დამატებით ვუშვებთ, რომ 

X.=0 (>) X,=0 (|, V, =0 (>), ”=MX 6 (6) 

უნდა შევნიშნოთ, რომ ასეთი ძაბვების შესაბამისი გადაადგილებე- 

ბი შეიძლება არ იყვნენ შემოსაზღვრული უსასრულობაში; სახეღ–- 

დობრ, შეიძლება იზრდებოდნენ, როგორც 1დ/. 
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შეგვეძლო დამატებითი შეთანხმების შემოტანა, რომელიც გამო- 
რიცხავდა ასეთი გადაადგილებების შესაძლებლობას. მაგრამ უფრო 

მეტა ზოგადობისათვის ჩვენ დავუშვებთ, რომ V,, V, იზრდება არა უმე- 
ტეს, ვიდრე IდV/. 

§ 595. ზოგიერთი ძირითადი ფორმულა. ქვემოთ, მკითხველისა- 

თვის მოხერხებული რომ იყოს, თავმოყრილია ორგანზომილებიანა 
დრეკადობის თეორიის ზოგიერთი მნიშვნელოვანი ფორმულა. ცნობი- 
ლია, რომ ამ თეორიის ძირითადი განტოლებათა სისტემის ზოგადი რე- 
გულარული ამონახსნი შეიძლება შემდეგნაირად წარმოვადგინოთ. 
ძაბვის მდგენელებია: 

    
2 2 2 

X%ს,= ი V /,=>V, Xს,ს= V.=– ძ წ ? (7) 

ძყ” ძX? მX ძყ 

გადაადგილების მდგენელებია: 

V 2(+.-+2 CIწ! 20.+2 
2სი,=-- 97 კ 20042) ჩ, 20ტMს)=– ი  2(1+2ს) ე) (C:)) 

ძX #+ს მყ #+ LL 
სადაც V აღნიშნავს #IIV-ის (ერის) ფუნქციას, რომელიც აკმაყოფი- 

#M/L =20 

ბიჰარმონიულ განტოლებას, ხოლო /# და 0 დაკავშირებულია ამ ფუნ- 
ქციასთან III თავის (8) ტოლობით (გვ. 78). მოხერხებულობისათვის 

აქ ხელახლა მოგვყავს ზოგიერთი ცვლილებით ზემოთ მოყვანილი 
"ფორმულები და აღნიშვნები, რომლებიც საჭიროა შემღჯომისათვის 

(მდრ, § 36, თავი III): 

##4C =0, (2) 

46V=7# (X, Vყ), (ს) 

§(C V)+!C(X, ყ)=/) (2), (ი 

L #« . : 
+ ( II (2,))ძ2,=/ი0-+!0 =დ, (2), (9). 

ხ =-IM6 L2 დ, (2) -L VI (2)1, (8 
+ (2)=%, (2). (ი 

ჩაწერის სიმოკლისათვის დავუშვათ აგრეთვე, რომ 

დ(9=-- ჩ(0=4, 0, (0 =V, (9. (ფ 
ამას კიდევ დავუმატოთ რამდენიმე ფორმულა, რომელთა მნიშვნე- 

ლობა ქვემოთ იქნება ახსნილი: 
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2=თL(), (ი) 

დ, (თი (6)) = დ(C), +,(თ(6)) = %L§), (1) 

  დ, ი(დ)=თდ=9 0, V,იდ)=Vო-'რი . ი 
თ” (6) თ” (§) 

(0), (7) (8) ფორმულების თანახმად, გადაადგილებებ- ღა ძა462-54 

ადვილად გამოისახება 2 კომპლექსური ცვლადის ფუნქციების L-5ღ:- 

ალებით. 

მაგრამ ჩვენ გვირჩევნია მივიღოთ გამოსახულებები არა თვით ამ 
სიდიდეებისათვის, არამედ მათი მარტივი წრფივი კომბინაც“ებ<ს:თვ“-. 

ამ §-ის (8) ფორმულის და III თავის (39) ფორმულის (გვ. 67) 

ძალით 

– 2#M(!,+IV,)=#ჩდ, (2) + 26) (2) +, (2), (9) 
სადაც ჩაწერის სიმოკლისათვის დავუშვით, რომ 

3 „ე 20+20 __ 1+% დუ 
+ ს #+Lს. 

შემდეგ, 

X.-+V,=2 (დ, (2) +Cთ (2)1=2(1C, (2)+, (2)), 0თ= 
2 X,+ ((X,–V,)= 21124 (2) + ს (2)1= 

=-2I|2თ;(2)+ V,(2)|! (11) 

(10) და (11) არსებითად ემთხვევა კოლოსოვის ფორმულებსზ5, 

ჩწ3. შემოტანილი ფუნქციების შესწავლა. როცა სხ ის ძაბ- ე ლი ფუნქციე ე ცა სხეულ 
გები ცნობილია, (10) ფორმულა სავსებით განსაზღვრავს Cთ,(2)-ის 

ნამდვილ ნაწილს. ამის შემდეგ, თვით ეს ფუნქცია განსახღლვრულია 
მინდა წარმოსახვით (თ, შესაკრებ მუდმივამდე სიზუსტით; მაშინ (11) დ ვ ესაკოებ ძუდძივამდე სიზუსტ 
ფორმულა სავსებით განსაზღვრავს M”(2) ფუნქციას, ვინაიდან 9),/(2) 

აღარ შეიცავს ნებისმიერ მუდმივს. 

შემდეგ, ფუნქცია 
2 

დ, (9=) დ, (2,) ძ?2, 

განსაზღვრულია 

Iთღო2+ჩწ+!:X=(–-თV+ჩ) +! (თX +) 
სიდიდემდე სიზუსტით, სადაც თ, 8, + აღნიშნავს ნამდვილ მუდმივებს. 

103



ანალოგიურად, ფუნქცია 

წ 

# (2= | V) (2042, 

განსაზღვრულია ჩ, +(V, მუდმივამდე სიზუსტით. 
აქედან გამომდინარეობს, რომ (9) ფორმულის მეშვეობით V,, ”V/ 

გადაადგილებები განსაზღვრულია შესაბამისად 

=XV(#-) ,_ # 8-- 1.6 
0%ჯ 2ს 2 2 I 

(12) 
თ(ს--1) ჩ 1 

“ == #- – 0ყ 2V 2 7+2) VI 

სიდიდეებამდე სიზუსტით. 

მაგრამ (#«ი,, Mიკ) გადაადგილება არის სხეულის მხოლოდ მყა- 
რი გადაადგილება. თ, 8, +, ჩზ,, 7, მუდღმივების არჩევასს არავითარი 

გავლენ» არა აქვს სხეულის დეფორმაციაზე; მხოლოდ სხეულის მდებ» 

რეობაა დამოკიდებული ამ მუდმივებზე. 
როდესაც სხეულის საზღვარზე ძაბვებია მოცემული, მაშინ ამ მუდ- 

მივებს შეგვიძლია ზოგადობის შეუზღუდავად მივანიჭოთ ნებისმიერი 
კერძო მნიშვნელობები8მ, 

მაგრამ, როცა სხეულის სახღვარზე მოცემულია გადაადგილებები, 

მაშინ ეს მუდმივები არ არიან სავსებით ნებისმიერი; სახელდობრ, 

(12) ფორმულების ძალით, თუ ჩზ, და #“)-ს მივანიჭებთ ნებისმიერ 

მნიშვნელობებს, ცხადია, მაშინ ჩ და +”; მუდმივები სავსებით გან- 
საზღვრული იქნება ძ მუდმივის საშუალებით. 

ახლა ცალ-ცალკე განვიხილოთ სასრული და უსასრულო არის შემ– 

თხვევები?7. 

1. როცა 5 არე სასრულია C,, VI, დ,, +, ფუნქციები, 
როგორც ამაშე ადვილად დავრწმუნდებით, პოლომორფულია 4§-ში. 

ნათქვამის თანახმად ადვილი სანახავია, რომ იმ შემთხვევაში, რო– 

ცა სხეულის საზღვარზე მოცემულია ძაბვები, ზოგადობის შეუზღუდა- 

ვად შეგვიძლია დავუშვათ: 

თი (Iდ; (0)1= ნი ((C, (0)1)=0, 
(13) 

დ, (0)=%, (0)=0, 
რისთვისაც 

თ, ჩ, +, ჩ,, ·, 
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მუდმივებს უნდა მივანიჭოთ სათანადო მნიშვნელობები. 

როდესაც სხეულის საზღვარზე გადაადგილებებია მოცემული, მა- 

შინ მეგვიძლია ვისარგებლოთ მხოლოდ ჩ; და 2) მუდმივებით; ამ მუდ- 
მივების სათანადო არჩევით მივიღებთ, რომ 

+, (0) =0. (14). 
2. როცა 5 არე უსასრულოა, (6) პირობების და (19) 

ფორმულის თანახმად ადვილად ვასკვნით, რომ Cთ,(2) ჰოლომორფუ- 

ლია 5-ში და, ამას გარდა, 

დ, (21=!თ +0 ლთ · 

მაგრამ, თუ Cთ5+-0, მაშინ დ)(2)-ისათვის მივიღებთ გამოსახულებას,. 

რომელიც იზრდება, როგორც |2|, რაც ეწინააღმდეგება ჩვენს ჰიპო- 

თეზას, რომლის თანახმად გადაადგილებები იზრდება არა უმეტესად, 

ვიდრე 1CI2|. ამიტომ ყოველთვის უნდა დავუშვათ, რომ 

დ, (ე =0 (–). (15). 
I2I 

ამის შემდეგ გვექნება 

დ, (2)=(0C+!ხ) 1წ 2+(ჩ+!4) + დ, (2), (16). 

სადაც თ+!:ხ აღნიშნავს, 2“-!-ის კოეფიციენტს C,:(2)-ის გაშლაში და. 

დ, (2) არის 5-ში ჰოლომორფული ფუნქცია, რომლისოვისაც 

ი 1 
დ, (2)=0 (–) : 

217 
შემდეგ, (11) ფორმულა გვიჩვენებს, რომ 

1 
VI, (21=0 (=) · (17)· 

|2| 

და, მაშასადამე, 

%,(9=(0,+Iხ)1C2+ჩწ.+/»+%.(9, (18)- 

სადაც %, (2) არის ჰოლომორფული ფუნქცია 5-ში, ისეთი, რომ 

V0=0(- |, 
I?| 
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ხოლო ი;, ხ, ნამდვილი მუდმივებია, 

როცა საზღვარზე მოცემულია ძაბვები, ზოგადობის შეუზღუდავად 

შეგვიძლია დავუშვათ, რომ 

ზ=+X=ჩ,=X,=0, (19) 

ხოლო როცა გადაადგილებებია მოცემული, შეგვიძლია მხოლოდ და- 

ვუშვათ, რომ 

ჩზ,=+4/,)=90. (19") 

ამას გარდა, (90 ფორმულის თანახმად, ადვილად ვრწმუნდებით, 

რომ გადაადგილებების ცალსახობისათვის აუცილებელი და საკმარისია» 

შესრულდეს ტოლობა 

2»XL(0,+!6,))––2 IL (ძ––,ხ)=0, 

ან, რაც იგივეა, ტოლობები 

ძი-–ჩ”0ი=0, ხ,-L”/ხ=0. (20) 

§ 54. მრუდწირული კოორდინატები. ხმირად მოსახერხებელია გა- 

მოვიყენოთ § 30-ში (გვ. 69) განსაზღვრული მრუდწირული კოორდი- 

ნატები; გავიხსენოთ აქ მათი განსაზღვრება. 

გთქვათ, 

2=იღდ (2) 
არის ფუნქცია, რომელიც § არეს კონფორმულად ასახავს |) <1 წრე- 

ზე და რომელსაც ზემოთ ხშირად ვხმარობდით. L სიბრტყის ი=00M5' 

წრეწირებს დღა 9=00ი5( ნახევარწრფეებს შეესაბამება 2 სიბრტყის 

ი=ლ00ი85| და მ=ლ0იია(| ორთოგონალური წირები, რომელთაც ვღებუ- 

ლობთ საკოორდინატო წირებად. 

ნორმალები ი=00ი3( როა 2=00ი5! წირებისადმი, გავლებული შე- 

საბამისად 0 და # კოორდინატების ზრდის მიმართულებით, ქმნიან 

ღერძთა სისტემას, რომელთა ურთიერთგანლაგება ისეთივეა, როგორც 

0X და 0ყ ღერძებისა (ნახ. 8, გვ. 69). 
ვთქვათ, ა, «გ არის ი და 9. ღერძებზე გადაადგილების მდგენე- 

ლები. როგორც § 30-ში,: ფორმულა (98) (გე. 70) გვექნება 

თს  C (22) 
უყებესბ– 

საიღანაც (9) ფორმულის დახმარებით ვღებულობთ, რომ 
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სი+ILI=(M.+LV,)



  
|ი (0I(«ი+IVიე)=– >. 1 დ IM (0 + 

9 
M
V
 

  

2V 

თ (6) 7 სდ თ) --> , 23 ით. Vი+XC | (23) 
სადაც 

დ, (თ(:)) = დ(0), +, (თ(6)) = %L(5). (24) 

გადავიდეთ ახლა ძაბვებზე. 

ვთქვათ, ის, 90, ი9.9% ძაბვის მდგენელებია 0, 89 ღერძებზე, 
ღერძების გარდაქმნის ფორმულებიმ9; 

იი=.%, C05“თ+ 7, 5Iი?თ-2 X,51ი0 თ 005 თ, 

88=X. §)ი?თ+1/,005“ თ-2 X, 5Iი თ 0050, 

ი8=(–X.+ V,) 51)1 თC05 V-+ XL, (C05” თ – §1 ი" თ), 

სადაც თ არის კუთხე ი ღერძსა და 0Xჯ ღერძს შორის (ეს კუთხე იზო- 

მება 0X ღერძიდან დადებითი მიმართულებით), გვაძლევს, რომ 

იი+ სI#=X,+ V,, (25) 

268 + ((6ი– 88) = |2 X,+((X,–#ე) თი, (2) 
ანუ, (10) და (11) ფორმულების თანახმად, 

იი+9ა=2|C, (2) +<%, (2)I, (27) 

208+((იი –99) =–-2(IV, (2)+29, (2)) 24. (28) 
თუ დავუშვებთ, რომ (იხ. § 52-ის (/) ფორმულები) 

დ, (თ(C)== დ (ე), M,(თ(:)) = MCC), (ლ) 
მაშინ 

  ირ) 2 თქი იღ 154 

Iი”(0I. 0 თ'() ი” 

ფორმულების თანახმად (გე. 70), გვექნება 

  

  

იი+08=2|დ(+%(6), (279 

– – – 2 წ4რკ –>. - # /C- 269-LV/ (იი–§8)=- =>5 (| დიდ +V ღი (ე. (289 ა” (5) ი? 
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აქედან ნამდვილი და წარმოსახვითი ნაწილების განცალკევებით ადვი- 

ლად მიიღება იი, 88, იზ. მნიშვნელობები. 

მოვიყვანოთ კიდევ ერთი საჭირო ფორმულა. (27) და (289)-ს თა- 

ნახმად ვღებულობთ, რომ 

ნი–(68=დდ4+6 0 –", =-=Iთდ695ი0+%(ხი(. (9 
ი? თ”(C) 

  

ნახ. 9 

ეს ფორმულა გვაძლევს ნორმალურ (00) და მხებ (09) მდგენე- 
ლებს ძალისა, რომელიც მოქმედებს 0ი=00ი05| წირის ერთეულოვა? 

სიგრძეზე ი ღერძის დადებითი მიმართულებით (ნახ. 9). საჭიროა აგ 

რეთვე ფორმულა, რომელიც იძლევა ნებისმიერი წირის ერთეულოვან 

სიგრძეზე მოქმედი ძალის ნორმალურ და მხებ მდგენელებს. ვთქვათ, 

M და I ძალის მდგენელებია შესაბამისად ნორმალისა და მხების და- 

დებით მიმართულებებზე; ვუშვებთ, რომ ეს ორი მიმართულება ერთ- 

მანეთის მიმართ ისეა განლაგებული, როგორც 0X და 0ყ ღერძები. 

ამ დაშვების შემდეგ, თუ (27) და (28) ფორმულებში იი-ს შევცვლით 

M-ით და ი8-ს 1-თი, მივიღებთ, რომ 

M-–-/7=068, (2) +დ, (2) –– |2 დ; (2) + MI, (2)| 6"ა, (თ 

სადაც « აღნიშნავს კუთხეს ნორმალსა და 0X ღერძს შორის, ათვლიღს 

ამ ღერძიდან დადებითი მიმართულებით. 
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LI. ამოცანის ამოხსნა იმ შემთხვევაში, როცა საზლვარჭე 

მოცემულია ძაბვები. პირველი მეთოდი 

ჩვეულებრივ ეს ამოცანა დაიყვანება ძირითად ბიჰარმონიულ ამო– 

ცანაზე. როგორც ვნახავთ, ეს დაყვანა ადვილია. მაშასადამე, ჩვენი მე- 

თოდი საშუალებას მოგვცემს ამოვხსნათ ეს ამოცანა წინა თავში განხი– 

ლული არეებისათვის. ცოტა ქვემოთ, ჩვენ მოვიყვანთ უფრო პირდა- 

პირ მეთოდს, მაგრამ ახლა მითითებულ გზას გავყვებით. 

§ 55. სასახლვრო პირობების გარდაქმნა. სასაზღვრო პირობები შე- 

ოძლება ჩაიწეროს შემდეგი სახით: 

    

  

2 2 
005 (/, X) – წ 005 (7, ყ)==X, (5), 

Xძყ 

(31) 
2 ძV 

–_ 05 (II, X –-–- C(C05(II, ყ)=V,, (5). 227“ (I, X+ 23 (I, V) (9 

ცხადია, რომ (31) ტოლფასია 

ძ პV ძ ძ– #2 % XC “ 2= (ლ (32) 
ძა მყ ძა ძX 

ტოლობებისა. აქედან 

9V _ _ ( I”, ძ5,+Cთ = «I (5), 
ძჯ; 

C-ზე (33) 

« 8 X, ძი, +ჩლV(4), 

სადაც თ და ჩ აღნიშნავს ს შუდმივებს, §0 არის C საზღვრის ნებისმიერაღ 

ფიქსირებული წერტილის რკალური აბსცისი, ხოლო § ცვლადი წერ- 

ტილის რკალური აბსცისია, ათვლილი დადებითი მიმართულებით (რო– 

ცა 5 არე რჩება მარცხნივ). 

მი ძV 
§ 56. სასრული არე. როცა § არე სასრულია, მაშინ > 27 , 

V ცალსახა ფუნქციებია და, (33) ფორმულის თანახმად, უნდა გექონ- 

დეს 
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(X.ძა=( V, ძ§=0. (34) 
C C 

ამას გარდა, III თავის (30) ტოლობა (გვ. 84), რომელიც შეიძლება. 

( VIX+სძყ=0 

C 

სახით ჩაიწეროს, ნაწილობითი ინტეგრებით გეაძლეეს, რომ 

· 

I X0იIL+ ყძშ=-0. 

C 

აქედან, (33) ტოლობების გათვალისწინებით, მიიღება 

( (XV,––VX,) ძ§=0. (35) 
C 

(34) და (25) პირობები აუცილებელია ამონახს5ის არსებობისათვის. 
ისინი გამოხატავენ იმ ცხად ფაქტს, რომ გარე ძაბვების ტოლქმედი და 

ტოლქმედი მომენტი ნულის ტოლია. 

თ და ჩ მუდმივებს შეგვიძლია მივცეთ ნებისმიერი მნიშვნელობებე, 

ვინაიდან V-სათვის თX+ ჩყ სახის გამოსახულების მიმატება არ ცვლის 
სხეულის დეფორმაციას. 

ვინაიდან V/(§5), 0C(§) ფუნქციები აკმაყოფილებენ ძირითადი ბიჰარ- 

მონიული ამოცანის ამონახსნების არსებობის აუცილებელ პირობებს, 

შეგვიძლია ჩავთვალოთ, რომ ჩვენი ამოცანა ამ უკანასკნელ ამოცანაზეა 

დაყვანილი. არსებობს ერთადერთი ამონახსნი?!, 

როცა შესაძლებელია კონფორმულად ავსახოთ 5 არე ICI <1 წრე- 

ზე თ( რაციონალური ფუნქციის საშუალებით, მაშინ ჩვენი მეთოდი 

საშუალებას იძლევა გამოვთვალოთ CC:) და VI) ფუნქცუები განსაჭს- 

ღვრული ინტეგრალების საშუალებით. ამ ფუნქციების განსაზღვრის 

შემდეგ, შეგვიძლია ღავუბრუნდეთ 2? ცვლადს (იხ. § 52, გვ. 1013) და 

გამოვთვალოთ ძაბვები და გადაადგილებები (9), (10) და (11) ფორმუ- 

ლების თანახძად. 

მაგრამ, საზოგადოდ, გაცილებით უფრო მოსახერხებელია შემოვი- 

ტანოთ მრუდწირული კოორდინატები და ჩავატაროთ გამოთვლები 

(22), (27?) და (28”) ფორმულების მიხედვით. 
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§ 57. უსასრულო არე. როცა 5 არე უსასრულოა, (34) და (35) პი- 

რობები აუცილებელი არაა. 

თუ გავითვალისწინებთ (16), (18) ფორმულებს და (19) პირობას, 

შეგვიძლია დავწეროთ?:2: 

ძც 
9V7 =0ძ00520-+ხ5ი20+(ი+0,))1-/ – ((+ხ,)ი + -.--, 

ძX მჯ 

(36) 

9 _. 511 20--ჩი0520+(ი–-0,))0+(ნ–-ხ)1C/ -+ -97, 
იყ მყ 

სადაც ც აღნიშნავს § 33-ის თ, და +, ფუნქციებთან დაკავშირებულ 
ბიჰარმონიულ ფუნქციას, რომელიც, მაშასადამე, აკმაყოფილებს 11L თავის 
(21) პირობებს; ამ ფორმულებში 

„”=I X-+ყ. 0--24IC 5. 

(36) ტოლობათა თანახმად, (23) იძლევა, რომ73 

(<> – I = ( ”,ძ§=-2>(ხ+ხ,, 
+ 5 CC 

ძX ძX 

(37) 

–__“_"_–______. 
მყ I+ |4იყ | L 

სადაც ინტეგრალები აღებულია C-ზე დადებითი მიმართულებით (ა 

არე რჩება მარცხნიე). ეს ფორმულები, 

0,=#0, ხ,=-– სხ 

ტოლობებთან ერთად (იხ. (20)). სავსებით განსაზღვრავს ი, ხ, ძე. ხ, 

მუდმივებს; სახელდობრ. თუ (X. 7) არის C საზღვარზე მოქმედი ძალე- 

ბის ტოლქმედი, მაშინ მივიღებთ: 

X V ”X 
2= , ხ= , 0.== 

2 %L(C#-–-1) 2 X (I–-1) 2»L(I–1) 
  

ხ=- ” (38) 
2 LL (IL–-1) 

ამასთან, აღვნიშნოთ ამ ფორმულების უშუალო შედეგი: როცა გა- 

რე ძაბვების ტოლქმედი ნული არაა, გადაადგილებები 

'



არ შეიძლება იყოს შემოსაზღვრული უსასრულობაში: 
სახელდობრ, ისინი იზრდება, როგორც 19” 7). ეს ცხადი გახდება, თუ 

#%38)-ს შევადარებთ (9), (16) და (18) ფორმულებს. : 

ახლა განვსახღლღვროთ წ ფუნქცია. (36) და (38) ფორმულები გვაძ- 

ლევს «+ და “+. წარმოებულების მნიშვნელობებს C საზღვარზხე; ეს 
X ს 

მნიშვნელობები შეიცავს თ, ჩზ შესაკრებ მუდმივებს რომლებიც ისე შეკ- 
ვიძლია ავირჩიოთ, რომ დაკმაყოფილდეს § 42-ის (31-) პირობები 75, ვი- 
ნაიდან ეს პიყობები აუცილებელია და საკმარისი ამონახსნთა. არსებობი- 

სათვის, ამიტომ ჩვენი ამოცანა დაყვანილია ძირითად ბიჰარმონიულ ამო- 
ცანაზე და მას აქვს ერთადერთი ამონახსნი, 

მაშასადამე, ჩვენი მეთოდი საშუალებას იძლევა ამოვხსნათ ეს ამო- 
ცანა იმ შემთხვევაში, როცა § არე წრეზე რაციონალური ფუნქციის 
საშუალებით აისახება. 

დ() და V(C) ფუნქციების განსაზღვრის შემდეგ, ძაბვებსა და გა- 
გადაადგილებებს გამოვითვლით, როგორც წინა §-ში. 

§ 53. მაგალითები. რადგან განხილული ამოცანა დაყვანილია წი- 
ნა თავის ამოცანაზე, შეგვიძლია ჩავთვალოთ, რომ ის სავსებით ამოხს- 
ნილია ყველა იქ განხილულ შემთხვევაში. 

ჩვენ აქ შემოვიფარგლებით §49-ის (57) ფორმულების გამოყენების 

"რამდენიმე მაგალითის განხილვით. ამ თავის უკანასკნელ განყოფილე- 
ბაში კიდევ ვნახავთ რამდენიმე მაგალითს, რომლებიც ამოხსნილია სხვა 
-მეთოდით. 

1.0 ელიფსური ხვრელის (ან წრფივი ჭრილის) 
მქონე უსასრულო ფირფიტის წონასწორობის 
მდგომარეობა, როცამისი ნაპირი განიცდის ნო#“- 

მალურ მუდმივ წნევას. 
განვიხილოთ არე, რომელიც წარმოადგენს მთელ უსასრულო სიბო- 

ტყეს ელიფსური ხვრელით. ამ შემთხვევაში შესაბამისი ფორმულები 

მოცემულია წინა თავის § 49-ში (გვ. 97). დავუშვათ, რომ ხვრელის 

ნაპირი განიცდის ნორმალურ მუდმივ # წნევას. 
ს, წ-ს მნიშენელობები, რომლებიც მონაწილეობენ § 49-ის (57) 

ფორმულებში, მოცემულია (33) ფორმულებით (გე. 109). ამ ფორმუ- 

ლების თანახმად გვექნება 

§ § 

#(5)=– ( რ ძ§,= #005(I,, ყ) .45.=–- ( ჩძა'=--L, 

§ § 

9V(§)= I X,,05=- | #M005(1,, X) ძ§5,=– ( ჩძყ"=--ჩყ", 
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სადაც X” და ს” აღნიშნავენ C საზღვრის წერტილის კოორდინატებს. 
ჩვენ არ დავუმატეთ ნებისმიერი Cთ და ჩ მუდმივები, ვინაიდან V-სა 

და შ-ს მნიშვნელობები თვითონ აკმაყოფილებენ § 49-ის (58) პირო– 

'” ბებს. მართლაც, გვაქვს 

X»X=ხ(ი+1)ლ059, ყ'=-–-წხნ(-)1))59იზ 

და, მაშასადამე, 

2 2” 

( ყი ზ = | ხძ ·=0. 

0 მ 

შემდეგ, § 49-ის (57) ფორმულები გვაძლევს: 

დე=- თ C+ > MM ყ, 

ს(0= # ი” »-IV. ძC-- თათ დ (ე. 
' 9» XL. '–% ნ? 

V 

მაგრამ უკანასკნელი ინტეგრალები ადვილად გამოითვლება. მარ– 

თლაც, § 49–ის (53) ფორმულის თანახმად, გვაქვს 

2=X+I!ყ=ხ C 3) 

აქედან C-ს წერტილებისათვის მიიღება 

X +(/=ხ (C+ >) 

X-–-Iყ”=ხ (C+ =|)- ხ(=+ %”I. 

თუ ამ მნიშვნელობებს შევიტანო წინა ინტეგრალებში და გამოვი– 
ყენებთ § 4-ის ფორმულებს, გვექნება 

1 X+V. .., 1 XIV 
–- (--  “” ძქძ-”=ხე .  – '“” (ძC=იხ 

21 LC--ნ I CC : 
V წ 

და, მაშასადამე, 

- - « 1 2 დ(ე=-ჩხ: L დ-ი +21= =3. 
ნ–-რთ 

8. ნ. მუსხელიშეილი II3



დ და ყ ფუნქციების მონახვის შემდეგ გამოვთვლით ძაბვებს შემ- 

დეგი ფორმულების მიხედვით (§ 54): 

             ნხი- 0--=Cდ00+90--->- 
ი” თ" (C) 

-LV (ე თ” CI, ი0+30:=2|დ(C0)+C(5), (”) 

სადაც თ(§), თ(C) და VC უნდა შეიცვალოს მათი შემდეგი მნიშვნე- 

ლობებით: 

რ დ დიო. კ. V (9 «დ =ს (6+>), 9დრ– V(0=% 5), 
წ ი (5” «” (0) 

გადაადგილებები გამოითვლება § 54-ის (23) ფორმულის მიხედ- 
ვით. 

ამრიგად, ძაბვებისა და გადაადგილებების ეფექტური პოვნა მო- 
ითხოეს სრულიად ელემენტარულ გამოთვლებს. შემოვისაზღვროთ ამ 
სიდიდეების პოვნით იმ ზღვრულ შემთხვევაში, როცა ძ->1, ამნაირაღ 

ჩვენ მიეიიღებთ უსასრულო ფირფიტის დრეკადი წო- 
ნასწორობის ამოცანის ამოხსნას, როცა მას აქვს ჭრილი 

  

- 2ხლ»ლ2ს, Vყ=0, 
რომლის ნაპირები განიცდის მუდმივ # წნევას (ნახ. 10). 

  

ნახ. 10 

განხილულ მემთხვევაში გვექნება 

#6? აა+1 , %(ეის( ხ=-2ჩხ 5 +. _ =-1 (ლ თი“ (ნ)=V ( “ლ-1L.' 

ამის შემდეგ ადვილად მივიღებთ, რომ 

ლ –ა იე 04C-2CC CC C+1-ნC! C+1) –Iის = +2#ჩ – , 

” (ბედ) დ? (2-1)პ(2-)) 
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ცხადია, პირველი წილადის მნიშვნელი ნამდვილია; იმისათვის, რომ მე- 

ორე წილადის მნიშვნელი ნამდვილი გავხადოთ, საკმარისია მისი მრიცხ- 

ველი და მნიშვნელი“ გავამრავლოთ (2. 1)-ზე. თუ, ამის შემდეგ L-ს 

შევცვლით მისი იი? მნიშენელობით და თუ განვაც:ლებთ ნამდვილ და 

წარმოსახვით ნაწილებს, მარტივი გამოთვლების შემდეგ მივიღებთ იი-სა 

და 089-ს მნიშვნელობებს, §9-ს მნიშვნელობა მოიცემა (/)-ს მეორე 
ფორმულით. 

საბოლოოდ მივიღებთ: 

# (1-–ი?)? (1+(?) 
(ი1–-2 03? C05 2 8+1)2 

– 1–-0%) (ი"+ 2 ი?-L1--4 ი? C05 2 ზგ.=- + #7 (1–– ი) (ი“+ 2 ი2-L 1––4 ი” C05 28) , 
(ი1––2 ი? C05 2 9-L1)2 

2 2/? ი? (1––0”)? 51 ი 24. 
” (01––2 ი? C0§5 2 »+1)? 

(23) ფორმულის (გვ. 107) თანახმად??, გადაადგილებებისათვის 

გვაქვს 
1 #M%? 

|თ” CC) I(Mი-++IVა)ლ=ლ– -- –-- (2-(1+#)0?--6 5-1 60-91, 
2ს 0 

ი0=-ჩ+ 

აქედან, თუ |თ”(=) |-ს შევცვლით 

I (უ|=--V ი+-20100525+1 
ი 

მნიშვნელობით, გვექნება 

» _ ჩხი (1–“–#)ლC0529%+(1-+#)01– 2 

' 2 V ი'–20ი?C00523+1 

„ _ __ჩხი (1+/§ი2%8 

ა 2ს V ი1-–20?005298+1“ 

2. სიბრტყე ელიფსური ხვრელით, რომლის ნა- 

პირი განიცდის მხები მუდმივი 7 ძალის მოქმედე- 

ბას. 

ეს შემთხვევა სავსებით ანალოგიურია წინა შემთხვევისა. აქ მივი- 
ღებთ, რომ 

§ 

MV(5)=– ( 7005 (§,, ყ)(05,=– ( 70მყ'=- IV", 
“ 
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1 

9(0=| 1 005 (5,, X; ძ5,= ( #9IX =7X”. 

მარტივი გამოთვლების შემდეგ, როგორც წინა შემთხვევაში, გვექ- 

“ნება 

  

“ - ა 

დ()=7ხ(ნ, V(0=-–-7M' («+ 565 იღე ). 
“ი 

:00=7%? (1-– გ 2910 –ი0' +20ზ"-2ძ01005 2 8.) ი 28 

(ი1––2 იი” აია 2 V+ ი)? 

88 = ჟე“ 2ძI01+2ი0იპ1+1-–20ძ(1+0ი") 905 2 9) 5129 , 

(ი1––2 ძი? თ 23+ი?)” 

–-200052+%-+ი? 

ი –-2 იი? 005 2 + ი?)”” 
7ხ0 (-–2001L0ძი(1-/))90ი23 

2ს V ი'=20ი?00528+ი' 
. 1ხ0 L-–-2 00“ -+ 0 (1-+7)) C05 2 9--+ ი9?-- 1 + (1––-–/) ი? . 

2  ი'-–-2007005289-Lი! 

ამ ფორმულებიდან შეგვიძლია გადავიდეთ წრიული საზღვრის ცნო- 

ბილ შემთხვევაზე. ამისათვის საკმარისია თ მივასწრაფოთ უსასრულო- 

ბისაკენ და ხ –– ნულისაკენ ისეთნაირად, რომ იხ ნამრავლი ყოველ- 

თვის წრიული ხვრელის წ” რადიუსის ტოლი დარჩეს, 

ი0ხ=71?. 

ზღვარზე გადასვლით მიიღება, რომ 

ი8=7ი"-- 70" (1--ი") (ი'-- ი, _ 

=სი= 

ის=7ი, 60=89=0, 

M-გ=0, ი ძე–ლ77% ი. 
2. 

არ უნდა დაგვავიწყდეს, რომ ი და 8 დამხმარე სიბრტყის წერტი- 

ლის პოლარული კოორდინატებია. ფირფიტის (CX, ყ) წერტილთა სიბრ- 

ტყის /# და 0 პოლარულ კოორდინატებზე გადასასვლელად უნდა და- 

ვუშვათ, რომ 

ი=.“, ს =--0. 
, 
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(ცხადია, რომ საზოგადოდ, 

იი=7#, §8=00, 08=/90, 

“ი საელ=-“-Mტ. 

„მაშასადამე, ჩვენს 'მემთხეევაში გვექნება 

  

– 2 – – 

26-1ჩ , #”=00=0, 
წრკ 

2 
ყს,=90, ძა=--2-%, 

- 2 

III. შემთხვევა, როცა საზღვარზე მოცემულია გადაადღგბილებები 

§ 59. სასა ზლვრო პირობა როცა C საზღვარზე მოცემულია 

·V+ და Vკ-ის მნიშვნელობები, მაშინ ·მოცანა დაიყვანება დ, (2) და %,(2) 
ფუნქციების განსაზღერაზე (იბ. § 52-ის (9) ფორმულა, გე. 103). 

ამ ფორმულიდან ვღებულობთ შემდეგ ორ ტოლობას C-ზე: 

ჩ”დ,(2)+ 2Cდ:(2!'+ LV, (2)ლ=-–-2ს(M-+I!#), 

(39) 
ჩ (ი, (2)+2 1 (2)+%, (9= --2 # (IV–– I), 

სადაც (I, #, აღნიშნავს C საზღვრის § რკალის მოცემულ ფუნქციებს. 
თუ ახლა, ასე, როგორც წინა პარაგრაფებში, შემოვიტანთ +: 

ცვლადს, რომელიც 2-თან დაკავშირებულია 

2=თ (-) 
„ტოლობით, მაშინ ძველ აღნეშვნებში გვექნება: 

  #C (+ წა დ 6ე+ს 60 =-26(,+M,),   

=
 

(40) 

<ლე+ან) დ C)+V%(0=-2ს(ძ,-). 

„თუ (40) ტოლობებს შევადარებთ III თავის (43) პირობებს (გვ. 88), 

კვნახავთ, რომ ჩვენი მეთოდის თვალსაზრისით ეს ორი 

პირობა სავსებით ანალოგიურია და, მაშასადამე, III თავში გადმო–- 

„ცემული მეთოდი გამოიყენება ყოველგვარი მოდიფიკაციის გარეშე. 

გავაკეთოთ მხოლოდ რამდენიმე შენიშვნა. 
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სასრული არის შემთხვევაში წინასწარ შეგვიძლია: 
დავუშვათ, რომ 

%(0)=0, (41» 

როგორც ეს ითქვა § 53-ში (გვ. 104). 

ამოცანას ყოველთვის აქვს ერთადერთი ამონახსნი, როგორც ეს 

ცნობილია დრეკადობის თეორიიდან. 
როცა 5 არე უსასრულოა, მაშინ ადვილი ღასამტკიცებე– 

ლია, რომ § 51-ის შეთანხმებების ძალით, ამოცანა რჩება განუსაზ- 

ღვრელი. პირიქით, ის ხდება განსაზღვრული, როცა დავუშვებთ, რომ 
19. ან გადაადგილებებია შემოსაზღვრული უსასრულობაში, 
29. ან ცნობილია საზღვარზე მოდებული ძალების ტოლქმედი. 

პირველ შემთხვევაში (16) და (18) ფორმულებში?” (იხ. გვ. 105) 
შეგვიძლია დავუშვათ 

თ=ხ=0ძ)=ხ1=ჩ,)=7XI=C; 

მაშინ დ, და V, ფუნქციები ჰოლომორფული იქნება 5-ში და, გარდ» 
ამისა, 

არრ) 
ჯა(თ=0, (415 

როგორც სასრული არის შემთხვევაში. 

მეორე შემთხვევა შეიძლება დაყვანილ იქნეს პირველზე § 57-ის 

ანალოგიური ხერხის საშუალებით. თ, ხ, თკ, ხე, მუდმივები მოიცემა 

იმავე §-ის (38) ფორმულებით (გვ. 111). 

§ 60. მაგალითი 1. წრიული არე. დავუშვათ, რომ ” წრის რა- 
დიუსი ე რთის ტოლია. მაშინ თ(§)=L და (40) პირობები ასეთ სახეს 

ღებულობს: 

ჩდ (>) ++ დ (0+9/ (C(ე=-26(-,-/ე, 

აქედან ვასკვნით, რომ 

ნ” C 

(42) 

ჩ#დ(6)+ L დ 8 +% (>) =--2 ს (თ,-LIV,). 

ვთქვათ, 

დ (6)=თი-LIთი-L (თ, ++ Iთ1) C-++Cგ+LICთ2) CL... 

(43) 

(იხ. (41) პირობა). 
ს (0:=0 
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(42) ტოლობების ორივე მხარე გავამრავლოთ =--% და ავი- 

ღოთ ინტეგრალი +ჯ-ს გასწვრივ; § 4-ის ფორმულების თანახმად გვექნება- 

ჩი 6+C-06+2(6+6ე=+% (41% 4. (4. 
V 

1 თ,-+LIთ) . ს სე” – დ”(0+%(L _)ს' –+”წთ–Iთ)ლ– · |!  -“ ”ქC, (45). =V/ (0+%(0--“ «I დ-( (45) 

ჯერ ვაჩვენოთ, რომ თე-LIთა, თ)-+Iთ,, თ.-+Iთე მართლაც დ (-)-ს 

გაშლის კოეფიციენტებია, 
ამისათვის საკმარისია, რომ (45)-ის ორივე მხარე გავმალოთ 1-ს. 

ხარისხების მიხედვით, შევჩერდეთ მეორე რიგის წევრებზე და შევა- 

დაროთ კოეფიციენტები. გვექნება 
2X 

2 (თე––ICთ1) –-ჩ (ე-- Iთღ-)=–- + / (.+!V,) ძ%, 

0 

2 

(თ-––Iთ))--ჩ (თ,+!თ,))ლ– + ( («.„+IV,) (“!? ძა, (46)- 

0 

2» 

2#/(თ+!თ:)ლ=– –- 2) (I„+IV,) C-"ზ ძზ. 

> 0 

აქედან მიგიღებთ, რომ 

2» 

ხ(თ+/9ე=- + | (6,+Mე ძა+ 
0 

ს 2#ჯ 

+ე; ( ((.-–!სხ) 6" ძპ, 

0 

(46 
2M 

თ, LIთ:= ა ( (თ.-–/ი) 29 ძ%+ 
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2# 

”# , : –!0 ქვ. 

+ % (1-–/") I (+104) C | 
  

27 

2 (თ, Iთე=-- სხ. ( (I„–IV,) 6" ძზ.. 
%# 

უნდა შემოწმდეს კიდევ VC0)=0 პირობა, ვინაიდან ჩვენ ის გამო– 

ჟიყენეთ, როცა გამოვიყვანეთ (44) და (45). 

ამისათვის (44)-ში დავუშვათ L=0; თუ შევნიშნავთ, რომ 

  

ა 
თ (> დ (ე 2140 |=26+%, 
C-0 L § წ 

„მიიღება ტოლობა 

2ჯ 

2 (თე+ (0;) +” (თე–– (თა)=– +. ( ((„–V/Vს) ძზ. 
ჯ 

მაგრამ ეს ემთხვევა (46) ტოლობებიდან პირველს, რომელიც უკვე 

დაკმაყოფილებულია. 

ამგვარად, ჩვენი ამოცანა ამოხსნილია; (44)-დან განვსახღვრავთ 

დ()-ს და შემდეგ (45)-დან მივიღებთ XIC-ე)-ს. 

§ 61. მაგალითი 9. სიბრტყე ელიფსური ხვრელით. ამ შემთხვევაში 

იფ =ხ (§++) 
და სასაზღვრო პირობები ასეთ სახეს იღებს (შდრ. § 49): 

, კ –, 1 – 1 · 

ჩდ (§ )+_ 5 +4 _ დ (>) + V (>) =-2ს(ძ.-+I!V+), 

C (1--ძნ) წ წ 
(47) 

ჩდ (> =)+1%25- ) დ (C)++%( ე=--2# (ძ,-–-IV,). 

ვთქვათ, რომ გადაადგილებები შემოსაზღვრულია უსას- 

რულობაში, მაშინ, როგორც ეს ნაჩვენები იყო § 59-ში, შეგვიი- 

ლია დავუშვათ, რომ 

დ(0=(თე+Iთი)-+LCთ,+ICთ:) 6+..., 1“ (0)=0. (48) 
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“ 

(47) ტოლობების ორივე მხარე გავამრავლოთ – X-– “ხე და 
5 

  

ავიღოთ ინტეგრალი ჯ-ს გასწვრივ! გვექნება 

ჩი0=- + ( #1 კდ 
C-- 

V 

20+00 უკ არდ+ჩნდ-რე=- L წ" “MV კლ, 
ხრ... ჯI C 

V 

უკანასკნელი ტოლობის ორივე მხარის მუდმივი წეერებას შედა- 

რება გვაძლეეს, რომ 
2: 

# (თე+ 70) =-- ს. I («„+IV,) ძზ. 
რ 0 

აქედან 

2Xჯ 

ჩ(თ,--Iთ0)=- +. | 6,- MM) ძ8= 
” გ 

             

თუ ამ მნიშვნელობას ჩაესვამთ წინა ფორმულებში, გამოვა, რომ 

  ჩდღ=- +. ( 514 «, 
ჯ ა-ი 

(49) 

– LC (1 +იL? ) , ,/ე) _ ს LI ძ. 

“–=- 9-– ( “CL. ა +   სს (-)=– 

; · 8-4 
._ I. –. + 2 ( II-IV) 2 

M 

ცხადია, რომ V(0) =0 პირობა დაკმაყოფილებულია. 

მარტივი მაგალითის სახით განვიხილოთ <5. რ. ვების მიერ დას– 

მული ამოცანა?ზ დავუშვათ, რომ ელიფსური ხვრელის ნა- 
პირი განიცდის საკმარისად მცირე §-მყარ ბრუნ- 
ვას ელიფსური ცენტრის გარშემო: 

(ა=--წყV, I,=8X C-ზე; 
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განვსაზღვროთ სხეულის დეფორტმაცია. 
ცხადია, რომ C-ზე გვაქვს 

M.4I!',,=16 (X”+!ყ”), 

ან კიდევ 

#„+IM,=/8ი (L)=4%ხ (++), 

((ვ–-Iყ,)=- -16თ (C')ლ –-(86 (> 4 · 

თუ ამ გამოსახულებებს ჩავსვამთ (49)-ში, თითქმის გამოთვლების. 
გარეშე მივიღებთ, რომ 

- 2 სხს! 
დ(უ=- “L   

ე 1 LL+ძ9 
, C =2 ხ§ –ა –_––-–!| ს 6-2 + - 50120 1 

დ(ე) და #() ფუნქციათა ეხ მნიშვნელობები (ჩავსვათ '§ 54-ის (23) 

ფორმულაში (გე. 107). გვექზება 

(076 
IV (0 რ-რ)ლ– ბ- |«“–ი+ + (0+25– 

1 LC _ : 
–+ +თC-ი+ -=C-თ). 

აქედან, ნამდვილი და წარმოსახვითი ნაწილების განცალკევების შემ– 

დეგ 

  

  

  

2 

|თ” (0Iყე = 200% " (თ+ =24 §Iი 29, 
ი 

  

ჯ+3ცს L 

, ხ"(1- ი? )თ 20ხ16 ,, # 
თ სო  "'ს  (-:–ძ1 ლ05 2% Iს” (0IMა +294 '(––-– + 

1 46298 

++ +-I, 

სადაც 

|თ” (0 | = ხV ეპ--2 ძი? Cლ05 2 #+ ი" 
ი 

უსასრულობაში გადაადგილებები ნულის ტოლია, რადგან, როც» 

L=0, დ(0) =0 და VX0) =0. 
თუ ღავუშვებთ, კერძოდ, რომ თ=1, მივიღებთ ამონახსნს მთელი 

სიბრტყისათვის, რომელიც გაჭრილია წრფის სეგმენტის გასწვრივ. ამო.-. 
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ჟანის პირობები დაახლოებით შეესაბამება შემდეგი სახის დეფორმა- 
(იას: უსასრულო დრეკად ფირფიტაში გაკეთებულ თხელ საკეტში 

ვათავსებთ სახრახნის ბოლოს და მას ვაბრუნებთ საკმარისად მცირე 

6 კუთხით. 

IV. მემთხვევა, როცა საზღვარზე მოცემულია ძაბვები. მეორე მეთოდი 

§ ც9. თუ საკითხი ეხება სხეულის დრეკადი წონასწორობის მდგო- 

მარეობის განსაზლვრას, როცა მოცემულია ძალები მის საზღვარზე (ეს 

შემთხვევა უკვე იყო განხილული ამ თავის II განყოფილებაში). ხში- 

რად უფრო მოსახერხებელია უშუალოდ განვსაზღვროთ IX), MI/L-) 

ფუნქციები და არა « და #, ფუნქციები. 
მართლაც, დ და M ფუნქციებით ძაბვები უფრო მარტივად გამო– 

ისახება, ვიდრე ი და % ფუნქციებით, როგორც ეს ჩანს (10) და (11) 

ფორმულებიდან. ამას გარდა, როგორც ვნახავთ, სასაზღვრო პირობები 

#4) და V ფუნქციებისათვის უფრო მარტივია, ვიდრე წინა შემთხვევაში, 

ვინაიდან მოცემული სიდიდეები X„(5), IX, (5) მასში მონაწილეობენ 
4 55-ის (33) ინტეგრალების გამოყენების გარეშე (გვ. 109). 

ამ მიზეზის გამო ჩვენ აქ მოვიტანთ მეთოდს, რომელიც საშუალე- 
ბას იძლევა განისაზღვროს (ს და V ფუნქციები თ და V ფუნქციების 
დახმარების გარეშე. ეს მეთოდი და აგრეთვე წინა მეთოდი გამოიყენე– 
ბა იმ შემთხვევაში, როცა 5 არე აისახება წრეზე რაციონალური ფუნ- 

ქციის საშუალებით 

ამისათვის გამოვიყენებთ § 54-ში შემოტანილ მრუდწირულ კოორ- 

დინატებს. 

სასახღვრო პირობას უშუალოდ იძლევა § 54-ის (29) ფორმულა 

გვ. 108), სადაც უნდა დავუშვათ, რომ 

ხ=L, 0=1. 

გვექნება 
, 

დდღე+ლ–= >     IC (C,) დ” (C) + ი” (-”ე V (§)) = ი0-–-/იV. ჯX-ზე. 

(50) 
ამ ფორმულაში იი და იზ. არიან » წრეწირზე მოცემული ფუნქციე- 

ბი: შესაბამისად §-ის C სახღვრის ერთეულოვან სიგრძეზე მოქმედი ძა- 

ლის ნორმალური და მხები მდგენელები; C საზღვარი შეესაბამება + წრე- 

წირს; ი0 და ი8. სიდიდეები ჯ წრეწირის > რკალის სავსებით გან- 
საზღვრული ფუნქციებია. 
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(50) ტოლობას შეიძლება მიეცეს შემდეგი სახე: 

CC (-/1 –“– ა (C) თ” დ)4ი (0Mლ I= 
”(L) 
=0ი–-!ბ +-ზე. (51), 

დლ“+6(+) 

ვთქვათ. 2(.) არის ისეთი პოლინომი, რომ 

2 (1 
ი (0 · 2 

– და ი(-) => 

“ (+) ”(L) 
რაციონალურ ფუნქციებს არ აქვთ პოლუსი ჯ-ს შიგნით, გარდა, 

შესაძლოა, 5=0 წერტილისა. 

მაშინ 

ჩ 

=. 

წრ
ა 

6
.
 

1)
 

– 
>.
 

(1)4რ 
67 «(0 

ფუნქციებს არ ექნებათ პოლუსები «-ს გარეთ გარდა, შესაძლოა, 

§=C წერტილისა. 

თუ (51) ტოლობის ორივე მხარეს გავამრავლებთ /#(წ/)-ზე, მივი- 

ღებთ, რომ 

იდედდლ)+იC) 6 (+) CV) -”50. დდ – 

თშ 
–-C ეა–-დ-.-_–___ 

”(თ) 
აქედან, თუ გაღავალთ კომპლექსურად შეუღლებულ სიდიდეებზე, 

დ” C)=ი (C(00–/ის) ჯ-ზე. (52)



  

„'“  " 'უნტესაუათ- აუ ე- 
1 ?(–)ადლ 1 ეა _- – 

_ 1 1C7 _ -7/ 1) ადე იიი+/იმ) ჯ-ზე. (53 => (>) = 669 (00+9) ჯ-%. (53) 
ამ ორი უკანასკნელი ტოლობის მიმართ მოვიქცეთ ისე, როგოოც 

წინა შემთხვევაში; სახელდობრ, მათი ორივე მხარე გავამრავლოთ 

1 ძC 

2X! L"--§ 

სიდიდეზე, სადაც L აღნიშნავს წერტილს #/-ს მი გნით, და ავიღოთ 
ინტეგრალი «-ს გასწვრივ. როგორც § 45-ში, მივიღებთ, რომ შესაბამი- 

სად: 

1 

. 6.) 

CI
 

თ (0 
  

  

0(0დ(0)-–”ი() დე –?ი(9 V (0) => 

8 
I 1 -,71 

(> ) ” (>) 

==. "ყური? ნ (6ი––I08) =იზ) ძC-L>»LC9, (52% 
2XI 

V 

ჩ(-)49 დ= 21 65 ჯრი+იიბ) ძ”ვუდ, (53 

სადაც 7(:) და 7I)(L) შემდეგი სახის რაციონალური ფუნქციებია: 

CL C-.+1 /. 2 >. MI +...+Cი+.. +CL” 

აქ C-ები არის L-ს ხარისხების მიხედვით CC.) და VM/C) ფუნქცი- 

ების გაშლების კოეფიციენტების სასრული რაოდენობის ნამდვილი და 

  

წარმოსახვითი ნაწილების ადვილად შესადგენი წრფივი კომბინაციები. 

ეს უცნობი კოეფიციენტები განისაზღვრება III თავის § 46-ის სავ–- 

სებით ანალოგიური ხერხით. 

(53") ფორმულა მოგვცემს Cდ(ე-ს მნიშვნელობას და შემდეგ (52") 

ფორმულა მოგვცემს VI(ე)-ს. 
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§ ცვ. შენიშვნები. მუდმივების განსაზღვრისას უნდა გავითვალის– 
წინოთ ქვემოთ მოყვანილი შენიშვნები: 

11 როცა 5 არე სასრულია, C() ფენქცია. შეიცავს წმინ– 
და წარმოსახვით შესაკრებ მუდმივს, რომელიც ჩვენს განკარგულება- 

შია. მაგალითად, შეგვიძლია დავუშვათ 

რი ((დ (0)1=0. (54). 
2 როცა 5 არე უსასრულოა, უნდა დავუშვათ 

დ(0)=V”/(0) =0; (54" 

იხ. გვ. 105, (15) და (17) ფორმულები. 

შემდეგ, უნდა გავითვალისწინოთ გადაადგილებების ცალსახობის: 
პირობა. ეს პირობა გამოისახება (20) ფორმულების საშუალებით (იხ. 

გვ. 106). მაგრამ ეს ფორმულები შეიცავს თ,(2) და VM”I(2) ფუნქციებს. 

ჩვენ ახლა მათ გამოვსახავთ თ(L) და VICC) ფუნქციების საშუალებით: 
L=0 წერტილის მიდამოში გვაქვს 

დ(ე=(თ,+!თ,) §+..., %V(§)=(ჩ,+!ჩ,) ნ+L..., (55 

სადაც ი და ჩ ნამდვილი მუდმივებია??. 
მეორე მხრივ (§ 53, გვ. 105) 

  

  

რ, ე=დ,)-5+წ4 , %,(ე=-291-% რ1% +.. 

რადგან 

2=თ (5)= + -ჰოლომორფული ფუწქცია, 

ამიტომ 

დეე =9, დდ) =2?+ ხნ. . დე თ+M 5. 

აქედან 
თ+!ხ=(თ,+Iთ)ი, თ,+!ხ,=(ჩზ,-+-:Iზე ”. 

გადაადგილებების ცალსახობის პირობა, რომელსაც ჰქონდა სახე 

0თ,+!ხ,=ჩ (თ-–Iხ), 

ახლა შემდეგ სახეს იღებს: 

(ზ.+!წზ) -=ჩ (თ,––I0)) 7. (56) 
აქედან, როცა C ნამდვილია, გვექნება 

წ,+!ჩ.=ჩ (თ,–!თ)). (56") 
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§ 04. მაგალითები. გადმოცემული მეთოდი განსაკუთრებით გამო– 
სადეგია გამოყენებებისათვის იმ შემთხვევაში, როცა საზღვარხე მოქ- 
მედ ძალებს შორის არიან დისკრეტულ წერტილებში კონცენტრირე- 

ბული ძალები. 

წრიულ არესთან დაკავშირებით, მაგალითებს ნახავთ კოლოსო– 

ვისა და ჩემს რუსულ ენაზე გამოქვეყნებულ სტატიაში (პეტროგრა-- 
ღი ელექტროტექნიკური ინსტიტუტის ჟურნალი «I13800CIIV8».... 
1915 წ. XII ტ.). ჩვენ აქ შემოვიფარგლებით ელიფსური ხვრელის 

მქონე უსასრულო სიბრტყის შემთხვევის განხილვით. ამ შემთხვევამი 
გვექნება (იხ, § 49, გვ. 96) 

«დ=წ (+ +). 

(52), (53) ფორმულები, სადაც შეგვიძლია დავუშვათ, რომ #()=1-–- 

–-ი:, ასე გარდაიქმნებიან 

(1-ი(5)დ(ე+(1--ი 11% (>) –“” “თილ 

–- CL (1+0=”) დ/(L) = (1– ი:?) (იი––/09), 

ს–=)5(>)+ს–=) 9C–(>-4) V (=)– 
– > (1+7)59(>) 0-–იC”)(ნი+იბ). 

ს კანსყფლ ტოლობების ორივე მხარე გავამრავლოთ. 

VI4 

ს -წ 

სიდიდეზე, სადაც L აღნიშნავს წერტილს 4-ს შიგნით და ავიღოთ 

ინტეგრალი «ჯ-ს გასწვრივ. თუ გავითვალისწინებთ § 4-ის ფორმულებს, 

და 

თდ(0=V(თ=0 

ტოლობებს (§ 63, (54?)), მარტივი გამოთვლების შემდეგ გვექნება: 

(1-–ი:5) დ (0-–6(1+0L”) რ” (0)-–(C”-–ძ) წ (უ-–0 (თ,-–/C,) 6 

– ი(თ თ. -Iთ)C=.“. 0-2"). სიი– 0) ძL”- (57X 
27.7) ნ წ 

? 
12



C-4 თ(ე+95(C0+/9) _ 1 ( 0–იC9 (0--I0%)_ _ ძC, (58) 
დ 5 2 5 ჯ _– 

სადაც Cთ,. თს თი თა (ჯერჯერობით უცნობი) ნამდვილი მუდმივებია, 

რომლებიც შემდეგ გაშლაში მონაწილეობენ: 

დ()=(თ,+!C,) +(თა +ICთ2ე) :”+.. 

ვინაიდან ძ>1, (58) ფორმულა გვაძლევს (I(C)-სათვეს გამოსახუ 

ლებას, რომელიც ჰოლომორფულია ლ0-ში. თუ CV(:)-ს ამ გამოსახულე- 

ბით შევცვლით (57)-ში, MC )-სათვის მავიღებთ გამოსახულებას, რო- 

მელიც აგრეთვე ჰოლომორფულია თ-ში. ახლა საჭიროა თო), CI)”, Cთ9, ძი” 

მუდმივების განსახღვრა "შემდეგი ტოლობების მიხედეით: 

თI(0)=V(0)=0, თ (0)=Cთ, +Iთ,, თ” (0) -- 2 (თ.+!თ), (59) 

რომლებსაც უნდა დავუმატოთ გადაადგილებათა ცალსახობის პირობა, 
მარტივი გამოთვლების შემდეგ ვნახავთ, რომ (59) პირობები და- 

იყვანება მხოლოდ ერთ ტოლობაჩე: 

– 6(6-2:)=-- (1 0 = 27) 6ი=%9) გ; ძ”. (60 

გადაადგილებათა ი ტალსასობის, პირობა გამოისახება წინა §-ის (56") 

ფორმულით და მას შეიძლება ასეთი სახე მიეცეს: 

VI, (0)=#C” (0). 

თუ ამ ფორმულაში VI/(C)-ს შევცვლით (57)-დან მიღებული ძნიმშე- 

ნელობით, გვექნება 4. 
. 

,9 – „გ 

ი0-ხCდ-/თე=- აუ / _(I-06 _) (ი0--(იზ). სახეები ძL. (61) 
ჯ / 

7 

მაშასადამე, თ,, თ, თს, თკ მუდმივების მნიშვნელობები სავსებით გან- 
სახღვრულია: მათ მივიღებთ, თუ (60) და (61)-ში განვაცალკევებთ ნამდ- 

ვილ და წარმოსახვით ნაწილებს. 

მარტივი მაგალითის სახით განვიხილოთ ის ”შემთხვევა, როცა ელიფ- 

სურ ნაპირზე მოქმედებს ორი ტოლი ერთმანეთის საწინააღმდეგო # 
სიდიდის მქონე ძალა, მოდებული მცირე ღერძის ბოლოებზე. 

5” და §“-ით აღვნიშნოთ საზღვრის საკმარისად მცირე 8 სიგრძის 
ორი რკალი, რომელთა შუა წერტილები მოთაესებულია მცირე ღერ- 
ძის ბოლოებზე და დავუშვათ, რომ: 
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–- #7 , ” ლ · ი0ი=-- “” და §” რკალებზე; იი= 3 საზღვრის დანარჩენ ნაწილზე; 
C 

ი83-=0 მთელ საზღვარზე. 

ეს მნიშვნელობები ჩავსვათ წინა ფორმულებშე. შევნიშნოთ, რომ 
ჯ-ს რკალებს, რომლებიც შეესაბამება ელიფსის §7 და §” რკალებს, 

შუაწერტილებად აქვთ C= +! წერტილები და მათი სიგრძეა 
. 8 

ზე == ლეეევეეღალ_– 

Iა ((უ) 6(1+ძ) 

თუ §-ს მივასწრაფებთ ნულისაკენ ისე, რომ IIთ (§.· -ი0)= #”, მაშინ 
«C-0 

ელემენტარული გამოთვლების შედეკად მივიღებთ: 

  

«ღ-” _ LL 
| =ხ (5'–-0) (1+L2” 

, დ? _ > 2) თ” (XL 
(C?-– ძ) V ფ=-- 1-C 1 +(1 – ძ;?) თ (უ)-– 2 (1 + ძL2) თ” (§). 

ამის შემდეგ ამოცანის ამოხსნას დავასრულებთ ისე, როგორც § 58-ში. 

ბოგვი, 19 სექტემბერი, 1921 წ. 

9, ნ. მუსხელიშვილი.



ავტორის შმშენიშვნები 

1 ამოცანის ამონახსნეს არსებობის საკითხებისადმი მიძღვნილი ზოგადი ხასიათის 

შრომებიდან დავასახელოთ: 

C. Lმს-I06112. 5ა)II')ისიყიმ7(0იC ძირCII 60! მ710ოლ #4ი=0. Iბ”იძ. ძ”რ!. 

IX. %CCმ2ძ. ძიC| LI90CCI, §C.. 5, (|. 16, 1907. ' 
C. L28სIIC0I)I19. 5ს” I1'ი(Cტ/-გჰ)იი ძC I|'6ისმ(1იი ICIჰ(1V6C 2 I'ლძს!11ხIC 

-ძ8 ი)ვ000§ CI85(100065 CMC25(LC65. #C(2 MმIჩ.. (|. 32, 1909, ი. 201--256. 
ბა. Lიწი. 5ს” I'ბის!ხI(6 ძია ი)მის0- CI25(10ს0§ რCიC25(-6ლ05. #იი. ძი 

1'CC1C Mი”ით. 5სი. 3-ი16 56CIIC, (. 95, 1908, ი. 599 – 583. 
ტბ. იი. #Iლგიი6 Lმასით ძი§ ჩყლხ)ლი!ა MICIი=, 5(0110ი2მI6L 8CM/ლსი- 

ჟბი Iი ძი LC6ხნიძლი წIს§510%6C1(. ILCIძ. ძლ! C:M000 M8(. ძ! ხგIლიიი0, 1908. 

გ. (იი. #!)ლბგოლ იბ Lბ6ასით ძლ§ა ხ!ივმწი0ი!5§Cხლი ჩ/ის)ლ(ია 101 I მყო. 

8აII. ძლ C”220VI6, 1907. 

I LIგძვმიგ”ძ. M6X9001+6 5სL IC იწისI6ი1C ძ'მიგIV5C I+C1311! 2 1'Cის!11ხკ+C6 

ძია იმისია CI25((0ს05 06ოიC251|I606-. Mლ0Cი10ჰ05 ძიC5 5მV2ვM(5 6(წმილლI5 (MCV00!105 

ხბ§ნი!65 იყ, ძIVCV§5 528V2ი(5 2 1 '„ჯCმძნოC ძლ§5 5§C)0იC05 ძC |” 105(I(ML M2(10021 ძC 
LIკილტ), (. 33, # 4, ჩეLI§, 1908. 

ბ. IIვ გ. LIC IIმიძMC-IგმსწყმხC ძი, LIIICI6ი(121ლ)C)იჩსილ 40L)=0. M2CჩL. 

ძ. LანიIლ). C0§. ძ. VVI5§. 7ს C0ILIილგი, 1907, 5. 280--287. 

5. 28”06თხემ. 8აI1. ძი CIმC0VIC, 1907. 
? უდრ. ჩემი სტატია: 5სL 1'Iი(იდვ(1იი ძი I'6ესვIიი ს!IIIგმ”0ი1006, გამოქ- 

გეყნებული რუსეთის მეცნიერებათა აკადემიის ბიულეტენში, 1919, M#ი 12, ი. 663-- 

686; იხ. აგრეთვე წინამდებარე წიგნის თავი III. 

3 შემთხვევ, როცა მოცემულია საზღვარზე მოღებული ძაბვები, უშუალოდ 

«დაიყვანება ძირითად შემთხვევაზე (შდრ. წინამდებარე წიგნის თავი IV). 

შემთხვევა, როცა მოცემულია საზღვრის წერტილების გადაადგილებები, ასევე 
შეიძლება განხილულ იკნეს როგორც ამოხსნილი (ყოველ შემთხვევაში მარტივადბმუ–- 

ლი არეებისათვის), ვინაიდან ანალოგიური ზოგადი პრობლემა (სამგანზომილებიან 
სივრცეში) ამოხსნილია რამდენიმე ავტორის მიერ, მაგ., #. #0Vი (#ტიი. ძი 1'1-C01C 
#იწყო. 5სი., 3-თC §CMC, (. 24, 1907, ი. 9-–-75), |. L»ი6ძჩი! თ (/#LIV (CL 
ყიმ16იიმLIM, მასიიიით! 0Cხ IV5IM, L. 2, # 28, 1906, ი. 3–-მ) და II. V6V1I 

4ILბიძ. ძიI ·CIIC0|0 M2მL. ძ! ჩეIი+იი0, L. 39, 1915, ი. 1--49). 
4 ამგვარი შრომები მითითებულია უფრო ქვემოთ. იმ განსაკუთრებული ხასიათის 

“მრომებიდან„ რომლებიც გარდა სხვა შეღეგებისა შეიცავს აგრეთვე, ჩვენთვის საინტერე– 

სო კერძო შედეგებს, დავასახელოთ მხოლოდ ზოგიერთი: 
X.Vბი5L6. C6!('ი. Mვიიჩლჩ(იი, 1891). ნ. #ტ)თგი§). ტიიმ!! ც!) 

ი)მ1601მ2(1C2, §6.. 3, (1. 2, 1899, ი. 1--5!. ჰ). II. MICი61I1. Lიიძიი M21ს. 

450იC. -«., (L. 32, 1900; (. 34, 1902. #. #11 00. 1იგთს”21ძ1550-(მIIიი (C01- 
წიძთდი, 1505). გ. კოლოსოეი, იხ. ქვემოთ, მე-I2 შენიშვნა. 

ქვ0



ს L, ჩIოგი51. 5VIIგ IC6-ლ2 ძილ!Iგ წსი210ი! ი001!-გ”ი)იი!Cჩლ,... . 1 იი- 

იIლიი!! ძC! CIIC0I0 MმL- ძ! ნჩგI!იი10, L. 13, 1899, ი. 225-262. 
ი +”, 80წყ10. 5სI!' ლძ0ს!IIხII0 ძი!გ ოხიხგმი ლ)გ25(Iლიხ დ)მილ. #11 

. ,„ #CC. ძ611C 5CI6ი7ლ ძ! I9”Iი0, L. 35, 1900, ი. 219--239. ძი!Iგ 

7 #. 8იყყ!ი. 5სII'ლიVIIIხII0 CL. /#ICხ ძი! Iბ"22Iდ I5!. VიიC(ი, L. 61, 

1901/2, ი. 619--636. 
ი ჰარმონიული განტოლების შემთხვევაში, უსასრულო არიდან სასრელ 

არეზე გადავდ. ვართ ინვერსიით (გარდაქმნა შებრუნებული რადიუსებით). მაგრამ გან- 

სახილაე შემთხ ვევაში ეს გადასულა ხერხდება მხოლოდ საკმარისად რთული დამატე– 

ბითი გამოკვლევით, ვინაიდან ამ შემთხვევაში ინვეოსიას შემოაქს არარეგულა– 

-რული მამრავლი. 

ი ჩვენი მეთოდი უშუალოდ გამოიყენება სასაზღვრო პირობების ბევრ სხვა შემ- 

„თხვევაში და, ამას გარდა, ის უშვებს მნიშენელოვან განზოგადებას. 

)0 შურ. წინამდებარე წიგნის I1| თავის § 49-ის შენიშვნას (57-ე „შენიშვნა, 

:გვ- 134). 

'! ს. 60ს+§5მ1. 5ს 1'6იესმნIიი #ტ-)აV=0. ს8ხსII. 5%. Mგ1ხ. ძC წIგილ00, 
LL. 26, 1898, ი. 236. 

19 დრეკადობის თეორიას ორგანზომილებიანი ამოცანის ამოხსნის ზოგადი წარ- 

მოდგენის მისაღებად გ. კოლოსოვმა შემოიტანა კომპლექსური ცვლადის ფუნქციე- 

ბი, რომლებიც ძალიან მოხერხებულია გამოყენებებისათვის და მათ ჩეენ გამოვიყენებთ 

ქეემოთ IV თავის როლო განყოფილებაში. თეით გ. კოლო სოვმა ამოხსნა დრეკა–- 

დობის თეორიის მრავალი მაგალითი სსხკადასხ_ა ზერხით. შდო.: 

L. 8. M#0Cუ00C08. 06 იუყიM იიMულ(!რ"" 160 ძ.VIIMIIIIM #0MIIXIXCMCM0L0 

იო0ილCMII0I0 M იუ0CM0M 381096 M2XCM2+II96CCM0წM +60ჰMII XII0VI0CIIM. IXი0568, 1909. 

6. LიI0§550წ). ხლ, CIIIეC ნIVიიჯლჩი((იი ძია დხ6ხლილი MხX”იხI!ლი5 ძი 

LI95(1>11815|ხლლი”I0. 76I15ლხL. (0L Mმ(ხ. სიძ დიჯ§., 8ძ. 62, 1914, 5. 383--409. 

12 მე უკვეე მოკლედ გადმოვეცი ჩემი მეთოდის არსი სტატიაში რომელიც 

ვ. ა. სტეკლოვის მიერ 1918 წელს წარმოდგენილ იქნა რუსეთის მეცნიერებათა აკადე–- 

მიის ბიულეტენში: 

M. I. Mს§5C00CI115MVIII. 59 I1”Iი(6ი/თ(I0ი ძრC 1'6იყე(!იი ხI!სმწი0ი!- 

თყი. სსII. ძC I',სVCგ2ძ. ძლ5 5C. ძნ IIVI55IC, 1919, M 12, 663--686. 

1 IL. ცხ. #იM0ილC00 M II. II. MVCX6C1VI) 8M#MM. C ი28M080CV" Vი0IVV- 

IX MხV”IხX 7IMCM08. I138. 316M+0010X. I19CI.. I”. 12, I)6”7იი”იმM#, 1915, 
239--55. 

"5 ან კიდევ, გარეთ. 
: 10 # XCI IვჯიმCIM. მსაIII02ეC 7ს“ “წილი ძი5 CმსCსV§Cხხი ”Iი(6თVI215. 

89000 ძო LX. 58Cხა. C0§. ძილ” V"VVI§5., 1885; გადაბევდილია ჟურნალში M2(ხ. 

ჩიიმ!აი, 8ძ. 35, 1899, 5. 1--18. 

1 შდბა. ჩემე ნაშრომი მითითებული ზემოთ მე-13 ”შენიშენაში, 

18 იხ. #. II გ” ი მCM, იქვე. უნდა შევნიშნოთ, რომ ა. ჰარნაკი იხილავს 

ძალიან ზოგად შემთხვევას, მაგრამ მისი დამტკიცება არ არის საკმარისად ზუსტი. 

10 ამის ქვე? გვესმის, რომ I () უწყვეტია სიბრტყი” ნაწილში, რომელიც Lაზღ- 
ეარს ეხება შიგა მხრიდან, თვით საზღვრის წერტილების ჩათვლით. 

გ 2:=თ წერტილის მიდამოში გაზლის მუდღმივ წევოს ვაკუთვნებთ მის მთავარ 
ქნაწილს. · 
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მ? იხ საზოგადოდ, VV. IL. 05თ00ძ. L6სხსლს ძი LსიMLIიილი(ხტიL)6. 

8ძ. 1, 1919, ან კიდევ ს. 0 1CგLძ. 18116 ძ'გიმIV§C, L. 1I, 1905. 
21 ამისთვს საკმარისი, რომ C წირი იყოს ქორდანის წირი შდრ. 

C. Cგმ”Iვ(იხ60იტ4აLV სხი ძ!ი ლლლლიაCIII2C სი2!ლჩსიC ძლ, Iბ:მიძლ, ხC! MXიი- 

(იობი #ხხ))ძსილ ძლია 1იილლი 60(ი-, ჰიწძმიალიბე MსVIVC ყს! C(ომი ILICI5. M2(ხ. 
ტიიგIბი, 8ძ. 73. 1913 

1) გავიხსენოთ, რომ ჩვენი შეთანხმებების თანახმად, ამ შემთხვევაში 5 არის 
მარტივადბმული არე. 

2) შდრ. § 9. 
ა ამის დასამტკიცებლად შეიძლება შემოვიფარგლოთ სასრული არის შემთხვე- 

ეით; უსასრულო არის შემთხვევა დაიყვანება წანაზე 7 გარდაქმნით. 

2 შდრ. VV. L. C 5 200ძ (იხ. ზემოთ 21-ე შენიშენა), გე. 660. 

? შედეგები” შეუცვლელად შეიძლებოდა მოგვეთხოვა უფრო ზოგადი პირობები. 
მხოლოდ მსჯელობის გამარტივებისათვის შემოვიტანთ აღნიშნული შეზღუდვა; იხ. 

შესავალი. 

21 მართლაც, ვთქვათ, 

4-+4,6+...+4,C" 
ღო 

დ(წნ)=V-+VII.5+7XაL +...; 

4ა, 4... 4, აღნიშნავენ მოცემულ რიცხვებს. მივიღებთ 

ძუ=4- 1, 0»-)=4, %ი+ ტი წ..,ე 0.= 4» წა+...+/4ი?ოი-) 

319 ტაციონალური ფუნქციის რიგის ქვემ იგულისხმება მისი მრიცხეელისა და 

მნიშვნელის ხარისხებს შორის უდიდესი. 
უი გამოთვლები მნიშვნელოვნად გამარტივდება, თუ გამოვიყენებთ ნაწილობითი 

ინტეგრების ფორმულას; იხ. § 17-ის მაგალითი. 

31 მართლაც, ვთქვათ, 

დ (6)=თა+(თ; + !8,) C+(თ:+!ჩა) +... . 

1 –,/1 – თ.--!ჩ, , 2 (თა – !ჩ-) ; 
ჯ დ (>) “+ 1 X+L ... 

§ 4-ის (8) თორმვლის ძალით, 

_1_ =%9(>) _ძ- ს 
2M L C/ C--წ 

M%()= 
და 

მაშინ 

–/1 
რადგან 9(+) ფუნქციის გაშლა თე მუდმივი წევრით იწყება, ამიტომ გვექნება 

– <1 
1 _ 7 + ძL -" 

22 | 9 IC) -,-% 
1 
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19? (29) დიფერენციალური განტოლება უკვე იყო მიღებული ტ. ბოჯიოს 
მიერ სხვა გზით. მაგრა“ ტ. ბოჯიო იფარგლება მხოლოდ იმ შემთხვევის განხილვით, 

/ · · · · 

როცა > 0. შდრ. 1. 80”ლ010. 5სI)6 Iსი?|იი! ძ;! V2-1გხIIC დიიიი1ლ55გ. 

180 სი”2IX6მ CIIC0|გI6. /MLLI ძCIIგ II. #Cლ. ძCIIგ 5C16ი2C ძ! IიIIი0, L. 47, 1911/12, 

ხს. 22–-37. 

22 
1 « · , ე ფორმულა CთV(:= C, –- | (IC CL” 8 ძვ. აგრეთვე, მოგეცა 

ტ. ბო ჯიომ, იხ. იქვე; ამ ფორმულიდან მიიღება უ. დინ ის ფორმულა 

2» 
1 CV ხ=-- ( 4V თქვ. 
ით ქ CII) 

შდრ. ს. 0 | ი I. #იიმ!! ძე M2(6,მIICმ, 50”. 2, (, 5, 187 L,ვ3. 

! (450) ფორმულა ეკეთვნს პჰ. შვარცი, შღრ. IL. 5CხV2I., CVI6II65 

ჰისწიგ!, ცნძ. 74, 1872, 5. 218-––-25ვ. 

მა (43) ფორმელა და (42) პირთბა ჩვენ მიერ მიღებულია იმ დაშვებით, რომ 

I უწყვეტია. მაგრამ ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ჩვენი ფორმულები აგრეთვე იძლე– 

ვიან ამოცანის” ამოხსნას, განხილული შემთხვევს ანალოგიურ შემთხეევებში ყოველ 

შემთხვევაში მიღებული შედეგი ადვილად შემოწმღება უშუალო ჩასმით. 

09 
შე. ფუნქციები 1 (|–+>) და 10(1-05) არიან მრავალსახ. ცხადია, 

რომ შეგვიძძლია განეიხხლოთ ამ თუნქციების ნებისმიერი შტოები, იმ პირობით, რომ 

(74 მათი ჯამი იყოს ნამდვილი +»- ზე. 19 (1-–+) -სათვის ავირჩიოთ შტო, რომელიც 

C 
ნულია, როცა 8=00, ეს შტო ჰოლომორფულია ჯ-ს გარეთ. 1C (1-––იC)-სათეის 

ავირჩიოთ შტო, რომელიც ნულია, როცა C=0, ეს შტო ჰოლომორფულია ჯ-ს 

შიგნით. 

ე? იხ. წინა შენიშვნა. 

38 შდრ. § 7. 
უი შარი ჩემი სტატია: 06 იიინინინ სს LI#2მ0M0MM90CM0ს ძ)VMMIIMM. ი0 

ვმ2MIMM#M M2 M00XV0C. XXVII. CM3.-M2+. 06IIL. იი” II60MCM0CM ა»/IIIM8Cილ., 8Iი. 1, 
1919. 

რ რასაკვირველია, საკითხი ეხება (X, V) წერტილთა სიბრტყის პარალელურ 

მოძრაობას (§ 23). 

“ი რასაკვირველია, დ) (L) ფუნქცია არ იქნება ერთი და იგივე ორივე ”შემთ- 
ვევაშ ი. 

· შდრ., მაგ., LI. L 2 ოL. IIIVძი0ძVიმიIIC3. Cგთოხ”Iძლლ, 1907. 

43 შდრ. ჩემი უკვე მითითებული ნაშრომი: 5ს. |'ი(ლვმ იი ძ“C 1'ბისვმ!იი 
ხ!იმთიიIისი. 8სI!. ძC I',სჭCმძ. ძია. 5C. ძლ IXს551C, 1919, ი? 19, ე. 663--686. 
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„94. ჩვენ ვინარჩუნებთ წინამდებარე წიგნის I! თავის (გვ. 28) შეთანხმებებს 

8. არეების შესახებ. 
4ა როცა ვლაპარაკობთ ჰარმონიულ ფუნქციაზე იმ არის მითითების გარეშე, სადაც ის ჰარ– 

მონიულია, ვგულისხმობთ C/ ფუნქციას, რომელიც აკმაყოფილებს #L/=0 განტოლებას, 
4 Lს. ღფის”§მ!. 50 1'60ყმ(Iიი #4#L/ = 0. 8აII. ძი 18 50. Mვ(ჩ. 

«6 L+ვიCC, L. 26, 1898, ი. 236. 

+ ის ფაქტი, რომ (18) გაშლას ადგილი აქვს |2|-ის მხოლოდ საკმარისად 

“დიდი მნიშვნელობებისათვის, სრულიად არ მოქმედებს (19) შედეგის სისწორეზე მთელი 

ა არისათვის; ეს არს უშუალო შედეგი ანალიზური ფუნქციები კარგად ცნობილი 

თვისებებისა. 

შს რასაკვირველია, 0, და 8, მუდმივები” მნიშვნელობები არ არის ერთი და 

თგივე (22) და (26) ფორმულებში. 

9 შდრ. C. LვმსXIIC011 8. 5სC I'"Iი(!ილ”მ(1იი ძიC |I'6ისმI1)0ი XLCI2LIVC 

მ 1'6ის!I)ხ-- ძლია დნ!ვმლისლ- CIმ25(Iეს-ა რC6იCლ25(-6ლ-. /#ტი!მ MმIს., (. 32, 1909, 
ჩი. 201--256. 

სმ იხ. C. L2სL1CCII 32. იქეე. 
-% იხ. C. LგსI106!I 8, იქვე, გვ. 239, ფორმულა (17). 
% შდრ, C. სმსIIC6I18. იქეე, თავი III, ი“ 10. 

წა თვით C. Lვ2სL11ლ00|))გ2 კმაკოფილდება იმის დამტკიცებით, რომ, როცა 
(31) ტიპის პირობები (მასთან ასეთი სამია) არ არის შესრულებული, არსებობს ამო- 

მძV ძV 
·ნახსნი, რომლისთვისაც 2 = უსასრულობაში იქცევიან ისე, როგორც შესაბამი– 

X მყ 
სად MIX+I, Mჩყ+#ჩ (სადაც /|, ,, #? მუდმივებია). ცხადია, რომ ეს შედეგი არ არის 

საკმარისი. მაგალითები გვიჩვენებს, რომ არსებობს უსასრულო რიცხვი ამონახსნე- 

ბისა, რომლებიც უსასრულობაში იზრდება უფრო ნელა, ვადღე გ. ლაურიჩელას ამო–- 

ნახსნები. 

% მართლაც, დაშვების თანახმდ ი (C) არ არის ნული ჯ-ზე; აქედან გამომდინა– 

· =7/47! – _„აეა_ 
რეობს, რომ იგივეს აქვს ადგილი # (>) = ჯ (CL) =7ჩ (C")-სათვის. 

C 

ასევე, გამოსახულება 

–/1 

1) “( 
”(L) –>C- წ თ (0 

არ არის უსასრულო 4/-ზე, ვინაიდან და” ((4) 550 “ზე. 

სა (40%) პირობების ძალით 

თა=0Cა:=Cთ=0. 

ახ ეს შემთხვევა განხლული იყო ე. ალმანსის მიერ: ნ. #I ი18ი§I, 

XრიძIლიი!! ძCI CIICიI0 M21. ძ! იგითი, (. 13, 1899, ი. 245--255. 

7 ტ. ბოჯიომ თავის სტატიაში ხCიიჯ(წ)2იიი თიქ1გი(ტ 1ი(ილ”მ11 ძიწი!L 

ძ. წსი,იი” გ”ოთიიICიხი2 0 #ჩ#0I!-ათიი!ხი- ი=I ვ-დგ 65:0იგ მძ სი იCIII§50..., 

ჩიიძI!ი. ძ. თ. #იCგძ. ძი! LICCI, §C. 5., L. 11, 1902, მიუთითა ხერხი: რომლი- 
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თაც ამ შემთხვევაში შეიძლება ამოცანის ამოხსნა; ეს ხერხი იმაში მდგომარეობს, რომ 
ინვერსიით ამოცანა დაიყვანება პასკალის ლოკოკინის შემთხვევაზე და ის ამოიზსნება 
ე· ალმანსის მეთოდით. მაგრამ როგორც ჩანს, ძალიან ძნელი იქნება ამ გზით 

ამოცანის სრული ამოხსნის მიღება. 

ხე შდრ. 0. 196ძიინ სიძ #. +Iთ00, სCი?VII. ძ. Mგვ!ს. VVI5§5., 

8ძ. IV, 25, XI. I4ხ. 
საზ შდრ., მაგ., C. LმსIV1CC1128, იქვე (იხ. ზემოთ 49-ე შენიშვნა). 

20 იხ, საზოგადოდ, #. ნ. L0CV6, L6ხხს=ხ ძი, CI25(1)/1(2L (#. 1 (01 06-ს 
მიერ ინგლისურიდან გერმანულად ნათარგმნი). Lინ72. 1907, მი. IX. იხ. აგრეთვე 

სი7VMI. ძ. M2გ(ხ. %VVI5§., IV, 25. M-. I); ,. II. M1C0%C11. დი 1ხ6 ძI/ლC 

ძი( თოიმ(იი 0 (#0§5..., Lიიძ. M2!ხ. 5იC. ნ#იC., L. 31, ი. 100--124. 

".! შდრ. #. L. L0CVC, იქვე, §§ 144 და 146; ან კიდევ, Cი2VMI. ძ.- MმL(ჩ. 

VI55., IV, 25, M”. 11. 
«9 გავიხსენოთ, რომ ამ შემთხვევაში 

2 ბ 
2(-+I) 

მ 5 არის ქეეშ ჩეენ გვესმის სასრული ცილინდრული სხეულის ნებისმიერი კვეთა, 
რომელიც ფუძეების პარალელურია, 

0 იხ.- #. . L0V6, იქვე (იხ. მე-60 შენიშვ5ა), § 144. მობერხებულობისათვის 

ჩვენ აქ მოგეყას ა. ლავ ის აღნიშვნები ჩეენ აღნიშვნებთან შესადარებლად: 

X,=1,=90, (X.+V,). 

            
  

20.+2 2(0++2 ჩვენი აღნიშვნები X. -+V, ”, > ”ყ იბ იე 

ა. ა ისა ნიშე- 7 C “ნები თე X„ %, „ #9 I# 6 7   

    

        
ი გ. კოლოსოვი, მე-12 შენიშვნაში (გვ. 131) მეთითებული ნაშრომი. 

% გარდა უსასრულო არის შემთხვევისა, როცა საჭიროა გარკვეული შეზღუდვა; 

იხ. ქვემოთ. 

% ჩვენ აქ ეგულისხმობთ, რომ წერტილი 2=0 ძევს 5 არის შიგნით, როცა 5 

სასრულია, და 5-ის გარეთ, თუ უკანასკნელი უსასრულოა. 

98 ჩვენ აქ ვიყენებთ ა. ლავის აღნიშვნებს (იხ. მე-60 შენიშენაში მითითებული 

ნაშრომი), გავიხსენო, რომ შემოტანილი სიდიდეები მნიშენელობა ”შემდეგ-ა: თუ 
X, MM ღერძებს დავამთხეევთ შესაბამისად 0, წ ღერძებს, მაშინ გვაქვს: 

0ი0=X.,, ი0ს;=X 3-8--=V.. V' 

· იხ. ა. ლავეი, იქვე (მე-60 შენიშვნაში მითითებული ნაშრომი), თავი II, § 49. 
1 ეს ფორმულები ეკუტვნის. გ. კოლოსოვს (იქვე; იხ. მე-12 შენიშენა). თუ 

არ ვცდები, ისინი აგრეთვე მიღებული იყო ჯ. მიჩელის (). LI. M!CიხC!1) მიერ. 

7. რასაკვირველია, გადაადგილებები განსაზღვრული იქნება სხეულის მხოლოდ 
მყარი გადაადგილების სიზუსტით. 

_ ?ზ გამოთვლეიისათვის მოსახერხებელია გამოე“ყენოთ § 43-ის (გვ. 87) (39) ფო<- 

მულები. 
13 აღნიშენებასათვის იხ. § 8 (გ). 31)



ს რამდენადაც მე ვიცი, ეს ფაქტი არ იყო აღნიშნული არავის მიერ. 

ვა მაშასადამე, ჩვენ აქ ვუშვებთ, რომ § 42-ის თეორემა სამართლიანია, რაც 

საესებით მოსალოდნელია. ის რომ არ ყოფილიყო სამართლიანი ზოგიერთი კერძო არი- 

სათვის, მაშინ განხილული ამოცანა ამ არეებისათვის ყოველთვის არ იქნებოდა შესაილო: 

იარსებებდა § 41-ის (31) სახის შესაძლებლობის პირობა. 

:8 გავიხსენოთ, რომ 

_ 2+3Vც 

2+# 
და თუ გვაქვს თხელი ფირფიტა, მაშინ 7 უნდა შეიცვალოს სიდიდით 

ა, = -24ჩ, 
1+# 

? იხ. გვ. 106-ის (19?) ფორმულა. 
ბ შდრ. ა. ლა ვი, იქვე (იხ. მე-60 შენიშვნა), § 187. ა. ლავის მიხედვით 

ამოცანა აგრეთვე ამოხსნილი იქნა დ, ედვარდსი ს მიერ: ს. CძMVვ3L#ძ05, Cს2ILI, 

ჰისჯი. იწ Mმ2(ნხ.. (. 96, 1893. სამწუხაროდ, მე არ მქონდა საშუალება მენახა ვების 

და ედეარდსის სტატიები. 
9 ეს მუდმივები უნდა განვასხვავოთ წინა პარაგრაფების მუდქივებისაგან, რომ- 

ლებიც აღნიშნულია «გივე ასოებით.
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