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ავტორისაბან 

წიგნი ორი ნაწილისაგან შედგება. პირველ ნაწილში განხილულია 
მათემატიკის ის აპარატი, რომელიც საჭიროა წრფივი პროგრამირების 

მეთოდების გასარჩევად, სახელდობრ, წრფიეი ალგებრის ელემენტე- 

ბი (დეტერმინანტები, განტოლებათა სისტემები, მატრიცები, ვექტო- 

რები და სხვ.) და ცნობები ამოზნექილი სიმრავლეების შესახებ. 
მეორე ნაწილში მოცემულია წრფივი პროგრამირების ზოგიერთი 

ძირითადი მეთოდი: თანდათანობით მიახლოების მეთოდი, რომელიც 

სიმპლექსური მეთოდის სახელითაა ცნობილი; მთელრიცხვა პროგრა- 

მირების ამოცანების ამოხსნის მეთოდი; მოდის მეთოდი, რომელიც 
განმანაწილებელ და პოტენციალთა მეთოდების მოდიფიკაციას წარ- 

მოადგენს; აკად. ლ. კანტოროვიჩის მიერ დამუშავებული ე- წ. ამომ–- 
ხსნელ მამრავლთა მეთოდი. დეტალურადაა ნაჩვენები ტრანსპორტის 

ამოცანის ამოხსნა. 
სახელმძღეანელო ძირითადად შედგენილია იმ ლექციების მიხედვით, 

რომელსაც ავტორი წლების განმავლობაში კითხულობდა საქართველოს 

პოლიტექნიკური ინსტიტუტის წარმოების ეკონომიკისა და ორგანიზა- 

ციის კათედრის ლექტორ-მასწავლებლებისათვის. 

ჟორდანისეული გარდაქმნის გამოვენება ძლიერ ამარტივებს 

წრფივი პროგრამირების ზოგიერთი მეთოდის შესწავლას, ამიტომ სა- 
ჭიროდ ვცანით პირველი ნაწილის ბოლოში მისი თეორია დაგვემატე– 
ბინა, ხოლო ამ თეორიის გამოყენება გვეჩვენებინა სიმპლექსური და 

მთელრიცხეა პროგრამირების ამოცანების ამოხსნის მეთოდებისათვის. 
ასე, მაგალითად, სიმპლექსური მეთოდი დამუშავებულია როგორც 

ვექტორული ალგებრის საშუალებით, ისე ჟორდანისეული გარდაქ- 

მნის გამოყენებით. მკითხველს შეუძლია აირჩიოს ნებისმიერი გზა, 
რომელიც მას გაუადვილებს საკითხის შესწავლას. სიმპლექსური მე- 
თოდის ორივე გზით დამუშავება ერთმანეთისაგან დამოუკიდებლად 

შეიძლება. 

როგორც გამოცდილებამ გვიჩვენა, ამა თუ იმ მეთოდის შესწავლი- 

სას სასარგებლო აღმოჩნდა წინასწარ რომელიმე კონკრეტული ამოცა- 
ნის ან მაგალითის ამოხსნა, ხოლო შემდეგ მასალის თეორიული დასა– 
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ბუთების მოცემა. ამიტომ წიგნში გამოყენებულია წრფივი პროგრა- 

მირების მეთოდების გარჩევის ასეთი მეთოდი. ამოცანები და მაგალი- 
თები მასალის თეორიულად დამუშავების შემდეგაც არის მოყეა–- 

ნილი. 

წიგნი განკუთვნილია უმაღლესი ტექნიკური სასწავლებლების მან– 
ქანათმშენებლობის წარმოების ეკონომიკა-ორგანიზაციისა და მშენე- 

ბლობის ეკონომიკა-ორგანიზაცის სპეციალობათა სტუდენტებისა– 

თვის; იგი სარგებლობას მოუტანს აგრეთვე იმათ, ვინც) დაინტერესე- 

ბულია წრფივი პროგრამირების მეთოდების შესწავლით. 
ხელნაწერის ორივე ნაწილი გულდასმით წაიკითხა და რიგი სასარ- 

გებლო შენიშვნა გააკეთა თბილისის სახელმწიფო უნივერსიტეტთან 
არსებული გამოყენებითი მათემატიკის პრობლემური ლაბორატორიის 

მეცნიერმა თანამშრომელმა რ. სარჩიმელიამ წიგნის ტექნიკურად 

მომზადებაში დახმარება გაგვიწია ასპირანტმა ბ. დოვვირმა. 
წრფივი პროგრამირების მეთოდების შესახებ ქართულ ლიტე- 

რატურაში ჯერჯერობით ცოტა რამ არის დაბეჭდილი. ეს სა–- 

ხელმძღვანელო წარმოადგენს ამ ხარვეზის შევსების პირველ ცდას 

და, რა თქმა უნდა, მასთან დაკავშირებული ყოველი საქმიანი შენიშვნა 

უდიდესი” მადლობის გრძნობით იქნება მიღებული.



შესავალი 

მათემატიკის ახალი დარგი –– მათემატიკური პროგრამირება სწავ– 
ლობს მართვისა და დაგეგმვის ამოცანათა ამოხსნის თეორიულ საფუძ- 

ვლებს. 
წრფივი პროგრამირება წარმოადგენს მათემატიკური პროგრამი- 

რების ერთ-ერთ დარგს, რომელიც ამუშავებს ისეთი პირობით ექს- 

ტრემალურ ამოცანათა ამოხსნის თეორიასა და მეთოდებს, რომლებ- 
შიც პროდუქციის ხარისხის მაჩვენებელი წრფივად დამოკიდებულია 

მართვის პარამეტრებზე ხოლო შეზღუდვები მოცემულია წრფივი 

ტოლობებისა და უტოლობების სახით. 

სიტყვა „პროგრამირება“ აქ იხმარება ექსტრემალურ ამოცანათა 

ამოხსნის მეთოდების დამუშავების აზრით, ხოლო „წრფივობა“ მიუ- 
თითებს იმაზე, რომ ხარისხის მაჩვენებელი და ის შეზღუდვანი, რომ- 

ლებიც ედება საძებნ უცნობებს, წრფივად გამოისახებიან. 
მათემატიკური პროგრამირება და მისი განყოფილება -– წრფივი 

პროგრამირებაც მხოლოდ სამიოდე ათეული წლის ისტორიას ითვლის. 

წრფივი პროგრამირების საკითხებთან დაკავშირებული პირველი ნაშ- 

რომები გამოქვეყნებულ იქნა ამ საუკუნის 30-იან წლებში. მაგალითად, 

1931 წ უნგრეთმი გამოქვეყნდა ეგერვარის ნაშრომი, რომელიც 

ტრანსპორტის ამოცანის ერთ-ერთი კერძო შემთხვევის ამოხსნას იძ- 
ლეოდა. : 

ამერიკის შეერთებულ შტატებში წრფივი პროგრამირების საკი- 

თხებთან დაკავშირებული ნაშრომები გამოქვეყნებულ იქნა ორმოციან 
წლებში. საბქოთა კავშირში ამ მიმართულებით რიგი მნიშვნელოვანი 

შედეგები მიღებულ იქნა ლ. კანტოროვიჩის მიერ ჯერ კიდევ ოცდა– 

ათიან წლებში. თავის პირველ ნაშრომში კანტოროვიჩმა მოგვცა იდეა 
ამომხსნელ მამრავლთა შესახებ, რაც მჭიდროდაა დაკავმირებული 

წრფივი პროგრამირების ე. წ. ორადობის პრობლემასთან. ამომხსნელ 
მამრავლთა გამოყენებით ძალზე მოხერხებული ხდება წრფივ ამოცა– 
ნათა ოპტიმალობის პირობათა ფორმულირება: 

ყველა იმ ალგორითმის ერთობლიობას, რომელიც იყენებს ამომ– 
ხსნელ მამრავლებს, ამომხსნელ მამრავლთა მეთოდს უწოდებენ. 
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1956 წელს დანციგმ, ფორდმა და ფულკერსონმა დაამუშავეს 

წრფივი პროგრამირების ზოგადი მეთოდები. მანამდე, 1949 წელს, 

დანციგმა გამოაქვეყნა' თავისი ნაშრომი წრფივი პროგრამირების ერთი 

მეთოდის შესახებ, რომელიც იძლეოდა გეგმის თანდათანობით გაუმ- 

ჯობესების იდეას და ლიტერატურაში ცნობილია სიმპლექსური მეთო- 
დის სახელწოდებით. 

1954 წელს ლემკეს მიერ შემოტანილ იქნა წრფივი პროგრამირების 

კიდეე ერთი ზოგადი მეთოდი, რომელსაც ეწოდება შეფასებათა თან- 
დათანობით დაზუსტების მეთოდი. 

უკანასკნელ ხანებში გამოქვეყნდა რიგი შრომები, წრფივი პროგრამი- 

რების ისეთ ამოცანებზე, რომლებშიც ცვლადები თავიანთი ფიზიკური 

შინაარსის მიხედვით მთელი რიცხვები უნდა იყოს. ასეთი ტიპის ამოცანე– 

ბის ამოხსნის მეთოდს მთელრიცხვა პროგრამირების მეთოდი ეწოდება. 

ტრანსპორტის ამოცანის ამოსახსნელად შექმნილია მთელი რიგი 

ეფექტური მეთოდები, სახელდობრ, განმანაწილებელი მეთოდი 

(სიმპლექსური მეთოდი გადატანილი ტრანსპორტის ამოცანისათეის), 

პოტენციალთა მეთოდი, მოდის მეთოდი და სხვ. ასეთი სახის მეთოდე- 
ბი საშუალებას იძლევა დასაშვები ამონახსნების საშუალებით თანდა- 
თანობით მივუახლოვდეთ ოპტიმალურ გეგმას. 

წრფივი პროგრამირების შესასწავლად აუცილებელია წრფივი ალ– 

გებრის ცოდნა და ამიტომ პირველ რიგში ეს უკანასკნელი უნდა შევის- 

ავლოთ. ამამე რომ დავრწმუნდეთ, ამისათვის განვიხილოთ წრფივი 
მლ ირების შემდეგი მაედა ეეგვილ წ 803 

გთქვათ, 3 ქარხანა, რომლებიც ერთსა და იმავე პროდუქციას ამ–- 

ზადებენ, მოთავსებულია სხვადასხვა ქალაქში. დავუშვათ, რომ პირ- 

ველი მათგანი ყოველდღიურად ამზადებს M,=10 ტონა პროდუქციას, 
მეორე –– Mე=12 ტონას და მესამე –– Vე=18 ტონას. დამზადებული 

პროდუქცია გადასატანეა 4 სხვადასხვა პუნქტში შემდეგი რაოდენო- 

ბით: პირველ პუნქტში –– ”,=9 ტონა, მეორეში –– #:=13 ტონა, 
მესამეში –– #გე=11 ტინა და მეოთბეში –– იკ=7 ტონა. 

ერთი ტონა პროდუქციის თეთოეულე ქალაქიდან სათანადო პუნქ- 

ტამდე გადატანის ღირებულება აღვნიშნოთ თძ,,-ით, სადაც პირველი 

ინდექსი უჩვენებს, თუ რომელი ქალაქიდან გამოაქვთ პრო ია, 
ხდე მეორე, ინდექსი რო ელ წიფურია მიაქვთ, მვ ღუქი 

დავუშვათ, რომ ერთი ტონა პროდუქციის გადატანის ღირებულება 
მანეთუბათ შემდეგია: 

0,1=5,. ძე1==12; ძე,=15, 

ძ,:=6„, ძი;ა=11, ძვე=14, 

ძ,ვ=9, ძევ==17, ძევე=19, 

თ,.=8, ძეაკ=14, ძვკ=21.



ამოცანა იმაში მდგომარეობს, რომ განვსაზღვროთ, რამდენი ტონა 

პროდუქცია უნდა გაიგზავნნოს თითოეული ქალაქიდან თითოეულ 

ბუნქტში, რომ გადატანის საერთო ხარჯი მინიმალური იყოს. 

X,-ით აღვნიშნოთ (-ური ქალაქიდან |-ურ პუნქტში გადატანილ 

ტონობით გამოსახული პროდუქციათა რაოდენობა. ამგვარად, საჭი- 
როა სათანადოდ განისაზღვროს შემდეგი მნიშენელობანი: 

Xეს Xკა, ს) X1/, 

%უს Xით Xლე X54“ 

%ეკ, Xევ “ეე Xეტ- 

ამოცანის პირობის თანახმად, დავწერთ: 

X%+X0+Xე+ X,კ4=10, ) 

X5I-LXაგ-+ Xივ-L X-კ=12, 
%ე1-+-Xე:-L Xვე-L Xეკ=18, 

XI1-LX2)-L Xე1=9, 

XI5+ X-ი“L X>ვე=13, 

X,ე+Xავ-L Xვე= 11, 

%.4++X-ა-LXეკ==7. 

(1) 

ყეელა გადატანის ხარჯი აღვნიშნოთ X-ით. მაშინ, 

X=5X,)1+6X,:-+--9X,ვ+8X,ა-+LCL12X,1+11X.ე-+-17V%ავ+-14X-,+ 

-L15X%ე1-L14Xეჯ-+ 19 ჯევ-L-21 Xვკ. ა (2) 

საჭიროა შევარჩიოთ X,,;-ს ისეთი მნიშვნელობანი, რომლებიც და–- 

აკმაყოფილებენ (1) განტოლებებს და X-ს ექნება მინიმალური მნიშ- 
ვნელობა. გარდა ამისა, X,, მნიშვნელობანი უნდა იყოს არაუარყოფითი 

მთელი რიცხვითი სიდიდეები. 

როგორც ვხედავთ, (1) განტოლებები წარმოადგენს წრფივ ალგებ- 

რულ განტოლებათა სისტემას,.სადაც უცნობთა რიცხვი მეტია განტო- 

ლებათა რიცხვზე. ასეთი ტიპის განტოლებების შესწავლა ხდება წრფივ 
ალგებრაში, ხოლო თუ მას მინიმუმის პირობას დაეადებთ, მაგალითად 

(2)-ს, მივიღებთ წრფივი პროგრამირების ამოცანას.



ნაწილი პირველი 

წრშიჰი ალგებრის ელქემენბები 
  

  

თავი 1 

წრფივ განტოლებათა სისტემა 

§1, შესაჭქალი 

განტოლებათა სისტემას ეწოდება წრფივი, თუ მასში შემავალი 

უცნობები პირველ ხარისხშია და განტოლების არც ერთი წევრი რამ–- 

დენიმე უცნობის ნამრავლს არ წარმოადგენს./ 

განტოლებათა სისტემის ამონახსენი ეწოდება ისეთ რიცხვთა ერთო– 

ბლიობას, რომლებიც აკმაყოფილებენ სისტემაში შემავალ ყველა გან- 

ტოლებას, მაგალითად, 

2X-3ყ-+-42=4, 
” | (1.1) X-+2ყ–-52=2 

განტოლებათა სისტემის ამონახსენია X=3, ყ=2, 2=1, 

განტოლებათა სისტემა იქნება თავსებადი, თუ მას ერთი ამონახ–- 

სენი მაინც აქვს. მაგალითად, (1.1) სისტემა თავსებადია და აგრეთვე 

2X+3ყ=5, 

7X –– 4ყ=3 I (1.2) 

სისტემაც თავსებადია, რადგანაც აქეს ამონახსენი X=1, ყ=1. 

· თუ განვიხილავთ 

X+Vყ=3, მარეი ' ძ.ვ) 

განტოლებათა სისტემას, ის არ იქნება თავსებადი, რადგანაც ნებისმი- 

ერი (X0, ყა) უცნობების წყვილი მნიშვნელობა, რომელიც აკმაყოფი– 
ლებს პირველ განტოლებას Xა+-/ე=3, ვერ დააკმაყოფილებს მეორე 
განტოლებას, რადგან 3Xა-L3ყა=9 და არა 7-ს. 
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თავსებად წრფიე განტოლებათა სისტემას ეწოდება განსაზღვრუ-- 

ლი, თუ მას აქვს მხოლოდ ერთი ამონახსენი, წინააღმდეგ შემთხვევა– 

ში ის იქნება განუსაზღვრელი. 

მაგალითად, 

მი'მყ–ბ | ია 
2X –– ყ–3 

განტოლებათა სისტემა განსაზღვრულია, რადგანაც მას აქეს ერთად- 

ერთი ამონახსენი: X=2, ყ=1. 

თუ განვიხილავთ 

#+V-=3, | (1.5). 
4X+4ყ=12 

განტოლებათა სისტემას, ის იქნება განუსაზღვრელი, რადგანაც მას 
უამრავი ამონახსენი აქვს. მაგალითად, ამ სისტემის ამონახსენია: X=2, 

ყ=1; X-ლ–1, ყ=2 და სხვ. 

§ 5. ორუცნობიან გაწტოლეგათა სისტემა 

ორუცნობიან განტოლებათა სისტემის ზოგადი სახეა 

0,1:X,I+0,2X:=ხ,, ს 2.1 
ისი | 2.) 

ამ სისტემაში „მუდმივი კოეფიციენტების პირველი ინდექსი გვიჩვე– 

"ნებს, თუ რომელ განტოლებას ეკუთვნის ის, ხოლო მეორე ინდექსი -–– 

თუ რომელ უცნობთან დგას ის. 

საშუალო სკოლის კურსში ცნობილია ორუცნობიან განტოლებათა 

სისტემის ამოხსნა კოეფიციენტთა გათანაბრების მეთოდით. ამ მეთო- 

-·დის არსი შემდეგმი მდგომარეობს: პირველი განტოლების ორივე 

მხარეს ვამრავლებთ მეორე განტოლებაში შემავალი X,-ის თ.ე, კოე– 

ფიციენტზე, ხოლო მეორე განტოლების ორივე მხარეს ვამრავლებთ 

პირველ განტოლებაში შემავალი X, უცნობის კოეფიციენტზე. მიღე- 

ბულ ახალ განტოლებებს ერთმანეთს ვაკლებთ, რის “შედეგად ვღე- 
ბულობთ ერთუცნობიან განტოლებას ჯ. უცნობის მიმართ, რომლის 

ამოხსნა მარტივად შეიძლება. ანალოგიურად ვიპოვით X, უცნობსაც. 
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ამგვარად, ვღებულობთ: 

თთი1X1-LL0ე2001Xა= ხუთას 
თა10)1X1-L ძლე0)1X2= ხათ). 

მეორე განტოლებას გამოვაკლოთ პირველი, მივიღებთ: 

(0ეკძაევ –– ძ1205|)Xა= ხაძე –– ხეთა, (2.2) 

ასევე დავწერთ: 

(ძ))ძეე –– C,00:))X1= ხეთვე –– ხაძეი. (2.3) 

6= წი 2) 

რე: C22 

მეორე რიგის კვადრატული მატრიცა ეწოდება, ხოლო 

გამოსახულებას 

რუ 615 “ IC)= 
  

  

დ.4) 
6, 62 

გამოსახულებას –– მეორე რიგის დეტერმინანტი. ეს დეტერმინანტი 

ნიშნავს : 

611695 –“– C190691 
რიცხვს. 

თუ ვისარგებლებთ (2.4) სიმბოლოთი, (2.3) განტოლება #,-ის მი– 

მართ შემდეგნაირად. ჩაიწერება: 

ხ,. თ.გ 

ხე იძი 

რიე თია X»= 

  

    

  რ .0ია 

ანალოგიურად #X,; უცნობისთვის გვექნება: 

ძევ, ხნ: Xგ= 
ძე ხა 

|“ ძეა: 

(00:27)   

  

  
> 

სისტემი” უცნობების კოეფიციენტებისგან შემდგარ დეტერმინანტს 

სისტემის დეტერმინანტი ეწოდება და აღინიშნება #-თი. ამგვარად, 

ტ= |რ1 C1I2 
4– 

  

  

'მ0ა თია 

თუ სისტემის დეტერმინანტში X, უცნობის კოეფიციენტები შეცვლი- 

ლია თავისუფალი წევრებით, ასეთი დეტერმინანტი აღვნიშნოთ #1-ით, 
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ხოლო თუ X, უცნობის კოეფიციენტებია შეცვლილი თავისუფალი 

წევრებით, მაშინ ის აღვნიშნოთ #ე-ით, მივიღებთ: 

რსX,= #), 
(2.5) 

#X,;= რა 

საიდანაც 

რტ 8=-+ (2.6) 

და 

რტ 
X:=--C. (2.7) 

აქ შეიძლება განვიხილოთ 3 შემთხვევა: 

1) #70. 

ამ შემთხეჟვაში #, და X, უცნობთათვის ვღებულობთ: 

| ტ, ტე 
სს=-– , სჯა==–>.:=– 

' ტ LI. 
ამგვარად, ორუცნობიან განტოლებათა სისტემის ამონაზსნები X, 

და X, წარმოადგენს წილადებს, რომლებსაც მნიშენელად აქვთ ერთი 

და იმავე სისტემის დეტერმინანტი #; X,-ის მრიცხველად აქვს იმავე 
სისტემის დეტერმინანტი, რომლის პირველი სვეტი მეცელილია თა–- 

ვისუფალი' წევრებით, ხოლო Xჯე-ის მრიცხველი არის სისტემის დეტერ– 

მინანტი, რომლის მეორე სვეტი შეცელილია თავისუფალი წევრებით. 
განხილულ 'შემთხვევაში სისტემას აქვს ერთადერთი ამონახსენი. 

მიღებულ ამონახსენს თუ შევიტანთ სისტემის განტოლებებში, ცხა- 

დია, ის მას დააკმაყოფილებს. 

მართლაც, 

#1 #ე __ 0114) 1 თ,არი იე. 1.+ძთ,0, 1= 1.1: 152... 11. ი 1... ბ 

– 0,1(ნ,ძევ––ხაძ,:) +თ,2(0501| – ხ10:;) – , 

0,კხაე–- შკიძე| 

8 ხ,თეეთივ– ხ-Cთ)10,ვ + ნეთ)10)ე – ხ)01:051 – 

0110ევ–“ 09021 

  

ხ.(თეე)ძვვ–ძთ,აძი|) =ხ, 

011055 –– 015051



ანალოგიურად შემოწმდება მეორე განტოლებაც. 
2) #=0#4,=0, დ.ზ) 

ამგვარად, ' 

0,10:ვ –– 0100ე1=-0, 

სათავე –– ხ.ძეა=0. 
საიდანაც 

ძა), _ 9. 
09: ძი 

და 

0 _ თა 
ხა - ძ% 

ამ უკანასკნელ დამოკიდებულებათა ერთობლიობა გვაძლევს: 

01 _ 9 _ ხხ. _ 
.-_. 

(02.9 

ეს იმას ნიშნავს, რომ სისტემის განტოლებათა კოეფიციენტები პრო– 

პორციული სიდიდეებია. ამგვარად, ერთი განტოლება მიიღება მეორე 

განტოლებიდან მისი წევრების რაიმე ერთხა და იმავე რიცხეზე გამრავ– 

ლებით. მაგრამ ასეთ შემთხვევაში ერთ-ერთი განტოლების ამონახსე– 

ნი მთელი სისტემის ამონახსენი იქნება. ამგვარად, გეექნება ამონახ–- 

სენთა უსასრულო სიმრავლე. ამონახსენს მივიღებთ უბრალოდ, თუ 

X-ს მივცემთ რაიმე ნებისმიერ მნიშვნელობას და მის შესაბამისად 

გამოვთვლით Xა-ს. მაშასადამე, განხილულ შემთხვევაში განტოლე- 

ბათა სისტემა თავსებადია და განუსაზლვრელი. 
ცხადია, (2.8)-დან გამომდინარეობს, 

ტ,=0. 
მართლაც, 

რე=ხაძევ –– ხ,ძე. 

(2.9)-დან დავწერთ: 

ხ,.= 5:91: , 

თი 

მაშინ #ეა-თვის გვეგნება: 

#უე=ხეძ, –– ხ§30,1=0. 
ასევე, როცა 
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მივიღებთ: 

#ტ,=0. 

3) #=0, #,X#0. (2.10) 

რადგანაც 4#,) #0, ცხადია, მაშინ #.:X#0, მართლაც, 

ტე= ხეთ, –– ხ,ძე); 

რადგან #=0, გვექნება: 

C11052== 0,)ვძაეც 
საიდანაც 

012 0ი| 
0ე)=-–-––-–., 

ძა 

დუ ამას შევიტანთ #„ა-ის გამოსახულებაში, გვექნება: 

ძი თა 
რტა=ხა –ხ,ძე,= 42 (ხ, ძე:-- ნაში) = -– 99ტ 

· თ: ძია თიი 

მაგრამ #,#0, ამიტომ #ა:#0. 

(2.10) პირობის შესრულებისას (2.5) დამოკიდებულებების მარცხე- 

ნა მხარე ნულის ტოლია, ხოლო მარჯვენა –– ნულისგან განსხვავებუ- 

ლი. ეს იმას ნიშნავს, რომ განტოლებათა სისტემა უთავსებადია. (2.10) 

პირობა იმას ნიშნავს, რომ განტოლებათა სისტემის უცნობთა კოეფი- 

ციენტები პროპორციულია, ხოლო თავისუფალი წევრები ამ უცნობ- 

თა კოეფიციენტების პროპორციულები არ არიან. 

ორუცნობიან განტოლებათა სისტემის განხილვისას საქმე ყოველ- 

თვის განხილული 3 შემთხვევიდან რომელიმე ერთთან მაინც გვექნება. 

შეგვიძლია შემდეგი საბოლოო დასკვნა გავაკეთოთ. 

ორუცნობიან განტოლებათა სისტემა თავსებადია და აქვს ერთადერ– 

თი ამონახსენი მხოლოდ იმ შემთხვევაში, თუ სისტემის დეტერმინან– 

ტი ##0. თუ #=0, მაშინ სისტემა იქნება უთავსებადი იმ შემთხვე– 

ევაში, როცა #,#0, ხოლო განუსაზღვრელი, თუ #; დეტერმინანტიც 
ნულია. “ 

სავარჯიშო 

1) გამოთვალეთ შემდეგი დეტერმინანტები: 

5 
_ 2 

7 

3 · წ – 

–3 1 „გე. 
  

ა) 
   



  

      

+1 +: 3 1+ ი) + წ ჯ #7 – 

სა ”” ე“ _, ჯ»+II ე) | 1++ (+ 

'+" 1> 
2) ღეტერმინანტების გამოყენებით ამოხსენით განტოლებათა სისტემები: 

3X+-5ყ=8, 
პასუხი. (1,1). 

» 7X--3ყ=4. I ბუშ ი,” 

2ჯ4-3ყ=2, 1 1 
გ ““43/ პასუხი. (-–, –). 

5L- 6ყ=0,5. 2 ”.3 

კ  2#1-5ძ=––), პასუზი (– -=). 
ბ! 4. 15ყ=--7, ფო" კლ 

3) შეამოწმეთ, თუ რომელი ტიპისაა ქვემოთ დაწერილი სისტემები: 

2X+-3ყ=5, 

4X-+6ყ=7. ) 

5L--4ყ=2 
ბ) » Vყ , 

10X-8ყ=9. 

»X-L7ყ=19, 
გ) 9 _ 

I--5ყ=12. 

§ 8. სამუცნობიან განტოლებათა სისტემა 

სამუცნობიან განტოლებათა სისტემა ზოგადად შემდეგნაირად ჩაი–- 

წერება: 
თ)1M,+0თ,5XM-+ ი,ეXე= ხს 

0თ01X1-I-თაიXი-L 0ავXე== ხ,,. (3.1) 

რთეჯX,-L ძეეX;-L ძვვXვ= ხვ. 

ამ სისტემაში შემავალი განტოლებების ორივე მხარე გავამრავლოთ. 

შესაბამისად შემდეგ დეტერმინანტებზე: 

მე რევ 

მევე ძეე 

თია ძევ რა 0ძ.ეე 
' (3.2? 

    

  

      მე: ძევ მევ თავ 

და შემდეგ მიღებული განტოლებანი წევრობრივ შევკრიბოთ; გვექნება: 

(თევრვვძევ –– 0 1რავმევ –- 0ეემვშეე-L რეეშევშევ-L რეუთეძევ –– 

–-– ძეჯ 0)303:)X) == ნ,თე:ძეე“L ხეთ,ეძვვ-L ხეთევძევ –- მერეერვე –– 

– ხეძევძევ –– ნ,ძევძვე (3,3. 
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(3.1) სისტემის განტოლებები გავამრავლოთ შესაბამისად 

ი: ძივ რე რთვვ მიე თე 

მეე ძვე 

  

        მე. შვე მიუ რეე 

დეტერმინანტებზე და მიღებული შედეგი წევრობრიე შეეკრიბოთ, 

მივიღებთ: 

რXგ= ხე0|ეძევ + ხუძაეძეჯ-L ხეძევძი, –– ხაძკეძე: – ხ10:10ვე– 

–- ხეთეეძეე, (3.4): 

სადაც # არის (3.3) განტოლებაში X, უცნობის კოეფიციენტი. ანალო– 

გიურად მივიღებთ: 

რ . Xე=ხეთ,)ძეე+ ხე0)ეთე|+ ხ)0ეეძე,––მეთ,იძე-–- 

–-ხეძევშევ–-ნძვიძე|. (2.5/' 

ვთქვათ, 
' C) 62 C)ე 

C= ი... 

ლევ 6ვე რCევ 

არის მესამე რიგის კვადრატული მატრიცა, მაშინ მესამე რიგის დეტერ–- 

მინანტი ვუწოდოთ შემდეგ გამოსახულებას: 

რა/ რაბი 

C-1 / C-> 93 

CეL“ 6ეე Cვვ 

|CI= (3.6) 

  

  

ეს უკანასკნელი გამოსახულება რიცხობრივად იქნება: 

C116აანუვ-L- 6ეი6ივCე1-L-C1ვCე16ეი ––- 6ვენიინვ) –- 

–– 61ე6ე16ევ –– 6116აყვრეი: 3. 

საინტერესოა ვიცოდეთ, თუ როგორ მიიღება ეს უკანასკნელი რი- 
ცხვი როგორ უნდა გამოვთვალოთ მესამე რიგის დეტერმინანტი? 

ამისთვის საჭიროა გადმოეწეროთ მესამე რიგის დეტერმინანტი, მას 
ქვემოთ მივუწეროთ მისი პირველი ორი სტრიქონი, ავიღოთ დადები– 

თი ნიშნით სამ-სამი ნამრავლი იმ ელემენტებისა, რომლებიც მდებარე- 

ობეჩ დეტერმინანტის მთავარ დიაგონალზე და მის პარალელურ ხა- 

ზებზე და უარყოფითი ნიშნით- მეორე დაიგონალზე და მის პარალე–- 
ლურ ხაზებზე. 

15.



გამოსათვლელ სქემას შემდეგი სახე აქეს: 

61 რიე 6Cქევ 
7 

” 

თე) რ C2ე 

საქ 
/7 ე. 

ნეე ლე 6Cეე 
“ 

თ ს 62 Cლე 

აქ ისრებით ნაჩვენებია იმ ელემენტთა ნამრავლი, რომლებიც დადე- 

ბითი ნიშნით აიღებიან ხოლო პუნქტირებით--იმ ელემენტთა ნამრავ- 

ლი, რომლებიც უარყოფითი ნიშნით აიღებიან, 

მესამე რიგის დეტერმინანტის გამოთვლა შეიძლება აგრეთვე მისი 
მეორე რიგის დეტერმინანტზე დაყვანით. სახელდობრ, ავიღოთ პირ- 

ველი სვეტის ელემენტები. დეტერმინანტიდან ამოვმალოთ პირველი 

სტრიქონი და პირველი სვეტი, დაგვრჩება 

მაე შეე 

    რე. ძევ 

მეორე რიგის დეტერმინანტი. შემდეგ აღებული მესამე რიგის დე- 
ტერმინანტიდან ამოვშალოთ პირველი სვეტი და შეორე სტრიქონი, 

მივიღებთ 

თ: თ: 

იძვე ძვე!     

მეორე რიგის დეტერმინანტს. დაბოლოს, ამოვშალოთ პირველი სვეტი 

და მესამე სტრიქონი, გვექნება 

ია ძვ 

მა: რევ     

მეორე რიგის დეტერმინანტი. მიღებული დეტერმინანტებიდან პირ- 

ველი გავამრავლოთ ძ0;;-ზე,. მეორე ძე,-ზე, მესამე ძე,--ზე და ავიღოთ 
მათი ალგებრული ჯამი. ნიშანი პლუსი ჩავსვათ იმ ნამრავლის წინ, 
რომლის თ,; თანამამრავლის ინდექსთა ჯამი ლუწია, ხოლო მინუ სი, 
რომლის ინდექსთა ჯამი კენტია. გვექნება: 
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0 მუ 01 - _ შევ 0 ძევ ძ ძე ძ ი. ---ეუ|=ძ, 92 92% ი, რ. CI. ჟა; | 2) 11 | __ 

მ) 2 9 ძვ ძევ ძვ ძევ შა: რ: 
ძვ. 0ეე რვ ა · 

=0)|შევძევ –– 01 0ეეშვე –– რე)რ ერვე- თე|რეთვე-L 0ვ)01 ეC0ვე –– 

–- ძეჯშევეფევა 

თუ მხედველობაში მივიღებთ ამ უკანასკნელ გამოსახულებას, მაშინ 

(3.3), (3.4) და (3.5) განტოლებები შემდეგნაირად ჩაიწერება: 

4X,= #4, 

#Xგ= ბს. 

#აXგ=> ტე, 
(3.8) 

სადაც 
ხე ძე. ძვ 

ხე რძე; ძევ 

ხე: ძვე “ძევ, 

4#ბ.ე= 

  

  
ძე ხ. თვ! 

  

  

    
როგორც ეხედავთ, #,, #; და #ე იმავე (3.1) სისტემის დეტერმინანტია 

რომელშიც სათანადოდ X,, X, და Xვ უცნობთა კოეფიციენტები შეცვ- 
ლილია თავისუფალი წევრებით. თუ სისტემის დეტერმინანტი #7#90, 

“მაშინ დავწერთ: 

(C89) 

თუ უცნობთა მიღებულ მნიშვნელობებს შევიტანთ (3.1) სისტემის 

განტოლებებში, "ვნახავთ რომ ისინი დაკმაყოფილდებიანა 
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განვიხილოთ შემდეგი ამოცანა, ვთქვათ, ვიხილავთ ისეთ მეურნე- 

ობას, რომელიც წარმოების ორი დარგისაგან შედგება. 

იჯ, ((=1, 2, 3; 1=1, 2, 3) იყოს რომელიმე დარგის პროდუქციის 

რაოდენობა, რომელიც. საჭიროა რომელიმე დარგის ერთეული პრო- 

დუქციის დასამზადებლად. მაგალითად, ძ,; ნიშნავს მეორე დარგის პრო- 

დუქციის იმ რაოდენობას, რომელიც საჭიროა პირველი დარგის ერთე– 

ული პროდუქციის დასამზადებლად. 

დავუშვათ, რომ პირველი დარგის ერთეული პროდუქციის დასამ– 

ზადებლად საჭიროა ძე, რაოდენობის შრომა, ხოლო მეორე დარგის 
ერთეული პროდუქციის დასამზადებლად ძე: რაოდენობის შრომა. 
– მე და თევ აღნიშნავს I და-.II დარგის პროდუქციის იმ რაოდენობას, 
რომელიც საჭიროა ერთი ,ერთეული შრომისათვის; ვინაიდან განხი- 

ლულ მაგალითში I და II დარგის პროდუქცია არ არის საჭირო შრო- 

მისათვის, ამიტომ მათი მნიშვნელობა აიღება ნულის ტოლად. ძეე, 

ცხადია, მიიღება ერთის ტოლად. 

V და V-თი აღვნიშნოთ სათანადოდ პირველ და მეორე დარგში 
პროდუქციის საბოლოო მოთხოვნილება. „IV იყოს შრომის ის რაოდე- 

ნობა, რომელიც იხარჯება წარმოების სფეროს გარეშე. 

ზემოთ მოყვანილი. მონაცემები წარმოვიდგინოთ შემდეგი ცხრილის 

სახით: 

  

  

  

    

1 დარგი I დარგი ქ შრომა საბოლოო მოთხოვნილება 

I დარგი თი) ძა: 0 ყV 

II დარგი ძა, ძეს 0 V 

შრომა ძე, ძვი 1 V       
  

2-ით აღვნიშნოთ ყველა შრომათა რაოდენობა, რომელიც საჭიროა 
მთელი მეურნეობისათვის. X და V-ით აღვნიშნოთ სათანადოდ I და II 

დარგში გამოშვებულ პროდუქციათა მთელი რაოდენობა. 

ზემოთ ჩამოთვლილ მოცემულობათა საფუძველზე შევადგინოთ 

განტოლებანი. ცხადია, მთელი მეურნეობისათვის საჭირო შრომის რა- 
ოდენობა იქნება პირველ დარგში დამზადებული პროდუქციის საერ- 
თო რაოდენობა გამრავლებული” ერთეულის დამზადებისთვის საჭირო 
შრომაზე პლუს მეორე დარგში დამზადებული პროდუქციის მთელი 
(გ '



რაოდენობა გამრავლებული ერთეულის დამზადებისათვის საჭირო 

შრომაზე და პლუს წარმოების სფეროს გარეშე დახარჯული შრომა. ამ- 

გვარად, 

2=ძვ1X-Lძე:V -+L V'. 

პირველ დარგში გამოშვებული პროდუქციის მთლიანი რაოდენო- 

ბა X იქნება პირველი დარგის პროდუქციის ის რაოდენობა, რომელიც 

საჭიროა პირველი დარგის ერთეული პროდუქციის დასამზადებლად, 

გამრავლებული პირველი დარგის მიერ გამოშვებული მთლიანი პრო- 

დუქციის რაოდენობაზე, პლუს პირველი დარგის პროდუქციის ის რა- 

ოდენობა, რომელიც საჭიროა მეორე დარგის ერთეული პროდუქციის 

დასამზადებლად, გამრავლებული მეორე დაოგის მიერ დმზადებული 
მთლიანი პროდუქციის რაოდენობაზე 'და პლუს პირველ დარგში პრო- 

დუქციაზე საბოლოო მოთხოვნილება, ამგვარად, 

X=9,,X+0ძ,.V +V. 

ანალოგიურად შევადგენთ, რომ” 

V=«,,X+0ძ,,V+V...., 
ზ 

ამგვარად, მივიღეთ სამუცნობიან განტოლებათა შემდეგი სისტემა: 

ძ..X+0თ,.V-+სLს=X, ! 

ძე,X -+ ძეა V + V= I, (3.19) 

-0ვ3.X-+ძე:V ++V/=2. ( 

თუ ტექნოლოგიური კოეფიციენტები მუდმივ სიდიდეებად რჩება, 
მაშინ CV, V და V-ს მოცემით შეიძლება განისაზღვროს X, V და 7. 

ანდა, პირიქით, X, V და 2-ის მოცემით შეიძლება L/, V და V”-ს გან–- 

საზღვრა. მაგალითად, (3.10) განტოლებათა სისტემა X, V და 2-ის 

მიმართ რომ ამოვხსნათ, „ამისათვის ის შემდეგნაირად გადავწეროთ: 

(1 –– ი,)X –– ძ,.V=წ, 
_ ძ.1X+(1 _ ძეა:)V=V, (3.11) 

– ძე,.X –“– ძეეV+2=V'. ( 

სისტემის დეტერმინანტი იქნება: 

ს ' 1–იე – ძე 09 

აესაგსგჟ–... 
–- შვ) –ძ. 1 
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«3.11) განტოლებათა სისტემის ამონახსენს შემდეგი სახე ექნება: 

  

  

ს – ძც 090 

V 1––ძე9 
V –-იძ 1 
XX ბ !.. 

1– ძყ – ძე 0 

–მე 1–ძეე0 

  

  

  

    

    

მე –- შევ1 

1--ძე V 0ძ| 

–ძი V ი 
– ძე MV 1 

--ა-ორა5დდ-'“ 
1-–- ძე –“ძე 09 

–ძმე 1-- ძე. 9 

მიე –ძეე 1 

----"!! 

–წმე 1-თძე V 

| “ძე – ძეგ V 

1-–-ძე 0: 0 ' 

– ძი 1– ძე. 0 

–- ძე, ი შვე 1   
X, V და 2-ის გამოსახულებაში თუ რიცხვით მონაცემებს ჩავსვამთ, 

გავიგებთ ამა თუ იმ. კონკრეტულ შემთხვევაში როგორც დარგების 
მიხედვით დამზადებულ პროდუქციათა საერთო რაოდენობას, ისე იმ 

შრომის რაოდენობასაც, რომელიც იხარჯება მთლიანად მეურნეობაში. 

§4. ი-ური რიბის დეტერგინანტი 

ვთქვათ, გვაქვს ნატურალურ რიცხვთა მიმდევრობა 

1, 2, 3, 4,...,ჩ 
თუ ასეთ მიმდევრობაში რომელიმე ელემენტს ადგილს შევუცვლით. 

სხვა რომელიმე ელემენტთან, მაშინ ისინი ისეთ ადგილას აღმოჩნდე– 

ბიან, რომ ზოგიერთი მათზე მეტი სიდიდღის ელემენტი მიმდევრობაში 

უფრო წინ მოხვდება, ასეთ შემთხვევაში იტყვიან, რომ ისინი ,ქმნიან 

ინვერსიას. 

“ თუ მიმდევრობაში ი” ელემენტია, მაშინ, როგორც ცნობილია, გა- 

დანაცვლებათა რიცხვი ი ელემენტისგან იქნება ი”!, გადანაცვლება– 
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ში ინვერსიათა რიცხვი შემდეგნაირად უნღა გავიგოთ: ვთქვათ, 1-ის 
წინ დგას რიცხვთა §, რაოდენობა. შემდეგ ამოვშალოთ 1. დავუშვათ, 
„« ბრეთვე, რომ 2-ის წინ დგას რიცხვთა §კ, რაოდენობა და ა. შ. 
ისაერსიათა რიცხვი მიმდევრობაში ვუწოდოთ 

ჯამს. ასე, მ-აალითად, 

| 4,7. 1, 5, 3, 2, 6. 

მიმდევრობაში ინვერსიათა რიცხვი შემდეგნაირად იახგარიშება: 

§,=2, §ე==4, §ე=3, §კ)=0, §:=1, 5კ=1 

და, მაშასადამე, ინვერსიათა რიცხვი მთელ მიმდევრობაში იქნება §=11. 

რ რთი. . დი 

ძა 6:::93 ძია 
#4=| პ .» 

ი... , ა 

ძი ძი L§ · ძი» 

გამოსახულებას #-ური რიგის დეტერმინანტი ეწოდება. M-ური რიგის 
დეტერმინანტში იგულისხმება რიცხვი, რომელიც მიიღება დეტერ- 
მინანტის ისეთ ი ელემენტთა ნამრავლების ალგებრული ჯამისაგან, 

რომლის თითოეულ შესაკრებში დეტერმინანტის ყოველი სტრიქონის. 

და სვეტის მხოლოდ ერთი ელემენტია წარმოდგენილი. თითოეული შე- 

საკრების: ნიშანს განსაზღვრავს მასში ინვერსიათა რაოდენობა. თუ ინ- 

ვე რსიათა რიცხვი ლუწია, ნიშანი ექნება პლუსი, ხოლო თუ ინვერსია– 

თა რიცხვი კენტია, მაშინ ნიშანი ექნება მინუსი. 

როგორც ვიცით, დეტერმინანტის ელემენტებს ორმაგი ინდექსი 

აქვს. ინვერსიათა რიცხვის გასაგებად ნამრავლი უნდა დავალაგოთ პირ» 

ველი ინდექსის ზრდადობით და ინვერსიები ვიანგარიშოთ მეორე ინ- 
დექსთა მიხედვით. 

მაგალითად, ვთქვათ, მეექვსე რიგის დეტეომინანტის ერთ-ერთი 

შესაკრებია 

Cთ6ც0140610ე:რკვრის 

ნამრავლი. ინვერსიათა რიცხვის გასაგებად ის გადავწეროთ შემდეგ– 
ნაირად: 

01კ0:ხ0ვერ ჯერათ ცი- 
ზ



ახლა ინვერსიათა რიცხვს თუ ვიანგარიშებთ მეორე ინდექსების მი– 

ხედეით, გეექნება: §=4+2--2+0-+0-=8. მაშასადამე, აღებულ შესა- 
კრებს 'ჭდაეწერება ნიშანი +. . 

თუ ნამრავლი არ არის დალაგებული პირველი ინდექსის ზრდა–- 

დობით და ვიანგარიშებთ ინვერსიათა რიცხვს როგორც პირველი, ისე 

მეორე ინდექსის მიხედეით, ხოლო შემდეგ ნამრავლს დავალაგებთ და 

ვიანგარიშებთ მეორე ინდექსების მიხედვით ინვერსიათა , რიცხვს, ვნა– 

ზხავთ, რომ იძნვერსიათა რიცხვი ორივე შემთხვევაში იქნება ურთდრო- 

ულად ლუწი ან კენტი. 
თუ ნატურალურ რიცხვთა მიმდევრობის პირველ # წევრს განვი- 

ხილავთ, გვექნება /! გადანაცვლება, რომლებშიც კენტი და ლუწი რა- 

ოდენობის ინვერსიათ, რიცხვის მქონე მიმდევრობანი ჯერთმანეთის 
' 

ტოლი იქნება და ედრება 4-ს, 

გარკვეული ნიშნით აღებული დეტერმინანტის ელემენტთა ნამ- 
რავლი, რომლებიც ყოველი სტრიქონის და სვეტის წარმომადგენელ 
თითო ელემენტს შეიცავს, დეტერმინანტის წევრად იწოდება. 

თუ 4 დეტერმინანტის სვეტებს შევცვლით სტრიქონებით ანდა, 
თრემით, მიეიღებთ ე. წ. ·4-ს მიმართ ტრანსპონირებულ დეტერმი- 
ანტს. 

განვიხილოთ /#-ური რიგის დეტერმინანტის თვისებები: 

1. დეტერმინანტის მნიშვნელობა ტრანსპონირებით არ შეიცვლე- 

ბა, მართლაც, ორივე დეტერმინანტის წევრები თავიანთი ნიშნებით ერთ– 

მანეთს დაემთხვევა. ამგვარად, დეტტურმინანტში სტრიქონებს და სვე- 

ტებს ერთი და იგივე უფლება აქვთ და ამიტომ დებულებები, რომლე- 

ბიც მტკიცდება სტრიქონების მიმართ, ძალაში რჩება სვეტებისთვისაც: 

“2. თუ დეტერმინანტის რომელიმე სტრიქონის ელემენტები ნულის 

ტოლია, ასეთი დეტერმინანტის მნიშვნელობა ნული იქნება. 

ამ თვისების მართებულება, იქიდან ჩანს, რომ თუ განვიხილავთ 

დეტერმინანტის წევრებს, მათში ერთი თანამამრავლი მაინც იქნება 
ული, რაც მათ ნულად აქცევს. ' 

3. თუ დეტერმინანტის'ორ სტრიქონს ადგილებს შეგუცვლით, ამით 
დეტერმინანტს ნიშანი შეეცვლება. . 

4. თუ დეტერმინანტს ორი სტრიქონი ერთმანეთის ტოლი აქვს, 
ასეთი დეტერმინანტი ნულია. 

მართლაც, ეს ასე რომ არ იყოს, მაშინ ტოლ სტრიქონთა ადგილე– 

ბის შეცვლა დეტერმინანტს ნიშანს შეუცვლიდა და მივიღებდით, 

რომ უარყოფითი რიცხეი ემთხვევა დადებით რიცხეს. ეს მხოლოდ 
ნულის ტოლი რიცხვის მიმართაა მართებული. 

5. თუ დეტერმინანტის რომელიმე სტრიქონის ყველა ელემენტს 
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გავამრავლებთ ერთსა და იმავე რიცხვზე, ამით მთელი დეტერმინანტი 
გამრავლდება იმავე რიცხვზე. · 

ეს თვისება იქიდან გამომდინარეობს, რომ დეტერმინანტის ყოველ 

წევტში ერთ-ერთი თანამამრავლი გამრაქლებული იქნება ამ რიცხვ- 

ზე და, მაშასადამე, მისი გამოტანა შეიძლება ფრჩხილებს გარეთ მთე– 
ლი ჯამიდან. 

6. თუ დეტერმინანტის ორი სტრიქონი პროპორციულია, მაშინ 

ასეთი დეტერმინანტი ნულია. : : 

მართლაც, თუ პროპორციულობის კოეფიციენტს დეტერმინან- 
ტის ნიშნის გარეთ გავიტანთ, დაგვრჩება დეტერმინანტი, რომლის 

ორი სტრიქონი ერთმანეთის ტოლია და,. როგორც ვნახეთ, ასეთი დე- 
ტერმინანტი ნულია. 

7. თუ დეტერმინანტის მთავარი დიაგონალის წევრები ნულისგან 

განსხვავებულია, ხოლო მისი ზემოთ ან ქეემოთ მდებარე ყველა ელე– 

მენტი ნულია,მაშინ დეტერმინანტის მნიშენელობა მთავარ დიაგო- 
ნალზე მდგომ . ელემენტთა ნამრავლის, ტოლია, 

ცხადია, რომ ნული შეიძლება იყოს დეტერემინანტის ის წევრი, რო- 

მელიც პირველი სტრიქონიდან 0,, მამრავლს შეიცავს, ხოლო მეორე 

სტრიქონიდან ი.ვ ელემენტს (ძა, არ შევა თანამამრავლად, რადგან ის 

იმავე სვეტზეა მოთავსებული, რომელზედაც 0ძ,კ-ია). ასევე. მესამე 
სტრიქონიდან თანამამრავლად შევა მხოლოდ ძევ და ა. შ. ამგვარად 

მივიღებთ, რომ დეტერმინანტის მნიშვნელობა ტოლია მთავარ დია– 

გონალზე მდგომ ელემენტთა, ნამრავლის. თუ ანალოგიურ მდგომა– 

რეობას ადგილი აქეს მეორე გვერდითი დიაგონალის მიმართ, მაშინ 

ტერმინანტის მნიშვნელობა ამ დიაგონალზე მდგომ” მენტთა 
ნამრავლი იქნება, მხოლოდ ნიშანი სათანადოდ. უნდა. შეირჩეს... ტ 

მ. თუ დეტერმინანტის რომელიმე სტრიქონის ყველა ელემენტი 

ორ სიდიდეთა ჯამს წარმოადგენს, მაშინ ასეთ დეტერმინანტს წარმო- 

ადგენენ ორი ისეთი დეტერმინანტის ჯამის სახით, რომლებიც აღებუ- 

ლი დეტერმინანტისაგან მიიღება, თუ პირველში იმ სტრიქონის მაგივ- 

რად, რომელშიაც ორ-ორი შესაკრებია პირ შესაკრებებს ო–- 
ვებთ, ხოლო. მეორეში –– მეორე შესაკრებებს.. ეMკიეებ დეტ 

მაგალითად, ზემომოყვანილი თვისება შემდეგნაირად ჩაიწერება: 

0,+ხ,, 0თაი+ხია 0ძ,ვ+-ხ,ვ 

რა: რი« ძაე 

“ ძე ძეგ შეე 

ხნ, ხო ხე 

თრ 0ძა. ძევ 

ზ 

  

  

რმე ძა ძევ 
    + 

ა.ე 

    

შე, ' მეგ ძვე ძე ძვ ძვე 
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9. თუ დეტერმინანნტის რომელიმე სვეტის ან სტრიქონის ელე- 

მენტებს დავუმატებთ მეორე რომელიმე სვეტის ან სტრიქონის შესა- 

ბამის ელემენტებს გამრავლებულს ერთსა და იმავე მუდმივ რიცხვზე, 

ამით დეტერმინანტის მნიშვნელრბა არ შეიცვლება, 

მაგალითად, 

რე რა ძკ,ვ თ,+ჩ0ი რა+-ჩი: რთ,ე-+ჩთვე 

051 იძ: თიე 

ძვ) ძე: ძევ 

ძუ რმე რევ)“ 

მე ძევ მევ   

    

  
მართლაც, ზემოთ დამტკიცებული თვისების თანახმად დაეწერთ: 

ჟდ-.__._. ჩიე ჩია #ძეავ 

ტ= მვ რია. ძევ 

რე ძვე მძეე - ძე ძევ ძევ 

მაგრამ, თუ მეორე შესაკრები დეტერმინანტის კპირველი სტრიქონის 
ყველა ელემენტიდან საერთო თანამამრავლ #-ს გავიტანთ დეტერმი- 
ნანტის ნიშნის გარეთ, დაგვრჩება ისეთი დეტერმინანტი, რომლის 

ორი სტრიქონი ერთი და იგივეა: როგორი ვნახეთ, ასეთი დეტერმი- 

ნანტი ნულია დაგვრჩება მხოლოდ # დეტერმინანტი. ამგეარად, 
მე-9 თვისება სება მართებულია. 

10. თუ დეტერმინანტის I-ური სტრიქონის ან სვეტის ელემენტებს 

დავუმატებთ შესაბამისად რომელიმე სტრიქონის ან სვეტის ელემენ- 

ტების წრფივ კომბინაციას, ამით დეტერმინანტის მნიშვნელობა არ შე- 

იცვლება. 
მაგალითად, განვიხილოთ იგივე მესამე რიგის დეტერმინანტი 

რიუ რია: ძევ 

  

  

  

  

01 ძუ ძევ 
#= 

““”“ 

ძვ რიე: რევ     
მაშინ, ჩამოყალიბებული თვისების თანახმად 

ძა+თთ,+ჩძეე თ, +- თთ::+ ჩიეე თ,ე-L თთ;ე-+ ჩ თევ 

011 შა: რე 

ძე1 4 რევ ძევ 

მაგრამი თუ მე-8 თვისებას ორჯერ ზედიზედ გამოვიყენებთ, მივი–- 

ღებთ: 

#= 

  

  

მე რთა: თე 

ძე 0აა ძვე + 

ძეყ ძე: 0ევ 

თი რიუ CთCევ ჩიე, ჩიე, ჩიე: 

მე მე მიე 
+ 

მე მე ძევ 

          

  

ძე: ძვა თევ იე შვა თვვ 
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მეხუთე თვისების ძალით კი დავწერთ: 

0 რვ: ძევ! 

თ! ძევ თვ! +ჩ 
მე ძეგ ძეე 

მე 0: რჯ შვ, ძევ ძეე 
#4ტ= +თ 

რიე რივ: ძევ!“ 

ძე რე: მეე 

მა იი ძეე 

ძე ძვ ძევ         

  

უკანასკნელი ორი დეტერმინანტი კი მეოთხე თვისების თანახმად ნუ– 

ლია. ამგვარად, გვრჩება ისევ მხოლოდ .#ტ დეტერმინანტი და ამრიგად, 

მე-10 თვისებაც მართებული ყოფილა. 

§ ნ. მინორები. დეტერმინანტის ელემენტების ალბებრული დამატება 

გთქვათ, მოცემული გვაქვს ი-ური რიგის დეტერმინანტი თუ. 

მისგან გამოვყოფთ ნებისმიერ # სტრიქონს და ამდენსავე სვეტს (”<7) 

მაშინ მათი საერთო ელემენტები შექმნიან #. რიგის მატრიცას. ამ 

მატრიცისგან შედგენილ დეტერმინანტს .აღებულის მიმართ მინორი 

ეწოდება. M-ური რიგის დეტერმინანტს შეიძლება ჰქონდეს მინორები 

დაწყებული პირველი რიგიდან M--1-მდე . 
ვთქვათ, 

--.“ 
.. თის ძეა: .· ძა» 

ტ= · დ 

" 
რო იი: . ძთიი! 

ავიღოთ, რომელიმე თ/L ელემენტი. -4 დეტერმინანტიდან ამოვშალოთ 
ის სვეტი და სტრიქონი, რომელშიც ძი,» ელემენტი შედის. ამის შედე– 

გად მივიღებთ #-–1 რიგის მინორს, რომელიც თ, ელემენტს შეესაბამე– 
ბა. : 

· თუ მიღებულ MI--1 რიგის მინორს გავამრავლებთ C-– 1)" მამ– 

რავლზე, მაშინ მიღებულ ნამრავლს ეწოდება ი,» ელემენტის ალგებ– 

რული დამატება. აღვნიშნოთ იგი /Vჯ-თი. _ 

ალგებრულ დამატებათა გამოყენებით #-ური რიგის დეტერმი- 

ნანტის გამოთვლა შეიძლება. სახელდობრ, ადგილი აქვს შეშლეგ დე– 

ბულებებს: 
“ L დეტერმინანტის მნიშვნელობა მისი რომელიმე სვეტის ან სტრი- 

ქონის ელემენტთა შესაბამის ალგებრულ დამატებებზე ნამრავლთა. 
ჯამის (ტოლია, 

რ 
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"მაგალითად, 

ძე) უო„უყდC-–-–_=__._– 

ძ0ე1 რთ: გზ. თეი! 

#= , =0)14)1+0):4):+ ·-· +ი,ი4,ა= 

ჟ---_ ი 

=ძარი+ 0ირი++-მი4ი=0 4 ,+თარი+ · +ძმი რა: 

მართლაც, თუ დეტერმინანტს წარმოვადგენთ მისი წევრების ჯამის 

სახით და ისეთი წევრებიდან, რომლებშიც მამრავლად შედის ი,/ ელე-' 

მენტი, ფრჩხილებს გარეთ გავიტანთ საერთო მამრავლ ი,ჯ-ს, მაშინ 

ფრჩხილებს შიგნით დარჩენილი გამოსახულება აბსოლუტური მნიშ- 

ვნელობით დაემთხვევა ი,» ელემენტის შესაბამის მინორს. თუ 1(+#ჩ 

ლუწია, მაშინ ფრჩხილებს შიგნით გამოსახულებას და მინორს ერთი და 

იგივე ნიშანი ექნება; თუ (+/ კენტია, მაშინ მათ საწინააღმდეგო ნიშ- 
ნები ექნებათ. 

II, თუ დეტერმინანტის რომელიმე სვეტის ან სტრიქონის ელე- 

მენტებს სხვა სვეტის ან სტრიქონის ელემენტების ალგებრულ დამა- 

ტებებეზე გავამრავლებთ და მიღებულ. სიდიდეებს შევკრებთ, ნულს 
ივიღებთ 

მართლაც, #ტ დეტერმინანტის ური სტრიქონს ელემენტები 

შევცვალოთ ახალი რიცხვებით: ხ,, ხე, ..., ხუ, მაშინ, თუ დეტერმი- 

ნანტს ამ სტრიქონის ელემენტების შესაბამის ალგებრულ. დამატე– 
ბებზე ნამრავლთა ჯამის სახით წარმოვადგენთ, გვექნება: 

ხ 140+ხა 4ტი+ 2 +ხი4ჯი. 

ახლა (L-ური სტრიქონის ელემენტები შევცვალოთ #-ური სტრიქონის 

შესაბამისი ელემენტებით. რადგანაც ახალი დეტერმინანტის ორი 

სტრიქონი ერთმანეთს ემთხვევა, ამიტომ ასეთი დეტერმინანტი იქნება 

-ნულის ტოლი. მეორე მხრივ, როგორც ზემოთ ვნახეთ, დეტერმინან– 

ტის მნიშვნელობა იქნება: 

' ძიატრის+0»M:4/,+ .. » L+ძსა/ტი. 

მაშასადამე, ნული ყოფილა დეტერმინანტის რომელიმე სვეტის ან 

სტრიქონის ელემენტთა სხვა სვეტის ან სტრიქონის ელემენტთა შე- 

საბამის ალგებრულ დამატებებზე წამ4,ავლთა ჯამი. 

§ 9. ლაპლასის თეორემა 

ვთქვათ, 4) დეტერმინანტი ი-ური რიგისაა ღა მიხგან შევარჩიოთ 
# ური რიგის მინორი. #-ური რიგის დამატებითი მინორი ვუწოდოთ 

24%.“



#-ჩ რიგის ისეთ დეტერმინანტს, რომელიც # დეტერმინანტისგან მი- 
იღება იმ # სტრიქონისა და # სვეტის ამოშლით, რომლებთაგან თავი–- 
დან შერჩეული #-ური რიგის მინორია შედგენილი. #-ური რიგის მი- 

ნორის ალგებრული დამატება ვუწოდოთ დამატებით მინორს გამ- 

რავლებულს (“კნინი ის“ 4+ჩ -ზე, სადაც (ენ, 

“ა წი /0 I... არის # დეტერმინანტის იმ სტრიქონების და სეე- 
ტების ნომრები, რომლებისგანაც #-ური რიგის მინორია 'მედგენილი. 

დავუშვათ, გეაქვს მეექვსე რიგის დეტერმინანტი 

0 ძა: რე ძეა ძნ ძა 

მაე, მეა მიე რძაეჯ მძიაე ·მეიგ 

მვ შე: რეე, მეკ რვა რელ). 

რა) მკა მკვ ძმაა მან თვი 

ძა) ლთძაი 0ძ0ხვ რთ5, 05 056 

იი. ძი: ძევ Cიკ რვა 0ი% 
აქედან შევარჩიოთ მესამე რიგის მინორი 

01 იმე რთი 

ძე შვე რეგ |” 

იე (კე მ.ა 
მაშინ ამ მინორის დამატებითი მინორი იქნება 

რა: რიკ #26 

  

  

იხ ძა C:§5 
იკე რძეა 065 

ხოლო ალგებრული დამატება იქნება 
  

რუე 0ეა მია ძმა: მეგ 025 
(=–1)1+1+6+1+1+4 = 

რავ: რე. 056 რაა რაა რაა 

მეე 0. რეს რია ძია ძი: 

ლაპლასის თეორემის შინაარსი შემდეგმი მდგომარეობს: ვთქვათ, 
# ური რიგი # დეტერმინანტში შეწარჩიეთ # სტრიქონი, მაშინ ამ 

სტრიქონების შემცველ #-ური რიგის მინორების თავიანთ ალგებრულ 

დამატებებეზე ნამრავლთა ჯამი გვაძლევს ტ-ს. 

მაგალითად, ვთქვათ, მოცემულია 

..__-_ 

  

    

  

რეე თვე ძევ 0ეგ 0: 

#ტ=”) ძე მეა ძევ ძეგ ძეა |, 

იი რია 0კაე 0.4 ძან 

რიე) რია ინე 0აა 0: 
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მაშინ, თუ შევარჩევთ პირველ ღა მეოთხე სტრიქონებს, ლაპლასის 

თეორემის თანახმად დავწერთ: 

28 

#= 

  

  

  

    

  

  

  

  

ძი. 

C21 

(74 + 1 

94 

თ, + 

ი. 

ძ. + 

0ა) 

02 + 8 

ძა 

თ + 

ია 

ძ + 12 

.. 

თვ + 1: 

ია 

თ + 3 

(21 

ძ + 14 

იი.   

0ძავ 0აა 0%ი 

  

  

  

  

  

ძ · 

თ, (-))ეშ? | ცვ ძე, ძე, | + 

4. მავ მეე რ 

თე ' (მეგ რიკ 0 

ძ (ექო 2. ძა, ძე, | + 

ი იხე 0: 056 

თ... ძმავ რევ 0ინ 
” (–1)1+4+:+4 ძევ შეე “ეგ + 

4 იგ მაე ძია 

ის იავ ძმავ: რაკ 
_ __)31+4+1+6 

ძ C–ა მეე: რევ შვა + 

“ რეგ ძი რი–- 

ძე მეე) 0ეკპ ძე 
” (––1)!+4+2+13 თ, ძეს შეს +L 

4ვ 
ძ:1 “0აა რა, 

თ. · რუე რიე რე 
_ 151444944 

თაა CI) თვ რძე თვს + 

0: რევ რან 

ძ ა რე ძა ძეა 

ი, ლეები თვე · ძე: ძეც + 

+ რეე ძყე მაგ 

მეე რიე: რძ#X% 
904 C  1)1+4+9+ 

  
ი ა 

თე) 0: რან 

ძ.. მეე მშე: რეკ 
14+1+3+6 

ი CI) -..... 

რ“ იძე რიხი მყა 

ძ., 0: რილი ძევ 
1 § 

C–-1)1შ4%44 ძევ ძე: ძევ 
რტ    



ვთქვათ, გვაქეს შვმდეგი დეტერმინანტი: 

თ) 0» 0 0 0 

ძე ძეც 0 0 09 

რ= ძე: ძევ ძევ რეკ მეგ |, 

ნე რძაგ თკ ძმაა 04 

ქუქეექბვეს-–“. 

მაშინ ლაპლასის თეორემის ძალით გვექნება: 

        

„Iმვვ რძეა ითM% 
ტ= |?) 09. 

ი ძ..I. იკე მაა რკ! 
201 რა |. აი ქც 

ხე რ-ი იი, 

ცზადია, რომ პირველი ორი სტრიქონის დანარჩენი მინორი ნულის 

ტოლი ხდება. 

§ 7. ი-უცნობიან ბგანტოლებათა სისტემის ამოსსნა 

ვთქვათ, მოცემულია # წრფიე განტოლებათა სისტემა ი უცნობით 

თ,1X1+01:X2+ .. +ძ,ეიXა=ხ), 

თა. + თ.ა X:+ ·.. +ძაა»Xი=ნხე, 
· 

ჟუჟუ"""''”'!!''”' ' 
1 

ძიეXI+თა:X-+ ·.· +იძაგიXა=ხი. 

(0.1) სისტემის თითოეული განტოლება გავამრავლოთ სათანადოდ 

ური სვეტის ალგებრულ დამატებებეზე, რომლებიც შედგენილია ამ 

სისტემის უცნობთა კოეფიციენტებისგან და მიღებული განტოლებანი 

წევრობრივ შევკრიბოთ. გვექნება: 

(თ,)4)|+ძა,4VI+ » + · +0ი,#ტ»ე0X,+ 

+(თა:ტ,+ძა:4!+ =>. +ძი:4# დი#0X-+ 

+“ აიი დაი. ....-....+ 

+(ძ,რს+ძ:ტ+ + ·.. +094»ი)X+ 
+“-ტი.ა ა.ა... .რთ....... ..+ 

+(ძიიტყ)ყ+ძა..ტ4ს+ „–_.. –+ძთძიაატი)Xგ= 

=ხ,4,,+ხ:ა#ტVI+- ი ია. +ხიატი 

როგორც ზემოთ ვნახეთ, თუ რომელიმე 'სვეტის ან სტრიქონის ელე- 

მენტებს შესაბამისად გავამრავლებთ სხვა რომელიმე სვეტის ან სტრი- 

ქონის ელემენტების ალგებრულ დამატებებზე და მიღებულ ნამრავ– 
ლებს შევკრებთ, მივიღებთ ნულს. ამიტომ (7.2) განტოლების მარცხე–



ნა მხარეს მდგოშე. > უცნობთა კოქფიციენტები, გარდა X-ისა, ·იქნებიან 

ულის ტოლი და, მაშასადამე, დაგვრჩება 

(რო/რტს+ძა4X+ 9« « ი+ძ»,4 »,))X, = 

=ს,4ყ+ხ.#ტ+ “2 ი+“ნა4რი: (7.3) 

აქ X-ის კოეფიციენტი არის უცნობთა კოეფიციენტებისგან შედგენილი 
დეტერმინანტი, ე. წ. სისტემის დეტერმინანტი, რომელიც აღვნიშ- 

ნოთ სხ-თი, ხოლო მარჯვენა მხარე წარმოადგენს იმავე სისტემის დე- 

ტერმინანტს, რომლის I-ური სვეტი შეცვლილია თავისუფალი წევ- 
რებით. ეს უკანასკნელი აღვნიშნოთ #M,-თი, მაშინ დავწერთ 

სXIX,=0M;; (7.4) 

ან, თუ X/#ბ მაშინ 

წვე ,კ=->+, 7.4 ჯ (7.4) 

5 

სადაც 1=1, 92, ..., #. 

მიღებული (7.4) ფორმულა“ პირველად კრამერმა მიიღო და ამი- 
ტომ მას კრამერის ფორმულებს. უწოდებენ. ანალოგიური ფორმუ- 
ლები ჩვენ მიღებული · გვქონდა ორ და სამუცნობიან განტოლებათა 
სისტემების ამოხსნის დროს. , 

ცხადია, ამონახსენს რომ აზრი ჰქონდეს, სისტემის დეტერმინანტი 
ჩ უნდა იყოს ნულისგან განსხვავებულია ; - ' 

ამგვარად, (7.4) კრამერის ფორმულები გვეუბნებიან, რომ #-უც- 
ნობიანი # განტოლებათა სისტემის: ამონახსენი უდრის წილადს,. რომ- 
ლის მნიშვნელია სისტემის დეტერმინანტი (რომელიც განსხვავებულია 
ნულისგან), ხოლო მრიცხველი, მაგალითად, XL უცნობისთვის იქნება 

იმავე სისტემის დეტერმინანტი, რომლის #- ური სვეტის ელემენტები 

შეცვლილია თავისუფალი წევრებით. 

§8. უსნობთა ბამორიცსვის ბაუსის მეთოდი” 

თუ განტოლებათა და უცნობთა' რიცხვი I საკმაოდ დიდია, მაშინ 
კრამერის ფორმულებით სარგებლობა ბევრ და ხანგრძლივ გამოთ“, 

ვლებთანაა დაკავშირებული. ამიტომ ასეთ შემთხვევამი ხშირად მი– 
მართავენ უცნობთა გამორიცხვის მეთოდს, რომელიც გაუსის მიერ 
იყო დამუშავებული. , ' 
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განვიხილოთ /I-უცნობიანი განტოლებათა სისტემა 

0,1M,+0,:X,+ « იLი,აXი=–ხ,, 

0ე,X,++-ძ:აX-+ §9» ი+იძაიჯი=ხ., (8.1): 

. ვაუ“... 

ძი.X.+ძთძიაXა+ ი ი ·-+06.იXი=წნ». 

როგორც ცნობილია, ჯერ კიდევ ელემენტარული მათემატიკის კურსში 

ამ .სისტემის ამოსახსნელად რომელიმე ერთ-ერთი განტოლებიდან გან– 

საზღვრავენ X, უცნობს და მის მნიშვნელობას ჩასვამენ ყველა დანარ- 

ჩენ განტოლებაში. ღებულობენ #.–- 1 · განტოლებას ', –-– 1 უცნობით. 

შემდეგ ასევე განსაზღვრავენ ერთ-ერთიდან X;-ს, ჩასვამენ მიღებულ: 

მნიშვნელობას დანარჩენ განტოლებებში და ღებულობენ #-–- 2 გან- 

ტოლებას # –– 2 უცნობით და ა. შ. განისაზღერება ჯ„ უცნობი, ჯ„-ის 

მნიშვნელობა ჩაისმება წინა ორუცნობიან განტოლებათა სისტემაში 

და განისაზღვრება X-_ჯ და ა. მშ. X, უცნობი. 

პირველ რიგში განვიხილოთ ე. წ. „სამკუთხა“ განტოლებათა სის- 

ტემა, რომელსაც შემდეგი სახე აქეს: .. 

'თე1X,+0ძ,აXა-+ . · ·+თიXჯი=ხე, | 
% 

ძ:ე-X-+ %L L«.+ძაიXი=ხნ., 
(8.2) 

) | ი«-დ.ტია 2 – , 

: ს C+>/, უ 0იიX»=ხ», | ' 

სადაც 'ძ,#0. ამიტომ, რადგანაც ასეთი · სისტემის დეტერმინანტი 

-ს=0,ეძევ...თით», ცხადია, ის განსხვავებულია ნულისგან. ეს კი იმას. 

ნიშნავს, რომ: (8.2) სისტემა განსაზღვრულია. 

(8.2) სისტემის უკანასკნელი განტოლებიდან დავწერთ: 

' ხ, 
Xგ=   (8.3) 

რძიი 

Xი-ის მიღებული მნიშვნელობა ჩავსვათ (8.2) სისტემის 'უკანასკნე- 

ლის წინა განტოლებაში. მივიღებთ” 

  

ხ 
რი Iო-1 ბი. 40ი- =ხი.), 

იი 
საიდანაც 

ხი.) _ 2-ს ხი 

-X...=- თოი 

> რთი-1, .-1 ' 
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ამგვარად, თუ მივყვებით ქვემოდან ზევით, ჩვენ შეგვიძლია განვ- 
საზღვროთ სისტემაში შემავალი ყველა უცნობი, 

ახლა ვნახოთ, თუ (8.1) ჩვეულებრივი სისტემიდან, როგორ შეიძ- 

ლება მიეიღოთ (8.2) სამკუთხა სისტემა, , 

ვიგულისხმოთ, რომ ი,#0; პირველი განტოლება გავამრავლოთ 

_.9%%ე და მიღებული დავუმატოთ მეორე განტოლებას, მაშინ მე– 
ი. 

ორე "განტოლების მაგივრად გვექნება შემდეგი წრფიეი განტოლება: 

(«- 415 | X-+ («– 45 ++ 

11 

+ ( ძეგ–- -91ი 22). დო #.=ხ, –- 20101 , (8.4) 
თ11 01 

ანდა, რაც იგივეა, 

(ძევრევ –– თ,:0:))Xვ-L(0,10ევ ––- ძ,3C;) Xვ-L- 

+ «ი» -+(თ,რი –- 0ი0ე))Xგ=0;ხე –– თენ. (8.5) , 

ეს უკანასკნელი განტოლება ჩავწეროთ შემდეგნაირად: 

      

  

  

თ): ძვ, X + იე რთუ + –_ თით. როი თ. 

თ. ძე რი ძევ მე Cთვი 

= თ) | (8 ტ 

ძე წე 

  

სავსებით ანალოგიურად პირველი და მესამე განტოლებებიდან მივი« 

ღებთ: 

  

  

  

  

  

თკ ძ ძე ძ ი ძი» 1L 2) >–.–– 

იე) შვე რვ ძვვ მე ითვა 

რთ) ხ, | . (8 7) 

ძე ხვ | 

  

და ა. შ. 
საბოლოოდ მივიღებთ განტოლებათა სისტემას, რომლის მხოლოდ 

პირველ განტოლებაში შედის X, და დანარჩენებში არა. 

სავსებით ანალოგიურად, როგორც X, გამოვრიცხეთ ყველა გან- 

ტოლებიდან, გარდა პირველისა, ასევე, გარდაქმნილი სისტემის პირ- 

ველი ორი განტოლების გარდა, სხვებისგან გამოვრიცხავთ Xა-ს და ა. შ. 

რის შედეგად ბოლოს. და ბოლოს (8.1) განტოლებათა სისტემა გადა: 

იქცევა სამკუთხა სისტემად. 
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მაგალითისათვის განვიხილოთ შემდეგი განტოლებათა სისტემა და 

ამოვხსნათ გაუსის მეთოდით: 

2X+3ყ –– 27+1 –– 4(= –- 3, 

X-–– ყ+32--– 1+2ყხ=1, 

3X –– ყ+22+51 –– 3ჰV=1, ' 

_ 2X+-2ყ+32-1 –- ((=0, | 

X-––- ტყ-–-– 72+31--– 2/= ––2. I 

პირველი განტოლება დავტოვოთ უცვლელად, ზოლო დანარჩენი გან- 

ტოლებანი შემდეგნაირად გადავწეროთ: 

      

    

    

| არე +) + 2I-–< IL. ,I 
(1 4-6 2I%0 + ა“ ,, 
2 2MM 1 11%)“ I“ 2 ი 

შ8=8. ე I-ს =2I“-|, =; 
ანდა, თუ დეტერმინანტების მნიშვნელობებს ჩავსვამთ, დავწერთ: 

2X+3Vყ –– 22+1 –– 44(=-–-3, I 

– §ყ+ზ?2 –- 3/+80=5, 
– 11ყ+102-+7/+6#4=11, | 

ზ 

– ყ+52+0/+3ი=2, 
–-11ყ+0 . 2+51+0.4ყ=-–-1. 

მიღებული სისტემის პირველი ორი განტოლება დავტოვოთ უცევ- 

ლელად, ხოლო დანარჩენები ანალოგიურად შემდეგნაირად ჯავწე– 

როთ: 

--5: 8 - “4 –5 8 –5 5 
2+ == , 

–11 10 –-11 7 –11 6 I--11 11 

-5 8 –5 აე –5 5 
2 #(= 

3 -+I_ 9 'I ს ვI“_, · --1 
-5 3 –5 8 –5 5 

(+ #= · 
--11 მაა“ –-11 ი) == 

ვვ



ანღა ჩვენი სისტემა მიიღებს შემდეგ სახეს: 

2X+3ყ –– 27+I! –– 44=-–-3შ, I 

–5ყ+82 -–- 31+8Vყ=5, | 

192 –– 34/+29V=0, ჯ 

–-177 ––- 3/ --– 7/|I-=--10,. | 

442 –– 291-+-44V=30. ) 

ახლა კი მიღებული სისტემის პირველი სამი განტოლება დავტოვოთ 
უცვლელად და დანარჩენი ორი წინას ანალოგიურად გარდავქნათ: 

_ ვ4 ' : 19 ვ I/-| 19 4. ა 0 I 

--17 –-3 17 –7 501 

19 – 34, I19 2) _)19 0 
| 44 -–-29 44 44 |“ 30 

თუ მიღებულ დეტერმიხანტებს გამოვთვლით და სათანადო მნიშვნელო– 

ბებეს შევიტანთ, ჩვენი სისტემა მიიღებს შემდეგ სახეს: 

2X+3ყ –– 22+! –– 4/=-–-31, –“ – 

/-–5ყ+ზ82 -- 3/+8V0=5, 

192 -–– 34/-L29/((=0, 

– 127/-L720=--38, | 
189! –– 88ი=114.' I 

ახლა კი უკანასკნელი განტოლებიდან გამოვრიცხოთ I უცნობი“ 

– 127 . - 127 –-38 
189 | 189 –-88 114 

ან, რაც იგიქეა, · 

2432((=7296 

ანდა ს 

V«=3. 

ამგვარად, საბოლოოდ მივიღებთ შემდეგ სამკუთხა სისტემას: 

2X+3ყ –- 22+! ––- 4სყს=-–-1, 

–-5ყ+ზ8ზ2 –- 3/14+-8ყს=5, " 

192 ––-– 341-+-29” =0, 

127/ –– 720=38, 
„M=3ა»ა 
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თავი 1) 

მატრიცები 

§ 1. წრფივი გარდაქმნები 

ზოგიერთი ამოცანის ამოხსნის დროს ხშირია შემთხვევა, როცა 

განტოლებაში ან განტოლებათა ' სისტემაში შემავალ უცნობებს გამო– 
სახავენ სხვა ახალი უცნობებით. ძველი უცნობებიდან ახალზე გადას- 
ვლა ხშირად ხდება განტოლებათა სისტემის მოცემით, რომელიც ერთ–- 

მანეთთან აკავშირებს ახალსა და ძველ უცნობებს; მას ცვლადთა 

გარდაქმნას უწოდებენ. ასეთ გარდაქმნათა შორის ერთ-ერთი ყველაზე 
მარტივია ე. წ. წრფივი გარდაქმნა. 

ცვლადთა წრფივი გარდაქმნა ეწოდება X,, X,..., X ცვლადთა სის- 
ტემიდან Vყ,, Vყი,.- წყ» (ჰპვლადთა სისტემაზე გადასვლას, რომელიც 

შემდეგი დამოკიდებულებებით განისაზღვრება:, , 

X.=0,ს)+ი0აყა+ · ·+თთიიყი" 

X:-==0:)ყ1+0თ::ყ-+ · ·+ძ-იყიო, ტ.I) 
“ად. ' · ' 

Xა=0ი)სე+-ძი:ყე+ . . ·++მით9Mი, 

"სადაც C// C=1, 2, » 3”, 1=1, 2, ა ია მუდმივი კოეფიცი- 

' ენტებია. ' 

მაგალითად, კოორდინატთა სისტემის გარდაქმნა კოორდინატთა 
ღერძების დ კუთხით მობრუნების შედეგად იქნება წრფივი გარდაქ- 
მნა. სახელდობრ, წერტილის ძველი კოორდინატები X და ყ, ახალი 

კოორდინატების Xჯ? და ყ”-ის მიმართ შემდეგ წრფივ დამოკიდებულე- 
ბაში იქნებიან: 

X=X%05დ –– სყ 5(Iდ, 

ყ==X 5(I1დ-+ყ”605C. 
' 

(1.1) წრფივ დამოკიდებულებას ფაქტიურად უცნობთა წინ მდგო- 
მი კოეფიციენტები განსაზღვრავს. შევადგინოთ ამ კოეფიციენტები- 

საგან შემდეგი ცხრილი: ა 

რე თვ «.«.·. რით 
0: მეგ +.-9. ძი 

95 3 9 X» «4 852454 

0 ძიე .ა მიი 
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შევთანხმდეთ და ამგვარ ცხრილს ჩასმულს მრგვალ ფრჩხილებში 

ვუწოდოთ მატრიცა. ამგვარად, გვექნება ' 

მე მი. -ძ0თი 
ძა ძევ < · - მიი #4= 21 23 

ძი ში: 8 7 ·0ითი 

მატრიცა. თუ ცნობილი იქნება 4 მატრიცა ამით გვეცოდინება (1.1) 

წრფივი გარდაქმნაც.. 

4. მატრიცას # სტრიქონი და /I სვეტი აქვს. იმ შემთხვევაში, რო- 

დესაც #=/, გვექნება კვადრატული მატრიცა. პირველ რიგში გან–- 

ვიხილოთ სწორედ კვადრატულე მატრიცა და ვაჩვენოთ მისი რამდე- 

ნიმე თვისება. ჩვენ მიერ დაწერილ # მატრიცს, ექნება I სტრიქონი 

და ი! სვეტი, საზოგადოდ, ორი მატრიცა ტოლია, თუ მათი შესაბამი- 

სი ელემენტები ერთმანეთს ემთხვევა. 

ვთქვათ, რაიმე წრფივი გარდაქმნის შედეგად გვაქვს კვადრატული 

მატრიცა 

ძე წვ. .თ» 

ი ი · «ძი 4= ი რია ით |, 
· . ; · 

0. 0» · 0»ი» 

რომელსაც X,' უცნობებიდან გადავყავართ ყ; უცნობებზე ((=I, 2, 

.·. .» ი). ვიგულისხმოთ, რომ მეორე 

· ხს ნა · · ხ, M 

8= ხე, ხხ. : ხი 

ხნა ხი ·ხიი 

კვადრატულ მატრიცას V;, უცნობები გადაყავთ 7 უღცნობებზე. ისმება 
კითხვა შეიძლება თუ არა, ვაწარმოოთ ისეთი წრფივი გარდაქმნა, რომ 
XI უცნობებიდან პირდაპირ გადავიდეთ 2, უცნობებზე. ე. ი. ჩვენ უნ- 

და ვიპოვოთ ისეთი C მატრიცა, რომელიც განსაზღერავს X, უცნობთა 

2, უცნობებზე გადასვლას. ცხადია, გვაქვს: · 

X|==0,ყ)+ Cთიყა-L ·-+თ;იყი, . I 
(1.2) 

ყ,=ხ,,2,+ხ/:2:+ .-+ხ,ი?ი, 
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საიდანაც 

X,=0,(ს,,2|-+ხ,ე72:+ ," «-+ხ,ი?2ი)+ 

–+თ,:(ხა,2,+ ხ:.2,+ ·+ხეი2ი)+ 

C –+ძ,ი(ხი,2.+ხი:2:+ .·+ხაიი?,) · (1.3) 
ა 

X=(ძ,,სც-+ძ,ხ., + '- ·+ძ;ინი,)2-L 

1 (6იახაა1-ი(გხჯ:+X- 1. ·+ძ,ახი:)2:+ 

+(თიხ,ი+ძ,ხ.ა.+ · '"+თ,ახ,ი)2ი. ძ.4) 

მ: - ახლა. გასაგებია, თუ როგორ უნდა შევადგინოთ C მატრიცის ელე- 
ენტები: 

C,)=000)1+ თენ, + ·+თძ,იხი, 

რ - ძენ 1 ძიხჯ!- · 21 მიხო» 

ი,=ძახ+-თან+ 1 +თახი/. (1.5) 

შევთანხმდეთ .და C მატრიცას ი ვუწოდოთ # და 8 მატრიცათა ნამრაე- 
ლი, თუ C-ს ელემენტები გამოისახებიან (1.5) ფორმულის საშუა- 
ლებით. 

ამგვარად, # და 8 მატრიცათა ნამრავლი ეთანადება წრფივ გარდა- 

ქმნას, რომელიც ტოლფასია, მიმდევრობით ორი წრფივი გარდაქმნის: 
პირველი # მატრიცით,, მეორე კი 8 მატრიცით. ამას სი მბოლურად 
შემდეგნაირად ავწერთ: 

C=#48. (1.6). 

საზოგადოდ, 
48#8#4, (1.7) 

ხოლო 

48C=/4(8C)=(48)C. (1.8) 
C მატრიცის «C,, ელემენტის მისაღებად საჭიროა ავიღოთ /# მატრიცის 

L-ური სტრიქონის 8 მატრიცის I|-ური სვეტის შესაბამის ელემშენტებ- 

დე წყვილ- -წყვილად ნამრავლთა ჯამი (ი,ჯ ელემენტის შესაბამისი იქ- 
ება ხე. ' 

ვთქვათ, მაგალითისათვის გვაქვს მატრიცები: 

რიე.) 0)... თე ––..·. 

აეგეგეასასას” ა” . 
ძვ ძვე ძვე ხე ხე: ხვე 

CI) 6. C3 

C=| C., თა თე |» 
0) '6ვკ Cევ 
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მაშინ C მატრიცის ელემენტები შემდეგნაირად გამოისახება: 

C,1=0,10,1--0)ესე|+0ძ,ეხე), 

თფა=0,))ხეე+-თ,ეხა:+ 0,ვხვი, 

0ევ=შ,)სეე+ რეახეე-L რკეხეე, 

Cე1=0ე,ხ),-++ძ--0:1+ ძეეხე,, 

Cეი= 01013“ ძეცხვე-+ძევნეა, 

0C:ვ==0ე;ხე“+ ძევხივ-L ძევხეე, 

0Cვ1==0ე;ხ11-L ძევს: ++ ძევხე), 

Cვე= ძე:მ)ი“L ძეენკგ+ ძევხეი, 

Cევ== 0ეჯხკე“L შეენჯე+ ძევნევ. . 

§5, მოქმედებანი მატრიცებზე 

მატრიცებთან დაკავშირებით შემოვიყვანოთ რიგი საჭირო განსაზ- 

ღვრანი: ' 

1. დიაგონალური მატრიცა ეწოდება ისეთ 'კვადრატულ მატრიცას, 

რომლის ყველა ელემენტი, რომელიც მთავარ დიაგონალზე არ მდება- 

რეობს, ნულის ტოლია. 

მაგალითად, დიაგონალურ მატრიცას შემდეგი სახე აქვს: 

0,1 9 0 

0 თძე,,9 0 

0 0. ბ თძაი 
ბ 

2. ერთეული მატრიცა, ეწოდება ისეთ დიაგონალურ მატრიცას, 

რომლის მთავარ დიაგონალზე მდგომი ყველა ელემენტი ერთის ტო- 

ლია. 
ერთეული მატრიცა, რომელსაც -თე აღვნიშნავთ, შემდეგნაირალ 

ჩაიწერება: 

1 ·70 0 

8=I19 1909 _–. 

0 0 0 1 

ადვილად შეიძლება იმის შემოწმება, რომ როგორიც არ უნდა იყოს. 
კვადრატული მატრიცა #, თუ ის იმავე რიგისაა, რა რიგისაც არის #6, 

მაშინ - 
4#45=6ს/=/#. 
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3. კვადრატულ მატრიცას ეწოდება გადაუგვარებელი, თუ მისი შე– 

საბამისი დეტერმინანტი არ უდრის ნულს, წინააღმდეგ შემთხვევაში 

მატრიცა იქნება გადაგვარებული. 

თუ რომელიმე მატრიცის ერთი სვეტის ან სტრიქონის ელემენტე- 

ბი ნულია, მაშინ ასეთი მატრიცა, ცხადია, იქნება გადაგვარებული. 

პირიქით გარემოებას შესაძლებელია ადგილი არ ჰქონდეს. შესაძლე- 

ბელია მატრიცა გადაგვარებული იყოს, მაგრამ მისი არც ერთი სტრი- 

ქონის და სვეტის ყველა ელემენტი არ იყოს ნულის ტოლი. 

თუ გვაქვს ორი მატრიცა: # და 8, რომელთა ნამრავლია C, მაშინ 

მათ შესაბამის დეტერმინანტთა ნამრავლი ტოლი იქნება C-ს ”შესაბა- 

მისი დეტერმინანტის: 

|CI=)4I1I 8I. 

ცხადიას, რომ მატრიცათა 'ნამრავლი მაშინ იქნება გადაგვარებული, 

თუ ერთ-ერთი თანამამრავლი მატრიცა გადაგვარებულია. 

4. ეთქვათ, მოცემულია # მატრიცა და # რაიმე ნატურალური რი- , 

ცხვი, მაშინ 

4"=#-4 . . .4 
>>_. 

„M-ჯერ 

გამოსახულებას ეწოდება # მატრიცის M#-ური ხარისხი. 

ადვილად შეიძლება შემოწმება. იმისა, რომ 

#4”. /#”= ქი+თ, 

დიაგონალური მატრიცა, რომ ავახარისხოთ რაიმე ხარისხში, მისი 

მთავარი დიაგონალის ყველა ელემენტი უნდა ავახარისხოთ იმავე ხა- 

რისხში. 

მაგალითად, 

9 0 00%" 09090 
ი ხ00ს _/0ხ"00 
0009 ,'I99 0.9 

0.0 0ძ 0.0 0 ძ” 

მართლაც, 

2000C/ი000 09.0 0 0 
ი ხ.0 0 0 ხ. 0 0) _(/0 ხ?.0 0 

00 “C< 0IL900 ი 0/ (L0 0 2 0 
000 ძ 0.0 .0 “| 0 0 0 ძ: 

ვ9



და ნებისმიერი #-თვის გვექნება: 

90 00% /2. 0 0 CV I /თ2#0 0.0 
0 ხ"00 |(/0 6 00)./0 #940 0 
0 0-0 I(00-%0 0 0 24940 
0 00 იძ/ M990:0ძ 0.0 0 «ძM 

აგრეთვე, თუ გვაქვს რამდენიმე დიაგონალური მატრიცა, მაშინ 

მათი ნამრავლი მოგვცემს ისევ დიაგონალურ მატრიცას, რომლის 

მთავარი დიაგონალის ელემენტები თანამამრავლ მატრიცათა მთავარ 
დიაგონალზე მდგომ შესაბამის ელემენტთა ნამრავლის ტოლი იქნება. 

მაგალითად, ვთქვათ, 

3-2 3 4 
#04= 8= 7!, (2 (ე)ლთ 5-6. 
6=48- (011 0-0)=( 2) 

15-––8 20--20 7 0 

აგრეთვე, ვთქვათ, 
0 5 21 2 

= 8= , 

(5.2) შ (', ი) 

მაშინ 

> 
მაშინ 

C-#8-(9- აიბი (-ა ი). 
3-2 640 1.6 

ვთქვათ, ' 
/( «6 2) 3 –-4 

მაშინ 

რირი 210 2)-4C7 გ)- 
# (3 –9 ი) (» 2ი, 

ვთქვათ, მოცემული გვაქვს რაიმე #4 მატრიცა და # მუდმივი რი- 
ცხვი, მაშინ მათი ნამრავლი იქნება ისეთი 8 მატრიცა, რომლის ელე– 
მენტები იქნება 4 მატრიცის შესაბამისი ელემენტები, გამრავლებუ– 

ლი ჩ მუდმივ რიცხვზე. , 
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მაგალითად, ვთქვათ, 

და #=4, მაშინ 

532 20 12 8 
8=ჩ4=4 1 ვI=| #4. 6 12 I. 

–14 1 –4 16 4 

ცხადია, რომ თუ მატრიცის ყველა ელემენტს აქვს საერთო მამრავ-. 
ლი, მაშინ მისი გამოტანა შეიძლება მატრიცის ნიშნის გარეთ, 

აგრეთვე, ცხადია, რომ თუ რაიმე მატრიცას გავამრავლებთ ნულზე 
მივიღებთ ისეთ მატრიცას, რომლის ყველა ულემენტი ნულია, ე. ი. 

მივიღებთ ნულოვან მატრიცას. 

ვთქვათ, 4 და 8 ერთი და იმავე რიგის მატრიცაა,მაშინ მათი ჯამი 

C იქნება ისეთი მატრიცა, რომლის ელემენტები #4 და 8 მატრიცათა. 
შესაბამისი ელემენტების ჯამის ტოლია. 

მაგალითად, ვთქვათ, 

1.2 .4 ჩ (05 7 

4=|5 1 3). 8= 12 2|, 
ჯ 4-2 3 –2 3-4 

1 7. 11 

C=4+8= 6 3 5 I. 
V2 1 –1 

ცხადია, რომ რაიმე # მატრიცას რომ დავუმატოთ ნულოვანი მატ– 

რიცა, მივიღებთ იგივე #4 მატრიცას. 

მატრიცებზე მოქმედების დროს ადგილი აქვს შემდეგ კანონებს: 

4+8=8+4 

მაშინ 

და 

(4-+ 8)C=#C+8C 

#4 მატრიცის და --1 რაცხვის ნამრავლი გვაძლევს -- 4 მატრიცას.- 

ცხადია, რომ . 

სადაც 0 აღნიშნავს ნულოვან მატრიცას. 
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ორი, # და ჩ, მატრიცის სხვაობა განისაზღვრება, როგორც # და 

8 მატრიცათა ჯამი. სახელდობრ: 

#4-- 8=/+C–8). 

როგორც ვიცით, ურთიერთშებრუნებული · რიცხვები ისეთებს 

ეწოდებათ, რომელთა ნამრავლი ერთის ტოლია 

ი... ცი-+=1, 
(#4 

ასევე ანალოგიურად განიმარტება შებრუნებული მატრიცის ცნებაც. 

თუ # რაიმე მატრიცაა და ნ კი ––ერთეული მატრიცა, მაშინ, რო- 

გორც ვნახეთ 

45=68#4#4=/. 

აქ 6 ასრულებს იმავე ერთეულის როლს მატრიცათა ალგებრაში, რა- 
საც ერთიანი ასრულებს ჩვეულებრივ ალგებრაში. 

ვთქვათ, 4 რაიმე მატრიცაა, მაშინ 4-ს შებრუნებული მატრიცა 

აღინიშნება 4 “-1-ით და მართებულია ტოლობა: 

4“ 14=#. 

ცხადია, რომ თუ 4 გადაგვარებული მატრიცაა, მაშინ #-1 შებრუ- 
ნებული მატრიცა არ იარსებებს. · 

ვთქვათ, 
'/ძეე ძა. 01» 

4=)! 0: მი რ» 

ძა) რთი: + #იოი 

მაშინ #-ს მიმართ „მიკავშირებული“ მატრიცა ვუწოდოთ 

4ა 4% #4») 

#49 #4 4» #4% 

როთი ძა» .- რი 

"მატრიცას, სადაც /#,, არის ი,, ელემენტის ალგებრული დამატება 
L4|) დეტერმინანტში. 

თუ # გადაუგეარებელი მატრიცაა, მაშინ მისი შებრუნებული 
· 

მატრიცა იქნება + და ასეთი მატრიცა იქნება ერთადერთი და ის 

"აღინიშნება ,1 “1-ით 
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ძართლაც0, ცხადია, რომ 

/ რ 4» – 4» 

I4I I4! #4 
4" _ 4: 4: _4ი 2 

მი I 40 (ი. I4| 2.) 

#» იი. – 4. 

I4) I4... I 

ვაჩვენოთ, რომ სწორედ ეს იქნება # “1 შებრუნებული მატრიცა. 

(2.1) ტოლობის ორივე მხარე გავამრავლოთ /# მატრიცაზე, გვექ–- 

ნება: 

  

  

/ #ს. , #., 4, 

|4I I|4|) I4I 
0. 0... შა 4. 4» ტია: ტი ..ძ ე). _(10- ... _ – > 

4. =I 911 0 ი IტI |#4| LI4I = 
|4 I ია. ..იითიიიეიოი . . . . 

რთი1 თრუვ: ' წრი» · 4" #4» 4” 

I4რ V4I L4 I 

1 1 

/2 (თ,4ე1+0,:+“ 
4ეე+ “თ ი4ეი) კერატი +თარა!: 

·-4+თირიი):'' 

1 
> (ძ::04):+თ::+/4ია'.7+იაა4ეი) წმეავესი +ძი:4ტა+..+ძარეი)''” 

( 

თ (ძიე4#4.+ძი:4ტ4,ა+“./+0იირაი აერორ ჯ3+0ი:ტაე+--·+0ი:/ტეი)“:“ 

... 7 (9. 4ტი,+ძა4 „+. -“+ძი 4») 

.. > (თ:14,1+0ძ5:4 ი2-· ·-+თი #ი») 

I 
= ი (ძი:ტი:+0ძი:ტრი:+·''+რთიი4აი) 

43



მაგრამ, თუ გამოვიყენებთ 1 თავის § 5-ის II დებულებას, ვნახავთ, რომ 

  

1.0 0 

ს 4? 0 1 0 
4:---= = I4| .. L. 

00 1 
ამგვარად მივიღეთ, რომ 

ტ” 
=/-1, 

14! 

მიღებული შედეგი გამოდგება რიგი მატრიცული განტოლებების 
ამოსახსნელად. მაგალითად, ვთქვათ, გვაქვს შემდეგი მატრიცული- 
განტოლება: 

X4ტ=8. 
ამ განტოლების ამოსახსნელად ტოლობის ორივე მხარე გავამრავლოთ- 

4 მატრიცის შებრუნებულ 4“! მატრიცაზე, გვექნება: 

X#44“-1=8/4-! 
ან, რაც იგივეა, 

X=8#4#-1 

ახლა გავარკვიოთ თუ რა აზრი აქვს იმ წრფივ გარდაქმნას, რომლის 
შესაბამისი მატრიცაა /#“1. 

ვთქვათ, 4 მატრიცა შეესაბამება Xს Xც » # თ», Xი უცნობებიან 

სისტემიდან ყ,, ყე, - » ა» ყა» უცნობებიან სისტემაზე გადასვლას. 

ცხადია, 8 მატრიცა შეესაბამება იგივურ, გარდაქმნას, ე. ი. X., Xი, 

9 ი”, Xი უცნობიან სისტემიდან იგივე უცნობებიან სისტემაზე გა– 

დასვლას. რადგანაც =#4 . 4“! შეესაბამება ისეთ წრფივ გარდაქმნას, 

რომელიც ტოლფასია, მიმდევრობით ორი წრფივი გარდაქმნის შეს- 

რულებისა, ამიტომ 4 “1 შეესაბამება ყ,, ყ;, · » · ყი უცნობებიან 

სისტემიდან X,, X,, · « «X„ ულცნობებიან სისტემაზე გადასვლას. თუ 

შემოვიღებთ აღნიშვნას 

ხე ხი ..?: ხი 

4-1= | ხ» > ხ:ი 
”-“" 

ხი: ხა ხა» 

მაშინ 

ყ,=ხ,,X,+ხ/აX;-L . „> + წსიX.» ((=1, 2, ა ”M# 
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განვიხილოთ შემდეგი მაგალითი. ვთქვათ, მოცემულია მატრიცა 

2,9 -0.101) 
#ტ4= 12. ვ -0.- 0+ 

–- '! 
(4) 

    
    

ვიპოვოთ 4-1. 
როგორც ვხედავთ, 4 მატრიცა გადაუგვარებელია და მისი შესა- 

ბამისი დეტერმინანტი უდრის 12-ს. 

ვიპოვოთ |/4| დეტერმინანტის ალგებრული დამატებანი, გვექნება: 

    

  

  

    

  

    

  

  

        

  

  

    

  

  

  

ვ00 1.0 0. 130 

4ს)=4 1 01=6 .-4:= 5 1 0-2, 4ე=15/ 4 ·/0|=--22, 
'83 7.2 2 7.2 2.3 2 

13.0 000 „. 
4..=|5 4 1|)=--7 /#,=|4 .1 0 =0, #ე:= 5 1 0|=4, 

2.3 7 3 7.2 I2 7.2 

2.0 0 : 200 
4=5 4 0 =16 4ა,=|)5 4 1|I=59, 

2932 2 3.7 

000 200 200 
4:= ვ 0 0|I=0, 4ვ:= 11 0 0)=0, /#ევ=|1 ვ 0|=12, 

3 7.2 2 7.2 2.3 2 

200 000 
#4ე,=1 ვ 0|)=42, 4ა=)3 0 0,(|=0, 

2 3 ·:7 (4 1 0 

200 200 200 
4კ-=|I1 0 0|I=0, 4კ=|)1 3 0|)=0, #.კა=)1 3 0|=6. 

5 1-0 540 5 4 1 

მაშასადამე, 

6000 
/4%= 24.00. 

–22 16 12 0 ' 
– 74 5042 6 

05



ხოლო 

  

1050 0 
5 
1 1 

თ „ა. –- 0 ი 

ტა) 53 
_ 11 4 1 0 

6 3 

37 25 21. 1 
· 6 6 6 2 

სავარჯიშო 

« 3 –22 9ვ 7-3 
)1 => = = 95 
/4 C §)' 8 ( ვგ --126 /”' C (1 იპოვეთ #ხC- 

პასუხი. #80=(2 ვ): 

2) #=(1 _) , იპოვეთ 249. ა 

ეტ –-რტ41 
პასუხი /=(“ )· 

“Lსვე05 --62 

0050 –5)ი თ 
3) #=( ). იპოვეთ 4". 

“ –-50 1 პასუხი 4=( - _ტითფ, 
51V II <–<905 #8 Cთ 

ვით C05თ 

4, ვთქვათ, #<= , იპოვეთ #4“, 

ა
თ
ლ
ღ
ი
 3 –3 

6 1 

4 1 
ვ 2 ა

ი
ა
.
.
 

> 

–? ა 12 –:19 

3 2 -5 მ 
პ ს ხზ . –1= 
ასუხი 4 4.4 30-00 111 

59 43 99 –159 

5) ამოსხენით შემდეგი მატრიცული განტოლებანი: 

3 –2 –1 2 3 –2 
ა) X-C. + '= -§5 6 პასუხი. X=(. =. 

3 –1 5.6 14 16 
ზ ' -X. = . '. (6 -:)X·CC «)=LX ») 

· XC 
პასუხი, C . ასუხი X=Lვ3., 

4ტ ·



§ 9. მოქმედებანი მართკუთსა მატრიცებზე 

შეკრების, გამოკლების, მატრიცის რიცხვზე გამრავლების, მატრი- 

ცის მატრიცაზე გამრავლების ოპერაციები მართკუთხა მატრიცებისა–- 

თვის ისეთნაირადვე ტარდება, როგორც კვადრატული მატრიცების 

შემთხვევაში ვატარებდით. მხედველობაში უნდა მივიღოთ, რომ მართ- 

კუთხა მატრიცების შეკრებისას მათი რიგი ერთი და იგივე უნდა იყოს, 

#4 მატრეცის გამრავლება 8 მატრიცაზე მხოლოდ მაშინ იქნება შე- 

საძლებელი, თუ 4 მატრიცის სვეტების რაოდენობა ემთხვევა 8 მატ–- 

რიცის სტრიქონების რაოდენობას. - 

მაგალითად, ვთქვათ, 

ი ხ C- 
8= 

4-(6 6 () ლ (: , 

#8=( მიი) 

ძL+6-++I7/ 

განხილულ შემთხვევაში ,8 მატრიცის / მატრიცაზე გამრავლება შე- 

იძლება. 

განვიხილოთ რიცხვითი მაგალითი, ვთქვათ, 

-C 2) = «(1 
#8=( 2+6–+16 )= რდ )' 

10-––3+0 7 / 

როგორც ვხედავთ, #8 ნამრავლ მატრიცაში იმდენი სტრიქონია, რამ–- 

დენი სტრიქონიცაა 4 მატრიცაში და იმდენი სვეტია, რამდენიც 8 მა- 

ტრიცაში. ცხადია, ეს წესი ზოგადია. 

განვიხილოთ კიდევ შემდეგი მაგალითი. ვთქვათ, 

3.0 
2953 4 

5-4 

48= (აივ 1542)“ წ 28) 

მაშინ 

– 

მაშინ 

მაშინ 

9+10-+35 0+5-+28 54 33 
47“



ვთქვათ, 

25-33 4 , 1: 
4=|0 2 1 --2) დღა 8= 13) 

42 -–2 3 41 

მაშინ 

0+5+3+!)ტ 4+25 -- 9+4 24 24 
48=|0+3--1--8 0+15+3- 2)=I- 6 1C6!. 

0+2+2+!)2 8+10--6+3 16 15 

§4. დარბთა შორის ბალანსის ბანნოლება 

სამდარგიანი პროდუქციის გამოშვებისა და ხარჯების ბალანსის სქე– 

მა შემდეგ განტოლებათა სისტემის საშუალებით ჩაიწერება: 

| (1 ––- ძე)X––- თ,იX ––- 0ეXე=VI, 

–-რთე,X+C1 –- ძ3:-)Xე –“– თეეVე= ყი, (4.1) 
–-ძეX, –- ძე:ეX5-+-(1 –“- ძეე)Xე= ყე, 

სადაც ძ,, პირდაპირი ხარჯვის კოეფიციენტებია ხოლო ყ,; -- საბო- 
ლოო მოთხოვნილებაა. 

წრფივ განტოლებათა მოცემული სისტემა ეკვივალენტურია შემ- 
დეგი მატრიცული განტოლების: 

1–– ძევ –-ძა –- თე XI VI 

2 –მე 1–ძ: – ძე X I |( ყა !· 

– ძე –- შეგ 1––- ძევ %ე ყე 

თუ აქ მოვახდენთ მატრიცათა გამრავლებას და გამოვიყენებთ მატრი- 

ცათა ტოლობის პირობას, მივიღებთ ჩვენ მიერ აღებულ განტოლე- 

ბათა სისტემას. 

შებრუნებული მატრიცის მონახვის წესიდან გამომდინარეობს, რომ 

ძირითადად წრფივ განტოლებათა სისტემის ამოხსნა დაიყვანება უც- 

ნობთა წინ მდგომი კოეფიციენტებისაგან შემდგარი მატრიცის შებრუ- 
ნებული მატრიცის პოვნაზე. ა 

მართლაც, ვთქვათ, გვინდა ამოვხსნათ წრფიე განტოლებათა შემ–- 
დეგი სისტემა: 

' თ)1X1+ ,:X;-L 0ეეXვ= ხ, “ 

– რ:1X+ რ აეX;+I--თავXე= ხა, 

თვეXL-L ძვიXვ-L ძევX ”3== = ხვა. 
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როგორც ვიცით, 

  

რს 4) 4ვ, 

4 I2= როი რ.ა 4!” 

რვ რია “ეე 

სადაც # არის უცნობთა წინ მდგომი კოეფიციენტებისაგან შემდგარი 

მატრიცა. . 

აგრეთვე, ცხადია, რომ 

X, ! ხ, ' 1 4კხ1+- 4: ხა+ 4ე: ჩე 

X2 =4:) ხ. )= I4I #ე:ნ,+ #ეეხე-- ტევხვ |). 

X3 ხე 4#,ეხ-L #ევნე-L /#ვეხე 

I4| 

შემოვიღოთ აღნიშვნები: 

| 4.|=4),ნ,+ 4ა:,ხ-+ #ე,ხვ, 

| #4 |=/#კენ-L # გახე-Lტესახე, , 

| #3 |=/4კვხჯ-L „4 ევხ;-L.ტევხვ. 

როგორც ვხედავთ, |/4;| ((=1, 2, 3) არის დეტერმინანტი, რომელიც 

I4I დეტერმინანტისაგან იმით განსხვავდება, რომ მასში (-ური სვეტი 

შეცვლილია თავისუფალი წევრებით. 

ამგვარად, დავწერთ: 

  

  

  

  

  

L41I 
I4I 

/, 1 =| 14:! 
# (2) 

ვ 
| L4:1 

I4I / 

საიდანაც მატრიცათა ტოლობის თვისების თანახმად დავწერთ: 

_ 141! 
X. 14 , 

141) X:= , 
14) 

_ | 4ტვI 

თ I4 
კ9



როგორც ვხედავთ, მიღებული ფორმულები კრამერის ცნობილი ფორ- 
მულებია. 

პროდუქციის გამოშვებისა და ზარჯების ბალანსისათვის ზოგად შემ–- 
თხეევაში გვაქვს განტოლებათა შემდეგი სისტემა: 

X, –– (0))X,-+თ,3X-+ ი « „+ი,,Xი)=ყ.ს 

Xა-– (ძ:1X,-L 9::Xა-L ." ·+ძეაXი)=ყა, 

ი6 808» CC + > M# § 8 თი 9 9 6 026 06 94 

%ი-– (ძი,X+ იი:X:+ « ა» "LიძეიXი)=V»ი 

საიდანაც ვღებულობთ: 

! (1 –+ ძეეXე –“ შევხგ–– ი ი +-- რიXი= წ, 

–ძიეX+(1 –“–- ძვე)ხგ–- ი ი --- ძიეიXო=ყე, 

«იიიი/”იიით:ილიიიაი 

–-ძი,X, –– 0ევბვ-–– .· . "+ (1 – ძე,)Xგ=ყი. 

ამ უკანასკნელი სისტემის მატრიცულ ფორმაში ჩაწერა გვაძლევს: 

1--ძე, – 92 ითი –ძი X. V 

...-.. X !- ! V5 
· ი § ს · «თით ი « L · .· · · . 

–- ეუ – ძი ი.ი .ა 1-ძი X» ყი» 

ან ეს უკანასკნელი მატრიცული განტოლება, მოკლედ შემდეგნაირად 

ჩაიწერება: 

(§-- #)X=V, 2C. 
სადაც 8 ერთეული მატრიცა, # კი -––- ტექნოლოგიური კოეფიცი– 
ენტებისაგან შემდგარი მატრიცა, ხოლო 

X1 I/ 

X= X2 , V = ყ5 ა. 

: / : 

X ყი 

(წ ––- #) მატრიცას ზშირად ტექნიკურ მატრიცას უწოდებენ. 

(4,2) სისტემის ამონახსენი შემდეგნაირად ჩაიწერება: 

X=(6წ –– #4)“ 1V. 
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გავარკვიოთ თუ რა ეკონომიური აზრი აქვს (5--/4)“1 მატრიცის 

ელემენტებს. 
შემოვიღოთ აღნიშვნა 

თო) 61 12%. 

(8-/)14= | 59 (X დი |. (4.3) 

რიე C»ჯ Cი»ი 

მაშინ (4.3) ტოლობის დახმარებით დავწერთ: 

X.=0სV.+CVყ.+ „ ·+თ/ყ,+ ·+იძიყი: (4.4) 

დავუშვათ, რომ ჩვენ გავადიდეთ /-ური დარგის· მოთხოენილება ერ- 
თი ერთეულით, ხოლო წარმოების სხვა დარგის მოთხოვნილება დაე– 

ტოვეთ უცვლელად. ამ პირობებში (L-ური დარგის მთლიან პროდუქ- 

ციათა გამოშვების რაოდენობა აღვნიშნოთ X/-ით, გვექნება: 

X, =თI)ყ,+ თ თიაყა+ , «+თ)(ყ,ე+1)+... ჯ++რ»თ»ყი (ტ.5) 

ანდა, თუ ამას გამოვაკლებთ (4.4)-ს, მივიღებთ: 

X, –- X,=CI, 

ე. ი, C,/ რომელსაც სრული ხარჯვის კოეფიციენტი ეწოდება, გვიჩ- 
ვენებს, თუ რამდენი ერთეულით უნდა გავადიდოთ 'წარმოების ჯ-ური 

დარგის მთლიანი პროდუქციის გამოშვება იმისათვის, რომ წარმოების 
I-ური დარგის მოთხოვნილების გადიდება უზრუნველეყოთ ერთი ე+- 

თეულით. 
ყურადღება უნდა მიექცეს იმ გარემოებას, რომ (4.4) სისტემიდან 

X, უცნობების გამოთვლა უმჯობესია დავიწყოთ ტექნიკური მატრიცის 

შებრუნებული (8 –- 4)! მატრიცის განსაზღვრით. მართლაც, თუ 
გამოთვლას აქედან დავიწყებთ, მაშინ, ყ, საბბოლოო მოთხოვნილებათა 

ნაგულისხმევ მნიშვნელობებში ცვლილებების შეტანა, თავის მხრიე, 
არ გამოიწვევს მთელ გამოთვლით სამუშაოთა განმეორების აუცილებ- 

ლობას. (8 -– 4)“: მატრიცა უცვლელი დარჩება და X,-ის, გამოთვლა, 
თუ (8 – 4) 1 შებრუნებული მატრიცა ცნობილია, არ იქნება შრომა– 

ტევადი, 
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§ ს, მეურნეობის სხვადასხვა დარბის მთელი პროდუქციის გამოშვებათა 

ფორის კავშირი წარმოების ცალკეულ დარგებში ზობიერთ შემთხვევაში 

ტეკნოლოგბიური პროცესების ძვლილებისას 

ვთქვათ, თავიდანვე გვაქვს ტექნოლოგიური კოეფიციენტებისგან 
შემდგარი 

მას 05 თ» 

#4= 2 ძია მ-ი 

იძი რაა ში» 

მატრიცა. 

დავუშვათ, რომ (-ურ დარგში ტექნოლოგიური ცვლილების გამო 
შეიცვალა თ, (/=1, 2, თ « ·, M) ტექნოლოგიური კოეფიციენტები, 

რომლებიც გვიჩვენებენ /-ური დარგის მასალის ხარჯვის რაოდენობას, 

"რომელიც საჭიროა (-ური დარგის პროდუქციი ერთი ერთეულის 

დასამზადებლად. ვთქვათ, ახალი ტექნოლოგიური კოეფიციენტებია 

ძ,/+ხ,, მაშინ, ცხადია, ახალი ტექნოლოგიური მატრიცა იჟნება 

„4. =4+8, 

სადაც 
//0 0 .:. ხ, 0 

8=|I99 ხ., 0 
.· 

0 0 7 XX MM" ხი, 0 

ახლა, ვთქვათ, ·ტექნოლოგია იცვლება წარმოების #-ურ დარგში, 

რომლის შედეგად იცვლება 4 ტექნოლოგიური მატრიცა. მაშინ ახალი 

მატრიცა იქნება 

| 4ტ”=4+0 
სადაც 

00 -:4« თ" 0 

C= 0.01? 89% რ 0 

0 0 ..2ი C»ხ 73.09 

განვიხილოთ კავშირი ძველი ტექნოლოგიის დროს ყველა დარგის 

მთლიანი პროდუქციის გამოშვებასა და ერთი (-ური დარგის ტექნო- 
ლოგიის ცვლილებისას გამოშვებულ მთლიან პროდუქციას შორის; 

შემდეგ მოვახდინოთ შედარება ,ძველი ტექნოლოგიის დროს ყველა 
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დარგის მთლიანი პროდუქციის გამოშვებასა და ერთი #-ური დარგის 

ტექნოლოგიის ცვლილებისას გამოშვებული მთლიანი პროდუქციის 

გამოშვებას შორის და აგრეთვე მოვახდინოთ შედარება იმ შემთხვე- 

ვაშიაც, როდესაც ორივე „ური და #-ური დარგის ტექნოლოგია ერთ- 

დროულად იცვლება. სამივე შემთხვევაში ვიგულისხმოთ, რომ მოთხოე- 

ნილება ყველა დარგში უცვლელია. 
პროდუქციის მთლიანი გამოშვება ძველი, ტექნოლოგიის დროს 

იყოს X,, ერთი (L-ური დარგის ტექნოლოგიის ცვლილებისას X',, ერთი 

ური დარგის ტექნოლოგიის ცვლილებისას X/” და ორივე (-ური 

და #-ური დარგის ტექნოლოგიის ცვლილებისას X,” ს, სადაც /|:= 

=1, 2, ერ” 

იმ შემთხვევაში, როდესაც ერთდროულად ვცვლით ტექნოლოგიურ 

პროცესებს #-ურ და #-ურ დარგში, ტექნოლოგიური მატრიცა იქნება 

4''=#4+8+0. 

პროდუქციის გამოშვების ხარჯების ბალანსის განტოლებანი სათანადოდ 

იქნება:” 

(6 –-– 44X=V, (5.1) 

(8 –– 4 -–– 8)X”=V, (5.2) 

(8-- 4-–-– CX”=V, (5.3) 

C6- 4#4- 58-- თX”=V. (5.4) 

მეორეს თუ' გამოვაკლებთ პირველს, მივიღებთ: 

(85 –– 4) (X” -–– X)ა=8X” (5.4”) 

მესამეს თუ გამოვაკლებთ პირველს, გვექნება: 

' (5-- 4) (X” – X)=0X”, 5.45 

ხოლო მეოთხეს თუ გამოვაკლებთ პირველს, დავწერთ: 

(8 –– 4) (X”” –– X)=(8+თX”. (5.5 

მიღებული სამი განტოლებიდან, თუ პირველს გაშლილადღ დავწ- 

წერთ, გვექნება: 

1--იეე –-შჯი ”-. –-მკი თი 

–რმეე 1--შევ ს. –-ფ–წი» X 

, 
–ძეე –რმი'''1--6წიი X –- 
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„ეღვებს“ .“” X.” 

0 0... ნკ ..0 XV" : 

თუ მატრიცათა გამრავლებას 'მოვახდენთ, მივიღებთ: . 

(1–-0),)(X, ––X,) –რა(X –-X) ლე ა. მი(Xი – Xი) ' 

–-ძე(X, --X) +(1–ძთაა)(X, –X)–ითო ძიი(Xი ––-Xი) _ 

–რძ ი (XX, –-X) “- მი:(Xვ –-X:) –- ·.+C1-ძიუ)(X -–-Xი) 

ხ X” 

= ხა, X” 

ხი, X 

თუ აქ უცნობებად მივიღებთ XI –-X, Xვ –- X., 2" –_– 

სხვაობებს, მაშინ კრამერის ფორმულების დახმარებით მათი ამონახ– 
სენი ადვილად დაიწერება. მაგალითად, 

  

  

, 

ხ,'X ლ-რ13 –იწი 

ხ.,X, 1–ძე –თი 

XX = ხი,X- “შეგ '.. 1- შით | _ 

1 ' |1–ის “– რა ს. –რთი 

; –-მე 1-0 –რთი 

მიე –მი .ა. 1–-იი» 

ხ,, X; –იი –თი ' 

=- ხ;/ X/ "1--0% “თი, (5.6) 
| ხ–4 | . · · 

ხი,X„ –ირი 1–-ძიი 

ანალოგიურად ვიპოვით, რომ 

I V„V 

XX ი. –მიმ»ა –თი 

„” ბ! 1 X,C 1–ძ –ძ XI =X.= # C2! "” ჯი!, 5.7 

1 + ნ 4 - ს : დ.» 
IX„”ი» ს –– შეგ ''. 1--ძმიი 

  

=«



(5.5) განტოლების მარჯვენა მხარე გაშლილად შემდეგნაირად ჩაი– 

წერება: - 
ხა. ჯ,"' -" X,” 

8X” '+CX '= ხა, X, + ი XC _ 

, 
, 

ხი X/ თ, X, 

/”,”,, , 

დ! X, +C.” X, , 
1 , 
ხე, X, ''+CM XI 

ქ 

ხ., X,''–+Cი ჯაი” 

ამგვარად, (5.5) განტოლება მიიღებს შემდეგ სახეს: 

1--0ე1 რვ თ. რი 41-92 

ძი 1-- რთი ·.. –რთი X–% = 
· ი - 

ა მაე “ძი (1-–- ძი») XX 

ხა X  +თ.XI 

ხა, XI +6> X„ 
· -–” 

ხ,X,''+C. ჯა 

საიდანაც დავწერთ: : 

(1-ძ,)(C –Xა) – ძეი(X  –-Xა) –თი(ჯი XX) 

– ძი --X) + (1:- ძე) (X –-X)... –-ძიი(Xი  --Xი) = 
თაი სი ა პაავევეიე .... .· · 

–ძ ძის” – – თი:(Xა” -–-Xე) ... +(L--ძიი)(Xი -–-Xი) 

ხყ X  "+26) ჯX. 

ხ,, X  +თ, X 

ხა X  +6ა ჯარ 

ამ უკანასკნელიდან ისევ კრამერის ფორმულების დახმარებით დავ–- 

წერთ: : , 
ხხ,» + თხა –იძი – თი 

  

”/,/, 
ჯ.” –ჯ- 1 ხ,,ჯ,' +2ი:X, 1–-ძლა: რთი · (5.8) 

“ 

ხაX, + 6იX, წი ''. 1-წიი



”” 

(5.60 განტოლების ორივე მხარე გავამრავლოთ => ზე, (5.7) 
X , 

განტოლების ორივე მხარე კი ფ- იხ, გვექნება: 

  

  

ხ, –0: –ფთი 
#”/, 7,“ 

(LC –-X XI = XI ხა 1--ძევგ. .. –ძვი 

, 

' X, | სნ-#4 | 

ხე, “ძია: ·... 1-–ძიი 

და · 
Cს –4ძ –იი»ი 

ჯ #7, X ჯ”,, 1 13 1 

(I, –X)ე-"--= „2 (რს 1--მჯ “რთი! . 
” |8-4I · . 

იის “მიე )1–- ძია 

ორი უკანასკნელი განტოლება შევკრიბოთ, მივიღებთ: 

  

ხ, –ძთვგ ... –რთი» 
ჯ, X” Xჯ/ ს 1 1 ს –“ 

(6 ლიას 1 04%) - 8-2) V 102 “თი + 
/ ს _ – · 

ხა, –ძიავგ ''' 1--ძით 

თის “ძი ·. –რი 
”/”, 

+-2 _ 6ის 1–-ძე» –-რძი»! 
|ნხ-#4II · · · 

6C6იL – ძი: “'' 1-ძიი ' 

#// 

ხ,,X, I+CფMX. რთ. თი 
1 _= 1 ხX  +თაX 1-9, ·. –რი · 

|65-74||) «+ . 
ხი,X.  +6CიX მივ -.. 1--ძირიი 

მაგრამ უკანასკნელი ტოლობის მარჯვენა მხარე, როგორც (5.8)-დან 

ჩანს, არის X,”” –- X,. 
მაშასადამე, მივიღებთ, რომ 

,,” 
XI 

X/ 

· /”/, 

L2% ” 
+ (XI -–X) 7 =X. –Xა. 

· # 
    (I -–X) 

უკანასკნელი გამოსახულება წარმოადგენს სწორედ პირველი დარგი- 

სათვის მთლიანი პროდუქციის გამოშვებათა ცვლილებებს შორის სა-. 
56



ძებნ დამოკიდებულებას. ცხადია, რომ სხვა დარგისათვის შესაძლებე– 

ლია ანალოგიური ფორმულების მიღება. 

4 მატრიცას ვუწოდოთ დადებითი, თუ მისი ყეელა ელემენტი და- 

დებითია. მას ვუწოდოთ არაუარყოფითი, თუ მისი ყველა ელემენტი 

არაუარყოფითია. 4 მატრიცა იქნება უარყოფითი, თუ მისი ყველა 

ელემენტი უარყოფითია. აგრეთვე მას ვუწოდოთ არადადებითი თუ 

მისი ყველა ელემენტი არადადებითია. 

ვთქვათ, 4, 8, C მატრიცებს იგივე აზრი აქვთ, რაც ამ პარაგრაფში 

დასმული ამოცანის ამოხსნისას ჰქონდა და, აგრეთვე, X, X”., X“ და 
XX" იგივე მთლიან პროდუქციათა გამოშვების რაოდენობას აღნიშ- 

ნავს შესაბამისად ძველი ტექნოლოგიის, L-ური დარგის ტექნოლოგი- 

ური პროცესის ცვლილების, #-ური დარგის ტექნოლოგიური პროცე– 

სის ცვლილებისა და ორივე დარგში ერთდროულად ტექნოლოგიური. 
პროცესის ცვლილების დროს. 

დავუშვათ, რომ „ 

(5 –– 4 1>0, (ნ – -–- 8.1>0, (ნ– 4-–C)1>0, 

8-4-8-0C014>0 
და აგრეთვე 

X>0 X”>>0ბ X”">ბ X”“>90.. 

თურმე, თუ 8 და C მატრიცა არაუარყოფითია (8>9, C>09),. 

მაშინ , 
X-- X'<0, X-– X”<0 და X-– X””<0; 

ხოლო, თუ 8 და C მატრიცები არადადებითია, ე. ი. 

8<0, C<9, 

მაშინ , 
X- X”>ბ, X-– X >0 და X- X”>0. 

მართლაც, თუ (5.1)-ს გამოვაკლებთ. სათანადოდ (5.2)-ს, (5.3)-სა. 

და (5.4)-ს, მივიღებთ: ' 

(ნ –– 4 (X–– X2ე+.8X”=0; 

(8 –– 4) (X–– X”)+CX”=0; 
(8 –– 4) (X-–– X“)+(8+C)X”''=9. 

საიდანაც დავწერთ: , 
X--X=-(-/)4+8X”, 
X- XI=-–-(8- 4)-+6CX”,; 
X- X"=--(8-- 4) (84+CთX”. : 
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უკანასკნელ გამოსახულებათა მარცხენა მხარეების უარყოფითობა 

რომ ვაჩვენოთ, საჭიროა ვაჩვენოთ, 8X”, CX” და (8+C)X”” გამო- 

სახულებების .არაუარყოფითობა. 

მართლაც, აზრობრივად 87X#0, დავუშვათ 8>0, მაშინ 

0 0... ხ,, ... 0 X. ხნ, 

8X7= ბი 0... ხ., ·.0 X =XV” ხა; (5.9) 

0 0... ნ, ... 0 / VXი/. ხა, 

არის ერთსვეტიანი არაუ რაყოფითი მატრიცა. პირობის თანახმად, 

(6-–– 4). +>0 და X”>0, მაშასადამე, X„ >0 და, ამგვარად, X-–-X. < 

<0. ანდა თუ (5.9)-ს გამლილად დავწერთ, მატრიცათა გადამრავლებას 

მოვახდენთ და ორივე მხარის შესაბამის ელემენტებს ერთმანეთს გა– 

ვუტოლებთ, გვექნება: 

XIს XI = –- XI I ძყკხც+ძიახ-+L , : ·+ძაუახი"!, 

სადაც ძ;, არის (ნ –- 4)-1 მატრიცის ელემენტები. უკანასკნელ გა- 

მოსახულებაში, პირობის თანახმად, X,>0, აგრეთვე ძIყხ/,>90, ისე, 
რომ ყველა ძნე, არ შეიძლება ერთდროულად ნული იყოს, რად- 

განაც ყველა ძ./>0 და ხ,,-თა შორის ერთი მაინც ურევია დადებითი. 

მაშასადამე, თუ ,8>0, ცხადია, რომ X -– X”<0. ა 

ანალოგიურად დამტკიცდება, რომ როცა 8<:0 და C<:0, მაშინ 

ადგილი ექნება შემდეგ უტოლობებს: 

X-- X>0, X-–-X”>90 და X- X””>90- 

„ცხადია, რომ! აქაც იგულისხმება 

(6 –- 4):1>0, (8 – 4-- 8)-1>0, (ნ -– 4-– C):1>0, 

6ნ- ტ-- 8- თ 1>ოღ, 

X>მ, X”>0, X” >0 და X””>0. 

„ამავე პირობებში აგრეთვე თუ 8>0 და C>90, მაშინ 

– X ”<(X --– Xე)+(X –- X ი). 

ამის დასამტკიცებლად (5.1)-ს, (5.2)-სა და (5.3)-ს გამოვაკლოთ (5.4), 

„გვექნება: 
(წ –– #4) (X-–– X”” )+C8+C)X”””=0, 
(CC -  4-– 8) (X” –_ X””-)+C /',=0, 

(8 _ #4#- C (X” – X”)+8X””=0 
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ან, რაც იგიგეა, 

X- XI I=  -–-(ნ-––- 4 1 (8+C)X”'', 

X -- X–=ლ --(ნ-–- 4-- 8)-1CX”“, 

X”"-- X„I=-(ი-- 4--C-18X”. 

რადგანაც პირობის თანახმად 870 და C>0, ცხადია, რომ 

X – X "<0, X' –_ X "<0 და X” _ X “<0, 

შეორე მხრიე, (5.4”), (5. 4”) და (5.5)-ის თანახმად 

V” · 
(X-- Xე+(X– X)ეა –- X-–_ X”)=–-(5–– /ტ/“” (8 – 

_ X”)+C(X” 8 XI ი). 

აგრეთვე, ცხადია, რომ თუ 8>»0 და C>9, მაშინ 

8(X” _ XX” )<9 და C(X”” = X“ი)<ლ90. 

შამასადამე, ამ შემთხვევაში მივიღებთ: 

(X –– Xე+(X – X”)>(X – X”. 

იგივე პირობებში, თუ 8<9 და C<:0, მაშინ ანალოგიურად დამტკიც- 

დება, რომ - 

X-– X”>(X-– Xე)+(X _ X7), 

როგორც დამტკიცებული დებულებიდან ჩანს, იმ შემთხევევაში, 

როდესაც ურ და #-ურ დარგში ტექნოლოგიური პროცესის შეცვლა 

არ იწვევს რომელიმე თ,; და თ/ ტექნოლოგიური კოეფიციენტის გა– 

დიდებას (ანდა, „პირიქით, შესაძლებელია ამ კოეფიციენტების შემცი- 
"რება), მაშინ, თუ მოთხოვნილება უცვლელია, წარმოების ყველა დარ- 

გის მთლიანი პროდუქციის გამოშვება მცირდება. . ამასთან ერთად, 

თურმე ცალკეულ დარგში მთლიანი პროდუქციის შემცირება ერთ- 

დროულად ორ #- ურ და. # ურ დარგში ტექნოლოგიური პროცესების 
“შეცვლით უფრო მეტია, ვიდრე მთლიან პროდუქციათა გამოშვების 

შემცირებათა ჯამი L-ურ ღა #-ურ დარგში ცალ-ცალკე ტექნოლოგიურ 

პროცესების ცვლილებასთან დაკავშირებით. 
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§ 0. მატრიცების ქვემატრიცებად დაუოფა 

ვთქვათ, მოცემულია 
თ, რძM% თ; CC M+1 თი 

იე ძი მასა 03, M+L ძა. 

4= 
მე 0% ნM 0M.M-I ი (6.1 

რ0MI1,1 0M+I)3 '"" მსM+1M 6M+1,M+1 ”“' 6ტ41,ი 

“ · . 

მიე რიე სფ 0ძ0ი რმეი,ს+1 ძია / 

მატრიცა, 

შემოვიღოთ აღნიშვნა: 

მე 0» ძა 

ძ “ ძ ბ,= შ ძი “ (6.2 

იძ.) 0M (// IM 

რთ, M+1 იი 

#.ა=! 29 M+1 ძო I. 

C6ს,M+1 0M 

რმა.) რ6M)I,3 0M+, 

#4,= მM98,1 0M+9,2 0მა+2, M 

V ძი, (/ 22 ძი. 

0M+I, M+1 0M+, » 

4ა:= ? 

0ი,'+1 0ი» 

მიღებულ #,),, რ.» ქი და #აე მატრიცას ვუწოდოთ 4 მატრიცის ქვე–- 
მატრიცები და 4 მატრიცა შემდეგნაირად ჩავწეროთ: 

4) 4 #4= ( 11 13 )' (6.3) ა 

4) 4% 

ვთქვათ, აგრეთვე გეაქვს 4 მატრიცის რიგის მქონე მეორე 8 მა– 
ტრიცა, რ რომელსაც აქვს შემდეგი სახე: 

81 8 8= 11 13 (6.4) 

(გ 8»/' 
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სადაც 8,,, 8,, 8., და 8,, მატრიცას იგივე რიგი აქვს შესაბამისად, 
რაც #ეს 41, 4 და #» მატრიცას, 

თურმე #4 და 8 მატრიცებზე შეკრებისა და გამრავლების “ოპერა–- 
ციების ჩატარების დროს ისე შეიძლება მოქმედება, თითქოს ქვემატ- 
რიცები მატრიცის ელემენტები იყოს. სახელდობრ: 

4+8=(4 11+ 8) რა1მი) (6.5) 

4რა+8. 4::+#8.. ! 

#8=(45ც" 141 ტამარა), (6.6) 

4:8,.+#4::8ე, 4:18,:+4::8) 

მატრიცების. ქვემატრიცების სახით წარმოდგენა შებრუნებული 

მატრიცების ადვილად პოვნის შესაძლებლობას იძლევა. 

ვთქვათ, მოცემულია რაიმე # მატრიცა და ვეძებთ მის შებრუნე- 
ბულ 4“! მატრიცას. 

დავუშვათ, 
8=7/4-), 

ვიპოვოთ 8 მატრიცის ქვემატრიცები #8,,, 8,;, 8;:, და 8.,, თუ ცნო- 

ბილია # მატრიცა. 

ცხადია, 4,8 მატრიცა იქნება # რიგის” ერთეული მატრიცა. რო- 

გორც ვიცით, #8 ნამრავლი (6.6)-ის საშუალებით გამოიხატება. 

8 ერთეულ მატრიცას შემდეგი სახე აქვს: 

1.0 «8.0 

8=1I10 1 + 0!-· 

0 0 .” 

თუ ამას წარმოვადგენთ ქვემატრიცების სახით, დავწერთ: 

ნც #6 ც6=| ”) "), 

=(-" ნ.. 

სადაც (6), და წვ: არის ჩ ღა (1-- #) რიგის ერთეული მატრიცები, 
ზოლო ჩევ და-)I5ე, იქნება ნულოვანი მატრიცები. 

თუ 48 მატრიცას გავუტოლებთ 8 ერთეულ მატრიცას, შესაბა- 
მის ელემენტთა ტოლობის ძალით გვექნება: 

4. 8.+4):8:,=#%)); 

41 8.-+4):8::=ნI:=0; 

4:18,,+4::8::=#ნ,=0; 

4:.8.:+4:-8;:=#.:.. · 
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პირველი ტოლობის ორივე მხარე გავამრავლოთ „1,1 1-ზე და განვ–- 

საზღვროთ „8, მივიღებთ: 

8.,=#4#ე '– 4) 4.8. 

8,,-ის მიღებული მნიშვნელობა ჩავსვათ მესამე განტოლებაში,· დაე– 

წერთ “ აა 

4.4 1 4:41“ '4,:8:,-+-45:8.,=9 

ან, ·. რაც 0გივეა, 7” 

4:14) "=C4:)4,: “4. –– 4ა-,)8.., 

საიდანაც 

! 83=(4 91411 "მევ –- 4:) 4ი:4ე “1. ' 

8,.-ის მიღებული მნიშვნელობა შევიტანოთ ,8,,-ის გამოსაზულე– 
ბაში, გვექნება: 

ზ.=4ე) 1– 4) .4:(4:4,, #3 – 4) ტერა“. 

ანალოგიურად მეოთხე განტოლებიდან განესაზღვრავთ 

8.:= #4: "(წავე -– 4:08.) 

8.ე;-ის მიღებული მნიშვნელობა შევიტანოთ მეორეში, დავწერთ: 

4:18.:+ 414 ვ (წე –- 4:18,2:=0 

ან, რაც იგივეა, 

(424: 4: –– 4),)8)კ= #კე4ჯა“!, 
საიდანაც 

8ე:= (4ე:4ევ "/4 –– #4) "4.4 ეე ), 

განვიხილოთ შემდეგი მაგალითი: 

ვთქვათ, მოცემულია 

>
 I 

ა
 

იო 
იე

 
ბა

 

თ
ო
ბ
ა
 

>
 

ა 
2
0
:
0
0
C
 

ი
>
C
0
 

! - 

ვიპოვოთ „4-1, 

ამ შემთხვევაში 

ჩა-(2 2X ტ»“(5 ი)' 

ბ
ა
”
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1 1 3.4 
4»=(; _ 1) #==( > გ)" 

ვიპოვოთ „4, “1 და ,ე 1. რადგანაც I/4,,|=1 და |/4-|=1, ამიტომ 
2 1 4, 1= ' # =(ვ 2) 

3.4 4..-1= » “0 ვ)' 
რადგანაც #4)კ ნულოვანი მატრიცას, მივიღებთ: 

8.= –- 4 44) 1= –2 _)C 'X- 2)“ 

ული –3+4 _ა (1 1)= - 2-6 _2+2 X3 2) (- 3C ა)“ –2263 -11+2'%ჰ. /--19 9 –16+3 --8+2 )' “ეპ -ა) 
2 1 

= “1 8 
8. 4» (; ჯ)' 

· 0 0 

მა=-4ა ატი -(C ი)” 

8,= #4: '-LC 2) 
ამგვარად, 4 -1 თვის მივიღებთ: 

2 10 0 

ტ4-1= 3. 200 
– 19 –-9 3 4 )"' 
–13-6 23 

§ 7. წრფივ განტოლებათა სისტემის ამოხსნის ზობიერი)0 

მიახლოებითი მეთოდი 

ვთქვათ, მოცემულია 
0,X-+0,Xე2+ · «· ·+თიXი=ხე, 
თ:)X+ე:X:+ . ·-+იძაიXი= ხ,, (7.1): 

ძი.X.+0ძივX;L . · -+ძიიXი=ხი 
(44)



განტოლებათა სისტემა. ვიგულისხმოთ, რომ სისტემის დეტერმინან- 

ტი არ უდრის ნულს. თუ # საკმაოდ დიდია, მაშინ უცნობთა გამორი- 

ცხვის გაუსის მეთოდით სარგებლობა ბეგრ შრომას მოითხოვს. ამ 

შემთხვევაში ეძებენ რაიმე მიახლოებით მნიშვნელობას უცნობები- 

სათვის და შემდეგში საჭიროებისდა მიხედვით თანდათან უფრო უახ- 

ლოვდებიან ზუსტ მნიშვნელობებს. ჩვეულებრიე იტყვიან, რომ ჩვენ 

ვიყენებთ მიმდევრობითი მიახლოების ან, როგორც მას უწოდებენ, 

იტერაციის მეთოდს, 

გავარჩიოთ ორი მარტივი მეთოდი: უბრალო იტერაციისა და ზეი- 

დელის მეთოდი. 

IL. უბრალო იტერაციის მეთოდი. დავუშვათ, რომ ით/#0 ((=1, 2, 
· თ» ·, ი) და ამოვხსნათ პირველი მეორე და ა. შ. მე-/ განტოლებანი 

შესაბამისად X,, X,, » · · X- უცნობების მიმართ, მივიღებთ: 

X,=ჩზ,+ თ,:Xგ-+ · .-+ C.ა»X», 

X:=ჩ,.–+ Cი1X1 + ვვ.-..... (თ.2) 
· ! · 

Xი=ჩა+თ»აX+თი+ . ·+46-რთი,ი X-ს 
სადაც , 

ჩ,=-“, თ,=--“ “ 6#/. – 
თ“ .- 

ე. წ. ნულოვან მიახლოებად შეიძლება მივიღოთ: 

X,(ს=ჩ,, Xჯ,(9=8ჩე , –_ X,9=ჩა. 

ამას ვღებულობთ (7. 7 სისტემის მარჯვენა მხარეში უცნობების მა– 

გივრად ნულების შეტანით. 

შემდეგი, პირველი მიახლოების მისაღებად (7.2) სისტემის მარ- 

ჯვენა მხარეში უნდა? შევიტანოთ უცნობთა ნულოვანი მიახლოების 

დროს მიღებული მნიშვნელობანი, გვექნება: 

X,(0=ჩ,--თ,Xე(-L.-.--თ,აXა!თ, | 

Xისა)=ჩი+თეი!9-L-- თე, 1Xუ“მ). 

საზოგადოდ, #-ური მიახლოებისათვის გვექნება: 

X)M)=ჩზ,+-თკ:Xე("“1) L.. “+თ.აXჯია", 

რაა თავიი“ შჭჯო რითობი“ ') 

_ (6-1) თს=6,+-თ, ეტი = ·-+თი,ი- 1X._ MC 
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მიახლოებით ამოხსნად ჩაითვლება ის მნიშვნელობანი რომლებიც 

უკანასკნელი მიახლოების შედეგად მიიღებიან. რაც შეეხება მიახლოე– 

ბათა რაოდენობას, ეს დამოკიდებულია იმაზე, , თუ რა სიზუსტე მოგ- 
ვეთხოვება. 

განვიხილოთ შემდეგი მაგალითი. ვთქვათ, მოცემულია სამუცნო- 

ბიან განტოლებათა სისტემა: 

7X –– 2ყ+32=23, 

2X+5ყ –- 2=14, 
3X -–- 4ყ-++82=34, 

ამ სისტემის ზუსტი ამონახსენია: X=2, ყ=3, 2=5. ახლა ვიპოვოთ მო– 
ცემული სისტემის ამონახსენი უბრალო იტერაციის მეთოდით. 

განვსაზღვროთ X, ყ და 2 უცნობი, გვექნება: 

7 7 7 

14 2 1 
=- - XL 2 : 

# 5 5 

34 1 
–2= –- -–-+I–ს 

8 8 2 V 

მაშასადამე, ნულოვანი მიახლოება იქნება: 

X() == 23. , 

7 

ი- 4, 

უჟ(0) = 34 _ 17. , 

4 

შემდეგი, პირველი მიახლოება იქნება: 

2 2 14 3 17 23 4. 51. 317 
XC11= + _. ღაუოოუეაეუეოოაეალ-- იეეეა==-, 

7.7 5 7 4 7 5 28 140 

აც 14 2 23. 1  17._ 327. 

§ 7 5 4 140” 

„ვ0ე)=17 3... 23), 14 _ 1237. 
487 2 5 286 

65



ახლა ვიპოვოთ შემდეგი მეორე მიახლოება, დავწერთ: 

22 2 ვ27 ვ 1237 _ 4037 
(== _-4+-– == –––_––_ო–_-_””. = - 

7 140 1 20 1960” 

,თ> 2 27 1 1237 _ 3889 

/ “5 140 5 28. 1400” 

,ტ-17_ 3, 3)7 კ 1, 327 _ 5117. 
: გ 140 2 14090 1120 

და ა. შ. 

როგორც ამოხსნილი მაგალითიდან ჩანს, ყოველი შემდეგი მიახლო– 

ებით უფრო და უფრო ვუახლოქღებითი ჭეშმარიტ მნიშვნელობებს. 

ცხადია, თუ გვაქვს რამდენიმე მიახლოებითი ამონახსენი, მაშინ 

მათ შორის უკეთესი იქნებიან ისეთები რომელთა ჭეშმარიტ ამო- 

ნახსნებთან სხვაობის აბსოლუტური მნიშვნელობის მაქსიმუმი უფრო 

მცირეა. 

უბრალო იტერაციის მეთოდით სარგებლობა მხოლოდ მაშინ შეი- 
ძლება, როდესაც სისტემის თანდათანობითი მიახლოებითი ამოხსნის 

პროცესი კრებადია. 

ამოხსნის პროცესის კრებადობას კი მაშინ ექნება ადგილი, თუ 

III X/-C)= Xჯ,? ((=1,2,.--,M), (7.3) 

-–თ 

სადაც X/”) არის X,-ისმნიმენელობა #I-ური მიახლოებისას, ხოლო X/” 

კი არის ამონახსნის ჭეშმარიტი მნიშვნელობა. თუ (7.3) პირობა არ 

სრულდება, მაშინ პროცესი განშლადი იქნება. მიახლოებითი ამოხს- 

ნის მეთოდის გამოყენებას მხოლოდ იმ შემთხვევაში აქვს აზრი, რო- 

დესაც მოცემული სისტემისათვის ეს პროცესი კრებადია. 

ცხადია, რომ უბრალო იტერაციის პროცესი ჟველა სისტემისათვის 

როდია კრებადი. ეს პროცესი მაშინ იქნება კრებადი, თუ. 

ჩ 

2ეI9ი1<)94 
I=1 
I#! 

უტოლობა მართებულია ყველა IC=1, 2, . .· ., ჩი) მნიშვნელობათა– 

თვის. 

თუ განტოლებათა სისტემა ისეთია, რომ ეს პირობა არ სრულდე– 

ბა, მაშინ უნდა მოხდეს მისი გარდაქმნა; სახელდობრ, შეიძლება სის- 

466



ტემის რომელიმე განტოლება, რომლისთვისაც პროცესის კრებადობის 

პირობა არ არის დაცული, შეიცვალოს ამავე სისტემის განტოლებათა 

წრფივი კომბინაციით ისე, რომ მოთხოენილი პირობა შესრულდეს და 

მიღებული ახალი სისტემის ამონახსნები ემთხვეოდეს ადრე განხი– 

ლულ წრფივ განტოლებათა სისტემის ამონახსნებს. 

II. ზეიდელის იტერაციის მეთოდი. ვთქვათ, გვაქვს (7.1) განტო- 
ლებათა სისტემა და, როგორც უბრალო იტერაციის მეთოდის გამოყე– 

ნების დროს, ის წარმოვადგინოთ (7.2) სახით. ამჯერად ნულოვან მიახზ– 

ლოებად მივიღოთ: 

X»ჯ,(ა=ჩ,, 

X,(9=წჩ:ე+თ-:,X)“, 

Xჯე(0)= ჩე + თვ1X1!(9)-L CთვეXე!9), 
· 

X,,0=ჩ,+ თ, X,,0+თ/იX:!-L.--+ თ, 1 X 
(ი) 

(–_' 

ე... “ 

(9= (0 L ... ო Xა(მი=ჩზი+თ,)Xუ!)-L ·-· +თი,ი-1 X 

საზოგადოდ, X, უცნობისათვის #-ური მიახლოების დროს გამოიყე– 

ნება შემდეგი ფორმულა: 
, ჩ- 

X,M=8, +თ|/1X)!") + თ/:Xე(") + -.+თ,,/-1 X., + CM/+- 5, 

+..4+თ,;იჯერ“)), 

ახლა ზეიდელის მეთოდით ამოვხსნათ იგივე მაგალითი, რომელიც 

უზრალო იტერაციის მეთოდით ამოვზსენით, ამ შემთხვევაში გვექნე– 

ი.-” 

+ 

ჯ(0=23 ; 

7 

ყრ= 14 _ 2. ,23 _ 52 

5 7 35 

2(90)=> 17_ 3 „23 1. . 52 _ 1053 . 

რუ 8 7 2 35 280 

შემდეგ, პირეელი მიახლოებისათვის გვექნება: 

»ა=2 4-7. „52 _ 3 , 1053 _ 4113. 
35 7 280 1960” 

11 2 43 1 1053 26585 
ყ()=-- –-- ·.- L.-.-.--=-– 

5 5 )იინი 5 280 9800 
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17 3 4113 1 26585 _ 376845 
2())ლ---- ა “ს .–- – _--–- 

' 4 ზ 1960 2 9800 78400 

“და ა. შ. - 

საზოგადოდ, ზეიდელის მეთოდის გამოყენებით უფრო ჩქარა ვუ- 
ახლოვდებით ამონახსენთა ჭეშმარიტ მნიშვნელობებს, . ვიდრე უბრალო 
იტერაციის მეთოდეთ სარგებლობისას, მაგრამ შესაძლებელია შეგვ- 

ხვდეს ისეთი შემთხვევაც, როდესაც რაიმე სისტემის იტერაციის მე– 
თოდით ამოხსნის პროცესი კრებადეა, ხოლო იმავე სისტემის ზეიდე– 
ლის მეთოდით ამოხსნის პროცესი კი –– განშლადი, 

თუ სისტემის ზებდელას მეთოდათ ამოხსნის პროცესი განშლა- 

დია,” მაშინ შესაძლებელია სისტემის ისეთნაირი გარდაქმნა, რომ ზეი– 

დელის მეთოდით მიახლოებით ამონახსენთა პროცესი კრებადი გახ- 

დეს. : 
თურმე, თუ (7.1) განტოლებათა სისტემას ჩავწერთ მატრიცული 

სახით : : 

სადაც 

XV. ხ, 

X=| 2 და ხ= ხ; 

X ხ 

და ორივე მხარეს გავამრავლებთ 4 მატრიცის (იგულისხმება, რომ ის 

გადაუგვარებელია მატრიცაა) ტრანსპონირებულ 4” მატრიცაზე, მი– 

ღებული მატრიცული განტოლება 

# '#4X=#'ხ (7.4) 

შეეძლება იყოს ისეთი, რომლისთეისაც ზეიდელის მეთოდით მიმდევრო- 

ბითი ამოხსნების პოვნის პროცესი კრებადი იქნება. ცხადია, (7.4) მატრი- 

ცული განტოლების გაშლილი სახით ჩაწერა მოგვცემს წრფივ განტო– 

ლებათა სისტემას. 

განვიხილოთ შემდეგი მაგალითი. ვთქვათ, მოცემულია სამუცნო- 

ბიან განტოლებათა სისტემა: 

X+ყ+2=6, ) 4 
2X+ყ+2=7, ჯ" 

X--22=-- 5. ( 
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ამ შემთხვევაში 

11 1 12. 1 6 
#-(: 1 | ) “ი 1 3) '-( 2) 

1.0 –2 11 2 - 5 

6 31 15 
#4-(. 2 3) #ჩ-(+ |. 

1206 23 

ანდა, თუ ამას დავწერთ გაშლილი სახით, გვექნება განტოლებათა 
შემდეგი სისტემა: 

3X+2ყ-22=13, 

X+2ყ+62=23. 

მიღებულ განტოლებათა სისტემის ზეიდელის მეთოდით ამოხსნის პრო– 

ცესი კრებადი იქნება. 
იტერაციი მეთოდებს შეცდომათა თვითგასწორების შესანიშნავი 

თვისება აქეს. თუ მიმდევრობითი მიახლოების რომელიმე ეტაპზე 

რაიმე შეცდომა დავუშვით, შემდეგში ამ პროცესის დიდ რიცხვჯერ 

განმეორებისას ჩვენ მაინც უფრო და უფრო ვუახლოვდებით ჭეშმა- 

რიტ მნიშვნელობას. ეს თვისება იქიდან გამომდინარეობს, რომ ნუ- 

ლოვანი მიახლოების აღება შეგვიძლია ნებისმიერად. არ არის სავალ– 

დებულო ნულოვანი ამონახსნის აღება ისე, როგორც ამას ზემოთ ვა- 

კეთებდით. 

6X+3ყ+2=15, 

თავი I1II 

ვეკტორები 

§ 1. ზოგადი ცნებები 

განვიხილოთ დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა სისტემა. ყოვე- 

ლი M წერტილი სიბრტყეზე განისაზღვრება ორი კოორდინატით, X-ით 

და ყ-ით, რომლებიც გვიჩვენებენ წერტილის დაშორებას საკოორდი- 

ნატო ღერძებიდან. M წერტილის გარდა, X, და ყუ რიცხვებით ვექტო– 

რის მოცემაც შეიძლება. M წერტილის მოცემა ტოლფასია 0M ვექ- 

ტორის მოცემისა. M წერტილის კოორდინატები იქნებიან 0M ვექტო– 

რის ე. წ. მდგენელები, 
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ვთქვათ, მოცემულია ორი ვექტორი '- და 0 და გვინდა ვიპოვოთ 
მათი ჯამ-ვექტორი. ამისათვის სიბრტყეზე იღებენ რომელიმე ერთს 
და მას მიუდგამენ მეორეს (პირველის ბოლოს შეუერთებენ მეორის 

V სათავეს) მიღებული ვექტორი, 
რომლის სათავეა პირველის სა- 
თავე, ხოლო ბოლო კი მეორის 

ბოლო, იქნება ორივეს ჯამი. 

ვქექტორის გადატანა შეიძლება 

ნებისმიერ ადგილას, თუ მას მი- 

ჯ  მართულებას არ შევუცვლით. 
ორი ვექტორი ერთმანეთის 

ტოლია, თუ მათ ერთი და იგივე 

სიგრძე და მიმართულება აქვთ. 
ვექტორთა შეკრების წესი უცვლელია იმ შემთხვევაშიც, როცა 

შესაკრებთა რიცხვი ორზე მეტია. 
ანალიზურად ეს ასე გამოისახება, თუ გვაქვს: 

ს,=(X» V”)) 

_ ა. MC%#,V) 

«     «%, 
ნახ. 1. 

და - 
ნე=(X„ XI», 

მაშინ 

ნს,+ჩე=(X,+X., V.+Vა. 

ე. ი. ორა ვექტორის ჯამი რომ მივიღოთ, საჭიროა ავიღოთ ისეთი ვექ- 
ტორი, რომლის მდგენელები შესაკრებ ვექტორთა შესაბამისი მდგენე- 

ლების ჯამის ტოლია. იგივე წესი მართებულია შესაკრებ ვექტორთა 
ნებისმიერი რიცხვისათვის. 

M-განზომილებიანი , ვექტორი ეწოდება (X,, X,, · · ·-, X»ი), ნამ- 
ღვილ რიცხვთა სიმრავლეს, რომლის ყოველი ელემენტი წარმოად- 

გენს განხილული ვექტორის მდგენელს. ამ სიმრავლეს აგრეთვე #- 
განზომილებიანი წერტილიც ეწოდება..,(X,, X,. ·. ·, XV) სიმრავ– 
ლეში შემავალ ნამდვილ რიცხვთა ყველა შესაძლო მნიშვნელობათა 
ერთობლიობას #-განზომილებიანი ვექტორული სივრცე ეწოდება. 

ორი ვექტორი მაშინ იქნება ტოლი, თუ ტოლია მათი ყველა შესა- 
ბამისი მდგენელი. · . 

ვთქვათ, მოცემულია ორი ვექტორი ჩ(X,, X» · · ს X») და 
ნ,(V, V> · + ” XV»), მაშინ წ, და 6, ვექტორთა ჯამი იქნება: 

ნ,+ჩ,=ჩ(X,+V,., X-:+V,, .. . Xი+V»). 
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ვთქვათ, გვაქვს ” ვექტორი და # რაიმე მუდმივი რიცხვია, მაშინ მათი 

ნამრავლი გვაძლევს ისეთ ვექტორს, რომელსაც ” ვექტორის მიმარ- 

თულება ექნება და #-ჯერ იქნება „წაგრძელებული“ თუ #>90, თუ 

#C0, მაშინ #ნ ნამრავლი იქნება ისეთი ვექტორი, რომლის სიგრძე 

#-ჯერ მეტია იქნება #-ის სიგრძეზე, მიმართულება კი მისი საწინააღმ- 

დეგო ექნება. 
ანალეზურად ვექტორის ნამრავლი რიცხეზე გვაძლევს ისეთ 

ვექტორს, რომლეს მდგენელებია სათანადოდ აღებული ვექტორის 

მდგენელები გამრავლებული მოცემულ მუდმივ რიცხვზე. სახელ- 
დოიო, 

Mჩ(X,, X> + 6. X.)=ჩCIX,, MჩXა, .· · + #X>»). 

იმ შემთხვევაში, როცა #= –-1, ნ ვექტორს მიმართულება ეცვლება: 

–ჩ(XI.- Xა · . ს X»)=ჩC-X, –-XI » > ს» XV). 

ვექტორთა გამოკლება ნიშნავს პირველს დავუმატოთ მეორე გამრავ– 

ლებული –-1-ზე სახელდობრ, 
ნ- 0=ნ+(- 0. 

ანალიზურად ვექტორთა გამოკლების დროს ვღებულობთ ისეთ 

უექტორს, რომლის მდგენელებია საკლებისა და მაკლები ვექტო- 

რების შესაბამის მდგენელთა სხვაობა. მაგალითად, 

“ვ... ....... 
=LVLCX. –- V. X.–X,, აია" Xა– XV»). 

კერძოდ, 
ნ56(X) X, +.ი, X)-–-IMXXს, X, ა ა X„.)= 

=I2(0, 0, «+ „ ., 0. 

ე. ი. ტოლ ვექტორთა სხვაობა გვაძლევს ნულოვან ვექტორს. . 

ორე – დ: 0 ვექტორთა სკალარული ნამრავლი ეწოდება ამ ვექ- 

ტორთა სიგრძეების მათ შორის კუთხის კოსინუსზე ნამრავლს: 

(ნ . 0)=Iჩ, 01C05(ნ, C). 

თუ მოცემულია ჩ(X, X> . . ., Xი)ადა C(V), V>» –=“.“) 

ვექტორი, მაშენ მათი სკალარულე ნამრავლი ანალიზურად შემდეგ– 

ნაირად გამოისახება: 

(8 . 0)=X,V,+Xა:V/,ე+ « « ·+XიVჯ. 
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კერძოდ, 

ჩ(X, X., „... XაL(CV XL, «ირი. X-)= 

=X,2+X.1+ .. ++ X „?. 

როგორც ვიცით, ” ვექტორის თავისთავზე გამრავლებისას კუთხე 
0-ის ტოლია, ამიტომ დავწერთ: 

დ” =|ჩჩ, 
საიდანაც 

|6(=V(6.–)=V X,1+X:+:.:+ Xი3. 
თუ მხედველობაში მივიღებთ ორი ვექტორის სკალარული ნამრავ- 

ლის გამოსახულებას, ამ ვექტორებს შორის კუთხის კოსინუსის გამო- 

სათვლელად მივიღებთ შემდეგ დამოკიდებულებას: 

C0§ თ დ) = _ დ.თ _ , 

აუ 
ანალიზურად ეს ასე ჩაიწერება: 

C0§ (8,C1= · X.V,+XაI/ა+--.-+-Xი-Vა 
  
  

V X.“+ Xა“---..+2X? ს V,2-Vბ+---წ7,? 

თუ ორი # და 0 ვექტორის სკალარული ნამრავლი ნულის ტოლია, 
ეს იმას ნიშნავს, რომ ისინი ერთმანეთის პერპენდიკულარულნი არი- 
ან, 

განვიხილოთ: რამდენიმე “ მაგალითი. 
1 ვთქვათ, მოცემულია: 

ჩდ, 1, 9, 2) 
დღ ==, 

„00, 0, 1, 0 

ვექტორები. ვიპოვოთ მათი სკალარული ნამრავლი, სიგრძეები და მათ 

შორის კუთხე. 

დ : 0)=0, 

მაშასადამე, ისინი ურთიერთპერპენდიკულარულნი არიან და მათ შო- 

რის კუთხე იქნება + · 
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|I6I=VI1I+4 =V#5 

|0I=V1+1=V2. 

2. ვთქვათ, მოცემულია ვექტორები: 

ჩC 3, 1, 0, 2) ღა 00), 0, –3, –ს 

ვიპოვოთ მათი სკალარული ნამრავლი 

-(66. 06=–3+0--0--2= – 5, 

(6 . 0)= –– 5. 

სავარჯიშო 

მონ:ხეთ სკალარული ნამრავლი და მათ შორის კუთხე შემდეგი ვექტორებისა§ 

1) (1,1, –-2, 00 და ფ.0, 1, 1, 2); 

პასუხი. (წ.0)=-1, C05(წ, 0)=- --. 

  

  

6 
2/1. = 

2 ნ(--, 1, –«) და 900, –I, 2, 
რ, _. თ 

პასუხი. 9, C05(ნ,0)=-–-–-––-. 
9 M5 V 17,25 

ვე 6(0, 5; 2, –2) და 0(1, --0,5; 2); 
ლ. 1,5 

პასუხი. 1,5, C05(–ნ, 0)= –. 
9 , V33 /235 

4) ნდ, 0, 5, 1, –1) -და 0(1, –), 9, 2, –2); 
„ლ. 4 

პასუხი. 4, C05(–”, 0)=–– –. 
უ #27 V19 

§) 6(2, 1, 1, –3) და C0(4, 5, 3, –-1). 
ელს, 21 

პასუხი, 23; (605(ნ, 0)=–– – 
უ #15 V51 

§ 9. ვექტორთა წრფივად დამოკიდებულება 

ვთქვათ, მოცემულია რამდენიმე ვექტორი, რომლებიც ერთსა დ> 

იმავე წრფეზე ან ერთმანეთის პარალელურ წრფეებზე მდებარეობენ. 

ამ შემთხვევაში ნებისმიერი აღებული" ვექტორთაგანის გამოსახვა შე- 

იძლება მეორის საშუალებით, თუ მას გავამრავლებთ რაიმე მუდმივ: 
რიცხვზე. 
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მაგრამ, თუ ქექტორები ერთმანეთთან რაიმე კუთხეს ქმნიან, მა–- 

“შინ ერთის გამოსახვა მეორეს მუდმივზე გამრავლებით არ შეიძლება. 

ჩვეულებრივ, გეომეტრიაში ორ ვექტორს ეწოდება კოლინე- 

არული, თუ ერთ-ერთი მათგანი მიიღება მეორისაგან ამ უკანასკ– 
"ნელის რაიმე რიცხვზე გამრავლებით. 

ანალოგიურად, თუ სამი ჩ, 0 და # ვექტორის სათავე ერთ სიბრ- 

ტყეზეა მოთავსებული, მაშინ მათ ეწოდებათ კომ პლანარულ- 

·ნ ი. ანალიზურად კომპლანარობა იმას ნიშნავს, რომ ნჟბისმიერი ერ- 

“თის წარმოდგენა შეიძლება დანარჩენების საშუალებით შემდეგნაი- 
რად: 

ნ=:.00+V.?, 
-სადაც. #), #ე რიცხვებია._ 

საზოგადოდ, ნ და 0 ვექტორებს /#-განხომილებიან სივრცეში 

„ეწოდება კოლინეარული, თუ არსებობს ისეთი # რიცხვი, რომ 

წელ») 

-აგრეთვე ჩ, 0 და I ვექტორებს M-განზომილებიან სივრცეში ეწოდე– 

ბათ კომპლანარულნი, თუ ერთ-ერთი მათგანის გამოსახვა შეიძლება 

„დანარჩენების წრფივი კომბინაციით. ამ ცნებათა განზოგადება შეიძ- 

ლება ვექტორთა ნებისმიერი რიცხვისათვის, ჩ?, '-M –_- ვექ– 

„ტორები #M-განხომილებიან სივრცეში იქნებიან წრფივად დამოკიდე- 

ბულნი, თუ არსებობს ისეთ მუდმივთა მიმდევრობა #,, #,, . აჩი, 

"რომელთა შორის ზოგიერთი მაინც განსხვავდება ნულისაგან და ად- 
გილ” აქვს ტოლობას: 

სნ,+ჩ,ნ,+ -4+ჩაჩა=0, . (2.1) 

სადაც მარჯვენა მხარეში 0 ნიშნავს ნულოვან ვექტორს. თუ უკანას- 

კნელ ტოლობას მხოლოდ მაშინ აქვს ადგილი, როდესაც #,=#:= 

· .=ჩე=0, მაშინ აღებული ვექტორები იქნებიან წრფივად და- 
-მოუკიდებელნი. 

განვიხილოთ რამდენიმე მაგალითი, რომლებიც ნათლად გაგვარკვე- 

ვენ ვექტორთა წრფივად დამოკიდებულებისა და დამოუკიდებლობის 

არსში, 

ვთქვათ, მოცემულია ვექტორები: ნ, (1, 0, ბ), ს, (00, 1, 0) და 

#ჯ C, 0, 1). ვნახოთ არიან თუ არა ესენი წრფივად დამოკიდებულნი. 

ისინი რომ წრფივად დამოკიდებულნი იყვნენ, ამისათვის საჭიროა ?:,, 

#,, ჩე ისეთი მუდმივების არსებობა, რომელთაგან ერთი მაინც იქნება 
განსხვავებული ნულისაგან და ადგილი ექნება ტოლობას: 

ჩენა(I, 0, თ+#ჩ,ჩ,დ, 1, თ+#ჩ, ჩარ, 0, 1)=0 (2.2) 
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უს უკანასკნელი შემდეგნაირად გადავწეროთ: 

ნ(, 0, თ+ჩ,0, #,, თოღ+ჩუ(, 0, #:)=0 
ან, რაც იგივეა, 

ჩი, M., ჩე) = 00, 0, 0), 

რადგანაც ვექტორთა შეკრებესას სათანადო მდგენელები იკრიბებიან 

და მარჯვნივ კი გვაქვს ნულოვანი ვექტორი. 

როგორც ვიცით, ორი ვექტორი ერთმანეთის ტოლია, თუ მათი შე– 

საბამისი მდგენელები ტოლია. მაშასადამე, მიეიღებთ: 

#.=0, ჩ#,=0, ჩე=0. 

ამგვარად, განხილული ვექტორები ყოფილან წრფივად დამოუკიდე- 

ბელეაი, რადგანაც არ არსებობს ისეთი მუდმივები, რომელთაგან ერთი 

მაინც განსხვავებულია ნულიასაგან და რომელთათვისაც ადგილი აქეს 

(2.22 ტოლობას. 

ახლა განვიხილოთ ვექტორები: (I, 1), ჩ–ნ.C-I1, –-1) და ჩუა(C, 1). 

მაშინ წრფივად დამოკიდებულების შესამოწმებლად დავწერთ: 

ჩ,6,0, 1)+Mჩ/–-), – ს +ჩჩალ, 1)=0 
ან, რაც იგივეა, 

ნ,(ხ, M)+ჩ.--ს, –-ჩ)+ჩად, #.)=0, 
ან · , 

ჩ(ხ –- ჩა ნ, – ჩ:+ჩ)=0(0,0), 

საიდანაც მივიღებთ: – 
ხ – #M,=0; I(II=ICL 
ჩა %1+-#ვ=0. 

ეს კი იმას ნიშნავს, რომ 

#ე=0 + 
და 

ჩ,= ჩა, 

უ. ი. თუ #,-ს ან #,-ს მიეცემთ ნებისმიერ რიცხვით მნიშვნელობას, 

წრფ-ავად დამოკიდებულების პირობა სრულვღება. ამგვარად, განხი- 

ლული ეექტორები ყოფილან წრფივად დამოკიდებულნი. 
წრფივად დამოკადებულების ცნებასთან დაკავშირებით ჩამოვაყა– 

ლიბოთ რიგი თეორემები, რომლებსაც შემდგომში გამოვიყენებთ. 
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თეორემა„ ვთქვათ, მოცემულია ჩ, ., ე... ჩნ, .. ნ. ვექ-. 

ტორთა სისტემა თუ ნ ნა ...., ჩხ ვექტორები, რომლებიც აღე- 

ბულ ვექტორთა სისტემის ქვესისტემას წარმოადგენენ, არიან წრფივად. 

დამოკიდებულნი, მაშინ მთლიანად განხილული სისტემაც იქნება წრფი- 
ვად დამოკიდებული. I 

დამტკიცება: რადგანაც L, ნ, –_ >» ქვესისტემა, პი– 

რობის თანახმად წრფივად დამოკიდებულია, მაშასადამე, არსებობს. 

ისეთი #,, #ე, ·- . ს» #, მუდმივები, რომელთაგან ერთი მაინც განს- 

ხვავებულია ნულისაგან და ადგილი აქვს ტოლობას: 2 

ს–ნ,+Mნ,L . . .+#,ჩ,=0, (2.3) 

მაშინ ყოველთვის შეგვიძლია შემდეგი ტოლობის დაწერაც: 

ხჩ,+წჩ,+ . . .+ჩხ.ჩ,40.ჩ, +. .40.ნ,=0 (2.31 

მაშასადამე, არსებობს რიცხვთა მიმდევრობა #,, #:) . .· ·,#,,0,..-,0, 

რომელთაგან ერთი მაინც განსხვავდება ნულისაგან ·და _ადგილი აქვს 

(2.31) ტოლობას. ეს კი იმას ნიშნავს, რომ ჩ, ჩ. –-–-”””' #,,0 · „ნ, 
ვექტორთა განხილული სისტემა წრფივად დამოკიდებულია. 

თეორემა, ს. ჩ,, · „ჩ ვექტორთა სისტემის წრფივად ღდა–- 

მოკიდებულებისათვის აუცილებელე და საკმარისია რომ ერთ-ერთი 

მათგანის წარმოდგენა შეიძლებოდეს დანარჩენების წრფივი კომბინაციის, 

საშუალებით. · 

დამტკიცება. პირველ რიგში ვაჩვენოთ, რომ თუ მოცემუ– 

ლი ვექტორები წრფივად დამოკიდებულნი არიან, მაშინ ერთ-ერთი 

ყოველთვის წარმოიდგინება დანარჩენების წრფივი კომბინაციით (ამას 

ეწოდება პირობის აუცილებლობა), მართლაც, დავუშვათ, რომ ჩნ, 

ჩნ, –=–_.. წრფივად დამოკიდებულნი, მაშინ, განმარტების 

თანახმად, არსებობენ ჩც #ე, . . ., ”ი მუდმივები, რომელთაგან 

ერთი მაინც განსხვავდება ნულისაგან და ადგილი აქვს ტოლობას: 

=5ნ,+ჩ,–,+ . . .4+ჩაჩე=90. 

ზოგადობის შეუზღუდველად დავუშვათ, რომ #,#0, მაშინ 

ნ,=- #76, ნ, #%წნ... _– #6. 
ჩ) ჩ ჩ, 

ამგვარად, ჩკ ვექტორი გამოისახება დანარჩენების წრფივი კომბინა–- 

ციით. 
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ახლა დავუშვათ, რომ ერთი ვექტორთაგანის წარმოდგენა შეიძ- 

'ლება დანარჩენების წრფივი კომბინაციით და ვაჩვენოთ, რომ სისტემა 
წრფივად დამოკიდებულია (ეს იქნება პირობის საკმარისობა). 

დავუშვათ, რომ 

ჩ,=M,ნ,+წჩა“+- « . .+ჩაჩ,, 
მაშინ 

ნ. ჩნ, - ჩეჩე-- .". -–-ჩანა=0. 

ცხადია, რომ აქ მოცემულ 1, –/”ე, . . ·. –ჩი მუდმივთაგან ყველა 

არ არის ნულის ტოლი. ეს კი იმას ნიშნავს, რომ ჩ, ჩ. , ს» ჩნ, 

ვექტორთა სისტემა წრფივად დამოკიდებულია. 
დამტკიცებული თეორემის შედეგად შეგვიძლია შემდეგი დასკენა 

გავაკეთოთ: კოლინეარული და კომპლანარული ვექტორები წრფივად 

დამოკიდებული არიან. 

§ მ. ბაზიხები ი.განზომილებიან სივრცეში 

ვთქვათ, მოცემულია ი-განზომილებიან ვექტორთა სისტემა: #,,ჩ,,... 

–_ ცხადია, რომ თუ მათ შორის რომელიმე ნულოვანი ვექ- 

ტორია, მაშინ მოცემული სისტემა იქნება წრფივად დამოკიდებული, 

რადგანაც ყოველთვის შეიძლება ისეთი #,, #,, . · „ ”ა მუდმივების 

'მერჩევა, რომელთაგან ერთი მაინც არ უდრის ნულს და ადგილი ექ- 

ნება ტოლობას: 

ჩ,ნ,+LMჩ,+ . + -+ჩოჩო=0. (3.1) 

მართლაც, ამ შემთხვევაში, ვთქვათ, ყველა კოეფიციენტი ნულის ტო- 

ლია, გარდა იმისა, რომელიც ნულოვანი ვექტორის წინ დგას, · მაშინ ად– 

გილი. ექნება (1.1) ტოლობას და სისტემა იქნება წრფივად დამოკიდე– 

ბული. საზოგადოდ კი მართებულია შემდეგი 

__ თეორემა. ვთქვათ, მოცემულია #-განზომილებიან ვექტორთა სისტე- 

მები: 

ჩ, ს» ” ჩნ, 

და 

მა 0... 0. 
დავუშვათ, რომ /7<-ი1; თუ პირველი სისტემის ჟოველი ვექტორი შე- 

იძლება გამოისახოს მეორე სისტემის ვექტორთა წრფივი კომბინაციით, 

მაშინ ვექტორთა პირველი სისტემა იქნება წრფივად დამოკიდებული. 
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დამტკიცება. ვიგულისხმოთ, რომ ვექტორთა განხილული: 

სისტემები ნულოვან ვექტორს არ შეიცავენ, რადგანაც მაშინ თეორე– 

მა ტრივიალურია. 

თეორემის პირობის თანახმად დავწერთ: 

ჩ.=ძ თ,0,+თ,0:+ 1... · "1+ძ/მი 

(ქ 2=0ც0)+:მ+ · -+6მი (3.2. 

სა=თა0+თ,მ,+ · +600, 

რადგანაც ყველა ნ;7#0, ამიტომ უკანასკნელი სისტემის პირველი ტო– 

ლობის მარჯვენა მხარის რომელიმე ერთი კოეფიციენტი მაინც განს–- 

ხვავდება ნულისაგან, ე. ი. რომელიღაც 0,,/#0 (I=1, 2, . . „ჩი. 

დავუშვათ ძიც#0. მაშინ ამავე პირველი ტოლობიდან დავწერთ: 

0,-ის მიღებული მნიშვნელობა შევიტანოთ იმავე სისტემის მეორე 

განტოლებაში, გვექნება: 

ჩ, _ ძი9. M>
) 0,– 021013 მა–... _ ძე)რ 0,+L 

თ თ 611 ი. 

+ძ;:0,+--·+ძ.,0,. 

ან, რაც იგივეა, 

> _. _ _. 
#=-–Iიენ,+ (ძლე-––ძე|თ10) 0ე-L (ძევ –– ძე1C1ე) 0ე+---- + 

11 

–+ (ძა, -–- 0ა1ძ),) C,). 

აქ თუ მარჯვენა მხარის ყველა კოეფიციენტი ნულია, გარდა ს.-ის კო– 

ეფიციენტისა, მაშინ, ცხადია, ნ, და ჩ, იქნებიან წრფივად დამოკიდე– 

ბულნი და თეორემა დამტკიცებული იქნება, თუ რომელიმე კოეფი– 

ციენტი ნულისაგან განსხვავებულია, მაგალითად, რევ -- Cთ,:0ე1#0, 

მაშინ ამ უკანასკნელი ტოლობიდან შეიძლება განვსახღვროთ 0. 

შემდეგ ფ0,-ისა და C0,-ის განსაზღვრული მნიშვნელობანი ჩავსვათ (3.2) 

სისტემის მომდევნო განტოლებაში, რის შედეგად მიეიღებთ: 

“ ჩა =03)ნ,+Cე:ნ;+ თვვ0ე+ .. ,+ი',0, 
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ტოლობას. თუ ანალოგიურ მსჯელობას გავაგრძელებთ, ბოლოს და. 

ბოლოს დავწერთ: 

ნ,.,=C,+)ნ,+6„+ს:ნ,+ · -+C/+ს,ჩ,. 

რადგანაც #</-ზე, ამიტომ ეს უკანასკნელი ჩვენს თეორემას ამტკი– 
ცებს. 

ვექტორთა მოცემულ ორ სისტემს ეკვივალენტური 

ეწოდება, თუ ერთი სისტემის ნებისმიერი ვექტორი გამოისახება მე– 

ორე სისტემის ვექტორთა წრფივი კომბინაციით და, პირიქით. 

ცხადია, რომ თუ #-განზომილებიან სივრცეში წრფივად დამოუკი-. 

დებელ ვექტორთა: ორი სესტემა ეკვივალენტურია, მაშინ ისინი შეიცა– 

ვენ ვექტორთა ერთსა და იმავე რაოდენობას. 

ქთქვათ M-გან ზომილებიან სივრცეში მოცემულია ვექტორთა რაი- 

მე სეასტემა. ამ სისტემის ვექტორთა ქვესისტემას ეწოდება მაქსი-. 

მალურად წრფივად დამოუკიდებელი სისტემა, 

თუ ქვესისტემის ვექტორები წრფივად დამოუკიდებელია და ქვესისტე– 
მის ვექტორებს ვერ დავუმატებთ სისტემიდან სხვა ვექტორს ისე, 

რომ ქვესისტემის ვექტორთა წრფივად დამოუკიდებლობა არ დაირ- 

ღვეს. მაქსიმალურად წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორთა სისტემასთან 

დაკავშირებით, ადგილი აქვს შემდეგ თეორემას: 

თეორემა. ვექტორთა ერთი და იმავე სისტემის ორი მაქსიმალურად. 

წრფივად დამოუკიდებელი ქვესისტემა ვექტორთა ტოლ რაოდენობას, 

შეიცავს. 

დამტკიცება: ვთქვათ, 

დღ – 

შა 0» · “ა 0. 

არიან ვექტორთა ერთი და იმავე სისტემის მაქსიმალურად წრფივად. 

დამოუკიდებელი ქვესისტემები, მაშინ 

ჩ, L,, ?.2:. ჩ§,, 0, 

ქექტორთა სისტემა წრფივად „დამოკიდებული იქნება, ე. ი. არსებო- 

ბენ ისეთი მუღმივები #,, ?“–“რ.. რომელთა შორის ერ-. 

თი მაინც განსხეავდება ნულისაგან და ადგილი აქვს ტოლობას: 

ჩ,ნ,+ნ,+ .. .+#M.ნ, + ხა 0,=0 (3.3) 
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ცხადია, რომ #,+,#0, წინააღმდეგ შემთხვევაში ” ვექტორთა ქვე- 
სისტემა წრფივად დამოუკიდებელი იქნებოდა. მაშასადამე, 

ჩ ჩ.- რ სვ... #, ჩ,. 

M.-+1 ჩ/--+ M-+1 
0,=-       

„თუ ამგვარ მსჯელობას გავაგრძელებთ სისტემის სხვა 0 ვექტორების მი- 

მართ, ჩვენ ვნახავთ, რომ /# და 0 ვექტორთა სისტემა ეკვივალენტუ– 
რია, მაგრამ ეკვივალენტურ ვექტორთა სისტემები შეიცავენ ვექტორ- 

თა ტოლ რაოდენობას და ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

აგრეთვე მართებულია შემდეგი 

თეორემა. ,,-განზომილებიან სივრცეში ნებისმიერი ვექტორთა სის- 

„ტემა, რომელიც #-%ე მეტ ვექტორს შეიცავს, წრფივად დამოკიდებუ- 
„ლია. , 

დამტკიცება. ავაგოთ ვექტორთა შემდეგი სისტემა: 

1, (1, 0, 0, «» . ., 0), /(0, 1,0, ...,0ს,...., 
#06, 0, · « ·1, .0), . . ./(0, 0, » . . 01) (2.4 

4«)ხადია, რომ #-განხომილებიანი სივრცის ნებისმიერი ვექტორი შემ- 

დეგნაირად შეიძლება წარმოვადგინოთ: 

ჩX. XI. ·.·, Xია=X,ს,ს+XასL ·. .+XიIი. 

მაშასადამე, თუ ი-განზომილებიან სივრცეში ჩვენ გვაქეს ნებისმიერი 
სისტემა, რომელიც ჩ-ზე მეტ ვექტორს შეიცავს, მაშინ როგორც მი–- 

სი, ისე (3.4) ვექტორების მიმართ მართებული იქნება ზემოთ დამტკი–- 

ცებული თეორემა: თუ პირველის ვექტორები მეორის წრფივი კომ- 

ბინაციით წარმოადგინება, მაშინ ის წრფივად დამოკიდებული სისტე–- 

მა იქნება. ეს კი ჩვენს თეორემას ამტკიცებს. 

აგრეთვე მართებულია შემდეგი 
თეორემა. თუ უ-განზომილებიან სივრცეში მოცემულია ვექტორთა 

ისეთი წრფივად დამოუკიდებელი სისტემა: 

ჩ, ჩ ჟ” ჩი, (3.5) 

რომ ო-განზომილებიანი სივრცის ნებისმიერი ვექტორი გამოისახება "ამ 

სისტემის ვექტორთა კომბინაციით, მაშინ /1=7/., 

დამტკიცება. აღებული (3.5 წრფივდ დამოუკიდებელი 
სისტემა და (3.4) სისტემა ეკვივალენტურია და, როგორც ვნახეთ, 
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ეკვივალენტური სისტემები ვექტორთა ერთნაირ რაოდენობას წშეი- 

ცავენ. ეს კი ამტკიცებს თეორემას, 

M-განზომილებიანი სიერცის ” წრფივად დამოუკიდებელ მექტორ– 

თა სისტემას ამ სისტემის ბაზისი ·ეწოდება.: 

M-განზომილებიანი სივრცის ყოველი ვექტორი შესაძლებელია გა– 
მოისახოს ბაზისის ვექტორთა წრფივი კომბინაციით. 

თუ. ვექტორთა სისტემა ნე წე «ი -, 0” წარმოადგენს: /1-განზო– 

მილებიანი სივრცის ბაზისს ხოლო ამ სისტემის რომელიმე ვექტორი 
შემდეგნაირად გამოისახება: “ 

0= ხჩ,+Lნ,+. :4+ჩაჩა, 

მაშინ ვიტყვით, რომ "'ჩც "ჩვ » > · ჩი წარმოადგენენ“ 0. ვექტორის 
კოორდინატებს ზემოხსენებულ ბაზისზე. 

მაგალითი. ვთქვათ, მოცემულია 7#,(1, 1,1), 6VX1, 1, 2), ჩჯ;(1, 2,3) 

და IIX(6, 9, 14). დავადგინოთ, რომ ჩ,.L,, ჩე ვექტორები ბაზისს წარ» 

მოადგენენ და ვიპოვოთ # ვექტორის კოორდინატები ამ , ბაზისზე» 

საძებნია ისეთი #,, #:, ვ რიცხვები,'' რომ 

L6,(1, 1, 11+ჩაჩე(1, 1, 2)+ჩაჩა(1, 2, 3)=0C, 0, 0) 

ან; რაც. იგივეა, 

ჩ,(ხ, ჩხ, ჩ)+ჩა(ს, ჩა 2ჩ”,)+ჩე(ჩ, 2ჩე, 3ჩე)=000, 0, 0X , 
თო.7-. 

აქედან დავწერთ: 

7 ნწხს+ს+ჩა M+ჩ:+2ჩე, ხ.+2ჩM)+3ჩკ)=00, 0, 0), 

საიდანაც 

ს +Mჩე+ჩM3=0, 
M-+L+ჩე+2ჩე=0, 
ჩ.-+2ჩე+3#ე=0 

რადგანაც სისტემის დეტერმინანტი 

| 11.1 
1 1 2 

12.3 

ამიტომ, კრამერის თეორემით, მიღებულ სისტემას აქვს ერთად- 

ერთი ნულოვანი ამონახსენი: #,= #:= #ე=0, ეს.კი იმას ნიშნავს, რომ 

ნ, ნ, სჯ ნამდვილად:. ბაზისს ქმნის, 
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ახლა I ვექტორი გამოვსახოთ ბაზისის ვექტორთა წრფივი კომბი- 
ნაციით: : 

XLC6, 9, 14)=0,5)0, 1, 1)+0,6,0, 1, 2)+ძანაი,, 2, 3) 
ან, რაც იგივეა, 

#(6, 9, 14)=7#,(0, 0), 0)+ჩნ-ჯი» ძ,, 20;) +%.,(9,, 2ძე, 3ძე) 

ანდა 

MC, 9, 14)=ჩ(0,+0,+ძა, ძ,-++0,+2თე, 0,+2ძ,-L3ძე). 

აქედან კი შევადგენთ განტოლებათა სისტემას: 

თ-+-თა+0ძა=6, 

ძ,+ი,კ+2ძე=9, 
თ -L2ძე-L3ძვ=14. 

ამ სისტემის ამოხსნა გვაძლეეს: 

ი,=1, 

ძ:=2, 

ჯ ძვ=3. 

მაშასადამე, მივიღეთ, რომ 

Mს=ჩ,+ 2ჩ,+3ჩა 

“და მისი მდგენელებია ბაზისზე 1, 2 და 3. 

განვიხილოთ შემდეგი ამოცანა: ვთქვათ, მოცემულია 1>X,, X-,--·, X») 
ვექტორი LI თ რით I ბაზისზე, ე. ი. 

LCX., XჯXც -.ი.“ X»)=7X,ს-+XაI:+ · .-+XიIი | 

დავუშვათ, აგრეთვე, რომ ჩ”, I, ს ი წი ქექტორთა სისტემა 

ქმნის მეორე ბაზისს რომელზედაც წ. ვექტორის მდგენელებია 

ყა ყე · + ას ყი, ე: ი;, გვაქვს: 

VI, ყა 795 ყი)=V,ს +ყე? + ი + წი, 

აგრეთვე, ვიგულისხმოთ, რომ განხილულ ბაზისთა ვექტორები ერთ- 
მანეთთან დაკავშირებულია შემდეგი. თანაფარდობებით: 
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– 

ს=0,ს +თ,. 1 + .-+ძ ი”, 
6= ძნ 10” + -+ძეი!ი”, (3.6) 

ი=თ,ეჩ +თ.,> + „“+§– რ თიი!ი”. 

საჭიროა პირველ ღა მეორე ბაზისზე ს ვექტორის მდგენელთა 
შორის დამოკიდებულების დადგენა. · 

პირობის თანახმად“ 

ჩ(X, Xთ · · „, X.ა=X+Xს+ . -.CXაი. 

ამ უკანასკნელ გამოსახულებაში შევიტანოთ პირველი ბაზისის ვექ- 

ტორთა მნიშვნელობანი, რომლებიც მოცემულია (3.6) დამოკიდებუ– 

ლებებით. მაშინ დავწერთ: 

ჩVთ. X=, " Xი)=(0,,1; +0,ა1; +: · ·+ძ,იი )X,+(0თ,,ჩ” + 

+ძ.. + .. ·+ძ;იი)X-+ :.· «-+(0ი,ს +0»:; + · ._+- 

+ძ,აა!ი? Xი=(0,X,+0თ,,X:+ · · «-+ძა)Xი)ს + (0,:X(+-0::X:+– 
+ . « .+ძი,Xი)! + ·-+(ი,აX,+ძაიX:+ ·+ძიიXი)ა” 

ეხ კი იმას ნიშნაეს, ,რომ C ვექტორის მდგენელები შეორე ბაზისზე 

ყოფილა: 
ყ.==0,)X,+თიაXა+L ·. ·+0»ი:X», რ 

ყა=0,+X1-+ძე:X2+ '·-+0იათ- 

ყი=0ძ,იX)+CიეიX:+ ·+ძი»იXჯი. 

მიღებული უკანასკნელი დამოკიდებულება ჩავწეროთ მატრიცულად, 

გვექნება: 
M1 ძე 0. მი -»# V. 

“უ."""“"' % |. ც.თ 
»სყი რ“ '.– X». 

(3.6) დამოკიდებულება ბაზისებს შორის მატრიცულად შემდეგნაირად 

ჩაიწერება: 

ს ს 
ს |-=4ტ MI, 

ჩი 1,



სადაც 

მე რთ თ» 

ტ4=|) 2. 055 თვ» 

ძია მოი ი... იძი» 

ფი - #თ : » 5 Xი) და (#ს V «+ «, Mი) არიან ერთი და იმავე ვექ- 
ტორის მდგენელები შესაბამისად პირველ და მეორე ბაზისზე, 
(3.7) მატრიცული განტოლება შემდეგნაირად ჩაიწერება: _ 

' / VI) '/ X) / 

V> =/' X2 

წყ " სX7/-. 
საღაც #' არის 4-ს ტრანსპონირებული მატრიცა. მიღებული უკანას– 

კნელი დამოკიდებულება ამყარებს კავშირს L ვექტორის კოორდინა– 
ტებს შორის” პირველსა და მერრე ”ბაზისზე: ექტ ის კ დ 

_ შევამოწმოთ არის თუ არა ბაზისი თითოგული: _-– და 

, ს 1” + · ·, 1“ სისტემა. 

- „ვთქვათ _–_-. ისეთი მუდმივებია, რომ 

ჩ.სს+წ+ .-+Xიი=0, 

LM, 0, ., – + -0C+%0, Mია, 9, + <= -10+ 9. „+ 

+716, .·..“ 0, M»)=90. , 

თუ ვექტორთა შეკრებას მოვახდენთ, ვნახავთ, რომ 

?!ი“'“” 

რაც იმას ნიშნავს, რომ 

M#,= ჩხე= „=ჩია=0. 

ამგვარად, I 1. ა” ა 1 ქექტორთა სისტემა ბაზისს წარმოადგენს, 

ასევე შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ IL”, 12, +"> +, 1” ვექტორთა სისტე- 
მაც. ბაზისს წარმოადგენს. – · აი 

ახლა განვიხილოთ შემდეგი კონკრეტული მაგალითი: ვთქვათ, მო- 
ცემულია ვექტორთა ორი ისტემა: 8 

| წე0, 1, 1) #70, 2, 1), თ #6), 1, 2) 
და _ ; რი. 

თV, 0, 3), 0,C-2,”-–3, –%);. მუ(2, 2, 5)» 
ზ4 ·



ვნახოთ, არიან თუ არა ისინი ბაზისის ვექტორები და თუ არიან მაშინ. 

ვიპოვოთ ერთი და იმავ ” ვექტორის კოორდინატები ამ ბაზი- 
სებზე. ' · 

ადვილად შემოწმდება, რომ განხილულ ეექტორთა სისტემები ბა- 
ზისებს წარმოადგენს. ცხადია, რომ ისინი წარმოადგენენ წრფივად 

დამოუკიდებელ ვექტორთა სისტემებს. 
მართლაც, 

1.1 1, 1.0 3 

1 2 1)I=1#0 და | 2.3. 5|I=1#90. 
1.1 .2 2.2 §     

    

ეს კი იმას ნიშნავს, რომ ორივე სისტემა ბაზისია. 

C ვექტორები გამოვსახოთ 0 ვექტორების საშუალებით, ·გვექნე- 

|=თცC+0,:0:+0,ად., 

(ი 0:01 + ძ5:(%-L-ძიერი, 

ვ==ძთვ10) -L ძეეC; + ძევრე. 

ამ „სისტემის პირველი. განტოლება შემდეგნაირად ჩავწე როთ: 

L)(1, 1, .11=0ჯ' (თ, 0,, 30,)+ 020; –3ძა, --5თა)+. 

+ Cე” (2თკე, 2ძ,ე, 50)ვ)= C(თ,)-–2თ,:+2ძეე, –30,:+2ფთე, 3თ,)--5თფ3+50,3); 
საიდანაც დავწერთ შემდეგ სისტემას: 

მე. 20,ე+20,ე=1, 
- –3თ.1+2ძ,ვ=1, 

3ძე –– 50,ე-+5Cთ)ვ=>1.. 

|
 

“I
 

"C
I 

ამ სისტემის დეტერმინანტი იქნება:„/ · 

  

    

  

1-22 
4ტ=|)0 –3 2|I=1, 

ვ -.55 

1:-2 2 

ბ,=)1I - ვ 2|I=–3, 
1-5 5 

11 2 

#ტ6.=|)0 1 2|)=3 
'I3 1 5 
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1 –2 1 
„ბე=|0 –3 1|=5, 

3 -5.1     
მაშასადამე, მივიღებთ, რომ 

ძეე=–-3, ძეე.=3, ძ,ვ=5. 

ასევე ვიპოვით, რომ 

ძ.,=--2, ძევ=2, ძევ=4, 

თვ1==–-1, ძთევ=1, რთევ=2. 

ამგვარად, მივიღებთ, რომ · 

| ჩ,=--30,+ 30,+50;, 
მ.-=--30,+20,+40,ე, 

ჩე= –-0,+ 0:+20.. 
I 

ახლა დავუშვათ, რომ პირველ ბაზისზე ნ ქექტორის კოორდინატებია 

X, X-, X, ხოლო მეორე ბაზისზე იმავე ვექტორის კოორდინატებია: 
Vს Vყ. Vე. მაშინ, როგორც ვიცით: 

ყლ
 

ჩ(X, Xა, X:)=X,–,+Xან, +Xვჩა 

დღ == – –_ – 

ჩ(ყ, ყ: Vყე)= M)0)+ VეCთა-L ყელე, 

მაშინ 

ნი, X» X)=XC-30,+30,+50)+X:-30,+20:+40)+ 
+XაC-0,+0:+20)=(C-3», –– 3X; –– Xე) C,+(3X,+2X,+X,)0,+ 

–+(5X,-+4Xა--2Xე) ე, 

მაგრამ, რადგან 7-ს მდგენელები მეორე ბაზისზე არის V/,, ყე, ყე, ამი» 
ტომ დავწერთ: 

ყ)= ––- 3X, –– 3X –– Xე, 

ყ:ა=3X1+2Xე-LXა, 

, ყვ==5X,-+-4Xა-L-2Xე.



§ 4. მატრიცის რანგი 

ვთქვათ, მოცემულია 

(010 :7. ძ." 

4=წ 9. ძე: ძია (4.1) 

ძი) ძი: ძი! 

მატრიცა. მატრიცის სვეტები განვიხილოთ როგორც ვექტორები, მა– 
შინ გვექნება M-განზომილებიანი # ვექტორი: 

(0,,, ძ.), « . ძი); (ძ,ე, ძეც, « « ·, როი); · · „(თ M 0რ,ი · ი „რი 
ამ უკანასკნელი სისტემიდან შეიძლება გამოიყოს მაქსიმალურად 

წრფივად დამოუკიდებელი ქვესისტემები, რომლებიც, როგორც ზე- 
მოთ ვნახეთ, შეიცავენ ვექტორთა ერთსა და იმავე რაოდენობას. 
მატრიცის რანგი ეწოდება ქვესისტემაში მაქსიმალურად 

წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორთა რიცხვს, “ 
4 მატრიციდან გამოვყოთ, რომელიმე /” სვეტი და ” სტრიქონი და 

ამოვწეროთ მათგან შედგენილი მატრიცა: 

0 013 0, 

მაე რთ2 ძა. | , (4.2) 
ა .-. · I 

LC 772 777 ძი, 

ამ მატრიცის შესაბამის. დეტერმინანტს ეწოდება /# შმმატრიცის # რი- 

გის მინორი. შევნიშნოთ, რომ თუ-,” რიგის ყველა მინორი ნულის ტო- 
ლია, მაშინ ნულის ტოლი იქნება ყველა უფრო მაღალი რიგის მინო- 
რი. ეს იქიდან ჩანს რომ, მაგალითად, ”+1 რიგის მინორი წარმოიდ- 

გინება როგორც ” რიგის მინორთა წრფივი კომბინაცია.. 
მატრიცის იმ მინორთა უმაღლესი რიგი, რომლებიც ნულისაგან 

განსხვავებულია, ემთხვევა მატრიცის რანგს. 
მართლაც, ეთქვათ, ' მოცემულია # მატრიცა 

/თ. ძა “ი .. 9» / 

ი, ძა» თეა, 0: 

#4= (4.3) 
V ძმ. 0 0,/, ძ., 

ძი ძი0-” · 90ი, 6ი+» 
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და იმ მინორების უმაღლესი რიგი, რომელიც განსხვავებულია ნული-' 
საგან იყოს #. ე. ი. დავუშვათ, რომ 

ძი. ძი (074 

მი რთვე თა, #90. (4.4) 

(721 თი ძ,, 

პირველად ვაჩვენოთ, რომ 

(ძე, ძა «+.  ძ,, ა 9%»ი, (ძა, ძეა, აძ, სმი) 

კა / ას (ძი, ძი, ა ითი ას მი) -, 

ვექტორთა ქვესისტემები წრფივად დამოუკიდებელნი არიან. დავუშ- 

ვათ, რომ, პირიქით, ისინი ურთიერთდამოკიდებულნი არიან, მაშინ 

ერთ- ერთი ამ ვექტორთაგანი შესაძლებელია დანარჩენის წრფივი კომ- 

ბინაციით გამოისახოს, ქთქვათ, მაგალითად, 

(თ,,, “შა, "ი.ს: სძ, · .,0,)=ჩI(თ,, ძა, 0), ა–0ი)+ 

–+#ჩა(თ» თია ” რ,ა, ·"ჟ' ძ,,)+ · .-L. 

+/-..(0,,. -I,რ0(ი,/ -M მია, ს 2? „0, -)) · 

აქედან კი დავწერთ: ' : 
რე–ჩრა! ჩათი!“ - “. '.+#ჩ, სის. 

2 =/,0ი + ჩაძია+ ·+M ი-ს 

ძ,,=M0, + Mაძ,ე-+ .· .-+ჩ- 0, ე: 

ეს „უკანასკნელი სისტემა იმას გვიჩვენებს, რომ (4.4) მინორის # სვე– 

ტი. არის , დანარჩენი, სვეტების წრფივი კომბინაცია. მაშინ, როგორც 

ვიცით, ასეთი მინორის მნიშვნელობა „უხდა იყოს ნულის ტოლი. მაგ- 

რამ, პირობის თანახმად ეს მინორი არ უღრის ნულს. მაშასადამე, გან– 

ხილული ქვესისტემის ვექტორები წრფივად დამოუკიდებელნი არიან. 

ამით ჩვენ ვაჩვენეთ, რომ მატრიცის რანგი I-ზე ნაკლები არ არის. 

“ახლა ვაჩვენოთ, რომ 4 მატრიცის რანგი ”-ზე მეტი არ იქნება. 

ამისათვის (4.4) მინორი შევავსოთ 4 მატრიცის (I-ური სვეტით (I(>,) 

და /-ური სტრიქონით, სადაც 1</<7ჩ. დავამტკიცოთ, რომ 

ძე 0) . 2. ძ;: 

ნა 02% 0 რთა 
, =0. 

ძე. ძია ძი... თ. 1. · 

0/ 0/5 ი, ძ0/;



” მართლაც, · თუ |<6ჩ · მაშინ ამ დეტერმინანტში '/-ური სტრიქონი 
გეხვდება ორჯერ, თუ |>/ მაშინ ეს დეტერმინანტი იქნება მატრიცის 
I„+1 რიგის მინორი. პირველ შემთხეევაში, ცხადია, დეტერმინანტი 

ნული იქნება; მეორე შემთხვევაშიც, რადგანაც განმარტების თანახ–- 
მას ნეფის განსხვავებული, მინორის უმაღლესი, რიგი რია, ამიტომ 
დეტერმინანტი იქნება ნული, ე. ი., როგორც ვხედავთ, #4 მატრიცის 
რანგი არ შეიძლება მეტი ან ნაკლები იყოს /-ზე, მაშასადამე, 4 მატ- 
რიცის რანგი ყოფილა /. ' | 

პრაქტიკულად, თუ განვიხილავთ რომელიმე მატრიცას, რომელიც 

არანულოვანი მატრიცაა,მაშინ, ცხადია, მისი რანგი ერთის ტოლი მა- 

ინც იქნება; თუ მას უფრო მაღალი რიგის რანგი აქვს, უნდა შევამოწ- 

მოთ განხილული მატრიცის მეორე რიგის მინორები, თუ მათ შორის 
ერთი „მაინც განსხვავდება ნულისაგან, მაშინ მატრიცის „იანგი იქნება 

ორი მაი ა, შ. თ ო იმე რიგის მინორები რთი მაი 
განსხვავდება ნულისაგა , ხოლო უფრო მაღალი რიგის ყველა ი მინორი 

ნულია, მაშინ მატრიცის რანგი იქნება ნულისგან განსხვავებული უმა- 
ღლესი რიგის მინორის. რიგის ტოლი. –_ 

მატრიცის რანგი ემთხვევა სტრიქონების მიხედვით წრფივად და–- 
მოუკიდებელ ვექტორთა მაქსიმალურ რაოდენობას. 

თუ რომელიმე დეტერმინანტი წულია, მაშინ მისი ერთ-ერთი ან სვე– 

ტი ან სტრიქონი მაინც წარმოადგენს დანარჩენების წრფივ კომბინაციას. 

თუ ასეთი დეტერმინანტის რიგია #, მაშინ შესაბამისი მატრიცის” 
რანგი იქნება ჟ-ზე ნაკლები. ·. ' ' 

"აგრეთვე აღვნიშნოთ, . რომ ორი მატრიცის ნამრავლ მატრიცას არ 

შეიძლება ჰქონდეს უფრო მაღალი რიგის რანგი, ვიდრე ცალ-ცალკე 
თანამამრავლ მატრიცებს. _ 

თუ C=48 ანდა C=84, სადაც # გაღაუგვარებელი კვადრა- 

დული მატრიცაა, მაშინ C მატრიცის რანგი ემთხვევა 8 მატრიცის 
რანგს. | 

თუ რომელიმე მატრიცას გავამრავლებთ რაიმე რიცხვზე ან რომე- 

ლიმე სვეტს ან სტრიქონს დავუმატებთ მეორე: სვეტს ან სტრიქონს 

გამრავლებულს ერთსა და იმავე რიცხვზე ან ორ სვეტს ან ორ სტრი- 
ქონს ადგილს შევუცვლით, ამით მატრიცის რანგი არ შეიცვლება. 

ვთქვათ, მოცემულია მატრიცა , 

ა 2 13-24 

რ4-25 17 
2-11 802 

ვიპოვოთ ამ მატრიცის რანგი. | 

; ცხადია, რომ აღებული მატრიცის რანგი ერთი მაინც იქნება. თუ 

მისი რანგი უდრის 2-ს, მაშინ ერთ-ერთი მეორე რიგის მინორი მაინც 
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“უნდა იყოს ნულისაგან განსხვავებული. მაგალითად, ნულისაგან განს- 
ბა: ხვავებული ერთ-ერთი მინორი იქნე 

1 7 
=2 -– 56= –- 54”#0 MI #0 

ახლა აღებული მატრიცის მეშვეობით შევადგინოთ ყველა მესამე რი- 
გის ისეთი მინორი, რომლებიც ჩვენ მიერ დაწერილ მეორე რიგის 

მინორს შეიცავენ, თუ ერთ-ერთი მათგანი განსხვავებულია ნულისა- 
გან, მაშინ მატრიცის რანგი იქნება 3, თუკი ყველანი წულის ტოლია, 

მაშინ რანგი იქნება 2. განხილულ მატრიცას 3-ზე მეტი რანგი არ ექ- 
“ნება. მართლაც, 

    

  

  

ვ - 2 4 
ა 1 7) =3(2--56)--5(--4--32)+(-14--4)=--162+180-18=0, 

1 8:72 

–) 2 4! | 
2 1 7=--(2-56)+2(-4--32)--(--14- 4)=54--72+18=0,. 

–1 82 

2 -–2.4 
ტ 1 7 =2(-54)--4(--4-- 321+2(--14--4)=--108-+144 --36=0. 

2 802 |   

  

-როგორც ვხედავთ, ყველა მესამე რიგის მინორი, რომელიც ნულისაგან 
განსხვავებულ მეორე რიგის მინორს შეიცავს, ნულის ტოლია. ამგვა- 
“ად, დავასკვნით, რომ ჩვენ მიერ განხილული მატრიცის რანგი უდ- 
რის 2-ს. ' 

“სავარჯიშო 

მონაზეთ შემდეგ მატრიცათა რ-ნგი; 

/#/9 4 10 1 

/ 4“8 18.7 
ა 10 16.40 17 /' 

1.7 1? 3 

113 5-–- 

2--53 4 

5 1-1 7 , 

77 9 1 

4 3-5 

8 

4 

4 

§ 

პასუხი, 2. 

2) პასუხი. ქუ, 

ს» ბი –? 

3 –-გ 

32.1 

6-4 

3) , პასუხი: 2 

ი
ს
ა
ა
 

ა
 
«
ი
»
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თ
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თავიI 

ბანუსაზღვრელ წრფივ ალგებრულ განტოლებათა სისტემა 

§ 1. განტოლებათა სისტემა, რომელიც ი უცნობს და ო განტოლებას 

შეიცავს 

ვთქვათ, მოცემულია წრფივ განტოლებათა შემდეგი სისტემა: 

0,1X)-L0,:Xე+ ·+ძ,ეიXი=ხ,, 
თ:1X-+Lთ:ვX-+ -+ძ.იXი=ხ,, 

თირი.-.ი. .... · · (1.1) 

იაი+-თი,X,+ ·+იძთიXი=ხი 

ვიგულისხმოთ, რომ განტოლებათა რიცხვი ნაკლებია უცნობთა 

რიცხვზე #<ი. 
განხილული სისტემის შესაბამისი მატრიცა იქნება 

/ ძე ძე: რთი» 

#=ს)!-0 რი: ძაი 

ით) ძო: ძო» 

ცხადია, „#:' მატრიცის რანგი არ შეიძლება იყოს #I-ზე მეტი. დავუშ- 

ვათ, რომ მატრიცის რანგი ”=/! | 

ეს იმას ნიშნავს, რომ /# მატრიცაში არის I. წრფივად დამოუკი- 

დებელი სვეტი და ამდენივე წრფივად დამოუკიდებელი სტრიქონი. 
რადგანაც: მატრიცის რანგია „I, (ხადია, რომ 

= 

რ. 0: რთი 

ძ ძ 9 ,0233 რო #90, 

ძთე) ძთკ მოთ 

ჩვენი სისტემის განტოლებებში ის წევრები რომლებიც /I-ზე 
შეტინდექსიან უცნობებს შეიცავენ, გადავიტანოთ მარჯვენა მხარეს, 

გვექნება: 

თ.)X,+05%ა+ · .·+თუXჯაელ–ხ – (ის ოა ნთ+4+- ი ა ი+თიXი), 

რ5:1X1-LCთვ:X:-L ... +რთოსLი= ხ, _–_ (ძ,, »თ+1X. + ." ი-+ თეი»), 

მთოაX1+ 6ოვXა+- ა ი ·-+როი+თ=მო-- (ით, ო“ Xო+L ·+ ძოიXი) 
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მივცეთ, ნებისმიერი მნიშვნელობა X»+,, Xო+ + · ს» X.ი უცნო- 

ბებს, მაშინ უკანასკნელი სისტემის მარჯვენა მხარეს მივიღებთ სავ- 
სებით გარკვეულ ' რიცხვებს და გვექნება ისეთი სისტემა, რომელშიც 
უცნობთა რიცხვი განტოლებათა რიცხვს ემთხვევა., ასეთი სისტემის 
ამოხსნა, როგორც ვნახეთ კრამერის ფორმულებით შეიძლება. 

ამგვარად, ( როგორე ეხედავთ, თუ, წრფივ განტოლებათა სისტე- 
მაში უცნობთა რიცხვი მეტია განტოლებათა რიცხვზე (1>>/1), ·'ხოლო 

უცნობთა კოეფიციენტებისაგან შედგენილი მატრიცის რანგი განტო- 
ლებათა რიცხვის ტოლია, მაშინ სისტემა თაესებადია, მაგრამ განუ- 
ზღვრელი, ე. ი. მას აქვს ამოხსნათა უსასრულო სიმრავლე, რადგანაც 

ჩვენ შეგვიძლია უცნობების მნიშვნელობანი ნებისმიერად ვცვალოთ.X 

როგორც ვხედავთ, (1.1) სისტემაში შედის M”IL განტოლება: # უც- 

ნობით. ·ვთქვათ, სისტემის კოეფიციენტებისაგან შემდგარი” „მატრიცის 

რანგია „, რომელი ნაკლებია უცნობთა რიცხვზე, M-ზე. ცხადია, რომ 

აგრეთვე ”ლ/”. 

გარკვე ულობისათვის ვიგულისხმოთ, "რომ „<7. 

განვიხილოთ პირველი # განტოლებათა სისტემა. ყველა განტოლე- 

ბის ის უცნობი, რომლის ინდექსი მეტია „ზე გადავიტანოთ მარჯენივ, 

დავწერთ: : 

თ)X+იაX“+ .· „+თ,X=ხ, ––- 00 .+X.4-– . --–- თიXი, 

05:1X| + ძაიX-+L + ძა,X-= ხვ -–“- 6.4 ბისა. ტლ. თაოXV, 

წ. · · 
ძ0,1X,+0ძ,-ეX;+ ·+ძ,,X,=ხ, – ძ,, გაა ქეინი 1 თ მეიX»- 

თუ X-+ს M-+-ს +...» Xი უცნობებს მივცემთ ნებისმიერ მნიმე- 

ნელობებს, მაშინ ჩვენ მივიღებთ ·თავსებად წრფივ განტოლებათა 

სისტემას ” განტოლებით და I” უცნობით, რომლის მიმართ კრამერის 

ფორმულების გამოყენება შეიძლება. 

ცხადია, X„-+), X-+თ · · · Xი უცნობთა ერთობლიობის გარკეჟყულ 

მნიშვნელობათათვის სისტემას ექნება ერთადერთი ამოხსნა, 

_. დავუშვათ, X,-+), X,+, · · ს Xი უცნობებს მივეცით შემდეგი რი- 

ცხვითი მნიშვნელობანი: XIV X,0%, . . .· ჯეი და სისტემის ამო- 

ხსნის შედეგად X,, X „. >» ”, X, უცნობებისათვის მივიღეთ მნიშვნელო– 
ბანი X,(9), X9); 1. ., #,(0, უნდა გავარკვიოთ X;/!9), ჯ;(9), „ს, #9), 
XI,” ა თ ა ე) მნიშვნელობათა ერთობლიობა აკმაკოფილებს თუ 

არა თავიდან განხილულ (1.1) წრფივ განტოლებათა სისტემას. · 
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შემოვიღოთ აღნიშვნა: 

4,=(0 უყ„'"... 
4:=(ძაც თე, ა» : ·, 'თ;ი), 

"რი=(ოს იძოც 6: 96 ა რთა). 

როგორიც ცნობილია, ყოველი ვექტორი, რომლის ინდექსი მეტია 
"ზე, რადგანაც მატრიცის რანგია /„, გამოისახება დანარჩენი ვექტო- 
რების წრფივი კომბინაციით. საზელდოშრ: 

შა= ს რ+ჩა4,+ .. -+ჩ.4” 

4= 64 +ჩ::4,+ .“. 1? "+ჩ.4,, 

29% .: ___ 

გრენის რ+ ჩო ა:4:+ .. +... #4,. 

ამ უკანასკნელი დამოკიდებულების პირეელი ტოლობა შემდეგნა- 

ირად გადავწეროთ: , 

(0,1, რ. ,'7.ე 0/+),,) =M1(0)1,015, ··., ძი) + 

+ ჩა(ძე), რაი. სძიი)+--+ჩე,(0„, 0, ·"', ძ,/ი)= 

=(ჩ,, ძი ჩ. ი, – #I თი)+(ჩ:2 ძი, #:3 შევ, +" , წე თ»ი)+ 

–+:---+(რს. რი, M#, ძვ, #,/-0,-ი)= (C2 01+წMა ძე:+L ·-· +. 

“+ჩ, ძ,, I 0ჯე++-+#1§ 0ეგ+.: -+ჩ, თი" 'ჩ)1 0)ი+ჩვ ძვგი+-..+ჩ,,ძ,,) 

საიდანაც, ; ; 

9ა=ჩანს+სციც+ >. რიხინი, 

: ძ. +ს 25 #IIC5--ჩ ათავ-L -+ჩ,,ი,ა, 

ჩე. “უჯ. .23.- · L · თ 

მი»სი=ჩარო“+ ჩათი უო -+ხ,ძ,ი. 

ეს იმას ნიშნავს, რომ მე-/+1 განტოლების მარცხენა მხარე შე- 
საძლებელია მივიღოთ, თუ პირველი განტოლების მარცხენა მხარეს 

ჩ,-ზე გავამრავლებთ,. მეორე განტოლებას #,ე-ზე გავამრავლებთ და 
“ა. შ. მე-” განტოლებას #,,-ზე გავამრავლებთ და მიღებულ შედეგებს 
შევკრებთ. ეს კი იმას. ნიშნავს, რომ მე-”/+1 „განტოლებაში უცნობთა 

კოეფიციენტები წარმოადგენს პირველ # განტოლებაში სიშავე ულც- 

ნობთა კოეფიციენტების წრფივ. კომბინაციას. ცხადია, იმისათვის, რომ 

#I+1 განტოლება დაკმაყოფილდეს „აუცილებელი და ' საკმარისია, -რომ 

ამ განტოლების მარჯვენა მხარე იყრს იგივე წრფივი კომბინაცია. პირ- 
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ველი / განტოლების მარჯვენა მხარის, ე. ი. ადგილი უნდა ჰქონდეს 
ტოლობას 

ხ,+1=ჩ,ხ,+ჩ,ხ.+ არნი 

ანალოგიურად მივიღებთ, იმისარვის რომ “ დაკმაყოფილდეს 
„+2,“. · ·, #? განტოლება, აუცილებელი და . საკმარისია, რომ: 

რო ხანმახ“ · ·+#ჩ,,ხ,, 
აითი. აიიი, 0.2 

– ” ·+ჩო-,,,ხ,. 

ამგვარად, თუ ეს უკანასკნელი თანაფარდობა სრულდება, სისტემა 
თავსებადია, წინააღმდეგ შემთხვევაში სისტემა უთავსებადია» 

თუ #4 მატრიცას შევავსებთ თავისუფალი წევრებით, მივიღებთ 
ახალ მატრიცას: 

მე 0. თი ხ, 

- 8= ძა ძ.ე, · ძმ: ხე 

იი ძი: ძოი ხი 

რომელსაც გაფართოებული მატრიცა ეწრდება. 
ადვილად „შევამჩნევთ, რომ (1.2) პირობათა შესრულება იმას ნიშ–- 

ნავს, რომ 4 და 8 მატრიცას ერთი და იგივე რანგი აქვს. ხოლო თუ ეს 
პირობები არ სრულდება, მაშინ მათი რანგიც განსხვავებულია, ე. ი. 

ამ შემთხვევაში 8 მატრიცის რანგი ერთით მეტი იქნება #4 მატრიცის 

რანგზე. 

ჩამოყალიბებული დებულება გამოხატავს კრონეკერ-კაპელის თე– 
ორემის შინაარსს, რომლის არსი შემდეგში მდგომარეობს: 

იმისათვის რომ წრფიე განტოლებათა სისტემა თავსებადი იყოს, 

აუცილებელი და საკმარისია უცნობების კოეფიციენტებისაგან შედ- 

გენილი მატრიცის რანგი ემთხვეოდეს გაფართოებული მატრიცის 
რანგს. 

თავსებად წრფიე განტოლებათა სისტემას მაშინ აქვს ერთადერთი 
ამოხსნა, როცა უცნობთა რიცხვი უცნობთა კოეფიციენტებისაგან შედ- 

გენილი მატრიცის რანგს ემთხვევა და აქვს ამოხსნათა უსასრულო სიმ- 

რავლე,„ უცნობთა რიცხვი კი მატრიცის რანგზე მეტია. 
უცნობების ნებისმიერი რიცხვის შემცველი წრფივ განტოლებათა 

სისტემის ამოხსნისას პირველ რიგში “უნდა დადგინდეს არის თუ არა 

სისტემა თავსებადი, თუ სისტემა თავსებადია, საჭიროა ამონახსენთა 

94



რიცხვის პოვნა და შემდეგ კი საკუთრიე ამონახსნის მოძებნა. მაგალი– 
თად, განვიხილოთ შემდეგი წრფივ განტოლებათა სისტემა: 

2X.+X,-LXა=2, 

X.-+3Xვ-+Xვ=5, 

X.-+X:+5Xვ=--7, 

2X1+3X, –– 3ჯXვ=14. 

ამ სისტემის უცნობების კოეფიციენტებისაგან შედგენილი მატრიც> 

21 1 
13 1 
11 5 
2 3-3 M 

მიღებული მატრიცის მაქსიმალური რანგი შეიძლება იყოს 3. მართლაც. 

13 1 

11 55=(-–-3--151--(--9--3)+2(15---1)= 
2.3 --3   

  

= –- 18+12--28=227#0 

მაშასადამე, მატრიცის რანგი ყოფილა 3. 

შევადგინოთ გაფართოებული მატრიცა: 

/ 21 1 2 

183 1 5 

11 5 –7 

2 3-3 14 

მიღებული მატრიცის შესაბამისი მეოთხე რიგის დეტერმინანტის 

მნიშვნელობა იქნება ნული 

ს. 4 7 21 1 2 , 
1.3 5|_0, 
11 5 -7 
238 –32 14 

ეს იქიდან ჩანს, რომ მეოთხე სტრიქონი წარმოადგენს პირველი ორი 

სტრიქონის ჯამს გამოკლებული მესამე სტრიქონი. მაშასადამე, გაფარ– 

თოებული მატრიცის რანგიც 3 ყოფილა. „ამგვარად, აღებული სისტემა 

თავსებადია და აქვს ერთადერთი ამონახსენი, 
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მოცემული სისტემიდან გამოვწეროთ პირველი „სამი განტოლება: 

2X.-+Xე-+-Xე=2, 

X,+3X;ე--Xგ=5, · 

X.+Xვ-L5Xგ= –- 7. 

აქ სისტემის დეტერმინანტი 

  

  

  

  

2.1 1 
ტ#=-|1!' ვ 1:/=2(15 –– 1) –– (5-–1)+(1 –– 3)=28 –- 4 –- 2=22X#0, 

11.5 –. 

ხოლო 

2111 | : : 
ბე)= |) 5 ვ 1|)=2(15--1) -–– 5(65--1) –– 7X1-––3)=28--20-I-14=22, 

L-7 1: 5 

2 .2.1 
რე.=)1 5 1|=2(25+14) –– (10-+7)+(2 –– 5)=64 –– 17:-– 3= 44, 

1-7 5 

21 2 | 
ხტა= 1 ვ 5 =2--21--5)--C-7--2)+(5--6)= 

1 1 7 | 
=-- 52+9 –- :1= –– 41. 

ამგვარად, კრამერის ფორმულების დახმარებით ვნახავთ, რომ 

22 : 44 44 
X.=--=1), .Xა)=-=2 Xგ=---=-- 2, 

· 22 , 22 ბ. 22 

მიღებული ამონახსენი ცხადია, დააკმაყოფილებს · მეოთხე განტოლე- 

ბასაც. მართლაც, გვქონდა 

2X,-+3Xა –– 3Xე=14. 

აქ შევიტანოთ უცნობთა: მიღებული მნიშვნელობანი, დავწერთ: 

2.1+3.2--3C-2)=14 

ანდა .., · 
. 2-L6-++6=14, 

ე. ი. · ჟM 

14=14,.. 
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მივიღეთ იგივობა, ე. ი. უცნობთა მიღებული მნიშენელობანი აკმაყო– 
ფილებენ სისტემის მეოთხე განტოლებასაც. 

განვიხილოთ მაგალითი. ვთქვათ, მოცემულია წრფივ განტოლება– 
თა სისტემა: 

2X,-LXევ –– Xე-+-Xა=1, 

3X, –– 2X-+2Xე –- 8X,1=2, 

2X, –“- X--L Mვ –– 3X.კ=4. 

უცნობთა კოეფიციენტებისაგან შედგენილი მატრიცა იქნება: 

' პრ“: 
–-  .. ' 

2-0) 1 ვ 

რადგანაც აქ არიან მეორე რიგის მინორები, რომლებიც ნულისაგან 

განსხვავებულია, ამიტომ შეიძლება ამ მატრიცის რანგი 2-ზე მეტი 
იყოს. მართალია, 

    

2 1 –1 

ვ. , 2 _ 2|I=22-– 21-- 31 -  1)+2(--2-2)=0, 
, 2 –I 1 

მაგრამ, რადგანაც 

2 1 1 

ვ 2 --8=2X--6--8)--3(--3+1)-++2(-–-8-–- 21= 

2 –-1 –-5 

  

  
=--28+6 - 20= -- 42#0, 

ამიტომ მატრიცის რანგი იქნება 3. 
ამგვარად, მოცემული სისტემა თავსებადია და, რადგანაც უცნობთა 

რიცხვიი მატრიცის რანგზბე მეტია სისტემას ექნება ამოხსენთა 

უსასრულო სიმრავლე. რადგანაც მატრიცის რანგი არის ქ, სისტემის 
განტოლებების მარცხენა მხარეს დავტოვოთ მხოლოდ X,, X, და X, 

–-სამი უცნობი, ხოლო Xევ გადავიტანოთ მარჯვნივ, მივიღებთ: 

2X,+X.-+Xკა=1-+Xე, 

3X, –_ 2Xეა –_ 8Xა=2 _ 2Xვ, 

2X, –– Xე –– 3Xგ=4 -–- Xე. 

Xვს მიეცეთ ნებისმიერი მნიშვნელობა; ვთქვათ, Xა=1, მაშინ მივი– 

ღებთ შემდეგ სამუცნობიან · განტოლებათა სისტემას: 
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2X,+Xე+Xჯა=2, 

3X, –“– 2Xე –– 8X,=0, 

2X, –– Xე –– 3Xგ=3. 

მიღებული სისტემის დეტერმინანტი, როგორც ზემოთ გამოვთვალეთ, 

იქნება: 

    

    

  

  

    

· 2.1 1 
რ)რ=გ 2 --.8)= –– 427#20. 

2 –1 –3 

ახლა ვიპოვოთ #,ე, #ე და #კ: 

2 1 1 ” | 

ბე.=|)0 -2 -- 8 =2(6:-- 8)+3(--8-L2)= –-– 4--18= --22, 
3 -–1 –3 

2 .2 1 

ტ.=|I3 0 –--8.=2-24--3(C--6--3)+2(-- 16)=48-+27-- 32=4ქ, 
23 –3 

2 1 2 

ბ.=)ვ --2 0I=2(–--6) –– 3(3--2)-+2.4= –-12-- 15-+-8=--19. 

2 –1 3 

ამგვარად, მივიღებთ, რომ 

22 11 43 1 19 
X=-=- =----=-1-, ჭტ–=–, 

ტრ42 21 42 42 42 

თუ: X-ს მივანიჭებთ სხვა მნიშვნელობას, X,, X. და X -თვის მიეიღებთ 
სხვა ახალ მნიშვნელობებს. ' “ 

თუ განხილულ სისტემიდან X,უცნობებიან წევრებს გადავიტანთ 
მარჯვენა მზარეს, მაშინ მარცხნივ დარჩენილი სისტემის დეტერმინან– 

ტი ნულის ტოლი იქნება და მიღებულ განტოლებათა სისტემას ამონა– 

ხსენი არ ექნება. 

§ 9. ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემა 

წრფივ განტოლებათა სისტემას ეწღდება ერთგვაროვანი, თუ ამ 

სისტემის განტოლებათა მარჯვენა მხარე ყველგან ნულია, სახელდობრ, 

0)X,-+0,:X:+ -+ძიი»ჯა=0, . 

0:1)X.+ ძვ:X:+ ·-+0ჯ„X=0, (2.1) 
..... "' 

თი1X.+ 0თაXი--L ·'+–_ ძო»„Xი=0 

98



არის ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემა. ცხადია, რომ ნე– 
ბისმიერ ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემას აქვს ე. წ. ტრი- 
ვიალური ამონახსენი: 

X,=Xა= „.=X2=0. 

საინტერესოა როდის აქვს ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა ·"სის– 
ტემას არატრივიალური ამონახსენი. 

აქ შეიძლება ადგილი ჰქონდეს შემდეგ ორ შემთხეევას: 1. უცნობ– 
თა კოეფიციენტებისაგან შედგენილი მატრიცის 7 რანგი უდრის უც- 

ნობთა რიცხვს, ო-ს. ეს იმას ნიშნავს, რომ აღნიშნულ მატრიცას აქვს 

ერთი მაინც ნულისაგან განსხვავებული # რიგის მინორი. მაშინ ჩვენ 
გვექნება ”-უცნობიან # განტოლებათა სისტემა, რომელიც კრამერის 

ფორმულებით ამოიხსნება. ცხადია, ასეთ სისტემას მხოლოდ ნულო- 
ვანი ამონახსენი ექნება, რადგანაც კრამერის ფორმულებში მრიცხველში 

ყველგან გვექნება ნული. 
2. მატრიცის რანგი <7, ე. ი. მატრიცა შეიცავს ერთს მაინც ნუ- 

ლისაგან განსხვავებული ” რიგის მინორს. 
ვთქვათ, მაგალითად, 

/ 
იე 0 თ. 

მა რ-ი ძა, #0. 

0. 0,/ია 0,., 

ამოვწეროთ ამ დეტერმინანტის შესაბამისი #” განტოლება, გვექნება: 

თ)1X)+-Cთ,5X,-+ .4-თფ.X,+0,,+2.++ ·-+თაXგ=0, 

.. . ” 

ძ,,X,+თძ,აXL ·- · ·+0,,7X,+0,,.+-X+.+ (« · ·+ძ-იXი=0 

„-ზე მეტი ნომრის მქონე უცნობები გადავიტანოთ მარჯვენა მხარეს, 

მივიღებთ: 

01X)+თ,:X-+ ·+-თ,X,= ლ 0ს,+V,+- .-რ0ოX5ი, 

რი». · .?... 

თ,,X.+0ი, XL · ·+ძ,,X,= –- მიი“ბიყ .· ·–-ძ,იXი. 

თუ მივცემთ X-+-), #« - ·, Xი უცნობებს ნებისმიერ მნიშვნელობებს, 

მაშინ მიღებულ სისტემას კრამერის ფორმულებით ამოვხსნით, ამ 

შემთხვევაში სისტემას ექნება არატრივიალური ამონახსენი. 
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ამგვარად, აუცილებელი და საკმარისი პირობა იმისათვის, რომ 

ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემას ჰქონდეს არატრივიალუ- 

რი ამონახსენი იმაში მდგომარეობს, რომ კოეფციენტებისაგან შედგე- 

ნილი მატრიცის რანგი ნაკლები იყოს უცნობთა რიცხეზე. 

§ 8. ერთგვაროვან წრფივ ბგანტოლებათა სისტემის ფუნდამენტალური 

ამონასხსენი 

ცხადია, რომ M-უცნობიან განტოლებათა სისტემის ამონახსენი ყო- 

ქელთვის შეიძლება წარმოვადგინოთ /I-განზომილებიან სივრცეში ვექ- 

ტორის სახით. 

თუ ერთგვაროვან განტოლებათა სისტემის ამონახსენია ვექტორი 

#ჩ(თ, ით · · აCი) და # რაიმე მუდმივი რიცხვია, მაშინ 1. იქნება 

აგრეთვე სისტემის ამონახსენი. 

მართლაც, თუ ჩC, რ, » 6») ამონახსენია, მაშინ ნებისმიერი 

(-თვის ((=1,-2, . ==”) 

0,,C,+ძენა+ · .· .+თინ„=0, 

მაშინ, ცხადია, რომ , 

თ;,.0+-0,.X#Cგკ+ · . -+ძ;ი2.0გ= M(0,,C,+თ,აეC0:+ · -+ძ/ი6ლი)=90, 

ე. ი. 2,6 (C., 06ც · · ·» 6») ამონახსენს წარმოადგენს. აგრეთეე, 

ცხადია, რომ რამდენიმე ამონახსენთა ჯამი. წარმოადგენს ისევ ამონახ- 

სენს. მართლაც, ვთქვათ, ამონახსნებია # ”(C,, C., ს6ი) და C(ძ,, 

ძე. · ს ძი), მაშინ 

ძე(C1+ძ,)+ თ,(C--+ძ,) + ·+ძ,ი(Cი+ძი)=0/)C|+ თანა“ -+ 
+თანი+ძ,ძე+ძ,ძ,+ · ·+ძიძე=0, 

ნ(C, C9, ა C,ა+C/ძ., ძ., " ძა) 

ჯამი წარმოადგენს ამონახსენს, 
აგრეთვე, ცხადი, რომ ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა. სის- 

ტემის ამონახსენთა წრფივი კომბინაცია იქნება იმავე სისტემის ამონა- 

ხსენი. რადგანაც სისტემის ყოველი ამონახსენი ვექტორს წარმოად- 

გენს ო-განზომილებიან სივრცეში, ამიტომ ამონახსენთა შორის იქნე- 

ბიან წრფივად დამოკიდებული და წრფივად დამოუკიდებელი ვექტო- 
რები. განსაკუთრებით საინტერესოა, თუ რამდენი წრფივად დამოუკი- 

დებელი ამონახსენი აქვს (2.1) სახის ერთგვაროვან წრფივ განტოლე– 

ბათა სისტემას. 
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ერთი მხრივ, ცხადია, რომ რადგანაც I1-განზომილებიან სივრცეში 

ნებისმიერი სისტემა, რომელიც ·/-ზე მეტ ვექტორს შეიცავს წრფი- 

ვად დამოკიდებულია, ამიტომ წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსენთა 

რიცხვი არ შეიძლება M-ზე მეტი იყოს. 

თურმე, თუ მატრიცის რანგი არის /, მაშინ წრფივად დამოუკი- 

დებელ ამონახსენთა რიცხვი იქნება #1-,, 

ადვილია იმის ჩვენება, რომ ნებისმიერი სხვ ამონახსნის წარმოდ- 

გენა შეიძლება #-»” წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსენთა წრფივი 

კომბინაციის სახით. 

(2.1) ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემის წრფივად და- 

მოუკიდებელ ამონახსენთა ერთობლიობას ეწოდება ამონახსენთა ფ უ ნ- 

დამეტალური სისტემა. 

ეთქვათ, მოცემულია არაერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სის- 

ტემა: · 

თ.1.X, + ი,აXა–+ · · ·+ძ,იXი=ხს 

0თ)X,+ძააX-L+ · · "+ძა„Xი=ხი, (3.1) 
ი” 

ძი1X,-+იძ„აX-ა+ .+-იმგაXია=ხი, 

მაშინ (2.1) ერთგვაროვან განტოლებათა სისტემა, რომელიც არაერთ- 

გვაროვანისაგან მიიღება თავისუფალი წევრების ნულებით შეცელი- 

სას, იწოდება არაერთგვაროვანის მიმართ დაყვანილად. 
თურმე არაერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა, სისტემის ორი ამო- 

ნახსნის სხვაობა დაყვანილის ამონახსენს , წარმოადგენს, აგრეთვე, 

არაე რთგვაროვანის და ერთგვაროვანის ნებისმიერ ამონახსენთა ჯამი 

არის არაერთგვაროვანის ამონახსენი. 

- არაერთგვაროვანის ყოველი ამონახსენი შეიძლება წარმოვადგი- 

ნოთ, როგორც მისი რომელიმე კერძო ამონახსნის და ერთგვაროვა- 

ნის ამონახსნის ჯამი. «+ 

თუ მატრიცის რანგი არის # და „-ზე მეტი ინდექსის მქონე უცნო- 

ბებს სისტემის პირველ # განტოლებაში მარჯენიე გადავიტანთ, ხოლო 

X6+-ს ათ ა Xი უცნობებს განვიხილავთ როგორც პარამეტრებს, 

მაშინ X,, X,, » ·„ ., X- უცნობებს ჩვენ გამოვსახავთ, როგორც ამ 

პარამეტრების წრფივ ფუნქციას: 

X.=ჩ(X,+ს “ს XV), -X.=წა(X-+ს · ა» Xი), (3.2 

X,=ჩ-(X-+, ს XV»), 
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ამ შემთხვევაში ამბობენ. რომ (/,, /:, 'წ,ე X:+ს . . . Xჯ) 

ერთობლიობა არის (3.1) სისტემის ზოგადი ამონახსენი ან, მოკლედ, 
(3.2) არის (3.1) სისტემის ზოგადი ამონახსენი. 

არაერთგვაროვანი წრფივი სისტემის კერძო ამონახსნის. და ერთ- 

გვაროვანის ზოგადი ამონახსნის ჯამი იწოდება არაერთგვაროვანი წრფივი 

სისტემის ზოგად ამონახსნად. 

შეიძლება იმის ჩვენება, რომ არაერთგვაროვანი სისტემის ნების- 
მიერი კერძო ამონახსენი შეიძლება ზოგადიდან მივიღოთ, თუ არა- 

ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემაში (X,+,, #3 ა» · ·,Xი) 

სათანადოდ შევარჩევთ პარამეტრების მნიშვნელობებს. 

თავი V 

ამოზნეკილი სიმრავლეები 

უთქვათ, 
თე, Cა, ა” დი 

7 0 

არის არაუარყოფითი რიცხვები, რომელთა ჯამია 1, ე. ი. 

ჩ 

2 %=), 

L=1 

ხოლო LC), VM-ი, · ; CV» მოცემული წერტილებია, მაშინ ამ წერ- 
ტილთა ამოზნექილი "კომბინაცია ეწოდება 

ს=თ,C+თახა+ -. ·+თიაV» 

წერტილს. 

აქ » დალაგებულ რიცხვთა მიმდევრობას წერტილი ან ვექტორი 

ეწოდება. 
M#-განზომილებიან ვექტორთა სივრცეს, რომელშიც განსაზღვრულია 

ვექტორთა სკალარული ნამრავლი, ეწოდება ევკლიდეს /#-განზომილებია- 

ნი სივრცე და აღინიშნება #„-ით. „ 

C სიმრავლეს, რომელიც შედის ნ»-მი, ეწოდება ამოზნექილი, თუ 

ის თავის ორ ნებისმიერ VI, და V, წერტილებთან ერთად შეიცავს მათ 

ნებისმიერ ამოზნექილ კომბინაციასაც 

ხ= თ,V,+ თა. 

ამოზნექილ სიმრავლეთა მაგალითებია თვითონ ევკლიდეს ი-გან- 
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ზომილებიანი სივრცე წ», წრე, კუბი. წრეწირი არ იქნება ამოზნექი- 
ლი სიმრავლე. , 

„ თუ C ამოზნექილი სიმრავლეა, მაშინ მასში ,მოინახება ნებისმიერი 
ამოზნექილი კომბინაცია ამ სიმრავლის ნებისმიერ რიცხე წერტილები- 
საგან. . 

დავუშვათ, V/,, CV და Vე ეკუთვნიან C-ს და ვაჩვენოთ, რომ 

ხ=თ,9,+თ.V,+ თა, 

სადაც თ,>0 და თ,+თ,+ თე:=1, ეკუთვნის C-ს. 
შემოვიღოთ აღნიშვნა: 

“ ბ,= 9! (=1, 2), ' თ,+თ, ( , )   

შევნიშნოთ, რომ 

2 

2.M=) და X#,>»90. 

1=1 

გვექნება: 

V=თ,L,+თ;:L:+ თეVე=(თ,+ თუ) (MV,+27-აVნ) + თევ. . 

ამოზნექილი სიმრავლის განმარტების თანახმად, 1.,L/,-++ #-C/კ ეკუთენის 

ვთქვათ, 

სV,ა-=#,VI+7MVე, 

მაშინ , 

Lს=(თ, + თე)L/ + თეVე 

იქნება ამოზნექილი კომბინაცია C სიმრავლიდან ორი წერტილის და, 

მაშასადამე, ის ეკუთენის C-ს. 
ცხადია, ამ დებულების დამტკიცება მართებული იქნება შესაკ- 

რებთა ნებისმიერი რიცხვისათვის. 

მართებულია შემდეგი 

თეორემა მონაკვეთის ნებისმიერი წერტილი, რომელიც ორ წერ- 

ტილს აერთიანებს # ი-დან, წარმოადგენს ამ წერტილთა ამოზნექილ კომ- 

ბინაციას. 

მართლაც, დავუშვათ, განსახილველი წერტილებია VI და V, ვთქვათ, 

"VV ძევს იმ მონაკვეთზე, რომელიც აერთებს L და V-ს. ეს მონაკვეთი 
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იმ წრფის პარალელური იქნება,რომელსაც V-V ვექტორი განსაზ- 
ღვრავს (ნახ. 2). 

ვექტორთა შეკრების წესის მიხედვით გვექნება: 

V+1(ხ –– VX=V 
ან 

„(1 –– 7ჰV+VაV=V7, 
სადაც ' , 

0<%7%<1. ' 

უკანასკნელი ტოლობა გვიჩვენებს, რომ V წარმოადგენს VI და V-ს 
ამოზნექილ კომბინაციას. · 

თ //-ა” 
ჟ“ 

თ 

წV/4-,ე >. 

  

: ნახ. 2. ; 

აგრეთვე, მართებულია დამტკიცებული თეორემის 

"შებრუნებული თეორემა. ნებისმიერი წერტილი, რომელიც შეიძლება 

წარმოდგენილ იქნეს ა-დან ორი წერტილის ამოზნექილი კომბინაციის 

სახით, ძევს იმ მონაკვეთზე, რომელიც ამ წერტილებს აერთიანებს. 

სინამდვილეში, პირობის თანახმად, გვაქვს: 

VI =(1 –– -ა)V+ჯV 

ან 

V-–-V=7(V–V), ? 

სადაც 0<:7<:1. აქედან გამომდინარეობს, რომ V-–-– V ეექტორი მი- 

იღება CV -–- V ვექტორის +«-ზე , გამრავლებით, და, მაშასადამე მათ 

ორივეს ერთი და იგივე მიმართულება ექნება, რადგანაც ის მო- 

ნაკვეთები, რომლებიც აერთებენ VC/-ს V-თან და V-ს V-თან პარალე- 
ლურნი არიან იმ წრფეების, რომელთა მიმართულებას შესაბამისად 

V –– V და V ––V ვექტორები განსაზღვრავენ, ცხადია, რომ V” წერ- 
ტილი იქნება იმ მონაკვეთზე, რომელიც ხ-სა და V-ს აერთიანებს. 

ორივე ზემოთ მოყვანილი თეორემა განსაზღვრავს ამოზნექილ სიმ- 

რავლეთა გეომეტრიულ მახასიათებლებს. ამოზნექილი სიმრავლე აუ–- 
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ცილებლად უნდა შეიცავდეს იმ მონაკვეთს, რომელიც აერთებს მის. 
ორ წერტილს. 

ამოზნექილ სიმრავლეთა მაგალითები” ა, ბ და გ (ნახ. 3) 

ნახ, ქ, 

არაამოზნექილი სიმრავლეებია ა და ბ (ნახ. 4), 

ფს. 4. 

C ამოზნექილი სიმრავლის V/ წერტილს ეწოდება კიდური წერტი– 

ლი, თუ მისი გამოსახვა არ შეიძლება ამ სიმრავლის რომელიმე ორი 

განსხვავებული წერტილის ამოზნექილი კომბინაციით. 

“ წრის საზღვრის (წრეწირის) ნებისმიერი წერტილი არის მისი კი– 
დური წერტილი. ამოზნექილ სიმრავლეს, რომელიც არ შეიცავს 
არც ერთ საზღვრის წერტი არ შეიძლება ჰქონდეს კიდური წერტი– 
ლი. სამკუთხედის კიდური საწარისაია მისი წვეროები. 

ვთქვათ, § რაიმე სიმრავლეა. § სიმრავლის ამოზნექილი გარსი 

ეწოდება ამ სიმრავლის ყველა წერტილის მიერ შედგენილ შესაძლო. 

ამოზნექილ კომბინაციათა ერთობლიობას და „აღინიშნება C(5)-ით. 

CC) ამოზნექილი გარსი წარმოადგენს უმცირეს ამოზნექილ სიმრავ–- 

ლეს, რომელიც შეიცავს §-ს. თუ § შედგება კუბის რვა წვეროსაგან, 

მაშინ C(5) ემთხვევა მთელ კუბს. თუ 5 წრეწირია, მაშინ C(5) იქნება 
სრული წრე. 

თუ 5 სიმრავლე შედგება წერტილთა სასრული რიცხვისაგან, მა– 

შინ „მის ამოზნექილ გარსს C(3)-ს ეწოდება ამოზნექილი მრავალწახ– 

ნაგა. მაგალითად, კუბი, რომელიც წარმოადგენს თავისი რვა წვეროს 

ამოზნექილ გარსს, არის ამოზნექილი მრავალწახნაგა. 

'-M ვექტორთა სიმრავლეს · ეწოდება კონუსი, თუ ამ სიმრავლიდან 

აღებულ ნებისმიერ ” ვექტორთან ერთად ამავე სიმრავლეს, ეკუთვ– 
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ნის 1.0, ნამრავლიც, სადაც # ნებისმიერი არაუარყოფითი რიცხვია. 

კონუსის მაგალითებია, მთელი სივრცე, კოორდინატთა სათავე და 

ნ ვექტორთა სიმრავლე, რომელიც მე-5 ნახაზზეა გამოსახული. 

ცხადია, რომ რადგანაც # შეიძლება იყოს ნულის ტოლი, ამიტომ ყეე- 

ლა კონუსი შეიცავს კოორდინატთა სათავეს. 
ჟ კონუსს რომელიც წარმოად- 

გენს ამოზნექილ სიმრავლეს, უწო- 

დებენ ამოზნექილ კონუსს. 

ი მეწ ნახაზზე გამოსახული 

კონუს არ არის ამოზნექილი. 

ამოზნექილი იქნება მხოლოდ ის 

  

ი ” ნაწილი, რომელიც ხვდება პირ- 

–X » ქელ მეოთხედში. 
M-განზხომილებიან ამოზნექილ 

ნახ, 5. მრავალწახნაგას, რომელსაც ზუს- 

ტად #+!) წვერო აქვს, სიმპ- 
ლექსი ეწოდება. სიმპლექსის საზღვარი შეიცავს დაბალი რიგის სიმპ- 
ლექსებს, რომელთაც წახნაგები ეწოდება. ასეთ წახნაგთა. რიცხვი, 

რომელთაც აქვთ განზომილება გამოისახება,' ჯუფთებით CI, ნულო- 

ვანი განხომილების სიმპლექსია წერტილი, ერთგანზომილებიანი სიმ- 

პლექსია მონაკვეთი, ორგანზომილებიანი სიმპლექსია სამკუთხედი, 

სამგანხომილებიანია ტეტრაედრი. 

სიმპლექსი განტოლებას რომელიც საკოორდინატო ღერძებზე 

ერთეულის ტოლ მონაკვეთებს მოჰკვეთს, ექნება შემდეგი სახე: 

ჩM 

X,>9, ბ, X-=1. 

#=1 

როცა ”ი=3, მაშინ მივიღებთ სამკუთხედს, რომლის წვეროებია 

(1, 0, 9)), (0, 1, 0) და (0, 0, 1). 

/ 

თავი7?! 

წრფივი უტოლობანი - 

წრფივ უტოლობათა არსის გარკვევა კონკრეტული მაგალითის გარ- 
ჩევით შეიძლება და ამ მიზნით პირველ რიგში განვიხილოთ შემდეგი 
“უტოლობათა სისტემა: 
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1) X>9, ) 

2) ყ>90, 
3),X+ყ>»1, (1) 

ბ–2) L+--ყ>1, 
5) ––X+2ყ<20. 

გვაქვს ორუცნობიანი 5 წრფივ უტოლობათა სისტემა. უნდა განისაზ– 
ღვროს ევკლიდეს ორგანზომილებიანი სივრცის რომელი LV, (I) წერტი– 
ლები აკმაყოფილებენ ამ სისტემას. პირველ რიგში, „ცხადია, რომ 
პირველი ორი უტოლობის თანახმად ასეთი წერტილები მდებარეო– 
ბენ კოორდინატთა სისტემის პირველ დადებით კვადრანტში, ე. ი. უნ- 
და განვიხილოთ ისეთი წერტილები, რომელთა კოორდინატები მხო– 
ლოდ დადებითი რიცხვებია. 

ახლა განვიხილოთ უტოლობა 

X+ყ>1. 

ამის შესაბამისი ტოლობა იქნება წრფე: 

.X+Vყ=1. 
ამ წრფის წერტილებისათვის 3) უტოლობა გადადის ტოლობაში. ცხა- 
დია, რომ 3) უტოლობის ყველა ამონახსენი მდებარეობს X+V=1 

წრფის ზემოთ და მარჯვნივ. ცხადია, აგრეთვე, რომ კოორდინატთა 

სისტემის სათავე 3) უტოლობას არ აკმაჟოფილებს. ჩვენი სისტემის 

პირველ 3 უტოლობას აკმაყოფილებს პირველი დადებითი კვადრან- 

ტის ის ნაწილი, რომელიც · ერთდროულად აკმაყოფილებს პირველ სა- 

მივე ფ· უტოლობა. მეოთხე უტოლობისათვის ვატარებთ X-- ყ=1 

წრფეს. ის ნახევარსიბრტყე, რომელიც აკმაყოფილებს უტოლობას, 

არ შეიცავს კოორდინატთა სისტემის სათავეს; მეხუთე უტოლობის 
შესაბამისი წრფეა: –– X+2ყ=0, რომელიც კმაყოფილდება კოორდი- 

ნატთა სისტემის სათავის კოორდინატებით. იმისათვის რომ დავადგი- 

ნოთ ამ უკანასკნელი წრფის მიერ შექმნილი ნახევარსიბრტყეებიდან 

რომელია ამონახსენთა ნახევარსიბრტყე, ავიღოთ ნებისმიერი წერტი- 

ლი, ვთქვათ, (1, 0) და ვნახოთ აკმაყოფილებს თუ არა ის 5) უტოლო- 

ბას, ადვილად შემოწმდება, რომ (1,00 წერტილი ჩვენი სისტემის 

უკანასკნელ უტოლობას აკმაყოფილებს, ამიტომ ის ნახევარსიბრტყე, 

რომელიც ამ წერტილს შეიცავს, იქნება ამონახსენთა ნახევარსიბრტყე. 

სურათი რომ ნათლად წარმოვიდგინოთ, ამისათვის დეკარტის 

მართკუთხა კოორდინატთა სისტემაზე ავაგოთ ხუთივე უტოლობის 

შესაბამისი ტოლობებით მიღებული წრფეები (ნახ. 6). ხუთივე უტო- 
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ლობას აკმაყოფილებს ის წერტილები, რომლებიც მოთავსებულია ნა– 
ხაზის დაშტრიხულ რთევიტ “ე რო შლი 

ამგვარად, აღებული სისტემის ამონახსენთა ერთობლიობა არის 
ისეთი # სიმრავლე, რომელიც წარმოადგენს ამობურცულ მრავალ- 
წახნაგა არეს, შემოსაზღვრულს წრფეებით, რომლებიც სისტემის 2), 
4) და 5) უტოლობებს შეესაბამებიან. 1) და 3) უტოლობანი ამონახსენთა 
არის. განსაზღვრაში არ მონაწილეობენ. ამგვარად, ესენი სისტემაში 
ედმეტნი არიან მაგრამ ეს სათანადო გამო ის მ იქნა დადგენილი, გრამ ე დო გამოკვლევის შემდეგ იქ 

# 

ს 

  V=
   

  

განხილულ უტოლობათა სისტემა შეიძლება მატრიცულად ჩაი- 

წეროს. სისტემის მატრიცა იქნება: 

1. 9V 
0 1 

4=L 1. 1 !I!. 

1 =-1 

1 –-2 

დავწეროთ მატრიცული უტოლობა, მას შემდეგი სახე ექნება: 

1.0 0 
0 1V„, 0 
1. 1 ( )> 1 (2) 
1-1 V 1 , 
1-2 0 
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(68) სისტემის მეხუთე უტოლობის ორივე მხარე გავამრავლეთ 

–-1-ზე, რათა გვქონოდა უტოლობათა ერთნაირი ნიშნები. 

# მატრიცის პირველი სვეტი აღენიშნოთ ნ, ვექტორით, მეორე კი 

ს, ვექტორით, ე. ი. 

1 0 

- 0 – 1 
#= | 1 |, /#7-–= 1 

1 –-1 

1 –2 

აგრეთვე აღვნიშნოთ: 

' 

ჩა= , 

1 

ლ
ი
-
.
-
C
ლ
0
ი
C
ლ
 

მაშინ (2) სისტემა შემდეგნაირად ჩაიწერება: 

ნ,X+ნ,9ყ > 

აქ IM ჩნ,, ჩა ვექტორები; განიხილებიან, როგორც 5- განზომილებიანი 

სივრცის წერტილები და ამოცანა იმაში მდგომარეობს, რომ განისაზ- 

ღვროს Xჯ და ყ უცნობთა ისეთი მნიშვნელობანი, რომლებიც ა=კმაყოფი-., 

ლებენ (1) სისტემაში მოცემულ ყველა პირობას. 

საზოგადოდ, 

ძეხი+ძთეXა+“ · :4რთიXი>ხ; 

სახის წრფივი უტოლობა /I-განზომილებიან სივრცეში ჰიპერსიბრტყეს 

განსაზღვრავს: _ 

/ თ.)X,+თეXა-+ . , ·+თიXი>ხს 
თ:X,+თძა:X;“+ ·+ძი„Xი>ხა,. თ 

"'' .. –” 

0თ)% + თაXა“L- _” +0მოთბი> ხი. / 

(C)) უტოლობათა სისტემის ამონახსენთა სიმრავლე · არის #M-განზო- 

მილებიან სივრცეში ამოზნექილი სიმრავლე. 

ნებისმიერ უტოლობათა სისტემა შეიძლება (3) სახით ჩაიწეროს. 

დ) უტოლობათა სისტემის გარდაქმნა ყოველთვის შეიძლება წრფივ 

განტოლებთა სისტემის სახით, თუ უტოლობათა მარცხენა მხარეებს 

გამოვაკლებთ უცნობ არაუარყოფით რიცხვებს, რომელთაც დამატე– 

ბითი უცნობები ეწოდებათ. 
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(3) უტოლობათა სისტემიდან მიიღება შემდეგი წრფიე განტოლე– 

ბათა სისტემა: 

C,1XI+-C,:X2+ -“-თი+!ი ––- Xი+,= ხს. 
თ:(X,+ძეაX--+L ·+ძაიXი+ '--Xი+ვ= ხე, («ა 

––_"“”“ .. · · · 

0თ.X.+ი0ოა:Xე+ · . ·-+0თიჯი“+L . -Xოსო=ხი, 

ხადაც X»+,>0 (L(=1, 2, „ # ., MI). 
იმდენად რამდენადაც ყოველი X, უცნობის წარმოდგენა შეიძლება 

ორი არაუარყოფითი ცვლადის სახით, ამიტომ (4) სისტემა შეიძლება 

შემდეგნაირადაც ჩაიწეროს. 
/ 

თ. (X, -- MX )+0ა(X –- X )+ ."”. .+0 ა(ა –- ჯი) –– Xი+.= 

=ხხ,, 

თაი – X0+0აა(X, – X-)+ თ თი – Xაე+ ...- 
_ X=+:=0ე, 

მოა “- XX )+0ოX; X-)+ -+ მოი. X)+ . - 
– Xი+თ= ხო, 

სადაც , 

X,=X, ––-X,”, X, >0, X, >90 (I=1, 2, «„ . 

Xი+(>0 ((=>1, 2, “· ” M1). 

აგრეთვე, ცხადია, რომ 

CM, +0,):X-+ -+თიXიდ<:ხ, 

სახის უტოლობის წარმოდგენა შეიძლება ტოლობის სახით, თუ მის 

მარცხენა მხარეს დავუმატებთ უცნობ: არაუარყოფით რიცხვს: 

ძ.)X. + თ,აX-L . -+თიბი+Xი.=ხ;, 

სადაც Xი+1>90. 

შესაძლებელია, რომ უტოლობათა სისტემის ამონახსენთა სიმრავ– 

ლე ცარიელი იყოს; მაგალითად, 

2X+V<:5, 
4X+2ყ>7 

უტოლობათა სისტემას არა აქეს ამონახსენი და, მაშასადამე, ამ /სის– 
ტემის ამონახსენთა სიმრავლე ცარიელია. 
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წრფივი პროგრამირება, როგორც მათემატიკური პრობლემა შემ- 
დეგნაირად შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ: მოცემულია ამოზნექილი სიმ- 

რავლე, რომელიც #-განზომილებიან ევკლიდეს სივრცეში წრფივ შეზ- 
ღუდვათა სისტემით განისაზღვრება: ამოცან ი მდგომარეობს ისეთი 
წერტილები მოძებნაში, რომლებიც ისეთ ამოზნექილ სიმრავლეს 

ეკუთვნიან, რომელზედაც ამოცანის წრფივი ფორმა (მიზნის ფუნქ- 
ცია) ოპტიმუმს აღწევს (ასეთი წერტილი შეიძლება იყოს ერთი, შეიძ- 
ლება იყოს უსასრულო რაოდენობაც), 

# 

  

  

ნახ, 7. 

გამოთქმული აზრის ნათელსაყოფად განვიხილოთ ორი განზომილე- 
ბის შემთხვევა და გამოვსახოთ ის ნახაზზე. 

(5) სისტემის ამონახსენთა არე წარმოადენს 4 ამოზნექილ სიმრავ- 
ლეს. მოვნახოთ წერტილთა სიმრავლე რომელთათვისაც 2X-+-2ყ წრფივი 

ფორმა, რომელიც #4 სიმრაელეზეა განსაზღვრული, აღწევს თავის, 

მინიმუმს. · 

მე-7 ნახაზზე პუნქტირით გავლებულია 

2XჯX+<2ყ=0ძ0 

წრფე, ძ=12, 6, 2 მნიშენელობათათვის. ამ წრფეთა # სიმრავლესთან 
გადაკვეთა მთლიანი ხაზებითაა გამოსახული: როცა 6=2-ს წრფეს. /4 

სიმრავლესთან მხოლოდ ერთი წერტილი აქვს საერთო. 

პირველი წრფის გადაკვეთის კოველ (X, ყ) წერტილს ეთანადება 
წრფივი ფორმი“ მნიშვნელობა რომელიც 12-ის ტოლია, მეორე 

წრფის გადაკვეთის წერტილებს ეთანადება წრფივი ფორმა, რომელიც 
6ის ტოლია, დაბოლოს, უკანასკნელი წრფის გადაკვეთაში მხოლოდ 

ერთი (1,0) წერტილია, რომელიც ეთანადება მინიმალურ მნიშვნელო- 
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ბას წრფივი ფორმისას, რომელიც 2-ის ტოლია. მაშასადამე, წერტილ- 
თა უსასრულო სიმრავლიდან, რომლებიც შედის #-ში, მხოლოდ ერ- 

დი ხდის განხილულ წრფივ ფორმას მინიმუმაღ. სწორედ ეს წერტი- 

ლია #4 ამოზნექილი სიმრავლის კიდური წერტილი. 

თუ გვაქვს, სახოგადოდ, რაიმე 4 ამოზნექილი სიმრავლე, მასზე 

"შეგვიძლია ყოველთვის ვიპოვოთ სხვა ნებისმიერი წრფივი ფორმის 

მაქსიმუმი ან მინიმუმი. ამისათვის საჭიროა პირველ რიგში გავატა- 

როთ ერთ-ერთი წრფე, რომელიც ·წრფივი ფორმის რომელიმე კერძო 
მნიშვნელობას ეთანადება და შემდეგ მოვახდინოთ მისი გადაად- 

გილება თავისი საწყისი მდებარეობის პარალელურად მანამ, სანამ ამ 

წრფის გადაკვეთა 4 სიმ რავლესთან არ მოხდება მარტო ერთ წერ- 

ტილში ან მანამ, სანამ ეს წრფე # სიმრავლის მოსაზღვრე წრფეს არ 

დაემთხვევა, დაბოლოს, მანამ, სანამ არ გაირკვევა, რომ წრფივი ფორ- 

მა შემოუსაზღვრელია. ორე უკანასკ6ნელი შემთხვევა შესაძლებელია 
გვქონდეს, მაგალითად, როცა ვეძებთ 2X ––- 2ყ წრფივი ფორმის მი- 
ნიმუმს და 2X+2ყ წრფივი ფორმის მაქსიმუმს მე-7 ნახაზზე გამოსა–- 

ხულ #4 სიმრავლეზე. როცა 2X.-- 2ყ წრფივი ფორმის მინიმუმს ვე- 

ძებთ, ვნახავთ, რომ ის დაემთხვევა # სიმრავლის ზღვარით ხაზს, ხოლო 

როცა 2X+2ყ წრფივი ფორმის მაქსიმუმს ვეძებთ, მაშინ, ცხადია, 

ის შემოუსაზღვრელია ზემოდან და მისი 4-სთან გადაკვეთის შესაბა- 

მისი მონაკვეთი უსაზღვროდ იზრდება. , 
თუ ამოზნექილი სიმრავლე არის ამოზნექილი მრავალწახნაგა, 

მაშინ ნებისმიერ წრფივ ფორმას მასზე სასრული მაქსიმუმი და მი- 

ნიმუმი ექნება. 

„ი 
თავი VII 

ჟორდლანისეული გამორიცსვა და მათი გამოქენება 

წრფივ ალგებრაში 

უთქვათ, მოცემულია განტოლებათა სისტემა 

ყ.=00X%+ძთ:X:+ ·-+თიXი, 

ყა=0ძა)X1+ რ ძა:Xა+L · ·+ძა»Xი, () 

ყო=0თ»ი)X1+ რთიXა--- "+ იძთიXი, 

სადაც Xც Xა, · · ·Xი ცვლადები ურთიერთდამოუკიდებელნი არიან. 

(1) სისტემა შეიძლება ჩაიწეროს შემდეგი ცხრილის სახით: 
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ყ.ლ=) 04) . 01§ მი 

ყ,=!) 0ძ, 0,კ მ. (0) 

ყოს ძო! · · · მოკ · · · მოი! 

დავუშვათ, რომ ი,,#0 და ის მივიღოთ ამომხსნელ ელემენტად, 
ამომხსნელი სტრიქონი იყოს მე-/ სტრიქონი, ხოლო ამომხსნელი სვეტი 

კი მე-§ სვეტი. ჩვეულებრივი ჟორდანისეული გამორიცხვის ბიჯი ვუ- 
წოდოთ (2) ცხრილზე ძ,, ამომხსნელი ელემენტით მე-/ ამომხსნელი 
სტრიქონით და მე-§ ამომხსნელი სვეტით ჩატარებულ სქემატი- 
ზებულ ოპერაციას, რომელიც მდგომარეობს V, დამოკიდებული 
და X, დამოუკიდებელი ცვლადების როლების შეცვლაში, ე. ი. ნიშ- 

ნავს: ' 

ყ„=ძ,)X,+ძ,ეXა:+ · · ·-+0,Xი (3 

განტოლების ჯ-ის მიმართ ამოხსნის ოპერაციას, X-ის მიღებული 

მნიშვნელობის (1) სისტემის ყველა სხვა განტოლებაში ჩასმას და მი– 
ღებული სისტემის (2)-ის ანალოგიური ცხრილის სახით ჩაწერას. 

· ამოვხსნათ (3) განტოლება Xკ-ის მიმართ, გეექნება: 

1 
წჯელ=–- (ყ,--0,1X) – რ,ვXგ პპ. – 0, 3 1X. 1-0,,5+1Xვ+ 1–ა.-ძ,იXი). 

” 

X,-ის მიღებული მნიშვნელობა შევიტანოთ (1) სისტემის ყველა სხვა 

განტოლებაში, კერძოდ, თუ მას შევიტანთ ყXს გამოსახულებაში, 

მივიღებთ: 

1 
ყა=0MX1+.“+0,,..1X, 1+ 0გა-- (ყ,-–ძ,)% თა 0,,, 1M, 1 

”8 

–ძ,,.+1X§ვ+1) – '''-–0,იXი)+0ძ..+1X:+1+ ·''+ისიXგ= 
1 

= –- I(თჯამი,-CთIკ0,,)X1 + (თათ, -- თ,§0-ე)Xი+ + LC0.,,-)0,,– 
#”ვ 

–-ძაკმ,,.-1))X.--1+ (ძმ, + 0ს,:+10/,ე – მეკშ,,5+1))X++1+- "+ 

+(მცემ, – 0თ,,0,ი)Xა) · 

თუ ამ უკანასკნელს მივიღებთ მხედველობაში, (1) სისტემა შემდეგ– 
ნაირად ჩაიწერება: : 

”I3 -



სადაც 

მაშინ (4) სისტემა სიმბოლურად შემდეგნაირად ჩაიწერება: 

ძ,,ყუ=ხეეX1-+ ხე:Xე+...+ძე,ყ,+-.-+ ხეაX., 

ძ,,ყე= ხა1X) + 0ი:X +>'·+ ძე, /,+-.-.+ წთბთ. 
“ 

ი, /,= ხ.X,+ ნაX,+-- -Lი,V,+.- + ხანას 

" . 2 2" I 

“. 

რლო რეპო რეპს ·-+1.ყ,–-..-ძ,იXი, _-. 

I რ,/ყყ,=- ს „X,+ ნ,ეXგ+L-. + ი რიაყ,+ + ს ხოაXა, 

ხ,,=0,/|)0,, –– ძ,,ი,, ((#წ, I#5) 

  

X% _ XL · · · წ... I. 

ყ.= | სხ) #15 - თვ ხ 
ყა ' ხ.. ხე: ს . . შევ... ხა» 

ყა= ხა) ხა» ...ი0ი:.. .ხსაი :0,5 

Xა= |–-0ე ––უო .. 1 –მ,;ი 

ყო= ხი) ხია .· · .იმოვ. · .ხოს 

  

(5) 

(9 

ამგვარად, ჩატარებული ბიჯი ჟორდანისეული გამორიცხვისა (2) 

ცხრილს აქცევს (6) ცხრილად. 
როგორც (1) და (6) ცხრილების შეღარებიდან ჩანს ამომხსნელი 

ელემენტი ძ,კ უკანასკნელ ცხრილში შეცვლილია 1-ით, მე-§ ამომ–- 

ხსნელი სვეტის დანარჩენი ელემენტები უცვლელია, ხოლო ამომხს- 

ნელი მე სტრიქონის დანარჩენ ელემენტებს ეცვლებათ მხოლოდ 

ნიშანი; ის ელემენტები, რომლებიც არ ეკუთვნიან არე ერთ ამომ- 

ხსნელ სტრიქონსა და სეეტს, განისაზღვრებიან (5) ტოლობებით, და- 

ბოლოს, ახალი ცხრილის ყველა ელემენტი სიმბოლურად იყოფა ძ,, 

ამომხსნელ მამრავლზე., 

განვიხილოთ შემდეგი მაგალითი. 

ვთქვათ, მოცემულია შემდეგი განტოლებათა სისტემა: 

1.4 

ყა=2X,-+3Xე:-LX%ე, 

ყ.=X, –- 2X:-L3Xე, 

ყვ=> –– X.-+2X1+2Xჯ.



ეს სისტემა ჩავწეროთ (2) ცხრილის სახით, გვექნება: 

  

  

” X2 _X3 

ყ.= 1 –283 

ყV:= 2 3.1 

ყვლ= | –1 2.2 

ვთქვათ, ამომხსნელი ელემენტია თძე:=2, ამომხსნელი სტრიქონია. 
მესამე სტრიქონი, ხოლო ამომხსნელი სვეტია მეორე სვეტი. მაშინ 

ახალ ცხრილში X; ღა ყე ერთმანეთს ადგილს შეუცვლიან, მეორე. 

ამომხსნელი სვეტის დანარჩენი ელემენტები უცვლელი იქნება (გარდა· 

ძე: ამომხსნელი ელემენტისა, რომელიც შეიცვლება 1-ით). მესამე: 

"ამომხსნელი სტრიქონის დანარჩენ ელემენტებს მხოლოდ ნიშანი შე– 

ეცვლება. თუ დანარჩენ ელემენტებს ვიანგარიშებთ (5) ფორმულე– 

ბით, მივიღებთ შემდეგ ცხრილს: 

7»–2– ყე 1X 

  

  

Vყ.= |0 –2 109 

ყ:= |7 მვ –-4:2 

X:= | 1 1-2 

ხ,,==თ,)თვი –– ძეიძეუ=2 –– 2=0, 

ხევ= თეშვე –– 0კემეე=6-L4=10, 
ხე:=0ეაშევე –– ძეეძვუ=-4+3=7, 
ხევ= 0თევძეე –– 0ეგძვე==2 –- 6= –- 4, 

ამგვარად, ჟორდანისეული გარდამქმნელი ბიჯის შემდეგ, განტოლ– 

ებათა სისტემა ჩაიწერება შემდეგი ცხრილის სახით: 

XI ყვ _X3 

ყ:= |7/. მშ/ა --2.. 

X:ე= | 1/ა 1/ი 1 

ჟორდანი ეულ გამორიცხვას შემდეგი გეომეტრიული აზრი აქვს- 
Xს Xვ, 9 + · Xი ცვლადთა ერთობლიობა შეიძლება განვიხილოთ რო– 

გორც /-განხზომილებიანი ევკლიდეს სივრცის წერტილის კოორდი– 

ნატები, ხოლო (1) სისტემაში შემავალი განტოლებები, როგორც კოორ– 

დინატთა სისტემის სათავეში გამავალი #-- 1-განზომილებიანი სიბრ– 
ტყის განტოლებანი. 

ყოველი XX, XX: თ ი თ X») წერტილისათვის 

ყIX)=0ძ,ცX, + .· +. .+თაXი 
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ნიშნავს გარკვეული ნიშნით აღებულ აწონილ მანძილს X»ჯ წერტილი- 

დან V,=0 სიბრტყემდე, სადაც აწონილი მანძილია თვითონ მანძილი 
  

ი 
გამრავლებული (1 წონაზე. 

(=1 

VI(X) სიდიდეს ეწოდება X წერტილის გადახრა §,=0 სიბრტყიდან. 

X=0, X:=0, . . .,X»=0 ორთოგონალური საკოორდინატო 

სიბრტყეებით მოცემულ მართკუთხა სისტემაში ყოველი X(X,, X-. 

.-. ა» Xო) წერტილი მო-აცემა ყველა საკოორდინატო სიბრტყიდან 

თავისი /, გადახრით, ე. ი. იმ X,, XX, · · ·, X, რიცხვებით, რომლებიც 

ტოლია გარკვეული ნიშნით აღებული სათანადო საკოორდინატო სიბრ- 

ტყეებამდე მანძილეს. აქ წონა ერთის ტოლია. 

ჟორდანისეული გამორიცხვის ერთი ბიჯი ამომხსნელი ი,, მამ- 
რავლით ნიშნავს X.=0 საკოორდინატო სიბრტყის ყ,=0 სიბრტყით 

შეცვლას, რომელიც, საზოგადოდ, არ არის ორთოგონალური დანარ- 

ჩენი საკოორდინატო სიბრტყეების მიმართ, ასე რომ, სივრცის ყოვე- 

ლი წერტილის გადახრა X,=0 ძველი საკოორდინატო სიბრტყიდან 

შეიცვლება ყ,=0 ახალი საკოორდანატო სიბრტყიდან გადახრით. 

ამგვარად, ქორდანისეულე გამორაცხვა შესაძლებლობას იძლევა 
შემთხვევით, აღებულე საკოორდენატო სიბრტყეების დეკარტის სისტე- 

მა შევცვალოთ ახალი სისტემით, რომელშიაც წერტილის კოორდინა- 
ბია მათი გადახრა ამა თუ იმ ამოცანისათვის რო საინტერესო 

აარტყეთა სისტემიდან, სადაც (1) სისტემის ყველა სხვა ს სიბრტეიდან 

წერტილის გადახრები ახალ ცხრილში გამოსახულია მისი გადახრებით 
ძირითადი სიბრტყეებიდან, რომლებიც ცხრილის ზემოთ არიან განლა- 

გებულნი. 
სწორედ ამით აიხსნება ის უდიდესი როლი, რომელსაც ასრულებს 

ჟორდანისეულე გამორეცხვები წერტილების სიბრტყიდან გადახრებ- 

თან დაკავმერებულ ყველა ამოცანაში, რომელთაც ეკუთვნის წრფივ 

განტოლებათა სისტემების და უტოლობების ჩებიშევური მიახლოების 

ამოცანები და წრფივი პროგრამირების ამოცანები. 

ჟორდანისეულ გამორიცხვებს დიდი გამოყენება აქვს წრფივ ალ- 
გებრაში. ამ გამოყენების ერთ-ერთ მაგალითს წარმოადგენს სტეი- 
ი/ჯი 

თეორემა. თუ (1) სისტემის ყველა წრფივი ფორმა წრფივად დამოუ- 

კიდებელია (I/I<-I), მაშინ თუ“ ჩავატარებთ ზუსტად ჟორდანისეული 

გამორიცხვის 71 შესაბამის ბიჯს, შეს.ძლებელია ყველ»: /! დ,მოკიდე- 

ბული ცვლადი V, ყ» · „ ყი გ'დავამციოთ დამოუკიდებელ ცვლა- 
დებად, ე. ი. შესაძლებელია ყველ» მათი გ)დსტანა ცხოილის ზემოთ. 
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ამ თეორემის დამტკიცება მარტივად შეიძლება. სინამდვილეში, 

თუ დამოკიდებული ცვლადების ნაწილს ცხრილის ზემოთ ვერ გადა- 
ვიტანთ, ეს იმის მაჩვენებელი იქნება, რომ ამ ცვლადების შესაბამის 

სტრიქონზე იმ დამოუკიდებელი »ჯ; ცვლადების ქვემოთ წერია ნულე– 
ბი, ე. ი. ცხრილს ექნება, მაგალითად, შემდეგნაირი სახე: 

_ MV  · · · MI ++ ·.. # 

ჩX.= | C6,) 6ს 61.M+I · . .რი 

Xგ= | 6 უეო.,დხნCხნ-“ 

ყM+L=,6M+1.1 · · · ნა+გ 0 9 
–_---_- _ _-_- 

ყო= 6თ) . 6. ·. 6 0 .·..0 

  

მაგრამ მაშინ გამოდის, რომ ყველა დარჩენილი დამოკიდებული ()ვლა- 

დი: VI, · · ს» V. წარმოადგენს ყ, V, · . , MI (ცვლადების 
წრფივ კომბინაციას რაც ეწინააღმდეგება ჩვენს დაშვებას დამო- 

კიდებულ ცელადთა წრფივად დამოუკიდებლობის შესახებ და ამით 
სტეინიცის თეორემა დამტკიცებულია. 

ჟორდანისეული გამორიცხეა გამოიყენება, აგრეთეე, მატრიცის 

შესაბრუნებლად. დავუშვათ, რომ (1) სისტემაში „2=#/ და მისი სისტე– 

მის დეტერმინანტი 

მე 0 თი 

#= |მა რავ ძიი» #0. 

ძა. ძი»: .· . იძჯდი 

ეს უკანასკნელი იმას ნიშნავს, რომ (1) სისტემის ყველა წრფივი ფორ- 

მა წრფივად დამოუკიდებელია. 

2 (2) ცხრილის მიმართ მიმდევრობით ჩავატაროთ ჟორდანისეული გა- 

მორიცხვის ბიჯები ი-ჯერ, რათა ყველა დამოკიდებული ცვლადი ყე, 
ყს. · ყი გადავაქციოთ დამოუკიდებელ ფცვლადებად. 

გარდაქმნის შედეგად მიღებულ დცხრილს საბოლოოდ შემდეგი. 

სახე ექნება: ე 

#1 Vა · · · "ი 

X.= |0601 CI: ... 6 

Xე==> | 6ე| 62 (21) 

ჯი 1... > 
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ამ ცხრილის მატრიცა აღინიშნება /#“1-ით და წარმოადგენს 

ძე შვ .."" რთი 

#=! 290 0% ძი 
აზ .... ტბ." 

0ი: ძოვ ა 9 . იძი» 

მატრიცის შებრუნებულ მატრიცას. განეიხილოთ მაგალითი. ვთქვათ, 

1 1 –3 

4=|21 2 
1.2 –I 

არის გადაუგვარებელი მატრიცა, ე. ი. მისი შესაბამისი დეტერმი- 

ნანტი განსხვავდება ნულისაგან. : 
განვიხილოთ განტოლებათა სისტემა, რომლის უცნობთა კოეფიცი- 

უნტებია მოცემული მატრიცის ელემენტები: 

ყ.=X+X3 –– 3Xე, | 

ყე=2X+X:+2Xკ, 

ყე== X +-2Xგ –- Xვ. 

ახლა ეს სისტემა ჩავწეროთ ცხრილის სახით 

+ X- XM3 

ყ1= 1 1 –პ 

ყეი=| 2. 1 2 

ყე– | 1. 2 –1   
ამომხსნელ სტრიქონად მივიღოთ პირველი სტრიქონი, ხოლო ამომ- 

ზსნელ სვეტად პირველი სვეტი, მაშინ ამომზსნელი ელემენტი იქნება 

«,.=1. თუ გავაკეთებთ ჟქორდანისეული გამორიცხვის პირველ ბიჯს, 

მივიღებთ შემდეგ ცხრილს: 

_/ #X: %1 _ 

    

XX=) 1 –1 3 

ყ:ა= | 2 –1 6 !1:1 

ყვ= | 1 1 2 

ახლა გავაკეთოთ ქორდანისეული გამორიცხვის კიდევ ერთი ბიჯი. 

ამომზსნელ ელემენტად მივიღოთ თ,:=--1, მივიღებთ: 
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_V V % ყ. ყ.  X#ვ 

  

    

  

I= |) –3ვ-–!. §5 ი)სეპ ! –5 
ჯ–=|)|-2 1 :C-1) ან + | 2-4 ზ 
ყეუ=! –3 1 –-10 წ/” 3-4 10 

დაბოლოს, კიდევ ჩავატაროთ ჟორდანისეული გამორიცხეის მორიგი 
ბიჯი ამომხსნელი ელემენტით ძეე=10, მაშინ გვექნება: 

  

  

# ყე ყე V M ყვ 

X. 45 15 5 X 4ბ/ე 1ზ/ე ჩზ/,ე 

X- | –-44 –2 –ვ:ქბე ან  ჯ, | 44/ე =9?/,ე –ზ/ე 
Xვ ვ-1 1 X# 

მ/ ა –-!/0 –/10 

ამით გამოთვლები მთავრდება და მიღებული მატრიცა იქნება სწორედ 
4 მატრიცის შებრუნებული 

#4-)= | -- 9%%/ე –/, 4 

შ/0 –1ი 1/ი 

ჟორდანისეული გამორიცხვა გამოიყენება აგრეთვე მართკუთხა 

მატრიცის რანგის გამოსათვლელად. ვთქვათ, მოცემულია მართკუთხა 

მატრიცა 
ი “(0,2 რი ი.ა თით 

4= | 91 07 0» 

თით 0ო: ." . 0მოი 

შევადგინოთ შემდეგი ცხრილი: 

: _ი 25... #4 

ყI.= 91 01 :·...იი 

ყა= | 021 ძევ · · - 0ეი 

  ყო= | ძო ძო: . . იიი 

დავიწყოთ ჟორდანისეული გამორიცხვის ბიჯების ჩატარება მანამ, სა- 

ნამ მათი ჩატარება შესაძლებელია. მაგალითად, პროცესის გაგრძე– 

ლება მანამ შეიძლება, სანამ არ გვექნება შემდეგი სახის ცხრილი: 
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IV” +... %XI+1 ·...X 
  

X.= | ხ11 , ხა ხნ. .+1 ...ხი 

Xა= ხ · ხ.. ხ...+1 .... „I 

ყM+1==| ხ»+I.1 · · · ნაჯა 9 0 | 

ყო= | ხ»ო| .· ხო: 0 0 | 
  

ცხადია, რომ 4 მატრიცის რანგი იქნება წრფივად დამოუკიდებელ 

სტრიქონთა რაოდენობა, რომელიც ცხრილის ზემოთ გადატანილ Vყ, 
ცელადთა რაოდენობის ტოლია. გარდა ამისა, ცხრილი შეიცავს კოეფი– 

ციენტებს, რომელთა საშუალებებით გაღაუტანელი (V; ცვლადები გა- 
მოისახებიან ცხრილის ზემოთ გადატანილ ყ, ცვლადთა წრფივი კომბი- 

ნაციით. 

1.2.3 

4=|4 5 6 
789 

განვსაზღვროთ 

მატრიცის რანგი. შევადგინოთ ცხრილი 

»X–-–- #2 #ე 

ყლ=)1 2 3 

ყა= 4 5 6 

სყე= |7 8 9   
ამომხსნელ ელემენტად მივიღოთ თ,1=1, გვექნება: 

ყ. I Xე 

  

  

X= | 1 –2 –3 

ყე= |4 –3 –46 

ყე= |) 7 –6 –)12 

ახლა ამომხსნელი ელემენტი იყოს ძ;::= –- 3. მივიღებთ: 

    

  

“რ ყ. X3 ყ,ს VM Xე 

X1== 5 –2 –3 · X>= | –ზ/ვ ?/ 1 | 

Xა= | –4 1 6|:C--2) ან, რაც იგივეს X:= თ” 

#%= 1 93 69 ი= 1-2 01 
დარჩენილი ყვის გაღატანა არ შეიძლება ცხრილის ზემოთ. წრფი- 

ვად დამოუკიდებელ სტრიქონთა მაქსიმალური რიცხვი გვაქვს 2. ამ- 
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გვარად, განხილული მატრიცის რანგი ყოფილა 2. მიღებული უკანას– 

კნელი ცხრილიდან ჩანს, რომ ყე არის ყ, და ყვ ცვლადების წრფივი 

კომბინაცია. სახელდობრ, 

ყე= –– M,+2ყ,.“ 

ჟორდანისეული გამორიცხვა გამოიყენება აგრეთვე წრფივ გან- 

ტოლებათა სისტემის ამოსახსნელად. პირველ რიგში განვიხილოთ # 

წრფივი განტოლება # უცნობით: 

ძეX.-+0,:X-+ · ·+0,ეიX»=ხ;, 

თ:)X,+ძევXუ+ .· .· ·+რ0თვიXი=მა, თ 

ძი,X.-+0»იაX--+ ·+Lძი»Xა=ხი. 

ვთქვათ, სისტემის კოეფიციენტებისაგან შედგენილი მატრიცის. 

რანგი არის #. ამ სისტემის ამოსახსნელად შევადგინოთ შემდეგი ()ხრი- 

ლი: 
_რ ბ... # 

ხე= მე შვ... . იი 

'ებებეაეასწჭზქუვეაეეუა'' ” (8) 

ხიე= ძა) მიი . · მიი 

თუ ჩავატარებთ ჟორდანისეული გამორიცხვის # ბიჯს, მივიღებთ: 

ხე ხი .. · ხი 

X= 

Xჯა= 4. («. 

X.= 

სადაც 

მ) 64 რი 

#= 06, ძი: ძი» 

რიე 0»: -ძიი 

(9) გვაძლევს X,, X, .· · „ა Xი ცელადების მნიშვნელობებს. (7), სის– 

ტემის ამოსახსნელად ჟორდანისეული გამორიცხვის გამოყენება სხვა–- 

ნაირადაც შეიძლება. სახელდობრ, (7) სისტემა გადავწეროთ შემდეგ– 

ნაირად: 
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ი 1... +X 1 

მთ | ძე ძა · მი | –ხ, 

0= ძევ მაე. · მძი | –ხე 

0= ძი1 მივ · · -მი» | ––ჩი 

რიგრიგობით ჩავატაროთ ჟორდანისეული გამორიცხვის ბიჯები. ამომ- 

ხსნელ სვეტებად მივიღოთ სვეტები, რომლებიც თავისუფალწევრები- 
ანი სვეტისაგან განსხვავდებიან. ყოველი ბიჯის შემდეგ ამოვშალოთ ის 

სვეტი, რომლის თავზედაც გადაიტანება ნული, მაშინ ამონახსენი შემ- 

დეგი ცხრილის სახით ჩაიწერება: 

  

>= 6. 

Xა= 63 

წ”ი= 6 
  

განვიხილოთ განტოლებათა შემდეგი სისტემა: 

X.-+Xე-LXვ=3, 

2X, –– X:-+3X23=4, 

3X.+4Xვ –– 5Xე= 2. 

გადავწეროთ ის შემდეგი ცხრილის სახით: 

X X- Xვ 1 

0=> 111 1 | –3 

0= 2-1 3 | –4 

0= 3 4-5 | –2 

  

  
გავაკეთოთ ჟორდანისეული. გამორიცხეის ერთი ბიჯი ძ,ე=1 ამომხს- 

ელი ელემენტით, მივიღებთ: 
„I M% 1 

Xე= | –1 -- 3 

0= | –1 –4 5 

0= გ 9 –17       
ახლა ამომხსნელ ელემენტად მივიღოთ 0ძ,ჯ= –- 4, გვექნება: 

X 1 +” 1 

X.= ვ I -.7 Xე= | –1/ ?/, 
#= 1 | –.5 )II–4ან, რაც იგივეა, 2= | –-/, ზ/, 

= | –-22 23 ' 0= 23/, | –-??/,       
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საბოლოოდ, ამომხსნელ ელემენტად თუ მივიღებთ == -ს, მივი– 

ღებთ: 

-. 
19/, 

33/, 
23/წ 

#= 23 
Xე= : 4. 

    Xჯ.= 

ან, რაც იგივეა, ამოხსნა საბოლოოდ იქნება 
/ 1 

  

  

' 

1 

1 

  

Xჯ= 

ჟორდანისეული გამორიცხვა გამოიყენება გაუსის მეთოდით გან- 
ტოლებათა სისტემის ამოხსნის დროსაც. ამ შემთხვევაში ჟორდანისე– 

ული გამორიცხვას ყოველ. ბეჯის ჩატარების შემდეგ ცხრილიდან ამო– 
იშლება როკორე ამომხსნელი სვეტი, ისე სტრიქონიც და ამოიწერება 

"ცალკე შესაბამისი X, უცნობის გამოსახულება უკანასკნელი ბიჯის 

დროს კი მოინახება ერთ-ერთი უცნობის მნიშენელობა, ხოლო და- 

ნარჩენები შემდეგ მიმდევრობით გამოითვლებიან წინა მიღებულ მნიშ– 
ვნელობათა სათანადო . ჩასმით. ზემოთ ამოხსნილი სამუცნობიან გან– 

ტოლებათა სისტემა ამოეხსნათ გაუსის მეთოდით. ამ სისტემის შესა- 
ბამის ცხრილს ჰქონდა შემდეგი სახე: 

_ ი 2 Xი_! 

1 1 1| –აპ 

2-–. 3) –4 

1 4-5) –2 

0= 

0= 

0=     

  

გავაკეთოთ ჟორდანისეული გამორიცხვის ერთი ბიჯი თ,ვკ=1 ამომხს- 

ნელი “ელემენტით, გვექნება: 

    

«.__ Xგ __1 _ 

0= –1 –4 5 

0= 8 9) 

ცალკეული გამოსახულება ჯე-თვის იქნება 
Xვ= -–- LX X2+3. 

მეორე ბიჯი გავაკეთოთ 0,:= –-– 4 ამომხსნელი ელემენტით, მივი– 

ღებთ: 
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X 
    

  
0= =23 | 23 | : (–.4) 

  

ან 
_ 4 1 

0= ! 23 23 
–   

ცალკეული გამოსახულება X;-თვის იქნება: 
– 4X-=Xს 5 

ან 

#1 
% 24 

უკანასკნელი ცხრილიდან ვღებულობთ: 

X,=1. 
თუ X,-ის მიღებულ მნიშვნელობას ჩავსვამთ Xე:-ის გამოსახულებაში, 
მივიღებთ X:=1; თუ X, და ჯ-ის მნიშვნელობებს ჩავსვამთ Xჯე-ის გა– 
მოსახულებაში, მივიღებთ აგრეთვე Xა=1. 

ახლა ვნახოთ როგორ გამოიყენება ჟორდანისეული გამორიცხვები 
განტოლებათა ზოგადი სისტემის ამოსახსნელად. 

ვთქვათ, მოცემულია განტოლებათა. შემდეგი “ატე 

ყე==0)1X.+ თ თაX:+ . . ს 1 როთ – ხ,= 
ყ:ე=0ა:)XIL-იიეიXი+ · ი" ·+0ძეიXი –– 2 (10 

ყოლძიი “+-ის + . + ძიი#ი _ ხ„=0. 

დავუშვათ, მოცემული განტოლებათა სისტემის კოეფიციენტებისაგან 

შედგენილი მატრიცის რანგია „. (10) განტოლებათა სისტემა. ჩავწე– 

როთ შემდეგი ცხრილის სახით: 

XX XI... 1 

ყ.= | 011 ძმ)... ძა» –ხ 

სყა= ოთ ძევ · . · შლი | –ირი (11) 

ყო= 0ძ0ო=ო ძო: · · ·ჭმმთოი ხი 

როგორც ზემოთ იყო ნათქვამი, რადგანაც მატრიცის რანგია /, ამიტომ 

ჩვენ შეგვიძლია ქორდანისეული გამორიცხვის ბიჯები გავაკეთოთ მხო- 

ლოდ #-ჯერ, რის შემდეგ გვექნება, მაგალითად, შემდეგი ცხრილი: 
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VI -· · V «/+) . . ჯ, ? 

X1= | C)1 0, CI, ი « 

X,= | 6, ნ, C6„-+1 6,ი ძ, (12) 

_–_____----- ჟ ძ,+ 

ყოლ= 'ნი) ... 06, ი... 0 ძი 
  

„ცხადია, (10) სისტემა თავსებადია მხოლოდ მაშინ, როდესაც X,, X;, 

+. . X მნიშვნელობათა რომელიმე სისტემისათვის ყველა V,, ყე, 
.· . ა ყი ნულის ტოლია. ამას ადგილი მაშინ ექნება, როდესაც C-+1= 

=0.+-= . . .=60„ა=0., ამ შემთხვევაში, თუ ამოვშლით პირველ # 

სვეტს (რადგანაც ყ,=Vყაე= . . .=Vყ,=0) და X,/ყკე, .· . ·, Xთ სიდი- 

დეებს ჩავთვლეთ პარამეტრებად, რომელთაც შეუძლიათ მიიღონ ნე- 

ბისმიერი მნიშენელობანი, ჩვენ პარამეტრების ნებისმიერ მნიშვნე- 

ლობათა სისტემისათვის X-+-.=ს+ს ·. . .·ა– Xი=Iი, მივიღებთ (12) 

ცხრელიადან სხვა უცნობ X,, X,, . : ., X, სიდიდეთათვის შესაბამის 

მნიშვნელობათა სისტემას: 

X.=C0),.+1 ++ .9 ·-+თ»!იLძ,, 

X„=6,/+1 L.+ «4 .·-L თა. ა+ძ,, 

(12) ცხრილის 2თ,,, C,, · · „ს C- ((=”+1, ”I+2, . · ., #7.) ელემენ- 

ტები წარმოადგენენ პირველი /” განტოლების იმ წრფივი კომბინაციის 

კოეფიციენტებს, რომელიც ტოლია /-ური განტოლების. 

ზემოთ ნათქვამის საილუსტრაციოდ განვიხილოთ შემდეგი მაგალი– 

თი. ვთქვათ, მოცემულია განტოლებათა სისტემა: - 

ყ1==X,-L2Xე –– 5=0, 

ყ·ა=2X, –“– 3X:+4=0, 

ყე=3X, –– Xგ –– 1=0. 

უს სისტემა ჩავწეროთ ცხრილის სახით შემდეგნაირად: 

    

XI X 1 

თ= 1! 2| –5 
V-= | 2-3 4” 
ყევლ= ! 3 –1' –1 

გავაკეთოთ ჟორდანისეული გამორიცხვის პირველი ბიჯი 0,1=1 ამომ– 

ხსნელი ელემენტით, მივიღებთ შემდეგ ცხრილს: 
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ყ. X. 1 

1 –2 5 

2 – 14 

1 ყელ 3 –-7| 14 

X= 

  ყა= 

  
შემდეგი ბიჯი გავაკეთოთ ძე::= –- 7 ამომხსნელი ელემენტით, გვექ– 

ნება: 

    

_V ყე 1 

X.= | –3 – 2, –7 
X= | –2 1 |I--)4:(-»/ 
ყე= | –7 –71 0 

ან, რაც იგივეა, 

_V, #. 1_ 
Xჯ,= | ?/, ?/, 

ჩXე= | მ/ე ––1/ე| 2 
ყე= 1. .1 0     

როგორც უკანასკნელი ცხრილიდან ჩანს, სისტემას აქვს ერთადერთი 

ამონახსენი 

X.=1, ,Xგ=2. 

უკანასკნელი სტრიქონიდან ჩანს, რომ ყე არის V, და ყ;:-ის წრფივი 

კომბინაცია კოეფიციენტებით 1 და 1, ე. ი. 

ყვ=Vყ)+V:- 

არსებობს აგრეთვე ე. წ. მოდიფიცირებული ჟორდანისეული გა- 
მორიცხვები. 

ზოგიერთი გამოთვლითი პროცესების ჩატარებისას, ხანდახან საჭი– 

რო ხდება, რომ ამომხსნელი სტრიქონების ელემენტები გარდაქმნის 

შემდეგ უცვლელი დარჩეს, ხოლო ამომხსნელი სვეტის ელემენტებს კი 
ნიშანი შეეცვალოს. სწორედ ასეთი შემთხვევების დროს მიმართავენ 

მოდიფიცირებულ ჟორადანისეულ გამორიცხვებს. 

მოდიფიცირებული ქორდანისეული გამორიცხვისას წრფივ განტო- 

ლებათა სისტემას შემდეგნაირად ჩაწერენ: 

ყუვ= _ ძე(– ჯა) _ თა – X.) _ გ გ .- ძ:ა(– XM»), 

ყვ= – თ:)( – Xჯ) _ ძ::( _–_ X.) _–. _–_ რი--XV, 

ხყო= – -ლ XI) – ი __ _ ითი Xჯი) 
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და ადგენენ ამის შესაბამის ცხრილს 

  

–X I ... I”... –” 

ყ.= ის ძია თ.ვ ფთ. 

ყე= ძია 925 თ; თი 

ყჯ,= თ. ითა 0/; ძ,ი 

ყო= ფო: ფო: თოჯ თოი 
  

სადაც მოხერხებულად ჩაწერის მიზნით თ,ჯ=––0,, ((=1, 2, .· ი» M 
#=1, 2, –” 

მოდიფიც-რებული ჟორდანისეული გამორიცხვის ერთი ბიჯის გაკე– 
თება თ,, ამომხსნელე ელემენტ-თ ნიშნავს შემდეგ ახალ ცხრილზე 

გადასვლას: 
  

–1 –X% –ყ, –#”ი 

VI= ხცკ ხა –რთ ხი 

ყაუ= ხე ხო –-ძევჯ ხნ. 

-–_-__- :%,-კ 

X§= ი. ძ,;ვ ! თ, 

ყო= ხო, ხ თა · –როკ ხოა 
  

ეს ცხრალი ისევე მიიღება, როგორც ვღებულობდით ანალოგიურ 

ცხრილებს ჩვეულებრევი ჟორდანისეული გამორიცხვის დროს, მზხო- 

ლოდ იმ განსხვავებით, რომ მოდეაფაცირებული ჟორდანისეული გა- 

მორიცხვისს ამომხსნელი სტრიქონების ელემენტები უცვლელი 

რჩება, ხოლო ამომხსნელი სვეტის ელემენტებს კი ნიშანი ეცელება. 

ამომხსნელე ელემენტის ადგილას ისევე იწერება 1. 

განვიხილოთ შემდეგი მაგალითი. ვთქვათ, გვაქვს განტოლებათა. 
სისტემა ' 

ყე=2X, –“ X2-+-Xე, 

ყ,=X)+2X:+3Xე, | 

ყე=3X,-+2Xე –– Xვ. 

ეს სისტემა ჩავწეროთ შემდეგი ცხრილის სახით: 
“XI I –ჯXე 

  

  

ყ.= – 2 –3 

Vყ-= | –2 1 3 
ყე= ! –3ვ –2 1 

127



გავაკეთოთ მოდიფიცირებული ქორდანისეული გარდაქმნის ერთი “ბი- 

ჯი ძ;ვ= -- 3 ამომხსნელი ელემენტით, მივიღებთ: 

–-X –-X5ა ი 

ყ= | –3 9 3 

| –. ! 1 |:(––3) 

11 5 –I 

Xგ= 

  ყვ= 

ან, რაც იგივეა, 

–. –I “–ყე 

ყ.= 1 –3ვ -–.- 

Xჯე= ?/ –/ვ –)/ 

#3 
- _-/ე ზე 1/ვ 
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ნაწილი მეორე 

ფესავალი > 

1. წრფივი პროგრამირების ძირითადი ამოცანა: ვთქვათ, მოცემულია 

2=ჩ0,X,+ჩ.X.-+ ... .-41- ჩაჯი -(1) 

წრფივი ფორმა, რომელსაც მიზნის ფუნქცია ეწოდება და აგრეთვე 

0)1X,-L ძ,:Xი-+ -+თაჯXიგ<:ხ, 

0:1X) + რ-:X--+ „-+ძშაიXი<:ხა, ა 

თა: +-თ,,-X-+ 4 ძთა»Xი<- სთ. 

წრფივ უტოლობათა სისტემა, რომელსაც სათანადო შეზღუდვებს: 
უწოდებენ” უკანასნელი უტოლობათა სისტემა (2) გადავწეროთ 

შემდეგნაირად» 

ყ.= ––- 01% –“– ირეაXვ –“–. · –– თ აXი+-ხ,>90, 

ყ2= ––“– 0ე1:Xე –“– 0ძიიXე –– . –- მაიXი+ხ:>9,. , “I (3) 
–” -·-დღ  ' ...8.- . 

„ყოლ - 0თ)X, -- წოლX-- . –- მოიXV+ ნთ.>0. 

ამოცანა მდგომარეობს იმაში, რომ მოინახოს (1) წრფივი ფორმის მაქ– 

სიმუმი (ან მინიმუმი), როდესაც, სრულდება (2) ან, რაც იგივეა, “(3) 

შეზღუდვები. სხვანაირად (3) სისტემის ამონახსენთა მორის, რომლე– 

ბიც მრაეალწახნაგას ქმნიან, უნდა მოინახოს ისეთი, რომლისთვისაც 

(1) ფორმა მიიღებს უდიდეს (ან უმცირეს) მნიშენელობას, 

ჩამოყალიბებული ამოცანა არის წრფივი ,პროგრამირების ძირითა– 

დი ამოცანა, რომელიც უამრავი მნიშვნელოვანი პრაქტიკული ამოცა–- 

ნების მათემატიკურ მოდელს წარმოადგენს. ! . 

9. წრფივი პროგრამირების ძირითადი ამოცანის გეომეტრიული 

ინტერპრეტაცია. (3) სისტემის ყოველი” __ 

ყ.ლ–“ძიბ–. წა +--ხ(29 . 
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უტოლობა ევკლიდეს იო-განზომილებიან სივრცეში განსაზღვრავს ნა– 

ხევარსივრცეს, რომელიც შედგება ისეთი XX, X, - ·, X») წერ- 
ტილებისაგან, რომლებიც მოთავსებულია 

ყ,ლ=-–- 0/)X, –- შვგვხვ . თ. 6– CVიXი+ ხ|=0 

სიბრტყის ერთ მხარეს ან თვით მასზე. წერტილები, რომლებიც ეკუთ- 
ვნის ყველა (3) ნახევარსივრცეს (ე. ი. წერტილები, რომლებიც (3) 
სისტემის ამონახსენს წარმოადგენს), როგორც ამოზნექილ სიმრავლეთა 
თანაკვეთა, ქმნის ზოგიერთ §ბა ამოზნექილ მრავალწახნაგას. 

მიზნის 
2(X»X)=ხ,X1+-ჩაX-+ .·-+ჩ»აX» 

ფუნქციის მნიშვნელობა X”X,”, X-, ·- · -, Xი) წერტილში შეიძლება 

განხილულ იქნეს, როგორც ამ წერტილის გადახრა 

ჩ.X+ს,ჯX+ . „ .L+ჩიXა=0 
სიბრტყიდან. 

მოცემული წერტილის გადახრა მოცემული სიბრტყიდან არის რი- 

ცხვი, რომელსაც მივიღებთ, თუ სიბრტყის განტოლების მარცხენა ნა- 
წილში უცნობების მაგივრად მოცემული წერტილის კოორდინატებს 

ჩავსვამთ. ასე, მაგალითად, (3, 2, ––4) წერტილის გადახრა 

3X, –– 2Xვ –– 5Xე:=0 

სიბრტყიდან იქნება 

3.3--2.2--5(--4)=25. 

Xჯ წერტილის გადაზრა 

მ.X. +საX-+ . - .+ჩაჯგე=0 

სიბრტყიდან პროპორციულია მანძილისა ჯ წერტილიდან ამავე სიბრ- 

ტყემდე. ..” 
ამრიგად, წრფივი პროგრამირების ამოცანის გეომეტრიული აზრი 

მდგომარეობს §) მრავალწახნაგას იმ წერტილის მონახვაში, რომელიც 

უფრო მეტად (ან უფრო ნაკლებად) გადახრილია 

M–.X,+MნაXე+ · ა ·ს·+ჩაეჯგე=0 
სიბრტყიდან. . 

ვ, წრფივი პროგრამირების ამოცანის ამოხსნის მეთოდის ”ესახებ. 

ადვილი მისახვედრია, რომ კლასიკური მათემატიკური ანალიზის მე- 
თოდი პირობით ექსტრემუმზე ამოცანის ამოსახსნელად არ გამოდგება 
წრფივი პროგრამირების ამოცანის ამოსახსნელად. საქმე იმაშია, რომ 
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(ტე უტოლობებით მოცემულ §ბა არეში განსაზღვრული (1) წრფივი 

ფორმა თავის უდიდეს და უმცირეს მნიშვნელობებს აღწევს ამ არის 
საზღვრებზე (წვეროებში), ე. ი. იმ წერტილებში, სადაც, საზოგა- 

დოდ, კერძო წარმოებულები განსხვავებულია ნულისაგან; დიფერენ- 

ციალური აღრიცხვის მეთოდები შესაძლებლობას გვაძლევენ მოენა- 

ხოთ ისეთი ექსტრემალური წერტილები, რომლებიც მდებარეობენ 

ფუნქციის განსაზღვრის არის შიგნით, იმ შემთხვევაში, როდესაც 

ცვლადთა რაოდენობა არ არის დიღი და შეზღუდვები მოცემულია 

არა უტოლობათა, არამედ ტოლობების სახით. (1) ფუნქციის მნიშვნე- 

ლობათა გამოთვლა §) მრაეალწახნაგას ყველა წვეროზე, რომელთა 

რაოდენობა უამრავია, პრაქტიკულად შეუძლებელია. 

ძირითადი მეთოდი წრფივი პროგრამირების ზოგადი ამოცანის 

ამოსახსნელად, რომელიც ზემოაღნიშნულ სიძნელეებს გადალახავს 

არის ე. წ. სიმპლექსური მეთოდი, რომელსაც) გეგმის თანდათანობითი, 
მიახლოების მეთოდიც ეწოდება. , პირველად იგი დამუშავებულ იქ- 

ნა გ. დანციგის მიერ. 

სიმპლექსური მეთოდი შედგება ალგორითმისაგან, რომლის მეშ- 

ვეობით ხდება (2) უტოლობათა სისტემის ამონახსენთა შორის ერთ- 

ერთი საყრდნობი ამონახსნის პოვნა, ე. ი. (+ მრავალწახნაგას ერთ–ერ– 

თი წვეროს პოვნა, ხოლო შემდეგ ახალ საყრდნობ ამონახსენზე გადას–- 

ვლა, რომლისთვისაც (1) წრფივ ფორმას აქვს უფრო მეტი (ან უფრო 

ნაკლები) მნიშვნელობა, და ამ გაუმჯობესების პროცესის გაგრძელება 

ხდება მანამ, სანამ.არ მივიღებთ საუკეთესო ოპტიმალურ ამონახსენს, 

თავი I 

სიმპლექსური მეთოლი 

§ 1. ნარევის ამოცანა 

სიმპლექსური მეთოდის საშუალებით და დასაშვები გეგმების დახ– 

მარებით თანდათანობით ვუახლოვდებით ოპტიმალურ გეგმას. ცხა- 

დიას, რომ ამ მეთოდით სარგებლობისას აუცილებელია ერთ-ერთი 

დასაშვები ამონახსნის ცოდნა. ყოველი ახალი გარდაქმნა ან იტერაცია 

წარმოადგენს წინა ამონახსნიდან ახალი: ამონახსნის პოვნის ოპერაციას, 

რომელსაც ეთანადება წრფივი ფორმის უფრო მცირე მნიშვნელობა, 
ვიდრე მას ჰქონდა წინა გარდა4ჟმნის ან იტერაციის დროს. ასეთი პრო- 

ცესი გრძელდება მანამ, ვიდრე ოპტიმალური ამონახსენი არ მიიღება» 

როგორც ცნობილია, ყოველი დასაშვები ამოხსნა და, კერძოდ, ოპტი- 

მალურიც დაკავშირებულია #1: წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორთა 
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სისტემასთან. ამიტომ, ბუნებრივია, განვიხილოთ ისეთი ამონახსნები, 

/რომლებიც დაკავშირებული იქნებიან /. წრფივად დამოუკიდებელ 

ვექტორთა სისტემასთან, რომელსაც საბაზისო ამონახსენი ეწოდება. 

პირველ რიგში ვაჩვენოთ წრფივი პროგრამირების ამოცანის .ამო- 

ხსნა სიმპლექსური მეთოდის გამოყენებით შემდეგ კონკრეტულ მა- 
გალითზე. 

"ვთქვათ, დღის განმავლობაში წარმოება ამუშავებს 100 კგ ნუშს, 
ამდენივე თხილს და 60 კგ ნიგოზს, ე. ი. სულ 260 კგ-მდე მასალას. კგ 

ნუში ღირს 6,5 მანეთი, თხილი –– 2,5 მანეთი, ხოლო ნიგოზი –- 3,5 

«მან. 

ამ მასალედან მზადდება სამი სხვადასხვა სახის ნარევი, რომელთაც 

"პირობითად დავარქვათ #4, 8 და #. 

„ 4 ნარევში ნუში. უნდა იყოს არანაკლები 50%-სა, ხოლო თხილი 

არა უმეტეს 25%-სა. 

8 „ნარევში უნდა იყოს ნუში არა ნაკლებ 25%-სა, ხოლო თხილი 

არაუმეტესი 50%-სა. 

ჩ ნარევში კი სამივე მათგანი შეიძლება იყოს განუსაზღვრელი რაო- 

'დენობით. 

“ვთქვათ, ერთი კგ #, 8 და #1) ნარევების ღირებულებაა შესაბამი- 

სად 5; 3,5 და 2,5 მანეთი. ნარევში C იყოს ნუშის აღმნიშვნელი სიმ– 

ბოლო, ჩ –- ნიგოზის, ხოლო თხილისა -– ი. მაშინ 4“ გვიჩვენებს 4 

ნარევში ' ნუშის რაოდენობას, 8 ნიშნავს 3 ნარევში თხილის რაოდე- 

ნობას, #2, არის ს ნარევში ნიგოზის რაოდენობა და ა. შ. 

ზემოთ მოცემული პირობების დაცვით საჭიროა ისე განისაზღვროს 

/, 8 და I) ნარევების შემადგენლობა, რომ წარმოების შემოსავალი 

იყოს მაქსიმალური. 

ასეთი ამოცანის გადაწყვეტა უბრალო მოსინჯვებით შეუძლებელია, 

ამიტომ მის ამოსახსნელად გამოვიყენოთ მათემატიკური მოდელი. 

რომელსაც შემდეგი სახე აქეს: 

1 
4:>>-4, | ' 

1 · 

რიდ--4 4-+4ტ0+#4,=4 
1 8.+8;+8,=8, 1. (1.1) 

ჩ>» 8, ს.+ხი+09,=%. | 

1 
ვზა<-–-8, #%“2 | 
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აქ პირველი უტოლობა ნიშნავს, რომ /# ნარევში ნუშის რაოდენობა 

50%-ზე მეტია. ანალოგიურადაა · შედგენილი დანარჩენი უტოლობა- 

ნი. უკანასკნელი სამი ტოლობა გვიჩვენებს ნარევებში მასალათა განა– 

წილებას. ' 

4 და 8-ს მნიშვნელობა შევიტანოთ ზემოთ დაწერილ უტოლო- 
ბებში, გვექნება: 

1 
4->-> (4 -+4 »+ #4», 

> 1 
რ,დ-– (4ა-+#ი+4ი, 

1 : (1.2) 

82>- (8-+8,+8ზია, 

8,<-- (8.+ 8,+8ა) | 
ან“. 

–4, +--4# _ + 4, <0, 

+ 4,.+ --4, -- 4#»>9, 

+ 8, + + ჩ, – + 8, <0, 

-> ჩ,+ –8- – 8,>9, 

ანდა, რაც იგივეა, 

+ 4,+ -4, – 4-0, 1 

== ჩი -+ 4 – -ჯ4 <0, = 

–-8,+-- 8 –  8-<0, | 

ევ



მოცემულობის თანახმად, 

C=/4 -L8.-+09 C<-100, 

0=4»+8:;+ნ»<100, 
Mჩ=/4,+მ,+0,<60, , ძ.3 

4-+8.+ნან-+ტა+მ8ა+–ა+4,+ 8,+9,<260. 

წარმოების სიმძლავრედ შეიძლება მივიღოთ ზუსტი შეზღუდვა, რო- 

მელიც შემდეგ სახეს ღებულობს: 

4 -L 8.+0 «=100, 

4#»+8;+0;=100, 

#,.+ 8.+L,=60. 

ამ შემთხვევაში უტოლობების დროს არსებულ „თავისუფლებას“ ჩვენ 

ვსპობთ. გარდა ამისა, ზოგიერთი მასალის ფასი შეიძლება გახდეს უმ– 

ნიშვნელო. გამოყენებული მასალის რაოდენობა უტოლობების დროს 

წარმოადგენდა ცვლად სიდიდეს. ამჟამად იქნება მკაცრად განსაზღვ 

რული სიდიდე, რადგანაც განტოლებებს ზუსტი რიცხვები აკმაყოფი« 
ლებს. ასეთ შემთხვევას მხოლოდ მაშინ შეიძლება ჰქონდეს ადგილი, 

თუ წარმოება დადებს ხელშეკრულებას ყოველდღიურად მასალათა 
განსაზღვრული რაოდენობით მიღებაზე. 

შემდგომისათვის ვიგულისხმოთ, რომ ადგილი აქვს (1.3) შეზღუდ–- 

ვას, ზოგადობისათვის შემოვიყვანოთ უფრო გავრცელებული აღნიშ- 

ვნები, რომლებიც ქვემომოყვანილ ცხრილშია ნაჩვენები. 

ცხრილი | აქ #, გამოხატავს C მასალის რა- 

ოდენობას, რომელიც საჭიროა #4 

პროდუქციის დასამზადებლად, 7» 

  

  

  

” ” ჩ არის 0 მასალის რაოდენობა, რო- 

მელიც იხარჯება 8 პროდუქციის 

4 M» X % დასამზადებლად.; X, არის # მასა- 

8 % # % ლის ის რაოდენობა, რომელიც 

ა ?. M ') მიდის 8 პროდუქციის დასამზა- 

"დებლად და ა. შ. 
მხედეელობაში მივიღოთ ეს უკანასკნელი აღნიშვნები; მაშინ (1.2) 

დღა (1.3) შეზღუდვების გამოყენებით მივიღებთ შემდეგ თანაფარდო“ 

ბებს: 

1:34



1 1 1 
– ჩ+- #M4--- 1:<:9, 

1 ვ 1 

  

––ჯ _ _- 

ვ 1 
–-“ ++ X+-“ <0, 

_–_ ი.4 
“2 492 %-2 X59 
X»-+72.+1ა<:100, 

2:-+ M#გ-L X<-100, 

#ე-L- #ა-+ »<-60. 

მივიღეთ უტოლობათა სისტემა, რომელშიაც შედის 7 უტოლობა 9 
უცნობით ჩვენი ადრინდელი მოთხოვნები რომ შესრულდეს, ამი- 
სათვის საჭიროა ყველა ამ უტოლობის დაცვა. 

საზოგადოდ, წრფივი პროგრამირების ამოცანებში დაცული უნდა 
იქნეს შემდეგი სამი წესი: ა) წარმოების ტექნოლოგიური პირობები 
გამოისახებინ 1.-ს კოეფიციენტებით (1.4) სისტემაში; ბ) სპეციფი- 
კური პირობები, რომლებიც ზღუდავენ შესაძლო ალტერნატიულ ამო- 
ნახსნებს, იმყოფება (1.4) სისტემის მარჯვენა მხარეს; გ) ხდება რო- 
მელიმე ისეთი ოპტიმალური ამოხსნის საერთო კრიტერიუმის დად- 

გენა, როგორიცაა მაგალითად! შემოსავალი, რომლის მიხედვით ხდება 

შერჩევა სხვადასხვა. ალტერნატიულ პროგრამებს შორის. განხილულ 

ამოცანაში ტექნოლოგიური პირობები გამოსახავს სხვადასხვა ხარის- 

ხის ნარევის ღირებულებას. სპეციფიკური შემზღუდველი პირობები 

ამოცანის ამოხსნისათვის არის ისეთი შეზღუდვები, რომლებიც დაკავ- 
შირებულია წარმოების სიმძლავრესთან და გამოისახება (1.3) უტო- 

ლობებით. ამოხსნის ოპტიმალობის კრიტერიუმად აქ მიიღება მიღე– 

ბული მაქსიმალური შემოსავალი. ? 

იმისათვის, რომ მიღებულ ამონახსენს ჰქონდეს ეკონომიური აზრი, 

მათ უნდა დააკმაყოფილონ კიდევ ერთი პირობა. სახელდობრ, არ შე- 
იძლება ამონახსენი იყოს უარყოფითი სიდიდეები, რადგანაც არ შეიძ- 

ლება წარმოება იყოს უარყოფითი, როგორც დანახარჯის, ისე შედეგის 

მიხედვით. ეს პირობა მათემატიკურად შემდეგნაირად ჩაიწერება: 

M»M>0 (C(=1, 2, + . 4,9); (1.5) 

ნულოვანი პროდუქცია დასაშვებია, უარყოფითი კი არა; ყველა M 

უნდა იყოს არაუარყოფითი. 
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თუ შემოვიყვანთ ახალ უცნობებს, (1.4) უტოლობათა სისტემა შეგ– 

ვიძლია ჩავწეროთ განტოლებათა შემდეგი სისტემის სახით: 

1 1 1 
“–“ M+- ”+- #ე + Mი==0, 

1 ვ 1 
“4 M+-> ჩა 2 #0, 

3 1 1 
=–-ჯ ი ” –- #»გ-+47 =0, 2 “LC. სL გ რ6+7M2 

1 1 1 
“< #»++-> #– 2 + Xვ==0,, 

ჯ (1.6) 

'M+ »გ+ #+#4=100, 

#2-L #სნ + #8 + #,6== 1090, 

#3-L MIგ-L- #6 -I- #,ე==60. 

დამატებით შემოყვანილ. 2.,(/(=10, 11, „ . ., 16) უცნობებს ვუწო- 
დოთ „თავისუფალი“ ცვლადები. ჩვენს ამოცანაში ისინი გამოხატავენ 

მოთხოვნილების. გადაჭარბებას ანდა წარმოების ყველა შესაძლებლობა– 
თა' გამოუჟენებლობას. ასე, მაგალითად, თუ საბოლოო პროგრამაში 
”ი-თვის მივიღებთ დადებით მნიშენელობას. მაშინ / ნარევში სასარ- 
გებლო იქნება 50%-ზე მეტი ნუშის შერევა. ანალოგიური აზრი აქვს 
შე ვ და ჯე ცვლადებს. მეორე მხრივ, თუ საბოლოო ამონახსენში 

> >0, X:->0 ანდა »,0>>0, მაშინ სასარგებლო იქნება წარმოების 
სიმძლავრის ნაწილი გამოუყენებელი დავტოვოთ. 

თავისუფალი ცვლადების არაუარყოფითობის მოთხოვნა გულისხ- 
მობს იმას, რომ ყველა „ვლადი XV(=1, 2, ., 16) იყოს არაუარ- 

ყოფითი. 
' ამგეარად, ჩვენ გვაქვს 16 უცნობი, რომლებიც აკმაყოფილებენ 

%1.6) განტოლებათა) სისტემით მოცემულ 7 განტოლებას და (5) უტო- 

ლობას. როგორც ცნობილია, ასეთ ამოცანას აქვს ამონახსენთა უსას- 

“რულო სიმრავლე, რომელთაგან ჩვენ უნდა შევარჩიოთ საუკეთესო, 
ე. ი. უნდა შეირჩეს 1>0 სიდიდეთა შორის ისეთები, რომლებიც ·და- 
"აკმაყოფილებენ ყველა ზემომოთხოვნილ პირობას და, ამასთან ერთად, 

ყველაზე კარგად ეთანადებიან ოპტიმალობის განსაზღვრულ კრიტე- 

რიუმს. განხილული ამოცანის · დროს ასეთი კრიტერიუმია უდიდესი 

სუფთა შემოსავალი, „რომელიც წარმოადგენს ჩვენთვის ცნობილ .სი- 

დიდეთა ფუნქციას. 
“ სუფთა შემოსავალი იქნება ნარევების გაყიდვის შედეგად მიღებულ 
შემოსავალს გამოკლებული მასალაზე დანახარჯები. 
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თუ 2-ით აღვნიშნავთ სუფთა შემოსავალს, ის შეიძლება გამოიხა- 

ტოს შემდეგი წრფივი ფუნქციის საშუალებით: 

2=5(Mს-+7#ა+ #.))+3,5(#ა+ #6-+ #ი)-L2,5(? + ?4-L 2) –- 

– 6,5(#,+ ,,+ 7») –_ 2,5(%-–- #,+ #გ) –_ 3,5(#ვ-+ #-L #%), 

ან 

7= –- 1,5-+2,51ე-+1,51ე –– 37,-+X, –– 41–– ს... (L.7) 
2 წრფივი ფუნქცია გამოსახავს 4, 8 და # ნარევების გაყიდვით მი– 

ღებულ თანხას გამოკლებული ნუშის, თხილისა და ნიგვზის ის ღირე- 
ბულებანი, რომლებიც ნაერთთა დასამზადებლად დაიხარჯა. 27 წრფი- 
ვი ფუნქციის მთლიანად გამოსახატავად საჭირო იყო (1.7)-ის მარჯვე- 

ნა მხარეში დაგვემატებინა „თავისუფალი“ წევრები X,ი, 2)... Xი. 

ჩაწერის კომპაქტურობის თვალსაზრისით ეს წევრები არ არიან 
ცხადად დაწერილნი. ეს იმით მართლდება, რომ თავისუფალი ცელადე- 
ბი ფუნქციის გამოსახულებაში ნულოვანი ფასებით შედის და, მაშა- 

სადამე, არ არის სავალდებულო სუფთა მოგების განტოლებაში მათი 

ჩაწერა. ბაზრის მოთხოვნილების გადაჭარბება ანდა წარმოების სიმ–- 

ძლავრის მთლიანად გამოუყენებლობა არ დაემჩნევა არც პროდუქცი- 

ის გაყიდვიდან მიღებულ შემოსავალს და არც მასალის ღირებულე- 

ას. 

ამოცანა, იმაში მდგომარეობს რომ მოინახოს ჯ-ების ისეთი 

მნიშვნელობანი, რომლებიც აკმაყოფილებენ (1.5) და (1.6) პირობას 

და რომელთათვისაც 

2=I(., #აც · ·, #::)==/710X (1.8) 

ჩაწერის კომპაქტურობის მიზნით (1.8) განტოლებათა სისტემის 

მიხედვით შევადგინოთ 138-ე გვერდზე მოცემული ცხრილი 2. 

მე-2 ცხრილი დალაგებულია » უცნობების მიმართ. თითოეულ 

სვეტში მხოლოდ ერთი უცნობია. მაგალითად, განვიხილოთ პირველი 

სვეტი, ის შეიცავს მხოლოდ 7, უცნობს; მისი კოეფიციენტები წარ- 

მოადგენენ 7-განხომილებიანი სივრცის წერტილის კოორდინატებს 

(–+-. –24, 0,0,1, 0, ი) ,ანდა ვექტორს, რომლის მდგენელებია ამ 

წერტილის კოორდინატები: ამ ეექტორს დავარქვათ ჩ, ასევე შევად- 

გენთ #,, ჩე, . . ., ჩ,კ ეექტორებს, ხოლო ტოლობათა მარჯვენა 

მხარეს მდგომ გამოსახულებათა შესაბამი ვექტორი იყოს ე. წ. ნუ- 

ლოვანი ვექტორი ჩა. როგორც ცნობილია, ამ ვექტორების რიცხვზე 

გამრავლება ნიშნავს მისი მდგენელების იმავე რიცხვზე გამრავლე- 

ბას. აგრეთეე ვიცით, რომ შეკრების ოპერაციის მიმართ ვექტორები 
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კომუტატიუ რები არიან, ე. ი. შესაკრებთა ადგილის გადანაცვლებით 

ჯამი იგივე რჩება. 

ახლა ჩვენ შეგვიძლია წრფივი პროგრამირების ამოცანა ზოგადად 

ჩამოვაყალიბოთ: მოსაძებნია 1, რიცხვების მნიშვნელობანი, რომელიც 

ანიჭებს მაქსიმუმს ან მინიმუმს 

წ/) 

/0ა=»., CIM (1.9) 
> (=1 

წრფივ ფუნქციას, სადღაც C/ არის მანეთობით გამოსახული ის სუფთა 

შემოსავალი ყოველ კგ ნარევში გარეული თხილის მასალისაგან, რო- 

მელიც (1.7) განტოლებით იყო მიღებული; ხოლო #=(7, #ე, ი# + ·, 2») 

და აკმაყოფილებს პირობას | 

ჩ 

2 #ნ,=ჩ, სადაც X>0 (0=1, 2,..., ი). (1.1თფ 
(=1 · 

#, არის M-განზომილებიანი სივრცის ვექტორი ((=1, 2, « · ·, #7), 

ხოლო ჩა ნულოვანი ვექტორია. 

მაშასადამე, როგორც ზემოთ ვნახეთ, წრფივ პროგრამირებას 

საქმე აქვს გარკვეული შეზღუდვათა ერთობლიობას დამორჩილებულ 

ურთიერთდამოკიდებულ ფაქტორთა ოპტიმალურ დაგე გმვასთან. ეს 

ფაქტორები და შეზღუდვები ჩამოყალიბებულია (1.10)-ში. გეგმის 

ოპტიმალობის კრიტერიუმი ჩაქსოვილია (1.9)-ში და დაკავშირებუ- 

ლია თითოეული 2/ყ-თვის C, სხვადასხვა მნიშვნელობით. 

§ 9. სიმალექკსური მეთოდით ბამოთვლის ალგორითმი 

ნა ვექტორს ეუწოდოთ პირობის ვექტორი, „თავისუფალი“ ცვლა- 

„დების შესაბამ ვექტორებს „თავისუფალი“ ვექტორები, ხოლო ძირი- 

თაღი ცვლადების შესაბამის ვექტორებს კი -–- სტრუქტურული ვექ- 
ტორები. 

უკანასკნელი (2) ცხრილი მატრიცების სახით უფრო მოხერხებუ- 

ლად "შემდეგნაირად გადავწეროთ: 
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+ „ცხრილი 2. 

  

  

  

  

  

  

' პირობის 
სტრუქტურული ეექტორები თავისუფალი ვექტორები ვექტო- 

ღები 

წ | # ი) იე 6) | C წ) წ) წა წა წა წა წა წანა 5 
1111 _1I1111I0I01)0I0)I0)0I11)0)0|10)10|)|0|)0)! ი 
212!) 2 

_1I311101)0|0|I0I0)0)0)1|05|10|)010|0! 0 
414! 4 

0|)0|I0 | 311| 1I0I0)0)0)0)1)1)01)0)0|)0| 0 
44) 4 

0)0|)0 1.11! 1.0)0)01)0|1|0|0|I1|)0!|)0)0! 0 
2 2 
  

1I)I0|09 110 I 0 | 1 0.0 | 0 9 0 0 1 0 |9 100 

  

                                  
  

ამ ცხრილში თუ #6,-ების ((=1, 2, . · ., 16) გვერდით ვიგულისხ- 

მებთ შესაბამის 2, მამრავლებს და #,-ის ქვემოთ მოთავსებულ მდგე- 

ნელებს ამ »”-ზე გავამრავლებთ, მიღებულ ნამრავლებს შეეკრებთ 

და გავუტოლებთ #ე-ს, მივიღებთ იგივე (1.6) სისტემას. 

ამგვარად, უკანასკნელი მატრიცული ცხრილის ყოველი სვეტი წარ- 

მოადგენს ვექტორს. როგორც ვიცით, ვექტორთა სვეტების ადგილ- 

გადანაცვლება შედეგს არ შეცვლის და ამიტომ პირველად თავში დავ- 

წეროთ ჩა ვექტორი, შემდეგ თავისუფალი ვექტორები და| ბოლოს, 

სტრუქტურული ვექტორები. მივიღებთ ე. წ. სიმპლექსურ ცხრილს, 

-რომელსაც შემდეგი სახე ექნება: : | 
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მიღებული მატრიცის მარცხენა ზეღა კუთხეში გამოჩნდა კვადრატუ- 

ლი ქვემატრიცი, რომელიც 7 სტრიქონისა და 7 სეეტისაგან შედგება 

რომლის მთავარი დიაგონალის მენტებია ერთიანები, ხ 
დანარჩენებისა კი 0. დ ელეშეზტე ე ეფ შოღო 

ასეთი „ერთეული“, ანუ „დიაგონალური მატრიცა“ ”შესაძლე- 
ბელია გამოყენებულ იქნეს ისეთი 7-–განზომილებიანი სივრცის ბაზი- 

სის მისაღებად, რომელიც ჩვენთვისაა საინტერესო. ვექტორები აუცი- 

ლებლად წრფივად დამოკიდებულნი არიან. იმდენად, რამდენადაც 

ჩვენს ამოცანაში 7 განტოლება გვაქვს, ჩვენთვის საინტერესო სივრცე 
7–განზომილებიანი იქნება. ეს იმას ნიშნავს, რომ არსებობს 7 წრფი- 

ვად დამოუკიდებელი ვექტორი, რომლებითაც ცალსახად გამოისახება 
სივრცს ნებისმიერი წერტილი და, კერძოდ, შესაძლებელია მათი 

საშუალებით ამონახსნის გამოსახვაცა 

თავისუფალი ვექტორები, რომლებიც მატრიცის პირველ სვეტებ- 
ში გადატანილი და რომლებიც ქმნიან დიაგონალურ ქვემატრიცას, 
წარმოადგენენ წრფივად დამოუკიდებელ 7 ვექტორთა ისეთ ერთობ 

ლიობას, რომელიც შეიძლება იწოდოს „ერთეულ ბაზისად“. ასეთი 

ერთეული ბაზისის შესადგენად არ არის სავალდებულო თავისუფალი 

ვექტორების აღება, მაგრამ იმ შემთხვევაში, როდესაც პირობები მო- 

ცემულია უტოლობების სახით და თავისუფალი ცვლადები, თითოეუ- 
ლი ერთის ტოლი კოეფიციენტით, შეჰყავთ სისტემაში (იმისათვის, რომ 

გადავიდეთ უტოლობებიღან სვეტების განტოლებებზე, რომლებიც 
შეესაბამებიან თავისუფალ ცვლადებს), ისინი ქმნიან ერთეულ ბაზისს. 

იმ შემთხვევაში, როდესაც თავისუფალი წევრების შეყვანა სისტე- 

მაში ერთეული ბაზისის შესადგენად შეუძლებელია, მაშინ შესაძლებე–- 

ლია მატრიცას დაემატოს დამატებითი ვექტორები. 

მე-4 ცხრილში, ყოველი სტრუქტურული ვექტორის თავზე, დაწე- 
რილია მისი სუფთას ფასი, რომელიც (1.7) განტოლებიდან განისაზ- 
ღვრება (სუფთა ფასია #-ების წინ მდგომი მამრავლები). თვით (ახრი- 

ლის შიგნით ჩაწერილია კოეფიციენტები, რომლებიც (1.6) განტოლე– 

ბებიდან აიღება. იმ სვეტში, სადაც ზემოთ აწერია „ვექტორი“, ჩამო- 

წერილია ბაზისის ვექტორები ჩეი, #,,, ი - -, ჩ.კ. ყოველი ბაზისის 

ვექტორის მარცხნივ C,-ის ქვემოთ ჩაწერილია მისი ფასი. ჩვენს შემ-: 

თხვევაში ყველა ეს ფასი ნულია. 
ჩავწერეთ რა ამგვარად მატრიცა, შეგვიძლია ვთქვათ, რომ გამო- 

თვლის პირველი ეტაპი დამთავრებულია. 

ყველა 17 ვექტორი (ნა, #6, · . ., ნ), გამოისახება ბაზისის ვექ- 
ტორებით. მაგალითად: 

ჩა=0-ჩ,ე0+0.ნ,)+0.ნ,,+0-/,ა+100C,,+100ჩ,,+60. ჩ,, (2.1) 
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არის ისეთი ამოხსნა, რომელიც მოთხოვნილ პირობებს აკმაყოფილებს 

ნარევზე დადებული ყველა პირობა შესრულებულია. ბაზრის მოთხოვ- 
ნილების გადამეტებას “ადგილი არა აქვს (7,6= 7?,1= Xე== »,ვ=0). სიმ- 

ძლავრის გამოუყენებლობას აქვს ადგილი; სახელდობრ, გამოუყენე- 
ბელი დარჩა ნუში 100 კგ დღეში, ნიგოზი 60 კგ დღეში და თხილი 
100კგ დღეში (7?,ა=100, 7.,,=100, »,კ=60). ყველა დანარჩენი #»=0,. 
(5) პირობა #M>0 შესრულებულია, (1.6) განტოლებები კმაყოფილ- 

დება. 
ამგვარად, აქ პროდუქციის არც ყიდვას აქეს ადგილი და არც გა- 

ყიდვას და, მაშასადამე, შემოსავალლი 2 იქნება ნულის ტოლი. თუმცა 

შემუშავებული პროგრამა აკმაკოფილებს მოთხოვნილ–ლ პირობებს 
(განტოლებებს), მაგრამ მოგებას არ იძლევა, ამიტომ ისმება კითხვა 

ახალი პროგრამის შედგენის შესახებ, რომელიც აგრეთვე მოთხოენილ 

პირობებს აკმაყოფილებს და, გარდა ამისა, იძლევა გარკვეულ ნულის- 
გან განსხვავებულ შემოსავალს. / 

გარდა ჩე-ისა სხვა ვექტორების, როგორც თვითონ ბაზისის ვექ- 

ტორების, ისე სტრუქტურული ვექტორების, გამოსახეა შეიძლება 
ბაზისის ვექტორებით. მაგალითად: 

#,ა=1-/7,ა+0- ნ,,+0-ნ,:+0-” ა+0-ჩ,,+0-ჩ,,+0-ჩ,, (2.2 

და 
– _ -” 1 _ - _ 
ჩ.=0-ჩეა+0.ჩე--- ჩელე 91 -ჩა+-0 ჩი--0-ჩ. (2.3) 

ამ უკანასკნელში ბაზისის ვექტორების კოეფიციენტები იმ რ#იცხვების 

ტოლია, რომლებიც #, სვეტში დგანან იმ სტრიქონში, რომელშიც ბა– 

ზისის ვექტორს დიაგონალურ ქვემატრიცაში ერთიანი უწერია. 

თუ ვექტორებს გავხსნით მისი კომპონენტების მიხედვით, მაშინ 
(2.3) განტოლება შეიძლება შემდეგნაირად გადაიწეროს: 

ჩ, ჩა ჩ, ჩა ჩე 

0 1 0 0 0 
0 0 1 0 0 

_ 3 0 0| ·-ვ|1 9 
4 |-0. +0· –- |-–I) |I+ 1 4 2 

ე: 0 0 0 1 
2 , 
1 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
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I 

ამ
 

C 
=
 

დღ 5 

0 1 9 

0 0 

0 0 0 

+1.· +0. +0: (2.4) 

0 19 0 

1 0 0 

0 1 0 

0 0 1 

თუ გამოვიყენებთ სკალარის ვექტორზე გამრავლების და ვექტორთა 

შეკრების თვისებას, ვნახავთ რომ (2.4)-ის მარჯვენა მხარე, მართლაც, 

გვაძლეეს #,-ს. 
იგივეს გამოსახვა შეიძლება 7-უცნობიანი 7 '' განტოლებით, ს სახელ- 

ობრ: 

” 1-:X1+0-X-ა-+0.X3+909. X+0-X.+0-Xგ+0. X;:=0, 
0-.X,-LI1.X,+0- X:+0- X„+0-X,+0-X,+0-X,=0, 

0-X,+0-X-+1-X)+0-X,+0.X-+0-X.-+0. X=–->, 

0-X,+0-X)+0, Xგ+1·X,+0-Xგ+0-Xა+0-X,= – +, 
0-X,+0:X:+0:Xე-+-0- X,+0-X-+1-Xგ+0·.X;=1, 

0.X,+0-X+0-Xე+0-X,+0:X6+1-Xგ+0- X;=9, 

0-X,+0.X.+0.X+-0-X,1+0- X.+0-Xა+1-X,=0, 
ამ განტოლებათა სისტემას აკმაკოფილებს შემდეგი ამონახსენი: 

X.)=Xგ5=Xგ=X3=9; X:=–--, X --+ , X.=1. 

ანალოგიურად შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ ყველა ს., I-X –_” ნ, 

ვექტორი ბაზისის ვექტორების საშუალებით შეიძლება გამოისახოს. 

სახელდობრ, ზოგადად შეიძლება დავწეროთ: 

წ//) 

#ნ,=ა., X,, (7=1, 2,. . .,M), (2.5) 

1=1 

სადაც ჩ;(=1, 2, + «" « MM) ბაზისის ვექტორებია. (ჩვენს 'მაგალითში 
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#=7) და X,, არის ()ხრილის ჯ-ური სვეტის მ 6, ბი, რომლის- 
თვისაც ვეძებთ ამონახსენს, უ მეტის ელეშეზტე ლ 

2-ის საწყისი მნიშვნელობა აღვნიშნოთ 7ე-ით. ჩვენს შემთხვევაში 
ის ნულის ტოლია. ჩვენ უნდა მივიღოთ 2-ის სხვა მნიშენელობა 7.) 
რომელიც სხვა ამონახსენს შეესაბამება, სახელდობრ, რომელიც მი- 
იღება ერთ-ერთი ბაზისის ვექტორის ახლი ვექტორით შეცვლისას. 
აგრეთვე ახალი მნიშვნელობა ისეთი უნდა იყოს, რომ ის ნაკლები არ 
გახდეს 2--ზე (2:>2. ისეთი ვექტორი, რომ მოვნახოთ, რომლითაც 
შევცვლით ერთ-ერთ ბაზისის ვექტორს, პირეელ რიგში საჭიროა გა- 

+ ოვთვალოთ: 

2,= > XC, (/=10,11,...,16). (2.6) 

ყოველ #; ბაზისის ვექტორის სუფთა ფასი ნულია, ამიტომ ყველა 2/7 
იქნება ნულის ტოლი. ყოველ 7,-ს უნდა გამოვაკლოთ მისი სუფთა 
ფასი, რომელიც სათანადო სვეტზეა “ ნაჩვენები. შედეგი მოცემულია 
მე-4 ცხრილის ბოლო სტრიქონში, რომელიც აღნიშნულია 27 –– C/-ით, 
სადაც /1=0, 1, 2, ·- . 16. 

ბაზისის ახალი ვექტორი, რომელმაც უნდა შეცვალოს ერთ-ერთი 

შველი ბაზისის ვექტორთაგანი, იქნება სწორედ ის ვექტორი, რომ- 

ლისთვისაც სხვაობა 27, -- C, იქნება ყველაზე მცირე. ჩვენს შემთხვე– 

ვაში ასეთი ვექტორია ?., რომლისთვისაც ხსენებული სხვაობა არის 

5 

ახლა უნდა განისაზღვროს ბაზისის ის ვექტორი, რომელიც უნდა 

“შეიცვალოს .-ით. ვთქვათ, ის არის ჩ,. იმისათვის რომ მოინახოს #,, 

განვიხილოთ ყველა დადებითი X,, რომლებიც ს, სვეტში დგანან. 

7 რიცხვები სტრიქონების მიხედვით გავყოთ ჩა სვეტიდან სათა– 

ნადო X,„,-ზე და შევადაროთ მიღებული არაუარყოფითი > წილადე– 
' ი 

ბი. ძველი ბაზისის ვექტორი, რომელიც #ე-ით უნდა შეიცვალოს იქ- 

ნება ის, რომლისათვის ფარდობა > იქნება უმცირესი, ე. ი. რომლის– 
( · · 

თვისაც - : 

6=ო)ი-“ · (2.7) 
'( ბ 

ჩვენს შემთხვევაში 6-ს ორგან აქვს მინიმუმი, ესენია ჯ= 10, (=11 

წერტილებზე, სადაც 0: – და 0: 3=0 (ამ შემთხვევაში საქმე გვაქვს 

ე. წ. გადაგვარებულ” შემთხვევასთან). აქ შესაძლებელია #ჯ ვექტო- 
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რით ბაზისის ორი ვექტორი: ჩე: 'და #,, შევცვალოთ ერთდროულად. 

დ-ის უმცირეს მნიშვნელობას იმისათვის ვიღებთ, რომ არ და- 
( 

ირღვეს არაუარყოფითობის პირობა. ნ,-ით შ ევცვალოთ ჩვენს შემ–- 

თხვევაში მხოლოდ #,, ბაზისის ეექტორი. 
ვღებულობთ ფუნქციის ახალ მნიშვნელობას: 

2,=7ა – 06(2: – CI, (2.8) 

მაგრამ, რადგან 86=0, ამიტომ 

2:=727ი. 

სიმპლექსური მეთოდი შესაძლებლობას იძლევა სხვადასხვა ამოხს- 
ნების გადასინჯვისას შევადაროთ 2-ის მიღებული მნიშვნელობანი. სიმ– 
პლექსური მეთოდის მნიშვნელოვანი თავისებურება იმაში მდგომა- 
რეობს, რომ ამ მეთოდის წესების შესრულებისას ფუნქციის მნიშვნე- 
ლობა არ შეიძლება შემცირდეს, თუმცა შესაძლებელია წინა მნიშვნე– 

ლობას არ გადააქარბოს, როგორც ამას ჩვენს მაგალითში აქვს ადგილი 

გამოთვლის ყოველ ეტაპზე ჩვენ შეგვიძლია სამი სხვადასხვა შემ- 
თხვევა გვქონდეს: 1) შესაძლებელია ფუნქციის მაქსიმუმი იყოს უსას- 

რულოდ დიდი, 2) შესაძლებელია მიღებულ იქნეს ოპტიმალური ამო– 

ხსნა, რომლის დროსაც ფუნქციას აქვს სასრულო მნიშვნელობა და ვ) 

შესაძლებელია ოპტიმალური ამოხსნა ჯერ არ იყოს მიღებული, ე. ი. 

ფუნქციის მნიშვნელობა შეიძლება მიღწეულზე დიდი იყოს და მაქ- 

სიმალური მნიშვნელობის მისაღებად საჭიროა შემდგომი გამოთვლე– 
ბის ჩატარება. 

ჩამოთვლილი სამივე შემთხვევა ერთმანეთს გამორიცხავს გამოთ- 
ვლის ყოველ ეტაპზე. თუ რომელ შემთხვევასთან გვაქვს საქმე, ამის 
გამორკვევა შეიძლება 27, -- C/ სხვაობათა და: X,, მნიშვნელობათა მი- 

ხედვით. 
სიმპლექსური მეთოდის პროცედურას სასრული ბიჯის შემდეგ 

მივყავართ 1 ან 2 შემთხვევამდე. სანამ 2,-- C, სხვაობათა შორის 

ურევია უარყოფითი გამოსახულება, ადგილი ექნება ან 1 ან 3 შემ- 

თხვევას. თუკი ყველა 2/,-- C; სხვაობა უარყოფითია და ყველა X;,, 
რომლებიც სათანადო სვეტში დგანან დადებითი არ არიან, გვექნება 

1 შემთხვევა. თუკი ამ სვეტებში მოინახება დადებითი X,,, მაშინ სა- 
ჭიროა გამოთვლის გაგრძელება -- მესამე შემთხვევა. დაბოლოს, თუ 
ყველა 27, -- C,29, მაშინ მივდივართ მაქსიმუმამდე. 

მე-4 ცხრილში ზოგიერთი 2, -- C7/<:0; მათ შორის ყველაზე პატა- 

რაა 2ა –- Cე; ამიტომ ჩვენ შევარჩიეთ ჩ–, ვექტორი, რომელიც შეც- 
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ვლის ბაზისის ერთ-ერთ ვექტორს. რადგანაც ჩ;-ის სვეტში, ზოგი– 

ერთი რიცხვი ნულზე მეტია, ამიტომ 'უსასრულო მაქსიმუმს არ ექ- 

ნება ადგილი. დადებითი X,,-ებისათვის ვითვლით 0=->--ებს. იმ 
) 

(-თვის, რომლისთვისაც 8 ღებულობს მინიმუმს, ვსაზღლვოავთ ქექტორს, 

რომელიც უნდა ამოვიღოთ ბაზისის ვექტორებიდან. ჩვენს შემთხვე– 

ვაში ასეთია ჩ.. 

გამოთვლების გასაგრძელებლად შევადგინოთ მე-5 ცხრილი (იხ. გე. 

148). ამ ცხრილში ჩე-ს ადგილი „ვექტორის“ ვერტიკალურ სვეტში დაკა– 

ვებული აქვს ჩ-ს, რომელსაც მარცხნივ C/ სვეტზე უწერია თავისი 

სუფთა ფასი 2, 5, ხოლო დანარჩენი ბაზისის ვექტორების სუფთა ფა– 

სია ნული. C/-ს ჰორიზონტალურ სტრიქონზე. ვექტორთა სუფთა ფა- 

სებია გადმოწერილი, ხოლო „ვექტორის“ სტრიქონზე მე-4 ცხრილის 

ვექტორთა მიმდევრობაა დაცული. ' 

ახლა საჭიროა ყოველი ვექტორის ახალი ბაზისების საშუალებით 

გამოსახვა. როგორც (2.5)-ში გვქონდა: 

ჩ-). X„ნ, V=1,2,..., M); (2.9) 

პირველ- რიგში უნდა განისაზღვროს XM=“ კოეფიციენტები. ჩვენს 
I ს 

შემთხვევაში #=2 და ”=11; მაშასადამე, 

X.,= 2) · (2.10) 

XI 59 

Xე,-ის მიღებული მნიშვნელობები ჩაიწერება ჩკ ახალი ბაზისის გას– 

წვრივ. ეს: კოეფიციენტები მიიღება მე-4 ცხრილში –ნ,, ვექტორის 

3 
გასწვრივ კოეფიციენტების X),, =----ზე გაყოფით. სახელდობრ, გვექ– 

– ' 4 1 
ნება #,-ის გასწვრივ მნიშვნელობანი: 0, 0, == 0, 0, 0, 0, 0, ლ-ს 1, 

= , 0, დანარჩენი, კოეფიციენტები კი განისაზღვრება შემდეგით 

ფორმულით: 

  

X, , 
XV-XI-LX ') Xა. (2.1 1) 

/”Mჩ 
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ჩვენს შემთხვევაში გვექნება: 

XV=XI-(X"” XX. (2.12) 

%ს/= X., მნიშვნელობანი ჩვენ უკვე გამოვთვალეთ. ეს რიცხვები 
11-17 

დგას #,-ის გასწვრივ მე-5 ცხრილში. გამოვითვალოთ, მაგალითად, 

X”ი,. ცხადია, რომ Xა=--: (მე-4 ცხრილი); როგორც ზემოთ 

გამოვთვალეთ, <9) - 1 (მე-5 ცხრილი, ”, სტრიქონისა და 
1 ” 

= 1 ქ · 
?, სვეტის გადაკვეთა), X.თ:=-ე- (მე-4 ცხრილი, ჩკ) სტრიქონისა 

და #, სვეტის გადაკეეთა,. მიღებული მნიშვნელობები შევიტანოთ 

(2.12)-ში, გვექნება: 

X ხა=--(– 3) 28 

V 

ამგვარად, მივიღეთ კოეფიციენტი; რომელიც დგას მე-5 ცხრილში #,ა 

სტრიქონის გასწვრივ და #ნ,-ის შესაბამისი სვეტის გადაკვეთაზე. ანა– 

ლოგიურად იანგარიშება ყველა დანარჩენი კოეფიციენტი მე-5 ცხრი–- 

ლიდან. , , 

მე-5 ცხრილიდან 2, შემდეგნაირად გამოითვლება: როგორც ვიცით, 

2,=:., XCი 
“ 

სადაც ( ინდექსი ახალი ბაზისის ვექტორების ინდექსებია რადგან 

ყველა ბაზისს ვექტორის ფასი ნულია, ამიტომ ჯამში დაგვრჩება 

მხოლოდ · XC; წევრი. ამგვარად, დავწერთ: 
2=X25:)IC- 

ანდა, რადგან Cუე=2,5, გეექნება: 

' 2,=2,5Xა/, · 

2=25(--.)=--, 
3 6 

2:=2,5-1=2,5, 

ზ 

საიდანაც, ვწერთ: 
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და ა. შ. ყველა სხვა გარდა -2,1-ისა, იქნება ნული, 

4 10 7,=--.2,5=--, 
11 ვ 3 

მე-5 ცხრილში ზოგიერთი 2/ –– C, უარყოფითია. ამიტომ საჭი–- 

როა ახალი გამოთვლების ჩატარება. უნდა შევადგინოთ მე-6 ცხრილი. 

2, –– C/-ს, ყველაზე პატარა მნიშენელობა შეესაბამება ჩე ვექტორს, 

“ამიტომ ჩა-ით უნდა შევცვალოთ ერთ-ერთი ბაზისის ვექტორი. სა- 

ხელდობრ, თუ რომელს შევცვლით ამას გვიჩვენებს გამოსახულება 

  

8=XIს _X · 
,( X. 

ჩვენს შემთხვევაში 

8= ოი“ = ი = 9-0 

წ XV. 203 _2 

ვ 

და სათანადო ვექტორი იქნება #,კ. ახალი ბაზისის ვექტორებს 

ჩ.-სა და ჯ#ე-ს, C,-ს ქვემოთ მიეწერებათ, თავიანთი სუფთა ფასი 2,5 

და 1,5, ხოლო დანარჩენებს – 0. 

მე-6 ცხრილში (იხ. გვ. 151) ყოველი ვექტრრი უნდა გამოვსახოთ 
ბაზისის ვექტორებით. ჯერ განვსაზღვროთ კოეფიციენტები 

-2)ი,/ Xე;= 
” 2%.ი,ვ 

და დავწეროთ ისინი ჩა-ის გასწვრივ. ესენი მე-5 ცხრილიდან იქნებიან: 
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ანარჩენი კოე ფიციენტები„ გარდა X,ე,კ,ე-ისა და 2 გ-ისა, იქნება. 
ნულები: 

დანარჩენ კოეფიციენტებს ვიანგარიშებთ (2.12) ფორმულით, მაგალი– 
თად, ზ 

2ი,10=2%5,1ი– (554 ) X-:,ე=0–1 (-+-)=+ , 

10-3 

უვ '““_ == 
და ა. შ. 

2X,-ს საანგარიშებლად გვექნება ფორმულა 

2)=7Xე,Cი-LXა/Cა, 
საიდანაც 

=X,C+XაC= –---25- +. 1,5=--2, 

მაშინ , 

2, –-– C = –-– 2+I,5= –– 0,5. 

ასევე 
2:= X6იCა+ XეეCვ=1·2,5-+-0:1,5=2,5, 

მაშინ 
275 –– C:=2,5 –– 2,5=0, 

და ა. შ. 

მე-6 ცხრილშიც რამდენიმე 2,-C7/ სხვაობა არის უარყოფითი, მა- 

შასადამე, უნდა გაგრძელდეს გამოთვლები. ბაზისის ვექტორად. გა– 

დავიტანთ ჩ.-ს, ხოლო #კ-ით შევცვლით –,--ს ანალოგიურად #2ჯ-ს, 

ჩე-სა და ჩე-ს თავიანთ ფასს მივაწერთ. დანარჩენების ფასი იქნება 0. 

ყველა ვექტორს ბაზისის ვექტორებით გამოვსახავთ. ვიანგარიშებთ 

2; და 2 -––-C, მნიშვნელობებს. 2,-ის გამოსაანგარიშებლად გვექნება 

ფორმულა: 

2,=Xა,C;-+ Xე;C3+ X§5/C5. 

ამგვარად, მივიღებთ შემდეგ “მე-7 ცხრილს: 
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მე-7 ლცხრილშიც ზოგიერთი 2,-C, უარყოფითია გამოთვლა 

გრძელდება, ბაზისის ეექტორებში შევა ჩ–ჩ,. ვექტორი. #ა-ით შეიცვლე– 

ბა ჩნ,.. ყველა ვექტორი ახალი ბაზისის ვექტორებით გამოისახება, 

2,-ს გამოსაანგარიმებლად გეექნება ფორმულა: 

2,=Xა,C:+Xა)CაL X§ICა-L Xა,;Cა: 

ვიანგარიშებთ სათანადოდ 27, -–– C, სხვაობებს და, ამგვარად, მივი– 

ღებთ მე-8 ცხრილს (იხ. გვ. 154). : 

აქაც არის 2, –- C/ სხვაობის ერთი მნიშვნელობა უარყოფითი. საჭი- 

როა გაგრძელდეს გამოთვლა. ამჯერად ბაზისის ვექტორებში ”შევა 

წ.. ის შეცვლის ჩნ, .-ს. თუ ჩავატარებთ ანალოგიურ გამოთვლებს, მი– 

ვიღებთ მე-9 ცხრილს (იხ. გე. 155), სადაც ყველა 2, –--C/ სხვაობა 

იქნება არაუარყოფითი და ამით გამოთვლაც დამთავრდება 

მე-9 ცხრილში ჩნ.-ის კოეფიციენტები შემდეგნაირადაა მიღებული: 

2-4ი -_ 2100 = 100, 2%.+.10 = 0, 2,1 = 0, 21411 _ 0, 

XM. 1 14.1 24.1 ლ 

XI) _ 0, 2? _ 1. 2. _0 და ა.შ. 

XIV, %Iა,1 XII 

ჩე-ის კოეფიციენტები შემდეგნაირად მიიღება. მაგალითად, /#ე-ის 
კოეფიციენტები იქნება: 

X 1 
ბაა= ბია (ვ ““ Xე,=0 -–-100 (– ჯ)-5, 

ჰ 3 3 
%Xეენხნლ––0--=-- 
ი 2 2 2 

და ა. შ. 

2ი-ი=X,,0CI+L Xი,იC:-- Xე,იCე“+- X§,იC:-L Xა,იCგ=> –/1,5 . 100+ 
+50.2,5+50-1,5= –– 150-+200=50, 

ვ 1 
2%ი=-> · 1,5+2,5 · –=35 

20 –– Cა=50, 

V 210 –– C,ი=3,5 

და ა. შ. უკანასკნელ მე-9 ცხრილში ჩვენ მივაღწიეთ სასრულ მაქსი– 
მუმს; ამას ის გვიჩვენებს, რომ ყველა 2, – C,>90. 

ახლა შევადგინოთ ოპტიმალური პროგრამის და 2-ის საბოლოო 
მნიშვნელობის ცხრილი: –. 
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ცხოილი 10 
  

  

  

  

“> მასალს 

ხარ დანახარჯი C ჩ წ სულ 
ნარევის 

– 

გამოშვება 

4 100 50 “'50 200 კგ/დღღეში 

8 9 9 0 |0 , 
ხზ · 

ბ ნ 0 0 ს 1.0 |0 „ 

სულ ' 100 50 50 200 

სიმძლავრე: 
საერთოდ ნავარაუდევი, 100 100 60 260 

გამოუყენებე ლი – 50 10 40           
მე-10 ცხრილი იგივეა, რაც 1-ლი ცხრილი, მხოლოდ 7/-ების მნიშ- 

ენელობა შეტანილია მე-9. ცხრილიდან, საიდანაც ჩანს, რომ X,=-100, 

#:=50, X#ე=50, ხოლო დანარჩენი #,=0 (L=4, 5, , აშ) (2.6) 

ფორმულის თანახმად 27 სუფთა მოგებისათვის მივიღებთ: 

= –- 1,5 . 100+2,5 .· 50+1,5 . 59=50. 

ამგვარად, ყოველდღიური სუფთა შემოსავალი იქნება 50 მანეთი, 

თუ გამოვუშეებთ მხოლოდ #4 ნარევს, რომელშიც 10 კგ ნუშია, 50 კგ 

თხილლ და 50 კგ ნიგოზი. 

სულ იხარჯება 200 კგ მასალა და გამოუყენებელი რჩება 60 კგ 
(50 კგ თხილი და 10 კგ ნიგოზი). · 

§ 8. სიმპლეკსურ მეთოდმეი სელოვნური ბაზინხიხ გამოჰენება 

ნ.ა, ნ. < ა –., თავისუფალი ვექტორები, რომლებიც წარმო- 

იშვნენ M,,, » · X,გ თავისუფალი (კვლადების შემოყვანის შედე- 

გად და აუცილებლობას წარმოადგენენ (1.4) უტოლობებიდან (1.6) 

ტოლობებზე გადასასვლელად, ავტომატურად ქმნიან ბაზის გა- 

მოთელების დასაწყებად. შემდეგ პროცესი მექანიკურად გრძელდება. 
ამგვარად, როცა ამოცანა დაიყვანება უტოლობათა ამოხსნაზე ჩვენ 

შეგვიძლეა ვიპოვოთ საწყისი ბაზისი. ისმება კითხვა, როგორ უნდა მო- 

ვიქცეთ მაშინ, როღესაც არ შეგვიძლია ასეთი თავისუფალი ქექტო- 

რების შემოყვანა? ვთქვათ (1.4) უტოლობებში ყეელგან უტოლობის 

ნიშნის მაგივრად გვაქ>ვს ტოლობის ნიშანი. ასეო შემთხვევაში ამოცა- 
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ნაში თავისუფლება არა გვაქვს, ე. ი. პირობის გადაჭარბება ანდა სიმ- 
ძლავრის გამოუყენებლობა დაუშვებელია. 

ამ სიძნელის გადალახვა შეიძლება, თუ შემოვიყვანთ ხელოვნურ 

ვექტორებს. სტრუქტურულ ვექტორებს, რომლებიც განტოლებათა 
კოეფიციენტებიდან –წარმოიქმნებიან, ემატებათ ხელოენური ვექტო- 

რები: ჩი, ჩე, +. 9, #კი. მე-6 ცხრილი ამ შემთხვევაშიც ისევე გა– 

მოიყურება როგორც წინა შემთხვევისას, მხოლოდ ბაზისის ვექტორები 

აქ შევლენ არა ნულოვანი ფასით, არამედ/დიდი ფასებით, მაგალითად, 
M ფასით, სადაც M საკმაოდ დიდია. ყოველთვის, როდესაც ბაზისში 

ასეთი ვექტორი შედის, ის ასეთი ფასით შევა. (1.4) რომ ყოფილიყო არა 

უტოლობათა სისტემა, .არამედ განტოლებათა სისტემა, მაშინ მე-5 

ცხრილის ნაცვლად გვექნებოდა მე-11 ცხრილი (იხ. გვ, 159). 

ამ ცხრილში #,,-ისა და ჩ;.-ის პირდაპირ C, სვეტში დგას –M 

საკმაოდ დიდი უარყოფითი ფასები. 2,-–-C, სტრიქონში ჩა-ის ქვეშ 

არის პროგრამის საერთო ფასი, რომელიცაა: 

50-- 60M=(5, 0X1,5)+(5,0X2,5) –– (10,0X 1,5) –– 50M –– 10M. 

M-ის მნიშვნელობა იმდენად დიდია, რომ სხვა ფასი მასთან შედარე– 

ბით უმნიშვნელოა. მაშასადამე, თუ პროგრამაში შედის ერთი მაინც 

ისეთი ვექტორი, რომლის ფასია (–-M), ეს იმას ნიშნავს, რომ მისი 

გაუმჯობესება შესაძლებელია. ასეთია სწორედ მე-11 ცხრილი. აქ გა- 

მოთვლა წინა შემთხვევის ანალოგიურად ტარდება. რადგანაც MV- გან- 

საზღვრის თანახმად ძალიან დიდია, ამიტომ ნებისმიერი სვეტი, რომე– 

ლიც 2/,-C, სტრიქონში შეიცავს #-ს, გამოდგება ბაზისის ვექტორის 

შესაცვლელად, სახელდობრ,: ნ.,-ის ან #. +-ის შესაცვლელად; მე-11 

ცხრილში ჩა ვექტორით შევცვალოთ L,, და ჩვეულებრივად, როგორც 

ადრე, შევადგინოთ მე-12 ცხრილი (იხ. გვ. 160). 

მე-12 ცხრილში (-–#) გამოჩნდა 2, -– C, სტრიქონში, მაშასადამე, 
პროგრამის შემდგომი გაუმჯობესება შესაძლებელია. 

ახლა. #,ე ვექტორი შევცვალოთ #ე-ით, რის შემდეგ ანალოგიუ რად 

შევადგენთ მე-13 ცხრილს (იხ. გვ. 161). 

მე-13 ცხრილში ახალი ბაზისის ვექტორებში არ შედის 

–_” ს, ვექტორები; ყველა 2,-- C/>0, მაშასადამე, მივი– 

ღეთ ოპტიმალური პროგრამა, 

ახლა შევადგინოთ 2 ფუნქციის საბოლოო მნიშვნელობისათვის მე-10 

ცხრილის ანალოგიური მე-14 ცხრილი (იხ. გვ. 162). 
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ცხრილი 14 

  

  

  

“ს დახარჯული , 

მასალა 
C ნ წ” სულ 

ნარევის 
გამოძევება 

4 100 50 ნე )| 200 
8 0 0 0 0 

ა 0 50 | ”M' 60 

სულ | 100 100 | 60 | 260 

  

თუ ვისარგებლებთ (1.7) ფორმულით, 2-თვის მივიღებთ: 

2= –– 1,5X100+2,5 X50+1,5X50 –– 10=40. 

ამგვარად, ყოველდღიური მოგება ამ შემთხვევაში იქნება 40 მან. 

ნარევებზე დადებულ პირობებში წარმოების სიმძლავრის გამოყენება 
ხდება ზუსტად. გავიხსენოთ, რომ ამ პირობათა ზუსტად შესრულება 

იქიდან გამომდინარეობს, რომ ჩვენ (1.4) უტოლობები შევცვალეთ ტო– 

ლობებით. ამით უტოლობების დროს დასაშვები თავისუფლებანი, ლი– 
კვიდირებული იქნა. ამ თავისუფლების შედეგად ჩვენ დავკარგეთ 

10--10 მანეთი ყოველდღიურად. 

მოგება 40 მანეთი იგივეა, რაც მე-13 ცხრილში 2, -- C, სტრი- 

ქონში ჩე-ის ქვემოთ, არის მიღებული. C; სვეტში 7-ს მნიშვნელობები» 
მოცემული, 2-ის მნიშვნელობის მისაღებად ისინი (7,-დან 7ე-მდე) 

უნდა გამრავლდნენ პირობის #ე ვექტორის შესაბამის მდგენელებზე. 
თავისუფალ და ხელოვნურ „გექტორებს შორის კავშირი საკმაოდ 

ცხადია. ხელოვნური ვექტორები განიხილებიან, როგო4() თავისუფა- 

ლი ვექტორები, მხოლოდ მათი გამოყენებისათვის გვიხდება გარკვე–- 
ული ჯარიმის გადახდა, ხშირად ჯარიმის სიდიდის გამო მათი. გამოყე- 

ნება შეუძლებელია. 

თავისუფალი ვექტორების გამოყენება რომელთათვისაც ჯარი- 
მას არ ვიხდით, უშუალოდ არ ზრდის შემოსავალს, «ადგანაც «სინი 

შედიან ნულოვანი ფასებით, მაგრამ, რამდენადაც მათი შემოყვანა გვა– 

ძლევს ამოცანის ამოსახსნელად დამატებით ვარიანტებს, მათ შეუძ- 
ლიათ არაპირდაპირ დადებითად იმოქმედონ შედეგზე; აქედან ცხა- 
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დია, თუ რა უპირატესობა აქვს თავისუფალი ვექტორების გამოყენე–- 
ბას ოპტიმალურე პროგრამირების სისტემაში. 

შესაძლებელია ხელოვნური და თავისუფალი ვექტორების ერთ- 

დროულად გამოყენება სიმპლექსური მეთოდით ამოცანის ამოხსნის 
დროს, მაგალირად –– (1.4) უტოლობაში, თუ ნაწილს ტოლობებით შე- 
ვცვლით, ხოლო ნაწილს ისევ უტოლობებად დავტოვებთ. თავისუფალი 

ვექტორები იქნებიან ნულოვანი ფასებით, ხოლო ხელოვნური ვექ- 
ტორები კი (–M) ფასებით. თავისუფალ და ხელოვნურ ვექტორთა 
კომბინირებული გამოყენების შესაძლებლობა სიმპლექსურ მეთოდს 

დიდ მოქნილობას აძლეეს. 

გამოთვლის სისწორის შემოწმება სხვადასხვანაირად შეიძლება. 
«მაგალითად: 

1. ნებისმიერი ბაზისის ქექტორის მისი შესაბამის სვეტთან გადა–- 

კვეთაზე ყოველთვის დგას 1; 
2. 2, -- C, სხვაობის გამოთვლა შეიძლება ორნაირად: ა) ერთი 

ცხრილიდან მეორეზე გადასელისას ეს სხვაობა ისევე გამოითელება, 

როგორც ყველა სხვა X,. შემდეგ აუცილებელია 2,-ს გამოთვლა ფორ- 
მულით: 2,=1., XC, ეს წინა რიცხვისაგან განსხვავებული უნდა იყოს 

( 
C/-ით, რომელიც სათანადო სვეტის ზემოთ დგას; 

3. თუკი XI = 2“ =0, მაშინ X”,ჯ იგივე იქნება რაც X,,; 

4. დაბოლრს, თუ %,.=0, მაშინ X”,, ტოლი იქნება ძველი X,,-ის. 

საზოგადოდ, პრაქტიკა თვითონ გვიკარნახებს გამოთვლების გა- 

მარტივების გზებს და შემოწმების საშუალებებს. მაგრამ შემოწმების 

უფრო არსებით საშუალებას იძლევა ამ მეთოდის კარგად გააზრება 

და მისი პრაქტიკული გამოყენება. 

§ 4. ოპტიმალური პროგრამა 0ვალებალი ფასებით 

განხილული მაგალითი განზრახ იყო გამარტივებული, რათა მიღე– 

ბული შედეგების შემოწმება უშუალოდ შეგვძლებოდა. ამის გაკეთე– 
ბა შეიძლება, თუ ვიანგარიშებთ ღირებულებას სხვადასხვა ნარევისა, 

რომლებშიც შედის ნუშის მინიმალური და თხილის მაქსიმალური 

რაოდენობა #4 ნარევის წარმოების“ მინიმლური ღირებულებაა 

47,5 მან. 
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§ წ. ბეგმის თანდათანობით გაუმჯობესების მეთოდი, სიმალეკსური მეთოდი 

როგორც ვნახეთ, წრფივი პროგრამირების ამოცანაა 

წ 

/(0ა=ბ CM (5.7) 
ჯ=1 

ფუნქციონალის მაქსიმუმის მონახვა, სადაც 

2,=(M, #Mა, ” #V), 

იმ პირობით, რომ 

ღლის 
ბ? Mნ,=L, ფ.2 
(=1 

სადაც თ რ 

#, >0; 1=1, 2, « . ., ”. (5.3) 

ამ ამოცანის გადაწყვეტისას თავიდანვე შესაძლებელია, (5.3) სისტემის 

ისეთ: ამონახსნის პოვნა რომელიც /(2) ფუნქციონალის მაქსიმუმს 
არ იძლევა. თუკი ზუსტად „> კოორდინატი 7, რომლებიც წარმოად- 

გენენ წრფივად დამოუკიდებელ #/ ვექტორთა კოეფიციენტებს (რომ- 
ლებიც ბაზისს ქმნიან), განსხვავებულია ნულისაგან, მაშინ შესაბამის 

ამონახსენს ბაზისური ეწოდება. თუ ეს რიცხვი #„!-ზე ნაკლებია, მაშინ 
გვექნება უბრალოდ ამონახსენი. · 

დავუშვათ, რომ” ვიპოვეთ ბაზისური ამონახსენი, ზოგადობის შე- 

უზღუდველად შეგვიძლია მივიღოთ, რომ 2, კუთხური წერტილის 
პირველი /I კოორდინატი დადებითია. მაშინ გვექნება: 

7 

ა. X6,= ა, X>>90, (5.4) 
L=1 

ჩმ 

3. 7.,C;==70= /(2). ) (5.5) 
(=1 ' 

რადგანაც, ჩ, ((=1, 2, ა» MI) ვექტორები ბაზისს ქმნიან, ამიტომ 

შეგვიძლია ყოველი / ვექტორთაგანი L, გამოვსახოთ ამ ბაზისის საშუ- 
ალებით. სახელდობრ: 

”. 

ჩ,=ბ XL (/=1, 2,...,) (5.6 
(==1 

თუ რომელიმე ბაზისის ვექტორს შევცვლით მეორეთი, მივიღებთ 
სხვა ამონახსენს/ თუ. ეს შესაძლებელია, შეიძლება მივაღწიოთ . 2ა-ის 

გადიდებას. ახლა ჩა შემდეგნაირად წარმოვადგინოთ: 
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ჩ=ა1., 1,6,-6#, +0#, (5.7) 

ანდა (2.6)-ის ძალით 

” ” ო 

ჩა=ბ_ Mნ-0 2, XXX+ 60ი=3 (M-0Xი) ჩ,+0ჩ,. · (5.ზ) 
L=1 L=1 (=1 

შევნიმნოთ, რომ ჩვენ მივიღებთ 'ამონახსენს, თუ 0>0 და ყოველი 
V –– 0X, არაუარყოფითია. თუ სათანადოდ მიღებული ნქციონა- 
ლის მნიშვნელობას აღენიშნავთ 2-ა”-ით,. მაშინ (2.8)-ის თრეი 
თუ L„.-ს შევცვლით 2ა-ით და ჩ-ს C,-ით, შეიძლება მისთვის მივიღოთ: 

' წ//) ”ი ი 

2'=ა., (M-–0X)C+90C=2 XC,+9 (=-> #6) · (5.9 

L=1 1I=1 1=1 

შემოვიღოთ აღნიშვნა: 
· ” 

2,=#, X,IC(- (5.19) 
|L=1 

როგორც ვხედავთ, 2; მიიღება, თუ ჩ;ის გამოსახულებაში # „ს შეე- 
ცვლით Cჯ-ით. მაშინ '(5.9)–დან 27ა”-თვის გეექნება: ჟ 

2ი =20+0(Cს –– 7). ა (5.11) 

ამგვარად, ვხედავთ, რომ როცა CL» –- 7» სხვაობა დადებითია, და სნ, 
ვექტორს ავიღებთ (5.8) ფორმულით, მაშინ უკანასკნელი ფორმულით 
ფუნქციონალბს უფრო მეტ მნიშვნელობას: მივიღებთ, თუკი 0>90. 

აქ შესაძლებელია ონდეს სამი ერთმანეთისაგან განსხვავებული 
 შეესეა მარეი ეე რიმანეთს გამორიცხავენ. განვიხილოთ. ი ინი 

ცალ-ცალკე: ; - ა. 
I. როცა ზოგიერთი /-ისა და ყოველი L-თვის X,,<:0, მაშინ C,7–7,>90. 

ცხადია, რომ (5.8)-ის ძალით ნებისმიერი დადებითი 0-თვის ყველა 
(M –– 0X,,) კოეფიციენტი დადებითია. რადგანაც ჩვენ შეგვიძლია 0 
რაგინდ დიდი ავიღოთ, ამიტომ (5.11)-ის ძალით ფუნქციონალის მაქ- 
სიმალური მნიშვნელობა იქნება უსასრულოდ დიდი. 

II. 7=1, 2, .· « ., # მნიშვნელობათათვის C/7, –– 2/<:0. 

7 ვაჩვენოთ, რომ ამ შემთხვევაში 26 მაქსიმუმია, ე. ი. (5.4) არის 
მაქსიმალური ამონახსენი. ! ; | 

ავუშეათ, რომ 7. =(2)”, ჯXეს, . + · # ი) არის სხვა. რომელიმ 
ამონასსენი, მაშინ გვექნება: ვ ელე 

ჩ 

ჩა= ბ M'ჩ, (5.12) 

(==1 

' 165 =>”



2'= ა. 2, C/- –- (5.13) 
1=1 

ვაჩვენოთ, რომ 70>7ი". 
პირობის თანახმად 7/>C/ და რადგანაც #/”>0 (5.13)-ის ძალით დავ– 

-წერთ: 
ი ” თ ” ” · 

7ეზ< 2 Mშ =პ, ჯ, ს. ირ) =3, (. MM) C,. (5.14) 
' · ჯ=1 (=1 1=1 /=1 V(=1 

თუ გავაერთიანებთ (5.6)-სა და (5.12)-ს მივიღებთ: 
ზ 

ი ” ი! ” 

! ჩა=ბ_ » ( ?, აჩ) =2, ( ?, «| ჩ,. (5.15) 

რადგანაც #2), ჩე, « + «, ჩი ვექტორები ჰქმნიან ბაზისს, ამიტომ #ე-ის 
წარმოდგენა, როგორე ამ ვექტორების წრფიეი კომბინაციისა, შესაძ- 

ლებელაა მხოლოდ ერთნაირად. ამგვარად, თუ ერთმანეთს შევადა- 

რებთ (5.4) და (5.15)-ს, დავწერთ: 

ი ბ 

?, 2. ,X/,=1.; (ჯ/=1, 2, .. -,I). 

L=1 

ამგვარად, (5.14)-ის ჩაწერა შემდეგნაირად შეიძლება: ” 

„თ 

7 <2, ?.)C),=7ი, 

|=1 ' 
ვ. ი. მივიღეთ, რომ 

ი '< 7. 
როგორე ვნახეთ, 7ა:-ის მაქსიმალუ რობის "ჩვენების დროს არ არის 

სავალდებულო, რომ ყველა #/ კოეფიციენტი (ჯ=1, 2, „·., ”I) და- 
დებიეთე იყოს. მაშინ ოპტიმალობის კრიტერიუმის ჩამოყალიბება ზო- 

გაღად შემდეგნაირად შეიძლება. 
ვთქვათ, 

, 

ჩ,= ა)», 

ბ L=1 
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არს ”„# წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორების მიხედვით აგებული 
ამონახსენი. შევავსოთ ისენი 1-7” ვექტორებით ბაზისამდე. მაშინ 
2=(M, · · ., #0, - + .,0) ოპტიმალურია, ე. ი. ის ანიქებს სას- 
რულ მაქსიმუმს /(.) ფუნქციონალს, თუ ყველა C,; –– 7,4+ე0. 

III. როცა ზოგიერთი /-თვის და ზოგიერთი (L-თვის X,,>0, ადგილი 
აქვს C,–– 7,>0 უტოლობას. 

ამ შემთხვევაში ბაზისის ერთ-ერთი ვეექტორი შეიძლება შეიცვალოს” 

ახალი ნ ვექტორით, მივიღებთ სხვა ამონახსენს, რომელიც 7ი-ის უფ- 
რო მეტ მააშვნელობას იძლევა. ამის მიღწევა შემდეგნაირად შეიძლე- 
ბა, რამდენადაც უკიდურეს შემთხვევაში ერთი რომელიზე (L-თვის მა- 

ინც X,,>0, ამიტომ მივიღოთ, რომ 

ი0–თიარი (5.16) 
" X,, 

ყველა ჯ-სათვის, რომელთათვისაც X,/ >0- 

სემარტავისათვის მივიღოთ, რომ |=/?+I. (5.8)-ის „ყალით ჩა 

ვექტორე არის ჩ#,., ჩე, . .., ჩი, ვექტორთა წრფივი კომბინაცია 

არაუარყოფითი კოეფიციენტებით, ხოლო (5.11) ფორმულიდან გამომ- 

დინარეობს, რომ ფუნქციონალს აქვს უფრო მეტე მნიშენელობა, ვიდ- 

რე 7ი-ს. ადვილად მტკიცდება, რომ –., ჩე, ა ჩოი“ ვექტორები 

ისევ ბაზისს ჰქმნიან. 

ამგვარად, თუ გვაქეს I ან II შემთხვევა ამოცანა ამოხსნილია. თუ 

გვაქვს III შემთხვევა და კიდევ გვაქვს ML ვექტორი დადებით კოეფი– 
ციენტებეთ, მაშენ არსებობს სხვა ბაზისურა ამონახსენი. ამ ახალი 

ამონახსნესათვის ვამოწმებთ LI,. IL და III შემთხვევებს. თუ ასევე გა– 

ვაგრჭქელებთ მივიღებთ სულ ახალ “და ახალ ბაზისურ ამონახსნებს, 

ცხადია, რომ. რადგანაც L, ვექტორთა რიცხვი # სასრულია, ამიტომ 

გვექვება სხვადასხვა ბაზისთა სასრული რიცხვი და აგრეთვე ბაზისურ 
ამონახსენთა სასრული რაოდენობაც. ყოველი ასეთი ამონახსნისათვის 

ცალსახად განისაზღვრება 7ა რაცხვი. რადგანაც ასეთი იტერაციების 

ჩატარებისას 7აე იზრდება, ამეტომ ჩვენ ვერასოდეს ვერ დავუბრუნ- 

დებით ადრე მიღებულ ამონახსენს. მაშასადამე, III შემთხვევას არ შე– 

იძლება ადგილე ჰქონდეს უსასრულო რიცხვჯერ. რადგანაც I, II და III 

შემთხვევა ერთმანეთს გამორიცხავენ და ერთად მოიცავენ ყველა შე–- 

საძლებლუობას, მაშინ ადრე თუ გვიან დარჩება I ან IL შემთხვევა. თუ 

მაქსიმუმი უსრულოა, გვექნება I შემთხვევა, ხოლო თუ მაქსიმუმი 

სასრულია, –- IL შემთხვევა. 

გამოთვლებეს ჩატარებისას, ზოგიერთ ეტაპზე დადებითკოეფიციენ– 
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ტებიანი ვექტორების რიცხეი /I-ზე ნაკლები რჩება. ასეთ დროს გვექ–- 
ნება ე. წ. „გადაგვარებული“ შემთხვევა, რომელიც სიმპლექსური 
მეთოდით გამოთვლების ჩატარებას მეტად ართულებს. 

§ 0. ეორდანისეული გამორიცსვის გამოყენება სიმპლეკსური 

მეთოდისათვის 

1. საკითხის დასმა. წრფივი პროსრამირების ძირითადი. ამოცანა, 

როგორც ზემოთაც აღენიშნეთ, არის 

2=ჩ,X,+ჩ,X:+ ა» « -+ჩაXი · (6.1) 

წრფივი ფორმის (მიზნის ფუნქციის) მაქსიმუმის (მინიმუმის) პოვნა, 

როდესაც ადგილი აქვს შემდეგ შეზღუდვებს: 

ძ/,X,-LთაXგ-+ . ა «+თაXიდ<ხ, ((=1, 2, ს ი, 

სადაც MI >ჩა 

მოცემული შეზღუდვები შემდეგნაირად გადავწეროთ: 

ყელ–მიშბა––- თე-–- · ი -“–-0მწიXიLხ,>0 C=1,2, - . .,”). (6.2 

ამგვარად, (6.2) უტოლობათა სისტემის ამონახსენთა შორის, რომ- 

ლებიც ქმნიან §X მრავალწახნაგას, უნდა მოინახოს ისეთი, რომლის– 
თვისაც (6.1) ფორმა ღებულობს მაქსიმალურ (მინიმალურ), მნიშენე– 

ლობა, _ 

(6.1) წრფივი ფორმა და (6.2) პირობები წარმოვადგინოთ შემდეგი 

ცხრილით: ' 

  

  

–ს –ი ლX 1 

ყ.= 0 მაა .· (71) ხ, 

'. 
(6.3) 

ყო= მთ! 06”: მოი ხ= 

2= | –ი –» –ჩი 0 
  

ვთქვათ, # მატრიცის რანგი არის /I. მაშინ როგორც ზემოთ ვნა- 

ხეთ, ჟორდანისეული მოდიფიცირებული გამორიცხვის ი ბიჯის ჩატა- 

რება შეგვიძლია, რის შემდეგ ცხრილში X,, X,, » · ·, Xი დამოუკი- 

დებელი ცელადები დაიკავებენ ყე, Vყ · «  Mთ დამოკიდებული ცვლა- 
დების ადგილს, ხოლო ეს. უკანასკნელნი კი განლაგდებიან „ცხრილის 

ზებოთ X, Xვ, « .., ი ცვლადთა ადგილას. ამ შემთხვევაში 
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ამომხსნელი ელემენტებისაგან მხოლოდ ვითხოვთ, რომ ისინი განსხ– 
ეაედებოდნენ ნულისაგან. 

ასე რომ, გვექნება შემდეგი ცხრილი: 

  

  

  

–VწV –თ.... “ყი 1 

X,= ხა ხ. ხი ძ, 

X-ა= ხ., ხია · .. ხიი ძი 

ყი+1= ხი+11 ხი+,ი . · · ხი+სი ძი+I 
: (4.4) 

ყ,= ხ,ს ხა ... ნ, ძ,- 

ყ,= | ხი ხოოო თთიის ხთ» თ. 

2= ი, ძი... ძი 0   

  

  

X, Xთ ს. . აXო 0ელადთა მნიშვნელობანი დაგეჭირდება ამონახსნის 
მიღების შემდეგ და ამიტომ ისინი ამოვწეროთ: 

X.= -–- ხ))ყ) –– ხაეყე– · ი «–- ს იყი+თ, 

  

  

  

იური ა... .სი 

. Xაგ= ხის) -–-ხი:/ · · -ხუიყი+ძი. 

მუშაობა გავაგრძელოთ ცხრილის დარჩენილ ნაწილზე: 

–9წი... –სV . .., “ყი 1 

ყი == ხი+).1 · ხი+§ - "ხი+1 იჩ | მო+1 

ყ,= | ხი. ხა .· ხ ძ, (C-9-)) 

/ სყV== ხი) ..ი. ხოა ... ხოი ი. 

2= 0 ..·.- წიე... მი C : 

რადგანაც (6.2) პირობის ძალით V,>0, . .', ყი>0, ამიტომ 
ჩვენ მივედით წრფივი პროგრამირების შემდეგი ჩვეულებრივი ამო- 
ცანის ჩამოყალიბებამდე: ' 

მოცემულია 
2= –- წყ) – წაყწე“– · ·. -–- თყხი+0 (6.6) 

წრფივი ფორმა და შეზღუდეები, რომლებიც უტოლობათა შემდეგი 
სისტემით გამოისახებიან: ' 
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სყ,ლ–-ნსიხლ-ხნიაყლ ხს აყი+0,>0 (=/+1, ჩ+ იი. (6.7) 
ყ.>0, ყ:>0, > · ·ყVი>0. 

(6.7) სისტემის ყველა ამონახსნიდან უნდა მოინახოს ისეთი, რო- 

მელიც წრფივ ფორმას ანიჭებს მაქსიმუმს. 
ხშირად (6.2) სისტემაში რთავენ X,>»90, .· · . X.>0 უტოლო- 

ბებს. ასეთ შემთხვევაში, ცხადია, არ არის საჭირო X,, X.,, .. .» X» 
ცვლადების გამორიცხვა. ვთქვათ, თუ (6.2)-ში მოცემულია, რომ მაგა- 

ლითად, X,>0, X->0,. ·, XM>90, სადაც #</, მაშინ საჭირო იქ- 

ნება მხოლოდ X#+), .· # · Xი (ევლადთა გამორიცხვა. 

როცა მიღებულია (6.5) ()ხრილი, საყრდნობი ამონახსნის საპოვნელად 

საჭიროა. გავარჩიოთ ”შემთხვუვები, ურევია თუ არა უარყოფითები 

ამ ცხრილის თავისუფალ წევრებში. . 

ვთქვათ, (6.5) ცხრილში ყველა: თავისუფალი წევრი არაუარყოფი- 

თია: 0»+,>0, ძი+:>90, · · ·, იი >0. მაშინ (6.5) ცხრილი მამინვე- 

გვაძლევს (6.7) სისტემის, ან, რაც იგივეა, (6.2) სისტემის ერთ-ერთ საყრ- 

"დნობ # ამონახსენს. ეს იქნება ამონახსენი, რომელიც განსაზღვრულია 

ყ,ე=0, ყ:=0, „» «+ „, ყი=0 

„"ტოლობებით, რადგანაც მაშინ 

ყი+.=0ი(ჯს1>0, » · თ, ყო=ძ»>0 

-და, მაშასადამე, ყველა ყ, არაუარყოფითია და აკმაყოფილებს (6.2) 

სისტემას. 

დავუშვათ, რამდენიმე თავისუფალი წევრი უარყოფითია. საჭიროა 

დავადგინოთ, თუ როგორ უნდა შევარჩიოთ ამომხსნელი ელემენტი 

ასეთ შემთხვევაში. 

' ვთქვათ, (6.5) სისტემაში უარყოფითი წევრია 0,<0, სადაც 

7> ი). ასეთ შემთხვევაში ( | 

ყ.=ყი= « ი «=ყა=0 

მნიშვნელობანი არ იძლევიან (6.7) სისტემის არავითარ ამონახსენს და 

ამავე დროს არც (6.2) სისტემისას, რადგანაც ამ მნიშვნელობების დროს 

გვაქეს ყ,=0,<0. ისინი განსაზღვრავენ მხოლოდ. ყ,=ყე= ·. .= 

=V»=0 #7 სიბრტყის ურთიერთგადაკვეთის წერტილს, რომელიც მდე- 

ბარეობს §) მრავალწახნაგას გარეთ. 
92. საჟრდნობი ამონახსნის პოვნა. საყრდნობი ამონახსნის საპოვნელად 

რსიმპლექსური მეთოდის გამოყენება ნიშნავს სპეციალურ წესს მოცე- 

მული Vყ,=ყ:= « « «-=ყა=0 წვეროდან ისეთ მეზობელ წვეროზე 
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გადასვლას, რომელსაც ყოფს (აჰ) მრავალწახწაგადან სიბრტყეთა ნაკ- 
ლები რიცხვი, ე. ი. რომლისთვისაც შესაბამისი ცხრილი შეიცავს უარ- 

ყოფით თავისუფალ წევრთა ნაკლებ რაოდენობას. 

ყ.=ყა= . . .=ყი=0 წვეროდან ნაჩვენებ მეზობელ წვეროზე 
გადასასვლელად ჩავატაროთ მოდაფიაცირებულიე ჟორდანისეული გამო- 

რიცხვეს ბიჯე. ამომხსნელი ელემენტის შესარჩევად მოვიქცეთ შემ- 

დეგნაირად: 

1, ვარჩექთ სტრექონს, რომლის შესაბამისი თავისუფალი წევრი 

უარყოფითია, თუ ამ სტრიქონის კოეფიციენტებს შორის არ არის უარ- 

ყოფიათია, მაშინ (6.2) სისტემა უთავსებადია. 

2. თუ განხი-ლულე სტრაქონის კოეფეციენტთა შორის არიან უარ- 

ყოფიათებია, მაშინ ვიღებთ რომელიმე მათგანს; მაგალითად, თუ, 0,<0, 

მაშენ ვთქვათ, ხ„ჯ«<:0 და ის სვეტი რომელიც ამ კოეფიციენტს შეი- 

ცავს მივიღოთ ამომხსნელ სვეტად. 

3. ვიანგარიშებთ ყველა -->0 არაუარყოფით ”შეფარდებებს, 
(§ 

რომლებიც ამომხსნელ სვეტს შეესაბამებიან, ვიპოვით მათ მორის 

უმცერესს და მის შესაბამის > ელემე5ტს ვიღებთ ამომხსნელ ელე« 

მენტად. 

თუ გვაქვს გადაგვარებული შემთხვევა, ე. ი. როცა 

IXIი _0, _ _მი _ , 

( ხხ, (ე§ 

მაშენ ჩვენ ამომხსნელ- ელემენტად ვღებულობთ ხ, ჯ-ს მხოლოდ იმ 

შემთხვევაში, როცა ხ,, >9. 

თუ განხხალულ შემთხვევაში (ი.,<0, ძ,, =09), გარდა ხ,-ა<0, 

გვაქვს ხ,,<:0, აგრეთვე ხ,,<-9, მაშინ უკეთესია ამომხსნელ ელე– 

მენტად ავაღო»=თ არა მე-§ სვეტ), არამედ /-ურე სვე24-. მაშენ ჯე სტრე– 

ონი არ იქნება ამომხსნელი, არამედ ამომხსნელი იქნება სტრიქონი, 
ე MIM ეჯ · 

როვმყლას 'შესაბამესი თავასუ ფალი) წე)რ) განსხვაკებულია ნულისაგან 

(თუ კი ხ, არის ერთადერთი ნული). 

თუ გამოვიყენებთ ზემომოყვანილ წესს და ამომხსნელ ელემენტად 

მივეღებთ ხ,„ჯ-ს, მაშენ მთდდაფაცარებულ? ჟორდღჯანისეული სგპმორეცხ- 

ვის ბაჯას ჩატარებას შედეგად ახალა თავისუფალია წევრი თ,, რომე– 

ლიც მე სტრაქონს შეესაბამება, გახდება დადებითი. 

ი, =-% >0. 
74 
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თუკი ამომხსნელი ელემენტი გახდება ხნ», სადაც M#,, მაშინ მე-/ 

სტრიქონის შესაბამისი ახალი თავისუფალი წევრი 60, დარჩება ისევ 
უარყოფითად, ასე რომ, ჩვენი მიზანი უარყოფითი თავისუფალი წევ- 

რისაგან განთავისუფლებისა შეუსრულებელია. ასეთ შემთხვევაში ვაგრ- 
ძელებთ მუშაობას მე-/ სტრიქონზე, გამოვიყენებთ წინა წესს ა 
რებთ მოდიფიცირებულ არემარეს მაე წის მეა 9; 

სანამ ან არ ვუჩვენებთ (6.2) სისტემის უთავსებადობას (ამ სტრიქონის 

ყველა კოეფიციენტი გახდება არაუარყოფითი), ანდა არ გავთავისუფლ- 
დებით ამ სტრიქონის შესაბამისი უარყოფითი თავისუფალი წევრისა– 

გან. ეს კი მაშინ მოხდება, როცა ამომხსნელი ელემენტი სწორედ ამ 

სტრიქონში მოხედება. 

ასევე მოვიქცეთ ყველა იმ სტრიქონის მიმართ, რომელთა თავისუ- 

ფალი წევრი უარყოფითია. სასრული რაოდენობით ჩატარებული ბი- 

ჯების შემდეგ დავადგენთ ან (6.2) სისტემის უთავსებადობას ანდა მი-” 

ვალთ ისეთ ცხრელამდე, რომელიც უარყოფით თავისუფალ წევრს არ 

შეიცავს, ე. ი. მივაღებთ ჩვენი სისტემის საყრდნობ ამონახსენს, გავუ– 

ტოლებთ ნულს ყველა Vყ-ს, რომლებიც ცხრილის ზემოთ მოექცევიანა 

თუ რომელიმე სტრექონის, რომელიც შეიცავს, მაგალითად, V-ს, 

შესაბამისი თავისუფალი წევრი ით.=0, ხოლო ამ სტრიქონის ყველა 

კოეფიციენტა არაუარყოფათია, მაშენ საყრდნობი ამონახსნის საპოვნე– 

ლად შეეძლება ამოვშალოთ ყვლა სეეტა, რომლებიც შეიცავს ამ კოე- 
ფიციენტებიდან დადებითებს, და თვითონ ეს სტრიქონი. მართლაც ამ 

შემთხვევაში #-ური განტოლება კმაყოფალდება მხოლოდ უცნობ- 

თა ნულოვანი მნიშვნელობებით, რომლებიც დგანან დადებით კოეფი– 

ცაენტებთან და, მაშასადამე, ყ,„ იქნება ნულის ტოლი. , 

საილუსტრაციოდ” განვიხილოთ შემდეგი მაგალითები: 

"1. ვთქვათ, მოცემულია უტოლობათა შემდეგი სისტემა: 

ყ,=ლ= ––2X+3Xე –– X-+-2>9, თ 

ყ-:=5X, –– 2X;ე –– 3Xვ –– 3>9, 

ბ ბ“ ყელ=4X, –– Xვ –- X-- 4>0, 

ყა=3X, –– 4Xე –– 2X-+5>90; 

X.>9, X->90, Xე>-90. 

აქ, რადგანაც სისტემაში შეყვანილია X,>0, X->09 და X->0 უტოლობა- 

ნი, კოორდინატთა გამორიცხვა არ იქნება საჭირო. შევადგინოთ ცხრ“ი- 

ლი -, 
/ 
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ყV.= 2 –ვ 1 2 

ხყა= –5 2 3 ==. 

ყვ – 1 –_– 

ყა= | ვ 2 5 

მეორე და მესამე სტრიქონების შესაბამისი თავისუფალი წევრები 
ჟუარყოფითებია. მეორე სტრექონში ერთი უარყოფითი კოეფიციენ- 
“ტია –-5, თავისუფალი წევრების ყველა უარყოფითი ფარდობა შევა- 
ღაროთ პირველი სვეტის შესაბამის კოეფიციენტებს: 

2 –3 _-. 
2 ' –§„' –4' 

მათ შორის უმცირესია მეორე, ამიტომ 6,1= –-– 5 იქნება ამომხსნელი 

ელემენტი. ახლა ჩავატაროთ მოდიფიცირებული ჟორდანისეული გარ- 
დაქმნის ბიჯი.ამ ამომხსნელი ელემენტით. მივიღებთ შემდეგ ცხრილს 

  

ყე ი –X# I 

ს #,=I –-2 “1 –I – 
X1== 2 3 –მ1ე |:(–5 ' 

ყე= 4 ვ 7 8 

სV== ვ –14 -–-1 –34 

ან, რაც იგივეა, 

–Vყ. – –-Xვ 1 

2 11 11 4 

წე ფ3–ი «ი << 
X.= _-1 _ 2 _ 393 3 

5 5 §5 5 

==” 4 “3 7 8 

0: 
ყი) პე 14 1 | 4« 

5 5 5 5 

  

აქ მხოლოდ მესამე სტრიქონის შესაბამისი თავისუფალი წევრია უარ– 
ყოფითი. გადავაქციოთ ის დადებითად. ამისათეის ამომხსნელ ელე– 

4 
მენტად შეიძლება მივიღოთ ძველ --, რადგანაც დადებითი შეფარ- 
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| 8 4 4 2 
დებები უოყჭუოლ და: - ერთმანეთის ტოლია. ამ ელემენ- 

„ტით მოდიფიცირებული ჟორდანისეული გარდაქმნის მორიგი ბიჯი 
მოგვცემს შემდეგ ცხრილს: 

  

  

  

“ყე –X –ჯე 1 

2 46 - 
= _–-- 2 _– VI 5 5 0 

, 

1 1. 1 4 თ 
L1= _–_ _–_ –_ ედედ 4 

5 5 5 5 (–--) 
ვ § 

ყ:= !! –_–– – 7. –_ „მ 
5 5 5 

3 13 12 
ყ+= ლ _––_ = _=- 

§5 5 '. 5 
ჯ% 

ან, რაც იგივეა, 

“ე – –Xჯ 1 

1 (1 ვ ი 
V= 2 –- 2“ 

1 1 _ 1 ' » _ _ -1 
! - 4 4 
ბ 5 ვ 7 2 

V.= 4 4 4 
ვ 13 5 გ 

V+= 4 4 4 
  

მიღებულ ცხრილში არ არის უარყოფითი თავისუფალი წევრები, ამი– 

ტომ საყრდნობი ამონახსნის პოვნა შეგეიძლია,. მივიღოთ 

ყე== Xე== Xვ2=0, 
მაშინ 

X,=1. 

ამგვარად, ჩვენ მიეიღეთ შემდეგი საყრდნობი ამონახსენი: 

X,=1, Xა=0, Xვ-=0. 

2, ვთქვათ, მოცემულია უტოლობათა შემდეგი სისტემა: . 
ყ,= –- 2X,+X, – 2X-+2>0, | 

ყა==2X) –“ 3Xე –– Xვ – 4:>0, 
174



ყე=X) –“ Xე –– 4Xე+-8:>0, 

ყა=3X)--2Xე –– 5Xე4+-3>»90; 

X.>9, X:>0, X:.>0, ' 

ვიპოვოთ ამ სესტემასათვის საყრდზობი ამონახსენი. აქაც, რადგანაც 

X,>0, X->0 და X:>0 უტოლუბები სისტემაში ჩართულია, ამიტომ 

კოორდინატებს არ გამოვრიცხავთ ცხრელი მიიღებს შემდეგ სახეს: 

  

–X» –ჯ: –Xე 1 

ყ(= 2 –I 2 2 

ყ.= | _.2 3 1 –4 

ყე= |! 1 1 4 8 

ყა=! -3 –2 5 3 

  

აქ ერთადერთი მეორე სტრიქონი გვაქვს, რომლის შესაბამისი თავი– 
სუფალი წევრე უარყოფეთია. ვეცადოთ ის გადავაქციოთ დადებითად. 

მეორე სტრიქონმი ცხრილის პირველი ელემენტია მხოლოდ უარყო- 

ფითი. ავიღოთ თავისუფალი წევრის და ამ ელემენტის ფარდობა, რო– 

მელიც დადებითია, და შევადაროთ თავისუფალ წევრთა პირველი სვე“ 

ტის შესაბამის ელემენტებთან ფარდობას, რომლებიც აგრეთვე და–- 

დებითია: 

/ -4 „2 

· 2” 2 

როგორც ვხედავთ, აქ მეორე ფარდობა უფრო მცირეა, ამიტომ ამომ- 

ხსნელ , ელემენტად მივიღებთ “ძუ=2-ს. თუ ამ ელემენტით მოდიფი-. 

ცირებულ ჟორდანისეული გამორიცხვის პირველ ბიჯს ჩავატარებთ, 

მივიღებთ შემდეგ ცხრილს: 

  

–Vყ –Xჯ„· –ჯე I 

X1= 1 – 2 2 

ყ:ა= 2 4 6 –4 2 

ყე= 1 - 10 18 

ყა ვ –7 16 12 

  

ან, · რაც იგივეა, 
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–ყ: –» –Xვ 1 

XX= 1. – 1. 1 I 1 

2 2 

ყავ= 1 2 3 –2 

. 1... 
ყევ= 2 2 9 

3 7 
ყა= _–_ _–. ზ.. ტ6 

2 2 
  

აქ ისევ მეორე სტრიქონის შესაბამისი თავისუფალი წეერია უარ- 
უოფითი, მაგრამ, რადგანაც ამავე სტრიქონის ყველა კოეფიციენტი 

დადებითია, ამიტომ როგორც ზემოთ ენახეთ, განხილული სისტემა 

უთავსებადი იქნება. , 

მ, ამომხსნელი. ელემენტის შერჩევის წესის დასაბუთება. უარყო- 

ფითი თავისუფალი წევრის არსებობა გეომეტრიულად იმას ნიშნავს, 

რომ . /' 

“ყ.=ყე= ი ა «.=ყია=0 
წვერო მდებარეობს §) მრავალწახნაგას გარეთ და მისგან დაშორებუ- 

ლია იმ სიბრტყით, '' რომლის შესაბამისი განტოლების თავისუფალი 

წევრია უარყოფითი, ანდა (6.7) სისტემა უთავსებადია და, მაშასადამე, 

(ა ცარიელია. 

თუკი (6.5) ცხრილში ყველა თავისუფალი წევრი ნულისაგან განს- 

ხვავებულია, მაშინ. ყ,= ა» «+ ი=Vა=0 წვეროდან გადის ზუსტად / 

სიბრტყე Vყ,=0, «ი « «, /ი=0 და, მაშასადამე, ზუსტად / წიბო, რო- 

მელთაგან ყოველი იქმნება მათ შორის ი –– 1 სიბრტყის თანაკვეთით. 

თუკი რომელიმე თიხვისუფალი წევრთაგანი ნულის ტოლია, მაშინ გან- 

ხილულ წვეროზე, გარდა V,=0, » ა» „, #ი=0 სიბრტყეებისა, გადიან 

აგრეთვე ყ,=0 სიბრტყეები (>ი), რომელთა თავისუფალი წევრები 

ნულია. ასეთ შემთხვევაში, რომელსაც გადაგვარებული. ეწოდება, 

წვეროზე გადის უ-ღზე მეტი წიბო. ცხრილის ზემოთ მოქცეული V,= 

=0, .· - ·, #ი=0 სიბრტყეთაგან M--1 მათგანის თანაკვეთით მიღებუ- 
ლი წიბოს პარამეტრულ განტოლებას მივიღებთ, თუ ერთ-ერთ ხ-ს 

გავუტოლებთ ცვლად პარამეტრს, ხოლო დანარჩენებს –– ნულს. მა- 

გალითად, ' 
ყ.=!, ყ:ვ= ი «ი ა=ყია=0 

იქნება იმ წიბოს განტოლება, რომელსაც ქმნიან 

ყა=0, ი ი ი, #ი=0 
სიბრტყეები. 
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სიმპლექსური მეთოდის ალგორითმის ყოველი ბიჯი ნიშნავს მოძ- 
რაობას მიღებული V,= . . .=Vყაი=0 წვეროდან ერთ-ერთ მისგან 
გამომავალ წიბოზე გამყოფი ”,=0 სიბრტყის მიმართულებით მანამ, 
სანამ ჩვენ პირველად არ შევხვდებით, რომელიმე ყ,=0 სიბრტყეს 
6C>0), ე. ი. სანამ არ მოვხვდებით მეზობელ წვეროზე. მოძრაობის 

ასეთი მიმართულება აიხსნება იმით, რომ ჩვენ ვეძებთ საყრდნობ 

ამონახსენს, ე, ი. §– მრავალწახნაგას რომელიმე წვეროს და, ბუნებრი- 
ვია, ვეცადოთ ბიჯიდან ბიჯამდე შევამციროთ იმ (#,=0 სიბრტყეთა 
რიცხვი, რომლებიც მიღებულ წვეროს ყოფენ §) მრრავალწახნაგასაგან. 

ყ.=> « · ·=ყ, 1=0, Vა=L>0, V.+,= .· .· -=ყი=თ” (6.8) 

წიბოზე მოძრაობისას გვაქვს 

· ყ.= –- ხ,,/+ძ, 
! , 

და იმისათვის, რომ მოძრაობა მიმდინარეობდეს 'ყ,=0 გამყოფ სიბრ- 
ტყეზე საჭირო მიმართულებით, აუცილებელი და საკმარისია რომ |V,I| 
მნიშვნელობა მცირდებოდეს, როცა გამოვდივართ Vყ,= . . «=Vყ»ა=0 

წვეროდან, რომელშიაც |V,I=|I0,ს ე. ი. უნდა სრულდებოდეს 

|–-ხ,,1+0,| <19/)I (6.9) 

უტოლობა საკმარისად მცირე 1>0-თვის, 
ვთქვათ, ძ, თავისუფალი წევრი უარყოფითი), მაშინ (6.90) უტო- 

ლობა ნიშნავს 

, –(-- ხ,,(+0ი) <-- ძ, 
ანდა =. 

– ხ,,(+იძ.>ძ, ! 

და, - რადგანაც #>0, ამიტომ ხ,,ლმ. ამგვარად, (6.მ) წიბოზე მოძრა- 
ობა მხოლოდ მაშინაა საჭირო, როცა მე-§ სეეტი, რომლის შესაბამისი 

ყ.ა=/ კოორდინატი განსხვავებულია ნულისაგან, შეიცავს ჩვენი მე-/” 

სტრიქონის უარყოფით კოეფიციენტს. 

თუ მე-” სტრიქონში არ არიან უარყოფითი კოეფიციენტები, მაშინ 

ყ,=0 გამყოფ სიბრტყეზე არც ერთი წიბოდან არ შეიძლება მოძრაობა 

და ეს იქნება (6.2) სისტემის უთავსებადობის ნიშანი, ე. ი. (ა მრავალ- 

წახნაგა იქნება ცარიელი. ამ შემთხვევაში გვექნება 

ყ,= -–- ხხ – ნიყე– · „–– ხ,„ყა+0,<.0,<9 

და წყ, + « ·, ყი სიდიდეთა არაუარყოფითობა უთავსებადია ყ,-ის, 

არაუარყოფითობის მოთხოვნასთან... 
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· დავუშვათ, რომ ხ,,<:0, მაშინ (6.9) წიბოთი მოძრაობა დასაშვებია 

პირეელ შესაძლებელ შეხვედრამდე იმ Vყ,=0 სიბრტყესთან (>ი), 
რომელიც არ გამოყოფს ჩვენს წვეროს §)-სგან (ე. ი. როდესაც ძ,>0). 

თუ ასეთ სიბრტყესთან შეხვედრა შეუძლებელია, მაშინ შეიძლება 

ვიმოძრაოთ წიბოთი იმ ყ,=0 სიბრტყის უკანასკნელ შეხვედრამდე, 

რომელიც ჩვენს წვეროს გამოყოფს §)-სგან. ცხადია, რომ ერთი მაინც 

ასეთი სიბრტყე არსებობს. მაგალითად, ყ,=0 სწორედ ასეთიც! სიბრტყე 

სიმპლექსური მეთოდის ალგორითმის უფრო მარტივ ვარიანტს მი» 

ვიღებთ, . თუკი (6.9) წიბოთი ვიმოძრავებთ მოცემული წვეროდან ახა» 

ლი სიბრტყის შეხვედრამდე, რომელიც იქნება გამყოფი ან არაგამყო- 

ფი. ' რადგანაც #V,-0 სიბრტყესთან შეხვედრისას გვექნება 

0= -–- ხ;.(ე+0თ, 

ხოლო ხ,.#0, ამიტომ 

თ / 0. ს ი-> 

ამგვარად, ძ-სა და ხ,-ს უნდა ჰქონდეს ერთი და იგივე ნი- 

შანი, და ჩვენ, ცხადია, პირველად შევხვდებით V/,=0 სიბრტყეს, რომ- 
07, 

ლისთვისაც 6" =/ე ფარდობა უმცირესი დადებითი სიდიდეა. ასეთი 
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ფარდობა აუცილებლად მოინახება, რადგანაც +->2, ამიტომ ახალი 
7§ 

წვეროს მისაღებად ვაკეთებთ მოდიფიცირებული ჟორდანისეული 

გარდაქმნის ბიჯს ხ,+ ელემენტით. მაშინ ახალი ყ,, =0 სიბრტყე, 

რომელსაც პირველად გადაკვეთს (6.9) წიბო, აღმოჩნდება ცხრილის 

ზემოთ V,=0 სიბრტყის მაგივრად. 

ახალი წვეროს ყველა კოორდინატი კოორდინატთა ახალი სისტემის 
მიმართ იქნება ნულის ტოლი: V,=0, «ა « ·, #,._ 1=0, ყ,, =0, 9,კ+:= 

=0, « . «–ყ»=0; ძველი სისტემის მიმართაც ყველა კოორდინატი 
იყო ნულის ტოლი, გარდა V/,-ისა: 

“თ, 

=/კ=-–-9 
L ი ხ,, 

  

  

ძ 

თუკი · უმცირესი დადებითი ფარდობა აა მიიღება როცა ხ,,ლ0, 

ძ,, <0, მაშინ მოდიფიცირებული ჟორდანისეული გამორიცხვისას ჩვენ 
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გადავალთ წვეროზე, რომელსაც ყოფს §ჩ-დღდან სიბრტყეების ადრინ- 
დელზე ნაკლები რაოდენობა. სხვანაირად უარყოფითი თავისუფალი 

წევრების რიცხვი შემცირდება და აგრეთვე შემცირდება |0თ,I. 

იმ შემთხეევაში, როდესაც უმცირესი დადებითი ფარდობა მიიღე- 

ბა (მაშინ როცა ხ,.>9 და თ, >0), მაშინ თუმცა ცხრილში უარყოფი- 

თი თავისუფალი წევრების რიცხვი იგივე იქნება, ჩვენ მაინც შევამ- 

ცირებთ |თ,-ს, ე. ი. მივუახლოვდებით გამყოფ Vყ,=0 “სიბრტყეს. 
ვთქვათ, გვაქვს გადაგვარებული შემთხვევა, ე. ი. რომელიმე თავისუ– 

ფალი წევრი ნულია, მაგალითად, ძ,=0 (#>/I!), ასე რომ, ყ,=0 სიბრ- 

ტყე გადის V,= . . .=ყაუ=0 წვეროზე. ამ შემთხვევაში (6.9) წი–- 

ბოთი მოძრაობისას უნდა მოვერიდოთ V,<:0 ნახევარსივრციდან' გა– 

მოსვლას, ე. ი. უნდა ვერიდოთ შემთხვევას, როცა ჯ>0-თვის იქნება 

ყ.-= –- ნM.ა1+0ძა= –- ხI,1<0. 

ეს შესაძლებელია მხოლოდ მაშინ, როცა ხ#»»>0 და მაშინ (6.9) წიბო- 
თი მოძრაობა დაუშვებელია. 

„თუკი ხ».ა<0, როცა თ:=0, მაშინ />0-თვის მივიღებთ: 

ყ.= –-ხ (+ძ,= –-ნ,,(>9, 

და (6.9) წიბოთი მოძრაობა დასაშვებია, მაგრამ ხ»,კ კოეფიციენტის 
ამომხსნელ ელემენტად აღებას აზრი არა აქვს, რადგანაც „იმის გამო, 

რომ ძ,=0, და, მაშასადამე, #=0, წიბოზე მოძრაობა არ მოხდება. და 
ჩვენ იმავე წვეროზე დავრჩებით. თუ ავიღებთ სხვა ამომხსნელ ელე– 

მენტს, მაგალითად, ხ/კ-ს ისეთს, რომ /=-“%>0, ჩვენ შეგვიძლია 
, იძ 

წიბოზე ვიმოძრაოთ მეზობელ წვერომდე. . 

დავუშვათ ხ»+>0, მაშინ ხ,,-ის გარდა ” სტრიქონის დანარჩენ 

კოეფიციენტებს შორის არ არის უარყოფითი ანდა არის უარყოფითე- 

ბი, მაგრამ #-ური სტრიქონის შესაბამისი კოეფიციენტები (რომლებიც 

იგივე სვეტს ეკუთვნიან) დადებითებია, მაშინ არც ერთი ზედა წიბოთი 

არ შეიძლება მოძრაობა. ასეთ შემთხვევაში უნდა შევამოწმოთ დღანარ- 

ჩენი არაზედა წიბოები, ,რომელთაც მივიღებთ, თუ მოდიფიცირებუ- 

ლი ჟორდანისეული გარდაქმნის ერთი ბიჯით V.ა=0 სიბრტყეს შევც–- 

ვლით ყL=0 სიბრტყით, თუმცა ამ ბიჯის შედეგად არავითარ მოძრა- 

ობას არ ექნება ადგილი, რადგანაც 1=0, ე. ი. ამ შემთხვევაში ჩვენ იმა– 

ვე წვეროზე დავრჩებით. 
ამგვარად, ცდათა სასრული. ბიჯის შემდეგ ჩვენ ან აღმოვაჩენთ იმ 

წიბოს, რომლითაც მოძრაობა შესაძლებელია, ანდა დავრწმუნდებით, 

რომ შეზღუდვათა განხილული სისტემა უთავსებადია. 
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სა მრავალწახნაგასკენ მოძრაობის პროცესი იმ წვეროდან, რომე- 

ლიც მისგან იყოფა რამდენიმე სიბრტყით შეიძლება ხშირად აჩ- 
ქაროთ, თუ ამომხსნელი ელემენტის ს ერჩევას შემდეგნაირად მოვახ- 
დენთ: 

1. თუ რომელიმე სტრიქონის შესაბამისი თავისუფალი წევრი უარ- 

ჟოფითია, ხოლო ამ სტრიქონის ყველა კოეფიციენტი დადებითი, მაშინ 
(6.2) სისტემა იქნება უთავსებადი. 

2. თუ განხილული სტრიქონის კოეფიციენტებს შორის არის უარ- 
ყოფითები, მაშინ ვიღებთ რომელიმე მათგანს და ის სვეტი, რომელიც 
მას შეიცავს, იქნება ამომხსნელი. 

_ მ. გამოვითვლით ყველა არაუარყოფით ფარდობას + თავისფფა– 
· V/§ · 

“ლი წევრებისა ამომხსნელი სვეტის შესაბამის დადებით.კოეფიციენ- 

ტებთან. მოვნახავთ მათ მორის უმცირესს და იმ ხ,კ ელემენტს, 
რომლისთვისაც ამას აქეს ადგილი, მივიღებთ ამომხსნელ._ ელემენტად, 

4. თუ ასეთი ფარდობები არა გვაქვს,მაშინ ვპოულობთ უდიდესს 

დადებითი შეფარდებებიდან –”” (უარყოფითი თავისუფალი. წევრებისა 
' I 

ამომხსნელი სვეტის შესაბამის უარყოფით კოეფიციენტებთან) და 

ხა კოეფიციენტს, რომლისთვისაც ეს უდიდესი მნიშვნელობა მიიღე- 
ბა, ვიღებთ ამომხსნელ ელემენტად. | 

4. სიმპლექსური მეთოდის გამოყენება წრფივი პროგრამირების 

ძირითადი ამოცანის ოპტიმალური ამონახსნის საპოვნელად. ვთქვათ, 
ვიხილავთ · 

2=0)X+ ·- · ·+ჩიXი ·(6.10) 

წრფივი ფორმის მაქსიმუმის პოვნის ამოცანას, როდესაც ადგილი 

აქვს შემდეგ შეზღუდვებს 
ყ,ლ= – 00% –“ 0/ვბვლ . . ბ 0ოუბა-ხ0,>0 

ეი 
და დავუშვათ, რომ კოორდინატთა გამორიცხვისა და საყრდნობი ამო- 
ნახსნის მოძებნის შემდეგ მივიღეთ ცხრილი 

(6. 11) 

  

  

–! “-V . თ. “ყ “სი 1, 

ყი+1= ხი, ხი+),2 ხი+),§ ხი+).იო | ში+1 

ყ.= ხ,. ხო ხ,§ ხი ი, (6.12) 

#Vი““ ხო. ხი: –––=–.====. - ხოი რი 

=) თ... 4 9, «ი „0 
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ასე რომ, რადგანაც (6.12) საყრდნობ ამონახსენს წარმოადგენს, ამიტომ 

' აღღა'ეუეისზსს'ა' – 
ოპტიმალური ამონახსნის საპოვნელად უნდა დავაკვირდეთ 7 სტრი- 

ქონს. თუ ყველა კოეფიციენტი არაუარყოფითია: 

| 0.>0, 0:>0, . ა» » #.->90, 

მაშინ“ წრფივი პროგრამირების ამოცანა ამოხსნილია. მაშინ 

#7ICX2= 0 

და ის მიღწეულ იქნება · ყ,=Vკ= .· . .=ყა=0 წერტილზე. მართ- 

ლაც, ამ წერტილში გვაქვს 
ყა+1=0ი9+>0, 4“ · · ყო=0»2>-90, 

ე. ი, (6.11) შეზღუდვები სრულდება და რადგანაც §2. მრავალწაზნაგას 

ნუბისმიე რ სხვა წერტილში ყველა V,, ყე, · - ყი არაუარყოფითია, 
ამიტომ მ“ ? .“ 

=-რთფხი . . .-– მიყი+0<0, 
“ 

ე. ი. 0 "იქნება 2-ის მაქსიმალური მნიშვნელობა, 

. ახლა · „დავუშვათ, , 2 სტრიქონის ზოგიერთი კოეფიციენტი უარყო- 

ფითია: ვთქვათ, მაგალითად, 0,<20. ცხადია, რომ ამ შემთხვევაში ყ,= 

= + „ ·=ყია=0 წერტილში 2 ფუნქციის 0 მნიშენელობა არ იქნება“ 

მაქსიმალური; რადგანაც, თუ V)= «+ . ·=M,.)=0, ყ,>0, V,+= 
· + ა·=ყე=0 წერტილი აკმაყოფილებს (6.11) შეზღუდვებს (ე. ი. 

ყ,= –– ხ,,ყ.+0,;>0, (=ი0+1, +. ., =), მაშინ ამ წერტილში. 

=–- ძაყა+0>0. 
· ოპტიმალური: ამონახსნის საპოვნელად სიმპლექსური მეთოდის გა– 
მოყენება ნიშნავს სპეციალურ წესს ყ,=ყა= . . .=ყა=0 მიღე–- 

ბული წერტილიდან რომელიც §) მრავალწახნაგას წვეროს წარმოაღ- 
გენს, ამავე მრავალწახნაგას იმ მეზობელ წეეროზე გადასელისა,. რო– 
მელშიც 2-ის მნიშვნელობა C0-ზე არანაკლები იქნება; ეს წესი გაგრ- 

ძელდება მანამ, სანამ არ მოინახება ისეთი წვერო, რომელზედაც 72-ის 

მნიშვნელობა მაქსიმაულური იქნება, ე. ი რომლისთვისაც 2 სტრი- 

ქონის ყველა კოეფიციენტი 'იქნება არაჟარყოფითი, ანდა მანამ, სანამ 

არ დავადგენთ, რომ · 2 ფუნქცია ზემოდან შემოუსაზღვრელია. 

ყ,= '. · ·=4ყ»=0 წვეროდან მეზობელ წვეროზე გადასასვლელად 
საჭიროა ჩავატაროთ მოდიფიცირებული ჟორდანისეული გარდაქმნის 
ერთი ბიჯი, რომლის დროსაც ამომხსნელი ელემენტის არჩევა ხდება 

შემდეგნაირად: 
18.



“' “ამომხსნელ სვეტად” ვიღებთ ისეთს, რომელიც შეიცავს 2 სტრიქო– 

ნის უარყოფით ელემენტს, ჩვენს შემთხვევაში იქნება მე-§ სვეტი, 

შემდეგ ვიღებთ ამ სვეტის ყველა დადებით კოეფიციენტს და მათ ვყოფთ 
“შესაბამის თავისუფალ წევრებზე, "ვადარებთ. მიღებულ ფარდობებს 

ერთმანეთს და ამომხსნელად ვიღებთ იმ კოეფიციენტს, რომლისთვი– 

საც ფარდობას უმცირესი მნიშვნელობა ექნება, თუკი უმცირესი იქ- 

ნება რამდენიმე ფარდობა, მაშინ ვიღებთ რომელიმე მათგანს. · 

გადაგვარებულ შემთხვევაში, "როდესაც ! 

  

თუკი, „გარდა ძ) <-0-ისა, აგრეთვე 0, <0, მაგრამ ხ,,,<20, მაშინ ამომხ- 

სნელ სვეტად უკეთესია არა მე-§, "არამედ /-ური სვეტი ავიღოთ 

(ე სტრიქონი არ იქნება ამომხსნელი). 
თუ ზემოთ ჩამოყალიბებული წესით ამომხსნელ ელემენტს. შევარ» 

ჩევთ და ჩავატარებთ მოდიფიცირებული ჟორდანისეული გარდაქმნის 

ბიჯს, მაშინ ძა-ს ნიშანი შეეცვლება და ახალი ძა” იქნება დადებითია 

თუ 2 სტრიქონის ყველა სხვა ელემენტიც დადებითია, ოპტიმალური 
ამონახსენი ნაპოვნია. 

თუ 2 სტრიქონის ელემენტთა შორის. კიდევ არის“ უარყოფითები, 

მაშინ ყოველი მათგანის მიმართ მოვიქცევით ისე, როგორც ძკ-ის მი– 

მართ და სასრული რიცხვი "ბიჯების შემდეგ მივალთ შემთხვევამდე, 

როცა სტრიქონის ყველა ელემენტი დადებითია, ანდა მივალთ ისეთ 

შემთხვევამდე, როდესაც 2 სტრიქონის უარყოფითი ელემენტის “ე- 

საბამისი სვეტის არც ერთი კოეფიციენტი არ იქნება დადებითი, ეს კი 

იმას ნიშნავს რომ 2 ფუნქცია ზემოდან არ არის შემოსაზღვრული. 

მართლაც, თუ დავუშვებთ , რომ ძა<20 და § სვეტის კოეფიციენტ- 

თა შორის არ |)არის დადებითები, მაშინ შეგვიძლია, მაგალითად, მივი- 

ღოთ: · 

ყ.= ·.·.. =ყა.1=0, ყ.=1>0, ყ.§1= · · · =ყგ=0. 

მაშინ, როცა (>M+1, მივიღებთ 

ყ.=––_ ხ;ა(+ძ,>9, 

ე. ი ნებისმიერი #>»0-თვის (6.11) სისტემა კმაყოფილდება. 2 ფუნქცი- 

ის შესაბამისი მნიშვნელობა იქნება 

უ= –– ძაეI(+C 

და თუ L-ს ავიღებთ საკმარისად დიდს, 2-ც იქნება რაგინდ დიდი. ამ– 

გვარად, როცა 7 სტრიქონის უარყოფითი ელემენტის შესაბამის სვეტ- 
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ში დადებითი კოეფიციენტები არ არის, მაშინ 2 წრფივი ფორმის მაქ 
სიმუმი არ არსებობს... . 

საილუსტრაციოდ განვიხილოთ შემდეგი მაგალითი: 
ვთქვათ, ვეძებთ...“ | 

25. 3X, +6Xე 

წრფივი ფუნქციის მაქსიმუმს, როცა გვაქვს შემდეგი შეზღუდვები: 

ყ,=X,+2X:+1>0, . 

ყ:=2X,+Xე –– 420, 

ყე==X, ––.Xე+12>0, 

ყა=X, –– 4X:+13>9, 

ყა= 4X,+-X1+23>.0. ' 

შევადგინოთ ცხრილი 

  

–1X ი. 1 

თ= I! –! '.2 1 
თი=) 2 –I! = 

ყე= | “1 1 1. 
ძ5= | –1 4. 13 
ყ#=| 4 – 23 

ს ვ –6 0 .· 2= 

გამოვრიცხოთ X, კოორდინატი. ამომხსნელი ელემენტი იქნება 0თ,1= – 1, 

მივიღებთ შემდეგ ცხრილს: 

–V – 1 –V –ს 1 _ 

        

== 1! =2 I 5=1 –1 2 | –I 
თ= 2 –-2 6 ყვ= | –2 ვ | -#4 

ყ=) 1! –პ პი. .._” "" 0. 
ყთს) 1 –6 | –1422 ყ–! 6 12 
#= | –4 9, | --27 თლ) 4I –9 27 

=> |“ 12 | –3 „"'" ვ 
  

გამორიცხული X, კოორდინატის მნიშვნელობა ამოეწეროთ, გვექნება: 

X=Vყ, –“– 2Xე –- 1. 
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დარჩენილ ცხრილს ექნება შემდეგი სახე: 

  

  

–რი –X 1 

#= |) –2 ვ –6 
ძა= | –! ვ 0 
/= | –) 6 12 
ყთ| შბ 9 27 

ჯ1=,ბ -–-12 ვ   
ახლა გამოვრიცხოთ Xჯ კოორდინატი. ამომხსნელ ელემენტად მივიღოთ 

თ,ა=3 ელემენტი. მივიღებთ შემდეგ ცხრილს: 

  

  

–#9 –V# 1 

2 1 
X=|)| –– – –2 

3 ე 

ყვ= 1 – 6 

V4ი= ე ' –2 24 

ყა=) –2 ვ 9 ) 

7= –5 4 –2     
X; კოორდინატისათვის დავწერთ: 

2 1 
%X%=–-- ყ.“ “გ 9-2, 

ხოლო დარჩენილი ცხრილი კი იქნება: 

  

– –#% 1 

ყა სა - 6 , 
ყლ) ბ <2 24 
#=| 2 3 9 

2= | –5 « | 2!   
უკანასკნელ ცხრილში ყველა თავისუფალი წევრი დადებითია, მაშასა– 

ტამე, ყ,=Vყ:=0 გვაძლევს ჩვენი შეზღუდვათა სისტვმის საყრდნობ 
ამონახსენს, 

+ ახლა მოვძებნოთ ოპტიმალური ამონახსენი. 2-ის შესაბამის სტრი- 

ქონში შედის უარყოფითი კოეფიციენტი -- 5. მის შესაბამის სვეტში 
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კი გვაქვს ორი დადებითი კოეფიციენტი: 1 და 3, თუ მასზე გავყოფთ 

შესაბამის თაქისუფალ წევრებს გვექნება = და <, რომელთა შორის 

პირველია უმცირესი. ამიტომ თ,,=1-ს მივიღებთ ამომხსნელ ელე– 
მენტად. ჩავატაროთ მოდიფიცირებული ჟორდანისეული გარდაქმნის. 
ბიჯი სწორედ ამ ელემენტით, გვექნება 

  

–ყ –“” 1 

ყლ=) 1 – 6 
ყკ= | –3 1 6 
#=) 2 1 2! 

2= 5 –I 9 ' 

აქ 2-ის შესაბამისი სტრიქონი შეიცავს ჟარყოფით ელემენტს –– 1-ს, 

რომლის შესაბამ სვეტში ორი დადებითი კოეფიციენტია, თუ ერთ- 

მანეთს შევადარებთ შესაბამის თავისუფალ წევრებს გაყოფილს მათზე, 

ვნახავთ, რომ | ' 

6 21 _ 
+001. 

ამგვარად, ამომხსნელ' ელემენტად მივიღებთ ძ::=1 ელემენტს. თუ. 
ჩავატარებთ მოდიფიცირებულ ჟორდანისეული გარდაქმნის ბიჯს ამ. 

ელემენტით, მივიღებთ: 

  

ამ ცხრილში წინასწარ გამოვთვალეთ თავისუფალი წევრები და 2 სტრი– 
ჭონის ელემენტები; როგორც ვხედაეთ, მათ შორის არც ერთი არ 
არის უარყოფითი, ამიტომ დანარჩენი „ელემენტების გამოთვლა არ 

არის საჭირო, რადგანაც ოპტიმალური ამონახსენი უკვე მიღებულია- 

უკანასკნელი სტრიქონიდან ეპოულობთ: 

”10X7=15, 

ის მიიღწევა ყა=ყა=0 და V,=12, M:=6, Vა=15 წერტილებში, მი– 
· (8=>



ღებული მნიშენელობანი ჩავსვათ X, და X;-ის გამოსახულებებში, დავ- 

“წერთ: 

: X=3, Xგ=4. 

ამგვარად, მივიღეთ X, და Xე კოორდინატთა არაუარყოფითი მნიშ–- 

ვნელობანი, რომლებიც აკმაყოფილებენ ჩეენს შეზღუდვათა სისტემას 

და 2 წრფივ ფორმას ანიჭებენ მაქსიმალურ მნიშვნელობას: 
ნ. ოპტიმალური ამონახსნის პოვნისს ამომხსნელი ელემენტის 

“შერჩევის დასაბუთება. ეთქვათ, სტრიქონის ელემენტთა შორის არის 

უარყოფითები და, მაშასადამე, =ყა= «+ . .=Vა=0 წვერო "არ 
იძლევა 2-ის მაქსიმუმს. ი მეზობელ. წეეროზე გადასვლა ნიშნავს მოძ- 

რაობას ყ,= . « ·.=Vა=0 წვეროდან რომელიმე 

ყ,= „ + .=ყ, )=0, ყ,=/>0, V,+= ი». ·=ყი=0 

წიბოზე, რომელიც “ისეთნაირად არის შერჩეული, რომ. 2-ის ' მნიშვნე- 

ლობა დიდდებოდეს, ე. ი. რომ გვქონდეს 

= –- 7/:(+0>0. 

აქედან კი დავწერთ: : 
– 9.1>9, 

და, მაშასადამე, 

ძ,<9. 
ამგვარად, 2-ის გასადიდებლად საჭიროა მოძრაობა სწორედ იმ წი- 

ბოზე, რომლისთვისაც პარამეტრულ განტოლებაში ნულისგან: განსხ- 

ვავებული 1 პარამეტრი მდებარეობს 2 სტრიქონის უარყოფითი ელე- 

მენტის ზემოთ. 
დავუშვათ «,<20. ცხადია, რომ ნაჩვენებ წიბოზე მოძრაობა შეიძ- 

ლება მხოლოდ :() მრავალწახნაგას მეზობელ წვეროსთან შეხვედრამ- 

დე (რათა არ ავცდეთ §)-ს), ე. ი. რომელიმე ყ, სიბრტყის შეხვედრამ- 

დე, სადაც (>ი, 0თ,>0, ამ სიბრტყესთან შეხვედრის ადგილას, თუ 

ი,>0, მივიღებთ 
0= –– ხ,.ა(+ძთ,, 

V. 

მაშასადამე, ხ,,#0 და რადგანაც >-= (>, ამიტომ ხ,,>0. ცხადია, 
, (4 

პირველად შევხვდებით ყ, =0 სიბრტყეს (I->#ი, თ, >0), რომლის- 

თვისაც 4“ ფარდობას ექნება უმცირესი დადებითი მნიშვნელობა, 
M · 

თუ გვაქვს გადაგვარებული შემთხვევა, ე. ი. როცა ზოგიერთი 

თავისუფალი წევრი ნულია, მაშინ შესაძლებელია საძებნი მეზობელი 
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წვერო დაემთხვეს V;= ··· =ყე=0 წვეროს და სინამდვილეში არავი- 

თარ მოძრაობას არ ჰქონდეს ადგილი ((=0). ეს მოხდება მაშინ, თუ 

ძ,.=0,“ ზოლო ხ,,კ>0, რადგაწაც ყ.ე = ხ,,(+0, = –- ხ,,,! არა- 

შარქოფითია მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა 1=0, ხოლო როცა #>0, 

მაშინ ყ, <0 და ჩვენ ავცდებით («ა მრავალწახნაგას. 

თუკი თძ,, =0, ხოლო ხ;, „ჯ<0, მაშინ ყ,,= –- ხ,,(+0,, = –– ხ,.: 

იქნება დადებითი, როცა 1(>0. ასე რომ, არ არის აუცილებელი აეი- 

ღოთ (=0“ (დავრჩეთ გამოსავალ წვეროზე), თუ თია C>ი, ხI.:>9) 

დადებითია. ა " 

ამგვარად, გადაგვარებულ შემთხვევაში ჩვენ ვამოწმებთ ჟუყველა 
ზედა წიბოს, ე. ი. ყველა სვეტს, რომლებიც მოთავსებული არიან 2 
სტრიქონის უარყოფითი ელემენტების ზემოთ. ყოველ ასეთ სვეტში 

ვნახავთ კოეფიციენტებს, რომლებიც ნულოვანი თავისუფალი წევრის 
გასწვრივ დგანან. ,თუ ზოგიერთ სვეტში ნულის ტოლი თავისუფალი 
წევრის გასწვრივ არ არის დადებითი კოეფიციენტები, მაშინ საჭიროა 

ასეთი სვეტი მივიღოთ ამომხსნელად, რადგანაც შესაბამის , წიბოზე 
მოძრაობა შესაძლებელია. წინააღმდეგ შემთხვევაში არც ერთ ზედა 

წიბოზე არ შეიძლება მოძრაობა და საჭირო იქნება გვერდითი წიბოე- 
ბის შემოწმება; ამისათვის კი-მოდღიფიცირებული ჟორდანისეული გარ- 

დაქმნის ბიჯებით მათ გავხდით ზედა წიბოებად ამომხსნელი ელემენ- 
ტის ზემოთ ნაჩვენები წესით შერჩევით (შესაბამის თავისუფალ წევ- 

რებს ვკოფთ აღებული სვეტის ღადებით კოეფიციენტებზე; იმ კოე- 
ფიციენტს, რომლის შესაბამისი განაყოფი უმცირესია, ვიღებთ ამომხს- 

ნელ ელემენტად).: 
რამდენიმე ბიჯის შემდეგ ჩვენ ან დავტოვებთ განხილულ წვეროს, 

ან დავრწმუნდებით, რომ ამ წვეროზე მიიღწევა საძებნი მაქსიმუმი, 

ანდა დავრწმუნდებით, რომ 2 წრფივი ფუნქცია შემოუსაზღვრელია. 

6. სიმპლექსური. მეთოდის ალგორითმი მონოტონური და სასრულია. 

სიმპლექსური მეთოდის ალგორითმის მონოტონურობა იქიდან ჩანს, 
რომ ყოველი ბიჯის ჩატარებისას ჩვენ თანდათან უფრო ვუახლოვდე- 
ბით 2 წრფივი ფუნქციის საძებნ მაქსიმუმს. ა 

სინამდვილეში კოორდინატების გამორიცხვისა და სათანადო ცხრი- 

ლის შედგენის შემდეგ, სადაც ყველა თავისუფალი წევრი არაუარყო- 
ფითია, საყრდნობი ამონახსენი იქნება ,V,= . ·=Vი=0. თუ 7სტრი- 

ქონმი არის უარყოფითი კოეფიციენტი, მაგალითად #ძ,<0, მაშინ 
მორაგი საყრდნობი ამონახსნის საპოვნელად საჭიროა მოდიფიცირე- 
ბულე ჟორდანისეული, გარდაქმნის მორიგი ბიჯის ჩატარება § სვეტი- 
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დან აღებული ამომხსნელი ელემენტით, მაგალითად, ხ,,):>>0 კოეფი- 

ციენტით. ასეთი კოეფიციენტი აუცილებლად მოინახება, თუკი ამოცა- 

ნას აქვს შემოსაზღვრული ამონახსენი. C-ს ახალი C0” მნიშვნელობისა- 
თვის, თუ მხედველობაში მივიღებთ, რომ ძ,<0, ხ,,>0, 0იძ,>9, 
გეექნება: 

ა 

, 0ხ,,–ძ,ძ, 0'=5--:--%%X% 
ხ,, 

რომელიც მიიღება §,, ელემენტების გამოთვლის შესაბამისად, 
საიდანაც დავწერთ: 

0.0, 
0”:=0– ს, >0. 

ამგვარად, თუ 0,>0, მაშინ 0”>0, ე. ი. ალგორითმის განხილული 

ბიჯის შესრულებისას ადგილი აქვს მკაცრად მონოტონურობას. იმ შემ- 

თხვევაში, როდესაც 0,=0, გვექნება C”=60, ე. ი. მაშინ მკაცრად 

მონოტონურობა არ გვექნება და გვექნება გადაგვარებული შემთხ- 

ვევა- 
თუ გადაგვარებული შემთხვევა არა გვაქვს სიმპლექსური მეთოდის 

ალგორითმის სასრულობა მარტივად დადგინდება, რადგანაც §+ მრა- 

ვალწახნაგას აქვს მხოლოდ წვეროთა სასრული რაოდენობა, ხოლო 

ერთხელ გამოყენებულ წვეროზე დაბრუნება არ შეიძლება, რადგა- 
ნაც ალგორითმი მკაცრად მონოტონურია. 

როცა გვაქვს გადაგვარებული შემთხვევა, მაშინ შესაძლებელია 

ალგორითმი არ იყოს სასრული, რადგანაც ასეთ შემთხვევაში ალგორი– 

თმი არ არის მკაცრად მონოტონური, შესაძლებელია დავუბრუნდეთ 

წინათ მიღებულ ცხრილს. ასეთ შემთხვევას დაციკლებას უწოდებენ. 
ამ შემთხვევაში საჭიროა ამომხსნელი ელემენტის შესარჩევად დამა- 

ტებითი პირობის შემოყვანა და ამით დაციკლების თავიდან აცილება 

ამით კი მოხდება ალგორითმის სასრულობის უზრუნველყოფა. 

ამგვარად, თუ სიმპლექსური მეთოდის ალგორითმის რომელიმე 

ბიჯისას ამომხსნელი ელემენტის შერჩევა არ არის ცალსახა, ე. ი. 

თავისუფალი წევრების ამომხსნელი სვეტების მესაბამის დადებით,კო- 

ეფიციენტებთან შეფარდებათა შორის უმცირესი ერთზე მეტია, მაშინ 

ამ ბიჯის შედეგად ყველა ნახსენები თავისუფალი წევრი, გარდა ამომ- 

ხსნელი სტრიქონის გესაბამისისა, _ ცხადია, გახდება ნულის ტოლი. 

მაშინ §, მრავალწახნაგას V,= · .· ·=ყა=0 წვეროზე, რომე- 

ლიც საყრდნობ ამონახსენს წარმოადგენს, გადის ი-ზე მეტი სიბრტყე, 
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ე. ი., როგორც ზემოთ იყო ნათქვამი, გვექნება გადაგვარებული შემ- 
თხვევა, 

გადაგვარებული შემთხვევა შეიძლება განვიხილოთ, როგორც §) 
მრავალწაზნაგას ორი ან მეტი წვეროს შეერთება, ე. ი. როცა ამ წვე– 
როების შემაერთებელი წიბო ქცევა წერტილად. ამ ჟშემთხვევაში 
სიმპლექსური მეთოდის ალგორითმმა შეიძლება დაკარგოს მკაცრად მო– 
ნოტონობა. გეომეტრიულად ეს სავსებით ნათელი გახდება, თუ მხედ– 

ველობაში მივიღებთ იმ გარემოებას, რომ სიმპლექსური მეთოდის 

ალგორითმის ბიჯი ნიშნავს გადასვლას წიბოთი ერთი საყრდნობი ამონახს– 

ნიდან მეორეზე, ე. ი. გადასვლას §' მრავალწახნაგას ერთი წვეროდან 
მეზობელ” წვეროზე. გადაგვარების შემთხვევაში კი, როცა ორი მეზო 
ბელი წვერო ერთმანეთს ემთხვევა შესაძლებელია, გაკეთებული 

ბიჯის შემდეგ ჩვენ ამავე წვეროზე დავრჩეთ, მხოლოდ ეს, წვერო 
მაშინ გამოისახება მასზე გამავალი ი სიბრტყეთა სხვა ერთობლიობითა 

დაციკლების ასაშორებლად იყენებენ ე. წ. .8-მეთოდს, რომლის არ- 
სი შემდგომში მდგომარეობს: ყველა ის სიბრტყე, რომელიც ვერ 

მოხვდა ცხრილის ზემოთ, პარალელურად გადაიტანება, რის შედეგად 
წვეროთა თანამთხვევის ადგილი იფარება და იხსნება ახალი გადაუგ- 

ვარებელი ამოცანა, ხოლო შემდეგ გადაადგილებულ სიბრტყეებს ისე- 
ეე უკან აბრუნებენ პირვანდელ მდგომარეობაში და, ღებულობენ 
მოცემული ამოცანის ამონახსენს. 

6-მეთოდის გამოყენება იწყება ცვლადების ახალი დანომვრით რთ- 
მელიმე. საყრდნობი ამონახსნის ცხრილში. მაგალითად, ვთქვათ, მივი– 

ღეთ შემდეგი საყრდნობი ამონახსენი: 

  

–-Vყ. ... –ძ”თ 1 

9»+1= ხი+1.1.- ხი+1.1 რი+1 
––“-"“_ 13 

- Mო=) ბო, % ხოი ძი ( ) 
  

  

შემოვიღოთ აღნიშვნა: 

ი1=ი0ი+ი, ყი+=V ს ყი+ ==» ბ: ა Mო=V» 

ყ.=V ი+), ა ყი=ყ ი+ი- 

კოეფიციენტები იმავე ასოებით, მაგრამ სხვა ინდექსებით აღვნიშნოთ, 

მაშინ (6.13) ცხრილი შემდეგნაირად ჩაიწერება; 
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V1= I! ხი ხ). ი+5 ნ, ი+» ძ 
–_ 

V(= ხ/ ი+) ხ/,ი+§ ხ/,ი+ი რ 
C-_-_-_-_–_–_–-_- 

Vი= . .'''- იი 

2= ში+) მი+§ მი+ი | 0 | 

  

ახლა მოვახდინოთ Vყ,=0 ((:=1, . . ., 0) სიბრტყეთა პარალელური 

გადაადგილება. ამისათვის ამ განტოლების თავისუფალ წევრს დავუ– 

მატოთ 

»” :(8)-==წ! +ნხიი+, ცჩ+1-L ხი» ც”2 +. „..+ხი »Lინ/” ი (=1, 2... ი), 

სადაც 8 დადებითი რიცხვია და ნაკლებია ყველა იმ რიცხვზე, რომელიც 
გამოთვლებისას შეგეხვდება. 

თავისუფალ წევრზე ჩ0,(0ე01 პოლინომის დამატების შემდეგ ბვექ-. 

ნება: . . _ " 
გ00+1.,. 00+..., გნ I 

--V ი+1 ... –Vყი+§. .. –Vი+ი 

იიე>ი»-“ რადხხიიი 99მენ.. · +ხ,ი+ი8?" 
„-"""'"”"ს'  "”””" '"'"'"”"""""""''"' 

#,=| სგა... ხრ ე+..- ხრ ი+ი | ძ;4- ჩხ, ++. . მოუაა 
  

2= | მი+1 “..წმი+5 ·+..მწი+ი | 0 
  

ამ ცხრილში ყველა თავისუფალი წევრი 

ი(ი)=თ,+”,ხა) C=1 237 .-.ა– 7 

იქნება მკაცრად „დადებითი. 
სინამდვილეში, თუ 0,>0, მაშინ რადგანაც 8 მცირეა 

0/(0 =0,+ჩ(9>9. 
თუ ძ,=0, მაშინ რადგანაც ჩ,(0 პოლინომის ნიშანს განსაზღვ რავს 

6>0 შესაკრები, აგრეთვე გვექნება: 
ა ძ/(8)=7,(6):>0. ' 
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ახლა ვაჩვენოთ, რომ ახალ ცხრილში ამომხსნელი ელემენტი ცალ– 
სახად განისაზღვრება. დავუშვათ, რომ ამომხსნელია მე-§ სვეტი, მა- 
შინ თუ 

I 

ე ” ” 

  

ნა, ხ,, #»+3 

და ნსი+,ე ამომხსნელი ელემენტი ძველ ცხრილში ცალსახად განი- 
საზღვრება, მაშინ ახალ ცხრილში, რადგანაც 86 მცირეა, გვექნება: 

ი.-+#წ) < თ,+ჩ/(8) 
((=1,.%., #--1, #-+L1,.§«., ი). 

ხია ხი» ' ,. “ი 

თუკი ძველ, ცხრილში გვაქვს ერთზე მეტი მინიმალური ფარდობა. 

ეღეაეაედდ–დ..ა-2006ნ6ნან6ი6ინთნ6ნთდთდ.––_. 
ხ, %§ 

ძმ, ძ, 

ხასა ხ,,»ა 

და, მაშასადამე, ამომხსნელი ელემენტი ძველ ცხრილში ცალსახად არ 

განისაზღვრება, მაშინაც ახალ ცხრილში ამომხსნელი ელემენტი ცალ– 

სახად განისაზღვრება, რადგანაც იმის გამო, რომ ჩIM(6)##/7(8), ადგი– 

ლი არ ექნება 
ძ.+ჩა() _ _0,+//(4) 

ხMი++ ხია 
ტოლობას, 

ადვილად შეიძლება იმის შემოწმება რომ მოდიფიცირებული 

ჟორდანისეული გარდაქმნის ყოველი ბიჯისას არ არის აუცილებელი 

ბზე დამოკიდებული პოლინომის გამოთვლა, "არამედ საკმარისია მზო- 
ლოდ თავისუფალი წევრების გამოთვლა პოლინომის გარეშე, ხოლო 
შემდეგ ამ პოლინომის დამატება, რომელიც წინანდებურადაა შედგე- 

ნილი; ასე რომ, ახალი პოლინომები არ იქნებიან იგივურად ტოლნი 
და ამომხსნელი ელემენტის ცალსახად განსაზღვრა ძალაში დარჩება. 

აგრეთვე შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ რადგანაც ზ მცირეა, ახალი 

ამოცანის ოპტიმალურ ამონახსენს, რომელიც თავისუფალი წევრის #,(8» 
პოლინომით გადიდების შედეგად მიიღება, შეესაბამება განხილული 

ამოცანის ოპტიმალური ამონახსენი რომელიც მიიღება შეცვლილი 
ამოცანის ოპტიმალური ამონახსნიდან” თუ მასში ჩავსვამთ -8=0-ს.. 

ანალოგიურად საყრდნობი ამონახსნის პოვნისას შეიძლება თავიდან 
ავიცკილოთ დაციკლებაც. 
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7. შეზღუდვათა მოცემის სხვადასხვა ხერხი წრფივი პროგრამი- 

რების ამოცანის დასმა სხვადასხვანაირად შეიძლება. მაგალითად, მისი 

ჩამოყალიბება შეიძლება ასე: 

ძიძ,X,+0თ,X:+ · .· -+ძ,Xია=ხ, C=1, «დ ი ., ”) (6.14) 

სისტემის ამონახსენთა შორის ვიპოვოთ ისეთები, რომლებიც არაუარ- 

ყოფითნი არიან და 

2=70)X.+ · V ·+ჩმი%ი (6.15) 

წრფივ ფორმას ექსტრემუმს ანიჭებენ. | 

ამ ამოცანას იგივე გეომეტრიული აზრი აქვს, რაც ძირითად ამოცა- 

ნას; აქ განსხვავება მხოლოდ იმაშია, რომ იმ სივრცეს,რომელშიაც ამ 

ამოცანას ვიხილავთ, ექნება ი-ზე ნაკლები განზომილება. 
მართლაც, ვთქვათ, 

0 · რთი XV _ 

. 4= , | | 

' 061 · · როი 

მატრიცას აქვს რანგი „. მაშინ (6.14) სისტემა შეიძლება ამოიხსნას 
” უცნობის მიმართ, მაგალითად: 

X=ხ), 3) X-+1+ · +ხია +120) I ' 

X,=ხ,, „+1 X,41-L , +ნ, M+თ,. 

მაგრამ, რადგანაც, პირობის თანახმად, უცნობები” არაუარყოფითია, 

ამიტომ დავწე რთ: / 

X.=ხ),,+1X,(+1+ - ... ნსგიXე+ 0 >9, 

X,=ხ,..კვ1X-+1+ +ხ,, Xგ+ძ,>90, (.10 

X,+1>0, ·- , XV >9. 

მაშასადამე, ამოცანა დავიდა ადრე განხილულ ამოცანამდე –– 

27=0,+)X,+L ი” .-+C.#იLძ (6.17). 

წრფივი. ფორმის მაქსიმუმის პოვნამდე, ' რომელიც (6.15) ფორმიდან 

მიიღება, მასში X,, Xე, » + ·X, უცნობთა მნიშვნელობების ჩასმით, 

როცა ადგილი აქვს (6.16) 'მეზღუდვებს..: · 

სინამდვილეში სიმპლექსური მეთოდის ·გამოსაყენებლად არ. არის 

აუცილებელი წინასწარ გადავიდეთ (6.14) და (6.15) ამოცანიდან (6.16) 
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და (6.17) ამოცანამდე, რადგანაც სიმპლექსური მეთოდის გამოყენება 
შეიძლება პირდაპირ (6.14) და (6.15) ამოცანისათვის. 

ზოგადობის შეუზღუდველად შეიძლება მივიღოთ, რომ ხე>»0 
((=1, . . ·, 7); ასეთ შემთხვევაში კი ზოგიერთი ცვლადი (მაგალითად, 
Xც - ა ით XI) თითოეული დადებითი კოეფიციენტით შედის მხოლოდ 
(.14)-ის ერთ განტოლებაში, მაშინ შესაბამის განტოლებებს ამოვხს- 
ნით ამ ცვლადების მიმართ და ჩავსვამთ მათ მნიშვნელობებს (6.15)-ში; 
თავისუფალი წევრები, ცხადია, იქნება არაუარყოფითები, ამის შემ- 
დეგ შევადგენთ ცხრილს: 

  

  

  

_–)+1 –%%·+ ...– 1 

X1= 'თI, M+) თ), M+9 .. %ი. ზ, 

X= "თა. M+1 თას: · . .C”» ჩ, 

' 0:= Cთ.+1ს ს+L Cა4IV M#ზ8 · · "თავი ჩ.+ 
. ანონა მათა ოოოი ლყ” 

0= რო, .+I %ო, M+2 .  ... ჩი» 

2= V.+I Vა+2 –_ M 

აქ ყველა ჩ,>0 ძყ=), 2, –. 
როგორც ვხედავთ, (6.14) სისტემა უცბად არ ამოიხსნება ნაწილი 

უცნობების მიმართ.. უკანასკნელ ცხრილში გვაქვს ე.წ. 0 სტრიქონები 

და 2 სტრიქონი. 'საყრდნობი ამონახსნის საპოვნელად საჭიროა თავიდან 

მოვიცილოთ ყველა 0 სტრიქონი. ამისათვის, მაგალითად, თუ გვინდა 

-ური 0 სტრიქონის მოცილება, ვნახავთ იმ სვეტს, რომელიც შეიცავს 
ური სტრიქონის დადებით თ,;; კოეფიცაენტს, ·დავნიშნავთ ამ სვეტის 

ყველა დადებით კოეფიციენტს თ,,-ის ჩათვლით; ვყოფთ დანიშნულ 
კოეფიციენტებზე შესაბამის თავისუფალ წევრებს და იმ კოეფიციენ- 
ტებს, რომლისთვისაც ეს ფარდობა მინიმალური იქნება, ვიღებთ ამო– 

მხსნელად. თუ ასეთი იქნება თვითონ თ,,, გვექნება კარგი შემთხვევა 
და მაშინ, თუკი მოდიფიცირებულ. ჟორდანისეულ გამორიცხვის ერთ 
ბიჯს გავაკეთებთ, 0, რომელიც I-ურ სტრიქონში გვაქეს, გადავა ზემოთ 
(ურ სვეტში. ამგვარად, ჩვენ გავთავისუფლდებით ერთი 0 სტრიქო- 
ნისაგან, : · 

თუკი ამომხსნელი ელემენტი გახდა თ,, (§#/), მაშინ ვაგრძელებთ 
მოდიფიცირებულ ჟორდანისეულ გარდაქმნებს იმავე (-ურ სტრიქონ- 
ზე. ამ პროცესებს გავაგრძელებთ მანამ, სანამ არ მოვიშორებთ 0 
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სტრიქონს ან ვაჩვენებთ განხილული სისტემის უთავსებადობას. როცა 

0-ს ზემოთ გადავიტანთ, მისი შესაბამისი სვეტის ამოშლა შეიძლება. 

ყოველი მოდიფიცირებული ჟორდანისეული გარდაქმნის ბიჯის 

შედეგად მიღებული თავისუფალი წევრი ახალ ცხრილში არაუარყო- 

ფითი იქნება. მართლაც, ვთქვათ, ამომხსნელი ელემენტია თ, მაშინ 

ზ, თავისუფალი წევრის ნიშანი არ იცვლება, ასე რომ, ჩ'”,>90, „ხოლო 

სხვა ნებისმიერი თავისუფალი წევრი იანგარიშება შემდეგი 'ფორმუ- 

· ლით: 
” 

6; =-“- (ჩ.თ,–ჩ/ თ.)), 
C,; 

სადაც თ; > 0, >” >090, ზწ,->0. მაშინ, თუ თ.ჯ<-0, გვექნება ჩ.” >90; 

თუ თა/=0, ბამინ გვექნება ზ. >0; თუკი თ. >90, მაშინ ჩზ,”= 

=თა; (> +)>2, რადგანაც თ,ჯ >0 და 'ჩ. + _% 
თ. დ; თა; თ. 

ანალოგიურად შემოწმდება ის შემთხვევაც, როდესაც ამომხსნელი 

იქნება ის თ,, ელემენტი, რომელიც 0 სტრიქონს არ ეკუთვნის. 

0 სტრიქონთა. გამორიცხვის მიღებული წესი გამოდგება მანამ, 
სანამ ყველა მათ არ გამოვრიცხავთ ან არ ვაჩვენებთ (6.14) სისტემის 

უთავსებადობას. 

თუ საყრდნობი ამონახსნის პოვნისას, რომელიმე ”# სტრიქონის შე– 

საბამისი თავისუფპლი წევრი, რომელიც 0 სტრიქონს შეესაბამება, 

ნულის ტოლია, ხოლო სხვა ყველა ამ სტრიქონის ნულისაგან განსხვა- 

ვებული კოეფიციენტი ერთი და იმავე ნიშნისაა, მაშინ ამ კოეფიცი- 

ენტთა შემცვლელი სვეტები და აგრეთვე, თეითონ სტრიქონი შეიძ- 

ლება ამოიშალოს და ამოშლილი Xჯ,; უცნობები მივიღოთ ნულად. ამით 

ცხრილი შემცირდება და გამოთვლები გაადვილდება. 

- რაც შეეხება ოპტიმალური ამონახსნის პოვნას ის ზუსტად ისევე 

ხდება, როგორც ზემოთ იყო ნაჩვენები. 

ხანდისხან შეზღუდვები შეიძლება მოცემული იყოს შერეული სა- 

ხით უტოლობებისა დღა ტოლობების სახით. ამ შემთხვევაში წრფივი 

პროგრამირების ამოცანა შემდეგნაირად ჩამოყალიბდება: 

თ,X,+ ”-– ძ,იXიო<ხ, '((=1, « ა.ი, 

ძ.X + ა». სხიოXი=ხ+. (”=/”-+-1, _. -, 7), (6.18) 

X.>0, => >: .· ,.X2>0 
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სისტემის ამონახსენთა შორის, სადაც ხ#>-0 (”=”/ ' 1, ს”) 

მოვნახოთ ისეთი, რომელიც ექსტრერუმს ანიქებს 

2=0)X-+ « + · ხმიXი 

წრფივ ფორმას. 

(6.18)-დან უტოლობებს ცხრილში შევიტანთ შემდეგი სახით: 

ყლ –- (ძ,X-+ + . + ძVიXი)+ხ; (-=1, –.” 

ხოლო ტოლობებს –– შემდეგი 0 განტოლებათა სახით: 

აჟ„ჟ„უ„ზა„აჟ„ჟპუ9859)“7-:»ი:Xი:%იიიწიენეიი“””“” 

„გვექნება შე მდეგი ცხრილი: 

  

  

ღღეღება.. ლ 1 
· 

ყ) = (LI ი» ხ, 

ყ;-= მ. ძ,;ი. ხ, | 

, 0= თ,/+I, 1 ი. თ ხ,+ 

0= რ0ო1 .... მოი ხი 

2= | –ჩ –ჩი 9 
  

ისევე, : როგორც ზემოთ, უნდა გამოვრიცხოთ 0 სტრიქონები, რის 

შემდეგ მივიღებთ საყრდნობ ამონახსენს, ხოლო შემდეგ ოპტიმალურ 
ამონახსენს, 

8. წრფივი ფორმის მინიმუმის პოვნის ამოცანა. ჩვენ განვიხილეთ 

სიმპლექსური მეთოდის საშუალებით 

2=ი1X,+ 309 .Lრმ»Xი (6.19) 

წრფივი 'ფორმის მაქსიმუმის პოვნის ამოცანა, როდესაც ადგილი აქვს 

შეზღუდვებს: 
–_ მბ «8 -–– ძ.იXი“+ხ,>0 V(=1. . ს MM) (6.20) 

ბევრ ამოცანაში საჭიროა (6.19) ფორმის მინიმუმის პოვნა, როცა ადღ– 

გილი აქვს (6.20) შეზღუდვებს. ამისათვის საკმარისია მივიღოთ: 

_– - 
=--2= წი 853 · ჩი” 

და ამოვხსნათ მიღებული ფორმის მაქსიმუმის პოვნის ამოცანა, როცა 

(6,200) შეზღუდვები სრულდება, ცხადია, რომ 

" »I/(07= /0X7. . 
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(6.2001 წრფივი ფორმის მინიმუმის პოვნის ამოცანა; როცა (6.20) 

შეზღუდვებს აქვს ადგილი, უშუალოდ სიმპლექსური მეთოდით უნდა 

ამოიხსნას, ამისათვის საკმარისია სიმპლექსური მეთოდის ალგორითმ- 
ში რამდენადმე სახე შევუცვალოთ მხოლოდ ოპტიმალობის ნიშანს 
და ამომხსნელი ელემენტის არჩევის წესს. საყრდნობი ამონახსნის ოპ- 

ტიმალობის ნიშნად მივიღოთ 2 სტრიქონში- დადებითი კოეფიციენტე- 

ბის უქონლობა და მაშინ 

/IIIIL2= 0. 

ამომხსნელი ელემენტი უნდა ავიღოთ 2 სტრიქონის დადებითი კოე- 
ფიციენტის ზემოთ და არა უარყოფითის ზემოთ, როგორც ეს ხდებოდა 
წრფივი ფორმის მაქსიმუმის პოვნის დროს. 

მ. ორადობა წრფივ პროგრამირებაში. პირველ რიგში განვიხილოთ 

ორადი ცხრილები. ვთქვათ, მოცემულია სისტემა · 

  

ყ1=011(–-X.)+0თ1ი(– Xი) + · + თო(–Xი), 

#-=ძი(–X))+1-ძგა(– X)--. · · + ძჯიC-–-X%ი» -. (6.21) 

ყო=0ო)(–-X)+0თ(-X)+. · ·+ძუა(–Xჯი) | 

და მისთვის შევადგინოთ შემდეგი ცხრილი: ! - 

–Xჯ . . . –Iწ” ... –X”ი 

ყ1= 9ც ... 018 რ. · 

V, .-_- - -_ რი (6.2 

სყო= ხი . ძო · ძო» 
  

ამ ცხრილის მატრიცა იყოს #. , ! 

მოდიფიცირებული ჟორდანისეული გამორიცხვის ერთი ბიჯი, რომ- 

ლის დროსაც დამოკიდებული ყ, ცვლადი. ღა დამოუკიდებელი X+ 
ცვლადი ერთმანეთს ადგილს უცვლიან, შემდეგი ცხრილის სახით გა- 

მოისახება: 

  

. - . . >. .–_ 

ყI= (1) –თკ ხს. 

4 ==) ი, 1 იი | “ი (623) 

ყო= ხო ... –ძოვ .:.:. ხიოი 

 



სადაც 
ხ,,=ძ|7 0,,–ძ,, ძ,/. 

ვთქვათ, ვიხილავთ შემდეგ წრფივ ფორმებს: 

შ,= ძე +0,, (+ .· · ·.+იძასთ, 

.. 6.25 
4 ხე=0,V,+ძაი.+ ·+ძმოთი!თ 

ამ წრფივი ფორმების შესაბამისი . მატრიცა #4ზ" არის # მატრიცის 
ტრანსპონირებული. 

· (6.25) სისტემისათვის ცხრილი შევადგინოთ ისე, რომ ((, დამოუკი- 

დებელი ცვლადები იდგნენ მარცხნივ, ხოლო %, დამოკიდებული ცვლა– 
დები კი ზემოთ, მაშინ გეექნება ცხრილი: 

  

_ ხ= ... წ ==... წზე= ' 

V რი. “ .%+§ წი 

+“ ".- | ძო 0/, ძმ, (6.26) 
ბ 

-__-. 
  

ამ ცხრილის მატრიცა ემთხვევა (6.22) ცხრილის შესაბამის 4. მატრი– ს / 

(6.22) და (6.26) (ცხრილებს ეწოდებათ ორადი ანუ შეუღლებული 
ცხრილები. თუ (6.26) ცხრილში ჩვეულებრივი ჟორდანისეული გამო- 
რიცხვით თძ,, ამომხსნელი ელემენტით შეეუცელით V, და 0, ცვლა“ 
დებს ადგილებს, მივიღებთ: 

  

ხ,= .... ხლ .. . წი= ) ( ' 

V | .ხ . .'-ძყ ; ხ,ი 

' :0,, ხ, · ი. 1 ი. 

ყწ ხი1 . .“–. მო „.. ნი 

  

ეს უკანასკნელი «ცხრილი ემთხეევა (6.23)-ს. 

ამგვარად, მოდიფიცირებული ქორდანისეული გამორიცხვის ბიჯი 

ძირითადი (6.22) ცხრილის მიმართ ეკვივალენტურია ჩვეულებრივი 
ჟორდანისეული გამორიცხვის ბიჯისა (6.26) ორადი ცხრილის მიმართ. 
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' სწორედ ეს უკანასკნელი მოსაზრება იძლევა შესაძლებლობას ერ- 

თი ცხრილის სახით შემდეგნაირად წარმოვადგინოთ ურთიერთორადი 

(6.22) და (6.26) ცხრილები: 

  

სხ= ზჯ=- ხა= 

–” უეუეე–“_» ...–>. 

#4 ყM1= რ .. თვ ძი. 

“, ყ-= ძმ, მ, 0, ) 

“ი ყწთო= წო) ... 0=კ ... ძმ. 

  

ჟორდანისეული გამორიცხვის ყოველი სათანადო ბიჯი საჭიროების მი- 

ხედვით ერთდროულად გარდაქმნის ორივე ცხრილს. 

10. წრფივი პროგრამირების ორადი ამოცანები როგორც ვიცით, 

წრფივი პროგრამირების ძირითადი ამოცანა მდგომარეობს 

2=ი0,X,+0:X:-+ , « +-+ჩმიXჯ» (6.27) 

წოფივი ფორმის მაქსიმუმის პოვნაში, როდესაც შემდეგი შეზღუდვე- 

„ბი სრულდება: 

0,)1X. Lთ,ეXა-+ -+0ძ,იXი<-სნ, |! 

0:X+0თაX-+ ი. -4+რიXიდ ხი, | 
· 2.” · ... (6.28) 

თო ი+Cთ.აX+ . ·+ძმოიჯი<ხი | 
X.>0, X->0, · .· -, X>9 )I 

ამ ამოცანასთან ერთად განვიხილოთ მის მიმართ ე. წ. ორადი, ანუ შე- 

უღლებული ამოცანა, რომელიც მდგომარეობს 

სს=ხ,V,+ხ.Vსა+ · L. .+ხოსი (6.29) 

წრფივი ფორმის მინიმუმის პოვნაში შემდეგ შეზღუდვათა შესრულე- 
ბისას: 

0,,.+0:)0:+ -..+ით სო >, I 

0)5/(1-+ თჯა!(ა-I “1 რთახო>ი» | 

;ჯ (6.3თ 
თ» +ძეისიL ი. . ანთისო>ი» 1 

">, V:>90, ა .-სო>9 | 

რაც მიიღება ძირითადი ამოცანიდან შემდეგნაირად: ძირითადი ამოცა– 

ნის შემზღუდველი პირობების თავისუფალი წევრები ხ,, ხე, .: » ·, ხხ 
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წარმოადგენენ ორადი ამოცანის მიზნის ფუნქცის კოეფიციენ- 

ტებს, ხოლო ძირითადი ამოცანის მიზნის ფუნქციის კოეფიციენტები 

ჩს ჩა · · » ჩი ორადი ამოცანის შემზღუდველ "პირობათა თავი- 

სუფალი წევრებია; ორადი ამოცანის შემზღუდველ პირობათა მატრი- 

ცა წარმოადგენს ძირითადი ამოცანის შემზღუდველ პირობათა მატრი- 

ცის ტრანსპონირებულს, ე. ი. 4 "ს, ორად. ამოცანაში შემზღუდველ 
პირობებში უტოლობები საწინააღმდეტო ნიშნით იცვლება (<. იცვ- 

ლება X-ით), ხოლო ცვლადები ორივე, შემთხვევამი არაურაყოფი- 
თია. 

ძირითადი ამოცანის განხილვა შეიძლება, როგორც ორადისა თავი- 

სი ორადი ამოცანის მიმართ. ძირითადი ამოცანის შეზღუდვები ”შემ–- 

დეგნაირად ჩავწეროთ: 

ყე= –- 01 ფებვო 6. თ რთინი+ხ, >9, | 

_–_–__-_----_...._.. | 
· 1. · იიი , ... .... ჯ 

ყოლ ––-რთოისXე –- წთაბე–- . თ .–-მიიXი1- ხთ >90, | 

X.>0, X:>90, « ი ი, X20>-0- I! 

ზოლო ორადი ამოცანის შეზღუდვები კი შემდეგნაირად: 

შ,ლ=თIს4+ძესა+შ“.  . .14+40თIთ-- მ >0, I 

ყგ=C,ა(0 + რიე "+ თთენთ –- 0:2>9, | 
· · .· · · · · · ჯ 

ში=ძ,ეის+რთის- + . . . .ქ.მთი.- 0ი>9, | 

) V,>0, « 2 2, (ა. >0 

თუ დავაკვირდებით, განხილული ურთიერთორადი ორი ამოცანის პი- 

რობები შეიძლება ერთი ცხრილის სახით ჩაიწეროს. სახელდობრ, 

  

  

V.== ყვ= ხშა= == 

–X ... –_ჯ . .. ჯი 1 

რყ=!! ქ, თა რი I" ს, | 

«/, #V,= 0.) ძი, ძმ,» ხ, | (6.31) 

მო ყო= მიი ი... მოი ... მოი ხო | 

1 2= –ი, –_.. ... –ი 9 I 
  

მაშასადამე, თურმე ამოვხსნით რა წრფივი პროგრამირების ძირითად 

(6.27)––(6.28) ამოცანას, ამით ერთდროულად ვხსნით მის მიმართ ორად 
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(6.29)––(6.30) ამოცანას და, პირიქით. ძირითად ამოცანაში 2 წრფივი 

ფორმისათვის მიღებული მაქსიმუმი ემთხვევა ორად' ამოცანაში CV 
წრფივი ფუნქციისათვის მიღჭბულ მინიმუმს. 

11. წრფივი პროგრამირების ორადობის ძირითადი თეორემა. 

ვთქვათ, ვიხილავთ წყვილ ორად ამოცანა'(6.31)-ს. 

თუ ერთ-ერთ მათგანს აქვს ოპტიმალური ამო- 

ნახსენი, მაშინ მეორესაც ექნება ოპტიმალე- 

რი ამონა,0ხსენი და შესაბამის წრფივ ფორმათა 

ექსტრემალური მნიშენელობანი ერთმანეთს 

ემთხვევა: 
/710X 7=- /11LII VI). 

თუ რომელიმე ერთ-ერთი ამოცანის წრფივი 

ფორმა არ არის შემოსაზღვრული, მაშინ მისი 

შესაბამისი ორადი ამოცანა წინააღმდეგობრიეია. 

დამტკიცება. დავუშვათ ძირითად. ამოცანას, აქვს სასრული 

ამონახსენი და მიღებულია შემდეგი ცხრილი: : 

  

  

  

  

M,= ((§= 9 +.1= ხლ ' V= 
–Vყ, ... –V/V –-X5+L .·..–#%ი 1 

ხ X.= ხ, · ხა ხი5+: . ხი» ხ, 

V§ Xკვ= ხა. ხვა ხა, §+1 => ხ, (6.32) 

M§+1 ყ§+)= | ხა+),L ხვა ხ§+), §+1 · ხვ+,ი | ხ,.+) : 

"VMთ Vლი= ხის ... ხი. ხი, §+VL . . . ხიი ხი 

1 7= ძ · 0§ 0§+1 -. .. მი 0. 

რომელშიაც ხ,>90, . · ., ხი»9; 9,>9, ს» 9ი>0; „I0X2=0 
და ამას ადგილი აქვს როცა Vყ,= . .· ·.=Vა=X,+,= . · .=Xა=0. 

(6.32) ცხრილის გაანალიზება უფლებას გვაძლევს, რომ მარცხნივ მო–- 

თავსებული ცვლადების მნიშვნელობანი მივიღოთ ნულად: ' 

ს= „== თვ==LM§5§+)= «=!ჩა=0, 

მაშინ მივიღებთ, რომ 

V.=0)>9, “ M«§=0ძა>90; · 

შ§+1-“ ძ:+1>9, “ ხშა=მშ»ა 29. 

მაშასადამე, მივიღეთ საყრდნობი ამონახსენი: 

M1=- 0), ას ივ=ძა, M,+1= .=V,,=0 
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და უკანასკნელი სვეტიდან ჩანს, რომ 

თ=ხ,ას,+ ·» - ·+ხახ,+სხა+ ++ .·. ი -4+ნოსო+0 

წრფივი ფორმის მნიშვნელობი 

სხსხ=-= „- .=წხა=Mა+.,= .· ი «<= წო=0 

წერტილში იქნება მინიმალური, რადგანაც ხს, ხე, . . -·, ხა არა- 
უარყოფითებია. ამგვარად, IIIIთI=C0 და ემთხვევა /IთX2-ს. 

ახლა დავუშვათ, რომ ძირითადი ამოცანის 2 წრფივი ფორმა არ 

არის შემოსაზღვრული. ეს იმას ნიშნავს, რომ (6.32)-ში რომელიმე 

ზედა ცვლადისათვის, მაგალითად, ყ,-თვის. შესაბამისი კოეფიციენტი 

0, უარყოფითია, ხოლო მისი სვეტის ყველა კოეფიციენტი: ხ,,, . · „ნიო, 

არადადებითი სიდიდეებია მაშინ ორადი ცხრილიდან გამომდინა- 

რეობს, რომ .. 
· 

#,=ხ,.V+ - .-+ხ..ხა+ ხა.+, ვს»+LIL ·+ნოახო+09.<-0ა<0, 

ასე რომ, ორადი ამოცანის შეზღუდვათა სისტემა წინააღმდეგობრივია, 
ე. ი. /კ-ის არაუარყოფითობა უთავსებადიაფდ;,,, - .., ა, IMM6§+ყ · · ", Mო 

სიდიდეთა უარყოფითობასთან. · 
უნდა შევნიშნოთ, რომ ერთ-ერთი ამოცანის წინააღმდეგობრივობი– 

დან არ გამომდინარეობს მისი ორადი ამოცანის წრფივი ფორმის შე- 
მოუსაზღვრელობა. თურმე შესაძლებელია,!, რომ ორადი ამოცანაც 

აგრეთვე იყოს წინააღმდეგობრიეი. ეს უკანასკნელი ფაქტი ჩანს თუნ- 

დაც შემდეგი მაგალითიდან: 

  

9V=– ყე= თ= 
–X ლ2 1 

(2) #- | 2 –2 1 
სი ყე= |) –2 2 == 

1 2= | 3 1 0 , 

აქ 2=3X, –– X, წრფივი ფორმის მაქსიმუმის პოვნის ამოცანა 

V= – 2X+2Xგ-+1>-9, 

ყ:ვ=2X, –– 2Xვ –– 3>9, 

X#>0, X.>0 

შეზღუდვათა შესრულებისას წინააღმდეგობრივია, რადგანაც 

Vყ.“++Vვ= –– 2-0, 
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მის მიმართ ორადი ამოცანა 

შ)=VII, –– 309) 

წრფიეი ფორმის მინიმუმის პოვნის შესახებ 

9,=2#, –- 2 –- 3>0, 
ყე= –- 2(0+2V:+1 >90, 

V.>0, V->0 

შეზღუდვათა შესრულებისას აგრეთვე წინააღმდეგობრივია, რადგანაც 

ს,-+- ყე= –– 2-0. 

აგრეთვე ადვილად შეიძლება დავრწმუნდეთ იმაში, რომ ორივე ორა- 

დი ამოცანის ამოხსნას მხოლოდ იმ შემთხვევაში მივიღებთ ერთდრო- 

ულად, როდესაც წრფივი ფორმის იმ ამოცანის ,7ზაქსიმუმს. ვპოულობთ, 

რომელშიაც ” შეზღუდვათა მარცხენა მხარე (ნაკლებია მარჯვენაზე: 
ი 

?, ძ,, X,<ახ; ღა მინიმუმს ვპოულობთ იმ წრფივი ფორმისა, რომელ- 

|I=1 

შიაც შეზღუდვათა მარცხენა მხარე: მეტია მარჯვენაზე: 

ი” 

> ძი, ს,>70;. 

(=1 

19. წყვილი ორადი ამოცანის წრფივ უტოლობათა სისტემის ამოხხ- 

ნის ამოცანასთან ეკვივალენტურობა. ვთქვათ, ვიხილავთ წრფივი პრო- 

გრამირების წყვილ ორად ამოცანას, რომელთა პირობები მოცემულია 

(6.31) ცხრილით. ამ წყვილი ორადი ამოცანის ამოხსნა თურმე ეკვი- 
ვალენტურია შემდეგი წრფივ უტოლობათა სისტემის ამოხსნისა: 

0,.X,+ “ს -·-+თიXა< 0, ((=1, 2, 2. = „, 7), 

LI , '= ვა.. X,>9 ” 1, 2, · ,. ა), (6.33) 

ძ.IV-L .«ძ + მო/იო>ი?ი) C,=1, 2, «იი, ”), 

ყ,>0 (ჯL=1, 2, “ი · ი”), 

მ.X.+ « · "+მიXი>თM0)+ ი ა '“–ძოსი ა (6.34) 

რომელიც შედგება ორივე ამოცანის ყველა შეზღუდვისაგან და (6.34) 

დამატებითი უტოლობისაგან, რომელიც ცვლის ოპტიმალობის მოთხოვ- 

ნას, . 
„ვაჩვენოთ ჩამოყალიბებული დებულების მართებულობა. ეთქვათ, 

ჯ%X," Xე?, აი 6 ი Xა»”) და (I(%V,% წე”, . ი... თო") 
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ჩვენი წყვილი ორადი ამოცანის რაიმე ოპტიმალური ამონაზსნებია.. 

მაშინ ორადობის ძირითადი თეორემის თანახმად დავწერთ: 

ი,X,"+იეX,"+ . . ·4+იაჯაზ=0,(, "+ძკსე"- ა .·+ძიი" (6.35) 

ე. ი. ეს ოპტიმალური ამონახსნები, გარდა (6.33) უტოლობისა, აკმა– 

ყოფილებს (6.34) უტოლობასაც, რადგანაც ოპტიმალურ ამონახსენთა 

ნებისმიერი შესაბამისი წყვილი აგრეთვე არის (6.33) და (6.34) სისტე- 

მათა ამონახსენი+. 

პირიქით, ეთქვათ, X(MX, X:, · · „ს X»ი») და I((Vც VMა, « + ა წი) 
არის (6.33) და (6.34) სისტემის რომელიღაც ამონახსნები. იმ ფაქტი– 

დან, რომ X და # აკმაყოფილებენ (6.33) სისტემას, გამომდინარეობს, 
რომ 

" -.. ჩ „” 

ბ, იმ,X, < ?, (;. მ “) X, <. <3: ძი“, (6.36) 

|=1 /==1 (=1 (=1 

0)X.+ი:Xა+ · » ·+/მიჯიდრი ს +ძასა+ ა -+თძო!ი. 

ამგვარად, X და ( აკმაყოფილებენ (6.34) და (6.36) უტოლობებს, მა- 

შასადამე, აკმაყოფილებენ (6.35): ტოლობასაც. 

ახლა საკმარისია იმის ჩვენება რომ, თუ (6.33) სისტემის ი და X 

ამონახსნები აკმაყოფილებს (6.35) განტოლებას, მაშინ ეს ამონახსნები 

ოპტიმალურნი იქნებიან. 
მართლაც, ეთქვათ, ჯX არ არის ოპტიმალური ამონახსენი, მაშინ, თუ 

Xჯ"% და ("ით აღვნიშნავთ ჩვენი წყვილი ორადი „ამოცანის ოპტიმალურ 
ამონახსნებს, მივიღებთ: 

” 

პანო სააოლულლუ 
|=1 1==1 L=-L 

ე- ი. მივიღებთ, რომ ' 

ჩ ” 

2 ი,» > ბ, თბ, 
1=1 (=) 

რაც ეწინააღმდეგება ორადობის შესახებ ჩვენ მიერ დამტკიცებულ ძი- 
რითად თეორემას. 

მაშასადამე, თუ (6.33) სისტემის X და ( ამონახსნები აკმაყოფი- 

ლებენ (6.35) განტოლებას, ისინი იქნებიან ოპტიმალური ამონახსნე– 
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ბი და ამგვარად, წყვილი ორადი ამოცანის ოპტიმალური ამოხსნა ეკ- 
ქივალენტური ყოფილა (6.33) და (6.34) წრფივ უტოლობათა სისტემის 

ამონახსნის პოვნისა. 

18. ორადობის მეორე თეორემა. თ უკი ე რთ-ერთი ორა- 

დი ამოცანის ერთი მაინც .ოპტიმალური ამო- 

ნახსენი ამავე ამოცანის ჯურ შეზღუდვას აქჟკ- 

ცევს მკაცრ უტოლობად, მაშინ, მეორე ორადი 

ამოცანის თითოეული ოპტიმალური ამონახ- 

სნის ”–-ურიკომპონენტი (CC, ანდა (ე) ნულის ტო- 

ლია. 

თუკი ერთ-ერთი ორადი ამოცანის ერთი მა- 

ინც ოპტიმალური ამონახსნის XL-ური კომპჰპო- 

ნენტი დადებითია, მაშინ მეორე ორადი ამო- 

ცანის ყოველი ოპტიმალური ამონახსენი ამა- 

ვე ამოცანის (ურ შეზღუდვას აქცევს მკაცრ 

ტოლობად. 

სხვანაირად რომ ვთქვათ, წყვილი ორადი 

ამოცანის Xჯ%ზ და (? ოპტიმალური ამონახსნები 

აკმაყოფილებენ შემდეგ პირობებს: 

” 

1) X," (. იშ, ) =0 (0=1. ''ო, 
(=:1 

ჩM 

2) “(საოო-+)-ი ((=1, ა). 
:=1 

დამტკიცება. წყვილი ორადი ამოცანის ოპტიმალური ამო- 

ნახსნები X9? და #9? აკმაყოფილებენ (6.33) სისტემას და მისგან გამომ– 

დინარე უტოლობებს 

” ” 

ა ა <2“ ბ, თ, (,"X,"<. <3 თა“ (6.37) 

)1=1 (:=1 |=1 (=1 

ორადობის პირველი თეორემის თანახმად ჯ9% და V? ოპტიმალური ამო- 

ნახსნებისათვის გვექნება შემდეგი ტოლობა: 

„” 

5'/, X, “აპ, 8 (6.38) 
|I=1 |I=1 
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“თუ მხედველობაში მივიღებთ ზემოთ დაწერილ (6.37) უტოლობებს, 

რადგანაც (6.38)-ს აქვს ადგილი, ისინი იქცევიან ტოლობებად და დაე– 

წერთ: · 

ჩ ” წ 

|1=1 (=1 |=1 (=1 

3 

ან, რაც იგივეა, 

– ჩ ”M – ” 

?, ბ, ძი, V," X,"= ბ, ?,X," 
-1)=1 ჯ=1 ჯ=1 

”I 7 ჩ 

2, >. მ, V," X,"= ბჯ“ ხ/'. 
(=1 |=1 (=1. 

მიღებული ტოლობები შემდეგნაირად გადავწეროთ: 

” 78 

| ბ, ჯ," ბ, თ,,ყ,“–იხ, |=9 
1=1 1=1 

” ჩ 

ბ, V" ბ, თ X,'–ძ, )-. 
ჯ=1 |=1 

რადგანაც ყველა X," და (," დადებითია, აგრეთვე ფრჩხილებში მო- 
თავსებული გამოსახულებანი (6.33)-ის თანახმად არაუარყოფითია, 

ამიტომ მივიღებთ: ' ' 

ჩ 

ყ," » თ,X,-ძთძ )=0 (=1), ... -,/!). 

|=1 
შებრუნებულ თეორემასაც აქვს ადგილი. სახელდობრ: 
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წყვილი ორადი ამოცანის საყრდნობი ამონახსნები ჯX7” და (5, რომ- 

ლებიც აკმაყოფილებენ 1) და 2) პირობებს, ოპტიმალურნი არიან, 

მართლაც, თუ აეჯამავთ 1) პირობას /-თი, ხოლო 2)-ს (-თი მივიღებთ: 

”„ ” I 

ბჯ, >. თ,,!,'X,'= ?, ჩ,X,?, 
(=1 |=1 |I=1 

# ” ” 

· 
ა ა ძ,; VI, X,'= ) ძ, ყე. 

წ=1 1=1 (=1 

ასე, რომ 2 და ბ) ფუნქციათა მნიშვნელობა »ჯ" და I" წერტილებში. 

ერთმანეთს ემთხვევა. 2 და ს ფუნქციათა მნიშვნელობების თანამთხვევი- 
დან გამომდინარეობს Xჯ9? და (" ამონახსენთა ოპტიმალობა, რადგან, 

როგორც ზემოთ ვნახეთ, წყვილი ორადი ამოცანის ოპტიმალური ამო- 

ნახსნის პოვნა ეკვივალენტურია წრფივ განტოლებათა სისტემის ამო- 

ხსნის,ა რომელიც შედგება ორივე ამოცანის ყველა შეზღუდვისაგან. 

14. ძირითადი და ორადი ამოცანების ეკონომიური ინტერპრეტირე- 

ბა. ვთქვათ, ძირითადი და ორადი ამოცანების პირობები ერთდროუ- 

ლად მოცემულია (6.31) ცხრილით. 
წრფივი პროგრამირების ძირითადი ამოცანის ეკონომიური ინტერ- 

პრეტირება შეიძლება შემდეგნაირად დავუშვათ, ერთი პროდუქ- 
ციის დასამუშავებლად გვაქვს ი სხვადასხვა ტექნოლოგია. ვგულისხ- 

მობთ, რომ გამოიყენება ი: სხვადასხვა სახის მასალა და მოქმედებს 
სხვადასხვა საწარმოო ფაქტორი. ყველა გამოყენებულ მასალათა და 
საწარმოო ფაქტორთა ერთობლიობას ინგრედიენტი, ანუ შემავალი 
ეწოდება. ვთქვათ (-ური ტექნოლოგიით დროის ერთეულში იხარჯება 

(ური ინგრედიენტის ი,, რაოდენობა რომელთა საერთო / მარაგია 

თ,ც და მზადდება 0/ ერთეული პროდუქცია. X,-თი აღვნიშნოთ ის დრო, 

რომლის განმავლობაში წარმოება ხდება / ური ტექნოლოგიით. მა–- 

შინ X=(X,, « · ·, X») „გეგმით“ დამზადდება 2=#0,)X,+ . 2 ზ+ 

4+ჩიX ერთეული პროდუქცია და დაიხარჯება 0:X.-+ + · ·+ძ,იXჯი 

ერთეული ” ური ინგრედიენტისა (=1,VC, » ;, #).1 ბუნებრივია ის- 

მება ამოცანა. მოინახოს ისეთი ოპტიმალური გეგმა, რომლის გატა- 

რებისა ინგრედიენტთა მარაგიდან გამოიშვება პროდუქციათა მაქ- 

სიმალური რაოდენობა. ამ ამოცანის მათემატიკურ მოდელს წარმო- 

ადგენს წრფივი პროგრამირების ძირითადი ამოცანა: გავხადოთ მაქსი– 

მალური ' 

2=0ი0,X, + ·-4+მიჯი 
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წრფივი ფორმა, როდესაც ადგილი აქვს 

ძესX,+ ა" · -+ძიიXი<0, (=1, .. ., 7”), 

X,>0, „+ X.>0 
შეზღუდვებს. 

წრფივი პროგრამირების ორადი ამოცანი ეკონომიური ინტერ- 
პრეტირებისათვის უფრო მოხერხებულია გამოშეებული პროდუქციის 
ერთეულის ფასი მივიღოთ ერთეულად. მაშინ /ჯ/-ური ტექნოლოგიის 
დროის ერთეულში დამზადდება "პროდუქცია ი, ერთეული ფასით. 

ამისათვის დაიხარჯება თ,, პირველი ინგრედიენტი, 0;/ მეორე ინგრე– 
დიენტი და ა.შ. თ»/ მე-/. ინგრედიენტი. აღვნიშნოთ VI), IL, ..., ფო- 
-ით სათანადოდ · თითოეული ინგრედიენტი ერთეულის ფარდობი- 
თი ფასები. დახარჯულ ინგრედიენტთა შესაფასებლად მივიღებთ 

ძი,)ს+ ი თ. ი+თა/ოი 

ჯამს და, ცხადია, ის არანაკლები იქნება მიღებული პროდუქციის ი, 

ფასზე, ე. ი. 

თ), + 2 ი .+თ0თ,სო>ი0; (I=1, « « „, (); (6.39) 

ცხადია, რომ ".>90, : · «, V.=>90 ღა თუ ავიღებთ საკმაოდ დიდებს 
Mს (0, ·. « . MM» მნიშენელობებს, ჩვენ დავაკმაყოფილებთ (6.39) 

ყეელა პირობას. თუ არ გეინდა ინგრედიენტთა ფარდობითი ფასის გა- 

დიდება, ამისათვის ბუნებრივია, ისინი რაც შეიძლება მცირე ავიღოთ, 

ე. ი. ისეთნი, რომელთა შემდგომი შემცირება არ იყოს შესაძლებელი, 

რადგანაც მაშინ (6.39) პირობები არ შესრულდება. ასეთ ოპტიმალურ 

ფარდობით ფასებში ინგრედიენტთა მთელი მარაგის ფასს "ექნება უმ- 
ცირესი მნიშვნელობა, ე. ი. 

0Iს+ ი ი «+ რთი! 

ჯამს ექნება მინიმალური მნიშვნელობა. ამგვარად, მათემატიკურ მო- 

დელს, იმ ეკონომიური ამოცანისა, სადაც ინგრედიენტთა დასაშვები 
ფასები ისე დგინდება, რომ მათი მარაგის ფასი იკოს მინიმალური, 

წარმოადგენს ორადობის ამოცანა: 

ვაქციოთ მინიმალურად 

ს . თ=ძ,ი,+ ა ი იL+იმო/“ით 

წრფივი ფორმა, როდესაც ადგილი აქეს 

0,,ი,+ .. "+ მთ/)ყო>ჩ| (ფ=1, ა «ი «ი, 7”) 

#>0, ი» ი თს (ო>9 
შ ეზღუდვ ებს, | 
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მაშინ ორადობის ძირითადე ამოცანა ღებულობს შემდეგ ეკონომი- 

ურ აზრს: თუ ამოცანისათვის პროდუქციათა გამოშვების მაქსიმალური 

გეგმა არსებობს, მაშინ არსებობს აგრეთვე ინგრედიენტთა მინიმალუ- 

რი ,ფარდობითი ფასების ოპტემალური გეგმა და ყველა პროდუქტის 

ღირებულების ფასი, -დომლებიც ოპტემალური გეგმით არიან დამ- 

ზადებულნი, ემთხვევა ინგრედიენტთა ყველა მარაგის თ ღირებულე- 
ბას. ' 

·ორადობის მეორე ამოცანა კი შემდეგნაირად ჩამოყალიბდება: თუ- 

კი წარმოების რომელიმე ოპტიმალურ გეგმაში IL-ური ინგრედიენტის 
ი · 

ხარჯი 29», მკაცრად ნაკლებია მის ძ; მარაგზე: 

|=1 7 
MM 

?ჯ, 0,/X; < ძ,,, 

|=1 

მაშინ ფარდობით ფასთა ყოველ ოპტიმალურ გეგმაში ამ ინგრედი- 

ენტის. Vყ, ფასი ნულის ტოლია. თუკი ფარდობით ფასთა რომელიმე 
ოპტიმალურ გეგმაში (ური ინგრედიენტის ი, ფასი ნულზე მეტია, 

მაშინ წარმოების ყოველ ოპტიმალურ გეგმაში ამ ინგრედიენტის ხარ- 

ჯ ზუსტად მისი. მარაგის ტოლია: : 

ი 

) თ,; Xლ=ფძ/. 

)=1 

თუკი ფარდობით ფასთა . რომელიმე ოპტიმალურ“ გეგმაში ინგრედი- 
” 

ენტთა 2ბე9 ფასი რომელიც იხარჯება |-ური ტექნოლოგიით, 

(=1 · V 

მკაცრად აღემატება ამ ტექნოლოგიით დამზადებულ საბოლოო პრი- 

დუქციათა #, ფასს: 

თ 

· 2 თკ, >ჩ)/, 
1=1 

მაშინ წარმოების არც ერთ ოპტიმალურ გეგმაში /-ური ტექნოლოგია 

არ გამოიყენება, ე. ი. X,=0, თუკი წარმოების რომელიმე ოპტიმალურ 

გეგმაში /-ური ტექნოლოგია გამოიყენება (X,>0), მაშინ ფარდობით 
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– „ 

ფასთა ყოველ ოპტიმალურ გეგმაში ინგრედიენტთა 2,9 ფასი, 

· (=1 

რომელიც /|-ური ტექნოლოგიით იხარჯება, ზუსტად ტოლი იქნება ამ 

ტექნოლოგიით დამზადებულ პროდუქტთა „20, ფასის: 

ბ. 0// M/= ჩ/. 

(=1 

ამგვარად, ორადი ამოცანების” შემთხვევაში წარმოების ოპტიმა- 

ლურ გეგმას ეთანადება ფარდობით ფასთა ოპტიმალური გეგმა, რომ– 
ლითაც გამოყენებული ტექნოლოგია რენტაბელურია, ხოლო მათ, 

რომელთაც არ ვიყენებთ, საზარალოა და, პირიქით. 
16. ორადი ამოცანები შეზღუდვათა შერეული სისტემით. ზემოთ 

განხლულ” წყვილ ორად ამოცანებში შეზღუდვები მხოლოდ უტო- 
ლობებით იყო მოცემული. ასეთ ამოცანებს სიმეტრიულს ანდა ერთ- 
ნაირი ტიპის შეზღუდვებიან ამოცანებს უწოდებენ. 

ორადობის დადგენა შეიძლება მაშინაც, როდესაც შეზღუდვები 
შერეული ტიპისაა, ე.· ი. როცა გვაქვს ტოლობები ღა უტოლობები 
მხოლოდ XV/>9 (V,>0) ტიპის. ასეთი ტიპის ამოცანების სიმეტრიულ- 

ზე დაყვანა ყოველთვის შეიძლება. 

პირველ რიგში განვიხილოთ შეზდღუდვათა შერეული სისტემა, 
შევისწავლოთ 

2=M0მ,X+ . -+9მიXი 
წრფივი ფორმის მაქსიმუმის პოვნის ამოცანა, როცა XI, . > 

უცნობები აკმაყოფილებენ შემდეგი შერეული ტიპის შეზღუდვებს: 

ყ=–ძქი.. ““როი102% 
· >" ––-– ––––-––-_--–-– 

ყიელ–-ძ9,X+ ... ინ. +ხ,>0, 

0= –ძ,+-I1 X)““ .-ძ,,-”)ი X.+ხ,, 

0= –6ი1Xჯ“– · –მიაXგ+ხო, 

X.>9, . . ., X,>0, 3<-ჩ. 

ამ ამოცანის ორადი ამოცანა ,იქნება ' 

თ=ხ,V:+ .. ი+ხიოხი 

წრფივი ფორმის მინიმუმის პოვნა როდესაც ადგილი აქვს შემდეგ 

შეზღუდგებს: ზ 
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01=0))M, + .+0თ სს -–-ჩჩ,>9, 

შ.=0)§LM1) + -+იძოასი-–-ი0:>0, 

ი– რა ერ · .-+ძი, §+IMIთ –- ჩ++I 

0=90, > + +ძოისთ-ჩი, 

9V.>9,: . , IV, >0. 

ჩამოყალიბებული წყვილი ორადი ამოცანის პირობების წარმოდგე– 

ნა უფრო მოსახერხებელია იმ ცხრილის სახით, რომლის მსგავსიც 

"გვქონდა ადრე სიმეტრიული ამოცანები“ გარჩევისას სახელდობრ: 

  

  

ფყ,= ... ხჯ= 0= 8... 0= ს= 

+ –X 1. . XX –Xვა) .–– 1 

სე ყ.ლ–| 0)! 0)1§ 01. §+1 რი ხ. | 

სყ, ყ,= მ; 0/-ჯ ძ,, §+1 .. მი ხ, (6.40) 

#.-+) 0=|) 0,+1 0,+1,§ 0,+1I, §+1 · . . მ,ყ+ი ხ,+ 

მთ მ=) 0» ა... მთ ძო §+1 ... 0ოი ხო 

– 2 
1 2= –/, · “იჩ, “– ა-+1 ·.. –ჩი 0 | 7 
  

აქვე შევნიშნოთ, რომ არაუარყოფითობის პირობა ედება მხოლოდ იმ 

V/(X,) დამოუკიდებელ ცვლადებს, რომლებიც (6.40) შერეულ ცხრილ– 

ში მოთავსებულია იმ სტრიქონებში (სვეტებში), რომელთაც ძირითა- 

დი (ორადი) ამოცანების უტოლობებით 'მეზღუდვები ეთანადება, ხო- 

ლო იმ VV7(X,) ცვლადებს, რომლებიც შეესაბამებიან ძირითადი (ორა- 

დი) ამოცანის განტოლებებით მოცემულ შეზღუდვებს, არავითარი 

შქრღუდვა არ ედება. 
შევადგენთ რა (6.40) ცხრილს, ამოვხსნით ძირითად ამოცანას; ჩვე– 

ულებრივ, ავტომატურად მივიღებთ აგრეთვე ორადი ამოცანის ამოხს– 

ნასაც. 

ახლა განვიხილოთ შეზღუდვათა შერეული სისტემა, როცა მხო- 

ლოდ X/>0 ტიპის უტოლობები გვაქეს. 

შევისწავლოთ 

' 

2=X%0)+L . ·'.+Xიმი 

წრფივი ფორმის მაქსიმუმის პოვნის ამოცანა, როცა გვაქვს: 
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0= –- 0X -–– რეჯXი+ხ,, 
886 556 « § 09 CC 0ი § 954 «2«ი- 

0= – ძო) –– - , ·“– –ნთიXი-Lხი, 

X. >9, ,.. X92>90 

სახის შეზღუდვები. 

ეს ამოცანა ზემოთ განხილული ამოცანის კერძო შემთხვევას წარ- 
მოადგენს, როდესაც #=0, §=ი. ამოცანაში იგულისხმება, რომ გან– 
ტოლებათა რიცხვი ნაკლებია უცნობთა რიცხეზე, 

ორადი ამოცანა იქნება 

ბ. ფ= ხIს+.., L"+ხოო 

წრფივი ფორმის მინიმუმის პოვნა, როცა ადგილი აქვს შემდეგ შეზ. 

ღუდვებს: 
თ=0სი,+ ·"+შთ)!თ –– 01>0, 

_---_-__--____- -_-–_–_- ... 

ხა=ძ0,ა»,6+ . . .+C0მთასთ,თ- 0მ98>9. 

რადგანაც #=0, ამიტომ VV, ცვლადებს არავითარი შეზღუდვა არ ედე- 

ბათ. ჩამოყალიბებული წყვილი ორადი ამოცანის პირობებიც წარმო- 

ვადგინოთ შემდეგი ცხრილით: 

ყმჯ= წა= (ხ= 

–  . 1 

“ 0= 09)L თიო /,M 

“ო. 0= ძო. –_” მოი ხო 

_ 1 2=)| -–ნე . · ·.-–ნი | 9 

თუ ამოვხსნით ძირითად ამოცანას, ჩვეულებრივ ერთდროულად მი- 
ვიღებთ ორივე ორადი ამოცანის ამონახსენს. 

18. ორადი სიმპლექსური მეთოდი. "ვთქვათ, წყვილი ·ორადი ამო- 

ცანის პირობები მოცემულია ცხრილით: 

  

  

ი=... ყლთთ... ყი= !' ს 

_–.ს ....I ...-– 1 

ს Vყ.= (წ ძი კ ში “ხ, 

––>”!. ა“ 

M; ყ;= 0. –”''"” ხ, ( ) 

სწა წო= მო ... მთე ·.. მოი “ ხო 

1 2=|) –იმ, ...–ჩა  ...–ი 9     
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მაშინ, როგორც ზემოთ ვნახეთ, 2 წრფივი ფორმის მაქსიმუმის პოენის 

ამოცანის ამოხსნით იხსნება. აგრეთვე V-ს მინიმუმის, პოვნის ამოცანაც. 
უფრო მოზერხებულიაა (6.41) .ცხრალეს შემდეგნაირად "ჩაწერა: 

1 
  

      

ყხხი... ნი ...ო 

ყს= I! ძი მე . . . მო | ––/ 
იენს) ოოთოოო.ოთოო8თიითიი 

ყა= I შედ « ს · 0, · · - მოვ | –“ ჩკ (6.42) 

ზი=<| ში... 0, · · · მოი | ––”ი 

ს = ს, ... ხ, ...ხო 0 

  

სწორედ ამ ცხრილით ამოიხსნება V-ს მინიმუმის პოვნის ამოცანა 
წ წ. ქორადი სიმპლექსური. მეთოდით. 9 8 თ 

იმისათვის, რომ სს სტრიქონში უარყოფითი კოეფიციენტები მოვი- 

შოროთ, ამომხსნელი ელემენტის შესარჩევად განვიხილოთ ის სვეტი 
რომლის შესაბამისი V სტრიქონის ელემენტი უარყოფითია; ვთქვათ, 

მაგალითად, ხ,<0. თუკი (I) სტრიქონის ოეფიციენტი არაუარ- 
საპირე ნერი 0 იქ ება იას ეევე ეა მალა კო შინ გადავალთ. ოპ- 
ტიმალური ამოხსნის პოვნაზე. ' 

ვიპოვით რა მე-/ სვეტში რომელიმე უარყოფით კოეფხციენტს, 

მაგალითად, 0/,ა<:0, მაშინ ამ ელემენტის შემცვლელ სტრიქონს ვი- 

ღებთ ამომხსნელად. თუკი # სვეტის ყველა კოეფიციენტი. არაუარ- 

ყოფითია, მაშინ CV) ფორმა შემოუსაზღვრელია ქვემოდან ანდა ამოცანას 
ამონახსენი არა აქვს. 

შემდეგ, ვეძებთ არაუარყოფით ფარდობებს სც სტრიქონის კოეფი- 

ციენტების ამომხსნნელ § სტრიქონის კოეფიციენტებთან: ამომხსნე- 
ლად მივიღებთ § სტრიქონის იმ კოეფიციენტს, რომლისთვისაც ეს ფარ- 

ღობა მინიმუმია. თუ უმცირესი ფარდობა ნულია, მის მნიშვნელს მა- 

შინ ვიღებთ ამომხსნელად, როცა ის დადებითია. როცა შევარჩეეთ: 

ამომხსნელ ელემენტს ვაკეთებთ ჩვეულებრივ უჟორდანისეული 
გამორიცხვის ბიჯს, თუ ზემოთ ჩამოყალიბებული წესის გამოყენებით 

  

  

ივიღებთ შემდეგ (ხრილს: , 

8 ...ი ი69+1 ·...Vხ 1 

ი = ხი .· · ხს ხა. · · ·ხო ძმ 

ი9ვ= ხა · „ხვ, ხა+!. §ჯ · „ხთ, - # (443) 

9:+1= | ხI, 341 - «ხვ, +) ჩ§+!/4§+1 « · ·ხოს §+1| 4§5+1 

ფშა= ხს.» .. -ხკი ნკ)» .. .·ხოი “ი 

ს= | ძ, . . .0 ძა+ .. 0 | 
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რომელშიც LV) სტრიქონის ყველა 0ძ,,- .· · ·, ძთ კოეფიციენტი არაუარ- 

ყოფითია, ხოლო თავისუფალ წევრთა შორის კიდევ ურევია უარყო- 

ფითები, მაგალითად, 0.<:0, მაშინ ოპტიმალური ამონახსენი კიდეე 

არ არის ნაპოვნი და საჭიროა მისი მონახვა. 0 სიდიდე გვაძლევს V-ს 
ქვემოდან შეფასებას.: | 

ორადი სიმპლექსური მეთოდით ოპტიმალური ამონახსნის პოვნა 

შემდეგნაირად ზდება: ამომხსნელ სტრიქონად ვიღებთ ისეთს, რომე– 

ლიც შეიცავს უარყოფით თავისუფალ წევრს/ მაგალითად, ვთქვათ, 

მე-§ სტრიქონს (ძჯ<0). შევარჩევთ ამ სტრიქონის ყველა დადებით 

კოეფიციენტს, მათზე ვყოფთ 1) სტრიქონის შესაბამის კოეფიციენტებს 

და ამომხსნელად ვიღებთ § სტრიქონის იმ კოეფიციენტს, რომლის- 

თვისაც ამ ფარდობას ექნება მინიმალური მნიშვნელობა. თუ მე-§ 

სტრიქონში არ არის დადებითი კოეფიციენტები, მაშინ ამოცანის შეზ- 
ღუდვები წინააღმდეგობრივ-ა. · 

ჩვეულებრივი ჟორდანისეული ბიჯის რამდენჯერმე განმეორებით 

ჩვენ ან მივიღებთ II-ს მინიმალურ მნიშვნელობას ანდა დავრწმუნ- 
დებით ამოცანის შეზლუდვათა წინააღმდეგობრივობაში. 

განვიხილოთ შემდეგი მაგალითი: ვიპოვოთ 

7=4X, –– X, 

წრფივი ფორმის მინიმუმი, როცა სრულდება შემდეგი შეზღუდვები: 

ყე=Xი –– 220, ! 

ყა= –+ X-+X---1.->90, 

ყე=X, –“ X.-+1->0, 

ყა=X, –- %:>0, 

X,>9, X:>9. 

შევადგინოთ ცხრილი“ 

X. X. 1 

თი=) 90 - 
ყელ | –-1 1.1 

ყლ–)ს) 1! –1) 1 

ყა= 1 0 –?/ 

2= 4 –! ! 0 

2 სტრიქონის უარყოფითი ელემენტის ––- 1-ის ზევით ვპოულობთ უარ- 
ყოფით კოეფიციენტს -- 1-ს, რომელიც მესამე სტრიქონზეა. ამ სტრი–- 

ქონს მივიღებთ “ამომხსნელად. ვიპოვით არაუარყოფით ფარდობებს _ 
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და =1, ამომხსნელ ელემენტად ვიღებთ -––- 1-ს. ჩავატაროთ ჩვეუ- 

ლებრივი ჟორდანისეული გარდაქმნის ბიჯი, მივიღებთ ცხრილს 
' 

  

  

8LC> ყე 1 

V. ==. 1 – _ 

ყვ=| ე –I 2 - 
ჯილ)! –--4 1 

ყ.ა= |!) 1 0 |“–9/ 

2?= 32 1 I-II “   
ამ ცხრილში 2-ის კოეფიციენტები დადებითია. მაშასადამე, შეიძლება 

ოპტიმალური ამონახსნი პოვნაზე გადასვლა. ამომხსნელად ვიღებთ 

მეოთხე სტრიქონს, რომლის თავისუფალი წევრი უარყოფითია (–-7/,). 

ამ სტრიქონში ამომხსნელი ელემენტი იქნება 1. ჩვეულებრივი ჟორ- 

დანისეული გარდაქმნის ბიჯის შემდეგ გვექნება 

ყა ყვ! 

  

ყV:= # 1/ა 

' ყა 2 
X-= ბ/. 

X1== 8/. 

; 2= I! 3 1 ?/   
აქ ყველა თავისუფალი წევრი დადებითია, მაშასადამე, ოპტიმალური 
ამონახსენი იქნება /IXI12=7/ე, რომელი() მიიღება:როცა X1=3მ/ე, Xგ=ზ/,. 

ორადი სიმპლექსური მეთოდით VI-ს მაქსიმუმის პოვნის ამოცანის 

ამოხსნა შეიძლება ან ზემოთ აღწერილი წესით (მოვნახავთ რა LსV-ს 

მინიმუმს, ხოლო შედეგს ავიღებთ საწინააღმდეგო ნიშნით), ან თავი- 

დანვე V-ს მაქსიმუმის მონახვით. ამ შემთხვევაში წინათ გამოყტნებულ 
წესში (ს სტრიქონის ყველა კოეფიციენტს არადადებითს გავხდით. 

ორად სიმპლექსურ მეთოდში ჩვეულებრივი ჟორდანისეული გარ- 

დაქმნის ნაცვლად შეიძლება მოდიფიცირებულე გარდაქმნა მოვახდი- 

ნოთ. რადგანაც ამ შემთხვევაში ცხრილის ზედა სტრიქონში ცელადები 

გადმოიწერებიან უარყოფითი ნიშნით, ამიტომ ამომხსნელი ელემენტის 

არჩევისასს უნდა გვახსოვდეს რომ “ცხრილის ყველა კოეფიციენტის 

ნიშანი, გარდა თავისუფალე წევრების სვეტესა, საწინააღმდეგოა იმ 

ჩვეულებრევი ცხრილის კოეფიციენტების ნიშნისა, რომლისთვისაცაა 
ჩამოყალიბებული წესი. ამიტომ (I-ს მინიმუმის პოვნას მაშინ შევუდ- 
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გებით, როცა თ სტრიქონის ყველა კოეფიციენტი გახდება არადადე–- 
ბითი, როგორც ეს გექონდა ჩვეულებრივი სიმპლექსური მეთოდის 
დროს, ხოლო ამომხსნელად ვღებულობთ უარყოფით თავისუფალ წევ– 
რიან ამომხსნელი სტრიქონის იმ უარყოფით კოეფიციენტს, რომლის– 
თვისაც ს სტრიქონის შესაბამისი ამომხსნელი სტრიქონის უარყოფით 
კოეფიციენტებთან ფარდობა უმცირესია. : 

ს-ს მაქსიმუმის მონახვას მაშინ დავიწყებთ, როდესაც V სტრიქო- 
ნის ყველა კოეფიციენტი გახდება არაუარყოფითი, როგორც ამას ვა- 
კეთებდით ჩვეულებრივი სიმპლექსური მეთოდის დროს, ხოლო ამომ- 
ხსნელად ვიღებთ ამომხსნელი სტრიქონის იმ უარყოფით კოეფიცი- 
ენტს, რომლისთვისაც აბსოლუტური მნიშვნელობით უმციდრესია 
სტრიქონების კოეფიციენტების ამომხსნელი სტრიქონის” რშესაბამის 

უარყოფით კოეფიციენტებთან ფარდობა. ვთქვათ, სიმპლექსური მე- 

თოდით ვეძებთ 2-ის ექსტრემუმს. თუ საყრდნობი ამონახსნის მიღებისას 

ანდა საწყის ცხრილში 2 სტრიქონის ყველა კოეფიციენტს ერთი და 

იგივე ნიშანი აქვთ, მაშინ, ცხადია, უფრო მიზანშეწონილია ამოცანის 

ამოხსნის გაგრძელება ორადი სიმპლექსური მეთოდით, რადგანაც ოპ- 

ტიმალური ამონახსნის საპოვნელად საჭირო იქნება მხოლოდ უარყო- 

ფითი თავისუფალი წევრების მოშორება. 

სიძნელის მხრივ, როგორც ჩვეულებრივი, ისე ორადი სიმპლექსური 
მეთოდი ერთნაირია. შევნიშნოთ აგრეთვე, რომ ჩვეულებრივი სიმპ- 

ლექსური მეთოდის დროს ჩვენ ვუახლოვდებით მაქსიმალურ (მინი- 

მალურ) ამონახსენს ქვემოდან (ზემოდან), როცა ვეძებთ საყრდნობ ამო- 

ნახსენს ხოლო ორადი სიმპლექსური მეთოდის გამოყენებისას ჩვენ 

ვუახლოვდებით მაქსიმალურ (მინიმალურ) ამონახსენს ზემოდან (ქვე– 

მოდან), ამავე დროს საშუალედო ამონახსენი უკვე არ იქნება საქრდნობი. 

სინამდვილეში, თუ საშუალედო (6.43) ცხრილში ზევით მოქცეულ 

ცვლადებს გავუტოლებთ ნულს, მაშინ, რადგანც ზოგიერთი თავი- 

სუფალი წევრი ნულია, ზოგიერთი გვერდითი ცვლადი აგრეთვე უარ- 
ყოფითი იქნება. 

ხშირად, როდესაც ცვლადთა რაოდენობა შეზღუდვებში დიდია, 

მაშინ ერთი და იმავე ამოცანის ამოხსნა მოხერხებულია ორივე მეთო- 

დის ერთდროულად გამოყენებით, რადგანაც მაშინ 2 ფორმის ოპტი- 

მალურ მნიშვნელობამდე ჩვენ მივდივართ ერთდროულად ორივე 

მხრიდან –-– ზემოდან და ქვემოდან და, თუ წრფივი ფორმის შესაბა- 

მის მნიშვნელობათა შორის სხვაობა უმნიშენელოა, რმესაძლებელია 
გამოთვლის შეწყვეტა და ამოცანის მიღებული საყრდნობი ამონახსე– 
ნი რომელიც მიიღება სიმპლექსური მეთოდით, შეიძლება ჩაითვა- 
ლოს ამოცანის მიახლოებით ამონახსნად. 
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თავი II 

მთელრიცსვა პრობრამირების მეთოდი 

ვთქვათ, ვეძებთ 
2=0,X,+ · 4 ·+ჩიXჯი (1) 

წრფივი ფორმის მაქსიმუმს, როდესაც ადგილი აქვს შეზღუდვებს: 

ძეX+ :.. +ძ,იX,<ხ, ((=1, ., 7), თ 

X,>0 (ი=1,. ·- , 7). 

(1-ს განსაზღვრავს §პ: მრავალწახნაგა. მივიღოთ, რომ თ,, და ხ; კოე–- 

ფიციენტები მთელი რიცხეებია მთელრიცხვა პროგრამირება ნიშნაგს 

დასმული ამოცანის ისეთნაირი ამონახსნის პოვნას რომელიც მთელი 

რიცხვებით გამოისახება. ისეთი ტიპის ამოცანები, რომლებიც კმაყო– 

ფილდებიან მხოლოდ მთელრიცხვა ამონახსნებით, უამრავია. 
პირდაპირ სიმპლექსური მეთოდის გამოყენება ყოველთვის როდი 

მიგვიყვანს მთელრიცხვა ამონახსნამდე. (2) პირობებში (1)-ის მაქსი- 

მუმი რომ ვიპოვოთ ისე, რომ ამოხსნა მთელრიცხვა იყოს, სპეციალუ- 

რი მეთოდის გამოყენება იქნება საჭირო. ასეთია სწორედ მთელრიცხვა 
პროგრამირების მეთოდი. 

ამ მეთოდს შემდეგი გეომეტრიული აზრი აქვს: ვიხილავთ შეზღუდ- 

ვათა (ა მრავალწახნაგას მთელრიცხვა წერტილების სიმრავლეს. თუ 
მოვახე რხეზთ' (ა მრავალწახნაგას შეცვლას მის მთელრიცხვა წერტი- 
ლებში ამოზზექელე გარჰეთ, მაშინ სიმპლექსური მეთოდით მიღებუ- 
ლი ოპტიმალური ამონახსენი სახეშეცვლილი ამოცანისა იქნება მთელ- 

რიცხვა და ის ამავე დროს იქნება თავიდანვე დასმული ამოცანის მთელ- 
რიცხვა ოპტიმალური ამონახსენი. 

რადგანაც ძალეან ძნელია ამოზნექილი გარსის აგება, ამიტომ აგე- 

ბენ ისეთ სამუალედო მრავალჟახააგას, რომელაც შეიცავს ამ გარსს 

ღა თვითონ შედის §)-ში. განხილულ მეთოდში ეს ხორციელდება ყო- 

ველა ბეჯის დროს დამატებეთე შეხუულღვის შემოყვანით, რაც ამცი- 

რებს §4 მრავალჯახნაგას ისე, რომ არ გამორიცხავს მისგან მთელრი- 
ცხვა წერტილებს, გარდა ამასა, დამატებით წრფივ შეზღუდვათა სიბ» 

რტყე გადეს ერთ მაინც მთელრაცხვა წერტილზე, ბიჯთა სასრული 

რიცხვის შემდეგ მეთოდს მივყავართ ახალ ამოცანამდე, · რომლის ოპ- 

ტიმალური ამონახსენი ამავე დროს იქნება დასმული ამოცანის მთელ– 

რიცხვა ოპტიმალური ამოჯახსენე. 
დასმული ამოცანის სიმპლექსური მეთოდეთ ამოხსნისას სასსრულ 

რიცხვ ბიჯთა ჩატარების შემდეგ მივიღებთ შემდეგ ცხრილს: 
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–V - . . –V, –#X.+.. ...-–ჯ 1 
  

  

  

XIX=! ხ,, . ხ;, §+1 ხი თ 

X.= ხვს .- თ. .'ხვ ხა. ხნ. ძე 

ყეკუ=) ჩ§+:1 · · · ხყსკ ხკ.სა#..აა ხვა, ი | 0§+1 
იი აასს ი იიი ი მნის, · ' 

ყო= ხო: „... წი ხო, §+1 ... ხია ძი 

2=) რდ ·. ს. რ ძა+L · ··.· რ 0 I 

-ამ ცხრილში ყველა თავისუფალი წევრი და 2 სტრიქონის კოეფიცი– 

ენტები არაუარყოფითია, ასე რომ, 

ყლ · .=ყა=X3+= . « .=X=0, X,=ძე, ი« · ·, Xა=0» 

გვაძლევს ამოცანის ოპტიმალურ ამონახსენს. 7 
თუ ყველა თავისუფალი წევრი არ არის მთელი რიცხვი, მაშინ 

ამოხსნა არ იქნება მთელრიცხვა. ასეთ შემთხვევაში პირველ რიგში· 

ზემოთ დაწერილი ცხრილი შემდეგნაირად გადავწეროთ: 

  

  

–6 –წ –%წ 1 

ი.=| ნ): ხე, ხი ძ 

V= | ხი “ ხ/ ხი ძ/ (3)- 

ო= ნოა. ხო/ ხოი (-2 

2=I| 4, “ ძი 0 
  

დავუშვათ 0; არამთელია. შემოვიღოთ აღნიშვნა: 

ზ,,=ხ,– |ხ,,)=ხ,–ჩ 
და (6) 

თ,=0,–I(0თი,=თ–ჩი 

' სადაც (თ) ნიშნავს თ რიცხვის მთელ ნაწილს, ე. ი. ის იქნება უდიდე– 

სი მთელი რიცხვი, რომელიც არ აღემატება C-ს. 

ცხადია, რომ 

IM, <ხ|/ <- MI|+1, ი,< თფ<M+1 ღა 

“ 0<ზა<) 0< თ <1. 

შემოვიღოთ დამატებითი შეზღუდვა 

§,= – ჩი (– 6) – ჩი(– 6) – · · – ზი(– ნ.) –თ,2>90. (5 
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მიღებული §, იქნება მთელი არაუარყოფითი, თუკი L, და 7; არიან 
მთელი და არაუარყოფითები. 

მართლაც, ' 

ჩი ჩM 

§,= –2, ჩ,,–:0–თფ= – > (ხ//––M/,)(– 6/) – თ= 
-1=1“ 1-1 

ჩ# ”M 

L 
=2“ ”, (–6)-ბჯ. ხ(–§) – თ 

/=1 ჯ1=1 

როგორც (3) ცხრილიდან ჩანს 
" 

ჩ 

ო»=2, ხ/(–6,)+ძ,. 
1=1 

აგრეთვე (4)-დან გვაქვს ' 
% · Cთჯ=C60; –– I 

მაშინ; §-თვის მივიღებთ · 

” ჩ 

952, იყ(–ხა–უო+თ+ი-თ=2  ჩI(–50+M-ი, 
|=1 I==1 

ვ-ის უკანასკნელი გამოსახულება გვიჩვენებს იმას, რომ ის მთე- 

ლია, რადგანაც 

ი 

§,= –2, ჩი,(– §/) – თ. 
I=1 

აქ კი ჩ,,; და L, არაუარყოფითებია, ამიტომ – 

§5>–თ, > –1 – 

და რადგანაც §, მთელია, (ცხადია, ის იქნება არაუარყოფითი. თუ გან- 

ხილულ შემთხვევაში მოცემული ამოცანის ოპტიმალური ამონახსენი 

არ არის მთელრიცხვა (რადგანაც უ,=0ძ, არამთელია), მაშინ ის ვერ 

დააკმაყოფილებსს დამატებით (5) ”შეზღუღეა,ს რადგანაც როცა 

ხე=წზე:ე= . · .· =ხგ=0, გვექნება: 

§= -- %=0; 

ასე რომ, დამატებითი (5) შეზღუდვა §(' მრავალწახნაგას ჩამოსჭრის 
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იმ ნაწილს, რომელიც შეიცავს არამთელრიცხვა ოპტიმალურ ამონახ- 
სენს და უნარჩუნებს მთელრიცხვა ამონახსნებს. 

ძნელი არ არეს იმის ჩვენება, რომ §,=0 სიბრტყე გადის რომელიმე 
მთელრიცხვა წერტილზე, რომელიც შეიძლება 5-ს არც ეკუთვნოდეს. 

შევიტანოთ დამატებითი შეზღუდვა ცხრილში და ამოვხსნათ სახე– 
შეცვლილი ამოცანა. ცხრილი მიიღებს შემდეგ სახეს: 

  

  

უეღაეაააა” ” 
თი= ხს. ხ./ ხი ი, 

M,= ” · ნჯ | 2ძ, 

თით <= ხნ. ს. ხი (ლ 

§,= | –-ჩ,, –ზი –ზი. თ, 

წ 2= ი 4, მი 0 
  

ამგვარად, საჭიროა 2 წრფივი ფორმის მაქსიმუმის პოვნის ამოცა– 
ზის ამოხსნა, როდესაც (2) შეზღუდვებთან ერთად გვაქვს დამატებითი 

C) შეზღუდვაც. 
იმესათვის რომ 2 სტრიქონის არაუარყოფითი კოეფიციენტების 

ნიშნები შევინარჩუნოთ, საჭიროა ოპტიმალური ამონახსნის საპოე- 

ნელად ვისარგებლოთ ორადი სიმპლექსური მეთოდით. თუკი მიღე- 

ბული ოპტამალური ამონახსენი არ. იქნება მთელრიცხვა, მაშინ გავი– 

მეორებთ ხელახლა ჩატარებულ პროცედურას და ასეთ ბიჯთა სასრუ- 
ლიე რიცხვის ჩატარებისას ჩვენ მივიღებთ მთელრიცხვა ოპტიმალურ 
ამონახსენს ახალა და, მაშასადამე, დასმულე ამოცანისა, თუკი ასეთი 

ამონახსენი საერთოდ არსებობს. 

თუ ამოცანას მთელრეცხვა ამოწახსენი არა აქვს, ამის ნიშანი ის იქ– 

ნება, რომ, როდესაც თავისუფალი წევრი წილადი რიცხვია, მაშინ სხვა 

კოეფაცაენტ. ყველა მთელიაა, ასე რომ, ამ შემთხვევაში შესაბამის 

განტოლებას ამოხსნა არ ექნება მთელ რიცხვებში. 

განეიხილოთ რ. გომორის მიერ გარჩეული შემდეგი მაგალითი: 

მოვნახოთ ” ' 

X+4X;<11, (60) 
3X,+3X:-+Xჯე:<.13 

სისტემის: ისეთი მთელრიცხვა ამონახსენი რომელიც 

2=4X,+5X:+ Xვ 

წრფივ ფორმას მაქსიმუმს ანიჭებს. 

3X,+2X;<10, 
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(6) შეზღუდვები შემდეგნაირად გადავწეროთ: 

ყე= –- 3X, –– 2X.-+10:>0, 
ყაუ= –- X, –– 4X1+11>0, 

ყე= – 3X, ––- 3Xვ –– X-+13>90 

და შევადგინოთ ცხრილი 

  

–X» –ჯ –Xვ 1 

ყ.= ვ 2 0 10 

ყ.= 1 (41 11 
– “ი 

CC 4 --5 –1| 09 V   
  

ჩავატაროთ მოდიფიცირებული ჟორდანისეული გამორიცხვები. პირ- 

ველი ბიჯის დროს ამომხსნელ ელემენტად მივიღოთ 0ია:გ=4. გარ- 

დაქმნის შედეგად გვექნება: 

    

–X –“ · 

ა V.= | 10/)/ –-/, 

X:= " 1!/ 

ყვ= .” 
' 

1..." 
| 

თუ ამომხსნელ ელემენტად 

ბიჯი მოგვცემს: 
4 –ყ. 

X.= |. ა/,« 

ჩ#5= | –/ი” 

1 

18/კ ა 

11/, |. 

#/” 

  

"/,   
  

აქ მივიღებთ თ,, = >, მაშინ მორიგი 

გ. =9ყ 

–1%/ი 

1/“ი 

–X 1 

0 · 10/კე 

0 | 291/,6 წ 

ყე=| –“”ი . – ა | 1I | ?/.ი 

2C= MI/-ი ?/:90 –1I 

  

18?/,0 

  

თუ კიდევ ერთხელ ჩავატარებთ მოდიფიცირებული ჟორდანისეული 
გამორიცხვის მორიგ ბის ძვე=1 

ცხრილს: 
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–V ეეე–––-”–” 

X.= ა –?/ი 18/, ა 

#52=| –-/ი 9/ა 11/,5 

#=) –-/Iი –”"ი __ !_ _ 0 

2= '/ _ ი 1 MM) "/ე 
  

ეს უკანასკნელი გვაძლევს ოპტიმალურ, მაგრამ არა · მთელრიცხვა 
ამონახსენს, სახელდობრ: 

18 23 · 194 
X=-, X:= Xე=?/,ი 1შმX2=––-, ' 10” 2 10' ვ 10. 10 

მთელრიცხვა ამონახსნის მისაღებად, როგორც ეს ზემოთ ენაზეთ, 

საჭიროა ახალი დამატებითი შეზღუდვის შემოყვანა. ასეთი შქზღუდ- 
ვა იქნება: 

8ვ==1?/ჯ0M1 + ”/10 #0 – 7/10. >9. 

ცხრილს ექნება შემდეგი სახე: » 

–ყ) –V –# ' 

X= ა –'/ა 0 | !/ს 

#Xგ= –”ი "ი 9 ?'/ა 

I+=|) "ი – '/ 1 ?/ი 
თ ჭე=) “ჩი |=”/M, ი '7/ი 

2= 1/:0 %/,ა 1 | "'/ა   
  

7 სტრექონის ელემენტებს დადებითი. ნიშნები რომ შევუნარჩუ- 
ნოთ, ამისათვის გამოვიყენოთ ორადი ხიმპლექსური მეთოდი. დადგე- 

ნილი წესის მიხედვით ამომხსნელ ელემენტად ვიღებთ ბოლო სტრი- 
ქონის უარყოფით ელემენტს. სახელდობრ, ძკა= –- ?/,ე-ს, რადგანაც 

I4. 7 

ჰე. 40 

2 1 

10. 101“ 

  

თუ მოდიფიცირებული ჟორდანისეული გარდაქმნის _ ბიჯს ჩავატა– 

რებთ, გვექნება: 
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X.= 

#: 

Xე= 

ყე 

ა I 

რ
თ
ი
 

ი
ი
ი
 

საიდანაც ვღებულობთ დასმული ამოცანის მთელრიცხვა ამონახსნებს 

2= | ე “ 1 |1?! "/. 1 |19 

X.=2, X:=2, Xვ=1 

და, ამრიგად, ოპტიმალური ამონახსენი იქნება 

IIო0X2=19. 

თავი 111 

ტრანსპორტის ამოცანა 

§ 1. ამოიანის დასმა 

წრფივი პროგრამირების ერთ-ერთ უმნიშვნელოვანეს ამოცანას 

ტრანსპორტის ამოცანა წარმოადგენს. მისი არსი შემდეგში მდგომა- 

რეობს. 

ვთქვათ, #,, 48 « – – “ი ქარხანაში ყოველდღიურად მზადდება 
ერთგვაროვან პროდუქცია შესაბამისად Cთ,, ძე, .· . ·., ძა ერთე- 

ულის რაოდენობით. საჭიროა მათი გადატანა ,8, 8. -. . ა 8Mი 

დანიშნულების ადგილებში; ამასთან თითოეულ პუნქტში უნდა იქნეს 

გადატანილი შესაბამისად ხე, ნე, « „ექი ხე რაოდენობის ერთეული 

(ამგვარად, . გვაქვს #2 ქარხანა და #7 გადასატანი პუნქტი). C,/-ით აღვ- 

ნიშნოთ #, ქარხნიდან 8, პუნქტში ერთეული პროდუქციის გადატანის 

ღირებულება და გიგულისხმოთ, რომ ის ცნობილია, 

საჭიროა პროდუქციის გადატანის ისეთი გეგმის შედგენა, რომლის 

განხორციე ლებისას სატრანსპორტო ხარჯების რაოდენობა მინიმა- 
ლური იქნება, 

ვიგულისხმოთ, რომ ყველა ქარხანამი დამზადებული პროდუქცი. 
ის რაოდენობა ემთხვევა ყველა პუნქტში მისატანად მოთხოვნილ პრო- 

დუქციათა საერთო ჯამს, ე. ი. 
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წ/! ჩ 

2,%=ჯ.,ხ, (1.1). 
(=1 1-=1 

X,ით აღვნიშნოთ პროდუქციის ერთეულთა ის რაოდენობა, რომე- 

ლიც გადაიტანება #Vჯ ქარხნიდან 8,7 პუნქტში. მაშინ პროდუქციათა ის. 
რაოდენობა, რომელიც ყველა ქარხნიდან 8, პუნქტში მიიტანება იქ– 

ნება: 

ი 

"X.I+X-/+ი9ი · ი" +X+V= 2. X,,. 

L=1! · 

მაგრამ, რადგანაც 8, პუნქტში მოთხოვნილება არის ხ,, ამიტომ” ად– 

გილი ექნება შემდეგ ტოლობას: 

ი 

ბ, X,,=ხ,, 
1=1 / 

საიდანაც ეღებულობთ MI-განტოლებიან წრფივ განტოლებათა სისტე– 

ა! · , 

X1+X.X%+ «ი ი+Xო=ხ,, 

"X9+Xე+ « 2 ·+Xოვ=ხ;, (1.2): 
იი“ ””“”'”“'” · 

XიL+XაიL « ' ·+Xთოი=ხი. 

მეორე მხრიე, /#,/ ქარხნიდან ყველა 8/ პუნქტში გაგზავნილ პროდუქ-- 

ციათა რაოდენობა იქნება ' 

ჩ 

XI +X_აგ+ ...+X% =2, XI/, 
· 1=1 

რომელიც პირობის თანახმად ემთხვევა #,„ ქარხანაში დამზადებულ 

0, პროდუქციათა საერთო რაოდენობას. ამგვარად, · გვექნება: 

ჩM 

?, X//=0I/, 

|=) 
საიდანაც მივიღებთ, აგრეთვე, „„1-განტოლებიან წრფივ განტოლებათა 

სისტემას: 
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Xა+Xეა+ .· · ·+X%ი=ძ,, 

Xს+Xა“”“ · ·+X-ი=ძე, 
ყთ""""' '"' "” 

(1.3) 

M1.2) და (1.12) განტოლებათა მიღებული სისტემები შეიძლება მოკლედ 

შემდეგნაირად ჩაიწეროს: 

ჩ! I 

ბ, X,,=ხ, თ=1,2,. MM, 
1=1 · 
ი (1.4) 

>, X=ი, (=1,2,. . ., ი). 

ჯ=1 
ზემო ნათქვამის წარმოსადგენად შევადგინოთ შემდეგი ()ხრილი: 

  

    

  

  

    
    
  

  

დანიშნულების ' 

პუნქტი. 
დამზადებულ 

8, 8. ... 8, ი... 89 პროდუქციათა 

: რაოდენობა 

. 
4. ო) რა ...IV –_ 01» მ, 

«+ XI XV | ”ი 

#ა. ი”. “ი |, „II თ 
· %X21 XX XX ?–ი 

- 1 , 

4, 6/! 6, .-.. 6C/ ... |ნIი იჯ 

XV X# | XV | Xი - 

' 

#4 (129 C=% – 6ო/ – ,0-ოი | ი. 

Xო) 9 · I Xო/ L Xოი 

. - ჩ თ 

მოთხოვნილება ხ | ხ |...) V |...| #/ 23 ,ყ=2 4 

I=1 ,=1               
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როგორც ამ ცხრილიდან ჩანს, (Lურ სტრიქონში მოთავსებულ ყველა 
X,,-თა ჯამი არის 70, ქარხანაში დამზადებულ ყველა პროდუქციათა 
რაოდენობა ძ,, ხოლო /-ური სვეტის ყეელა X,7/-თა ჯამი არის 8; 'პუნქ- 
ტში მოთხოვნილებათა ს, რაოდენობი ტოლი. | 7 ; სუნ 

ამოცანის პირობის თანახმად გადატანის ყველა ხარჯი იქნება: 

1 =0,X+C,:X1:-+ « · ·+Cთ XL ი . -–თიბოი= ბ XI (1.5) 

(MI 

წრფივი პროგრამირების ამოცანას წარმოადგენს (1,4) სისტემის 

ყველა არაუარყოფითი ამონახსენთა შორის მოინახოს ისეთი, რომლის– 
თვისაც 7. ფორმა. მიიღებს მინიმალურ მნიშვნელობას. 

აქ, საზოგადოდ, შესაძლებელია წრფივი პროგრამირების ცნობილი 
მეთოდის, სიმპლექსური მეთოდის, გამოყენება. კერძოდ, განხილული 

ამოცანის ამოხსნისას, რადგანაც (1.4) სისტემები ძალიან მარტივია, 
გამოიყენება ე. წ. განმანწილებელი მეთოდი, რომელიც სიმპლექსური 
მეთოდის გამარტივებული სახეა. 

§ 9. (1.4) სისტემის რანბი 

(1.4) სისტემის რანგია „=/I-+ჩ –- 1. 

მართლაც, (1.4) განტოლებათა სისტემაში შედის MI. უცნობი XI, 

ხოლო განტოლებათა რიცხვია #I+ი. თუ შეეკრებთ (1.2) სისტემის 
ყველა განტოლებას, მივიღებთ: 

ჩ “ 

23 ა XM=ბ, ხ,. LC 4 

, 1-=1 L 2" 

თუ შევკრებთ (1.3) სისტემის ყველა განტოლებას, გეექნება: ჯ 

”#” 

2,იი= 2, – 
I ჯ=1 

ე. ი., როგორც ზემოთ, დავწერთ: V. > 

ი” ი 

ბ, 0/ = ?, ხც,. 

L=1 |1=1 

ეს იმას ნიშნავს, რომ (1.4) სისტემის განტოლებათა შორის არსებობს 

წრფივი დამოკიდებულება, ე. ი. სისტემის რანგი არ იქნება მეტი, ვი– 

დრე MI+0 –- 1« 
ახლა ვაჩვენოთ, რომ ადგილი აქვს ტოლობას /7=7-+-ი- 1. რო- 

გორც ვიცით, კრონეკერ-კაპელის თეორემის თანახმად წრფივ განტო- 

| 225



ლებათა სისტემი” თავსებადობისათვის აუცილებელი და საკმარისია, 

რომ სისტემის მატრიცის რანგი ტოლი იყოს ამ სისტემის გაფართოე– 

ბულ “მატრიცის რანგისა. ამ თეორემის საფუძველზე (1.4) სისტემა- 
ში საკმარისია დავასახელოთ ისეთი /I-/I-–-- 1 უცნობები, რომლებიც 
ამ სისტემის დანარჩენი /)) –– (II+/ –– 1) უცნობებით შეიძლება 

გამოისახოს. ასეთ MI+I 1 უცნობებად, რომლებიც დანარჩენებით 

გამოისახება, განვიხილოთ X,),, XI, ს «ი X01ე Xვეცე 9 + აი, 

ე. ი. ის უცნობები რომლებიც მოთავსებულია 1-ლი ცხრილის 
პირველ სტრიქონსა ღა პირველ სვეტში, ცხადია, რომ მათი  რაოდე- 
ნობა იქნება ზუსტად #I7+#იჩი -–- 1. 

(1.2) სისტემის მეორე განტოლებიდან დავწერთ: 

Xეა==ხა–– Xვი –– X%ე–– “–– Xთვ- 

ანალოგიურად გვექნება: 

X,=ხ,–-X:/ – I –- .- «- #Xი; 0=2, 3, +. CC.) (2.1) 

ანალოგიურად, (1.3) სისტემის განტოლებათა მიხედვით მივიღებთ: 

X,= 0, –“– X,ე –– Xვ– -––- X,ი (1=2, 3, /). (2,2) 

დაბოლოს, Xყ-ის გამოსასახავად გამოვიყენოთ (1.2) სისტემის პირვე– 

ლი განტოლება, მასში ჩავსვათ (2.2) სახით მიღებული X,,((=2, 

ვ, ი”) მნიშვნელობანი, გვექნება: _ 

X,==ხ, –– Xი–– ––- X„.= ხე –– (ძვ –“ წგ –– ივ _ 

_ Xაი) _ (ძე – ჯეი – ე _ Xეაი) “– – 

– (მი –-– ხოა – XIე– ·– XიLი)- 

ამგვარად, ჩვენ ფაქტიურად გამოვსახეთ ჩვენ მიერ არჩეული 

#M-+ი -- 1 უცნობი დანარჩენი თი – (ი1+#M-- 1) უცნობით. მაშასა- 

დამე, (1.4) სისტემის რანგი # ტოლი ყოფილა /(I+ი –-1 სიდიდისა 

”I=/M1+I –- 1. 

ამ უკანასკნელის დასამტკიცებლად ბაზისის უცნობებად ჩვენ ავარჩი– 

ეთ X,((=1, 2, ა MM) და X,/(/=1, 2, ა 1), რამაც მსჯელობა 

გაგვიმარტივა. იმ შემთხვევაშა, როდესაც ტრანსპორტის ამოცანას 

ეწყვეტთ ზოგადად სიმპლექსური მეთოდით, მაშინ არ არის სავალდე- 

ბულო ბაზისის „მნიშვნელობებად ავარჩიოთ X,, და Xჯ. უფრო მეტიც, 

ის ბაზისურ“ ამოხსნა, რომელიც ბაზისი” უცნობების ასეთ არჩევას 

შეესაბამება, შესაძლებელია დაუშვებელი აღმოჩნდეს. 
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§ 8. ტრანსპორტის ამოცანისათვის შესაკლო (საურდნობი) 
ამონასსნის არსებობა 

1. ტრანსპორტის ნებისმიერი ამოცანისათვის არსებობს შესაძლო 
ამონაზსენი, ანუ გეგმა. (1.4)-ის ძალით დავწერთ: 

ჩი» იჩ 

ახარლათ 
I=>1 1==1. |:-=1 

წ ” ” 

რადგანაც 

თუკი მათ საერთო მნიშენელობას //-ით აღვნიშნავთ, გვექნება: 

” ”» ჩ” M. ” / 

ბ, >. X,=2, 2)” =2., ძ, = 2 ,,=M. (3.1) 
1=1 (:=1 (=1 |)=1 1=1 |=1 

თუ განვიხილავთ 

ძაიხ, '. ' აიი. 
»,= <7! 'C=1, 2, . კს M 1=1, 2, -ს”) 

სიდიდეებს, ისინი განხილული ამოცანის ამონახსნები იქნებიან. მარ- 

თლაც, „ცხადია, რომ 

X,, >0, · 
ხოლო 

M ” ჩ 

რ თძ,ხ; _ 1 ა 
2,M-2, V #92 ეხ 
|=1 |=1 “ 1551 

აქ, თუ მხედველობაში მივიღებთ (3.1)-ს,. დავწერთ: 

M 

/=1 
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ანალოგიურად მივიღებთ, რომ 

”M ” 

L= 

” 

X,)|= ?, ელლი ხ, 2 ,თ–ხ; 

(== 

მაშასადამე, X,// სიდიდეთა სისტემა აკმაყოფილებს ტრანსპორტის 

ამოცანის ყველა პირობას და წარმოადგენს შესაძლო ამონახსენს, ანუ 

გეგმას. 

დავუშვათ, /2=2 და /#=3. ამოვწეროთ (1.4)-ის თანახმად სათანადო 

განტოლებანი. გვექნება: 

X,1+X,:-+Xე=ძ0ძე, 

Xი1-+ Xგე-+ X;ვ=0ძე, 

X1+X=ხს 

X.2+Xვ:= ხ:, 

X,ვ-L Xგვ= ხვ. 

სულ გვაქვს 5 განტოლება. ბოლო სამი განტოლება შევკრიბოთ და 

მას გამოვაკლოთ მეორე განტოლება, გვექნება: 

X,+X,5L X,ვ= 01+ხ;- ხე –– ი,=ხ,-Lხ:+ ხე –– (თ,+0თ,;) +ი,; 
მაგრამ, რადგანაც 

ი ” 

სღ გე 
I=1 ჯ=1 

მივიღებთ: · ჯ. 

X.+X5+-X,ვ=0ც 
ე+ ი. მივიღეთ პირველი განტოლება. ეს იმას ნიშნავს, რომ პირველი 
განტოლება, საზოგადოდ, ზედმეტია და შესაძლებელია სისტემიდან 

მისი გამორიცხვა. · 

საზოგადოდ, რადგანაც, როგორც ენახეთ,, (1.4) სისტემის რანგი 

”7=0-+/7I-1-ს, ამ სისტემიდან ერთი განტოლების გამორიცხვა შეიძ- 

ლება და, ამგვარად, გვექნება #+ი1-- 1 განტოლება #2 უცნობით. 

კერძო შემთხვევისათვის (#=2, #=3) მივიღებთ შემდეგ შემოკ- 
ლებულ მატრიცას: 7 

11 ა 13 #ჯ;, ჩა 23 

07 0 0 1 1 1 

4= 110რ 0 1 0 0 
0 1 0 0 1 9 

0 0 1 0 0 1 
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0. 
> _ ხ, 
ჩა= ხ, 

ხა 

L,, მექტორი #,, უცნობს შეესაბამება, 

X=Vდ,, · . ·, Xც · . ა» Xთი)-ით აღვნიშნოთ ის სვეტ-ეექტო- 
რი, რომლის #I.. კომპონენტი ემთხვევა X,, სიდი დეებს, ხოლო C= 
=(რც · . ს» 6 თ. ს 6იი)-ით აღენიშნოთ ის ვექტორ-სტრიქო- 
ნი, რომლის კომპონენტები ტოლია C,, გადატანის ღირებულებების. 

მიღებული აღნიშენების დახმარებით ტრანსპორტის ამოცანა შემ– 
დეგნაირად ჩაიწერება: 

5 #X=7,, 

X>90 , 

CX –– თიწთIხთ 

როგორც ალგებრის ელემენტების შესწავლისას ვნახეთ, განტოლე- 
ბათა სისტემაში წრფივად დამოუკიდებელ განტოლებათა რიცხვი მის 
რანგს ემთხვევა. ჩვენ მიერ განხილულ განტოლებათა სისტემაში (+ 

განტოლება შედის, ხოლო მისი რანგი, როგორც ზემოთ ვაჩვენეთ, 

არის M+7 –- 1. ეს სწორედ იმას ნიშნავს, რომ დასმული ამოცანის 
ოპტიმალური გეგმა, ანუ ამონახსენი X,, დადებით გამოსახულებათა 
MI+#7ი -- 1 სიდიდეზე არაუმეტეს მნიშვნელობებს შეიცავს. 

შევადგინოთ პირველი საწყისი ამონახსენი, ანუ გეგმა. ამისათვის სი– 
მარტივისათვის განვიხილოთ ისეთი სისტემა, რომელშიც 'შედის 7 გან– 
ტოლება. და 12 უცნობი. 
სახელდობრ: 

%X1+X0:L X-ე“L X.კ= ძე, I 

%X91-+X-ე“L Xივ-1L X„კ=ძე, | 

Xვ) -1- Xე9-L Xვე-+- Xვგ= ძე, 

XI LX -+Xე=ხ,, ; ზ (3.2? 

%2-+Xა+- Xვე= ხე, 

Xევ-L Xავ-L Xვე= ხე, · 

X+LXიაLXვ.=ხ,. 

შევადგინოთ შესაბამისი ცხრილი. 
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ცხრილი 1 

  

  

| 4I | X2 I Xე | XI მ) 

«5 X%ეაე ჯიე | #24 თ 

Xე1 | +Xვ: +Xევ Xეჭ | ძე       
    ხს, | ხე | ხვ ნა | 
  

ამ ცხრილის ბოლო სტრიქონში მოთხოვნილებათა რაოდენობაა ნაჩვე– 

ნები, ხოლო ბოლო სვეტში კი წარმოება (დამზადებულ პროდუქციათა 
რაოდენობა). 

„ გამოსავალი საწყისი ამონახსნის შესადგენად მოვიქცეთ შემდეგ- 

ნაირად: გამოვიყენოთ 'ე. წ. ჩრდილო–დასავლეთის კუთხის წესი. ერთ- 

მანეთს შევადაროთ თ, და ხ,. ვთქვათ, ნ, >თ, მაშინ X,,-ის ადგილას 
ახალ ()ხრილში ჩაეწე როთ იძ, ხოლო რადგანაც პირველისტრიქონში 
მოთავსებულ. ელემენ, ტთა ჯამი უნდ ა იყოს 0,, ამიტომ დანარჩენებში 

გვწეროთ ნულები. სხვა სტრიქო! ნები დავტოვოთ უცვლელად. გვექ- 
ება ა 

· ძ, 0 0 0 0 
" 
· 12 მი: ?რე IX-64 | თ 

წ Xვ, I Iუე Xეკ ძე 
  

ხ,–ძ, ხა ხე ხა 

ახლა ერთმანეთს შევადაროთ ი, და ხ, –- 0,. ვთქვათ, ძთ:>ნ, –– ძ, 
მაშინ მეორე სტრიქონის პერველ ელემენტის ადგილას ჩავწეროთ 
ხნ, –– ძც ე. ი. X.,=ხ, –– 0,. მაშენ, ცხადია, რადგან აც პირველი სვე- 
დს ელემენტთა ჯამია ნ,, ამიტომ Xვ,=0 და უკა ნასკნელი რილი 

ემდეგნაირაღ გადაიწერება: 

  
  

'. 

0.00 0 0, 
ხ,–0, %ი Xლე Xი4 ძე–-ხ, -L0ძ; 

0 ს %ე ჯე. ეკ ძე 

– ა 
ახლა ერთმანეთს შევადაროთ ხა და ძა –– ხ,+0ძ,. ვთქვათ, ძა –– ხ,+ 
+ძ, >ხა, მაშინ მეორე სტრიქონის მეორე ელემენტს შევცელით ხ;- 
ით, “ე. ი. Xეჯ= ხე და გვექნება შემდეგი ცხრილი: 

  
  

რ, 0 0 0 0 

ხ-მი “ხა “გე Xვკ | 0ე–-ხ-– ს,+0, 

0 0 ჯევ ჯეკ თვ. 

ეჟქუესბ” 
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დავუშვათ, რომ 6: –- ნ,-+-ი, –– ხ,ლხე, მაშინ ჯ:;ე=ძა –– ხ,.+თ, ხ 

დღა ცხრილი მიიღებს შემდეგ სახეს: 

ძ, 9 0 0 0 

ხ-ი, სხ ძი–-ხ,+0,–ხ: 0 0 

0 0 Xეე. ეჟ %Xეგ ძე 

  

  

L) ბმ ხე–ძე+ხ,--ი,+ხ: ხა 
  

ახლა კი აშკარაა, რომ Xვე=ხე –– ძე+ხ, – ი.4+ ხე და Xე=ს,. 

ამგვარად, გვექნება, შემდეგი ცხრილი: 

  

ძმ. 0 0 0 0 

ხ.–-ძ, ხ. 0ძ·–ს,+ძ, –-ხა 0 0 

0 : 0 ხე–რიძ–+-წ–-ი+ხე. .ხა 0 

  

0 0 0 0 | 

როცა ამ ცხრილებს ვადგენდით, მაშინ ყოველი X,/ მიიღებოდა ძ, და ხ,7 
სიდიდეთა კომბინაციების შეკრებით და გამოკლებით. რადგანაც ისინი 

არაუარყოფითი სიდიდეებია და გამოკლების დროს უდიდეს ვაკლებ- 
დით უმცირესს, ყველა მიღებული მნიშვნელობანი ცხრილში იქნება 

არაუარყოფითი. ამგვარად, პირველი საწყისი ამონახსენი შედგება მხო- 
ლოდ არაუარყოფითი რიცხვებისაგანი რომელთა: რაოდენობა იქნება 
3-+-4 –- 1==6. 

თუ შევადგენთ ამ ამონახსნის შესაბამის ვექტორებს; რომლებიც 

შეესაბამებიან მიღებულ დადებით რიცხვებს, ვნახავთ; რომ ისინი წრფი- 

ვად დამოუკიდებელნი იქნებიან, რითაც დადგინდება, რომ აგებული 

გეგმა წარმოადგენს ამონახსენს. 
მართლაც (3.2) განტოლებათა სისტემას თუ განვიხილავთ, პირველი 

განტოლება დანარჩენების კომბინაციას წარმოადგენს და დარჩენი- 
ლი 6 განტოლების შესაბამისი ვექტორები იქნებიან: 

სხა)C, 0, 1, 0,. 0, ()” 

ჩ,ა(C, 0, 0, 1, 0, 0), 
ჩ.აC, 0, 0, 0, 1, 0), 
ნ, (0, 0, 0, 0, 0, 1); 
ჩ–.,(1, 0, 1, 0, 0, 0), 
ნ..(1, 0 0, 1,0, 0), 
ჩ–.(, 0, 0; 0, 1, 0), 
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ჩ.V1, 0, 0, 0, 
ჩე,Cდ, 1, 1, 0, 

ჩ–ე,(0, 1, 0, 1, 

ჯსკუ(0, 1, 0, 0, 

ჩესრ0, 1, 0, 0, 

1), 

0), 

0), 

0), 

1 1). 

595 
“
ი
 

ლ 

ცხადია, რომ ჩვენ მიერ პირველი პროგრამის შედგენისას მიღებული 

არაუარყოფითი მნიშვნელობების შესაბამისი ვექტორები იქნებიან. 

=> ნ. XX ნე, ჩე: და ჩე,. ვაჩვენოთ, რომ ესენი წრფივად დამოუ–- 

კიდებელნი არიან. ამისათვის საჭიროა, ვაჩვენოთ რომ თუკი 

C.ნ,,+C,ნ,,+C»ჩ, 22-+C,0,ე-++Cაჩეაე-+Cი-ეკ=0, 6.3) 

მაშინ ყველა C, ((=1, « „ -, 6) უდრის წულს. 
მართლაც, (1001 ტოლობის ძალით დავწერთ 

ნ.,(0,0,C,,0,0,0)+ #,,(C,,0,C,,0,0,0) +)? ,„(Cე,9,0,Cა,0,0)+ 

+#,(C,.0,0,0,C,,0ღ+#ეე(0,C,,0,0,C,,0)+ #ე,(0,C,,0,0,0,Cა2 =0. 

ანდა აქედან დავწერთ 
/ 

ჩ(C,+C+C. C.+C+, C,+C», Cვ, C.)+C. Cა=წჩC, 0, 0, 0, 0, 0), 

საიდანაც) გვექნება: 

C,+C,+C,=0, 
C,+0ა=0, 
C.+C:=0, 

თუ მიღებულ სისტემას ამოვხსნით, გვექნება? 

C1=C:=Cევ=Cჯ=Cა§=Cა=0. 

ამგვარად, პირველი საწყისი გეგმის შედგენისას მიღებული არაუ- 
არყოფით მნიშვნელობათა შესაბამისი ვექტორები წრფივად დამო- 

უკიღებელნი ყოფილან. ეს კი იმას ნიშნავს, რომ შედგენილი გეგმა 

წარმოადგენს შესაძლო ამონახსენს., / 
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ვთქვათ, მივიღეთ საწყისი ამონახსენი, რომელიც შემდეგი ცხრილის 
სახითაა მოცემული: 

30 0 0 

0 3.1 0 6 

0 0 4 1 2 I 

M»
 

3 2 7 2 2 | 

ყოველი გეგმა დაკავშირებულია II-+/ -- 1 წრფივად დამოუკიდე– 
ბელ ვექტორთა სისტემასთან აღებულ მაგალითში X,, დადებით 

მნიშვნელობებთან დაკავშირებული ვექტორებია: #,, ჩა, ჩ:, ჩა 
ჩვე, ჩე, ჩვ. ამ ვექტორების მიერ შედგენილი ბაზისი აღვნიშნოთ 
8-თი, მაშინ 8X=ჩწჩა სისტემის ამონახსენი უნდა დაემთხვეს ჩეენ მიერ 
მიღებულ საწყის ამოხსნას. 

განხილულ შემთხვევაში სვეტ-ვექტორი იქნება 

X=6(X,, X: Xლე, X-ც IXვე, Xვკ, Xეხ). 

ჩვენ მიერ შედგენილი გეგმა იქნება ძირითადი შესაძლო ამონახსენი. 

როგორც ვიცით, ოპტიმალური გეგმა აირჩევა სწორედ ძირითად შე- 
საძლო ამონახსენთა ერთობლიობიდან. 

თუ ვიგულისხმებთ, რომ ყველა ი, და 6, მთელი არაუარყოფითი: 
"რიცხვებია, მაშინ ძირითად შესაძლო ამონახსნებში შემავალი რიცხეე– 
ბიც არაუარყოფითი მთელი რიცხვები იქნება. 

როგორც ამონახსნის შედგენისას ვნახეთ, მასში შემავალი რიცხვები 

მიიღებიან ი, და ხ, რიცხვების შეკრებისა და გამოკლების "შედეგად 

ისე, რომ გამოკლებისას ყოველთვის უდიდესს ვაკლებდით უმცირესს 
(ცალკე აღებული ყოველი სხვაობა “არაუარყოფითია) და, ცხადია, რომ 

ამონახსენში შემავალი რიცხვები იქნებიან მთელი არაუარყოფითი რი-. 

ცხვები. : 

2. ტრანსპორტის ნებისმიერ ამოცანას აქვს ოპტიმალური შესაძ-. 

ლო ამონახსენი.ი როგორც ვნახეთ, ამოცანას აქვს ერთი მაინც შესაძ- 
ლო ამონახსენი რადგანაც (1.4 განტოლებათა კოეფიციენტები და 

ძი, ხ; სიდიდეები არაუარყოფითნი და სასრულნი არიან, ამიტომ ყველა 

X,, შემოსაზღვრულია ზემოდან, მართლაც, X/,/7 არ შეიძლება მეტი 

იყოს ვიდრე თ, ან ხ,. 

ამგვარად, ამონახსენთა სიმრაყლე არაცარიელია და შემოსაზღვ- 

რულია. მაშასადამე, ამოცანის ამოხსნა შეიძლება, ე. ი. ამოცანას აქეს. 

ოპტიმალური შესაძლო ამონახსენი. თუ ძ, და ხ, მთელი რიცხვებია,. 
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მაშინ ოპტიმალურ შესაძლო ამონახსენი მთელი რიცხვებისაგან შედ- 

გება. 

ე ცხადია, რომ იმ განტოლებათა სისტემის ამოხსნა რომელშიაც 

IიI+ს 1 განტოლებაა და. უცნობი, შესაძლებელია ჩვეულებ- 

' რივი სიმპლექსური მეთოდით. მაგრამ იმ შემთხვევაშიაც კი, როდესაც 

ჰი და ჩ-ის მნიშვნელობანი არე ისე დიდია, სისტემის ამოხსნა ხელით 

გამოთვლის დროს შრომატევადი და მოუხერხებელია. შესაძლებელია, 

რომ ასეთი სისტემები მათი სიდიდის გამო მოუხერხებელი იყოს ელექ- 

ტრონული ციფრული მანქანებისათვისაც. ამ სიძნელეების თავიდან 

აცილება შეიძლება ტრანსპორტის ამოცანისათვის სიმპლექსური ალ- 

გორითმის სახეცვლილებით, რომელიც ცნობილია განმანაწილებელი 

მეთოდის სახელწოდებით. იტერაციული პროცესის დასაწყებად საჭი- 

როა გვქონდეს ამოცანის შესაძლო ამონახსენი. ვიცით, რომ ის ეექტო- 

რები, რომლებიც დაკავშირებულია შესაძლო ამონახსენის ცვლადებ- 

„თან, წრფივად დამოუკიდებელნი არიან. თუ შესაძლო ამონახსენი არ 

არის გადაგვარებული,! მაშინ ის პროცესის მოთხოვნილებებს აკმაყო- 

ფილებს, მაგრამ თუ შესაძლო ამონახსენი გადაგვარებულია, ე. ი. თუ 

ამონახზსენში დადებით მნიშვნელობათა რაოდენობა ნაკლებია, ვიდრე 

ით), მაშინ პროცესის მოთხოვნილებები დაუკმაყოფილებელი 

ეტა. , . 
მაგალითად, ვთქვათ, გვაქვს შემდეგი გადაგვარებული ”მესაძლო 

ამონახსენი: 
2 9 0. 0 ,1 3 

0-12 0 0 | 4 
0 0 0 1 2 ვ 

13 3. 1 2 | 

აქ დადებითია მხოლოდ თ+ი –– 2=6 რიცხვი. ასეთი შემთხვევა “გვექ– 

ნება ყოველთვის, როდესაც რამდენბმე ოპერაციის შემდეგ პროდუკ- 

ციის ის რაოდენობა, რომელიც უნდა იქნეს გატანილი ( პუნქტიდან 

ტოლია ჯ) პუნქტში მისატან პროდუქციათა რაოდენობისა, გარდა იმ 

შემთხვევისა, ' როდესაც ერთდროულად (=V და. /=/1. 
განხილულ მაგალითში ამას აქვს ადგილი X#,:ე:-თვის. მართლაც, 

V Xევ== III:M(0ძე –– X;::, ხე)==(3,3) =3. 

ასეთი გადაგვარებული შემთხვევის დროს საჭიროა M-+/I-1 წრფივად 

დამოუკიდებელ ვექტორთა სისტემის შერჩევა. 
თუ გადაგვარებული შემთხვევისას შესაძლო ამონახსენი შეიცავს 

# დადებით რიცხეს, რომელიც ნაკლებია /1---II--1-ზე, მაშინ დამატე- 
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ბით უნდა შევარჩიოთ /I-+#I --1-–-# ნულოვანი რიცხვი. მიღებული 
( ვექტორი და ნულოვანი ცვლადების შესაბამისი #-+/– 1-–# 
ეექტორი ურთიერთწრფივად დამოუკიდებელი უნდა იყოს. ნულოვა- 
ნი რიცხვების შერჩევა ხდება ე. წ. 6-მეთოდის დახმარებით. 

განვიხილოთ ცხრილი, რომელიც შევადგინეთ პირველი საწყისი 
ამონახსნის მისაღებად, როცა #=3 და /1=4. თუ 

X:,=ხ, –– 0,=0,, 

მაშინ არც X·:ე და არც Xე, არ შეიძლება იყოს დადებითი. ანალოგიუ- 
რად, თუ შემდეგ იმავე გეგმის შედგენისას 

X2:= ნე==ძე –– ხს,+0ი, ზ 

მაშინ არ. შეიძლება დადებითი იყოს არც XX: და არ() Xე:; ყოველთვის, 

როცა ასეთი სიტუაცია წარმოიშვება, გეგმაში დადებით რიცხევეთა რა- 

ოდენობა ერთით მცარდება. ასეთი გადაგვარებული შემთხვევა მაშინ 

გვექნება, როცა ნაწილი თ/-ების ჯამი ემთხვევა ნაწილ ხ,-ების ჯამს. 

უკანასკნელ მაგალითში გადაგვარებული შემთხვევა იმიტომ გექონდა 

რომ 

Xეე=- IIIII(ხვ, ძვ –– ხე+0ძ, – ხს) და ხე=ძე –– ხ;+ძ; –– ხ,=3 

გადაგვარებული შემთხვევის დროს შექმნილი სიტუაციის თავიდან 

ასაცილებლად საჭიროა არ. გეჭონდეს ძ, და ხ, სიდიდეთაგან შემდგა- 

რი ნაწილობრივი ჯამების ტოლობა. ამის მიღწევა შეიძლება, თუ უმ- 

ნიშვნელოდ შევცვლით ძ,; და ხ/ სიდიდეებს. 
დავუშვათ 6 მცირე დადებითი რიცხვია და შემოგიღოთ შემდეგი 

აღნიშვნები: 

0,ზ=0ძ,+8 (0=1, 2, ს წ”), 

ხ,"=ხ, (=1, 2, . ა ჩ–-1), 

ხეზ=ხი-+L/1ზ. 

გამოვიყენოთ 6-მეთოდი უკანასკნელი მაგალითის შემთხვევაში, გვექ– 
ნება : 

1 26 0. 0 9 3+8 ' 
0 182 3 28 0 4+46 

ი. .0 1-2გ 2+36 348“ L=
 

  

ს! ვ ვ 1 2+ | 

შესაძლო ამონახსენი ახლა შეიცავს X:კ=26>0 რიცხვს. ამგვარად, 
ბ-მეთოდი განსაზღვრავს, თუ იმ ორი ცვლადისაგან, რომელთაც ნუ- 
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ლოვანი მნიშვნელობა აქვთ, რომელი უნდა შევიყვანოთ შესაძლო ამო- 
ნახსენში. განხილულ მაგალეთში აუცილებელი იყო X,, და Xეე შორის 

ერთ-ერთის შერჩევა. მათგან ერთ-ერთის შერჩევა გვაძლევს თ+#ჩ--1 
ვექტორთაგან შედგენილ ბაზისს. შესაძლებელია ორი ნულოვანი მნიშ– 

ვნელობის მქონე (კვლადიდან იმის არჩევა, რომელსაც ნაკლები C, 

შეესაბამება. აქ · შეიძლება დაციკლების საშიშროება იჟოს. მაგრამ სი- 

ნამდვილეში ტრანსპორტის არც ერთი ამოცანა არაა ცნობილი, რო- 

მელსაც დაციკლებამდე მივყავდეთ. 

§ 4. ტრანსპორტის ამოცანა კონკრეტულ მაგალითზე 

ვთქვათ, მოცემულია 3 ქარხანა, სადაე,ე ერთგვაროვანი პროდუქ- 

ცია მზადდება, და 5 ობიექტი, რომლებშიაც უნდა გაიგზავნოს დამზა- 

დებული პროდუქცია. სიმბოლურად ქარხნები აღენიშნოთ #4, #4» 

და #ე-ით, ხოლო ობიექტები 8,, 8,, 8ე:, 8ჯ ღა 8„-ით. 
დავუშვათ, რომ #1, ქარხანამი ყოველდღიურად მზადდება პროდ- 

დუქციის 40 000 ერთეული, #კა-ში 25 000, ხოლო /ე-ში 35 000. 
ობიექტები“ მიხედვით ყოველდღიური მოთხოვნილება შემდეგნაი- 

რადაა განაწილებული შესაბამისად: 10 000, 15 000, 20 000, 25 000, 

30 ·000. 

“IC ავადგინოთ ე· წ. მოთხოვნილებათა ცხრილი. მას შემდეგი სახე 
ექნება: 

  

     
  

    
  

          

ცხრილი 2 
2 – 

' დამზადებულ 
: ოდუკ- 

8, წ. მე მ" წ ციათა რა- 
ოდენობა 

ქარხანა 

4. 10000 | 16000 16 000 40000 

4. ) 6000 ·, 90000 25000. 

#ა | 6000 | 890000 35000 

მოთზოვნილება | 10000 15000 | 20000 250002 | 30000 100000 
" 
+     

  

განაწილების შედეგად მიღებული რიცხვითი მნიშვნელობანი შავი 
შრიფტითაა აღნიშნული. 

236



ვთქვათ, ერთეული პროდუქციის გადატანის ხარჯები (კაპიკობით) 

სათანადო ქარხნიდან სათანადო ობიექტებში მოცემულია ქვემოთ 

მოყვანილ მე-3 ცხრილში. 

ცხრილი აე 
  

ობიექტი 

  

   
8, 8. | მე «მა ჩა 

  

  
  

    

  

      

ქარხანა, 

4, 5 | 7 | 6 3 4 

# 9 8 2 4 3 

წ 4 | 6 | ვ ზ 5 4 
„ “   

  

როგორც მე-2 ცხრილიდან ჩანს, სამივე ქარხანაში დამზადებულ პრო- 

დუქციათა რაოდენობა უდრის ხუთივე ობიექტის საერთო მოთხოვნი- 
ლებათა რაოდენობას. 

მე-2 ცხრილში თავისუფალ უჯრედებში უნდა ჩაიწეროს. ქარხნე- 
ბიდან სათანადო ობიექტებზე გადასატან პროდუქციათა რაოდენობა. 
კერძოდ, ,4ა! ქარხნის შესაბამის სტრექონისა და 8, ობიექტის შესაბა- 

მის სვეტის გადაკვეთაზე ჩაიწერება პროდუქციის ის რაოდენობა, რო- 

მელი) #» ქარხნიდან, 8. ობიექტზე უნდა იქნეს გადატანილი. 
მე–2 ცხრილის ზედა მარცხენა უჯრედში ჩავწეროთ 8, ობიექტის 

მოთხოვნილება 10 000, იმავე სტრიქონის მეორე უჯრედში კი 8. 
ობიექტის მოთხოვნილება 15 000, ხოლო იმავე სტრიქონის მესამე 

უჯრედში. #, ქარხანაში დამზადებულ პროდუქციათა საერთო რაო- 

დენობიდან დარჩენილი პროდუქტეია, ზე. ი. 15 000. 

გადავიდეთ /4ჯ-ის შესაბამის სტრიქონზე. აქ 8, და 8; ობიექტების 
მოთხოვნილება დაკმაყოფილებულია; „ე-ს შევუვსოთ მოთხოვნილება 

20 0ეე-მდე, ე. ი. #ა-ისა და #8კ-ის გადაკვეთაზე დაიწერება 5000, 
4.-ისა და 8,-ის გადაკვეთაზე დაიწერება 4» ქარხანაში დამზადებული 

პროდუქციიდან 'დარჩენელე 20 ძეე. /ვკ-ის შესაბამის სტრიქონზე 

8,-ის, 8:-ისა და 8ე-ის ქვემოთ არაფერი დაიწერება, რადგანაც მათი 

მოთხოვნილებანი დაკმაყოფელებულია; 8კ,კ-ს შევუვსოთ თავისი მო- 
თხოვნილება 25 000-მდე, ე. ი. /#ე-ისა და 8,-ის გადაკვეთაზე დაიწე–- 
რება 5000, ხოლო ,„1ე-ისა და ,8,-ის გადაკვეთაზე კი დაიწერება #,-ის 

მოთხოვნილება 30 000. 
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ამგვარად, მივიღეთ პირეელი განაწილება რომელმაც დაიკავა 
7 უჯრედი. საერთოდ, გვაქვს 3 სტრიქონი და 5 სვეტი. მიღებული 

მატრიცის რანგი იქნება 34-5 –- 1=7. სწორედ ამიტომ. მივიღეთ გა- 

ნაწილება 7 უჯრედზე. 
ახლა ჩვენი მაგალითისათვის შევადგინოთ 1-ლი ცხრილის ანალოგი- 

ური ცხრილი. 

  

  

   
  

  

      
  

  

    

          

; ცხრილი 4 

ობიექტები | · დამზადებულ 
· 8, 8. მე ჩ. 8. |პროდუქციათა 

'' რაოდენობა 
ქა რხნები 

- == 
4 5.“ 7 6 ვ 4 

' 10000) 15000 6000 – 40000 

ა 9 2 4 ვ 
“2 – გხიი, 90000 _ 25000 

LL 

6 ვ 8 5 4 
43 

– – –_ 5000 00000 35000 

“100000, 
მოთხოენილება 1000ე | 15000“ | 20000 | 25000 | 30000 ა 

100 000   

  

  

მე-4 ცხრილის დახმარებეთ ვიანგარიშოთ გადატანის ხარჯების, 7. 
ფორმის, მნიშვნელობა: 

1=5X10000-L7 X 15000-L-6 X 15000-L-2 X 5000-L-4 X 20000-L 

+5 X5000-L4 X30000=480000., 

გგვარად, მივიღეთ,, რომ პირველი პროგრამის მიხედვით გაწეული 
სატრანსპორტო ხარჯების რაოდენობა ყოფილა 4800 მანეთი. 

ახლა ისმება საკითხი მიღებული პირველი პროგრამის გაუმჯობე- 
სების შესახებ. შესაძლებელია შედგენილი პირველი პროგრამა საუ- 
კეთესოც აღმოჩნდეს მაშინ, რა თქმა უნდა, მიღებული პროგრამის 
გაუმჯობესება არ შეიძლება, ე. ი “ქარხნებში დამზადებული პრო. 
დუქციის სათანადო ობიექტებში მისატანად უფრო ნაკლები დანახარ- 

ჯით ვერ დავკმაყოფილდებით. 
პირველე პროგრამის შემოწმებისას საჭიროა მე-2 ცხრილში ყველა 

თავისუფალი უჯრედის შეფასება. ეს კი შესაძლებლობას მოგვცემს ვნა_ 
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ხოთ, თუ რამდენად მიზანშეწონილია რომელიმე გადასატანი პროდუქ- 
ციის ერთ-ერთ თავისუფალ უჯრედში გადასმა. როდესაც რომელიმე 
თავისუფალ უჯრედში სხვა უჯრედიდან პროდუქციათა გარკვეულ რა- 

ოდენობას გადავსვამთ, ცხადია, რომ მისი კომპენსირება უნდა მოხ- 

ღეს სხვა ქარხნიდან. , 

თავისუფალი უჯრედების შესაფასებლად მოვიქცეთ შემდეგნაირად: 
შესაფასებელი უჯრედიდან ჰორიზონტალურად გავავლოთ სწორი ხა- 

ზი უჯრედამდე, რომელიც შეიცავს პირველი შავი შრიფტით ჩაწერილ 
რიცხვს, შემდეგ ეს ხაზი 909%იანი კუთხით მოვაბრუნოთ ისევ მო- 

რიგი, შავი შრიფტით ჩაწერილი რიცხვის შეხვეღრამდე, რის შემდეგ 
ანალოგიურ შემთხვევაში ისევ მოვაბრუნოთ სწორი ხაზი მანამ, სანამ 

არ დავუბრუნდებით შესაფასებელ უჯრედს. ღასაშეებია ზოგიერთი 
შავი შრიფტით ჩაწერილი რიცხვის შემცველი, უჯრედის გამოტოვება, 

თუკი წინააღგდეგ შემთხვევაში ვერ დავუბრუნდებით შესაფასებელ 

უჯრედს. როცა გავავლებთ რამდენიმე ჰორიზონტალურ და რამდე–- 
ნიმე ვერტიკალურ ხაზს და დავუბრუნდებით 'მესაფასებელ უჯრედს, 

მაშინ შავი შრიფტით ჩაწერილი რიცხვის შემცველ უჯრედებში, რომ-. 

ლებიც გავიარეთ (გამოტოვებულის გარეშე), ჩავწეროთ ერთეული 

პრო იის სატრანსპორტო ხარჯების რაოდენობანი მე-3 ცხრილი- 
კან დემციის მათგანს ი მივაკუთვნოთ დადებითი ნიშანი, ხოლო მომდევ- 

ნოების ნიშანი ვცვალოთ რიგრეგობით. მიღებული მნიშენელობანი 

შევკრებოთ და მიღებ რეცხვს გამოვაკლოთ ერთ ი პრო - 
ციის. გადატანას ის ღირებულება, „რომელიც ეწერა შე აარაიივი: 

რედში მე-3 ცხრელიედან. მიღებულე მნიშვნელობა იქნება აღებული 
თავისუფალი უჯრედეს შეფასება. ასევე გაეიმეორებთ ყველა თავისუ- 
ფალი წ უჯრედის მიმართ, ' 

მაგალითად, /#,კ-ისა და 8კ-ის გადაკვეთის შესაბამისი უჯრედის შე- 
საფასებლად მისგან ვატარებთ ჰორიზონტალურ ხაზს ,4კ-ისა და „ე-ის 

გადაკვეთამდე. რადგან აქ გვხვდება შავი შრიფტით ჩაწერილი რიცხვი, 

ხაზს 907ით ვაბრუნებთ ქვევით. აქ. #4ა-ისა და I/მე-ის გადაკვეთაზე 
დგას ისევ შავი შრიფტით ჩაწერილი რიცხვი, მაშასადამე, აქაც მოვაბ– 

რუნებთ ხაზს ·90? კუთხით მარჯვნივ (რათა სწრაფად დავუბრუნდეთ 

შმესაფასებ ”რედს).. აქა) #ა-ისა და კ-ის გა თაზ ბა 
მაა ელ ერები აქაც მაი მოვაბრუნებთ, ხაზს ზემოთ 90“-იანი 

კუთხით და: მივალთ შესაფასებელ უჯრედამდე. V რიგი ჰორიზონტა- 

ლური და ვერტიკალური ხაზების გავლებისას /“ გავიარეთ 3 წავი 

შრიფტით ჩაწერილი რიცხვის შემცველი უჯრედი, რომელთა ადგილას 

"მე-3 ცხრილში შესაბამისად იდგა 6,2 და 4. პირველ მათგანს მივანიჭოთ 

დადებითი ნიშანი, მეორეს –– უარყოფითი, ხოლო მესამეს –– ისევ და– 

დებითი. მათი ალგებრული ჯამი იქნება. 8. მიღებულ რიცხეს გამოვაკ– 
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-ლოთ ის რიცხვი, რომელიც შესაფასებელ უჯრედში ეწერა მე-3 ცხრი- 
ლიდან, კერძოდ, 3, მივიღებთ 5-ს, რომელიც იქნება აღებული უჯრე- 

'დის შეფასება და მას შევიტანთ ცხრილში. 

ანალოგიურად შევაფასებთ „74,-ისა და 8ა:-ის გადაკვეთის უჯრედს. 
მისგან ვავლებთ ჰორიზონტალურ ხაზს ,1-ისა და „ე-ის გადაკვეთამ- 

დე, შემდეგ ეაბრუნებთ მას ვერტიკალურად ქვევით. #ჯ-ისა და ჩე-ის 
გადაკვეთაზე ვაბრუნებთ მას მარჯვნივ 7 ე-ისა და 8,-ის გადაკვეთამ- 

ღე, შემდეგ –– ქვევით /#ე-ისა და 8კ-ის გადაკვეთამდე, შემდეგ –– 
მარჯვნივ /#ეკ-ისა და 8კ-ის გადაკვეთამდე, დაბოლოს, ზემოთ –- შესა- 
ფასებელ უჯრედამდე. ამჯერად გავიარეთ 5 შავი შრიფტით ჩაწერილი 

რიცხვის შემცეელი უჯრედი, რომელთა შესაბამისი რიცხვები მე-3 

ცხრილიდან არის 6, 2, 4, 5 და 4. თუ პირველს მივაწერთ დადებიო 

ნიშანს, დანარჩენს რიგრიგობით შევუცელით ნაშანს დღა ალგებრუ- 

ლად შევკრებთ, მივიღებთ 7-ს. მიღებულს გამოვაკლოთ ის რიცხვი, 
რომელიც იდგა მე-3 ცხრილში შეფასებული უჯრედის შესაბამისად, 

მივიღებთ 3-ს. ეს იქნება /4ე-ის ადა 8კა-ის გადაკვეთის შესაბამისი თა- 

ეისუფალი უჯრედის შეფასება. სავსებით ანალოგიურად შეფასდება 

ყველა სხვა თავისუფალი უჯრედი. ყველა მათგანის შეფასება მოცე- 
მულია მე-5 ცხრილში. ' 

  

    

  

  

  

  

  

  
  

ეხრილი 5 

' # | დამზადებულ 

8, 8. მა 8, 8. პროდუქციათა 

ა რაოდენობა 
ქარხანა : · _ - 

#4, 10000 | 15000 | 16000 სძII > §55 | ვ” 40000 

4ა => –5 6000 90000 0 25000 

4ე _– 1 <5 .6000 80000 35000 

მოთხოვნილება | 10000 | 15000 | 20000 | 25000 30000) 100000           
რადვანაც უკანასკნელ ცხრილში ზოგიერთი უჯრედის შეფასება დადე- 

ბითია, ეს იმას ნიშნავს, რომ ადრინდელი პროგრამის გაუმჯობესება 

შეიძლება. კერძოდ, ყველაზე დიდი შეფასების მქონე უჯრედში გადა- 
ტანილ უნდა იქნეს ერთ-ერთი შავი შრიფტით ჩაწერილი რიცხვი. სა- 
ხელდობრ, ის იქნება შავი შრიფტით ჩაწერილი ისეთი მინიმალური 
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რიცხვი, რომელიც მონაწილეობდა აღებული უჯრედის შეფასებაში და 
ჰქონდა დადებითი ნიშანი. ჩვენს შემთხვევაში მაქსიმალური დადებითი 
შეფასება მიიღო 1„1,-ისა და /მკ,-ის გადაკვეთაზე მოთავსებულმა უჯრედ- 
მა (შეფასება +5), ხოლო დადებითნიშნიანი შავი შრიფტით ჩაწერილი 
უმცირესი რიცხვია 15 000. მაშასადამე, 15 000-ს გადავიტანთ ,4კ-ისა 
და 8,-ის გადაკვეთაში და ჩავწერთ შავი შრიფტით. სხვაგან, სადაც იყო 
შავი შრიფტით ჩაწერილი რიცხვები, იმ ადგილებს ”შევავსებთ ისევე, 
როგორც ეს გავაკეთეთ პირველი ამონახსნის შედგენის დროს. სახელ– 
დობრ, პირველ უჯრედში ჩავწერთ 10 000-ს, შემდეგ იმავე სტრიქო- 
ნის მეორე უჯრედში ჩავწერთ 15 000-ს. ,4,-ისა და „ე-ის გადაკვეთაში 
ჩავწერთ, 20 000-ს, #ე-ისა და 8კ-ის გადაკვეთაში 5000-ს, /1-ისა და 
8,-ის გადაკვეთაში 5000-ს და ,/1ე-ისა და /3,-ის გადაკვეთაში კი 30 000-ს 
ამით მივიღებთ მეორე გაუმჯობესებულ ამონახსენს. 

მართლაც, თუ ვიანგარიშებთ 1" ფორმის. მნიშენელობას, მივი– 
ღებთ: 

1 =4050 მანეთს. 

ახლა ხელახლა უნდა შევავსოთ ცარიელი უჯრედები. მათი შეფა- 
სების შემდეგ მივიღებთ შემდეგ ცხრილს: 

  

     
  

  

  

        

ს ' ცხ რ ილი რ 

დამზადებულ 
8, ':- მე 8. . მეი |პროდუქციათა 

: რაოდენობა 
ქარხანა _ 

4 10000 16000 –5 16000 –2 40000 

: »9 - 
4. –3 · 0 90000 | ” ბია ი 25000 

' ' § V | .4 
4ე · 1 რ –5 |: 6000 ზიიიხ | 35000 

: 100000 
| 0 20000 “| 25000 30000 მოთხოვნილება | 10000 1500 100000       
  

როგორც ვხედავთ, მე-6 ცხრილში თავისუფალი უჯრედების შეფასე- 

ბისას მივიღეთ ზოგიერთი · დადებითი რიცხვი. მაშასადამე, შესაძლე- 

ბელია ამონახსნის გაუმჯობესება. „ 

ყველაზე დიდი მნიშვნელობის მქონე რიცხვი (6) დგას „ე-ისა ღა 
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8.-ის გადაკვეთაზე, რომლის შეფასებაში მონაწილეობდნენ დადებითი 

ნიშნით აღებული /0,)-ისა და „8ა-ის გადაკვეთაში მდგომი 15 000 და 
#4ე-ისა და 8,-ის გადაკვეთაში მდგომი 5000. მათგან უმცირესი უნდა 
გადავიტანოთ „ე-ისა და )3:-ის გადაკვეთაში, ხოლო დანარჩენ, შავი 
შრიფტით დაწერილი რიცხვის შემცველ უჯრედებში, შევსება წინას 

ანალოგიურად მოვახდინოთ. პროდუქციის ხელახალი გადანაწილება 
მოვახდინოთ ისევე, როგორც ამას ადრე ვაკეთებდით. მივიღებთ შემ- 

დეგ ცხრილს: 

  

  

  

  

  
  

ცხრილი 7? 

აღმა L დამზადებულ 

მ, 8. მე 8. მე |პროდუქციათა 
ა რაორდენობა 

ქარხანა ” “ა 

4, 10000 10000 | --5 90000 4 40000 

” 4. = 0, | ·«იჩიი | _ჯიიი "რ 25000 

4 –5 ხ000 --4I. –46 გხიიი 35000 

მოთხოვნილება | 10000 | 15000 | · 2000ლ | 25000 | 30000 100000 
' 2 100000             
  

თუ მე-7 ცხრილის მიხედვით. ვიანგარიმებთ 7' ფორმას, გვექნება: 

#=3750 მან. 

რომ დავრწმუნდეთ: შეიძლება თუ არა ამონახსნის გაუმჯობესება, 

ამისათვის უნდა შეფასდეს ყველა თავისუფალი უჯრედი ჩვეულებრივი 
წესით. სათანადო შეფასებანი შეტანილია იმავე მე-7 ცხრილში. რო- 
გორც მე-7 ცხრილიდან ჩანს, აქაც მივიღეთ დადებითი “შეფასების 

მქონე უჯრედები. მათ შორის უდიდესი შეფასება მიიღო /1აკ-ისა და 

8,-ის გადაკვეთაზე მდგომმა უჯრედმა (6). ამ უჯრედში უნდა გადმო- 
ვიტანოთ 5000, რომელიც დგას /#ე-ისა და ,8,კ-ის გადაკვეთაზე და აღე- 
ბული უჯრედის შეფასებაში მონაწილე დადებითნიშნიან უჯრედთა 
შორის უმცირესია»: 

თუ მოვახდენთ ამონახსნის ხელახალ გადაანგარიშებას და ცარიელ 

უჯრედებს შევავსებთ, გვექნება შემდეგი ცხრილი: 
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ცხრილი ჩ 
  

  

  

  

  

  

        

| დამზაღებულ 
8, 8. ზე: 8. 8. პროდექცი:ოს 

რაოღენობა 

4. 10000 5000 1.---L-. 254 40200 
=>4 ყსქL 

I 

წი –9 –რტ | 90000 25000 

4ე –5 ლ,  ს=--=-5 ქ ---ნ-4 85 35900 

: 100000 

მოთხოვნილება 10000 15000 20000 25000 30000 
100000       

  

თუ უკანასკნელი ცხრილის მიხედვით ვიანგარიშებთ 7“ ფორმას. გვეკ- 

ნება: “ 

1=3450 მანეთს. 

როგორც მე-8 ცხრილიდან ჩანს აქაც მივიღეთ დადებითი "შეფასების 

მქონე უჯრედები, ე..ი. ამოხსნა კიდევ უფრო გაუმჯობესდება. თუ 

სათანადო გამოთვლებს ჩავატარებთ მივიღებთ შემდეგ (ცხრილს: 

  

  

  

  

  

  

0 ხრ“ ლი 5 

> დამზადებულ 
8, 8. ზე 8ა 8: პრ-დუქჭცია»> 

რაოდენობა 

4, 10080 –. –ვ 96000 6000 40000 

# –5 –-რ 90000 = 6000 25000 

#43! – 16000 –5 –2 50000 35000 

მოთხოვნილება | 10000 ., 15000 20000 | 25000 | 30000               
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თუ ამ უკანასკნელი ცხრილის დახმარებით ვიანგარიშებთ I ფორმას, 
მივიღებთ: 

I =3250 მანეთს. 

რადგანაც, როგორც ეს მე-9 ცხრილიდან ჩანს, ყველა შეფასებული 

თავისუფალი უჯრედი უარყოფითი ნიშნისა, ამიტომ უკანასკნელი 

ამონახსნის” გაუმჯობესება არ შეიძლება და, ამგვარად, მე-9 ცხრი- 

ლით მოცემული ამონახსენი საბოლოოა, ე. ი. ოპტიმალური გეგმაა, 

თუკი ოპტიმალურ გეგმაში თავისუფალი უჯრედების შეფასების 

შედეგად სადმე დგას ნული, მაშინ შესაძლებელია ახალი გეგმის შედ- 

გენა ამ ნულოვან უჯრედში რომელიმე შავი შრიფტით ჩაწერილი რი- 

ცხვის გადატანით. ამ ახალ გეგმასაც ალტერნატიული ოპტიმალური 
გეგმა ეწოდება. ამ უკანასკნელ გეგმაში ტრანსპორტის ხარჯების უფრო 
მეტ შემცირებას ვერ ვახერხებთ, მაგრამ ეს გეგმა იმითაა შესანიშ- 

ნავი, რომ მასში უფრო მიზანშეწონილია გადანაწილებული პროდუქ- 

ციის მიწოდება და მოთხოვნილების დაკმაყოფილება. 

§ 6. ტრანსპორტის ამოცანის. ამოსსნა პოტენციალთა მეთოდით 

  

თი (|) და წ, რიცხვები, რომ საწყისი ამონახსნის ბაზისის ვექტორე« 

ბის შესაბამის ყველა X,, ცვლადისათვის ადგილი "ჰქონდეს ტოლობას 

+ 9,=C. 

თუ ცვლადებისათვის, რომლებიც საწყის ამონახსენში არ შედიან, სრულ- 

დება პირობა : 

"+ 0/=0)" · , , 

და ყველა სხვაობა 

მაშინ შესაძლო ამონახსენი ოპტიმალური იქნება. 

თუ ოპტიმალობის ეს პირობა არ სრულდება, მაშინ უნდა მოინა- 

ხოს სხვა შესაძლო ამონახსენი, რომელიც 7. ფორმის უფრო ნაკლებ 

მნიშენელობას შეესაბამება. ' 
შესაძლო ამონახსზის მისაღებად გამოთვლითი პროცესის : ჩატარება 

შეიძლებ ჩვეულებრივი სიმპლექსური ცხრილების შედგენის გა- 
რეშე, მხოლოდ საჭირო იქნება მისი ოპტიმალობის შემოწმება, ე. ი 

უნდა,გამოითვალოს C,/? მნიშვნელობანი ვექტორებისა, რომლებიც ბა– 
ზისში არ შედიან, ბაზისის ვექტორების საშუალებით წარმოდგენის 

გარეშე. ასეთი პროცესი განვიხილოთ აქ ჩვენ მიერ ზემოთ განხილული 

კონკრეტული მაგალითისათვის, 
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გექონდა 3 ქარხანა (მიმწოდებელი) და 5 ობიექტი (მომხმარებელი), 

რომელთათვისაც ადგილი ჰქონდა ტოლობას 

2,თ: ძ;, = ბ, ხ,= 100000. 

( , 

C, გადატანის ხარჯები მოცემულია მე-3 ცხრილში პირველი შესაძლო 

ამონახსენი წარმოვადგინეთ მე-2 · ცხრილის საშუალებით, სადაც X,)1=: 

10000, X,:+=15000, ” X,.=15000, X;ე=5000, X.,=20000, X.კ,=5000, 
Xვ:=30000, ხოლო დანარჩენი Xც,ც=0. აქ წრფივი ფორმის I-ს მნიშ- 

ენელობა მივიღეთ 4800 მან; რადგანაც გადაუგვარებვლი შემთხვევა 

გვაქვს, აქ 6-მეთოდის გამოყენება არ არის საჭირო. 

გადაგვარებული შემთხვევის დროს ბაზისის ვექტორებიდან გამო–- 

იყვანება ის „საეჭვო“ ვექტორი, რომელსაც უდიდესი C/ შეესაბამე– 
ბა. განხილულ მაგალითში გვაქვს #+ჩ -–- 1=7 არაუარყოფითი სი- 

დიდე, რომელიც ბაზისის ვექტორებს შეესაბამება. 
შესაძლო ამონახსენში დადებითი ცელადებისათვის განვსაზღვროთ 

(I, M)=(3,5) რაოდენობის (,, და ას, რიცხეები შემდეგნაირად: 

ILსI+-9,=0=5, 'ე-L ყა= 0იკ=-4, 
V.-+9ა=C2=7, ქ Mე-L ყკ=0ეკ=5, (5.1) 
"+ ყშვ=-თ,ე=6, Mე-L შე=6ეგ=4 

((:-L 9ვ= Cჯე=2, : 

აქ გვაქვს 7 განტოლება 8 უცნობით. გვაქვს განუსაზღვრელი სისტემა, 
საჭიროა რომელიმე ცვლადს მივცეთ. ნებისმრერი მნიშვნელობა და 
მაშინ, დანარჩენები ცალსახად ამოიხსნებიან. ვთქვათ, V,=5, მაშინ 
ადვილად ვიპოვით დანარჩენსაც: 

ბ,=0, ხა=2, -ყძე:=1, სV»ა=1, 0კ=3, (ე=2, 9-=2. 

შევადგინოთ "სათანადო ცხრილი 

  

    

  

  

      
  

        

ა 2 1 ვ 2 
" - " 

§ ნ 1? ი 

I 

.1 | I | “I. 
2 | | | –_ 

245



აქ შავი შრიფტით ჩაწერილია დადებითი ცვლადების შესაბამისი გად– 

ტანის ხარჯები, 

რადგანაც (5.1) სისტემა ს, და ს, ამოხსნილი მნიშვნელობებით კმა– 

ყოფილდება, ამიტომ შესაძლო ამონახსენში შემავალი ყველა XI/-თვის | 

გვექნება 
"I“+- ე/,ლ–C//. 

ყველა დანარჩენი კომბინაციისათვის ვიანგარიშოთ 

.· = 0,=VI+ს, 

სიდიდეები. 

მაგალითად, 

"+ ხა=8, V,4+-შუ=7 და ა. შ. 

მიღებული მნიშვნელობანი შევიტანოთ ცხრილში, გვექნება 

  

  
  

  
  

  
  

ხ 
02121: | 5! 2 

«“ 

–. 7 9 8 7 

|. ( 2 4 3 

21 2I+I2I+-!.         
  

ე. ი. აქ საწყის ამონახსენში შავი შრიფტით ჩაწერილია არაუარყოფი- 
თი ცვლადების შესაბამისი C,,-ები, ხოლო დანარჩენები შეესაბამებიან 

დარჩენილ მნიშვნელობებს. ცხადია, რომ C,/ და C7,, მნიშვნელობანი, 

შესაძლო ამონახსენში არაუარყოფითი რიცხვების შესაბამისნი, ერთ– 

მანეთს ემთხვევიან. დანარჩენებისათვის ვნახოთ, თუ რას წარმოადგ– 

გენს _ მათი სხვაობანი: I 

6, –Cთ/; 

თუ ყველა სხვაობა <0, მაშინ განხილული ამონახსენი იქნება ოპტი- 

მალური; თუკი ერთი მათგანიც კი დადებითია, მაშინ ამოხსნა არ იქ- 
ნება დამთავრებული. 

მართლაც, 

0, C6ს)=5 >0, 

60 ––- რს=3 >0, 
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ა 63 – C,=8 >90, 

6 –– რცე:=--5< 0, 

61, –– C:,=0, 

61, –– C1= –- 4<0, 

65, –– 6ვ:=1 >0, 

61 –– 6ვე= –- 5<0, 

როგორც ვხედავთ, ზოგიერთი 0, – 6/>0, ე. ი. ამოხსნა უნდა გა- 

გრძელდეს. ჩვენ უნდა მივიღოთ ახალი შესაძლო ამონახსენი, რომელიც 

შეიცავს იმ ცვლადს, რომლისთვისაც 00 – CI, >0. “აქ ვარჩევთ ვექ- 
ტორს, რომელსაც ეს სხვაობა უდიდესი, აქვს. ჩვენ შემთხვევაში ასე– 
თი იქნება X,კ-ის შესაბამისი ვექტორი. 

პირველ საწყის ამონახსენში X,,-ის ადგილას ჩავწეროთ რაიმე დადე– 

ბითი რიცხვი ძ,. მაგრამ მოთხოვნილებათა და წარმოებათა რაოდენო– 
ბა რომ” არ დაირღვეს, ზოგიერთ ადგილას უნდა გამოაკლდეს და დაე 

მატოს იგივე 0, რიცხვი. მაშინ პირველი შესაძლო ამონახსენი ცხრი– 

ლის სახით შემდეგნაირად ჩაიწერება: · 

  

  

  

  
  

  
  

ობიექტი | 
8, 8: მე ' 8. ჩა 

ქარხანა , 

4, | 10000 | 15000 (იი0--4| ძ, | 

#. | | ' | თიი0+4, 2იიიი-ძ,. 

4 | 5000 | 30000 

  

წონასწორობის აღსადგენად აქ X,ე-ს და X.კ-ს გამოვაკლეთ, ხოლო X,ე-ს 

დავუმატეთ ძ,, ცხადია, ძ, არ უნდა აღემატებოდეს 15 000-ს, რად- 

განაც ჩვენ ერთ-ერთის გამორიცხვა გვინდა ადრინდელი ამონახსნი– 
დან; მივიღოთ ძ,==15000, მაშინ მივიღებთ იგივე მე-6 ცხრილს, რო- 
მელიც ზემოთ გვქონდა. 
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ობიექტი 

  

  

    
  

  

  

8, 8. მზე მ. ა 

ქარზანა 

4, | 10000 | 15000 ი 15000 

4: | :20000 5000 1 
; „ · 

რა | ს) “ | 5000 | ვიიიი 
  

  

რამდენიმე უჯრედში ტოლი მნიშვნელობანი რომ გექონოდა, მაშინ 

შესაძლო იყო რამდენიმე ადგილას სხვაობას ნულები მოედა და ჯვექ- 

ნებოდა გადაგვარებული შემთხვევა. მაშინ ნულოვანი მნიშვნელობე- 

ბიდან ამონახსენში დავტოვებდით იმათ, რომელთაც ნაკლები C,; შე- 
ესაბამებოდა. 

7-ს მნიშვნელობა ამ შემთხვევაში იქნება 4050 მან. მართლაც, 

4800--| IიმX( C, –– თ,>>0)| ძ,=4800 –– 5.150= 
_ =4800--– 750=4050 მან. 

ახლა თუ ისევ (V, 9,) მნიშვნელობებს ვიპოვით, ვიანგარიშებთ C 

სიდიდეებს და მათ შევადარებთ თ, ებს; ვნახავთ, რომ 

/I0X (თ –_ -,>9) =01, –– 6ე1==6, 

მაშინ წინას ანალოგიურად შემოვიყვანთ ძა: რიცხვს, ჩავწერთ მას 

Xვის ადგილას, წონასწორობის აღსადგენად დანარჩენ უჯრედებში 

სათანადო შესწორებებს შევიტანთ და ძ,-ს გავუტოლებთ შემცირე- 
ბულთაგან უმცირესს. ჩვენს შემთხვევაში ის იქნება 5000. შესაბამისი 
I ფორმა იქნება ის, რაც ადრე გვქონდა: 3750 მან. მართლაც, | 

7 :=4050 –- | 10» (C ა-თ, >90)| ძ.=4050 –– 6.50=3750. 

ახალი ამონახსენი მიიღებს მე-7 ცხრილში მოცემულ სახეს. 

ისევ ვიპოვით ““ ხ/) სიდიდეებს, შევადგენთ C3-ების შესაბამის 

მატრიცას, ვნახავთ რომ C5 -- C,:=6>0. სწორედ Xეჯ-ის შესაბამის 

უჯრედში ჩავსვამთ ძე-ს და იგივე პროცედურას გავიმეორებთ, რაც 

ადრე გექონდა. შემდეგ ეტაპზედაც გვექნება 0: –- C-ა=4>0 და თუ 
X-ის ადგილას ძკ-ს ჩავსვამთ და იგივე პროცედურას გავიმეორებთ 
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ვნახავთ, რომ ყველა თი- თ, სხვაობა უარყოფითია და მიღებული 

ამონახსენი იქნება ოპტიმალური. 7 
ოპტიმალური გეგმისათვის წრფივი ფორმა 7'=3250 მან. თუკი 

ყველა C",, –– C, სხვალობა უარყოფითია და ერთ-ერთი რომელიმე, ნუ- 
ლია, მაშინ გადაგვარებული შემთხეევა გვექნება. თუ იმ ნულოვანი უჯ– 
რედის შესაბამის ადგილას გადავიტანთ, რომელიმე რიცხეს, მივიღებთ 
ახალ გეგმას (ალტერნატიურს), მაგრამ 7 ჟოფივი ფორმა იგივე დარ– 
ჩება, ე. ი. ამ შემთხვევაში გადატანის ხარჯებს ვერ შევამცირებთ, 
ხოლო უფრო რაციონალური განაწილება გვექნება. 

იმ შემთხვევაში, როდესაც სარეალიზაციო მზადებ პრო - 
ციათა რაოდენობა ყველა მოთხოვნილებათა ჯამს. არ ემთხვევა, ღუქ- 

როცა 2.თ%2 ხი შეიძლება გვქონდეს ორი შემთხვევა: 

/ , 

L ბ, ი,< 2 ,ხ;; 
; 7 

ამ. შემთხვევაში, ცხადია, ყველა მოთხოვნილებას ვერ დავაკმაყოფი– 
ლებთ. ასეთ დროს ამონახსნის პოვნა შეიძლება. დავუშვათ არსებობს 

რომელიმე ფიქტიური ქარხანა, რომელშიაც მზადდება: 2 ,ხ,– 2, ძი“ 

.7 ანი 
რაოდენობის ერთგვაროვანი პროდუქცია. ამ ფიქტიური ქარხნიდან 
მომხმარებელ ობიექტებამდე გადატანის ხარჯები მივიღოთ ნულის 
ტოლად. მაშინ გადატანის ხარჯების ცხრილში ერთი ახალი სტრი- 
ქონი დაემატება ნულოვანი ფასებით. მაგალითად, გვექნება შემდეგი 

ი 

  

   
  

  

  

  

  

სახის ცხრილი: 0 ლ ) · 1 

ობიექტი 

8, მ. 8. მ, 8, 

ქარხანა 

7 4, რ) (21LL-. C3 ნ" რ 6 ი 

4. 2: „ 69 ' 6ჯე C:4 C»# ძა: · 

რ“ C:L 0ვე (>) 0ლე4 რეს მე 

(ფიქტიური) 4,)| 0 0 0 0 0 ბ, ს-ა. ი, 
· · · 1. ჯ 

ზ . ' 
ხ | წა ხვ ხა ხ.             
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სადაც ყველა: რC»+),/=0C6ა/=0. 

II. 3 თ>ა, ხ, 
; 7 

ამ შემთხვევაში გვექნება ფიქტიური მისაწოდებელი ობიექტი და ამო- 

ნახსნის ცხრილში ერთი სვეტი მოგვემატება მაგალითად, გვექნება 

შემდეგი ცხრილი: 

  

  

  

  
  

  
  

  
                

8, 8. ზე 8. წ 8ა ფიქტიური 

4. ' იყ რე ლოვ რ 4 ოგ 0 ი 

4. C211 C_2 6C2ე C24 65 0 ძე 

, " 

4 „ 04 2:18 ივე 6ეგ რეგ 0 ძე 

+ 
ხ, ხა ხე ხ ს, თრ, თხ, | 

( ) 
  

ორივე შემთხვევაში ამოხსნა ხდება ჩვენ მიერ უკვე გადმოცემული 
ამოხსნის მეთოდით, რომელიც მართებულია ორივე შემთხვევაში. 

§ 6. ტრანსპორტის ამოცანის ამოსსწის ზობიერთი ზერსი 

წრფივი პროგრამირების ნებისმიერი ამოცანის ამოხსნისას, ბუნებ– 

რივია, ვიფიქროთ, რომ ოპტიმალურ ამონახსენს მით უფრო ადრე 

მივიღებთ, რამდენადაც ახლოს იქნება მასთან პირველი შესაძლო 

ამონახსენი- პირველი ამონახსნი შედგენის დროს მხედველობაში 
არ მიიღება C,; მნიშვნელობანი და სწორედ ამიტომ ძნელია/ იმის მო- 

თხოვნა, რომ შესაბამისი წრფივი ფორმის მნიშვნელობა იყოს მინიმა- 
ლურთან ახლოს. 

.· არსებობს რიგი სხვა მეთოდები, რომლებიც ძირითადად ამოცანის 

ელექტრონული მანქანების დახმარებით გამოთელისას გამოიყენება. 
ისინი თავიდან მინიმალურთან, უფრო ახლოს მდგომი ამონახსნების მი– 
ღების შესაძლებლობას იძლევიან. 

ისევ მივმართოთ ჩვენ მიერ ზემოთ განხილულ მაგალითს და ამოვ– 
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წეროთ ი,/ მნიშვნელობათა ცხრილი, სათანადო წარმოებათა და მოთ- 

ხოვნილებათა ჩვენებით. 

  

ობიექტი 

  

   
8. | 8: | 8: | მა | # 

  

  

  

  

ქარხანა 

4, 5 7 ტ ვ 40000 

#ა 9 8 2 4 ვ 25000 

4ე 6 ვ | 86 | 5 35000 

10000 | 15000 | 20000 | 25000, 30000             
  

ჩვენ მიერ ნაპოვნი პირველი შესაძლო ამონახსნის შესაბამისი წრფივი 
ფორმა #' უდრიდა 4800 მანეთს. ამ მაგალითისათვის ოპტიმალურ ამო– 

ნახსენთან უფრო ახლოს მდგომი ამონახსენთა შედგენის ზოგიერთი 
მეთოდი განვიხილოთ. 

1. სტრიქონის მიხედვით მინიმუმის წესი. ვთქეათ, პირველი სტრი- 

ქონის უმცირესი, ელემენტია C,. თუ რამდენიმე ელემენტია ერთ- 
დროულად უმცირესი, ავიღოთ ის,, რომლისთვისაც / უფრო პატარაა, 
ჩვენ მაგალითში უმცირესი ელემენტია -C,,=3. მივიღოთ X,/=0ძ,, თუ 

ძ,ლხ, ანდა X,,=ხ,, თუ ძ,>სხ,. პირველ შემთხვევაში მივიღოთ X/,=0, 
როცა 1</ და გადავიდეთ მეორე სტრიქონზე, ხ, შევცვალოთ ხ,–-0,-ით. 
ამისს “შემდეგ მოვნახოთ მეორე სტრიქონის უმცირესი ელემენ–- 
ტი და ა. შ. გავაგრძელოთ პროცესი. მეორე შემთხვევაში ძ,-ს ცვლი- 

ან ი, –- 6ხ,--ით, ხოლო ხ,;-ს –– ნულით და საზღვრავენ პირველი სტრი- 

ქონის უმცირეს ელემენტს C,,ის გამოკლებით და შემდეგ პროცესს 

იმეორებენ. განხილულ მაგალითში, რადგანაც წხა=25000, თ,=40000, 

გვაქვს მეორე შემთხვევა. მაშასადამე, X,კ=ნკ=25000 პირველი 
სტრიქონის უმცირესი' ელემენტი თ-ის შემდეგ «რის C,,. აქ ერთმა–- 
ნეთს უნდა შევადაროთ თ, ––- ხკ ღა ,ხ,. როგორც ვხედავთ, 0თ,--ხკ1= 

=15000<-ხკ=30000, მაშასადამე, ჯX,,=15000. ახლა მოვნახოთ მეო- 

რე სტრიქონის უმცირესი ელემენტი; ის იქნება C,;.=2. ერთმანეთს 
შევადაროთ თ; და ხე. როგორც ჩანს, თ„=25000:>ნე=20000, ამიტომ 

X-ე=20000. დაგვრჩება 25000. შემდეგი უმცირესი ელემენტი იმავე 
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სტრიქონში იქნება C::=3. აქ ჩავწერთ 5000 და ა. შ. პროცესის გაგრ- 
ძელებით მივიღებთ შემდეგ შესაძლო ამონახსენს: 

  

| 25000 15000 40000 

  

| 20000 5000 25000 

  

10000 15000 | 10000 | 35000 

  

10000 15000) 20000 25000 30000           
მიღებული ამონახსნის შესაბამისი ფრფივი ფორმა იქნება 

1 = 750+600--4004-150--6004+-4504-400=3350 მან. 

როგორც ვხედავთ, ეს მხოლოდ 100 მანეთით განსხვავდება ოპტიმა- 

ლური ამონახსნისაგან. 
9“. სვეტის მიხედვით მინიმუმის წესი. აქ იგივე პროცედურა 

მეორდება მხოლოდ სტრიქონის მაგივრად ვიხილავთ სვეტს. პირვე- 

ლი სვეტის უმცირესი ელემენტია C,, მაშინ X,ც=10000. შემდეგი 
მნიშვნელობანი იმავე სვეტში იქნება ნულები. მეორე სვეტში უმცი- 
რესია Cე:=3, მაშინ Xჯეე:=15000. ამ სვეტში სხვა, ელემენტები იქნება 

0. გადავიდეთ მესამე სვეტზე. იქ უმცირესია C;ე:=2, მაშინ X„,ე=20000, 
და ა. შ. შესაძლო ამონახსენი წარმოიდგინება შემდეგი, ცხრილის სა- 

ხით: 
  

  

  
  

10000 0 0 25000 5000 | 4000 

0 ი |.20000| 0 5000 | 25000 

0 15000 0 ი | 20000 | 35000 » 

          10000 , 15000 | 20000 | 25000 მიიიი | 

  

ამ ამონახსნის შესაბამისი წრფივი ფორმა იქნება:. 

7.:=500+450--400+750+200--150+800=3250 მან. 

მ. მატრიცის უმცირესი ელემენტის წესი გადატანის ღირებულე- 

ბათა ცხრილში მოინახება უმცირესი C,,, რის შემდეგ მისი შესაბამისი 
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X,, ტოლია IIIILთ,, ხ,). პროცესი გრძელდება მანამ, სანამ ყველა პრო- 
დუქტი არ გადაიტანება. თუ შევადგენთ, შესაბამის ამონახსენს, გვექ– 
ნება შემდეგი ცხრილი: 
  

  
  

  
  

10000 0 0 250ე0 5000 40000 

0 0 20000 0 5000 | 25000 

0 15000 0 0 20000 | 35000 

  
  

10000 | 15000 | 20000 | 25000           
30000 

  

მიღებული ამონახსნის წრფივი ფორმა იქნება 

1 =500-450-400--750--200-L-150--800=3250 მან. 

ამ შემთხვევაში მივიღეთ პირდაპირ ოპტიმალური ამონახსენი. ჩვენ 

მიერ განხილული მაგალითის შემთხვევაში, როგორც ვხედავთ, სამივე 

წესის გამოყენება სასარგებლოა. მაგრამ სამწუხაროდ, ეს ასე ყოველ- 

თვის როდი ხდება. ხშირად ჩვენ მიერ თავიდან გამოყენებული ხერხი 

უფრო ხელსაყრელია. ბოლო განხილული სამი წესის გამოყენება მა– 

შინ იქნება ხელსაყრელი, როდესაც როგორც მიმწოდებელთა, ის 
მომხმარებელი რაოდენობა ს საკმაოდ დიდია. ე წოდებელ ქ 

თავი IV 

მოდის მეთოდი , 

§ 1. მოდის მეთოდის არსი და მისი გარჩევა კონკრეტულ მაგალითზე 

მოდის მეთოდი წარმოადგენს ტრანსპორტის ამოცანის ამოხსნის მე– 

თოდების –- განმანაწილებელი და პოტენციალთა მეთოდების კომბი- 

ნირებულ „გამოყენებას. ამ მეთოდის სახელწოდება წარმოიშვა სიტყვი- 

დან „მოდიფიცირებული-განმანაწილებელი“. ასეთი ალგორითმები 

ლიტერატურაში ზოგჯერ იწოდება მოდიფიცირებული ინდექსური 

მეთოდის სახელწოდებით. მოდის მეთოდი ანდა ე.წ. მოდიფიცირებული- 

განმანაწილებელი მეთოდი წარმოადგენს იმის ცდას, რომ წრფივი პრო- 

გრამირების. მეთოდები რაც შეიძლება უფრო პრაქტიკული .გახდეს 
გამოსაყენებლად. მოდის მეთოდით სარგებლობისას ყველა ინფორმა- 

ციას, რომლითაც ვსარგებლობთ, ერთი და იმავე ერთეულით უნდა 
იყოს წარმოდგენილი, აგრეთვე წარმოებისა და მოთხოვნილების რაოდე- 

ნობა ერთმანეთს უნდა ემთხვეოდეს. ის შეიძლება გამოვიყენოთ მიახ- 
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ლოებით ამოსახსნელად განმანაწილებელი ამოცანისათვის რომლის 
არსი შემდეგში მდგომარეობსა 

ვიპოვოთ ისეთი X,,>90, რომლებიც აკმაყოფილებენ შემდეგ პი–- 
რობებს: 

”„ 

ბ, თ/; X,=0ჯ (=1, 2, .?..) /), (1.1) 

1=1 
”„” 

3 ა#< ს, 0=1, 2,#.-,) 92% 
L=1 

ჩი ი 

და ჯ. ?. C XI მიზნის ფუნქციას ანიჭებს მინიმალურ მნიშვნელო– 
I!=1 /1=1 

ბას, სადაც ძ, მოთხოვნილებებია ერთეულებში, ხ6,– მაქსიმალურად შე– 

საძლო დრო, 0,,-–- დროის ერთეულში წარმოების რაოდენობა, X,, არის 

დრო, რომელიც გამოიყოფა ყოველი დაზგისათვის, C,; კი -- ერთე- 

ულის კალკულაციური ღირებულება. 
დავუშვათ, #1=:5 და 1=3 და განტოლებებით მოცემული სიდიდეები 

წარმოვადგინოთ შემდეგი ცხრილის სახით: , 

  

  

   
  

  

  

  

  

  

                    

მანქანა 

8, 8. მე 8, 8. ზა 

შეკვეთა 
მოთხოვ- 
ნილება 

# თ. თ. ძა რკე CI Cი თე 

ტრ. ძა თა მაგ | ძლიე | 02 6: C2ე 

4ე ძე ძვ | 0:12 | ძეე | 0) | 6 ! Cეე 

4. მიე (| იი ძკა (71) მა! C42 ნ.ე 

4 თს 991 063 (2LI 031 0§9 (311 

მაქსიმალურა; 
მასოლერთ ხ ხა ხე 
  

254



მოდის მეთოდის სახის აარ ად განვიხილოთ კონკრეტული მა– 

გალითი, პირველ რიგში შევამოწმოთ ზოგადად შესაძლებელია თუ არა ამ მაგალითის წრფივი პროგრამირებით ამოხსნა. ამისათვის საჭიროა 
ძირითაღი მოთხოვნილებების და პირობების შემოწმება. უპირ ს 
ყოვლისა, ამოხსნის მიზანი მკაფიოდ უნდა იყოს. განსახღვრო ლი, უნ- 
და გაირკვეს ხდება თუ არა მიზნის მისაღწევად რესურსების ლიმიტი- 
რება ან შეზღუდვა; საჭიროა ვიცოდეთ არსებობს თუ არა შეზღუ- 
დულ რესურსთა შერჩევის შესაძლებლობა. უნდა განისაზღვროს რო- 
მელიმე ცვლაღის ცვლილება მოქმედებს თუ არა დანარჩენებზე ანდა 
მიზანზე. საჭიროა აგრეთვე ვიცოდეთ ყველა პირობა და შესაძლებე- 
ლია თუ არა ფაქტის გამოსახვა წრფივი განტოლებების ან უტოლო- 
ბების სახით. · 

დავუშვათ, რომ რომელიმე ქარხანაში ერთ-ერთ საამქროში მუ- 
შაობს ერთი და იმავე ტიპის,მაგრამ სხვადასხვა შესაძლებლობის მქო- 
ნე 3 მანქანა. მისაღებია 5 შეკვეთა. ისინი ამ მანქანებს მორის ისე 
უნდა გავანაწილოთ, რომ დროის გარკვეულ შუალედში მოგება რაც 
შეიძლება მაქსიმალური გავხადოთ, დავუშვათ, რომ ერთ-ერთი შეკ- 
ვეთის შესრულება შეიძლება მხოლოდ რომელიმე ერთ ,მანქანაზე. 
დანარჩენი 4 შეკვეთის შესრულება შეიძლება სხვადასხვა მანქანაზე. 
თუკი ყოველი შეკვეთა შესრულდება იმ მანქანაზე, რომელიც უფრო 
მოსახერხებელია მის შესასრულებლად, მაშინ დანარჩენი მანქანები 
გამოუყენებელი დარჩება და შემკვეთის მოთხოვნილებანი გარკვეულ 
“დროში არ იქნება დაკმაყოფილებული. 

შეკვეთების შესასრულებლად ყველაზე მოხერხებულ მანქანას 
„იდეალური“ ვუწოდოთ. 

ვთქვათ, გვაქვს 3„მანქანა: 8, 8. და 8ე, რომლებზედაც უნდა შეს- 

რულდეს 5 შეკვეთა: 4,, #., 4 #„ და #§. შეკვეთა ერთეულებში, 
მანქანათა სიმძლავრე, კალკულაციური ღირებულება და გასაყიდი ფასი 
(მანეთობით) მოცემულია შემდეგ ცხრილში: 

  

  
  

  
  

  

          
  

        
  

- ცხრილი 1 

შეკვეთა ერთეულებში | 9, | 8. 8, | მ. | M | 

.– | 450 | 27 | ე0 | 15 | 5 | ვ | § გ 

4... || 300 % | «90 | 20 | 2 1 | 3 4 

4 | 500 | 18 | 20 | 10 | 4 2 § 6 

4“ | 1000 მტ | «ი | 20 | 4 | 12 6 | ? 

_ 4 ( 250 – | 125) – | –' (2. – | § 

ააა | | 2 I<II | | |! 
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განხილულ მაგალითში ძ,)-ის ნაცვლად გვაქეს: „--“, აქ მისი შე– 
საბამისი C უნდა ავიღოთ რაგინდ დიდი (M), რაც იმას ნიშნავს, რომ 
მეხუთე დაზგაზე არ შეიძლება შესრულდეს პირველი შეკვეთა. ანა- 
ლოგიურად მოვიქცევით თძკე-თვის და ა. შ. 

გარკვეულ შუალდეში მოგების მაქსიმალურად მიღება ნიშნავს 
მაქსიმუმი იყოს მთელ შემოსავლს გამოკლებული პროდუქციის დამ- 
ზადებისათვის საჭირო ხარჯები რადგანაც შემოსავალი განხილულ 
ამოცანაში უკვე განსაზღვრულია, ის მუღმივ სიდიდეს წარმოადგენს, 
ამიტომ მოგების მაქსიმუმის განსასაზღვრავად საჭიროა ვე: - 
ნახარჯების მემემი თ გ შმოშდ ჰ ვეშებოთ და 

თ“ი2, ?, C(/| VI, XII: –) -– 
, I 

ყველაზე უფრო მოსახერხებელ „იდეალურ“ #8, მანქანას' ვუწო- 

დოთ სტანდარტული. მანქანა და მისი სიმძლავრე მივიღოთ 1-ის ტო- 
ლად, მაშინ #8,-ის სიმძლავრე იქნება 0,9, ე-ის კი 0,5, 

ვთქვათ, მანქანათა სიმძლავრეები მანქანურ საათებში მოცემულია 
შემდეგ ცხრილში: , 

' ეხრილი 2 

  

  

  

- - – - 

მაქსიმალუ- | გამოყენება შსილთ M2 სტანდარტუ- 

მანქანა | რად შესძლო| ,(პროცენ- მოსაყენებელი ინდექსი !ლი მანქანური 
ო აა- დრო ტობით) მიი). საათები 

8, 42 0,94 ვ9,48. 0,9 35,53 

8. 42 | 0,998 41,16 1,0 41,16 

8. 84 0,85 71,4 0,5 35,7 
– | 

სულ | ჯ _ 112,129   
  

ამ ცხრილში მე მანქანის ორცვლიანი მუშაობის შესაძლებლობაა მხედ- 

ველობაში მიღებული. ცხრილში მოცემულია მაქსიმალურად შესაძ-. 
ლო დრო თითოეული მანქანისათვის, ფაქტიურად გამღყენებული დრო 

პროცენტობით, ინდექსი რომელიც „იდეალურ“ სტანდარტულ 8. 
მანქანის მიხედვითაა შედგენილი და სტანდარტული მანქანური საათე- 
ბი. , 

ჩვენი მიზანია ხუთივე შეკვეთის 3 მანქანაზე ისეთნაირად განაწი–- 

ლება, რომ შემოსავალი იყოს მაქსიმალური, შესაძლებელია აგრეთვე 

256



მიზნად დავისახოთ პროდუქციის დასამზადებლად მინიმალური ხარ- 
ჯების გაწევა ანდა მინიმალური დროის დახარჯვა. 

ჩვენს ამოცანაში ორი ტიპის შეზღუდვა გვაქვს: ერთი ტიპის შეზ- 

ღუდვა ეხება სიმძლავრეებს –– შესაძლებელია გამოვიყენოთ მხოლოდ 

განსაზღვრული მანქანური საათები; არ შეიძლებაა ყველა შეკვეთის 

ერთი საუკეთესო ·,8; მანქანისათვის გადაცემა და, მეორე მხრივ, მიუ– 

ხედავად ამისა,, დათქმულ დროში შეკვეთა უნდა შესრულდეს. მეორე 
ტიპის შეზღუდვით საჭიროა, რომ პროდუქციის ერთეულთა რაოდე–- 

ნობა ყოველ შესრულებულ შეკვეთაში ზუსტად ეთანადებოდეს შეკვე- 
თის პირობებს. 

ახლა ვიანგარიშოთ სტანდარტულ მანქანურ საათში შემოსავალი 

მანეთობით. მიღებული შედეგი მოცემულია შემდეგ ცხრილში: 

  

  

  

  

  

– " ცხრილი 3 

შეკეეთა მანქანა შემოსავალი – 

8, (8––5)30=90 

, 4 _ 8: - | (8-–-3)10=150 

მე (ზ---6ე)30=60 

8. (4-––2)60=120 

4 8. (4––-1)60=180 

მა (4––3)60=60 

8, (6––4)20=40 

რე 8 (6––2)20=80 

ზა (6-–5)20=20 

8, (7–-–4)40=120 

4 მ. (7––3)40=160 

მა (7––6)40=40 

4. 8: (5-–2) 125=2375     
  

აქ 1-ლი ცხრილიდან აიღება გასაყიდი ფასისა ღა კალკულაციური ღი- 

რებულების სხვაობა ყველა მანქანისათვის და მრავლდება სტანდარტუ- 

ლი მანქანის სიმძლავრეზე ერთ საათში. ამით მიიღება შემოსავალი 
სტანდარტულ მანქანურ საათში. : 
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ახლა ეიანგარიშოთ პროდუქციაზე მოთხოვნილება სტანდარტულ 

მანქანურ საათში. ეს მოთხოვნილება მოცემულია შემდეგ ცხრილში: 

ცსრილი, ბაქ 1-ლლი დცხრილთ მოცემული 
უკა-=ეა„აა-–_–-ღ მოთხოვნილებნი იყოფინ იმავე 

შეკვეთა მანქანური სათი ცხრილში ნაჩვენები ერთ საათში 
__“წეს"”")”!ს!''' სტანდარტული მანქანის წარმოების   

  

  

  

  

  

  

  

  

4 MX რაოდენობაზე, 

4ა 2 ახლა ვიანგარიშოთ მანქანათა ჯგუ– 

21 2 ფების მიხედვით ერთი შეკვეთის შე–- 
: სასრულებლად საჭირო დრო. შედეგი 
სულ | 7” მოცემულია შემდეგ ცხრილში: 

ცხრილი 5 

_ : მოთხოვნილება ერთი შეკვეთისათვის საქირო დრო საათობით. 

მშ | ერთეულებში) 8, 8. მა 

4. 450 16,67 15 30 
ა · 

4. | 300 §,56 8 10 

4 600 ს 33,33 30 60 

4. 0 1000 <7,78 25 50 

#4, 250 _– 2 –         
  

აქ მოთხოვნილებანი იყოფიან 1-ლ ცხრილში მოცემულ ერთ საათშთ 

წარმოების რაოდენობებზე თითოეული მანქანის მიხედვით. 

მოცემულ მაგალითში შესაძლებელია შეკვეთათა შესრულება სხვა– 
დასხვა მანქანაზე. ყველა შეკვეთა /,-ის გამოკლებით შესაძლებელია». 

განაწილებულ იქნეს სხვადასხვა მანქანაზე უმრავლესობა შეკვეთე– 
ბისა შესაძლებელია შესრულდეს სამივე მანქანაზე მათი სხვადასხვა 

წარმოების დონის შემთხვევაში. 

#4, შეკვეთის გარდა, რომლის მიმაგრება ხდება „8, მანქანაზე, და– 
ნარჩენი შეკვეთები თითქოს ერთმანეთს ექიშპებიან მანქანურ დროში. 

რომელიმე შეკვეთის ერთი მანქანიდან მეორეზე გადატანა იმოქმედებს 

სხვა დაკვეთაზე, რომელიც შეიძლება შესრულებულიყო ამ მანქანაზე, 
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ის იმოქმედებს აგრეთვე მანქანათა შრომისუნარიანობაზე საერთოდ 
და საბოლოო ანგარიშით მოგების რაოდენობაზე. 

სანამ პირველ შესაძლო ამონახსენს ვიპოვიდეთ საჭიროა ზოგიერთი 
რამ წინასწარ გავაკეთოთ, რათა გამოსათვლელი სამუშაოები შემცირ- 

დეს. სახელდობრ, დავალაგოთ მანქანები და შეკვეთები შემოსავლის 
შემცირების მიხედეით. მანქანები განვალაგოთ სრრიქონებში ზევი- 
დან ქვევით, ხოლო შეკვეთები განვალაგოთ სვეტებში მარცხნიდან მარ- 
წვხივ. 

მივაქციოთ ყურა ბა იმას, რომ მოთხოვნილება ა 
რომას ემთხვეოდეს. თუ ეს "პირობა არ არის სასელი მარანს სა 

რო იქნება ფიქტიური მოთხოვნილების შესაბამისი სვეტის შემოყვანა, 

რათა შევავსოთ თავისუფალი დრო. ასეთ პროდუქციას ექნება ნულოვა- 
ნი შემოსავალი და არ შევა ამონახსენში. იმ შემთხვევაში, როდესაც 

მზადებ პრო ა ვერ აკმაყოფილებს მოთხოვნილებას," შე- 
საძლებელია. მიერი რ  ამწოდებლის სტრიქონის შემო კანა. შემი 
სავლის რაოდენობა ამ სტრიქონისათვის იქნება გასაყიდ ფასს გამოკლე– 

ბული ნაყიდი პროდუქციის კალკულაციური ღირებულება. 
პირველი შესაძლო ამონახსნი მისაღებად შევადგინოთ სათანადო 

ცხრილი. როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ შემოსავლის შემცირების მიხედ 
ვით განვალაგოთ მანქანები და ”შეკეეთები. 

  

  

  

  

  

                  

ეხრილი 6 

4) 1 ფიქტიური 
4 #4 4. 4 პროდუქცია შესაძლო 

დრო სტან- 

მანქანა სეეტი დარტულ 
· 180 ! 160 | 150 | 100 80 მანქანურ 

სტრიქონი ' საათებში 
))მ0, |160, |150, | 80 I9 

8. 9 == 1 | 39,16 
+ 

წ % 0,10 |100 80 

|)20,| I)20, |90| | 40 |9| 

8. --60 +– I+. 45,53 
ჰ)2ი I|100 |ნ,84 |99,09 | 20 

|69) (40) )|60| |20 L9 
მა –-80, – “ეი “–) - -- 35,70 

100 |80 ” |70 0,1 | 86,89 

სტანდარტუ- : 110,419 
ღი მანქანური , 

აათების სა- -5 25 | 15 |. ვ0. | 359,39, ? 
ირო მო- 

თხოვნილება ' .. 110,39 
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ამ ცხრილის მიხედეით 7 ფორმის მნიშვნელობა იქნება: 

7=5X180+25X160+9,16X152--90X 5,84--+40X29, 69 + 

--9,31 X20=7993,4. 

უჯრედების მარჯვენა კუთხის პატარა კვადრატებში მოვათავსოთ 
ერთ სტანდარტულ საათში თითოეული შეკვეთის თითოეულ მანქანა- 
ზე შესრულებისას მიღებული შემოსავალი. 

დაწყებული ზედა მარცხენით უჯრიდან გავანაწილოთ შეკვეთები 
მანქანების მიხედვით. მაგალითად, /ე შეკვეთას უნდა 5 საათი, ხოლო 

მანქანაზე მოღის 39,16 საათი. რამდენადაც #4#:8, კვადრატი დატეირ- 

თულია 5 საათით, ამიტომ 34,16 საათი რჩება შემდგომ გასანაწილებ- 

ლად. გავყვებით რა იმავე პირველ სტრიქონს 4კ შეკვეთას მივცემთ 
25 საათს, ხოლო „8, მანქანაზე დარჩენილ დროს 34,16 –– 25=9,16 

საათს მივცემთ #,ე შეკვეთას. /#,) შეკვეთისათვის საჭირო დანარჩენი 
დრო უნდა გამოვართვათ #8, მანქანას. ეს იქნება 5,84. 8, მანქანის და- 
ნარჩენი დრო გამოიყენება /#ე შეკვეთისათვის და რა დროც მას დააკლ– 

დება უნდა შეივსოს ჰე მანქანიდან ხოლო „ეზე დარჩენილი დრო 

გამოიყენება ფიქტიური პროდუქციის დასამზადებლად. განაწილები- 

სას მიღებული რიცხვითი მნიშვნელობანი სხეა რიცხვებისგან განსას- 

ხვავებლად ჩავწეროთ შავი შრიფტით. ამგვარად, მივიღეთ პირველი 

შესაძლო ამოხსნა, რომლის მიხედეით შემოსავალია 7993 მან. და 40 
კაპ. ეს მიიღება შავი შრიფტით ჩაწერილი რიცხვების გამრავლებით 

უჯრედის ზედა მარჯვენა კუთხის კვადრატში მოთავსებულ შემოსა- 

ქალზე. 
ხლა საჭიროა შევამოწმოთ მიღებული, გეგმა და დავადგინოთ, 

შესაძლებელია თუ არა მისი გაუმჯობესება. ამისათვის პირველ :რიგ- 

ში უნდა გამოვითვალოთ ინდექსები სტრექონებისა და სვეტების მიხედ- 

ვით და შევიტანოთ (ცხრილში სათანადო ადგილას. ამ ინდექსებს გამო–- 

ვიყენებთ შეკვეთების რომელიმე თავისუფალ უჯრედზე გადატანისას, 

რითაც გეგმა გაუმჯობესდება და, მაშასადამე, შემოსავალიც გადიდ- 

დება. 
ინდექსების გამოთვლისას მხედველობაში უნდა მივიღოთ, რომ 

სტრექონის და სვეტის ინდექსთ. ჯამი რომელიც დაკავებულ უჯ- 

რედშე მათ გადაკვეთაზე ხვდება, იგივე რიცხვია, რაც იმავე უჯრედის 

ზედა მარჯვენა კუთხის ყვადრატში წერია. ამასთანავე. რომელიმე ინ- 

დექსე სტრიქონისა ან სვეტისა უნდა იქნეს მიღებულე ათვლის საწყი- 

სად. „ 
ათვლის საწყისად უფრო მოხერხებულია მივიღოთ პირველი სტრი- 

ქონის პირველი ელემენტი; მას მივაწეროთ მნიშვნელობა 0, ფაქტიუ- 
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რად შეიძლება საწყის მნიშენელობად სხვა რიცხვითი მნიშენელობა 
ავიღოთ, მაგრამ ამას არავითარი მნიშვნელობა საბოლოო შედეგისა–- 
თვის არა აქვს. მთლიანი პროცესი შედარების პრინციპზეა აგებული. 
ჩვენ გვაინტერესებს ამ რიცხვებით მიღებული განსხეავებანი და 
არა თვით რიცხვები. ამიტომ ჩვენ შეგეიძლია არსებული გეგმის შემო- 
სავალი მივიღოთ ნულად, სტრიქონებისა და სვეტების ინდექსები “მე- 
საძლებელია გამოყენებულ იქნენ შემოსავლის შესაძლო გადიდები- 
ათვის. 

მაშასადამე, ,8, მანქანას ვაძლევთ ინდექსად 0-ს. რადგანაც ინდექ- 
სების ჯამი დაკავებულ უჯრედებში ზედა კუთხის კეადრატში მოთაევსე- 

ბული რიცხვების ტოლია, ამიტომ ცხადია, რომ #,, 4, და #4, შეკ- 

ვეთათა ინდექსები უნდა იყოს შესაბამისად 180, 160 და 150, 

რადგანაც #4, შეკვეთის ინდექსია 150, ხოლო #9, მანქანის რიცხობ- 
რივი მახასიათებელი-შემოსავალია 90, "ამიტომ „8, მანქანის ინდექსი 
იქნება 90 –– 150= –– 60. რადგანაც #8, მანქანის ინდექსი არის –– 60, 
ხოლო 8,#4ე უჯრედის რიცხობრივი მახასიათებელია 40, ამიტომ შეკ- 

ვეთის ინდექსი იქნება 40 –- (–– 60)=100. ასევე ვ მანქანის ინდექ- 
სი იქნება 20--100= –- 80. ფიქტიური პროდუქციის ინდექსი იქნება 

0–- (–- 8თღ=80. · , 
თავისუფალ უჯრედებში ჩაიწერება იმ ინდექსთა ჯამი რომლის 

სტრიქონისა და სვეტის გადაკვეთაზედაც არის ეს უჯრედი. მაგალითად, 

8,4, თავისუფალ უჯრედში ჩაიწერება 160--( -–– 60=100„ ხოლო 

834, თავისუფალ უჯრედში კი 150+( -–- 80)=70 და” ა, შ. 

თუ ინდექსების ჩაწერა ამ წესით ბოლომდის ვერ მოვახერხეთ, ის 
იმის მაჩეე ნებელი იქნება, რომ ადრე განაწილება არასწორად გვიწარ- 

მოებია ან და საქმე გვაქვს ე. წ. გადაგვარებულ შემთხვევასთან. რო- 

გორც ადრე ვნახეთ, შავი შრიფტით ჩაწერილ რიცხვების რაოდენობა 
უნდა იყოს სვეტებისა და სტრიქონების რაოდენობათა ჯამი ერთით 

შემცირებული, ჩვენს ”შემთხეევაშში 3+5 –- 1=7. თუკი: გეაკლია 
ასეთი რიცხვი, მაშინ შეიძლება დავუმატოთ შავი შრიფტით ჩაწერილი 

რიცხვი, რომლის მნიშვნელობა იქნება 0. 

მიღებული გეგმის გასაუმჯობესებლად (თუ ასეთი რამ შეიძლება) 

საჭიროა ერთმანეთს შევადაროთ სვეტებისა და სტრიქონების გადაკ- 

ქეთაზე მოთავსებული ინდექსების ჯამი და იმავე უჯრედის ზედა მარ– 
ჯვენა კუთხის კვადრატში მოთავსებული რიცხობრივი მახასიათებელი- 
თუკი ინდექსების ჯამი კვადრატში მოთავსებულ რიცხეზე ნაკლებია, 

ეს იმას ნიშზავს რომ გეგმის გაუმჯობესება შეიძლება. 

შესაძლებელია შედარება დავიწყოთ ზედა მარცხენა კუთხიდან და 
როცა გამოჩნდება გაუმჯობესების შესაძლებლობა, : მაშინვე. იქიდან 
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დავიწყოთ. ანდა შესაძლებელია შედარებები გავაგრძელოთ და ენა- 

ხოთ ბოლომდის კიდევ სად შეიძლება გვქონდეს გაუმჯობესება, 
ჩვენს მაგალითში მე-6 (ცხრილის თავისუფალ უჯრედებში შესადა- 

რებელი რიცხვებია ჩაწერილი, როგორც ცხრილიდან ჩანს, 8,4,-ში 

ინდექსების ჯამი (100) ნაკლებია კვადრატში მოთავსებულ რიცხობ- 

რიე მახასიათებელზე (120, რომელიც გამოხატავს შემოსავალს 1 

სტანდარტულ მანქანურ საათში. სწორედ ამ უჯრედის ხარჯზე შეი- 

ძლება გვქონდეს გაუმჯობესება. სიდიდე, რომლითაც კვადრატში მო- 
თავსებული რიცზობრივი მახასიათებელი აღემატება ინდექსების ჯამს, 

ტოლია დამატებითი შემოსავლის, რომელიც მიიღება 1 საათის სამუ- 

შაოს გადატანით აღებულ თავისუფალ უჯრედში. 
ახლა ვეცადოთ მიღებული საწყისი' გეგმა გავაუმჯობესოთ. გაუმჯო- 

ბესება შეიძლება 8,4, უჯრედის ხარჯზე. ამ უჯრედიდან ვიმოძრაოთ 

მარცხნივ ან მარჯვნივ შავი შრიფტით ჩაწერილი რიცხვის მიმართუ- 
ლებით. ამ უჯრედში შესვლის შემდეგ მიმართულება შეეცეალოთ: 
ვერტიკალურად ზევით ან ქვევით ისევ შავი შრიფტით ჩაწერილი 

რიცხვის გადაკვეთამდე, საიდანაც შეიძლება ისევ ვიმოძრაოთ პორი- 

ზონტალური მიმართულებით. გავაგრძელოთ ასეთი ჰორიზონტალუ - 

რი და ვერტიკალური მოძრაობა მანამ, სანამ ხაზი არ დაუბრუნ- 

დება იმ უჯრედს, საიდანაც მოძრაობა დავიწყეთ. ასეთ შემთხვევისას 

გავლებული ხაზები ქმნიან მართკუთხედს. ზოგიერთ შემთხვევაში მი- 
ღებული წირი შეიძლება უფრო რთულიც იყოს. პირველი მოძრაობა 
უნდა იყოს პორიზონტალური და ამოცანა მდგომარეობს იმაში, რომ 

ბიჯების რაც შეიძლება მცირე რაოდენობით ხაზი ისევ იმავე უჯრედ-, 
ში დავაბრუნოთ, საიდანაც მოძრაობა დავიწყეთ. 

უარყოფითი ნიშანი იმ უჯრედს მივაკუთვნოთ, საიდანაც მოძრაობა 

დავიწყეთ, ხოლო ყოველ შემდეგ უჯრედს, რომელიც გავიარეთ, მი- 
ვაკუთვნოთ რიგრიგობით ჯერ დადებითი და შემდეგ უარყოფითი 
ნიშანი. იმ უჯრედთა შორის, რომელთაც მიეკუთვნათ დადებითი ნი- 
შანი, ავიღოთ შავი შრიფტით ჩაწერილი რიცხვი, რომელიც უფრო 

მცირეა. ჩვენს მაგალითში ასეთი რიცხვი იქნება 5,84, რომელიც მოთავ– 

სებულია „8, მანქანისა და #; შეკვეთის გადაკვეთაზე, ეს სიდიდე და–- 
ვუმატოთ ჟარყოფითნიშნიან უჯრედის უველა რიცხვს, ხოლო გამო- 

ვაკლოთ დადებითნიშნიან უჯრედში მოთავსებულ ყველა რიცხვს. ასეთი 

ოპერაციის ჩატარება ყოველთვის ათავისუფლებს ერთ უჯრედს მაინც. 

შესაძლებელია ისეთი შემთხვევაც გვქონდეს, რომ დადებითნიშნიან 

უჯრედებში რამდენიმე »დგილას შავი შრიფტით ჩაწერილი იყოს უმ- 

ცირესრიცხვინ უჯრედში მოთავსებული რიცხვის ტოლი სიდიდე, 
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·'ცხრილი 7 

  

42| “ი #4, #ე ფიქტიური 
  

  

  

პროდუქცია 

სეეტი შესაძლო მაქანი · დრო სტან- 

180 160 150 80 60 დარტუღ 
, ს) მანქან სტრიქონი · სავაში 

|180 |169 |150 189 |9 
8. 0 I“ –– |) –- “| 39,16 

წ 19, |I5 |I80 460 
II20 |120 |99| |40 19 8, 40 - _ _ _ –I ქ15,53 

140 |6,04 |110 I|99,09 | 20 
  ინ ,40| |60) |29 

მ +. 60 LL... 35,70 
ა |202 |I00 |90 ·|0,81 ! 986,899 
  

ლი ლამარი 
საათების შვი 5 25 15 10 35,39 
რო მოთხოე- 

წილება               
მაშინ თუ ამ უმცირეს რიცხვს გამოვაკლებთ დადებითნიშნიან უჯრე- 

დებში მოთავსებულ რიცხვებს, ჩვენ გვექნება რამდენიმე თავისუფა–- 

ლი უჯრედი. ამის გამო, რადგანაც შავი შრიფტით ჩაწერილ რიცხვთა 

რაოდენობა ნაკლები იქნება, ვიდრე სტრიქონების და სვეტების რაო- 
დენობა ერთით შემცირებული, ჩვენ დაგვჭირდება სტრიქონებისა და 

სვეტების ინდექსების შედგენა. ასეთი შემთხვევის დროს ერთი და- 

”დებითნიშნიანი უჯრედი „დავტოვოთ „არიელი, ხოლო დანარჩენ ცფა- 
რიელ უჯრედებში შავი შრიფტით ჩავწეროთ 0. შავი შრიფტით ჩაწე- 

რილი რიცხვი 0 გაანგარიშებისას დაგეჭირდება, მაგრამ ის ბალანსზე 

არ”იმოქმედებს, რადგანაც 0-ს არ სჭირდება, მანქანური დროის დახარჯ- 

ეა და არც შეკვეთის შესრულებას უწყობს ხელს.. ახალი დატვირთვა 

მოცემულია მე-7 ცხრილში. აქ შემოსავალი არის 8110 მან. და 20 

კაპ., ე. ი. შემოსავალი გაიზარდა 116 მან. 80 კაპიკით. 

ამ შემთხვევაში ჩვენ ჯერ კიდევ არ ვიცით შეიძლება თუ არა ამ 

გეგმის გაუმჯობესება. ამაში რომ დავრწმუნდეთ, საჭიროა ისევ დავ– 

თვალოთ სვეტებისა და სტრიქონების ინდექსები და ამ ახალი ინდექსე- 

ბის ჯამი გამოვიყენოთ თავისუფალი უჯრედები“ შესაფასებლად. 

თუკი ენახავთ, რომ პროგრამის გაუმჯობესება შეიძლება, მაშინ ჩატა– 
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რებულ პროცესს · ვიმეორებთ და ვაუმჯობესებთ პროგრამას (გეგმას), 
სანამ საუკეთესო პროგრამას არ მივიღებთ. 

მე-7 ცხრილში სტრიქონის პირველი ინდექსი ისევ მივიღოთ 0-ის 

ტოლად, მაშინ /,, /კ და „ვ სვეტის ინდექსები იქნებიან შესაბამისად 

180, 160 და 150. 
რადგანაც /#კ შეკვეთის ინდექსია 160, ხოლო #8, მანქანის რიცხობ- 

რივი მახასიათებელი-შემოსავალია 120, ამიტომ #89, მანქანის ინდექსი 

იქნება 120--160 = –– 40. რადგანაც 8, მანქანის ინდექსია –- 40 
ხოლო 8,.4ე უჯრედის რიცხობრივი მახასიათებელი 40, ამიტომ /ვ 

შეკვეთის ინდექსი' იქნება 40 +- (–– 40)=80, ასევე ე "მანქანის ინ– 

დექსი იქნება 20 -––- 80= –– 60, ხოლო ფიქტიური პროდუქციის ინ- 

დექსი კი 60. 

როგორც წინათ, თავისუფალ უჯრედებში ჩაიწერება იმ. ინდექსთა 

ჯამი, რომელი სტრიქონისა და სვეტის გადაკვეთაზედაც არის ეს უჯ- 

რედი. . 

ყველა ზემონათქვამი მე-7 ცხრილშია მოცემული. როგორც ამ ჯკა-, 

ნასკნელი ცხრილიდან ჩანს, ჩვენ მივიღეთ ისეთი პროგრამა, რომელიც 

მაქსიმალურ შემოსავალს იძლევა, რადგანაც არც ერთი თავისუფალი 

უჯრედის შემოსავლის მახასიათებელი არ აღემატება სტრიქონისა და 

სვეტის ინდექსების ჯამს. 

ამგვარად, მე-7 ცხრილით მივიღეთ ყველაზე უფრო მომგებიანი 

გეგმა. ხშირად შეიძლება გექონდეს ალტერნატიური საუკეთესო ამო– 

ხსნა. ეს უკანასკნელი მაშინ გვექნება, როდესაც სტრიქონისა. და სვე- 

ტის ინდექსების ჯამი ზუსტად ემთხვევა თავისუფალ უჯრედში ზემო 

კუთხის კეადრატში მოთავსებულ შემოსავლის რიცხობრივ მახასიათე- 

ბელს. ჩვენს მაგალითში ასეთია 8,#ე უჯრედი. ამ შემთხვევაში ვიგუ- 

ლესხმოთ, რომ თეთქოს უკანასკნელი გეგმის გაუმჯობესება შეიძლება 

და ვეცადოთ მის გაუმჯობესებას, მაშინ ჩვენ მივიღებთ ახალ ალტერ– 

ნატიურ საუკეთესო გეგმას. მიღებულ გეგმაში შემოსავალი იგივე იქ- 

ნება, რაც წინა საუკეთესო გეგმაში. როგორც ვნახავთ, აქ შემოსავა– 

ლი არ გაიზრდება, მაგრამ მიღებული გეგმა იძლევა წარმოების უფრო. 

მოხერხებულად დაგეგმვის შესაძლებლობას. : 

ამგვარად, მივიღეთ ოპტიმალური პროგრამა. ახლა საჭიროა შებ- 

რუნებული ამოცანის გადაწყვეტა, სახელდობრ, მიღებული რაოდე– 

ნობანი გადავიყვანოთ სტანდარტული ერთეულებიდან თავიდან მოცე– 

მულზე და დავადგინოთ მანქანათა სათანადო დატვირთვები. 

გამოთვლათა შედეგები მოცემულია შემდეგ ცხრილში: 
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_ ეხრილი ზ 

ოპტიმალურ პროგრამაში მიღებულ მწიშენელობათა გადაანგარიშებ» და მისი 
შედარება თავიდან მოცემულ მნიშვნელობებთან 
  

  

  

      
  

  

  

  

    
    

  

2 სტანდარ- ფაქტიური | ერთ საათში მ- დამზადებულ 
C 5 ტული საა- 2 მასქანური| დამზადებულ პროდეუპც-ა პროდუქციათ>» 
2 ა |თების რა.| ,V | საათების |პროდუქციათა ერთეულებში მოთზოვე-ლება 
თ დ< ოდენობა) – |რარდენობა რაოდეხობა I ერთეულებპძი 

4, 7. 15 | 1,0 | 15. 20 450 450 
8 8. 5 10, 5 60 1200 300 

#8 29,69 0,9 32.99 18 594 
4ე L 400... 

"მა | _ 0,31 | 0,5) 0,62 10 6 
8 5,64 | 0,ზ|) 6,49 36 2234 

4 ' _ · 1000 
8. 19,16 1,0 19,16 40 766 

4, 8. 2 1,0 2 125 250 250       
ამ ცხრილში სტანდარტული საათების რაოდენობა აღებულია მე-7 
ცხრილიდან. ესენი იქნება შავი შრიფტით ჩაწერილი რიცხვები. ფაქ– 
ტიური მანქანური საათების მისაღებად საჭიროა სტანდარტული სა– 
ათების რაოდენობა ინდექსზე გაიყოს. ერთ საათში დამზადებული პრო- 
დუქციის რაოდენობა ერთეულებში აღებულია 1-ლი ცხრილიდან. და– 
გეგმილ პროდუქციათა რაოდენობა მიიღება ფაქტიური მანქანური 
საათების რაოდენობის ერთ საათში დამზადებულ პროდუქციის რაოდე– 
ნობაზე გამრავლებით. დამზადებულ პროდუქციათა მოთხოენილება 
კი მოცემულია 1-ლ ცხრილში. 

მიღებულ პროგრამაში მთლიანად გათვალისწინებულია ყველა მოთ– 
ხოენილება. 4ა და #, შეკვეთა სა აარა ელბ მანქანაზე, 
ხოლო. /#,, #ა და ა შეკვეთები კი მხოლოდ თითო მანქანაზე. 

ახლა შევადგინოთ მანქანების დატვირთვის ფაქტიური საათების. 
ცხრილი. » · 

ეცხრილი9 

+ მანქანების დატვირთვა (საათობით) 

მანქანა აასს 8, 8, “მა 

_ შეკვეთა __ 

2 

  

  

  

  

  

  

  

4, 15 
_ _ #. . 1. § 

4 32,99 9,62 
2, - 6,49 19,16 
4 I 2 ' 

“ სულ | 39,48 41,16 0,642 

მთლიანად გვაქვს 39,48 46,16 71,40. 
შესაძლო გამო- 
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აქ ვსარგებლობთ მე-8 ცხრილით. დატვირთვების მისაღებად სტან– 
«დარტული საათების რაოდენობას ვყოფთ შესაბამისი მანქანის ინდექს– 

ზე. ბოლო სტრიქონის რიცხვები აღებულია მე-2 ცხრილიდან (ფაქტი– 
ურად შესაძლო გამოსაყენებელი დრო საათობით). 

როგორც უკანასნელი ცხრილიდან ჩანს, 8, და 8; მანქანა მთლიანად 

დატვირთულია, ხოლო „მე მანქანაზე გერჩება 70,78 საათი თავისუფა- 
ლი დრო. 

როგორც ვნახეთ, ამოცანის მოდის მეთოდით ამოსახსნელად საჭი– 

როა ზუსტად იქნეს ჩამოყალიბებული როგორც ამოცანა, ისე მისი მი–- 

'ზანი; შეგროვდეს და გაანალიზებულ იქნეს საჭირო ცნობები. პირველ 

რიგში საქიროა წარმოდგენილი ცნობების ჩვეულებრივი ზომის ერ- 

თეულებით გამოსახვა. შემდეგ რიცხობრივი მონაცემების მოწესრი- 

გება უნდა. მოხდეს, რისთვისაც საჭიროა მას მატრიცის ან რაიმე 

"ცხრილის სახე მიეცეს, რათა ისინი გამოვიყენოთ მარაგის გასანაწი- 

ლებლად ე. წ. „ჩრდილო-დასავლეთის კუთხის“ წესით. ყოველივე 

ამის შემდეგ შესაძლებელია პირველი საწყისი ამოხსნის მიღება. შემ- 

დეგ მიღებული ამოხსნის შესაბამისი რიცხვები "ცხრილში შავი შრიფ- 

ტით უნდა ჩაიწეროს და მოხდეს მიღებული პროგრამის რიცხობრივი 

შეფასება. საჭიროა აგრეთვე სტრიქონებისა და სვეტების ინდექსების 

გამოთვლა; პირველი სტრიქონის მარცხენა ზედა კუთხის ინდექსად 

მიიღება 0. შემდეგ უნდა შემოწმდეს პირველი პროგრამა გაუმჯობე- 

სების შესაძლებლობის თვალსაზრისით. ამისათვის კი საჭიროა ერთმა- 

ნეთს შეუღდარდეს თავისუფალ უჯრედთა რიცხობრივი მახასიათებლები 

და შესაბამი სვეტებისა და სტრიქონების ინდექსთა ჯამი. თუ პროგ- 

რამის გაუმჯობესება შეიძლება, მაშინ დატვირთვათა ხელახალი გადა- 

ნაწილება უნდა მოხდეს. ამის შემდეგ სვეტებისა და სტრიქონების ახა– 

ლი ინდექსების მონახვა იქნება საჭირო. ზემოთ ჩამოყალიბებული წე- 
სით, ანალოგიურად შესაძლებელია მიღებულ პროგრამათა გაუმჯობე- 
სება მანამ, სანამ ოპტიმალური პროგრამა არ მიიღება. ოპტიმალური 
პროგრამა კი მაშინ მიიღება, როდესაც ყოველი თავისუფალი უჯრედის 

რიცხობრივი მახასიათებელი, რომელიც მოთავსებულია ზედა მარჯ- 
ვენა კუთხის ჟვადრატში, ტოლი ან ნაკლები იქნება შესაბამისი სტრი- 
ქონებისა და სვეტების ინდექსების ჯამზე. · 

§ 9. მოდის მეთოდის ზოგადი სქემა 

ზემოთ მოცემული მაგალითისათვის გამოყენებული მეთოდი ვაჩვე- 
ნოთ ზოგადი სქემისათვის. ' 

მოცემული ამოცანა ჩვენ დავიყვანეთ ტრანსპორტის. ამოცანაზე. 

ამისათვის შემოვიყვანეთ ცნება „იდეალური“, ხოლო ის დაზგა, რო- 
მელიც ამაში „ხელს გვიშლის“, ცალკე “განვიხილეთ. 
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მანქანი 

9, · 8, , 8, 

შეკვეთა 
მოთხოვ. 

ნილება 

#4 450 27 ვი. 1§ 
% 

#“ _ 300 _| 54. 60 20 

4, · 600 1გ 20 10 

4 1000 26 ი | 2 

# 250 _ – 125 –         
თუ მოცემულ ცხრილში /#ჯ-ის შესაბამის სტრიქონს უკუვაგდებთ, 

ვნახავთ, რომ პირველი სვეტის 1 ზე გამრავლებით, ხოლო მესამე 

სვეტის 2-ზე გამრავლებით მივიღებთ მეორე სვეტს. ეს (1.1) ზოგადი 
განტოლებისათვის შემდეგს ნიშნავს: მოვნახავთ ისეთ რიცხვებს ი/-სა 

და მ,-ს, რომ ძ,,=იჯიმ/. თუ ეს არ მოხერხდა რომელიმე სვეტისათ- 

ვის ან სტრიქონისათვის, მაშინ მას უკუვაგდებთ და ცალკე განვიზი– 
ლავთ. ამგვარად, გვექნება " 

ჩ 

2 ე V9,XI=0;, C=1,2,..-., 7), 

|=1 ' 

MM 

2, #<ხ, (/=21, 2, . . · , ჩM). 

(=1 

ხოლო, თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

: ი#/XI=XV/, | 
ვღებულობთ ტრანსპორტის ჩვეულებრივ ამოცანას, რომელსაც ამოვ– 
სნით ცნობილი მეთოდებით. 

§ 8. დატვირთვის ბანაწილება ი0 შემთსხმევაში, როდესაც რამდენიმე 

მანქანას ერთი ოპერატორი ემსასურება 

დავუშვათ, რომ თავიდან განხილული მაგალითის შემთხვევაში 8, 

და „ე მანქანებს ემსახურება ერთი ოპერატორი. ეიგულისხმოთ, რომ 

ამ ოპერატორს შეუძლია დროის გარკვეულ შუალდეში მოემსახუროს 
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მხოლოდ ერთ მანქანას. ვთქვათ, თითოეულ მანქანას შეუძლია იმუშა- 

ოს 40-40 საათი, ხოლო ოპერატორს კი 60 სტანდარტული საათი, ამ-. 

გვარად, ერთ-ერთი მანქანა ვერ იმუშავებს 20 საათს მაინც. 

მოდის მეთოდით · შეიძლება ამგვარად გართულებული ამოცანის. 

ამოხსნაც. ამ შემთხვევაში დაგვჭირდება შემდეგი შეზღუდვების შე– 
ოყვანა: 

1. 8, და ე მანქანებზე უნდა დაიგეგმოს 40--40 საათი მუშაობა; 
2. 20 საათი დროის დახარჯვა ერთ-ერთ მანქანაზე უნდა იქნეს გათ- 

ვალისწინებული ფიქტიური პროდუქციის დასამზადებლად. 
ამ მოთხოვნილებების დასაკმაყოფალებლად საჭიროა მეორე ფიქ- 

ტიური სვეტ-ას შემოყვანა რომელსაც „მონაცემების დასაბალანსებ– 

იქტიური პრო ი“ ეწოდება და ამ სვეტში უნდა მოთავსდეს 
ლაღ შექტიუ რიალი ერე რელე ლე ორე ეუძლია. ვშ 

საჭიროა აგრეთვე იმ თავისუფლე უჯრედის შესაფასებლად, რო- 

მელიც 8; მანქანისა და ახალი ფიქტიური სვეტის გადაკვეთაზე იმყო- 

ფება, –– M# სიდიდის გამოყენება (რაც იმას ნიშნავს, რომ ოპერატორი 

8; მანქანას არ მოემსახურება), როგორც რიცხობრივი მახასიათებლისა. 

შევადგინოთ პირველი საწყისი ამოხსნა ის მოცემულია შემდეგ 
„ცხრილში: 

  

  

    
  

  

  
  

ცხრილი 13 
- ს, –_ _–_ 8 _–_ 

შეკეეთა ჯ 2 | 652 - 

4. 4, I 4, 4 86 თ ას შესაძლო 

მანქანა =§ | #-2:§ |დროსტან- 
” : დარტელ 

სვეტი .. მანქანურ 

მანქანა 180 | 160 ! 150 | 100 | 40 იი |'საათებში 

სტრიქონი == _ 
47. |1გ0) 1160) )150, |80| 9 I-M 

8. 0 – - –-. ” _ 39,16 
6 ან 10,10 |100 I60 | 40 

|120“ |120, |90, )40| |9 | 0 
8, == ეს ელე ე “– –/ე „40 

I 122 |)00 |§,04 '230 |I4,10 |09 
|60) )40ე |50| |20, |9 | 5 

მ |) -–6 – "- '"“-,,- '– – «4 
120 |)00 |90 |40 |90,0 90 ' 

სტანდარტულ : 1I9,16 
მანქანურ სა> ' 
თებში დროის 5. | 25 | 15 | 30 |2,)ი 29 
მოთხოენი- · 

ლება | 119,16               
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„8. მანქანის შესაძლო დროიდან 2 საათი დათმობილი აქვს /კ შეკვეთას, 
მიღებულე პროგრამა, რომლის მიხედვით შემოსავალი 1'=7999,6 

„მან.,. შესაძლებელია გაუმჯობესებულ იქნეს 8,4, უჯრედის ხარჯზე. 
ჯ 

  

      

  

  

    
  

                  

გაუმჯობესებულე პროგრამა მოცემულია შემდეგ ცხრილში. 

ცხრილი 14 

შეკვეთა –=I.2)(§% 
5C-9 §5 

4: 4" 4. | 4 ათ ფდღხ შესაძლო 

მაწეან დ+ 72 ჯ დრო სტან- 
ა ა ო რ “რ 

მ დარტულ 
სვეტი მანქანურ 

180 | 160 | 150 | 90 | 40 | ჯი | საათებში 

სტრიქონი 

I18 140: |159 | 89 I 0 I-M 
წ 0 => – - – – ““ უ9,16 

ნ M1I0,10 (16 80 40 40 
|129 I122 | 90 | 49. 19 1) 

8, –ე – _ == – – – 40 
149 §,5ჯ |110 30 4,109 0 

„ , | 59 | 49 | 40 | 29 L9 19 

8: -–40 >-–->უ=> – «ი 
140 120 110 40 30 20 

სტანდარ 119,16 
არიწარტელ 7 

ბძი დროის , §5 25 15 30 |24,16 20 
ს პოთხოვნი- | 

ლებ» 119,16 M 

მიღებული პროგრამა ოპტიმალურია, რომლის მიხედვით შემოსავა- 
ლე 7':=8115,4 მანეთს. , 

როგორც უკანასკნელი ოპტიმალური პროგრამიდან ჩანს, 8კ მან- 

ანა ას 2ე საათის განმავლობაში. ოპერატორი #8, მანქანაზე მუშა- 
ქის დღგს 21) განმავლობაში, ხოლო „ე მანქანაზე სალმან 20 საათი, 
სულ. მუშაობს 60 საათის განმავლობაში. მიღებული პროგრამა აკმა- 
ყოფილებს ყვ ლა დამატებით. მოთხოვნილებას, რომელიც გამოწვე– 
ულია ორ ანქანაზე ერთი ოპერატორის მუშაობით. ' 

§ 4. უმცირესი დანასარჯების პოვნა მოღის მეთოდით 

თუ დასმულა მაგალათასათვის უმცირესი დანახარჯის პოენის ამო- 

ფანას გადავწყვეტთ მოდის მეთოდით, ამისათვის დაგვჭირდება დანა- 
ხარჯების. გამოსახვა, როგორც დანაზარჯისა ერთ სტანდარტულ მან- 

ქანური საათისათვის. მანქანათა დატვირთვის დაგეგმისათვის არ არის 

აუცალებელა ცნობა გასაყადე ფასის შესახებ. ვიგულისხმებთ, რომ 
მთელი სამუშაოს დაგეგმვა შეიძლება, რადგანაც წარმოების სიმძლავრე 
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მოთხოვნილებას აღემატება, და, მაშასადამე, გაყიდვისაგან შემოსავალი 
ფიქსირებული იქნება. 

განაწილებას ვახდენთ ისეე ჩრდილო-დასაელეთის კუთხის წესით; 
ამასთან ის შეკვეთები, რომელთაც უფრო მცირე სარესერი ეშე აეს 
და მანქანები, რომლებზედაც ეს დაკვეთები სრულდება, მოთავსდება 
ცხრილის, ზედა მარცხენა კუთხეში. დანახარჯთა მნიშვნელობანი მო- 

თავსდება უჯრედების ზედა მარჯვენა კუთხის კვადრატებში შემოსავ– 
ლების მაგიერად. 

ეთქვათ, დანახარჯთა შესახებ ყველა ინფორმაციას ეწერება დადები– 

თი ნიშანი. გაუმჯობესება შეიძლება მაშინ, როდესაც არსებობს ისე–- 
თი თავისუფალი უჯრედები, რომელთათვისაც დანახარჯების რაოდენო- 

ბა ნაკლებია, ვიდრე შესაბამისი სტრიქონების და სვეტების ინდექსების. 
ჯამი. ამ შემთხვევაში ფიქტიური პროდუქციის შესაბამის რაღამ ზუ- 

ლოვანი შემოსავლის ნაცვლად ჩაისმება ძალიან „დიდი მნიშვნელობა 
M. ჩვენს შემთხვევაში არ შეგვიძლია ნულოვანი დანახარჯები ჩავწე– 
როთ, რადგანაც ისინი აღნიშნავენ იმას, რომ ან დანახარჯები არ არის. 

ან ძალიან მცირე დანახარჯებთან გვაქავს საქმე. ეს კი იმას ნიშნავს, 
რომ საჭიროა ფიქტიური მანქანის პირველ რიგში დატვირთვა. M-ის 
შემოყვანა ეხმარება რეალური მანქანის თ როის: ემოყე დაგვ ება ყველა ოეალუ ელი დ 
განმავლობაში მაქსიმალურად გამოყენებაში. 

ახლა შევადგინოთ სათანადო ცხრილი, რომელშიაც რიცხობრივი მო- 
ნაცემების მოწესრიგება ხდება ., ჩრდილო-დასავლეთის კუთხის“ წესით, . 

  

  

  

  

  

      

ცხრილი 15 

მ, ა - შესაძ _ შეკვეთ ფიქტიური ი (6. 
4“ 4. 4 4ჯკ | პროდუქ–- სფიეთა 

ასქანუ! 
ცია მანქანა საათებში 

სვეტი I. 
40 60 90 120 M-24 

სტრიქონი · 

(49 „| 6“ |99 I120| ! IM ' · 
8. 0 == ლ –_ – – 39,16 

80 6 4,10 |120 #M-24 
159 | 99 190 (129 · | #. · 

8, 9 – 1“) 1–+4 –-I“ 35,593 
0 წ |10,84 124,09 |M–-24 · 

' | 72 |198 |135 |144 ·IM 
8, 24 –“ -_–-–- -– "-– -- 25,170 

· 64 84 114 |0,81 .|)8მ5,89 

Lტ-ნდარტ 110,329 
მანქანურ საა ' 
თებში დროის | ვ0 | § 15 | 25 | 15,39 
მოთხოენი- |. 

ლება 110,39               
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ამ ცხრილში შეკვეთები და მანქანები, რომლებზედაც მზადდება დაკ– 
ვეთები დალაგებულია დანახარჯების სიდიდის მიხედვით. იწყება ყვე– 
ლაზე მცირე დანახარჯებით და შემდეგ თანდათან. დიდღება. დანაზარ– 
ჯები 1-ლი ცხრილიდან აიღება მაგალითად, „8, მანქანაზე საათში 

მზადდება 4ე, შეკვეთით 20 ერთეული. თითოეულის საკალკულაციო 
ღირებულებაა 2 მანეთი, ე. ი. დანახარჯი იქნება 20X2=40 მან. ასევე 

8. მანქანაზე საათში მზადდება 4, შეკვეთით 60 ერთეული. თითოეუ- 
უღი ჯდება 1 მანეთი, ე. ი.,დანახარჯი იქნება 60X1=60 მანეთი და 
ა. · ზ 

მე-15 ცხრილის მიხედვით დანახარჯთა რაოდენობაა 5857,44 მა- 

ნეთი. რადგანაც არე ერთ თავისუფალ უჯრედში დანახარჯები არ 
არის უფრო მცირე, ვიდრე შესაბამისი. სტრიქონებისა და სეეტების- 

ინდექსების ჯამი, ამიტომ მიღებული პროგრამის გაუმჯობესება არ 

შეიძლება და,, ამგვარად, მიღებული პროგრამა არის ოპტიმალური. 

8.4, უჯრედის ხარჯზე, სადაც დანახარჯები ინდექსთა ჯამს ემთხვევა, 
შესაძლებელია ალტერნატიური გეგმის შედგენა, მაგრამ მიღებულ. 

გეგმაში დანახარჯთა რაოდენობა არ “მეიცვლება. 
M 

§ ს, დასკვნა 

სამუშაოდ მოდის მეთოდი ძალიან მოხერხებულია, ის მარტივ წე- 

სებს ემორჩილება და ადვილად გამოსაყენებელია, თუკი ამოცანა სა-. 

თანადოდ კარგადაა დასმული და დადგენილია მისი ამოხსნისათვის სა-. 
ჭირო მიმდევრობა. 

მოღის მეთოდით გამოთვლისას ხდება თვითკონტროლი, რაც იმას. 

ნიშნავს, რომ არითმეტიკული მოქმედების შესრულებისას დაშვებუ- 

ლი შეცდომა მაშინვე იჩენს თავს და ხდება ხელახალი გადაანგარი-. 

შება როდესაც ფიქტიური რესურსები და საჭირო მოთხოვნილება... 

ერთმანეთს არ დაემთხვევა, ეს იმის მაჩვენებელია, რომ გამოთვლისას . 

შეცდომაა დაშვებული. 

მოღის მეთოდით სარგებლობისას, როგორიც გამოთვლათა რიცხვი, 
ისე გამოსათვლელი დრო საგრძნობლად მცირდება სხვა ანალოგიური 

მეთოდების გამოყენებასთან შედარებით. ეს იმით არის გამოწვეული, 

რომ ინფორმაციის მოწესრიგება ეფექტურად ხდება და გეგმის შედ- 

გენა კი –- გამარტივებულად. ყვედა ეს უპირატესობა, როცა ამოცა- 

ნის ამოხსნა და პროგრამის შედგენა გვიხდება ხშირ-ხშირად, იძლევა- 

დროის ეკონომიას და, მაშასადამე, მეტ მოგებასაც. 

მოდის მეთოდით სარგებლობისას გამოთვლების ჩატარება ძალზე 

მოკლე დროში ხელითაც შეიძლება, მოდის მეთოდით შეიძლება ამოცა- 

ნის ამოხსნა უდიდესი შემოსავლის, უმცირესი დანახარჯების, უმცი- · 
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რესი დროის დახარჯვის და. სხვა თვალსაზრისით. ამის გამო გვეძლევა 

შესაძლებლობა გავაანალიზოთ სავადასხვა პერსპექტივები გარკვეული 

ადა ილები! ი ა ოდი თოდით ი ივიღოთ 
ზ ადაწევერ 'ალტერნატიური შესაძლებლობანი. ელე ქიდ 

მოდის მეთოდი სპეციალიზებული მეთოდია, რომელიც მხოლოდ 

მაშინ გამოდგება, როცა ამოცანის ამოხსნისათვის საჭირო ყველა ინ- 

ფორმაცია ერთი და იმავე ერთეულებითაა გამოსახული. ყველა ინ- 

ფორმაციის ერთი და იმავე ერთეულებით გამოსახვა არც ისე, რთუ- 

ლია, მაგრამ, რა თქმა უნდა, დამატებით დროს მოითხოვს. მიუხედა- 

ვად.ამისა მოდის მეთოდით სარგებლობისას მიღებული დროის ეკო- 

ნომია დიდად აღემატება იმ დროს, რომელიც) საჭიროა ინფორმაციის 

ერთი და იმავე ერთეულებში გამოსახატავად. · 
მოდის მეთოდის ნაკლი იმაში მდგომარეობს, რომ მისი გამოყენება 

პრობლემის ამოხსნის რამდენიმე საფეხურზე ერთდროულად არ შე- 

იძლება, მაგალეთად, მისი გამოყენება წარმოების დაგეგმვისას არ შე- 

იძლება, თუ მხედეელობაში მივიღებთ ცალ-ცალკე ისეთი ოპერაციების 

ჩატარებას როგორიცაა სახარატო დაზგაზე დამუშავება, გაჩარხვა 

და აწყობა. ამ პროცესების პროგრამირება მოდის მეთოდით შეიძლება 

ჩატარდეს თითოეული ოპერაციისათვის ცალ-ცალკე ანდა ყველასათ- 
ვის ერთად. 

ზოგიერთი ამოცანის ამოხსნისას სასურველია რეცხვების მიმდევ- 

რობის და არა კონკრეტული განსახღვრული რიცხვების ოპერირება. 

მოდას მეთოდეს გამოყენება არ შეიძლება ასეთი ტიპის ამოცანების 
ამოხსნისას, – 

“მოდას მეთოდის გამოყენება ბევრგან. შეიძლება. ის წრფივი პროგ- 
-რამირების ტიპური მეთოდია. · 

თავი V 

ამომხსნელ მამრავლთა მეთოდი 7 

§1. ამომსხხწელ მამრავპვლთა მეთოდის არსი და მისი გამოჭენება 

კონკრეტულ მაგალითზე 

ამომხსნელ მამრავლთა მეთოდის საშუალებით რეზერვთა განა- 

წილების ამოცანა დაიყვანება გარკვეული რიცხვების ე.წ. ამომხსნელი 

მამრავლების მონახვამდე რომლებიც გამოიყენებიან ოპტიმალური 

გეგმის მისაღებად. ამ მეთოდის გამოყენება შეიძლება აგრეთვე პრო- 

დუქციათა გადატანის დაგეგმვისას, ამომხსნელ მამრავლთა მეთოდის 

გამოყენებით შესაძლებელია: დაზგებსა და მექანიზმებს შორის მუშა- 

ობის საუკეთესო განაწილება, ნარჩენების მაქსიმალურად შემცირე- 
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საც სათბობის, ტრანსპორტის საუკეთესოდ გამოყენება და 

რომ გავერკვეთ ამომხსნელ მამრავლთა მეთოდის არსში, ამისა- 
თვის პირველ რიგში განვიხილოთ შემდეგი კონკრეტული მაგალითი. 

ვთქვათ, ლითონის დამუშავება ხდება სხვადასხვა ტიპის დაზგებზე. 
დავუშვათ, გვაქვს სამი ტიპის დაზგა #1, #2 და #3. ვიგულისხმოთ, 
რომ მათზე გვინდა ორი სახის დეტალის დამუშავება. ეთქვათ, # 1 
ტიპის სამი დაზგა გვაქვს, #2 ტიპის –– ორი, ხოლო M# 3. ტიპის – 
ერთი. 

დავუშვათ, რომ მთელი სამუშაო დღის განმავლობაში #1 ტიპის 
დაზგაზე შეიძლება დამზადდეს 1 სახის 15 დეტალი ან 11 სახის 30 დე- 
ტალი; # 2 ტიპის დაზგაზე –-I სახის . 30 დეტალი, ანდა II სახის 40; 
#3 ტიპის, დაზგაზე კი I სახის 40, ანდა II სახის 100 დეტალი. 

ამგვარად, მთელი დღის განმავლობაში ექვსივე დაზგაზე შეგვიძ- 

ლია დავამზადოთ .45+60+40=:145 ერთეული I სახის დეტალი ან 
90+80+100=270 ერთეული II სახის დეტალი. 

დაზგათა წარმოებადობა მოცემულია შემდეგ ცხრილში 

ორი დეტალის მიხედვით დაზგათა წარმოებადობა 

  

თითღეული დაზგის მიხედ- მ Cი წარმ 

დაზგათა დაზგათა ეით წარმოებადობა თლია წა ოებადობა 

ტიპები რაოდენობა 
  

  
  

  

  

I დეტალი | II დეტალი | | დეტალი | II, დეტალ 

#1 3 15 30 45 90 

#2 2 | 20 49 | 60 | 90 

#3 | 1 | იი09 4 100 40 | 100   
  

ამოცანა მდგომარეობს იმაში, რომ სამუშაო დღის განმავლობაში 
დაზგებს შორის მუშაობა განაწილდეს ისეთნაირად, რომ მოინახოს 

კომპლექტურ დეტალთა მაქსიმალურად გამოშვების ხერხი (ჩვენს 

შემთხვევაში კომპლექტში შედის I და II სახის დეტალთა თანაბარი 
რაოდენობა). ' ! 

უბრალო გამოთელებით 'შეიძლება დაზგათა მუშაობის განაწილება 
ისეთნაირად, რომ თანაბრად მივიღოთ I და II სახის დეტალების რაო- 

დენობა. მაგალითად, # 1 დაზგაზე დავამზადოთ 30 ერთეული | სახის 
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და ამდენივე II სახის, M 2 დაზგაზე კი– 20 ერთეული I სახის და ამდე- 

ნივე II სახის, ხოლო # 3 დაზგაზე– 28 ერთეული I სახის და ამდენი- 

ვე 1I სახის. მაშასადამე, საერთო წარმოებადობა ყველა დაზგის მიხედ 
ვით იქნება 78 ერთეული | სახის და ამდენივე II სახის. 

ახლა ვიპოვოთ უფრო უკეთესი გეგმა კომპლექტურ დეტალთა 
დამზადებისა. ჩვენს მაგალითში M# 1 დაზგაზე ერთი I სახის დეტალის 

დამზადება ტოლფასია ორი II სახის დეტალის დამზადებისა; # 2 დაზ- 
გაზე სამი 1 სახის დეტალის დამზადება ტოლფასია ოთხი II სახის დე- 

ტალის დამზადებისა, ხოლო #3. დაზგაზე ოთხი | სახის დეტა- 

ლის დამზადება ტოლფასია ათი II სახის დეტალის დამზადებისა. 

როგორც ვხედავთ, I სახის დეტალის დამზადება უფრო ხელსაყრელია 

# 2 დაზგაზე, ხოლო II სახის დეტალის დამზადება კი # 3 დაზგაზე, 

მაშასადამე, საჭიროა მთელი 'დღის განმავლობაში # 2 დაზგა ვამუშა- 

„ოთ მხოლოდ 1 სახის დეტალის დამზადებაზე და M# 3 დაზგა კი II სახის 

დეტალის დამზადებაზე,. ხოლო # 1 დაზგაზე დავამზადოთ ორივე სა- 

ხის დეტალები ისე, რომ კომპლექტურობა იქნეს დაცული. სახელ- 
დობრ, # 1 დაზგაზე დავამზადოთ 43 ერთეული IL სახის დეტალი და 

3 ერთეული II სახის დეტალი. ამგვარად, გვექნება ყველა დაზგაზე დამ- 

ზადებული 103 ერთეული 1 სახის დეტალი და ამდენივე II სახისა. დაზ- 

გათა შორის დამზადებათა ამგვარი გადანაწილებით 78 კომპლექტის 
ნაცვლად მივიღებთ 103 კომპლექტს, რაც წინას აღემატება 25 კომპ- 

ლექტით., როგორც ვხედავთ, ეფექტურობა შესამჩნევია. წარმოება- 

დობის, გაზრდა მოხდა ყოველგვარი დანახარჯის გარეშე. 

დეტალთა დამუშავების განაწილება დაზგების მიხედვით მოცემუ- 

ლია ქვემოთ მოყვანილ ცხრილში. 

დეტალების დამუშავებათა განაწილება დაზგების მიზედვით 

  

  

  

  

  

  

. ამონახსენი · საუკეთესო ამონაზსენი 

დაზგა. ' 

| დეტალი | II დეტალი | 1 დეტალი | I) დეტალი 

#1 30 ე0 43. ვ 

#2 20 20 60 – 

ჯე | ,26 28 – 100 

კოილ ვი 28 78 1032 . 103         
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ეს ამოცანა ასე მარტივად იმიტომ ამოიზსნა, რომ აქ დაზგათა ტიპე- 

ბი მხოლოდ სამია და დეტალთა სახეებიც მხოლო ორი გვაქვს ღასამ- 

ზადებელი. იმ შემთხვევაში, როდესაც დაზგათა რიცხვი საკმაოდ დიდია 

და დეტალთა სახეებიც მრავალია, მაშინ ასე მარტივად ამოცანის ამოხს- 
თითქმის შეუძლებელი ხდება. 

§ 95. ამომსხწელ მამრაჭლთა მეთოდით ამოცანების ამოხსნის 

დაყვანა მათემატიკური ამოცანების ამოსსნაზე 

იმისათვის, რომ ვნახოთ, თუ' რა სახის მათემატიკური ამოცანის 

ამოხსნამდე დადის განხილული ტიპის მაგალითების ამოხსნა განეი– 
ხილოთ შემდეგი ზოგადი შემთხ ხვევა. 

ვთქვათ, გვაქვს: 8 დაზგა, რომლებზედაც ხდება „I სხვადასხვა სა– 
ხის დეტალთა დამზადება. ვიგულისხმოთ, რომ თუ (-ურ დღაზგაზე და- 

ვამზადებთ #-ური სახის დეტალს, მაშინ მთელი დღის განმავლობაში 

ჩვენ შეგვიძლია დავამზადოთ 0ი7,, ერთეული. ხუ L#ურ დაზგაზე არ 

შეიძლება #-ური სახის დეტალის დამზადება, მაშინ ი,,=0. ჩვენი 

მიზანია დაზგათა შორის დეტალთა სახეების დამზადების ისეთნაირ 

გადანაწილება ვაწარმოოთ, რომ კომპლექტურობის დაცვით, რაც შე- 
“იძლება მეტი რაოდენობით დავამზადოთ დეტალები. /I7,»-თი აღენიშ- 

ნოთ ის დრო (რომელიც სამუშაო დღის ნაწილს წარმოადგენს), რო- 

მელიც საჭიროა #-ური დეტალის დასამზადებლად I-ურ დაზგაზე. ეს 

ღრო უცნობია და მისი განსაზღვრა იქნება საჭირო, იმ პირობით, რომ 

მიღებული პროდუქ ქცია იყოს მაქსიმალური..მაშინ /I,,-ს განსასაზღვრა- 
ვად სა საჭირო იქნება შემდეგ პირობათა შესრულება: 

„პირველ რიგში, M»>0. აგრეთვე ყოველი ფიქსირებული (-თვის 

2 M=1. ეს პირობა იმას ნიშნავს, რომ ყველა დეტალის მიმართ 
=1 

“ური დაზგა დატვირთულია მთელი სამუშაო დღის განმავლობაში. 

შემდეგ, დამზადებულ #-ურ დეტალთა რაოდენობა აღვნიშნოთ 27»- 
თი, რომ მელიც „შემდეგნაირად წარმოიდგინება: 

2ჯ= . ი ჩის 

(=1 

რადგანაც ყოველი ნამრავლი თ//. არის -ურ დაზგაზე დამზადე- 

ბული #-ური დეტალების რაოდენობა. იმისათვის, რომ დაცულ იქნეს 
დამზა ებ ულ დეტალთა კომპლექტურობა, საჭიროა შემდეგი ტოლო- 
ბის · შესრულება 

2=21=2ა= § « .=2/ყ 
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ამ რიცხვების საერთო მნიშვნელობა 2 უნდა იყოს მაქსიმალური, 
ამგვარად, ჩვენი ამოცანის ამოხსნა დაიყვანება შემდეგი მათემა– 

ტიკური ამოცანის ამოხსნამდე: 
1. განისაზღვროს #7,» ((=1, 2, « « დ, MM #==1, 2, 9 ი §, /) შემ- 

დეგი პირობებიდან: 

1) ჩ, #L>9, 

MM 

2 3, „სალ! #(=1,2,..., #), 
#=1 

3) MV/#» სიდიდეები ისე უნდა იყოს შერჩეული, რომ ყველა 2, იყოს 
ერთმანეთის ტოლი და მაქსიმალური, სადაც 

ი 

2გ= ა 0 M- 

(=1 

ერთი მოცემული დეტალის დასამზადებლად სხვადასხვა ოპე რაციის დაზ- 

გებზე განაწილების საკითხი დაიყვანება ზუსტად I ამოცანაზე. თუ 

ამ დეტალის დასამზადებლად საჭიროა რამდენიმე ოპერაცია და ყო- 

ველი მათგანის გაკეთება შეიძლება რამდენიმე დაზგაზე, მაშინ თ, 

იქნება /”-ური ოპერაციისათვის (-ური დაზგის გამომუშავება, ხოლო 

ჩა–-ეს დრო, რომლის განმავლობაში ჯ-ური დაზგა მუშაობს #-ური. 
ოპერაციისათვის. 

არსებობს 1 ამოცანის სხვადასხვა ვარიანტი. მაგალითად, თუ გვაქვს 

არა ერთი, არამედ ორი ნაწარმი, მაშინ გვექნება დეტალი, რომელიც 

წარმოადგენს პირველ ნაწარმს და გვექნება ისეთი დეტალიც, რომე- 

ლიც. მეორე ნაწარმს წარმოადგენს პირველი ნაწარმის დეტალთა 

რაოდენობა იყოს X, ხოლო მეორე ნაწარმის დეტალთა რაოდენობა კი 

ყ. ასეთ შემთხვევაში, თუ ასორტიმენტი არ არის მოცემული და საჭი- 

როა ფასების მიხედეით მხოლოდ პროდუქციის მაქსიმალური რაოდე- 

ნობის გამოშვება, მაშინ, ცხადია, დაგვჭირდება 0X-+ხყ სიდიდის მაქ- 

სიმუმის პოვნა, სადაც ძ პირველი ნაწარმის, ხოლო ხ მეორე ნაწარმის 

ღირებულებაა. 

ახლა წამოვაყენოთ შემდეგი ამოცანა: ეთქვათ, გეაქვს რაიმე მალი- 

მიტირებელი პირობა, მაგალითად, ასეთი -- დამუშავების ყოველი 

პროცესისათვის განკუთვნილია გარკვეული რაოდენობის ელექტრო- 
ენერგიის” ხარჯვა. 

ვთქვათ, #-ური დეტალის დასამზადებლად I-ურ დაზგაზე საქი- 

როა მთელი სამუშაო დღის განმავლობაში C# კილოვატ-საათი ელექ- 
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ტროენერგიის რაოდენობა. მაშინ მთელი ელექტროენერგიის რაოდე- 
ნობა რომელიც დაიხარჯება, იქნება: 

ჩი ” 

?, ?, MI, CM 

(=1 #=L 

ღა ჩვენ შეგვიძლია მოვითხოვოთ, რომ ის გარკვეულ C რიცხვს არ 

აღემატებოდეს, ე. ი. არ უნდა აღემატებოდეს იმ ენერგიას რომელიც 
ჩვენს განკარგულებაშია. 

ამგვარად, დგება შემდეგი მათემატიკური ამოცანა: 

11. მოვნახოთ MI, რიცხვები, რომლებიც L აზოცანის სამივე პირო- 

ბას აკმაყოფილებს და აგრეთვე ადგილი აქვს შემდეგ უტოლობას: 

” ” 

4 ?, ?, C, II, «- C. 

(=1 #=-1 

ცხადია, რომ C,ჯ შეიძლება იყოს სხვა სიდიდეებიც, მაგალითად, მომ- 

სახურე პერსონალის რაოდენობა; თუ ჩვენს განკარგულებაშია კაც- 
დღეთა გარკვეული ,რაოდენობა, მაშინ ეს შეიძლება იყოს შემზღუდ- 

ველი პირობა და ჩვენ დავდივართ II ამოცანამდე. 

გავარჩიოთ III ამოცანა. დავუშვათ ერთსა და იმავე დაზგაზე შესა– 

ძლებელია ერთდროულად დავამუშაოთ რამდენიმე დეტალი ანდა 

ერთ დეტალზე ვაწარმოოთ სხვადასხვა ოპერაცია. გეთქვათ, ჩეენ 
სხვადასხვანაირად შეგვიძლია წარმოების პროცესის ორგანიზება. და- 
ვუშვათ, ერთ რომელიმე დაზგაზე შეიძლება სამი” სხვადასხვა დეტალის 

დამუშავება ანდა შეიძლება იმავე დაზგაზე სხვა ორი დეტალის დამუ- 

შავება და ა. შ. ამ შემთხვევაში ამოცანა უფრო რთულ სახეს ღებუ- 
ლობს. მართლაც, ვთქეათ,. (-ურ დაზგაზე I-ური ხერხით წარმოების 

ორგანიზაციით შეგვიძლია დღის განმავლობაში მივიღოთ 4«,#; ერთე– 

ული #-ური დეტალი, ე. ი. ერთდროულად V,,| ერთეული პირველი 

დეტალი, V,;, –– მეორე დეტალი და ა. შ. შესაძლებელია აქ ზოგი- 
ერთი ”1,,, იყოს ნულის ტოლიც. 

დავუშვათ, #/,; არის (-ური დაზგის (| ხერხით მუშაობის დრო, რო- 

მელიც ჩვენთვის ·უცნობია, მაშინ ყველა დაზგაზე დამუშავებული 

# ური დეტალების რაოდენობა 7 იქნება: 

· 2=2., ?, VI" MI. 
1 1 
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ამგვარად, ამოცანა ისევ დაიყვანება 72 მთლიანი კომპლექტების მაქსი– 

მალური რაოდენობის მონახვამდე, როდესაც 2,=2.= · „=2თ. 
მეღებული ამოცანის ჩამოყალიბება შეიძლება შემდეგნაირად: 

III, მოვნახოთ /#,, სიდიდეები. შემდეგი პირობებიდან: 

1) „,. >0, 

23 2. სა =1; 

3) ადგილი უნდა ჰქონდეს ტოლობას 72,=7ა= .=2, და მათი 

მნიშვნელობა უნდა იყოს მაქსიმალური, სადაც 

5=2 ,VIIMI- 
(MI ' 

ყველა ჩამოთვლილი ამოცანის (I, II, III) და მათი მსგავსი სხვა 

ამოცანის ამოხსნა შეიძლება ე. წ. ამომხსნელ მამრავლთა მეთოდით. 

§ მ. ამომსსნწელ მამრაჭპვლთა მეთოდის იდეა 

მეთოდის იდეა განვიხილოთ IL ამოცანისათვის (1I და III ამოცანისა- 

თვის კი ნათქვამი ძალაში დარჩება). თურმე, არსებობს ისეთი 7#,, XM, 

,; #” მამრავლები, რომლებიც ეთანადებიან თითოეულ დეტალს 
და მივყავართ ამოცანის ამო'ხსნამდე. სახელდობრ, თუ ყოველი მოცე- 
მული I-თვის განვიხილავთ, | #0, იშ, >. თ ა #თრი,ი ნამრავლებს 

და მოვნახავთ /M0X (#0, #ათა · ·, #ორჯთ)ლ=XX#0/IM, მაშინ შესა- 

ბამ ჩ,»-ებს დავტოვებთ ჯერჯერობით, ქცვლელად, ხოლო დანარჩენ 

ჩ,,-ებს V=%#) მივიღებთ ნულის ტოლად. რაც შეეხება რამდენიმე 

დარჩენილ #”I,, მნიშვნელობას, ისინი განისაზღვრებიან შემდეგი პირო- 
აებიდან: 

1 ” ' 

#=1 

თუ ასეთე არაუარყოფითი /,!,,-ები არსებობენ, მაშინ ისინი ანიჭებენ 

2-ს მაქსიმუმს და წარმოადგენენ სწორედ ამოცანის ამონახსენს (ისეთი 

ჩ.ა-ებეის შერწევა, რომლებიც აკმაყოფილებენ ზემოთ მოცემულ პი- 

რობებს, ხდება #ს X#; ,  .· ჯია მამრავლთა "შერჩევის ხარჯზე). 

ამგვარად, ნაცვლად იმისა,, რომ ვიპოვოთ /#,გ უცნობები, რომელ- 
თა რაოდენობა საკმაოდ დიდია და: უდრის ი/»-ს, შესაძლებელია ვიბო- 

ვოთ # უცნობები, რომელთა რაოდენობა არის /.. რაც შეეხება »» 

მამრავლებს მათი პოვნა ადვილად შეიძლება თანადათანობითი მიახლო- 
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ების გზით. მიღებული ამოხსნის პრაქტიკულად განხორციელება მარ- 
ტივად შეიძლება. მიღებული ამოხსნის შემოწმებაც ძალიან ადვილია, 

რადგანაც /, უცნობების პოვნისას მათი უმრავლესობა, ნულის 
ტოლია, ამიტომ ერთი ან მსოლოდ ორი დეტალის დასამუშავებლად 
დაზგის დაკავება ხდება მთელი დღის განმავლობაში, ე. ი. უმრავლე–- 

სობა დაზგებისა მთელი დღის განმავლობაში შეიძლება მუშაობდეს 

მხოლოდ ერთი რომელიმე დეტალის დამზადებაზე, ხოლო მხოლოდ 

ორ-სამ დაზგაზე შესაძლებელია მოხდეს ორი სხვადასხვა დეტალის 

დამზადება. ეს უკანასკნელი გამოწვეულია იმით, რომ მოითხოვება 
კომპლექტურობის დაცვა. ' 

ამოხსნა აქ განხილულ ამოცანებისა, რომლებიც კომპლექტურო- 
ბის დაცვით დამზადებულ პროდუქციათა მაქსიმალურ რაოდენობას 
იძლევა, ცხადია, შეიძლება და მას აზრი ექნება მხოლოდ იმ შემთხ– 

ვევაში, როდესაც სერიული წარმოება გვაქვს. 

§ 4. XI ამოცანის ამოსხნა 

L ამოცანაში დავუშვათ, რომ #1=2, ე. ი. გვაქვს ორი სახის დეტა– 

ლი, მაშინ დასმული ამოცანა ღებულობს შემდეგ სახეს: 
მოვნახოთ #”I,, ღა #,ე, თუ 

1) ” I. > 9; 

2) IIVI+ჩ.-=1, 

იჩ ” 

ვ) ბ, ძი ჩი=3., ძ,ა II 
ა .=1 (:==1 

და მათი საერთო მნიშვნელობა 2 იქნება შესაძლო მაქსიმალური სი- 

დიდე. - 7 

განვიხილოთ 25-V, ფარდრბა 'ყველა (-თეის, ეს შეფარდება გა–- 
/ · 

მოზატავს, თითოეული დაზგის წარმოებადობას 1 და II სახის დეტა- 

ლების მიხედვით. ამგვარად, # 1 დაზგაზე ერთი ერთეული I სახის 

დეტალი ტოლფასია #, ერთეული II სახის დეტალისა. M 2 დაზგაზე 
ერთბ ერთეული I სახის, დეტალი ტოლფასია ·#; ერთეული II სახის 
დეტალისა = ა. შ. შეგეიძლია ზოგადობის შეუზღუდველად მივიღოთ, 

რომ ფარდობები /,, #,, · « « დალაგებულია ზრდადი მიმდევრობით: 
წ ჩა < . . · |. ამის მიღწევა მარტივად შეიძლება, თუ ჯერ #, შეფარ- 
დებებს ვიპოვით, შემდეგ დავალაგებთ ზრდადი მიმდევრობით და 
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ამისდა მიხედვით მოვახდენთ დაზგათა დანომვრას; პირველი იმ დაზ- 
გას ეუწოდოთ, რომლისათვისაც ფარდობა ყველაზე მცირეა და ა. შ., 
ცხადია, რომ I სახის დეტალის დამუშავებ უფრო ხელსაყრელია 
პირეელ დაზგაზე, რადგანაც ამ დაზგაზე.I სახის დეტალის არდამუშა- 
ვება ნიშნავს მისი ერთეულის შეცვლას #, ერთეული II სახის დეტა- 
ლით, მაშინ როდესაც ყველა დანარჩენზე შესაბამისი რიცხვები ?,, 

წე, · . . მეტია #,-ზე. # 2 დაზგაზე IL სახის დეტალის დამუშავება 

არ იქნება უფრო სასარგებლო, ვიდრე პირველზე, მაგრამ უფრო 

უკეთესია, ვიდრე სხვა ნებისმიერზე. აქედან, ცხადია, რომ პირველი 

დაზგები უნდა ვამუშაოთ მხოლოდ I სახის დეტალის დამუშავებაზე, 

ხოლო ბოლო დაზგები LI სახის დეტალის დამუშავებაზე, ე. ი. პირ- 
ველთა შემთხვევაში საჭიროა მივიღოთ: #7, =!1 და ჩ,=0, ხოლო 
ბოლოებისათვის კი M,,=0 და M,.=1. ამასთან მხედველობაში უნდა 
იყოს . მიღებული ის გარემოება, რომ საერთო წარმოებადობა ორივე 
დეტალისა იყოს ერთი და იგივე. ამ მოთხოვნილებიდან გამომდინარე 
§ რიცხვი ისე უნდა შეირჩეს, რომ ადგილი ჰქონდეს შემდეგ უტოლო- 

ბებს: 
5-1 ” 

?, ძე < », რ კია, 

1=21 (=§ 

§ ” 

2,ი> ბ, ძი. 
(I=I! 1=8§-L1 

უკანასკნელი უტოლობები გვამცნობს, რომ I სახის დეტალის დასამზა- 

დებლად პერველი §–– 1 დაზგის გამოყოფა არ არის საკმარისი (მაშინ 

II სახის დეტალთა წარმოებადობა იქნება მეტი), ხოლო თუ I სახის 

დეტალის დასამზადებლად გამოვყოფთ პირველ § დაზგას,. ეს იქნება 

საკმარისი და შეიძლება მეტიც. მაშინ, ცხადია, რომ თუ ავიღებთ M,= 

=1, M,:=0, როცა L=I, 2, ა §4--.1; ხოლო #,-=0, ჩ,-=1, რო- 

ცა (-=§+1, 5 L2, #” I და ჩა, და ჩ/კე სიდიდეებს განვსაზღვრავთ 

ჩა, +#/ ვე=1, 

§-- / 

ჯ. ძა+6+ჩა C.1 = ბ, ძა+ჩა 0.2 

(=>1 (=§+1 

პირობებიდან, მივიღებთ ჩვენი ამოცანის ამოხსნას. 
ახლა აქ განხილული პროცესი გამოვიყენოთ ჩვენ მიერ ზემოთ 
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გარჩეული მაგალითისათვის, წარმოებადობა დაზგათა ჯგუფების მი- 
ხედვით იყო შემდეგი: 

  

  
  

      

_ დაზგები 

დეტალი #1 #2 | #2 

I 45 60 49 

I 90 80 100 

90 80 4 10. 5 რდობებ ნებიან; 2 =2; 9=4;, 195. 24% გ 
ფარდობები აქ იქნებია 25 60. 3': 40 2 ანდა თუ მათ 

დავალაგებთ ზრდაღი მიმდევრობით გვექნება 
4 5 
–_ 2 –. 3 <2< 2 

წარმოებადობაც დავალაგოთ ასეთივე მიმდევრობით, მაშინ მივიღებთ 

შემდეგ ცხრილს: 
  

დაზგები 

  
  

დეტალი #2 #) #3 

4 

I 6ბ 45 40 

" 80 90 100       
მაშინ იძ,» სიდიდეებისათვის მივიღებთ შემდეგ მნიშვნელობებს: 

ძე)=60, ძ:,=45, ძვუ=40, ' 

თ,.=80, თ,:=90, ძ:,=100. 
ავიღოთ §==2, გვექნება: 

§--1 ” 

ბ, ძ,.=0,=60 <)“ ძმ,=0--+0ძე:=90-L 100=190; 

1=1 
(=§ 

: 
ჩ 

ბ, ძ;)=0)1+ძ:=60+45= 105 >), ძ,= ძე:=100. 

ხ=1 
(<51) 

მაშასადამე, ჩM,,=1; /,1=0; ჩ:,=0; ჩ.ა=1. ჩა, და M,, ს ნ- 
სასაზღვრავად გვაქვს 'განტოლებანი: 2 21 და /,; სიდიდეთა გა 
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ჩი, + .ა==1, 

თ)1“L/Iიეთ»უ= რეე+/იეთეი, 
ან, რაც იგივეა, 

ჩა -LIIაგ=1; 

V 60-+45M,,=100+90/.,. 
პირველიდან 

“ ჩეე==1 –- ჩა, 
მაშინ 

60-L45M,,=100-L90 –– 90ჩ.., 
ანდა 

135ჩე,=130, 
-ე· ი აბს : 

26 , ს სჩ. =.“ 
21 27” 

ხოლო 
_I 

ჩ · 29=- 27 

თუ IM» სიდიდეთა „პიღებულ მნიშვნელობებს შევიტანთ 2-ის გამოსა– 
ხულებაში, მივიღებთ: ” 

2=0ძ,)ს)1-+Cე:M1-L ძეეჩე1== 0) ჩე“ რვეჩ:ე-L- ძეაჩმეი, 

ე. ი. გვაქვს: 

2=60.1-1-45 „26, კ0.0=80.0-+90-- “+100. 1, 
27 27 

ანდა 

2=60+ 15= 1 +100=103. 

მიღებულ საუკეთესო განაწილების მიხედვით თუ შევადგენთ 
ცხრილს, გვექნება: 

  

  

  

  

დაზგები 

ალი 

დეტალ #2 #1 | #3 

I 60 43 – 

II – 3 100     

  

ეს იგივეა, რაც ადრე გვქონდა მიღებული, 
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ამომხსნელ მამრავლთა მეთოდი ჩვენ გამოვიყენეთ მაშინ; როცა 
ი!=2.„ ცხადია, ამ მეთოდის გამოყენება შეიძლება ნებისმიერი იI-თვის, 
ამოცანის მთლეანად ამოხსნა ეკვივალენტურია #, ფარდობების პოე- 
ნისა, რომლებიც ისეთ §-ებს ეთანადებიან, რომელთათვისაც შერჩევას 
ვაწარმოებთ. მართლაც, თუ 

ძ.. ·» 
=7?>-=-, 

· · 

ძა 7 

ფარდობა ცნობილია, ყველა ამოხსნა მაშინვე მოინახება, იმ (-თვის, 

რომელთათვისაც 

თ, 7» 

ანდა, რაც იგივეა, 

7, 0, >> Mა 0; 

უპირატესობა უნდა მივანიჭოთ I სახის დეტალს, ე. ი. უნდა ავიღოთ 

M,=1; ჩ.:=0; ხოლო იმ L-თათვის რომელთათვისაე) #»0/ე->7I,0,,! 
უპირატესობა II სახის დეტალს უნდა მივანიჭოთ, ე. ი, მივიღოთ /),, = 
=0, /I,1=1; დაბოლოს, იმ (-თათვის, რომელთათვისაც X,0,,=Xე0,ე, მე– 

საბამისი # შევარჩიოთ ;.' 

2, 0, II1= 2 0/2II/2 

განტოლებიდან, ეს ამომხსნელი ფარდობა არის იმ წონასწორობის 

მაჩვენებელი, რომელსაც ადგილი ექნება ორი სახის დეტალს შორის 
მაქსიმალური განაწილებისას. ჩვენ მიერ განხილულ მაგალითში ეს 

წონასწორობა მყარდება #1 დაზგაზე და 29- “+. მიღებული ამომხსნე- 
' 

ლი ფარდობა განისაზღვრება ყეელა პირობათა ერთობლიობით, მაგა- 

ლითად, მისი გამოსახვა არ შეიძლება მარტო #,, MI), სიდიდეებით. 

ჩვენს მაგალითში M#M 3 დაზგა რომ გექონოდა არა ერთი, არამედ 

-ორი, მაშინ მაქსიმალური განაწილების დროს მოგვიხდებოდა 1 სახის 

დეტალზე მთელი დროის განმავლობაში.არა მარტო # 2 და # 1 დაზ- 

გების მუშაობა, არამედ მის დასამზადებლად ნაწილობრივ # 3 დაზგის 
ჩართვაც დაგეჭირდებოდა. მაშინ ამომხსნელი ფარდობა იქნებოდა: 

ა = – პირიქით, თუ სამჯერ გავადიდებდით # 2 დაზგათა რაოდენო- 
2 

ბას, მაშინ ამომხსნელ მამრავლთა ფარდობა იქნებოდა 4. 

ამომხსნელ მამრავლთა მეთოდის გამოყენებას ამოცანის ამოსახს- 

ნელად ნებისმიერი V#MI-ის შემთხვევაში საფუძვლად “სწორედ ზემოთ 
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მოყვანილი იდეა უძეეს. ამ შემთხვევაში, ცხადია, რომ საკმაოდ დიდ 
ჩე, სიდიდეთა მონახვის ნაცვლად უმჯობესია იმ 2. #ე, · . » #7 
მამრავლთა · მონახვა, რომლებიც მაქსიმალური განაწილებისას წონას- 
წორობის მაჩვენებელია; ამ მამრავლთა მიხედვით როგორც მაშინ, 
როცა /.=2, საზოგადოდაც “შეგვიძლია მაშინვე ვაჩვენოთ ისეთი /V, 

სიდიდეები, რომელთა მნიშვნელობა საჭიროა ნულად მივიღოთ. 

§ ნ. ამომხხნელ მამრაპლთა მეთოლის საფუკველი 

I ამოცანისათვის ამომზსნელი მამრავლები ეწოდება 7), #:, . აM. 

(->90მ0 და ერთდროულად ყველა არ შეიძლება იყოს ნული) /? 

რიცზვთა ისეთ სისტემას, რომელთა მიმართ ყოველი მოცემული L- 
თვის ვიხილავთ ნამრავლებს: 

7,0, #ეძ,ი, .. ბაში 

მათ შორის უდიდესს აღვნიშნავთ C,-ით და. თუ მივიღებთ ნულის ტო- 

ლად იმ #/,»-ებს რომელთათვისაც შესაბამისი ნამრავლები არ არის 

მაქსიმალური, ე. ი. #M0,ს<-6ი მაშინ დანარჩენი M,ჯ სიღიდეები განი– 

საზღვრება პირობებიდან: 

” 

1) 0 >0; 2) 2ე#4=); 3) 2=2:= «+ · -.=2„. 

=1 

პირველ რიგში ვაჩვენოთ, რომ ამომხსნელ მამრავლთა პოვნა სი– 
ნამდვილეში იძლევა I ამოცანის ამოხსნას. ამისათვის საჭიროა იმის 
ჩვენება, რომ ამომხსნელ მამრავლთა მეშვეობით ნაპოვნი #/I,/ სიდი– 

დეების შესაბამის 2”-ს აქვს მაქსიმალური მნიშვნელობა. 

მართლაც, #I), რიცხვთა სისტემისათვის გვაქვს: 

: ხ=) I=1 

წ() ი” M 

ბ? 0. 0ი) ჩ,, -5' 3: თ =5. თა. ჩ, 5: თ 
ჯ=1 #=1 ჯ=1 #=1 (=1 #=1 ჯ=1 

ახლა დავუშვათ გვაქვს რაიმე სხვა სისტემა #7,» სიდიდეებისა, რო" 

მელთათვისაც 2=21=2,== .=2,, მაშინ დავწერთ: 
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#M ჩაბის ), ” # „2 ” M 

=2_ ბ, (9 ძ,,) ჩი < ?, ბ, თMM=2 C ?, ".=2_. 0/. 
(=1 #=1 (=1 #=) 1=! ჩ=1 (==1 

თუ მიღებულ უტოლობას ზემოთ მიღებულ ტოლობას შევადარებთ, 

დავწერთ 

ფაუნა #=1 #=1 

· 2<-2". 

ეს იმას ნიშნაეს, რომ 29? არის 2-ის შესაძლო, მაქსიმალური მნიშვნე- 

ლობა, ე. ი. ,ჩ რიცხვები, რომლებიც ამომხსნელ მამრავლთა მეშ- 

ვეობით იყვნენ ნაპოვნი სინამდვილეში იძლევიან I ამოცანის ამოხსნას. 

იმისათვის, რომ ვნახოთ, თუ რა დიდი მნიშვნელობა აქვს ამომხ- 

სნელ მამრავლთა შემოყვანას ამოცანის ამოხსნისათვის, გავარჩიოთ, 
თუ როგორ იხსნება ამოცანა ანალიზურად. I ამოცანის ამოხსნისას 

საკითხი ისმება 2 სიდიდის მაქსიმუმის პოენის შესახებ, რომელიც V,» 

სიდიდეთა წრფივ ფუნქციას წარმოადგენს სხვა დამატებით პირობე- 
ბებთან ერთად. ცნობილია, რომ წრფივი ფუნქციის მაქსიმუმის სა- 

ჰპოვნელად რაიმე შუალედში საჭიროა მისი მნიშვნელობის შედარე- 

ბა შუალედის ბოლოებზე და მათ შორის უდიდესის აღება. იგივე წესი 

მართებულია მაშინაც, როდესაც გვაქეს მჭავალ ცვლადზე დამოკიდე– 

ბული წრფივი ფუნქცია. ამ შემთხვევში შუალედის ნაცვლად გვექ- 
ნება მრავალწახნაგა და საჭირო იქნება წრფივი ფუნქციის მნიშვნელო- 

ბათა შედარება მრავალწახნაგას წვეროებზე. 

აქ მოყვანილი წესი იმას ნიშნავს, რომ საჭიროა ზოგადად /I+/. –- 1 

რაოდენობით #/ სიდიდეთა არჩევა, ხოლო დანარჩენ ”,#-ების ნელ- 

თან გატოლება. შერჩეული #,ჯ სიდიდეები განისაზღვრება /!+/I –- 1 

ტოლობიდან 

ე. ი. მივიღეთ, რომ 

?, ჩი ლ–1; 2,კ=2:= ... =7თ; 

, 

მიღებული. 2 მნიშვნელობებს შეადარებენ ერთმანეთს. ყოველი მოსინ- 

ჯვისას საჭირო იქნება არც ისე დიდი რაოდენობის განტოლებებისაგან 
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შემდგარი სისტემის ამოხსნა, მაგრამ იმ სინჯთა რაოდენობა, რომელთა 
ჩატარება საჭიროა, იქნება: 

ცო . 
ბ, ლ)” C.. () (ი– /) C'იC/ი. 

1, |=0 

ეს იმას ნიშნავს, რომ, როცა #=3 და #=3, საჭირო იქნება 90 სინჯი; 
როცა #=4 და /I=4, მაშინ 6256 სინჯი: ხოლო, - როდესაც #=8 და 
»=5, მაშინ საჭირო იქნება თითქმის მილიარდი სინჯი. 

ამომხსნელ მამრავლთა მეთოდით კი ხდება ყველა არასაჭირო სის- 
ტემათა უკუგდება და ამოიხსნება მხოლოდ ერთი საჭირო სისტემა. 

ამგვარად, როგორც ვხედავთ, ამოცანის ამოხსნა დადის ამომხსნელ 

მამრავლთა პოვნაზე. საჭიროა მათი პოვნის მეთოდის დადგენა. 
ვთქვათ, ამომხსნელ მამრავლთა ნაცვლად შემთხვევით ვიღებთ 

რაღაც 29 7-ს . · #თ” რიცხვთა, ნებისმიერ სისტემას. ამ შემ- 
თხვევაშიაც, თურმე ჩვენ ისე შეგვიძლია მოვიქცეთ, თითქოს ნამდ- 
ვილი ამომხსნელი მამრავლები გვქონდეს. სახელდობრ, შეიძლება გან– 
ვიხილოთ ნამრავლები: 

მზ, ა ?ძ;ა; რიმ ძო. 

მოვნახოთ მათ შორის მაქსიმუმი, ვთქვათ, ის'არის. #მ9,ი,,; ამ #-ს შე– 

საბამისი ჩM,» სიდიდეები მივიღოთ ერთის ტოლად და დანარჩენი /I,»- 

ები –- ნულად. თუ რიცხეთა ასეთი შემთხვევით არჩევისას მხოლოდ 

ერთი ნამრავლი იქნება ყველაზე დიდი, მაშინ, ცხადია, მხოლოდ მისი 

შესაბამისი ერთი M,ჯI=1, ხოლო ყველა სხვა დანარჩენი იქნება ნული. 

ცხადია, რომ #ჯ მამრავლთა ასეთნაირი შემთხვევითი არჩევის 
დროს #ჩ, სიდიდეები სავსებით განისაზღვრებიან და მათთან ერთად 

2-ის მნიშვნელობანიც: 2,9, 2ე9, . 2ა. ცხადია, ეს მნიშვნელო–- 

ბები არ იქნება ერთმანეთის ტოლი და თუ 7.#ს მნიშვნელობებს არ 

შევცვლით მათ ერთმანეთის ტოლებს ვერ გავხდით. როგორც ვხედავთ, 
საჭიროა ვიცოდეთ, თუ როგორ . უნდა: მოხდეს 7.ჯ მამრავლთა შეცვლა. 

როგორც ვიცით, ამოცანის ამოხსნა მაშინ მიიღება, როდესაც 

ოIMI(7, 2 · + ფ შო) მიიღებს შესაძლო მაქსიმალურ მნიშვნელობასა 

ეს მინიმუმი განისაზღვრება 2 სიდიდეთა შორის მინიმუმის აღებითა 

ვთქვათ, ამ სიდიდეთა შორის უმცირესია 2კ. ცხადია, უნდა ვეცადოთ 
მის გადიდებას, მაგრამ აშკარაა, რომ ის გახდება უფრო დიდი სხვებ–- 

თან შედარებით, თუკი სხვა 2. მამრავლებს არ გავზრდით და მხოლოდ 

2.,-ს გავზრდით. სინამდვილეში, მაშინ უფრო მეტ. შემთხვევაში.7.,0,,, 

ნამრაელი სხვა ნამრავლთან შედარებით. ყველაზე დიდი. გახდება და 
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მისი შესაბამისი /#,, მიიღება ერთის ტოლად, მაშინ, ცხადია, რომ 2, 
მიიღებს მნიშვნელობას, რომელიც მეტი იქნება 29,-ზე. აგრეთვე 
/(II(2,, ში, : · · 2), საზოგადოდ, მიიღებს წინანდელზე უფრო ღიდღ 
მნიშვნელობას. 

სწორედ ამაში მდგომარეობს ამომხსნელ მა მრავლთა მონახვის ძი– 

რითადი პრინციპი, სახელდობრ, #/ს ცვლილებით 2-ს თანდათან 

ვუახლოებთ აუცილებელ ექსტრემუმს., · 
ცხადია, ხანდახან მცირე 2ჯ-ს გადიდების ნაცვლად შეიძლება შესა–- 

ბამისი #»-ს შემცირებით მივუახლოვდეთ სხვა ძალიან დიდ 2-ს. თუ 

ამ ოპერაციებს ყოველგვარი სისტემის გარეშე ჩავატარებთ, მაშინ არ 

შეიძლება გვქონდეს იმის რწმენა, რომ პროცესს როდისმე დავამთაე– 

რებთ. სახელდობრ, ზოგიერთი 2ჯ შეიძლება მივუახლოვოთ ექსტრე- 
მუმს, მაგრამ ამავე დროს ზოგიერთი სხვა 2ჯ შეიძლება შემცირდეს, 

რის გამოც სასურველ შედეგს ვერ მივიღებთ. ამიტომ გამოთვლები- 

სას საჭიროა გარკვეულ გზას მივსდიოთ, ეს გრა ქვემოთ იქნება ნაჩვე- 
"ნები, ერთ-ერთი კონკრეტელი მაგალითის ამოზსნისას. 

§ 0. ამომსსწელ მამრავლთა მეთოდით ბამოთვლის სძემა 

გამოთვლის სქემის საჩვენებლად განვიხილოთ შემდეგი მაგალითი. 

ეთქეათ, სამი სხვადასხვა სახის პროდუქციის: 1, II და IIს დამზა- 

დებას ვაწარმოებთ 4, 8 და C სამ სხვადასხვა დაზგაზე. საჭიროა თი- 

თოეული სახის პროდუქციის 10000 ერთეულის დამზადება. მოგეეთ- 

ხოვება სამუშაოთა დაზგათა შორის, რაც შეიძლება უფრო მიზანშე- 
წონილად განაწილება. გამომუშავების ნორმები (ერთ საათში) ცალკე- 

ული სახის პროდუქციის , მიმართ მოცემულია ქვემოთ მოყვანილ 

ცხრილში. · 

დაზგათა წარმოებადობა საათში 
  

  

დაზგა 

4 8 C 

სამუშაო 

I 52 ' 53 32 

I 28 33 19 

III 28 . 41 26 
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ამ ცხრილის მიხედეით დავწერთ: 

თ,1=52, 0ძეკ=28მ, ძვე=28, თ,,=53, ძევ=ქვ, ძაე=41, ძეუ=32, 

ძე:=19 და თევ=26. 

#ჯ# ამომხსნელი მამრავლის საწყის მნიშენელობად მივიღოთ უა 
' 

ჯამის უკუპროპორციული სიდიდე. სახელდობრ, მივიღოთ: 7, = 

M 

2,0 
' 

დავუშვათ, /M=100, მაშინ მივიღებთ: 

_ 100+ . , _ 100 100 ჯემ = ი 1მელ 2. 
1. 37' მ0 ” “95 

, სადაც M ნებისმიერი რიცხვია.   

    

ამგვარად, მივიღეთ: 7, =0,73; #,მზ=1,25; Xაკმ=>1,05. ახლა თ, მნიშ–- 

ვნელობები გადავამრავლოთ 7,.9,-ზე. სახელდობრ, 0,» მნიშვნელო- 

ბათა ცხრილის პირველი სტრიქონი გავამრავლოთ 91.9=0,73-ზე, მე–- 

ორე სტრიქონი 7.ზ:=1,25-ზე და მესამე სტრიქონი 7.%=-1,05-ზე, 

გვექნება: 
2,ზ,0,, მნიშვნელობანი 

  

38 ვ9 | 23 

35 4 24 – 

29 

  

ყოველ მიღებულ სვეტში შევარჩიოთ უდიდესი. ესენი იქნებიან შესა- 

ბამისად 38; 43 და 27. ამათთვის მივიღოთ /I,M=1, ხოლო დანარჩენე- 
ბისათვის კი /#,»=0. მაშინ თ////, ნამრავლთათვის დავწერთ: 

  

§2X1 53X0 32X0 | 52 
28X0 83X0 19X0” 0 
28X0 41X1I 26X1 67     

ამგვარად, ნულოვანი მიახლოებისათვის მივიღეთ 2#-ს მნიშვნელო- 
ბანი: 29=52, 29%.=0 და 20კ==67. 
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აქ ჩამორჩენილია 20,, ამიტომ საჭიროა 72.ე-ის გაზრდა. #;-ის გაზრდა 
საჭიროა იმდენად, რომ უზრუნველეყოთ პირველი თანამთხვევა, სახელ- 

დობრ, ვიხილავთ ჩამორჩენილი მეორე სტრიქონის ელემენტებს და 

მათ შორის ვარჩევთ იმას რომელიც შედარებით უფრო ახლოსაა 
თავისი სვეტის მაქსიმალურ წევრთან. ჩვენს შემთხვევაში ასეთია 

მეორე სტრიქონის მეორე ელემენტი (41), რომელიც 43-თან ყველა– 

ზე ახლოსაა. საჭიროა #.-ის გადიდება, სახელდობრ, საქიროა ე.V. 

„მემსწორებელი მამრავლის“ შემოყვანა: 7#1ე : #მკ=43 : 41==1,05. 

?,-სა და #:-ს უცვლელად ვტოვებთ, ე. ი. მათი, შემსწორებელი მამ- 
რავლი მიიღება ერთის ტოლად. ამგვარად, გვექნება: 

„=> 1,05. 

თუ მეორე სტრიქონს გავამრავლებთ ამ შემსწორებელ მამრავლზე, 

1,05-ზე, ხოლო დანარჩენებს დავტოვებთ უცვლელად, გვექნება: 

7. „0, მნიშვნელობანი 
  

ეგ 39 23 

– 37 43 25 

29 43 27 

ეს წარმოადგენს ჯ”,ი,,ჯ მნიშენელობებს, რომლებიც პირველ მიახლო- 

ებას შეესაბამებიან. 

. აქ სტრიქონების მიხედვით მაქსიმალური მნიშვნელობანი იქნებიან 

შესაბამისად 38; 43 და 27. ახლა ყველა #7, განსაზღვრულია: ზოგი ნუ- 

ლია და ზოგი 1, გარდა მეორე სვეტის შესაბამი /ჯა-ისა და #„ე-ისა, 

რომლებიც ტოლ ნამრავლებს შეესაბამებიან. მათი განსაზღე რისათვის 

მივიღოთ მხედველობაში, რომ 27.=7ვ და /'-ი-L/Iაე-51. 

2.:=2ვ ტოლობის ძალით დავწერთ: 

ვ ვ 

0C/2 MI,გ-= ) თ/ეIხე 
(=L 

' (=1 

ანდა 

0თ::M,0-+ თეი ეი + რე:/Iეე= რევჩე-L რ ჯე”ლვ I რვე/წევ- 

მაგრამ- X”0, ნამრავლის შესაბამისი მნიშვნელობებისათვის გვაქვს: 

M,,=1, ჩ,:=ჩ,ე=0, M.:,=0; /I),=/Iყკა=0 და /Iეე=:1, ამიტომ გვექნება 

33M,ა=41/ე+26. 
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ანდა, რადგანაც 

  

ჩეგ=1 –- ჩა, 
„დავწერთ: 

ვ33M,ე=41 (1 –– M..)+26, 
74M,,=67, 

საიდანაც 

- 67 M.,=--“ = 0,905. 23=5 

მაშინ 

MI:ვ=0,095 

ჩ," მიღებული მნიშვნელობანი შევიტანოთ ი,Mჩ,» ნამრავლთა გამო- 
სახულებებში,, გეექნება: 

52X1“ 53X0 32X0 52 

28X0 33X0,905 19X0 30 

20X0 | 41X0,095 | 26X1 ვ0 

ბოლო სვეტში მოცემულია შესაბამისი სტრიქონების ჯამი, მიღებული 

მნიშვნელობანი წარმოადგენენ პირველ მიახლოებას. ამგვარად, პირ 
ველი მიახლოებისას მივიღეთ 2,=52, ხოლო 2:=2გ=ქ0.. 

აქ, როგორც ვხედავთ, ორი უკანასკნელი მნიშვნელობა ჩამორჩება 

პირველს, ამიტომ საჭიროა Xე:-ისა და ვ-ის გაზრდა, მაგრამ, რადგან 
მნიშვნელობა აქვს მხოლოდ ჯ#ჯ სიდიდეთა შორის ფარდობას, შესაძ- 
ლებელია 27,ც-ის შემცირება. ამგვარად, X,-თვის უნდა შემოვიყვანოთ 
შემსწორებელი მამრავლი, რომ ნაკლები იქნება ერთზე. სახ 
მერი ისეთი მამრავლი უნდა შევარჩიოთ, რომ სარინი სვეტის მაქ- 
სიმალური ნამრავლი 38 თანაემთხვეს თავისივე სვეტის ერთ-ერთ 
ელემენტს. ეს შემსწორებელი მამრავლი იქნება: 

XL 1 =37 : 38=0,974. 
პირველი სტრიქონის ელემენტები გავამრავლოთ მიღებულ 0,974 

მამრავლზე, ხოლო მეორე და მესამე სტრიქონი დავტოვოთ უცვლე- 
ლად. მივიღებთ 2” ძმ, ნაზრავლებს, რომლებიც მეორე მიახლოებას 

გვაძლევენ. სახელდობრ, გვექნება 
ბ?» 0, მნიშვნელობანი 

37 
37 43 25 
29 43 LX) 

290 - 

36 22 

  

 



ახლა აქაც ვხედავთ, რომ სეეტების მიზედვით მაქსიმუმებია შესაბა- 
მისად 37, 43 და 27. პირველ და მეორე სვეტში ორი ელემენტია მაქ- 

სიმალური, საჭიროა მათი შესაბამისი #,,, MI, /ჯე და ჩ;ევ სიდიდეთა 

განსაზღვრა. ისინი ისე უნდა განვსაზღვროთ, რომ ადგილი ჰქონდეს 
ტოლობებს 

2:== 2:=>2ვ. 

მაგრამ 

2,=52ჩ,)-+38X0+22X0=52ჩ, 
2.=28/,,-+33ჩ,:-+-19X0=28ჩ,,-L33/,., 

2,=28ჩ,,-L41/ეე--26/კე=41/-ა+-26, 

ე. ი. გვექნება: 
§52ჩ,,=28ჩ,,-L33/,ა, 

§2#,,=41ჩ.კ+L-26, 

28M,გ+ 33#,:=41/,ე-L26. 

აგრეთვე გვაქვს: . _ 
ჩა.+Iევ=1 და M-+ჩიავ=1, 

ამოვხსნათ მიღებული განტოლებათა სისტემა 

ჩM.კ=1 –- /ს, ჩვე 1 -–- /წჯე, 

მაშინ პირველი განტოლებიდან დავწერთ 
52ჩ,=28 –- 26ჩ,,+33 –- 33ჩ., 

ანდა 

80M,,-+-33ჩ,კ=61. 

ეს და მეორე განტოლება გვაძლევს შემდეგ სისტემას: 
80ჩ,,-+33#,კ=61, 
59ჩ,,- 41M,კ=26, 

აქედან 
80 1) 

26 --41 | ,„ _ 15 2% 
თო 2 ვვ)” ა)“ 80 M 

" M 

52 –41 52 =41 
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  ი”, =- 2359 ა 0,67; /ავ= =1092 =0,22, 
4996 --4996 

მაშინ 

/,,ვ=1 –– 0,67=0,33 
და 

ჩევ=1 –– 0,22=0,78 

ჩ-ს მიღებული მნიშვნელობანი გეაძლევენ მეორე მიახლოებას. სა– 

ხელდობრ, გვექნება: 

  

525:0,67)| 51X0 32X0 35 

28X0,33 | 233X0,7ჩ 19X0 · 95 

28+0 .41X0,22 26X1 35 

მაშასადამე, მიღებული მეორე მიახლოება წარმოადგენს ამავე დროს 
ამოცანის ამოხსნას. 

მეორე მიახლოება წარმოვადგინოთ შემდეგი ცხრილის სახით: 

მეორე მიახლოება 

  

ა 

  

#ა ი, 0." 2 

37 38 22 52X0,67 53X9 32X0 35 

37 43 25 28X0,3ვ1 | 33X0,78 19X0 35 
29 43 27 28X0 4IX0,22 | 26X1 35 

ნაპოვნი მნიშვნელობა 2=35 გვიჩვენებს საათში გამომუშავების მაქსი- 

მუმს სამივე სახხს პროდუქციის მიმართ იმ პირობით, რომ გამომუშა- 
ვებები ერთმანეთის ტოლია. 

რადგანაც საჭიროა თითოეული სახის პროდუქციის დამზადება 10000 

ერთეულის რაოდენობით, ამიტომ მინიმალური აუცილებელი დრო 

იქნება 10ეე0 : 35=:286 საათი. თუ ჩ.-ს ნაპოვნ მნიშვნელობებს გა- 

ვამრავლებთ 286-ზე, მივიღებთ დროს, რომლის განმავლობაში 

უნდა იმუშაოს თითოეულმა დაზგმ თითოეული სახის პროდუქციის 

დასამზადებლად. თუ ამ გადამრავლებას მოვახდენთ, გვექნება შემ–- 

დეგი საბოლოო (ცხრილი: 
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დახMგა გამომე- საკირო | გამომუ- | საკპირო | გამომუ- | საჭირო 
აგები! შავების "მაეების 

ნორმა (სა.| დრო (სა- (C რმა (სა. დრო (სა- C რმა (Lა. დრო (ს»|I 5 
ათობით) | ათობით) | ათობით) | პთობით) | ათობით) | ათობით) 

სამუშაო 

I 52 192 53 – 32 – 10000 

II 28 94 33 223 19 – 10000 

III 28 – 4 63 26 286 1C000 

სულ ს. | აა- 
თების რა- 286 · 286 | 286 
ოდენობა |           
  

განხილული მაგალითის მიხედვით ვნახეთ ამოცანის ამოხსნის მიმ- 

დინარეობის პროცესი. გამოთელების ჩატარებისას ხშირად რიცხვთა 
დამრგვალებას ვახდენდით. ასე რომ, გამოთვლების პროცესში მიღე– 
ბული რიცხვითი მნიშვნელობანი მიახლოებითი რიცხვებია. მიღებუ - 

ლი: მიახლოებითი მნიშენელობანი კი სავსებით საკმარისია პრაქტიკუ- 

ლი ამოცანების ამოსახსნელად. : ' 
ფაქტიურად ამოვხსენით ამოცანა 1. ამოხსნის სისწორის შესამოწ- 

მებლად საკმარისია განვიხილოთ 7#სი და X#0,L და CთIMIL. ნამრავ- 

ლების საბოლოო მნიშვნელობები და დავრწმუნდეთ იმაში, რომ M7,X>0 
სიდიდეები ეთანადებიან მაქსიმაელურ 7.0,» ნამრავლებს და ყველა 

2» ერთმანეთის ტოლია. თუ ყველაფერი ეს ასეა, მაშინ დავრწმუნდე– 

ბით, რომ ამოხსნა“ სწორია.
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