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ალმასხან შოთას ძე გუგუშვილი - ტექნიკის მეცნიერებათა დოქტორი, პროფესორი, 
საქართველოს დემნიკური უნივერსიტეტის ავტომატიკისა და ტელემექანიკის ჟათედრის ამ- 
გე. ინფორმატიზაციისა და კავშირგაბ ულობის საერთაშორისო აკადემიების ნამდვილი წე. 
რი. სამეცნიერო მოღვაწეობის სფერო: მართვა ტექნიკურ და ადმინისტრაციულ სისტემებში, 
დინამიკური სისტემების ანალიზი და სინთეზი, არაწრფივი სისტემების მოდელირება და 
იდენტიფიკ ია, ოპტიმალური და ადაპტური სისტემები, სტატიკური და დინამიკური ოპტი- 

მიზაცია, საინფორმაციო ტექნოლოგიების გამოყენება რთულ ტექნიკურ სისტემებში. 

ალექსანდრე ლევანის ძე თოფჩიშვილი -– ტექნიკის მეცნიერებათა დოქტორი, პრო- 
ფესორი, საქართველოს მეცნიერებათა აკადემიის ა. ელიაშვილის სახელობის მართვის სისტე- 

მების ინსტიტუტის მთავარი მეცნიერი თა ამშრომელი, საქართველოს ტექნიკური უნივერ- 
სიტეტის ავტომატიკისა და ტელემექანიკის კათედრის პროფესორი. სამეცნიერო მოღვაწეო- 
ბის სფერო: მართვა ტექნიკურ სისტემებში, სტატიკური და დინამიკური ოპტიმიზაცია, ვექ- 
ტორული და არასკალარული ოპტიმიზაცია, თამაშთა თეორია, საინფორმაციო ტექნოლოგიე- 

ბის გამოყენება რთულ ტექნიკურ სისტემებში. 

მინდია ევგენის ძე სალუქვაძე - საქართველოს მეცნიერებათა აკადემიისა და საქართ- 
ველოს საინჟინრო აკადემიის აკადემიკოსი, ტექნიკის მეცნიერებათა დოქტორი, პროფესორი, 
საქართველოს მეცნიერებათა აკადემიის გამოყენებითი მექა იკის, მანქანათმშენებლობისა და 
მართვის პროცესების განყოფილების აკადემიკოს-მდივანი, საქართველოს მეცნიერებათა აკ> 
დემიის ა. ელიაშვილის სახელობის მართვის სისტემების ინსტიტ ტის დირექტორი, საქართ- 

ველოს ტექნიკური უნივერსიტეტის ავტომატიკისა და ტელემექანიკის კათედრის პროფესო- 
რი, სახელმწიფო პრემიის ლაურეატი მეცნიერებისა და რექნიკის დარგში (1975 წ.). სამეცნიე- 
რო მოღვაწეობის სფერო: მართვა ტექნიკურ სისტემებში, სტატიკური და დინამიკური ოპტი- 
მიზაცია, ვექტორული და არასკალარული ოპტიმიზაცია, თამაშთა თეორია, საინფორმაციო 
ტექნოლოგიების გამოყენება რთულ ტექნიკურ სისტემებში. 

ვახტანგ კონსტანტინეს ძე ჭიჭინაძე – საქართველოს მეცნიერებათა აკადემიისა და 
საქართველოს საინჟინრო აკადემიის აკადემიკოსი, ტექნიკის მეცნიერებათა დოქტორი, პრო- 
ფესორი, საქართველოს მეცნიერებათა აკადემიის ა. ელიაშვილის სახელობის მართვის სისტე- 
მების ინსტიტუტის დირექციის მრჩეველი. სამეცნიერო მოღვაწეობის სფერო: მართვა ადმი- 
ნისტრაციულ და ტექნიკურ სისტემებში, სტატიკური და დინამიკური ოპტიმიზაცია, თამაშთა 

თეორია, დაპროექტების ავტომატიზაცია. 

ნოდარ ილარიონის ძე ჯიბლაძე - ტექნიკის მეცნიერებათა დოქტორი, საქართველოს 
ექნიკური აწი რსი ეტის მეა აა რმე «ელემე ანიკის ფიქრი პროფესორი, სა- 

რრველოს ეცხიერებათა აკადემიის ა. ელიაშვილის სა ელობის მართვის სისტე ბის ინს- 
ტიტუტის წამ ვანი მეცნიერი თანამშრომელი, სახელმწიფო პრემიის ლაურეატი ცხიერ ბი- 
სა და ტექ იკის დარგში ( 986 წ.), სამეცნიერო მოღვაწეობის სფერო: მართვა ექნიკურ ის- 
ტემებში, დაპროექტების ავტომატიზაცია, სტატიკური და დინამიკური ოპტიმიზაცია, საინ- 
ფორმაციო ტექნოლოგიების გამოყენება რთულ რექნიკურ სისტემებში.
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წინასიტყვაობა 

მათემატიკური სიდიდეების უმცირესი და უდიდესი მნიშვნელობების მოძებნასთან 

დაკავშირებული გეომეტრიული ხასიათის ამოცანები უძველესი დროიდან არის ცნო- 

ბილი. XVII-XVIს “საუკუნეებში მრეწველობის განვითარებამ შედარებით რთული 

ექსტრემალური ამოცანების გადაწყვეტა მოითხოვა, რასაც ვარიაციული აღრიცხვის 

საფუძვლების ჩამოყალიბება და განვითარება მოჰყვა. XX “საუკუნეში წარმოების გან- 

ვითარების მასშტაბებმა და დედამიწის რესურსების შეზღუდულმა მარაგმა ახალი 

პრობლემები წამოჭრა. დადგა საკითხი ენერგიის ოპტიმალური გამოყენებისა და 

სხვადასხვა სახის პროცესების ოპტიმალური მართვისა ისეთ დარგებში, როგორიცაა 

ფიზიკა, ქიმია, ბიოლოგია, ეკონომიკა, ჰიდროსადგურებისა და წყალსატევების მარ- 

თვა, მრეწველობა, ეკოლოგია, კოსმონავტიკა, სამხედრო საქმე და სხვ. მათემატიკუ- 

რი თვალსაზრისით აღნიშნული სახის ამოცანები ოპტიმიზაციის კვლევის საგანია და 

მათი გადაწყვეტა მრავალი ცვლადის ფუნქციის ან ფუნქციონალის ექსტრემუმის მო- 

ძებნას უკავშირდება. დღეისათვის ამ მიმართულებით ფუნდამენტური შედეგებია მიღ- 

წეული. შემუშავებულია ერთკრიტერიული და მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაციის 

თეორია, მათემატიკური დაპროგრამების თეორია, თამაშთა თეორია, ოპტიმალური 

მართვის თეორია და სხვ. ამასთან, კომპიუტერული ტექნიკის განვითარებამ საფუძვე- 

ლი ჩაუყარა მრავალი პრაქტიკული ამოცანის ეფექტურად გადაწყვეტის საქმეს. 

თანამედროვე პირობებში, პრაქტიკული მნიშვნელობის ამოცანების გადაწყვეტის 

დროს, ინჟინერი, ეკონომისტი თუ სამხედრო საქმის სპეციალისტი ყოველთვის ცდი- 

ლობს მიიღოს საუკეთესო ანუ ოპტიმალური ამონახსნი. ამ თვალსაზრისით ნებისმი- 

ერი დასაბუთებული გადაწყვეტილება ან მოქმედება პროცესის, მოწყობილობის, სის- 

ტემის ან ალგორითმის შემუშავების დროს განიხილება როგორც ოპტიმალური, რად- 

გან იგი ყველა სხვა ალტერნატიულ გადაწყვეტილებასა თუ მოქმედებასთან შედარე- 

ბით საუკეთესოა. ამასთან დაკავშირებით, დლეისათვის, როცა კომპიუტერული ტექ- 

ნიკა მზარდ აღმავლობას განიცდის, ხოლო ქვეყნის კომპიუტერიზაციამ მასიური ხა- 

სიათი მიიღო, თანამედროვე ინჟინრის, ეკონომისტის თუ სამხედრო საქმის სპეცია- 

ლისტისათვის ოპტიმალური ამოცანების გადაწყვეტის რიცხვითი მეთოდების ცოდნა 

ისევე აუცილებელია, როგორც სავალდებულო ტრადიციული დისციპლინებისა. ამი- 

ტომ მიგვაჩნია, რომ ამ მიმართულებით ქართულ ენაზე შესრულებული სახელმძღვა- 

ნელო ოპტიმიზაციის პრობლემებით დაინტერესებულ მკითხველს გარკვეულ სარგებ- 

ლობას მოუტანს.



წინასიტყვაობა 

წიგნზე მუშაობის დროს ჩვენ მხედველობაში გვქონდა საქართველოს ტექნიკური 

უნივერსიტეტის საინჟინრო სპეციალობების ბაკალავრისა და მაგისტრის საფეხურე- 

ბის სტუდენტებისათვის ოპტიმიზაციის მეთოდების ზოგადი და სპეციალური კურსე- 

ბის სასწავლო პროგრამები. ამიტომ წინამდებარე სახელმძლვანელოში წარმოდგენი– 

ლია შესაბამისი მოცულობის მასალა, რომელშიც შევეცადეთ, პედაგოგიური და მეც- 

ნიერული კვლევების პირადი გამოცდილების საფუძველზე, ოპტიმიზაციის ამოცანები– 

სა და მათი გადაწყვეტის მეთოდებისათვის დამახასიათებელი ძირითადი ასპექტები 

გადმოგვეცა. ამასთან, განვიხილეთ არა მარტო საყოველთაოდ ცნობილი, კლასიკური 

მეთოდები, არამედ ავტორების მიერ ბოლო პერიოდში შემუშავებული ახალი მეთოდე- 

ბი და ალგორითმები. . 

სახელმძღვანელოში ძირითადად გადმოცემულია ერთკრიტერიული და მრავალკრი– 

ტერიული სტატიკური ოპტიმიზაციის მეთოდები, მათ შორის უპირობო ოპტიმიზაცი- 

ის ერთგანზომილებიანი და მრავალგანზომილებიანი მინიმიზაციის დეტერმინირებული 

და სტოქასტიკური ძებნის ლოკალური და გლობალური მეთოდები, წრფივი, არა– 

წრფივი, ამოზნექილი და არაამოზნექილი დაპროგრამების მეთოდები, ვექტორული 

ოპტიმიზაციის ფუნდამენტური პრობლემები. განხილულია, აგრეთვე, ოპტიმიზაციის 

საკითხები განუზღვრელობის პირობებსა და კომპლექსურცვლადიან სისტემებში. მე- 

თოდების ლოგიკური სტრუქტურის უკეთ გაცნობისა და ათვისების მიზნით, თეორი- 

ულ მასალასთან ერთად, მრავლად წარმოდგენილია პრაქტიკული მაგალითებისა და 

ამოცანების გადაწყვეტის რიცხვითი პროცედურები და კომპიუტერული ექსპერიმენ– 

ტების შედეგები. 
სახელმძღვანელო ძირითადად გათვალისწინებულია ტექნიკური უნივერსიტეტების 

სტუდენტების, მაგისტრებისა და ასპირანტებისათვის. იგი სასარგებლო იქნება, აგ- 

რეთვე, მეცნიერი მუშაკების, ინჟინრებისა და ეკონომისტებისათვის, ყველასათვის, ვი–- 

საც სურვილი აქვს საფუძვლიანად დაეუფლოს ოპტიმიზაციის თანამედროვე თეორია- 

სა და მის გამოყენებას საინჟინრო თუ სამეცნიერო პრაქტიკაში. 

დიდ მადლობას ვუცხადებთ ყველა იმ პირს, რომლებმაც ხელი შეუწყვეს სახელ- 

მძღვანელოს მომზადებას. უპირველეს ყოვლისა, აღვნიშნავთ საქართველოს ტექნიკუ- 

რი უნივერსიტეტის აგტომატიკისა და ჟელემექანიკის კათედრისა და საქართველოს 

მეცნიერებათა აკადემიის ა. ელიაშვილის სახელობის მართვის სისტემების ინსტიტუ- 

ტის ოპტიმიზაციის მეთოდების განყოფილების თანამშრომლებს ხელნაწერის კრიტი- 

კულ განხილვაში მონაწილეობისათვის; ახალგაზრდა კოლეგებს ი. მოსაშვილს, ო. და 

თ. ხუციშვილებს, ი. კუციას, დ. გიგაურს, ვ. ჩუბინიძეს, რომლებმაც დიდი რუდუნე- 

ბით მოამზადეს და კომპიუტერზე დააკაბადონეს ტექსტის ძირითადი ნაწილი. განსა– 

კუთრებით აღნიშვნის ღირსია გ. თოფჩიშვილი, რომლის მიერ შესრულებულმა ნახა– 

ზებმა სახელმძღვანელოს მეტი თვალსაჩინოება შემატა. 

დიდ მადლობას ვუცხადებთ რეცენზენტებს საქართველოს მეცნიერებათა აკადემიის 

წევრ-კორესპონდენტს, პროფ. რამაზ ხუროძესა და პროფ. ალექსანდრე ედიბერიძეს 
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წინასიტყვაობა 

კრიტიკული შენიშვნებისათვის, რომელთა გათვალისწინების შედეგად წიგნის შინაარ- 

სი მნიშვნელოვნად გაუმჯობესდა. 

სახელმძღვანელო პირველად გამოდის და, ცხადია, დაზღვეული არ იქნება ნაკლო– 

ვანებებისაგან, ამიტომ მკითხველთა საქმიან შენიშვნებსა და მითითებებს ავტორები 

ყურადლებით მიიღებენ. 

· გუგუშვილი 
. თოფჩიშვილი 

· სალუქვაძე 
· ჭიჭინაძე 

- ჯიბლაძე თ
ლ
ა
 

0
C
 

C 
დღ . თბილისი



აღნიშვნები 

C - ცარიელი სიმრავლე. 

VI) - ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე. 

#” – ევკლიდეს M-განზომილებიანი სივრცე. 

0, =(0.0,...,0) - #” სიერცის ნულოვანი ვექტორი. 

(Xჯ | -.. 1 - სიმრავლე ისეთი X ელემენტებისა, რომ ... 

» - ამოზნექილი კომბინაციის ოპერატორი; XI, X)..., X წერტილების ყველა ამოზნე- 

ქილი კომბინაციის ერთობლიობა ჩაიწერება: »X(CX',X”,...,X-). ან »#XC- I). 
(5 

# - ნახევარწრფის ოპერატორი; X. წერტილიდან V მიმართულებით წარმოქმნილი 

ნახევარწრფე ჩაიწერება /4X',V)-ის სახით. 
"I" 

ტრანსპონირების ოპერაცია (ვექტორებისა და მატრიცებისათვის). 

X = (X),X:,---,X-); X = C7ა/,-·-)/)C#” ვექტორებისათვის: 

(.”) - X და 7 ვექტორების სკალარული ნამრავლი: (X, »”) = 2 ( XI). 

(=I 

ჯ > X» «2X», >27X, I =1.2,...,M 

X> #%«>X>V,X > IX. 

X>V#«<23X, > V,,1 =1),2,...,7. 

ჯ> X«>+X=X ან X,>I, ერთი მაინც 1=1,2,...,7-სთვის. 

XI - X ვექტორის ნორმა. 

IM 
:2XI. 

ი I/ი 

2M - X ვექტორის #,-ნორმა, 0=1,2,1,... . 

ჯ' - 90მX ს, ) - X ვექტორის L„-ნორმა. 
I=I,2.



აღნიშვნები 

  

ჩ 1/ 

IX– XI» = > #, (X, -» - X და ” გექტორებს შორის მანძილი აწონილ #„- 
I=) 

მეტრიკაში (2=1,2,3,...), სადაც #4=C4,7#-,-.--,/-.)C#” არაუარყოფითი წონითი ვექ- 

ტორია. 

IX – XI“ = იმX 0 -»I) - X და »” ვექტორებს შორის მანძილი აწონილ #.- 
(1=1,2. 

მეტრიკაში, სადაც #–=(4,,4%,.-·”)C არაუარყოფითი წონითი ვექტორია. 

#1 - დადებითი ორტანტი # სივრცეში: #7: =(76C#” | X»>>მ-)1. 

MI - არაუარყოფითი ორტანტი # სივრცეში: #7” =/ =(7C #” | X>0V)). 

#I>-+#M# ფუნქციისათვის: 

VყX) - /-ის გრადიენტი X წერტილში ანუ VC) Vთ)  Vთ» კომპონენტებიანი 
CX CX, 2, ი 

ვექტორი; 

V /X) - /-ის ჰესიანი X წერტილში ანუ CC მატრიცა; 
CX,CX , 

2, 2:CX ელემენტებისათვის (X - ნებისმიერი ტოპოლოგიური სივრცე, რომელიც 

ნაწილობრივ დალაგებულია ამოზნექილი, ჩაკეტილი, მახვილი C კონუსით): 

2,>2ე <> 2, – 2: CC; 

2, >2ე <>72, – 2: CC M(0); 

2, > 2: «32, – 2: CIიLC ; 

4 C+X სიმრავლისათვის (CX - ნებისმიერი ტოპოლოგიური სივრცე): 

-4(C#4) (4”) - # სიმრავლის ჩაკეტვა (სუსტი ჩაკეტვა); 

10L 4 – 4 სიმრავლის შიგა ნაწილი; 

LL 4 = 4 –IიL 4 '- 4 სიმრავლის საზღვარი; 

XL 4 - 4 ამოზნექილი სიმრავლის ფარდობითი შიგა ნაწილი; 

2“ - 4 სიმრავლის ყველა ქვესიმრავლის სიმრავლე; 

C0იV 4 - 4 სიმრავლის ამოზნექილი გარსი; 

C00V 4 – 4 სიმრავლის ამოზნექილი ჩაკეტვა; 

C00 4 - #4 სიმრავლის კონუსური გარსი; 

#Mმ2X 4 (MIი 4) - # სიმრავლის მაქსიმალურ (მინიმალურ) ელემენტთა სიმრავლე. 
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აღნიშვნები 

4, 8 –=X  სიმრავლეებისათვის (X - ნებისმიერი ტოპოლოგიური სივრცე): 

4X8 - 4# და 8 სიმრავლეების დეკარტული ნამრავლი. 

ჩი: 44-38 - ჩ ასახვა 4 სიმრავლიდან 8 სიმრავლეში. 

4+8=(7C6X | »=ძ+ხ, ძC 4. ხC #8); 

4-8=067X | »ჯ=ძ-ხ, 09C 4. ხ6C78); 

24=(22CX |0C4),26C67X!'; 

4C8 - 8 სიმრავლე შეიცავს 4 სიმრავლეს; 

408 – 4 და 8 სიმრავლეების გაერთიანება; 

4008 - 4 და 8 სიმრავლეების თანაკვეთა; 

X. - M სიმრავლის შეუღლებული კონუსი. 

X -X ტოპოლოგიური სივრცის დუალური, შეუღლებული სივრცე. 

ერთკრიტერიული ოპტიმიზაციის ამოცანისათვის: 

იი #(X) (თმX #(”)) - #X) ფუნქციის მინიმიზაციის (მაქსიმიზაციის) ამოცანა §4პ 

სიმრავლეზე. 

Xჯ = 25 010 #(X) (X” =მIთი0მX / (X)) - #X) ფუნქციის ნებისმიერი გლობალური მი- 
XC XC 

ნიმუმის (გლობალური მაქსიმუმის) წერტილი §ბ სიმრავლეზე. 

ჩაგ იიი /C) (#8 902X /(X)) - #X) ფუნქციის ყველა გლობალური მინიმუმის (გლო- 

ბალური მაქსიმუმის) წერტილის სიმრავლე. 

მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაციის ამოცანისათვის: 

#ს > ·- / - კრიტერიუმები (მიზნის ფუნქციები). 

#5 Vს/>--ა/ო) - ვექტორული კრიტერიუმი. 

თი წე69) (იიმX #(თ) - #X) ვექტორ-ფუნქციის მინიმიზაციის (მაქსიმიზაციის) ამოცა- 

ნა §– სიმრავლეზე (მინიმიზაციას (მაქსიმიზაციას) ერთდროულად ადგილი აქვს 

გექტორ-ფუნქციის ყველა კომპონენტისათვის). 

ს, - / კრიტერიუმის სკალა. 

? - (ვექტორული) შეფასებების სიმრავლე. 

X = /(0)=(/CL" | »= /CC,XC0) - მიღწევადი (ვექტორული) შეფასებების 
სიმრავლე. 
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აღნიშვნები 

> = (2 რ, - თანადობები ამონახსნთა სივრცეში, რომლებიც ინდუცირებულია 

შესაბამისად >, =, >, = თანადობებით კრიტერიულ სივრცეში. 

0C L"- ოპტიმალური სიმრავლე (ყველა ოპტიმალური წერტილის სიმრავლე). 

0 C # - ყველა ოპტიმალური კიდურა წერტილის სიმრავლე (წვეროების სიმრავლე 

წრფივ შემთხვევაში). 

0,C L - ყველა შემოუსაზღვრავი ოპტიმალური წიბოს სიმრავლე. 

ჩ- ყველა ეფექტური წერტილის სიმრავლე: 6 = (XC) | X- ეფექტური წერტილი). 
ჩ, - ყველა ეფექტური კიდურა წერტილის სიმრავლე: #, = ( XC6) | X - ეფექტური 

კიდურა წერტილი ). 

ხ„- ყველა შემოუსაზღვრავი ეფექტური წიბოს სიმრავლე: #„ = ( /(X,V) C CI ##X,V) 

- შემოუსაზღვრავი ეფექტური წიბო «ჰა-დან ). 

XXX) (I#MM0)) - ეფექტური, პარეტოს მიხედვით ოპტიმალური შეფასებების (ამონახსნე- 

ბის) სიმრაგლე. 

507) (5#C0)) - სუსტად ეფექტური, სლეიტერის მიხედვით ოპტიმალური შეფასებების 

(ამონახსნების) სიმრავლე. 

M - ყველა მკაცრად დადებითი წონითი ვექტორის სიმრავლე: 

-_._. 
M - ყველა არაუარყოფითი წონითი ვექტორის სიმრავლე: 

M-#=ირიარა CMV | 2, -II. 
ლი 

<L ,X> - X 6X წრფივი ფუნქციონალის მნიშვნელობა XCX წერტილში. თუ X 
ჰილბერტის სივრცეა, მაშინ სკალარული ნამრავლია. 

C - მიკუთვნების სიმბოლო. 

C - ჩართვის სიმბოლო. 

L7 -– გაერთიანების სიმბოლო. 

(ას - თანაკვეთის სიმბოლო. 

V - სიმბოლო "ნებისმიერი". 

3 - არსებობის სიმბოლო. 

= - იმპლიკაცია "გამომდინარეობს". 

«<> - ეკვივალენტურობის სიმბოლო.



ოპაიმჩზასიიჩს 
მეთოდები 

თანამედროვე ეტაპზე, ინფორმაციის მნიშვნელოვანი ზრდის პირობებში, სახელმძღ- 

ვანელოს როლი განუსაზღვრელად დიდია. 

XX საუკუნის ბოლოს, გაერთიანებული ერების ორგანიზაციის ეგიდით, ჩატარდა 

ექსპერტული გამოკითხვა იმის შესახებ, თუ მეორე ათასწლეულში კაცობრიობის ცი- 

ვილიზაციის განვითარებაზე რომელმა გამოგონებამ მოახდინა არსებითი გავლენა. 

პირველი ადგილი დიდი უპირატესობით დაიკავა წიგნის ბეჭდვამ, ზოლო მეორე - 

კომპიუტერმა. 

კაცობრიობა ინფორმაციული აფეთქების დამღუპველ მორევში რომ არ მოექცეს, 

საჭიროა კარგად გავიაზროთ მეცნიერების, ტექნიკისა და კულტურის სფეროში სრუ- 

ლიად ახალი შინაარსისა და ფორმის სახელმძღვანელოების შექმნის აუცილებლობა. 

წინამდებარე ნაშრომი ავტორთა მოკრძალებული ცდა და გარკვეულწილად საზო- 

გადოებრივი ინიციატივაა, რათა ნათლად წარმოჩნდეს ოპტიმიზაციის სხვადასხვა მი–- 

მართულებების განვითარების სამომავლო ტენდეციები, განისაზღვროს ამ მეცნიერების 

მნიშვნელობა და როლი საინფორმაციო საზოგადოების ფორმირების თვალსაზრისით. 
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თაპი პირველი 

ოპტიმიჭზაციის არსი 

11 შემსამალი 

სტატიკური ოპტიმიზაციის შესწავლის ობიექტს ისეთი ამოცანები შეადგენს, რო- 

მელშიც საჭიროა გარკვეული სტრუქტურის მქონე სიმრავლეზე მოცემული ფუნ- 
ქციის ექსტრემალური მნიშვნელობის მოძებნა. ტერმინები „სტატიკური ოპტიმი- 

ზაცია" და „მათემატიკური დაპროგრამება" ხშირად ერთმანეთთან გაიგივებულია. 

ტერმინი „დაპროგრამება" შეიძლება იმით აიხსნას, რომ თავდაპირველი კვლევები 

ოპტიმიზაციაში და მისი პრაქტიკული გამოყენება უშუალოდ დაკავშირებული იყო 

ეკონომიკურ დაგეგმვასა და ოპერაციულ აღრიცხვასთან. სწორედ მაშინ იქნა შემო- 

თავაზებული ტერმინი „წრფივი დაპროგრამება", რომელიც გულისხმობს წრფივი 

ფუნქციის ექსტრემალური (მაქსიმალური ან მინიმალური) მნიშვნელობის მოძებნას 

გარკვეული სტრუქტურის მქონე დასაშვებ სიმრავლეზე, რომელიც, აგრეთვე, წრფივ 
შეზღუდვათა სისტემის სახით აღიწერება. 

კუნმა და ტაკერმა იმავე აზრით გამოიყენეს ტერმინი „არაწრფივი დაპროგრამება" 

ოპტიმიზაციის არაწრფივი ამოცანების შესწავლისათვის; ტერმინი ,მთელრიცხვა 

დაპროგრამება" შემოგვთავაზა რ. გომორიმ ოპტიმიზაციის იმ ამოცანებისათვის, სა- 

დაც ცვლადებს მხოლოდ მთელრიცხვა მნიშვნელობები მიენიჭება; ხოლო ტერმინი 

„დინამიკური დაპროგრამება" შემოტანილ იქნა რ. ბელმანის მიერ და იგი მასში 

ეტაპობრივ ოპტიმიზაციას გულისხმობდა.



ოპტიმიზაციის არსი 

მათემატიკური დაპროგრამება გამოიყენება ადამიანის პრაქტიკული მოღვაწეობის 

სხვადასხვა სფეროში, უპირველეს ყოვლისა, ტექნიკასა და ეკონომიკაში. მათემატი- 

კური დაპროგრამება გახდა ერთ-ერთი ძირითადი კურსი, რომელიც ეკითხება მათემა– 

ტიკოსებს, ინჟინრებს, ეკონომისტებს, ფიზიკოსებს, ბიოლოგებს. ჩნდება ახალი 

იდეები და მიდგომები, რომელთა საფუძველზე ყალიბდება შესაბამისი ალგორითმები 

და პროცედურები. მათემატიკური დაპროგრამება წარმოადგენს გამოყენებითი მათემა- 

ტიკის ერთ-ერთ განვითარებად ნაწილს. ამისათვის არსებობს საფუძვლები. მისი გა- 

მოყენება შესაძლებელია როგორც ტექნიკაში, ასევე მეცნიერების სხვა დარგებშიც 

(28, 30, 31, 50, 76, 91, 110, 111, 125, 136, 138, 151, 152, 153, 1661. მივუთითოთ 

გამოყენების ზოგიერთი სფერო: 

- ოპერაციათა კვლევა: ტექნიკურ-ეკონომიკური სისტემების ოპტიმიზაცია (დაგეგ- 

მვა, ეკონომეტრია), სატრანსპორტო ამოცანები, მართვა (მათ შორის მარაგის) 

და ა.შ; 

- რიცხვითი ანალიზი: აპროქსიმაცია, რეგრესია, წრფივი და არაწრფივი სისტემე- 

ბის ამოხსნა და ა.შ; 

- ავტომატური მართვა: სახეთა გამოცნობა, სისტემების ოპტიმალური მართვა, 

ფილტრაცია, საწარმოს მართვა, რობოტოტექნიკა და ა.შ; 

- ტექნიკა: რთული ტექნიკური სისტემების დაგეგმვა, ტექნოლოგიური პროცესების 
ოპტიმალური მართვა, კოსმოსური დანადგარების ოპტიმალური დაგეგმარება, 

მართვა და ა.შ; 

- მათემატიკური ეკონომიკა: მაკროეკონომიკური და მიკროეკონომიკური მოდელე- 

ბის ამოხსნა, გადაწყვეტილების მიღების თეორია, თამაშთა თეორია და ა.შ.



სტატიკური ოპტიმიზაციის ამოცანების კლასიფიკაცია 

1.2 სტატიპური ოპტიმიჯაციის 

ამოცანების პლასიფიპაცია 

უპირველეს ყოვლისა, მათემატიკურად განვსაზღვროთ, თუ, საზოგადოდ, რას წარ- 

მოადგენს სტატიკური ოპტიმიზაციის ამოცანა. როგორც უკვე აღვნიშნეთ, სტატი- 

კური ოპტიმიზაციის ამოცანა ისეთი ამოცანაა, რომელშიც ვეძებთ მოცემული /#-) 

ფუნქციის X არგუმენტის იმ მნიშვნელობებს რომლის დროსაც /#L) გარკვეული 

სტრუქტურის მქონე §) სიმრავლეზე აღწევს ექსტრემალურ (მაქსიმალურ ან მინიმა- 

ლურ) სიდიდეს. ეს გარემოება ფორმალურად შემდეგნაირად ჩაიწერება: 

II 2X (თი)/თ ან /(X) იიმX (ოთ) · (1.1) 
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(აქ იგულისხმება, რომ /:L”-3#!.) <2 სიმრავლის შესაბამისად ოპტიმიზაციის ამოცა- 

ნები შეიძლება დაიყოს ორ დიდ ჯგუფად: ამოცანები შეზღუდვების გარეშე და ამო- 

ცანები შეზლუდვებით. 

დავუშვათ, რომ ვეძებთ #-) ფუნქციის ექსტრემუმს მთელ #” სივრცეში, ე.ი. (1.1) 

ამოცანაში C:=ჯ. მაშინ ლაპარაკია ოპტიმიზაციის ამოცანაზე შეზღუდვების გარეშე, 

და /#-)-ის მაქსიმიზაციის შემთხვევაში უნდა მოიძებნოს ისეთი XC ელემენტი, რომ 

#X) > /0ე XC, ხოლო /C)-ის მინიმიზაციის შემთხვევაში უნდა მოიძებნოს ისეთი 

XC ელემენტი, რომ /LX') < #(X) VXCX. ხშირად, ასეთი ტიპის ოპტიმიზაციის ამო- 

ცანას უწოდებენ უპირობო ოპტიმიზაციის ამოცანას და (1.1) მოდელს აქვს შემდეგი 

სახე: 

I02X (თი) #(X). 
I-6” "Mს6#” 

ახლა განვიხილოთ შემთხვევა, როცა (1.1) ამოცანაში §1>#”. მაშინ ლაპარაკია 

ოპტიმიზაციის ამოცანაზე შეზღუდვებით. ამ შემთხვევაში #--ის მაქსიმიზაციის 

დროს C-ზე უნდა მოიძებნოს ისეთი X C§ჩ– ელემენტი, რომ /(X.) > #X) VXC6§), ხოლო 

#უე-ის მინიმიზაციის დროს უნდა მოიძებნოს ისეთი X CC) ელემენტი, რომ /(X') < /(X) 

VXCLC). 

დავუშვათ, რომ ოპტიმიზაციის (1.1) ამოცანაში ადგილი აქვს შეზლუდვებს და და- 

საშვებ ვექტორთა §) სიმრავლე აღიწერება შემდეგი სახით:



ოპტიმიზაციის არსი 

C=ცსC ნX CL | §,(X) <0, / =1,2,...,M; §,(X) =0, # =#M+1,M+2,..,M1, (1.2) 

სადაც ყველა რიცხვითი /, §), 9:,.-., წ ფუნქცია განსაზღვრულია MX” სივრცეში, მაშინ 

საქმე გვაქვს პირობითი ოპტიმიზაციის ანუ მათემატიკური დაპროგრამების ამოცა– 

ნასთან. ასეთ შემთხვევაში განიხილავენ მათემატიკური დაპროგრამების ამოცანებს 

უტოლობის ტიპის შეზღუდვებით, როდესაც MI=LM, და მათემატიკური დაპროგრამების 

ამოცანეს „ტოლობის ტიპის შეზღუდვებით, როდესაც #=0. ბოლოს, ზოგად შემ- 

თხვევაში, განისაზლვრება მათემატიკური დაპროგრამების ამოცანები შერეული ტიპის 

შეზღუდვებით, ე.ი. როდესაც მოცემული §) სიმრავლე ერთდროულად აღიწერება ტო–- 

ლობათა და უტოლობათა სისტემების სახით. 

ფორმალურად განვიხილოთ სტატიკური ოპტიმიზაციის შემდეგი ამოცანა: 

თმX (თ) /C) , (1.3) 
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სადაც #-) ან ჩვეულებრივი ფუნქციაა ან ვექტორ-ფუნცია, ხოლო C;: სიმრავლეს 

აქვს (1.2) სახე. 

იმის მძხედვით, თუ რა პირობებს აკმაყოფილებს /, §., #.,..., 9» ფუნქციები და # 

სიმრავლე, ოპტიმიზაციის (1.3) სახის ამოცანების კლასიფიკაცია სტრუქტურულად 

შეიძლება მოვახდინოთ შემდეგი სა, კლასიფიკაციო ნიშნების მიხედვით: 

':· / და 9,9... 5» ფუნქციების ტიპი; 

. ცვლადების X=(X,, X.,..., X-) ვექტორის ტიპი; · 

.· (1.3) ამოცანის ამოხსნადობა; 

. საოპტიმისაციო / კრიტერიუმის (მიზნის ფუნქციის) განზომილება. 

მოყვანილი ნიშნების მიხედვით შეიძლება გვქონდეს: 

). წრფივი ან არაწრფივი ოპტიმიზაციის ამოცანა (თუ (1.3) მოდელში შემავალი 

ყველა ფუნქცია წრფივია, მაშინ (1.3) ამოცანა წრფივია: თუ (1.3)-ში ერთი 

ფუნქცია მაინც არაწრფივია, მაშინ (1.3) ამოცანა არაწრფივია); 

უწყვეტი ან დისკრეტული (კერძოდ, მთელრიცხვა) ოპტიმიზაციის ამოცანა 

(თუ # სიმრავლე (1.2)-ში ემთხვევა #”-ს, მაშინ (1.3) ამოცანა უწყვეტია; თუ X 

ვექტორის ერთი კომპონენტი მაინც, ვთქვათ, X, იღებს მნიშვნელობებს დისკრე- 

ტული ან თვლადი სიმრავლიდან, მაშინ (1.3) ამოცანა დისკრეტულია. ამ უკა- 

4 ·
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ნასკნელის კერძო შემთხვევას წარმოადგენს მთელრიცხვა ოპტიმიზაციის ამო- 

ცანა, რომელშიც ერთი ცვლადი მაინც იღებს მთელ მნიშვნელობებს, ე-ი. X,C7); 

3. საკუთრივი ან არასაკუთრივი ოპტიმიზაციის ამოცანა (ზოგადად, დაკონკრეტე- 

ბის გარეშე, რომ ვთქვათ, თუ (1.3) ამოცანას გააჩნია ოპტიმალური ამონახსნი, 

ის საკუთრივია, წინააღმდეგ შემთხვევაში - არასაკუთრივი); 

4 ერთკრიტერიული და მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაციის ამოცანა (თუ / ჩვე- 

ულებრივი ფუნქციაა, მაშინ (1.23) ამოცანა ერთკრიტერიულია; თუ / ვექტორ- 

ფუნქციაა, მაშინ (1.3) ამოცანა მრაგალკრიტერიულია). 

მომდევნო ნაწილებში დაწვრილებით განხილულია სტატიკური ოპტიმიზაციის 

სხვადასხვა ტიპის ამოცანები და მოყვანილია მათი ანალიზისა და გადაწყვეტის ეფე- 

ქტური მეთოდები. 

როგორც უკვე აღვნიშნეთ, თუ (1.1)-(12) მოდელში მიზნის / ფუნქცია და #§V, 

დ... 8. ფუნქციები წრფივია, ხოლო #M=/#7, მაშინ მიიღება ე.წ. წრფივი დაპროგრა- 

მების ზოგადი ამოცანა: 

(, X) –>იმX(CთIი), 

(თ,,X)<ხ,, 7 =1,2,....M, 

(C/,X)=ხ,, /=M+LსM+2,..,M, (1.4) 

X, > 0, I =1,2,...,71, (72, < 7). 

(1.4) ამოცანაში C, 61), ი<,..., თ ფიქსირებული ვექტორებია #” სივრცეში, ხ,, ხ-, ..., 

ხ, ფიქსირებული ნამდვილი რიცხვებია, X=(X,,X,...,X) საძებნი ვექტორია, ხოლო 

C,-) სიმბოლოთი აღნიშნულია ორი ვექტორის სკალარული ნამრავლი. 

(1.4) ტიპის ამოცანების გამოკვლევას ეძღვნება ოპტიმიზაციის ნაწილი, რომელ- 

საც წრფივი დაპროგრამება ეწოდება. წრფივი დაპროგრამების ამოცანა გარკვეული 

აზრით მათემატიკური დაპროგრამების სხვა ამოცანებზე , გაცილებით მარტივია და 

საკმაოდ სრულყოფილადაა შესწავლილი.
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13 სტატიპური ოპტიმიზაციის მოდელები 

მეურნეობის აქტუალური პრობლემების 

ბადასაწქვეტად 

მათემატიკური დაპროგრამების მეთოდებისა და იმ საშუალებათა ცოდნა, რომელთა 

გამოყენებით ოპტიმიზაციის ამოცანა გადაწყდება, საკმარისი არ არის სხვადასხვა 

პრაქტიკული პრობლემის გადასაჭრელად. არანაკლებ მნიშვნელოვანია შესაბამისი მა- 

თემატიკური მოდელების შედგენა და მეურნეობის სხვადასხვა დარგში წამოჭრილი 

პრობლემების გადატანა მათემატიკურ ენაზე. რაც მთავარია, ფორმულირებული უნდა 

იყოს ამოცანა - რომელი პარამეტრია განხილვის არეში და რა პრობლემაა გადა- 

საწყვეტი. სხვადასხვა ამოცანის განხილვის დროს მეტად მნიშვნელოვანია მოსამზა- 

დებელი სამუშაოების ჩატარება. ამ მიზნით პასუხი უნდა გაეცეს შემდეგ კითხვებს: 

რაში მდგომარეობს ოპერაციის ძირითადი არსი, ამოხსნის რა ვარიანტები შეიძლება 

არსებობდეს, რა მონაცემები უნდა შეიკრიბოს, რა სირთულეები უშლის ხელს ამო- 

ცანის ამოხსნას, რა სახე ექნება აღებულ კონკრეტულ შემთხვევაში მიზნის ფუნ- 

ქციას როგორი იქნება შეზღუდვები და ა.შ. მთავარი პრობლემა ოპტიმალური 

მნიშვნელობის დადგენის საქმეში არის ამოცანის დასმა, სწორი მათემატიკური მოდე- 

ლის დადგენა, საჭირო და აუცილებელი გამარტივებების ჩატარება და მხოლოდ ამის 

შემდეგ შეიძლება შევუდგეთ საკუთრივ ამოხსნის პროცესს. 

როგორც აღვნიშნეთ, პირველ რიგში საჭიროა ამოცანის ზუსტი დასმა, პროცესის 

ან სისტემის ადეკვატური მათემატიკური მოდელის აგება. ეს ერთ-ერთი უმნიშვნე- 

ლოვანესი და ურთულესი პრობლემაა. ამისათვის საჭიროა თვით ამოცანის ფიზიკური 

არსის კარგად ცოდნა. ამოცანის სწორად დასმის შემდეგ, ის უნდა მომზადდეს ამო– 

სახსნელად. სპეციალისტმა რაც უფრო კარგად იცის პრობლემის არსი, იგი ამ 

ეტაპზე მით უფრო ნაკლებ შეცდომას დაუშვებს. პირველ რიგში, უნდა აიგოს ე.წ. 

მიზნის ფუნქცია, რომელიც ასახავს იმ გარემოებას, თუ რა მიზანი გვაქვს დასახუ- 

ლი. ამ ფუნქციის მაქსიმიზაციის ან მინიმიზაციის საფუძველზე მივიღებთ პარამეტ- 

რების ოპტიმალურ მნიშვნელობებს. ამის შემდეგ უნდა ჩამოყალიბდეს შეზღუდვათა 

სისტემა, რაც გაცილებით რთული ამოცანაა. აგრეთვე, ყურადღება უნდა მიექცეს 

ისეთ მნიშვნელოვან გარემოებას, როგორიცაა გამარტივება. ცხადია, მოდელში ყველა 

ფაქტორისა და პარამეტრის გათვალისწინება შეუძლებელია. ამიტომ უნდა დად- 

გინდეს ის პარამეტრები, რომლებიც მნიშვნელოვნად არ მოქმედებს პროცესზე ან 

სისტემაზე, ან თუ მოქმედებს, შეგვიძლია ჩავთვალოთ, რომ ანალიზი ხორციელდება 

ზოგიერთი სიდიდის ფიქსირებული მნიშვნელობისათვის. 

სტატი კური ოპტიმიზაცია, რომელიც მოიცავს წრფივ, მთელრიცხვა და არაწრფივ 

დაპროგრამებას, ოპტიმიზაციის არასაკუთრივ მოდელებს, ვექტორულ ოპტიმიზაციას 
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სტატიკური ოპტიმიზაციის მოდელები მეურნეობის აქტუალური პრობლემების... 

და ა.შ. შეიძლება გამოყენებულ იქნეს მეურნეობის მრავალი აქტუალური პრობლემის 

გადასაჭრელად. 

ქვემოთ განხილულია სტატიკური ოპტიმიზაციის რამდენიმე ამოცანა, რომელსაც 

ადგილი აქვს შეურნეობის რიგი აქტუალური პრობლემის გადაჭრის შემთხვევაში. 

15.1. ოპტიმისაციის ამოცანები ენერბეტიპაში 

განვიხილოთ ენერგეტიკაში არსებული ოპტიმალური ენერგოსისტემის განსაზღვ- 

რის ამოცანის მათემატიკური მოდელის აგების პროცესი. სიმარტივისათვის ჩვენ გან– 

ვიხილავთ იდეალიზებულ შემთხვევას. 

რეგიონის ელექტროენერგიით სრული უზრუნველყოფისათვის საჭიროა დაპროექ- 

ტებულ იქნეს ახალი ენერგოსისტემა. შეიძლება აშენდეს სხვადასხვა ტიპის ელექტ- 
როსადგურები. იმის მიხედვით, თუ რა სახის ენერგიას იყენებს, ელექტროსადგურები 
შეიძლება დავყოთ შემდეგ ტიპებად: 

მცირე სიმძლავრის ჰიდროსადგურები; 

კაშხალთან მდებარე ჰიდროსადგურები; 

დერივაციული ტიპის ჰიდროსადგურები; 

წყალსაცავიანი ჰიდროსადგურები; 

ნახშირზე მომუშავე თბოსადგურები; 

მაზუთზე მომუშავე თბოსადგურები; 

ბუნებრივ აირზე მომუშავე თბოსადგურები; 

ქარის ენერგიაზე მომუშავე ელექტროსადგურები; 

მზის ენერგიაზე მომუშავე ელექტროსადგურები; 

10. ატომური ელექტროსადგურები. 

ამოცანა შემდეგში მდგომარეობს: ენერგოსისტემისათვის უნდა დადგინდეს, თუ რა 

ტიპის და რა რაოდენობით ელექტროსადგური უნდა აშენდეს, რომ ჯამური ფულადი 

დანახარჯები სისტემის მშენებლობაზე რაც შეიძლება იყოს მცირე. ამასთან, სისტე- 

მაში შემავალმა ყველა ელექტროსადგურმა ერთად უნდა გამოიმუშაოს გარკვეული L 

სიმძლავრე, ჯამური V ენერგია; პიკური ჯამური სიმძლავრე უნდა აღემატებოდეს II 

სიდიდეს; ჯამური ზხარჯები სისტემის მშენებლობაზე არ უნდა აღემატებოდეს LX 

თანხას და სხვ. 

შევადგინოთ ამ იდეალიზებული ამოცანის მათემატიკური მოდელი. დავუშვათ, რომ 

შეგვიძლია ავაშენოთ 7 “სხვადასხვა ტიპის ელექტროსადგური; IL-ური ტიპის ერთი 
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ელექტროსადგურის მშენებლობაზე იხარჯება 6, ლარი (I=1,2,...,I). X-ით აღვნიშნოთ 

(ური ტიპის ელექტროსადგურების საძებნი რაოდენობა. მაშინ მთლიანად სისტემის “ 

მშენებლობაზე დაიხარჯება 2,ეC», ლარი. ეს თანხა უნდა იყოს მინიმალური. ამდე- 

ნად, 2,C», გამოსახულება წარმოადგენს ოპტიმიზაციის ამოცანის მიზნის ფუნქციას. 
I. 

მაშასადამე წრფივი დაპროგრამების შესაბამისი ამოცანა შემდეგში მდგომარეობს: 

საჭიროა განისზღვროს 

იმი 3 CX , (1.5) 
1:=I 

როცა Xე L-1,2,... 7, აკმაყოფილებს შემდეგ შეზღუდვებს: 
ძაX.+ძაX +...-+ 0.X, 2 L, 

ძა,X, + 0-:Xე +...+ ძე,X, > VV, 

თ3)X, + 03:X: +...+ თ.X, > II (1.6) 

ძ.,X, + ი.:X: +...+ 0.X, < I), 

X, > 0, 1=1,2,...,». (1.7) 

X, მთელი რიცხვია, 1=1,2,...,7. (1.8) 

აქ 

1. ძი, არის ური ტიპის ელექტროსადგურის მიერ გამომუშავებული სიმძლავრე 

(I=1.2,...,7I); 

2. ძა» არის !-ური (I=1,2,...,7) ტიპის ელექტროსადგურის მიერ გამომუშავებული 

ენერგია (ჯ=1.2,...,7); 

3. ძე, არის ჯ-ური ტიპის ელექტროსადგურის მიერ მოცემული პიკური სიმძლავრე 

(I=1,2,...,); 

4. ძ.ა ის თანხაა, რომელიც დაიხარჯება I-ური ტიპის ერთი ელექტროსადგურის 

მშენებლობაზე (I=I,2,...,#). 

(1.7) და (1.8) პირობები იმას მიგვანიშნებს, რომ ელექტროსადგურების X, რაო- 

დენობა უნდა იყოს არაუაროფითი მთელი რიცხვი.



სტატიკური ოპტიმიზაციის მოდელები მეურნეობის აქტუალური პრობლემების... 

(1.5)-(1.8) ამოცანის ამოხსნა საშუალებას მოგვცემს განვსაზლვროთ ენერგოსისტე- 

მის სპექტრი, რომლის დროსაც მათ მშენებლობაზე ყველაზე მცირე თანხა დაიხარ- 

ჯება. 

13.2 წარმოების დაბებმვა 

განვიხილოთ წარმოების დაგეგმვის საკმაოდ ტიპიური ამოცანა, რომლის მიხედ- 

ვით საჭიროა თვეების მიხედვით რაღაც სეზონური პროდუქციის გამოშვების დაგეგ- 

მვა. დავუშვათ, რომ ცნობილია მოთხოვნილება ამ პროდუქციაზე და იგი აისახება 

ნახ. 1.1-ზე მოყვანილი ფუნქციის საშუალებით. 

მეწარმემ ისე უნდა დაგეგმოს პროდუქციის გამოშვება რომ დააკმაყოფილოს 

მასზე მოთხოვნილება თვეების მიხედვით. მეწარმეს შეუძლია დააკმაყოფილოს თვი- 

ური მოთხოვნილება, თუ გამოუშვებს თვეში იმდენ ნაწარმს, რამდენზეც არის მოთ- 

ხოვნილება. თუ გამოუშვებს ამ პროდუქციის მხოლოდ ნაწილს, მაშინ განსხვავება 

დაიფარება იმის ხარჯზე, რომ წინა თვეებში მან გამოუშვა უფრო მეტი ნაწარმი, 

ვიდრე საჭირო იყო. ასეთი სტრატეგია ხელს უწყობს ბაზრის სტაბილიზაციას. სამ- 

წუხაროდ ასეთმა სტრატეგიამ შეიძლება არ გაამართლოს, ვინაიდან დაკავშირებულია 

ზედმეტი პროდუქციის საწყობში შენახვასთან (განსაზდვრული დროის განმავლო- 

ბაში) და, მაშასადამე დიდ ხარჯებთან. ამგვარად, ამოცანა მდგომარეობს პრო- 

დუქციის გამოშვების ისეთი გრაფიკის შედგენაში, როდესაც დანახარჯები მინიმალუ- 

რი იქნება. ეს დანახარჯები განპირობებულია ჯამური ხარჯებით, რომელიც დაკავში- 

რებულია წარმოების რხევასთან და ნაწარმის შენახვაზე გაწეულ ხარჯებთან. ჩვენს 

შემთხვევაში კარგი დაგეგმვა ნიშნავს ისეთი შუალედური გეგმის შედგენას, რომე- 

ლიც მოთავსებულია ორ გეგმას შორის. ერთი მათგანი შეესაბამება მინიმალურ დანა– 

ხარჯებს, ხოლო მეორე - წარმოების რხევებს. ოპტიმალური გეგმა დამოკიდებული 

იქნება მიღებულ ზარალზე. 
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ოპტიმიზაციის არხი 

შევადგინოთ მოყვანილი ამოცანის მათემატიკური მოდელი. დავიწყოთ პირველი 

თვით. ვთქვათ, ამ თვის დასაწყისისათვის გვაქვს პროდუქციის წ, რაოდენობა. თუ 

წარმოება გადადის ახალი სახის პროდუქციის გამოშვებაზე, მაშინ §-=0. ჩავთვალოთ, 

რომ §:=0. შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები: 

X, - პროდუქციის რაოდენობა, რომლის გამოშვება ხორციელდება IL-ურ თვეში. 

,,- პროდუქციაზე მოთხოვნილება L-ურ თვეში. 

+, - პროდუქციის რაოდენობა, რომლის რეალიზაციას მეწარმე (-–ურ თვეში ვერ 

ახერხებს (ეს იქნება პროდუქციის მარაგი შემდეგ პერიოდში გამოსაყენებლად). 

ცხადია, I-ს ყველა მნიშვნელობისათვის X>0, #.>0, §>0. მაშინ პირველი თვისთვის 

მივიღებთ: 

XI +327). 

თუ მოყვანილი არამკაცრი უტოლობა კმაყოფილდება როგორც ზუსტი ტოლობა, მა- 

შინ შეგვიძლია ვთქვათ, რომ პირველი თვის მუშაობის შემდეგ მარაგი არ გვექნება 

დაგროვილი. თუ ადგილი აქვს უტოლობას, მაშინ 5,>0. ორივე შემთხვევაში გვექნე- 

ბა: 

X+§3 -–-წჩ=8, 

ანუ 

X, + 8 – §, = 5. 

ანალოგიურად, მეორე თვისთვის გვექნება: 

X+§5, >7, 

ანუ 

X + 5, – §ე =15, 

ნებისმიერი I-ური თვისათვის სამართლიანია შემდეგი ტოლობა: 

X1+3კ – 3, =7#. (1.9) 

მეწარმე ცდილობს მინიმუმამდე შეამციროს გრაფიკის რხევები. ორ ნებისმიერ მე– 

ზობელ თვეს შორის გამოშვებული პროდუქციის სხვაობა გვიჩვენებს, გაიზარდა თუ 

შემცირდა ნაწარმის წარმოება. 

ჩავწეროთ განტოლება: 

X, – X. +“), –”,. (1.10) 

აქ #,20 ასახავს წარმოების ზრდას, ხოლო 7,0 - წარმოების შემცირებას. 
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სტატიკური ოპტიმიზაციის მოდელები მეურნეობის აქტუალური პრობლემების... 

(1.9) და (1.10)-ის გათვალისწინებით, შეგვიძლია შევადგინოთ ამოცანის ძირითად 

შეზღუდვათა სისტემა: 

X +535 – 5, =1 

X –X-. –#%+ 7,“ 0, (1.11) 

X,>0, §,>0, 7,>0, ”,>0, /=1,2,...,M. 

თუ წლის ბოლოს არ უნდა იყოს პროდუქციის სიჭარბე, მაშინ მიგიღებთ, რომ §.=0. 

იმის მიხედვით, თუ როგორია თავდაპირველი მოთხოვნები და პირობები, შეიძლება 

აგრეთვე, გვქონდეს შეზღუდვები: X->0 და §520. 
მეწარმე დაინტერესებულია მიიღოს მაქსიმალური მოგება. მოგება დამოკიდებულია 

ნაწარმის გამოშვების გრაფიკის რხევაზე და, ამასთან, დაკავშირებულია ნაწარმის ნა- 

მატთან. თავისი გამოცდილების საფუძველზე მეწარმემ იცის, თუ რა ხარჯებთანაა 

დაკავშირებული პროდუქციის გაზრდა (L1) და 1 თვეების შუალედში, ე.ი. ერთი 

თვის განმავლობაში. მან, აგრეთვე, იცის, თუ რა ჯდება ერთეული პროდუქტის შე- 

ნახვა ასევე ერთი თვის განმავლობაში. დავუშვათ, რომ პროდუქციის ერთეულზე ეს 

ღირებულებებია ძი ლარი და ხ ლარი შესაბამისად, ამასთან ძ>0 და ხ>0. 

მაშასადამე, უნდა ვიპოვოთ 

ხ> ა, +095), (1.12) 
(=1 ჯ=1 

ფუნქციის მინიმუმი (1.11) პირობების გათვალისწინებით. 

აღვნიშნოთ ი/ხ=#, ე.ი. # გამოსახავს ერთი თვის განმავლობაში ერთეული ნაწარ- 

მის გამოშვების გაზრდისათვის ზარჯების ფარდობას იგივე ერთეული ნაწარმის შე- 

ნახვის ხარჯებთან. მაშინ (1.12)-ის მინიმიზაციის ნაცვლად უნდა ვიპოვოთ 

სუ +237, (1.13) 

ფუნქციის მინიმუმი იგივე (1.11) პირობების გათვალისწინებით. 

თუ 4 ცნობილია, მაშინ (1.13), (1.11) ამოცანა წარმოადგენს წრფივი დაპროგრამე- 

ბის ამოცანას და შეიძლება ამოიხსნას შესაბამისი მეთოდით. შევნიშნავთ, რომ ოპტი- 

მალურ გეგმაში არ შეიძლება ერთდროულად შედიოდეს 1-ს გარკვეული მნიშვნელო- 

ბისათვის ორივე დადებითი », და 7, მნიშვნელობა, ე.ი. მხოლოდ ერთი შეიძლება 

იყოს დადებითი, ხოლო მეორე აუცილებლად ნულის ტოლია. ამასთან ერთად, ოპტი- 

მალური ამოხსნა შეიძლება შეესაბამებოდეს პროდუქციის გამოშვების არა ერთ, არა- 

მედ რამდენიმე გრაფიკს. ეს კი ნიშნავს, რომ ოპტიმალური ამოხსნა არ არის ერ- 

თადერთი. 
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ოპტიმიზაციის არსი 

იმ შემთხვევაში, თუ 4 უცნობია, მაშინ (1.13), (1.11) ამოცანა რამდენიმეჯერ უნდა 

ამოვხსნათ 4-ს ცვლილების მთელი დიაპაზონისათვის. 

დავუშვათ, რომ ძ მცირე სიდიდეა. მაშინ შესაბამისი ოპტიმალური გრაფიკი ხასი- 

ათდება ძალზე დიდი რხევებით. ამავე დროს გვექნება ძალზე დიდი მარაგები. თუ ხ 

მცირეა, მაშინ მივიღებთ გრაფიკს, რომელიც ხასიათდება დიდი მარაგებით; ამავე 

დროს პროდუქციის გამოშვებისათვის რხევები ძალზე მცირე იქნება. პირველ „შემთხ- 

ვევაში მინიმიზირებული იქნება მარაგები, ხოლო მეორე შემთხვევაში - წარმოების 

დინამიკის არაერთგვაროვნება. ქვემოთ მოყვანილია ამ პროცესის ერთ-ერთი სახე (იხ. 

ნახ. 1.2). 

  

1I "I -– 

L 0 II IV V VIVIIVIIIIXX XI XI. თვე 

ნახ. 1.2 

ნახ. 1.2-დან ჩანს, რომ წარმოება უშვებს ნაწარმის ისეთ რაოდენობას, რამდენი- 

ცაა ბაზრის მხრიდან მასზე მოთხოვნილება. 

შესაძლოა სხვა შემთხვევაც, მაგალითად, ისეთი, როგორიც მოყვანილია ნახ. 1.3- 

ზე. 

წარმოება # 

120(– 

105! წარმოება 4, 

90 7 " ” 

75 , ჯ 

60- ”. "ბ თ.დ” ა 
45-, ს” “ 
30” მოთხოვნილება ' 

151. V 
L I LI IL IL 1L II LI + 1 » 

1 I IL IV V VIVIIVIIIIXX XI XI თვე 
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სტატიკური ოპტიმიზაციის მოდელები მეურნეობის აქტუალური პრობლემების... 

ნახ. 1.3-ლზე ასევე ნაჩვენებია ორი დამოკიდებულება: გამოშვება და მოთხოვნილება 

როგორც დროის ფუნქციები. ნახაზიდან ჩანს, რომ მარტამდე საწარმო უშვებდა იმა– 

ზე მეტ პროდუქციას, ვიდრე მასზე იყო მოთხოვნილება. ამ პერიოდში შეიქმნა რე- 

ზერვი, რომელიც საწყობშია მოთავსებული. მარტის შემდეგ მოთხოვნილებამ წარ- 

მოებას გადააჭარბა და დანაკლისი უნდა შეივსოს ზემოთ ხსენებული რეზერვიდან. 
» » 

არ არის სავალდებულო, რომ ადგილი ჰქონდეს | XV = |§IVX ტოლობას, სადაც # 

0 0 
ჯ ჯ 

მოთხოვნილებაა, ხოლო # - წარმოება. თუ |XხძI > |წV, მაშინ დარჩენილი მა- 

ბ 0 

რაგი შეიძლება გამოყენებულ იქნეს მომავალ წელს. უარესია ის შემთხვევა, როცა 

ჯ ” 

IV > Iჩხთ; მაშინ მომხმარებელი გარკვეული დროის განმავლობაში არ იქნება 
წ 0 

დაკმაყოფილებული. ამან კი შეიძლება გამოიწვიოს მომხმარებლის დაკარგვა და, 

გარდა ამისა, წარმოება გარკვეული პერიოდის განმავლობაში იქნება წამგებიანი. 

13.3 წარმოების ოპტიმალური დაგბებმვა 

წრფივი დაპროგრამება წარმატებით შეიძლება იქნეს გამოყენებული წარმოების 

ზოგადი დაგეგმვისათვის. ამაში ვგულისხმობთ თუ რა რაოდენობის და რა სახის 

პროდუქცია უნდა გამოუშვას წარმოებამ, რომ პროდუქციის რეალიზაციის შედეგად 

მიიღოს მაქსიმალური ფულადი მოგება. 

ამოცანის თანახმად, წარმოებას შეუძლია გამოუშვას # სახის სხვადასხვა ნაწარმი. 

წარმოებას აქვს ამ ნაწარმის დამზადებისათვის საჭირო ”! სახის რესურსი (მხოლოდ 

შეზღუდული რაოდნობით); თითოეული /-ური რესურსის მარაგი ხ,-ის (/=1,2,...,/?) 

ტოლია. ცნობილია ერთი ცალი !-ური პროდუქციის დამზადებისათვის საჭირო /-ური 

რესურსის რაოდენობის ძ, ნორმა (I=1,2,...,7, /=1,2,...,I). ცნობილია, რომ ”-ური 

ტიპის ერთი ნაწარმის რეალიზაცია იძლევა 0, ლარის მოგებას. საჭიროა დავადგი- 

ნოთ, თუ რომელი სახის და რაოდენობის პროდუქცია დავამზადოთ ყველა არსე- 

ბული რესურსის გამოყენებით, რომ პროდუქციის რეალიზაციისას მივიღოთ მოგების 

მაქსიმალური რაოდენობა. 

მარტივად შედგება დასმული ამოცანის მათემატიკური მოდელი, რომელსაც შეესა- 

ბამება წრფივი დაპროგრამების შემდეგი ამოცანა: 

#(C,X.,..,X,)= C,X, +6აXე +“ ·+0,X, > იი, 
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ოპტიმიზაციის არსი 

ძ,,X, + თ,Xე +“ '.+ 0,,X, < ხ,, 

ძ:,X, +რკეXე +“. .+0ე,X, <0, (1.14) 

0.,X, + იკ:Xე +. + 0,„X, < ხე, 

X, > 0, I=1,2,...,”. 

0.14) ამოცანის ამოხსნის შედეგად მიილება წარმოებისათვის გამოსაყენებული ოპტი- 

13.” წრფივი დაპრობრამება სოფლის 
მეურნეობაში 

საჭიროა შეიქმნას რენტაბელური, მომგებიანი მეურნეობა სავარგულების ოპტიმა- 

ლური გამოყენებით. გვაქვს ”? მიწის ნაკვეთი (სავარგული) - 5,, 5:,..., 5, რომელიც 

ამა თუ იმ კულტურის დასათესადაა გათვალისწინებული. სავარგულები ერთმანეთი- 

საგან განსხვავდება ადგილმდებარეობით ან ნიადაგის ხასიათით. ნებისმიერ 5,-ურ, 

I=1,2...,/,, ნაკვეთზე ერთი ან ერთდროულად რამდენიმე C0),, C)2,.... CC. კულტურა 

შეიძლება იყოს განთავსებული. დავუშვათ, რომ ცნობილია C0);-ური, /=1,2...,, კულ- 

ტურის მოსავლიანობა 5,-ურ, L=1,2...,7, საგარგულზე, რომელსაც აღვნიშნავთ თკ-ით 

(ტ/ჰა), I=1,2...,MI, /=1,2,...,. ვთქვათ. ძ, (ჰა) 5,-ური, I=1,2...,I, ნაკვეთის ფართია, 

ხოლო ხხ, (ტ) ლ, )=1,2...,, კულტურის წარმოების გეგმაა. ამასთან, C (ლარი) არის 

0,/=1,2...,, პროდუქტის შესასყიდი ფასი. 

ამოცანა შემდეგში მდგომარეობს: სასოფლო-სამეურნეო პროდუქციის რეალიზაციი- 

დან მაქსიმალური ფულადი მოგების მისაღებად უნდა განისაზღვროს სავარგულების 

დათესვის ოპტიმალური გეგმა. 

შევადგინოთ დასმული ამოცანის მათემატიკური მოდელი. შემოვიღოთV XV), 

I=1,2...,M, /=1,2,...,I, ცვლადები, სადაც თითოეული მათგანი ასახავს 5,-ური ნაკვე- 

თის იმ ნაწილს (ჰექტარებში), რომელზეც C, კულტურაა განთავსებული. მაშინ 

2,9,X, გამოსახულება გამოსახავს 0) (/=1,2...,) კულტურის საერთო რაოდენობას, 

რომელიც მიიღება ყველა სავარგულიდან, 2%ე -ით განისაზღვრება I-ური ნაკვეთის 
ჯ”"! 
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სტატიკური ოპტიმიზაციის მოდელები მეურნეობის აქტუალური პრობლემების... 

ის ნაწილი, რომელზეც განთავსებულია ყველა კულტურა. ზემოთ აღნიშნულის გათ- 

ვალისწინებით მივიღებთ წრფივი დაპროგრამების შემდეგი სახის ამოცანას: 

” # 

სიმX 2,0 2ერX,. 
I” +” 

2.X, = 0,,1 =1)2,...,M, (1.15) 
/5! 

»”» 

29% > ხს, # =1,2,...,#, 
I=I 

X, > 0, 1=1,2...,VI, /=1,2,...,7L. 

(1.15) ამოცანის ამოხსნის შედეგად განისაზღვრება სავარგულების დათესვის ოპტი- 

მალური გეგმა, რომლის შედეგადაც შეურნეობა ამ პროდუქციის რეალიზაციის 

შემთხვევაში მაქსიმალურ ფულად მოგებას მიიღებს. 

რეალურ ამოცანებში შეზღუდვების რიცხვი გაცილებით მეტია და პრობლემაც 

უფრო რთულია. 

წრფივი დაპროგრამების გამოყენებით შეიძლება გადაიჭრას სხვა მნიშვნელოვანი 

ამოცანებიც. მაგალითად, რაციონის შედგენის ამოცანა, რაც გულისხმობს ადამიანის 

არსებობისათვის საჭირო და აუცილებელი ყველა ნივთიერების (ცილები, ცხიმები, 

ნახშირწყლები და სხვე) უზრუნველყოფის პირობებში შევადგინოთ საკვების ისეთი 

რაციონი, რომელიც ყველაზე იაფია. წრფივი დაპროგრამების გამოყენებით შეიძლება, 

აგრეთვე, დადგინდეს საქონლის ჯოგის ოპტიმალური შემადგენლობა, რომლის დრო- 

საც მივილებთ მაქსიმალური რაოდენობის პროდუქციას (ხორცი, რძე, რძის ნაწარმი, 

ა.შ.) მაშინ, როდესაც გვაქვს შეზღუდული რაოდენობისა და სახეობის საკვები პრო- 

დუქტები.



თავი მეორე 

ერთპრიტერნული ოპტიმიზაციმს 

თეორიული საფუძვლები 

2.1 ამოცანის დასმა 

მათემატიკური თვალსაზრისით ერთკრიტერიული ოპტიმიზიციის სტატიკური ამო- 

ცანები სასრულგანზომილებიანი ამოცანებია, რომელთა გადაწყვეტა, ზოგად შემთხვე- 

ვაში, მრავალი ცვლადის რიცხვითი ფუნქციის ექსტრემუმის მოძებნას ითვალისწი- 

ნებს. 
დავუშვათ, მოცემულისას დამოუკიდებელი ცვლადის რიცხვით ფუნქცია 

#C0) = /X,X.,--,X,), რომელიც განსაზდვრულია ევკლიდეს 7 -განზომილებიანი 

სივრცის რაღაც §»: სიმრავლეზე, ე.ი. (2C #”. #VCთ)-ს მიზნის ფუნქციას ან, უბრა- 

ლოდ, საოპტიმიზაციო ფუნქციას უწოდებენ ხოლო §ბ2-ს დასაშვებ ამონახსნების 

სიმრავლეს ან, მოკლედ, დასაშვებ სიმრავლეს (არეს). 

ოპტიმიზაციის ამოცანა შემდეგში მდგომარეობს: საჭიროა დასაშვები (2: სიმრავ- 

ლის ელემენტებს შორის ისეთი X =(X,,X:,-.,X,) ამონახსნი შევარჩიოთ, რომლის 

დროსაც მიზნის /(X) ფუნქცია თავის ექსტრემალურ (მაქსიმალურ ან მინიმალურ) 

მნიშვნელობას მიაღწევს. გარკვეულობისათვის დავუშვათ, რომ ვეძებთ #C) ფუნქცი- 

ის მინიმუმს. ამგვარად, იმისათვის, რომ §+ სიმრავლეზე /(X) ფუნქციის მინიმიზა- 

ციის ამოცანა გადავწყვიტოთ, საჭიროა ვიპოვოთ ისეთი X CC) ვექტორი და მისი 

შესაბამისი /” = /(X”), რომლის დროსაც ადგილი ექნება შემდეგი პირობის შესრუ- 

ლებას: 

/X)</(») VX6CC. (2.1) 
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ამოცანის დასმა 

X-ს ოპტიმალურ ამონახსნს უწოდებენ ხოლო /(X ) ოპტიმუმს. ის ფაქტი, 

რომ X» ამონახსნი ოპტიმალურია, რომლის დროსაც /7/(X) ფუნქციის მნიშვნელობა 

C: სიმრავლეზე თავის დასაშვებ მინიმალურ მნიშვნელობას აღწევს, შემდეგნაირად 

ჩაიწერება: 

#C)= »Iი /Cთ), (2.2) 
XC0:Cჩ” 

ხოლო სასრულგანზომილებიან სივრცეში მინიმიზაციის ამოცანის მათემატიკური 

ფორმულირებისათვის გვექნება 

= #6) | »XCCC# , C.3) 

თუ არსებობს ჯ წერტილის ისეთი მიღამო CC, (X), §5>0, სადაც (2.1) უტო- 

ლობა სამართლიანია აღნიშნული მიდამოს ყველა XC20()0, (ჯ.) წერტილისათვის, 

მაშინ » ლოკალური მინიმუმის წერტილს წარმოადგენს (ნახ. 2.1), ხოლო თუ 

(2.1) უტოლობას ადგილი აქვს §ჩ“ სიმრავლის ყველა XC6C) წერტილისათვის, მაშინ 

- აბსსოლუტური (გლობალური) მინიმუმის წერტილს (ნახ. 2.2). 

  

  

  
  

      

#04 

“სა 

7. 1. 
=18 _ 

0 | იცო ჯ 

- ი 

ნახ. 2.1 

ლოკალური მინიმუმის წერტილი აბსოლუტური მინიმუმის წერტილს ყოველთვის 

არ ემთხვევა. ლოკალური და აბსოლუტური მინიმუმის წერტილების დამთხვევას ად- 

გილი აქვს განსაკუთრებულ შემთხვევაში. აღნიშნული შემთხვევის განხილვამდე შე- 

მოვიტანოთ რამდენიმე განსაზღვრება. 

L/



ერთკრიტერიული ოპტიმიზაციის თეორიული საფუძვლები 

ბანსაზღვრება 21 /C) მონოტონურ ფუნქციას წარმოადგენს, თუ ნებისმიერი 

X, და X წერტილებისთვის, სადაც X, <X., სამართლიანია ერთ-ერთი შემდეგი 

უტოლობა: 
.·ჭ /(%ი)5 /(X.) - მონოტონურად ზრდადი ფუნქციებისთვის, 
აი /(X)>2 /(X.) – მონოტონურად კლებადი ფუნქციებისთვის. 

#·ა)4 

  

  

+
   ღ 

  

ნახ. 2.2 

ბანსაზდვრება 22 /(») ფუნქცია უნიმოდალურია ძი <X<ხ მონაკვეთზე, თუ 

ამ მონაკვეთის ერთადერთი ოპტიმალური ჯ წერტილის ორივე მხარეს იგი მონო- 

ტონურია. 

#(იო ფუნქციის უნიმოდალურობის შემთხვევაში ადგილი აქვს ლოკალური და 

გლობალური ექსტრემუმების დამთხვევას. თუ ფუნქცია არ არის უნიმოდალური, მა– 

შინ შეიძლება მას რამდენიმე ლოკალური მინიმუმის წერტილი გააჩნდეს. 

უნიმოდალურობა ფუნქციის განსაკუთრებული თვისებაა, რომელსაც ფართო გამო- 

ყენება აქვს საოპტიმიზაციო გამოკვლევებში. სამწუხაროდ, მისი განსაზღვრება საშუ- 

ალებას არ გვაძლევს ფუნქციის უნიმოდალურობა უშუალოდ შევამოწმოთ. სამაგიე- 

როდ, ოპტიმიზაციის თეორიაში გამოიყოფა უნიმოდალური ფუნქციების მნიშვნელოვა- 

ნი კლასი, კერძოდ, ამოზნექილი და ჩაზნექილი ფუნქციების კლასი, რომელიც აღ- 

ნიშნული შემოწმების ჩატარების საშუალებას იძლევა. 

განსაზღვრება 23. ით სიმრავლე ამოზნექილია, თუ ამ სიმრავლის ნებისმიერი 

ორი »ჯ" და ჯ” ვექტორის საშუალებით განსაზღვრული » = 2»ჯ") +(1- 2)XI9 

ვექტორი # CI0;1) პარამეტრის ნებისმიერი მნიშვნელობის დროს ამავე სიმრავლეს 

ეკუთვნის. სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, (9) სიმრავლე ამოზნექილია, თუ მისი ნე- 

ბისმიერი ორი წერტილის შემაერთებელი წრფე ამავე სიმრავლეს ეკუთვნის. 
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ბანსაზღვრება 24. ამოზნექილ §(: სიმრავლეზე განსაზლვრულ "? ცვლადის 

#(X) ფუნქციას ამოზნექილი ეწოდება მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ამ სიმრავ- 

ლის ნებისმიერი ორი ჯა დაჯ წერტილისათვის სამართლიანია უტოლობა 

#7(> 0 +0 – 2)» 91 < #7(C>))+0 – 2)/(X-), (2.4) 

სადაც 0 <4#<1. 

#>) 

    

  

2/#X)+(1-2) /6ი) (23) 

#26+0-2) 

0 »X, , X ” 

2X,+ (1–2)X». 

ნახ. 2.3 

აღნიშნული განსაზღვრება ერთცვლადიანი ფუნქციის შემთხვევაში ილუსტრირებუ- 

ლია ნახ. 2.3-ზე. 

განსაყღვრება 25. () სიმრავლეზე განსაზღვრული /(X) ფუნქცია ჩაზნექილია 

მაშინ დღა მხოლოდ მაშინ, როცა – /(X) ფუნქცია ამოზნექილია ამავე §' სიმ- 

რავლეზე. 
ამოზნექილი ფუნქციები გარკვეული თვისებებით ხასიათდება, რომელთაგან აღ- 

სანიშნავია: 

1 ამოზნექილი ფუნქციის შესაბამისი წირის ნებისმიერი ორი წერტილის შემაერთე- 

ბელი ქორდა ამ წერტილებს შორის ინტერვალში ყოველთვის წირის ზემოთ 

მდებარეობს (ნახ. 2.3). 

2. /(CX) ფუნქციის მხების დახრის კუთხის ტანგენსი ( /(X)-ის პირველი რიგის 

წარმოებული) X-ის ზრდასთან ერთად იზრდება ან, ყოველ შემთხვევაში მაინც, 

არ მცირდება. 
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3. მოცემულ ინტერვალში /(X) ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებული ყოველთვის 
არაუარყოფითია. 

კტ» წერტილში #(უ) ფუნქციის გრადიენტი ნებისმიერი X-სთვის აკმაყოფი- 

ლებს შემდეგი სახის ფუნდამენტურ უტოლობას: 

#(X) > /(>-))+V/ (> სIX>» – X-)), (2.5) 

სადაც #/L(CX) = /(X,X-,.-.X.) ფუნქციის გრადიენტი განისაზღვრება როგორც 

ვექტორი 

      V/ (X) = > (X, > X იო”. (2.6) 

ბანსაზღვრება 26. #(X)= /(X.X,--·,X,) ფუნქციის ჰესეს მატრიცა #MXM გან- 

ზომილების შემდეგი სახის სიმეტრიული მატრიცაა: 

გ!/ კ.» 

C,(X) = == -თ)) =V /(X). (2.7) 
I 

ჰესეს C, მატრიცა /(X) ფუნქციის ამოზნექილობისა და ჩაზნექილობის განსაზ- 

ღვრის საშუალებას იძლევა, კერძოდ, /(X») ფუნქცია ამოზნექილია, თუ მისი ჰესეს 

მატრიცა დადებითად განსაზღვრული ან დადებითად ნახევრადგანსაზღვრულია 

>”... სX, ყველა მნიშვნელობისთვის, ხოლო თუ ჰესეს მატრიცა უარყოფითად 

განსაზღვრული ან უარყოფითად ნახევრადგანსაზღვრულია X,,X,,...,X, ყველა მნიშვ- 

ნელობისთვის, მაშინ /(X) ფუნქცია ჩაზნექილია. 

მაბგალითი 21 გამოვიკვლიოთ მოცემული ფუნქცია 

#(%,X-,X,) =3X; +2X: +X; – 2X,Xე – 2X,X, +2X:X, – 6X,–=4Xე – 2X,. 

ამოხსნა. გამოვთვალოთ ფუნქციის გრადიენტი 

6X, – 2X. – 2Xვ – 6 

V/ (X,,X:,X3) = 4X. –2X, + 2Xკ –4 

2Xკ – 2X, +2X, – 2 

და შევადგინოთ მოცემული ფუნქციის ჰესეს მატრიცა 
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6 –2 –2 

C,(X,,X:,Xკ)=| –2 4 2'. 

–-2 2 2 

ფუნქციის გამოკვლევის მიზნით შევამოწმოთ ჰესეს C, მატრიცა დადებითად გან- 

საზღვრულია თუ დადებითად ნახევრადგანსაზღვრული. შევნიშნავთ, რომ 

· C, სიმეტრიული მატრიცაა; 

.« თ / მატრიცის ყველა დიაგონალური ელემენტი დადებითია; 

« C,, მატრიცის წამყვანი მთავარი დეტერმინანტები ტოლია 

|6I>0, 2 21520>, | ღ,|=16>0. 

მაშასადამე, C, დადებითად განსაზღვრული მატრიცაა, საიდანაც გამომდინარეობს, 

რომ / ფუნქცია ამოზნექილია. უფრო ზუსტად რომ ვთქვათ, თუ C, დადებითად 

განსაზღვრული მატრიცაა, მაშინ / -ს მკაცრად ამოზნექილი ფუნქცია ეწოდება და 

მას მინიმუმის ერთადერთი წერტილი გააჩნია. 

ამგვარად, ზემოთ აღნიშნულის საფუძველზე შეიძლება დავასკვნათ, რომ ლოკა– 

ლური და აბსოლუტური მინიმუმის წერტილების დამთხვევას ადგილი აქვს მხოლოდ 

იმ შემთხვევაში, როცა (CC LL” ამოზნექილი სიმრავლეა, ხოლო ამ სიმრავლეზე 

განსაზღვრული /(X) ფუნქცია - ამოზნექილი ფუნქცია. 

ვგეიერშტრასის თეორემის თანახმად, ოპტიმიზაციის (2.3) ამოცანას იმ შემთხვევა- 

ში გააჩნია ოპტიმალური ამონახსნი, როცა მიზნის /(X) ფუნქცია უწყვეტია ჩაკე- 

ტილ და შემოსაზღვრულ დასაშვებ §: C ”” სიმრავლეზე. წინააღმდეგ შემთხვევაში 

ოპტიმალური ამონახსნის განსაზღვრა შეუძლებელია. 

როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, ოპტიმიზაციის ამოცანის გადაწყვეტა ოპტიმალური 

ჯ წერტილისა და ოპტიმალური / "=/(C) მნიშვნელობის მოძებნას ითვალისწი- 

ნებს. თუ Xჯ მოძებნილია, მაშინ ოპტიმალური /! (X) მნიშვნელობის განსაზღვრა, 

ცხადია, პრობლემას არ წარმოადგენს. ხოლო იმ შემთხვევაში, როცა მხოლოდ ოპ- 

ტიმალური / · მნიშვნელობაა ცნობილი, მაშინ ოპტიმალური წერტილის მოსაძებნად 

აუცილებელია ამოვხსნათ განტოლება /(X)= #/”, რაც მრავალი ცვლადის ფუნქციის 

შემთხვევაში პრაქტიკულად შეუძლებელ ამოცანას წარმოადგენს. 
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2.2 ერთპრიტერიული ოპრიმიზსზაციის 

ამოცანების პლასიფიკაცმა 

ერთკრიტერიული ოპტიმიზაციის სტატიკური ამოცანების კლასიფიკაცია ძირითა- 

დად დაკავშირებულია დასაშვებ ამონახსნების §– სიმრავლესთან, რომელიც შემდეგ- 

ნაირად შეიძლება იყოს განსაზღვრული: §2პ = #” ან §2:> 77. 
პირველ შემთხვევაში ადგილი აქვს უპირობო მინიმიზაციის ამოცანას, რომელშიც 

საჭიროა მოიძებნოს ისეთი »ჯ C#" წერტილი, სადაც (2.1) უტოლობა სამართლია–- 

ნია #” სიმრავლის ყველა წერტილისთვის შეზღუდვების გარეშე. მეორე შემთხვევა– 

ში კი საქმე გვაქვს პირობითი მინიმიზაციის ამოცანასთან, სადაც დასაშვები (2 სიმ- 

რავლე გარკვეული სახის შეზღუდვებითაა განსაზღვრული. 

თუ §) სიმრავლე მოცემულია შემდეგი სახით: 

C = ( XC” | <((XX<0,7=1,>; M,(«) =0, /=1,X. |, (2.8) 

სადაც ყველა რიცხვითი #§, და ჩ, ფუნქცია განსაზღვრულია #" -ზე, მაშინ ოპტი- 

მიზაციის სტატიკური ამოცანა მათემატიკური დაპროგრამების ამოცანას წარმოად- 
გენს. ამ კლასის ამოცანებს შორის განასხვავებენ ამოცანებს უტოლობებით მოცემუ- 
ლი შეზღუდვებით, სადაც §2 სიმრავლეს აქვს (2.8) სახე და VX#=0; ამოცანებს 
ტოლობებით მოცემული შეზღუდვებით, როცა (2.8)-ში #”I =0; ამოცანებს შერეული 
სახის შეზღუდვებით, როცა #7 #%0 და #0. 

ამგვარად, მათემატიკური დაპროგრამების ზოგადი ამოცანა მდგომარეობს დამოუკი– 

დებელი X,,X5,.-»X, (ყვლადების ისეთი მნიშვნელობების მოძებნაში, რომლის დრო– 

საც მიზნის #(X) = /( X,,Xე,..,X, ) ფუნქცია დასაშვებ §X სიმრავლეზე თავის მინი– 

მალურ მნიშვნელობას მიაღწევს. ფორმულირებული ამოცანა კომპაქტურად შემდეგნა- 

ირად ჩაიწერება: 
თIიL /CX) I §(X) <0; M(X) =0; XC #” 1. დ.9 

მათემატიკური დაპროგრამების (2.9) ამოცანის მირითად თავისებურებებს, რომე- 
ლიც მას კლასიკური ანალიზის ექსტრემალური ამოცანებისგან განასხვავებს, შეზღუ- 

ღვებში არსებული უტოლობათა სისტემა განაპირობებს. აღნიშნულის გამო, შეუძლე- 

ბელი ხდება პირობითი მინიმიზაციის ამოცანების გადასაწყვეტად ლაგრანჟის თანა- 
მამრავლების საფუძველზე შემუშავებული ცნობილი მეთოდების გამოყენება. 

იმის მიხედვით თუ როგორი სახითაა წარმოდგენილ–ლ–ძ / (», §C) და M(X) 

ფუნქციები, ადგილი აქვს მათემატიკური დაპროგრამების სხვადასხვა ამოცანას. თუ 
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#C, (თ) და #M(X) წრფივი ფუნქციებია, მაშინ (2.9) ამოცანას წრფივი დაპროგრა- 
მების ამოცანას უწოდებენ. 

წრფივი დაპროგრამების ამოცანები მათემატიკური დაპროგრამების ყველაზე მარ- 

ტივი და დეტალურად შესწავლილი ამოცანებია. აღნიშნული ამოცანებიდან პრაქტიკა- 

ში განსაკუთრებული ინტერესის საგანს შეადგენს წრფივი დაპროგრამების სტანდარ- 

ტული ამოცანა: 

თი( /(X) =C”X | 4X<ხ; X>0 ) (2.10) 

და კანონიკური ამოცანა 

თიIი( /(CX) =C”X) 4X=ხ; X>0 1, (2.11) 

სადაც 

2C=(C,C,..,0,) მიზნის ფუნქციის კოეფიციენტების ვექტორია; 

ხ=(,,ხე,..,ხ,„) – შეზღუდვების ვექტორი; 
X=(C X,X,-5:X,)” – დამოუკიდებელი ცვლადი ვექტორი; 
4=L9ძკ) - მუდმივკოეფიციენტებიანი 7IX7I განზომილების მატრიცა. 

საჭიროა აღინიშნოს, რომ წრფივი შეზღუდვებით განსაზღვრული დასაშვები §პ 

სიმრავლე, რომელიც სასრული რაოდენობის ნახევარსივრცეებისა და ჰიპერსიბრჭტყეე- 

ბის თანაკვეთას წარმოადგენს, ამოზნექილი მრავალწახნაგიანი ჩაკეტილი სიმრავლეა 

და მინიმუმის წერტილი ამ სიმრავლის ერთ-ერთ წვეროში მდებარეობს. თუ §2 სიმ- 

რავლე ცარიელია ან არაა შემოსაზღვრული, მაშინ წრფივი დაპროგრამების ამოცანას 

ამონახსნი არ გააჩნია. 

წრფივი დაპროგრამების სპეციალური სახის ამოცანებს შეადგენს მთელრიცხვა 

დაპროგრამების ამოცანები, რომელშიც საჭიროა განსაზღვრულ იქნეს დამოუკიდებე- 

ლი X,,Xე,.-X, ცვლადების ისეთი არაუარყოფითი მთელრიცხვა მნიშვნელობები, რომ- 

ლის დროსაც მიზნის /' (X) ფუნქცია დასაშვებ §– არეზე თავის მინიმალური მნიშვ- 

ნელობას მიაღწევს (83). 

მათემატიკური დაპროგრამების ყველაზე უფრო ზოგად და ფართო კლასს არა- 

წრფივი დაპროგრამების ამოცანები შეადგეს. ამ კატეგორიის ამოცანებს მიეკუთვნება 

ყველა ის ამოცანა, რომელსაც ერთი მაინც არაწრფივი შეზღუდვა ან არაწრფივი 

მიზნის ფუნქცია გააჩნია. 

არაწრფივი დაპროგრამების ამოცანებიდან ცალკე შეიძლება გამოვყოთ კვადრატუ- 

ლი დაპროგრამების ამოცანები. ასეთ ამოცანებში მიზნის #Vთ) ფუნქცია დადებითად 

ნახევრადგანსაზღვრული კვადრატული ფორმითაა წარმოდგენილი, ხოლო შეზღუდვე- 

ბი წრფივი ფუნქციებია. ზოგად შემთხვევაში, კვადრატული დაპროგრამების ამოცანას 

აქვს შემდეგი სახე: 
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=I0L /CX) =C'X+X”/X | 4X<ხ; X>0 |, (2.12) 

სადაც 08=V,|) მუდმივკოეფიციენტებიანი #X7I განზომილების სიმეტრიული მატრი- 

ცაა. 

არაწრფივ დაპროგრამებაში განსაკუთრებული ადგილი უკავია ამოზნექილი და 

არაამოზნექილი დაპროგრამების ამოცანებს. 

ამოზნექილი დაპროგრამების ამოცანებში / (ი) და 2C) ამოზნექილი ფუნქციე- 

ბია, ხოლო ჩC) შეზღუდვა - წრფივი ფუნქცია. აღნიშნული ფუნქციების ამოზნექი- 

ლობა დასაშვები ამონახსნების §X სიმრავლის ამოზნექილობას განსაზღვრავს, რაც 

ლოკალური ექსტრემუმის აბსსოლუტურობას უზრუნველყოფს. 

არაამოზნექილი დაპროგრამების ამოცანები არაწრფივი დაპროგრამების ყველაზე 

რთული ამოცანებია სირთულე ძირითადად განპირობებულია /' (X), §C) და ჩ() 

ფუნქციების არაწრფივი, არაამოზნექილი ხასიათით და იგი აბსოლუტური ექსტრემუ- 

მის განსაზლვრასთანაა დაკავშირებული. გარდა ამისა, პრობლემას კიდევ უფრო არ- 

თულებს და ამძიმებს ის შემთხვევა, როცა მიზნის ფუნქცია არაგლუვია და შეიძლება 

გააჩნდეს არა მარტო წყვეტის წერტილები, არამედ კრიტიკული წერტილების ისეთი 

სიმრავლე, როგორიცაა ,,ხევი“, „ქედი“, „პლატო“ და სხვ. 

არაწრფივი დაპროგრამების სპეციალური სახის ამოცანებს შეადგენს გეომეტრი- 

ული დაპროგრამების ამოცანები (73) 

CI /(X) | 2,(X) <1, (=1,X; X,>0, ჯ=1# |, (2.13) 
სადაც მიზნის ფუნქცია და შეზღუდვები შემდეგი სახის პოზინომებია: 

#(9 = 2. C,X,.X ..X X“ ”, 

§(X) = 2. ეკემ ამრ, 

უკანასკნელ გამოსახულებებში C, და იი კოეფიციენტები დადებითი რიცხვებია, ხო- 

ლო ძმ, და თი ხარისხის მაჩვენებლები - ნამდვილი რიცხვები. აღსანიშნავია, რომ 

ტექნიკური დაპროექტების მრავალი ამოცანა (2.13) სახის ამოცანაზე დაიყვანება (54, 

73).



ოპტიმალობის აუცილებელი და საკმარისი პირობები 

2.8 ოპტიმალობის აუცილებელი 

და საპძმარმსე პირობები 

2.9. ოპტიმალობის აუცილებელი და 
საპმარისი პირობები უპირობო 
ოპტიმიზაციის ამოცანებში 

განვიხილოთ უპირობო მინიმიზაციის შემდეგი ამოცანა: 

ლთIიL #CX) | XC #” |). (2.14) 

ცხადია, (2.14) ამოცანაში საჭიროა ვიპოვოთ ისეთი ჯ C# წერტილი, რომლის 

დროსაც ადგილი აქვს შემდეგი პირობის შესრულებას: I(X)</(C(») VXC#". ე-ი. 

ამ შემთხვევაში ადგილი აქვს #” სიმრავლეზე განსაზღვრული #C>) ფუნქციის აბ- 

სოლუტური მნიშვნელობის განსაზღვრას. 

თუ ნებისმიერი Xჯ C ჯ” წერტილისათვის, სადაც XXX, სრულდება მკაცრი უტო- 

ლობა /(X”)< /(X), მაშინ X. აბსოლუტური მინიმუმის ერთადერთ წერტილს წარ- 

მოადგენს. 

ოპტიმიზაციის უპირობო ამოცანების ამოხსნის კლასიკური თეორია აბსოლუტური 

ექსტრემუმის მოძებნს კონკრეტულ საშუალებებს ვერ განსაზღვრავს. იგი მხოლოდ 

ლოკალური ექსტრემუმის შეფასების საშუალებას იძლევა. შემოვიტანოთ შემდეგი 

განსაზღვრება 27. »“ წერტილს დიფერენცირებადი /(X) ფუნქციის სტაციონა- 

რულ წერტილს უწოდებენ, თუ იგი აკმაყოფილებს შემდეგ პირობას: 

V/(X )=0. (2.15) 

დავუშვათ, რომ (2.15) ამოცანაში #C) ფუნქცია უწყვეტია და მას ნებისმიერ 

XC #” წერტილში უწყვეტი პირველი და მეორე რიგის კერძო წარმოებულები გააჩ- 

ნია: 0//მX და მ/ /0_X,X ჯ. მაშინ ლოკალური მინიმუმის არსებობის აუცილებელ და 

საკმარის პირობებს განსაზღვრავს თეორემები, რომელსაც ქვემოთ დაუმტ კიცებლად 

მოვიყვანთ. 

თეორემა 21 X” სიმრავლეზე #Cთ) ფუნქციის მინიმუმის ჯ წერტილის არსე- 

ბობისათვის აუცილებელია, რომ 

ა) X წარმოადგენდეს #CV) ფუნქციის სტაციონარულ წერტილს; 
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2 

ბა V> IX) = > ” (C3. ) წარმოადგენდეს დადებითად ნახევრადგანსაზღვრულ · 

I“ 

მატრიცას. 

თეორემა 22 /#” სიმრავლეზე 7! (>) ფუნქციის მინიმუმის X წერტილის არ- 

სებობისათვის საკმარისია, რომ 

ა) X” წარმოადგენდეს /(X) ფუნქციის სტაციონარულ წერტილს; 

ბა V'”/(X.) => თო. წარმოადგენდეს დადებითად განსაზღრულ მატრიცას. 
CX,C–L, 
  

შევნიშნავთ, რომ მატრიცის დადებითად ნახევრადგანსაზღვრულობისა და დადები- 

თად განსაზღვრულობის პირობები შესაბამისად შემდეგია: 

»V/IX)>ბ V»XCX"”, (2.16) 

XV I(X)I>ი VXC#M”. (2.17) 

თუ #” სიმრავლეზე განსაზღვრულ /(X) ფუნქციას X” წერტილში აბსოლუტუ- 
რი მინიმუმი გააჩნია, მაშინ, ცხადია, ჯ წერტილში იგი ლოკალური ოპტიმალობის 

ზემოთ განხილულ პირობებსაც დააკმაყოფილებს. ამიტომ /! (») ფუნქციის აბსოლუ- 

ტური მინიმუმის მოსაძებნად საჭიროა მის ყველა სტაციონარულ წერტილში ფუნქ- 

ციის / მნიშვნელობის გამოთვლა და მათ შორის უმცირესის შერჩევა. 

2.38.2 ოპტიმალობის აუცილებელი და 
საკმარისი პირობები პირობითი 
ოპტიმიჭზაციის ამოცანებში 

განვიხილოთ პირობითი მინიმიზაციის ამოცანა 

თIი| /CX) | -CCC #" ), (2.18) 

სადაც დასაშვები C– სიმრავლე განსაზღვრულია შემდეგი პირობით: 

ი=(--L 9,9) <0,1=L I. (0.19 
  

(2.18) ამოცანის ოპტიმალობის აუცილებელ და საკმარის პირობებს განსაზღვრავს 

კუნ-ტაკერის ცნობილი თეორემა, რომელიც მათემატიკური დაპროგრამების ერთ-ერთ 
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ცენტრალურ თეორემას წარმოადგენს, იგი ლაგრანჟის მამრავლების კლასიკური 

მეთოდის გარკვეული განზოგადებაა იმ შემთხვევისთვის, როცა ამოცანის შეზლუდვე- 

ბის სისტემა როგორც ტოლობებით, ისე უტოლებებითაა წარმოდგენილი. 

დავუშვათ, რომ / და X,, 1=1,M „ ამოზნექილი ფუნქციებია. მაშინ; როგორც 

უკვე იყო აღნიშნული, §– სიმრავლეზე განსაზღვრული /' (X) ფუნქციის ლოკალური 

მინიმუმი აბსოლუტურ მინიმუმს წარმოადგენს. ამგვარად, თუ X მინიმუმის წერტი- 

ლია, მაშინ /(X )</(X) VMVXCC . 

განვიხილოთ “წ? სიმრავლის ქვესიმრავლე §პბა რომელიც განსაზღვრულია 

შემდეგი პირობით: 

ლ, =|»< #” | CC) <0,/ჯ=1თ)C0 (2.20) 

და შემოვიტანოთ შემდეგი 

გბანსაყლვრება 2-8. თუ (ბე სიმრავლე არაცარიელია, მაშინ ვიტყვით, რომ (2.18) 

ამოცანაში დაკმაყოფილებულია სლეიტერის რეგულარობის პირობა. 

შემოვიტანოთ ეწ. ლაგრანჟის განზოგადებული ფუნქცია 

L(CX, 2) = /(X)+ 2.2,9,(X), (2.21) 
I 

სადაც რ, 2რ,»4, ცვლადები 26C#” ვექტორის კომპონენტებია და მათ ლაგრან- 

ჟის მამრავლებს უწოდებენ. 

ბანსაყღვრება 29. ამბობენ, რომ X(X,4) ფუნქციას (X,42) უნაგირა წერტილი 

გააჩნია, თუ ყველა X-ისა და # -სთვის ადგილი აქვს უტოლობას 

ჯC ,2)<LLCLX,2უ1<LC,2). (2.22) 

თუ (2.22) პირობა სამართლიანია ყველა X-ისა და #-სთვის, მაშინ ამბობენ, რომ 

LCX,2) ფუნქციას გააჩნია უნაგირა წერტილი დიდში ანუ გლობალური უნაგირა 

წერტილი. 
უნაგირა წერტილის განსაზღვრაში იგულისხმება, რომ (2: უზრუნველყოფს 

LCX,2 ) ფუნქციის მინიმიზაციას ყველა X-ის მიხედვით, ხოლო 2. უზრუნველყოფს 

LCX ,2) ფუნქციის მაქსიმიზაციას ყველა 2-ს მიხედვით. ასე, მაგალითად, განვიხი– 

ლოთ ფუნქცი L(CX,42)=X -X+22, რომელიც განსაზღვრულია· X-ის ყველა 

ნამდვვიილი და #-ს ყველა არაუარყოფითი მნიშვნელობის დროს. ძნელი არ არის 
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შევამოწმოთ, რომ აღნიშნულ ფუნქციას გააჩნია უნაგირა წერტილი X =2, 2 =4, . 

ვინაიდან X-ის ყველა ნამდვილი და #-ს ყველა არაუარყოფითი (4 >0) მნიშვნე- 

ლობის დროს ადგილი აქვს უტოლობას ”X2,.) < L(2,4) < L(CX,4). 

თეორემა 23 (კუნ-ტაკერის თეორემა). ვთქვათ, სლეიტერის რეგულარობის პი- 

რობა დაკმაყოფილებულია. X წერტილი მაშინ და მხოლოდ მაშინ წარმოადგენს 

(2.13) ამოცანის ამოხსნას, როცა არსებობს ისეთი + ვექტორი, რომ ადგილი აქვს 

შემდეგ პირობებს: 

X >0,2 >0, (2.23) 

LC” ,2) < ICC", 2) <სC,2) VX>0, V4>0. დ.24) 

სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, ოპტიმალური (X ,2.) წერტილი ხასიათდება შემდეგი 

თვისებებით: ფიქსირებული 2 -ის დროს #(X, 2) ფუნქციას X>0 არეში აბსოლუ- 

ტური მინიმუმი გააჩნია X=X წერტილში, ხოლო ფიქსირებული Xჯ” -ის დროს მას 

#2 >0 არეში აბსოლუტური მაქსიმუმი გააჩნია 2=2 წერტილში. ამგვარად, ექსტ- 

რემალური (X-,2) წერტილი, რომელიც აღნიშნული თვისებებით ხასითდება, უნაგი- 

რა წერტილს წარმოადგენს და ამიტომ კუნ-ტაკერის თეორემას ხშირად უწოდებენ 

თეორემას უნაგირა წერტილის შესახებ. 

კუნ-ტაკერის თეორემის დამტკიცება და მისი სხვადასხვა ვარიაციები განხილუ- 

ლია ლიტერატურაში (86, 91). 

იმ შემთხვევაში, როცა / და §«,, 1=1#, დიფერენცირებადი ფუნქციებია, მაშინ 

(2.23) და (2.24) პირობები კუნ-ტაკერის შემდეგი „ლო კალური“ პირობების ექვივა- 

ლენტურია: 

V.IM(X,2)>0, (2.25) 

»ჯV,I(X,205=0, (2.26) 

X»ჯ >0, (2.27) 

V,M(IX ,2)<0, (2.28) 

2V,IM(CX ,2)=0, (2.29) 

2>0. (2.23თ
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საჭიროა აღინიშნოს, რომ წრფივი შეზღუდვების შემთხვევაში კუნ-ტაკერის პირო- 

ბები სამართლიანია სლეიტერის რეგულარობის პირობის მოთხოვნის გარეშეც. 

საგულისხმოა ის ფაქტი, რომ კუნ-ტაკერის პირობები სამართლიანია (2.18) 

ამოცანის სხვადასხვა ვარიაციის დროსაც. ასე, მაგალითად, როცა ამოცანაში X>0 

შეზღუდვის მოთხოვნა არ არის გათვალისწინებული, მაშინ (2.25)-(2.27) პირობების 

ნაცვლად განიხილება შემდეგი ერთი პირობა: 

V. MC» ,20=0, (2.31) 

ხოლო როცა #,, 1=LსX , წრფივი შეზღუდვებია, მაშინ (2.28)-(2.30) პირობები შე- 
იცვლება მარტივი პირობით 

V,IL(XL ,2)=0. (2.32) 

იმ შემთხვევაში, როცა ადგილი აქვს ოპტიმიზაციის შემდეგი სახის ამოცანას: 

თIი( /(X) | §,(X1=0, 1=1,X |), (2.33) 

სადაც #,, (=1,7 , წრფივი ფუნქციებია, მაშინ (2.25)-(2.30) პირობების ნაცვლად 

განიხილება მხოლოდ ორი პირობა: (2.31) და (2.32), რაც ლაგრანჟის მამრავლების 

მეთოდის კლასიკურ შემთხვევას შეესაბამება. 

ექსტრემალური ამოცანების აუცილებელი და საკმარისი პირობები დაწვრილებითაა 

განხილული ლიტერატურაში (27, 86, 911). 

2.31.3 კუნ-ტაპერის პირობების 
გეომეტრიული ინტერპრეტაცია 

განვიხილოთ არაწრფივი დაპროგრამების შემდეგი სახის ამოცანა 

თ|აი(/Cი) | §,(X) <0,1C I =C)2,...,7; XC #”|, დ.34) 

სადაც / და §, 1C1) უწყვეტი და დიფერენცირებადი ფუნქციებია. 
(2.34) ამოცანის ამონახსნთა (+ სიმრავლე განსაზღვრულია პირობით 

C=(XC#” | 00 <0 VIC/1. (2.35) 

დავუშვათ, რომ §': სიმრავლე არაცარიელია; თუმცა, ზოგიერთი შეზღუდვის ტო- 

ლობის სახით წარმოდგენის შემთხვევაში, მას შეიძლება ცარიელი შიგა ნაწილი 
გააჩნდეს. 
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ვთქვათ, ჯ CC მოცემული ამოცანის მინიმუმის წერტილია. მაშინ მინიმუმის 

განსაზღდვრის საფუძველზე, #(>2) ფუნქცია არ შეიძლება შემცირდეს X-ის იმ 

მნიშვნელობებზე, რომ, ჯ” ილიდან გამომავალ და მთლიანად C» სიმრაე–- ვნელ ე ლებიც ტილიდან გ ვალ დ ლიანად ვ 
ლეში მოთავსებულ რაღაც LI წირის რკალს ასახავს. I წირის ასეთ რკალს დასაშ- 

ვებს უწოდებენ და იგი განისაზღვრება 0 > 0 პარამეტრის უწყვეტად დიფერენცირე- 

ბაღი თდ:#. > Lწ ფუნქციით 

თ(0) = Iდ,(6),დ-(6),...,დ,(0)|, 

რომელიც აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

ა) Cთ(0)=X, 

ბუ) თ(0)1C%2) საკმაოდ მცირე 0 > 0-სთვის. 

განსაზღვრება 2%. ნებისმიერ ვექტორს 

= %ი (0) = | 5 (0),59: (ე), ._,95% (0) |” „-%6(0)- %)%V)...,%2() ”, 236 
რომელიც » წერტილში დასაშვებ თ(0) წირის რკალს ეხება, ჯ წერტილში და- 

საშვები მიმართულება ეწოდება. 

Xჯ წერტილში დასაშვებ მიმართულებათა სიმრავლე წარმოქმნის კონუსს, 

რომელიც აღვნიშნოთ C,კ -თი. 

ბანსაზლვრება 21L უტოლობის სახით მოცემულ <,(X)<0 “შეზღუდვას ეწოდება 

აქტიური ან გაჯერებული ჯ წერტილში, თუ #9,(X-)=0. 

განსაზღვრება 212 უტოლობის სახით მოცემულ #,(X) <0 შეზღუდვას ეწოდება 

არააქტიური ან გაუჯერებელი ჯ წერტილში, თუ X, (638) <0. 

აღვნიშნოთ Xჯ წერტილში აქტიური შეზღუდვების ინდექსების სიმრავლე #/ '-ით, 

ეი. 

# =VC/ | §,>X) =0|, 

და განვიხილოთ შემდეგი სახის C კონუსი: 

ძ=VI VC/ (X 17 <0 ICI). (2.37) 

მაშინ სამართლიანია 
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თეორემა 2.4. თუ » დასაშვები მიმართულებაა » წერტილში, მაშინ ადგილი 

აქვს შემდეგი პირობების შესრულებას: 

VCI(X )7X<0 VICI', (2.38) 

სხვანაირად რომ ვთქვათ, C„ CC. 

  

ნახ. 2.4 

კუნ-ტაკერსს პირობებს გეომეტრიული ინტერპრეტაცია ილუსტრირებულია 

ნახ. 2.4-ზე, სადაც განხილულია ორგანზომილებიანი ამოცანა. ჯ. წერტილში 

აქტიური შეზღუდვებია §: და 8§კ, ხოლო აქტიური შეზღუდვების ინდექსების სიმ- 
რავლეა I" = 2,4). ნახაზზე დასაშვებ »”» მიმართულებათა სიმრავლე წარმოქმნის 

C” კონუსს, სადაც სრულდება (2.38) პირობები. კუნ-ტაკერის პირობების თანახმად, 

იმისათვის, რომ X მინიმუმის წერტილი იყოს, აუცილებელია –- V/ (X”) ვექტორმა 

დასაშვებ » მიმართულებასთან წარმოქმნას ბლაგვი კუთხე. ასეთ შემთხვევაში, 

–-V/(X) ვექტორი შეიძლება წარმოდგენილ იქნეს დადებითი 2, კოეფიციენტებიანი 

VC,(X) (CI) ვექტორების წრფივი კომბინაციით. 
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2.# ერთპრიტერიული ოპტიმიზაციის 

მეთოდების პლასიფიპაცია 

საზოგადოდ, გამოთვლითი მეთოდების ამა თუ იმ კლასიფიკაციას ის ამოცანები 

განსაზღვრავს, რომლის გადაწყვეტისთვისაც ეს მეთოდებია ორიენტებული. აქედან 

გამომდინარე, ერთკრიტერიული ოპტიმიზაციის სტატიკური ამოცანების გადაწყვეტის 

მეთოდები შეიძლება დავყოთ ორ დიდ კლასად. პირველი კლასი აერთიანებს ექსტ- 

რემუმის ძებნის მეთოდებს, რომელიც განკუთვნილია ოპტიმიზიციის უპირობო ამო- 

ცანების გადასაწყვეტად, ხოლო მეორე კლასი - მათემატიკური დაპროგრამების მე– 

თოდებს, რომელიც უზრუნველყოფს პირობითი ოპტიმიზაციის ისეთი მნიშვნელოვანი 

ამოცანების გადაწყვეტას, როგორიცაა წრფივი და არაწრფივი დაპროგრამების ამო- 

ცანები. 

ექსტრემუმის ხასიათის მიხედვით განასხვავებენ ლოკალური და გლობალური 

ექსტრემუმის ძებნის მეთოდებს. ლოკალური მეთოდების გამოყენება მიზანშეწონილია 

იმ შემთხვევაში, თუ ცნობილია, რომ მიზნის / (63) ფუნქცია უნიმოდალური ან ამო- 

ზნექილია. ყველა სხვა შემთხვევაში საჭიროა გლობალური მეთოდების გამოყენება. 

გინაიდან ოპტიმიზაციის რეალურ სისტემებში ლოკალური ექსტრემუმის შესახებ აპ- 

რიორული ინფორმაცია პრაქტიკულად არ არსებობს, ამიტომ ოპტიმიზაციის ამოცა- 

ნაში ძებნა ძირითადად მიმართულია აბსოლუტური ექსტრემუმის განსაზღვრისათვის. 

ექსტრემუმის ძებნის მეთოდების კლასიფიკაცია შესაძლებელია განვახორციელოთ 

საოპტიმიზაციო ცვლადების რაოდენობის საფუძველზეც. ამ ნიშნის მიხედვით განარ- 

ჩევენ ოპტიმიზაციის ერთგანზომილებიან და მრავალგანზომილებიან მეთოდებს. 

ექსტრემუმის ძებნის მეთოდების უმრავლესობის არსი საწყისი ამონახსნის თანდა- 

თანობით გაუმჯობესებაში მდგომარეობს. იმის მიხედვით, თუ რა წესით ხორციელდე- 

ბა ექსტრემუმთან ყოველი მიახლოება, აღნიშნული მეთოდები შეიძლება ორ ჯგუფში 

გავაერთიანოთ. პირველ ჯგუფს შეადგენს ექსტრემუმის ძებნის დეტერმინირებული 

(რეგულარული) მეთოდები, ხოლო მეორე ჯგუფს - შემთხვევითი ძებნის (სტოქა- 

სტიკური) მეთოდები. 

ექსტრემუმის ძებნის დეტერმინირებულ მეთოღებში ექსტრემუმთან ყოველი მიახ- 

ლოება გარკვეულ კანონზომიერებას ემორჩილება. ამ კანონზომიერების თანახმად, ად- 

გილი აქვს წერტილთა ისეთ ჯიჯი, ჯი, მიმდევრობის განსაზღვრას, რომე- 

ლიც უზრუნველყოფს მიზნის ფუნქციის მნიშვნელობების მონოტონურად კლებას 

#C9) > /(X9) >---> /(X0)>--- . 
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ერთკრიტერიული ოპტიმიზაციის მეთოდების კლასიფიკაცია 

ექსტრემუმის ძებნის თითქმის ყველა დეტერმინირებული მეთოდი იტერაციული 

ხასიათისაა, სადაც ექსტრემუმთან მიახლოების სტრატეგია განისაზლვრება შემდეგი 

რეკურენტული ფორმულის საფუძველზე: 

ჯიო) = ჯრ + 2. ძ0, L=0,1,2,..., (2.39) 

სადაც თ) C #” გადაადგილების მიმართულებაა, ხოლო #4, - გადაადგილების ბი- 

ჯის სიდიდე. როგორც (2.39) ფორმულიდან ჩანს, ჯ“ :· წერტილიდან ჯი“) წერ- 

ტილში გადაადგილების სიდიდე დამოკიდებულია როგორც 4, რიცხვზე, ასევე. ძ' რ 

ვექტორზე. 
ფორმალურად, ექსტრემუმის ძებნის სხვადასხვა დეტერმინირებული მეთოდი ერთ- 

მანეთისაგან #, რიცხვისა და ძ“) ვექტორის შერჩევის წესით განსხვავდება. თუ #, 

და ძი-ს განსაზღვრისათვის საკმარისია მხოლოდ 7! (X) ფუნქციის მნიშვნელობების 

გამოთვლა, მაშინ შესაბამის მეთოდებს უწოდებენ ნულოვანი რიგის მეთოდებს ან, 

უბრალოდ, ძებნის მეთოდებს. პირველი რიგის მეთოდები, აღნიშნულის გარდა, საჭი- 

როებს აგრეთვე / (63) ფუნქციის პირველი რიგის წარმოებულების განსაზღვრას. თუ 

მეთოდებში გათვალისწინებულია /' (») ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებულების გა- 

მოყენება, მაშინ ასეთი მეთოდები მეორე რიგის მეთოდებს განეკუთვნება. 

პირობითი ოპტიმიზაციის ანუ მათემატიკური დაპროგრამების ის მეთოდები, რო- 

მელიკ უზრუნველყოფს წრფივი ფუნქციის მინიმიზაციას წრფივი შეზღუდვების 

დროს, შეადგენს წრფივი დაპროგრამების მეთოდებს. მათემატიკური დაპროგრამების 

ყველა დანარჩენი მეთოდი გაერთინებულია არაწრფივი დაპროგრამების მეთოდებში. 

არაწრფივი დაპროგრამების მეთოდებიდან საჭიროა ცალკე გამოვყოთ: 

- კვადრატული დაპროგრამების მეთოდები, რომელიც წრფივი შეზღუდვების 

დროს კვადრატული ფორმის მიზნის ფუნქციის მინიმიზაციას უზრუნველყოფს; 

- ამოზნექილი დაპროგრამების მეთოდები, რომელიც წრფივი ან არაწრფივი 

ამოზნექილი შეზღუდვების დროს უნიმოდალური ფუნქციის მინიმიზაციას უზ- 

რუნველყოფს; 

- არაამოზნექილი დაპროგრამების მეთოდები, რომელიც წრფივი ან არაწრფივი 

შეზღუდვების დროს მულტიმოდალური ფუნქციის მინიმიზაციას უზრუნველყოფს.



თავი მესამე 

წრფიბგი დაპრობრამება 

3.1 ფრიზი ღდღაპრობრამების ამოცანის 

სობადი დასმა 

ვმ.1.1 ამოცანის სხვადასხვა ფორმები 

განსაზღვრება 31 ამოცანას, რომელშიც იძებნება წრფივი ფუნქციის 

#C90 = 2,0,», (3.1) 
15 

მაქსიმალური (მინიმალური) მნიშვნელობა შემდეგი პირობების გათვალისწინებით 

2,0კX, < ხ, 1=12,..., 5, (3.2) 
#5 

2,9,X,= ხ, 1=5+Lს5+2,..,M, (3.3) 
#5 

X,>0, 7 =1,2....,!;! < #, (3.4) 

ეწოდება წრფივი დაპროგრამების ზოგადი ამოცანა. 

(3.1)-(3.4) ამოცანა შეიძლება წარმოდგინოთ მატრიცული სახით 

C” X –> თმX (იიIი), (3.5) 

4» <ხ, (3.6) 

X»X'>0. (3.7) 
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წრფივი დაპროგრამების ამოცანის ზოგადი დასმა 

(3.5)-(37) ამოცანაში '. არის 77XM-განზომილებიანი მოცემული მატრიცა, 

C=(C,0,,-,6,), ხ=C0ხ, ,ხ. „ა ხ,)” - შესაბამისად, M- და »”1-განზომილებიანი მო- 

ცემული ვექტორები, X=(X,,X,,--,X,)” - საძებნი M-განზომილებიანი ვექტორი, 

X =(X,,X..-.,X,)”, (/ < I). აქ სიმბოლო "<" აღნიშნავს იმ გარემოებას, რომ (3.5) 

ვექტორული პირობის პირველი § შემადგენელი უტოლობის სახისაა ხოლო და- 

ნარჩენი (II-5) შემადგენელი კი ტოლობის სახის. 

ბანსაზღმრება 3.2. ამოცანას, რომელშიც უნდა მოიძებნოს წრფივი ფუნქციის 

#(CX) = 2.0», (3.8) 
ჯ" 

მაქსიმალური (მინიმალური) მნიშვნელობა შემდეგი პირობების გათვალისწინებით 

2,0,X, <ხ,, 1=1)2,...,M, (3.9 
#=! 

X,>0, 7 =1.2,..-,/, (3.10) 

ეწოდება წრფივი დაპროგრამების ამოცანა სტანდარტულ (სიმეტრიულ) ფორმაში 
(ანუ წრფივი დაპროგრამების სტანდარტული (სიმეტრიული) ამოცანა). 

(3.8)-(3.100) ამოცანა შეიძლება წარმოვადგინოთ მატრიცული სახით 

0” X –> MომX (იიი), (3.11) 

#4X<ხ, (3.12) 

X>0, (3.13) 

სადაც '„“–» არის MIXM-განზომილებიანი მოცემული მატრიცა, 0=(C,06.,...6,)”, 

ხ=(Cხ, ,ხ. „ნ, ) -– შესაბამისად, M- და 7I-განზომილებიანი მოცემული ვექტორები, 

ხოლო »X =(X,X,..,X,)” - საძებნი I-განზომილებიანი ვექტორი. 

განსაჯჭღვრება 3.3. ამოცანას, რომელშიც უნდა მოიძებნოს წრფივი ფუნქციის 

X#CX) = 2.0,», 6.14) 
/9 

მაქსიმალური (მინიმალური) მნიშვნელობა შემდეგი პირობების გათვალისწინებით 

35



წრფივი დაპროგრამება 

2,.2,X,=ხ,, 1=12,..,/შ, (3.15) . 
”" 

X,>0, /=12,..,#, 6.16) 

ეწოდება წრფივი დაპროგრამების ამოცანა კანონიკურ ფორმაში (ანუ წრფივი დაპ- 

როგრამების კანონიკური ამოცანა). 

(3.14)-(3.16) ამოცანა შეიძლება წარმოდგენილ იქნეს მატრიცული სახით 

0” X –> C=8X (ი010), (3.17) 

/4X =ხ, (3.18) 

X>0, (3.19) 

სადაც 4=%,) არის MIXI განზომილებიანი მოცემული მატრიცა, 0=(C,06,,.,6,), 

ხ=(C, ,ხ.,..,ხ,)” - შესაბამისად M- და »1-განზომილებიანი მოცემული ვექტორები, 

ხოლო X =(X,,Xა,--X,) – საძებნი /-განზომილებიანი ვექტორი. 

შენიშვნა 3. ცხადია, რომ წრფივი დაპროგრამების ამოცანის სხვასხვა ფორმები 

(ზოგადი, კანონიკური და სტანდარტული) ექვივალენტურია იმ გაგებით, რომ ნების- 

მიერი ფორმისათვის მარტივი გარდაქმნების საფუძველზე შეიძლება მისი შესაბამისი 

სხვა სახის ფორმის აგება. ეს კი იმას ნიშნავს, რომ თუ გაგვაჩნია რაიმე მეთოდი 

ერთი სახის ამოცანის ამოსახსნელად, მაშინ ნებისმიერი სხვა ფორმის წრფივი და- 

პროგრამების ამოცანის ამოხსნაც შესაძლებელია. 

იმისათვის, რომ წრფივი დაპროგრამების ამოცანის ერთი ფორმიდან სხვა ფორმა- 

ზე გადავიდეთ, ზოგადად უნდა ვიცოდეთ, თუ როგორ: 
1. დავიყვანოთ მინიმიზაციის ამოცანა მაქსიმიზაციის ამოცანაზე; 

2. გადავიდეთ ტოლობის სახის შეზღლუდვებიდან უტოლობის სახის შეზღუდვებზე 

და პირიქით; 

3. შევცვალოთ ის ცვლადები, რომლებიც არ ექვემდებარება არაუარყოფითობის პი- 

რობას. 

იმ შემთხვევაში, როცა წრფივი #X) ფუნქციის მინიმუმი იძებნება, შესაძლებელია 

–ჩX) ფუნქციის მაქსიმუმის მოძებნა, ვინაიდან XიIი #X) = – იიმX (--(X)). 

წრფივი დაპროგრამების მოცემულ ამოცანაში "<" სახის შეზღუდვა-უტოლობა შე- 

იძლება შეიცვალოს შეზღუდვა-ტოლობით, თუ შეზღუდვა-უტოლობის მარცხენა მხა- 

რეს ახალ არაუარყოფით ცვლადს დავუმატებთ ხოლო ">" სახის შეზღუდვა- 
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უტოლობა შეიძლება შეიცვალოს შეზლუდვა-ტოლობით, თუ შეზღუდვა-უტოლობის 

მარცხენა მხარეს ახალ არაუარყოფით ცვლადს გამოვაკლებთ. გარდა ამისა, ტოლო- 

ბის სახით მოცემული შეზღუდვა შეიძლება ორი ურთიერთსაწინააღმდეგო უტოლო- 

ბით წარმოვადგინოთ. 

შეზღუდვა-უტოლობის შეზლუდვა-ტოლობად გარდაქმნის დროს დამატებით შემო- 

ტანილი არაუარყოფითი ცვლადების რიცხვი ტოლია იმ უტოლობათა რაოდენობისა, 

რომლებიც გარდაიქმნება. 

შემოტანილ დამატებით ცვლადებს გარკვეული ეკონომიკური აზრიც გააჩნია. ასე 

რომ, თუ წრფივი დაპროგრამების ძირითადი ამოცანით საწარმოო რესურსების დანა- 

ხარჯი და არსებული საშუალება აისახება, მაშინ ამოცანის გეგმაში დამატებითი 

ცვლადის რიცხვითი მნიშვნელობა შესაბამისი გამოუყენებელი რესურსის მოცულობის 

ტოლია. 

ბოლოს, თუ რომელიმე X ცვლადი არაუარყოფითობის პირობას არ ექვემდებარება, 

მაშინ იგი ორი არაუარყოფითი 1, და V, ცვლადების სხვაობით შეიძლება შეიცვა- 

ლოს, ე.ი. X,=1-V,, სადაც 14>0, V,>0. 

8.1.2 ძირითადი ცნებები და დებულებები 

განსაზღვრება 3.4. წრფივი დაპროგრამების ამოცანაში ფუნქციას, რომლის მაქსი- 

მალური (მინიმალური) მნიშვნელობაც იძებნება, ამოცანის მიზნის ფუნქცია ეწოდება. 

განსაყღმვრება 35. X=(>X,,X),...,X, 7 ვექტორს, რომელიც წრფივი დაპროგრამე- 

ბის ამოცანის შეზღუდვებს აკმაყოფილებს, ამოცანის დასაშვები ამონახსნი ან გეგმა 

ეწოდება. 

განსაყღვრება 36. »” =(X,,X,,.., X,) გეგმას, რომელშიც წრფივი დაპროგრამე- 
ბის ამოცანის მიზნის ფუნქციის მაქსიმალური (მინიმალური) მნიშვნელობა მიიღწევა, 

წრფივი დაპროგრამების ამოცანის ამონახსნი ან ოპტიმალური გეგმა (ოპტიმალური 

ამონახსნი) ეწოდება. 

განსაზღვრება 37. # მატრიცის «, (/=1,2,...,7) სვეტს წრფივი დაპროგრამების 

ამოცანის პირობის ვექტორი, ხოლო ხ-ს - შეზღუდვების ვექტორი ეწოდება. 

განსაზღვრება 3.8. წრფივი დაპროგრამების ამოცანა ამოხსნადია, თუ მას ოპ- 

ტიმალური გეგმა გააჩნია, წინააღმდეგ შემთხვევაში იგი ამოუხსნადია. 

განსაყღვრება 3.9. წრფივი დაპროგრამების ამოცანის შეზლუდვათა სისტემის მი- 

ერ განსაზღვრულ სიმრავლეს ამოცანის ამონახსნთა მრავალწახნაგა ეწოდება. 
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განსაჭღვრება 310. C სიმრავლეს ევკლიდეს # სივრცეში ეწოდება ამოზნექილი, 

თუ მისი ნებისმიერი ორი წერტილის შემაერთებელი მონაკვეთი მთლიანად ამ სიმ- 

რავლეში ძევს. 
ბანსაყზღვრება 311 ჯ წერტილს ეწოდება XI, X”,..., X" წერტილების ამოზნექილი 

კომბინაცია, თუ X = 24» , 22 =1, 2, > 0,1 = 1,2,...,MX. 
I =1 

განსაყღვრება 312 ამოზნექილი §–) სიმრავლის წერტილს ეწოდება კუთხის წერ- 

ტილი, თუ იგი არ შეიძლება წარმოდგენილ იქნეს ამ სიმრავლის სხვა წერტილების 

ამოზნექილი კომბინაციის სახით. 

თეორემა 31 წრფივი დაპროგრამების ამოცანის ამონახსნთა მრავალწახნაგა 

ამოზნექილი სიმრავლეა. 

თეორემა 32 (წრფივი დაპროგრამების ძირითადი თეორემა). თუ წრფივი დაპრო- 

გრამების ამოცანას ოპტიმალური გეგმა გააჩნია, მაშინ ამ ამოცანის მიზნის ფუნქცია 

თავის ექსტრემალურ მნიშვნელობას აღწევს ამონახსნთა მრავალწახნაგას კუთხის 

წერტილში. ამასთან, თუ ექსტრემალური მნიშვნელობა ერთდროულად მიიღწევა 

რამდენიმე კუთხის წერტილში, მაშინ ამოცანის მიზნის ფუნქცია იგივე მნიშვნელო- 

ბას მიიღებს ნებისმიერ იმ წერტილში, რომელიც აღნიშნული კუთხის წერტილების 

ამოზნექილ კომბინაციას წარმოადგენს. 

ვ.1.3 ამოცანის გეომეტრიული ინტერპრეტაცია 

მოვიყვანოთ წრფივი დაპროგრამების ამოცანის გეომეტრიული ინტერპრეტაცია. 

განვიხილოთ წრფივი დაპროგრამების (3.8)-(3.10) ამოცანა სტანდარტულ ფორმაში. 

თუ უტოლობათა (3.9)-(3.10) სისტემას გააჩნია ერთი მაინც ამონახსნი, მაშინ მას 

თავსებადი ეწოდება, წინააღმდეგ შემთხვევაში - არათავსებადი. 

თვალსაჩინოებისათვის, პირველ რიგში, განვიხილოთ შემთხვევა, როდესაც ცვლა- 

დების რაოდენობა ორის ტოლია. ამგვარად, უნდა მოიძებნოს წრფივი 

#(X)=CთX, +C,Xე (3.20) 

ფუნქციის მაქსიმალური (მინიმალური) მნიშვნელობა შემდეგი პირობების გათვალ- 

ისწინებით: 

ძაX, +0აX <ხ,, 1=1Lს2....,M 

(3.21) 

X,>0, X.>0. 
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(3.21) სისტემის ნებისმიერი 0,ცX,+0იX 5 ხ, (1=1,2,...,7) უტოლობა გეომეტრიულად 

ასახავს ნახევარსიბრტყეს, რომლის სასაზლვრო წრფეა თ,X,1+ძიX= ხ. X და X 

ცვლადების არაუარყოფითობის პირობები შესაბამისად განსაზღვრავს ნახევარსიბრტ- 

ყეებს X,=0 და X;=0 სასაზღვრო წრფეებით. დავუშვათ, რომ (3.21) სისტემა თავსება- 

დია. ამიტომ ნახევარსიბრტყეების გადაკვეთა წარმოქმნის გარკვეულ §ჩ+ სიმრავლეს, 

რომელიც ამოზნექილია და წარმოადგენს ერთობლიობას ისეთი წერტილებისა, რო- 

მელთა კოორდინატები მოცემული (3.21) სისტემის ამონახსნებია (იხ. ნახ. 3.1). 

ასეთი წერტილების ერთობლიობას ვუწოდებთ ამონახსნთა მრავალკუთხედს. იგი 

შეიძლება იყოს წერტილი, მონაკვეთი, სხივი, მრავალწახნაგა, შემოუსაზღვრავი მრა- 

ვალკუთხა არე. 

  

  

ნახ. 3.1 

იმ შემთხვევაში, როცა (3.8)-(3.10) ამოცანის შეზლუდვათა სისტემაში #=3, მაშინ 

ნებისმიერი ძ,,X,+რთაX:+ძაX; < ხ, (1=1,2,...,71) უტოლობა გეომეტრიულად ასახავს სამ- 

განზომილებიანი სივრცის ნახევარსივრცეს რომლის სასაზღვრო სიბრტყეა 

იაX+თაX+ძევX, = ხ,. X,, X და X) ცვლადების არაუარყოფითობის პირობები შესაბამისად 

განსაზღვრავს ნახევარსივრცეებს X,=0, X-=0 და X2=0 სასაზღვრო სიბრტყეებით. თუ 

შეზღუდვათა სისტემა თავსებადია, მაშინ ყველა ეს ნახევარსიბრტყე (რომელიც 

ამოზნექილია) სამგანზომილებიან სივრცეში გადაკვეთისას გვაძლევს გარკვეული 

სტრუქტურის მქონე სიმრავლეს, ე.წ. ამონახსნთა მრავალწახნაგას. ეს სიმრავლეც 

ამოზნექილია. ამ შემთხვევაში ამონახსნთა მრავაწახნაგა შეიძლება იყოს წერტილი, 

მონაკვეთი, სხივი, მრავალწახნაგა, შემოუსაზღვრავი მრავალწახნაგა არე. 

ახლა დავუშვა–ით რომ (3.9)-(310მ) სისტემაში »>3. მაშინ ნებისმიერი 

ძაX,+თაX+...+0,X, < ხ, (1=1.2,...,I)) უტოლობა ასახავს M-განზომილებიანი სივრცის 

ნახევარსივრცეს, რომლის სასაზღვრო ჰიპერსიბრტყეა 0,X,+ძაX-+...+0„X,. ამასთან, X, 

(7=1,2,..,7) ცვლადის არაუარყოფითობის პირობა განსაზღვრავს ნახევარსივრცეს X=0 

სასაზღვრო ჰიპერსიბრტყით. 
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თუ შეზლულვათა სისტემა თავსებადია, მაშინ, სამგანზომილებიანი შემთხვევის ანა–- 

ლოგიურად, იგი წარმოადგენს #”-განზომილებიანი სივრცის საერთო ნაწილს, რომელ- 

საც ამონახსნთა მრავაწახნაგა ეწოდება, ვინაიდან მისი ნებისმიერი წერტილის კოორ- 

დინატები ამონახსნს წარმოადგენს. 

ამგვარად, წრფივი დაპროგრამების (3.8)-(3.10) ამოცანის ამოხსნა გეომეტრიულად 

ამონახსნთა მრავალწახნაგას ისეთი წერტილის მოძებნას ითვალისწინებს, რომლის 

კოორდინატები წრფივ (3.8) ფუნქციას მაქსიმალურ ან მინიმალურ მნიშვნელობას 

მიანიჭებს. 

3.1.# წრ 

განვიხილოთ # ცვლადის # განტოლებათა წრფივი სისტემა 

ძ,,X, + თ,)Xე +0ცკXკ +...+0,X, =ხ, , 

ძ-,X, + შ.აXე + 0:3X, +...+ 0ე,X, =ხ., (3.22) 

ძ.,X, + რც„ეXე + 0,ვXვ +...+0,,X, =ხე. 

აღვნიშმნოთ (322) სისტემს  71X7-განხომილებიანი მატრიცა 4= I“ | -თი, 

4ა =(Cხ, ,6ც ,...,ხ, წ -ით - სისტემს თავისუფალი წევრების ვექტორი, ხოლო 

X=C, მაცა X,)” –ით – საძებნი 7I-განზომილებიანი ვექტორი. 

მაშინ (3.22) სისტემა შეიძლება წარმოვადგინოთ შემდეგი მატრიცული სახით: 

4X = 4ი- (3.23) 

იმ შემთხვევაში, როცა #9, 4# მატრიცა კვადრატულია. თუ მატრიცის დეტერ- 

მინანტი ნულისაგან განსხვავებულია, მაშინ არსებობს მისი შებრუნებული #4" მატ- 

რიცა. (3.23) განტოლების მარცხნიდან 4'!-ზე გამრავლებით მივიღებთ 

IXX= #'4ა, 

სადაც / ერთეულოვანი მატრიცაა, ხოლო „#4 მატრიცების ნამრავლი სისტემის ამო- 

ნახსნს წარმოადგენს. 

ალგებრული დამატებების საშუალებით შებრუნებული მატრიცის მოძებნა საკმაოდ 

შრომატევადი გამოთვლითი პროცესია. ამიტომ წრფივ განტოლებათა სისტემის ამო- 

40



წრფივი დაპროგრამების ამოცანის ზოგადი დასმა 

სახსნელად გამოვიყენებთ რიცხვით მეთოდს, რომელიც სასრული რაოდენობის ელე- 

მენტარული გარდაქმნებით ამონახსნის მოძებნის საშუალებას იძლევა (თუ, რასაკვირ- 

ველია, ამონახსნი არსებობს), ამასთან, შესაძლებელია შებრუნებული მატრიცის გან– 

საზღვრაც. ამ მეთოდს ეწოდება ცვლადების სრული გამორიცხვის მეთოდი ანუ 

ჟორდან-გაუსის მეთოდი. მეთოდის არსი შემდეგში მდგომარეობს. (3.23) სისტემის 

პირველ განტოლებაში ამოვირჩიოთ ნულისაგან განსხვავებული კოეფიციენტის მქონე 

ცვლადი, რომლის კოეფიციენტებს ვუწოდებთ გარდაქმნის წამჟვან ელემენტს. გავ- 
ყოთ პირველი განტოლება ამ ელემენტზე და მიღებული განტოლების საშუალებით 

გამოვრიცხოთ შესაბამისი ცვლადი სისტემის ყველა დანარჩენი განტოლებიდან, გარ- 

და პირველისა. შემდეგ განვიხილოთ მეორე განტოლება და ამოვირჩეოთ ნულისაგან 

განსხვავებბული კოეფიციენტის მქონე ცვლადი. გავყოთ მეორე განტოლება ამ ცვლა- 
დის კოეფიციენტზე და მიღებული განტოლების საშუალებით გამოვრიცხოთ შესაბა- 

მისი ცვლადი სისტემის ყველა დანარჩენი განტოლებიდან, გარდა მეორისა, და ა.შ. 

ამგვარად, თითოეული განტოლების საშუალებით წარმოებს თითო ცვლადის სრული 

გამორიცხვა. გამოთვლითი პროცესი გრძელდება მანამ, სანამ სისტემის ყველა გან- 

ტოლება არ იქნება გამოყენებული. ამასთან, შესაძლოა ადგილი ჰქონდეს ერთ-ერთ 

შემთხვევას: 

1. გამორიცხვის პროცესის დროს I-ური განტოლების მარცხენა მხარე ნულის ტო- 

ლია, ხოლო მარჯვენა მხარე ნულისაგან განსხვავებული რაღაც რიცხვის ტოლი. 

ეს ნიშნავს, რომ სისტემას არ გააჩნია ამონახსნი, ვინაიდან ცვლადის არცერთი 

მნიშვნელობა არ აკმაყოფილებს I-ურ განტოლებას; 

2. !-ური განტოლების ორივე - მარცხენა და მარჯვენა მხარე ნულის ტოლია. ეს 

ნიშნავს, რომ I-ური განტოლება სხვა დანარჩენი განტოლებების წრფივი კომბი- 

ნაციაა და მას სისტემის ნებისმიერი ნაპოვნი ამონახსნი აკმაყოფილებს. ამგვა- 

რად, შეიძლება მისი იგნორირება; 

3. ცვლადების გამორიცხვის პროცესში ყველა განტოლების გამოყენების შემთხვე- 

ვაში შეიძლება მიღებულ იქნეს ამონახსნი ან დამტკიცდება, რომ განტოლებათა 

სისტემა არათავსებადია. 

ზემოდ აღწერილი პროცესი მათემატიკურად გამოვსახოთ ზოგადი სახის (3.22) 

სისტემისათვის. 

დავუშვათ, რომ ძი, კოეფიციენტი ნულისაგან განსხვავებულია. გავყოთ (3.22) 

სისტემის პირველი განტოლება თ,,-ზე, მიღებული განტოლება თანამიმდევრობით გა- 

ვამრავლოთ X, ცვლადის ყველა დანარჩენ ძ,, ! = 2,3,...,II, კოეფიციენტზე და ახლად 

მიღებული II-I განტოლება შესაბამისად გამოვაკლოთ (3.22) სისტემის ყველა და- 

ნარჩენ II-I განტოლებას. შედეგად მივიღებთ შემდეგ განტოლებათა სისტემას: 
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ძ ძ, თ, 1 
X + X + –3ჯ +...+ იჯ. = –-,, 

' 2 პ ძ ძ რს თ) 11 ) 

ძ-.0ა C5,C,3 21-C, რთა, ააი-–__-.-__.._ “ X =ხე –- -+ხ,, 
რ, ია) რ) რ 

  

თემ, 3, == 
”M 9 I = ა 7, 7 = 7, 

თაც 

1, 1=7=I1; 
ი() = 7 (3.25) 

ძ. – 
“, 1=1; /7=2,7; 

თ 

0, L = 2,7); / =1 

; „ _ 

ხ, –--ა 1 3 1 == 4ა7მ. 

ხი =) ში 6.26) 
== , 1=1 

L რ.)     
(3.25) და (3.26) ფორმულების გათვალისწინებით (3.24) სისტემა მიიღებს სახეს 

თ (ი 0 #0 X, +ძ) Xე +თკვXკ +...+თX, =ხ,", 

ძ.აX, +000X, +...+00)X, =ხ1), (3.27) 

ძ0:X. +01)X, +...+0)ჯ, =ხი, 
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დავუშვათ, რომ (3.27) სისტემაში ია კოეფიციენტი ნულისაგან განსხვავებულია. 

სისტემის მეორე განტოლება გავყოთ ძა -ზე. მივიღებთ ახალ სისტემას 

(C) () (ა – ხე) X,+0, Xე +0ცX3 +... +0,X, = ხ,”, 

1 I I ის იი ხი 
X5 +–+ 85 +..+–ე %X, == 

ძ2 ძევ ძ. 

“) (0) (). _ LV ძ31Xე +0თ31X +...+თ.X, = ხკ”, (3.28) 

ი00X, +0თ()X, +...+0')ჯ, =. ხხ), 

(3.28) სისტემის მეორე განტოლება თანმიმდევრობით გავამრავლოთ X; ცვლადის 

ყველა დანარჩენი II-I განტოლების იი, 1 = 1,3,...,#VI, კოეფიციენტზე და მიღებული 

განტოლებები შესაბამისად გამოვაკლოთ (3.28) სისტემის ყველა დანარჩენ »I-I გან- 

ტოლებას. შედეგად მივიღებთ განტოლებათა სისტემას 

  

თგდ (ს), ი) ისი იი ძ 
X, +0-X, + –- ბუ I” ++ -9009 = ხა) ხი, 

    

1 1 I 
ძე ძა ძა 

(I) () 
0:3 რ: 1..თ X> + –წ: 2 +...+ 0 X = იქი , 

იძ 22 023 

  

(I) (I) 
(062) 

0) ს) (I) 1 (1) (I) ძვ. 0 რკ. 0 ძ I 3: 023 0) _ 232 42 =ი 32 LC 0-X, + 021. – X, +...+| 00) – ბბ IX = ხი _ 2 ხ1)) (3.29) 

9 65: 

(0-0) 0 ს() ი) 
ძ.:ძ 0.0 (74 

- () _ _ო “4 0) _ ო: 2 ს» – #80) _ “თ: ჯ() 0-X, +| ძ.კ თ “ |X3+--.+| 0» თ I. = ხა თ ხ./. 
02: 02: მ» 

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები: 
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' გროვი _ _ 
თ) – 5-2 , 7=1,:, =2; 7 =3,7; 

ძი 

1, 1=7=1/#7=/=2; 

() –ჰ) 3.30 ძი 

, 0, 1=2,/; ) =1; -030 

0, 1 =1,M2:1 # 2; / =2; 

(0) 
62, 1= 2: 7 =3.» 
ს 7 L. ? L. 

: ი __ 

ხი 55 ხთ, ,=1X:1#2; 
2 რთ: 

ხ,' =4 . (3.31) 
C) | დ ხ.”, I=2   

(3.30) და (3.31) ფორმულების გათვალისწინებით (3.29) სისტემა მიიღებს შემ- 

დეგ სახეს: 

X,+0-X:+012X +... +009», =ხ1, 

X: + 0 3X, +...+ 0:29», =ხ1ი, 2» 

0-X. +088 Xკ +...+0(2Xჯ, =ხ12, (3.32) 

0:X.+ი0'2 () =ხლი 3X +...+0,ეX, =ხ;”. „ი“ “ი 

ანალოგიურად გავაგრძელოთ პროცესი დანარჩენი ცვლადების მიხედვით. ” ბიჯის 

შედეგად მივიღებთ განტოლებათა სისტემას 

ჩ» +0-:X. +0:X+...+0-X, +თIი XI.) +..+ძე»,  =ხ ი“» 

X+0-X+..+0-X, +ძ'9 ,X, ე 4+...+0ძ7 ი 
.ჯ =ხIი, 

(3.33) 
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(CI) 
თ-.ო- 

თ) » –= წო) კ», +...+ 0.) ,X, = ხ წ, 08, »თ»-1? X.)ე+0-X.+ძ 

X,.+0იჰ) X ,+...+ილსჯ, =ხ0), ” თ. თი“”ი 

(3233) სისტემიდან ჩანს, რომ ნებისმიერი X, 1 = 1,2,...,7, ცვლადი შეიძლება 

ცალსახად გამოისახოს დანარჩენი X»,, 1 = VI+-1,2,...,, ცვლადების საშუალებით, რომ- 

ლებსაც, თავის მხრივ, შეუძლია მიიღოს ნებისმიერი მნიშვნელობები. ამით გამორიც- 

ხვის პროცესი მთავრდება. 

განვიხილოთ უჟორდან-გაუსის მეთოდით წრფივ განტოლებათა კონკრეტული სის- 

ტემების ამოხსნის შემთხვევები. 

მაგალითი 3.1 ამოვხსნათ განტოლებათა სისტემა 

2X, +3X – 4X, =1, 

2X, + 2X – 5X = 3, 

4X, – 2X; + 27% =1. 

ამოხსნა. შემოვიღოთ აღნიშვნები 

4, =(2;2;4), #4: = (3:2; –2)”, #, = (–4; –5;2)”, „ი = (1;3;1X» 

და მოცემული განტოლებათა სისტემა წარმოვადგინოთ ვექტორული სახით 

«4)X, + „:X- + -43X, = 24. 

მიღებული განტოლების საფუძველზე შეგვიძლია დავასკვნათ, რომ განტოლებათა 

სისტემის ამოზსნა დაიყვანება +, 4 და „#-ის მიმართ “ი ვექტორის დაშლის X,, X. 

და X კოეფიციენტების მოძებნაზე. ამ კოეფიციენტების გამოსათვლელად გამოვიყენოთ 

ცვლადების სრული გამორიცხვის მეთოდი. 

ბიი! პირველ განტოლებაში X,-ის კოეფიციენტი ნულისაგან განსხვავებულია: 

ძ,“2X0. ავირჩიოთ იგი წამყვან ელემენტად. გავყოთ პირველი განტოლება 

2-ზე. გამოვრიცხოთ X, ყველა განტოლებიდან, გარდა პირველისა. ამისათ- 

ვის გარდაქმნილი პირველი განტოლება გავამრავლოთ 2-ზე და გამოვაკ- 

ლოთ მეორეს, გავამრავლოთ 4-ზე და გამოვაკლოთ მესამეს. მივიღებთ სის– 

ტემას 

X, + 3/2Xე – 2X, = 1/2, 

– X X-=2, 
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ბიჯი 2. 

ბიჯი 8. 

_ 8X. + 10X> =-I. 

თუ პირველ განტოლებაში ჯ-ის კოეფიციენტი ნულის ტოლია, მაშინ შეგ- 

ვიძლია ავირჩიოთ ნებისმიერი განტოლება, რომელშიც X,-ის კოეფიციენტი 

ნულისაგან განსხვავებულია, და ამ განტოლების საშუალებით X,; გამოვრიც- 

ხოთ ყველა დანარჩენი განტოლებიდან. 

გარდაქმნილი სისტემის მეორე განტოლებაში X» ცვლადის კოეფიციენტი 

ნულისაგან განსხვავებულია: 0თ:: = –1% 0; ავირჩიოთ ეს ელემენტი წამყვან 

ელემენტად. გავყოთ მეორე განტოლება –1-ზე. გამოვრიცხოთ X» ყველა გან–- 

ტოლებიდან, გარდა მეორისა. ამისათვის გარდაქმნილი მეორე განტოლება 

გავამრავლოთ 3/2-ზე და გამოვაკლოთ პირველს, გავამრავლოთ 8-ზე და 
მივუმატოთ მესამეს. მივიღებთ სისტემას 

X, – 7/2Xკ = 7/2, 

X + X3 =-2, 

18Xვ = –17. 

ბოლო სისტემაში წამყვან ელემენტად ავირჩიოთ X, ცვლადის კოეფიცი- 

ენტი, ვინაიდან თც =18 #0. გავყოთ მესამე განტოლება 18-ზე. გამოვრიც- 

ხოთ X, ყველა განტოლებიდან, გარდა მესამისა. ამისათვის გარდაქმნილი 

მესამე განტოლება გავამრავლოთ 7/2-ზე და მივუმატოთ პირველს. საბო- 

ლოოდ მივიღებთ მოცემული სისტემის ამონახსნს 

X, = 7/36, Xე = –19/18, Xვ = –17/18. 

ამგვარად, ჟორდან-გაუსის გარდაქმნების საფუძველზე, ერთი მხრივ, საწყისი სის- 

ტემის მატრიცა გარდაიქმნება ერთეულ მატრიცად, რაც შეესაბამება მოცემული სის- 

ტემის გამრავლებას შებრუნებულ მატრიცაზე, თუ თავდაპირველი მატრიცა კეადრა– 

ტული და არაგადაგვარებულია. მეორე მხრივ, «,, #> და + ვექტორები ერთეულ ვე- 

ქტორებად გარდაიქმნება, ხოლო „ი გექტორის კომპონენტები - +4,, #: და #43 ვე- 

ქტორების მიმართ „ი ვექტორის დაშლის კოეფიციენტებად. 

X,X. და X-ის მიღებული მნიშვნელობების გათვალისწინებით გვექნება 

7/36,4, –19/18,4ე –17/18,4კ = „ია. 

განხილული სისტემისათვის დაშლის X,, X და X, კოეფიციენტებს ერთადერთი 

მნიშვნელობა გააჩნია, ვინაიდან #4), #4: და # ვექტორები წრფივად დამოუკიდებელია 

და სამგანზომილებიან ვექტორულ სივრცეში ქმნის ბაზისს. 
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ჟორდან-გაუსის მეთოდით გამოთვლების მოხერხებულობისათვის მათ სპეციალურ 

ცხრილებში აწარმოებენ. 

იმისათვის, რომ 4 მატრიცა მივიღოთ, 4 მატრიცას უნდა მივუწეროთ ერთეულო- 

ვანი, იგივე განზომილების მქონე 1 მატრიცა, რომელზეც 4 მატრიცასთან ერთად 

ყველა გარდაქმნას ვაწარმოებთ სრული გამორიცხვის მეთოდით. მაშინ 4 მატრიცა 

ერთეულოვან მატრიცად გარდაიქმნება, ხოლო 7 მატრიცა - წ წი შებრუნებულ მატრი- 

ცად. 

მაბალითი 3.2. ამოვხსნათ განტოლებათა სისტემა 

5X, + 2X-+ 3X + 3X, = 1, 

2X, – 2X; + 5X + 2X, =4, 

3X, + 4X, + 2Xკ + 2Xკ= – 2, 

ან მოვძებნოთ „4,, 4:, 4 და #ჯ- ვექტორების მიმართ „4 ვექტორის დაშლის კოეფი- 

ციენტები 
/#4,X, + /#45Xც + ,43X, + #.Xჯ = „4. (3.34) 

ამოხსნა. 3.1 ცხრილში ჩავწეროთ უცნობების შესაბამისი კოეფიციენტები და თა- 

ვისუფალი წევრები. ცხრილის ელემენტებზე შევასრულოთ სრული გამორიცხვის მე- 

თოდი (ცხრილში წამყვანი ელემენტები აღნიშნულია ორმაგი ხაზგასმით), რის შედე- 

გად საწყისი სისტემა გარდაიქმნება შემდეგი სახის სისტემად: 

X, + 3/7Xკ = 3/7, 

X + 3/56X, = –53/56, 

Xკ + 1/4X, = 1/4, 

საიდანაც მივიღებთ. 

X, = 3/7<-3/7X,, X = –53/56–3/56XL., Xკ = 1/4–1/4X,. 

4), 4: და 4ვ ვექტორები წრფივად დამოუკიდებელია და სამგანზომილებიან სივრცე- 

ში ქმნის ბაზისს, ამ ვექტორების შესაბამის X., X. და X. ცვლადებს ბაზისური 

ცვლადები ეწოდება, ხოლო X ცვლადს, რომელიც 4, ვექტორს შეესაბამება, - თა– 

ვისუფალი (არაბაზისური) ცვლადი (მას შეიძლება მივანიჭოთ ნებისმიერი მნიშვნე- 

ლობა). 

მინორს, რომელიც შედგება წრფივად დამოუკიდებელი განტოლებების ბაზისური 

ცვლადების კოეფიციენტებისაგან, ბაზისური მინორი ეწოდება. თუ საერთო ამონახსნ- 

ში თავისუფალ ცვლადებს ნულს გავუტოლებთ, მაშინ ასეთ ამონახსნს ბაზისური 

ეწოდება. ამგვარად, მაგალითში მოყვანილი სისტემის ბაზისური ამონახსნი შემდეგია: 
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X) = 3/7, X = –53/56, X, = 1/4, Xს= 0. 

  

  

4 4. 4 4 4# 

2 3 3 1 
-2 5 2 4 
4 2 2 -2 ბიჯი 1 
  

2/5 3/5 3/5 1/5 (1-ლი იტერაცია) 
–14/ 19/5 4/5 18/5 

1/5 1/5 –13/5 ბიჯი 2 
  

  

აი
 

ა 
– 

 
C
=
-
 

-–- 
ას 

ა
პ
I
ი
 

– > “
_
 

დღ 

            
  

0 8/7 5/7 4/7 (მე-2 იტერაცია) 
1 –19/14 | –2/7 –9/7 
0 4 1 1 ბიჯი 3 
0 0 3/7 3/7 (მე-3 იტერაცია) 
1 0 3/56 | –53/56 
0 1 1/4 1/4 

ცხრილი 3.1 

ბაზისური ამონახსნისათვის მივიღებთ .,4,, „4: და „” ბაზისური ვექტორების მიმართ 

4ი ვექტორის შემდეგ დაშლას: 

3/74, –53/56,45+ 1/4,4კ = „7. 

ბაზისურ ამონახსნს რომელიც შეიცავს ნულისაგან განსხვავებულ ” ცვლადს, 

სადაც # წრფივად დამოუკიდებელი განტოლებების რაოდენობაა, ეწოდება არაგადა- 

გვარებული. თუ ბაზისური ცვლადებიდან ერთი მაინც ნულის „ოლია, მაშინ ბა- 

ზისურ ამონახსნს გადაგვარებული ეწოდება. მართლაც, თუ 3.2 მაგალითში 3.1 

ცხრილის ბოლო ბიჯზე გამოვრიცხავთ არა X-ს, არამედ 1-ის ტოლ წამყვან ელე- 

მენტიან X. უცნობს, მაშინ მივიღებთ 3.2 ცხრილში მოყვანილ შედეგს. ასე, რომ X,, 

4: და #, გექტორები ქმნის ბაზისს; X,, X, და X, ბახისური ცვლადებია, ხოლო X-- თა- 

გისუფალი ცვლადი. მივანიჭებთ რა X=0, მივიღებთ: 

X, = 0, X. = –1, X-= 0, Xკ= 1. 

მიღებული ამონახსნი გადაგვარებულია, ვინაიდან X,=0. (2.24)-ში ბაზისური ამონახს- 

ნის ჩასმით მივიღებთ 

-/4. + 4, = 44. 

მოყვანილი მაგალითისათვის გადაგვარებულობის გეომეტრიული არსი მდგომარე- 

ობს შემდეგში: „ი ვექტორი იმავე სიბრტყეშია მოთავსებული, სადაც X# და 4#„ ვექტო- 
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რები, და არ არის არცერთი მათგანის პროპორციული. ამდენად, "+ მხოლოდ #4: და 

4-ის წრფივ კომბინაციას წარმოადგენს. ნებისმიერი განზომილების სივრცისათვის 

გადაგვარებულობა მდგომარეობს იმაში, რომ სივრცის მოცემული ვექტორი წარ- 

მოადგენს მხოლოდ ბაზისური ვექტორების წრფივ კომბინაციას და არა სრული 

ბაზისისა. 

  

  

  

              

4, 4: 43 4. 4ი 

1 0 8/7 5/7 5/7 

0 1 –19/14 | –2/7 –3/7 

0 0 4 1 1 

1 0 –12/7 0 0 

0 1 –3/14 0 –1/7 

0 0 4 1 1 

ცხრილი 32 

32 მაგალითისათვის უფრო დაწვრილებით განვიხილოთ სრული გამორიცხვის 

მეთოდით წარმოებული გარდაქმნები აღვნიშნოთ #)-თი კვადრატული მატრიცა, 

რომელიც ბაზისური ვექტორების კომპონენტების საფუძველზეა შედგენილი, ხოლო 

X»#-ით - ვექტორი, რომელიც შეიცავს ბაზისურ ცვლადებს 

5 2 3 

9ი=|2 –-2 5), X=(X-,.X.X.). 
3 402 

მაშინ, (3.34)-ის გათვალისწინებით სისტემა შეიძლება ჩაიწეროს შემდეგი სახით: 

I») + 4», = «40. 

ოპერაციების შედეგად # მატრიცა ერთეულოვან I მატრიცად გარდაიქმნა, რასაც შე- 

ესაბამება გამრავლება ს მატრიცაზე. შესაბამისად გარდაქმნებისს ერთობლიობა, 

რომელსაც ადგილი აქვს სრული გამორიცხვის მეთოდში, საწყისი სისტემის მარცხე- 

ნა და მარჯვენა მხარეების XI '-ზე გამრავლების ექვივალენტურია. მაშასადამე, ზო- 

გად ამონახსნს აქვს სახე 

»=Lს" 4 – 0" 4X.. 

თუ წრფივ განტოლებათა სისტემის ამოხსნის დროს საჭიროა, აგრეთვე, მივიღოთ 

შებრუნებული #ჩ! მატრიცა, მაშინ სისტემის მატრიცას უნდა მივუწეროთ ერთეუ- 

ლოვანი მატრიცა, რომლის რიგი განტოლებათა რაოდენობის ტოლია, და სრული 
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გამორიცხვის მეთოდის გამოყენებით შევასრულოთ აღნიშნული გარდაქმნები. თუ გარ– 

დაქმნების შედეგად რომელიმე განტოლებისათვის მიღებულია 0=0 იგივეობა, მაშინ “ 

განტოლება გამოირიცხება, როგორც დანარჩენი განტოლებების წრფივი კომბინაცია. 

გარდა ამისა, გამოირიცხება ერთეულოვანი მატრიცის შესაბამისი სვეტი და სტრიქო- 

ნი. აღნიშნული ვაჩვენოთ მაგალითზე (იხ. ცხრილი 3.3). 

  

  

  

  

                      

4, 4: 43 4. % % 1 4ი 

5 2 3 3 1 0 0 1 

2 –2 5 2 0 1 0 4 

3 4 2 2 0 0 1 –2 

1 2/5 3/5 3/5 1/5 0 0 1/5 

0 –14/5 | 19/5 4/5 –2/5 1 0 18/5 

0 14/5 1/5 1/5 –3/5 0 1 –13/5 

1 0 8/7 5/7 1/7 1/7 0 5/7 

0 1 –-19/14 | –2/ 1/7 –5/14 0 –9/7 

0 0 4 1 –1 1 1 1 

1 0 0 3/7 3/7 –1/7 –2/7 3/7 

0 1 0 3/56 | –11/56 | –1/56 19/56 | –53/56 

0 0 1 1/4 –1/4 1/4 1/4 1/4 

ცხრილი 3.3 

ბოლო იტერაციის საფუძველზე გვექნება 

3/7 -I/7 -2/7 

ხ'=-11/56 –1/56 19/56|. 

–14 1/4 1/4 

თუ გამოთვლების ჩატარების დროს არ იყო დაშვებული შეცდომა, მაშინ ადგილი 

უნდა ჰქონდეს ტოლობას: I) 10 =/. 

=.I.9 წრფივი დაპრობრამების ამოცანის 
ამოხსნის ბრაფიკული მეთოდი 

წრფივი დაპროგრამების ამოცანის ამოხსნის გრაფიკული მეთოდი დაფუძნებულია 

ამოცანის გეომეტრიულ ინტერპრეტაციაზე. იგი ძირითადად გამოიყენება ორგანზომი– 

ლებიანი და ზოგ შემთხვევაში სამგანზომილებიანი ამოცანის ამოსახსნელად, ვინაიდან 
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ამონახსნთა მრავალწახნაგას აგება, თავის მხრივ, ძალზე რთულ ამოცანას წარმოად- 

გენს. შეუძლებელია გრაფიკული ამოხსნა ამოცანისა რომლის განზომილება სამზე 

მეტია. 

ვთქვათ, მოცემულია წრფივი დაპროგრამების ორგანზომილებიანი ამოცანა, ე.ი. სა– 

ჭიროა მოიძებნოს წრფივი 

#(X) =C,X, +C:Xე (3.35) 

ფუნქციის მაქსიმალური (მინიმალური) მნიშვნელობა შემდეგი პირობების გათვალის- 

წინებით: 

ძეX +0,X, <ხ, L=1,2,..., 7, (3.36) 

»ჯ, > 0, X, > 0. (3.37) 

დავუშვათ, რომ (3.36)-(3.37) შეზღუდვათა სისტემა თავსებადია და მის ამონახსნ- 

თა §) მრავალკუთხედი (§) C #) შემოსაზღვრულია (როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, ნე- 

ბისმიერი (3.36) და (3.37) უტოლობა ნახევარსიბრტყეს განსაზღვრავს თავისი 

შესაბამისი თ,,X, + თ,Xე =ხ,(I =1,2,..., II), X,=0, X:=0, სასაზღვრო წრფეებით). 

  

ნახ. 3.2 

C-ს ფიქსირებული მნიშვნელობისათვის განტოლება 

C,X, +0.X, =C 

#7 სიბრტყეზე განსაზღვრავს წრფეს, ხოლო IV=(C,C) ვექტორი - ამ წრფის ნორ- 

მალს. კოორდინატთა სიბრტყეში ავაგოთ (3.36)-(3.237) სისტემის ამონახსნთა §2 

მრავალკუთხედი და წრფივი (3.35) ფუნქციის გრაფიკი C=0-სათვის (იხ. ნახ. 3.2). 

მაშინ წრფივი დაპროგრამების დასმულ ამოცანას შეიძლება მივცეთ შემდეგი ინტერ- 

პრეტაცია: უნდა მოიძებნოს ამონახსნთა მრავალკუთხედის ისეთი წერტილი, რომელ- 

შიც (3.35) ფუნქციის გრაფიკი ამ მრავალკუთხედის საყრდენ წრფეს წარმოადგენს 
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და, ამასთან საოპტიმიზაციო ფუნქცია აღწევს თავის მაქსიმალურ (მინიმალურ) 

მნიშვნელობას. 

#(X)=CX, +0.X-ის მნიშვნელობები იზრდება IV=(0,თ) ვექტორის მიმართულე- 

ბით, ამიტომ C,X,+0:X-=0 წრფე თავის პარალელურად უნდა გადავიტანოთ M ვექტო- 

რის მიმართულებით. 

ნახ. 3.2-დან ჩანს, რომ ამონახსნთა მრავალკუთხედისათვის წრფე ორჯერ ხდება 

საყრდენი (# და L წერტილებში) და, ამასთან, მინიმალური მნიშვნელობა მიიღება # 

წერტილში, ხოლო მაქსიმალური მნიშვნელობა - ს წერტილში. #ტ წერტილის 

(XX) კოორდინატების განსაზღვრისათვის უნდა ამოვხსნათ განტოლებათა სისტემა, 

რომელიც შეესაბამება #8 და #ს წრფეებს. ანალოგიურად, ს წერტილის (X,,X.) 

კოორდინატებს განსაზღვრისათვის “უნდა ამოიხსნს განტოლებათა სისტემა, 

რომელიც შეესაბამება CL) და LLC წრფეებს. 

თუ ამონახსნთა მრავალკუთხედი წარმოადგენს შემოუსაზღვრავ მრავალკუთხა 

არეს, მაშინ ადგილი ექნება ორ შემთხვევას: 

ა) CX+0CX.=0 წრფე IV ვექტორის ან მისი საწინააღნდეგო მიმართულებით გადაად- 

გილებისას მუდმივად გადაკვეთს ამონახსნთა §+ მრავალკუთხედს და არც ერთ 

წერტილში არ არის მისი საყრდენი. ამ შემთხვევაში წრფივი ფუნქცია როგორც 

ზემოდან, ისე ქვემოდან შემოუსაზღვრავია (იხ. ნახ. 3.3). 

  

ნახ. 3.3 

ბ) C>X.+0X5=0 წრფე, პარალელური გადატანის დროს, მაინც ხდება საყრდენი («2-ს 

მიმართ (ნახ. 3.4ა, 3.4ბ, 3.4გ). მაშინ, იმის მიხედვით, თუ როგორია არე, 

წრფივი ფუნქცია შეიძლება იყოს ზემოდან შემოსაზღვრული და ქვემოდან შე- 

მოუსაზღვრავი (ნახ. 3.4ა), ან ქვემოდან შემოსაზღვრული და ზემოდან შე- 

მოუსაზღვრავი (ნახ. 3.4ბ), ან როგორც ზემოდან, ისე ქვემოდან შემოსაზლ–- 

ვრული (ნახ. 3.4გ).



წრფივი დაპროგრამების ამოცანის ზოგადი დასმა 

  

ნახ. 3.4ა 

  

ნახ. 3.4ბ 

(IIC3)     
ნახ. 3.4გ 

მაგალითი 3.3. გეომეტრიული ინტერპრეტაციის საფუძველზე გრაფიკულად ამოვ- 

ხსნათ წრფივი დაპროგრამების შემდეგი ამოცანა: 
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უ0მX (#იIი)( /#-X,,X;) = X, + 5X: 1, 

4X, + 7X, –28 <0, 

–4X, +7X –28 <0, 

X + XX -–- 120, 

–X, + XX – 120, 

X, > 0:X.> 0. 

C>7 % 

   
       

  
X,)+5X,=20 

ად“ 1 
> # IX, 82 27+6 5-4: 324. I 2+50=5 

-2 4X,+7X:-28=0 
4++7» 28% ა“ -3 

--4-1= =0 4 XI+X--1=0 

ნახ. 3.5 

ამოხსნა. ამოცანის ამოხსნა ფაქტიურად მოყვანილია ნახ. 3.5-ზე, კერძოდ, ამო- 

ცანის ამონახსნთა მრავალწახნაგა განისაზღვრება #8C ჩაკეტილი სამკუთხედით, 

რომლის კუთხის 8 წერტილში მიიღწევა მიზნის ფუნქციის მაქსიმალური მნიშვნე- 

ლობა, ხოლო კუთხის # წერტილში - მიზნის ფუნქციის მინიმალური მნიშვნელობა. 

= (1;:5) ვეექტორით განისაზღვრება მიზნის ფუნქციის ნორმალი, რომლის მიმართუ- 

ლებით ან საწინააღმდეგო მიმართულებით წრფის გადაადგილებისას მიზნის ფუნ- 

ქციის შესაბამისად მაქსიმალური ან მინიმალური მნიშვნელობა მიიღება. 

ამგვარად, X”“=(0;4) დასმული ამოცანის მაქსიმუმის წერტილია, სადაც /»„=20, 

ხოლო ჯ== (0;1)” – მინიმუმის წერტილი, სადაც მთა “9. 
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მაგალითი 3.4 (მარკო პოლოს ქარავნის ამოცანა |251). მარკო პოლოს ქარავანს 

ბაღდადიდან მექაში მშრალი ლელვი გადააქვს. ქარავანში გამოყენებულია როგორც 

დრომადერები (ცალკუზიანი აქლემები), ისე ჩვეულებრივი (ორკუზიანი) აქლემები. 

აქლემს შეუძლია 1000 ფუნტი ტვირთის ტარება, ხოლო დრომადერს - 5000 ფუნ- 

ტი ტვირთის მთელი გზის მანძილზე აქლემს სჭირდება 3 ფუთა თივა და 100 გა- 

ლონი წყალი, ხოლო დრომადერს - 4 ფუთა თივა დღა 80 გალონი წყალი. გზის 

გასწვრივ, ოაზისებში განლაგებულია მოსამარაგებელი პუნქტები. პუნქტებში მარაგის 

საერთო მოცულობაა 1600 გალონი წყალი და 60 ფუთა თივა. 

მარკო პოლო ბაღდადის მახლობლად აქლემებსა და დრომადერებს მწყემსებისაგან 

ქირაობს. აქლემის ქირის ფასი შეადგენს 11 მონეტას, ხოლო დრომადერისა - 5 მო- 

ნეტას. 

რამდენი აქლემი და რამდენი დრომადერია საჭირო ბაღლდადიდან მექაში 10000 

ფუნტი ლელღვის გადასაზიდად, რათა მათი იჯარის ფასი მინიმალური იყოს? 

ამოხსნა. ვთქვათ, X, დრომადერების რიცხვია ხოლო X. - აქლემების. მაშინ 

მარკო პოლოს ამოცანა შეიძლება შემდეგნაირად ჩამოვაყალიბოთ: 

იჯ /#CX),X:) = 5X,+ 11X.1 - ქირის ღირებულება; 

500», + 1000» > 10000 - ქარავნის ტვირთამწეობა; 

4X, + 3X, < 60 - თივის რაოდენობა; 

80X + 100X,; < 1600 - წყლის რაოდენობა; 

X,>0, 2.20. 

გრაფიკული ამონახსნის მისაღებად თავდაპირველად გამოვსახოთ დასაშვები «§) 

არე (იხ. ნახ. 3.6). დასაშვები §–>2 არე არის ჩაკეტილი, ამოზნექილი მრავალწახნაგა, 

რომელსაც აქვს შემდეგი ოთხი კუთხის წერტილი: XC), ჯ(9, ჯი დაჯ”). 

ვინაიდან გვაქვს წრფივი დაპროგრამების ამოცანა რომლის მიზნის ფუნქციის 

მინიმიზაციაა საჭირო, ამიტომ დასაშვები §– არის ის წერტილი (ან წერტილები) 

უნდა ვიპოვოთ, რომელშიც '#X,X:) = 5X,+11X. წრფივ ფორმას მინიმალური მნიშვნე- 

ლობა გააჩნია. ასეთი წერტილის მოსაძებნად უნდა ავაგოთ მიზნის ფუნქციის ისეთი 

დონის წირი, რომელსაც #§ჩ” არესთან ექნება ერთადერთი შეხების წერტილი. 

მიზნის ფუნქციის დონის წირის დახრილობის განსაზღვრისათვის კოორდინატთა 

სიბრტყეზე წყვეტილი ზაზით გავავლოთ "სათავეზე გამავალი დონის წირი 

((X,,X:)=0). მიზნის ფუნქციის გრადიენტის IM ვექტორი მოვათავსოთ კოორდინატთა 
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სათავეში. ვინაიდან განიხილება მინიმიზაციის ამოცანა, ამიტომ ოპტიმიზაციის მი- 

მართულება განისაზღვრება როგორც მიზნის ფუნქციის ანტიგრადიენტის მიმართუ- 

ლება. აქედან გამომდინარე, როგორც ეს ნახ. 3.6-დან ჩანს, #X,,XC)-ის მინიმიზაციას 

ადგილი აქვს X-9=12,4) კუთხის წერტილში, სადაც #X')=104. კუთხის X- წერტილი 

ერთადერთი ოპტიმალური წერტილია, რადგან §) არის ყველა სხვა წერტილი შეე- 

საბამება მიზნის ფუნქციის მეტ მნიშვნელობას. ამგვარად, იმისათვის, რომ '10000 

ფუნტი ლელვის გადასაზიდად იჯარის ფასი მინიმალური - 104 მონეტის ტოლი 

იყოს, საჭიროა 12 დრომადერისა და 4 აქლემისაგან შემდგარი ქარავანი. 

ჯ9=(0:101 _#X0))=110    
    

   

»ჯ/) თ“ X9=( 2:4) #(22)=1 04 

= / XჯC)=(15/2;10. /(X())=295/2 
თასს. ” ათ X%=/9;16) /(X49)=176 

ნახ. 3.6 

საზოგადოდ, გრაფიკული მეთოდის გამოყენებით შეიძლება ამოიხსნას წრფივი 

დაპროგრამების ამოცანა, რომელშიც შეზღუდვათა სისტემა შეიცავს #7 უცნობსა და 

” წრფივად დამოუკიდებელ განტოლებას, თუ # და MI დაკავშირებულია შემდეგი 
თანაფარდობით: M-#I=2. მართლაც, ვთქვათ მოცემულია წრფივი დაპროგრამების 

შემდეგი ამოცანა: საჭიროა განვსაზღვორთ წრფივი 

#(X)=0C,X, +0,კX, +...+0,X, (3.38) 

ფუნქციის მაქსიმალური (მინიმალური) მნიშვნელობა შემდეგი პირობების გათვალის- 

წინებით: 

ძეX, +0,Xე +...+9»,X, =ხ,, 1 =12,...,M, (3.39) 
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X,> 0, / =1.2....,1#2, (3.40) 

სადაც ყველა განტოლება ერთმანეთისაგან წრფივად დამოუკიდებელია და სრულდება 

ჩ–თ=2 ტოლობა. 

ვთქვათ, ჟორდან-გაუსის მეთოდის საფუძველზე შევასრულეთ 7! გამორიცხვა, რის 

შედეგადაც პირველი #7 ცვლადი XI), X:,.-., X» ბაზისური გახდა, ხოლო ბოლო ორი 

X-ს და X,.- თავისუფალი, ე.ი. შეზღუდვათა (3.39) სისტემა მიიღებს სახეს 

, , _” 
X,+0,„აX,ე + 0,X, =ხ,, 

% + რ „ა X,ა) + რთ:,„X, = ხ:, (3.41) 

, , _”#” 
% + რითაა + რ,X, = ხ, · 

(3.41) სისტემაში შემავალი ყველა ბაზისური ცვლადი არაუარყოფითია, მათი გა- 

მორიცხვით ტოლობის სახით მოცემული შეზლუდვათა სისტემა გარდაიქმნება უტო- 

ლობების სახით მოცემულ სისტემად. გარდა ამისა, თუ (3.38) წრფივ ფუნქციას თა- 

ვისუფალი ცვლადების საშუალებით გამოვსახავთ, მივიღებთ საწყისი ამოცანის 

ეკვივალენტურ ამოცანას: საჭიროა განისაზღვროს 

7 = არო + თ, 

წრფივი ფუნქციის მაქსიმალური (მინიმალური) მნიშვნელობა შემდეგი პირობების 

გათვალისწინებით: 

, , , 

0) „ა Xა + რ,X, 5 ხ,, თ+1I 

, , , 

რ თაXუა + შე,X, < ხ:, 

, , , 

მოთ.“ + 0, X < ხ. ე 

X. > 0, X,> 0. 

გარდაქმნილი ამოცანა ორცვლადიანია, რომლის გრაფიკული მეთოდით ამოხსნა 

გვაძლევს X.„ს და X-ის ოპტიმალურ მნიშვნელობებს. მიღებული მნიშვნელობების 

(3.4))-ში ჩასმით მივიღებთ X), X,..., X„ პარამეტრების ოპტიმალურ მნიშვნელობებს. 
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მაგალითი 3.5. გეომეტრიული ინტერპრეტაციის საფუძველზე გრაფიკულად ამოვ–- 

ხსნათ წრფივი დაპროგრამების შემდეგი ამოცანა: 

008X (0010) ( #X,,X-,Xვ,X+,XI) = 2X, – X1+ Xე –3X, + 4X 1, 

X – X +3X- 18X,+2X, = –4, 

2X, – X. +4X-- 21X, + 4X, = 22, 

3X, – 2X. + 8X – 43X.-+11X, = 38, 

X, > 0, /=1:2,..,5. 

ამოხსნა. ჟორდან-გაუსის მეთოდის გამოყენებით შევასრულოთ ცვლადების სამი 

სრული გამორიცხვა, რის შედეგად მივიღებთ სისტემას 

X + X – 3X:=6, 

» +7X, + 10X, =70, (3.42) 

X-4X + 5X,= 20, 

საიდანც 

X,)=6 –X,+3X., 

X:= 70 –7X,-10X,, (3.43) 

X3= 20 + 4X, –5X.. 

მიზნის ფუნქციაში ამ მნიშვნელობების ჩასმით და (3.43) სისტემაში ბაზისური 

ცვლადების გამორიცხვით მივიღებთ ეკვივალენტურ ამოცანას, რომელიც მზოლოდ 

ორ თავისუფალ X, და X: ცვლადებზე იქნება დამოკიდებული. ამგვარად, საწყისი ამო- 

ცანა დაიყვანება შემდეგ ამოცანაზე: ვიპოვოთ წრფივი (6X,+15X,-38) ფუნქციის მაქ- 

სიმალური (მინიმალური) მნიშვნელობა შემდეგი შეზღუდვების გათვალისწინებით: 

X– 3X, <6, 

7X» + 10X. < 79, 

–-4X+ 5X, <20, 
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XIL>0, X, 20. 

X.0X. კოორდინატთა სისტემაში ავაგოთ ამონახსნთა მრავალკუთხედი და წრფივი 

ფუნქცია (ნახ. 3.7). როგორც ნახაზიდან ჩანს, წრფივი ფუნქცია მაქსიმალურ მნიშ;ვ- 

ნელობას აღწევს კუთხის 8 წერტილში, რომელიც ძევს 2 და 3 წრფეების გადაკ- 

ვეთაზე. ე.ი. საჭიროა ამოვხსნათ განტოლებათა სისტემა 

7X, + 10», = 70; 

– 4».+ 5X,= 20, 

რის შედეგად განისაზღვრება Xა=2, X,=28/5. ფუნქციის მაქსიმალური მნიშვნელობა 

ტოლია L„»=58. 
/ 

2 » 

(V(63)) .> 

0   

  

ნახ. 3.7 

საწყისი ამოცანის ოპტიმალური გეგმის მოსაძებნად (3.33)-ში ჩავსვათ X.და X-ის 

მიღებული მნიშვნელობები. საბოლოოდ მივიღებთ »ჯ“" = (104/5;0;0;2;28/5)”. 

ანალოგიური მსჯელობით შეიძლება დავასკვნათ, რომ წრფივი (6X,+15X,.-38) ფუნ- 

ქცია მინიმალურ მნიშვნელობას აღწევს კუთხის 0 წერტილში, რომელიც კოორდი- 

ნატთთ “სათავ„სს ემთხვევ, ლდა ამიტომ თი“ –-38. საბოლოოდ გვექნება: 

»ჯ-M=(6;70;20;0;0)”.
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8.2 სმმპლექს-მეთოლი 

3.21 ფრფივი დაპრობრამების ამოცანის 
ძირითადი თვისებები 

განვიხილოთ წრფივი დაპროგრამების (3.1)-(3.4) ზოგადი ამოცანა. 

თეორემა 33. იმისათვის, რომ (3.1)-(3.4) ამოცანა იყოს ამოხსნადი, აუცილებელი 

და საკმარისია, რომ შესრულდეს შემდეგი ორი პირობა: 

ა) ამოცანის გეგმების სიმრავლე არაცარიელია; 

ბ) ამოცანის მიზნის ფუნქცია შემოსაზღვრულია მისი გეგმების სიმრავლეზე. 

განსაზღვრება 313, (3.1)-(3.4) ამოცანის X გეგმას საყრდენი გეგმა ეწოდება, თუ 

(3.2)-(3.3) სისტემაში ტოლობებით მოცემული ყველა შეზღუდვა წრფივად დამოუ- 

კიდებელია. 
განსაზღვრება 3.14. (3.1)-(3.4) ამოცანის ოპტიმალურ Xჯ გეგმას საყრდენი ეწოდე- 

ბა, თუ იგი აგრეთვე ამ ამოცანის საყრდენ გეგმას წარმოადგენს. 

თეორემა 3.4. წრფივი დაპროგრამების ნებისმიერ ამოხსნად ამოცანას, რომლის „ 

მატრიცა #”I-რანგისაა, ერთი მაინც ოპტიმალური საყრდენი გეგმა გააჩნია. 

8.2.2 პანონიპშრი ამოცანის საყრდენი ბებმა 

განვიხილოთ წრფივი დაპროგრამების (3.14)-(3.16) კანონიკური ამოცანა. დავუშ- 

ვათ, რომ ვექტორები, რომლებიც (3.15) სისტემის პირობებს აკმაყოფილებს, წრფი–- 

ვად დამოუკიდებელია. 
განსაზღვრება 315. (314)-(3.16) ამოცანის X გეგმას საყრდენი გეგმა ეწოდება, 

თუ #=10,| მატრიცის #, ვექტორ-სვეტები, რომლებიც მის დადებით კომპონენ- 

ტებს შეესაბამება, წრფივად დამოუკიდებელია. 

განსაზღვრება 316, თ წრფივად დამოუკიდებელ (4,) (I =L2,...,I) ვექტორ- 

სვეტების სისტემას, რომელიც ყველა იმ 4, -ურს შეიცავს, სადაც X, >0, (3.14)- 

(3.16) ამოცანის საყრდენი X გეგმის ბაზისი ეწოდება. 

საყრდენი X გეგმის ბაზისი აღვნიშნოთ #8,-ით. 
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განსაყღვრება 317. საყრდენი X გეგმა არაგადაგვარებულია, თუ მისი ყველა 

კომპონენტი, რომელიც შეესაბამება ბაზისურ ვექტორებს (ბაზისურ კომპონენტებს), 

დადებითია. წინააღმდეგ შემთხვევაში საყრდენი X გეგმა გადაგვარებულია. 

3.17 განსაზღვრებიდან გამომდინარეობს, რომ არაგადაგვარებულ საყრდენ გეგმას 

ზუსტად 7”. დადებითი კომპონენტი გააჩნია, ხოლო გადაგვარებულს - #I-ზე ნაკლები. 

განსაზღვრება 318. (3.14)-(316) ამოცანას არაგადაგვარებულს უწოდებენ, თუ 

მისი ყველა საყრდენი გეგმა არაგადაგვარებულია. წინააღმდეგ შემთხვევაში (3.14)– 

(3.16) ამოცანას გადაგვარებულს უწოდებენ. 

თეორემა 35. თუ წრფივი დაპროგრამების (3.14)-(3.16) ამოცანაში # მატრიცის 

4,7 = 7, 1,---წ,ი პირობის ვექტორები წრფივად დამოუკიდებელია და, ამასთან, აკმა- 

ყოფილებენ პირობას 

2 42, =, 
/#54 

სადაც X,>0 V/ =1, ს... ,, მაშინ X =(X,2,.-X,) წერტილი ( X,=0 V/> /), ჩ,.--, 

L) (3.14)–(3.16) ამოცანის ამონახსნთა მრავალწახნაგას კუთხის წერტილია. 

თეორემა 3.6. თუ Xჯ = (–,X,-,X,)” (X, >0 V/ = 1, ს... ,„) წრფივი დაპროგრამე- 

ბის (3.14)-(3.16) ამოცანის ამონახსნთა მრავალწახნაგას კუთხის წერტილია, მაშინ 

4 მატრიცის 4,/= 1, ს,---; ქ პირობის ვექტორები, რომელიც შეესაბამება X -ის და- 

დებით კომპონენტებს, წრფივად დამოუკიდებელია. 

შენიშვნა 32 ზემოთ მოყვანილი თეორემებიდან გამომდინარეობს შემდეგი დას- 

კვნა. თუ წრფივი დაპროგრამების ამოცანის მიზნის ფუნქცია ამონახსნთა მრავალ–- 

წახნაგზე შემოსაზღვრულია, მაშინ: 

1. მოიძებნება ამოცანის ამონახსნთა მშრავალწახნაგას ისეთი კუთხის წერტილი, 

რომელშიც ამოცანის მიზნის ფუნქცია აღწევს თავის ექსტრემალურ მნიშვნელო- 

ბას; 

2. ამოცანის ნებისმიერი საყრდენი გეგმა ამოცანის ამონახსნთა მრავალწახნაგას კუ- 

თხის წერტილს შეესაბამება; 

3. ამოცანის ნებისმიერი საყრდენი გეგმა მისი 7? წრფივად დამოუკიდებელი 4, CV = 

7), 12,--- ო) პირობის ვექტორთა სისტემით განისაზღვრება; 
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ამოცანის ოპტიმალური გეგმის დასადგენად საჭიროა მხოლოდ მისი საყრდენი 

გეგმების გამოკვლევა; 
ამოცანის ყველა საყრდენი გეგმის რაოდენობა არ ალემატება C”» რიცხვს, ე.ი. 

C” არის ყველა საყრდენი გეგმის რაოდენობის ზედა ზღვარი. თუ #” და # დიდი 

რიცხვებია, ყველა ვარიანტის გადასინჯვა შეუძლებელია და ამოცანის ამოხსნა 

უნდა განხორციელდეს სპეციალურად შემუშავებული მეთოდების გამოყენებით. 

ერთ-ერთ ასეთ შეთოდს ქვემოთ განვიხილავთ. 

ვ.2.38 საძრდენი გებმის ოპტიმალობის 
ბგამოპპვლევა 

დავუშვათ, რომ X =(>Cნ ნევა 6,)“ (3.14)-(316) ამოცანის საყრდენ გეგმას წარ- 

მოადგენს და 8; =14. 4.» 4...) მისი ბაზისია. განვიხილოთ 4 მატრიცის ნებისმი- 

ერი 4, ვექტორ-სვეტი და იგი ამ ბაზისის საშუალებით დავშალოთ: 

4, = 2, 4.Xე , 7 = 12,..., M. 

1=1 

ანალოგიურად, შეზღუდვების ხ ვექტორი, რომელსაც მომავალში (აქ და მომდევნო 

ნაწილებში) „#4ი-ით აღვნიშნავთ, შეიძლება წარმოვადგინოთ როგორც ბაზისური ვექ- 

ტორების წრფივი კომბინაცია: 

2,= 2.2.X,, 7 =1,2....,#, (3.44) 

(3.45) 

მაშინ სამართლიანია შემდეგი დებულებები. 

თეორემა 37 (საყრდენი გეგმის ოპტიმალობის ნიშანი) ჯ =(X, XX.) საყ–- 

რდენი გეგმა (3.14)-(3.16) ამოცანის ოპტიმალურ გეგმას წარმოადგენს, თუ მისი 

ყველა #, /=1,2,...,/, შეფასება არაუარყოფითია (არადადებითია). 
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თეორემა 3.8 (რმემოუსაზღვრელობის ნიშანი) თუ არსებობს ისეთი X# ინდექსი, 

რომ #,<0 (0,>0) ხოლო X/ =< 0, 1=1,2,...,#7I, მაშინ წრფივი (3.14) ფუნქცია (3.14)- 

(3.16) ამოცანის გეგმების სიმრავლეზე ზემოდან (ქვემოდან) შემოუსაზღვრავია. 

თეორემა 3.9 (საყრდენი გეგმის გაუმჯობესების ნიშანი) დავუშვათ, რომ (3.14)- 

(3.16) ამოცანის საყრდენი X =(X რა. X,)” გეგმა არაგადაგვარებულია და #,<0 

(#,>0), მაგრამ არსებობს ერთი მაინც დადებითი კომპონენტი X„>0. მაშინ არსებობს 

ამოცანის სხვა საყრდენი X»ჯ =(XI ,X5 ,--- XV 17 გეგმა რომლისთვისაც სრულდება 

შემდეგი პირობა: 

#/თა>#C) (/CC) < / (დ). 

იმისათვის, რომ საყრდენი X =(X; ,X: ,..-,X, 7 გეგმის ბაზისი ავაგოთ, საჭიროა 

ძველ ბაზისში 4. ვექტორი 4, ვექტორით ჩავანაცვლოთ, სადაც ” განისაზღვრება 

შემდეგი პირობიდან: 

0.=--“=ჯ)ი-“, (3.46) 
X„. X.>0 X 

ამასთან, “უკეთესი” საყრდენი X” =L(CX;/ ,Xე ,...,X, 7 გეგმის კომპონენტები შემდეგი 

პირობიდან გამოითვლება: 

X,0 “> 
, MM – მიX,, 1%7, ცჰ47» 

09%, 1=7, 

სადაც 1 ინდექსი #4, - ვექტორის პოზიციის ნომერია ძველ ბაზისში. 

8.2.# ამოცანის ამოხსნა ცნობილი საწყისი 
საყრდენი გებმის შემთხბევაში 

შენიშვნა 3.3. როგორც ზემოთ უკვე იყო აღნიშნული, წრფივი დაპროგრამების 

ამოცანის სხვადასხვა ფორმები ეკვივალენტურია იმ გაგებით, რომ ნებისმიერი ფორ- 

მისათვის მისი შესაბამისი სხვა სახის ფორმა შეიძლება ისე აიგოს, რომ ოპტიმა- 

ლური ამონახსნი არ შეიცვალოს. 

აქედან გამომდინარე, განვიხილავთ წრფივი დაპროგრამების კანონიკური ამოცანის 

ამოხსნის მეთოდს - სიმპლექს-მეთოდს, რომელიც ამერიკელი მეცნიერის «ჯ. დან– 
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ციგის მიერ არის შემუშავებული (50, 166) ეს მეთოდი ცნობილია, აგრეთვე, რო- 

გორც გეგმის თანდათანობითი გაუმჯობესების მეთოდი. 

შენიშვნა 3.4. ქვემოთ მოყვანილია სიმპლექს-მეთოდის ალგორითმი, რომელიც გა- 

მოიყენება წრფივი დაპროგრამების კანონიკური ამოცანის როგორც მაქსიმიზაციის, 

ისე მინიმიზაციის დროს. მინიმიზაციის შემთხვევაში ალგორითმის ყველა „ცვლილება 

ფრჩხილებშია მოყვანილი. 

განვიხილოთ (3.14)-(3.16) ამოცანა. დავუშვათ, რომ X =(>C +, X,)“. ამ ამოცა- 

ნის საყრდენ გეგმას წარმოადგენს, ხოლო 8: = (4 არასა რ4, 1 მისი ბაზისია. 3.5- 

3.27 თეორემების თანახმად შეიძლება გვქონდეს შემდეგი სამი შემთხვევა: 

1. X=(>”,>+ა,--,X,) გეგმა ოპტიმალურია; 

2. (3.14)-(3.16) ამოცანა ამოუხსნადია; 

3. შესაძლებელია ახალ საყრდენ გეგმაზე გადასვლა (უფრო ზუსტად, შესაძლებე- 

ლია ახალი ბაზისის აგება), რომელსაც მიზნის ფუნქციის მეტი (ნაკლები) 

მნიშვნელობა შეესაბამება. 

ამოცანის საყრდენი გეგმების ბაზისებზე თანდათანობით გადასვლა ოპტიმალური 

ბაზისის (ოპტიმალური გეგმის შესაბამისი ბაზისის) მილებამდე წარმოადგენს სიმ- 

პლექს-მეთოდის ძირითად არსს. 

მეთოდის რეალიზაციისათვის საჭიროა ვიცოდეთ შემდეგი პარამეტრები: 

ა "საკვლევი საყრდენი გეგმის ბაზისური კომპონენტები X,-,! =1,2,...,71; 

დ IMI., მატრიცის ელემენტები; 

ა შეზღუდვების ვექტორების შესაბამისი შეფასებები #,, )=1,2,.../#I, რომლებსაც 

აღვნიშნავთ %X=, 

· წრფივი #X»X) ფუნქციის მნიშვნელობა, რომელიც საყრდენ X გეგმას შეესაბამება. 

#X) სიდიდეს აღვნიშნავთ X„,ი-ით. 

განვიხილოთ შემდეგი ორი ბაზისი: 8 = (4, , 4, სოც 454.) და 

ც? =(4,,4, 4, ,-ა 4). (8' ბაზისი „8' ბაზისისაგან იმით განსხვავდება, რომ „4, 

გექტორი 4, ვექტორითაა შეცვლილი). აღნიშნული ბაზისების შესაბამის 12 და 

ჯ პარამეტრებს შორის არსებობს შემდეგი დამოკიდებულება: 
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(41) 
X. 

() 7 _ 
ი ––ც X« 1 1%7, 

»I = თ · „1 =1,2,..., MI +1; / = 0,1.2,..., M. (3.48) 
ჯ. 

–წ1) 1=7. 

XV 

გადავიდეთ ალგორითმის აღწერაზე. 

L საწყისი (ნულოვანი) იტერაცია. შეივსება ცხრილი ნულოვანი ნომრით (ცხრილი 

3.4), რომელიც საწყის X“ საყრდენ გეგმას შეესაბამება. 

პირველ სვეტში ცხრილის სტრიქონის ნომრებია 1, 2,..., VI+1; 

8აა-ის სვეტში +,,, 4,, „ა 4, სა 4 ბაზისური ვექტორებია ჩაწერილი; 

ი.ი თაზ-ის სვეტში C ვექტორის ბაზისური C, კომპონენტებია წარმოდგენილი; 

იო /,/)=0,1,2,...,7, სვეტები XI), 1=1,2,...,II+1, პარამეტრებითაა შევსებული; 

«· პირველი სტრიქონის #4,/=1,2,...,, სვეტების თავზე ამოცანის მიზნის ფუნქციის 

X, /=1,2,...,,, ცვლადების შესაბამისი კოეფიციენტების რიცხვითი მნიშვნელობე- 

ბია ჩაწერილი. 

  

  

  

  

  

  

  

    
                        

C C2 ... C, ... C 
/ 8 ზ C. 4ი 7 ბა ბაზ 4 4. 0. | 4, 4, 

(0) (9) (9) (0) (0) 
1 4,, C., %I0 XI XI XV .ღა XV 

0 0 0 0 0 
2 4, (XI XX. XV. X5. .ოა XV ..ა XI. 

(0) (0) (თ (0) (9 
, 4, C, X,ი X,, X,ე ... X„. ... ჯი) 

(0) (0) (0) (თ) 0 

0 0. 0 1+1 ბ“ თ | კით | გდ ... თ ი. ტი) 

ცხრილი 3.4 

" #(+1) იტერაცია (I-ური ცხრილიდან I+1-ელ ცხრილზე გადასვლა). 

დავუშვათ, რომ /-ური ცხრილი უკვე შევსებულია (იხ. ცხრილი 3.5). 
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განვიხილოთ 3.5 ცხრილის MI+1-ე სტრიქონის ელემენტები, რომლებიც 4, /=1, 2, 

... მ, სვეტებს შეესაბამება. ვინაიდან XI =#M, 7=1,2,...,M, შესაძლებელია ადგილი | 

ჰქონდეს სამი შემთხვევიდან ერთ-ერთს: 

ა) ყველა ტი >0 (ი <0); მაშინ საყრდენი »0 გეგმა, რომელიც I-ური იტერაციის 

შედეგად არის მიღებული, ამოცანის ოპტიმალური გეგმაა; 

ბ) M. <0 (ი >0) და “4, სვეტის ყველა ელემენტი ჯი <0; ამ შემთხვევაში 

ამოცანა ამოუხსნადია; 

გ) არსებობს რამდენიმე Mი <0 (4 >0) და ყველა მათგანის შესაბამის სვეტში 

ერთი მაინც დადებითი ელემენტია. ამ შემთხვევაში საყრდენი გეგმის (ბაზისის) 

გაუმჯობესება შესაძლებელია. ამისათვის ბაზისში ერთ-ერთი ამ უარყოფითი 

(დადებითი) შეფასებების შესაბამისი #, ვექტორი უნდა ჩავანაცვლოთ. უფრო მე- 

ტიც, ბაზისში ისეთი 4. ვექტორი უნდა ჩავანაცვლოთ, რომელსაც შეესაბამება 

შემდეგი ნამრავლი: 

(()) (/1) “თ II) 
X,ც)9 · .- X, X . X 

ტდ 1900 = ჯეყე (ტ0 თჯი –9- | ი ეთ = იეგX (#0 თი –4-). ქ. 
(1) „8 , “) L.ი · ,.. I (+) /#:M/)<0 (XVI>0 (2) XL /#:0/)>0 ,Xწ)>0 ჯე) 

CI 6C 

4, 4 

“(ა () (,) 
%9 %) %2 

(,) (CI) () 
X20 X2, X2ე 

4ი 

“ა (CI) () 
X,ი X,, X- 

ოი (CI) () 
%იოი Xო) %X»2 

#9 ი ტი) 

  

ცხრილი 3.5 

I ური ცხრილის 4, სვეტს მიმმართველი სვეტი ეწოდება. იმისათვის, რომ განი- 

საზღვროს #4, ვექტორი, რომელიც ბაზისიდან გამოირიცხება, საჭიროა გამოვთვა- 
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(I) 

ლოთ 29. ფარდობა იმ 1 ინდექსებისათვის, რომლებისთვისაც ჯი >0. აღვნიშნოთ 
ჩ4 “« 

() 

0.» =#ისი 0,9 =-8-. ის #4, ვექტორი, რომლისთვისაც უკანასკნელი ფარდობა მინი- 
+ 

მალურია (მაქსიმალურია), ბაზისიდან გამოირიცხება (იმ შემთხვევაში: როდესაც 

ამოცანა გადაგვარებულია, თიIი60,” რამდენიმე ვექტორს შეიძლება ერთდროულად 
შეესაბამებოდეს. ამ შემთხვევაში ბაზისიდან ნებისმიერი ასეთი ვექტორის გამორიცხ- 

ვაა შესაძლებელი). სიმპლექსური ცხრილის ” სტრიქონს მიმმართველი სტრიქონი 

ეწოდება, ხოლო ელემენტს XVI - გარდაქმნის წამყვანი ელემენტი. 

წამყვანი ელემენტის მოძებნის შემდეგ შეივსება (/+1)-ე ცხრილი, რომლის საბო- 

ლოო სახე წარმოდგენილია 3.6 ცხრილში: 

1. (IM+1)-ე ცხრილის პირველი სამი სვეტი განსხვავდება მე-,! ცხრილის მხოლოდ ”» 

სტრიქონის ელემენტებით. ”, 4, , C,. ელემენტების ნაცვლად შემოტანილია 7, 

4, , C, ელემენტები; 
2. შეივსება ცხრილის ძირითადი ნაწილი. 

  

  

  

  

  

  

  

    
                        

. C, თო = თ, -.. C 
7 ზ.ა Cბაზ #ი 

4, 4. ქ... წ M ქ... 4, 
CI+I) VI+I) (I+I) CI+I) (I+I 

1 4,, 6,, %0 XI %- XV ..ა XV 
VI+I) (I+I) (I+) VI+I) VI+I 

2 4.. C, %X20 2, X25 ა. %:, ა.თ. X ეა 

I 

/+I I+1 ლ – ი . ე თ 2 თა ს) ეა 9სე აა | ად 
+1 ბ, აეეექე_.. . 

ცხრილი 3.6 

(I+1)ე ცხრილის » სტრიქონის ყველა დანარჩენი ელემენტის მისაღებად (C4, 

1=0,1,2,...,ი, სვეტებში) /-ური ცხრილის 7 სტრიქონი გარდაქმნის ჯი წამყვან ელე- 

მენტზე უნდა გაიყოს. (I+1)-ე ცხრილის I>” სტრიქონის ყველა დანარჩენი ელემენტის 

67



წრფივი დაპროგრამება 

მისაღებად C4, /=0,1,2,...,I, სვეტებში) /-ური ცხრილის IL-ურ სტრიქონს უნდა გამო- 

ვაკლოთ (I+1Xე ცხრილის ”-ური სტრიქონი გამრავლებული ჯი ელემენტზე. აღნიშ- · 

ნული პროცედურების შესრულების შემდეგ (/+1)-ე იტერაცია მთავრდება. 

იტერაციული პროცესი გრძელდება მანამ, სანამ ამოცანის ოპტიმალური ამონახსნი 

არ მიიღება ან არ დავრწმუნდებით, რომ ამოცანა ამოუხსნადია. 

3.29 საწყისი საძრდენი გბებმის აბება 

დავუშვათ, რომ წრფივი დაპროგრამების (3.14)-(316) კანონიკურ ამოცანაში 

საწყისი საყრდენი გეგმა უშუალოდ არ შეიძლება განისაზღვროს. ვიგულისხმოთ, 

რომ ყველა ხ,, ხ:,..., ნ,, არაუარყოფითია (თუ რომელიმე განტოლებისათვის აღნიშ- 

ნული პირობა არ სრულდება, მაშინ განტოლების ორივე მხარის –1-ზე გამრავლებით 

მარტივად შესაძლებელია ამ პირობის შესრულება). (3.14)-(316) ამოცანისათვის 

შევადგინოთ შემდეგი დამხმარე ამოცანა: 

#CX) = 2ეX,,, –> CIი, 6.49 
I=I 

24, X, +X,, 1 =1,2,...,7M9, (3.50) 

X,>20, /=1,2,...,71+ 1. (3.51) 

(3.39)-(3.41) ამოცანაში X ვექტორი (MI+7?)-განზომილებიანია. 

შევნიშნავთ, რომ (3.49)-(3.51) ამოცანაც წრფივი დაპროგრამების კანონიკური 

ამოცანაა. ცხადია, ჯა =(0,0,...,0,ხ,,ხ.....,ხ, 7 (3.49)-(3.51) ამოცანის საყრდენ 

გეგმას წარმოადგენს. ამ საყრდენი გეგმიდან დაწყებული, გეგმის თანდათანობითი გა- 

უმჯობესების მეთოდით შეიძლება ამოვხსნათ (3.49)-(3.51) ამოცანა. 

თეორემა 3.#%. (3.49)-(3.51) ამოცანა ყოველთვის ამოხსნადია და, ამასთან, 

თი /(X) > 0. 

თეორემა 311 თუ (3.49)-(3.5)) ამოცანაში იიი / CX) =0 და იგი რაღაც 

X = წე, ნინო იი) ვექტორის შემთხვევში მიიღწევა მაშინ 
X =(%,X ,-აX,)” ვექტორი (3.14)-(3.16) ამოცანის საყრდენი გეგმაა. 
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თეორემა 312. თუ (3.49)-(3.51) ამოცანაში თIი /(X1>0, მაშინ (3.14)-(3.16) 

ამოცანის ამონახსნთა მრავალწახნაგა ცარიელი სიმრავლეა. 

8.2.6– ამოცანის ამოხსნა უცნობი საწყისი 
საყრდენი ბებმის შემთხგევაში 
(ხელოვნური ბაჭისნს მეთოდი) 

წრფივი დაპროგრამების (3.14)-(316) სახის მრავალი ამოცანად რომელსაც 

ამონახსნი გააჩნია, არ შეიცავს ერთეულოვან მატრიცას და შეუძლებელია მისი და–- 

ყვანა ისეთ სახეზე, როცა საწყისი საყრდენი გეგმა უშუალოდ მიიღება. ამ შემთხვე- 

ვაში ამოცანის ამოსახსნელად გამოიყენება ხელოვნური ბაზისის მეთოდი. 

განვიხილოთ წრფივი დაპროგრამების (3.14)-(316) ამოცანა, რომელშიც ხ, 20, 

I=1,2..., M, და შეზლუდვათა (3.15) სისტემა არ შეიცავს ერთეულოვან მატრიცას. 

ერთეულოვანი მატრიცის მისაღებად (3.15) სისტემის თითოეულ განტოლებას დავუ- 

მატოთ თითო X,,, = 0, 1=1,2...,M, ცვლადი, რომელსაც ვუწოდოთ ხელოვნური ცვლა- 

დები და განვიხილოთ შემდეგი გაფართოებული ამოცანა: საჭიროა განვსაზლვროთ 

წრფივი 

#CX) = 20, +M2 X. 
7=L ჯ=1 

(70=2,0X,-M2«) 

ფუნქციის მაქსიმალური (მინიმალური) მნიშვნელობა შემდეგი პირობების გათვალის- 

წინებით: 

ჩ» 

2,შე», +X, კ =ხ, 1= 12,..., M, 
1=1 

X,>20, )=1,2,...,72+ #7. 

დავუშვათ, რომ M საკმაოდ დიდი დადებითი რიცხვია. ერთეულოვანი 4„), 4„,.-., 

4.» ვექტორები, რომელიც შეესაბამება ზელოვნურ ცვლადებს, წარმოქმნის ხელოვ– 

ნურ ბაზისს. 

საწყისი ამოცანის ოპტიმალური გეგმის მოსაძებნად შეიძლება ვისარგებლოთ შემ- 

დეგი დებულებით. 
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თეორემა 313. თუ გაფართოებული ამოცანის X =(X,,X;,...,X,,0,0,...,0)” ოპტიმა- 

ლურ გეგმაში ყველა ხელოვნური ცვლადი ნულოვანია, ე.ი. XV =0, L=1,2...,MI, მა–- 

შინ X” =(XI .X.,-..,X,) წარმოადგენს საწყისი (3.14)-(3.16) ამოცანის ოპტიმალურ 

გეგმას. 

(თეორემის დამტკიცება მოცემულია მონოგრაფიაში (84)). 

გაფართოებული ამოცანისათვის სიმპლექს-მეთოდის გამოყენება უზრუნველყოფს 

ისეთი გეგმის აგებას, რომელშიც თითოეული ხელოვნური ცვლადი X„,,= 0. თუ საწ- 

ყის ამოცანას არ გააჩნია გეგმები (ეი. იგი არასაკუთრივია), მაშინ გაფართოებული 

ამოცანის ოპტიმალური ამონახსნი შეიცავს ერთ მაინც დადებით X,»-ს. 

იმ შემთხვევაში, როცა წინასწარ უცნობია M სიდიდის მნიშვნელობა, გაფართოე- 

ბული ამოცანის ოპტიმალური გეგმის მოსაძებნად გამოიყენება სიმპლექს-მეთოდი, 

ისეთი სიმპლექსური ცხრილების შედგენით, რომელსაც ჩვეულებრივ სიმპლექსურ 

ცხრილთან შედარებით ერთი სტრიქონით მეტი გააჩნია. (MI+2)-ე სტრიქონის მიხედ- 

ვით განისაზღვრება ვექტორი, რომელიც ჩაენაცვლება ბაზისში. იტერაციული პროცე- 

სი (1+2)-ე სტრიქონის მიმართ გამეორდება ბაზისიდან ყველა ხელოვნური ცვლადის 

გამოსარიცხავდ, რის შემდეგ ოპტიმალური გეგმის განსაზღვრის პროცესი 

გრძელდება (VI+1)-ე სტრიქონის მიხედვით. 

3.2.77 სიმპლექს-მეთოდის გეომეტრიული 
ინტერპრეტაცია 

უმარტივეს შემთხვევაში სიმპლექსური პროცესი შეიძლება ინტერპრეტირებულ 

იქნეს როგორც წრფივი დაპროგრამების ამოცანის ამონახსნთა მრავალწახნაგას მე–- 

ზობელ კუთხის წერტილებზე გადაადგილება რომელიც დაკავშირებულია მიზნის 

ფუნქციის ზრდასთან (კლებასთან). 

ორ კუთხის წერტილს ეწოდება მომიჯნავე, თუ ისინი განლაგებულია ამონახსნთა 

მრავალწახნაგას ერთსა და იმავე წიბოზე. 

ვთქვათ, მოცემულია წრფივი დაპროგრამების ამოცანა სიბრტყეზე, სადაც ამონახს- 

ნთა §–“ მრავალწახნაგა #8CLCL მრავალკუთხედითაა წარმოდგენილი (ნახ. 3.8). ამო- 

ცანაში საჭიროა -#X) = CX,+CX ფუნქციის მაქსიმუმის განსაზღვრა. დავუშვათ, რომ 

აგებულია საწყისი საყრდენი გეგმა, რომელიც შეესაბამება (> მრავალკუთხედის # 

წერტილს. მაშინ C,7X,+0C;X: = C0ი5L წრფე გადის # წერტილზე, რომელსაც მიზნის 

ფუნქციის ##) მნიშვნელობა შეესაბამება. 
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ხიI1000,(2, –C,) პირობის გათვალისწინებით ბაზისში ახალი ვექტორის შემოტა- 

ნის შედეგად 0C,1X,+0:X;= 6005 წრფე გადაადგილდება L წერტილზე და / მიიღებს #L) 

მნიშვნელობას: #CL) > #4). მომდევნო იტერაციის შედეგად მივიღებთ L წერტილს, 

სადაც მიზნის ფუნქცია მაქსიმალურ მნიშვნელობას აღწევს. 

  

ნახ. 3.8 

იტერაციების რაოდენობა სიმპლექსურ პროცესში განისაზღვრება საწყისი საყრდე- 

ნი გეგმის შესაბამისი წერტილის მდებარეობით და ამონახსნთა მრავალწახნაგას იმ 

კუთხის წერტილების რაოდენობით, რომელიც შეგგხდება C,X,7+C:X = C005- წრფის 

საწყისი გეგმიდან ოპტიმალურ წერტილამდე გადაადგილების დროს. 

ე...8. სიმპლექს-მეთოდის გამოქენების 
საილუსტრაციო მაბალითები 

უპირველეს ყოვლისა, გადავწყვიტოთ ამოცანები რომელშიც საწყისი საყრდენი 

გეგმა უშუალოდ განისაზღვრება. 

მაბალითი 3.6. სიმპლექს-მეთოდით ამოვხსნათ წრფივი დაპროგრამების შემდეგი 

ამოცანა: 

იიი ( /#(X,,X,Xვ) = –3X, – 4X> + X; ), 

2 + X –X> <4; 

–4X, + 2X- – Xც < 6; 

3X, + X +Xვ <5; 

X, > 0:X-> 0; Xკ > 0. 
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ამოხსნა. ახალი ცვლადების შემოტანის გზით მოცემული ამოცანა შეიძლება 

დავიყვანოთ წრფივი დაპროგრამების შემდეგი სახის კანონიკურ ამოცანაზე: 

ოიIი ( M(X,,X:,X,,X.,Xა,X6) = –3X, – 4X; + X, 1, 

2X, + X – X +X% =4, 

–4X, + 2X –- 7 + X§ = 6, 

პა+- X+X +X. =5, 

X, > 0,X:> 0, Xკ 20, 

X> 0,X-> 0,X6- > 0. 

მიღებული გაფართოებული ამოცანისათვის შევადგინოთ საწყისი (ნულოვანი) სიმპ- 

ლექსური ცხრილი (იხ. ცხრილი 3.7). 

37 ცხრილიდან ჩანს, რომ გვაქვს ორი დადებითი შეფასება ტი · =3, ტრ) =4, 

ამიტომ ჯ9=(0;0;0;4:6;5X (/,(X-I)=0) საწყისი საყრდენი გეგმა არ არის ოპტიმალური. 

ვინაიდან დადებითი შეფასებების შესაბამის სვეტებში მიმდინარე ბაზისის მიმართ 

ზოგიერთ ვექტორს გააჩნია დაშლის დაღებითი კოეფიციენტები (4, სვეტში 2 დადე- 

ბითი ელემენტია, ხოლო #: სვეტში - 3 დადებითი ელემენტი), ამიტომ ი გეგმის 

გაუმჯობესება შესაძლებელია. 

ზა Cააზ 4ი 

4. 

4. 

=8 

  

ცხრილი 3.7 

გამოვთვალოთ 

(0) (0) L4 4 X 5 · 5. 5 
ფე ი2 0 კ, 2  =0M(2;3)= 5. 
ი 2 X) ი 3 3 .3 
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(0) ჯი (0) ჯ 4 6 ჯ 
დენევი , 5-2“ , ჯრ“ 2=5, 0,” = იისი(4:3;5) =3. X4ე 

ვიპოვოთ 

5 ილი,” =3.-=5, ტორ! = 4.3 =12, 

002X( 5:12) =12 = ტაოე1, 

უკანასკნელი პირობიდან გამომდინარეობს, რომ ახალ ბაზისში საჭიროა #4: ვექტო- 

XL) 

რის შემოტანა. ვინაიდან 61) = =3= 22_ -C · ამიტომ /#; ვექტორი #4, ვექტორს ჩაენაცვლე- 
52 

ბა. 

შევადგინოთ ახალი სიმპლექსური ცხრილი. 

საწყისი 37 ცხრილის მიმმართველი (მე-2) სტრიქონის „4, 4, 43, -#, 49 44 სვე- 

ტების შესაბამისი ელემენტები Xჯღ 1=2- -ზე გავყოთ და მიღებული შედეგი 3.8 ცხრი- 

ლის მე-2 სტრიქონში ჩავწეროთ. შემდეგ ეს სტრიქონი XV) =1 -ზე გავამრავლოთ და 

მიღებული სტრიქონი საწყისი 37 ცხრილის 1-ლ სტრიქონს გამოვაკლოთ. შედეგი 

3.88 ცხრილის 1-ლ სტრიქონში ჩავწეროთ (შესაბამის „.4,, :4:, „#4, «4, X4+, 44 სვეტებში). 

ანალოგიურად, ახალი ცხრილის მე-2 სტრიქონი XC) =1-ზე გავამრავლოთ და მიღე- 

ბული სტრიქონი 37 ცხრილის მე-3 სტრიქონს გამოვაკლოთ. შედეგი 3.8 ცხრილის 

მე-3 სტრიქონში ჩავწეროთ. საბოლოოდ, 38 ცხრილის მე-2 სტრიქონი #0) =4 -ზე 

გავამრავლოთ და ახალი სტრიქონი 3.77 ცხრილის მე-4 სტრიქონს გამოვაკლოთ. შე- 

დეგი 3.8 ცხრილის (#I+1)ე სტრიქონში ჩავწეროთ. ამგვარად, მივიღებთ 3.8 სიმ- 

პლექსურ ცხრილს, საიდანაც ჩანს, რომ მიღებულია ახალი X=(0;3;0;1;0;2)” 

საყრდენი გეგმა, რომელსაც მიზნის ფუნქციის ახალი /,(XI))=-12 მნიშვნელობა შეე- 

საბამება. ვინაიდან მიღებულ ცხრილში გვაქვს ორი დადებითი შეფასება: #V) =11, 

#ი) =1, ამიტომ X” საყრდენი გეგმა არ არის ოპტიმალური. დადებითი შეფასებების 

შესაბამის სვეტებში მიმდინარე ბაზისის მიმართ ორ ვექტორს დაშლის დადებითი 

კოეფიციენტები გააჩნია C4, სვეტში 2 დადებითი ელემენტია, ხოლო #კ სვეტში - 1 

დადებითი ელემენტი), ეი. XX) გეგმის გაუმჯობესება შესაძლებელია. 

გამოვთვალოთ 
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11 4 ტტტ =--, ასი) =<; 

11 4 11 „4 ტიტი, C-=--= 
4731 4 

-4 1 
4 4# 4. 
0 –L/2 1 

1 –L/2 9 

0 3/2 0 

11 0 1 0     ხრილი 3.8 

უკანასკნელი პირობიდან გამომდინარეობს, რომ ახალ ბაზისში საჭიროა #კ ვექტო- 

რის #, ვექტორით ჩანაცვლება 

ახალი სიმპლექსური ცხრილი წინა იტერაციის ანალოგიურად შევადგინოთ. 

მივიღებთ სიმპლექსურ 3.9 ცხრილს. 

39 ცხრილიდან ჩანს, რომ მიღებულია ახალი საყრდენი X-=(1/4;7/2;0;0;0;3/4)” 

გეგმა რომელიც შეესაბამება მიზნის ფუნქციის გაუმჯობესებულ მნიშვნელობას: 

(>. )= -59/4. ახალ ცხრილში ერთი დადებითი შეფასებაა: ტა) =+, ამიტომ X” საყ- 

რდენი გეგმა არ არის ოპტიმალური. ვინაიდან დადებითი შეფასების შესაბამის სვეტ- 

ჯი =17 
6 =% ში მიმდინარე ბაზისის მიმართ დაშლის მხოლოდ ერთი კოეფიციენტი 

დადებითია, ამიტომ X2? გეგმის გაუმჯობესება შესაძლებელია. თუ ახალ ბაზისში „ჯ 
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ვექტორს „#4 ვექტორით ჩავანაცვლებთ, მიიღება სიმპლექსური 310 ცხრილი 3.9-ის 

ანალოგიურად. 

  

  

  

  

    
                      
  

  

  

  

  

    
  

. 3 | -4 1 0 0 9 
#7 ჩა თა) 4 –> 4. წ 4. 4, ” 
1 4 | -53 | 14 1 0 | –I/ | I4 ” | –Iნ) 0 
2 2 | 4 72 I. 0 1. | –34 | 1/22 | I/4 9 
3 წ ი 34 | 0 ი | 17/5 | –54 | I/8 1 

IX · 594, 0 0 | 19/8 | –II4| –58) 0 

ცხრილი 3.9 1 

31 4 | 1 0 0 0 
#7 | ი) ია 4ი 4 | # |) #, 4, წ 4 
1 # I –-3 5/17 1) 0 | 0 | 2/17 | –2/I7 | 1/17 
2 4 | -4 | 6417 | 0 | 1 ( 0 | I/7 | 517 | C/17 
3 4. 1 6/17 0 | 0 | 1 | –IVI7 | I/I7 | 3/17 
ო · 26717) 0 | 0 | 0 | –23/17 | –13/17 | –19/17                     
  

ცხრილი 3.10 

3.10 სიმპლექსური ცხრილიდან გვაქვს, რომ XV#(5/17;64/17;6/17;0;0;0)” საყრდენი 

გეგმაა, სადაც /,(X->) =–265/17. ვინაიდან უკანასკნელ ცხრილში ყველა შეფასება არა- 

დადებითია, ამიტომ მიღებული საყრდენი გეგმა წარმოადგენს გაფართოებული კანო- 

ნიკური ამოცანის ოპტიმალურ ამონახსნს, სადაც /(თხ)= <-265/17. 

ამგვარად, მოცემული ამოცანის ოპტიმალური ამონახსნია ჯ =უჯ55= 

=(5/17;64/17;6/17)”, /თი = –265/17. 

მაგალითი 3.7. სიმპლექს-მეთოდის გამოყენებით ამოვხსნათ 3.5 მაგალითში მოცე- 

მული წრფივი დაპროგრამების ამოცანა მიზნის ფუნქციის მაქსიმიზაციის შემთხვევა- 

ში: 

X02X ( /(X,,X-,X:) = –3X, – 4X, + X), 

2X, + X – X%3 <4, 

–4X, + 2Xე – Xვ < 6,



წრფივი დაპროგრამება 

3X, + X+X <5, 

X, 20, X1> 0, X, > 0. 

ამოხსნა ახალი ცვლადების შემოტანის გზით საწყისი ამოცანა “შეიძლება 

დავიყვანოთ წრფივი დაპროგრამების შემდეგი სახის კანონიკურ ამოცანაზე: 

იიმX ()ჩ(C,0,XI,Xა,XI,X6) = –3X, – 4X; + Xვ 1, 

2X + X –- X-+X =4, 

–4X, + 2X – # +X. = 6, 

3პX + X+Xვ +X.-=5, 

X.>0;X:> 0:X 20, 

XI > 0; Xჯ> 0; X§ > 0. 

მიღებული გაფართოებული ამოცანისათვის შევადგინოთ საწყისი სიმპლექსური 

ცხრილი 3.11. 

8.» Cა.ზ 

4. 

4. 
4 

  

ცხრილი 3.11 

3.11 ცხრილიდან ჩანს, რომ გვაქვს ერთი უარყოფითი შეფასება: ტდ =-1. ამიტომ 

X»ჯ4%=(0;0;0:4;6;5), სადაც #X“)=0, საწყისი საყრდენი გეგმა არ არის ოპტიმალური. 

ვინაიდან უარყოფითი შეფასების შესაბამის სვეტში მიმდინარე ბაზისის მიმართ „4 

ვექტორს დაშლის დადებითი კოეფიციენტი გააჩნია, ამიტომ »”” გეგმის გაუმჯობესება 

შესაძლებელია. ბაზისში შემოდის „ე ვექტორი. რადგან Xც =1 დაშლის ერთადერთი 

დადებითი კოეფიციენტია, ამიტომ ბაზისიდან „ას ვექტორი გამოირიცხება. 
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შევადგინოთ ახალი სიმპლექსური 3.2 ცხრილი. ამისათვის საწყისი 3.11 

ცხრილის მიმმართველი მე-3 სტრიქონის „4,, -4;, «421, 4 4+- 4 სვეტების შესაბამისი 

ელემენტები X6 =1 -ზე გავყოთ და მიღებული მნიშვნელობები 3.12 ცხრილის მე-3 

სტრიქონში ჩავწეროთ. ეს უკანასკნელი XV = –1-ზე გავამრავლოთ და მიღებული 

შედეგი საწყისი 3.11 ცხრილის 1-ლ სტრიქონს გამოვაკლოთ. მიღებული მნიშვნელო– 

ბები 3.12 ცხრილის 1-ლ სტრიქონში (შესაბამის +,, X;, X:, „4+, 4: 46 სგეტებში) ჩავ- 

წეროთ. ანალოგიურად, ახალი 3.12 ცხრილის მე-3 სტრიქონი XC =–1-ზე გავამ–- 

რავლოთ და მიღებული სტრიქონი საწყისი 3.11 ცხრილის მე-2 სტრიქონს გამოვაკ- 

ლოთ. შედეგი ახალი ცხრილის მე-2 სტრიქონში ჩავწეროთ. საბოლოოდ, 3.12 

ცხრილის მე-2 სტრიქონი ტა =-1-ზე გავამრავლოთ და ახალი სტრიქონი საწყისი 

311 ცხრილის (M#I+1)ე სტრიქონს გამოვაკლოთ. შედეგი 3.12 ცხრილის (/7I+1)-ე 

სტრიქონში ჩავწეროთ. ამგვარად, მიიღება სრული სიმპლექსური ცხრილი 3.12, საი- 

დანაც ჩანს, რომ XC=(0;0;5;9;11:0)” საყრდენი გეგმაა, სადაც ##(XM)=5. ვინაიდან მი- 

ღებულ ცხრილში ყველა შეფასება არაუარყოფითია, ამიტომ გაფართოებულ კანონი- 

კურ ამოცანას გააჩნია ოპტიმალური ამონახსნი (0;0;5;9;11:0)', თ» = 5. 

–4 1 0 0 

4 4 4. 4: 
8.ა Cბას 4ი 

4. 0 9 

4. 0 11 

4 1 5 

5 

  

ცხრილი 3.12 

ამგვარად, მოცემული ამოცანის ოპტიმალური გეგმაა X”=X””=(0;0;5)”/, სადაც 

ჟ/თ==5. 

განვიხილოთ ახლა ამოცანა, რომელშიც საწყისი საყრდენი გეგმა თავიდან უცნო- 

ბია და მისი განსაზღვრისათვის საჭიროა ხტელოვნური ბაზისის მეთოდის გამოყენება. 

მაგალითი 3.8. ხელოვნური ბაზისის მეთოდით ამოვხსნათ წრფივი დაპროგრამე- 

ბის შემდეგი ამოცანა: 

LიმX ( (X,,C,X:,Xა) = 5X, + 3X + 4X – X 1, 

X, + 3X: + 2Xც + 2X, = 3, 
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2X+2X+ X+ X.=3, 

X, 20, X:> 0, X, => 0, Xს|> 0. 

ამოხსნა. ამოცანის შეზღუდვების სისტემა არ შეიცავს ერთეულოვან მატრიცას. 

ამიტომ თითოეულ განტოლებას დავუმატოთ თითო არაუარყოფითი ხელოვნური 

ცვლადი (შესაბამისად X,>0, XX>0) და განვიხილოთ გაფართოებული ამოცანა 

ი0მX L / (X,,X,X,,X-.X-.X6) = 5X, + 3X + 4X, – X, – M-, – MX 1, 

X, + 3X:+ 2Xვ + 2Xკ + X, =3, 

2X, +2X.+ X-+ X, +X =3, 

X,, >0,X.> 0, Xკ > 0, X-> 0, X, > 0, X> 0. 

გაფართოებული ამოცანის ძირითადი შეზღუდვები წარმოვადგინოთ ვექტორული 

ფორმით 

4)X, + -4:X- + „41Xვ + "4აXს + #-X,+ „4 = „4. 

საწყის ბაზისად შევარჩიოთ ერთეულოვანი .,, #6 ვექტორები, რომლებიც წარმოქმნი– 

ან ხელოვნურ ბაზისს. თავისუფალი ცვლადების ნულთან გატოლებით: X,=X,=X=X,=0, 

მივიღებთ გაფართოებული ამოცანის საწყის საყრდენ ჯო = (0;0;0;0;3;3)7/ გეგმას, რო– 

მელსაც შეესაბამება 

X545+ X-4§6= 40 

დაშლა. 

შევადგინოთ სიმპლექსური 3.13 ცხრილი, რომელშიც (#I+2) სტრიქონია, და შე– 

ფასებების მიხედვით გეგმა ოპტიმალობაზე შევამოწმოთ. 

3.13 ცხრილის (VI+1)-ე და (II+2)-ე სტრიქონებში ჩაწერილ შეფასებათა მნიშვნე- 

ლობები განსაზღვრულია შემდეგნაირად: 

#(>-)) = C,.ჯI) = –3M –3M =0 –6M, 

4, =C5-+X), – 0, = –M –2M –5= –5 –3M, 

#ტ.ე =C,+X, –C, =-–3M –2M –3 = –3-–5M, 
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და ა.შ. ე.ი. თუ M# წინასწარ არ არის დაფიქსირებული, მაშინ #, შეფასებები M სი- 

დიდის წრფივი ფუნქციებია, ამასთან, ფუნქცია შედგება ორი შესაკრებისაგან, რო- 

მელთაგან ერთი დამოკიდებულია M-ზე, ხოლო მეორე დამოუკიდებულია. 

8.ა 

  

ცხრილი 3.13 

გამოთვლების მოხერხებულობისათვის (#+1)ე სტრიქონში ჩავწეროთ #M7/-საგან 

დამოუკიდებელი შესაკრები, ხოლო (VI+2)-ე სტრიქონში - M-ის მხოლოდ ის კოეფი- 

ციენტები რომლებიც შეფასებების ურთიერთშედარების საშუალებას გვაძლევს. 

(-2)-ე სტრიქონში გვაქვს უარყოფითი შეფასებები, ამიტომ გაფართოებული ამოცა- 

ნის საყრდენი X'" = (0;0:0;0;3;3). გეგმა არ არის ოპტიმალური და შესაძლებელია 

მისი გაუმჯობესება. 

გამოვთვალოთ M02Xრ(2-C), რომელიც მიიღწევა > ვექტორისათვის: 

ML0მX6ს(2,–C,) = რ-(2:-C:) = 3/3-(-5) = –5. გარდაქმნის წამყვანი ელემენტი არის რიცხ- 

ვი 3. ამიტომ „”: ვექტორს ვრთავთ ბაზისში, ხოლო 4, ვექტორს გამოვრიცხავთ. 

შევადგინოთ სიმპლექსური ცხრილი 3.14. ამისათვის მიმმართველი სტრიქონის 
ელემენტები გავყოთ 3-ზე და ჩავატაროთ ერთი სრული გამორიცხვა. 

მეორე იტერაციის შედეგად გარდაქმნის 4/3-ის ტოლი წამყვანი ელემენტით ბაზი- 

სიდან გამორიცხულია უკანასკნელი ხელოვნური 4 ვექტორი, ამიტომ მესამე იტერა- 

ციის (თ+2)-ე სტრიქონში ყველა შეფასება, გარდა ორი ხელოვნური ვექტორისა, ნუ- 

ლის ტოლია. 

M სიდიდის შერჩევის თანახმად 4. და #4 ვექტორი არ მოხვდა ბაზისში, ამიტომ 

ისინი გამოვრიცხოთ შემდგომი განხილვიდან, მაგრამ შევინარჩუნოთ შებრუნებული 

მატრიცის მისაღებად. 
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მესამე იტერაციაზე მიღებული საყრდენი Xე“” = ((3/ 4:3/ 4;0;0;0;0)” გეგმა წარმოად 

გენს საწყისი ამოცანის გეგმას, მაგრამ იგი არაოპტიმალურია, ვინაიდან (/”I+1)-ე 

სტრიქონში არის უარყოფითი შეფასება: #ვკ= –3. 

მომდევნო იტერაციული პროცესი შევასრულოთ (ო+1)-ე სტრიქონის მიმართ, 

(თ+2)-ე სტრიქონი განხილვიდან გამოვრიცხოთ, ხოლო M-ის მნიშვნელობა ჩავრთოთ 

ხელოვნური ვექტორების შეფასებებში. მეოთხე იტერაციაზე მიღებული ცხრილის 

საფუძველზე ვრწმუნდებით, რომ »ჯ'=ჯ=-=(1;:0;1;0)” ვექტორი ამოცანის ოპტიმალური 

გეგმაა, ხოლო /„=9. «#4. და „44 სვეტებში მიღებულია მატრიცა, რომლის საშუალები- 
თაც შეგვიძლია ვიპოვოთ შებრუნებული მატრიცა, თუ 1-ლ და მე-2 სტრიქონებს ად- 

გილს შევუნაცვლებთ. 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

    
                      
  

| 5 3 4 –1 -M | –-M 

, ჩა | რა | რ 4, 4 4# 4 4 4 
4. 3 1 1/3 1 2/32 | 2/3 1/3 0 

2 4“ | -M 1 4/3 0 –1/3 | –1/3 | –2/3 1 

„1 3 4 0 2 3 1 0 

»+2 ტ -1 | -43 0 1/3 1/3 5/3 0 

1 4. 3 3/4 0 1 24 | 3/4 | 1/2 | –I/#4 

2 4, 5 3/4 1 0 –1/4 | –1/4 | –I/2 | 3/4 

თ»+I 6 0 0 = 2 –1 3 

ი>+2 ტ 0 0 0 0 0 1 1 

#4 4 1 0 4/3 1 1 2/2 | –1/3 

2 4, 1 1 1/3 0 0 | –I/733 | 24 

„I გ, 9 0 4 0 5 1I+M | 2+M 

ცხრილი 2.14 
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ვ.ე დეალობა წრფივ დაპრობრამებაში 

8.8. წრფივი დაპრობრამების პირდაპირი 
და დღეალური ამოცანები 

წრფივი დაპროგრამების ყველა ამოცანა დუალური (ორადული) ბუნებისაა, რაც 

გულისხმობს მოცემული ამოცანის პარალელურად კიდევ ერთი, ანალოგიური შინაარ- 

სისა და სტრუქტურის მქონე ამოცანის არსებობას. ამოცანას, რომელსაც პირველა- 

დად მივიჩნევთ ეწოდება საწყისი ან პირდაპირი ამოცანა, ხოლო მისგან მიღებულ 

ამოცანას - მეორადი, დუალური ან შეულლებული ამოცანა. მეორადი ამოცანის 

ფორმულირება, ამოხსნა და ამონახსნის ანალიზი, უპირველეს ყოვლისა, ინტერესს 

იწვევს ეკონომიკური თვალსაზრისით, რადგანაც რესურსების განაწილების დროს 

იგი საშუალებას გვაძლევს გამოვავლინოთ რეზერვები, რომლებიც საწყისი ამოცანის 

ამონახსნში შეიძლება არ აისახოს. გარდა ამისა, იგი ცალკეული რესურსის ვარია- 

ციის პირობებში მიზნის ფუნქციის კორექტირების საშუალებას იძლევა. 

დუალური ამოცანის ეკონომიკურ ინტერპრეტაციამდე მოვახდინოთ იმ აუცილებე- 

ლი კავშირების ფორმულირება, რომელიც არსებობს წრფივი დაპროგრამების პირვე- 

ლად და მეორად ამოცანებს შორის. 

წრფივი დაპროგრამების ზოგადი ამოცანისათვის შემოვიტანოთ დუალური ამოცა- 

ნის ცნება. 

ვთქვათ, წრფივი დაპროგრამების საწყის ამოცანას აქვს შემდეგი სახე: 

#თ) =2 0, –3 იიმX, (3.52) 
#5 

2, < ხ, 1=L2,..,5, (3.53) 
. 

2.9, = ხ,, 1=§5+),5+2,...,M, (3.54) 

#5 

X,>0, 7 =1,2,...,I;1 < 7. (3.55) 

ამოცანას, რომელიც განსაზღვრულია შემდეგი სახითა 

#0)= 3 ხა, –3 თIი, (3.56) 
)5 
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2,0,X,>22C,, /=L2,.../, (3.57) · 
I" 

3 ი,», =C,, 7 =1 +1,2....,7, (3.58) 
"I 

» >0, 71=1-,,...,§, (3.59 

ეწოდება (3.52)-(3.55) ამოცანის დუალური წრფივი დაპროგრამების ამოცანა. 

(3.52)-(3.55) და (3.56)-(3.59) ამოცანები ქმნის ამოცანათა წყვილს, რომელსაც 

წრფივ დაპროგრამებაში დუალურ (ორადულ) წყვილს უწოდებენ. 

აღნიშნული ამოცანების შედარებით ადვილად ვრწმუნდებით, რომ მოცემული ამო- 
ცანის დუალური ამოცანის შესადგენად საჭიროა ვისარგებლოთ შემდეგი წესებით: 

1. ცვლადების საერთო რაოდენობა დუალურ (3.56)-(3.59) ამოცანაში და შეზღუდ- 

ვების რაოდენობა საწყისი (3.52)-(3.55) ამოცანის (3.53)-(3.54) სისტემაში 

ერთნაირია და იგი #-ის ტოლია, ხოლო შეზღუდვების რაოდენობა (3.57)-(3.58) 
სისტემაში ტოლია საწყის ამოცანაში ცვლადების საერთო 7, რაოდენობისა. 

საწყის (3.52)-(3.55) ამოცანაში მიზნის ფუნქციის მაქსიმუმი იძებნება, ხოლო 

დუალურ (3.56)-(3.59) ამოცანაში - მიზნის ფუნქციის მინიმუმი. 

3. მატრიცა 

0, მშე ი 

ძე, 0 ძ., 
4ტ=| “ ” 7. L (3.60) 

რი. რი» .. ი» 

რომელიც შედგენილია (3.52)-(3.55) ამოცანის (3.53)-(3.54) შეზღუდვათა სის- 

ტემის ცვლადების კოეფიციენტებისაგან, დღა დუალური (3.56)-(3.ე59) ამოცანის 

ანალოგიური მატრიცა 

ი.” 
ძ ძა ·'· ძა 

ტ#= ” ” (3.61) 

0, ძი, “ი ი» 

ერთიმეორესაგან ტრანსპონირებით მიიღება (ეი. სტრიქონები გარდაიქმნება სვეტე- 

ბად, ხოლო სვეტები - სტრიქონებად).
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4. დუალური (3.56)-(3.59) ამოცანის მიზნის (3.56) ფუნქციის კოეფიციენტები ძი- 

რითადი (3.52)-(3.55) ამოცანის შეზლუდვათა თავისუფალი წევრებია, ხოლო 

(3.56)-(3.59) ამოცანის (3.57)-(3.53) შეზღუდვათა სისტემის თავისუფალი წევ- 

რები მიზნის (3.52) ფუნქციის კოეფიციენტების ტოლია. 

უე. თუ (3.52)-(3.55) ამოცანის X, ცვლადმა შეიძლება მიიღოს მხოლოდ არაუარყო- 

ფითი მნიშვნელობა, მაშინ მისი შესაბამისი /-ური შეზღუდვა (3.57)-(3.58) სის- 

ტემაში ">" უტოლობის სახისაა. თუ X ცვლადმა შეიძლება მიიღოს, როგორც 

არაუარყოფითი, ისე უარყოფითი მნიშვნელობები, მაშინ მისი შესაბამისი /-ური 

შეზღუდვა (3.57)-(3.58) სისტემაში ტოლობას წარმოადგენს. ანალოგიური კავ- 

შირი არსებობს (3.52)-(3.55) ამოცანის (3.53)-(3.54) შეზღუდვებსა და დუალუ- 

რი (3.56)-(359) ამოცანის ცვლადებს შორის. თუ I-ური შეზღუდვა (3.53)- 

(3.54) სისტემაში უტოლობაა, მაშინ (3.56)-(3.59) ამოცანის »”, ცვლადი არაუ- 

არყოფითი უნდა იყოს. წინააღმდეგ შემთხვევაში ), ცვლადმა შეიძლება მიიღოს 

როგორც არაუარყოფითი, ისე უარყოფითი მნიშვნელობები. 

ჩვეულებრივ, სიმეტრიული და არასიმეტრიული (ასიმეტრიული) დუალური წყვი- 

ლები განიხილება. დუალური ამოცანების სიმეტრიულ წყვილში პირდაპირი ამოცანის 

(3.53)-(3.54) სისტემის ყველა შეზლუდვა და დუალური ამოცანის (3.57)-(3.58) 

სისტემის ყველა შეზღუდვა უტოლობის სახისაა. ამდენად, ორივე ამოცანაში ცვლად- 

მა შეიძლება მიიღოს მხოლოდ არაუარყოფითი მნიშვნელობა. 

ვ.ვ.2 პაზშშმრი პირდაპირ და დუეალურ 
ამრცანებს შორის 

განვიხილოთ დუალურ ამოცანათა წყვილი, რომელიც შედგება წრფივი დაპროგრა- 

მების კანონიკური და მისი მეორადი ამოცანებისაგან: 

#(X) = 2,0,X, –> I0მX, (3.62) 
I#=1 

2.0ეX ,=ხ,, 1=12,...,M0, (3.63) 
+ 

X,>0, /7=1,2,...,M. (3.64) 

#7 0) = 2,ხ,/ – თი, (3.65) 
ყლე 
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2,9», >0,, )/=12....,#. (3.66) · 
I 

მატრიცული სახით (3.62)-(3.64) და (3.65)-(3.66) ამოცანათა წყვილი შეიძლება 

შემდეგნაირად ჩაიწეროს: 

#CX) = C”ჯ –> თ9X, 

„#4X =ხ, (3.67) 

X>0; 

ია, . 
“ 0) =ხ »-> თაი, 6.68) 
4”7>C. 

განვიხილოთ დუალური ამოცანების (3.67) და (3.68) წყვილი. ამ ორი ამოცანი- 

დან თითოეული ფაქტიურად წრფივი დაპროგრამების დამოუკიდებელი ამოცანაა და 

ერთმანეთისაგან დამოუკიდებლად შეიძლება ამოიხსნას. მაგრამ სიმპლექს-მეთოდით 

მოძებნილი ერთ-ერთი ამოცანის ოპტიმალური ამონახსნი მეორე ამოცანის ამოხსნის 

საშუალებას იძლევა. 

პირდაპირი და დუალური ამოცანების ოპტიმალურ ამონახსნებს შორის კავშირს 

განსაზღვრავს დუალობის შემდეგი ძირითადი თეორემები (იხილე, მაგალითად, (4, 

28, 48, 1511). 

თეორემა 3.14. თუ Xი და შესაბამისად (3.67) პირველადი და (3.68) მეორადი 

ამოცანების ნებისმიერი დასაშვები ამონახსნებია, ე.ი. „4X” < ხ, XL > 0, და „””# > 0, 

X#>0, მაშინ 

ლტ < ხუე/, (3.69) 

(369) უტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ ყოველი დასაშვები ამონახსნისათვის 

პირდაპირი ამოცანის მიზნის ფუნქციის მნიშვნელობა არასოდეს აღემატება დასაშვები 

ამონახსნისათვის მეორადი ამოცანის მიზნის ფუნქციის მნიშვნელობას. 

თეორემა 315 (დუალობის ძირითადი თეორემა). თუ X" და # შესაბამისად (3.67) 

პირველადი და (3.68) მეორადი ამოცანების დასაშვები ამონახსნებია და სრულდება 

პირობა 

C'Xმ = ხ7/, (3.70) 

მაშინ X? და ” წრფივი დაპროგრამების დუალური წყვილის ოპტიმალური ამონახს- 

ნებია. 

თეორემა 316 (ოპტიმალურ ამონახსნთა არსებობის თეორემა – დუალობის პირ- 

ველი თეორემა) წრფივი დაპროგრამების ამოცანის (3.67) და (3.68) დუალური 
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წყვილიდან თუ ერთ-ერთს მაინც აქვს ოპტიმალური ამონახსნი, მაშინ მეორესაც 

აუცილებლად ექნება ოპტიმალური ამონახსნი, ამასთან, საწყისი ამოცანის მიზნის 

ფუნქციის მაქსიმუმის რიცხვითი მნიშვნელობა მეორადი ამოცანის მიზნის ფუნქციის 

მინიმუმის რიცხვითი მნიშვნელობის ტოლია: 

ღ--–“” (3.71) 

სადაც > = /(X”=) = ლ'X=9ბ%. 7 =/ ცა) = ხ'/"!'". 

თუ დუალური წყვილის ერთ-ერთი ამოცანის მიზნის ფუნქცია შემოუსაზღვრავია 

(ზემოდან - პირდაპირი (3.67) ამოცანისათვის ან ქვემოდან - (3.68) ამოცანისათვის), 

მაშინ მეორე ამოცანას ამონახსნი არა აქვს. 

თეორემა 317 (ოპტიმალურ ამონახსნთა არსებობის თეორემა - დუალობის მეორე 

თეორემა. (3.67) ამოცანის X =(X, ,X5,..X,)” გეგმა და (3.63) ამოცანის 

»#. = (XI , 72 ,--» 7, ა? გეგმა ამ ამოცანების ოპტიმალური ამონახსნებია მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როდესაც სამართლიანია შემდეგი ტოლობები: 

(>, = X, =0, / =1.2,...,7. 
I=I 

8.8.3 ამონახსნების გბგანსაზღჭრა ამოცანების 
დეალური წყქვილისათპის 

განვიხილოთ დუალური ამოცანების (3.67) და (3.68) წყვილი. დავუშვათ, რომ 

სიმპლექს-მეთოდის საშუალებით ნაპოვნია (3.67) ამოცანის ოპტიმალური »" გეგმა 

და ეს გეგმა განსაზღვრულია ბაზისით, რომელიც 4, 4. ა-ა 4, ვექტორებისგან 

შედგება. 

აღვნიშნოთ C,ა =(C,,6, ,..,C, ?” -ით ვექტორ-სტრიქონი, რომელიც (3.62) მიზნის 

ფუნქციის კოეფიციენტებისგან არის შედგენილი, ხოლო “'-ით – L მატრიცის შებ- 

რუნებული მატრიცა, რომელიც “შედგენილია ბაზისის 4; 4, „ს 4, ვექტორების 

კომპონენტებისაგან. მაშინ სამართლიანია შემდეგი თეორემა. 

თვორემა 318 თუ წრფივი დაპროგრამების (3.67) ამოცანას ოპტიმალური »" 

ამონახსნი გააჩნია, მაშინ » =(0 '”თა ვექტორი დუალური ამოცანის ოპტიმალურ 

გეგმას წარმოადგენს. 

ამგვარად, თუ სიმპლექს-მეთოდის საშუალებით (3.67) ამოცანის ოპტიმალურ 

ამონახსნს ვიპოვით, მაშინ ოპტიმალური (საბოლოო) სიმპლექსური ცხრილის საშუ- 
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ალებით შეგვიძლია განესაზდვროთ თას და X”!, რომლის საფუძველზე 7 =(” ”თა . 
ფორმულის გამოყენებით (3.68) ამოცანის ოპტიმალური გეგმა გამოითვლება. 

იმ შემთხვევაში, როცა “4 «42--ა» 4ი ვექტორთა სისტემაში, რომელიც შედგენილია 

განტოლებათა (3.63) სისტემის კოეფიციენტებისაგან, 7? რაოდენობის ერთეულოვანი 

ვექტორია, მაშინ ნ" მატრიცას ის რიცხვები შეადგენს, რომელიც მოთავსებულია 

ოპტიმალური (საბოლოო) სიმპლექსური ცხრილის ” სტრიქონის აღნიშნული ვექ- 

ტორების შესაბამის სვეტებში. ამ შემთხვევაში დუალური ამოცანის ოპტიმალური 

გეგმის გამოსათვლელად არ არის საჭირო თაჯ-ისა და L"-ის ნამრავლის გამოყენება. 

ოპტიმალური გეგმის კომპონენტები (თ+1)-ე სტრიქონის ერთეულოვანი ვექტორების 

შესაბამის ელემენტებს ემთხვევა, თუ ეს კოეფიციენტი C=0, და ტოლია ამ სტრიქო- 

ნის შესაბამისი ელემენტისა და 0,-ის ჯამისა, თუ CX 0. 

ზემოთ აღნიშნულს ადგილი აქვს სიმეტრიული დუალური ამოცანების წყვილის- 

თვისაც. ამასთან, ვინაიდან პირველადი ამოცანის შეზლუდვათა სისტემა "<" სახის 

უტოლობებს შეიცავს დუალური ამოცანის ოპტიმალური გეგმის კომპონენტები 

პირდაპირი ამოცანის საბოლოო სიმპლექსური ცხრილის (”I+1)-ე სტრიქონში მდე- 

ბარე შესაბამის რიცხვებს ემთხვევა. მითითებული რიცხვები განლაგებულია იმ ვე- 

ქტორების სვეტებში, რომლებიც დამატებით ცვლადებს შეესაბამება. 

ვ.3.4 დ ეალური ამოცანის ბეომეტრიული 
ინტერპრეტაცია 

თუ წრფივი დაპროგრამების პირდაპირი და მეორადი ამოცანების წყვილში ცვლა- 

დების რიცხვი ორს არ აღემატება, ორივე ამოცანის ამონახსნი ადვილად მოიძებნება 

გეომეტრიული მეთოდით. ამასთან, შეიძლება ადგილი ჰქონდეს შემდეგ სამ ურ- 

თიერთგამომრიცხავ შემთხვევას: 

1. ორივე ამოცანას გააჩნია ოპტიმალური ამონახსნი; 

2. ერთ-ერთ ამოცანას აქვს დასაშვები ამონახსნები, მაგრამ მიზნის ფუნქციის შე- 

მოუსაზღვრელობის გამო არა აქვს ოპტიმალური ამონახსნი; მაშინ მეორად ამო- 

ცანას ერთი დასაშვები ამონახსნიც არ გააჩნია; 

3. ორივე ამოცანის დასაშვებ ამონახსნთა სიმრავლე ცარიელია. 

დუალური ამოცანის გეომეტრიული ინტერპრეტაციის საილუსტრაციოდ განვიხი- 

ლოთ მაგალითი. 

მაგალითი 3.9. ვთქვათ, მოცემულია წრფივი დაპროგრამების შემდეგი სახის პირ- 
დაპირი ამოცანა: 

90მX 1 #(X,, X.) = 2X, + 7X) 1, (3.72) 
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–2X, + 3X < 14, (3.73) 

X+ X 58, (3.74) 

X,> 0, X:> 0. (3.75) 

(3.62)-(3.63) ამოცანის შესაბამისი მეორადი ამოცანა ჩაიწერება შემდეგნაირად: 

ჯი (/ CV”, X».) = 14), + 8); ), (3.76) 

–-2#+ #22, (3.77) 

3/,+ #>7, (3.78) 

# > 0,1> 0. (3.79) 

ჰ“ 
ა X2 

» 

> 7” 
8 » “ “ 

7 % 1 

60 =–=4980;6) 
5 ==. 2X,+7X;-46=0 

“ «4 4 

„2 3 
„? “ 2 

? 1 

ააეებებიე 01 234 567 8" »X, 

2 7 3. 
-2X,+3X--14=0 53 ჯ 

4 X,+X,-8=0 

ნახ. 3.9 

ამოხსნა წრფივი დაპროგრამების ზემოთ მოცემული (3.72)-(3.75) და (3.76)- 

(379) ამოცანები ამოვხსნათ გეომეტრიული ინტერპრეტაციის საფუძველზე ანუ 

გეომეტრიული მეთოდით (იხ. ნახ. 3.9, ნახ. 3.10). 3.99 ნახაზიდან ჩანს, რომ 

საწყისი (3.72)-(3.75) ამოცანის ოპტიმალური ამონახსნი მიიღება 8 წერტილში, 

სადაც X=(2;6”, და მას შეესაბამება #»X) ფუნქციის მაქსიმალური მნიშვნელობა 
#--=46. მეორადი (3.76)-(379) ამოცანის ოპტიმალურ ამონახსნს შეესაბამება IL 

წერტილი (იხ. ნახ. 3.10), სადაც X””=(1;4), და მას შეესაბამება მიზნის ფუნქციის 
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მინიმალური მნიშვნელობა #0. =46. ამგვარად, ზემოთ ფორმულირებული 3.16 თეო- 

რემის შესაბამისად ოპტიმალურ წერტილებში ადგილი აქვს პირდაპირი და მეორადი 

ამოცანების მიზნის ფუნქციების მნიშვნელობების ტოლობას. 

X» 
V 
§       

   
14)/,+81/,-46=0 | 

7 +» 

ზ 
წ 

-8 -7 6 -5 4-3 -2-1 101 2.3 5678 '”» _ 
V 
">   , 2 ხლ 3 

–2)/,+)/--2=0 ” -4 ზ 3)/)+/:-7=0 

ნახ. 3.10 

ჭ.ვ.5 დეალური ამოცანის ეკონომიპური 
ინტერპრმტაცია 

დუალური ამოცანის ეკონომიკური ინტერპრეტაციის საილუსტრაციოდ განვიხი- 

ლოთ კონკრეტული მაგალითი. 

მაბალითი 310. ვთქვათ, სამი სხვადასხვა #, 8 და C სახის ნაკეთობის გამოსაშ- 

ვებად წარმოება იყენებს სამი M#8, M6. და M8, ტიპის ნედლეულს. თითოეული ნედ- 

ლეულის რაოდენობა, მათი დანახარჯების ნორმები ერთეული ნაკეთობის წარმოებაზე 

და თითოეული ერთეული ნაკეთობის გასაყიდი ფასი მოცემულია 3.15 ცხრილში. 

წარმოების მიერ გადასაწყვეტია შემდეგი ამოცანა: საჭიროა შედგეს პროდუქციის 

გამოშვების ისეთი გეგმა, რომ პროდუქციის რეალიზაციით მიღებული ჯამური შემო- 

სავალი იყოს მაქსიმალური და, ამასთან, უნდა შეფასდეს ის თითოეული M6,, M6, და 

M8ე ნედლეული, რომელიც საჭიროა პროდუქციის გამოსაშვებად. შეფასებები, რომე- 

ლიც შეესაბამება ნედლეულის ყოველ სახეობას, ისეთი უნდა შევარჩიოთ, რომ ყველა 

ნედლეულის მთლიანად გამოყენების შეფასება იყოს მინიმალური, ხოლო თითოეული 

#, 8 და C ერთეული ნაკეთობის წარმოებაზე ნედლეულის ჯამური შეფასება მოცე- 

მული სახეობის პროდუქციის ერთეულის ფასზე ნაკლები არ იქნება. 
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ნედლეულის ნედლეულის დანახარჯები ერთეული ნაკეთობის 

ამება | ს რაოდენობა წარმოებაზე (კგ) 
(კგ) 4 8 C 

M4, 180 4 2 1 

M8. 210 3 1 3 

M8, 244 1 2 5 

ერთეული ნაკეთობის გასაყიდი ფასი (ლარი) 10 14 12 

ცხრილი 3.15 

ამოხსნა. შევადგინოთ დასმული ამოცანის მათემატიკური მოდელი. წარმოებული 

#4, 8 და C პროდუქციის რაოდენობა შესაბამისად აღვნიშნოთ X,, X:, Xკ. მაშინ მაქსიმა– 

ლური მოგება განისაზღვრება შემდეგი სახის მიზნის ფუნქციით: 

”იმX ( #X,, X;, Xკ) = 10X, + 14X; + 12Xც |), (3.80) 

ხოლო ამოცანის შეზღუდვები ჩაიწერება შემდეგი სახით: 

4X, + 2X + X < 180, (3.81) 

პX + X-> + 3Xკ < 210, (3.82) 

X, + 22 + 573 < 244, (3.83) 

X, > 0,X;> 0, X, > 0. (3.84) 

თითოეული M6,, M6, და MC, ნედლეულის სახეობას შევუსაბამოთ დუალური შეფა- 

სებები 1, #- და #. მაშინ გამოყენებული ნედლეულის შეფასების მინიმიზაციის ამოცა- 

ნა დაიყვანება შემდეგი სახის მიზნის ფუნქციის მინიმიზაციაზე: 

ხიIი (/ 6”, 7, ».) = 180), + 210) + 244, 1. (3.85) 

როგორც უკვე აღვნიშნეთ, დუალური შეფასებები უნდა აკმაყოფილებდეს იმ პი- 
რობას, რომ ნედლეულის ჯამური შეფასება, რომელიც გამოიყენება ნებისმიერი სა- 

ზეობის ერთეული ნაკეთობის გამოსაშვებად, ერთეული პროდუქციის ფასზე ნაკლები 

არ უნდა იყოს. ე.ი. ადგილი აქვს უტოლობათა სისტემას 

4/,+ 3 + 5 >10, (3.86) 

2» + X, + 2» > 14, (3.87) 

», + 3)» + 5) > 12, (3.88) 

»,>0,X.> 0,) > 0. (3.89) 
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(3.80)-(3.84) და (3.85)-(3.289) ამოცანები ქმნის ოპტიმიზაციის ამოცანების სი- 

მეტრიულ დუალურ წყვილს. პირველადი (3.80)-(3.ე84) ამოცანის ამოხსნა გვაძლევს · 

#., 8 და C ნაკეთობის წარმოების ოპტიმალურ გეგმას, ხოლო მეორადი (3.85)-(3.89) 

ამოცანის ამოხსნა - ოპტიმალურ შეფასებათა სისტემას თითოეული M6,, M6; და M6, 

ნედლეულისათვის. სიმპლექს-მეთოდით ვიპოვოთ ერთ-ერთი ამოცანის, მაგალითად, 

(3.80)-(3.84) ამოცანის, ამონახსნი. საბოლოო (ოპტიმალური) სიმპლექსური ცხრილი 

მოყვანილია 3.16 ცხრილში. 

  

  

  

  

    
                      
  

· 10 14 12 0 0 0 
7 8აას | თას | 4ი 4, 4. 4. 4. წ 4. 
1 4. 14 82 | 19/8 1 0 5/§ 0 _I/8 
2 #4. 0 80 | 23/5 0 0 1/8 1 –5/8 
3 4. 12 16 | -3/4 0 1 –I/4 0 1/4 

„> #. 1340 | 57/4 0 0 23/4 0 5/4 

ცხრილი 3.16 

ას)ნ ცხრილიდან ჩანს რომ პროდუქციის წარმოების ოპტიმალური გეგმის 

შესაბამისად საჭიროა დამზადდეს 8 ნაკეთობის 82 ერთეული და C ნაკეთობის 16 

ერთეული პროდუქტი. გამოუყენებელი რჩება MC, ნედლეულის 80 კგ; გამოშვებული 
პროდუქციის მთლიანი ღირებულება შეადგენს 1340 ლარს. ამავე ცხრილიდან ადვი- 

ლად მიიღება დუალური ამოცანის ოპტიმალური ამონახსნი 

», =23/4; /: =0; /, = 5/4. 

X# და 3 შესაბამისად განსაზღვრავს პირობით დუალურ შეფასებებს ერთეულ 

M6, და MC ნედლეულზე. ეს შეფასებები ნულისგან განსხვავდება, ამიტომ პროდუქ- 

ციის ოპტიმალური გეგმის რეალიზაციის დროს ადგილი აქვს M6, და M6, ნედლეუ– 

ლის მთლიანად გამოყენებას. ერთეული M6, ნედლეულის შეფასებაა X/: =0. პროდუქ- 

ციის ოპტიმალური გეგმის რეალიზაციის დროს ამ სახეობის ნედლეული არ არის 

მთლიანად გამოყენებული. 
ამგვარად, დადებითი დუალური შეფასება გააჩნია იმ ნედლეულის სახეობას, 

რომელიც პროდუქციის ოპტიმალური გეგმის რეალიზაციის დროს მთლიანადაა გამო- 

ყენებული. მაშასადამე, მეორადი შეფასებები განსაზღვრავს ნედლეულის გამოყენების 

დეფიციტურობას. ამასთან დუალური შეფასების სიდიდე გვიჩვენებს რამდენით 

იზრდება პირდაპირი ამოცანის მიზნის ფუნქციის მაქსიმლური მნიშვნელობა 

შესაბამისი სახის ნედლეულის რაოდენობის 1 კგ-ით გაზრდისას. მაგალითად, M6, 

ნედლეულის რაოდენობის 1 კგ-ით გაზრდის შემთხვევაში პროდუქციის წარმოების 

ისეთი ოპტიმალური გეგმის მიღების შესაძლებლობა იქმნება, როდესაც პროდუქციის 

დამზადების საერთო ღირებულება იზრდება 5.75 ლარით, ე.ი. ხდება 1345.75 ლარის 

90



დუალობა წრფივ დაპროგრამებაში 

ტოლი. ამასთან, ის რიცხვითი მნიშვნელობები, რომელიც 3.16 ცხრილის +, სვეტშია 

მოთავსებული, გვიჩვენებს, რომ გამოშვებული პროდუქციის ჯამური ღირებულების 

მითითებულ გაზრდას შეიძლება მივაღწიოთ 18 ნაკეთობის წარმოების 5/ზ ერთეულით 

გაზრდით და C ნაკეთობის წარმოების 1/4 ერთეულით შემცირებით. შედეგად M86, 

ნედლეულის დანახარჯები შემცირდება 1/8 კგ-ით. ანალოგიურად, #6 ნედლეულის 

1კგ-ით გაზრდა საშუალებას იძლევა ვიპოვოთ პროდუქციის წარმოების ახალი ოპტი- 

მალური გეგმა, რომლის დროსაც პროდუქციის საერთო ლღირებულება გაიზრდება 

1.25 ლარით და გახდება 1341.225 ლარის ტოლი. ეს მიიღწევა C ნაკეთობის წარმოე- 

ბის 1/4 ერთეულით გაზრდით და 8 ნაკეთობის წარმოების 18 ერთეულით შემცირე- 

ბით, რისთვისაც M8, ნედლეულის გამოყენების მოცულობა გაიზრდება 5/8 კგ-ით. 

დავუბრუნდეთ დუალური შეფასების განხილვას. გამოვითვალოთ დუალური ამოცა- 

ნის მიზნის ფუნქციის მინიმალური მნიშვნელობა: 

#. =180.23/ +210-0+244-–/ =1340, 

რაც ზუსტად ემთხვევა პირველადი ამოცანის მიზნის ფუნქციის მაქსიმალურ მნიშვნე- 

ლობას. ამავე ამონახსნის (3.86)-(3.88) შეზლუდვების მარცხენა მხარეში ჩასმით 

მიიღება უტოლობათა სისტემა 

23 + 5/4>10, (3.90) 

23/2 + 5/2 =14, (3.91) 

23/4 + 25/4 = 12. (3.92) 
(3.90)-დან გამომდინარეობს, რომ დუალური (3.86) ამოცანის შეზღუდვა სრულ- 

დება როგორც მკაცრი უტოლობა, რაც იმაზე მიუთითებს, რომ 4. ერთეული ნაკეთო– 

ბის წარმოებაზე დახარჯული ნედლეულის დუალური შეფასება ამ ნაკეთობის ფასზე 

მეტია. ამიტომ ამ სახის პროდუქციის გამოშვება წამგებიანია. (3.91) და (3.92)-დან 

გამომდინარეობს, რომ დუალური ამოცანის (3.87) და (3.88) შეზღუდვები სრულდება 

როგორც ზუსტი ტოლობები. ეს კი იმას ნიშნავს, რომ დუალური შეფასებები იმ 

ნედლეულისა, რომელიც გამოყენებულია 8 და C ერთეული ნაკეთობების გამოსაშვე- 

ბად, შესაბამისად, მათი ფასის ტოლია. ამიტომ, ამ სახეობათა პროდუქციის წარმოე- 

ბა ეკონომიკურად მიზანშეწონილია. ეს შედეგები ზუსტადაა ასახული პირველადი 

ამოცანის ოპტიმალურ ამონახსნში. 

შენიშვნა 35. ამგვარად, განხილულმა მაგალითმა დაგვარწმუნა, რომ დუალური 

შეფასებები მჭიდროდ დაკავშირებულია პირდაპირი ამოცანის ოპტიმალურ გეგმასთან. 

საწყისი მონაცემების ნებისმიერი ცვლილება აისახება როგორც პირდაპირი ამოცანის 

ოპტიმალურ გეგმაზე, ისე ოპტიმალური დუალური შეფასებების სისტემაზე. 
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3.# მშელრიცხვა წრფივი დაპრობრამება 

8.#.1 მთელრიცხვა დაპროგრამების ამოცანის 
თავისებურებანი 

სტატიკური ოპტიმიზაციის მრავალ ამოცანაში საჭიროა საოპტიმიზაციო ცვლადე- 

ბის მთელრიცხვა მნიშვნელობების მიღება. ასეთი ამოცანებია, მაგალითად, სხვადა- 

სხვა სახის სატრანსპორტო საშუალებების განაწილება (მანქანების განაწილება მარ- 

შრუტების მიხედვით, გემებისა და თვითმფრინავების - რეისების მიხედვით), წარმოე- 

ბათა შორის საწარმოო დავალებების განაწილება, დაზგა-დანადგარების დატვირთვა, 

მასალის გამოჭრა, საწარმოს მიერ ისეთი პროდუქციის გამოშვება, რომლის წილა- 

დური სახით წარმოდგენა შეუძლებელია და სხვ. 

აღნიშნული სახის ამოცანებს მთელრიცხვა წრფივი დაპროგრამება შეისწავლის, 

რომელიც ჩვეულებრივი (კლასიკური· წრფივი დაპროგრამების ამოცანებისგან 

განსხვავებით მოითხოვს ყველა ან ნაწილი ცვლადების მთელ რიცხვად წარმოდგენას. 

მთელრიცხვა წრფივი დაპროგრამების ამოცანის ფორმულირება შემდეგია. საჭიროა 

ვიპოვოთ 

#/0= 2.9», ც.9) 

წრფივი ფუნქციის მაქსიმალური (მინიმალური) მნიშვნელობა შემდეგი პირობების 

გათვალისწინებით: 

2ეთ»X,=ხ, 1=12,..,M, (3.94) 
4#=! 

X,>0, /)=1,2,...,7, (3.95) 

X6C2, /=1,2,...,7, (3.96) 

სადაც X მთელი რიცხვების სიმრავლეა. 

(3.93)-(3.96) ამოცანა შეიძლება წარმოდგენილ იქნეს მატრიცული სახითაც 

CX –ს თმX (წისი), (3.97) 

4X=ხ, (3.98) 

X>0, ც.99) 

XC2”, (.100) 
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სადაც 4 =(,I არის /1X7 განზომილებიანი მოცემული მატრიცა, 2=(0,6ე,.-,6,X», 

ხ=CL, ,ხ. ნ.ა), შესაბამისად ”- და #”I-განზომილებიანი მოცემული ვექტორებია, 

X =(X,,X5,...X,)” – საძებნი 7-განზომილებიანი ვექტორი, ხოლო 2” – 7-განზომილე- 

ბიანი მთელრიცხვა ვექტორთა სივრცე. 

ერთი შეხედვით, მთელრიცხვა დაპროგრამების (3.93)-(3.96) ამოცანა შეიძლება 

ჩვეულებრივ ამოიხსნას, ვთქვათ, სიმპლექს-მეთოდით და შემდეგ მოხდეს მიღებული 

შედეგის დამრგვალება მთელ რიცხვამდე. სამწუხაროდ, ასეთი მიდგომა ზოგ შემთხ- 

ვევაში არ გამოდგება, ვინაიდან, თუ, მაგალითად, ამონახსნის მნიშვნელობა შეადგენს 

მთლიანი მოცულობის მნიშვნელოვან ნაწილს, მაშინ ამგვარი დამრგვალება ხშირად 

შეცდომას განაპირობებს. ამიტომ საჭიროა გამოყენებულ იქნეს ისეთი მეთოდი, სადაც 

ამოხსნის შედეგი მთელ რიცხვებში გამოიხატება. 

მაგალითი 311 ამოვხსნათ მთელრიცხვა წრფივი დაპროგრამების შემდეგი ამოცა- 

ნა: 

აიმX (| /#LCX,,X:,Xკ) = X, – 3X- + 3X; 1, 

2X + X – X <4, 

4X, – 3X <2, 

–3X, + 2X +X <3, 

X, > 0, X:> 0, X > 0, 

X, C 7, X: C 27, Xკ C 2. 

ამოხსნა. მთელრიცხვული პირობის გარეშე მოცემული ამოცანის სიმპლექს-მეთო- 
დით ამოხსნა გვაძლევს 

X, =0.5; X: =0; Xკ =4.5, 

ხოლო მიზნის ფუნქციის მაქსიმალური მნიშვნელობა ტოლია /»,.=14. 

ვინაიდან X, =0.5 და X; =4.5 არ არის მთელი რიცხვები, საჭიროა მოცემული 

ამოცანა ამოიხსნას მთელრიცხვა დაპროგრამების სპეციალური მეთოდებით. ასეთი 

ამოხსნა გვაძლევს: 

X=2: X.=2; Xკ =5; 

ამ შემთხვევაში მიზნის ფუნქციის მნიშვნელობა ტოლი იქნება /»„=11. 
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ცხადია, ეს შედეგი უარესია, ვიდრე პირველ შემთხვევაში და ეს ასეც უნდა იყოს; 

მაგრამ უკანასკნელი ამოხსნა საუკეთესოა ყველა იმ შემთხვევაში, როცა X, X; და X, 

აუცილებლად მთელი რიცხვებია. თუ ჩვენ მივმართავთ დამრგვალების პროცედურას 

ღა ჩავთვლით, რომ 

X, =1; X2 =0; X, =4, 

მაშინ ამოცანის ძირითადი შეზლუდვები არ კმაყოფილდება. ასევე არ დაკმაყო- 

ფილდება შეზღუდვები, თუ X)-სა და X-ს დავამრგვალებთ საპირისპირო მიმართულე- 

ბით. 

3.#.2 მოპპეთის მეთოდი 

მთელრიცხვა დაპროგრამების ამოცანის ამოხსნის ძირითადი იდეა დაკავშირებულია 

ეწ. მოკვეთის პროცედურასთან, რომლის რეალიზაცია რ. გომორის ალგორითმის 

თანახმად ზორციელდება. 

სანამ გომორის მეთოდს გავეცნობოდეთ, გავარკვიოთ შეიძლება თუ არა მთელ- 

რიცხვა წრფივი დაპროგრამების (3.93)-(3.996) ამოცანის დაყვანა წრფივი დაპრო- 

გრამების ამოცანაზე და ამ უკანასკნელის ამოსახსნელად ზემოთ განხილული სიმ- 

პლექს-მეთოდის გამოყენება. 

სამართლიანია შემდეგი 

თეორემა 319. ვთქვათ, §X არის მრავალწახნაგა, §)” - C-ს მთელკომპონენტიან 

წერტილთა სიმრავლე, ხოლო M = C00V(§0:“) – §)“-ის ამოზნექილი გარსი. მაშინ 

ადგილი აქვს შემდეგ დებულებებს: 
1. # მთელრიცხვა მრავალწახნაგაა; 

2, I-ის მთელკომპონენტიან წერტილთა სიმრავლე §!1-ს მთელკომპონენტიან წერ- 

ტილთა სიმრავლეს ემთხვევა, ე.ი. 

I" = CC): 

3. #M მრავალწახნაგას საყრდენი გეგმების ანუ ამონახსნთა MI” სიმრავლე არის /I" 

სიმრავლის ქვესიმრავლე, ე.ი. #M' C M“. 

ამ თეორემიდან გამომდინარეობს შედეგი. 

შედეგი 31 ვთქვათ, C) არის მრავალწახნაგა, §)” - §2-ს მთელკომპონენტიან წერ- 

ტილთა სიმრავლე, IM = C0იV(§ბ?) - §ჰ“-ის ამოზნექილი გარსი; (IM,0) წრფივი დაპრო- 

გრამების ამოცანაა ამონახსნთა # მრავალწახზნაგით და C”X მიზნის ფუნქციით, ხოლო 

(0,0 - მთელრიცხვა წრფივი დაპროგრამების ამოცანა ამონახსნთა §)“ მრავალწახ- 
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ნაგით და იგივე CX მიზნის ფუნქციით. თუ X(#7,C) არის (#7,0) ამოცანის ოპტიმალური 

გეგმა, მაშინ XC#,C) ასევე ((ჩ”,0) ამოცანის ოპტიმალური გეგმაა. 

მაშასადამე, მთელრიცხვა დაპროგრამების (C2“,0) ამოცანის ოპტიმალური გეგმა შე- 

იძლება მივიღოთ წრფივი დაპროგრამების (/##,C) ამოცანის ამოხსნით. 

თეორემა 320. ვთქვათ, §ჩა მრავალწახნაგაა, CI - (1-ს მთელკომპონენტიან წერ- 

ტილთა სიმრავლე, ხოლო I = C00V(()“) - (+“-ის ამოზნექილი გარსი. დავუშვათ, 

რომ V მთელრიცხვა მრავალწახნაგაა და LI” = §Cა“. მაშინ LI = IV. 

(ზემოთ მოყვანილი დებულებების დამტკიცება მოცემულია მონოგრაფიაში (83)). 

წრფივი დაპროგრამების იმ ეკვივალენტური ამოცანის განსაზღვრა, რომლის ამო- 

ნახსნიც იგივეა, რაც მოცემული მთელრიცხვა დაპროგრამების ამოცანის ამონახსნი, 

საკმაოდ დიდ სიძნელეებთან არის დაკავშირებული. ამჟამად არ არსებობს ეფექტური 

ალგორითმები აღნიშნული პრობლემის გადასაჭრელად. გომორის მეთოდი დამყარებუ- 

ლია ე.წ. მოკვეთის იდეაზე, რომლის საილუსტრაციოდ განვიხილოთ მარტივი მაგა- 

ლითი. 

მაბალითი 3.L> ამოვხსნათ მთელრიცხვა წრფივი დაპროგრამების შემდეგი ამოცა- 

ნა: 

02X ( /(X,,X-) = X, + X; ), (3.101) 

2X, + 11X, < 38, (3.102) 

”+ #X: <9, (3.103) 

4 -–  5X <4, (3.104) 

X,>0,X.> 0, (3.105) 

X, C 27, X, 6C 2. (3.106) 

ამოხსნა. დასმული ამოცანა გრაფიკულად წარმოდგენილია ნახ. 3.11-ზე. (3.101)- 

(3106) ამოცანის ამონახსნთა მრავალწახნაგა განისაზღვრება შემდეგი წრფეების 

გადაკვეთით: 
1: 2X,+11X. = 38, 

,: », + Xა= 9, 

ა: 4X, –5Xვ= 4, 

!.:X,=0, 
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'- X= 0 

და მას ნახაზზე C#8C მრავალკუთხედი შეესაბამება. 

   ს»     
ჩ 

ნახ. 3.11 

ამოვხსნათ (3.91)-(3.95) წრფივი ამოცანა, მივიღებთ: X, =13/3, X. =8/3, სა- 

დაც მიზნის ფუნქციის მნიშვნელობაა #7. ვინაიდან X, და X; ცვლადების მიღებული 

მნიშვნელობები არ არის მთელი რიცხვები, ამიტომ (13/3;8/3) ამონახსნი არ გვაკმა- 

ყოფილებს. 
0#ტ8C მრავალკუთხედი შეიცავს 12 მთელრიცხვა წერტილს. იმისათვის, რომ ვი- 

პოვოთ (3.91)-(3.996) ამოცანის ოპტიმალური ამონახსნი 0#8C მრავალკუთხედი 

შევცვალოთ 0LILLC მრაგალკუთხედით, რომელიც შეიცავს ყველა დასაშვებ წერ- 

ტილს მთელრიცხვა კოორდინატებით და რომლის თითოეული წვეროს კოორდინატე- 

ბი მთელი რიცხვებია. თუ CILXLLC მრავალკუთხედზე ვიპოვით (3.91) ფუნქციის მაქ- 

სიმუმს, მაშინ ამ წერტილის კოორდინატებით განისაზღვრება (3.91)-(3.96) ამოცა- 

ნის ოპტიმალური გეგმა. 

ამოცანის ამოსახსნელად ავაგოთ XI+X:=0 წრფე და მისი IV =(1;1) ნორმალი. წრფე 

M ნორმალის მიმართულებით პარალელურად გადავიტანოთ მანამ, სანამ იგი არ 

გაივლის C0I1)CM#C მრავალკუთხედთან საერთო ბოლო წერტილზე. მიღებული წერ- 

ტილის კოორდინატები განსაზღვრავს (3.91)-(3.96) ამოცანის ოპტიმალურ გეგმას. 

ჩვენს შემთხვევაში საძებნი აღმოჩნდა ორი წერტილი: C=(2:3) და #=(3;2), რომელ- 

შიც 7/თ==5. 
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ფაქტიურად ამოცანის ამოხსნა განხორციელდა მოკვეთის მეთოდით, ვინაიდან 

0#8C მრავალკუთხედს მოვკვეთეთ ნაწილი, რომელიც არ შეიცავს მთელრიცხვა 

წერტილებს. 

8.#.3 გომორის მეთოდი 

მოკვეთის მეთოდის რეალიზაცია შეიძლება განხორციელდეს ე.წ. გომორის მეთო- 

დის საშუალებით. 

განვიხილოთ მთელრიცხვა წრფივი დაპროგრამების (3.93)-(396) ამოცანა. 

გარკვეულობისათვის დავუშვათ, რომ ადგილი აქვს მაქსიშიზაციის ამოცანას. აღვნიშ- 

ნოთ (3.93)-(3.95) ამოცანა ((2,0)-თი და დავუშვათ, რომ XCC2,0) ამოცანის ოპ- 

ტიმალური საყრდენი გეგმაა, რომლის ბაზისური კომპონენტებია X», 1C8. გამოგსა- 

ხოთ მიზნის ფუნქცია და ყველა X,, X:,...,X„. ცვლადი არაბაზისური X,, /C7V, (ცვლადე- 

ბის საშუალებით, რომლებიც შეესაბამება (§2,C) ამოცანის ოპტიმალურ საყრდენ გეგ- 

მას 

X, = Xი + 2 (-X,) 1 =0,1.2,...,#. 
)ჯ6M 

აქ M და 8 შესაბამისად არაბაზისური და ბაზისური ცვლადების სიმრავლეა ამოცანის 

საყრდენი XLCპბ.0) გეგმისათვის, X»-, 1=1,2,...,7, - X((პ,0)ის კომპონენტები, Xი - მიზნის 

ფუნქციის მნიშვნელობა XC2,0C)-სათვის, ხოლო X,, L-0,1,2,...,,/CVM, - ამოცანის ვექ- 

ტორთა სისტემის არაბაზისური ვექტორების საშუალებით დაშლის კოეფიციენტები 

(ყველა ელემენტი მიღებულია სიმპლექს-მეთოდის ცხრილიდან). 

ცნობილია, რომ ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვი მთელი და წილადი ნაწილისაგან 

შედგება. დავუშვათ თ ნამდგილი რიცხვია. ძი რიცხვის მთელი ნაწილი Iძ| არის უდი- 

დესი მთელი რიცხვი, რომელიც არ აღემატება ძ-ს. ძ-ს მთელი ნაწილი აღინიშნება 

Lი)-თი. მაგალითად, (3.5)=3, (10/3)=3, |51=5, L–3.5)= –4, |–10/3)C –4, |-51= –5. «თ 

რიცხვის წილადური ნაწილი არის #თ-სა და მისი მთელი ნაწილის სხვაობა. ძ-ს წი- 

ლადური ნაწილი აღინიშნება /#-თი ან L(0)-თი, ე.ი. /2=(ით)=ძ-Iი). მაგალითად, 

ჯ3.51=0.5, (10/3)=1/3, (51=0, (–3.51=0.5, (–10/3)=2/3, |–51=0. ამგვარად, შეგვიძ- 

ლია მივუთითოთ წილადური ნაწილის ცვლილების დიაპაზონი: 0 < /#<1. 

სამართლიანია შემდეგი დებულება. 

თეორემა 321 ვთქვათ 
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2, =2,(X)=-(Xი)+ 2,(–CI,)(-X,). (3.107) 
)I)6M 

დავუშვათ, რომ X არის (§X“,C) ამოცანის ((3.93)-(3.96)) გეგმა; მაშინ 2, მთელი 

რიცხვია და, ამასთან, 

2; 2 0, I=0,1.2,...:71. (3.108) 

შედები 32 დავუშვათ, წრფივი დაპროგრამების (C2,C) ამოცანის XLC§2,0) ოპტიმა- 

ლური გეგმა არ აკმაყოფილებს მთელრიცხვულ პირობას, ე.ი. რომელიღაც ური ინ- 

დექსისათვის Xა არ არის მთელი რიცხვი. მაშინ (3.107) და (3.108) გამოსახულებები 

გვაძლევს წესიერ მოკვეთას. 

XCC.C) გეგმა მიესადაგება წრფივი დაპროგრამების დამხმარე ამოცანებს. მოკვეთის 

მეთოდის ერთერთი მთავარი პრობლემაა შეზღუდვების თანდათანობითი ზრდა. 

თუ (3.93)-(3.95) ამოცანის სიმპლექს-მეთოდით ამოხსნისას ბოლო ცხრილში მი- 

ვიღეთ, რომ ყველა X-«, 1C8, მთელი რიცხვია, მაშინ შეგვიძლია დავასკვნათ, რომ 

ამოხსნილია არა მარტო წრფივი დაპროგრამების ამოცანა, არამედ მთელრიცხვა და- 

პროგრამების ამოცანაც. იმ შემთხვევაში, თუ ცვლადების გარკვეული ნაწილი წილა- 

დია, მაშინ ამოხსნის პროცესი უნდა გაგრძელდეს ამოცანაში დამატებითი შეზღუდვე- 

ბის შეტანით. თითოეული შეზღუდვა წესიერ მოკვეთას წარმოადგენს. 

შევადგინოთ დამატებითი შეზღუდვა რომელიმე ბაზისური X, ცვლადისათვის, რომ- 

ლის შესაბამისი ოპტიმალური საყრდენი გეგმის კომპონენტი არამთელრიცხვა აღ- 

მოჩნდა. ასეთ შეზლუდვას ექნება სახე 

– მ,+ 2ბ,C/ჩ,X-X,)) >9, (3.109) 
#6M 

სადაც /9 და /8, განისაზღვრება სიმპლექს-მეთოდის ცხრილის I-ური სტრიქონიდან: 

/#.=(Xი), /#,=1X,), 1CM. (თუ მთელრიცხვული პირობა არ კმაყოფილდება რამდენიმე 

ცვლადისათვის, მაშინ დამატებითი შეზღუდვები უნდა შედგეს იმ სტრიქონისათვის, 

რომლის თავისუფალ წევრს აქვს უფრო მეტი წილადური ნაწილი), ზემოთ მოყვა- 

ნილი (3.09) შეზღუდვა უნდა დაემატოს სიმპლექს-მეთოდის ცხრილს, როგორც 

ბოლო სტრიქონი, რის შემდეგ ხორციელდება ცვლადების შეცვლა. საილუსტრაციოდ 

განვიხილოთ მაგალითი. 

მაბალითი 313, ამოვხსნათ მთელრიცხვა წრფივი დაპროგრამების შემდეგი ამოცა- 

ნა: ' 

MიმX ( /X,,X:) = 7X) + 3X ), (3.110) 
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5X, + 2X- < 20, (3.111) 

8X, + 4X, <38, (3.112) 

X,> 0, X:> 0, (3.113) 

X, C 2, Xე 6 2. (3.114) 

ამოხსნა. (3.110)-(3.113) ამოცანა ამოვხსნათ სიმპლექს-მეთოდით, რომლის შედე- 

გებიც წარმოდგენილია 3.17 ცხრილში. 

8.» Cბ.ზ 4ი 

43 0 20 

4. 0 38 

0 

4 0 1 

4: 19/2 

57/2 

1 

15/2 

59/2 

  

ცხრილი 3.17 

ცხრილიდან ჩანს, რომ (3.110)-(3.113) ამოცანის ოპტიმალური ამონახსნია 

X, =1; X =15/2; 

7/თ= = 59/2. 

მაგრამ X., არ არის მთელრიცხვა სიდიდე და (1:15/2) წერტილი არ წარმოადგენს 

(3.110)-(3.114) ამოცანის ამონახსნს. ამიტომ (3.109)-ის საფუძველზე შევადგინოთ 

დამატებითი შეზღუდვა (წესიერი მოკვეთა), რომელიც შეესაბამება X; =15/2-ს, 

–1/2 –C–0X»; –1/4X, ) > 0. 
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იგი დამატებითი არაუარყოფითი X, ცვლადის შემოტანით შეგვიძლია წარმოვადგინოთ 

შემდეგი სახით: 

0X, –1/4X,+ Xჯ = –1/2. (3.115) 

(3.115) განტოლების გათვალისწინებით 3.17 ცხრილის ბოლო ოპტიმალურ ქვე- 

ცხრილს მივუმატოთ თითო სტრიქონი და სვეტი. ახალ სტრიქონში ჩავწეროთ შესა- 

ბამისი მნიშვნელობები (3.105)-დან, ხოლო ახალ სვეტში - ახალი ბაზისური 4; ვექ- 

ტორი. მივიღებთ ახალ სიმპლექსურ ცხრილს (იხ. ცხრილი 3.18). 

3.18 ცხრილიდან ჩანს, რომ გვაქვს გაფართოებული (3.110)-(3.113), (3.115) ამო- 

ცანის ფსევდოგეგმა (1:15/2:0;0;-1/2)”, რომელიც ერთი კომპონენტის უარყოფითობის 

გამო გეგმას არ წარმოადგენს. 3.8 ცხრილისათვის გამოვიყენოთ დუალური სიმ- 

პლექს-მეთოდი (მაგალითად, იხ. (28, 84)), გარდაქმნის წამყვანი –1/4 ელემენტით. 

მაშინ ჟორდან-გაუსის გამორიცხვის მეთოდის საშუალებით მივიღებთ 3.19 ცხრილს. 

8.ა 4ი 

4, 1 

4: 

4. 

  

ცხრილი 3.19 

როგორც 3.9 ცხრილიდან ჩანს, მიღებულია ახალი ფსევდოგეგმა (2;5;0;2;0)X, 

რომელიც თავისი კომპონენტების არაუარყოფითობის გამო წარმოადგენს (3.110)- 

(3.113), (31151 ამოცანის ოპტიმალურ გეგმას, და მისი ყველა კომპონენტი მთელ- 
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რიცხვაა. მაშასადამე, (3.1101-(3.114) ამოცანის ოპტიმალურ ამონახსნს ექნება შემ- 

დეგი სახე: X””(2;5)”, /„==29. 

8.#.# სალვრებისა და განშტოების მეთოდი 

საზღვრებისა და განშტოების მეთოდი მთელრიცხვა დაპროგრამების ერთ-ერთი 

გავრცელებული მეთოდია. მისი არსი შემდეგში მდგომარეობს (83). 

(3.93)-ი3696) ამოცანას თავდაპირველად ამოიხსნებ მთელრიცხვული პირობის 

გათვალისწინების გარეშე, ე.ი. ამოიხსნება (3.93)-(3.95) ამოცანა. შემდეგ განიხილე- 

ბა ნებისმიერი არამთელრიცხვა ბაზისური ცვლადი X, მაგალითად X:=15/2, როგორც 

ეს მიღებული იყო 3.13 ამოცანაში. მოცემულ შეზღუდვათა სისტემას დაემატება ორი 

უტოლობა: 

X-->7 (3.116) 

და 

X.< 7, (3.117) 

და გადაწყღებ წრფივი დაპროგრამების იორი ახალი ამოცანა ამ ამოცანებს 

შესაბამისად აქვს სახე: (3.110)-(3.113), (3.116) და (3.110)-(3.113), (3.117). ორივე 

შეიცავს ორ თავდაპირველ ((3.111), (3.112)) და ერთ დამატებით შეზღუდვას. 

დავუშვათ, რომ თითოეულ ახალ ამოცანას აქვს ოპტიმალური ამონახსნი, რომე- 

ლიც აკმაყოფილებს მთელრიცხვულ პირობას. მაშინ ის ამონახსნი, რომელიც შეესა- 

ბამება მიზნის ფუნქციის უფრო მეტ (მინიმიზაციის დროს უფრო ნაკლებ) მნიშვნე- 

ლობას, ჩაითვლება ოპტიმალურ ამონახსნად. 
იმ შემთხვევაში, როცა ერთ-ერთი ამოცანის ამონახსნი აკმაყოფილებს მთელრიცხ- 

ვულ პირობას, ხოლო მეორე ამოცანის ამონახსნი არ აკმაყოფილებს, მაშინ პირველი 

#L, ამოცანის მიზნის ფუნქციის ოპტიმალური მნიშვნელობა უნდა მივიღოთ როგორც 

ზედა ზღვარი, ხოლო მეორე ამოცანის საფუძველზე კვლავ განიხილება ორი 

დამატებითი შეზღუდვა: », > (ხ,)+1, », < (L§.), სადაც (ხ,) იმ ბაზისური X ცვლადის 

მთელი ნაწილია, რომელიც არ არის მთელრიცხვა. აღნიშნული პროცედურა 

ანალოგიურად განმეორდება მანამ, სანამ ერთ-ერთ დასაშვებ განშტოებაზე არ 

მიიიღება მთელრიცხვა ამონახსნი. 
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ვ. წრფივ0 დაპრობრამების 

არასაკუთრივი ამოცანა 

წრფივი დაპროგრამების ამოცანა წარმოვადგინოთ შემდეგი სახით: 

L: 1იმX ( C”X: ,4X<ხ, X>0), (3.118) 

სადაც C=(C,C....,C,) CL”, ხ=(ხ,ხ:,...,ხ„) CM”, 4=(4),4-,..-,რი), 4 (თში,...,0„) CM”, 

ჯ1.2,..., 1, X=(X).X,-.-.X), და. ვთქვათ, I მისი ოპტიმალური მნიშვნელობაა. L ამო- 

ცანის ჩაწერის (3.118)1 ფორმა მოსახერხებელია სტანდარტული და სასარგებლო 

ეკონომიკურ-ტექნოლოგიური ინტერპრეტაციის გამო, რომლის თანახმადაც ხ რესურ- 

სების ვექტორია, C - ფასების ვექტორი. მათემატიკური თვალსაზრისით #4 მატრიცის 

(ეწ. ტექნოლოგიური მატრიცის) სვეტები ტექნოლოგიურ საშუალებებს განსაზღ- 

ვრავს რესურსების იმ დანახარჯების მოცემის გზით, რომელიც შესაბამისი საშუ- 

ალებების ერთეულოვანი ინტენსივობის გამოყენებაზე მოდის. ასე, რომ ინტენსივობის 

X=(X,-X.,...,X,). ვექტორი ასახავს წარმოების დონეს (წარმოების გეგმას). 

(3.118) ამოცანის დუალურია წრფივი დაპროგრამების შემდეგი ამოცანა: 

L": იიIი ( ხწV: 47#>0, V>0), (3.118)” 

რომლის ოპტიმალური მნიშვნელობა აღვნიშნით 1-ით. შემოვიღოთ სიმრავლეები 

(<=(4X>0: 4XX<), 

(ა) = (( >0: #”V2C). 

ამ სიმრავლეებს შესაბამისად L, და ჯ" ამოცანების დასაშვებ სიმრავლეებს უწოდებენ. 

ძირითადი ფაქტი, რომელიც L, და L ამოცანებს აკავშირებს, შეიძლება დუალობის 

თეორემის სახით ჩამოვაყალიბოთ (58, 151): 

თეორემა 322 თუ L ამოცანა ამოხსნადია, მაშინ L. ამოცანაც, აგრეთვე, ამოხსნა- 

დია; ამასთან, ოპტიმალური მნიშვნელობებისათვის სრულდება ტოლობა 1=! · 

(0) =L ცნობილი ტოლობის თანახმად მოყვანილი მტკიცება L, და L-ის მიმართ 

სიმეტრიულია. 

თუ L, ამოცანა ამოხსნადია, მაშინ მას საკუთრივ ამოცანას ვუწოდებთ, წინააღმდეგ 

შემთხვევაში - არასაკუთრივ ამოცანას. 

(:>C და (XC დაშვება L ამოცანის ამოხსნადობის ტოლფასია და, აქედან 

გამომდინარე, L” ამოცანის ამოხსნადობის ტოლფასიცაა.
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ვ.ე. არასაკუთრივი ამოცანების პლასიფიპაცია 

თუ L ამოცანა არასაკუთრივია, მაშინ შესაძლებელია შემდეგი სამი შემთხვევა: 

1 C=Cთ, ი'>C; (3.119) 

2. C>Cთ, ი'=C; (3.120) 

3 C=Cთ, C'=C. (3.121) 

იმის მიხედვით, (3.119)-(3.121) პირობებიდან თუ რომელი სრულდება, შესაბამისად 

ადგილი აქვს I, II და III გვარის არასაკუთრივ ამოცანას. 

წრფივი დაპროგრამების არასაკუთრივი ამოცანების მოცემული კლასიფიკაციიდან 

ჩანს, რომ თუ L IL გვარის არასაკუთრივი ამოცანაა, მაშინ L” არის LL გვარის ამოცა- 

ნა (და პირიქით); თუ L III გვარის არასაკუთრივი ამოცანაა, მაშინ L” აგრეთვე II 

გვარის არასაკუთრივი ამოცანაა (და პირიქით). 

დავახასიათოთ თითოეული პირობა. (3.119) პირობა ნიშნავს რომ როგორც კი 

რაღაც რ#ხ = (ტხ,,ტხ.,...,ტხ.)CX” ნაზრდისათვის უტოლობათა სისტემა 

X<ხ+გტხ, X>0 (3.122) 

თავსებადია, მაშინ ამოცანა 

იიმX ( C”X: „4X < ხ + ტხ, X>0) (3.123) 

ამოხსნადია. მართლაც, (3.122) სისტემის თავსებადობიდან და C)'>4) პირობიდან გა- 
მომდინარეობს როგორც (3-123) ამოცანის, ისე მისი შეუღლებული ამოცანის 

იიი ( (ხ + #ჩ)”/: 4”V > C, V>0) (3.123)” 

ამოხსნადობა. 

პირიქით თუ რაღაც #ტხ ნაზრდისათვის (3.123) ამოცანა ამოხსნადია, მაშინ 

(3.123)" ამოცანის ამოხსნადობიდან გამომდინარეობს, რომ 6)” >C7. 

(3120) პირობიდან გამომდინარეობს, რომ L ამოცანაში 1-ის ოპტიმალური მნიშვ- 

ნელობა +თ-ის ტოლია. ბოლოს, (3.121) პირობა შემდეგი პირობის ექვივალენტურია: 

ნებისმიერი #ხ ნაზრდისათვის რომლის დროსაც (3.22) სისტემა ამოხსნადია, 

(3.123) ამოცანის ოპტიმალური მნიშვნელობა +Cთ-ის ტოლია. 

აღნიშნული ტრივიალური შედეგები წრფივი დაპროგრამების ამოცანების დუალო- 

ბის თეორემიდან გამომდინარეობს. 
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ვ.5.2 არასაპუთრივი ამოცანების შინაარსობრიბჭი 
ინტერპრეტაცია 

როგორც უკვე აღვნიშნეთ, სიტუაცია, როდესაც წრფივი დაპროგრამების მოდელში 

რეალური ეკონომიკური ამოცანის შესაბამის შეხლუდვათა სისტემა თავსებადია, საკ- 

მაოდ ჩვეულებრივი მოვლენაა. ხშირად, ხ ვექტორის ტხ ნაზრდით კორექტირება 

(3123) ამოცანის ამოხსნადობას განაპირობებს, რომელსაც (3.119) შემთხვევა შეე- 

საბამება. ხ ვექტორის კორექტირებას შეიძლება საფუძვლად დაედოს სხვადასხვა 

მიდგომა, რომელსაც მივყავართ ამოცანის სხვადასხვა მათემატიკურ დასმამდე. მაგა- 

ლითად, მაკორექტირებელი #ხ ნაზრდისაგან შეიძლება მოვითხოვოთ, რომ იგი წარ- 

მოადგენდეს არგუმენტს ოპტიმიზაციის შემდეგი ამოცანისათვის: 

თთ 2 ბა, 4<6+ბს, #20), (3.124) 
15! 

სადაც #0ხ=(4ხ,,რ#ხ:..... #ტხ,) CX”, V, >0,) =1,2,...,/?. ამასთან, M,, /=1,2,...,71, 

კოეფიციენტების ინტერპრეტაცია შესაძლებელია როგორც დანაკარგების ზომა ხ, 

7-1,2...,I, რესურსის ერთი ერთეულით შეცვლისას (ე.ი. ხ,-ის (ხ, +1)-ით შეცვლი- 

სას). აღწერილი კორექტირების შინაარსის მიხედვით ზოგიერთი #ხ, ნაზრდი შეიძ- 

ლება იყოს უარყოფითიც და მაშინ დანაკარგების ჯამურ 2,0,4ხ, ფუნქციაში უარ- 
75 

ყოფითი იქნება შესაბამისი # ,0ხ, შესაკრებები. 

რამდენადმე განსხვავებული, მაგრამ შინაარსობრივად ცხადია კორექტირება, რომე- 

ლიც ექვემდებარება ოპტიმიზაციის ამოცანას 

თთ> ას, :4X<ხ+#ხ, ნთაა)>0. (3.125) 
1=1 

L, ამოცანისათვის I გვარის არასაკუთრივობის ზემოთ განხილილული ინტერპრე- 

ტაცია დაკავშირებულია რესურსის დეფიციტთან. ასეთი ამოცანის კორექციას ვუწო- 

დოთ კორექცია რესურსების დეფიციტის მიმართ. თუმცა, შესაძლებელია, რომ არა- 

თავსებადობის მიზეზს ვექტორის მოცემისას დაშვებული უზუსტობა წარმოადგენდეს 

(საზოგადოდ, თითქმის ყველა ეკონომიკური მაჩვენებელი მიახლოებითია). 

შემდეგში ვნახავთ, საწყისი მონაცემების უზუსტობას თუ როგორ მივყავართ 

წრფივი დაპროგრამების ამოცანის არასაკუთრივობის სხვადასხვა ფორმებთან. 

ჩვეულებრივ, ამა თუ იმ თ მაჩვენებლისათვის შესაძლებელია მივუთითოთ მხო- 

ლოდ Iთ,თ) მონაკვეთი, რომელსაც იგი ეკუთვნის, იშვიათ შემთხვევაში კი - მოცე- 

მულ მონაკვეთზე მისი განაწილების კანონი. ამიტომ, თუ ხ ვექტორის მნიშვნელობე- 
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ბის შესაძლო საზღვრებია ხ და ხ, რაც მისი მოცემის უზუსტობას განსაზღვრავს, 

მაშინ მნიშვნელოვანია გამოვარკვიოთ, თავსებადია თუ არა უტოლობათა სისტემა 

4X<)/, ხ<X7<ხ, X>0. (3.126) 

თუ იგი რაღაც ოუ ვექტორისათვის X-ის მიმართ თავსებადია, მაშინ ყველა სა- 

ფუძველი გვაქვს, რომ (3.118) ამოცანაში შეზლუდვათა სისტემა შევცვალოთ შემდეგი 

სისტემით: 

4X< 7, X>0, 

ხოლო თვით (3.118) ამოცანა - ამოცანით: 

იი2X ( C7X: 4#X< », X>01. 

წრფივი დაპროგრამების II გვარის არასაკუთრივი ამოცანის არსის განხილვა და- 

კავშირებულია წრფივი დაპროგრამების ამოხსნადი ამოცანის საწყისი მონაცემების 

ამა თუ იმ ქვესისტემის მიმართ კორექტირების ცნებასთან. (3.118) ამოცანის საწყისი 

მონაცემები წარმოადგენს სრულ სისტემას 

I=(2,)ბ,(ხ,)7(9)C1. 
ჩვენთვის მოსახერხებელია, რომ შემდგომში გამოვიყენოთ (3.118) ამოცანის ' -მდგრა- 

დობის, სადაც #'C/, შემდეგი განსაზღვრება. 

განსაზღვრება 319. (3.118) ამოცანას ვუწოდებთ I'-მდგრადს, თუ 4'-ის პარამეტ- 

რების მცირე ცვლილებების შემთხვევაშიც კი ამოცანა ამოხსნადია, ხოლო მისი ოპ- 

ტიმალური მნიშვნელობა უწყვეტად დამოკიდებულია ამ ცვლილებებზე. 
თუ I'=(C,თ,...,C,), მაშინ შეგვიძლია ვიმსჯელოთ C-მდგრადობაზე. ცნობილია, 

რომ (3.118) ამოცანა C-მდგრადია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა მისი ოპტიმალური 

ამონახსნების (2) სიმრავლე შემოსაზღვრულია. თუ იგი შემოუსაზღვრავია, მაშინ არ- 

სებობს რაგინდ მცირე (ნორმით) #C ვარიაციები, რომლებისთვისაც 

5სი ((C+ #C)X: XC6) ) =+თ. (3.127) 

მართლაც, ვინაიდან C სიმრავლე შემოუსაზღვრავია, ამასთან, ამოზნექილი და ჩაკე- 

ტილი, ამიტომ ნებისმიერი X C§) ვექტორისათვის არსებობს ისეთი §>0 ვექტორი, 

რომ X(CV)=7X+1§ 6C C VI>0. რადგან C” XC) = I, ამიტომ C”9 =0. ავიღოთ #აC =თ§, 

თ>0. თუ გავითვალისწინებთ C”§ =0, მაშინ (C+#C)” XCI) = თ(>,§) +C”X +IთI§I” თანა- 

ფარდობიდან გამომდინარეობს 10 (CC+ 4C)” XC))= +თ , რაც. გვაძლევს (3.127)-ს. 
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ზემოთ აღნიშნული გვიჩვენებს, რომ თუ L. ამოცანა თავისი ზუსტი მონაცემებით 

ამოხსნადია, მაგრამ არ არის C-მდგრადი, მაშინ C ვექტორის 6 =C+ #2 სახის მიახ–- 

ლოებით წარმოდგენა მიგვიყვანს (3.127) სიტუაციამდე ანუ LL გვარის არასაკუთრივ 

ამოცანამდე. აქედან გამომდინარე, თუ საქმე გვაქვს რეალურად მოცემულ მოდელთან 

თიმXLC XL: XC0), 

რომლის ოპტიმალური მნიშვნელობა +თ-ის ტოლია, მაშინ ისმის კითხვა, შეიძლებო- 

და თუ არა ეს მომხდარიყო C ვექტორის არაზუსტი მოცემის გამო. თუ ნორმით მი- 

ნიმალური #C ვარიაცია (6=0+7#400C), რომელსაც მიგყავვართ შემდეგი ამოცანის 

ამოხსნამდე 

”იმX ( CX: XC6C2 1, (3.128) 

C ვექტორის მოცემის ცდომილების საზღვრებშია მოქცეული, მაშინ (3.128) მოდელი 

შეიძლება განვიხილოთ როგორც (3.127) მოდელის არაზუსტი ინფორმაციის კორე- 

ქციის შედეგი უკანასკნელი შეიძლება შევცვალოთ (3.128)-ით. ვინაიდან იგი 

არამდგრადია, ამიტომ მისი ამოხსნისათვის საჭიროა გამოვიყენოთ რეგულარიზაციის 

საშუალებები. 

ბოლოს, შევჩერდეთ წრფივი დაპროგრამების III გვარის არასაკუთრივი ამოცა- 

ნების ანალოგიურ ინტერპრეტაციაზე. დავაკავშიროთ იგი იმ ამოცანის განხილვას- 

თან, რომელიც პასუხობს L, ამოცანის სიმეტრიულ კორექციას 

M0მX ( (C – #2)”X: „4X < ხ + #ხ, X> 0). (3.129) 

ასეთი კორექცია საინტერესოა იმით, რომ იგი დუალურად სიმეტრიულია, სახელ- 

დობრ, თუ L ამოცანისათვის ანალოგიურ კორექციას ჩავატარებთ, მაშინ მივიღებთ 

იიი ( (ხ + #ხ)”ი; M#> 6 – #0, #> 0). (3.12 

უკანასკნელი (3.129)-ის დუალური ამოცანაა. 

ვთქვათ, 

)X= ( სტხ, #2) CX””; (3.129) ამოცანა ამოხსნადია |), 

CXხ) = ( X: /4X < ხ + #ხ, X>01, 

CX(40თ) = ( V: #”M>0 – #0, #>01, 

#.= ( #ხ: (§X#ხ) # 6 1), 

#.= ( #0: C-(#0C) « C ). 
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ცხადია, #.#C და >C. MX, LI და #,. სიმრავლეები დაკავშირებულია #=M#ა»X#, 

თანაფარდობით. მართლაც, 

4X<ხ +ტ0სხ, X>20, (3.139) 

4',>0-ი#0, V>0, (3.131) 

სისტემების ერთდროული თავსებადობა რაღაც ტხ და #C-სთვის განაპირობებს 

(1.129)-ის ამოხსნადობას (და, ამის გამო, (3.129)“-ის ამოხსნადობასაც). მეორე 

მხრივ, თუ რომელიმე #ხ და ტ#ტC-სთვის (3.129) ამოცანა ამოხსნადია, მაშინ ამოხსნა- 

დია (3.129)” ამოცანაც, რის გამოც მათი შეზღუდვათა (3.130) და (3.131) სისტემები 

თავსებადია. 

ვთქვათ, 

L#20,#ხ1)C 4-2 თისი 46) +|ტძ| :(ტC,ტხ1C X I. 

თუ ტხ და ტი თავსდება ხ და C ვექტორების მოცემის შესაძლებელ ცდომილებათა 

საზღვრებში, მაშინ ამოხსნადია ამოცანა 

თიმXIC X: 4X <ხ, X>0|, 

რომელშიც 6=C– #2, ხ=ხ+#ხ შეიძლება განვიხილოთ როგორც არაზუსტი ინ- 

ფორმაციის მიხედვით კორექტირებული. ტხ და #ტC ნაზრდების გათვალისწინებით კო- 

რექტირებული ხდება L, ამოცანაც. 

ზემოთ აღნიშნული შეიძლება გავიმეოროთ, თუ მსჯელობას გავავრცელებთ ყველა 

მაჩვენებლის სისტემაზე, რომლის საშუალებითაც; მოიცემა (3.118) ამოცანა. კერძოდ, 

ვთქვათ, # = 951, სადაც § =I4,ხ,C), §= (4, ხ, 9, პარალელეპიპედია, რომლითაც 

მოიცემა იმ § = L4, ხ, CI ინფორმაციული ვექტორის ყველა შესაძლო მნიშვნელობათა 

სიმრავლე, რომელიც შესაბამისობაშია (3.118) ამოცანასთან. ამ შემთხვევაში შეიძლე- 

ბა დაისვას ამოცანა უტოლობათა უფრო რთულ სისტემათა 

4X<ხ, 4<4<4 ხ<ხ<ხ, X>0 (3.132) 

მიმართ თავსებადობის გამორკვევისა და 

თ8XI CI X:4X<0, X>0 | ც.133) 

ამოცანის ამოხსნადობის შესახებ, სადაც C<C 50, ხოლო 4 და ხ რაღაც X -სთვის 

აკმაყოფილებენ (3.132) სისტემას. 

თუ (3.133) ამოცანა ფორმირებულია, მაშინ იგი (3.118) ამოცანის ტოლფასად 

შეიძლება ჩაითვალოს, მიუხედავად იმისა (3.118) ამოცანა საკუთრივია თუ არასაკუ- 

თრივი. აქედან გამომდინარე, (3.133) ამოცანები შეიძლება განვიხილოთ როგორც ინ- 
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ფორმაციულად ეკვივალენტური იმ აზრით, რომ ისინი არ არიან დალაგებული ინ- 

ფორმაციული უპირატესობის მიხედვით, თუმცა მათი შემთხვევითი რეალიზაციები არ 

გვაძლევს თანაბარ განაწილებას (3.133)-დან წარმოებული ამა თუ იმ მახასიათებლი– 

სათვის (მაგალითად, ოპტიმალური მნიშვნელობისათვის) მათ მნიშვნელობათა შესაბა- 

მის არეებში. ეს უკანასკნელი, ბუნებრივია, შეიძლება საფუძვლად დაედოს ამოხსნად 

(3.133) ამოცანათა ერთობლიობის ამა თუ იმ დალაგებას, მაგალითად, I(CC, 4,ხ) -ის 

ოპტიმალური მნიშვნელობის მიხედვით. ამ შემთხვევაში შეიძლება დაისვას (3.133) 

მოდელის ამორჩევის პრობლემა, რომელიც გარანტირებული შედეგის პრინციპს ექ- 

ვემდებარება. ამ უკანასკნელის ფორმალიზაცია ხორციელდება შემდეგი ამოცანით: 

თიIი(76):3C7 I, 

სადაც 1= ( § 671:(3.133) ამოცანა ამოხსნადია . 

ვ.5.3 უტოლობათა არათავსებადი 
სისტემების პორაქცია 

წრფივი ან ამოზნექილი დაპროგრამების ამოცანების არასაკუთრივობის ერთ-ერთი 

და, შესაძლოა, ყველაზე მნიშვნელოვანი გამოვლინებაა შეზღუდვათა სისტემის არა- 

თავსებადობა. ეს სისტემა ჩავწეროთ შემდეგი სახით: 

#C) <0, /=1,2,..., MI, XC§6). (3.134) 

აქ §2 ამოზნექილი ჩაკეტილი სიმრავლე· # სივრციდან, უმეტეს შემთხვევაში, 

C) = #”. 

განვიხილოთ (3.134) სისტემის კერძო შემთხვევა, როცა ფუნქციები წრფივია, 

ხოლო §) = #7”: 

M(X) = (0თ,X) – ხ, < 0, 7=1,2,...,II, X > 0. (3.135) 

IL გვარის არასაკუთრივობის შემთხვევაში შესაბამისი ამოცანის კორექცია მის 

შეზღუდვათა სისტემის კორექციაზე დაიყვანება. წრფივი დაპროგრამების კორექციის 

ამოცანა, როგორც ცნობილია, დაიყვანება წრფივ უტოლობათა გარკვეული სისტემის 

კორექტირებაზე, თუ კი კორექცია ხორციელდება C და ხ გექტორების „კვლილების 

ხარჯზე. 

ვთქვათ, ძ0/) არის #”-ზე მოცემული ამოზნექილი ფუნქცია და ძ(0X0, ძ07)>0 

V>0, 7>0. ასეთი ძ0”/) ფუნქციების მაგალითს წარმოადგენს 

.· ძი(»7)= იმ» IX,I, 
/51,2,.. ათ 
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· 40)=2V,, 

2 

| ,   .· ძ.(»7)=|»/ 

· სხვ. 

ასეთი ფუნქციის დახმარებით შემოვიღოთ (3.134) სისტემის არათავსებადობის (გად- 

ახრის) LL ზომა, კერძოდ, 

ს =1”ი(ჩ' 09, /; (ი,..+/; (>). ც.136) 

აქ ვექტორის თავზე "+" აღნიშნავს მისი უარყოფითი კოორდინატების შეცვლას ნუ- 

ლებით. ოპერაცია "+" ვექტორის ##.-ზე პროექტირებას ახორციელებს. 

თუ (3.136)-ში ქვედა ზღვარი მიიღწევა, მაშინ (3.134) სისტემის თავსებადო- 

ბისათვის აუცილებელი და საკმარისია, რომ II=0. მიღწევადობა გარანტირებულია, 

მაგალითად, იმ შემთხვევაში, როცა 

1. (თ, წრფივია, ხოლო §) პოლიედრალურია; 

2. §X შემოსაზღვრულია #” სივრცეში. 

თუ ძ(/#/' (X), /ვ (X),-.-- 7, (X)) = IL, მაშინ (3.134) სისტემიდან 

(ი < /,Cი, / =12,..,7, X6C0), (3.134)” 

სისტემაზე გადასვლას ვუწოდებთ (3.134) სისტემის ძ-აპროქსიმაციას. 

დისკრეტული არათავსებად უტოლობათა სისტემების კორექციის მეთოდები დაწ- 

ვრილებით განხილულია ნაშრომებში (80, 81, 127, 128). 

§.5.#4 არასაპძუთრივი ამოცანის პირდაპირი 
აპროქსიმაციის მოდელი 

მათემატიკური დაპროგრამების ამოცანა ჩავწეროთ შემდეგი სახით: 

C:5ს0 ((X): /(>) < 0, /=1,2,..,VI, X > 01). (3.137) 

ჩავრთოთ იგი პარამეტრულ ამოცანათა ოჯახში: 

5ს0 (IXI(CX): /07”I(X) < 0, 7=1,2,..,XI, X > 0). (3.138) 

აქ 0», წს.) სისტემაა იმ ვექტორული პარამეტრებისა, რომლებიც მიეკუთვნება 

რომელიღაც სასრულგანზომილებიან სივრცეებს. ეს ნიშნავს, რომ პარამეტრების გან– 
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საზღვრული ს9, _ა/9) მნიშვნელობებისათვის სამართლიანია შემდეგი ტოლობე- 

ბი: 6LI91(X) = /0ი(X), /,ს»/(X) = /,(X), /=1,2,...,. თუ დავუშვებთ, რომ X =6#, 
7... 1), მაშინ (3.138)-ის ნაცვლად შეიძლება გამოვიყენოთ ჩანაწერი 

CC”: §ს9 (#ისL”IC0ე): #ს”10:) < 0, /=1,2,..,M1, X > 0). (3.139) 

განვიხილოთ ჩართვის ორი ფორმა 

§ს0 (/0(X) – (40)”X: /(X) < #ხ, 7=1,2,..,/I, X>0), (3.140) 

§სი ( /6(X) – თIXL : /(X) < ტხ,7=1,2,..,თI, X > 0), (3.141) 

სადაც თ>90. 

ტბიC” და ტ#ტხCL-ის მიმართ პარამეტრული (3.129) ამოცანა (3.118) ამოცანის 

სიმეტრიული ჩართვის შედეგია. 

პარამეტრულ ამოცანათა კლასში (3.118) ამოცანის ჩართვის უფრო ზოგადი ფორ- 

მის რეალიზაცია შემდეგია: 

თშიმX ( (C – #C)X: (4 + M9)X < ხ + #ხ, X>0). (3.142) 

ვთქვათ, თ წარმოადგენს C ამოცანის რაღაც თვისებას (ამოხსნადობას, საკუ- 

თრივობას და სხვ.). (3.139)-სათვის შემოვიტანოთ #„ = 0”: CC0/) აკმაყოფილებს Cთ 

თვისებას) სიმრავლე. პირდაპირი აპროქსიმაციის მეთოდები დაკავშირებულია შემდეგი 

სახის ამოცანის 

10L ( ძ0/): / C M.) (3.143) 

ამოხსნასთან, კრიტერიული ამა თუ იმ ძ0/) ფუნქციის შერჩევის შემთხვევაში, მოვიყ- 

ვანოთ მაგალითები. 

ვთქვათ, C არის ამოხსნადობის თვისება ამოცანისა 

უჟიმX ( (C – ტC)X: 4X<ხ +#ხ, X>0), 

სადაც (4C46ხ) C II”. შემოვიტანოთ შემდეგი ფუნქცია: ძ(#0,#6) = |#ბი|, +|Vახ,.. 

ამ სიტუაციაში #, = ( (#0,4ხ1 > 0: CXC#ხ) » დ, CI" (#C) » C 1, სადაც 

CX4ხ) = (X>20: #X<ხ+V##%), 

CXI(#MC) =(V#>0: 4#>0-7#C). 

თვით აპროქსიმაციის (3.143) ამოცანა დაიყვანება წრფივი დაპროგრამების შემდეგ 
ამოცანებზე: 
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თი 1>-აა, :4X<ხ+/#ხ, ნსტა)>0), (3.144) 
/#= 

თი (2-4 :4X>0-0#0, ხ,ტთ>0L. (3.145) 
1=1 

თუ X და V შესაბამისად (3.144) და (3.145) ამოცანების ოპტიმალური ამონახს- 

ნებია, მაშინ (4C,#ხ1 ვექტორი, როცა ტი =(C- 478) და ტ#ხ =(/4X – ხ)”, წარმო- 

ადგენს ამონახსნს (3.143) ამოცანისა, რომელიც თანადობაშია განხილულ მაგალით- 

თან. 

ამ მაგალითში შინაარსობრივად საინტერესოა შემთხვევა, როცა ძI#C,40ხ|) ფუნქცი- 

ას რამდენადმე უფრო ზოგადი სახე აქვს, სახელდობრ, 

ძ(40C,6ხ) = 2,/,0ხ, + 27,400, , 
#5! |=1 

სადაც. /, 20, /=1,2,..., 1, #>0, !=1,2,..,7. მაშინ (3.144) და (3.145) ამოცანების ანა- 

ლოგები, ჩაწერილი კომპაქტური სახით, იქნება: 

ოი10 ( /77(4X – ხ)/: X>0), 

იიI0 ( 7” (C – 4/V)": #>01, 

სადაც ,/3 = L/მ,,/.,..-,/»), 7= IV,>.·-,#).. ეს უკანასკნელნი მათემატიკური დაპროგ- 

რამების ამოზნექილ უბან-უბან წრფივი ამოცანების კლასს მიეკუთვნება. 

განვიხილოთ მეორე მაგალითი. ვთქვათ, (3.118) წარმოადგენს წრფივი დაპროგრა- 

მების IL გვარის არასაკუთრივ ამოცანას, ე.ი. §-–->C და CX-=C. ამ შემთხვევას, რო- 

გორც უკვე იყო აღნიშნული, ეთანადება (3.118) ამოცანის არასაკუთრივი ოპტიმა- 

ლური მნიშვნელობა. თ-ს მივანიჭოთ C-ს მიმართ კორექტირებული 

M08X ( (C – ტი)X: 4 X<ხ, X>0) 

ამოცანის ამოხსნადობის თვისება. მაშინ #„ = ( #0 > 0: (- (#0) « C 1; აქ §X'(40C) = 

=(/>0: 4>06-#0C1. თუ თ(#C) = I4ძ 2 ,; მაშინ (3.143) ამოცანა ჩაიწერება     

ში10 ჟ„თ, :4'#>0-#ტ0, IM, #CI > 0 ) , 

რაც შემდეგი ამოცანის ეკვივალენტურია: 

თხი | (C- 4”ია“ “.V>0 L 
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ეს უკანასკნელი ამოზნექილი უბან-უბან კვადრატული დაპროგრამების გლუვ ამო- 

ცანას წარმოადგენს. 

3.5. წრფივი დაპრობრამების სიმეტრიული 
ამოცანის პორექცია 

(3.129) ამოცანას შევუსაბაპპოთ უტოლობათა შემდეგი სისტემები 

4X<ხ+ტხ, IX, ტხ1 > 0, (3.146) 

#4'>6C-იტ4ოთ, (II, #CI > 0, (3.147) 

(ხ + #ტხ) ს <(0 – ტო#. (3.148) 

#ტხ და #C ფიქსირებული მნიშვნელობებისათვის (3.146)-(3.148) სისტემის ამონახსნის 

პოვნის ამოცანას უწოდებენ სიმეტრიულ ამოცანას რომელიც პასუხობს (3.129) 

ამოცანის დასმას. თუ 

(2,9, ტC,4#ხ) 6.14 

(3.146)-(3.148) სისტემის რაღაც ამონახსნია, მაშინ 

ჯ C ჩინიიმX(C – #C” X: »ჯCCX#)|, (3.150) 

# C ტ-ნიიი (ხ+ ტხ)#: # CC” (ტC1|. ც.15M) 

ეს უკანასკნელნი წრფივი დაპროგრამების დუალობის თეორიის მარტივ ფაქტებს 

წარმოადგენს. მეორე მხრივ, (3.146)-(3.148) სისტემას ყოველთვის გააჩნია (3.149) 

სახის რაღაც ამონახსნი. 

თეორემა 323. თუ #ხ და 4C შესაბამისად უზრუნველყოფს (3.146) და (3.147) 

სისტემების თავსებადობას, მაშინ იმავე ტხ და #C ნაზრდებისთვის (3.146)-(3.148) 
სისტემა თავსებადია X-სა და V-ის მიმართ. 

(ამ ფაქტის დამტკიცება მოყვანილია მონოგრაფიაში (58), იხ. ლემა 3.1). 

თუ # = ( (#ი,/#სხ) > 0: CXC#ჩ) > C, ()I(#0) # C ), მაშინ მოყვანილი თეორემის სა- 

ფუძველზე გვექნება: 
# = ( I#C, ტხ): სისტემა (3.146)-(3.148) თავსებადია ). (3.152) 

თუ ძI4C40ხ) სიმეტრიული ამოცანის აპროქსიმაციის ხარისხის ფუნქციაა, მაშინ 
თვით აპროქსიმაციის ამოცანა ჩაიწერება შემდეგი სახით: 

XI: იი10( ძ(4C, #ახ) : (3.146)-(3.148) ). (3.153) 
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(3.152)-ის თანახმად მიიღება 

#IC1IIL= ტჯლიი1ი ( «(4თი, #ხ) : IტC, #ხ) C MX ). (3-154) 

(3154) თანაფარდობა გვიჩვენებს, რომ, მიუხედავად (3.153) ამოცანის ამოხსნის 

სირთულისა (იმ აზრით, რომ საპოვნელია არა მარტო #ხ და #0, რომელიც (3.153)- 

ის მინიმუმის პოვნას უზრუნველყოფს, არამედ X და V-ც), იგი შეიძლება შევცვა- 

ლოთ შემდეგი ორი ამოცანის თანამიმდევრობითი ამოხსნით: 

1. ვიპოვოთ (#C,461)C #Xწ იიი ( ძ(ტი, #ხ) : (#C, ტხ1 C IC ); 

2. ვიპოვოთ (3.150) და (3.151) გამოსახულებების თანახმად # და #. 

ძ(ბთტბხ)ს “სახით “შეიძლება შევირჩოთ ,(#C,4ხ) = |/ბ|, +|/ხ, (I = 0,1), 

ძ-.(ტC,ტხ) =|I/#CI” +I|4#ხI” და ა.შ. თუ, მაგალითად, ძL-) = ძ,(-), მაშინ (3.153) ამოცა- 
ნა შემდეგი ორი ამოცანის ამოხსნის ეკვივალენტურია: 

თხი ((L4X-ხ)“| : X>9 , ც.155) 
    

თი ( I(C– 4” 
    
,:#>0. (3.156) 

(3155) და (3.156), თავის მხრივ, შესაბამისად (3.144) და (3.145) ამოცანების ეკვი- 
ვალენტურია თუ X და ”" მათი არგუმენტებია, მაშინ #020=(C- #'V) და 

ტხ =(#4-ხ)“ (3.153) ამოცანის არგუმენტებს წარმოადგენს. ანალოგიურ დაყვანას 
ადგილი აქვს იმ შემთხვევაშიც, როცა ძL-) = თIXC). 

უნდა აღინიშნოს, რომ სიმეტრიული ამოცანის (3.149) ფორმის მიხედვით კორექ- 

ცია არ შეესაბამება (3.134) ტიპის არათავსებადი სისტემის კორექციის წესს, რომ- 

ლის თანახმად მიიღება ამოცანა 

ჯი)ი ( თ(4C, #სხ): #X < ხ + ტხ, X>0; 4”#>C – #0, V>0; 

ხ' –CX< ჩ V>0,#=|#40ი, #ხ,!) CI). (3.157) 

# სიმრავლე შესაძლებელია სხვადასხვანაირად შეირჩეს, მაგალითად, I) =( #>0 |). 

იმ შემთხვევაში, როცა # =( 4# > 0 ), ძ(#) = |/ბ|,, მაშინ (3.157) ამოცანა შემდეგი 
ამოცანის ეკვივალენტურია: 

თი (6,(=#) =IL4X-– ბ)” , +I(ხ,#) – (<,>X))” :(X,1> 0 I, (3.158) 
  

  

„+ |(C– #”»)“| 
  

ხოლო როცა #0 =( #= (#2, #ხ, I) >0 1, ძ(4) =I#I”, მაშინ - 
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”+I(6- 4”ი“|” +I(6,M) –(C X)? :(>.X1> 0 | ც.159 
  თი (CM =IL(4X-ხ)“     

ამოცანისა. 

თეორემა 324. ვთქვათ, §) , 62, 62; შესაბამისად წარმოადგენს (3.158), (3.155), 

(3156) ამოცანების ოპტიმალურ ამონახსნთა სიმრავლეებს, ხოლო V, V, M% - მათ 

შესაბამის ოპტიმალურ მნიშვნელობებს. მაშინ სამართლიანია შემდეგი ტოლობები: 

»=V+VM, (3.160) 

ლ” =C" XC, ც.161) 

შედეგი 33, თუ IX”,V”1 CC”, მაშინ 

2-6 -თXI < (C– 4'V ) IX + (4» – ხხ)“ I. . 

თეორემა 325. თუ IX", ) წარმოადგენს (3159) მოცანის ოპტიმალურ 
ამონახსნს, მაშინ სამართლიანია თანაფარდობა 

6 - თ? = IX -ხ)! + I(C- #”ე“ + 
  

  

    

+ (C4X” – ნ)“ ) ხ +((C– 4”ი”)“)) ი. 
აღნიშნული სამი დებულების დამტკიცება მოყვანილია მონოგრაფიაში (58) (იხ. თეო- 

რემა 3.1, შედეგი 3.1 და თეორემა 3.2). 

ვ.ე.ნ შეზღუდვათა რანჭირების მეთოდი 

დავუშვათ, რომ (3.137) ამოცანის შეზღუდვათა არათავსებადი სისტემა დაყოფი- 

ლია ორ ჯგუფად 
#თ) <0, )=1,2,..,/ი, X > 0; (3.162) 

#თ < 0, 7=70+1, 7012,.., ). (3.163) 

პირველი ჯგუფს შეადგენს სავალდებულო (დირექტიული) შეზღუდვები, ხოლო 
მეორე ჯგუფს - ფაკულტატური შეზღუდვები. ამასთან, იგულისხმება, რომ (3.162) 

სისტემის ამონახსნთა §C– სიმრავლე არაცარიელია. 

შეზღუდვათა სისტემის რანჟირების შინაარსობრივი აზრი (3.137) ამოცანის ანა- 

ლიზის საშუალებას იძლევა მისი ოპტიმიზაციის ორსაფეხურიან ამოცანაზე დაყვანის 

საფუძველზე: 
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5სი ( #(CX) : XC 2), (3.164) 

6= ტანთან. ასთი), ც.165) 
/5/ე+! 

სადაც §ბ= (X>0 :/,(X) <0, /=1.2,.., 761, V>0, V /=70+1, /0+2,.., 71. 

(3.164) ამოცანას შეიძლება შევუსაბამოთ შემდეგი ამოცანა: 

თი ჩთ-» ა »/წთი| „ (3.166) 
/#/5=/0“) 

განსაზღვრულ პირობებში (3.164) და (3.166) ამოცანები ეკვივალენტურია. შევნიშ- 

ნავთ, რომ V>0, / = /ი+1, /ი+2,.., 77, მუდმივების შერჩევით (წონითი კოეფიციენტების 

რანჟირებით) შესაძლებელია (3.163) შეზლუდვების უპირატესობის მიხედვით და- 

ლაგება. 

8.0.7 დისპრეტული აპრომსიმაციის მეთოდები 

უტოლობათა არათავსებადი სისტემებისათვის არსებობს ამონახსნის ცნების განზო- 

გადება - კომიტეტის ცნება. კომიტეტი ეწოდება ვექტორების (კომიტეტის წევრების) 

ისეთ სასრულ ერთობლიობას, რომლის დროსაც უტოლობათა სისტემის თითოეულ 

უტოლობას ვექტორთა ნახევარზე მეტი აკმაყოფილებს. 

გთქვათ, = = (თ) წარმოადგენს (3.137) ამოცანას უტოლობათა სისტემის კომიტე- 

ტების რაღაც სიმრავლეს, ხოლო 2(თ) - თკომიტეტის შეფასების ფუნქციას კრიტე- 

რიული /X(X) ფუნქციის მიხედვით. მაშინ გვექნება ამოცანა 

5სი ( C(Cთ) : თC= ). (3.167) 

თუ = სიმრავლეა ისეთი კომიტეტებისა, რომლებიც ერთნაირი # რაოდენობის 

წევრებისგან შედგება, მაშინ (თ ფუნციას შეიძლება ჰქონდეს შემდეგი სახე: 

§(C)= 2'თ,/.CL), ც.168) 

4 
სადაც თ = (XI, X?,..., XI, XC”, თ>0, 2ეთ, =1, 1=1,2,...,ძ. კერძოდ, თუ სისტემა 

1=1 

თავსებადია, მაშინ მისი ნებისმიერი ჯ ამონახსნი შეადგენს კომიტეტს; ამ შემთხვევაში 

§(თ) ფუნქცია მიიღებს /C(X) სახეს, ე.ი. (3.167) ემთხვევა (3.137) ამოცანას. 

ალგორითმული თვალსაზრისით, არასაკუთრივი ამოცანების დისკრეტული აპროქ- 

სიმაციის საკითხებში კომიტეტური კონსტრუქციები დაკავშირებულია არათავსებად 
შეზღუდვათა სისტემებიდან მაქსიმალურად თავსებადი ქვესისტემების ამორჩევასთან. 
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ამიტომ კომიტეტური მიდგომა შეიძლება დავუკავშიროთ ოპტიმიზაციის დაფარვის 

მოდელებს ანუ თავსებად ქვესისტემებს, რომელთა გაერთიანება საოპტიმიზაციო ამო- 

ცანის შეზღუდვათა მთელ სისტემას გვაძლევს. 

ვთქვათ, 

დ(X) < 0, /=1,2,...,/, (3.169) 

უტოლობათა ნებისმიერი სისტემაა, M, =| IV, - მისი ინდექსების სიმრავლის ნების- 
#5) 

მიერი დაშლა; ამასთან, 7 (M, თანაკვეთები შეიძლება იყოს არაცარიელიც. მას შეესა- 

ბამება (3169) სისტემის დაშლა შემდეგ ქვესისტემებად: 

ფ(X) <0, / 6), 1=1,2,...,§. (3.179) 

(3.170) ქვესისტემების ერთობლიობას (3.169) სისტემის დაფარვა ეწოდება. დაფარ- 

ვას ვუწოდოთ თავსებადი, თუ ყველა (3167) ქვესისტემა თავსებადია. თავსებადი 

დაფარვის მაგალითია სისტემის დაშლა მაქსიმალურად თავსებად ქვესისტემებად. 

განსაზღვრება 320. ვთქვათ, X (3.169) სისტემის რომელიღაც თავსებადი და- 

ფარვაა, §), - (3.170) სისტემის ამონახსნთა სიმრავლე, X»X0ძ0CC), 1=1,2,...,§. თ = |XC9), 

X"..... X-)) ვექტორს ვუწოდოთ (3.169) სისტემის X-ამონახსნი. 

აღვნიშნოთ ყველა X-ამონახსნთას სიმრავლე = სიმბოლოთი და (3.167) და 

(3.168)-ის ანალოგიურად განვიხილოთ ამოცანა 

', | 2 თეთრ): ცრ,ჯთ, ,ჯი1C0C | , 6.171) 

სადაც 2,0, =1, თ>0, I=1.2,...,5; ხოლო წენ3) რაღაც ფუნქცია. (3.171) ამოცანის 
1=1 

კერძო რეალიზაციას წარმოადგენს შემდეგი ამოცანები: 

5სი0 ( /ი(X) :X C 6), ), 1=1,2,...,წ. (3.172) 

(3.172)-იის ყოველი ამოცანისათვისს ოპტიმალური XC ამონახსნის მოძებნა 

შეიძლებ შინაარსობრივად გამართლებული აღმოჩნდეს, ხოლო არათავსებადი 

§სი0( /X(X) : უ(2)<0, 7=1,2,...,# ) ამოცანის X ამონახსნის კონსტრუირება შეიძლება 

უკვე ნაპოვნი »ჯ () -ის საშუალებით. ამასთან თვით კონსტრუირება შეიძლება 

ატარებდეს საოპტიმიზაციო ხასიათს, მაგალითად, შეიძლება დავუშვათ, რომ 

Xჯ  C #ტIიხიIი | 26) 2>-თ»თ))! 2,თ, =სთ, >0,1=122,...,§ , 
/= (5) I=I 

ასეთი კონსტრუქციის აზრი საკმარისად ნათელია. 
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ვნ წრფიგ0ი0 დაპრობრამების 

სატრანსპორტო ამოცანა 

საზოგადოდ, სატრანსპორტო ამოცანა მიზნად ისახავს ტვირთნაკადების. ოპტიმა- 

ლურ დაგეგმვას. ჩვენ მიერ განხილული იქნება ყველაზე მარტივი მოდელი, ე.წ. 
კლასიკური წრფივი დაპროგრამების სატრანსპორტო ამოცანა. 

გთქვათ, გვაქვს ერთგვაროვანი პროდუქციის #» მიმწოდებლის #, (1=1,2,...,71) პუნ- 

ქტი. ეს პროდუქცია უნდა მიეწოდოს 7 რაოდენობის 88, V,=1,.2,...,7) მომხმარებელს. 

თითოეულმა #, მიმწოდებელმა შეიძლება უზრუნველყოს თ, (I=1.2,...,71) ერთეული 

პროდუქციის მიწოდება. თითოეულ #8, მომხმარებელს ასეგე სჭირდება გარკვეული ხ, 

(/,=1,2,...#) რაოდენობის პროდუქცია. ცნობილია, თუ რა ჯდება ერთეული პრო- 

დუქციის გადაზიდვა #,-ური მიმწოდებლისაგან 188,--ურ მომხმარებელთან; ამ სიდიდეს 

აღვნიშნავთ 0,-თი (I=1,2,...,/, /=1,2,...»/?). 

ამოცანა მდგომარეობს პროდუქციის გადაზიდვის ისეთი გეგმის ამორჩევაში, რომ: 

ა) ყველა მომხმარებელმა მიიღოს პროდუქციის ის რაოდენობა, რომელიც მას 

სჭირდება; 

ბ) ნებისმიერმა მიმწოდებელმა მთლიანად გადაგზავნოს პროდუქცია, რომელიც მას 

გააჩნია; 

გ) გადაზიდვის ჯამური ხარჯი იყოს მინიმალური. 

მთლიანი ტვირთის გადაზიდვის ჯამური ღირებულება გამოისახება 

C(X)= 2, 2,0,Xე (3.173) 
1=1 )=) 

ფუნქციით, სადაც X, არის #,-ური მიმწოდებლისაგან 8,-ური მომხმარებლისათვის 

გადასაზიდი ტვირთის რაოდენობა, რომელიც მოსაძებნია. ამოცანის ა) და ბ) პირო- 

ბების თანახმად, უნდა ვიპოვოთ (3.173) ფუნქციის მინიმალური მნიშვნელობა შემდეგ 

შეზღუდვათა გათვალისწინებით: 

ი 

2», =0,, (=12,.. (3.174) 
#=I 

2,» =ხ,, 1512... (3.175) 
1=1 

Xე 20, 1=12,...,7, 7 = 1.2,...,71. (3.176) 
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დავუშვათ, რომ ყველა მიმწოდებლის ჯამური მარაგი ტოლია ყველა მომხმარებ– 

ლის ჯამური მოთხოვნილებისა ანუ შესრულებულია ე.წ. ბალანსის პირობა 

2ეი, = 2,ხ,. (3.177) 
“I 7" 

ამოცანას, რომელშიც სრულდება (3.177) პირობა, ეწოდება ჩაკეტილი ტიპის სა– 

ტრანსპორტო ამოცანა. 

(3.174) და (3.175) შეზღუდვები შეიცავს II უცნობსა და »!+/ განტოლებას. თუ 

(3.174) და (3.175) ქვესისტემების განტოლებებს ცალ-ცალკე შევკრებთ, მივიღებთ 

ორ ერთნაირ განტოლებას, ე.ი. მაქსიმაულური წრფივად დამოუკიდებელი განტო- 

ლებების რაოდენობა ტოლია #I+II-I. 

პრაქტიკაში გარდა ჩაკეტილი ამოცანებისა, უფრო ხშირად გვხდება ღია ტიპის 

სატრანსპორტო ამოცანები, რომელშიც ბალანსის (3.177) პირობა დარღვეულია. ღია 

ტიპის ამოცანები შეიძლება იყოს ორი სახის: 

1. როდესაც პროდუქციის არსებული ჯამური მარაგი მეტია პროდუქციის ჯამურ 

მოთხოვნილებაზე, ე.ი. 2, =X2 (ე.წ. ბაზრის გადაჭარბებულობა). 
ლი I" 

სა
 

როდესაც პროდუქციის ჯამური მოთხოვნილება მეტია პროდუქციის არსებულ 

ჯამურ მარაგზე, ე.ი. ჯეს, > 2.ემ, (ე.წ. ბაზრის დეფიციტი). 
#51 ”. 

თუ შესაბამისად შემოვიტანთ დამატებით 

ხი = 2.ძ, – ა.ხ, და ძი = გ.ხ, – 2.ძ, 
, > /5 ა. 

სიდიდეებს, მაშინ ღია ტიპის სატრანსპორტო ამოცანა შეიძლება მარტივად დავიყვა–- 

ნოთ ჩაკეტილი ტიპის ამოცანაზე. 

ჩაკეტილი ტიპის მოდელისათვის დამახასიათებელია ის, რომ ყველა ძირითადი 

შეზღუდვა ტოლობის სახითაა მოცემული. თითოეული ცვლადი შედის მხოლოდ ორ 

განტოლებაში; ამოცანის ამოხსნა ყოველთვის არსებობს. ამასთან, წრფივად დამოუ- 

კიდებელი განტოლებების რიცხვი (#I+M-1)-ის ტოლია. 

სატრანსპორტო ამოცანის ამოხსნა შედარებით მარტივად სრულდება, ვიდრე ეს 

ხორციელდება სიმპლექს-მეთოდის საშუალებით, ვინაიდან აღნიშნული ამოცანის შეზ- 

ღუდვათა მატრიცა სპეციალური სტრუქტურისაა და ელემენტების უმრავლესობა 

ნულის ტოლია. ასეთ მატრიცას გაიშვიათებულ მატრიცას უწოდებენ. 
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სატრანსპორტო ამოცანის ამოხსნისათვის თავდაპირველად უნდა შედგეს ცხრილი, 

რომელშიც შეტანილ იქნება თითოეული #ტ,-ური მიმწოდებლის პუნქტიდან თითოეულ 

8,-ურ მომხმარებლის პუნქტში ტვირთის ერთეულის გადაზიდვის მოცემული 0, ლი- 

რებულება და საძიებელი ტვირთის X, რაოდენობა, თითოეული მიმწოდებლის პრო- 

დუქციის არსებული ძ, მარაგი და თითოეული მომხმარებლის ხ, მოთხოვნილება (იხ. 

ცხრილი 3.20). 3.20 ცხრილის თანახმად, მაგალითად, მეორე მიმწოდებლიდან პირ- 
ველ მომხმარებელთან უნდა გადავიტანოთ X, ერთეული ტვირთი და ერთეული 

ტვირთის გადაზიდვა ჯდება C;, ლარი. 

6. 

ხ. 

  

ცხრილი 3.20 

განვიხილოთ სატრანსპორტო ამოცანის ამოხსნის ერთ-ერთი მეთოდის იდეა, რო- 

მელიც მინიმალური ღირებულების მეთოდის სახელწოდებითაა ცნობილი. მეთოდის 

არსი იმაში მდგომარეობს, რომ ერთეული პროდუქციის გადაზიდვის ღირებულებათა 

მნიშვნელობებიდან ამოირჩევა უმცირესი და ცხრილის უჯრედში, რომელიც მას შეე- 

საბამება, ჩაიწერება ძ, და ხ, რიცხვებიდან უმცირესი. ამის შემდეგ, არ განიხილება 

ან სტრიქონი, რომელიც მიმწოდებელს შეესაბამება და რომლის მარაგიც მთლიანად 

ამოწურულია, ან სვეტი, რომელიც მომხმარებელს შეესაბამება და რომლის საჭი- 

როებაც მთლიანად დაკმაყოფილებულია; თუ მარაგიც მთლიანად ათვისებულია და 

მომხმარებელიც მთლიანადაა დაკმაყოფილებული, მაშინ ცხრილიდან ამოიშლება 

ორივე - სტრიქონიც და სვეტიც. ცხრილის დარჩენილ ნაწილში ისევ აირჩევა მინი- 

მალური ღირებულება და პროცესი გაგრძელდება მანამ, სანამ მთელი მარაგი არ იქ- 

ნება განაწილებული და ყველა მოთხოვნილება დაკმაყოფილებული. 

მაგალითი 3.14 (29). რეგიონში არის ცემენტის ორი 0, და C; ქარხანა და მათი 
პროდუქციის სამი მომხმარებელი სახლთმშენებლობის X,, Lე და IX) კომბინატების 

სახით. 3.21 ცხრილში მოცემულია: 
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ა) ორივე C, და C. ქარხნის მიერ გამოშვებული სადღეღამისო ცემენტის რაოდე- · 

ნობა; 

ბ) სამივე MI, I. და IL, კომბინატის ცემენტზე სადღეღამისო მოთხოვნის რაოდენობა; 

გ) 1ტ ცემენტის გადაზიდვის ფასი თითოეული ქარხნიდან თითოეულ კომბინატამდე. 

საჭიროა შევადგინოთ ცემენტის გადაზიდვის სადღეღამისო გეგმა ტრანსპორტზე 

ჯამური დანახარჯების მინიმიზაციის მოთხოვნით. 

  

1ტ ცემენტის 

გადაზიდვის ფასი 

ცემენტის Cტ/ლარი) ქარხანა ლარმოება (ტ) 
  

  

  

  

კომბინატი 

LM, XI. M- 

ლ, 40 10 15 25 

(01 60 20 30 30 
  

ცემენტზე 
მოთხოვნა Cზ) 50 20 30             
  

ცხრილი 3.21 

ამოხსნა. ვთქვათ, X, (1=1,2, /=1,2,3) ცემენტის გადაზიდვის მოცულობაა C0,-ური 

ქარხნიდან IL-ურ კომბინატამდე. მაშინ ამოცანა დაიყვანება წრფივი დაპროგრამების 

შემდეგი სახის სატრანსპორტო ამოცანაზე: 

ჯი)ი ( C(X,),XI>,XI3,X2)„X-:,X:3) = 10X,, + 15X,ვ + 25Xც + 20X;, + 30X;; + 30X-.) 1, 

XIს +X> + Xვ3 =40, 

X) + X:;; + X = 60, 

X) + X··) =50, 

XII +“ X =20, 

XI3 + X2 “+ 30, 

X, > 0, I=1,2, /=1,2.3. 

(3.178)



წრფივი დაპროგრამების სატრანსპორტო ამოცანა 

(3178) ამოცანის შეზლუდვათა სისტემაში თითოეული განტოლება დანარჩენი 

განტოლებების წრფივ კომბინაციას წარმოადგენს. ამიტომ შეგვიძლია უგულებელ- 

ვყოთ, მაგალითად, შეზღუდვების მეორე განტოლება. მაშინ დარჩენილი განტოლებები 

შემდეგნაირად გარდაიქმნება: 

Xკ= 40 – X,) – XI, 

X.=50 -– XI, 

(3.179) 

X»2= 20 – X,:, 

X23= -10+X, + XV, 

საბოლოოდ, ამოცანა დაიყვანება წრფივი დაპროგრამების შემდეგ ამოცანაზე: 

M0მX (X,) + 2X,:), 

X, + X, <40, 

X, + Xც >10, (3.180) 

0 <X, <50, 

0 <Xა < 20. 

(3.180) ამოცანის სტანდარტული მიდგომით ამოხსნის შედეგად განისაზღვრება მი- 

სი ოპტიმალური ამონახსნი 

X) =20, Xე =20. 

(3.178) ამოცანის ოპტიმალური ამონახსნის დანარჩენი კომპონენტები გამოით- 

ვლება (3.179) სისტემიდან: 

Xც =0, X:, =30, Xც =0, X., =30. 

ამგვარად, გადაზიდვის ოპტიმალური გეგმა იქნება შემდეგი: C, ქარხანამ ცემენტი 

უნდა მიაწოდოს მხოლოდ XL, და LL კომბინატს შესაბამისად 20ტ და 20ტ დღეღლღა- 

მეში, ხოლო C2; ქარხანამ ცემენტი უნდა მიაწოდოს მხოლოდ XL, და I, კომბინატს, 

შესაბამისად 308 და 306 დღეღამეში. 
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ს.7 ოპტიმიჭზაცია თამაშთა თეორიის 

თვალსაზრისით 

ბუნებასა და საზოგადოებაში ხშირად ადგილი აქვს მოვლენებს, რომელშიც · ამა 

თუ იმ მონაწილეს სხვადასხვა ინტერესი გააჩნია და თავიანთი მიზნების მისაღწევად 

ისინი სხვადასხვა საშუალებებითა და წესებით მოქმედებენ. ასეთ მოვლენებს კონ–- 

ფლიქტურს უწოდებენ და მათ თამაშთა თეორია (20, 56) შეისწავლის, რომელიც 

შეიძლება განხილულ იქნეს როგორც კონფლიქტურ სიტუაციებში გადაწყვეტილებე- 
ბის მიღების მათემატიკური მოდელების თეორია. 

კონფლიქტის ტიპის მოვლენებს ადგილი აქვს სამხედრო საქმესა და ეკონომიკაში. 

უმარტივეს ეკონომიკურ მაგალითებს კონფლიქტური სიტუაციებისა, რომელთა მათე- 

მატიკური გამოსახვისათვის თამაშთა თეორია გამოიყენება, წარმოადგენს სავაჭრო 

ფირმებისა და სამრეწველო საწარმოების საკონკურენტო ბრძოლა, გაცვლითი და სა- 

ვაჭრო ოპერაციები, კოალიციური ყოფაქცევის ანალიზი და სხვ. 

საზოგადოდ, კონფლიქტის ძირითადი კომპონენტებია: 

ჰ) მონაწილენი, რომლებსაც მოთამაშეები ეწოდება; 

2. გადაწყვეტილებები, რომელთა მიღება მოთამაშეებს შეუძლიათ; 

3. მოთამაშეთა მიზნები (მაგალითად, მოგება, წაგება და სხვ.). 

კონფლიქტისათვის დამახასიათებელია ის, რომ კონფლიქტის არცერთმა მონაწი- 

ლემ წინასწარ არ იცის დანარჩენი მონაწილეების მიერ მიღებული გადაწყვეტილებე- 

ბის შესახებ ანუ, სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, ისინი იძულებული არიან განუზღვ- 

რელობის პირობებში იმოქმედონ. განუზღვრელობის შედეგად ოპერაციის წარმატება 

დამოკიდებულია არა მხოლოდ ერთი მოთამაშის მიერ მიღებულ გადაწყვეტილებაზე, 

არამედ დანარჩენი მოთამაშეების გადაწყვეტილებებზეც და მოქმედებებზეც. 

განსაზღვრება 32L სიტუაციას ეწოდება კონფლიქტური, თუ მასში მონაწილე- 
ობს რამდენიმე დაინტერესებული მხარე (პირი), რომელთა ინტერესები ერთმანეთს 
მთლიანად ან ნაწილობრივ არ ემთხვევა. 

განსაზღვრება 322 თამაში ნამდვილი ან ფორმალური კონფლიქტია, რომელშიც 
ორი მოთამაშე მაინც მონაწილეობს და თითოეული საკუთარი მიზნების მიღწევას 
ცდილობს. 
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ბანსაზღვრება 323 თითოეული მოთამაშის დასაშვებ მოქმედებებს, რომლებიც 

მიმართულია გარკვეული მიზნების მისაღწევად, თამაშის წესები ეწოდება. 

ბანსაზღვრება 324. თამაშის შედეგის რაოდენობრივი შეფასებას მოგება ან წა- 

გება წარმოადგენს. 

განსაყღვრება 325. თამაშს ეწოდება წყვილთა თამაში, თუ მასში მხოლოდ ორი 

მხარე (პირი) მონაწილეობს. 

განსაზღვრება 326 წყვილთა თამაშს ნულჯამიანი (ანტაგონისტური) თამაში 

ეწოდება, თუ რაოდენობრივად ერთი მოთამაშის წაგება მეორე მოთამაშის მოგების 

ტოლია. 

თამაშთა თეორიის ერთ-ერთი ძირითადი ცნებაა სტრატეგია. 

განსაზღვრება 327. თამაშის განმავლობაში მოთამაშის მიერ გაღაწყვეტილებების 

ამორჩევის დადგენილი წესების ერთობლიობას, რომლის მიხედვით მან პირადი სვლა 

(მოქმედება) უნდა განახორციელოს, მოთამაშის სტრატეგია ეწოდება. 

ბანსაყღვრება 328. მოთამაშის სტრატეგიას ოპტიმალური ეწოდება, თუ თამაშის 

მრავალჯერ განმეორების შემთხვევაში იგი მოთამაშის მაქსიმალურად შესაძლებელ 

საშუალო მოგებას (ან, რაც იგივეა, მინიმალურად შესაძლებელ საშუალო წაგებას) 

უზრუნველყოფს. 
ვთქვათ, ადგილი აქვს წყვილთა თამაშს, სადაც ერთი მოთამაშე თავისი #” შესაძ- 

ლო სტრატეგიიდან ირჩევს 1-ურ სტრატეგიას (1 =1,7), ხოლო მეორე მოთამაშე 

# შესაძლო სტრატეგიიდან ირჩევს /-ურ სტრატეგიას (7 =1,M). თამაშის შედე- 

გად პირველმა მოიგო ი,, სიდიდე, ხოლო მეორემ წააგო იგივე სიდიდე. 
ძ,, სიდიდეებიდან შევადგინოთ მატრიცა 

4 მატრიცის სტრიქონები შეესაბამება პირველი მოთამაშის სტრატეგიას, ხოლო 

სვეტები - მეორე მოთამაშის სტრატეგიას. აღნიშნულ სტრატეგიებს სუფთა სტრატე- 

გიები ეწოდება. 
განსაზღვრება 329. 4 მატრიცას თამაშის მატრიცას (ან მოგების მატრიცას) 

უწოდებენ. 
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განსაზღვრება 330. თამაშს, რომელიც განსაზღვრულია ” სტრიქონიანი და #7, 

სვეტებიანი # მატრიცით, M1X7) განზომილებიანი სასრული (მატრიცული) თამაში 

ეწოდება. 
მატრიცული თამაში ანტაგონისტური თამაშის კერძო სახეს წარმოადგენს. ამიტომ 

ანტაგონისტურ თამაშთა ზოგადი თეორიის ყველა ცნება და ფაქტი მატრიცული თა- 

მაშებისთვისაც სამართლიანია. 

განსაზღვრება 3.31 თ = იიმX(0104,,) რიცხვს უწოდებენ თამაშის ქვედა ფასს ან 

მაქსიმინს, ხოლო მის შესაბამის სტრატეგიას (სტრიქონს) - მაქსიმინურ სტრა- 
ტეგიახ. | 

განსაზღვრება 3.32 / = თჰი(თიმXი,) რიცხვს უწოდებენ თამაშის ზედა ფასს ან 

მინიმაქსს, ხოლო მის შესაბამის სტრატეგიას (სვეტს) - მინიმაქსურ სტრატეგიას. 

თეორემა 326. თამაშის ქვედა ფასი თამაშის ზედა ფასს არასოდეს აჭარბებს, 

განსაზღვრება 333. თუ თ = # = 2, მაშინ 2 -ს თამაშის ფასი ეწოდება. 

განსაზღვრება 3.34. თუ თ = /##, მაშინ თამაშს გააჩნია უნაგირა წერტილი - მატ- 

რიცის ელემენტი, რომელიც ერთდროულად მინიმალურია თავის სტრიქონში და მაქ- 

სიმალურია თავის სვეტში. ასეთ თამაშს უნაგირაწერტილიანი თამაში ეწოდება. 

უკანასკნელი განსაზღვრებიდან გამომდინარეობს # მატრიცის უნაგირა წერტი- 

ლის განსაზღვრის ალგორითმი, რომელიც შემდეგში მდგომარეობს. 

- მატრიცის სტრიქონებში მოიძებნება მინიმალური ელემენტები და მათ შორის 

დაფიქსირდება მაქსიმალური ელემენტი ანუ განისაზღვრება მაქსიმინი 

თ = იიმX(იი1იძ,); 
_ / 

- მატრიცის სვეტებში მოიძებნება მაქსიმალური ელემენტები და მათ შორის 

დაფიქსირდება მინიმალური ელემენტი ანუ განისაზღვრება მინიმაქსი 

6= თიჰი(იიმX6, ) § 

- თუ მიღებული ელემენტები ერთმანეთს ემთხვევა, ე.ი. Cთ = #8, მაშინ # მატრი- 

ცას უნაგირა წერტილი გააჩნია, წინააღმდეგ შემთხვევაში (ე.ი. როცა CXV#%/) 

უნაგირა წერტილი არ არსებობს. 

საჭიროა შევნიშნოთ, რომ უნაგირა წერტილი შეიძლება არ იყოს ერთადერთი. 

ზემოთ აღნიშნულის საილუსტრაციოდ განვიხილოთ მაგალითები. 

მაგალითი. 315. მოცემულია თამაშის მატრიცა 
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0.2 9 

4=|)6 4 8 

7.3 1 

ვიპოვოთ უნაგირა წერტილი. 

ამოხსნა. 

0 2 9 0 

6 4 8 = 4:=4,ეი.თ =4; 

7.3 1 1 

0 2 9 

6.4 8 

7.3 1 

749 |თ45+/=4 

რადგან თ=/=4, ამიტომ უნაგირა წერტილი არსებობს: 0,7 1=(02,2), ხოლო 

თამაშის ფასია 2 = ძე =4. 

მაბალითი 316. მოცემულია თამაშის მატრიცა 

2 –2 
4= · 

–2 2 

ვიპოვოთ უნაგირა წერტილი. 

ამოხსნა. 

2 –2 –-2 »ა-2 == 
L2 2 | 2) სეი. =-2; 

2 –2 

LX :) 
2 2 |=2,:+/=2. 

რადგან თ #% # (–2%#%2), ამიტომ უნაგირა წერტილი არ არსებობს.
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მაგალითი 317. მოცემულია თამაშის მატრიცა 

12 13 12 
4= · 

10 31 9 

ვიპოვოთ უნაგირა წერტილი. 
ამოხსნა. 

2 12 
12 13 12 = =512, ეი.თ =12; 
10 31 9 9 

12 13 12 

10 31 9 

12 31 12 |=X, ე-ი. 0 =12. 

რადგან რთ = #8 =12, ამიტომ უნაგირა წერტილი არსებობს. ამასთან, გვაქვს ორი 

უნაგირი წერტილი: თ, , #1 )1=C1,1) და (ნ, 7) =(,,3); თამაშს ფასია 

2=0,, =ძცკ =12. 

უნაგირა წერტილს შეესაბამება თამაშში მონაწილე მხარეთა წყვილი ოპცტიმალუ- 

რი სტრატეგია ანუ მაქსიმინური და მინიმაქსური სტრატეგიები. ამ სტრატეგიების 

ერთობლიობას ეწოდება თამაშის ამონახსნი სუფთა სტრატეგიებში. 

იმ შემთხვევაში, როცა თამაშის მატრიცას უნაგირა წერტილი გააჩნია, მოთამაშე- 

ები ამ წერტილის შესაბამის სტრატეგიებს ირჩევენ. ასეთი გადაწყვეტილება ერთ 

მოთამაშეს განსაზღვრულ სიდიდეზე (თამაშის 2 ფასზე) არანაკლები “მოგების” გა- 

რანტიას აძლევს, ხოლო მეორე მოთამაშეს - ამავე სიდიდეზე არაუმეტესი “წაგების” 

გარანტიას. 

როცა 4 მატრიცით განსაზდვრულ თამაშს უნაგირა წერტილი არ გააჩნია (ე.ი. 

თ > #8), მაშინ მისი ამონახსნის მისაღებად შერეული სტრატეგიები გამოიყენება. აღ- 

ნიშნული სტრატეგიები მოთამაშეებს საშუალებას აძლევს იმოქმედონ თავიანთი მოგე- 

ბის მაქსიმიზაციისათვის ან წაგების მინიმიზაციისათვის. 

განსაზღვრება 3.35. ვექტორს, რომლის თითოეული კომპონენტი მოთამაშის მიერ 

შესაბამისი სუფთა სტრატეგიის გამოყენების ფარდობით სიხშირეს გამოსახავს, ეწო- 

დება მოცემული მოთამაშის შერეული სტრატეგია. 

უკანასკნელი განსაზღვრებიდან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ აღნიშნული ვექ- 

ტორის კომპონენტების ჯამი ერთის ტოლია, ხოლო თვით კომპონენტები არაუარყო- 

ფითია. 
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პირველი მოთამაშის შერეულ სტრატეგიას, ჩვეულებრივ, აღნიშნავენ ვექტორით 

CV =(M IM... V„), ხოლო მეორე მოთამაშის შერეულ სტრატეგიას - ვექტორით 

V =CV,,V>,...,9,), სადაც V, 0, 1=1,7; V,>20, 1=17»; 24 = I, 2 =1. 

თუ C–V · პირველი მოთამაშის ოპტიმალური შერეული სტრატეგიაა, ხოლო I - 

მეორე მოთამაშის ოპტიმალური შერეული სტრატეგია, მაშინ რიცხვი 

:=9 3 თ,ი. VV, (3.181) 
X»=1 1=1 

წარმოადგენს თამაშის ფასს. 

ოპტიმალური სტრატეგიებისა და თამაშის ფასის განსაზღვრა თამაშის ამონახსნის 

არსს შეადგენს. 

თეორემა 327. ნებისმიერ მატრიცულ ნულჯამიან თამაშს ამონახსნი გააჩნია შე- 

რეულ სტრატეგიებში. 
თეორემა 328, იმისათვის, რომ > რიცხვი თამაშის ფასს, ხოლო ხ და V 

ოპტიმალურ სტრატეგიებს წარმოადგენდეს, აუცილებელი და საკმარისია შესრულ- 

დეს უტოლობები 

თეორემა 329. თუ ერთი მოთამაშე ოპტიმალურ შერეულ სტრატეგიას იყენებს, 

მაშინ მისი მოგება თამაშის 2 ფასის ტოლია მიუხედავად იმისა, მეორე მოთამაშე რა 
სიხშირეების ოპტიმალურ სტრატეგიას (მათ შორის სუფთა სტრატეგიასაც) გამოი- 

ყენებს. 

2 5 
მაგალითი 318. ვიპოვოთ #-L ი მატრიცით განსაზღვრული თამაშის ამო- 

ნახსნი და განვიხილოთ მისი გეომეტრიული ინტერპრეტაცია. 

ამოხსნა. უპირველეს ყოვლისა, ვიპოვოთ უნაგირა წერტილი. ამისათვის მოცემუ- 

ლი 2X2 განზომილებიანი მატრიცის თითოეულ სტრიქონში მოვძებნოთ მინიმალური 

ელემენტები (2 და 4), ხოლო მატრიცის თითოეულ სვეტში - მაქსიმალური ელემენ- 

ტები (6 და 5). მაშასადამე, თამაშის ქვედა ფასია თ = 008X(2:4)=4, ხოლო თამა- 

შის ზედა ფასი - /8 =I9I90(6;5)= 5. რადგან თ=4X# /#=5, ამიტომ თამაშის ამო- 
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ნახსნს წარმოადგენს შერეული ოპტიმალური სტრატეგიები, ხოლო თამაშის 2 ფასი , 

მოთავსებულია საზღვრებში 4 <5 255. 

როგორც უკვე იყო აღნიშნული, თამაშის მატრიცის სტრიქონები შეესაბამება პირ- 

ველი მოთამაშის 4, და #ე სუფთა სტრატეგიებს, ხოლო მატრიცის სვეტები - მე- 

ორე მოთამაშის 8, და 8. სუფთა სტრატეგიებს. 

განვსაზღვროთ პირველი მოთამაშის ოპტიმალური სტრატეგია. დავუშვათ, რომ 

პირველი მოთამაშის შერეული სტრატეგია გამოისახება LV =(V,;M-) ვექტორით. მა–- 

შინ, 3.29 თეორემის საფუძველზე, მეორე მოთამაშის მიერ „28, სუფთა სტრატეგიის 

გამოყენების შემთხვევაში პირველი მოთამაშე მიიღებს საშუალო მოგებას, რომელიც 

თამაშის ფასის ტოლია 

2V, +6Vე = 2, (3.182) 

ხოლო მეორე მოთამაშის მიერ „8, სუფთა სტრატეგიის გამოყენების შემთხვევაში 

პირველი მოთამაშე მიიღებს საშუალო მოგებას, რომელიც კვლავ იქნება თამაშის ფა- 

სის ტოლი 

5, +4Mე = 7. (3.183) 

გარდა (3.182) და (3.183) განტოლებებისა, VI, და M5 სიხშირეებისთვის გვექნება 

განტოლება 

", +M; =1. (3.184) 

ამგვარად, მივიღეთ შესამე რიგის განტოლებათა შემდეგი სისტემა 

2V; + 6Mე = 7, 

5V, +4M; =7, (3.185) 

V, + M =1, 

რომლის ამოხსნისს შედეგად განისაზღვრება სისტემაში შემავალლი ცვლადები: 

", =2/5, Mე =3/5, 2=22/5. 

განვსაზღვროთ მეორე მოთამაშის ოპტიმალური სტრატეგია. ვთქვათ, მისი სტრა- 
ტეგია გამოისახება M# =(V,;V.) ვექტორით. მაშინ პირველი მოთამაშის ანალოგიურად 

გვექნება 

2V, +5V; =22/5, 

6V, +4Vე =22/75, (3.186) 

V, + Vე =1, 
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(3.186) სისტემა, რომელშიც ორი V და V ცვლადია, სამი განტოლებისაგან შედ- 

გება. ამიტომ აღნიშნული სისტემიდან ავირჩიოთ ნებისმიერი ორი განტოლება, რო- 

მელთა ერთობლივა ამოხსნით მივიღებთ: V =1/5, Vვ =4/5. მაშასადამე, მოცემული 

თამაშის ამონახსნს წარმოადგენს შერეული სტრატეგიები LC =(2/5:3/5) და 
V =(1/5;4/5), ხოლო თამაშის ფასია 7 =22/5. 

ამოცანის გეომეტრიული ინტერპრეტაციისათვის VCV”» სიბრტყეზე ავაგოთ კოორ- 

დინატთა სისტემა და CV -ღერძზე გადავზომოთ ერთეული სიგრძის „#, 4: მონაკვეთი, 

რომლისს თითოეულ წერტილ, შევუსაბმოთ რაღაც შერეული სტრატეგია 

L =(V,:Vე)=(V,:1-V,) (ნახ. 3.12), კერძოდ, ”4,(0; 0) წერტილს შეგუსაბამოთ 4, 

სტრატეგია, ხოლო #-(1;0) წერტილს - „”#ე სტრატეგია და ა.შ. 

          

L 

7- „L7 
6- 8.L6 

5+ –5 
4- ' 4 

3- ! =3 

2-8, ! -2 
1- ' –1 

4, 1 4. »”" 

0 “ /. 1 

ნახ. 3.12 

4, და #4 წერტილებში აღვმართოთ მართობები და მიღებულ წრფეებზე გადავ- 

ზომოთ მოთამაშეთა მოგებები. პირველ მართობზე, რომელიც მოცემულ შემთხვევაში 

CV -ღერძს ემთხვევა, გადავზომოთ პირველი მოთამაშის მოგება #4, სტრატეგიის 

დროს, ხოლო მეორე მართობზე - #4, სტრატეგიის დროს. თუ პირველი მოთამაშე 

4, სტრატეგიას ირჩევს, მაშინ მისი მოგება მეორე მოთამაშის მიერ არჩეული 7#, 

სტრატეგიის დროს ტოლია 2-ის, ხოლო ,8, სტრატეგიის დროს - 5-ის. 2 და 5 

რიცხვებს CV -ღერძზე შეესაბამება წერტილები 28, და >#8.. 

იმ შემთხვევაში, როცა პირველი მოთამაშე #4. სტრატეგიას ირჩევს, მაშინ მისი 

მოგება მეორე მოთამაშის მიერ „8, სტრატეგიის ამორჩევის დროს ტოლია 6-ის, ხო- 
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ლო 8. სტრატეგიის დროს - 4-ის. 6 და 4 რიცხვებს 4, წერტილში აღმართულ . 

მართობზე შეესაბამება ორი წერტილი „8 და 8,. თუ შევაერთებთ ,8, და 8, წერ- 

ტილებს, აგრეთვე, 8: და 8. წერტილებს, მივიღებთ ორ წრფეს, რომლებიც M#M 
წერტილში გადაიკვეთება. მათი საშუალებით გრაფიკულად შეიძლება განისაზღვროს 
საშუალო მოგების სიდიდე შესაბამისი სტრატეგიების ამა თუ იმ კომბინაციის დროს. 

ასე. მაგალითად, მანძილი „8,8, მონაკვეთის ნებისმიერი წერტილიდან CV -ღერძამდე 

განსაზღვრავს საშუალო 2, მოგებას პირველი მოთამაშის 4 (V, სიხშირით) და 

4. (V. სიხშირით) სტრატეგიებისა და მეორე მოთამაშის 8, სტრატეგიის ნებისმი- 

ერი კომბინაციის დროს. აღნიშნული მანძილი ტოლია 2V, +6V. =7,. ანალოგიურად, 

მეორე მოთამაშის მიერ 8. სტრატეგიის გამოყენების შემთხვევაში საშუალო მოგება 

განისაზღვრება 8.8, მონაკვეთის წერტილების ორდინატების საშუალებით. 

ამგვარად, „8,M8. ტეხილის ორდინატები პირველი მოთამაშის მინიმალურ მოგე- 

ბას განსაზღვრავს მის მიერ ნებისმიერი შერეული სტრატეგიის გამოყენების დროს. 

M წერტილში მისი მინიმალური მოგება მაქსიმალურია. მაშასადამე, ამ წერტილს 

შეესაბამება ოპტიმალური V ' =CV,;M) სტრატეგია, ხოლო მისი ორდინატა 2 ფა- 

სის ტოლია M წერტილის კოორდინატები განისაზღვრება როგორც „8,8. და 

8.8. წრფეების გადაკვეთის წერტილი. შესაბამის განტოლებათა სისტემას აქვს 

შემდეგი სახე: 

2» + 6Vვ = 7, 

5V; +4Mე =7, 

"“, + Mე =1. 

უკანასკნელი სისტემის ამოხსნა გვაძლევს MV, =2/5, V; =3/5, 2=22/5. 
ანალოგიურად განისაზღვრება მეორე მოთამაშის ოპტიმალური სტრატეგია. ამ 

შემთხვევაში გვექნება განტოლებათა შემდეგი სისტემა: 

თ» =22/5, 

V, + V- =1, 

საიდანაც V,. =1/5, M =4/5. მაშასადამე, თამაშის ამონახსნს წარმოადგენს შერეუ- 

ლი სტრატეგიები: LC” =(2/5;3/5) და V” =(1/5:4/5), ხოლო თამაშის ფასია 

==22/5. 

მიღებული შედეგის განზოგადების საფუძველზე ქვემოთ მოცემულია 2X7 ან 
MX2 თამაშების გრაფიკული ამოხსნის ძირითადი ეტაპები: 

130



ოპტიმიზაცია თამაშთა თეორიის თვალსაზრისით 

1 მეორე (პირველი) მოთამაშის სტრატეგიების შესაბამისი წრფეების აგება; 

2. მოგების ქვედა (ზედა) საზღვრის დადგენა; 

განსაზღვრა მეორე. (პირველი) მოთამაშის ორი სტრატეგიისა, რომლებსაც შეე- 

საბამება მაქსიმალურ (მინიმალურ) ორდინატიან წერტილში ურთიერთგადამკვე- 

თი ორი წრფე; 

4 ოპტიმალური სტრატეგიისა და თამაშის ფასის განსაზღვრა. - 

მაგალითი 3.19. ვიპოვოთ 

რ
ე
ი
 

–
 

თ
 

C6 
“სე

 
თ
შ
 

მატრიცით განსაზღვრული თამაშის ამონახსნი. 

  

       
  

  

“ 

9 9 

8 - 8 4 
7 + 7 #: 

4, 6 6 4 

5 1 5 /, 

4: 4 : 4 
3 ! =3 

4 2 (2 –2 
4) 1 – 1 

ა: >» 
0 V,  V. ! 

ნახ. 3.13 

ამოხსნა. მოცემული მატრიცის განზომილებაა 2X4. ავაგოთ პირველი (4) მო- 

თამაშის სტრატეგიების შესაბამისი წრფეები (ნახ. 3.13). 4 %4, ტეხილი შეესაბა- 

მება პირველი მოთამაშის მოგების ზედა საზღვარს, ხოლო MX მონაკვეთი - თამა- 
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შის ფასს. თამაშის ამონახსნი შემდეგია: LI =(7/8;0;0;1/8), X” =(3/8;5/8),. 

> =43/8. 

მაგალითი 320. სამკერვალო ფირმა საზაფხულო სეზონისათვის ახალი მოდელის 

ტანსაცმლის მასიურ გამოშვებას გეგმავს, მაგრამ მასზე მოთხოვნილების ზუსტი გან- 

საზღვრა შეუძლებელია. თუმცა შეიძლება ვივარაუდოთ, რომ მოთხოვნილების მოცუ- 

ლობა სამი შესაძლო მდგომარეობით (L IL II) შეიძლება დახასიათდეს. აღნიშნული 

მდგომარეობების გათვალისწინებით, ახალი მოდელის ტანსაცმლის გამოშვების სამი 

შესაძლო ვარიანტი (71,7:,71) განიხილება. თითოეული ვარიანტი გარკვეულ დანახ- 

არჯებს მოითხოვს და საბოლოო ჯამში სხვადასხვა ეკონომიკურ ეფექტს განაპირო- 

ბებს. 

სამკერვალო ფირმის მოგება (ათას ლარებში), რომელიც გამოსაშვები პროდუქცი- 

ის სხვადასხვა მოცულობასა და მოთხოვნილებას შეესაბამება, განსაზღვრულია შემ- 

დეგი მატრიცით: 

I LI II 

7, (22 22 22 

#1. |21 23.23 |. 

# L20 21 24 

საჭიროა ვიპოვოთ პროდუქციის გამოშვების მოცულობა, რომელიც მოთხოვნილების 

ნებისმიერი მდგომარეობის დროს საშუალო მოგებას უზრუნველყოფს. 

ამოხსნა. უპირველეს ყოვლისა, მოცემულ მატრიცაში შევამოწმოთ უნაგირა წერ- 

ტილის არსებობა. ამისათვის ვიპოვოთ მატრიცის სტრიქონებში მინიმალური ელემენ- 

ტები (22; 21; 20), ხოლო მატრიცის სვეტებში - მაქსიმალური ელემენტები 

(22; 23; 24). სტრიქონის მინიმალურ ელემენტებს შორის მაქსიმალური რიცხვია –– 

თ=22, ხოლო სვეტის მაქსიმალურ ელემენტებს შორის მინიმალური რიცხვია 

/# =22. მაშასადამე, თ = /8 =22. რიცხვი 22 თამაშის ფასია. თამაშს გააჩნია უნა- 

გირა წერტილი, რომელიც პროდუქციის გამოშვების I ვარიანტს შეესაბამება. ალ- 

ნიშნული ვარიანტი მოთხოვნილების ნებისმიერი მდგომარეობის დროს 22 ათასი 

ლარის ოდენობით მოგებას უზრუნველყოფს. 

ვ,7.2 თამაშთა თეორიის ამოცანის დაძვანა 
წრფივი დაპრობრამების ამოცანაზე 

განვიხილოთ ”IX7 განზომილებიანი სასრული თამაში, რომელიც განსაზღვრულია 

შემდეგი მატრიცით 
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ძა რ ... რით 

ძ ძ „.. “ 
“ი 27 |, (3.187) 

0.) (> 4» 

3.28 თეორემის თანახმად, პირველი მოთამაშის ლ“ =(M, ,Mვ,---, M,) ოპტიმალუ- 

რი სტრატეგიისა და თამაშის 2 ფასის შემთხვევაში ადგილი აქვს უტოლობას 

29, /“, >2, ) =17. გარკვეულობისათვის დავუშვათ, რომ 2>0. აღნიშნული დაშ- 

I<I 

გება გამართლებულია, რადგან თუ 4 მატრიცის ყველა ელემენტს ერთიდაიგივე 
მუდმივ C რიცხვს დავუმატებთ, მაშინ მატრიცის ელემენტების ასეთი ცვლილება 

ოპტიმალური სტრატეგიების ცვლილებას არ გამოიწვევს, მხოლოდ თამაშის ფასი C 

სიდიდით შეიცვლება. 
უ კანასკნელი უტოლობის ორივე მხარე გავყოთ 2 -ზე, მივიღებთ: 

მან,“ >I/ (=17. (3.188) 
II 

აღვნიშნოთ 

% = XI, (3.189) 
2 

მაშინ 

20, >1, 75LსM: »; >0,1=1#M. (3.190) 
/=) 

თუ (3.1789) აღნიშვნას გავითვალისწინებთ, მაშინ 3; =1 პირობის ნაცვლად 
1=) 

გვექნება 

>; =1, ც.191) 
2 I=) 

ვინაიდან პირველი მოთამაშის მიზანს მაქსიმალური მოგების მიღება წარმოადგენს, 

1 
ამიტომ მან – სიდიდის მინიმუმი უნდა უზრუნველყოს. აღნიშნულის გათვალისწინე– 

2 

ბით პირველი მოთამაშის ოპტიმალური სტრატეგიის განსაზღვრის ამოცანა დაიყვანე- 
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ბა / · =2 7, ფუნქციის მინიმალური მნიშვნელობის მოძებნის ამოცანაზე შემდეგი · 

I. 

უტოლობების გათვალისწინებით: 

»#, >0,1=1,». (3.192) 

ანალოგიური მსჯელობის საფუძველზე შეიძლება დავასკვნათ, რომ მეორე მოთამა- 

შის ოპტიმალური სტრატეგიის განსაზღვრის ამოცანა დაიყვანება # =9V, ფუნქ- 

ციის მაქსიმალური მნიშვნელობის მოძებნის ამოცანაზე შემდეგი უტოლობების გათ– 

ვალისწინებით: 

2,9,,X, <1, 1=1X; 
/#5) 

X,>0, 1=L7, (3.193) 

სადაც X, ==, 

მაშასადამე 4 მატრიცის საფუძველზე განსაზღვრული თამაშის ამონახსნის მისა–- 

ღებად საჭიროა შევადგინოთ შემდეგი წყვილი დუალური ამოცანებისა და ვიპოვოთ 

მათი ამონახსნი. 

პირდაპირი ამოცანა: ვიპოვოთ #/=2», ფუნქციის მაქსიმალური მნიშვნელობა 
15 

შემდეგი პირობების გათვალისწინებით: 

#· 

2,ი,,X, <1, 1=1,M; 

/"! 

X,>0, /=L. 

დუალური ამოცანა: ვიპოვოთ #/ = 2 » ფუნქციის მინიმალური მნიშვნელობა 
ლ 

შემდეგი პირობების გათვალისწინებით:
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2,9), >1, 7=1,M; 
(= 

7,20, 1=Lს7M. 

გამოვიყენებთ რა წყვილი დუალური ამოცანების ამონახსნებს, მივიღებთ თამაშის 

სტრატეგიებისა და ფასის განსაზღვრის ფორმულებს: 

  

  

V, = L = 2; 

2.» 
(=1 

–. · 
V,=– =2X,; (3.194) 

2, 
751 

1 1 „==     – – : 1=1,7; /=1,#. 

22 2) 
15) #=| 

2= 

ამგვარად, წრფივი დაპროგრამების მეთოდების გამოყენების საფუძველზე თამაშთა 

ამონახსნების განსაზღვრის პროცესი შეიცავს შემდეგ ეტაპებს: 

1 მოცემული მატრიცული თამაშის ეკვივალენტური წრფივი დაპროგრამების წყვი- 

ლი დუალური ამოცანების შედგენა; 
2. წყვილი დუალური ამოცანების ოპტიმალური ამონახსნების განსაზღვრა; 

(3194) თანაფარდობების საშუალებით მოცემული მატრიცული თამაშის ამო- 

ნახსნის განსაზღვრა. 

1.2 0 

მაბგბალითი 32! ვიპოვოთ #=|)1 0 1 მატრიცით განსაზდტვრული თამაშის 

21.0 

ამონახსნი. 

ამოხსნა. შევადგინოთ წრფივი დაპროგრამების წყვილი დუალური ამოცანები. 

პირდაპირი ამოცანა: ვიპოვოთ / =X, + Xე + X»>, ფუნქციის მაქსიმუმი შემდეგი პი- 

რობების გათვალისწინებით: 
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X, +2Xე <1, 

X, +X, 51, 

2X, + X. <1, 

XI X-, X–– >C0; 

დუალური ამოცანა ვიპოვოთ #. =17,+7. +) ფუნქციის მინიმუმი შემდეგი პი- 

რობების გათვალისწინებით: 

X», + 7. +2X»კ >1, 

2), + 7 >1, 

>»: 21, 

»7;X7::Xვ 20. 

განვსაზღვროთ პირდაპირი და დუალური ამოცანების ოპტიმალური ამონახსნები 

(იხ. ცხრილი 3.22). 

322 ცხრილიდან ჩანს რომ საწყისი ამოცანის ოპტიმალური ამონახსნია 

Xჯ =(0;1/2:1), ხოლო დუალური ამოცანის ოპტიმალურ ამონახსნს წარმოადგენს 

  »# =(1/2;1; 01. მაშასადამე, თამაშის ფასია 2 = = ==, ხოლო მოთამაშეთა ოპ- 
+ 

ტიმალური სტრატეგიებია CV =(1/3;2/3;0) და XV” =(0;1/3; 2/3). 

ზემოთ აღნიშნული იყო, რომ ნებისმიერ მატრიცულ თამაშს წრფივი დაპროგრამე- 

ბის სიმეტრიული წყვილი დუალური ამოცანები შეესაბამება. სამართლიანია შებრუნე– 

ბული დებულებაც: წრფივი დაპროგრამების ნებისმიერ სიმეტრიულ წყვილ დუალურ 

ამოცანებს მატრიცული თამაში შეესაბამება. 

ვთქვათ, მოცემულია სიმეტრიული წყვილი დუალური ამოცანები - პირდაპირი 

ამოცანა: MომX / = C”X, 4X<ხ, X>2>0; დუალური ამოცანა: =”Iი /# = ხ”» , 

4”'7>C, »#7>0. მაშინ მოცემულ სიმეტრიულ წყვილ დუალურ ამოცანებს შეიძლება 

მივუსადაგოთ კვადრატული 
ი 44 –ხ 

ნ=)|-4#ი 0 C- 

ხ” -–C” 0 

მატრიცით განსაზღვრული თამაში, სადაც 7 ზედა ინდექსი ტრანსპონირების ოპერა- 

ციას აღნიშნავს. # მატრიცის განზომილებაა (I) +I+1)X(M1+7/+1). 
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ოპტიმიზაცია თამაშთა თეორიის თვალსაზრისით 

საჭიროა შევნიშნოთ, რომ ნებისმიერ მატრიცულ თამაშს ოპტიმალური სტრატე- 

გია გააჩნია, მაშინ როცა წრფივი დაპროგრამების ამოცანას ამონახსნი შეიძლება ყო- 

გელთვის არ ჰქონდეს. 

  

  

  

  

  

                      

5 1 1 1 0 0 0 

1 « Cა.ზ # 
<2 ჯ, #, I ჯ», ”, # 

1 ჯ, 0 1 1 2 0 1 0 0 

X, 0 1 1 0 1 0 1 0 

3 # 0 1 2 1 0 0 0 1 

0 -1 -1 -1 0 0 0 

1 წე 1 1 2 0 1 0 0 

2 L. 1 1 1 0 1 0 1 0 

3 # 1 2 1 0 0 0 1 

1 0 -1 0 0 1 0 

1 ჯL. 1 1/2 1/2 1 0 1/2 0 0 

2 L. 1 1 1 0 1 0 1 0 

3 #L 0 1/2 3/2 0 0 -1/2 0 1 

3/2 1/2 0 0 1/2 1 0 
  

ცხრილი 3.22



თავი მეოთხე 

უპირობო ოპტიმიზაციის არაწრფივი 

ამოცანების გადაწქვეტის მეთოდები 

#.I ემერთგანზომილებიანი ოპტიმიზაციის 

დეტერმინირებული მეთოდები 

ოპტიმიზაციის ამოცანა, რომელშიც საჭიროა ერთი ცვლადის ფუნქციის ექსტრე- 

მუმის მოძებნა, უმარტივესი ამოცანების კატეგორიას მიეკუთვნება. მიუხედავად ამისა, 

ასეთი ტიპის ამოცანების გადაწყვეტის მეთოდებს განსაკუთრებული ადგილი უკავია 

საინჟინრო პრაქტიკაში. ეს გამოწვეულია იმით, რომ ძირითადი დანიშნულების გარ- 

და, აღნიშნულ მეთოდებს მნიშვნელოვანი დამხმარე ფუნქციაც აკისრია, რაც მრავალი 

ცვლადის ფუნქციის ექსტრემუმის ძებნის პროცესში გადაადგილების ბიჯის სიდიდის 

განსაზღვრაში გამოიხატება. 

განვიხილოთ ოპტიმიზაციის შემდეგი ერთგანზომილებიანი ამოცანა: 

თიIიL #CX) | XCI0,61C7 ). (4.1) 

დავუშვათ, რომ მიზნის /(X) ფუნქცია, რომელიც უწყვეტი და დიფერენცირებადია 

(0,6) C # მონაკვეთზე, ანალიზური სახითაა წარმოდგენილი და შესაძლებელია მისი 

# (X) წარმოებულის ცხადი სახით განსაზღვრა. 

როგორც მათემატიკური ანალიზის კურსიდან ცნობილია, /(X) ფუნქციის მინიმუ- 

მის მოსაძებნად საჭიროა ფუნქციის მნიშვნელობები გამოვთვალოთ მოცემული L2ო,ხ) 

მონაკვეთის სასაზღვრო წერტილებსა და კრიტიკულ წერტილებში ანუ ისეთ წერტი- 

ლებში, სადაც #(X) =0 და მიღებული მნიშვნელობების შედარების საფუძველზე შე- 

ვარჩიოთ უმცირესი, რომლის შესაბამისი X CLთ,ხ) წერტილი (4.1) ამოცანის ოპ- 

ტიმალურ ამონახსნს წარმოადგენს. 

მაგალითი 4.1 ვიპოვოთ /(X) = X./3-X? ფუნქციის მინიმუმი (1:31 მონაკვეთზე. 
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ამოხსნა. განვსაზღვროთ მოცემული ფუნქციის წარმოებული 

#(X) =X? –2X. 

ვიპოვოთ კრიტიკული წერტილები, რისთვისაც ამოვხსნათ შემდეგი განტოლება: 

#(X) =»ჯ? –2X =0, 

საიდანაც X, =0, X; =2. 

ვინაიდან X, C 1:31), ამიტომ ანალიზისათვის განვიხილოთ შემდეგი წერტილები: 

ძ=1 X. =2, ხ=3. აღნიშნულ წერტილებში გამოვთვალოთ ფუნქციის მნიშვნელო- 

ბები 

#(00)=-2/73, /(2=-4/3, /(3)=0. 

მიღებული შედეგების შედარების საფუძველზე გვექნება. /„, = /(2)= –4/3, ე.ი. 

Xჯ =2. 

განხილულ მაგალითში კრიტიკული წერტილების მოსაძებნად # (X)=0 განტო- 

ლება უშუალოდ იქნა ამოხსნილი. # (X) ფუნქციის შედარებით უფრო რთული გამო- 

სახულების შემთხვევაში საჭიროა გამოყენებულ იქნეს არაწრფივი განტოლებების 

ამოხსნის რიცხვითი მეთოდები. 

დიფერენციალური აღრიცხვის განხილული მეთოდი, რომელიც მიზნის ფუნქციის 

წარმოებულის გამოთვლაზეა გათვალისწინებული, მოითხოვს ამ უკანასკნელის ანა–- 

ლიზური სახით წარმოდგენას. იმ შემთხვევებში, როცა /(X) ფუნქციისა და მისი 

წარმოებულის ანალიზურად გამოსახვა შეუძლებელია, (4.1) ამოცანის გადასაწყვეტად 

ძებნის სხვადასხვა მეთოდები გამოიყენება. 

#.1.1 ძებნის მეთოდები 

ერთი ცვლადის ფუნქციის ექსტრემუმის ძებნის მეთოდები განვიხილოთ (4.1) 

ამოცანის მაგალითზე. დავუშვათ, რომ საოპტიმიზაციო /! (63) ფუნქცია უნიმოდალუ- 

რია. 

განსაყღვრება 41 / (X) ფუნქცია უნიმოდალურია |(0ი,ხ) მონაკვეთზე, თუ მას 

გააჩნია მინიმუმი X»ჯ CLძ,ხ) და VX,,Xე C(C,ხ), სადაც X, <X;, აღგილი აქვს შემ- 

დეგ თანაფარდობებს: 

X5<X => /(X)>/C:), 2 I1>7(%) ტ2) 

X>X = /(X,) < /(X.). 
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მაშასადამე, უნიმოდალურ #(X) ფუნქციას (თ,ხ) მონაკვეთზე ერთადერთი ლოკა- 

ლური მინიმუმი გააჩნია, ამასთან, აუცილებელი არაა, რომ იგი დიფერენცირებადი ან 

უწყვეტი იყოს. სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, #(C(-) მკაცრად კლებადი ფუნქციაა, 

როცა X<X, და მკაცრად ზრდადი ფუნქცია, როცა ჯ>X (ნახ. 4.1). უნიმოდალური 

ფუნქციების კერძო შემთხვევას ამოზნექილი (ჩაზნექილი) ფუნქციები წარმოადგენს 

(ნახ. 4.2). 

#ა4 , 

  

    

  

      

+" 

M 

ნახ. 4.I 

წ, 63 წ; 

(I 

0 4 ჯ ხ »”. 
ნახ. 4.2 

ფუნქციის უნიმოდალურობის თვისებიდან გამომდინარეობს, რომ თუ #7 (63) მნიშვ- 

ნელობებს Iთ,ხ|) ინტერვალის ოთხ თ, X,, >, ხ წერტილში გამოვთვლით, ყოველთვის 

იარსებებს ისეთი ქვეინტერვალი, რომელიც არ შეიცავს ექსტრემუმის წერტილს და 

იგი შეიძლება გამოირიცხოს (ნახ. 4.3). 

შემცირებულ ინტერვალში აღნიშნული პროცედურა შეიძლება გავიმეოროთ. 

ძებნის მეთოდით ამოცანის ამოხსნის პროცესი (ი,ხ) ინტერვალის თანდათანობით 

შევიწროებაში მდგომარეობს. თუ ოპტიმიზაციის პროცესის დასაწყისში მისი სიგრძე 

ტოლია ხ-ძ, პროცესის დამთავრებისას იგი წინასწარ მოცემულ დასაშვებ § სიდი–- 
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დაყვანილი 

ინტერვალი 

  

ინტერვალი 

  

დაყვანილი 

ინტერვალი 

ნახ. 4.3 

დეზე ნაკლები უნდა გახდეს. ეი ადგილი აქვს საოპტიმიზაციო X ცვლადის ოპტიმა- 

ლური მნიშვნელობის ლოკალიზებას IX,,X,,,) სეგმენტში, სადაც 

XX, <6. (4.3) 

141
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გადარჩევის მეთოდი 

ძებნის მეთოდებს შორის უმარტივესია გადარჩევის მეთოდი, რომლის არსი შემ- 

დეგში მდგომარეობს. ძებნის (თ,ნ| ინტერვალი # =(ნ – ი)/” ბიჯით დაიყოფა 7 რაო- 

დენობისს ტოლი სიდიდის მონაკვეთებად ინტერვალის დაყოფის X, =0ძ0+VI, 

# = 0.1.2.....7 წერტილებში გამოითვლება საოპტიმიზაციო ფუნქციის მნიშვნელობები 

» =7(X,) და მიღებული მნიშვნელობების შედარების საფუძველზე შეირჩევა უმცი- 

რესი X, = #(X,). 

რიცხვი »., = „, მიახლოებით შეიძლება ჩაითვალოს / (X) ფუნქციის მინიმალურ 

მნიშვნელობად Iთ,ხ) მონაკვეთზე. ცხადია, ი, რიცხვის ”. მინიმუმთან სიახლოვე 

დამოკიდებულია ძებნის ინტერვალის დაყოფის წერტილების რაოდენობაზე. რადგან 

#VC) უწყვეტი ფუნქციაა, ამიტომ გვექნება 
II0ი I, = MI. (4.4) 
აათ 

ეი. დაყოფის X, წერტილების რაოდენობის გაზრდით მინიმუმის განსაზღვრის ცდო- 

მილება ნულისკენ მიისწრაფვის. 

გადარჩევის მეთოდის ძირითადი სირთულე # რიცხვის შერჩევასა და ცდომილების 

შეფასებაში მდგომარეობს. გარდა ამისა, მინიმუმის წერტილის დასაშვები სიზუსტით 

განსაზღვრა საკმაოდ დიდი რაოდენობის გამოთვლით პროცედურებთანაა დაკავშირე- 

ბული. 

  

#X) #>-ა) : 

და. 
ია , : 

0 | ძ M ს ი > ი +. % » ჯ 

ნახ. 4.4 

(4.1) ამოცანის გადასაწყვეტად შედარებით უფრო ეკონომიურია საოპტიმიზაციო 

ფუნქციის უნიმოდალურობის თვისების გამოყენება, რაც საშუალებას გვაძლევს ძებ- 
ნის ინტერვალის შევიწროების პროცესი ნაკლები გამოთვლითი შრომატევადობით 
განვსაზღვროთ. ვთქვათ, ისევე როგორც ზემოთ, მოცემული ინტერვალი” X,, 

# = 0,1.2,...,#., წერტილებზე განსაზღვრულ უნიმოდალური #Cთ) ფუნქციის მნიშვნე- 
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ლობებს შორის უმცირესია I/,, რაც იმის მანიშნებელია, რომ დამოუკიდებელი X 

ცვლადის ოპტიმალური მნიშვნელობა მოთავსებულია IX, ,,X,,) სეგმენტში (ნახ. 

4.4), ე.ი. ძებნის ინტერვალი შევიწროვდა და იგი # ბიჯის გაორკეცებული სიგრძის 

ტოლია 

X.) – X.)ე =2M. (4.5) 

თუ 2#> §, მაშინ (4.5) ინტერვალი კლავ დაიყოფა ი” რაოდენობის ტოლი სიდიდის 

მონაკვეთებად, საკვანძო წერტილებში გამოითვლება ფუნქციის მნიშვნელობები, რო- 

მელთა ურთიერთშედარების საფუძველზე შეირჩევა უმცირესი, განისაზღვრება ძებნის 

ახალი ინტერვალი და ა.შ ოპტიმიზაციის პროცესი ანალოგიურად გაგრძელდება 

მანამ, სანამ არ დაკმაყოფილდება პირობა 

X.) –X,)ე <8. (4.6) »+ 

აღწერილ მეთოდში # ბიჯის გონივრული შერჩევის შედეგად შეიძლება მიღწეულ 

იქნეს ძებნის მნიშვნელოვან ეფექტურობას. მაგალითად, ვთქვათ, ძებნის ინტერვალის 

საწყისი სიგრძეა ნხ-0=1 და აუცილებელია მისი 100-ჯერ შემცირება. აღნიშნული 

ამოცანის გადასაწყვეტად საჭიროა მოცემული ინტერვალის 200 ტოლ ნაწილად და- 

ყოფა, საოპტიმიზაციო ფუნქციის #(XI), X =90,12,....200, მნიშვნელობების გამოთ- 

ვლა და მინიმალური /! (,) მნიშვნელობის მოძებნა. შემცირებული საძებნი ინტერ–- 

ვალი იქნება IX, ,,X,,1. 
იგივე ამოცანა შეიძლება შემდეგნაირად გადავწყვიტოთ. ძებნის (თ,ხ| ინტერვალი 

20 ნაწილად დავყოთ და განვსაზღვროთ 0.1 სიგრძის ახალი ინტერვალი, რისთვისაც 

#Cთ) ფუნქციის მნიშვნელობები გამოვთვალოთ წერტილებში X, =0+0.05#, 

# =0,1,2,....20. თუ შემცირებულ IX, ,,X,,) მონაკვეთს კვლაგ 20 ნაწილად დავ- 

ყოფთ და დაყოფის XX, =X,, +0.005, # =1,2,...19, წერტილებში გამოვთვლით 

ფუნქციის მნიშვნელობებს (X,, და X,,, წერტილებში /! (X) წინა ეტაპზე განისაზღ- 

ვრა), მაშინ მივიღებთ 0.01 სიგრძის საძებნ იტერვალს. 

ამგვარად, ოპტიმიზაციის პროცესის მეორე შემთხვევა ბევრად უფრო ეკონომი- 

ურია, ვიდრე პირველი. თუ პირველ შემთხვევაში დასმული ამოცანის გადასაწყვეტად 

საჭირო გახდა საოპტიმიზაციო ფუნქციის 201-ჯერ გამოთვლა, მეორე შემთხვევაში 

გამოთვლების რაოდენობა 40-მდე შემცირდა. ე.ი. გამოთვლების ეკონომია ძებნის ინ- 

ტერვალის დაყოფის არჩეულ წესზეა დამოკიდებული. 

არსებობს ერთგანზომილებიანი ოპტიმიზაციის მთელი რიგი სპეციალური მეთოდე- 

ბი, რომლებიც ერთმანეთისაგან განსხვავდება საკვანძო წერტილების შერჩევისა და 

ძებნის ინტერვალის შევიწროების სხვადასხვა წესით: ოქროს კვეთის, დიხოტომიის 

(ინტერვალის შუაზე გაყოფის), ფიბონაჩის, პოლინომიალური აპროქსიმაციის, ნიუ- 

ტონ-რაფსონოს მეთოდები და სხვ. განვიხილოთ ზოგიერთი მათგანი. 
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#.1.2 ოქროს კვეთის მეთოდი 

საზოგადოდ, ოპტიმიზაციის გამოთვლითი სქემის შემუშავების დროს განსაკუთრე- 

ბულ მნიშვნელობას იძენს გამოთვლების მოცულობისა და ექსტრემუმის ძებნაზე და- 

ხარჯული კომპიუტერული დროის მინიმიზაციის პრობლემები, რომელთა გადაწყვეტა 

საოპტიმიზაციო / (X) ფუნქციის გამოთვლის (ან ექსპერიმენტის ჩატარების შემთხ- 

ვევაში - გაზომვის) რაოდენობის შემცირებით არის შესაძლებელი. ოქროს კვეთის 

მეთოდი ერთგანზომილებიანი ოპტიმიზაციის ერთ-ერთი ეფექტური მეთოდია, სადაც 

# (63) ფუნქციის შეზღუდული რაოდენობის მნიშვნელობების გამოთვლით საუკეთესო 

სიზუსტე მიიღწევა. მისი ძირითადი არსი მდგომარეობს (ი,ხ1, (0,,ხ,), (რთ.,ხ-1..... 

მონაკვეთების მონოტონურად კლებადი ისეთი მიმდევრობის განსაზღვრაში, რომელიც 

საოპტიმიზაციო /(X) ფუნქციის მინიმუმისკენ მიისწრაფის. თითოეულ ბიჯზე, პირ- 

ველის გამოკლებით, /(X) ფუნქცია მხოლოდ ერთხელ გამოითვლება წერტილში, 
რომელსაც ოქროს კვეთას უწოდებენ. ამ უკანასკნელის შერჩევა გარკვეული წესის 

საფუძველზე ხორციელდება. 
ოპტიმიზაციის პროცესის საწყის ეტაპზე ძებნის (0თ,ნხ) ინტერვალში (ნახ. 4.5ა) 

შეირჩევა ორი წერტილი: X, და X. და გამოითვლება საოპტიმიზაციო ფუნქციის 

მნიშვნელობები /(X,) და /(X.). 

     

  

1 , 
#ჯა ' დ) | 

#0)... : I). · 

ძი »ჯ, X· ხ ი=ითი XX X, ხ,=X 

ნახ. 4.5ა ნახ. 4.5ბ 

ვინაიდან მოცემულ შემთხვევაში /(X,) < /(X:), ცხადია, მინიმუმი მდებარეობს X, 

წერტილის მოსაზღვრე Iი,X,) ან (X,,X1) ქვეინტერვალებში. ამიტომ I(X.,ხ| მონაკ- 

ვეთი შეიძლება უგულებელვყოთ და ძებნის საწყისი ინტერვალი შევამციროთ. 

მეორე ეტაპზე განვიხილავთ შემცირებულ Lი,,ხ,) ინტერვალს (ნახ. 4.5ბ), სადაც 

0,=0, ხ, =X.. აღნიშნულ ინტერვალში საჭიროა კვლავ შევარჩიოთ ორი წერტი- 

ლი, მაგრამ ვინაიდან X, C (თ,,ხ,). ამიტომ საკმარისია ავირჩიოთ მხოლოდ ერთი 

Xკ წერტილი, გამოვთვალოთ ფუნქციის მნიშვნელობა # (621) და მოვახდინოთ შედა- 

რება. ვინაიდან /(X3)> /(X,), ამიტომ, ცხადია, მინიმუმი მდებარეობს IX,,ხ,) ინტე- 

რგალში. აღვნიშნოთ ეს უკანასკნელი Lი.,6:)1, კვლავ შევარჩიოთ ერთი შიგა წერ- 

144



ერთგანზომილებიანი ოპტიმიზაციის დეტერმინირებული მეთოდები 

ტილი და ინტერვალის შემცირების პროცედურა გავიმეოროთ. ოპტიმიზაციის 

პროცესი გაგრძელდება მანამ, სანამ არ დაკმაყოფილდება პირობა (ი,,ხ,1) <8. 

ოპტიმიზაციის პროცესის თითოეულ ეტაპზე ოქროს კვეთის წერტილების შერჩე- 

ვა, როგორც უკვე აღვნიშნეთ, გარკვეული კანონზომიერების საფუძველზე ხორციელ- 

დება და იგი შემდეგში მდგომარეობს. ვთქვათ, ძებნის ინტერვალია ძ და დავუშვათ, 

რომ შესაძლებელია მისი დაყოფა ძ,, 0; ნაწილებად, ისე რომ ძ, > ძ,, ძ =ძ, +ძ.. 

მოცემული ინტერვალის ოქროს კვეთა ისე უნდა განხორციელდეს, რომ დაკმაყო- 

ფილდეს თანაფარდობა 

ძ,/ძ=ძ./ძ. ტ.7) 

ცხადია, მი ინტერვალის ოქროს კვეთის წერტილის მოსაძებნად საჭიროა ძ,ე/ძ, 

ფარდობის განსაზღვრა, რისთვისაც (4.7) გამოსახულებაში ჩავატაროთ გარდაქმნები: 

ძ?:=ძ.ძ, 

ძ? =ძ,(9, +9,), 

ძ?+ძ,ძ. –ძ? =0, 

(ძ./ძ,))?+ძ9,/ძ, –1=0, 

ძე /ძ, =L-1+-/52. 
უკანასკნელ. გამოსახულებაში მხოლოდ დადებითი ამონახსნი გვაინტერესებს, ამიტომ 

ძ./ძ, =ძ, /ძ =L 1+-/5)/2=0.618034, ტ.8) 
საიდანაც 

ძ, =0.618034ძ ,ძ, =0.3819669. ტთ. 
ვინაიდან წინასწარ უცნობია თუ როგორი თანამიმდევრობით (0, და ძე ან ძ 

და ძი.) უნდა დაიყოს ძებნის ინტერვალი, ამიტომ განვიხილავთ წერტილებს, რომ- · 

ლებიც დაყოფის ორივე შემთხვევას შეესაბამება. ნახ. 4.5ა-ზე დაყოფის X, და X, 

წერტილები მონაკვეთის ნაწილების მიღებული მნიშვნელობების გათვალისწინებით 

შეირჩევა. მოცემულ შემთხვევაში გვექნება 

X –ი2=ხ-X.=0.3819660, 

ხ–7X =X – იძ =0.618034თ, 

ძ=ხ-ძ. 
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ოპტიმიზაციის პირველი ბიჯის შემდეგ მიიღება ძებნის ახალი ინტერვალი –- 

Iთ,,ხ,1) მონაკვეთი (ნახ. 4.5ბ). შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ »X, წერტილი ამ მონაკვეთს 

ყოფს საჭირო თანაფარდობით. ამასთან, 

ხ, –Xჯ, =0.381966ძ,, 

ძ,=ხ, –თ. 

მართლაც, 

ხ, – X, =X5ა – X, =(ხნ-0)-–(X, – 0) –(ხნ – X-) = 

=ძ4 –0.381966ძ – 0.381966ძ = 0.2360684ძ , 

ძ, =Xე –0 =0.618034ძ , 

ხ, – X, = 0.236068(0ძ, / 0.618034) = 0.3819664ძ,. 

დაყოფის მეორე წერტილი X, მონაკვეთის მარცხენა საზღვრიდან იმავე მანძილით 

აიღება, ე.ი. Xკ – ძ, =0.381966ძ, და ძებნის ინტერვალი კვლავ შემცირდება 

ძ. = ხე – თ, =ხ, – X, =0.618034ძ, = 0.61803424. 

მიღებული თანაფარდობების საფუძველზე შეიძლება განსაზღვრულ იქნეს ოპტიმიზა- 

ციის ((L+1)-ე ბიჯზე (თ,,0,) ინტერვალის დაყოფის წერტილების X, და X, კოო- 

რდინატები (X,. < X,): 

X, =0.618034 თ, +0.381966 ხ,, 
(4.10) 

X, =0.381966 ძი, +0.331966 #,. 

ამასთან, ძებნის ინტერვალის სიგრძე ტოლია 

ძ, =ხ, –ძ, =0.618034"ძ. (4.11) 

ამგვარად, ოპტიმიზაციის პროცესი დამთავრებულად ჩაითვლება, როცა შესრულ- 

დება ძ, <5 პირობა. ამ დროს საოპტიმიზიკიო » ცვლადი ლოკალიზებულია 

ი, <X<ხ, შუალედში და მის ოპტიმალურ მნიშვნელობად შეიძლება მიღებულ 

იქნეს X =0ძ, (ან X =ხ,, ან X =(ძ, +ხ,)/2). 

მაგალითი 42 ოქროს კვეთის მეთოდით გადავწყვიტოთ მინიმიზაციის შემდეგი 

ამოცანა: 

თიIიL /CX) =24-2X/3+>X»?/30 | » C(5;201 1. 
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ამოხსნა. მოცემულ ამოცანაში ძებნის საწყისი ინტერვალის საზღვრებია ძთძ=5 და 
ხ=20. შევირჩიოთ დასაშვები ცდომილება §=0.5. გამოთვლები მოცემულია 4.1 
ცხრილში. 

ქვემოთ მოცემულია გამოთვლების შედეგები პირველი ეტაპისათვის: 

Xჯ, =0.618034-5+0.381966-20=10.729, 

»ჯ, =0.381966-5+0.618034-20=14.270, 

M = /(X,) =24-(2/3)10.729+(1/30)10.729? =20.6844, 

M= / თ,) =24-C/3)14.270+(1/30)14.270? =21.2746, 

  

  

                    

M<VM. 

წ ძ (2 2 ხ M M ძ 

1 5.000 10.729 14.270 20.000 20.6844 | 21.2746 | 15.000 

2 5,000 8.541 10.729 14.270 20.7376 | 20.6844 9.270 

3 8.541 10.729 12.082 14.270 20.6844 | 20.8112 5.729 
4 8,541 9.894 10.729 12.082 20.6670 | 20.6844 3.541 

5 8.541 9.377 9,894 10.729 20.6796 | 20.6670 2.188 

6 9.377 9.894 10.213 10.729 20.6670 | 20.6682 1.352 

7 9.377 9.696 9.894 10.213 20.6697 | 20.6670 0.836 
ზ 9.696 9.894 10.016 10.213 20.6670 | 20.6667 0.517 

9 9.894 10.016 10.091 10.213 20.6667 | 20.6669 0.319 

10 | 9.894 9.969 10.016 10.091 20.6667 | 20.6667 0.197 
11 | 9.969 10.016 10.044 10.091 20.6667 | 20.6667 0.122 

9.969 10.044 0.075 

ცხრილი 4.1 

როგორც ცხრილიდან ჩანს ოქროს კვეთის მეთოდით მოცემული ამოცანის 

§=0.1 სიზუსტით გადაწყვეტას დასჭირდა 1) იტერაცია. ოპტიმიზაციის პროცესის 

შედეგად მინიმუმის წერტილი ლოკალიზებულ იქნა 9.969<X <10.044 შუალედში, 

საიდანაც განსაზღვრულ იქნა ოპტიმალური მნიშვნელობა 

ჯ' =(9.969+10.044)/2=10.0065, /” = /(ჯ') =20.66667. 
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#.1.3 დიხოტომიის მეთოდი 

დიხოტომიის მეთოდი საშუალებას გვაძლევს თითოეულ ბიჯზე ზუსტად ორჯერ 

შევამციროთ ძებნის ინტერვალის სიგრძე, რომელშიც ექსტრემუმის წერტილია მო- 

თავსებული. ამ მიზნით წ რ ფუნქციის მნიშვნელობების გამოთვლა აუცილებელია 

ინტერვალის მხოლოდ ორ განსაზღვრულ წერტილში. 
დიხოტომიის ანუ მონაკვეთის შუაზე გაყოფის პროცესი იტერაციულია. ,” რაოდე- 

ნობის იტერაციის ჩატარების შედეგად ძებნის ინტერვალის სიგრძე, საწყისი ინტერ- 

ვალის სიგრძესთან შედარებით, 2” “ერ მცირდება. 

დიხოტომიის მეთოდით ერთგანზომილებიანი ოპტიმიზაციის (4.1) ამოცანის გადაწ- 
ყვეტა შემდეგი ძირითადი პროცედურების ჩატარებას ითვალისწინებს. 

ბიჯი! განისაზღვრება ძებნის მოცემული Iთ,ხ) ინტერვალის სიგრძე თძ=ხ-ძ და 

მისი შუა წერტილი X, =(თ+ხ)/2. გამოითვლება საოპტიმიზაციო ფუნქ- 

ციის მნიშვნელობა #(X,); 

ბი/ი2 განისაზლვრება ძებნის მიმდინარე ინტერვალის ორი სიმეტრიული წერტი- 

ლი, რომელიც სასაზღვრო წერტილებიდან თანაბარი მანძილებითაა დაშო- 

რებული: X, =0+ძ/4 და X.=ხ-ძ/4. შევნიშნავთ, რომ X, და X. 

წერტილებით ძებნის ინტერვალი ოთხ ტოლ მონაკვეთად დაიყოფა. გამო- 

ითვლება საოპტიმიზაციო ფუნქციის მნიშვნელობები /(X,) და /(X,); 

ბიჯივ. შემოწმდება პირობა 

X#(X,) < /(X,). (4.12) 

თუ (4.12) უტოლობა სამართლიანია, მაშინ ხ=X., X„ =X,, გამოირიცხე– 

ბა (X,,ხ) ინტერვალი და გადავალთ მე-5 ბიჯზე. წინააღმდეგ შემთხვევა- 

ში. გადავალთ მე-4. ბიჯზე; 
ბიჯი!+. შემოწმდება პირობა 

#VC,) < #(X,). (4.13) 

თუ (4.13) უტოლობა სამართლიანია, მაშინ თ=X., X„ =X., გამოირიცხე- 

ბა (თ, X.) ინტერვალი და გადავალთ მე-5 ბიჯზე. წინააღმდეგ შემთხვევა- 

ში ძ=X»,, ხ =X, და გადავალთ მე-5 ბიჯზე; 

ბიის. გამოითვლება #7 =ხ-ძ. თუ I <§, მაშინ გადავალთ მე-6 ბიჯზე, წინა- 

აღმდეგ შემთხვევაში - მე-2 ბიჯზე; 

ბიჯინ6. პროცესის დასასრული. 

მაგალითი 4.3. დიხოტომიის მეთოდით გადავწყვიტოთ ერთგანზომილებიანი ოპ- 

ტიმიზაციის შემდეგი ამოცანა 
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თხი! #CX) = 000 – »)? | » < (60;150) ,. 

ამოხსნა. ძებნის საწყისი ინტერვალის საზღვრებია 0ი=60 და ხ=150, ე.ი. ინ- 
ტერვალის სიგრძეა ძ=150–-60=90. დავუშვათ დასაშვები ცდომილების სიდიდე 

იტერაცია 1 

»X,=9+ძ/4=60+90/4 =82.5, 

X», =ხ-–ძ/4=150–-90/4=127.5, 

»ჯ„ =(60+150)/2=105, 

#(82.5) =306.25 > /(105) = 25, 

#C027.5) = 756.25 > /(105) = 25. 

ამგვარად, (60; 82.5) და (127.5; 150) ინტერვალები გამოირიცხება, ხოლო ძებნის 

ინტერვალის სიგრძე 90-დან 45-მდე შემცირდება. 

იტერაცია 2 

ით =82.5, ხ =127.5, X, =105, 

ძ =127.5–-82.5=45> § =0.1, 

X, =82.5+45/4 = 93.75, 

X, =127.5–45/4=116.25, 

#(53.75) = 39.06 > / (105) = 25, 

#0 1625) = 264.06 > #(105) = 25. 

ამგვარად, (82.5; 93.75) და (116.25; 127.5) ინტერვალები გამოირიცხება, ხოლო ძებ- 
ნის ინტერვალის სიგრძე კვლავ შემცირდება. 

იტერაცია 8 

0 =93.75, ხ=116.25, X, =105, 

ძი =116.25–93.75 =22.5> # =0.1, 
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X, =99.375, 

»ჯ, =110.625, 

#(99.375) = 0.39 < /(105) =25. 

ამგვარად, (105: 116.25) ინტერვალი გამოირიცხება. ძებნის ახალი ინტერვალი იქნე- 

ბა (93.75; 105), რომლის სიგრძეა თ =105-93.75=11.25, ხოლო შუა წერტილია 

X. =X, =99.375. აღსანიშნავია, რომ სამი იტერაციის შედეგად, რომლის დროსაც 

საჭირო გახდა /(X) ფუნქციის მნიშენელობის ექვსჯერ გამოთვლა, ძებნის საწყისი 

ინტერვალის სიგრძე (ძ = 90) შემცირდა 23-ჯერ: 90/11.25=21. 

ანალოგიურად გაგრძელდება შემდეგი იტერაციებიც, რომელთა რიცხვითი შედეგე- 

ბი წარმოდგენილია 4.2 ცხრილში. 

  

  

              

” ძ ხ Xი + ძ 

0 60.0000 | 150.0000 90.0000 

1 82.5000 | 127.5000 | 105.0000–0  ჟ25.0000 | 45.0000 

2 93.7500 | 116.2500 | 105.0000 | 25.0000 | 22.5000 

3 93.7500 | 105.0000 | 99.3750 | 0.390622 | 11.2500 

4 96.5625 | 102.1875 | 99.3750 | 0.390625 | 5.625000 

5 97.9688 | 100.7813 | 99.3750 | 0.390625 | 2.812500 

6 99.3750 | 100.7813 | 100.0781 | 0.006104 | 1.406250 

7 99.77266 | 100.4297 | 100.0781 | 0.006104 | 0.703125 

8 99.90232 | 100.2539 | 100.0781 | 0.006104 | 0.351562 

9 99.9023 | 100.0781 | 99.9902 | 0.000095 | 0.175781 

19 99.9463 | 100.0342 | 99.9902 | 0.000095 | 0.087889 

99.9902 | 0.000095 
  

ცხრილი 4.2 

როგორც ცხრილიდან ჩანს, დიხოტომიის ანუ მონაკვეთის შუაზე გაყოფის მეთო- 

დით მოცემული ამოცანის §=0.1 სიზუსტით გადაწყვეტას დასჭირდა 10 იტერაცია. 

ოპტიმიზაციის პროცესის შედეგად მინიმუმის წერტილი ლო კალიზებულ იქნა 

99.9463 < »ჯ <100.0342 შუალედში და განსაზღვრულ იქნა მისი ოპტიმალური მნი- 

შვნელობა ჯ =99.9902, /” = /(X )=0.000095. 
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#.1.# ფიბონაჩის მეთოდი 

ფიბონაჩის მეთოდი, ზემოთ განხილულ მეთოდებთან შედარებით, ოპტიმალურია იმ 

აზრით, რომ საოპტიმიზაციო #X) ფუნქციის მნიშვნელობების სასრული ფიქსირე- 

ბული 7” რაოდენობის გამოთვლების შედეგად ძებნის საწყისი ინტერვალის მაქსიმა- 

ლურ შემცირებას უზრუნველყოფს. მეთოდის სახელწოდება გამომდინარეობს ძებნის 

სტრატეგიიდან და იგი ფიბონაჩის რიცხვების მიმდევრობას უკავშირდება. 

როგორც ცნობილია, აღნიშნული მიმდევრობის თითოეული წევრი განისაზღვრება 

შემდეგი რეკურენტული ფორმულის საფუძველზე: 

IM =II,+X, ი- 27 M#>2, (4.14) 

Xე = #, =1. (4.15) 

ფიბონაჩის რიცხვების მე-” წევრის ზოგადი გამოსახულება, რომელიც (4.14) და 

(4.15) განტოლებების ამოხსნით მიიღება, შემდეგია (421: 

ჩ, =LI/ძ)” –(–ძ)”'1/+45, (4.16) 
სადაც 

ძ =(C-/5 –1)/2 =0.618034. 

(4.16) გამოსახულებაში #-ის რაგინდ დიდი მნიშვნელობების დროს (–თ)"' წევრი 

შეიძლება უგულებელვყოთ და ამიტომ გვექნება 

# =0/ძ)"" /-/5. (4.17) 

ფიბონაჩის რიცხვების მიმდევრობის პირველი თექვსმეტი წევრის მნიშვნელობა 

მოცემულია 4.3 ცხრილში. 

  

M# |0!1| 2 3 4 5 6 7 ჭ 
  

    
M 9 10 11 12 13 14 15 16 
  

# 55 89 | 144 | 233 | 377 | 610 | 987 | 1597                       

ცხრილი 4.3
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ფიბონაჩის მეთოდის არსი შემდეგში მდგომარეობს. დავუშვათ, მოცემულია ძებნის , 

საწყისი ინტერვალი (თ,ხ) და ცნობილია #X) ფუნქციის მნიშვნელობები მოცემული 

ინტერვალის როგორც სასაზღვრო ძ და ხ, ასევე შუალედურ X, და X,: წერტილებ- 

ში: /(ძ), /(ხ), /(X,), /(X.). ფუნქციის უნიმოდალურობის თვისებებს თუ გავი- 

თვალისწინებთ, მაშინ ერთ-ერთი ქვეინტერვალი (0,X,) ან (X:,ხ) შეიძლება გამო–- 

ირიცხოს. 

ვთქვათ, 9, =ხ-ძ საწყისი ინტერვალის სიგრძეა. ფუნქციის მნიშვნელობების შე- 

დარების საფუძველზე თუ (X.,ხ) გამოირიცხება, მაშინ დაგვრჩება Xე - რთ "სიგრძის 

ქვეინტერვალი, ხოლო თუ გამოირიცხება I2,X,), მაშინ დაგვრჩება §-X, სიგრძის 

ქვეინტერვალი. იმისათვის, რომ მიღებული ქვეინტერვალის სიგრძე ფუნქციაზე არ 

იყოს დამოკიდებული, საჭიროა შესრულდეს შემდეგი ტოლობა % -ძ=ხ-X, ანუ, 

სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, X, და X. წერტილები I0თ,ხ) ინტერვალის შუა წერ- 

ტილის მიმართ სიმეტრიულად უნდა იყოს განლაგებული. 

დავუშვათ, რომ გამოირიცხა (X.,,ხ) ქვეინტერვალი. იმისათვის, რომ დაყვანილ 

(თ,Xა) ინტერვალში ანალოგიური პროცედურები შევასრულოთ, საჭიროა გამოვთვა– 

ლოთ ფუნქციის მნიშვნელობა წერტილში, რომელიც X, C (თ,X.) წერტილის სიმე- 

ტრიული იქნება. იმ შემთხვევაში, როცა I0C,X,) ქვეინტერვალი გამოირიცხება, მაშინ 

დაყვანილ IX,,ხ) ინტერვალში საჭიროა გამოვთვალოთ ფუნქციის მნიშვნელობა წერ- 

ტილში, რომელიც X. CLX,ცხ) წერტილის სიმეტრიული იქნება. ამგვარად, სტრატე- 

გია თავიდანვე ნათელია. დაყვანილ ინტერვალში ყოველი შემდეგი წერტილი იქ არ- 

სებული წერტილის სიმეტრიულად უნდა ავიღოთ. მაგრამ იმისათვის, რომ მეთოდის 

გამოთვლითი სქემა შევიმუშავოთ, აუცილებელია მისი დამთავრების პროცესიც განვი- 

ხილოთ. 

ზემოთ აღნიშნული სტრატეგიის თანახმად, გამოთვლების საბოლოო მე-” ეტაპზე 

ძებნის (I-1)-ე ინტერვალში #-ური წერტილი (M-1)ე წერტილის სიმეტრიულად 

აიღება. მოცემულ ეტაპზე, მე-# ინტერვალის მაქსიმალურ შემცირებას რომ მივაღწი– 

ოთ, საჭიროა (7-I)-ე ინტერვალის შუაზე გაყოფა. ამ შემთხვევაში X„ წერტილი X„.) 

წერტილს უნდა დაემთხვეს. მაგრამ თუ გავითვალისწინებთ § ცდომილებას, რომე- 

ლიც, ჩვეულებრივ, X-) და XX წერტილებს შორის არსებობს, მაშინ მე” და 

(MI-–-1)-ე ინტერვალების სიგრძეებს შორის დამოკიდებულება შემდეგი ტოლობით შეიძ- 

ლება გამოვსახოთ 

ძ,, =2ძ, -§. 
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გამოთვლების (M-1)-ე ეტაპზე ძებნის (M-2)-ე ინტერვალში X, კ წერტილი X,., 

წერტილის სიმეტრიულად უნდა ავიღოთ, რომელიც მოცემული ინტერვალის სასაზ- 

ღვრო წერტილებიდან ძ, , მანძილით იქნება დაშორებული. ამიტომ 

ძ., = მ,, + ძ, . 

ანალოგიურად გვექნება (M-2)-ე ეტაპზეც: 

ძ.კ =06, 5 + ძ., · 

ზოგად შემთხვევაში კი გვექნება 

ძ,,=ძ,+ძ,,,1<7/<ჩ. (4.18) 

ამგვარად, 

ძ,, =2ძ, – 8, 

ძმ. ე=0, ,+ძ, =3შ, –§, 

ძ- კ=0, +ძ, ე =5ძ0, – 26, 

ძმ, ,=ძ, კ+ძ, ე =8ძ, –3§ 

და ა.შ. 

ფიბონაჩის რიცხვების გათვალისწინებით აღნიშნული დამოკიდებულებები, ზოგად 

შემთხვევაში, შემდეგნაირად ჩაიწერება: 

ძ,,=#,)ძ, – #,,6, 7= 1,2... 7-1. (4.19 

როცა / =7-1, მაშინ (4.19)-დან მივიღებთ 

ძ, = #,შ, – 8ჩ,:, 

საიდანაც 

ძე =0 /X. +C 7 IM. (4.20) 

მაშასადამე, ფუნქციის მნიშვნელობების » რაოდენობის გამოთვლების შედეგად ძებ- 

ნის ინტერვალის სიგრძე მის თავდაპირველ სიგრძესთან შედარებით 1/#”, -ჯერ მცი- 

რდება (6-ის უგულებელყოფის შემთხვევაში): 
ძ./ძ, =1/ IL. (4.21) 

153



უპირობო ოპტიმიზაციის არაწრფივი ამოცანების გადაწყვეტის მეთოდები 

საზოგადოდ, საინჟინრო პრაქტიკაში ოპტიმიზაციის ამოცანების გადასაწყვეტად · 

წინასწარ მოცემულია დასაშვები ცდომილების სიდიდე §> 0 და არა საოპტიმიზაციო 

“##X) ფუნქციის მნიშვნელობების გამოთვლის #7 რაოდენობა. იმისათვის, რომ განვგსაზღ- 

ვროთ # რიცხვის ის მნიშვნელობა, რომელიც აუცილებელია მოცემული სიზუსტის 

მისაღწევად, საჭიროა ვისარგებლოთ (4.21) დამოკიდებულებით. ასე, მაგალითად, თუ 

საწყისი ინტერვალის სიგრძეა ძ,.=1, ხოლო 0.001 დასაშვები სიზუსტეა (ანუ ძებნის 

ინტერვალის საბოლოო სიგრძეა), მაშინ (4.21)-დან გვექნება 

ძ, /ძ, =1/ L, =0.001, 

საიდანაც #, =1000, რასაც 4.3 ცხრილში შეესაბამება 7:=16. 

ამგვარად, ფიბონაჩის მეთოდის საფუძველზე შემუშავებული ალგორითმი შემდეგი 

ძირითადი პროცედურების შესრულებას ითვალისწინებს. 

ბიჯ:ი!. დაფიქსირდება ძებნის (0თ,0 |) ინტერვალის პირველი წერტილის მდებარეო- 

ბა, რომელიც საწყისი ინტერვალის ერთ-ერთი სასაზღვრო წერტილიდან 

ძ- მანძილზე აიღება. ამასთან, არავითარი მნიშვნელობა არა აქვს თუ რო- 

მელი სასაზღვრო წერტილიდან, ვინაიდან სიმეტრიულობის წესის თანახ- 

მად მეორე წერტილი ინტერვალის მეორე ბოლოდან კვლავ რე მანძილზე 

დაფიქსირდება, ე.ი. 

X =0+ძა=0+LM, )ძ, – 5, კ = 

=0+LM, ),ძ,/ MM, +6(M, IM, – წეს, ვ)/ LM, = თ-I 

=0+X ძ,/M+(-075/#; (4.22) 

ბიჯი? დაფიქსირდება |მ,ხ) ინტერვალის მეორე წერტილის მდებარეობა, რომე- 

ლიც X,-ის სიმეტრიულად აიღება. იგი ყოველთვის ისე უნდა შეირჩეს, 

რომ დაკმაყოფილდეს პირობა ხ –X =X – 6, ან X–09=ხ– X, ეი. 

X-ძ=ხ-X; (4.23) 

ბიიიზ. X ლდა ”» წერტილებში გამოითვლება ფუნქციის მნიშვნელობები 

#, = 7(X,), /. =/C2C) და განიხილება ოთხი შემთხვევა (ნახ. 4.6): 

ა) როცა X. <X, და /5 < /,, მაშინ ექსტრემუმის ძებნა გაგრძელდება შემ- 

ცირებულ IC,X,1) ინტერვალში; 
ბ) როცა X.>X და /:</,, მაშინ ექსტრემუმის ძებნა გაგრძელდება 

IX,,ხ) ინტერგალში;
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” 
ა) X<XI. #ჩ . 

#5<4#. · 

ნახ. 4.6 

გ) როცა X:<X და #ჩ > ჩ. მაშინ ექსტრემუმის ძებნა გაგრძელდება 

(,,ხ1. ინტერვალში; 
დ) როცა X>X, და / > /,, მაშინ ექსტრემუმის ძებნა გაგრძელდება 

IL0,X.) ინტერვალში; 

ბი/იჭ იმის მიხედვით თუ რომელ შემთხვევას ექნება ადგილი, დაყვანილ ინტერ- 

ვალში ოპტიმიზაციის პროცესი ანალოგიურად განმეორდება მანამ, სანამ 

იტერაციების რიცხვი არ გადააჭარბებს »-ს.
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მაბგალითი 4.4. ფიბონაჩის მეთოდით გადავწყვიტოთ ერთგანზომილებიანი ოპტიმი- · 

ზაციის ამოცანა 

= #(X) =2X” – 6" | X CL0;1) | 

  

საოპტიმიზაციო ფუნქციის #=10-ჯერ გამოთვლის შემთხვევაში. 

ამოხსნა. ძებნის საწყისი ინტერვალის საზღვრებია ძ=0, ხ=1. დაგუშვათ დასაშვები 

ცდომილების სიდიდე 5=0. გამოთვლების შედეგები წარმოდგენილია 4.4 ცხრილში. 

როგორც ცხრილიდან ჩანს, მე-10 იტერაციაზე მინიმუმის წერტილი ლოკალიზე- 

ბულია შუალედში 0.359550 <Xჯ < 0.370785, რომლის სიგრძეა 

ძა = 0.370785 – 0.359550 = 0.011235 =1/89 =1/ #-ა. 

  

  

            

ჩM ძ ხ ძ 

0 0.000000 1.000000 1.000000 

1 0.000000 0.617977 0.617977 

2 0.235955 0.617977 0.382023 

3 0.235955 0.471910 0.235955 

4 0.325842 0.471910 0.146068 

5 0.325842 0.415730 0.089887 

6 0.325842 0.382023 0.056180 

7 0.348315 0.382023 0.033707 

8 0.348315 0.370788 0.022473 

9 0.359550 0.370788 0.011238 

10 0.359550 0.370785 0.011235 

ცხრილი 4.4 

ამოცანის ოპტიმალური ამონახსნია 

Xჯ =0.359550, /“ = /(X )=–-1.174132. 
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#.1.9 პოლინომიალური აპროქსიმაციის მეთოდები 

პოლინომიალური აპროქსიმაციის მეთოდების ძირითადი იდეა პოლინომით გლუვი 

ფუნქციის აპროქსიმაციისა და მააპროქსიმებელი პოლინომის საშუალებით მინიმუმის 

წერტილის კოორდინატების განსაზღვრის ამოცანებთანაა დაკავშირებული. ასეთი 

მიდგომის ეფექტური რეალიზაციის აუცილებელ პირობებს საოპტიმიზაციო #X) ფუნ- 

ქციის უნიმოდალურობა და უწყვეტობა წარმოადგენს. 

კვადრატული ინტერპოლაციის მეთოდი 

პოლინომიალური აპროქსიმაციის მეთოდებიდან კვადრატული ინტერპოლაციის მე- 

თოდი უმარტივესია. მისი საშუალებით ერთგანზომილებიანი ოპტიმიზაციის (4.1) 

ამოცანის გადაწყვეტა ითვალისწინებს მოცემულ ინტერვალში #X) ფუნქციის აპროქ- 

სიმაციას კვადრატული თ(X) = იჯ? +ხX+C პოლინომით, რომლის ანალიზურად გან- 

საზღვრული ექსტრემუმის (მინიმუმის ან მაქსიმუმის) ჯ =-ხ/2ძ წერტილი საწყი- 

სი ამოცანის ამონახსნის გარკვეულ მიახლოებას წარმოადგენს. უკანასკნელ გამოსა- 

ხულებაში თ და ხ კოეფიციენტების გამოსათვლელად შესაძლებელია გამოყენებულ 
იქნეს ლაგრანჟის საინტერპოლაციო ფორმულები (15), რომლის თანახმად გვექნება 

= #0 _ ჩკ .–ჩ _4%-26+%# – 5 = 2 , (4.24) 
2” MM. 2M 2“ 

ხ= – /0(2X, + #) + 4 /,X, – 7/:(2X, – M) , 
2 4.25 

2ჩ“ (6:29 

სადაც X, ოპტიმიზაციის ამოცანის საწყისი მიახლოებაა, 7 ჩ და # მოცემული 

ინტერვალის სამ Xა =X, –M, X, და X-=X,+ჩM წერტილებში გამოთვლილი საოპ- 

ტიმიზაციო /(X) ფუნქციის მნიშვნელობები, ხოლო # ინტერპოლაციის ბიჯია. 

ჯ. წერტილის მიდამოში აღნიშნული პროცედურის განმეორება ოპტიმალური 

ამონახსნის დაზუსტებას უზრუნველყოფს. იტერაციული პროცესი გრძელდება მანამ, 

სანამ არ შესრულდება პირობა 

IX -XI<5, (4.26) 

სადაც 58 დასაშვები (ცდომილების სიდიდეა. 
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ამგვარად, კვადრატული ინტერპოლაციის მეთოდის ალგორითმი წარმოადგენს შემ- “ 

ღეგი გამოთვლითი პროცედურების ერთობლიობას. 

ბიჯი 1. 

ბიჯი =>. 

ბიჯი 8. 

ბიჯი 3. 

ბიჯი 5. 

ბიჯი 6. 

შეირჩევა მოცემული ამოცანის საწყისი მიახლოების წერტილი X»,; 

განისაზღვრება X,-ის ორი მეზობელი წერტილის მნიშვნელობა Xე =X, – ჩ 

და X. = X, +#M, სადაც M# ინტერპოლაციის ბიჯია. 

გამოითვლება /(X) ფუნქციის სამი მნიშვნელობა /#(X-) = /ე, /(X,)= /,, 

#C-) = 7-: 

(4.24) და (4.25) ფორმულების საფუძველზე განისაზღვრება ინტერპოლა- 

ციის კვანძებში გამავალი კვადრატული თ(X) პოლინომის ექსტრემუმის 

წერტილი 

დ“ = 9 =7(29 +#) –<4.% + 0 (2X, <#), ტ.27 

20 2(/ი – 2 /, + /:) 
  

შემოწმდება კრებადობის (4.26) პირობა. თუ აღნიშნული პირობა სამარ- 

თლიანია, მაშინ გადავალთ მე-6 ბიჯზე; წინააღმდეგ შემთხვევაში – მე-2 

ბიჯზე; 

ძებნის დასასრული. 

მაგალითი 4.5. კვადრატული ინტერპოლაციის მეთოდით გადავწყვიტოთ ოპტიმი- 

ზაციის შემდეგი ამოცანა: 

თIი| /(X) =2X>+06/X) | XC(51 1. 

ამოხსნა. ვთქვათ, X, =2 ამოცანის საწყისი მიახლოებაა, ხოლო # =0.2 ინტერ- 

პოლაციის ბიჯი. დასაშვები ცდომილების სიდიდე შევირჩიოთ ტოლი § =0.1. 

ბიჯი 2. 

ბიჯი 8. 

იტერაცია 1 

განვსაზღვროთ 

X- =X, –#=1.8, X,ე =X,+#M=2.2; 

გამოვთვალოთ 

#L(X6) = /(1.8) =15.3689,



ბიჯი 4. 

ბიჯი §. 

ბიჯი 2. 

ბიჯი 8. 

ბიჯი 4. 

ერთგანზომილებიანი ოპტიმიზაციის დეტერმინირებული მეთოდები 

#(X,) = /(2) =16.0000, 

#(CX,) = /(2.2) =16.9527; 

(4.27) ფორმულის საშუალებით განვსაზღვროთ კვადრატული პოლინომის 

მინიმუმის წერტილი 

>“ – 15.3689%2-2+0.2)–4:16:2+16.9527(2:2<–0.2) 

2-(15.3689 –2-16+16.9527) 
  =1.5075; 

ვინაიდან |2–1.5075 > § =0.1, ამიტომ დავუშვათ X»X,=X =1.50752 და 

ძებნა გავაგრძელოთ. 

იტერაცია 2 

განვსაზღვროთ 

Xე =X, – M =1.5075 –0.2 =1.3075, 

Xე =X, +M =1.5075+0.2 =1.7075; 

გამოვთვალოთ 

#(X9) = /(1.3075) =15.6561, 

#(>»,) = /0.5075) =15.1587, 

#(»X.) = /(0.7075) = 15.2016 ; 

განვსაზღვროთ კვადრატული პოლინომის მინიმუმის წერტილი 

>“ = 15.6561(2 ·1.5075 +0.2) – 4:15.1587 ·1.5075 +15.2016(2 ·1.5075 – 0.2) _ 

ბიჯი 5. 

  

2(15.6561–2-:15.1587 +15.2016) 

=1.5916; 

ვინაიდან |1.5075 – 1.5914, <§=0.1, ამიტომ ოპტიმიზაციის პროცესი დას- 

რულდა. ამგვარად, ორი იტერაციის შედეგად, რომლის დროსაც საოპტიმი- 

ზაციო ფუნქცია 6-ჯერ განისაზღვრა, მიღებულ იქნა ოპტიმალური ამონახ- 

სნი 
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უპირობო ოპტიმიზაციის არაწრფივი ამოცანების გადაწყვეტის მეთოდები 

Xჯ =1.5916, /” = /(X )1=15.1587. 

აღსანიშნავია, რომ მინიმუმის წერტილის ზუსტი მნიშვნელობაა Xჯ” =1.5874. 

კუბური ინტერპოლაციის მეთოდი 

კუბური ინტერპოლაციის მეთოდი შედარებით მაღალი სიზუსტით ხასიათდება. 

მისი ლოგიკური სქემა კვადრატული ინტერპოლაციის მეთოდის ანალოგიურია. მაგ- 

რამ მააპროქსიმებელი პოლინომის განსაზღვრისათვის მას ნაკლები რაოდენობის საკ- 

ვანძო წერტილები სჭირდება, ვინაიდან თითოეულ წერტილში შეიძლება გამოთვლილ 
იქნეს როგორც /(X) ფუნქციის, ისე მისი /(X) წარმოებულის მნიშვნელობები. 

ალგორითმის თანახმად შეირჩევა ნებისმიერი ორი X, და X, წერტილი, სადაც 

7(X+) და /7(X.) წარმოებულებს სხვადასხვა ნიშანი გააჩნია. სხვა სიტყვებით რომ 

ვთქვათ, ადგილი აქვს ექსტრემუმის ჯ. წერტილის ლოკალიზებას (X,.X.) ინტერ- 

ვალში. 

მააპროქსიმებელი კუბური ფუნქცია ჩავწეროთ შემდეგი სახით: 

თ(X) = ა +0,(X–-X,)+0:(X – X,XX- X.)+0)(X-X,)”(X-X,), (4.28) 

რომლის გაწარმოებით მივიღებთ 

ძთ(X)/ ძი« =0ძ, +ძ.(X-X)+0ძ.(X-X.)+0კ(X-X,)” +2ძ0(X+X-X.XX- ჯა). (4.29) 

შევარჩიოთ (4.28) მრავალწევრის კოეფიციენტები ისე, რომ »X, და X, წერტი- 

ლებში თ(X)-სა და თ(X)-ის მნიშვნელობები /(X)-ისა და # (X)-ის მნიშვნელობებს 

დაემთხვეს. ამისათვის საჭიროა ამოვხსნათ წრფივ განტოლებათა შემდეგი სისტემა: 

#/ = #C) = ძა, 

#- = /(X.) =ძე +0,(X; –X,), 

# 57/(X,)) =ძ, +ძ.(V, – X.), 

27. = /(X.) =0, +0.:(X, – X,)+ 0,(X, – X,)?. 

(4.30) 

(4.30) სისტემის ამოხსნის შედეგად განსაზღვრული ძე, 0,, 0, 0 კოეფიციენ- 

ტების (4.29) გამოსახულებაში ჩასმისა და ამ უკანასკნელის ნულთან გატოლებით 

მიღებული კვადრატული განტოლების ამოხსნის საფუძველზე განისაზღვრება მააპ- 

როქსიმებელი კუბური ფუნქციის სტაციონარული ჯ. წერტილი 
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სადაც 

ერთგანზომილებიანი ოპტიმიზაციის დეტერმინირებული მეთოდები 

(2-7 4<0, 

XI=1 X –- 4X-X), 0<2<1, (4.31) 

X, 4>1, 

_ ჩ+თ-/ჩ. #8 

"ჩ – #+2თ” 

3 იი. 
#6= (9-4) C/, – ჩ) 2ს/ + /, 

X “–“X 

-I 00 – ჩ7.)”,. X,ე <Xე) 

–(/” – ჩ./ჩ–)'”?, X, > Xა- 

თუ გამოთვლილ X. წერტილში კრებადობის პირობები არ სრულდება, მაშინ კუ- 

ბური აპროქსიმაციის პროცედურის რეალიზაციისათვის კვლავ აიღება ორი წერტი- 

ლი XL და X, (ან X.), სადაც გამოსაკვლევი ფუნქციის წარმოებულის მნიშვნელო- 

ბები ნიშნით განსხვავებულია, და პროცესი ანალოგიურად განმეორდება. 

ქვემოთ მოცემულია განხილული ალგორითმის ფორმალიზებული აღწერა, სადაც 

Xა საწყისი წერტილია, #>0 - ბიჯის სიდიდე, 6, და 65 - კრებადობის პარამეტ- 

რები. 

ბიჯი 1. 

ბიჯი 2. 

ბიჯი 8. 

ბიჯი 4. 

გამოითვლება /(X-). თუ /(X-:) <0, მაშინ განისაზღვრება წერტილები 

X. =X,+2" 4, M=0,12,.., ხოლო თუ /(X:)>0, მაშინ განისაზღვრება 

წერტილები X»,,, = X, – 2“ 4, ML =0,12,...; 

X ა. #=0,12,...,X, ,,X,,.. წერტილებში გამოითვლება საოპტიმიზაციო 

ფუნქცის წარმოებულის /(X) მნიშვნელობები და შეირჩევა ორი 

X, =X.) და X. =X, წერტილი, სადაც # (X„,) #(CX„) <0; 

გამოითვლება მნიშვნელობები /(X,), /(X-), #Cთ) ,/(X.); 

(4.31) ფორმულის საფუძველზე განისაზღვრება მააპროქსიმებელი კუბური 

პოლინომის სტაციონარული წერტილი X 
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უპირობო ოპტიმიზაციის არაწრფივი ამოცანების გადაწყვეტის მეთოდები 

ბიჯინ თუ /(X )< /(X,), მაშინ გადავალთ მე-6 ბიჯზე. წინააღმდეგ შემთხვევაში · 

X =X +0.5(X –X,) იტერაციული ფორმულის საფუძველზე განისაზღვ- 

რება X –ის ის მნიშვნელობა, რომლის დროსაც #(X ) < /(X,); 

ბიჯი ნ. შემოწმდება ძებნის დამთავრების პირობები-ი თუ სრულდება პირობები 

I/ CC”) <5, და I" –ჯ ,)/X |<5., მაშინ გადავალთ მე-7 ბიჯზე. წინააღმ- 

დეგ შემთხვევაში დავუშვებთ: X; =X, და »X, =X , თუ /CC )/ (90 <9, ან 
„,=X , თუ #(X 17(X.) <9, და გადავალთ მე-4 ბიჯზე. 

ბიჯი“. ძებნის დასასრული. 

მაგალითი 4.6. კუბური ინტერპოლაციის მეთოდით გადავწყვიტოთ მინიმიზაციის 

შემდეგი ამოცანა 

იისიL /C-) =2X” +(16/X |. 

ამოხსნა. ვთქვათ, საწყისი წერტილია X-ა=1, ხოლო ბიჯის სიგრძეა #=1. და–- 

ვუშვათ, რომ კრებადობის პარამეტრებია §, =0.01 და §, =35, =0.03, 

#(X) = ძ/ / თ; = 4X-16/»?. 

იტერაცია 1 

ბილი! /(1)=-12 <0. მაშასადამე, X, =1+1=2; 

ბილი? /(2)=4. რადგან /(1)/(2) =-48 <0, ამიტომ სტაციონარული წერტილი 
მდებარეობს (1:2) ინტერვალში. დავუშვათ »X, =1, X.- =2; 

ბი/იზ3. გამოვთვალოთ 

#7 = /(X,)1=18, 47. = /(X.)=16, 

4#=7(,)=-I2, /# =/(C)=4; 

ბიჯიჰ. გამოვთვალოთ 

ჩ =208–16)+(-12)+4 =-2, 
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ერთგანზომილებიანი ოპტიმიზაციის დეტერმინირებული მეთოდები 

თ =+(4– C=12X4))'”? = (52)'/? =7.211, 
_ 4+7.211-C=2)_ _ 
_ 4–(=12)+2(0.211) · 

# =2-<–0.4343(2 –1) = 1.5657; 

0.4343, 

ბიჯინ.  /(1.5657) =15.1219 < /(X,)=18. მაშასადამე, ძებნა გრძელდება; 

ბიჯინ. |/(1.5657) =I– 0.2640| > 6, = 0.01. ე.-ი. ძებნა არ დამთავრებულა. რადგან 

#(»7 )/(CX.) = (–0.2640X4) < 0 , დავუშვათ »X, = ჯ =1.5657; 

იტერაცია 2 

ბი,იჭტ გამოვთვალოთ 

3 

0.4343 
  #6= (15.1219–16)+(–0.2640)+ 4 = –2.3296, 

თ =+L(2.3296)? – (–0.2640X4))'”” = 2.5462, 

_ _4+2.5462–C-2.32%)_ _ ე იკვე. 
4 – C=0.2640)+ 2(2.5462) 

XX” =2–0.9486(2–1.5657) =1.5880 ; 

ბიჯინ  /(1.5880) =15.1191 < /(X,) =15.1219, მაშასადამე ძებნა გრძელდება; 

ბიყინ / (1.5880) = 0.0072 <#«, =0.01, ' 

1.5880 –1.5657 _ ე 0140< წ. =003. 
1.5880 ' 

ვინაიდან კრებადობის პირობები შესრულდა, ამიტომ ძებნა დამთავრებულად ჩაით- 

ვლება. ამგვარად, კუბური აპროქსიმაციის მეთოდით მოცემული ამოცანის გადაწყვე- 

ტის შედეგად მიღებულ იქნითს ოპტიმალური ამონახსნი XX” =1.5880, 
#  = /(X უ)=15.1191. 
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უპირობო ოპტიმიზაციის არაწრფივი ამოცანების გადაწყვეტის მეთოდები 

#.1.– ნი ურონ-რაფსონის მეთოდი 

ნიუტონ-რაფსონის მეთოდის გამოყენება შესაძლებელია იმ შემთხვევაში, როცა 

საოპტიმიზაციო /(X) ფუნქცია ორჯერ უწყვეტად დიფერენცირებადია. აღნიშნული 

მეთოდით ოპტიმიზაციის (4.1) ამოცანის გადაწყვეტა უშუალოდ დაკავშირებულია 

#0) ფუნქციის სტაციონარული წერტილის მოძებნაზე, ე.ი. ისეთი X. წერტილის 

მოძებნაზე, რომლის დროსაც ადგილი აქვს შემდეგი განტოლების (ზოგად შემთხვევა- 

ში არაწრფივი განტოლების) დაკმაყოფილებას: 

ძი. 
–-= /I(X)=0. # წ4C3) 

სტაციონარული წერტილის მოძებნის ალგორითმი იტერაციულია. პროცესის გეო- 

მეტრიული ინტერპრეტაცია წარმოდგენილია ნახ. 4.7-ზე. 

#C) 

  

2%
/ 

  

ნახ. 4.7 

თუ X, სტაციონარული ჯ წერტილის #-ური მიახლოებაა, მაშინ X,,, მიახლოე- 

ბის მისაღებად X, წერტილში აიგება # (X)-ის მააპროქსიმებელი წრფივი ფუნქცია, 

რომლის ნულოვანი მნიშვნელობა (X-ღერძთან გადაკვეთის წერტილი) ჩაითვლება 

სტაციონარული წერტილის (#+1)-ე მიახლოებად. X,,, წერტილიდან ანალოგიურად 

განისაზღვრება X, კ მიახლოება და ა.შ. პროცესი გაგრძელდება მანამ, სანამ არ და- 

კმაყოფილდება კრებადობის პირობა 
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V (C2 1 568, 

სადაც 6 დასაშვები ცდომილების აბსოლუტური ზღვრული მნიშვნელობაა. 

როგორც ცნობილია, X, წერტილში # (X) -ის მააპროქსიმებელი წრფივი ფუნქცია 

ტეილორის ფორმულის საფუძველზე შემდეგნაირად ჩაიწერება: 

#CCVX,) = 7(+ + 7(X,XX-–X,), (4.32) 
სადაც X მიმდინარე წერტილია. თუ (4.32) განტოლების მარჯვენა მხარეს გავუ- 

ტოლებთ ნულს და დავუშვებთ X=+X,,, მივიღებთ /(CX) ფუნქციის სტაციონალურ 
წერტილთან მიახლოების ზოგად ფორმულას 

X,, = X, –L7CX,)/ 7(X,)1. (4.33) 

საინტერესოა შევნიშნოთ, რომ ნიუტონ-რაფსონოს შეთოდის კრებადობა სასრული 

თვისებებით ხასიათდება შემდეგი სახის კვადრატული ფუნქციის შემთხევევაში: 

#(X) =თ? +/X+7X7,Cთ>0. 

მართლაც, ნებისმიერი საწყისი X, წერტილისათვის გვექნება 

7C,) =2თ, +/, 

#7C)=2თ, 

»=ჯ _291# _ _ #8. 
– 2თ 2თ” 

რაც 7/(X) ფუნქციის მინიმუმს შეესაბამება. 

აღნიშნული ფაქტი საინტერესოა იმ თვალსაზრისით, რომ ნებისმიერი, მაგრამ 

რეგულარული (ორჯერ უწყვეტად დიფერენცირებადი) ფუნქცია კვადრატული ფუნ- 
ქციის თვისებებს ამჟღავნებს ექსტრემუმის მიდამოში. აქედან გამომდინარე, თუ საწ- 

ყისი წერტილი მინიმუმის ჯ წერტილთან საკმაოდ ახლოს მდებარეობს, ოპტიმიზა- 

ციის პროცესის კრებადობა გარანტირებულია. წინააღმდეგ შემთხვევაში შეიძლება 

მივიღოთ განშლადი პროცესი. ამგვარად, მეთოდის კრებადობა საწყისი წერტილის 

შერჩევაზეა დამოკიდებული. 

ნიუტონ-რაფსონის მეთოდი მოუხერხებელია იმ თვალსაზრისითაც, რომ ყოველ 

იტერაციაზე საჭიროა #(X) ფუნქციის პირველი და მეორე რიგის წარმოებულების 

გამოთვლა. ამიტომ მისი პრაქტიკული გამოყენება მხოლოდ მარტივი სახის ანალი- 

ზური ფუნქციების შემთხვევაშია შესაძლებელი. 

მაბალითი 4.7. ნიუტონ-რაფსონის მეთოდით გადავწყვიტოთ მინიმიზაციის შემ- 

დეგი ამოცანა 
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თ|იL /(X) =2»? +(16/X) |. 

ამოხსნა. შევირჩიოთ საწყისი წერტილი »X, =1 და დავუშვათ კრებადობის პარამე- 

ტრი § =0.0001). 

ატერაცია 1 

», =L /(X,) = –12, /(X»,) =36, 

»X. =1–(–12/36) =1.3333 ; 

იტერაცია 2 

X- =1.3333, /(X.) = –3.6667, /(X.) = 17.5000, 

Xჯკ =1.333 –(–3.6667 / 17.5000) =1.5428 

და აშ. იტერაციები გაგრძელდება მანამ, სანამ არ დაკმაყოფილდება უტოლობა 

| წე62 1 <0.0001. გამოთვლების შედეგები წარმოდგენილია ცხრილში 4.5. 

  

X, #C>,) #CVXI) XII 

1.0000 –12.0000 36.0000 1.3333 
1.3333 -3.6667 17.5000 1.5428 
1.5428 -0.5501 12.7131 1.5861 
1.5861 -0.0153 12.0193 1.5874 
1.5874 -0.00012 12.0000 1.5874 

  

            თი 
>
 

სა
 

სა
ა 

| 
ვ 

  

ცხრილი 4.5 

როგორც ცხრილიდან ჩანს, მინიმუმის წერტილის 6 =0.0001 სიზუსტით განსაზ- 

ღვრას ხუთი იტერაცია დასჭირდა. ამასთან, მიღებულ იქნა შემდეგი ოპტიმალური 

ამონახსნი: X =1.5874, /” = /(X”) =15.1190. 

4#..7 ბოლცანოს მეთოდი 

თუ მოცემულ ILძ,ხ) ინტერვალში საოპტიმიზაციო /(X) ფუნქცია უნიმოდალურია 

და, ამასთან, შესაძლებელია როგორც ფუნქციის მნიშვნელობის, ისე მისი წარმოე- 
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ბულის გამოთვლა, 'მაშინ #(X)=0 განტოლების სტაციონარული წერტილის მო- 

საძებნად შეიძლება გამოყენებულ იქნეს ინტერვალების გამორიცხვის ეფექტური ალ- 

გორითმი, რომლის თითოეულ იტერაციაზე მხოლოდ ერთი ცღისეული წერტილი გა- 

ნიხილება, ასე, მაგალითად, თუ X, წერტილში ადგილი აქვს #CX,) <9 უტოლო- 

ბას, მაშინ ფუნქციის უნიმოდალურობის საფუძველზე შეიძლება დავასკვნათ, რომ მი–- 

ნიმუმის წერტილი არ მდებარეობს X<X, ინტერვალში და ამიტომ ეს უკანასკნელი 

შეიძლება გამოირიცხოს. მეორე მხრივ, თუ #თ,)>0, მაშინ, ანალოგიური მსჯე- 

ლობის საფუძველზე, გამოირიცხება X > X, ინტერვალი. 

ზემოთ მოყვანილი მსჯელობა საფუძვლად უდევს ბოლცანოს მეთოდის ლოგიკურ 

სტრუქტურას და იგი შემდეგში მდგომარეობს. განისაზღვრება მოცემული ინტერვა- 

ლის ორი X, და X. წერტილი, სადაც #(X,) <0 და #(X,1>0 და დაფიქსირდება 

ექსტრემუმის ძებნის ინტერვალი IX,,X,1). გამოითვლება ფუნქციის წარმოებული 

მიღებული ინტერვალის შუა წერტილში #CX,) :X, =(X, +X·))/2. თუ #Cთ,) >0, 

მაშინ გამოირიცხება (X,,X,) ინტერვალი, ხოლო თუ #Cთ,) <0, მაშინ გამოი- 

რიცხება IX,,X,) ინტერვალი. შემცირებულ ინტერვალში ზემოთ აღწერილი პროცე- 

სი კვლავ განმეორდება და ა. შ. 

ქვემოთ მოცემულია ბოლცანოს ალგორითმის ფორმალიზებული აღწერა. 

ბიჯი!. დავუშვათ X,=ძ, »X, =ხ. ამასთან იგულისხმება რომ /(ძ)<0 და 

#(6)>9; 
ბიჯი? გამოითვლება X, =(X, +X,)/2 და #C>,) ; 

ბიიივ. თუ IV/C, ) <6, მაშინ გადავალთ მე-4 ბიჯზე. წინააღმდეგ შემთხვევაში, 

თუ #CX,) <0, მაშინ დაგუშვებთ X, =X, და გადავალთ მე-2 ბიჯზე, ხო- 

ლო თუ #C,) > 0, მაშინ დავუშვებთ X, =X, და გადავალთ მე-2 ბიჯზე; 

ბიჯი. ძებნის დასასრული. 

#.1.8 მპავპვეთთა მეთოდი 

მკვეთთა მეთოდი ნიუტონისა და ბოლცანოს მეთოდების საფუძველზე შემუშავებუ- 

ლი კომბინირებული მეთოდია და იგი (0თ,ხ) ინტერვალში #(X)=0 განტოლების 

ფესვის მოძებნაზეა ორიენტირებული. დავუშვათ, რომ /(X) ფუნქციის სტაციონარუ- 
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ლი ჯ» წერტილის ძებნის პროცესში განსაზღვრულია ორი X, და X, წერტილი, · 

სადაც შესაბამისი წარმოებულები ნიშნით განსხვავებულია. ამ შემთხვევაში აღნიშნუ- 

ლი მეთოდი საშუალებას გვაძლევს # (X) ფუნქციის აპროქსიმაცია განვახორციელოთ 

მკვეთი ქორდით, რომელიც გაღის #IX,,7(X,)1 და 8 IX, /CX,)1. წერტილებზე და 
ვიპოვოთ აბსცისთა 0X ღერძთან გადაკვეთის წერტილი (ნახ. 4.8). 

76ეტ 

  

+
V
 

  

ნახ. 4.8 

შევადგინოთ #8 ქორდის განტოლება 

X–X – / Xჯ 2X-% - X-IC) _ (4.34) 
-” #(X,)-– /(X,) 

საიდანაც, თუ დავუშვებთ X=X, და X#=0, მივიღებთ სტაციონარულ ჯ წერტილთან 

მიახლოების ფორმულას 

/ X 
X, =X, –  /თ) _ (4.35) 

L/(M) – /(X,)1/(X, – X,) 

ისევე როგორც ბოლცანოს მეთოდში, როცა VV> )<5, სადაც 6 დასაშვები 

ცდომილების სიდიდეა, ძებნის პროცესი მთავრდება. წინააღმდეგ შემთხვევაში X, და 

»”» წერტილებიდან შეირჩევა ერთ-ერთი წერტილი, რომელშიც საოპტიმიზაციო 

ფუნქციის წარმოებულის ნიშანი X, წერტილში გამოთვლილი წარმოებულის ნიშნის- 
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გან განსხვავებულია, (4.35) ფორმულის საშუალებით განისაზღვრება სტაციონარული 

წერტილის ახალი მიახლოება და ა.შ. ძებნის პროცესი ანალოგიურად გაგრძელდება. 

მაბალითი 4.8. მკვეთთა მეთოდით გადავწყვიტოთ მინიმიზაციის შემდეგი ამოცანა 

თ|იL /C>X) =2»? +(16/X) | XC(1:5) |. 

ამოხსნა. 

> ძ/ (») 2 =–>-“=4X-16/X“. #0 X X Xჯ 

იტერაცია 1 

ბიჯი 1. X. =1,X,=5, 

ბიჯი 2. 

ბიჯი 8. 

ბიჯი 1. 

ბიჯი 2. 

ბიჯი 8. 

#C,) = (1) = –12 <0, 

#(X,) = 7(5) =19.36 >0; 

_ 19.36 =5- 1220 59453, 
«==? 6936+12)/4 

#CX,) = /(2.53) = 7.62 >0. 

დავუშვათ X, = 2.53. 

იტერაცია 2 

ჯ, =1, X, =2.53; 

7.62 
–_ --.--- შ=1.94;: 
(7.62+12)/1.53 

X, =2. 

#C,) = 70.94) =3.51>0. 

დავუშვათ X,კ =1.94 და ა.შ. იტერაციები გაგრძელდება მანამ, სანამ არ 

შესრულდება კრებადობის პირობა | #/ (X, ) <§. 
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#.1.9- შმცირეს პპადრატთა მეთოდი 

პრაქტიკაში, ხშირად, ადგილი აქვს შემდეგი სახის ამოცანებს: საჭიროა, ცდის სა- 

ფუძველზე, ერთი სახის ფიზიკური / სიდიდის მეორე სახის ფიზიკური X სიდიდე- 

ზე დამოკიდებულების გამოკვლევა (მაგალითად, სხეულის მიერ გავლილი მანძილის 

დროზე დამოკიდებულება, ტემპერატურის მოდებულ ძაბვაზე დამოკიდებულება და 

სხვ.). ვთქვათ, X და » სიდიდეები ერთმანეთთან დაკავშირებულია შემდეგი ფუნქცი- 

ური დამოკიდებულებით: 
»=თ(X). (4.36) 

ცდის საფუძველზე საჭიროა აღნიშნული დამოკიდებულების ანალიზური სახის გან- 

საზღვრა. 

დავუშვათ, რომ ცდის შედეგად მიღებულია ექსპერიმენტული წერტილების რამ- 

დენიმე წყვილი და აგებულია ”/ სიდიდის X სიდიდეზე დამოკიდებულების გრაფიკი 

(ნახ. 4.9). ასეთ გრაფიკზე ექსპერიმენტული წერტილების განლაგება, ჩვეულებრივ, 

ზასიათდება ე.წ. “გაფანტვით” ანუ ხილული კანონზომიერი დამოკიდებულებიდან 

შემთხვევითი გადახრებით, რაც დაკავშირებულია ნებისმიერი ცდის დროს გაზომვის 

გარდუვალ ცდომილებებთან. იმისათვის, რომ X-სა და X7-ს შორის ფუნქციური და- 

მოკიდებულება ანალიზურად განვსაზღვროთ, საჭიროა გადავწყვიტოთ საუკეთესო მი- 

ახლოების ამოცანა. 

  

  V 

0 | 4 

ნახ. 4.9 

ცნობილია, რომ ნებისმიერ # წერტილზე, კოორდინატებით CV,X»,), 1 =1,2,...,#M, 

ყოველთვის შესაძლებელია ისე გავატაროთ ფთ -I) რიგის პოლინომის შესაბამისი 

წირი, რომ მან ზუსტად ამ წერტილებზე გაიაროს (ნახ, 4.10). მაგრამ საკითხის 

ასეთი გადაწყვეტა, ჩვეულებრივ, არადამაკმაყოფილებელია: როგორც წესი, ექსპერი- 

მენტული წერტილების არარეგულარული ყოფაქცევა, რაც ნახ. 4.9-ზე და ნახ. 4.10- 
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ზე არის ასახული, განპირობებულია X7-ის X-ზე დამოკიდებულების არა ობიექტური 

ხასიათით, არამედ მხოლოდ გაზომვის ცდომილებებით. ამიტომ, ასეთ შემთხვევებში, 

ადგილი აქვს საინჟინრო პრაქტიკისათვის დამახასიათებელი ტიპიური ამოცანის –- 

ექსპერიმენტული დამოკიდებულების მოგლუვების ამოცანას რომელშიც საჭიროა. 

ექსპერიმენტული მონაცემების ისეთი დამუშავება, რომ, ერთი მხრივ, რაც შეიძლება 

ზუსტად აისახოს X»7-ის X-ზე დამოკიდებულების საერთო ტენდენციები და, მეორე 

მხრივ, შეძლებისდაგვარად “გასწორდეს” ის არაკანონზომიერი და შემთხვევითი გა- 

დახრები, რაც ცდისეული ცდომილებებითაა განპირობებული. 

7 

  

  V 

0 I ჯ 

ნახ. 4.10 

აღნიშნული ტიპის ამოცანების გადასაწყვეტად, ჩვეულებრივ, გამოიყენება მეთოდი, 

რომელიც ცნობილია როგორც “უმცირეს კვადრატთა მეთოდი”. იგი საშუალებას 

გვაძლევს მოცემული )/ = თ(») ტიპის დამოკიდებულების დროს ისე შევარჩიოთ მისი 

რიცხვითი პარამეტრები, რომ შესაბამისმა წირმა გარკვეული აზრით საუკეთესოდ 

ასახოს ექსპერიმენტული მონაცემები. 

საინტერესოა, როგორ შევარჩიოთ 7 = თC(X) დამოკიდებულების ტიპი? ხშირად, ეს 

საკითხი უშუალოდ გადაწყდება ექსპერიმენტული დამოკიდებულების გარეგნული სა- 

ხის მიხედვით. მაგალითად, ნახ. 4.11-ზე გამოსახული ექსპერიმენტული წერტილები 

აშკარად მიგვანიშნებს X7X=0X+ხ “სახის წრფივ დამოკიდებულებაზე. ნახ. 4.12-ზე 

გამოსახული დამოკიდებულება შეიძლებ წარმოდგენილ იქნეს მეორე რიგის 

X=თX“ +ხX+C პოლინომით. პერიოდული ფუნქციების შემთხვევაში, მათი გამოსახ- 

ვისათვის შეიძლება შევარჩიოთ ტრიგონომეტრიული მწკრივის რამდენიმე ჰარმონიკა 

და ა.შ. 
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» 

.-4 
=ძ 

იგ - “ი 

ჯი“ 
«22 

გი“ 

- 

0! 'X 

ნახ. 4.11 

» 

0! 'X 

ნახ. 4.12 

ძალიან ხშირად, X7»-ის X-ზე დამოკიდებულების სახე (წრფივი, კვადრატული, 

მაჩვენებლიანი და ა.შ.) წინასწარ ცნობილია, გადასაწყვეტი ამოცანის ფიზიკური არ- 

სიდან გამომდინარე, და ამ შემთხვევში საჭიროა ცდის საშუალებით მხოლოდ ამ 

დამოკიდებულების რამდენიმე პარამეტრის დადგენა უმცირეს კვადრატთა მეთოდი 

სწორედ ასეთი პარამეტრების განსაზღვრის საშუალებას იძლევა. 

ვთქვათ, მოცემულია / რაოდენობის დამოუკიდებელი ცდის შედეგები, რომლებიც 
გაფორმებულია მარტივი სტატისტიკური ცხრილის სახით (ცხრილი 4.6), სადაც ! 

ცდის ნომერია, X, -არგუმენტის მნიშვნელობა, I”, -ფუნქციის შესაბამისი მნიშვნელობა. 

(>, »,), 1 =1,2,...,7, წერტილები გამოსახულია ნახ. 4.13-ზე წარმოდგენილ გრა- 

ფიკზე. 
თეორიული ან სხვა მოსაზრების საფუძველზე შერჩეულია X» = თ(X) დამოკიდებუ- 

ლების სახე. ფუნქცია X/ = თ(X) შეიცავს რამდენიმე რიცხვით ძ,ხ,0,... პარამეტრს. 
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საჭიროა ისე შევარჩიოთ ეს პარამეტრები, რომ #”/ = თ(») წირი გარკვეული აზრით 

საუკეთესოდ გამოსახავდეს ცდით მიღებულ დამოკიდებულებებს. 

ჯ, 

  

  

ნახ. 4.13 

აღნიშნული ამოცანის გადაწყვეტა დამოკიდებულია იმაზე, თუ, სახელდობრ, რას 

ჩავთვლით “საუკეთესოდ”. შეიძლება, მაგალითად, “საუკეთესოდ” ჩაითვალოს წირისა 

და ექსპერიმენტული წერტილების ისეთი ურთიერთგანლაგება, რომლის დროსაც მათ 

შორის მაქსიმალური მანძილი ნულს გაუტოლდება; შეიძლება მოვითხოვოთ, რომ წი- 

რიდან წერტილების გადახრის აბსოლუტური სიდიდეების ჯამი მინიმალური გახდეს 

და ა.შ. თითოეული ამ მოთხოვნის რეალიზაციის შედეგად მიიღება ამოცანის ამონახ- 

სნი - ძ,ხ,0C,... პარამეტრების რიცხვითი მნიშვნელობები. მაგრამ მსგავსი ამოცანების 

გადაწყვეტის დროს საყოველთაოდ მიღებულია უმცირეს კვადრატთა მეთოდის გამო- 

ყენება, რომლის დროსაც უ) = დ(X) წირისა და ექსპერიმენტული წერტილების საუ- 

კეთესოდ შეთანადების მოთხოვნა დაიყვანება მაგლუვებელი (მააპროქსიმებელი) წირი- 

დან ექსპერიმენტული წერტილების გადახრების კვადრატების ჯამის მინიმალური 

მნიშვნელობის მოძებნის ამოცანაზე. აღნიშნულ მეთოდს, მოგლუვების არსებულ მე- 
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თოდებთან შედარებით, არსებითი უპირატესობა გააჩნია: ჯერ-ერთი, იგი გამოთვლე- 

ბის სიმარტივით გამოირჩევა და, შეორე, ალბათური თვალსაზრისით მას საფუძვლია– 

ნი თეორიული დასაბუთება გააჩნია, რაც შემდეგში მდგომარეობს. 

დავუშვათ, რომ V-ის X-ზე ჭეშმარიტი დამოკიდებულება ზუსტად გამოისახება 

X =Cთ(X) ფორმულით; ამასთან, ცდისეული გაზომვების გარდუვალი შეცდომების გა- 

მო, ადგილი აქვს ექსპერიმენტული წერტილების აღნიშნული დამოკიდებულებიდან 
გადახრას. როგორც ცნობილია (40), გაზოშვის ცდომილებები, როგორც წესი, განა- 

წილების ნორმალურ კანონს ექვემდებარება განვიხილოთ X», არგუმენტის რო- 

მელილაც მნიშვნელობა. ცდისეულ შედეგს წარმოადგენს შემთხვევითი I), სიდიდე. 

მისი განაწილება, როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, ექვემდებარება ნორმალურ კანონს, 

რომლის მათემატიკური მოლოდინია Cთ(X,), ხოლო საშუალო კვადრატული გადახრა 

- რთ. დავუშვათ, რომ გაზომვის ცდომილება ყველა წერტილში ერთნაირია: 

  

Cთ, =თ5 =...=C) =C. მაშინ ნორმალური კანონი, რომლის მიხედვითაც შემთხვევი- 

თი I), სიდიდე განაწილდება, შემდეგნაირად ჩაიწერება: 

1 ს-ით 
= C ?თ” · 4.37 #0.) თ წუ C ა 

ჩვენს ექსპერიმენტში, რომელიც 7 რაოდენობის გაზომვას ითვალისწინებს, ადგილი 

აქვს შემდეგი ხდომილობის რეალიზაციას: შემთხვევით XI,,IX.,...,), სიდიდეებს ენი- 

ჭებს 1აცX#...ს»- მნიშვნელობები დავსვა თ “შემდეგი ამოცანა: მათემატიკური 

თ(X,),თ(X.),...,0C(X„) მოლოდინები ისე შევარჩიოთ, რომ აღნიშნული ხდომილობის 

ალბათობა გახდეს მაქსიმალური. 

მკაცრად რომ ვთქვათ, თითოეული 7, = /, ხდომილობის ალბათობა ნულის ტო- 

ლია, რადგან I, უწყვეტია. ამიტომ გამოვიყენოთ არა ალბათობები, არამედ ალბათო–- 

ბების შესაბამისი ელემენტები: 

  
I ს, -თC,,))“ 

#C»”)9)», = თ/2#. ი“ ძა. (4.38) 

ვიპოვოთ ალბათობა იმისა, რომ შემთხვევითი I,,1),..., 1, სიდიდეები მიიღებს იმ 

მნიშვნელობებს, რომლებიც მოთავსებულია შემდეგ საზღვრებშია: (V,, /, +949), 
1 =1,2....,71. 

ვინაიდან ცდები დამოუკიდებელია, ამიტომ საძიებელი ალბათობა ალბათობების 

(4.38) ელემენტების ნამრავლის ტოლია: 
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ი. 1 ს.-ითაI –32ს,-იC)! 

–_–_ (439 /= 

სადაც # რაღაც კოეფიციენტია, რომელიც Cდ(»,) -ზე არ არის დამოკიდებული. 

საჭიროა ისე შევარჩიოთ Cთ(X,),თ(Xც),...,თC(X,„) მათემატიკური მოლოდინები, რომ 

(4.39) გამოსახულებამ თავის მაქსიმალურ მნიშვნელობას მიაღწიოს. 

-:2ეს-იC,)) 
სიდიდე 6““ ყოველთვის ერთზე ნაკლებია. ცხადია, მას მაქსიმალური 

მნიშვნელობა გააჩნია მაშინ, როცა ხარისხის მაჩვენებლის აბსოლუტური მნიშვნე- 

ლობა მინიმალურია, ე.ი. 

-– 5ნ, – დC,)1?-ს თი.   

თუ უკანასკნელი გამოსახულებიდან მუდმივ -+ მამრავლს გამოვრიცხავთ, მაშინ თ? 

მივიღებთ უმცირეს კვადრატთა მეთოდის მოთხოვნას: იმისათვის, რომ ერთობლიობა 

ცდისეული #,,#-.,..../, მნიშვნელობებისა უალბათესი იყოს, საჭიროა თCთ(X) ფუნქ- 

ცია ისე შევარჩიოთ, რომ X”, მნიშვნელობების თ(X,) -სგან გადახრების კვადრატების 

ჯამი მინიმალური გახდეს: 

2,ს/ –თC.)1'= თაი. (4.40) 

ამგვარად, უმცირეს კვადრატთა მეთოდის დასაბუთება გამომდინარეობს გაზომვის 

ცდომილებების ნორმალური კანონიდან და (4.40) გამოსახულების მინიმიზაციის 

მოთხოვნიდან. 

უმცირეს კვადრატთა პრინციპიდან გამომდინარე, გადავიდეთ მააპროქსიმებელი 

პოლინომის თ,ხ,C,... პარამეტრების განსაზღვრის ამოცანაზე. ვთქვათ, გვაქვს ექსპე- 

რიმენტული მონაცემების ცხრილი (ცხრილი 4.6) და გარკვეული მოსაზრების სა- 

ფუძველზე შერჩეულია კონკრეტული სახე / =დთ(ჯ»X) ფუნქციისა, რომელიც დამოკი- 
დებულია რიცხვით ძ,ხ,C,.. პარამეტრებზე. უმცირეს კვადრატთა მეთოდის თანახ- 

მად, ეს პარამეტრები ისე უნდა შევარჩიოთ, რომ X”/, წერტილების შესაბამისი თ(X,) 

მნიშვნელობებიდან გადახრების კვადრატების ჯამი იყოს მინიმალური. ჩავწეროთ X” 

როგორც ფუნქცია არა მარტო X არგუმენტისა, არამედ, აგრეთვე, ძ,ხ,C,... პარამე- 

ტრებისა: )/ = თ(X;0,ხ,C,...). საჭიროა რ,ხ,0,... პარამეტრები ისე შევარჩიოთ, რომ 

შესრულდეს შემდეგი პირობა: 
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2. –თCთთ,ხ,C...))?= თIი . (4.41) · 
'- 

იმისათვის, რომ ძ,ხ,C,.. პარამეტრების ის მნიშვნელობები ვიპოვოთ, რომლის 

დროსაც (4.41)-ის მარცხენა მხარე მინიმალური გახდება, საჭიროა იგი გავაწარმო- 

ოთ ძ.ხ.C,... პარამეტრების მიხედვით და მიღებული გამოსახულებები ნულს გავუ- 

ტოლოთ: 

. . მთ | _ ?.ს, –თ(X,;ძ,ხ,C,...)| C3) =0, 

ა : მდ! _ 
გენ რCრნ.6.-. ! მხ | “ (4.42) 

>, – თ(,;თ,ხ,0,...)) (| = 0, 

სადაც 

მი 

მოებულის მნიშვნელობა X, წერტილში; 

· (2) =0რთ,(X,Cთხ,C...) - დ ფუნქციის თ პარამეტრის მიხედვით კერძო წარ- 

· (+) =რთ,(C,;თ,ხ,0C,..) - დ ფუნქციის ხ პარამეტრის მიხედვით კერძო წარ- 
' 

მოებულის მნიშვნელობა X, წერტილში; 

· (| =Cდ,(X,,0,ხ,C,...ე) - დ ფუნქციის C პარამეტრის მიხედვით კერძო წარ- 
ლC / 

მოებულის მნიშვნელობა X, წერტილში და ა.შ. 

განტოლებათა (4.42) სისტემა იმდენ განტოლებას შეიცავს, რამდენიც ძ,ხ,C,... 

უცნობია. აღნიშნული განტოლებათა სისტემის ზოგადი სახით ამოხსნა შეუძლებე- 

ლია. მისი ამოხსნისათვის საჭიროა, რომ დ ფუნქციას მივცეთ კონკრეტული სახე. 

განვიხილოთ პრაქტიკაში გავრცელებული ორი შემთხვევა როცა დ ფუნქცია 

წრფივია და როცა იგი გამოსახულია მეორე რიგის პოლინომით (პარაბოლით). 
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უმცირეს კვადრატთა მეთოდით წრფივი 
8§8უნქციის პარამეტრების შერჩევა 

ვთქვათ, ექსპერიმენტის შედეგად დაფიქსირებულია “შემდეგი მნიშვნელობები: 

(XX), 7=1,2,...,7 (ნახ. 4.14). საჭიროა უმცირეს კვადრატთა მეთოდის საშუალე- 

ბით შევარჩიოთ რ და ხ პარამეტრები შემდეგი წრფივი ფუნქციისა #=ძX+ხ, 

რომელიც მოცემულ ექსპერიმენტულ დამოკიდებულებას გამოსახავს. 

  

ა+
V _– XX X X 

ნახ. 4.14 

ჩ>ვენს შემთხვევაში გვექნება: 

ჩ»7=0Cთ(X;0,ხ)= 0Xჯ+ხ. (4.43) 

გავაწარმოოთ (4.43) გამოსახულება « და ხ პარამეტრების მიხედვით: 

09. (2 =X,; 

მძ მძ), 

მდ _,. (+ -1 
მხ ” Lმხ),. ” 

რომელთა (4.42) სისტემაში ჩასმის შედეგად მივიღებთ ორ განტოლებას ძი და ხ 

პარამეტრების გამოსათვლელად: 

2, –(თ, +ხ)IV, =0, 
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2V- (თ, + ხ)I=0. 

უკანასკნელ განტოლებებში ფრჩხილების გახსნის, შეჯამებისა და M#-ზე გაყოფის 

შედეგად მივიღებთ: 

2,XX, 22 2 2 X, 
4=| > –ხ-+I5L. . I=L = 0, 

„” -” ” (4.44) 

2, 2ე7, 

ა» მ+L -ხ=0, 
ჩ» ” 

(4.44) სისტემაში შემავალ ჯამებს სტატისტიკურ მომენტებს უწოდებენ (40). 

აღვნიშნოთ: 

    

295», 
==,» 9+-=თIXI: 

M 

2), 2.XX, 
    == =- =თეLX,1), 

7 

რომელთა (4.44) სისტემაში გათვალისწინების შედეგად გვექნება: 

თ.)LIX,I) – ით,(XI) – ხM, =0, 445 

„, – ძი, -ხ=0, ' 

საიდანაც მიიღება 

_ თაL2)11- MM, ტ46 

ხ= ”, – ძM,. (4.47) 

შესაძლებელია (4.46) და (4.47) გამოსახულებების გამარტივება, თუ შემოვიტანთ 

შემდეგ აღნიშვნებს: 

თაIX,7)- ით, =>: თIX1I-C,)= #,, 
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საიდანაც გვექნება 

  

M., · · 
0=- 2 ხ=#M, –0თM,, (4.48) 

სადაც 

9» 2» 
ო,=“ --; X,=4+%- 

7 M 

(ფ – =:I», –X,) 
#=+“ 10-.' ღ (4.49) 

ამგვარად, »#-ის X-ზე წრფივი დამოკიდებულების ანალიზურ გამოსახულებას 

აქვს შემდეგი სახე: 

    

  »+-V#I, = > (CL- თ). (4.50) 

უმცირეს პვადრატთა მეთოდით მქორე რიბის 
პოლინომის პარამეტრების შერჩევა 

ვთქვათ, ექსპერიმენტის შედეგად დაფიქსირებულია შემდეგი მნიშვნელობები: 

(X,,X»,), 7=12,...,# (ნახ. 4.15). საჭიროა უმცირეს კვადრატთა მეთოდის საშუალე- 
ბით შევარჩიოთ პარამეტრები შემდეგი კვადრატული ფუნქციისა - მეორე რიგის 

»=0ი»” +ხX+C პოლინომისა, რომელიც მოცემულ ექსპერიმენტულ დამოკიდებულე- 

ბას გამოსახავს. 

ჩვენს შემთხვევაში გვექნება: 

X=თ(X;ძ,ხ,0) = თX” +ხX+C, 
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ნახ. 4.15 

90 _ ჯ.. C3 =X; 
მძ თ), 

გხ ” მხ), ”'” 

მდ _). (,“' CC · მი), , 

რომელთა (4.42) სისტემაში ჩასმის შედეგად მივიღებთ სამ განტოლებას ძი, ხ და 

C პარამეტრების გამოსათვლელად: 

5, – (თ? +ხ», +C)IX: =0, 
(=1 

> – (თ +ხ»X, +0)V, =0, 

(=1 

2V, – (თ? +ხX, +2C)=0. 

უკანასკნელ განტოლებებში ფრჩხილების გახსნის, შეჯამებისა და #-ზე გაყოფის 

შედეგად გვექნება: 
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( ჩ იჩ ჩ” თ» 

2.XIV, 2.X 2», 2,X 
(=) ებ–_– – =0 

#M ჩ ჩ ჩM” 7 

2) 2 2X 2, 
(=) -იე 
  ) ლ” ხო ი=. 0, (4.51) 

ჩM 7 ჩM ” 

2. 2»X 2,X, 
1=| “კ. == 1=1 –2=0. 

ჩ M 7   L 
შესაძლებელია მიღებული (4.51) სისტემის გამარტივება, თუ შემოვიტანთ შემდეგ 

აღნიშვნებს: 

      

  

>, 2 
2 =#I, =თIXI; +--=#, =თ III; · # 

3»? 32 2)» =- =თIX, + -=თIX), “--=თ.LX); # ჩ წ 

2.X), 2.X, (1 =Cთ)ILX,XI; =«-–- =თ)IX,II, 

რომელთა (4.51) სისტემაში გათვალისწინების შედეგად მივიღებთ მესამე რიგის 

წრფივ ალგებრულ განტოლებათა სისტემას 

თ.(X)თო+თა(X)ხ+თ.LXI10=Cთ.,IX,XI, 

თ:IX1თ+თ:IX)ხ+თ;LX1C=თ:,IX,XI, (4.52) 

თIX)თ+Cთ (XI ხ+თიLX1C = თი,IX,1), 

სადღაც თი(XI=1 და თა,LX,XI= თ, III. 
განტოლებათა (4.52) სისტემის ნებისმიერი რიცხვითი მეთოდით ამოხსნის შედე– 

გად განისაზღვრება მააპროქსიმებელი პოლინომის ძ., ხ და C კოეფიციენტები. 
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უმცირეს კვადრატთა მეთოდით ანალოგიურად გადაწყდება ექსპერიმენტული მონა- . 

ცემების მოგლუვების ამოცანა იმ შემთხვევაშიც, როცა მაგლუვებელი ფუნქცია წარ- 

მოადგენს ნებისმიერი რიგის პოლინომს, მაჩვენებლიან ფუნქციას და ა.შ. 

განვიხილოთ უმცირეს კვადრატთა მეთოდის გამოყენების საილუსტრაციო მაგალი– 

თები. 

მაბალითი 4.9. მუდმივი დენის მოწყობილობაში გამოკვლეულ იქნა LV ძაბვის # 

წინააღმდეგობაზე დამოკიდებულება. ექსპერიმენტული მონაცემები წარმოდგენილია 

ცხრილში (ცხრილი 4.7) და გრაფიკზე (ნახ. 4.16). საჭიროა უმცირეს კვადრატთა 

მეთოდის საშუალებით შევარჩიოთ და ავაგოთ წრფე, რომელიც L ძაბვის # წი- 

ნააღმდეგობაზე დამოკიდებულებას გამოსახავს. 

  

  

  

  

  

  

  

  

            

  

  

7 წუ ყ 
1 41 4 
2 50 8 
3 81 10 
4 104 14 
5 120 16 
6 139 20 
7 154 19 
8 180 23 

ცხრილი 47 

9V/# 

40 

30 L=ძიMI+ხ 

20 

10 

1 | I | » 

ძ 520 100 150 200 ჯ 

ნახ. 4.16 
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ამოხსნა. (4.500 ფორმულის თანახმად, მააპროქსიმებელი წრფის განტოლებას 

აქვს შემდეგი სახე: 

ს (L- MX: ). (4.53) 
” 

განვსაზღვროთ სტატისტიკური მომენტები: 

  »–- ს = 

2 
==+< =5% ს86 12; 

8. 8 

2, 114 თე =4%--=-ა-=14:25; 

  

  

- აგეაეაეაას_–. 223, 

რომელთა (4.53) განტოლებაში ჩასმის შედეგად მივიღებთ 

276.59 
» –14.25 = 2631. ე1C-86 .12) 

ანუ 

X»+<-14.25 = 0.11(ჯ – 86.12). (4.54) 

მაბალითი 410 გარკვეული რაოდენობის ცდების ჩატარების დროს ადგილი 

ჰქონდა ” სიჩქარის სხვადასხვა მნიშვნელობის შემთხვევაში საავიაციო ბომბის 

გრუნტში შეღწევის  გადამეტტვირთვის გაზომვას. V -ის 7 -ზე დამოკიდებულე- 

ბის ცდისეული მონაცემები წარმოდგენილია ცხრილში 4.8. უმცირეს კვადრატთა მე- 

თოდის საშუალებით საჭიროა შევადგინოთ V =090M/?+ხV+C კვადრატული და- 

მოკიდებულების ანალიზური გამოსახულება, რომელიც საშუალოკვადრატული აზრით 

საუკეთესოდ ეთანადება ექსპერიმენტულ მონაცემებს. 
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ჯ I4 M 

1 120 540 

2 131 590 

3 140 670 

4 161 760 

5 174 850 

6 180 970 

7 200 1070 

ზ 214 1180 

9 219 1270 

10 241 1390 

11 250 1530 

12 268 1600 

13 281 1780 

14 300 2030 

ცხრილი 4.8 

ამოხსნა. გამოთვლების გაადვილების მიზნით გაზომვის ერთეულები შევცვალოთ 

ისე, რომ ადგილი არ ჰქონდეს დიდ რიცხვებზე არითმეტიკულ მოქმედებებს. ამისათ- 

ვის გავამრავლოთ 7 -ს მნიშვნელობები 10“? -ზე, ხოლო V -ის მნიშვნელობები – 

10“3 -ზე და მონაცემები ამ პირობით ერთეულებში დავამუშავოთ. 

განვსაზღვროთ განტოლებათა (4.52) სისტემის კოეფიციენტები. 

  

      

2.7 362.95 2.წ 148.36 თ.M)=“--=- =“ი259; თეIV)=+-–-=- ==“ 10.60; 
M»M ”M 

3:06 #7 
- „გ! 63.49 · · “28.79 თ'II)1C-“ == “ბ 3454; M)=»,=–“--=--“”“ >2.:06; MI4 ; 14 თ, IV) = თ, 7 14 

2», 16.23 2.VM 36.81 
თი)IM/,7)=CI,. =““ ==“ “ 2116; თეთ,MV)C+“---..=-““ „2.63; 

' ' წ 14 ' M 
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რომელთა გათვალისწინებით (4.52) სისტემა მიიღებს შემდეგ სახეს: 

25.92 ძ +10.60 ხ +4.54 C = 6.29, 

10.60თ+ 4.54ხ+2.060=2.63, (4.55) 

4.54 ძძ+ 2.06ხ+ C =1.16. 

(4.55) სისტემის ამოხსნის შედეგად მივიღებთ მააპროქსიმებელი კვადრატული პოლი- 

ნომის კოეფიციენტებს: 0 >0.168, ხ=>0.102, C==0.187, რომლის საფუძველზე 

კვადრატული პოლინომის ანალიზურ გამოსახულებას ექნება შემდეგი სახე: 

M# =0.168V7? +0.102”7 +0.187. (4.56) 

ნახ. 4.17-ზე გამოსახულია ექსპერიმენტული წერტილები და უმცირეს კვადრატთა 

მეთოდის საფუძველზე განსაზღვრული პოლინომის შესაბამისი წირი. 

M-1 0+# ი"! 

    M=0იM+ხMV/+C 

V 

1 2 3 V-10“   
ნახ. 4.17 
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#.2 მრაპალბანსომილებიანი ოპტიმიჭზაციის 

დეტერმინირებული მეთოდები 

განვიხილოთ უპირობო ოპტიმიზაციის მრავალგანზომილებიანი ამოცანა 

თხი #C) | X=(X,,X.,..,X,) C ს” I, (4.57) 

სადაც X საოპტიმიზაციო ცვლადი პარამეტრების 7#-განზომილებიანი ვექტორია. იგუ- 

ლისხმება, რომ საოპტიმიზაციო /(X) ფუნქცია უნიმოდალურია და, ამასთან, უწყვე- 

ტად დიფერენცირებადი. 

#.2.1 ნულოვანი რიბის მეთოდები 

მრავალგანზომილებიანი ოპტიმიზაციის დეტერმინირებული მეთოდები, რომლებიც 

(4.57) ამოცანის გადასაწყვეტად საოპტიმიზაციო ფუნქციის მხოლოდ მნიშვნელობებს 

იყენებს, შეადგენს ნულოვანი რიგის მეთოდებს. 

კოორდინატული დაშვების მეთოდი 

კოორდინატული დაშვების ანუ რელაქსაციის მეთოდი (96) ნულოვანი რიგის მე- 

თოდებს შორის ალგორითმის სიმარტივით გამოირჩევა. ტექნიკურ ლიტერატურაში 

იგი გაუს-ზეიდელის სახელითაა ცნობილი. ალგორითმის თანახმად, გადაადგილების 

–თ“) მიმართულებად აირჩევა კოორდინატთა ღერძების პარალელური მიმართულება. 

თავდაპირველად გადაადგილება განხორციელდება 0X, ღერძის მიმართულებით, შემ- 

დეგ - 0X. ღერძის მიმართულებით და ა.შ. ბოლო 0X, ღერძამდე. 

აღვნიშნოთ დია ით #" სივრცის 1-ური ორტი. ვთქვათ, ჯ“) საწყისი წერტილია, 

I წერტილი შემდეგნაირად განისაზ- 

ღვრება. X=ჯI + ქეი) წერტილში გამოითვლება /(X) ფუნქცია და შემოწმდება 

უტოლობა 

ხოლო +>ე - რაღაც დადებითი რიცხვი. მაშინ X 

#(0 + 2,2) )< / ც9) , (4.58) 

თუ უტოლობა სამართლიანია, მაშინ ეს იმის მანიშნებელია, რომ 0», ღერძის მი- 

მართულებით საოპტიმიზაციო ფუნქციის მნიშვნელობა შემცირდა და ამიტომ გვექნება 

“აკ ქეი). 2 =/4ა. თუ (4.59) უტოლობა მცდარია, მაშინ გადაადგილება 

განხორციელდება საწინააღმდეგო მიმართულებით და შემოწმდება უტოლობა 

ჯი =Xჯ 
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#C9 – 2.0 0)< /C0). (4.59) 

(4ა5ი) უტოლობის სამართლიანობის შემთხვევაში გვექნება ჯა =ჯი _ 26), 

რ =4ა. იმ შემთხვევაში, როცა (4.58) და (4.59) უტოლობებიდან ორივე მცდარია, 

მაშინ ჩაითვლება XV = XIX, „2, = ი. 
მეორე ბიჯი 0X,: კოორდინატთა ღერძის მიმართულებით განხორციელდება: თუ 

#60 + 2,600 )< #60), მაშინ ჯ»ჯ“'?! = ჯ() +202 , 6=X,, ხოლო თუ უკანასკნელი 

უტოლობა მცდარია, მაშინ შემოწმდება უტოლობა #60 – 60) /თრი), რომლის 

შესრულების შემთხვევაში ჩაითვლება ჯი =ჯს 200, #6 =7#. ლმ შემთხვევაში, 

(2) როცა არც ერთი უტოლობა არ სრულდება, მაშინ X =ჯ'), # = #. ანალოგიური 

პროცედურები ჩატარდება კოორდინატთა ღერძების ყველა ” მიმართულებით და 

ამით პირველი იტერაცია დამთავრდება. ამგვარად, მე-# ბიჯზე მიიღება რაღაც ჯი 

წერტილი. თუ ჯი) 2 ჯი 

ლო თუ »ჯ“”) =ჯI, მაშინ გადაადგილების ბიჯის სიდიდე შემცირდება: 2,,, = 4, 72 

და შემდეგი იტერაცია ახალი ბიჯის მნიშვნელობის გათვალისწინებით შესრულდება. 

იტერაციები გრძელდება მანამ, სანამ არ შესრულდება პროცესის დამთავრების პი- 

რობები 

, მაშინ ანალოგიურად შესრულდება მეორე იტერაცია, ხო– 

(ვრი _ კრ) <გ ან |/ცრი)- /ცრ) <(, (4.60) 
სადაც 6 და § რაღაც დადებითი რიცხვებია, რომლებიც ახასიათებს მინიმიზაციის 

(4.57) ამოცანის გადაწყვეტის სიზუსტეს. 

განხილული ალგორითმით ოპტიმიზაციის პროცესის გეომეტრიული ინტერპრეტა- 

ცია ორცვლადიანი ფუნქციის შემთხვევაში ილუსტრირებულია ნახ. 4.18-ზე. მისი 

კრებადობის ხასიათს კი შემდეგი მტკიცება განსაზღვრავს. 

თეორემა 4.1 გთქვათ, /(X) ფუნქცია ამოზნექილი და უწყვეტად დიფერენცირებადია 

ნებისმიერი X 6MV”-სთვის. ამასთან, საწყისი X წერტილი შერჩეულია ისე, რომ (XCL | 

#X) < #XI%)) სიმრავლე შემოსაზღვრულია. მაშინ რელაქსაციის ალგორითმის მიხედ- 

ვით განსაზღვრული (X(CM)ჯ მიმდევრობის ზღვრული წერტილი მინიმუმის წერტილს 

წარმოადგენს. 

საჭიროა შევნიშნოთ, რომ მეთოდის კრებადობა მნიშვნელოვანწილად დამოკიდებუ- 

ლია საწყისი წერტილისა და კოორდინატთა სისტემის შერჩევაზე. მიუხედავად ამისა, 

ალგორითმის სიმარტივე, რაც მის ღირსებას წარმოადგენს, განაპირობებს რელაქსა- 

ციის მეთოდის პრაქტიკულ გამოყენებას. 
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ნახ. 4.18 

პაუშელის მეთოდი 

პაუელის მეთოდში (15) კოორდინატული დაშვების ანალოგიური იდეაა რეალიზე- 

ბული, მაგრამ იმ განსხვავებით, რომ XM%M) წერტილიდან ჯი) წერტილში გადას- 

ვლის მომენტში ადგილი აქვს 4, სიდიდის ისეთი მნიშვნელობის შერჩევას, რომე- 

ლიც უზრუნველყოფს საოპტიმიზაციო /#(X) ფუნქციის მაქსიმალურ შემცირებას. 

სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, #, განისაზღვრება ერთცვლადიან /! ცრ +744) 

ფუნქციის მინიმიზაციის პირობიდან 

#(X-  +2,69) = თIი /CC9 +224), (4.61) 

რაც საშუალებას გვაძლევს ექსტრემუმის წერტილს ბიჯების მინიმალური რაოდენო- 

ბით მივაღწიოთ. ვინაიდან თითოეული ბიჯის შესრულება ერთცვლადიანი ფუნქციის 

მინიმიზაციის ამოცანასთანაა დაკავშირებული, ამიტომ აღნიშნული მეთოდი დამატები- 

თი შრომატევადობით ხასიათდება. შევნიშნავთ, რომ პაუელის მეთოდი კრებადია და- 

დებითად განსაზღვრული კვადრატული ფუნქციების (მკაცრად ამოზნექილი ფუნქციე- 

ბის) შემთხვევაში. 

სიმპლექმს-მეთოდი 

ნულოვანი რიგის მეთოდებს შორის სპენდლის, ჰექსტის და ჰიმსვორთის მიერ შე- 

მუშავებული სიმპლექს-მეთოდი (1101 თავისი ორიგინალობით გამოირჩევა. (აღნიშნულ 

მეთოდს საერთო არაფერი აქვს ჯ. დანცინგის მიერ შემუშავებულ სიმპლექს-მეთოდ- 
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თან, რომელიც წრფივ დაპროგრამებაში გამოიყენება). როგორც ცნობილია, #- გან- 

ზომილებიანი სწორი სიმპლექსი ეწოდება ამოზნექილ მრავალწახნაგას, რომელიც 

წარმოქმნილია ერთმანეთისაგან ტოლი მანძილებით დაშორებული #+!) წვეროსა- 

გან. ასე, მაგალითად, სიბრტყეზე იგი ტოლგვერდა სამკუთხედს წარმოადგენს, სამ- 

განზომილებიან სივრცეში კი სწორ ტეტრაედრს. ალგორითმს საფუძვლად უდევს 

სიმპლექსის მნიშვნელოვანი თვისება, რომლის თანახმად მის ნებისმიერ წახნაგზე შე- 

იძლება აიგოს ახალი სიმპლექსი წახნაგის მოპირდაპირე წვეროს გადატანით სიმ- 

პლექსის სიმძიმის ცენტრის სიმეტრიულად. სიბრტყეზე ახალი სიმპლექსის აგების 

პროცესი ილუსტრირებულია ნახ. 4.19 -ზე. 

ჯი და ჯი წერტილების     ჯი) სიმძიმის ცენტრი 

„ი უმ) 2) 

ჯო · „ე 

ა - საწყისი სიმპლექსი; ბ -– ახალი სიმპლექსი; 
ჯი, X ი), ჯი ჯი, X»”, »ჯ”) 

ნახ. 4.19 

ადვილი მისახვედრია, რომ თუ სიმპლექსის წვეროებში /(X) ფუნქციის მნიშვნე- 

ლობებს გამოვთვლით, მაშინ ახალ სიმპლექსზე გადასასვლელად საკმარისია საოპ- 

ტიმიზაციო ფუნქციის მხოლოდ ერთ წერტილში განსაზლვრა. ამასთან, სიმპლექსის 

წვეროებში გამოთვლილი ფუნქციის მნიშვნელობების მიხედვით ყოველთვის შეიძლება 

განისაზღვროს გადაადგილების ის მიმართულება, სადაც ფუნქციის უკეთესი მნიშვნე- 

ლობა მიიღება. იმ შემთხვევაში, როცა სიმპლექსის გეომეტრიული ზომები მცირეა, 

აღნიშნული მიმართულება #(CX) ფუნქციის ანტიგრადიენტის მიმართულებას ემთხვე- 

ვა. 

ალგორითმის რეალიზაცია ძირითადად ორ პროცედურას მოიცავს: 

ა) მოცემული საბაზისო წერტილის მიხედვით სწორი სიმპლექსის აგება; 

ბ) სიმეტრიული წერტილის განსაზღვრა. 
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სიმპლექსის აგება საკმაოდ მარტივ პროცედურას წარმოადგენს. თუ საწყისი (სა- , 

ბაზისო) XI? წერტილი და მასშტაბის თ კოეფიციენტი მოცემულია, მაშინ ”# -გან– 

ზომილებიანი სიმპლექსის დანარჩენი #” წვეროს კოორდინატები გამოითვლება შემ- 

დეგი ფორმულით: 

ჯობსი /7%I/, 
ი =147 1,7 =1,2,...,7, (4.62) 

აუაუუდუდღდ6რ-" 

სადაც 
I/2 _ 

6. = (0ო09174L , (4.63) 

(M#+1)'”” –1 6. = “ო თ. (4.64) 

საჭიროა შევნიშნოთ, რომ თ კოეფიციენტის სიდიდის შერჩევა კონკრეტულ ამო- 

ცანაზეა დამოკიდებული. როცა Cთ=1, მაშინ სიმპლექსის წიბო ერთეულოვანი სიგრძი–- 

საა. 

მარტივია აგრეთვე სიმძიმის ცენტრის მიმართ სიმეტრიული წერტილის განსაზღ- 

ვრის პროცედურაც. ვთქვათ, »ჯ”) სიმპლექსის წვეროა, რომლის სიმეტრიული წერ- 

ტილი უნდა განისაზღვროს. სიმპლექსის დანარჩენი ” წვეროს სიმძიმის ცენტრი 

მოთავსებულია წერტილში 

X, = 13 ი . (4.65) 
(ფლუ 

M) 

ჯი და X, წერტილებზე გამავალი წრფის წერტილები განისაზღვრება ფორმულით 

X= XV + 2(X, – XV)), (4.66) 

სადაც #4 რაღაც მამრავლია. ამასთან, 4=0 მნიშვნელობა შეესაბამისება საწყის XIV) 

წერტილს, ხოლო /=)1 მნიშვნელობა შეესაბამება სიმძიმის X, ცენტრს. ადვილი მი- 

სახვედრია, რომ ჯი წერტილს შეესაბამება 4=2 მნიშვნელობა, ე.ი. 

XI =2X, – XII. (4.67) 

სიმპლექს-ალგორითმით ექსტრემუმის ძებნის პროცესი იტერაციულია, რომლის 

თითოეულ ბიჯზე, გარდა პირველისა, #X) ფუნქციის მნიშვნელობა მხოლოდ ერთ- 
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ხელ გამოითვლება. ალგორითმი ეკონომიურობით გამოირჩევა და ზოგიერთ შემთხვე- 

ვაში ეფექტურ შედეგებსაც იძლევა, რადგან ამოცანის განზომილების გაზრდა ძებნის 

პროცესზე გაწეული დანახარჯების მნიშვნელოვან ზრდას არ იწვევს. 

ამასთან, განხილული ალგორითმი ხასიათდება ისეთი არასასურველი მოვლენით, 

როგორიცაა „დაციკლვა“ ანუ ორი ან მეტი სიმპლექსის ციკლური მოძრაობა. ასეთ 

შემთხვევაში, როგორც წესი, აუცილებელია სიმპლექსის გეომეტრიული ზომების შე- 

მცირება. ძებნის პროცესი გრძელდება მანამ, სანამ სიმპლექსის გეომეტრიული ზომე- 

ბი ან მის წვეროებში გამოთვლილი ფუნქციის მნიშვნელობებს შორის სხვაობა დასა- 

შვებ 8 სიდიდეზე ნაკლები არ გახდება. 

მაბალითი 4. სიმპლექს-ალგორითმით გადავწყვიტოთ ოპტიმიზაციის შემდეგი 

ამოცანა: 

თIი( /(X) =(1-X,)” +(2 –X,)” 1. 

ამოხსნა. საწყისი სიმპლექსის ასაგებად საჭიროა დავუშვათ საწყისი წერტილი 

და მასშტაბის კოეფიციენტი. ვთქვათ, ჯ“ =|0:0L და თ =2. მაშინ 

გ - 231! 43 –1 
' | 2#2 2V2 

მ, და 0კ პარამეტრების საშუალებით გამოვთვალოთ სიმპლექსის დანარჩენი ორი 

წვეროს კოორდინატები 

ჯი) = |0+0.5176; 0+1.9318,” =|0.5176;1.9318L, 

  |--ათაბ #- |+-იI%. 

ჯი =I0+1.9318; 0+0.5176I =|II.9318; 0.5176L. 

გამოვთვალოთ ფუნქციის მნიშვნელობები საწყისი სიმპლექსის წვეროებში 

#(ჯC)) =5, / (XV) = 0.2374, /(XC)) =3.0658. 

ვინაიდან #X) ფუნქციის მნიშვნელობა ყველაზე „უარესია“ ჯი წერტილში, ამი- 

ტომ გამოვთვალოთ ჯი და ჯ“) წერტილების სიმძიმის ცენტრი 

1« (ი) 1 (1) (2) X.=- » XI =-IX 7 +Xჯ"“ 
--.2 2, 2 ( ) 

და (4.67) ფორმულის საფუძველზე განვსაზღვროთ (ასლი? სიმეტრიული ჯი წერ- 

ტილი 

»ჯ) – 2X, ჯი) 5 ჯ” + ჯIბ – ჯი 
3 
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ჯი) = (2.4494; 2.4494L'. 

მიღებულ წერტილში /' (»I2I) = 2.3027, ე-ი. ადგილი აქვს საოპტიმიზაციო ფუნქციის 

შემცირებას. 
ახალი სიმპლექსის წვეროებია »ჯ), ჯი, ჯი) , რომელთაგან ჯი წერტილში ფუნ- 

ქციის მნიშვნელობა უდიდესია. ალგორითმის თანახმად, საჭიროა განვსაზღვროთ ჯო 

წვეროს სიმეტრიული »'" წერტილი 

X, = (ი +»), 

ს
ა
 | 

2) _ 0 L -) _ ჯ“) =2X, - XV) =X0) +Xჯ ო. XჯX 

ჯ“) = (L.0352;3.8636! 

და ა.შ. იტერაციები გაგრძელდება მანამ, სანამ ზემოთ აღნიშნული კრებადობის პი–- 

რობები არ დაკმაყოფილდება. 

ნელდერ-მიდის მეთოდი 

ნელდერ-მიდის მეთოდი |1101 სიმპლექს-მეთოდის გარკვეული მოდიფიკაციაა, 

რომელშიც ექსტრემუმისკენ მოძრაობა არასწორი სიმპლექსებით ხორციელდება. მე- 

თოდის დამახასიათებელ თავისებურებას წარმოადგენს ის, რომ ყოველ იტერაციაზე 

სიმპლექსის კონფიგურაცია იცვლება და იგი დეფორმაციას განიცდის. ამიტომ ტექ- 

ნიკურ ლიტერატურაში აღნიშნული მეთოდი დეფორმირებადი სიმპლექსის სახელით 

არის ცნობილი. 

მეთოდის არსის გადმოსაცემად შემოვიტანოთ შემდეგი აღნიშვნები. ვთქვათ, ჯI7) 

სიმპლექსის / -ური წვეროა #-ურ იტერაციაზე, ჯ - სიმპლექსის წვერო, რომელ- 

საც M-ურ იტერაციაზე /(X) ფუნქციის მაქსიმალური მნიშვნელობა შეესაბამება, 

ჯ - სიმპლექსის წვერო, რომელსაც #-ურ იტერაციაზე /(X) ფუნქციის მინიმა- 

ლური მნიშვნელობა შეესაბამება, XL - სიმპლექსის ცენტრი. 
ალგორითმის თანახმად, სიმპლექსზე შემდეგი ძირითადი პროცედურები ზორციელ- 

დება (ნახ. 4.20): არეკვლა, გაჭიმვა, შეკუმშვა და რედუქცია. 

არეკვლა ითვალისწინებს სიმპლექსის სიმეტრიული წერტილის განსაზღვრას შემ- 

დეგი თანაფარდობის საფუძველზე: 

ჯ, =X, +CთCX, – X2), (4.68) 

სადაც თ>0 არეკვლის კოეფიციენტია (პრაქტიკული გამოთვლებისათვის რეკომენ- 

დირებულია თ =1). 
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ნახ. 4.20 

გაჭიმვა გამოიყენება იმ შემთხვევაში, როცა არეკვლა წარმატებულია, ე.ი. როცა 

ადგილი აქვს შემდეგი პირობის შესრულებას: /! (XV+2)) < #C,8).. ამ დროს ვექტორი 

(ჯი ჯწ) გაიჭიმება და განისაზღვრება ახალი წერტილი 

C+2) X, ა =X, +7(XI 9 – XC), (4.69 
სადაც Xჯ>1 გაჭიმვის კოეფიციენტია (რეკომდირებულია #7 =2). 

შეკუმშვის პროცედურა იმ შემთხვევაში სრულდება, როცა არეკვლის შედეგად 

ფუნქციის მნიშვნელობა ჯიმი წერტილში მეტია, ვიდრე სიმპლექსის დანარჩენ წერ- 

ტილებში, გარდა X. წერტილისა, ე.ი. /(»ჯI') > /(XI7)), როცა 71% 4. ამ დროს 

ვექტორი (ჯ – XC) იკუმშება და განისაზღვრება ახალი წერტილი 

ჯმ =XL +/8(X/ –X-), (4.70) 

სადაც 0<,/#<1 შეკუმშვის კოეფიციენტია (პრაქტიკული მოსაზრებიდან გამომდი- 

ნარე, მიღებულია /3 = 0.5). 

რედუქცია სიმპლექსის ორჯერ შეკუმშვას ითვალისწინებს. მას ადგილი აქვს იმ 

შემთხვევაში, როცა #(>C1 2) > #C-ქ) და სრულდება შემდეგი ფორმულის საფუძ- 

ველზე: 
XL =ჯ8 +0.5(X() – X2), 7 =1,2,...,#+1. (4.71) 

ნელდერ-მიდის მეთოდში აღნიშნული პროცედურების გათვალისწინება ოპტიმი- 

ზაციის პროცესის დაჩქარებას უზრუნველყოფს. ექსპერიმენტებით დადასტურებულია, 

რომ იგი ლოკალური ოპტიმიზაციის ერთ-ერთი საიმედო და ეფექტური მეთოდია, 

როცა M#<6, სადაც ” ცვლადების რაოდენობაა. მისი ლოგიკური სტრუქტურა შეგ- 

დეგია. 
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ბიჯი 1. 

ბიჯი დ. 

ბიჯი 8. 

ბიჯი 4. 

ბიჯი §. 

ბიჯი 6. 

ბიჯი 8. 

ბიჯი 9. 

ბიჯი 10. 

ბიჯი 11. 
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საწყისი სიმპლექსის წვეროების კოორდინატების განსაზღვრა და თითოე- · 

ულ წვეროში #(X) ფუნქციის მნიშვნელობების გამოთვლა. 

სიმპლექსის ცენტრისა და იმ წვეროების განსაზღვრა, რომლებსაც /7(>X) 

ფუნქციის მაქსიმალური და მინიმალური მნიშვნელობები შეესაბამება. 

(4681) ფორმულის საფუძველზე არეკვლის პროცედურის შესრულება. 

არეკვლის ჯL 9 წვეროში ფუნქციის /' (XC2)) მნიშვნელობის გამოთვლა. 

#(XC-2) > /(X2) პირობის შემოწმება. თუ უტოლობა სამართლიანია, მა- 

შინ გადავდივართ მე-7 ბიჯზე, წინააღმდეგ შემთხვევაში – მე-5 ბიჯზე. ' 

(4.69) ფორმულის საფუძველზე გაჭიმვის პროცედურის შესრულება. მიღე- 

ბულ XI" წერტილში /(XL ა) მნიშვნელობის გამოთვლა. 

შესრულდება მინიჭების პროცედურა 

- - 4» თუ /(XI)) < /CX2), 
(. ო+.2 „+. 

ჯი, თუ /(X)) > /(Xჯ) 

და ექსტრემუმის ძებნა გაგრძელდება მე-12 ბიჯიდან. 

პირობის შემოწმება /(X(?) > /(X(0/), 7 =1,2,...,M7+1, 7% 4. თუ უტო- 
ლობა სამართლიანია, მაშინ გადავდივართ მე-8 ბიჯზე, წინააღმდეგ შემთხ- 

ვევაში შესრულდება მინიჭების პროცედურა X; =X;“" და ექსტრემუმის 
ძებნა მე-12 ბიჯიდან გაგრძელდება. 

შესრულდება მინიჭების პროცედურა 

, 4 თუ /(X' 2) > /(X2), 
% – 4 (ო+2) 4 

%, თუ /(X-“”)< /(X2). 

(470) ფორმულის საფუძველლზე “შეკუმშვის პროცედურის შესრულება. 

მიღებულ XI) წერტილში ფუნქციის /' (X14) მნიშვნელობის გამოთ- 

ვლა. 

თუ / (XC -)) < #(Xქ), მაშინ შესრულდება მინიჭების პროცედურა 

Xქ = ჯი და ექსტრემუმის ძებნა გაგრძელდება მე-12 ბიჯიდან. წინააღ- 

მდეგ შემთხვევაში გადავალთ მე-11 ბიჯზე. 

(4.71) ფორმულის საფუძველზე შესრულდება რედუქციის პროცედურა.
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ბიჯი1?. “შემოწმდება კრებადობის პირობა 

1 0.5 

2 წია -/C6)!| <§, 

სადაც 65>0 ცდომილების დასაშვები მნიშვნელობაა. თუ უტოლობა სა- 

მართლიანია, მაშინ გადავალთ მე-13 ბიჯზე, წინააღმდეგ შემთხვევაში - 

# ინდექსი ერთი ერთეულით გაიზრდება და ექსტრემუმის ძებნა მე-2 

ბიჯიდან განმეორდება. 

ბიჯი1ვ. ძებნის დასასრული. 

ჰუქი-ჯიჭბსის მეთოდი 

ნულოვანი რიგის მეთოდებს შორის პუკი-ჯივსის მეთოდი (110) ერთ-ერთი 

ყველაზე გავრცელებული და ეფექტური მეთოდია. სიმპლექს-მეთოდისგან განსხვავე- 
ბით, აქ ადგილი აქვს წინა ეტაპზე მიღებული ინფორმაციის გამოყენებას, რაც კრე- 

ბადობის დაჩქარებას უზრუნველყოფს. არსებითად მეთოდი შემდეგი ძირითადი პრო- 

ცედურებისგან შედგება: 
ა) საბაზისო წერტილის მიდამოს გამოკვლევა; 

ბ) ნიმუშის მიხედვით ძებნა. 

საბაზისო წერტილის მიდამოს გამოკვლევა ფაქტიურად ორიენტირებულია ძებნის 

საუკეთესო მიმართულების განსაზღვრაზე, ხოლო აღნიშნული გამოკვლევის საფუძ- 

ველზე მიღებული ინფორმაცია ექსტრემუმთან საუკეთესო მიახლოების მისაღებად გა- 

მოიყენება. 

საბაზისო წერტილის მიდამოს გამოკვლევისათვის საჭიროა თითოეული საკოორ- 

დინატო მიმართულებისათვის შევირჩიოთ ბიჯის სიდიდე, რომელიც ძებნის პროცესში 

შეიძლება შეიცვალოს. გამოკვლევა იწყება რომელიღაც საწყის წერტილში. თუ მიზ- 

ნის ფუნქციის მნიშვნელობა საცდელ წერტილში არ აღემატება ფუნქციის მნიშვნე- 

ლობას საწყის წერტილში, მაშინ ძებნის ბიჯი განიხილება როგორც წარმატებული. 

წინააღმდეგ შემთხვევაში საჭიროა უკან დავბრუნდეთ და ბიჯი საწინააღმდეგო მიმა- 

რთულებით გადავდგათ. ანალოგიური გამოკვლევა ჩატარდება ყველა # საკოორდინა– 

ტო მიმართულებით, რის შედეგად განისაზღვრება მოცემული მიდამოს საუკეთესო 

წერტილი, რომელსაც საბაზისო წერტილს უწოდებენ. 

ნიმუშის მიხედვით ძებნა ითვალისწინებს საბაზისო წერტილიდან გადაადგილებას 

იმ წრფის მიმართულებით, რომელიც მოცემულ საბაზისო წერტილს წინა ეტაპზე 

განსაზდვრულ საბაზისო წერტილთან აერთებს. ახალი წერტილი განისაზღვრება 

შემდეგი ფორმულის საფუძველზე: 
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ჯის =ჯო + ფო –< ჯი) · (4.72) 

მიღებული ჯის წერტილი დაფიქსირდება როგორც საბაზისო წერტილი და მისი 

მიდამო. წინა შემთხვევის ანალოგიურად, კვლავ დაექვემდებარება გამოკვლევას და 
ა.შ. აღნიშნული პროცესის მიმდინარეობის დროს შეიძლება შეიქმნას ისეთი სიტუა- 

ცია, როცა საცდელ წერტილში ფუნქციის მნიშვნელობა აღარ შემცირდება. ასეთ 

შემთხვევაში საჭიროა ბიჯის სიდიდის შემცირება და საბაზისო წერტილის მიდამოს 

გამოკვლევის განახლება. ძებნის პროცესი დამთავრდება მაშინ, როცა ბიჯის სიდიდე 

დასაშვებ სიდიდეზე ნაკლები გახდება. : 
ამგვარად, ჰუკი-ჯივსის მეთოდის ლოგიკური სტრუქტურა შემდეგი ძირითადი 

პროცედურების რეალიზაციას ითვალისწინებს. 

ბი,ი! საჭიროა დავუშვათ: 

- საწყისი წერტილი XV, 
- ნაზრდები #,, 1 =1.2,...,71, 

- ბიჯის შემცირების კოეფიციენტი Cთ>1, 

- ძებნის დამთავრების პარამეტრი §>0; 

ბიჯით. განვახორციელოთ საცდელი ძებნა; 

ბიივ. თუ საცდელი ძებნა წარმატებულია (ეი. ნაპოვნია ჯი წერტილი, სადაც 

X#CXV)</(C-“ )), მაშინ გადავალთ მე-5 ბიჯზე, წინააღმდეგ შემთხვევაში 
- მე-4 ბიჯზე; 

ბიჯი 4. შევამოწმოთ ძებნის დამთავრების პირობა. თუ |ბXI <§., მაშინ მიმდინარე 

წერტილი ჩაითვლება მინიმუმის XI წერტილად და გადავალთ მე-8 ბიჯზე, 

წინააღმდეგ შემთხვევაში ნაზრდი შემცირდება 

ტ,ლ–40,/თ, I=1,2,...,#M 

და გადავალთ მე-2 ბიჯზე; 

ბიჯი 5. განვახორციელოთ ძებნა ნიმუშის მიხედვით: 

ჯის =ჯ +(5 5 ჯი-ს); 

ბიჯინ, განვახორციელოთ საცდელი ძებნა საბაზისო ჯის წერტილში. ვთქვათ, 

ჯრ” საცდელი ძებნის შედეგან მიღებული წერტილია; 

ბიჯი”. “შევამოწმოთ უტოლობა 

196



მრავალგანზომილებიანი ოპტიმიზაციის დეტერმინირებული მეთოდები 

#00) </C0)). 
თუ უტოლობა სამართლიანია, მაშინ დავუშვებთ ჯრ“ = ჯო), ჯი) = ჯC+) 

და გადავალთ მე-5 ბიჯზე. წინააღმდეგ შემთხვევაში - მე-4 ბიჯზე; 

ბიჯიზ. ძებნის დასასრული. 

მაგალითი 412 ჰუკი“ჯივსის მეთოდით გადავწყვიტოთ მინიმიზაციის შემდეგი 

ამოცანა: 

იიი( /(X) =8X72 +4X,X, +5X? |, 

თუ საწყისი წერტილია »X") =(-4;- 417. 
ამოხსნა. დავუშვათ საწყისი სიდიდეები: 

- ნაზრდის ვექტორული სიდიდე #X = (1; 1)”, 

- ბიჯის შემცირების კოეფიციენტი თ =2, 

- ძებნის დამთავრების პარამეტრი § = 0.0001. 

გამოვთვალოთ ფუნქციის მნიშვნელობა საწყის წერტილში /' (ჯ»')) = 272 და გა- 

მოვიკვლიოთ ჯი წერტილის მიდამო. დავაფიქსიროთ XX». ცვლადი, ხოლო X», 

ცვლადს მივცეთ ნაზრდი: 

Xე = –4, 

Xჩ», =-4+1= –3. 

გამოვთვალოთ ფუნქციის მნიშვნელობა საცდელ წერტილში 

#(C=3; – 4) = 200 < /(ჯ“)) = 272, ეი. საცდელი ძებნა X, კოორდინატის მიხედვით 

წარმატებულია. 
დავაფიქსიროთ X, ცვლადი, ხოლო X,: ცვლადს მივცეთ ნაზრდი: 

X, = <3, 

X.=-4+ 1 =–23. 

გამოვთვალოთ ფუნქციის მნიშვნელობა საცდელ წერტილში 

#(C=3; –3) = 153 < /(–3; – 4) = 200, 

ეი. საცდელი ძებნა X,; კოორდინატის მიხედვით წარმატებულია. 
ამგვარად, საცდელი ძებნის შედეგად განსაზღვრულ იქნა წერტილი: 

ჯ“) =(-3; <3)”, / (X-)) =153. 
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#(X) =8X: +4X,X, +5X: 

  

    
  

  

დონის წირები 

4 10.0 

8 40.0 

C 70.0 

ა 100.0 

» 130.0 

160.0 

C 190.0 

სს 220.0 

250.0 

VV 230.0 

6.0 X, 

ნახ. 4.21 

ვინაიდან საცდელი ძებნა წარმატებული გამოდგა, ამიტომ გადავდივართ ძებნაზე 

ნიმუშის მიხედვით: 

ჯი = ჯი) + ი ჯ9)=(-2; – 21”, /(X2) = 68. 

ზემოთ აღწერილი პროცედურის ანალოგიურად გამოკვლევა ჩატარდება ჯე წერ- 

ტილის მიდამოში, რის საფუძველზეც განისაზღვრება წერტილი ჯI =L-1; –11”, 

სადაც /(X')=17. რადგან /(»XჯV%)) < / (XI), ამიტომ ძებნა ნიმუშის მიხედვით 

წარმატებულად ჩაითვლება და ძებნის შემდგომი პროცედურებისთვის ახალ საბაზისო 

წერტილად ჯ”) წერტილი განიხილება. იტერაციები გაგრძელდება მანამ. სანამ ბი- 

ჯის შემცირების სიდიდე მინიმუმის X =L0;01) წერტილის მიდამოში ძებნის დამ- 
თავრებაზე არ მიგვანიშნებს, მოცემული ამოცანის შემთხვევაში მინიმუმის ძებნის 

პროცესი ილუსტრირებულია ნახ. 4.21-ზე. 
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#.2.2 პირველი რიბის დეტერმინირებული 
მეთოდები : 

ექსტრემუმის ძებნის პირველი რიგის მეთოდებში გადაადგილების მიმართულების 

ჟი ვექტორი საოპტიმიზაციო ფუნქციის გრადიენტის საშუალებით განისაზლვრება 

და ამიტომ მათ გრადიენტულ მეთოდებს (15) უწოდებენ. /(X) ფუნქციის მინიმიზა- 

ციის შემთხვევაში 27) = -V/(Xრ 0) და (2.39) ფორმულა მიიღებს შემდეგ სახეს: 

ჯი3 = ჯრ) _ 2. V/ (XI9), 2, > 0, # = 0,1,2,,... (4.73) 

2, ბიჯის შერჩევის წესის მიხედვით განასხვავებენ გრადიენტული მეთოდის 

სხვადასხვა მოდიფიკაციას. საჭიროა შევნიშნოთ, რომ როცა #, ძალიან მცირე სი- 

დიდეა, მაშინ, მართალია, ადგილი აქვს საოპტიმიზაციო ფუნქციის კლებას 

X#C““')) = /(X-) – 2,V/(X”))) < /(ჯ“)), (4.74) 

მაგრამ მოთხოვნილი სიზუსტით ექსტრემუმის მისაღწევად იტერაციების ძალიან დი- 

დღი რაოდენობაა საჭიროა. მეორე მხრივ, #4, ბიჯის შედარებით დიდ მნიშვნელობას 

შეუძლია გამოიწვიოს (4.74) პირობის დარღვევა. 

ბრადიენტული მეთოდი მუდმივი ბიჯით 

გრადიენტული მეთოდი მუდმივი ბიჯით (15) პირველი რიგის მეთოდებს შორის 

უმარტივესია. აღნიშნულ მეთოდში, სადაც #4 =4#>0, ექსტრემუმისკენ მოძრაობა 

ხორციელდება შემდეგი რეკურენტული ფორმულის საფუძველზე: 
(C3) 

კრი ერ ვ ი) #02... 
#9 დთა)IV CM) 

უკანასკნელი ფორმულით გადაადგილებას ადგილი აქვს მანამ, სანამ (4.74) პირო– 

ბა არ დაირღვევა. პირობის დარღვევის შემთხვევაში ალგორითმით გათვალისწინებუ- 

ლია X#Xი წერტილში დაბრუნება და ამ წერტილიდან ანტიგრადიენტის მიმართულებით 

გადაადგილება შემცირებული #/2 ბიჯით. ბიჯის შემცირებას ადგილი აქვს მანამ, სა- 

ნამ მისი მნიშვნელობა რაგინდ მცირე 0> 0 სიდიდეზე ნაკლები არ აღმოჩნდება. 

ხშირად პრაქტიკაში #4, სიდიდის შერჩევას განაპირობებს, ფუნქციის კლების 

(4.74) პირობისგან განსხვავებით, უფრო მკაცრი პირობის მოთხოვნა 

#60 – 2,V/დრ))– #C 5) < 20, IM), (4:75) 
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სადღაც 0 C(0;1) რალაც ფიქსირებული რიცხვია. აქაც, როგორც წინა შემთხვევაში, . 

შეარჩევენ ბიჯის ფიქსირებულ მნიშვნელობას #4, =4>0 (მაგალითად, #, =1) და 

შემდეგ აუცილებლობის შემთხვევაში მას ამცირებენ მანამ, სანამ (4.75) უტოლობა 

არ შესრულდება. 

გამოთვლის პროცესის დამთავრების კრიტერიუმად, (4.60) უტოლობების გარდა, 

შესაძლებელია გამოყენებულ იქნეს შემდეგი სახის პირობა: 

|V/ (+) < §, (4.76) 

სადაც 6 > 0 დასაშვები ცდომილების აბსოლუტური ზღვრული მნიშვნელობაა. 

უსწრაფესი დაშვების მეთოდი 

უსწრაფესი დაშვების მეთოდი (96), რომელიც კოშის სახელთანაა დაკავშირებუ- 

ლი, ჩვეულებრივი გრადიენტული მეთოდის გარკვეული სახესხვაობაა და მისგან 

იმით განსხვავდება, რომ #,>0 ბიჯის სიდიდე შეირჩევა შემდეგი პირობიდან: 

#65 – 1,9/(0))= თი / (0 – -V/Cდრ)). (4.77) 

უკანასკნელი პირობის თანახმად, ანტიგრადიენტის მიმართულებით მოძრაობა 

გრძელდება მანამ, სანამ /(X) ფუნქციის მნიშვნელობა მცირდება. როგორც კი ფუნქ- 

ციის შემცირება შეწყდება, განისაზღვრება ახალი მიმართულება და პროცესი ანალო- 

გიურად წარიმართება მანამ, სანამ გამოთვლების დამთაგრების (4.60) ან (4.76) პი- 

რობები არ დაკმაყოფილდება. ჩვეულებრივი გრადიენტული მეთოდისგან განსხვავებით, 

აღნიშნულ მეთოდს ექსტრემუმის წერტილის მისაღწევად ნაკლები რაოდენობის იტე- 

რაციები სჭირდება, რის გამოც იგი შედარებით უფრო სწრაფქმედია. 

საზოგადოდ, ზემოთ განხილული გრადიენტული მეთოდების კრებადობის ხასიათს 

შემდეგი მტკიცება. განსაზღვრავს. 
თეორემა 42 ვთქვათ, #X) ქვევიდან შემოსაზღგრული, უწყვეტად დიფერენცირება- 

დი ფუნქციაა #”-ზე და მისი V/(X) გრადიენტი აკმაყოფილებს ლიფშიცის პირობას 

IV/ C91 – V/ თ" I < LI» – XI) VX”,X” C #”, (4.78) 

სადაც #>0 რაღაც ფიქსირებული მუდმივაა. გარდა ამისა, დავუშვათ, რომ 24, ბიჯის 

სიდიდე (4.75) ან (4.77) პირობიდან შეირჩევა. მაშინ, როგორიც არ უნდა იყოს საწ- 

ყისი ჯი წერტილი, გრადიენტული მეთოდი ისეთ სთ) მიმდევრობას განსა- 

ზღვრავს, რომ სოV/ (ჯი) )I=9. ამასთან, თუ #X) ორჯერ უწყვეტად დიფერენცირე- 

    

ბადი ფუნქციაა და 
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3M > თ>0: II“ < (V? / IX,» < MI). MVX,VX», (4.79) 

სადაც M და M! მეორე რიგის წარმოებულების მატრიცის (ჰესეს მატრიცის) საკუთ- 

რივი რიცხვების მაქსიმალური და მინიმალური მნიშვნელობებია, მაშინ რ) მიმ- 

დევრობის ზღვარი აბსოლუტური მინიმუმის » წერტილს წარმოადგენს. 
ვინაიდან პრაქტიკაში ნაკლებად რეალურია მტკიცებაში მოყვანილი პირობების 

შესრულება, ამიტომ გრადიენტული მეთოდების გამოყენება, როგორც წესი, საშუა- 
ლებას გვაძლევს განვსაზღვროთ საოპტიმიზაციო ფუნქციის მინიმუმის (საზოგადოდ, 

ლოკალური მინიმუმის) მიახლოებითი მნიშვნელობა. 

ნიშანდობლივია ის ფაქტი, რომ ,,ხევის" ტიპის ცუდად განსაზღვრული სისტემე- 

ბის დროს გრადიენტული მეთოდები შენელებული კრებადობით ხასიათდება. 

მაბალითი 4.13 უსწრაფესი დაშვების მეთოდით გადავწყვიტოთ მინიმიზაციის 

შემდეგი ამოცანა 

იიIიL /CX) =8X? +4X,X, +5X1 |. 

ამოხსნა. უპირველეს ყოვლისა, განვსაზღვროთ გრადიენტის კომპონენტები 

49% =16++4X,, # =10X,; +4X,. % 2 
1 2 

  

უსწრაფესი დაშვების მეთოდით მოცემული ამოცანის გადასაწყვეტად დავუშვათ 
საწყისი მიახლოების წერტილი X“) =(10;10)! და (4.73) ფორმულის საფუძველზე 
განვსაზღვროთ ახალი მიახლოება 

ჯ') = ჯი _ 2.V/(XI)). 

შევარჩიოთ 24ე-ის ისეთი მნიშვნელობა, რომლის დროსაც /(XV)) –> თIი. გამოვი- 

ყენოთ ერთგანზომილებიანი ოპტიმიზაციის (კერძოდ, კვადრატული ინტერპოლაციის) 

მეთოდი და გამოვთვალოთ „ე = 0.056. მაშასადამე, XI =L–1.20;2.16)”. 

  

# 2" | /C") 
–1.2000 2.1600 24.4800 
0.1441 0.1447 0.3542 
-0.0181 0.0309 0.0052 
0.0021 0.0021 0.0000 

  

          + 
ს
ა
 

სა
 +
)
 
> 

  

ცხრილი 4.9 
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შემდეგ იტერაციაში, ჯი წერტილში გრადიენტის გამოთვლისა და რ-ის ოპტი- · 

მალური მნიშვნელობის მოძებნის შედეგად, განისაზღვრება ექსტრემუმთან მიახლოე- 

ბის ახალი წერტილი 

ჯ“ – ჯი) – #V/ CC) 

და ა.შ. პროცესი ანალოგიურად გაგრძელდება მანამ, სანამ კრებადობის პირობები არ 

დაკმაყოფილდება. გამოთვლების შედეგები წარმოდგენილია 4.9 ცხრილში. 

შეუღლებული მიმართულებების მეთოდი 

პირველი რიგის მეთოდებს შორის შეუღლებული მიმართულებების მეთოდი (92, 

110) ყველაზე გავრცელებული მეთოდია. აღნიშნულ მეთოდში ექსტრემუმთან ყოველი 

მიახლოება შემდეგი ფორმულით გამოითვლება: 

ჯი) = ჯრ კ 2, (70) # =0,12,..., (4.80) 

სადაც (2 რ) შეუღლებული მიმართულებების რაღაც სისტემაა, რომელიც შემდეგი 

სახის იტერაციული პროცესით განისაზღვრება: 

კრ = ფრ), 
ძმ) = –-V/(XM0M)+ /, ,ძ““), # =1/2,...,M –1, 

_ M/C> I” ),V/IC-)) , _ _ 
ჩ,., = წიც-ს),წ/6ც“-))! # =1,2,...,/ –1. (4.82) 

რაც შეეხება 2, ბიჯის შერჩევას, იგი თ,(C2) = /(XMM) + 275) ერთცვლადიანი 

ფუნქციის მინიმუმის პირობიდან გამოითვლება. აღსანიშნავია, რომ კვადრატული სა- 

ოპტიმიზაციო ფუნქციის შემთხვევაში, აღნიშნული მეთოდი ოპტიმალური ამონახსნის 

მიღებას დაახლოებით 7 რაოდენობის იტერაციის შედეგად უზრუნველყოფს, სადაც M 

დამოუკიდებელი ცვლადების რაოდენობაა. 

შეუღლებული მიმართულებების მეთოდი, სადაც /,, კოეფიციენტი (4.82) ფორ- 

მულით განისაზღვრება, ცნობილია როგორც ფლეთჩერ-რივსის მეთოდი (151). 

პოლაკ-რიბერის მეთოდი |15) ზემოთ განხილული მეთოდის მოდიფიკაციას წარმო- 

ადგენს და მისგან იმით განსხვავდება, რომ /?,, პარამეტრის განსაზღვრისათვის 

შემდეგი ფორმულა გამოიყენება: 

_ თ ცრ),Vდრ) –V/CC9)) „ე, : 
/#.., = (CV/ V-ს), წ/ც6-ნ)): ,#X =1,2,...,M–1. (4.83) 

(04.81) 

სადაც 
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აღნიშნული მეთოდები განკუთვნილია არაკვადრატული, არაწრფივი საოპტიმიზა- 

ციო ფუნქციების მინიმიზაციისათვის და ასეთ შემთხვევაში მათი კრებადობის ხასი- 

ათს შემდეგი მტკიცება განსაზღრავს. 

თეორემა 43. ვთქვათ, არაკვადრატული საოპტიმიზაციო #X) ფუნქცია ქვემოდან 

შემოსაზღვრულია და მისი გრადიენტი აკმაყოფილებს ლიფშიცის პირობას 

IV/ CC”) – V/ >") < LI» – »”I VX,X” C #2”, (4.84) 

სადაც L>0 რალაც ფიქსირებული მუდმივაა. მაშინ შეუღლებული მიმართულებების 

მეთოდის მიხედვით განსაზღვრულ წერტილთა ცრ) მიმდევრობისათვის სამართლია- 

ნია ტოლობა 

სსიიV/(>%)) =0. (4.85) 

ქვემოთ მოცემულია შეუღლებული მიმართულებების მეთოდის ლოგიკური სტრუქ- 

ტურის ფორმალიზებული აღწერა. 

ბიჯი!. შევირჩიოთ საწყისი მიახლოება ჯი და დავუშვათ ძ“) = -V/(XI9); 

ბიიი?2 ერთგანზომილებიანი ოპტიმიზაციის ნებისმიერი მეთოდით გადავწყვიტოთ 

მინიმიზაციის ამოცანა 

იი #CC5M) + 20709) (4.86) 

და მოვძებნოთ ოპტიმალური 2,; 

ბიჯი ზ. გამოვთვალოთ ექსტრემუმთან მიახლოების ახალი წერტილი 

ჯის = ჯ0 + 2.0) (4.87) 

და განვსაზღვროთ ახალი მიმართულება 

კის =-V/(- რ ))+ /9,ძ), (4.88) 

სადაც ,/9, (4.82) ან (4.83) ფორმულით განისაზღვრება; 

ბიიჭტ თუ პროცესის დამთავრების პირობები შესრულებულია, მაშინ გადავალთ 

მე-5 ბიჯზე. წინააღმდეგ შემთხვევაში დავუშვებთ #=V#+1 და გადავალთ 

მე-2 ბიჯზე; 

ბიჯინ. ძებნის დასასრული. 

მაგალითი 414. ფლეთჩერ-რივსის მეთოდით გადავწყვიტოთ მინიმიზაციის შემდე- 

გი ამოცანა: 
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თ)ი1 /(CX) =4X? +3X? – 4X,X, +X, 1, 

თუ საწყისი მიახლოების წერტილია ჯ“) = (0;01”. 

ამოხსნა. უპირველეს ყოვლისა, ანალიზურად განვსაზღვროთ ფუნქციის წარმოებუ- 

ლი 

V/ (IX) =|38X, – 4X. +1; 6X. – 4X, 7. 

ბიჯი). გამოვთვალოთ საწყისი მიმართულების ვექტორი ჯ“) წერტილში 

კ = -V/(X-)) = –I1:01” ; 

იტერაცია 1 

ბი„:ი> ერთგანზომილებიანი მინიმიზაციის მეთოდით მოვძებნოთ ოპტიმალური 2) 

შემდეგი წრფის მიმართულებით: 
ჯი) =ჯ) – 4:V/ (XV) => ძე =1/8; 

ბიჯივ. (4.87) ფორმულის საფუძველზე გამოვთვალოთ ექსტრემუმთან მიახლოების 

ახალი წერტილი 

XჯM =(0;01” – (1/8)I1:01”7 =I-1/8:01” ; 

ბიჯიჰს. რადგან V/ (XV) =(0:1/21”, ამიტომ ძებნა გრძელდება. (4.88) ფორმულის 

საფუძველზე განვსაზღვროთ ახალი მიმართულება 

ძა = -(0;:1/2)” -ტე,ი? = –(1/4;:1/217. 

იტერაცია 2 

ბილი" ერთგანზომილებიანი მინიმიზაციის მეთოდით მოვძებნოთ ოპტიმალური / 

შემდეგი წრფის მიმართულებით 

XC) = ჯი + 1 ქს => 2, =1/4; 

ბიჯი3ვ. გამოვთვალოთ ექსტრემუმთან მიახლოების ახალი წერტილი 

ჯ') =L-1/8:01” – (1/4)(1/4;1/21” =(L-3/16;-1/8)” ; 

ბიჯიჰ. რადგან V/(X'-') =|0;01” , ამიტომ X” =»“), 

ამგვარად, ორცვლადიანი კვადრატული საოპტიმიზაციო ფუნქციის შემთხვევაში 
ოპტიმალური ამონახსნი ორი იტერაციის შედეგად იქნა მიღებული. 
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#.2.8 მეორე რიბის დეტერმინირებული 
მეთოდები 

მეორე რიგის დეტერმინირებული მეთოდები ოპტიმიზაციის ამოცანების გადასაწყ- 

ვეტად იყენებს საოპტიმიზაციო ფუნქციის როგორც პირველ, ისე მეორე რიგის წარ- 

მოებულებს. 

ნიუტონის მეთოდი 

ექსტრემუმის ძებნის მეორე რიგის მეთოდებიდან აღსანიშნავია ნიუტონის მეთოდი 

(96), რომელიც ზემოთ განხილულ ყველა მეთოდთან შედარებით კრებადობის მაღა- 

ლი სიჩქარით გამოირჩევა. ექსტრემუმისკენ მოძრაობის ტრაექტორია შემდეგი იტერა- 

ციული ფორმულით განისაზღვრება: 

ჯის = ჯი) –IV2 / (X5))) "V/ (CI )), X = 0,L2,..., (4.89) 

სადაც IV. /(CXM)))!" მეორე რიგის წარმოებულების მატრიცის (ჰესეს მატრიცის) 

შებრუნებული მატრიცაა ჯი წერტილში. (4.89)-ში იგულისხმება, რომ მატრიცა 

V /(X ) არაგანსაკუთრებულია და ამიტომ მისი შებრუნებული მატრიცა არსებობს. 

ნიუტონის მეთოდის კრებადობის ხასიათს შემდეგი მტკიცება განსაზღრავს: 

თეორემა 44. ვთქვათ, #>) ორჯერ უწყვეტად დიფერენცირებადი ფუნქციაა /#'-ზე, 
ჯ - საოპტიმიზაციო ფუნქციის სტაციონარული წერტილია, ხოლო ჰესეს მატრიცა 

V /(X ) არაგანსაკუთრებულია. მაშინ არსებობს » წერტილის ისეთი მიდამო, რომ 

ამ მიდამოს ნებისმიერი საწყისი XI”? წერტილისათვის (4.89) ფორმულით განსაზღვ- 

რული (LM) მიმდევრობა კრებადია X" წერტილში. 

ამგვარად, თუ საწყისი X»“?· წერტილი ექსტრემუმის » წერტილის მიდამოში 
მდებარეობს, მაშინ ნიუტონის მეთოდის კრებადობა გარანტირებულია. ვინაიდან ასეთი 

წერტილის შერჩევა პრაქტიკულად შეუძლებელია, ამიტომ შემუშავებულ იქნა ნიუ- 
ტონის მოდიფიცირებული მეთოდი (96), რომლის კრებადობა საწყისი მიახლოების 

შერჩევაზე არ არის დამოკიდებული. 

მაბალითი 4.5. ნიუტონის მეთოდით გადავწყვიტოთ მინიმიზაციის შემდეგი ამო- 

ცანა: 

ხიIიL /(X) = 8X; +4X,X, +5X? 1, 
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თუ საწყისი მიახლოების წერტილია XC V =(10:101”... 

ამოხსნა. განვსაზღვროთ 

V/(X) =I16X, +4X.; 10X, + 4X,17, 

იი I16.4 
თ/თ-0-, 8. 

როცა ჯ' =(10:101” , მაშინ (4.89) ფორმულის საფუძველზე მივიღებთ: 

–4 
Xჯ0) =(10;101” – 1) 0 (200; 140)” = 

144) –4 16 

= (10;101” -( + |ს4, 14401” = (0;0)” , 

რაც ამოცანის ზუსტ ამონახსნს შეესაბამება. 

ამგვარად, ნიუტონის მეთოდით კვადრატული ფუნქციის მინიმიზაციის ამოცანა 

ერთი იტერაციით გადაწყდება. 

ნიუტონის მოღიფიცირებული მეთოდი 

ნიუტონის მოდიფიცირებულ მეთოდში ექსტრემუმთან მიახლოების ყოველი წერ- 

ტილი გამოითვლება შემდეგი განზოგადებული ფორმულით: 

ჯრ) = ჯი _ 2 IV 2 /(ჯI90X)“IV/ (XM)), # = 0,1.2,.... (4.90) 

უკანასკნელ გამოსახულებაში 2, ბიჯს შემდეგნაირად შეირჩევენ. თავდაპირველად 

დაუშვებენ #=1 და შეამოწმებენ /(X) ფუნქციის კლების პირობას 

#Cჯ4) + 2009) – /(ჯ»C)) < §2(V/ C90),ძ#0, (4.91) 

სადაც ძი) = –IV 2 /C9)))“! V/(X»X- )) დაშვების მიმართულებაა, ხოლო § C(0;0.5)- 

რაღაც რიცხვია. თუ (4.91) უტოლობა სამართლიანია, მაშინ 4, = 4 და შესრულდე- 

ბა მეორე იტერაცია. წინააღმდეგ “შემთხვევაში ბიჯის სიდიდე განახევრდება 

#, =#4/2 და კვლავ შემოწმდება (4.91) უტოლობა. ბიჯის შემცირება გაგრძელდება 

მანამ, სანამ აღნიშნული უტოლობა არ დაკმაყოფილდება. უტოლობის დაკმაყოფილე- 

ბის შემთხვევაში 72 -ს მიმდინარე მნიშვნელობა 4, ბიჯის სიდიდედ ჩაითვლება. 
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4, -ს შერჩევა შესაძლებელია აგრეთვე ფუნქციის მინიმიზაციის პირობიდან 

#60 – გ, (V?/6))+9/(>რ)) = თისი( რ – გდ? /რ))1 (ჯრ) 1. (4.92) 
ნიუტონის მოდიცირებული მეთოდის კრებადობის ხასიათს შემდეგი მტკიცება გან- 

საზღრავს. 

თეორემა 45. ვთქვათ, #») ორჯერ უწყვეტად დიფერენცირებადი ფუნქციაა #”-ზე. 

ამასთან, ადგილი აქვს (4.79) პირობის შესრულებას. მაშინ საწყისი »X"»" მიახლო- 
ების ნებისმიერი მნიშვნელობისათვის (4.90) მიმდევრობა კრებადია აბსოლუტური 

ექსტრემუმის X” წერტილში. 
საჭიროა შევნიშნოთ, რომ ნიუტონის მეთოდი და მისი მოდიფიკაცია გარკვეული 

შრომატევადობით გამოირჩევა, რაც დაკავშირებულია ჰესეს მატრიცის გამოთვლას- 

თან. ვინაიდან პრაქტიკაში საოპტიმიზაციო ფუნქციას საკმაოდ რთული ფორმა გა- 

აჩნია, ამიტომ აღნიშნული მატრიცის გამოთვლა მხოლოდ მეორე რიგის სასრული 

სხვაობებითაა შესაძლებელი, რაც განაპირობებს თითოეულ იტერაციაზე /(X) ფუნქ- 

ციის I(I+1)/2 -ჯერ განსაზღვრას (15), სადაც M” დამოუკიდებელი ცვლადების რა- 

ოდენობაა. 

მარპპვარდტის მეთოდი 

მარკვარდტის მეთოდი |110| კოშისა და ნიუტონის მეთოდების გარკვეულ კომბი- 

ნაციას წარმოადგენს. მის დამახასიათებელ თავისებურებას შეადგენს ის, რომ ძებნის 

მიმართულება მინიმუმიდან დაშორებულ წერტილებში /(X) ფუნქციის ანტიგრადიენ- 
ტის მიმართულებას ემთხვევა, ხოლო მინიმუმის მიდამოში - ნიუტონის მეთოდით 

განსაზღვრულ მიმართულებას. 

ძებნის მიმართულება შემდეგი ტოლობით განისაზღვრება: 

ძი = -(0, +თ,/) V/C5%)), (4.93) 
სადაც C, ჰესეს მატრიცაა ჯი) წერტილში, ხოლო 7 - ერთეულოვანი მატრიცა. 

ამასთან, (2.ქ39) ფორმულაში საჭიროა დავუშვათ 2, =+1, ვინაიდან თ პარამეტრი 

არა მარტო მიმართულების შეცვლის, არამედ ბიჯის სიდიდის რეგულირების საშუა- 

ლებასაც იძლევა. საწყის ეტაპზე მისი მნიშვნელობა საკმაოდ დიდი აიღება (მაგალი- 

თად, 10“), რის გამოც გვექნება 

LCთი + თე11 ' = (თა7)“' =(1/ თე). (4.94) 

207



უპირობო ოპტიმიზაციის არაწრფივი ამოცანების გადაწყვეტის მეთოდები 

მაშასადამე, რ-ის დიდ მნიშვნელობას შეესაბამება ძებნის მიმართულება · 

ძა ა -V/(ჯ0). (4.93) ფორმულაში თ-ს ნულამდე შემცირებით კი ძებნის მიმარ- 

თულება ნიუტონის მეთოდით განსაზღვრული მიმართულებით შეიცვლება. თუ პირვე- 

ლი იტერაციის შედეგად ფუნქციის მნიშვნელობა შემცირდა (ე.-ი. #(ჯC2) < /(XI9))), 

მაშინ საჭიროა შევირჩიოთ Cთ, <თე და იტერაციული პროცესი გავაგრძელოთ; წინა- 

აღმდეგ შემთხვევაში უნდა დავუშვათ თა: = 2), სადაც 0 >1, და პროცესი გავიმე- 

ოროთ. ქვემოთ წარმოდგენილია განხილული მეთოდის ფორმალიზებული აღწერა. 

ბიჯი 1. დავუშვათ საწყისი მონაცემები: 

ჯო) _ საწყისი მიახლოება, M - იტერაციების მაქსიმალური (დასაშვები) 

რაოდენობა; § - კრებადობის პარამეტრი; 

ბიჯი 2. დავუშვათ # = 0, თე: = 10“; 

ბიჯი 9. გამოვთვალოთ V/ (XI )) გრადიენტის კომპონენტები; 

ბიჯი 4. შევამოწმოთ პირობა: IV/Cდ4I) <§. თუ უტოლობა სამართლიანია, მაშინ 

გადავალთ მე-11 ბიჯზე; წინააღმდეგ შემთხვევაში - მე-5 ბიჯზე; 

ბიჯი 5. შევამოწმოთ პირობა: # > M. თუ უტოლობა სამართლიანია, მაშინ გადა–- 

ვალთ მე-11 ბიჯზე; წინააღმდეგ შემთხვევაში - მე-6 ბიჯზე; 

ბიჯინ6 გამოვთვალოთ თ) = –(C, +თ,11 'V/(»-)); 

ბილი? განვსაზღვროთ მიახლოების ახალი წერტილი Xჯ“') =ჯ9%M + 70. 

ბი,იზ შევამოწმოთ პირობა: /(XC")) < /(XM)), თუ უტოლობა სამართლიანია, 
მაშინ გადავალთ მე-9 ბიჯზე; წინააღმდეგ შემთხვევაში - მე-10 ბიჯზე; 

ბიჯი 9. დავუშვათ თ,., =0.5თ,, #=#+1 და გადავიდეთ მე-3 ბიჯზე; 

ბიჯი 10. დავუშვათ თ, =2Cთ, და გადავიდეთ მე-6 ბიჯზე; 

ბიჯი11. ძებნის დასასრული. 

აღსანიშნავია, რომ მარ კვარდტის მეთოდი კრებადობის მაღალი სიჩქარით გამოი- 

რჩევა. ამასთან, იგი არ საჭიროებს ბიჯის ოპტიმალური მნიშვნელობის განსაზღე- 

რას. მეთოდის ძირითად ნაკლს C, მატრიცის გამოთვლის აუცილებლობა წარმოად- 

გენს. 
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ცვლადი მეტრიპის მეთოდები 

ცვლადი მეტრიკის ანუ კვაზინიუტონური მეთოდები (91) შემუშავებულ იქნა ჰესეს 

მატრიცის გამოთვლასთან დაკავშირებული პრობლემების გადასაწყვეტად. აღნიშნულ 

მეთოდებში IV? /Cდ))“! მატრიცა მისი მააპროქსიმებელი, დადებითად განსაზღვრული 

II, მატრიცითაა შეცვლილი, რაც საშუალებას გვაძლევს თავიდან ავიცილოთ ჰესეს 

მატრიცის შებრუნებასთან და მეორე რიგის კერძო წარმოებულების გამოთვლასთან 

დაკავშირებული შრომატევადი პროცედურები აღნიშნული ცვლილების გათვალისწი- 

ნებით, ექსტრემუმის ძებნის რეკურენტული ფორმულა მიიღებს სახეს 

ჯა) = ჯის) _ 2 9 V/(C>-M)), (4.95) 

სადაც #,ბიჯის სიდიდე რთ(#)-= /! (5) – 29,V/(XM))) ფუნქციის მინიმიზაციის პი- 

რობიდან შეირჩევა, ხოლო #, მატრიცა შემდეგი იტერაციული ფორმულით განისა- 

ზლღვრება: 

9M.ა=M9M,+IM(, (4.96) 

სადაც (0 მაკორექტირებელი მატრიცაა და იგი ტოლია 

= (4, – M,7,) (6, -9M.#, I · MI9 = (4.97) 
, # (4, –- MX, ) 

უკანასკნელ გამოსახულებაში 

6, =ჯ0%) _ ჯი) 

#, =V/ CL Iს) -V/Cდ-)) . 

II, მატრიცის საწყის მნიშვნელობად შეიძლება მიღებულ იქნეს #I) =#, სადაც 

IX ერთეულოვანი მატრიცაა. 

IM, მატრიცის წარმოდგენის მრავალი ფორმულა არსებობს. ძირითადი პირობა, 

რომელიც ამ უკანასკნელმა უნდა დააკმაყოფილოს, შემდეგია: 

M,M/C0) – V/დC-მა|= »! – ჯი, (4.98) 

როცა 
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ტ,0. _ I... 9, , (4.99) 
ბ, 71IM), 

VI, =I,+--- 

მაშინ აღგილი აქვს დევიდონ-ფლეთჩერ-პაუელის ალგორითმს (91), ხოლო როცა 

მეთი _ 0.XL IM, +770, 
, (4.100) 

ბ.7, ბ), 6.7, 

  MI, =IM, +. 

მაშინ გვექნება ბროიდენ-ფლეთჩერ-გოლდფარბ-შენოს ალგორითმი (91). 

მაბალითი 416 დევიდონ-ფლეთჩერ-პაუელის მეთოდით გადავწყვიტოთ მინიმიზა– 

ციის შემდეგი ამოცანა 

იისი| /(X) =4X; +3X2 – 4X,X, + X, 1, 

თუ საწყისი მიახლოების წერტილია ჯ” =(0;01”. 

10 
ამოხსნა. დავუშვათ #ა =71 -ს ') 

და განვსაზღვროთ V/(X) = (8X, – 4X, +1:6X. – 4X,1” . 

ბიჯი! გამოვთვალოთ საწყისი მიმართულება ჯ“ წერტილში 

ძი =-ჩM.V/ (XVI) = –(0X; 

ბისი? ერთგანზომილებიანი მინიმიზაციის მეთოდის საშუალებით მოვძებნოთ ოპ- 

ტიმალური #ე შემდეგი გადაადგილების მიმართულებით 

ჯ =ჯ9 სძ – ქე =1/8 

და (4.95) ფორმულის საფუძველზე გამოვთვალოთ ექსტრემუმთან მიახ- 

ლოების წერტილი 

ჯა) =(-1/8; 01” ; 

ბიჯი 3. #=)I, IM, = MI. +940), 

ბი/7ი 7077070 

ბე =(–1/8;0)” – (0;01” =(-1/8;0)”, 
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#ა =L0:1/2)” –(I,01” =L-1.1/2)”, 

19 10 
–1:1/21 L–I1/ 2 

0 ჯ = , _. 1 1 0 

L-I/8.0IL-11/2) რი/2) I=დ 
01 

1/8 0 4/5 –2/5 
MI = = , 

9 0 0) |-–2/5 1/5 

> MM 
I, = , 

  

2/5 4/5 

ძი) = – M/,V/(ჯ)) = –I1/ 5:27 51” ; 

ბიჯი4ტ მოვძებნოთ ოპტიმალური 2, შემდეგი გადაადგილების მიმართულებით 

ჯრ = ჯი +207) = 2, =5/16 

და განვსაზღვროთ მინიმუმთან მიახლოების ახალი წერტილი 

ჯ-) =(L-1/8;01|” –5/16I1/5:2/5)” =I-3/16;–-1/8)”, 

სადაც V/ ((X“) = (0;01” , ე.ი. X” = XI). 

ზემოთ განხილულ პირველი და მეორე რიგის დეტერმინირებულ მეთოდებში გრა- 
დიენტისა და ჰესეს მატრიცის ელემენტები ანალიზურად მოცემული /(X) ფუნქციის 

საფუძველზე გამოითვლება. მაგრამ საინჟინრო პრაქტიკაში გრადიენტის ანალიზური 

გამოსახულების მიღება, ხშირ შემთხვევაში, სერიოზულ პრობლემებთანაა დაკავშირე- 

ბული. ამიტომ აღნიშნული მეთოდების პრაქტიკული გამოყენებისათვის საჭიროა გრა- 

დიენტის მიახლოებითი განსაზღვრა, რისთვისაც შეიძლება გამოყენებულ იქნეს სას- 

რულ-სხვაობიანი ფორმულები 

0/(X) _ #/ თ) _ #(CX,Xა,-.X, + ტX,,..:X,)– / (X 25)... X,,--X,) _ 1 (4.101 
მ. # # (4101) 

, 7 , 

  

სადაც ტX, არის », პარამეტრის ნაზრდის სიდიდე, რომელზეც უშუალოდ დამოკი- 

დებულია #/(X) კვექტორ-გრადიენტის განსაზღვრის სიზუსტე. შევნიშნავთ, რომ 
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4X, -ის განსაზღვრისათვის არავითარი აპრიორული ინფორმაცია არ არსებობს. თი- · 

თოეულ კონკრეტულ შემთხვევაში იგი ემპირიულად განისაზღვრება. 

სუბბრადიენტული მეთოდები 

ზემოთ განხილული ყველა დეტერმინირებული მეთოდი ლოკალური ექსტრემუმის 

განსაზღვრის მეთოდს წარმოადგენს. ძირითადი მოთხოვნა, რომელიც განაპირობებს 

აღნიშნული მეთოდების კრებადობას საოპტიმიზაციო /(X) ფუნქციის უწყვეტად დი- 

ფერენცირებადობა და ამოზნექილობაა. 

როგორც ცნობილია, დიფერენცირებადი და ამოზნექილი ფუნქციების შემთხვევაში 

ნებისმიერ XI, წერტილში V/(X'') გრადიენტი აკმაყოფილებს შემდეგი სახის ფუნ- 

დამენტურ უტოლობას: 

#0) > /C0)+V/  (X9XX- XI). (4.102) 

როცა ამოზნექილი ფუნქცია ყველგან დიფერნცირებადი არ არის (ეი უნიმოდალუ- 

რია), მაშინ ადგილი აქვს გრადიენტის ცნების სუბგრადიენტის ცნებით განზოგადე- 

ბას. 

განსაზღვრება 42 /(C>) ფუნქციის სუბგრადიენტი »”"” წერტილში ეწოდება 

” =C, 2-7, # C ჯ” ვექტორს, რომელიც აკმაყოფილებს პირობას 

#C) > /(წთ9M)+#7” (X-XI). (4.103) 

განსაზღვრეგა 43. X- წერტილში /(X) ფუნქციის სუბგრადიენტების სიმრავ- 

ლეს ეწოდება ამავე ფუნქციის სუბდიფერენციალი ჯი წერტილში და აღინიშნება 

VVC"). 
ცხადია, დიფერენცირებადი ფუნქციის შემთხვევაში, სუბდიფერენციალი ჯია წერ- 

ტილში /(X) ფუნქციის გრადიენტის ტოლია ჯ“) წერტილში 

მ/((9) = V/Cდ) . 
განვიხილოთ შემთხვევა, როცა ოპტიმიზაციის (4.57) ამოცანაში საოპტიმიზაციო 

7C0ი ფუნქცია უნიმოდალურია და ნებისმიერ XC L” წერტილში პრაქტიკულად შე- 

საძლებელია # სუბგრადიენტის გამოთვლა, მაშინ მიმართულების ჟი ვექტორად 

ანტიგრადიენტის ნაცვლად ანტისუბგრადიენტის შერჩევის გზით ექსტრემუმთან მიახ- 

ლოების (4.73) იტერაციული ფორმულა, ზოგად შემთხვევაში, მიიღებს სახეს: 
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მრავალგანზომილებიანი ოპტიმიზაციის დეტერმინირებული მეთოდები 

ჯ0+) = ჯრ) _ „0, 1, >0,X-0,1,2,... . (4.104) 

მტკიცდება, რომ თუ თ,|»“| = C0M%/ = // მაშინ არადიფერენცირებადი და ამოზნექი- 

ლი /(X) ფუნქციის მინიმუმი ტ/ რიგის სიზუსტით შეიძლება განისაზღვროს. 

ამგვარად, სუბგრადიენტული მეთოდები გრადიენტული მეთოდების გარკვეული 
განზოგადებაა არადიფერენცირებადი ფუნქციიების შემთხვევაში. აღნიშნული მეთოდე- 
ბის სხვადასხვა მოდიფიკაციები და კრებადობის საკითხები განხილულია ნაშრომებში 

(152, 153). 

სუბგრადიენტული მეთოდების ეფექტურობა არსებითად დამოკიდებულია საოპტი- 
მიზაციო /(X) ფუნქციის განსაზღდვრულობაზე. განსაზღვრულობის გაუმჯობესება, 

რაც, თავის მხრივ, მეთოდის კრებადობის სიჩქარის გაზრდას განაპირობებს, შესაძ- 

ლებელია მეტრიკის შეცვლით. სწორედ ასეთი იდეაა რეალიზებული სივრცის დილა- 

ტაციის („გაჭიმვის“) მეთოდში (91), რომელიც სუბგრადიენტული და ცვლადი მეტრი- 

კის მეთოდების კომბინაციას წარმოადგენს. 

ექსტრემუმის ძებნის როგორც გრადიენტული, ისე სუბგრადიენტული მეთოდები 

„ხევის“ ტიპის ცუდათ განსაზღვრული ფუნქციების მიმართ გარკვეული გრძნობიერე- 

ბით ხასიათდება, რაც ოპტიმალური წერტილისაკენ მკვეთრად შენელებულ, ზიგზაგი- 

სებრ მოძრაობას განაპირობებს. საზოგადოდ, „ხევის“ ხარისხობრივი მაჩვენებლის შე- 

სახებ წარმოდგენას გეაძლევს ოპტიმალურ წერტილში გამოთვლილი ჰესეს მატრი- 

ცის საკუთრივი რიცხვების მინიმალური (II) და მაქსიმალური (M) მნიშვნელობები. 

რაც უფრო ნაკლებია ფარდობა I(თ/ MI, „ხევის ხარისხობრივი მაჩვენებელი მით 

უფრო მაღალია. ცხადია, გრძელი და ღრმა „ხევის“ შემთხვევაში ოპტიმალური წერ- 

ტილის მიღწევა პრობლემატური ხდება. 

გელფანდ-ცეიტლინის მეთოდი 

გელფანდ-ცეიტლინის მეთოდი (44) შემუშავებულია „ხევიდან თავის დაღწევის“ 

მიზნით. აღნიშნული მეთოდის თანახმად, ორი სხვადასხვა საწყისი ჯი) ო) 

წერტილიდან ახორციელებენ გრადიენტულ დაშვებას ,,ხევის“ ფსკერზე, რის შედეგა- 

დაც მიიღებენ შესაბამისად წერტილებს X“” და XI). ამ წერტილების შემაერთებელ 
წრფეზე განისაზღვრება X-> წერტილი შემდეგი ფორმულით: 

თ 

ჯი) = ჯი) _ ს =ი > | §CIL/ (210) – /(X9)), (4.105) 

და X 

ი) _ ჯ» 
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უპირობო ოპტიმიზაციის არაწრფივი ამოცანების გადაწყვეტის მეთოდები 

სადაც M, >0 რაღაც შედარებით დიდი რიცხვია. ჯა წერტილიდან კვლავ ახორ- · 

ციელებენ გრადიენტულ დაშვებას „ხევის“ ფსკერზე და მიიღებენ X“ წერტილს. 
XI და ჯ” წერტილების შემაერთებელ წრფეზე, (4.105) ფორმულის ანალოგიურად, 

განისაზღვრება XI» წერტილი 

ჯაჯ ს ბ 2 -X" ა/ა ') – /(Cჯ 03) (4.106) ა-მ 
და ა.შ. მეთოდის ეფექტურობა დამოკიდებულია #M,M,... სიდიდეებზე, რომელთა არჩე- 

ვის ზუსტი მეთოდები არ არსებობს: მათ ემპირიული წესით შეარჩევენ. 

„ხევის“ ტიპის ფუნქციების მინიმიზაცია შეიძლება განხორციელდეს, აგრეთვე, ზე- 

მოთ განხილული კვაზინიუტონური მეთოდებითაც. 

სოგბადი რეკომენდაციები 

    

ოპტიმიზაციის დეტერმინირებული მეთოდების მრავალფეროვნება, უპირველეს ყოვ- 

ლისა, მიუთითებს ექსტრემუმის ძებნის პრობლემის სირთულეზე და იმ სიძნელეებზე, 

რომელიც დაკავშირებულია კონკრეტულ ამოცანაში ოპტიმიზაციის ამა თუ იმ მეთო- 

დის გამოყენების ეფექტურობის შეფასებასთან. მიუხედავად ამისა, ექსტრემუმის ძებ- 

ნის მეთოდების გამოთვლითი შესაძლებლობებისა და ეფექტურობის ნებისმიერი შედა- 

რებითი ანალიზი მნიშვნელოვან პრაქტიკულ ამოცანას წარმოადგენს, ვინაიდან იგი 

გარკვეული კრიტერიუმის მიხედვით მათი გამოყენების საზლვრების დადგენის საშუა- 

ლებას იძლევა. 

მეთოდების შედარებისათვის სხვადასხვა კრიტერიუმებს იყენებენ რომელთა შო–- 

რის აღსანიშნავია: სწრაფქმედება, ძებნის დანაკარგები, სიზუსტე, მეთოდის რეალიზა- 

ციისთვის საჭირო მეხსიერების მოცულობა, ცდომილების მიმართ მდგრადობა და 

სხვ. 

ექსტრემუმის ძებნის დეტერმინირებული მეთოდების შედარებითი ანალიზის შედე- 

გები არაერთმნიშვნელოვანია, რადგან თითოეული მეთოდი მხოლოდ გარკვეული კლა- 

სის საოპტიმიზაციო ფუნქციისთვისაა განსაზღვრული. რასაკვირველია, შესაძლებე- 

ლია დავამყაროთ გარკვეული დამოკიდებულება ამა თუ იმ კლასის მეთოდების ეფექ- 

ტურობასა და /(X) ფუნქციის კონკრეტული სახის ზედაპირებს შორის, მაგრამ 

ზუსტი შესაბამისობის დადგენა საოპტიმიზაციო ფუნქციებსა და ოპტიმიზაციის მე- 

თოდებს შორის ჯერ-ჯერობით შეუძლებელ ამოცანას წარმოადგენს. ამიტომ მეთოდე- 

ბის შერჩევისას შეიძლება შემდეგი ზოგადი რეკომენდაციებით ვიხელმძღვანელოთ: 
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მრავალგანზომილებიანი ოპტიმიზაციის დეტერმინირებული მეთოდები 

- თუ საოპტიმიზაციო ფუნქცია არადიფერენცირებადია, მაშინ მიზანშეწონილია გა- 

მოყენებულ იქნეს ექსტრემუმის ძებნის ნულოვანი რიგის მეთოდები; 

- თუ საოპტიმიზაციო ფუნქცია უნიმოდალურია, მაშინ მიზანშეწონილია ექსტრე- 

მუმის ძებნის სუბგრადიენტული მეთოდების გამოყენება; 

- თუ საოპტიმიზაციო ფუნქცია დიფერენცირებადია, მაგრამ პირველი რიგის წარ- 

მოებულის ცხადი სახე უცნობია, მაშინ უნდა მივმართოთ სუბგრადიენტულ მე- 

თოდებს, 

- თუ საოპტიმიზაციო ფუნქცია დიფერენცირებადია და, ამასთან, შესაძლებელია 

პირველი რიგის წარმოებულების ანალიზური ფორმით გამოთვლა, მაშინ უნდა 

გამოვიყენოთ გრადიენტული მეთოდები; 
- თუ „ხევის“ ტიპის საოპტიმიზაციო ფუნქციას უნაგირა წერტილები არ გააჩნია, 

მაშინ მიზანშეწონილია ცვლადი მეტრიკის ანუ კვაზინიუტონური მეთოდების 

გამოყენება; 

- თუ საოპტიმიზაციო ფუნქციას გააჩნია უნაგირა წერტილი, მაშინ მიზანშეწონი- 

ლია გამოვიყენოთ ნულოვანი რიგის მეთოდები ან ექსტრემუმის ძებნის მეთოდე- 

ბის გარკვეული კომბინაცია, რომელსაც ქვემოთ განვიხილავთ; 

- თუ საოპტიმიზაციო ფუნქციის ზედაპირის სახე უცნობია, მაშინ მიზანშეწონილია 

გამოვიყენოთ მეთოდების შემდეგი კომბინაცია: თავდაპირველად საჭიროა კოორ- 

დინატული დაშვების ნულოვანი რიგის მეთოდის გამოყენება, რადგან მოძრაობის 

მიმართულების განსაზღვრისათვის არ სჭირდება რთული გამოთვლების ჩატარე- 

ბა; შემდეგ უნდა გადავიდეთ რომელიმე გრადიენტულ მეთოდზე, ვინაიდან ანტი- 

გრადიენტის მიმართულება უფრო ზუსტად მიუთითებს მინიმუმის წერტილს; და 
ბოლოს, მინიმუმის წერტილის მიდამოში მოხვედრის შემდეგ, მიზანშეწონილია 

მეორე რიგის რომელიმე მეთოდის (მაგალითად, ნიუტონის მოდიფიცირებული მე- 

თოდის ან ცვლადი მეტრიკის) გამოყენება; 

მრავალგანზომილებიანი ოპტიმიზაციის დეტერმინირებული მეთოდების შედარებით 

სრული მიმოხილვა მოცემულია მონოგრაფიებში (15, 30, 31, 32, 91, 96, 138). 
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უპირობო ოპტიმიზაციის არაწრფივი ამოცანების გადაწყვეტის მეთოდები 

#.3 ოპტიმისაციის სტოქასტიპკპური 

მეთოდები 

სტოქასტიკურ მეთოდებს ის მეთოდები შეადგენს რომლებიც საოპტიმიზაციო 

ფუნქციის ექსტრემუმის ძებნის პროცესში შემთხვევითობის ელემენტებს იყენებს. ამი- 

ტომ ამ მეთოდებს ხშირად შემთხვევითი ძებნის მეთოდებსაც უწოდებენ. 

#.5.1 შემთხვევითი ძებნის მეთოდები 

შემთხვევითი ძებნის მეთოდებს ძირითადად ოპტიმიზაციის მრავალგანზომილებიანი 

ამოცანების გადასაწყვეტად იყენებენ. მათი გამოყენება მიზანშეწონილია აგრეთვე იმ 

შემთხვევაშიც, როცა საოპტიმიზაციო ფუნქცია არადიფერენცირებადია ან მისი ანა- 

ლიზური ფორმა უცნობია. აღნიშნული მეთოდების ღირსებად უნდა ჩაითვალოს ისე- 

თი მნიშვნელოვანი თვისება როგორიცაა ,ხევის ტიპის ცუდად განსაზღვრული 

ფუნქციების მიმართ მდგრადობა და, ბოლოს, შემთხვევითი ძებნის მეთოდების პროგ- 

რამული რეალიზაცია, დეტერმინირებულ მეთოდებთან შედარებით, საკმაოდ მარტივია. 

განვიხილოთ უპირობო ოპტიმიზაციის მრავალგანზომილებიანი ამოცანა 

00101 /(CX) | X=(X,X.,..,X,) C #” |. (4.107) 

შემთხვევითი ძებნის თითქმის ყველა მეთოდში ექსტრემუმთან მიახლოების სტრა- 

ტეგია შემდეგი რეკურენტული თანაფარდობით განისაზღვრება: 

ჯიშ) = ჯი + უი, L =0,12,... , (4.108) 

სადღაც 2,>0 გადაადგილების ბიჯის რაღაც სკალარული სიდიდეა, ხოლო თ»') - 

გადაადგილების მიმართულების ვექტორი, რომელიც ჯი წერტილის § მიდამოს 

ცდისეულ წერტილებში საოპტიმიზაციო /(X»X) ფუნქციის განსაზღვრის საფუძველზე 

შეირჩევა. უი ვექტორის შერჩევის წესის მიხედვით განასხვავებენ შემთხვევითი ძებ- 

ნის მეთოდების სხვადასხვა მოდიფიკაციებს (109), რომელთაგან მხოლოდ რამდენი- 
მეს აღვნიშნავთ. 

ძებნა "წრფივი ტაქტიკით" 

მეთოდში, რომელშიც რეალიზებულია ძებნა „წრფივი ტაქტიკით“, ვექტორის გან- 

საზღვრა შესაძლებელია განხორციელდეს შემდეგი ფორმულის თანახმად: 
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ი- | §60, #6 + 6ჭ0) < / ცრ); 6109) 
-<ჟდთ, #/ცრ +6§0) > /CდC), 

სადაც 0 < 4,, ხოლო « =(6,,6,..,6„) ერთეულოვანი შემთხვევითი ვექტორია, რო- 

მელიც თანაბარი ალბათობით არის განაწილებული L-1;1) მონაკვეთზე. 

აღნიშნული მეთოდის მოდიფიცირებულ ვარიანტში მიმართულების ურ ვექტორი 

„საუკეთესო ცდის“ მიხედვით შეიჩევა, რისთვისაც დ) გექტორი განისაზღვრება 

შემდეგი პირობიდან: 

#(>4) +2§-)) = თIი /(»M) +466 )). (4.119) ი 

მაშინ გვექნება 

50) (0) კ გდია < (ია. 
თ _ 3 7CL +26 )5/(C); (4.111) 

"ძებნის შეწყვეტა", /(»I) + 2§%)) > /(CჯC)). 

ძებნა "არაწრფიგი ტაქტიკით" 

მეთოდი, რომელშიც რეალიზებულია ძებნა „არაწრფივი ტაქტიკით“, გამოირჩევა 

ეფექტურობით. აღნიშნულ მეთოდში #0 .ს წარუმატებელი ცდის შემთხვევაში ადგი- 

ლი აქვს წინა იტერაციაზე დაბრუნებას 

(C3) (C3) (C3) (#)+. რ-, §ხ, 76%) +660) < 76%); 62 
_ჯდრ-ს. #Cთ05) + 62 )) > #(ჯC). 

ძებნა სტატისტიპურნ ბრადიენტის მიხედჭით 

შემთხვევითი ძებნის მეთოდებიდან ფართოდ გავრცელებულია მეთოდი, რომელშიც 

ექსტრემუმის ძებნა სტატისტიკური გრადიენტის მიხედვით ხორციელდება. ალგორი- 

თმის თანახმად, »ჯო წერტილის მიდამოში განისაზღვრება ” რაოდენობის შემთხვე- 

ვითი წერტილი: ჯრ კ დეი, ჯ0M კ გენი). მიღებულ წერტილებში გამოითვლება 

საოპტიმიზაციო ფუნქციის შესაბამისი ნაზრდები 

ტე.) = /(ჯ0M + 86090) _ #(CX0M)),7 =1.2,...,M (4.113) 

და განისაზღვრება ვექტორული ჯამი 

79%) = 3 რეკი, (4.114) 
I=I 
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რომელიც ზღვარში, როცა ჩი! თ, ემთხვევა /(X) ფუნქციის გრადიენტის მიმარ- . 

თულებას, ე«#. სასრული #7 -ის დროს #5M% ვექტორი გრადიენტული მიმართულების 

სტატისტიკურ შეფასებას წარმოადგენს. ამგვარად, მიმართულების MM ვექტორისა- 

თვის გვექნება 
თ XIV) 

უ “კრე (4.115) 

#.3.2 სროქასტიპკური აპროქსიმაციის 
პროცედურები 

ძირითადი მიზეზები, რომლებიც კვლევის პროცესში სტოქასტიკური აპროქსიმაცი- 

ის პროცედურების გამოყენებას განაპირობებს, ექსპერიმენტების შედეგების ცდომი- 

ლება და საოპტიმიზაციო ფუნქციის თვისებების შესახებ ინფორმაციის უქონლობაა. 

სიმარტივისათვის განვიხილოთ სკალარული არგუმენტის ფუნქციები. დავუშვათ, 

რომ ექსპერიმენტები (გაზომვები, ოპტიმიზაციის ერთგანზომილებიანი ამოცანების 

გადასაწყვეტად საშუალებას არ გვაძლევს საოპტიმიზაციო ფუნქციის ზუსტი მნიშვ- 

ნელობები განვსაზღვროთ. თითოეული / მნიშვნელობა რაღაც 0, შეცდომას შეი- 

ცავს, რომელიც შემთხვევითი სიდიდეა და ადიტიური ხასიათი აქვს (/ მნიშვნელო- 

ბა წარმოადგენს ფუნქციის ჭეშმარიტი #ე მნიშვნელობისა და 0, შეცდომის ჯამს: 

#7 =7# #+0,). 

კვლევის პროცესში ბ წ შეცდომის გათვალისწინება რომ შევძლოთ, საჭიროა მის 

შესახებ ვფლობდეთ სრულ ინფორმაციას დაწყებული შეცდომათა განაწილების კანო- 

ნითა და დამთავრებული გ „# სიდიდის ისეთი მახასიათებლებით, როგორიცაა მათემა- 

ტიკური მოლოდინი და დისპერსია კონკრეტული ფიქსირებული X ცვლადის დროს. 

ვთქვათ, (0;1) ინტერვალში შერჩეულია X წერტილი და საჭიროა განვსაზღვროთ 

#9 = 7/(X) შეფასება, როცა მხოლოდ M(0,) მათემატიკური მოლოდინია ცნობილი. 

დასმული ამოცანა შეიძლება გადაწყვეტილ იქნეს X წერტილში ექსპერიმენტის მრა- 

ვალგზის გამეორებით და გარკვეული რაოდენობის სტატისტიკური მონაცემების დაგ- 

როვების საფუძველზე საშუალო # მნიშვნელობის გამოთვლით, რის შედეგად ადვი- 

ლად განისაზღვრებ. /ე =/-M(8,1. მაგრამ აღნიშნული პროცედურის ჩატარება 

დაკავშირებულია მნიშვნელოვან დროით დანახარჯებთან, მით უმეტეს თუ შეფასების 

სიზუსტის მიმართ მოთხოვნა მაღალია. 
დროითი დანახარჯების თავიდან აცილება ან, ყოველ შემთხვევაში მაინც, მნიშენე- 

ლოვანი შემცირება შესაძლებელია შემდეგი მსჯელობის საფუძველზე: თუ მოცემულ 

X წერტილში ჩავატარებთ V რაოდენობის ექსპერიმენტს (გაზომვას) და განვსაზღ- 
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ვრავთ / ი) .#/ ა... # ი მნიშვნელობებს, მაშინ, ცხადია, საშუალო მნიშვნელობა 

გამოითვლება ფორმულით 
M 

–_ L (0) =ჯ2/ . (4.116) 

MV-I რაოდენობის ექსპერიმენტის ჩატარების შემთხვევაში (4.116) ფორმულას 
ექნება სახე 

71.2 /4. ტ.117) 

(4.116) და (4.117) ფორმულების ანალიზი საშუალებას გვაძლევს გარკვეული დამო- 

კიდებულება დავამჯაუროთ / შეფასების გამოთვლილ მნიშვნელობებს შორის, რომ- 

ლებიც შესაბამისად აღვნიშნოთ /„ და /„,: 

#7,» 5LILMV –0/ MI/„, +0/#/ IM. (4.118) 

(4.118)-დან გამომდინარეობს, რომ 

- ო სიდიდე, რომელიც რიგით უკანასკნელი ექსპერიმენტის დროს განისაზღვ- 

რება, ,ახალი” ინფორმაციის მატარებელია. მისი წონითი კოეფიციენტია 1/V, 

რომელიც M -ის ზრდასთან ერთად მონოტონურად მცირდება; 

- //, სიდიდე ,ძველი” / 10, /() IV-ს ინფორმაციების საშუალებით განისა- 
ზღვრება. მისი წონითი კოეფიციენტია (M -1)/M, რომელიც M =8+10 ცდის 

შემდეგ პრაქტიკულად ერთის ტოლია; 
- შესაძლებელია მაღალი ინფორმაციული ეფექტურობის მიღწევა იმ შემთხვევაში, 

თუ თითოეულ X წერტილში მხოლოდ ერთ ექსპერიმენტს ჩავატარებთ (ეს უკა- 

ნასკნელი საშუალებას გვაძლევს უარი ვთქვათ ექსტრემუმის ძებნის დეტერმინი- 

რებულ პროცედურებზე, სადაც ადგილი აქვს ექსპერიმენტის შეცდომებს). 
საზოგადოდ, ოპტიმიზაციის ამოცანების გადაწყვეტის დროს მკვლევარს, როგორც 

წესი, საოპტიმიზაციო ფუნქციის ზუსტი კონფიგურაცია არ აინტერესებს. იგი მხო- 

ლოდ ცდილობს წინა ექსპერიმენტის შედეგად მიღებული ინფორმაციის საფუძველზე 

ექსტრემუმისკენ X-ის გადაადგილების ისეთი წესის განსაზღვრას, რომელსაც, საბო- 

ლოო ჯამში, ოპტიმალურ ამოხსნამდე მივყავართ. იმ შემთხვევაში, როცა ადგილი 

აქვს ბ # შეცდომებს, აღნიშნული პრინციპის რეალიზაცია შესაძლებელია X-ის თი- 

თოეული „ახალი' მნიშვნელობის ისეთი შერჩევით, რომლის დროსაც იგი გარკვეულ 

დამოკიდებულებაშია როგორც X-ის, ისე შესაბამისი /(X)-ის ,„ძველ” მნიშვნელო- 

ბებთან. აქედან გამომდინარე, X -ის „ახალ” მნიშვნელობაში გათვალისწინებული იქნე- 

ბა ყველა სასარგებლო ინფორმაცია (რომლის მატარებელია / -ის „ძველი” მნიშვნე- 
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ლობები) და ყველა მცდარი ინფორმაცია, რაც განპირობებულია 6, -ის არსებობით), · 

რომლის უარყოფითი გავლენა X, მიახლოებიდან X»X,, (1=1,2,..) მიახლოებაზე 

გადასვლის დროს უნდა შემცირდეს (თუ, რასაკვირველია, აღნიშნული დამოკიდებუ- 

ლება სათანადოდ შერჩეულია. 

ვთქვათ, X,., = M,(X,,/,) ან X, =IM,(X,, /ა, +0,,). ცხადია, M, ფუნქციის სახე 

გავლენას ახდენს X, (I1=1,2,...) მნიშვნელობათა მიმდევრობის რომელიღაც X წერ- 

ტილში (კერძოდ, ჯ წერტილში) კრებადობის ხარისხზე. თუ, მაგალითად, IM, ისე- 

თია, რომ 

X,,, =M,,(X, 7ი,) + M.,(0,,), (4.119) 

მაშინ ბ,, -ის თვისებების შესახებ აპრიორული ინფორმაციის საფუძველზე შეიძლება 

დამტკიცებულ იქნეს, რომ IM,,-ის წარმატებული ამორჩევის შემთხვევაში X»,,,-ის 

ჯ -დან გადახრის ალბათობა ! ინდექსის ზრდასთან ერთად რაგინდ მცირე გახდება, 

ხოლო თვით IM, და M., გარდაქმნების ამორჩევა ოპტიმალური (X, / ) ამონახს- 

ნის ძებნისათვის სტრატეგიის ამორჩევის ტოლფასი იქნება. ამგვარად, ოპტიმიზაციის 

ამოცანის გადაწყვეტისათვის გამოიკვეთა მიდგომა, რომელიც საფუძვლად დაედო 

სტოქასტიკური აპროქსიმაციის მეთოდებს. აღნიშნული მიდგომისათვის დამახასიათე- 

ბელია ის, რომ თითოეულ X წერტილში მხოლოდ ერთი ექსპერიმენტი ჯხარდება, 

ხოლო შეცდომის ფილტრაციას ადგილი აქვს გადაადგილების ბიჯის სიგრძისა და 

მ,, შემთხვევითი სიდიდეების თვისებების გონივრული შერჩევით. 

გარკვეულობისათვის აღვნიშნოთ შემთხვევითი სიდიდეეი ლათინური ანბანის 

დიდი ასოებით (მაგალითად, X ,# და ა.შ.), ხოლო შემთხვევითი სიდიდეების შე- 

საძლო მნიშვნელობები - შესაბამისად პატარა ასოებით. შემთხვევითი რიცხვების მიმ- 

დევრობის კრებადობისთვის შემოვიტანოთ შემდეგი განსაზღვრებები. 

განსაყღვრეგა 4.4. შემთხვევით X, (L=1,2,...) სიდიდეების მიმდევრობა ალბა– 

თურად კრებადია რომელიღაც არაშემთხვევით Xჯ წერტილში, თუ ნებისმიერი 

/#/ > 0 -სთვის IX, - XI> // ხდომილობის ალბათობა ნულისკენ მიისწრაფვის, როცა 

1->%, ეი. 

IMMთ ნ( X, –#I>/)=0. (4.120) 

განსაზღვრება 4-5. შემთხვევითი X, (I =1,2,...) სიდიდეების მიმდევრობა სა- 

შუალოკვადრატული აზრით კრებადია რომელიღაც არაშემთხვევით X წერტილში, 

თუ X,-X სხვაობის მოდულის კვადრატის მათემატიკური მოლოდინი ნულისკენ მი- 

ისწრაფვის, როცა 1-–>%, ე-ი. 

II0CMIX, –>XI?1=0. (4.121) 
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აღსანიშნავია, რომ საშუალოკვადრატული აზრით კრებადი LX ს მიმდევრობა ალ- 

ბათურადაც კრებადია, თუმცა საწინააღმდეგო მტკიცება არ არის სამართლიანი. 

ვთქვათ, X,, -ის გამოსახულება წარმოდგენილია (4.119) ჯამის სახით. ვინაიდან 

ბ,, შემთხვევითია, ამიტომ M,, სიდიდე შემთხვევითი იქნება და ამიტომ იგი შეიძ- 

ლება განვიხილოთ როგორც წ“ „კის შემთხვევითი შემადგენელი ნაწილი, ხოლო 

#, - რეგულარული შემადგენელი ნაწილი. თუ შემოვიტანთ აღნიშვნებს IM,,=I, და 

M,, = 18, მაშინ მივიღებთ ტოლობას 

2. =1,+/%. (4.122) 

დავუშვათ, რომ შემთხვევითი X,, ((=1,2,...) სიდიდეების მიმდევრობა საშუ- 

X»X ალოკვადრატული აზრით კრებადია რომელიღაც წერტილში, რაც ფორმალურად 

შემდეგნაირად გამოისახება: 

1IთIC MIC7, +# –X)1=0. (4.123) 

(4.123)-ის კვადრატულ ფრჩხილებში მოცემული ჯამის მათემატიკური მოლოდინი 

შეიძლება შემდეგნაირად წარმოვადგინოთ: 

თ, –ჯ)? +2(0, – X)MILI,1+ ML72I. (4.124) 

დისპერსიის ზოგადი განმარტების თანახმად გვაქვს 

ნI#1= MICI, – M0IV11)“1= MI 1 -– M”%1, 

საიდანაც 

MI 1 = 90Iს1+ M1IIს1. (4.125) 

თუ (4.124) გამოსახულებაში (4.125) ტოლობას გავითვალისწინებთ, მაშინ მივიღებთ 

(7, – X)?+2(წ7, – X)M(Iს1+ M “081)+ 91. (4.126) 

ფორმულის გამარტივების მიზნით დავუშვათ #M/ IM1=0. მაშინ (4.123) გამოსახუ- 

ლების ნაცვლად გვექნება 
IIIი((7, – X)? + XL#,1) =0, (4.127) 

რომელიც, ფიგურულ ფრჩხილებში შესაკრებთა დადებითობის გამო, ორი პირობის 

სახით შეიძლება წარმოვადგინოთ 

სთ(ნ, – 2)? =0, (4.128) 

სთMI#,1=0. (4.129) 
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ამგვარად, სტოქასტიკური პროცესის კრებადობისათვის აუცილებელია მისი რეგუ- · 

ლარული შემადგენელი ნაწილისთვის (4.128) პირობის, ხოლო შემთხვევითი შემად- 

გენელი ნაწილისთვის (4.129) პირობის დაკმაყოფილება. 

(4128) პირობის ანალიზის საფუძველზე შევნიშნავთ, რომ X, ფუნქცია ისე უნდა 

იყოს კონსტრუირებული, რომ ექსტრემუმის ძებნის პროცესი ერთნაირი წარმატებით 

ხორციელდებოდეს ორ შემთხვევაში: 

L შემთხვევა - X, წერტილი X წერტილთან ახლოს მდებარეობს და ამიტომ X,,, 

მიახლოებაზე გადასვლის დროს არსებობს Xჯ-ზე „გადახტომის” საშიშროება; 

LL შემთხვევა - X, წერტილი X წერტილიდან იმდენად დაშორებულია, რომ ერთი 

ბიჯით ჯ- ის მიღწევა შეუძლებელია. 

პირველ შემთხვევაში IIთ(X, – X)=0 პირობა შესრულდება, თუ მოვითხოვთ, რომ 

X –X <თ, „· სადაც თ, ელემენტია არაუარყოფით ნამდვილ რიცხვთა მიმდევრობისა, 

რომლის თითოეული წევრი აკმაყოფილებს პირობას IIთთ, =0. 
(ად 

მეორე შემთხვევაში აღნიშნული მოთხოვნა არასაკმარისია, ვინაიდან სასურველია, 

რომ X,-დან X,,-ზე ყოველ გადასვლასთან ერთად ადგილი ჰქონდეს X წერტილამ- 

დე მანძილის შემცირებას. აქ შეიძლება დავუშვათ IV - 5 <IX, -9I-7,, სადაც. 7, 

რაღაც არაუარყოფითი ნამდვილი რიცხვია. უკანასკნელი უტოლობის აზრი შემდეგ- 

ში მდგომარეოს: X,, სიდიდის რეგულარული I, შემადგენელი X -სგან ნაკლებად 

უნდა განსხვავდებოდეს, ვიდრე X,-სგან; რისთვისაც შემოტანილია 7, შესწორება. 

იმისათვის, რომ რალაც სასრული რაოდენობის ბიჯის შემდეგ პროცესი არ გაჩერ- 

დეს, საჭიროა დაკმაყოფილდეს პირობა: 

2, =თ. (4.130) 
ლ 

პროცესის კრებადობის განხილული პირობა შეიძლება წარმოდგენილ იქნეს გან- 

ზოგადებული სახით 

IV –§,<0+08,)IX, –2|-#. (4.131) 

სადაც. /, 20, 2,#, <თ=, 2.7, ==. 

I1=) I=I 

აღნიშნული შენიშვნები შემდეგი მნიშვნელოვანი დასკვნის გაკეთების საშუალებას 

იძლევა: იმისათვის, რომ პროცესის კრებადობა დავამტკიცოთ (და საბოლოო ჯამში 

ოპტიმიზაციის ამოცანა გადავწყვიტოთ) აუცილებელია, რომ /(X)= /,/ ფუნქციის 

შესახებ ვფლობდეთ გარკვეულ ინფორმაციას. 

Iიკი1ი)
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(4.:129) პირობის დაკმაყოფილების მოთხოვნის საფუძველზე შევნიშნავთ, რომ X,- 

დან X,)-ზე გადასვლის დროს 0,, შეცდომების მახასიათებლები შეიძლება ან შეიც- 

გვალოს ან უცვლელი დარჩეს. ასეთ სიტუაციაში აღნიშნული პირობის დაკმაყოფილე- 

ბა დაკავშირებულია M-.,(0,,) გარდაქმნის სათანადო შერჩევასთან, რომელიც შემთხ- 

ვევითი C #” დაბრკოლებების ,ფილტრაციის” ფუნქციას ასრულებს. ძირითადად აქ 

აუცილებელია შემდეგი პირობის შესრულება: 

5 0) <თ. (4.132) 
ჯ=1 

ამგვარად, სტოქასტიკური ძებნის პროცედურა შემდეგში მდგომარეობს. ექსპერი- 

მენტების ჩატარების პროცესში, რომელშიც თითოეული / = /(+0, მხოლოდ ერთ- 

ხელ იზომება, X,,, 

მნიშვნელობებთან შედარებით, სულ უფრო ნაკლებად განსხვავდება რომელიღაც 

ნამდვილი X რიცხვისაგან ხოლო შემთხვევითი # მდგენელი მისი დისპერსიის 

-ის მიმდინარე მნიშვნელობის რეგულარული IX, მდგენელი, წინა 

ნულთან დაყვანის გამო თანდათანობით გამოირიცხება. 

სტოქასტიკური აპროქსიმაციის გამოყენებითი მეთოდების შემუშავება დაკავშირე- 

ბულია რობინსისა და მონროს სახელთან, რომლებმაც შემოგვთავაზეს დაბრკოლებე- 

ბის პირობებში ფუნქციის ფესვის მოძებნის გამოთვლითი სქემა. ვინაიდან აღნიშნული 

სახის ამოცანა უშუალოდ არ არის საოპტიმიზაციო, ამიტომ რობინს-მონროს პროცე- 

დურას არ განვიხილავთ. 

ქვემოთ განხილულია სტოქასტიკური აპროქსიმაციის გამოყენებითი მეთოდი, რო- 

მელიც სპეციალურად /#(X) ფუნქციის მაქსიმუმის მოსაძებნად არის შემუშავებული. 

პიფერ-ვოლფოვიცის პროცედურა 

აპრიორულად დავუშვათ, რომ 7# = #(X) ფუნქცია უნიმოდალურია, რომელსაც 

ჯ წერტილში ექსტრემუმი (მაქსიმუმი) გააჩნია. ვთქვათ, ექსპერიმენტის (გაზომვის) 

დროს ადგილი აქვს 0,, შეცდომებს, რომლებიც ამა თუ იზ X, წერტილებზე გან- 

საზღვრულ / -ის მნიშვნელობებს ამახინჯებს (ნახ. 4.22), და მათ გააჩნია შემდეგი 

თვისებები: 

- 0/-ის (1 =1,2,...) მათემატიკური მოლოდინი ნულის ტოლია; 

- მ,, -ის (1=1,2,...) დისპერსია სასრული და მუდმივია; 

- შემთხვევითი 0,, და 0,, “სიდიდეები, სადაც I # #, დამოუკიდებელია და მათ 

ადიტიურობა ახასიათებს.



უპირობო ოპტიმიზაციის არაწრფივი ამოცანების გადაწყვეტის მეთოდები 

#4 
27 წოოოტობოობოთო- · #=/ 
#0 მ 

    

  

ნახ. 4.22 

კიფერისა და ვოლფოვიცის მიერ შემოთავაზებულია რეგრესიის ფუნქციის მაქსი- 

მუმის განსაზღვრის შემდეგი სქემა 

X,, =X, + 0,7 (X, +0,) – /(X, –ლ)1/C,, (4.133) 

სადაც 7#(X,+0,0) და /(», –0,) არის / -ის მნიშვნელობები შესაბამისად X, +0, 

და X, -0, წერტილებში, ხოლო ძ, და 0, არაუარყოფით ნამდვილ რიცხვთა მიმ- 

დევრობის ელემენტებია. 
შევაფასოთ (4.133) სქემით რეალიზებული პროცესის კრებადობა. 
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ნახ. 4.23 

განხილული პირობების გეომეტრიული ინტერპრეტაცია წარმოდგენილია ნახ. 

4.23-ზე. (I/(X,+0,) – /(X, – C,))/220,) სიდიდე მიახლოებით განსაზღვრავს X, წერ- 

ტილში #: = /(X) წირის დახრის კუთხის ტანგესს (რისთვისაც ყოველ ბიჯზე 

საჭიროა ორი ექსპერიმენტის ჩატარება). ამგვარად, მეთოდის იდეა, შემდგომი 
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ოპტიმიზაციის სტოქასტური მეთოდები 

„მოძრაობის” მიმართულების არჩევის მიზნით, 6, სიდიდის მიმდევრობით შეფასებაში 

მდგომარეობს. 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ 

#(C0X, +C0,)= /ი(X, +0C,)+ 06, -) , 

მაშინ მივიღებთ 

I, = X, +C,L/ი(X, +C,) – /ი(X, – C,)1/C,, (4.134) 

ჩ, =0,6,ც..ე=0,-)1/6. (4.135) 

შემთხვევითი მდგენელის ანალიზი: (4.135) გამოსახულებიდან და საწყისი წინაპი- 

რობებიდან გამომდინარეობს რომ ##I(M,)=0, IX#)=2(0ძ,/0,)1XI6,), სადაც 

წი წ) #1 შეცდომის დისპერსია, რომელიც L!-ზე არ არის დამოკიდებული. 

IთC M0Iზ)==0ი მოთხოვნის დაკმაყოფილებას ადგილი აქვს იმ “შემთხვევაში, თუ 

IIიი(თ, /C,)? =0 ან ძ,/C, = ძე! ი, სადაც ძა და 0ე რაღაც მუდმივებია, # >0.5; 

აუცილებლობის შემთხვევაში შეიძლება მოვითხოვოთ IIთი0,=0 და II=თ0C,=0 იმ 

პირობით, თუ განხილული თანაფარდობები არ დაირღვევა. 

რეგულარული მდგენელის ანალიზი: აღვნიშნოთ /ი(», +C,) – /ა-(X, – 6,) = –/რM§,, 

მაშინ 1, = X, – მ.ა, / 0,. მაშასადამე, გვექნება 

> (04.136) 
ძი, /C - IX, -X, |X, – «| <0, 6ი/C. 

(4136) ფორმულა საშუალებას გვაძლევს რეალურად შევაფასოთ თ, –X)? =0 

პირობის შესრულება. მართლაც, თუ დავუშვებთ (4.136) ფორმულის ზედა სტრიქონ- 

ში 

Iხი| > #,, ძ,0,/0, =7,, X2 =00, 
IთI 

ხოლო ქვედა სტრიქონში – 

| ბი, < 4X -– XI + 8, 4<თ, 8<თ, 

სადაც 4 და 8 რაღაც მუდმივებია, მაშინ შეიძლება დავასკვნათ, რომ I,-ის X 

წერტილში კრებადობა უზრუნველყოფილი იქნება. 
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საჭიროა შე>ვნიშნოთ, რომ სტოქასტიკური აპროქსიმაციის პროცედურის გამოყენე- 

ბას მაშინ აქვს აზრი, როცა ჯ წერტილის შესახებ რაღაც მწირი ინფორმაცია 

მაინც ცნობილია. 

#.3.38 სტოქასტიპური აპროქსიმაციის 
ტიპის მეთოდები 

ექსტრემუმის განსაზღვრის ორიგინალური იდეებია რეალიზებული მეთოდებში, 

სადაც ძებნის პროცესში სტოქასტიკური აპროქსიმაციის ტიპის პროცედურებია 

გამოყენებული (37, 131). აღნიშნულ მეთოდებში იგულისხმება, რომ საოპტიმიზაციო 

ფუნქცია, რომელიც ამოზნექილია, მაგრამ არადიფერენცირებადი, თითოეულ წერ- 

ტილში უშეცდომოდ განისაზღვრება, ხოლო ფუნქციის გრადიენტი და კვაზიგრადიენ- 

ტი (განზოგადებული გრადიენტი) - შეცდომებით. მიმართულების უი) ვექტორისათ- 

ვის გვექნება 
X 

უი) = =24 ბ, 

სადაც #7, სკალარული სიდიდეა, ხოლო დ) _ შემთხევითი ვექტორი, რომელიც აკ- 

მაყოფილებს შემდეგ პირობას: 

M ნორთ, ,-რ)= «,V/,ფ0)+ხრM,#=0,L..., 

სადაც ძი, შემთხვევითი სიდიდეა, ხი. შემთხვევითი ვექტორი, ხოლო V/,(XM)) - 

საოპტიმიზაციო ფუნქციის განზოგადებული გრადიენტი XV) წერტილში ანუ, სხვა 

სიტყვებით რომ ვთქვათ, ნებისმიერი ვექტორი, რომელიც აკმაყოფილებს უტოლობას 

#0) -/თ>( თ, »-X),როცა X=»XM ,»7C #1”. 

ზემოთ განხილული ყველა სტოქასტიკური მეთოდი ასიმპტოტურად კრებადია 

ლოკალური ექსტრემუმის წერტილში. მიუხედავად იმისა, რომ აღნიშნულ მეთოდებში 

გამოყენებული ძებნის სტრატეგია მინიმუმის წერტილის სწრაფ ლოკალიზებას უზ- 

რუნველყოფს, მინიმუმის მიდამოში მათი კრებადობის სიჩქარე მკვეთრად შენელებუ- 

ლია. ამიტომ მიზანშეწონილია ოპტიმიზაციის საწყის ეტაპზე შემთხვევითი ძებნის 

მეთოდები გამოვიყენოთ, ხოლო ოპტიმიზაციის დამამთავრებელ ეტაპებზე - დეტერმი–- 

ნირებული მეთოდები. მეთოდების ასეთი კომბინაცია საშუალებას გვაძლევს არა მარ- 

ტო დავაჩქაროთ ექსტრემუმის ძებნის პროცესის კრებადობა, არამედ გავაუმჯობესოთ 

მისი ხარისხობრივი მხარეც - გარკვეული სიზუსტით განვსაზღვროთ მრავალი 

ცვლადის /(X) ფუნქციის აბსოლუტური ექსტრემუმი. 

ექსტრემუმის ძებნის სტოქასტიკური მეთოდების სრული მიმოხილვა მოცემულია 

მონოგრაფიაში |109). 
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აბსოლუტური ექსტრემუმის ძებნის მეთოდები 

#.# აბსოლუტური ექსტრემუმის 

ძებნის მეთოდები 

განვიხილოთ მინიმიზაციის შემდეგი ამოცანა ა 

თIი| /#6ი | X=(X,X,,.,X,)C 6 C #" | , 013» 

სადაც 7/(X) მულტიმოდალური ფუნქციაა. 

მრავალი ცვლადის ფუნქციის აბსოლუტური ანუ გლობალური ექსტრემუმის მო- 

ძებნის (4.137) ამოცანა ბევრად უფრო რთული და შრომატევადია, ვიდრე ლოკალუ- 

რი ექსტრემუმის განსაზღვრის ამოცანა. ამიტომ აღნიშნული ამოცანები შედარებით 

ნაკლებადაა შესწავლილი და მათი გადაწყვეტის მეთოდების შემუშავება ჯერ კიდევ 

აქტუალურ პრობლემათა სფეროს განეკუთვნება. 

გლობალური მეთოდების უმრავლესობას სტატისტიკური ხასიათი გააჩნია. განვი- 

ხილოთ ზოგიერთი მათგანი. 

#.#.1 შემთხვევითი გადარჩევის მეთოდი 

შემთხვევითი გადარჩევის მეთოდი (45) აბსოლუტური ექსტრემუმის ძებნის უმარ- 

ტივესი მეთოდია, რომელიც 6 სიზუსტით კრებადობას მხოლოდ M –>+თ რაოდე- 

ნობის სტატისტიკური ცდების საფუძველზე უზრუნველყოფს. აღნიშნული მეთოდით 

პრაქტიკული ამოცანების გადაწყვეტა დიდი რაოდენობის ცდების ჩატარებას ითვა- 

ლისწინებს, რაც გამოთვლითი ხასიათის მნიშვნელოვან შრომატევადობასთანაა დაკავ- 

შირებული. ამიტომ შემთხვევითი გადარჩევის მეთოდს აქვს შეზღუდული გამოყენება. 

#.#.2 ძებნის არის თანდათანობითი 
შემცირების მეთოდი 

განვიხილოთ მეთოდი, რომლის არსი მულტიმოდალური ფუნქციის განსაზღვრის 

არის თანდათანობით შემცირებაში მდგომარეობს I15). ვთქვათ, /L(CX), XC #", ფუნქ- 

ციის აბსოლუტური მინიმუმი თავდაპირველად იძებნება 7! -განზომილებიან კუბში 

თ, <», <ხ,, 7=172,..,#M. (4.138)
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ალგორითმის თანახმად, #-ურ იტერაციაზე ჩატარდება VI რაოდენობის სტატის- 
ტიკური ცდების სერია და საუკეთესო შედეგს დაიმახსოვრებენ. სხვა სიტყვებით რომ 

ვთქვათ, (4.138) არეში შემთხვევითი წესით გენერირებული წერტილებიდან შეირჩევა 

ის ჯი). რომელსაც საოპტიმიზაციო ფუნქციის მინიმალური 9 მნიშვნელობა შეე- 

საბამება. (L+1) -ე იტერაციაზე M «-· რაოდენობის ცდები ჩატარდება ჰიპერკუბში, 

რომლის ცენტრი დამახსოვრებულ XC» წერტილშია, ხოლო წიბო C>1-ჯერ შემცი- 

რებულია. მიღებულ არეში შემთხვევითი წერტილების გენერირება შემდეგი ფორმუ- 

ლის საფუძველზე განხორციელდება: 
L # 

„რ აე 1.5 -% 0 X#),/=1, (4)39 
სადაც #, თანაბრად განაწილებული შემთხვევითი რიცხვია (0;1| ინტერვალში. შემ- 

დეგ იტერაციებში, C კოეფიციენტის გაზრდის საფუძველზე, ძებნის (4.138) არე 

კვლავ შემცირდება და პროცესი გაგრძელდება მანამ, სანამ არ შესრულდება კრება- 

დობის პირობა 

სხ, –ი,, <5, 5>0, /=1». (4.140) 

განხილული ალგორითმი გარკვეული სიზუსტით უზრუნველყოფს აბსოლუტური 

ექსტრემუმის მოძებნას მაგრამ იმ პირობით, თუ (4.138) არის შემცირების 

პროცესში საძებნი აბსოლუტური ექსტრემუმი არ დაიკარგება ამ პირობის 

შესრულება მხოლოდ MI) ->თ რაოდენობის სტატისტიკური ცდების ჩატარებით 
არის შესაძლებელი. 

#.#.8 ძებნის იტერაციული მეთოდი 

საინჟინრო პრაქტიკაში გამოყენებულია აბსოლუტური მინიმუმის ძებნის იტერაცი- 

ული მეთოდი |109), რომლის არსი შემდეგში მდგომარეობს. #-ურ იტერაციაზე 

ექსტრემუმის ძებნის დასაშვებ არეში განისაზღვრება ჰიპერკონუსი წვეროთი »-M) 

წერტილში, წვეროსთან დ =00M§LI კუთხით და მიმართულების რაღაც ო ვექ- 

ტორით (ნახ. 4.24). ჯი) წერტილში განისაზღვრება აგრეთვე #» რადიუსიანი ჰიპერ- 

სფერო. ჰიპერკონუსისა და ჰიპერსფეროს თანაკვეთა წარმოქმნის მრავალსახეობას, 

რომელშიც განხორციელდება თანაბრად განაწილებული “შემთხვევითი წერტილების 

გენერირება. შემთხვევით მიღებულ წერტილებში გამოითვლება საოპტიმიზაციო ფუნ- 
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ქციის მნიშვნელობები და განისაზღვრება ის ჯი) წერტილი, რომელსაც მინიმალური 

#0 მნიშვნელობა შეესაბამება. ჯოი და ჯი წერტილების შემაერთებელ წრფეზე 

განხორციელდება მუშა ბიჯი და განისაზლვრება ახალი (ჯია წერტილი და მიმარ- 

თულების ახალი I” " ვექტორი. (XL+1) -ე და შემდგომი იტერაციებიც ანალოგიუ- 

რად შესრულდება. 

  

ნახ. 4.24



უპირობო ოპტიმიზაციის არაწრფივი ამოცანების გადაწყვეტის მეთოდები 

#.4.# ძებნის კომბინირებული მეთოდი 

გლობალურ მეთოდებს შორის ფართოდ გავრცელებულია დეტერმინირებული და 
შემთხვევითი ძებნის კომბინირებული მეთოდები (15). მეთოდების აღნიშნული კომბინა- 
ცია კრებადობის პროცესის დაჩქარების საშუალებას იძლევა. 

განსაყღვრება 46. ექსტრემუმის » წერტილის მიზიდულობის ზონა ეწოდება 
C) სივრცის იმ §-'CCა) ნაწილს, სადაც სრულდება შემდეგი ორი პირობა: 

1. ექსტრემუმის » წერტილი მიზიდულობის ზონის წერტილია, ეი. X C0 ; 

2. მიზიდულობის (” ზონის ყველა ანტიგრადიენტული წრფეები კრებადია ექსტრე- 

მუმის X წერტილში. 
განვიხილოთ აბსოლუტური მინიმუმის ძებნის კომბინირებული მეთოდების ერთ- 

ერთი მოდიფიკაცია, რომლის არსი შემდეგში მდგომარეობს. პირველ ეტაპზე, და- 

საშვებ ლი არეში, შემთხვევითი წესით შეირჩევა XV) წერტილი, საიდანაც ძებნის 

რომელიმე დეტერმინირებული მეთოდით განისაზღვრება ლოკალური მინიმუმის XV 

წერტილი და საოპტიმიზაციო ფუნქციის შესაბამისი 70 მნიშვნელობა. მეორე ეტაპ- 

ზე განხორციელდება ჩვეულებრივი შემთხვევითი ძებნა იმ Xც) წერტილისა, რომ- 

ლისთვისაც სამართლიანია უტოლობა წლ < თ: უკანასკნელი იმის მანიშნებელია, 

რომ X,, წერტილი მეორე ლოკალური მინიმუმის მიზიდულობის ზონაშია. X-, -დან 

განხორციელებული დეტერმინირებული ძებნა მიგვიყვანს ახალ Xც, ლოკალურ წერ- 
ტილამდე, სადაც #0) < /ი) და ა.შ. რამდენიმე ეტაპის ჩატარების შემდეგ ლოკალუ- 

რი მინიმუმების მიღებული წერტილებიდან შეირჩევა ყველაზე საუკეთესო. 

#.4.95 V-ზარდაქმნის პრინციპი 

განვიხილოთ მრავალი ცვლადის ფუნქციის მაქსიმიზაციის ამოცანა 

თ8XL/(X) | X=(»,,X,,.„X,)C0 C #1. ტ.141) 

ძირითადი არსი ყV/-გარდაქმნის პრინციპისა, რომელიც აბსოლუტური ექსტრემუმის 

მხოლოდ მნიშვნელობის განსაზღვრას უზრუნველყოფს, შემდეგში მდგომარეობს. 

არაწრფივი # ოპერატორის გამოყენების საფუძველზე ” ცვლადის #(X) ფუნქცია 

გარდაიქმნება ანალიზისათვის შედარებით უფრო მარტივ, ერთი ცვლადის უწყვეტ, 

მონოტონურად კლებად "VMI(CC) ფუნქციად, სადღაც C არგუმენტი საოპტიმიზაციო 

#(ა) ფუნქციის სკალარულ მნიშვნელობას წარმოადგენს როცა XC%), ე.ი. 

#(/C0)->%C). 

230



აბსოლუტური ექსტრემუმის ძებნის მეთოდები 

  

0/ ა. 

| 
> 
>> 

  

  
ჯ, 

  

X2 

ნახ. 4.25 

აღნიშნული გარდაქმნა ხორციელდება /#/(X) ფუნქციის ლებეგის დაყოფით (ნახ. 

4.25), რის შედეგად ფუნქციის მნიშვნელობათა ცვლილების (10 /(X), §ს0 /(X)) ინ- 

ტერვალი დანაწილდება ტოლი სიდიდის შუალედებად ისე, რომ შესრულდეს პირობა: 
10წ /(X)=C, <6 <..<6, <..<6ფ =5ს0 /(X), ,, -C,=06-0, (4.142) 

სადაც 9% ლებეგის დონეების რიცხვია. 

#(C») ფუნქციის ლებეგის დაყოფის საფუძველზე მიიღება მიმდევრობა სიმრავლეე- 
ბისა 

0,C)=1» |/ დ >,)C0, 7=L%, (4-143) 
რომლის თითოეული ელემენტის ზომა შეიძლება განისაზღვროს ფორმულით 

V,)= L- II/ თ –<,1"0(-,C,)%, (4.144) 

სადაც 0(X,C,) შემდეგი ტიპის მახასიათებელი ფუნქციაა 

0C>,C,) = I 255,(6), (4.145) 
0, XCC,(C. 

საჭიროა შევნიშნოთ, რომ /(X) ფუნქციის მინიმიზაციის შემთხვევაში (4.142)-სა და 
(4.143) გამოსახულებებში უტოლობების ნიშნები საწინააღმდეგო ნიშნით უნდა შეიც- 
ვალოს. 

წ
 

თა
 _–
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გეომეტრიულად MCC.) წარმოადგენს ზომას იმ (7 +1)-განზომილებიანი მოცუ- 

ლობისა, რომელიც /(X) ფუნქციის ზედაპირსა და 6, ჰიპერსიბრტყეს შორის წარ- 

მოიქმნება. 

(4144) ფორმულის საშუალებით აგებული MC), C C'IიL /(X),5სი /(X)), ფუნქ- 
ცია (ნახ. 4.26) უწყვეტი, დიფერენცირებადი და მონოტონურად მკაცრად კლებადი 
ერთგანზომილებიანი ფუნქციაა. ცხადია, ასეთი ფუნქციის ანალიზი ბევრად უფრო 

მარტივია, ვიდრე მრავალგანზომილებიანი მულტიმოდალური ფუნქციისა. მტკიცდება 

I41, 142), რომ /(X) ფუნქციის მაქსიმიზაციის ან მინიმიზაციის დროს, ი” ინდექ- 

სის გაზრდის შედეგად, V(-) მცირდება და თავის მინიმუმს აღწევს #(») ფუნქციის 

აბსოლუტური ექსტრემუმის მნიშვნელობის დროს, რომლის სიდიდე ტოლია C, ეი. 

სთV( =0. (4.146) 
“+ 

როგორც ვხედავთ, მრავალი ცვლადის /(X) ფუნქციის აბსოლუტური ექსტრემუ- 
მის მნიშვნელობის განსაზღვრის ამოცანა გარდაქმნილი Mყ”CC) ფუნქციის ნულის მო- 

ძებნის ამოცანაზე დაიყვანება, რაც ერთცვლადიანი MICC1=0 განტოლების ამოხსნას- 

თანაა დაკავშირებული. 

ამგვარად, V-გარდაქმნის პრინციპის საფუძველზე საოპტიმიზაციო /(X) ფუნქცი- 

ის აბსოლუტური ექსტრემუმის მხოლოდ სკალარული /. : მნიშვნელობა განისაზღვ– 

რება. მიუხედავად იმისა, რომ გარდაქმნის აღნიშნულ პროცედურაში განსაზღვრა და- 

მოუკიდებელი ცვლადების იმ X =(X XX.) ვექტორისა, რომლის დროსაც ექს- 

ტრემალური / · მნიშვნელობა მიიღება, არ არის გათვალისწინებული, Vყ”-გარდაქმნის 

პრინციპმა ფართო გამოყენება პოვა საინჟინრო პრაქტიკაში (142) და მის საფუძ- 
ველზე შემუშავებულ იქნა ოპტიმიზაციის მთელი რიგი მეთოდები, რომელთაგან 

ზოგიერთს ქვემოთ განვიხილავთ. 

  

0 C6686-.---06 C 

ნახ. 4.26 
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#.#.წ სიმძიმის ცენტრების მეთოდი 

სიმძიმის ცენტრების მეთოდი I14) შემუშავებულია იმ ფაქტის მტკიცების საფუძ- 

ველზე, რომ მულტიმოდალური #(C»X) ფუნქციის · ლებეგის დაყოფის შედეგად წარ- 
მოქმნილი ერთმანეთში ჩალაგებული შემოსაზღვრული და ჩაკეტილი 

C2., 0 =1.2....,#, სიმრავლეების სიმძიმის ცენტრების (3) მიმდეგრობა კრებადია 

აბსოლუტური ექსტრემუმის ჯ. წერტილში. 

განვიხილოთ მაქსიმიზაციის შემდეგი ამოცანა: 

თიXI IX) | X=(>,X,,-.X,) CC C "I. ტ.147) 

სადაც 7/(X) მულტიმოდალური ფუნქციაა, რომელიც განსაზვრულია შემოსაზღვრულ 

და ჩაკეტილ §) C #” სიმრავლეზე. დავუშვათ, რომ Xჯ =(C;,X:,..,X-)CC აბსოლუ- 

ტური ექსტრემუმის წერტილია, სადაც #C")> #C) VX C 64, 

#20) ფუნქციის ლებეგის დაყოფით ფუნქციის მნიშვნელობათ. ცვლილების 

IIი# /CX), §სნ /(»)) ინტერვალი დავანაწწილოთ ტოლი სიდიდის შუალედებად ისე, 
რომ შესრულდეს პირობა 

10 /I(X)=C, <6 <..<6, <..<6ყ =5ს0 /(X), 6,ს 6, =406, (4.148) 

სადაც V% ლებეგის დონეების რიცხვია. 

აღნიშნული დაყოფის შედეგად წარმოიქმნება სიმრავლეების ი „C ) მიმდევრობა, 

სადაც 

0,C)=1 /თ>ი,)CC, ი=1%. (4149 
ზოგად შემთხვევაში„ /(X)-ის ზედაპირის კონფიგურაციაზე დამოკიდებულებით, 

0 C) სიმრავლე შეიძლება შედგებოდეს რამდენიმე 0,, ! =1,2,..:7,, ქვესიმრავლის- 

გან, სადაც 7, ლოკალური ექსტრემუმების რიცხვია 6," დონეზე, ე.ი. 

C:,(C) =L I4,(9). (4.150) 

მტკიცდება, რომ როცა 6 –> 6, სადაც Cფ = 5სი /(X), მიიღება უწყვეტი მიმდევ- 

რობა ერთმანეთში ჩალაგებული შემოსაზღვრული და ჩაკეტილი §).(C) სიმრავ- 

ლეებისა, რომელთა ზომა ნულისკენ მიისწრაფვის. მაშინ, ფუნქციონალური ანალიზის 

ცნობილი თეორემის თანახმად, აღნიშნულ სიმრავლეებს ერთადერთი საერთო 

წერტილი გააჩნია. რადგან ჯ C() = C | #C)2Cა =5ს0 /CX)1, ამიტომ ამ ერთა- 
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დერთ წერტილს წარმოადგენს /(X) ფუნქციის აბსოლუტური ექსტრემუმის »” 
წერტილი 

(=! 
049, (0 = 192) · (4.151) 

ვინაიდან §'-(C) სიმრავლის ნებისმიერი წერტილიც მიისწრაფვის ჯ -სკენ, ამიტომ 

ეს უკანასკნელი შეიძლება განსაზღვრულ იქნეს როგორც (§2,(C), 2 = L2,..,) 4, სიმ- 

რავლეების სიმძიმის ცენტრების რ) მიმდევრობის ზღვარი, როცა C –>C/, ე«ი. 

სი (X,C01, ტ.152) 
= სთ 

სადაც 

L-IXL/Cთ) -§,1 რ 
==” შ 4.153 

X,(6) (160 -6,7% ” (4153) 

(4.153) გამოსახულების ანალიზური გამოთვლა რთულ ამოცანას წარმოადგენს. 

უმეტეს შემთხვევაში, მისი რეალიზაცია პრაქტიკულად შეუძლებელია, რადგან ინ- 

ტეგრირების §პ წ არის ცხადი სახით განსაზღვრა ვერ ხერხდება. ამიტომ შემოტანი- 

ლია შემდეგი მახასიათებელი ფუნქცია: 

ს) /(X)>95,, 
0(X,C,)= ს #C<C,, (4.154) 

რომლის გათვალისწინებით გვექნება 

_ I---IXLIC-) -C,1”0(% §,XX. 

_I. + II/C0 -§,1 0(=9,)% 

სიმძიმის ცენტრების კოორდინატების გამოსათველელად გამოყენებულია მონტე- 

კარლოს მეთოდი. აღნიშნული მეთოდი რიცხვითი მეთოდია, რომელიც მათემატიკურ 

ამოცანებს შემთხვევითი სიდიდეების მოდელირების საშუალებით გადაწყვეტს. იგი გა- 

მოიყენეა ყველგან; სადაც, ამოცანის მკაცრად დეტერმინირებული შინაარსის 

მიუხედავად, შესაძლებელია გამოსაკვლევი პროცესის თეორიულ-ალბათური აღწერა. 

მეთოდის პრაქტიკული ღირებულება იმაში მდგომარეობს, რომ მისი საშუალებით 

ნატურალური ექსპერიმენტის ნაცვლად ადგილი აქვს შემთხვევით სიდიდეებზე გა- 

მოთვლების ჩატარებას, რის გამოც პროცესის საჭირო მახასიათებლები ამ პროცესის 

აღმწერი განტოლებების ამოხსნის გარეშე განისაზღვრება. 
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მონტე-კარლოს მეთოდს სტატისტიკური ცდების მეთოდსაც უწოდებენ. მის ძირი- 

თად ამოცანას მრავალჯერგანმეორებადი ცდების შედეგების საფუძველზე შემთხვევი- 

თი სიდიდეების ნებისმიერი ხდომილობის ალბათობებისა და საშუალო მნიშვნელობე- 

ბის განსაზღვრა წარმოადგენს. 

მეთოდის ლოგიკური საფუძველია ცენტრალური ზღვრული თეორემა, რომლის 

თანახმად ნებისმიერი უცნობი 7. სიდიდე შეიძლება განვიხილოთ როგორც რომელი- 

ღაც შემთხვევითი # სიდიდის მათემატიკური: მოლოდინი, ე.ი. #46 = 1. აღნიშნული 

თეორემის საფუძველზე ადგილი აქვს შემდეგ თანაფარდობას: 

15.C- 2L9) I 2122+ »I <3 19) 0.997, 

  

სადაც თ, 1=1,2,...,M, შემთხვევითი « სიდიდის მნიშვნელობებია, რომელიც მას 

რაოდენობის ცდების ჩატარებისას მიენიჭება, ხოლო ILX6) - დისპერსია. უკა- 

ნასკნელი თანაფარდობა საკმაოდ დიდი VM -სთვის ერთთან მიახლოებული ალბათო- 

ბით განსაზღვრავს უცნობ #” სიდიდეს და ამავე დროს გვაძლევს ცდომილების შე- 

ფასებასაც. საჭიროა შევნიშნოთ, რომ მონტე-კარლოს მეთოდი, თავისი ზოგადობისა 

და რეალიზაციის სიმარტივის გამო, თითქმის ერთადერთ საშუალებას წარმოადგენს 

დიდი განზომილების ჯერადი ინტეგრალების გამოსათველელად. 
სიმძიმის ცენტრების კოორდინატების მონტე-კარლოს მეთოდით გამოსათვლელად 

საჭიროა (4.155) გამოსახულების სასრული ჯამების სახით წარმოდგენა 

, 

2აჯ0ყიცრ) -C,110C6,C,) 
ყ–--__-__– (4.156) 

2,IICV-9) –§,1”0C%,C,) 
ელე · 

სადაც # რაოდენობაა იმ სტატისტიკური ცდებისა, როცა /(X)>C,. 

(4.56) ფორმულის საშუალებით განსაზღვრული XCC) ფუნქცია შეიძლება ჩაი- 

თვალოს როგორც სკალარული C .· არგუმენტის შემთხვევითი ფუნქცია და დიდი 

რიცხვების ცენტრალური ზღვრული თეორემის თანახმად, ერთთან მიახლოებული 

ალბათობით, გვექნება 

  

X,(6)>=X,(6). (4.157) 

ამგვარად, ლებეგის ზოგიერთი ფიქსირებული ი, #=12,..,X%, დონეებისთვის 

მონტე-კარლოს მეთოდით გამოითვლება რა სიმძიმის ცენტრების კოორდინატების 

მნიშვნელობები X»(6), 7 =12,...,I0; 0 =1,2,...,V, იმ შემთხვევით ამორჩეული ცვლა- 
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დებისათვის, რომლებიც შეადგენენ §-„(C) სიმრავლეებს, მიიღება წერტილთა მიმდე–- , 

ვრობების შემდეგი სისტემა: 

(4.158) 

(IX...) = 1.2,....VL 

რომელთა ზღვრულ წერტილს, როგორც ზემოთ იყო აღნიშნული, /(X) ფუნქციის 

აბსოლუტური ექსტრემუმის წერტილის ჯ 8 20090%X კოორდინატები წარმოადგენს 

(ნახ. 4.27). 

ვინაიდან აბსოლუტური ექსტრემუმის მიდამოში #/(X)>C, ხდომილობის ალბათო- 

ბა უმნიშვნელოა, ამიტომ (4.158) მიმდევრობების ზღვრული წერტილის ანუ (4.104) 

ამოცანის ოპტიმალური ამონახსნის მოძებნა დაკავშირებულია შესაბამისი ემპირიული 

წერტილების აპროქსიმაციასთან. აპროქსიმაციის შედეგად განსაზღვრული 

», =X,(C), 7 =L2,.., 7, ანალიზური დამოკიდებულებების საფუძველზე, საწყისი 

(4.147) ამოცანა დაიყვანება ერთგანზომილებიან ოპტიმიზაციის ამოცანაზე 

ძი8XL /IXCC)) | CC წ, -ტCC.+ #C1) , (4.159) 

რომელშიც ექსტრემუმის ძებნის სტრატეგია განისაზღვრება შემდეგი რეკურენტული 

ფორმულით: 

6») =5, +4V/IXC6,)1, 5ი =5»» (4.160) 

სადაც 4 პროპორციულობის კოეფიციენტია, #4 C(0,11. 

შევნიშნავთ, რომ ფუნქციის მინიმიზაციის შემთხვევაში (4.159) ამოცანაში ადგი- 

ლი ექნება მინიმიზაციის ერთგანზომილებიანი ამოცანის გადაწყვეტას. 

სიმძიმის ცენტრების მეთოდი მიახლოებითია. იგი მრავალი ცვლადის მულტიმოდა- 

ლური ფუნქციის აბსოლუტურ ექსტრემუმს =1//M სიზუსტით ეძებს, სადაც M 

სტატისტიკური ცდების რაოდენობაა მეთოდის ცდომილებას ძირითადად X,(C), 

7 =12,..,7, ფუნქციური დამოკიდებულებების ცდისეული წერტილების განსაზღვრა 

და მათი აპროქსიმაცია განაპირობებს, ვინაიდან /(X) ფუნქციის ზედაპირის სხვა- 

დასხვა კონფიგურაციის დროს აღნიშნული ფუნქციები შეიძლება არასაკმარისი სიგ- 

ლუვით დახასიათდეს და ემპირიული წერტილების აპროქსიმაციის შედეგად ცდო- 

მილებები წარმოიქმნას. 
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ნახ. 4.27 

», (C) ფუნქციების აპროქსიმაცია უშუალოდ არის დაკავშირებული ამ ფუნქციების 

შესაბამისი ემპირიული წერტილების მოგლუვების ამოცანასთან და იგი პოლინომების 

საშუალებით გადაწყდება რადგან მოგლუვების ამოცანაში საჭიროა, ერთი მხრივ, 

რაც შეიძლება ზუსტად აისახოს (X,,6) დამოკიდებულების საერთო ტენდენციები 

და, მეორე მხრივ, შეძლებისდაგვარად „გასწორდეს“ მონტე-კარლოს მეთოდით სიმძი- 

მის ცენტრების გამოთვლის შედეგად გამოწვეული შემთხვევითი გადახრები, ამიტომ 

აპროქსიმაციისათვის მიზანშეწონილია მეორე რიგის პოლინომების გამოყენება. ეს გა–- 

მართლებულია იმ მოსაზრებითაც, რომ, მაღალი რიგის პოლინომებისგან განსხვავე- 

ბით, მათ უკეთესი ექსტრაპოლაციური თვისებები გააჩნია. 

ფუნქციების პარაბოლური აპროქსიმაციისათვის ალგორითმში გამოყენებულია უმ- 

ცირეს კვადრატთა მეთოდი (იხ. ნაწილი 4.1.9), რომელიც შემდეგი სახის წრფივ 

ალგებრულ განტოლებათა „სისტემის · ამოხსნას „ითვალიწინებს: 

922 +420 +421 - >. XV» 
ი=) · 

რ2:თ +ი,2-(: ++2,- 2თა 2. ტ.161) 
=1 

თ 9 C +92:6, +0ძ0M= 2 . 
=I 

(4.161) სისტემის გასამარტივებლად და იმისათვის რომ გამოირიცხოს დიდ 

რიცხვებზე მოქმედებები, X,(C) ფუნქციების პარაბოლური აპროქსიმაციის ნაცვლად 
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უპირობო ოპტიმიზაციის არაწრფივი ამოცანების გადაწყვეტის მეთოდები 

შესაძლებელია გამოყენებულ იქნეს X,(0) ფუნქციების აპროქსიმაცია, სადაც არგუ- . 

მენტი. 2. განისაზღვრება შემდეგი დამოკიდებულებით: 
ნ=(-69)/#49)+1. (4.162) 

აქ C, აპროქსიმაციის საწყისი კვანძია, ხოლო ტრC - აპროქსიმაციის ბიჯი. უკანასკ- 

ნელი გამოსახულებიდან გამომდინარეობს, რომ C სიდიდის სხვადასხვა მნიშვნელო- 

ბებს დროს ი” “სიდიდე მიიღებს მთელრიცხვა მნიშვნელობებს“ /ჯ =1, 2... 9. 

(4.162)-ის გათვალისწინებით წრფივ განტოლებათა (4. 16I) სისტემა მიიღებს სახეს 

რთ2-ჩ' +62#' +“ 2," -2/' X, 

რთ2;ი +თ,2- ი? +427 ანნი, (4.163) 
5=) 

ი,9' ი? +0,9 +0,%= 2 · 
= ჩ?=) 

ცხადია, გამოთვლების თვალსაზრისით (4.163) სისტემა, (4.161) სისტემასთან შე- 

დარებით, უფრო მარტივია და მოსახერხებელი, რაც ალგორითმის პროგრამული რეა- 

ლიზაციის დროს კომპიუტერში თანრიგების შესაძლო გადავსების არასასურველი 

შემთხვევების თავიდან აცილების საშუალებას იძლევა. 

(4.162) გამოსახულების გათვალისწინეით გარკვეულ კორექციას განიცდის 

(4.159) ამოცანაც, რომელიც საბოლოოდ მიიღებს შემდეგ სახეს: 

MიმXL /IX(6)) | 9 (9 – ტ9, 9 +#4#%1). (4.164) 

სტრუქტურული თვალსაზრისით, მულტიმოდალური ფუნქციის ექსტრემუმის ძებ- 

ნის განხილული ალგორითმი ძირითადად სამ ეტაპს მოიცავს. 

პირველ ეტაპზე განისაზღვრება ლებეგის დონეების დისკრეტული მნიშვნელობები 

___ რისთვისაც საჭიროა შედარებით მცირე ბ· რაოდენობის წინასწა- 

რი სტატისტიკური ცდების ჩატარება. პრაქტიკული მოსაზრებიდან გამომდინარე, შე- 

იძლება მივიღოთ 5 = 0.1 , სადაც M ძირითადი სტატისტიკური ცდების რაოდენო- 

ბაა. წინასწარი ცდების ამ სერიაში ადგილი აქვს ცვლადების სხვადასხვა შემთხვევი- 

თი მნიშვნელობების დროს საოპტიმიზაციო ფუნქციის #CX-), 1 =1,2,.., 6, მნიშვნე- 

ლობების გამოთვლას და მათ შორის მინიმალური /,/ = ისი ( #) და მაქსიმალური 

#კ =0იმX( #1 მნიშვნელობების დამახსოვრებას. ეტაპის დასასრულს განისაზღვრება 

- ლებეგის დონეების ბიჯი 

1 რი=--L –/V), (4.165) 
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აბსოლუტური ექსტრემუმის ძებნის მეთოდები 

სადაც /#>0 კოეფიციენტია, რომელიც ახასიათებს ლებეგის დონეების სიმკვრივეს; 

- ლებეგის დონეების მნიშვნელობები 

+ 

6, = 29 XXს „ა, # =1,2,...,.%, (4.166) 

სადაც % ლებეგის დონეების რაოდენობაა, % < /. 

მეორე ეტაპზე ტარდება რაოდენობის ძირითადი სტატისტიკური ცდების სე- 

რი,ა რომელშიც (4.15ნ0 ფორმულის საფუძველზე განისაზღვრება X,(6), 

7 =1,2,..,M, ფუნქციების ემპირიული წერტილები. 

მესამე ეტაპზე ადგილი აქვს მიღებული მონაცემების დამუშავებას, კერძოდ, უმცი- 

რეს კვადრატთა მეთოდით მააპროქსიმებელი პოლინომების განსაზღვრას 

X,(ი)=თ,ნ” +/,0+7,, / =L2,..სM, (4.167) 

და ერთგანზომილებიანი ოპტიმიზაციის ნებისმიერი მეთოდით (4.164) ამოცანის გადა- 

წყვეტას, რომლის ამონახსნი გარკვეული მიახლოებით შეესაბამება (4.147) ამოცანის 

ოპტიმალურ ამონახსნს. 

იმ შემთხვევაში, როცა საჭიროა ოპტიმალური ამონახსნის დაზუსტება, შესაძლე- 

ბელია განხორციელდეს გამოთვლების მეოთხე ეტაპი, სადღაც ექსტრემუმის ძებნის 

ნებისმიერი დეტერმინირებული მეთოდი გამოიყენება. 

ამგვარად, სიმძიმის ცენტრების მეთოდის ალგორითმი წარმოადგენს შემდეგი ოპე- 

რაციების და პროცედურების თანმიმდევრობას. 

ბიჯი 1. შეირჩევა პროგრამული პარამეტრები: 

- სტასისტიკური ცდების რაოდენობა IV; 

- ლებეგის დონეების რაოდენობა %; 

- სიმკვრივის კოეფიციენტი /; 

- დასაშვები ცდომილების აბსოლუტური ზღვრული მნიშვნელობა §:; 

ბიჯი 2. თანაბრად განაწილებული შემთხვევითი რიცხვების პროგრამული გენერა- 

ტორის საშუალებით გამომუშავდება »X»Xი0 CC; 

ბიჯი 8. გამოითვლება საოპტიმიზაციო ფუნქცია 7! (63) 1; 

ბიჯი 4. დაფიქსირდება /,, = თი( /) და #ვ = იიმX( 7, ); 

ბიჯი 5. 2-4 ბიჯებით გათვალისწინებული ოპერაციები განმეორდება 5 -ჯერ. რო- 

ცა (=5, მაშინ გადავალთ მე-6 ბიჯზე; 

ბიჯი 6. '(4.162) ფორმულის საშუალებით განისაზღვრება ლებეგის დენეების მნიშ- 

ვნელობები C,,6ე)--»6ფ;



უპირობო ოპტიმიზაციის არაწრფივი ამოცანების გადაწევეტის მეთოდები 

ბიჯი ჟ. 

ბიჯი 8. 

ბიჯი 9. 

ბიჯი 10. 

ბიჯი 11. 

ბიჯი 12. 

ბიჯი 18. 

ბიჯი 14. 

ბიჯი 15. 

ბიჯი 16. 

ბიჯი 17. 
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თანაბრად განაწილებული შემთხვევითი რიცხვების პროგრამული გენერა- , 

ტორის საშუალებით გამომუშავდება X”) C 6); 

გამოითვლება საოპტიმიზაციო ფუნქცია / (»>5M); 

ფუნქციი” /' (ჯი) მნიშვნელობა შემოწმდება პირობაზე /. (X)>C,. თუ 

უტოლობა სამართლიანია მაშინ გადაგალთ მე-10 ბიჯზე, წინააღმდეგ 

შემთხვევაში - მე-12 ბიჯზე; 

გამოითვლება და შეჯამდება 

5I/ დრ) -6,1 0(X9%,C,), 
I 

M 

2.X9მII/CC9) – C,1 0(>M,C,),/ = ს2.-»ჩ; 
„I 

9)სმ ბიჯებთთ გათვალისწინე ული ოპერაციები განმეორდება CC, 

ჩ? =1.2,..,Xბ სხვადასხვა მნიშვნელობების დროს. როცა #0 =%, მაშინ 

გადავალთ მე-12 ბიჯზე; 

7-)) ბიჯებით გათვალისწინებული ოპერაციები განმეორდება V -ჯერ. 

როცა 1 = MV ბ მაშინ გადავალთ მე-13 ბიჯზე; 

(4.156) ფორმულის საშუალებით გამოითვლება 

X,(C,), 9 =1.2,....V%; / =1,2..., 7; 

წ», 1 (>, ი).--,(X,,) მიმდევრობების ემპირიული წერტილების პა- 

რაბოლური აპროქსიმაციის შედეგად განისაზღვრება მააპროქსიმებელი 

(4.167) პოლინომები; 

როცა ”=% მააპროქსიმებელი პოლინომების საშუალებით გამოითვლება 

სავარაუდო ექსტრემუმის კოორდინატები 

XI =X,(9) =თ,9? +/,%+7,, /=12,...,#M, 

და საოპტიმიზაციო ფუნქციის შესაბამისი მნიშვნელობა: #" = #ILXCI)I; 

ერთგანზომილებიანი ოპტიმიზაციის (4.164) ამოცანის გადაწყვეტის შედე- 

გად განისაზლვრება მაქსიმალური ჩი, რომლის (4.167) პოლინომებში 

ჩასმის შედეგად გამოითვლება საწყისი (4.147) ამოცანის ოპტიმალური 

ამონახსნი X =(X.,X;,..,X-) და /” = /CX"); 

ძებნის დასასრული.



აბსოლუტური ექსტრემუმის ძებნის მეთოდები 

#.#.7 V-ზარდაქმნის მეთოდი 

ოპტიმიზაციის მრავალგანზომილებიანი ამოცანების გადაწყვეტა სერიოზულ პრობ- 

ლემებთანაა დაკავშირებული. ჩვეულებრივ, ეს განპირობებულია, ჯერ-ერთი, ამოცანის 

საკმაოდ დიდი განზომილებით და მეორე - რეალური პროცესებისათვის დამახასიათე- 

ბელი არსებითი არაწრფივობით. პრობლემას კიდევ უფრო ამძიმებს ის შემთხვევა, 

როცა საოპტიმიზაციო ფუნქცია მულტიმოდალურია და საჭიროა აბსოლუტური ექს- 

ტრემუმის მოძებნა. 

ოპტიმიზაციის ამოცანების აქტუალობამ, ერთი მხრივ, და გამოთვლითი ხასიათის 

პრობლემებმა, მეორე მხრივ, ოპტიმიზაციის მრავალი მეთოდის შემუშავება განაპირო- 

ბა. მაგრამ მათი უმრავლესობა ამოხსნის კრებადობას უზრუნველყოფს საკმაოდ არსე- 

ბითი ხასიათის შემზღუდავი პირობების დროს, როგორიცაა საოპტიმიზაციო ფუნქცი- 

ის უნიმოდალურობა, ამოზნექილობა, უწყვეტობა, დიფერენცირებადობა და ა.შ. ცხა- 

დია, აღნიშნული პირობები საინჟინრო პრაქტიკაში ყოველთვის არ სრულდება და 

ამიტომ ხშირად ადგილი აქვს მცდარი ექსტრემუმის მოძებნას. გარდა ამისა, ამოცა- 

ნის განზომილების ოდნავ გაზრდის შემთხვევაში მრავალი მეთოდის გამოყენების 

ეფექტურობა მნიშვნელოვნად მცირდება. 

V/-გარდაქმნის მეთოდი ყველა ზემოთ აღნიშნული შეზღუდვისაგან თავისუფალია. 

პრაქტიკულად, იგი ნებისმიერი სირთულისა და განზომილების საოპტიმიზაციო ფუნ- 

ქციის აბსსოლუტური ექსტრემუმის შედარებით მარტივად და სწრაფად მოძებნის სა– 

შუალებას იძლევა. 

აღნიშნული მეთოდი შემუშავებულია V%-გარდაქმნის პრინციპის (141) საფუძველზე, 

რომლის ლოგიკური სტრუქტურა საოპტიმიზაციო ფუნქციის ექსტრემუმის კოორდი- 

ნატების განსაზღვრის სტატისტიკურ ალგორითმთან (52) ერთად მეთოდის არსს შე- 

ადგენს. 
განვიხილოთ მრავალი ცვლადის ფუნქციის მაქსიმიზაციის ამოცანა 

თი8XI /CXX = CC,,X,,-„X,) C 0 C #1, (4.168) 

სადაც საოპტიმიზაციო /#(X) ფუნქცია, რომელიც განსაზღვრულია შემოსაზღვრულ 

და ჩაკეტილ §პ'C #” სიმრავლეზე, მულტიმოდალური ფუნქციაა. საჭიროა ვიპოვოთ 

დამოუკიდებელი ცვლადების ისეთი ჯ =(X, ,X5,---,X,) C §პ ვექტორი და მისი შესა- 

ბამისი /  = /(X”) მნიშვნელობა, რომლის დროსაც ადგილი ექნება შემდეგ პირობას: 

#(X 0> #/C) VXCC. (4.169) 

ამგვარად, მოცემულ /”/(X) ფუნქციას §() სიმრავლეზე ერთადერთი აბსოლუტური 

ექსტრემუმი წერტილი გააჩნია. 

დასმული ამოცანის გადაწყვეტა ხორციელდება /(X) ფუნქციის ლებეგის დაყო- 

ფის საფუძველზე, რომლის თანახმად ადგილი აქვს გარდაქმნას საწყისი საოტიმიზა- 
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ციო /(X) ფუნქციისა M(-C) ფუნქციად, ხოლო დამოუკიდებელი ვექტორული XX 
ცვლადისა XCC) ვექტორ-ფუნქციად, სადაც C არგუმენტი /(X) ფუნქციის სკალა- 
რულ მნიშვნელობას წარმოადგენს. 

გარდაქმნილი MCC) ფუნქციის მნიშვნელობა თითოეულ C,, V =1,2,...,%1, წერ- 

ტილში განისაზღვრება ფორმულით 

9IC-,) = I... IC/C2) –C,170C-,§,)თ, (4.170) 
ი 

სადაც 06(X.C,„) შემდეგი ტიპის მახასიათებელი ფუნქციაა: 

1, რო X)>2C,, ცა #C)2« ტ.171) 
0, როცა /(X)<C. 

გეომეტრიულად (4.170) გამოსახავს (7 +1) -განზომილებიან მოცულობას, რომე–- 

ლიც /(X) ფუნქციის ზედაპირსა და C, ჰიპერსიბრტყეს შორის წარმოიქმნება, და 

წარმოადგენს /(X) ფუნქციის ლებეგის დაყოფის შედეგად მიღებული 

ი,C)=CI/(0>C,)Cი (4.172) 

0(X,C.) = | 

სიმრავლის ზომას. 

საჭიროა შევნიშნოთ, რომ /(X) ფუნქციის მინიმიზაციის შემთხვევაში (4.171) და 

(417) გამოსახულებებში უტოლობის ნიშნები საწინააღმდეგო ნიშნით უნდა 

შეიცვალოს. 

აღსანიშნავია MCC) ფუნქციის ძირითადი თვისებები: 

1 "M”(C) ერთგანზომილებიანი ფუნქციაა; 

VM(C) მონოტონურად მკაცრად კლებადია ფუნქციაა (ნახ. 4.28, 4.29, 4.30, 

4.31), რომლის ნულოვანი C მნიშვნელობა /(X) ფუნქციის აბსოლუტური 

ექსტრემუმის მნიშვნელობას შეესაბამება; 

3. Vყ/(C>) უწყვეტი და დიფერენცირებადი ფუნქციაა (ნახ. 4.28, 4.29, 4.30, 4.31). 

ცხადია, ერთგანზომილებიანი, უწყვეტი და დიფერენცირებადი MMC) ფუნქციის 
ანალიზი ბევრად უფრო მარტივია, ვიდრე მრავალგანზომილებიანი რთული სახის 

მულტიმოდალური /(X) ფუნქციისა. 

ზოგად შემთხვევაში, /(X)-ის ზედაპირის კონფიგურაციაზე დამოკიდებულებით, 

C, (2) სიმრავლე შეიძლება შედგებოდეს რამდენიმე (-(C), 1=1,2,...,/,, ქვესიმ- 

რავლისგან, სადაც 7, არის §ჰ-.(C) სიმრავლის ბმულობის რიცხვი, ე.ი. 
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#+ V 

CL 

0 “”. 0 C ”> 

ნახ. 4.31 

C,(0 =L)ი9ტC). (4.173) 

ცხადია, C სიდიდის უწყვეტად ზრდის შემთხვევაში, მიიღება უწყვეტი მიმდევრო- 
ბა ერთმანეთში ჩალაგებული შემოსაზღვრული და ჩაკეტილი §ჩ,(C) სიმრავლეებისა. 

ფუნქციონალური ანალიზის ცნობილი თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ თუ /(X) 

ფუნქციის გლობალური ექსტრემუმის C მნიშვნელობა ერთადერთია, რომელიც: X. 
წერტილში მიიღწევა, მაშინ, როცა C3C, ბმულობის კოეფიციენტი მცირდება ერ- 

თამდე, ე”. 7, =1, ხოლო §2,(C) სიმრავლე “შეიკუმშება” X»X წერტილში და, მაშა- 

სადამე, მისი ზომა ნულისკენ მიისწრაფვის, ე.ი. გვექნება 

ჯ” =| |C,(C-), (4.174) 

Iსი VIდ) =0. (4.175) 
6 

ვინაიდან §2„(C) სიმრავლის ნებისმიერი წერტილიც მიისწრაფვის X -სკენ, ამიტომ 

ეს უკანასკნელი შეიძლება განსაზღვრულ იქნეს როგორც §2ჩ,(C) სიმრავლეების სიმ- 

ძიმის X,(C) ცენტრების მიმდევრობის ზღვარი, როცა C –>C“, ე.ი. 

X =1Iი X,(C)), (4.176) 
53. 

სადაც 
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წ.IXI/ ი –C,1”0(>,C,)% 

I::I(/C0ი –C,1)”0(),)X · 

თუ გავითვალისწინებთ მიღებული დამოკიდებულებების უწყვეტობას, მაშინ (4.174) 

და (4.175)-დან გვექნება 

VIC-1=0, (4.178) 

X =X(CC ). (4.179) 

ამგვარად, ოპტიმიზაციის დასმული ამოცანის გადასაწყვეტად საჭიროა ვიპოვოთ 

VC)=0 განტოლების C ფესვი, რომლის (4.176) გამოსახულებაში ჩასმის შედე- 

გად განისაზღვრება გლობალური ექსტრემუმის XI წერტილის კოორდინატები. 

V/-გარდაქმნის მეთოდში, ისევე როგორც სიმძიმის ცენტრების მეთოდში, (4.170) 

დღა (4.77) გამოსახულებებში მრავალჯერადი ინტეგრალების გამოსათვლელად 

გამოყენებულია მონტე-კარლოს მეთოდი, რომლის რეალიზაციის შედეგად Vყ”M(CC) და 

X,(6), /=1L2...M, დამოკიდებულებების ემპირიული წერტილები განისაზღვრება. 
ემპირიული წერტილების აპროქსიმაცია კი უმცირეს კვადრატთა მეთოდით ხორ- 

ციელდება. 
სყ/-გარდაქმნის ცენტრების მეთოდი მიახლოებითია. იგი მრავალი ცვლადის მულ- 

ტიმოდალური ფუნქციის აბსოლუტურ ექსტრემუმს =1/ VM სიზუსტით განსაზღ- 

ვრავს, სადაც V “სტატისტიკური ცდების რაოდენობაა. მეთოდის ცდომილებას 

ძირითადად MI) და X,(0), /=12,...ს”, ფუნქციური დამოკიდებულებების 
ცდისეული წერტილების განსაზღვრა და მათი აპროქსიმაცია განაპირობებს, ვინაიდან 

#Cუე) ფუნქციის ზედაპირის სხვადასხვა კონფიგურაციის დროს აღნიშნული ფუნ- 

ქციები შეიძლება არასაკმარისი სიგლუვით დახასიათდეს და ემპირიული წერტილე- 

ბის აპროქსიმაციის შედეგად ცდომილებები წარმოიქმნას. 

სტრუქტურული თვალსაზრისით M-გარდაქმნის მეთოდის ალგორითმი ძირითადად 

მოიცავს სამ ეტაპს. 

პირველ ეტაპზე განისაზღვრება ლებეგის დონეების დისკრეტული მნიშვნელობები 

თან. სნ,-.- 6, რისთვისაც საჭიროა შედარებით მცირე ა რაოდენობის წინას- 

წარი სტატისტიკური ცდების ჩატარება. პრაქტიკული მოსაზრებიდან გამომდინარე, 

შეიძლება მივიღოთ 6” = 0.1IM , სადაც M ძირითადი სტატისტიკური ცდების რაოდე- 

ნობაა. წინასწარი ცდების ამ სერიაში ადგილი აქვს ცვლადების სხვადასხვა შემთხ- 

ვევითი მნიშვნელობების დროს საოპტიმიზაციო ფუნქციის /' (XL), 1 =1,2,..., წ, მნიშ- 

ვნელობების გამოთვლას და მათ შორის მინიმალური /„, = თიჭი( #) და მაქსიმალუ- 

რი #7 = ძიმX( #,) მნიშვნელობების დამახსოვრებაას. ეტაპის ბოლოს განისაზღვრება 
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– ლებეგის დონეების ბიჯი 
1 

6C=-–Cი – #/V), (4.180) 
” 

სადაც #>0 კოეფიციენტია, რომელიც ახასიათებს ლებეგის დონეების სიმ- 

კვრივეს; 
– ლებეგის დონეების მნიშვნელობები 

V =2" XI +, V =1,2,...,%, (4.181) 

სადაც 9 ლებეგის დონეების რაოდენობაა, ჰI < /. 

შეორე ეტაპზე, მონტე-კარლოს მეთოდით მრავალჯერადი ინტეგრალების გამოსათ- 

ვლელად ვატარებთ ”” რაოდენობის ძირითად სტატისტიკურ ცდებს, რისთვისაც 

(4.170) და (4.177) გამოსახულებებს წინასწარ გარდავქმნით და წარმოვადგენთ სას- 

რული ჯამების შემდეგი სახით: 
_ , 

%,6)=--2.I/ დ9) –§,170C4,(,), (4.182) 

აამ ცი) –-C,1შ0C0,C,) 
ჩ»(ე)=“––-–– ”“ "ს, (4.183) 

2.I/C-4) – C,110(X-9%,C,) 
/”. 

  

სადაც L რაოდენობაა იმ სტატისტიკური ცდებისა, როცა /#(X)>2C,. 

ცდების ამ სერიაში განისაზღვრება MMC) და X,(C), / =1I2,..,7/, ფუნქციების ემ- 

პირიული წერტილები. 
მესამე ეტაპზე ადგილი აქვს მიღებული მონაცემების დამუშავებას, კერძოდ, 

(4.182) და (4.183) ფორმულებით მიღებული წერტილების უმცირეს კვადრატთა მე- 

თოდით აპროქსიმაციას (აპროქსიმაცია ხორციელდება მეორე რიგის პოლინომებით): 

VCC) = თაC” + /მაC +7ი, (4.184) 

X,(6)=თ,C" +/,6C+7,, =L2,..)M, (4.185) 

რის შედეგად განისაზღვრება მააპროქსიმებელი პოლინომების კოეფიციენტები: თ,, 

ჩ, , 7, , 7 = 0,1,2,..-, · 
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(4.184) სამწევრის ნულთან გატოლებისა და მისი ამოხსნის შედეგად განისაზღ- 

ვრება C, ხოლო ამ უკანასკნელის (4.185) გამოსახულებებში ჩასმის შედეგად – 

ოპტიმალური მნიშვნელობები ჯ =(XI,X:,--.,X,), # =/C). 

ნახ. 4.32-ზე წარმოდგენილია M”-გარდაქმნის მეთოდის გეომეტრიული ინტერპრე- 

ტაცია. 

          

  

ნახ. 4.32 

ამგვარად, განხილული მეთოდის ალგორითმი წარმოადგენს შემდეგი ოპერაციებისა 

და პროცედურების ერთობლიობას. 

ბიჯი 1. შეირჩევა პროგრამული პარამეტრები: 

- სტატისტიკური ცდების რაოდენობა V ; 

- ლებეგის დონეების რაოდენობა 9; 

- სიმკვრივის კოეფიციენტი /; 

ბიჯი 2. თანაბრად განაწილებული შემთხვევითი რიცხვების პროგრამული გენერა- 

ტორის საშუალებით გამომუშავდება X90 CC; 

ბიჯი 8. გამოითვლება საოპტიმიზაციო ფუნქცია /! (ჯო); 

ბიჯი დაფიქსირდება /„ =X0M0(/,) და. /კ = ხიმXL 6); 

ბიჯი 5. 2-4 ბიჯებით გათვალისწინებული ოპერაციები განმეორდება 45 -ჯერ. რო- 

ცა 1=5, მაშინ გადავალთ მე-6 ბიჯზე; 
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ბიჯი 6. 

ბიჯი %. 

ბიჯი 8. 

ბიჯი 9. 

ბიჯი 10. 

ბიჯი 11. 

ბიჯი 12. 

ბიჯი 13. 

ბიჯი 14. 

ბიჯი 15. 

ბიჯი 16. 
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(4181) ფორმულის საშუალებით განისაზღვრება ლებეგის დენეების 

მნიშვნელობები 61,6:»--–»6% : 

თანაბრად განაწილებული შემთხვევითი რიცხვების პროგრამული გენერა- 

ტორის საშუალებით გამომუშავდება X“") C 6); 

გამოითვლება საოპტიმიზაციო ფუნქცია /! (X5)); 

ფუნქციის /(X.) მნიშვნელობა შემოწმდება პირობაზე /(X)>C,. თუ 

უტოლობა სამართლიანია მაშინ გადავალთ მე-10 ბიჯზე, წინააღმდეგ 

შემთხვევაში - მე-12 ბიჯზე; 

გამოითვლება და შეჯამდება 
ჩა 

2ეI/CM) –C,)10C45%,C,), 
(0) 

MV 

2 ჯი ფრ) –C,110C4,C,), / =L2,..,ჩ; 
1=I 

9-)მ ბიჯებთთ გათვალისწინებული ოპერაციეი განმეორდება. C.,, 

V =1,2,..,–+ , სხვადასხვა მნიშვნელობების დროს. როცა V =%, მაშინ 

გადავალთ მე-12 ბიჯზე; 

7-I) ბიჯებით გათვალისწინებული ოპერაციები განმეორდება V -ჯერ. 

როცა 1=M მაშინ გადავალთ მე-13 ბიჯზე; 

(4.182) და (4.183) ფორმულების საშუალებით გამოითვლება 

VL(CC,), X,(5„), V =12,...,X%; / =1,2,...,/ ; 

MC), (XC) (X.,CL..-,(X,,6) მიმდევრობების ემპირიული წერტი- 

ლების პარაბოლური აპროქსიმაციის შედეგად განისაზღვრება მააპროქსი- 

მებელი (4.184) და (4.185) პოლინომები; 

განისაზღვრება V/(C) = თეC” + /მ)C+Xჯე =0 კვადრატული განტოლების 

უმცირესი დადებითი ფესვი C“, რომლის (4.185) პოლინომებში ჩასმის 

შედეგად გამოითვლება აბსოლუტური ექსტრემუმის კოორდინატები: 

»=X,6)=თ,C ) +, C )+7,, /=L2,...”, 
და საოპტიმიზაციო ფუნქციის შესაბამისი მნიშვნელობა: / “ = /IX(C )1; 

  

ძებნის დასასრული.



მეთოდების შედარება გამოთვლითი ექსპერიმენტების საფუძველზე 

#.5 მეთოდების ფედარება გამუთვლითი 

ექსპერიმენტების საფუძველზე 

საზოგადოდ, ნებისმიერი გამოთვლითი მეთოდის ეფექტურობის შეფასებას და.- მის 

შედარებას სხვადასხვა მეთოდებთან განსაკუთრებული მნიშვნელობა ენიჭება, რადგან 

იგი კონკრეტული ამოცანისთვის, ამა თუ იმ აზრით, შესაფერისი მეთოდის არჩევის 

საშუალებას იძლევა. 

მეთოდის შეფასების რამდენიმე კრიტერიუმი არსებობს, მაგალითად, სიზუსტის მი–- 

ხედვით, სწრაფქმედების მიხედვით, შესაბამისი პროგრამული რეალიზაციის სირთუ- 

ლის მიხედვით და ა.შ. თუ გავითვალისწინებთ იმას, რომ თითქმის ყველა შემთხვე- 

ვაში საჭიროა ამოცანის შედეგის რაც შეიძლება სწრაფად მიღება, მაშინ მეთოდის 

შეფასება სწრაფქმედების მიხედვით ყველაზე არსებითია და იგი უნივერსალურ კრი- 

ტერიუმს წარმოადგენს. 

რაოდენობრივი თვალსაზრისით, სწრაფქმედება შეიძლება დახასიათდეს ძებნის და- 

ნაკარგების 0 რიცხვით, რაც /(X) ფუნქციის გამოთვლის რაოდენობასთანაა დაკავ- 

შირებული. 

ექსტრემუმის ძებნის მეთოდებში საოპტიმიზაციო ფუნქციის გამოთვლა, დანარჩენ 

ლოგიკურ ოპერაციებთან შედარებით, ყველაზე შრომატევად და მრავალჯერ განმეო- 

რებად პროცედურას წარმოადგენს. ამდენად, მისი საშუალებით მეთოდის შრომატევა- 

დობის ანუ ძებნის დანაკარგების შეფასება გარკვეულ წილად გამართლებულია. ცხა- 

დია, მეთოდი, რომელიც ექსტრემუმის გარკვეული სიზუსტით მოსაძებნად საოპტიმი- 

ზაციო ფუნქციის გამოთვლას ნაკლები რაოდენობით საჭიროებს, მეტი სწრაფქმედე- 

ბითა და ეფექტურობით ხასიათდება. 

ექსტრემუმის ძებნის მრავალრიცხოვან მეთოდებში /(») ფუნქციის გამოთვლის 

რაოდენობა მნიშვნელოვნად დამოკიდებულია ძებნის საწყის ჯი) წერტილზე. »ჯ“) 

წერტილი რაც უფრო დაშორებულია ექსტრემუმის ჯ წერტილიდან, მის მოსაძებ- 

ნად მით უფრო მეტი რაოდენობის ფუნქციის გამოთვლაა საჭირო; შესაბამისად ძებ- 

ნის დანაკარგებიც მნიშვნელოვნად იზრდება. ამგვარად, / = #L7! (X),XI91 დამოკიდე- 

ბულია როგორც /(X) ფუნქციის გამოთვლის რაოდენობაზე, ისე საწყისი ჯი წერ- 

ტილის მდებარეობაზეც. 

სწრაფქმედების მიხედვით მეთოდის ეფექტურობის შეფასება შესაძლებელია რო- 

გორც თეორიულად, ისე ექსპერიმენტულად. ვინაიდან თეორიული შეფასება შეიძლება 

განხორციელებულ იქნეს ამოცანების მხოლოდ შეზღუდული კლასისათვის, ამიტომ 

ოპტიმიზაციის მეთოდების ეფექტურობა ექსპერიმენტების საშუალებით ანუ ტესტური 

ამოცანების ამოხსნის საფუძველზე შევაფასოთ.
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ექსპერიმენტისათვის შერჩეულია სამი სახის სხვადასხვა სირთულის ტესტური · 

ამოცანა. პირველ შემთხვევაში საოპტიმიზაციო ფუნქციას წარმოადგენს იზონისა და 

ფენტონის ფუნქცია (1101 

(4.186)   : 1, XX: +100 /C=0.112+X +112: „ალ92), 
ჯ (»,X-) 

რომლის ტოპოლოგია წარმოდგენილია ნახ. 4.33-ზე აღნიშნული ფუნქციის მინიმუ- 

მის წერტილია X =L(1.742; 2.026), სადაც / ' = /(X )=1.744. იზონისა და ფენტო- 

ნის ფუნქცია გეომეტრიულად ე.წ. „ასიმეტრიულ ხეობას“ ასახავს. 

  
2 2_2 

/00=012+ +112 ლლ 

  

  

        

># X. C,>X.)" 

10 

9.0– ჯL დონის წირები 
ჯ0L ჯ 4 290 

ნ 8 490 
7.0 C C 6.0 

6.0L 8 გ 890 
§ 1090 

5.0- XL 100.0 
4.0- C  1000.0 
30L M  5000.0 
2.0L I), C #§#4 „ 10000.0 

2. # 100000.0 9 წ 1. 
ს 
    

ღლ
 (IVVI (39 49 59 69 79 8.0 99 10 ”, 

IC” 

ნახ. 4.33 

მეორე შემთხვევაში საოპტიმიზაციო ფუნქციას წარმოადგენს ვუდის ფუნქცია (110) 

#(X) =100CX, – »/)“ + – X,)? +90C, – X;) +0 – X,)” + 7 · ტ.187) 
+10.1I(X, –1)” +(X, –1)?1+19.8(X, – IXX, – I, 

რომლის ტოპოლოგია, როცა X, =X, =1, წარმოდგენილია ნახ. 4,34-ზე. 
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7(X) =100(X, – X?)? +(1 – X,)? + 90(X, – X?)? +(1 – X,)” + 

+10.1I(Xე –1)? +(X, –1)?1+ 19.8(X, – 1XX, –1) 

  

  

X%: #4 

2.0 ლ 
1.5- %2, დონის წირები 

4 1090 1.0–- / 
#4 8 1100 

0.5- C 210.0 
0.0L გ 21090 

ხ 410.0 
X5- სხ 5100 
-1.0–- 8 CღC 610.0 
15L ს 710.0 
„ 1 810.0 
-2.0– # # 910.0 
-25L ს I-C 7 
-3.0 ! ! ' ' „”ს–> ! ! ღ- 
  

3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -L.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 20 X, 

ნახ. 4.34 

(4.187) ფუნქცია, გარდა იმისა, რომ მკვეთრად გამოხატული ,,ხევებით“ ხასიათ- 

დება, მულტიმოდალურია. მას მოცემულ არეში ორი ექსტრემუმი გააჩნია, რომელ- 

თაგან X, =II; 1; 111) აბსოლუტური მინიმუმის წერტილია, სადაც # =7/' (X, 1=0, 

ხოლო X) =L-IL 11:11) - ლოკალური მინიმუმის წერტილი, სადაც # = #(Xა) =4. 

მესამე შემთხვევაში საოპტიმიზაციო ფუნქციას წარმოადგენს როზენბროკის ფუნქ- 

ცია (1101 

#(X) =100C. –X2)? +(1-X,), (4.188) 

რომლის ტოპოლოგია წარმოდგენილია ნახ. 4.35-ზე აღნიშნულ ფუნქციას მინიმუმი 

გააჩნია წერტილში X =(I;:1), სადაც / = / (+. )1=0. როზენბროკის ფუნქცია გეო- 

მეტრიულად ასახავს ე.წ. „ვიწრო ხევს, რომელიც X. =Xჯ; პარაბოლის გასწვრივ 

მდებარეობს. 

მეთოდების ეფექტურობის შესაფასებლად და მათი შესაძლებლობების გამოვლენის 

მიზნით ტესტურ ამოცანებზე ჩატარდა ექსპერიმენტები რომლის თანახმად 

წ წ (X),XC)) პარამეტრის მიხედვით ერთმანეთს შედარღა ხუთი სხვადასხვა მეთოდი: 
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2#გ #(CX)=100(X, – X2)? +C – ე)? 

  

2.0L I. , ღონის წირები 

· 4 2.0 
' "2 ვ 100 

1.0 ჩ> C 5090 
L 8 ხხ 100-0 

4 სხ 150.0 
00“ 8 #L 200.0 

- C თ 250-0 
L ს ხ 300.0 

10 MX I ჟ350-0 
L 7-1 400.0 

-2.0– V 
I ' I I I ' I L I -   
  

ნახ. 4.35 

უსწრაფესი დაშვების, ფლეთჩერ-რივსის, დევიდონ-ფლეთჩერ-პაუელის, ბროიდენ- 
ფლეთჩერ-შენოსა და სიმძიმის ცენტრების მეთოდები. 

უსწრაფესი დაშვების, ფლეთჩერ-რივსის, დევიდონ-ფლეთჩერ-პაუელის და ბროი- 

დენ-ფლეთჩერ-შენოს მეთოდებში გადაადგილების ბიჯის მინიმიზაციისათვის გამოყენე- 

ბულია ერთგანზომილებიანი ოპტიმიზაციის სამი სხვადასხვა მეთოდი: დიხოტომიის, 

ოქროს კვეთის და კუბური აპროქსიმაციის მეთოდები. ყველა ძირითად მეთოდში ექს- 

ტრემუმის ძებნა ერთი და იგივე საწყისი წერტილიდან იწყება: 

პირველ ტესტურ ამოცანაში - »ჯ") = (0.5; 0.5) ; 

მეორე ტესტურ ამოცანაში - XL =(-3; –1; –3; –I) ; 

მესამე ტესტურ ამოცანაში - ჯ“ =L–1.2; 1.01. 

პირველი ტესტური ამოცანის გამოკვლევის შედეგები მოცემულია 4.10 ცხრილში, 

მეორე ტესტური ამოცანის შედეგები - 4.11 ცხრილში, ხოლო მესამე ტესტური ამო- 

ცანის გამოკვლევის შედეგები - 4.12 ცხრილში. 

სიმძიმის ცენტრების მეთოდში ოპტიმალური ამონახსნის დასაზუსტებლად გამოყე- 

ნებულია ექსტრემუმის ძებნის პირველი რიგის უმარტივესი დეტერმინირებული მე- 

თოდი - გრადიენტული მეთოდი მუდმივი ბიჯით. მისი საშუალებით გადაწყეტილ 

იქნა სამივე ტესტური ამოცანა, რომელთა შედეგები წარმოდგენილია 4.13, 4.14, 4.15 

ცხრილებში. 
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მეთოდების შედარება გამოთვლითი ექსპერიმენტების საფუძველზე 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

                

მეთოდი შედეგი 

ძირითადი დამხმარე # ? 

დიხოტომიის მეთოდი 1.744 | 1026 

უსწრაფესი დაშვების ოქროს კვეთის მეთოდი 1.744 688 

მეთოდი კუბური აპროქსიმაციის 1744 171 

მეთოდი 

დიხოტომიის მეთოდი 1.744 249 

ფლეთჩერ-რივსის მე- ოქროს კვეთის მეთოდი 1.744 199 

თოდი კუბური აპროქსიმაციის 1,744 9 

მეთოდი 

დიხოტომიის მეთოდი 1.744 232 

დევიდონ-ფლეთჩერ- ოქროს კვეთის მეთოდი 1.744 | 184 

პაუელის მეთოდი კუბური აპროქსიმაციის 1744 | 262 

მეთოდი 

დიხოტომიის მეთოდი 1.744 226 

ბროიდენ-ფლეთჩერ- ოქროს კვეთის მეთოდი 1.744 176 

შენოს მეთოდი კუბური აპროქსიმაციის 1744 133 

მეთოდი 

სიმძიმის ცენტრების გრადიენტული მეთოდი 1744 | 215 

მეთოდი მუღმივი ბიჯით · 

ცხრილი 4.10 
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უპირობო ოპტიმიზაციის არაწრფივი ამოცანების გადაწყვეტის მეთოდები 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

            

მეთოდი შედეგი 

X ძირითადი დამხმარე # 0 

დიხოტომიის მეთოდი 3.74:10” | 39503 

1 უსწრაფესი დაშვების ოქროს კვეთის მეთოდი 1.74:10” | 29692 

მეთოდი კუბური აპროქსიმაციის 8.36.10- | 20007 

მეთოდი 6 

დიხოტომიის მეთოდი 1.3:10“'" | 1257 

2 ფლეთჩერ-რივსის ოქროს კვეთის მეთოდი 1.2:10“5 942 

მეთოდი კუბური აპროქსიმაციის 2.0:10” | 244 

მეთოდი 

დიხოტომიის მეთოდი 3.9:107 | 2404 

3 დევიდონ-ფლეთჩერ- ოქროს კვეთის მეთოდი 3.7'1077 1895 

პაუელის მეთოდი კუბური აპროქსიმაციის 9.510'' | 727 

მეთოდი 

დიხოტომიის მეთოდი 2.2110”7 | 2054 

4 ბროიდენ-ფლეთჩერ- ოქროს კვეთის მეთოდი 2.0:107? 1650 

შენოს მეთოდი კუბური აპროქსიმაციის 2.3:10” 410 

მეთოდი 

5 სიმძიმის ცენტრების გრადიენტული მეთოდი 1.75:10“” | 984 

მეთოდი მუდმივი ბიჯით 
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ცხრილი 4.11 

 



მეთოდების შედარება გამოთვლითი ექსპერიმენტების საფუძველზე 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

              
  

მეთოდი შედეგი 

ძირითადი დამხმარე # ? 

დიზოტომიის მეთოდი 1.1010'? | 38424 
უსწრაფესი დაშვების ოქროს კვეთის მეთოდი 1.25:10 წ) 4066 

მეთოდი კუბური აპროქსიმაციის 619109? | 10685 

მეთოდი 

დიხოტომიის მეთოდი 3.24:10“5 9088 

ფლეთჩერ-რივსის ოქროს კვეთის მეთოდი 5.91:10“9 805 

მეთოდი კუბური აპროქსიმაციის 2 77:10” 273 

მეთოდი 

დიხოტომიის მეთოდი 2.45:10 977 

დევიდონ-ფლეთჩერ- ოქროს კვეთის მეთოდი 2.39:10' 656 

მ პაუელის ეთოდი კუბური აპროქსიმაციის 430-10-ზ 239 

"მეთოდი 

დიხოტომიის მეთოდი 5.610 5 932 

ბროიდენ-ფლეთჩერ- ოქროს კვეთის მეთოდი 3.6:10-5 740 

შენოს მეთოდი კუბური აპროქსიმაციის 39109 204 

მეთოდი 

სიმძიმის ცენტრების გრადიენტული მეთოდი 1 8-5 
1.1:10 357 

მეთოდი მუდმივი ბიჯით 

ცხრილი 4.12 
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უპირობო ოპტიმიზაციის არაწრფივი ამოცანების გადაწყვეტის მეთოდები 

  

  

        

  

  

  

  

          

იზონ-ფენტონის ტეს- 

ტური ამოცანა ” 5 < 2: 

1 583116.2 0.1855 0.7165 
2 518325.7 0.1855 0.7165 
3 453535.2 0.1855 0.7165 
4 388744.8 0.1855 0.7165 სტატისტიკური 

ლს დი ები 5 323954.3 0.1855 0.7165 
ცი V = 100; 6 259163.8 0.1855 0.7165 

- 7 194373.3 0.1855 0.7165 
8 129582.8 0.1855 0.7165 
9 64792.4 0.1855 0.7615 
10 1.8698 1.9324 2.1381 

მააპროქსიმებელი პო- Xჯ, = 0.0397 ჯ” – 0.3415 ი +0.7096 

ლინომები X, =0.0323 ი” – 0.2779 ი +1.1430 

ს 11.00 

ამონახსნი #' =1.744402 

დანაკარგები 139 

ოპტიმალური X, =1.743896; X, = 2.030018; 

ამონახსნის დაზუსტება # =1.744152 

ჯამური დანაკარგები 215 

ცხრილი 4.13 
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მეთოდების შედარება გამოთვლითი ექსპერიმენტების საფუძველზე 

  

  

            
  

  

  

  

          

გუდის 
ტესტური ამოცანა ” 5 2 25 %3 % 

1 | 1162.49 | 1.2834 | 0.9372 | 1.2095 | 0.9595 
2 | 1035.20 | 1.2134 | 0.9602 | 1.2131 | 0.9196 
3 | 907.9! | 1.1653 | 1.0298 | 1.2083 | 0.9569 
4 | 780.61 | 1.1608 | 1.0952 | 1.1433 | 0.9968 

სტატისტიკური 5 | 653.32 | 1.0979 | 1.0976 | 1.0462 | 0.9784 
ცდები!“ გედეგები 6 | 526.03 | 0.9830 | 1.1264 | 1.0597 | 0.9821 

- 7 | 398.74 | 0.8546 | 1.2146 | 0.9307 | 1.0628 
8 | 271.44 | 0.7975 | 1.1826 | 0.8289 | 0.9914 
9 | 144.15 | 0.7803 | 0.9254 | 0.6796 | 0.9765 
10 | 16.86 | 0.5178 | 0.5706 | 1.0243 | 1.2241 

X, = –0.0058 ი” –0.0135 ი +1.2837 

მააპროქსიმებელი »ჯ; = –0.0198 ი” + 0.2030 ი + 0.6587 
პოლინომები X, = 0.0019 6? –0.0691 2 +1.3406 

X, =  0.0035 ი” –0.0194 ი + 0.9768 

წ 5.00 

ვორ X, =1.070761; X; =1.179384; 
ოპტიმალუ >" · ჯ”= . ამონახსნი Xვ =1.043040; ჯ; =0.967230; 

#' =1.64505 
დანაკარგები 585 

ოპტიმალური »X, = 1.066131; X.= 1.137521; 
ამონახსნის X, = 0.927334; X, = 0.860746; 

დაზუსტება # =0.017499 

ჯამური დანაკარგები 984 

ცხრილი 4.14 
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უპირობო ოპტიმიზაციის არაწრფივი ამოცანების გადაწყვეტის მეთოდები 

  

  

      

როზენბროკის ” C X > 

ტესტური ამოცანა - 

1 | 24750.81 -0.0152 -1.2358 
2 | 4223.26 0.4279 -1.0821 
3 | 3695.70 -0.0725 - 0.9574 
4 | 3168.15 0.2669 - 0.8658 

სტატისტიკური 5 | 2640.59 0.3393 - 0.6811 
ცდების შედეგები 6 | 2113.04 0.0618 - 07252 

# =200 7 | 1585.48 - 0.0020 - 0.5872 
8 | 105792 | –-0.0180 – 0.0079 
-–!ს 530137 – 0.0556 0.2430 

10 | 2.8124 1.2085 1.5902 
  
მააპროქსიმებელი პოლი– X, =0.0212 ი? –0.1918 # + 0.4532 

  

  

  

  

    
ნომები X. =0.0432 ი? –0.2310 ი – 0.8228 

წუ 7.9375 

ოპტიმალური Xჯ, =0.265899; X. = 0.063984; 
ამონახსნი # ” =0.543417 

დანაკარგები 253 

ოპტიმალური Xჯ- =0.997048; X:= 0.993955 
ამონახსნის დაზუსტება # =0.00001 

ჯამური დანაკარგები 357   
  

ცხრილი 4.15 

 



მეთოდების შედარება გამოთვლითი ექსპერიმენტების საფუძველზე 

პირველ ტესტურ ამოცანაში სიმძიმის ცენტრების მეთოდის დანაკარგებმა შეადგი- 

ნა # = 215, რომელიც ეტაპების მიხედვით შემდეგნაირად განაწილდა, გამოთვლების 

პირველ ეტაპზე ჩატარდა 5=10 რაოდენობის წინასწარი სტატისტიკური ცდების სე- 

რია და დანაკარგებმა შესაბამისად შეადგინა /#) = 10. 

გამოთვლების მეორე ეტაპზე, სადაც ჩატარდა MV =100 რაოდენობის ძირითადი 

სტატისტიკური ცდა, დანაკარგებმა შეადგინა /2, =100, ხოლო მესამე ეტაპზე ექსტ- 

რემუმის კოორდინატების მიახლოებით მნიშვნელობების განსაზღვრისათვის დანაკარ- 

გებმა შეადგინა /7კ =29. სამი ეტაპის ჯამში, სადაც /, + /; + 0კ =139, მიღებულ 

იქნა მინიმუმის შემდეგი მიახლოებითი მნიშვნელობა. X, =1.7577, +X; =1.9960, 

# ” =1.7444. მიღებული შედეგის გრადიენტული მეთოდით დაზუსტებისათვის საჭირო 

გახდა საოპტიმიზაციო ფუნქციის /, =76-ჯერ გამოთვლა, რის შედეგად განსაზღვ- 

რულ იქნა ამოცანის ოპტიმალური ამონახსნი ჯ, =1.7439, X, = 2.0300, # =1.744. 

ამგვარად, პირველ ტექსტურ ამოცანაში სიმძიმის ცენტრების მეთოდის ჯამური 

დანაკარგები პროცენტულად შემდეგნაირად განაწილდა: ექსტრემუმის მიახლოებითი 

წერტილის განსაზღვრაზე - 64.4%, ხოლო მის დაზუსტებაზე - 35.4%, 

პირველ ტესტურ ამოცანაში მინიმალური დანაკარგების მხრივ განსაკუთრებით გა- 

მოირჩევა ფლეთჩერ-რივსისას და ბროიდენ-ფლეთჩერ-შენოს მეთოდები, რომლებიც 

გადაადგილების ბიჯის განსაზღვრისათვის კუბური აპროქსიმაციის დამხმარე მეთოდს 

იყენებს. მათი დანაკარგები შესაბამისად ტოლია #0 =92 და /0=133. ცხადია, მოცე- 

მულ შემთხვევაში, აღნიშნული მეთოდების ეფექტურობა სწრაფქმედების მიხედვით 

მაღალია. მაგრამ თუ გავითვალისწინებთ იმას, რომ სიმძიმის ცენტრების მეთოდის 

გარდა, ყველა დანარჩენი მეთოდის დანაკარგების სიდიდე საწყისი ჯი) წერტილის 

შერჩევაზეა დამოკიდებული, მაშინ აღნიშნული მეთოდების ეფექტურობის განსაზღვ- 

რაში გარკვეული კორექტივების შეტანაა საჭირო. 

მეორე ტესტურ ამოცანაში სიმძიმის ცენტრების მეთოდის დანაკარგებმა შეადგინა 

0 =984 ,რომელიც ეტაპების მიხედვით შემდეგნაირად განაწილდა: /, = 50, /ე = 500, 

#კ =35, 0, =399. ჯამური დანაკარგების 59,4% მოხმარდა მინიმუმის მიახლოები- 

თი მნიშვნელობის განსაზღვრას, ხოლო 40,6% - მის დაზუსტებას. ისევე, როგორც 

წინა შემთხვევაში, დანაკარგების მზრივ საუკეთესო შედეგები აღმოაჩნდა ფლეთჩერ- 

რივსისა და ბროიდენ-ფლეთჩერ-შენოს შეთოდებს, რომლებიც გადაადგილების ოპტი- 

მალური ბიჯის განსაზღვრისათვის კუბური აპროქსიმაციის მეთოდს იყენებს. 

მესამე ტესტურ ამოცანაში სიმძიმის ცენტრების მეთოდის დანაკარგებმა შეადგინა 

0=3597, რომელიც ეტაპების მიხედვით შემდეგნაირად განაწილდა. /, =20, 

#0; =200,/კ =33,/0, =104. ჯამური დანაკარგების 71% მოხმარდა მინიმუმის მიახ- 

ლოებითი მნიშვნელობის განსაზღვრას, ხოლო 29% - მის დაზუსტებას. ამ შემთხვე- 

გაშიც მინიმალური დანაკარგებით გამოირჩევა ფლეთჩერ-რივსისა და ბროიდენ-ფლეთ- 

ჩერ-შენოს მეთოდები. 
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უპირობო ოპტიმიზაციის არაწრფივი ამოცანების გადაწუვეტის მეთოდები 

ამგვარად, ტესტურ ამოცანებზე ჩატარებული ექსპერიმენტების საფუძველზე შეიძ- . 
ლება დავასკვნათ შემდეგი. სიმძიმის ცენტრების მეთოდი მიახლოებითი მეთოდია, 

რომელიც დასაშვები სიზუსტით აბსოლუტური ექსტრემუმის განსაზღვრის საშუალე- 

ბას იძლევა. სწრაფქმედების მიხედვით მისი ეფექტურობა არ არის დამოკიდებული 

საწყისი წერტილის შერჩევაზე და ამიტომ სხვადასხვა სირთულის ამოცანების გა- 

დაწყვეტისას მის დანაკარგებს ძირითადად სტატისტიკური ცდების რაოდენობა და 

ექსტრემუმის ძებნის დამხმარე ალგორითმი განაპირობებს. რაოდენობის სტატის- 

ტიკური ცდების ჩატარების შედეგად, იგი შედარებით სწრაფად ახდენს აბსოლუტუ- 

რი ექსტრემუმის მიდამოს ლოკალიზებას, რომელშიც წებისმიერი ლოკალური დე- 

ტერმინირებული მეთოდით შესაძლებელია ოპტიმუმის დაზუსტება. ცხადია, ექსტრე- 

მუმის ძებნის საბოლოო სტადიაზე შედარებით სწრაფქმედი ალგორითმის გამოყენება 

მნიშვნელოვნად შეამცირებს დანაკარგების სიდიდეს და მეთოდის ეფექტურობის მაჩ- 

ვენებლებს კიდევ უფრო გააუმჯობესებს. 
სიმძიმს ცენტრების მეთოდის ეფექტურობა განსაკუთრებით თვალსაჩინოა დიდი 

განზომილების ამოცანებში, სადაც დამოუკიდებელი M ცვლადების რაოდენობის გაზრ- 

და პირველი და მეორე რიგის დეტერმინირებული მეთოდების შრომატევადობის 

ზრდას იწვევს დაახლოებით »”” -ჯერ კვადრატული ფუნქციებისათვის და »" -ჯერ 
არაკვადრატული ფუნქციებისათვის. როგორც ცნობილია, აღნიშნული კლასის მეთო- 

დებში, სადაც ექსტრემუმთან მიახლოების სტრატეგია შესაბამისად (4.73) და (4.90) 

რეკურენტული ფორმულების საფუძველზე განისაზღვრება, M#-ური იტერაციის თითო- 

ეულ წერტილში მიმართულების ვექტორის განსაზღვრისათვის აუცილებელია საოპ- 

ტიმიზაციო ფუნქციის შესაბამისად (1+1)-ჯერ და #M(CI+1)/2-ჯერ გამოთვლა. თუ იტ- 

ერაციების რიცხვს აღვნიშნავთ #I-ით, მაშინ მათი საშუალო ჯამური დანაკარგები 

ტოლი იქნება: 

#' = MI(0.25ი” + 0.75M +0.5). (4.189) 

სიმძიმის ცენტრების მეთოდის შრომატევადობა ცვლადის ”M რაოდენობის გაზრდით 

არ იცვლება. იგი მხოლოდ სტატისტიკური ცდების რაოდენობაზეა დამოკიდებული. 

რადგან, ძირითადი ალგორითმის თანახმად, პირველ ეტაპზე #X) ფუნქციის გამოთვლა 

აუცილებელია /, =0.1M ჯერ, მეორე ეტაპზე - ,2, =M -ჯერ, მესამე ეტაპზე, 
(4.158) დამხმარე ამოცანის გადასაწყვეტად, საოპტიმიზაციო ფუნქციის გამოთვლა 

არ აღემატება /კ =0.3V სიდიდეს, ხოლო მეოთხე ეტაპზე, ოპტიმალური ამონა– 

ხსნის დასაზუსტებლად, შეიძლება დავუშვათ /, =MV, ამიტომ ჯამური დანაკარგე- 

ბისათვის გვექნება 
#0" = ი, + 0: + 0 +020, =2.4M. (4.190) 

მეთოდების სწრაფქმედების მიხედვით შესადარებლად (4.189) და (4.190) გამოსახუ- 
ლებები ერთმანეთს გავუტოლოთ და განვსაზღვროთ 7I-ის მიმართ: 

„ა=- 2M# ტ.191) 
0.25»? +0.75M+0.5 
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მეთოდების შედარება გამოთვლითი ექსპერიმენტების საფუძველზე 

(4.191) დამოკიდებულების საფუძველზე, M-ის კონკრეტული მნიშვნელობის დროს, 

7 ცვლადისა და #7 იტერაციის ის რაოდენობა განისაზღვრება, რომლის დროსაც სიმ- 

ძიმის ცენტრების მეთოდისა და ზემოთ აღნიშნული დეტერმინირებული მეთოდების 

შრომატეგადობა (სწრაფქმედება, დანაკარგები) თანაბარია. (4.191) გამოსახულების 

საფუძველზე აგებული წირების ოჯახი (ნახ. 4.36) საშუალებას გვაძლევს ვიმსჯე- 

ლოთ იმის შესახებ, თუ ოპტიმიზაციის მოცემული ამოცანა რომელი მეთოდით უფ- 

რო სწრაფად გადაწყდება. ასე, მაგალითად, როცა M =100, მაშინ #4 წირის დაშ- 

ტრიხული არე ამოცანის ისეთ პარამეტრებს შეესაბამება, რომლის დროსაც სიმძიმის 

ცენტრების მეთოდის გამოყენება უფრო მიზანშეწონილია. მის საპირისპირო არეში კი 

უპირატესობა პირველ და მეორე რიგის დეტერმინირებულ მეთოდებს ეკუთვნის. რო- 

ცა M=500, მაშინ 8 წირის დაშტრიხული არე ამოცანის ისეთ პარამეტრებს შეე- 

საბამება, როცა სიმძიმის ცენტრების მეთოდის გამოყენება უფრო მიზანშეწონილია 

და ა.შ. 

”.#M 

320-+ 

280– - 

240–- 

4 წირი - MV =100 

8 წირი –-– M=500 

C წირი – M=1000 

200– ( 

160– 

120– 

  

80-     40 -–I , ;   ! I 1 I I 
მ 10 20 30 40 50 3
7
 

, ნახ. 4.36 

ამგვარად, ჩატარებული კვლევის საფუძველზე შეიძლება დავასკვნათ, რომ სიმძი- 

მის ცენტრების მეთოდი მისაღები სიზუსტითა და კომპიუტერული დროის უმნიშვნე- 

ლო დანახარჯებით უზრუნველყოფს ექსტრემალური ამოცანების გადაწყვეტას. მისი 

ეფექტურობა განსაკუთრებით თვალსაჩინოა მრავალგანზომილებიან ამოცანებში, რაც 

ესოდენ მნიშვნელოვანია საინჟინრო პრაქტიკაში. 
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თავი მეხუთე 

პირობითი ოპტიმიზაციის არაწრფივი 

ამოცანების გადაწყვეტის მეთოდები 

95. არაწრფივი დაპრობრამების ამოცანების 

გეომეტრიული ინტერპრეტაცია 

განვიხილოთ არაწრფივი დაპროგრამების ზოგადი ამოცანა 

იიმXL/CX) | §(>) < 0; X(X) = 0; X C #”), 6.1) 

სადაც 7(X), 8§(X) და M(X) არაწრფივი ფუნქციებია. 
მოცემული ამოცანის დასაშვებ ამონახსნების სიმრავლე 

C = (XC #”| §(X) <0; XC>) =0 | (5.2) 

გეომეტრიულად წარმოადგენს ამოზნექილ ან არაამოზნექილ შემოსაზღვრულ არეს. 

ამოცანის თანახმად, საჭიროა მოიძებნოს საოპტიმიზაციო ცვლადი ვექტორის ისეთი 

დასაშვები X =(X,X,-.,X.) C 6) მნიშვნელობა, რომლის დროსაც ადგილი ექნება 

შემდეგი პირობის შესრულებას: 

#(CXI ,X2,--,X,) > #/Cე,Xა,-.აX,) VLCX,,X.,...,X,) C §პბ. (5.3) 

(5.1) ამოცანის ამოხსნა, ზოგად შემთხვევაში რთულ პრობლემას წარმოადგენს, 

რომელიც განპირობებულია /(X), §(X) ღა M(X) ფუნქციების გამოსახულებებში 

არაწრფივობის არსებობით. განსაკუთრებით სერიოზულ პრობლემებთანაა დაკავშირე- 

ბული არაწრფივი დაპროგრამების არაამოზნექილი ამოცანების გადაწყვეტა (142, 

145), რომელთა ძირითად დამახასიათებელ თავისებურებას, არაწრფივობასთან ერთად, 

მულტიმოდალურობა ანუ მიზნის ფუნქციაში რამდენიმე ექსტრემუმის არსებობა წარ- 

მოადგენს. როგორც ცნობილია, ასეთ შემთხვევაში, საჭიროა /(X) ფუნქციის აბსო- 

ლუტური (გლობალური) ექსტრემუმის განსაზღვრა. 
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არაწრფივი დაპროგრამების ამოცანების გეომეტრიული ინტერპრეტაცია 

ზოგად შემთხვევაში, არაწრფივი დაპროგრამების ამოცანის ოპტიმალური ამონახ- 

სნის მოძებნა დაიყვანება დასაშვებ ამონახსნთა §– სიმრავლის ისეთი წერტილის გან- 

საზღვრაზე რომელზეც გაივლის უმაღლესი დონის /#(X,,X,,..,X„)=22 ჰიპერ- 

ზედაპირი. აღნიშნული წერტილი შეიძლება მდებარეობდეს დასაშვები არის როგორც 

საზღვარზე, ისე მის შიგნით. 

(5.1) ამოცანის ოპტიმალური ამონახსნის მოძებნის გეომეტრიული ინტერპრეტაცია 

მოიცავს შემდეგ ეტაპებს: 

1. განისაზღვრება დასაშვებ ამონახსნების §'“ არე (როცა §) ცარიელი სიმრავლეა, 

მაშინ ამოცანას ამონახსნი არ გააჩნია); 

(%
) აიგება ჰიპერზედაპირი /#(X,,X.,..აX,) = 2; 

3. განისაზღვრება უმაღლესი დონის ჰიპერზედაპირი ან დასაშვებ ამონახსნების §) 

სიმრავლეზე /(X) ფუნქციის ზემოდან შემოუსაზლვრელობის გამო დადგინდება 

ის შემთხვევა, როცა ამოცანას ამონახსნი არ გააჩნია; 

4. განისაზღვრება §2X სიმრავლის ის X წერტილი, რომელზეც გაივლის უმაღლესი 

დონის ჰიპერზედაპირი და ამ წერტილში გამოითვლება მიზნის ფუნქციის მნიშვ- 

ნელობა # =/(ჯ). 

მაბალითი 51 მოცემულია მიზნის ფუნქცია 

X#C») = 6», – X; + X. (5.4) 

ვიპოვოთ /(X) ფუნქციის მაქსიმალური მნიშვნელობა, როცა ადგილი აქვს უტოლო- 

ბათა შემდეგი სისტემის დაკმაყოფილებას: 

2X, +3X, < 24, 

X, +2X, <15, 

3X, + 2X. < 24, C.5) 

Xე <4, 

X, Xე >0. 

ამოხსნა. ვინაიდან მიზნის #X) ფუნქცია არაწრფივია, ამიტომ (5.4)-(5.5) ამოცანა 

არაწრფივი დაპროგრამების ამოცანას წარმოადგენს. მოცემული ამოცანის დასაშვებ 

ამონახსნების არე 0#8C მრავალკუთხედია (ნახ. 5.1). მაშასადამე, ამოცანის გადა- 

საწყვეტად საჭიროა განვსაზღვროთ 0#8C მრავალკუთხედის ისეთი წერტილი, რო- 

მელშიც მიზნის ფუნქცია მაქსიმალურ მნიშვნელობას აღწევს. ავაგოთ დონის წირი 

# =06X», –-X +X =2, სადაც 2 რაღაც მუდმივი სიდიდეა, და 2-ის სხვადასხვა მნიშ- 
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ვნელობის დროს იგი გამოვიკვლიოთ. 7-ის თითოეულ მნიშვნელობას შეესაბამება პა- 

რაბოლა, რომელიც 0X, ღერძიდან მით უფრო დაშორებულია, რაც უფრო მეტია 2. 

ცხადია, ფუნქცია მაქსიმალურ მნიშვნელობას მიაღწევს ერთ-ერთი პარაბოლის 

048C მრავალკუთხედთან შეხების წერტილში, ე.ი. ს წერტილში (ნახ. 5.1), სადაც 

დონის წირი / =6X, – X- +X. =13 0#8C მრავალკუთხედის #8 გვერდს ეხება. ს 

წერტილის კოორდინატები შეიძლება განისაზღვროს განტოლებათა შემდეგი სისტე- 

მიდან: 

რომლის ამოხსნის შედეგად მივიღებთ X, =3;: X, =4. ოპტიმალურ წერტილში გა- 

მოთვლილი ფუნქციის მნიშვნელობაა /  = /(X,,X-)=13. 

  

  

  
ნახ, 5.1 

როგორც ვხედავთ, (5.4)-(5.5) ამოცანის ოპტიმალური ამონახსნი, მართალია, და- 
საშვებ ამონახსნთა მრავალკუთხედის საზღვარზე მდებარეობს, მაგრამ იგი მის წვე- 

როს არ წარმოადგენს. ამიტომ მრავალკუთხედის წვეროების გადარჩევის პროცე- 
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არაწრფივი დაპროგრამების ამოცანების გეომეტრიული ინტერპრეტაცია 

დურა, რომელსაც ადგილი აქვს წრფივი დაპროგრამებაში, მოცემულ ამოცანაში არ 

გამოიყენება. 

მაბგალითი 52 მოცემულია მიზნის ფუნქცია 

#00 =C, –3)1 +C – 4). (5.6) 
ვიპოვოთ /(»X) ფუნქციის მაქსიმალური და მინიმალური მნიშვნელობა, როცა ადგი- 

ლი აქვს განტოლებათა შემდეგი სისტემის დაკმაყოფილებას: 

3X, +2X. > 7, 

10X, – X. <8, (5.7) 

–18X, +4X. <12, 

X, Xე >0. 

10X,-> =8 

X2·4# 8X,+4X.=12     

     

(თ-3)?+(X---4)? = 65 
-–_–-->X>.>>>>V> > 

ნახ. 5.2 

ამოხსნა. მოცემულ ამოცანაში დასაშვებ ამონახსნთა არეს #48C სამკუთხედი წარ- 

მოადგენს (ნახ. 5.2), ხოლო დონის წირებს - წრეწირი (X, –3)" +(X, – 4)? = 2 

ცენტრით L(C3;4) წერტილში და #7 =+V2 რადიუსით. ცხადია, 2 სიდიდის გაზრდის 
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ან შემცირების შემთხვევაში / ფუნქციის მნიშვნელობა შესაბამისად გაიზრდება ან 

შემცირდება. 
თუ შემოვხაზავთ სხვადასხვა რადიუსიან წრეწირებს ცენტრით L წერტილში, 

დავინახავთ, რომ მიზნის ფუნქცია მინიმალურ მნიშვნელობას აღწევს L. წერტილში, 

სადაც წრეწირი ეხება დასაშვებ ამონახსნთა მრავალკუთხედს. ამ წერტილის კოორ- 

დინატების განსაზღვრისათვის ვისარგებლოთ 10X, – X, =% წრფისა და L) წერტილ- 

ში წრეწირის მხების საკუთხო კოეფიციენტების ტოლობით. 

წარმოვადგინოთ წრფის ზოგადი განტოლება შემდეგი სახით: X. =10X, – 8, საი- 

დანაც ჩანს, რომ მისი საკუთხო კოეფიციენტი ტოლია X, =10. 

L წერტილში წრეწირის მხების საკუთხო კოეფიციენტი განვსაზღვროთ როგორც 

მოცემული ფუნქციის წარმოებულის მნიშვნელობა ამავე წერტილში. (5.6) გამო- 

სახულებაში X». განვიხილოთ როგორც X, ცვლადის არაცხადი ფუნქცია, რომლის 

გაწარმოებით მივიღებთ 

2(X, – 3)+ 2(X. – 4)X. =0, 

საიდანაც 

Xე = MX. = –(X, – 2)/(Xც – 4). 

რადგან #M, =#., ამიტომ გვექნება X, +10X. =43. თუ უკანასკნელ განტოლებასთან 

ერთად განვიხილავთ იმ წრფის განტოლებას, რომელზეც ხს წერტილი ძევს, მივი- 

ღებთ შემდეგ, სისტემას: 
| »ჯ, +10X. = 43 

10X – X. =8, 

საიდანაც X,,, =123/101:X,,, = 422/101. ამგვარად, 

2 2 #08 “(42 ა! 324. 
101 101 101 

მიზნის ფუნქციის მაქსიმალური მნიშვნელობა, როგორც ნახ. 5.2-დან ჩანს, 8C და 

#ტC მონაკვეთების გადაკვეთის C წერტილში მიიღწევა. ამ უკანასკნელის კოორდინა- 

ტები განისაზღვრება განტოლებათა შემდეგი სისტემის ამოხსნით: 

10X, – X- =8 

–18X, +4X, =12 

და იგი ტოლია: X.> =2, +. =12. ამგვარად, 

#>„ =(2–3)? +012 –4)? =65. 
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5.2 ლაბრანშის მამრამლთა მეთოდი 

განვიხილოთ არაწრფივი დაპროგრამების ზოგადი ამოცანის კერძო შემთხვევა 

თ2XI /(CX) | M,(X) =ხ,,1=1,; X C #1, (5.8) 

სადაც /(X) და X#(X) არაწრფივი უწყვეტი ფუნქციებია და ნებისმიერ XC #” წერ- 

ტილში მათ პირველი და მეორე რიგის უწყვეტი წარმოებულები გააჩნია. 

(5.8) ამოცანა, რომელშიც დასაშვებ ამონახსნთა §' სიმრავლე მხოლოდ ტოლობე- 

ბით მოცემული შეზლუდვებითაა განსაზღვრული, მათემატიკური ანალიზის კურსიდან 

ცნობილია როგორც ოპტიმიზაციის კლასიკური ამოცანა. 

აღნიშნული ამოცანის გადასაწყვეტად შემოგვაქვს ცვლადების რალაც ნაკრები 

რრ4- არეს რომელსაც მამრავლებს უწოდებენ, ვადგენთ ლაგრანჟის ფუნქციას 

LC- X5,-. აგარა რვ: რი)“ / (XX... X, )+2 20, – M,(X,,X5,-·X,)), (5.9) 

ვეძებთ კერძო წარმოებულებს <-, 7=1,M, -_–. – და განვიხილავთ #M+7? 
/ 0”, 

ცვლადის 7+7 განტოლებათა აი 

X XV 2. %_ი ,-ი» თ, 0, 222 7 
C5.1თ) 

მL 
–-=ხ – M,(X,X5,..ს)X,) = 0, ;=1,M. 
მ#, 

(510) სისტემის ყოველი ამონახსნი განსაზღვრავს X" = (XI, X5,--.,X9)” წერ- 

ტილს, რომელშიც /#(X,,X:,--.სX,) ფუნქციის ექსტრემუმი შეიძლება არსებობდეს. 

აქედან გამომდინარე, ლაგრანჟის მამრავლთა მეთოდით მინიმიზაციის (5.8) ამოცანის 

გადაწყვეტა ითვალისწინებს განტოლებათა (5.10) სისტემის ამოხსნის საფუძველზე 

სტაციონარული წერტილების განსაზღვრას და მათ შემდგომ გამოკვლევას ოპტიმა- 

ლური ამონახსნის დასადგენად. 

ამგვარად, ლაგრანჟის მამრავლთა მეთოდით ოპტიმიზაციის პროცესი შემდეგ ეტა- 

პებს მოიცავს: 

1. ლაგრანჟის ფუნქციის შედგენა;



პირობითი ოპტიმიზაციის არაწრფივი ამოცანების გადაწყვეტის მეთოდები 

2. X, და 2, ცვლადების მიხედვით ლაგრანჟის ფუნქციის კერძო წარმოებულების 

განსაზღვრა; 

3. განტოლებათა (5.10) სისტემის ამოხსნის საფუძველზე სტაციონარული წერტი- 

ლების განსაზღვრა; 

4 "სტაციონარული წერტილების გამოკვლევა და ოპტიმალური ამონახსნის დადგენა. 

მაგალითი 5.3. მოცემულია მიზნის ფუნქცია 

#CX) =4», +X; +8X, + X:. (5.11) 

ვიპოვოთ /(X) ფუნქციის მინიმალური მნიშვნელობა, როცა ადგილი აქვს შეზღუდ- 

ვათა შემდეგი პირობების დაკმაყოფილებას: 

X, + Xე =180, (5.12) 

X,>0, X. 20. (5.13) 

ამოხსნა. თავდაპირველად მოცემული ამოცანა გრაფიკულად ამოვხსნათ. (5.11)- 

(5.13) ამოცანაში დასაშვებ ამონახსნთა არეს #8 მონაკვეთი წარმოადგენს, ხოლო 

დონის წირებს - წრეწირები ცენტრით LLC-2;-4) წერტილში (ნახ. 5.3). 

    

XL 

VI 4 

_ ი 
. Xჯ, + X-=180 

ააა, 
LC _ X, 

ნახ. 5.3 

თუ L წერტილში სხვადასხვა რადიუსიან წრეწირებს შემოვხაზავთ, დავინახავთ 

რომ მიზნის ფუნქციის მინიმალური მნიშვნელობა L, წერტილშია. ამგვარად, საჭი- 

როა ს წერტილის კოორდინატების განსაზღვრა. ვინაიდან X, +X, =180 წრფის სა- 
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კუთხო კოეფიციენტი, რომელიც ტოლია M, =-1, 4X, +>X; +8X; +X: = 2 წრეწირის 

ს წერტილში გავლებული მხების საკუთხო კოეფიციენტს ემთხვევა, ამიტომ შეგვიძ- 

ლია დავწეროთ 

M. =Xე =-(2+7X,)/(4+7X.)= –1, 

საიდანაც X, – Xე =2. თუ უკანასკნელ განტოლებასთან ერთად განვიხილავთ წრფის 

განტოლებას, რომელზეც L) წერტილი ძევს, მივიღებთ განტოლებათა სისტემას 

X, – X) =2, 

X, + Xე =180, 

რომლის ამოხსნის შედეგად გვექნება X =91; X =89 და 7 =17 278. 

ამოვხსნათ იგივე ამოცანა ლაგრანჟის მამრავლთ მეთოდით, ე.ი. ვიპოვოთ (5.11) 

ფუნქციის მინიმალური მნიშვნელობა (5.12) პირობის გათვალისწინებით (საჭიროა 

შევნიშნოთ, რომ ლაგრანჟის მამრავლთა მეთოდის გამოყენების დროს საოპტიმიზა- 

ციო ცვლადების არაუარყოფითობის (5.13) პირობა უგულებელყოფილია). შევადგი- 

ნოთ ლაგრანჟის ფუნქცია 

LC ,X-, 2) = 4X, + X +8X, + X2 + 20180 – X, – X,), 

განვსაზღვროთ მისი კერძო წარმოებულები X,, Xე და #-ს მიხედვით და შევადგი- 

ნოთ განტოლებათა შემდეგი სისტემა: 

  

2 _ 4+2X, – 4=0, 
I 

2 _ 8+2X, – 4=0, 

2L =180-X, – X. =0, 
მ# · 

რომლის ამოხსნის შდეგად მივიღებთ X =91; X. =89; 2 =186. 

ამგვარად, მივიღეთ LL წერტილის კოორდინატები, რომელიც (5.12) პირობას აკმა- 

ყოფილებს. თუ გამოვიყენებთ მეორე რიგის კერძო წარმოებულებს, შეიძლება ვაჩვე- 

ნოთ, რომ L წერტილი /(X) ფუნქციის პირობითი მინიმუმის წერტილია. 

საჭიროა აღინიშნოს, რომ იგივე შედეგი შეიძლება მიღებულ იქნეს იმ შემთხვევა- 

შიც, თუ /(X) ფუნქციის ექსტრემუმის განსაზღვრის ამოცანას /(X) -ის გარდაქმნის 

შედეგად მიღებულ #C–) ფუნქციის უპირობო ექსტრემუმის განსაზღვრის ამოცანაზე 
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დავიყვანთ. სახელდობრ, თუ (5.12) განტოლებიდან განესახღვრავთ X; =180-X, და 

ამ უკანასკნელს (5.11) გამოსახულებაში შევიტანთ, მივიღებთ ერთი ცვლადის ფუნქ- 

ციას 

# =4»X, +X? +8(180 – X,)+(180 – X,)?, 

რომლის სტაციონარული წერტილი განისაზღვრება შემდეგი განტოლებიდან: 

XV _ 4+2X, –8-2080-X,)=0 =>. 4X, -364=0, 
I 

საიდანაც X, = 91; X, =89. ზემოთ განხილულის ანალოგიურად შეიძლება დავად- 

გინოთ, რომ მიღებულ წერტილში / ფუნქციას მინიმალური მნიშვნელობა გააჩნია. 

ლაგრანჟის მამრავლთა მეთოდი შეიძლება გამოყენებულ იქნეს, აგრეთვე, იმ შემთ- 

ხვევაში, როცა შეზლუდვათა სისტემა უტოლობებითაა წარმოდგენილი. განვიხილოთ 

არაწრფივი დაპროგრამების ზოგადი ამოცანის შემდეგი კერძო შემთხვევა: 

თისი| MC) დ(2 <ხ; ჯC ჩ"), (5.14) 

აღნიშნული ამოცანის გადაწყვეტისათვის თავდაპირველად საჭიროა ვიპოვოთ 

#C) ფუნქციის უპირობო მინიმუმის წერტილები, რისთვისაც უნდა ამოიხსნას გან- 

ტოლება 
მ _ 
9/ -0, #=1». (5.15) 
მX, 

მიღებული წერტილებიდან შეირჩევა ის, რომლის კოორდინატები დააკმაყოფილებს 

მკაცრი უტოლობით განსაზღვრულ შეზღუდვას 

§(X) <ხ. (5.16) 

მეორე ეტაპზე საჭიროა ამოიხსნას განტოლებათა შემდეგი სისტემა: 

მ#/ _ 1.08. =0, #=17, 
მX, მX, (5.17) 

§(X) =ხ. 

(5.17) სისტემის ამოხსნის შედეგად მიღებული წერტილებისა და პირველ ეტაპ- 

ზე განსაზღდვრული წერტილების გამოკვლევის საფუძველზე დადგინდება (5.14) ამო- 

ცანის ოპტიმალური ამონახსნი. 
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5.3 ამოზნექილი ღდაპრობრამების ამოცანების 

ბადაწყვეტის მეთოლები 

განვიხილოთ არაწრფივი დაპროგრამების შემდეგი ამოცანა: 

0. 71»; XC”), (5.18) MV
 

წ) თხი| /C>LI 6) <ხ, 1= LX » 
სადაც /(X) და §,(») მრავალგანზომილებიანი ფუნქციებია. 

ასეთი ზოგადი ფორმით ფორმულირებული ამოცანის გადაწყვეტისათვის უნივერ- 

სალური და ეფექტური მეთოდი არ არსებობს. ეფექტური რიცხვითი მეთოდები შე- 

მუშავებულია მხოლოდ ცალკეული კლასის ამოცანებისათვის, სადაც / და §, ფუნ- 

ქციებზე დამატებითი შემზღუდავი პირობებია გათვალისწინებული. კერძოდ, ეს ეხება 

არაწრფივი დაპროგრამების ისეთ ამოცანებს, სადაც / ამოზნექილი (ჩაზნექილი) 

ფუნქციაა, ხოლო დასაშვებ ამონახსნთა სიმრავლე 

ი=( X6C #| §,(0 <ხ,, 1= ს », >0, 1=LM, (5.19) 

- ამოზნექილი სიმრავლე. 

განსაზღვრება 5.1 ამოზნექილ §) არეში /(X,,X.,.-,X,) ფუნქცია ამოზნექილია, 

თუ ნებისმიერი ორი »X9),XI-) C§) წერტილისთვის და ნებისმიერი 42 C(0;I) მამრავ– 
ლისთვის სრულდება თანაფარდობა 

#L2XC) + (1 – 2)»XI9I < 2/(ჯI) +(1 – 4)/ (XV )1. (5.20) 

განსაზღვრება 52 ამოზნექილ §) არეში /#CX,,X.,..,X,) ფუნქცია ჩაზნექილია, 

თუ ნებისმიერი ორი XV ,ჯI) CC: წერტილისთვის და ნებისმიერი „2 C(0;1) მამრავ- 

ლისათვის სრულდება თანაფარდობა: 

#L2XI) + (1 – 2)X91 > 2/(ჯVC)) +(1 – 21/(XV)). (5.21) 

საჭიროა შევნიშნოთ, რომ თუ /(X) ამოზნექილია, მაშინ – /(»X) ჩაზნექილი 

ფუნქციაა, და შებრუნებით, თუ 7(X) ჩაზნექილი ფუნქციაა, მაშინ – /(X) ამოზნექი- 

ლია. 
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ჩვენ ვიტყვით, რომ 2 = /(X) ჰიპერზედაპირი ამოზნექილია, თუ მისი ნებისმიერი 

ორი C".=,) და ცო, ».) წერტილის შემაერთებელი მონაკვეთი მოცემულ ზედაპი- 

რზე ან მის ზემოთ მდებარეობს. ერთცვლადიანი ამოზნექილი ფუნქცია გამოსახულია 

ნახ. 5.4-ზე. ანალოგიურად, 2 = /(X) ჰიპერზედაპირი ჩაზნექილია, თუ მისი ნებისმი- 

ერი ორი ცი.) და სთ, >.) წერტილის შემაერთებელი მონაკვეთი მოცემულ ზე- 

დაპირზე ან მის ქვემოთ მდებარეობს. ერთცვლადიანი ფუნქცია, რომელიც გამოსახუ- 

ლია ნახ. 5.5-ზე ჩაზნექილია, როცა X>0. ნახ. 5.6-ზე წარმოდგენილი ფუნქცია კი 

არც ამოზნექილია და არც ჩაზნექილი, ვინაიდან მონაკვეთი, რომლის ბოლოებია 

C),=,). და (თ ე), ჯი დაა ჯი უბანზე / (2 -ის ზემოთ მდებარეობს, ხოლო 
ჯ“) და ჯი) უბანზე - /(X)-ის ქვემოთ. მაგრამ, ამავე დროს, იგივე ფუნქცია 

ამოზნექილია, როცა 0<X<Xჯ'), და ჩაზნექილია, როცა X>XI929, 

  

    

2=/MXV» 

0 » რ 
ნახ. 5.4 

2=/ც)4 

0 »ჯ 

ნახ. 5.5 
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2=VX) 

    
  

X
V
 

0 „ს „ი ჯ 
ნახ. 5.6 

განსაზღვრება 53 თუ /(X) ამოზნექილი (ჩაზნექილი) ფუნქციაა, ხოლო 

9,(X), 1=1,%, - ამოზნექილი ფუნქციები, მაშინ ოპტიმიზაციის (5.18) ამოცანა 
ამოზნექილი დაპროგრამების ამოცანას წარმოადგენს. 

თეორემა 51 ამოზნექილი დაპროგრამების ამოცანაში ნებისმიერი ლოკალური მი- 
ნიმუმი (მაქსიმუმი) გლობალურ მინიმუმს (მაქსიმუმს) წარმოადგენს. 

განსაყღვრეგა 5.4. ამოზნექილი დაპროგრამების (5.18) ტიპის ამოცანებში ლაგ- 
რანჟის ფუნქციას უწოდებენ შემდეგი სახის გამოსახულებას: 

L(CX,,Xე,--Xც 4, 41ს--»4,ც) = / (XX, ,--:X,)+ 32, – 9,(X,, X,-·»X,)), (5.22) 

სადაც 2504 ,--»#, ლაგრანჟის მამრავლებია. 

ამოზნექილი დაპროგრამების ამოცანებისთვის ოპტიმალობის აუცილებელ და საკ- 

მარის პირობებს განსაზღვრავს კუნ-ტაკერის ცნობილი თეორემა, რომლის ანალიზუ- 

რი დასაბუთება მეორე თავში იყო განხილული. აღნიშნული თეორემის თანახმად, თუ 

#(თ) და #§,(X),1=1,I., უწყვეტად დიფერენცირებადი ფუნქციებია, მაშინ (X”,2) 

წერტილი მაშინ და მხოლოდ მაშინ წარმოადგენს ამოზნექილი დაპროგრამების (5.18) 

ამოცანის ამონახსნს, როცა ადგილი აქვს შემდეგ პირობებს: 

მM(X .42) 

, 

<0, /=1»; (5.23)
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· მLCX”, 2) „–= 
X-––--–-“ =0, /=1.7; (5.24) 

მ», 

X.>0, 7=1X; (5.25) 

0LC.2) 0, |=L»; (5.26) 
მ#2, 

CL.) 0 1=1,V; (5.27) 
C#, 

2>0,1=1L#, (5.28) 

მIC 2) _. მMX 2) 
ც გ – გე. ) 

ებულების მნიშვნელობებია უნაგირა წერტილში. საჭიროა აღინიშნოს, რომ /(X) 

ფუნქციის მაქსიმიზაციის შემთხვევაში (5.23) და (5.26) გამოსახულებებში უტოლო- 

ბის ნიშანი საწინააღმდეგო ნიშნით უნდა შეიცვალოს. 

ზემოთ აღნიშნულ ყველა იმ მოთხოვნას, რომელიც საშუალებას გვაძლევს ლაგ- 

რანჟუის ფუნქციის უნაგირა წერტილის აუცილებელი და საკმარისი პირობები (5.23)- 

(5.28) გამოსახულებების სახით ჩავწეროთ, აკმაყოფილებს კვადრატული დაპროგრა- 

მების ამოცანა, რომლის მათემატიკურ ფორმულირებამდე შემოვიტანოთ ზოგიერთი 

განსაზღვრება. 

განსაზღმრება 55. » ცვლადის შემდეგი სახის რიცხვით #(X,,X:,..,X,) ფუნქ- 

ციას კვადრატულ ფორმას უწოდებენ, თუ 

ლაგრანჟის ფუნქციის შესაბამისი კერძო წარმო- 

X#MC,X,,-სX,)= 2,2ეძ,X,X, =» IX, (5.29) 
L#= /=I 

სადაც #,, =I9,), X” =(X,,X,,..,X,). 
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განსაზღვრება 5.6. კვადრატული ” ფორმა დადებითად (უარყოფითად) განსაზ- 

ღვრულია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ცვლადის ნებისმიერი X%0 მნიშვნელო- 

ბისთვის X” MX>0 (X”IX<0). 

განსაყღვრება 57. კვადრატული » ფორმა დადებითად (უარყოფითად) ნახევ- 

რადგანსაზღრულია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ცვლადის ნებისმიერი მნიშვნე- 

ლობისთვის X»X0IX>0 (X”IXX <0) და ამავე დროს არსებობს ისეთი X=0, რომ 

X” IIXჯ =0. 

თეორემა 52. კვადრატული ფორმა ამოზნექილია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, რო- 

ცა იგი დადებითად ნახევრადგანსაზღრულია, და ჩაზნექილია მაშინ და მხოლოდ მა- 

შინ, როცა იგი უარყოფითად ნახევრადგანსაზღრულია. 

განსაზღვრება 5.8. შემდეგი სახის ამოცანა: 

თხრა თ - 3 CX,+2 2 ძ.X,», 2-ი,X, <ხ,1=16V, > ს-ს) (5.30) 
#=) L=თ) /=1 

კვადრატული დაპროგრამების ამოცანას წარმოადგენს თუ კვადრატული ფორმა 

2,2,ძ ”X,X, დადებითად (უარყოფითად) ნახევრადგანსაზღვრულია. 
#=) )=! 

კვადრატული დაპროგრამების ფორმულირებული ამოცანისათვის ლაგრანჟის ფუნ- 

ქცია ჩაიწერება შემდეგნაირად: 
L= 59, X, + 29, „X,X, + 2,(ხ, -2აძებ). (5.31) 

#=! #=) )კ=I 

თუ (X,2) წერტილი L ფუნქციის უნაგირა წერტილია, მაშინ ამ წერტილში 

ადგილი აქვს (5.23)-(5.28) პირობების დაკმაყოფილებას. (5.23) და (5.26) უტოლო- 

ბების ტოლობებად გარდაქმნის მიზნით შემოვიტანოთ დამატებითი V,,/ =1»M, და 

VI =1,7, ცვლადები. მაშინ კვადრატული დაპროგრამების ამოცანების ოპტიმა- 

ლობის აუცილებელი და საკმარისი პირობები შემდეგნაირად ჩაიწერება: 
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21C.21 1,» =0, 751%; 

2, 

მC ი), 0. 
მბ, 

Xჯ,V, =0, 7=1.M; 

2,M, =0,1=1,7; 

X,>0, V,>0, # >0, V,20,1=სV, /=1+X. 

(5.32) 

(5.33) 

(5.34) 

(5.35) 

(5.36) 

ამგვარად, კვადრატული დაპროგრამების (5.30) ამოცანის ოპტიმალური ამონახს- 

ნის განსაზღვრისათვის საჭიროა მოძებნილ იქნეს (5.32) და (5.33) წრფივ განტო- 

ლებათა სისტემის არაუარყოფითი ამონახსნი, რომელიც (5.34) და (5.35) პირობებს 

დააკმაყოფილებს. აღნიშნული ამოცანის გადასაწყვეტად კი შეიძლება გამოყენებულ 

იქნეს ხელოვნური ბაზისის მეთოდი, რომელიც მესამე თავში განვიხილეთ. ეს უკა- 

ნასკნელი საშუალებას გვაძლევს სასრული რაოდენობის იტერაციული პროცედურე- 

ბის შედეგად დავადგინოთ საწყისი ამოცანის ოპტიმალური ამონახსნი. 

ამგვარად, კვადრატული დაპროგრამების (5.30) ამოცანის ოპტიმალური ამონახს- 

ნის ძებნის პროცესი შემდეგ ეტაპებს მოიცავს: 

1 ლაგრანჟის ფუნქციის შედგენა; 

2. ლაგრანჟის ფუნქციის უნაგირა წერტილის აუცილებელი და საკმარისი პირობე- 

ბის (5.32)-(5.36) გამოსახულებების სახით ჩაწერა; 

3. ხელოვნური ბაზისის მეთოდის გამოყენების საფუძველზე ლაგრანჟის ფუნქციაში 

უნაგირა წერტილის არარსებობის დადგენა ან მისი არსებობის შემთხვევაში შე- 

საბამისი კოორდინატების მოძებნა. 

4 “საწყისი ამოცანის ოპტიმალური ამონახსნის დაფიქსირება და მიზნის ფუნქციის 

მნიშვნელობის განსაზღვრა. 

მაგალითი 5.4. მოცემულია კვადრატული მიზნის ფუნქცია 
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#(X) =2X, +4Xა – X? –2X1. (5.37) 

ვიპოვოთ /(X) ფუნქციის მაქსიმალური მნიშვნელობა შემდეგი პირობების გათვალის- 

წინებით: 

X, +2X,ე < 8, _ 
(5.38) 

2X – Xე <12, 

X, X: 20. 

ამოხსნა. მიზნის /(X) ფუნქცია წრფივი /, = 2X, + 4X. და უარყოფითად განსა- 

ზღვრული კვადრატული /#- = –XI – 2X2 ფუნქციების ჯამს წარმოადგენს. /, შეიძ- 

ლება განვიხილოთ როგორც ჩაზნექილი ფუნქცია, ხოლო /. უარყოფითად განსა- 

ზღვრული კვადრატული ფორმაა. ამიტომ /(X) ჩაზნექილი ფუნქციაა. ამოცანის 

შეზღუდვების სისტემა მხოლოდ წრფივ უტოლობებს შეიცავს. მაშასადამე, შეიძლება 

გამოყენებულ იქნეს კუნ-ტაკერის თეორემა. შევადგინოთ ლაგრანუის ფუნქცია 

#ჯ=2X, +4X, – XL <= 2X; + 0, (8-X, –2X1) + 2, (12 – 2X, + X.) 

და შედგენილი L ფუნქციისათვის, (5.32)-(5.36) გამოსახულებების მიხედვით, ჩავწე- 

როთ უნაგირა წერტილის აუცილებელი და საკმარისი პირობები 

  

მL 
== =2-2X - 40 - 24 <0, მ X #6 –2% 

2 =4-4X, –- 20 +7#%, 

' (5.39) 
%X -8 > –2Xე > 0, 
მ% · 

XL -)2 2» +Xე > 0; 
მი ' 
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52 =XC0-2X –# –272,)=0, 
1 

მL 
2. ჯ   =X(4-4X, –2ქ2, + 7.) =0, 

5 

მL ი––-=24,(8- >», <2.) =0, “მი, #4 (8-–>X, – 2X:) 

მL 
როუ; _402-2X + X.) = 0; 

რ 

XI, %5, რ, # >0. 

წრფივი უტოლობათა (5.39) სისტემა გადავწეროთ შემდეგნაირად: 

2X, +#%+26 22, 

4Xე +24 – #4 >4, 

X, +2X <8, 

2X _– Xა <12. 

შემოვიტანოთ არაუარყოფითი დამატებით ცვლადები V,, %,, M, და 

(5.39) უტოლობები ტოლობებად გარდავქმნათ. მივიღებთ: 

2X, +724+2# –V, =2, 

4 126 -#6 -M =4, 
X, +2X +V, =8, 

2X, – %X +%Mე =12, 

X.ც, X2, რ #2, V,, Vე, M,, M- >0. 

(5.43) ტოლობების გათვალისწინებით (5.40)-დან გვექნება 

V,X, = 0, V.Xე =0, M,2, =0, VM.4 = 90. 
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(5.45) ტოლობების გათვალისწინებით წრფივ განტოლებათა (5.43) სისტემის სა- 

ბაზისო ამონახსნის საფუძველზე მიილება ლაგრანჟის ფუნქციის უნაგირა წერტილი 

ანუ განისაზღვრება საწყისი ამოცანის ოპტიმალური ამონახსნი. 

წრფივ განტოლებათა (5.43) სისტემის საბაზისო ამონახსნის მისაღებად გამოვიყე- 

ნოთ ხელოვნური ბაზისის მეთოდი (იხ. ნაწილი 3.2.6), რისთვისაც (5.43) სისტემის 

პირველ და მეორე განტოლებებში შესაბამისად “შემოვიტანოთ არაუარყოფითი 

დამატებითი 2, და 2 ცვლადები და განვიხილოთ წრფივი დაპროგრამების შემდეგი 

ამოცანა: 

L =-M, – M”, –> თმX, (5.46) 

როცა 

2X, +#, +274), –V, +2, =2, 

4X. +2#/) –74# –M + 2. =4, _ 
- · “ (5.47) 

X, +2X. +V, =8, 

2X, – X5 +%M#Mე =12, 

+ 5) #,ც #5; V,, V1, M), M2; 2), 2: > 0. (5.48) 

(5.46)-(5.48) ამოცანის ამოხსნის საფუძველზე ((5.45) დამოკიდებულებების დაკ- 

მაყოფილების პირობებში) განისაზღვრება წრფივ განტოლებათა (5.47) სისტემის და- 

საშვები საბაზისო ამონახსნი (ცხრილი 5.1) 

X, =1, X =1, V,=5, Mე =11, 2, = 2 =XV, =V, =0. 

გინაიდან 

XIV, =0, XV =0, 21%, =0, 2:%V, =0, 

ამიტომ C",2)= I1;1:0;01 ლაგრანჟის ფუნქციის უნაგირა წერტილს წარმოადგენს. 

მაშასადამე, X” =(1;1) საწყისი (5.37) ამოცანის ოპტიმალური ამონახსნია, რომლის 

დროსაც # =/(X )=3. 
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გრადიენტული მეთოდები 

5.# ბრაღიენტული მეთოდები 

გრადიენტული მეთოდების საშუალებით შეიძლება გადაწყვეტილ იქნეს არაწრფივი 

ოპტიმიზაციის ამოცანები. მაგრამ, ზოგად შემთხვევაში, აღნიშნული მეთოდებით შე- 

საძლებელია მხოლოდ ლოკალური ექსტრემუმის მოძებნა. ამიტომ გრადიენტული მე- 

თოდების გამოყენებ უფრო მიზანშეწონილია ამოზნექილი დაპროგრამების ისეთი 

ამოცანების გადასაწყვეტად, სადაც ნებისმიერი ლოკალური ექსტრემუმი იმავდროუ- 

ლად გლობალური ექსტრემუმს წარმოადგენს. 

5.4. შესაძლო მიმართულებების მეთოდი 

განვიხილოთ არაწრფივი დაპროგრამების შემდეგი ამოცანა: 

თბი /C2 | (9) <0,/= LM XC ჩ”|, (5.49) 

სადაც 7/(X) და 7?,(X), 1=1,M, არაწრფივი ფუნქციებია. 

შესაძლო მიმართულებების მეთოდი (152, 153), რომელიც გ.ზოიტენდეიკის მიერ 

არის შემუშავებული, უსწრაფესი დაშვების მეთოდის გარკვეული მოდიფიკაციაა. 

გბანსაყღვრება 59. ძ.ი. მიმართულებას შესაძლო მიმართულებას უწოდებენ 

წერტილში X»ჯ4M) C6:= I-C #” |§, (X) <0, 1=1» »II , თუ მოიძებნება ისეთი დადებითი 

ელემენტი 4> 0, რომ (XLM),ჯ რ + 297-)1 CV6C2. 

განსაყღვრება 510. შესაძლო ძ“' მიმართულებას შესაფერისი ეწოდება, თუ 
ადგილი აქვს შემ პირობას: V/ (X-მ))7 #70) <0, რაც იმას ნიშნავს, რომ მიზნის დგილ ეძდეგ ც ვ 

ფუნქცია ძო მიმართულებით მცირდება. 

შესაძლო მიმართულებების მეთოდის არსი შემდეგში მდგომარეობს. ნებისმიერ და- 

საშვებ XM CC) წერტილში განისაზღვრება შესაძლო მიმართულებების კონუსი, რო- 

მელშიც აირჩევა შესაფერისი ძო მიმართულება. გამოითვლება გადაადგილების ბი- 

ჯის სიდიდე და განისაზღვრებ ისეთი ჯია CC წერტილი, სადაც 

/CV-)) < /(ჯ- 9) და ა.შ. პროცესი ანალოგიურად გაგრძელდება მანამ, სანამ არ 

დაკმაყოფილდება ძებნის დამთავრების პირობები. 

5.#.2 ბრადნენტნს პროექციის მეთოდი 

ჯ. როზენის მიერ შემუშავებული გრადიენტის პროექციის მეთოდი (152, 153) შე- 
საძლო მიმართულებების მეთოდის ერთ-ერთ სახესხვაობას წარმოადგენს. მეთოდის 
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თანახმად, ჯო) წერტილში გამოითვლება რა მიზნის ფუნქციის – V/ (»X5) ანტიგრა- 

დიენტი, ექსტრემუმისკენ გადაადგილება განხორციელდება არა – V/(CXC))-ს მიმარ- 
თულებით, არამედ შეზღუდვის ზედაპირზე მისი პროექციის მიმართულებით. ძებნის 

ასეთი სტრატეგია უზრუნველყოფს დასაშვები §–' არის საზღვარზე მოძრაობას. ცხა- 

დია, შეზღუდვის ზედაპირზე მოძრაობა გაგრძელდება მანამ, სანამ შესრულდება პი- 

რობა (თ), VC,(X-9) <0). საჭიროა აღინიშნოს, რომ გრადიენტის პროექციის 

მეთოდის კრებადობა სასურველ შედეგს წრფივი შეზღუდვების დროს იძლევა. არა- 

წრფივი შეზღუდვების დროს კი აღნიშნული მეთოდი ნაკლები ეფექტურობით ხასი- 

ათდება, რადგან ამ შემთხვევაში ანტიგრადიენტის პროექციის განსაზღვრას ადგილი 

აქვს შეზლუდვის ზედაპირის ჯი) წერტილში გამავალ მხებ ჰიპერსიბრტყეზე, რაც 

განაპირობებს ჯი.) წერტილის გამოსვლას დასაშვებ §+ არიდან. კორექცია დასაშვებ 

წერტილის მისაღებად დამაკმაყოფილებელ შედეგს ყოველთვის არ იძლევა. 

5.#.3 ფრანპ-ვულფის მეთოდი 

განვიხილოთ არაწრფივი დაპროგრამების შემდეგი ამოცანა: 

  
იჩ 

2ერა», <ხ,,1= 

/#5! 

= #CX,X.,.-»X,) 1,MIX, 20, ) == (5.50) 

  
მოცემული ამოცანის დამახასიათებელ თავისებურებას შეადგენს ის, რომ შეზღუდ- 

ვათა სისტემა მხოლოდ წრფივი უტოლობებითაა წარმოდგენილი. მაშასადამე, დასაშ- 

ვებ ამონახსნთა სიმრავლე 

ი- >» მათ <ხ.ნ-სრნა 20 7-1 (5.51) 
#5   

ამოზნექილი მრავალწახნაგაა. აღნიშნული თავისებურება საშუალებას გვაძლევს გა- 

მოსაკვლევი წერტილის მიდამოში მიზნის არაწრფივი ფუნქცია წრფივი გამოსახულე- 

ბით შევცვალოთ და საწყისი ამოცანის ამოხსნა წრფივი დაპროგრამების ამოცანების 

თანამიმდევრობით გადაწყვეტაზე დავიყვანოთ. 

ფრანკ-ვულფის მეთოდით |20, 86) (5.50) ამოცანის ამოხსნის საწყის ეტაპზე 

შეირჩევა რაღაც დასაშვები »>–0CC წერტილი. ამ წერტილში გამოითვლება მიზნის 

ფუნქციის გრადიენტი 

ფრე (2C-), მდი), 902) , C.52) 
თ, თ, C.3 

განისაზღვრება წრფივი ფუნქცია 
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“) (+) (+) 
ცე ), თ ), კს), (5.53) 

2X, >X. 2X, 

და გადაწყდება წრფივი დაპროგრამების შემდეგი ამოცანა: 

= წე(623) მაინ 50. ნ-მრ 2 20 /= ს). (5.54) 
/#”=I   

დავუშვათ, რომ (5.54) ამოცანის ამონახსნია >. მაშინ საწყისი ამოცანის ახალი 

დასაშვები წერტილის კოორდინატები გამოითვლება ფორმულით 

ჯის =ჯი + 2,(70) - ჯრ), (5.55) 

სადაც 4, 6 (0:11 პროპორციულობის რაღაც კოიფიციენტია. მისი მნიშვნელობა აიღე- 

ბა ნებისმიერად ან განისაზღვრება მისი ისეთი მნიშვნელობა, რომლის დროსაც 

#(ჯ““)) მაქსიმალური იქნება. ამისათვის აუცილებელია 2-0 განტოლების ამო- 
+ 

ხსნა და მისი უმცირესი ფესვის შერჩევა. იმ შემთხვევაში, როცა #2, >1, საჭიროა 

დავუშვათ 4, =1. პროპორციულობის კოეფიციენტის დადგენის შემდეგ განისაზღვრე- 

ბა ექსტრემუმთან მიახლოების ახალი ჯი) წერტილის კოორდინატები, მიღებულ 

წერტილში გამოითვლება მიზნის ფუნქციის მნიშვნელობა /(X““.) და ძებნის დამ- 

თავრების პირობის შესრულების მიხედვით გაირკვევა მიახლოების ახალ ჯ.ბ) წერ- 

ტილზე გადასვლის აუცილებლობა. თუ ასეთი აუცილებლობა არსებობს, მაშინ ჯ““ 

წერტილში გამოითვლება მიზნის ფუნქციის გრადიენტი, გადაწყდება წრფივი დაპრო- 

გრამების შესაბამისი ამოცანა, რომლის ამონახსნის მიხედვით განისაზღვრება »ჯI” 
წერტილის კოორდინატები, და ა.შ. პროცესი იტერაციულად განმეორდება მანამ, სა- 

ნამ არ დაკმაყოფილდება უტოლობა 

|/C-"“ 9) – /(»“')| <6, (5.56) 
სადაც 6 დასაშვები ცდომილების აბსოლუტური ზღვრული მნიშვნელობაა. 

ამგვარად, ფრანკ-გულფის მეთოდით არაწრფივი დაპროგრამების (5.50) ტიპის 

ამოცანის გადაწყვეტის ლოგიკური სტრუქტურა შემდეგი ეტაპების შესრულებას ით- 

ვალისწინებს. 

ბიჯი! განისაზღვრება ამოცანის საწყისი დასაშვები »“! ამონახსნი; 

ბიჯი 2. დასაშვებ ჯი) წერტილში გამოითვლება მიზნის ფუნქციის გრადიენტი და 

(5.53) ფორმულის საფუძველზე განისაზღვრება წრფივი X#(CX) ფუნქცია; 

ბიჯი?. გადაწყდება წრფივი დაპროგრამების (5.54) ამოცანა; 

283



პირობითი ოპტიმიზაციის არაწრფივი ამოცანების გადაწყვეტის მეთოდები 

ბიჯიჰ. განისაზღვრება პროპორციულობის 24, კოეფიციენტი; 

ბიჯის. (5.55) ფორმულის საფუძველზე გამოითვლება ექსტრემუმთან მიახლოების 
ახალი დასაშვები წერტილის კოორდინატები; 

ბიჯი ნ. შემოწმდება ძებნის დამთავრების (5.56) პირობა. თუ უტოლობა სამართლი- 

ანია, მაშინ მიახლოების მიღებული წერტილი ოპტიმალურ ამონახსნად ჩა- 

ითვლება. წინააღმდეგ შემთხვევაში გამოთვლითი პროცესი ანალოიურად 

განმეორდება მე-2 ბიჯიდან. 

მაბგალითი 55. მოცემულია მიზნის ფუნქცია 

#(C»ჯ) =2», +4X, – X; – 2X1. (5.57) 

ფრანკ-ვულფის მეთოდით ვიპოვოთ /(X) ფუნქციის მაქსიმალური მნიშვნელობა, 

როცა ადგილი აქვს შემდეგი უტოლობების დაკმაყოფილებას: 

X,+2X, < 8, 
(5.58) 

2X, – Xე <12, 

X, 20, X. 20. (5.59) 

ოპტიმალური ამონახსნი § = 0.01 სიზუსტით განვსაზღვროთ. 

ამოხსნა. უპირველეს ყოვლისა, ანალიზურად განვსაზღვროთ /#/(»X) ფუნქციის 

გრადიენტი 

V V V/(X)=) –––,–“– =|(2-2X,,4-4X. // (X) | 2,” X, L ' 8) 

და შევარჩიოთ “საწყისი მიახლოების დასაშვებ წერტილი XI“ =(0;01, სადაც 

#(>-7)=0. 

I იტერაცია 

საწყის ჯ“) წერტილში გამოვთვალოთ მიზნის ფუნქციის გრადიენტი 

V/ (ჯ“)) = (2:41) და შევადგინოთ წრფივი ფუნქცია 

#,(X)=2X, +4Xც. (5.60) 

სიმპლექს-მეთოდით გადავწყვიტოთ (5.60) წრფივი ფუნქციის მაქსიმალური მნიშვ- 

ნელობის მოძებნის ამოცანა, როცა ადგილი აქვს (5.58)-(5.59) შეზღუდვების დაკმა- 

ყოფილებას. მივიღებთ 2“ = (0;41, 

(5.5501 ფორმულის საფუძველზე, საწყისი ამოცანისათვის განვსაზღვროთ ახალი 

დასაშვები ამონახსნი 
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ჯი) = (9) +2,(>() –ჯV9) ; 2 C (0:1) , (5.61) 

(5.61) გამოსახულებაში შევიტანოთ ჯM -ისა და 20 ის მნიშვნელობები. მივი–- 

ღებთ 
XX =0+2:0=0, 

' 4 (5.62) 
X =0+42,.4=42. 

განვსაზღვროთ #4 -ის მნიშვნელობა. (5.62)-ის გათვალისწინებით X,-ისა და X.- 

ის მნიშვნელობები შევიტანოთ (5.57) გამოსახულებაში. გვექნება 

#(C2) =162, –32/. (5.63) 

ვიპოვოთ (5.63) ფუნქციის წარმოებული # -ის მიხედვით და იგი ნულს გავუტო- 

ლოთ: /(2)=16-642, =0. აქედან გამომდინარეობს, რომ #, = 0.25. 

ამგვარად, XV) =(0;1), /(»XI>)=2. 

ვინაიდან | #00) - #(X9)| =2>5=0.01, ამიტომ გადავდივართ მეორე იტერაცი- 

აზე. 

II იტერაცია 

ჯი) წერტილში გამოვთვალოთ საწყისი ამოცანის მიზნის ფუნქციის გრადიენტი 

V/ (XV) = (2; 01, შევადგინოთ წრფივი ფუნქცია #.(X) = 2X, და სიმპლექს-მეთოდით 

გადავწყვიტოთ წრფივი დაპროგრამების შემდეგი ამოცანა: 

თმXI #5(C>7) | X, +2X. <8; 2X, – Xე <12; X,,Xე > 0). (5.64) 

მივიღებთ 2“) =(6.4;0.81. 
(5.55) ფორმულის საფუძველზე, საწყისი ამოცანისათვის განვსაზღვროთ მიახლო- 

ების ახალი წერტილი 

ჯI'ბ = ჯა) + (2') – ჯა) , 

რომელიც, ჯი) -ისა და 70.-ის კოორდინატების გათვალისწინებით, შემდეგნაირად ჩა- 

იწერება: 

XI =0+ 2.(6.4–0) =6.4#., _ 
თ - (5.65) 

X-” =1+ 45(0.8–1) =1<-0.2#.. 

(5.65)-ის გათვალისწინებით X,-ისა და X-ის მნიშვნელობები შევიტანოთ (5.57) 

გამოსახულებაში, რომელიც გავაწარმოოთ #41-ის მიხედვით და ნულს გავუტოლოთ. 

გვექნება 

ა)
 

C
 
C
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#C2) =2+12.82. – 41.76; 

#LC4:) =12.8 – 83.522, = 0, 

საიდანაც #. = 0.15. 

ამგვარად, »ჯ“) =10.96; 0.97), /(XV)) =2.9966. 

ვინაიდან | /(XC)) – /(X-)| = 2.9966 – 2 = 0.9966 > 5 = 0.01, ამიტომ 
ვართ შემდეგ იტერაციაზე. 

II იტერაცია 

ჯო) წერტილში მიზნის #C) ფუნქციის გრადიენტი 

V/ (Xჯ'-)) = I0.08; 0.12), რომლის საფუძველზეც შევადგინოთ წრფივი 

X#3(X) = 0.08», + 0.12X.. 

გადავწყვიტოთ წრფივი დაპროგრამების შემდეგი ამოცანა: 

ჩიმX( ჩე (X) = 0.08», + 0.12», | X, +2X, < 8; 2X, – X, <12; X,,X, > 01. 
  

მივიღებთ 200 = L6:01. 

განვსაზღვროთ მიახლოების ახალი წერტილი 

ჯ“) = ჯI) + #(2-) -»ჯ.); 

»ჯ|” = 0.96 + 2კ(6 – 0.96) = 0.96+ 5.04, 

»5? = 0.97 + #კ(0 – 0.97) = 0.97 – 0.97: ; 

#C2) =2.9384+0.403272, – 27.3416/ც; 

#C23) =0.4032 – 54.68322, =0, 

საიდანაც. 2კ = 0.007. 

მაშასადამე, X“) = (0.99528; 0.96321), /(»ჯ“'“”) = 2.99957. 

ვინაიდან | / (XC) – /(X2)   

გადავდი- 

ტოლია 

ფუნქცია 

(5.66) 

= 2.99957 – 2.9966 = 0.00297 < § =0.01, ამიტომ 

ჯ" = (0.99528; 0.96321) წერტილი წარმოადგენს საწყისი ამოცანის ოპტიმალურ 

ამონახსნს, რომელიც განსაზღვრულია § = 0.01 სიზუსტით. 
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საჯარიმო ფუნქციის მეთოდები 

5.5 საკხარმმო ფუნქციის მეთოდები 

საჯარიმო ფუნქციის მეთოდები არაწრფივი დაპროგრამების ამოცანების გადაწყვე- 

ტის პოპულარული მეთოდებია. მათი მნიშვნელოვანი ღირსება პრინციპის სიმარტივე 

დღა პრაქტიკული ეფექტურობაა. აღნიშნული მეთოდის შესახებ მრავალი ნაშრომია 

გამოქვეყნებული, რომელთა სრული ბიბლიოგრაფია წარმოდგენილია ა. ფიაკოსა და 

გ. მაკ-კორმიკის ნაშრომში (133) მეთოდის ძირითადი იდეა შემდეგში მდგომარობს. 
საჯარიმო ფუნქციის შემოტანის გზით პირობითი მინიმიზაციის საწყისი ამოცანა და- 

იყვანება უპირობო მინიმიზაციის ამოცანაზე, რომლის გადასაწვეტად შეიძლება გა- 

მოყენებულ იქნეს ექსტრემუმის ძებნის შესაბამისი მეთოდები. 

განვიხილოთ არაწრფივი დაპროგრამების ზოგადი ამოცანა: 

თაი | /(X 9,(X>0,1=1,; M,(X) =0, I =1,9:XC L” L (5.67) 

სადაც /. §, 1=სM, და #,, #=149, უწყვეტი ფუნქციებია, და დავუშვათ, რომ 
ამოცანის ოპტიმალური ამონახსნია ვექტორი Xჯ C§2= (L C M” | C(X)>0;M(X)=0 | · 

ბანსაზღმრება 51 უწყვეტ #C,9(X),M(X)) ფუნქციას, სადაც # >0, რაღაც კო- 

ეფიციენტია, ეწოდება საჯარიმო ფუნქცია, თუ იგი აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

1. ”(V,9(X),#(X))=0 VX CC), 
2. –0,,=(»X),M(X>)|)>0 "MVXCდ 6). 

  

(5.68) 

განმარტების თანახმად საჯარიმო #L(X»7,,9(X),I(X)) ფუნქციას, ოპტიმიზაციის მო- 

ცემული შეზღუდვების გათვალისწინებით, ჯ” სივრცეში სხვადასხვა მნიშვნელობა 

გააჩნია. კერძოდ, მისი მნიშვნელობა დასაშვები «2 C #” არის ნებისმიერ წერტილში, 

სადაც ადგილი აქვს შეზლუდვების დაკმაყოფილებას, ნულის ტოლია, ხოლო იმ 

XC # წერტილებში, სადაც შეზლუდვების პირობები დარღვეულია - რაგინდ დიდი 

დადებითი რიცხვი. ამასთან, უკანასკნელი სიდიდე მით უფრო მეტია, XC ჯ” წერტი- 

ლი რაც უფრო დაშორებულია დასაშვები §) არისგან. 

(5.68) თვისებებით ხასიათდება, მაგალითად, შემდეგი სახის ფუნქციები: 

ს=»7 49:69 +IM(X)1 L, (5.69) 

ნ=ჯLC(2)? +წჩC)“1, (5.70) 
სადაც 
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§(X) §8(X)<0, 
0, §C0>0, 6.7) (§>» -| 

და სხვ. 

საჯარიმო ფუნქციის გათვალისწინებით განვიხილოთ შემდეგი სახის დამხმარე მი- 

ზნის ფუნქცია: 

#CX,7)= /(X) + 7(CV,8(X),M(>)) . (5.72) 

ცხადია, დასაშვებ §+ არეში, სადაც ადგილი აქვს მოცემული შეზღუდვების დაკმაყო- 

ფილებას, /(X) და MCX,7) ფუნქციებს ერთიდაიგივე მინიმუმი გააჩნია. იმ წერტი- 

ლებში, სადაც ერთი ან რამდენიმე შეზღუდვის პირობა დარღვეულია, დამხმარე მიზ- 

ნის X(CX,7) ფუნქცია ,ჯარიმდება“ უსასრულოდ დიდი სიდიდეებით და ამიტომ მისი 

მნიშვნელობა /(X) ფუნქციის მინიმუმისგან საგრძნობლად განსხვავებულია. 

ამგვარად, (5.:72)-ის გათვალისწინებით, არაწრფივი დაპროგრამების (5.67) ამოცა- 

ნის ნაცვლად გვექნება 

თვი! ”C,7)| XC ს, 7C#1. C5.73) 

(5.73) ამოცანა უპირობო მინიმიზაციის ამოცანას წარმოადგენს. ადვილი მისახვედ- 

რია, რომ თუ საჯარიმო »” კოეფიციენტს შევირჩევთ ისე, რომ შესრულდეს პირობა 

IV”Cთ7| > IV/ I, (5.74) 

მაშინ (5.73) ამოცანის ოპტიმალური ამონახსნი საწყისი (5.67) ამოცანის X. ამო- 

ნახსნს შეესაბამება. 

8.95.1 თანდათანობითი მიახლოების მეთოდი 

საჯარიმო #7, C(X),M(X)) ფუნქციის გამოსახულების მიხედვით თანდათანობითი 

მიახლოების მეთოდის |31|) სხვადასხვა მოდიფიკაციას განასხვავებენ, მაგრამ მათი უმ- 

რავლესობის გამოთვლითი სქემა ერთ ლოგიკურ სტრუქტურას ექვემდებარება, რომე- 

ლიც შემდეგში მდგომარეობს. შეირჩევა დადებითი რიცხვების რაღაც (#,) მიმდევ- 

რობა, რომელიც ხასიათდება თვისებებით 

7, <7 <-“-:<7, <--- ; 

IIთC 7, = თ. 
/_–4თ 

(5.75) 

ასეთი მიმდევრობებია, მაგალითად, +LIL, 7 =I.2,...; ქ0”'1, 71=12,..., და ა.შ. 7, 

კოეფიციენტის თითოეული მნიშვნელობისათვის უპირობო მინიმიზაციის ნებისმიერი 
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საჯარიმო ფუნქციის მეთოდები 

მეთოდით განისაზღვრება (5.73) ამოცანის ამონახსნთა მიმდევრობა (ჯი), ჯ=1,2,.... 

გამოთვლითი პროცესი გაგრძელდება მანამ, სანამ არ შესრულდება კრებადობის პი- 

რობა 

|ცი,,) – #CI-)ს,,,) <6, §>0. (5.76) 

მტკიცდება (57), რომ როცა / , §, # უწყვეტი ფუნქციებია, (5.67) ამოცანის 

დასაშვებ ამონახსნთა (6; სიმრავლე არაცარიელი, ხოლო სიმრავლე 

(1: = ( XჯC#” 
  
XCX,7,) < /(X-) +7ჯ, არაცარიელი და შემოსაზღვრული, მაშინ 

სტაციონარულ წერტილთა მიღებული (ჯი) მიმდევრობის ზღვრული წერტილი 

საწყისი ამოცანის ამონახსნს წარმოადგენს, ე.ი. 

Iი0»ჯI 0) = XI. (5.77) 
(–თ 

მაბალითი 5.6. საჯარიმო ფუნქციების მეთოდით გადავწყვიტოთ არაწრფივი დაპ- 

როგრამების ამოცანა 

თIი| #C) = (>, <4)? +(X, – 4)? M(X) = X, +X, –5 =0 | (5.78) 

და გამოვიკვლიოთ მინიმიზაციის პროცესის მიმდინარეობაზე საჯარიმო კოეფიციენ- 

ტის გავლენა. 

ამოხსნა. გამოვიყენოთ კვადრატული საჯარიმო ფუნქცია და განვიხილოთ შემდეგი 

სახის დამხმარე მიზნის ფუნქცია: 

XLCX,7) = (X, – 4)? +(X, – 4)” + #(X, + X. – 5)”. (5.79) 

(5.79) ფუნქციის სტაციონარული წერტილის მოსაძებნად შევადგინოთ განტოლე- 

ბათა სისტემა 

  

2 52% –4)+2X(, + X. – 5) =0, 

>. = 2(X. – 4) + 27(X, + Xე – 5) = 0, “ი 

საიდანაც გვექნება 

»X, = X.) =(5X7 +4)/(27 +1). (5.81) 

უკანასკნელი გამოსახულების ზღვარი, როცა #” ->Cთ, ტოლია 

1057 + 4) /(27 +1)|) = 100I(5 +4/7)/(2+1/7)) = 2.5. (5.82)



პირობითი ოპტიმიზაციის არაწრფივი ამოცანების გადაწყვეტის მეთოდები 

ამგვარად, მინიმიზაციის (5.78) ამოცანის ოპტიმალური ამონახსნია (ნახ. 5.7) 

ჯ” =(2.5:2.5)”, /(X”)=4.5. 

საჯარიმო 7 კოეფიციენტის სხვადასხვა მნიშვნელობისათვის (5.79) ფორმულით 

განსაზღვრული დამხმარე მიზნის #(CX,7) ფუნქციის დონის წირები წარმოდგენილია 

5.8-5.10 ნახაზებზე, ხოლო (5.81) ფორმულით გამოთვლილი სტაციონარული წერ- 

ტილის კოორდინატები მოცემულია 5.2 ცხრილში, საიდანაც ნათლად ჩანს, რომ რო- 

ცა /->%, მაშინ #(CX,7) ფუნქციის მინიმუმი /(X) ფუნქციის მინიმუმისკენ მიის–- 

  

  

              
  

  

  
  

წრაფვის. 

7 0.1 1 109 100 1000 

X, =X 3.7500 3.0000 2.5714 2.5075 2.5007 

XCX,7) 0.7500 3.0000 4.2857 4.4776 4.4978 

ცხრილი 5.2. 

X%# 

50 

40 ი“ დონის წირები 

4 4 090 
8 39 

30 C 60 
ჯ 8 ა 90 

C ს. > სხ 12.0 
# 150 

20- ი 6 180 
L ხ 21.0 

+ #, „ 240 
1.0 თ # 270 

XV ასა 
7ა_ II 1 > 

ძ 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 'X)   

 



საჯარიმო ფუნქციის მეთოდები 

X#C,1)=(ი)-4)“+(C-4)?+ (X,+X:-5 )” 

  

    

  

X# 

5.0 

4.0 დონის წირები 

4 590 
8 1090 

3.0 C 15.0 
ი 2090 

ხს 25.0 
20 » 30.0 

C 35.0 
M 40.0 
„ 45.90 

1.9 # 500 

= #CC10)=(X, -4)?+(X;-4)”+ 10(>,+X-5 )? 
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#C;,100)=(L,-4)?+(X5-4)”+ 100(X,+X-5 )” 

  

    

2-# 

5.0 ხუი 

აჯაადა 
40 ლაა დონის წირები 

- ღა 4 500 
ვ 8 300.0 

30L C 550.0 
4 ა 8000 

5 1050.0 
20 4 #  1300.0 

ვ 6 1550.0 
ჯა C M  1800.0 

LI  2050.0 1.0 აა ას V  2300.0 

ასიაბ ! , » 

9 10 20 30 40 590” ჯ, 

ნახ. 5.10 

ე.ე.2 ფნაპო-მაპპორმიპის მეთოდი 

ა. ფიაკოსა და გ. მაკკორმიკის მეთოდი საჯარიმო ფუნქციების მეთოდის, კერძოდ, 

თანდათანობითი მიახლოების მეთოდის, ერთ-ერთი საინტერესო სახესხვაობაა, რო- 

მელსაც ფართო გამოყენება აქვს საინჟინრო პრაქტიკაში. 

განვიხილოთ არაწრფივი დაპროგრამების ამოცანა 

თაი /(X) 9,(X)>0,1=1,»I:X C L” ) , (5.83) 

სადაც / და 98, არაწრფივი უწყვეტი ფუნქციებია. 
პირობითი მინიმიზაციის (5.83) ამოცანის გადასაწყვეტად ფიაკო-მაკკორმიკის მე- 

თოდში გამოყენებულია შემდეგი სახის საჯარიმო ფუნქცია: 

ლ 1 
#ხ0§C0))=72–-, (5.84) 

2-7 

სადაც #7 >0 "საჯარიმო კოეფიციენტია. 
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(5.84)-ის გათვალისწინებით მიზნის დამხმარე დოქცო სათვის გვექნება 

X#CX,7) = /(X)+ XX – I. –- (5.85) 

ცხადია, დასაშვები <>: არის იმ X წერტილებში, სადაც #§,(X) <0, მიზნის დამხმარე 

ჯCX,7) ფუნქციის მნიშვნელობები /(X) ფუნქციის შესაბამის მნიშვნელობებისგან 

განსხვავებულია. ფუნქციებს შორის წარმოქმნილი სხვაობის სიდიდე ”» კოეფიციენ- 

ტის სიდიდეზეა დამოკიდებული. საჯარიმო კოეფიციენტი რაც უფრო მცირეა, აღნიშ- 

ნული ფუნქციების მნიშვნელობები მით უფრო ნაკლებად განსხვავებულია. 

ნიშანდობლივია ის ფაქტი, რომ დასაშვები არის სასაზღვრო წერტილებში სა- 

ჯარიმო ჯა, 9(X)) ფუნქციის მნიშვნელობები (და, მაშასადამე, #(X,#7) ფუნქციის 

მნიშვნელობებიც) უსასრულოდ იზრდება, რაც თითოეული შეზლულდვის გასწვრივ 

“ციცაბო ფერდობიანი" ხევის ეფექტს ქმნის. ამიტომ თუ მინიმუმის ძებნა დასაშვები 

წერტილიდან განხორციელდება, მაშინ მეთოდის კრებადობა გარანტირებულია. 

ფიაკო-მაკკორმიკის მეთოდის ლოგიკური სქემა იტერაციულია და მისი არსი შემ- 

დეგში მდგომარეობს, შეირჩევა საჯარიმო კოეფიციენტის საწყისი მნიშვნელობა 

X=X ღა დევიდონ-ფლეთჩერ-პაუელის ალგორითმის საფუძველზე განისაზღვრება 

ფორმირებული #CX,X-) ფუნქციის მინიმუმი XC) 

გამოთვლების შემდეგ ეტაპზე საჯარიმო კოეფიციენტის მნიშვნელობა შემცირდება 

და მიიღება ტოლი 7, =#6 710. დევიდონ-ფლეთჩერ-პაუელის ალგორითმით კვლავ 

განისაზღვრება ფორმირებული X#CX,7,) ფუნქციის მინიმუმი XV) და ა.შ. პროცესი 

იტერაციულად გაგრძელდება. 
ამგვარად, #-ურ ბიჯზე, X#(CX,7,) ფუნქციის მინიმიზაციის შედეგად, მიიღება 

XV) წერტილი, რომელიც (+1)-ე ბიჯზე, #LCX,7,.,) ფუნქციის მინიმიზაციის 

პროცესში, სადაც X,., =/, /10, საწყის წერტილად გვევლინება. ცხადია, საჯარიმო 

კოეფიციენტის თანდათანობითი შემცირების პროცესი მინიმუმის წერტილების ს) 

მიმდევრობის კრებადობას უზრუნველყოფს, რომლის ზღვრული წერტილი საწყისი 

(5.83) ამოცანის ოპტიმალურ ამონახსნს შეესაბამება. 

ი.ნ.ე ლაბრანშის მოდიფიცირებული 
ფუნქციის მეთოდი 

საჯარიმო ფუნქციების მეთოდში კოეფიციენტების საკმაოდ დიდი მნიშვნელობების 

დროს #(CX,7) ფუნქცია ცუდად განსაზღვრულობის თვისებას იძენს. კერძოდ, მისი 
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დონის წირები დეფორმაციას განიცდის (იხილე ნახ. 5.8-5.10), რაც ექსრემუმის 

ძებნის პროცესს მნიშვნელოვნად აფერხებს. ამ არასასიამოვნო მოვლენის თავიდან 

ასაცილებლად შემუშავებულია ლაგრანჟის მოდიფიცირებული ფუნქციის მეთოდი 

(110), რომელიც შემდეგი სახის დამხმარე მიზნის ფუნქციას განიხილავს: 

#(C>თ,ი) = /(X)+ X2,((9,(X)+თ,)” – თ;) + 72: (X)+L,I -L), (5.86) 
I. (5) 

სადღაც 7 მუდმივი სიდიდის წონითი კოეფიციენტია, ხოლო C, და L, პარამეტრე- 

ბია, რომელთა მნიშვნელობა ყოველ ((+1)-ე იტერაციაზე შემდეგი რეკურენტული 

ფორმულების საშუალებით განისაზღვრება: 

ფ/ს =(9,(0)+თI), 1=1,7I, თ,” =0, (5.87) 

დეს =#M(0)+>0, M=10, LI) =0. (5.88) 
(5.86) გამოსახულებაში თ, და XL, პარამეტრების შემოტანა საჯარიმო ფუნქციაში 

მონაწილე შესაკრებების ,ძვრას” განაპირობებს. მათი მნიშვნელობა ყოველ იტერაცი- 

აზე ზუსტდება, რაც იტერაციული პროცესის კრებადობის გაუმჯობესებას უზრუნვე- 

ლყოფს. 
როგორც ცნობილია, ნებისმიერი უწყვეტი ფუნქციის ზედაპირის სიმრუდის რადი- 

უსი ამ ფუნქციის ჰესეს მატრიცის საშუალებით განისაზღვრება. ამიტომ თ და ჯ 

პარამეტრების გავლენა (5.86) კონსტრუქციის დამხმარე ფუნქციის ზედაპირის ფორ- 

მაზე შეიძლება დადგენილ იქნეს #CX,Cთ,>) ფუნქციის V2 I მატრიცის ანალიზის 

საფუძველზე. მართლაც, (5.86) ფუნქციის ორჯერ დიფერენცირება გვაძლევს 

V L =V-” /(X) + 22. (2, C)+თ,)7?§,C)+ (9%,(X))? | + 
I" 

+ 272. I(I,(>)+5,)V'/, 2) +(წ/, თ)” I. (5.89) 
#. 

იმ შემთხვევაში, როცა #§(X)და M(X) შეზღუდვები წრფივი ფუნქციებია, მაშინ 

(5.89)-დან გვექნება 

V ”# =V? /(X) + 275 (ი, (X))? + 273. (VI, (>)? . (5.90) 
121 "I 
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ეი. V”” მატრიცა არ არის დამოკიდებული თ და L პარამეტრებზე. ეს კი ნიშ- 

ნავს, რომ წრფივი შეზღუდვების დროს ერთი იჟტერაციიდან მეორე იტერაციაზე 

გადასვლისას ” ფუნქციის დონის ზედაპირები ფორმას არ იცვლის. ამგვარად, მე- 

თოდის კრებადობა საჯარიმო პარამეტრების უსაზღვრო გაზრდაზე არ არის დამოკი- 

დებული და, ამასთან, ადგილი არ აქვს ” ფუნქციის დონის ზედაპირების არასა- 

სურველ დეფორმაციებს. იმ შემთხვევაში, როცა §(X) და #(CX) შეზღუდვები არაწ- 

რფივი ფუნქციებია, მაშინ, მართალია, ” ფუნქციის ზედაპირის ფორმა შეიცვლება, 

მაგრამ ეს ცვლილება მეორე რიგისაა და ამიტომ იგი საბოლოო შედეგებზე მნიშვნე- 

ლოვან გავლენას ვერ მოახდენს. 

მაგალითი 5-7. ლაგრანჟის მოდიფიცირებული ფუნქციის საშუალებით გადავწყვი- 

ტოთ მინიმიზაციის ამოცანა 

თი /(>7) = (X, – 4)? + (X, – 4)? | MX) =»,+X, –5=0 | (5.91) 
  

და გამოვიკვლიოთ ოპტიმიზაციის პროცესის მიმდინარეობაზე » პარამეტრის გავლე- 

ნა, თუ მისი საწყისი მნიშვნელობაა L ით) – 0, 

ამოხსნა. განვიხილოთ შემდეგი სახის დამხმარე მიზნის ფუნქცია: 

XLCX,X) =(X, – 4)? +(X, –4)? +7((X, +X, –5+X)” – "1. (5.92) 

განვსაზღვროთ #(CX,L) ფუნქციის წარმოებულები X, და X: ცვლადების მიმართ და 

ამოვხსნათ განტოლებათა სისტემა 

თ 20 -4+2/C% +X –5+1:)=0, 

2 =20, -4)+27C +X, –5+9)=0, 
2 

საიდანაც X, = X: =(4+ 57 – XL)/(1+2X7). როცა X» =1, მაშინ უკანასკნელი გამოსა- 

ხულებიდან გვექნება 

X, = Xე =(9 – L)/3. (5.93) 

რადგან ჯი =0, ამიტომ (5.93)-დან განისაზღვრება XLCX,L) ფუნქციის სტაციონა- 

რული წერტილის კოორდინატების საწყისი მნიშვნელობები 

XV) =ჯ(0) =(9 – CC ))/3 =3. 

მიღებულ წერტილში გამოვთვალოთ #(70)=2 და #(CXI),2I0) =3.
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I იტერაცია 

(5.98) ფორმულის საფუძველზე გადავიანგარიშოთ ჯ» პარამეტრის მნიშვნელობა 

ჯი) = ყ(ჯ(0) + >) =1 და (5.93) ფორმულის საშუალებით გამოვთვალოთ #C(X,?) 

ფუნქციის სტაციონარული წერტილის კოორდინატების ახალი მნიშვნელობები 

XI) = ჯI) =(9 –< +0)/3 =2.6667. 

მიღებულ წერტილში განვსაზღვროთ 

#(ჯV) =3.5556 და LC0,ჯX0) = 4,3333. 

II იტერაცია 

(5.58) ფორმულის საფუძველზე გადავიანგარიშოთ »L პარამეტრის მნიშვნელობა 

ჯ() = (XI X)+»" =1.3333 და გამოვთვალოთ X#V(X,X) ფუნქციის სტაციონარული 

წერტილის კოორდინატების ახალი მნიშვნელობები 

»ჯI) = XL) =(9->C03/3 =2.5556 

და ა.შ. გამოთვლები გაგრძელდება მანამ, სანამ კრებადობის (5.76) პირობა არ დაკ- 

მაყოფილდება. გამოთვლების შედეგები წარმოდგენილია ცხრილში 5.3, 

  

  

  

  

  

  

              
  

ჯ ჯ X, =X) #(X) წე623) 

0 0 3.0000 2.0000 3.0000 

1 1.0000 2.6667 3.5556 4.3333 

2 1.3333 2.5556 4.1728 4.4814 

3 1.4444 2.5185 _“ 4,3896 4.4979 

4 1.4818 2.5062 4.4629 4.4997 

5 1.5000 2.5000 4.5000 4.5000 

ცხრილი 5.3 

როგორც ცხრილიდან ჩანს X#(X1,;) ფუნქციის მინიმალური მნიშვნელობა 

იტერაციების რაოდენობის გაზრდასთან ერთად იზრდება ამგვარად, ლაგრანუის 

მოდიფიცირებული ფუნქცია ერთდროულად განიცდის როგორც მინიმიზაციას X 

ცვლადის მიხედვით, ისე მაქსიმიზაციას » პარამეტრის მიხედვით. ე.ი. ფაქტიურად 

ადგილი აქვს მისი უნაგირა წერტილის განსაზლვრას. #(CX,7>) ფუნქციის დონის 

წირები ჯ-ს სხვადასხვა მნიშვნელობის დროს წარმოდგენილია 5.11-5.13 ნახაზებზე, 

საიდანაც ნათლად ჩანს, რომ XL პარამეტრის ცვლილება დონის წირების (კვლილებას 

არ იწვევს. 
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#VC,9=C, -4)"+(X.-4)?+ (X,320-5+1 )? – (1)? 

  

      

  
     

X# 

5.0 სადა ს 
4.0 C ჟ% დონის წირები 

# 50 
8 8 100 

3.0 C 15.0 

' 4 ხი” 2090 
68 2590 

“ ვ I Cღ 35.0 
| M 4090 

C I 450 
19 ჯა ი # 509 

აცი 
ძ 10 2.0 3.0 4.0 50” X, 

ნახ. 5.11 

XVC,9=(X, -4)”+(CX-4)”+ (X,+X--5+13/9 )? – (13/9)” 

“ააა დონის წირები 
5 C % 5.0 

ოა 

  

   სა 
.
ა
ო
ა
რ
ი
უ
ო
ც
ი
თ
>
 

”» თ C 

    I1ი 20 30 40 590”, 

ნახ. 5.12 
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XC-,2=(>, -4)?+(X5-4)?+ (X,+X-5<3/2 )” – (3/2)? 

      
  

  

X·# 

50 <= აბაა 

| 
40 C ა) დონის წირები 

4 59 
8 1090 

30 C 15.0 
4 ი 20.0 

5. 250 
„ი0L -) # 30 
რ - 6 35.0 
სა V 400 

C I 45.90 
1იI„V ა, 9 V# 50.0 
კ 0 

ძ 10 20 30 40 59”, 

ნახ. 5.13 

მ.9.# მროქუ-ჰურპიცის მეთოდი 

საჯარიმო ფუნქციების საფუძველზე აგებულ მეთოდებს შორის საჭიროა გამოვ- 

ყოთ ეროუ-პურვიცის მეთოდი (20), რომელშიც უპირობო ოპტიმიზაციის (5.73) ამო- 

ცანის გადასაწყვეტად გრადიენტული ძებნის იდეოლოგიაა გამოყენებული. აღნიშნულ 

მეთოდში ექსტრემუმთან მიახლოების სტრატეგია შემდეგი რეკურენტული ფორმუ- 

ლით განისაზღვრება: 

XIV) = ჯი) + 2V/ (0) +#M/V9(CX249)), (5.94) 

სადაც 2 გრადიენტული ბიჯის პროპორციულობის კოეფიციენტია, ხოლო 7» - სა- 

ჯარიმო ფუნქციის კოეფიციენტი, რომლის გამოთვლის სქემა ზემოთ განხილულ მე- 

თოდებში გამოყენებული სქემებისგან პრინციპულად განსხვავებულია. 

ალგორითმის თანახმად, ექსტრემუმთან მიახლოების ყოველ ბიჯზე, ” კოეფიციენ- 

ტი გამოითვლება შემდეგი ფორმულით: 

„ი. | 0, §(C>X) > 0, 

# 
(5.95) 

# ყლ“ )), §(X) <0,



საჯარიმო ფუნქციის მეთოდები 

აპ მნიშვნელობად შეიძლება შერჩეულ სადაც საჯარიმო კოეფიციენტის საწყის ჯი 

იქნეს ნებისმიერი არაუარყოფითი რიცხვი. 

მაგალითი 5.8. ეროუ-ჰურვიცის მეთოდით გაღავწყვიტოთ არაწრფივი დაპროგრა- 

მების შემდეგი ამოცანა: 

§(X) =18-–(», – 7)? –(X, – 7)? >0,»,,X, >0|, (5.96) 
  

თიმXI #(X) = –X; – X2 

თუ საწყისი მიახლოების წერტილია ჯI) =I4.8:5.61. 

ამოხსნა. მოცემული ამოცანის დასაშვებ ამონახსნთა სიმრავლე 

C=(»XC L” | (, –7)?+(CX, –7)? <18; X,X, >0 |, 

რომელიც გეომეტრიულად წარმოადგენს წრეს ცენტრით LC7:7) წერტილში და რა- 

დიუსით ” =3+/2 , ამოზნექილი არეა (ნახ. 5.14), ხოლო მიზნის /(X»X) ფუნქცია, 

რომლის დონის წირები წრეწირებია ცენტრით CX0;0) წერტილში, - უარყოფითად 

განსაზღვრული კვადრატული ფორმა. მაშასადამე, მოცემული ამოცანა წარმოადგენს 

ამოზნექილი დაპროგრამების ამოცანას, რომლის ოპტიმალური ამონახსნი ერთ-ერთი 

წრეწირის დასაშვებ §2'2 არესთან შეხების L) წერტილშია. 

  7»   ჩჯ) 

  
ეროუ-ჰურვიცის მეთოდით (5.96) ამოცანის გადასაწყვეტად შევირჩიოთ პროპორ- 

ციულობის კოეფიციენტი #4 = 0.1 და ანალიზურად განვსაზღვროთ /(X) და #§(»X) 

ფუნქციების კერძო წარმოებულები 
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%#-- XX, 92% ე» +14; 
მ», CL, 

% - _ე,,, 95 = _2ჯ, +14. 
0. 2 ' 

I იტერაცია 

საწყის წერტილში გამოვთვალოთ 9(»I) =18 – 4.84 – 1.96 =11.2. ვინაიდან 

2C(;)>0, ამიტომ »'”! = (4.8:5.6) დასაშვები წერტილია, სადაც /(X')) = –54.4, 
“) და # ' =0. 

ვისარგებლოთ (5.94) ფორმულით და განვსაზღვროთ მიახლოების ახალი წერტი- 

ლის კოორდინატები 

(0) 

XI) = ჯ9 + 2 VCVთ ) =4.8+0.1I-2)4.8 =3.84; 
C>X, 

(0) 

ჯრ =„თია,VXCX ) - 5 6+0.1I(-2)5.6=4.48. 
CX2 

შევამოწმოთ ეკუთვნის თუ არა მიღებული წერტილი დასაშვებ §)X არეს, რისთვი- 

საც გამოვთვალოთ 

9§(X-))=18–9.9856 –6.3504 =1.664>0; /(ჯ“)) = –34.816. 

II იტერაცია 

ვინაიდან X"“! =(3.84;:4.48) დასაშვები წერტილია, ამიტომ /'? =0. განვსაზღვ- 

როთ მიახლოების ახალი წერტილის კოორდინატები 

XL? = 3.84 + 0.1(–2)3.84 = 3.072; 

XI) = 4.48+0.1(–2)4.48 =3.584. 

შევამოწმოთ ეკუთვნის თუ არა მიღებული წერტილი დასაშვებ §2 არეს 

<(X“)) = 18 –15.429184 – 11.669056 = –9.0981. 

II იტერაცია 

რადგან §(»') ) <0, შეგვიძლია დავასკვნათ, რომ მიღებული წერტილი არ ეკუთვ- 

ნის §ჩ'2 არეს. ამიტომ ვისარგებლოთ (5.95) ფორმულით და გამოვთვალოთ 
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7») =7„C) - 2C(ჯC)) = 0 –0.1(–9.0981) = 0.91. 

განვსაზღვროთ მიახლოების ახალი წერტილის კოორდინატები 

ჯი) = ჯე XC), #7 296) _ 
1 >2 

=3.072 + 0.1(–2)3.072 + 0.91|(–2)3.072 + 14) = 3.172 ; 

ჯC) = ჯმ) :1VC>-) +) 2C-) = 
7 : 2. მX. 

=3.584 + 0.1(–2)3.584 + 0.91|I(–2)3.584 +14) > 3.489. 

გამოვთვალოთ: C(XV)) ლ –8.981. 

IV იტერაცია 

მიღებული ჯ = (3.172;3.4891 წერტილი არ ეკუთვნის დასაშვებ ამონახსნების §2) 

არეს. ამიტომ საჯარიმო კოეფიციენტის ახალი მნიშვნელობა (5.95) ფორმულის სა- 

ფუძველზე განვსაზღვროთ 

»7C) =7»7V) _ 0.1C(ჯI()) = 0.91 – 0.1(–8.981) = 1.81. 

გამოვთვალოთ მიახლოების ახალი წერტილის კოორდინატები 

»L) =3.172 + 0.1I(–2)3.172 +1.81((–2)3.172 +141 = 3.923; 

ჯ() =3.489 + 0.1(–2)3.489 +1.81I(=2)3.489 +14) = 4.062. 

გამოვთვალოთ «(ჯ')) = –0.1. 

V იტერაცია 

»-) =1.81–0.1(–0.1) =1.82; 

XL) =3.923+0.1(–2)3.923 +1.82((–2)3.923 +141) = 4.258; 

ჯI" = 4,062 +0.1(–2)4.062 +1.82I(–2)4.062 +14) = 4.319; 

C(ჯI)) =1.294: /(>»C)) = –36.784. 

VI იტერაცია 

70 =0; 
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XI9 = 4.258+ 0.1(–2)4.258 = 3.406 ; 

»ჯI9) = 4.319+0.1(–2)4.319 = 3.455 ; 

§(X1)) = –7.484. 

VII იტერაცია 

ჯი =1.82 – 0.1(=7.484) =2.57; 

XL'? =3.406+0.1(–2)3.406 + 2.57I(–2)3.406 +141 = 4.572 ; 

»I'" =3.455 +0.1(–2)3.455 + 2.57((–2)3.455 +14) = 4.586; 

9C(X0 0) =6.278; /(XC)) = –41.935. 

VIII იტერაცია 

ჯი =0; 

ჯ(' = 4.572 +0.1(–2)4.572 = 3.658; 

»ჯ1' =4.586+0.1(–2)4.586 = 3.669 ; 

დ§(ჯ»I)) = –4.265. 

IX იტერაცია 

»#') = 2.57 – 0.1(–4.265) = 3.0; 

XI =3.658 + 0.1I(–2)3.658 +3.0((–2)3.658 +141 = 4.931; 

XI? = 3.669 +0.1(–2)3.669 + 3.0I(–2)3.669 +14) = 4.934; 

C(X>) =9.451; /(X-)) = –48.659. 

X იტერაცია 

#9 =0; 
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ჯით = 4.931+0.1(–2)4.931 =3.945; 

X09) = 4,034+0.1(-2)4.934 =3.947; 

§(XVI)) = –0.654. 

XI იტერაცია 

»0ა =3.0 –0.1(–0.654) = 3.06; 

XII) =3,945 + 0.I(C–2)3.945 +3.06((–2)3.945 +141 = 5.026 ; 

ჯVI" =3.947 +0.1(–2)3.947 +3.06((–2)3.947 +14) > 5.026 ; 

C(X9) =10.207 ; /(ჯ“''') = –50.521. 

XII იტერაცია 

#9 =0; 

X02) = 5.026 + 0.1I(–215.026 > 4.021; 

X»M92) = 5,026 +0.1(–215.026 = 4.021; 

C(X0)) =0.251; /(ჯ“”)) = –32.337. 

გამოვიკვლიოთ /(X) და §(X) ფუნქციების ვექტორ-გრადიენტები XVI2 წერტილში 

V/ (ჯ02I) =L-8.042; –8.0421), VC(X»I”) =(5.958; 5.9581. 

თუ გამოვითვლით ამ ვექტორების ერთსახელა კოორდინატების ფარდობებს, დავი- 

ნახავთ, რომ ისინი ერთმანეთის ტოლია, რაც იმას ადასტურებს, რომ V/(».)) და 

V<(ჯ“)) კოლინეარული ვექტორებია. გარდა ამისა, ჯი დასაშვები წერტილია, 

რომელიც დასაშვები არის საზლვართან ახლოს მდებარეობსს (ვინაიდან 

9(X.92) = 0.251). აღნიშნულის საფუძველზე X =ჯ92) = (4.021; 4.021) წერტილი 

გარკვეული სიზუსტით შეიძლება ჩაითვალოს მოცემული ამოცანის ამონახსნად. საჭი- 

როების შემთხვევაში, იტერაციული პროცესის გაგრძელებით, შესაძლებელია მიღებუ- 

ლი შედეგის გაუმჯობესება. 
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5.6 არაწრფივი დაპრობრამების 

არაამოჭნექილი ამოცანების 

ბადაწყქვეტის მეთოდები 

არაწრფივი დაპროგრამების ზემოთ განხილული ყველა მეთოდი ლოკალური ხასი- 

ათისაა და ამიტომ მათი გამოყენება მიზანშეწონილია ამოზნექილი დაპროგრამების 

ამოცანების გადასაწყვეტად. არაწრფივი დაპროგრამების არაამოზნექილ ამოცანებში 

კი აუცილებელია გამოვიყენოთ აბსოლუტური ექსტრემუმის ძებნის მეთოდები, თუ, 

რასაკვირველია, საჯარიმო ფუნქციის საფუძველზე წინასწარ მოვახდენთ საწყისი 

ამოცანის უპირობო ოპტიმიზაციის ამოცანაზე დაყვანას (15). 

მ.ნ.1 კომბინირებული მეთოდი 

განვიხილოთ არაწრფივი დაპროგრამების შემდეგი სახის ამოცანა: 

თთი| / | 9§,00>0, 1=1,V; XC I” | (5.97) 

სადაც /(») მულტიმოდალური ფუნქციაა, ხოლო დასაშვებ ამონახსნთა სიმრავლე 

ი= --# 9§,(X) 20; (=1XV | (5.98) 
  

- ამოზნექილი ან არაამოზნექილი სიმრავლე. 

ამოცანის თანახმად საჭიროა მოიძებნოს საოპტიმიზაციო ცვლადი ვექტორის ისე- 

თი X C6 მნიშვნელობა, რომელიც უზრუნველყოფს მიზნის /(X) ფუნქციის აბსო- 

ლუტურ მინიმალურ მნიშვნელობას მოცემული არაწრფივი შეზღუდვების დაკმაყოფი- 

ლების დროს. 

საჯარიმო ფუნქციების მეთოდის საშუალებით პირობითი ოპტიმიზაციის (5.97) 

ამოცანა დავიყვანოთ უპირობო ოპტიმიზაციის შემდეგი სახის ამოცანაზე: 

თაი წC) 7)= /60+72:– 

სადაც X(X,7), ისევე როგორც 7/(X), მულტიმოდალური ფუნქციაა; 7 >0 “საჯარი- 

მო კოეფიციენტია, 

  I X5/M #1 (5.99) 
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განსახილველი კომბინირებული მეთოდი მონტე-კარლოსა და ფიაკო-მაკკორმიკის 

მეთოდების ერთობლივ გამოყენებას ითვალისწინებს. მისი არსი შემდეგში მდგომარე- 

ობს. (5.97) ამოცანის დასაშვებ (+ არეში შემთხვევითი წესით შეირჩევა – რაოდე- 

ნობის საწყისი წერტილი, საიდანაც ფიაკო-მაკკორმიკის იტერაციული ალგორითმით 

მოიძებნება (5.99) ამოცანის ოპტიმალური ამონახსნები XV)» Xე, ... XI) მიღებუ- 

ლი წერტილებიდან საუკეთესო ჩაითვლება (5.97) ამოცანის ოპტიმალურ ამონახს- 

ნად. 

მაგალითი 5.9. კომბინირებული მეთოდის საშუალებით გადავწყვიტოთ არაამოზნე- 

ქილი დაპროგრამების შემდეგი ამოცანა: 

იისი( /(CX) = (>, –1X>X, <2X>, –3)+X, | X; – X; –X; >0, 

X? +X2 +X –=4>0,5-X >0,X, >0,X, > 0, X, > 0 |. 

ამოხსნა. მოცემულ ამოცანაში როგორც მიზნის /(X) ფუნქცია, ისე შეზღუდვე- 

ბით განსაზტვრული დასაშვები (ჰ არე არაამოზნექილია. აბსოლუტური მინიმუმის 

წერტილია ხ; +V2; #2), რომელშიც ფუნქციის მნიშვნელობა ტოლია / =-6++”#2 · 

ამოცანა გადაწყვეტილ იქნა კომპიუტერული პროგრამის საშუალებით, რისთვისაც 

გავითვალისწინეთ პროგრამული პარამეტრების შემდეგი რიცხვითი მნიშვნელობები: 

- დამოუკიდებელი ცვლადების სავარაუდო ცვლილების საზღვრები 0<X, <7, 
7 =12.3; 

- ცდების რაოდენობა 5 =6; 

- დასაშვები ცდომილების ზღვრული მნიშვნელობა § = 0.000001. 

მიღებული შედეგები წარმოდგენილია ცხრილში 5.4. 

როგორც ცხრილიდან ჩანს, დასაშვებ არეში მიზნის ფუნქციას ორი ლოკალური 

მინიმუმის წერტილი გააჩნია, რომელთაგან უმცირესი - 

' = I0.000000;1.414213;1.414215), # = –4.585783 

ექვსი ცდიდან მხოლოდ ერთხელ იქნა მოძებნილი. 
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დასაშვები საწყისი 
წერტილი 

ოპტიმალური 

ამონახსნი 

ფუნქციის 

გამოთვლის 

რაოდენობა 

იტერაციის 

რაოდენობა 

  

Xჯ,) =I2.1988:0.6162;4.5838) 

X, =2.010874 

X: =0.000590 
Xვ =2.010874 

#” =2.000002 

189 56 

  

(უო Xც, =I1.4068;1.3617:3.7385) 

»ჯ; =2.010899 
X: =0.000630 
X; =2.010899 
#' =2.000002 

194 57 

  

Xცე = I1.4683;1.2054;4.9977) 

»X” =2.010558 
X1 =0.000933 
X; =2.010559 
#' =2.000002 

218 60 

  

Xც, =IL.7332;0.0349;2.63711 

»ჯ; =2.010838 
X; =0.000518 
X; =2.010839 
#/” =2.000002 

201 56 

  

Xცე = L0.6814;1.1110;4.7706) 

»X” =0.000000 
X; =1.414213 
X; =1.414215 
#" =-4.585784 

215 64 

      ჯი, = IL.8170;2.6167;3.89121   X, =2.010874 

X; =0.000585 

X =2.010875 

# ” =2.000002   181   53 

  

306 

ცხრილი 5.4 

 



არაწრფივი დაპროგრამების არაამოზნექილი ამოცანების გადაწყვეტის მეთოდები 

§.ნ.2 კომპლექსური მეთოდი 

არაამოზნექილი დაპროგრამების რთული ამოცანების გადასაწყვეტად შეიძლება გა- 

მოყენებულ იქნეს სიმძიმის ცენტრების მეთოდის საფუძველზე შემუშავებული კომპ- 

ლექსური ალგორითმი, რომლის არსს ქვემოთ განვიხილავთ L171. 

ვთქვათ, მოცემულია არაწრფივი დაპროგრამების ზოგადი ამოცანა 

= #/C) | §,(C>01>0, 1=1,M; M,(X)=0, X#=1,4; XC # ს (5.100) 
  

სადაც #(») მულტიმოდალური ფუნქციაა, რომელსაც ერთადერთი გლობალური მი- 

ნიმუმის წერტილი გააჩნია, ხოლო დასაშვებ ამონახსნთა სიმრავლე 

0=(--L 92,(C200>20; I=17X; M,(>X)=0, L=1,9 | (5.101) 
  

- ამოზნექილი ან არაამოზნექილი სიმრავლეა. 

ამოცანის თანახმად საჭიროა მოიძებნოს საოპტიმიზაციო ცვლადი ვექტორის ისე- 

თი X 66) მნიშვნელობა, რომელიც უზრუნველყოფს მიზნის /(X) ფუნქციის აბსო- 

ლუტურ მინიმალურ მნიშვნელობას მოცემული არაწრფივი შეზღუდვების დაკმაყოფი- 

ლების დროს. 

შემოვიტანოთ შემდეგი სახის საჯარიმო ფუნქცია: 

>, გ 5-0 §,(X) | 
| + ი , (5.102) 

#=I 

რომლის გათვალისწინებით არაამოზნექილი დაპროგრამების (5.100) ამოცანა დავიყ- 

ვანოთ უპირობო ოპტიმიზაციის ამოცანაზე 

თხი #7) = /(X)+# |X< ', ჯC7 |, (5.103) 

სადაც მიზნის დამხმარე #”L(CX,7) ფუნქცია, ისევე როგორც /(X), მულტიმოდალუ- 

რია. 

როგორც უკვე იყო აღნიშნული, (5.103) ამოცანის გარკვეული სიზუსტით გადაწყ- 

ვეტა #/ პარამეტრის შერჩევაზეა დამოკიდებული. საჯარიმო კოეფიციენტის სხვადა- 

სხვა მნიშვნელობის დროს #(CX,7) ფუნქციის მინიმუმი „ძვრას” განიცდის და იმი- 

სათვის, რომ იგი /(X) ფუნქციის მინიმუმს დაემთხვეს, საჭიროა #» კოეფიციენტის 

ოპტიმალური მნიშვნელობის განსაზღვრა. 

აღნიშნული ამოცანის გადასაწყვეტად გამოყენებულია შემდეგი გამოთვლითი სქემა. 

საჯარიმო კოეფიციენტებისათვის შეირჩევა დადებითი რიცხვების რაღაც ზრდადი 
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მიმდევრობა ს, =10“'| · 7 =1,2,..., და სიმძიმის ცენტრების მეთოდის საშუალებით 

თითოეული 7, -სთვისს გადაწყდება უპირობო მინიმიზაციის (5.103) ამოცანა, რის 

შედეგად მიიღება ამონახსნები ჯი, 1 =1,2,.... გამოთვლითი პროცესი გაგრძელდება 

მანამ, სანამ არ შესრულდება კრებადობის პირობა 

Iფ9,) – #CI მს), <6, (5.104) 

სადაც § დასაშვები ცდომილების აბსოლუტური მნიშვნელობაა. მიღებული (:ი) 

მიმდევრობის ზღვრული წერტილი საწყისი (5.100) ამოცანის ოპტიმალურ ამონახსნს 

შეესაბამება. 

გამოთვლის შემოთავაზებული სქემა იტერაციულია და იგი 7, -ს სხვადასხვა მნიშ- 

ვნელობის დროს სიმძიმის ცენტრების მეთოდის რამდენჯერმე გამოყენებას ითვალის– 

წინებს, ყოველი მომდევნო იტერაცია ამონახსნის გაუმჯობესებას უზრუნველყოფს. 

ალგორითმის იტერაციულობა მეთოდის კრებადობის დაჩქარების დამატებით შესაძ- 

ლებლობას იძლევა, რისთვისაც განხილულ სქემაში გამოყენებულია ძებნის დასაშვები 

არის თანდათანობით შემცირების ალგორითმი: თუ მიმდინარე 1-ურ იჯტერაციაში 

სტატისტიკური ცდები განხორციელდება წ” განზომილებიან კუბში ი,) <X, <ხI, 

7=1,M, სადაც ძ, და ხ, შესაბამისად ”, კოორდინატის ცვლილების მარცხენა და 

მარჯვენა საზღვრებია, მაშინ მომდევნო ((+1)-ე იტერაციაში ცდები ჩატარდება შემ- 

ცირებულ ჰიპერკუბში ცენტრით ჯი წერტილში და შემდეგი საზღვრებით: 

აეეე 
(5.105 

ხს =ჯი +(ხი – #0)/2, 7 =12,...,M. ) 

ცხადია, დასაშვები არის შემცირება გაგრძელდება მანამ, სანამ. არ შესრულდება პი- 

რობა 

ირა გრა «გ, (5.106) 
    

სადაც თ > 0 რაღაც მინიმალური სიდიდეა. 

ამგვარად, შემოთავაზებული ალგორითმი წარმოადგენს შემღეგი ოპერაციებისა და 

პროცედურების თანმიმდევრობას. 

ბიჯი 1. შეირჩევა პროგრამული პარამეტრები: 

- სტატისტიკური ცდების რაოდენობა I ; 

- ლებეგის დონეების რაოდენობა %; 

- ძებნის დასაშვები არის საწყისი საზღვრები თ”, ხ'', 7=1,#; 
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- ჯარიმის კოეფიციენტის რეგულირების საწყისი პარამეტრი !; 

- დასაშვები ცდომილებების ზღვრული მნიშვნელობები §, 62. 

ბიჯი 2. გამოითვლება საჯარიმო კოეფიციენტი 7ჯ, = 10”; 

ბიჯი 8. (5.102) გამოსახულების საფუძველზე ფორმირდება მიზნის დამხმარე 

ფუნქცია #(X,7,); 
ბიჯი 4. შემთხვევითი რიცხვების პროგრამული გენერატორის საშუალებით ძებნის 

დასაშვებ არეში გამომუშავდება შემთხვევითი ჯი = გი 4+(ნ0 _ცროაი 

ვექტორი, სადაც დი თანაბრად განაწილებული შემთხვევითი .ვექტორია 

ერთეულოვან კუბში; 

ბიინ. გამოითვლება მიზნის დამხმარე ფუნქცია #(X-M,7/,); 

ბიჯი 6. 45 ბიჯებით გათვალისწინებული ოპერაციები განმეორდება 5 -ჯერ, 

რომლის დროსაც ადგილი აქვს მიზნის დამხმარე ფუნქციის მინიმალური 

#, =Iი(”M,) და მაქსიმლლუურრი #ა = იიმX(#,) მნიშვნელობების დამახ- 

სოვრებას. როცა ჯ1= 645, მაშინ გადავალთ მე-7 ბიჯზე; 

ბიჯი 7. განისაზღვრება ლებეგის დონეების C,,6:,-.ს6ჯ მნიშვნელობები შემდეგი 

ფორმულის საფუძველზე: 
I. +, 

6“ 2 

სადაც #რ#C = 0.05(#, – ჩ,); 

ბიჯი 8. თანაბრად განაწილებული შემთხვევითი რიცხვების პროგრამული გენერა- 

ტორის საშუალებით ძებნის დასაშვებ არეში გამომუშავდება შემთხვევითი 
ვექტორი ჯი = კეი + (ხი – ფცი0ანო. 

–-ხბC, #90 =1),2,..:%, (5.107) 

ბიჯი 9. გამოითვლება ფუნქცია #CM9),/,); 

ბიჯი 10 მიზნის ფუნქციის #' (ჯი. 0) მნიშვნელობა შემოწმდება პირობაზე 

#<65,. თუ უტოლობა სამართლიანია მაშინ გადავალთ მე-11 ბიჯზე, წი- 

ნააღმდეგ შემთხვევაში მე-13 ბიჯზე; 

ბიჯი!1. გამოითვლება და შეჯამდება: 

M 

2,Iდ0რ0,7,) – C,110(XM,C,), (5.108) 
Iთ1 
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ბიჯი 1=. 

ბიჯი 13. 

ბიჯი 14. 

ბიჯი 15. 

ბიჯი 16. 

ბიჯი 17. 

ბიჯი 18. 

ბიჯი 19. 

ბიჯი 20. 

ბიჯი 21. 

310 

» 

2,XIII#IC-",7,) – C,110(X9%,C,), 7 =12,...,M; (5.109) 
=> 

10.) ბიჯებბძთ გათვალისწინებული ოპერაციები განმეორდება C.,, 

% =1.2...ჩ» სხვადასხვა მნიშვნელობის დროს. როცა #5=%, მაშინ 

გადავალთ მე-13 ბიჯზე, 

8-2 ბიჯებით გათვალისწინებული ოპერაციები განმეორდება V -ჯერ. 

როცა 1=V, მაშინ გადავალთ მე-14 ბიჯზე; 

(5.10ზ) და (5.10 სასრული ჯამებს გამოყენებით "საფუძველზე 

გამოითვლება 

X,(C,), 0 =1,2,..,X%; 7 =12,..ს 7; 

ს, , ?L >. XI ... თ, წ2| მიმდევრობების ემპირიული წერტილების პარა- 

ბოლური აპროქსიმაციის შედეგად განისაზღვრება მააპროქსიმებელი პო- 

ლინომები 

X,(0)= თ.,ს” +თ,0+თი, )=12,...,ჩ; (5.110) 

ფორმირდება ოპტიმიზაციის ერთგანზომილებიანი ამოცანა 

=- #CCთ), 7,)| C(თ-ტფ, +#49) | (5.111) 

და ოპტიმიზაციის ნებისმიერი უმარტივესი მეთოდით განისაზღვრება 
ოპტიმალური /,; 
(5.110) პოლინომების საშუალებით გამოითვლება ოპტიმალური ამონახსნი 

(ია XI. =X»,(ი,), #=1,2...,M, 
, 

ჯი = #CC)),7,); 

შემოწმდება კრებადობის (5.104) პირობა; 

თუ (5.10) უტოლობა სამართლიანია, მაშინ გადავალთ 23-ე ბიჯზე, 

წინააღმდეგ შემთხვევაში მე-20 ბიჯზე; 

(5.1052) ფორმულების საშუალებით განისაზღვრება დასაშვები არის 

ახალი საზღვრები; 

შემოწმდება დასაშვები არის შემცირების (5.106) პირობა;
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ბიჯი2ბ. თუ (5.106) უტოლობა სამართლიანია, მაშინ გადავალთ 23-ე ბიჯზე, წი- 
ნააღმდეგ შემთხვევში ! პარამეტრი ერთი ერთეულით გაიზრდება 

((=(+1) და გადავალთ მე-2 ბიჯზე; 

ბიჯი–ვ. ოპტიმალური ამონახსნის დაზუსტების საჭიროების შემთხვევაში შეიძლე- 

ბა გამოყენებულ იქნეს დეტერმინირებული ძებნის ნებისმიერი მეთოდი; 

ბიჯი24 ძებნის დასასრული. 

მაგალითი 5.0. კომპლექსური მეთოდის საშუალებით გადავწყვიტოთ არაწრფივი 

დაპროგრამების ამოცანა 

თი! #(X) =C, – 4)” + CX, –4)?| C(X)=5–-X, – X, >0; X,>0, X, >0 , 

ამოხსნა. საჯარიმო ფუნქციების მეთოდის გამოყენებით არაწრფივი დაპროგრამე- 

ბის მოცემული ამოცანა დავიყვანოთ უპირობო მინიმიზაციის შემდეგი სახის ამოცანა- 

ზე: 

  
5-X, -X, -|5-X, – X, 

იისი4 # = (X, – 4)? +(X, – 4)? +107“! (თთ-ხებ-თ-ი,. + 

» -XII (5 -IXII. +)! II) 1) -2 L2I · 
2 2 

ამოცანა გადაწყვეტილ იქნა კომპიუტერული პროგრამის საშუალებით, რისთვისაც 

გავითვალისწინეთ პროგრამული პარამეტრების შემდეგი რიცხვითი მნიშვნელობები: 

- სტატისტიკური ცდების რაოდენობა M =100; 

- დამოუკიდებელი ცვლადების სავარაუდო ცვლილების საზღვრები 0<X, <10, 
7=12; 

- საჯარიმო კოეფიციენტის სიდიდის რეგულირების საწყისი პარამეტრი 1 =3; 

- დასაშვები ცდომილებების მნიშვნელობები § =0.5, 2 =2. 

გამოთვლების შედეგები წარმოდგენილია ცხრილში 5.5. როგორც ცხრილიდან 

ჩანს §=0.5 სიზუსტით ოპტიმალური ამონახსნის განსაზღვრისათვის საჭირო 

გახდა ორი იტერაციის ჩატარება მიღებული “შედეგი X =L|2.534662;2.466918)” , 

# =4.500052 დამაკმაყოფილებელი სიზუსტით ეთანადება ანალიზურად გამოთვ- 

ლილ რიცხვით მნიშვნელობებს, რომელიც ტოლია Xჯ =(2.5;2.51), #/” = /(X-) =4.5. 
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იტერაცია I II 

ძებნის 0 <X, <10 1.306650 < », < 6.306650 

არე 0<X», <10 1.207715 < X, < 6.207715 

საჯარიმო », =100 #. =1000 
კოეფიციენტი _ 
სტატისტიკური 

ცდების 100 100 
რაოდენობა 

ლორ XL) = 2.613300 XL) = 2.534662 

თატიალური »CV =2.415430 ჯრ =2,466918 
#, =4.516339 #. =4.500052 

ფუნქციის 

გამოთვლის 142 147 

რაოდენობა 

ცხრილი 5.5 

 



თავი მეექვსე 

ერთპრიტერიული ოპტიმიზაციის 

გამოქმენებითი ამოცანები 

მოცემულ თავში განხილულია გამოყენებითი ამოცანები, რომელსაც ადგილი აქვს 

ოპტიმალური დაპროექტების სისტემებში. კერძოდ, განხილულია კონკრეტული დასა- 

პროექტებელი ობიექტების – არაწრფივი ელექტრონული სქემისა და ატომური ელექ- 

ტროსადგურის თბოგადამცემი აპარატის - ოპტიმალური დაპროექტების საინჟინრო 

ამოცანები, რომელთა მათემატიკური მოდელი არაწრფივი დაპროგრამების ამოცანებზე 

დაიყვანება. გარდა ამისა, ოპტიმიზაციის მეთოდების გამოყენებითი ასპექტები ილუს- 

ტრირებულია წარმოების ოპტიმალური დაგეგმვისა და არაწრფივ განტოლებათა სის- 

ტემების გადაწყვეტის მაგალითებზე. 

ნ.1 ელექტრონული სქემების ოპტიმალური 
დაპრომექტების ამოცანა 

ამოცანის დასმა. მოცემული კონფიგურაციის ელექტრონული სქემების ოპტიმა- 

ლური პარამეტრების განსაზღვრის ამოცანას ერთ-ერთი მნიშვნელოვანი ადგილი უკა- 

ვია ელექტრონულ ნაკეთობათა სქემოტექნიკური დაპროექტების ციკლში. აღნიშნული 

ამოცანა ითვალისწინებს სქემის ელემენტების ისეთი მნიშვნელობების განსაზღვრას, 

რომლის დროსაც ოპტიმალობის შერჩეული კრიტერიუმი - მიზნის ფუნქცია თავის 

ექსტრემალურ მნიშვნელობას მიაღწევს ტექნიკური დავალების კონკრეტული მოთხო- 

ვნების დაკმაყოფილების პირობებში. მათემატიკური თვალსაზრისით ფორმულირებუ- 

ლი ამოცანა დაიყვანება არაწრფივი დაპროგრამების ამოცანაზე 

თხი| /C;X | §,2) <0,1= LX, 0, <», <ნ,„7=L» |, (6.1) 

313
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სადაც #/(»X) და §,(X) არაწრფივი, ზოგად შემთხვევაში, მულტიმოდალური ფუნე- 

ციებია, ხოლო თ, და ხ, - საოპტიმიზაციო /-ური ცვლადის მნიშვნელობები, რომ- 

ლებიც მის შესაძლო ცვლილებათა დიაპაზონს ახასიათებს. 

ოპტიმალობის პრიტერიჟუმები. ოპტიმალობის კრიტერიუმის შერჩევა და მისი 

ექსტრემალური მნიშვნელობის განსაზღვრა ოპტიმიზაციის პრობლემის არსს შეად- 

გენს. ცხადია, კრიტერიუმი ისე უნდა შევარჩიოთ, რომ ოპტიმიზაციის შედეგად მან 

პროცესის საუკეთესო მართვა უზრუნველყოს. ელექტრონული ციფრული სქემების 

დაპროექტების ამოცანებში ოპტიმალობის კრიტერიუმად გამოიყენება გამოსახულებე- 

ბი, რომლებიც სქემის ისეთ დინამიკურ პარამეტრებს ახასიათებს, როგორიცაა: გადა- 

რთვის დრო, გამოსავალი იმპულსის სასურველ იმპულსთან მაქსიმალური მიახლო- 

ება, სქემის მიერ მოხმარებული სიმძლავრე და სხვ. განვიხილოთ ზოგიერთი მათგანი. 

1. გადართვის დრო ჯამ განისაზღვრება როგორც გამოსავალი ძაბვის იმპულსის 

წინა ფრონტის V. ღა Iს დონეების შესაბამისი დროის მომენტების სხვაობა (ნახ. 

6.1): 

(9 =1, –',, (6.2) 

სადაც 

?ც =Mკ +0.1(V, –Vკ), (6.3) 

2L =Vც +0.9V – Vც). (6.4) 

უკანასკნელ გამოსახულებებში #V, –Vყ =4 “სიდიდე გამოსავალი იმპულსის ამპლი- 

ტუდის ალგებრული მნიშვნელობაა. 

  

  

  
      
  

  
    

“გამ ტ. 

"“) ჯ 2 I 

0.94 | 0.94 

7! 1 
# LM /M0ი 

% ი ჩა VI · 
0 –“- –“–“- I 

ქო. რ. 

ნახ. 6.1 
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ელექტრონული სქემების ოპტიმალური დაპროექტების ამოცანა 

ანალოგიურად განისაზღვრება გადართვის დრო (ი საწინააღმდეგო პოლარობის 

იმპულსის დროს. ცხადია, ამ შემთხვევაში ოპტიმალობის კრიტერიუმი გამოისახება 

შემდეგი ინტეგრალით: 

I= IM თი. 

9, გადართვის საშუალო დრო ! განისაზღვრება ფორმულით: 

1 =0.5(,/"9 +I!2), (6.5) 

სადაც 9 იმპულსის გადართვის დროა ჩართვის დროს, ხოლო აა იმპულსის 

გადართვის დრო გამორთვის დროს (ნახ. 6.1). 

3. დაჟოვნების დრო ჯა განისაზღვრება როგორც შესავალი ს და გამოსავალი 

V.კ იმპულსების წინა ფრონტების ". და Mყ დონეების შესაბამისი დროის მომენ- 

ტების სხვაობა (ნახ. 6.2): 

  

      

    

  
  

              

შეს ტ 

M-ს L 

M 0.13, #-პეს 

ს _ 

0 ' '', 
გამ # ი ჯმ. ა. 

#" · გამ · 

"LC ,0.14..ვ #გც 
შ 

"I, 

0 M ჯ 

ნახ. 6.2 

(,) =I -Iვ, (6.6) 

სადაც 

Mც = Mუ, + 0.1(V,, – MI), (6.7) 
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M =V1კ +0.1(V1ც –< MI). (6.8) 

ანალოგიურად განისაზღვრება დაყოვნების დრო ჯმ საწინააღმდეგო პოლარობის გა- 

მოსავალი იმპულსის დროს (ნახ. 6.3). 

Mშეს # 

  

Vი 0. 143. #.ვეს 
      

  

0 ს 

  
  

    4 

0.14, გ.ა 
    

      

–-
V 

0 “ 

ნახ. 6.3 

4. დაყოვნების საშუალო დრო /, განისაზღვრება ფორმულით 

1, = 0.5(/09 +112). (6.9) 

§. იმპულსის გავრცელების დაყოვნების დრო I" განისაზღვრება (დაყოვნების #19 
დროის ანალოგიურად) როგორც შესავალი და გამოსავალი იმპულსების წინა ფრონ- 
ტების MIც და MV. დონეების შესაბამისი დროის მომენტების სხვაობა, მხოლოდ იმ 

განსხვავებით რომ 

M, = უს, + 0.5(%ვე –< MI), (6.10) 

ML = 11 +0.5(M)კ –< M)). (6.11) 

6. იმპულსის გავრცელების დაყოვნების საშუალო დრო !. განისაზღვრება ფორ- 

მულით 

71. =0.5(/M +792), (6.12) 
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სადაც. ჯა იმპულსის გავრცელების დაყოვნების დროა ჩართვის დროს, ხოლო (ი - 

გამორთვის დროს. 

7. გამოსავალი .3() ამპულსის სასურველ VI. (I) იმპულსთან მაქსიმალური მიახ- 

ლოების კრიტერიუმი განისაზღვრება შემდეგი გამოსახულებით: 

ჩ(0)= ია 0 – "0114 > თი, (6.13) 

სადაც 1) და 1, გარდამავალი პროცესის საწყისი და საბოლოო მომენტებია. აღნიშ- 

ნული კრიტერიუმის მინიმიზაცია ნახ. 6.4-ზე დაშტრიხული ფართის მინიმიზაციას 

განაპირობებს, რაც, თავის მხრივ, გამოსავალი სიგნალის სასურველ სიგნალთან 

მაქსიმლურ მიახლოებას უზრუნველყოფს. საჭიროა შევნიშნოთ, რომ იმპულსის 

გავრცელების დაყოვნების კრიტერიუმები (6.13) გამოსახულების კერძო შემთხვევებს 

წარმოადგენს. 

რრგაპC ი 
?/ს.სCI, 
IV) 222222222 

  

        –
V
 

ნახ. 6.4 

8. ელექტრონული სქემის მიერ მოხმარებული საშუალო სიმძლავრე L განისაზღვ- 

რება როგორც სიგნალის ლოგიკურ »L“ და ლოგიკურ „0“ მდგომარეობებში სქემის 

მიერ შესაბამისად მოხმარებული და IL9 სიმძლავრეების საშუალო არითმეტიკუ- 

ლი 

ს =0.5(9 +L'). (6.14) 

(6.14) გამოსახულებაში " და 9 სიდიდეები გამოითვლება შემდეგი ფორმულით: 

M M 

L%) = 252 |, (6.15) 
#= )! 
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ერთკრიტერიული ოპტიმიზაციის გამოყენებითი ამოცანები 

სადაც , მუდმივი კვების !-ური წყაროს ძაბვაა I, - კვების 1-ურ წყაროსთან 

უშუალოდ მიერთებულ |) -ურ ელემენტში გამავალი დენი, M - სქემაში კვების წყა- 
როების რაოდენობა, M, - კვების (-ურ წყაროსთან უშუალოდ მიერთებული ელემენ- 

ტების რაოდენობა. 

მათემატიკური მოდელი. დასაპროექტებელ ობიექტს მეხსიერების მოწყობილო- 
ბის სამისამართო დეშიფრატორის მართვის ელექტრონული ნაკეთობა წარმოადგენს, 

რომლის პრინციპიალური სქემა მოცემულია ნახ. 6.5-ზე. 

  

   

  

ჯ 
––“ 

გამოსავალი 1 

  
  

ნახ. 6.5 

მოცემული სქემის მათემატიკური მოდელის შედგენისას გათვალისწინებულია ტექ- 

ნიკური დავალების შემდეგი კონკრეტული მოთხოვნები: 

) სქემ„ “საიმედოდ უნდა მუშაობდეს ტემპერატურის ფართო დიაპაზონში: 

–60'C <1<+125'C; 

2. შესავალი სიგნალის მინიმალური დონე (ლოგიკური ,,0“) უნდა იყოს არაუმეტეს 

+0.4 ვოლტი; 

3. შესავალი სიგნალის მაქსიმალური დონე (ლოგიკური ,1“) უნდა იყოს არანაკლებ 

+2.4 ვოლტი; 

4 გამოსავალი სიგნალის მინიმალური დონე - არაუმეტეს +0.4 ვოლტი;



ელექტრონული სქემების ოპტიმალური დაპროექტების ამოცანა 

გამოსავალი სიგნალის მაქსიმალური დონე - არანაკლებ +2.4 ვოლტი; 

ნ. გამოსავალი სიგნალის დაყოვნების საშუალო დრო - არაუმეტეს 40 ნანოწამი; 

სქემის მიერ მოთხოვნილი სიმძლავრე სტატიკურ რეჟიმში - არაუმეტეს 40 მი- 

ლივოლტი. 

ელექტრონული სქემის მოცემული კონფიგურაციისა და მასში შემავალი აქტიური 

ელემენტების მოცემული პარამეტრების დროს ოპტიმიზაციის მათემატიკური მოდელი, 

სქემის სტატიკური და დინამიკური პარამეტრების გათვალისწინებით, შედგენილ იქნა 

ორ ვარიანტად. მიზნის ფუნქციის სახით პირველ ვარიანტში შერჩეულია სქემის მი- 

ერ მოხმარებული სტატიკური სიმძლავრე, ხოლო მეორე ვარიანტში - სქემის გადარ- 

თვის დაყოვნების დრო. 

მათემატიკური მოდელის გამარტივების მიზნით, აქტიური ელემენტების არაწრფივი 

მოდელების ნაცვლად გამოყენებულია ტრანზისტორისა და დიოდის უბან-უბან წრფი- 

ვი მოდელები და შედგენილია ეკვივალენტური სქემები, რომლებიც შეესაბამება მო- 

ცემული ნაკეთობის ორ სტატიკურ მდგომარეობას: 

- 1IM-მდგომარეობა, როცა სქემის შესავალზე დაბალი დონის სიგნალი (ლოგიკური 

„0“) მიეწოდება (ნახ. 6.6); 

- 18 მდგომარეობა, როცა სქემის შესავალზე მაღალი დონის სიგნალი (ლოგიკური 

»L ) მიეწოდება (ნახ. 6.7). 

ვინაიდან მოცემულ სქემას ორი მდგომარეობა გააჩნია, ამიტომ სტატიკური სიმ- 

ძლავრე განისაზღვრება როგორც X! და დმ მდგომარეობების საშუალო არითმეტი- 

კული 

ნ =0.5(ნ" +XL'). (6.16) 

სქემის მიერ LI მდგომარეობაში მოხმარებული სიმძლავრე გამოისახება შემდეგნაი- 

რად: 

ს =(I +I +I)CL, (6.17) 

სადაც L კვების ძაბვაა, ხოლო 

L-Vს,ს - ხ. 
ს- ბ. 6.18 (“დ (6.18) 

19 – L-L, - –Iი-IL5 
2 L. , (6.19) 
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”X +Lხ 

I» 

” 1 
I. ' :# «I 

  

–
 

L
 

I
 

დ 

გა
მო
სა
ვა
ლი
 

2 

  

/
 

რ
.
 

C დ 

X 
'' 1 I». 

ი; ” 
ა-- · _ 

გამოსავალი 1 ' Cა , 

; | 

შესავალი | სთ ს, 

            
ნახ. 6.6 

სნ-Vხ, 
ს =-–-2190 (6.20) 

ჩ.+ოა, 

სადაც 
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ელექტრონული სქემების ოპტიმალური დაპროექტების ამოცანა 

  

CV 

ხის 

LI 
შესავალი 

  

| L 

  

        
  

ყრი I» . 
სა=ზ8მა ს,.=0.4მ 
+ L--2 > 

გამოსავალი 1 ოუ 
C .- 5 

8 
დ 

+ + 

00 სთთ ა) ფით CI IV 

სიც 

+“ა- 
ს 7 

LL 

ნახ. 6.7 

სიე, და სეკ შესაბამისად I, და I, ტრანზისტორების ძაბვის ვარდნაა ბაზა- 

ემიტერის გადასავალზე გაჯერების რეჟიმში; 
ს, - დიოდის გადასავალზე ძაბვის ვარდნა გაჯერების რეჟიმში; 

1. · 1: ტრანზისტორის უკუდენის ძალა წაკვეთის რეჟიმში; 
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. ს. - გაჯერებული 1, ტრანზისტორის კოლექტორული ძაბვა; 

.· 1. - შესავალი ძაბვა; 

. LL. - 1, ტრანზისტორის კოლექტორის წინაღობა. 

LL. I და I მნიშვნელობების (6.17) გამოსახულებაში შეტანის შედეგად მივი- 

ღებთ 

=-» –Vჯ., - სა -ს, – საბ C- სას 
ი = + + ნ. (621) 

L, XL. 1. +XMC 

LI მდგომარეობაში I. ტრანზისტორი მუშაობს გაჯერებულ რეჟიმში, რაც შემდეგი 

თანაფარდობით შეიძლება გამოვსახოთ: 
ლთ

ა 

  «ს. >5, (6.22) 
სის 

სადაც 
· ჩ. ტრანზისტორის გაძლიერების სტატიკური კოეფიციენტია; 

. 1I,, - ბაზური დენის ძალა გაჯერების რეჟიმში; 

. Lე - გაჯერებული ტრანზისტორის კოლექტორული დენის ძალა; 

·.· 5 - გაჯერების კოეფიციენტი, 5 =1.2. 

განვსაზღვროთ LI, ტრანზისტორის ს, და სი: 

სწ _ L- სას - 9, - LC _ წაი 
  I. =1) – , 6.23 

6-2 ს. ს. L, (6.23) 

L-ხ 
I. =I+I.=--- 96% 4 IV. 6.24 III4 3 L წ. +ხ, ხი C ) 

სადაც Iგ-=8 მილიამპერი დენის ეკვივალენტური გენერატორია. უკანასკნელი მონა- 

ცემების (6.22) გამოსახულებაში ჩასმის შედეგად მივიღებთ ჯტრანზისტორის გა- 

ჯერების პირობას 
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ზ L-V,, - სე – I-ი Lზე _ სვ 

· 1. L, 
>1.2   (6.25) 

L –-სიი, +I9 
ნა 

I”. +IL., 

ტექნიკური მოთხოვნების შესაბამისად, დატვირთვის სქემის ნორმალური მუშაობი- 

სათვის აუცილებელია გამოსავალი ძაბვების გარკვეული დონეები შევინარჩუნოთ. ამი- 

ტომ პირობები, რომელიც ამ შეზღუდვებს ითვალისწინებს, შეიძლება შემდეგნაირად 

გამოვსახოთ: 

ს» =8- (CV +I„ც)I%, > 2.4, (6.26) 

L-სყყვი, 
Lს <0.4, 6.27 თხ ს. (627) ს, = ხს «CI + 

სადაც IM = 0.4 მილიამპერი. 

8 მდგომარეობაში სქემის მიერ მოთხოვნილი სიმძლავრე (6.17) გამოსახულების 

ანალოგიურად განისაზღერება: 

ნ =(0ს +. +I,)8, (6.28) 

სადაც 

სნ-ხეყე ყა - ს IV = §M1 ზდ LI 6.29 
:--- “–„= == (6.29) 

ს-ით – 
სს=--–- 9 ს). ხყყი (6.30) 

ს.+ხს 

ს-ხ9 
LIL=-–--– 90. (6.31) 

ნს. +იც 

სადაც 

ა LL... ძავის ვარდნაა I, ტრანზისტორის ბაზა-კოლექტორის გადასავალზე; 

აპ LI... და სც – შესაბამისად გაჯერებული I- და Iკ ტრანზისტორების ბაზა- 

ემიტერის გადასავალზე მოდებული ძაბვის ვარდნა;



ერთკრიტერიული ოპტიმიზაციის გამოყენებითი ამოცანები 

. I- და ხეც – შესაბამისად 1. და Iკ ტრანზისტორების კოლექტორის წინაღო- 

ბები. 

.· IL", I) და I) მნიშვნელობების (6.28) გამოსახულებაში შეტანის შედეგად მივი- 

ღებთ 

ს! = L- საყ – ყავი – ხავ 165-=ხზით -– სსა 1§-წზით L . (6.32) 

ს, ს. +Mხე L,. +ხც ' 

8 მდგომარეობაში 1. და Iკ ტრანზისტორები გაჯერებულია, ამიტომ გაჯერების 

პირობები შემდეგნაირად გამოისახება: 

-I გ 
ჩი აეე, ჩი >) 2, (6.33) 
სეი სეც 

ეკვივალენტური სქემიდან განვსაზღვროთ: 

  

ნ-V,, - VI... – 
1. =I,, =1.4,(1+81)=1I5-(1+8)) = 5LI იი ხი (1481), (6.34) 

I 

L- 90 ე. -ხ I. =I. = XIM02 წ9M3 6. 
XI = 13 უყოთ (6.35) 

V ს-ს, – ყე. –- ხი 1 =L.+I 90 5LI §IM2 893 (1 ' 
§3 გ2 MIV2 ს. 2 (1+ჩ,)+ 

+ C - სი: -– სხა _ საც , (6.36) 

სჩ. +ჩხე Lკ 

L-V9 
როვეაი (6.37) #XIც ს. +ჩ MI 

სადაც ჩ! არის I, ტრანზისტორის გაძლიერების ინვერსიული კოეფიციენტი, ხოლო 

I, =8 მილიამპერი. 

უკანასკნელი მონაცემების (6.33) გამოსახულებებში ჩასმის შედეგად მივიღებთ 

სა
 

(M
) 
>
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ჩ- LC- ხვის 9 - საც (1+8!) 

. ე“ –ც >1.2, (6.38) 
XM02 §M3 

სე+იხი 

ჩ C-საე –- საი – სწიც (1+6'ე+5 - ხთ – საც _ 9აის 
1 L, ' IL. +Iსს I 

-წ >1.2. (6.39) 
XMIM03 +I 

ს. +Mხც 

8 მდგომარეობაში გამოსავალი სიგნალების გარკვეულ დონეებზე შენარჩუნების 

პირობები (6.26) და (6.27) გამოსახულებების ანალოგიურია: 

ს-Vხ 
ს. = სვ +» +” 99თ <0.4, (6.40) 

ს. =8-(I. +1 ა, ML, 22.4, (6.41) 

სადაც IL =0.8 მილიამპერი. 

(6.21) და (6.32) გამოსახულებების (6.16)-ში შეტანის შედეგად მივიღებთ სტატი- 

კურ რეჟიმში სქემის მიერ მოხმარებული სიმძლავრის ანალიზურ გამოსახულებას 

0=0.5 L - სვი – სვ 18- ყა -ს, –1ყი:IL5 1 -სიი 6+ 

ს, 1. >. +IL, 
  

+0.5 L- საი - საი - ხსნა 18- სით – სის , =C- ხით 

ს, ს. +Iა ს. +ხც 
ხ. (6.42) 

როგორც ცნობილია, იმპულსურ რეჟიმში არაწრფივი სქემების მუშაობის ძირითად 

მახასიათებელს გადართვის დაყოვნების საშუალო დრო წარმოადგენს, რომელიც 

განისაზღვრება როგორც ძაბვის სიგნალის წინა და უკანა ფრონტების საშუალო 

არითმეტიკული 

I, =0.5(,, +1-). (6.43) 

ლოგიკური სქემებისათვის წინა ფრონტის დაყოვნების 1, დრო განისაზლვრება რო- 

გორც სხვაობა დროის იმ მომენტებს შორის, როცა შესავალი და გამოსავალი ძაბვის 
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სიგნალები თავისი მაქსიმალური დონის 50%-სიდიდეს მიაღწევს, ხოლო უკანა ფრო- 

ნტის დაყოვნების / დრო განისაზღვრება როგორც სხვაობა დროის იმ მომენტებს 

შორის, როცა შესავალი და გამოსავალი ძაბვის სიგნალები თავისი მაქსიმალური 

დონიდან 50%-სიდიდით შემცირდება. 

! -ის ანალიზურად გამოთვლა დიდ სიძნელეებთანაა დაკავშირებული, რადგან იგი 

მაღალი რიგის დიფერენციალური განტოლების ამოხსნას საჭიროებს. ამიტომ მისი 

განსაზღვრისათვის შეიძლება გამოყენებულ იქნეს ტეილორის დაშლის ფორმულა 

– ღმ - 
(უ(==:+აპ) ––-ისდL – LX), 6.44 1 %1, 2, 6ჩ ( ) (6.44) 

სადაც 1. =7 (ჯL, =L.,L. =VL....,L, =L.), ხოლო LL, 10... IL, რეზისტორების 

ნებისმიერი დასაშვები მნიშვნელობებია. 

რადგან მოცემულ "სქემას ორი გამოსავალი გააჩნია და, ამასთან, ადგილი აქვს 

შემდეგ მიახლოებით ტოლობას 

  

მ, _ % 
მს, ი#ტდხ,” 

ამიტომ გვექნება 

– <4, – 
1. =1ე ფაუუუცა –სM.)<1ე, (6.45) 

– <«VMე – 
,ჩ:=1, არ 21, CC, – 6 ,)<7,, (6.46) 

სადაც 1, და IL შესაბამისი პარამეტრების ზღვრული დასაშვები მნიშვნელობებია. 

#ტ!ე/ ბის, და #Iე/ იტC, კოეფიციენტები ექსპერიმენტის საფუძველზე განისა- 

ზღვრება, რისთვისაც საჭიროა გამოყენებულ იქნეს ელექტრონული სქემების ანალი- 

ზის ნებისმიერი კომპიუტერული პროგრამა. ექსპერიმენტის შედეგები წარმოდგენილია 

ცხრილში 6.1. 

მიღებული შედეგების (6.45) და (6.46) გამოსახულებებში ჩასმის შედეგად მივი- 

ღებთ 

7,, = 28.62 –0.20>, –3) +0.525(L, –2)+3.76(L, – 2.4) <1, (6.47) 
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7.) =36–(სL, –4)+3.3330C, –3) +0.70L, – 5)+ 5? კ – 2.4) <ჯ,. (6.48) 

ზემოთ მოყვანილ გამოსახულებებში დამოუკიდებელ ცვლადებს სქემის პასიური 

ელემენტები IL, IL, IL), IL, LL, Iს წარმოადგენს, რომელთა მნიშვნელობების შესაძლო 

ცვლილების დიაპაზონი სქემოტექნიკური მოსაზრებებით შეზღუდულია: 

1.0 (კომი) <%, < 5.0(კომი), 1=1,6. (6.49) 

შეზღუდულია, აგრეთვე, ტრანზისტორების კოლექტორული დენის ძალების მნიშვნე- 

ლობები. ასე, მაგალითად, I: ტრანზისტორისათვის მაქსიმალურად დასაშვები კოლექ- 

ტორული დენის ძალის მნიშვნელობაა 3 მილიამპერი, ხოლო IL; და 1, ტრანზისტო- 

რებისათვის - 15 მილიამპერი. 

  

  

                        

X# ს, IL. Lკ L, LL, IL ტ!., ე. ბე. რჩე. 

· კომი | კომი | კომი | კომი | კომი | კომი | ნწამი | ნწამი ტს, ტIL, 

1 4.0 3.0 2.0 2.4 5.0 2.4 | 28.62 | 36.0 – – 

2 | 4.8 3.0 2.0 2.4 5.0 2.4 | 28.62 | 35.2 0.0 –1.0 

3 | 4.0 3.6 2.0 2.4 5.0 2.4 | 28.50 | 38.0 – 0.2 | 3.333 

4 | 4.0 3.0 2.4 2.4 5.0 2.4 | 28.83 0.0 0.525 0.0 

51 4.0 3.0 2.0 2.9 5.0 2.4 | 30.50 0.0 3.760 | 0.0 

6 | 4-0 3.0 2.0 2.4 6.0 2.4 | 28.62 | 36.7 0.0 0.7 

7) 4-0 3.0 2.0 2.4 5.0 2.9 | 28.62 | 38.5 0.0 5.0 
  

ცხრილი 6.1 

ტემპერატურის მოცემულ დიაპაზონში სქემის ნორმალური ფუნქციონირების შესა- 

ფასებლად საჭიროა ვისარგებლოთ ზღვრული გამოცდების მეთოდით (53) რომლის 

თანახმად, სქემის მუშაობის უნარი შესავალი პარამეტრებისა და გარე პირობების 

ყველაზე უარესი მნიშვნელობების დროს განისაზღვრება. 

ზღვრული გამოცდების შედეგებისა და აქტიური ელემენტების ელექტრო-ფიზიკუ- 
რი პარამეტრების რიცხვითი მნიშვნელობების გათვალისწინებით, ზემოთ მიღებული 

თანაფარდობების საფუძველზე, შედგენილ იქნა დასაპროექტებელი ელექტრონული 

სქემის მათემატიკური მოდელი, რომელიც შეიძლება შემდეგნაირად იქნეს ფორმული- 

რებული: საჭიროა განისაზღვროს IL, I%ზ., I), I, IL, ს რეზისტორების ისეთი მნიშვ- 

ნელობები, რომლის დროსაც სქემის სტატიკური სიმძლავრე 
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19.55 12.3 15.0 9.63 15.0 
= + + ს + + _ ე 

L, 0.+0.011 სL,+0.005 ს. 1, +0.005 
    (6.50) 

თავის მინიმალურ მნიშვნელობას მიაღწევს უტოლობათა შემდეგი სისტემის დაკმაყო- 

ფილების დროს: 

(23.4/L, )1+ I48.3/C0L. + 0.011)) – (14/I- კ.) 
  

4.45/0L , +0.005) +8 =1.2, (6.51) 

7.30L. +0.011)/L, >1.2, (6.52) 

იარე იიი ვ >1.2, (6.53) 

4.8/0C , +0.017) <3, (6.54) 

5.45/0L, +0.005)+8 <15, (6.55) 

5.45/0>, +0.005)+8<15, (6.56) 

4.5-0.8C, >2.4, (6.57) 

4.5 – 0.8, >2.4, (6.58) 

0.114+ 0.044/(დ , +0.008) < 0.4, (6.59) 

0.114+ 0.044/(CL, + 0.008) < 0.4, (6.60) 

28.62 – 0.20, –3)+0.525(8, – 2) +3.76(L., – 2.4) < 40, (6.61) 

36–C>, –4)+3.333(–. –3)+0.7(6., –5)+5(8წ, – 2.44<40, (6.62) 

(23.6/CL,) +13.3/(0L, +0.017) +12.3/0C., + 0.008) + 

+(11.7/L.) +12.3/0L + 0.008) < 40, (6.63) 

0<L, –L, < 0.01, (6.64) 
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1.0<, <5.0,ჯ=1,6. (6.65) 

უტოლობათა სისტემაში (6.64) შეზღუდვის შემოტანა განპირობებულია Iს და I 

წინაღობების მიახლოებითი ტოლობის შესანარჩუნებლად: IL, = Lკ. 

ამგვარად, მოცემული ელექტრონული სქემის პარამეტრული ოპტიმიზაციის ამოცა- 

ნა დაყვანილ იქნა არაწრფივი დაპროგრამების (6.50)-(6.65) ამოცანაზე. 

მათემატიკური მოდელის მეორე ვარიანტი შედგენილ იქნა პირველის საფუძველზე, 

რისთვისაც ამ უკანასკნელში შემდეგი ცვლილებები განხორციელდა: მიზნის ფუნქცია, 

რომლის მინიმიზაციაა საჭირო, წარმოდგენილ იქნა (6.62) გამოსახულების საფუძ- 

ველზე 

/(,=36–(L, –4)+3.3330L, – 3)+0.7(L, – 51+ 50წ, – 2.4), (6.66) 

ხოლო უტოლობათა სისტემაში, (6.62) შეზღუდვის ნაცვლად, გამოყენებულ იქნა 

შემდეგი უტოლობა: 

19.55 + 12.3 + 15.0 1 9.63, 15.0 <40. (6.67) 

L, L. +0.011 I, +0.005 IL. I. +0.005 
  

ოპტიმიზაციის შედები. დასაპროექტებელი სქემის ოპტიმალური პარამეტრების 

განსაზღვრისათვის გამოყენებულ იქნა სიმძიმის ცენტრების მეთოდი, რომლის საშუა- 

ლებით გადაწყვეტილ იქნა არაწრფივი დაპროგრამების ზემოთ ფორმულირებული 

ამოცანები. 

პირველ შემთხვევაში, (6.50)-(6.65) ამოცანის გადაწყვეტისას, მიღებულ იქნა რე- 

ზისტორების ოპტიმალური მნიშვნელობები IX, =4.2 კომი, IL. = 2.7 კომი, 

Lკ = 3.6 კომი, IL. = 2.1 კომი, IX =3.7 კომი, I = 2.1 კომი, რომლებიც განსაზღვრა- 

ვენ სქემის მიერ მოთხოვნილ მინიმალურ L"=27.01 მილივატ სიმძლავრეს. 

ოპტიმიზაციის მათემატიკური მოდელის მეორე ვარიანტის გადაწყვეტის შემთხვე- 

ვაში, სადაც მიზნის ფუნქცია წარმოდგენილია (6.66) გამოსახულებით, ხოლო შეზ- 

ღუდვები (6.50)-(6.61), (6.63)-(6.66), (6.67) უტოლობებით, მიღებულ იქნა შემდეგი 

ოპტიმალური ამონახსნი: IL. =3.7 კომი, IL =1.6 კომი, Lკ = 3.6 კომი, 

1) =1.4 კომი, IL, = 3.0 კომი, IL =1.4 კომი, რომლის დროსაც სქემის გადართვის 

დაყოვნების დრო ტოლია !, = 25.2ნწამი. რეზისტორების მიღებული ოპტიმალური 

მნიშვნელობების მიხედვით ჩატარდა მოცემული ელექტრონული სქემის გარდამავალი 

პროცესის კომპიუტერული ანალიზი, რომლის შედეგები წარმოდგენილია ნახ. 6.8-ზე. 

ნახაზზე გამოსავალი ს.ე სიგნალის გრაფიკი შეესაბამება სქემის პასიური ელემენ- 
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ტების ნებისმიერად აღებულ მნიშვნელობებს IL,=4კომი, I#:=3კომი, I#.=2კომი, ILL= 

=-M,კ=2.4კომი, L.=5კომი, რომლის დროსაც გადართვის დაყოვნების დრო ტოლია 

|! =3---+-=5=---=36 ნწამი, 

ხოლო V, „> სიგნალის გრაფიკი შეესაბამება რეზისტორების ოპტიმალურ მნიშვნე- 

ლობებს, რომლის დროსაც 

7 = I(+1: _ 37.4+13.0 

:-..2 2 

ამგვარად, პარამეტრული ოპტიმიზაციის ამოცანის გადაწყვეტის შედეგად მოცემუ- 

ლი სქემის გადართვის დრო შემცირდა 10.8 ნწამით. 

  =25.2 ნწამი. 

სე-ღგი4 

XM+ ი-C +) 
3.2– (1 =(; + )/2 ხა, 

2.8 

  2.4 

2.0 

1.6 

1.2 

   

  

          

0.8 
   

1: =13.0 

ჯე =22.0 _ 
    0.4 

            I) ' ! ! ! ' 

0 40 80 120 160 200 240 280 

  

  168 

ნახ. 6.8 
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ატომური ელექტროსადგურის თბოგადამცემი აპარატების ოპტიმალური... 

ნ.2 ატომური ელექტროსადგურის 

თბოგადამცემი აპარატების 

ოპტიმალური დაპროექტების 

ამოცანა 

ბირთვულ ენერგეტიკაში ატომური ელექტროსადგურების შექმნა რეაქტორებზე, 

რომელიც სწრაფ ნეიტრონებზე მუშაობს, პერსპექტიულ მიმართულებად ითვლება, 

რადგან ასეთი ელექტროსადგურების დამახასიათებელი თავისებურებაა სათბობის ღი- 

რებულების ძალიან დაბალი ხვედრითი წილი, რაც გამომუშავებული ელექტროენერ- 

გიის ღირებულების 0.1 ნაწილით განისაზღვრება. 

ატომური ელექტროსადგურების ერთ-ერთ ძირითად მოწყობილობას თბოგადამცემი 

აპარატი წარმოადგენს. აღნიშნული მოწყობილობის ზედაპირი ათობით ათას კვადრა- 

ტულ მეტრ ფართს შეადგენს და მის დამზადებაზე ათასობით ტონა ფოლადი იხარ- 

ჯება. ამიტომ თბოგადამცემი აპარატის კონსტრუქციული პარამეტრების ოპტიმიზაცი- 

ას ატომური ელექტროსადგურების ტექნიკურ-ეკონომიკური მახასიათებლების გაუმ- 

ჯობესებაში მნიშვნელოვანი ადგილი უკავია. 

მცირე ბირთვული ენერგეტიკის განვითარებასთან დაკავშირებით აქტუალობა შეი- 

ძინა ისეთი კომპაქტური თბოგადამცემი აპარატების შემუშავებამ, რომელთა გაცივე–- 

ბის სისტემის ფუნქციონირება ჰაერის საშუალებით ხორციელდება. კონსტრუქციუ- 

ლად ასეთი აპარატები წარმოადგენს ჭადრაკულად განლაგებული შეწიბოებული მი- 

ლების კონას, რომელშიც სითბოს მატარებელი (აზოტის ტეტრაქსიდი) კონდენსაცი- 

ას განიცდის; მილებს შორის სივრცეში კი მოძრაობს მაცივებელი ჰაერის ნა კადი. 

აღნიშნულ აპარატებს კორპუსი არ გააჩნია და ამიტომ მათ ღირებულებას, მასას და 

მოცულობას შესაბამისად განსაზღვრავს შეწიბოებული მილების კონის ღირებულება, 

მასა და მოცულობა, ხოლო მათი თბოგადაცემის ეფექტურობა დამოკიდებულია ისეთ 

ფაქტორებზე, როგორიცაა მილების შეწიბოების პარამეტრები, მილების კონსტრუქ- 

ცია, გეომეტრიული ზომები, ჰაერის ნაკადის ჰიდროდინამიკა და სხვ. 

აღნიშნული თბოგადამცემი აპარატის ოპტიმიზაციის მათემატიკური მოდელი შემუ- 

შავებულ იქნა თბოგადაცემის განტოლებების საფუძველზე (73) საოპტიმიზაციო 

ცვლადებად შერჩეულ იქნა შემდეგი პარამეტრები: 
ა X, - მილებში სითბოს მატარებლის საწყისი სიჩქარე, მ/წმ; 

.· X. –- მაცივებელი ჰაერის ნაკადის სიჩქარე ვიწრო კვეთში, მ/წმ; 

პაპ Xკვ –- მილების დიამეტრი, მ;



ერთკრიტერიული ოპტიმიზაციის გამოჟენებითი ამოცანები 

ა X, –- მილის წიბოების სიმაღლე, მ; 

აპ X. - წიბოებს შორის მანძილი. მ. 

თბოგადამცემი აპარატის დანარჩენი გეომეტრიული ზომები ღა მახასიათებლები 

ცალსახად განისაზღვრება აღნიშნული პარამეტრების საფუძველზე. 

საოპტიმიზაციო ცვლადი პარამეტრების გათვალისწინებით მიზნის ფუნქცია, რომე- 

ლიც 10 მეგავატი სიმძლავრის ატომური ელექტროსადგურის თბოგადამცემი აპარა- 

ტის საერთო წონას შეესაბამება, შემდეგი პოზინომიალური ფუნქციით გამოისახება 

(541: 

9 
2, 4,X2 ჯიჯი 

6 

#7C)= 2,4: არან +-ვლ---–--, (6.68) 
' 2,427)” XLI XVVჯIV 

I=10 

სადაც #4, კოეფიციენტებია, რომელთა სიდიდე დამოკიდებულია სითბოს მატარებლის 

ფიზიკურ-ქიმიურ თვისებებზე, მის ხარჯზე, მილებში წნევის სიდიდეზე, ტემპერა- 

ტურაზე და ა.შ. 

საოპტიმიზაციო ცვლადებზე გათვალისწინებულია შემდეგი სახის შეზღუდვები: 

ძი,<»,<ხ,, /=172,3,4,5, (6.69) 

სადაც ძ, და ხ, მოცემული სიდიდეებია. 

4, კოეფიციენტების, ხარისხის #8 ” მაჩვენებლების და საოპტიმიზაციო პარამეტ- 

რების ცვლილების 0, და ხ, საზღვრების რიცხვითი მნიშვნელობები წარმოდგენი– 

ლია ცხრილში 6.2. 

ოპტიმიზაციის (6.68)-(6.69) ამოცანა, რომელშიც მიზნის ფუნქციის მინიმიზაციაა 

საჭირო, გეომეტრიული დაპროგრამების ამოცანას წარმოადგენს, სადაც დასაშვებ 

ამონახსნების სიმრავლე წრფივი უტოლობებითაა წარმოდგენილი. მიზნის /(X) ფუნ- 

ქცია იმდენად რთულია, რომ შეუძლებელია მისი თვისებების დადგენა. ცხადია, რომ 

ამ შემთხვევაში ოპტიმალური X,, 715, პარამეტრების დასადგენად ლოკალური 

მეთოდების გამოყენება არ არის გამართლებული. 

დასმული ამოცანის გადასაწყვეტად გამოყენებულ იქნა სიმძიმის ცენტრების მეთო- 

დი, რისთვისაც დავუშვით პროგრამული პარამეტრების შემდეგი რიცხვითი მნიშვნე- 

ლობები: M = 200, 9 =10, /,=12.5, 5=0.01. 

ვინაიდან (6.69) უტოლობებით განსაზღვრული დასაშვებ ამონახსნების სიმრავლე 

ზუთგანზომილებიან პარალელეპიპედს წარმოადგენს, ამიტომ ამ სიმრავლეში ცვლადე- 
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ატომური ელექტროსადგურის თბოგადამცემი აპარატების ოპტიმალური... 

ბის შემთხვევითი მნიშვნელობების გენერირება რეალიზებულ იქნა შემდეგი ფორმუ- 

ლის საფუძველზე: 

ჯ, =2თ, +(, -ძ,X,, 7 =1,2,3,4,5, (6.70) 

სადაც C, თანაბრად განაწილებული შემთხვევითი სიდიდეა (0;1) ინტერვალში. 

სტატისტიკური ცდების შედეგები წარმოდგენილია 6.3 ცხრილში. 

  

  

  

    
                  

ინდექსი 4 #8, მნიშვნელობები / ინდექსის დროს 

! 1 2 3 4 5 

1 1.3-10ზ კგ/მ? 0 0 2 0 0 
2 5:10” კგ/მ? 0 0 2 1 -1 
3 5-10” კგ/მ? 0 0 1 2 -1 
4 1:10” კგ/მ9.4ფმ0.8 -08 | 0 | 1.2 0 0 
5 0.4-10” კგ/მ0-4ფმ0-8 -08 1 0 | 12 1 -1 
6 0.4-107 კგ/მ9-4წმ08 - 0.8 0 0.2 2 -1 

7 1.4:10? კკალ.კგ/სთ.მპგრად. 0 0 1 0 0 

8 0.5:10? კკალ.კგ/სთ.მპჰგრად. 0 0 1 1 -–1 

9 0.5-10? კკალ.კგ/სთ.მ? გრად. 0 0 0 2 -1 

10 7.25 კკალ ..წმ9:65/მ2-3სთ.გრად. 0 0.65 | -0.54 –-0.14 0.33 

11 -0.22კკალ.ფმ9.65/მ23სთ.გრად. 0 0.65 | 0.46 -0.14 -0.67 

12 13.5 კკალ.წმ9-65/მ2-1სთ.გრად. 0 0.65 | -0.54 0.86 -0.67 

13 13.5 კკალ.ფმ9-65/მ2-1სთ.გრად. 0 0.65 | –1.54 1.86 -0.67 

ძ. 0.1 1.0 | 0.008 | 0.002 | 0.002 

/ მ/წმ ქ მ/წმ მ მ მ 

ხ 10 50 0.03 | 0.65 +X, 0.02 

/ მ/წმ | მ/წმ მ მ მ 

ცხრილი 6.2 

შემთხვევითი X,(წ) ფუნქციების ემპირიული წერტილების პარაბოლური აპროქსი- 

მაციის შედეგად განისაზღვრა მააპროქსიმებელი პოლინომები: 

X, (9) = 0.00910ჯ” – 0.06201ჯ + 4.981490 , 

X+(ი) = 0.14045»? + 0.05709 ი +18.30693,



ერთკრიტერიული ოპტიმიზაციის გამოჟენებითი ამოცანები 

X, (6) = –0.00025/» + 0.00151 ი + 0.01974, 

X, (9) = –0.00004/»? + 0.00008 ჯ + 0.00799, 

X, (0) = 0.00004/#” + 0.00006 ჯ + 0.00924. 

დიხოტომიის მეთოდით #»=10 წერტილის მიდამოში განხორციელებული ძებნის 

შედეგად განისაზღვრა ცვლადი პარამეტრების მიახლოებითი ოპტიმალური მნიშვნე- 

ლობები 

X, =10 მ/წმ, X. = 50 მ/წმ, X, =0.008მ, », = 0.002მ, X, = 0.02მ, 

რომელიც შეესაბამება თბოგადამცემი აპარატის მინიმალურ წონას # “ =94 179.63 კგ. 

  

  

                  

? 5 X, X5 %3 X, X. 

1 2 926934 4.6562 18.5519 0.0219 0. 0083 0.0093 

2 2 622829 | 5.0246 | 18. 5099 | 0. 0216 0. 0078 0.0095 

3 2 318724 | 5.0722 | 19.3549 | 0. 0209 0. 0076 0. 0098 

4 2014619 | 4. 8633 | 20. 5231 | 0. 0208 0. 0075 0. 0104 

5 1 710514 | 5.0565 | 23. 2525 | 0. 0209 0. 0072 0. 0104 

6 1 406409 | 5. 2481 | 25.4649 | 0. 0202 0. 0073 0. 0109 

7 1 102305 | 4.7208 | 27.094) | 0. 0193 0. 0066 0. 0115 

8 7 89199.6 | 4.7792 | 24.7644 | 0. 0155 0. 0056 0.0129 

9 494 094.8 | 4.6773 | 26. 5063 | 0. 0121 0. 0052 0. 0124 

10 189 989.9 | 5.8139 | 36.2626 | 0. 0092 0. 0045 0. 0140 

ცხრილი 6.3 

მიღებული შედეგის დაზუსტების მიზნით გამოყენებულ იქნა რელაქსაციის მეთოდი 

და განსაზდლვრულ იქნა ოპტიმალური ამონახსნი 

X, =10 მ/წმ, X; = 50 მ/წმ, X, = 0.008 მ, X, = 0.042მ, X; = 0.028; 

#” =91126.81 კგ. 
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წარმოების დაგეგმვის ზოგადი ამოცანა 

ნ.9 წარმოების დაგებმვის 

ხობგადი ამოცანა 

საწარმო, სამი ტექნოლოგიური პროცესის ბაზაზე, ორი სახის # და 8 პროდუქ- 

ციას უშვებს ამასთან, პირველი ტექნოლოგიური პროცესის 1 საათში ამზადებს # 

პროდუქციის 20 ნაწარმს, ხოლო 8 პროდუქციის 20 ნაწარმს; მეორე ტექნოლოგიუ- 
რი პროცესის 1 საათში - #ტ პროდუქციის 25 ნაწარმს, ხოლო 8 პროდუქციის 10 
ნაწარმს. მესამე ტექნოლოგიური პროცესის 1 საათში - # პროდუქციის 30 ნაწარმს, 

ხოლო 8 პროდუქციის 5 ნაწარმს. საწარმო დღეღამეში 24 საათში მუშაობს. პირვე- 

ლი ტექნოლოგიური პროცესის 1 საათში იხარჯება 3კგ ნედლეული, მოწყობილობის 

მუშაობის 2 ნორმა/სთ და შრომითი რესურსების 6 ადამიან/სთ; მეორე ტექნოლოგი- 

ური პროცესის 1 საათში - 4კგ ნედლეული და შრომითი რესურსების 3 ადამიან/სთ; 

ხოლო მესამე ტექნოლოგიური პროცესის 1 საათში - 2კგ ნედლეული, მოწყობილო- 

ბის მუშაობის 3 ნორმა/სთ და შრომითი რესურსების 4 ადამიან/სთ. რესურსების 

ლიმიტი შეზღუდულია და შესაბამისად შეადგენს 90კგ ნედლეულს, მოწყობილობის 

მუშაობის 70 ნორმა/სთ და შრომითი რესურსების 80 ადამიან/სთ. მოგება #. პრო- 

დუქციის ერთი ერთეულის რეალიზაციის შედეგად შეადგენს 10 ლარს, ხოლო 8 

პროდუქციის ერთი ერთეულის რეალიზაციის შედეგად - 20 ლარს. 
საჭიროა განვსაზღვროთ დღელღამის განმავლობაში რომელი ტექნოლოგიური პრო- 

ცესით და რა ხანგრძლივობით უნდა იმუშაოს საწარმომ, რომ მიიღოს მაქსიმალური 

ჯამური მოგება ამგვარად, წარმოების დაგეგმვის აღნიშნულ ამოცანაში გაერთიანე- 

ბულია რესურსების განაწილებისა და მოწყობილობა-დანადგარების ოპტიმალური 
დატვირთვის წრფივი ამოცანები. 

აღვნიშნოთ პირველი ტექნოლოგიური პროცესით მუშაობის ხანგრძლივობა X, 

(სთ), მეორე ტექნოლოგიური პროცესით მუშაობის ხანგრძლივობა - Xე (სთ), ხო- 

ლო მესამე ტექნოლოგიური პროცესით მუშაობის ხანგრძლივობა - Xკ (სთ) და შე- 

ვადგინოთ საწყისი მონაცემების მატრიცა (ცხრილი 6.5). 

ვინაიდან ამოცანაში საჭიროა მოგების მაქსიმიზაცია, ამიტომ ოპტიმიზაციის 

წრფივი მათემატიკური მოდელი მიიღებს შემდეგ სახეს: 

მიზნის ფუნქცია - 

#(>X) =(20-10+20 -20)», + (25-10 +10 -20)», + (30:10+ 5:20)», = 

= 600», +450», + 400», –> თიმX; (6.71) 

შეზღუდვები – 
რესურსების მიხედვით: 

3X, + 4X. + 2X3 < 90, (6.72) 
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დროის მიხედვით: 

სასაზღვრო პირობები: 

2X, + 3X, < 70, 

6X, + 3X1 + 4Xკ < 80, 

X + X + X =24, 

X, > 0, X, > 0, Xც > 0. 

  

ტექნოლოგიური პროცესი 
  

  

  

  

  

  

  

  

                

რ რესურსი 1 I IV მარაგი 

ნედლეული. კგ 3 4 2 90 

შრომითი რესურ- 
სები, ადჩსო 6 3 4 80 

მოგება ერთი 
ოლოგიური პროცესი გ ე 

პროდუქცია ტექზოლოგიუ ყე ერთეული 
1 L IL ნაწარმიდან 

4# 20 25 30 10 
8 20 10 5 20 

მუშაობის –_ 
ხანგრძლივობა % %2 253 2.7, =24 

ცხრილი 6.4 

(6.73) 

(6.74) 

(6.75) 

(6.76) 

წრფივი დაპროგრამების (6.71)-(6.76) ამოცანა ამოვხსნათ ხელოვნური ბაზისის 

მეთოდით (იხ. ნაწილი 3.2), რისთვისაც ახალი ცვლადების შემოტანის გზით საწყი- 

სი ამოცანა დავიყვანოთ წრფივი დაპროგრამების შემდეგი სახის კანონიკურ ამო- 

ცანაზე: 
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XიმX ( #(X,,X,X-,X-,X+,X-,X;) = 600X, + 450X; + 400X, – MC), 

3X, + 4X; + 2Xვ + X. 

2X, + 3 #+X, 

6X, + 3X:+ 4X +X 

>» 1 X+ X 

=90, 

=70, 

= 80, 

+X = 24, 

(6.77) 

(6.78) 

(6.79) 

(6.80) 

(6.81)



წარმოების დაგეგმვის ზოგადი ამოცანა 

X, > 0, X; > 0, Xც > 0, X, > 0, X, > 0, X- 2 0, X,> 0, (6.82) 

სადაც M რაგინდ დიდი დადებითი რიცხვია. 

(6.77)--C6. 22) ამოცანის ამოხსნის პროცესი ასახულია გაერთიანებულ 6.5 

ცხრილში. 

0 

  

0 0 

ცხრილი 6.5 

როგორც ცხრილიდან ჩანს, საოპტიმიზაციო ცვლადების ოპტიმალური მნიშვნელო- 

ბებია Xჯ, =2; X. =20; X, =2, რასაც შეესაბამება მიზნის ფუნქციის მაქსიმალური 

მნიშვნელობა # == #(X,,X:,X3) =11000. 

ამგვარად, ჩატარებული გამოთვლების შედეგად განისაზღვრა წარმოების დაგეგმვის 

ოპტიმალური გეგმა, რომლის საფუძველზე მაქსიმალური მოგების მისაღებად, რაც 

11000 ლარს შეადგენს, საჭიროა პირველი ტექნოლოგიური პროცესის 2 საათის ხან- 
გრძლივობით, მეორე ტექნოლოგიური პროცესის 20 საათის ხანგრძლივობით, ხოლო 

მესამე ტექნოლოგიური პროცესის კვლავ 2 საათის ხანგრძლივობით წარმართვა. 
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ნ. წრფ0ი320 დაპრობრამების გამოყენება 

საწარმოს ოპერატიულ მართვასა და 

გადაწვვეტილების მიღებაში 

ნებისმიერი საწარმო ორგანიზაციულ-საქმიან გარემოში ფუნქციონირებს. შესაბამი- 

სი მიზნების მისაღწევად საწარმოს ხელმძღვანელობა ოპერატიულად იღებს გადაწყ- 

ქეტილებებს წარმოების დაგეგმვისა და მისი რესურსებით მომარაგების შესახებ. ოპ- 

ტიმალური გადაწყვეტილება წრფივი დაპროგრამების ამოცანების ამოხსნისა და მისი 

ანალიზის შედეგად მიიღება. 

ვთქვათ, საწარმო ოთხი სახის I,, IX), LL, LI პროდუქციას უშვებს, რისთვისაც გა- 

მოყენებულია სხვადასხვა რესურსი. რესურსების სახეობები, დანახარჯის ნორმები და 

ერთეულოვანი პროდუქციის რეალიზაციის შედეგად მიღებული მოგება მოცემულია 

6.6 ცხრილში. საჭიროა შევარჩიოთ პროდუქციის გამოშვების ისეთი გეგმა, რომ 

მისი რეალიზაციის შედეგად საწარმომ მაქსიმალური ჯამური მოგება მიიღოს. 

  

  

  

  

  

          

რესურსის 

რესურსი პროდუქცია მარაგი 

ჯ, L, ს, ს, 

შრომითი რესურსი 1 1 1 1 16 

ნედლეულის რესურსი 6 5 4 3 110 

მოწყობილობის რესურსი 4 6 10 13 100 

ერთეულოვანი პროდუქციიდან 
მიღებული მოგება 60 70 120 130         

ცხრილი 6.6 

აღვნიშნოთ X, პროდუქციის (/=1, 2, 3, 4) საძებნი რაოდენობა X-ით. 

ამოცანის მათემატიკური მოდელი ”შეიძლება წარმოვადგინოთ შემდეგი სახით 

(143): 

.##(CX,,X:,X3,X„-) = 60X,+70X:+120X3+130X,–> თმX, 

X,+X) +X, + X,<16, 

6X,+5Xე +4X, +3X.<110, (6.83) 
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4X,+6X2+10X3+13Xკგ<100, 

X, 20, /=1,4. 

წრფივი დაპროგრამების (6.83) ამოცანის სიმპლექს-მეთოდით გადასაწყვეტად იგი 

წინასწარ წარმოვადგინოთ კანონიკური ფორმით, რისთვისაც შემოვიტანოთ სამი 

დამატებითი ცვლადი X, /-5, 6, 7. მივიღებთ ამოცანას: 

#CX,,X;,Xვ,X,,Xვ,Xგ,X;) =60X,+70X-:+120X-+130X, –> თიმX, 

X, +Xც +Xკ + Xგ+X, =16, 

6X,+5Xე +4Xკ +3X, +X,. =110, (6.84) 

4X,+6X.+10X,1+13Xკ +X,=100, 

X,>0, /=17. 

(6.84) ამოცანა შეიძლება, აგრეთვე, გადავწეროთ შემდეგი სახითა: 

#(»X,X:,X3,Xგ,Xგ,Xგ,X;) = 60X,+70X.+120X1+130X, –> თ2X, 

X-= 16-C, + Xე+ Xკ+ Xკ), 

Xგ= 110 –(6X,+5X.+4X,+3X„), (6.85) 

X,=100 –(4X,+6X.+10X-+13X,), 

XჯX,>20, /=1,7. 
, 

(6.84) ამოცანის სიმპლექს-მეთოდით გადაწყვეტის პროცესი (იხ. ნაწილი 3.2.6) 

მოყვანილია გაერთიანებულ სიმპლექსურ 6.7 ცხრილში. 

როგორც 67 ცხრილის ბოლო ნაწილიდან ჩანს, (6.83) ამოცანის ოპტიმალური 

გეგმა შემდეგია: XI =10; X5 =0; Xვ =6; X, =0. ამ გეგმის გათვალისწინებით სა- 

წარმო მიიღებს მაქსიმალურ მოგებას, რომელიც განისაზღვრება # ” =1320 სიდი- 

დით. 

საწარმოს ფუნქციონირების დროს წამოიჭრება ოპერატიული მართვის სხვადასხვა 

დამატებითი საკითხი. ასე, მაგალითად, საინტერესოა რა შედეგს მივიღებთ, თუ 
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ა) 16 მომუშავე პერსონალიდან 6 მუშას სხვა სამუშაო ადგილზე გადავიყვანთ; 

ბ) რესურსების მოწოდებას 15%-ით შევამცირებთ; 

გ) მოწყობილობის წარმადობა 15%-ით გაიზრდება და იგი როგორ აისახება პრო- 

დუქციის გამოშვების გეგმაზე და ა.შ. 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

    
                        
  

1 ზა ი 4 60 70 120 120 0 0 0 

4, 4 #4 4 4, 4 1; 

1 +. 0 16 1 1 1 1 1 0 0 

2 “#X 0 110 6 5 4 3 0 1 0 

3 47 0 100 4 6 10 13 0 0 1 

„თ+I ტ, 0 -60 -70 -120 -130 0 0 0 

1 4, 0 6 3/5 2/5 0 -3/10 1 0 –I/10 

2 4 0 70 22/5 13/5 0 –-11/5 0 1 -2/5 

3 4 120 10 2/5 3/5 1 13/10 0 0 1/10 

»+1 ტ, 1200 -12 2 0 26 0 0 12 

1 4 60 10 1 2/3 0 -1/2 5/3 0 -1/6 

2 4 0 26 0 -1/3 0 0 -22/3 1 -I/3 

3 4 120 6 0 1/3 1 3/2 -2/3 0 1/6 

»თ+1 ტ, 1320 0 10 0 20 20 0 10 

ცხრილი 6.7 

არსებობსს აღნიშნული პრობლემების გადაწყვეტის სხვადასხვა საშუალებები, 

რომლებიც წრფივი დაპროგრამებიდან გამომდინარეობს. 

როგორც ცნობილია, წრფივი დაპროგრამების თითოეულ საწყის ამოცანას შეესა–- 

ბამებ დუალური ამოცანა (იხ. ნაწილი 3.3). დუალური ცვლადის საშუალებით 

(რომელსაც ხშირად დუალურ შეფასებას უწოდებენ) ფასდება მიზნის ფუნქციაზე 

ყოველი სახის რესურსის ცვლილების გავლენა. შევნიშნავთ, რომ დუალური შეფასე- 

ბების მოძებნისათვის არ არის საჭირო დუალური ამოცანის ამოხსნა. დუალური 

ცვლადები შემდეგნაირად განისაზღვრება. თუ რომელიღაც 1-ური რესურსი მთლია- 

ნად არ გამოიყენება, მაშინ ამ რესურსის შესაბამისი დამატებითი ცვლადი დადები- 

თია. ჩვენს შემთხვევაში ხე =110 და მისი რეზერვია Xკ =26. 

როგორც ცნობილია, დუალური ამოცანის ძირითადი თვისების თანახმად, საწყისი 

ამოცანის მიზნის ფუნქციის მაქსიმალური მნიშვნელობა დუალური ამოცანის მიზნის 

ფუნქციის მინიმალურ მნიშვნელობას ემთხვევა, ე.ი. თიმX 2 0,X, = ჰი 2 ხ,7, | სადაც 

/#=! 1I=| 
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დუალური 2, ცვლადი განსაზღვრავს მიზნის ფუნქციის დამოკიდებულებას ხ,, რე- 
სურსის ერთი ერთეულით ცვლილების მიმართ. 

ამგვარად, თუ არსებობს გარკვეული რესურსის რეზერვი, მაშინ დამატებითი 

ცვლადი ბაზისურია, ხოლო ასეთი ცვლადის დუალური შეფასება ნულის ტოლია. 

ჩვენს მაგალითში შრომითი და მოწყობილობების რესურსები მთლიანად გამოყენებუ- 

ლია, ამიტომ შესაბამისი დამატებითი ცვლადები ნულის ტოლია. 6.7 ცხრილის 

ბოლო ნაწილში X, და X, თავისუფალი ცვლადებია, ე.ი. X, =X, =0. თუ რესურსი 

მთლიანადაა გამოყენებული, მაშინ მისი ცვლილება (გაზრდა ან შემცირება) გავლენას 

მოახდენს გამოშვებული პროდუქციის მოცულობაზე და მიზნის ფუნქციის მნიშვნე- 

ლობაზე. მიზნის ფუნქცია გაიზრდება ან შემცირდება დუალური შეფასების გათვალ- 

ისწინებით. დუალური შეფასება მოიძებნება ბოლო სიმპლექსური 6.7 ცხრილის 7I+1 

სტრიქონიდან. ასე, მაგალითად, შრომითი X, =0 რეზერვის დროს დუალური შეფა- 

სებაა 2, =20, ხოლო მოწყობილობის X, =0 რეზერვის დროს დუალური შეფასება 

ტოლია 2, =10. 

6.7 ცხრილის ბოლო ნაწილიდან ნათლად ჩანს, აგრეთვე, რომ თუ შრომითი რე- 

სურსები ერთი ერთეულით მოიმატებს, მაშინ მიზნის ფუნქცია 20 ერთეულით გაიზ- 

რდება და გახდება ტოლი # =1320+20=1340, ხოლო შრომითი რესურსების ერთი 

ერთეულით შემცირებისას მიზნის ფუნქცია 20 ერთეულით შემცირდება და გახდება 

ტოლი / =1320-20=1300. ანალოგიურად, მოწყობილობის რესურსის ერთი ერთეუ- 

ლით მომატება იწვევს მიზნის ფუნქციის 10 ერთეულით გაზრდას (/ =1320 +10 = 

=1330), ხოლო მისი ერთი ერთეულით შემცირება - მიზნის ფუნქციის 10 ერთეუ- 

ლით შემცირებას (/ =1320 –10 =1310). 
განვიხილოთ რესურსების გადახრის სიტუაციები, რასაც საწარმოს ოპერატიული 

მართვის დროს განსაკუთრებული მნიშვნელობა ენიჭება. უპირველეს ყოვლისა, საჭი- 

როა გადახრის გათვალისწინება ამოცანის მოდელში. 

თავდაპირველად განვიხილოთ ნედლეულის გადახრის შემთხვევა. გადახრის პარა- 

მეტრი აღვნიშნოთ #ხ. -ით. მაშინ (6.83) მოდელის ნაცვლად გვექნება: 

#(X,.X:,X3,Xკ) =60X,+70X.+120Xგ+130X-–> თმX, 

X,+X+Xვ + Xკ516, 

6X,+5Xე +4Xკ +3X.<110+ #ხ., (6.86) 

4X,+6X:3+10X3+13X„კ< 100, 
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X,>0, 7=14. 
, 

ზემოთ აღნიშნულის ანალოგიურად სიმპლექს-მეთოდით გადავწყვიტოთ (6.86) 

ამოცანა. გამოთვლითი პროცესი ასახულია 6.8 ცხრილში. 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

                              

_ 8 “ 4 60 70 120 130 0 0 0 

7 ბას | ბაზ ა 4, 4 4 4, 4. 4 4 
1 4. 9 16 I 1 1 1 1 0 0 
2 | « 0 110+4ტხ- 6 5 4 3 0 1 0 
3 1 4 0 100 4 6 10 13 0 0 1 

ი+I ტ, 0 -60 | -70 | -120 | -130 0 0 0 
I 4. 0 6 375 275 0 | -3/10 1 0 -1/10 
2 | 4 0 70+ტხ- | 22/5 | 13/5 0 | -11/5 0 1 -2/5 
3 | 4. | 120 10 275 3/5 1 13110 | 0 0 1710 

თ+I ბ, 1200 -12 2 0 26 0 0 12 
1 4, | 60 10 1 2/3 0 -I/2 | 5/3 0 -I/6 
2 | 4, 0 26+4ნ: 0 -1/3 0 0 -22/3 1 -I/3 
3 | 4. | 120 6 0 173 1 32 | -2/3 0 1/6 

თ+1 ს» 1320 0 10 0 20 20 0 10 

ცხრილი 6.8 

როგორც 6.8 ცხრილის ბოლო ნაწილიდან ჩანს X =26 + #ჩხა. ვინაიდან ოპტიმა- 

ლური ვექტორის ყველა კოორდინატი უნდა იყოს არაუარყოფითი, ამიტომ 

X. =26+#4ხ- >0, საიდანც #ხ; > –26. ამგვარად, ნედლეულის რესურსის მინიმა- 

ლურად დასაშვები სიდიდე ტოლია 110-26=84. 

მაშასადამე, ნედლეულის მაქსიმალურად 26 ერთეულით შემცირება (ე.ი. საწყისი 

110 ერთეულის მაქსიმალურად 23,6%-ით შემცირება) გავლენას არ მოახდენს გეგმის 

შესრულებაზე. 

ანალოგიურად განვიხილოთ შრომითი რესურსების გადახრის შემთხვევა. გადახრის 

პარამეტრი აღვნიშნოთ #ხ, -ით. მაშინ (6.83) მოდელის ნაცვლად გვექნება 

/ (X,0X5,X3,X„გ) = 60X,+70X5+120X-1+130X,-–> თ2X, 

X, +X. +Xკ + X,516+V,, 

6X,+5X, +4X, +3X,<110, (6.87) 
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4X,+6X:ე+10X3+13Xკგ<100, 

X,>0, 7=14. 

ზემოთ აღნიშნულის ანალოგიურად ჭსიმპლექს-მეთოდით გადავწყვიტოთ (6.87) 

ამოცანა. გამოთვლითი პროცესი ასახულია 6.9 ცხრილში. 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

    
                          

, 5... / 60 70 120 | 130 9 0 0 
ბაზ | “ბაბ ე ” 4. 4 ” #4, 4“ 4. 

1 I « | 9 16+ტხ, 1 1 1 1 1 0 0 
2 | # | 0 110 6 5 4 3 9 1 9 
3 | 4 | 9 100 4 6 10 13 9 9 1 

ო+1 გ 0 -60 | -70 | -120 | -1320 | 0 0 0 
1 | # | 0 6+ტხ, 35 | 275 0 | -7/I0|) 1 0 | -1/10 
2 | # | 9 70 22/5 | 13/5 0 | -II5,) 0 1 -275 
3 | #4) | 120 10 25 | 375 1 | 13710| 0 9 1/10 

თ->I ტ 1200 -I2 2 0 26 0 0 12 
10+ 

1 4, 60 +რ/3ატხ, 1 2/3 0 -1/2 5/3 0 -1/6 

26- 2 I #I 0 | „ჯე# | 9 -1/3 0 0 | -23! 1 -1/3 

6- 
3 | # | 120) ცენ, 0 I/3 1 32 | -2/3 0 I/6 

· 1320+ თ+1 ბ, +20ტხ, 0 10 0 20 20 0 10 

ცხრილი 6.9 

როგორც 69 ცხრილის ბოლო ნაწილიდან ჩანს, ჯ, =10+(5/3)#/4ნ,, 

X, =6 –(2/3)/ს,,, X- =26 –(22/3)#%ხ,. ვინაიდან ოპტიმალური ვექტორის ყველა 

კოორდინატი უნდა იყოს არაუარყოფითი, ამიტომ მიიღება უტოლობათა სისტემა 

X =10+(5/3)#ხ, >0, 

»X; =6-–(2/3)#ნ, >0, (6.88) 

X; =26 –(22/3)#ხ, >0.
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(6.88) სისტემის ამოხსნის შედეგად გვექნება: – 6 < #6, < 3“ „ მაშასადამე, შრომითი 

რესურსის დასაშვები დიაპაზონია |16 – 6; 16 + 3-) =(I10; 19-) · 

6.9– ცხრილიდან გამომდინარეობს, რომ შრომითი რესურსის გადახრის 63) 

შუალედში მიიღება პროდუქციის გამოშვების ოპტიმალური გეგმა: ს.-ის რაოდენობა 

10+5/3(#6,), ჩ-ის რაოდენობა 6–2/3(#L,), ხოლო I» და ნ-ის გამოშვებას ადგი- 

ლი არ აქვს. ამგვარად, პროდუქციის ოპტიმალური გამოშვების გეგმა მთლიანად და- 

მოკიდებულია შრომითი რესურსის გადახრაზე. ამასთან, მიზნის ფუნქციის მნიშვნე- 

ლობაა / =1320 + 20#M,. 

წინა შემთხვევის მსგავსად, განვიხილოთ მოწყობილობის რესურსების გადახრის 

შემთხვევა. გადახრის პარამეტრი აღვნიშნოთ #6ხკ-ით. მაშინ (6.83) მოდელის ნაცევ- 

ლად გვექნება 
#(CX,,X-:.X3,Xკ) = 60X,+70X-+120Xგ5+130X„გ-–> IX, 

»X, +X.ე +Xკ + X,კგ<16, 

6X,+5Xე +4Xკ +3X-გ<110, (6.89) 

4X,+6X,+10X3+13X,< 100 +#ხ,., 

X,=0, /=1.4. 

ზემოთ აღნიშნულის ანალოგიურად სიმპლექს-მეთოდით გადავწყვიტოთ (6.89) 

ამოცანა. გამოთვლითი პროცესი ასახულია 6.10 ცხრილში. 

როგორც C6)0ი ცხრილის ბოლო ნაწილიდან ჩანს, X =10–-(1/6)#V6ც, 

# =C6+(1/6)#Mწც, X; =26+(1/3)#ტნ-. ვინაიდან ოპტიმალური ვექტორის ყველა 

კოორდინატი უნდა იყოს არაუარყოფითი, ამიტომ მიიღება უტოლობათა სისტემა 

X” =10–(176)#ხ, >0, 

XIX =6+(1/6)#Mნ, >0, (6.90) 

X; =26+(1/3)#ხ, >0. 
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(6.90) სისტემის ამოხსნის შედეგად გვექნება: –=36 < ტჩ, < 60. მაშასადამე, მოწყო- 
ბილობის რესურსის დასაშვები დიაპაზონია (100 –36; 100 + 60) = (64; 160). 

120 130 

4. 
1 

3 

13 

1/3 

19 

  

ცხრილი 6.10 

610 ცხრილიდან გამომდინარეობს, რომ მოწყობილობის რესურსის გადახრის 

(–36; 6001 შუალედში მიიღება პროდუქციის გამოშვების ოპტიმალური გეგმა: X,-ის 

რაოდენობა 10 -(1/6)#60,, ს.-ის რაოდენობა 6+(1/6)4ხ,, ხოლო IL, და L,-ის გა- 

მოშვებას ადგილი არ აქვს. ამგვარად, ვხედავთ, რომ პროდუქციის ოპტიმალური 

გამოშვების გეგმა ამ შემთხვევაში მთლიანად დამოკიდებულია მოწყობილობის რე- 

სურსის გადახრაზე. ამასთან, მიზნის ფუნქციის მნიშვნელობაა / =1320+10#4M,კ. 

განხილული სიტუაციების ანალიზი მიუთითებს იმაზე, რომ სხვადასხვა სახის რე- 

სურსის გარკვეულ შუალედში გადახრის დროს (როცა ოპტიმალური გეგმის სტრუქ- 

ტურა არ იცვლება) დუალური ცვლადები თავიანთ მნიშვნელობებს ინარჩუნებს. 
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ნ.5 არაწრფივ განტოლებათა 

სისტემების ამოხსნა 

მართვისა და საინჟინრო დაპროექტების მრავალი ამოცანა დაკავშირებულია არა- 

წრფივ განტოლებათა სისტემების ამოხსნასთან (57, 97, 98) მიუხედავად იმისა, 

რომ არაწრფივ განტოლებათა სისტემის ამოხსნის მრავალი მეთოდია შემუშავებული, 

მათი გამოყენება დიდი განზომილების ამოცანების გადასაწყვეტად რიგ შემთხვევაში 

შეზღუდულია. დიდი განზომილების სისტემების ამოხსნის პრაქტიკულმა აუცილე- 

ბლობამ განაპირობა საოპტიმიზაციო მეთოდების საფუძველზე ალგორითმების შე- 

მუშავება, რომელთაგან ერთ-ერთს ქვემოთ განვიხილავთ (16). 

ვთქვათ, მოცემულია განტოლებათა სისტემა 

# (XX: ,-..:X,„)=0, 

7:(X,)X.,--:X,)1=0, 

მმნოონნოოითბი, (6.91) 

ზოგად შემთხვევაში, #, 1=1,M, შეიძლება იყოს ალგებრული (წრფივი, არაწრფივი) 

ან ტრანსცენდენტური ფუნქცია. დავუშვათ, რომ (6.91) სისტემას მხოლოდ იზოლი- 

რებული ამონახსნი გააჩნია. 

განვიხილოთ დადებითად განსაზღვრული კვადრატული ფორმა: 

დიი = 2,(#(X,,X.,.-X,)1? , (6.92) 
I=I 

რომელიც განსაზღვრულია რაღაც 0 C#” სიმრავლეზე. ცხადია, თუ წერტილი 

X =(X ,X,..,X,) განტოლებათა სისტემის ამონახსნია, მაშინ თ(ჯX-)=0, L!სხვა 

წერტილებში რ(X) >0. 
ამგვარად, XX») ფუნქციის ნულოვანი მინიმუმის კოორდინატები განტოლებათა 

(6.91) სისტემის ამონახსნს წარმოადგენს და ამ უკანასკნელის განსაზღვრის ამოცანა 

” -განზომილებიან სივრცეში დადებითად განსაზღვრული (6.92) ფუნქციის აბსოლუ- 

ტური მინიმუმის »X წერტილის მოძებნის ამოცანაზე დაიყვანება, ე.ი. 

თხის დღ) = 9 CV) | »C(0,ხ1 C #” ! · (6.93) 

346



არაწრფივ განტოლებათა სისტემების ამოხსნა 

მინიმიზაციის (6.93) ამოცანის გადაწყვეტა შესაძლებელია არაწრფივი ოპტიმიზა- 

ციის ნებისმიერი მეთოდით. განვიხილოთ აღნიშნული ამოცანის სიმძიმის ცენტრების 

მეთოდით გადაწყვეტის შესაძლებლობები. 
როგორც უკვე იყო აღნიშნული, სიმძიმის ცენტრების მეთოდი შემუშავებულია იმ 

ფაქტის მტკიცების საფუძველზე, რომლის თანახმად საოპტიმიზაციო CC») ფუნქცი- 

ის ლებეგის დაყოფის შედეგად წარმოქმნილი (: (001C +), დნ =1,2,..,# სიმრავლეე- 

ბის სიმძიმის X,(C) ცენტრების მიმდევრობა კრებადია აბსოლუტური ექსტრემუმის 

ჯ წერტილში, ე.ი. 

თ C,(2|)=X', (6.94) 

სადაც C., =1ი”წ დ(ჯ). ვინაიდან თ(X”)=0, ამიტომ (6.94) პირობის ნაცვლად გვე- 

ქნება 
IMIთ >, (6))= »", (6.95) 

დასმული ამოცანის გარკვეული სიზუსტით გადაწყვეტისათვის შეიძლება გამოყენე- 

ბულ იქნეს სიმძიმის ცენტრების მეთოდის იტერაციული ალგორითმი, რომლის თა–- 

ნახმად ყოველ იტერაციაზე ადგილი აქვს ძებნის დასაშვები არის თანდათანობით 

შემცირებას: თუ მიმდინარე 1-ურ იტერაციაში სიმძიმის ცენტრების მეთოდით გათვა- 

ლისწინებული სტატისტიკური ცდები განხორციელდება 7 -განზომილებიან კუბში 

0 <X, <ხი, 7=Lს#M, სადაც 0, და ხ, შესაბამისად X, კოორდინატის ცვლილე- 

ბის ქვედა და ზედა საზღვრებია, ხოლო X” =(X,Xე,.-,X.) - სიმძიმის ცენტრების 

მეთოდის საშუალებით განსაზღლვრული მინიმუმის მიახლოებითი მნიშვნელობა, მაშინ 

მომდევნო (+1) -ე იტერაციაში სტატისტიკური ცდები ჩატარდება შემცირებულ ჰი- 

პერკუბში საზღვრებით 

ი“ =(»0 +00)/2, /=12,...,7, 

ხია = ცი + ხრა/2 , #7 =1,2,...#. (6.96) 

ცხადია, დასაშვები არის შემცირება გაგრძელდება მანამ, სანამ არ შესრულდება 

პირობა 

| დ“ ს - ხხ.) <გ, (6.97) 
    

სადაც 0 >0 რაღაც მინიმალური სიდიდეა. 

ალგორითმის ლოგიკური სტრუქტურა ძირითადად სამ ეტაპს მოიცავს. პირველ 

ეტაპზე განისაზღვრება ლებეგის დონეების დისკრეტული 6,,6:,.-ს6,,-»6ჯ მნიშვნე- 

ლობები, რისთვისაც საჭიროა შედარებით მცირე 5 =0.IM რაოდენობის წინასწარი 
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სტატისტიკური ცდების ჩატარება, სადაც V ძირითადი სტატისტიკური ცდების 

რაოდენობაა. წინასწარი ცდების ამ სერიაში ადგილი აქვს ცვლადების სხვადასხვა 

შემთხვევითი მნიშვნელობების დროს საოპტიმიზაციო ფუნქციის CთCX»”)),/ =1,5, მნი- 
ჯ 

შვნელობების გამოთვლას და შეჯამებას: Cთ; =2 დ(M)). ეტაჰის ბოლოს განისაზ- 
” 

ღვრება: 
- ლებეგის დონეების ბიჯი 

ტი =Cთა/54#; (6.98) 

- ლებეგის დონეების მნიშვნელობები 

C,=6რთ,/5-(ი-1ბC, 9=1,%, (6.99) 

სადაც M ლებეგის დონეების რაოდენობაა. 

მეორე ეტაპზე ტარდება M რაოდენობის ძირითადი სტატისტიკური ცდების სერია, 

რომელშიც შემდეგი გამოსახულების საფუძველზე: 

_ არდ ცრ) დ,)10C0,C,) 
Xი)ლ“ს–“---"“. (6.100) 

M 

2ეIდC"') –§,110(+M,C,) 

1 თ(C»9)<9,, 
6.101 

0, თ(»9M)>C,, (6101) 
0(»XM,C,)= | 

განისაზღვრება შემთხვევითი X,(/ჯ), 75L7, ფუნქციების ემპირიული წერტილები. 

მიღებული მონაცემების უმცირეს კვადრატთა მეთოდით აპროქსიმაციის შედეგად გა- 

ნისაზღვრება მაპროქსიმებელი პოლინომები 

X,(0) =თ.,ნ'+თ,0+თა, /#=L#, (6.102) 

და ფორმირდება ოპტიმიზაციის ერთგანზომილებიანი ამოცანა 

თიIი( დX(7)) | 6 C(V –ტ9, 9+49%) 1, (6.103) 

რომლის ოპტიმალური ამონახსნი მოცემულ განტოლებათა სისტემის მიახლოებით 

ამონახსნს შეესაბამება. 

ამონახსნის შედარებით მაღალი სიზუსტით განსაზღვრის საჭიროების შემთხვევაში 

გამოთვლების ორივე ეტაპი რამდენჯერმე განმეორდება (6.96) ფორმულების საშუა- 
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ლებით შემცირებულ დასაშვებ არეში და განისაზღვრება განტოლებათა სისტემის 

ამონახსნის მეორე, მესამე და ა.შ. მიახლოება. იტერაციები გაგრძელება მანამ, სანამ 

არ შესრულდება კრებადობის პირობა 

(დ,თM) <§#, (6.104) 

სადაც ! მიმდინარე იტერაციის ნომერია, ხოლო 6 - რალაც მცირე დადებითი 

რიცხვი. 

გამოთვლების მესამე ეტაპზე ადგილი აქვს მინიმიზაციის (6.93) ამოცანის ანუ 

განტოლებათა (6.91) სისტემის ამონახსნის დაზუსტებული მნიშვნელობის განსაზღ- 

ვრას ნებისმიერი დეტერმინირებული ალგორითმის საფუძველზე. 

აღსანიშნავია, რომ განხილული ალგორითმის კრებადობა იმ შემთხვევაში იძლევა 

დამაკმაყოფილებელ შედეგს, როცა (6.91) განტოლებათა სისტემას მოცემულ არეში 

ერთადერთი იზოლირებული ამონახსნი გააჩნია. რამდენიმე ამონახსნის შემთხვევაში 

კი საჭიროა წინასწარ მათი განცალება. 

ამგვარად, სიმძიმის ცენტრების მეთოდით არაწრფივ განტოლებათა სისტემის გად- 

აწყვეტის ალგორითმი შემდეგი ოპერაციებისა და პროცედურების თანმიმდევრობას 

წარმოადგენს. 

ბიჯი... შეირჩევა პროგრამული პარამეტრები: 

- “სტატისტიკური ცდების რაოდენობა V ; 

- ლებეგის დონეების რაოდენობა %; 

- ძებნის დასაშვები არის საწყისი საზღვრები თ! ), ხა, 7 =1,»; 

- დასაშვები ცდომილების აბსოლუტური ზღვრული მნიშვნელობები §, 02. 

ბიჯი? შემთხვევითი რიცხვების პროგრამული გენერატორის საშუალებით გამომუ- 

შავდება ჯი =ძ, +(ხ, –ი,)6,, სადაც ი, თანაბრად განაწილებული შემთ- 

ხვევითი რიცხვია ინტერვალში (0:1); 

ბიჯივ. გამოითვლება საოპტიმიზაციო ფუნქცია დ(XM); 

ბიიჭტ 2-3 ბიჯებით გათვალისწინებული ოპერაციები განმეორდება 5 =0.IV - 
ჯერ, რომლის დროსაც ადგილი აქვს ფუნქციის გამოთვლილი მნიშვნელო– 

ბების შეჯამებას 

ს დ(მ) =დ,. 

როცა 1=5, მაშინ გადავალთ მე-5 ბიჯზე; 
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ბიჯი 5. 

ბიჯი 6. 

ბიჯი 7. 

ბიჯი 8. 

ბიჯი 9. 

ბიჯი 10. 

ბიჯი 11. 

ბიჯი 12. 

ბიჯი 13. 

ბიჯი 1+. 
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(6.94) და (6.95) ფორმულების საშუალებით განისაზღვრება ლებეგის დო– 

ნეების მნიშვნელობები 6„,, #2 = 1,% ; 

თანაბრად განაწილებული შემთხვევითი რიცხვების პროგრამული გენერა- 

ტორის საშუალებით გამომუშავდება XV =ძ, +(ხ, –თ,X,; 

გამოითვლება ფუნქცია დ(ჯი); 

შემოწმდება პირობა დ) <C,. თუ უტოლობა სამართლიანია, მაშინ 

გადავალთ მე-9 ბიჯზე, წინააღმდეგ შემთხვევაში - მე-11 ბიჯზე; 

გამოითვლება და შეჯამდება: 
” 

3 (დრ) –C,110C09M,C,), (6.105) 

” == 
2,X0IICდ(XI)) – C,1:0(X0 ,C,), / = ს#I, (6.106) 
II 

8-9 ბიჯებით გათვალისწინებული ოპერაციები განმეორდება სხვადასხვა 

6 090= 1,2,...,% , მნიშვნელობების დროს. როცა # =%, მაშინ გადავალთ 

მე-11 ბიჯზე; 

6-0 ბიჯებით გათვალისწინებული ოპერაციები განმეორდება V -ჯერ. 

როცა 1 = /M , მაშინ გადავალთ მე-12 ბიჯზე; 

(6.105) ღა (6.106) სასრული ჯამების გამოყენებით, (6.100) ფორმულის 

საფუძველზე გამოითვლება: 

X,(ჩ), ხ=ს%, /=17ი; 

  

C, ჩნ, 9, ჩი) ,C,, ნ მიმდევრობების ემპირიული წერტილების პარა- 

ბოლური აპროქსიმაციის შედეგად განისაზღვრება მააპროქსიმებელი პო- 

ლინომები 

X,(0)=ძთ.,ნ +თ,,0ი+თი, /=12,..,M; 

დიხოტომიის მეთოდის გამოყენებით გადაწყდება ერთგანზომილებიანი მი- 

ნიმიზაციის ამოცანა 

თი (დ(XL/)1| 2 C(8 – ტ%, + 491)



არაწრფივ განტოლებათა სისტემების ამოხსნა 

და განისაზღვრება ჯრ =(ჯრ,»0,.,XV0), დ: =დ(ი0). (საჭიროების 
შემთხვევაში შესაძლებელია ექსტრემუმის ძებნის ნებისმიერი დეტერმინი- 

რებული მეთოდით მინიმუმის წერტილის დაზუსტება). 

ბიჯი1ნ. შემოწმდება კრებადობის (6.104) პირობა. თუ იგი სამართლიანია, მაშინ 

გადავალთ მე-18 ბიჯზე, წინააღმდეგ შემთხვევაში - მე-16 ბიჯზე; 

ბიჯი1ე. (6.96) ფორმულების საშუალებით განისაზღვრება დასაშვები არის ახალი 

საზღვრები; 
ბიჯი17. შემოწმდება დასაშვები არის შემცირების (6.97) პირობა. თუ აღნიშნული 

პირობა შესრულდა, მაშინ გადავალთ მე-18 ბიჯზე, წინააღმდეგ შემთხვე- 

ვაში - მე-2 ბიჯზე; 

ბიჯი18. ალგორითმის დასასრული. 

განვიხილოთ საილუსტრაციო მაგალითი. 

მაგალითი 61 მოცემულია არაწრფივ ალგებრულ განტოლებათა სისტემა 

| 4 =X” +X,ე –11=0, 
(6.107) 

# =X,+X; – 7 =0. 

საჭიროა ვიპოვოთ მისი ფესვები, თუ –<6<X, <6, –6<X, <6. 

ამოხსნა. მოცემული განტოლებების საფუძველზე შევადგინოთ დადებითად განსაზ- 

ღვრული კვადრატული ფორმა 
Cდ(X) =(»; + X, –11)” + (X, +X1 – 7)”, (6.108) 

რომლის ტოპოლოგია წარმოდგენილია ნახ. 6.9-ზე. აღნიშნული ფუნქცია ცნობილია 

როგორც ჰიმელბლაუს ტესტური ფუნქცია (138, როგორც ნახაზიდან ჩანს, იგი 

მულტიმოდალურია და მოცემულ არეში მას ოთხი ლოკალური მინიმუმის წერტილი 

გააჩნია, სადაც დ(X)=0. 

(6.03) კვადრატული ფუნქციის გათვალისწინებით განვიხილოთ მინიმიზაციის 

შემდეგი ამოცანა 

იისი|დ() = (X? +X, – 11)” +(X, +X: – 7)” | X,,X, C(-6; 611. (6.109) 

სიმძიმის ცენტრების მეთოდით მოცემული ამოცანის გადასაწყვეტად დავუშვათ პროგ- 

რამული პარამეტრების შემდეგი რიცხვითი მნიშვნელობები: 

M =100; # =10; ი” =0თ: =-6, ხ; =ხ: =6; §=10“; 6 =10“?. 

გამოთვლების შედეგები წარმოდგენილია 6.11 ცხრილში. 
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თ(2) = Cდ,2%C-11)7+ (X,+X;?-7)? 

  

  

  

  
  

  

  

  

  

  

  

        
  

დონის წირები 

4 59 
8 20-90 

C 3590 
ი 500 
ხ 6590 
# 80.0 
C 95.0 
M 110.0 
LI 125.0 
V# 140.0 

“60 40 20 00 20 40 6.0 », 

ნახ. 6.9 

იტერაცია I IL 

საშ არ -6<X <6 –1.5 <X, <4.5 

დასაშვები არე –6<X. <6 – 2.0 <X, <4.0 
M 100 100 

XI) =1.849976 X»I27=3.686888 
ოპტიმალური ამონახსნი XI) =2.725206 ჯI)=–1.375946 

დ; =28.72910 რ; =3.497638 
დანაკარგები 140 141 

XL) =2. 999954 ჯ1)=3.584260 

მაგიეააიი ის ჯი) = 2, 000730 ჯი = _1.848187 
ბაშ დ: =8,46.10“ თ: =1. 62.10“ 

ჯამური დანაკარგები ი, =328 /#: = 204 

ცხრილი 6.11 
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არაწრფივ განტოლებათა სისტემების ამოხსნა 

პირველი იტერაცია განხორციელდა დასაშვებ არეში -6<X, <6, /=1,2, და ალ- 

გორითმის თანახმად მიღებულ იქნა შემდეგი ამონახსნი: 

ჯრ =(1.849976;2.7252061 , დ, = დ(ჯ-) = 28.72910. 

ოთ 
Xჯ 

ნება, რომ მოცემულ არეში სიმძიმის ცენტრების მეთოდის კრებადობისთვის გლობა- 

ამონახსნი მიღებულია ძალიან დიდი „ცდომილებით (28.7%), რაც“ “იმით აიხს- 

ლური მინიმუმის ერთადერთობის პირობა დარღვეულია: დ(») ფუნქციას მოცემულ 

არეში ერთის ნაცვლად ოთხი ერთნაირიი ნულოვანი დონის ლოკალური მინიმუმი 

გააჩნია. საჭიროა აღინიშნოს, რომ მსგავს შემთხვევებში ამონახსნის დიდი „ცდომილე- 

ბით განსაზღვრა სიმპტომატური მო ნაა და იგი იმას მიგვანიშნებს, რომ სვების გ ღვ პტომატუ ვლენაა და. იგ გვ ფესვ 
განცალების მიზნით საჭიროა დასაშვები არის კონფიგურაციის შეცვლა. 

ჯო 

ზონაშია, განხორციელდა გრადიენტული მოძრაობა და მიღებულ იქნა მოცემული 

განტოლებათა სისტემის ერთ-ერთი ფესვი X, =|(2.999954;2.0007301), “სადაც 

დ(;) =8.46-10“. 

რადგან დი) > §=10“, ამიტომ გამოთვლები გაგრძელდა და მეორე იტერაცია 

განხორციელდა შემცირებულ არეში –1.5 <X, <4.5, –2.0 < X, <4.0, სადაც ოთხის 

ნაცვლად ორი ერთნაირი ნულოვანი მნიშვნელობის ლოკალური მინიმუმია. სიმძიმის 

ცენტრების მეთოდით განისაზღვრა ამონახსნი 

ჯრ =(3.686888;-1.375946), თ(»რთ) =3.497638, 

წერტილიდან, რომელიც ერთ-ერთი ლოკალური მინიმუმის მიზიდულობის 

რომლის დაზუსტების შედეგად მიღებულ იქნა მეორე ფესვი 

Xე =(3.584260;–1.848187), სადაც დ(იჯე) =1.62.10“, 

რადგან |თდ(X,)- დ(X-) <6 =10“, ამიტომ გამოთ ის პროცესი დამთავრდა დგ I ი ტომ გამოთვლ ცესი დამთავრდ 

დანაკარგებით /? = #4, + /ე = 532. 

განტოლებათა სისტემის დანარჩენი ფესვების მოსაძებნად ექსპერიმენტი განმეორდა 

იმავე პროგრამული პარამეტრებით, მაგრამ დასაშვები არის შეცვლილ საზღვრებში. 

როცა -6<X <0, -6<X, <6, მაშინ მიღებულ იქნა მესამე ფესვი (დანაკარგებით 

#0 =281) 

X. =L-2.805172;3.1312581, სადაც თ(ჯე) =2.16-10“”, 

ხოლო როცა – 6< X, < 0, -–6<X. <0, მიღებულ იქნა მეოთხე ფესვი (დანაკარგე- 

ბით 0=412) 

XL, =|-3.779245;-3.2831911, სადაც %(>X;,) =2.56-10”.



თაპი მეშვიდე 

მრაპალპრიტერიული ოპტიმიზაცია 

7.1 მექტორული ოპტიმიზაციის ამოცანები 

იმ პრობლემებისგან განსხვავებით, რაც განხილული გვქონდა წინა ნაწილში, 

სადაც გარკვეული სტრუქტურის მქონე შეზღუდვათა სიმრავლეზე ერთი ფუნქციის 

ექსტრემალური მნიშვნელობა უნდა მოგვეძებნა, ამ ნაწილში განვიხილავთ ოპტიმი- 

ზაციის მრავალკრიტერიულ ანუ ვექტორულ ამოცანებს. ასეთ ამოცანებში საჭიროა 

განხორციელდეს რამდენიმე კრიტერიული ფუნქციის ერთდროული ოპტიმიზაცია ანუ, 

სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, საოპტიმიზაციო ფუნქციას უნდა ჰქონდეს ვექტორული 

სახე. 

7.1. მრამალპრიტერიული ამოცანების 
აპალასიკპკური მაგალითები 

მათემატიკური დაპროგრამების ერთკრიტერიულ ამოცანებში საჭიროა განვსა- 

ზღვროთ მიზნის ფუნქციის მნიშვნელობა, რომელიც, მაგალითად, მინიმალურ ხარჯს 

ან მაქსიმალურ მოგებას შეესაბამება. მაგრამ პრაქტიკულად ნებისმიერ რეალურ სი- 

ტუაციაში ადგილი აქვს ერთდროულად რამდენიმე ურთიერთდაპირისპირებულ და 

ურთიერთსაწინააღმდეგო მიზნების არსებობას. ვაჩვენოთ რამდენად ფართოა იმ პრობ- 

ლემების სპექტრი, რომელიც ადეკვატურად შეიძლება იყოს ფორმულირებული რო- 

გორც მრავალკრიტერიული ამოცანა და ამასთან, გამოვყოთ მახასიათებლები, რომ- 

ლებიც შეიძლება გამოვიყენოთ საოპტიმიზაციო კრიტერიუმებად. 

ნავთობის გაწმენდის დაგეგმვა 

იიი (ხარჯები), 

იიI0 (იმპორტირებადი ნედლი ნავთობის რაოდენობა), 

იიIი (გოგირდის მაღალი შემცველობის ნედლეულის რაოდენობა), 

(2
7)
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ვექტორული ოპტიმიზაციის ამოცანები 

თI (მოცემული შემადგენლობიდან გადახრა), 
MIი (გაზების წვა). 

წარმოების დაგეგმვა 

ჯი2X (ჯამური სუფთა შემოსავალი), 

=მX (ნებისმიერ პერიოდში მინიმალური სუფთა შემოსავალი), 

თი. (შეუსრულებელი შეკვეთების რაოდენობა), 
თი (ზედნადები დრო), 

თხი (მზა პროდუქციის მარაგი). 

ფასიანი ქაღალდების პორტფელის ამორჩევა 

მX (შემოსავალი), 

თი. (რისკი), 

იიმX. (დივიდენდები), 

იი (ქაღალდების მრავალფეროვნების სასურველი დონიდან გადახრა). 

კაპიტალდაბანდების ხარჯთაღრიცხვის შედგენა 

ოთომX (საშუალებათა არსებობა), 

თIი (კაპიტალურ დაბანდებაზე მოთხოვნა), 

თIი (ყოველწლიური საექსპლუატაციო ხარჯები), 
თ2X ჯჭინვესტიციები გარემოს დაცვასთან დაკავშირებულ პროექტებში), 

Mი2X (ინვესტიციები მოცემულ რეგიონთან დაკავშირებულ პროექტებში), 
I მX (ინვესტიციები მოცემულ სასაქონლო სპეციალიზაციებთან დაკავშირე- 

ბულ პროექტებში). 

სატყეო მეურნეობის მართვა 

ოII2მX ჯ1ხე-ტყის მდგრადი მოსავალი), 

I0მX (ტყეში დასვენების კაც-დღეები), 

იიმX (ტყეში ნადირობის კაც-დღეები), 

თგმX (ველური ცხოველების გავრცელების არეალი), 
ს მX ჭშინაური ცხოველების მწყემსობის თვეების რაოდენობა), 

(5
2)
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მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაცია 

ლ0I0 (ბიუჯეტის გადაჭარბება). 

წყალსაცავების დონის კლების მართვა 

თმ8X (პირველი წყალსაცავის აღდგენიდან მოგება), 

მX (პირველი წყალსაცავის დონის ქვემოთ საგუბარის დარეგულირებიდან 

მოგება), 
შიმX (მდინარის აუზიდან გამომუშავებული ენერგიის რაოდენობა), 

იი (მდინარის აუზში კომუნალურ მოთხოვნილებებზე წყლის უკმარისობა), 

ი0მX “მეორე წყალსაცავის აღდგენიდან მოგება), 
XIX ჭმეორე წყალსაცავის დონის ქვემოთ სარწყავი მიწებიდან მოგება). 

ფირმაში სარევიზიო სამსახურის ფორმირება 

ი0მX (შემოსავალი), 

თIი (სამსახურის პერსონალის რიცხობრივი ზრდა), 
თIი (სამსახურის პერსონალის რიცხობრივი შემცირება), 

"0 (ზედნადები ხარჯები), 

ოI0 (კადრების კვალიფიკაციის არასრული გამოყენება), 

თმX (პროფესიონალურ ზრდაზე გამოყოფილი დრო). 

ტრანსპორტირება 

00 (ღირებულება), 
თIი (პრიორიტეტულ კლიენტებთან ტვირთის მიტანის საშუალო ·დრო), 

CმX (მოცემული ტექნოლოგიის მიხედვით წარმოება), 
თი (საწვავის ხარჯი). 

სოსისების, შებოლილი ძეხვებისა და სალიამისათვის ნარევის მომზადება 
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იისი. ჭღირებულება), 
თIი. (ცხიმიანობა), 

ოთIი (მისაღები ფერისაგან გადახრა), 

ი0მX (პროტეინი), 

იიი (ტენის დასაშვები შემცველობიდან გადახრა),
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თი (ღორისა და საქონლის ხორცის დასაშვები პროპორციიდან გადახრა). 

7.1.2 ზოგადი ცნებები 

1 გადაწყვეტილების (როგორც ინდივიდუალურის, ისე ჯგუფურის) მიღების დროს 

გადაწყვეტილების მიმღებ პირს მრავალ ურთიერთსაწინააღმდეგო მაჩვენებელთან აქვს 

საქმე. ისინი ახასიათებენ ამა თუ იმ სისტემის მდგომარეობას ან მიმდინარე პროცე- 

სის ვითარებას, რაც სისტემის მათემატიკურ მოდელს მრავალკრიტერიულობის (ვექ- 

ტორულ ან არასკალარულ) თვისებას ანიჭებენ. ამასთან დაკავშირებით, უკანასკნელი 

წლების მანძილზე ფართოდ ვითარდება გადაწყვეტილების მიღების თეორია მრავალი 

კრიტერიუმის გათვალისწინებით. 

გადაწყვეტილების მიღების კონცეფცია, როგორც აზროვნების პირველადი საფუძ- 

ველი, გადაწყვეტას განიხილავს როგორც გარკვეული სიმრავლიდან ალტერნატივათა 

გონივრულ ამორჩევას. აღნიშნულ ალტერნატივებს, მათი კონკრეტული შინაარსის 

შესაბამისად, უწოდებენ სტრატეგიებს, გეგმებს, ვარიანტებს და ა.შ. ამორჩევას ის 

პირი ახორციელებს, რომელიც გადაწყვეტილებას იღებს და მიისწრაფვის გარკვეული 

მიზნის მისაღწევად. ასეთი პირი შეიძლება იყოს ერთი ადამიანი ან ადამიანთა მთელი 

ჯგუფი, რომელიც უფლებამოსილია მიიღოს გადაწყვეტილება და აგოს პასუხი მიღე- 

ბული გადაწყვეტილების შედეგზე. 
გადაწყვეტილების მიღების დროს მათემატიკური მეთოდების გამოყენება გულისხ- 

მობს სათანადო მათემატიკური მოდელის შედგენას, რომელიც ფორმალურად პრობ- 

ლემურ სიტუაციას ანუ გადაწყვეტილების მიღების სიტუაციას გამოსახავს. განსაზღ- 

ვრულობის პირობებში, როცა შემთხვევით და განუსაზღვრელ ფაქტორებს ადგილი 

არა აქვს, გადაწყვეტილების მიღების ამოცანებში (ოპტიმიზაციის ამოცანებში) შათე- 

მატიკური მოდელის კომპონენტებს წარმოადგენს ალტერნატიულ ამონახსნთა §) სიმ- 

რავლე, საიდანაც ამოირჩევა ერთი საუკეთესო ანუ ოპტიმალური ამონახსნი, და გა- 

დაწყვეტილების მიმღები პირის მიერ პრიორიტეტების (უპირატესობების) აღწერა. 

იმისათვის, რომ უზრუნველყოფილ იქნეს ამორჩევის შესაძლებლობა (თავისუფლება), 

C; სიმრავლე ორ ალტერნატიულ ამონახსნს მაინც უნდა შეიცავდეს. 

2. ოპტიმიზაციის მრავალკრიტერიულ ამოცანებში უპირატესობის მიხედვით ამო- 

ნახსნთა შედარება ხორციელდება არა უშუალოდ, არამედ §– სიმრავლეზე განსაზღვ- 

რული რიცხვითი /., /:,.--, /... ფუნქციების საშუალებით, რომლებსაც ეწოდება კრი- 

ტერიუმები (ხარისხის ანუ ეფექტურობის მაჩვენებლები, კრიტერიალური ფუნქციები. 

მიზნის ფუნქციები და ა.შ... იგულისხმება, რომ #7 >2; როცა #=1, მაშინ ოპტიმი- 

ზაციის ამოცანა ერთკრიტერიულია. 

ყოველ /, კრიტერიუმს რიცხვთა # ღერძზე შეესაბამება X, ქვესიმრავლე, საიდანაც 

იგი თავის მნიშვნელობებს მიიღებს. პრაქტიკულად, XI, ქვესიმრავლე, რომელსაც, 
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ხშირად, /, კრიტერიუმის სკალას უწოდებენ, ამ უკანასკნელის შინაარსის მიხედვით 

განისაზღვრება. ასე, მაგალითად, თუ წინასწარ ცნობილია, რომ /, კრიტერიუმის 

მნიშვნელობა დადებითი ან არაუარყოფითია (რაც ახასიათებს მასას, ლირებულებას 

და ა.შ.), მაშინ შეიძლება მივიღოთ XII = (0,+C) ან X, = (0,+C). თუ /. კრიტერიუმის 

მნიშვნელობები ქვემოდან და ზემოდან რაღაც ძ და ხ სიდიდეებით შემოსაზღვრულია, 

მაშინ II, = (0,ხI (მაგალითად, თუ /# - რესურსების მარაგის ხარჯვის წილია, მაშინ 

X:= (0,1)). თუ კრიტერიული # ფუნქციის მნიშვნელობები მხოლოდ ნული და ნატუ- 

რალური რიცხვებია (მაგალითად, /# განისაზღვრება რაღაც ობიექტების დათვლის შე- 

დეგად), მაშინ X, = (10,1.2,...). თუ # ფუნქციის მნიშვნელობებზე შინაარსობრივი 

შეზღუდვა არ არსებობს, მაშინ IX, = (–=<,+Cთ ) = # და ა.შ. 

/#ი 1=1,2,...,II, კრიტერიუმები რომლებსაც კერძო (ლოკალური) კრიტერიუმები 

ეწოდება, წარმოქმნის ვექტორულ კრიტერიუმს / = (ჩM#,.../>). იგულისხმება, რომ 

თითოეული X ამონახსნი შეიძლება სრულად დახასიათდეს შესაბამისი ვექტორული 

შეფასებით ანუ #X) ვექტორით. ამიტომ ამონახსნთა §–“ სიმრავლიდან ოპტიმალური 

ამონახსნის ამორჩევა დაიყვანება მიღწევადი შეფასებების სიმრავლიდან 

# = /(0)=(»C#ჩ"” | »=/(,X»XC0) 
ოპტიმალური შეფასების ამორჩევაზე, სადაც #” არის ”!-განზომილებიანი რიცხვითი 

სივრცე და მას კრიტერიული სივრცე ეწოდება აუცილებლობის შემთხვევაში ეს 

სივრცე შეიძლება ევკლიდეს სივრცედ ჩაითვალოს, რომლის მეტრიკა განსაზღვრუ- 

ლია შემდეგი ტოლობით: 

თ 1/2 

I» –» =(V–7”»– » I” = >, -»#”. . 

პრაქტიკულად, # სიმრავლის განსაზღვრა, ხშირად, რთულ ან საერთოდ შეუძლე- 

ბელ ამოცანას წარმოადგენს. ამიტომ განსახილველად შემოაქვთ, შედარებით უფრო 

ფართო, რაღაც I C L” სიმრავლე, რომლის ელემენტებს (ვექტორებს) შესაძლებე- 

ლია მივცეთ შინაარსობრივი აზრი. უმეტეს შემთხვევაში, ამონახსნთა სიმრავლე 

#57 მრავალგანზომილებიანი XI” =7, XI, X... XI, პარალელეპიპედია. ზოგჯერ 4 

სიმრავლე ამა თუ იმ შეზღუდვის მეშვეობით 7X” -საგან მიიღება, რაც დაკავშირებუ- 

ლია მიუღწევადი ან შინაარსობრივი დატვირთვის არმქონე ვექტორების უგულებელყო–- 

ფასთან. 

» სიმრავლის შემოტანა მთელი რიგი უპირატესობით ხასიათდება. ასე, მაგალი–- 

თად, იქმნება გამოკვლევის შესაძლებლობა არა ერთი ამოცანის, არამედ ამოცანათა 

მთელი ოჯახისა, რომელთა მიღწევადი შეფასებების თითოეული სიმრავლე ”. სიმ- 

რავლეში შედის. კერძოდ, შესაძლებელი ხდება შევისწავლოთ ოპტიმალური ამონახს- 

ნის ამოცანის ამა თუ იმ პარამეტრზე დამოკიდებულების ხასიათი. 
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შემდგომში ამონახსნს ყოველთვის აღვნიშნავთ X ასოთი, რომელსაც შეიძლება 

გააჩნდეს სხვადასხვა ინდექსი, ხოლო მის შესაბამის შეფასებას - / ასოთი და იმავე 

ინდექსით. მაგალითად: X=#X), #=/MX) და აშ. თუ მოცემული ვექტორული XX» შე- 

ფასება მიღწევადია და მას რამდენიმე ამონახსნი შეესაბამება, მაშინ Xჯ“-ით აღინიშ- 

ნება ნებისმიერი ამონახსნი, რომელიც აკმაყოფილებს ტოლობას /#X") = 1”. 

3. ინდივიდუალურ გადაწყვეტილებათა მიღების ამოცანებში კრიტერიუმების და- 

ნიშნულება ამონახსნთა არსებით ნიშანთვისებათა "ინტენსიურობის" გამოსახვაა. ასე, 

მაგალითად, ზოგიერთ ნაკეთობათა შედარების დროს შეიძლება გამოყენებულ იქნეს 

ისეთი კრიტერიუმები, როგორიცაა მასა, ლირებულება, გამოშვების თარილი, გარეგ- 

ნული (სასაქონლო) სახე და ა.შ. ჯგუფურ გადაწყვეტილებათა მიღების ამოცანებში 

# კრიტერიუმი ახასიათებს ამონახსნთა "ხარისხს" (ან უპირატესობას) (1,2,...,») 

ჯგუფში შემავალი !-ური ინდივიდის თვალსაზრისით. ასე, მაგალითად, თუ ამონახს- 

ნების რიცხვი სასრულია და I ინდივიდმა მათი რანჟირება (უპირატესობის მიხედვით 

დალაგება) განახორციელა, მაშინ შეიძლება დავუშვათ /,(X)=1 ყველაზე მაღალი 

პრიორიტეტის X» ამონახსნისათვის, /(X') = 2 - უპირატესობის მიხედვით მომდევნო X" 

ამონახსნისათვის და ა.შ. 

თავისი ხასიათის მიხედვით კრიტერიუმები შეიძლება დავყოთ რაოდენობრივ და 

თვისებრივ კრიტერიუმებად. უხეშად რომ ვთქვათ, კრიტერიუმი რაოდენობრივია, 

როცა აზრი აქვს მისი მნიშვნელობების შედარებას, მივუთითებთ რა, თუ რამდენით 

ან რამდენჯერ მეტია ერთი მნიშვნელობა მეორეზე, და თვისებრივია, როცა აღნიშ- 

ნულ შედარებებს აზრი არა აქვს. რაოდენობრივი /, კრიტერიუმის მაგალითს წარ- 

მოადგენს მასა. თუ მასის გაზომვის ერთეული დაფიქსირებულია, მაშინ შესაძლებე- 

ლია მსჯელობა იმის შესახებ, თუ ერთი ნაკეთობა რამდენჯერ (ან რამდენით) მძიმეა 

მეორეზე. გაზომვის სხვა ერთეულზე გადასვლის ანუ /-ის #ჩ/-ად გარდაქმნის შემთხ- 

ვევაში, სადაც MX>0, ნაკეთობათა მასების შეფარდება არ იცვლება. გასაგებია, რომ 

ყველა სხვა გარდაქმნის შემთხვევაში, რომელიც დადებით # რიცხვზე გამრავლებას 

არ წარმოადგენს, /, მნიშვნელობების საწყისი თანაფარდობა შესაძლებელია შეიცვა- 

ლოს. 

განხილულ მაგალითში / კრიტერიუმის დასაშვები გარდაქმნებია მხოლოდ და- 

დებითი წრფივი გარდაქმნები და მხოლოდ ისინი. ზოგად შემთხვევაში, თ ფუნქციას 

# კრიტერიუმის დასაშვებ გარდაქმნას უწოდებენ, თუ თ(C/,) ფუნქცია კვლავ იმავე 

თვისების შეფასების კრიტერიუმი აღმოჩნდება. / კრიტერიუმის /, = თ(/,)-ით შეცვ- 

ლით 7», სიმრავლე XI, = თ(X,) სიმრავლით იცვლება. 

ამგვარად, თითოეულ კრიტერიუმს უკავშირებენ დასაშვებ გარდაქმნათა დ სიმ- 

რავლეს და ამბობენ, რომ ამ კრიტერიუმს აქვს დ ტიპის სკალა ან შეფასება (გა- 

ზომვა) დ ტიპის სკალის მიხედვით ხორციელდება. ჩვეულებრივ, დ სიმრავლე კრი- 
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ტერიუმის ფორმირების დროს მოიცემა, მაგრამ ზოგიერთ შემთხვევაში სკალის ტი- 

პის განსაზღვრა დამოუკიდებელ, საკმაოდ რთულ ამოცანას წარმოადგენს. ' 

ზემოთ მოყვანილ მაგალითში თ = თა:= (თ | 2) =IC, I>0 1). ასეთი ტიპის სკალას 

ფარდობის სკალას უწოდებენ, რადგან შენარჩუნებულია შემდეგი სიდიდეების ფარდო- 

CC : 
ბა: –-=–->-=C = 0071. 

გავრცელებულია, აგრეთვე, დ = დკ.= ( თI «(2) = I>+I, >0 ) ტიპის სკალის მიხედ- 

ვით გაზომვის შემთხვევები. აქ დასაშვებ გარდაქმნას დადებით # რიცხვზე გამრავ- 

ლება და ნებისმიერი ! რიცხვის დამატება წარმოადგენს. ასეთ სკალას ინტერვალთა 

სკალას უწოდებენ. ეს სახელწოდება გამომდინარეობს თვისებიდან, რომლის თანახმად 

შენარჩუნებულია ინტერვალთა ფარდობა 

1 ა 1 2 7' – 2 _ (> +!) –(C +M0 _ კედ 

22-ე, (თ1+0)-0>C + 

ინტერვალთა სკალის მქონე კრიტერიუმის მაგალითია "ნაკეთობის გამოშვების თარი- 

ღი" დროის შესაფასებლად აუცილებელია დაფიქსირდეს მასშტაბი და აღრიცხვის 

დასაწყისი. 

სკალა მით უფრო სრულყოფილია, რაც უფრო ვიწროა დასაშვებ გარდაქმნათა დ 

სიმრავლე. ინტერვალთა სკალაზე არანაკლებ სრულყოფილი სკალის მქონე კრიტე- 

რიუმებს რაოდენობრივს უწოდებენ. უმეტეს შემთხვევაში რაოდენობრივი კრიტერიუ- 

მები ობიექტური ("ფიზიკური") თვისებების ობიექტურ გაზომვებს შეესაბამება. მაგ- 

რამ პრაქტიკულ ამოცანებში ფართოდ გავრცელებულია ინტერვალთა სკალაზე ნაკ- 

ლებად სრულყოფილი სკალის მქონე კრიტერიუმებიც. 

ნაკლებად სრულყოფილი სკალის მაგალითია რიგობითი სკალა, რომლისთვისაც 

დასაშვებ გარდაქმნათა დიკ სიმრავლე შედგება მონოტონურად ზრდადი ყველა ფუნქ- 

ციისაგან: თრ = დაყ = (დ | >» => თ(>') > > )). რიგობითი სკალის მქონე კრიტე- 

რიუმებსს თვისებრივს უწოდებენ. თვისებრივი კრიტერიუმი თავის მნიშვნელობებს 

მხოლოდ მონოტონური გარდაქმნების შემთხვევაში ინარჩუნებს. ამასთან, მნიშვნელო– 

ბების შედარებას აზრი აქვს მხოლოდ "მეტი", "ნაკლები" და "ტოლი" თანადობისათ- 

ვის. მაგრამ აზრი არა აქვს იმის გარკვევას, თუ რამდენჯერ ან რამდენით მეტია 

ერთი მნიშვნელობა მეორეზე. რიგობითი სკალის მქონე კრიტერიუმების გამოყენებას 

ადგილი აქვს იმ შემთხვევაში, როცა ამონახსნები რანჟირებულია ანუ განლაგებულია 

რომელიმე თვისების ინტენსიურობის ზრდადობის ან კლებადობის მიხედვით და შემ- 

დეგ საჭიროა მათთვის რიცხვითი მნიშვნელობების მინიჭება ისე, რომ მეტ ინტენსი- 

ვობას მეტი (ან, პირიქით, ნაკლები) რიცხვი შეესაბამებოდეს. ჩვეულებრივ, ასეთი 

რანჟირება სუბიექტური "გაზომვების" დროს მიიღება, მაგალითად, ამონახსნთა უპი- 

რატესობის შესახებ I“-ური სუბიექტის მიერ აზრის გამოხატვის დროს. 
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საკმაოდ ხშირად, სუბიექტური გაზომვები ხორციელდება ქულებიანი სკალის. მი- 

ხედვითაც. ასე, მაგალითად, ექსპერტს შეუძლია ქულებით შეაფასოს ნაკეთობის გა- 

რეგნული სახე. ქულებიანი სკალის მქონე კრიტერიუმებს "შუალედური" მდგომარეო- 

ბა უკავია რაოდენობრივ და თვისებრივ კრიტერიუმებს შორის. 

მოცემული ტიპის სკალების მქონე კრიტერიუმების მნიშვნელობების შესახებ 

მტკიცებას უწოდებენ ადეკვატურს, თუ მისი ჭეშმარიტება არ იცვლება კრიტერიუმე- 

ბის მიმართ სკალის ტიპებით განსაზღვრული ნებისმიერი დასაშვებ გარდაქმნათა გა–- 

მოყენების შემთხვევაში. ამიტომ ოპტიმიზაციის პრაქტიკული მრავალკრიტერიული 

ამოცანების ანალიზისა და ამოხსნისათვის გამოყენებულ უნდა იქნეს მხოლოდ ის 

განსაზღვრებები და ცნებები, მეთოღები და პროცედურები, რომლებსაც ადეკვატური 

დასკვნებისა და რეკომენდაციების მიღებისაკენ მივყავართ. 

ასე მაგალითად, საყოველთაოდ ცნობილია მრავალკრიტერიული ამოცანების 

ამოხსნის მეთოდი, რომელიც ემყარება ვექტორული / კრიტერიუმის ერთი განზო- 

გადებული #(Cჩ, /;--ა /„) ფუნქციით ანუ "ნახვევის" სახით წარმოდგენას. ძნელი არ 

არის დავრწმუნდეთ იმაში, რომ აღნიშნული მეთოდი თვისებრივი კრიტერიუმებიანი 

ამოცანების გადასაწყვეტად არ გამოდგება. განვიხილოთ ყველაზე უფრო გავრცელე- 

ბული განზოგადებული კრიტერიუმი - წრფივი "ნახვევი" #; =2, #ს., , სადაც. /, 
(= 

რაღაც დადებითი რიცხვია, რომელიც ახასიათებს კრიტერიუმების ფარდობით მნი- 

შვნელობას (ე.წ. წონითი კოეფიციენტი). ვთქვათ, მაგალითად, 7! = 2, //, = #0 = 1, IX) 

= (2,8), /(X") = (1,27). მაშინ #» მიგვანიშნებს, რომ X" უკეთესია, ვიდრე X, რადგანა 

2+8<1+27. მაგრამ, თუ პირველი კრიტერიუმისათვის გამოვიყენებთ დასაშეებ გარ- 

დაქმნას თ,(2) = 2, ხოლო მეორესთვის CX(2) = 2'”' (ე.ი. / შევცვალოთ ით, ხო- 

ლო #7: – წ -ით), მაშინ დასკვნა მცდარი აღმოჩნდება, რადგანაც 32+2>1+3. 

სხვადასხვა ტიპის სკალებში გაზომვის საკითხები და გაზომვათა მათემატიკური 

თეორია სრულად მოცემულია მონოგრაფიაში (107|. 

4. როგორც უკვე იყო აღნიშნული, §(–ჰ სიმრავლიდან ოპტიმალური ამონახსნის გა- 

მოყოფა უნდა მოხდეს გადაწყვეტილების მიმღები პირის მიერ უპირატესობის არჩე- 

ვის საფუძველზე, რაც /VI,/:.-·, / კრიტერიუმების საშუალებით უნდა იყოს ფორმალი- 

ზებული (აღწერილი). გადაწყვეტილების მიღებათა თეორიაში უპირატესობების აღ- 

საწერად შემუშავებულია სპეციალური მეთოდები. აღნიშნული საკითხები გაშუქებუ- 

ლია მონოგრაფიაში (147). 

5. მოცემულ თავში განხილულია სასრულგანზომილებიანი ოპტიმიზაციის მრა- 

ვალკრიტერიული ამოცანები ანუ ამოცანები, სადაც §ჩ–“ არის #' სივრცის ქვესიმრავ- 

ლე. ასეთ ამოცანებში §': სიმრავლე, როგორც წესი, უფრო ფართო # C L სიმრავ- 
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ლიდან გამოიყოფა სპეციალური შეზღუდვების საშუალებით, რომლებიც, უმეტეს 
შემთხვევაში, წარმოდგენილია უტოლობათა სახით 

C=(XC0 | 900>0, ფ(090>0,...,§5,(2 201), (0.1) 

სადაც §(X), )/=1,...#. არის # სიმრავლეზე განსაზევრული რიცხვითი ფუნქციები 

და ისინი შეზღუდვათა §(X) = 9 = (თ.დ...) ვექტორ-ფუნქციას შეადგენენ. ამასთან, 

იგულისხმება, რომ /#,/>»---, #-, აგრეთვე, განსაზღვრულია I2-ზე. 

ჩვეულებრივ, ”» სიმრავლე შეიძლება წარმოადგენდეს მთლიანად L” სივრცეს ან 

მის სპეციფიკურ ქვესიმრავლეს, მაგალითად, არაუარყოფით L ორტანტს, რომელიც 

შედგება არაუარყოფითკომპონენტებიანი ყველა ვექტორისაგან 

ს = I XC I" | X,>0,X.20,...,X,>0 L. 
  

პრაქტიკულად, ა "სიმრავლე  სიერციდან X», ცვლადებზე გათვალისწინებული 

უმარტივესი შეზღუდვების საშუალებით გამოიყოფა. ასე, მაგალითად, თუ X, წარ- 

მოადგენს I-ური ტიპის რესურსის საჭირო რაოდენობას, მაშინ X,>0 და შეიძლება 

ჩაითვალოს #) = L · 

6. (X (ან #) სიმრავლის სტრუქტურისა და /(CX) (აგრეთვე თფ(X)) ფუნქციების 

თვისებებიდან გამომდინარე, შეიძლება გამოვყოთ მრავალკრიტერიული ამოცანების 

სხვადასხვა კლასები. ასე, მაგალითად, თუ §ბპ (0) სიმრავლე შეიცავს ელემენტების 

სასრულ რაოდენობას, მაშინ ამოცანას ეწოდება სასრული, ხოლო თუ §ჩ (#)) აღ- 

რიცხვადია, ე.ი. სასრული ან თვლადი, მაშინ - დისკრეტული. კერძოდ, თუ C) (#) 

სიმრავლის თითოეული X ვექტორის ყველა X, კომპონენტი მთელი რიცხვია, მაშინ 

ამოცანას ეწოდება მთელრიცხვა, ხოლო თუ §) (ს) სიმრავლის ვექტორები ბულისაა 

(ეი. შედგება მხოლოდ ნულებისა და ერთიანებისგან), მაშინ - ბულის ამოცანა (ან 

ბულის ტიპის ამოცანა). 

თუ «ქ (ან ») სიმრავლე ამოზნექილია, ხოლო ყველა /(X) (აგრეთვე, თფ(C(X)) - 

ჩაზნექილი ფუნქციებია, მაშინ ამოცანას ეწოდება ჩაზნექილი. კერძოდ, თუ §პ პო- 

ლიედრული სიმრავლეა (ე.ი. #”-დან "ამოჭრილია" წრფივ უტოლობათა და ტოლო- 

ბათა სისტემის საშუალებით), ხოლო ყველა /(X) წრფივია, მაშინ მრავალკრიტერი- 

ული ამოცანა წრფივია. 

სპეციალურ კლასს შეადგენს ამოცანები, რომლებშიც ყველა /(X) (აგრეთვე, ფ(X)) 
ფუნქცია დიფერენცირებადია (ზოგჯერ მოითხოვება უწყვეტად დიფერენცირებადო- 
ბაც). ამასთან, ჩვეულებრივ, იგულისხმება, რომ # ღია სიმრავლეა (მაგალითად, აღ- 

ნიშნულ სიმრავლეს შეიძლება წარმოადგენდეს # სივრცე ან დადებითი ორტანტი 

#7? =1იL 972 =(XC #” |», >0,X, > 0,...,X, >01) ან §) C I0L9. 
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7.1.3. უპმრატესობის თანაღობები. ფასეელობისა 
და შერჩევის ფუნქციები 

1 უპირატესობათა აღწერის წესი საკმაოდ ზოგადად და კარგადა არის დამუშავე- 

ბული ბინარული თანადობების "ენაზე". საზოგადოდ, ბინარული თანადობები შეიძლე- 

ბა გამოყენებულ იქნეს არა მარტო უპირატესობების, არამედ ნებისმიერი ბუნების 

ობიექტებს შორის სხვადასხვა ხასიათის წყვილ-წყვილი კავშირების აღწერისთვისაც. 

როგორც ცნობილია, 4 სიმრავლეზე #0 ბინარული თანადობა ეწოდება 4' = 4X4 

სიმრავლის ქვესიმრავლეს ანუ (2,6) დალაგებულ წყვილთა ერთობლიობას, სადაც თ, 

ხC/4. თუ (ძ,ხ)C/, მაშინ ამბობენ, რომ თ არის 0 თანადობაში ხ-სთან და ამ 

ფაქტს შემდეგნაირად აღნიშნავენ: ი/6. 

შეიძლება განხილულ იქნეს #-ური თანადობებიც, როგორც 4” სიმრავლის ქვე- 

სიმრავლეები. ქვემოთ განვიხილავთ მხოლოდ ბინარულ თანადობებს. ამასთან დაკაგ- 

შირებით, შევნიშნავთ, რომ ზედსართავი სახელი "ბინარული" ხშირად გამოტოვებულ 

იქნება. 

ბინარული თანადობებისადმი, როგორც სიმრავლეებისადმი, ყველა თეორიულ-სიმ- 

რაგვლური ოპერაცია გამოიყენება, მათ შორის თანაკვეთის (ს, გაერთიანების LV, 

სხვაობის – ოპერაციები და სხვ. თანადობებისათვის შემოღებულია სპეციფიკური 

ოპერაციებიც. ასე, მაგალითად, ი“ აღნიშნავს /-ს შებრუნებულ თანადობას, რომე- 

ლიც შემდეგნაირად განისაზღვრება: 

ი” = ((«,ხ)< #” | (ხ,ძ)< ი |, 
ე-იი. (0,ხ) წყვილი #0 ს ეკუთვნის მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა (ჩხ,ი) წყვილი 

ეკუთვნის /-ს. ' 

ვთქვათ, ,8C4. /კ = ((თ,ხ)6C 0 | თ,ხ C 8) თანადობას ეწოდება #-შეზლუდვა 38-ზე. 

#0 თანადობას ეწოდება რეფლექსური, თუ (0ძ,0)C/ VიCC4#, და / თანადობას ეწო- 

დება ირრეფლექსური, თუ (თ,0ი)Cე, ე.ი. 020 არ არის მართებული არც ერთი ძ- 

სთვის, 0C.4. 

0 თანადობას ეწოდება სიმეტრიული, თუ (0,0)C/ე/ პირობიდან გამომდინარეობს 

(ხ,0)C/0; 0 თანადობას ეწოდება ასიმეტრიული, თუ (თ,0)C/ პირობიდან გამომდინა- 

რეობს (ხ,0)C/ე/, და 0 თანადობას ეწოდება ანტისიმეტრიული, თუ (ი,6)C/ და 

(ხ,ი)C0 პირობიდან გამომდინარეობს თ=ხ. ცხადია, ასიმეტრიული თანადობა ამავე 

დროს ირრეფლექსურიცაა. 

0 თანადობას ეწოდება ტრანზიტული, თუ ი0/0ხ და ხ/C-დან გამომდინარეობს 

ძიძ. 
4 სიმრავლის ძი და ხ ელემენტებს ეწოდება შედარებადი / თანადობის მიმართ, 

თუ სამართლიანია #/ხ ან ხ/ძ, და არაშედარებადი / თანადობის მიმართ - საწი- 
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ნააღმდეგო შემთხვევაში. 0 თანადობას ეწოდება სრული (ან ბმული), თუ ნე- 

ბისმიერი ორი ძ, ხC4 ელემენტი შედარებადია (მათ შორის იმ შემთხვევაშიც, როცა 

იძ=ხ) თანადობას რომელიც არ არის სრული, ეწოდება ნაწილობრივი (ან / 

თანადობის მიმართ არაბმული). 

ასე, მაგალითად, ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეზე > თანადობა ("არანაკლები") 

რეფლექსური, ანტისიმეტრიული, ტრანზიტული და სრულია, ხოლო თანადობა > 

("მეტი") ირრეფლექსური, ასიმეტრული და ტრანზიტულია, მაგრამ არ არის სრული 

(რადგანაც თ> თ არ არის სამართლიანი). 

რეფლექსურ, სიმეტრიულ და ტრანზიტულ თანადობას ეწოდება ეკვივალენტობა. 

ეკვივალენტობის მაგალითს წარმოადგენს ჯ სივრცის ვექტორთა ტოლობის თანა- 

დობა =. მათემატიკაში ეკვივალენტობა დიდ როლს თამაშობს, რაც იმით აიხსნება, 

რომ იგი მჭიდროდ დაკავშირებულია სიმრავლეების დაყოფასთან. 4# სიმრავლის არა- 

ცარიელ ქვესიმრავლეთა (4, ერთობლიობას ეწოდება #4 სიმრავლის დაყოფა, თუ 

ადგილი არა აქვს ამ სიმრავლეების წყვილ-წყვილად გადაკვეთას 

( 4, IIM, =C,7>%I) და ერთობლიობაში ისინი მთელ 4 სიმრავლეს შეადგენენ (ე.ი. 

ს)14, = 4). თვით 4; სიმრავლეებს დაყოფის კლასები ეწოდება. 

, 

თუ / ეკვივალენტობაა, მაშინ იგი # სიმრავლის დაყოფას შემდეგნაირად წარმოქ- 

მნის: ი და ხ ერთი და იმავე კლასს (ე.წ. ეკვივალენტობის კლასს) ეკუთვნის მაშინ 

და მხოლოდ მაშინ, თუ (რთ,0)C/. პირიქით, თუ მოცემულია 4 სიმრავლის დაყოფა 

L4,), მაშინ /), თანადობა, რომელიც განსაზღვრულია შემდეგნაირად: (თ,ხ)C/ მაშინ 

და მხოლოდ მაშინ, როცა 0 და 9 დაყოფის ერთი და იმავე კლასს ეკუთვნის, წარ- 

მოადგენს ეკვივალენტობას. 

ირრეფლექსურ, ტრანზიტულ (და ამიტომ ასიმეტრიულ) თანადობას ეწოდება 

მკაცრი (ნაწალობრივი) დალაგება, ხოლო რეფლექსურ და ტრანზიტულ თანადო- 

ბას - (ნაწილობრივი) კვაზიდალაგება. ანტისიმეტრიულ კვაზიდალაგებას (ნაწილობ- 

რივი) დალაგება ეწოდება. 

განვიხილოთ =<, =>, >,> თანადობები, რომლებიც #"-ზე შემდეგნაირად არის გან- 

საზღვრული: 

.· ი>ხ «> ძ,>ხ,,I1=1,2,...,77; 

.· ი>2ხ <> თი>2ხ დღა ი+-ხ (ეი. სამართლიანია ” რაოდენობის თძ,>ხ 
' 

უტოლობა, რომელთაგან ერთი-ერთი მაინც მკაცრია); 

« ძ>ხ «> თ,>ხ,!=12,...,/); 

« ძ>ხ «> ძ=ხ ან იძ, > ხხ, თუნდაც ერთი 1C(1,2,...,711-სთვის. 
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ადვილი დასანახავია რომ > თანადობა ნაწილობრივი დალაგებაა, > და > - 

მკაცრი ნაწილობრივი დალაგება, ხოლო > რეფლექსურია (მაგრამ არც სიმეტრი- 

ულია და არც ტრანზიტული). 

განხილული ოთხი თანადობისა და ტოლობის თანადობის ურთიერთკავშირი 

სქემატურად გამოსახულია ნახ. 7.1-ზე. სქემის თანახმად, მაგალითად, ძი > ხ უტოლო– 

ბიდან გამომდინარეობს, რომ სამართლიანია ძ>ხ, ი>ხ, ძ>ხ უტოლობებიც, ამი- 

ტომ >C>C >> C>. შევნიშნავთ, აგრეთვე, რომ > და =-ის გაერთიანება არის 

>. ამასთან, საჭიროა გავითვალისწინოთ ის ფაქტი, რომ ი>ხ სამართლიანია მაშინ 

და მხოლოდ მაშინ, როცა ხ >ძ მცდარია. 

ლ---C 
=> “რ 

ნახ. 7.1 

სამართლიანია შემდეგი დებულება. 

თეორემა 71, ვთქვათ M= #=თარიარა< ჩე | 2. =I. თ>ხ თანა- 
(5 

დობა სრულდება მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც არსებობს M “სიმრავლის 

ისეთი // ვექტორი, რომლისთვისაც სამართლიანია უტოლობა < //,თ > > <//,ხ>. 

აღნიშნული თეორემის დამტკიცება მოცემულია ნაშრომში (95I|. 

ვთქვათ, V ფუნქციაა რომელიც #-ს ასახავს –V სიმრავლეში„ ხოლო ამ 

უკანასკნელზე განსაზდვრულია ბ თანადობა აღნიშნული თანადობა /4#4-ე / 

თანადობას შემდეგნაირად ინდუცირებს: (ძ,ხ) C / «3 (V/(0),V(ხ)) C ბ. ადვილი საჩვე- 

ნებელია, რომ თუ 0 თანადობა არის რეფლექსური (ირრეფლექსური, სიმეტრიული, 

ტრანზიტული), მაშინ ასეთნაირი იქნება / თანადობაც. მაშასადამე, თუ 0 არის ეკვი–- 

ვალენტობა (კვაზიდალაგება, მკაცრი დალაგება), მაშინ იგივე ტიპის იქნება 0 თა- 

ნადობაც. 

2. უპირატესობების აღწერისათვის ფართოდ გამოიყენება შემდეგი ბინარული თა- 

ნადობები, რომლებიც შესადარებელი ობიექტების 4 სიმრავლეზე მოიცემა (მრავალ- 

კრიტერიულ ამოცანებში ასეთ სიმრავლეებს წარმოადგენს ამონახსნთა §;: სიმრავლე 

და შეფასებათა ” სიმრავლე). 
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უპირატესობის (მკაცრი უპირატესობის) თანადობა 7?: ი#X2ხ ნიშნავს, რომ ძ ობი- 

ექტი უპირატესია (მკაცრად უპირატესია), ვიდრე ხ. 
განურჩევლობის თანადობა 1: 01ხ ნიშნავს, რომ ძ და ხ ობიექტები უპირატესო- 

ბის თვალსაზრისით ერთნაირია (თუ ამორჩევას შევზღუდავთ მხოლოდ ორი ობიექ- 

ტით, მაშინ სულერთია რომელს ამოვირჩევთ). 

არამკაცრი უპირატესობის თანადობა #: 9#ხ ნიშნავს, რომ თ ობიექტი არანაკ- 

ლებ უპირატესია, ვიდრე ხ, ანუ ადგილი აქვს თ#ხ ან ძ/ხ თანადობას; ფორმალუ- 

რად # არის # და #-ს გაერთიანება: # =7#L)/. 

უპირატესობათა თანადობებს ყოველთვის უნდა ახასიათებდეს შემდეგი თვისებები: 

# ასიმეტრიულია (და ირრეფლექსურია); / რეფლექსური და სიმეტრიულია, # რეფ- 

ლექსურია; # და # არ გადაიკვეთება (ერთდროულად არ შეიძლება ადგილი ჰქონდეს 
ძი#ხ და ძ/ხ-ს). სასარგებლოა მხედველობაში გვქონდეს, რომ # და / შეიძლება 

აღდგენილ იქნეს #-ის მიხედვით: 

ძIხ, როცა ერთდროულად ჭეშმარიტია ი#ხ და ხ#9ძ, ეი. ჯL1=7I7#/ '; 

20 #ხ, როცა 9ძ#% ჭეშმარიტია, ხოლო ხ#0ძ მცდარია: # =#V# ' =#ჩL"7. 

ამგვარად, # არის #-ის "სიმეტრიული ნაწილი", ხოლო # - "ასიმეტრიული ნა- 

წილი". 
ზოგად შემთხვევაში, #, ” და # თანადობები არატრანზიტულია. თუ # აღმო- 

ჩნდება ტრანზიტული, მაშინ ტრანზიტული იქნება #” და /; ამ შემთხვევაში # 

კვაზიდალაგებაა, # - მკაცრი დალაგება, # - ეკვივალენტობა, ამასთან, ” ტრანზიტუ- 

ლია 7 -ს მიხედვით: თ#ხ და ხ/C, აგრეთვე, ძ)Iხ ღა ხL% პირობებიდან გამომდი–- 

ნარეობს თ #20. 

3. ვთქვათ, #-ში მოცემულია არამკაცრი უპირატესობის # თანადობა, ხოლო 8 

არის 4-ს ქვესიმრავლე. 0'C8 ობიექტს (ელემენტს) ეწოდება საუკეთესო (ოპტიმა- 

ლური) #-ის მიხედვით (8-ში), თუ იგი არანაკლებ უპირატესია, ვიდრე ,8-დან ნე- 

ბისმიერი სხვა ობიექტი ანუ თუ ძი” #ძ სამართლიანია ნებისმიერი 06C.,8 ელემენტი- 

სათვის. საუკეთესო ობიექტი / ეკვივალენტობის სიზუსტით ერთადერთია, ე.ი. თუ, 

აგრეთვე, ხ საუკეთესოა ,8-ში, მაშინ ი”/ხ“. იმ შემთხვევაში, როცა აუცილებელია 

8-დან ერთი ელემენტის ამორჩევა, მაშინ საუკეთესო ობიექტებიდან ერთერთი უნდა 

შევირჩიოთ (თუ, რასაკვირველია, ისინი 8-ში არსებობენ) თუ # წარმოადგენს 

რიგს, მაშინ საუკეთესო ელემენტი ერთადერთია. 
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სამწუხაროდ, თუ # თანადობა არ არის ბმული კვაზიდალაგება, მაშინ საუკეთესო 

ელემენტი შეიძლება სასრულ 8 სიმრავლეშიც არ აღმოჩნდეს. ასე, მაგალითად, თუ 

8=(ძი,ხ.0ლ) და # = (L(თ,თ), (ხ,ხ), (CC), (ხ,C)), მაშინ 8-ში საუკეთესო ელემენტი არ 

არსებობს (ი და ხ არაშედარებადი ელემენტებია #-ის მიხედვით). ამიტომ საჭირო 

ხდება მაქსიმალური ობიექტის შედარებით სუსტი ცნების გამოყენება. აღნიშნული 

განსაზღვრება უფრო მოსახერხებელია განხილულ იქნეს ზოგადი შემთხვევისათვის, 

როცა არ იგულისხმება, რომ მაქსიმალური ობიექტი 8ც სიმრავლეშია. 

ძი'C4 ობიექტს ეწოდება #-ს მიხედვით მაქსიმალური ,18-ს მიმართ, თუ „#8-ში არ 

არსებობს ი" ობიექტზე მკაცრად უპირატესი თ ობიექტი ანუ თუ არცერთი ძ6C8 

ელემენტისათვის ადგილი არა აქვს თ#M9ი8" პირობას. თუ თ ობიექტი ეკუთვნის 7-ს, 

მაშინ მას უწოდებენ #-ს მიხედვით მაქსიმალურს 8-ში. ზემოთ განხილულ მაგალით- 

ში 8-ში მაქსიმალური ელემენტებია 0 და ხ. ადვილი შესამოწმებელია, რომ #8-ში სა- 

უკეთესო ობიექტი მაქსიმალურიცაა. შებრუნებული მტკიცება, რასაკვირველია, მცდა- 

რია. 

აღვნიშნოთ #-ს მიხედვით #9-ში მაქსიმალური ობიექტების სიმრავლე M#28X„/8 -თი. 

აღნიშნული სიმრავლე შინაგანად მდგრადია იმ გაგებით, რომ თუ თ, ხCM82XV/8, მა- 

შინ შეუძლებელია შესრულდეს ძი#ხ ან ხ#ძ, ხოლო იგი გარეგნულად მდგრადია 

(135), თუ ყოველი 9C8 ობიექტისათვის, რომელიც არ არის მაქსიმალური, მოიძებნე- 

ბა უპირატესობით უფრო მაქსიმალური ობიექტი, ე.ი. ნებისმიერი იპC Mმ89X,8- 

სთვის სამართლიანია კ" ”ყ. გარეგნულად (და, რასაკვირველია, შინაგანადაც) 

მდგრად MთVი8 სიმრავლეს ეწოდება „8-ში ” თანადობის ბირთვი (267, 268). 

(საჭიროა აქვე აღვნიშნოთ, რომ თამაშთა თეორიაში შინაგანად და გარეგნულად 

მდგრად ქვესიმრაგვლეებს უწოდებენ ნეიმან-მორგენშტერნის ამონახსნებს ხოლო 

ბირთვად მიღებულია მაქსიმალური ელემენტების სიმრავლე). 

მდგრადობის ცნებას აქვს დიდი მნიშვნელობა. მართლაც, თუ MიძX,8 სიმრავლე 

გარეგნულად მდგრადია, მაშინ ოპტიმალური ობიექტი (ანუ ის, რომელიც გადაწყვე- 

ტილების მიმღები პირის მიერ სრული უპირატესობათა გამოვლენის შემდეგ ჩაითვ- 

ლება საუკეთესოდ) ამ სიმრავლიდან უნდა იქნეს ამორჩეული. თუ M8X,.-8 არ არის 

გარეგნულად მდგრადი, მაშინ არავითარი საფუძველი არ გვაქვს ოპტიმალური ობიექ- 

ტის ამორჩევისათვის მხოლოდ ამ სიმრავლით შემოვიზღუდოთ. რთული არ არის შე- 

ვამოწმოთ, რომ თუ # კვაზიდალაგებაა, ხოლო 8 "სიმრავლე სასრულია, მაშინ 

M#მ8X.„8 სიმრავლე არაცარიელია და, უფრო მეტიც, გარეგნულად მდგრადი; ამასთან, 

M2X,8 შეიძლება განვსაზღვროთ "პირდაპირი გადარჩევის“ გზით, თუ #-ს 

თითოეულ ობიექტს დანარჩენს შევადარებთ და ყველა მაქსიმალურს ამოვირჩევთ. 

ამგვარად, თუ # კვაზიდალაგებაა, მაშინ MLმ8X„,8 სიმრავლე შეიძლება არ აღმო- 
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ჩნღისს გარეგნულად მდგრადი (კერძოდ, იყოს ცარიელი) მხოლოდ #-ს 

უსასრულობის დროს. მაქსიმალური ელემენტების სიმრავლის არაცარიელობისა და 

გარეგნულად მდგრადობის სხვადასხვა სახის პირობები განხილულია შრომებში (36, 

158, 219). 

შენიშვნა 71 ზემოთ განიხილებოდა ერთი ოპტიმალური ობიექტის ამორჩევის 

ამოცანა. მაგრამ არსებობს ამოცანები, სადაც საჭიროა არა ერთი, არამედ რამდენიმე 

საუკეთესო ობიექტის ამორჩევა ან ყველა ობიექტის უპირატესობის მიხედვით დალა- 

გება და ა.შ. ასეთ ამოცანებში მაქსიმალური ობიექტისა და ბირთვის ცნება თავის 

მნიშვნელობას კარგავს, ასე, მაგალითად, თუ საჭიროა საუკეთესო » ობიექტის 

ამორჩევა ("საკონკურსო" ამოცანა), მაშინ შეუძლებელია ვამტკიცოთ, რომ ყველა 

ობიექტი #-ს მიხედვით მაქსიმალურია. განვიხილოთ უმარტივესი მაგალითი: 8 = (0, 

ხ, C), > = L(თ,0)). აქ M2X,8 = (თ, ხს), მაგრამ თუ საჭიროა ორი საუკეთესო 

ობიექტის ამორჩევა, მაშინ C-ს იგნორირება არ შეიძლება: თუ გადაწყვეტილების 

მიმღები პირი დამატებით გვაცნობებს, რომ C-ს უპირატესობა გააჩნია ხ-სთან, მაშინ 

საძებნი ობიექტები აღმოჩნდება ი და 0. ამოცანებში, სადაც აუცილებელია დად- 

გენილი » რაოდენობის საუკეთესო ობიექტის ამორჩევა, მიზანშეწონილია გამოვი- 

ყენოთ #”-ს მიხედვით 7-მაქსიმალური ობიექტის ცნება I102|). 

შენიშვნა 72 ზხშირად ადგილი აქვს უარესი და მინიმალური ობიექტის ცნების 

გამოყენებას. თ.C,8 ობიექტს ეწოდება 8-ში უარესი, თუ ნებისმიერი ძC8 ელემენტი- 

სათვის სამართლიანია C#0ძ.. თიC8 ობიექტს ეწოდება „8-ს მიმართ #-ს მიხედვით 

მინიმალური, თუ არც ერთი ძ68 ელემენტისათვის არ სრულდება ძთა#ძ0. 8-ში #-ს 

მიხედვით ყველა მინიმალური ობიექტების სიმრავლე აღვნიშნოთ M1%09/8. 

4. 4-ზე განსაზღვრულ რიცხვით V ფუნქციას ეწოდება #-ს მიხედვით ზრდადი 

(არაკლებადი),) თუ ნებისმიერი ი, 6ხ6C/4-სთვის თ7#>ხ-დან გამომდინარეობს 

V(0) > V/(ხ) (შესაბამისად V/(0)>V(ნ)) უტოლობა. სამართლიანია შემდეგი დებულე- 

ბა 

თეორემა 72. ვთქვათ, 8C4 და ი'C8 წერტილი შეესაბამება ,8-ზე #-ს მიხედვით 

არაკლებადი V ფუნქციის უდიდესი მნიშვნელობა. იმისათვის, რომ ი" ობიექტი #-ს 

მიხედვით იყოს მაქსიმალური, საკმარისია შესრულდეს ერთი-ერთი პირობა ქვემოთ 

მოცემული შემდეგი ორი პირობიდან: 

ა) V ზრდადია ,8-ზე #-ს მიხედვით; 

ბ) ი? წერტილი V ფუნქციის ერთადერთი მაქსიმუმის წერტილია 28-ზე. 
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აღნიშნული თეორემის დამტკიცება მოცემულია ნაშრომში (101|. 

8C4 ქვესიმრავულეს ვუწოდოთ #?:-ის მიხედვით (#-ს მიხედვით) ზემოდან 

ჩაკეტილი „4-ს მიმართ, თუ ნებისმიერი ძიC/#4 და ხ6C.8 ელემენტებისათვის ძ #ხ -დან 

(თ #ხ-დან) გამომდინარეობს ძC38. 

სამართლიანია შემდეგი დებულებები (იხ. (104, გვ. 221). 

თეორემა 7.3. თუ 8, C4#, /6., ქვესიმრაგლეები #-ის (#-ს) მიხედვით ზემოდან 

ჩაკეტილია „4-ს მიმართ, მაშინ ასეთივე თვისება ექნება „8 =| |8 ,„ სიმრავლესაც. 
”/ 

თეორემა 7.4. თუ V ფუნქცია #-ს მიხედვით არაკლებადია „-ზე, მაშინ ნების- 

მიერი | რიცხვისათვის „8 = (0 C 4 I VC2) 27) ქვესიმრავლე #-ს მიხედვით ზემოდან 

ჩაკეტილია #-ს მიმართ. 

თეორემა 7.5. ვთქვათ, 8C#4# ქვესიმრავლე #-ს მიხედვით ზემოდან ჩაკეტილია 

4-ს მიმართ. მაშინ თიC,8 ობიექტი #-ს მიხედვით მაქსიმალურია „8-ს მიმართ მაშინ 

და მხოლოდ მაშინ, როცა იგი #-ს მიხედვით მაქსიმალურია #-ს მიმართ. 

ამბობენ, რომ V რიცხვითი ფუნქცია წარმოადგენს # სრულ კვაზიდალაგებას X4- 

ზე, თუ თ#ხ სამართლიანია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა VL(0)>V(ხ). V 

ფუნქციას, რომელიც არამკაცრი უპირატესობის თანადღობას ქმნის, ფასეულობის ან 

სარგებლიანობის ფუნქციას უწოდებენ. ეს სახელწოდება შემორჩა იმ დროიდან, რო- 

ცა შეცდომით თვლიდნენ, რომ ყოველ ობიექტს გააჩნია რაღაც ობიექტური ფასეუ- 

ლობა (სარგებლიანობა), რაც ადამიანების მიერ უპირატესობების მინიჭებაში პოვებს 

ასახვას თანამედროვე თვალსაზრისით სარგებლიანობის ფუნქცია წარმოადგენს 

მხოლოდ "ტექნიკურად მოსახერხებელ" საშუალებას უპირატესობების ასაწერად: სუ- 

ბიექტს მიეწერება ისეთი რიცხვითი ფუნქცია, რომლის მაქსიმიზაციას მისი ქმედე- 

ბები განაპირობებს. გასაგებია, რომ ფასეულობის ფუნქცია წარმოადგენს თვისებრივ 

კრიტერიუმს: იგი განსაზღვრულია ნებისმიერი ზრდადი გარდაქმნის სიზუსტით. 

ფასეულობის ფუნქციის არსებობის პირობები განხილულია ნაშრომში (134) აქ 

აღვნიშნავთ მხოლოდ იმ ფაქტს, რომ ფასეულობის ფუნქცია არსებობს ნებისმიერი 

სრული კვაზიდალაგებისათვის, როცა #4 სიმრავლე აღრიცხვადია, ე.ი. სასრული ან 

თვლადია. 

თუ 4 სიმრავლეზე განსაზღვრულია ფასეულობის V ფუნქცია, რომელიც წარმოქმ- 

ნის არამკაცრი უპირატესობის # თანადობას, მაშინ ნებისმიერი 8C4 ქვესიმრავ- 

ლისთვის, ცხადია, გვექნება 
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M8X,.8 = ს C 8 | V/(§) = 902XV() , 

ამასთან, #-ს მიხედვით ყველა მაქსიმალური ობიექტი 8-დან საუკეთესოა. 

5 ბინარულ თანადობათა "ენის" დამახასიათებელ თავისებურებას წარმოადგენს 

დაშვება იმის შესახებ, რომ ორი ობიექტის უპირატესობის მიხედვით შეთანასწორე- 

ბის შედეგი არ არის დამოკიდებული ალტერნატივათა 4 სიმრავლის შედგენილობაზე. 

თუმცა, რიგ შემთხვევაში ასეთ დამოკიდებულებას ადგილი აქვს და მის გასათვალის- 

წინებლად იძულებული ვართ მივმართოთ უპირატესობათა აღწერის შედარებით უფ- 

რო მდიდარ "ენას", რომელიც ამორჩევის ფუნქციის გამოყენებაზეა დაფუძნებული. 

ვთქვათ, M/ არის # სიმრავლის არაცარიელ ქვესიმრავლეთა ფიქსირებული ერთო- 

ბლიობა. ამორჩევის ფუნქცია (M/ -ზე) ეწოდება C ასახვას, რომელიც ყოველ 8CM 

სიმრავლეს უთანადებს CC8) C 8 ქვესიმრაგლეს. იმ კერძო შემთხვევაში, როცა მოცე- 

მულია მკაცრი უპირატესობის ” თანადობა, ამორჩევის ფუნქცია შეიძლება განი- 

საზღვროს ტოლობით C(8) = MმX„,8, 8CM ამორჩევის მოცემული ფუნქციის მი- 

ხედვით უპირატესობის ბინარული თანადობის შემოტანის საკითხი გაცილებით უფრო 

ფაქიზია. ამორჩევის ფუნქციის მათემატიკური აპარატი წარმოადგენს საფუძველს 

ამორჩევის ზოგადი თეორიისა, რომელიც უკანასკნელ პერიოდში ინტენსიურად ვი- 

თარდება (19). 

7.1.# პრიტერიუმთა დამოუკიდებლობა 
ეპირატესობის მიხედვით 

1 მრავალკრიტერიულ ამოცანაში ყოველი X6C%§) ამონახსნი სრულად ხასიათდება 

თავისი ##X) შეფასებით, ამიტომ ოპტიმალური ამონახსნის ამორჩევა დაიყვანება 

მიღწევადი შეფასებების /” სიმრავლიდან ოპტიმალური შეფასების ამორჩევაზე. ამას- 

თან დაკავშირებით, გადაწყვეტილების მიმღები პირის მიერ უპირატესობათა აღწერა 

თავდაპირველად ხორციელდება ყველა შეფასებათა 7” “სიმრავლეში. პრაქტიკულად, 

ასეთი აღწერა ჩვეულებრივ ხორციელდება უპირატესობის ბინარული თანადობის ან 

ფასეულობის ფუნქციის საშუალებით. 

უპირატესობათა შესახებ სრული ინფორმაციის არარსებობის შემთხვევაში (7, 

7-ს / კრიტერიუმების ჩამოთვლის გარდა), ” სიმრავლეში შეიძლება განხილულ 

იქნეს მხოლოდ განურჩევლობის თანადობა, რომელიც წარმოადგენს შეფასებათა ვე- 

ქტორების, როგორც #” სივრცის ვექტორების, ტოლობის (=) თანადობას (ამასთან, 

არამკაცრი უპირატესობის თანადობა ემთხვევა =-ს, ხოლო მკაცრი უპირატესობის 
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თანადობა აღმოჩნდეა ტცარიელი) ამონახსნთა "სიმრავლეში X ჯ X', როცა 

#Cი = /(X), განურჩევლობის = თანადობა განაპირობებს განურჩევლობის + და– 

მოკიდებულებას, ე.ი. ტოლი შეფასებების მქონე ამონახსნები ეკვივალენტურია უპი- 

რატესობის მიხედვით. 7 თანადობა წარმოადგენს ეკვივალენტურობას და §2 სიმ- 

რავლეს ჰყოფს კლასებად, რომლებიც უპირატესობის მიხედვით ერთნაირი ამონა- 

ხსნებისაგან შედგება. 

ამგვარად, თუ ამოცანა არატრივიალურია ანუ თუ »” სიმრავლე ერთზე მეტ შეფა- 

სებას შეიცავს, მაშინ გადაწყვეტილების მიმღები პირის მიერ ოპტიმალური ამონახს- 

ნის ამორჩევა უპირატესობათა შესახებ ინფორმაციის გარეშე შეუძლებელია. 

2 ერთკრიტერიუმიან ამოცანებში (როცა »I=1) ამ სახის სრული ინფორმაცია, 

ჩვეულებრივ, მდგომარეობს ” =7 სიმრავლეზე, როგორც რიცხვითი წრფის ქვესიმ- 

რავლეზე, შეფასებათა უპირატესი ცვლილების მიმართულების მითითებაში. ეს იმით 

აიხსნება, რომ გამოყენებით ამოცანებში კრიტერიუმად შერჩეულია ისეთი ფუნქცია, 

რომლისთვისაც მეტ მნიშვნელობას უპირატესობა აქვს ნაკლებთან ან პირიქით, ნაკ- 

ლებ მნიშვნელობას უპირატესობა გააჩნია მეტ მნიშვნელობასთან შედარებით. 

პირველ შემთხვევაში კრიტერიუმი ძირითადად გამოსახავს მოგებას, შემოსავალს, 

დასახული მიზნის მიღწევის ხარისხს (მაგალითად, გეგმიური დავალების პროცენ- 

ტულ შესრულებას) და სხვ. 
მეორე შემთხვევაში კრიტერიუმი გამოსახავს რაღაც რესურსის დანახარჯს, აღ- 

წერს "ტექნიკურ" მახასიათებლებს, რომელთა მინიმიზაცია აუცილებელია (მაგალი- 

თად, გარემოს დაბინძურება) და სხვ. 

ვინაიდან მეორე შემთხვევა ადვილად დაიყვანება პირველზე, მაგალითად, #ჩ კრიტე- 

რიუმის –ჩ-ით შეცვლით, ამიტომ ორივე შემთხვევაში ერთკრიტერიული ამოცანა შე- 

იძლება ფორმულირებულ იქნეს როგორც მაქსიმიზაციის ამოცანა ანუ ამოცანა, 

რომელშიც კრიტერიუმის მეტ მნიშვნელობას უპირატესობა ენიჭება ნაკლებთან შედა- 

რებით. /, კრიტერიუმის მაქსიმიზაციის ამოცანაში » სიმრავლეზე განსაზღვრული 

მკაცრი უპირატესობის თანადობა წარმოადგენს რიცხვებს შორის ჩვეულებრივ "მე- 

ტობის" (>) თანადობას. ამგვარად, მაქსიმიზაციის ამოცანაში /# კრიტერიუმი ფასეუ- 

ლობის ფუნქციაა: ნებისმიერი ორი X, X' ამონახსნი შედარებადია უპირატესობის მი- 

ხედვით და მათ შორის საუკეთესოა ის, რომლისთვისაც კრიტერიუმის მნიშვნელობა 

მეტია. მაშასადამე, ოპტიმალური X შეფასება უდიდესია I-ში (ნახ. 7.2), ხოლო ოპ- 

ტიმალურია ნებისმიერი X6CCბპ ამონახსნი, რომელსაც # კრიტერიუმის მაქსიმალური 

მნიშვნელობა შეესაბამება §4-ზე; 
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#C")= თ2X/,C9 =X". 

  

  

„ა ” ი. 
'< საეა-ს ( 

» 2 

ნახ. 7.2 

თუ ასეთი ამონახსნი არ არსებობს, მაშინ განიხილება ამონახსნთა მაქსიმიზირე- 

ბადი (X”) ლ 6) მიმდევრობა, რომელიც აკმაყოფილებს შემდეგ ტოლობას: 

სთ CL) =ჯსი / (ი. 

თუ კრიტერიუმი ზემოდან შემოსაზღვრულია XI-ზე, მაშინ ნებისმიერი #>0 -სთვის 

(ეი. ნებისმიერი მოცემული სიზუსტისათვის) მოიძებნება ისეთი რიცხვი M, რომ ნე- 

ბისმიერი ” >M-სთვის ადგილი ექნება უტოლობას 

5სდ /, (X) – /I(X”) § თ. 

შევნიშნავთ, რომ არადინამიკური ხასიათის გამოყენებით ამოცანებში კრიტერიუმის 

ზემოდან ან ქვემოდან შემოუსაზღვრელობა ჩვეულებრივ მიუთითებს პრობლემური სი- 

ტუაციისათვის შედგენილ შესაბამის მათემატიკურ მოდელში დაშვებულ შეცდომაზე 

(მაგალითად, არ არის გათვალისწინებული რესურსების შეზღუდული მარაგი). 

ადვილი დასანახავია, რომ ოპტიმალური ამონახსნის განსაზლვრა ადეკვატურია /, 

კრიტერიუმისათვის, რომელსაც მხოლოდ რიგობითი სკალა გააჩნია. მაქსიმიზირებადი 

მიმდევრობის განსაზღვრა კი ადეკვატურია, როცა ამ კრიტერიუმის უწყვეტი მონო- 

ტონური გარდაქმნები დასაშვებია. 

არ უნდა ვიფიქროთ, რომ ნებისმიერი ერთკრიტერიული ამოცანის მაქსიმიზაციის 

ამოცანის სახით წარმოდგენა ადვილად განხორციელდება უპირატესობათა ერთიანი 

მიმართულებით ზრდადობის მოცემის შემთხვევაში. ამისათვის, ზოგჯერ, საჭიროა 

უპირატესობათა შესახებ უფრო სრული ინფორმაციის არსებობა. ილუსტრაციისათვის 

განვიხილოთ შემდეგი მაგალითი (112) კგვთქვათ, #/ შეკვეთის შესრულების დროა, 

ამასთან, კლიენტისათვის არასასურველია, დადგენილ , ვადასთან შედარებით, შეკვე- 

თის როგორც დაგვიანებით, ისე ვადამდე შესრულება. ამ შემთხვევაში X, სკალაზე 

გვაქვს უპირატესობის ზრდის ორი მიმართულება (ნახ. 7.3), ამასთან, სხვადასხვა 

ნიშნის ჩ#-, გადახრების შესადარებლად აუცილებელია დამატებითი ინფორმაცია. 

კერძოდ, თუ დადგენილია, რომ მხოლოდ ნიშნით განსხვავებული გადახრები უპი- 

372



ვექტორული ოპტიმიზაციის ამოცანები 

რატესობის მიხედვით ერთნაირია, მაშინ საწყისი ამოცანა შეიძლება დაყვანილ იქნეს 

ახალი | ჩ -I' კრიტერიუმით მინიმიზაციის ამოცანაზე. 

უპირატესობის ზრდის უპირატესობის ზრდის 

მიმართულება მიმართულება 

7 

LL 2 

ნახ. 7.3 

3, მრავალკრიტერიულ ამოცანებში ადგილი აქვს ვექტორული შეფასებების ანუ 

#=V,) #»:.» /ი) ვექტორული კრიტერიუმის მნიშვნელობების უპირატესობის მიხედვით 

ერთმანეთთან შედარებას. ცხადია, უპირატესობის მიხედვით ერთმანეთთან შედარება 

ყველაზე მარტივია იმ ვექტორული შეფასებებისათვის, რომლებიც ერთმანეთისაგან 

მხოლოდ ერთი კომპონენტით განსხვავდება ამიტომ ინფორმაცია ერთი კერძო 

კრიტერიუმის მნიშვნელობის შეცვლის უპირატესობის შესახებ, ყველა სხვა დანარ- 

ჩენი კრიტერიუმის ფიქსირებული მნიშვნელობის დროს, შედარებით უფრო ხელმი– 

საწვდომი და საიმედოა. ამიტომ მიზანშეწონილია, პირველ რიგში, მისი მიღება და 

ამოცანის ანალიზისათვის გამოყენება. 

ზოგად შემთხვევაში, / კრიტერიუმის მნიშვნელობები უპირატესობის მიხედვით 

შეიძლება ერთმანეთს სხვადასხვანაირად შეეფარდებოდეს, იმის მიხედვით, თუ რომე- 

ლი მნიშვნელობებია დაფიქსირებული ყველა დანარჩენ კრიტერიუმში. სხვა სიტყვე- 

ბით რომ ვთქვათ, 7, სიმრავლის #§# და 1 რიცხვებისათვის შეიძლება აღმოჩნდეს, 

მაგალითად, რომ C/, X,--. X-ს 5 ე X+ს-·- X”»ო) შეფასება უპირატესია, ვიდრე C07,, 7”, ·-·, 

#ს ჩხ #M-ს. ს Xას, მაგრამ (7/,17/5)-.»X 5 X-ს») ნაკლებად უპირატესია 

(7,7: XI.” XI.» 7.) შეფასებასთან შედარებით. მაშინ, მტკიცება იმისა, თუ / 

კრიტერიუმის ორი § და ჯ( მნიშვნელობიდან რომელია უპირატესი, დანარჩენი კრიტე- 

რიუმების მნიშვნელობების მითითების გარეშე შეუძლებელია. 

# კრიტერიუმს, რომლისთვისაც ზემოთ აღნიშნულ გარემოებას აქვს ადგილი, 

დანარჩენ კრიტერიუმებზე უპირატესობის მიხედვით დამოკიდებულს უწოდებენ. 

ასე, მაგალითად, თუ # და # შესაბამისად ოთახის სიგრძე და სიგანეა, ხოლო /# – 

ჭერის სიმაღლე, მაშინ მობინადრის თვალსაზრისით # უპირატესობის მიხედვით და- 

მოკიდებულია (§M, #) წყვილზე. მეორე მაგალითი: /, (ჰაერის ტემპერატურა) და # 

(მისი ტენიანობა) კრიტერიუმებიდღან თითოეული უპირატესობის მიხედვით ერთ- 

მანეთზეა დამოკიდებული (მხედველობაშია კომფორტი ადამიანისათვის). 
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ხშირად გვხვდება ისეთი კრიტერიუმები, რომელთა მნიშვნელობები უპირატესობის 

მიხედვით შეიძლება დავალაგოთ დანარჩენი კრიტერიუმების მნიშვნელობების გათვა– 

ლისწინების გარეშე. აღნიშნული კრიტერიუმების მაგალითს წარმოადგენს ზემოთ 

მოყვანილი შემოსავლის, ხარჯისა და სხვა კრიტერიუმები. ასეთ კრიტერიუმებს დან- 

არჩენ კრიტერიუმებზე უპირატესობის მიხედვით დამოუკიდებელს უწოდებენ (207). 

უფრო ზუსტად, / კრიტერიუმი უპირატესობის მიხედვით დამოუკიდებელია დანარ- 

ჩენი X-) კრიტერიუმებისაგან, თუ ქვემოთ მოცემული ნებისმიერი ოთხი შეფასე- 

ბისათვის 

07, »7:,-../#- წ, +... ო) (70 XV,- · ·ვ 7-ს ს +. > ·» X#»), 

(71275, X- 57); (XII 27». XI-I XI-ს Xი), 

თანადობიდან 

0” 7.,- - ·/-I, 5, +. L > 7») # 6070 2». · / X-ს ჩ +. > ო) 

ყოველთვის გამომდინარეობს თანადობა 

(771 XI-50 XIს“ XV) #2C7/,,/2ა--- XI წ XIIს XV) · 

თუ # კრიტერიუმი უპირატესობის მიხედვით დამოუკიდებელია დანარჩენ კრიტერი- 

უმთა ერთობლიობისაგან, მაშინ ” სიმრავლეზე შეიძლება შემოვიტანოთ არამკაცრი 

უპირატესობის # თანადობა, მივიჩნევთ რა §#,1, როცა 

0”, X:,- · -»)/-I, 5) 17+V· - -, 77) # C7/, 27, - / -7-I, ჩ, 27+V· - - 7») 

პირობას ადგილი აქვს აღნიშნული სახის ნებისმიერი ორი შეფასებისათვის. გარდა 

ამისა, I სიმრავლეზეც შეიძლება შემოვიტანოთ არამკაცრი უპირატესობის #V 

თანადობა, მივიჩნევთ რა #/#ც)/',, როცა #7, = #7; ყველა ##I-სთვის და XX · 

ამოცანებს, რომლებშიც ყველა კრიტერიუმი უპირატესობის მიხედვით დამოუკიდე- 

ბელია ანუ თითოეული კრიტერიუმი ყველა დანარჩენი კრიტერიუმის სიმრავლისაგან 

უპირატესობის მიხედვით დამოუკიდებელია, ხოლო თითოეული კრიტერიუმის მნიშვ- 

ნელობათა სიმრავლეზე არამკაცრი უპირატესობის თანადობას > ("არანაკლები") თა- 

ნადობა წარმოადგენს, მაქსიმიზაციის მრავალკრიტერიული ამოცანები ეწოდება. 

ასეთ ამოცანებში თითოეული კრიტერიუმის მიხედვით სასურველია გვქონდეს რაც 

შეიძლება მეტი სიდიდის მნიშვნელობა ანუ, როგორც ამბობენ, სასურველია მისი 

მაქსიმიზაცია. იმ შემთხვევაში, როცა საჭიროა თითოეული კრიტერიუმის მინიმიზა- 

ცია, მაშინ ამოცანას მინიმიზაციის მრავალკრიტერიული ამოცანა ეწოდება. 
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7..9 ეფექტური, სესტად ეფექტური 
მეფასებები და ამონახსნები 

1 მაქსიმიზაციის მრავალკრიტერიულ ამოცანაში მხოლოდ ერთი კომპონენტით 

განსხვავებული ორი ეექტორული შეფასებიდან უპირატესობა ენიჭება იმას, რომ- 

ლისთვისაც ეს კომპონენტი უფრო მეტია. მაგრამ რა შეიძლება ითქვას #7 და # ვექ- 

ტორულ შეფასებებზე, რომლებისთვის სამართლიანია უტოლობები 

X, = 7, 1=ს2..,M1? (7.2) 

თავდაპირველად განვიხილოთ ინდივიდუალური გადაწყვეტილების მიღების მრა- 
ვალკრიტერიული ამოცანის შემთხვევა. დავუშვათ, რომ გადაწყვეტილების მიმღები 

პირის მიერ უპირატესობა აღიწერება X სიმრავლეზე არამკაცრი უპირატესობის # 

თანადობით, ამასთან, ცნობილია, რომ იგი არა მარტო რეფლექსურია, არამედ ტრან- 

ზიტულიცა (ეი. წარმოადგეის კვაზიდალაგებას. თუ ჩავთვლით, რომ 

I =71, XX. X...XIX,, მაშინ ვექტორული შეფასებებისათვის, თანმიმდევრულად გამოვი- 

ყენებთ რა მათი კომპონენტებისათვის > თანადობას, შეიძლება ჩავწეროთ შემდეგი 

თანაფარდობები: 

(C7,0X»),---X„)#70/,, »;.---»X„ ), 

(7,7) ,--» 7„ )#C// 72, »ვ»-·» 7»), 

C0//) 75)» 7» 1#4C/, 17/5)--» XV )- 

ამ თანაფარდობებისა და #-ის ტრანზიტულობის საფუძველზე შეიძლება დავასკვ– 

ნათ, რომ სამართლიანია )/ #ი/' ანუ ვექტორული ”/ შეფასება არანაკლებ უპირატესია, 

ვიდრე ». 
თუ #-ის ტრანზიტულობის შესახებ მტკიცება შეუძლებელია ან თუ #7 არ წარმო- 

ადგენს 1, XX. X...XX. დეკარტეს ნამრავლს, მაშინ ფორმულირებულ X”#/V' მტკიცე- 

ბამდე ფორმალური გზით მისვლა, ზოგად შემთხვევაში, შეუძლებელია. მაგრამ ნების- 

მიერ შემთხვევაში იგი იმდენად ბუნებრივია, რომ ინდივიდუალური გადაწყვეტილებე- 

ბის მიღების ყველა მოდელში შემოდის როგორც აქსიომა. მიღება ამ აქსიომისა, რო- 

მელსაც ხშირად პარეტოს (ძლიერ) აქსიომას უწოდებენ, ნიშნავს შეფასებათა X სიმ- 

რავლეში არამკაცრი უპირატესობის თანადობის შემოტანას, რომელიც #” სივრცის 

ვექტორების > (ნაწილობრივ) დალაგებას ემთხვევა. 
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არამკაცრი უპირატესობის > თანადობას შეესაბამება განურჩევლობის = თანადობა 

და მკაცრი უპირატესობის > თანადობა (X7> ” ნიშნავს, რომ სამართლიანია (7.2) 

უტოლობები, რომელთაგან ერთ-ერთი მაინც მკაცრია). 

2 განვიხილოთ ჯგუფური გადაწყვეტილების მიღების მრავალკრიტერიული ამო- 

ცანის შემთხვევა, როცა / წარმოადგენს (1,2,...,7?) ჯგუფში შემავალი I-ური ინდი- 

ვიდის ფასეულობის ფუნქციას. I-ური ინდივიდის თვალსაზრისით #,(X) > /,(X') ნიშ- 

ნავს, რომ X გადაწყვეტილება არ არის X' გადაწყვეტილებაზე უარესი. ასეთ ამოცანა- 

ში » შეფასებათა სიმრავლეზე განსაზღვრულმა უპირატესობის თანადობამ უნდა 

ასახოს "ჯგუფური თვალსაზრისი", რომელიც აგრეგირებას გაუწევს ინდივიდუალურ 

თანადობას. თუ )#=V' ანუ #X)=/X'), მაშინ X და X' გადაწყვეტილებათა ეკვივალენ- 

ტობის შესახებ დასკვნა შეიძლება გაკეთდეს მთელი ჯგუფისთვისაც. გასარკვევი 

დარჩა საკითხი: თუ (7.2)-ში ერთი უტოლობა მაინც მკაცრია, შეიძლება ჩაითვალოს 

თუ არა, რომ X გადაწყვეტილება უპირატესია ჯ'-ზე? 

სამწუხაროდ, ყველა რეალურ შემთხვევაში ამ უკანასკნელ კითხვაზე დადებითი 

პასუხის გაცემა შეუძლებელია. მართლაც, თუ (7.2)-ში მხოლოდ ერთი მკაცრი 

უტოლობაა, ეს ნიშნავს, რომ X უპირატესია X'-ზე ჯგუფის მხოლოდ ერთი წევრი- 

სათვის, ხოლო ყველა დანარჩენისათვის ორივე გადაწყვეტილება ტოლფასია. მაგრამ 

ზოგიერთ სიტუაციაში შეიძლება აღმოჩნდეს, რომ "ერთი ხმა" ძალიან ცოტაა, და 

მაშინ ჯგუფი მთლიანობაში ვალდებული არაა ჩათვალოს, რომ X გადაწყვეტილებას 

უპირატესობა გააჩნია X'-სთან შედარებით. 

როგორც ჩანს, სხვადასხვა სიტუაციაში #7” და /' შეფასებათა შედარების შედეგი 

შეიძლება დამოკიდებული იყოს იმაზე, თუ რამდენი მკაცრი უტოლობა სრულდება 

(7.2)-ში. მაგრამ ყველაზე სუსტი დაშვება მდგომარეობს იმაში, რომ მთელი ჯგუფი- 

სათვის ” შეფასებას უპირატესობა გააჩნია /'-თან შედარებით, თუ (7.2)-ში ყველა 

უტოლობა მკაცრია. ამ დაშვებას, რომელსაც ადგილი აქვს ჯგუფური გადაწყვეტი- 

ლებათა მიღების თითქმის ყველა ცნობილ მოდელში (რომელსაც პარეტოს “სუსტ” 

აქსთომას უწოდებენ), » -ზე შემოაქვს მკაცრი უპირატესობის თანადობა, რომელიც 

ემთხვევა #” სივრცის ვექტორებისათვის განსაზღვრულ > თანადობას (უფრო ზუს- 

ტად, მის შეზღუდვას » -ზე): ” > ”. ჭეშმარიტია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

X», > >», VI=1,2,...,?. ამგვარად, ამოცანის სპეციფიკიდან გამომდინარე, მკაცრი უპი- 

რატესობის #თანადობა სხვადასხვანაირად შეიძლება შემოვიღოთ, მაგრამ იგი აუცი- 

ლებლად უნდა შეიცავდეს > თანადობას. განსხვავებული შეიძლება იყოს აგრეთვე 

არამკაცრი უპირატესობისა და განურჩევლობის თანადობები. საზოგადოდ, თანადობე- 

ბის განსაზღვრის საკითხი საკმაოდ რთულ ამოცანას წარმოადგენს და იგი ჯგუფუ- 

რი გადაწყვეტილებათა თეორიის კვლევის საგანია |120|. 
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3. ამგვარად, მაქსიმიზაციის მრავალკრიტერიული ამოცანებისათვის X სიმრავლე- 

ზე შემოტანილია არამკაცრი უპირატესობის > თანადობა, მკაცრი უპირატესობის 

ორი > და > თანადობა და განურჩევლობის = თანადობა. ზოგადი განსაზღვრების 

თანახმად, #CX შეფასებას ეწოდება საუკეთესო >-ის მიმართ (X-ში), თუ ნებისმიე- 

რი 7CX შეფასებისათვის სამართლიანია, X” > 7. რადგან > თანადობა წარმოადგენს 

(ნაწილობრივ) დალაგებას, ამიტომ შეიძლება არსებობდეს მხოლოდ ერთი ასეთი »” 

წერტილი (ნახ. 7.4ა). 

ანალოგიურად, მინიმიზაციის ვექტორული ამოცანისათვის, შეიძლება არსებობდეს 

ერთადერთი #”. CV, რომლისთვისაც X > ». ნებისმიერი 7/CXI -სთვის (ნახ. 7.4ბ). 

  

ნახ. 7.4ა 

2, 

  

  7   
ნახ. 7.4ბ 

4. თუ პრაქტიკულ მრავალკრიტერიულ ამოცანაში არსებობს > თანადობის 

მიხედვით უდიდესი მიღწევადი »” შეფასება, მაშინ სწორედ იგი უნდა ჩაითვალოს 

ამოცანის ოპტიმალურ შეფასებად. სამწუხაროდ, ასეთი შემთხვევის რეალიზაცია 

ძალზე იშვიათია: როგორც წესი, »” შეფასება არ არსებობს (161). ეს დაკავშირე- 
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ბულია იმასთან, რომ > დალაგება არ არის სრული. ასე, მაგალითად, თუ XI, > X,, 

მაგრამ X, >VI, მაშინ > თანადობის მიხედვით ” და » არ არის შედარებადი. ამი- 

ტომ, ამოცანის არსიდან გამომდინარე, საჭიროა გამოყენებულ იქნეს > და > თანა–- 

დობების მიხედვით მაქსიმალური შეფასებები. 

X#<CI შეფასებას > თანადობის (> თანადობის) მიხედვით მაქსიმალური ეწოდება 

X-ის მიმართ, თუ არ არსებობს ისეთი /C” შეფასება, რომ #> #” (/> V). ასეთი 
შეფასებებისათვის ჩვეულებრივ სპეციალური სახელწოდებები გამოიყენება. => 

თანადობის მიხედვით მაქსიმალურ შეფასებას უწოდებენ ეფექტურს (ან პარეტოს 

მიხედვით ოპტიმალურს, პარეტო-ოპტიმალურს, პარეტოს ოპტიმუმს). XI-ის ყველა 

ასეთ შეფასებათა სიმრავლეს უწოდებენ ეფექტურს ან პარეტოს სიმრავლეს და მას 

აღნიშნავენ #X1)-ით. 

> თანადობის მიხედვით მაქსიმალურ შეფასებას უწოდებენ სუსტად ეფექტურს 

(ან პარეტოს მიხედვით სუსტად ოპტიმალურს, პარეტოს სუსტ ოპტიმუმს, სლეიტე- 

რის მიხედვით ოპტიმალურს). X-ის ყველა ასეთ შეფასებათა სიმრავლეს უწოდებენ 

სუსტად ეფექტურს და მას აღნიშნავენ 5(71)-ით. 

ვინაიდან #” > #”-დან გამომდინარეობს X/ > V, ამიტომ XI-ის მიმართ ყველა ეფექ- 

ტური ვექტორული შეფასება სუსტად ეფექტურიცაა. მაშასადამე, #X#CX)C25(71). 

მართლაც, თუ X7" არ არის სუსტად ეფექტური, მაშინ რომელიღაც X7CX-სთვის უნდა 

შესრულდეს როგორც XV > V, ისე »7> /» თანაფარდობაც. მაშასადამე, #9 შეუძლებე- 

ლია იყოს ეფექტური. : 
როცა #2, მაშინ #(X) წარმოადგენს, მხატვრული გამოთქმა რომ ვიხმაროთ, # 

სიმრავლის ჩრდილო-აღმოსავლეთ საზღვარს (მისი იმ ნაწილების გარეშე, რომლებიც 

ერთ-ერთი საკოორდინატო ლღერძის პარალელურია ან მდებარეობს საკმაოდ ციცაბო 

და ღრმა ღრმულებში), ხოლო 5(1) დამატებით შეიძლება შეიცავდეს #CX)-ის მომი- 

ჯნავე საზლვრის ვერტიკალურ და ჰორიზონტალურ უბნებს. ასე, მაგალითად, ნახ. 

7.5-ზე #XI) სიმრავლე (X-ის ეფექტური საზღვარი) წარმოქმნილია ხი, ძ6 (ძ და #6 

წერტილების გარეშე) და #0 წირებით, ხოლო XLI) შედგება ორი ნაწილისგან - ძხ- 

0ძ6 (6-ს ჩათვლით) და #99. ამაში ადვილად დავრწმუნდებით, თუ შევნიშნავთ, რომ 

> თანადობის მიხედვით X”-ზე უკეთესი წერტილები ავსებს მართ კუთხეს, რომლის 

გვერდებიც საკოორდინატო ღერძების პარალელურია, ხოლო წვეროს »”» წერტილი 

წარმოადგენს (თვით » წერტილი გამოირიცხება); ხოლო > თანადობის მიხედვით X- 

ზე უკეთესი წერტილები შეადგენს ამ კუთხის შიდა ნაწილს. 
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ნახ. 7.5 

5. შეფასებათა სიმრავლეზე განსაზღვრული >, >, > თანადობები ამონახსნთა 

სიმრავლეში წარმოქმნის აზრობრივად ანალოგიურ ლ, >> თანადობებს. ასე, 

მაგალითად, X>X< #(X) > /(X). > თანადობა წარმოადგენს (ნაწილობრივ) კვა- 

ზიდალაგებას, ხოლო > და > - მკაცრ (ნაწილობრივ) დალაგებებს. საჭიროა გა- 

ვიხსენოთ,„ რომ = ტოლობის თანადობით წარმოქმნილი განურჩევლობის –„ თანა- 

დობა წარმოადგენს ეკვივალენტობას. 

> -ის მიხედვით უდიდეს ამონახსნს შეესაბამება >-ის მიხედვით უდიდესი შე- 

ფასება X-ზე. მაშასადამე, > -ის მიხედვით §X-ზე უდიდესი ამონახსნი მაქსიმალურ 

მნიშვნელობას ანიჭებს თითოეულ #, „ს,.-» /» კრიტერიუმს. როგორც უკვე იყო აღ- 

ნიშნული, ასეთი ამონახსნები უთუოდ შეიძლება ჩაითვალოს ოპტიმალურ ამონახსნე- 

ბად, მაგრამ, პრაქტიკულად, ისინი თითქმის არასდროს არსებობენ. 

2 -ის მიხედვით (LC > -ის მიხედვით) მაქსიმალურ ამონახსნს >-ის მიხედვით (> – 

ის მიხედვით) მაქსიმალური შეფასება შეესაბამება 7-ზე. ჩვეულებრივ, ამ ამონახსნე- 

ბისათვის გამოიყენებულია სახელწოდებები რომლებიც შესაბამისი შეფასებები 

სახელწოდებების ანალოგიურია. შემდგომში გამოყენებული იქნება ტერმინები "ეფექ- 

ტური" და "სუსტად ეფექტური", აგრეთვე, "პარეტოს მიხედვით ოპტიმალური" და 

"პარეტოს მიხედვით სუსტად ოპტიმალური" ამონახსნები (შევნიშნავთ, რომ ზოგჯერ 
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ნიშნ ამონახსნებს შესაბამისა ო ნ - რსა და სუსტად / - აღნიშნულ ) დ უწოდებე ეფექტუ და სუ 
ეფექტურ ამონახსნებს). 
ამგვარად, X%1CC) ამონახსნი ეფექტურია, თუ არ არსებობს ისეთი XC§) ამონახ- 

სნი, რომ Xჯ >» ანუ რომლისთვისაც სრულდება /(X) > /(X?) პირობა. XXC6C) ამო- 

ნახსნი სუსტად ეფექტურია, თუ არ არსებობს ისეთი XC§ა ამონახსნი, რომ X>X) 

ანუ რომლისთვისაც სრულდება #(X) > /(X?) პირობა. ეფექტურ ამონახსნთა სიმ- 

რავლე აღვნიშნოთ #,(6§1)-თი, ხოლო სუსტად ეფექტურ ამონახსნთა სიმრავლე –- 

5-+(6))-თი. ცხადია, #,(X)C5,(('). შევნიშნავთ, რომ #,(C')) სიმრავლის აგების 

ამოცანას ვექტორული მაქსიმიზაციის ამოცანა უწოდებენ |751. 

შენიშვნა 73. ეფექტური ამონახსნის ცნება კარგავს თავის აზრს, როცა დასმულ 

ამოცანაში მოითხოვება რამდენიმე საუკეთესო ამონახსნის ამორჩევა. 

6. ზემოთ აღნიშნული გარეგნული მდგრადობის განმარტების თანახმად, ეფექტურ 

შეფასებათა #XI) სიმრავლეს (სუსტად ეფექტურ შეფასებათა 5(7) სიმრავლეს) ეწო– 

დებ გარეგნულად მდგრადი, თუ ნებისმიერი X»7CXVMყ#M(CX)-სთვის (შესაბამისად 

X»6CXVს5(X)- სთვის) მოიძებნება ისეთი »#" C #LCX) (შესაბამისად /" C5(X)) შეფასება, 

რომ #”?> » (შესაბამისად »”#? > 7). ბუნებრივია, შეიძლება ვიმსჯელოთ ეფექტურ 

(სუსტად ეფექტურ) ამონახსნთა გარეგნულად მდგრად სიმრავლეზე, როგორც ამონა- 

ხსნთა სიმრავლეზე, რომელსაც ეფექტურ (სუსტად ეფექტურ) შეფასებათა გარეგნუ- 

ლად მდგრადი სიმრავლე შეესაბამება. 

შემდგომში უფრო მოსახერხებელია გამოვიყენოთ ეფექტურ შეფასებათა სიმრავ- 

ლის გარეგნულად მდგრადობის რამდენადმე განსხვავებული განსაზღვრება: #X7) სიმ- 

რაგლე გარეგნულად მდგრადია, თუ ნებისმიერი X»7XCX-სთვის მოიძებნება ისეთი 

#'C#(I), რომ ”/ზ> V. ადვილი საჩვენებელია, რომ უკანასკნელი განსაზღვრება ზე- 

მოთ მოცემულის ეკვივალენტურია. 

მართლაც, ვთქვათ, #X7) გარეგნულად მდგრადია პირველი განსაზღვრების თანახ- 

მად და განვიხილოთ ნებისმიერი 7CX შეფასება. თუ X7C#X(7X), მაშინ /"=/-სთვის შსა- 

მართლიანია” ””> ». თუ XC”), მაშინ არსებობს ისეთი 7“ C#(CXI”) შეფასება, რომ 

»”' > », საიდანაც გამომდინარეობს /1?> ». ვთქვათ, ახლა პირიქით, XX) გარე- 

გნულად მდგრადია მეორე განსაზღვრების თანახმად დღა განვიხილოთ ნებისმიერი 

XC7 V%X1) შეფასება. მისთვის მოიძებნება ისეთი #7" C#CX) შეფასება, რომ 71> ». მა- 

გრამ, რადგან 7 არ არის ეფექტური, ხოლო X" ეფექტურია, ამიტომ »”? >». 

7.1.3 ნაწილში მოყვანილი 7.1 შენიშვნის (სასრულ სიმრავლეზე კვაზიდალაგების 

ბირთვის არსებობის შესახებ) თანახმად, შეიძლება იმის მტკიცება, რომ თუ X სიმ- 

რავლე შედგება შეფასებათა სასრული რაოდენობისაგან, მაშინ ეფექტურ და სუსტად 
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ეფექტურ შეფასებათა და ამონახსნთა სიმრავლეები გარეგნულად მდგრადია. თუ IM 

უსასრულოა, მაშინ აღნიშნული სიმრავლეები შეიძლება არ იყოს გარეგნულად 

მდგრადი, მაგრამ ოპტიმიზაციის ამოცანებისათვის დამახასიათებელი ჩვეულებრივი 

დაშვებების პირობებში (§» კომპაქტია, ხოლო ყველა /, ზემოდან ნახევრადუწყვეტია) 

ისინი გარეგნულად მდგრადი აღმოჩნდებიან. 

მაბალითი 7.11 ვთქვათ, I ერთეულოვანი კვადრატია, რომლისგანაც "ამოგლეჯი- 

ლია" მარჯვენა ზედა წვერო (ნახ. 7.6). ამ X-სთვის #XX») სიმრავლე, ცხადია, ცა- 
რიელია, ხოლო 4(/) წარმოქმნილია კვადრატის ზედა და მარჯვენა გვერდებისაგან 

(1,1) წერტილის გარეშე). 5(/) სიმრავლე გარეგნულად მდგრადია. თითოეულ 
X»=CV7,,».)CX წერტილს, რომლისთვისაც X<I, X,<1, შეიძლება შევუსაბამოთ, 

მაგალითად, »" = C MI) წერტილი, ამასთან V9მ> V, 

X»”-#M 

  

9» 

      
ნახ. 7.6 

აღნიშნულთან დაკავშირებით საინტერესოა იმის გარკვევა, თუ #(X7) სიმრავლის 

გარეგნული მდგრადობა რა შემთხვევაშია ტოლფასი 5(”) სიმრავლის ანალოგიურ 

თვისებასთან. ამ კითხვის პასუხი მოცემულია შემდეგ მტკიცებაში. 

თეორემა 7.6. თუ #CI) სიმრავლე გარეგნულად მდგრადია, მაშინ 5(I)-იც გარე- 

გნულად მდგრადია. იმ შემთხვევაში, როცა M(») = (» CX | »” > / | სიმრავლე ჩაკე- 
ტილი ღა შემოსაზღვრულია ნებისმიერი 7/C45(X)-სთვის, მაშინ §5(CX)-ის გარეგნული 

მდგრადობიდან გამომდინარეობს #X1ე)-ის გარეგნული მდგრადობა. 

აღნიშნული თეორემის დამტკიცება მოცემულია ნაშრომში (104|. 

7. ვთქვათ, # ნებისმიერი კვაზიდალაგებაა §': სიმრავლეზე. §2-ზე განსაზღვრული 

ვექტორული / კრიტერიუმი წარმოქმნის # კვაზიდალაგებას, თუ 2 თანადობა #-ს 

“ემთხვევა. რა პირობებში არსებობს ვექტორული კრიტერიუმი, რომელიც წარმოქმნის 

ნებისმიერ კვაზიდალაგებას? როგორია ასეთი კრიტერიუმის მინიმალური განზომილე- 
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ბა? როგორ ავაგოთ იგი? ამ საკითხების შესწავლას აქვს არამარტო თეორიული, 

არამედ პრაქტიკული მნიშვნელობაც. მაგალითად, დასახელებული კრიტერიუმის მი- 

თითება შეიძლება წარმოადგენდეს კვაზიდალაგების მოცემის ეკონომიურ საშუალებას. 

რადგან ჩამოთვლილი საკითხები სახელმძღვანელოს თემასთან არ არის პირდაპირი 

კავშირში, ამიტომ მათ არ განვიხილავთ, მხოლოდ აღვნიშნავთ, რომ ეს საკითხები 

გაშუქებულია ლიტერატურაში (274). 

8 მრავალკრიტერიულ ამოცანებში უპირატესობის თანადობების მოცემის ერთ- 

ერთი წესი შემდეგში მდგომარეობს: #” სივრცეში გამოვყოფთ რალაც C კონუსს 

(დომინირების კონუსს) და დავუშვებთ, რომ X7#“ »', როცა X»-»/'.CC. ცხადია, 

C=L -სთვის მიიღება > თანადობა, ხოლო C=# -სთვის მიიღება > თანადობა. 

მაშასადამე, მაქსიმიზაციის მრავალკრიტერიალური ამოცანა წარმოადგენს კონუსის 

მიხედვით ოპტიმიზაციის ამოცანის კერძო შემთხვევას |2741. 

განვიხილოთ შემთხვვევა, როდესაც C კონუსი პოლიედრალურია (მრავალწახნა- 

გაა): C=სC#%" | 8/>0ე, სჯ სადაც 8 არის IXMI-განზომილებიანი რიცხვითი მატ- 

რიცა. ასეთი კონუსისათვის #)”CC ჩართვა ტოლფასია 8(/-7X7”) >0ც, ანუ, რაც 

იგივეა, 13» > 8V. მაშასადამე, საწყისი ამოცანა ვექტორული / კრიტერიუმით, რო- 

მელშიც უპირატესობები მოცემულია პოლიედრალური კონუსის საშუალებით, ახალი 

ვექტორული #ე =C”, 5, #”) = 8/ კრიტერიუმის შემოტანის შემდეგ გარდაიქმ–- 

ნება "ჩვეულებრივ" მაქსიმიზაციის მრავალკრიტერიულ ამოცანად (275). 

9. (სუსტად) ეფექტური ამონახსნის განსაზღვრება "სტატიკურია" იმ თვალსაზრი- 

სით, რომ იგი ამონახსნთა წყვილ-წყვილად შედარებაზეა დამყარებული და არ არის 

დაკავშირებული საკითხთან: შესაძლებელია თუ არა ერთი ამონახსნიდან მეორეზე, 

უფრო უპირატესზე, "მდორედ" გადასვლა "ინფინიტეზიმალურად" ("დადებითი სიჩქა- 

რით") გავზრდით რა თითეულ კრიტერიუმს. ზოგიერთ მოდელებში ასეთი გადასვლის 

განხორციელების შესაძლებლობა დიდ ინტერესს იწვევს. აღნიშნული „ტიპის მაგა- 

ლითს წარმოადგენს პირდაპირი გაცვლის მოდელი, რომლის თანახმად გაცვლაში მო- 

ნაწილეობს თითოეული მომხმარებელი, ისწრაფვის რა თავისთვის შეაგროვოს უდი- 

დესი სარგებლობის მქონე სამრეწველო საქონელი, რაც ფორმალურად დაკაგშირებუ- 

ლია ღირებულების ფუნქციის მაქსიმიზაციის ამოცანასთან. ამ სახის მოდელებს ჯერ 

კიდევ მე-I9– საუკუნეში ფ. ეჯვორტი და ვ. პარეტო განიხილავდნენ. გაცვლის მო- 

დელში ეფექტურია მდგომარეობა (მომხმარებელთა შორის საქონლის განაწილება), 

რომელიც არ შეიძლება გაუმჯობესებულ იქნეს რომელიმე მომხმარებლისათვის სა- 

ქონლის გადანაწილების გზით, დანარჩენ მონაწილეთა "ინტერესების შელახვის" გა- 

რეშე. მაშასადამე, პარეტოს მიხედვით ოპტიმალობა ასახავს ეკონომიკური წონასწო- 
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რობის იდეას: თუ მდგომარეობა არ არის ეფექტური, მაშინ საჭიროა განხორციელ- 

დეს ვაჭრობა, რომელიც მიგვიყვანს ეფექტურ მდგომარეობამდე. | 
თუ გაცვლის პროცესი განიხილება როგორც წვრილ გარიგებათა მიმდევრობა, 

რომელიც ყველა მონაწილესათვის ხელსაყრელია, მაშინ ფორმალიზებულად იგი შე- 

იძლება აღვწეროთ გლუვი წირით, რომლის გასწვრივ მოძრაობისას ყველა კრიტე- 

რიუმი ინფინიტიზიმალურად იზრდება. ასეთ შემთხვევაში შეიძლება გამოვყოთ ის 

მდგომარეობები, რომელთაც აღნიშნული ტიპის არც ერთი წირი არ შეესაბამება. 

ასეთ მდგომარეობებს ს. სმეილმა პარეტოს კრიტიკული წერტილები უწოდა. ცხადია, 

კრიტიკული წერტილების ერთობლიობა (პარეტოს კრიტიკული სიმრავლე) შეიცავს 

სუსტად ეფექტური წერტილების მთელ სიმრავლეს, მაგრამ, ზოგად შემთხვევაში, ამ 

უკანასკნელზე ფართოა (პარეტოს კრიტიკული წერტილის განსაზღვრების "ლოკა- 

ლური ხასიათის" გამო). ასე, მაგალითად, ნახ. 7.5-ზე პარეტოს კრიტიკულ წერ- 

ტილთა სიმრავლე, სუსტად ეფექტურ ყველა ამონახსნთან ერთად, შეიცავს ისეთ 

ამონახსნებსაც, რომელთა შეფასებები საზღვრის 6” უბანზე ძევს. 

პარეტოს კრიტიკული წერტილის ცნება გლუვი ფუნქციის სტაციონარული (კრი- 

ტიკული) წერტილის (ანუ წერტილისა, რომელშიც ფუნქციის გრადიენტი ნულის 

ტოლია) ცნების განზოგადებას წარმოადგენს. პარეტოს მიხედვით ოპტიმალობის გან- 

საზღვრის აღწერილი "დინამიკური" მიდგომის დაწვრილებით განხილვა 

სახელმძღვანელოს ფარგლებს სცილდება; დაინტერესებულ მკითხველს შეუძლია მი- 

მართოს ს. სმეილის შრომებს (119, 2481). 

17. I-დან ეფექტური და სუსტად ეფექტური შეფასებების სიმრავლეები გამო-ყო– 

ფილ იქნა უპირატესობის თანადობათა ზოგიერთი მარტივი მახასიათებელი თვისებე- 

ბის საფუძველზე. მაგრამ ეს სიმრავლეები მიზანშეწონილია განვიხილოთ უფრო ზო- 

გად სიტუაციაშიც, როცა იგულისხმება მხოლოდ, რომ უპირატესობები აღიწერება 

ამორჩევის C ფუნქციით, რომელიც განსაზღვრულია 4 სიმრავლის M ქვესიმრავლე- 

ების საკმაოდ "ფართო" ნაკრებზე (ცხადია, XC Mჩ. 

განხილულ შემთხვევაში მაქსიმიზაციის მრავალკრიტერიული ამოცანა განისაზღვ- 

რება შემდეგი პირობით: თუ ”'C2, #"C4, 76C M/ შეფასებები ისეთია, რომ X» >V, 

და X// = VI ყველა M-I დანარჩენი 71CM-სთვის, მაშინ »' თ C(2). 

ძლიერ (სუსტ) ვარიანტში პარეტოს აქსიომა შემდეგნაირად ფორმულირდება: თუ 

#'C2, 76M/ შეფასებისათვის 2 სიმრავლეში მოიძებნება ისეთი »7" შეფასება, რომ 

»:> 7; ყველა 1CM-სთვის და, ამასთან, ერთი უტოლობა მაინც მკაცრია (X” > V, 

ყველა 1CM-სთვის), მაშინ /'CC(2). 

აღნიშნული აქსიომა, საიდანაც გამომდინარეობს, რომ C(CX)C#(7) (შესაბამისად 

C(X7)C45(X)), ხშირად გამოიყენება ამორჩევის ფუნქციების საშუალებით უპირატე- 

სობათა აღწერის დროს (|1201). 
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7.1.ნ0 ბიბლიობრაფია მვრაპალპრიტერიული 
ოპტიმიჭაციის განპითარებიდან 

მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაციის თეორიის ძირითადი საფუძვლები მოცემულია 

მონოგრაფიებში (73, 113, 232) ვექტორული ოპტიმიზაციის პრობლემატიკა სას- 

რულგანზომილებიან სივრცეში ფართოდაა გამოკვლეული და მისი ძირითადი შედე- 

გები განხილულია სხვადასხვა მონოგრაფიებში, კერძოდ, (104, 212, 242, 2511)-ში. 

ამ შრომებში წარმოდგენილია მრავალკრიტერიული ამოცანის ამოხსნის მრავალი 

ალგორითმი და მეთოდი. დაინტერესებული მკითხველი აქვე ნახავს მრავალ ბიბლი- 

ოგრაფიულ მითითებას ვექტორული ოპტიმიზაციის სხვადასხვა თანამედროვე საკი- 

თხზე. სტატიკური მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაციის პრობლემების შესწავლას 

ეძღვნება (237) ვექტორული ამოცანების სხვადასხვა კლასიფიკაცია მოცემულია 

შრომებში (78, 212, 251). 

უფრო მოგვიანებით შეიქმნა მრაგალკრიტერიულ ამოცანათა ისეთი კლასები, რომ- 

ლებშიც ვექტორულ მიზნობრივ ფუნქციათა და ალტერნატივათა სიმრავლის სტრუქ- 

ტურის მიმართ სპეციალური მოთხოვნები იქნა წამოყენებული (60, 280). კრებადი 

მრავალკრიტერიული ამოცანების მიმართ სპეციფიკური მიდგომა შემოთავაზებულია 

ნაშრომში (236). საინტერესო შედეგები იქნა მიღებული მონოგრაფიაში |274), რომე- 

ლიც ეხება მრავალკრიტერიული ამოცანების ამონახსნთა სხვადასხვა კლასების 

სტრუქტურის შესწავლასა და გამოკვლევას. რიგი საკითხებისა, რომლებიც დაკავში– 

რებულია ოპტიმიზაციის მრავალკრიტერიული ამოცანებისათვის ამონახსნთა სიმრავ- 

ლეების აგებასთან, განხილულია შრომებში (61, 63, 65, 66), ზოგადი დომინანტური 

კონუსის შემთხვევაზე განზოგადებული კონუსური ექსტრემალური წერტილების 

ზოგიერთი თვისება გამოკვლეულია ნაშრომებში (256, 273), ნაშრომებში (255, 257) 

დამტკიცებულია თეორემები ვექტორული ოპტიმიზაციის ამოცანებში მინიმაქსებისა 

და უნაგირა წერტილების შესახებ მართვის ზოგიერთი ვექტორული ამოცანა 

გამოკვლეულია (156|)-ში, ხოლო ნაწილობრივ დალაგებულ სივრცეებში ვექტორული 

აპროქსიმაციის ამოცანები დაწვრილებით განხილულია (90, 206, 254|)-ში. ოპტიმი- 

ზაციის მრავალკრიტერიული სტოქასტიკური ამოცანები საკმაოდ ფართოდ განხილუ- 

ლია (1931-ში. 

ამასთან, უკანასკნელ პერიოდში მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაციის თეორიაში 

შეისწავლება ამოცანების ახალი კლასები, რომლებიც რეალური პრაქტიკიდან გამომ- 

დინარეობს. აქ შეგვიძლია აღვნიშნოთ: მრავალკრიტერიული არასაკუთრივი ამოცანები 

(115, 234, 235), მრავალკრიტერიული ამოცანები განუსაზღვრელობის გათვალისწი- 

ნებით (60, 64), მრავალკრიტერიული ამოცანები არასრული ინფორმაციის პირობებ- 

ში (59) და მრავალი სხვა. 

ამჟამად, მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაციის თეორიაში ერთ-ერთ პრიორიტეტულ 

მიმართულებას წარმოადგენს ამოცანები განუსაზღვრელობის გათვალისწინებით. ეს 
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უკანასკნელი ამოცანების ისეთი კლასია, რომელშიც სისტემის შესაბამის მოდელში 

გათვალისწინებულია გარე ფაქტორების ზეგავლენა. სისტემაზე ზეგავლენას ახდენს 

ბუნების რაღაც შეშფოთებები, ცდომილებები და სხვა მოქმედი ფაქტორები. განუსა- 

ზღვრელობის ფაქტორების შესახებ არავითარი სტატისტიკური (ალბათური) ხასი- 

ათის ინფორმაცია არ არის მოცემული; ცნობილია მხოლოდ განუსაზღვრელი ფაქტო- 

რების დიაპაზონის არე. ამასთან დაკავშირებით, ვექტორული მაქსიმინის არსებობის 

საკმარისი პირობები შედარებით ღრმადა არის შესწავლილი (233, 241)-ში. უფრო 

ზოგად, ნაწილობრივ დალაგებულ სივრცეებში, განუსაზღვრელობის პირობებში მრა- 

ვალკრიტერიული ამოცანების კონუსურად ოპტიმალური წერტილების თვისებები გა– 

მოკვლეულია (261)-ში. 

შევნიშნავთ, რომ მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაციის თეორია მჭიდროდაა დაკავ- 

შირებული კლასიკურ თამაშთა თეორიასთან. ამ თეორიების ზოგიერთი კავშირი გა- 

მოკვლეულია (265)-ში. რიგი მომიჯნავე საკითხების შესწავლას ეძლვნება ნაშრომი 

(264). თამაშთა თეორიაზე დაყრდნობით მრავალკრიტერიული პრობლემები ნაწილობ- 

რივ დალაგებულ სივრცეებში გამოკვლეულია |2141)-ში. აქვე საჭიროა აღვნიშნოთ, 

რომ მრავალკრიტერიულ თამაშთა თეორია დღეისათვის მეცნიერების ერთ-ერთი თა–- 

ნამედროვე მიმართულებაა. მისი ერთ-ერთი მნიშვნელოვანი პრობლემა - ანტაგონის- 

ტური მრავალკრიტერიული თამაშები უნაგირა წერტილებთან დაკავშირებით შეის- 

წავლება (62, 114|-ში. 

სტატიკური ვექტორული ამოცანების კვლევამ განუსაზღვრელობის გათვალისწინე- 

ბით საფუძველი ჩაუყარა მრავალკრიტერიული დინამიკური ამოცანების შესწავლას 

განუსაზღვრელობის პირობებში, რომლის ფუნდამენტური კონცეფციაც მკაფიოდაა ჩა- 

მოყალიბებული რიგ მონაგრაფიაში (67, 280). 

სხვადასხვა სახის მრავალკრიტერიული ამოცანების ამონახსნთა სიმრავლეების 

დადგენისათვის ეფექტური მეთოდები გამოიყენება. მაგრამ, ხშირ შემთხვევაში, შესა- 

ბამისი პროცედურები შრომატევადია. ამასთან, ხშირად, გადაწყვეტილების მიმღებ 

პირს აინტერესებს მიიღოს არა ზუსტ ამონახსნთა სიმრავლე, არამედ გარკვეული 

თვალსაზრისით მისი მიახლოება. ამისათვის შეისწავლება ე.წ. ზღვრული ამოცანები. 

ამასთან დაკავშირებით, კრებადი მრავალკრიტერიული ამოცანები, როგორც კლასიკუ- 

რი შემთხვევისათვის, ისე განუსაზღვრელობის გათვალისწინებით, შესწავლილია 

I16-118, 236, 238-240|)-ში. ეს შედეგები განზოგადებულია, აგრეთვე, დინამიკურ 

ამოცანებზეც (263). 

მრავალკრიტერიული ამოცანების ერთ-ერთი გამოყენება MV წერტილის მიახლოების 

ამოცანებისათვის გამოკვლეულია (129|-ში. 
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7.2 იდეალური მანძილის 

მინიმიჭაცინს მეთოდი 

7.21. მეთოდის მათემატიკური 
დასაბუთება და არს0 

განვიხილოთ ვექტორული კრიტერიუმის მიხედვით წრფივი (არაწრფივი) დაპროგ- 

რამების ამოცანის დასმა, რომელსაც საფუძვლად უდევს თანდათანობითი მიახლოების 

იდეა (73, 113). 

ვთქვათ, მოცემულია წრფივი ფორმების სისტემა 

LX) =C»Xჯ= 2,C,X,, II72,...,6 (7.3) 
/#5 

და წრფივი შეზღუდვები 

2,რე», < ხ,, !1=12,...,§, (7.4) 
#5! 

2,ძკ», = ხ, 1=5+Lს5+2,...,M, (7.5) 
#5! 

X,>0, / =1,2,...,1; 1 < #, (7.6) 

რომლებითაც განისაზღვრება X,, X.,.... X. (კვლადების მნიშვნელობათა არე. იგი 

აღვნიშნოთ §2--თი. შევნიშნავთ, რომ X#I(X), LXX),..., LX) ფორმებს შეიძლება ჰქონ- 

დეს სხვადასხვა განზომილება. 

(7.4)-X7.6) სისტემს ამონახსთა “შორის "საჭიროა მოვძებნოთ ისეთი 

X =(X.,X5,..:X,) CC) ვექტორი, რომლის დროსაც წრფივი (7.3) ფორმები ერთ- 

დროულად მიიღებს ექსტრემალურ (მინიმალურ ან მაქსიმალურ) მნიშვნელობებს. 

განვიხილოთ (7.3)-ის თითოეული ცალკეული ფორმა როგორც სკალარული ფუნ- 

ქცია და დავუშვათ, რომ ყოველი ფიქსირებული I-სთვის (I=1,2,...,M) გადაწყვეტილია 

წრფივი დაპროგრამების ზოგადი ამოცანა. ვთქვათ, შესაბამისი ოპტიმალური გეგმები 

ხასიათდება XI (X1,Xჩ,.-სX2), I =1,2,..,M, ვექტორებით რომლებზედაც განსაზღ- 

ვრულია წრფივი (7.3) ფორმების შესაბამისი მნიშვნელობები 
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LI = L,(XI), Lე = L,(X19), ..., I = L, (XI)- (7.7) 

ასე, მაგალითად, X2CX.X2 XV) ვექტორი წარმოადგენს (7.3) სისტემის წრფივი 

L.(X) ფორმის მინიმიზაციის ამოცანის ამონახსნს (7.4)-(7.6) შეზლუდვების დაკმა- 

ყოფილების პირობებში და ამ ფორმას ანიჭებს რიცხვით მნიშვნელობას, რომელიც 

IL. = L. (X9) -ის ტოლია. ცხადია, X (XIXს. XC), 1 = 1,2,...,M, ვექტორები, რომ- 

ლებსაც X,, XI,.... X. (ცვლადების სივრცეში წერტილები შეესაბამება, სხვადასხვაა; 

ზოგიერთი მათგანი შეიძლება ერთმანეთს დაემთხვეს. 

L,(X) 
--» I 

/ 

            2,...#, კომპონენტებიანი LCX) ვექტორი, რომელსაც გან- 

ზომილება არ გააჩნია, და დასაშვებ წერტილებზე განსაზღვრული XCX)-#" ვექტორი- 

სათვის შევადგინოთ ევკლიდეს ნორმის კვადრატი 

2 
C 

„ %(X) =| ს) – 1 L = 2122 X,- '· (7.8) 

შევნიშნავთ, რომ #L" წარმოადგენს LC) ვექტორის კომპონენტების სივრცეში ერთე- 

ულოვან ვექტორს. ვუწოდოთ მას #(X) ვექტორის იდეალური ან უტოპიური 

მნიშვნელობა. 

განსაზღვრება 71 ვიტყვით, რომ X” =(X,,X,,-.:X,) C (2 გეგმა (7.3) სახის 

წრფივი ფორმის კომპონენტებიან ხარისხის ვექტორულ მაჩვენებელს ანიჭებს ოპტი- 

მალურ მნიშვნელობას, თუ სამართლიანია უტოლობა 

დ()< დ(C) VX»C5). (7.9) 

წრფივი დაპროგრამების ამოცანაში ასეთ გეგმას ვუწოდოთ ვექტორულ-ოპტიმა- 

ლური. 

ზემოთ დასმული ამოცანა შემდეგნაირად შეიძლება იქნეს ფორმულირებული: მო- 

ცემულია წრფივ ფორმათა (7.3) სისტემპასთ და შეზლუდვათა (7.4)-(7.6) პირობები. 

საჭიროა განვსაზღვროთ ჯ»ჯ CC წერტილი, რომელშიც C(CX) ფუნქცია მინიმალურ 

მნიშვნელობას მიაღწევს. 

ამოცანის გეომეტრიული ინტერპრეტაცია. განვიხილოთ 

ხს.) LM, 
MC. 6». ი 
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ვექტორის ევკლიდეს სივრცე. ამ სივრცეში (7.8) ჯამი წარმოადგენს ნებისმიერი 

XჯC§2 გეგმის შესაბამისი წერტილიდან (1,1,..»1) კოორდინატების მქონე უტოპიურ 

წერტილამდე მანძილის კვადრატს. ამოცანა მდგომარეობს ვექტორულ-ოპტიმალური 

ისეთი 259) გეგმის შერჩევაში, რომლის დროსაც აღნიშნული მანძილი იქნება მინი- 

მალური. 

ამოცანის ფიზიპური ინტერპრეტაცია. თუ X =(X,,X.,...X,) 6 §–X ვექტორულ- 

ოპტიმალური გეგმა მოძებნილია, მაშინ ადგილი აქვს L(CX ), #.(X-), .-X.CX-) 

რიცხვების შესაბამის #:,#2,..,X, რიცხვებთან მაქსიმალურ მიახლოებას. 

მიახლოების აზრი შემდეგში მდგომარეობს. დავუშვათ ამოვირჩიეთ (7.3) სისტემის 

რაღაც #.(X) წრფივი ფორმა და განვსაზღვრეთ მისი ოპტიმალური მნიშვნელობა §) 

არეში. LL = L, (X9) რიცხვს განვიხილავთ როგორც სისტემის ხარისხის მაჩვენე- 

ბელს, რომელიც მიიღწევა (7-3)-ის თითოეული, ცალკე აღებული ფორმის ოპტიმი- 

ზაციის შედეგად. ვთქვათ, ახლა გადავწყვიტეთ ხარისხის რამდენიმე მაჩვენებლის 

ერთდროულად გაუმჯობესება. ასეთ შემთხვევაში, ოპტიმალური X C§62 გეგმის განსა- 

ზღვრის პროცესში, ადგილი ექნება თითოეული, ცალკე აღებული ხარისხის მაჩვენებ- 

ლის გაუარესებას, თუმცა ეს გაუარესება ნაწილდება (7.3) მაჩვენებლების მთელ სიმ- 

რავლეზე და იგი მინიმალურია. 

შენიშვნა 7.4. იმ შემთხვევაში, როცა (7.7) მნიშვნელობებიდან რომელიღაც ნუ- 

ლის ტოლი აღმოჩნდება, საჭიროა §ჰ არე გარდავქმნათ ისე, რომ კვლავ განსაზღვ- 

რული (7.7)-ის ყველა მნიშვნელობა ნულისგან განსხვავდებოდეს. 

შენიშვნა 7.5. ამოცანა შეიძლება ინტერპრეტირებულ იქნეს როგორც არათაგსება- 

დი წრფივი ალგებრული 

22% –1=0, 7=1,2,...,#, 

სისტემის მიახლოებითი ამონახსნი (არასაკუთრივი ოპტიმიზაციის ამოცანები 3.5 

ნაწილში განვხილეთ). 

შენიშვნა 7.6. ცხადია, X რაოდენობის წრფივი ფორმის შემთხვევაში შეიძლებოდა 

აგვერჩია ამოცანის გადაწყვეტის ჩვეულებრივი გზა, რომლის თანახმად, საჭირო 

იქნებოდა წრფივი დაპროგრამების ამოცანის გადაწყვეტა შემდეგი ჯ-ამისათვის: 
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' 
24.1, (X), სადაც 4, 4,...4ტ, რაღაც რიცხვითი მამრავლებია. მაგრამ აღნიშნული 
თ”! 

მიდგომა, რომელიც სხვადასხვა განზომილების წრფივი L.(ძ =1,2,..-,# ) ფორმების 

ერთი განზომილების ქვეშ მოქცევის საშუალებას იძლევა, შესაძლებელია მხოლოდ 

იმ შემთხვევაში, როცა #.(0 =1,2,...,X#) კოეფიციენტების რიცხვითი მნიშვნელობები 

წინასწარ ზუსტად იქნება მოცემული. 

შენიშვნა 7.7. (7.8) სახის ევკლიდეს კვადრატული ნორმა არ არის მიახლოების 

ერთადერთი საშუალება. მიახლოების უფრო ზოგად სახეს წარმოადგენს შემდეგი გა- 

მოსაზულება: 

„ი 

9C)=| LC) -X | = 022» - 
(=| | /=! 4, 

ამასთან, საჭიროა აგრეთვე აღვნიშნოთ, რომ, როგორც პრაქტიკამ გვიჩვენა, როცა 

ჩნ-2, მაშინ შედარებით უკეთესი შედეგები მიიღება. 
არაწრფივი დაპროგრამების ამოცანებში ვექტორული ოპტიმიზაციის ამოცანის 

დასმის ზემოთ განხილული იდეა უცვლელად გადაიტანება, მაგრამ ამ შემთხვევაში 

(7.3) სახის წრფივი ფორმების ნაცვლად გვექნება /(X) ვექტორ-ფუნქცია თავისი 

კომპონენტებით /,(X), /:(X), ..-, /,(X), ხოლო წრფივი შეზღუდვების ნაცვლად - 

პირობები §,(X)>0 (0 =1,2,...,7?). მაშასადამე, შეიცვლება (7.8) გამოსახულებაც 

და გვექნება 
2 

რ =2ე 62 -I , 
IL + 

სადაც #L არის C-ზე განსაზღვრული /.(X) ფუნქციის მინიმალური (მაქსიმალური) 

მნიშვნელობა შეზღუდვების დაკმაყოფილების პირობებში. 

#7.2.2 ეექტორულ-ოპტიმალური 
ბებმის განსაჭლვრა 

როგორც უკვე იყო აღნიშნული, წრფივი დაპროგრამების ამოცანაში ვექტორულ- 

ოპტიმალური X CC) გეგმის მოძებნა დაიყვანება წრფივი (7.4)-(7.6) შეზღუდვების 

დაკმაყოფილების პირობებში (7.8) გამოსახულების მინიმიზაციაზე ამოცანაზე. რადგან 
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დთ() წარმოადგენს X,, X,..ს X. ცვლადების კვადრატულ ფუნქციას, ამიტომ მექტო- 

რულ-ოპტიმალური გეგმის განსაზღვრის ამოცანა დაიყვანება ამოზნექილი დაპროგრა- 

მების, ან უფრო ზუსტად, კვადრატული დაპროგრამების ამოცანაზე. 

მათემატიკური თვალსაზრისით, ამოცანა შემდეგნაირად შეიძლება იქნეს ფორმუ- 

ლირებული. მოცემულია ამოზნექილი «თCX) ფუნქცია, რომელიც განსაზღვრულია §) 

სიმრავლეზე. საჭიროა მოიძებნოს ისეთი 4320. წერტილი, რომლის დროსაც შეს- 

რულდება პირობა 

დთ(ჯX”) = თი დ(Xჯ) · 

როგორც ცნობილი, ამოზნექილი დაპროგრამების ამოცანაში ლოკალური მინიმუმი 

გლობალურს ემთხვევა. ამიტომ ამოზნექილი დაპროგრამების ამოცანის გადასაწყვე- 

ტად შეიძლება გამოყენებულ იქნეს ყველა ის მეთოდი, რომლის საშუალებითაც ლო- 

კალური ექსტრემუმი მოიძებნება. 

არაწრფივი დაპროგრამების ამოცანებში კი, სადაც ვექტორულ-ოპტიმალური XჯXCC 

გეგმის განსაზღვრა დაკავშირებულია არაწრფივი ვექტორ-ფუნქციებისთვის ევკლიდეს 

კვადრატული ნორმის მინიმიზაციის ამოცანასთან, საჭიროა გამოყენებულ იქნეს არა- 

წრფივი ოპტიმიზაციის ის მეთოდები, რომლებიც საშუალებას გვაძლევს გადავწყვი- 

ტოთ რთული ექსტრემალური ამოცანები. 

7.2. 9 ეექტორეუელ-ოპტიმალშრი 
გეგმის არსებობა. 

განვიხილოთ ვექტორულ-ოპტიმალური გეგმის არსებობის საკითხი წრფივი დაპ- 

როგრამების ამოცანებში. 

ვთქვათ, მოცემულია წრფივი (7.4)-(7.6) შეზღუდვები, რომლითაც განსაზღვრუ- 

ლია დასაშვებ ამონახსნთა §) არე, და წრფივი მიზნის ფუნქციების (7.3) სისტემა. 

ამ შემთხვევაში დასაშვებ ამონახსნთა §ჩ არე წარმოადგენს ამოზნექილ მრავალწახნა- 

გას არაუარყოფით ორტანტში. XM. LI .ა% მნიშვნელობები მიიღწევა ამ მრავალ- 

წახნაგას წვეროებში. მიახლოების დთ(ჯ) ზომის, როგორც ამოზნექილი გლუვი ფუნქ- 

ციის, განსაზღვრის შემთხვევაში ამოცანის ამონახსნი არსებობს და იგი მდებარეობს 

დასაშვებ ამონახსნთა §2 არის წახნაგზე ან მის შიგნით.
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7.3 აყ'წონილ ჯამთა მეთოდი ფონების 

წერტილოვანი შეფასებით 

წრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიული ამოცანების გადასაწყვეტად საკმაოდ 

ხშირად გამოიყენება მეთოდი, რომელიც ცნობილია როგორც აწონილ ჯამთა მეთოდი 

წონების წერტილოვანი შეფასებით. მეთოდის არსი შემდეგში მდგომარეობს. თითოე- 

ული CVX, !=1,2,..., ს კრიტერიუმი მრავლდება მკაცრად დადებით სკალარულ X# წო- 

ნაზე, ხოლო შემდეგ ყველა MX აწონილი კრიტერიუმი შეჯამდება და წარმოქმნის 

შედგენილ მიზნის ფუნქციას (ან აწონილი ჯამის მიზნის ფუნქციას). თუ C არის #XII- 

განზომილებიანი და CI, I=1.2,..., ჩ სტრიქონების მქონე კრიტერიული მატრიცა, მაშინ 

შედგენილი მიზნის ფუნქცია ჩაიწერება როგორც 47CX. 

დაგუშვათ, რომ ყველა 4CM' წონითი ვექტორი ნორმალიზებულია ისე, რომ თი- 

თოეული ვექტორის ელემენტების ჯამი ერთის ტოლია. აღვნიშნოთ /. სიმბოლოთი 

ყველა ასეთი წონითი ვექტორის სიმრავლე 

· 
ტ- 6." L4, >0,7=1,2,...,#, 2,4, =LI. 

II 

წონითი 46C/ ვექტორის შეფასების შემთხვევაში მიიღება წრფივი დაპროგრამების 

შედგენილი ("აწონილი") ამოცანა 

იი2X ( 27CX I XC§2 1, 

რომლის გადაწყვეტა საშუალებას გვაძლევს განვსაზღვროთ ოპტიმალური ან ოპტი- 

მალურთან საკმაოდ მიახლოებული ამონახსნი. ამგვარად, აწონილი ჯამების მეთოდი 

წონების წერტილოვანი შეფასებით შეიძლება ჩაითვალოს როგორც გამოთვლითი ექ- 

სპერიმენტი კრიტერიუმების მკაცრად ამოზნექილი კომბინაციით. 

მაგალითი 72. განვიხილოთ წრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიული ამო- 

ცანა 

M02X ( CIX =7, ), 

იიმX ( CX =>2 1, 

როცა XჯC%). 

აღნიშნული ამოცანისათვის, როგორც ნაჩვენებია ნახ. 7.7-ზე, გამოყენებულია წონითი 

4=(0.8;0.2) ვექტორი. წრფივი დაპროგრამების "აწონილი" ამოცანის 

=გX ( 27CXI XCC) 1) 
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გადაწყვეტის შედეგად მიიღება კუთხის X' წერტილი, რომელიც ეფექტურია. თუ რამ- 
დენად კარგია X». წერტილი დამოკიდებულია ამ უკანასკნელსა და ოპტიმალურ წერ- 
ტილში სარგებლიანობის ფუნქციის მნიშვნელობებს შორის სხვაობის სიდიდეზე. 

აწონილი ჯამების მეთოდი წონების წერტილოვანი შეფასებით საკმაოდ მარტივი 

მეთოდია. წონების ვექტორის გამოყენებით წრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერი- 

ული ამოცანა დაიყვანება წრფივი დაპროგრამების ერთკრიტერიულ ამოცანაზე, რომე- 

ლიც შეიძლება გადაწყვეტილ იქნეს წრფივი დაპროგრამების ცნობილი ალგორითმე- 

ბით. იმისათვის, რომ აღნიშნული მეთოდი გამოვიყენოთ, საკმარისია გვქონდეს შესა- 

ფერისი წონითი ვექტორი. მეთოდის ძირითადი სირთულე სწორედ შესაფერისი წო- 

ნითი ვექტორის შერჩევაში მდგომარეობს. 

7 

  

ჯ 
ნახ. 7.7 

7... მეთოდის ინტერპრეტაცია 

იმ შემთხვევაშიც კი, როცა საწყისი CX, !=1,2,...,0 კრიტერიუმების 2 მნიშვნელო- 

ბების ფიზიკური არსი ნათელია, ჩვეულებრივ, ადვილი არ არის მივცეთ შედგენილ 

კრიტერიულ 27CX ფუნქციის მნიშვნელობას გონივრული ფიზიკური ინტერპრეტაცია. 

შესაძლოა, ასეთი ინტერპრეტაციის საუკეთესო საშუალებად გამოდგეს ის, რომ შედ- 

გენილი კრიტერიული ფუნქციის მნიშვნელობა ჩაითვალოს ე.წ. "ხარისხის კოეფიცი- 

ენტად". მაშინ აწონილი ჯამების მეთოდი წონების წერტილოვანი შეფასებით წარმო- 

ადგენს დასაშვები სიმრავლის წერტილების უბრალო რანჟირებას მათი ხარისხის 

კოეფიციენტების შესაბამისად. რაც უფრო მაღალია ხარისხის კოეფიციენტი, მით 

უფრო უპირატესია ამონახსნი. ცხადია, ხარისხის კოეფიციენტთან დაკავშირებული 

ინტერპრეტაციის წარმატება არსებითად დამოკიდებულია იმაზე, თუ თითოეული წო- 

ნა რამდენად შეესაბამება კრიტერიუმის მნიშვნელოვნებას. 

392



აწონილ ჯამთა მეთოდი წონების წერტილოვანი შეფასებით 

7.3.2 მეთოდის მათემატიკური დასაბუთება 

აწონილ ჯამთა მეთოდისადმი ინტერესი გამომდინარეობს შემდეგი ორი თეორემი- 

დან. 

თეორემა 7.7. ვთქვათ, წრფივი დაპროგრამების თიმXL2 C IXCC. ამოცანაში, 

სადაც 2 C0#, ამონახსნი X C 62 აწონილი ჯამების მაქსიმიზაციას უზრუნველყოფს. 

მაშინ X ეფექტური წერტილია. 

თეორემა 7.8 გეთქვათ, X6C6§პ ეფექტური წრტილია, მაშინ არსებობს ისეთი 

2 C # ვექტორი, რომ X»X წარმოადგენს წრფივი დაპროგრამების 002XL CX | XC C) 
ამოცანის ამონახსნს. 

აღნიშნული თეორემების დამტკიცება მოცემულია მონოგრაფიაში (251). 

7.27 თეორემის თანახმად, ყველა წერტილი, რომელიც წრფივი დაპროგრამების 

ამოცანაში აწონილი ჯამების მაქსიმიზაცის უზრუნველყოფს, ეფექტურია, თუ 

წონების ვექტორი მკაცრად დადებითია. 

7.8 თეორემის მიხედვით ყოველ ეფექტურ წერტილს შეიძლება შეესაბამებოდეს 
ერთი მაინც მკაცრად დადებითი წონითი ვექტორი, რომლისთვისაც აწონილი ჯამე- 

ბის მაქსიმიზაციის წრფივი დაპროგრამების ამოცანის ამონახსნი თვით ეს ეფექტური 

წერტილია. 

განვიხილოთ შემთხვევა, როცა წრფივი დაპროგრამების "აწონილ" ამოცანაში რო- 

მელიღაც წონითი ვექტორისათვის მიზნის ფუნქციის მნიშვნელობა შემოუსაზღვრავია. 

ასეთ შემთხვევაში აღნიშნულ წონით ვექტორს არც ერთი ეფექტური წერტილი არ 

შეესაბამება. მაგრამ ეს სულაც არ ნიშნავს, რომ ეფექტურ წერტილთა » სიმრავლე 

ცარიელია, რადგან შეიძლება არსებობდეს მკაცრად დადებითი სხვა წონითი ვექტო- 

რები, რომლებისთვისაც წრფივი დაპროგრამების ამოცანაში "აწონილი" ჯამები შემო- 

საზღვრული იქნება. 

იმ შემთხვევაში, როცა წონითი ვექტორის ერთი ან რამდენიმე კომპონენტი ნუ- 

ლია, არ შეიძლება იმის მტკიცება, რომ წრფივი დაპროგრამების მოცემული ამოცა- 

ნის ყველა წერტილი, სადაც შედგენილი მიზნის ფუნქცია მაქსიმუმს აღწევს, ეფექ- 
ტურია. განვიხილოთ საილუსტრაციო მაგალითი. 

მაბალითი 7.3. წრფივი დაპროგრამირების მრავალკრიტერიულ ამოცანაში (ნახ. 

7.8) ==XX', X). თუ დავუშვებდით წონითი # ვექტორის კოორდინატებს (0,1), მაშინ 

სიმრავლეს იმ წერტილებისა, რომლებიც წრფივი დაპროგრამების "აწონილი" ამოცა- 

ნის მაქსიმიზაციას უზრუნველყოფდა, შეადგენდა მხოლოდ XX” ,7X') წახნაგის წერტი- 

ლები, რომელთა შორის ეფექტური მხოლოდ ჯ წერტილია.



მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაცია 

თუ მოცემული ამოცანის გადასაწყვეტად გამოვიყენებდით წრფივი დაპროგრამების 
სტანდარტულ პროგრამულ პაკეტს, მაშინ ჩანაცვლების გზით შესაძლებელი იქნებო- 

და გადაადგილება კოორდინატთა სათავიდან » წერტილში, რომელიც არაეფექტურია, 
რაც განაპირობებდა გამოთვლების შეწყვეტას. ამ შემთხვევაში X' წერტილი, როგორც 

წესი, ვერ იქნებოდა მოძებნილი, ვინაიდან არც ერთი კომერციული პროგრამული პა- 

კეტი არ ეძებს ყველა კუთხის წერტილს, რომელშიც მიზნის ფუნქცია მაქსიმუმს 

აღწევს. აღნიშნული პროგრამული პაკეტებით შესაძლებელია მხოლოდ ერთი (გამოთ- 

ვლით პროცესში პირველი შემხვედრი) შესაფერისი წერტილის მოძებნა. 

ჩჯ    
  

წ
 

ნახ. 7.8 

7.3.3 წონების შინაარსობრიჭი დატვირთვა 

ვთქვათ, გადაწყვეტილების მიმღები პირის სარგებლიანობის L/#"-3#7 ფუნქცია 

დიფერენცირებადია, სადაც 
LL2, 2:,--., 2) = LLCX, CX,..., CX). 

განვიხილოთ ნებისმიერი X C§ა წერტილი. რთული ფუნქციის გაწარმოების წესის 

თანახმად, X წერტილში V/-ს გრადიენტს აქვს სახე 

V.V = 29. , 

I, I 

სადაც V, 2, არის ჯ-ური კრიტერიუმის გრადიენტი, ხოლო კერძო წარმოებულები 

(მC/22,) გამოითვლება X წერტილში. ამიტომ 
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: 
V,V = (> I · 

I” მ2, 

ზოგადობის შეუზღუდავად, ვთქვათ, პირველი კრიტერიუმი ისეთია, რომ X წერ- 

ტილში (მC/მ>,)>0. ამ შემთხვევაში პირველ კრიტერიუმს ბაზური ვუწოდოთ. ვინაი- 
დან დადებით რიცხვზე გამრავლება ვექტორის მიმართულებას არ ცვლის, X წერ- 

ტილში CV ფუნქციის გრადიენტის მიმართულება შეიძლება განისაზღვროს შემდეგნაი- 

რად 
' 

V0V0=2 MC, 
/”” 

სადაც V, = (მL/მ#,)/ (0L/თ>,) გამოითვლება X წერტილში. V,-ის ნორმირებით მივი- 

ღებთ 

  

' 

V,V =2,24,C', 
I= 

სადაც 

2 =----, 1=12,...,# 

2.M, 
ამგვარად, აწონილი ჯამების მეთოდი წარმოადგენს მეთოდს, რომლის საშუალე- 

ბით ადგილი აქვს კრიტერიუმებისათვის ისეთი წონის მინიჭებას, რომლის დროსაც 

"აწონილი" მიზნის #C ფუნქციის გრადიენტი მიმართულებით სარგებლიანობის V 

ფუნქციის გრადიენტს დაემთხვევა. 

7.3.# წონების ბანსაზლვავრა 

ზოგად შემთხვევაში, #, !=1,2,...,#, წონების განსაზღვრის პრობლემა L/ ფუნქციის 

არაწრფივობასთანაა დაკავშირებული. ამიტომ, მოსალოდნელია, რომ ერთი წერტილი- 

დან მეორეში გადასვლის დროს (მV/მ7) სიდიდეები შეიცვლება. იმისათვის, რომ ჯ 

წერტილში ლოკალურად მისაღები 2 წონა შევაფასოთ, განვიხილოთ V ფუნქციის 

მხები ჰიპერსიბრტყე X წერტილში . ჰიპერსიბრტყის განტოლებას აქვს სახე 

82 –-C!X)+ > (#. -თი++2-C, –-C'»=0,   
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სადაც 2, =C'X, 1 =1,2,...,L. თუ ამ განტოლებას (მC/მ2,)-ზე ((მLV/მ2,)>0) გავყოფთ, , 

მივიღებთ 

1:(2, – 2,)+ Mე(2ე – 221)+-.-+M,(2, – 2,)=0, 

სადაც. 2, = CX, 1=1,2,...,+. M, წონას ვუწოდოთ ნომერ I-ური კრიტერიუმით ნომერ 1- 

ლი კრიტერიუმის შენაცვლების ზღვრული ნორმა. იმისათვის, რომ შევაფასოთ V,ო, 

შემოვიტანოთ 4, სიდიდე - "რაოდენობა" (რაღაც ერთეულებში), რომელიც უნდა დაე- 

მატოს I ურ კრიტერიუმს, რათა მოხდეს კომპენსაცია პირველი კრიტერიუმის 

"დანაკარგის" (4#4,) გამო, მაგრამ იმ პირობით, თუ ყველა დანარჩენი კრიტერიუმის 

სიდიდე ღარჩება მუდმივი. ამიტომ ტ/ტ, სიდიდე, გამოთვლილი X წერტილში, წარ- 

მოადგენს V#,-ის შეფასებას და მას შემდეგი თვისება გააჩნია: 

რტ 
XV, =1I0 –+. 

ბტბ,–>0 ბ, 

როცა #,=1, მაშინ გვექნება 

V,,=1; 

"M- შეფასდება 1/#: სიდიდით; 

M, შეფასდება 1/0; სიდიდით; 

”,. შეფასდება 1/#0, სიდიდით. 

X წერტილში V, !=1,2,...,0, შეფასებების ნორმირებით მივიღებთ X#, 1=1,2,...,#, 

სიდიდეების შეფასებას X წერტილში. 

მაგალითი 7.4. განვიხილოთ წრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიული ამო- 

ცანა ორი კრიტერიუმითა და კრიტერიუმთა სივრცეში მიღწევადი 2 სიმრავლით, 

რომელიც გამოსახულია ნახ. 7.9-ზე. ვთქვათ, X წერტილში, სადაც კრიტერიუმთა 

ვექტორის მნიშვნელობა 2-ის ტოლია, საჭიროა შევაფასოთ წონების ლოკალური 

მნიშვნელობა. იმისათვის, რომ პირველი კრიტერიუმის #4, ერთეულით "დანაკარგის" 

კომპენსაცია მოვახდინოთ, საჭიროა მეორე კრიტერიუმის #4, ერთეულით გაზრდა. 

ასეთი მსჯელობის შედეგად მივიღებთ წონების მნიშვნელობების ისეთ შეფასებებს, 

რომლის დროსაც წრფივი დაპროგრამების შედგენილი ამოცანის მიზნის ფუნქციის 

გრადიენტის მიმართულება სამკუთხედის ჰიპოტენუზის მიმართ გავლებული ნორმა- 

ლის მიმართულებას დაემთხვევა. მაგრამ წონების "წესიერი" (ე.ი. ზუსტი) მნიშვნე- 

ლობების დროს წრფივი დაპროგრამების შედგენილი ამოცანის მიზნის ფუნქციის 

გრადიენტი X წერტილში მიმართულია X წერტილში გავლებული მხები ჰიპერსიბრ- 

ტყის ნორმალის გასწვრივ. ცხადია, შემოთავაზებული მეთოდი თეორიულად გვაძ- 
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ლევს იმის საშუალებას, რომ #, უსასრულოდ მცირე სიდიდედ გადავაქციოთ, თუმცა 

რეალურად 4; სიდიდე საკმაოდ დიდი უნდა იყოს, რათა გადაწყვეტილების მიმღებ 
პირს პრაქტიკულ საკითხებზე წარმატებითი პასუხის გაცემის შესაძლებლობა ჰქონ- 

დეს. ამგვარად, აღნიშნული მეთოდი წონების ზუსტ შეფასებას არ უზრუნველყოფს. 

LC, ფუნქციის დონის წირი 

    

   

კრიტერიუმების სივრცეში 
მიღწევადობის 2 სიმრავლე 

მხები ჰიპერსიბრტყე 

2 წერტილში 

ნახ, 7.9 

7.3.5 პრმტერიული კონუსი 

მრავალკრიტერიულ დაპროგრამებაში კრიტერიული კონუსის ცნება განსაკუთრე- 

ბით მნიშვნელოვანია. მისი ზომა ეფექტური სიმრავლის ზომის ინდიკატორია. გარდა 

ამისა, იგი იმ სირთულეების მახასიათებელიცაა, რომელსაც ადგილი აქვს მრავალკ- 

რიტერიული ამოცანების გადაწყვეტის დროს. განვიხილოთ ორი განსაზღვრება, რო- 

მელიც დაკავშირებულია წრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიულ ზოგად ამო- 

ცანასთან: 

I0მX (C'IX=2,), 

ლიმX (CX=> 1, 
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როცა XC§). 

განსაზღვრება 72 კრიტერიული კონუსი ეწოდება X რაოდენობის მიზნის ფუნქ- 

ციის ( CI, C, .... C ) გრადიენტებით განსაზღვრულ ამოზნექილ კონუსს. 

აღვნიშნოთ კრიტერიული C კონუსის განზომილება 7CCე-ით. 

განსაზღვრება 7.3. ნულ-ვექტორული პირობა ეწოდება მიზნის ფუნქციების გრა- 

დიენტების მკაცრად დადებითი ისეთი წრფივი კომბინაციის არსებობის პირობას, 

რომლის დროსაც იგი ნულის ტოლია. ე.ი. ნულ-ვექტორული პირობა შესრულებუ- 

ლია, თუ არსებობს ისეთი თC #'" ვექტორი თ,>0, I=1,2,...,M, კომპონენტებით, რომ- 

ლის დროსაც ადგილი აქვს შემდეგი პირობის შესრულებას: 

+ 
2,თ,C' =0C 7. 
ლი 

კრიტერიული კონუსი ყოველთვის ამოზნექილი და ჩაკეტილია, ხოლო კოორდი- 

ნატთა 0Cჯ სათავე ყოველთვის ამ კონუსს ეკუთვნის. კრიტერიული კონუსი აუცი- 

ლებელი არაა იყოს წაწვეტებული, თუმცა იგი, როგორც წესი, წაწვეტებულია 
წვეროთი კოორდინატთა სათავეში. ერთადერთი წაწვეტებული კონუსი, რომლისთვი- 

საც ნულ-ვექტორული პირობა სრულდება, არის ( 0C# ). ვინაიდან კრიტერიული 

კონუსი მიზნის ფუნქციის გრადიენტებისაგან წარმოიქმნება, ამიტომ იგი მრავალწახ- 

ნაგა კონუსია, რომელსაც L( რაოდენობის განაპირა სხივი გააჩნია კრიტერიული 

(0CIX) კონუსის გარდა, ყველა დანარჩენი კონუსი შემოუსაზღვრავ სიმრავლეს წარ- 

მოადგენს. კრიტერიული კონუსის განზომილება კრიტერიუმების C მატრიცის რან- 

გით მოიცემა. 

ქვემოთ მოცემულ მაგალითებში განხილულია კრიტერიული კონუსები, რომლების- 

თვისაც ნულ-ვექტორული პირობა არ სრულდება, რაც მრავალკრიტერიულ წრფივ 

დაპროგრამებაში ტიპიურ შემთხვევას წარმოადგენს. 

მაგალითი 75 (წრფივი დაპროგრამების ჩვეულებრივი ამოცანა ერთი კრიტერიუ- 

მით.) წრფივი დაპროგრამების ამოცანაში 

ქი2X (CX=2), 

როცა ჯ6C65პ 

ნულ-ვექტორული პირობა არ სრულდება მანამ, სანამ CCIზ ნულის ტოლი არ გახდე- 

ბა. როცა C#>0, მაშინ კრიტერიული კონუსი ერთგანზომილებიანია და იგი შემოუსაზღ- 

გრელ V„/#0,C0) ნახევარწრფეს წარმოადგენს. 
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მაგალითი 7.6 (შემთხვევა, როცა I(C)=2, ხოლო #>2) განვიხილოთ წრფივი და- 

პროგრამების მრავალკრიტერიული ამოცანა : 

M0მX (CX=2, 1, 

#ი2X (CX=2,), 

სეგმX ( CX = 2 ), 

როცა XL6C%), 

რომლის შესაბამისი კრიტერიული კონუსი გამოსახულია ნახ. 7.10-ზე. როგორც 

ნახაზიდან ჩანს, იგი ორგანზომილებიანია. მოცემულ მაგალითში C' და თ ვექტორები 

არსებითი გრადიენტებია, რადგან მათ გარეშე კრიტერიული კონუსის წარმოქმნა 

შეუძლებლია, ხოლო C ვექტორი არაარსებითი გრადიენტია, რადგან კრიტერიული 

კონუსი მასთან ერთად და მის გარეშეც ერთი და იგივეა. 

კრიტერიული კონუსი 
X:/ – 

  

  

  

    
  

ნახ. 7.10 

მაგალითი 777 (შემთხვევა, როცა განაპირა სხივების რიცხვი ”(CC)-ზე მეტია.) გან- 

ვიხილოთ წრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიული ამოცანა 

შიმX ( C'X =2, ), 

ოიმX (CX=2,), 

შსმX ( CX =2, ), 

Iიმ2X (CV =2,), 

როცა XC). 
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შესაბამისი კრიტერიული კონუსი გამოსახულია ნახ. 7.11-ზე. როგორც ნახაზიდან 

ჩანს, კრიტერიული კონუსი სამგანზომილებიანია, მაგრამ აქვს ოთხი განაპირა სხივი. 

მიუხედავად იმისა, რომ C, C, თ, C ვექტორები წრფივად დამოკიდებელია, ყველა 

გრადიენტი არსებითია. 

  

  

ნახ. 7.11 

ქვემოთ მოცემულ მაგალითებში ილუსტრირებულია შემთხვევები, სადაც კრიტერი- 

ული კონუსებისათვის ნულ-ვექტორული პირობა სრულდება. 

მაბალითი 7.8 (შემთხვევა, როცა ”CC)>0.) განვიხილოთ წრფივი დაპროგრამების 

მრავალკრიტერიული ამოცანა (ნახ. 7.12). ამოცანაში ნულ-ვექტორული პირობა 

სრულდება, რადგან არსებობს მკაცრად დადებითი ისეთი თCIM) ვექტორი, რომლის 

დროსაც ადგილი აქვს შემდეგი პირობის შესრულებას: 

ათ“ =0 C #7”. 

  

5 

ნახ. 7.12 

მიუხედავად იმისა, რომ 7(CX=2, სამივე გრადიენტი არსებითია. შევნიშნავთ, რომ თუ 

წრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიულ ამოცანაში სამი კრიტერიუმიდან ნების- 

მიერი ორი იქნებოდა ჩართული, მაშინ არ შესრულდებოდა ნულ-ვექტორული პირო- 
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ბა, ხოლო ორგანზომილებიანი ამოზნექილი კრიტერიული კონუსი ორი გრადიენტით 

წარმოიქმნებოდა. ' 

მაგალითი 7.9 (შემთხვევა, როცა ნულ-ვექტორული პირობის შესრულება დამო- 

კიდებულია იმაზე, თუ ამოცანის ფორმულირებაში, სახელდობრ, რომელი კრიტერი- 

უმი მონაწილეობს.) განვიხილოთ მიზნის ფუნქციის გრადიენტები, რომლებიც გამო- 

სახულია ნახ. 7.13-ზე. როცა ამოცანაში ერთადერთი დ! გრადიენტი მონაწილეობს, მა- 

შინ ნულ-ვექტორული პირობა არ სრულდება, ხოლო კრიტერიული კონუსი შემოუ- 

საზღვრავი /##0,C') ნახევარწრფეა. ამოცანაში C” ვექტორის ჩართვა განაპირობებს 

ნულ-ვექტორული პირობის შესრულებას, შემდეგი C' ვექტორის ჩართვით კი ისეე 

ვუბრუნდებით სიტუაციას, როცა აღნიშნული პირობა არ სრულდება. სამკრიტერიუ- 

მიან ამოცანაში კრიტერიული კონუსი წარმოადგენს ორგანზომილებიან ( XCV/V | 

C?'X>20 1) ნახევარსივრცეს, რომელსაც წვეროები არ გააჩნია. მიუხედავად იმისა, რომ 

ნახევარსივრცეს აქვს ორი განაპირა სხივი, სამივე გრადიენტი არსებითია. 

  

ნახ. 7.13 

ამგვარად, წრფივი დაპროგრამების ამოცანიდან წრფივი დაპროგრამების მრავალკ- 

რიტერიულ ამოცანაზე გადასვლის ტიპიური სიტუაცია შემდეგში მდგომარეობს. კო- 

ორდინატთა სათავიდან გამოშავალი ერთი სხივის ნაცვლად კრიტერიული კონუსი 

ხდება მრავალგანზომილებიანი, ამასთან, მისი განზომილება, ამოცანაში ახალი კრი- 

ტერიუმების შემოტანასთან ერთად, იზრდება. 

7.1.0 პრიტერიული კონუსის 
ფარდობითი შიგა ნაწილი 

განვიხილოთ კონუსის ფარდობითი შიგა ნაწილის ცნება. ვთქვათ (VI, V-..., V” ) 

ჩაკეტილი ამოზნექილი MV კონუსის არსებითი წარმომქმნელების სიმრავლეა. V-ს 

ფარდობითი შიგა ნაწილი (აღინიშნება ICI #-თი) შედგება V', I=1,2...,6, ვექტორების 
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მკაცრად დადებითი ყველა წრფივი კომბინაციისაგან V-ს ფარდობითი საზღვარი 

ანისაზღვრება როგორც I-სა და მისი ბითი შიგა ნაწილის სხვაობა. გ ვ გორც დ ფ გ ლ ვ 

მაგალითი 7.0. კრიტერიული კონუსი 7, რომელიც გამოსახულია ნახ. 7.14-ზე, 

წარმოქმნილია ( VI, V ) წყვილით. მისი ფარდობითი შიგა ნაწილი უბრალოდ »” კო- 

ნუსის შიგა ნაწილია, ხოლო IV-ს ფარდობითი საზლვარი შემდეგნაირად განისაზღვ- 

რება: 

/#0,V') L) /(0,V ). 

  

ნახ. 7.14 

კრიტერიული კონუსი M, რომელიც გამოსახულია ნახ. 7.15-ზე, წარმოქმნილია 

(V) ვექტორით. მისი ფარდობითი შიგა ნაწილი თვით V კონუსია კოორდინატთა 

სათავის გარეშე, ხოლო კოორდინატთა სათავე მისი საზღვარია. 

Xჯ:·. 

შ“” 

ნახ. 7.15 

შევნიშნავთ, რომ ICI /=»” მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა ნულ-ვექტორული პი- 

რობა სრულდება. კრიტერიალური კონუსის ფარდობითი შიგა ნაწილის მიმართ ინ- 

ტერესი გამოწვეულია იმით, რომ ფარდობითი შიგა ნაწილი წარმოადგენს სიმრავ- 

ლეს, რომელიც VI, !=1,2..., #, ვექტორების მკაცრად ამოზნექილი ყველა კომბინაციის 

ყოველნაირ შესაძლო დადებით სკალარულ მამრავლზე გამრავლებით მიიღება. აქედან 

გამომდინარეობს შემდეგი 
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შედეგი 7.1 იმისათვის, რომ XჯC§2» წერტილი იყოს ეფექტური, აუცილებელი და 

საკმარისია არსებობდეს ისეთი /#2CM” ვექტორი, რომელიც კრიტერიული კონუსის 

შიგა ნაწილს მიეკუთვნება და რომ ჯX წერტილი წრფივი დაპროგრამების #I8X ( /2”X 

| XCC2) ამოცანის ამონახსნს წარმოადგენდეს. 

ამ ფაქტის დამტკიცება მოცემულია მონოგრაფიაში (148). 

7.1 შედეგის მნიშვნელობა იმაში მდგომარეობს, რომ ეფექტური სიმრავლე მოიცე- 

მა წრფივი დაპროგრამების ამოცანების ოჯახის 

( 9«ი8X წ/მ ”X | XC621 1 

ყველა ამონახსნის გაერთიანების სახით, სადაც /2 კრიტერიული კონუსის ფარდობითი 

შიგა ნაწილის ვექტორია. თუ # კრიტერიალური კონუსის ფარდობით საზღვარს მი- 

ეკუთვნება, მაშინ თიმX ( /2X | ჯXC§C2 ) ამოცანის ამონახსნი შეიძლება არაეფექტური 

აღმოჩნდეს. 

7.8.7 ი შედეენი ი წერტილების აბება 
შედგენილი ე 

რ 
ლი გრაღდიენტების ბამოქენებით 

განვიხილოთ მეთოდი, რომელშიც ეფექტური წერტილების გრაფიკულად განსაზღ- 

ვრისათვის კრიტერიული კონუსის ფარდობითი შიგა ნაწილია გამოყენებული. აღნიშ- 

ნულმა მეთოდმა განსაკუთრებით ფართო გამოყენება პოვა წრფივი დაპროგრამების 

მრავალკრიტერიულ ამოცანებში. მისი არსი შემდეგში მდგომარეობს. 

ამბობენ, რომ V#0 ვექტორი მიმართულია I” კონუსის შიგნით, თუ VC//. ასევე ამ- 

ბობენ, რომ X6C6§) წერტილში /# გრადიენტი აღწევს მაქსიმალურ მნიშვნელობას, 

თუ X წარმოადგენს წრფივი დაპროგრამების CI2X( #'X | XCC) ამოცანის ამონახსნს. 
7.1 შედეგის თანახმად, ეფექტური სიმრავლე შედგება წერტილებისაგან, რომლებიც 

კრიტერიული კონუსის ფარდობითი შიგა ნაწილის ყველა წერტილისათვის მაქსიმი- 

ზაციის ამოცანის გადაწყვეტის საფუძველზე მიიღება. აღნიშნულის საილუსტრაციოდ 

განვიხილოთ მაგალითები. 

მაგალითი 7.1 წრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიულ ამოცანაში კრიტე- 

რიული კონუსი არაუარყოფითი ორტანტია (ნახ. 7.16). კრიტერიული კონუსის შიგა 

ნაწილს წარმოადგენს (XC#| X,>0, X.>0 ) სიმრავლე და 

8 = XXX), 

#.= (2C,X), 

§,=C. 
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შეიძლება დაგვებადოს კითხვა: რატომ არის არაეფექტური XXX”) წიბოს გასწვრივ 
მდებარე ყველა წერტილი, გარდა X” წერტილისა? საქმე იმაშია, რომ აღნიშნული 
წერტილები კრიტერიული კონუსის შიგნით მიმართული არც ერთი ვექტორის მაქსი- 

მიზაციას არ უზრუნველყოფს (თუმცა ისინი C, გრადიენტის მაქსიმიზაციას უზრუნ- 

ველყოფენ მიუხედავად იმისა, რომ დ! კრიტერიული კონუსის ფარდობით შიგა ნა- 

წილს არ ეკუთვნის). 

  

  

ნახ. 7.16 

მაბალითი 712 წრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიულ ამოცანაში (ნახ. 

7.17) კრიტერიული კონუსის ფარდობითი შიგა ნაწილი (C',C') წყვილით წარმოქმნი- 

ლი კონუსის ამოზნექილი შიგა ნაწილია, ხოლო 

#= (XI), 

#.= (XI), 

8,=C. 

  

  

ნახ. 7.17 

მოცემულ ამოცანაში C" არაარსებითი გრადიენტია, ხოლო X! ყველა იმ გრადიენ- 

ტის მაქსიმიზაციას უზრუნველყოფს, რომელიც კრიტერიული კონუსის შიგნითაა მი- 

მართული. ვინაიდან X»' ერთადერთი ეფექტური წერტილია, ამიტომ ოპტიმალურ წერ- 

ტილთა სიმრავლეა რ6=LX'). 
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მაგალითი 7:13. განვიხილოთ წრფივი დაპროგრამების შემდეგი მრავალკრიტერი- 

ული ამოცანა (ნახ. 7.18): 

შიმX ( 4», = 2), 

ოშიმX ( – X, + 4X,= 2,1, 

როცა ჯ6C25. 

ვთქვათ, 4C/LM წონითი ვექტორია, რომელიც მონაწილეობს წრფივი დაპროგრამების 

შედგენილი X0მX ( 27CX | XCC) ) ამოცანის ფორმულირებაში. როცა #4,C(0;175), მა- 

შინ X»' ერთადერთი წერტილია, რომელიც წრფივი დაპროგრამების შედგენილი ამო- 

ცანის მიზნის ფუნქციის მაქსიმიზაციას უზრუნველყოფს. როცა X2,=1/5, მაშინ ამო- 

ნახსს წარმოადგენს შემოუსაზღვრავი წიბო /#X,,») სადაც V–(1,მ. როცა 

4,C(1/5;1), მაშინ მოცემულ ამოცანაში მიზნის ფუნქციის მნიშვნელობა შემოუსა- 

ზღვრავია. ამგვარად, 

# = /VCXIV), 

L.= LX), 

#.= (/MX',V)). 

  

      

  

ნახ. 7.18 

მაგალითი 714. თუ წრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიულ ამოცანაში კრი- 

ტერიუმების გრადიენტები ურთიერთსაწინააღმდეგო მიმართულებისაა (ნახ. 7.19), მა- 

შინ ნულ-ვექტორული პირობა სრულდება. მოცემულ ამოცანაში 

ს =0, 

#,= (XXX), 
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L,=C, 

ვინაიდან ნულოვანი ვექტორი კრიტერიული კონუსის ფარდობით შიგა ნაწილს 

ეკუთვნის. 

X:4 .ც 

  

ნახ. 7.19 

როგორც წესი, რაც უფრო ფართოა კრიტერიული კონუსი, მით უფრო ფართოა 

ეფექტური სიმრავლეც. 7.15 მაგალითში სწორედ ასეთი, საკმაოდ ტიპიური, შემთხვე- 

ვაა განხილიული. ამასთან, კრიტერიული კონუსის უწყვეტად გაფართოების დროს # 

სიმრავლე ნახტომისებურად ფართოვდება. აღნიშნული წესიდან გამონაკლისი შემთხ- 

ვევები ილუსტრირებულია 7.16 და 7.17 მაგალითებში. 

მაგალითი 715. განვიხილოთ კრიტერიუმების გრადიენტები და §) სიმრავლე, 

რომელიც გამოსახულია ნახ. 7.20-ზე. ოთხივე კრიტერიული კონუსისათვის, რომელ- 

თაგან თითოეული ყველა წინას მოიცავს, მიიღება ეფექტური სიმრავლეები (ცხრილი 

7.1). ეფექტური სიმრავლეები ერთმანეთში "ჩალაგებული" სიმრავლეების მწკრივს 

წარმოქმნის ვინაიდან კრიტერიული კონუსებისს ფარდობითი შიგა ნაწილები 

' M - 

  
ნახ. 7.20 
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შესაბამისად ერთმანეთშია "ჩალაგებული". 

  

  

  

  

        
  

კრიტერიული კონუსის 
ფარმომქმნელები ეფექტური სიმრავლე 

(CI, C) #>X',X-) 
(Cს=) X>»',X-)LIXX-.X) 

ე 

(C,C) LI7Cთ”,»“") 

(CC) L)7C“.X”') 
” 

ცხრილი 7.1 

მაბალითი 7716. განვიხილოთ ნახ. 7.21-ზე გამოსახული §2) სიმრავლე. ამოცანებში 

#MიმX (0”7X=2), 

როცა Xჯ6C§) 

და 

#0მX (CX=71), 

როცა XC) 

რეალიზებულია შემთხვევა, როცა ეფექტური სიმრავლე კრიტერიული კონუსის გა- 

ფართოების მიხედვით იკუმშება. წრფივი დაპროგრამების პირველ ამოცანაში კრიტე- 

რიული კონუსი წარმოადგენს (0C#) სიმრავლეს, #=62. მეორე ამოცანაში კრიტერი- 

ული კონუსი /#0,C) სიმრავლეა, =(X,). ამ ფაქტს აქვს ძალიან მარტივი ახსნა: 

პირველი ამოცანის კრიტერიული კონუსის ფარდობითი შიგა ნაწილი მეორე ამოცა- 

ნის კრიტერიული კონუსის ფარდობითი შიგა ნაწილის ქვესიმრავლეს არ წარმოად- 

გენს. 

  
ნახ. 7.21 
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მაგალითი 717. წრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიულ ამოცანაში (ნახ. 

7.22) ეფექტური სიმრავლე, კრიტერიული კონუსის გაფართოებასთან ერთად, უჩი- 

ნარდება. თუ ამოცანაში მხოლოდ C' გრადიენტი მონაწილეობს, მაშინ # = ##»',V), სა– 

დაც V-(1,0), ხოლო თუ C" გრადიენტიც დაემატება, მაშინ # = C. ამ ფაქტს ადგილი 

აქვს იმიტომ, რომ C! გრადიენტით წარმოქმნილი კრიტერიული კონუსის ფარდობითი 

შიგა ნაწილი და (CI, C) წყვილით წარმოქმნილი კრიტერიული კონუსის ფარდობითი 

შიგა ნაწილი გადაუკვეთავი სიმრავლეებია. 

  

  

ნახ. 7.22 

ამგვარად, წონითი ვექტორების გამოყენებით ეფექტური სიმრავლის გრაფიკული 

გამოსახვისათვის კრიტერიული კონუსის ფარდობითი შიგა ნაწილი ფრიად სასარგე- 

ბლო ინსტრუმენტს წარმოადგენს. 

7.31.8 პრიტერიული კონუსის პავშირი 
დომინირებადობის სიმრავლესთან 

თუ ნულ-ვექტორული პირობა შესრულებულია, მაშინ ალტერნატივის შესახებ 

შტიმკეს თეორემის თანახმად (251), არ არსებობს ისეთი X7CM ვექტორი, რომლის 

დროსაც C'”/>0 ყველა ! = 1,2,...,ს მნიშვნელობისთვის და C'/>0 ერთი I-სთვის მაინც. 

ამგვარად, კონუსი C --C და დომინირებადობის სიმრავლე X C§) წერტილში არის 

(X). მაშასადამე, თუ შესრულებულია ნულ-ვექტორული პირობა, მაშინ # = (§). იმ 

შემთხვევაში, როცა აღნიშნული პირობა არ სრულდება, მაშინ დომინირებადობის 

სიმრავლე ვიწროვდება ანუ, სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, იგი თავის ქვესიმრავლედ 

გარდაიქმნება კრიტერიული კონუსის გაფართოების მიხედვით. 

მაგალითი 718. ნახ. 7.23-ზე გამოსახულია C' გექტორით წარმოქმნილი კრიტერი- 

ული კონუსი. როგორც ნახაზიდან ჩანს, დომინირებადობის #; სიმრავლე წარმოად- 

გენს ღია ნახევარსივრცეს, მაგრამ იმ განსხვავებით, რომ შეიცავს X წერტილსაც. 

(CI, C) ვექტორებით წარმოქმნილი კრიტერიული კონუსის გაფართოების მიხედვით 
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(ნახ. 7.24, 7.25) CV”, ”) ვექტორებით წარმოქმნილი #; დომინირებადობის სიმრავლე 

იკუმშება. 7.26 ნახაზის მიხედვით 2; = /((X,C'), რადგან კრიტერიული კონუსი 

(მოცემულ შემთხვევაში ჩაკეტილი ნახევარსივრცე) წარმოქმნილია (C',თ,C) ვექტო- 

რებით. 

ნახ. 7.23-7.26-ზე ილუსტრირებული სიტუაციების საპირისპიროდ არსებობს შემ- 

თხვევები, როცა დომინირებადობის სიმრავლე არ იკუმშება კრიტერიული კონუსის 

გაფართოების მიხედვით. 

    

    

C-ს 

ჩნ, 

ჯ 

ნახ. 7.23 ნახ. 7.24 

ლ 

დ! C 

ჯ ჯ 

ნახ. 7.25 ნახ. 7.26 

მაგალითი 719. ნახ. 7.27-7.28-ზე გამოსახული დომინირებადობის სიმრავლე შეე- 

საბამება 7.17 მაგალითს. თუ კრიტერიუმი ერთი C' გრადიენტის საშუალებით მოიცე- 

მა, მაშინ დომინირებადობის სიმრავლეს აქვს შემდეგი სახე: 

(X)LICX |C'X>C'XI. 

ორი C' და C გრადიენტის შემთხვევაში დომინირებადობის სიმრავლე, როგორც 7.28 

ნახაზიდან ჩანს, წარმოიქმნება (”,) ვექტორების წყვილით. ვინაიდან »”' ვექტორით 

წარმოქმნილი განაპირა სხივი 7.28 ნახაზზე გამოსახულ დომინირებადობის სიმრავ- 

ლეს ეკუთვნის, ამიტომ იგი 7.27 ნახაზზე გამოსახული დომინირებადობის სიმრავ- 

ლის ქვესიმრავლეს არ წარმოადგენს. სწორედ ამაში მდგომარეობს 7.17 მაგალითში 
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კრიტერიული კონუსის გაფართოების დროს ეფექტური სიმრავლის "გაუჩინარების" 

მიზეზი. 

ამგვარად, ზემოთ მოყვანილი მსჯელობიდან გამომდინარეობს, რომ მთავარია არა 

კრიტერიული კონუსი, არამედ მისი ფარდობითი შიგა ნაწილი და მისი დუალური 

მოქმედება დომინირებადობის სიმრავლის მიმართ. 

  

  

  
ჯ 

ნახ. 7.28 

7.3.9 დასაშგები არნს ეფექტური წახნაბები 

ვთქვათ, # C (2 და” საყრდენი ჰიპერსიბრტყეა §) სიმრავლის მიმართ. # სიმრავლე 

(ა-ის წახნაგს წარმოადგენს მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა არსებობს ისეთი საყ- 

რდენი #7 ჰიპერსიბრტყე, რომ #X”V«2=#. ამბობენ, რომ # წარმოადგენს §) სიმრავლის 

#-წახნაგს, თუ #-ს აქვს #ის განზომილება. კუთხის წერტილები წარმოადგენს 0- 

წახნაგებს, წიბოები – 1-წახნაგებს, ხოლო # სივრცეში 2-წახნაგები - ჩვეულებრივ 

ბრტყელ წახნაგებს. 

მაგალითი 720. ნახ. 7.29-ზე გამოსახულ სიმრავლეს ექვსი 0-წახნაგი გააჩნია: 

(XI), (>), (X.), 

(X), (X), (XI), 
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ცხრა 1-წახნაგი: 

XX',X”), #>X”,XI), XX”X”), 

XX',XI), XXX”), XX 7X”), 

XXIX”), XX',X"), XX",X”), 

და ხუთი 2-წახნაგი: 

#C>I), 
+) 

6 · 

7C), 
(=3 

XXI, X-,X”,X5), 

XXIX" X”), 

XX”,X XX). 

  

ნახ. 7.29 

შემოვიტანოთ მაქსიმალური წახნაგისა და მაქსიმალური ეფექტური წახნაგის ცნე- 

ბები. მაქსიმალური ეფექტური წახნაგის ცნება ფრიად სასარგებლოა, ვინაიდან თუ 
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ნულ-ვექტორული პირობა არ სრულდება, მაშინ ეფექტური სიმრავლე ყველა მაქსი- 

მალური ეფექტური წახნაგის გაერთიანების სახით მოიცემა. 

განსაზღვრება 7.4. ვთქვათ, # არის §2 სიმრავლის /-წახნაგი. # სიმრავლე მაქსი- 

მალურ წახნაგს წარმოადგენს მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა არ არსებობს «) სიმ- 

რავლის ისეთი §-წახნაგი C, რომლისთვისაც #CC და /<%. 

განსაყღვრება 7.5. ვთქვათ, # წარმოადგენს §პ) სიმრავლის ეფექტურ /-წახნაგს. # 

წახნაგს უწოდებენ მაქსიმალურ ეფექტურ წახნნაგს მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

არ არსებობს §2ჰ სიმრავლის ისეთი ეფექტური დ-წახნაგი C, რომლისთვისაც #CC 

და /<%. 

მაბალითი 7-21 განვიხილოთ დასაშვებ ამონახსნთა (C-' სიმრავლე, რომელიც წარ- 

მოდგენილია ნახ. 7.29-ზე. ვთქვათ, მიზნის ფუნქციის გრადიენტებია C'=(-1,2,0) და 

C=(2,-1,0). (X,, X-) სიბრტყეში მოთავსებული C' და C ვექტორებისათვის ეფექტური 

L სიმრავლე ნაჩვენებია ნახ. 7.30-ზე. მაშასადამე, მოცემულ მაგალითში გვაქვს ოთხი 

ეფექტური 0-წახნაგი 

(XI), (X.), (X'), (XI), 
ოთხი ეფექტური 1-წახნაგი 

XX”,X-), XXXV), 

XXX"), >X”,X') 

და ერთი ეფექტური 2-წახნაგი 

X>X”,X,X"). 

თუმცა მხოლოდ ორი წახნაგია ეფექტურებს შორის მაქსიმალური: 1-წახნაგი. XX, 
და 2-წახნაგი XX >X”X”) ამიტომ ჯ სიმრავლე შეიძლება წარმოვადგინოთ შემდეგი 

სახით: 

#8 = XXX) L) XX”X XI). 

  
'ხ. 7. 412 ნა 30
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როგორც 7.21 მაგალითიდან ჩანს, მაქსიმალური ეფექტური წახნაგი (მოცემულ 

შემთხვევაში XX”,X,)) შეიძლება არ იყოს §პ სიმრავლის მაქსიმალური წახნაგი. ეფე- 

ქტური სიმრავლის ნახტომისებურ გაფართოებას ადგილი აქვს იმის მიხედვით, თუ 

(2: სიმრავლის ახალი წახნაგები როგორ გარდაიქმნება მაქსიმალურ ეფექტურ წახნა- 

გებად. 

7.ჰ.10 წონითი პექტორების სიმრავლიდან 
მპესიმრაბლეების ბანსაზლპრა 

თითოეულ ეფექტურ წახნაგს ერთი ისეთი 267 გექტორი მაინც შეესაბამება, 

რომ ეფექტური წახნაგის ყველა წერტილი წრფივი დაპროგრამების ამოცანაში 

იიმXL 2 CL | Xჯ6C6ბპ აწონილი ჯამების მაქსიმიზაციასს უზრუნველყოფს. ქვემოთ 

მოცემულ 7.22-7.24 მაგალითებში ილუსტრირებულია #-ს ქვესიმრავლეები, რომ- 

ლებიც სხვადასხვა ეფექტურ წახნაგებს შეესაბამება. 

მაბალითი 722. განვიხილოთ წრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიული ამო- 

ცანა 

»0მX ( –X, – 2X, = 2,1), 

ჯიმX (L 2X; = 27:1, 

როცა -X, + X; <3, 

X+ X>3, 

X, >0, X->0, 

რომელიც წარმოდგენილია ნახ. 7.31-ზე. 

მოცემულ ამოცანაში 

# = XXIX”) L) #(X-,V), 

სადაც V=(1;1). 

აქ გვაქვს ორი ეფექტური (»') და (X”) 0-წახნაგი ღა ორი ეფექტური XX',X”) და 

/##X”,V) 1-წახნაგი. თუ ძი' და ძი? ძირითადი შეზღუდვების გრადიენტებია, მაშინ C! და C 

ვექტორების ამოზნექილი კომბინაცია, რომელიც მიმართულებით ძ' და –->- ვექტორებს 

ემთხვევა, შესაბამისად წყვილი (2/5;3/5) და (2/3;1/3) წონითი ვექტორების საშუა- 

ლებით მოიცემა. მაშასადამე, შეიძლება გამოვყოთ #-ს შემდეგი ქვესიმრავლეები: 

#) =(2C# |72, C12/3;1), 2, C (0,1/3) |, 
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#. ა», =L26C# |2, =2/3, 2; =1/3), 

#, =(2C4' | 2, C(2/5;2/31) „6 C სI/3:3/51 |, 

/M. ა =(4C# I4 =2/5, 4 =3/5 ), 

#გ =126CV# | 2, C(0;2/5), 4, C (3/5:1) 1. 

XI=(3;0) 

X“=(0;3)       

  

ნახ. 7.31 

# სიმრავლე შედგება ხუთი ქვესიმრავლისგან, თუმცა ეფექტური წახნაგი მხოლოდ 

ოთხია. "ზედმეტ" ქვესიმრავლეს წარმოადგენს /#თ. რ ინდექსი აღნიშნავს, რომ 

წრფივი დაპროგრამების აწონილჯამებიან ამოცანაში #2»-ს ყველა წონითი ვექტორი- 

სათვის მიზნის ფუნქციას შემოუსაზღვრავი მნიშვნელობა აქვს. 

მაგალითი 723. განვიხილოთ წრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიული ამო- 

ცანა 

00მXL X, + 2X; = 72), 

002X ( –2X, = 2), 
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როცა 2X, +X < 6, 

– X + 3X <4 6, 

X < 2, 

X»X, >20, X>0, X»#. 20, 

რომელიც გამოსახულია ნახ, 7.32-ზე. 

ჯ 

Xჯ!=(0;:2:0) 

»ჯ”=(0;2;2) 

»ჯ'=(3:3;0) 

ჯ“=(2;8/3;2) 

  

  

-· 
>” 

Xჯ, 

ნახ. 7.32 

მოცემულ ამოცანაში # =XXI,X”,X ,X). რადგან C' და C წრფივი კომბინაციის წონითი 

ვექტორი, მიმართული ძი' გრადიენტის გასწვრივ, ტოლია (6/11;5/11), ამიტომ გვექნება 

#, »,. =1426C# | 4, C(0;6/111 2. C (5/11;1) |, 

ჩ. =L26C# |2, =6/11, 4, =5/111), 

#,, =(26CV#. | 2 C I6/11:1), 2, C (0;5/11) 1. 
L 

როგორც ვხედავთ, 

და 
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060-- 

ამგვარად, სხვადასხვა ეფექტურ წახნაგს შეიძლება შეესაბამებოდეს /# სიმრავლის 

ერთი და იგივე ქვესიმრავლეები. შესაძლებელია ისეთი შემთხვევა, როცა ეფექტურ 

კუთხის წერტილს (მაგალითად, X') ერთადერთი წონითი ვექტორი შეესაბამება. 

მაგალითი 724. განვიხილოთ წრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიული ამო- 

ცანა 

10მ2X ( X, = 2, ), 

უიმX ( X2 =2.1, 

XიმX ( X = 23), 

როცა X,+ X + X <4, 

3Xე – X <6, 

Xჯ;, >0, X>0, X>§>0, 

რომელიც გამოსახულია ნახ. 7.33-ზე. 

X· 

      

   

X»ჯI=(4;0;0) 

X-=(2;2;0) 

X»X-=(0;5/2;3/2) 

X»ჯ“=(0;0;4) 
X3 

   

ნახ. 7.33 

მოცემულ ამოცანაში # =XX',X?,X2, X"). 
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განვიხილოთ სიმპლექსური ცხრილი 7.2, რომელიც შეესაბამება ჯ»! წერტილს (7.2 

ცხრილში ელემენტების ზედა 1, 2 და 3 ინდექსი მიუთითებს იმ გარემოებაზე, რომ 

შესაბამისად განიხილება ამოცანის პირველი, მეორე ან მესამე კრიტერიული ფუნქ- 

ცია, მისი შესაბამისი კოეფიციენტები ან მასთან დაკავშირებული შეფასებები). 

  

  

  

  

  
  

  

                    
  

0) | 0, | (0) | (00 | (V 
. 8 / (0)? (1)? (0)? (0)? (0)“ 

7 საზ. | რაზ ი (0)? (0)2 (1)2 (0)? (0)? 
4, # #4 4. 4. 

(I) 
1 4, ()“ 4 1 1 I 1 0 

(9) 

(0)' 
2 #4. (თ. 6 0 3 –I 0 1 

(0) 
(თ+1)' ტ, 1 1 1 

(ო+1)“ ტ, 0 5 0 

(თ+1)” ტ, 0 –1 

ცხრილი 7.2 

3 
დავადგინოთ # = ი CI” | #4, 20, 2.2 = 1 სიმრავლის /#. ქვესიმრავლის 

1=1 

სტრუქტურა (და, აგრეთვე, /. არე. ქვესიმრავლეების სტრუქტურაც) რ. სტოი- 

ერის მონოგრაფიაში (148, ნაწილი 5.3) შემოთავაზებული მიდგომის საფუძველზე. 

ამისათვის, უპირველეს ყოვლისა, საჭიროა მოცემული სიმპლექსური ცხრილისათვის 

განვსაზღვროთ ფარდობითი შეფასებების დამატებითი სტრიქონი: 

ფარდობითი შეფასებების (2; –-0Cჯ) სტრიქონი = 

3 
= 24 (ფარდობითი შეფასებების (2) –C') სტრიქონი). 

ჯ' წერტილში (2; -C;) სტრიქონის ყველა არაბაზისური კომპონენტი უნდა აკმაყო- 

ფილებდეს არაუარყოფითობის პირობას #. სიმრავლის ყველა # ვექტორისათვის, 
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რომელიც შეესაბამება (X) წერტილს და წარმოადგენს # სიმრავლის ნაწილს. აღ- 
ნიშნულის გათვალისწინებით /#, C # შემდეგნაირად განისაზღვრება: 

ი-4% >0, 

4 – 6 >0, 

2 >0, 

2+ #+7 =1. 

უკანასკნელი სისტემიდან კი გამომდინარეობს შემდეგი უტოლობები: 

4, –< 4ი.>0, 

22, + 2 >1, 

4, > 0. 

ანალოგიურად, სიმპლექსური ცხრილების არაბაზისური სვეტებისათვის, რომლე- 

ბიც სხვა დანარჩენ ეფექტურ კუთხის X,X,ჯ' წერტილს შეესაბამება, მივიღებთ, რომ 

#.. C /ს განისაზღვრება შემდეგი სახით: 

72, +242, >3, 

-. <0, 

-2+ 2. >0. 

# C #-ს აქვს შემდეგი სახე: 

72, +2X <3, 

32, + 2X <3, 

?, +227 >1. 

# , C # მოიცემა უტოლობათა შემდეგი სისტემით: 

22, + XX. <1, 

#2, +2X. <1, 
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21 + X <1. 

ამგვარადდ წარმოდგეილი უტოლობების საშუალებით #., „#4 „/M" 2 ,#. 

სიმრავლეები აღიწერება. მათი გამოყენების საფუძველზე მიიღება ე. წ. პარამეტრუ- 

ლი დიაგრამა, რომელიც გამოსახულია ნახ. 7.34-ზე. 

ნახ. 7.34-ზე # სიმრავლის ქვესიმრავლე, რომელიც ეფექტურ XLX”,Xჯ?) წიბოს შეე- 

საბამება, მოიცემა შემდეგი სახით: 

ჩა, =7(2,2)- (>). 7(21,2 

4 

# სიმრავლის ქვესიმრავლე, რომელიც ეფექტურ X#(X,) წახნაგს შეესაბამება განი- 
/“”“ 

საზღვრება შემდეგნაირად: 

#, =(72), 
7(C#”) (2) 

და ა.შ. 

იმის მიხედვით, თუ ერთმანეთთან როგორ არის დაკავშირებული /. სიმრავლის 

სხვადასხვა ქვესიმრავლეები, შესაძლებელია დადგენილ იქნეს ს-ს სხვადასხვა ეფექ- 
ტურ წახნაგებს შორის არსებული კავშირები. 

% 

1 2'=(1/2;1/2:;0) 
4”=(1/5;4/5;0) 

1=(0;1/2;1/2) 
2“=(1/2:0;1/2) 
2'=(1/3;1/3;1/3) 

  4)9



მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაცია 

7.# «შეზღუდვების მეთოდი 

6-შეზღუდვების მეთოდი წრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიული ამოცანის 

ოპტიმალური ამონახსნის განსაზღვრის ერთ-ერთი მეთოდია. მისი ძირითადი არსი 

დასაშვებ ამონახსნთა სიმრავლის შეკუმშვაში მდგომარეობს. 

განვიხილოთ წრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიული ამოცანა, რომელიც 

მოცემულია შემდეგი სახით: 

Mი2X ( C'IX=7, 1, 

შიმX ( CX=2) 1, 

LიმX ( CX=71, 

როცა X6C6), 

შემოთავაზებულ მეთოდში მაქსიმიზაციის ამოცანისათვის ამოირჩევა ერთ-ერთი 

ური კრიტერიუმი, ხოლო ყველა დანარჩენი 7, )/=1,2,...,M />I, კრიტერიუმი ქვემო- 

დან შემოისაზღვრება რაღაც 0,(/=1,2,...,M, /XI) რიცხვებით, რის შედეგადაც ფორმირ–- 

დება 6-შეზღუდვების მქონე 1-ური კრიტერიუმის მაქსიმიზაციის წრფივი დაპროგრა- 

მების ჩვეულებრივი (ერთკრიტერიული) ამოცანა: 

IXმX (CX=7,), 

როცა CX>6, )=1,2,...,6 )/#I, 

4194 

ვინაიდან (#–1) კრიტერიუმი შეზღუდვებად გარდაიქმნა, ამიტომ რ6-შეზღუდვების 

მქონე I-ური კრიტერიუმის მაქსიმიზაციის ამოცანის დასაშვებ ამონახსნთა არე წარ- 

მოადგენს საწყისი §–“ არის ქვესიმრავლეს. მაშასადამე, შემდეგ ეტაპზე საჭიროა არ- 

ჩეული კრიტერიუმის მაქსიმიზაცია დასაშვებ ამონახსნთა შეკუმშულ არეზე. 

მაბალითი 725. განვიხილოთ წრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიული ამო- 

ცანა: 

ჯიმX ჭ მოგება ), 

X0მX ( საბაზრო წილი ), 
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#«-შეზღუდვების მეთოდი 

=2X ( დასაქმებულობა ), 

როცა X6C6). 

ოპტიმალურთან მიახლოებული ამონახსნის მისაღებად დაგუშვათ, რომ გადაწყვე- 

ტილების მიმღებ პირს საბაზრო წილისა და დასაქმებულობის კრიტერიუმები გადა- 

აქვს შეზღუდვებში, რომელთა მარჯვენა მხარეები შესაბამისად არის რ» და 6,. ალ- 

ნიშნულის შედეგად მივიღებთ მოგების მაქსიმიზაციის ამოცანას 6-შეზღუდვებით: 

”იმX ( მოგება ), 

როცა ( საბაზრო წილი ) >6., 

L დასაქმებულობა ) > 4,, 

XC6), 

დავუშვათ, რომ ამოცანას 6-შეზღუდვებით აქვს ნახ. 7.35-ზე წარმოდგენილი სახე, 

სადაც «CC, თ კრიტერიუმების გრადიენტებია. 

  

  

ნახ. 7.35 

ნახ. 7.35-დან ჩანს, რომ 

ა) დასაშვებ ამონახსნთა შეკუმშულ არეში მოგების მაქსიმიზაციას ჯ წერტილი 

უზრუნველყოფს, მიუხედავად იმისა, რომ §2» სიმრავლის » წერტილი მოგების 

მაქსიმიზაციის წერტილია; 
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მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაცია 

ბ) X წერტილი ეფექტურია, რადგან #= 2XX',X>) C XX ,X') C) XX“,X?); 

გ) თუმცა X. წერტილი შეკუმშული დასაშვები არის კუთხის წერტილია, იგი არ 

წარმოადგენს §ჰ არის კუთხის წერტილს; 

დ) » წერტილი თავის მდებარეობას იცვლის 6.ს მცირე ცვლილების დროს, 

მაგრამ 6„-ის მცირე ცვლილება მასზე არ მოქმედებს. 

შენიშვნა გ)-ში არსებითად შემოთავაზებულია ამონახსნის მგრძნობიარობის ანალი- 

ზის გარკვეული შესაძლებლობები, რომლებსაც ქვემოთ განვიხილავთ. 

7.4.1 –<-შესღუედვებინს მეთოდის რეალიჭჯჭაცია 

სამწუხაროდ, 6-შეზღუდვების მეთოდის გამოყენების მკაცრად დადგენილი პროცე- 

დურა არ არსებობს, ვინაიდან ზუსტად არასოდეს არის ცნობილი, თუ როგორ უნდა 

განხორციელდეს ამოცანის ფორმულირება. ის, თუ რომელი კრიტერიუმი უნდა გადა- 

ვიტანოთ შეზღუდვებში და რა 6 სიდიდით შემოვსაზღვროთ, ძირითადად დამოკიდე- 

ბულია ამოცანის შინაარსზე და მომხმარებლის მიერ მის სწორად გააზრებაზე. 

ამოცანის ფორმულირების ამორჩევის ძირითადი იდეა ამონახსნის კარგი მიახლოე- 

ბის მიღებაში მდგომარეობს. საწყისი მიახლოების საფუძველზე შესაძლებელია ახალი 

ფორმულირების შერჩევა, რომელიც შედარებით უკეთესი ამონახსნის მიღებას უზ- 

რუნველყოფს. თუ გადაწყვეტილების მიმღები პირი ამ მიმართულებით გააგრძელებს 

ექსპერიმენტებს, იგი, ადრე თუ გვიან; მიიღებს წერტილს, სადაც გაჩერდება 

(შესაძლოა აღნიშნულმა პროცედურამ მას, უბრალოდ, წონასწორობა დააკარგვინოს). 

მიღებული ამონახსნების სიმრავლიდან გადაწყვეტილების მიმღები პირი ამოარჩევს 

წერტილს, რომელიც მისი აზრით საბოლოო ამონახსნს ყველაზე უკეთ შეესაბამება. 

მიუხედავად იმისა, რომ 6-შესღუდვების მეთოდს ნაკლოვანებები გააჩნია, მან მაინც 

მოიპოვა გარკვეული პოპულარობა, რადგან ადვილად აღიქმევა და იყენებს სტანდარ- 

ტულ მათემატიკურ უზრუნველყოფას. 
6-შეზღუდვების მეთოდთან დაკავშირებით საჭიროა აღინიშნოს ორი მომენტი. პირ- 

ველი - გამოთვლების პროცედურას აქვს ინტერაქტიული ხასიათი. გამოთვლების 

ყოველი ციკლის შემდეგ ადგილი აქვს შედეგების შეფასებას და მხოლოდ ამის შემ- 

დეგ ფორმულირდება ახალი ამოცანა გამოთვლების შემდეგი ციკლისათვის. მეორე – 

მეთოდი საშუალებას გვაძლევს მივიღოთ მთელი სერია ამონახსნებისა, საიდანაც შე- 

საძლებელია ამოვარჩიოთ საბოლოო ამონახსნი. 
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7.4.2 შესაძლო შედეგბმაბი 

ჩვეულებრივ, როცა # # C, 6-შეზღუდვების მქონე წრფივი დაპროგრამების ამოცა- 

ნას ეფექტური ამონახსნი გააჩნია, ხოლო როცა # = C7, მაშინ ამოცანის მიზნის ფუნქ- 

ცია შემოუსაზღლვრავია თუმცა შესაძლებელია სხვა არაორდინალური შედეგებიც, 

რომლებსაც ქვემოთ მოცემულ მაგალითებში განვიხილავთ. 

მაგალითი 726 (შემთხვევა, როცა 6-შეზღუდვებიანი ამოცანა არათავსებადია). 

განვიხილოთ წრფივი დაპროგრამების მრაგალკრიტერიული ამოცანა, რომელიც წარ- 

მოდგენილია ნახ. 7.36-ზე. აღნიშნულ ამოცანაში  = XX',X”). მაგრამ 6-შეზღუდვე- 

ბიანი ამოცანა რომელშიც #6, და 6 პირველი ორი კრიტერიუმის შეზლუდვათა 

მარჯვენა მხარეს წარმოადგენს, არათავსებადია. ეს უკანასკნელი გამოწვეულია იმით, 

რომ ნახ. 7.36-ზე დღაშტრიხულ არეს §X სიმრავლესთან საერთო წერტილები არ 

გააჩნია. მისი აღმოფხვრა შესაძლებელია 6,-ის მნიშვნელობების შემცირებით. 

  

  

ნახ. 7.36 

მაბალითი 7-7 (შემთხვევა, როცა მიღებული ამონახსნი არაეფექტურია, მაშინაც 

კი, როცა # « C). განვიხილოთ წრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიული ამო- 

ცანა, რომელიც წარმოდგენილია ნახ. 7.37-ზე. აღნიშნულ ამოცანაში # =(ჯ”). და- 

გუშვათ, რომ 6-შეზღუდვებიანი ამოცანის ფორმირება განხორციელებულია შეზღუდ- 

ვების რიგში მეორე კრიტერიუმის გადატანითა და მისი ქვედა საზღვრისათვისVსV 6 

მნიშვნელობის მინიჭებით (როგორც ნაჩვენებია ნახ. 7.37-ზე). თუ შემცირებულ და- 

საშვებ არეზე პირველი კრიტერიუმის მაქსიმიზაციის ამოცანას წრფივი დაპროგრამე- 

ბის სტანდარტული მეთოდებით ამოვხსნით, მივიღებთ ჯ! წერტილს. შევნიშნავთ, რომ 

»' წერტილი არაეფექტურია. განხილული სიტუაციის წარმოქმნა დაკავშირებულია 
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წრფივი დაპროგრამების ფორმულირებულ ამოცანაში ალტერნატიული ოპტიმუმების 

არსებობასთან. 

X « 

  

  

ნახ. 7.37 

  

  
    

  

ნახ. 7.38 

მაგალითი 728 (შემთხვევა, როცა მაქსიმუმის წერტილის გენერირებას ადგილი 

აქვს მაშინაც კი, როცა # = რდ). ვთქვათ, 6-შეზღუდვებიანი ამოცანა ფორმირდება 

პირველი კრიტერიუმის შეზღუდვების რიგში გადატანითა და ქვემოდან 6, სიდიდით 

შემოსაზღვრით, როგორც ნაჩვენებია ნახ. 7.38-ზე. თუ დასაშვებ ამონახსნთა შეკუმ- 

შულ არეზე მეორე კრიტერიუმის მიხედვით მაქსიმიზაციის ამოცანა გადაწყდება, 

მივიღებთ არაეფექტურ »! წერტილს. ისევე, როგორც 7.27 მაგალითში, 6-შეზღუდ- 

ვების მეთოდის საშუალებით მიიღება წერტილი, რომელიც არ შეიძლება იყოს ამო- 

ნახსნი. 
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6–-შეზღუდვების მეთოდი 

ამგვარად, შეიძლება გამოვიტანოთ შემდეგი დასკვნა როცა #XC, მაშინ 6-შეზ- 

ღუდვებიან ამოცანაში, თუ იგი თაგსებადია, მიზნის ფუნქცია შემოსაზღვრულია და 

ამონახსნთა სიმრავლე ერთ ეფექტურ წერტილს მაინც შეიცავს. როცა # = C, მაშინ 

6-შეზღუდვებიან ამოცანას, თუ იგი თავსებადია, შეიძლება ჰქონდეს შემოსაზღვრული 

მიზნის ფუნქცია, მაგრამ თუ ეს ასეა, მაშინ შემოუსაზღვრავი იქნება ამონახსნთა 

სიმრავლე. 

7.4.3 მბრძნობიარობის ანალიყჯი 

გთქვათ, X ეფექტური წერტილია, ხოლო 2 მისი შესაბამისი არადომინირებული 

კრიტერიუმების ვექტორი. მაშინ, გამოვიყენებთ რა 6-შეზლუდვებიან ამოცანას, თუ 

მისი ამონახსნი არ არის გადაგვარებული, შეიძლება გამოვთვალოთ I-ური კრიტერი- 

02, 
უმის /-ური კრიტერიუმით ჩანაცვლების კერძო 2 ნორმა არადომინირებული 

, 

სიმრავლის XჯX წერტილში იმ პირობის გათვალისწინებით, რომ X წერტილში დანარ- 

ჩენი კრიტერიუმები დაფიქსირებულია. ამასთან, (,,/)-ური ჩანაცვლების კერძო ნორმა 

განისაზღვრება ორადული (დუალური) ცვლადის მნიშვნელობით, რომელიც წრფივი 

დაპროგრამების ქვემოთ მოცემულ ამოცანაში შეესაბამება /-ური კრიტერიუმის 

შეზღუდვას: 
X0მX ( CX =2, 1), 

როცა CX>71,, 1=1.2,..-,6 >, 

Xჯ6C6). 

ჩანაცვლების კერძო ნორმა ახასიათებს არადომონირებულ სიმრავლეს იმ აზრით, 

რომ /-ური შეზღუდვის შეშფოთების შემდეგ კრიტერიუმების მარეზულტირებელი 

ვექტორი ჩანაცვლების კერძო ნორმის გამოყენებით შეიძლება გადავითვალოთ ისე, 

რომ იგი დარჩება არადომინირებულ სიმრავლეში. ამგვარად, 6-შეზლუდვების აპარა- 

ტის საშუალებით შესაძლებელია არადომინირებულ სიმრავლეზე კრიტერიუმების 

ჩანაცვლების შესახებ ლოკალური ინფორმაციის, მიღება. 
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7.5 თითქმის-ოპტიმალობის ანალიზყი 

თითქმის-ოპტიმალობის ანალიზი დასაშვებ ამონახსნთა არის 6-შეზღუდვების მე- 

თოდისაგან განსხვავებული შეკუმშვის საშუალებაა. აწონილ ჯამთა მეთოდის საშუა- 

ლებით მიღებული (ეფექტური) წერტილის თითქმის-ოპტიმალობის ანალიზის ლოგი- 

კური სტრუქტურა შემდეგში მდგომარეობს. 

ბიჯი... -გადავწყვიტოთ წრფივი დაპროგრამების აწონილჯამებიანი ამოცანა 

2I8XI 2 CX = 7 |, 

როცა XჯC§) 

და ჩვეულებრივად განვსაზღვროთ >» სიდიდე - "ხარისხის მაჩვენებლის" 

მნიშვნელობა. 

ბიჯით ამოვირჩიოთ 2'-ზე ნაკლები რომელიღაც 2 სიდიდე და დასაშვებ ამონახსნ- 

თა შეკუმშული არისათვის გადავწყვიტოთ წრფივი დაპროგრამების ამოცანა 

ნულოვანი კრიტერიუმით 

MიმX ( 07), 

როცა X6C5), 

2CX>7. 

ამასთან, გამოვთვალოთ ყველა კუთხის წერტილი, რომელიც მაქსიმიზაციას 

უზრუნველყოფს (ე.ი. ვიპოვოთ ყველა კუთხის წერტილი დასაშვებ ამონა- 

ხსნთა შეკუმშული არისა, რომელიც დამატებითი 2CX>7 შეზღუდვის 

გათვალისწინებით განისაზღვრება). | 

ბიჯი 3. გამოვთვალოთ ყველა კრიტერიალური 2 CM ვექტორი, რომელიც შეზღუ- 

დული არის კუთხის ჯ» წერტილებს შეესაბამება. 

ბიჯი4 ზწრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიული ამოცანის საბოლოო ამონახ- 

სნის განსაზღვრისათვის ამოვირჩიოთ ყველაზე უპირატესი კრიტერიალური 

ვექტორის შესაბამისი ჯ» წერტილი. 

საჭიროა შევნიშნოთ, რომ თუ წრფივი დაპროგრამების აწონილჯამებიანი ამოცა- 

ნის გადასაწყვეტად (რომელიც გათვალისწინებულია ალგორითმის 1-ლი ბიჯით) საკ- 
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მარისია სტანდარტული მათემატიკური უზრუნველყოფის გამოყენება, შეკუმშული და- 

საშვები არის კუთხის წერტილების გამოსათვლელად (რომელიც გათვალისწინებუ- 

ლია ალგორითმის მე-2 ბიჯით) საჭიროა გამოყენება სპეციალური მათემატიკური 

უზრუნველყოფისა, რომელსაც ყველა ალტერნატიული ოპტიმუმის განსაზღვრის შე- 

საძლებლობა გააჩნია. 

მაბალითი 7:29. დავუშვათ, რომ ნახ. 7.39-ზე მოცემული ». წერტილი წრფივი 

დაპროგრამების აწონილჯამებიანი ამოცანის ამონახსნია. თუ "ხარისხის მაჩვენებელს" 

2-დან 0.82 -მდე შევამცირებთ, მაშინ წრფივი დაპროგრამების ამოცანა, რომელიც 

ზემოთ მოცემული ალგორითმის მე-2 ბიჯის თანახმად დასაშვებ ამონახსნთა შე- 

კუმშულ არეს შეესაბამება, ამოხსნადია და მისი ამონახსნებია კუთხის X,X,X და X” 

წერტილები. შევნიშნავთ, რომ ყველა აღნიშნული წერტილი ეფექტურია, ვინაიდან L 

= XXIX) LC) XX ,X ) LC) XX“,X). 

    

  

ნახ. 7.39 

შემდეგ ეტაპზე გამოითვლება კრიტერიული ვექტორების მნიშვნელობები: 

იო) ოე თ) 
ამოირჩევა ყველაზე უპირატესი კრიტერიუმი, მაგალითად, > და ჩაითვლება, რომ ჯ! 

საბოლოო ამონახსნია. 
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განხილულ მაგალითში შეკუმშული დასაშვები არის ყველა კუთხის წერტილი 

ეფექტურია, მაგრამ ყოველთვის ასე არ ხდება, რაც ილუსტრირებულია შემდეგ მაგა–- 

ლითში. 

მაგალითი 7.30. განვიხილოთ ნახ. 7.40. მიუხედავად იმისა, რომ XI, X., X., X შე- 

კუმშული დასაშვები არის კუთხის წერტილებია, ეფექტურია მხოლოდ ჯ და X 

წერტილები, ვინაიდან # = XXX). 
როგორც ნახაზიდან ჩანს, ყველა არაეფექტური კუთხის წერტილის გამოსარიცხა- 

ვად არადომინირებული კრიტერიული ვექტორების წყვილ-წყვილად შედარება არა- 

საკმარისია. ვინაიდან 2 დომინირებს 2'-ზე, ამიტომ არაეფექტური ჯ' წერტილი უნდა 

გამოირიცხოს. მაგრამ ამ წესით შეუძლებელია გამოირიცხოს, მაგალითად, ჯ წერტი- 

ლი, ვინაიდან 2, არ დომინირებს დანარჩენ არცერთ კუთხის წერტილის შესაბამის 

კრიტერიულ ვექტორზე. ამგვარად, გადაწყვეტილების მიმღები პირის მიერ არაეფექ- 

ტური წერტილებიც შეიძლება იყოს განხილული (თუ მათ გამოსარიცხავად არ გა- 

მოიყენება უფრო მგრძნობიარე მეთოდი). 

45#ტ 

»ჯI==!=(3;5) 

ჯ“=3“=(4;6) 
ჯ32=2%-(6;0) 

»“=>%=(5;1/2) 

' 

: ) 
C #-. ' 

“ა წM C წ 

+     

  

ნახ. 7.40 
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ვექტორული მაქსიმიზაციის ალგორითმები 

7.6 პექტორული მაქმსიმიზაციის 

ალგორითმები 

განვიხილოთ წრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიული ამოცანა 

Xი2მX (CIX=2,), 

X02X (CX=7)), 

Mი2X ( CX=2,), 

როცა Xჯ6C%6) = ( XC” | /4Xჯ = ხ,X>0,ხCX”), 

სადაც 4 სრული რანგის მატრიცაა. აღნიშნული ამოცანა კომპაქტური ფორმით შემ- 

დეგნაირად ჩაიწერება: 
'იიმX" (CX=2| XCC ). 

აქ C არის #+XI-განზომილებიანი მატრიცა, რომლის სტრიქონებს C', C,..., C ვექტორ- 

სტრიქონები წარმოადგეს. 

წრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიული ამოცანები ვექტორული მაქსიმიზა- 

ციის ამოცანებია იმ გაგებით, რომ საჭიროა მოიძებნოს (ა სიმრავლის წერტილი ან 

წერტილები, რომლებიც კრიტერიული 

ვექტორის მაქსიმიზაციას უზრუნველყოფს. 

სამწუხაროდ, ვექტორის მაქსიმიზაციის იდეა არასაკმარისად ნათელია. რასა კვირ- 

ველია, პრობლემას ადგილი არ ექნებოდა წრფივი დაპროგრამების ნებისმიერ მრა- 

ვალკრიტერიულ ამოცანაში §X სიმრავლის ისეთი წერტილის არსებობის შემთხვევაში, 

როცა იგი ყველა კრიტერიუმს ერთდროულად მიანიჭებდა მაქსიმალურ მნიშვნელო- 

ბას. რადგან ასეთი რამ იშვიათია, ამიტომ აღნიშნულ ამოცანებში გამოიყენება ამო- 

ნახსნის უფრო ზოგადი კონცეფცია, რომელიც ეფექტურობის ცნებას ემყარება. 

ბანსაყღმრება 76. XCC) წერტილი ეფექტურია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

როცა არ არსებობს სხვა ისეთი XC§) წერტილი, რომ 
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CX>CX, CL >CX. 

ეი. XC§5) წერტილი ეფექტურია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა არ არსებობს 

სხვა ისეთი XC§) წერტილი, რომ 2,(X) > 2,(X) ყველა I-სთვის და 2,(X) > 2,(X) 

ერთი I-სთვის მაინც. მაშასადამე, როცა ვსაუბრობთ მრავალკრიტერიული წრფივი 

დაპროგრამების ვექტორული მაქსიმიზაციის რომელილაც ამოცანის ამოხსნაზე, მხედ- 

ველობაში გვაქვს ეფექტური სიმრავლის აღწერის პრობლემა. ამასთან დაკავშირებით, 

შედარებით უფრო მოსახერხებელია წრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიული 

ამოცანის ჩაწერა ე.წ. ვექტორული მაქსიმიზაციის ფორმით 

იწ (CX=2| XCC), 

სადაც 6 აღნიშნავს იმ ფაქტს, რომ ამოცანის ყველა ამონახსნთა სიმრავლე ეფექ- 

ტურია. 

ვექტორული კრიტერიუმის მაქსიმიზაციის წრფივ ამოცანაში ეფექტური სიმრავ- 

ლის აღწერის შრავალი, ერთმანეთისგან განსხვავებული ალგორითმი არსებობს, ასე, 

მაგალითად, არსებობს ალგორითმები, რომლებიც ყველა ეფექტურ კუთხის წერტილს 

ითვლის; ალგორითმები, რომლებიც განსაზლვრავს ყველა ეფექტურ კუთხის წერ- 

ტილსა და არაშემოსაზღვრულ ეფექტურ წიბოებს; და ბოლოს, ალგორითმები, რომ- 

ლებიც ითვლის ეფექტური წახნაგებიდან ყველა მაქსიმალურს. 

7.ნ6.1 მათემატიპური საფუძვლები 

განვიხილოთ ძირითადი დებულებები, რომლებიც საფუძვლად უდევს ვექტორული 

მაქსიმიზაციის ალგორითმების შესწავლას. 

თეორემა 79 (ტაკერის თეორემა ალტერნატივის შესახებ). ვთქვათ #, M და M 

შესაბამისად #2" XII-, 0'XI- და MI XM-განზომილებიანი მოცემული მატრიცებია და, ამას– 

თან, L არანულოვანია. მაშინ 

IX>0 ILXX#0 #MX2>0, MX=0 

ამოცანის ამონახსნია XC#” ან 

L 7? + MM.) +M”/“ =0, X”>0, /?2>0 

ამოცანის ამონახსნია 1: CM", / C XX”, ჯ/“ CM”, მაგრამ ერთდროულად ორივე 
ამოცანა არასდროს არ არის ამოხსნადი. 
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თეორემა 7%) (მოცკინის თეორემა ალტერნატივის შესახებ). ვთქვათ, L. M და 

M შესაბამისად ჯ»'XM-, ს XI- და MX XI-განზომილებიანი მოცემული მატრიცებია და, 

ამასთან, # არანულოვანია. მაშინ 

XX>0, M>0, MX=0 

ამოცანის ამონახსნია XC” ან 

#M”)/! + M”')' + M/)%ი =0, /'>0, /'%0, X7?2>0 

ამოცანის ამონახსნია ჰ' CM”, XC #", )/" 6 წ”, მაგრამ ერთდროულად ორივე 
ამოცანა არასდროს არ არის ამოხსნადი. 

თეორემა 7.11 ვთქვათ, XC§2, ხოლო #) წარმოადგენს #7IXM-განზომილებიან დია- 

გონალურ მატრიცას, ამასთან, 

L X, =0, 
ძ,, = თ “ 

0, თუ X, #0. 

მაშინ იმისათვის, რომ XC #, სადაც M ეფექტურობის სიმრავლეა, აუცილებელი და 

საკმარისია, რომ 

CV>0, CV>#0, IV>0, #V=0 

სისტემას არ ჰქონდეს MV#C#” ამონახსნი. 

თეორემა 7.1> ვთქვათ, ჯC62:, ხოლო #) წარმოადგენს #MXM-განზომილებიან დია- 

გონალურ მატრიცას, ამასთან, 

1 X, =0, ძ,=1: 79 2 
0, თუ XX) #0. 

მაშინ, იმისათვის, რომ X წერტილი იყოს ეფექტური, აუცილებელი და საკმარისია, 

რომ არსებობდეს ისეთი #CI', 1 CM და /'CI”, რომ 

C'X + 0» + 4» =0, #>0, X/1პ>0. 

თეორემა 713. იმისათვის, რომ XC§) წერტილი იყოს ეფექტური, აუცილებელი 

და საკმარისია, რომ არსებობდეს ისეთი ვექტორი 

# 

258= 2C# | 2 >0,1=12,..,M, 2,2, =1 L 
§=) 
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რომ ჯ წერტილი წარმოადგენდეს წრფივი დაპროგრამების შედგენილი (აწონილჯამე- 

ბიანი) ამოცანის 

M0მX ( 27CXI XCC) 1 

ამონახსნს. 

აღნიშნული თეორემების დამტკიცება მოცემულია მონოგრაფიაში (148). 

7.ნ6.2 ვექტორული მამსიმიზაციის თეორმა 

განვიხილოთ ზოგიერთი თეორიული დებულება, რომელიც გამოყენებულია ვექტო- 

რული მაქსიმიზაციის ალგორითმების შემუშავების პროცესში (ყველა დებულების 

დამტკიცება მოცემულია მონოგრაფიაში (|148)). 

თეორემა 714. თუ §+- სიმრავლეს ეფექტური წერტილი გააჩნია, მაშინ C6)-ს 

კუთხის წერტილებიდან ერთი მაინც ეფექტურია. 

აღნიშნული დებულების დამტკიცება უშუალოდ გამომდინარეობს 7.13 თეორემიდან 

და იმ მტკიცებიდან რომ თუ წრფივი დაპროგრამების ამოცანას ოპტიმალური 

ამონახსნი გააჩნია, მაშინ მას ოპტიმალური კუთხის წერტილიც გააჩნია. 

ბანსაზღვრება 7.7. ვთქვათ, Cა და CV შესაბამისად C მატრიცის ბაზისური და 

არაბაზისური სვეტებია, ხოლო M არის #4 მატრიცის არაბაზისური სვეტები. მაშინ 

” = CI8'V – C„ მატრიცას, რომლის განზომილებაა #XCIV-), ვუწოდებთ ფარდო- 

ბითი შეფასებების მატრიცას. 

განსაჭღვრება 7.8. 8 ბაზისს ეფექტურს ვუწოდებთ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

როცა იგი ოპტიმალურ ბაზისს წარმოადგენს წრფივი დაპროგრამების შედგენილ 

ამოცანაში რაღაც #C#-თი, 

ვინაიდან წრფივი დაპროგრამების შედგენილ ამოცანაში ფარდობითი შეფასებების 

სტრიქონი 2M ნამრავლით მოიცემა, ამიტომ „8 ბაზისი ეფექტურია მაშინ და მხო- 

ლოდ მაშინ, როცა თავსებადია უტოლობათა სისტემა 

2“M7>0, 2>0. 

თეორემა 7.5. ვთქვათ, XCC) კუთხის წერტილია, რომელიც ეფექტურ 7 ბაზის 

შეესაბამება. მაშინ X ეფექტურია. 

თეორემა 77%. ვთქვათ, XC§) ეფექტური კუთხის წერტილია. მაშინ არსებობს 

მისი შესაბამისი ეფექტური ბაზისი. 
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ამგვარად, თუ ყველა ეფექტური ბაზისი მოძებნილია, მაშინ 7.15 და 7.16 თეორე- 

მების საფუძველზე განსაზღვრული იქნება ყველა ეფექტური კუთხის წერტილიც. 

განსაზღვრეგა 79. 8 და 8 ბაზისებს მოსაზღვრეს უწოდებენ მაშინ და მხო- 

ლოდ მაშინ, როდესაც შესაძლებელია ერთ-ერთი მათგანის მეორისგან ერთი ჩანაცვ- 

ლებით მიღება. 

განსაზღვრება 710. ვთქვათ, 8 ეფექტური ბაზისია. X ცვლადს ეწოდება ეფექ- 

ტური არაბაზისური ცვლადი 8 ბაზისის მიმართ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

არსებობს ისეთი 4C/, რომ 

2 >0, 2”V” =0, 

სადაც M” არის M# მატრიცის /-ური სვეტი. 

ბანსაყღვრება 71L ვთქვათ, 8 ეფექტური ბაზისია და X, არაბაზისური, ბაზისში 

შესაყვანი, ეფექტური ცვლადი. მაშინ 8-ში ნებისმიერ დასაშვებ ჩანაცვლებას (მათ 

შორის უარყოფითი წამყვანი ელემენტით, რომელსაც გადაგვარებული ბაზისური 

ცვლადი შეესაბამება) ეწოდება 8 ბაზისისა და X ცვლადის მიმართ ეფექტური ჩა- 

ნაცვლება. 

თეორემა 7.17. ვთქვათ, 8 ეფექტური ბაზისია. მაშინ 8-ში ნებისმიერი ეფექტური 

ჩანაცვლების შედეგად მოსაზღვრე ეფექტურ „8 ბაზისი მიიღება. 

თეორემა 718. ვთქვათ, 8 და 8 მოსაზღვრე ეფექტური ბაზისებია, ამასთან, შე- 

საძლებელია ერთ-ერთი მათგანის მეორისგან ერთი ეფექტური ჩანაცვლებით მიღება. 

დავუშვათ, რომ XჯX და X შესაბამისად 8 და 8 ბაზისების კუთხის წერტილებია. 

მაშინ #(CX,X) წიბო ეფექტურია. 

აღსანიშნავია, რომ შემოუსაზღვრავ ეფექტურ წიბოებს ადგილი აქვს იმ შემთხვე- 

ვაში, როცა არსებობს ეფექტური არაბაზისური ცვლადები, რომლის სვეტებში შეუძ- 

ლებელია დადებითი წამყვანი ელემენტების მოძებნა. 

განვიხილოთ ეფექტური 8 ბაზისი. იმისათვის, რომ ,8-ს მიმართ არაბაზისური 

ცვლადის ეფექტურობა რიცხობრივად განვსაზღვროთ, საჭიროა გამოვიყენოთ 7.19 

თეორემაში მოყვანილი ქვეამოცანა-ტესტი, სადაც 6 აჯამვის ერთეულოვანი ვექტორია. 

თეორემა 7.19. ვთქვათ, X ეფექტური 8 ბაზისის მიმართ არაბაზისური ცვლადია, 

ხოლო I” არის 8 ბაზისის შესაბამისი ფარდობითი შეფასებების მატრიცა. მაშინ, 

იმისათვის, რომ ყველა დასაშვები ჩანაცვლება (მათ შორის უარყოფითი წამყვანი 
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ელემენტებისთვისაც), რომელიც შეიძლება განხორციელებულ იქნეს X, სვეტის შე- 
მოტანით, იყოს ეფექტური, აუცილებელი და საკმარისია, რომ ქვეამოცანას 

შიმX ჯ 6V), 

როცა IM – #70 +IV=0, 

0<»7CXჯ"”, 0<6CX, 0<VC#', 

სადაც 7 ერთეულოვანი მატრიცაა, გააჩნდეს მიზნის ფუნქციის ნულოვანი ოპტიმალუ- 

რი მნიშვნელობა. 

შევნიშნავთ, რომ ქვეამოცანა ყოველთვის თავსებადია. ამიტომ თუ X, არაეფექტური 

არაბაზისური ცვლადია, მაშინ ქვეამოცანაში მიზნის ფუნქციას აქვს დადებითი შემო- 

უსაზღვრავი ოპტიმალური მნიშვნელობა. ამგვარად, 7.1ზ თეორემის ძირითადი არსი 

შემდეგში მდგომარეობს: 

.· X ეფექტურია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ქვეამოცანის მიზნის ფუნქცია შე- 

მოსაზღვრულია; 

.· X, არაეფექტურია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ქვეამოცანის მიზნის ფუნქცია 

შემოუსაზღვრავია. 

ვინაიდან ქვეამოცანაში ყოველთვის ზუსტად იმდენი შეზღუდვაა, რამდენი სტრი- 

ქონიცაა კრიტერიულ მატრიცაში, ამიტომ ქვეამოცანას, ჩვეულებრივ, აქვს "მცირე" 

განზომილება, რადგან # როგორც წესი, ბევრად ნაკლებია »7!-ზე. გადაუგვარებელი 

კუთხის ეფექტური წერტილის შემთხვევაში, 7.1. თეორემის საფუძველზე შეიძლება 

განისაზღვროს ამ წერტილიდან გამომავალი წიბოების ეფექტურობა. 

განსაზღვრება 712 ვთქვათ, 8 და 8 ეფექტური ბაზისებია. თუ შესაძლებელია 

ერთ-ერთი მათგანი მეორისგან მხოლოდ ეფექტური ჩანაცვლებების გზით მივიღოთ, 

მაშინ 8 და 8 ბაზისებს გადაბმულს უწოდებენ. 

თეორემა 720. ყველა ეფექტური ბაზისი გადაბმულია. 

თეორემა 721 ვთქვათ, #/#X,V) არის §ა სიმრავლის შემოუსაზღვრავი ეფექტური 
წიბო. მაშინ X ეფექტური კუთხის წერტილია და მას მისი შესაბამისი ეფექტური „8 
ბაზისი გააჩნია. 

თეორემა 722 გამოვიყენებთ რა 7.19 თეორემის ქვეამოცანა-ტესტს და ყველა 
ეფექტურ ბაზისს შორის ჩანაცვლებას გაგახორციელებთ, შეიძლება განვსაზღვროთ 
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§) სიმრავლის ყველა ეფექტური კუთხის წერტილი და ყველა შემოუსაზღვრავი ეფექ- 
ტური წიბო. 

გბანსაყღვრება 713. Cთ სიმრავლის ორ ეფექტურ კუთხის წერტილს წიბოების სა- 

შუალებით გადაბმულს უწოდებენ, თუ ისინი 5-ის ეფექტური წიბოებისაგან შედგენი- 

ლი ტრაექტორიით არიან დაკავშირებული. 

7.18 და 7.20 თეორემებიდან გამომდინარეობს შემდეგი თეორემა. 

„თეორემა 723. C) სიმრავლის ყველა ეფექტური კუთხის წერტილი წიბოების 

საშუალებით გადაბმულია. 

7.ნ6.3 პექტორული მაქსიმიჯსაციის 
მერთი ალგორითმი 

ვექტორული მაქსიმიზაციის ალგორითმი, რომელიც განკუთვნილია ყველა ეფექ- 

ტური კუთხის წერტილისა და ყველა შემოუსაზღვრავი ეფექტური წიბოს გამოსა- 

თვლელად, შედგება შემდეგი სამი ძირითადი ეტაპისაგან. 

ეტაპი L განვსაზღვროთ რომელიღაც კუთხის წერტილი ან შევწყვიტოთ ამოცანის 

ამოხსნა, თუ §პ = C (არათავსებადობა). 

ეტაპი IL განვსაზღვროთ საწყისი ეფექტური ბაზისი ან, თუ ასეთი არ არსებობს 

როცა #=C (ე.ი. ეფექტური სიმრავლე ცარიელია), შევწყვიტოთ ამოცანის ამოხსნა. 

ეტაპი IL გამოვთვალოთ ყველა ეფექტური კუთხის წერტილი და ყველა შემოუ- 

საზღვრავი ეფექტური წიბო. 

ალგორითმის I ეტაპი წარმოადგენს წრფივი დაპროგრამების ჩვეულებრივი, ერთ–- 

კრიტერიული ამოცანის ამოხსნის პირველ ეტაპს. საწყისი ეფექტური ბაზისის გან- 

საზღვრის (I ეტაპი) ზოგიერთი მიდგომა განვიხილეთ 7.6.5 ნაწილში. ამ ეტაპზე 

აუცილებელია ვიპოვოთ ერთი ეფექტური ბაზისი მაინც, რადგან წინააღმდეგ შემთხ- 

ვევაში LI ეტაპის რეალიზაცია შეუძლებელია. 

ყველა ეფექტური კუთხის წერტილისა და ყველა შემოუსაზღვრავი ეფექტური წი- 
ბოს გამოსათვლელი ალგორითმის ბლოკ-სქემა წარმოდგენილია ნახ. 7.41-ზე. 
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პირველი ეფექტური 
ბაზისის განსაზლვრა 

პირველი ეფექტური ბაზისის 

კოდის #კ-ში ჩაწერა 

  

      
  

      
_ I 

პირველი ეფექტური კუთხის წერტილის 
ამობეჭდვა და მისი კოდის L,-ში ჩაწერა 

  

      

  
Lვ-ს მიმდინარე ბაზისის მოსაზღვრე 

ყველა ახალი, ეფექტური ბაზისის 

კოდების ჩაწერა       
I 

  

  

მიმდინარე ბაზისის კუთხის წერტილიდან გამომავალი 
ყველა ახალი, შემოუსაზღვრავი ეფექტური წიბოს 

კოდების ჩაწერა (L,L,) წყვილების სახით         

  

   
არის თუ არა Lეგ-ში 

"დაუმუშავებელი" ბაზისები? 

  
Lვ-ში ახალ ბაზისზე 

დაჩქარებული გადასვლა 
L 

ახალი ეფექტური კუთხის წერტილის ამო- 
ბეჭდვა (თუ ასეთი არსებობს) და L,-ში 

მისი კოდის ჩაწერა 

      

  

        –ე 
ნახ. 7.41 

  
   

      

10 

11 
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7.6.4 მრაპალპრიტერიული ამოცანების 
კლასიფიპაცია 

ვთქვათ, # ეფექტური სიმრავლეა. განვიხილოთ წრფივი დაპროგრამების მრავალ- 

კრიტერიული ამოცანების შემდეგი კლასიფიკაცია (კლასიფიკაცაში განხილული შემ- 

თხვევები ურთიერთგამომრიცხავი და სიტუაციის მთლიანად ამომწურავია): 

'“ (1=0C; 

C#C, =C და ერთი კრიტერიუმის მნიშვნელობა მაინც შემოსაზღვრულია; 

C=ფ, »=C და ყველა კრიტერიუმის მნიშვნელობა შემოუსაზღვრავია; 

C>+C, ს შედგება მხოლოდ ერთი წერტილისაგან; 

C>»C, X შემოსაზღვრულია და შეიცავს წერტილთა უსასრულო რაოდენობას; 

C > თ, ს შემოუსაზღვრავია და ერთი კრიტერიუმის მნიშვნელობა მაინც შემო- 

საზღვრულია; 

7. (:#C, 8 შემოუსაზღვრავია და ყველა კრიტერიუმის მნიშვნელობა შემოუსაზღვ- 
რავია. 

კლასიფიკაციის პირველი შემთხვევა აღნიშნავს არათავსებადობას; კლასიფიკაციის 

2-5 შემთხვევების საილუსტრაციო მაგალითები მოცემულია მონოგრაფიაში (148), 

ხოლო 6-7 შემთხვევების შესატყვისი სიტუაციები განხილულია 7.33 და 7.34 მაგა- 

ლითებში. 

7.ნ6.5 საწყისი ეფექტური ბაჭჯისის აბება 

იი
 

თი.
 
ჯ
ი
ა
 დ
 

ზემოთ განხილული ალგორითმის II ეტაპის რეალიზაციისათვის აუცილებელია 

ეფექტური ბაზისის პოვნა. განვიხილოთ საშუალებები, რომლებიც IL ეტაპზე გამოი- 

ყენება საწყისი ეფექტური კუთხის წერტილის განსაზღვრისათვის. თუ საწყის კუთ- 

ხის ეფექტურ წერტილს არაეფექტური ბაზისი შეესაბამება, მაშინ უნდა გამოვიყენოთ 

ეფექტურ ბაზისზე გადასვლის ეკერისა და ხენგერის მიერ 1978 წელს შემოთავაზე- 

ბული მეთოდის ანალოგიური მეთოდი. 
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კუთხის წერტილების ეფექტურობის 
შესამოწმებელი ქვეამოცანა 

იმისათვის, რომ განვსაზღვროთ არის თუ არა §'ჰ სიმრავლის კუთხის წერტილი 

ეფექტური, შეიძლება გამოვიყენოთ 7.24 თეორემის ქვეამოცანა-ტესტი. უკანასკნელი 

თეორემა შეიძლება ფორმულირებულ იქნეს განსახილველი წერტილის შესაბამისი 

სიმპლექსური ცხრილის საფუძველზე. 
თეორემა 724 (148). ვთქვათ, X არის §) სიმრავლის კუთხის წერტილი, (8 'M)ი 

არის 8'V მატრიცის სტრიქონები, რომლებიც შეესაბამება გადაგვარებულ ბაზისურ 

ცვლადებს, ხოლო ძ - გადაგვარებულობის ხარისხის მახასიათებელი რიცხვი X წერ- 

ტილში. მაშინ იმისათვის, რომ ჯX წერტილი იყოს ეფექტური, აუცილებელი და საკ- 

მარისია, რომ კუთხის წერტილის ეფექტურობის შესამოწმებელ ქვეამოცანას 

01მX ( 6”V ), 

როცა –-M”/+IV=0, 

(8'M)ი7+ I =0, 

0<»CXჯ" ”, 0<VCჯ', 0<5C/ჯ” 

გაანნდეს ნულის ტოლი მისნის ფუნქცის “შემოსაზღვრული ოპტიმალური 

მნიშვნელობა. 

თუ X წერტილი არაეფექტურია, მაშინ, 7.24 თეორემის საფუძველზე, შესაბამისი 

ქვეამოცანა-ტესტის მიზნის ფუნქციებს აქვს დადებითი შემოუსაზღვრავი მნიშვნელო- 

ბები. 

ეფექტური კუთხის წერტილის პოჭნის მეთოდები 

საწყის ეფექტური კუთხის წერტილის მოსაძებნად შეიძლება გამოვიყენოთ 
შემდეგი მეთოდები: 
ს) აწონილ ჯამთა მეთოდი; 

2. აწონილ ჯამთა მეთოდი ქვეამოცანა-ტესტის გამოყენებით; 

3. ლექსიკოგრაფიული მაქსიმიზაციის მეთოდი; 

4. ლექსიკოგრაფიული მაქსიმიზაციის მეთოდი ქვეამოცანა-ტესტის გამოყენებით; 

5. ეკერ-კუადას მეთოდი; 
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ნ. ბენსონის მეთოდი. 

აწონილ 3ჯამთა მეთოდი. აღნიშნულ მეთოდში ამოირჩევა რაღაც ვექტორი 

12 

, 

2C#- 5” |#>0(=I2 624 =1) 

და გადაწყდება წრფივი დაპროგრამების ამოცანა 

M0მX ( 27CXI XCC) 1. 

ამოცანის ამონახსნი, განსაზღვრის შემთხვევაში, ეფექტური იქნება 7.13 თეორემის 

საფუძველზე. თუ §ჩჰ არე შემოსაზღვრულია და (ბ # C2, მაშინ მეთოდი "დაზღვეულია 

წარუმატებლობისაგან" და ეფექტური კუთხის წერტილი მიიღება. თუმცა, როგორც 

7.31 მაგალითიდან დავინახავთ, §Cჰ არის შემოუსაზღვრელობის შემთხვევაში მეთოდი- 

საგან არაფრის გარანტიას არ უნდა მოველოდეთ. 

Xჯ. ა 

  

ნახ. 7.42 

მაგალითი 7.31 ნახ. 7.42-ზე ეფექტური # სიმრავლე წარმოადგენს X” წერტილი- 

დან გამომავალ შემოუსაზღვრავ წიბოს. დავუშვათ, რომ შევარჩიეთ ისეთი #C/L., რომ 

შედგენილი ამოცანის მიზნის ფუნქციის გრადიენტი სწორედ ამ მიმართულებას ემთხ- 

გევა. წრფივი დაპროგრამების აწონილჯამებიანი ამოცანის მაქსიმიზაციის დროს ჩა- 

ნაცვლება, უპირველეს ყოვლისა,“ განხორციელდება » წერტილიდან » წერტილში, 
ამასთან, მიზნის ფუნქციის მნიშვნელობა X. წერტილში აღმოჩნდება შემოუსაზღვრავი. 

საინტერესოა, რომ ამ შემთხვევაში აწონილ ჯამთა მეთოდი უშედეგოდ მთავრდება: 

ეფექტურ წერტილში "ჯდება" X”, მაგრამ ამ ფაქტის აღმოჩენა შეუძლებელია. 
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აწონილ ჯამთა მეთოდი ქვეამოცანა-ტესტის გამოჭენეგით. ვინაიდან აწონილ 

ჯამთა მეთოდი ეფექტურ კუთხის წერტილებს მიზნის ფუნქციის მაქსიმუმის მოძებ- 

ნამდე პოულობს, ამიტომ შესაძლებელია დროის გარკვეულ ეკონომიას მივაღწიოთ, 

თუ მეთოდის მუშაობის პროცესში კუთხის წერეტილებს შევამოწმებთ. განვიხილოთ 

საილუსტრაციო მაგალითი. 

მაგალითი 7:32 ნახ. 7.43-ზე X”, X,..., X კუთხის წერტილები ეფექტურია. წრფი- 

ვი დაპროგრამების შედგენილი ამოცანის მაქსიმიზაციის დროს ჩანაცვლებები, ცხა- 

დია, განხორციელდება X”, X., X, X. წერტილებში (რომლებიც ყველა ეფექტურია) და 

დამთავრდება ჯ წერტილში, მაგრამ ქვეამოცანა-ტესტის გამოყენების შემთხვევაში, 

შევჩერდებით XX; წერტილში. 

  

ნახ. 7.43 

ამგვარად, ქვეამოცანა-ტესტის გამოყენებით აწონილ ჯამთა მეთოდს გარკვეული 

უპირატესობა აქვს და იგი შემდეგში მდგომარეობს. ჯერ-ერთი, შესაძლებელია 

დროის ეკონომია და მეორე - შემოუსაზღვრავი §) არის შემთხვევაში მცირდება აწო- 

ნილ ჯამთა მეთოდის წარუმატებლობის ალბათობა, რადგან შემოწმებაზეც დრო იხ- 

არჯება, ამიტომ დროის ჯამური დანაკარგების ეკონომიის ხარისხი მნიშვნელოვნად 

არის დამოკიდებული მეთოდის კონკრეტულ რეალიზაციაზე, ე.ი. იმაზე, თუ როდის 

იწყება და რა სიხშირით გამოიყენება ტესტირება. 

ლექსიპობრაფიული მაქსიმიჯაციის მეთოდი. ლექსიკოგრაფიული მაქსიმიზაციის 

პროცესში ადგილი აქვს დასაშვები არის შეკუმშვის რეკურსიულად განსაზღვრულ 

შემდეგ პროცედურას: 
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§X = C), 

ლ, =(»C0ი | #3 = 00მX(|C#X :X C 6ბა1 , 

C;, - დასაშვები არის შეკუმშვის არე # რაოდენობის მაქსიმიზაციის შემდეგ, 

C, =(»CC |C/»= თიბXI0/»:XC0, 11. 
პროცესი იწყება C% არეში მიზნის 0ჯ ფუნქციის მაქსიმიზაციით. ამის შემდეგ, 

შემოვიფარგლებით რა (პ-ის იმ წერტილებით, რომლებიც /#/-–“ური კრიტერიუმის 

მაქსიმიზაციას უზრუნველყოფს, მივიღებთ §), არეს. §'პ, არეში განხორციელდება 

მეორე 0X კრიტერიუმის მაქსიმიზაცია; შემოვიფარგლებით რა (),-ის იმ წერტილე- 

ბით, რომლებიც /:“ური კრიტერიუმის მაქსიმიზაციას უზრუნველყოფს, მივიღებთ §ჰ. 

არეს. პროცესი ანალოგიურად გაგრძელდება მანამ, სანამ არ მიიღება (ად ან, 

რომელიღაც 7-დან ( 1</< ) დაწყებული, 2, §2,,,..., §-,= ლ. ამ უკანასკნელს ადგი- 

ლი აქვს მაშინ, თუ ყველა დარჩენილი მიზნის ფუნქცია შემოუსაზლვრელია C),,-ზე. 

ლექსიკოგრაფიულ მაქსიმიზაციასთან დაკავშირებული მიდგომის დასაბუთებისათვის 

დაუმტკიცებლად მოვიყვანოთ შემდეგი თეორიული დებულებები (148), 

თეორემა 725. ვთქვათ, 58>Cთ, X არაეფექტური წერტილია, 1 =1VXC-) | 

|IC>CX L Lს,; - წრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიული 6#% ( CX = 2 | XC”) 

ამოცანის ეფექტური სიმრავლე. მაშინ #„# C და #,C #. 

თეორემა 726. ვთქვათ # # თ. მაშინ თითოეული არაეფექტური წერტილის კრი- 

ტერიული ვექტორი დომინირებულია რომელიღაც ეფექტური წერტილის კრიტერიუ- 
ლი ვექტორით. 

თეორემა 727. (ა, (I=1,2,...,ხ) არის კუთხის წერტილები §) არის კუთხის წერ- 

ტილებს წარმოადგენს. 

თეორემა 728. ვთქვათ, # # C). თუ §),> თ რომელიღაც I-სთვის C 1<1<X ), მაშინ 

C), შეიცავს (+ არის ეფექტურ კუთხის წერტილს. 

თეორემა 7-29. ვთქვათ, §),» C. მაშინ, ჯერ-ერთი, §),C ს და მეორე - §), არის 

თითოეული კუთხის წერტილი §) არის ეფექტურ კუთხის წერტილს წარმოადგენს. 
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7.33 და 7.34 მაგალითებში ილუსტრირებულია ლექსიკოგრაფიული მაქსიმიზაციის 

მეთოდის გამოყენების წარმატებული და წარუმატებელი შემთხვევები. 
მაგალითი 7.33. ნახ. 7.44-ზე # = /#X',V), სადაც XV=(0;1). მოცემულ ამოცანაში 

ლექსიკოგრაფიული მაქსიმიზაციის მეთოდის გამოყენების საფუძველზე ეფექტური 
კუთხის წერტილი შემდეგნაირად განისაზღვრება: 

ა) 

ბ) 

ბა 

დ) 

ეა 
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(C- არეზე განხორციელდება მიზნის CX ფუნქციის მაქსიმიზაციის მცდელობა, 

მაგრამ უშედეგოდ. 
C2, არის განსაზღვრისათვის (ბა--ზე განხორციელდება მიზნის CX ფუნქციის მაქ- 

სიმიზაცია. ამ შემთხვევაში /,=2. (მაქსიმიზაციის პირველი ბიჯი დამთავრდება X' 

წერტილში). 

CC, არეზე განხორციელდება მიზნის CIX ფუნქციის მაქსიმიზაციის უშედეგო 

მცდელობა. 

C), არეზე განხორციელდება მიზნის თX ფუნქციის მაქსიმიზაცია და განისაზღვრე- 

ბა C§);=(X'). ამ შემთხვევაში /:=3 (მაქსიმიზაციის მეორე ბიჯი დამთავრდება »' 

წერტილში). | 

C, არეზე განხორციელდება CX ფუნქციის მაქსიმიზაცია დღა განისაზღვრება 

C),=(ჯ'). ამ შემთხვევაში /=1. ამგვარად, შეიძლება დავასკვნათ, რომ X' ეფექტუ- 

რი კუთხის წერტილია. 
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მაბალითი 7.34. ნახ. 7.45-ზე გამოსახულ მაგალითში სიმრავლე არაუარყო- 

ფითი ორტანტის საზღვარია. მოცემულ ამოცანაში ლექსიკოგრაფიული მაქსიმიზაცია 

ვერ განხორციელდება, რადგან არ ხერხდება (C-ზე შემოსაზღვრული მიზნის ფუნქცი- 

ის პოვნა რეკურსიული პროცესის დასაწყებად. 

  

ნახ. 7.45 

7.28 თეორემასთან დაკავშირებით ისმის კითხვა: შემოსაზღვრული §) არის შემთხ- 

გევაში რატომ უნდა გამოვიყენოთ ლექსიკოგრაფიული მაქსიმიზაცია? რატომ არ შე- 

იძლება განვახორციელოთ ერთ-ერთი კრიტერიუმის მაქსიმიზაცია, გამოვითვლით რა 

მის ყველა კუთხის წერტილს, რომელიც აღნიშნული კრიტერიუმის მაქსიმიზაციას 

უზრუნველყოფს, და შემდეგ, ეფექტური კუთხის წერტილის განსაზღვრის მიზნით, 

მათ წყვილ-წყვილად შევადარებთ? როგორც ქვემოთ მოცემული 7.35 მაგალითიდან 

ჩანს, აღნიშნულმა სქემამ შეიძლება არ იმუშაოს. 

მაგალითი 7:35. განვიხილოთ ნახ. 7.46, სადაც C! და C' ვექტორები (X,,=) სიბრ- 

ტყეში ძევს. ნახ. 7.47-ზე გამოსახულია 2 არე - კრიტერიუმების სივრცეში მიღ- 

წევადობის არე. X', X” და ჯ წერტილები მეორე კრიტერიუმის მიმართ მაქსიმიზაციის 

კუთხის წერტილებია, ხოლო 21, 21 და > – მათი შესაბამისი კრიტერიული ვექტორე- 

ბი. 2,, 2 და 2. ვექტორების წყვილ-წყვილად შედარების შედეგად არც ერთი მათგანი 

არ შეიძლება დაწუნებულ იქნეს როგორც დომინირებული, თუმცა 2) დომინირებული 

ვექტორია, რადგან # = XCX?,X"). 

ამგვარად, ზემოთ განხილული მაგალითების საფუძველზე შეიძლება დავასკვნათ, 

რომ ლექსიკოგრაფიული მაქსიმიზაციის მეთოდი ეფექტური კუთხის წერტილის წარ- 

მატებით განსაზღვრის საშუალებას იძლევა, გარდა იმ შემთხვევისა, როცა ()-ზე 

ყველა კრიტერიუმი შემოუსაზღვრავია. 
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ნახ. 7.47 

ლექსიპოგრავიული მაქსიმიჭზაციის მეთოდი ქვეამოცანა-ტესტის გამოქჭენე- 

გით. იმისათვის, რომ რაც შეიძლება სწრაფად მოვძებნოთ ეფექტური კუთხის წერ- 

ტილი და ყველა კრიტერიუმის C2 არეზე შემოუსაზღვრელობის შემთხვევაში გავგაუმ- 

ჯობესოთ ლექსიკოგრაფიული მაქსიმიზაციის მეთოდის თვისებები, საჭიროა ეფექტუ- 

რობის შემოწმება. ამასთან, შესაძლებელია საწყის კუთხის წერტილში ქვეამოცანა 

გამოვიყენოთ და მაქსიმიზაციის ყოველი ბიჯის შემდეგ შემოწმება გავიმეოროთ ან 

შევამოწმოთ თითოეული კუთხის წერტილი. მიუხედავად იმისა, რომ ქვეამოცანა-ტეს- 

ტის გამოყენების შემთხვევაში ლექსიკოგრაფიული მაქსიმიზაციის მეთოდი კარგი 

საიმედოობით გამოირჩევა, იგი გარანტირებულ “შედეგს ვერ უზრუნველყოფს იმ 

შემთხვევაში, როცა ყველა კრიტერიუმი §-ზე შემოუსაზღვრავია და Lს>7C. 

ეპერ-კუადას მეთოდი განვიხილოთ ეკერისა და კუადას მიერ დამტკიცებული 

თეორემა (171). 

თეორემა 730. ვთქვათ, X-CC) და ადგილი აქვს ე.წ. #-M# პროგრამას 
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X0მX( 027§ 1), 

როცა CX =15 + CX) (7.10) 

4X =, 

0<XCჯ#, 0<§5C IL. 

მაშინ, ჯერ-ერთი, თუ (X,§) არის (7.10) ამოცანის ოპტიმალური ამონახსნი, მაშინ 

ჯ 6 M და მეორე -– თუ (7.10) ამოცანაში მიზნის ფუნქცია ზემოდან შემოუსაზღვრა- 

ვია, მაშინ # = C, 

მაშასადამე, (7.10) #-#-პროგრამა საშუალებას გვაძლევს განვსაზღვროთ ეფექტუ- 

რი წერტილი, როცა # # C, და ეფექტური წერტილების არარსებობის შემთხვევაში 

დავადგინოთ, რომ #= C. ეკერ-კუადის მეთოდის ნაკლს შეადგენს გარანტიის არარ- 

სებობა, რომ განსაზღვრული ეფექტური წერტილი ე კუთვნის 5“ არეს. 

ბენსონის მეთოდი. ბენსონის ნაშრომში (157) საწყისი ეფექტური კუთხის წერ- 

ტილის განსაზღვრისათვის შემოთავაზებულია შემდეგი სამბიჯიანი პროცედურა. 

ბიი!1. ვთქვათ, Cა>C). ვიპოვოთ ნებისმიერი ხ24-10. წერტილი. 

ბიი?. გადავწყვიტოთ შემდეგი ამოცანა: 

MიI0( -27CX? + Vხ 1, 

როცა 2C – I/ 4 +V7= – 6C, 

#>0, 2>0. 

თუ მოცემული ამოცანის ოპტიმალური ამონახსნი არ არსებობს, მაშინ 

წრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიულ ამოცანას ეფექტური წერ- 

ტილები არ გააჩნია. წინააღმდეგ შემთხვევაში, ვთქვათ, (2“,M",VI') ოპტიმა- 

ლური ამონახსნია, უნდა გადავიდეთ მესამე ბიჯზე. 

ბი,იზბ. დავუშვათ 2 =(27შ +0). ეფექტური კუთხის წერტილის განსაზღვრისათვის 

გადავწყვიტოთ შემდეგი ამოცანა: 

=ი0მXL 2 (CX IXCC (8
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მიუხედავად იმისა, რომ ბენსონის მეთოდი წრფივი დაპროგრამების ორი ამოცანის 

გადაწყვეტას ითვალისწინებს, იგი საწყისი კუთხის ეფექტური წერტილის მოძებნის 

გარანტიას იძლევა. 

7.6.ნ– არაბასისური ცვლადების ეფექტურობის 
შესამოწმებელი სტოიერ-ეპვანსის ტესტი 

ზემოთ განხილული ვექტორული მაქსიმიზაციის ალგორითმის მესამე ეტაპზე გა- 

ნისაზღვრება ყველა კუთხის ეფექტური წერტილი, რისთვისაც თითოეულ ეფექტურ 
სიმპლექსურ ცხრილში (სიმპლექსურ ცხრილს ეფექტური ეწოდება, თუ იგი შეიცავს 

ეფექტურ 8 ბაზისს) განხორციელდება თითო ეფექტური ჩანაცვლება, შემოვიტანთ რა 

ბაზისში სვეტს, რომელიც თითოეულ ეფექტურ არაბაზისურ ცვლადს შეესაბამება. 

არაბაზისური ცვლადების ეფექტურობის შემოწმების რამდენიმე წესი არსებობს, 

რისთვისაც გამოიყენება სპეციალური ხასიათის ქვეამოცანა-ტესტები: 

1. ევანს-სტოიერის ტესტი (176, 177); 

2. აიზერმანის ტესტი (204); 

3. ეკერის ტესტი (1721; 
4. ზაინც-ვალენიუსის პროცედურა |279). 

შევნიშნავთ, რომ თუ კუთხის წერტილი, რომელიც აღიწერება ეფექტური სიმპ- 

ლექსური ცხრილის საშუალებით, გადაუგვარებელია, მაშინ არაბაზისური ცვლადის 

ეფექტურობის შესამოწმებელი ქვეამოცანა ამ წერტილიდან გამომავალი წიბოს ეფექ- 

ტურობის შემოწმების საშუალებას წარმოადგენს. 

ზემოთ აღნიშნული ტესტებიდან განვიხილოთ მხოლოდ ევანს-სტოიერის ტესტი 

(176, 177), რომელიც 7.19 თეორემის ქვეამოცანა-ტესტს წარმოადგენს. იგი შემდეგ- 

ში მდგომარეობს. იმისათვის, რომ განვსაზღვროთ ეფექტურია თუ არა /-ური არაბა- 

ზისური ცვლადი, საჭიროა გადავწყვიტოთ სტოიერ-ევანსის შემდეგი ქვეამოცანა: 

M1მX( 6”V 1, 

როცა MI) –V7/ 6 + IV=0, 

0<»C#ჯ””, 0<0CXჯ, 0<VC#I', 
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სადაც MM ეფექტური ბაზისის ფარდობითი #= 2,-თ შეფასებების მატრიცაა, ხოლო # 

არის ” მატრიცის /-ური სვეტი. თუ მიზნის ფუნქციის ოპტიმალური მნიშვნელობა 

ნულის ტოლია, მაშინ /-ური არაბაზისური სვეტი ეფექტურია; ხოლო თუ მიზნის 

ფუნქციის ოპტიმალური მნიშვნელობა დადებითი და შემოუსაზღვრავია, მაშინ /-ური 

არაბაზისური სვეტი არაეფექტურია. ყველა ეფექტური არაბაზისური ცვლადის და- 

სადგენად აუცილებელია გადავწყვიტოთ სტოიერ-ევანსის ქვეამოცანა M მატრიცის 

თითოეული სვეტისათვის. 

7.ნ6.7 ეფექტური წახნაბებილდან ქველა 
მაქსიმალურის შერჩევა 

ეფექტურ წახნაგებს შორის მაქსიმალურით დაინტერესება გამოწვეულია იმით, 

რომ ეფექტური წახნაგებიდან ყველა მაქსიმალურის გაერთიანება სრულ ეფექტურ 

სიმრავლეს წარმოადგენს. 

ჯ X     
ნახ. 7.48 

მაგალითი 7.36. დავუშვათ, რომ ნახ. 7.48-ზე წარმოდგენილია დასაშვებ ამონახს- 

ნთა სიმრავლის ზედაპირის ნაწილი, რომელიც ეფექტურია. მაშინ ეფექტური სიმრავ- 

ლე შეიძლება დახასიათდეს ეფექტური კუთხის წერტილების შემდეგი ქვესიმრავლე- 

ებით: 

( XI X?, ჯ 1 

(XაX,XსX”), 

(X, XX 1. 

ეფექტური წახნაგებიდან ყველა მაქსიმალურის გამოთვლის პროცედურა შემოგვთა–- 

ვაზა მრავალმა ავტორმა - იუმ და ზელენმა |276), გალმა (185), ეკერმა, ხეგნერმა 

და კუადამ (170), აიზერმანმა (2041. 
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მაგალითი 7.37. განვიხილოთ წრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიული ამო- 

ცანა 7.3 ცხრილიდან. 

  

  

  

  

  

  

  

  

                      

ცვლადები XL | X2 | Xვ | X3 | X§ 

1)3)|-21|01 1 IიმX 

კრიტერიუმები | 3 | -1 | 0 | 3 1 ჯLიმX 

11012 |0 |I|3 =»იმX 

2|4)0|0 | 3 < 27 

0 (IL 0 | 2 | 5 | 4 < 35 

შეზღუდვები 510 |)0 |0 |9 < 26 

0|0ეს0|2) 9 < 24 

515|)210!|9 < 36 

ცხრილი 7.3 

მოცემულ ამოცანაში 11 ეფექტური კუთხის წერტილია და ეფექტური წახნაგები- 

დან 4 მაქსიმალური. ნახ. 7.49-ზე წარმოდგენილ გრაფზე ნაჩვენებია, თუ რომელი 

ეფექტური კუთხის წერტილები განსაზლვრავს ეფექტური წახნაგებიდან ამა თუ იმ 

მაქსიმალურს. 

კრიტერიულ ვექტორს 11 ეფექტური კუთხის წერტილისათვის აქვს შემდეგი სახე: 

2' = (20.25; 14.25; 0.00); 27= (19.80; 17.40; 0.90); 21= (9.31; 8.56; 26.25); 

2 =(14.06; 30.58; 13.80); 2” = (9.12; 9.87; 26.25); 2“ = (10.73; 28.85; 21.80); 

2” = (11.20; 34.60; 5.20); 2ზ = (-1.26; 20.26; 34.04); 2? = (5.20; 36.60; 5.20); 

2% = (0.73; 22.85; 31.80); 2!' = (-34.80; 0.60; 35.20). 
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7.6. ქრავალკრიტერიული ამოცანის 
გადაწყვეტა ექტორ თელი მაქსივისაცი0ს 
ალგორითმის საფუძველჭე 

წრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიული ამოცანის გადაწყვეტა შესაძლებე- 
ლია მიდგომით, რომელიც ყველა ეფექტური კუთხის წერტილის გამოსათვლელად 
ითვალისწინებს ვექტორული მავსიმიზაციის ალგორითმების გამოყენებას. მისი არსი 

შემდეგში მდგომარეობს. გადაწყვეტილების მიმღები პირი, გადახედავს რა ეფექტური 

კუთხის წერტილების შესაბამისი არადომინირებული კრიტერიული ვექტორების სიას, 

აირჩევს იმ წერტილს, რომელიც მის მოთხოვნებს პასუხობს უდიდესი სარგებლიანო- 

ბის თვალსაზრისით. შერჩეული წერტილი, შესაძლებელია, იქნება ოპტიმალური ან 

საკმოდ ახლოს ოპტიმალურთან და ამით დამთავრდება ამონახსნის ამორჩევის 

პროცესი. 

ვექტორული მაქსიმიზაციის ალგორითმის გამოყენების შემთხვევაში ადგილი აქვს 

სირთულეებს, რომლებიც დაკავშირებულია 

1. კომპიუტერული დროის დანახარჯებთან; 

2. ეფექტური კუთხის წერტილების რაოდენობასთან; 
3. იმ ფაქტთან, რომ საუკეთესო ეფექტური კუთხის წერტილი ოპტიმალური წერ- 

ტილის აპროქსიმაციისათვის, შესაძლებელია, მიუღებელი აღმოჩნდეს. 

ვექტორული მაქსიმიზაციის ალგორითმებში კომპიუტერული დრო ძირითადად 

იხარჯება თითოეული ეფექტური ბაზისისათვის არაბაზისური ცვლადების ეფექტუ- 

რობის შეფასებაზე. ასე, მაგალითად, წრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიულ 

ამოცანაში, რომლის განზომილებაა 5X25X100„ თითოეული ეფექტური ბაზისისათვის 

უნდა შეფასდეს 100 რიგის არაბაზისური „ვლადი. თუ მხედველობაში მივიღებთ, 

რომ წრფივი დაპროგრამების აღნიშნულ მრავალკრიტერიულ ამოცანას შეიძლება 

1000-ზე მეტი ეფექტური კუთხის წერტილი გააჩნდეს, მაშინ ცხადი გახდება, რომ 

ვექტორული მაქსიმიზაციის ალგორითმი, გარდა იმისა, რომ დიდი მოცულობის გა- 

მოთვლებს საჭიროებს, გადაწყვეტილების მიმღებ პირს სირთულეებს უქმნის "ინფორ- 

მაციული გადატვირთვის" გამო. იმ შემთხვევაშიც კი, როცა საჭიროა ყველა ეფექ- 

ტური კუთხის წერტილის სიმრავლიდან რაღაც ქვესიმრავლის გამოყოფა და მიღე- 

ბულ კუთხის წერტილებს შორის ინტერაქტიული ძებნის განხორციელება, ვექტორუ- 
ლი მაქსიმიზაციის ალგორითმის გამოყენება დიდი განზომილების ამოცანებში არ 

არის მიზანშეწონილი. უფრო მეტიც, სავსებით შესაძლებელია, რომ გადაწყვეტილე- 

ბის მიმღები პირის თვალსაზრისით ოპტიმალური ამონახსნი მდებარეობდეს დიდი 

ეფექტური წახნაგის შიგნით. ასეთ შემთხვევაში, სასურველია, დამატებით ისეთი მე- 

თოდებით ვისარგებლოთ, რომლებიც ეფექტური წახნაგების ფარდობითი შიგა ნაწი- 

ლების განსაზღვრის საშუალებას მოგვცემს. 
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7.7 პრიტერიუმების მინიმალური 

მნიშვნელობები ეფექტურ 

სიმრავლეზე 

ეფექტურ სიმრავლეზე I-ური კრიტერიუმის მაქსიმალური მნიშვნელობის განსაზღ- 

ვრისათვის ადგილი ჰქონდა ამონახსნთა სივრცის დასაშვებ წერტილთა სიმრავლეზე 

“ური კრიტერიუმის მაქსიმიზაციას. იმისათვის, რომ ეფექტურ სიმრავლეზე !I!-ური 

კრიტერიუმის მინიმალური მნიშვნელობა განისაზღვროს, საჭიროა ამოიხსნას შემდეგი 

ამოცანა: 

ლიი (C0X=2, | XCX). 

სამწუხაროდ, აღნიშნული ამოცანის უშუალოდ ამოხსნა შეუძლებელია, რადგან 

ეფექტური სიმრავლე ცხადი სახით უცნობია. უფრო მეტიც, ხშირ შემთხვევაში 

იგი არაამოზნექილია. 

7.7.1 მობებათა ცხრილები 

მოგებათა ცხრილის (ცხრილი 7.4) სტრიქონები კრიტერიული ვექტორებია, რომ- 

ლებიც ცალკეული კრიტერიუმების მაქსიმიზაციის შედეგად არის მიღებული. იმ 

შემთხვევაში, როცა ოპტიმუმი არ არის ერთადერთი, საჭიროა სპეციალური ზომების 

მიღება, რათა სტრიქონებში მდგომი ყველა კრიტერიული ვექტორის არადომინირებუ- 

ლობა გარანტირებული იყოს. მთავარ დიაგონალზე მდგომი 2, , 1=1,2,...,#, სიდიდეე– 

ბი წარმოქმნის კრიტერიუმების მაქსიმალურ მნიშვნელობათა ვექტორს (ეფექტურ 

წერტილთა სიმრავლეზე). მოგებათა ცხრილის I-ურ სვეტში მინიმალური მნიშვნე- 

ლობა წარმოადგენს I“ური კრიტერიუმის მინიმალური მნიშვნელობის რაღაც შეფასე- 

ბას # სიმრავლეზე. თუ სვეტის მიხედვით მინიმალური მნიშვნელობა რიგით დაემთხ- 

ვა იმ სტრიქონს, რომელშიც დომინირებული კრიტერიული ვექტორია, მაშინ სვეტის 

მიხედვით მინიმალური მნიშვნელობა # სიმრავლის საძებნ მინიმუმზე ნაკლები შეიძ- 

ლება აღმოჩნდეს. წინააღმდეგ შემთხვევაში (როცა სტრიქონი, რომელშიც მოთავსე- 

ბულია სვეტის მიხედვით მინიმალური მნიშვნელობა, შეიცავს არადომინირებულ კრი- 

ტერიულ ვექტორს) სვეტის მიხედვით მინიმალური მნიშვნელობა ან სწორად განსაზ- 

ღვრავს კრიტერიუმის მინიმალურ მნიშვნელობას # სიმრავლეზე ან წარმოადგენს 

მის ზემოდან შეფასებას. 
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ცხრილი 7.4 

მაგალითი 738. წრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიულ ამოცანაში (ცხრი- 

ლი 7.5) 12 ეფექტური წერტილია. მოცემული ამოცანის მოგებათა ცხრილი წარ- 

მოდგენილია 7.6 ცხრილის სახით. მიუხედავად იმისა, რომ მოგებათა ცხრილში სვე- 

ტების მიხედვით მინიმუმები შესაბამისად ტოლია –-2.75; -1.25; –5.33 და –-6.67, 

ეფექტურ წერტილთა სიმრავლეზე კრიტერიუმების მინიმუმები შესაბამისად ტოლია 

–7.50; –7.50; –5.33 და –7.20. ამგვარად, მოცემული ამოცანის სვეტებში ოთხი მი- 

ნიმალური მნიშვნელობიდან სამი არასწორად განსაზღვრავს კრიტერიუმების მინიმუმს 

ეფექტურ წერტილთა სიმრავლეზე. ასე, მაგალითად, ეფექტურ წერტილთა სიმრავ- 
ლეზე მეორე კრიტერიუმის მნიშვნელობათა დიაპაზონის 57.7% მოგებათა ცხრილის 

მეორე სვეტში მინიმუმის ქვემოთ მდებარეობს. 

  

  

  

  

  

  

  
  

  

  

  

                      

ცვლადები XI | X: | Xვ | X. | X, | X 
3 | 210 | 0|-2| 0 | M2ჯ 

კრიტერიუმები –2+-;--0-2- | 0-2 | Mი» 
1) 0) 0|I-2I 1 |-2| M9X 
0)2)10|)0!)0|1I1 < 10 

_-I210)I1)5)0!)0!) < 9 
შეზღუდვები 3 | 0 | 4 | 5 |I4 |I 2 < : 

3.) 1 | 4) 0 I4 I 1I < 10 

3 14.10 |) 0 | 0 I 3 < 10 

0 | 0 | 3 | 5 | 4 |I|0 < 5 

ცხრილი 7.5 

მიუხედავად იმისა, რომ მოგებათა ცხრილის საშუალებით ინფორმაცია ეფექტურ 

წერტილთა სიმრავლეზე კრიტერიუმების მნიშვნელობათა დიაპაზონის შესახებ ადვი– 
ლად მიიღება, აღნიშნული მიდგომის გამოყენება კრიტერიუმების მინიმალური მნიშვ- 
ნელობების განსაზღვრისათვის არასაიმედოობით ხასიათდება. მრავალრიცხოვანი გა– 
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მოთვლითი ექსპერიმენტების საფუძველზე დადგენილია, რომ, მოგებათა ცხრილის 

სვეტების მიხედვით მინიმალური მნიშვნელობების გამოყენების შემთხვევაში, მრავალ- 

კრიტერიული წრფივი დაპროგრამების უმეტეს ამოცანებში სიმრავლეზე კრიტერი- 

უმების ერთი ან მეტი როდენობის მინიმალური მნიშვნელობა არასწორად განისაზღვ- 

რება. 

  

  

  

  

              
  

2) 00 ერე) 533 26 

ლუ 0.00 3.33 6.67 | -6.67 

2 -2.75 | -1.25 | 7.75 | -5.00 

2) 8.00 0.00 | -5.33 | 2.67 

ცხრილი 7.6 

7.7.2 პრიტერიშმების მინიმალურ მნიშვნელობათა 
მოძებნნს ამოცანის ძირითადი თვისებები 

XჯX6CXL წერტილი, რომელშიც I-ური კრიტერიუმი ეფექტურ წერტილთა სიმრავ- 

ლეზე თავის მინიმალურ მნიშვნელობას აღწევს, წარმოადგენს ამონახსნს წრფივი 

დაპროგრამების აწონილჯამებიანი შემდეგი ამოცანისა: 

თმX ( 27CX ), 

როცა #4» =ხ, 

X>0 

რომელილაც 2 -სთვის. დუალობის თეორიის თანახმად, არსებობს ისეთი / წერტი- 

ლი, რომელიც წარმოადგენს ამონახსნს ამოცანისა 

იიIი (//ხ ), 

როცა 47/ > C”2 

და, ამასთან, აკმაყოფილებს 2” CX =#"ხ პირობას. მაშასადამე, ჯL სიმრავლეზე I- 

ური კრიტერიუმის მინიმალური მნიშვნელობის განსაზლვრის ამოცანა დაიყვანება მა- 
თემატიკური დაპროგრამების ამოცანაზე 

#0I0 (CX=2,), 

როცა XX» =ხ, 

X20, 
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4#V -C72>0, 

4 >2, 

/2ხ – 27CX=0, 
სადაც 0CM “საკმაოდ მცირე მკაცრად დადებითი ვექტორია. უკანასკნელი ამოცანა 

ძნელი გადასაწყვეტია, რადგან იგი დიდი განზომილებისაა და /#”ხ – XCX=0 შეზ- 

ღუდვა არაწრფივია. 

# სიმრავლეზე კრიტერიუმების მინიმალური მნიშვნელობების განსაზღვრის ამოცა- 

ნასთან დაკავშირებით აიზერმანისა და სტოიერის ნაშრომიდან (205) ცნობილია შემ- 

დეგი: 

ჰ), ეფექტურ წერტილთა სიმრავლეზე კრიტერიუმის მინიმალური მნიშვნელობა 

კუთხის წერტილში მიიღწევა; 

2. ვთქვათ, XX ეფექტური კუთხის წერტილია, რომელშიც I-ური კრიტერიუმი #,-ზე 

თავის მაქსიმალურ მნიშვნელობას აღწევს, ხოლო »ჯ; - ეფექტური კუთხის წერ- 

ტილი, რომელშიც I-ური კრიტერიუმი #-ზე აღწევს თავის მინიმალურ მნიშვნე- 

ლობას. მაშინ არსებობს X და »ჯ წერტილების შემაერთებელი ეფექტური წი- 

ბოებისაგან შედგენილი ისეთი ტრაექტორია, რომლის გასწვრივ X”-დან X; -მდე 7, 

არაზრდად სიდიდეს წარმოადგენს; 

3 რომელიღაც წერტილი შეიძლება იყოს მოცემული კრიტერიუმის ლოკალური 

მინიმუმი და ამავე დროს # სიმრავლეზე არ წარმოადგენდეს მის გლობალურ 

მინიმუმს. 

X 

  

ნახ. 7.50 

მაბგალითი 7.39. წრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიულ ამოცანაში, რომე- 
ლიც გამოსახულია ნახ. 7.50-ზე, 

XM = XXI, X”) LI XX”, X') L) XX”, X"). 
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მოცემულ ამოცანაში X. წერტილი მეორე კრიტერიუმის მაქსიმუმის წერტილია #-ზე, 

X' - მისი მინიმუმის წერტილი #-ზე, ხოლო XCX”,X?1) L XX1,X') ტრაექტორია X”- 

ისა და X“-ის შემაერთებელ ეფექტურ წიბოებზე გადის და მის გასწვრივ 2; სიდიდე 

არაზრდადია. გარდა ამისა, »' წერტილი მეორე კრიტერიუმის ლოკალური მინიმუმის 

წერტილია #-ზე, რომელიც არ წარმოადგენს გლობალურ მინიმუმს. 

7.7.3 სიმპლექს-მეთოდჭე დაფუძნებული 
ალგორითმი 

განვიხილოთ ალგორითმი, რომელშიც ეფექტურ წერტილთა სიმრავლეზე 1-ური 

კრიტერიუმის მინიმალური მნიშვნელობის მოსაძებნად გამოყენებულია სიმპლექს-მე- 

თოდი. 

ალგორითმის თანახმად, თითოეული კრიტერიუმის რიგრიგობითი ლექსიკოგრაფი- 

ული მაქსიმიზაციის შედეგად შევადგენთ მოგებათა ცხრილს. ვთქვათ, 2” მოგებათა 

ცხრილის I-ურ სვეტში კრიტერიუმის მინიმალური მნიშვნელობაა. მოცემული ამოცა- 

ნის შეზლუდვათა სისტემას დავუმატებთ C X<7;" უტოლობას, დავიწყებთ თვლას 

2” -ის შესაბამისი კუთხის წერტილიდან. გამოვიკვლევთ დასაშვებ წერტილთა ახალი 

(შეკუმშული) სიმრავლის C'X= 2” წახნაგს, რათა ვიპოვოთ ისეთი კუთხის წერტი- 

ლი, საიდანაც გამოდის ეფექტური წიბო, რომლის გასწვრივ I-ური კრიტერიუმის 

მნიშვნელობა მცირდება. თუ ასეთი წიბო არ არსებობს, მაშინ ეს ნიშნავს, რომ 2” - 

ის მიმდინარე მნიშვნელობა I-ური კრიტერიუმის მინიმალური მნიშვნელობაა #-ზე და 

გამოთვლითი პროცესი დამთავრებულად ჩაითვლება. წინააღმდეგ შემთხვევაში (თუ 

წიბო არსებობს), ადგილი აქვს წიბოს გასწვრივ ჩანაცვლებას და გადასვლას მის მე- 

ორე ბოლოში მდებარე კუთხის წერტილში. 2» სიდიდეს მიენიჭება 1-ური კრიჯტერი- 

უმის ახალი (ნაკლები) მნიშვნელობა, რომელიც მას გააჩნია ახალ კუთხის წერტილ- 

ში. შეზღუდვათა სისტემას დაემატება CX<2L უტოლობა, სადაც 2” -ს აქვს ახალი 

მნიშვნელობა, და პროცედურა განმეორდება. 

საჭიროა შევნიშნოთ, რომ განხილულ ალგორითმში თითოეული კრიტერიუმის 

ლექსიკოგრაფიული მაქსიმიზაცია იმისათვის ხორციელდება, რომ მოგებათა ცხრილის 

ყოველი სტრიქონი ეფექტურ კუთხის წერტილში გამოთვლილ კრიტერიულ ვექ- 
ტორს წარმოადგენდეს. როგორც უკვე იყო აღნიშნული, CX=2”" სახის თითოეული , 

წახნაგი X და » წერტილებს შორის გადა კვეთავს ეფექტური წიბოებისაგან 

შედგენილ თითოეულ ტრაექტორიას, რომლის გასწვრივ 2, არაზრდადია, ამიტომ სა- 

ნამ მინიმუმი არ იქნება მოძებნილი, შესაძლებელია იტერაციების გაგრძელება. ეფექ- 

ტურ წერტილთა სიმრავლეზე I|-“-ური კრიტერიუმის მინიმუმის წერტილის მოძებნის 

შემთხვევაში, ალგორითმი წყვეტს მუშაობას. 
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7.8 ინტერაქტიული პროცედურები 

მრავალკრიტერიული დაპროგრამების მომავალი ამოცანების ინტერაქტიულ რეჟიმ- 

ში გადაწყვეტას ეკუთვნის. ინტერაქტიული პროცედურების გამოყენების დროს ადგი- 

ლი აქვს გამოკვლევას დასაშვებ ამონახსნთა სიმრავლისა და ამ უკანასკნელიდან ოპ- 

ტიმალური (ან ოპტიმალურთან მიახლოებული) ამონახსნის მოძებნას. ინტერაქტიუ- 

ლი პროცედურების დამახასიათებელ თავისებურებას გამოთვლებისა და გადაწყვეტი- 

ლებების მიღების ეტაპების თანმიმდევრობითი მონაცვლეობა წარმოადგენს. აღნიშნუ- 

ლი პროცედურის თოთოეულ იტერაციაზე ყოველი შემდგომი გამოკვლევის ჩატარე- 

ბის მიზნით ადგილი აქვს ამონახსნისა ან ამონახსნთა ჯგუფის გენერირებას. გამოკვ- 

ლევის ბოლოს, გადაწყვეტილების მიმღებ პირს ამოცანის ამოხსნის პროცედურაში 

შეაქვს რაღაც გარკვეული ინფორმაცია. 

ადამიანსა და მოდელს შორის უკუკავშირის არსებობა გადაწყვეტილების მიმღებ 

პირს შესაძლებლობას აძლევს მის წინაშე მდგომი პრობლემის შესახებ ახალი ინ- 

ფორმაცია მიიღოს. ამასთან, გადაწყვეტილების მიმღებ პირს საშუალება ეძლევა უფ- 

რო სრულად შეაფასოს დასაშვებ ამონახსნთა სიმრავლით მოცემული შესაძლებლობა- 

თა დიაპაზონი, რის საფუძველზეც უკეთ უნდა გაერკვეს სად ეძებოს უფრო წარმა- 

ტებული ამონახსნები, როგორ გამოიცნოს საბოლოო ამონახსნი (თუ იგი არსებობს) 

და მიიღოს შესაბამისი გადაწყვეტილებები. ამგვარად, ინტერაქტიული მიდგომის არსი 

იმაში მდგომარეობს, რომ ამონახსნის მოძებნის პროცესში ადამიანის მონაწილეობა 

გაადვილოს. 

ინტერაქტიული პროცედურები შრომის ეფექტური დანაწილების შესაძლებლობას 

იძლევა. ისინი კომპიუტერს საშუალებას აძლევენ აკეთოს ის, რაც მას უკეთ გამოუ- 

დის (მონაცემების დამუშავება, პროგრამების შესრულება), ხოლო გადაწყვეტილების 

მიმღებ პირს - აკეთოს ის, რასაც იგი ყველაზე უკეთ აკეთებს (ახალი ინფორმაციის 

საფუძველზე მიიღოს გაუმჯობესებული ან შესწორებული დასკვნები და გადაწყვეტი- 

ლებები). 
მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაციის ამოცანების გადასაწყვეტად შემუშავებულია 

მთელი რიგი ინტერაქტიული პროცედურები, რომელთაგან შეიძლება გამოვყოთ 

ი 5IIIM მეთოდი |155); 

ი ჯოფრიონ-დაიერ-ფაინბერგის მეთოდი CC» (187); 

ი ზაინც-ვალენიუსის მეთოდი 2-V” (277, 278) 

.· ინტერვალურ-კრიტერიულ წონათა მეთოდი ვექტორული მაქსიმიზაციის ალგო- 

რითმით |250); 
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ით აწონილ ჯამთა ინტერაქტიული მეთოდი ფილტრაციით (252); 

« კორხონენისა და ლააკსოს ვიზუალური ინტერაქტიული მეთოდი (209). 

ჩვენ დაწვრილებით განვიხილავთ მხოლოდ პირველ სამ მეთოდს. დანარჩენი მეთო- 

დების გასაცნობად დაინტერესებულ მკითხველს შეუძლია ისარგებლოს შესაბამისი 

ლიტერატურით. 
აღნიშნული ალგორითმები შეიძლება დაიყოს შემდეგ ტიპებად: 

· დასაშვებ ამონახსნთა სიმრავლის შევიწროების მეთოდები; 

ა შევიწროების მეთოდები წონითი ვექტორების სივრცეში; 

პატ კრიტერიული კონუსის შევიწროების მეთოდები; 

ჭ ერთგანზომილებიანი ძებნის მეთოდები. 

მიუხედავად იმისა, რომ აღნიშნული მეთოდები ერთმანეთისაგან არსებითად განსხ– 

ვავდება, ისინი სწრაფი კრებადობით ხასიათდებიან. თითოეული მათგანი კრებადობას 

დაახლოებით # იტერაციაში აღწევს, სადაც X კრიტერიუმების რიცხვია. 

ინტერაქტიული პროცედურების შესადარებლად და მათი შერჩევის შემთხვევაში 

სწორი არჩევანის გასაკეთებლად გარკვეული რეკომენდაციების გამომუშავებისათვის 

საჭიროა შემდეგი საკითხების განხილვა: 

ჰ. მოცემული ალგორითმი გადაწყვეტილების მიმღები პირისაგან მოითხოვს თუ არა 

სპეციალურ მათემატიკურ მომზადებას ან დაპროგრამების საფუძვლიან ცოდნას? 

2. მოცემული ალგორითმის რეალიზაციისათვის საჭიროა თუ არა კვალიფიციური 

ოპერატორი? 

3. გადაწყვეტილების მიმღებ პირს მოსწონს თუ არა მოცემული ალგორითმის ინ- 

ტერფეისი? 

4. მოცემული ალგორითმის საშუალებით თითოეულ იტერაციაზე ერთი ამონახსნი 

თუ ამონახსნთა მთელი ჯგუფი განისაზღვრება? 

5. მოცემული ალგორითმი სხვადასხვა იტერაციაზე ერთი და იგივე თუ განსხვავე- 

ბული ტიპის შეკითხვებს გვისვამს? 

ნ. მოცემული ალგორითმი გადაწყვეტილების მიმღები პირისაგან მოითხოვს თუ არა 

შეაფასოს წონები, დაუშვას რელაქსაციის პარამეტრები ან განახორციელოს 

წყვილ-წყვილად შედარებები? 
7. მოცემული ალგორითმი არის თუ არა ევრისტიკული? (პროცედურა ევრისტიკუ- 

ლია, თუ ალგორითმში დასმულ შეკითხვებზე მომხმარებელმა ცალსახა პასუხი 
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10. 

11. 

12. 

13. 

14, 

15. 

16. 

ინტერაქტიული პროცედურები 

არ იცის მაშინაც კი, როცა გადაწყვეტილების მიმღები პირის სარგებლიანობის 

ფუნქცია ზუსტად ცნობილია. სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, ევრისტიკული პრო- 

ცედურის შესრულების დროს ადამიანი ძირითადად ინტუიციას ეყრდნობა). 

იტერაციული ძებნის პროცესში გადაწყვეტილების მიმღებ პირს შეუძლია თუ 

არა მაშინვე გამოთქვას თავისი მოსაზრებები, თუ მას რამდენიმე დღე სჭირდება 

თითოეული გადაწყვეტილების მოსაფიქრებლად? 

ალგორითმი კრებადია თუ არა იტერაციების წინასწარ მოცემული რაოდენობის 

შემთხვევაში? 

მოცემული ალგორითმი გადაწყვეტილების მიმღებ პირს აძლევს თუ არა შესაძ- 

ლებლობას ამოცანის გადაწყვეტის პროცესში შეცვალოს უპირატესობათა სისტე- 

მა თუ მოითხოვს ამოცანის ხელმეორედ გაშვებას? 

მოცემული ალგორითმი მხოლოდ ეფექტური წერტილების (არადომინირებული 

კრიტერიული ვექტორების) გენერირებას უზრუნველყოფს? 
მოცემულ ალგორითმში ადგილი აქვს თუ არა “სპეციალურ დაშვებებს 

გადაწყვეტილების მიმღები პირის სარგებლიანობის ფუნქციის შესახებ? 

დამტკიცებულია ალგორითმის კრებადობა თუ კრებადობის შესახებ არსებობს 

მხოლოდ ევრისტიკული ან ინტუიციური წარმოდგენები? 

მოცემული ალგორითმი მოითხოვს თუ არა სპეციალიზირებულ (და არა წრფივი 

დაპროგრამებისათვის ჩვეულებრივ) მათემატიკურ უზრუნველყოფას? 

მოცემული ალგორითმი მოითხოვს თუ არა კომპიუტერული დროის მნიშვნელო- 

ვან დანახარჯებს? 

მოცემული ალგორითმი გამოდგება მხოლოდ წრფივი დაპროგრამების მრავალ- 

კრიტერიული ამოცანების გადასაწყვეტად თუ შესაძლებელია მისი გამოყენება 

მთელრიცხვა და არაწრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიულ ამოცანებშიც? 

7.8.1 5ICM მეთოდი 

5ILMM. დასაშვებ ამონახსნთა სიმრავლის შევიწროების მეთოდია, რომელიც 1971 

წელს შემოთავაზებულ იქნა ბენაიუნის, მონგოლფიეს, ტერნისა და ლარიჩევის მიერ 

(155) წრფივი დაპროგრამების შემდეგი მრავალკრიტერიული ამოცანების გადასაწყვე- 

ტად: 
M0მX (CIX=2,), 
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Mი2X ( C X =2; ), 

01მX ( C'X = 7, |), 

როცა XC§6), 

სადაც ყველა კრიტერიუმი შემოსაზღვრულია (§4-ზე. 51LM-ის თითოეულ იტერაცი- 

აზე ადგილი აქვს ეფექტურ წერტილთა სიმრავლის ერთადერთ ზონდირებას, რაც 

ხორციელდება მოცემული იტერაციისათვის შესაბამის დასაშვებ ამონახსნთა შევიწ- 

როებულ სიმრავლეზე ისეთი წერტილის განსაზღვრის გზით, რომელსაც შეესაბამება 

იდეალურ კრიტერიულ 2 6#' ვექტორთან L. (ჩებიშევის) მეტრიკაში უახლოესი 

კრიტერიული გექტორი. საჭიროა შევნიშნოთ, რომ 5ILIML იყო პირველი ინტერაქ- 

ტიული პროცედურა, რომელმაც დიდი გავლენა მოახდინა მრავალკრიტერიული დაპ- 

როგრამების განვითარებაზე. მეთოდი, რომელიც თავდაპირველად შემუშავებულ იქნა 

წრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიული ამოცანების გადაწყვეტის მიზნით, შე- 

იძლება გამოყენებულ იქნეს მთელრიცხვა და არაწრფივი დაპროგრამების მრავალკრი- 

ტერიული ამოცანების გადასაწყვეტად. 

5ILM ალბორითმი 

ბი:ი1! განვახორციელოთ თითოეული კრიტერიუმის ცალ-ცალკე ოპტიმიზაცია და 

ავაგოთ მოგებათა ცხრილი იდეალური კრიტერიული 2 C# ვექტორის გან- 

საზღვრისათვის. 

როგორც უკვე იყო აღნიშნული, მოგებათა ცხრილს აქვს შემდეგი სახე: 

2, ... 2, 

2, ... 2 

2X 

2, 

  

ცხრილის სტრიქონები შეიცავს კრიტერიული ვექტორების იმ მნიშვნელო- 
ბებს, რომლებიც მიიღება თითოეული კრიტერიუმის ცალ-ცალკე ოპტიმი- 

ზაციის შედეგად. მთავარი დიაგონალის 2, (I=1,2,...,ს) ელემენტები წარ- 

მოქმნის იდეალურ კრიტერიულ ვექტორს. 
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ბიჯი? იტერაციის # მთვლელს მივანიჭოთ ნულის ტოლი მნიშვნელობა: #=0. 

ვთქვათ, MX, მოგებათა ცხრილის /-ური სვეტის მინიმალური რიცხვია. გა- 

მოვთვალოთ მნიშვნელობები 

· „ -M 

2: 2,(6,)1| , როცა7, >0, 
2, 75 

#, 

( 

ლათ -M# 
MM +595 C,)?). , როცა7; <0. 

2 #51 

სამრაგვლი მამრავლი 

სამრავლის ფიზიკური არსი შემდეგია: უმაღლესი წონა მივანიჭოთ უდიდე- 

სი ფარდობითი გაფანტულობის მქონე კრიტერიუმებს. მამრავლი კი მიზ- 

ნის ფუნქციის გრადიენტების ნორმალიზებას უზრუნველყოფს L: სივრცის 

ნორმით. 

ბიჯივ. დავუშვათ §X) = C2 და # =C (ინდექსების სიმრავლე ცარიელია). 

Cა() =C ტოლობა აღნიშნავს, რომ ალგორითმი მუშაობას იწყებს დასაშ- 

ვებ მნიშვნელობათა საწყისი (შეუვიწროებელი) სიმრავლიდან. ინდექსთა V" 

სიმრავლე შეიცავს ნომრებს იმ კრიტერიუმებისა, რომელთა მნიშვნელობე- 

ბიც შემდეგ იტერაციაზე შეიძლება შემცირებულ იქნეს, რათა მათ ხარჯზე 

სხვა კრიტერიუმების მნიშვნელობები გაიზარდოს. საწყისი მომენტისათვის 

# ცარიელია, ვინაიდან ჯერ კიდევ არ არის მიღებული ამონახსნები, რო- 

მელთა საშუალებითაც კრიტერიუმების მნიშვნელობების შემდგომი შემცი- 

რება განხორციელდება. 

ბიჯი4ტ იტერაციების # მთვლელის მნიშვნელობა ერთი ერთეულით გავზარდოთ 

ანუ განვახორციელოთ მინიჭების ოპერაცია: #=#+1. გამოვთვალოთ მინიმაქ- 

სური (ჩებიშევის) 2” წონები შემდეგი გამოსახულების საფუძველზე: 

0, |CV”, 

# ღეა I , 

2.7, 
ლი 

აღნიშნული სიდიდეები განსაზღვრავს ჩებიშევის აწონილ მეტრიკას 

459



მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაცია 

ბიჯი 5. 

ბიჯი 6. 

ბიჯი 7. 

ბიჯი 8. 

460 

- ა 
I2 –7| = უღებს“ , 

«დ (=I.2.. L , , 

რომელიც ალგორითმის მეხუთე ბიჯზე ჩ-ურ იტერაციაზე ამონახსნის გე- 

ნერირებისათვის გამოიყენება. შევნიშნავთ, რომ პირველ იტერაციაზე ჟო 

წონების ჯამი ერთის ტოლია, ხოლო შემდეგ იტერაციებზე ქო წონათა 

ჯამი ერთზე ნაკლებია, რადგან »“ სიმრავლე არაცარიელია. 

ამონახსნთა სივრცეში X»ჯ” ამონახსნის განსაზღვრისათვის გადავწყვიტოთ 

აწონილი მინიმაქსური ამოცანა 

თი (თ), 

როცა თ> გოსცო – C'X), 1=1,2,...,L, 

ჯCრლრი, თVთCXL,.. 

ამ ბიჯზე დასაშვებ მნიშვნელობათა შედარებით უფრო ვიწრო ით სიმრავ- 

ლეზე იძებნება წერტილი, რომელიც „ოლ წონებით განსაზღვრულ ჩები- 

შევის აწონილ მეტრიკაში უახლოესია 2'-თან. 

დავუშვათ 2“) = 2(X-%)), 20 ის მნიშვნელობა შევადაროთ 2-ს, რადგან კრიტე- 

რიუმთა სივრცეში 2" ამონახსნის ზარისხის შესაფასებლად იგი კარგი ათვ- 

ლის წერტილია. 

თუ 2" ვექტორის ყველა კომპონენტი მისაღებია, მაშინ გამოთვლები შეწვ- 

დება და (20), ») ჩაითვლება საბოლოო ამონახსნად. წინააღმდეგ შემთხვე- 

ვაში უნდა გადავიდეთ მე-8 ბიჯზე. 
სანამ კრიტერიული ვექტორის ზოგიერთი კომპონენტი უფრო მისაღებია 

ვიდრე სხვები, იტერაციული პროცესი გაგრძელდება, რადგან კომპრომისე- 

ბის ხარჯზე შესაძლებელია სიტუაციის გაუმჯობესება. თუ გადაწყვეტილე- 

ბის მიმღებ პირს არ სურს კომპრომისზე წასვლა 2" ვექტორის ზოგიერთი 

კომპონენტის შემცირებისა და სხვა კომპონენტების გაზრდის ხარჯზე, მა- 

შინ პროცესი დამთავრებულად ჩაითვლება და გამოგდივართ ალგორით- 

მიდან. 

გამოვყოთ ნომრების V სიმრავლე იმ კრიტერიუმებისა, რომელთა მნიშვნე- 

ლობები შეიძლება შემცირებულ იქნეს, და დავუშვათ ის #,)/C/", სიდიდე- 
ები (დათმობები), რომლებიც გვიჩვენებს, თუ რამდენით შეიძლება კრიტე- 
რიუმების მნიშვნელობების შემცირება.
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აღნიშნულ მომენტამდე მხოლოდ მაშინ მივაღწევთ, თუ აღმოჩნდება 20 

ვექტორის ის კომპონენტები, რომლებსაც გადაწყვეტილების მიმღები პირი 

“შესწირავს”, რათა სხვა კომპონენტები გააუმჯობესოს. თითოეულ /-ურ 

კომპონენტს, რომლის მნიშვნელობის შემცირებისათვის გადაწყვეტილების 

მიმღები პირი თანახმაა, შევუსაბამოთ #, სიდიდე (ე.ი. 2-ის მაქსიმალური 

რაოდენობა, რომლის დათმობაც შესაძლებელია). 

ბიჯიმ ავაგოთ დასაშვებ მნიშვნელობათა შევიწროებული სიმრავლე 

, ()ა _ := ირი. «ი CX>22,(X  )-ბ,, 169 | 

07X> 2,(X"9), #7წV 

და გადავიდეთ მე-4 ბიჯზე. 

ალგორითმის თანახმად, მე-9 ბიჯზე გათვალისწინებულია შეზღუდვების დამატება, 

რაც (ა) სიმრავლის ქვესიმრავლეებზე ამონახსნების მოძებნის მიზნით იტერაციული 

პროცესის შესრულებას განაპირობებს. იტერაციების რაოდენობასთან დაკავშირებით 

ნაშრომში (155) აღნიშნულია, რომ თუ რომელიღაც / კრიტერიუმის მიხედვით, რომ- 

ლის მნიშვნელობა ერთხელ უკვე "შევწირეთ", დათმობებს ადგილი აღარ ექნება, მა- 

შინ ალგორითმი მუშაობას LX იტერაციის შემდეგ დაამთავრებს. მაგრამ პრაქტიკულად, 

რასაკვირველია, ყოველთვის გვიჩნდება სურვილი გვქონდეს გარკვეული თავისუფლე- 
ბა იმის არჩევისა, რომ კრიტერიუმების რამდენიმე მნიშვნელობა ერთდროულად შე- 

ვამციროთ ან კრიტერიუმების ზოგიერთი მნიშვნელობა ერთზე მეტჯერ შევამციროთ. 

გრაფიკულად დასაშვებ მნიშვნელობათა შევიწროებული არის აგების პროცესი ილუ- 

სტრირებულია 7.40 მაგალითში, ხოლო 5I1LM ალგორითმის ბლოკ-სქემა წარგმოდ- 

გენილია ნახ. 7.51-ზე. 

  

მაბალითი 7.40. განვიხილოთ ნახ. 7.52, სადაც » არის 2 წერტილის პირ- 

ველსახე. ვთქვათ, პირველ იტერაციაზე (ალგორითმის მე-5 ბიჯზე) მიიღება XVI 

ამონახსნი თუ დავუშვებთ, რომ –X#= (1) და ავირჩევთ #)-ს, მივიღებთ დასაშვებ 

წერტილთა შედარებით უფრო ვიწრო არ სიმრავლეს, რომლის ფორმირება განხორ- 

ციელდება მე-9 ბიჯზე ალგორითმის მე-4 და მე-5 ბიჯებზე გამოვითვლით რა 

ქა =0 და ქა >0, მივიღებთ X--ს და ა.შ. 
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მოგებათა ცხრილის 

აგება 1 

#=0; 

», მნიშვნელობის განსაზღვრა 2 

! 
(§),= (6) 

# =C 3 
–-ეეეეეეაეეაეა'"რ“”” .. 

#=M+1, 

0,/C/", 
ქი + . 4 

, X, 2.7, .1C V” 

4751 

I 
ამოცანის გადაწყვეტა 

»ი)ი (თ), 
თ>/M(2, – C'X), 5 

ჯCC2, 
ჯ-ის განსაზღვრა     
  

  

    
  

  

  

+ და L,-სთვის 

მნიშვნელობების მინიჭება 

; 
ნახ. 7.51 
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ნახ. 7.52 

კომენტარები §I–M მეთოდის შესახებ 

5I1LM ევრისტიკული მეთოდია, რადგან მაშინაც კი, ცნობილი რომ ყოფილიყო 

გადაწყვეტილების მიმღები პირის სარგებლიანობის ფუნქცია, გაურკვეველი იქნე- 

ბოდა, ჯერ-ერთი, თუ რომელი კრიტერიუმები უნდა ჩაგვერთო მათი მნიშვნელო- 

ბების შემცირების პროცესში და, მეორე - რა სიდიდით შეგვემცირებინა. მაშასა- 

დამე, 5I1LM. მეთოდი განიხილება როგორც სუსტად სტრუქტურიზებული მიდ- 

გომა გაუმჯობესებული ამონახსნების გენერირებისადმი. 

51M მეთოდი შემუშავებულ იქნა წრფივი დაპროგრამების ერთკრიტერიული 

ამოცანების გადაწყვეტის ჩვეულებრივი მათემატიკური უზრუნველყოფის გამოყე- 

ნების საფუძველზე. მოგებათა ცხრილის შედგენის შემდეგ ყოველ იტერაციაზე 

საჭიროა მხოლოდ ერთი საოპტიმიზაციო პროცედურის (ალგორითმის მე-5 ბი- 

ჯზე) ჩატარება. 5IIML მეთოდი შეიძლება გამოყენებულ იქნეს ნებისმიერი გან- 

ზომილების მთელრიცხვა და არაწრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიულ 

ამოცანებშიც, თუ, რასაკვირველია, არსებობს მათემატიკური უზრუნველყოფა შე- 

საბამისი ერთკრიტერიული ამოცანების გადასაწყვეტად. 

მოგებათა ცხრილთან დაკავშირებული სირთულეების გამო, ეფექტურ წერტილთა 

სიმრავლეზე კრიტერიუმთა მნიშვნელობების ცვლილების დიაპაზონები შესაძლე- 

ბელია შევამციროთ ან გავზარდოთ. თუ დიაპაზონები არასწორადაა გამოთვლი- 

ლი, მაშინ ამ ფაქტმა შეიძლება გავლენა მოახდინოს „2 წონებზე. 

ძირითადად, 5IIM მეთოდი კრებადია იმ ამონახსნის მიმართ, რომელიც C§ა სიმ- 

რავლის კუთხის წერტილს არ წარმოადგენს. 
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5. სავსებით შესაძლებელია, რომ ალგორითმის მე-6 ბიჯზე ადგილი ჰქონდეს შედა- 

რებისთვის წარმოდგენილ კრიტერიულ 2" ვექტორზე დომინირებას (როგორც 

7.41 მაგალითში). 

მაბალითი 7.41. განვიხილოთ ნახ. 7.53. ვთქვათ, X პირველ იტერაციაზე მიღე- 

ბული ამონახსნია, ხოლო პირველი კრიტერიუმი შემცირებულია #,; სიდიდით. მაშინ 

მეორე იტერაციაზე მიღებული ჯუ კანონიერი ამონახსნია. მაგრამ ჯრ წერტილში გან- 

საზღვრული კრიტერიული ვექტორი Xჯ წერტილის კრიტერიული ვექტორის მიერ 

დომინირებულია. 

X4# 

    

  

ნახ. 7.53 

7.8.2 »როფრიონ-დანერ-ფაინბერბნს 
მეთოდი (CL) 

ჯოფრიონის, დაიერისა და ფაინბერგის მიერ შემუშავებული CI მეთოდი |187) 

ერთგანზომილებიანი ძებნის მეთოდებს მიეკუთვნება და გამოიყენება შემდეგი სახის 

ამოცანის გადასაწყვეტად: 

M0მX ( M(X) = 2, ), 

M02X ( /X(X) = 2; ), 

ძMიმX ( /I(X) = 2, ), 

როცა XC§ა, 

სადაც #) სიმრავლე შემოსაზღვრულია და განისაზღვრება წრფივი შეზღუდვებით. 

Cს მეთოდში ქვეპროცედურის სახით გამოყენებულია ფრანკ-ვულფის გრადიენ- 
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ტული მეთოდი, რომელიც 5.4.3 ნაწილში განვიხილეთ. ავტორებმა აღნიშნული მე- 

თოდი მისი სიმარტივისა და სწრაფი კრებადობის გამო აირჩიეს. საჭიროა შევნიშ- 

ნოთ, რომ მრავალკრიტერიულ ამოცანებში ფრანკ-ვულფის მეთოდის გამოყენების 

შემთხვევაში საოპტიმიზაციო ფუნქცია სარგებლიანობის L ფუნქციით იცვლება. მი- 

უხედავად იმისა, რომ C ფუნქციის ანალიზური სახე უცნობია, CV მეთოდის საშუ- 

ალებით გადაწყვეტილების მიმღები პირის მიერ ნაბიჯ-ნაბიჯ გამოვლინდება ინფორ- 

მაცია მინიჭებული უპირატესობების შესახებ, რათა ძებნის მიმართულებების გან- 

საზღვრისათვის შეფასდეს LV ფუნქციის გრადიენტები. საჭიროა აღინიშნოს, რომ მრა- 

ვალკრიტერიული ამოცანების შემთხვევაში CIსL მეთოდი ოპტიმალური ამონახსნის 

მიმართ კრებადია მხოლოდ იმ შემთხვევაში, თუ გადაწყვეტილების მიმღები პირის 

სარგებლიანობის LV ფუნქცია დიფერენცირებადი და ჩაზნექილია (§4-ზე. 

ლოკალურად შესაფერისი წონების 
განსაზღვრის პროცედურა 

Cთნ6CL მეთოდში LV ფუნქციის გრადიენტების შესაფასებლად გამოყენებულია კრი- 
ტერიული ვექტორების წყვილ-წყვილად შედარების პროცედურა, რომელშიც გადაწყ- 
ვეტილების მიმღები პირის მიერ მინიჭებული უპირატესობების ამსახველი წონები 

განისაზღვრება. ზოგადობის შეუზღუდავად პირველი კრიტერიუმი ჩავთვალოთ ეტა- 

ლონად (ათვლის წერტილად). როგორც უკვე იყო აღნიშნული 7.34 ნაწილში, 

ური კრიტერიუმის წონა გამოითვლება – ფარდობით, სადაც #4, წარმოადგენს 
, 

ური კრიტერიუმის მნიშვნელობის ნაზრდს, რომელიც აკომპენსირებს პირველი 

(ეტალონური) კრიტერიუმის მნიშვნელობის #, სიდიდით შემცირებას, იმ პირობით, 

თუ ყველა დანარჩენი კრიტერიუმის მნიშვნელობა არ შეიცვლება. ფიქსირებული #,- 

ის დროს წყვილ-წყვილად “შედარების პროცედურის არსი მდგომარეობს #, , 

(I=2,3,...,#0) მნიშვნელობებისა და, მაშასადამე, უპირატესობის ამსახველი VI, = 

წონების განსაზღვრაში. #, (1=2,3,...,/(ხ) სიდიდეების განსაზღვრისათვის შემოთავაზე- 

ბულია შემდეგი ალგორითმი, რომელშიც გამოყენებულია შუაზე გაყოფის და 

გაორკეცების პროცედურები. 

ბი”ი. ვთქვათ, 2” = C2,, შე... 2ე-.- 2) მიმდინარე კრიტერიული ვექტორია. შე- 

მოვიტანოთ #, სიდიდე და დავუშვათ 12 და VI=1. 

ბიჯით დავუშვათ I=0 და #! -ს მივანიჭოთ საწყისი მნიშვნელობა. 

ბიჯივ. განვახორციელოთ მინიჭების ოპერაცია I=I+1. შევადაროთ 2“ და 2=(2,-#,, 

2.,..., 2+ ტი ,..., 7). 
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ბიჯი4. თუ >“ უპირატესია, მაშინ, დავუშვებთ რა ტწს =247, უნდა გავზარდოთ 

=-ის "სასურველობა" და გადავიდეთ მე-3 ბიჯზე. თუ C უპირატესია 2“-ზე, 

მაშინ დავუშვათ 6“? = #0/2 და გადავიდეთ მე-6 ბიჯზე. თუ გადაწყვეტი- 

ლების მიმღები პირი 2”-სა და 2-ს შორის არჩევანს ვერ აკეთებს, მაშინ 

გადავიდეთ მე-8 ბიჯზე. 

ბიინ. დავუშვათ 0“) =60/2 და განვახორციელოთ მინიჭების ოპერაცია /=/+1, 

შევადაროთ 2” და 2. თუ 2 უპირატესია, მაშინ გადავიდეთ მე-6 ბიჯზე, 

ხოლო თუ <=“ უპირატესია, მაშინ - მე-7 ბიჯზე. იმ შემთხვევაში, როცა გა- 

დაწყვეტილების მიმღები პირი 2“-სა და 2-ს შორის არჩევანს ვერ აკეთებს, 

მაშინ გადავალთ მე-8 ბიჯზე. 

ბიჯინ6. დავუშვებთ რა ტი) = ტი _ე0/2, უნდა შევამციროთ 2”-ის სასურველობა 

და გადავიდეთ მე-5 ბიჯზე. 

ბიჯი? დავუშვებთ რა ტს = ტ0 +900 /2, უნდა გავზარდოთ 7”-ის სასურველობა 

და გადავიდეთ მე-5 ბიჯზე. 
რ 

ბიჯიზ. დავუშვათ V, 52. თუ IX, მაშინ განვახორციელოთ მინიჭების ოპერა- 

ცია I=I+1 და გადავიდეთ მე-2 ბიჯზე. წინააღმდეგ შემთხვევაში - გადავი- 

დეთ მე-9 ბიჯზე. 

ბი„იმ დასასრული. 

მაბალითი 7.42. იმისათვის, რომ შევაფასოთ V, წონები, რომლებიც შეესატყვისება 

გადაწყვეტილების მიმღები პირის წარმოდგენებს კრიტერიუმების ურთიერთჩანაცვლე- 

ბის შესახებ, როცა 2“= (100,50), საჭიროა შუაზე გაყოფისა და გაორკეცების პრო- 

ცედურაში დავუშვათ #,=10 და ტი =4. 

ნახ. 7.54-ზე 7 უპირატესია 2ბპ= (90,54)-ზე. იმისათვის, რომ გავზარდოთ 20-ის 

სასურველობა, ტი გავზარდოთ 4 ერთეულით, ე.ი. ტდ =8. 

ნახ. 7.55-ზე 2” = (90,58) უპირატესია 2“-ზე. იმისათვის, რომ შევამციროთ 2”-ის 

სასურველობა, #§? შევამციროთ 2 ერთეულით, ე.ი. ტი =6. 

ნახ. 7.56-ზე 2 უპირატესია 7? = (90,56)-ზე. იმისათვის, რომ გავზარდოთ 7”-ის 

სასურველობა, #0) გავზარდოთ 1 ერთეულით, ე. ი. ტი =7. 

ნახ. 7.57-ზე 2? და 2” = (90,57) წერტილებს ერთმანეთის მიმართ არ აქვს უპი- 
რატესობა. მაშასადამე, M#)=1, #;=10/7. შევნიშნავთ, რომ მიღებული წონები არ არის 

ყველაზე საუკეთესო, რადგანაც ისინი შეესაბამებიან ნახ. 7.57-ზე პუნქტირით წარ- 
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მოდგენილ წრფეს და არა 2 წერტილში სარგებლიანობის ფუნქციის დონის წირის 

მხებს. 

2 22 

58 58 2 

54 დ» 54 
ტია + ტრ, 

50 50 
1 2 7. 2 

რ), რ), 

2 2) 

ნახ. 7.54 ნახ. 7.55 

   
ნახ. 7.56 ნახ. 7.57 

CL ალგორითმი 

ბიჯი! მივანიჭოთ იტერაციის მთვლელს ნულოვანი მნიშვნელობა, ე.ი. #M=0. განვ- 

საზღვროთ საწყისი X2MC§62 წერტილი. 

თუ (§) განსაზღვრულია წრფივი შეზლუდვებით, მაშინ საწყისი ამო- 

ნახსნის მისაღებად შეიძლება გამოვიყენოთ წრფივი დაპროგრამების სიმ- 

პლექს-მეთოდი და შევასრულოთ მისი პირველი ეტაპი. თუ, ამასთან, კრი- 

ტერიუმებიც წრფივია, მაშინ ჯV09-ის განსაზღვრისათვის შეიძლება გამოყენე- 

ბულ იქნეს მეორე გზაც, კერძოდ, ვთხოვოთ გადაწყვეტილების მიმღებ 

პირს შეგვატყობინოს რომელიმე კრიტერიული 7 ვექტორი. იმისათვის, 

რომ შევამოწმოთ 2 დასაშვები ვექტორია თუ არა, საჭიროა გადავწყვი- 

ტოთ წრფივი დაპროგრამების შემდეგი ამოცანა: 
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ბიჯი 2. 

ბიჯი 8. 

ბიჯი 4. 

X08X ( 0”X), 

როცა C'X = 2,, 1 =1,2,...,M, 

ჯ C §)ა. 

თუ ამოცანა თავსებადია (საკუთრივია), მაშინ მისი ამონახსნი ჩაითვლება 

საწყის ჯა მნიშვნელობად. 

იტერაციების მთვლელის მნიშვნელობა ერთი ერთეულით გავზარდოთ ანუ 

შევასრულოთ მინიჭების ოპერაცია M = #M+1. 

იმისათვის, რომ X»“) წერტილში CV ფუნქციის გრადიენტის მიმართულება 

შევაფასოთ, საჭიროა გადაწყვეტილების მიმღებმა პირმა პროგრამაში შე- 

მოიტანოს ლოკალური წონითი ვექტორი ან კრიტერიუმების წყვილ-წყვი- 

ლად შედარების თაობაზე უპასუხოს კითხვების სერიას, რის შედეგადაც 

კომპიუტერს საშუალება ექნება განსაზღვროს ლოკალური წონების ერთობ- 

ლიობა. 

პრაქტიკული მნიშვნელობის ამოცანების გადაწყვეტის დროს გადაწყვე- 

ტილების მიმღებ პირს, როგორც წესი, არ შეუძლია (ან არ სურს) წონე- 

ბის უშუალოდ განსაზღვრა. მაშასადამე, მის წინაშე საჭირო იქნება დაის- 

ვას რიგი კითხვები კრიტერიუმების წყვილ-წყვილად შედარების შესახებ, 

რის შედეგად წონები პროგრამულად დაითვლება. 

ვთქვათ, V,/(X”) არის I-ური მიზნის ფუნქციის გრადიენტი »”” წერტილ- 

ში. გადავწყვიტოთ მიმართულების განსაზღვრის ამოცანა 

სიმX ( 9 XI XCC2 1), 

' 

სადაც § = 2 V#,V,/,(X” ა). ამოცანის ოპტიმალური 1)/C5 ამონახსნის 

საშუალებით განვსაზღვროთ მიმართულების ვექტორი თ” = /" – ჯ-ს, 

თუ მე-3 ბიჯზე მიღებულია წონების საკმაოდ შესაფერისი მნიშვნელო- 

ბები, მაშინ § ვექტორი X”ს) წერტილში LV ფუნციის გრადიენტის მიმართუ- 

ლებას მიახლოებით განსაზღვრავს და იგი საკმარისი იქნება ერთგანზომი- 

ლებიანი ძებნის სავსებით მისაღები თ”! მიმართულების მისაღებად. 

თუ #/”= X" ა, მაშინ დავუშვათ XM = XI” და გადავიდეთ მე-10 ბიჯზე. წი- 

ნააღმდეგ შემთხვევაში გადავიდეთ მე-6 ბიჯზე. 

დავუშვათ X(ჯ(“!),/() მონაკვეთის დაყოფის წერტილების X რიცხვი, 
სადაც #> 1. 

კომპიუტერის ეკრანზე გამოვიტანოთ ” კრიტერიული ვექტორი.
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იმისათვის, რომ ძო მიმართულებით ერთგანზომილებიანი ძებნა განვა- 

ხორციელოთ, საჭიროა ამოვბეჭდოთ (ან კომპიუტერის ეკრანზე გამოვიტა- 

ნოთ) კრიტერიული ვექტორები ჯ(XI"“!),/I") მონაკვეთის თანაბრად დაყო- 

ფის კვანძებისათვის. ამასთან, 2(X“)) იქნება პირველი კრიტერიული ვექტო- 

რი, 20/”) - უკანასკნელი, ხოლო შუალედური #-2 კრიტერიული ვექტორი 

განისაზღვრება შემდეგი ფორმულით: 

2ც0-2 C/ კო) ჯ=23,..,#-I. 

ბიჯიზვ. გადაწყვეტილების მიმღები პირი #” კრიტერიული ვექტორებიდან ირჩევს მი- 

სი თვალსაზრით ყველაზე უპირატესს, განსაზღვრავს რა ამ ვექტორისა და 

მისი შესაბამისი პირველსახედან შედგენილ (20) წყვილს. 

მე-6 ბიჯზე #” რიცხვის მოცემით მომხმარებელი მართავს კრიტერიული 

ვექტორების შესახებ ყოველ იტერაციაზე მიღებული ინფორმაციის მოცუ- 

ლობას. 

ბიჯი 9. თუ გადაწყვეტილების მიმღებ პირს იტერაციების გაგრძელება სურს, მა- 

შინ უნდა გადავიდეთ მე-2 ბიჯზე. წინააღმდეგ შემთხვევაში გადავალთ მე- 

10 ბიჯზე. 

ბიჯი 10. (20) ჩაითვლება საბოლოო ამონახსნად. დასასრული. 

ალგორითმის ბლოკ-სქემა წარმოდგენილია ნახ. 7.58-ზე. 

C0XL მეთოდის ბამოქენების საილუსტრაციო 
რიცხვითი მაგალითი 

განვიხილოთ წრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიული ამოცანა (ნახ. 7.59) 

X0მX ( X, =2. 1, 

უამX ( X = 2), 

როცა X.+ X:<10, 

2X,+ X,ე < 18, 

5X, + 9X, > 45, 

X, >0, X.>2 0. 
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%=0; 
საწყისი XI) ამონახსნის მიღება 

  

    
  

  

  

  

  

M=V#+1 

V გადაწყვეტილების მიმღებ პირს სურს თ > 
L არა წონების უშუალოდ შემოტანა? 

ლოკალურად შესა– წყვილ-წყვილად შედარების შესახებ 
ფერისი წონების კითხვების დასმის საფუძველზე ლოკალურად 

შემოტანა შესაფერისი წონების ინდუცირება     
  

  

L >> »-L 

მიმართულების განსაზღვრის ამოცანის გად- 

აწყვეტა: 00მX( IM3) XC62 1; / ამონახსნის 

მიღება; კ =ბ) ა”) ვექტორის განსაზღვრა 

ა მინიჭება 

კვანძების ” რიცხვის 

განსაზღვრა 

| 
კრიტერიული ვექტორების 

2(ჯ” ა +C70')), / =1,2,..,#, 

ეკრანზე გამოტანა 

  

    
  

  

  

      
  

    
  

  

    
  

_ 
ყველაზე უპირატესი 

კრიტერიული ვექტორის 
პირველსახის ჯ-ით აღნიშვნა 

  

    
  

  

     გადაწყვეტილების მიმღებ პირს 
სურს თუ არა იტერაციების 

გაგრძელება? 
  

  

      
  

  

ფრ») წყვილი 
საბოლოო ამონახსნია 

ნახ. 7.58 
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ნახ. 7.59 

ალგორითმის მუშაობის უნარის საილუსტრაციოდ დავუშვათ L/ = (2,+1)“2:+1)“. 

მაშასადამე, 2=(5;5) ოპტიმალური ამონახსნია, ხოლო Lს„=LI2)=1296 - სარგებლია- 

ნობის ფუნქციის ოპტიმალური მნიშვნელობა. ვთქვათ, CI0IL ალგორითმის მიხედვით 

შესრულდა სამი იტერაცია, ამასთან, ყველა იტერაციაში ჩX=6. იმის ნაცვლად, რომ 

მე-3 ბიჯზე წონები დავადგინოთ და მათი საშუალებით მე-4 ბიჯზე § მიმართულება 

განვსაზღვროთ, მოცემულ მაგალითში #« ვექტორს თავიდანვე ენიჭება მიმდინარე X“') 

წერტილში CL ფუნქციის გრადიენტის მნიშვნელობა, ე.ი. § =V,C/(XIV). 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

        
  

          
  

ი=1 ჩ=2 »=3 
უქ”) (0:5) (5.4:2) (3.24:5.2) 

§ (72:12) (115.2:245.9) (3.26:223) 
თ (9;0) (0;19) (8:2) 

ქი (9;–5) (=5.4:8) (4.76; –3.2) 
კვანძებში კვანძებში კვანძებში 

გამოთვლილი | ,, | გამოთვლილი ჭ 1 „, | გამოთვლილი ) „, 
კრიტერიული კრიტერიული კრიტერიული 
ვექტორები ვექტორები ვექტორები 

(0:5) 36.0 (5.4:2) 3686 _ (3.24:5.2) | 691.1 
(1.8:4) 196.0 | (4.32:3.6) _| 598.9 | (4.192:4.56) | 833.3 
(3.6;3) 338.6) (3.24:5.2) | 691.1 | (5.144:3.92) | 913.8 
(5.4:2) 368.6 | (2.16:6.8) | 607.5 | (6.096:3.28) | 922.4 
(7.2:1) 269.0 | (1.08:8.4) | 382.3 | (7.048:2.64) | 858.2 
(9:0) 100.0 (0:10) 121.0 (8:2) 729,0 

ყა (5.4:2) (3.24:5.2) (6.096:3.28) 
ეი) 368.6 691.1 922.4 

ცხრილი 7.7 
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ვთქვათ, X49= (0;5) საწყისი წერტილია. როცა § =V,C(X-))=(72;12), მაშინ მიმარ- 

თულების განსაზღვრის ამოცანის (მე-4 ბიჯი) ამონახსნი” ჰ 1) =(9;0). მაშასადამე, 

ძებნის მიმართ ის ორია თ ი) =(9;-5), ხოლო ანძებში კრიტერიული ვე- ებ ულების ვექტ ლო კვანძებში კრიტერიული ვე 
ქტორის ექვსი მნიშვნელობა შეადგენს: (0;5), (1.8;4), (3.6;3), (5.4;2), (7.2;1) და (9:0). 

ორებს შორის კი სა სოა 2) =(5.4;2), რადგან მის შესაბამის V ნქციას ვექტორებ კი საუკეთე დგ ე ფუნქც 
გააჩნია უდიდესი მნიშვნელობა Lხ...=368.6. 

თუ მეორე იტერაციას X9M)= (5.4:2) წერტილიდან დავიწყებთ, მაშინ მივიღებთ # = 

=V,CX I) = (115.2;245.8) და ამ შემთხვევაში მიმართულების განსაზღვრის ამოცანის 

ამონახსნი იქნება )/?=(0;10). მაშასადამე, ერთგანზომილებიანი ძებნის მიმართულებაა 

ქძ!?! =(-5.4;უზ) და ა.შ. CI ალგორითმის პირველი სამი იტერაციის შედეგები მოცე- 

მულია 7.7 ცხრილში. როგორც ცხრილიდან ჩანს, თითოეულ იტერაციაში კვანძებში 

გამოთვლილი ყველა კრიტერიული ვექტორი (გარდა ერთისა) დომინირებულია. 

ცხრილიდან ჩანს, აგრეთვე, რომ მეთოდის კრებადობა არ არის საკმაოდ სწრაფი. 

გომენტარები Cნ6 მეთოდის შესახებ 

1. 5IIM. მეთოდისგან განსხვავებით, CIX# მეთოდი არ არის ევრისტიკული. იგი 

ტესტირებადია, თუ ცნობილია გადაწყვეტილების მიმღები პირის სარგებლიანო- 

ბის ფუნქციის მათემატიკური აღწერა. ე.ი. კრიტერიუმების წყვილ-წყვილად შე- 

დარება და ბადური კრიტერიუმების შერჩევა შესაძლებელია განხორციელდეს 

სრულიად დეტერმინირებულად, გავითვალისწინებთ რა განსახილველ კრიტერი- 

ულ ვექტორებს სარგებლიანობის ფუნქციაში. 

2. პრაქტიკულ შემთხვევებში, CV» ალგორითმის მე-3 ბიჯის შემდეგ გადაწყვეტი- 

ლების მიმღები პირი მიიღებს ჭეშმარიტი წონების მხოლოდ მიახლოებით მნიშვ- 

ნელობებს, ხოლო მე-8 ბიჯის შემდეგ - ბიჯის ოპტიმალური სიგრძის მხოლოდ 

მიახლოებით მნიშვნელობას. თუმცა არსებობს შედეგები, რომლებიც გვიჩვენებს, 

რომ უსასრულობაში ადგილი აქვს ოპტიმუმისკენ კრებადობას, თუ იჯტერაციების 

რაოდენობის ზრდასთან ერთად ზემოთ აღნიშნული სიდიდეები საკმაოდ ზუსტ 

მნიშვნელობას მიიღებს |187). 

3. მიუხედავად იმისა, რომ CIსX ალგორითმის ავტორების მიერ ფრანკ-ვულფის მე- 

თოდი შერჩეულია არაწრფივი დაპროგრამების ამოცანებში პროცესის დასაწყისში 

სწრაფი კრებადობის გამო, შესაძლებელია აღნიშნულმა ალგორითმმა ვერ უზ- 

რუნველყოს ინტერაქტიული პროცედურებისათვის კრებადობის ისეთი სიჩქარე, 

რომელიც აუცილებელია მრავალკრიტერიული ამოცანების გადასაწყვეტად. 

4. მიუხედავად იმისა, რომ თითოეულ იტერაციაზე ადგილი აქვს ოპტიმიზაციის 

მხოლოდ ერთ პროცედურას (მე-4 ბიჯი), თუ C0 ალგორითმის მე-3 ბიჯზე 
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კრიტერიუმების წყვილ-წყვილად შედარების პროცედურას გამოვიყენებთ, მაშინ 

თითოეულ იტერაციაზე განხორციელდება ხანგრძლივი დიალოგი ადამიანსა და 

კომპიუტერს შორის. 

5. CოსI ალგორითმის მე-7 ბიჯზე წარმოდგენილი კრიტერიული ვექტორების უმ- 

რავლესობა, შესაძლებელია, იქნება დომინირებული. 

ნ6. CIL მეთოდი, შესაძლებელია, გამოყენებულ იქნეს იმ შემთხვევაშიც, როცა §) 

სიმრავლე არაწრფივი შეზღუდვებით იქნება განსაზღვრული, თუ, რასაკვირვე- 

ლია, ალგორითმის მე-4 ბიჯზე მიმართულების განსაზღვრისათვის არაწრფივი 

დაპროგრამების მეთოდებს გამოვიყენებთ. 

7.8.9 ხზაინც-ვალენნუსის მშთოდი (7-VV) 

ზაინც-ვალენიუსის მეთოდი (277, 278) წონითი ვექტორების სიმრავლის შევიწ- 

როების მეთოდების რიცხვს მიეკუთვნება და გამოიყენება მრავალკრიტერიული წრფი- 

ვი დაპროგრამების შემდეგი სახის ამოცანის გადასაწყვეტად: 

LXი2მX (CIX=2,), 

X02X (CX=2, 1, 

I0მX (CX=72,.1, 

როცა XC%4, 

სადღაც მიზნის ფუნქციები ნორმირებულია (მაგალითად, L, სივრცის ნორმაში). მეთო- 

დი კრებადია უდიდესი სარგებლიანობის ეფექტურ კუთხის წერტილში, თუ გადაწყ- 

ვეტილების მიმღები პირის სარგებლიანობის V): # –>M ფუნქცია ფსევდოჩაზნექილია. 

მეთოდის არსი შემდეგში მდგომარეობს. მომხმარებელს მუშაობის პროცესში ეძ- 

ლევა შეკითხვები მოსაზღვრე კუთხის წერტილების ან ჩანაცვლების ვექტორების შე- 

სახებ: მიღებული პასუხების საფუძველსე მოიკვეთებ წონითი ვექტორების 
L 

#”M - 4C#" | 4, >0, 2.42 =1 | სიმრავლის ზოგიერთი ნაწილი. პროცესი გაგრძელ- 
#=I 

დება მანამ, სანამ # არე არ შემცირდება იმ სიდიდემდე, რომ საბოლოო ამონახსნის 

განსაზღვრა შესაძლებელი გახდეს. 
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ბიჯი 1. 

ბიჯი თ. 

ბიჯი 8. 
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2-V ალგორითმი 

დავუშვათ /LVLX>/. შევარჩიოთ ნებისმიერი 4#4C/“ა და გადავწყვიტოთ 

წრფივი დაპროგრამების შედგენილი ამოცანა 

»იმX ( 27CX | XCC) ). 

ვთქვათ, ჯი კუთხის წერტილი ამოცანის ამონახსნია ხოლო 2ი . 

შესაბამისი კრიტერიული ვექტორი. იტერაციების #ჩ მთვლელს მივანიჭოთ 

ნულის ტოლი მნიშვნელობა, #=0. 

მიუხედავად იმისა, რომ ამოცანის გადაწყვეტისათვის 1-ლ ბიჯზე საკ- 

მარისია ავიღოთ ნებისმიერი 4#C#, რეკომენდირებულია, რომ შევარჩიოთ 

ერთნაირკომპონენტებიანი 4 ვექტორი. 

ეფექტური არაბაზისური ცვლადების სიმრავლე დავყოთ X# და 8 "სიმრავ- 

ლეებად, სადაც 

4 არის #--ს მიმართ ეფექტური არაბაზისური ცვლადების სიმრავლე; 

8 არის სიმრავლე იმ ეფექტური არაბაზისური ცვლადებისა, რომლე- 

ბიც #4 სიმრავლეს არ ეკუთვნის. 

შემოვიღოთ ინდიკატორული  = “4 სიმრავლე. 

ზაინც-ვალენიუსის მოდიფიცირებული პროცედურა, რომელიც წარმო- 

ადგენს ჯი წერტილის შესაბამისი ბაზისის მიმართ ეფექტური არაბაზი- 

სური ცვლადების გამოვლენის საშუალებას, #4 და ,8 სიმრავლეების ასაგე- 

ბად გამოიყენება. მაგალითი ზაინც-ვალენიუსის მოდიფიცირებული პროცე- 

დურის გამოყენებისა, რომელიც განკუთვნილია ალგორითმის მე-2 ბიჯის 

შესასრულებლად, განხილულია ქვემოთ. 

ავაგოთ კრიტერიული ვექტორები, რომლებიც შეესაბამება ყველა იმ მო- 

საზღვრე კუთხის წერტილს, რომელთა ახალი ცვლადები I! სიმრავლეს 

ეკუთვნის. დროებით არ განიხილება ის კრიტერიული ვექტორები, რომ- 

ლებიც 20%-სგან არ განსხვავდება. გადაწყვეტილების მიმღებ პირთან დავა- 

ზუსტოთ: 2--სგან საკმაოდ განსხვავებული თითოეული კრიტერიული ვე- 

ქტორი არის თუ არა 2 ვექტორზე უპირატესი? შესაძლებელია პასუხის 

სამი ვარიანტი: 

). კით(მოსაზღვრე კრიტერიული ვექტორი უპირატესია); 

2. არა (ა უპირატესია); 

3. არვიცი (ვერ ახერხებს უპირატესობის მინიჭებას).



ბიჯი 4. 

ინტერაქტიული პროცედურები 

თუ ერთი მინც საკმაოდ განსხვავებული მოსაზღვრე კრიტერიული ვექ- 

ტორი 20-ზე უპირატესი აღმოჩნდა, მაშინ იგი დავიმახსოვროთ, აღვნიშ- 

ნოთ 2-თი და გადავიდეთ მე-7 ბიჯზე. წინააღმდეგ შემთხვევაში გადა- 

ვიდეთ მე-4 ბიჯზე. 

ამავე ბიჯზე ადგილი აქვს კრიტერიუმების წყვილ“ წყვილად შედარებას. 

20-სთან შედარდება მოსაზღვრე კუთხის წერტილის შესაბამისი თითოეუ- 

ლი, საკმაოდ განსხვავებული, კრიტერიული ვექტორი, რომლის ახალი 

ცვლადები I სიმრავლეს მიეკუთვნება. ზაინცისა და ვალენიუსის მიერ შე- 

მოთავაზებულია ზოგიერთი წესი, რომელიც საშუალებას გვაძლევს კრი- 

ტერიული ვექტორების განსხვავების ხარისხი განვსაზღვროთ, რათა შევძ- 

ლოთ მათი წყვილ-წყვილად შედარება. კერძოდ, ვექტორები განსხვავე- 

ბულად ჩაითვლება, თუ არსებობს 10%-იანი სხვაობა ერთი კომპონენტის 

მნიშვნელობებს შორის მაინც. მე-3 ბიჯის რეალიზაციისათვის შესაძლე- 

ბელია გამოყენებულ იქნეს ორი სხვადასხვა წესი. პირველი- წესი მდგო- 

მარეობს საკმაოდ განსხვავებული ყველა მოსაზღვრე კრიტერიული ვექ- 

ტორის წყვილ-წყვილად შედარებაში, ხოლო მეორე წესი ითვალისწინებს 

გადაწყვეტილების მიმღები პირის მისამართით შეკითხვების დასმას დადე- 

ბითი პასუხის ("კი") მიღებამდე. 

I სიმრავლის ყველა არაბაზისური ცვლადისათვის, რომლის მიმართ მე-3 

ბიჯზე შეკითხვები არ იყო დასმული, ავაგოთ ჩანაცვლების ვექტორი. ჩა- 

ნაცვლების თითოეული ვექტორის შესახებ გადაწყვეტილების მიმღები პი- 

რის მისამართით უნდა დაისვას შეკითხვა: მოსწონს იგი თუ არა? შესაძ- 

ლებელია პასუხის სამი ვარიანტი: 

1. კით (ჩანაცვლება მოსაწონია); 

2. არა (ჩანაცვლება არ არის მოსაწონი); 

3. არ ვიცი (არ შემიძლია შევაფასო). 

თუ გადაწყვეტილების მიმღებ პირს მოსწონს შემოუსაზღვრავ წიბოს- 

თან დაკავშირებული ჩანაცვლება, მაშინ პროცესი დავამთავროთ და შევ- 

ჩერდეთ შემოუსაზღვრავ ამონახსნზე. თუ გადაწყვეტილების მიმღებ პირს 

მოსწონს შემოსაზღვრული წიბოს შესაბამისი ერთი მაინც ჩანაცვლება, 

მაშინ გადავიდეთ მე-7 ბიჯზე, წინააღმდეგ შემთხვევაში გადავიდეთ მე-5 

ბიჯზე. 

ჩანაცვლების ვექტორები ფარდობით შეფასებათა მატრიცის სვეტებიდან 

მიიღება. მოცემულ ბიჯზე საშულება გვაქვს შევაფასოთ კრიტერიუმების 

წყვილ-წყვილად შესადარებლად ერთმანეთთან ძალიან ახლოს მდებარე 

ეფექტური კუთხის წერტილების შემაერთებელი წიბოები. 

475



მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაცია 

ბიჯი 5. გამოვიყენოთ 7 სიმრავლე და გადაწყვეტილების მიმღებ პირს შევეკით- 
ხოთ: მოსწონს თუ არა ჩანაცვლების ვექტორები, მახასიათებელი იმ წი- 

ბოებისა, რომლებიც დაკავშირებულია იმ მოსაზღვრე ეფექტურ კუთხის 

წერტილებთან, რომლებიც ალგორითმის მე-3 ბიჯზე დაფიქსირდა რო- 

გორც არაუპირატესი? ჩანაცვლების თითოეული ასეთი ვექტორის მიმართ 

შესაძლებელია პასუხის სამი ვარიანტი: 

1. კი (ჩანაცვლება მოსაწონია); 

2. არა (ჩანაცვლება არ არის მოსაწონი); 

3. არვიცი (არ შემიძლია შევაფასო). 

თუ მიღებულია ერთი მაინც დადებითი პასუხი ("კი"), მაშინ გადავი- 

დეთ მე-7 ბიჯზე. წინააღმდეგ შემთხვევაში გადავიდეთ მე-6 ბიჯზე. 

მოცემული ბიჯი საშუალებას გვაძლევს გამოვყოთ წიბოები, რომელთა 

გასწვრივ სასურველია რაღაც წანაცვლება, მაგრამ შემდგომი გადაადგი- 

ლება მიგვიყვანს ისეთ კუთხის წერტილამდე, რომელიც ნაკლებად უპი- 

რატესია, ვიდრე მიმდინარე კუთხის წერჯტილი. 

X-24 რ 

  

  

V-
X 

ნახ. 7.60 

მაბალითი 7.43. ვთქვათ, 20%=7(X”), 2 = 2(X) და ოპტიმალური წერტილი განლა- 

გებულია ისე, როგორც ნაჩვენებია ნახ. 7.60-ზე. ალგორითმის მე-3 ბიჯზე 20 და > 

წერტილების წყვილ-წყვილად შედარებისას გადაწყვეტილების მიმღები პირის პასუხი 
იქნებოდა "არა" (2 წერტილი 2სია წერტილთან შედარებით არ არის უპირატესი). 

მაგრამ ალგორითმის მე-5 ბიჯზე გადაწყვეტილების მიმღები პირის პასუხი ჩანაცვ- 

ლების თაობაზე შესაძლებელია ყოფილიყო "კი" (ანუ გადაწყვეტილების მიმღებ პირს 
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ჩანაცვლება მოეწონებოდა), რადგან ჯ7(X', X) წიბოს გასწვრივ გადაადგილება (მის 

გარკვეულ მონაკვეთზე) სარგებლიანობის ფუნქციის უკეთესი მნიშვნელობების მიღე- 

ბას განაპირობებს. 

ბიჯი 6. 

ბიჯი 7. 

ბიჯი 8. 

თუ 1= 4, მაშინ დავუშვათ 1 = 8 და გადავიდეთ მე-3 ბიჯზე. წინააღმდეგ 

შემთხვევაში საჭიროა გამოთვლების შეწყვეტა და (20 0,»რ) ჩაითვლება 

ოპტიმალურ ამონახსნად. 

8 სიმრავლე, «#4 სიმრაგლესთან ერთად, გადაწყვეტილების მიმღებ პირს 

საშუალებას აძლევს პროცესის დამთავრებამდე შეამოწმოს ჩანაცვლების 

ვექტორები და/ან X»ჯ” წერტილიდან გამომავალი ყველა ეფექტური წიბოს 

შესაბამისი მოსაზღვრე კუთხის წერტილები (მიუხედავად იმისა, აღნიშნუ- 

ლი ვექტორები გადაწყვეტილების მიმღები პირის პასუხებს ეთანადება თუ 

არა). 

გადაწყვეტილების მიმღები პირის პასუხების საფუძველზე შევადგინოთ 

ახალი #-შეზღუდვები და ავაგოთ #“') სიმრავლე. 

იმის მიხედვით, მოსაზღვრე კრიტერიული 27 ვექტორი 2ი ვექტორზე 

უპირატესი იყო თუ არა ალგორითმის მე-3 ბიჯზე, შევადგინოთ 

4-შეზღუდვები: 

4“(07-20)>წ5 თითოეული "კი" პასუხისათვის, 

2(0-201) < – წ თითოეული "არა" პასუხისათვის, 

სადაც 6 რაღაც მცირე დადებითი რიცხვია. 

იმის მიხედვით, მოსწონს თუ არა გადაწყვეტილების მიმღებ პირს ჩა- 

ნაცვლების ” ვექტორი ალგორითმის მე-4 და მე-5 ბიჯებზე, შევადგი- 

ნოთ #-შეზღუდვები: 

2%>§8 თითოეული "კი" პასუხისათვის, 

2%<-6 თითოეული "არა" პასუხისათვის. 

გამოვიყენებთ რა შედგენილ #-შეზღუდვებს ტო სიმრავლის მოკვეთისათ- 

ვის, მივილებთ ჩწზაბე სიმრავლეს. შევნიშნავთ, რომ მოცემულ ალგორითმში 

"არ ვიცი" ტიპის პასუხის შემთხვევაში #-შეზღუდვების ფორმირებას ად- 

გილი არა აქვს. 

ვიპოვოთ 20ო)სC#ტ0%'0, თუ ასეთი „ია არ არსებობს, მაშინ აქტიური 

4-შეზღუდვების ყველაზე "ძველ" სიმრავლეს გამოვრიცხავთ, განვაახლებთ 

#ია)ს და მე-8 ბიჯს განმეორებით შევასრულებთ. 
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აქტიური ეწოდება ისეთ #-შეზღუდვას, რომელიც არ ყოფილა გამორიცხული. 

აქტიური 4-შეზღუდვები განსაზღვრავს /# სიმრავლის მოკვეთას. შეცდომის ან გადაწ- 

ყვეტილების მიმღები პირის მიერ უპირატესობების შეცვლის შედეგად აქტიური 4- 
შეზღუდვები იმდენად წინააღმდეგობრივი შეიძლება აღმოჩნდეს, რომ #“ = დ. ამ 

შემთხვევაში აქტიური 4-შეზღუდვებიდან ყველაზე "ძველი" შეზღუდვების გამორიცხ- 
ვას გავაგრძელებთ მანამ, სანამ არ მოიძებნება 2“ )C/#ი“), რა სიმრავლის მახასია- 

თებელი წერტილის მისაღებად ვიპოვოთ ისეთი წერტილი, რომელიც უზრუნველ- 
ყოფს #'”' სიმრავლის განმსაზღვრელი 4-შეზღუდვების დონის ზედაპირებიდან მინი- 
მალური გადახრის მაქსიმიზაციას. 

მაგალითი 7.44. დავუშვათ M=1. ვთქვათ, პირველი იტერაციის შემდეგ აქტიური 

4-შეზღუდვებია 25 +374 – # 2 6 და # –3# < – 5. ვთქვათ, 2 =(9;7;1) უპირატესია 

20 =(6;8;2)-ზე, ხოლო ჩანაცვლების ” = (0;–1;2) ვექტორი გადაწყვეტილების მიმღებ 

პირს არ მოსწონს. მაშინ 2” )C/“" მახასიათებელი წერტილის განსაზღვრისათვის 
საჭიროა გადავწყვიტოთ წრფივი დაპროგრამების შემდეგი ამოცანა: 

#0მX (6), 

როცა 20+3ის- 4>%, 

რ –-324<-§ 

პჩ– #ი– X#28 

–2+24 5-6, 

ი + 4ი+ 721=1, 

#> 6 1I=1,2,3, 

4#>0, I=1,2,3, §>0. 

ბიჯი 9. 2> ვექტორის განსაზღვრისათვის გამოვიყენოთ #"" და გადავწყვიტოთ 

წრფივი დაპროგრამების შედგენილი ამოცანა. 

ბიჯი 10 თუ ალგორითმის მე-3 ბიჯის შემდეგ 2 ვექტორი არ არსებობს, მაშინ 

გადაწყვეტილების მიმღები პირი 2” და 2? ვექტორებიდან ირჩევს უპირა- 

ტესს. 

1. თუ 2 უპირატესია, მაშინ ამ უპირატესობის გამომსახველი 20%) = ჯ 

შეზღუდვა დავუმატოთ 2-შეზღუდვებს და გადავიდეთ მე-13 ბიჯზე. 
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ბიჯი 18. 
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2. თუ 2” უპირატესია, მაშინ გადავიდეთ მე-11 ბიჯზე. 

თუ ალგორითმის მე-3 ბიჯის შემდეგ 2 ვექტორი არსებობს, მაშინ 

გადავიდეთ მე-12 ბიჯზე. 

ალბათობა იმისა, რომ ალგორითმის მე-3 ბიჯზე 2. ვექტორი არ მოი- 

ძებნება, იტერაციების რიცხვის გაზრდასთან ერთად იზრდება. თუ 2 არ 

მოიძებნა, მაშინ გადავდივართ შემდეგ იტერაციაზე, როცა 2 უპირატესია 

20-ზე., 

ამონახსნად ჩაითვლება (20, XC 0) და გამოთვლითი პროცესი დამთავრდება. 

შესაძლებელია უკეთესი ამონახსნი არსებობდეს ეფექტური წახნაგის ფარ- 

დობით შიგა არეში. ოპტიმუმის მოსაძებნად საჭიროა გამოვიყენოთ ძებნის 

რომელიმე პროცედურა. 

ვინაიდან 7-V ალგორითმის ძირითადი ოპერაციები დაკავშირებულია 

კუთხის წერტილებთან, ამიტომ მისი საშუალებით შეუძლებელია ოპტიმა- 

ლური ამონახსნის მოძებნა,“ თუ ეს უკანასკნელი წახნაგების შიგნით ძევს. 

ამ შემთხვევაში პრობლემის გადასაწყვეტად შეიძლება გამოყენებულ იქნეს 

ფილტრაციის ან სიმრავლეთა დისკრეტიზაციის ზოგიერთი მეთოდი, რაც, 

ცხადია, გაზრდის იტერაციების საერთო რაოდენობას. 

თუ გადაწყვეტილების მიმღებ პირს შეუძლია გააკეთოს არჩევანი 2? და დ 

ვექტორებს შორის, მაშინ აღვნიშნოთ 7 )-ით უპირატესი კრიტერიული 

ვექტორი, რომელიც დაგუმატოთ /4-შეზღუდვებს, და გადავიდეთ მე-3 
ბიჯზე. თუ გადაწყვეტილების მიმღებ პირს არ შეუძლია გააკეთოს არ- 

ჩევანი, მაშინ 20) = უხ და გადავიდეთ მე-13 ბიჯზე. 

განხილვიდან გამოვრიცხოთ (2”,X) წყვილი, თუ საჭიროა განვაახლოთ 

#“””, განვახორციელოთ მინიჭების ოპერაცია M=#M+1 და გადავიდეთ მე-2 

ბიჯზე. 

#/” სიმრავლის განახლება აუცილებელია მხოლოდ იმ შემთხვევაში, 

როცა მე-10 ან მე-12 ბიჯზე ადგილი ექნება 4-შეზღუდვების ფორმირებას. 

7-V ალგორითმის ბლოკ-სქემა მოცემულია ნახ. 7.61-ზე. 
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| საწჟისი ეფექტური კუთხის პრ წერტილის მიღება; 

ა, 

  

  

  

  

4- M4ბM-ს პიმართ ეფექტური გამომავალი წიბოების სიმრავლე: 
8 - სიმრავლე იმ ეფექტური გამომავალი წიბოებისა. რომლებიც 4-ში არ შელის: 

    
  

    

არხებობს თუ პრა /-ს მიმართ საკმაოდ განსხვავებული მოსაზღერე 
ქფექტური კუთხის >“ წერტილი, რომელიც X”ზე უპირატესია? 

  

      

     რომლებსაც. მივყავართ 
კუთხის წერტილებამდე 

აღმოჩნდა 

  
  

  
  
    

  

  

  

    
  

  

  

  

  

    

13 L/=8) 

2“-ს განულუბა, 
/#”-ის უორმირება, 

სხინააიი | #” ის ფორმირებისათვის გაღაწყეეტილების მიმღები | 
პირის პასუხების საფუძველზე 4-შეზღულვების დამატება. 

"ძველი" 4-შეზღუდვების 
გამორიცხვა ღა /#”? სიმრავლის და -2> 8 

ფორმირება 

| 2ლასდტრი -ის შერჩევით წრფივი ღაპროგრამების ი 
შეღგენილი ამოცანის ამოხსნა ღა X-ს განსაზღურა 

დამატებითი 4- 
L+4 შეზლელვის შემოტანა, 10 

“.. ”     

  

         შეუბლია თუ არა გაღაწყეუტილების მიმღებ 
პირს გააკუთოს X”-ისა ღა X-ის 

შორის არჩევანი?          
  

ღამატებითი 2-შეზღულუის შემოტანა, X2”-ით ელაი | 
უპირატესი წერტილის აღნიშენა 

მო, 
  

ნახ. 7.61 

   



ინტერაქტიული პროცედურები 

2-V მეთოდის გამოყენების საილუსტრაციო 
რიცხვითი მაგალითი 

განვიხილოთ წრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიული ამოცანა 

, 

L0მX ( X, =7 1, 

I02X ( X =2 I2 

შ»იმX ( Xვ = 23 1, 

როც X.+ X.+X) <5, 

X, + 3X +X <9, 

3X, +4X < 16, 

X, >0, X>0,X1>0, 

რომელიც გრაფიკულად გამოსახულია ნახ. 7.62-ზე, სადაც დაშტრიხული წახნაგები 

ქმნის ეფექტურ წერტილთა სიმრავლეს. ალგორითმის მუშაობის უნარის საილუს- 

ტრაციოდ გამოვიყენოთ სარგებლიანობის შემდეგი ფუნქცია C = 0.452,+0.502,+0.052,. 

მაშასადამე, ოპტიმალურ ამონახსნს წარმოადგენს 2-=(4;1;0) წერტილი და მისი შესა- 

ბამისი ფუნქციის ოპტიმალური მნიშვნელობა L#M„= V (7') = 2.30. 

(8/3:2;1/3) 

  
ნახ. 7.62 
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ბიჯი 1. შევირჩიოთ ნებისმიერი 4 ვექტორი; დავუშვათ, რომ მივიღეთ ჯ'9 = (0;2;3), 

ამასთან L”/=1.15. 

ბიჯი 8. XV) წერტილს გააჩნია სამი მოსაზღვრე კუთხის წერტილი. ესენია (0;3;0) 

წერტილი ფუნქციის Vხ=1.50 მნიშვნელობით და (8/3;2;1/73) წერტილი ფუნქციის 

ხV=2.22 მნიშვნელობით, რომლებიც უპირატესია X-) წერტილზე. ამავე დროს, XI) 

წერტილი უპირატესია მესამე (0;0:5) წერტილზე, რომელშიც ფუნქციის მნიშვ- 
ნელობა ტოლია V/=0.25. აღვნიშნოთ X” = (0;3;0). 

ბიჯი 7. მოვკვეთოთ #” სიმრავლის ნაწილი, რისთვისაც შემოვიტანოთ შემდეგი 

შეზღუდვები: 

# -3628 3# +44ე >3+6 

34 => << |2% + 4>1+<6). 

“26 1246 5-8 # +242, 2I++ 
7 2 

წრფივი დაპროგრამების განხილული მრავალკრიტერიული ამოცანის ილუს- 

ტრაცია პარამეტრების სივრცეში მოყვანილია ნახ, 7.63-ზე, სადაც დაშტრიხული 

არე წარმოადგენს წონითი ვექტორების მოკვეთილ /L+"" სიმრავლეს ზემოთ მოცე- 

მული #-შეზღუდვების გათვალისწინების შემთხვევაში. 

4'=(1;0;0) 

2?=(175;3/5;1/5) 
4'=(1/4;3/4;0) 

12/5;11/5;0) 7=(3/7;4/7;0) 
(4;1,ემ)  ,2'=(5/13;6/13;2/13) 

      

    

0.5 

(8/3;:2:;1/3) 

ნახ. 7.63



10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

ინტერაქტიული პროცედურები 

ბიჯი 9. თუ „"'' = (0.25;0.65;0.10) წერტილს განვიხილავთ როგორც #""! სიმრავ- 

ლის წარმომადგენელ წერტილს, მაშინ წრფივი დაპროგრამების აწონილჯამები- 

ანი ამოცანის ამონახსნი იქნება »ჯ”=(12/5;11/5;0)) რომელსაც შეესაბამება 

L=2.18. 

ბი:ი 12. ვინაიდან » უპირატესია X”-ზე ამიტომ დავუშვათ, რომ 

ჯ'!1=( 12/5;11/5:0) და შემოვიტანოთ ახალი 4-შეზღუდვა 

2 (2 -2ჰ)>5 «> 3-2 >>. 

ბიჯი 18. #I)-ის განახლების შემდეგ გვექნება /#V)= X,2!,. 7,2”). 

ბიჯი მ. X) წერტილს ერთადერთი მოსაზღვრე კუთხის წერტილი გააჩნია, რომე- 

ლიც ეფექტურია /V"-ის მიმართ. ეს წერტილია (8/3;2;1/3) ფუნქციის მნიშვნე- 

ლობით V=2.22 და იგი უპირატესია XI) -ზე. ალგორითმის მე-2 ბიჯის შესაბამი- 

სად კუთხის (4;1:0) წერტილი არ არის XI წერტილის მოსაზღვრე, რადგან XI 

წერტილის (4;1;0) წერტილთან შემაერთებელი წიბო არაეფექტურია. აღვნიშნოთ 

Xჯ%?=(8/3;2;1/3). 

ბიჯი 7. დავუმატოთ 4-შეზღუდვა 

–ი--./+- > დლ #+ზ4. <5-15წ5. 1 რ 54 ვრ § 2 = 

ამიტომ გვექნება /ს2= X/4', 4,4). 

ბიჯი მ. როცა „#0= (0.45;0.50;0.05) და იგი #” სიმრავლეს წარმოადგენს, მაშინ 

წრფივი დაპროგრამების აწონილჯამებიანი ამოცანის ამონახსნი იქნება X”=(4;1;0) 

სარგებლიანობის ფუნქციის V=2.30 მნიშვნელობით. 

ბიჯი 19. ვინაიდან ჯ»” უპირატესია X“-ზე, ამიტომ დავუშვათ, რომ XC)= (4;1;0) და 

დავუმატოთ შეზღუდვა 
<2 –- რ -1 > <2 56-24. 21+3წ. 

ბიჯი 18. #I) სიმრავლის განახლებით მიიღება /##2I= X.!,,4, 4). 

ბიჯი 9, ჯი წერტილს #ოი-ის მიმართ ეფექტური ერთადერთ მოსაზღვრე კუთხის 

(5;0;უ0) წერტილი გააჩნია, რომელშიც ფუნქციის მნიშვნელობა ტოლია V =2.25. 
X წერტილი არ არსებობს. 

ბიჯი 6. დაგუშვათ, 1= 8. 

ბიჯი ვ. ჯ2 წერტილის მოსაზღვრე ეფექტურ კუთხის წერტილებს შორის არ არ- 

სებობს XV2 წერტილზე უპირატესი წერტილები. 
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15. ბიჯი 6. »X-= (4;1;0) წარმოადგენს საბოლოო ამონახსნს. დასასრული. 

#ო-ის მიმართ ეფექრური არაბასისშრი 
ცვლადების გბანსასლჭრა 

7-V ალგორითმის მე-3 ბიჯზე განვიხილოთ ჯრ”. თუ გამოვიყენებთ ზაინც-ვალენი- 

უსის პროცედურას (279), მაშინ შეიძლება განვსაზღვროთ. #”-ის მიმართ ეფექტური 

არაბაზისური ცვლადები. ამასთან, წრფივი სისტემის განტოლებები შეიძლება დავყოთ 

ორ ტიპად. პირველ ტიპს მიეკუთვნება განტოლებები, რომლებიც ფარდობით შე- 

ფასებათა # მატრიცის არაბაზისური სვეტებიდან ჩვეულებრივ ფორმირდება. აღნიშ- 

ნულ განტოლებებს აქვს შემდეგი სახე: 
#2” M,+ » <0. 

მეორე ტიპის განტოლებები წარმოადგენს აქტიურ #-შეზღუდვებს. მათ აქვთ სახე 

#(2-2)+V, =0, თუ 2 უპირატესია 2 -ზე. 

- 27X23+V, =0, თუ V ჩანაცვლების უპირატესი ვექტორია. 

2 %#+V, =0, თუ V#· ჩანაცვლების უპირატესი ვექტორი არ არის. 

შემოთავაზებული პროცედურის მიზანია გამოარკვიოს პირველი ტიპის განტოლე- 

ბებში V, ცვლადების ეფექტურობა იმ შემთხვევაში, როცა მეორე ტიპის განტოლებები 

სრულდება. მაშასადამე, ზაინც-ვალენიუსის პროცედურის მე-2 ბიჯზე მხოლოდ ის V, 

ცვლადები, რომლებიც მიეკუთვნება პირველი ტიპის განტოლებებს, საწყის სიმპლექს- 
ცხრილში აღინიშნება როგორც გაურკვეველი სტატუსის მქონე ცვლადები. 

ზაინც-ვალენიუსის პროცედურის გამოყენების საილუსტრაციოდ განვიხილოთ წინა 

ნაწილში მოცემული რიცხვითი მაგალითი და გამოვთვალოთ /#"! სიმრავლის მიმართ 

ეფექტური არაბაზისური ცვლადები. ფარდობით შეფასებათა მატრიცის სვეტები 

X»=(12/5;11/5:0) წერტილში„ რომლებიც შეესაბამებ სამ მოსაზღვრე (0;3;0), 

(8/3;2;1/3) და (4:1:10) კუთხის წერტილს, განსაზღვრავს პირველი ტიპის შემდეგ გან- 

ტოლებებს: 
–32, + #2) +V, =0, 

___ 
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ბი რე დუ როცე ქტიული პ რა, ინტე 

+ Vკ = 0. 44, – 3% 

ლ ღ სა- გად ების ო ო: ხები პას. ლ ნა 'ს წი რე ტ ებები წ პირი შიმღები ტ ს აწქვ უ 

ლ ო სახე აქვს : მათ 

'ს გა! - 

; “ სარმირდები ვ ფ ღ ე ძვე ფუ 

=0, V. ა #4 + –-42 +3 
+V, 

ს + 2 . –/, ა 

რ - –--% + 

32.+# 

ებს, ვლად ნე ც მქო: "სის უ სტატ ნობი უც ს, როგორც ბ ' ადე V. ცვლ V0, Vს რა ნავთ ნიშ აღვ 
მივიღებთ 

L) ბიჯი ტერაცია ( 1-ლი ი 

V, 

V 

14) 

M 

V§ 

V 

V7 

  

L)) ბიჯი 4 და ბიჯი ა (ბიჯი 8, რაცი -2 იტე მე 

V7 

–1 

3 

რი V, არება 

V 

V“ 

V§ 

V- 

რ% 
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მე-8 ატერაცია (ბიჯი 5 და ბიჯი 9) 

არაეფექტური 
Vვ3 

V2 –1 

V; –5/3 1/3 

VI –4/3 –1/3 

V; –1 

%M –4/3 –1/3 

% –4/3 –1/3 

  

მე-4 იტერაცია (ბიჯი 7) 

  

  

  

  

  

  

არაეფექტური 
2 % Vა 

ეფექტური V- 20/9 –4/9 –5/3 

V –5/3 1/3 

% –4/9 –1/9 1/3 

V§ –5/9 1/9 –1/3 

V% –8/9 –2/9 –1/3 

რ –4/9 –1/3           

პომენტარები 2-V მეთოდის შესახებ 

2 მეთოდი არ არის ევრისტიკული, ვინაიდან, თუ ცნობილია გადაწყვეტი- 

ლების მიმღები პირის სარგებლიანობის ფუნქცია, ყველა კითხვას, რომელიც წა- 

მოიჭრება მისი მუშაობის პროცესში, შეიძლება სრულიად განსაზღვრული პასუ- 

ხი გაეცეს. 

ზოგიერთ შემთხვევაში, 7-VV” მეთოდი ფრიად ეფექტურია, ვინაიდან წონითი ვექ- 

ტორების სიმრავლე იტერაციების დასაწყისშივე საკმაოდ სწრაფად ვიწროვდება. 

მაგრამ, ამავე დროს, საჭიროა აღინიშნოს, რომ იგი კრებადობას ვერ უზრუნ- 

ველყოფს ისეთი ამონახსნებისათვის, რომლებიც კუთხის წერტილებს არ წარმო- 

ადგენს. 
გადაწყვეტილების მიმღებ ზოგიერთ პირს შეიძლება შეექმნას დისკომფორტის 

შეგრძნება, როცა ალგორითმის მე-4 და მე-5 ბიჯებზე ჩანაცვლების ვექტორების 
შესახებ კითხვებზე მოუწევს პასუხის გაცემა. 

7-V ალგორითმს თან ერთვის შეცდომების გასწორების ბლოკი, რომელიც, გა- 

დაწყვეტილების მიმღები პირის არათანმიმდევრული პასუხების შემთხვევაში, ყვე- 

ლაზე ძველ 2-შეზღუდვებს "ანადგურებს" ( #%=C ). 
როგორც ალგორითმის ბლოკ-სქემიდან (ნახ, 7.61) ჩანს, 2-V მეთოდი გაცილე- 

ბით რთულია, ვიდრე 5IM. და CI მეთოდები.



დუალობა მრავალკრიტერიულ ოპტიმიზაციაში 

7.9 დუჯლობა მრავალკრიტერიულ 
ოპტივიზჭაციაჟში 

ამ ნაწილში განიხილება ზოგადთეორიული საკითხები ვექტორული ფუნქციების 

უნაგირა წერტილების, მაქსიმინებისა და მინიმაქსების შესახებ. შემოთავაზებულია 

მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაციის დუალური ამოცანების ზოგადი კონსტრუქცია 

004) ევკლიდური კრიტერიული სივრცეების რიგი ცნობილი ფაქტი ნებისმიერი 

სტრუქტურის მქონე დალაგებული ტოპოლოგიური სივრცისთვის განზოგადოებულია 

მონოგრაფია (11)-ის მიხედვით. ყველა დებულება მოყვანილია დამტკიცების გარეშე. 

დაინტერესებულ მკითხველს აღნიშნული მასალა შეუძლია მოიძიოს (11, 104) მონო–- 

გრაფიებში. 

7.9. პექტორული ფუნქციის უნაბირა წყვილები 

დუალობის საკითხები მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაციის ამოცანებისათვის გაცი- 

ლებით რთულია, ვიდრე ანალოგიური საკითხები ერთკრიტერიული ოპტიმიზაციის 

ამოცანებისათვის. აღნიშნული გამოწვეულია იმით, რომ ჩეეულებრივი ოპტიმიზაციის 

თეორიის დუალობისაგან განსხვავებით (49), სადაც დუალობა დაკავშირებულია ნამ- 

დვილ რიცხვთა ღერძზე წრფივად დალაგებული სიმრავლის მაქსიმალური და მინიმა- 
ლური ელემენტების დამთხვევასთან, დუალობის ცნება მრავალკრიტერიულ ოპტიმი- 

ზაციაში დაფუძნებულია ნაწილობრივ დალაგებულ სიმრავლეებში მაქსიმალური და 

მინიმალური ელემენტების ცნებებზე. დუალობის შესწავლისას, ღერძზე წრფივად და- 

ლაგებული სიმრავლეებიდან ევკლიდეს სიგრცის სიმრავლეებზე გადასვლა არ არის 

ტრივიალური. უხეშად რომ ვთქვათ, იმისათვის, რომ სკალარულ შემთხვევაში მივი- 

ღოთ პირდაპირი და დუალური ამოცანების ამონახსნთა დამთხვევა, საკმარისია დავრ- 

წმუნდეთ, რომ პირდაპირი და დუალური ამოცანების ამონახსნთა სახეებს შორის 

"წყვეტა" არ არსებობს. წყვეტის არარსებობის შემთხვევაში აღნიშნულ სახეთა სიმ- 

რავლეები "შეწებდება" წერტილში, რომელიც ერთდროულად იძლევა პირდაპირი და 

დუალური ამოცანების ამონახსნებს. მრავალკრიტერიულ შემთხვევაში პირდაპირი და 

დუალური სიმრავლეების "შეწებება" საკმარისი არ არის; დუალური კონსტრუქცია 

ისეთი უნდა იყოს, რომ პირდაპირი და დუალური სიმრავლეები "შეწებდეს" თავიანთი 
მაქსიმალური და მინიმალური ელემენტების სიზუსტით. 

მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაციის დუალობისადმი მიძღვნილი პუბლიკაციები პი- 

რობითად შეიძლება დავყოთ ორ ჯგუფად. ნაშრომთა პირველ ჯგუფში (95, 203, 

259) დუალობა, ასე თუ ისე, დაკავშირებულია ლაგრანჟის ტიპის ფუნქციებთან. 

ნაშრომთა მეორე ჯგუფში (192, 258) დუალობა შეისწავლება შეუღლებული ფუნ- 

487



მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაცია 

ქციების აპარატის გამოყენებით, სადაც მიღებული შედეგები წარმოადგენს ფენხელის 
დუალობის თეორიის შემდგომ განზოგადებას. რომ არ შევეხოთ მეორე მიმართულე- 

ბის ნაშრომებს, მოცემულ ნაწილში შემოთავაზებულია დუალობის ისეთი კონსტრუ- 

ქცია, რომლის ჩარჩოებშიც ჯდება ნაშრომთა პირველი ჯგუფის მიდგომა. განხილუ- 

ლი მასალა ძირითადად ეყრდნობა (95, 103, 104) პუბლიკაციებს. 

მათემატიკურ დაპროგრამებაში დუალობის კლასიკური თეორია ფართოდ იყენებს 

რიცხვითი ფუნქციების უნაგირა წყვილების, მაქსიმინებისა და მინიმაქსების ცნებებს. 

მოცემულ ნაწილში მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაციის დუალობის თეორიის ანა- 

ლოგიური ცნებები შემოდის ვექტორული ფუნქციებისთვის. 

1 ვთქვათ, §– და = ნებისმიერი ბუნების ორი არაცარიელი სიმრავლეა, 2 - ნე- 

ბისმიერი ტოპოლოგიური სივრცე, რომელიც დალაგებულია C ამოზნექილი, ჩაკეტი- 

ლი, სხეულოვანი და შვერილოვანი (CV –C=10)) კონუსის საშუალებით, ხოლო #: 

(აX=–->2 - მოცემული ასახვა. ყველა აღნიშნული დაშვება გამოყენებული იქნება მხო- 

ლოდ ამ ნაწილში. 

განსაზღვრის სახით მივიღოთ, რომ თუ 2,, 2:C2, მაშინ 

2,>5ე <3 2, – 2: CC, 

2, > 2. 432, – 2: CC ML0), 

2, 7 2. <3 2, – 2: 6 C M(0), 

2, >2. <3 2, – 2: 6IILC., 

2, # 2: <3 2, – 2 C1IILC, 

2, > 2 <>2, X7,. 

განსაზღვრება 7.14. (Cა))CCX= ვექტორს ეწოდება #X,7/) ვექტორ-ფუნქციის 

ძლიერი უნაგირა წყვილი, თუ სრულდება პირობა 

#(CX»")< /(»",» )< /(»",/) VXCC,V7C5=. (7.11) 

ბანსაზღვრება 715. (ე/)C-0-X- ვექტორს ეწოდება #X) ვექტორ-ფუნქციის 

ძლიერი-სუსტი უნაგირა წყვილი, თუ სრულდება პირობა 

#C>=»") < /(X”,»') </C,7) VXCC,V/C=. (7.12) 

გბანსაზღვრეგა 716 (ცპკრC0CX> ვექტორს ეწოდება #>Xა/) ვექტორ-ფუნქციის 
სუსტი-ძლიერი უნაგირა წყვილი, თუ სრულდება პირობა 

XC »)< #C ,») < #C",7) VXC6C,V/C=. (7.13) 
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ბანსაზღჭრება 717. (?ა/)CC-X= ვექტორს ეწოდება #Xე/) ვექტორ-ფუნქციის 

სუსტი უნაგირა წყვილი, თუ სრულდება პირობა 

MCC») < /CV",»') < /(X1,») VXC6C,VV/C 5. ქ.14) 
> და > თანადობების განსაზლვრის თანახმად, #(X, /") < /(X1,7?) პირობის 

შესრულება ყველა X6C§62-სთვის ნიშნავს იმას, რომ #(»ჯ 1, /") > /(»ჯ, 7") თანაფარდო- 

ბა არ სრულდება არც ერთი XC§52-სთვის. ანალოგიურად, #(X",7") < / CC, ”) პი- 

რობის შესრულება ყველა X/C=-სთვის ნიშნავს, რომ პირობა /(X”,»/”)> /(X”,7) 
არ სრულდება არცერთი 17C6C=-სთვის. 

ცხადია, ნებისმიერი ძლიერი უნაგირა წყვილი უნაგირაა (7.12)-(7.14)-ის აზრით 

და ყოველი ნახევრადძლიერი (ძლიერი-სუსტი და სუსტი-ძლიერი) უნაგირა წყვილი, 

ასევე, სუსტ წყვილს წარმოადგენს. თუ 2 სივრცის სახით განვიხილავთ ჩვეულებრივ 

” სივრცეს სტანდარტული დალაგებით (C კონუსი არაუარყოფითი ორტანტია), 

მაშინ ძლიერი უნაგირა წყვილი ჩვეულებრივი უნაგირა წერტილია / ვექტორ- 

ფუნქციის ყველა კომპონენტისათვის ერთდროულად: (7.11) სამართლიანია მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როცა თითოეული I=1,2,...,7-ისთვის სრულდება 

#.(X,»7”) < /,(X”,»") < /,(X", ») უტოლობები ყველა XჯCCბ, /C=-სთვის. ამასთან და- 

კავშირებით, ცხადია, ძლიერი უნაგირა წერტილები საკმაოდ იშვიათად არსებობს. 

განსახილველად შემოვიტანოთ ოთხი სიმრავლე 

0' =LII I(9C2 |</C»)), 
ჯინ «= 

0? =L I( I(9=C2 |«> /(XX) 1) 
X»5=X16601 

M! = LI (|I(ჩC7 |M= /Cთ,)), 
1C(1V XC= 

M?=LII” )(#C2 |#> /C.2)1. 
X»XC=36ოაო 

აღნიშნულ სიმრავლეებს თამაშთა თეორიის ტერმინოლოგიაში აქვს ბუნებრივი ინ- 

ტერპრეტაცია, თუ / აღნიშნავს მოგების ვექტორულ ფუნქციას, ხოლო §) და =- 

შესაბამისად, პირველი და მეორე მოთამაშის სტრატეგიების სიმრავლეს (პირველი 

მოთამაშე ესწრაფვის მოგების ფუნქციის "მაქსიმიზაციას"). ამ შემთხვევაში C' წარ- 

მოადგენს მოგებათა სიმრავლეს, რომელიც პირველ მოთამაშეს შეუძლია თავისთვის 

უზრუნველყოს (გარანტირებული მოგებები), ხოლო #ჩ - მოგებათა სიშრავლეს, რომ- 

ლის გაუარესების შესაძლებლობაც მას შეუძლია მეორე მოთამაშეს არ მისცეს ('და- 
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ცული" მოგებები). ანალოგიური აზრი გააჩნია C” და #7” სიმრავლეებს მეორე მოთა- 

მაშისთვის. 

შემოტანილ სიმრავლეთა განსაზღვრებებიდან უშუალოდ შეიძლება დავრწმუნდეთ, 

რომ სამართლიანია C! C #' და C ღC ჩართვები, რომლებსაც, ასევე, ცხადი თეო- 

რიული სათამაშო შინაარსი გააჩნია. 

მართლაც, ვაჩვენოთ, რომ სრულდება C' C #' ჩართვა. დავუშვათ, რომ ძC0'. მა- 

შინ არსებობს ისეთი X'C§)“ ელემენტი, რომ /IX')/) – ძCC V»C=. მეორე მხრივ, 

CCX-CVM(0)1)=C. ამიტომ #XIა/) – « C –CV(0) V»/C=, ე.ი. 0 – MX!) C CV(0) VX/C=. 
მაშასადამე, 9 X /(X', 7) V7/C=. მაშინ 

«CI I(თC2 |» /C,»))C LI( I(I9C2 |2»ჯ /CთI,;))=#'. 
X5= »60 #65 

უკანასკნელიდან გამომდინარეობს, რომ C' C #"'. 

ანალოგიურად მტკიცდება C C M? ჩართვის სამართლიანობაც,. 

თეორემა 7.31 (11). სამართლიანია ჩართვები 

C-CCC, (7.15) 

(C' – #) ი (C M0)) = C, (7.16) 

(% – 0) ო(CM90)) = დფ. (7.17) 

თუ 7 სივრცის სახით კვლავ განვიხილავთ ჩვეულებრივ #” სივრცეს სტანდარ- 

ტული დალაგებით (C კონუსი არაუარყოფითი ორჯტანტია), მაშინ 7.31 თეორემა 

გვიჩვენებს, რომ მაქსიმინის (მინიმაქსის) ანალოგია რC' და #' სიმრავლეების წყვილი 

(შესაბამისად C? და #), ხოლო უტოლობას (#7I=1) 

იიმXX00I9 /(X,») < ხი 0იმX /(X, 7) 

შეესაბამება ამ სიმრავლეთა (7.15)-(7.17) თვისებები. 

2 უმარტივესი მაგალითები გვიჩვენებს, რომ (X.”/) და (X",»") წყვილები, რომლე- 

ბიც (7.12), (7.13) ან (7.14)-ის აზრით უნაგირა წყვილებს წარმოადგენს, შეიძლება 
იყოს არაშედარებადი (ე.ი. არ არის სამართლიანი არც /(X”, X%1> #C VI) და არც 

7(XX» < (I, ») უტოლობები) ან დომინირებდეს ერთი მეორეზე (მაგალითად, 

#C,») > 7C”,»)), ხოლო (>) და (X")/7) წყვილები შეიძლება არც იყოს უნაგი- 

რა. თუმცა, ქვემოთ მოცემული მტკიცების თანახმად, ძლიერი უნაგირა წყვილის არ- 

სებობა არსებით შეზღუდვებს აღებს ნახევრადძლიერ უნაგირა წყვილების სტრუქტუ- 
რას. 
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ვთქვათ, #” (შესაბამისად MM”, M”, M”) ძლიერი (შესაბამისად, ძლიერი-სუსტი, 

სუსტი-ძლიერი, სუსტი დანარჩენი სამი ტიპისთვის) უნაგირა წყვილების სიმრავლეა, 

ხოლო Mე- და Mი. (IM) - (7.22) და (7.13) ((7.14)) ტიპის სიმრავლეთა 

წყვილები, რომლებიც არ არის ძლიერი (ნახევრადძლიერი). სამართლიანია დებულე- 

ბა. 

თეორემა 7.32 თუ ჩ”“ « C, მაშინ ადგილი აქვს ტოლობებს 

””' =6X»X=”, MM,” =6)“'X=", IM“ =§ა”'X=”. 

(იმ შემთხვევაში, როცა Mა: =C ან Mეა =C, მაშინ =”=C ან C§)'=C)). ამასთან, 

ყველა ძლიერი უნაგირა წყვილი ეკვივალენტურია, ხოლო თითოეული სუსტი უნაგი- 

რა წყვილი ან ძლიერის ეკვივალენტურია ან მასთან არაშედარებადია. 

საჭიროა აღვნიშნოთ, რომ (6257) და C.») წყვილები ეკვივალენტურია, თუ ისინი 

აკმაყოფილებენ IL 2”) =/ ა”) ტოლობას. 

3. შემოვილოთ აღნიშვნა 

LX L4 1 C) = (2C4|(2+თ თ.ო4 =(21) 

- 4 სიმრავლის C-ექსტრემალურ წერტილთა სიმრავლე. 

ურთიერთკავშირს უნაგირა წყვილებზე # ვექტორ-ფუნქციის მნიშენელობებსა და 

0', C, M' და IM სიმრავლეებს შორის ადგენს შემდეგი დებულება. 

თეორემა 7.33 (11). სამართლიანია ჩართვა 

#I CM ი: (7.18) 

და ტოლობები 
#07”) =0' 10”, (75 L)) 

#(7”) =0' II, (7.20) 

#70 ”)=#MV'იCდ”. (7.21) 

თეორემა 7.34. სამართლიანია ჩართვა 

#75) C IX IM | C M01) ლ LX (8?) –C 01). (7.22) 

თეორემა 7.35. სამართლიანია ტოლობა 

#IVე =89XI0'|C ო6X L0'|–ფ. 

თეორემა 7.36. სამართლიანია ტოლობა 
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#85 =L; (0'|C0 ო 6» LM I –C V(011. 0-23) 

თეორემა 7.37. სამართლიანია ტოლობა 

#97) =Lს» (0'|-–თდ ო LX IM | C V0)1. 

7.34-737 თეორემების დამტკიცება მოცემულია ნაშრომში (11) თეორემებიდან 

უშუალოდ გამომდინარეობს 
შედეგი 72 ვთქვათ, 2=ჯ”, ხოლო C კონუსი არაუარყოფითი ორტანტია. მაშინ 

ა) #VMV-) სიმრავლე ემთხვევა > თანადობის მიმართ #'-ში მაქსიმალური და #I/?-ში 

მინიმალური ელემენტების ერთობლიობის თანაკვეთას და, აგრეთვე, #7”) სიმ- 

რავლე ემთხვევა C'-ში უდიდესი და 0“-ში უმცირესი ელემენტების ერთობლიო- 

ბის თანაკვეთას. 

ბ) #7”) სიმრავლე ემთხვევა > თანადობის მიმართ C'-ში მაქსიმალური და I#7?-ში 
მინიმალური ელემენტების ერთობლიობის თანაკვეთას. 

გ) #7”) სიმრავლე ემთხვევა > თანადობის მიმართ C-ში მინიმალური და IV'-ში 

მაქსიმალური ელემენტების ერთობლიობის თანაკვეთას. 

ადვილი საჩვენებელია, რომ ზემოთ აღნიშნული C", C”, #' და II? სიმრავლეები 

შეიძლება წარმოდგენილ იქნეს შემდეგი სახით: 

0' =LII I(/(C2)–C, 
ILჰLC0C»C= 

0=ს)იVთ»ა+თ, 
X»9=XCC) 

M' =LI( IC((C2)+C”V(9)), 
#«C0)#-= 

MM? = LI( I(/C2) –C'C–(0)), 
X»C=+X9(1 

სადღაც C =27%C. 
მაგალითების განხილვისათვის შემდეგში ვისარგებლებთ მარტივი ფაქტით, რომე- 

ლიც შემდეგში მდგომარეობს. სამართლიანია ჩართვები: 

CC-C” C (0). (7.24) 

-CCC C(0). (7.25) 
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გაჩვენოთ, რომ სრულდება (7.24) ჩართვა. ვთქვათ, 26CC. თუ 2=0, მაშინ 

2C-C (0). დავუშვათ, რომ 2#0 და 2თ-C (01. მაშასადამე, 2C-C”, ეი. 2C-C. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 2CC“X-–-C). უკანასკნელი ჩართვა შეუძლებელია, რად- 

გან C შვერილოვანი კონუსია, ე.ი. CCX-C)=(0). მიღებული წინააღმდეგობა ამტკი- 

ცებს (7.24)-ის სამართლიანობას. ანალოგიურად დამტკიცდება (7.25)-ის სამართლია- 

ნობაც. 

საჭიროა შევნიშნოთ შემდეგი ფაქტი. თუ LC) = (1,2,...,2) და = = (1,2,...,#), ხო- 

ლო /:0:X5-–+”/”“” ცალსახა ვექტორ-ფუნქციაა, მაშინ / ასახვის შემთხვევაში 

#62:X=), როგორც §X+X= დეკარტული ნამრავლის სახე #”-ში, შეიძლება წარმოდგეს 

იმ #7X#-განზომილებიანი მატრიცის სახით, რომლის ელემენტებსაც შეადგენს #Xა7) = 

=Cთ6C27/V-XX7,..-/X)))  ვექტორ-ფუნქცის მნიშვნელობები V#”-ში„ როცა 
X6C(1,2,...,/) და 17C(1,2,...,0). თუ მივიღებთ, რომ /#Xე/)=თ,, როცა X=IC(1,2,...,M) 

და » =/C(12,.. MM), მაშინ გვექნება 

#0C0X=)=| “” “ი '“# |, (7-26) 

შევნიშნავთ, რომ (7.26) მატრიცის თითოეული ძ, ელემენტი 7”I-განზომილებიანი ვექ- 

ტორია, რომელსაც ყოველი კონკრეტული / ასახვის შემთხვევაში შეიძლება ჰქონდეს 

კონკრეტული სახე. კერძოდ, თუ #1=#=/1=2, მაშინ Cჩჰ=(ჯ1,2), ==(1,2) და 

»
 

წე " # 4 

ა ააა ჯააბ 

(,ხ)+C –პჯაბა. ._ : 
' გ,ხ)+C (0) 

. რა _ ა ასას _ 
აა 

ნახ. 7.64 ნახ. 7.65 
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/(9X5) = (2 8. | . 0.27) 
მე) 62 

        
ნახ. 7.66 ნახ. 7.67 

გეომეტრიული თვალსაჩინოების მიზნით ჯ სივრცეში (0ი,0ხ) ვექტორით დაძრული 

C=( 27Cჯ | 2,>0,2:>0 ), CCL0), –C და –-C 00) კონუსები, შესაბამისად, გამოსა- 

ხულია ნახ. 7.64, 7.65, 7.66 და 7.67-ზე. 

განვიხილოთ რამდენიმე საილუსტრაციო მაგალითი. ყველა მაგალითში §ა = = = 

=(1,2), ხოლო /#(XX) = (ჩ(Xა/, #(თა”)) ვექტორ-ფუნქციის მნიშვნელობები მოცემულია 
(7.27) მატრიცის სახით, ამასთან, X სტრიქონია, ხოლო X - სვეტი. 

მაგალითი 7.45. ვთქვათ, / ვექტორ-ფუნქცია მოცემულია შემდეგი მატრიცის სა- 

შუალებით: 

M% ია | იი) 
მე 0» (2,თ (1,9) | 

მაშინ 

0' = LI | I(ი, –C, (7.28) 
|=1,2/=1,2 

0? = L I ( |ი,+C, 02% 
#=),2#/=L,2 
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M' = LI | I(ი,+C”VL(0)), (7.30) 
#(=I,2/<I.2 

M? = LI ( I(ი, –C”LI(0)). (7.31) 
/#5=!,2(=1.2 

(7-28)-(7.31)-დან მივიღებთ 

C' = ICვ,0) – C1( I((0,1) – C1IL IC2.9) – C1( (0.9) – C11= 

=(–Cთ)LILVL0) – C1 = (1,0) –C, 

C" = I(3,0)+ C1( ((2,0)+ C1IV IC.) + C1( ICI) + C11= 

=((3,0)+ C1L)III,1) + C), 

M' =|L(6,0) +C”V(011L L(9,1) + CVI(0111IV 

VICC,თ + C”I(9)1LILV,0)+ C”LI(0)11= 

= IC3,0)+ C" VI (0)1( (9,1) + C' VI (9)1ILICI,0) + C” LI (011, 

#" = | ც,9) – C' LI (0))( (2,0) – C” LI (0)11V 

L)IC,1) – C” LI(011LC (0,9) – C” LI (0)11= 

=((2,0) – C” LI (01) LII(I,0) – C” LI (0)) = (1,0) –C” VI (0) . 

0', #, C' და # სიმრავლეები წარმოდგენილია ნახ. 7.68 და 7.69-ზე, საიდანაც 
ჩანს, რომ ადგილი აქვს თანადობებს 

C'=(01,0)), 

C =(0,9)), 

I» = ((0,1); (1,0); (2,9); (3,9)), 

I» = ((0,1); (1,9); (2.09); (3,0)). 

უკანასკნელი ჩართვებიდან გამომდინარეობს, რომ 
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ნახ. 7.68 ნახ. 7.69 

დ'იოდთ=C, 

I#ორC! =(0,0)), 

# როთ = L(3,0)), 

I" ო M' = ((0,1); (1,0); (2,0); (3,0)). 

მიღებულის საფუძველზე შეიძლება დავასკვნათ. (2,2) წერტილი წარმოადგენს 

ძლიერ-სუსტ უნაგირა წყვილს ((7.20) ტოლობის საფუძველზე), (1,1) წერტილი - 

სუსტ-ძლიერ უნაგირა წყვილს ((7.21) ტოლობის საფუძველზე), ხოლო (7.19) ტო- 

ლობიდან გამომდინარეობს, რომ /(CM”)=C, ე.ი. განხილულ შემთხვევაში ძლიერი 

უნაგირა წყვილი არ არსებობს. 

ვაჩვენოთ, რომ (1,2) წერტილი წარმოადგენს სუსტ უნაგირა წყვილს. მართლაც, 

1,2) – /#(1,2) = (0,1) – (0,1) = (0,0)C C V9), 

.#2,2) – #(1,2) = (1,0) – (0,1) =(1,–1)C C M0), 

#12) –#1,1) = (0,1) – (8,0) = C3,1)რ CM0), 

-#1,2) – #1,2) = (0,1) – (0,1) = (0,0)თ C M0). 

სუსტი უნაგირა წყვილის განსაზღვრის თანახმად, უკანასკნელი თანადობების საფუძ- 

ველზე (1,2) წარმოადგენს სუსტ უნაგირა წყვილს. ამასთან, სხვა სუსტი უნაგირა 

წყვილები არ არსებობს. როგორც ვაჩვენეთ I7' (5 II? =((0,1);(1,0)X(2,0); (3,0)), ე.ი. 

გარდა (0,1) წერტილისა MI CM? მოიცავს სხვა წერტილებსაც, ამიტომ (7.18) 
ჩართვა სინამდვილეში მკაცრია. 
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მაბგალითი 7.46. განვიხილოთ /#X,/) ფუნქცია, რომელიც მოცემულია შემდეგი 

მატრიცის სახით: 

(0 2) ა რი) “ი 
მაშინ (7.28)-(7.31)-დან მივიღებთ, რომ 

C' = II(2,2) – C1L IIL(2,3) – C11V ICI1) – C1 C1L8,9) – Cქ11)= 

=IC2,2) – C1LIIXI,0) – CI) = (2,2) – C, 

0” =ILC2,2)+CILIIC,0 + CII0IIC,3)+C)(I(8,0)+C11= 

=L(2,2) + CILII(3,3)+CI)=(2,21+C, 

#M' = I(2,2) +C”LI(0)1( IL(2,3) + C”L)(0111VI 

სIC,I1+C”V(0)1(L(3,0) + C” LI(0)11= 

=(L(2,2) + C” LI(0)1LI I0,1) + C” LI (0) 1( (3.0) + C” LI (0111 = 

=(2,2)1+ C”L)(0), 

MI? = I (2,2) – C" LI (0)1(IICI.1) – C”VI(0)1IV 

სII(2,3) – C' L (011L ((3,0) – C” LI C)11= 

=((2,2) – C” LI(9)1L IC2.3) – C' LI (9)1LIL(3,0) – C” LI(0)11= 

= (2,2) – C”LI(0). 

ნახ. 7.70-ზე წარმოდგენილია C' და C0? სიმრავლეები. 

აღვილი მისახვედრია, რომ #7! მოიცავს (7.32) ტოლობით განსაზღვრული #§2»X=) 

მატრიცის ყველა ელემენტს, გარდა #1,2) = თ.. = (2,3)-ისა ხოლო #I” მოიცავს ამ 

მატრიცის მხოლოდ ორ /#1,1) = ძ,, = (2,2) და #2,2) = თ.» = (3,0) ელემენტს. აქედან 

გამომდინარე, გვექნება 

MI! რო XI” = L((2,2), (3,0)1. 
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ჯა 

ჯა 

  

ნახ. 7.70 

ამიტომ (7.18) ჩართვის თანახმად, თუ ამოცანას სუსტი უნაგირა წყვილი გააჩნია, 

მაშინ იგი შეიძლება იყოს მხოლოდ (1,1) ან (2,2), თავდაპირველად ვაჩვენოთ, რომ 

(1,1) წერტილი წარმოადგენს სუსტ უნაგირა წყვილს. მართლაც, 

#1,1) – #1,1) = (2.2) – (2,2) = (0,0)C C M0), 

#2,1) – #1,1) = (1,1) – (2,2) = C1,–1)C C V0), 

'#1,1) – #1,1) = (2,2) – (2,2) = (0,00)C C M0), 

.'#1,1) – #:1,2) = (2.2) – (2,3) = (0, –1)C C M(0). 

სუსტი უნაგირა წყვილის განსაზღვრის თანახმად, უკანასკნელი თანადობების საფუძ- 

გველზე (1,1) წარმოადგენს სუსტ უნაგირა წყვილს. 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ (2,2) წერტილი წარმოადგენს სუსტ უნაგირა წყვილს. 

მართლაც, 

-#1,2) – #2,2) = (2,3) – (3,0) = C–1, 31C C #0), 

-#2,2) – #2,2) = (3,0) – (3,0) = (0,0)C C V0), 

+#2.2) – #2,1) = (3,0) – (1,1) = (2, –1)C C V0), 

-#2,2) – ,#2,2) = (3,0) – (3,0) = (0,0)C C VM0). 

სუსტი უნაგირა წყვილის განსაზღვრის თანახმად, უკანასკნელი თანადობების საფუძ- 

ველზე (2,2) წარმოადგენს სუსტ უნაგირა წყვილს. 

გარდა ამისა, როგორც C0' და 0? სიმრავლეების სტრუქტურიდან ჩანს (რასაც 

ადასტურებს ნახ. 7.70), | 
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0' ო 0” = ((2,2). 
ამიტომ (1,1) წარმოადგენს ძლიერ უნაგირა წყვილს (იხ. (7.19) ფორმულა). 

მაბალითი 7.47. ვთქვათ, / ვექტორ-ფუნქცია მოცემულია შემდეგი მატრიცის 

საშუალებით: 

(2 მა IC» MM) ფ33) 
ძე, რ: (0) (2,0) 

მაშინ (7.28)-(7.31)-დან მივიღებთ 

0' = IIC.2) – C1(L(I.0) – CIIL IC.) – C1(IL(2,9) – C11= 

=-CსI-ო=-C, 

0” = IICდ,2) + C1LII(0,0 + C1IVII 0,0) + C1IILC2,0) + C1|= 

=((0,21+ C1LIL(2,0)+Cქ, 

M' =I(C9,21+ C”VI(9)ILILCI,0) + CV(0)1IV 

ს IC,1) + C”V(0)1(IL(2,01+C”V (01), 

#I? = I (9,2) – C LI(0)1(IL(0.1) – C” LI (0)1IV 

სIIC,0) – C LI (9)1C1LC2,0) – C” LI (0111 = 

=((0,2) – C” LI (0)1LI (2,0) – C LI (0)1 = 

=-–C”. 

ნახ. 7.71-ზე წარმოდგენილია C'"' და #M' სიმრავლეები, ხოლო ნახ. 7.72-ზე - 0“ 

და #I”. 

ვინაიდან 0'იო01=8, ამიტომ (7.19) ტოლობის თანახმად, / ვექტორ-ფუნქციას 

არა აქვს ძლიერი უნაგირა წყვილი. (7.20)-ის გათვალისწინებით, 0 (ა) #” = C ტო- 

ლობიდან გამომდინარეობს, რომ / ვექტორ-ფუნქციას არც ძლიერი-სუსტი უნაგირა 

წყვილი გააჩნია. (7.21)-ის გათვალისწინებით, #I' (5 C” = ((0,2); (2,0)) ტოლობიდან 

გამომდინარეობს, რომ გვაქვს ორი სუსტი-ძლიერი უნაგირა წყვილი - (1,1) და 

(2,2). 
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ადვილი მისახვედრია, რომ ორივე #” 1 და II? სიმრავლე მოიცავს (7.33) ტოლობით 

განსაზღვრული #§XX=) მატრიცის ოთხივე ელემენტს, ე.ი. 

#' (5 ##? = ((0,2); (1,0); (0,1); (2,0)). 

  

  
    

  

  

#4 >–C 
„სასსსააა 

1 ” X 

ჯა 
ბაააააააა “> I აას 

0 | 2. / 

ნახ. 7.71 სა 
ნახ. 7.72 

შევამოწმოთ, შეესაბამება თუ არა აღნიშნული თანაკვეთის რომელიმე წერტილს 

სუსტი უნაგირა წყვილი, რისთვისაც ყველა წყვილისათვის შევამოწმოთ (7.14) პი- 

რობის შესრულება. გამოვთვალოთ: 

(1,1) წერტილისათვის - 

X#1,1) –.#1,1) = (0,0)C C V(0), 

-'#2,1) – #1,1) = (0,1) – (0,2) =(0,–1)«დ C M90), 

-'#1,1) – #1,1) = (0,0)C C M0), 

-+# 1,1) – #(1,2) = (0,2) – (1,0) = (–1, 2)C C #90); 

(1,2) წერტილისათვის – 

'#1.2) – #(1,2) = (0,0)C C V(0), 

#2,2) – ,#1,2) = (2,0) – (1,0) = (1,0)C C, 

#1,2) – /C1,1) = (1,0) – (0,2) = (1, –2)C C V0), 

#1,2) – #(1,2) = (0,0)C C M0); 

(2,1) წერტილისათვის -– 
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#11) – #2,1) = (0,2) – (0,1) = (0, 1)C C, 

#2,1) – #2,1) = (0,0)« C M0), 

'#2,1) – #2,1) = (0,0)დ C V0), 

-#2,1) – #2,2) = (0,1) – (2,0) = C–2,1)C C V(0); 

(2,2) წერტილისათვის - 

#1,2) – #2,2) = (1,0) – (2,0) = C–1,0)C C M0), 

#2,2) – #2,2) = (0,0)C C M0), 

X#2,2) – (2,1) = (2,0) – (0,1) = (2, –1)C C V0), 

#2,2) – #(9,2) = (0,0)დ C V(01. 

მიღებული შედეგების საფუძველზე შეიძლება დავასკვნათ, რომ (7.33) მატრიცით მო- 

ცემული ვექტორ-ფუნქციისათვის (1,1) და (2,2) სუსტ უნაგირა წყვილებს წარმოად- 

გენს. 

7.9.2 დუალური ამოცანის 
სხობადი კონსტრუქცია 

მოცემულ ნაწილში ნაჩვენებია რომ მრავალკრიტერიულ ამოცანაში ეფექტურ 

ამონახსნთა მოძებნის პრობლემა მჭიდროდ დაკავშირებულია ლაგრანუის ფუნქციის 

უნაგირა წყვილების აგების ამოცანასთან. ფორმულირდება წყვილი დუალური ამოცა- 

ნებისა, რომლებიც შესაბამისად თავდაპირველი სიმრავლის მაქსიმალური ელემენტე- 

ბისა და დუალური სიმრავლის მინიმალური ელემენტების მოძებნაში მდგომარეობს. 

მტკიცდება, რომ სიმრავლე ამონახსნებისა რომლებიც ერთდროულად წარმოადგენს 

პირდაპირი და დუალური ამოცანების ამონახსნებს, პირდაპირი და დუალური სიმრავ- 

ლეების თანაკვეთაა და იგი ლაგრანჟის ფუნქციის მნიშვნელობათა სიმრავლეს ემთხ- 

ვევა მის უნაგირა წყვილებზე. 

1 ვთქვათ, / = Cჩ,.ჩ, ·-»/ი) და § = (დ, დ, ·.-, 9) ვექტორ-ფუნქციები მოცემულია 

L C #” სიმრავლეზე, ხოლო 

C=(XC#M9 | §C0>0,, |. 

შემოვიტანოთ ლაგრანჟის ვექტორული ფუნქცია 

X(X, 2) = (ჩ (X)+ < 4, §(X) >, /: (X)+ < 2, §(X) >,,..., /„(X)+ < 2, §(X) >). (7.34) 
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და განვიხილოთ ამ ფუნქციის სხვადასხვა ტიპის უნაგირა წყვილების თვისებები 

MX# სიმრავლეზე. 

თეორემა 7.38. ლაგრანჟის (7.34) ფუნქციისათვის Mნ»”ჯ# სიმრავლეზე განსაზღ- 

ვრული ძლიერი და სუსტად ძლიერი, ძლიერ სუსტი და სუსტი უნაგირა წყვილების 

ცნებები ეკვივალენტურია, ე.ი. 
ი> = IVI=, IV” = MI". 

თუ (X, 2) ნებისმიერი ტიპის უნაგირა წყვილია, მაშინ 

§(X”) > 0ცე, < 4',9Cჯ") >=0, 

ისე, რომ X"C§). ამასთან, თუ (2) C #”, მაშინ »? ეფექტური ამონახსნია (ე.ი. 

XC#M,(X)) და თუ (X”, 2) C M”, მაშინ X” მაქსიმუმის წერტილია (1 ზე თითოეული 

70 4 --- /– ფუნქციისათვის. 

თეორემა 7.38 გვიჩვენებს, რომ L ფუნქციის სუსტი უნაგირა წყვილები უშუალო 

კავშირშია საწყისი მრავალკრიტერიული ამოცანის ეფქტურ ამონახსნებთან. შემდგომ- 

ში განვიხილავთ L ფუნქციის მხოლოდ სუსტ უნაგირა წყვილებს და მათ შემოკლე- 

ბით ვუწოდებთ უნაგირა წყვილებს, ხოლო ყველა ასეთი წყვილების სიმრავლეს აღვ- 

ნიშნავთ VI-თი. 

2 შემოვიტანოთ ისევე, როგორც წინა ნაწილში, სიმრავლეები (0 =0' და M=#”, 

რომლებსაც შესაბამისად ვუწოდოთ პირდაპირი და დუალური: 

0= ჰით, 0CC%)=(I)(9CX” | «<LC.2) |, 
#8 26-” 

9M=L)MC), VMC0)=( I(MC#” | #> LC, 2) |. 
26 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ თუ XC#VსC), მაშინ CX>) = C. ამიტომ 

0=LI0ო=)=LII9=»X” | </(9 |=X, (7.35) 
(1301 X6() 

სადაც X# =X – #”. 

შევნიშნავთ, რომ #XC2) სიმრავლე შეიძლება წარმოდგენილ იქნეს შემდეგი სახითაც 
(104): 

M0X)=(ILII# |</#>> რCX,2) | 
XC06CM 

სადაც დ ლაგრანჟის სკალარული ფუნქციაა, რომელსაც აქვს სახე 
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#2(//, X, -) =< /4, LCX, 2) > . 

0 სიმრავლის (7 სიმრავლის) > თანადობის მიმართ მაქსიმალურ (მინიმალურ) 

ელემენტთა სიმრავლე აღვნიშნოთ M#M28X C-თი (MI #/-ით). თეორემა 7.33 და ტოლო- 

ბა (7.23) გვიჩვენებს, რომ ლაგრანჟის L ფუნქციის მნიშვნელობათა სიმრავლე უნაგი- 

რა წყვილების VI სიმრავლეზე მჭიდრო კავშირშია MმX C და MI 7” სიმრავლეებ- 

თან. 

თეორემა 7:39. სამართლიანია შემდეგი ტოლობები: 

Mმ2X 0 ( IMIი # =0II# = LV"7). 

აღნიშნული თეორემის თამახმად, თუ M2X 0 C MIი MI, მაშინ 

MმX 0 =0LI# = LC); 

თუ MმX 60 =5 MIი #, მაშინ 

MIი  =0() 9 = LV); 

საბოლოოდ, თუ M#MმX 0 = M0ი #, მაშინ 

MმX 0 =MIსი # =0II#/ = (#7). 

3. (7.ქ35)1 ტოლობისა და |104) ნაშრომში დამტკიცებული 2.2. ლემის საფუძ- 

ველზე გამომდინარეობს, რომ ადგილი აქვს ტოლობებს 

MმX (0 = MმXL | CC») = MთXX: = –09) , 
XC() 

სადაც XXI) საწყისი მრავალკრიტერიული ამოცანის ეფექტურ შეფასებათა სიმრავ- 

ლეა. 
ამგვარად, შემდეგი ორი ამოცანა ეკვივალენტურია: 

პირდაპირი ამოცანა 1 ვიპოვოთ სიმრავლე MმX» 0. 
პირდაპირი ამოცანა 2. ვიპოვოთ სიმრავლე 7). 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

IიI CC 2) = | სი I, (C, 2), II IL, CX, 2),..., 10L ჩ, (>, 2) | , 

მაშინ, ადვილი შესამჩნევია, რომ CC) სიმრავლე შეიძლება წარმოდგენილ იქნეს შემ- 

დეგი სახით: ' 

0>0=L9C#” | <0 თ) |. 

თ 
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აღნიშნულთან დაკავშირებით პირდაპირი ამოცანა მდგომარეობს 

M2X 10 19: 462) = M8X ს CX” | 2= IM ჯL(X, #4), X C (2 (7.36) 

სიმრავლის მოძებნაში. აქ IL" =7XMX..X# და # გაფართოებული რიცხვითი 

ღერძია, რომელიც მიიღება #-დან –ი და +თ სიმბოლოების დამატებით. პირდაპირი 

ამოცანის ეს ფორმულირება ზემოთ მოყვანილის ეკვივალენტურია (რამდენადაც. მაქ- 

სიმალური ელემენტები, მათი განსაზღვრის თანახმად, უნდა ეკუთვნოდეს #”-ს). 

პირდაპირ ამოცანას შევუსაბამოთ შემდეგი დუალური ამოცანა. 

დუალური ამოცანა. ვიპოვოთ MIი #” სიმრავლე. 

დუალური მრავალკრიტერიული ამოცანებს კონსტრუქცია შემოთავაზებულია 

ვ. ნოგინის ნაშრომში |95); იმავე ნაშრომში დადგენილია სამართლიანობა შემდეგი 

ტოლობისა: 

Mმ80X0 იMსხ0ი#ყ=0.რ#. 

სკალარული ამოცანის შემთხვევაში როცა »I=1, პირდაპირი ამოცანა, მიიღებს 

ჩვეულებრივ სახეს (იხ. (7.36)): ვიპოვოთ 

იი2X 10 #(X,.2) . 
XC90 1CM 

მაგრამ, რადგან IIC2) სიმრავლე შეიძლება წარმოვადგინოთ 

#16 

M)=I MC 1) #ჩ>5სიXC, ,) | 

ტოლობის სახით, ამიტომ დუალური ამოცანა შეიძლება ფორმულირებულ იქნეს 

შემდეგნაირად: ვიპოვოთ 

თი 5სი ჩჯCX,#) . 
25% »-ი 

დუალური მრავალკრიტერიული ამოცანების, ისევე, როგორც სკალარული დუა- 

ლური ამოცანების, შესწავლის პროცესში პრინციპულად მნიშვნელოვანია შემთხვევა, 

როცა ადგილი აქვს M2X 0 = MI # ტოლობას ანუ იმ შემთხვევას, როცა პირდაპი- 

რი ამოცანის ყოველი ამონახსნი იმავდროულად დუალური ამოცანის ამონახსნიცაა 

და პირიქით. ამასთან, თითოეული M2X 0, MI0 #, 0 (5077 და' L(CMიჩ სიმრავლე საწყისი 

მრავალკრიტერიული ამოცანის ეფექტური შეფასებების #XI) სიმრავლეს ემთხვევა. 

ჩაზნექილი და წრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიულ ამოცანებში პირობები, 

როცა პირდაპირი და დუალური ამოცანების ამონახსნთა სიმრავლეები ერთმანეთს 

ემთხვევა, დაწვრილებით შესწავლილია მონოგრაფიაში (104), 
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7.10 მრავმალპარიტერიული ოპტიმიზაციის 

ბამოყენებითი ამოცანები 

7.10.1 მეტალურბიული წარმოების 
დაგებმვის ამოცანები 

განვიხილოთ მეტალურგიული წარმოების დაგეგმვის ამოცანები მრავალკრიტერიუ- 

ლი ოპტიმიზაციის თვალსაზრისით და იდეალური მანძილის მინიმიზაციის მეთოდით 

მათი გადაწყვეტის შესაძლებლობები (113). 

ამოცანა 7.1 დავუშვათ, რომ, დროის გარკვეულ პერიოდში სილიკომანგანუმის 7 

ტონა შენადნობის გამოდნობის მიზნით, ფეროშენადნობ ქარხანას შესაძლებლობა აქვს” 

მადანი (მანგანუმისა და მანგანუმის კარბონატის ნარევი) შეუკვეთოს #4 და #8 მა- 

ღაროებს, რომლებიც ქარხნიდან 71, და , კმ მანძმილებით დაშორებულ სხვადასხვა 

ადგილას მდებარეობს. ამ მაღაროებში ქარხნის მიერ შეკვეთილი მადნის რაოდენობა 

ტონებში შესაბამისად აღვნიშნოთ X, და Xვყ. 

ვთქვათ, #4 მაღაროში მოპოვებული 1 ტონა მადნის მახასიათებლებია: რეალიზა- 

ციის ღირებულება - C, ლარი; მის გადამუშავებაზე დახარჯული ელექტროენერგია 

- I, კვტ.სთ; მასში ფოსფორის შემცველობა - »?,%; მისგან წარმოებული სილიკო- 

მანგანუმის შენადნობის რაოდენობა - #7, „იონა. ანალოგიური პარამეტრები გააჩნია 

8 მაღაროში მოპოვებულ 1 ტონა მადანსაც: Cკ ლარი, 1 კეტ.სთ, XI გ%, Mვ ტო- 

ნა. 

დავუშვათ, რომ ქარხნის მწარმოებლურობა დროის მოცემულ შუალედში #2, ტონა 

მადნის გადამუშავებას უზრუნველყოფს. გარდა ამისა, ქარხნის მიერ მოხმარებული 

ელექტროენერგიის რესურსი შეზღუდულია და ამიტომ მისთვის არარენტაბელურია 1 

ტონა შენადნობის გამოდნობაზე (I კვტ-სთ-ზე მეტი ენერგიის დახარჯვა. 1 ტონა შე- 

ნადნობის მისაღებად დახარჯული ელექტროენერგიის რაოდენობა შეიძლება განი- 

საზღვროს შემდეგი ფარდობის საფუძველზე: 

!,X, +15Xე5 

#7 .X, + #M5Xვ3 ' 

ტექნოლოგიური დავალების თანახმად, შენადნობში ფოსფორის პროცენტული შემად- 

გენლობა 

/1,X, + 75X8 

M,X, +MვXვ 
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არ უნდა აღემატებოდეს მოცემულ ” რიცხვს. 
ზემოთ აღნიშნული მონაცემების საფუძველზე, მეტალურგიული წარმოების და- 

გეგშვის ამოცანა საჭიროა გადაწყვეტილ იქნეს ქვემოთ მოცემული უტოლობების სა- 
ხით წარმოდგენილი შეზღუდვების გათვალისწინებით 

ი,X, +MცვXვ =>, 

X,+X6<7, 

1,X, +IკXვ < 1(I,X, + MვX8), (7.37) 

MI,X,კ +MკXვ < MI(0I,X, +MვXც), 

X>0, Xგ 20. 

(7.37) უტოლობები შეიძლება განხილულ იქნეს როგორც წრფივი დაპროგრამების 

პირობები. პირველი უტოლობა დაგეგმილი რაოდენობის შენადნობის გამოდნობას უზ- 

რუნველყოფს, მეორე უტოლობა მადნის გადამუშავების პროცესში ქარხნის შესაძ- 

ლებლობებს გამოსახავს, მესამე უტოლობა ელექტროენერგიის დასაშვებ საზღვრებში 

ზარჯვას ითვალისწინებს, მესამე უტოლობა შენადნობში ფოსფორის საჭირო პრო- 

ცენტულ შემადგენლობას უზრუნველყოფს. აღნიშნული უტოლობები (X,,X–გ) სიბრ- 

ტყეზე დასაშვებ ამონახსნთა §+ არეს განსაზღვრავს. 

ქარხნსს მიერ “შეკვეთილი მაღნის ლღირებულება განისაზღვრება წრფივი 

C,X,+0ლეXვ- ფორმით, რომლის ფარდობა გამოდნობილი შენადნობის 7 ,X, + Mვ3Xკ 

რაოდენობასთან განსაზღვრავს 1 ტონა შენადნობის მისაღებად საჭირო ნედლეულის 

საშუალო ღირებულებას. შენადნობის გაყიდვის შემთხვევაში ქარხანა გარკვეულ მო- 

გებას მიიღებს. 

მადნის შესყიდვის დაგეგმვის არსი, ერთი მხრივ, მდგომარეობს საერთო მოგების 

მაქსიმალურ გაზრდაში და იგი გამოისახება შემდეგი ფორმულით: : 

L,(X„,Xც) = CCI,X, + MვXვ) – 0,X, – 6გX, – 0(!,X, +1ეXე:), (7.38) 

სადაც C აღნიშნავს 1 ტონა შენადნობის რეალიზაციის ღირებულებას, ხოლო წ” გა- 

მოსახავს 1 ტონა მადნის 1 კმ მანძილზე ტრანსპორტირების ხარჯებს. 

მეორე მხრივ, მადნის შესყიდვის დაგეგმვის მიზნით, მის მიმართ შეიძლება წაყენე- 

ბულ იქნეს მოთხოვნები მადნის მაღაროდან ქარხანაში მიტანისათვის სატრანსპორტო 

საშუალებების მინიმალური განარბენის შესახებ. აღნიშნული მოთხოვნები განისაზღვ- 

რება მადნის ტრანსპორტირების დროს ტონა-კილომეტრების საერთო რიცხვით და 

იგი შემდეგნაირად ჩაიწერება: 

ILე(X,,Xც)=1,X, +IკX,. (7.39) 
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ამგვარად, მიღებულია წრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიული ამოცანა 

(7.38) და (7.39) მიზნის ფუნქციებით. ამოცანა შემდეგში მდგომარეობს. (7.37) შეზ- 

ღუდვების დაკმაყოფილების პირობებში საჭიროა მადნის ისეთი X, და Xვ რაოდენო- 

ბის განსაზღვრა, რომელიც ერთდროულდ უზრუნველყოფს ქარხნის საერთო მოგების 

გამომსახველი მიზნის (7.38) ფუნქციის მაქსიმიზაციას და მადნის გადაზიდვისათვის 

სატრანსპორტო საშუალებების განარბენის გამომსახველი მიზნის (7.39) ფუნქციის 

მინიმიზაციას. 

ოპტიმალური დაგეგმვის მიღებული მრავალკრიტერიული ამოცანა გადავწყვიტოთ 
იდეალური მანძილის მინიმიზაციის მეთოდით, რისთვისაც დავუშვათ პარამეტრების 

კონკრეტული რიცხვითი მნიშვნელობები =ვთქვათ 7#=350ტ, », =1000ტ, 

I, =0.5ტ, Mკ =0.3ტ, 1! = 4000 კვტ.სთ/ტ, 1, = 1500 კვტ.სთ/ტ, 7, =1300 კვტ.სთ/ტ, 

C, =32.5 'ლარი/ტ, 0C,კ =12.5 ლარი/ტ, C =150 ლარი/ტ, MI, =0.18%, „ვ =0.17%, 

»1=0.5%, #7 = 0.1 ლარი/ტ.კმ, 1, = 50 კმ, 1, = 25 კმ. მაშინ წრფივი დაპროგრამების 

მრავალკრიტერიული ამოცანა მიიღებს კონკრეტულ სახეს და მათემატიკური თვალ- 

საზრისით იგი შემდეგნაირად შეიძლება იქნეს ფორმულირებული. 

საჭიროა ვიპოვოთ წრფივი ფუნქციების 

L.(X,,Xც) = 37-5X, +30Xკ, (7.40) 

L:(X,,Xგ) = 50X, +25Xკ, (7.41) 

შესაბამისად, მაქსიმალური და მინიმალური მნიშვნელობები შემდეგი წრფივი შეზ- 

ღუდვების 
0.5», +0.3Xკ >350, 

X, +Xვ- <1000, (7.42) 

X,>0, X5>20 

დაკმაყოფილების შემთხვევაში. 

(7.42) უტოლობები (X,,Xც) სიბრტყეზე განსაზღვრავს §' არეს, რომელსაც ნახ. 

7.:73-ზე თხC სამკუთხედი შეესაბამება. 

ადვილი გამოსათვლელია, რომ მიზნის წრფივი (7.38) ფუნქცია თავის მაქსიმა- 

ლურ მნიშვნელობას აღწევს C წერტილში, რომელსაც შეესაბამება ცვლადების შემ- 

დეგი მნიშვნელობები: 

X,„=1000ტ, Xკ =0ტ. 

მიღებულ წერტილში (7.38) და (7.39) ფუნქციების მნიშვნელობებია 
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ნახ. 7.73 

IL; = 37500 ლარი, XL, = 50000 ტ.კმ. 

ამასთან, ამ შემთხვევაში, ადგილი აქვს #M,X, +M,გX- =0.5:1000+0.3:0= 500 ტონა 

შენადნობის გამოდნობას. 

წრფივი (7.39) ფუნქცია თავის მინიმუმს აღწევს ხ წერტილში (ნახ. 7.73), 

რომლის კოორდინატებია 

X,„=250ტ, Xკ =750ტ. 

მიღებულ წერტილში მიზნის (7.38) და (7.39) ფუნქციების მნიშვნელობებია 

L, =31875ლარი, Lე =31250ტ.კმ. 

ამასთან, ამ შემთხვევაში, ადგილი აქვს 7I,X,„ +7კXკ = 0.5:250+0.3-750 =350 ტო- 

ნა შენადნობის გამოდნობას. 

ამგვარად, მიღებული მნიშვნელობების საფუძველზე შეიძლება დავასკვნათ, რომ 

მოგების 37500 –31875 = 5625 ლარით გაზრდას თან ახლავს სატრანსპორტო საშუ- 

ალებების განარბენის 50000 – 31250 =18750 ტონა-კილომეტრით გაზრდა. 

განვსაზღვროთ ამოცანის ვექტორულ-ოპტიმალური გეგმა. 

(7.8) ფორმულის საფუძველზე შევადგინოთ საოპტიმიზაციო ფუნქცია 

37.5X, +30»X, _ | + (% +25X, _ |) 0.43) თ = 
თი ( 37500 31250 
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და (7.42) უტოლობებით განსაზღვრულ §) არეში ვიპოვოთ ცვლადების ის X, და 

X5 სიდიდეები, რომლის დროსაც (7.43) ფუნქცია თავის მინიმალურ მნიშვნელობას 

მიაღწევს. 

C არეში შესაბამისი გამოთვლების ჩატარების შედეგად განისაზღვრება წერტილი 

X,/ =294ტ, X, =706ტ, (7.44) 

რომელიც ხC მონაკვეთზე ძევს (ნახ. 7.73). მიღებულ წერტილში მიზნის (7.38) და 

(7.39) ფუნქციების მნიშვნელობებია 

XL; =32205 ლარი, #L: =32350ტ.კმ. (7.45) 

ამასთან, ამ შემთხვევაში, ადგილი აქვს #I,X, +MკXკ =0.5:294+0.3·706 = 358.8 

ტონა შენადნობის გამოდნობას. 

ამგვარად, (7.40)-(7.42) ამოცანის ვექტორულ-ოპტიმალური (7.44) გეგმა 

32205 – 31875 =330 ლარით მეტ მოგებას უზრუნველყოფს, მიუხედავად იმისა, რომ 

სატრანსპორტო საშუალებებს განარბენი წინა “შემთხვევასთან შედარებით, 

32350 –31250=1100 „ტონა-კილომეტრით გაიზარდა. განხილულ ამოცანაში შენად- 

ნობში ფოსფორის პროცენტული შემადგენლობა და ელექტროენერგიის ხარჯები არ 

იყო გათვალისწინებული. ცხადია, შენადნობში ფოსფორის პროცენტული შემადგენ- 

ლობის შემცირება, რაც შენადნობის ხარისხის გაუმჯობესებას ემსახურება, და, ამას- 

თან, ელექტროენერგიის ხარჯების შემცირებაც საერთო მოგების გაზრდას უზრუნ- 

ველყოფს. 
ამოცანა 72. განვიხილოთ ამოცანის მეორე ვარიანტი, რომელშიც საერთო მოგე- 

ბის გაზრდის მიზნით ადგილი აქვს როგორც 1 ტონა შენადნობის მისაღებად საჭირო 

მადნის ღირებულების, ისე შენადნობში ფოსფორის პროცენტული შემადგენლობის 

ერთდროულად მინიმიზაციას. 

დავუშვათ, რომ ფეროშენადნობ ქარხანას 1 ტონა მადნის შესყიდვა და მისი „ 

და 8 მაღაროებიდან ტრანსპორტირება შესაბამისად უჯდება C, და C-კ ლარი. და- 

ვუშვათ, აგრეთვე, რომ # და #8 მაღაროები დროის გარკვეულ შუალედში მხოლოდ 

X. და X2 რაოდენობის (ტონებში) ნედლეულის მიწოდებას უზრუნველყოფს. და- 

ნარჩენ პარამეტრებს იგივე აზრი გააჩნია, რაც წინა ამოცანაში. 

აღნიშნულის გათვალისწინებით (7.37) შეზღუდვათა სისტემა მიიღებს სახეს 

ი,X, +MცXც =M, 

1,X, +1ცXც< 1(9 ,X, +Mვ3X§), 

»I,„X, +I!ცXვ < IICM,X, +MვXც), (7.46) 
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0<X,„<X, 0<Xგ<X§5, 

რომელიც CX,„,.X-გ) სიბრტყეზე განსაზღვრავს დასაშვებ ამონახსნთა Cა არეს. 

განვიხილოთ შემთხვევა, როცა ქარხნის მიერ დაგეგმილია ” ტონა შენადნობის 

გამოდნობა და ამ ამოცანის გადასაწყვეტად საჭიროა წარმოების ისეთი დაგეგმვა, 

რომლის დროსაც მადნის შესყიდვასთან დაკავშირებული ხარჯები მინიმალური იქნე- 

ბა, ხოლო შესყიდული მადნიდან სილიკომანგანუმის რაც შეიძლება ხარისხიანი შე- 

ნაღნობი მიიღება. როგორც უკვე იყო აღნიშნული, ხარისხიანი შენადნობის მიღება 

დამოკიდებულია მასში ფოსფორის შემცველობაზე; შენადნობში რაც უფრო ნაკლებია 

ფოსფორის შემცველობა, იგი მით უფრო ხარისხიანია. მათემატიკური თვალსაზრი- 

სით დაგეგმვის აღნიშნული მოთხოვნები შემდეგი წრფივი ფორმებით ჩაიწერება 

X,(X,,Xც) =C,X, +0ცXცგ. (7.47) 

L.(X,ც,Xკგ) = 0.01»1,X, + 0.01 გXკგ. (7.48) 

(7.47) ფუნქცია განსაზღვრავს შესყიდული მადნის საერთო ღირებულებას ლარებ- 

ში, ხოლო (7.48) ფუნქცია - წარმოებულ შენადნობში ფოსფორის რაოდენობას ტო- 

ნებში. 

ამგვარად, მივიღეთ წრფივი დაპროგრამების მრავალკრიტერიული ამოცანა, რო- 

მელშიც საჭიროა ვიპოვოთ შეზლუდვათა (7.46) სისტემით განსაზღვრული დასაშვები 

(ა) არის ისეთი ამონახსნი, რომელიც მიზნის (7.47) და (7.48) ფუნქციების ერთდ- 

როულად მინიმიზაციას უზრუნველყოფს. 

მიღებული ამოცანა გადავწყვიტოთ პარამეტრების კონკრეტული რიცხვითი მნიშვ- 

ნელობების გათვალისწინებით ვთქვათ, 7” =150000ტ, »,=0.6#ტ, #7კ =0.3ტ, 

ჯ = 4000 კვტ.სთ/ტ,დ 1, =1650კვტ.სთ/ტ,დ 71, =1450კვტ-სთ/ტ, C, = 52.5 ლარი/ტ 

0გ =15 ლარი/ტ, XI, =0.174%, #7, =0.19%, 71=0.5%, ჯ/ =300000 ტ, 

X8 = 400000 ტ. მაშინ წრფივი დაპროგრამების მოცემული მრავალკრიტერიული ამო- 

ცანა მიიღებს კონკრეტულ სახეს და იგი შემდეგნაირად შეიძლება იქნეს ფორმული- 

რებული. 
საჭიროა ვიპოვოთ მიზნის წრფივი ფუნქციების 

XL,(X,.Xგ) = 52.5X, +15Xვე, (7.49) 

L, (X,,X„) = 0.00174», + 0.0019»X, (7.50) 

მინიმალური მნიშვნელობები შემდეგი წრფივი შეზღუდვების 

2X, +Xკ >2500000, 
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3X, –Xკ 20, 

3.14X, – Xვ 20, (7.51) 

0<X,<300000, 0< ჯკ < 400000 

დაკმყოფილების შემთხვევაში. 

(7.51) უტოლობებით განსაზღვრული დასაშვებ ამონახსნთა C>: არე წარმოდგენი- 
ლია ნახ, 7.74-ზე. 

X8 

104 ტონა 

  

  

: ” 

|) 2 3 4 10” ტონა 

ნახ. 7.74 

ამოცანის ოპტიმალური გეგმა, რომლის დროსაც ადგილი აქვს მხოლოდ მადნის 

ღირებულების მინიმიზაციას, შეესაბამება საოპტიმიზაციო ცვლადების შემდეგ მნიშვ- 

ნელობებს: 

»X, =100000ტ, », =300000 ტ. 

აღნიშნული გეგმის შემთხვევაში მიიღება მიზნის (7.49) და (7.50) ფუნქციების 

მნიშვნელობები 

19 =9750000ლარი, #, =744ტ, 
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რომლის საშუალებითაც განისაზღვრება შენადნობში ფოსფორის პროცენტული შე- 

ნლობა 
მადგენლობა 10 

ამოცანის ოპტიმალური გეგმა, რომლის დროსაც ადგილი აქვს მხოლოდ შენად- 

ნობში ფოსფორის შემცველობის მინიმიზაციას, შეესაბამება საოპტიმიზაციო ცვლადე- 

ბის შემდეგ მნიშვნელობებს: 

X, = 250000 6, Xჯკ =0ტ. 

  -100 =0.496% , რაც დასაშვების ფარგლებშია. 

აღნიშნული გეგმის შემთხვევაში მიიღება მიზნის (7.49) და (7.50) ფუნქციების 

მნიშვნელობები 

L, =13125000 ლარი, IL =435ტ, 

რომლის საშუალებითაც განისაზღვრება შენადნობში ფოსფორის პროცენტული შე- 

435 მადგენლობ -100=0.29%. 
7ღდგებლობა +-0000 ? 
განვსაზღვროთ ამოცანის ვექტორულ-ოპტიმალური გეგმა, რისთვისაც (7.8) ფორ- 

მულის საფუძველზე შევადგინოთ საოპტიმიზაციო ფუნქცია 

52.5X, +15X, _.)“ „ | 0.00174», +0.001%, _, : 
9750000 435 

  

თი =( (7.52) 

და (7.51) უტოლობებით განსაზღვრულ დასაშვებ არეში ვიპოვოთ ცვლადების ის X, 

და X მნიშვნელობები, რომლის დროსაც (7.52) ფუნქცია თავის მინიმალურ მნიშვ- 

ნელობას მიაღწევს. გამოთვლების შედეგად მიიღება ოპტიმალური ამონახსნი 

X, = 221217ტ, X- = 57566 ტ, (7.53) 

რომელიც ერთდროულად უზრუნველყოფს როგორც 1 ტონა შენადნობის მისაღებად 

საჭირო მადნის ღირებულების, ასევე შენადნობში ფოსფორის პროცენტული შემად- 

გენლობის მინიმიზაციას, 

ოპტიმალური (7.53) გეგმის მიხედვით მიიღება მიზნის (7.49) და (7.50) ფუნ- 

ქციების შემდეგი მნიშვნელობები: 

L =12477382.5 ლარი, IL =494.293ტ, 

რომლის საშუალებითაც განისაზღვრება შენადღნობში ფოსფორის პროცენტული შე- 

494,293 მადგენლობა “”“'“”>.100 =0,33%, 
აღგეზლო“ა 5 -6000 ? 
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იპვიდუპაპლური მეწარმე და საბაჭსრო 
ნომიპძა მრაპალპრიტერნული 

ოპტიმიზაციის თპალსაჯსრისით 

ინდივიდუალურმა მეწარმემ თავისი სამეწარმეო საქმიანობა შემდეგნაირად ააწყო 

0130). გარკვეული თანხის საფასურად იგი იძენს მამაკაცის არანაკლებ 60 ცალ და 

ქალის არანაკლებ 40 ცალ სვიტრს, რომლებსაც შემდეგ ოდნავ ჩეჩავს და მიღებულ 

ხაოიან სვიტრებს ბაზარში ყიდის. მეწარმე მამაკაცისა და ქალის სვიტრებს შესაბა- 

მისად 10 და 20 ლარად ყიდულობს, ხოლო დაჩეჩვის შემდეგ მათ ყიდის შე- 

საბამისად 20 დღა 40 ლარად. დროის რომელილაც ერთეულოვან ინტერვალში იგი 

მხოლოდ 80 ცალ სვიტრს ჩეჩავს. 

მეწარმის სურვილია, რომ პოზიციები შეინარჩუნოს როგორც მამაკაცის, ისე 

ქალის სვიტრების ბაზარზე. ამიტომ იგი დაინტერესებულია არა მაქსიმალური შემო- 

სავლით ან მაქსიმალური მოგებით, არამედ რამდენიმე კრიტერიუმის ერთდროული 

შეფასებით. 

თუ მეწარმის მიერ შესყიდულ მამაკაცისა და ქალის სვიტრების მოცულობას შე- 

საბამისად აღვნიშნავთ XV და X,„ "სიმბოლოებით, X=(X/#,X„), მაშინ საოპტიმიზა- 

ციო ამოცანა შემდეგნაირად შეიძლება იქნეს ფორმულირებული: 

ომX%L #, (X) = 20X,, 1, 

#X022მXL #5 (X) = 40X„ ), (7.54) 

ხიI0( /1(X) =10X,„ +20X, ), 

როცა 0<X, <60, 

0<X, <40, (0.55) 

Xჯ/„ +X,, <80. 

ამგვარად, მიღებული (7.54)-(7.55) ამოცანა წარმოადგენს წრფივი დაპროგრამების 

მრავალკრიტერიულ ამოცანას, რომელშიც საჭიროა (7.55) უტოლობებით განსაზღვ- 

რულ დასაშვებ მნიშვნელობათა არეში მიზნის /,(X) და /:(X) ფუნქციების მაქ- 

სიმიზაცია, ხოლო /კ(X) ფუნქციის - მინიმიზაცია. 

დასმული ამოცანის გადასაწყვეტად გამოვიყენოთ კრიტერიუმების ლექსიკოგრაფი- 

ული მოწესრიგების საფუძველზე შემუშავებული მეთოდი, რომელიც, როგორც ზე- 

მოთ იყო აღნიშნული, შემდეგში მდგომარეობს. ცალ-ცალკე, თითოეული კრიტერიუ- 

მის მიხედვით, გადაწყდება წრფივი დაპროგრამების ამოცანები და განისაზღვრება 

მიზნის #(X), /#:(X) და /(X) ფუნქციების ექსტრემალური მნიშვნელობები. მილღე- 
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მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაცია 

ბული მნიშვნელობების გათვალისწინებით, თითოეული კრიტერიუმისათვის, დაწყებუ- 

ლი ყველაზე უპირატესით, დაიშვება ის ზღვრული სიდიდე, რომელიც არ უნდა და- 
ირღვეს. პირველი კრიტერიუმის მიხედვით ზღვრული სიდიდის დაურღვევლობის პი- 

რობა ჩაითვლება რა შეზღუდვად, დაემატება საწყისი ამოცანის უტოლობათა (7.55) 

სისტემას და გადაწყდება წრფივი დაპროგრამების ამოცანა მეორე კრიტერიუმისათ- 

ვის. შემდეგ მეორე კრიტერიუმის მიხედვით ზღვრული სიდიდის დაურღვევლობის 

პირობა ჩაითვლება რა შეზღუდვად, დაემატება უტოლობათა სისტემას და გადაწყდე- 
ბა წრფივი დაპროგრამების ამოცანა მესამე კრიტერიუმისათვის და ა.შ.. 

X” 

  

  

2. – I 1 

ი ”C 20 40 60 80 100 

ნახ. 7.75 

7.75 ნახაზზე წარმოდგენილია (7.54)-(7.55% ამოცანის დასაშვებ ამონახსნთა 

C48C#ა არე #) ა, ჩ კრიტერიუმების ცვლილების ხელსაყრელი მიმართულებე- 

ბით. როგორც ნახაზიდან ჩანს, ამოცანის ამონახსნები ცალ-ცალკე, თითოეული კრი- 

ტერიუმის მიხედვით, ადვილად მოიძებნება და ისინი ტოლია: 

-  / კრიტერიუმის მიხედვით: XI =60, XV) C(0;20), /,? =1200; 

- # კრიტერიუმის მიხედვით: XIX CL0;401, XI2 =40, /+2) =1600; 

- 6 კრიტერიუმის მიხედვით: X„ = XVI =0, /:) =0. 
მეწარმემ იცის რა ერთკრიტერიულ ამოცანებში მიზნის „ფუნქციის მნიშვნელობები, 

სიტუაცია ბაზარში და თავისი ფინანსური შესაძლებლობები, იგი ირჩევს შემდეგ 
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მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაციის გამოყენებითი ამოცანები 

ზღვრულ სიდიდეებს #6, =1000 (ე.ი. მას სურს, რომ ჰქონდეს /,(X) > 6, =1000), 

0. =1120 (სურს რომ ჰქონდეს /.(X)>6,; =1120) და 0კ =1200 

(/-(X) < 6, =1200). 

თავდაპირველად გადაწყდება წრფივი დაპროგრამების შემდეგი ამოცანა: 

იიმX( 5 (»X) = 40», 1, 

როცა 0<X, <60, 

0<X, <40, 

X/ +X,/ <80, 

20X,, >1000, 

რომლის ამონახსნია XI, =50, Xჯ =30, /-(X”) =1200 >1120. მეორე კრიტერიუმის 

მიხედვით ფორმირდება ზღვრული სიდიდის დაურღვევლობის პირობა 40X,. 21120, 

რომელიც დაემატება შეზღუდვათა სისტემას, და გადაწყდება ახალი ამოცანა 

იმიჯ /1(X) =10X, +20X„), 

როცა 0<X,, <60, 

0<X, <40, 

X„ +X,, <80, 

20ჯ,, >1000, 

40», >1120. 

ცხადია, უკანასკნელი ამოცანის ამონახსნია Xყ =50, Xჩ»- =28, 

#6 (X”) = 1060 < 1200 = 6,, რაც მრავალკრიტერიული (7.54)-(7.55) ამოცანის ეფექ- 

ტურ ამონახსნს წარმოადგენს. შევნიშნავთ, რომ განხილულ ამოცანას ამონახსნი არ 

გააჩნია, როცა 6 =950. 

საზოგადოდ, მრავალკრიტერიული ამოცანების გადაწყვეტის პროცესში თავს იჩენს 

გარკვეული სპეციფიკური პრობლემები, რომლებიც ერთკრიტერიულ ამოცანებში არ 

გვხდება, რის გამოც ეფექტური ამონახსნის მიღება ხშირად არ ხერხდება. თავისი 

სირთულის გამო მრავალკრიტერიული ამოცანების ამოხსნა მ კვლევარის მაღალ კვა- 

ლიფიკაციას მოითხოვს. 
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თავი მერვჭე 

ოპტიმიჭაცია პომპლექსურცვლადიან 

სისტემებში 

8.1 ფრაქტალების თეორმა 

8.1.1 შესამალი 

ფრაქტალები ჩვენ გარშემო ყველგანაა, მთების აღწერილობაში, ზღვის ნაპირის 

კლაკნილ ხაზებში და ა.შ. ზოგი ფრაქტალი უწყვეტად იცვლება მოძრავი ღრუბლების 

ან ცეცხლის ციმციმის მსგავსად, ზოგი კი ინარჩუნებს სტრუქტურას, რომელიც ევო- 

ლუციის შედეგად შეიძინა. ასეთი ფრაქტალებია, მაგალითად, ხეები, ჩვენი სისხლძარღვ- 

თა სისტემა და სხვ. შეიძლება მკითხველს გაუკვირდეს, თუ რატომ მოექცა თანამედ- 

როვე მეცნიერების კვლევის არეალში ასეთი ჩვეულებრივი ობიექტები. რაღაც მოვლე- 

ნის ჩვეულებრივობა არ ნიშნავს, რომ მეცნიერებას შეუძლია მისი ახსნა. ბევრი ფრაქ- 

ტალია ჩვენთვის ცნობილი, მაგრამ მათი სრულყოფილი მათემატიკური ასახვა უკანასკ- 

ნელ დრომდე არ არსებობდა. 

სამყაროს მეცნიერულ წარმოდგენაში, რომელიც სათავეს იღებს გალილეო. გალილეი- 
დან, სხვადასხვა მოვლენის აღწერისათვის გამოიყენებოდა ისეთი მათემატიკური ობიექ- 

ტები, როგორიცაა სამკუთხედი, წრეწირი, კონუსი და სხვა გეომეტრიული ფიგურები. 

მათ გარეშე ადამიანი სიბნელეში მოხეტიალეს ემსგავსებაო, წერდა იტალიელი მეცნიე- 
რი. : 

სამყაროს შესახებ გალილეის წარმოდგენებიდან თითქმის 350 წელი გავიდა მანამ, 

სანამ ბენუა მანდელბროტმა არ დაამუშავა ფრაქტალის ცნება. 1984 წელს იგი წერ- 

და: “რატომ უწოდებენ ხშირად გეომეტრიას ცივსა და მშრალს? ერთ-ერთი მიზეზი 

მდგომარეობს მის უუნარობაში აღწეროს ღრუბლების, მთების, ხეების ან ზღვის სანაპი- 

როს ფორმები. ღრუბელი არ არის სფერო, მთა არ არის კონუსი, ზღვის ნაპირი არ 

არის წრეწირი, ქერქი არაა გლუვი და ელვა არ ვრცელდება სწორხაზოვნად. ბუნება 

არა მარტო მაღალი ხარისხის, არამედ სხვა დონის სირთულის დემონსტრირებას ახ- 

დენს, სტრუქტურებში სიგრძის სხვადასხვა მასშტაბის რიცხვი უსასრულოა. ამ 
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ფრაქტალების თეორია 

სტრუქტურების არსებობა გვაიძულებს გამოვიკვლიოთ რთული ამოცანები იმ ფორმე- 

ბის შესასწავლად, რომლებიც ევკლიდემ უკუაგდო როგორც უფორმოები - ამორფუ- 

ლის. მორფოლოგიის შესწავლის ამოცანები. თავის დროზე მათემატიკოსებმა არ მიი- 

ღეს ეს გამოწვევა და ბუნებისაგან სულ უფრო მეტად დაშორება არჩიეს, დაიწყეს 

რა ისეთი თეორიების შემუშავება, რომლებიც არ შეესაბამება იმას, რასაც ჩვენ ვხე- 

დავთ და ვგრძნობთ“. 

ფრაქტალის მათემატიკური ცნება გამოყოფს ობიექტებს, რომლებსაც გააჩნია. სხვადას- 

ხვა სტრუქტურის მასშტაბები, როგორც. დიდი, ისე მცირე, და, ამგვარად, ასახავს. ორგანიზა- 
ციის იერარქიულ პრინციპს, ამ ცნების. საფუძველს. წარმოადგენს. სინამდვილის ერთი. მნიშვ- 
ნელოვანი იდეალიზაცია: ფრაქტალური ობიექტები თვითმსგავსია, ე.ი მიკროსკოპში 

ნებისმიერი გადიდების ან შემცირების შემთხვევაში მათი სახე არსებითად არ იცვლება. 

მიუხედავად. სინამდვილის ასეთი გამარტივებული იდეალიზაციისა, იგი მაინც ხელს უწყობს 
ბუნების სიღრმისეულ. აღწერას. 

ბ. მანდელბროტის ნაშრომებმა დიდი აღიარება პოვა. მის მიერ აღმოჩენილია პრინცი- 

პი, რომლის საფუძველზეც წარმოიქმნება თვითმსგავსი სტრუქტურების მთელი სამყარო 

00, 23, 34, 47, 70, 87, 93, 99, 195, 106, 132, 137, 149, 227I. 

§.1.2 პშანპარეს ასახვა 

ვთქვათ, 7» შეკრული ტრაექტორიაა შემდეგი სისტემისა: 

X=/(Xს), X6C#. (8.1) 

ამოვირჩიოთ X- C” და მასზე გავატაროთ 2, კვეთი, რომელიც წარმოადგენს ჰი- 

პერსიბრტყის რაღაც მცირე ნაწილს. იგი ტრანსვერსალურად (არანულოვანი კუთხით) 

გადაკვეთს 7 ტრაექტორიას Xე წერტილში (ნახ. 8.1). 

ნახ. 8.1 
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(81) სისტემის ტრაექტორიები, რომლებიც შეკრულ » ტრაექტორიის მახლობ- 

ლობაში გაივლის, >, კვეთის თავისთავზე » ასახვას განაპირობებს. მართლაც, 

ავიღოთ XC 2. წერტილი, რომელზეც გაივლის X(X) ტრაექტორია. XIX) ტრაექ- 
ტორიის 2, კვეთთან გადაკვეთის პირველი წერტილი, რომელიც X-ს მოჰყვება, აღ- 

ვნიშნოთ #LCX)-ით. ამგვარად, განისაზღვრა ასახვა 

:2,32, ' 

რომელსაც შეკრული » ტრაექტორიის პუანკარეს ასახვას უწოდებენ (121, 139, 

140, 226). 

პუანკარეს ასახვა (81) სისტემის ტრაექტორიების თვისებრივ ყოფაქცევას განსაზღვრავს 

შეკრული X ტრაექტორიის მახლობლობაში. კერძოდ: 

1. 

წა
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ვთქვათ, X„ წერტილი ” ასახვის უძრავი წერტილია, ე.ი. LსC))= Xე-. მაშინ 

XCX)) ტრაექტორია შეკრულია. ამგვარად, » ასახვის უძრავ წერტილებს შეე- 

საბამება (8.1) სისტემის შეკრული ტრაექტორიები, რომლებიც » ტრაექტორიის 

მახლობლობაში მდებარეობს. 

გთქვათ X, C 2, .·. ” ასახვის საშუალებით განვსაზღვროთ ს, %. , 

X, C 2, წერტილების თანამიმდევრობა შემდეგნაირად: 

X2 =#C) %3 = LC. )=#XV#?VC))= XC), %.) =#"'C), 

სადაც ჯ'C) სიმბოლოთი აღნიშნულია #” ასახვის #-ური იტერაცია. ე.ი. 

ს» = ნიჩი...იი?. #94 8%...94, 
#-ჯერ 

თუ უპრავი X- წერტილის მიდამოში ნებისმიერი XC 2, წერტილისათვის. ადგილი 
აქვს ფორმულას 

· LM · 
სთ» (–)=IIთX,,, =Xა, 
–თ #-–თ 

მაშინ Xე არის ” ასახვის მდგრადი უძრავი წერტილი, ხოლო Xე-ის შესაბამისი. შეკ- 

რული 7 ტრაექტორია - მდგრადი ტრაექტორია. 
»” ასახვის უძრავი X წერტილის მდგრადობა განისაზღვრება იაკობის 

წე629. მატრიცის საკუთრივი რიცხვებით (თუ აღნიშნული მატრიცის ყველა სა-
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კუთრივი რიცხვის აბსოლუტური მნიშვნელობა ერთზე ნაკლებია, მაშინ X- 

მდგრადი უძრავი წერტილია). 

3. ვთქვათ, არსებობს ისეთი 7, C2, წერტილი, რომ ნ(C,,)= 7. #C,.)=X», და, 

მაშასადამე, #” 0, ) =X,, #?(C7,)= #. მაშინ ” =7სCV,) ტრაექტორია შეიკვრება 

X» ტრაექტორიის მხოლოდ ორი „შემოვლის“ შემდეგ (ნახ. 8.2). 

  

ამგვარად, პუანკარეს ასახვის მეორე (MX -ური) იტერაციის უძრავ წერტილებს 

შეესაბამება (8.1) სისტემის შეკრული ტრაექტორიები, რომლებიც #7 ტრაექტო- 

რიის მხოლოდ ორი (შესაბამისად MX) შემოვლის შემდეგ შეიკვრება. 

4ჭ. თუ შეკრული ” ტრაექტორიის გარშემო არსებობს ინვარიანტული ტორი (ნახ. 

8.3), მაშინ 2, კვეთი ტორს გადაკვეთს რომელიღაც შეკრულ წირზე - # 

“წრეწირზე”. აღნიშნული # წირი პუანკარეს »” ასახვის საშუალებით გადაღის 

თავისთავში: ნებისმიერი XC # წერტილისათვის გვაქვს (X)C M# ან M(M)=XL. 
ამგვარად, პუანკარეს ინვარიანტულ ,წრეწირებს“ შეესაბამება (8.1) სისტემის ინ- 

ვარიანტული ტორი. 

პუანკარეს ასახვის საშუალებით სისტემის შეკრული ტრაექტორიის ბიფურკაციის 

პრობლემა შეიძლება დაყვანილ იქნეს ამ ასახვის უძრავი წერტილის ბიფურკაციის 

პრობლემაზე. 

საბოლოოდ შეიძლება დავასკვნათ, რომ 

შეკრული ტრაექტორიების წყვილის წარმოქმნა ან გაქრობა შეესაბამება პუანკარეს 

ასახვის წყვილი უძრავი წერტილების წარმოქმნას ან გაქრობას; 
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2. პერიოდის გაორკეცების ბიფურკაციას შეესაბამება » ასახვის უძრავი Xე„ წერ- 

ტილის ბიფურკაცია, რომლის დროსაც X: წერტილიდან განშტოვდება #” ასახ- 

ვის მეორე იტერაციის წყვილი უძრავი X,, ”: წერტილები. შევნიშნავთ, რომ Xე 

არის, აგრეთვე, ჯ! ასახვის უძრავი წერტილი; 

3 ”/ ტრაექტორიის მახლობლობაში წარმოქმნილ I“ ინვარიანტულ ტორს შეესა- 

ბამება X ასახვის უძრავი X- წერტილის ბიფურკაცია, რომლის დროსაც Xე -სგან 

განშტოვდება ” ასახვის ინვარიანტული ,ფწრეწირი“ (შეკრული ინვარიანტული 

წირი); 

4. ბიფურკაციას, რომლის დროსაც ადგილი აქვს სიმეტრიის დაკარგვას, შეესაბამე– 

ბა პუანკარეს ასახვის უძრავი წერტილის ბიფურკაცია, რომლის დროსაც ამ წერ- 

ტილიდან განშტოვდება პუანკარეს ასახვის ორი სხვა უძრავი წერტილი. 

  

ნახ. 8.3 

შენიშმნა 81 პუანკარეს ასახვა ჩვენ განვიხილეთ შედარებით მცირე 2. კვეთის 

დროს. იგი შეიძლება განზოგადებულ იქნეს უფრო ზოგად შემთხვევაშიც, როცა ად- 

გილი აქვს სისტემის გლობალური ყოფაქცევის გამო კვლევას. 

ქვემოთ განხილულია პუანკარეს ასახვა ჰამილტონის სისტემებში. 
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8.13 ჰამილტონის სისტემები 

მრავალი სისტემის ყოფაქცევის აღმწერი დიფერენციალური განტოლებები შეიძ- 

ლება ჩაიწეროს ჰამილტონის ფორმაში (10, 70, 87) 

. მჯ... მM 
X ==“, 1,=--–-, (X =1.)2,...,7), (8.2) 

თ”, >», 

სადაც X=(X,,..,X,)C IM, 7 =(/,-.»სX,)C ს” კოორდინატებია ფაზურ #” სივრ- 

ცეში ან ღია #” ქვესიმრავლეზე. ამგვარად, # ფუნქცია ვექტორულ X„ ველს 
შემდეგნაირად განსაზღვრავს: 

ლი მ მM9M 3) 
X=%58-“ ი 2 ი. 

მ, მ, 0თC,მ8, 

ნებისმიერი ” ფუნქციისათვის გამოსახულება 

მხ მC მყ მL X.,8= ესლი 2909% (7) 

ანტისიმეტრიულია # და #I-ით. მიღებულ ფუნქციას ეწოდება # და ##-ის პუა- 

სონის ფრჩხილი. 

#M,Iე,..სX, ფუნქციებს ეწოდება მაკომუტირებელი ანუ ინვოლუციაში მყოფი, 

თუ 

VM,,X,1=0, (C7=12,...,”). 

განსაზღვრება 81 #0 C #?” არეზე განსაზღვრულ (8.2) ჰამილტონის სისტემას 

ინტეგრირებადი (ასევე სრულად ინტეგრირებადი ან ინტეგრირებადი ლიუვილით) 

ეწოდება, თუ არსებობს #” ინტეგრალი ნ,,Iა,...,I, ინვოლუციაში წრფივად დამოუ- 

კიდებელი გრადიენტებით, ე.ი. XX -ში გვაქვს: 

| LV7,X,)=0, 

2. (8,M,)=0, 

3 იძM,0/.,...,0I, წრფივად დამოუკიდებელია. 
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მაგალითი 81 M=12-თ, C:+X?) განსაზღვრავს ინტეგრირებად სისტემას 
#=I · 

#” ში IX, =X; +) -ით ( = 1,2,...,7). 

მრავალი სისტემა, რომელიც პრაქტიკაში გვხვდება, ძალიან ახლოსაა ინტეგრირე- 

ბადთან |26). აღნიშნული საკითხი უფრო დაწვრილებით განვიხილოთ. 

კონსერვატიული ოსცილატორის (რხევითი რგოლის) განტოლებაა 

ჯX+X=0, X2+»ჯ? =ძ, ძ=00MV. 

შემოვიტანოთ ფაზური კოორდინატები 

X=X და X, =X. 

ჩავწეროთ საწყისი განტოლება 

X=X:, Xე =-–X), (8.3) 

X; +X: = 07. (8.4) 

(ზ.4) გამოსახულება წარმოადგენს პირველ ინტეგრალს და სისტემის მოძრაობა 

წრეწირზე ხორციელდება. ამასთან, (8.4) წარმოადგენს ჰამილტონიანს და ასახავს 

ენერგიის შენახვის კანონს. ჰამილტონის სისტემებისათვის (8.3) განტოლება, რო- 

მელშიც ო” (63) დროზე არ არის დამოკიდებული, შეიძლება დავიყვანოთ დროზე და- 

მოკიდებულ ჰამილტონურ სისტემაზე, რომელშიც ცვლადების რიცხვი ორი ერთეუ- 
ლით ნაკლებია და საწყისი სისტემის ამონახსნი შეიძლება კვადრატურის დახმარე- 

ბით რედუცირებული სისტემის ამოხსნის საფუძველზე მივიღოთ. 

კონსერვატიული სისტემისათვის მეორე რიგის მოძრაობის ინტეგრალის არსებობა 

მოცემულ შემთხვევაში საშუალებას გვაძლევს იგი პირველი რიგის განტოლების 

დახმარებით " აღვწეროთ. მართლაც, ახალი თ ცვლადის შემოტანით 

X,=0C605თ, Xე =ძვIით, 

მივიღებთ განტოლებებს 

თ=1, 9=0, (8.5) 

რომლებიც განსაზღვრავს ფაზური წერტილის მოძრაობის კანონს. ოსცილატორის 
ჰარმონიულ რხევას პასუხობს გამომსახველი წერტილის თანაბარი მოძრაობა ძი რა- 
დიუსის მქონე წრეწირზე (ნახ. 8.4). : 
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ნახ. 8.4 

ადვილად შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ V, #, 1= 0. 

მაბალითი 8-2. ვთქვათ, # (X,») – ჰამილტონიანი XL” -ში ინვარიანტულია ძვრე- 

ბის X, ->X.+9, 7), –> 7, მიმართ, ე.ი. აკმაყოფილებს განტოლებას 

>-ი წ =0. (8.6) 
#=| 2X, 

მაშინ ცხადია, #= 2, 7», არის ინტეგრალი და აკმაყოფილებსს პირობას 

X=L 

IL,91=0. 

მაბალითი 8.3. წრფივ სისტემას, რომელიც აღწერს » რიგის ოსცილატორს 

ი 
1 MI XI 2 

#=> (9, +თCთ;9;), დC,>0, (8.7) 
=1 , 

გააჩნია ინტეგრალი XIX = ი” +თ;9;. იგი აკმაყოფილებს 8.1 განსაზღვრებაში მოცე- 

მულ პირობებს, რომელიც დარღვეულია 5, = Iთ.თ)C #":0, =0ძ, = 0) სიმრავლეზე, 

მაგრამ დაკმაყოფილებულია შემდეგ სიმრავლეზე: 

68) (8.8) ღ
ა
 

0= 6» 
# 

სიმარტივისათვის განვიხილოთ სისტემა ორი თავისუფლების ხარისხით. ამ შემთ- 

ხვევაში, თუ ჰამილტონიანი დროზე არ არის დამოკიდებული, მაშინ ტრაექტორია იმ- 

ყოფება ოთხგანზომილებიანი ფაზური (9,9., ი. ჩნ.) სივრცის სამგანზომილებიან 

რომელიღაც ენერგეტიკულ MC, ჯ) = 005 ჰიპერსიბრტყეზე. 
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ბოლო ტოლობა საშუალებას გვაძლევს ოთხი ცვლადიდან ლოკალურად გამოვსა- 
ხოთ ნებისმიერი მათგანი როგორც დანარჩენისს ფუნქცია (მაგალითად ჯ2;; 

ჯ. = #- (4,,9., ?,86)). ამგვარად, იმ შემთხვევაში როცა მოძრაობის დამატებითი 

ინტეგრალები არ არსებობს, საწყისი სისტემის წაკვეთილი ფაზური სივრცე იქნება 

სამგანზომილებიანი (9... ი). 
ამოვირჩიოთ აღნიშნულ სივრცეში რომელიღაც ორგანზომილებიანი ” ზედაპირი 

და განვიხილოთ მისი თანამიმდევრული გადაკვეთა ფაზურ ტრაექტორიასთან მხო- 

ლოდ ერთი მიმართულებით (ნახ. 8.5). ასეთ ა» ზედაპირს, იმის დაშვებით რომ იგი 

ფაზურ წირებს შეხების გარეშე გადაკვეთს, უწოდებენ დინამიკური სისტემის ნა- 

კადის მკვეთ ზედაპირს. მოძრაობის შედეგად გადაკვეთის რომელიღაც #4 წერტილი 

ამორჩეული ა» მკვეთი ზედაპირიდან ფაზური „ტრაექტორიით გადადის სხვა 

8=IXXV4) წერტილში. ამავე ზედაპირზე ”» ფუნქცია გადაკვეთის წერტილებს თანა- 

მიმდევრობით ერთიმეორეში გადაიყვანს (ნახ. 8.5ა) 

453 8=L%L)+3+0C=#M8)- /.... (8.9) 

  

ნახ. 8.5 

#» ფუნქციას პუანკარეს ასახვას უწოდებენ. 

ხშირად, 2 მკვეთ ზედაპირის სახით აიღებენ რომელიღაც სიბრტყეს. მაშინ სამ- 

განზომილებიან ფაზურ სივრცეში ტრაექტორიის ყოფაქცევის შესწავლა დაიყვანება 
ორგანზომილებიანი სიბრტყის « ნაკვეთის თავისთავის # ასახვაში. ამის ნათელი 

მაგალითია სისტემის ყოფაქცევის წარმოდგენა მოცემული კვეთის (4,,2,) პროექცი- 
ისა ფაზურ სივრცეში (ნახ. 8.5ბ). 

პუანკარეს ასახვის გამოყენება ძალიან ამარტივებს დიფერენციალური განტოლებე- 

ბით აღწერილი სისტემის ყოფაქცევის შესწავლას. მაგრამ (8.1) დინამიკური სისტე- 
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პის დაყვანა ასახვაზე ხშირ შემთხვევაში მხოლოდ რიცხობრივადაა შესაძლებელი. 

პიუხედავად ამისა, თუ #» აგებულია ან თუ ცნობილია ფაზური წირების კვალი ა 

ჰკვეთ სიბრტყეზე, მაშინ იგი საშუალებას იძლევა ცხადად წარმოვიდგინოთ სისტემა- 

ში მიმდინარე პროცესების დინამიკა. მაგალითად, როცა პუანკარეს ასახვას აქვს სა- 

ხე 4<238-–->C-> 4 (ნახ. 8.5ა), მაშინ ფაზურ სივრცეში მას შეესაბამება მოძრაობა 

შეკრულ ტრაექტორიაზე და სისტემის ყოფაქცევა იქნება პერიოდული; თუ წერტილ- 

თა სიმრავლის პუანკარეს ასახვა მჭიდროდ ავსებს გარკვეულ შეკრულ წირს, მაშინ 

აგი კვაზიპერიოდულ მოძრაობას შეესაბამება (ნახ. 8.6). 

  

მაგალითისათვის განვიხილოთ ენო-ეილესის მოდელი, რომლის ჰამილტონიანს 

აქვს სახე 

ყV -C I” +2:)+(; | +4?)+9:ძ. -(1Iთ. (8.10) 

ასეთი სისტემისათვის არსებობს ენერგიის ინტეგრალი L=VL, რომლის საშუალები- 

თაც გამოითვლება ერთ-ერთი ჯ, = ი,(9,,9:,2:,წ) ცვლადი. ენო-ეილესის ექსპერიმენ- 
ტი (ზ.ა) _ჰამილტონიანისათვის პუანკარეს ასახვის გამოყენებით მოცემულია 

ნახ. 8.7-ზე. 
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#5 
0,4- 
  

0,2 

ი 

-02 

  

  

      
  -04-02 0 02 04 წ. 

ა) 

  

#;   

04 

02 

მ 

–მ,2 2 

–04     
  

  

მცირე ენერგიებისთვის გვექნება მოძრაობა მჭიდრო გრაგნილების მქონე ტორის 

ზედაპირზე. ენერგიის ზრდასთან ერთად სურათი მკვეთრად იცვლება: ზოგიერთი ინ- 

ვარიანტული წირი დაიშლება და მივიღებთ წერტილების ხშირ სიმრავლეს. 

ზოგად შემთხვევაში, ჰამილტონის განტოლებები არ არის მთლიანად ინტეგრირე- 

ბადი (სისტემისათვის # თავისუფლების ხარისხით). : 

აღნიშნული პრობლემის გადასაწყვეტად შემუშავებულია რამდენიმე მეთოდი, რო- 

მელთაგან პირველ რიგში საჭიროა გამოვყოთ კოლმოგოროვ-არნოლდ-მოზერის თეო- 

რემა, მოკლედ, კამ-თეორია. მისი ფორმულირება და დამტკიცება ძალიან რთულია. 

ამ თეორიის გაცნობა შეიძლება სპეციალურ ლიტერატურაში |10, 26, 87). 
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8.1.# დისიპარი ური დინამიკური სისტემები 
და მათი ატრაქტორები 

როგორც ზემოთ იყო აღნიშნული, ჰამილტონის ზოგიერთი სისტემა ზასიათდება 

მოძრაობის არარეგულირებადი ან ქაოსური რეჟიმებით. ასეთი რეჟიმების წარმოქმნა 

თვით სისტემის თვისებაა და იგი არ არის დამოკიდებული მის დინამიკაზე, გარეშე 

შემთხვევითი ძალების მოქმედებაზე. ჰამილტონის სისტემები საკმაოდ ვიწრო კლასია. 

შესასწავლი სისტემების უმრავლესობა (მათ შორის ბიოლოგიური, ქიმიური, ეკოლო- 

გიური, ფიზიკური და სხვ.) დისიპატიურია ანუ ისეთი სისტემებია, რომლებისთვის 

არ არის სამართლიანი ლიუვილის თეორემა |10). სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, აღ- 

ნიშნულ სისტემებში ფაზური მოცულობა დროის მიხედვით არ არის მუდმივი და იგი 

იკუმშება ფაზური მოცულობის შემცირება კი იმას განაპირობებს, რომ, როცა 

(->Cთ, დისიპატიური სისტემის ყველა ამონახსნი თავს მოიყრის ფაზური სივრცის 

რომელიღაც ქვესიმრავლეში, რომელსაც ატრაქტორს უწოდებენ. 

დისიპატიური სისტემის დინამიკური თვისებების შესწავლა გვიჩვენებს, რომ მათ 

მოძრაობის რთული რეჟიმები გააჩნია, რაც დამოკიდებულია იმაზე, თუ როგორია 

ატრაქტორი - მარტივი თუ რთული. ამ უკანასკნელის მიხედვით განასხვავებენ რე- 

გულარულ ან ქაოსურ მოძრაობებს. 

ბანსაზღვრება 82. ატრაქტორი ეწოდება M ფაზური სივრცის 8 ქვესიმრავ- 

ლეს, რომელიც აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

ა) 8 ინვარიანტულია ნაკადის მიმართ; 

ბ) არსებობს LV არე, რომელიც ნაკადის მოქმედებით „8 -სკენ იკუმშება; 

გ) 8 არ შეიძლება დავშალოთ ორ არამკვეთ ინვარიანტულ სიმრავლედ. 

საჭიროა აღინიშნოს, რომ დღეისათვის არ არსებობს ერთიანი აზრი ატრაქტორის 

განსაზღვრის საუკეთესო ფორმულირებაზე. ზემოთ აღნიშნული განმარტება ეკუთვნის 

ლენფორდს. არსებობს სხვა ექვივალენტური განსაზღვრებებიც. 

განსაზღვრება 83. ატრაქტორის მიზიდულობის 8 არე წარმოადგენს ისეთი X6 

საწყისი წერტილების ერთობლიობას, რომ, როცა 1->C, აღნიშნული წერტილები- 

დან გამოსული ფაზური ტრაექტორიები 8 ატრაქტორისკენ მიისწრაფვის. 

ჩვეულებრივ, დინამიკური სისტემის ატრაქტორების რაოდენობა სასრული რიცხ- 

ვია 8.9, , თუმცა ცნობილია მარტივი სისტემები, რომლებსაც უსასრულო რაო- 

დენობის სხვადასხვა სახის ატრაქტორი გააჩნია. ნებისმიერი დინამიკური სისტემა, 

რომელსაც ფაზურ სივრცეში აქვს ატრაქტორების ყველა საწყისი წერტილი, გარდა 

ნულ-განზომილების სიმრავლისა, ერთიმეორის მიზიდულობის არეში მდებარეობს (9), 

ადვილი დასანახავია, რომ მიზიდვის განსაკუთრებული წერტილები, როგორიცაა 

მდგრადი კვანძი და მდგრადი ფოკუსი, ატრაქტორებს წარმოადგენს, მაგრამ დისიპა- 

ტიურ სისტემებში ატრაქტორი შეიძლება იყოს არა მარტო მდგრადი სტაციონარუ- 
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ლი წერტილი, არამედ შეკრული ფაზური ტრაექტორია, რომელიც პერიოდულ მოძ- 

რაობებს შეესაბამება როგორც ცნობილია, ასეთ იზოლირებულ შეკრულ ტრაექტო- 

რიას ზღვრულ ციკლს უწოდებენ. მდგრადი ზღვრული ციკლი ატრაქტორს წარმო- 

ადგენს. მას ის თვისება გააჩნია, რომ მის მახლობლობაში, საკმაოდ მცირე არეში, 

სხვა შეკრული ტრაექტორია არ არსებობს, ხოლო აღნიშნული მიდამოს ყველა სხვა 

ფაზური წირი ამ ერთადერთ შეკრულ ტრაექტორიას დაეხვევა (ნახ. 8.8). 

C» 
ნახ. 8.8 

იმ შემთხვევაში, როცა ყველა ტრაექტორია ზღვრული ციკლიდან გადაუხვევს, მა- 

შინ ისინი აბსოლუტურად არამდგრადია (ნახ. 8.9) და ზღვრული ციკლი არ იქნება 

ატრაქტორი. 

ნახ. 8.9 

ზემოთ ჩამოთვლილი ატრაქტორები - მდგრადი სტაციონარული წერტილები, 
მდგრადი. ზღვრული ციკლები და ინვარიანტული ტორები მარტივ ატრაქტორებს 
წარმოადგენს, ვინაიდან ამ შემთხვევაში დინამიკური სისტემა არ არის ქაოსური და 
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იგი ყველაზე რთული - ერგოდიკული ხასიათის მატარებელია. მარტივი ატრაქტორი 

დინამიკური სისტემის ფაზური სივრცის ქვემრავალსახეობას წარმოადგენს. M სივ- 

რცის ქვემრავალსახეობა ეწოდება M'CM სივრცის ისეთ ” ქვესიმრავლეს, 

რომელიც ლოკალურად გამოიყურება როგორც #M , სივრცის ნაჭერი და ყოველ 

წერტილში აქვს ერთადერთი ჰიპერსიბრტყე, ე.ი. # გლუვად ჩადებულია #7 -ში. მა- 

გალითად, ზღვრული ციკლი და ორგანზომილებიანი ინვარიანტული ტორი შესაბამი- 

სად ერთგანზომილებიანი და ორგანზომილებიანი ქვემრავალსახეობებია; თუმცა დისი- 

პატიურ დინამიკურ სისტემებში, რომელთა ფაზური სივრცის განზომილებაა #M>3, 

არსებობს შემოსაზღვრული მიმზიდავი სიმრავლეები, რომლებიც ატრაქტორებს წარ- 

მოადგენს, მაგრამ არ არის ქვემრაგალსახეობები. ასეთ ატრაქტორებს უწოდებენ 

"უცნა-ურ ატრაქტორებს". ეს ტერმინი შემოიტანეს დ. რიუელმა და ფ. ჯტაკენსმა 

010, 121). იგი აღნიშნავს ატრაქტორს, რომელიც განსხვავებულია როგორც სტაციო- 

ნარული წერტილისაგან, ისე ზღვრული ციკლისაგან. დისიპატიური დინამიკური სის- 

ტემის ფაზური მოცულობის შეკუმშვის შედეგად ფაზური წირები დროთა განმავლო- 

ბაში მიიზიდება ზღვრული სიმრავლისაკენ - უცნაური ატრაქტორისაკენ და, მოხვდე- 

ბა რა მასზე, სამუდამოდ იქ დარჩება. მოძრაობა უცნაურ ატრაქტორზე არამდგრადია: 

სისტემის ნებისმიერი ორი ტრაექტორია ექსპონენციალურად სწრაფად გაიშლება და, 

რასაკვირველია, დარჩება უცნაურ ატრაქტორზე. სხვანაირად რომ ვთქვათ, უცნაური 

ატრაქტორის შემთხვევაში სისტემის ყოფაქცევა ხასიათდება ფაზური მოცულობის 

გლობალური შეკუმშვით ფაზური ტრაექტორიის ლოკალურ არამდგრადობასთან შე- 

თავსებით. 

ვინაიდან უცნაურ ატრაქტორზე ფაზური წირები განიშლება, ამიტომ ასეთი ატ- 

რაქტორის შემთხვევაში სისტემის დინამიკა ანალოგიურია შეზღუდულ მოცულობაში 

ჰამილტონის შერეული სისტემის დინამიკისა. ე.ი. იგი ქაოსურია. დისიპატიურ დინა- 

მიკურ სისტემებში ქაოსური მოძრაობის მათემატიკურ სახეს უცნაური ატრაქტორი 

წარმოადგენს. სისტემის მცირე შეშფოთებებს უცნაური ატრაქტორის სტრუქტურის 

შეცვლა შეუძლია. ისინი მას შლიან: ყველა მახლობელი დინამიკური სისტემის მოძ- 

რაობა იქნება ქაოსური. სისტემის ევოლუციის გრძელვადიანი პროგნოზირება შეუძ- 

ლებელია, ვინაიდან იგი დამოკიდებულია საწყისი პირობებისა და მისი მიახლოებითი 

მნიშვნელობების კომბინაციაზე. ეს უკანასკნელი სამგანზომილებიანი არაწრფივი სის- 

ტემებისთვისაც კი პრაქტიკულად შეუძლებელია. 

1963 წელს ე. ლორენცმა გამოთქვა მოსაზრება იმის შესახებ, რომ ატმოსფეროს 

დინამიკა ძალიან მგრძნობიარეა საწყისი პირობების მიმართ. ამ ჰიპოთეზიდან გამომ- 

დინარეობს სერიოზული შედეგები ამინდის პროგნოზირებისათვის იმ შემთხვევაშიც 

კი, თუ შევძლებდით მეტერეოლოგიური მოდელის გაუმჯობესებასა და მონაცემების 

შეკრებას. 

ე. ლორენცმა დაადგინა, რომ ნავიე-სტოქსის განტოლების (რომელიც უსასრულო 

თავისუფლების ხარისხის მქონე სისტემას აღწერს) რიგის მნიშვნელოვანი შემცირე- 

ბით შეიძლება მივიღოთ სამცვლადიანი არაწრფივი სისტემა, რომელიც საწყისი სის- 

ტემის მრავალ დამახასიათებელ განსაკუთრებულობას ინარჩუნებს (10, 87, 94, 99), 
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8.1.” ლიაპუნოვის მაჩვენებლები 

ვთქვათ, ნამდვილი თხ) ფუნქცი განსაზღვრულია დადებით ნახევარღერძზე 

I <(<+Cდ. მაშინ, განსაზღვრის თანახმად, თ რიცხვს უწოდებენ თხ) ფუნქციის 

ზედა ზღვარს, როცა (->C, და მას აღნიშნავენ 

თ = 1I7I თ(I), (8.11) 

თუ სრულდება შემდეგი პირობები: 

1 ნებისმიერი §>0 “სიდიდისთვის არსებობს ისეთი 7” (6), რომ 

თV)<თ+65,1>7C(5); (8.12) 

წა
 

ნებისმიერი 8>0 "სიდიდისთვის არსებობს ისეთი უსასრულო შემოუსაზღვრავი 

ზრდადი მიმდევრობა 

I, <1. <...<I, ->+C, 

რომ 

თ(,)>თ-§. (8.13) 

ანალოგიურად, განსაზღვრის თანახმად, # რიცხვს უწოდებენ თ() ფუნქციის 

ქვედა ზლვარს, როცა 1-–>C, და მას აღნიშნავენ 

# = სთ C()), (8.14) 
(56+ი 

თუ სრულდება პირობები: 

1 ნებისმიერი > 0 სიდიდისთვის არსებობს ისეთი (6), რომ 

თს)> #8 –§, 1>XL); 

2. ნებისმიერი 6>0 “სიდიდისთვის არსებობს ისეთი შეუზღუდავად ზრდადი მიმდევ- 

რობა I, <1; <...<1, >+Cთ, რომ... | 

თს,)</#+§5. 
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მაგალითი 8.4. განვიხილოთ ფუნქცია დთ(/)=510/. მოცემული ფუნქციისათვის 

ი გვაქვს  –1<9ი/<1), ამასთან  #=/ =+2/თ. რადგან” 5, =1, 

  ჯ(=// =“-+(2#+1V, 510 // = –1, ამიტომ IIიი 510 / =1, ყი 5107 = –1. 
2 (319 ჯ-561=9 

მაგალითი 8.5. ცხადია, გვაქვს 1 §1ი” / = IIთ 0605” 7 =1. ამ შემთხვევაში 
(–+ი (3+“-ი 

II (§სი? 7+00§“ :)=1 <1IIთ §Iი?#+ I0თ C0§”7=2. 
(პა -<დ “ათ ჯ(უ“თდ 

მაბალითი 8.6. თ0,X)=5I019Iი6 > ფუნქციისათვის აღვილად გამოითვლება, რომ 

,IსIთ დ(,>)=1, ჯი თ(,9)=-1 : 7,332 

განვიხილოთ კომპლექსური ფუნქცია 

#(0)= ჩ(0+46იC), 
სადაც ჩ0 და ჩ(ეე ნამდვილი ფუნქციებია რომლებიკცკ განსაზღვრულია 

(ლე<I,<1<1, შუალედში, და ისინი ერთდროულად ნულს არ უტოლდებიან. მაშა- 

| /თ)|= /#'0)+/>C)>90, () <1<+თ, 

და შემოსაზღვრულია ნებისმიერ სასრულ ჯე: <1, < 1 <1, ინტერვალზე. 

(კომპლექსური ცვლადის ფუნქციის თეორიის ძირითად ცნებებსა და დებულებებს 

8.4 ნაწილში განვიხილავთ). 

ბგანსაყღვრება 84. 2; რიცხვს ეწოდება #C) ფუნქციის ლიაპუნოვის მახასია- 

თებელი მაჩვენებელი, როცა (->+C, თუ სრულდება პირობები: 

სადამე, 

1 ნებისმიერი 8>0 სიდიდისთვის 

ICI 
აი იახოლლუნი 

#01 2. ნებისმიერი §>0 სიდიდისთვის IV ფუნქცია შემოუსაზღვრავია, ე.ი. არსე- 

=0; 

  

ბობს ისეთი შეუზლუდავი 1, <1; <...<I, ->+Cთ ქვემიმდევრობა, რომ 
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MMC... 
კი 6 Cთ-05. 

  

აღვნიშნოთ ლიაპუნოვის მახასიათებელი 

ჯ'IVCI ან ჯ»'II. 

სამართლიანია შემდეგი დებულება. 

თეორემა 8.1 მახასიათებელი მაჩვენებელი ჩ»'I/I განისაზღვრება ფორმულით 

Lი) / C »'MI= სთ 97MI “ ( I. 

განსაყღვრება 8.5. 7" IVI მახასიათებელ მაჩვენებელს ეწოდება მკაცრი, თუ არ- 

სებობს ზღვარი 

ფ IV V) _ 
„ედ, 7'ILII. 

ლიაპუნოვის მაჩვენებელი ლიტერატურაში აღინიშნება, აგრეთვე, როგორც 4, 

რომელსაც შემდეგში ჩვენც გამოვიყენებთ. 

მაბგალითი 8.7. განვიხილოთ #! (ფ)=«“ ფუნქცია, სადაც # კომპლექსური რი- 

ხცვია. როცა 1 –> +Cდ, მაშინ გვექნება მკაცრი მახასიათებელი მაჩვენებელი 

ჯ'IC“ |=94/, 

რაც გამომდინარეობს შემდეგი ტოლობიდან: 

  

        

= =X6#/4 
ჯ 

მაბგალითი 8.8. განვიხილოთ 

ჩ'I”)=0, 

სადაც ” ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია.ა მართლაც, ჩვენს შემთხვევაში 

VI” _ IM ამიტომ (9) I-ი რ ნ 1::.კ;' ტომ გვ ლთ ჯი მაც უხდა დაგვემტკიცებინა. ამას- 

თან, გვაქვს მკაცრი მახასიათებელი მაჩვენებელი. 
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მაგალითი 89. განვიხილოთ ჯ“|§-|=1. მართლაც, 6" = 6”, ი დ" =; 

და ამიტომ ჰით აი? =1, II 51I1=-1 გათვალისწინებით გვექნება ჯ"(C"|= 1. ამ 
– (<5 

შემთხვევაში მახასიათებელი მაჩვენებელი არ არის მკაცრი. 

თუ კომპლექსური /()= /,(0)+I0) ფუნქცა მოცემულია უარყოფით 
-C<7151ე ნახევარღერძზე, მაშინ შეიძლება შემოვიტანოთ მახასიათებელი მაჩვენე- 

ბელი » I/თ)I, როცა 1->-თ: 

#X IVI= სი CM2I 
(6–= 

”MI= VI სთ(-5C2I, „-ყი)--წCი). 
(7=+20 

მაბგალითი 8.0. თუ 2 კომპლექსური რიცხვია, მაშინ ჩ»” IL“ |= IXL6 4. ამასთან, 

მაჩვენებელი არის მკაცრი. ამ შემთხვევაში /()=6”, /(-=/)=ძ““, ჯ”|“ |=1C2 
გათვალისწინებით მივიღებთ, რომ 

» IC“|=765#. 

მაბალითი 8.1 განვიხილოთ ჯ I” 1= 0, »?=00MI. ამ შემთხვევაში მაჩვენებელი 

არის მკაცრი. 

მაბალითი 8.12. განვიხილოთ ფუნქცია 

ი“, 1>0, 
/0-1> 

კ (<0. 

მოცემული ფუნქციისთვის გვექნება: 

2 V)5952, > II =IL64.. 

ვთქვათ, მოცემულია 4 =|I4/ ()I| მატრიცა (ან ვექტორი), რომლის ელემენტები 
დაღებით ჯე <(<+თ ნახევარღერძზე შეიძლება იყოს კომპლექსური. როცა 1-–>+თ, 

მაშინ # მატრიცის მახასიათებელი მაჩვენებელი ეწოდება სიდიდეს 

„2:94 „40 =ჯ“ I. 
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თუ მოცემულია ობიექტის დიფერენციალური განტოლება 

ძ 
<= 40», 

მაშინ #ს) მატრიც- უბან-უბნ უწყვეტი და შემოსაზღვრული,” ე.ი. 

| 40)| < C= «ი»VI, 1C #, სადაც ) სისტემის მოცემული დროის ინტერვალია. 

თეორემა 82 თუ დადებით და უარყოფით ნახევარღერძზე სრულდება პირობა 

| 40)| < C = Cი»VI, 1CV, 

მაშინ არსებობს ისეთი #,, #V მუდმივი სიდიდეები, რომ შესაბამისად ადგილი აქვს 

შემდეგ. პირობებს: 

-M,<ჯ'VI)<X,, - M) <ჯ II)< Mი. ა 

მაგალითი 8.13. ვთქვათ, მოცემულია სკალარული დიფერენციალური განტოლება 

ძ 
==, -–Cდ<1<+თ, 
მ 

რომლის ამონახსნს აქვს სახე 

»V)= თ , C=00M%. 

მაშინ ნებისმიერი »V) > 0 -სთვის გვექნება: 

# V)=+თ, # ს)=+თ. 

§.1.ნ ლიაპუნოვის მაჩვენებლების 
ძმრითადი თვისებები 

ვთქვათ, მოცემულია რაღაც სისტემა 

ჯ= / (თ), XC". (8.15) 

დავუშვათ, რომ II (628) ტრაექტორიაა, რომელიც (8.15) დიფრენციალური განტოლე- 

ბის ჯ#ხV)=თდ, (I) ამონახსნს შეესაბამება. 
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X#(Xა)-ის მახლობლობაში მდებარე ტრაექტორიების ასიმპტოტური ყოფაქცევა გა- 

ნისაზღვრება წე!) ამონახსნისათვისს ვარიაციული განტოლების ფუნდამენტური 

ა; (8) მატრიცით. ლიაპუნოვის მაჩვენებლები წარმოადგენს ინსტრუმენტს V/,, (ლ) 

მატრიცის ასიმპტოტური ყოფაქცევის ასაწერად. 

განვიხილოთ Xე წერტილიდან გამომავალი # წრფივად დამოუკიდებელი ვექტორი 
ხ,,ხ.,...,ხ,. მათგან შევარჩიოთ # ((<%<#») ვექტორი, რომლებიც აღვნიშნოთ 

0, =ხ,,060; =ხ,,...,6, =ხ,. ფაზურ I” სივრცეში 0,,...,6, ვექტორები განსაზღვ- 

რავს რომელიღაც X -განზომილებიან ჯო პარალელეპიპედს (იხ. ნახ. 8.10, სადაც 

# =3). 

  

ნახ. 8.10 

ფაზური ნაკადი Xე წერტილს ჯ დროში თ(X-) წერტილში გადაადგილებს. ამასთან, 
მცმა,..6, ვექტორები გარდაიქმნება I, (I)4,,...,V,, (()6, ვექტორებად, რომელიც, თა- 
ვის მხრივ, თ'(»M)) პარალელეპიპედს წარმოქმნის. საჭიროა განვსაზღვროთ V/). პა- 

რალელეპიპედის მოცულობის ცვლილება ანუ, უფრო ზუსტად რომ ვთქვათ, დ' (64%) 
და ხო მოცულობების ფარდობა. სტ პარალელეპიპედის მოცულობა აღვნიშნოთ 

| 0,/ს6ე/#%... #6, I- იგი შემდეგნაირად გამოითვლება. 

0, და 6, ვექტორების სკალარული ნამრავლი აღვნიშნოთ C.«,), 1,7 =1,2,...,M. 

მაშინ 

1 

| 0,/ჩL0/... #4,| =I(ძ6რ.41?, 
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სადაც 4 =I2,,) მატრიცაა, ძ, = (6,6, 87 =12,..,#. | CV, ()6#...#C,, (04 გა- 

მოსახულება აღნიშნავს თ'(წ)) პარალელეპიპედის მოცულობას. 

განსაზღვრება 8.6. ზღვარს (თუ იგი არსებობს) 

LI, (()6.#...#L, LI6-)6 
ერთა” ს 1 16, 044...4 0. (6) (8.16) 

(=1 | 0,#... #6, || 

ეწოდება ILX-) ტრაექტორიის ლიაპუნოვის # -განზომილებიანი მაჩვენებელი. 

(8628) ტრაექტორიის ლიაპუნოვის # -განზომილებიანი მაჩვენებელი წარმოადგენს 

ჯო პარალელეპიპედის მოცულობის ცვლილების სიჩქარის “ზომას” II (Xა·) ტრაექ- 

ტორიის გასწვრივ მისი გადაადგილების დროს. მნიშვნელოვანია შემდეგი დებულება. 

თეორემა 8.3. 

 ლიაპუნოვის ერთგანზომილებიან მაჩვენებლებს შეიძლება ჰქონდეს არაუმეტეს # 

სხვადასხვა მნიშვნელობა /) > 2) > # >...> #. 

წა
 M 

ლიაპუნოვის # -განზომილებიან მაჩვენებლებს შეიძლება ჰქონდეს M სხვადასხ–- 

ვა მნიშვნელობა, ამასთან, თითოეული წარმოადგენს ლიაპუნოვის M ერთგანზო- 

მილებიანი მაჩვენებლის ჯამს. 

3. თუ წრფივად დამოუკიდებელი ხ,...,ხ, ვექტორები შერჩეულია შემთხვევითი 

წესით, მაშინ (8.16) ფორმულის მარჯვენა მხარის გამოსახულება ერთის ტოლი 

ალბათობით კრებადია ლიაპუნოვის # -განზომილებიანი მაქსიმალური 2). მაჩვე- 

ნებლის მიმართ. 

შენიშვნა 82 დაწვრილებით განვიხილოთ ლიაპუნოვის ერთგანზომილებიანი მაჩ- 

ვენებლის ცნება. ვთქვათ, 6 C ჯ”. როცა #=1, მაშინ (8.16) ფორმულა მიიღებს სა- 

ხეს 

  მნ, მ-ი 09, (8.17) 

ლიაპუნოვის 24(Xა,0) მაჩვენებელი X- +56, 8) <<1, წერტილში გამავალი ჯტრაექ- 

ტორიების ყოფაქცევას აღწერს II" (X.) ტრაექტორიის მიმართ (ნახ. 8.11). 
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; 
V,VX+4) II) ი 

    

    

თოიაე-/ი 

თეწ7“ V.,CX+««) 
2Cთე+ი>0 

2C,+4>0 

ნახ. 8.11 

თუ #24(X),6)<0., მაშინ, როცა (-–>+Cდ, აღნიშნული ტრაექტორიები I (X-)-ს მიუახ- 

ლოვდება, ხოლო თუ 24(X-,06) > 0, მაშინ - დაშორდება. თუ ამ შემთხვევაში საწყის X- 

მდგომარეობას შევცვლით ვექტორით Xა + 56, §<<1, მაშინ თ, .,,(0-დ,V) სხვა- 

ობა დროში ექსპონენციალური სიჩქარით გაიზრდება, მაშასადამე, დინამიკური სისტე- 

მის ყოფაქცევა ძალიან მგრძნობიარეა საწყის პირობების მიმართ. 

შენიშვნა 8.3. თუ (8.17) ფორმულაში დავუშვებთ, რომ 2= /(ჯ)), ე.ი. ამოვირ- 

ჩევთ I(X-)-ის მხებ ვექტორს, მაშინ +, () ვექტორი ყოველთვის იქნება მხები 

და ადგილი ექნება V,,()/(X)= /(C,,()). თანაფარდობას. თუ ვექტორული. /(X) 
ველი შემოსაზღვრულია (I/ თI < # VX CM"), მაშინ (8.17)-დან გამომდინარეობს, 

რომ /2(Xე, /(>-))=0. 

შენიშვნა 8.4. თეორემა 8.3-ის მეორე მტკიცების საილუსტრაციოდ სამგანზომი- 

ლებიან სივრცეში განვიხილოთ ტრაექტორია. აღნიშნული თეორემის 1-ლი პუნქტის 

მიხედვით არსებობს ლიაპუნოვის სამი ერთგანზომილებიანი მაჩვენებელი; მე-2 პუნ- 

ქტის თანახმად, ლიაპუნოვის ორგანზომილებიანი მაჩვენებლების რიცხვი ტოლია 

3 
MC და მათი პოვნა შესაძლებელია ლიაპუნოვის ერთგანზომილებიანი მახასია- 

თებლების საშუალებით: 

წე) =6 +474, 
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20 =42, +#0, 

გი =#4 +474; 

ლიაპუნოვის სამგანზომილებიანი მაჩვენებელი მხოლოდ ერთია 

2)=#+72 +4. 

შენიშვნა 85. თეორემა 8.3-ის მე-3 პუნქტი იმაზე მიუთითებს, რომ ლიაპუნოვის 

ერთგანზომილებიანი მაჩვენებელების გამოთვლა შეიძლება შემდეგნაირად განხორცი- 

ელდეს: შემთხვევითი წესით შევარჩევთ ხ,,ხ.,...,ხ, ვექტორებს და შემდეგ კომპიუ- 

ტერის საშუალებით მოვძებნით ლიაპუნოვის # -განზომილებიან (CM =1.2,...,7 ) მაქსი- 

მალურ მაჩვენებლებს გი) 20) რ). მაშინ ლიაპუნოვის ყველა ერთგანზომილე- 

ბიანი მაჩვენებელი განისაზღვრება შემდეგი თანაფარდობების საშუალებით: 

2 = უი 
თი 2X 2 

#0 -ს წი2X 2 
2 = ქს). _ (2) , 

2, =0) – გი), ” 

შენიშვნა 86 სტაციონარული ამონახსნის შემთხვევაში (დC)= Xი), ლიაპუნოვის 

ერთგანზომილებიანი გი მაჩვენებლები იაკობის ./ = /(X)) მატრიცის საკუთრივ //, 

მნიშვნელობებთან დაკავშირებულია #, =IL6,,, თანაფარდობით, ხოლო » პერიო- 

დიანი პერიოდული ჩი) ამონახსნის შემთხვევაში ლიაპუნოვის წ მაჩვენებლები 

გამოისახება მისი //, მულტიპლიკატორების საშუალებით 

- =:-)ი/). (8.18) 

ცხადია, კომპიუტერის გარეშე ლიაპუნოვის მაჩვენებლების გამოთვლა შეუძლებე- 

ლია. · 
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8.17 ფრაქტალური განზომილება 

არაპერიოდული მოძრაობების ასაწერად, რომელიც თავისი სირთულით შემთხვე- 

ვით მოძრაობებს ჰგავს, გამოყენებული იყო ტერმინები „ქაოსური“ და “უცნაური ატ- 

რაქტორები“, როდესაც ატრაქტორს ქაოსურს ვუწოდებთ, ჩვენ ვგულისხმობთ ინ- 

ფორმაციის კარგვას ან პროგნოზირების უუნარობას. ვუწოდებთ რა ატრაქტორს უც- 

ნაურს, უპირველეს ყოვლისა, გვინდა ხაზი გავუსვათ არაჩვეულებრივობას გეომეტრი- 

ული სტრუქტურებისა, რომელზედაც ფაზურ სივრცეში ტრაექტორიები გადის. 

დინამიკური რეჟიმი ფურიეს ანალიზის საშუალებით შეიძლება დავახასიათოთ. მაგრამ 

ფურიეს ანალიზი დეტერმინირებულ ქაოსსა და თეთრ ხმაურს ერთმანეთისაგან ვერ 

ასხვავებს თეთრი ხმაურის ქვეშ, დეტერმინირებული ქაოსისგან განსხვავებით, ჩვენ 

გვესმის ქაოსური რეჟიმი, რომლის საფუძველია ძალიან დიდი დამოუკიდებელი მოდების 
ან თავისუფლების ზარისხის რიცხვი. ამ შემთხვევაში ფაზური ტრაექტორიების გამოსა- 

კვლევად იყენებენ პუანკარეს ასახვის მეთოდს, რომლის საშუალებითაც მხოლოდ თვი- 
სებრივი ინფორმაცია მიიღება. საჭიროა შევნიშნოთ, რომ პრაქტიკაში პუანკარეს ასახ- 

ვის გამოყენება შეზღუდულია სამგანზომილებიანი ფაზური სივრცით. 
რაოდენობრივად ქაოსური რეჟიმი შეიძლება შეფასდეს, თუ განისაზღვრება ლიაპუნო- 

ვის მაქსიმალური მაჩვენებელი. უცნაური ატრაქტორები თავისი სტრუქტურით ახლოსაა 

კანტორის სიმრავლესთან. მოსალოდნელია, რომ უცნაური ატრაქტორის განზომილება 

იქნება წილადური. ამგვარად, განხომილების მნიშვნელობა შეიძლება კრიტერიუმად. გა- 
მოვიყენოთ, რათა მარტივი ატრაქტორები უცნაური ატრაქტორებისაგან განვასხვავოთ 

(87, 121, 149, 2271. 

დ. რიუელმა და ტაკენსმა თავიანთ ფუნდამენტურ ნაშრომში ტერმინი “უცნაური 

ატრაქტორი“ იმის ხაზის გასასმელად შემოიტანეს, რომ ისინი არ არიან გლუვი 

მრავალსახეობები. 

ფრაქტალური განზომილება მნიშვნელოვანი საკითხია დინამიკური სისტემების ამა 

თუ იმ ატრაქტორის განსაზღვრისათვის. 

ბ. მანდელბროტმა მოგვცა ფრაქტალის შემდეგი განსაზღვრება (1321: ფრაქტალი 

ეწოდება სიმრავლეს, რომლის ჰაუსდორფ-ბეზიკოვინის განზომილება მკაცრად მეტია 

მის ტოპოლოგურ განზომილებაზე. აღნიშნული განსაზლვრება თავისთავად ითხოვს 

ტერმინების - ჰაუსდორფ-ბეზიკოვიჩს ჩ# განზომილებისა და ტოპოლოგიური L, 

განზომილების განსაზღვრას, რომელიც ყოველთვის მთელი რიცხვია. 

შემდგომში ბ. მანდელბორტმა შეცვალა ფრაქტალის განსაზლვრება და იგი შემ- 

დეგნაირად ჩამოაყალიბა: ფრაქტალი ეწოდება სტრუქტურას, შედგენილს ნაწილები- 

საგან რომლებიც გარკვეული აზრით მთელის მსგავსია. დღეისათვის ფრაქტალის 

მკაცრი და სრული განსაზღვრება არ არსებობს. 

ცენტრალური ადგილი ჰაუსდორფ-ბეზიკოვიჩის განზომილების განსაზღვრებაში 

და, მაშასადამე, ფრაქტალური ” განზომილების განსაზღვრებაში უკავია სივრცეში 

წერტილებს შორის მანძილის ცნებას. სივრცეში როგორ გავზომოთ წერტილთა (დ 
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სიმრავლის "სიდიდე"? წირის სიგრძის, ზედაპირის ფართის ან სხეულის მოცულო- 

ბის გაზომვის უმარტივესი მეთოდი იმაში მდგომარეობს, რომ სივრცე უნდა დაიყოს 

ბ წიბოიან მცირე კუბებად, როგორც ეს მოცემულია ნახ. 8.12-ზე. კუბების ნაცვლად 

შეიძლება ავიღოთ 0 დიამეტრის მცირე სფეროებიც. თუ სფეროს ცენტრს მოვათავ- 

სებთ დ სიმრავლის რომელილაც წერტილში, მაშინ ყველა წერტილი, რომელიც 

ცენტრიდან  „<L/.) მანძილზე მდებარეობს, ამ სფეროთი იქნება დაფარული. თუ 

დავითვლით სფეროების რიცხვს, რომელიც საჭიროა სიმრავლის დასაფარავად, მაშინ 

მივიღებთ სიმრავლის ზომის სიდიდეს. წირი შეიძლება გაიზომოს, თუ განვსაზღვ- 

რავთ ტბ სიგრძის წრფივი მონაკვეთების (4) რაოდენობას, რომელიც აუცილე- 

ბელია მის დასაფარავად. 

ნახ 8.12 

  
ნახ. 8.13 
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ცხადია, ჩვეულებრივი წირისათვის VI. (§ ) =L/0. წირის სიგრძე განისაზღვრება 

ზღვრული გადასვლით 

=M(6#-–-31ე6'. 

ზღვარში, როცა 0 -–>0, L ზომა ასიმპტოტურად წირის სიგრძის ტოლი გახდება 

და იგი 0 -ზე არ იქნება დამოკიდებული. 

წერტილების სიმრავლეს შეიძლება შეგუსაბაპოთ ფართიც, მაგალითად, წირის 

ფართი შეიძლება განისაზღვროს, თუ მივუთითებთ წრეების ან კვადრატების რიცხვს, 

რომელიც საჭიროა მის დასაფარავად. თუ M#VL(C5) კვადრატების რიცხვია, ხოლო გ? 

- თითოეული მათგანის ფართი, მაშინ წირის ფართი ტოლი იქნება 

4=M(X#?:–--3>7ებ'. (8.19) 

ანალოგიურად, წირის ”? მოცულობა განისაზღვრება ფორმულით 

7 =M(5I' – IL”. (8.20) 

რასაკვირველია, ჩვეულებრივი წირებისათვის როგორც #4 ფართი, ისე ” მოცუ- 

ლობა, როცა 0 –>0, ნულის ტოლია. 

განვიხილოთ სიმრავლე წერტილებისა, რომლებიც ზედაპირს წარმოქმნის (ნახ. 

8.13). ასეთი სიმრავლეების ნორმალურ ზომად გვევლინება # ფართი და ამიტომ 

გვექნება: 
4=M(6)' – 3 #4ბ". (8.21) 

ჩვეულებრივი ზედაპირისათვის კვადრატების რიცხვი, რომელიც აუცილებელია მის 

დასაფარავად, განისაზღვრება გამოსახულებით, რომელიც ზღვარში, როცა 02 ->0, 

ტოლია 

M(5)= 44/8?, 

სადაც 4: ზედაპირის ფართია. 

ზედაპირს შეიძლება შევუსაბამოთ მოცულობა, თუ განვიხილავთ იმ კუბების მო- 

ცულობების ჯამს, რომელიც აუცილებელია ზედაპირის დასაფარავად: 

V = M(6/-– 3 .4ე6'. (8.22) 

როცა 02 ->0, მაშინ ეს მოცულობა, როგორც მოსალოდნელია, გახდება ნულის ტო- 

ლი. 

შეიძლება თუ არა ზედაპირს შევუსაბაპოთ რომელილაც სიგრძე? ფორმალურად 

ასეთ სიგრძედ შეგვიძლია ავიღოთ სიდიდე 

L=M(6ს6-–--->-4496 ', (8.23) 
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რომელიც, როცა 02->0, განშლადია, ამ შედეგს გარკვეული აზრი გააჩნია, ვინაიდან 

ზედაპირი შეუძლებელია დაიფაროს სასრული რაოდენობის წრფივი მონაკვეთებით. 

აღნიშნულიდან გამომდინარე, შეიძლება დავასკვნათ, რომ ერთადერთ შინაარსობრივ 

ზომას იმ წერტილტა სიმრავლისა, რომელიც სამგანზომილებიან სიგრცეში ქმნის 

ზედაპირს, ფართი წარმოადგენს. 

ძნელი არ არის იმის დანახვა, რომ სიმრავლე წერტილებისა, რომლებიც ქმნის 

წირებს, შეიძლება ისე ძლიერად იყოს დაკლაკნილი, რომ მათი სიგრძე უსასრულო 

გახდეს. მართლაც, არსებობს წირები (პეანოს წირები), რომლებიც სიბრტყეს ავსებს. 

ზემოთ ვსაზღვრავდით რა წერტილთა დ სიმრავლის ზომას, ჩვენ ვირჩევდით რა- 

ღაც სასინჯ M(6)=7(ძX#“ ფუნქციას - წრფის მონაკვეთს, კვადრატს, წრეს, 

სფეროს ან კუბს - და ვფარავდით სიმრავლეს. ამგვარად გამოითვლებოდა ზომა 

M, =2#(6). ამასთან, წრფივი მონაკვეთების, კვადრატებისა და კუბებისთვის გეო- 

მეტრიული კოეფიციენტი აიღება X(9)=1, წრეებისათვის - #ჯ =X#/4, ხოლო სფე- 

როებისათვის – X» =X#/6. შეიძლება დავასკვნათ, რომ, ზოგად შემთხვევაში, ზომის 

ძ -განზომილების ამორჩევის მიხედვით M,კც, როცა 02 –->0, ნულის ან უსასრულო- 

ბის ტოლია. ბ სიმრავლის ჰაუსდორფ-ბეზიკოვიჩის #” განზომილება კრიტიკული 

განზომილებაა, რომლის დროსაც M,ც ზომა თავის მნიშვნელობას ნულიდან უსას- 

რულობამდე იცვლის: 

0, როცა 07 >70; 
M, = 2,7(4#“ =7(4)V(6#" –,-> I“ როცა „ა 82 

M,-ს უწოდებენ სიმრავლის ძ -ზომას. V-ს მნიშვნელობა, როცა ძ =#, ხში- 

რად სასრული რიცხვია, მაგრამ შეიძლება იყოს ნულის ტოლი ან უსასრულოც. არ- 

სებითია იმის განსაზღვრა, თუ ძ-ს რომელი მნიშვნელობის დროს იცვლება Mკ 

ნახტომისებურად. საჭიროა შევნიშნოთ, რომ ჰაუსდორფ-ბეზიკოვიჩის ზემოთ მოცე- 

მული განსაზღვრება არის ლოკალური იმ აზრით, რომ ეს განზომილება ახასიათებს 

წერტილების სიმრავლეს ზღვარში სასინჯი ფუნქციის ბ სიდიდის უსასრულო შემ- 

ცირების შემთხვევაში. მაშასადამე, ფრაქტალური ჯ განზომილება შეიძლება იყოს 

სიმრავლის ლოკალური მახასიათებელიც. შევნიშნავთ, რომ დაფარვის ელემენტები 

შეიძლება იყოს სხვადასხვა ზომის. 

არსებობს კაპლანის და იორკეს მიერ შემოთავაზებული ჰიპოთეზა, რომლის მი- 

ხედვით ფრაქტალური განზომილება დაკავშირებლია ლიაპუნოვის #, 1=1,2,..,, მაჩ- 

ვენებლებთან. აღნიშნული ჰიპოთეზა უშვებს, რომ ფრაქტალური განზომილება ძ ” 

ლიაპუნოვის ძ, განზომილებას თანხვდება და განისაზღვრება როგორც 

4ძ 

ძ,=1+2)407%), (8.25) 
1=1 
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სადაც #4, 1=1,2,..7, მაჩვენებლებიი დალაგებულია არაზრდადობის მიხედვით: 

# = 4 >=...> 4, (M ფაზური სივრცის განზომილებაა), ხოლო / რიცხვი განისაზხ- 

ღვრება შემდეგი პირობიდან: 

რ1+7ა+..+4,>20, ი4+7#+..+4,ე <0. (8.26) 

სამგანზომილებიანი დინამიკური სისტემებისათვის (ე.ი. სისტემებისათვის, რომლის 

ფაზური სივრცის განზომილებაა M=3), იმ დაშვებით, რომ მოძრაობა უცნაურ ატ- 

რაქტორზე ხორციელდება, ძ ჯ“ის ფორმულა დაიყვანება შემდეგ სახეზე: 

ძ, =2+#2 774. (8.27) 

ვინაიდან ასეთი სისტემებისათვის ადგილი აქვს პირობას /# > #ე > 43, ამიტომ გვე- 

ქნება (2 :4:;45 ) = (C.09,–) · 

ქაოსური რეჟიმის შესასწავლად საინტერესო მახასიათებელს წარმოადგენს, აგ- 

რეთვე, ატრაქტორის ფრაქტალური განზომილება. იმისათვის, რომ პრაქტიკული 

ამოცანების გადასაწყვეტად გამოვიყენოთ კომპლექსური დინამიკური სისტემების 

კვლევის ახალი მიღწევები, საჭიროა განვიხილოთ ზოგიერთი მარტივი ფრაქტალური 

ირები და სიმრა: ბი, როგორიცაა, (ოხის წირი, კანტორის სიმრა ა სერპინ- ები დ ვლეე გ ცაა, კ კანტ ვლე და სე 
სკის ხალიჩა (34, 87, 93, 149, 227). 

8.1.8. კოხის სიმრავლე 

ნახ. 8.14-ზე წარმოდგენილია ტრიადული კოხის წირის აგების პროცესი. აღნიშ- 

ნული წირი იმის ერთ-ერთი სტანდარტული მაგალითია, რომელიც გვიჩვენებს, რომ 

ფრაქტალური განზომილება >1 (34, 87, 93|. 

კოხის წირის აგება იწყება ერთეულოვანი სიგრძის LV)=1 წრფივი მონაკვეთით. 

ამ საწყისს ელემენტს ეწოდება საფალიე. იგი შეიძლება შეიცვალოს რომელილაც 

მრავალკუთხედით, მაგალითად, ტოლგვერდა სამკუთხედით, კვადრატით და ა.შ. საფა- 

ლიე ნულოვანი თაობის კოხის წირია. 

ვაგრძელებთ კოხის წირის აგებას. საფალიეს თითოეული რგოლი უნდა შევცვა- 

ლოთ წარმომქმნელი ელემენტით, რომელიც ნახ. 8.14-ზე აღნიშნულია # =1-ით. ასე- 

თი შეცვლის შედეგად მიიღება წირის პირველი თაობა, რომელიც ოთხი წრფივი 

რგოლისაგან შედგება. თითოეული რგოლის სიგრძეა 1/3. პირველი თაობის წირის 

საერთო სიგრძეა LVC/3) =4/3. შემდეგი თაობა მიიღება თითოეული წრფივი რგო- 

ლის წარმომქნელი ელემენტის შემცირებით, რომლის საფუძველზე მიღებული მეორე 

თაობის წირი შედგება M#=41 =16 რგოლისაგან თითოეული 0 =3 1? =1/9 სიგ- 

რძით. მეორე თაობის წირის საერთო სიგრძე ტოლია LL M9 )=( 4/3 X =16/9 და 
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ა.შ. ” თაობის წირს, ნებისმიერი 7 -ის სასრული მნიშვნელობის შემთხვევაში, უწო- 

დებენ წინა ფრაქტალს. 7 -ური თაობის წინაფრაქტალის სიგრძე გამოითვლება ფორ- 

მულით 
L(6)= (4/3X, 

სადაც თითოეული რგოლის სიგრძეა 0 =37”. 

ნახ. 8.14 

თუ თაობათა ” რიცხვს წარმოვადგენთ შემდეგი სახით #=-IიC2/1ი3, მაშინ 

წინაფრაქტალის სიგრძე შეიძლება გამოისახოს ფორმულით 

_ 1იტ)ი4-Iი3| 
· L(6) = (4/3) = თი. 940:4-091) = გ-მ, 

სადაც #) =104/I03 =1,2628. 

სეგმენტების რიცხვი ტოლია V (2) =4წ” =4“იბ/ი3 და ამიტომ შეიძლება ჩაიწე- 

როს V (2) =გ“? , სადაც წჩ) კოხის ტრიადული წირის ფრაქტალური განზომილებაა. 
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შევნიშნავთ, რომ კოხის წირის აგება საშუალებას გვაძლევს ნებისმიერ თაობისათვის 

მივიღოთ სასრული სიგრძის ნორმალური წირი. 

მ.1.9 კანრორის სიმრავლე და სერპინსპის 
ხალიჩა 

პანტორის სიმრაგლე 

განვიხილოთ ერთეულოვანი სიგრძის მონაკვეთი I0,11 (ნახ. 8.15). დავყოთ იგი სამ 

ტოლ ნაწილად და ამოვჭრათ მისი შუა ნაწილი -(1+5| ინტერვალი. ანალოგიუ- 

რად მოვიქცეთ ყველა დარჩენილი მონაკვეთისათვის. მაშინ მივიღებთ სიგრძით კლე- 

ბადი მონაკვეთების ერთობლიობას. აგების პირველ ეტაპზე გვექნება ერთი მონაკვეთი, 

მეორეზე - ორი, მესამეზე - ოთხი; # ეტაპზე გვექნება 2% ერთმანეთთან დაუკავში- 

რებელი მონაკვეთი, თითოეული სიგრძით 3“#., როცა MX ->Cთ, მაშინ მივიღებთ წერ- 

ტილების სიმრავლეს, რომელსაც კანტორის სიმრავლეს უწოდებენ (ნახ. 8.15) (1321), 

ყველა ამოჭრილი მონაკვეთების ჯამური სიგრძე ტოლია ერთის: 

= , 

1=1+5+254+.=12(2) =-VM3 I. 
3 9 27 20:ს3) ,_2 

3 

საჭიროა შევნიშნოთ, რომ კანტორის სიშრავლის აგების დროს არ არის აუცილე- 

ბელი მონაკვეთის სამ ნაწილად დაყოფა და თანაც ტოლ ნაწილებად. კანტორის სიმ- 

რავლის მიღება შესაძლებელია მონაკვეთის ნებისმიერ ნაწილებად დაყოფის შემთხვე- 

ვაშიც 06 >3) 

  1 | | 

LI I 

ნახ. 8.15
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სერპინსპის ხალიჩა 

განვიხილოთ მეორე მაგალითი. იგი კანტორის სიმრავლის უშუალო განზოგადებაა 

ბრტყელი ფიგურების შემთხვევაში და ცნობილია როგორც “სერპინსკის ხალიჩა”. 

ავიღოთ ერთეულოვანი კვადრატი და იგი წრფეებით, რომლებიც გვერდების პარა- 

ლელურია, 9 ტოლ კვადრატად დავყოთ. 

  

      

    

    

                      

9556 5906 

% (2 202 ი%ი წმ =მ1.= 
9500 090 

2 22 

990 9590 
% წ 2 ინწ.C= წ! |იწმ.ი 

99509 0060 
M4 ი   

  

ნახ. 8.16 

პირველ იტერაციაზე («=1) ცენტრალური კვადრატის ყველა შიგა წერტილი 
გამოვრიცხოთ. მეორე იტერაციაზე (=2) ანალოგიურად მოვექცეთ ყველა დარჩე- 

ნილ 8 კვადრატს და ა.შ. (ნახ. 8.16). 

->თ შემთხვევაში მიღებულ სიმრავლეს უწოდებენ სერპინსკის ხალიჩას. იგი, 

უხეშად რომ ვთქვათ, “დახვრეტილ“ კანტორის სიმრავლეს წარმოადგენს. აღმოჩნდა, 

რომ დინამიკური სისტემებისათვის უცნაურ ატრაქტორებს და წერტილოვან ასახვებს 

ყველგან აქვს კანტორის სიმრავლის სტრუქტურა. ისინი გეომეტრიული თვალსაზრი- 

სით განსხვავდებიან მარტივი ატრაქტორებისაგან, რომლებიც გლუვი ქვემრავალსახე- 

კანტორის სიმრავლის მნიშვნელოვანი რაოდენობრივი მახასიათებელია წილადური 

განზომილება, რომელიც მიუთითებს ამ სიმრავლის სიახლოვეს შესაბამის გლუვ 

ქვემრავალსახეობასთან. არსებობს წილადური განზომილების რამდენიმე განმარტება, 

რომლებიც სიმრავლეების მეტრიკულ თვისებებს ემყარება. უცნაური ატრაქტორები- 

სათვის იყენებენ ალბათურ განზომილებას, რომლის გამოთვლაც სიხშირეზეა და- 

მოკიდებული. გავრცელებულია, აგრეთვე, მეტრიკული განზომილება - სიმრავლის 

ტევადობა, რომელსაც ქვემოთ განვიხილავთ. 
განვიხილოთ დინამიკური სისტემის M -განზომილებიან ფაზურ სივრცეში რომელი- 

ღაც 4 სიმრავლე. დავფაროთ იგი 7 -განზომილებიანი კუბებით, რომელთა გვერდე- 
ბია 6, ისე, რომ კუბები შეიცავდეს # სიმრავლის ყველა წერტილს. ვთქვათ, /V 
კუბების მინიმალური რაოდენობაა #4 სიმრავლის დასაფარავად. განვიხილოთ შემ- 
დეგი ზღვარი (132): ' 
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ძ(4)= Iთი M(6)/IიCI/§)I. (8.28) 

ძ(4)=ძ, სიდიდე მეტრიკულ განზომილებას წარმოადგენს და მას ტევადობას ან 

ფრაქტალურ განზომილებას უწოდებენ ლიტერატურაში იგი ცნობილია, აგრეთვე, 

როგორც ჰაუსდორფის განზომილება (ან ენტროპიული განზომილება). 

რეგულარული სიმრავლეებისათვის (მაგალითად, ევკლიდეს სამგანზომილებიანი სი- 

ვრცის “ნაწილისათვის“, ზედაპირისათვის ან წირისათვის) 7. ფრაქტალური განზო- 

მილება მთელია რიცხვია და ჩვეულებრივ განზომილებას ემთხვევა. მართლაც, მცირე 

§ -სთვის მივიღებთ § -გვერდიანი კუბების რიცხვს 

M#-VX“, (8.29) 

რომელიც აუცილებელია რაღაც მოცულობის დასაფარავად. სამგანზომილებიან სივრ- 

ცეში იგი პროპორციულია M წე. ზედაპირის დაფარვისათვის კუბების რიცხვი ტო- 

  ლია M – L „ ხოლო წრფისათვის - M _1. მაშასადამე, თუ გვაქვს მარტივი ატ- 
6. 6 

რაქტორი, მაგალითად, ზღვრული ციკლი, მაშინ მისი ფრაქტალური განზომილება 

ტოლია ერთის; ინვარიანტული ტორისათვის ძშ.- =2 და ა.შ. 

არარეგულარული სიმრავლეებისათვის, რომლებსაკ მასშტაბურ-ინვარიანტული 

სტრუქტურა გააჩნია, ფრაქტალურ განზომილებას აქვს წილადური სახე. დაწვრილე- 

ბით შევჩერდეთ ამ საკითხზე. 

განვიხილოთ სერპინსკის ხალიჩა. გვაქვს 

M#=1, M#M=8=8', 5=-, 

=2, M=8.8=8:, 85=--, 

#=3, M =8-8.8=8), §=3, 

საიდანაც 

ძ, = სთ(ი8”/Iი3”)= 108/I03 =1.893. 

ამგვარად, სერპინსკის ხალიჩა არ არის წრფე, რომლის განზომილება ერთის ტო- 

ლია, მაგრამ არ არის ზედაპირი, რომლის განზომილება ორის ტოლია. იგი რაღაც 
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შუალედურია წრფესა და სიბრტყეს შორის. საკვირველია ის, რომ ბუნებაში მართ- 

ლაც არსებობს ობიექტები, რომლებიც სერპინსკის ხალიჩის ანალოგიურია იმ აზ- 

რით, რომ მათი 0. განზომილება ერთზე მეტი და ორზე ნაკლებია. 

8.110 მსგავსება და სპეილინბი 

წრფე სივრცის განსაკუთრებული სიმრავლეა: მასშტაბის ნებისმიერი „ცვლილების 

დროს წერტილების იგივე სიმრავლე მიიღება. გარდა ამისა, წრფის პარალელური 

გადატანის შემთხვევაში, კვლავ წერტილების იგივე სიმრავლე მიიღება. წრფე ინ- 

ვარიანტულია პარალელური გადატანებისა და მასშტაბის ცვლილების ანუ სკეილინ- 

გის მიმართ. შეიძლება ითქვას, რომ წრფე თვითმსგავსია. 

დავაზუსტოთ ჩვენი მსჯელობა. 

ვთქვათ, მოცემულია სივრცის წერტილები თავისი კოორდინატებით 

X=(X,X,,X,). წრფე, რომელიც Xჯ„ წერტილზე ძ=(ი,0ი.,თ) მიმართულებით 

გაივლის, წერტილების დ სიმრავლეა და იგი განსაზღვრულია შემდეგი თანაფარდო–- 

ბით: 

X=X +000, -–-C<1<4თ, (8.30) 

სადაც 1 პარამეტრი ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია. თუ ყველა X-სთვის სიგრძის 

მასშტაბს ერთი და იგივე ”» რიცხვზე გავამრავლებთ, მაშინ Xჯ აისახება ახალ წერ- 

ტილებში: X =/X = (IX,,7X:,/X,) და მივიღებთ წერტილების ახალ ”(/2) სიმრავ- 
ლეს, რომელიც განსაზღვრული იქნება თანაფარდობით 

X =”(Xე +/ძ)= X, +I მ –(L- ”)Xა, (8.31) 

სადაც IL =”7/ ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია. თუ #”(#0) წერტილების სიმრავლეს 

პარალელურად გადავიტანთ (0-–”% სიდიდით, მაშინ მივიღებთ საწყისი წერტილების 

დ2 სიმრავლეს. ამგვარად, წრფე ინვარიანტულია სიგრძის მასშტაბის ცვლილების მი- 

მართ წრფე ინვარიანტულია, აგრეთვე, პარალელური გადატანების მიმართ 

X-–63X+0თ-, სადაც 7 ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია. 

ანალოგიური მსჯელობით შეიძლება დავამტკიცოთ, რომ სიბრტყე ინვარიანტულია 

ნებისმიერი მიმართულებით პარალელური გადატანებისა და ინვარიანტულია სიგრძის 

მასშტაბის ცვლილების მიმართ. ასევე შეგვიძლია დავამტკიცოთ სივრცის ინვარიან- 

ტულობა აღნიშნული პარამეტრების მიმართ. 

არსებობს ისეთი მათემატიკური ობიექტები, რომლებისთვის ზემოთ აღნიშნული 

მსჯელობა არასწორია. წრეწირი არ არის ინვარიანტული პარალელური გადატანები- 

სა და სკეილინგის მიმართ, იგი ინვარიანტულია საკუთარი ცენტრის გარშემო მობ- 

რუნებისა. ფრაქტალებსაც, აგრეთვე, არ ახასიათებს ზემოთ ჩამოთვლილი ყველა ან 

ხოგიერთი ინვარიანტულობა. 
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განვიხილოთ შეზღუდული სიმრავლეები, როგორიცაა, მაგალითად, წრფის სასრუ- 

ლი მონაკვეთი, წრფის მონაკვეთს არ ახასიათებს ტრანსლაციური სიმეტრია - ნების- 

მიერი მისი ძვრა წარმოქმნის წერტილთა ახალ სიმრავლეს. მაგრამ, თუ სიგრძეს 

შევცვლით 7 -ჯერ, ” <1, მაშინ მივიღებთ წერტილთა ახალ სიმრავლეს #92'=/”' (42), 

რომელიც წრფის რაღაც ნაწილს შეადგენს. თუ წრფის ამ მონაკვეთით პარალელურ 

გადატანას განვახორციელებთ, მაშინ საწყისი წრფივი დ მონაკვეთის ნაწილი შეიძ- 

ლება დაიფაროს. ” რიცხვის სათანადო შერჩევით შესაძლებელია საწყისი მონაკვე- 

თის დაფარვა რაოდენობის გადაუკვეთავი მონაკვეთებით. შეიძლება ითქვას, რომ 

დ თვითმსგავსია მსგავსების » კოეფიციენტით. 

წრფის ერთეულოვანი სიგრძის მონაკვეთისათვის შეიძლება შევარჩიოთ „(CM )=--. 

სადაც ნებისმიერი მთელი რიცხვია. სიბრტყის მართკუთხოვანი უბანი შეიძლება 

დავფაროთ მისი შემცირებული ასლებით თუ მათი სიგრძშე შეიცვლება 

#(M)= 0I/ M ა” -ჯერ. ანალოგიურად, მართკუთხა პარალელეპიპედი შეიძლება დავფა- 

როთ მისი შემცირებული ასლებით, თუ შევარჩევთ 7(V)=C0/M)". ზოგად შემთხვევა- 

ში, საჭიროა მასშტაბის კოეფიციენტი შევარჩიოთ ტოლი X(M)= (/M IM · 

მსგავსების ძ განზომილება წრფეების, სიბრტყისა და კუბებისათვის შესაბამისად 

ტოლია 1, 2 და 3. 

განვიხილოთ ახლა კოხის წირი, რომელიც წარმოდგენილია ნახ. 8.14-ზე. მასშტა- 

ბის # =1/3 კოეფიციენტით მივიღებთ წირის პირველ მესამედს. ჩვენთვის აუცილებე- 

ლია M=4 ასეთი ფრაგმენტი, რათა საწყისი სიმრავლე დავფაროთ შემცირებული 

ასლებით, მოვახდენთ რა მათზე განმეორებით პარალელურ გადატანებს და მობრუნე- 

ბებს. 

ზოგად შემთხვევაში, მსგავსების # განზომილება გამოითვლება შემდეგი ფორ- 

მულით (1321: 

; = –1ი M/Iი”(V). (8.32) 

თვითმსგავსი ფრაქტალებისთვის ჰაუსდორფ-ბეზიკოვიჩის ” განზომილება ტოლია 

#.. ამიტომ ასეთი ფრაქტალებისთვის მსგავსების განზომილება შეიძლება 5 ინდე- 

ქსის გარეშე ჩავწეროთ. 

განვიხილოთ კოხის წინაფრაქტალი, აგებული საფალიედ აღებული ერთეულოვანი 

კვადრატით (ნახ. 8.17). მისი წარმომქნელი შედგება M =8 ტეხილისაგან მასშტაბის 

„ =+ კოეფიციენტით. აღნიშნული წირის მსგავსების განზომილებაა 

_ იზ _3 
IიI/4) 2” 
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რომელიც ჰაუსდორფ-ბეზიკოვიჩის სიმრავლის განზომილების ტოლია და იგი უსას- 

რულოდ დიდი რაოდენობის იტერაციების შედეგად არის მიღებული. 

ნახ. 8.18-ზე გამოსახულია კოხის წირი, რომელიც აგებულია სამკუთხა ბადით. 

მისი განზომილებაა # =1.944. რამდენიმე პირველი თაობა ცალკეა გამოსახული და 

თანაც გადიდებულია, რათა თვალყური მივადევნოთ წირის სტრუქტურას. 

  

      

  

ნახ. 8.18 
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8.1.11 ვრაქტალური გბანზომილების 
ბანსაზლვრა 

კომპლექსურცვლადიან სისტემებში დინამიკურ მოვლენებთან დაკაგშირებით დავ- 

სვათ შეკითხვა: რამდენად პრაქტიკულია არაწრფივ დინამიკაში ფრაქტალური განზო- 

მილების გამოყენება? უმეტეს შემთხვევაში, საკმარისია დავადგინოთ, რომ განზომი- 

ლება არამთელი რიცხვია და ატრაქტორი მართლაც უცნაურია. მაგრამ ზოგიერთი 

ატრაქტორის ფრაქტალური განზომილება ახლოსაა მთელ რიცხვთან (მაგალითად, 

ლორენცის ატრაქტორისათვის ძ = 2.06), ამიტომ ფრაქტალური განზომილება ჯერ 

კიდევ არ ნიშნავს მოძრაობის ქაოსურ ხასიათს, ხშირად, ექსპერიმენტის ზუსტად ჩა- 

ტარებისათვის, იყენებენ არამარტო ფრაქტალურ განზომილებას, არამედ პუანკარეს 

ასახვას, ფურიეს სპექტრს და ლიაპუნოვის მაჩვენებელსაც. ეს საშუალებას გვაძლევს 

სისტემაში ქაოსური მოძრაობის არსებობა დავადგინოთ. 

ფრაქტალური განზომილების გამოთვლა საკმაოდ რთული ამოცანაა. ყველაზე ობი- 

ექტური მახასიათებელია ჰაუსდორფ-ბეზიკოვიჩის განზომილება, რადგან იგი ინეარი- 

ანტულია კოორდინატთა გარდაქმნების მიმართ. მთელი რიგი ავტორების მიერ შემუ- 

შავებულია ჰაუსდორფ-ბეზიკოვიჩის განზომილების განსაზღვრის რამდენიმე მეთოდი, 

მაგრამ ერთი და იგივე სისტემისათვის სხვადასხვა რიცხვითი მნიშვნელობა მიიღება. 

ამიტომ აუცილებელია იგი ისე განვსაზღვროთ, რომ გაბნევას ადგილი არ ჰქონდეს. 

ვთქვათ, არსებობს M წერტილი, რომელიც მოთავსებულია უცნაურ ატრაქტორ- 

ზე. 1-ური წერტილიდან მეზობელ წერტილამდე მანძილი აღვნიშნოთ ბ სიმბოლოთი 

და შემოვიტანოთ გასაშუალების წესი. მახლობელ წერტილამდე საშუალო მანძილის 

გამოსათვლელ ფორმულას აქვს სახე 

M V» 

66, M)= 6 , (8.33) 

სადაც »” გასაშუალების მაჩვენებელია. 

M -ის დიდი მნიშვნელობისათვის 6CV,M )-ს გააჩნია ასიმპტოტიკური წარმოდგენა 

6C,M)-# თ V). (8.34) 
აღნიშნული დამოკიდებულების გამოთვლა დაკავშირებულია გარკვეულ სიძნელებ- 

თან, რომელთაგან ძირითადია შემდეგი: 

ჰ ხშირად ადგილი აქვს მაჩვენებლიანი ფუნქციის სახიდან 6C,MV)-ის გადახრას; 

2. 6C,M)-ის დიდი სიზუსტით გამოთვლისათვის საჭიროა M წერტილების საკმა- 
ოდ დიდი რაოდენობით გამოყენება. ამასთან, აუცილებელია მათ შორის მანძილე- 

ბის გამოთვლა (დაახლოებით M ?.ის რიგის), რაც დაკავშირებულია კომპიუტე- 

რული დროის მნიშვნელოვან დანახარჯებთან. 

“თ C"
 
–
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აღნიშნულის თავიდან ასაცილებლად ზოგიერთი ავტორის მიერ შემოთავაზებულია 

შემდეგი გამოსახულება (34, 93, 132, 149): 

_ |. ძმი-0,M11' 
#,C) = გ რიე) | , 20,M) 20, (8.35) 

რომელშიც 6V,M ) გამოითვლება შემდეგი ფორმულების საფუძველზე 

660.M)= 8. – Lე) გე «) ” 

#C)= ||IIC ML”) თ”, (8.36) 

სადაც # (8) წარმოადგენს იმის ალბათობას, რომ შემთხვევით შერჩეული წერტილი 

»ჯ -რადიუსიანი სფეროს შიგნით არის მოთავსებული, ხოლო #V” =4%, MX =+ 
, (რ » 

ალბათობის განაწილების სიმკვრივეებია. 

აღნიშნული ფორმულები საშუალებას გვაძლევს გამოვთვალოთ #ჩ,C) ფუნქცია 

და #,, მნიშვნელობა XL" C-)-ის გათვალისწინებით: 

სი სი/წი” MV(5)) 
XX, =-სთ 12 

როცა #=X,, ნ,(ჩ„)= ს,, ,-)=7ი· 

განხილული ალგორითმის ძირითადი უპირატესობა შემდეგში მდგომარეობს: 

1 იმ შემთხვევაში, როცა ადგილი აქვს წერტილების გენერირებას და ისინი უც- 

ნაურ ატრაქტორზე მდებარეობენ, მაშინ ჩ,C) ფუნქციის განსაზღვრისათვის 

გამოიყენება კონკრეტული წერტილებისათვის # (-)-ის წინასწარ გამოთვლილი 

მნიშვნელობა, რაც #/-ის ფლუქტუაციას გამორიცხავს. 

ხა
 

შემოთავაზებული ალგორითმი # C)-ის ლოკალურ თვისებებს იყენებს, ვინაიდან 

(8.36) გამოსახულებაში განსაკუთრებით მნიშვნელოვანია 0, რომელიც ახლოსაა 

„ინტეგრალქვეშა გამოსახულებასთან, მაშინ როცა X-, -ს გამოთვლისათვის საჭი- 

როა #-ის ცვლილების შედარებით დიდი ინტერვალი, რაც ატრაქტორების 

თვითმიუმსგაგსებლობას განაპირობებს. ამიტომაც ხელსაყრელია ის მეთოდი, სა- 

დაც გამოიყენება X#C)-ის ლოკალური თვისება, როცა 7-–>0. 
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და მანდელბროტის 8.1.12 ჟულიას 
ს ლეები 

ია 
იმრაზგზ 

ჟუულიას სიმრაპბლე 

კომპლექსური რიცხვების გაუსის სიბრტყე აღვნიშნოთ C-თი, ხოლო რიმანის 

C ათ) სფერო - C -თი. ვთქვათ, რომ # რაციონალური ფუნქციაა, ე.ი. 

=4 თ) „CC, 
CXX) 

სადაც და 0 პოლინომებია, რომლებსაც საერთო გამყოფი არ გააჩნია. დავუშვათ, 

რომ # ფუნქციის ხარისხი ძ60/# =10მXI969§7, ძი–0) ერთზე მეტია. 

ჟულიას »”, სიმრავლე წარმოადგენს განსაკუთრებული წერტილების სიმრავლეს 

#M:X#”ჟ"(CX) 5= XL..(?(C ))...), M =1,2,3,..., ფუნქციის იტერაციისათვის. XV”, სიმრავ- 

თ (8.37) 

ლის დამატებას ეწოდება ფატუს #„ჯ =- სიმრავლე. 
” 

ჟულიას სიმრავლის ასეთი განსაზღვრება ინტუიციური აღთქმისათვის მოუხერხე- 

ბელია. ამიტომ გამოვიყენოთ შემდეგი განსაზღვრება. ვთქვათ, გვაქვს გამოსახულება 

2 ,)=2:+0, (8.38) 

სადაც C რაღაც კომპლექსური მუდმივაა. რიცხვების (8.38) თანამიმდევრობა დამო- 

კიდებულია საწყის 2: მნიშვნელობაზე და C პარამეტრზე. თუ C-ს დავაფიქსირებთ 

და კომპლექსური რიცხვების ველში ვცვლით 2ა-ს, მაშინ მივიღებთ ჟულიას სიმ- 

რავლეს, ხოლო თუ დავაფიქსირებთ 7) =0-ს და ვცვლით C პარამეტრს, მაშინ მი- 

ვიღებთ მანდელბროტის სიმრავლეს |105, 227). 

იმ შემთხვევაში როცა 2ე ნულისგან მნიშვნელოვნად განსხვავებულია, მაშინ 

12.) მიმდევრობა სწრაფად მიისწრაფვის უსასრულობისკენ. მაგრამ არსებობს 23ა)-ის 

ისეთი მნიშვნელობებიც, რომლებისთვისაც (72,) მიმდევრობა ყოველთვის შემოსაზღვ- 

რული რჩება მოცემული C პარამეტრის დროს აღნიშნული მნიშვნელობები წარ- 

მოქმის ჟულიას შევსებულ #, სიმრავლეს შემდეგი პოლინომისათვის 

#:2–- 2” +C. ჟულიას ნამდვილი სიმრავლე #, სიმრავლის მხოლოდ სასაზღვრო 

წერტილებისგან შედგება. რასაკვირველია, შესაძლებელია, რომ M, -ს შიგა წერტი- 

ლები არ გააჩნდეს. ასეთ შემთხვევაში იგი თავის საზღვარს დაემთხვევა (სხვა სიტ- 

ყვებით რომ ვთქვათ, ჟულიას სიმრავლე ჟულიას შევსებულ სიმრავლეს დაემთხვევა). 
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როგორც უკვე აღვნიშნეთ, ჟულიას სიმრავლე დამოკიდებულია C პარამეტრზე. 

C-ს ცვლილებისას სიბრტყეზე მიიღება ჟულიას სიმრავლის სხვადასხვა განუმეორე- 

ბელი სურათები რომლებიც შეიძლება მივამსგავსოთ სქელ ლღრუბლებს, მაყვლის 

ბუჩქებს, ფეიერვერკის ნაპერწკლებს“ და ა.შ. ნახ. 8.25-ზე წარმოდგენილია მან- 

დელბროტის სიმრავლე X-–>Xჯ+C პროცესისათვის. სურათი შეესაბამება C პარა- 

მეტრის სხვადასხვა მნიშვნელობებს. ნახ. 8.19 - 8.24-ზე მოცემულია ჟულიას სიმ- 

რავლის ტიპიური მაგალითები XჯX->Xჯ+C პროცესისათვის. 

ნახ. 8.19-ზე მოცემულია პარაბოლური შემთხვევა, სადაც C-ს მცირე ცვლილები- 

სას მდგრადი უძრავი წერტილი გადაიქცევა 20-პერიოდის მიმზიდავ ციკლად. 

ნახ. 8.20-ზე ასახულია პარაბოლური შემთხვევა, როცა C= -1.25, C> –1.25 

(მიმზიდავი ციკლი 2-ის პერიოდით), C < –1.25 (მიმზიდავი ციკლი 4-ის პერიოდის). 

ნახ. 8.221-ზე წარმოდგენილია ჟულიას ბმული სიმრავლე, რომელიც შემდეგში 

გადაიქცევა კანტორის სიმრავლედ, ნახ. 8.22-ზე - ფატუს სიმრავლე, ნახ. 8.23-ზე - 

დენტრიტი (0=1), ნახ. 8.24-ზე - კანტორის სიმრავლე, რომელიც 8.21 ნახაზიდან 

მიიღება C პარამეტრის მცირე ცვლილების დროს. 

  

ნახ. 8.19 ნახ. 8.20 

ნახ. 8.21 ნახ. 8.22 
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ნახ. 8.23 ნახ. 8.24 

მანდელბროტის სიმრაჭბლე 

განვიხილოთ სიმრავლე 

2) =2:+6. (8.39) 

როგორც უკვე იყო აღნიშნული, თუ დავუშვებთ, რომ 7ა– =0, და ვცვლით C პა- 

რამეტრს, მაშინ მივიღებთ მანდელბროტის M სიმრავლეს (ნახ. 8.25). 

ააა 8 

%# 2583 გგ ავაი%> 
ბ ორი ი) 

#. 

§ 

2? –« 

» 
ნახ. 8.25 

-
 

CC
" 

C
C
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თუ დავუკვირდებით მანდელბროტის სიმრავლეს, პირველი, რაც მოგვხვდება 

თვალში, ეს არის არე, რომელიც შემოსაზღვრულია კარდიოიდის წვეროთი 0.25 

წერტილში და მომრგვალებული მწვერვალით -0.75 წერტილში. შემდეგ ჩანს კარ- 

დიოიდთან შეხებული წრეწირი 0.25 რადიუსით და ცენტრით -1 წერტილში, ხოლო 

ბოლოს - უთვალავი სიმრავლე მცირე არეებისა, რომლებიც ფორმით წრეს წარმო- 

ადგენს და ასევე ეხება კარდიოიდს (105). 

ყოველ კომპონენტს, თავის მხრივ, მიმაგრებული აქვს უთვალავი სიმრავლე მცირე 

არეებისა, რომლებიც ასევე წრეს ჰგავს, და ყოველ მცირეს ისევ უერთდება კიდევ 
უფრო მცირე არეების უსასრულო ნაკრები და ა, შ. თუ გამოვალთ დიდი კარდიო- 

იდიდან და ვიმოძრავებთ მარცხნივ, მოვხვდებით წრეში, შემდეგ მოვხვდებით სხვა 

არეში და თუ გავაგრძელებთ მომრაობას, მაშინ მივუახლოვდებით მირბერგ-ფეიგენბა- 

უმის წერტილს, რომელსაც აქვს კოორდინატი –1.401.... ამ წერტილიდან –2 

წერტილამდე მონაკვეთი ეკუთვნის M -ს და მას აქვს პატარა, კარდიოიდის მსგავსი 

არე წვეტიანი წვეროთი წერტილში –1.75. 

აღმოჩნდა, რომ ასეთი "კარდიოიდის" კომპონენტების რაოდენობა უსასრულოდ დი- 

დია. გარდა ამისა, ისინი გვხვდება არა მარტო ნამდვილ ღერძზე. ასე, მაგალითად, 

ბ.მანდელბროტმა აღმოაჩინა კარდიოიდი ცენტრით – 0.1565201668 +711.032247109 

წერტილში და კიდევ სხვა მრავალი. ფაქტიურად, მან დაამტკიცა, რომ არსებობს 

კარდიოიდების უსასრულო სიმრავლე. ისინი ისეთი მცირე ზომის არიან, რომ კომპი- 

უტერულ ნახატებზე მათი გარჩევა ძალიან ძნელია, მაგრამ თუ სურათს გავადიდებთ, 

მაშნ თითოეულ შემთხვევში აღმოვაჩნთ როგორც კარდიოიდს, ისე მისი 

თანამგზავრი მრგვალი არეების ერთობლიობას. 

კარდიოიდის მსგავსი კომპონენტები “ძაფების” საშუალებით დაკავშირებულია მთა- 

ვარ კარდიოიდთან, რომელიც სავსეა კარდიოიდის ტიპის მცირე არეებით. ეს “ძაფე- 

ბი” იქსაქსება და წარმოიქმნება ძალიან რთული მოხატულობა. 

როგორც ცნობილია, ჟულიას სიმრავლე ყველაზე შესანიშნავი ფრაქტალია. 

მიკროსკოპში მისი სურათი, ჯერ-ერთი, არაფრით არ განსხგავდება იმ სურათისგან, 

რომელსაც მიკროსკოპის გარეშე ვხედავთ, და, მეორე მხრივ, არ არის დამოკიდე- 

ბული იმაზე, თუ სურათის რა ადგილს ვაკვირდებით. ბ.მანდელბროტის M სიმრავ- 

ლეს არ გააჩნია აღნიშნული თვისებები. მართალია, M შეიცავს თავისი თავის ას- 

ლების უსასრულო რაოდენობას, მაგრამ ისინი ჩაქსოვილია "ძაფების" ბადეში და მა- 

თი სახე დამოკიდებულია იმაზე, თუ რომელ წერტილს ვაკვირდებით. 

მანდელბროტის სიმრავლის მთავარი ელემენტი, როგორც აღვნიშნეთ, დიდი კარ–- 

დიოიდია (ნახ. 8.25). მის შიგნით, C-ს მნიშვნელობისთვის, /, პოლინომს აქვს უძ- 

რავი მიმზიდავი წერტილი. შემდეგ არის წრე ცენტრით (-1)-ში,: ამ წრის 

C-სთვის /,-ს აქვს მეორე რიგის მიმზიდავი ციკლი. კიდევ არსებობს 3 კომპონენ- 
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ტი, რომლებშიც /,-ს გააჩნია მესამე რიგის მიმზიდავი ციკლი - ორი მათგანი 

(ყველაზე დიდი) მიმაგრებულია კარდიოიდთან, ხოლო ერთი, წვეტიანი წვეროთი 

წერტილში – 1.75, მიმაგრებულია ნამდვილ ღერძზე. ასევე გვაქვს 6 კომპონენტი პე- 

რიოდით 4, 15 კომპონენტი პერიოდით 5, 27 კომპონენტი პერიოდით 6, 63 კომპო- 

ნენტი პერიოდით 7, 120 კომპონენტი პერიოდით 8, 252 კომპონენტი პერიოდით 9 

და აშ. თითოეულ კომპონენტში C-ს ერთი ისეთი მნიშვნელობაა (მას ცენტრს 

უწოდებენ), რომლის დროსაც 0 წერტილი /,-სთვის პერიოდულია. გარდა ამისა, 

თითოეული კომპონენტის საზღვარზე არის წერტილი, რომელსაც ფესვს უწოდებენ, 

და იგი მოცემული კომპონენტის დიდ კომპონენტთან მიმაგრების წერტილს წარმო- 

ადგენს. 

ცენტრებისა და ფესვების გარდა, არსებობს სხვა განსაკუთრებული წერტილებიც, 

რომლებიც მანდელბროტის სიმრავლეს ეკუთვნის. მათ მისურევიჩის წერტილები 

ეწოდება. ეს უკანასკნელი C-ს ისეთი მნიშვნელობებია, რომლის დროსაც 0 წერტი- 

ლი #.-ს მიმართ წინაპერიოდული წერტილია. აღნიშნული წერტილები, ჩვეულებ- 

რივ, განშტოების ან „მაფის“ ბოლო წერტილებია. 

რა შეიძლება ითქვას M “სიმრავლის წერტილების გარე არგუმენტზე? გარე არ- 

გუმენტების კომპონენტებს ცენტრი არა აქვს, რადგან ისინი შიგა წერტილებია. ყო- 

ველი კომპონენტის ფესვს აქვს ორი (ძირითადი) გარე არგუმენტი - რაციონალური 

რიცხვი კენტი მნიშვნელით. მისურევიჩის ყოველ წერტილს აქვს ერთი ან რამდენიმე 

გარე არგუმენტი - რაციონალური რიცხვები ლუწი მნიშვნელებით. 

გამოვარკვიოთ, როგორ გამოვთვალოთ გარე არგუმენტი და როგორ გამოვიყენოთ 

მიღებული ინფორმაცია. თუ დავაკვირდებით ჟულიას სიმრავლეს და განვსაზღვრავთ 

მის დინამიკას, მაშინ ნებისმიერი წერტილისათვის ადვილად გამოვთვლით გარე კუთ- 

ხეს. /, ასახვას ორი უძრავი წერტილი გააჩნია; აღვნიშნოთ მარცხენა წერტილი 

თ-თი, ხოლო მარჯვენა //-თი. #/ წერტილის გარე არგუმენტი 0-ის ტოლია, ხო- 

ლო თ წერტილს აქვს რამდენიმე გარე არგუმენტი. /#/ წერტილის 0-ის მიმართ 

სიმეტრიული (– #0) წერტილის გარე არგუმენტი ტოლია. M2. გავატაროთ (-– /7) 

და # წერტილების შემაერთებელი წირი, რომელიც #, "სიმრავლის საზღვრებშია 

და მას #, სიმრავლის ღერძი ვუწოდოთ. ავირჩიოთ #,-ს საზღვარზე X წერტილი. 

თუ არსებობს #, სიმრავლის გარე წერტილებიდან X წერტილამდე მიღწევის რამ- 

დენიმე საშუალება, უნდა ავირჩიოთ ერთ-ერთი მათგანი, რის შედეგადაც #. შსიმრავ- 

ლის თითოეულ X» წერტილში მოხვდება ერთი გარე სხივი. ჩამოვაყალიბოთ მისი 

არგუმენტის გამოთვლის წესი. თავდაპირველად შევნიშნოთ, რომ თუ X» წერტილი 

ღერძის ზემოთ მდებარეობს, მაშინ არგუმენტი, ცხადია, 0-სა და M2 -ს შორის ძევს, 
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ხოლო თუ X ღერძის ქვემოთ მდებარეობს, მაშინ მისი არგუმენტი მოთავსებულია 

M2-სა და 1-ს შორის. განვიხილოთ შემთხვევა, როცა არგუმენტი ძევს 0-სა და 

MV2 -ს შორის, და გამოვარკვიოთ - იგი მოთავსებულია 0-სა და M4 -ს შორის თუ 

M/4-სა და I2-ს შორის. ამისათვის გამოვიყენოთ /, ასახვა, რომელიც აორმაგებს 

არგუმენტებს, და ვნახოთ სად გადავა X წერტილი მის მიმართ გამოყენებული 

მიდგომის შედეგად. თუ იგი ღერძის ზემოთ აღმოჩნდება, მაშინ აქედან გამომდინარე- 

ობს, რომ ორმაგი არგუმენტი ძევს 0-სა და 1/2-ს შორის, ხოლო თვით არგუმენტი 

მოთავსებულია 0-სა და M4 -ს შორის. შესაბამისად, თუ X ღერძის ქვემოთ აღ- 

მოჩნდება, მაშინ მისი არგუმენტი მოთავსებულია 1/4-სა და 1/2-ს შორის. ამგვარად, 

თუ X წერტილის ტრაექტორიას გავყვებით და იმის მიხედვით, წერტილი ღერძის 

ზემოთ თუ ქვემოთ აღმოჩნდება, შესაბამისად ჩავწერთ 0-ს ან 1-ს, მაშინ ათობითი 

წერტილის შემდეგ მივიღებთ ორობით სისტემაში ჩაწერილი ციფრების მიმდევრობას, 

რომელიც საძებნი არგუმენტის სიდიდეს წარმოადგენს. თუ X პერიოდული ან წინა- 

პერიოდულია, მაშინ ციფრების მიმდევრობაც პერიოდული იქნება. 

საჭიროა შევნიშნოთ, რომ აღნიშნული გამოთვლების შესრულება შესაძლებელია 

იმ შემთხვევაშიც, როცა ჟულიას სიმრავლის დეტალური სტრუქტურა უცნობია. 

მხოლოდ საჭიროა ვფლობდეთ კომბინატორული ხასიათის ინფორმაციას იმის შესა- 

ხებ, თუ ამ სიმრავლის სხვადასხვა ნაწილები როგორ არის ერთმანეთთან დაკავში- 

რებული. | 
მანდელბროტის სიმრავლის წერტილების გარე არგუმენტები შედარებით მარტივად 

გამოითვლება, მიუხედავად იმისა, რომ ამ სიმრავლეს დინამიკა არ გააჩნია და არსე- 

ბითად იგი საკონტროლოა. განსაკუთრებით მარტივია მისურევიჩის წერტილების გა- 

მოთვლა: ვთქვათ, C მისურევიჩის წერტილია, მაშინ M "სიმრავლეში C-ს გარე არ- 

გუმენტები ემთხვევა ამავე წერტილის გარე არგუმენტებს #, სიმრავლეში. აღნიშ- 

ნულის ახსნა, თუ რატომ ხდება, შეუძლებელია. მაგრამ იგი შეიძლება დავუკავში- 

როთ მოვლენას, რომლის არსი შემდეგში მდგომარეობს, თუ მიკროსკოპში ერთ- 

მანეთს შევადარებთ C წერტილში ფოკუსირებულ მანდელბროტის M და იმავე C 

წერტილში ფოკუსირებულ ჟულიას #, სიმრავლეებს, მაშინ დავინახავთ, რომ მათი 

სურათები მსგავსია. მსგავსება მით უფრო შთამბეჭდავია, რაც „უფრო მაღალია 

მიკროსკოპის გამადიდებლობა. ვინაიდან ჟულიას თითოეული სიმრავლე თვითმსგავსია 

(თუმცა ისინი ერთმანეთისგან დიდად განსხვავდებიან), ამიტომ გასაოცარი არ უნდა 

იყოს, რომ მანდელბროტის სიმრავლის სხვადასხვა ნაწილები სხვადასხვანაირად 

გამოიყურება. 
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#()=კ'CCC :M'C6) >», როცას > თ, (8.41) 

სადაც M (+)=»ჯ– ნს ფთ)ნIთ) ლდა M' =Mი...-M. შევნიშნავთ, რომ 

#-ჯერ 

MI) = წენ3/203) · (8.42) 

(წXC3) 

სადაც ' = 4 „ მაშასადამე, იმ შემთხვევაში, როცა X»X” არის ჯ-ს მარტივი ფესვი 

(ეი. ნ'>“)» 0), ადგილი აქვს ტოლობას MILC)=0, ეი. X წარმოადგენს ზემი- 

მზიდავ უძრაკღკ წერტილს M -სთვი. თუ ჯ ფესვი L -ჯერადია, ე”. 

ი(0)=C-»“/V(C) და «ნ”)>0, მაშინ ძნელი არ იქნება მივუთითოთ მეთოდი, 
რომლისთვისაც » კვლავ ზემიმზიდავი უძრავი წერტილი იქნება: 

M,(X)=»X– ჩის). (8.43) 
ი'თ) 

(8.43) მეთოდს ნიუტონის შესუსტებულ მეთოდს უწოდებენ. მისი ფუნქციონირე- 

ბისათვის საჭიროა #=# პარამეტრის შერჩევა და M;(X”)=0 ტოლობის შემოწმება. 
საჭიროა შევნიშნოთ, რომ (8.43) შეიძლება ინტერპრეტირებულ იქნეს, როგორც 

საწყისი ამოცანის ამოხსნის ეილერის მეთოდი # ბიჯით: 

  

  (ცე) 2 – 800). 
ააიეულბე (8.44) 
XC0) = X–M 

განვიხილოთ კელის პრობლემა შემდეგი პოლინომისათვის: 

ნC)=7X? –C. (8.45) 

ჩნ -სთვის ნიუტონის მეთოდით მიიღება მეორე რიგის რაციონალური ასახვა 

(>) = X+0. (8.46) 
2X 
  

ამ შემთხვევაში ჟულიას ”„» სიმრავლე წარმოადგენს პერპენდიკულარს, რომელიც 

გაივლის +-+C ფესვების შემაერთებელი მონაკვეთის შუა წერტილში: 

ჰ,=(თ! :თC#ჩ1, სადაც 1=+V-1. 

ამგვარად, 4-/C და 4C +9) ფესვების მიზიდულობის აუზებს X„-ის საშუალე- 
ბით განსაზღვრული ნახევარსიბრტყეები წარმოადგენს. იმისათვის, რომ ეს უკანასკ- 
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ზ8.2: ნიუტონის მეთოდი კომპლექსური 

პოლინომებისათვის: პელის 

პრობლემა 

ნიუტონის მეთოდი არაწრფივი განტოლებების ამოხსნის ერთ-ერთი გაგრცელე- 

ბული იტერაციული მეთოდია. მისი არსი შემდეგში მდგომარეობს. ვთქვათ, მოცემუ- 

ლია /(X)=0 განტოლება და ცნობილია მისი საწყისი Xე მიახლოება, რომელიც 

ძალიან ახლოსაა XჯX  ამონახსნთან. შესაძლებელია როგორც #Cთ) რიცხვი, ისე 

#XLXX) წარმოებული დიდი სიზუსტით გამოვთვალოთ. მაშინ X ამონახსნის მისაღე- 

ბად რეკურენტულ ფორმულას აქვს სახე 

____ 
# MX.) 

რომელიც სწრაფი კრებადობით ხასიათდება. 

ანალოგიურ სიტუაციაში ნიუტონის მეთოდი არანაკლებ ეფექტურია კომპლექსური 

ცვლადების შემთხვევაშიც 

>, =X, – ნ) , ჩ=0,L2,..., (8.40) 
”'თ,) 

სადაც ი” კომპლექსური პოლინომია. მაგრამ როცა საწყისი მიახლოება ნებისმიერად 

არის შერჩეული, მაშინ პრობლემა ძალიან რთულდება. განტოლების ამოხსნის პრო- 

ცესში მიახლოების ზოგიერთი წერტილი გარკვეული ფესვისკენ მიიზიდება, ზოგიც 

შემთხვევითი წესით მოძრაობს მანამ, სანამ არ მოხვდება რომელიმე ფესვის მიზიდუ- 

ლობის არეში. დამტკიცებულია, რომ ზოგიერთი წერტილი ქაოსურად მოძრაობს. 

ხშირად ადგილი აქვს წერტილის მიზიდვას ციკლისაკენ, რომელიც არ არის დაკავ- 

შირებული პოლინომის ფესვთან. 

აღნიშნული საკითხები თავდაპირველად, XIX საუკუნეში, დასვა ა. კელიმ, მაგრამ 

პრობლემა დაწვრილებით შესწავლილ იქნა მხოლოდ კომპიუტერული ტექნიკის და- 

ნერგვის შემდეგ. 
როგორც ცნობილია, ნიუტონის მეთოდში განსაკუთრებული ყურადღება ექცევა 

კრებადობის საკითხს, მაგრამ ამ პრობლემის გარდა არსებობს სხვა პრობლემებიც, 
რომელთაგან ერთ-ერთს - კელის პრობლემას |105) ქვემოთ განვიხილავთ. 

რიცხვითი მეთოდების თეორიის თვალსაზრისით, ნიუტონის მეთოდის კრებადობი- 

სათვის მნიშვნელოვანია საწყისი Xე მიახლოების ნ(>)=0 განტოლების »” ფესვის 

მიდამოში მდებარეობა. კელის პრობლემა მდგომარეობს »” ფესვის მიზიდულობის 

გლობალური აუზის განსაზღვრაში: 
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ნელი დავინახოთ, საჭიროა შევნიშნოთ, რომ V დაკავშირებული იქნება შედარებით 

მარტივ XV) = ? ასახვასთან, თუ განვახორციელებთ კოორდინატების შეცვლა 

  V(>)= > 29%, (8.47) 

„ა ც)=246C+), (8.48) 
M–1 

ანუ 

MCV)=V/95MიV (I). (8.49) 

სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, სულერთია რას შევისწავლით - (8.46) ტრაექტორი- 

ებს თუ # ჯრაექტორიებს. ქვემოთ მოცემულია შესაბამისი ობიექტების სია: 

სიბრტყე X ++/C –-/ თ 0 VI 

სიბრტე # C 0 1 –1 §!” 

სადაც 45 ! ერთეულოვანი წრეწირია VსC<C :I«1=11. 

#=0 და #=თ წარმოადგენს #-ის მიმზიდავ უძრავ წერტილებს მიზიდულობის 

შემდეგი აუზებით 4(0)=(#CC:|V|<1 L 4(თ)= V CC :|IVI > I . აუზებს შორის საზ- 

ღვარს და, მაშასადამე )#-სთვის ჟულიას სიმრავლეს წარმოადგენ” «5 !. ასე, 

მაგალითად, ნახ. 8.26-ზე მოცემულია მიმზიდავი უძრავი წერტილის აუზი, ხოლო 

ნახ. 8.27-ზე - აუზი, მიზიდული 3 პერიოდის ციკლის მიერ. 

  

  

ნახ. 8.26 ნახ. 8.27 

ადვილი დასანახავია, რომ VI ასახავს 4(9) და 4(თ) აუზეს 7» სიმრავლით 

განსაზღვრულ ნახევარსიბრტყეებში ასეთი შესაბამისობა გვიჩვენებს რომ LV” ' 
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მართლაც წარმოადგენს  ოასახვს ჟულიას სიმრავლეს, შევნიშნავთ რომ 

XC)=V? ასახვა ნიუტონის მეთოდის რეალიზაციას ახორციელებს V -3 #V/ ( – მ) -ის 

შემთხვევაში. 

კუბური ჯ? –1 პოლინომის შემთხვევაში ნიუტონის მეთოდის თანახმად გვექნება: 

3 3 
X –1_ 2X +1 ფ.50) 

3»ჯ? 3ჯ“ 

რომლისთვისაც ჟულიას სიმრავლეს ნახ. 8.28-ზე გამოსახული ა» სიმრავლე წარმო- 

ადგენს. 

  M(C)=»X–- 

   
ნახ. 8.28 ნახ. 8.29 

ნახ. 8.29-ზე მოცემულია (8.44)-ის ფაზური პორტრეტი, სადაც »” სიმრავლე 

მდგრადობის სამი უბნისათვის სეპარატრისას წარმოადგენს და განსაზღვრულია სამი 

ფესვით. მართლაც, (8.44) ეკვივალენტურია საწყისი ამოცანისა 

თი =-/(X()): 9IთCთ)), თ =| ”(>C)”, (8.51) 
X(0) = Xც, 

სადაც 2+!:ხ=0ძ-Iხ. ამიტომ ნულოვანი წერტილი განსაკუთრებულია იმ აზრით, 
რომ იგი წარმოადგენს ერთადერთ სამმხრივ წერტილს (8.44) ამოცანის მდგრადობის 
უბნების მიმართ. · 

ზოგად შემთხვევაში, კომპლექსური პოლინომებისათვის არსებობს ისეთი შემთხვე- 
ვებიც, როცა ნიუტონის მეთოდით კრებადობა არც ერთი ფესვისათვის არ მიიღწევა. 
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განვიხილოთ ახლა მესამე რიგის პოლინომის შემთხვევა. ცვლადების წრფივი ჩა- 

ნაცვლების შედეგად ნებისმიერი კუბური პოლინომი შეიძლება გარდაიქმნას შემდეგი 

სახის პოლინომად: 

ჩნ,(X)=X' +(2-IX-4, (8.52) 

სადაც 42 სპეციალური წესით შეირჩევა, კერძოდ, მისი ისეთი მნიშვნელობა უნდა 

შევარჩიოთ, რომ კრიტიკული 0 წერტილი /#,-ს სამი ფესვიდან არც ერთის მიზი- 

დულობის აუზს არ უნდა ეკუთვნოდეს. 

ნახ. 8.30-ზე მოცემულია კრიტიკული 0 წერტილის კომპლექსურ 72 სიბრტყეში 

გამოკვლევის შედეგები, თუ # მდებარეობს შაგ სიმრავლეში, მაშინ 0 C ”(). 

ნახ. 8.31-ზე წარმოდგენილია ნახ. 8.30-ზე მოცემულია გამოსახულების გადიდებული 

ხედი. 

  

  

ნახ. 8.30 ნახ. 8.31 

გამოვიკვლიოთ ნიუტონის შესუსტებული მეთოდი M-ის სხვადასხვა მნიშვნელო- 

ბის დროს. განვიხილოთ მეორე რიგის პოლინომი 

დხC)=X»?-C, (8.53) 

რომლისთვისაც აღნიშნული მეთოდის თანახმად გვექნება 

ჯ“ –C 
M,(I0)=»-# 2 (8.54) 

X 
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როცა #=0 და #=2, მაშინ მიიღება ტრივიალური ფუნქციები Mა(X)=X და 

M.6:)=-. ამიტომ დავუშვათ, რომ # C C V(0; 21. შემოვიტანოთ ახალი კოორდინატები 
XჯX 

X= -M/6 >. (8.55) 

I, C0=#(++1), (8.56) 
“ 

  

მივიღებთ 

» სადაც. 2 -(I-1). 

ნახ. 8.32-ზე მოცემულია MV, ფუნქციის კრიტიკული #=24+) წერტილების ყო- 

ფაქცევის რიცხვითი გამოკვლევის შედეგები. პარამეტრის მნიშვნელობათა სიმრავლე, 

რომლის დროსაც აღნიშნული კრიტიკული წერტილები რომელიმე მიმზიდავ ჯრაექ- 

ტორიისაკენ არ მიისწრაფვის, შეფერადებულია შავი ფერით. ამ შემთხვევაში ექსპე- 

რიმენტულად დადგენილია, რომ თეთრ უბანში არსებობს მიმზიდავი პერიოდული 

ტრაექტორია. 

  

#–X2V. 
+ /“4 “ | 

V ძა /. 
«>. |. 

ნახ. 8.32 
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ნიუტონის მეთოდი ნამდვილი განტოლებებისათვის 

§.5§ ნიუტონის მეთოდი ნამღდევილი 

ბანტოლებებისათვის 

ცნობილია, რომ კომპლექსური ანალიზური #CV) ფუნქცია შეიძლება განხილულ 

იქნეს როგორც ორი ნამდვილი ცვლადის ფუნქცია, სახელდობრ, 

#(CX)= ს) C,X.),/.(>,.X,)), (8.57) 

რომლისთვისაც სრულდება კოში-რიმანის პირობა 

მI, _ მ”, მჩ, _ _მ/. (8.58) 
2, ლმე 02, 2, | 

ვთქვათ, II :#” –> #” ასახვა, სადაც #” ევკლიდეს 7 -განზომილებიანი სივრცეა, 

გლუვი ასახვაა. მაშინ ნიუტონის მეთოდის შესუსტებული ვარიანტით #7 (X)=0 გან- 

ტოლების ამონახსნის მისაღებად გამოყენებულია რეკურენტული ფორმულა 

ჩხ 
X,, = M(X,)= X, – M თ). - MC.) (8.59) 
M# =0,1,2,..., »X, 6 #”, 

  

სადაც # C7/. 

შევნიშნავთ, რომ (8.59) შეიძლება ინტერპრეტირებულ იქნეს როგორც საწყისი 

ამოცანის ამოხსნის ეილერის მეთოდი # ბიჯით 

()– #0) XCV)= –ჩ-– , 
MLC»VC)) (8.60) 

X(0) = Xა. 

ისევე, როგორც კომპლექსური გნტოლებების შემთხვევაში, განსაკუთრებულ ინტე- 
რესს წარმოადგენს კავშირი (8.59) და (8.60) გამოსახულებებს შორის, კერძოდ, გა- 

მოვიკვლიოთ (8.59)-ის დამოკიდებულება # სიდიდეზე. 

შევარჩიოთ #/ შემდეგი სახით 

ML>»)= MX – #XVC), (8.61) 

სადაც / ნამდვილი პარამეტრია, X= C, კ.ა X, I –ი C) = (/C, , =. C. )” · 

1:11, ხოლო M შემდეგი სახის მატრიცაა: 
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. 

0 -1 2 

(8.61) გამოსახულება წარმოადგენს სასრულსხვაობიან აპროქსიმაციას შემდეგი 

ორწერტილოვანი სასაზღვრო ამოცანისა (105): 

"(V()+ #42 ჯ))=0, «0+4/C) ფთ 
»V(0)= 0 =#(1), 

როცა (0;1) შუალედი თანაბრად დაყოფილია ” შიგა წერტილით 1/თ+1) ბიჯისა 

და /#= 4606+1- მნიშვნელობის გათვალისწინებით თუ / სათანადო ტიპის არა- 

წრფივობით ხასიათდება, მაშინ 4 სასაზღვრო ამოცანის ბიფურკაციულ პარამეტრს 

წარმოადგენს. განვიხილოთ 1-ის ორი შესაძლო ვარიანტი 

I(§5)=§ –51, /(§9)=§ –§). 

თუ # შერჩეულია (8.61) გამოსახულების მიხედვით, მაშინ (8.59) ასახვა დამო- 

კიდებული იქნებ / და /#, პარამეტრებზე. ცხადია, IICX)=0 განტოლების თი- 

თოეული ამონახსნი (8.60) გამოსახულებისთვის მდგრად ცენტრს წარმოადგენს. 

  

    
ნახ. 8.33 ნახ. 8.34 

– 

ნახ. 8.33-ზე და ნახ. 8.34-ზე წარმოდგენილია (8.59) უწყვეტი ნაკადის ფაზური 

პორტრეტები, როცა /(5)= 5 – §? და #=2. ამასთან, პირველი შეესაბამება შემთხ- 
ვევას, როცა 1 < // <3, ხოლო მეორე - შემთხვევას, როცა: /#>3. 
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როცა 1</#/<3, მაშინ M#M(X)=0 განტოლებას ორი ამონახსნი გააჩნია X=0, და 

X=ძ,, ამასთან, ძე =0. /#-ს ზრდის შემთხვევაში, როცა მისი მნიშვნელობა 3-ს 

მიაღწევს, ძე =0 ამონახსნი იყოფა 3 ამონახსნად, ე.ი. როცა /(>3, მაშინ გვექნება 

4 ამონახსნი. 5 =(X C #” :09%(X2II(X))= 0) სიმრავლის განსაკუთრებული წერტილე- 
ბი დამოკიდებულია // -ზე, მაგრამ იგი ყოველთვის შედგება წყვილი ა» და 45 % ჰი- 

პერბოლასგან, რომლებიც შესაბამისად ქვედა და ზედა ნახევარსიბრტყეში მდებარე- 

ობს. როცა 1 < #(<3, მაშინ ა. ჰიპერბოლა ტრაექტორიებს შთანთქავს, ხოლო ა. 

ჰიპერბოლა - განიზიდავს, მაშინ როცა ტ#>3 შემთხვევაში §ა+ ტრაექტორიებს 

კვლავინდებურად განიზიდავს ხოლო ა» თავის ერთ ნაწილში ტრაექტორიებს 

შთანთქავს, ხოლო მეორე ნაწილში – განიზიდავს. ეს გადასვლა შეიძლება დახასი- 

ათდეს როგორც ბიფურკაცია. ამასთან, განსაკუთრებული როლი ენიჭება თ წრფეს 

(ნახ. 8.33). როცა 1 < #<3, მაშინ (8.60)-ის ყველა ტრაექტორია, რომელთა საწყი- 

სი წერტილები აღნიშნული წრფის ქვემოთ მდებარეობს, სასრულ დროში აღწევს 

5 -ს, ხოლო თვით C აღმოჩნდება ინვარიანტული, ე.ი. »XV)CC, როცა X-6C. 

ანალოგიურად, როცა /#(> 3, მაშინ გვექნება წრფეებით შემოსაზღვრული ორი ისეთი 

კონუსური სექტორი, რომ (8.60)-ის ყველა ტრაექტორია, რომელთა საწყისი წერტი- 

ლები ამ სექტორებშია, 5 -ში მიისწრაფვის. ამგვარად, აღნიშნული "სექტორები, 

რომლებიც ნახაზებზე დაშტრიხულია, 7 (X)=0 განტოლების ფესვების მიზიდულო- 

ბის აუზებს არ მიეკუთვნება. 

როგორც ნახ. 8.33-დან ჩანს, ML(X)=0 განტოლების თ, ამონახსნი (8.60) ნაკა- 
დის იმ ტრაექტორიებს მიიზიდავს, რომელთა საწყისი წერტილები 45 · ჰიპერბოლის 

ზემოთ მდებარეობს, მაშინ როცა ძე ამონახსნი იმ ტრაექტორიებს მიიზიდავს, რო- 

მელთა საწყისი წერტილი 24" -ისა და C-ს შორის მდებარეობს. 

ნახ. 8.35-ზე წარმოდგენილია სC L” :M "თ)C§, როცა #>0) „ჟულიას ფსევ- 

დოსიმრავლე“ #-ის სხვადასხვა მნიშვნელობების დროს. 

ნიუტონის მეთოდით კომპლექსური პოლინომების კვლევის გამოცდილება გვიჩვე- 

ნებს, რომ მიზიდულობის ოთხი აუზის არსებობის შემთხვევაში ,,ჟულიას ფსევდო- 

სიმრავლე“ უნდა შედგებოდეს ოთხმხრივი წერტილებისგან. 

ნახ. 8.35-ზე წარმოდგენილ ჟულიას სიმრავლეს შეესაბამება X” ფესვის მიზიდუ- 

ლობის გლობალური აუზი (ჯ»”)= CC:Mწ(00 > Xჯ, როცა #-5–თ!, როცა 

#(5)= 5-5? და /(=2.1. ზემოდან მარცხნივ: #= 0.3; ზემოდან მარჯვნივ: # =1.0; 
ქვემოდან მარცხნივ: # =1.4; ქვემოდან მარჯვნივ: # =1.7. 
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ნახ. 8.35 

  

-   
    

  

  

      

  

ნახ. 8.36 

ნახ. 8.36-ზე წარმოდგენილ ჟულიას სიმრავლეს შეესაბამება X” ფესვის მიზიდუ- 

ლობის გლობალური აუზი /#(X”) = CC:M"თ) >», როცა #-3Cთ;, როცა 

/(§5)= წ – §? და /(=3.2. ზემოდან მარცხნივ: # =0.3; ზემოდან მარჯვნივ: Mჩ=1.0; 

ქვემოდან მარცხნივ: M =1.4; ქვემოდან მარჯვნივ: M=1.7. 
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8.#. ნიურონ-რაფსონის მეთოდი 
პოროგპლექსშრი სისტემებისათვის 

როგორც ზემოთ იყო აღნიშნული, ნიუტონის მეთოდის საშუალებით განისაზღვრე- 

ბა #M(LCX)=20 განტოლების ფესვი, რომლის (M1)-ე მიახლოება გამოითვლება 

შემდეგი იტერაციული ფორმულის საფუძველზე: 
,9M#Cთ) წ)" (8.63) ია) %“ 

თუ აღნიშნულ მეთოდს გამოვიყენებთ შემდეგი სახის ძMI/ძ%ა = MI(C>) =0 განტო- 

ლების ფესვის ან, რაც იგივეა, #(X) ფუნქციის სტაციონარული წერტილის მოსა- 

ძებნად, მაშინ (8.63) ფორმულა მიიღებს სახეს 

X.) =%, 906). (8.64) 
IICX,) 

(864) ფორმულით განსაზღვრული იტერაციული პროცესი გრძელდება მანამ, სა- 

ნამ სტაციონარული წერტილის ორ მეზობელ მიახლოებას შორის სხვაობის მოდუ- 

ლი დასაშვებ 6 სიდიდეზე ნაკლები არ გახდება. აღსანიშნავია, რომ მეთოდის გამო- 

ყენება შესაძლებელია იმ შემთხვევაში, როცა #ICX) გლუვი ფუნქციაა. 

ოპტიმიზაციის მიღებული ალგორითმი ნიუტონ-რაფსონის სახელითაა ცნობილი 

(იხ. ნაწილი 4.1.6). მისი კრებადობა საწყისი წერტილის შერჩევაზეა დამოკიდებუ- 

ლი. თუ საწყისი წერტილი ექსტრემუმის მიდამოებშია, მაშინ მეთოდი სწრაფი კრე- 

ბადობით ხასიათდება. წინააღმდეგ შემთხვევაში მიიღება განშლადი პროცესი. 

კომპლექსურცვლადიან სისტემებში ნიუტონ-რაფსონის მეთოდის გამოყენება და- 

კავშირებულია საინტერესო შედეგებთან, რომლის ძირითადი ასპექტები წარმოდგენი- 

ლია ქვემოთ. აღნიშნული საკითხის განხილვამდე შემოვიტანოთ ზოგიერთი ძირითა- 

დი ცნებები და დებულებები ანალიზური ფუნქციის თეორიიდან (89). 

ნებისმიერ კომპლექსურ რიცხვს აქვს სახე 2=X+#/, სადაც X და X ნამდვილი 

რიცხვებია, ხოლო 1 =+V–-1 წარმოსახვითი ერთეულია. X-ს კომპლექსური 2 რიც- 

ხვის ნამდვილი ნაწილი ეწოდება და აღინიშნება #67 (ლათინური სიტყვიდან 76- 

ძა - ნამდვილი), ხოლო X-ს კომპლექსური ·. 2 რიცხვის წარმოსახვითი ნაწილი 

ეწოდება და აღინიშნება Iი.2. (ლათინური სიტყვიდან II იდIM0I> - წარმოსახ- 

ვითი). თუ #7=I02=0, მაშინ 2=Xჯ ნამდვილი რიცხვია, ხოლო თუ I62=Xჯ=0 

და #0, მაშინ 2 =I/ სუფთა წარმოსახვით რიცხვს წარმოადგენს. 2 რიცხვი ნუ- 

ლის ტოლია, თუ Iს62=ICი2=0. 
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კომპლექსური 2 =X+I/ რიცხვი კომპლექსურ სიბრტყეზე გამოსახავს ვექტორს, 

რომლის საკოორდინატო ღერძებზე გეგმილები ტოლია: X და X». 2 ვექტორის 

სიგრძე ეწოდება 2 კომპლექსური რიცხვის მოდულს და აღინიშნება | 21 -ით. ცხა- 

დია, |=|=-/1 +). 
ყოველ კომპლექსურ 2=X+!I/ რიცხვს მისი კომპლექსურად შეუღლებული 

2=X-I/ რიცხვი შეესაბამება. ცხადია, 2 და 2 სიმეტრიული წერტილებია აბს- 

ცისთა ღერძის მიმართ. 

განსაზღვრება 87. თუ გაფართოებული . რიცხვითი სიბრტყის ” “სიმრავლის 

ნებისმერ 2=X+7? ცვლადს, რაღაც / წესის საფუძველზე, გაფართოებული 

რიცხვითი სიბრტვის ” "სიმრავლის გარკვეული M#=V+I”" ცვლადი შეესაბამება, 

მაშინ /-ს უწოდებნ 2 კომპლექსური ცვლადის ფუნქციას, და აღნიშნავენ 

M= /(2). აქ # განსაზღვრის არეა, ხოლო /(#) C” წარმოადგენს / ფუნქციის 

მნიშვნელობათა არეს. 

კომპლექსური ცვლადისა და ნამდვილი ცვლადის ფუნქციებს შორის არსებობს 

გარკვეული კავშირი. რადგან M = M +IV = / (2) = /(X+1/), ამიტომ თითოეულ რიც- 

ხვით (X,7) წყვილს, საღაც X+1I/6C ს, ფუნქციური / დამოკიდებულების საფუძ- 

ველზე შეესაბამება (V,V) წყვილი, სადაც M#+IVCIM, ანუ M და V წარმოადგენს 

ნამდვილი X და » ცვლადების ნამდვილ ფუნქციებს: 1 = V(X,7) და V = VX,X). 

აღნიშნულის გათვალისწინებით V = /(2) ფუნქცია შეიძლება შემდეგნაირად ჩაიწე- 

როს 

MV” = 1I/(X,)7) + IV(CX, )/) = IL6 /(2)+1Iთ / (2). (8.65) 

ანალიზური ფუნქციის თეორიასა და პრაქტიკაში არსებითი მნიშვნელობა აქვს 

ფუნქციის მოდულს, რომელიც შემდეგნაირად გამოისახება 

|VI =I (2) =-/CC 7)” +IX>,»)? . (8.66) 

I#I -ს უწოდებენ 2 = X+7/ წერტილის აპლიკატს, ხოლო მის შესაბამის ზედაპირს 

– ფუნქციის რელიეფს. 
ბანსაზღმრება 88. / ფუნქციის ნული ეწოდება დამოუკიდებელი 2 (ცვლადის 

ისეთ 2 მნიშვნელობას, რომლისთვისაც | /(2:)|=0 და, მაშასადამე, /(20) =0. 

ბანსაზღმრებ 8შ რომელიღაცკ 7ა წერტილის მიდამოში განსაზღვრულ 

V= /(2) ფუნქციას 2: წერტილში დიფერენცირებადი ეწოდება, თუ არსებობს 

ზღვარი 
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Lე #7 (70 +492) – „/(29) · (8.67) 
#ტ1<–0 #ტ7 

(8.67) ზღვარს უწოდებენ V = /(72) ფუნქციის წარმოებულს 7ე წერტილში და აღ- 

ნიშნავენ /(7ე). (ან 492) =) 

ბანსაზღლვრება 8.0. თუ #= /(2) ფუნქცია დიფერენცირებადია #) არის თითო- 

ეულ 2 წერტილში, მაშინ მას ს არეში დიფერენცირებადს უწოდებენ და მის 

წარმოებულს შემდეგნაირად აღნიშნავენ V# (ან #C) ან ძ//ძ და ა.შ.) 

ანალიზური ფუნქციის თეორიაში მნიშვნელოვანია შემდეგი თეორემა. 

თეორემა 8.4. (კოში-რიმანის დიფერენცირებადობის პირობა) # არეზე გან- 

საზღვრული /L(2) = M(X, 7)+IV(X,») ფუნქციის 2CX წერტილში დიფერენცირება- 
დობისთვის აუცილებელი და საკმარისია, რომ ამ წერტილში M(X,/) და V(CX,7) 

ფუნქციებს X-ითა და 7-ით უწყვეტი კერძო წარმოებულები გააჩნდეს და აკმაყო- 
ფილებდეს კოში-რიმანის (უფრო ზუსტად, დალამბერ-ეილერის) დიფერენცირება- 

დობის პირობებს 

ალ, ==, (8.68) 

აღნიშნული თეორემის პირობების შესრულების შემთხვევაში ” ფუნქციის 2 -ით 

წარმოებული შეიძლება შემდეგნაირად გამოვთვალოთ: 

_. 
X 0 CC მ XX მ თ #C 

განსაზღვრება 811 ცალსახა /(2) ფუნქციას ეწოდება ანალიზური, გოლომორ- 

ფული ან რეგულარული 2 = 2) წერტილში, თუ იგი დიფერენცირებადია 2კ წერ- 
ტილის მიდამოში. 

მაბალითი. 8.14. განვიხილოთ კომპლექსური ცვლადის V =212) ფუნქცია. მოცე- 

მული ფუნქციისათვის გვექნება: 

/ =06V = X-/X” +)? , 

V = II0# = »#-/X” + »” : 

თუ XV >X0, მაშინ 

57)



ოპტიმიზაცია კომპლექსურცვლადიან სისტე მებში 

მ“ 213 ს)? : მ“ X” ==.» +X“ + ა) ––-= , 
2X ჯაჯ). C ·./.X?+)/? 

2 

ასეიად–ა---––” ” დ–დ<დდ>§ 

როგორც ვხედავთ, კოში-რიმანის პირობები მხოლოდ 2=0 წერტილში სრულდება, 

ხოლო ნულისგან განსხვავებულ (2>X0) წერტილებში აღნიშნული პირობები არ 
არის სამართლიანი. მაშასადამე, მოცემული ფუნქცია არ არის ანალიზური. 

განსაზღვრება 812 ფუნქციას # არეში ანალიზური ეწოდება, თუ იგი ანალი- 

ზურია ამ არის ნებისმიერ წერტილში. 

განსაზღვრება 8.13. წერტილებს, რომლებშიც /(2) ფუნქცია ანალიზურია, ეწო- 

დება რეგულარული (ან წესიერი). თუ /(2) ფუნქცია ზოგიერთი წერტილების გა- 
მოკლებით #) არეში ანალიზურია, მაშინ ამ წერტილებს # არის განსაკუთრებუ- 

ლი წერტილები ეწოდება. 
ვთქვათ, /(2)=V+IV ფუნქცია ანალიზურია 2, წერტილში (და, მაშასადამე, 

რომელიღაც ჯე მიდამოში), ე.ი. იგი აკმაყოფილებს კოში-რიმანის პირობებს. /(2) 

დავშალოთ ტეილორის მწკრივად 

XC2)=(2-–7ა)'თ(2), (8.70) 

სადაც 

_ #0C)) _ # I MC) 
რ ანელუთს ალოუს იის. 

#9Cთ) ანალიზურია ს მიდამოში და თ(2ა) =--ი“ #0. #-რიცხვს ეწოდება 2: წერ- 

ტილში /(2) ფუნქციის ჯერადობა ან ნულოვანი რიგი. როცა MX =1, მაშინ 20 

წერტილს ეწოდება /(2) ფუნქციის მარტივი ნული, ხოლო როცა M#>1 - ჯერადი 

ნული. თუ X=0, მაშინ /(20)#0. განსაზღვრის თანახმად, მარტივი ნული ხასიათ- 

დება. იმით რომ /(2ე)=0, #C))%#0, ხოლო როცა #>2, მაშინ ჯერადი ნული- 

სათვის გვექნება 

#C2ა)=0, 7(2:) =0,...,/ + MC) =0, /'(2ე)#0. 
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მაბგალითი 815. 

ა) /(2)=5)2 ფუნქციისათვის ყველა ნული 2, =M#, X=0,+1,..., მარტივია, 

ვინაიდან 

#C,)=512, =0, /(7,) =060§2, =(–1X" #0. 

ბ) დთ(2)=0052-1 ფუნქციას «, =2M7, M#=0,1+1,..., წერტილებში აქვს მეორე 

რიგის ნულები, ვინაიდან 

თ(,)=0, თ(6,)=-35106, =0, თC(6,)= – 00595, =-1%X0. 

ბანსაზღვრება 814 რომელიღაც # სიმრავლეზე განსაზღვრული /(2) ფუნქცი- 

ის ანალიზური გაგრძელების ამოცანა ამ ფუნქციის განსაზღვრის უფრო ფართო 

X=# სიმრავლეზე გავრცელებაში მდგომარეობს, ამასთან /(2) ფუნქცია # არე- 

შიც უნდა იყოს ანალიზური. ანალიზური გაგრძელების უმარტივესი მაგალითებია 

ნამდვილი ცვლადის 6”, 510 X, C05X ფუნქციების გადასვლა კომპლექსური ცვლადის 

6“, 5102, 6052 ფუნქციებზე, რომლებიც ანალიზურია მთელ სიბრტყეზე და ნამდვი- 

ლი ცვლადის შესაბამისი ფუნქციების თანხვედრილია » სიმრავლეზე. აღნიშნული 

გადასვლა “შეიძლება განხორციელდეს თუ მოცემული ფუნქციების” შესაბამის 

მწკვრივებში 

თ თ 2L- 
» 94 => (LC) X თ=9.>-, 9ი»=3 CC), თ9X=2 (ს > 

2. ! 2; (2# –I)! :+=2. 6) 

ნამდვილ » ცვლადს კომპლექსური 2 ცვლადით შევცვლით. შევნიშნავთ, რომ, 

ცვლადების შეცვლის მიუხედავად, მწკრივები კრებადობას ინარჩუნებს. 

ზემოთ აღნიშნულიდან გამომდინარე, სავსებით სამართლიანია ნიუტონ-რაფსონის 

მეთოდის წარმოდგენა ანალიზური გაგრძელებისა ამოცანის სახით 

#0) 
#C)” 

რომელიც გაცილებით უფრო რთულია, ვიდრე 232“ +0, საიდანაც მანდელბროტის 

სიმრავლე იქნა მიღებული. 

8.2 და 8.3 ნაწილების ანალიზი გვიჩვენებს, რომ ნიუტონის ნაკადის შემთხვევაში 

ადგილი აქვს სიბრტყეზე სამმხრივი წერტილის უსასრულო რაოდენობის ასლების 

გაბნევას რითაც წარმოიქმნეა სეპარატრისა (საერთო მიზიდულობის სამივე 

აუზისათვის) (ნახ. 8.29), რაც განაპირობებს ჟულიას ”„ სიმრავლეს (ნახ. 8.37). 

LIL:232- (8.71) 
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(2. ქ 
  

ნახ. 8.37 

8.37 ნახაზზე თეთრი ფერით ნაჩვენებია ჟულიას სიმრავლის ნაწილი. 

C პარამეტრის ყოველი მნიშვნელობისათვის და პორტრეტის შესაბამისი წერტი- 

ლისათვის ისმის კითხვა: ნიუტონის მეთოდი კრებადია თუ არა რომელიმე ფესვის 

მიმართ, როცა მოძრაობას წინასწარ განსაზლვრული საწყისი წერტილიდან ვიწყებთ? 

დადებითი პასუხის შემთხვევაში შეიძლება დავსვათ ახალი შეკითხვა: რომელი ფეს- 

ვის მიმართ არის კრებადი? კითხვებზე პასუხის გასაცემად მოვიქცეთ შემდეგნაირად. 

მიღებული პასუხების საფუძველზე შევაფერადოთ პორტრეტის სხვადასხვა უბნები 

სხვადასხვა ფერით. საჭიროა გავითვალისწინოთ, აგრეთვე, პროცესის ხანგრძლივობა. 

საკონტროლო (მიმდინარე) წერტილის ფესვებთან მიახლოების მიხედვით ფერის ტო- 

ნალობა ან გავაძლიეროთ ან შევასუსტოთ. ამგვარი მოქმედებების შედეგად მივიღებთ 

გამოსახულებას, რომელიც შეიცავს მნიშვნელოვან ინფორმაციას. ნიუტონის (ან ნი- 

უტონ-რაფსონის) მეთოდის გამოყენების შემთხვევაში მივიღებთ სურათს, რომელიც 

მიესადაგება /,:2->2:1+0C ფუნქციას. აღნიშნული შედეგი ექსპერიმენტულად შე- 

ნიშნა ჰ. პაიტგენმა |I105|. 

C-ს მნიშვნელობა, რომელიც ეკუთვნის მანდელბროტის სიმრავლეს, ხასიათდება 

იმით, რომ ნულოვანი წერტილი წარიტაცება რომელიღაც შეზღუდული მიდამოს მი- 

ერ. ეს პროცესი ნიუტონის მეთოდში საკონტროლო წერტილის რომელიღაც უბნით 

წატაცებას შეესაბამება და, ასეთ შემთხვევაში, ამ უბანში მდებარე ნებისმიერ წერ–- 

ტილს არ შეუძლია მიუახლოვდეს განტოლების რომელიმე ფესვს. 

#--სა და M,-ს შორის უხეში მსგავსება სიმრავლეების საოცარ მსგავსებას განა- 

პირობებს, როგორც ცგლადების მნიშვნელობათა სიბრტყეში (ჟულიას სიმრავლე), 

ისე პარამეტრების მნიშვნელობათა სიბრტყეში (მანდელბროტის სიმრავლე). აღნიშ- 
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ნული მსგავსებით დასაშვებია მასშტაბის რაღაც ცვლილება და მცირეოდენი დამახინ- 

ჯებები, მაგრამ შენარჩუნებულია ყველა ის კომბინატორული თვისებები, რომლებიც 

გამოვლინდება გარე არგუმენტების გამოთვლის დროს, 
გარე არგუმენტის არსის გასაგებად გამოვიყენოთ მისურევიჩის წერტილის ცნება. 

როგორც ცნობილია, მისურევიჩის წერტილი C-ს ისეთი მნიშვნელობაა, რომლისთვი- 

საც 0 (ნული) არა პერიოდული, არამედ წინაპერიოდული წერტილია /,-ს მიმართ 

(/, :2-–> 2? +C). მისურევიჩის წერტილისგან განსხვავებით, C-ს ის მნიშვნელობა, 

რომლისთვისაც მ წერტილი პერიოდულია /,-ს მიმართ, წარმოადგენს ცენტრს. 

მათ საზღვარზე არსებობს წერტილი, რომელსაც ფესვი ეწოდება. ეს არის მოცემუ- 

ლი კომპონენტის მიმაგრების წერტილი დიდთან ან მახვილი (გამახვილებული წვე- 

რო), რომელზედაც გადის ძაფი. ცენტრს არა აქვს გარე არგუმენტები, ვინაიდან იგი 

შიგა წერტილია. ყოველი კომპონეტის ფესვს აქვს ორი გარე არგუმენტი - რაციო- 

ნალური რიცხვები კენტი მაჩვენებლით. მისურევიჩის წერტილს აქვს ერთი ან რამ- 

დენიმე გარე არგუმენტი (ერთი, თუ ძაფის ბოლოა, სამი ან მეტი, თუ დატოტვაა) 

- რაციონალური რიცხვები ლუწი მაჩვენებლით. 

გარე არგუმენტის გამოთვლის მეთოდიკა დაწვრილებით მოცემულია ჰ.პაიტგენის 
და პ. რიხტერის შესანიშნავ წიგნში (105). 

ფაზურ სიბრტყეზე მანდელბროტის სიმრავლის სტრუქტურული მდგრადობა აღ- 

ნიშნავს შემდეგს თუ მოცემული ალგებრული ფუნქციების ოჯახი რომელიღაც არე- 

ში 2->2:+C მრავალწევრების ოჯახს ემსგავსება, მაშინ ამ ოჯახით წარმოქნილ 

სიმრავლეს ისეთივე ფორმა გააჩნია, როგორც მანდელბროტის სიმრავლეს. ეს უკანა- 

სკნელი ამიტომაც იწვევს მკვლევართა ცხოველ დაინტერესებას. საჭიროა აღინიშ- 

ნოს, რომ ნიუტონის მეთოდის გამოყენება კომპლექსურცვლადიან სისტემებში გარ- 

კვეული თავისებურებებით ხასიათდება, რაც იმაში გამოიხატება, რომ აქ. შეუძლებე- 
ლია პროცესის გეომეტრიული ინტერპრეტაციის გამოსახვა. იქმნება მხოლოდ ფერა- 

დი გამოსახულება, რომელიც საშუალებას გვაძლევს ფერების შერჩევით განტოლების 

ფესვის მნიშვნელობა განვსაზღვროთ. გარდა ამისა, ნებისმიერი ასახვა შეიძლება 

232 +0 გამოსახულებაზე დავიყვანოთ. 

ჰ. პაიტგენის ექსპერიმენტული შოსაზრებისაგან განსხვავებით, აღნიშნულ იდეას 

შეიძლება შემდეგი თეორია მივუსადაგოთ. 

განსაზღვრება 8.15, /(2) ფუნქციას, რომელიც შეიძლება წარმოვადგინოთ შემ- 

დეგი სახით: 

/0=97C» 0თ>»თ, 

უწოდებენ მერომორფულ ფუნქციას სასრულ სიბრტყეში (ბერძნული სიტყვებისაგან 

„მეროს” - ნაწილი, წილადი, „მორფე” - ფორმა, სახე). 
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განსაზღვრების თანახმად, მთელ ფუნქციას (რომელიც ცალსახა და ანალიზურია 

სასრულ სიბრტყეში) არა აქვს განსაკუთრებული წერტილი სასრულ სიბრტყეში. მა- 

შასადამე, მას განსაკუთრებული წერტილი გააჩნია უსასრულოდ დაცილებულ წერ- 

ტილში. 

მერომორფული ფუნქციებია მთელი (როცა M(21=1) და რაციონალური ფუნ- 

ქციები. მთელ ფუნქციას სასრულ სიბრტყეში განსაკუთრებული წერტილები არ გა- 

აჩნია ხოლო რაციონალურს სასრული რაოდენობის განსაკუთრებული წერტილები- 

პოლუსები გააჩნია (ისინი მხოლოდ მნიშვნელის ნულებია). ნებისმიერ მერომორფულ 

ფუნქციას სასრულ სიბტყეში განსაკუთრებული წერტილები შეიძლება ჰქონდეს მხო- 

ლოდ პოლუსები X(2) ნულებში. 

ცნობილია, რომ /(2) ფუნქცია შეიძლება წარმოვადგინოთ 9X2) მთელი ფუნ- 

ქციის და 5-0, (2) რაციონალური ფუნქციების ჯამის სახით 
1=I 

»” 

#(2) = დC(2)+ 2,0,() · 
– 

ვთქვათ, /(2) ფუნქციას უსასრულობაში წესიერი წერტილი ან # რიგის პო- 

ლუსი გააჩნია. მაშინ მთელი Cთ(2) ფუნქცია იქნება რაღაც მუდმივი (2) = 4.) ან 

7 “ური ხარისხის მრავალწევრი თX2) = „4 + 4,2+...+ 4,2”, სადაც 

4,2+..%+ 4,2”? არის /(2) ფუნქციის დაშლის ძირითადი ნაწილი უსასრულობის 

მიდამოში. აღვნიშნოთ იგი Cი(2)-ით (ამასთან, თუ უსასრულობა წესიერ წერტილს 

წარმოადგენს, მაშინ Cა(2)=0). გვექნება: 

/0=4+2:0, თ 

მიღებული შედეგი შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ თეორემის სახით (|89|. 

თეორემა 8+%. თუ მერომორფულ / (2) ფუნქციას გაფართოებულ სიბრტყეში 

განსაკუთრებულ წერტილებად მხოლოდ პოლუსები გააჩნია, მაშინ /! (2) რაციონა- 

ლური ფუნქციაა და იგი შეიძლება წარმოვადგინოთ როგორც სასრული პოლუსების 

” 
მქონე ძირითადი C, (2), 7=1...#V, ნაწილისა და „რე = M#C-2:0C მუდმი- 

2–+თ( ყრი 

ვის ჯამი. 

საჭიროა შევნიშნოთ, რომ აღნიშნული თეორემის საფუძველზე შესაძლებელია ნე- 
ბისმიერი რაციონალური წილადის მარტივ წილადებად დაშლა: 
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M 4V) I 

X#(C2)= #4) + 4,2+--·+4,2” +232. -#. კ.კ რ 1 
' ” 41 C-2,#I 2-7, 

როგორც ცნობილია, ნიუტონ-რაფსონის მეთოდი ნიუტონის მეთოდის საფუძველ- 

ზეა შემუშავებული. ამიტომ ამ შემთხვევაშიც ანალოგიურად უნდა მოვიქცეთ: ოპტი- 

მიზაციის ალგორითმი უნდა დავიყვანოთ 2 7 +C ასახვის ფერად გამოსახულება- 

ზე და ფერების ტონალობის შერჩევით გადავწყვიტოთ ოპტიმიზაციის ამოცანა. 

ამოცანის გადაწყვეტის შედეგად მიიღება რაღაც ფაზური პორტრეტი, რომელზე- 

დაც გამოხაზულია კონკურენტული უბნები. მათი შერჩევა, თუ რომელია უკეთესი, 

მკვლევარზეა დამოკიდებული. ქაოსის თეორიის თანახმად სისტემას, რომლის დინამი- 

კა მისთვის დამახასიათებელი პარამეტრის მნიშვნელობის დროს სტაბილიზირდება, 

ატრაქტორი აქვს წერტილის სახით. შესაძლებელია პარამეტრის რომელიღაც მნიშ- 

ვნელობის დროს ორწერტილიანი, ოთხწერტილიანი, რვაწერტილიანი, თექვსმეტწერ- 

ტილიანი და ა.შ. ატრაქტორები. როცა პარამეტრის სიდიდე 4.6692 მნიშვნელობას 

მიაღწევს, მაშინ სისტემაში დამკვიდრდება ქაოსი. აღნიშნულ რიცხვს ფეიგენბაუმის 

უნივერსალურ მუდმივას უწოდებენ. იგი ასახვის არჩევაზე და მის განხზომილებაზე 

არ არის დამოკიდებული. სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, გაორკეცების ბიფურკაციის 

თანამიმდევრობა არის უნივერსალური. სისტემის ეს უცნაური ყოფაქცევა ატრაქტორ- 

ზეა დამოკიდებული. აღმოჩნდა, რომ ატრაქტორი ერთგანზომილებიანი ფრაქტალია. 

როგორც ყველა ფრაქტალი, მას აქვს თვითმსგავსების თვისება: თუ მის ნებისმიერ 

მცირე ფრაგმენტს ცალკე გავადიდებთ, იგი მთელი ფრაქტალის მსგავსი იქნება. 

ორწერტილიანი ატრაქტორის შემთხვევაში როგორც ცნობილია, სისტემა ორ 

წერტილს შორის რხევით რეჟიმში გადადის და შემდგომი ციკლების გაორკეცებისას 

ადგილი აქვს ქაოსს. ქაოსი შეიძლება ლიაპუნოვის ფორმულით დავახასიათოთ. ნე- 

ბისმიერი დინამიკური სისტემისათვის ფორმულა გვაძლევს ერთადერთ რიცხვს - ლი- 

აპუნოვის მაჩვენებელს. თუ იგი ნულზე ნაკლებია, მაშინ სისტემა სტაბილურია. რო- 

ცა აღნიშნული რიცხვი ნულზე მეტია, მაშინ სისტემაში წარმოიქმნება ქაოსი. ლი- 

აპუნოვის დადებითი მაჩვენებლისათვის თუ შემოვიღებთ შავ ფერს, მაშინ ქაოსი შავი 

ფერით გამოისახება. ერთი ფერის სხვადასხვა ტონალობა ლიაპუნოვის მაჩვენებლის 

ნულიდან მინუს უსასრულობამდე ცვლილებას აღნიშნავს, ნულის დროს ადგილი 

აქვს ფერების მკვეთრ ცვლილებას, მაგალითად, ღია ფერი შავით იცვლება ან პირი- 

ით. 

ქ საზოგადოდ, ლიაპუნოვის მაჩვენებელი წარმოადგენს იმის ზომას, თუ ფაზურ სივ- 

რცეში რა სისწრაფით გაქანდება მახლობელი ტრაექტორიები. ფაზური სივრცის ყო- 

ველი განზომილებისათვის არსებობს თითო მაჩვენებელი. 

დადებითი მაჩვენებელი ფაზური სივრცის გაჭიმვას შეესაბამება და იგი ახლომდე- 

ბარე წერტილების გაშლის სისწრაფეს გამოსახავს. ლიაპუნოვის უარყოფითი მაჩვე- 

ნებელი კი შეესაბამება ფაზური სივრცის შეკუმშვას და მისი საშუალებით შეიძლება 
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განისაზღვროს სისტემაზე შეშფოთებების ზემოქმედების შემდეგ წონასწორული 

მდგომარეობის დამყარების პერიოდი. 

ლიაპუნოვისს უარყოფითი მაჩვენებლით განისაზღვრება, აგრეთვე, ტრაექტორიების 

რაოდენობა ან დრო, რომელიც საჭიროა ფაზური ტრაექტორიის მის ატრაქტორზე 

დასაბრუნებლად. 

ლიაპუნოვის მაჩვენებელი საშუალებას გვაძლევს განვახორციელოთ ატრაქტორე- 

ბის კლასიფიკაცია. წერტილოვანი ატრაქტორები ყოველთვის ინტეგრირებს ფიქსირე- 

ბული წერტილისაკენ. მაშასადამე, სამგანზომილებიანი წერტილოვანი ატრაქტორი 

ხასიათდება ლიაპუნოვის სამი უარყოფითი მაჩვენებელით C-,-,-); სამივე განზომილება 

ფიქსირებულ წერტილში შეიკუმშება. 
სამგანზომილებიან ზღვრულ ციკლებს ორი უარყოფითი და ერთი ნულის ტოლი 

მაჩვენებელი გააჩნია (0.-,-). ზღვრულ ციკლებს აქვს ორი განზომილება, რომლებიც 

ერთმანეთში კონვერგირებს, და ერთი განზომილება, რომელშიც წერტილის ფარდო- 

ბითი მდგომარეობის მიმართ ცვლილებებს არ აქვს ადგილი. აღნიშნულის გამო წარ- 

მოიქმნება შეკრული ტრაექტორიები. 

უცნაური ატრაქტორების შემთხვევაში ადგილი აქვს დადებით, უარყოფით და 

ნულის ტოლ მაჩვენებლებს (+,0.-). დადებითი მაჩვენებელი მგრძნობიარობის საწყის 

პირობებზე დამოკიდებულების ხარისხს ასახავს. უარყოფითი მაჩვენებელი კონვერგი- 

რებად წერტილებს აიძულებს დარჩეს ატრაქტორის მიდამოში. უცნაური ატრაქტო- 

რის შემთხვევაში სისტემის წონასწორობა განისაზღვრება იმით, თუ რა სიშორით 

კონვერგირდება წერტილები, სანამ ისინი ზომიერ ზღვრებს დაუბრუნდებიან. 
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ლებიან ფაზურ სივრცეში, მაშინ სფერო, რომელიც თავისთავში შეიცავს ახლომდე- 

ბარე საწყის წერტილებს, დროის განმავლობაში ელიფსოიდად გარდაიქმნება. რაღაც 

პერიოდის შემდეგ იგი გაიჭიმება და წარმოიქმნება ნაკეცები. სფეროს მოცულობის 

ცვლილების ექსპონენციალური სიჩქარე ლიაპუნოვის მაჩვენებლის ზომას წარმოად- 

გენს. ლიაპუნოვის 1-ური მაჩვენებელი გამოითვლება შემდეგი ფორმულით: 

. ჯი) 
L, =IIII(1/7)10თ.| –“>< I, ; სიი( ) 570) 

სადაც #V) „რაექტორიებს შორის მიმდინარე მანძილია, ხოლო #(0) - ტრაე- 

ქტორიებს შორის საწყისი მანძილი. სფეროს გრძივი განზომილება იზრდება 2“ 

სიჩქარით. : 

მიღებული ფაზური პორტრეტის საერთო გამოსახულება წარმოადგენს ქაოსის 

რუქას, რომელშიც ატრაქტორის ესა თუ ის სახე დამოკიდებულია 2ე:-ის საწყის 

მნიშვნელობაზე. იგი აღწერს სისტემაში მიმდინარე დინამიკურ პროცესებს. აღნიშ- 
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ნიუტონ-რაფსონის მეთოდი კომპლექსური სისტემებისათვის 

ნულ პორტრეტზე შეიძლება დავაკვირდეთ პერიოდულ იძულებით რხევებს, რაც. სა- 
შუალებას გვაძლევს ვებრძოლოთ ქაოსის გამომწვევ მიზეზებს და ამოვირჩიოთ გარ- 

კვეული აზრით საუკეთესო უბნები. 
ცხადია, რომ კომპიუტერის გამოყენების გარეშე როგორც ნიუტონის, ისე ნი- 

უტონ-რაფსონის ალგორითმით განხილული პრობლემის გადაწყვეტა შეუძლებელია. 
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პ 

კვაზიდალაგება - 364 
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ოპტიმიზაციის სტოქასტიკური - 216 
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საჯარიმო ფუნქციის - 287 
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დისკრეტული აპროქსიმაციის - 115 

დიხოტომიის - 148 

ეკერ-კუადას - 444 

ეროუ-ჰურვიცის - 298 

თანდათანობითი მიახლოების - 288 
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ხელოვნური ბაზისის - 69 
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ჟულიას - 553 
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არათავსებადი – 38 
არაწრფივ განტოლებათა - 346 
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თავსებადი – 38 
კომპლექსურცვლადიანი - 516 
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