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წინამდებარე სახელმძღვანელო საფაკულტეტო სწავლების ლექ- 
ციების მოკლე კურსია ალგებრასა და რიცხვთა თეორიაში. იგი შესაძ- 
ლებლობის ფარგლებში ითვალისწინებს სხვადასხვა სპეციალობის 
თავისებურეზებსა და სტუდენტთა დამოუკიდებლად მუშაობის მოთ- 
ზხოვნებს. გარდა ამისა, მათემატიკის სპეციალობაზე, თემათა დუბლი- 

რების გარეშე, შესაძლებელი იქნება ლექციების კურსის ბაზისად გამო- 
ყენება ცოდნის შემდგომი გაღრმავებისას.. 

ლექციების კურსის თითოეულ პარაგრაფს თან ერთვის შესაბამი- 
სი სავარჯიშოები. 

ავტორი დიდი მადლიერებით მიიღებს ყველა იმ შენიშვნასა და 
სურვილს, რომელიც მიმართული იქნება სალექციო კურსის შემდგომ 
დასახვეწად. 

ავტორის კოორდინატები: 
ქ. ბათუმი, ნინოშვილის ქუჩა 57 (ხიმშიაშვილის 21), ბინა 27. 
მობილური ტელეფონი - 893 90 89 64. 

რედაქტორები: ალექსანდრე ლაშხი - ფიზიკა-მათემატიკის მეცნიერე- 

ბათა დოქტორი, საქართველოს ტექნიკური უნი- 
ვერსიტეტის სრული პროფესორი 

გურამ ჩაჩანიშე - პედაგოგიკურ მეცნიერებათა დოე- 
ტორი, საქართველოს ტექნიკური უნივერსიტე- 
ტის სრული პროფესორი 

რეცენზენტები: მიხეილ ამაღლობელი – ფიზიკა-მათემატიკის მეცწნი- 

ერებათა დოქტორი, თბილისის სახელმწიფო 
უნივერსიტეტის ასოცირებული პროფესორი 

შალგა ბახტაძე - ფიზიკა-მათემატიკის მეცნიერებათა 
კანდიდატი, შოთა რუსთაველის სახელმწიფო 

უნივერსიტეტის ასოცირებული პროფესორი 

შოთა მახარაძე - ფიზიკა-მათემატიკის მეცნიერებათა 
კანდიდატი, შოთა რუსთაველის სახელმწიფო 
უნივერსიტეტის ასოცირებული პროფესორი. 

C გამომცემლობა „შოთა რუსთაველის სახელმწიფო უნივერსიტეტი“ – 2008 
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ითვალე დრო 

და აგროვე ცოდნა 

წინასიტყვაობა 

პასუხი კითხვაზე, თუ რას სწავლობს ალგებრა, აუცილებლად 

მათემატიკური აზროვნების განვითარების საწყისებამდე მიგვიყვანს. 
ალგებრის განვითარების საწყისები კი გარკვეულწილად დაკავშირებუ- 
ლია მთელი რიცხვების შეკრების, გამრავლების და ახარისხების 
ხელოვნებასთან. მთელი რიცხვების არცთუ ისე გასაგები და არაცალ- 
სახა შეცვლა ასოებით, საშუალებას იძლევა მანამდე არსებული ცნობი- 

ლი კანონებით ვიმუშაოთ ალგებრული ოპერაციების გაცილებით ფარ- 

თო სივრცეში. ძირითადი სიძნელეები კი დაკავშირებულია იმ დიდი 

რაოდენობის ალგებრული ოპერაციების თვისებების შესწავლასთან, 
რომლებიც მოცემულ სიმრავლეებშია განმარტებული. 

წინამდებარე საფაკულტეტო კურსი წარმოადგენს ისეთ სახელ- 
მძღვანელოს, რომელიც მკითხველს ალგებრად წოდებული დიდი შენო- 
ბის ფასადის რაღაც ნაწილს დაანახებს და ამ შენობაში შესვლის სურვი- 
ლის შემთხვევაში მის კარიბჭემდე მიიყვანს. 

ავტორი



-სიმრავლეები- 

§1. სიმრავლეები 

სიმრავლეთა თეორია შეისწავლის ისეთ ობიექტებს, რომლებსაც 

კლასები ეწოდება. X და X კლასებისათვის განიმარტება ბინარული 

მიმართება X C X#”, რომელსაც ასე კითხულობენ: X კლასი არის #/ 
კლასის ელემენტი, ან კიდევ X კლასი ეკუთვნის X კლასს. სიმბოლური 

X CI ჩანაწერით აღინიშნება, რომ X კლასი არ არის / კლასის ელე- 
მენტი. 

განსაზღვრება 1. თუ X და X კლასები შედგებიან ერთი და იგივე 
ელემენტებისაგან, მაშინ მათ ერთმანეთის ტოლი ეწოდება და X =# 
სიმბოლოთი ჩაიწერება. 

X = 7 ტოლობის უარყოფა კი X # I სიმბოლოთი აღინიშნება. 
განსაზღვრება 2. ცვლადების შემცველ ისეთ წინადადებას, რომე- 

ლიც გადაიქცევა გამონათქვამად, როცა მასში შემავალ ცვლადებს მათი 

დასაშვები მნიშვნელობებით შეცვლით, გამოთქმითი ფუნქცია ან კიდევ 
პრედიკატი ეწოდება. 

პრედიკატებს # (») , 0(», 7») და ა.შ. სიმბოლოებით აღვნიშწავთ. 

მაშასადამე პრედიკადი შეიმლება იყოს ერთცვლადიანი, ორცვლადიანი, 

და ა.შ. 

შემდგომში კლასი შეიძლება მოცემული იექენეს ან მისი ყველა ელე- 

მენტის ჩამოთვლით, ასე მაგალითად +X = IX, X.2, / , ან კიდევ გამო- 

თქმითი ფუნქციის გამოყენებით. კერძოდ X =(XI ჯLC2) კლასი შედგება 

ყველა ისეთი X ელემენტისაგან, რომელთათვისაც # (63) პრედიკატი 

ჯეშმარიტია. ანალოგიურად = ((X, »)IC(>, »)) კლასს ეკუთვნის 

მხოლოდ ისეთი (>, X») წყვილები, რომელთათვისაც 0(X,7) პრედიკა- 

ტი ჭეშმარიტია. 

განსაზღვრება 3. თუ X კლასი არის რომელიმე სხვა კლასის ელე- 

მენტი, მაშინ ასეთ X კლასს სიმრავლე ეწოდება. 
ახლა ვაჩვენოთ, რომ არსებობს კლასი, რომელიც სიმრავლე არ 

არის. მართლაც, ვთქვათ -“ არის კლასი, რომლის ელემენტებია ყველა 
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-სიმრავლეები- 

ისეთი X სიმრავლეები, რომლებიც X C X პირობას აკმაყოფილებენ. 

დავუშვათ, რომ „4 კლასი სიმრავლეა და მის მიმართ განვიხი- 
ლოთ შემდეგი შესაძლო ორი შემთხვევა: 

1) „4 C 4, მაშინ «4-ს განსაზღვრის თანახმად გვექნება 4 C «4. 
2) „4 C 4, მაშინ > -ს განსადღვრის თანახმად მივიღებთ 4 C 4. 

1) და 2) პუნქტებში მიღებული წინააღმდეგობა გვიჩვენებს, რომ 

ჩვენი დაშვება არ არის სწორი, ე.ი. 4 კლასი სიმრავლე არაა. 
შემდგომში განვიხილავთ მხოლოდ იმ კლასებს, რომლებიც სიმ- 

რავლეებს წარმოადგენენ. 

განსაზღვრება 4. სიმრავლეს, რომელიც არცერთ ელემენტს არ 

შეიცავს ცარიელი სიმრავლე ეწოდება. 

ცარიელი სიმრავლე განისაზღვრება ცალსახად და CC სიმბოლო- 

თი აღინიშნება. 

თუ X სიმრავლის ყოველი ელემენტი იმავე დროს I» სიმრავლის 

ელემენტიცაა, მაშინ X სიმრავლეს I სიმრავლის ქვესიმრავლე ეწოდე- 
ბა და სიმბოლურად X C X სახით აღინიშნება. 

X სიმრავლის ყველა ქვესიმრავლეთა სიმრავლეს X სიმრავლის 

ბულეანი ეწოდება და 8 (X ) სიმბოლოთი აღინიშნება. 

ვთქვათ I და X რაღაც სიმრავლეებია და 1 # C7. /# სიმრავლის 

ყოველ I ელემენტს შევუსაბამოთ X სიმრავლის რომელიღაც X, ქვე- 

სიმრავლე და ასეთ სიმრავლეთა ერთობრიობა „#8 = (>, ,)1C7 ) სიმბო- 

ლოთი აღვნიშნოთ. იტყვიან, რომ 8 არის X სიმრავლის ქვესიმრავ- 
ლეთა სისტემა (ოჯახი), თუ რომელიღაც I, / C# და I; # / ინდექსე- 

ბისათვის სრულდება X, = X #” ტოლობა, წინააღმდეგ შემთხვევაში კი 

„88 – ს მიმართ ამბობენ, რომ იგი X სიმრავლის ქვესიმრავლეთა სიმრავ- 

ლეა. 
შევნიშნოთ, რომ თუ X სიმრავლეში ელემენტების რაოდენობა 

სასრული), მაშინ მასში ელემენტების რაოდენობა IX | სიმბოლოთი აღი- 

ნიშნება. 

თეორემა 1. ვთქვათ XL, I და 7 წებისმიერი სამი სიმრავლეა. 
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-სიმრავლეები- 

მაშინ სამართლიანია შემდეგი წინადადებები: 

მ) CC X; 

ხ) X C X (ჩართვის რეფლექსურობა); 

ია თუ XC და XC X,მაშინ X =I (ჩართვის ანტისიმეტრი- 
«უულობა); 

ძ) თუ X CI და I C 7,მაშინ X C 7 (ჩართვის ტრანზიტიულობა); 

ი) თუ X სასრული სიმრავლეა და IX | =71, მაშინ I8 (X ) =2”. 

ახლა განვმარტოთ სიმრავლეთა გაერთიანების, თანაკვეთისა და 
სხვაობის ოპერაციები. 

განსაზღვრება 5. X და I სიმრავლეთა გაერთიანება ეწოდება 
სიმრავლეს, რომლიც შედგება მხოლოდ იმ ელემენტებისაგან, რომლე- 

ბიც მიეკუთვნებიან ან X ან XI სიმრავლეს და X LI სიმბოლოთი 
აღინიშნება. 

X და XX სიმრავლეთა თანაკვეთა ეწოდება სიმრავლეს, რომლის 
ელემენტებია მხოლოდ X და XI სიმრავლის საერთო ელემენტები და 

X (აX სიმბოლოთი აღინიშნება. 
X და X სიმრავლეთა სხვაობა შედგება X სიმრავლის ყველა იმ 

ელემენტისაგან, რომლებიც I” სიმრავლეს არ ეკუთვნიან. X და I” სიმ- 
რავლეთა სხვაობა X VX7 სიმბოლოთი აღინიშნება. 

თეორემა 2. ნებისმიერი X,X», 7 სიმრავლეებისათვის სამართლი- 

ანია შემდეგი წინადადებები: 

მ XLI) X =X და X(ა.X = X (გაერთიანებისა და თანაკვეთის ოპე- 
რაციების იდემპოტენტურობის კანონები); 

ხ) XLI=XსX და X(C-X=XიX (გაერთიანებისა და თანაკვე- 
თის ოპერაციების კომუტაციურობგბის კანონები); 

ი (XI) I2=XLX72) და (X-რო7)რი2=XC(C7ო2) დაერ- 

თიანებისა და თანაკვეთის ოპერაციების ასოციაციურობის კანო- 

ნები); 
ძ) XLXXCო2)=X და X რ(X 72) = X (შთანთქმის კანონები); 

თ XXCX7LI2)=(XCროX)LXXCო2) და XLC7რო2) =(XLX)CXXL2) 
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-სიმრავლეები- 

(დისტრიბუციულობის კანონები თანაკვეთისა გაერთიანების მი- 

მართ და გაერთიანებისა თაწაკვეთის მიმართ); 

ი XMXI7L)2)=(XVსV7)-(XV2) და X V(7XC-2)=(XVX7)CCXV2) 
(დე მორგანის კანონები). 

დამტკიცება. ვაჩვენოთ მხოლოდ X V Xო2) =(X V X)-(X V 2) ტო- 

ლობის სამართლიანობა. მართლაც, თანახმად თეორემა 1-ის ხ) წინადა- 

დებისა, საჭიროა 

XVXL2) C(XV7)-(XVს2) და (XV7)-ლ(XV2) CXVC7>>72) 
ჩართვათა სამართლიანობის დამტკიცება. 

1) მართლაც, თუ XCXVXL)2), მაშინ XC X და XCM/LI2. XC/ 2 

პირობიდან, თანახმად სიმრავლეთა გაერთიანების ოპერაციის განმარ- 

ტებისა, მივიღებთ X C ” და XC 7. ახლა თუ მივიღებთ მხედველოზბა- 

ში XCX პირობას, მაშინ XCI და XC 27 პირობების ძალით გვექნება 

XCXVV და XC+XV7X, ე.ი. XC(XVX7)რო(XIV2). ამგვარად, თუ 

XC X V(7 L) 7),მაშინ XC(X M7)ლრო(XV2), ე.ი. X (XL 7) C 

C(XVX7)C(X#IVხ2). 

2) ახლა თუ XC(XსყM)C-(XV2), მაშინ XC X სყXV და XC X ს2 . ბოლო 

ორი პირობის ძალით გვექნება XC+X, XCI და XC7. ამიტომაც 

XCX და XCIL)7, ე.ი. XCXVXL)2). ამგვარად, თუ XC(XVMI)C(XM2), 

მაშინ X C X "(7 L)/ 7), ე.ი. (X I7)ო(XV2) C XV(7თ2). 
1) და 2) პუნქტებში მიღებული შედეგებიდან გამომდინარეობს 

დასამტკიცებელი ტოლობის სამართლიანობა. ლ. 

განსაზღვრება 6. ხშირად, სიმრავლეები, რომლებიც გამოიყენები- 

ან ამა თუ იმ თეორიაში, შედიან რაიმე ფიქსირებულ სიმრავლეში. მაგა- 

ლითად გეომეტრიაში საქმე გვაქვს რომელიღაც სივრცის წერტილების 

სიმრავლესთან, არითმეტიკაში კი ყველა მთელი რიცხვების სიმრავლეს- 

თან და ა. შ.. ასეთ ფიქსირებულ სიმრავლეს უნივერსალური სიმრავლე, 

ან კიდევ უნივერსუმი, ეწოდება და CV, სიმბოლოთი აღინიშნება. 

7



-სიმრავლეები- 

ვთქვათ -# CV. მაშინ „#4 =LC/ V.4 სიმრავლეს „4 სიმრავლის V 
სიმრავლემდე დამატება ეწოდება. 

თეორემა 3. ვთქვათ 2-8 CV. მაშინ სამართლიანია შემდეგი 

წინადადებები: 

მ) 4L7CV =C და 4(აVC = 4; 

ხ) 4ა4=V და 406 4=C; 

ი=4=4 _ _ _ __ _ _ 

ძ) #4#-8=4.08, 4008 =4თწ# (დე მორგანის კანონები); 

ი #M8=408=(45-9#); 

ი „24 C 8 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 4(:8 =C; 

4 დ 4C 8 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 8 (საწინააღმდეგო 
პოზიციათა კანონი); 

ხა) “4 = 8 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა (4 რ 8) ა(# რ 4) =C. 

დამტკიცება. დავამტკიცოთ მხოლოდ ჩ) წინადადების სამარ–- 

თლიანობა. მართლაც #4 = 8 ტოლობა სრულდება მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ, როცა «4 C „88 და +188 C «4. აქედან და /. ) წინადადების თანახმად 

გვექნება 408 =C და 8იო4=C6,ეი. (4რ8)ს(8-54)=ფ. 

მეორეს მხვრივ, თუ #4 და 8 არის CV, სიმრავლის ისეთი ქვესიმ- 

რავლეეზი, რომ (#4ლ:8)L(8ლ0:4)=C, მაშინ 4ო8=6C და 8ო4=6. 

ბოლო ორი ტოლობიდან / ) წინადადების თანახმად შესაბამისად 

მივიღებთ #4 C 8 და 8 C 4,ე ი. 4= #8. 0. 
სიმრავლეთა თვისებების გრაფიკული გამოსახვის დროს ხშირად 

გამოიყენება ეილერის დიაგრამები, რომელსაც ასევე ვენის დიაგრამები 
ეწოდება. ამ დროს სიბრტყეზე სიმრავლე გამოისახება როგორც 

ჩაკეტილი არის წერტილთა სიმრავლე (ან კიდევ როგორც წრის 

წერტილთა სიმრავლე). ასე მაგალითად, თუ X და 7 გამოსახულია 

წრის წერტილთა სიმრავლით, მაშინ X LI, X (07 და X VხX სიმრავ- 

8



-სიმრავლეები- 

ლეები შეიძლება გამოსახული იქწას, როგორც სიბრტყის დაშტრიხული 

არეები (ნახ. 1). 

# 

  

ახლა განვმარტოთ სიმრავლეთა დეკარტული წამრავლის ცნება. 

განსაზღვრება 7. ვთქვათ X და წ” რაღაც ობიექტებია და X#. 

(XX სიმრავლეს დაულაგებელი წყვილი ეწოდება. ცხადია (X 1 =(I#X, 
ხოლო ((X,(X))) სიმრავლეს კი დალაგებული წყვილი ეწოდება და 
(X, ») სიმბოლოთი აღინიშნება. თანახმად დალაგებული წყვილის გან- 

საზღვრისა, გვექნება (X,)/) = (161) ,(X,7)1. 

დამტკიცდება, რომ (X, ») = (2,7) მხოლოდ მაშინ, როცა X=2 

და /=!. 

განსადღვრება 8. X და I სიმრავლეთა დეკარტული ნამრავლი 

ეწოდება (თ, 7») IXC+X,7CI” | სიმრავლეს და X XI სიმბოლოთი აღი- 

ნიშნება, ე.ი. X XX” = ((» 7)! XC X,.»C #7) · 

შევნიშნოთ, რომ სიმრავლეთა დეკარტული წამრავლის ოპერაცია 

არაკომუტაციური ოპერაციაა. ამასთან თუ X და I სიმრავლეებში 

ელემენტთა რაოდენობა სასრულია, მაშინ ადგილი აქვს IX: XI =1XIM 

ტოლობას. 

სავარჯიშოეზი 

მ) დაამტკიცეთ შემდეგი ტოლოგბები: 
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-სიმრავლეები- 

1) XVLXVსყV)=XCV; 2) XL XXVI) =XLX; 3) X-CXXVX)=C; 

ხ) დაამტკიცეთ შემდეგ წინადადებათა სამართლიანობა: 

1) 

2) 
3) 

4) 

5) 
6) 
7) 
8) 
9) 

თუ X C X, მაშინ (X ს”) = X; 

თუ X CI, მაშინ X(C5ა#/=X; 

თუ X CX7X, მაშინ XLI) =IL; 

თუ XოX#=C, მაშინ (X L/7)სX =X; 
თუ X CX, მაშინ X Iს7 CI V2;; 

თუ X CI, მაშინ Xი2 CX7Xიო7; 

თუ X CI მაშინ XLI2CXMVCIX; 

თუ C = 4V8, მაშინ C(5ა. 8 =C; 

თუ X CთX, მაშინ X სI # C; 

10) თუ -X C 7, მაშინ X I(XIC5-7)=(Xს)#)ო2; 
C) დაამტკიცეთ შემდეგ წინადადებათა სამართლიანობა: 

1) 
2) 
3) 

4) 

5) 

6) 
7) 

X ს) 7 =C მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა X =Cწ და X =C; 
X VX =I მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა I ხX =#; 
XLII = X "XI მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა X =C; 

X ს = X(აX მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა X =C2; 
XX C#/C7 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა X VხIV C 7; 

Xრ.ო = X II მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა X =X ; 

X C X C 7. მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა X LI =X (527. 

ძ) დაამტკიცეთ, რომ თუ IX =71, მაშინ 8(X) = 2. 

ი) ნებისმიერი X,7.2,! ელემენტებისათვის (9 (XX) =((2 ,(2,/)) 

მხოლოდ მაშინ, როცა X= 2 და /=”. 

ჩ ვთქვათ, X.I,27,1 ნებისმიერი სიმრავლეებია. დაამტკიცეთ შემ- 

დეგი ტოლობების სამართლიანობა: 

1) (XV ო7)X(7რო7)=(XX2)C(X7X»7); 

2) (Vო#7)X2 =(XX7)ლ(7X2); 

3) XX(707) =(XX2)Cლ(XX7); 

”“”წ



-სიმრავლეები- 

4) (XLI7)X7 =(XX2)=(XX2); 

5) (XVX)X7=(XX2)V(7X2). 

თ) ვთქვათ X და X ნებისმიერი ორი სიმრავლეა. დაამტკიცეთ, რომ 
X XI =C მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა X = C ან XI =C; 

ხს) ვთქვათ X, ( C/ ) და I არიან X სიმრავლის ქვესიმრავლეები. 

დაამტკიცეთ შემდეგ ტოლობათა სამართლიანობა: 

1) (ყX|ი”-ყCიიი. იქო ი? აX); 
/6I (C6/ ჯ/6I ICI 

2) 7VL IX,=( I(7"X,):; XV |IX,=L)(ჯ”ხX,) (დე მორგანის 
ICI ((7/ I6/ ,C6/ 

განზოგადოებული კანონები); 

3) LIX,=( IX. ()X,=LIX. 
I6I/ (6/ I6/ (6/ 

1) დამტკიცეთ, რომ წებისმიერი სასრული X), X,,..., X,„ სიმრავლე- 

ებისათვის. 

IX =2XI- 2, («რX)+ 
/I=1 LV</<» 

+) 2 MX, რ7X, რ..ო2%,)|+--+C I" (სიო? რ..ო7ე)). 
ილი. 

) ვთქვათ ჯ,,0;,.., 2, წყვილ-წყვილად განსხვავებული მარტივი 

ნატურალური რიცხვებია და 71 = ” .. 2" ... ჩ". თუ თ(») 

აღნიშნავს #7” რიცხვის ყველა ისეთ ნატურალურ გამყოფთა 

რიცხვს, რომელებიც 7? – თან თანამარტივებია და #M# – ს არ აღემა– 

ტებიან, მაშინ 

რორერლე- რე 
X) ვთქვათ 2%X.,+Xე,,.-.,)X, არის X სიმრავლის ქვესიმრავლეთა 

რაღაც სიმრავლე. იპოვეთ X სიმრავლის ქვესიმრავლეთა მაქსი–- 
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-სიმრავლეები- 

მალური რიცხვიდთ რომელიც შეიძლება მიღებული იქნას 

XI. +X,,.··-წX, სიმრავლეებიდან მათ მიმართ სიმრავლეთა გაერ- 

თიანეზის, თანაკვეთისა და X სიმრავლემდე დამატების ოპერა- 
ციების გამოყენებით. 

1) ვთქვათ ” და #” ნატურალური რიცხვებია, 71=1-2-3-::# და 

' 

C = “ დაამტკიცეთ შემდეგ ტოლობათა სამართლი- 
„! ·(I-71)! 

ანოზა: 

1) (თ+ხ)=2,C,თხ”'; 2) C"=C”: 3) >,CI =2”; 
I=0 /=0 

ი თ (-/C=0; 59 3./-C=».2”). 
ჯ=0 ჯ=0 

L) ვთქვათ X ნებისმიერი არაცარიელი სიმრავლეა, 8 (X ) კი არის 

X სიმრავლის ყველა ქვესიმრავლეთა სიმრავლე და „7 = X ს 4 

და 4+C=(4-C) ს(4რ0) ნებისმიერი #4,,18,C C 8(X) ელე- 

მენტისათვის. დაამტკიცეთ შემდეგ ტოლობათა სამართლიანობა: 

1) 4+-8=78-+-4#4; 

2) (4+8)+C=8+(4+C); 

3) ,4+-C= 4. 

4 (4+8)ოC=(4ლ08)+(4-C); 

5) 4+8=(4ა0 8)V4-#); 

60 4>-8=(#Vს8)LXC8%4); 
7) X სიმრავლის წებიამიერი 74 ქვესიმრავლისათვის არსებობს X 
სიმრავლის ისეთი „8 ქვესიმრავლე, რომ #4+ 8 =C. 

ა) დაამტკიცეთ, რომ X სიმრავლის ნეზბზიამიერი 4, 8 და C 
ქვესიმრავლეეზისათვის სამართლიანია #4რ08CC ტოლოზა 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა “4 C (X V8)თC. 
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- თანადობები, ასახვები – 

§ 2. თანადოზები, ასახვები 

ვთქვათ, X და X ნებისმიერი ორი არაცარიელი სიმრავლეა. 
განსაზღვრება 1. X და I სიმრავლეთა XXI” დეკარტული ნამ- 

რავლის ნებისმიერ ქვესიმრავლეს ეწოდება თანადობა X და I სიმრავ- 

ლეებს შორის, ხოლო თანადობას X და X სიმრავლეებს შორის ბინა- 
რული მიმართება ეწოდება X სიმრავლეზე. 

ვთქვათ თ, /2 C X XI” . რადგან X და /32 თანადობები სიმრავ- 

ლეებს წარმოადგენენ, ამიტომაც შეიძლება მათი შედარება თეორიულ- 

სიმრავლური C ჩართვის მიმართ. ასევე მათზე შეიძლება შევასრულოთ 

სიმრავლეთა გაერთიანების, სიმრავლეთა თანაკვეთისა და სიმრავლეთა 

სხვაობის ოპერაციები: თ LV #,, XCI/9 და თ"V/. 

ახლა ვთქვათ / რაღაც თანადობაა X და I სიმრავლეთა შორის. 

თუ (XX) C/ (» CX.”/C »), მაშინ (X,») C / პირობას X// სახით 

ჩავწერთ. 

განსაზღვრება 2. ვთქვათ X, I და 27 რაღაც არაცარიელი სიმ- 

რავლეებია XC XXX და /32CXIX2. თ და /#) თანადოზათა CI9 /2 წამ- 

რავლის ქვეშ იგულისხმება ისეთი თანადობა X და 7 სიმრავლეებს 

შორის, რომ X(თ9/2)2 მხოლოდ მაშინ, როცა არსებობს ისეთი »7C7X7 

ელემენტი, რომ XCთ1//32. 

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები: 

1) ვიტყვით, რომ XC X ელემენტი ეკუთვნის /X სიმრავლეს, თუ 

მოიძებნება ისეთი /CI ელემენტი, რომ სრულდება პირობა 

X/I. 

2) ვიტყვით, რომ ”/CX ელემენტი ეკუთვნის X// სიმრავლეს, თუ მოი- 

ძებნება ისეთი XC X ელემენტი, რომ სრულდება პირობა X#/7/. 

#X სიმრავლეს / თანადობის პირველი გეგმილი, ხოლო XI/ სიმ- 

რავლეს / თანადოზის მეორე გეგმილი ეწოდება. 

ვ) #„ =1I(X,X)IXC XI. 
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– თანადობები, ასახვები - 

ახლა მოვიყვანოთ X და I სიმრავლეთა შორის / თანადობის 

რსზოგიერთი შესაძლო თვისეზები: 

9) /X =X, ე.ი. X სიმრავლის ყოველი X ელემენტისათვის მოი- 

ძებნება I სიმრავლის ისეთი ” ელემენტი, რომ X/V; 

ხ) / ისეთი თანადობაა, რომ X//, და X// (XC X, »,11CX/ ) პირო- 

ზებიდან ყოველთვის გამომდინარეობს 1/, = /ე ტოლობა; 

ო / ისეთი თანადოზაა, რომ X, /#/ და X, /” (X,% CX, »C7) პიროზე- 

ბიდან ყოველთვის გამომდინარეობს X, = X; ტოლობა; 

ძო #=7X, ეი. I სიმრავლის ყოველი ” ელემენტისათვის მოი- 

ძებნება X სიმრავლის ისეთი X ელემენტი, რომ X/V/; 

განსაზღვრება 3. თუ X და I სიმრავლეთა შორის / თანადობა 

ისეთია, რომ იგი ერთდროულად აკმაყოფილებს გ) და ხ) პირობებს, 

მაშინ მას X სიმრავლის XI სიმრავლეში ასახვა ეწოდება. #X = X სიმ- 

რავლეს / ასახვის განსაზღვრის არე, ხოლო I/ სიმრავლეს კი - / 

ასახვის მნიშვნელობათა სიმრავლე ეწოდება. 

თუ / არის X სიმრავლის I სიმრავლეში ასახვა, მაშინ მას სიმ- 

ბოლურად ასეც ჩასწერენ / :X –>I, ხოლო პირობა X// კი - / (X) =#V 

სახით ჩაიწერება. ამ შემთხვევაში ” ელემენტს X ელემენტის სახე ეწო- 

დება / ასახვის დროს, ხოლო X ელემენტს კი - 7” ელემენტის წინასახე 

# ასახვის დროს. 

თუ #/:X->I და C:7->I7 ორი ასახვაა და / C დ, მაშინ / 

ასახვას C ასახვის X სიმრავლემდე შეზღუდვა ეწოდება, ხოლო « 

ასახვას / ასახვის 7 სიმრავლემდე გაგრძელება ეწოდება. 

ცხადია / ასახვა იქნება X სიმრავლემდე « ასახვის შეზღუდვა, 

თუ X C 7 და / (»X) = §(») ყოველი Xჯ C X ელემენტისათვის. 

ახლა თუ X =1(%,X,,..,X,) , X =(/,7X,.-»X,) და X#(X%) =V, 

(I =1,2)..., ”) ,მაშინ / ასახვა ხშირად სიმბოლურად ასეც ჩაიწერება 
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– თანადომები, ასახვები - 

_/X X -..X, · 
#7 (2 X ო |. «0 

განსაზღვრება 4. თუ / არის X სიმრავლის I სიმრავლეში ასახ- 

ვა და C) პირობასაც აკმაყოფილებს, მაშინ მას X სიმრავლის XI სიმ- 
რავლეში ურთიერთცალსახა ასახვა ან კიდევ ინექცია ეწოდება. 

განსაზღვრება 5. თუ / არის X სიმრავლის XI” სიმრავლეში ასახ- 

ვა და ძ) პირობასაც აკმაყოფილებს, მაშინ მას X სიმრავლის 7” სიმ- 

რავლეზე ასახვა ან კიდევ სურექცია ეწოდება. 

განსაზღვრება 6. თუ / არის X სიმრავლის X” სიმრავლეში ასახ- 

ვა და ერთდროულად C) და ძ) პირობებს აკმაყოფილებს, მაშინ მას X 
სიმრავლის I სიმრავლეზე ურთიერთცალსახა ასახვა ან კიდევ ბიექცია 

ეწოდება. თუ X სასრული სიმრავლეა და X =X , მაშინ მას ჩასმა ეწო– 
დება, 

ქვემოთ მოცემულ დიაგრამებზე /ე არ არის ასახვა, /, ასახვაა, # 

ინექციაა, #კ სურექციაა, ხოლო /, ბიექციაა. 

X–2?27 XX 7”. X II X II X I 
5= I. 

05209090595 
# # ხს” # #”# 
თეორემა 1. ვთქვათ IX |= 71 და I4 | = 7. მაშინ სამართლიანია 

შემდეგი წინადადებები: 

8) X და I სიმრავლეთა შორის ყველა თანადობათა რიცხვი 2”” – ის 
ტოლია; 

ხ) X სიმრავლის X სიმრავლეში ყველა ასახვათა რაოდენობა #7” –ის 
ტოლია; 

CC) თუ MI < #9, მაშინ X სიმრავლის XI სიმრავლეში ყველა ინექციათა 

რაოდენობა M(#» – I) .. ·( –7+ I) ტოლია; 
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– თანადობები, ასახვები - 

ძ) თუ #7 >, მაშინ X სიმრავლის I სიმრავლეში ყველა სურექცი- 
»-I 

ათა რაოდენოზა »” + XC!) ·C,· (ფთ –1)” ტოლია; 
1=1 | 

C) თუ 7=7, მაშინ X სიმრავლის I” სიმრავლეში ყველა ბიექციათა 
რაოდენოზა 7! ტოლია. 

დამტკიცება. დავამტკიცოთ მხოლოდ ძ) წინადადების სამარ- 

თლიანობა. მართლაც, თუ IX ღ=#I და II|=», მაშინ IX XXI =71"M. 

თანახმად თანადობათა განსაზღვრისა, მათი რაოდენობა იმდენი იქნება, 

რამდენიცაა X XI სიმრავლის ყველა ქვესიმრავლეთა რიცხვი. რადგან 
”. ე ელემენტიანი სიმრავლის ყველა ქვესიმრავლეთა რიცხვი 

2”” – ის ტოლია, ამიტომაც X და 7 სიმრავლეებს შორის თანადობა- 

თა რაოდენობაც 2”” – ის ტოლი იქნება. 0. 

ხ), C), ძ ) და 8) წინადადებათა სამართლიანობის დამტკიცება 

მკითხველისათვის მიგვინდია. 

ახლა ვთქვათ, / არის X სიმრავლის I სიმრავლეში ასახვა. /. 

ასახვას შევუთანადოთ I” და X სიმრავლეებს შორის / =I(#X)I XI 

თანადობა. 

თეორემა 2. / '! თანადობა 7 და X სიმრავლეებს შორის მაშინ 

და მხოლოდ მაშინ იქნება ასახვა „წ სიმრავლისა X სიმრავლეში, როცა 

# ბიექციაა. ასეთ შემთხვევაში თვითონ / ' ასახვაც ბიექცია იქნება. 

დამტკიცება. დავუშვათ, რომ / ! თანადობა 7 და X სიმრავლე- 

ებს შორის ასახვაა. ვაჩვენოთ, რომ / ბიექციაა X და 7 სიმრავლეებს 

შორის. ამისათვის განვიხილოთ შემდეგი შემთხვევები. 

1) ვთქვათ X» არის # სიმრავლის წებისმიერი ელემენტი. რადგან /“! 

თანადობა 7 და X სიმრავლეებს შორის ასახვაა, ამიტომაც I სიმრავ- 
ლის ყოველი ”/ ელემენტისათვის მოიძებნება X სიმრავლის ისეთი Xჯ 

ელემენტი, რომ // ''X. აქედან და /'' 
გვექნება X//, ე.ი. / ასახვა სურექციაა. 
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– თანადობები, ასახვეზი – 

2) ახლა ვთქვათ X, #/ და X, //, რომელიღაც X,.X, CX და X/CMI. 

აქედან და / ' ასახვის განსადღვრის თანახმად მივიღებთ #/” !'X, და 

#/- 'X და X, = X, . ამგვარად, თუ სრულდება პიროზები X, /#/ და X, #/, 

მაშინ X, = X;, ე.ი. / ასახვა ინექციაა. 

1) და 2) პუნქტებიდან გამიმდინარეობს რომ / ზბიექციაა X და 

»” სიმრავლეებს შორის. 
ახლა დავუშვათ, რომ / ბიექციაა X და I სიმრავლეებს შორის 

და ვაჩვენოთ, რომ / ! თანადობაც XI და X სიმრავლეებს შორის ზბიექ- 

ცია იქნება. ამისათვის განვიხილოთ შემდეგი შემთხვევები: 

3) ვთქვათ, ” არის I სიმრავლის ნებისმიერი ელემენტი. რადგან # 

ასახვა სურექციაა, ამიტომაც დასახელებული X” ელემენტისათვის არსე- 

ბობს X სიმრავლის ისეთი X ელემენტი, რომ X//. აქედან /“ ' თანა- 

დოზის განსაზღვრის თანახმად გვექნება 1// 'X. მივიღეთ, რომ / '7=I. 

4) ახლა ვთქვათ, რომელიღაც /CX» და X,,X, C+X ელემენტებისა- 

თვის სამართლიანია #// 'X, და #/ !X, პირობები. მაშინ / ! თანადო- 

ბის განსაზღვრის თანახმად მივიღებთ, რომ X,// და X,/#/. ბოლო 

პირობებიდან, იმის გამო, რომ / ინექციაა, გვექნება X, = Xგ. 

მივიღეთ, რომ #//” IX, და #/ IX, პირობეზიდან ყოველთვის 

მიიღება X, = X; ტოლობა. 

5) ახლა ვთქვათ რომელიღაც #,#ე CI და XC X სამართლიანია 

»#X# IX და /,/ 'X პირობები. აქედან / ! თანადობის განსაზღვრის 

თანახმად მივიღებთ, რომ X#/, და X//,. ბოლო პირობებიდან, იმის 

გამო, რომ / ასახვაა, გვექნება 1, = #. 

მივიღეთ, რომ I, / !'X და ე / 'X პიროზებიდან ყოველთვის მი- 

იღება ქ), = #; ტოლობა. 
6) დავუშვათ, რომ ჯ არის X სიმრავლის ნებისმიერი ელემენტი. / 
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– თანადომები, ასახვები - 

ასახვის განსადღვრიდან გამომდინარეობს, რომ X/#/ რომელიღაც #/ CI 

ელემენტისათვის. აქედან /. ი თანადობის განსაზღვრის თანახმად გვექ- 

წება )/ 'X, ე.ი. სამართლიანია // ' = X ტოლობა. 

3), 4), 5) და 6) პუნქტებიდან გამიმდინარეობს რომ / ე ბიექციაა 

XI და X სიმრავლეეზს შორის. = 
განსაზღვრება 6. ვთქვათ, მოცემულია ორი /:X->” და 

§:I –> 7 ასახვა. C·/ ასახვათა ნამრავლის (კომპოზიციის) ქვეშ იგუ- 

ლისხმება X სიმრავლის 7 სიმრავლეში ასახვა, რომელიც ყოველი 

X C X ელემენტისათვის აკმაყოფილებს პირობას 

(§-7)(X)= §(/ (თ)). 
თეორემა 3. ვთქვათ, მოცემულია ორი / :X –->X და §:ჯ–>2 

ასახვა. მაშინ დ · # = / ი <§ (იხ. განსაზღვრება 2). 

დამტკიცება. C-/ =/#/9C ტოლობის დასამტკიცებლად განვიხი- 

ლოთ შემდეგი შემთხვევები. 

1) ვთქვათ, X არის X სიმრავლის ნებისმიერი ელემენტი, მაშინ 

(დ # )(X)=2 რომელიღაც 2 C 7 ელემენტისათვის. ბოლო ტოლობი- 

დან, თანახმად ასახვათა განმარტების ოპერაციისა, მივიღებთ, რომ 

§(X») =2,თუ # (»X) = ”, ე.ი. 722 და X// . ახლა თუ მივიღებთ მხედვე- 

ლობაში თანადობათა ოპერაციის განსაზღვრას და X/7, X7C2 პირობებს, 

გვექნება X( / ი §)2. 
ამგვარად სამართლიანია ჩართვა §· / C 7 98. 

2) მეორეს მხვრივ, თუ XI ( #9 2) 2', რომელიღაც X C X და 2'C7 

ელემეწტებისათვის, მაშინ თანახმად თანადობათა გამრავლების ოპერა- 

ციისა, არსებობს ისეთი # CX ელემენტი, რომ X/V/ და 1”დC?', ე.ი. 

#(X)=X, §(X”) = 2 და ამიტომაც (§· /)(X) = §(/ (X)) =§(”/)=7, 
ე.ი. XLC-/)7. 

მივიღეთ,რომ #/996C§- #. 
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– თანადომები, ასახვები - 

1) და 2) პუნქტებიდან გამომდინარეობს, რომ დ<· / = /იდ. ლ 

თეორემა 4. ვთქვათ მოცემულია ორი /:X->/ და §C:I->2 

ასახვა. მაშინ სამართლიანია შემდეგი წინადადებანი: 

მ) ორი ასახვის ნამრავლი ასახვაა; 

ხ) ორი ინექციის წამრავლი ინექციაა; 

CC) ორი სურექციის ნამრავლი სურექციაა; 

ძ) ორი ბიექციის ნამრავლი ზბიექცი:ა; 

9 /·/ '=#, და / '·/ =ტ,. 
დამტკიცეზა. განვიხილოთ შემდეგი შემთხვევები: 

1) ვთქვათ, X არის X სიმრავლის ნებისმიერი ელემენტი. მაშინ / 

და დ ასახვების განსაზღვრის თანახმად არსებობენ ისეთი /CI»” და 

2 C 7 ელემენტები, რომ X/” და )/9§2 . ასეთ პირობებში მივიღებთ 

(§'/)(X.=9(/(X)) =§(2)=2, ე.ი. X(§- / )7 და ამიტომაც (§<· /) X =X. 

2)თუ X(9-/)2 და X(§-/)2 რომელიღაც XCX და 2,,2, C2 ელემენ- 
ტებისათვის, მაშინ (§-/)(X)=2,. (9§-/)(X)=2, და დ«(/(»X))= 

9( # (7 )) =>». მოცემულობის თანახმად «C ასახვაა, ამიტომაც ბოლო 

ორი ტოლოზიდან მივიღებთ, რომ 2, = 21;. 

1) და 2) პუნქტებიდან გამომდინარეობს, რომ <« · / ასახვაა. 0. 

3) ახლა ვთქვათ, / და # ასახვები ინექციებია. თუ X(8%-/)2 და 

X (დ-/)2 , მაშინ სრულდება პირობები (C·/)(%) =:, (§·7)(=) =2 და 

წ # (X ))=?, §L/( # (»)) =2. რადგან §« იწექციაა, ამიტომ /! (») =/ (»). 

აქედან მივიღებთ, რომ X», = X, , რადგან / იწნექციაა. 

ამგვარად თუ / და  ასახვები ინექციებია, მაშინ XL. #1, 

XLდ. ./)2 პირობებიდან ყოველთვის გამომდინარეობს ტოლობა X», = Xც, 

ე.ი. დ· / ასახვა ინექციაა. C 

4) ახლა დავუშვათ, რომ / , § ასახვები სურექციებია და 2 არის 27 
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– თანადომები, ასახვები - 

სიმრავლის ნებისმიერი ელემენტი. რადგან # ასახვა სურექციაა, ამი- 

ტომ არსეზოზს # სიმრავლის ისეთი 7 ელემენტი, რომ §8( »” =2. ასევე, 

რადგან / სურექციაა, ამიტომ დასახელებული XC» ელემენტისა- 

თვის არსებოზს X C X ელემენტი, რომ /! (9) =#V. ამგვარად (დ- #/ )(X) = 

= 9§(/(>X)) = §(X) =2, რადგანაც #(X) =X” და §(7) =2. მივიღეთ, რომ 

XL(C-/)=7. 

ახლა თუ გავითვალისწინებთ 3) და 4) მიღებულ შედეგებს გვექ- 

ნეზა, რომ C· / ასახვა სურექციაა. ლ 

3) და 4) პუნქტებიდან გამომდინარეობს რომ დყ · / ასახვა ბიექ- 

ციაა. 0 

5) ახლა ვთქვათ, რომელიღაც », ””C ” გელემენტებისათვის 

»C/ ·/ “')», მაშინ (/-/“'I7)=»” და /(/“'(»))= X. 

#(/ '(–>2))=»” ტოლობიდან, თუ / '(»”)=X, მივიღებთ / (X) = X”, 
ამგვარად / (X) = #” და /! (X) =V, ე.ი. / = #, რადგან / ასახვაა, მივი- 

ღეთ,რომ ”#,X, ე.ი. / ·/ 'C4, 
მეორეს მხრივ, თუ I /##,„X”, მაშინ პირობიდან, რომ / ბიქციაა, 

იარსებებს ისეთი X C X ელემენტი, რომ X»”ჩ”/ . აქედან, თანახმად /“' 

თანადობის განმარტებისა, გვექნება // 'X. ამიტომაც თანადობათა 

წამრავლის განსაზღვრისა და თეორემა 3 - ის თანახმად გვექნება 

X”(/ 9 #)X» და »/L(V/ -/“)V მივიღეთ, რომ სამართლიანია 

ჩართვა /#, C / · / '!. ამგვარად, სამართლიანია / · / ! = #, ტოლობა. 

ანალოგიურად დამტკიცდება /#/“' · / = ტ,„ ტოლოზაც. 0 

სავარჯიშოები 

მ) X=(X,%,%1) X = (#,X·,25.») და 7=12,,2:,2| სიმრავ– 
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– თანადომებმი, ასახვები - 

ლეებს შორის მოცემულია თანადობები: 

# =((,X#),(=.X»),(5.»).(=.»)1. 
#=((X,»)(=X),(%;X)). 
#=L(X.5),(X».5).(»,5).(X»,ტ)). 
#”/ =L(»,.2,),(X».2,),(X,2,)), 

'2. ((M.»).(=%.,X),(=.X.)). 

#4 = ((%,2,).(=%,.2,;),(%, 2. )) · 
იპოვეთ: 

1) თანადობები, რომლებიც ასახვები არ არიან; 

2) ინექციები; 3) სურექციები; 4) ბიექციები; 

5) 73“., # 9475: #5 7.#, # 9.ც. და /, 9 /ც წამრავლები. 
ხ) მოცემული /,, #,,.,; ./+,./+;./# თანადობებიდან, ისინი რომლებიც 

ასახვებია, ჩაწერეთ (+) სახით. 

ო ვთქვათ, X = (X,, XX), X = ()/, 7,237, და 2= ჭ2, 2,2, |. 

იპოვეთ: 

1) თანადობათა რიცხვი X სიმრავლისა I სიმრავლეში; 
2) ასახვათა რიცხვი X სიმრავლისა I სიმრავლეში; 

3) ინექციათა რიცხვი X სიმრავლისა I სიმრავლეში; 
4) სურექციათა რიცხვი / სიმრავლისა 27 სიმრავლეზე; 

5) ბიექციათა რიცხვი X და 27 სიმრავლეებს შორის; 
6) ყველა ასახვები X სიმრავლისა I სიმრავლეში; 
7) ყველა ინექციები X სიმრავლისა IX სიმრავლეში; 

8) ყველა სურექციები / სიმრავლისა 7 სიმრავლეზე; 
9) ყველა ბიექციები X და 27 სიმრავლეებს შორის. 

ძ) რა შემთხვევაში იარსეზებს იწექცია X სიმრავლისა / სიმრავლე- 
ში. 

ა) რა შემთხვევაში იარსებებს სურექცია X სიმრავლისა I სიმრავ- 

ლეზე. 
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– თანადობზები, ასახვები - 

ჩ იპოვეთ ყველა ზიექცია X, =(1,2...,7) სიმრავლეზე, როცა 7 = 2,3,4; 

თ) ვთქვათ / ბიექციაა X და I სიმრავლეებს შორის. აჩვენეთ, რომ 
– 

V ') 57. 
ხს) დაამტკიცეთ თეორემა 1. 

1) ვთქვათ I არის უსასრულო X სიმრავლის სასრული ქვესიმრავ- 

ლე. დაამტკიცეთ, რომ არსებობს ბიექცია X ს” და X სიმრავლე- 
ებს შორის. 

1) ვთქვათ / არის X სიმრავლის I სიმრავლეში ასახვა. ხოლო დ 

კი I სიმრავლის X სიმრავლეში ასახვაა. « ასახვას ეწოდება / 

ასახვის მარცხენა (მარჯვენა) შებრუნებული, თუ #დ-.-/ =#, 

(/:§=#ტჯ). 
1) აჩვენეთ, რომ / ინექციაა, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა მას 

გააჩნია მარცხენა შებრუნებული; 

2) აჩვენეთ, რომ / სურექციაა, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა მას 

გააჩნია მარჯვენა შებრუნებული. 

#) ვთქვათ X და I” შესაბამისად ადამიანთა და სკამთა სიმრავლეა 

რომელიღაც კინოთეატრში. შემდეგი ორი წინადადებიდან რომე- 

ლი განსაზღვრავს ასახვას X სიმრავლისა ”» სიმრავლეში, I 

სიმრავლისა X სიმრავლეში. რომელ შემთხვევაში ეს ასახვა იქნე- 

ბა ინექცია, სურექცია და ბიექცია. 

1) ყოველ ადამიანს ეთანადება ის სკამი, რომელზედაც იგი ზის; 

2) ყოველ სკამს ეთანადება ის ადამიანი, რომელიც მასზედ ზის. 

ა) ვთქვათ X უსასრულო, ხოლო X სასრული სიმრავლეა. აჩვენეთ, 

რომ არსებობს X II და X სიმრავლეებს შორის ისეთი ასახვა, 
რომელიც ზბიექციაა. 
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- ბინარული მიმართებები – 

§ 3. ზინარული მიმართებები 

ვთქვათ X ნებისმიერი არაცარიელი სიმრავლეა და X XX არის 
X სიმრავლის თავისთავზე დეკარტული ნამრავლი. როგორც ვიცით, 

X სიმრავლის თავისთავზე დეკარტული ნამრავლის ნებისმიერ ქვესიმ- 

რავლეს ეწოდება ბინარული მიმართება X სიმრავლეზე. თუ C ბიწა- 

რული მიმართებაა X სიმრავლეზე, მაშინ XC X XX. თუ (>, X»), 

(X, »X6+X ) დალაგებული წყვილი ეკუთვნის თ ბინარულ მიმართებას, 

ე-ი. თუ (», ») C C , მაშინ ამ პირობას შემოკლებით ასეც ჩავწერთ XთV/. 

თუ რომელიღაც X,/,2C X ელემენტებისათვის ერთდროულად სრულ- 

დება XX” და /Cთ2 პირობები მაშინ გამოვიყენებთ ჩანაწერს XCთ1/C2. 

თუ IX | = 7, მაშინ IX XX | = წ”? და ყველა ბინარულ მიმართება- 

თა რიცხვი X სიმრავლეზე იქნება 2” -ის ტოლი. 
ახლა ვთქვათ XC X, LC X და თC XX #X . შემოვიღოთ შემ- 

დეგი აღნიშვნები: 
– . 

თ = ((»,X)I 7,XC X; XC, XC = ()/C X | Xთ)/|, 

Xთ =(| )|Xთ, თჯ=»Xთ“', 7 =Xთ', #, =I(X,X) | X C XI. 
XC 

ცარიელ ბინარულ მიმართებას C) სიმბოლოთი აღვნიშნავთ. 

განსაზღვრება 1. ვთქვათ Cთ,/3C XXX. თ და / ბინარულ მიმარ- 

თებათა C>9 /32 წამრავლის ქვეშ იგულისხმება ისეთი ბინარული მიმარ- 

თება, რომ X(Cთი #2)” მხოლოდ მაშინ, როცა არსებობს ისეთი 2 C X 

ელემენტი, რომ XC;2/3V. 

განსაზღვრება 2. ბინარულ მიმართებას X სიმრავლეზე ეწო- 

დება რეფლექსური თუ #”» C თ; სიმეტრიული, თუ C =VC '; ანტი- 

სიმეტრიული, თუ თით C#,; ტრანზიტიული, თუ 696C6 და 

იდემპოტენტური,თუ 6096=6. 
ადვილი საჩვენებელია შემდეგ წინადადებათა სამართლიანობა: 
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– ბინარული მიმართებეზი - 

ი) > ზინარული მიმართება X სიმრავლეზე რეფლექსური), თუ ყო- 
ველი ჯ C X - სათვის XთX. 

ხ) თ ზინარული მიმართება X სიმრავლეზე სიმეტრიულია, თუ 

XC)X (X,» CX ) პირობიდან ყოველთვის გამომდინარეობს /VX პი- 

რობა. 

ი თ ბინარული მიმართება X სიმრავლეზე ანტისიმეტრიულია, თუ 

XCX) და V6X (X,» CX ) პირობებიდან ყოველთვის გამომდინარეობს 

X = ” პიროზა. 

ძ) X ბინარული მიმართება X სიმრავლეზე ტრანზიტიულია, თუ 

XX” და 1/თ2 (X, ).26X ) პირობებიდან ყოველთვის 

გამომდინარეობს X2C2 პირობა . 

განსაზღვრეზა 3. ბინარულ მიმართებას კვაზიდალაგების მიმარ- 

თება ეწოდეზა, თუ იგი რეფლექსურია და ტრანზიტულია; დალაგების 

მიმართება ეწოდება, თუ იგი რეფლექსურია, ანტისიმეტრიულია და 

ტრანზიტულია; ექვივალენტობის მიმართება ეწოდება, თუ იგი რეფ- 

ლექსურია, სიმეტრიულია და ტრანზიტულია. 

განსაზღვრება 4. სიმრავლეს, რომელზეც განმარტებულია ერთი 

მაინც დალაგების მიმართება, დალაგებული სიმრავლე ეწოდება. 

თუ X სიმრავლეზე განსაზღვრული 6 დალაგების მიმართება 
ისეთია, რომ ყოველი XX”/CX ელემენტებისათვის ადგილი აქვს ან X6V 

ან V6X, მაშინ X "სიმრავლეს წრფივად დალაგებული სიმრავლე 

ეწოდება. 
ვთქვათ X დალაგებული სიმრავლეა „<“ დალაგების მიმართ, 

ხოლო XV» მისი რომელიმე ქვესიმრავლეა. თუ X. CX” და ყოველი /CX#/ 

ელემენტისათვის აკმაყოფოლებს პირობას Xე < /, მაშინ Xე ელემენტს 

#7 სიმრავლის უმცირესი ელემენტი ეწოდება. 
განსაზღვრება 5. თუ წრფივად დალაგებული სიმრავლე ისეთია, 

რომ მისი ყოველი არაცარიელი ქვესიმრავლე «უმცირეს ელემენტს 

შეიცავს, მაშინ მას სავსებით დალაგებული სიმრავლე ეწოდება. 
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– ბინარული მიმართებები - 

თეორემა 1. ვთქვათ 6 არის ექვივალენტობის მიმართება X სიმ- 

რავლეზე. მაშინ X6 = V6 (X,» C X) მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

X6V. 

დამტკიცება. დავუშვათ, რომ 6 არის ექვივალენტობის მიმართება 

X სიმრავლეზე და XX” . განვიხილოთ შემდეგი შემთხვევები. 

1) ( CXCL. მაშინ XI და XX, რადგანაც X სიმეტრიული ბინარული 

მიმართებაა. ასევე /XXCXI და /X/, ვინაიდან თ ტრანზიტიული ბინა- 

რული მიმართებაა. ამგვარად / 6 XX” და ამიტომაც X0C; C IC. 

2) ახლა თუ XC>;/ და I C თ, მაშინ 1) პუნქტში დამტკიცებულის ანა- 

ლოგიურად მივიღებთ, რომ 1/თ C XCთ. 

1) და 2) დამტკიცებულის თანახმად გვექნება XCთ = I/Cთ. 

ახლა ვთქვათ, რომ 6 არის ექვივალენტობის მიმართება X სიმ- 
რავლეზე და XCთ = #Cდ. 

3) თუ 1CXX=)XVX, მაშინ XCთI და XVI . აქედან მივიღებთ XC 1C I 

და XX”, რადგანაც CC სიმეტრიული და ტრანზიტიული ბინარული 

მიმართებაა. მივიღეთ, რომ თუ XC = Vთ ,მაშინ XთI”. 8. 

თეორემა 2. ვთქვათ, 6 არის ექვივალენტობის მიმართება X 

სიმრავლეზე. მაშინ Xთ რი 7Xთ = 6 (X,V C X) მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

როცა (X, 7») თCC. 

დამტკიცეზა. დავუშვათ, რომ 6 არის ექვივალენტობის მიმართება 

X სიმრავლეზე და (X, ») C C. განვიხილოთ შემდეგი შემთხვევები. 

1) IC XCXV”Cს#Cდ. მაშინ XVI და CI. აქედან მივიღებთ XCIX#/ და 

X>X”/, რადგანაც X სიმეტრიული და ტრანზიტიული ბინარული მი- 

მართებაა. მაგრამ XC) პირობა (>, X») C დაშვებას ეწინააღმდეგება. 

მიღებული წინააღმდეგობა გვიჩვენებს, რომ XC (53 ”7თ = (თ. 

ახლა ვთქვათ, რომ 6 არის ექვივალენტობის მიმართება X 

სიმრავლეზე და Xთ (ათ = C. 

თუ სრულდება პირობა XCთI/, მაშინ /CXCთC და 1C )C”;, რად- 

განაც X არის X სიმრავლეზე რეფლექსური ბინარული მიმართება. ამ- 
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- ბინარული მიმართებები - 

გვარად ”/CXX”XVC. მაგრამ ბოლო პირობა XXCაIX=C6 დაშვებას ეწინა- 

აღმდეგება. მიღებული წინააღმდეგობა გვიჩვენებს, რომ (X,») (772 = 

განსაზღვრება 6. ვთქვათ, რომ 6 არის ექვივალენტობის მიმართე- 
ბა X სიმრავლეზე და XC X . მაშინ XC სიმრავლეს X სიმრავლის 
C – ექვივალენტოზის კლასს უწოდებენ. 

თეორემა 1 გვიჩვენებს, რომ X სიმრავლის Cთ – ექვივალენტობის 
კლასი ამ კლასიდან აღებული ელემენტით ცალსახად განისაზღვრება. 

განსაზღვრება 7. ვიტყვით, რომ X სიმრავლის ქვესიმრავლეთა 

რომელიმე X, (ICI) სისტემა არის X სიმრავლის წესიერი დანაწილე- 

ბა, თუ ერთდროულად სრულდება შემდეგი სამი პიროჩზა: 

მ) X, # C–6 ,ყოველი 1C1- სათვის; 

ხ) X,(XX, =C ,ყოველი 7,7 C 1 - სათვის, სადაც 71% /; 

C) X =2 8.+ ,“ 
(6 

თეორემა 3. X სიმრავლეზე განსაზღვრულ ექვივალენტობის მი- 

მართებებსა და X სიმრავლის წესიერ დანაწილებებს შორის არსებობს 

ურთიერთცალსახა თანადობა. 

დამტკიცება. ვთქვათ 6 არის X სიმრავლეზე განსაზღვრული 

ექვივალენტობის მიმართება. ვაჩვენოთ, რომ X სიმრავლის ქვესიმრავ- 

ლეთა XC (XCX ) სიმრავლე X სიმრავლის წესიერი დანაწილებას 

წარმოადგენს. მართლაც: 

1) XCXC, რადგანაც XV რეფლექსური ბინარული მიმართებაა. ამგვა- 

რად ყოველი XC X ელემენტისათვის XC # C. 

2 XX და თ (», #C#X ) სიმრავლეები თეორემა 1 - სა და 2 - ის 

თანახმად ან ემთხვევიან ერთმანეთს ან არ თანაიკვეთებიან. 

3) X = L) XC; , რადგანაც X C XX ყოველი X C X - სათვის. 
XX 

1), 2) და 3) პირობებიდან გამომდინარეობს, რომ X სიმრავლის ქვე- 

სიმრავლეთა XX (XCX) სისტემა არის X სიმრავლის წესიერი დანა- 

წილება. 
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- ზინარული მიმართებები - 

4) ახლა ვთქვათ თ და Cთ” არიან ექვივალენტობის მიმართებები X 
სიმრავლეზე და თ #« თ”. მაშინ ან თ სთ %# C7 ან თ" CV # C. ვიგულის- 

ხმოთ, რომ თVხთ # თ, ე.ი. XXV და (X, /) # თ” რომელიღაც X», / C X 

- სათვის. ამგვარად / CXC> და 1 C Xთ". ამიტომაც XCთ # XCთ”, ე.ი. თ 

და თ ექვივალენტობებით განსაზღვრული XX სიმრავლის წესიერი 
დანაწილებები ერთმანეთისაგან განსხვავებულია. 

მივიღეთ, რომ X სიმრავლეზე განსაზღვრულ ექვივალენტობის 

მიმართებას ცალსახად ეთანადება X სიმრავლის რომელიღაც წესიერი 
დანაწილება. 

ახლა ვთქვათ, რომ X სიმრავლის ქვესიმრავლეთა X, ((C71) 

სისტემა არის X სიმრავლის წესიერი დანაწილება და 

/# =L I(X,»XX,). 
IC/ 

ვაჩვენოთ, რომ /3 ექვივალენტობის მიმართებაა X სიმრავლეზე. 

5) რადგან X =L IX, ,, ამიტომაც ყოველი XC X ელემენტისათვის 
ჯრ/ 

ყოველთვის მოიძებნება ისეთი #C/1, რომ XCX,, ე.ი. (XX) CX, XX. . 

ბოლო პირობიდან /? მიმართების განსაზღვრის თანახმად გვექნება 

X/8X. ეს კი ნიშნავს, რომ /7 რეფლექსური ბინარული მიმართებაა. 

6) ახლა თუ X/3/ რომელიღაც X, )/ C X – სათვის, მაშინ /#2 მიმართე- 

ბის განსაზღვრის თანახმად არსებობს ისეთი #6C7#/ ელემენტი, რომ 

(X,») C X, XX, „ე.ი. X, / C X, და ამიტომაც (X,X) C X, X X,. ბოლო 

პირობიდან /? მიმართეზის განსაზღვრის თანახმად გვექნება X/3X. ეს 

კი ნიშნავს, რომ #2 სიმეტრიული ბინარული მიმართებაა. _ 

7) ახლა თუ X/322/2/7 რომელიღაც X,2,X/C X - სათვის, მაშინ /3 

მიმართების განსაზღვრის თანახმად არსებობს ისეთი »X,ძ6C#/ 

ელემენტები, რომ (X2)CX,XX,, (2,7/)C X,X+X,, ე.ი. 2CX,როX.. 

ზოლო პირობიდან X სიმრავლის წესიერი დანაწილების განსაზღვრის 
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- ბინარული მიმართებები - 

თანახმად გვექნება ი =4, და ამიტომაც X2,7CX, და (» » CX,XX,. 

ბოლო პირობიდან /# მიმართების განსაზღვრის თანახმად გვექნება 

X/3X». ეს კი ნიშნავს, რომ /, ტრანზიტიული ბიწარული მიმართებაა. 

5), 6), 7) პუნქტების ძალით გვექნება, რომ /7 ექვივალენტობის 

მიმართებაა X სიმრავლეზე. 

მზ) ცხადია, რომ ყოველი XC X , თუ X6CX,, მაშინ X/2 = X,. მე-4) 

პუნქტის თანახმად X სიმრავლის ყოველი წესიერი დანაწილება ცალ- 
სახად განსაზღვრავს ექვივალენტობის მიმართებას. 

მივიღეთ, რომ X სიმრავლის წესიერი დანაწილება ცალსახად 

განსაზღვრავს X სიმრავლეზე რომელიღაც ექვივალენტობის მიმართე- 

ბას. 
განსაზღვრება 8. გრაფის ქვეშ ესმით სიბრტყის წერტილთა ნების- 

მიერი სიმრავლე, რომელსაც გრაფის წვეროებს უწოდებენ და ზოგიერთ 

წვეროთა შემაერთებელი წირების ერთობლიობა. 

გრაფის ორი წვეროს შემაერთებელ წირს გრაფის წიბოს უწო- 

დებენ. 
გრაფს, რომლის ყოველ წიბოზე აღნიშნულია მიმართულება, ორი- 

ენტირებულ გრაფს უწოდებენ. 
არსებობს მარტივი ხერხი ბინარული მიმართების წარმოდგენისა 

ორიენტირებული გრაფის სახით. მართლაც, ვთქვათ X სასრული სიმ- 

რავლეა და XC+XXX. X სიმრავლის ელემენტები წარმოვადგინოთ 
როგორც სიბრტყის წერტილები. თ ბინარული მიმართების ყოველ 

(X,») წყვილს ,თუ X # 7” შევუთა ნადოთ ორიენტირებული წიბო, 

რომელიც X წვეროდან გამოდის X წვე- 

> როს მიმართულებით. თუ Xჯ = 7 მაშინ მას 

”” 7 შევუსაბამებთ საათის ისრის საწინააღ- 
მდეგო მიმართულების მქონე მარყუჟს 

ნახ! ნახ.2.“ (ს. შესაბამისად ნახატები 1 და 2). 
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–- ზინარული მიმართემები - 

სავარჯიშოები 

მ) ვთქვათ X = ე,2) · იპოვეთ: 

ხ) 

1!) ყველა ბინარული მიმართებათა რაოდენობა; 
2 ყველა ბინარული მიმართები; 

ვს ყველა რეფლექსური ბინარული მიმართები; 
4 ყველა სიმეტრიული ბინარული მიმართები; 

5)ე ყველა ანტისიმეტრიული ბინარული მიმართები; 

რი) ყველა ტრანზიტიული ბინარული მიმართები; 
7 ყველა კვაზიდალაგების მიმართები; 
გვ) ყველა დალაგების მიმართებები; 

შ ყველა წრფივი დალაგების მიმართები; 

10) ყველა ექვივალენტობის მიმართები; 

11) ყველა იდემპოტენტური მიმართები; 

12) ააგეთ დალაგების მიმართებათა გრაფები. 

ვთქვათ +X = (1, 2,3, 4, 5) სიმრავლეზე მოცემულია შემდეგი ბინა- 

_0დ. მიმართებები: 

· =((V1),(V2)(1,3),(3,!),(3,4),(3,5),(4,1),(4.2),(5,3)), 
რ-ს, (L2),(2.1)„(22),(3.1),(32),(3,4 „(5.1),(5.2),(5.3) (5.4), 
,–(2,1),0.2).(2.9,(4.),(42),(49),(5.)),(.2).(45). 
C-(2I, (23)(24,(3.1),(33),(34-(5)),(52)„(5.3)+54(59). 
იპოვეთ თ,9Cთ,, თCე)9Cთ,, თკ9Cთ,, თ,9Cთ, და Cთ, 9თკ. 

ოა დაამტკიცეთ, რომ X სიმრავლეზე კვაზიდალაგების, დალაგეზისა 

და ექვივალენტობის მიმართებები ყოველთვის იდემპოტენტური 
მიმართებებია. 

ძ) ვთქვათ თ და /მ, ( C/ ) არიან X სიმრავლეზე რაღაც ბინარულ 

მიმართებათა სიმრავლე. აჩვენეთ, რომ: 

ს 2303-C>. 
IC6/ ICI 
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– ბინარული მიმართებები - 

2 «+(1 |=LI(45#): 
Iრ/ (7/ 

»(LIტ |-=-ს)(6-თ: 
„ი I6/ 

4 (06 |-«=L)(6:თ. 
ჯC6/ (6! 

თ) ვთქვათ თ, /2 და მ ბინარული მიმართებებია X სიმრავლეზე. 

აჩვენეთ, რომ (თი/)იბ =თი(/3ი2) · 

ჩ ვთქვათ თ და /7 ბინარული მიმართებებია X სიმრავლეზე. აჩვე- 

წეთ, რომ (თ 9/)” =/# ით". 

დ) ვთქვათ C და /2 ისეთი ექვივალენტობის მიმართებებია X სიმ- 

რავლეზე, რომ C9C/3 = /43ით. აჩვენეთ, რომ Cთ9/2 იქნება ექვი- 

ვალენტობის მიმართება X სიმრავლეზე. 

ხ) აჩვენეთ, რომ X სიმრავლეზე ნებისმიერი X, /#, და 0 მიმართე- 

ბებისათვის, თუ თ C /2, მაშინ თ92 C /#-=ბპ2 და 069-=XC209/ჩ. 

უ) ვთქვათ თ ნებისმიერი ბინარული მიმართებაა X სიმრავლეზე 

და თ' = II თ” . აჩვენეთ, რომ: 

1) ფილ=ფიათ=C; 

2) -ი0).„=/#„»,»95X=თ; 

3) XC ს”, რეფლექსური ბინარული მიმართებაა X სიმრავლეზე; 

4 თათ! სიმეტრიული ბინარული მიმართება X სიმრავლეზე; 

5) »' ტრანზიტული ბინარული მიმართება X სიმრავლეზე; 

6) მაშინ (თ სთ ა#ტ ჯ I ექვივალენტობის მიმართება X სიმრავ- 

ლეზე. 
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– 71– არული მიმართებები, I) – არული ალგებრული ოპერაციები, - 
- ალგებრები და ალგებრული სისუემები - 

§4. 7– არული მიმართებები, 7? – არული ალგებრული ოპერაციები, 

ალგებრები და ალგებრული სისტემები 

ვთქვათ X,, X,,..., X, ნებისმიერი არაცარიელი სიმრავლეებია 

და XX: ,...X, შესაბამისად XI), X,,....X, სიმრავლეთა ელემენტებია. 
განსაზღვრება 1. X,,X.,....X, მიმდევრობას #1 – ელემენტიანი 

კორტეჟი ეწოდება X,, X,,..,X, სიმრავლეებზე და (X,X,.-,X,) სიმ- 

ბოლოთი აღვნიშნავთ. თუ (».X».--»„X»,) მეორე კორტეჟია -X,, X,,..:)X, 

სიმრავლეზე, მაშინ (X,X,,..,X,) და ( XIXც--» »”,) კორტეჟებს უწო- 

დებენ ერთმანეთის ტოლს, თუ V, = )/, ყოველი I =I,2,...,77? - სათვის. 

სიმრავლეს >X,X>XX-··X X, =I(X»,X....,X,) |X C-X,X C-..-,X, CX| 
2), X ც.-ს X, სიმრავლთა დეკარტული ნამრავლი ეწოდება. თუ 
X,ლ=.--=X, =X , მაშინ X X X X-··-X X სიმრავლე X” სიმბოლოთი 

ი 
აღინიშნება. 

განსაზღვრება 26. X” სიმრავლის ნებისმიერ ქვესიმრავლეს 
# – არული მიმართება ეწოდება X სიმრავლეზე. 

განსაზღვრება 3. X” სიმრავლის X სიმრავლეში ნებისმიერ / 
ასახვას # – არული ალგებრული ოპერაცია (ან კიდევ 71 – რანგიანი 
ალგებრული ოპერაცია) ეწოდება. #7 =1,2,3 შემთხვევაში / ასახვას 

შესაბამისად უნარული, ბინარული და ტერნარული ოპერაციები ეწო- 

დება. X სიმრავლის ელემენტის დაფიქსირებას კი წულარული ოპერა- 

ცია ეწოდება. 

ახლა ვთქვათ «2 რაღაც ოპერაციათა სიმრავლეა X სიმრავლეზე, 
ხოლო §V კი რაღაც მიმართებათა სიმრავლეა X სიმრავლეზე. 

განსაზღვრება 4. დალაგებულ X=(X,0),6CX) სამეულს ალგებ- 
რული სისტემა ეწოდება. §) სიმრავლეს კი მთავარი ოპერაციათა სიმ- 
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– 5– არული მიმართებები, 1 – არული ალგეზრული ოპერაციეზი, - 

– ალგებრები და ალგებრული სისღეშმები - 

რავლეს უწოდებენ. ხოლო ალგებრულ X =(X,6),C,) და V =(X,C,C7) 

სისტემეზს შესაზამისად ალგებრა და მოდელი ეწოდება და X=(X,§2) და 

V =(X,C”) სიმბოლოებით აღინიშნება. 

თუ §2= (0404) -»./.) , მაშინ X =(X,C)) ალგებრას სიმბოლუ- 

რად ასეც წარმოადგენენ X =(X, /, 7)...» /,)· 

ორ X=(X,C0)) და V =(X,(X”) ალგებრას ერთნაირტიპიანი 

ეწოდება, თუ §ჩჰ და §»” სიმრავლეებს შორის არსებოზს ისეთი 6 ზიექ- 

ცია, რომ ყოველი / C 62» ელემენტისათვის / და 6(/) ოპერაციების 

რანგები ერთმანეთის ტოლია. 

ვთქვათ X=(X, ,(2) და V= („ , C") ერთნაირტიპიანი ალგებრე- 

ზია და 6 ისეთი ბიექციაა, რომ ყოველი / C§) ელემენტისათვის / და 

0(/) ოპერაციების რანგები ერთმანეთის ტოლია. თუ XCX და ყო- 

ველი 6(/ ) CC» ოპერაცია არის / ოპერაციის 7 სიმრავლემდე შე%ზ- 

ღუდვა, მაშინ V =(X,C”) ალგებრას X = (X, (01) ალგებრის ქვე- 

ალგებრა ეწოდება. 

ახლა ვთქვათ (+) და (ი) ორი ბინარული ალგებრული ოპერაციაა 

X. სიმრავლეზე. მათ შეიძლება გააჩნდეთ შემდეგი თვისებები: 

2) X#)7/= #/%X ყოველი X, 7 C X ელემენტებისათვის ((») ოპერაცია 

კომუტაციურია); 
ხ) (» ” ») #2=XჯX» ( X”" 2) ყოველი X,),2C XX ელემენტებისათვის 

( (+) ოპერაცია ასოციაციურია); 

ი თუ C') ოპერაციის მიმართ არსებობს ისეთი 6 C X ელემენტი, 

რომ 6#X=X%6=Xჯ ყოველი XC X ელემენტისათვის. მაშინ 6 

ნეიტრალური ელემენტი ეწოდება (+) ოპერაციის მიმართ. 
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– #9 – არული მიმართებები, 11 – არული ალგეზრული ოპერაციები, - 
- ალგებრები და ალგებრული სისტემები - 

ძ) ვთქვათ (+) ოპერაციის მიმართ X სიმრავლეში არსებობს 6 

ნეიტრალური ელემენტი. თუ (9) ოპერაციის მიმართ X სიმრავ- 

ლის X ელემენტისათვის არსებობს ისეთი X ელემენტი, რომ 
XM”X=XM#X =6 მაშინ »ჯ ელემენტს X ელემენტის სიმეტრი- 

ული ელემენტი ეწოდება. 
ტი თუ (3) ოპერაციის მიმართ არსებობს ისეთი 0 C X ელემენტი, 

რომ 0#X=7Xჯ%0=0 ყოველი XC X ელემენტისათვის, მაშინ 0 

ნულოვანი ელემენტი ეწოდება (») ოპერაციის მიმართ. 

ი X»#(792)=(X+»)9(X+2) და (792)+X=(»+X)ი(2»X) ((+)ოპე- 
რაციის დისტრიბუციულოზის კანონები (9) ოპერაციის მიმართ). 

თუ (63) ოპერაცია აღნიშნულია (+) სიმბოლოთი, მაშინ მას X 

სიმრავლეზე შეკრების ოპერაცია ეწოდება. X სიმრავლის ნეიტრალურ 

2 ელემენტს და Xჯ ელემენტის სიმეტრიულ X' ელემენტს შეკრების 
ოპერაციის მიმართ, შესაბამისად ნულოვან და მოპირდაპირე ელემენ- 

ტებს უწოდებენ და 0 და –X სიმბოლოეზით აღნიშნავენ. 

თუ (3. ოპერაცია აღნიშნულია C) სიმბოლოთი, მაშინ მას X 

სიმრავლეზე გამრავლების ოპერაცია ეწოდება. X სიმრავლის წეიტრა- 

ლურ 6 ელემენტს და X ელემენტის სიმეტრიულ X»” ელემენტს გამ- 
რავლების ოპერაციის მიმართ, შესაბამისად ერთეულოვან და შებრუ- 

წებულ ელემენტეზს უწოდებენ და 1 და ჯ სიმბოლოებით აღნიშნავენ. 

განსაზღვრება 5. X=(X ; ») ალგებრას, სადაც (64) ბინარული 

ალგებრული ასოციაციური ოპერაციაა, ნახევარჯგუფი ეწოდება. 

თუ X ნახევარჯგუფში (3) ოპერაციის მიმართ არსებობს ნეიტ- 

რალური ელემენტი, მაშინ X ნახევარჯგუფს მონოიდი ეწოდება. 

განსაზღვრება 6. X=(>X,+,,) ალგებრას, სადაც (X») არის ზინა- 

რული ალგებრული ოპერაცი), ხოლო (1) უწარული ალგებრული ოპერა:ა- 

ციაა, ჯგუფი ეწოდება, თუ 
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– I – არული მიმართეზები, 7 – არული ალგებრული ოპერაციები, – 

- ალგებრები და ალგებრული სისტემები - 

ვ) (X,») მონოიდია (») ოპერაციის მიმართ ნეიტრალური 6 ელემენ- 

ტით; 

ხ) ყოველი XC X ელემენტისათვის არსებობს ისეთი X” C X ელე- 
მენტი, რომ X#X =X M#Xჯ=6,; 

X ჯგუფს ეწოდება აბელური, თუ ჯგუფში განმარტებული (») 
ოპერაცია კომუტაციურია. 

განსაზღვრება 7. X=(X,+-–,.1) ალგებრას, სადაც (+) და C) 

არის ბინარული ალგებრული ოპერაციები, ლ უნარული ალგებრული 

ოპერაციაა, ხოლო 1 ნწულარული ალგებრული ოპერაციაა, რგოლი ეწო- 

დეზა, თუ 
მ) (X ,+, –) აბელური ჯგუფია (+) და (–) ოპერაციების მიმართ 

ნულოვანი 0 ელემენტით; 

ხ) (X- მონოიდია C) ოპერაციის მიმართ ერთეულოვანი 1 ელემენ- 

ტით; 

ა X-(7+2)=(X-X7)+(X-2) და (»#+2):X=(წ/-X)+(2-·X); 

(X : +,–) აბელურ ჯგუფს, X რგოლის ადიციური ჯგბუფი ეწო- 

დება. 

(X :51) ალგებრას X რგოლის მულტიპლიკაციური მონოიდი 

ეწოდება. 
X რგოლს ეწოდება კომუტაციური, თუ რგოლში განმარტე- 

ბული გამრავლების ოპერაცია კომუტაციურია. 

ამბობენ X რგოლია წულის გამყოფი ელემენტების გარეშე, თუ 

ნებისმიერი XX»7CX ელემენტებისათვის X#%0 და 7/#0 პირობიდან 

ყოველთვის გამომდინარეობს პირობა X.·7#0. 

კომუტაციურ X რგოლს წულის გამყოფი ელემენტების გარეშე 

მთელობის არე ეწოდება. 
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– M– არული მიმართებები, 7– არული ალგებრული ოპერაციები, - 

- ალგეზრები და ალგებრული სიხღემეზი - 

განსაზღვრება 7. ვთქვათ 0 და 1 რგოლის ნულოვანი და ერთე- 
ულოვანი ელემენტებია. იმ უმცირეს #>1 ნატურალურ რიცხვს, რომ- 

ლისთვისაც სრულდება პირობა #:1=1+1+-···+1=0, რგოლის მახასიათე- 
წ 

ბელი ეწოდება. 
თუ ტოლობა #/-.1=0 სრულდება მხოლოდ მაშინ, როცა 77=0, 

მაშინ X -ს ნულმახასიათებლიანი რგოლი ეწოდება. 

განსაზღვრება 8. ვთქვათ X=(X+-–1 რგოლია. თუ X რგოლის 

ყოველი არანულოვანი XC X ელემენტისათვის არსებობს შებრუნე- 

ბული X ! C X ელემენტი, მაშინ X. რგოლს ტანი ეწოდება. 

განსაზღვრება 9. ვთქვათ 0 არის X =(X,+,–,»1) ტანის 6ნულო- 

ვანი ელემენტი. თუ 0 #1, მაშინ კომუტაციურ X ტანს ველი ეწოდება. 

ვთქვათ X =(X,+,–,', 1) არის რომელიღაც ველი, რომელსაც სკა- 

ლართა ველი ეწოდება, ხოლო მის ელემენტებს კი - სკალარებო ეწო- 

დება. 

ახლა ვთქვათ ” არაცარიელი სიმრავლეა. CI: X XI –>” რომე- 

ლიღაც ასახვაა XX” სიმრავლისა ” სიმრავლეში. ამ დროს (X,ით) 

ელემენტის (»X C X,ძC 7) სახეს თ ასახვის დროს X·ძთ სიმბოლოთი 

აღვნიშნავთ, ე.ი. თ((>, ძ)) =Xჯ-ძ. 

თუ XC X სკალარი ფიქსირებულია, და თ, არის C) ასახვის შეზ- 

ღუდვა (X) XI სიმრავლემდე, მაშინ თ, ასახვა შეიძლება განვიხილოთ, 

როგორც უწარული ოპერაცია ” სიმრავლეზე. 

განსადღვრეზბა 10. ალგებრას V = (7, +, ; თ. IXC+X )) ეწოდება 

ვექტორული (წრფივი) სივრცე X ველზე, თუ იგი აკმაყოფილებს შემ- 
დეგ პირობებს: 

მ) (”, +,–) ალგებრა, სადაც (–) ოპერაცია ემთხვევა თ, (–1 C Xჯ ) 

ოპერაციას, აბელური ჯგუფია; 
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– I) – არული მიმართებები, 1 – არული ალგეზრული ოპერაციები, - 
– ალგეზრები და ალგებრული სისხფდღემები - 

ხ) თ, (ი) =Cთ, (თ, (9)) (ე.ი. (X»X·7):ძ=X»·(/:ძ) ), ყოველი X, 7/ C X 

სკალარისათვის და ი CI” ელემენტისათვის; 

ი თ,.(თ=თ(ი)+თ.(თ) (ე.ი.(X+X):ძ=X·ძ+X/-ძ), ყოველი X»/CX 

სკალარისათვის და 0 C” ელემენტისათვის; ! 

ძ) თ, (თ+ხ)=თ,(თ)+თ,(ხ) (:ი. »X·(თ+ხს)=X-·თ+X-ხ), ყოველი 

XC X სკალარისათვის და ძ,ხ CM” ელემენტებისათვის; 

ი) თ, (ძ) =ძ (ე.ი. 1:ძ = 9), ყოველი ი CI” ელემენტისათვის. 

(” ,+, –) ჯგუფს V ვექტორული სივრცის ადიციური ჯგუფი 

ეწოდება. ამ ჯგუფის წულოვან ელემენტს, რომელსაც 0 სიმბოლოთი 

აღვნიშნავთ, V ვექტორული სივრცის წულოვანი ელემენტი ეწოდება. 

V ვექტორული სივრცის ელემენტებს ვექტორები ეწოდება, ხოლო ” 
სიმრავლის ძ და 0თ, (2) =-ძ ელემენტებს, მოპირდაპირე ვექტორები 

ეწოდება. და ბოლოს ხ), C), ძ) და C) პირობებს V ვექტორული სივრცის 

აქსიომები ეწოდება. 

შევნიშნოთ, რომ ვქტორული სივრცეში და ველში გამოყენებული 

ზოგიერთი ოპერაციის სიმბოლო ერთმანეთს ემთხვევა. მათი განსხვა- 

ვება ხდება იმ ელემენტების მიხედვით რომლებზედაც ისინი მოქმედე- 

ბენ. 

განსაზღვრება 11. ალგებრას V =(X/,+,-,(თ, | XC XL), სადაც 

(7,+,(თ, |XC X1) ვექტორული სივრცეა X ველზე, ეწოდება წრფივი 
ალგებრა, თუ 

მ) (მძ+ხ)·=თ·-C+ხ·C და C-(0+ხ) =C·თ+C-ხ, ყოველი თ,ხ,0 CV ელე- 

მენტებისათვის; 

ხ) თ,(თ-·ხ)=(თ,ძი)-ხ=ძ-(თ,ხ) (ე.ი.X-(თ·ხ)=(X-თ):ხ=თ.-(X-6)), 

ყოველი ძ,0 C” და XC X ელემენტებისათვის. 
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– 7 – არული მიმართებები, 71 – არული ალგებრული ოპერაციები, - 
- ალგეზრები და ალგებრული სისტემები - 

(7,–5(თIXCX.) ვექტორული სივრცის განზომილებას V ალგებ- 

რის რანგი ეწოდება. ! 

განსაზღვრება 12. ისეთ წრფივ ალგეზრას, რომლის ყოველ წული- 

საგან განსხვავებულ ელემენტს გამრავლების ოპერაციის მიმართ გააჩ- 

ნია შებრუნებული ელემენტი, ეწოდება ალგებრა გაყოფით. 

თეორემა 1. X = (X ; ») ალგეზრაა, სადაც (63) ზინარული ალგებ- 

რული ოპერაციაა. მაშინ სამართლიანია შემდეგი წინადადებები. 

ვმ) თუ 6'და C” შესაბამისად არიან მარცხენა და მარჯვენა ნეიტრა- 

ლური ელემენტები (3. ოპერაციის მიმართ, მაშინ რ6' =6C”, ე.ი. 

(63) ოპერაციის მიმართ ნეიტრალური ელემენტი ცალსახად განი- 

საზღვრება; 

ხ) თუ 0” და 0” შესაბამისად არიან მარცხენა და მარჯვენა ნულები 

(+) ოპერაციის მიმართ, მაშინ 0” =C0”, ე.ი. (63) ოპერაციის მი- 

მართ წულოვანი ელემენტი ცალსახად განისაზღვრება. 

დამტკიცება. ვთქვათ 6” და 6” შესაბამისად არიან მარცხენა და 

მარჯვენა ნეიტრალური ელემენტები (63) ოპერაციის მიმართ. მაშინ 

6” =6'#6" =C”, 
ახლა თუ 0” და 0” შესაბამისად არიან მარცხენა და მარჯვენა 

ნულები (63) ოპერაციის მიმართ, მაშინ 0” = 0”#0” = 0”. 0 

თეორემა 2. X=(X,+,6) ალგებრა მონოიდია. თუ X და »" 

შესაბამისად არიან XC X ელემენტის მარცხენა და მარჯვენა სიმეტ- 

რიული ელემენტები (+) ოპერაციის მიმართ, მაშინ X = X”, ე.ი. (63) 

ოპერაციის მიმართ X ელემენტის სიმეტრიული ელემენტი ცალსახად 

განისაზღვრება. 

დამტკიცეზა. X=(X,+,6) ალგებრა მონოიდია. მაშინ 61 #X)+X = 

=06#X"=X, X #(X#X”)=X» #6 =X. რადგან (+) ოპერაცია ასოცია- 

ციურია. ამიტომაც (X #X)#X" = X#(X+X), ე.ი. X”= X”. C 
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–- 77– არული მიმართებები, 71– არული ალგებრული ოპერაციები, - 
– ალგეზრები და ალგებრული სისდემები - 

ქვემდებარე დიაგრამაზე მოცემულია ალგებრულ სისტემათა 

კლასებს შორის დამოკიდებულებები. კერძოდ, კლასებს შორის ისრის 

ხოლოები მიუთითებენ იმ კლასებს, რომლებიც შედიან ამორჩეული 
ალგებრულ სისტემათა კლასში. 

  

      
  

      
    

            

  

    
  

  

      
    

            

    

          
  
  

  

          

  

სიმრავლეები 

”» 

ალგებრული სისტემები 

4 => 

ალგებრები მოდელები 

““–“– 
ნახევარჯგუფები 

L4 

ჯგუფები 

ასა)“/.>3>>” 

რგოლები ვექტორული სივრცეები 
» ”7 

ტანები წრფივი ალგებრები 

» ––->. 7 

ველები ალგებრები გაყოფით 

სავარჯიშოები 

მ) ვთქვათ, IM, 7, 0, # სიმბოლოებით შესაზამისად აღწიშნული არიან 

ყველა ნატურალურ რიცხვთა სიმრავლე, ყველა მთელ რიცხვთა 

სიმრავლე, ყველა რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლე და ყველა 

ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე. (+).(–),(:) და () სიმბოლოებით 
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- წ – არული მიმართებები, )1– არული ალგეზრული ოპერაციები, - 

- ალგებზრები და ალგებრული სისღემეზბი - 

აღნიშნული არიან შეკრების, გამოკლების, გამრავლებისა და გა- 

ყოფის ოპერაციები მოცემულ სიმრავლეებზე. 

1) შეამოწმეთ ჩამოთვლილი ოპერაციებიდან რომელი ოპერაციებია 

ალგებრული VM, 2,0, # სიმრავლეებზე. 

2) შეამოწმეთ ჩამოთვლილი სიმრავლეებიდან რომელი სიმრავლე- 

ები რომელი ოპერაციების მიმართ ქმნიან ალგებრას. 

3) შეამოწმეთ ჩამოთვლილი სიმრავლეებიდან რომელი სიმრავლე- 

ები რომელი ოპერაციების მიმართ ქმნიან ნახევარჯგუფს. 

4) შეამოწმეთ ჩამოთვლილი სიმრავლეებიდან რომელი სიმრავლე- 

ები რომელი ოპერაციების მიმართ ქმნიან მონოიდს. 
5) შეამოწმეთ ჩამოთვლილი სიმრავლეებიდან რომელი სიმრავლე- 

ები რომელი ოპერაციების მიმართ ქმნიან ჯგუფს. 

6) შეამოწმეთ ჩამოთვლილი სიმრავლეებიდან რომელი სიმრავლე- 

ები რომელი « ჰერაციების მიმართ ქმნიან რგოლს. 

7) შეამოწმეთ ჩამო! ·ვლილი სიმრავლეებიდან რომელი სიმრავლე- 

ები რომელი ·პერაციების მიმართ ემნიან ტანს. 

8) შეამოწმეთ ჩან..თვლილი სიმრავლეებიდან რომელი სიმრავლე- 

ები რომელი ოპერაციების მიმართ ქმნიან ველს. 

ხ) შეამოწმეთ ჩამოთვლილი სიმრავლეებიდან რომელი სიმრავლეები 

(+ (–,0 ოპერაციების მიმართ ქმნიან ველს: 

1) ყველა კენტმნიშვნელიანი რაციონალური რიცხვები; 

2) ყველა X+ »7V2 სახის რიცხვები, სადაც X,)/ C #; 

3) ყველა X+ »V5 სახის რიცხვები, სადაც X, 1/ C #; 

4) ყველა X + »?%2 სახის რიცხვები, სადაც X,)/ C #; 

5) ყველა X+ »”–%2 +294 სახის რიცხვები, სადაც X,)/ C #; 

თ) ვთქვათ ”, წნულისაგან განსხვავებული რომელიღაც ნატურალური 

რიცხვია. 

0=(ი2|2C2), 1 =(X2+1|2C2) „.,MI–1=(MC+(7I-1)| 2C2|. 

0, I,2, ..M-I) და 71, / C 2„. სიმრავლეში ახლა ვთქვათ 2, =| 
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– 9 – არული მიმართებები, 7 – არული ალგეზრული ოპერაციები, - 

– ალგებრები და ალგებრული სისტემები - 

შემოვიტანოთ ელემენტთა შეკრებისა და გამრავლების ოპერა- 

ციები შემდეგნაირად: 1+/=I+/ და 1 ·.·/ =I!-I. აჩვენეთ, რომ 

2 =(2,,+, – +1) ალგებრა ყოველთვის რგოლია და ველი), 

როცა 7”. მარტივი რიცხვია. რგოლის მახასიათებელი კი 7: -ის 
ტოლია. 

ძ) ვთქვათ #” = ((%,X,,..,X,)| XX... X, C #I. (X,X,,..:X,), 

(»”,X».,--»X#) CX და XC. #” სიმრავლეზე გაწვმარტოთ 

ზინარული (+) და უნარული თ), ოპერაციები შემდეგნაირად: 

(»,X%,-.»X,)+(2,,2»,-»X) =(= +X,% +/.-»X, +X), 
თ, (X,X,..X,) =X'(X%,%,..,X,)= (X:X, X-X,...,X·X,). 

აჩვენეთ, რომ ალგებრა IX" =(X”,+,(0, ,X6X 1) ვექტორული 

სივრცეა ნამდვილ რიცხვთა # ველზე. ., 
ი) ვთქვათ X წებისმიერი არაცარიელი სიმრავლეა. X სიმრავლეზე 

განვმარტოთ () გამრავლების ოპერაცია შემდეგნაირად: X-)/=X 

ყოველი X,/C+X ელემენტებისათვის. აჩვენეთ, რომ ალგეზრა 

(Xჯ , ) ნახევარჯგუფია. 

ჩ აჩვენეთ, რომ IL = (#,”») ალგებრა ნახევარჯგუფია (3) ოპერაციის 

მიმართ და იპოვეთ მისი იდემპოტენტური ელემენტები, თუ 

1) 0ი2+ხ=ძ+ხ+3; 2) ი+ხ=ძ-(1-ხ)+ხ;3) ი+«ხ=ძი+ხ-Vთ;ს; 

4) თი+ხ=ი+ხ+თიხ;5) ი+ხ=-ძ-ხ+თხ+2;6) ი+ძხ=-20-2ხ+ძხ+6; 
7) 02%2ხ=2ძ+2ხ+20ხ +1, სადაც # ყველა წამდვილი რიცხვების 

სიმრავლეა, ხოლო (+) ,(–) , C) შესაბამისად შეკრების, გამოკლე- 

ბისა და გამრავლების ოპერაციებია ნამდვილ რიცხვთა სიმრავ- 

ლეზე. 
თ ვთქვათ # არის ყველა (2 ჩ სახის მატრიცების სიმრავლე რაციო- 

40



– I – არული მიმართებები, ს) – არული ალგებრული ოპერაციები, - 

- ალგეზრები და ალგებრული სისღემები - 

ნალური რი და ხ ელემენტებით. აჩვენეთ, რომ ალგებრა 

#=(#,+–,4) , სადაც (+),(–) და C) მატრიცების შეკრების, 

მოპირდაპირე ელემენტის აღების და გამრავლების ოპერაციეზია, 

ხოლო 6 = (19). აჩვენეთ, რომ # ალგებრა ველია, რომელიც 

შეიცავს ისეთ X ელემენტს, რომ X»” =–46. 

ხ) ვთქვათ 7 ყველა მთელი რიცხვების სიმრავლეა, ხოლო (+). (–) 

და (C) შესაბამისად შეკრების, გამოკლების და გამრავლების ოპე- 

რაციებია მთელ რიცხვთა სიმრავლეზე და X, ” C 2 . აჩვენეთ, რომ 

(2,+, ი, ,0) ალგებრა რგოლია, თუ 

1) X+, X7=X+X»+<-2, X5 7/=X-/-2:X-2-/+6; 

2) X+,»X=X+X”/+-I, X·, /=X./#–-X-)/+2; 

3) X+, /=X+1I/+3, X-·, /=X-·/-3-:X–3-)/+6; 

4) X+, 7=X+I+2, X·, /=X:ქ7/+2-X+2-7/+2. 

1) ვთქვათ # ყველა წამდვილი რიცხვების სიმრავლეა, ხოლო (+). 

(–) და () შესაბამისად შეკრების, გამოკლების და გამრავლების 

ოპერაციებია წამდვილ რიცხვთა სიმრავლეზე და X, ”/6 7 . 

აჩვენეთ, რომ (2 ,+, ,0) ალგებრა ველია, თუ 

3 
1) X+ =X+ _1 ჯ: =ჯ- _1..- 1, +-–: ს»= »” 2” ", »” 2 2 ” 4: 

3 3 3 7 1 
2 + = + ––, ა =-Xჯ. _–=-–-ჯL–--. +–-; ) X#,»>=X+»-– 2, #5X=5X·მX-> 2793 

1 1 
3 + =X+V+-–, · =XჯX.#/+-–--X+-–--M#M–-–. ) X+, X»XC=X+» 2 Xს /=X-» 2 Xჯ 2 »” 4 
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- რიცხვითი სისტემები - 

§ 5. რიცხვითი სისტემები 

ნატურალურ რიცხვთა სისტემა 

განსაზღვრება 1. M =(/V,+,-,0,1) ალგებრას, სადაც V არაცარი- 

ელი სიმრავლეა, (+) , (C) შესაბამისად შეკრებისა და გამრავლების ბი- 

ნარული ალგებრული ოპერაციებია, ხოლო 0 და 1 წულარული ოპერ:- 
ციებია, ეწოდება ნატურალურ რიცხვთა სისტემა, თუ იგი აკმაყოფი- 

ლებს შემდეგ პირობებს: 

8) 7+1 «0 ყოველი 71 C V ელემენტისათვის; 
ხ) თუ #+1=7#+1, მაშინ 7 = 7) ყოველი /1,7I C V ელემენტებისა- 

თვის; 

თ) 72+0 =/1, ყოველი / C MV ელემენტისათვის; 

ძ) 7+ (IC + I) = (ფი + 7?) +I, ყოველი 7,7? C MV ელემენტებისათვის; 

დ) 7:70=0,ყოველი #7 C V ელემენტისათვის; 

ი » -(V + 1) =79-M+M, ყოველი 71,” C IV ელემენტებისათვის; 

თე) თუ 4 არის M სიმრავლის ისეთი ქვესიმრავლე, რომ 0 C 4 და 
ყოველი #7 - სათვის პირობიდან # C 4 ყოველთვის გამომდინა- 

რეობს 7+1 C ,4 პირობა, მაშინ 4 =V. 

საზოგადოდ ძ), ხ), 9, ძ), 4) 17, ), წ.) პირობებს პეანოს აქსიომები 

ეწოდება. 8) აქსიომას კი ინდუქციის აქსიომა ეწოდება. 

M სიმრავლის ელემენტებს ნატურალური რიცხვები ეწოდება. 0 - 

სა და 1 – ს ნატურალურ რიცხვთა M სისტემის ნულოვანი და ერთეუ- 

ლოვანი ელემენტი ეწოდება. 
1+1, ი + 1) +1, (0+0+1)+! და ა.შ. ელემენტების ჩასაწერად 

შესაბამისად გამოიყენებიან სიმბოლოები 2, 3, 4 და ა.შ. ამგვარად, 

1+1=2, (I+I)+1=3, ((1+1)+1)+1 = 4 და ა.შ. 
ახლა ვაჩვენოთ, რომ არსებობს ნატურალურ რიცხვთა სისტემა. 

ვთქვათ, რომ (00 ერთელემენტიანი სიმრავლეა. L ელემენტის გა- 
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- რიცხვითი სისღემეზი - 

მოყენებით შევადგინოთ ყველა შესაძლო სასრული მიმდევროზა. ასეთ 

მიმდევროზებს საზოგადოდ სიტყვები ეწოდება თ სიმრავლეზე. 

სიტყვადაა მიღეზული ისეთი მიმდევრობაც, რომელიც მოცემული სიმ- 

რავლის არცერთ სიმბოლოს არ შეიცავს. ასეთ სიტყვას ცარიელი სიტყვა 

ეწოდება. 
შემდეგში სიტყვას, რომლის ჩაწერაში მონაწილეობს # რაოდენო- 

ბის I სიმბოლო აღვნიშნავთ #”, ხოლო ცარიელ სიტყვას კი - 0, სიმბო- 

ლოთი. 

განსაზღვრეზა 2. შევნიშნოთ, რომ 90 სიმრავლეზე #7 და 7! სიტ- 

ყვებს ერთმანეთის ტოლი ეწოდება თუუ მათ ჩანაწერში გამოყენებულ LI 

სიმბოლოთა რაოდენობა ერთნაირია. 

0 სიმრავლეზე ყველა სიტყვათა სიმრავლე აღვნიშნოთ V/V” სიმ- 

ბოლოთი. ვთქვათ #”, MI C V.. V. სიმრავლეზე შემოვიტანოთ სიტყვა- 

თა შეკრებისა და გამრავლების ოპერაციები შემდეგნაირად: კერძოდ #7 

და #7? სიტყვათა ჯამის ქვეშ იგულისხმება სიტყვა #77 და შემდგომში 

აღინიშნება სიმბოლოთი /I1+, ”I, ე.ი. 7177? = /1+, 1. 

7 და 7 სიტყვათა ნამრავლის ქვეშ იგულისხმება 771+, 71% ·“·+, 71 
ზაა___-: 

” 

სიტყვა და 71·, 7) სიმბოლოთი აღინიშნება, ე.ი. 

,. I =I+, II+, ·'“+, 1. ·-..(1) 
სა ა აღ –---5 

· 

თეორემა 1. M =(V ,+,.,0,,I) ალგებრა ნატურალურ რიცხვთა 

სისტემას წარმოადგენს. 

დამტკიცება. ვთქვათ ”M წებისმიერი ელემენტია M · სიმრავლი- 

დან. მაშინ ცხადია სიტყვა /1I არ არის ცარიელი, ამიტომ IL =7+, I#X0,. 

ახლა თუ 7 და 7! ისეთი ელემენტებია M “ სიმრავლიდან, რომ 

MI = VI. მაშინ ხოლო ტოლობიდან, განსაზღვრება (1)-ის თანახმად, 

გვექნება 72 = 71, ე.ი. 77+, | =/1+, I პირობიდან ყოველთვის მიიღება 
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- რიცხვითი სისტემები - 

#1 = 7? ტოლოზა. 

განსაზღვრეზა 1-ის თანახმად ცხადია, რომ #7? +, 0, = #7 ყოველი 

#7. C M ' ელემენტისათვის. 

ახლა, თუ #, 7 6 V" , მაშინ 7I(7II) = (71) I. ამიტომაც 

M+, (თ+, I)=(ი+, ”)+, L. 

ვთქვათ » არის M. წებისმიერი ელემენტი, მაშინ 

M,0, =0,+,0, + ···+,0, =0,. 
ლა-ე'–-–-ი 

” 

ახლა, თუ 7”, 7) C V , მაშინ IV. სიმრავლეში გამრავლების ოპერა- 

ციის და სიტყვათა ტოლოზის განმარტების თანახმად, გვექნება 

M', (თ+, I)=(თ+, L)+, (თ+, I)+, .-.+, (თ+, I)= 
ზ 

ს” 
»ჩ 

=M+, MI +, '··+, MM +, I+, I+, ··:+, L=(/., ”I)+, 7. 
” 

“” “ს 

ვთქვათ 7” არის / სიმრავლის ისეთი ქვესიმრავლე, რომ იგი 

აკმაყოფილებს შემდეგ ორ პირობას: 

მე 0, C/# და 

ხ) ყოველი 7! – სათვის, პირობიდან #7 C 4 ყოველთვის გამომდინა- 

რეობს 711 = 71 +, 1 C „4 პიროზა. 

7 (») აღვნიშნოთ პრედიკატი “MC 4". დაშვების თანახმად 

7(0,) პრედიკატი ჭეშმარიტია. მაშინ ხ) პირობის თანახმად 7” (I) 

პრედიკატიც ჭეშმარიტი იქნება. აქედან იგივე ხ) პირობის თანახმად 

მიიღება 7(II)-ის ვჭეშმარიტობაც, და ა. შ. 7/+1 ნაბიჯზე ყოველი 

7 C M“ -სათვის მიიღება 7 (»I) პრედიკატის ჭეშმარიტობაც. 0 

თეორემა 2 (მათემატიკური ინდუქციის პრინციპი). თუ 7” (») 
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-– რიცხვითი სისღემები - 

არის ისეთი ერთადგილიანი პრედიკატი ნატურალურ რიცხვთა VM 
სიმრავლეზე, რომლიც აკმაყოფილებს შემდეგ ორ პირობას: 

8) 7(0) ჭეშმარიტია; 

ხ) თუ იმ პირობიდან, რომ I (») პრედიკატი ჭეშმარიტია ყოველი 

#CIV - სათვის, ყოველთვის გამომდინარეობს პირობა, რომ 7' (თ +1) 

პრედიკატიც ჭეშმარიტი), მაშინ 7” (ო) პრედიკატი ჭეშმარიტი იქნება 

წებისმიერი ნატურალური # რიცხვისათვის. 

დამტკიცება. ვთქვათ „4 არის ყველა იმ ნატურალური რიცხვების 

სიმრავლე, რომელთათვისაც IC”) პრედიკატი ჭეშმარიტია. დაშვების 

თანახმად 7(0) ჭეშმარიტია, ე.ი. 0 C /4. ახლა თუ წებისმიერი /1 C M 

რიცხვისათვის 7(») პრედიკატი ჭეშმარიტი), ე.ი. თუ 7 C 4, მაშინ 

დაშვების თანახმად 7' (ო”+1) პრედიკატიც ჭეშმარიტი იქნება, ე.ი. 

”I+1C 4. აქედან, ინდუქციის აქსიომის თანახმად, მივიღებთ 4=V. 

ამგვარად 7” (») პრედიკატი ჭეშმარიტი იენება ნებისმიერი წატურა- 

ლური 7? რიცხვისათვის. 0 

ხშირად ზემოთ დამტკიცებული თეორემის ნაცვლად გამოიყენება 

მისი ექვივალენტური თეორემები, რომელთაც ჩვენ დაუმტკიცებლად 

მოვიყვანთ. 

თეორემა 3. ”(C») არის ერთადგილიანი პრედიკატი ნატურალურ 

რიცხვთა M სიმრავლეზე, რომლიც აკმაყოფილებს შემდეგ ორ პირობას: 

ი) 1” (») ჭეშმარიტია; 

ხ) თუ იმ პირობიდან, რომ I(თ) პრედიკატი ჭეშმარიტია ყოველი 

#71CM-–სათვის IC > ”!) , ყოველთვის გამომდინარეობს პირობა, რომ 

7(7I+1) პრედიკატიც ჭეშმარიტი იქნება, მაშინ »(C») პრედიკატი ჭეშმა- 

რიტი იქნება ნებისმიერი ნატურალური 7! = 7! რიცხვისათვის. 

თეორემა 4. 1” (») არის ერთადგილიანი პრედიკატი ნატურალურ 
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რიცხვთა MV სიმრავლეზე, რომლიც აკმაყოფილებს შემდეგ ორ პირობას: 

9) 7 (0) ჭეშმარიტია; 

ხ) თუ ყოველი 7)! C M – სათვის, 7” (») პრედიკატის ჭეშმარიტოზბა 

გამომდინარეობს იმ დაშვებიდან, რომ 7” (თ) პრედიკატი ჭეშმარიტია 

ყოველი 71 -ზე ნაკლები 7” რიცხვისათვის, მაშინ 7, (”) პრედიკატი ჭეშ- 

მარიტი იენება ნებისმიერი ნატურალური 7? რიცხვისათვის. 

განსაზღვრეზა 3. # და #? ნატურალური რიცხვების სხვაობა ეწო- 

დება ისეთ ნატურალურ XL რიცხვს, რომ /7+# = 7. 
განსაზღვრება 4. ვთქვათ 7, 71 C /V . იტყვიან, რომ #7 წატურალუ- 

რი რიცხვი ნაკლებია /” ნატურალურ რიცხვზე და სიმბოლურად ჩაწე- 

რენ 71 < 77 , თუ არსებობს ისეთი წულისაგან განსხვავებული ნატურა- 

ლური X რიცხვი, რომ ”+ # = 7! . ჩანაწერი /? < M? ნიშნავს, რომ 7 < 7; 
ან 77=71. 

ახლა დამტკიცების გარეშე მოვიყანოთ ნატურალურ რიცხვთა 

სიმრავლეზე განსაზღვრულ ზინარულ ალგებრულ ოპერაციათა და „<“ 

ზინარული მიმართების ზოგიერთი თვისებები. 

თეორემა 5. ნატურალურ რიცხვთა V სიმრავლეზე შეკრებისა და 
გამრავლების ოპერაციები და „<“ მიმართება აკმაყოფილებენ შემდეგ 
პირობეზს: 

მ) შეკრების ოპერაცია კომუტაციურია; 

ხ) შეკრების ოპერაცია ასოციაციურია; 

C) ნებისმიერი MM,” და # ნატურალური რიცხვებისათვის 7+#=M1# 

პირობიდან ყოველთვის გამომდინარეობს 71 = #7 ტოლობა; 

ძ) ნებისმიერი #7 ნატურალური რიცხვისათვის ან # =0 ან არსებობს 

ისეთი ნატურალური 7” რიცხვი, რომ 7? = 77? +1; 

რ) ნებისმიერი 7) და 7) ნატურალური რიცხვებისათვის, თუ 71+7=0, 

მაშინ 71 =/1=0; 
ჩ ნებისმიერი 7 და /) ნატურალური რიცხვებისათვის ან 71 =77/ ან 

7+M#% =7/! ან VV+5=7#M,რომელიღაც #,§ C VVML0); 

წ) გამრავლების ოპერაცია კომუტაციურია; 
ხ) გამრავლების ოპერაცია ასოციაციურია; 
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ა) ნებისმიერი M,7 და # ნატურალური რიცხვებისათვის საშარ- 

თლიანია # · (I1+ 71) = #-7+ #-MI ტოლობა. 

)) ნებისმიერი M და I ნატურალური რიცხვეზისათვის შემდეგი სამი 
72 = 1, 7 <7 და 7 <7 პირობიდან ყოველთვის სამართლოანია 
მხოლოდ ერთი. 

X) ნებისმიერი M,7I და # წატურალური რიცხვებისათვის, თუ 72 < #უ 
მაშინ + <M+V# და M·#< ML; 

ს) წებისმიერი MM, და # ნატურალური რიცხვებისათვის, 
#+V# < M+# ან M·# < MM მაშინ 7 <7; 

2) ნატურალურ რიცხვთა V სიმრავლე სავსებით დალაგებული სჯიმ- 
რავლეა „<” დალაგების მიმართ. 

ი) თუ MI? და # ისეთი ნატურალური რიცხვებია, რომ „1-7 =1, მაშინ 
MI = IM =1; 

ღუ 

მთელ რიცხვთა რგოლი 

განსაზღვრება 5. 2, = (2 ,+, –) Xჯბგუფს მთელ რიცხვთა ადიცო-ური 
Xბუფი ეწოდება, თუ იგი აკმაყოფილებს პირობებს: 

მ) VC 2, და 7 სიმრავლეში შეკრების ოპერაცია წარმოალჯენს 
ნატურალურ რიცხვთა სიმრავლეში განმარტებული შეკრების 
ოპერაციის გაგრმელებას; 

ხ) > სიმრავლეში გამოკლების ოპერაცია ალგებრულია (ყოველთვის 
შესრულებადია) და 2 სიმრავლის ყოველი ელემენტი ორი ნატუ- 
რალური რიცხვის სხვაობის სახით წარმოიდგინება. 
განსაზღვრება 6. ვთქვათ ძ=71–” და ხნხ= 9-0 არის 7 სიმრავ- 

ლის წებისმიერი ორი ელემენტი. 7 სიმრავლეზე გამრავლების ოპერა- 
ცია შემდეგნაირად განვმარტოთ 

ი-·ხ =(»–»):(0-–9)=(M2+79)-–(თ9+თ»ი). 

მტკიცდება, რომ 27 სიმრავლეზე ძ და ხ ელემენტების წამრავ- 
ლი ცალსახადაა განსაზღვრული. 

განსაზღვრება 7. 27=(2,+-,' ს) რგოლს უწოდებენ მთელ რიცხვ- 

თა რგოლს, თუ მოცემული რგოლის ადიციური ჯბუფი მთელ რიცხვთა 
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ადიციურ (2,+,-) ჯგუფს ემთხვევა, ხოლო რგოლში განმარტებული 
გამრავლების ოპერაცია კომუტაციურია და ნატურალურ რიცხვთა სიმ- 
რავლეში განმარტებული გამრავლების ოპერაციის გაგრძელებას წარმო- 
ადგენს. 

განსაზღვრება 8. ვთქვათ ძ,ხ C 2 . იტყვიან, რომ თ მთელი 

რიცხვი ნაკლებია ი მთელ რიცხვზე და სიმბოლურად ჩაწერენ ძ <ხ, 
თუ არსებოზს ისეთი წულისაგან განსხვავებული ნატურალური # 
რიცხვი, რომ 0+# =ხVხ. ჩანაწერი ძ < ხ წიშნავს, რომ ძ <ხ ან ი4=ხ. 

განსაზღვრება 9. ვთქვათ ძ,ხ C 7. იტყვიან, რომ თ იყოფა ხ -%ე, 

ან ხ გამყოფია თ-ს და სიმბოლურად ხ|თ სახით ჩაწერენ, თუ 

იძ =ხ·ძ რომელიღაც ძ C 7 მთელი რიცხვისათვის. 

ვთქვათ ძ,ხ,C,ძ,,ძ, C 2 . იტყვიან, რომ C რიცხვი არის ძ და ხ 

რიცხვების საერთო გამყოფი, თუ 0 =C:ძ, და ხ=C-ძც. 

ძ და ხ რიცხვების ისეთ საერთო გამყოფს, რომელიც იყოფა 

მოცემული რიცხვების ნებისმიერ საერთო გამყოფზე, ძი და ხ 

რიცხვების უდიდესი საერთო გამყოფი ეწოდება და (თ,ხ) სიმბოლოთი 

აღინიშნება. 

მთელ რიცხვთა გაყოფადობგბის შემდეგ პროცესს: 

ძ=ხ·ძი+7%, ხ>X%, 
ხ=M·9 +/ს 70 7, 
7ე “7, “9; +7, 7 > 72, 

M ვ =M ,'9, +7, +-2 „7 9, , 
,-, = ჩM შა) +ძ, 

ძ და 9 რიცხვების ევკლიდეს ალგორითმი ეწოდება. 

იტყვიან, რომ C არის ძ და ხ რიცხვების საერთო ჯერადი, თუ 

0=ძ-·9ძ, და C=ხ-ძ.. 

ძ და ჩხ რიცხვების ისეთ საერთო ჯერადს, რომელზეც იყოფა 
მოცემული რიცხვების წებისმიერი საერთო ჯერადი, თ და ხ რიცხვე- 

ბის უმცირესი საერთო ჯერადი ეწოდება და |თ,ხ| სიმბოლოთი აღი- 

ნიშნება. 
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ახლა დამტკიცების გარეშე მოვიყანოთ მთელ რიცხვთა რგოლზე 
„<“ ბინარული მიმართებისა და ელემენტთა გაყოფადობის ზოგიერთი 

თვისებები. 

თეორემა 6. მთელ რიცხვთა რგოლზე „<“ მიმართება და ელე- 

მენტთა გაყოფადობა აკმაყოფილებენ შემდეგ პირობეზს: 

მ) ნებისმიერი ძი და ხ მთელი რიცხვებისათვის შემდეგი სამი თ=ჩ, 

ძ<ხ და ხ <ძ პირობიდან ყოველთვის სამართლიანია მხოლოდ 
ერთი. 

ხ) ნებისმიერი ძ მთელი რიცხვისათვის შემდეგი სამი ძი <0, ძ=0, 
და 0 < ძ პირობიდან ყოველთვის სამართლიანია მხოლოდ ერთიი. 

ო ნებისმიერი ძ,ხ და C მთელი რიცხვებისათვის, თუ ძ <ხ მაფინ 

თ+C<ხ+0C0 და ძ·C<ხ:C0,როცაC>90; 

ძ) ნებისმიერი ძი და 6>0 მთელი რიცხვებისათვის მოიმებნუბა 
მთელ რიცხვთა ისეთი ერთადერთი ძი და 7 წყვილი, რომ 

ძ=ხ·.·:/+/” და0<7#<VM; 

ტბ) ძ და ხ მთელირიცხვების უდიდესი საერთო გამყოფი ევკლილეს 

ალგორითმში ბოლო ნულისაგან განსხვავებული ნაშთის ტოლოა; 

0 თუ ძ და ხ რიცხვების უდიდესი საერთო გამყოფია ძ რიცხვი, 
მაშინ ყოველთვის მოიძებნება ისეთი მთელი "/ და V რიცხვენი, 

რომ ძ-·V+ხ,·V»V=ძ; 

ძ-ხ 
თ I|ძ,ხ! (2)! 

ხ) თუ ძ,ხ,0,ძ,/? და /) ნებისმიერი მთელი რიცხვებია), მაშინ; 

  

1) «ძIძ; 

2 ძ|I0; 

ვ თუ0ძ,მაშინ ძ=0; 

4 +I|თ; 

5ე თუე ძI1,მაშინ ძ=+1; 

რი თუ ძ)ხნ დახIძი,მაშინ ძ=1ხ; 

7 თუ ძIხ და ხ|Cთ, მაშინ ძ|C, ე.ი. გაყოფადოზის მიმართება 

ტრანზიტულია; 
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ზვ?) თუ0C|)ძ,მაშინ CIძი-ხ; 

ძ თუCI|იდაC|Iხ,მაშინ CI(თ+ხ); 

10) თუ ძ|)ხ,მაშინ ძ-C|6ხ·C; 

111 თუ C#0,მაშინ თ·C|ხ·C გამომდინარეობს ძ | ხ პირობა; 

121 თუ თ|C და ხIძ,მაშინ ძ·ხ|)ხ-ძ; 

13) თუ რ|ხ და თ|C,მაშინ თ|(7I-ხ+#-0). 

შევნიშნოთ, რომ ყოველი ძ მთელი რიცხვი იყოფა +1 და +ძ. ძ 
რიცხვის ასეთ გამყოფებს ტრივიალური გამყოფები ეწოდება. 

0 – საგან და +1 – საგან განსხვავებულ მთელ რიცხვს, რომლის 

ყოველი გამყოფი ტრივიალური), მარტივი რიცხვი ეწოდება. თუ წული- 

საგან განსხვავებულ მთელ რიცხვს გარდა ტრივიალური გამყოფებისა 

გააჩნია სხვა გამყოფიც, მას შედგენილი რიცხვი ეწოდება. 

მთელი მარტივი რიცხვებია: 

32, 13, +5, 17, +1L +13, +17, +19..... 

მთელი შედგენილი რიცხვებია: 

14, +6, +8, +9, +10,.... 

თეორემა 7. სამართლიანია შემდეგი წინადადებები: 

2) მარტივ რიცხვთა სიმრავლე უსასრულოა; 

ხ) 0– სა და +1 რიცხვებისაგან განსხვავებული წებისმიერი მთელი ძ 
რიცხვისათვის არსებობენ ისეთი წყვილ წყვილად ერთმანეთისაგან 

განსხვავებული მარტივი #2, #,,.., 9, და ნატურალური #,/0,-.»M, 

რიცხვები, რომ ძ = წის .'. # ... ' · (მძ რიცხვის ასეთნაირ წარმოდგე- 

ნას მისი მარტივ მამრავლებად დაშლა ეწოდება). 

რაციონალურ რიცხვთა ველი 

განსაზღვრება 10. ვთქვათ, რომ X = (X ,+,-, +1) ველია. X სიმ- 

რავლის არაცარიელ X ქვესიმრავლეს ეწოდება X ველის ქვეველი, თუ 
V =(X,§–-1) ალგებრა ველია იმ ოპერაციების მიმართ რაც X ველშია 

განმარტებული. 

განსაზღვრება 11. I ველს # მთელობის არის განაყოფთა ველი 
ეწოდება, თუ იგი აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 
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– რიცხვითი სისღემებზი - 

2) # არის X ველის ქვეველი; 
ხ) L ველის ყოველი X ელემენტისათვის # მთელობის არეში მოი- 

ძებნებიან ისეთი ძ და ხ ელემენტები, რომ X=ძთ.-Vჩ'!. 
განსაზღვრება 1. მთელ რიცხვთა რგოლის განაყოფთა ველს 

რაციონალურ რიცხვთა ველი ეწოდება. 

რაციონალურ რიცხვთა ველს CC =(0+–-.-1) შემდეგში Cა სიმ- 

ზოლოთი აღვნიშნავთ; 0) სიმრავლეს რაცინალურ რიცხვთა სიმრავლე 

ეწოდება, ხოლო მის ელემენტებს რაცინალური რიცხვები ეწოდება. ხში- 

რად X=ძ-ხ ' ელემენტს სიმბოლურად Xჯ =+ სახითაც ჩავწერთ. 

ძი ძ 
განსაზღვრება 13. ვთქვათ L 7 C0. იტყვიან, რომ ჯ რაციონა- 

C 
ლური რიცხვი წაკლებია 7 რაციონალურ რიცხვზე და სიმბოლურად 

ძ <-- ნიშნავს, რომ “<< 
ხ ძ ი

ო
 ჩაწერენ 1 <5 თუ ძ·ძ <ხ:0თ. ჩანაწერი + 

ან 

ლ
 I 
2 

ა
ი
 

ა.
 

ადვილად შემოწმდება, რომ რაცინალურ რიცხვთა სიმრავლეზე 

განსაზღვრული „ <“ მიმართება დალაგების მიმართებაა. 

ახლა დამტკიცების გარეშე მოვიყვანოთ რაციონალურ რიცხვთა 

სიმრავლეზე განსაზღვრულ ბინარულ ალგეზრულ ოპერაციათა და „<“ 

ბინარული მიმართეზის ზოგიერთი თვისებები. 

თეორემა 8. რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლეზე შეკრებისა და 

გამრავლეზის ოპერაციები და „<“ მიმართება აკმაყოფილეზენ შემდეგ 

პიროგზებს: ' 

მ) თუ თ,ხ ისეთი ელემენტებია C0) სიმრავლიდან, რომ ძ.-ხ =1, 

მაშინ თ>X0 და ხ=თ '; 

ხ) თუ ძ,ხ,C ისეთი ელემენტებია 0) სიმრავლიდან, რომ ძი·C=ხ-C 

და C#0,მაშინ ძ=ხ; 
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- რიცხვითი სისღემებზი – 

აო თუ თძ,ხ ისეთი ელემენტებია 0) სიმრავლიდან, რომ ძ-ხ=0, 

მაშინ ძ=0 ან ხ6=0; 

ძძ თუ ძ,ხ ისეთი ელემენტებია (0) სიმრავლიდან,რომ თ%0 და 

ხ >70,მაშინ ი:6X#0; 

ბ) ვთქვათ თ,ხ,0,ძ CC). მაშინ ჯ= <, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

როცა ი-7 =ხ·7C და ხ#0 და 86#0; 

ჩი ვთქვათ ძ,ხ,C,ძ C 0. მაშინ ნ ”+ +9-9:0+ხ C. 
ვ ხძ ხიძ ” 

ძ C თ·-C 
ძ,ხ.C,0ძ C(0.მაშინ –––.=–––; 8) ვთქვათ C C. მაში ი 7 7-7 

–ძ) ძი) –-ძ 
ხ ძ,ხ C 0. მაშ §9,C9)-50 –- -- =–-; ) ვთქვათ 0. მაში ა და (CI ; 

)ჯ თუ ძ,ხ ისეთი ელემენტებია 0, სიმრავლიდან,რომ ძ0 #0 და 

ხ»V0, 
– 

მაშინ (>) = ხ. 
ხ ძ 

ძ C 
)) ვთქვათ თ,ხ,0C CC, და C #0, მაშინ 1=% 

C 
#) ვთქვათ 0.,ხ,C0CC0.თუ ძი <ხ და ნ6<C,მაშინ ძ<C; 

ა) ნებისმიერი ძ და 9 რაციონალური რიცხვებისათვის შემდეგი სამი 

ძიძ=ხ, ძ<ხ და ხ<ძ პირობიდან ყოველთვის სამართლიანია 
მხოლოდ ერთი. 

=”) ნებისმიერი ძი,ხ და C რაციონალური რიცხვებისათვის, თუ ძ <ხ 

მაშინ თ+C<ხ+0 და ძ·C<ხ-·C,როცა C>0; 
ნამდვილ რიცხვთა სისტემა 

განსაზღვრება 14. X=(X.< ალგებრულ სისტემას უწოდებენ 

დალაგებულს, თუ X სიმრავლის ელემენტები აკმაყოფილებენ შემდეგ 

პირობებს: 
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- რიცხვითი სისტემები - 

ვ) ნებისმიერი თ,ნ0,0CX ელემენტებისათვის ი<ხ და #6 <0 
პირობებიდან ყოველთვის გამომდინარეობს ძ <C პირობა; 

ხ) X სიმრავლის ნებისმიერი თ და ხ ელემენტებისათვის შემდეგი 
სამი 2=ხ, ძთ<ჩხ და ხ<0თ პირობიდან სრულდება მხოლოდ 
ერთი; 

განსაზღვრეზა 15. L =(#,+,-,-,11,<) ალგებრულ სისტემას უწო- 
დებენ დალაგებულ ველს, თუ იგი აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

გ) წე ,.+,-, ,1) ალგებრა ველია; 

ხ) წე , <) ალგებრული სისტემა დალაგებული სიმრავლეა; 

აე სნებისმიერი ძ,ხ,0C” ელემენტებისათვის, თუ ძ<ხ, მაშინ 

თ+0C<ხ+C (შეკრების ოპერაციის მონოტონურობა); 

ძ) ნებისმიერი თ,ხ,C C # ელემენტებისათვის, თუ ძი <ხ და 0<თ, 

მაშინ ძ·C < ხ ·C (გამრავლების ოპერაციის მონოტონურობა) . 

თუ დალაგებული L ველის ძ ელემენტი აკმაყოფილებს 0 <ძ 
პირობას, მაშინ მას დადებითი ელემენტი ეწოდება. 

განსაზღვრება 16. დალაგებულ L ველის ძ ელემენტის %I აბსო- 

ლუტური მნიშვნელოზა განისაზღვრება შემდეგნაირად: 

|იI=ძ თუ0<ძ და |ი = –ი,თუ 0<–-ძ. 

განსაზღვრება 17. დალაგებულ L ველს ეწოდება არქიმედისე- 
ულად დალაგებული, თუ L ველის ნებისმიერი დადებითი ძ და ხ 

ელემენტებისათვის ყოველთვის მოიძებნება ისეთი ნატურალური #7 

რიცხვი, რომ ი = 0+ძ+-:-+8>ხ. 

ვთქვათ ძე,მ,რ,,... არის დალაგებული L ველის ელემენტთა 
რომელიღაც უსასრულო მიმდევროზა. | 

განსაზღვრება 18. დალაგეზული L ველის თ ელემენტს ეწოდება 

რე, 0, 0ე,... მიმდევრობის ზღვარი, თუ ნებისმიერი § დადებითი ელე- 

მენტისათის მოიძებნება ისეთი ნატურალური VI, რიცხვი, რომ როცა 
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- რიცხვითი სისტემები - 

# > I, , მაშინ , –ძ| <წ. თუ ძი,მიაცმიც,.. მიმდევრობას გააჩნია 

დჯზღვარი, მაშინ მას კრებადი ეწოდება. 

განსაზღვრეზა 19. დალაგებული XL ველის ელემენტთა თ,თ,ძ,,... 
მიმდევროზბას ეწოდება ფუნდამენტალური, თუ ნებისმიერი § დადე- 

ბითი ელემენტისათის მოიძებნება ისეთი ნატურალური /#, რიცხვი, 

რომ როცა #,7I >), მაშინ |თ, – თ,| <6. 

განსაზღვრეზა 20. დალაგებულ ველს ეწოდება სრული, თუ L 
ველის ელემენტთა ყოველი ფუნდამენტალური მიმდევრობა კრებადია 

ისევ I ველში. 

განსაზღვრება 21. არქიმედისეულად დალაგებულ სრულ ველს 
ნამდვილ რიცხვთა სისტემა ეწოდება. 

შემდგომში IL = (X +,-,541, <) სისტემას და (#,+, –,5 1) ალგე- 

ბრას შესაბამისად ნამდვილ რიცხვთა სისტემა და ნამდვილ რიცხვთა 

ველი ეწოდებათ; # სიმრავლეს ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე ეწოდება, 

ხოლო მის ელემენტებს კი წამდვილი რიცხვები ეწოდება. 

თეორემა 9. ვთქვათ I = (#7, +, –1<) ნამდვილ რიცხვთა სის- 

ტემაა და ძი,ხ,0,ძ არის # სიმრავლის ნებისმიერი ელემენტები. მაშინ 

სამართლიანია შემდეგი წინადადებები: 

9) თ <ხ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 0 <ხ –ძ; 
ხ) ნებისმიერი ძი C # ელემენტისათვის შემდეგი სამი ძ<0, ძ=0 

და 0 < ძ პირობიდან სამართლიანია მხოლოდ ერთი; 

ი თუ0<ძ და 0<ხ,მაშინ 0<8+ხ და0<0.ხ; 
ძ0) თუ ძ<ხ და C<ძ,მაშინ თი+0<ხ+ძ; 

«) თუ ძ<ხ და 0<C,მაშიწ თძ·C<ხ-C; 

ჩ თუ ძ#90,მაშინ 0<ძქ2; 

თუ 0<1 და 0<7:1 ყოველი ნატურალური #/ რიცხვისათვის; 
ხ) ნებისმიერი ი და0 <ხ ნამდვილი რიცხვებისათვის მოიშებნება 

ნამდვილ რიცხვთა მხოლოდ ერთი ისეთი 4ძ და 7 წყვილი, რომ 

ძ=ხ·7+/ და 0<7”<ხ; 
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- რიცხვითი სიხდღემები - 

1) ყოველი ნამდვილი თ რიცხვისათვის და ნატურალური 7?! რიცხვი- 

სათვის არსებობს ერთადერთი დადებითი ნამდვილი C რიცხვი, 

რომ C”=ძი (ამ ერთადერთ დადებით C რიცხვს M-”ური 
ხარისხის არითმეტიკული ფესვი ეწოდება ძ რიცხვიდან); 

ს |2=|-ძI 
L) 0<Iი+თძ; 

) |თ+ხ <|IძI+Iხ; 

M) |თ-გ| =|2I-I; 
ი) |ხ <ძ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა –ი <ხ<ძ. 

კომპლექსურ რიცხვთა სისტემა 

განსაზღვრება 22. ვთქვათ I =(#+-,,1) ისეთი ველია, რომლის 

ყოველი ძ C M ელემენტისათვის სრულდება თ” #1 პირობა. # ველს 

X# ველის კომპლექსური გაფართოება ეწოდება, თუ იგი აკმაყოფილებს 

შემდეგ სამ პირობას: 

მ) XL არის MX. ველის ქვეველი; 

ხ) X ველში არსეზობს ისეთი 7 ელემენტი, რომ I” = –I1; 
იე IX ველის ყოველი 2 ელემენტისათვის არსებოზენ ისეთი ცალ- 

სახად განსაზღვრული თ,ხ C #' ელემენტები, რომ 2 = ძ+ხ7. 

განსაზღვრება 23. ნამდვილ რიცხვთა IM = (#.+, –, 3 1) ველის 

კომპლექსურ გაფართოებას კომპლექსურ რიცხვთა ველი ეწოდება. 

შემდგომში კომპლექსურ რიცხვთა ველს C = (C .+–," I) სიმბო- 

ლოთი აღვნიშნავთ. C-ს კომპლექსურ რიცხვთა სიმრავლე ეწოდება, 

ხოლო C” სიმრავლის ელემენტებს კომპლექსური რიცხვები ეწოდება. 

თუ 2=ძ+ხხI!, /=0+ძ! (თ, ხ.C,ძ C #X) არის C სიმრავლის 

ნებისმიერი ელემენტები, მაშინ C კომპლექსურ რიცხვთა სიმრავლეში 

შეკრებისა და გამრავლების ოპერაციები შემდეგნაირად განიმარტებიან: 

2+M#=(ძ+0)+(ხ+ძ)!, 2·#=(ძ-C-ხ-ძ)+(თ·ძ+ხ:0)!. 
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- რიცხვითი სისუღემები - 

განსაზღვრება 24. კომპლექსურ რიცხვთა ველის ნებისმიერ ქვე- 

ველს რიცხვითი ველი ეწოდება. 
განსაზღვრება 25. ყოველ კომპლექსურ 2=0ძ+ხICC რიცხვს 

დეკარტეს მართკუთხა კოორდინატთა სისტემაში შევუსაბამოთ 

MV (თ,ხ) წერტილი. M წერტილს ძი +ხ!1 კომპლექსური რიცხვის გეო- 

მეტრიულ წარმოდგენას უწოდეზენ. 

2 = ძ<–ხ1 კომპლექსურ რიცხვს და Vთ? +ხ? რიცხვიდან არით- 
მეტიკულ ფესვს შესაბამისად 2 კომპლექსური რიცხვის შეუღლებული 

და 2 კომპლექსური რიცხვის მოდული ეწოდება და 2 და (21 სიმბო- 

ლოებით აღინიშნება. 

თეორემა 10. ვთქვათ C=(C+-–" 1) კომპლექსურ რიცხვთა ვე- 

ლია 2=ძ+ხ!, #/=0+ძI! (ი,ხ,C,ძ C ”) არის C სიმრავლის წების- 

მიერი ელემენტები. მაშინ სამართლიანია შემდეგი წინადადებები: 

მ) 2+#/=727+I/; 
  

II ხა| თ C3
 

ღუ თ
 

8 C
 8 3 # 3 8 C
 

C
 C3
 

ო თ 3 3 Cღ CC
“ LX
 (0)
 = 

თ I2 =2-2;. 

ხ) |2|= 0 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 2 =0; 

ი 16-M=14:M, 
0) როცა 2#0,მაშინ |2 '|=12| '; 
X) |2+V#I| <|2I+IVI ; 

ა |2–IVI <|2 +M; 
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– რიცხვითი სისდ-ემები - 

»ი) |2| –MVII < |2 + V · 

განსაზღვრეზა 26. კომპლექსური 2 =ძ+ხ! რიცხვის წარმოდგე- 

ნას 2 = ”#(იი§თ +171510 დ) სახით, სადაც 7 და თ ნამდვილი რიცხვებია 

და 0 <7”, მისი ტრიგონომეტრიული ფორმით წარმოდგენა ეწოდება. 

დ ნამდვილ რიცხვს კომპლექსური 2 რიცხვის არგუმენტი ეწო- 

დება და მ2Lყ8 2 – ით აღინიშნება, ე.ი. თ = მIC 2; 7 რიცხვს კი კომპლექ- 

სური 2 რიცხვის მოდული ეწოდება და (2) სიმბოლოთი აღინიშნება, 

ე.ი. /' = I2I. 

თეორემა 11. ნებისმიერი კომპლექსური 2 = ძ+ჩ! რიცხვისათვის 
C სიმრავლიდან ყოველთვის მოიძებნება ნამდვილ რიცხვთა ისეთი 

”,დ წყვილი, რომ 0 <7, 0<თ<2#X და 2=7”(იიპთ+75)იდ). ' 

ხ 
შევნიშნოთ, რომ 7 = -/ 8” + ხ? , ხოლო დ = ი7XIC –. 

თ 

თეორემა 12. ვთქვათ C =(C,+,–,,1) კომპლექსურ რიცხვთა ვე- 

ლია 2=7#(ი0ი5§თ+751ით) და # =7 (005V +751იV/) არიან C სიმ- 

რავლის ნებისმიერი ელემენტები. მაშინ სამართლიანია შემდეგი წინა- 

დადებები: 

ვ) 2-M#= (7, 'ჩ):(Cთ05(დC+V/)+75I0(თ+V)) ; 

ხ) 2” = 7#”· (C05 (» -თ) +730 (წ · თ)) (მუავრის ფორმულა); 

2 9 –.- თ (9ი9(ი-#)+/3ი(6-#)): 

ძძ თუ თ, აღნიშნავს ერთ-ერთ ფესვს ”/I =:C0§0+7§51ი0 -დან, 

მაშინ 

2XV# 
  თ, =00§2”-+ჯყი , სადაც X =0,1,...,M – I; 

M 
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- რიცბვითი სისდღემები - 

ბ) თუ ", აღნიშნავს ერთ-ერთ ფესვს #2 =უჟ; (თიათ+751ი დ) -დან, 

მაშინ 

", =(2- (62510 „ჯე 27-+6), (#=0,L...,#–1). 
ი » 

უ/1 -ის ისეთ თ, ფესვს, რომლის # – ური ხარისხები (#=0L...7–)) 

იძლევა უ -დან ყველა ფესვის მნიშვნელობას, პირველადი ფესვი ეწო- 

დება. 

მტკიცდება, რომ თ, წარმოადგენს პირველად ფესვს მხოლოდ 

მაშინ, როცა # და # რიცხვების უდიდესი საერთო გამყოფი 1–ის 
ტოლია. 

კვატერნიონთა ტანი 

განსაზღვრება 27. ვთქვათ # ოთხგანზომილებიანი ვექტორული 

სივრცეა ნამდვილ რიცხვთა IL ველზე და 1,7, /,X მისი ბაზისია. # 

ვექტორულ სივრცეში ბაზისური ელემენტების გამრავლების ოპერაცია 

შემდეგნაირად განვმარტოთ: 
  

  

  

  

            

1 I 7 # 

1I-1|!71 / IX 

7 I1 –1 | X – 

7I)7 |)| –-X I 117 

I )I/ | –; | –I   
  

თუ თ=0ძ+ხI+თ+თ% და /პ2=ძ, +ხ/+0C)/+ძ,L (თ,ხ,თძ,ი,ხ,,C.ძ, C1) 

ორი ელემენტია # ვექტორული სივრციდან, მაშინ მათი ნამრავლი 

განისაზღვრება ტოლობით 

თ·/8=(0ძძ, –ხხ, – 00, –ძძ,)+(იხ, +ხძ, +0ძ, – ძთ)1+ 
+(თთ +თი0+ძხ, –ხძ,)7+(იძ,+თძ,ძ +ხთ -იხ,)X. 

შემოწმდება, რომ M# ვექტორული სივრცე მასში განმარტებული ოპერა- 

ციების მიმართ ქმნის წრივ ალგებრას, რომელსაც კვატერნიონთა 

ალგებრა ეწოდება. მოცემული ალგებრის ელემენტებს კვატერნიონები 

ეწოდება. 
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- რიცხვითი სისღემეზი - 

ვთქვათ თ =ძ0+ხ7?+C+ძ# არის # წრფივი ალგებრის რომელი- 

ღაც კვატერნიონი. მაშინ C =თ –ნ01-თ – ი კვატერნიონს თ კვატერ- 

ნიონის შეუღლებული კვატერნიონი ეწოდება. 

თეორემა 13. კვატერნიონთა # ალგებრისათვის სამართლიანია 
შემდეგი წინადადებები: 

მ) კვატერნიონთა გამრავლების ოპერაცია არაკომუტაციურია; 

ხ) თუ თო =თC+ხ1+Cთ + 0X არის ალგებრის კვატერნიონი, მაშინ 

თ-·.=Cთ-თ=0ი” +ხ?+C” +ძ"; 
=) კვატერნიონთა M ალგებრა ტანია. 

თეორემა 14. (ფრობენიუსი) არსებობენ მხოლოდ ერთრანგიანი, 

ორრანგიანი და ოთხრანგიანი ალგებრები გაყოფით. 

სავარჯიშოები 

მ) მათემატიკური ინდუქციის პრინციპის გამოყენებით დაამტკიცეთ: 

M(M+1). 
–=2. 

2) 1+3+5+--·+(2M+1) =(M+1/; 

M(»M+1)(2M+1). 
ეგებსოი ი 6 

4 1:+3:1+5?+--·+(27-I)” „57-01, 

5) აჩვენეთ, რომ ნებისმიერი ნატურალური 7” რიცხვისათვის 

24| 5? –1; 9|)4”+6M-1; 27|103”-1; 8|3””+5; 

6) თუ X ისეთი სიმრავლეა, რომ IX | =71, მაშინ |8 64 I =2”; 

1) 1+2+-·7·+M/= 

3) 17 +272 +--·.+/? = 

7) თუ X და I ისეთი სიმრავლეებია, რომ IX | =7 და I | =71, 

მაშინ X სიმრავლის »” სიმრავლეში ყველა შესაძლო ასახვათა 

რიცხვი 78” – ის ტოლია; 
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- რიცხვითი ხისდემეზბი - 

8) თუ X და I ისეთი სიმრავლეებია, რომ IX |=» და I» |=#, 

მაშინ X სიმრავლის X სიმრავლეში ყველა შესაძლო ინექციათა 

რიცხვი M-(M –1):.··(I–< I+1)– ის ტოლია. 

ხ) დაამტკიცეთ, რომ 

1) 3I# –»; 

2) 5|# –ი»; 

3) 7) 7” –7; 

4 6|»(#? +5); 

5) 30)» –». 

C) აჩვენეთ, რომ 

1) X =2 განტოლებას რაციონალურ რიცხვთა ველში არ აქვს ამო- 
ნახსენი; 

2) X”=თ განტოლებას, სადაც თ ნებისმიერი დადებითი ნამდვი- 

ლი რიცხვია, ნამდვილ რიცხვთა ველში ყოველთვის აქვს 

ამონახსენი; 

3) X+1=0 განტოლებას წამდვილ რიცხვთა ველში არ აქვს ამონახ- 
სენი. 

ძ) ვთქვათ #' ყველა დადებითი ნამდვილი რიცხვების სიმრავლეა. 

აჩვენეთ, რომ ალგებრა (> + 'I, სადაც () არის გამრავლების 

ოპერაცია წამდვილ რიცხვთა სიმრავლეში, ხოლო C“'), მოცე- 

მულ ელემენტზე შებრუნებული ელემენტის შეთანადების ოპე- 

რაციაა, ჯგუფია. 

ი) იპოვეთ კომპლექსურ 1, I, 1+I!, 1–I, –1–I, 1+IV2 და 1+IV3 
რიცხვთა გეომეტრიული წარმოდგენა. 

ჩი იპოვეთ სიზრტყის იმ წერტილთა სიმრავლე, რომლებსაც გამოსა- 

ზხავენ კომპლექსური (21 =ძ, 94 <თ, I2 –I =ძ და |2 – 1 <ძ 

რიცხვები. 

წ) ამოხსენით განტოლებები: 
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- რიცხვითი სისტემები - 

1) (1–7):2 –3/-2=1–”; 

2) 2-2-22 =1–-7; 

3) 2-2+3(2-2)=4+3/. 

ს) ამოხსენით განტოლებათა სისტემები: 

ს X+(1+0)7X=3–# 

(1–-71)X-(C6–-I/)»=4; 

3 (1+7)X+(1–I)»=1+, 
(1<-I)X-<(1+7)7=1+3ჩX; 

ა IX+(1+7)7=2+2/, 
2M% –(3+21) 7 = 5+3(; 

4 (ი % = –”, 
2X-–(3+3/)»=3–V/. 

ს ამოხსენით განტოლებები კომპლექსურ რიცხვთა ველში: 

1) 22+52+9=0; 

2) 2?2+1=0; 

3) 2“ +1=0. 

ა ვთქვათ # არის ყველა #”I + MI სახის კომპლექსური რიცხვების 
სიმრავლე მთელი ”. და ”/ რიცხვებით. 

#=(#, +–5ა 1) ალგებრა, სადაც (9,02X5 კომპლექსურ რიცხვთა 

შეკრების, გამრავლების და მოცემულ ელემენტზე მოპირდაპირე 

ელემენტის შეთანადების ოპერაციებია, წარმოადგენს მთელობის 

არეს. 

#) წარმოადგინეთ ტრიგონომეტრიულ ფორმით კომპლექსური I, I, 

–1, –1, 1+1 და 1<–71 რიცხვები. 
ს) იპოვეთ სიბრტყის იმ წერტილთა სიმრავლე, რომელეზსაც გამოსა– 

ხავენ კომპლექსური #»L2=0, 2IL8 2 =3. გ2LIC 2= X და მL9 2 = 2 

რიცხვები. 
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- რიცხვითი სიხღემები - 

XI) იპოვეთ წ) და #1 რიცხვებიდან ყველა ფესვი და პირველადი 
ფესვები. 

») იპოვეთ ფესვის ყველა მნიშვნელობა: 

1) VI; 2) V-2/; 3) 4/. 
ი) ამოხსენით განტოლება X +647 =0. 
ა”) გამოთვალეთ გამოსახულება: 

1) (I + ;)”; 

1+1%V 

ი) დაამტკიცეთ, რომ თუ თ =0+ხ1+C0 + 0 , მაშინ 

თ-თ=თ·-თ=0ძ” +ხ? +060? +ძ?7. 
უ) გაამარტივეთ გამოსახულება: 

2+31+47+5M. 

1+37+7+2V# ” 
1+31+ 7+2# . 

2+3/+47+5ჩ” 
1+31+2X 

2+4/+5# 

ვ) კვატერნიონთა ტანში ამოხსენით განტოლებები CX=/2 და 1IX=/მ, 

თ 

1) ი C==2+3/+4/+5 და #=1+3!+7+2#; 

2 X=1-I)+2/+.! და /#=-1+2!-2/+L#; 

3) X=2+1+/+3 და /#=1+7+/+V#. 
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– მატრიცები - 

§ 6. მატრიცები 

ვთქვათ X არაცარიელი სიმრავლეა. 
განსაზღვრეზა 1. მართკუთხოვან ცხრილს 

XI %Xვ ..X%, 

4= 22 -X 1=(ფ) რ) 
Xა Xუ2 ..X„ 

სადაც X, 6 X (, =1,2,...I); / = IL2,...,7), ეწოდება (MX) - განზო- 

მილებიანი მატრიცა X სიმრავლეზე. X, ელემენტებს კი - «#4 მატრიცის 

ელემენტები ეწოდება. 
X,:X,2) ·. ა XV, ( =12,..#1) ელემენტთა სიმრავლეს „4 მატრიცის 

1- ური სტრიქონი ეწოდება, ხოლო X»,,,X,, ,--ს X (7 =L2,...,7) 

ელემენტთა სიმრავლეს „4 მატრიცის / – ური სვეტი ეწოდება. 

მატრიცას, რომელიც მიიღება 7 მატრიცისაგან მისი 7,,L),..-,), 

(# < ”!) სტრიქონებისა და 7, 7, ,-.., /, ( #< M) სვეტების ამოღებით, 

4 მატრიცის ქვემატრიცა ეწოდება „2#4# მატრიცის X,,,X;,--- X,, 

ელემენტებს 7” მატრიცის მთავარი დიაგონალის ელემენტები ეწოდება. 

X სიმრავლეზე განსაზღვრულ ორ ერთნაირგანზომილებიან 4 
და 

2 VI · ი 
8 =| 12) X21 ··· წ2» 

XV, XVI 
მატრიცებს ეწოდება ერთმანეთის ტოლი, თუ X, = #, , სადაც 7=L2...7! 

და 7 =1,2,...,#. 

თუ # მატრიცისათვის სრულდება პირობა „”1=7!, მაშინ 4 
მატრიცას 7” – ური რიგის კვადრატული მატრიცა ეწოდება. 

ახლა ვთქვათ «+ არის ” და # რიცხვებს შორის უმცირესი 

რიცხვი. 
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– მატრიცები – 

განსაზღვრება 2. (» X #) – განზომილეზიანი #4 = (თ,) მატრიცის 

ქვემატრიცას 

ვუწოდებთ „4 მატრიცის მთავარ მატრიცას, ხოლო „/ მატრიცას კი #4 
მატრიცის გაფართოებას 

XI. X, 8§+2 “”“ %, 

4= | X2++I X2++2 ·' X;, 

X, §+I X, §+2 "" X» 

4 მატრიცით, თუ § <7. 

შევნიშნოთ, რომ ყოველი კვადრატული მატრიცის მთავარი მატ- 

რიცა მასვე ემთხვევა. ახლა დავუშვათ, რომ # არის 7”-– ური რიგის 
კვადრატული მატრიცა». მატრიცას, რომელიც წარმოდგენილია სახით 

X, Xვვ ა... X,) 

/4' = | XI2 XX ·- X-ე 

XI, Xვე ...X,, 

4 მატრიცის ტრანსპონირებული მატრიცა ეწოდება. 

განსაზღვრება 3. თუ #4 = # , მაშინ ” - ს სიმეტრიული მატრიცა 

ეწოდება. 
ახლა ვთქვათ X რომელიღაც რიცხვითი ველია, ხოლო 0 და 1 ამ 

ველის ნულოვანი და ერთეულოვანი ელემენტებია. კვადრატულ 

მატრიცებს, რომლებიც წარმოდგენილია სახით: 

”, 090 0 ..0 0 XI Xვ XIვ “იის XV» 
ლიე Xვ 0 ..0 0 0 X,ვ Xევ ·%„) X, 

0 0 0 0 ... X, I -I ი)» X)I0 0 0..C'”'X XI) +») 2 “+ი-13 “ს იი 
ჯ 

ი! X»2 X 3 ... Xი- ი „



– მატრიცები - 

ე.ი. მთავარი დიაგონალის „ზემოთ“ ან მთავარი დიაგონალის „ქვემოთ“ 

ყველა ელემენტი წულის ტოლია), სამკუთხა მატრიცები ეწოდება. კვად- 
რატულ მატრიცას, 

X0 ..0 0 
0 X„,..0 0 

0 0 ..X,,,0 
0 0 ..0 X» 

რომლის მთავარ დიაგონალზე არმდებარე ყველა ელემენტი ნულის 

ტოლია დიაგონალური მატრიცა ეწოდება. 

მატრიცას, რომლის ყველა ელემენტი ნულია, ნულოვანი მატრიცა 

ეწოდება, ხოლო დიაგონალურ მატრიცას, რომლის მთავარი დიაგო- 

ნალის ყოველი ელემენტი 1-ის ტოლია, ერთეულოვანი მატრიცა ეწო- 

დება. შემდგომში ნულოვან და ერთეულოვან მატრიცებს შესაბამისად 

0 და # სიმბოლოებით აღვნიშნავთ. ამგვარად, 

00...0 10...0 
0 =| 00...0 | და ც=| 01...0 |. 

00.0 00.1 
განსაზღვრება 4. ვთქვათ 7” მატრიცას აქვს (1) სახე. თუ სრულ- 

დება 
X) +M#M-X,,Xც +#'X,, «ა X, +#-X, ან 

X,+M#:X,,X·,+#.%,,აX, +#ჩ XV 

პირობები, მაშინ იტყვიან, რომ #4 მატრიცის რიმელიმე 1– ური სტრი- 

ქონის (სვეტის) ელემენტებზე დამატებულია „4 მატრიცის რომელიმე 

7 სტრიქონის (სვეტის) ელემენტები გამრავლებული # რიცხვზე. 

განსაზღვრება 5. ვთქვათ „4 არის (#IX7I) – განზომილებიანი მატ- 

რიცა # სიმრავლეზე. „ მატრიცის ელემენტარული გარდაქმნეზის ქვეშ 

ესმით შედეგი სახის გარდაქემნეზი: 

ზმ) # მატრიცის რომელიმე ორი სტრიქონის (სვეტის) ადგილების 

შეცვლა; 
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ხ) # მატრიცის რომელიმე სტრიქონის (სვეტის) ყველა ელემენტის 

რომელიღაც ნულისაგან განსხვავეულ ელემენტზე გამრავლება. 
CC) 4 მატრიცის რომელიმე 1– ური სტრიქონის (სვეტის) ელემენტეზ- 

ზე 74 მატრიცის რომელიმე / – ური სტრიქონის (სვეტის) ელე- 

მენტების დამატება გამრავლებული რაიმე # – ელემენტზე. 

ძ) 74 მატრიცაზე ნულოვანი სტრივონის მიერთება ან ამოგდება. 
4 მატრიცის ისეთ ელემენტარულ გარდაქმნებს, რომელშიაც 

მონაწილეობს ძ) სახის გარდაქმნა #4 მატრიცის განსაკუთრებული 

გარდაქმნები ეწოდება, წინააღმდეგ შემთხვევაში კი არაგანსაკუთრე- 

ბული. 

განსაზღვრეზა 6. ვთქვათ § არის #7! და /) ნატურალურ რიცხვებს 

შორის უმცირესი და „#4 = (-) არის (” X ») – განზომილებიანი მატ- 

რიცა. ვიტყვით, რომ (” X 0) – განდომილებიანი #8 = ( X# ) მატრიცა 

არის #4 მატრიცის შესაბამისი დაყვანილი მატრიცა სტრიქონების მი- 

მართ, თუ 8 მატრიცა მიღებულია # მატრიცის ელემენტარული გარ- 
დაქმნებით სტრიქონების მიმართ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

3) X,,, X;2;--„ 7, C 10,1| ; 

ხ) #, =0 ყოველი 1<1< § და / – სათვის, სადაც 1 < 7 <7; 

ი თუ რომელიღაც 1- სათვის (1<1 <5) ადგილი აქვს ტოლობას 

X», =1, მაშინ 8 მატრიცის I სვეტის ყველა დანარჩენი ელემენტი 

ნულის ტოლია; 

ძ) თუ რომელიღაც / – სათვის (0(< 7 <§) ადგილი აქვს ტოლობას 

»,ც =0, მაშინ 7”, =0 ყოველი 1 =1,2,...,§. 

განსაზღვრება 7. ვთქვათ § არის 7 და 7 ნატურალურ რიცხვებს 

შორის უმცირესი და # = (=) არის (#1X7) – განდომილებიანი მატ- 

რიცა. ვიტყვით, რომ (IIXVI) –განზომილებიანი #8 = (”) მატრიცა არის 

4 მატრიცის შესაბამისი დაყვანილი მატრიცა, თუ #8 მატრიცა მიღე- 
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ბულია 4 მატრიცის ელემენტარული გარდაქმწებით და აკმაყოფილებს 
შემდეგ პირობებს: 

მ) XI.X:,--» X., C (0,1) ; 

ხ) 8 მატრიცის X,,,X.:,-.-»», ელემენტებისაგან განსხვავებული 
ყველა ელემენტი წულის ტოლია. 
შევნიშნოთ, რომ მაშინ / მატრიცის სტრიქონების მიმართ დაყვა- 

ნილი და დაყვანილი მატრიცების მთავარი მატრიცები, სტრიქონების 

მიმართ დაყვანილი და დაყვანილი მატრიცების განსაზღვრებების თანა- 

ხმად, შესაბამისად სამკუთხა და დიაგონალური მატრიცები იქნებიან. 

თეორემა 1. ვთქვათ X სიმრავლე ველია, ხოლო 0 და 1 მისი 

ნულოვანი და ერთეულოვანი ელემენტებია, ხოლო 4=(%) ნებისმი- 

ერი (#IX#I) - განზომილებიანი მატრიცაა X სიმრავლეზე. მაშინ სამარ- 

თლიანია შემდეგი წინადადებანი. 

მ) ყოველი „74 მატრიცა მისი არაგანსაკუთრებული გარდაქმნეზით მი- 

იყვანება დაყვანილ ( 1 X ”) – განდომილებიან #9 = ( X) მატრი- 

ცამდე; 
ხ) ყოველი #/IVX7) (CC > 0) განზომილებიანი // მატრიცა მისი სტრი- 

ქონების მიმართ არაგანსაკუთრებული გარდაქმნებით მიიყვანება 

სტრიქონების მიმართ დაყვანილ (თ X ») - განზომილეზიან 

8'= ( X.) მატრიცამდე; 

თო ყოველი /IX71 (71 <7) განზომილებიანი / მატრიცა მისი სტრი- 

ქონების მიმართ განსაკუთრებული გარდაქმნებით მიიყვანება 

სტრიქონების მიმართ დაყვანილ (MX 7) – განზომილეზიან 

8 = ( X) მატრიცამდე. 

დამტკიცება. დავამტკიცოთ 3) წინადადების სამართლიანობა. მართ– 
ლაც, ვთქვათ „”4 მატრიცა წარმოდგენილია (1) სახით, ხოლო § უმცი- 

რესი რიცხვია 7 და #7 ნატურალურ რიცხვებს შორის. „4 მატრიცის 
მიმართ 2) წინადადების სამართლიანოზის დასამტკიცებლად გამოვიყე- 
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ნოთ მათემატიკური ინდუქცია „4 მატრიცის მთავარი მატრიცის § რი- 
გის მიმართ. 

8') ჯერ დავუშვათ, რომ 4 მატრიცის მთავარი მატრიცის რიგი §=1, 

ასეთ შემთხვევაში #4 მატრიცა წარმოიდგინება 

XI 
4=(X, Xევ ... XV) ან 4= 22) 

X 

სახით. ” 

1) თუ 4=(X, Xც ...X,) და X, =X:=...=X,=0, მაშინ ცხადია 4 

მატრიცა დაყვანილია. ამიტომ, დავუშვათ, რომ X,,,X,:; ···· X,, ელემენ- 

ტებიდან ერთი მაინც წნულისაგან განსხვავებულია. ვთქვათ X;, 

(1<71<») პირველი წულისაგჯან განსხვავებული ელემენტია. „4, = (X9) 

( #= 1,2,...,7) ისეთი მატრიცაა, რომელიც მიიღება 7 მატრიცისაგან 

მისი პირველი და I სვეტების ადგილების ურთიერთ შეცვლით და 

დანარჩენი სვეტების ადგილზე დატოვებით. # =(»7) კი ისეთი 

მატრიცაა, რომელიც მიიღება 4, მატრიცისაგან მისი პირველი სვეტის 

– 
(XI) ელემენტზე გამრავლებით. ასეთ შემთხვევაში ჯი =I და 

XL) =»ი ყოველი 7 =2,3,....,. ახლა თუ „#4, მატრიცის პირველ 
1/ 

2 2 2 
სვეტს თანამიმდევრობით გავამრავლებთ –X2I, -X2, ა – ჯე ელე- 

მენტებზე და შესაბამისად დავამატებთ X#, მატრიცის მეორე, მესამე და 

ა, შ. მე-M სვეტებს, მივიღებთ #, = () 0...0) მატრიცას, რომელიც წარ- 

მოადგენს + მატრიცის შესაბამის დაყვანილ მატრიცას. 
2) ახლა თუ 
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%) 
4= | 72! 

%) 

და X, =X., =..=X)=0, მაშინ # დაყვანილი მატრიცაა. ამიტომ, 

დავუშვათ, რომ X,,:X,,.·.):X,, ელემენტებიდან ერთი მაინც წულისაგან 

განსხვავებულია. ვთქვათ X,, (I <ჩჩ <7) პირველი წულისაგან გან- 

სხვავებული ელემენტია. „4/ = ( »I) (4 = 1,2,...,71) ისეთი მატრიცას), 

რომელიც მიიღება „4 მატრიცისაგან მისი პირველი და ძ სტრიქონების 

ადგილების ურთიერთ შეცვლით და დანარჩენი სტრიქონების ადგი- 

ლებზე დატოვებით. >; = ( XI) კი ისეთი მატრიცა), რომელიც მიიღება 

-I 
4) მატრიცისაგან მისი პირველი სტრიქონის (# ი) ელემენტზე გამ- 

რავლებით. ასეთ შემთხვევაში X/07=1 და II = IM ყოველი 

ძ = 2,3,...,7. ახლა თუ -” მატრიცის პირველ სტრიქონს თაწამიმდევ- 

რობით გავამრავლოთ –»?, –#?, თვ #2 ელემენტებზე და შესაბა- 

მისად დავამატეზთ >»; მატრიცის მეორე, მესამე და ა. შ. მე-7? სტრიქო- 

ნებს, მივიღებთ 

8:= · 
0 

მატრიცას, რომელიც წარმოადგენს „7-4 მატრიცის შესაბამის დაყვანილ 

მატრიცას. ამგვარად, როცა § =1 მაშინ 2) წინადადება სამართლიანია. 

ხ,) ახლა დავუშვათ, რომ 2) წინადადება სამართლიანია X ველზე 

აღებული ყველა ისეთი მატრიცისათვის, რომელთა მთავარი მატრიცა 

(+–1 –განზომილებიანია და ვაჩვენოთ მ) წინადადების სამართლიანოზა 
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– მატრიცები - 

ყველა ისეთი მატრიცისათვის, რომელთა მთავარი მატრიცა + – განზო- 

მილეზიანია. მართლაც, დავუშვათ, რომ (1) სახით წარმოდგენილი 4 
მატრიცის მთავარი მატრიცის რიგი # – ის ტოლია. 

3) თუ # მატრიცის პირველი სტრიქონისა და პირველი სვეტის ყველა 

ელემენტი წულის ტოლი), მაშინ # მატრიცის ისეთი არაგანსაკუთრე- 

ზული გარდაქმნები, რომლებიც მოხდენილი იეწნება მეორე, მესამე და 

ა.შ. მე-7? სვეტებზე და მეორე, მესამე და ა.შ. მე-7) სტრიქონებზე არ 

შეცვლის „#4 მატრიცის პირველ სტრიქონსა და პირველ სვეტს, მაგრამ 
იგი იქნება 4 მატრიცის 

2%Xეე Xევ ·..X, 

8 = | X32 Xვვ ·'> Xვი 

X».: X„ვ იი 

ქვემატრიცის არაგანსაკუთრებული გარდაქმნები. თანახმად ინდუქცი- 

ური დაშვებისა, 8 მატრიცა ამ გზით შეიძლება მიყვანილი ივნას დაყვა- 

ნილ მატრიცამდე, რადგან 8 მატრიცის მთავარი მატრიცის რიგი 

(+–1) –ის ტოლია. ეს კი იმას ნიშნავს, რომ „ მატრიცაც მისი არაგანსა- 

კუთრებული გარდაქმნებით დაყვანილ მატრიცამდე მიიყვანება. 

4 ახლა ვთქვათ „#4 მატრიცის პირველი სტრიქონის ან პირველი 

სვეტის რომელიმე ელემენტი ნულისაგან განსხვავებულია. ეს ელემენტი 

4 მატრიცის სტრიქონების ადგილების ურთიერთ შეცვლით ან სვეტე- 

ბის ადგილების ურთიერთ შეცვლით შეიძლება მივიყვანოთ ისეთ 

C=(3) ((=12...,)#; 7 =1,2,..,M), რომ 2,, #0. C, =(2I') იყოს ისე- 
თი მატრიცა, რომელიც მიიღება C მატრიცისაგან მისი პირველი სტრი- 

ქონის ყველა ელემენტის 2) ელემენტზე გამრავლებით, ხოლო დანარ- 

ჩენი სტრიქონების კი უცვლელად დატოვებით. ასეთ შემთხვევაში 

20 =1. ახლა C, მატრიცის პირველი სტრიქონის ელემენტები თანამიმ- 

დევრობით გავამრავლოთ –2, – 0 – – ი და შესაბამისად დავა- 

მატოთ მეორე, მესამე და ა. შ. მე-1 სტრიქონების ელემენტებს. მივი- 

ღებთ Cა =(-0 ) მატრიცას, რომლის პირველი სვეტის ყველა ელე- 
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– მატრიცეზი – 

მენტი, გარდა 2 წნულის ტოლია, ხოლო 2() =1. ამის შემდეგ, C) 

მატრიცის პირველი სვეტის ელემენტები თანამიმდევრობით გავამრავ- 

ლოთ –20, – 2() – – 2(2) და შესაბამისად დავამატოთ მეორე, მესა- 

მე და ა. შ. მე-” სვეტების ელემენტებს, მივიღებთ Cვ = (C64) მატრი- 

ცას, რომლის პირველი სვეტისა და პირველი სტრიქონის ყველა ელე- 

მენტი, გარდა 2) ნულის ტოლია, ხოლო 20 =L1. 

რადგან Cკ მატრიცის პირველი სტრიქონისა და პირველი სვეტის 

ყველა ელემენტი, გარდა 20 წულის ტოლია, ხოლო 20) =1, ამიტომ 

Cკ მატრიცის ისეთი არაგანსაკუთრებული გარდაქმნები, რომლებიც 

განხორციელებულია მის მეორე, მესამე და ა.შ. მე-M სვეტებზე და 

მეორე, მესამე და ა.შ. მე- 77 სტრიქონებზე, არ შეცვლის Cკ მატრიცის 

პირველ სტრიეონსა და პირველ სვეტს, მაგრამ იგი იქნეზა Cც მატრიცის 

ტუტ მ 
2) _(2 2 -“ 

შა 
ქვემატრიცის არაგანსაკუთრებული გარდაქმნები. თანახმად ინდუქცი- 
ური დაშვებისა C” მატრიცა ამ გზით შეიძლება მიყანილი იქნას დაყვა- 

წილ მატრიცამდე, რადგანაც C'” მატრიცის მთავარი მატრიცის რიგი 

(§-1)–ის ტოლია. ამგვარად 7” მატრიცაც მისი არაგანსაკუთრებული 

გარდაქმნებით მიიყვანება დაყვანილ მატრიცამდე. 

2) წინადადების სამართლიანობა დამტკიცებულია. C 

ახლა დავამტკიცოთ ხ) წინადადების სამართლიანოზა. მართლაც, 

ვთქვათ „- მატრიცა წარმოდგენილია (1) სახით. 4 მატრიცის მიმართ 
ხ) წინადადების სამართლიანობის დასამტკიცებლად გამოვიყენოთ 

მათემატიკური ინდუქცია #4 მატრიცის სტრიქონთა /”! რიცხვის მი- 
მართ. 
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– მატრიცები - 

5) თუ MI =1, მაშინ #4 =(X,), რადგან I </7?. თუ X,, =0, მაშინ ხ) 

წინადადება სამართლიანია. თუ X#X,, #0, მაშინ # მატრიცის პირველი 

სტრიქონის XI ელემენტზე გამრავლებით მივიღებთ (X1 ელემენტი 

არსებოზს, რადგან X ველია და X,, #0), #4 = (I) მატრიცას, რომელიც 

სტრიქონების მიმართ დაყვანილი მატრიცაა. 

ახლა დავუშვათ, რომ ხ) წინადადება სამართლიანია X ველზე 

აღებული ყველა ისეთი მატრიცისათვის, რომელთა სტრიქონების 

რიცხვი (» _ 1) – ის ტოლია და ვაჩვენოთ ხ) წინადადების სამართლი- 

ანობა ყველა ისეთი მატრიცისათვის, რომელთა სტრიქონების რიცხვი 

7I–ის ტოლია. 

მართლაც, თუ 4 მატრიცის პირველი X,,,X,,,-..;X„, სვეტის ყველა 

ელემენტი წულის ტოლია, მაშინ #4 მატრიცის სტრიქონთა ისეთი 
არაგანსაკუთრებული გარდაქმნები, რომლებიც განხორციელებული 

იქნება მეორე, მესამე და ა.შ. მე-”. სტრიქონებზე, არ შეცვლის + 

მატრიცის პირველ სტრიეონს, მაგრამ იგი იქნება /4 მატრიცის 

Xაე Xვვ ·-. %ვი 

Xვე Xვვ. ·- Xვ, 
8'= 

წ 

ქვემატრიცის სტრიქონთა არაგანსაკუთრებული გარდაქმნები. თაწახ- 

მად ინდუქციური დაშვებისა, 8 მატრიცა ამ გზით შეიძლება მიყვანილი 

იქნას სტრიქონების მიმართ დაყვანილ მატრიცამდე, რადგანაც #8 მატ- 

რიცის სტრიქონთა რიცხვი (თ – I) – ის ტოლია. ეს კი იმას ნიშწავს, რომ 

4 მატრიცაც მისი სტრიქონთა არაგანსაკუთრებული გარდაქმნებით 

მიიყვანება სტრიქონების მიმართ დაყვანილ მატრიცამდე. 

6) ახლა დავუშვათ, რომ # მატრიცის პირველი სვეტის რომელიმე 

ელემენტი ნულისაგან განსხვავებულია. ეს ელემენტი „4 მატრიცის 

სტრიქონების ადგილების ურთიერთ შეცვლით შეიძლება მივიყვანოთ 

Xაე X,ვ ე. 2, 
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– მატრიცები – 

ისეთ 0=(,) (7 =1.2,...,#; / =12,...,7I) მატრიცამდე, რომ /,, #0. 

XX, = (II) იყოს ისეთი მატრიცა, რომელიც მიიღება #2 მატრიცისაგან 

მისი პირველი სტრიქონის ყველა ელემენტის M) ელემენტზე გამრავ- 

ლებით, ხოლო დანარჩენი სტრიქონების კი უცვლელად დატოვებით. 

ასეთ შემთხვევაში /() = 1. ახლა #2, მატრიცის პირველი სტრიქონის 

ელემენტები თანამიმდევრობით გავამრავლოთ –/, –/() ვ... 

ელემენტებზე და შესაბამისად დავამატოთ მეორე, მესამე და ა. შ. მე- »1 

სტრიქონების ელემენტებს. მივიღებთ #7), = ((C)) მატრიცას, რომლის 

-4 

პირველი სვეტის ყველა ელემენტი, გარდა #7 წულის ტოლია, ხოლო 

ჯა =I. რადგან XX, მატრიცის პირველი სვეტის ყველა ელემენტი, 

გარდა / ) ნულის ტოლია, ხოლო ჯუ =1, ამიტომ #), მატრიცის 

სტრიქონთა ისეთი არაგანსაკუთრებული გარდაქმნები, რომლებიც 

განხორციელებულია მის მეორე, მესამე და ა.შ. მე-7? სტრიქონებზე, არ 

შეცვლის #2, მატრიცის პირველ სვეტს, მაგრამ იგი იქნება #, მატრიცის 

2) ,2), „(2) რ რ ირე 
ჯ”=|) 81 ჩა “ჩი 

/) ბ 0 3 ჩევ ა: 

ქვემატრიცის სტრიქონთა არაგანსაკუთრებული გარდაქმნები. თანახ- 

მად ინდუქციური დაშვებისა #” მატრიცა ამ გზით შეიძლება მიყანილი 

იქნას სტრიქონების მიმართ დაყვანილ მატრიცამდე, რადგანაც 

მატრიცის სტრიქონთა რიცხვი (I 5-1) –ის ტოლია. ამგვარად „4 მატრი- 

ცაც მისი სტრიქონთა არაგანსაკუთრებული გარდაქმნებით მიიყვანება 

სტრიქონების მიმართ დაყვანილ მატრიცამდე. 

ხ) წინადადების სამართლიანობა დამტკიცებულია. = 
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– მატრიცები - 

ახლა დავამტკიცოთ C) წინადადების სამართლიანობა. მართლაც, 

ვთქვათ „> არის (§X 7) – განზომილებიანი მატრიცა (ე.ი. #« = MM < #9). 

# აღვნიშნოთ ისეთი 7” - ური რიგის კვადრატული მატრიცა, რომე- 

ლიც მიღებულია #4 მატრიცისაგან M-ა რაოდენობის წულოვანი 

სტრიეონების მიერთებით 

%ე X)ვ ა-ი 
X-) Xეე ·. X2ც 

0 0... ზ 

0 0 ..0 

რადგან „-# მატრიცის სვეტების რიცხვი არ აღემატება სტრიქონების 
რიცხვს, ამიტომ, როგორც ზემოთ 5) და 6) პუნქტებში იყო დამტკიცე- 

ბული, „-– მატრიცა სტრიქონების არაგანსაკუთრებული გარდაქმნებით 

შეიძლება მიყვანილი იქნეს სტრიქონების მიმართ დაყვანილ მატრი- 

ცამდე. 
ახლა C) წინადადების სამართლიანობა გამომდინარეობს იქედან, 

რომ #4 მატრიცა მიღებულია X მატრიცისაგან მისი განსაკუთრებული 

გარდაქმნებით. 

C) წინადადების სამართლიანობა დამტკიცებულია. C 

მაგალითი 1. იპოვეთ 

მატრიცის სტრიქონების მიმართ დაყვანილი მატრიცები, რომლებიც 

მიიღებიან მისი სტრიქონების არაგანსაკუთრებული და განსაკუთრე- 

ბული გარდაქტმნებით. გვექნება: 

L1-123-3 I 1.3 
10013| _|I0 1 -2 6 |_ 
01011 0 1.0 3-5 
00001 000 01



- მატრიცები - 

10013) /10013 (1911 
_012261)0101 11 | 1 
00235 100232500) ==“ 
0000 1) (00001) |ეეე022, 

ამგვარად, „4 მატრიცის სტრიქონების მიმართ დაყვანილ მატრიცებს, 
რომლებიც მიიღებიან მისი სტრიქონების არაგანსაკუთრებული და გან- 

საკუთრებული გარდაქმნებით, შესაბამისად ექნებათ შემდეგი სახე: 

10013 01% 
01011 ! 

00000 00001/100001 

მაგალითი 2. იპოვეთ პირველ მაგალითში მოცემული 4 
მატრიცის შესაბამისი დაყვანილი მატრიცა. გვექნება: 

1-123-3 1-123 -ლ3 10000 0 
10013|_!0 1-2-26|! _10 1-2-2 6 |_ 
01011 01011 00-ლ23 -5 
000001 00001 0000 I 

10000) (1”იეეე (( 0000 
_)0 100 0 ვ. 5I.,9100 0 

00-23 -5 001-–5 00-10 0 
00000 1 000061 00010 

ამვარად, 4 მატრიცის შესაბამის დაყვანილ მატრიცას აქვს შემდეგი 
სახე: 

10000 
01000 
0010 0' 
00010 

ახლა X ველზე განმარტებულ მატრიცთა სიმრავლეში განვმარ- 
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- მატრიცები – 

ტოთ მატრიცების შეკრების, გამრავლების და X ველის ელემენტზე 
გამრავლეზის ოპერაციები. 

ყველა (=IX») – განზომილებიანი მატრიცის სიმრავლე X ველ- 

თზე აღვნიშნოთ X”” - ით; 4=(»), 8=(),,)CX” და 4#C+X. X”” 

სიმრავლეზე შემოვიტანოთ მატრიცების შეკრეზის ბინარული ალგეზ- 

რული ოპერაცია და თ, (2C=X ) უნწარული ალგებრული ოპერაცია 

შემდეგნაირად: 4+8=(X, +X#) და თ,(M) =(4-»). სადაც წ/=1L2...,7) 

და 7 =1,2,...,72. 

თეორემა 2. X”” სიმრავლეში მატრიცების შეკრების ბინარულ 

ალგეზრულ ოპერაციასა და თ, (4 CX ) ოპერაციებს გააჩნიათ შემდეგი 

თვისებები: 

8) მატრიცთა შეკრების ოპერაცია კომუტაციურია; 

ხ) მატრიცთა შეკრების ოპერაცია ასოციაციურია; 

თ) შეკრების ოპერაციის მიმართ X”“” სიმრავლეში არსებობს წულო- 
ვაწი 

00...0 
0 =| 00.0 

00...0 

ელემენტი და #4 = (»,) მატრიცის მოპირდაპირე მატრიცა 

-X, ”X2 X, 

–4=| :221 522 თა ებში, 
-X. - X»2 - %.ი 

ძ (თ. )(4) =Cთ, (თ. (4)). ყოველი 4,6 CX და 46C X"”; 

(3) (თ,..)(4)=თ, (4)+თ,» (4), ყოველი #,#ე CX და 4C X””; 

ი თ, (4+8)= თ, (4)+თ, (8), ყოველი #4 C Xჯ და #,8C X””; 

თ თ, (4) = „4, სადაც 1 არის X ველის ერთეულოვანი ელემენტი. 
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- მატრიცები - 

დამტკიცება. ჩამოყალიბებული თეორემის სამართლიანობა უშუა- 
ლოდ გამომდინარეობს პირობებიდან, რომ X ველში შეკრებისა და გამ- 

რავლების ოპერაციები კომუტაციური და ასოციაციურია, ხოლო შეკრე- 

ბა და გამრავლება ერთმანეთთან დაკავშირებულია დისტრიბუციულო- 
ზის კანონით. C 

დამტკიცებული თეორემიდან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ 

ალგებრა (X ””, (თ, |IტCX )) ვექტორული სივრცეა. 

ახლა ვთქვათ „4 =(»,)CX””, 8=C,) CX”” და C=(”,) CX”. 

ვიტყვით, რომ „>-# და „8 მატრიცების ნამრავლი არის C მატრიცა და 
დავწერთ 4:83 =C,თუ 

”M 

27 =2 X, “Xკ = Xც 'X, +X,2 "X, +--/+Xთ"Xც, 
#=თL 

ყოველი ჯ =1,2,...,7? და 09 =1,2....,§. 

შევნიშნოთ, რომ 7# და #8 მატრიცების წამრავლი განსაზღვრუ- 

ლია მხოლოდ მაშინ, როცა / მატრიცის სვეტების რიცხვი უდრის 8 

მატრიცის სტრიქონების რიცხვს. 

თეორემა 3. თუ 4,8 და C ისეთი მატრიცებია, რომ #·,8 და 

8-C განსაზღვრულია, მაშინ („/-/8)-C = 4-(8·C), ე.ი. მატრიცების 

გამრავლების ოპერაცია ასოციაციურია. 

დამტკიცება. ვთქვათ მატრიცები „4 =(X) ,8= (V,) და C= ( 2) 

შესაბამისად (XXVI), (ოX+) და (§X ?) განზომილებიანი მატრიცე- 

ბია. ცხადია, ასეთ შემთხვევაში არსებობს 4-8 და #8·-C წამრავლი. 

ახლა დავუშვათ, რომ 4-8=(თ)). 8-C=(ხ,), (4:8)·C=(9,) და 

4·(8 ·C) = (ძ;). ასეთ შემთხვევაში 
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– მატრიცები - 

-2(%-#)=21(>- + |- 
/=1 L») 

_ 28% X, »'4)|-2;(2.(» “ #)) 71 #=I V /=1 

(-28 ხ)-2(9-2:#-4)-=2:(2:(>"»-4)) 
(=1 

მივიღეთ, რომ ძ, = თ ყოველი /=1I1.2,..,7 და / =1,2,...,/2, ე.ი. სრულ-. 

დება ტოლობა (4-8)·-C = 4·(8-C). ლ 

თეორემა 4. თუ #4, 8 და C ისეთი მატრიცებია, რომ ,38+C და 

4-(8+C) განსადღვრულია, მაშინ 

4·-(8+C)= 4:8+4-C და (8+C):74=8-4+0C-4, 
ე.ი. მატრიცების გამრავლებისა და შეკრების ოპერაციები ერთმანეთთან 

დაკავშირებული არიან დისტრიბუციულობის კანონით. 

დამტკიცება. ვთქვათ მატრიცები „” = (M) არის (MIX») განზო- 

მილებიანი მატრიცა, ხოლო 8 =(»#,) და C=(2,) (M/X+) არიან 

(ოX 5) განზომილებიანი მატრიცები. მაშინ ცხადია, არსებობენ 8+C, 

4·:(8+C), 4-8 და #·C მატრიცები. ცხადია 8+C = C, +2, „). 

ახლა დავუშვათ, რომ /#-#88 = (ძ,). 4-C= (–) და 4-(8+C) =( ძ,). 

ასეთ შემთხვევაში 

ძ.=2 XM+%)=21% /X+% '%)=21X·X)+21% ·%)=4,+9, 
#I LI #-I LI 

ყოველი 1 =1,2,...,727 და / =1,2,..., –. ბოლო ტოლობიდან გამომდინა- 

რეობს, რომ #-(8+C)= 4:8+#-C. 
ანალოგიურად დამტკიცდება, რომ ( 8+C ) -4=8-4+C.:-:4.0 
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– მატრიცები - 

თეორემა 5. ვთქვათ X”” არის ყველა 7 – ური რიგის კვადრატუ- 

ლი მატრიცების სიმრავლე X ველზე. მაშინ ალგებრა X”” =(X”,5–. I 

რგოლია, სადაც (+) და C) მატრიცთა შეკრებისა და გამრავლების 

ალგებრული ოპერაციებია; (–) უნარული ალგებრული ოპერაციაა 

X”” სიმრავლეზე, რომელიც ყოველ მატრიცას X”” სიმრავლიდან 
" შეუსაბამებს მის მოპირდაპირე მატრიცას, ხოლო 1 ნულარული ოპერა- 

ციაა, რომელიც X”” სიმრავლეში გამრავლების ოპერაციის მიმართ 
აფიქსირებს ერთეულოვან ელემენტს. 

დამტკიცება. თეორემა 2-ის თანახმად (X ”მ,+,-) ალგებრა ჯგუ- 

ფია. ასევე თეორემა 3-ის თანახმად (X ს I) ალგებრა ნახევარჯგუ- 

ფია, იგი მოწოიდიც იქნება, რადგანაც, თუ 

10...00 
01...00 

და #C X”” წებისმიერი მატრიციაა, მაშინ # · „4 = 7#4-#M = 4, ე.ი. # 

მატრიცა გამრავლების ოპერაციის მიმართ X”” სიმრავლის ერთეუ- 
ლოვანი ელემენტია. 

თეორემა 4-ის თანახმად X”” სიმრავლეში შეკრებისა და გამრავ- 
ლების ოპერაციები ერთმანეთთან დაკავშირებული არიან დისტრიბუ- 

ციულობის კანონით. გარდა ამისა 0 # #. 

მივიღეთ, რომ X-"% = (X ” + –," 1) ალგებრა, რგოლია. 0 

სავარჯიშოები 

მ) X = (0, L სიმრავლეზე დაწერეთ: 

1) ყველა (1,1) განზომილებიანი მატრიცა; 
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– მატრიცები - 

2) ყველა ( I,2) განზომილებიანი მატრიცა; 

3) ყველა (3,1) განზომილებიანი მატრიცა; 

4) ყველა მესამე რიგის დიაგონალური მატრიცა; 

5) მესამე რიგის ნულოვანი და ერთეულოვანი მატრიცები; 

6) ყველა მესამე რიგის ელემენტარული მატრიცა. 

L11 
ხ) იპოვეთ -”4 = (I I მატრიცის ტრანსპონირებული მატრიცა. 

1 

C) იპოვეთ #4 = (1 I მატრიცის გაფართოება „#8 = V მატრიცით და 

ძ) აჩვენეთ, რომ „4 - 43 1 სიმეტრიული მატრიცაა. 

13.54 

“) იპოვეთ ქვემოთ მოცემული მატრიცების 

1 12 
4-1) 8=(23476), >. ! 

5 

მთავარი მატრიცები. იპოვეთ 8 და C მატრიცეზი. 

ი იპოვეთ 

102 0 102011 201 01102011 1 
4 =| 201100 I,4, =| 011 ,4, = (წ0001022 ) 4. =I0 1. 

1001 10 
4: = | 1000 , 4=(01) 

1111 
მატრიცების შესაბამისი სტრიქონების მიმართ დაყვანილი და 

დაყვანილი მატრიცები. 
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– მატრიცეზი - 

დი) განისაზღვრებიან თუ არა ცალსახად მოცემული მატრიცის შესა- 
ბამისი სტრიქონების მიმართ დაყვანილი და დაყვანილი მატრი- 

ცები. 

ს) მოცემულია მატრიცეზ 

აჟ
 

იპოვეთ 4+8,, 4-##, 8 წმ#, 8-4 და #· 

0) იპოვეთ / (4), თუ 

1) /(X=X-–X-– და #-L2 15 21 

2) /(X)=X -5X+3 და 4-=( 3 ა” 

3) წ/! XI=X –22+L და #- 
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– წრფივ განტოლებათა სისდემები - 

§ 7. წრფივ განტოლებათა სისტემეზი 

ვთქვათ X ველია. განტოლებათა სისტემას 

ძ,X,+0ეX +--+თ,X, =ხ,, 
0;,X, + 0;;Xე +” "4 თ:„X, = ჩ,, 

ძ.,X, +0,ეXე +“''+0,,X, =ხ,, 
MM M”ჩ ” 

...(1) 

სადაც ხ,თ, C X (7=1,2,...,M, 7 =1,2,...,71) და X,,X,,...X, რომელი- 

ღაც უცნობებია, ეწოდება #” უცნობიანი /. რაოდენობის წრფივ განტო- 

ლებათა სისტემა X ველზე. ძ, ელემენტებს (I) განტოლებათა სიტე- 

მაში შემავალ უცნობთა კოეფიციენტებს უწოდებენ, ხოლო ხV,,ხ,,...,ხ. 

ელემენტებს კი - თავისუფალ წევრებს. თუ თავისუფალი წევრებიდან 

ერთი მაინც განსხვავებულია ნულისაგან, მაშინ (1) სისტემას არა- 

ერთგვაროვანი ეწოდება, წინააღმდეგ შემთხვევაში კი ერთგვაროვანი 

ეწოდება. მატრიცებს 

რ), რვ... რწ, რთ) CI... რ), · 
რთ, თევ... თ. C5, რეე... თ. 8 = 21) “22 2» , #4= 21 “22 2 2 ...(2) 

ძ თ ი» ძი, რიგ: - ხ, 

(1) განტოლებათა სისტემის მთავარი და გაფართოებული მატრიცები 

ეწოდება. X ველის ელემენტთა Cთ,,C,,....Cთ, სიტემას ეწოდება (1) გან- 

ტოლებათა სისტემის ამონახსენი, თუ უცნობთა X =C, X =C...:X, =ძ, 

მნიშვნელობებისათვის (1) განტოლებათა სისტემის ყოველი განტოლება 

ტოლობად გადაიქცევა. 
თუ (1) განტოლებათა სისტემას ერთი ამონახსენი მაინც გააჩნია, 

მაშინ მას თავსებადი ეწოდება. 

(1) განტოლებათა სისტემას ეწოდება 

0C,X,+C6ეXე +-'/+0, ,X, = 9, 
0:,X, +0ეXე +''·+0)ე„X, = 90), 8) 

C,,X, +0,ეXე +---+0, ,X, =9, 
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– წრფივ განტოლემათა სისტემები - 

სისტემის ექვივალენტური, თუ (1) განტოლებათა სისტემის ყოველი 

ამონახსენი არის (3) განტოლებათა სისტემის ამონახსენი და პირიქით 

(3) განტოლებათა სისტემის ყოველი ამონახსენი არის (1) განტოლებათა 
სისტემის ამონახსენი. 

თეორემა 1. თუ მე-(3) განტოლებათა სისტემა მიღებულია (1) გან– 
ტოლებათა სისტემიდან შემდეგი გარდაქმნებით: 

8) ორი განტოლების ადგილების ურთიერთ შეცვლით; 

ხ) განტოლებათა სისტემის ნებისმიერი განტოლების წულისაგან გან- 

სხვავებულ ელემენტზე გამრავლებით; 
ო განტოლებათა სისტემის (/– ურ განტოლებაზე 7- ური განტო- 

ლების (I <1%/7< »”!) დამატებით გამრავლებული რაიმე # ელე- 

მენტზე, მაშინ იგი (1) განტოლებათა სისტემის ექვივალენტური 

იქნება. 

დამტკიცება. დავამტკიცოთ მხოლოდ ი) წინადადების სამართლი- 

ანობა. მართლაც, ვთქვათ მე-3 განტოლებათა სისტემის ყველა გან- 

ტოლება გარდა !1– ური განტოლებისა (1) განტოლებათა სისტემის 

შესაბამის განტოლებებს ემთხვევა, ხოლო 1– ური განტოლება მიღე- 

ბულია (1) განტოლებათა სისტემის 1– ურ განტოლებაზე /- ური 

განტოლების (ქ <1%7< I) დამატებით გამრავლებული # C X ელე- 

მენტზე, ე.ი. მას ექნება სახე: 

C>2 )», +(ი, +#ძ, :)ი+--·+(ძ, +#ძ, „)X, =ხ,+Vნ,. 

ახლა, თუ Cთ,.Cთ,,..,C, არის (1) განტოლებათა სისტემის წებისმიერი 

ამონახსენი, მაშინ იგი ცხადია დააკმაყოფილებს (3) განტოლებათა სის– 

ტემის 7- ური განტოლებისაგან განსხვავებულ ყველა განტოლებას. 
ამასთან: 

წ +Vძ, ,)თ +(ძ,+Mი, )თ +“ +(4, +#ძ, „)თ, = 

თ,)+M-(ი,თ+ი,თფ+---+0,თ,)=ხ,+VM,, (თ, ძ,,C, + C,Cთც +.'- '+ძ 4“ () ჯ»“”ჩ 

ე.ი. (1) განტოლებათა სისტემის თ,თ;,.., თ, ამონახსენი იქნება (3) 

განტოლებათა სისტემის ამონახსენიც. 
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– წრფივ განტოლებათა სისტემები - 

ახლა ვთქვათ /1,/3,..,/2, არის მე-(3) განტოლებათა სისტემის 

ნეზისმიერი ამონახსენი. ეს ამონახსენი (,) განტოლებათა სისტემის 

'- ური განტოლეზისაგნ განახვავებულ ყველა განტოლებას 
დააკმაყოფილებს. ამიტომაც, 

ძ,/, +თძ/,+,-7+0,/, =ხ,. ...(4) 

მეორეს მხვრივ /8,, /9 ,..., /, ამონახსენი აკმაყოფილებს (3) განტოლე- 

ბათა სისტემის 7– ურ განტოლებასაც, ე.ი. 

(ი,+Mთ,)/,+(ით,+M,,)/,+--·+(ი„+M?,)/8, =ხ,+M, 
ზოლო ტოლობიდან მივიღებთ შემდეგ ტოლობას 

(თ,/ +0,/, +--·+ძ,/,)+#-(ი,/8 +ძ,,/, +--+0,ჩ,) =ხ.+VM,:....(5) 

ახლა თუ (5) ტოლობაში გავითვალისწინებთ (4) ტოლობას, მივიღებთ 

ძ,/მ, +0,/, +--·+0,/, =ხ, 

ამგვარად (3) განტოლებათა სისტემის ყოველი ამონახსენი ( 1) 

განტოლებათა სისტემის ამონახსენია. C 

შევნიშნოთ, რომ თუ (I) განტოლებათა სისტემა, ან მისი ელემენ- 

ტარული გარდაქმნებით მიღებულ განტოლებათა სისტემა, შეიცავს გან- 

ტოლებას 

0:X+0:X.+:-·+0-X, =ხ, (6) 
სადაც ხ #0. მაშინ პირველი თეორემის თანახმად (I) განტოლებათა 

სისტემაც არ თავსებადი იქნება. თუ მიღებულ განტოლებათა სისტემა 

შეიცავს განტილებას 0·X +0:X +--·4+0-», =0, მაშინ პირველი თეორემის 

თანახმად (1) განტოლებათა სისტემაც იქნება თავსებადი, რადგანაც მას 

XX, .., X, უცნობთა ნებისმიერი მნიშვნელობა აკმაყოფილებს. ამიტო- 

მაც მიღებული განტოლებათა სისტემიდან მისი ამოშლა ყოველთვის 

შეიძლება. | 
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– წრფივ განტოლეზათა სისტემები – 

დამტკიცებულ თეორემაში მოყვანილ მ), ხ), C) პირობებს და (I) 

განტოლებათა სისტემიდან 0-X,+0-X, +-···+0-X, =0 სახის განტო- 

ლების მიერთებას ან ამოშლას (1) განტოლებათა სისტემის ელემენტა- 
რული გარდაქმნები ეწოდება. 

ცხადია () განტოლებათა სისტემის ელემენტარული გარდაქმ- 

ნები (1) განტოლებათა სისტემის შესაზამისი გაფართოებული / მატ- 

რიცის სტრიქონების მიმართ ელემენტარული გარდაქმნების ტოლ- 

ფასია. თეორემა 6.1-ის C) წინადადების თანახმად // მატრიცა მისი გან- 

საკუთრებული გარდაქმნებით სტრიქონების მიმართ მიიყვანეზა სტრი- 

ქონების მიმართ დაყვანილ (>9X#V) –განზომილებიან 8 =( X) მატრი- 

ცამდე. თანახმად თეორემა 6.1-ის ხ) წინადადებისა გვექნება, რომ 

2X>2,--X,, C (0,1) . დავუშვათ, რომ 

XI, 5ს0X, =ს..სX,, =1 (I<” <7») 
დიაგონალზე მდგომი ყველა ის ელემენტია, რომელთა მნიშვნელობა 

1- ის ტოლია. დავწეროთ მიღებული „8” მატრიცის შესაზამის განტო- 

ლებათა სისტემა. ამ სიტემაში XX, ა X, უცნობები მივიღოთ მირი- 

თად უცნოზებად, ხოლო ყველა დანარჩენი („–”) რაოდენობის უცნო- 

ზი თავისუფალ უცნობებად და მიღებული განტოლებათა სისტემიდან 

გამოვთვალოთ XX, აX, უცნობების მნიშვნელობები. მიღებულ 

ამოხსნათა სისტემას (I) განტოლეზათა სისტემის ზოგად ამონახსენს 

უწოდებენ. 
(1) განტოლებათა სისტემის ზემოთ აღწერილი მეთოდით ამო- 

ხსნას უცნობთა თანდათანობითი გამორიცხვის მეთოდით ამოხსნას ან 

კიდევ გაუსის მეთოდით ამოხსნას უწოდებენ. 

მივანიჭეზთ რა (M–”) რაოდენობის თავისუფალ უცნობებს X 

ველიდან აღებული ელემენტების რომელიღაც მნიშვნელოზებს, მაშინ 

(I) განტოლებათა სისტემის ზოგადი ამონახსენიდან »,,X, ,..,X, 
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– წრფივ განტოლებათა სისტემები - 

უცნობთა მნიშვნელობები ცალსახად გაწისაზღვრებიან. მივიღებთ, რომ 

X, =0,, X, = 0),...,X, = 0, . უცნობთა ამ მნიშვნელობებს (1) განტოლე- 

ბათა სისტემის კერძო ამონახსენი ეწოდება და ხშირად (0,0,,...,შ,) 

სახით ჩაიწერება. 

შევნიშნოთ, რომ თუ (1) განტოლებათა სისტემა თავსებადია და 

” =7 მაშინ მას ერთადერთი ამონახსენი ექნება, ხოლო ერთზე მეტი 

ამონახსენი ექნება როცა ”<7/ (ეი. ძირითად უცნობთა რიცხვი 
წაკლებია განტოლებაში შემავალ უცნობთა რიცხვზე). 

სავარჯიშოები 

8) ამოხსენოთ შემდეგი განტოლებათა სისტემები: 

X, +2X, – X, +2X, =1, 3X, +2X, – X +2X,კ =5, 
1) 43X +5X, –2X, +3X, =3, 2) 4 X, +3Xე –2Xკ +3X, =4, 

2X, +3X, – X +X, =2. 2X, + Xე – X– +4X, = 6. 

3X, +5X – 3X, +5X, =3, 3X, +5X –5X% +5X, =-2, 
ვ) 2X, +3X, – X, +3X, =2, # 2X, +3X, –3X +3X, =–-'I, 

X+X +X,+X, =L –X +X, –2X, – 3X, =–3, 
X +2Xე – 2X +2X, =1. X +2X, –2X, +2X, =–I. 

3X, +5Xე – 3X, = 9, 3X, + Xე – 3X, = –2, 
5) –2X, +3X, – Xკ =4, 6) 42X, +3Xე – 2X, =1, 

X, +2X; – 2X, =1. X, +2Xე – 3X, = –1. 

2X, +7X, –10X, –2X, = –8, _ _ _ 
უ 125+35 -3 +3X++2% =0, ვ) ვა 1255“) 

ო – – – = 1 2.1." 

5+X 29 32% -3%==54 12: 137, =3, 
X, +3X, – 5X, – X, = –4, 

ხ) განტოლებათა სისტემის ამოხსნის გარეშე დაადგინეთ, თავსებადია 

თუ არა შემდეგი განტოლებათა სისტემები: 
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– წრფივ განტოლებათა სისტემები - 

–9X +10X, +3X, +7X, =7, 
1) 47X +5X, –4X, –6X, =3, 

–4X, +7X, +X, +3X, =5. 

2X, – X, +3X, +X, =5, 
ვ) 4–43X –3X, +4X, –3X, =3, 

X –2X, +X, – 4X, = –4. 

(5X, +4X, =2, 
3X, +Xე =4, 

–X, +2X, = –1, 
L2X, +3X, = 5. 

(2X +2X, –X, +X, =4, 

ი 43 4X +3X, –X, +2X, =6, 
8X +5X –3X +4X, =12, 

(3X, +3X, – 2X, +2X, =6. 

(5X +3X, +5X, +12X, =10, 
X+7X +9X +4X, =L 
3X, +9X, +12X +9X, =6, 
'2X, +2X, +3X, +5X, =4. 

5) 4 

9) «   

8X +6X, +2X, +5X, =7, 
2X, +X +2X, –X, =1. 

(5 +2X, –3X, = –2, 
4) «2X, +4X, – 2X, =0, 

(2X, +2X, – 3X, = –1. 

6. +9X, +3X +10X», =13, 
2 

(3X +5X, –5X, +5X, –X =2, 
– 2X +3X –3% +3X, +2«% =0, 

–% –-2% +2% –2X, +3% =3, 
გ +25 -25+2%+%=2. 
(2%» –1X, –6X, +3X, = –1, 
7X, – 4X, +2X –15X, = =32, 

1X –2X, – 4X +9X, =5, 
LX – X, +2X, – 6X, = –8.   
–9X +6X +7X +10X», =17, 

10) –6X +4X% +2X +3X, =5, 
–3X +2% –11X% –15X, = –26, 
3X +4% –X, –11X, =–I2. 

უ დაადგინეთ თავსებადია თუ არა შემდეგი განტოლებათა სისტე- 
მები და თავსებადობის შემთხვევაში ამოხსენით ისინი: 

18X +6X, +3X +2X, =15, 
–12% –3X –3% +3X, =–6, 
4X +5X, +2X +3X, =3, 
X +4X, +X, +4X, =2. 

2X, +5X, +X6, +3X, =2, 
4X, +6X, +3X, +5X, =4, 
4X +14X +X +7X, =4, 
2X –3X +3X, =7. 

1) 

3) 

2 

4) 

–6», +8X, – 5X, –X, =9, 
-2X+4X +7%- +3X, =L 
–3X, +5X, +4X +2VX, =3, 
–3X +7X +17X +7X, =0. 

2X, – X, +3X, +4X, = 5, 
4X, – 2X, +5X, +6X, =7, 
6X, –3X, +7X, +8X, =9, 
8X, – 4X, +9X +10X, =1L. 
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– ჩასმები - 

§ 8. ჩასმები 

ვთქვათ X = 9, 2... M) · 

განსაზღვრება 1. X სიმრავლის თავისთავზე ნებისმიერ ბიექციას 
ჩასმა ეწოდება. 

შემდგომში X სიმრავლეზე ყველა ჩასმათა სიმრავლეს 4, სიმბო- 

ლოთი აღვნიშნავთ. ამასთან თუ თ C 5,, მაშინ თ ჩასმას წარმოვადგენთ 

შემდეგი სახით: 

_(/ 1 2. .... რ) 

წი თ(2) ... თ(”))' 
ჩასმებს 

#=(. 2 =4 და თ“ - ი(2) +7თ)) 
1 2...#M 

შესაბამისად, ერთეულოვან და თ ჩასმის შებრუნებულ ჩასმას უწოდე- 

ბენ, რადგანაც დ-6=6-·თ=თდ და თ·თ '=თ '·თ=6 ყოველი თ 64, 
ჩასმისათვის. 

ახლა ვთქვათ I,7C+X (I ჯ# 7): თუ თ ჩასმა აკმაყოფილებს პირო- 

ბებს თ(I) =7,თ (7) =1 და დ (I) = / ყოველი I C X რიცხვისათვის, 

რომელიც განსხვავებულია ! და 7 რიცხვებისაგან, მაშინ თ ჩასმას 

ტრანსპოზიცია ეწოდება. 

განსაზღვრება 2. იტყვიან, რომ თ ჩასმაში 1 და 7 რიცხვები 

„ 1'7 _ <0. 

თ(I)–თ(/) 
შევნიშნოთ, რომ 1 და / რიცხვები თ ჩასმაში ქმნიან ინვერსიას, 

თუ თ ჩასმის რომელიმე სტრიქონში I) რიცხვი გვხდება პირველად 

ვიდრე 7 რიცხვი და 1> 7. 

განსაზღვრება 3. თ ჩასმას ლუწი ეწოდება, თუ Cთ ჩასმაში იწვერ- 

სიათა რიცხვი ლუწი), კენტი ეწოდება, თუ თ ჩასმაში ინვერსიათა 

ქმნიან იწვერსიას, თუ 
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– ჩასმები – 

რიცხვი კენტია. 

ცხადია, რომ ერთეულოვანი ჩასმა ლუწი ჩასმაა, რადგანაც 6 

ჩასმაში ინვერსიათა რიცხვი ნულის ტოლია. 

ვთქვათ # ყველა რაციონალური რიცხვების სიმრავლეა; 0 6 # 

და 0" :/ –> (–1,0,1ჯ ასახვაა, რომელიც აკმაყოფილეზს პიროზებს: 

1, ი>0, 

0'(თ)=4 0, 94=0, 
–1, ძ<0. 

ადვილად შემოწმდება, რომ ყოველი თ,ხ 6 # რიცხვებისათვის სამარ- 

თლიანია ტოლობა: 

რ'(-ხ)=0'(4)-6'(4), 
ე.ი. სხვანაირად რომ ვთქვათ 6” მულტიპლიკაციური ასახვაა. 

ახლა დავუშვათ, რომ 60:45, 3 (1, ისეთი ასახვაა, რომ 

0(თ)=1,თუ დ ლუწიჩასმაა და 6(თ) = –1, თუ თ კენტი ჩასმაა. 

ცხადია, რომ 

,| __1-I 
0(თ)= 0 ––--––“––I. 1) თ- IL 4-C) 

თეორემა 1. თუ _X ჩასმა ტრანსპოზიციაა, მაშინ იგი კენტი ჩასმაა, 

დამტკიცეზა. ვთქვათ 7, / C X , 1< 7 და 

1 2 ..7–1 7 1+1 .. /–1 7 7+1 .. » 
1.2 ..I-–1 7 I+I ..7-177+1 ..» 

ჩასმა ტრანსპოზიციაა. ადვილად შემოწმდება, რომ მოცემულ ჩასმაში 

იწვერსიას წარმიქმნიან 1/,7+#1), (7+#,7) და (/,7) წყვილები, სადაც 

#= L2,.-»(C7 == . მართლაც 

1 იმე. · (თი) - 
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– ჩასმები – 

ძ (7+M)–? = (1+M)-1) _ _ 

L(/+#)-2(0)) L(+M)-7/). 

რადგანაც 7-(,+M) >0, I-(I/+M) <0 და (7(+0)–7>0, (7+#M) –7<0. 

რაც შეეხება ზემოთ მოყვანილი წყვილებისაგან განსხვავებულ 
დანარჩენ წყვილებს, ისინი 1X ჩასმაში ინვერსიას არ ქმნიან. 

ამგვარად, L ჩასმაში ინვერსიათა რიცხვი ტოლი იქნება 

(7 –/)–1))+(07 –/)–1)+1=2-(7/–0–1, 
ე.ი. იგი ყოველთვის კენტი რიცხვია. ეს ნიშნავს, რომ ?X კენტი ჩასმაა. C=. 

თეორემა 2. 6 ასახვისათვის სამართლიანია შემდეგი წინადადე- 
ბები: 

2) 06 ასახვა მულტიპლიკაციურია; 

ხ) თუ XL ჩასმა ტრანსპოზიციაა, მაშინ 0(#) = –1; 

ო თ ჩასმისათვის სამართლიანია ტოლობა 0(თ) = მ(დ' ) ; 

ძე თუ 1 ჩასმა ტრანსპოზიციაა და თ ნებისმიერი ჩასმაა, მაშინ 

0(L·დი)= =0(თ·>)=–0(9): 
ი) თუ Cთ და V/ ჩასმებიდან ორივე ერთდროულად ლფწია ან კენტი, 

მაშინ მათი ნამრავლი ლოწი ჩასმაა; 

ჩი თუ დ და V ჩასმებიდან ერთი ლუწია და მეორე კენტი, მაშინ მათი 

ნამრავლი კენტი ჩასმაა. 

დამტკიცება ჯერ დავამტკიცოთ 2) წინადადება. მართლაც 

ვთქვათ დთ,V/ C 5,, 
1 2. .. ჩ 

”-L„ი V (2) ... „C) 

_ I 2. .. IC 

”V -(C6) თ(V(2)) ... ი «თCთ))) 
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– ჩასმეზი – 

მეორეს მხრივ, რადგან X =L(V/(1),V/(2).....V (7)|, ამიტომ დ ჩასმა 
შეიძლება წარმოვადგინოთ სახით 

ი-| V00) MV(2) ... იე) 

თ(VC0))) თ(V(2)) ... 6(V(7)))' 
ამიტომაც 0) ტოლოგის თანახმად მივიღებთ: 

მი“ 12 სათრ)-ირი)) 
ახლა თუ მივიღებთ მხედველობაში, რომ 6” ასახვა მულტიპლი- 
კაციური), გვექნება 

0(თ)-0(V) II სეი ე) 4) 
_ V(I)–V (I) I-/  1I_ 
წლე –თ(V(7)) VI) – +) 
  

, 

9) იი) ნი. 

ე.ი. 0 ასახვა მულტიპლიკაციურია. 0 
ხ) წინადადების სამართლიანობა გამომდინარეობს თეორემა 1- 

დან. 

ახლა თუ თ ნებისმიერი ჩასმაა, მაშინ თანახმად ვ) წინადადებისა 

გვექნება 1 = 6 (0) = მ(თ-თ') =0(თ)-6(დ''), ე.ი. 0(თ)-0(დ“') =1. 

აქედან 60 ასახვის განსაზღვრის თანახმად გვექნება 0(დთ) = 0(თ'') .-8 

თუ ?1 ჩასმა ტრანსპოზიციაა და თ ნებისმიერი ჩასმაა, მაშინ 

0(C-დ)=0(ჯ)-0(დ)=(–!)-0(თ)=–მ(თ). 
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- ჩასმებზი - 

0(რ:>)=0(დ):0(L)=0(დ):(–1)= –0(დ), 
ე.ი. 06(+-თ)=60(თ->)=–6(დთ).9 

თუ დ და V"/ ჩასმებიდან ორივე ერთდროულად ლუწია ან კენტი, 

მაშინ შესაზამისად გვექნება: 

0(თ-V/) =0(თ)-0(V) =1:1=1, 0(თ-#) =0(დ)-0(#V) =(–)·(–1) =1. 
ზოლო ტოლობეზი გვიჩვენებს, რომ მოცემულ ჩასმათა ნამრავლი ლუწი 
ჩასმაა. ლ 

ანალოგიურად დამტკიცგდეზა ჩ წინადადების სამართლიანობა. 0 

სავარჯიშოები 

8) იპოვეთ Cთ,, დ;, თ,, თ,, თ, და თ, ჩასმებში ინვერსიათა რიცხვი და 

გამოთვალეთ 0(Cთ,), 0(დ,), 0(თ,),. 0(თ,) 0(7.) და 6(დ,), 
თუ 

_/123456 _/I 63452 _/125463 
ს #=(C2432))7 რ=(C34521)26=(L2219))' 
ით =/17345628) , , _/173456289 

9V= 5:654321)»-% |876543291)' 
_/I17245638 

0 %-=L9>X»645321)' 
163452 

ხ) ვთქვათ ი=(L5++ 21): იპოვეთ დ”, დ", თ“,თ” და დ”. 

თ ვთქვათ X =(1,2,...,წ) და 5, არის სიმრავლის ყველა ჩასმათა სიმ- 

რავლე. დაამტკიცეთ, რომ §. =(§,,„') ალგებრა, სადაც (:) ჩას- 

მათა გამრავლების ოპერაციაა 5, სიმრავლეზე, ხოლო (C-)), უნა- 

რული ოპერაციაა ა, სიმრავლეზე, რომელიც ყოველ თC4, 

ელემენტს შეუსაბამებს თ“! ელემენტს, ქმწის ჯგუფს. 
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– ჩასმები - 

ძ) ვთქვათ +X =(1,2,...,) და „#4, არის §. სიმრავლის ყველა ლუწ 

ჩასმათა სიმრავლე. დაამტკიცეთ, რომ #, =(#,„ ') ალგებრა, 

სადაც C) ჩასმათა გამრავლების ოპერაციაა „4 სიმრავლეზე, ხოლო 

( “), უნარული პერაციაა #4 სიმრავლეზე, რომელიც ყოველ 

თ C 4, ელემენტს შეუსაბამებს თ”! ელემენტს, ქმნის ჯგუფს. 
ბ) იპოვეთ შემდეგ ჩასმათა წამრავლი: 

ს) 12345)/12345.) 
34152 53124 /? 

2) 123456) /123456 
364521/L24 1563)” 

ვ) 12345) (12345 IV 
21354)/)VL45321 ”” 

4 1 234:56) /123456 
35 1624) L63 4215) 

ჩ იპოვეთ შემდეგ ჩასმათა ლუწკენტოვნება: 

1 1234567) , 1234567ზ%) კ 3564217L 
) 5647213/” ) 35216487)"' 2417653/' 

ი 27548361 -5 1.2 3.............-- M-17MI. 
35872614 24 6...1 3 5............-. , 

1.2 3............... #7 -1» 1 2 3............... M-1 7 I. 
9 წ+V 24 6..ააიაია-აა I ი 0121 ა I 

1 2 4 .. 7-1 7 
8) C 1 „I 2 .აააააოიააეია I 
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-დეტერმინანტები- 

§9. დეტერმინანტები 

ვთქვათ X ველია, 

X) X2 ..%, 
4 = | X2I X22 ·-· X2„ 

ნე მევ თო ნთ 
არის ”- ური რიგის კვადრატული მატრიცა X ველზე, ხოლო #, 

ყველა #- ური რიგის ჩასმების სიმრავლეა (11, 2,...,/| სიმრავლეზე. 

ყოველი დ C 5, ჩასმისათვის შევადგინოთ 4 მატრიცის ელემენტების 

XIV) '%2»(2) ..  '%,ი() ...(1) 

წამრავლები. 

შევნიშნოთ, რომ (1) ნამრავლში ყოველი სტრიქონიდან და ყო- 

ველი სვეტიდან აღებულია მხოლოდ თითო ელემენტი. მათი რაოდე- 

ნობა კი იმდენია, რამდენი ჩასმაც არსებობს (I 2,...,#) სიმრავლეზე, 

ამიტომაც მათი რაოდენობა 71=1-2--:# -ის ტოლია. 
განსაზღვრება 1. რიცხვს 

2. 0(დ) –ჟშჰ '%2»(2) “““+%ეთ(ი) ) 

4 მატრიცის დეტერმინანტი ეწოდება და აღნიშწავენ I4| ან ძ%(#) 

სიმბოლოებით. ამგვარად, 

I4| = 2, 0(ი)(=„ი  "X„დ) '““X,): ...(2) 

თ65, 

განსაზღვრება 2. ვთქვათ #,X#,..,4, არიან X ველის რომელიღაც 

ელემენტები. იტყვიან, რომ / მატრიცის I! – ური 0 <1< M) სტრიქონი 

(სვეტი) არის „# მატრიცის დანარჩენი სტრიქონების (სვეტების) წრფივი 

კომბინაცია, თუ 

X,, 5 4X,, + #:X;, +. .+ 4,XV, ც) 
(X, = 2,% + 6Xც +“ + #X, ) - 

94



-დეტერმინანტები- 

ყოველი # -სათვის, სადაც # =1,2,...,”. 

თეორემა 1. 4 მატრიცის დეტერმინანტისათვის სამართლიანია 
შემდეგი წინადადებები: 

მ) #4 მატრიცისა და მისი ტრანსპონირებული #' მატრიცის დეტერ- 

ხ) 

ოა= 

მინანტები ერთმანეტის ტოლია; 
თუ 4 მატრიცის რომელიმე ორ სტრიქონს (სვეტს) ადგილებს 
შევუცვლით, მაშინ მისი დეტერმინანტი ნიშანს შეიცვლის; 

თუ 4 მატრიცას ორი ერთნაირი სტრიქონი (სვეტი) აქვს, მაშინ 
მისი დეტერმინანტი წულის ტოლია; 

ძ) თუ „+ მატრიცას რომელიმე სტრიქონის (სვეტის) ყველა ელემენტს 

ა) 

ჩ 

ხ) 

გავამრავლებთ X ველის რომელიმე Xჯ ელემენტზე, მაშინ მოცე- 

მული მატრიცის დეტერმინანტიც Xჯ ელემენტზე გამრავლდება; 
თუ #4 მატრიცას რომელიმე ორი სტრიქონი რდვეტი) პროპორცი- 
ულია, მაშინ მისი დეტერმინანტი ნულის ტოლია; 

ვთქვათ # მატრიცის I!- ური სტრიქონის (სვეტის) ყველა ელე- 
მენტი 77 – რაოდენობის შესაკრებთა ჯამის ტოლი), მაშინ / მატ- 
რიცის დეტერმინანტი „7? – რაოდენობის დეტერმინანტთა ჯამის 
ტოლია, რომელთაგან პირველი დეტერმინანტის შესაბამისი 

მატრიცის !1!- ურ სტრიქონში (71–- ურ სვეტში) ჯამის პირველი 
შესაკრებებია, მეორე მატრიცაში ჯამის მეორე შესაკრებები და ა.შ.; 

4 მატრიცის დეტერმინანტი არ შეიცვლება, თუ # მატრიცის 
რომელიმე სტრიქონის (სვეტის) ყველა ელემენტს შესაბამისად 

დავუმატებთ „#- მატრიცას რომელიმე სხვა სტრიქონის (სვეტის) 

ელემენტებს გამრავლებულს X ველის რომელიმე ელემენტზე; 
თუ 4 მატრიცის რომელიმე სტრიქონი (სვეტი) წარმოადგენს #4 
მატრიცის დანარჩენი სტრიქონების (სვეტების) წრფივ კომბინა- 
ციას, მაშინ მოცემული მატრიცის დეტერმინანტი ნულის ტოლია. 

0) თუ «4 მატრიცის რომელიმე სტრიეონის (სვეტის) ყველა ელემენტი 

%) 

ნულის ტოლი), მაშინ მატრიცის დეტერმინანტიც ნულის ტოლია; 

თუ #4 სამკუთხა მატრიცაა, მაშინ მისი დეტერმინანტი მთავარ 
დიაგონალზე მდგომი ელემენტების ნამრავლის ტოლია; 

დამტკიცეზა. ვთქვათ „#' = („) , სადაც 7,/ =I,2,...,I.თუ დ6C5,, 
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-დეტერმინანტები- 

მაშინ თ' C4, და როცა თ გაირზენს 5, სიმრავლის ყოველ ელემენტს, 

ასევე თ“! ჩასმაც გაირბენს ა, სიმრავლის ყოველ ელემენტს. გარდა 

ამისა 

შიც ილ ო > 
<4) 1 ფაფა თე იი) “წთ 

რადგანაც X, = X,, ყოველი 1 და / – სათვის და 

თა) -L, სამერ “7,1: („ო «დ თ(2) .. ს „„თ)“ ნ 
ამიტომაც 0(დ) = მ( თ. ატილას თანახმად (იხ. თეორემა 8.2 წინა- 

დადება =)), გვექნება: 
I = 2 მ(თ" ს, · 2») ... ») = 

= 2. 0(ი)(»,ი "%:»(2) ''“X„()) =|I4I. C 
თCა» 

დამტკიცებული 2) წინადადებიდან გამომდინარეობს, რომ დე- 

ტერმინანტის თვისება დარჩება სამართლიანი, თუ დეტერმინანტის 

მიმართ დამტკიცებულ თვისეზბაში სიტყვა სტრიქონს შევცვლით სიტყვა 

სვეტით. 

ახლა „4 მატრიცის I და / (I <1%/ <M) სტრიქონებს ადგი- 

ლები შევუცვალოთ. #8 =( X») იყოს მიღებული მატრიცა. დავუშვათ, 

რომ XL არის ტრანსპოზიცია, რომელიც ! რიცხვს გადაიყვანს / 

რიცხვში. მაშინ XV, =X,ცე ყოველი I,M C 0,2,...,M) . ამიტომაც 

8 = გ.ი 060I> 'X) '“'#ფ) – 2,0(თ)» #2) "22 V2) ი თ) 

თეორემა 2-ის ძ) წინადადების თანახმად 0(» -თ) =–0 (დ). გარდა 

ამისა, როცა თ ჩასმა გაირბენს 5, სიმრავლის ყველა ელემენტს, მაშინ 

96



-დეტერმინანტები- 

თ" = > ·თ ჩასმაც გაირბენს 5, სიმრავლის ყველა ელემენტს. ამიტომაც 

გვექნება; 

|8 | = “2. 0(თ)(»,ი»,ფ “. -%,C)) = –I4 · 0. 

ვთქვათ „#4 მატრიცის 7 და / (IV/) სტრიქონები ერთნაირია. 

8=(V,) იყოს მიღებული მატრიცა, რომელიც მიღებულია I და / 

სტრიქონების ადგილების ურთიერთ შეცვლით. ცხადია ამ შემთხვევაში 

4=8 და ამიტომაც |8| =II. მეორეს მხვრივ ხ) წინადადების 

თანახმად |8 =–I4I. ამგვარად "_.. საიდანაც მივიღებთ 

2-|4I=0,ე.ი. | 4 =0. 0 
ახლა ვთქვათ 8 მატრიცაა, რომელიც მიღებულია „ მატრიცისა- 

გან მისი (/– ური სტრიქონის ყველა ელემენტის X ველის X ელე- 

მენტზე გამრავლებით, ხოლო „#8 მატრიცის დანარჩენი სტრიქონები 

ემთხვევა „# მატრიცის შესაბამის სტრიქონებს. ასეთ შემთხვევაში 

|8) == 2. 10 => ს (X-Mჟე)'''ო) = 
დდა» 

=X#. 2. 0(დთ) ყე» XV) -'X„)) =X'I4. 09 
დწა„, 

ვთქვათ „- მატრიცის / სტრიქონის ყველა ელემენტი მიღებულია 

4 მატრიცის 1“ ური სტრიქონის ყველა ელემენტის X ველის X 

ელემენტზე გამრავლებით. |4 =»-I8, სადაც I, მატრიცის 7 – ური 

სტრიქონის ელემენტები მიღებულია ”# მატრიცის / – ური სტრიქონის 

ყველა ელემენტის X ! ელემენტზე გამრავლებით, ხოლო #8 მატრიცის 

დანარჩენი სტრიქონები შესაზამისად ემთხვევიან „# მატრიცის შესა- 

ზამის სტრიქონებს. ცხადია „8 მატრიცას I! და / სტრიქონები ერთ- 

ნაირი ექნება, C) წინადადების თანახმად I8. =0. ამიტომაც L =X» 14 = 
=Xჯ-.0=0.0 

97



-დეტერმინანტები- 

ვთქვათ # მატრიცის 1– ური სტრიქონის ყველა ელემენტი წარ- 

მოიდგინება სახით: 

X, = XV +...+ჯ (# =1,2,...,7). ...(4)' 

ახლა |I4= 2.%9) (თ)(» თ)2რ%დ2) ''“X, +) ტოლობის ყოველ შესაკრებში 

%ა() თ თანამამრავლი შევცვალოთ მისი მნიშვნელობით მე-(4) ჯამიდან, 

მივიღებთ: 

I4I = 2, 0(დ) (,ი ' %:»0) 8 %,იც) ) = 
065. 

– 2. მ(ი) ყ საგი ჯაი X„თ)+ 

«> ით( რი რიდ) შე “იფ )+ 
თ65. 

· ...ჯ 
+ 2, მ (თ)(» %V() %»(2) “X»თ(6) 'X.იდ) | 

თ65, 

შევცვლით რა ყველა ჯამებს შესაბამისი დეტერმინანტებით, მივიღებთ: 

(400 0+ + ოთარ. 
X,) Xევ ·-.X X, X L თ თ +%ი2 "8, 

ვთქვათ „#4 მატრიცის IL- ური სვეტის ყველა ელემენტზე შესაბა- 

მისად დამატებულია #4 მატრიცის /-– ური ( ჯ# 7) სვეტის ელემენ- 

ტები გამრავლებული X ველის X ელემენტზე. ასეთ შემთხვევაში თუ 

4 მატრიცას წარმოვადგენთ 4=(#' 41.4.) სახით, მაშინ 

მოცემული გარდაქმნებით მიღებულ „8 მატრიცა ექნება სახე 

8=(#4 /4?..-# +X4/·--4). 
თანახმად C), ჩ) და ძ) წინადადებისა გვექნება: 

I8.=(4' #-../# 4 )+X(4' 47... 4.4) 
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-დეტერმინანტები- 

ამ ჯამში მეორე დეტერმინანტი წულის ტოლია, რადგან მას 7 და / 
სვეტები ერთნაირი აქვს. 0 

დავუშვათ, რომ /” მატრიცის 1– ური სტრიქონი წარმოადგენს #4 
მატრიცის დანარჩენი სტრიქონების წრფივ კომბინაციას. 8 იყოს მატ- 
რიცა, რომლის 1– ური სტრიქონის ყოველი ელემენტი წარმოდგენილია 
მე- (3) ტოლობებით, ხოლო 8 მატრიცის დანარჩენი სტრიქონები 

შესაბამისად ემთხვევა „,4 მატრიცის შესაბამის სტრიქონებს. ცხადია 
#=8. 

მეორეს მხრივ, თანახმად იჩ წინადადებისა ,8 მატრიცის დეტერ- 
მინანტი M-– რაოდენობის დეტერმინანტთა ჯამის ტოლია, რომელ- 
თაგან პირველი დეტერმინანტის შესაბამისი მატრიცის 1– ურ სტრი- 

ქონში (3) ჯამის პირველი შესაკრებებია, მეორე მატრიცაში (3) ჯამის 

მეორე შესაკრებები და ა.შ. ასეთ შემთხვევაში თითოეულ მატრიცას 
ექნება ორი ერთნაირი სტრიქონი. თანახმად თ) წინადადებისა, მათი 

დეტერმინანტები წულის ტოლი), ე.ი. II = I8. =0.0 

ახლა დავუშვათ, რომ /# მატრიცის 1–- ური სტრიქონის ყველა 

ელემენტი ნულის ტოლია. რადგან (1) ნამრავლში ყოველი სტრიქონი- 

დან და ყოველი სვეტიდან თითო ელემენტი მაინცაა აღებული, ამიტომ 

ყოველი დ C 5, ჩასმისათვის X,„ეე “X„ე) “''X,ე ნამრავლი თანამამ- 

რავლად შეიცავს X„(ე = 0 ელემენტს, ამიტომაც X%/ი) “%„ი) '''ბ„თ =0. 

ახლა თუ გავიხსენებთ მატრიცის დეტერმინანტის განსაზღვრას, მივი- 

ღებთ, რომ | 4 =0. C 
ვთქვათ #4 სამკუთხა მატრიცაა და დ ნებისმიერი ჩასმაა. დავუ- 

შვათ, რომ %X„იე = 0 ყოველი 1<7<დ0LI) </ (მთავარი დიაგონალის 

ზემოთ მდებარე ყელა ელემენტი წულია). დაშვებიდან გამომდინარე, „4 

მატრიცის XX) ელემენტი შეიძლება იყოს წნულისაგჯან განსხვავებული, 

როცა 1<თ(/I)<7<”. ამგვარად, როცა I=1, მაშინ პირობიდან 
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1< თ(I) <1 მივიღეზთ თ(I) =1, როცა 7= 2, მაშინ იგივე პირობიდან 

გვექნეზა თ(2) C (2) .„ მაგრამ თ(2) =1 არ შეიძლება, რადგან თ 

ზიექციაა, ე.ი. თ(2)=2 და ა. შ. მივიღებთ, რომ როცა 7 =71, მაშინ 

დ(თ) =7. ამგვარად, ნწულისაგან განსხვავებული შეიძლება იყოს მხო- 

ლოდ X, 'Xე '''X,, წამრავლი. ახლა, თუ 6 ერთეულოვსნი ჩასმაა, მაშინ 

I4=0(9(»ა "ქუ --'X„ფ)=1'(X, -2%ე "''X,) = X, "1 “0 

მინორები და ალგებრული დამატებები 

ვთქვათ X ველზე განსაზღვრულ 74 მარტიცა წარმოდგენილია 

(1) სახით. 

განსაზღვრეზა 3. #4 მარტიცის MX – ური რიგის ქვემატრიცის დე- 
ტერმინანტს „4 მარტიცის # – ური რიგის მინორი ეწოდება. 

განსაზღვრება 4. 4 მარტიცის იმ M/,, ქვემატრიცის დეტერმი- 

ნანტს, რომელიც მიიღება # მარტიცის 1 სტრიქონისა და # სვეტის 

ამოშლით, X, ელემენტის შესაბამისი მინორი ეწოდება, ხოლო X 

ველის 

4, =(–)“ ·M, 

ელემენტს X,„ ელემენტის ალგებრული დამატება ეწოდება. 
თეორემა 2. ვთქვათ 

XI %ვ ..%ი 
4= | X%.) X,ც ·--X, 

X ველზე განსაზღვრული მატრიცაა და 1 <1, / < 77. მაშინ 

X04, +%:4/ე +--+X,4/ = (4 ' XI4, +X,4, +-.+X,4 =I4, 

თუ 1=7/ და X,4,+Xე4ე+ - +X 4 =0, X,4,+X,#,+--·+X,4, =0, 
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თუ 1»# /, ე.ი. 4 მატრიცის 7 სტრიქონის (7 სვეტის) ელემენტეზის ნამ- 
რავლთა ჯამი შესაბამის ალგებრულ დამატებებზე მოცემული მატრი- 
ცის დეტერმინანტის ტოლია, ხოლო / მატრიცის I სტრიქონის (7 
სვეტის) ელემენტების წამრავლთა ჯამი სხვა სტრიქონის (სვეტის) 
ელემენტების ალგებრულ დამატებებზე ნულის ტოლია, 

ჩამოყალიბებული თეორემის დამტკიცება მკითხველისათვის 
მიგვინდია. 

4 მატრიცის დეტერმინანტის წარმოდგენას მე- (5) სახის ფორ- 

მულებით 4 მატრიცის დეტერმინანტის I; სტრიქონის (7 სვეტის) ელე- 
მენტების მიმართ დაშლა ეწოდება. 

სავარჯიშიები 

მ) გამოიყვანეთ მეორე და მესამე რიგის დეტერმინანტების 

გამოსათვლელი ფორმულები. 

ხ) გამოთვალეთ შემდეგი დეტერმინანტები: 

ს) ( 1I წ» _1 1 ; ვე 990§თ - 3Iით 

    

§9ი » -0C05თ 

თ ს C-ძI|. „, |34 102 
ი+V ხ ) 

§I1I » 0C05თ 
510 # C05/ 

    

  
4) ; 6) 

  

        

IC; -1I 
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ს
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5600 36040 630080 
15 6.00 15.6. 00 

Iთ 0 1 5 60;189 21 5 10;1 11 4589; 
001 .56 003 56 31.21 1.3 
000 1.5 000 25 122130 1) 

1210 17 101 0 1.0 10 1.0 1.0 
034101 293 5 1.0 1 235101 

20) /33 1 2 1 1 0|;21) II 1 2 1 2 0|I;22) (0 0 2 1 2 0; 
L0 101 2 4001 0 1.0 0 0 0 4 1.0 
412103 3.10 1.6 3 0 0 0 0 63 
101342000 1.0 1.3 0 0 0 0 0 3 0 1! 

44-10 –18 -5 -7 -62.2 -2 16 - 

23 75 23 00-:40-5 0 112322983 
23) 3 2 5 7 3 2;24I12 0-2 0 2 0:;25) |) 7 3 § 9: 

12. 21 12 6 4 6 -I 15 -5 342427 
17 66 57 5 4 10 1 14 6 1833 § 
21 12 21 3 0-2 0.3 0 

27 44 40 55 30 20 15 12 1413 3 -13 
26) |/20 64 21 40; 20 15 12 15. ; 98 -7 4 2.10. 

5 13 -20 -13 24 27) 15 12 15 20!” ? 121 23 0 -23 
46 45 -55 ზ4 12 15 20 30 7 12 -2 -6   

C) როგორ შეიცვლება 7 – ური რიგის კვადრატული #4 მატრიცის დე- 

ტერმინანტი, თუ მოცემული მატრიცის ყოველ ელემენტს 

შევცვლით მისი მოპირდაპირე ელემენტით. 

ძ) ვთქვათ „ არის # – ური რიგის კვადრატული მატრიცა X ველზე 

და #4 მოცემული ველის ელემენტია. აჩვენეთ, რომ | 244 = /#” II. 

1» »ჯ 

«) დაამტკიცეთ, რომ 1! » '2 =(X»+“-X):(2 – 7):(2 –X»). 
1 2 2“ 

=(»-–»X)-(2– »):(2–X). 

«
<
<
 

ა
ა
 

1 
ჩი დაამტკიცეთ, რომ |X 

2 
X 
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-დეტერმინანტები- 

წ) ვთქვათ 4 არის #-– ური რიგის კვადრატული მატრიცა X ველზე. 

დაამტკიცეთ, რომ წებისმიერი ” ნატურალური რიცხვისათვის 

  

(+ I=I4”. 
ჩ) გამოთვალეთ # – ური რიგის დეტერმინანტები. 

XX7/01..00 IM („-I)4ძ (ორ-2)Lთ, ...4, 0X#7...00 - ჯ 0 „0 1) 00X»..00|; 2ჰშ0ე -VC-) » 0: 
000. -–---_-__________ 

»00ლ...0X» 0 0 ე ” 
ძა -1 0 0...0.0 ი111 ,.1 ი, X-I 0 ..00 12700 ..0 

3) ძვ 0 X-I ..0 0. 4 |I 09.0 ..0)· 
2.0 0 0-»X>I ს გავოოონოხოოხონომონოოი.. 

ძ. 00 0...0 » )ი00..ძ, 
1) ხ) ამოცანაში მოცემული მეჩვიდმეტე და მეოცე დეტერმინანტები 

დაშალეთ პირველი სტრიქონისა და მეოთხე სვეტის ელემენტების 
მიმართ, ხოლო მეცხრამეტე დეტერმინანტი მეორე სტრიქონისა 
და მეხუთე სვეტის მიმართ. 

) იპოვეთ იმ მესამე რიგის კვადრატული მატრიცის დეტერმინანტის 
უდიდესი მნიშვნელობა, რომლის ელემენტებია: 

1) 0 და1; 

2) –1 და1. 
X) აჩვენეთ, რომ წ” >1 რიგის კვადრატული // მატრიცის დეტერმი- 

ნანტი ნულის ტოლია, თუ მისი რომელიღაც # რაოდენობის 

სტრიქონისა და 1 (# +/ >7) რაოდენობის სვეტის გადაკვეთაში 

მდებარე ყველა ელემენტი ნულია. 

103



- არითმეტიკული ვეეტორული სივრცეები - 

§ 10. არითმეტიკული ვექტორული სივრცეები 

ვთქვათ X = (X ,+,-, –1) ნებისმიერი ველია და 

X5= ((»,X,,..,X,) 1 X.X,,---1X, C XI. 

(%,X,....X,),(X#,--.»,)CX” და XCX. X” სიმრავლეზე გან- 

ვმარტოთ ბინარული (+) და უწარული თ, (X სიმრავლის ელემენტის 

X” სიმრავლის ელემენტზე გამრავლება) ოპერაციები შემდეგნაირად: 

(%,X.,..:X,)+(X», X-ს, »,) =(X +” ,ცX, +)5,--;X, + 7, ), 

თ, (X,X,...:.X,) = X·(X,X-,...:,X,) =(X-X,X-X.,...:X'X,). 

ვაჩვენოთ, რომ ალგებრა X”" = (X ”,+, (თ, |XC X )) ვექტორული სივრ- 

ცეა X ველზე. მართლაც, ვთქვათ თ, /2,)/ C X”", სადაც თ =(X,X...»X,), 

/2 =(#,,X:,.--»X,), 7 =(2,2,,..,2,) და X,)/ C X . მაშინ 

თ+),/მ=(%,X%,..:X,)+(#,;X...»,)= 

=(X +#/,% +1ე,-.:X, +X#) = 

=(»# +X,1ე +X,.-»X», +X,) = 
=(#,X#,.-»»,)+(X,%,..»X,)=/#+თ, 

რადგანაც X ველში შეკრების ოპერაცია კომუტაციურია. 

ასევე დამტკიცდება, რომ (თ + #8) +#/=Cთ+ ( 8+ 7) , რადგანაც 

X ველში შეკრების ოპერაცია ასოციაციურია. 

” სიმრავლეში შეკრების ოპერაციის მიმართ წულის როლს ასრუ- 

ლებს 0 =(0,0....,0) ელემენტი, სადაც 0 არის X ველის ნულოვანი 

ელემენტი, ხოლო C ელემენტის მოპირდაპირე –თ ელემენტის როლს 

ასრულებს –X=Cთ, (თ) =(-+,-%,.ს-X,) , სადაც –1 არის X ველის 

ერთეულოვანი ელემენტის მოპირდაპირე ელემენტი. 

მივიღეთ, რომ ალგებრა (X ” +,–) , კომუტაციური ჯგუფია. აქ 
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– არითმეტიკული ვექტორული სივრცეები - 

C) უნარული ალგებრული ოპერაციაა X” სიმრავლეზე, რომელიც 

»X” სიმრავლის ყოველ ელემენტს შეუსაბამებს მის მოპირდაპირე 

ელემენტს შეკრების ოპერაციის მიმართ, ე.ი. –თ =Cთ), (თ) · 

მეორეს მხრივ, 

რ,(ფ=რ,(5.5.--X))- 
=((X-7):»,(X-X)-%,.-+(X·):X) = 
=(X-(»·X),»-(7-),-»X·(»-X,))= 
=Cთ ((7-»,7-X%,.-„»/-X,))= 

455-ე) -“ (54), 
ე.ი. თ,» (თ )=თ, (თ, (თ)), რადგან X ველში გამრავლების ოპერაცია 

ასოციაციურია. 
ანალოგიურად დამტკიცდება, რომ 

თ,,„(თ) = თ, (თ)+თ,(თ), ნებისმიერი X,76X და CთCC+X” 

ელემენტებისათვის; 

თ, (%+/3) =თ, (თ)+თ, (0), წებისმიირრი რთ, _უნარული 

ოპერაციებისათვის და თ, /3 C X” ელემენტებისათვის; 

თ, (თ) =-თ, სადაც –I აღნიშნულია X ველის ერთეულოვანი 

ელემენტის მოპირდაპირე ელემენტი. 

მივიღეთ, რომ X" ვექტორული სივრცეა. მას X ველზე ” განზო- 
მილებიანი არითმეტიკული ვექტორული სივრცე ეწოდება. მის ელემენ- 

ტეზს კი ვექტორები ეწოდება. 
განსაზღვრება 1. ვთქვათ თ,Cთ,..,თ, არის X" ვექტორული სივრ- 

ცის ვექტორთა რომელიღაც სისტემა. თ,Cთ,..,თ, ვექტორთა სისტემას 

ეწოდება წრფივად დამოკიდებული, თუ მოიძებნება ისეთი 

XX. ,..:)X,C X ელემენტები, რომელთაგან ერთი მაინც განსხვავეზუ- 

ლია ნულისაგან და სრულდება ტოლობა X ·თ +% ·თ +--·+X, თ, =0. 
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–- არითმეტიკული ვეეტორული სივრცეები - 

წინააღმდეგ შემთხვევაში კი C,,Cთე,...,Cთ, ვექტორთა სისტემას წრფივად 

დამოუკიდეზელი ეწოდება, ე.ი. X, 'Cთ, + X, /Cთე +." + X, ->V, =0 ტოლო- 

ზას ადგილი ექნება მხოლოდ მაშინ, როცა X, = Xე =···.= X, =0. 

იტყვიან, რომ /3 C X” ვექტორი არის Cთ,,Cთ;,...,X, ვექტორთა 

სისტემის წრფივი კომბინაცია, თუ მოიძებნება ისეთი X,,X,,...,X, C X 

ელემენტები, რომ /3 = X, ·თ, +X, “თ, +''7+X, "Cთ,. 

თეორემა 1. სამართლიანია შემდეგი წინადადებები: 

მ) თუ ვექტორთა Cთ,,Cთ;,...,თ, სისტემა შეიცავს ნულოვან ვექტორს, 

მაშინ იგი წრფივად დამოკიდებულია); 

ხა თუ ვექტორთა C,,C,,..,>, სისტემის რომელიმე ქვესისტემა 

წრფივად დამოკიდებული), მაშინ მოცემული ვექტორთა სისტე- 

მაც წრფივად დამოკიდებული იქნება; 
იო წრფივად დამოუკიდებელი ვექტორთა სისტემის წებისმიერი ქვე- 

სისტემაც წრფივად დამოუკიდებელი იქნება; 
ძე ვექტორთა C,, თევ ,....CX , სისტემა მაშინ და მხოლოდ მაშინ 

იქნება წრფივად დამოკიდებული, თუ მისი რომელიმე ვექტორი 

დანარჩენი ვექტორების წრფივი კომბინაციაა; 

ბ) თუ ვექტორთა თ,,თეც,....თ, სისტემა წრფივად დამოუკიდებელი), 

ხოლო ვექტორთა თ,,თე,..,Cთ,,/0/ სისტემა წრფივად დამოკიდე- 

ბული, მაშინ /2 ვექტორი თ,,თე,...,Cთ, ვექტორთა წრფივი კომბი- 

ნაციაჯა. 

დამტკიცება. ვთქვათ ვექტორთა თ,C,...,თ, სისტემაში თ, (1<7<3 

ნულოვანი ვექტორია და X,, X,,... X, ისეთი ელემენტებია X ველიდან, 

რომ », # 0, ხოლო ყველა სხვა დანარჩენი ელემენტი წულის ტოლია). 

ასეთ შემთხვევაში გვექნება X,-·-Cთ, + X, ·Cთე +-..+ X,:Cთ, =0, ეი. 

ვექტორთა თ, Cთ,,...,თ, სისტემა წრფივად დამოკიდებულია. C. 

დავუშვათ, რომ ვექტორთა თ,,C,,..,/)Cთ, სისტემის თ.,თ, ,.., თ, 
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–- არითმეტიკული ვექტორული სივრცეები - 

(#<4) ქვესისტემა წრფივად დამოკიდებულია, მაშინ მოიძებნებიან 

ისეთი X,X,,.-»X, ელემენტები X ველიდან, რომელთაგან ერთი მაინც 

განსხვვებულია ნულისაგან და ადგილი აქვს ტუოლობას 
X, თ, +X, "თ, +--+X, თ, =0. ახლა ვთქვათ X,,X,,..,X, ისეთი 

ელემენტებია X ველიდან, რომ ი 1-2 ) C (X,X,,..:X,1 და 

(X,X,..,X,1 M X,Xცვ... X, ) სიმრავლის ყოველი ელემენტი წულია. 

ასეთ შემთხვევაში გვექნება »X, -Cთ, +X, -Cთე +--·+X,·თ, =0, ე.ი. ვექ- 

ტორთა Cთ,,C,ც,.-..V, სისტემა წრფივად დამოკიდებულია. 0 

ვთქვათ, ვექტორთა თ,,თე,...,თ, სისტემა წრფივად დამოუკიდე- 

ზელია. თუ მოცემული ვექტორთა სისტემის თ, ,C,,..»C, (წ < +) ქვე- 

სისტემა წრფივად დამოკიდებული), მაშინ ხ) წინადადების თანახმად 

მოცემული ვექტორთა სისტემაც წრფივად დამოკიდებული იქწეზა, რაც 
დაშვებას ეწინააღმდეგება. მიღებული წინააღმდეგობა გვიჩვენებს, რომ 

წრფივად დამოუკიდებელი ვექტორთა სისტემის წებისმიერი ქვესის- 

ტემაც წრფივად დამოუკიდებელი იქნება. C 
ვთქვათ, ვექტორთა Cთ,,C,,...,თ, სისტემა წრფივად დამოკიდებუ- 

ლია. მაშინ მოიძებნება ისეთი X,X,,..,X, C X ელემენტები, რომელ- 

თაგან ერთი მაინც (მაგალითად VX», «# 0) განსხვავებულია ნულისაგან და 

სრულდება ტოლოზა X ·თფ +X ·თ +-'·+X,:0, =0. დაშვების თანახმად 

არსებობს X;', რადგან X ველია და X, #0. ბოლო ტოლოზიდან 

მივიღებთ 
-" 

თ, = -(V 
-6):თ –“-(>'.X):თ,, 

სადაც -(X '·X»),.-(X'-X,)CX, ეი თ, ვექტორი დანარჩენი 

ვექტორების წრფივი კომზბინაცია:. 
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- არითმეტიკული ვეეტორული სივრცეები - 

მეორეს მხვრივ, თუ C, =X# "C +---+» ·/დ. რომელიღაც XX CX, 
მაშინ (–1)>:თ, +)/, ·Cთ, +-··+7X,>:თ, =0, ე.ი. ვექტორთა თ,,თ,,...,თ, 

სისტემა წრფივად დამოკიდებულის, რადგან –1CX და –1%0.0 

ვთქვათ ვექტორთა Cთ,,Cთე,..,Cთ, სისტემა წრფივად დამოუკიდე- 

ზელია. თუ ვექტორთა თ,რე,..,Cთ,,# სისტემა წრფივად დამოკიდე- 

ზულია, მაშინ X:C+X-.Cთ +-+X ·C, +X-·/3=0, რომელიღაც X,X,..):X,,XCX 

ელემენტებისათვის. თუ დავუშვებთ, რომ X=0, მაშინ პირობიდან, 

რომ ვექტორთა Cთ,,Cთ,,..,თ, სისტემა წრფივად დამოუკიდებელი), 

გვექნება X =X =-·=X =0. ბოლო პირობა ვექტორთა თ,,Cთ,,..-..Cთ,,# 

სისტემის წრფივად დამოკიდებულების პირობას ეწინააღმდეგება. 

მიღებული წინააღმდეგობა გვიჩვენეს, რომ X+“+0. მაშინ 

წ». თ+X'თ+-+X-თ+X/=0 ტოლობიდან მივიღებთ, რომ 

/8=-(X'-»)-თ-(X%)-ფ –---(X'-»)-თ, ე.ი. /2 ვექტორი თ,,თ.,..., თ, 
ვექტორთა წრფივი კომზინაციაა, რადგან –(»' ·X),-(»' ·»),–(ჯ' -X) CX. 

განსაზღვრება 2. ვექტორთა C,Cთ,..,Cთ, და /3,/3,..,/2 სისტემებს 

ეწოდება ერთმანეთის ექვივალენტური, თუ პირველი სისტემის ყო- 

ველი ვექტორი არის მეორე სისტემის ვექტორთა წრფივი კომბინაცია და 

პირიქით მეორე სისტემის ყოველი ვექტორი არის პირველი სისტემის 

ვექტორთა წრფივი კომბინაცია. 

განსაზღვრება 3. ვთქვათ C,,C;,..,)CX, ვექტორთა რაღაც სისტემაა. 

სიმრავლეს 

#(თ,თ,...,თ,)=1X “თ, +Xე ·Cთე +---+VX, “თ, | X,X,,...,X, C XI) 

Cთ,Cე,...:C, ვექტორებით წარმოქმწილი წრფივი გარსი ეწოდება. 

ადვილად შემოწმდება, რომ C,,C,,..,CXV, ვექტორებით წარმოვქ- 

მნილი წრფივი #(თ,თ.,..სCთ.) გარსი ვექტორული სივრცეა X ველ- 

ზე. 
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- არითმეტიკული ვექტორული სივრცეები - 

თეორემა 2. ვთქვათ #(თ,თ,..,თ,) არის Cთ,,Cთ,,..,CX, ვექტო- 

რებით წარმოქმნილი წრფივი გარსი. მაშინ სამართლიანია შემდეგი 
წინადადებები: 

მ) თუ /მ,,/2:,--··/მ,,/მ.,, C L(თ,,თე,....თ,), მაშინ ვექტორთა 

/8, /8., .-., /3,, /2,,, სისტემა წრფივად დამოკიდებულია; 
ხ) თუ /3,/2,,.-./2,,/2, C LCთ,თ,,..,თ,) და #>§, მაშინ ვექ- 

ტორთა /,, /9; „..., 0, სისტემა წრფივად დამოკიდებულია; 

თი თუ /#),/.,.-,/, C (თ,თ,,..,თ,) და ვექტორთა /?,/1,,...,/მ, 

სისტემა წრფივად დამოუკიდებული), მაშინ # < 77; 

ძე X ველზე #M-–განზომილებიანი არითმეტიკული ვექტორული 

სივრცის #+!) რაოდენობის ვექტორთა ნებისმიერი სისტემა 

წრფივად დამოკიდებულია. 
ა) თე ორი სასრული ვექტორთა სისტემა ერთმანეთის ექვივალენ- 

ტურია და თითოეული მათგანი წრფივად დამოუკიდებელია, 

მაშინ მათში შემავალი ვექტორების რიცხვი ერთნაირია. 

დამტკიცება. გამოვიყენოთ ინდუქცია წ” რიცხვის მიმართ. 

თანახმად თეორემა 1-ის ძ) წინადადებისა, თეორემა სამართლიანია, 

თუ ვექტორთა /3,/2,...,/2,,/2,,, სისტემაში ერთი მაინც ნულოვანი 

ვექტორია. ამიტომ დავუშვათ, რომ ვექტორთა /1,, /1, ,..., /2, , /ტ,,, სისტე- 

მის ყოველი ვექტორი არანულოეზსნნია. , 

თუ § =1, მაშინ პირობიდან /3,/2, C #(თ,) მიიღება /მ, = X, ·თ, 

და /3 =X-·-თ>, რომელიღაც არანულოვანი X,X, CX ელემენტებისა- 

თვის. ბოლო ორი ტოლოზიდან მივიღებთ X;' · /) – X;' ·/2, =0, რად- 

განაც X ველია და », #0 და X, #0. ამგვარად ვექტორთა /9,,/2, 

სისტემა წრფივად დამოკიდებულია. 

დავუშვათ, რომ თეორემა სამართლიანია, როცა § =#>2,ე.ი.თუ 

/#./3...-,/მ.,/მ.,, C ს(თ,თ,..,თ,) მაშინ ვექტორთა /1,, /?,,..., /მ,; /)., 

სისტემა წრფივად დამოკიდებულია. 

109



- არითმეტიკული ვეეტორული სივრცეები - 

დავუშვათ, რომ /3, /7, ,..-, />,); /#.ე C #ჩ(თ,თ,,.., თ, ). მაშინ 

/#, =X,'თ,+Xე "0 +-4+%,.ე %-ე 

1... 

#2 – %. | '0 +%,ვ 1 'Cე ++ ,ა) '%აი 
თუ ბოლო ტოლოზეზის მარჯვენა მხარეში თ,,, ვექტორის ყველა X,,,, 

( =12...,#+2) კოეფიციენტი ნულია, მაშინ /1,/2,-.,/1, CI(თ,თ...,თ) 

და ინდუქციური დაშვების თანახმად ვექტორთა /9,, /, ,..., /,, სის- 

ტემა წრფივად დამოკიდებულია. აქედან თეორემა 1-ის ხ) წინადა- 

დეზის თანახმად მივიღებთ, რომ ვექტორთა /4,, /2, ,..-, /4,.,, /2,,კ სის- 

ტემაც წრფივად დამოკიდებული იქნება. 
ახლა თუ Cთ,,, ვექტორის რომელიმე კოეფიციენტი, მაგალითად, 

XI. 111 ნულისაგან განსხვავებულია, მაშინ 

/#.ე –%,ე) 6 +%ცე ვ 0 +“ +%ე,ა “რ%ა) 

ტოლობიდან ვიპოვით რა თ,,, ვექტორს და შემდეგ (1) ტოლობის პირ- 

ველი #X+1 რაოდენობის ტოლობიდან გამოვრიცხავთ თ,,, ვექტორს, 

მივიღებთ: 

/8, – X,'/8,,ე = X,, თ, +Xე "თ, +---+ XV "C%, 
ს ოხხნრნმნმმონნნნნონნნნმოხნნმოხნიონნამონსნონნნენნნიოემნმმონოენნნნონიი აა: ...(2) 

#6, – XII "#89. = %)I თ +% 2 'C +--+% ე "0, 
ინდუქციური დაშვების თანახმად (2) ტოლოზებიდან გამომდინარეობს, 

რომ ვექტორთა სისტემა /?, –X, "/8,ე „-» /#,) – X,, #8, წრფივად 

დამოკიდეზული), ე.ი. არსებობენ ისეთი 1/,, 7: ,..-» 7,1, C X ელემენ- 

ტები, რომელთაგან ერთი მაინც განსხვავებულია ნულისაგან და სრულ- 

დება ტოლობა 

2, ·(/, –», ·/8,,1)+-··+,,, ·(/,., –XეეI ·/8...) =0. 

-.(1) 
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- არითმეტიკული ვექტორული სივრცეები - 

ბოლო ტოლობიდან მივიღებთ #,·/, +--·+#.,,'/#,, +X.1'/#, =0, 

სადაც #2 =-0, “X, + -ე "Xე +---+#.) -%). 

მივიღეთ, რომ ვექტორთა /1, /7 ,..., /# ,,, /7>,; სისტემა წრფივად 

დამოიდებულია. 

ხ) და C) წინადადებების სამართლიანობა უშუალოდ გამომდი- 

წარეობს თ) წინადადების სამართლიანობიდან. 0 

ძ) წინადადების სამართლიანობა გამომდინარეობა ძ) წინა- 

დადების სამართლიანობიდან, რადგან ყოველი 71 <– განზომილებიანი 

ვექტორი (6220%3) წარმოადგენს რ6 =(L0....,0), 0, =(0,.I,...,0),... 

6 = (0, 0,...,1) ვექტორთა წრფივ კომბინაციას, კერმოდ 

(X%,X,...,X,) = X, 76, +X) ·0ე +-·/+X, “6. 0 

ახლა დავამტკიცოთ 0) წინადადების სამართლიანობა. მართლაც, 

თეორემა სამართლიანია, როცა ვექტორთა ორივე სისტემა ცარიელია. 

ახლით ვთქვთ თCთ,Cთ,,.,ი, და /.,/,...,0/, ერთმანეთის 

ექვივალენტური ვექტორთა ორი არაცარიელი სისტემაა და თითო- 

ეული მათგანი წრივად დამოუკიდებელია. მაშინ 2) წინადადების 

თანახმად # < § და §<#,ე.ი. #=§. 0 
განსაზღვრება 3. ვთქვათ ვექტორთა თ,,Cთ,,....,Cთ, რაღაც სისტე- 

მაა მოცემული ვექტორთა სისტემი” თ,,თ,,..,თ, (#<+) ქვესის- 

ტემას ეწოდება ვექტორთა Cთ,,C,,..,) თ, სიტემის ბაზისი, თუ შესრუ- 

ლებულია ორი პირობა: 

8) ვექტორთა Cთ,,C,)..სCX, სისტემა წრფივად დამოუკიდებელია; 

ხ) Cთ,Cთ,..,Cთ, სისტემის ყოველი ვექტორი თ,Cრთ,.ს რ, ვექტორთა 

სისტემის წრფივი კომბინაციაა. 
ვექტორთა სისტემის ბაზისში შემავალი ვექტორების რიცხვს 

მოცემული ვექტორთა სისტემის რანგი ეწოდება. 
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- არითმეტიკული ვექტორული სივრცეები - 

ჩვენ შემდგომში განვიხილავთ ვექტორთა C,,)C;,...1,C, სისტემის 

შემდეგი სახის გარდაქმნებს: ' 
1) რ,რ....თ, სისტემის ნებისმიერი ორი ვექტორის ადგილების 

ურთიერთშეცვლა; 

2) თ,Cთ,.-,0C, სისტემის ნებისმიერი ვექტორის X ველის არანულოვან 

ელემენტზე გამრავლეზა; 
3) თ,Cთ,...:თ, სისტემის ნებისმიერ ვექტორზე ამ სისტემის ნებისმიერი 

ვექტორის დამატება გამრავლებული X ველის რომელიღაც ელე- 

მენტზე. 

ვექტორთა Cთ,C...,თ, სისტემის 1), 2) და 3) სახის გარდაქმნებს, 

შემდეგში, ელემენტარულ გარდაქმნებს ვუწოდებთ. 

თეორემა 3. ვექტორთა სისტემის ელემენტარული გარდაქმნებით 

ვექტორთა სისტემის რანგი არ იცვლება. 

დამტკიცეზა. დავუშვათ, რომ ვექტორთა Cთ,,Cთც,....CთV, სისტემა 

არის 0,0, ,...0 სისტემის ბაზისი, ხოლო ვექტორთა /2, , #2; , ..·, /2, 

სისტემა მიღებულია ვექტორთა Cთ,,Cთ,,..,, სისტემის ელემენ- 

ტარული გარდაქმნებით. ვაჩვენოთ, რომ ვექტორთა /2,, #1)... #, 

სისტემაც წრფივად დამოუკიდებელი იქნება. 

მართლაც, თუ ვექტორთა /2,, #1 ,.../ #, სისტემა მიღებულია 

ვექტორთა C,,Cთ,,..,C, სისტემისაგან რომელიმე ორი ვექტორის 

ადგილების ურთიერთშეცვლით, ან Cთ,,C,,... X, სისტემის რომელიმე 

ვექტორის X=(X ,/4,–,51) ველის რომელიმე წულისაგან განსხვავე- 

ბულ ელემენტზე გამრავლებით, მაშინ ცხადია, ვექტორთა /1,, /9, ,..., #), 

სისტემა წრფივად დამოუკიდებელი იენება. 

ახლა ვთქვათ /9, = თ, + Xთ,, რომელიღაც 1<1% /<§ და XCX- 

სათვის, ხოლო /4 =Cთ. /2 =თ,..,/4,=CX , 0,,)=Cთ„,,..):C, =/32. თუ რომე- 
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- არითმეტიკული ვექტორული სივრცეები - 

ლიღაც X,X,..X, CX სამართლიანია ტოლობა X·/2+X ·'/3 +..+X ·/3 =0, 

მაშინ X -Cთ, +---+X7,, -C,, +X, '(თ, +X-თ,)+X,, "თა +-+X,'თ, =0. 

აქედან მივიღებთ X -Cთ, +X -თ; +---+(X 7 X+X,)-თ,+--·+X,·თ, =0. 
ზოლო ტოლოზაში ვექტორთა ყველა კოეფიციენტი ნულის ტოლი), 
რადგანაც ვექტორთა Cთ,,Cთ,ე,..,X, სისტემა წრფივად დამოუკიდე- 
ზელია. ამის გამო გვექნება X, = 0 , X,-X+ X , =0,ე.ი. X, =0. ამგვა– 

რად, X, · /2, + Xც; · /3, +...+ X, ·/0, =0, მხოლოდ მაშინ, როცა 

X =X; =...=X, =0, ე.ი. ვექტორთა /?, , /2, ,..., /, სისტემა წრფივად 

დამოუკიდებელია. 

ცხადია, ვექტორთა თ,,თ,,...,თ, სისტემის ყოველი ელემენტი 
ვექტორთა ე/9, , /3, ,..., /4, სისტემის წრფივი კომზინაციაა. აქედან გამომ- 

დინარე, ვექტორთა /1, /2,,...,/27, სისტემა იქნება ვექტორთა 2,,თ,,...,0, 
სისტემის ბაზისი. C 

თეორემა 4. სამართლიანია შემდეგი წინადადებები: 

მ) თუ /#,/3,..../2, C L(თ,თ,..,თ,), მაშინ ვექტორთა /1,, /1,,..., /მ, 

სისტემის რანგი ნაკლებია ან ტოლი ვექტორთა Cთ,,Cთ,,...,Cთ, სის- 

ტემის რანგზე; 
ხ) სასრული ვექტორთა სისტემის წეზისმიერი ქვესისტემის რანგი ნაკ- 

ლებია ან ტოლი მოცემულის სისტემის რანგზე; 

თ ვექტორთა ორი ექვივალენტურ სისტემის რანგები ტოლია; 
ძძ M#- განზომილებიანი არითმეტიკული ვექტორული სივრცის 

ნებისმიერი სასრული რაოდენობის ვექტორთა სისტემის რანგი 

#1 – ს არ აღემატება; 
ტუ თე სასრული ვექტორთა სისტემის რანგი ”–ის ტოლია, მაშინ 

მისი წებისმიერი ქვესისტემა რომელიც 7 – ზე მეტი რაოდენობის 

ელემენტს შეიცავს წრფივად დამოკიდებულია; 
ჩ თუვექტორთა Cთ,,Cთც,...,თ, სისტემის რანგი არის ვექტორთა 
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- არითმეტიჯული ვეეტორული სივრცეები – 

Cთ,Cთ....X,/0/ სისტემის რანგის ტოლი, მაშინ /#? ვექტორი 

თ, Cრ...ს)C, ვექტორთა სისტემის წრფივი კომბინაციაა. 

დამტკიცეზა. თეორემაში განხილული წინადადებები ზემოთ გან- 
ხილული თეორემების შედეგებს წარმოადგენენ. 

სავარჯიშოები 

ჯვ) თუ ” ვექტორული სივრცეა X ველზე, მაშინ ამ სივრციდან აღე- 

ბული თ =(X,X,) და /2=(X,X») ვექტორები წრფივად დამოკი- 
დებულია X ველზე მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა XX –)/X =0. 

ხ) თუ ” არის ”- განზომილებიანი ვექტორული სივრცე X ველზე, 

მაშინ ამ სივრციდან აღებული თ და /2 ვექტორები წრფივად 

დამოკიდებულია X ველზე მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 
რომელიღაც #6C X ელემენტისათვის C;: = 4/3 ან /32 = 4თ. 

თ) რა შემთხვევაში გააჩნია ვექტორთა სისტემას ერთადერთი ბაზი- 

სი? 

ძის ქმნის თუ არა ყველა II - განზომილებიან C = (X, ევ... X,) 

(X,X,..,X, CM ვექტორთა სიმრავლე ვექტორულ სივრცეს ნამ- 

დვილ რიცხვთა LL ველზე, რომელთათვისაც X, + X, +.--+X, =0. 

ბ) იპოვეთ თ,, თ, და Cთკ ვექტორთა წრფივი 3თ, – 2თ, +8თ, კომზბი- 

ნაცია, თუ თ, =(I,2,1,2), თ, =(–I,–3,4,5), თ, = (=5,0,2,3). 
0 ამოხსენით ვექტტორული 2თ, + 3თ,ე – თკ – 7X = თ, განტოლება, 

თუ თ=(-2-34, ფ=(-L-L-+9, ფ=(2,-5,-13), თ =(2,-L-2,–). 
წ) ამოხსენით ვექტორული 3(თ, –2X) + 5(თ, +თ, –3X) = 2(თ –4X) 

განტოლება, თუ თ, =(4,3), თ, =(2,–1), თ =(–I,4). 

ხ) არიან თუ არა შემდეგი ვექტორთა სისტემები წრფივად დამოკიდე- 

ბულნი ან დამოუკიდებელნი: 
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- არითმეტიკული ვექტორული სივრცეები - 

1) თ =(2,3,5), თ =(-2,–3,-5); 
2) თ, =(2,3,5), თ, =(<–2,–3,–6); 

3) თ, =(2,3,5), თ, =(2,3,5), თ, =(–2,–3,–6); 

0) აჩვენეთ, რომ ვექტორთა თ, =(2,3,5), თ, =(1,3,3), თ, =(I1,2,3); 

სისტემა წრფივად დამოუკიდებელია. 
) აჩვენეთ, რომ ნამდვილი ცვლადის ყველა ფუნქციათა ვექტორულ 

სივრცეში ვექტორთა /, (»), #ჩ (X),..» # (X) სისტემა წრფივად 

დამოუკიდებელია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა არსებობენ 

ისეთი ძ,რთ,..,0, რიცხვები, რომ 

#L(4%) # (თ)..-/,(თ) 
#(2) ს (თ)..-/,(თ) #0. 

# (4) - (4)..-/, (9) 
+) აჩვენეთ, რომ ნამდვილ რიცხვთა L =(#, +, -, 2)) ველზე ფუნ- 

ქციათა შემდეგი სისტემა წრფივად დამოუკიდებელია: 

1) 510 X, C05X; 2) 1, 5IიX, 005X; 

3) 510 X, 5Iი 2X,...,510 7IX ; 

4) 1, C05X, C052X,...,C05/X; 

5) 1, C05X, 510 X, C052X, 510 2X,..., C05IX, 51იIX; 

6) 1, 51ი X, §1ი“ X,..., §1ი” X; 

7) 1, C05X, C05? X,...,005” X. 

) ვთქვათ Cთ,,C,,....თ, წყვილ-წყვილად განსხვავებული წამდვილი 

რიცხვეზია. აჩვენეთ, რომ წამდვილ რიცხვთა IL =(#+,-,-,1) 

ველზე ფუნქციათა შემდეგი სისტემა წრფივად დამოუკიდეზელია: 
1) 6->+, ტრ” ...,ტე““; 2) Xრ, X”,..,X+“; 

3) (1– თ») , (1 – თ») ' ,-ს(1– თ,X)' , 
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– მატრიცის რანგი - 

§ 11. მატრიცის რანგი 

ვთქვათ 

წ! 22 “ში 

4=) 21 2 "2 =0 
X., Xუვ ...X. 

(თ X 0) – განზომილებიანი მატრიცაა X ველზე. განვიხილოთ ვექტორ- 

თა სისტემები 

თ, =(%, X; ---X,), /მ, =(X, X;, ·--X, ), 
თ, = (X,, X,; ·-- X;, ), /მ, = (X,, X.ე ·.· X„2), ...(0) 

თუ =(X,, X„ე ·X,»), /3, =(X%, X., ...X,): 

განსაზღვრება 1. ვექტორთა თ,,C,,...,Cთ,, და /3,, /2,,..-, #2, სისტე- 

მების რანგებს შესაბამისად #4 მატრიცის სტრიქონული და სვეტური 
რანგები ეწოდება. 

4 მატრიცის რანგის ქვეშ ესმით მისი სვეტური რანგი. 

შემდგომში #–# მატრიცის რანგს თაი 4 სიმბოლოთი 

აღვნიშნავთ. 

თეორემა 1. მატრიცის სტრიქონული და სვეტური რანგები ერთმა- 

ნეთის ტოლია. 

დამტკიცება. ვთქვათ # ნებისმიერი (თ X »)– განზომილებიანი 

მატრიცაა X ველზე. თეორემა 6.1 - ის 2) წინადადების თანახმად ყო- 
ველი # მატრიცა მისი არაგანსაკუთრებული გარდაქმნებით (ე.ი. ვექ- 
ტორთა (2) სისტემების ელემენტარული გარდაქმნებით) დაყვანილ 

(MIX7) – განზომილებიან 8= ( ») მატრიცამდე მიიყვანება. ,8 მატრი- 

ცის ყველა ელემენტი, გარდა მთავარი დიაგონალის ელემენტებისა, ნუ- 

ლის ტოლის), ხოლო 1 X#ე;-»#. C(01 (აქ § უმცირესი რიცხვია 77 და 

რიცხვებს შორის). დავუშვათ, რომ /,, = ”,, =-··=),, =1 (I <7” < §) 

ელემენტებით ამოიწურება 8 მატრიცის წულისაგან განსხვავეზული 
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– მატრიცის რანგი – 

ყველა ელემენტი. თეორემა 10.3 - ის თანახმად 8 მატრიცის წულისაგან 

განსხვავებული სტრიქონები და სვეტები განხილულნი, როგორც /” და 

MI – განზომილებიანი ვექტორთა სისტემები შესაბამისად ვექტორთა 

თ,.რთე,..,C, და /3,/1,.../2, სისტემების ბაზისები იქნებიან. მაგრამ ,8 

მატრიცის წულისაგან განსხვავებული სტრიქონების (სვეტების) რიცხვი 

” – ის ტოლი), ე.ი. მოცემული >” მატრიცის სტრიქონული და სვეტური 
რანგი 7– ის ტოლია. ლ 

დამტკიცებული თეორემიდან უშალოდ გამომდინარეობს, რომ «4 
მარიცის რანგი მისი არაგანსაკუთრებული გარდაქმნებით მიღებული 

დაყვანილი „#8 მატრიცის მთავარ დიაგონალზე წულისაჯან განსხვავე- 
ზული ელემენტთა რაოდენობის ტოლია. 

სავარჯიშოეზი 

8) იპოვეთ შემდეგი მატრიცეზის რანგები: 

  

(1231 -2 I1200) /2-.-2 11-3 
1 ) 21410 2-2;21101-1201,:3)|)5-2-7 83-%; 

3-3 4-I 53 4 111202) (3-1-5 72-53 

1001 4 1234 -2 22111 2 1 
0102 5 21410-25=5 1211 13 

4I0013 6:15) | -2-58-4 3-1; 6) 11.151:7 1 1): 
11139 601227 - 1539 15 
111 615 -411-21 1111 1 1) 

11000 01-:+8601 132214321 
8 101100);თ9ყV _ :110|)| 6 31000; 1-10012 
00110 2001-11 11001) 
001011 +101 12, ! 

- - 11000) 
219413 მ21-112 ბ 1100 

11) | 72 4 1 3);12) 483 2-! 1|I;131210 0 1 19; 
248 -76 129 8-723 0000 11 
324 -23 -12 -5 -8 5 I 100001 
96I2-69 740983310 12210, 
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მატრიცების რანგები: 

ხ) # პარამეტრის სხვადასხვა მნიშვნელობისათვის იპოვეთ შემდეგი 

I 
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– წრფივ განტოლებათა სისღემის თავხებადოზა – 

- კრამერის ფორმულები - 

§ 12. წრფივ განტოლებათა სისტემის თავსეზადოზა. 
კრამერის ფორმულეზი 

ვთქვათ 
თ,,X, +ძ,Xე +-''.+თ,X, =ხ,, 

რე,X, + C,;X, +“-/+ძე,X, =ხ,, (1) 

ძა,X, +0ძეეX +-'7+0, X, =ხ., 

#” უცნობიანი ” რაოდენობის წრფივ განტოლებათა სისტემაა 

X=(X ლა: I) ველზე, ხოლო 

რ), რ-ი, ა... · 
8=| 2 0»--რთ, | „ =| 2, თ... რ, ხ, თ 

9» რვ... რით ძ,,, რუ. ი ხ, 

(1) განტოლებათა სისტემის მთავარი და გაფართოებული მატრიცეზია. 

თეორემა 1. (1) განტოლებათა სისტემა თავსებადია მაშინ და 
მხოლოდ მაშინ, როცა მოცემული განტოლებათა სისტემის მთავარი და 
ბაფართოებული მატრიცების რანგები ერთმანეთის ტოლია. 

დამტკიცება ვთქვათ X, =თ,, X, = თ,,.., X =Cთ, არის (1) 

განტოლებათა სისტემის რომელიღაც ამონახსენი. მაშინ 

ძ,თ, +0თცთ, +-··+0,,თ, =ხ, 
ძ,,თ, +თთ, +--·+0ძ,,თ, =ხ,, 3) 

ახლა თუ 

რთ. რ ი ხ, 
= | 22) = | 22 =| ი _| ს 4 /#, = , #0, = | » /მ, ,8= _ I (4 

რკ», ში: რი» ხ, 
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–- წრფივ განტოლებათა სისტემის თავსებადობა – 

-კრამერის ფორმულებზი - 

მაშინ (3) ტოლობების თანახმად გვექნება, რომ Cთ/4+Cთ/3 +-··-+CX/ =0/, 

ე.ი. (2) მატრიცის ბოლო სვეტი წარმოადგენს “#4 მატრიცის პირველი #7 

სვეტის წრფივ კომბინაციას. ეს კი იმას ნიშნავს, რომ #4 და ,8 მატრიცის 
რანგები ერთმანეთის ტოლია. 

მეორეს მხვრივ, თუ 4 და 8 მატრიცის რანგები ერთმანეთის 

ტოლია, მაშინ X ველში მოიძებნებიან ისეთი „> ,.4,..., 4, ელემენტები, 

რომ 2#/1+,4/3 +-··+2,/3 =/8. აქედან მივიღებთ, რომ 

მ,#0 +924 +-'·+ძ,2, =ხ,, 

რთ14 +0ეე4 +'-/+0ე,4, =,, 

მ, 6 +0ძე6 1+'+ძ,,#% =ხ,, 
Iს #”M 

ე.ი. 4,5...» 4, ელემენტთა სისტემა არის (1) განტოლებათა სისტემის 

ამონახსენი. 0 

დამტკიცებულ თეორემას კრონეკერ-კაპელის თეორემა ეწოდება. 

დავუშვათ, რომ 7%/1C „74 = 7ძი§ 8. ;0MC „” – სა და (1) განტოლე- 

ბათა სისტემაში შემავალი უცნობთა #” რიცხვის მიმართ განვიხილოთ 

შემდეგი ორი შემთხვევა: 

1) 70M§ „4 < 71. მაშინ (1) განტოლებათა სისტემაში იქნება #M – /ძMC #4 

რაოდენობის თავისუფალი უცნობი. თავისუფალ უცნობთა ყველა 

შესაძლო მნიშვნელობათა რაოდენობა განსაზღვრავს (1) განტო- 

ლებათა სისტემის ამონახსნთა რაოდენობას. მათი რაოდენობა კი 

ერთზე მეტი იენება, რადგანაც X=(7X,-%6–"1) ველის X სიმრავ- 

ლისათვის სრულდება IX | > 2 უტოლობა. 

2 7”რთ/§ "4 =7). მაშინ (1) განტოლებათა სისტემას ექნება მხოლოდ 

ერთი ამონახსენი. 

კრამერის ფორმულები 

ახლა ვიგულისხმოთ, რომ (1) განტოლებათა სისტემაში უცნობთა 
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- წრფივ განტოლებზათა სისტემის თავსეზადოზა - 

– კრამერის ფორმულეზი - 

და განტოლებათა რიცხვი ერთნაირია (ე.ი. 7 =/1) და I8 #0. 8, 

( 7 =12,...,7) სიმბოლოთი აღვნიშნოთ მატრიცა, რომელიც მიიღება #8 

მატრიცისაგან, მისი / სვეტის ელემენტების ხ,,ხ,,...,ხ, ელემენტებით 

შეცვლით, ე.ი. 

თ, რეც... რთ, , ხ, თ.,...0,, 

8 =|) 2“ 9;.-- თ, ხ, ძ,..შ., 
, . 

თეორემა 2. თუ 0) განტოლებათა სისტემაში #7 =7? და I8. #0, 

მაშინ (I) განტოლებათა სისტემას გააჩნია ერთადერთი ამონახსენი, 

#, /, რომელიც გამოისახება X, = 18 ( #= L,2,...,7)) ფორმულებით. 

დამტკიცება. ვთქვათ I! = 1, 2,...,71. (I) განტოლებათა სისტე- 

მის ყოველი 1 – ური განტოლება გავამრავლოთ თ, ( 7=1, 2,..., 7.) ელე- 

მენტების შესაბამის „4, ალგებრულ დამატებებზე და წევრობრივ შევ- 

კრიზოთ. მივიღებთ 

ძ,X+0თ,X +-··+0,X,):4#,+ 
+(ძ,,X, +0,,X, +-··+0,,X,): 4, + 

+(თ,,X +0,ეX, +''·+0,X,)-4, =0,-4,+ხ,-#,+--1+ხ, "4. 

თუ ბოლო ტოლობაში ფრჩხილებს გავხსნით და გამოვთვლით უცნობ- 

თა კოეფიციენტებს, გვექნება: 

(4, +რთ,4%, +--+0)4))“X% + 
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- წრფივ განტოლებათა სისტემის თავსეზადობა – 

– კრამერის ფორმულები - 

ცხადია, რომ ხ,·#,+ხ, · 4, +--.+ხ, ·4, =18,I. გარდა ამისა, 

ზოლო ტოლოზის მარცხენა მხარეში თანახმად თეორემა 9.2-ისა ყველა 

უცნობის კოეფიციენტი, გარდა X,-ისა, წნულის ტოლია, ხოლო Xჯ / კოე- 

ფიციენტი კი მოცემული განტოლებათა სისტემის მთავარი #8 მატრი- 

ცის დეტერმინანტის ტოლი), ე.ი. |8 ·X, =8,. მოცემულობის თანახმად 

    
  

8, 
|8| » 0, ამიტომ, X, - წადი (7 =1,2,...,”). 9 

ფორმულებს: 

ჯ =18I Xჯ = I .ს X,. = ჩ, 
' |” “ |8” ” ” XI   

კრამერის ფორმულები ეწოდება. 

შევნიშნოთ, რომ (I) განტოლებათა სისტემა შეიძლება ჩაიწეროს 

როგორც მატრიცული განტოლება. მართლაც, თუ 

X, ხ, 
LX ხ; 

ჯC=CI ·|დ<–?–2 82! · ! 

X, ხ, 
მაშინ (1) განტოლებათა სისტემას ჩაწერილს მატრიცული ფორმით 

ექნება „--X=.,8 სახე. ამასთან, თუ „#4 არის #- ური რიგის ისეთი 

კვადრატული მატრიცა, რომ |4I>0, მაშინ X= „4-8 იქნება მოცე- 

მული განტოლების ამონახსენი. 

განსაზღვრება 1. თუ (1) განტოლებათა სისტემაში #,,ხ,,..., ნ, 

ელემენტებს შევცვლით წულებით მივიღებთ 
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– წრფივ განტოლებათა სისტემის თავსებადობა – 

– კრამერის ფორმულები - 

ძ,,X, +0,ეXე +-''+9,,X, =0, 

რე,X, +C;;X; +--'+0,,X, =0, (5) 

0,,X, +0ძეეX +···+0, ,X, =0 

განტოლებათა სისტემას, რომელსაც (1) განტოლებათა სისტემის 

შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლებათა სისტემა ეწოდება. 

თეორემა 3. სამართლიანია შემდეგი წინადადებანი: 

მ) თუ X,=0Cთ,, Xე =თ,,... X,=0თ, და X, =/9, X, = /3,.., X, = /მ, 

ხ) 

არის 01) განტოლებათა სისტემის ნებისმიერი ორი ამონახსენი, 

მაშინ X, =Cთ, -/მ, X, =Cთ, -/,,..,X,=0თ, –/8, იქნება. (1) 

განტოლებათა სისტემის შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლებათა 

სისტემის ამონახსენი; 

თუ X =Cთ, X =C.,.., X, =თ, არის (1) განტოლებათა სისტემის 

რომელიმე ამონახსენი, ხოლო X, =9,, X =0,,..., X, =0, 0) გან- 

ტოლებათა სისტემის შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლებათა 

სისტემის ნებისმიერი ამონახსენია, მაშინ 

X, =თ,+0,,Xე =თე +0,,..,X,=0თ,+8, 

იქნება (1) განტოლეზათა სისტემის ამონახსენი. 

დამტკიცეზა. ვთქვათ 

X, =Cთ, X; =თ,,.. X, =C, და X =/8, X =/8,.»X%=/, 

არის (1) განტოლებათა სისტემის ნებისმიერი ორი ამონახსენი და 

1<1<71, მაშინ 

მ, (თ –/#.)+ძ, (თ, –/,)+·-·+0,(თ, –/8,)= 
=(ი,თ +ძ,თ, +-··+ძ,თ,)-(ძ,/ +ძ„/, +--·+0ძ,/მ,)=ხ, –ხ, =0, 

(MM) 

ე.ი. X =C –/, X =Cთ-/3,..,X,=Cთ, -/, იქნეზა 0) განტოლებათა 

სისტემის შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლეზათა სისტემის ამონახ- 

სენი. 
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- წრფივ განტოლებათა სისტემის თავსებადობა – 

– კრამერის ფორმულები – 

ახლა თუ X =C, X =Cთ,.., X, =თ, არის (1) განტოლებათა სის- 

ტემის რომელიმე ამონახსენი, ხოლო X», =0,, X, =0,,..., X, =0, (1) გან- 

ტოლებათა სისტემის შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლებათა სისტე- 
მის ნებისმიერი ამონახსენია, მაშინ 

ძი (თ +0,)+9ძ 2 (თ +2; :)+'- '+ძ, „(თ +2, „)= 
=(ძ,ეთ,+თეთ, +წ··+0ი,Cთ,)+(ძ, გ +ძეცმე +,··+0ძ,6,)=ხ,+0=ხ, 

ე.დ. მაშინ X, =Cთ,+0,, X, =C, +0,,., X„=0,+0, იქნება (I) 
განტოლეზათა სისტემის ამონახსენი. C 

სავარჯიშოები 

მ დაადგინეთ არის თუ არა შემდეგი განტოლებათა სისტემები 

თავსებადი და თავსებადობის შემთხვევაში იპოვეთ მათი 

ამონახსნები: 

X+X +X+X, +X 
|21 -X- 1 %X 430) = 20% +329 =0. 

1) 2+4+45+44193 =0 2) 42ჯ –5% +43 C, 
X +8X, –8X, +27X ს. XLI X2 2142 - ი” 

X +X +16X, +16X, +81X =0 –17X, +4Xკ = 

(X –2X +X, +X, – X, =0, 8. + - 26 1+7X = 0 
3) |22“-ჯ- 6“ >X%IXC =0, 4# )2X, 2X, – 3X, 2 1395-–2 

2176 - 5X– – 5X, +5X, = 4X +11X% მევხვ-ი, 
(3X – X – 25 +X, –X, = ი. (79 –2% +% +3X, 

(X% <2% +X, –X, +X, =0, X +X, +X, –X =0, 
9 1252 +X –X+2% –3X, =0, რ 1X –X+2% –X, =0, 

3» -25 -5+% -2 =0, 4 –2X +6% +3% –45 =0, 

    
(2X, –5X, +X – 2X, +2X, =0. (2X, +4X, –2X, +4X, –7X, =0. 

_ , –3X, = –1, X, –2Xე +X +X, =L X, +X; – 2X, = 
7) 4X,–<2X, +X, – X, =–I, ზ) (ააა 2X, =L 

X; + X =3, 

124



– წრფივ განტოლეზათა სისტემის თავსებადოზა - 

– კრამერის ფორმულეზი - 

3X, + X, – 5X, =0, 
2X, +X. – X+X, =1L, 
წ ახაბააბ =2, 

2X, – X, +3X, =3, 

9 4X, – X +X, =3,. . 10) 5X, +X, – >» +2X, =–IL, 
»X, #3X; –13X, = –6. 2X, – X; +Xვ – 3X, =4, 

X +2X, =6, X-X =L 22 -X%+3% =9, 
11) 12% +3X, =8, 12) )35+ი+4ს=ს 13) 4+3C-5%++X% =-4 

X – X; +X +3»X, =8, 25+75 +695 –X =8 4X –76+% =4. 
X, +2X, =2. X +2% +2% –X, =3, 

ხ) წრფივ განტოლებათა სისტემა წარმოადგინეთ მატრიცული განტო- 

ლების სახით და იპოვეთ მატრიცული განტოლების ამონახსენი. 

2X, – 3X, +3X, = 2, 
3X, – 5X, +2X, =0, 
L4X, – 7X, +4X, =1. 

1) 4 

7X, – 9X, +3X, =1, 
2X, – 3X, +4X, =3, 

(3X, – 7X, +5X, = 1. 
3) 

3X, – 4X, + 5X, =4, 
2X, – 3X, +X, =0, 
"3X, –5Xე – X, = –3. 

5) 4 

(2X +X, +4X, +8X, =5, 
%3X –6X +2X, =21, 

+2% –2X, =-4, 
+2X =-2. 

+9% +4X +2X, =33, 
-2X, +X +X, =ს 
CV +2X, =24, 

    

2) 

X, – X, +3X, =3, 
X, –< 5X, +X, = –3, 
4X, – 3X, +X, = 2. 

2X, +7X, – ზX = –L 
X, +3X; +5X, =8, 

4) 

6) « 

<9
 

10) « 

–X, – 3Xე +4X =1. 

(2 –5X, +3X% +X, =5, 
39 –75 +35 –# =–) 
5), –9X, +6X +2X, =7, 
(4X –6X, +3 +», =8. 

(6X, +5X, –2X, +4X, =–4, 
9X – XX+4X –X, =13, 
23% +4% +2) _%, =1 
3» <9 +2X =14. 
3X +4X, +X, +2X, =4, 
3», +5X, +3X, +5X, = 6, 
6X, +8X, +X, +5X, =7, 

(3X, +5X, +3X, +7X, =6. 

X, +X, +X, +X, =10, 
თ151919%=19 
X – X, +X, – X, = –2,     X –X, –Xკ +X, =0.



– წრფივ განტოლეზათა სისტემის თავსებადობა – 

–- პრამერის ფორმულები - 

+2X –X –2X, =0, X, +4X, + X +2X, = 5, 

2128 92% 3X +5X, +X, +5X, =13, 13) X, +8X, ) =4, 14) I 2 1 Xვ 4 
2X, +2X, –4X –3X, =1, 6X, + X, +Xკ +5X, =16, 
3X, +8X, –1X% – 6X, =2. 3X, +5X, +3X, +X, =5. 

ლ) ამოხსენით კრამერის ფორმულების გამოყენებით შემდეგი განტო- 

ლებათა სისტემეზი: 

2X, +3X, +X =7, 5X, +25 – 3Xც, = –8, 
1) 44X, +2X, – X, =9, 2) «X,+X, –7X, =-16, 

3X, +X. +Xვ = 4. 6X, +X, +4X, =6. 

3X, +4X, – X, = 21, 8X, + X, + X, = –8, 
ვ) 42X,+3X, – 4X, = 28, 4) 45X,+X, – 3X, =3, 

X,+X – X, =9. 3X, + 2X,ე – Xკ =3. 

+2X +3X –X, =-4, 2X, –2X, +X, – X, =7, 
9 | X 22 +Xი 5» =-9, 6 3X, –3X, +X, +X, = 20, 

3X, +2X, – X, – X, =2, X, +2Xე +3Xკ – 4X,კ = –17, X 9 % 1 2 3 4 
'4X, +2X, +3>X – 5X, =–-9. 3X, + 5X, +2X, +4X, =9. 
: 

-2X +X #3X, =4X, =->, X, +X, +2X, +3X, =1, 
3X, – X) – X – 2X, = –4, 

7) 4+3X,+4X, –5X.+X, =13. 8) 2X, +3», –X, – X, = –6, 
X+5X – X+X, =7, 

-X= 

(4X, <2», +2X, –X, =-3, X, + 2X,ე +3X3 – X, = –4. 

>+X +3X –4X, =-4, 7X, – 2X; + Xვ – X, = 23, 
X, +4Xე – 5Xკ + X, = –2, 10) 3X, + X; + X, + X, =18, 

2? 1X+5X, –2X, +X, =9. Xჯ %2X, +2X, –4X, =10, 
L4X, + Xე + 2X, – X, =8. 3X, + 5X, +2X, + X, =32. 

(2X, +2X, +3X, – X, = –4, X, +2X, – Xკ – 2X, = –1, 
11) 125 –<3X +X –5X, =-11 კ) 13% +8X, –4X, =4, 

2X, +2Xე – 4Xვ – 3X, =–5,   3X, +X,ე – X- – X, = –2, 
L(4X, +2X, +3X, –X, =-6. 3X, +8X, – 1Xკ – 6X, =1. 
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– მატრიცეზის შებრუნებული მაღრიცები - 

§ 13. მატრიცების შებრუნეზული მატრიცები 

თუ 

X,, Xყვ ...X. 

,4 = | 22) X22 ··· X2ი და #= 

X,.) Xავ ..X, 

M- ური რიგის კვადრატული და ერთეულოვანი მატრიცებია X 
ველზე, მაშინ „4· # = #· 4 = 4. 

განსაზღვრება 1. თუ X ველზე, არსებობს ისეთი 7 – ური რიგის 

კვადრატული „8 მატრიცა, რომ /#·,8 = 8· 4= L, მაშინ „8 მატრიცას 

4 მატრიცის შებრუნებული მატრიცა ეწოდება და 4 ' სიმბოლოთი 
აღინიშნება. ცხადია მოცემულ პირობებში „/ მატრიცაც იქნება „8' მატ- 
რიცის შებრუნებული მატრიცა. 

შევნიშნოთ, რომ „”/ მატრიცის შებრუნებული მატრიცა ცალსახად 
განისაზღვრება. მართლაც, თუ L+#:I#8 = „8· 4 = #, მაშინ 

8.4:8'=(8-4)-8=#-8= #', 

8-.4.8=8-(4-.8)=8-#=8, 

ე.ი. 3 = 8', რადგანაც მატრიცების გამრავლების ოპერაცია ასოცია– 
ციურია. 

შემდეგში X ველზე ყველა ისეთი MI – ური რიგის კვადრატული 
მატრიცების სიმრავლე, რომელთაც შებრუნებული მატრიცები გააჩნიათ 

Cო/, (M,X ) სიმბოლოთი აღინიშნება. 

ჩვენი შემდგომი მიზანია ვიპოვოთ /”( მატრიცის შებრუნებული 

მატრიცა მისი არსებობის შემთხვევაში. 

შეგახსენებთ, რომ 24, სიმბოლოთი აღნიშნულია 4 მატრიცის X, 

C 7=1L2,..., 7) ელემენტის შესაზამისი ალგებრული დამატეზა. 

თეორემა 1. თუ | #0, მაშინ -# მატრიცის შებრუნებული 4# ' 

მატრიცა გამოითვლება ფორმულით 
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- მატრიცების შებრუნეზული მატრიცები - 

1 #, 4,, 4) 

4 =--.| “2 4222 ·'' 3,2 

მაშინ თეორემა 9.2 -ის თანახმად გვექნება 

XI. %2 ·- წი 4, 4, · 4) 

„ .(#“-#)=+. X%2) X2ე ·· ა... 
I4 I4 –––––––_»».“.“”“” 

» +Xი2 X» 4. 4, 4, 

#I 0..0) /10...0 
_ 1 |04M..0|_| 01...0 
>––-.–.–. 

00... ტ|) L00...1 

1 
ე.ი. (| 4'-,41)= L 474 

ანალოგიურად დამტკიცდება, რომ ( 6. -# )= #, ე.ი. 

123 
#4#=|010 

001 

მატრიცის შებრუნებული მატრიცა. გვექნება: 
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მაგალითი 1. ვიპოვოთ



– მატრიცეზის შეზრუნეზული მატრიცები - 

MI) +611) 9 
0II /01| |10 

L -2-3 “+ 1. „_1 | I00I /I13| |I3| | _ 
4 „4“ 11 I M) 1001“ 0 გ %' 

0II _I2| 12 
00| 100! |01 

განსაზღვრეზა 2. ვთქვათ # ნულისაგან განსხვავებული წებისმი- 

ერი ნამდვილი რიცხვია. #”-– ური რიგის # = (=) C, 7 =L2....,7) მატ- 

რიცას ეწოდება ელემენტარული მატრიცა, თუ იგი შემდეგი ორი პირო- 
ბიდან აკმაყოფილებს მხოლოდ ერთს: 

მ) X„ = # რომელიღაც ფიქსირებული 1 < ი <7 რიცხვისათვის; 

X, =1 ყოველი 1 <7 < # რიცხვისათვის, რომელიც აკმაყოფილებს 

პირობას 1 % ი და X, =0 ყოველი 1 <I1# / <7; 

ხ) X,კ=1I ყოველი 1<7<7M რიცხვისათვის; X,, =#, რომელიღაც 

ფიქსირებული 1<»%#4<» რიცხვებისათვის X,=0 ყოველი 

1<1%/)<” რიცხვებისათვის რომელთათვისაც სრულდება 

პირობა 7 #% », / #9. 

7- ური რიგის კადრატული მატრიცა, რომელიც აკმაყოფილებს 

განსაზღვრება 2-ის ხ) პირობას - #, ,, სიმბოლოთი აღინიშნება, 

ხოლო თუ იგი აკმაყოფილებს განსაზღვრება 2-ის ძ) პირობას, 

მაშინ იგი #,, სიმბოლოთი აღინიშნება. 

თეორემა 1. ვთქვათ #4 არის #/- ური რიგის კადრატული 

მატრიცა.თუ #,, და M,,, 7 - ური რიგის ელემენტარული მატრიცე- 

ბია, მაშინ სამართლიანია შემდეგი წინადადებები: 

8) M„, ·„,4 არის მატრიცა, რომლის / სტრიქონისაგან განსხვავებული 

ყოველი სტრიქონი „ მატრიცის შესაბამისი სტრიქონის ტოლია, 
ხოლო » სტრიქონი მიღებულია # მატრიცის » სტრიქონის 
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– მატრიცების შებრუნებული მაურიცები - 

ყველა ელემენტის X ველის ნულისაგან განსხვავებულ # ელე- 
მენტზე გამრავლებით; 

ხ) დ. ,+' 4 არის მატრიცა, რომლის #7 სტრიქონისაგან განსხვავე- 

ბული ყოველი სტრიქონი „-X. მატრიცის შესაბამისი სტრიქონის 
ტოლია, ხოლო ჯ” სტრიქონი მიღებულია „4 მატრიცის » სტრი- 

ქოწის ყველა ელემენტზე 4 სტრიქონის შესაბამისი ელემენტების 

დამატებით გამრავლებული # რიცხვზე; 
ო ყოველი ელემენტარული მატრიცისათვის არსებობს მისი შებრუნე- 

ბული მატრიცა. 

დამტკიცება. დავამტკიცოთ მხოლოდ ი) წინადადების სამარ- 

თლიანოზა. მართლაც, თანახმად მოცემული თეორემის ძ) წინადადე- 

ბისა, გვექნება: #., 7 , =M , -M,, =#. 
” ”M ჩკ ' 

მეორეს მხრივ, თანახმად მოცემული თეორემის ხ) წინადადებისა 

მივიღებთ # ი4,L” ხ,,Cი = ს,,Cი "M,ა. =#.0ლ0 

თეორემა 2. ვთქვათ X ველია ნულოვანი 0 და ერთეულოვანი 1 

ელემენტებით, ხოლო „4 არის 7-– ური რიგის კვადრატული მატრიცა 

X ველზე. მაშინ სამართლიანია შემდეგი წინადადებები: 

მ 4 მატრიც- შეიძლება წარმოდგენილი იქნეს სახით: 

4=1% MM... სუ ·,8, სადაც #,, #ე,.., #, რომელიღაც 7 – ური 

რიგის კვადრატული მატრიცებია X ველზე, ხოლო 8 =(ხ/) 

არის M#- ური რიგის დაყვანილი მატრიცა X ველზე, რომლის 

დიაგონალური ხ|/,,6ხ;,,...,ხ,, ელემენტები აკმაყოფილეზენ პირო- 

ზას: ხ/,,ხ:ე,.., 0,, C (0, 1) · 

ხ) თუ #4 მატრიცის რანგი 7 – ის ტოლი), მაშინ წე .--#M'):4=% 
(V) 

და ამიტომ, # ! = MM, #1. 

ო # მატრიცას მაშინ და მხოლოდ მაშინ გააჩნია შებრუნებული მატ- 
რიცა, როცა მისი დეტერმინანტი ნულისაგან განსხვავებული:. 
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– მატრიცების შებრუნეზული მატრიცები - 

დამტკიცება. დავამტკიცოთ 2) წინადადების სამართლიანობა, 

მართლაც, თეორემა 6.1-ის ხ) წინადადების თანახმად, ყოველი #4 მატ- 
რიცა მისი არაგანსაკუთრებული გარდაქმნებით სტრიქონების მიმართ 

მიიყვანება სტრიქონების მიმართ დაყვანილ (/X/71) – განზომილებიან 

8'= ( X) მატრიცამდე. თეორემა 1-ის ძი) და ხ) წინადადებიდან 

გამომდინარეობს ისეთი #,#%.,..., #,, ელემენტარული მატრიცების არსე- 

ბობა, რომ: 

4=M%-#M წ.წ. 

თუ 4 მატრიცის რანგი M-ის ტოლია, მაშინ თეორემა 10.3-ის 

თანახმად #8” მატრიცის რანგიც #”- ის ტოლია. ასეთ შემთხვევაში, „8 

იქნება 7 – ური რიგის ერთეულოვანი მატრიცა, ე.ი. ,8' = #. ახლა ხ) 

წინადადების სამართლიანობა უშუალოდ გამომდინარეობს თეორემა 1- 

ის 0) წინადადებიდან. 

თუ #4 მატრიცის რანგი M-ის ტოლია, მაშინ მისი არცერთი 
სტრიქონი არ არის დანარჩენი სტრიქონების წრფივი კომბინაცია. 

აქედან და თეორემა 9.1-ის ს) წინადადების თანახმად II #0, ახლა 

თუ მივიღებთ მხედველობაში ხ) წინადადებას გვექნება, რომ „4 

მატრიცას გააჩნია შებრუნებული მატრიცა. 

პირიქით მტკიცება გამომდინარეობს (ჩ;'.#»), ს. ').4=#% 

ტოლობიდან. C : 

ვთქვათ |4I# 0. რომ გამოვთვალოთ #”- ური რიგის კვადრა- 

ტული 4 მატრიცის შებრუნებული მატრიცა, ამისათვის 

XI, Xვ XV სმს 

X- ე XXს 00 ...1 

მატრიცა მისი სტრიქონების არაგანსაკუთრებული გარდაქმნებით უნდა 

მივიყვანოთ 
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–- მატრიცების შეზრუნეზული მატრიცებზი - 

1 0...0 ”#, ”ც.--»”, 

(8 8)= 0 1...0 Xკ, #ეე..-#., 

0 0...1 )”,, 7/,:.-.7,, 

მატრიცამდე. ასეთ შემთხვევაში ,3 მატრიცა იქნება #4 მატრიცის 

შებრუნებული მატრიცა, ე.ი. 8 = 4. 
მაგალითი 2. ვიპოვოთ 

1 
0 
0 

მატრიცის შებრუნებული მატრიცა. გექნება: 

1 23.4 1000 1230100 -4 

0 1 0100 0100010 -I 

40010| 100100011 -4! 
0001 0001000 1 

მართლაც, 

4.,4! = 

ღი
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- მატრიცების შებრუნებული მატრიცები - 

მატრიცთა ნამრავლის დეტერმიწანტი. 

თეორემა 3. ორი 77– განდომილებიანი კვადრატული მატრიცის 

ნამრავლის დეტერმინანტი თანამამრავლთა დეტერმინანტების ნამრავ- 
ლის ტოლია. 

დამტკიცება. თეორემა 12.2-ის ძი) წინადადების თანახმად, 

ყოველი #”– ური რიგის კვადრატული მატრიცა შეიძლება წარმოვადგი- 

წოთ #4=#M:.:#%--M 3 სახით, სადაც 8 =(X) სტრიქონების მიმართ 

დაყვანილი #7 - ური რიგის კვადრატული მატრიცაა, ხოლო #, 

(CI =1, 2)... ”) არის # – ური რიგის ელემენტარული მატრიცა. 

რადგან ყოველი ელემენტარული მატრიცა სამკუთხა მატრიცაა, 

ამიტომ, თეორემა 9.1-ის #) წინადადების თანახმად, მისი დეტერმინან- 

ტი დიაგონალზე მდგომი ელემენტების წამრავლის ტოლია. ამიტომ, 

, 8=%.,, 
ას == ==" 

ი.7.. 

აქედან კი მივიღებთ: 

ხ..81, =>. 8, #M=., 
ა. #8 ”“ 

| თ |= I) IL = =M. CL და | თ |= (6 #M =MაL, 

ე.ი. |#, · 8 =|სI:I81. 

ახლა თუ #_ ·I8'= 8, მაშინ, ანალოგიურად ზემოთ დამტკი- 

ცებულისა, გვექნება #8) =ჩ./18), ე.ი. ნ, #8) = ს, “I. 81. 
თუ ამ პროცესს გავაგრძელეზთ სასრული ნაბიჯის შემდეგ მივიღებთ · 

რწ ჩ,.81=|6): 6)“ 8,181. 
4 და 8 მოცემული მატრიცების მიმართ განვიხილოთ ორი შემ- 

თხვევა. 

1) 4 მატრიცის სტრიქონები წრფივად დამოუკიდებელნი არიან. ასეთ 

შემთხვევაში „4 მატრიცის რანგი I – ის ტოლია და თანახმად 12.2 თეო– 
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- მატრიცების შებრუნებული მატრიცები - 

რემისა, სამართლიანია ტოლობა „4= რ ·#)ე სძ მ, სადაც # არის 

71 – ური რიგის ერთეულოვანი მატრიცა, ე.ი. ,(4=# -) ···#, და ამიტომ: 

|4-.8=I5-» ..... MM. 8=%:.% .ათია #8 =I4:18. 

2) #4 მატრიცის სტრიქონები წრფივად დამოკიდებულნი არიან. ამ 

შემთხვევაში თანახმად 9.1 თეორემის ») წინადადებისა გვექნება, რომ 

|| =0 და ამიტომაც |.I:|8| = 0:|,8| = 
მეორეს მხრივ, მოცემულობის თანახმად, 4 = # /#ე ·-·-· #ს. 8 

ამიტომ, #71... #'-4=9M და ბოლო ტოლობის ორივე მხარის 8 

მატრიცაზე გადამრავლებით მივიღებთ XI .#Mს.-- 15! (4 -8)= 8.8. 

აქედან ზემოთ დამტკიცებულის თაწახმად გვექნება 

| 5 – I§,'I-I4-8|= 18.8). 

რადგან #4 მატრიცის სტრიქონები წრფივად დამოკიდებულნი არიან, 

ამიტომ „8 მატრიცა შეიცავს ნულოვან სტრივეონს, აქედან გამომდიწარე, 

8.8 მატრიცაც შეიცავს ნულოვან სტრიქონს და თანახმად 9.1 

თეორემის 1) წინადადებისა, |8' „8. =0,ე.ი. 

-1I | -I – წეშ.. IM.) – I, |.I4-.8|= 

გარდა ამისა, ელემენტარული მატრიცების დეტერმინანტები ყოველ- 

თვის ნულისაგან განსხვავებულია. ამის გამო, ბოლო ტოლობიდსნ მივი- 

ღებთ, რომ I4:8|=0. ახლა, თუ გავითვალისწინებთ იმას, რომ 

|4II · 8) = 0, მაშინ გვექნება, რომ |„4:,8| =I.4I·|8|. = 

სავარჯიშოები 

8) იპოვეთ შემდეგი მატრიცების შებრუნებული მატრიცეზი: 

„–=_„_„.–__– 2:23 
ს (42),თ 05 2,2ი| 1410, 

001 - 21 
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– მატრიცების შეზრუნეზული მატრიცები - 

ხ) შემდეგი განტოლებებიდან: 

25 ._|I4-6 
ს (ჯ)-»=(6 I). 

1 1-I 1:13 
2) X-I2.10|I=.4 32, 

1-1 125 

21 53 2L_|/-224 ” (32)->-(55)-(31) 
იპოვეთ Xჯ მატრიცა: 

თ) ამოხსენით განტოლებათა სისტემები: 

ს 1I1):#+C))»-(§1)' 
(13):X+(1)>-C1 4) 1 

1 3 ა), X+(L 
-I 1 

1 I 
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– ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემის ფუნდამენტალურ - 
- ამონახსნთა სისტემა - 

§ 14. ერთგვაროვან წრფივ განტოლეზათა სისტემის ფუნდამენტალურ 
ამონახსნთა სისტემა 

ვთქვათ 

ძ,,X, +ძ,Xე +“. ·+ძ,,X, =0, 
ძ,,X, + 0ეეX, +- "+ ძ,,X, = 0, -0) 

რა X, + რ,:X2 +-..+ რ,,X, = 0, 

7 უცნობიანი 7. რაოდენობის ერთგვაროვანი წრფივი განტოლებათა 

სისტემაა X=(X, +" I) ველზე, ხოლო 

თ) რე... რ, 

4=| თ) 0... რ, 

რ»; რუგ..· 0, 

მისი მთავარი მატრიცა:ა. 

ვიტყვით, რომ (თ,რთ,..,თ,) ვექტორი არის (1) განტოლებათა 

სისტემის ამონახსენი თუ “ოუცნობთა X, =C,, X, =C;,..., X, =0C, 

მნიშვნელობები აკმაყოფილებენ 0) განტოლებათა სისტემას. 

ყველა ისეთი (თ,თ,..,Cთ,) ვექტორთა სიმრავლე, რომლებიც 

არიან (1) განტოლებათა სისტემის ამონახსენი, აღვნიშნოთ I, სიმბო- 

ლოთი. : 

ვთქვათ 4CX და თ, ისეთი ასახვაა 7, სიმრავლისა ყველა 

ი – განდომილებიან არითმეტიკულ ვექტორთა ” სიმრავლეში, რომ 

ყოველი (თ,.თ,,..,თ,) C I, ვექტორისათვის 

თ, ((თ,თ,,....თ,))=(2თ, 2თ,...,4Cთ,) CX . 

თეორემა 1. თუ (თ,Cთ,..,თ,),(/3./2,..,/2,)CVM და 4,2 6X, 

მაშინ თ, (თ,,თ,,...,თ,)+Cთ, (/#./,...-,/2,) CV, 
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- ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემის ფუნდამენტალურ - 

– ამონახსნთა სიხდღემა - 

დამტკიცება. ცხადია, შემდეგ ტოლობათა სამართლიანობა: 

თ, (თ,,თ.,..,თ,)+თ, (/3,/,,...,/მ,) = 

= 4 (თრ, C,)+4“(რ,რ..-»რ,)= 
= (2თ, + 400, ,რCთ, + 4/მ:,-.» #4C, + 4#/,). 

ახლა თუ 1 <1 < VI, და 

X, = #თ, + :/8,, X; = #თ; + #/,,..., X, = ტ0, +467. 
მაშინ: 

მა (2 თ + #/# )+თ.ა(#Cთ+74/,)+---+ძ, (4თ, +4/8,)= 
= 4 ·(ი,თ +ძ,თ, +'··+ძ0,თ,)+# ·(ძ,/ +ძ,/, +-··+ძ,/,)= 
=4#-0+24:0=0, 

ე.ი. ვექტორი: თ, ( თ,თ,..სთ) +თ, ( #./32..-» 8) არის ( 1) განტოლებათა 

სისტემის ამონახსენი. ამიტომ, თ, (თ,თ,..,თ,)+0, (/მ./8..-„/8,) CM. 9 

თეორემა 2. V, =(IV,,+,(თ, | 2C X)) ალგებრა, სადაც (+) არის 
7, სიმრავლის ვექტორთა შეკრების ოპერაცია, ვექტორული სივრცეა. 

დამტკიცეზა. თანახმად თეორემა 1-ისა (#7,+, –) ალგებრა კომუ- 

ტაციური ჯგუფია. I, სიმრავლე ჩაკეტილია თ, (2 C X) ოპერაციების 

მიმართ. გარდა ამისა, ადვილად შემოწმდება, რომ V; ალგებრა აკმაყო- 

ფილებს შემდეგ პირობებსაც: 

ბ) რ, (0) =C, (თ, (2)). 

ხ) I ,, (ძ)=თ, (0)+თ, (9), 
თო თ,(ძი+ხ)=თCთ, (ი)+თ, (4), 

ძ) თ,(0)=9 

ყოველი ძ =(თ,თ,..,თ), ხ =(/8,/,..„/,,) CM, ვექტორისათვის და 

4, # CX ელემენტებისათვის. 
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– ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემის ფუნდამენტალურ - 
– ამონახსნთა სისღემა - 

მივიღეთ, რომ V, = (+ (0, |4C+X 1) ალგებრა არითმეტი- 

კული ვექტორული სივრცეა. 
განსაზღვრება 1. V, =(7,,+I(თ, |#C+X 1) ვექტორული სივრცის 

ნებისმიერ ბაზისს (1) განტოლებათა სისტემის ფუნდამენტალურ ამო- 

ნახსნთა სისტემა ეწოდება. 

რადგან ვექტორული სივრცის ბაზისი ცალსახად არ განისაზღვრე- 

ბა, ამიტომ, (1) განტოლებათა სისტემის ფუნდამენტალურ ამონახსნთა 

სისტემაც ცალსახად არ განისაზღვრება. 

(1) განტოლებათა სისტემის ფუნდამენტალურ ამონახსნთა სის- 

ტემა საშუალებას იძლევა მოცემული განტოლებათა სისტემის წების- 

მიერი ამონახსენი წარმოვადგინოთ ფუნდამენტალურ ამონახსნთა სის- 

ტემაში შემავალი ვექტორთა წრფივი კომბინაციის სახით, კოეფიცი- 

ენტებით X სიმრავლიდან. 

თეორემა 3. თუ (1) განტოლებათა სისტემის მთავარი მატრიცის 

რანგი 7 V>1 ნაკლებია განტოლებაში შემავალ უცნობთა #M რიცხვზე, 

მაშინ (1) განტოლებათა სისტემას გააჩნია M”V –” რაოდენობის ვექტო- 

რისაგან შემდგარი ფუნდამენტალურ ამონახსნთა სისტემა. 

დამტკიცება თუ #”=#, მაშინ (1) განტოლებათა სისტემას 

გააჩნია ერთადერთი წულოვანი ამონახსენი. დავუშვათ 1<” =7(C4 4 /ჩ 

6.1 თეორემის ხ) წინადადების თანახმად ყოველი „” მატრიცა მისი 

არაგანსაკუთრებული გარდაქმნებით სტრიქონების მიმართ მიიყვანება 

სტრიქონების მიმართ დაყვანილ (IX »)– განზომილებიან „8 მატრი- 

ცამდე. დავუშვათ, რომ 8” მატრიცით განსაზღვრულ ერთგვაროვან გან- 

ტოლებათა სისტემას აქვს სახე: 

Xყლოთბ– მიენეც ლოთბ– XX, =0 ათლძი1... ...(2) 

„ა. . . „ =0 
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- ერთგვაროვან წრფივ განტოლეზათა სისტემის ფუნდამენტალურ - 

– ამონახსნთა სისტემა - 

აქ X,,X,,..,X, მთავარი, ხოლო X,,,,X,,ე,....X, თავისუფალი უცნო- 

ზებია. ცხადია, თავისუფალი უცნობების ფიქსირებული მნიშვნელობა 

ცალსახად განსაზღვრავს 0) განტოლებათა სისტემის ერთ რომელიმე 

ამონახსენს. კერძოდ, თუ X,,, = X,,ე =''“= X, =0, მაშინ იგი მოგვცემს 

0) განტოლებათა სისტემის წულოვან ამონახსენს. 

(2) განტოლებათა სისტემაში თანამიმდევრობით თითოეულ 

თავისუფალ უცნობს მივანიჭოთ 1-ის ტოლი, ხოლო ყველა დანარჩენს 

კი წულის ტოლი მნიშვნელობა. შედეგად მივიღებთ (2) და 0) განტო- 

ლებათა სისტემების MI – ” რაოდენობის ამონახსენს: 

თ, = (70, +7,ს9,:'+0), 

თ = (7,7); ''5#,.0, 1,--,0), 

რ, , (7 »-,2ე,-,'' თ #უო-,0, 0,·-., I). 

მიღებული ამონახსნები განვალაგოთ C მატრიცის სტრიქონებად. გვექ- 

წეზა: 

7 ი. #0 0.1 

ვაჩვეწოთ, რომ C მატრიცის სტრიქონები წრფივად დამოუკიდებელია. 
მართლაც, თუ 4 '0,+2რ% :0, +-·+0,'0,, =(0,0,...,0), რომელიღაც 

რარ,:-» 4. -, C X ელემენტებისათვის, მაშინ 

C.:2,4%,-»4,,)=(0,0,...,0), 

ე.ი. # = #6 =--·= #4 _, =0. 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ 0) განტოლებზათა სისტემის ნებისმიერი 

ძ=(თ,თ,,..,თ,,თ,, სსრ) 
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– ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემის ფუნდამენტალურ - 
- ამონახსნთა სისტემა - 

ამონახსენი არის ძ,,0,,..,)0,., ვექტორთა წრფივი კომბინაცია კოეფი- 

ციენტებით X ველიდან. თანახმად თეორემა 1-ისა, 

ძ=ი-(თ,თ+თცთ+---+თ0,,) ..8) 

ვექტორი, წარმოადგენს (1) განტოლებათა სისტემის ამოწახსენს, მისი 

გამარტივებით მივიღებთ: ძ=(2,,2,,..,0,,0,0,...,0), ე-ი. იგი არის 0) 

განტოლეზათა სისტემის ამონახსენი, როცა X,,, = X,, ='-·/=7X, =0.ეს 

კი წიშნავს, რომ ძ =(0,0,....0) და (1) განტოლებათა სისტემების 

ნულოვანი ამონახსენია. ამიტომაც თანახმად (3) ტოლობისა გვექნება: 

ძ=(0,0,...,0)+(თ,,თ+თ,,ფ+--·+თძ, ,)=(თ,ათ+თ,,თ +--·+თემ, ,). 

მივიღეთ, რომ I, არითმეტიკული ვექტორული სივრციდან აღე- 

ზული ვექტორთა ძ,,თძ,,..,0,, სისტემა წრფივად დამოუკიდებელია 

და IM, ვექტორული სივრცის ბაზისია, ე.ი. იგი (1) განტოლებათა 

სისტემის ფუნდამენტალურ ამონახსნთა სისტემაა. 

განტოლებათა (1) სისტემის ფუნდამენტალურ ამონახსნთა სის- 

ტემის საპოვნელად საჭიროა: 

მ) ვიპოვოთ (1) განტოლებათა სისტემის მთავარი მატრიცის რანგი 7; 

ხ) ვიპოვოთ (1) განტოლებათა სისტემის ზოგადი ამონახსენი; 

C) შევადგინოთ M#-–-7” რიგის კვადრატული 

10...0 
8 =|01..0 

_– 

მატრიცა; 

ძ) (I) განტოლებათა სისტემის ზოგად ამონახსენში თაწამიმდევ- 

რობით თითოეულ თავისუფალ უცნობს მივანიჭოთ 1-ის ტოლი, ხოლო 
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- ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემის ფუნდამენტალურ - 
– ამონახსნთა სისდემა - 

ყველა დანარჩენს კი ნულის ტოლი მნიშვნელობა. შედეგად მივიღებთ 

(I) განტოლებათა სისტემების # –” რაოდენობის ამონახსენს. 

ძ, =(X0,X,...,XI,1, 0,..,0), 
=(XVCX2,»(2,.. „0,0, ს.. „0), 

ძ,. ოფეფევ – ი. XI 9,0, 0,..,1). 

თეორემა 3-ის თანახმად ვექტორთა თ,,ი,,..,0, სისტემა იქნება (I) 

განტოლებათა სისტემის ფუნდამენტალურ ამონახსნთა სისტემა. 

სხვა ფუნდამენტალურ ამონახსნთა სისტემის მისაღებად საჭიროა 

ჩ8' მატრიცის ისეთი სხვა „3 მატრიცით შეცვლა, რომ წე #0. 

სავარჯიშოეზი 

მ) იპოვეთ ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემის ზოგადი 

ამონახსენი და ერთ-ერთი ფუნდამენტალურ ამონახსნთა სისტემა: 

  

X, +2X, =0, X+2–-3% =0 : +2X –X +2X, =0, 
) ო ა2ფოზა 2? 244 -6=0 2) |2% +395 –X +X, =0. 

4X, – Xე – X, = 0, 4X, – X, – X– – X, =0, 
”. 3X, + X, – 2X, =0, 95 3 + – 2X, +X, =0, 

–X, +2X, – X, =0, –X, +2X, – > +2X, =0, 
2X, +3Xც, – 3X, = 0. 2X, +3Xე – 3X, +3X, =0. 

შაირი –2X – 6X, +8X, =0. 2X, +3X, – X, –2X, +3X, =0. 

> –2X, –2X, +3X, +X, =0, : +2X, – » +3X, +4»X, =0, 
8) 9) 

6) გათ. –7X –3X, +4X, = 0 » 2 –2X –25+3X+% =0, 

2X, +3X, – Xვ –2X, +3X, =0, X +3X –2% – X, +X, =0, 

30, +X, –3X, +2X, +4X, =0. 3X, –X, –3X- +2X, +4X, =0. 
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– ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემის ფუნდამენტალურ - 
– ამონახსნთა სისჯემა - 

3X, + 5X, – 39 +5X, =0, 2X, – X; – Xკ = 0, 
10) 4 2X +3X; – Xკ +3X «ი =0, 11) 4X ს» –X =0, X, + X + 2 X, = I 2 3“ 

X, +2X, – 2ბX +2X,= 3X, +3Xე – 2X, = 0. 

12) X +5X, –5X, +5% –X IM 13) (თ -2% +2% –2X, +3X =0, 

2X% +3X –3Xგ +3X, +2X =0. X +2X, –2X +2X, +X, =0. 

(X +2X, – 2) +3X, +4X, = რი, 

14) 1 2-3 იჯ 2% +9X. ; 3X, +2X წ” X, = 
5X +4X, – -4% 2-0 = 
'2X +5X, – 3Xკ +2X; +5X; = V 

X.+X 
შეგ > X 146 > 5X, 19 –X, = 0, 

15) 4 3X, – +2X, +4X, – 3X, = 
3% +2%, აზი “6, +3 3X, – 2X, = 
|6X, +X- 6X 4X, +7X, – 4X, =0.” 

(X -2X+X#– –3X +X, –4X, +X =0 
29173 % X1+4-- –X#+5X =%, 

+ 3X, – X, +X, – 4X +383 = 
16) +3X =. 2» X –=4X, 4+5X, – ფაოგს 

5X – –7X +X +5X -5X.+8X 
L6X, – 23%, – 6X, – 2», +6X, –ზ», +ხ», =0 

(2X, –4X, +5X, = 0, 2X, 1 +3% % +X, = 1, 

17) 4 X, ++X; – X = 0, 18) 23% + (2, +9X. –9X, =0 
(3X, –3X, +4X, =0. X M4X, – 4X, +4X, = 

(3X, –2X, +2X, –3X, =0, 4X, – X, +5X, – 2X, – X, =0, 
19 1-% –5X, +320 –8X, =0, 2თ 3X, +3X, – 2X, + 4X, + 2X, = 0, 

4X, +3X, – X, +5X, =0, –4X, +7X, – 6X, –3X, = 0, 
L7X, +X, +X –2X, =0. 7X, +2X, +3X, +2X, +X, =0.: 

(5X, –4X, +3X, +2X», =0, 
3X, – 7X, +7X, +5X, =0, 
2X, +3Xვ – 4Xკ – 3X, =0, 
L7X, – Xე – X – X, =0. 

21) «   
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- ერთი ცვლადის მრავალწევრთა რგოლი – 

§ 15. ერთი ცვლადის მრავალწევრთა რგოლი 

ვთქვათ #=(X%++–+1) და L=(L%#-+1) კომუტაციური რგოლე- 
ბია. 

განსაზღვრეზა 1. L რგოლს ეწოდება X#. რგოლის მარტივი გაფარ- 
თოება ჯX ელემენტით, თუ 

მ) # რგოლი L რგოლის ქვერგოლია; 

ხ) L რგოლის ყოველი / ელემენტისათვის მოიძებნება ისეთი 

თე,რ,რ,,..,0,CM# ელემენტები, რომ / = ძე +ძ0,X+ძ,X” +--·+0,X”. 

შემდეგში #IXI– ით აღინიშნება # რგოლის მარტივი გაფართო- 

ება X ელემენტით. 

განსაზღვრება 2. თუ წებისმიერი თ,თ,Cთ....,თ, C# ელემენტებისა- 

თვის ძე +0ძ9,X+ ძეX” +--+0იX” =0 ტოლობას ადგილი აქვს მხო- 

ლოდ მაშინ, როცა თ =რფ =·-·=თ, =0, მაშინ #IX) რგოლს ეწოდება X 

რგოლის მარტივი ტრანსცენდენტული გაფართოება X ელემენტით. 

ასეთ შემთხვევაში X-ს ეწოდება ტრანსცენდენტული ელემენტი Xჯ 

რგოლზე. 

განსაზღვრება 3, ჰM XI რგოლს, რომელიც წარმოადგენს # რგო- 

ლის მარტივ ტრანსცენდენტულ გაფართოებას X ელემენტით, ეწოდება 
მრავალწევრთა რგოლი # რგოლზე Xჯ ელემენტის მიმართ, ხოლო 

XIX) რგოლის ელემენტებს კი მრავალწევრები ეწოდება X ელემენტის 
მიმართ. 

შემდგომში XIXI რგოლის მრავალწევრებს /| (V, 9(X, ძ(X და 

ა,შ. სიმბოლოებით აღვნიშნავთ. ამასთან, თუ /(X =თ+0თX+0X +--+0/”, 

მაშინ ძე,თძ,,.., 0, ელემენტებს / (») მრავალწევრის კოეფიციენტები 

ეწოდება. 
ვთქვათ / (X)=თ +თX+--·+ძ,X,9(X) =ხ,+ხ7X+---+ხ,X CXIX| 
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- ერთი ცვლადის მრავალწევრთა რგოლი -–- 

და 7 <9. XIXI რგოლზე შეკრებისა და გამრავლების ოპერაციები 

განისაზღვრება შემდეგნაირად: 

/#(X)=(თ+ხკ)+(ძ, +ხ,)X+:.-·+(ძ,+ხ,)X»” +ხ,,”,»” +---+ხ,X ..0) 

ა /(X)·§(X)=ძ9 +CჩX+---+0, X”, სადაც 

C,= 2, იხ,, (0<M<»+») ...() 
/+/=L 

თეორემა 1. თუ #IXI მრავალწევრთა რგოლია # რგოლზე Xჯ 

ელემენტის მიმართ, მაშინ XIXI რგოლის ნებისმიერი / (X) მრავალ- 

წევრის წარმოდგენა /(X)=ძ +0თX+თ,X” +..·+ძ,X”, (თ,რ,თ,..,თ, CM) 

სახით ცალსახაა; 

დამტკიცება. დავამტკიცოთ მხოლოდ ხ) წინადადების სამარ- 

თლიანობა. მართლაც, თუ / ელემენტს /#/(Xს)=თ+თX+თX +---+0,X 

სახით წარმოდგენის გარდა გააჩნია მეორე /(X)=რთ +ძX+ძთX+-+ძX 

სახის წარმოდგენაც და 7! < «, მაშინ: 

(თ -თ)+(თ-თ)X+--·+(ძ, –ძ,)X +თ,,X”+---+VX =0 

და რადგან X ტრამსცენდენტული ელემენტია # რგოლზე, გვექნება 

ძე – ძე =0, თჯ| –ძ, =0,.., ძე –ძ, =0, თ.,, =0,...,ი, =0. 

მივიღეთ, რომ #IXI რგოლში # მრავალწევრის წარმოდგენა 

#(X)= ძი +0,X+0,X” +--+ძ0,X” (ძე,მ,თ,... თ, C M) 

სახით ცალსახაა.ლC. 

განსაზღვრება 4. ვთქვათ / (X) = ძე +0,X+ძ,X? +--·+ძ,X” CXXI. 

7 ნატურალურ რიცხვს ეწოდება / მრავალწევრის ხარისხი, თუ წ” 

არის X ელემენტის ის უდიდესი ხარისხი, რომლის თძ, კოეფიციენტიც 

განსხვავებულია წულისაგან. ამასთან, 0,X” შესაკრებს / (») მრავალ- 

წევრის უფროსი წევრი, ხოლო ძ, –ს / მრავალწევრის უფროსი კოეფი- 
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– ერთი ცვლადის მრავალწევრთა რგოლი - 

ციენტი ეწოდება, / მრავალწევრს ნწორმირეზული ეწოდება, თუ ძ, =1. 
თუ 7 =ძე და ძე #0, მაშინ მისი ხარისხი წულის ტოლია, ხოლო 

ნულოვანი /(X)=0+0X+0»? +--·+0X”+·-· მრავალწევრის ხარისხი 
საერთოდ არ განისაზღვრება. 

შემდეგში / (X) მრავალწევრის ხარისხი ძ6ყ8 / (X) სიმბოლოთი 
აღინიშნება. 

განსაზღვრება 5. ვთქვათ L = (# ,+,-, 1) ველია და 

7 (X),§(X),9(X),6(»X),” (X)CILCთ). 
იტყვიან, რომ ძ(X) არის / (X) და §(») მრავალწევრების საერ– 

თო გამყოფი, თუ / (X) =9(X)-2(X) და §(X)=9(>): 2” (»). 
#7 (»X) და §(») მრავალწევრების ისეთ საერთო გამყოფს, რომე- 

ლიც იყოფა მოცემული მრავალწევრების ნებისმიერ საერთო გამყოფზე, 

# (X) და დ (») მრავალწევრების უდიდესი საერთო გამყოფი ეწოდება 

და ( #/ (X).§(>)) სიმბოლოთი აღინიშნება. 

მრავალწევრთა გაყოფადობის შემდეგ პროცესს: 

X»#(X)= 9(X):(X)+»M (>), ძი6თ C(X) > ძ68X (»), 

§(0=5(9)თ(ოუ+(იX,.  ძი8(»)>ძ9»(»), 
MI (X) =7; (X):9, (X)+7, (X), ძ6C7 (X) > ძ6C #5 (X»), 

7I-2 (X) =M ,(X):9,-, (X)+7, (>), ძი67, , (X) > 9667, (>), 

M-(X)=” (X):9, (X)+0, 
# (X) და (») მრავალწევრთა ევკლიდეს ალგორითმი ეწოდება. 

იტყვიან, რომ ი (») არის / (»X) და C(X) მრავალწევრების საერ- 

თო ჯერადი, თუ ძ(X) = #(»X):9(>) და ძ(») = §(X)·ჯ'(»). 

# (X) და დ (») მრავალწევრების ისეთ საერთო ჯერადს, რომელ- 

ზეც იყოფა მოცემული მრავალწევრების ნეზისმიერი საერთო ჯერადი, 
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– ერთი ცვლადის მრავალწევრთა რგოლი - 

# (X) და §(X) მრავალწევრების უმცირესი საერთო ჯერადი ეწოდება 

და L # (X), §(X)| სიმბოლოთი აღინიშნება. 

შევნიშნოთ, რომ / (X) და §(») მრავალწევრთა უდიდესი საერ- 

თო გამყოფი და უმცირესი საერთო ჯერადი ცალსახად არ განისაზ- 
ღვრება. 

ვთქვათ / (X) = თ, +0,X+0,X? +--·+0თ,X” CL IX) და ძიCX, 

მაშინ ცხადია, /(თ)=ძა+ი,#0+თ,0” +--+ძ,ი” CM და / (ძ) ელე- 

მენტს / (X) მრავალწევრის მნიშვნელობა ეწოდება, როცა X = ძ და თუ 

# (თ) =0, მაშინ ძ ელემენტს / (X) მრავალწევრის ფესვი ეწოდება. 

ვთქვათ / (X)= ძე +ძ,X+0თ,X” +-··+0თ,X” 6 XIXI . დავუშვათ, რომ 

#.= I(4, თ +თ9+თ,ი“ +---+ძ,ძ”)| ძC MI · 

შევნიშნოთ, თუ X#(X»),9(») C #IXI და /(X)>» §(X), მაშინ 

არაა სავალდებულო ადგილი ჰქონდეს /# = C” ტოლობას. 

თეორემა 2. სამართლიანია შემდეგი წინადადებები: 

მ) თუ # (61) ' 9§(X) CMIXI, მაშინ 

ძიი ( / (X)+ «(X)) < იმX(ძ06 / (X),ძ6ი §(>)): 

ხ) თუ /(X),C(X) CM XI, მაშინ 

ძიC( / (»):§ (»)) <ძ08 / +ძი6წ §(X); 

უე თუ კომუტაციური ჯ რგოლი მთელობის არე), მაშინ 

ძიC( / (»)·C(»)) =ძ6C / (X)+ძ6C9 C(») 

და მრავალწევრთა 1463 რგოლი ჯ ელემენტის მიმართ # რგოლ- 

ზე მთელობის არე იქნება; 

ძ) ვთქვათ # ველია. თუ 7. (X),C(X) CM(X) და 9(X #0, მაშინ არსე- 

ბობენ ისეთი ცალსახად განსაზღვრული ძ(») და ”(X) მრავალ- 
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– ერთი ცვლადის მრავალწევრთა რგოლი – 

წევრები MX (X) რგოლიდან, რომ #(») = §(»): «(X)+7(») და 

0 <ძი9/-(X) < ძლ§ C(X») ან ”(X)=0; 

რ) / (X და 9(X) მრავალწევრთა უდიდესი საერთო გამყოფი /( (9 და 

9(») მრავალწევრებისათვის შედგენილი ევკლიდეს ალგორით- 

მის ბოლო წნულისაგჯან განსხვავებული 7, (X) ნაშთის ტოლია. 

იზ / (62) და 9§(») მრავალწევრთა უმცირესი საერთო ჯერადი 

#(X):§(X) 
(/ თო სო) 

თ თუ /(X),9(X)CM X) და ძC X,მაშინ / (X)=(X-თ):§(X)+ /(ძ); 

ხ) X= ძ ელემენტი მაშინ და მხოლოდ მაშინ იქნება # (X) მრავალ- 

წევრის ფესვი, როცა # (63. მრავალწევრის X – ძ ორწევრზე გაყო- 

ფის შედეგად მიღებული ნაშთი წნულის ტოლია (ზეზუს თეორემა); 

) თუ კომუტაციური # რგოლი მთელობის არეა, / (ი CMIX და 

ძბდ / (X) = #M, მაშინ / (X) მრავალწევრის ფესვთა რაოდენობა 

M – ს არ აღემატება; 

)ე თუ #M- ური ხარისხის /' (9 მრავალწევრს აღებულს მთელობის 

ჰ%I XI არიდან ”-ზე მეტი ფესვი გააჩნია, მაშინ / (X) წულო- 

ვანი მრავალწევრია. 

X) ვთქვათ %IXI მრავალწევრთა რგოლია # უსასრულო მთელობის 

არეზე. # (X) და §(X) მრავალწევრები (463 მთელობის არიდან 

მაშინ და მხოლოდ მაშინაა ერთმანეთის ტოლი, როცა /' = დ”. 

დამტკიცება. დავამტკიცოთ C) წინადადების სამართლიანობა. 

მართლაც ვთქვათ /(X)=რ+თX+--+ძ2,§(X =ხ,+ხX+--+ხX CMIX) 

და ძ,,ხ, C(01, მაშინ /'(X)-9(X) =ძეჩ+(თხ +თხა)X+---+ძ,ხ,X”“. 
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– ერთი ცვლადის მრავალწევრთა რგოლი –- 

რადგან # მთელოზის არეა და ძ,,ხ, C(0 , ამიტომ, თ,ხ, #0, ე.ი. თუ 

#(»X) #0 და §«(X)+«X0 მაშინ /(»)-§(X) 70. ლ. 

ახლა დავამტკიცოთ #ძ) წინადადების სამართლიანობა. ვიგუ- 

ლისხმოთ, რომ /(X)=ძე+თX+.-·+0,X,9(X) =ხ-+ხX+---·+ხX CMIXI 

(ს, ჯ 0) და გამოვიყენოთ მათემატიკური ინდუქცია # ნატურალური 

რიცხვის მიმართ. მართლაც, თუ 7 =0/, ან 7<ძლცფ §(>X) , მაშინ შეგვი- 

ძლია ვიგულისხმოთ, რომ 4(X) =0, ”(X) = / (X) და /(X =9(2)-0+/(X), 
ე.ი. ამ შემთხვევაში თეორემა სამართლიანია. 

ახლა დავუშვათ, რომ M>ძ90C(X) და ვიგულისხმოთ, რომ თეო- 

რემა სამართლიანია ყველა იმ მრავალწევრთათვის, რომელთა ხარისხი 

„-ზე ნაკლებია და დავამტკიცოთ მისი სამართლიანობა, როცა 

ძლი / (») =71. მართლაც, რადგან X. ველია, ამიტომ, თანახმად, C) წინა- 

დადებისა, / და ძ,ხ. 'X” ” მრავალწევრებს ერთნაირი უფროსი წევრი 

გააჩნიათ. რის გამოც: 

#(X)= / (X)- ძ,ხ;'»”' (4) 
მრავალწევრის ხარისხი 71 – ზე ნაკლებია. 

#/ (X) მრავალწევრის მიმართ განვიხილოთ ორი შემთხვევა. 

1) 7, (X) =0. მაშინ თუ ძ (X) =ძ,ხ.'X”” და ”(») =0, მივიღებთ 

/C)=§C-#C)+9. 
2) /, (X) #0. ვინაიდან ძიცდ /, (») <7, ამიტომ, ინდუქციური დაშ- 

ვების თანახმად, არსებობენ ისეთი ძ, (X),” (X) CM (>) მრავალწევ- 

რები, რომ /,(X) = §(X)-4,(X)+”(X), სადაც ძ6967“(X) < ძიი §(») 

ან ”(X) =0. ახლა, თუ /, (X) – ის მწიშვნელობას გავითვალისწინებთ 

(4) ტოლობაში და ჩავთვლით, რომ ძ (X) = 9, (X) +ძ,ხ;!»ჯ" 
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– ერთი ცვლადის მრავალწევრთა რგოლი - 

მივიღებთ: ./ (X) = §(X)·9(X)+”(»), სადაც ძ6C”(X) < ძ6§8 §(») 

ან ”(C») =0. 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ მოცემული / (X) და C(X) მრავალწევრე- 

ზისათვის #(X) და ” (X) მრავალწევრები ცალსახად განისაზღვრებიან. 
მართლაც, ვთქვათ: 

X#(X) = §(X)·9(X)+7-(X) და ძC§7 (») < ძ69 § (») ან ”(X)=0. 

7 (–) = 5(>):4, (X)+” (X) და ძ6§/, (X) < ძი § (>) ან /,(X)=0. 
ბოლო ორი ტოლობიდან მივიღებთ X(X – (ი = §(X(4 (M –ძ() , 

სადაც ” (X) – 7; (X) =0 ან 0 <ძ66(/(X) –”, (X)) < ძინ §(»). 

თუ ”(X) -7,(X) « 0,მაშინ 9, (X)– 4(X) #0 და 

ძი9(”7(X)–” (X))=ძლC§(X)+ძიდ(ძ, (>) – «(X)) >ძC9§§ (>), 

რაც ძიი(V- (X) –”, (%)) <ძ068%(») პირობას ეწინააღმდეგება. ამგვარად, 

”(X) – 7 (X)=0 და ძ, (X) – 4 (X) = 0 , რადგანაც §(X) #0. ბოლო 

ორი ტოლობიდან კი მივიღებთ ”(») =7, (X) და 0, (X) = ძ(X). (5) 

ახლა დავამტკიცოთ 9) წინადადების სამართლიანობა. მართლაც, 

თუ / (63) წულოვანი მრავალწევრია, მაშინ /(2)=0, §(X) =0 და 

ამიტომ, #(») =(X-ძ):0+ /(თ). დავუშვათ, რომ ძ6ი / (Xს)=#>1. 

ამ შემთხვევაში გვექნება: 

#(X) – /(2)=თ,(X-ძ)+თ,(» –“)+.-+ძ,(X –ძ) = : 

=(»ჯ-ძ)(« +თ,(X+0)+.--+0,(» +თ”“ +--+ძ"“)) =(ჯ–ი)§(X), 

სადაც, C(X) =ძ, +თ,(X+ძ)+--·+ძ, C”' +თდ”“ +---+ძ"') CMIXI. 

ამგვარად, სამართლიანია / (X) =(»–ი) §(»X) +/ (თ ტოლობა, ლ 
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-–ერთი ცვლადის მრავალწევრთა რგოლი - 

ხ) წინადადების სამართლიანობა უშუალოდ გამომდინარეობს დფ 
წინადადების სამართლიანოზიდან. 

ახლა დავამტკიცოთ ,) წინადადების სამართლიანობა. მართლაც, 

თუ ძბი / (») =0,მაშინ / (X) =ძე , სადაც ძე # 0 და თეორემა სამარ- 

თლიანია, რადგანაც მოცემულ მრავალწევრს არ გააჩნია ფესვი. დავუ- 
შვათ, ნებისმიერი „7 – ზე ნაკლები ხარისხის მქონე მრავალწევრის ფეს- 

ვეზის რაოდენობა 7-ს არ აღემატება. დავუშვათ, რომ ძრტდ / (X) = 

=MC>LI. თუ # (») მრავალწევრს არ გააჩნია ფესვი, მაშინ თეორემა სამარ- 

თლიანია. დავუშვათ, რომ / (ძი)=0, რომელიღაც ი C # ელემენტი- 

სათვის. მაშინ / (X) =(X–თ)-<(X), სადაც § (X) C IX) და თანახმად თ 

წინადადებისა ძი6წ 86(X)=7#/-1. ახლა, თუ 6C XI, ხ>#ძ ელემენტი 

არის / (») მრავალწევრის ფესვი, მაშინ /' (ხ) =(ხ–ძ). §(ხ) =0. აქედან 

კი მივიღებთ §(ხ) =0, რადგანაც ხ<-–თ #0 და # რგოლი მთელობის 

არეა. დაშვების თანახმად, დ (X) მრავაწევრის ფესვთა რაოდენობა 7 –1 

არ აღემატება, ამიტომ, / (X) მრავალწევრის ფესვეზის რაოდენობაც 

M – ს არ აღემატება. 0 

7) წინადადების სამართლიანობა უშუალოდ გამომდინარეობს 

1) წინადადების სამართლიანობიდან. 

ახლა დავამტკიცოთ MX) წინადადების სამართლიანობა. მართლაც, 

ვთქვათ /(X)=თ+თ7X+.-·+ძ,X”, §(X) =ხე +ხ„X+--·+ხ,X CXIXI. დავუ- 

შვათ, რომ / (»X) = §(X). თუ / (»X) და §(X) წულოვანი მრავალწევ- 

რებია, მაშინ /' = L'. დავუშვათ, რომ / (»X) და §(X) არანულოვანი 

მრავალწევრებია. დაშვების თანახმად #7 = 5 და აქედან კი მივიღებთ 

#/ =8”. 
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– ერთი ცვლადის მრავალწევრთა რგოლი - 

მეორეს მხრივ, თუ /“' =დ"' ყოველი ძ C L ელემენტისათვის და 

ჩ(»X) = X#(X)-§%(») , მაშინ M(ძ) =0 ყოველი თ C MX ელემენტისა- 
თვის, ე.ი. სასრული ხარისხის მრავალწევრს უსასრულო რაოდენობის 

ფესვი გააჩნია (# არის უსასრულო მთელობის არე). თანახმად 9) 

წინადადებისა გვექნება, რომ M(») ნულოვანი მრავალწევრია, ე.ი. 

X#L(X)=§(»). 9 

განსაზღვრება 6. დავუშვათ, რომ I = (# ჩ-ა 1) ველია. C,” C »”, 

#(»X),§(X) CI(CX) და / (X) =(X–2) «(X)+/, სადაც 

X»XV(X)= თა» +თ,7X '+---+თ, „X+ძ, და §(X)=ხ,7X” +ხX ?+---+ხ,, 
3 სამართლიანი იქნება შემდეგი ტოლობები: 

ხე = ძა, 0=Cა)+თ, ხ, =Cხ, +თ,,..., ხ.,=0ხ ,+ძ,, და ” = 6ე+თ. 

# (X) მრავალწევრის X-C ორწევრზე გაყოფადობის მოცემულ 

პროცესს ჰორნერის სქემა ეწოდება. 

გაყოფადობის პროცესის შესრულება უფრო მოსახერხებელია შემ- 

დეგი ცხრილის გამოყენებით. 

  

  

        

ი ძ, რთ ძ.., მ, 

C ჩა ხ, ხ, ა. > ხ, 

ძე | Cხე+ძ, | Cხ.+თ იხ ,+ძ , | C6ხ ,+ძ,       
  
განსაზღვრება 7. ვთქვათ L = წე 4," I) ველია და 

# (X),§(>),4(X),2(»)C LC»). 
თუ /(2)=969-969 და §(2)= /69)-7(20, მაშინ / (>) და §(>) 
ასოცირებული მრავალწევრები ეწოდება. 

151 

 



- ერთი ცვლადის მრავალწევრთა რგოლი – 

#/ (X) მრავალწევრის ისეთ გამყოფებს, რომლებიც ან # (X) მრა- 

ვალწევრთანაა ასოცირებული ან L ველის ელემენტთან, /. (X) მრა- 

ვალწევრის ტრივიალური გამყოფები ეწოდება. 
# (63) მრავალწევრს უწოდებენ შედგენილს L (X) რგოლში ან კი- 

დევ დაყვანადს # ველზე, თუ რომელიღაც დადებითი ხარისხის #§(X) 

და ძ(X») მრავალწევრებისათვის სამართლიანია /. (») = §( X):9(X) 

ტოლობა. 

7 (X) მრავალწევრს ეწოდება დაუყვანადი L ველზე, ან კიდევ 
მარტივი I(CX) რგოლში, თუ მისი წებისმიერი გამყოფი ტრივიალურია. 

ვთქვათ / (X) და «(X) ორი მრავალწევრია მრავალწევრთა L (X) 

რგოლიდან, ხოლო §(») მარტივი მრავალწევრია XL(CX) რგოლში. თუ 

ძ(») მრავალწევრი არ იყოფა §(») მრავალწევრზე და 

#(>)=§5(»)” ·9(»), 
მაშინ §(») მრავალწევრს / (X) მრავალწევრის ” ჯერადობის მამ- 

რავლი ეწოდება. 

ვთქვათ / (X) და ძო ორი მრავალწევრია მრავალწევრთა XL(X) 

რგოლიდან და 0CX»/. თუ ძ(X) მრავალწევრი არ იყოფა X-C ორ- 

წევრზე და / (X)=(X-C)” ·4(X), მაშინ თ ელემენტს / (X) მრავალ- 
წევრის 7 ჯერადობის ფესვი ეწოდება. 

თუ / (X)=თX” +თX” +---+ძ, 5X+ძ, წებისმიერი მრავალწევრია 

მრავალწევრთა IX) რგოლიდან, მაშინ ძე'M.X +ძ, (I-IX ? +-·+თ, 

მრავალწევრს ეწოდება მოცემული / (623) მრავალწევრის ფორმალური 

წარმოებული და /'(X) სიმბოლოთი აღინიშნება. ე.ი. 
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– ერთი ცვლადის მრავალწევრთა რგოლი - 

# (Xს)=ძა:M-X»X” '+ძ,(M-I)»”?+--·+ძ,კ. 

თეორემა 3. ვთქვათ / (»X) და 9(») ორი მრავალწევრია მრავალ- 

წევრთა I(CX) რგოლიდან და თ CX. მაშინ სამართლიანია შემდეგი 

წინადადებები: 

# (/(X)+§(X)) = /'(X)+§'(X); 

ხ (/ (X):§(»X)) = /'(X):§()+§ (9 / თ); 

ი («-/ V)) =4-/'(X; 
ძ) ( #(თ”) =/'- /(X)” ' /”(X), წებისმიერი ნატურალური /I რიცხვი- 

2) 

სათვის; 

ვთქვათ L =(#%–-1) ნულმახასიათებლიანი ველია. თუ /# (X) 

მრავალწევრია მრავალწევრთა #(X) რგოლიდან და §(») მარ– 

ტივი მრავალწევრი / (X) მრავალწევრის MI ჯერადობის მამრავ- 

ლია, მაშინ C(»X) მრავალწევრი / '(») -სათვის (X–I) ჯერადო- 

ბის მამრავლი იქნება; 

# (»X) მრავალწევრს მრავალწევრთა X(CX) რგოლიდან, მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ გააჩნია დაუყვანი ჯერადი მამრავლი, როცა #IX 

და /” (X) მრავალწევრების უდიდესი საერთო გამყოფი დადები- 

თი ხარისხის მრავალწევრია; 

ვთქვათ /# (63, მრავალწევრია მრავალწევრთა XC») რგოლიდან. 

თუ 06 »# არის მოცემული მრავალწევრის 7” ჯერადობის ფესვი, 

მაშინ 

/(9=/დ5---/რა(4-ი, 
ხოლო #0.) (C)#0. 
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–ერთი ცვლადის მრავალწევრთა რგოლი - 

დამტკიცება. დავამტკიცოთ 8) წინადადების სამართლიანობა. 

მართლაც დავუშვათ, რომ 94(») მრავალწევრი არ იყოფა 9(») მრავალ- 

წევრზე და / (X) = C(X)” ·«(X). მაშინ 

#(=»-§(უ” ·9(9):(9+5(»)”-(9= 
=8(თ” (თ-·§(2):(9+§()·« (X). 

ცხადია, ძიტი (თ·§'(»)) <ძი8 § (X) და #1 C (X) # 0 რადგან L ნულ- 

მახასიათებლიანი ველი), ე.ი. 1 დ (X) მრავალწევრი არ იყოფა « (X) 

მრავალწევრზე. ასევე M-§ (X)-«(X) მრავალწევრი არ იყოფა §(»X) 

მრავალწევრზე, რადგანაც დაშვების თანახმად ძ(») მრავალწევრი არ 

იყოფა C(X) მრავალწევრზე. ამგვარად, #9 (X):9(X)+ §(X):4'(X) 

მრავალწევრიც არ იყოფა §(X») მრავალწევრზე. 

მივიღეთ, რომ XX მრავალწევრი / 'თ) მრავალწევრის (MI –1) 

ჯერადობის მამრავლია. = 

#) და §) წინადადებათა სამართლიანობა უშუალოდ გამომ- 

დინარეობს მ) წინადადების სამართლიანობიდან. ლ 

L ველს ეწოდება ალგებრულად ჩაკეტილი, თუ ყოველ დადე- 
ბითი ხარისხის მრავალწევრს მრავალწევრთა XL») რგოლიდან ერთი 

ფესვი მაინც გააჩნია L ველზე. 

ვთქვათ C = (C ,+,-–, +1) კომპლექსურ რიცხვთა ველია. 

თეორემა 4. ვთქვათ C = (C,+, –, –1) კომპლექსურ რიცხვთა 

ველია. მაშინ სამართლიანია შემდეგი წინადადებანი: 

8) კომპლექსურ რიცხვთა C = (C ,4+, –, –1) ველი ალგებრულად ჩაკე- 

ტილია; 
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- ერთი ცვლადის მრავალწევრთა რგოლი - 

ხ) C(») მრავალწევრთა რგოლიდან აღებული ნეზისმიერი დადე- 

ბითი ხარისხის / (X) მრავალწევრი შეიძლება ცალსახად წარმო- 

დგენილი იქნეს C ველის ელემენტისა და მრავალწევრთა C(») 

რგოლიდან აღებული წორმირეზულ წრფივ მრავალწევრთა ნამ- 

რავლის სახით, ე.ი. 

#(>X)=ი·(X-ი):(X–თ):-·/(X-C), 
სადაც ი CC და (X-C,),(X-C,),...,(X-0,) C C(X). 

C) ნებისმიერი #7 – ური ფთ > 2) ხარისხის მრავალწევრი დაყვანადია 

მრავალწევრთა C(») რგოლში. 

ძ) ნებისმიერ 71– ური (' > I) ხარისხის მრავალწევრს მრავალწევრთა 

C (»X) რგოლიდან ზუსტად 7? რაოდენობის ფესვი აქვს. 

რტ) თუ C,C,,.::»0, ელემენტები არიან 

#(X)=თX”+ძთX '+---+ძ, ,» '+0, 6C(X) 

მრავალწევრის ფესვები მაშინ: 

4 = -(ო+C+--40C.), 
% 

45 = C0+0CC+-4+00 1+თ0თC+-1+0 6, 

ს რონმმონნი იინიბინოიბირნნნ ნინი იოეომნი მიი თოიიითთმაიმოოონქოე, ე „-(1) 

(როცა ძე =1, მაშინ (1) ფორმულებს ვიეტას ფორმულები ეწოდება). 
დამტკიცეზა. დავამტკიცოთ მხოლოდ ხ), 2) და მ) წინადადე- 

ზების სამართლიანობა. 
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- ერთი ცვლადის მრავალწევრთა რგოლი – 

მართლაც, ვთქვათ /#/ (»X) რომელიღაც დადებითი ხარისხის მრა- 

ვალწევრია მრავალწევრთა C(») რგოლიდან. თანახმად თ) წინადა- 

დეზისა, # (») მრავალწევრს ერთი ფესვი მაინც გააჩნია C ველზე, 

ვთქვათ ეს ფესვია C,. თანახმად თეორემა 2-ის #) წინადადებისა, გვექ- 

ნება #(9 =(X-–6):/,(X), სადაც /, (X) C C(X) და ძიC / (X) >ძ6ი / (7. 

თუ /#(X) წულოვანი ხარისხის მრავალწევრია, მაშინ თეორემა სამარ- 

თლიანია. დავუშვათ, რომ ძიი/, (X)>0. ახლა. -# (»X) მრავალწევრის 

მიმართ გავიმეოროთ იგივე პროცესი, რაც # (63, მრავალწევრის მიმართ 

იყო ჩატარებული. გავაგრძელებთ, რა ამ პროცესს, სასრულ ნაბიჯზე 

მივიღებთ დასამტკიცებელი თეორემის სამართლიანობას. ფლ 

C) წინადადების სამართლიანობა უშუალოდ გამომდინარეობს 

ხ) წინადადების სამართლიანობიდან. C 

თანახმად თეორემა 3-ის ხ) წინადადებისა გვექნება: 

#(X)=თX +თX”+---+ძ, ,X+0, =თ ==... „+5ი- X+% რ - 
რ% % 'ზ 

=რ'(X-0)-(X-0,):'/(X-თ), 
ე.ი. 

#14044624 +5-% =(X-C):(X-2C).--.. X-თ). 2 2 X+-=(X-6)“(X-6)““(X–2) 
ბოლო ტოლობის მარჯვენა მხარეში თანამამრავლთა გადამრავლებით 

მივიღებთ: 

ძ თ, 
7 +845%"ე/ვ44%. 465 =X -(0+C+--+Cთ)X + 

% რი  რ% 
2 +ხთC+0ი6+-+6თ+66ფ+-4+0 6)X '+-+(-1)” 06.6, 

გავუტოლებთ რა უცნობების ერთნაირ ხარისხებთან მდგარ კოეფიციენ- 

ტებს, მივიღებთ დასამტკიცებელ ტოლობათა სამართლიანობას. C. 
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– ერთი ცვლადის მრავალწევრთა რგოლი – 

განსაზღვრება 8. / (X) მრავალწევრის წარმოდგენას 

#(9)=4-(+-ი)" -CL- თ) ·----CL-C,) 
სახით, სადაც თ,C,,C,,..,0,CC და C,C.,..,C, მოცემული მრავალ- 

წევრის წყვილ-წყვილად განსხვავებული ფესვებია, კანონიკური წარმო- 

დგენა ეწოდება. 
ჩვენ შემდეგში განვიხილავთ წამდვილ კოეფიციენტეზიან მრა- 

ვალწევრებს, 
თეორემა 5. ვთქვათ L = (#2, +,-, +) ნამდვილ რიცხვთა ველია. 

მაშინ სამართლიანია შემდეგი წინადადებანი: 

მ) თუ ძი+ხ! კომპლექსური რიცხვი არის / (X)C1L(X) მრავალ- 

წევრის ფესვი, მაშინ ძ-ხ/! კომპლექსური რიცხვიც იქნება მოცე- 

მული მრავალწევრის ფესვი; 

ხ) მრავალწევრთა #(C») რგოლზე დაუყვანადია მხოლოდ პირველი 

ხარისხის მრავალწევრები, ან კიდევ მეორე ხარისხის ისეთი მრა- 

ვალწევრები, რომლებიც ასოცირებული არიან #§(X) თოლი +ხ? 

სახის მრავალწევრებთან, სადაც ძი,9 C #,ხ #0; 

თო ნებისმიერი დადებითი ხარისხის / (>) მრავალწევრი შეიძლება 

ცალსახად წარმოდგენილი იქნას IL ველის ელემენტისა და 

მრავალწევრთა ს (X) რგოლიდან აღებული ისეთ მრავალწევრთა 

ნამრავლის სახით, რომელთა ხარისხი არ აღემატება ორს, ე.ი. 

X#(X)= “-LIIC-4)+#)-LII>-«): 

ძ) კენტი ხარისხის ნებისმიერ მრავალწევრს მრავალწევრთა LL(X) 
რგოლიდან ერთი მაინც წამდვილი ფესვი გააჩნია. კერძოდ, 

M – ური ხარისხის მრავალწევრის ნამდვილ ფესვთა რაოდენობის 

ლუწ-კენტოვნება ემთხვევა 7 რიცხვის ლუწ-კენტოვნებას; 
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- ერთი ცვლადის მრავალწევრთა რგოლიი – 

რ) ნებისმიერ მრავალწევრს მრავალწევრთა LLC») რგოლიდან ლუწი 

რაოდენობის კომპლექსური ფესვი გააჩნია. 

დამტკიცება. დავამტკიცოთ თ) წინადადების სამართლიანობა. 

მართლაც ,თუუ ძ+წ! კომპლექსური რიცხვი არის 

#(X)=თაX +0ძ,7X” '+--+ძ, ,X” '+ძ, CILLC») 

მრავალწევრის ფესვი, მაშინ თანახმად თეორემა 5.9-ის ძ),ჩ),ი),ძ) 

და 6) წინადადებებისა გვექნება: 

IC- ხ)= =თ' (C” ხI)” +6 (ი თ. +-4+ძ,, '(2– "ეთ. 
  

=ძე- (2+" +ძ. (ი +---+ძ,, ელე - 

=ძა·(ი+ხ/) +ძ,-(ი+ხ!) '+-· + (2+60+2. = 

=ძ)·(თ+ხ!) +თ,·(თ+ხ!)” '+--·+0, ,ქ(თ+ხ1)+ძ, = / (9+ხ/)= 0=0, 

ე.ი. ი-ხ! კომპლექსური რიცხვიც 7! (9 მრავალწევრის ფესვი იქნება. 0 

ახლა დავამტკიცოთ ხ) წინადადების სამართლიანობა. მართლაც, 

ცხადია, პირველი ხარისხის ნებისმიერი მრავალწევრი დაუყვანადია 

მრავალწევრთა IL(X) რგოლზე. ამიტომ, დავუშვათ, რომ / (X) არის 

მრავალწევრთა I#(») რგოლზე დაუყვანადი წებისმიერი მრავალწევრი, 

  

რომლის ხარისხიც ერთზე მეტია. მაშინ თეორემა 4-ის თ) წინადადების 

თანახმად IL ველზე გააჩნია ერთი მაინც 0 +ხ1 (ი,ხ C # ) კომპლექსუ- 

რი ფესვი. თუ ხ=0, მაშინ ბეზუს თეორემის თანახმად /| (9 =(X–ძ) 99, 

სადაც ძ6C 2>(X)>1, რადგანაც ძ08 / (X) > 2. მაგრამ ბოლო ტოლოზა 

ეწინააღმდეგება # (») მრავალწევრის დაუყვანადობას #L(X) რგოლში. 

ამგვარად, ხ #0. დავუშვათ, რომ 
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- ერთი ცვლადის მრავალწევრთა რგოლი - 

X#(») =((+-–თ” +ხ?|)-(X)+(%+4), 

სადაც 0C,ძ C #, ხოლო ძ (») მრავალწევრია L(CX) რგოლიდან. მაშინ 

#L(9ძ+ხ1) = (((«+ხი–ი) +ს”|-(9+ხ/)+(C(4+ხ/)+ძ), 

საიდანაც მივიღებთ, რომ C(თ+ხI)+ძ =0,ე.ი. -V+ძ =0 და 0Cხ=0. 

ბოლო ტოლობიდსნ გვექნება 0 = 0, რადგანაც ხ # 0. ასეთ შემთხვევაში 
მივიღებთ, რომ ძ =0. 

ამგვარად / (2 =((>–თ” +ხ”):«(X) და «(X) მრავალწევრი 

წულოვანი ხარისხისაა, რადგანაც # (X) მრავალწევრი დაუყვანადია 

L(X) რგოლში. ეს კი ნიშნავს, რომ / (») და (X-ძ) +ხ? მრავალწევ- 

რები X#(») რგოლში ასოცირებულნი არიან. 0 

0) წინადადების სამართლიანობა უშუალოდ გამომდინარეობს 

ხ) წინადადების სამართლიანობიდან. 0 

თ ) და მ) წინადადებების სამართლიანობა უშუალოდ გამომდი- 

წარეობს ი) წინადადების სამართლიანობიდან. 

მესამე ხარისხის განტოლებეზი 

განტოლებას, რომელსაც აქვს 

ძა»' +0თ,)/ +C,7/+ძთ, =0 ...(1) 

სახე, სადაც ძე,თ,,0თ,Cთკ C # და / უცნობი სიდიდეს), მესამე ხარისხის 

ძ 
სრული განტოლება ეწოდება. იგი )/ = X “3 ჩასმით მიიყვანება 

9% 

X.+9X+ძ =0 (2) 

159



– ერთი ცვლადის მრავალწევრთა რგოლი – 

სახემდე, რომელსაც მესამე ხარისხის არასრული განტოლება ეწოდება. 
(2) განტოლებაში დავუშვათ, რომ X = "/ +V. მივიღებთ: 

V +V +ძ+(3(7+ი)(V+X»)=0. 

ახლა თუ 3#V7+ #0 =0, მაშინ 
3 

M" +V +ძ და 1/V = _#, ე.ი. V' +V- +ძ და #V ბ 1= #.. 
3 27 

3 
მივიღეთ, რომ შ/“ და V” არის 2” +92-9-=0 კვადრატული განტო- 

ლების ფესვები. მიღებულ განტოლებას (2) განტოლების ამომხსნელი 

განტოლება ეწოდება. მის დისკრიმინანტს აქვს 
2 3 

#=9 +#- 
4 27 

სახე. 

თეორემა 6. სამართლიანია შემდეგი წინადადებები: 

მ) ?/1 -ის ყველა ფესვებია: თე =1, 0) -) 8 და თ =-1+-M, 

ხ) ვთქვათ 2, და 2; არის X. + სX+4ძ =0 განტოლების ამომხსნელი 

3 
2? +02-4-=0 განტოლების ფესვები. თუ § არის 1 რომე- 

ლიმე წარმოსახვითი ფესვი, მაშინ X” + XX+ძ =0 განტოლების 

ფესვები გამოითვლება ფორმულებით: 

X, =#+V, X, =M6+V6? და X, =V6” +V§, 

სადაც ” და V ისეთი ფესვებია, რომლებიც აკმაყოფილებენ 

პირობებს: 

3 _ 3 _ _ ” 
“ =2,, V =2, და IVV= 3" 

C) ვთქვათ X' + LX + ძ =0 წამდვილკოეფიციენტებიანი განტოლებაა 

160



- ერთი ცვლადის მრავალწევრთა რგოლი - 

3 

და გ-97.” მისი დისკრიმინანტია. მაშინ სამართლიანია შემ- 

დეგი წინადადებები: 

1) თუ #4. > 0 მაშინ მოცემულ განტოლებას ერთი ნამდვილი და ორი 

კომპლექსურად შეუღლებული ფესვი ექნება; 
2) თუ # =0 მაშინ მოცემულ განტოლების ყველა ფესვი ნამდვილია 

და ერთერთი მათგანი ჯერადი; 

3) თუ # <0 მაშინ მოცემულ განტოლების ყველა ფესვი წამდვილია 

და წყვილ-წყვილად განსხვავებული. 

სავარჯიშოეზი 

მ) შეასრულეთ / (X) მრავალწევრის C(X) მრავალწევრზე ნაშთიანი 

გაყოფა: 

1) /(X)=2X“ –4X+4»? – 6, C(X)=წX” –3X-16C IIXI; 

2) / (X)=2X“ –3X +4» -5X+6, თC(X)= X –3X+1C XIXI; 

3) #(X)=» –3»X- X-ს 9C(X)=3X? -–2X-16C #IX); 

4) /(X)=(10+5/)»' –(15+13/)X? +(10+3/)X+(10 – 5), 
9(X)=(2+1)»X –3X+16 CIX); 

5) / (X)= 6» +5X -2, წ(X») =1X -–2X-16C7)IXI; 

6 /(X)=2X –3X +2X –-3X+1, 8(X) =2X” –3X+1 C7:|XI. 

ხ) იპოვეთ / (X) და §(X) მრავალწევრების უდიდესი საერთო გამყო- 

ფი და უმცირესი საერთო ჯერადი: _. _ _ _ 

1) /(X)=1X +4X-3, C(X)=1X +1X – 1X»”+1X-2 C 2, XI; 

2) /(X)=3»”+1»X-2, 9(X)= 2» – 1X' – 4»? +3X-1 6C7,IXI; 

ვ) /(X)=1X“+1X-4, თ(X)=2»X +1X –3X? –2X-2 6C7,)IXI; 

4) /(X)=X»“+X.+2»+X+I, 8(X)=X -2X+X-26 #XI; 
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– ერთი ცვლადის მრავალწევრთა რგოლი - 

5) 2/ო =X +2X +2X”+2X+2, 9(X) = X' +3X? +2 C #IXI; 

X#(=X+(I-0X+X -ხ2? –) 9(2)=X -ბ? –(1-7)X2 –X+1CCLX. · 

ი ივი ხ, C და ძ–ს ისეთი მნიშვნელობები, რომლის დროსაც 

# (X) მრავალწევრი უნაშთოდ გაიყოფა §(X) მრავალწევრზე: 

1) /(X)=X»ჯ +ხX+0, 9თ(X)= X +I; 

2) #(») =X +ხX+0, 9(X)=X»” +თ+I); 

3) #(>X) =Xჯ +ხX+0, –(X)=X»” +ძ%+1; 

4) /(X)=»X.+ხX+0, C(X)=». +ძX+1. 

9) იპოვეთ მრავალწევრთა ჯამი, სხვაობა და ნამრავლი: 

1) / (X) = –3IX” +(1+ჯ:)X+2, C(X) = X“ +IX” – 2IX C CIXI ; 

2) /(X)=(2–I/)»?+1, C(X)=(1+/)X? +IX+3/C CIX); 

3) / (X)= 3» +5X? –2, =(X) =2»' – 6X+3 6 2. IXI1; 

4) /(X)= 4» +3X.+1X+2, §(X) = 3» –3X' +4X+1 6 7. IXI; 

4) ჰორნერის სქემის გამოყენებით შეასრულეთ / (»X) მრავალწევრისა 

X– ძ ორწევრზე გაყოფა: 

1) /(X)=» –3X'+X-1, ი=2; 

2) /(X)=9»" +8»? – 10» –I, ძ=-–3; 

3) #(%X) =4X) +X7, ძ= –-1-1; 

4) #7 (»X) =3X?-+6X? –2, 62, IXI, ძი = 2 

5) / (X)=7»X“ –9»' +8X? +10X- 6 6 2,,IXI, ძ= –3 

ჩ ჰორნერის სქემის გამოყენებით იპოვეთ / (ი): 

1) /(X)=» +3X +2X +8X+40, ი = –3; 

2) /(X)=»X –3X.+6X? –10X+16, თ=4 
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– ერთი ცვლადის მრავალწევრთა რგოლი – 

3) / (X)=3X“ –X+300/, ძი = –3+7; 

4) /(X)=2X' –9X.+4X-5, ძ=5+7; 

5) /(X)=2X?+ 1X? –3X+26C72, IXIთ=3; 

6) /(X)=3» –2»X +1X+4X-36C2,IXI;ძ=-2. 

თ ჰორნერის სქემის გამოყენებით იპოვეთ /I| (9 მრავალწევრის ძ 

ფესვის ჯერადობა: 

1) /(X)=X» –5X +7X –2X”+4X-8, ძ=2; 

2) / (X)= წX +7X +16X' +8»X? –16X-I6, ი=-2; 

3) /(X)=»X –15» +76X –140X?+75X-125, ძ=5; 

4) /(X)=X" –X –-3X+4X +2X –6X +2X +4X –-3X –X+I ძ=+I; 

5) /(X)=X –6X +13X –10X –9%“ +32X –37X +20X-4, ძ =ს 0. =2; 

6) /(X)= 1X –2X»' +1X.-262:IX|, ძ=2; 

7) / (X)= 1»X –3X- +1»X – 1» +4X –4X+26C27,(X), ძ,= I; 

8) /(Xს)=X +2» +4» +4X +5X +2X-2, ძ=-I; 

9) / (X)=X” –4X“ – 6» +16»” +29X+12, ძ= –1, ძ=3. 

ს) იპოვეთ ხ და C-ს ისეთი მნიშვნელობები, რომლის დროსაც ძ 

ელემენტი მოცემული მრავალწქვრის # ჯერადი ფესვი იქნება: 
1) / (X) =X" +ხX +C+1, ძ=-1, #=2; 

2) /(X)=X” – » –4»X +ხX +C+I, ძ=1, #=3; 

ი) ჩამოთვლილი C), IL და C ველებიდან რომელ ველშია დაყვანადი 

მრავალწევრები? 

1) ## (X)=Xჯ? –10X+21, 

2) /:(X)=2»? –3X-5, 

3) /,(X)=3»X”+X+3, 
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–ერთი ცვლადის მრავალწევრთა რგოლი - 

4) //(X)=X”+2X+-1, 

5) /#(X)C»ჯ“ –5»”+6, 

6) #(X)=X'+8, 

7) /,(X)=X –1. 
ს) ჰორწერის სქემის გამოყენებით იპოვეთ მოცემული მრავალწევრისა 

და მისი წარმოებულის მნიშვნელობა, როცა X =ძ: 

1) /(X)=4X –2X+5X–-I, თ=2; 

2) / (X)=3X +8X' –2X”+6X-5, იძ = –-3; 

3) /(X)=X –3M% –4X+5%-1, ძ=1+2/; 

4) /(X)=»ჯ“ –3IX +(1-I1)X”+2X+(1+1), ძ=7. 

X) არის თუ არა თ ელემენტი მოცემული მრავალწევრისა და მისი 

წარმოებულის ფესვი? 

4 1 1 I 
1) / (X)= 2X“ – 2» +2X- ვ 0=>: 

2) X#(X)=4X»' +2X? +I8%-22+-13+, =-–-1; 

3) /(X)=» –X –3X+5X-2, ძ=1; 

4) #(>X) =X +IXX +X+71, ძ=-7. 

1) იპოვეთ ასოითი კოეფიციენტების ისეთი მნიშვნელობები, რომლის 

დროსაც ძ იქნება მოცემული განტოლების ორჯერადი ფესვი: 

1) /(X)=X –ხ»? –ხX+1, ძ=-1 

2) #(X) = ხ»X“ + CI +L ძ=1; 

3) /(X)=ხ»”'+CL” +1 ძ=1. 

»”) CIXI მრავალწევრთა რგოლში იპოვეთ უმცირესი ხარისხის წორ- 

მირებული მრავალწევრი რომელის ფესვებია: 

1) X,=1, X, =–I, X,, =2; 2) X, =I, X,კ =1–-I; 
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– ერთი ცვლადის მრავალწევრთა რგოლი – 

3) X,ე = 7, X–, =-7 4 X,ე =1, – > 

3 . . 

5) 8 =ც6:%= 7 Xკ,კ =I; 6) X,=2, Xკ =1-/, X,კ =1. 

») ვიეტას ფორმულების გამოყენებით ააგეთ მრავალწევრი, რომელის 
ფესვებია: 

1) X, = I, X, =2, X, =3; 

2) X, =0, X,კ =1, X, =–1; 

3) X,ე =I1, X-კ =1+7. 

9) ს XI მრავალწევრთა რგოლში იპოვეთ უმცირესი ხარისხის ნორ- 

მირებული მრავალწევრი რომელის ფესვებია: 

1) X,=2+V/, X;კ =1; 

2) X, = –3, X.ვ=1-7; 

3) X, =1-I, X-ვ=2+1; 

4) X,= -1-<-I1, X,ვკ =1, X,კ =1-); 

5) X,ევ=2-3/. 

ს) ამოხსენით მესამე ხარისხის განტოლებები: 

1) X'. +9X? +18X+28=0; 

2) X – 6X?” +57X-196=0; 

3) X' +3IX? –(3+6/)X+(10-5!) =0; 

4) X) –9X7+21X-5=0; 

5) X +12X+63=0; 

6) XX. +9X-26=0; 

7) X–?X2-3X+2=0; 

8) 3X' –8X+8=0; 
9) 4» –3X-1=0. 
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– მრავალცვლადიან მრავალწევრთა რგოლი – 

§ 16. მრავალცვლადიან მრავალწევრთა რგოლი 

ვთქვათ #=(#+–+1) არის L=(#,+-–,1) კომუტაციური რგო- 

ლის ქვერგოლი და X,, ე)... X, 6 #. 

განსაზღვრება 1. L რგოლის ისეთ მინიმალურ ქვერგოლს, რომე- 

ლიც შეიცავს # რგოლსა და X,, X,,.... X„ ელემენტებს # რგოლითა 

და X,X,..)X, ელემენტებით წარმოქმნილი რგოლი ეწოდება და 

ჰ%IX%,X,...,X, | სიმბოლოთი აღინიშნება. 

ცხადია, I XX... X, | არის L რგოლის ყველა იმ ქვერგოლე- 

ზის თანაკვეთა, რომლებიც #M რგოლსა და X,,X.,...X, ელემენტებს 

შეიცავენ. 

ახლა დავუშვათ, რომ /M ყველა ნატურალურ რიცხვთა სიმრავ- 

ლეა, #CVM (» > 2), # =2,3,....)# და 

ყოო-იი__--_-.. 

MI» >VI.-.(M-IIX,)= (XIX II=I..-I% 1)IX): 
თეორემა 1. სამართლიანია შემდეგი წინადადებები: 

მ) XIX. IIX, |...IX, , 1(X,|= # IX, X,...,X,1; 

ხ) XL (MX... XI რგოლის ნებისმიერი ელემენტი წარმოიდგინება 

„უს .ჯ2 ..... · 
( 2. ა... X, 
ჩამ». )CM 

სახით, სადაც M არის M” სიმრავლის რომელიღაც ქვესიმრავლე, 

ხოლო ძ,, , ((#,”,.--;7,)CM) არიან # სიმრავლის რომელიღაც ელე- 

მენტები. ' 

დამტკიცება. დავამტკიცოთ ხ) წინადადების სამართლიანობა. 

მართლაც თანახმად ი) წინადადებისა # IX, ; X; | = IX, 1 IX, | , ამი- 

ტომ IL IX,, X; | რგოლის ყოველი ელემენტები შეიძლება წარმო- 
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– მრავალცვლადიან მრავალწევრთა რგოლი – 

დგენილი იქნს CXა+თ,0X +-.+თეX; სახით სადაც 

თ,C,.. თ, CMILX%). ამასთან თუ რძCM2X(ძიით,,ძითთ,..,ძლთთ), 

მაშინ ყოველი თ, (C =0, ს...,M) მრავალწევრი შეიძლება წარმო- 

ვადგინოთ თ, = თ.ა +0,X,+--+ძ,X, სახით, სადაც თ, 6 # 

( =0,L....77X 9=0,.L...,ძ). ამგვარად #IX%,X | რგოლის ნებისმიერი 

ელემენტი წარმოიდგინება 2, თ, -XI ·X7 სახით, სადაც ძ,6# 
(#.0)CM 

და M არის >? სიმრავლის რომელიღაც ქვესიმრავლე. 

თუ აღწერილ პროცესს გავაგრძელებთ ძ) წინადადების თანახ- 

მად სასრულ ნაბიჯზე მივიღებთ, რომ IX. X,,..,X, | რგოლის ნების- 

მიერი ელემენტი წარმოიდგინება 2 მ. -XI -X2 ო... ჯ” 

(#./.../,„)6M 

სახით, სადაც #M არის M” სიმრავლის რომელიღაც ქვესიმრავლე, 

ხოლო თ,, ((#,ჩ...„/,)CM) არიან MX სიმრავლის რომელიღაც 

ელემენტები. 0 
განსაზღვრება 2. X,,X,,..,X, ელემენტებს აღებულს L რგოლი- 

დან MX რგოლზე ალგებრულად დამოუკიდებლი ეწოდება თუ 

-ი,../ >2 82 .ღ.... »ჯ. =0 ტოლობა სრულდება მხოლოდ, 

(/.6.....,)-M წ 

მაშინ როცა თ,, , = 0 ყოველი (,,ს,--»7) ელემენტისათვის 

აღებული #M/ სიმრავლიდან. 

შევნიშნოთ, რომ როცა #”=1, მაშინ X, ელემენტის # რგოლზე 

ალგებრულად დამოუკიდებლობის ცნება ემთხვევა მის # რგოლზე 

ტრანსცედენტულობის ცნებას. 

განსაზღვრეზა 3. MIX,X...X, | რგოლს ეწოდება # რგოლის 

8 – ჯერადი ტრანსცედენტული გაფართოება, თუ ყოველი §C(ს2.., ”M 
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– მრავალცვლადიან მრავალწევრთა რგოლი – 

რიცხვისათვის MIX, X,..,X, | რგოლი წარმოადგენს #I XX... X, | 

რგოლის მარტივ ტრანსცედენტულ გაფართოებას X, ელემენტის საშუა- 

ლებით. 

განსაზღვრება 4. ჰ X,%,...,X,| რგოლს, რომელიც წარმოადგენს 

არანულოვანი კომუტაციური # რგოლის #7 – ჯერად ტრანსცედენტულ 

გაფართოებას, # რგოლზე X,,X.,...X, ცვლადების მრავალწევრთა 

რგოლი ეწოდება. 

თეორემა 1-ის თანახმად ჰ%I X,X..-,X, | რგოლის ნებისმიერი 

ელემენტი წარმოიდგინება 

#L(X,X,..,X,)= 2, თ, , 'X, ·X; გოთი. XL «-(1) 
(4.”.....)6M 

სახით. მათ მრავალწევრები ეწოდება M#M რგოლზე X,,X,,...,X, ცვლა- 

((ჩ.ჩ....,7,) C M) ელემენტებს 

/, 

#(».X...,X,) მრავალწევრის კოეფიციენტები, თ,, , /XI "X7 “>. XI 
ელემენტებს ((/„#,..„;) CM, /(X,X...,X,) მრავალწევრის ერთწევრები 
და 7, +1 +---+1, რიცხვებს კი ერთწევრების ხარისხები ეწოდებათ. 

ორ რთ-XI XI >... X· და ხ.XI "XII I... X” ერთწევრს მსგავსი 

ეწოდება, თუ 1, = # „ ყოველი /2=I.2,...,7. მსგავსი ერთწევრები ტოლია 

თუ მათი კოეფიციენტები ტოლია. 

ორი მრავალცვლადიანი #(%,X,...X,) და 6 (X,%,-.-,X,) 

მრავალწევრები ტოლია, თუ #(%,X,..:X,)–ისა და –(X%,X,,.-X,) 

მრავალწევრების ჩანაწერებში მონაწილე ერთწევრთა სიმრავლეები 

ერთმანეთის ტოლია. 

#L(%,X..-სX,) მრავალწევრს, რომლის ერთწევრების ხარისხები 

ერთმანეთის ტოლია, ერთგვაროვანი მრავალწევრი ეწოდება, ხოლო 

ერთგვაროვან მრავალწევრს წრფივი ეწოდება, თუ მისი ხარისხი ერთის 

ტოლია. 

დების მიმართ, ხოლო ძ – 
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– მრავალცვლადიან მრავალწევრთა რგოლი - 

X#(%,X,-.»X,) მრავალწევრის არანულოვანი ერთწევრების ხარის- 

ხებს შორის უდიდეს / (X,%,..,X,) მრავალწევრის ხარისხი ეწოდება და 

ძბწ / სიმბოლოთი აღინიშნება. 

საზოგადოდ, ნულოვანი მრავალწევრის (ე.ი. ისეთი მრავალწევ- 

რის, რომლის ყოველი კოეფიციენტი წულის ტოლია) ხარისხი არ განი- 
საზღვრება. 

მოცემული ერთწევრების ჯამი და ნამრავლი ასე განისაზღვრება: 

თ.XI -X9 ..... X- +ხ.»ჯჩ.ჯჩ ქ... XL =(თ+ხ):X -X7 ააა X", 

თუ ძ.· ჯ > 2) .. ა... ჯ” და ხ-X. -ჯ. ა... ჯ” მსგავსი ერთწევრებია, 

ხოლო (« XL .2X6 ე... X#).(ხ-X ·X. – X)=(ძ)-X"· ოხ... ურშნ, 

ორი მრავალცვლადიანი / (X,.X%,.,X,) და §(%,%,--,X,) მრა- 

ვალწევრები რომ შევკრიბოთ, ამისათვის საჭიროა, ავიღოთ მათი 

ალგებრული ჯამი და მსგავსი ერთწევრები შევკრიბოთ. 

ორი მრავალცვლადიანი /(X,%X,..,X X,) და 9(X,X... :X,) მრავალ– 

წევრები რომ გადავამრავლოთ, ამისათვის საჭიროა, /. (»,X...,X,) 

მრავალწევრის ყოველი ერთწევრი გავამრავლოთ §(%.%..-:X,) მრავალ- 

წევრის თითოეულ ერთწევრზე და მიღებულ ალგებრულ ჯამში მსგავსი 

ერთწევრები შევკრიბოთ. 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ / (>, ,X,,X,-) = 3X,2ეX, – 2XX+X და 

9(%,X·.X%) = –X2XX3 – 2X; X, მრავალწევრების ჯამი და წამრავლი. 

გვექნება: 

#(%,5.»)+9(X,X,») წლიანის +X)+(–X>X –5X% ) = 
=(3X%X –X%X%)+(-2XX -5XX)+X =2XXX –7XX, +%; 

#(X,X, „თ. #22 5) (3855 -2X%+%)-(-ირა – აი) 
XX –15X1XX +2X XX +10X 2 XXX –5X X, 

= -ვა2 5 =137XX+10X>2– –X=XC – 22 
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- მრავალცვლადიან მრავალწევრთა რგოლი - 

თეორემა 2. ვთქვათ / და დ« არანულოვანი მრავალწევრებია მრა- 

ვალწევრთა XX, = 2-2 რგოლიდან. მაშინ სამართლიანია შემდეგი 

წინადადებეზი: 
მ) თუ / +§ «0,მაშინ ძC0( / + §) < იმX (ძიი /, ძლი 91; 

ხ) თუ / ·§ #0,მაშინ ძიი(/ ·C)<ძი6ი / +ძიყნC<; 

ი) თუ MX მთელობის არეა, მაშინ ძ6წ ( #· 9) =ძტი / +ძიიC<. 

ვთქვათ 1 = (#/,,,,...,/,),# =(M,/C,...,M,) C V”. MV” სიმრავლეში 

განვმარტოთ ბინარული „<<“ მიმართება შემდეგნაირად: კერძოდ ვიგუ- 

ლისხმოთ, რომ 71<#, თუ ს-ს, –ჩი,-.ა#,-I, რიცხვებიდან 

პირველი წნულისაგან განსხვავებული რიცხვი დადებითია. 

ნებისმიერი /,M C M” ელემენტებისათვის შეიძლება იმის დამ- 

ტკიცება, რომ შემდეგი სამი 7<#, 1=V#, MX <1 პირობიდან ყოველთვის 

სრულდება მხოლოდ ერთი, ე.ი. ბინარული „<" მიმართება არის მკაცრი 

დალაგების მიმართება MV” სიმრავლეში. 
ახლა ვთქვათ / არანულოვანი მრავალწევრია მრავალწევრთა 

#IX,X,-..,X, | რგოლიდან და 0, არის / მრავალწევრის ყველა ერთ- 

' 
წევრთა სიმრავლე და ძ,, , "XI «X; --“--X2, შსს, “XI 21 თ7-X; C6/. 
§ / სიმრავლეზე განვმარტოთ ბინარული „<“ მიმართება შემდეგნაირად: 

თათა # „აე – 
X, <0მხს.L "XI '% X, 

, „უტ 
რი. XI '%2 

მხოლოდ მაშინ, როცა · (,,M,.--,,) <(%,6,..,M,) (C < #). რადგან 

ბინარული „<«“ მიმართება არის მკაცრი დალაგების მიმართება IV” სიმ- 
რავლეში, ამიტომ ბინარული „<“ მიმართება იქნება მკაცრი დალაგების 

მიმართება 0, სიმრავლეში. 0, სიმრავლის ასეთ დალაგებას / 

მრავალწევრის წევრთა ლექსიკოგრაფიული დალაგება ეწოდება. 

განსაზღვრება 5. / მრავალწევრის წევრთა ლექსიკოგრაფიული 

დალაგების დროს ლ, სიმრავლეში ყოველთვის იარსებებს უდიდესი 
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– მრავალცვლადიან მრავალწევრთა რგოლი - 

ელემენტი, რომელსაც / მრავალწევრის უმაღლესი წევრი ეწოდება. 

ახლა MILX,X,..,X,) რგოლში განვმარტოთ ბინარული „+“ 

მიმართება შემდეგნაირად: ვთქვათ /, 8§CMIX,X,..,X,I. ვიგულის- 

ხმოთ, რომ / > დ მხოლოდ მაშინ, როცა / მრავალწევრის უმაღლესი 

წევრი მეტია § მრავალწევრის უმაღლეს წევრზე. ადვილად შემოწმდე- 
ბა, რომ „>“ იქნება დალაგების მიმართება MI X,X..-2X, | რგოლზე, 

ახლა ვთქვათ /,, #)-·- /,, ·.· მრავალწევრთა რაღაც მიმდევრო– 

ბაა MIX, X,.--:X, | რგოლიდან. #,.6,--»./,,.. მიმდევრობას უწოდებენ 

მკაცრად კლებადს, თუ / > /, >--> ქ, >. 
ვთქვათ 25, არის X = (I 2,..,M) სიმრავლის ყველა ჩასმათა 

სიმრავლე, ჯ ჩასმა 5, სიმრავლის ნებისმიერი ელემენტია, ხოლო /# 

მრავალწევრია მრავალწევრთა # X,X%...,X,| რგოლიდან. 

განსაზღვრება 6. / მრავალწევრს მრავალწევრთა #IX,X.,...,X,| 

რგოლიდან სიმეტრიული მრავალწევრი ეწოდება, თუ ყოველი 1 C 4, 

ჩასმისათვის სრულდება პირობა 

#L(X,X,,..,X,)= / (=,ე,Vც XC): 

განსაზღვრება 7. მრავალწევრებს, რომელებიც წარმოიდგინებიან 

თ =X+X+.·>+X,, 
თე = X,Xე +X,Xვ +" "+ XX, + XX +“ “+ XX, +“. +X, X,, 

თ, =(–1) X2>)'··X, 

სახით, X,X,-.,X, ცვლადების ელემენტარული სიმეტრიული მრავალ- 

წევრები ეწოდეზა. 

#(თ,თ,..,C,) სიმბოლოთი აღვნიშნოთ # X,X,.-,X,) რგო– 

ლის ყველა იმ ქვერგოლთა თანაკვეთა, რომლებიც თ,თ.,...,თ, მრავალ– 
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– მრავალცვლადიან მრავალწევრთა რგოლი – 

წევრებს შეიცავენ. ასევე, 5MIX,X,.-:X,) აღვნიშნოთ M X,X...,X,) 

რგოლის ყველა სიმეტრიულ მრავალწევრთა სიმრავლე. რადგან 
სიმეტრიულ მრავალწევრთა ჯამი და ნამრავლი კვლავ სიმეტრიული 

მრავალწევრებია, ამიტომ 5MIX,X,...,X, | იქნება #IX,X-;...,X, | რგო- 

ლის ქვერგოლი. ამასთან, აგრეთვე, სამართლიანი იქნება შემდეგი 

ჩართვა #(თ,C.,..,C,) C 5M I X»,X,,..,X,1. 

თეორემა 3. სამართლიანია შემდეგი წინადადებები: 

მ) თუ /#C5XIX,X,,...,X,) და რთ.X" XX XI არის / 

მრავალწევრის უმაღლესი წევრი, მაშინ #, =#, >...=V#,; 

ხ) თუ ძ-.XI ' -X2 .ოთეა ჯ” არის 5 X,X;.-;X,| რგოლიდან აღებული 

არანულოვანი / მრავალწევრის უმაღლესი წევრი, მაშინ / და 

ძ-თ 6 -ეჯა თოთო. თ” მრავალწევრების უმაღლესი წევრები ერთ- 

მანეთის ტოლია; 

ო არანულოვან სიმეტრიულ /#>/#/>--->/,>--· მრავალწევრთა 

ყოველი მკაცრად კლებადი მიმდევრობა სასრულია; 

ძ) (თ, თ,..,C,)=5M X,X,..,X, | 

დამტკიცეზა. დავამტკიცოთ მხოლოდ ძ) წინადადების სამარ- 

თლიანობა,ა მართლაც ვთქვთ 7/ C5X IX, Xე,-..,X, | და 

რძ -XL ს .X10 თოთო. Xჯ” არის / მრავალწევრის უმაღლესი წევრი. მაშინ 

#7 =#/-თ თი 9.1 თი „..(1) 
მრავალწევრი სიმეტრიულია, როგორც ორი სიმეტრიული მრავალწევ- 

რების სხვაობა, ამიტომ, თანახმჩდ #) წინადადებისა / >» /#. ახლა 

ვთქვათ ძ, -X ·-X ღღ... » არის /, მრავალწევრის უმაღლესი წევრი. მაშინ 

ჩ=#ჩ-თ.თ ბ.თ ბ თ....თი (თ) 

მრავალწევრიც სიმეტრიულია და თანახმად ხ) წინადადებისა კვლავ 
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–- მრავალცვლადიან მრავალწევრთა რგოლი - 

მივიღებთ /, > /;, ამგვარად მივიღებთ სიმეტრიულ #>#>->/, >. 

მრავალწევრთა მკაცრად კლებად მიმდევრობას რომელიც C) 

წინადადების თანახმად სასრულია. დავუშვათ, რომ პროცესი შეწყდა 

(§+1) ნაბიჯზე, ე.ი. 

#. = # – ძ,:თ)) 1 .თე  თოთოოთო.თი, ...(§+1) 

ახლა თუ (07V2),...(++1 ტოლოზებს წევრობრივ შევკრებთ, მივიღებთ 

#/=თ·.0L% ·ექ ს 8 ი +თ-თ 9. ბ... ე +-+7. ეშ რ. ურთ... ეს, 

ბოლო ტოლობა იმას გვიჩვენებს, რომ / CX# (თ, ,თ.,..ცCთ). ლ 

ახლა დავუშვათ, რომ: /(XL=თ.X+თ-X +-+0,,X+ძ, და 

§ (X) =ხე·X” +ხ, -Xჯ” | +---+ხ ,:X+ხ, მრავალწევრებია კოეფიციენტე- 

ბით I ველიდან, ხოლო #(/,ი) (M#+/7)+- რიგის კვადრატული 

მატრიცაა შედგენილი / (X) და §(») მრავალწევრთა კოეფიციენ- 

ტებით 

(ძე თ თ ·· იმე ძ 0 0..0! 

0 ძეთ ·-· რიე მძ,,ი, 0...0 

თელ 990 .. 
უუიოძ–”–””შშ'““' 

(0 0 0 .. ბე ხ ·-· ხე, ხხ.) 

სადაც / მრავალწევრის კოეფიციენტები მეორდება /! – ჯერ, ხოლო დ 

მრავალწევრისა კი 71 – ჯერ. 

განსაზღვრება 8. „4( /,§) მატრიცის დეტერმინანტს / (»X) და 
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– მრავალცვლადიან მრავალწევრთა რგოლი – 

«(X) მრავალწევრების რეზულტანტი ეწოდება და #7 ( # დ) სიმბო- 

ლოთი აღინიშნება. 

თეორემა 4. ვთქვათ / (X) და §(») მრავალწევრებია კოეფიციენ- 

ტებით L ველიდან. მაშინ 7#( /, 9) =0, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

როცა # (»X) და §(») მრავალწევრები იყოფიან დადებითი ხარისხის 

რომელიმე მრავალწევრზე, ან ძე = ხე =0. 

მაგალითი 1. თუ #(») =XI –1 და §(X) = ჯ? – 1, მაშინ 

ცხადია, XC # ?) =0, რადგან /. (X) და §(X) მრავალწევრები იყოფა 

X–1I ორწევრზე. 
მაგალითი 2. ამოვხსნათ განტოლებათა სისტემა 

X”/“ +X?/+X+ /=0, 0) 
XV/“ +2X7/+1 = 0. “ 

0) განტოლებათა სისტემიდან გამოვრიცხოთ Xჯ “უცნობი. ამისათვის 

დავუშვათ, რომ /(X) =(X” +X)»? +X+7/, 9(X) = XV +2X/+1 და 

შევადგინოთ /. (X) და §(X) მრავალწევრების რეზულტანტი 

” +» I » 
X(C/,§9)=X»+2» 1.0, 

ბი უ?+2)/ 1 

ე.ი. XLC/,9) = »”(C” + 2V) –1) . ამოვხსნით რა »LC” +2»)” -I =0 

განტოლებას მივიღებთ: /=0 აწ ”7=–-1 ან »7=–I+/2 ან »#=–-1-#V2. 

თუ #/=0 მაშინ (1) სისტემიდან მივიღებთ სისტემას 
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- მრავალცვლადიან მრავალწევრთა რგოლი - 

(I(=9, 
ე.ი. (1) განტოლებათა სისტემა არათავსებადია. 

თუ /=-1, მაშინ (I) სისტემიდან მივიღებთ განტოლებათა 

სისტემას 

X–-1=0, 
–X+1I=0, 

ე.ი. X=1 და (I, –1) წყვილი იქნება (I) განტოლებათა სისტემის ამო- · 

ნახსენი. 

თუ X”/=-1 ++V2, მაშინ (I) სისტემიდან მივიღებთ განტო- 

ლებათა სისტემას 

(2.6 »ჯ? +X+(–-1++2)=0, 
X+1=V, 

რომლის ამონახსენია X=-1. ასეთ შემთხვევაში (–L –I+#49) და 

C) –1I-#2) წყვილები იქნება (1) განტოლებათა სისტემის ამონახსე- 

ნები. 

სავარჯიშოეზი. 

გ) იპოვეთ შემდეგი მრავალწევრების ჯამი, სხვაობა და ნამრავლი: 

1) / (X,X,)= –2X; +4X,X, – 6X1, 9(X,X)=2X –8XX +2X; 

2) / (XX) = V/2X, –2X,X, ++/3X,, 9 (X,,X, ) = +V/3X, – V2»,; 

ხ) იპოვეთ / +9§+#ჩ და (/ – §)-ჩ,თუ 

#L(X,X,,X) = 3X,X1X, – 7X,X, +8X, 
9–(X,X,,X) = 8X,X, – 10», – 12X,X1X,,, 

3 2 M(X%,X,,X) =2Xე +9X,X1X, – XX, 
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– მრავალცვლადია6ნ მრავალწევრთა რგოლი –- 

C) ლექსიკოგრაფიულად დაალაგეთ შემდეგი მრავალწევრის წევ- 
რები: 

1) / (X,X.,X,) = 2XX - წ M5ა +X,X, +2XIX, +3X,X,, 

2) /(X,=5,%,X) =V2%XX, –3%X», +4-/3Xჰ6აX, –5V2XX, –+%X, 
3) /(X,X)=(5+7)X +3/7%X; +(4+21) X-X, –8X26 – XX +X7. 

ძ) მრავალწევრთა გადამრავლების გარეშე იპოვეთ მათი წამრავლე- 

ბის უმაღლესი წევრები და ხარისხები: 

1 
1) X#(%.%.X) =2XXX, -3X%X +4XX%, §(%.%,X%) =3%% –-4XX:; 

2) /(X,X%)=7XX% –8X +4%, 9(X,>») =–3XX +XX, /(X,X) =3X -2X; 
3) /(=,=)=2MX –3XX –30X%, 8§(X,X%)=(4-7)% –-(5-0>XX; 
4. /(X,%,5) =–3XXX +(2+7) XXX, §(X,X;5) =–3X% –X XX +05%; 

C) წარმოადგინეთ ერთგვაროვან მრავალწევრთა ჯამის სახით შემ- 

დეგი მრავალწევრები: 
1) #(%,X,,%=) =4XI – 2X2X, +XეX, – 5X-X,X, +4X, – 2X? – 6; 

2) / (X,X,) = X; – XX, +XX – 5X,Xე + X2 – XX: –3X2X +2; 

3) /(X,X,,X,) = X; +Xც +X; – X – 3X,XეX, + X, + X, – X,X, +7. 

ო) XX. Xკ ცვლადების სიმეტრიული მრავალწევრები წარმოადგი- 

ნეთ, როგორც მრავალწევრები Cთ,,Cთ,Cთკ ცვლადების მიმართ: 

1) / (ი, X,,X,) = X, +X +X –2X,X; – 2X2X1 <2X1X; 

2) / (X,X,,X, ) = (2X, – X – X, ) (2X, – X, – X)(2X, – X, – X, ); 

3) / (X%,X,,X) = X, +X; +X –<2X,X; – 2X,X, <= 2X,X, 
2 ? 2 

4 /(X,X,,X,)=(X, – X,) (X, –X,) (X, – X,) ; 
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– მრავალცვლადიან მრავალწევრთა რგოლი - 

5) / (M,X,,%)=X +X; +% – XX – XX – X%%: 
6) / (MX, X·,X,) = XჯX, +X,X; +X?X, +XX2 + X2X, +X,X2. 

8) დავუშვათ, რომ § =X#+ / . დაამტკიცეთ, რომ §– =0თფ959 ,<-–თ ა, ე, 

სადაც §, =თ, 5, = თ; –2თ, და # =3,4,.... აჩვენეთ, რომ 

1) 5 =Cთ: –3თთ,; 

2) §, =Cთ, –4თCთფ +2თ; 

3) §, =Cთ, –5თთ +5თთ ; 

4) §§ =CI – 4თქთ, +9თ1თ _2თ ; 

5) 5 =თ, –7C,თ + თ» –7თC3; 

6) 5 =Cთ – 8თIთ, +20თ(თ; –16C:თ1 +2Cთ1. 

ხ) ამოხსენით განტოლებათა ს სისტემები: 

ს) (=-X2 2, 2 1 %, მ (I + =1, 
» = “8; X + 

1) ამოხსენით ირაციონალური განტოლიები 

35 
1) X++V17–-X? +XV17 –X»ჯ? =9; 2) =9უ– კ 12' 

ჯ 

  

1) ნამდვილ რიცხვთა L ველში, ამოხსენით განტოლეზათა სისტე- 

მები X უცნობის გამორიცხვის გზით: 

5X2 : –6X/+5)” 16 0, X =5/ +2=0, 
ს (> –X/-X+)X/? 16=%_ ე; 9 (22+27-% 

LX) კომპლექსურ რიცხვთა C ველში, ამოხსენით განტოლებათა სის- 

ტემა ჯერ წ; უცნობის შემდეგკი X უცნობის გამორიცხვის გზით 

117 +; –4)»+X.-2X+3= = 0, 
7? +(X+7)7+X –X –5X-3=0. 
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-სავარჯიშოთა პასუხები- 

სავარჯიშოთა პასუხეზი 

§1. სიმრავლეეზი 

X) 

§ 2. თანადოზები, ასახვები 

გ) 

1) # =((5,X),(=,X»),(=»X»)»(=»X,)) · /, =((»»5)„(»»5),(»5))· 
2) 7, =1(X,X,).(M,X).(%.X.)). 6 = ((X,2,),(X,,2,).(%,21)| · 
3) /#=L(#,5),(».5).(X».5),(XL5)|. 76 =((%,2,),(=,2,),(%.>2)| · 
4) .# =1(%,2,),(=,2,),(%,2)) · 

5) /:/:=C, ჩ-/ =((X,2,),(=,.2,).(=,2,)) · #'/#41=C 

#'# =((%,5),(=;=),(=»5)). # ·.ჩ =((«;5),(=.2),(X»2))· 

ხ) 

ჩ-წაა) 60529) #-წ29. #-622) 
ი 

1) 22=4096, 2) 4პ=64. 3) 4-3:.2=24. 4) 36 5) 
1-2:3=6. 
-/=%X%) #-IM%% _ /X X % = 722 

#7 (2 5), ჩ 252), # (222), # (<5» ” 

X%X X % X, =I% % X = 52) 
# #=(275), #- =725), # (255), # (255 ' 
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–-სავარჯიშოთა პასუხები- 

ვე =(დ2>) =(22%), ,, =(2 X, X 
# (022 >C X», X, 2; |” #7. #7X#VX», /ს = 2, XX, 

XXX X, X; % (555), , = ინი 
#ა -( 2, /+ - (255), #4 = »# XI, # XV XM # 

, 
29 | 

#-=(,77)#- 5 7).#- 77). #-I7ჟ 7). 
#=(, 7 5).#- 73, #-ს,77.). #-(77.7,). 
#- ი 7 #-5,77,' ჩიწავე #“წ31)) 
#-(5).#- 7585). # - > აუაუი)' „#-(57 XXX 5). 

#=( 57). #- 25271 7 = (25%), #=(75 XXX. 2), 

#-I77).#- 5776 -წ7/7): #-5 77). 
#-ს, 77 #- 575) #-წ77.#-57 7). 
#-, 75). #-წ7ე.M- 77). #-= 777). 
#-,77.#-ე57-#- 777) –- 77). 
#-=(,ე5).#- 557. #- 77.) #- 7 7.). 
#=,75).#-წ7 5). #-წეუ).#%- 777) 
#-,57#- ეე #- წ 7,7). #-წჟშ,' 

ი ჩ=(57%), #-22).#= 77), #=(37>), 
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=/%5%%I # =/%% =(% % % 
” (XXI #. (77). #- -( წ 77). 7 (– 77). 

=/=%%X%), #” -/I5% X%% XX%% 
/» ( »” თ), # M » 2) „7“ M #7, 51, # = (2 ” ი), 

=|/=5%I, # =I%%» X%% XXX 
#. (<5%I, /, (255), # =(77>|, 7ი= (255), 

=|/=%5%I, # =IX5% X XX X%% 
(6 (<55)./, M52) #- (22 5, 7 =(2 2 >), 

=/ი%% X%% X%X XX % 
7 (> X» 8) ./ა - 557), # -, 25), 7” -(2 7 2) ' 

8 =(XXXXI, XXXXI, = XXXI, =#X#X»X #I 
' # (22 #“ 882 2 # (223 2),# 1222, 2)' 

=IX XX. =|I4#X»XMX.; + =|X#XM 2; »“ ჩ-092 2 #-II2.#-89224.4-2227. 
#=(277XX%).# #=7XXXI, /,= XXXI, # =(#7X#VX), 

ი (2232; გ)” წ" (55 25)“ " (ფ2 2)“ Lი285 25 
# =(XXX»XI, , =72XX%I, /, =XXXVXI, ,, =IXXXX), 

ს (შშმ) რი (222 2)” 7 12252 278 2, 
#=(XXXXI, , #=72XX), # XXXVI, ; =(#XXI, 

” რე შფ 2)" (222 2) “9 1525 2) ი (555 2 
=/##X#X» XXX#X» X#X#X#X# XXXI, 

ჩ I» 2.4 ოშშ 2) #“ 19XX), # -222% 
# =(X#XXI, , #=XXXXI.# XXXXI, #.=(1»#X XI, 
2 (2295 222, 2),#X (525 2 72 (222, 5 
=/X#X»X» XXXI, =XXXXI, =7#XXI, 

# I XXI.# 257 2), #M თ ფ3 2), % (222 2 

XXXV» ##XXMI, # =I##X#X» X#XX#V, 
#-222X).# 222 2 # 34 2.# 44%) 

= – -- 1 X, X X X, X. ი #-(522.#-(522).#-(552),#-(2272). 

-სავარჯიშოთა პასუხები- 
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-სავარჯიშოთა პასუხები- 

_ IX X X ),#=(=27). 
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–-სავარჯიშოთა პასუხებზი- 

§ 3. ზინარული მიმართეზეზი 

8) 

1) 2? =16. 

ა თ=თ,>=(VLI), თ =(C2)), თ =(2)). თ =(22). 
თ, =((L1),(1,2)|. თ =((11)„(2.1)| „ თ, = ((L1)„(2,2)| 
თ =((1L2)»(2.1)!, თა = ((1,2),(2,2)) , თ,, = ((2,1),(2,2)), 

2 = ((L1),(1,2),(2,1)), თა =((L1)„(L2)„(2.2)), 
თ. რა -(0)2), 02) 2 თ. =((L2),(2.1)„(2.2)!. 
თა =((L1),(12),(2,1)/(2.2)). 

ვ) თვ, თკ, Cთკ; C6. 

4 C,, ლო, თ, Cვ, %, თ, , Cთ., C§6- 

5) C), C, Cთვ, C,, C,, CI, C,, Cგ, C,0,; C)|, CIვ, C4 

6) ი, თ, თვ, Cთ,, C,, C6, Cთ;, გ, C,0; C,1, C)ვ, CI, CI · 

7) თვ, თვ, თკ; C6- 

მ) რგ, თკ, თ. 

მ) Cგ, Cვ, CV. 

10) თ, თკ. 

11) თ,, თ, C,, ი, C;, Cგ, დი, C), CV,ვ, CI, CI6· 

12) ნახ. 1 და ნახ. 2 შესაბამისად გამოსახულია თ და C,, ზინა- 

რულ მიმართებათა გრაფები: 

ს» თ, 
C 

ნახ. 1 წახ. 2 
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-სავარჯიშოთა პასუხეზბზი- 

ხ) 

თ9თ =((LI),(L2),(L4)(3.1)(3.2),(3.3),(3.4,,(41),(42)„(5.1)/(52),(54), 
ფით=I(11,(12,(13X21,(22/(23.(31.(32.(33.(51/(52.(53.(54/(53), 
ფიძ,=(21(22.(23.(24,(29,(4) (42 (43.(44.(49:(51.(52.(53X54+(53), 
თ,5თ =((2,1),(22),(29)(31),(32).(39,(5.))(52),(59), თ «თ = თ. 
§ 4. 7 – არული მიმართებები, 7; – არული ალგებრული ოპერაციები, 

ალგებრები და ალგეზრული სისტემები 

8) 
1!) M სიმრავლეზე ალგებრულია შეკრებისა და გამრავლეზის 

ოპერაციები, ხოლო 2, 0 და # სიმრავლეზე შეკრების, გამო- 

კლების და გამრავლების ოპერაციები. 

2. (M,+), (7V,:), (2,1), (2,'), (0,+). (0.-) და (#1), (#.) 
ალგებრებია. 

3). (7V,+), (7V,'), (2,+), (2.:), (0.+), (0,-) და (#+), (#.:) 
ალგებრები ნახევარჯგუფებია. 

4 (7, +), (X#V,:), (2,+), (2.:). (0.4). (0.:) და (81), (#.) 
ალგებრები მოწოიდებია. 

5) (2, + -), (0, +,–) და (#.+, –) ალგებრები Xგუფებია. 

6) (2,+-–51, (0, +,-, 41) და (# + –51) ალგებრები რგოლებია. 

7) (2,+,–, 1), (0,+,–. 1) და (#, + –--94 1) ალგეზრეზი ტანებია. 

8) (7,+,-, :1), (0, +,–,51) და (#.+,-,', I) ალგებრები ველებია. 

ხ) 
1) არ ქმნის ველს, რადგან არაა სავალდებულო კენტმნიშვნელიანი 
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–-სავარჯიშოთა პასუხები- 

რაციონალური რიცხვის შებრუნებული იყოს კენტმნიშვნელი- 

ანი რაციონალური რიცხვი. 

2 თუ C(V2) ყველა X+X”V2 სახის რიცხვის სიმრავლეა, რაცი- 

ონალური X და ” კოეფიციენტებით, მაშინ (0(V2),+–. ) 

ალგებრა ველია. 

3) თუ 0(V5) ყველა X+ »V5 სახის რიცხვის სიმრავლეა, რაცი- 

ონალური X და X»” კოეფიციენტებით, მაშინ (0(V/5),+–."!) 

ალგებრა ველია. 

4 თუ C (V2 ) ყველა X+ #/2 სახის რიცხვის სიმრავლეა, რაციო- 

წალური X და X” კოეფიციენტებით, მაშინ (თ (წ2),+–,.1) 

ალგებრა ველი არაა, რადგანაც იგი გამრავლების ოპერაციის მი- 

მართ ჩაკეტილი არ არის. 

5) თუ 0(V2) ყველა X+/22+7%4 სახის რიცხვის სიმრავლეა, 

რაციონალური Xჯ და XX” კოეფიციენტებით, მაშინ (0(32),+–.)) 

ალგებრა ველია. 

ი 
1 –3. 2) 0 და1.3)10 და 1. 4) 0 და-1. 5) 0 და 1. 6) 2 და 3. 

1 ი –1 და ––, 
=9-:2 

§ 5. რიცხვითი სისტემები. 

ოა 

+XI5 1 
1) 2=41+1,, 2) 2=–-I! ან 2=2–I. 3) 2=–––+–7 ან 

5 2 2 
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-სავარჯიშოთა პასუხები- 

ხ) 
1) X=–-3–I, /=2. 2) X=I, /=1+7. 3) X=2, 7=1–7. 

4 C. 

#20, V26+ი. 3) 2,2 =--“(I1+7), 234 = “ი. 

X) 
= # .. # .. 

C050+71351ი 0, 605=+/ში=-, C057+75!ი7, 

37» 3ჯ» 7” . 7ჯ# 
6005–“-+15)) –, V2·| 0095–“–-+!15ი-––– |. 

2.52 #VL 4 2 

MX) 

თე =1, რა=- 128, პირველადი ფესვებია თ, და რ). 

2Xჯ # 
თ, =1, თ), =605--–- –-1/78ი--, რ – 0057 +/5)ი 2. პირ- 

ველადი ფესვებია: Cთ),, 0, რც და რ». 

») 

ს %,ც =+(თა+/9ი4. 2) V,ქ =+#(1–7). 
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-სავარჯიშოთა პასუხები- 

3) IV, 5 <9 52 +/9ი< |. M/ +052 -/9ი% |. 
' 8 8 | 8 8 

თ 
' »ჯX. . 7 567 . 5» 

1) %ე =32-(1+I), 24“ =ა2(თი2-თი8), %6 = ლ 

ჩ) 
1) –1024. 2) -1. 

ი 
ე---- 
3 5. 1573 54 9. 547 27 

3) 414,111, 11, 
15 45 457 45 

ა 
1) ჯC22 11.47 ,„=22362,კ 2) 2/ 

54 547 ' 27 54 9. 54 27 

2) ჯ=-5 3, 2 '(+4/ =-5,2,კ3 / 
7 7. 77 7? 7 7 77“ 
711. 1 71. | 3) X=--+-I--–-71--–-IM, )=–-–-– –I+-1-–-–-M. 

ა) X=1515' 157 15“ 7 15 15.57 15 

§ 6. მატრიცები 

2) 

1) 4 =(0), #=0). 
2) -0 =(00), #, = (10), #, = (01), 4, = (11). 
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-სავარჯიშოთა პასუხეზი- 

ა 98) <8) «-(8) «(0 «-08) 
000 100 

5ე 0=|000|, #=|010|!. 
000 001 

00, # =I 0101, =| 0101, 5 = 110 6) = , = , = , = , 

# ? L001)” ? L001)” “ L001 

8. =|611 |, #, =I 019 |, § =| 010 
- L001)” ” |(101/)” ” (0იIII 

ხ)



-სავარჯიშოთა პასუხები- 

3) 
4, 8,, 44, 18ე,#, 8, მატრიცების სტრიქონების მიმართ დაყვა- 

ნილ მატრიცებს შესაზამისად აქვთ სახე: 

1002-1.1 
41.2 010 10-7-12 6 

4=| 010 > =-< 1, 5=| 001 ·4=(ხ1 2 §.5). 
1+ 000 

001-– <– 
3 33 

10 
100 10000 01 

„8; =| 010 |, 4; =| 01010 |, #8; = 00 |. 
001 00101 00 

4,8, 4ე,.18:, 4,ე 8 მატრიცების შესაბამის დაყვანილ მატრი- 

ცეზს შესაბამისად აქვთ სახე: 

100000 100 10 _ „_|010) „«_/10000V) »» _ 4- 098 |. 8, = (+) 4 =(01%%9): # > (I „
–
ა
ა
უ
ე
ლ
 

ჯ 

20 12 # 40 12340 

> “ 214 ) გ #-. 31 12) 
90 51015.200 48 12)160 

1010 07 

|44-L8)



–-სავარჯიშოთა პასუხეზი- 

) 

ს7(731))-(134)2 /(4)-(8) 
210 140 210 18 18 18 

3 /II0 2 0)I=1უ0 1 01I;;4 /II0 2 0|)|I=I)18 18818). 
11 1 140 111 I8 18 18 

§ 7. წრფივ განტოლეზათა სისტემები 

2) 
1) X=1)-X+4X,, X, =X – 3X,. 

11.1 21 21 
2) –--<-<30– 5 -–= 4. 44% 5 44“ 9 42“ 

3) X, =1-–Xე – X – X,, Xე =3X% – XI. 

4) X, =1, Xე =-5X,, X– =1-4X,. 

5) X,=5-4X, Xე =-2+3X%. 

6) X, =0, X, =Xკ =1. 

12 15 13 _ _ზ.3 4 
7) 1 ოი 7“ –--X,, X, =0; 7 7“ 7“ 

I 
8) X,=–-,X.=-. ) ' 2 7 

ხ) 
1) თავსებადია; 2) თავსებადია; 3) არათავსებადია; 4) თავსება- 

დია; 

5) არათავსებადია; 6) არათავსებადია; 7) თავსებადია; 8) თავსე- 

ზადია; 9) არათავსებადია; 10) თავსებადია. 
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-სავარჯიშოთა პასუხები- 

ოუ 

1) 5=15=-2-<%. =>-->X 

7 19 7 3 13 5 

2925-5229 2“%5-529 2“ 
43 9 5.1 

3) I-59 8.” ე = +279 X, =-5 

4) X, =4+2X, – 2X,, X– =3-2Xს). 

§ 8. ჩასმეზი 

მ) 
1) 15, 0(თ,)= –1. 2) 19, 0(თ,) = –1.3) 19, 6(თ,) = – 

4) 37, 0(თ,)= –1.5) 38, 0(თ,) =1.6) 36, 0(თ,)=1. 

ს) 12345 12345 
12543 21345 

7» 123456 123456 
135642 653214)' 

ვე/12345 ) (12345 
54312 )=(L54312 
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-სავარჯიშოთა პასუხები- 

4 (131 4135 123456 
4 1 6532) =”(L4 1 6532)" 

ი 

1) კენტი; 2ე ლუწი; 3) ლუწი; 4) კენტი; 5) (C=1)15.) ; 6 

ია 
4 (C-I)LXII, თ C-I)MI, 6 (=I5I5'. 

§9. დეტერმინანტეზი 

მ) 

თრ 

რ2)C;; 

C,რერკ 

2) |რეთეძმც 
|ფ8;რერვ 

1) = რთ), "0: ““ ძვ "რეკ. 

  

=რ)რერც +რათვრთ) +რკმ,რე – მციეთ, “მრარი “რათ)რვ.   

  

ხ) 
1) 11; 2) 13. 3) C0§2თ.4) ძ·ტ –C? –ძ?. 5) 2312. 6) 5I0 (თ – /). 

. 8) 2. 9) 1. 10) 48. 11) 13. 12) 160. 13) -84. 14) 132.   

00§? თ 
15) -900. 16) 394. 17) 665. 18) 1692. 19) 96. 20) 410. 21) 207. 
22) 198. 23) -336. 24) 10. 25) -7497. 26) 1. 27) -2639. 28) -924. 

ო 

1) (–1)”I4. 
L) 

1) X” +(–-1)”“ #”; 2) ML(ძა»” +ძ,» ! +--+0,). 
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-სავარჯიშოთა პასუხები- 

3) ძაX”+ძ,7X”+---+ძ, ; 4) –_ 
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» 
1) 2; 

შენიშვნა. აჩვენეთ, რომ მესამე რიგის დეტერმინანტში ყვე- 

ლა დადებითნიშნიანი შესაკრებლების ჯამი არ შეიძლება იყოს 1- 
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-სავარჯიშოთა პასუხები- 

ის ტოლი. შემდეგ განიხილეთ მესამე რიგის დეტერმინანტი, რომ- 
ლის მთავარ დიაგონალზე ყველა ელემენტი ნულია, ხოლო მის 

გარეთ კი ერთია. 
2) 4. 

შენიშვნა. მესამე რიგის დეტერმინანტში განიხილეთ ყველა 
დადებით ნიშნიანი შესაკრებლებისა და უარყოფით ნიშნიანი 

შესაკრეზლების ნამრავლი და ბოლოს გამოთვალეთ ის დეტერმი- 
ნანტი, რომლის მთავარ დიაგონალზე ყველა ელემენტი +–I1 - ია, 

ხოლო მის გარეთ კი 1 - ია. 

§ 10. არითმეტიკული ვექტორული სივრცეები 

ი 
როცა ვექტორთა სისტემა წრფივად დამოუკიდებელია. 

ძ) 
ქმნიან. 

ა 
(–35, 12, 11, 20). 

ი 

წ“ 
77 7 

წ) 

24 = 
13” 13/ 

ხ) 
1) ვექტორთა სისტემა წრფივად დამოკიდებულია, რადგან 

თ +თ =0; 
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-სავარჯიშოთა პასუხები- 

2) ვექტორთა სისტემა წრფივად დამოუკიდებულია; 
ვ) ვექტორთა სისტემა წრფივად დამოკიდებულია, რადგანაც 

თ –თ+0:თ =0; 

§ 11. მატრიცის რანგი 

8) 
1) 2. 2) 3. 3) 2. 4) 4. 5) 4. 6) 4. 7) 2. 8) 5. 9) 6. 10) 4. 11) 3. 12) 
5. 13) 5. 14) 5. 15) 4. 16) 3. 17) 4. 18) /--–- ის ტოლია, როცა # 

კენტი რიცხვია და (რ–1)–ის ტოლია, როცა #7 ლოწი რიცხვია. 19) 

4. 20) 4. 21) 4. 22) 4. 

ხ) 
1) 2-ის ტოლია, როცა #=1; 3–-ის ტოლია, როცა 4=2,3 და 

4 – ის ტოლია ყველა დანარჩენ შემთხვევაში. 
2) 2–ის ტოლია, როცა 4=0 და 3– ის ტოლია, როცა ##0. 
3) 2–ის ტოლი), როცა 4 =3 და 3<– ის ტოლია, როცა 4 %3. 
4 3-ის ტოლია, როცა #=11 ან 4=12 და 4–ის ტოლია, როცა 

4#%XI და 4#IL2. 
50) 3-ის ტოლია, როცა 4=0,-2,-4 და 4-–ის ტოლია ყველა 

დანარჩენ შემთხვევაში. 

§ 12. წრფივ განტოლებათა სისტემის თავსებადობა. კრამერის 

ფორმულები 

მ) 
1) X, =X, =X =X, =0. 2) X,=X, =X =0. 3) X,=X =X3=0, 

X, = Xა. 

4) X, =2 --13ჯ, X. =19» _ 29). 
17 17 17 17 
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-სავარჯიშოთა პასუხეზი- 

1 7 ! 5 5 
5) ი“ 8M4+5% 9 =“X+9X, 9 =5%“ ფ%- 

6) X,=-–X3, Xე; = Xვ, .-X, =X, =0. 7) X,=2X, –X,, X, =1. 

ვ) არათავსებადია; 9) არათავსებადია; 10) არათავსებადია; 

11) X,=–2; X =4,X=9, X, =-I. 

12) X, =1; X, =0, X =1, X, =0. 

13) არათავსებადია. 

ხ) 
1) X=X =X=1. 2) X=X =X=I. 3) X,=X, =X =1. 

4) X,=0,X=X%=I. 5) X=X =X =1. 

6) 5=0,5=-3,5=- ს,» =6. 

3 1 =2, 9 =3,X=-=, X. ==, 7) X % ==“ ა» %-–5 

2 3 
8) X, =3' X=-I, X, =5. X, =0. 

9) X, =1, X, =2, X, =1, X, =2. 

10) X, =1, X, =0, X, =1, X, =0. 

11) X, =2, X, =3, Xკ, =X, =0.. 

12) X, =1, X,; =2, Xკ =3, X, =4. 

13) X, =0, X, =1, X, =0, X, =1. 

14) X, =1, X, = X =0, X, =2. 

ა 

1) X, =1, X, =2, X, = –1. 2) X, =0, X, = –2, X =2. 

3) X, =3, X, =2, X =–4. 4) X, =–I, X, =2, X» =-–2. 

5) X, =I, X, =0, X, =–I, X, =2. 6) X, =2, X, =–3, X,=L X, =4. 
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-სავარჯიშოთა პასუბეზი- 

7) 5=1,5=ს 5=- 5, X =0. 8) XL =X, =–-I, X =0, X, =1. 

9) X=სX=2.X=3,X=4. 10) X, =4, X, =3, Xკ =2, X, =1. 

11) X, =–1, X, =1, X =–I, X, =1. 12) X, =0, X, = X =X, =1. 

§ 13. მატრიცის შეზრუწეზული მატრიცები 

|) 2 19 
5. 5 

(8) 210 – –<|.3)| 1 –5 –3 
2! 5 5 –L 6 4 0-0 1 

1:11 1 
4 4 4 4 

1 –3 11 –38 1 .1_1_1 
0 1-2 7 4 4 4 4 

ტი01-2: 7)1 1 1)" 
0.0 0 I! 4 4 4 4 

1_1 _1 1 
4 4 4 4 

ხ) 
-32 0 2 –23 14 7 ს( |. 2 -4 5 –2 I. წ L_ _2I 0 8 –: 0 14 –6 

ი



-სავარჯიშოთა პასუხები- 

2-1. »-(0)) 
§ 14. ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემის 

ფუნდამენტალურ ამონახსნთა სისტემა 

მ) 
1) X,=-2X,, თ, =(-2,!). 

თ, =(–-2,L0), 
2) X, =-2X, +3X, რ -ც ი). 

ვ) ს = –-7 +4X,, თ, =(–1, L1,0), 

X. =X –3X,, თ, =(4, –3,0,1). 

>X, = 3. I.“ 35 
4) 1 C, 6-9) 

X =7 

3 
X, “უე” თ, -C-> ი|, 

5) < 77 
ა, I. 

თ, =(=2,L9,0,0), 
თ, =(1,0,L0,0), 
თ, =(3,0,0,L0), 
თ, =(-4,0,0,0,1). 

თ =(8,–5,1,0,0), 
X, =8X, – 5X, – 9X 7) | 1 99 4 _ თ, =(–5,4,0,L0), X; = 5% +X, +5X,, თ, =(-9,5,0,0,!). 

–
 

% “=უ5 % თ, =(0,– 

6) X, = –2X, + X, +3X, – 4X,, 
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-სავარჯიშოთა პასუხები- 

    

1 
» =წ2“ 

თ -(-117510), 

8) 19 5 2 16 16 
42% 164 ვ“ თ =(6-ჯ-?.01), 

9 9 878 
X3 16 48% 

X, = –6X, -4ჯ», 
ვ” თ, =(-6,-I-5,LL0), 

შენ ი 7% თ -(-4 2, -,0 !| 29 2 7 L) 7. 7 Iს 

Xე = –5X, – %ს 

1ფ ი“ -4%, თ, =(-4,3,1,0), 
X,ე =3X, – X,, თ; =(0,–1,0,1). 

X 5.» 
“ 83: 51 

Iს 1. 1 რ-ს) 
X ე “95 >” 

_ ვ თ, =(0,1,L0,0), 
12) თ --1% +898» C =(0,–1,0,1,0), 

6058 90% თ, =(–13,8,0,0,1). 
თ, =(=2,10,0), 

13) X, = –2X, +2X, –2X,, თ, =(2,0,1,0), 
თ, =(–2,0,0,1); 

31 11 
% = “32% % ==“ 32% I1 29 სე) 35 35 -(-> 0,– )I 

35” 35” ” 35 
X73 =0, X. =“ 35“ 
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-სავარჯიშოთა პასუხები- 

  

სწ = 39. X. 3 X 15.4 ' 31“: % 31.” «=(-2 =ა6--ხ0| 

Xკ =0, X, 1 4 % 0, 1.23) 3 

თ 5(332-00.0,0| 
(7 =19 –3X +2», –3 33 X, X, X, + X- 22) 3 8 6 · | 00 

_4 8 3 7 C- აა უ1:.VMV | 

16) 12-34 “52% <%-<% 3.4 

7 6 4 4 თ =(2-:,<.00,10), 

Xვ = –X, “52% +<% < 2 » 4 

' თ, -(->-5-2.060, 
5 5 

” I 
X =“-–438, 

17)4 9 თ, =(–I,7,6) 
%: =<C Xვა 

X, =–<=% +<% თ = –8,7,5,0 , 

1ბ 7 7 თ =(8,-7,0,5). 
X5 “<9 57% 

1 
19) C =- 5, X, =1-%, X,=0, თ, =(-4,1I,17,0). 

X, = -+M +>VX, +-M თ =(–13,23,15,0,0), 

20) „ 23. _22. _11 თ, =(2,–22,0,15,0), 
2 

= ი“ )%-ე§% თ, =(1,–1ყ0,0,15). 
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–-სავარჯიშოთა პასუხები- 

7 6 

ე 15239 23- თ =(7,26,23,0), 
26 19 თ; =(6,19,0,23). 

X5 ==“ +X. 

23 23 

§ 15. ერთი ცვლადის მრავალწევრთა რგოლი 

მ) 
1) / (X)= §(X)-(2X»?+2X+12)+(38X+6). 

2) / (X)= «(X):(2X? +3X+11)+(25X–-5). 

არაო ე- 29 
4) /(X)= §(»):(5X”+(6-3/)X+1– /)+ (((0–6/)X+9–-6/). 

5) /(X)= §(X):6X+(3»? – 1X-2). 

6) #(»)= §(X)-(1X+3X+2)–1. 

ხ) 
1) (/(X,9(X)=1, | /(X,9(X |=IX +1V +3X +2X +1X2+2X –1X+1. 

2) (/(X),9(X))=1, L/ (>), §#(X) |= -1X –- IX -3X +1X+2. 

3) (/ (X),9(X)=2X +1X+1, | /(X,9(X |=1V –2X +1X +4+ –2X+3. 

4) (/(X),§(»X)) = X? +1, | / (>). §(»X) |=»' –X –-3X? -X-2. 

5) (/(X.§9(X)=L | /(X ,9(X) |=X +5X +87 +10+ +12X +102 +4X+4. 

6) (/(9,9(X)=X+0–0X–I წ/ 7, (4,9 )=X# –ა7+V “ –(1+0X +? –X+1. 

ოა 
1) ხ=1, C=0. 

200



-სავარჯიშოთა პასუხები- 

2) C=ძ=0, ხ=1. 

3) 86=1, 02=0, ძ=–I1I ან ხ=–1, C=0, ძ=1. 

4 ხ=–1I, C2=0, ძ=0 ან #8=1,C=1ძ.=1. 

ძ) 
1) XI+I –3MX%?”+(1-7)X+2, – XI – MX – 3%? +(1+37)X+2, 

–3M%" +(4+I1)» +(1+7)X –(6-2/)X' +(2-2/)X” – 4#. 

2) 3X”+M+1+3!, (1-2/)X? –IX+1–-3V, 

(3+7)»“ +(1+27)X»X' +(4+77)X? +/X+3/. 

3) 5X+5X?:-6X+1, IX +5X:+6X-5, 

6X- +3Xჯ' – 4X“ – 4X? + 1X? + 5X- 6. 

4) 2Xჯ +3, 1X +1X-3X+1, 

2X9+ 2X? – 4X5 +4Xჯ +4X +2X? +4X? +4X+2. 

ტა) 

1) (X-2):(X) –X? –2X-3) –7, 

2) (X+3)-(9»X? –19X+47) – 142. 

3) (X+1+1):(4X? –(3+4/)X-–(1 –77))+8–-67. 

#4 (X–2)-(3X7+5X+3)+4. 

5) (X+3):(7»' +10X? +10X). 

ჩი 

1) -38. 2) 136. 3) 87+117. 4) –1+58/. 5) 4; 6) 3. 

წ) 
1) 3. 2) 4. 3) 3. 4) 4, 4. 5) 2, 2. 6) 3. 7) 2. 8) 1. 9) 3, 1. 
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-სავარჯიშოთა პასუხები- 

ხ) 
1) 5=C=1. 2) ხ=8, C==–5. 

')) 
1) C. 2) 0. 3) C. 4, #. 5) 0. 6) 0. 7”) 0. 

1) 
1) 33, 45. 2) 86, -102. 3) –12-2/, –16+8;. 4) –2+4/, 4+7/!. 

X) 
1) არის; 2) არ არის; 3) არის; 4) არის. 

ა 
1) ხ=<–5. 2) ხ=3, 6C=–4. 

II 

1) X” –4X” +3X? +4X-4. 2) ა +(-2+7)X?+2X-2; 

3) X" +2X? +1. 

4) X –(2+3V2)» +(7+6/2)X –(12+5V2)X +(6+4V2)»ჯ-–2-2. 

5) 8X“ –(10+167)X” –(5 –207)»? +(10– 67)X–3. 

6) X +(-–6+2/)X +(13-10/)X +(–-12+18I!)X +(4-147)X+4/. 

») 

1) X –6X” +1IX–-6. 2) X“ – X? – X72 +X. 

3) 3X' –(6+12!)» –(15 –1871)X” +(18+67)X – 67. 

0) 
1) XI –6X +14X? –14X+5. 

2) ». – ჯ? – 4X? +16Xჯ“ –20X+12. 
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-სავარჯიშოთა პასუხები- 

3) X9 –10X” +44X“ – 108»? +157X? –130X+50. 
4) X' – 2X? +4X! – 4X7 +9X95 –10X? +18X“ – 8Xმ +4X? – 8X+8. 

5) XV –12X” +87X“ –376X” +1 129X? –2028X+2197. 

) 
1) X,=-7, X,ვ = –1++V3/. ” 

2) X =4, Xე =3+4-/3/ X, =1- 4+V3/. 
3) X, =2+7, X,კ =-1-2/. 

4) X, =5, X =4-+V3 X =2+4V3. 

3 5V/3. 
5) X, =–3, X:3 2-2. 

6) X,=2, X,კ =1+2V3/. 

7) X, = –2, X,კ =1, 

წე 
8) X, =–-2, %ვ =1+---/. 

I 
9) X, =1I, X23 “2 · 

§ 16. მრავალცვლადიან მრავალწევრთა რგოლი 

მ) 
1 /+§=4X,>X, – 8X,X, – 4X1, # – წ = -4X; +4X,X, +8X,X, =8X1, 

#9 =-4X +8XX +16X+ –16XX% –32X XX +8>XX 4+48XX%X – 12%. 

/#+§=(V2+V3|> -2X%+V3-V2|X, 
2) /-C= “#2 –V3 X –2XX% + /3+V2 X, 

#9 =+6X +XX, –2+V3XX +2V2XX6 –-/6X. 
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-სავარჯიშოთა პასუხები- 

ხ) 
1 #+9+#=-10X +10X2, 

?: (#/– )-M=6»X?X –14XX +10X +6X) #-§ 1X2 X3 1%2 

შუ 
2 13 1.3 

1) 2X, X, –– 929 +3X%, + X% +XეXვ. 

2) +2X,X,X, + 4+/3X,X,X, – X2X, – 5+#2X2X, –3X,X,X. 

3) –8X7X; +(4+27)X/X, +X; +322 –IX,X, +(5+7)X. 

ძ) 
1) 12XI X:X, 9. 2) -2რ%5, 9. 3) (–2–7)XI/X2X1, 1 

4) (–3+151)XIX, 

რ) 
1) (4X; –2X>X – 5XX,X ) + (XX, –2X: ) +4X, – 6. 

2) (–3X; X2 – XIX, ) + (XX, –5X,X: ) + (» +X –XX% ) +2. 

3) (X +X2 2 –3X XX )+(X? =5 – XX )+(X, +X)+7. 

ი 
1) თ –3თთ +4თCთ –2თ; +3ფ. 

2) 2თ; –9თთ, +27ფ. 

3) თ –4თ?თ, +4თფCთ +2Cთ1 –2თ. 

4) –4თ1თ +Cთ:თ; +1ზთ,თთ – 4თ – 27C1. 
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-სავარჯიშოთა პასუხები- 

5) თ –თ?თ +6თთფ+Cთ. 

6) თ,C, +3თფკ. 

ხ) 
1) X=2, /7=0 ან X=0, 7#7=–2. 

2) X=2, /=1 ან X=–2, /=1 ან X=1, 7=4 ან X=–I, /=4. 

3) X=8, 7=1 ან X=I), /=8. 

) 
1) X=4 ან X=1. 

მითითება: 

_“Mი32-> თ+თ =9 X+1=7  IX+)/=5 I-1 X=1 

(= 7 7)=12 –2თ =17-” =0X V”IX/=4 => ,=1 ”I)/=4, 

2) X== ან X=– ან _ =5-V73. 
14 

) 
1) X=–1,7=1 ან X=1,7=+-I)I ან X=2,/=2. 

2) X=+V3,7=1 ან X=-V3,7=1. 

X) 
1) X=0, 7=3 ან X=0, /=1 ან X=–1, 7= 2 ან X=–),»7=3 

ან X=2, #/=1++V27 ან Xჯ= 2, #/=1<–+V2/. 
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თი 
ი 
ი
M
 

10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20. 

21. 

22. 

23. 

24. 

მირითადი აღნიშვნეზი 

0 - წინადადების სამართლიანობის დამტკიცების დასრულების 
აღმნიშვნელი სიმბოლო. 
C – მიკუთვნების მიმართება. 
« – მიკუთვნების მიმართების უარყოფა. 

= - ტოლობის მიმართება. 

(XI # (63)! – სიმრავლეა, რომელის ელემენტებია ყველა ისეთი ჯ 

ელემენტი, რომელთათვისაც #» (») პრედიკატი ჭეშმარიტია. 

8X) - X. სიმრავლის ყველა ქვესიმრავლეთა სიმრავლე - ბულე- 

ანი. 

IX | - X სიმრავლის სიმძლავრე ან სასრულ X სიმრავლეში 

ელემენტების რაოდენობა. 
C –- თეორიულ-სიმრავლური ჩართვის მიმართება. 

(X, ”) - დაულაგებელი წვილი. 

(X,») = (X,(-,»1| - დალაგებული წყვილი. 
L7, LI - თეორიულ-სიმრავლური გაერთიანების ოპერაცია. 

ი, II - თეორიულ-სიმრავლური თანაკვეთის ოპერაცია. 

V – სიმრავლეთა სხვაობის ოპერაცია. 
CV - უნივერსალური სიმრავლე. 

24 =V ს – „/ სიმრავლის დამატეზა LI სიმრავლემდე. 
XXI - X და I სიმრავლეთა დეკარტული წამრავლი. 
თ C X XX - თ თანადობაა X და X სიმრავლეებს შორის. 

(X, 7) C /, X/V - (X,7) წყვილი / თანადობის ელემენტია. 

CX9/3 - თ და #2 თანადოზების ნამრავლი. 

#X - / თანადოზის პირველი პროექცია ან / ასახვის განსაზ- 

ღვრის არე. 

XI - / თანადოზის მეორე პროექცია ან / ასახვის მნიშვნელო- 

ზათა სიმრავლე. 

#:X -3XI - / ასახვაა X სიმრავლისა I” სიმრავლეში. 

რჯ - X სიმრავლის თავისთავზე იგივური ასახვა. 

#- I - #- ასახვის შებრუნებული ასახვა. 
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25. 

26. 

27. 

28. 

29. 

31. 

32. 

34. 

35. 

37. 

39. 

40. 

41. 

42. 

43. 

45. 

47. 

# ·§ – / და « ასახვების ნამრავლი. 

8.4 , ” ყველა X, ( C7 ) სიმრავლის გაერთიანება. 
„ი 

L)X», , “ ყველა X, (C = 1,2,...,71) სიმრავლის გაერთიანება. 
/=) 
I) X, - - ყველა X, ( C/7/ ) სიმრავლის თანაკვეთა. 
სრ! 

(IX, – ყველა X, (7/= 1,2,...,71) სიმრავლის თანაკვეთა. 
/=! 

X,X2XეX..XX, - XX... X, სიმრავლეთა დეკარტული 

ნამრავლი. 

XX” - X სიმრავლის თავისთავზე #/-ჯერ დეკარტული 
ნამრავლი. 

+ - ზინარული ალგებრული ოპერაცი:. 
ი – ბინარული ალგებრული ოპერაცია. 
+ –- შეკრების ბინარული ალგებრული ოპერაცია. 

- – გამრავლების ბინარული ალგებრული ოპერაცია. 
– – გამოკლების ბინარული ალგებრული ოპერაცია. 

–,“! ,- მოპირდაპირეს, შებრუნებულის და სიმეტრიული ელემენ- 
ტების აღების უნარული ოპერაციები. 

(X,C), C»”) - ალგებრული სისტემა. 

(X,§)) - ალგებრა. 
(X,C)) - მოდელი. 

(X,+) - ნახევარჯგუფი. 
(X , ა – ნახევარჯგუფი გამრავლების ოპერაციის მიმართ. 

(XI,+) - ნახევარჯგუფი შეკრების ოპერაციის მიმართ. 

(X,";) - ჯგუფი. 
(X , »') - ჯგუფი გამრავლების ოპერაციის მიმართ. 

(X .+, –) - ჯგუფი შეკრების ოპერაციის მიმართ. 

(X, 4-5 I) - რგოლი. 
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48. 

49. 

50. 

51. 

52. 

53. 

54. 

55. 

56. 

57. 

58. 

59. 

61. 

62. 

63. 

65. 

67. 

#M. - ნატურალურ რიცხვთა სისტემა. 
2. – მთელ რიცხვთა სისტემა 
0: - რაციონალურ რიცხვთა სისტემა. 

LL - ნამდვილ რიცხვთა სისტემა. 

C - კომპლექსურ რიცხვთა სისტემა. 
M#. - კვატერნიონები. 

5, - X= : 11 2..--, M) სიმრავლის ყველა ჩასმათა სიმრალე. 

I, ძ>90, 
0':IL –> (L–1,0,11) , სადაც 0'(თ)= 0, ძ=0, 

–I, ძთი<0. 

0:5, –> LI, ს , სადაც 6(თ)=1, თუ თ ლუწი ჩასმაა და 

0(დ) = –1, თუ დ კენტი ჩასმაა. 

4= (»,) - მატრიცის აღმნიშვნელი სიმბოლო. 

|4| ან ძCL # – „4 მატრიცის დეტერმინანტი. 

7” - არითმეტიკული ვექტორული სივრცე. 
”(C.4) - „4 მატრიცის რანგი. 

#IXI -X ცვლადის მრავალწევრთა რგოლი კომუტაციურ IX 

რგოლზე. 

( # (X), §(>»)) - / (X) და §(») მრავალწევრთა უდიდესი საერ- 

თო გამყოფი. 

( # (»),§(X)) -– #7 (X) და §(X) მრავალწევრთა უდიდესი საერ- 

თო გამყოფი. 

L # (X), §(X) | - / (63, და 9(») მრავალწევრთა უმცირესი საერ– 

თო ჯერადი. 

ჰ-X LX, X.,..-,X, | - Xც%<,.აX, ცვლადების მიმართ მრავალ- 

წევრთა რგოლი კომუტაციურ # რგოლზე. 

თ,Cთ,..,)C, - ელემენტარული სიმეტრიული მრავალწევრეზი. 

#(თ,თ,,..,Cთ,) - თ,თ,..,C, - ელემენტარული სიმეტრიული 

მრავალწევრებით წარმოქმნილი რგოლი. 
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ნვ 5M (XX, ---,X, | - X0%,--X, ცვლადების ყველა სიმეტრიული 

მრავალწევრთა რგოლი. 

69. XM( # ,§) - # და § მრავალწევრების რეზულტანტი. 
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