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Sur une méthode nouvelle de la géometrie analytique.
Par M. G. Nikoladzé.

PREFACE.

1l existe deux méthodes différentes en oéometrie. L'une est ana-
Iytique et étudie les propriétés des figures céométriques  a  Taide de
Panalyse mathématique, tandis que antre est synthétique et se sert dans
le meéme but de considérations purement géometrigques.

L introduction d’une nouvelle notion, celle du point impossible nous
a donné le moyen dune certaine simplification dans la méthode analytique.

Le point impossible joue dans la gcéometrie un role analogue au
role du nombre imaginaire dans lanalyse. (est Pidée fondamentale qui
nous a cuidés dans toutes nos recherches.

Le but de ce travail est de montrer la nature de notre méthode et
@indiquer sur quelques exemples Iapplication de cette méthode a 'étude

des figures géométriques.
CHAPITRIS 1.
Théorie générale.
§ 1. L’espace trans-cartesien.

19, Tmaginons deux espaces: I'un (&) a n dimensions, le second (V) & p

dimensions, o p=i. SOTRNG (0 i « 5 ly)= es coordonnées cartésiennes
d'un point quelconque du premier et (¥, Vs, ... U) celles du point quel-
conque du second espace. Supposons - entre deux  systenies de variables
Cl gt 1) el T U o ;) les relations:
?'|:"([;(ul.”2 ..... ?!'”_}
: Vs = @o ( Wys oyl - Uy )
(1) :
'Z"g') - q’}')'{ [![‘"‘il", ..... i[” )

telles que le systeme de valeurs (@) ®oit completement déterminé, Cest-
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a dire qua chaque point de Vespace (), dapres les équations (17,
correspondent un ou plusieurs points de espace (7).

Généralement la réciproque n'a pas liew: en vertu de linégalité
p=mn il existe dans l'espace (/) des points, auxquels ne correspond au-
cun point de 'espace (/). :

Cette derniére circonstance joue un roéle prépondérant dans toute
notre théorie.

Exemple. Soit: v, =#£; v, =’y v, = #; + 2 (nous avonstici: n=2;p=3 ).
~Evidemment. il n’existe aucun point dans I'espace (), correspondant au-
point A (2.2.2) de Pespace (F7), puisque mnous obtenons dans ce cas

trois équations incompatibles:

s = O T T

Ces deux espaces jouant un role différent, ce que dans la suite
sera encore plus clair, désignons chacun d’eux différemment. Appelons le
premier, (/) espace—/Cespace cartésien et le second (V) —Clespace
trans-cartesienr. Quant aux relations (1) entre les variables (¢) et (#),
nous les nommons la (ransformation trans-cartésienie des coordonnées.

2". Dans l'espace trans-cartésien nous distinguons done deux especes

de points. Appelons possible chaque point de I'espace trans-cartésien au-
quel correspond, au moins, un point de D'espace cartésien: au contraire,
nous ajpelerons un point mpossible chaque point de 'espace trans-car-
tésien, auquel ne correspond aucun point de 'espace cartésien.
E Il s'en suit qu'a chaque point de Despace cartésien correspondent
un ou plusieurs points possibles (réels on imaginaires ) dans Despace
trans-cartésien. Inversement, & chaque point possible de espace trans-
cartésien correspondent un ou plusieurs points ( réels ou imaginaires ) dans
Fespace . cartésien. Mais aux points impossibles de espace trans-cartésien
ne correspond aucun point de 'espace cartésien: ni réel, ni imaginaire.

3%, Ainsi, dans Pespace trans-cartésien on peut former deux régions:
la région des points possibles et la région des points impossibles. La

frontiere entre eux est detérmindée par les équations (1). Désignons la
! premiére de ces régions par /2 (possible ), la seconde par / (impossible ).

Il est facile de trouver la région 7. Pour obtenir les relations
entre les coordonnées (o), déterminant la région /2, on peut imaginer
qu'on ait tiré (#y,u,, ..., u,) en fonctions de (vy,v,,...,0) des 7 équa-

E
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tions convenables du systéme (1) et porté ces expressions dans les au-
tres p—70 équations du méme systéme. Done, on aura:

: Al (.‘U;."[)!___,.’.EII!J)__.;_O
(2 | o (Ve o) =0
fr: Byl T Up )= 0.

Le systeme (2) représente une figure a p—(p—n)=n dimensions
dans Despace trans-cartésien. Il est évident que, dlautre part. ¢’est
fa région cherchée /2 de tous les points possibles et seuls les points
possibles de DPespace trens-cartésien. Appelons cette figure /Zespace des
points possibles. :

[l résulte de ce qui précéde que, p.zt\r un changement trans-cartésien
des coordonnées, tous les points de espace cartésien se transtorment en
points de Pespace trans-cartésien. remplissant completement la réuion £
et nexistant que dans cette végion /.

¢ 2. La figure trans-cartesienne.

49 T.idée des points impossibles, indiquée dans le paragraphe pré-
e6dent, comme nous le verrons plus loin. donne des résultats trés féconds
pour l'étude de plusieurs propriétés importantes des figures planes et
spaciales.

Prenons dans lespace a 722 dimensions une figure 3 a7nz—#& dimen-
sions, donnde par £ équations suivantes:

Bt O 1y ) =0
(3) Tl M=)
TRy e e by =10

Nous pouvons toujours réunir arbitrairement les variables (wq, 2y, .. o, iy )

de fonctions F en p groupes différents, ou p=mn. Soient ces groupes:

Uy =P (U, Wy o - W)
T)‘J — (:pz { ”1‘7’!2« s paty H” )

(1)

Up=@p (U3, Uy, ..., M)
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¢ions convenables du systeme (1) et porteé ces expressions dans les au-
tres p—7 équations du meéme systeme. Done, on aura:

| 1 it e Y
(2) sty )=l
_fj‘._,,{_?',. B R 1

Le systeme (2) représente une figure a p—(p—n)=n dimensions
dans Despace trans-cartésien. I est évident que, dautre part, clest
la région cherchée £ de tous les points possibles et seuls les  points
possibles de Despace trens-cartésien. Appelons cette figure Fespace des
points possibles. '

11 résulte de ce qui précéde que. par un changenient trans-cartésien
des coordonnées, tous les points de Pespace cartésien se transforment en
points de D'espace trans-cartésien, remplissant  completement la région
of nlexistant que dans cette région /2.

s 2. La figure trans-cartesienne.

49 1)idée des points impossibles. indiquée dans le paragraphe pré-
eédent. comme nous le verrons plus loin, donne des résultats tres téconds
pour l'étude de plusieurs propriétés importantes des figures planes et
spaciales.

Prenons dans Despace a 722 dimensions une figure WM o —/R dimen-
sions, donnée par £ équations suivantes:

Iyt s 1, ) =0
o Fo (0t oo 1, ) =0
1 G s TR
Nous pouvons toujours réunir arhitraivement les variables i b

de fonctions /7 en p groupes différents, ou p=mn. Solent ces groupes:
Uy = @y { gy Moy o y)
Glo — {p-j l”|, f‘!g, S il )

{159

Up=@p a5 58
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Le systéme des équations (3) s’exprime par les vaviables nouvelles
() de la maniere suivante:

Db e ) =0
o ipUa s sUp = 0
S G R Uy ) =0.

Considérons Uespace donué 4z dimensions, comme 'espace cartésien
et prenons les équations ( 17), comme formules de transtormation trans-car-
tésienne des coordonnées. En considérant les variables () comme indépen-
dantes de variables (2). Pespace a p d mensions () nous représentera
Vespace trans-cartésien. tandis que le svstéme (4) détermine une figure
I a p—/k dimensions dans Pespace trans-cartésien. Figure 117 est la trans-
formation trans-cartésienne de la figure donnée %8,

De la méme maniére, que dans le paragraphe précédent. nous trou-
verons dans lespace trans-cartésien la région /2 des points possibles, dé-
terminée par les équations suivantes:

fi (230, 0p) =0
(2 e 0 ) =0
Joonl V1, Ui s Up) = 0.

Les points possibles de la figure [17 se trouvent, évidemment, dans
Iintersection de cette figure 17, detérminée par les équations (4 ) avee
la région /2, déterminde par les équations (2°).

Dans cette transformation trans-cartésienne chaque systéme de va-
leurs, (2t,,#,,...,u,) satisfaisant aux équations (3), se transforme en un
(ou plusieurs) systeme de valeurs (y,9,.....7,) satisfaisant aux équa-
tions (4): tandis que chaque systéme de valeurs (). ne satistaisant
pas aux équations (3), se transforme en un (ou plusieurs) systéme de
valeurs (7 ), ne satisfaisant non plus aux équations (4). La wmene

chose a licu dans chaque transtormation réciproque, lorsque elle est pos-

sible d’apres les équations (17).
Tout cela nous donne le droit d'énmoncer la proposition fondamen-
fale de notre théorie. ; |
1). Dans chaque transformation trans-cartésienie des coordonnées;
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chaque poinl, appartenant a wune figure B de Fespace cartesien, se
transforme en wun (o plusicurs) poinl de Cespace trans-cartésien, ap-
partenant a la figure W, représentant la transformation lrans-carte-
stenne de la figure M. Tandis que tous les points de lespace cartésien,
situds en dehors de la figure ¥ se lransforment en points de lespace
trans-cartésien, situés en dehors de la figure transformée V.

2). Lensemble complet de tous les points dela figure 3 se trans-
forme en un ensemble de points de Uespace lrans-cartésien, remplissant
complétement la partie possible de la figure transformée V.

50, Soit le svsteme (3) de £ Gquations a 2 varviables, déterminant
uniformément une figure 9B dans Pespace cartésien. Si l'on choisit arbi-
trairement dans ce systéme des équations quelques parameétres ef. si 'on
donne & ces derniers successivement les différentes valeurs numdérigues,
on détermine ainsi successivement et uniformément toute une série des
figures nouvelles. Supposons que nous avons choisi 7 parametres. Consi-
dérons ceux c¢i comme des inconnues et cherchons leurs valeurs de telle
sorte que la figure ainsi uniformément déterminée passe par p points
donnés. ; g
Pour résoudre cette question il est nécessaire de substituer succes-
sivement dans ces £ équations du systeme (3) des valeurs des coordon-
nées du 1,2,...p points donnés. Nous obtenons ainsi un systeme de pl
équations a 7 inconnues, Comme il est certain, les conditions nécessaires
et suffisantes pour résoudre ce systéme dans le cas général, sont les
suivantes:

o=

2) que le systeme de ces équations soit linéaire par rapport a 7 pa-
rametres variables qu’il contient.

3) que le déterminant A des coéfficients de ces - parametres ne
soit nul.

Lorsque k=1, alors r=5 et le systtme (3) prend la forme sui-
vante:

(oA gl o by )+ As @ (0 g et A (0, )+ 1=0,

ou les A sont des parametres choisis. ‘
Prenons les formules ci-aprés de la transformation trans-cartésienne
des coordonnées:
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Uy = @ (2, Mg, -0y 0y
o Uy =5 (i, W,y )
iy |

Up = @ (U1, U)o 5 U )

- ef effectuons cette transtformation. Nous aurons:
(7) _('/.'[| T"l ‘i" 4'12 [’2 ’1[ 4"13 T’:.g 7!’ i 1AL ﬁl" ./_.(rj: Uf; ‘1‘ T s O-

En d’autres termes. la figure 2 de Pespace cartésien, déterminée par
I'équation (6). se transtorme en espace lindaire a p— 1 dimensions, situé
dans I'espace trans-cartésien a p dimensions et déterminé par ’équation
it (7). Désignons le par £, comme c¢’est l'usage dans la géometrie a
plusieurs dimensions, :

CHAPITRE 2.
Quelques exemples d’application.
§ 1. L’intersection des trois courbes de I'ordre #: sur le plan.

6". Supposons que dans 'équation (6) n—=2, et que les fonctions
L @@y g solent des polynomes en 2, et en #, d'un degré, au plus, égal
L . Alors, pour chaque systeme de valenrs des parameétres (A, Ay, ..., Ap)
Pequation: : :

(8) Avwi (u i )b Ay g5 (B0, ) o+ Ay @p (g, 00,)+1=0

- détermine sur le plan cartésien une courbe de Povdre m.
D’autre part, I'équation transformée:

L?) : Aivg +dyust. Ak 1 =0

§ détermine un espace linéaire a p— 1 dimensions,

: Done. nous avons dans ce cas une correspondance suivante:

_ A chague point de Pespace cartésien correspond un et un seul point
}_de Pespace trans-cartésien: a chaque courbe de la famille (8) correspond
bun et un seul espace £, . Réciproquement, a chaque Ly dapres la trans-
formation trans-cartésienne; correspond une et une seule courbe de cette
famille.

Ggognobol vfasghlogigeinb Gmaddy M L 10
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79 Soient donmées sur le plan (U) trois courbes de Pordre m de la
méme famille:

i Ay Citg, 1)+ Ay @y (2hgs ) o5 Appp (1), 115)+1=0 Eh)
(9) { By (uy)+ B apg (e, My ) R By gp (g, ity )+ 1=0 (B)
Co @ Lty ) - nglr.i(z{.‘.zfg) o o @ ot ). ()

En tenant compte de la transformation trans-cartésiennce des coordonneées,
on obtient trois équations linéaires:

-)ri -Ell 7: .'1; I'l 'li e ’1 1'.1’})'1’1[)_;" ‘i T 0
LIO) B4 Bytshai [gf‘ﬂf’nl?1:0
(5 Dy Cz"z" CI‘T'/”‘ LAl

déterminant t‘mia‘ espaces A p— 1 dimensions, Désignons ces espaces par

‘.(_A (]: 7 3 i S
f' ¥ j,- 13[1]) 1 1'(?5})(:‘('[’-1\'(‘lll(‘]lr. ()1', conrme il est certaln, uil H)’St@ll!(‘

de /e équations linéaives (k=1.2..... Py a p variables, détermine  dans |

['espace a p dimensions ui espace lindaire a p—~k dimensions. Done,
les équations (10) déterminent deux & - deux, ~encore trois espaces

2 ; T i B( cA4)
a p— 2 dimensions. Désignons ces e%]mw\ par L,E_,”,ﬁ,?,n,) ﬁ,(

toutes les trois ensemble, les équations ( 10-) déterminent un espace a
(4 BC)
p—3 dimensions, que Nous ‘désignons par £pT

(4 BY LA
Il est évident, quentre ces Sept espaces Jinéaires L,, )L,(,__LL,H,
(AB BC CA 11()
ij )ﬁ( )ﬁ( )L )
‘(AB : :
By, clang Pintersection de ﬁp | aAver ﬁp est placé complete-
: (BO T
ment dans ce% deux derniers espaces. l’dlelllsuwnt Lp_ ) st situé dans
(B) ABO)
By

% (04 -(0) 4

et ﬁp tandis que [L,(::;) se trouve dans ['{ ef E,(j). ﬁpkﬂ
Bl e

est Imtmsv(h(m des trois espaces /‘fwn L,( L,( ). M'm d’autre part,

existe la (-url'v\‘pumlance cl-apres:

(AR j( (B() [
2 ”4“

o puisquiil - est

il est situé dans chacun des  espaces £
aussi leur intersectioi. :

g0 J1 est certain, que chaque £, est bien déterminé par w+ 1 de ses
points arbitraires, qui n ‘appartiennent pas a un meme Py \[dl\ tous

Jes En» avant un ieue [J“ . commun, forment un faisceau.

3 Al B( CA) : (A BC) A ]
D7apres cela. /‘,(, ))['{ )/,,( Siavant [f,pwﬁ commun, formen

un taisceau,

. Emfin,

ey
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07 Soient données deux courbes dans un méme plan: l'une de  Lor-
dre s et Vautre de Vordre /. ou /<Zuz: supposons que la derniere est
indécomposable. Généralement. elles se coupent en 2/ points. ou bien. la
. premiére courbe contient completement la seconde, se décomposant dans
ce dernier cas en cette courbe de lordre / et encore en une autre de
Fordre m —/.

10% Pour les deux courbes quelconques de l'm'lh'f-‘ m sur le plan
cartésien nous avons done, que dune part les espaces :!, E,p 1,(0119\-

. (4B R :
pondant 2 ces courbes ont un IL,,__,_,) commun et que, d'autre part. ils se
coupent en m* de ses points,

Il en vésulte, qu’a ces m® points d’intersection du plan cartésien

3 =35 4 (4B
correspond dans espace trans-cartésien’ I'intersection de [LP(M ;_,) avece la

région /2 des points possibles (n”3), tandis " qu'a chaque autre point du

plan cartésien correspond un point en dehors de Lp 8 Deés lors. en te-
nant compte du n" 8, nous obtenons immédiatement le résultat suivant:

Par un point arbitraive M du  plan cartésien et par tous. les
points dintersection des deux courbes quelcongues de Fordre m sur le
nicme plan on peut toujours mener nnie courbe de Fordre m.

117, Soient données sur le plan trois courbes de Pordre m: (A).(B)et (C)
ot (( A).(B)). ((B LA () (J)) leurs intersections deux i denx.
Choisissons arbitrairement sur ce plan un point A/ ¢t wenons par ce point
et par les intersections d rnieres successivement trois courbes de lordre
i, ve quioest possible  d'apres le n' précédent. Tl est aisé de  voir,
que ces lrois courbes dernieres forment un faisceai.

i effet, aux trois intersections LA (B )t eBL e, [((CY A))
correspondent dans 'espace trans-cartésien lm]w(rnmnvnt trois espaces:

LB (BO). 04 (ABC
e )[,p(*‘ cayant £, ) commun (n"7 ). Aux trois courbes, pas-

sant par le point A7, correspondent trois espaces a p—1 dimensions:

(MAB) (MBO) (MCA) , : (ABO)
[,,, /,p( ’ [s,ﬂ,l ) Ces derniers ont le meéme f£p_y " commun et

en (lehors de cet espace, encore un point quelconque (; correspondant au point

3 =4 MAB M B JIC’A
MM de Vespace cartésien. Done. les espaces /,p( ) f.p(ﬁ, ) P )5 a p—1
(MABC)

& dimensions  contiennent un méme espace a p—2 (1i11'1elmi()1'1s AN
- et la proposition devient évidente.
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§ 2 Un cas particulier de la distribution des points d’intersection de
trois courbes de l'ordre m.

12°. Supposons mainteuant, que e/ (ou /<<m) de’ m points inter-
section des courbes (A ) et (B) sont placés sur une courbe quelcongque
Q de Tordre /. Je dis. que, dans ce cas. les autres m(m—1/) points
d'intersect on se placent nécessairement sur une courbe de Vordre -/

En effet. prenons sur cette courbe @ le point arbitraire 3/ du n°
précédent. La courbe (/) de Iordre 7. passant par le point J7 et par
I'intersection ( (A4), (B) ), a au moins. #/+1 points communs avee la
courbe Q. Donc. d’aprées le n" 9, la courbe (L) est composée de cotte
courbe © de Pordre /, passant par me/ points domnés et de l'autre [' de
Vordre 72—/, passant par les autres mi ( 11 - — /) points d’intersection. Q. K. D.

13° Seient sur le plan trois courbes (A4), (B). (€) de Lovdre m
passant par les mémes 72/ points, placés sur une courbe £ de ovdre L
Dés lors, il existe encore trois groupes de m (m—{) points d’intersec-
tion, placés, d’aprés le n® précédent, chacun sur une courbe de Dordre
m—/l; désignons les dernieres par [, 4. £ Les trois courbes composées
de Pordre m: (2,/T'), (9, 4), (Q, £), par suite’du n” 11, forment un
faiseeau. Donc, les courbes ['. 4, £ de Vordre m =/ le forment aussi.

En résumé nous obtenons le théoréme suivant:

Soient sur le plan trois courbes de lordre m, se coupant en nil
pownts, situés swy la miéme courbe de lordre [ (ou l<m). Alors, ces
frois courbes donndes se coupent encore, deux a deux, en trois groupes
de m(m—/) points, autres que les précidents; chacun de ces groupes
de points se place nécessairement sur une courbe de loydre m—i1. Les
derniéres, au nombre de trois, Jorment un faisceai.

14°. Tandis que les théorémes précédents ne font que la partie d’un
théoreme fondamental de la méthode exposée dans ce travail, ils ont tout
de méme une importance considérable.

Mettons, par exemple, dans le théoréme du n® 13: m=3; /=2;
Alors; mil=6; m—1=1; i (m—1)=3.

Nous avons done:

Sotent sur le plan trois courbes de lordre trois se coupani en 6
poinis situcs sur la méme conique. Alors, ces trois courbes donudces:
se coupent encore, dewy & dewx, en (rois ternes des points, autres que
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¢ place ndcessairement siv- une

© Jes precédents; chacun de ces lernes s
droite. Les derniéres au nombre de trois concourent en un point.
lorsque les. trois courbes données de ordre 3
droites, nous obtenons trois  droites
de Kirkman ou de Steiner du céléhre

Dans le cas particulier
trois ternes des

~se décomposent en
de Pascal, concourantes en un point
Texagramme de Paseal (Fig. 1),
|hireagat

Vordre 4 deé-

courbes de
une Propriété

et supposons Jes

Adinettons m.=4; [=2;
composées en quaternes des droites. Nous obtenons don
intéressante d'un octogone inserit dans une conique: chague coté de ce
octogone coupe les deux adjacents au coté opposé. Ces 8 /Jnm/x que
nous chlenons ainsi se trowvent sur wne méme. conique (Fig. 2).

Joig a2 :
m—{ #L' i

m'(m—/)_'m i

mf:12',

Soient wm =4, [=3; alors,

~Dane, il s’en suit: ;
Soient sur le plan trois courbes de l'ovdre 4 se coupmzf en: 12
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potnts situcs sur la meénie courbe de ordre 3. Alors, ces trois courbes
données se coupent encore, deux @ deux. en trois quaterne: des points,
autres que les pricédents; chacun de ces quateries se place nécessaivement
sur-une drotle. Les dernicres, au nombre de trois, concourent en un point.

S 15% M. Richmond a rattaché 'étude de Phexagramme de Paseal
aux considérations les plus élémentairves de la Géométrie 4 4 dimensions *).
I a considéré pour cela mme figure formée par six points dans espace
a 4 dimensions. Mais, il nous est évident maintenant que les travaux de
cet auteur nous donnent un exemple remarquable d’application de notre
méthode. Tei nous indiquerons d'une maniére trés simple une propriété
de cet hexagranmme. ;

Revenons a la tig. 1. On voit bien qu'elle représente une configura-
tion de 12 droites ot de 16 points. Sur chaque droite il v« 4 points:
par chaque point il passe 3 droites.

Deux cas sont possibles, suivant Pordre dans lequel on joint six points
de la conique par trois ternes des droites: 1) On peut associer les 13
points de la configuration, quatre a quatre, de facon qu'en chague quaterne
concourent toutes les 12 droites, trois par trois. 2) Cela est impossihble,

ik 3 g1

Lorsque cette association est possible, elle peut se faire de deusx
manieéres différentes. On voit cela d’apres les figures 3 et 4.

) Quart. Journ. of pure and applied. Math., t. 31, 1900, p, 125—160,
Mathematische Annalen, t. 53, 1900, p, 161—176,
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16°. Envisageons maintenant le 1) cas. Considérons, suivant le
principe de dualité, la configuration réciproque de la fig. 4 La fig. 5

Hit . o

nous donne la configuration de 12 points et de 16 droites, Par chague
point passent 4 droites; sur chaque droite se placent 3 points. De plus,
16 droites sont associées en quaternes, passant chacan jpar tous les 12
points de la configuration. Sur la fig. 5 chaque quaterne des droites
a son tracé spécial.

Il est aisé de voir que fous les 12 points de  celte configuration
sout sitr e méme courbe de Lordre trois.

En effet. on voit que 10 droites de la configuration passent = par
les points 2. 3. C: tandis que six autres se décomposent en deux ternes
des droites. Ces deux ternes se coupent en neuf poiuts restés de la con-
figuration. Done, les derniers font DUintersection des deux courbes de
Pordre trois, I1 s’en suit que chagque courbe de ordre trois, passant par
huit de ces neuf points, passe nécessairement par le neuyieme. Supposons
que ce neuvieme point est le point 3 de notre tigure. Appliquons le méme
raisonnem nt aux points 1.3. B et 1, 2. A et nous obtiendrons immédia-
tement qu'une courbe de Pordre trois. menée par neuf  points de notre
configuration, exceptant les points 1, 2. 3 passe nécessairement par ces
dermiers. Mais, i1 est certain que par neut points arbitraires du pian on
peut toujours mener une courbe de ovdre trois et la proposition  est
ainsi démontrée,
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179, Done, nous avons dans ce cas 4 quaternes des droites (ou 4
courbes de lordre 4 ). passant par les mémes 12 points, situés sur une

. : s 43 .
courbe de Tordre 3. Dés lors, il existe encore 5= 6 quaternes des points
d'intersection de ces courbes de l'ordre 4. D’aprés le théoreme du n’
14, chacun de ces quaternes des points se place sur une droite et les
derniéres, au nombre de 6 concourent, trois par trois, en 4 points.

Sur Ja fig. 6 on fait Ja construction réciproque a celle ¢i dessus,

Kig. 6,

16 points associds en 4 quaternes (sur la fig. 6 chaque quaterne a son
signe  spécial de  forme rvonde), correspondent a  quatre quaternes de
droites de la configuration précédente. Six points carrés’ (dont le sixieme
“nlest pas montré sur Ja fig. 6) situés, trois par trois, sur quatre droites,
correspondent aux six droites précédentes,

_ En revenant aux fig. 3 et 4, on voit quil existe encore six autres
points analogues pour la méme configuration.

§ 4. Le principe dz dualit¢ dans |'espace trans-cartésien.
18, Considérons sur le plan cartésien I'équation générale du second ordre:
(gl vt e A i e Ay Ay 4 A T =AY
En transtormant cette équation, comme aun" 5, nous obtenons I'équation:

(12) Ao+ v dyvg+ Ay v 4 Ayvs+1 =0,

- - J
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_’iétenmndnt ul espace luu-mo a 4 dimensions /z; dans Despace trans-
cartésien it 5 dimensions. Chaque point de ce dernier est déterminé par
Jes valeurs numériques des variables oy, vy, vy, 7. 75 ).

En tenant compte de I’équation {12), envisageons, snivant le principe
de dualité, Uespace réciproque a notre espace trans-cartésien, dont cha-
que point est  déterminé par les valeurs numériques des coefficients
(A, Ay Ay Ay As) de Péquation (12). Désignons le premier de ces deux
espaces frans-cartésicns par Uespace 1 et autre par Iespace 11
11 est aisé de voir quientre le plan cartésien (/) et I'espace II trans-

carteésien existe la correspondance suivante:

I Ilespace IL trans-cartésien a 5
| (l]ml nqwns

Le plan cartésien.

['ne conique arbitraire. I - Un point.

Quaterne des points d’intersection
~des deux coniques arbitraires; ou
bien. une infinit¢ lindaire du pre-
mier degré des coniques passant par:
ce quaterne des points.

Une infinité linéaire du second
degré des coniques ( par exemple, tou-
tes les coniques passant par i(\x me-
mes hm\ points donnés j.

P B plam.

ere. : oL
I
Deux (uaternes de sstuioptsnéesi | Deux droites concourant en uin
Sur une ienie conique. point correspondant a  cette 0=
f nique.
Che. .\ ekCoy =
|

Désignons par A le discriminant de Udquation du second degré:
L) 1k 12 2 5 ; /
= A”j; "E' flrl .«:‘Jﬁ ’l .:'.[;; "j“ =7 1’1’2 4"14 1"_[3 T 4-'.[.[1 Z‘j;;.

Il est certain que, lorsque 4=0, Péquation (11) représente un o couple
de droites. Dlautre part, dans Uespace 11 trans-cartésien Péquation A =0



i
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détermine un espace A quatre (hmen\mns 2 ayant la; - courburve “du fros
sibme degré, Appelons cet espace lespace diseriminant. Done, fous les
points de l'espace 11 correspondant aux coniques décomposées en couples
de droites, se placent dans lespace courbe 2. T1 est évident que chague
plan, mené dans Uespace LI frans-cartésien, coupe Pespace discriminant
N on une courhbe de Pordre 3. Nommons celle-ci /a courbe discrininanie.
19° Menons par un point O de notre espace Il trans-cartésien a i}
dimensions deux droites arbitraives OA et "OL), déterminant un plan.
Envisageons ce plan trans-cartésien (Iig. 7). Deux droites 0OA et OD
coupent la courbe discriminante de TPordre 3 en six peints: A; B,.ClD,
£ F. Considérons le couple des droites 400 comme une conique et he-
nons par 6 points A,B,C.0D,. £ F wn terne des droites 1/ BD.CLE. Consi-

iPieate

I image cartésienne

S
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i BRI
eslsnl points  de la conique A0/ Doune, d'aprées le théoreme du
autres points G, .1 de rencontre de ce terne avee la courbe
n}nante sont alignés nécessairement. 1 est facile de compter que
uts A.B,C.D. L F on peut mener 6 différents ternes de droites,
au teriie AF BD.CL. Nous w'en prenons qu'un seul. Des lors,
lo tig. i nous avons obtenu 9 points 4. 5.C.0 .1, F.GH, I, situés sur la
.d-i/s{él"’i.lniinante et alignés, en méme temps, trois par trois, sur deux p
de droites: AL, BD,CL et AB. D, G/ Appelons cette figure 3

mage fmm cartésienne et cherchons Pimage correspondente sur le

terne comme une autre courbe de Pordre trois, passant par les

- Mais. nous avons vu qua chaque point trans-cartésien, placé en
éll'()l;s de Ja courbe discriminante, mr’l‘vt‘.pmul sur le plan cartésien une
u lll[l(‘((nllp(hdl)lb tandis qu'a chaque point de la courbe discrimi-
te correspond un couple de droites. , A A
La. construction est faite swr la fig. S. La conique arbitraire () de ot
figure correspond au point O de la fig. 7. Deux quaternes des :
8§ ABC et D/IF correspondent sux droites OA et OF de Uimage
frans-cartésicnne ete. La construction est claire a cause de la méme dé-
signation des  dléments correspondant  sur les deux images. Puisque Tes -
points /7 de 'image traus-cartésicune sont alignés, les  trois couples
o droites: /[ HI. GG de Pimage cartésicnne concourent nécessairement
I oun quaterne des points /77, Des lors, limage cartésienne repré-
ente une configuration de 24 points et de I8 droites. Par chaque point
fyssent 3 droites: sur chaque droife se placent 4 points., \

20" On peut ‘pousser plus loin le raisonnement précédent et Pappli-
er a l'étude des autres propriétés compliquées des configurations planes.
" Par exemple, il est facile de choisir” 9 points sur le plan, placés trois
: trois sur trois ternes de droites. On obtient cela immédiatement, en
appliquant le théoreme de Pascal a une conigue décomposée en couple
“de droites. D’autre part, il est possible, d’apres le n®16, de choisir sur
'unb courbe de Dordre * trois 12 points placés, trois par ftrois, sur quatre
.quatcme\ de droites. Revenons o notre plan trans-vartésien et supposons
ue sur.la (omlm discriminante de e plan sont placés les 9 points preé-
édents. Tmmédiatenzent nous obtenons une figure correspondante sur le
n cartésien, représentant une configuration de 92 =18 droites et
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de 934=236 points. Par chaque point passent trois dmitvs% sur chaque
droite se placent 6 points. Done, la possibilité de cette construction est
complétement démontrée. En construisant sur la courbe discriminante 12
points placés, trois par trois, sur 4 quaternes de droites, on ohfient sur ,
le plan cartésien une configuration encore plus compliquée: un réseau de |
123}2 =24 droites et de 16304 — 64 points. Par chaque point passent 3
droites et sur chaque droite se placent. 8 points. E

Didi-Djikhaichi.
Le 30 Aolt. 1919,
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DEUX Pl{_OI’OSl'I‘lO\S I)U GALCUL DES YARIATIONS

Par M. A Razmadzé.

£

Is

SUR UN THEOREME f"();\'hAMICN'I'AL DU CALCUL DES
: VARIATIONS.

B Le but de cette note est de démontrer d'une facon directe un théo-
réme fondamental du calcul des variations. Nous donunerons d’abord un

b TR e z & 3 I S S 5 SR
théoreme d'un caracter genéral nécessaire pour la question considérée.

_ THEOREME.—Soient A (x): B(x) deux fonctions continues
& ditervundes dans un intervalle (xy, x,).-Si Pintégrale

€L

I~ f A (x)y () + B(a)y (x) ] du
- i : :

~ost qudle. pour la forme possible de la  fonction y(x), admettant une
dérivée bornce dans Cintervalle (x,,xy) et Sannulant pour-g=1xy et
x=1x,, il existe une dérivée continue de la fouction B(x) dans fout
Lintervalle (xy,x,) et ‘

(;i B = ALn):

Considérons la fonction y(x), définie de la manicre suivante:

Soient x, & deux valeurs de x dans lintervalle (x,x,) assez voi-
i A R e 3 4 AT
sines 'mne de l'autre et & une quantité positive arbitraire < ;2—. g

courbe représentée par I'équation y=1y(x) passe par les points Py (xy, 1),




e

158, Théoréeme fnmlnn;cntal (ln (al(u] des \dlhlfl(}ll\ Ll

A, 0, B{x+e,2), C(Ee,e) D50} Ps(xy,v,). Entre ces

points la fonction y(x) est linéaire comme I'indique la figure.

Comme la fonetion y (a) vérifie les conditions du théoreme, intégrale I
prise le long de la combe Py ABCD P, doit étre identiquement nulle ou

we t :
J [ A(z)(z—x)+ Bls) ldz+¢ I A(z)dz + J Ld () (E—2)—Bl=) de=0
‘ou bhien
.a"+.r- i Ay
] B( slde— [B (5){1{3 e I A (:3)({3

o ll:.-f}(s)(:.——.r) de = Jr (2)(E—2)d=.

Soit M le maximum de |4 (x)] dans Vintervalle {2y, x, ). De équa-

tion précédente on déduit:

) l\'l

T E
’[f( dz— [B (]/,_ + & l_(f( )([_ < M 2.

w-f-¢

[8

aTes

En divisant les deux membres de I'égalité (1) par & et en passant en-

suite & la limite pour e=0 on a

g
3 (x)—B(&) + [/l(z)cizz(),'

(S
o

ou bien, en divisant par §—.a on trouve
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E ,
BE=B@ 1 N
SRR ST E—x j\" 1 (":’) dz

lotte équation  doit étre  vérifice pour chaque paire de nombres %y
mpris entre 1, et .v,. _ i
; 'Shpposons maintenant la quantité a constante et faisons tendi'e'-g
vers a, alors le membre droit de Véquation (2) tend uniformément
ers la limite .4 (). Par conséquent 41 existe une limite pour le membre
auche, ¢’est a dire quon a; : :

=
>

: ( 3) : ' {;2: Bt == A (‘\' ).

féxiStience de la dérivée continue de la fonction B(.\r) dans tout 1in-
ervalle (.., ) est ainsi démontrée. 7

La condition { 3) est non seulement néeessaire, elle est encore suffi-
‘sante pour que I=0 pour chague fonction y(x) de la forme indiquée
~ dans notre théoreme.

THE'QBEI\I]*] FONDAMENTAL DU CALCUL DES VARTATIONS.

-~ Sila fonction @ (x) de la classe C donne wn extremum relalif de
Lintégrale dcfinie.

£-
{s J v, v, ') dx
9 )
érifie I'cquation différentielle

iy
l/‘:v"'ﬁ {"I‘IW:O.

De la forme de la premicre variation de lintégrale précédente on déduit:

E410;

g

i Jij_'ﬂ-)(:t"){ﬁ,ﬁ’(.l;)"f(i.ls:O

2h]

ur chaque fonction 2 (.v), admettant une dérivée bornée et s’annulant
x=x1 et ﬁfz.'\/'g. ‘
- Daprés le théoreme precédent on a

L
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hr= oS =0
ot le théoreme fondamental du caleul des variations est ainsi démontré.
En tenant compte du méme théoreme on déduit que la dérivée de
la fonction fy (@ (x). g/ (x)) existe et quelle est continue dans  ftort
Lintervalle (x,5%)-

L
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