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შესავალი 

ადამიანის მოღვაწეობის ყველა სფეროში წარმოიშობა 

მიზნის მიღწევის არსებული საშუალებებიდან საუკეთესოს, 

ანუ ოპტიმალურის არჩევის პრობლემა. ასეთი ტიპის ამოცა- 

ნები პირველად ანტიკურ ეპოქაში დაისვა და ისინი მათემა- 

ტიკის განვითარების მთელი ისტორიის მანძილზე იპყრობდნენ 

ყურადღებას და ინარჩუნებდნენ აქტუალობას. მათემატიკის 

ენაზე ოპტიმალურის არჩევა დაიყვანება მაქსიმუმის ან მინი- 

მუმის, ანუ ექსტრემუმის პოვნაზე. ამიტომ, ასეთ ამოცანებს 

მათემატიკაში ექსტრემალური ამოცანები ეწოდება. არსებობს 

ექსტრემალური ამოცანები, რომლებსაც არავითარი გამოყე- 

ნებითი შინაარსი არ გააჩნიათ და მხოლოდ აბსტრაქციის შე- 

დეგს წარმოადგენენ. ამათგან გასხვავებით, ისეთ ექსტრემა- 
ლურ ამოცანებს, რომლებიც რაიმე რეალური ამოცანის მათე- 

მატიკურ მოდელს წარმოადგენენ, ოპტიმიზაციის ამოცანები 

ეწოდება. ოპტიმიზაციის ამოცანის ამოხსნა მხოლოდ ტრივია- 
ლურ შემთხვევებში არის ადვილი. თითქმის არ არსებობს ისეთი 

ამოცანა, რომელსაც გამოყენებითი მნიშვნელობა აქვს და 

უცებ, ერთი ფორმულით იხსნება. მათემატიკური პროგრამი- 

რება სწავლობს ოპტიმიზაციის ამოცანების ამოხსნის მეთო- 

დებს, რეალური ამოცანის გამოკვლევის ყველა ეტაპის გათვა- 

ლისწინებით. ამ ეტაპებიდან ძირითადი არის შემდეგი: 

1. ამოცანის სიტყვიერი ფორმულირება; 

2. ამოცანის მათემატიკური ან კომპიუტერული მოდელის 

შედგენა; 
3. ამონახსნის არსებობის საკითხის გარკვევა; 

4. ამონახსნის მოძებნის ალგორითმის (ანუ გეგმის, 

პროგრამის) განსაზღვრა; 

5. უშუალოდ ამონახსნის მოძებნა; 
6. შედეგების გააზრება საწყისი ამოცანის ტერმინებში. 

ამოცანის სირთულის მიხედვით, ამათგან ერთი ან რამდე- 

ნიმე ეტაპი შეიძლება შერწყმულიც იყოს. ტერმინი მათემატი-



კური პროგრამირება შემოღებულ იქნა მანამდე, ვიდრე კომ- 

პიუტერები შეიქმნებოდა და იგი არ გულისხმობს მაინც და 

მაინც პროგრამული კოდის შექმნას. იმ დროს პროგრამა უბრა- 

ლოდ ნიშნავდა ალგორითმს, გეგმას. 

მათემატიკური პროგრამირება იყოფა რამდენიმე მიმარ- 

თულებად: წრფივი, არაწრფივი, დინამიკური, მთელრიცხეცვა, გე- 
ომეტრიული და სხვა. ამავე დროს, მათემატიკური პროგრამი- 

რება წარმოადგენს კიდევ უფრო ვრცელი დისციპლინის – 
ოპერაციათა კვლევის ნაწილს, რომელიც აგრეთვე ისწავლება 

კომპიუტერულ მეცნიერებათა მიმართულებებზე. ამიტომ ხში- 

რად მათემატიკური პროგრამირების ზოგიერთი თავი, გარკვე- 

ული მოსაზრებების გამო, იკითხება ოპერაციათა კვლევის 
კურსში (მაგალითად, წრფივი დაპროგრამება). 

მათემატიკურ პროგრამირებას ბევრი საერთო აქვს კომ- 

პიუტერული მეცნიერების ისეთ ფუნდამენტურ საგანთან, 
როგორიცაა ალგორითმების აგება. ბევრ რამეში ეს ორი საგანი 

ავსებს ერთმანეთს. კერძოდ, მათემატიკური პროგრამირების 
რიცხვითი ალგორითმების მნიშვნელოვანი ნაწილი დამუშავე- 

ბულია უწყვეტი (და არა დისკრეტული) მათემატიკის მეთო- 

დების საფუძველზე. 
დასასრულ, აღვნიშნოთ მათემატიკური პროგრამირების 

მეთოდების რამდენიმე გამოყენება: 

დ.ი ოპერაციათა კვლევა: ტექნიკურ-ეკონომიკური სისტემე- 

ბის ოპტიმიზაცია (დაგეგმვა, ეკონომეტრიკა), სატრანს- 
პორტო და მარაგთა მართვის ამოცანები და ა.შ., 

რიცხვითი ანალიზი: აპროქსიმაცია, რეგრესია, წრფივი და 

არაწრფივი სისტემების ამოხსნა და ა.შ., 

ავტომატიკა: სისტემათა ამოცნობა, ფილტრაცია, წარმოე- 

ბის მართვა, რობოტები და ა.შ., 

ტექნიკა: სტრუქტურათა ოპტიმიზაცია, ინფორმაციული 

სისტემები, კომპიუტერული ქსელები, სატრანსპორტო, სა- 

ტელეკომუნიკაციო და კავშირგაბმულობის ქსელების 

მართვა.



ნაწილი 1 

ძირითადი ცნებები





თავი1 

ძირითადი აღნიშვნები და განმარტებები 

ყოველი კონკრეტული ამოცანის გამოკვლევა შინაარსობ- 

რივად განსხვავებული რამდენიმე ეტაპისაგან შედგება. ესენია: 

ამოცანის მათემატიკური მოდელის შედგენა, მიღებული ექს- 

ტრემალური ამოცანისთვის ამოხსნის (ოპტიმიზაციის) მეთო- 

დის შერჩევა, ამოცანის ამოხსნა, შედეგების ანალიზი და ინ- 

ტერპრეტირება. სხვა სიტყვებით, ყოველ კონკრეტულ ამოცა- 

ნაში საჭიროა მიზნისა და საშუალებების გარკვევა. მაგალითად, 
თუ ამოცანაში საქმე ეხება ხარჯებს, მაშინ ბუნებრივი მიზანია 

ხარჯების მინიმიზაცია, თუ ლაპარაკია მოგებაზე, მაშინ მოგე- 

ბის მაქსიმიზაცია, თუ ვანგარიშობთ საუკეთესო, ანუ უმოკლეს 

მანძილს, მაშინ ისევ მინიმიზაცია და ა. შ. მათემატიკის ენაზე, 

ამოცანის მიზანს წარმოადგენს რაიმე ფუნქციონალი (ე.ი. 

ფუნქცია მნიშვნელობებით ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეში), 

რომელსაც მიზნის ფუნქცია ეწოდება და რომლის ექსტრე- 

მალური მნიშვნელობებიც უნდა მოიძებნოს: 

#(X) > იIIი, ან /(X) –> IიმX, 

ან ორივე ერთად, ანუ 

#(C9) –>+8ჯან. 

ბუნებრივია, რომ მიზნის ფუნქციის მნიშვნელობები ნამ- 

დვილი რიცხვებია, რადგან სხვა შემთხვევაში ვერ ავარჩევთ 

ექსტრემალურ (უკიდურეს) მნიშვნელობას. მაგრამ როგორი 
უნდა იყოს მისი განსაზღვრის არე? მაგალითისთვის წარმოვიდ- 

გინოთ, რომ მიზნის ფუნქცია არის / :X –> M და მის შესახებ 

მხოლოდ ის ვიცით, რომ X რაღაც სიმრავლეა. ამ შემთხვევაში, 

# ფუნქციის ექსტრემალური მნიშვნელობების მოსაძებნად არ 

გაგვაჩნია არავითარი მეთოდი, გარდა ფუნქციის მნიშვნელო- 

ბების გადარჩევისა, რაც არავითარ შედეგს არ მოგვცემს თუ # 

ფუნქციის სახე უსასრულო რაოდენობა წერტილებს შეიცავს;



ამ დროს სასრული რაოდენობა მოქმედებებით ამონახსნს ვერ 

ვიპოვით. შემთხვევით, ექსტრემალური მნიშვნელობა რომ შეგ- 

ვხვდეს, ამას მაინც ვერ მივხვდებით, რადგან შესადარებელი 

მნიშვნელობების რაოდენობა უსასრულოა. 

უმეტეს შემთხვევაში, პრაქტიკული შინაარსის მქონე ამო- 

ცანების მათემატიკური მოდელის შექმნა არ ამოიწურება მიზ- 
ნის ფუნქციის შერჩევით. ამ დროს ბუნებრივად ჩნდება 

შეზღუდვები, რომლებიც გვიჩვენებს, რომ ექსტრემუმი უნდა 
ვეძიოთ არა არგუმენტის ყველა მნიშვნელობისათვის, არამედ 

განსაზღვრის არის რომელიღაც კონკრეტულ ქვესიმრავლეზე, 

რომელსაც დასაშვები სიმრავლე ეწოდება. დასაშვები სიმრავ- 

ლის ელემენტებს, ჩვეულებრივ, დასაშვები წერტილები ენო- 
დება. საილუსტრაციოდ, განვიხილოთ პირადი მოხმარების თე- 

ორიის უმარტივესი ამოცანა, როდესაც ბაზარზე არის ერთა- 
დერთი პროდუქტი და ერთადერთი მყიდველი (ე.წ. მომხმარე- 

ბელი), პროდუქტის ერთეულის ფასია #, ხოლო მომხმარებლის 

შემოსავალი, ანუ მის ხელთ არსებული თანხა არის /. მოცემუ- 
ლია აგრეთვე ზრდადი ფუნქცია (ამ ფუნქციის სხვა თვისებები 

ამჯერად საინტერესო არაა) LVCX), რომელიც გამოხატავს Xჯ 

რაოდენობა პროდუქტის სარგებლიანობას მოცემული მყიდვე- 

ლისათვის. ამასთან, შესაძლებელია პროდუქტის ერთეულის 

დანაწილება ნებისმიერი პროპორციით (მაგალითად, ერთეული 
შეიძლება იყოს 1კგ შაქარი, ან მილიონი წყვილი ფეხსაცმელი). 

პირადი მოხმარების თეორიის უმარტივეს ამოცანას 

წარმოადგენს C/ :(0,C) –> IL სარგებლიანობის მაქსიმიზაცია, 

იმის გათვალისწინებით, რომ უნდა შესრულდეს Xჯ>0 (რადგან 

X რაოდენობაა და უარყოფითი ვერ იქნება) და აგრეთვე ბიუ- 

ჯეტური შეზლუდვა /X < 1, რაც ნიშნავს, რომ დახარჯულმა 

თანხამ არ უნდა გადააჭარბოს შემოსავალს. საბოლოოდ, მი- 
იღება ამოცანა: 

CI(X) –> ი)მX, იმ პირობით,რომ X>0 და /#X<7



ამოცანას, რომელშიც მრავალი ცვლადის ფუნქციის ექსტ- 

რემუმებს ვეძებთ და ცვლადები გარკვეულ პირობებს (შეზ- 

ლუდვებს) აკმაყოფილებენ, მათემატიკური პროგრამირების 

ამოცანა ეწოდება. მათემატიკური პროგრამირების ამოცანები 

მიზნის, ფუნქციისა და შეზღუდვების სტრუქტურის მიხედვით 
იყოფა რამდენიმე მიმართულებად: წრფივი, არაწრფივი, დინა- 

მიკური, მთელრიცხვა, გეომეტრიული პროგრამირებები და 

კიდევ რამდენიმე სხვა. მათემატიკური პროგრამირების ზემო- 

ჩამოთვლილ მეთოდებს შორის ყველაზე განვითარებული და 

თითქმის დასრულებული სახე აქვს მიღებული წრფივი პროგ- 

რამირების მეთოდებს. წრფივი პროგრამირების ამოცანები, 

მათი შესწავლის მეთოდების სპეციფიკურობის გამო, შეისწავ- 

ლება ოპერაციათა გამოკვლევის კურსში. 

წარმოდგენილ კურსში, მისი აუდიტორიის ინტერესების, 

მეთოდოლოგიური ფაქტორების და კონიუნქტურის გათვა- 

ლისწინებით, შეტანილია მათემატიკური პროგრამირების ამო- 

ცანების ამოხსნის შედარებით გავრცელებული მეთოდები, 

რომელთა ეფექტიანობა დადასტურებულია პრაქტიკით. ისინი 

სხვადასხვა წყაროდანაა აღებული, მაგრამ გადამუშავებულია 

და გამოყენებულია აღნიშვნების ერთიანი სისტემა. გასათვა- 

ლისწინებელია ერთი გარემოებაც; რადგან მათემატიკური 
პროგრამირება შედარებით ახალგაზრდა დისციპლინაა, ზოგ- 

ჯერ, ერთი და იგივე ცნების გამოსახატავად გამოიყენება 

სხვადასხვა ტერმინი. ჩვენ ვიმუშავებთ შედარებით გავრცელე- 
ბული ტერმინებით და აუცილებლობის შემთხვევაში მივუ- 

თითებთ სინონიმებს. 

აღნიშვნები 

# – ი-განზომილებიანი ნამდვილი ვექტორ-სტრიქო- 

ნების სივრცე; 

” – ი-განზომილებიანი ნამდვილი ვექტორ-სვეტების 

სივრცე; 

I3



X#V2XV – კალიგრაფიული მცირე ასოები აღნიშნავენ სკა- 

ლარულ (რიცხვით) სიდიდეებს; 

XVთ2 “– ბეჭდური მცირე ასოები აღნიშნავენ ვექტორებს; 

X=(X,X”,....X-)6 1, – ვექტორ-სტრიქონის სტანდარტული 

ჩანაწერი; 

ჯ! – X ვექტორის 1-ური კომპონენტი (კოორდი- 

ნატი); 

(L') · (X” ) „X',» – სკალარული სიდიდე 1 -ურ ხარისხში; 

X=(X)) და X=(X)/2)- ორგანზომილებიანიდ და 

სამგანზომილებიანი ვექტორის ტრადიციული 

ჩანაწერები, ძირითადად გამოიყენება მაგალი- 

თების ამოხსნის პროცესში; 

10C01I1IVI), ან უბრალოდ ICCIXII) (10Cი19X, 10CCXLI) ლოკალური 

მინიმუმის (მაქსიმუმის, ექსტრემუმის) წერტი- 

ლების სიმრავლე (1) ამოცანაში; 

9ICიIIXI), ან უბრალოდ ყIი1Iი (თ1-იმX, 9ICXL) – გლობალური 

მინიმუმის (მაქსიმუმის, ექსტრემუმის) წერტი- 

ლების სიმრავლე (I) ამოცანაში; 

IიL#/ – #:M ->IL ფუნქციის ინფიმუმი, ანუ ამ ფუნ- 

ქციის მნიშვნელობათა სიმრავლის ზუსტი ქვედა 

ზღვარი. 

XI – X გექტორის ევკლიდური ნორმა: 

ი , 2 "2 

III-(2: 651 | 
8.00) – ღია ბირთვი: 18-(X) = LM I»–XII < #”I. 

80) – ჩაკეტილი ბირთვი: #,- (X) = ს | I» –XI < ”I. 

X – არაუარყოფით ნამდვილ რიცხგთა სიმრავლე.



ძირითალი განმარტებები 

განმარტება. შემდეგ ჩანაწერს: 

#(X) –> იIი, XC VI, (1.1) 

სადაც /:X ->Iს X ღია სიმრავლეა #1? -ში და MC+XC#, 

ეწოდება მინიმიზაციის სასრულგანზომილებიანი ამოცანა, ან 

უბრალოდ მინიმიზაციის ამოცანა; / -ს ეწოდება მიზნის 

ფუნქცია ანუ კრიტერიუმი, #-ს ეწოდება დასაშვები 

სიმრავლე. (1.1)-ის ამოხსნა ნიშნავს, რომ უნდა მოვძებნოთ 

როგორც მინიმუმის წერტილები ანუ მინიმალები, ასევე 

მიზნის ფუნქციის მინიმალური მნიშვნელობებიც. ს 

(1,1)-ის ამოხსნა გულისხმობს ორი საკითხის გარკვევას: 

არსებობს თუ არა მინიმუმის წერტილები (1.1) ამოცანაში, და 
თუ არსებობს, როგორ მოვძებნოთ ისინი. 

მინიმუმის წერტილი შეიძლება იყოს ორი სახის. 

განმარტება. დასაშვებ XC/ წერტილს ეწოდება 

გლობალური მინიმალი (1.1) ამოცანაში, ან #/(C-) –– ფუნქციის 

გლობალური მინიმუმის წერტილი /#M#-ზე (იწერება 

X C 9IIიIIMXI.1)), თუ სრულდება: 

#(X)</(X),, VXCV#M.0 

მაგალითად: 

  

ნახ. /./. 

ნახ. 1.1.-ის მარცხენა გრაფიკზე ფუნქციას აქვს ლოკალუ- 

რი მინიმუმის წერტილიც. 
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ზოგიერთ ამოცანაში გლობალური მინიმალი არც არსე- 

ბობს. მაგალითად, თუ /(X)=»X, M = #L 

შენიშვნა. შინაარსობრივად, სამართლიანია შემდეგი 

ტოლობები: „გლობალური“ = „აბსოლუტური“, „ლოკალური“ = 
„ფარდობითი", „მინიმუმის წერტილი“ = „მინიმალი". 

განმარტება. დასაშვებ XC/V წერტილს ეწოდება 
ლოკალური მინიმალი (1.) ამოცანაში და იწერება 

X C 10CII)IIXL1.1) , თუ რომელიღაც 6§ > 0 -ისათვის სრულდება: 

#/00</00, VXC(Mო8,(X)). 

სხვა სიტყვებით, X C I0CVIIIMX1.1) მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

როდესაც XC M და არსებობს ისეთი § > 0, რომ 

(» CV და IX-XI <6) = (/(00< /C)). 

ცხადია, X C C1იVII(I.I) => XCI0CVIIIXI.)) (ამ დროს 

§ = +თC), ხოლო შებრუნებული დებულება სამართლიანი არ 

არის, რაც ჩანს შემდეგ ნახაზზე: 

  

ნახ. /.2, 

ზოგჯერ, ექსტრემალური ამოცანის ფორმულირებაში მო- 

ნაწილეობას იღებენ გარკვეული პარამეტრები; მაგალითად, 
გაჩერების პირობა ექსტრემუმის წერტილის ძიების პროცესში, 

იტერაციების მაქსიმალური რაოდენობა ან სიზუსტე, რისი 

მიღწევაც სასურგელია მოცემულ ამოცანაში. ასეთ ამოცანებს 

შევხვდებით მათემატიკური პროგრამირების რიცხვითი მეთო- 

დების განხილვისას. 

16



ზოგჯერ საჭირო ხდება მკაცრი ექსტრემუმის წერტი- 

ლების განხილვა. მკაცრი მინიმუმის შემთხვევაში, განმარტე- 

ბები იგივეა რაც ზემოთ, მაგრამ ნიშანი < იცვლება <-ით და 

აღინიშნება, რომ უტოლობაში X უნდა განსხვავდებოდეს X – 

ისაგან. მაგალითად: 

განმარტება. დასაშვებ XC M წერტილს ეწოდება მკა- 
ცრი ლოკალური მინიმალი (1.1) ამოცანაში, თუ რომელიღაც 

§ > 0-ისათვის სრულდება: 

#C)</C0%, თუ XXX და X6C(/M/ლო8,(>)). 

მაქსიმიზაციის 

#C(X) –> თმX X CM, (1.2) 

ამოცანისათვის, სადაც / :X –> #. X ლია სიმრავლეა #?” -ში 

და M C X C #L”, / -ს კვლავ მიზნის ფუნქცია ეწოდება, #/ -ს 

– კვლავ დასაშვები სიმრავლე ეწოდება და (1.2)-ის ამოხსნა 

ნიშნავს, რომ “უნდა მოვძებნოთ როგორც მაქსიმუმის 
წერტილები ანუ მაქსიმალები, ასევე მიზნის ფუნქციის 

მაქსიმალური მნიშვნელობებიც. 

განმარტება. შემდეგ ჩანაწერს: 

#(X) –23 8XL., X C V, (1.3) 

სადაც /# :-+X –> /ზ X ღია სიმრავლეა /?"-ში, M C X C #” და 

XL C ჭიაIი, IიმXI · ეწოდება სასრულგანზომილებიანი ექსტრე- 

მალური ამოცანა, ან უბრალოდ ექსტრემალური ამოცანა, რო- 

მელშიც / არის მიზნის ფუნქცია, MV/I – დასაშვები სიმრავ- 

ლე. მიზნის ფუნქციის მინიმუმებს და მაქსიმუმებს ეწოდებათ 

მისი ექსტრემუმები„ ხოლო (1.1) და (1.2) ამოცანების 

მინიმალები და მაქსიმალები არის ექსტრემუმის წერტილები 

(1.3) ამოცანისთვის. შევნიშნოთ, რომ ჩვენ არ ვხმარობთ 
ტერმინს ექსტრემალი. (1.2) ამოცანის ამოხსნა, ჩვეულებრივ, 
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ნიშნავს ექსტრემუმის წერტილებისა და ექსტრემუმების მო- 

ძებნას. 

გავრცელებულია მოსაზრება, რომ მინიმიზაციის (1.!) 

ამოცანა ზოგადობის თვალსაზრისით არ ჩამოუვარდება (1.3) 

ამოცანას, რადგან მაქსიმიზაციის (1.2) ამოცანა იგივეა, რაც 

(–/00) > იი, X6CV, (1.4) 
სახის მინიმიზაციის ამოცანა. მაგრამ აქ საჭიროა ჯეროვანი 
სიფრთხილე, რადგან შესაძლოა მინიმიზაციის მეთოდი სამარ- 

თლიანი იყოს მიზნის ფუნქციების ისეთი კლასისათვის, 

რომელიც არაა ჩაკეტილი ნიშნის შეცვლის მიმართ. ამის 
მაგალითებს ჩვენ შევხვდებით უნიმოდალური და ამოზნექილი 

ფუნქციების მინიმიზაციის ამოცანებში. ამდენად, გამოთქმა 

„ზოგადობის შეუზღუდავად განვიხილოთ მინიმიზაციის ამო- 

ცანა ნიშნავს შემდეგს: როდესაც (1.3) ეკვივალენტურია 
მინიმიზაციის ორი ((1.1) და (1.4)) ამოცანისა ერთობლიობაში, 

მაშინ, სიმარტივისათვის და გარკვეულობისათვის, მიზანშე- 

წონილია მხოლოდ მინიმიზაციის ამოცანების განხილვა. 

გამოყენებითი შინაარსის მქონე ამოცანების უმეტესო- 

ბისათვის M » #”. XC V -ს ეწოდება პირობა, ან შეზღუდვა, 

ამიტომ როცა M # #”, ამბობენ, რომ გვაქვს პირობიანი ანუ 

შეზღუდვებიანი ამოცანა. თუ M#V = #”, მაშინ X C M პირობა 
ავტომატურად სრულდება და შესაბამის ექსტრემალურ ამოცა- 

ნას ეწოდება უპირობო, ანუ ამოცანა შეზღუდვების გარეშე. 

შეზღუდვათა ტიპები 

განვიხილოთ ექსტრემალური ამოცანა: 

#(X) > XL, XC M. (1.5) 

რაც უფრო მარტივი სახე აქვს X C M შეზღუდვას, მით უფრო 

ადვილი ამოსახსნელია (1.5). უმარტივეს შემთხვევაში, როცა 
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M = წ”, გვაქვს ამოცანა შეზღუდვების გარეშე. შემდეგში 
ჩვენ შევხვდებით შემდეგი სახის შეზღუდვებს: 

1. ტოლობის ტიპის შეზღუდვები, როდესაც 

M =LX | /00 =ხ,.../,C(X) =ხ,1, 

სადაც ყოველი /,:#M >” ფუნქცია, როგორც წესი, 

უწყვეტი მაინცაა, ხოლო ხ ,...,ხ, მოცემული მუდმივებია. 

ტოლობის ტიპის შეზლუდვების შემთხვევაში, (1.5) 

ექსტრემალური ამოცანის ჩაწერა ხელსაყრელია შემდეგი 

სახით: 

#7C..საXას პი M#(X,....X”)=ხ,..,ე(X',..,X”)=ხ.. 

როგორც წესი, იმისათვის, რომ შესრულდეს M #2C, 

ვიღებთ /!! <71. 

2. უტოლობის ტიპის შეზღუდვები, როდესაც 

M=LX | C, (X)<ხ,...,§,(X) <ხ, 1, 

სადაც ყოველი V, :/#8, –> // უწყვეტი ფუნქციაა. 
უტოლობის ტიპის შეზღუდვების შემთხვევაში (1.5) 

ამოცანა იღებს შემდეგ სახეს, რომელსაც ეწოდება მათემა- 
ტიკური პროგრამირების ამოცანა: 

#(XI,...,X”) –> 6XLV, 8,(X',-..,X”) < ხ,,....6,(X',...,X”) < ხ,. 

შევნიშნოთ, რომ გარკვეულ შემთხვევებში საკმარისია 

ავილოთ ხ,=0,...,ხ,=0. 

ვ. კომბინირებული შემთხვევა როდესაც ერთდროულად 

გვაქვს ტოლობისა და უტოლობის ტიპის შეზღუდვები. 

თუმცა, თეორიულად 1. და 3. არის 2.-ის კერძო შემთხვევა, 
რადგან 

#CX)=0 <> (/(X)<0 # /C90>0).



სავარპიშოები 

შეადგინეთ ექსტრემალური ამოცანა, რომელშიც: 

#1. გლობალური მინიმალებისა და მაქსიმალების რაოდე- 

ნობა უსასრულოა. 

MM ჟღ „ მიზნის ფუნქცია შემოსაზლვრულია, გლობალური 

მაქსიმუმი მიიღწევა, მინიმუმი არა. 

#3. მიზნის ფუნქცია შემოსაზღვრულია, მაგრამ გლობა- 

ლური მინიმუმი და მაქსიმუმი არ მიიღწევა. 

#4. მიზნის ფუნქცია შემოსაზღვრულია, ზოგიერთ წერ- 

ტილში მისი წარმოებული ნულის ტოლია, მაგრამ 

გლობალური მინიმუმი და მაქსიმუმი არ მიიღწევა. 

#5. მიზნის ფუნქცია შემოსაზღვრულია, აქვს ლოკალური 

მინიმუმები და მაქსიმუმები, მაგრამ გლობალური 

მინიმუმი და მაქსიმუმი არ მიიღწევა. 

#6. არის ერთადერთი ლოკალური ექსტრემუმი, რომელიც 

არაა გლობალური. 

#7. არის ლოკალური მაქსიმუმების უსასრულო რაოდე- 

ნობა, მაგრამ არ არის არც ერთი გლობალური მინი- 

მუმი. 

მითითება: მიზნის ფუნქცია შესაძლოა იყოს ორი ცვლადის 

ფუნქცია. 0 

შემდეგი სავარჯიშოებისთვის შეადგინეთ შესაბამისი ექს- 
ტრემალური ამოცანები ტოლობის ან უტოლობის ტიპის შეზ- 

ღუდვებით. 

#8 მოძებნეთ XI +X+1 ფუნქციის მაქსიმუმი |-1,1000| 
სეგმენტზე. 

#0. მოძებნეთ X/- X” +7+57; ფუნქციის მინიმუმი 
ერთეულრადიუსიან წრეზე ცენტრით (-1,1)-ში. 

#10. მოძებნეთ უმოკლესი მანძილი სიბრტყის მოცემული 

(1,2) წერტილიდან 2X + 31) = I წრფემდე.



#I1. 

#12. 

#13. 

#14. 

#15. 

#16. 

#17. 

ჩახაზეთ წრეწირში სამკუთხედი ისე, რომ გვერდების 

კვადრატების ჯამი იყოს მინიმალური. 

მოძებნეთ სიბრტყის ის წერტილი, საიდანაც სამ 

მოცემულ წერტილებამდე მანძილების ჯამი მინიმა- 
ლურია,., 

ჩახაზეთ წრეწირში მაქსიმალური ფართობის მქონე 

მართკუთხედი. 

გაყავით რიცხვი 8 ორ ნაწილად ისე, რომ მათი ნამ- 
რავლის ნამრავლი მათ სხვაობაზე იყოს მაქსიმალური 

(ტარტალიას ამოცანა). 

იპოვეთ უდიდესი ფართობის მქონე მართკუთხა სამ- 

კუთხედი, რომლის კათეტების ჯამი ტოლია მოცე- 

მული რიცხვის (ფერმას ამოცანა). 

/-ს ტოლი პერიმეტრის მართკუთხედებს შორის იპო- 

ვეთ მაქსიმალური ფართობის მქონე. 

(1.2) ამოცანისთვის განმარტეთ გლობალური და ლო- 

კალური მაქსიმალები. 
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თავი 2 

გლობალური ექსტრემუმის წერტილების 
არსებობის ვაიერშტრასის საკმარისი პირობა 

პირველი კითხვა, რომელიც ისმება ნებისმიერი ექსტრე- 

მალური ამოცანის ამოხსნის პროცესში, ეხება მისი ამონახსნის 
არსებობას, რადგან საკმაოდ ხშირად საუკეთესო ამონახსნი არ 
არსებობს, ხოლო ამონახსნის არარსებობის შემთხვევაში მისი 

ძებნა დროის და ენერგიის ფუჭ ხარჯვას ნიშნავს. 

საკითხის დიდი მნიშვნელობის გამო, ამჟამად რამდენიმე 
ეფექტური საკმარისი მეთოდი არსებობს ამონახსნის არსე- 

ბობის საჩვენებლად. ლოკალური მინიმალების არსებობის დამ- 

ტკიცება, როგორც წესი, ხდება დიფერენციალური აღრიცხვის 

საშუალებების გამოყენებით (მაგალითად, მკაცრი მინიმუმის ან 

მაქსიმუმის არსებობის მეორე რიგის საკმარისი პირობები, 

რომლებსაც შემდეგში შეგისწავლით და გამოვიყენებთ). გლო- 

ბალური ექსტრემუმის წერტილების არსებობის დასადგენად 
გამოიყენება ვაიერშტრასის კლასიკური თეორემა. 

ამგვარად, ვიდრე დავიწყებთ ექსტრემუმის წერტილების 
ძიებას, გავარკვიოთ მათი არსებობის საკითხი. 

მიზნის ფუნქციის წყვეტილობა და დასაშვები სიმრავლის 
არაკომპაქტურობა არის ორი ძირითადი ფაქტორი, რაც ხელს 

უშლის გლობალური მინიმალის არსებობასაც და არსებობის 

ფაქტის დადგენასაც. 

თეორემა „ვაიერშტრასის/. ვთქვათ, M არის ჩაკეტილი 

და შემოსაზღვრული (ანუ კომპაქტური) სიმრავლე /L-ში, 

ხოლო / : M –> # უწყვეტია. მაშინ 

#(ა)->68X, X6VM, (2.1) 

ამოცანაში არსებობს გლობალური მინიმალი და მაქსიმალი. 

დამტკიცება. ავიღოთ # = ჰინ 1/CX)) და შევნიშნოთ, რომ 

L-სთვის დასაშვებია –% მნიშვნელობაც. ინფიმუმის განმარ- 
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ტების ძალით არსებობს ისეთი მიმდევრობა LX, 1 C M, რომ 

IIთ #(X,)=#. რადგან M კომპაქტურია, ამ მიმდევრობიდან 

გამოიყოფა ქვემიმდევრობა XI) C M , კრებადი M -ის რო- 
#5 

მელიღაც Xე· წერტილისაკენ, რაც /()-ის უწყვეტობის ძალით 

გვაძლევს: 

Mთ /CX,)= /CX)). (0.2) 
თ 

/)#5! 
ამავე დროს, ქვემიმდევრობა I/თ, )) იგივე ზღვრისკენაა 

კრებადი, საითკენაც 'წკნ3ჰ 1, ,ანუ 

IIი #CL, )=#. (2.3) 
ჯ–თ 

ზღვრის ერთადერთობის გამო, (2.20) და (2.3) გვაძლევს 

#M = #/(Xა2) , რაც # -ს განმარტების თანახმად ნიშნავს: 

#(X-ი)=M< /(X) MVXCM «2 Xე-C§IIVII(2.I). 0 

ზოგჯერ ვაიერშტრასის 
თეორემას სიტყვიერად ასე 

აყალიბებენ: უწყვეტი ფუნ- 
ქცია კომპაქტურ სიმრავ- 

ლეზე აღწევს თავის გლო- 
ბალურ მინიმუმს და მაქსი- 

მუმს. 
განვიხილოთ რამდენი- 

  

  

მე საილუსტრაციო მაგა- 

ლითი.     
  

ნახ. 27 

მაგალითი 1. M# =|-2,2|), /(X)= ჯ 

ამ მაგალითში #M კომპაქტია, /(X) ფუნქცია უწყვეტი, 

ამიტომ გლობალური მაქსიმალი და მინიმალი მიიღწევა. C 
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ვაიერშტრასის თეორემა გვაძლევს გლობალური მინიმალის 

და მაქსიმალის არსებობის საკმარის პირობებს, რაც ნიშნავს, 

რომ თუ მოცემული პირობები სრულდება, გლობალური მინი- 

მალი და მაქსიმალი არსებობს. მაგრამ ამ პირობების შესრუ- 

ლება არ არის აუცილებელი გლობალური მინიმალის და 

მაქსიმალის არსებობისთვის. სხვა სიტყვებით, აუცილებელი 

პირობები ასრულებენ ფილტრის ფუნქციას, რომელიც გამო- 

რიცხავს არგუმენტის აპრიორი არაოპტიმალურ მნიშვნელო- 

ბებს და ტოვებს მხოლოდ 

იმ წერტილებს, რომლებიც 

წარმოადგენს ამონახსნს, 

  

  

      
ან თავისი გარკვეული თვი- 

სებებით ჰგავს მას. 

მაგალითი 2. 312 უუ ე |) 2. 1 

M =C-I,21, (9 =X»X” ნახ. 22 
ამ მაგალითში, /(X) ფუნქცია უწყვეტია, ხოლო M არ 

არის კომპაქტი, მაგრამ გლობალური მინიმალი და მაქსიმალი 

მიიღწევა (იხ. ნახ. 2.2). CL)   

მაგალითი 3. 

M = L-2, 2) , 

_ –X?, XCI-2.0), 

#0) = -X.+6, »XC(0,2|. 

ამ მაგალითში MV კომ- 

პაქტია, მაგრამ /(X) არ არის 

უწყვეტი. მიუხედავად ამისა, 

გლობალური მინიმალი და 

მაქსიმალი მაინც მიიღწევა, 

რაც ნაჩვენებია ნახ. 2.3-ზე. 0 

როგორც ვნახეთ, მეორე და მესამე მაგალითებში არ სრუ- 

ლდება ვაიერშტრასის თეორემის ერთ-ერთი პირობა, მაგრამ 

  

      
ნახ. 2.9 
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გლობალური მინიმალი და მაქსიმალი მიიღწევა. შემდეგ ორ მა- 
გალითში (4 და 5) ვგაიერშტრასის თეორემის ერთ-ერთი პირობის 

დარღვევა იწვევს იმას, რომ გლობალური მინიმალი, ან მაქ- 
სიმალი, ან ორივე ერთად, არ მიიღწევა. 

  

მაგალითი 4. /V =L–)1,11, 

1/X, XX#0, 

/Cთ=L X=0. 
ამ მაგალითში #V/ კომპა- | “! 0 I 

ქტია, /(X) ფუნქცია არ არის 

უწყვეტი. გლობალური მაქსი- 
მალი და მინიმალი არ მიილ- 

წევა (იხ. ნახ. 2.4). 0 

      

ნახ. 24 

  

მაგალითი §. 2 

M =(-I,I), /(X)=X». 

M არ არის კომპაქტი, 

#(C») ფუნქცია უწყვე- 
ტია. გლობალური მაქ- “ 

სიმალი მიიღწევა, გლო- 
ბალური მინიმალი – 

არა (იხ. ნახ. 2.5). 0) 

ჩამოვაყალიბოთ ვა- 
იერშტრასის თეორემის ნახ. 25 

ერთი მნიშვნელოვანი შედეგი, რომელშიც შესუსტებულია შეზ- 

ლუდვა დასაშვებ სიმრავლეზე, სამაგიეროდ, დამატებულია შეზ- 

ღუდვა მიზნის ფუნქციაზე. მას ჩამოვაყალიბებთ ორივე ტიპის ექს- 

ტრემუმისათვის, ამასთან, ძირითადი ვერსია ყალიბდება მინიმალი- 

სათვის, მაქსიმალის შემთხვევა კი მოყვანილია ფრჩხილებში. 

შედეგი. ვთქვათ, M არის ჩაკეტილი სიმრავლე #C-ში, 

ხოლო / : M –> # უწყვეტია და 

  

ა
 

    

  

 



#00=+თ => #CX)= -თ | . IIIი 
XჯCMI.I4ძ-–> 

მაშინ (2.1) ამოცანაში არსებობს გლობალური მინიმალი (მაქსი- 
მალი). 

დამტკიცება. განვიხილოთ მინიმუმის შემთხვევა; მეორე 
ანალოგიურია. 

თავიდანვე აღვნიშნოთ, რომ IIთ /(X)=თ ნიშნავს 
IIXII–Xთ 

შემდეგს: ყოველი X>0 რიცხვისათვის არსებობს რიცხვი 

” > 0,ისეთი რომ 

(CM, IIXI>”) = /(X)>თ. (2.4) 

ავიღოთ რომელიმე Xე 6 M და რიცხვი თ > /(Xაე). ახლა რო- 

მელიმე ”#>0-ისათვის სრულდება (2.4). შეგვიძლია ავიღოთ 

”>0 იმდენად დიდი, რომ IX <” · რადგან M რ7#8,(0) კო- 

მპაქტური სიმრავლეა, ამიტომ ვაიერშტრასის თეორემის ძა- 

ლით არსებობს XC M. 8, (0), ისეთი რომ 

#CX) </(C0,  VXCMო8, (0). (2.5) 

კერძოდ, /(X) < / (XC) < თ. გარდა ამისა, (2.4)-ის ძალით 

X</(X) თუ (XC M, IIX > ') · (2.6) 

(2.5) და (2.6) ერთად გვაძლევს, რომ 

#(X) < / (X) VX CMV. 0 

ერთი ცვლადის შემთხვევაში, როდესაც #M=1, პირობა 

(ი, #(Xა)=+>თ(-თC) ნიშნავს, რომ ი, #(0=+თ(–) და 

ხთ #00 =+თC-თ). 
კვლავ განვიხილოთ მაგალითები. 
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მაგალითი 6. /V = #, /(X)=»1 

ამ მაგალითში M/ ჩაკეტი- 

ლია, /(X) ფუნქცია უწყვეტია. 
ამ შემთხვევაში არ სრულ- 

დება არც 2» #(X)=+Cდ, 

  

არც #(X)=-9,გლო- IIIი 
X6#/(.14-–%ი 

ბალური მინიმალი და მაქსიმა- 

ლი არ არსებობს (იხ. ნახ. 2.6). C 

  

      

ნახ. 26 

მაგალითი 7. MV/ =#, /(X)= ჯ' 

  

M ჩაკეტილია, /(X) 
  

  

      

ფუნქცია უწყვეტია, სრუ- 100 ' 
ლდება 

წ» #(X) =149% ” 50 “ 

პირობა და ამიტომ 

არსებობს ბალურ 0L- - 
ე გდობალული –10 0 (წ)     მინიმალი (იხ. ნახ. 2.7). LC)   

ნახ. 27 

მაგალითი 8. #/ =/6C, # (X)= /(C7X) =X” +”. 

ამ მაგალითში M არის მთელი სიბრტყე, ე.ი. ჩაკეტილი 

სიმრავლე, /(X) ფუნქცია უწყვეტია. ამ შემთხვევაშიც სრუ- 

ლდება Iი /#(X)=+თ პირობა და ამიტომ არსებობს 
XC##/ ,IIXII-,თ 

გლობალური მინიმალი, რაც ნაჩვენებია ნახ. 2.8-ზე. 0 
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50- 

40      

      

ა კვვვეფიიო– – ღეს) 
– „–ეაეაბრ6/ “ბ 

30- 
..- . -“ 

“ __.–._._– აა 
უეფას სილ ი. „აღა“. 

230 აე 

პუვივა ვასა ა -4 
10 იისფლლეევვილული სათემო 

ნახ. 289 

ბუნებრივად ჩნდება კითხვა, რა ხდება იმ შემთხვევაში, 

როდესაც არსებობს IV #(X) , მაგრამ იგი სასრული რიცხვია. 
X-2ი9 

ეს შედარებით ეგზოტიკური შემთხვევაა, ამიტომ ძალიან 

მოკლედ შეგვიძლია ვთქვათ, რომ როდესაც სრულდება 

ვაიერშტრასის თეორემის შედეგის ანალოგიური პირობები, ანუ 

როდესაც #M არის ჩაკეტილი სიმრავლე #,-ში, / :M –3IL 

უწყვეტია, 
ყი /(X)=X, 

X6M.IXI-–5+< 

რაიმე MX 6 #7 -სთვის, და დამატებით ცნობილია აგრეთვე, რომ 

#(X-)<# (/(CXი) > M) რომელიღაც Xე 6 M -ისათვის, მაშინ 

(2.1) ამოცანაში არსებობს გლობა- 

ლური მინიმალი (მაქსიმალი). 

  

მაგალითი 9. MV = #, 

#C)=-C" 
M ჩაკეტილია, /(X) ფუნქცია 

უწყვეტია, 9, #(X) = 0, და 

  

      

ნახ. 2.9 
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#(0)=<+-1)<0= ა # (0). ამიტომ არსებობს გლობალური მი- 
ს–ა.რი 

ნიმალი, მაგრამ არ არსებობს გლობალური მაქსიმალი (ნახ. 2.9). C 

მაგალითი 10. #/ =#, /(X)= ჯი“ 

#M ჩაკეტილია, /(X) ფუნქცია უწყვეტია, II, / 9) =0, 

და /#/(0)=0. ამასთან არ- 

სებობს ისეთი Xე C MV , რომ 

#(X6) <0 და არსებობს | 

ისეთი X-CM, რომ 

#(XC01>90, ამიტომ არ- –- ი 

სებობს გლობალური მინი- 
მალიც და გლობალური მა- “) 
ქსიმალიც (ნახ. 2.10). 

  

. 
      

ნახ. 2 /0 

სავარვბიშოები 

ამოცანებში #18 – #28 ვაიერშტრასის თეორემისა და მისი 
შედეგების საფუძველზე დაადგინეთ გლობალური მინიმალე- 

ბისა და მაქსიმალების არსებობის საკითხი. 

#I8 X–->6Xს. XC/MV 

#I90. 2X” –3X+5 ->6XI, XC #2. 

#20. XX" +X#- +...+1 >ბან, XC #. 

2 ს... X+I > 6XI, XC6C#. #21. X ს +X 

#22. IX –> 6XII, XC /. 

#23. 20“ პ6Xს, 4X+77=I. 

#24. 4X+3/ –>ძXს, X” + <1. 

#25. X +/2+2" 3 6Xს, X9 + )/ზ + 2 <1. 

#26. 5X +4X!/+ ” –>ბXს, X+)=1. 
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ჟ/27. X” +) + X/7+3/X+ 7-2) –> თIი, 

ყ2ვ8 X" +) +20CმX(X,)/) –> იიი, 
#29. ამოცანებში #8 – #15 ფორმალიზებული ექსტრემალური 

ამოცანებისათვის გამოიკვლიეთ გლობალური მინიმალე- 

ბისა და მაქსიმალების არსებობის საკითხი ვაიერშტრასის 
თეორემისა და მისი შედეგების საფუძველზე. 

#30. შეადგინეთ ისეთი ექსტრემალური ამოცანა, რომელშიც 
არ სრულდება ვაიერშტრასის თეორემის არც ერთი პი- 

რობა, მაგრამ გლობალური მინიმალი და მაქსიმალი 

არსებობს. 
#31. აჩვენეთ, რომ წრფივი მიზნის ფუნქციის მქონე შემდეგ 

მინიმიზაციის ამოცანაში 

#(X:=#:+/3 –> თიIი, XCILი,ხ)C7#%C 

როცა #%0, არსებობს ერთადერთი გლობალური მინი- 
მალი და იგი არის ი ან ხ. 

ნიმუში. გავარჩიოთ ამოცანა: 

#C(X)3/) = X” + #” +2 0იმX(X,2/) –> თIი. 
რადგან 

#/XCX, 27) > ჯ” + ”? -2(ჯ +»')” = 

=I(= »)I –2I( >») =I(=XIII(> »)I–2), 
ამიტომ მარჯვენა მხარე მიისწრაფვის პლიუს უსასრულობი- 

    

საკენ, როცა I(> XII –>C. ვაიერშტრასის თეორემის შედეგის 

ძალით არსებობს გლობალური მინიმალი. 
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ნაწილი 2 

ერთ ცვლადზე დამოკიდებული 
მიზნის ფუნქცია





თავი 3 

ერთი ცვლადის ფუნქციის ღოკალური 
ექსტრემუმუბის ძებნა 

ექსტრემალური ამოცანები, რომლებშიც მიზნის ფუნქცია 

ერთ ცვლადზეა დამოკიდებული, მიეკუთვნება ექსტრემალური 
ამოცანების ყველაზე მარტივ (ადვილად შესასწავლ) კლასს. 

ისინი ხშირად გეხვდება, როგორც დამოუკიდებელი ამოცანები, 

პრაქტიკული ამოცანების ამოხსნის დროს, და როგორც დამ- 

ხმარე ამოცანა, მრავალი (ცკვვლადის ფუნქციის ექსტრემუმის 

მიახლოებითი მნიშვნელობის პოვნის პროცესში. ამდენად, მათი 

შესწავლა აქტუალურია. ლოკალური ექსტრემუმის წერტილე- 

ბის მოძებნისთვის გამოიყენება დიფერენციალური აღრიცხვის 

ელემენტები, რაც ბუნებრივად ზღუდავს ექსტრემალური 

ამოცანის ზოგადობას: მიზნის ფუნქცია უნდა იყოს გლუვი, 

ხოლო დასაშვები სიმრავლე ღია, ნახევრად ღია ან ჩაკეტილი. 

გავრცელებული ტერმინოლოგიით, ექსტრემალურ ამოცა- 

ნას ეწოდება გლუვი, თუ მიზნის ფუნქცია და დასაშვები 

სიმრავლის განმსაზღვრავი ფუნქციები უწყვეტად წარმოება- 

დია საჭირო რიგით. ამოცანის სიგლუვე მისი განზომილებისგან 

დამოუკიდებული ცნებაა. ამ თავში ყველგან, სადაც საწინააღ- 

მდეგო არაა აღნიშნული, ვიგულისხმებთ, რომ მიზნის ფუნქცია 

ერთი ცვლადის ფუნქციას წარმოადგენს, ხოლო დასაშვები 

სიმრავლე ღიაა. 

ერთი ცვლადის მიზნის ფუნქციისთვის, გლუვი ექსტრე- 

მალური ამოცანა ღია დასაშვებ სიმრავლეზე ისმება შემდეგ- 

ნაირად: 

#C00 3 ბან. XC MC=–7#, (3.1) 

სადაც M ღია სიმრავლეა, ანუ წარმოიდგინება ღია ინტერვა- 

ლების სასრული ან თვლადი გაერთიანების სახით. 
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1. მოკლე რეზიუმე 

გლუვი ექსტრემალური ამოცანის გამოკვლევა უნდა მოხ- 

დეს შემდეგი თანმიმდევრობით: 

1. მათემატიკური მოდელის შედგენა, ანუ ამოცანის ფორ- 
მულირება (3.1) სახით; 

2. (3.1) ექსტრემალურ ამოცანაში კრიტიკული წერტილების 

განსაზღვრის მიზნით, /'(X) = 0 განტოლების ამოხსნა; 

ვ. კრიტიკული წერტილების გამოკვლევა (ვაიერშტრასის 

თეორემის, განმარტების, ან ექსტრემალურობის საკ- 

მარისი პირობის საფუძველზე), მათგან ექსტრემუმის 

წერტილების ამორჩევის მიზნით. 
კრიტიკული წერტილების სიმრავლის (რასაც ჩვენ, ჩვეულებ- 

რივ, აღვნიშნავთ # სიმბოლოთი) განსაზღვრა ძალიან მნიშვნე- 
ლოვანია, რადგან ხშირად ეს სიმრავლე არის სასრული, ან ამ 

სიმრავლეზე მიზნის ფუნქციის მნიშვნელობების რაოდენობაა 

სასრული. ნებისმიერ შემთხვევაში, თუ ვიცით კრიტიკული 

წერტილების # სიმრავლე, მაშინ 

#00 > 8%X6, XCMC_–7, 

ამოცანა ეკვივალენტურია 

#00 -> %XC, XC #, 

ამოცანის, რაც (როგორც უკვე აღვნიშნეთ), უმეტეს შემთხვე- 
ვაში გაცილებით ადვილი ამოსახსნელია. 

2. მათემატიკური მოდელის შედგენა 

ნიმუშად განვიხილოთ მარაგთა მართვის ამოცანის მათე- 
მატიკური მოდელი. 

მარაგთა მართვის ამოცანა ისმება იმ შემთხვევაში, როცა 

აუცილებელია შეიქმნას გარკვეული პროდუქციის მარაგი, 

დროის მოცემულ ინტერვალზე მოთხოვნის დაკმაყოფილების 

მიზნით. მარაგის უწყვეტი შევსება დაკავშირებულია დროის და 

რესურსების არარაციონალურად გამოყენებასთან. დიდი მარა- 
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გის შექმნა (რაც მარაგის პერიოდულად შევსებას მოითხოვს) კი 

დაკავშირებულია დიდ კაპიტალდაბანდებასთან, რაც ზრდის 
მისი შენახვის ხარჯებს. ჩვენი მიზანია, შევარჩიოთ მარაგის 

ოპტიმალური მოცულობა. 

განვიხილოთ ყველაზე მარტივი შემთხვევა. ვთქვათ, მოთ- 

ხოვნა მუდმივია და უდრის #4 ერთ./წელ. ერთი შეკვეთის (მისი 

სიდიდის მიუხედავად) შესრულების ფასი არის # ლარი. 

საქონლის ერთეულის საწყისი ფასია C ლარი. ერთეული 

საქონლის შენახვის ფასია # ლარი/წელ. ვიგულისხმოთ, რომ 

მოთხოვნა კმაყოფილდება დაუყოვნებლივ და დეფიციტი 

აკრძალულია (დაკავშირებულია დიდ ჯარიმებთან), მაშინ 

მარაგის დონის დროში ცვლილების გრაფიკს აქვს სახე: 

  

მარაგის 8 

მოცულობა 

ნახ. ქ. |! #ტ C დრო ა 

ვთქვათ, 48 გვერდის სიგრძე წარმოადგენს 4 წერტილში 

მარაგის მოცულობას. იგი მცირდება სიჩქარით # ერთ./წელ. 

და იწურება C წერტილში. ამ დროს შემოდის საქონლის ახალი 

შევსება, მარაგის დონე აღდგება და იგი ისევ 48 -ს ტოლია. 

48C სამკუთხედი, ფაქტობრივად, წარმოადგენს მარაგთა 
მართვის ერთ ციკლს, რომელიც მეორდება. ჩვენი მიზანია, 

განვსაზღვროთ შეკვეთის ოპტიმალური მოცულობა და მარა- 

გის შევსების #4 და C წერტილებს შორის დროის ოპტიმალური 
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ინტერვალი. შესაბამისი ცვლადები აღვნიშნოთ 0-თი და 7 -თი. 

რადგან 7 დროში 0 მარაგი იცლება # სიჩქარით, ამიტომ 

7 =0/#. 

უნდა აღინიშნოს, რომ როცა 0 მცირეა, მაშინ 7. იღებს 

მცირე მნიშვნელობებს. ეს ნიშნავს, რომ შეკვეთების სიხშირე 
იზრდება, რაც იწვევს შეკვეთების შესრულებაზე ხარჯების 
ზრდას და შენახვის ხარჯების შემცირებას. მეორე მხრივ, როცა 

0 დიდია, 1 იზრდება, რაც იწვევს შეკვეთების სიხშირის 

შემცირებას, ე.ი. მცირდება შეკვეთების შესრულებაზე გა- 

წეული ხარჯები და იზრდება შენახვის ხარჯები. უნდა ვიპოვოთ 

0-ს ოპტიმალური მნიშვნელობა, რომელსაც შეესაბამება მი- 

ნიმალური წლიური ხარჯი. 
ერთი ციკლის განმავლობაში მარაგის შენახვაზე გაწეული 

ხარჯი არის დროის განმავლობაში საქონლის % ერთე- 

ულის შენახვაზე გაწეული ხარჯის ტოლი და მათემატიკურად 

სამკუთხედის ფართობის და /! -ის ნამრავლის ტოლია. 
ერთ ციკლში გაწეული ხარჯი არის შეკვეთების შესრულე- 

ბაზე გაწეული ხარჯისა და შენახვაზე გაწეული ხარჯის ჯამი 

ჩდ” 
უი 

ამრიგად, წლიური ა დანახარჯი იქნება ერთ ციკლზე განე- 

ული დანახარჯებისა და წელიწადში ციკლების რაოდენობის 

M+00+5MX= L+0ლ00+–-–- 

ნამრავლის ტოლი (25 წელს შეესაბამება 1 ციკლი, 1 წელს კი 

4/ C). ამრიგად, შემდეგ ექსტრემალურ ამოცანაში 

,/(0C-–3თინ, 06M 

მიზნის ფუნქციაა /(0C) = ა,   +2+59, ხოლო #M/ =(0,+თ). 
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3, პრიტიკული წერტილების განსაზღვრა 

თეორემა 1 /ექსტრემალურობის / რიგის აუცილებელი 

პირობა/. ვთქვათ, M C # არის ღია სიმრავლე, / :#V/ –> # 

უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციაა X 6 M წერტილის რომელი– 

ღაც მიდამოში და X არის ლოკალური ექსტრემუმის წერტილი 

#(2) 2 %XL, XCV (3.1) 

ამოცანაში. მაშინ, /”(X)=0. 

დამტკიცება. განვიხილოთ ლოკალური მინიმუმის შემ- 

თხვევა. ვთქვათ, X არის ლოკალური მინიმუმის წერტილი და 

#/C>) ფუნქცია X წერტილის მიდამოში უწყვეტად წარმოე- 

ბადია. მაშინ შეგვიძლია გავშალოთ /(X) ფუნქცია ტეილორის 

მწკრივად ამ წერტილის მიდამოში: 

ძ 
  #(CX+6)= /(X)+§ +0(6”), (3.2) 

სადაც 0(8”) -ით აღნიშნულია იმ წევრების ჯამი, სადაც 6 -ის 

ხარისხი 1-ზე მეტია. თუ X არის ლოკალური მინიმუმის წერ– 

ტილი VM/ -ში, მაშინ განსაზღვრების თანახმად, არსებობს X -ის 

6 -მიდამო, ისეთი, რომ ამ მიდამოს ყოველი X წერტილისთვის 

სრულდება: 

760> /C). (3.3) 
(3.2)-დან და (3.3)-დან გამომდინარეობს, რომ 

ი/ (X ” 
„Vო +0(6“)>0. 

იX 

საკმარისად მცირე 6 -თვის მარცხენა მხარის ნიშანს განსა%_ 

ლღვრავს პირველი შესაკრები, და რადგან §-მა შეიძლება მიი_ 

ლოს როგორც დადებითი, ისე უარყოფითი მნიშვნელობები 
უტოლობა შესრულდება მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა 
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(5 
ძX 

ანალოგიურია დამტკიცება ლოკალური მაქსიმუმის შემ- 

=0.   

თხვევაში. 8 

ზემოთ მოყვანილი თეორემა ეკუთვნის პ. ფერმას. იგი 

იძლევა ლოკალური მინიმალების და მაქსიმალების არსებობის 

აუცილებელ პირობებს, ანუ შესაძლებელია თეორემის პირობე- 
ბი შესრულდეს, მაგრამ 

ფუნქციას არ გააჩნდეს 
არც მაქსიმალი, არც 

  

მინიმალი. ამ შემთხვე- 

ვის კლასიკური მაგა- 3 
ლითია მიზნის ფუნქცია _–-“3 

#(CX)=X", 
რომლისთვისაც სრულ- 

დება პირობა /'(0)=0, ნახ. 2.2 

მაგრამ X =0 არ არის ექს- 
ტრემუმის წერტილი. იგი 

არის გადალუნვის წერ- 

ტილი (ნახ. 3.2). 

შენიშვნა. ჩვენ ამ თავ- IX 

ში ვიხილავთ გლუვ ფუნ- | –- 
ქციებს, მაგრამ შესაძლე- 

ბელია ფუნქცია არ იყოს –3 0 3 

წარმოებადი და ჰქონდეს 
ლოკალური მინიმალი ან ნახ. 2.9 

    
  

    
  

მაქსიმალი. მაგალითად, XXX) =IVI. ამ ფუნქციას X=0 წერ- 

ტილში წარმოებული არ აქვს, თუმცა ეს წერტილი არის მისი 

ლოკალური მინიმალი (ნახ. 3.3). 

განმარტება. განხილული თეორემის პირობებში, 

#00) –>8XL, XCVM6, 
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ამოცანისთვის კრიტიკული წერტილების სიმრავლე განისაზ- 

ლვრება ასე: 

=12 '/2X=0! # =1XCVM | #”(X)=0;. 8 

მაგალითი. იპოვეთ /(X)=X'+X.+8 ფუნქციის ექს- 

ტრემუმის წერტილები. 

ამოხსნა. ჩავწეროთ ამოცანა სტანდარტული სახით: 

#(X)=X»ჯ" +X?+8 -–>0Xს, X6#. (3.4) 
(3.4) ამოცანისათვის განვსა- 
ზლვროთ კრიტიკული წერტი- 30 I 

ლების სიმრავლე. ამისთვის 

  

  

            
ამოვხსნათ განტოლება -იL _ 

ქ 2 

4 =0,ანუ 4X+2X=0, _ ' 

საიდანაც ვპოულობთ: ი 

X=0, ანუ # =(0). შემდეგ | __· · ' 
პუნქტებში ვაჩვენებთ, თუ რო- > 
გორ ხდება კრიტიკული წერტილების გამოკვლევა და დავასრუ- 

ლებთ ამ მაგალითსაც. 

4. პრიტიკული წერტილების გამოკვლევა 

ვაიერშტრასის თეორემის საფუძველზე 

ვაიერშტრასის თეორემის შედეგის გამოყენება შეგვიძლია 
მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა დასაშეები სიმრავლე არის 

ჩაკეტილი. თუ #M/ = #, იგი ერთდროულად ღიაც არის და ჩა- 

პეტილიც. 
ვაიერშტრასის თეორემის საფუძველზე თუ დავადგენთ, რომ 

#00 –>8Xდნ, X6/%, (3.5) 

ამოცანაში 9)16XL(3.5) » C , მაშინ შეგვიძლია შემოვიფარგლოთ 

გაცილებით მარტივი 

#00) -3 8X6, XCX, (3.6) 
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ამოცანის განხილვით, რომელსაც აქვს ექსტრემუმის იგივე 

წერტილი, რაც (3.5)-ს, რადგან 

(XC და XC9)CXIC3.5)) => XC 9ICXLC3.6). 

ანალოგიურად ვმოქმედებთ გლობალური მაქსიმალის ძიების 

შემთხვევაშიც. 

მაგალითი. გავაგრძელოთ (3.4) მაგალითის ამოხსნა: 

#(X)=X»ჯ +X +8->0XL, X67#. 

როგორც ვნახეთ, #X = (01. რადგან 

)ი8 #(X)=+Cთ, ამიტომ §I6XC+(3.4) # C. 
«-–თ 

რადგან # ერთელემენტიანია, ამიტომ X=0 არის გლობალური 

მინიმალი 

#(00-26XL XC#, 

ამოცანაში, ე.ი. 0 C 91 ი1IIX3.4). 

5. პრიტიკული წერტილების გამოკვლევა 

განმარტების საფუძველზჯზე 

კვლავ განვიხილოთ (3.5). ვთქვათ, სრულდება თეორემა 

1-ის პირობები და X C # . ყოველი X C /” წარმოვადგინოთ შემ- 

დეგი სახით: X = X+ ს და განვიხილოთ სხვაობა: 

#M =/(X+ხ)-/(X) (=/(»)– / (§)). 
#/ -ის ნიშნის # -ზე დამოკიდებულების გარკვევა არსებითია, 

რადგან: 

1) თუ M/ 20 ყოველი შესაძლო M-ისთვის, მაშინ 

XC 9IIი9IIX3.5); 

2) თუ /V < 0 ყოველი შესაძლო I-ისთვის, მაშინ 

XC დI იმX(3.5); 

3) თუ 4/ > 0 ყოველისაკმაოდ მცირე -ისთვის, მაშინ 

XC 10CII1IIX3.5); 
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რ თუ #/ < 0 ყოველისაკმაოდ მცირე ხ-ისთვის, მაშინ 

XC I0C ი1მX(3.5) . 

მაგალითი. კვლავ გავაგრძელოთ 

#XCC)=» +» +8-3%Xნ, XC7 

ექსტრემალური ამოცანის განხილვა. აქ # = (01.0 არის ერთა- 

დერთი კრიტიკული წერტილი. ჩვენს შემთხვევაში X=X+იჩი 

წარმოდგენა არის ჯ = 0+7 , ამიტომ განვიხილოთ სხვაობა: 

#(7)– #/ (0)= #"+#+8-8= #'"+#M?>0, 

რაც X-ის ნებისმიერობის ძალით ნიშნავს, რომ X=0 არის 
გლობალური მინიმალი. 

6. პრიტიკული წერტილების გამოკვლევა 

ექსტრემალურობის II რიგის საკმარისი 

პირობის საფუძველზზე 

თეორემა 2. ვთქვათ, XC # წერტილში / :M –> # ფუნ- 

ქციის პირველი რიგის წარმოებული ნულის ტოლია, ხოლო II 

რიგის წარმოებული განსხვავებულია ნულისაგან. მაშინ, 

ძ /(X 
ა. თუ <#L) >0, X არის ლოკალური მინიმალი. 

; 

ემ ჯ 
ბ. #C 4#/C) –-– “ <0, X არისლოკალური მაქსიმალი. 

თ" 

დამტკიცება. გავშალოთ /(X) ფუნქცია ტეილორის მწკრი- 

ვად X წერტილის მიდამოში. რადგან პირველი რიგის წარმო- 

ებული ნულის ტოლია, ამიტომ მივიღებთ: 

- - 6? ძი“ /(ჯ 
/6+9- /(5-5-.“ #9, აფ) (3.7) 

(3.7)-ის მარჯვენა მხარის ნიშანს, საკმარისად მცირე § -ისთვის, 

4/(9 ე 
თ / 
  განსაზლვრავს მისი პირველი შესაკრები. თუ 
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(3.7)-ის მარჯვენა მხარის პირველი შესაკრები დადებითია, ე. ი. 

#C:+6)- /C) სხვაობაც დადებითია და X წერტილი არის 

94/() <0, (3.7)·-ის მარჯვენა 
თ” 

მხარის პირველი შესაკრები უარყოფითია და /#(X+6)-– /(X) 

სხვაობაც უარყოფითია და X წერტილი არის ლოკალური 

მაქსიმალი. LC) 

მაგალითი. განხილული #00 =X +X +%->0თL, XC #, 

მაგალითისთვის დავადგინეთ, რომ კრიტიკული წერტილია 

X=0.ამოვწეროთ საკმარისი პირობები. 

#I (X) =4X”+2X და /”(0)=0, 

#”(X)=12X+2 და /”(0)=2, 

X#”(0)=2 დადებითია, ე.ი. X=0 წარმოადგენს ლოკალურ 

მინიმალს. 

ლოკალური მინიმალი. თუ 

7. გლუვი ექსტრემალური ამოცანა სეგმენტის ტიპის 

დასაშვები სიმრავლით 

განვიხილოთ ამოცანა: 

/00 –>8:ნ, XCIთი.ხI. (3.8) 

ამ ამოცანის გამოკვლევა ხდება შემდეგი სქემის მიხედვით: 
1) მათემატიკური მოდელის შედგენა; 
2) კრიტიკული წერტილების განსაზღვრა: 

#= (XC (9,ხ)| # (X) = 01V(ი,ხ) ; 

ვ) კრიტიკული წერტილების გამოკვლევა: 
თუ XC MII(თ,ხ), მაშინ გამოკვლევა უნდა ჩატარდეს 

წინა პარაგრაფში განხილული მეთოდებით, ხოლო სეგ- 

მენტის ბოლოებისთვის, წარმოებულის განმარტების 

თანახმად, გვაქვს: 
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# (ითი)>0=>ძ6CI0C0)0(3.8), 

# '(თ)<0= ძC190CCმ9X(3.8), 

#'(ხ)> 09=ხ6C10Cი10X(3.8), 

# (ხ)<0=>ხC10CVVI#9(3.8). 

სავარპვბივოები 

#32. 

#33. 

#34. 

#35. 

#36. 

M37. 

#38. 

#39. 

#40. 

#41. 

#42. 

#43. 

#44. 

#45. 

#46. 

ამოხსენით შემდეგი ექსტრემალური ამოცანები: 

X.+6X –>6XL-. 
X' +)8X” +27 –> 6Xწ. 

XC – ს)” –3 6XL., 

X(CLX-I) 
C –> 6XLI. 

1 

5X” -ჯ ---+2 –3 6XL.. 

3X” –- 4X-8 -> 6XL, 

–2X” +X+12 –> 0Xხ. 

(2X+ 1)“ (+X-4) –> 6XL. 

»ჯ –- X –3X+6 ->6XL. 

X –6V +3|) –>6XL. 

(X–2)”(X--5)' –> 6XLL 

XCX – 1)3 –> 6XLწ. 

X –2X +X+I –>6XL. 

XCX-–I)? –> 6XILL, X C (0.5) 

(2X+I)”(X–-4) –> 6XV, X CL-1.II1 
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თავი 4 

უნიმოდალური ფუნქციების მინიმიზაცია 
ინტერვალთა გამორიცხვის მეთოდებით 

ამ თავში განვიხილავთ უნიმოდალური ფუნქციების მი- 

ნიმიზაციის ე.წ. პირდაპირ მეთოდებს, რომლებიც იყენებენ 

მხოლოდ გარკვეულ წერტილებში გამოთვლილი ფუნქციის 

მნიშვნელობებს. ამ მეთოდებისთვის ფუნქციის უწყვეტობაც 

არაა აუცილებელი. 

1. განმარტეგები და ინტერვალთა გამორიცხვის წესი 

განმარტება. /(X) ფუნქციას ეწოდება უნიმოდალური 

Lი,ხ) სეგმენტზე, თუ იგი უწყვეტია Iი,ხ)-ზე და არსებობს 

რიცხვები X და /#, თ=<თ </ <ხ,ისეთები,რომ: 

1) თუ ძ<Cდ,მაშინ Iთ,ი'| სეგმენტზე /(X) მკაცრად 

კლებადია; 
2) თუ #/4<ხ,მაშინ (#,ხ) სეგმენტზე /(X) მკაცრად 

ზრდადია; 

ვ) თუXCIთ,/),მაშინ, /(X)= თIი #/ ი). 0 

შევნიშნოთ, რომ შემდეგი სამი სეგმენტიდან: Iთ,თI, 

LV, 81), (/9,ხ), ერთი ან ორი შეიძლება გადაგვარდეს წერ- 

ტილში. ნებისმიერ შემთხვევაში, უნიმოდალური ფუნქციის 

განმარტებიდან გამომდინარე, მისი ლოკალური მინიმალების 

სიმრავლე ემთხვევა გლობალური მინიმალების სიმრავლეს და 

ის არის ან ერთი წერტილი (თ = #2 შემთხვევაში), ან მთელი 

LX, #0) სეგმენტი. ქვემოთ მოყვანილია უნიმოდალური ფუნქ- 

ციის (ნახ 4.) რამდენიმე და ერთი არაუნიმოდალური 

ფუნქციის მაგალითი (ნახ. 4.2): 
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ნახ. 4.2 

არსებობს უნიმოდალური ფუნქციების სხვა განმარტე- 

ბებიც, რომლებიც განსხვავდება აქ მოყვანილისგან (მაგალი- 

თად (3)). კერძოდ,ხშირად იხსნება უწყვეტობის მოთხოვნა. 

(ი,ხ)|-ზე უნიმოდალური ფუნქციების სიმრავლე აღვნიშ- 

ნოთ CXი,ხI)-თი. ფუნქციის CIი,ხ)-სადმი მიკუთვნების და- 
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სადგენად, ხშირად სასარგებლოა შემდეგი ორი კრიტერიუმის 
გამოყენება: 

ა) თუ /(X) ფუნქცია წარმოებადია (თ,ხ)-ზე და /(X) არ 

არის კლებადი ფუნქცია, მაშინ /(X) 6 C(ი,ხ!). 

ბ) თუ /(ა) ფუნქცია ორჯერ წარმოებადია IV,ხ)-ზე და 

#XX)>0, VXC(ი,ხ),მაშინ /(X)C 0L0ი.ხ|). 

უნიმოდალური ფუნქციის მინიმიზაციის რიცხვითი მეთო- 

დები ეფუძნება უნიმოდალური ფუნქციის თვისებას, რომ 

მინიმალის მარჯვნივ ფუნქცია ზრდადია, ხოლო მინიმალის 

მარცხნივ – კლებადი. ამიტომ, ორ განსხვავებულ წერტილში 

ასეთი ფუნქციის მნიშვნელობების შედარებით შეგვიძლია 

დავადგინოთ, ამ წერტილებით და სეგმენტის ბოლოებით შედ- 

გენილ რომელ ინტერვალში არ არის მოთავსებული მინიმალი, 

გამოვრიცხოთ იგი და ამით შევამციროთ ძიების ინტერვალი. 

როდესაც უნიმოდალური ფუნქცია არ არის წარმოებადი, 

შეგვიძლია გამოვიყენოთ მხოლოდ პირდაპირი მეთოდები, 

რომლებიც საჭიროებენ მიზნის ფუნქციის მნიშვნელობების 

გამოთვლას სპეციალურად შერჩეულ წერტილებში და არ 

საჭიროებენ წარმოებულის მნიშვნელობების გამოთვლას. 

პირდაპირი მეთოდები ბევრია, ამიტომ მნიშვნელოვანია 

გვესმოდეს, თუ რას ნიშნავს ერთი პირდაპირი მეთოდის უპი- 

რატესობა მეორეზე. საკითხი ისმება ასე: თუ გვაქვს საშუალება 

მხოლოდ V -ჯერ გამოვთვალოთ |C,ხI)-ზე უნიმოდალური / 

ფუნქციის მნიშვნელობა, მაშინ უკეთესია ის ალგორითმი, რო- 

მელიც ამ პირობებში მოგვცემს მინიმუმის წერტილის უკეთეს 

მიახლოებას, ანუ მინიმალის შემცველ უმცირეს ინტერვალს, 

ანუ უმცირეს მაქსიმალურ ცდომილებას. შეიძლება საკითხი 

ასეც დავსვათ: უკეთესია ის ალგორითმი, რომლისთვისაც 

მოცემული ცდომილებით მინიმალის მიახლოებითი მნიშვნე- 

ლობის საპოვნელად, დაგვჭირდება მიზნის ფუნქციის მნიშვნე- 

ლობების ნაკლები რაოდენობის გამოთვლა. ასეთი მიდგომა 
პრაგმატული მოსაზრებებით არის მოტივირებული, რადგან 
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პრაქტიკიდან წამოსულ ამოცანებში ხშირად ფუნქციის მნიშვ- 
ნელობის გამოთვლა ნიშნავს გარკვეული პრაქტიკული ექსპე- 

რიმენტის ჩატარებას, მაგ. ტემპერატურული ველის გაზომვას, 

რაც დაკავშირებულია ხარჯებთან. 

უმარტივესი პირდაპირი მეთოდი არის პასიური ძიების 

მეთოდი, რომლის მიხედვითაც Iძ,ხ|) იყოფა M# ტოლ ნაწილად 

;(0– 0). 
წ 

წერტილებით X =0თ+!–“–“.““, 7=L....IMV –1. გამოითვლება 

მიზნის ფუნქციის მნიშვნელობები მათში და სეგმენტის ბოლო- 

ებში და სადაც ფუნქციის მნიშვნელობა იქნება მინიმალური, ის 

წერტილი გამოცხადდება მინიმალის საუკეთესო მიახლოებად. 

–ძ 
  ამ დროს მაქსიმალური ცდომილება არ აღემატება 

სიდიდეს, რაშიც გვარწმუნებს შემდეგი თეორემა, რომელსაც 

ეწოდება ინტერვალთა გამორიცხვის წესი. 

თეორემა /ინტერვალთა გამორიცხვის წესი/. ვთქვათ, 

მინიმიზაციის ამოცანაში: 

#(ლთლ –>ოი,ი<X5<ხ, (4.1) 

# 0Iი,ხ) დაძ<X», <X. <ხ.მაშინ: 

1. თუ /(X)> /(X),მაშინ §IIიII(4.1) C IX,,ხ|1, 

თუ /(X)< /(X.), მაშინ 89II11I(4.1) –I0,X.1. 

2. თუ /(X)= /(X),მაშინ 9§1IიIი(4.1)(-(%,X.1| # დ. 

3. თუ /(X)< /(X),მაშინ §1თIი(4.1)ი(0,X.)1%X თ, 

თუ /(X)> /(X),მაშინ წ) IIIII(4.1)იოIX,,ხ) « თ. 

დამტკიცება: განვიხილოთ I. ვთქვათ, ძ < X, < X. <ხ და 

#(C(X)> #(X,), მაგრამ XC 91IთIი(4.1) ეკუთვნის Iთ,%) -ს. მა- 

შინ, უნიმოდალური ფუნქციის განმარტებიდან გამომდინარე, 

ნებისმიერი მინიმალის მარჯვნივ მიზნის ფუნქცია ზრდადია 
(მკაცრად ზრდადობას არ ვგულისხმობთ). ამიტომ უნდა 
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გვქონდეს /(CX) < /(X,), რაც ეწინააღმდეგება #(X) > /CX,) 
პირობას, ე.ი. ნებისმიერი მინიმალი მოთავსებულია X,-ის მა- 

რჯვნივ. 1-ის მეორე ნაწილი ანალოგიურად მტკიცდება. 

განვიხილოთ 2. /(2)= /(X) ნიშნავს, რომ ან X,,X, C Iთ, /21, 

ან X CIთ,) და », CI/,ხ). ვთქვათ XC 9IIიII(4.1) ისეთია, 

რომ X <X,, მაშინ, რადგან მინიმალის მარჯვნივ მიზნის ფუნ- 

ქცია ზრდადია, ამიტომ XX. C Iთ, /31 (იხ. უნიმოდალური ფუნ- 

ქციის განმარტება), ამიტომ 

#(X)= /(X)=/(X,) = X,X. 6 წI იIII0(4.1). 

X > ჯ-შემთხვევა ანალოგიურია. 

დაბოლოს, 3 წარმოადგენს 1-ის და 2-ის შედეგს. ს 

ინტერვალთა გამორიცხვის წესი საფუძვლად უდევს მინი- 

მიზაციის მიმდევრობით მეთოდებს, რომლებშიც ფუნქციის 
მნიშვნელობების გამოთვლა ხდება უკვე გამოთვლილი მნიშ- 
ვნელობების საფუძველზე. აღვწეროთ ორი მიმდევრობითი 
მეთოდი, რომლებიც გამოირჩევიან ეფექტურობით. 

2.ინტერვალის სიგრძის განახუეუვრების მეთოდი 

ეს მეთოდი ხასიათდება იმით, რომ ყოველ იტერაციაზე 

(გარდა პირველისა) გვჭირდება ფუნქციის მნიშვნელობის გა- 

მოთვლა ორ წერტილში და ეს ორი მნიშვნელობა საშუალებას 
გვაძლევს ორჯერ შევამციროთ ძიების ინტერვალის სიგრძე, 

რომელშიც მოთავსებულია ერთი გლობალური მინიმალი მაინც, 

რომელსაც X-ით აღვნიშნავთ. ფუნქციის მნიშვნელობების 
V- 

M -ჯერ გამოთვლის შემდეგ ჩვენ გვრჩება (#6 – ძ) 8! 2 I სიგრ- 

ძის მონაკვეთი, რომელშიც მოთავსებულია ერთი მაინც მინი- 
მალი და გამოთვლილია აგრეთვე ფუნქციის მნიშვნელობა ბო- 
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ლო ინტერვალის შუა X„ წერტილში, რომელსაც ვიღებთ ჯ-ის 

საუკეთესო მიახლოებად. ამ მეთოდისათვის მაქსიმალური 

MV-) I II 7 
ცდომილება არ აღემატება 16-L2) სიდიდეს, რაც 

ბევრად უკეთესი შეფასებაა, ვიდრე გვქონდა პასიური ძიების 

მეთოდისთვის. 

ვთქვათ, / :Iთ,ხ1->IL უნიმოდალურია. ჩამოვაყალიბოთ 

ე.წ. ინტერვალის სიგრძის განახევრების ალგორითმი, რომლის 

საშუალებითაც მიახლოებით განვსაზღვრავთ /#(X) > თი, 

XCICთხ| , მინიმიზაციის ამოცანის გლობალურ მინიმალს. მხედ- 

ველობაში უნდა ვიქონიოთ, რომ არსებობს აგრეთვე მონაკ- 

გეთის შუაზე გაყოფის ალგორითმი, რომელიც აქ განხილულ- 

თან შედარებით ნაკლებეფექტურია. 

მეთოდის ფსევდოკოდი ასეთია: 

ინტერვალის სიგრძის განახევრების მეთოდი (8,5,C, / (X)) 

  1 _=2%ხ, =ხ-ი; გამოვთვალოთ #(X); 

2 თხ116(1) 

ვ ( 
L L 

4 X, = 2+>. X, = ხ->; გამოვთვალოთ #CX,) 

და /(X,); 
5 1 (/ (V)</(X.)) // გამოირიცხება (X,,CI 

6 ( 

7 ხ=X X,=X; #(X,)= /(%); 

8 ' 

9 // ჯერ მხოლოდ ინტერვალის მეოთხედის გამორი“ 
ცხვა შეგვიძლია 
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10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 
24.) 

615868 

1 (/ (»,) < /(X,)) / /გამოირიცხება Iი,X,) 

ი=X,, X,, <= X,) #(X.)= / (X);: 

პავ //გამოირიცხება I0,X) და (X,,ხ| 

( 

ძი=X: ხ=X,; 
, 

) 
#=ხ-ძ; 

3 (L <26) 

ჯიხს>ი (+> Xს #(X)=/(X )) ; 

მაგალითი: უნტერვალის სიგრძის განახევრების მეთოდით 

მოძებნეთ /(X)= (100 – X)? ფუნქციის მინიმალი 96 < ჯX<102 

შუალედში. X განსაზღვრეთ § =0,5 სიზუსტით. 

ამოხხნა: ვიმოქმედოთ ზემოთ აღწერილი ალგორითმით და 

შედეგები (იტერაციების მიხედვით) წარმოვადგინოთ ცხრილის 

  

  

  

                        

სახით: 

ცხრილი 4./. 

71Iძ ხ წ, », X Xჯ, #C%) | /(X) | /(») 

1 96 102 6 97.5 99 100.5 6.25 1 0.25 

2 99 102 ვ 99.75 100.5 101.25 0.9(3 0.25#( (1.563 

ვ 99 100.5 | 1.5 99.375 IX99.75 100.125 | 0.391 0.06ვ 90416 

4 99.75 | 100.5 | 0.75 | 99.938 | 100.12 0.016#. 
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რადგან მესამე იტერაციის შემდეგ მიღებული მონაკვეთის სიგ- 

რძე ნაკლებია 26 -ზე, ამიტომ X =X, =100.125, /(X) >0,016. 

§ -სიზუსტით მინიმალის მიახლოებითი მნიშვნელობის გამო- 

სათვლელად დაგვჭირდა ფუნქციის მნიშვნელობის გამოთვლა 

7-ჯერ. შედეგად მიგიღეთ 6:·0.5” = 0.75 სიგრძის ინტერვალი. 

ვ. ოქროს კვეთის მეთოდი 

მიმდევრობითი მეთოდებიდან ოპტიმალურია ფიბონაჩის 
მეთოდი. მასთან შედარებით გაცილებით მარტივია ოქროს 

კვეთის მეთოდი, რომელიც დიდი VV -ებისთვის იგივე შედეგს 

იძლევა, რასაც ფიბონაჩის მეთოდი, ანუ არის ასიმპპტოტურად 

ოპტიმალური. ოქროს კვეთის მეთოდი, მიზნის ფუნქციის 

მნიშვნელობების #M -ჯერ გამოთვლის შემდეგ გვიტოვებს 

(ხ-თ)”! სიგრძის მონაკვეთს, რომელიც შეიცავს მინიმალს. 

აქ X=0,618 არის » =1-Xჯ განტოლების დადებითი ამონახ- 

სნი » =(V5 –!)/2.9 =0,61801.... > და (LI–») რიცხვები, გან- 

მარტების მიხედვით, ახდენენ |0,I) სეგმენტის ოქროს კვეთას. 

მონაკვეთის ორ არატოლ ნაწილად ისეთ დაყოფას, როცა 

მთელი მონაკვეთის სიგრძის შეფარდება მისი დიდი ნაწილის 

სიგრძესთან ტოლია დიდი ნაწილის სიგრძის შეფარდებისა 
მცირე ნაწილის სიგრძესთან, ეწოდება ამ მონაკვეთის ოქროს 

კვეთა. რაც დიდია MV , მით უფრო ვლინდება ოქროს კვეთის 

მეთოდის უპირატესობა ზემოთ განხილულ მეთოდებთან შედა- 
რებით. 

კვლავ განვიხილოთ მინიმიზაციის ამოცანა 

#00 3 იი (4.2) 

Lი,ჩ)-ზე უნიმოდალური / ფუნქციით და ჩამოვაყალიბოთ 

ოქროს კვეთის მეთოდის ალგორითმი, რაც საშუალებას მოგვ. 
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ცემს მოცემული § სიზუსტით დავადგინოთ გლობალური მინი- 

მალის ერთ-ერთი წერტილი (4.2) ამოცანაში. 

ოქროს კვეთის მეთოდის ფსევდოკოდი ასეთია: 

ოქროს კვეთის მეთოდი (3,ხ,6, /(X)) 

1 ჯ =(XV5 –!)/2.0, X=ხ-ჯხ-ძმ); X=ძ+1(ხ-ი); 

გამოვთვალოთ /(X,) დღა /XX,); 
2 V0116(1) 

3 ( 

4 1C(2(ხ–ი)<§8) 

5 ( 

6 ჯ6ხსLი (X-=X, და #CX) ლ /(X,)); 

7 ). 
8 9138 

9 ( 

10 1 (/ (M)</(X,)) //გამოირიცხება (X,,ხ1 
შუალედი 

II ( 
12 ხ=X,; X, =X,. X#(X)= /(X); X =ხ–-XიM-თ), 

გამოვთვალოთ /(X,); 

13 ) 

14 9136 / /ახლა გამოირიცხება (ძ.X,) 

15 ( 

16 ძ=X; X=X,: /(MX)=/(X); X =0ძ+1(ხ-თ, 

გამოვთვალოთ /CX,); 

17 ) 

18 ) 

19.) 

აუცილებელია ყურადღება გავამახვილოთ შემდეგ მომენ- 
ტებზე: 
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ს  X>9,5, ამიტომ X, <X, (ცხადია, განვიხილავთ თი <ხ 

შემთხვევას). 

!) თუ X(Cხ-ი)<5, მაშინ იემX IX,-XI<6, კერძოდ კი 

IX, -XI<5. ამიტომ შეგვიძლია, რომ § სიზუსტით 

ავიღოთ X =X,. 

!ს თუ სტრიქონ 10-ში შესრულდა /(X)< /(X,), მაშინ 

ვითვლით მხოლოდ /(X,), თუმცა ახალ |თ,ხ)-ში (ანუ 

ძველ Iთ,X,I-ში) ახალი X, უნდა აგვეღო ჩვეულებრივი 

წესით: თ+L(X, – თ), შემდეგ კი დაგვეთვალა /(X,). 

მაგრამ ეს მოგგცემდა: 

თ+X(X, –ი)= 

=ძ+CV(ძ+»(ხ-ი)-ი)=ძ+X (ხ–-ი) = 

=0+()-X:Xხ-ძ)=ხ-X(-ი)=X, 

(აქ გარკვეული ანალოგიაა წინა მეთოდის X,, წერტილთან მიმა- 

რთებაში), რაც ნიშნავს რომ ახალი /(X,) შეგვიძლია პირდაპირ 

გავუტოლოთ ძველ /(X) -ს. 
მაგალითი. ოქროს კვეთის მეთოდის გამოყენებით, 

§8=0,5 სიზუსტით განვსაზღვროთ გლობალური მინიმალის 
წერტილი 

#(X) =(100 – X) –> თIი , XCI96;102|, 

მინიმიზაციის ამოცანაში. 

ამოხსნა. ვისარგებლოთ აღწერილი ალგორითმით და 

შედეგები წარმოვადგინოთ შემდეგ ცხრილში, იტერაციის ნომ- 
რის მითითებით: 
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ცხრ. 4.2. 
  

  

  

  

  

  

        

„ ძ ხ ჯXხ–თ X, X, #C,) | 7/CV,) 

I 1I% 102 3.708 98292 |,99.708 | 2917 | 0.085 

2 | 98.292 | 102 2.292 99.708 M| 100.584 | 0.085 ტ 0.34! 

3. | 98.292 | 100.584 | 1.416 99.168 #99.708 | 0.692 '10.085 

4 | 99.168 | 100.584 | 0.875 99.708 M 100.043 0.0859” 0.0018 

5 | 99.708 | 100.584 | 0.54! 100.043M 100.249 | 0.0018 ,// 0.062 

6 | 99.708 | 100.249 | 0.334         
  

ამიტომ X = X, =100.043 ,ხოლო /(X) > 0.0018. ცხრ. 4.2-ში ის- 

რებით მითითებულია წერტილების ტრანსფორმაციის და მათი 

მნიშვნელობის შენარჩუნების ფაქტები. 6 -სიზუსტით მინიმა- 

ლის მიახლოებითი მნიშვნელობის გამოსათვლელად დაგვჭირ- 

და ფუნქციის მნიშვნელობის გამოთვლა 6-ჯერ. 6-ჯერ ფუნ- 

ქციის მნიშვნელობის გამოთვლით მივიღეთ 6·0.618” =0.54I 

სიგრძის ინტერვალი. 

სავარვბიშოები 

ამოცანებში #47 – #49 ინტერვალის სიგრძის განახევრე- 

ბის მეთოდით, მოცემული 6 სიზუსტით განსაზღვრეთ / ფუნ- 

ქციის გლობალური მინიმუმის X წერტილი. 

#47. /(X)=»X“ +8X – 6X – 72X+90, XC II,5:2| | 8=0,05. 

#48. /(X)=X +3X”+6X-1, XC|-I;:01), §=0,1. 

#49. /(X)=3X" –10X +2IX” +I2X, XC|0;0,5|, § =0.01. 

#50. რამდენჯერ უნდა გამოვითვალოთ / ფუნქციის მნიშვ- 

ნელობა მონაკვეთის სიგრძის განახევრების მეთოდით, 

რომ გლობალური მინიმუმის წერტილი ვიპოვოთ წინას- 

წარ მოცემული § სიზუსტით? 
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#51. 

#52. 

#53. 

#54. 

855. 

#56. 

იპოვეთ ხ -ს მაქსიმალური მნიშვნელობა, რომლისთვისაც 

#00=-X'.+5X-ნ ფუნქცია იქნება უნიმოდალური 

L-5,ხI) სეგმენტზე. 

იპოვეთ ძ-ს მაქსიმალური მნიშვნელობა, რომლისთვისაც 

#(X) = –X? –8X+9 ფუნქცია იქნება უნიმოდალური 

L–10,თ) სეგმენტზე. 

იპოვეთ C-ს მაქსიმალური მნიშვნელობა, რომლისთვისაც 

#(CX)=-3X.+15X+17 ფუნქცია იქნება უნიმოდალური 

L0,CI სეგმენტზე. 

ვთქვათ, X, და X, არის (ძ,ხ) მონაკვეთის ოქროს კვეთის 

წერტილები. აჩვენეთ, რომ X, არის |თ,X,) მონაკვეთის 

ოქროს კვეთის წერტილებიდან მარჯვენა (უდიდესი), 

ხოლო Xჯ, არის IX,,ხ|) მონაკვეთის ოქროს კვეთის წერ- 

ტილებიდან მარცხენა (უმცირესი), იპოვეთ Iთ,X,) და 

IX,,ხ) მონაკვეთების სიგრძეები. 

რისი ტოლია მაქსიმალური შესაძლო ცდომილება ოქროს 

კვეთის მეთოდისთვის, თუ მიზნის ფუნქციის მნიშვნელო- 

ბები გამოთვლილ იქნა VM -ჯერ? 

რამდენჯერ იქნება მიზნის ფუნქციის მნიშვნელობების 

გამოთვლა საჭირო, თუ ვიყენებთ ოქროს კვეთის მეთოდს 

და გვინდა გლობალური მინიმუმის წერტილის განსაზ- 

ღვრა 6 სიზუსტით? 

შემდეგ ამოცანებში ოქროს კვეთის მეთოდით განსაზ- 

ღვრეთ / ფუნქციის გლობალური მინიმუმის წერტილი (C.ხ| 

მონაკვეთზე 6 სიზუსტით. 

#57. 

#58. 

#59. 

#C:)=X»ჯ'+2X +4X+1, L-1:01, §=0,1. 

#(X)=(X+1) –2X”, (-3:-21, §=0,05. 

#00) = Xჯ –5X +10X“ – 5X, (-3:-2), § =0,.1 
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თავი 5 

უნიმოდალური ფუნქციების მინიმიზაცია 
პოლინომიალური აპროქსიმაციით და 
წერტილოვანი შეფასებით 

იმ განმარტების მიხედვით, რომელსაც ჩვენი კურსი ეყრ- 

დნობა, უნიმოდალური ფუნქცია უწყვეტია. ვაიერშტრასის 

ერთ-ერთი თეორემის თანახმად, სეგმენტზე უწყვეტი ფუნ- 
ქციის აპროქსიმაცია შესაძლებელია პოლინომის საშუალებით 

ნებისმიერი სიზუსტით: 

თეორემა /ვაიერშტრასის/. თუ / ფუნქცია უნყვეტია 

| თ,ხ| სეგმენტზე, მაშინ ყოველი § >0 -თვის, არსებობს 

ალგებრული პოლინოში (163) ისეთი, რომ 

I/ 6) – (XI <8, ყოველი X6 |თ,ხ| -სთვის. C 

თუ აპროქსიმაცია საკმაოდ ზუსტია, მიზნის ფუნქციის მინი- 

მალად შეგვიძლია მივიღოთ პოლინომის გლობალური მინი- 
მალი. გარდა ამისა, ისევ ვაიერშტრასის თეორემის საფუძ- 

ველზე, მიახლოების სიზუსტე შეგვიძლია გავაუმჯობესოთ 
ორნაირად: უფრო მაღალი რიგის პოლინომის გამოყენებით ან 

სააპროქსიმაციო შუალედის შემცირებით. მეორე გზა უფრო 

ბუნებრივია, რადგან საწყისი შუალედი საკმაოდ სწრაფად 
შეგვიძლია შევამციროთ (მაგალითად, ოქროს კვეთის მეთო- 

დით), ხოლო შემდეგ გამოვიყენოთ კვადრატულ (ან კუბურ) 
აპროქსიმაციაზე დაფუძნებული მეთოდები. 

1. შეფასების მეთოდი, რომულიც იჰენებს 

კვადრატულ აპროქსიმაციას 

განვიხილოთ IX,,X,) სეგმენტზე უნიმოდალური / ფუნ- 

ქციის მინიმალის მოძებნის ამოცანა მოცემული 6 სიზუსტით: 

#(იპფთი,X»5<X5<X%. 
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ვთქვათ, X, < X, < X, და ფუნქციის მნიშვნელობები ამ წერ- 

ტილებში არის: /, = /(X,), != 1,2,3. განვსაზღვროთ ძე,ძ,,ძე 

კოეფიციენტები ისე, რომ კვადრატული პოლინომის 

0(X)=ძა+0,(X- X)+0;(X- X,)(X- X.) 
გრაფიკმა გაიაროს (X,, #, ),(X,, /:):(%;.//) წერტილებზე. 

პირველ რიგში, რადგან /, = / (X)= 7(X)=ძე, ამიტომ 

ძი = 7, · შემდეგ, რადგან 

#> = / (X.)= 0(X,)=თა+0,(X, – X,)= /,+0, (X. – X,), 
ამიტომ 

_#-#. 
X. –X, 

C, 

ბოლოს, როცა X = X, , გვაქვს: 

#=7(X)= ი(X)= /, +6-4(C» –X)+0:(% – X)(X – X.), 

საიდანაც - 

X – X 

თუ 9. > 0, მაშინ ვიხილავთ ახალ ამოცანას 

ჩე–თი,5<X<X%, (5.1) 

და ვიპოვით /XX)-ის მინიმალს მოცემულ სეგმენტზე. ის 

იქნება, ან 

ი(X) =0,+ძ.(X-X.)+0ძ.(X-X,)=0, 
განტოლების ამონახსნი 

X=2(» +X. “გია (5.2) 

ან სეგმენტის ერთ-ერთი ბოლო: X, ან X·. 

როცა X,, X,, X, წერტილები ისეა შერჩეული, რომ 
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#C)= /(+), #(5)> #(X.), (54.3) 
მაშინ ძ. >0 და /XX) სააპროქსიმაციო მრავალწევრს, რომე- 

ლიც გადის (X, /,),(X,../:),(X,,./1) წერტილებზე აქვს გლობა- 
ლური მინიმალი (X,2)1-ის შიგნით და შეგვიძლია გამოვიყენოთ 

პაუელის მეთოდი. 

თუ (5.3) პირობა არ სრულდება, მაშინ ვიქცევით შემ- 
დეგნაირად: ვამცირებთ ძიების ინტერვალს (მაგ, ოქროს კვე- 

თის მეთოდით) და ვამოწმებთ (5.3)-ს (X, -ის როლში შეიძლება 

ავიღოთ ოქროს კვეთის რომელიმე წერტილი). როგორც კი 

შესრულდება (5.3) პირობა, ვიყენებთ კვადრატულ აპროქსი- 

მაციაზე დამყარებულ მეთოდს. თუ პირობა არ შესრულდა და 

ძიების ინტერვალი გახდა მოცემულ 6§ -ზე ნაკლები, მაშინ ვას- 

რულებთ მინიმალის ძიებას ოქროს კვეთის მეთოდით. 

მაგალითი. კვადრატული აპროქსიმაციის გამოყენებით 

მიახლოებით განსაზღვრეთ მინიმალი 

#(X) =2Xჯ? 115 სIი, 1<X<5, 
ჯ 

ამოცანაში 6 = 0.5 სიზუსტით. 

ამოხსნა. ავიღოთ X, =1, Xკ =5,X:=3 (X.-ად შუა წერ- 

ტილს ვიღებთ). გამოვითვალოთ ფუნქტქციის მნიშვნელობები: 

წ =18, /. = 23,33, /#/, = 53,2 

და აგრეთვე მააპროქსიმირებელი პოლინომის კოეფიციენტები: 

2333-1188 
ძ, ლეეეღეაეაეილ=-–, 

3-1 3 

1 წ5=>» 18 3 46 
„–--სგს_ 

5-3 5-) 3 I5 

(ძა, ფორმალურად, არ მონაწილეობს X -ის წარმოდგენაში). 

ბოლოს, 
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2 2(46/15) · 
რადგან 1<1,565<5, ამიტომ ვილებთ +X>I,565 (შედარები- 

სათვის, მინიმალის ზუსტი მნიშვნელობა არის X = 1,5874). 

2. პაუელის მეთოდი 

ეს მეთოდი მიმდევრობითია და ყოველ იტერაციაზე 

იყენებს კვადრატულ აპროქსიმაციაზე დაფუძნებულ მეთოდს. 

ვთქვათ, X,,X:,Xკ წერტილები ისეა შერჩეული, რომ X», < X,; < Xკ 

და /, > /; < #, (ამ უტოლობების შედეგად მიიღება ძც > 0). 

მეთოდის ალგორითმის ფხევდოკოდი ახეთია: 

პაუელის მეთოდი (C(X,.X.,X,1,5, #(»)) 
 #6ხ3116(1) 

2 ( 

3 # = ოი Lჩ.7/>..6). და X.ე იყოს ის წერტილი, 

სადაც მიიღწევა /„ი: 
4 (X%,X. X-ის მიხედვით გამოვითვალოთ XI, კვად- 

რატულ აპროქსიმაციაზე დაფუძნებული მეთოდის 
გამოყენებით; ) 

5 (XM,,-ით აღვნიშძმნოთ X,, და X წერტილებს შორის 

ის, რომელშიც მიზნის ფუნქცია ნაკლებ მნიშვნელობას 

იღებს; ) 
6 +#II , –#C0C))<8 6§6 IX, –X <§) 

7 ჯიLსსჯი (X=X., #(X) > /(X„,))? 

(X,, წერტილის ორივე მხარეს დავალაგოთ მასთან 

ყველაზე ახლოს მდგომი ორი წერტილი და გადავ- 

ნომროთ ეს წერტილები ზრდადობის მიხედვით;) 

9 
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გავაკეთოთ რამდენიმე აუცილებელი შენიშვნა. 

XV 1) პირველ იტერაციაზე /»» = /ე. 
X- 2) ზოგჯერ ითხოვენ, რომ შეჩერების პირობა ზედიზედ 

შესრულდეს რამდენიმე მომდევნო იტერაციისათვის 

(მაგალითად, სამჯერ), შემთხვევითობის თავიდან ასა- 

ცილებლად. 
XX 3) პაუელის მეთოდს მინიმალის სიახლოვეს აქვს კვად- 

რატული კრებადობა. ეს არის მისი უპირატესობა 

ოქროს კვეთის მეთოდთან, მაგრამ თუ საწყისი ინტერ- 

ვალი საკმაოდ დიდია, კვადრატული პოლინომით მიახ- 

ლოება შეიძლება აღმოჩნდეს საკმაოდ უხეში, რაც შეამ- 
ცირებს პაუელის მეთოდის კრებადობას. 

3. წერტილოვანი აპროქსიმაცია. შუა წერტილის მეთოდი 

თუ უნიმოდალური მიზნის ფუნქცია წარმოებადიც არის, 

მაშინ შეგვიძლია გამოვიყენოთ წერტილოვან შეფასებაზე და- 

მოკიდებული მეთოდები. ცხადია, თუ / 60I0ი,ხ) და ძი<Xჯ<ხ, 

მაშინ: 

ა) / (I)<0 = Xჯ>X;, 

ბ) /”(Xს)>0 => X<X, 

გბ) / (X)=0 = X%=X», 
სადაც X აღნიშნავს მინიმალს / (X) –>+IიIი, ით <Xჯ<ხ, ამო- 

ცანაში. 

შუა ნერტილის მეთოდის ალგორითმის ფსეედოკოდი ახე- 

თია: 

შუა წერტილის მეთოდი (ი,ხ „>, #(X)) 

1 #Vნ6110C(1) 

2 ( 

ვ გამოვითვალოთ X,, = (თ +ხ)/2 და # (I) ; 
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1C(I/(X,)| <4) 

ჯიხსIი (X=X, /(X)= /(X.)); 

1C( /”(X+„)<0) თძ=X»,; 

3C(/”(X,)>0) ხ=X»,; 

თ
 

“თ 
თ
 

თ
.
 

მაგალითი. შუა წერტილის მეთოდით მიახლოებით გან- 

საზღვრეთ მინიმალი 

#60 =2X2 +165 პი, 1<X<5, 
X 

ამოცანაში § =0,05 სიზუსტით. 

ამოხსნა. თ=I, #=5, /(X)=4X-16/X, /(0ი)=+-I2<0, 

#Mხ)=20+-I6/5>0, რაც ნიშნავს, რომ მინიმალი X არის (თ.ხ) 

სეგმენტის შიგა წერტილი და შეგვიძლია შუა წერტილის 

მეთოდის გამოყენება. 

/იტერაცია 

სტრიქონი3) X, =3, და /'(X,„)=12-16/9 =10.22; 

სტრიქონი 4) |/ (MX) 
სტრიქონი?) /'(X.)>0, ამიტომ ძ =1,ხ =3; 

//იტერაცია 

სტრიქონი 3) X, =2, /'(X,)=4-2-16/(2-2)=4; 

სტრიქონი 4) |/'(X„)|>6; 

სტრიქონი?) /'(X,)> 0 , ამიტომ ძ =1,ხ =2; 
/I/ იტერაცია 

სტრიქონი 3) X,=”2, / (X,)=4-(3/2) –16/(9/4)=6–-7,11=–)1,11; 

სტრიქონი 4) |/ (X„)|> §; 

სტრიქონი ნ) /'(X,„)<0,ე.ი. ძ =3/2,ხ=2; 

  
>8; 
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/Vიტერაცია 

სტრიქონი3) X.=L7, #'(X„) =4:1,75–16/3,06 =7 –5,23 = 1,77; 

სტრიქონი 4) IV (X 1 >6; 

სტრიქონი?) /'(X„)>0, ე.ი. რ =1,5, ხ =1,75; 

Vიტერაცია 

სტრიქონი3ვ) X =1,63, 

# (X„)C4-1,63-16/2,64 =6,52 – 6,06 =-0,46. 

სტრიქონი 4) I/(C-I <5, ამიტომ X =1,63 ,ხოლო #(%) >4045. 

სავარჯიშოები 

#60. ამოცანებში #47 – #49 და #57 – #59, მოძებნეთ მინიმალი 

კვადრატული აპროქსიმაციის გამოყენებით და შეადარეთ 

ადრე მიღებულ შედეგებს. 
#61. შუა წერტილის მეთოდის გამოყენებით განსაზღვრეთ / 

ფუნქციის მინიმალი (ძ,ხ) სეგმენტზე § =0,5 სიზუსტით: 
4 

#09 =4-+»-8X+12, 0<X<2. 

#62. ამოცანებში, #47 – #49 და #57 – #59, მოძებნეთ მინიმალი 

შუა წერტილის მეთოდის გამოყენებით და შეადარეთ 

ადრე მიღებულ შედეგებს. 
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თავი 6 
ლიფშიცური ფუნქციების მინიმიჯაცია 
ტეხილთა მეთოდით 

თუ უნიმოდალური ფუნქციებისთვის რეკომენდებულ მე- 

თოდებს გამოვიყენებთ არაუნიმოდალური ფუნქციებისათვის, 

უკეთეს შემთხვევაში (უწყვეტი ფუნქციებისათვის) მივიღებთ 

ლოკალური მინიმალის მიახლოებით მნიშვნელობას. ამავე დროს, 

უნიმოდალური ფუნქციების სიმრავლე არის ძალიან ვიწრო 

კლასი უწყვეტი ფუნქციების სიმრავლიდან. 
ტეხილთა მეთოდი საშუალებას იძლევა მივიღოთ გლობა- 

ლური ექსტრემუმის წერტილების მიახლოებითი მნიშვნელო- 

ბები ლიფშიცური ფუნქციებისათვის. გავიხსენოთ 

განმარტება. ვამბობთ, რომ / ფუნქცია აკმაყოფილებს 

ლიფშიცის პირობას (ი.ხ) მონაკვეთზე, თუ არსებობს ისეთი 

L>0 მუდმივი, რომ 

I/(=) – /CV)|< IX – XI, VX, /C (თ,ხ|I. (6.1) 

უმცირესს იმ მუდმივებს შორის, რომლებიც აკმაყოფილებენ 

(6.1)-ს, უწოდებენ ლიფშიცის მუდმივს (იგი დამოკიდებულია / - 

ზე და (ი,ხ)-ზე), ხოლო /-ს უწოდებენ ლიფშიცურ ფუნქციას 

((ი,ხI-ზე). C 

გეომეტრიულად (6.1!) ნიშნავს, რომ / ფუნქციის გრაფიკის 

ნებისმიერი ორი წერტილის შემაერთებელი ქორდის საკუთხო 

კოეფიციენტის მოდული არ აღემატება #-ს. (6.1)-დან გამომ- 

დინარეობს, რომ ლიფშიცური ფუნქცია უწყვეტია (0«,ხI-ზე, 

ამიტომ, ვაიერშტრასის თეორემის ძალით, იგი აღწევს თავის 

გლობალურ მინიმუმს და მაქსიმუმს (9#.ხ) -ზე. 

არაა აუცილებელი, რომ ლიფშიცური ფუნქცია იყოს წარ- 

მოებადი. მაგალითად, / (X)=|IXI|, – I < X<1, მაგრამ თუ ფუ- 

ნქცია წარმოებადია მონაკვეთზე და წარმოებული შემოსაზღ- 
ვრულია, მაშინ იგი ლიფშიცურია. 
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წინადადება. ვთქვათ / ფუნქცია წარმოებადია (ი.ჩ1-ზე და 

# (X) , ძ < X < ხ შემოსაზღვრული ფუნქციაა. მაშინ / ფუნქცია 

(ი.ხ)-ზე აკმაყოფილებს ლიფშიცის პირობას #L= 5სი I/ (X) 
ძ5+X5ჩხ 

მუდმივით. 

დამტკიცება. ნებისმიერი X,7CIი,ხ) წერტილისათვის 

სასრულ სხვაობათა ფორმულა გვაძლევს: 

#760)-/(0=#(7+0(/-–X))(”–X), 
რომელიღაც 60 C(0,11)-ისათვის. აქედან და /'-ის შემოსაზ- 

ღვრულობიდან გამომდინარეობს წინადადების დასკვნა. C 

ვთქვათ, / არის ლიფშიცური ფუნქცია 9,6) მონაკვეთზე 

ლიფშიცის # მუდმივით. ცხადია, იგივე იქნება სამართლიანი –/ 

ფუნქციისათვის. ამიტომ, ლიფშიცური ფუნქციებისათვის შეგ- 

ვიძლია ზოგადობის შეუზლუდავად განვიხილოთ მხოლოდ 

მინიმიზაციის ამოცანა: 

#(X)-> თს, XCL(0,ხ), (6.2) 

და ვიგულისხმოთ #>0 (#=0 ნიშნავს /=009)5L). 

ნებისმიერად ავიღოთ X-CIმ,ხს და განვსაზღვროთ 

ფუნქცია: 

9(X)= /(Xა)– LX- XI) თძთ<X<ხ. 

ცხადია, ეს არის ორი მონაკვეთისაგან შედგენილი ტეხილი, 

ჩ(CX) = /(X-ა) და მისი მონაკვეთების საკუთხო კოეფიციენ- 

ტებია +L. ტეხილთა მეთოდი ეფუძნება იმ ფაქტს, რომ /#-ს 

გრაფიკი (ი,ნ)-ზე მოთავსებულია /-ის გრაფიკის ქვემოთ. მართ- 

ლაც, (6.1)-ის ძალით, როცა 0ძ 5< X < ხ, გვაქვს: 

#(9-2(9 =/ 00 - /(%)+LX-X>-I/ (+ – / (X%)+LX–X= 
= (L –I/ («) – # (%)IX – ა X|>0. 
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ტეხილთა მეთოდი გეომეტრიულად ნიშნავს ტეხილთა ისე- 

თი მიმდევრობის აგებას, რომელიც ქვემოდან უახლოვდება /-ის 

გრაფიკს და ნებისმიერი ტეხილის ნებისმიერი მდგენელის 

საკუთხო კოეფიციენტი არის ან +/, ან -/. ამ ტეხილების 
წვეროების ერთი ნაწილის კოორდინატების დამახსოვრება 

ხდება ე.წ. კრიტიკული წერტილების სიმრავლეში, რომელიც 
ყოველ იტერაციაზე ერთი ელემენტით იზრდება. ალგორითმის 
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აღწერამდე, მოვიყვანოთ დამხმარე ფაქტები. თუ (ით,/ (თ)) 

წერტილიდან გავატარებთ მონაკვეთს -# საკუთხო კოეფი- 

ციენტით და (ხ, / (ხ)) წერტილიდან გავატარებთ მონაკვეთს 

+L საკუთხო კოეფიციენტით (ცხადია, ორივეს გრაფიკი /-ის 

გრაფიკის ქვემოთაა), მაშინ მათი გადაკვეთის წერტილი არის 

(ი; ), სადაც: 

ჯ =--I/(4-/() +#M(ძ+ხ)|,. /, =-(/(0+/(:) +L(9-–ხ) |, 

ანუ ესაა პირველი ტეხილის ყველაზე ქვედა წერტილი (იხ. ნახ. 6.1). 
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ტეხილთა მეთოდის ალგორითმი შემდეგია. 

ბიჯი 1) (>«./,) წყვილი გამოვიყვანოთ კრიტიკული წერტი- 

ბიჯი 2) 
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ლების სიმრავლიდა6 და მის ნაცვლად შევიყვანოთ 

ორი ახალი წყვილი (XI, ), (X» #, ) (იხ. ნახ. 6.2) შემ- 

დეგნაირად: 

, ა ” · 1 · · 

X =X რბ, X=%1+4რს ჯ, =>17(X)+#,, 

სადაც ტ, ==--I /(X)– ი). 
მიღებული ორი (X, 0), (XI, ჩ) წყვილიდან ავირ- 

ჩიოთ ის, რომლის მეორე კოორდინატი მინიმალურია, 
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ნახ. 6.2 

აღვნიშნოთ იგი (»X., #7) -ით და გამოვრიცხოთ კრი- 

ტიკული წყვილების სიმრავლიდან (ცხადია, მოცემულ 

ბიჯზე (X..#2:) -ად შეგვიძლია ავიღოთ ნებისმიერი ამ 

ორი წყვილიდან). (X:, ი:) -ის ნაცვლად, კრიტიკული



წყვილების სიმრავლეში დავამატოთ ორი ახალი 

წყვილი (»X:. #0.) , (XL ”.) , რომელთა კომპონენტები 

ითვლება ფორმულებით: 

· · I .· · 

X =X- ბე, X: =X +რ:, ჩ.=5L/ (=)+7:), 

სადაც 0 = ს /(0ე- იე. 
    

  

„„შრიიზიი””” –_” 

2 2 X ”_ 
ნახ. 6.4 

ამ ბიჯის შედეგად, კრიტიკული წყვილების სიმრავ- 

ლეში არის სამი წყვილი (იხ. ნახ. 6.3). 

ბიჯი ). წინა ბიჯების შედეგად, კრიტიკული წყვილების სიმ- 

რავლეში არის ” ცალი (X, 2) სახის წყვილი. მათგან 

ავირჩიოთ ის, რომლის მეორე კომპონენტი მინიმა- 

ლურია. აღვნიშნოთ იგი (X..ნ,)-ით, გამოვრიცხოთ 

იგი კრიტიკული წყვილების სიმრავლიდან და მის 
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ნაცვლად, კრიტიკული წყვილების სიმრავლეში, და- 

ვამატოთ ორი ახალი წყვილი (X./,), (XL ჩ,), რო- 

მელთა კომპონენტები ითვლება ფორმულებით: 

+ =X)–#,, X=X+0ტ4,, ჩ,=+L/(X)+#:), (6.3) 

სადაც ბ,=-- /(X)- #1. 
ჩვეულებრივ,კდ როდესაც #(X) საკმოდ ახლოსაა 

#. = იიIი #/ (X) სიდიდესთან, მაშინ ვიღებთ X#=X და 
ძი5X5ჩ 

# => #(>). #.-თან სიახლოვის განსაზლვრისათვის გამოი- 

ყენება შეფასება: 

0< / (C)– /: <2#4,, (6.4) 
ე.ი. როცა სრულდება (6.4), მაშინ სრულდება ძიების პროცესი. 

შენიშვნა. წარმოებადი ფუნქციისთვის /' (X) =0, ამი- 

ტომ მიზნის ფუნქციის მნიშვნელობები უფრო სწრაფად მიდის 

მინიმუმისკენ, ვიდრე X დაუახლოვდება X-ს. ალგორითმის 

-ის 
  

გაჩერების პირობად (6.4)-თან ერთად შეიძლება > – X, 

სიმცირის მოთხოვნაც. 

მაგალითი. ტეხილთა მეთოდით |10;15)1 შუალედზე 

51ი(X) 

X 

ბალური მინიმუმი /. და გლობალური მინიმალი X. 

ამოხსნა. რადგან 

#92 (თ) . XIC605 8) §1ი (X)I < +4 <0.1I 

  § =0.0| სიზუსტით მოძებნეთ / (X) = ფუნქციის გლო- 

როცა X C I10;1 51, ამიტომ შეგვიძლია ავიღოთ # =0,!1 (თუმცა 

ეს მეტობითაა). 
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თავიდან ვპოულობთ X», =12,056, /, =-0,281. შემდეგ 

აღწერილი სქემის მიხედვით (6.3) ფორმულებით ვატარებთ გა- 

მოთვლებს. გამოთვლების შედეგები მოყვანილია ცხრილში 6. I. 

  

    

  

  

  

  

  

  

  

  

  

                

ცხრილი 6. /. 

” სისარიც თ 2L#, დასამატებელი წყვილები 

X» ი, X XI #, 
1 | 12.056 -0.281 0.240 10.-06· | I1.I49 | -0.16! 

2 | 10.963 -0.161 0.070 10.616 | II.280 | -0.126 

3 | 13.149 -0.161 0.203 12227 | 14.07) | -0.0% 

4 | (|0.646 -0 22 | 0.038 10474 | 10.9)8 | -0.107 

5. | L1.280 022 | 0.0+I 1I.094 | 1),466 | -0.106 

6 | I0.474 -0.107 | 0.024 10364 | 10.5§84 | -0.095 

7 | 10.§18 -0.107 | 0.160 I0:745 | I0.99, | -0.099 

8 | 11.094 -0. 00 | 0.016 II.000 | II.16§ | -0,098 

9 | II.466 -0.10– | 0.028 II.338 | II.594 | -0.092 

10 | 10.89! -ი.099 0.008 <#« – – –     

ცხრ. 6.1-ის მიხედვით, X =10,89), /. = /(10,891)=0,091. 

შევნიშნოთ, რომ მიზნის ფუნქცია არ არის უნიმოდალური, 
ამიტომ ადრე განხილული მეთოდები არ გამოგვადგებოდა. 

სავარჯიშოები 

#63. დაამტკიცეთ, რომ Lი,ხ) სეგმენტზე ლიფშიცური ფუნქცია 

უწყვეტია ამავე სეგმენტზე. 

#64. #(X) = 1» +2X” –5X+6 ფუნქცია ლიფშიცური არის 

(0,1) და (0,10) შუალედებზე. ორივე შემთხვევაში მოძებ- 
ნეთ უმცირესი ლიფშიცის მუდმივებს შორის. 
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შემდეგ ამოცანებში, ტეხილთა მეთოდით იპოვეთ / ფუნ- 
ქციის მინიმალი და გლობალური მინიმუმი (ი,ხ) სეგმენტზე 
მოცემული სიზუსტით: 

#65. / (X)=(X-0,9) +(X–-1,1), XC(0.8;1,21, §=0,05. 
C05Xჯ 

ჯ? ” 

#67. #(X)=|»?–II–1 ფუნქცია არის თუ არა ლიფშიცური 

(L–2,2)-ზე? თუ არის, ჩაატერეთ პირველი 6 იტერაცია ტე- 
ხილთა მეთოდით. 

  #66 /(X)= 7<X<1)1), 68=0,01, 
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ნაწილი 3 

მრავალ ცვლადზე 
დამოკიდებული 
მიზნის ფუნქცია





თავი7 
გლუვი ექსტრემალური ამოცანა ლია 
ლასაშვები სიმრავლით 

გამოყენებით ამოცანებში, თითქმის ყოველთვის, მიზნის 

ფუნქცია მრავალი ცვლადის ფუნქციას წარმოადგენს. ამ ტიპის 
ამოცანებში ყველაზე ადვილად გამოსაკვლევი არის ღია და- 

საშვები სიმრავლის შემთხვევა. 

1.კრიტიკული წერტილების განსაზღვრა 

თეორემა 1 /ექსტრემალურობის / რიგის აუცილებელი 
პირობა/. ვთქვათ, M C LL, არის ღია სიმრავლე, ./ : M/ –> % 

უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციაა X =(>X',...,>”)C M წერტი- 

ლის რომელილაც მიდამოში და X არის ლოკალური ექსტრე- 
მუმის წერტილი 

#(X) 2 XC, X6CVM 
ამოცანაში. მაშინ, 

'(X) = V(X) _ ჯ= წ) #'(X)=9 «– (29--. მა... I 

დამტკიცება. ვთქვათ 71=I. თუ X= (X'...,X") არის / 

ფუნქციის ლოკალური ექსტრემუმის წერტილი, მაშინ ჯ იქნება 

§(»') = #(X',X?,...,X”) ერთი ცვლადის ფუნქციის ლოკალური 

ექსტრემუმის წერტილი, ამასთან, რადგან #/(X,X,...,X”) ფუნქ- 

ცია განსაზღვრულია ღია სიმრავლეზე, ამიტომ დ (X) ფუნქციაც 

განსაზღვრულია ღია სიმრავლეზე და მისთვის შეგვიძლია გამო- 

ვიყენოთ ფერმას თეორემა, რომლის თანახმად §(X') =0,ანუ 

VIC. >...) (CL >.” _ე 
მX' თ I. =ჯ! 
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ანალოგიურია მტკიცება 7 =2,...,/1-თვის. C 

განმარტება. განხილული თეორემის პირობებში, 

#(X) –> XL. XC /V#, 

ამოცანისთვის კრიტიკული წერტილების სიმრავლე # განი- 

საზღვრება შემდეგნაირად: 

# =1+CVM | /”(§) =01. 0 

მაგალითი. იპოვეთ X” + ”· – X7”-–- 2X+ » ფუნქციის ექს- 

ტრემუმის წერტილები. 

ამოხსნა. ჩავწეროთ ამოცანა სტანდარტული სახით: 

#C(X, 37) = X” + »” – X7 – 2X + :/ –> 6XL-, (X,») CI. (7.1) 

(7.1) ამოცანისათვის განვსაზღვროთ კრიტიკული წერტილების 

სიმრავლე. ამ მიზნით შევადგინოთ და ამოვხსნათ სისტემა 

Cთ /0X=0, მ//მ/=0, ე-ი.: 

-% 2»-/-2=0, 
0X 

V =2V/-X+1=0, 
მV 

საიდანაც ვპოულობთ: X=I, X7=0, ანუ # = X,0)). 

შემდეგ პუნქტებში ავხსნით, თუ როგორ ხდება კრიტიკული 
წერტილების გამოკვლევა და დავასრულებთ ამ მაგალითსაც. 

2. პრიტიპკული წერტილების გამოკვლევა 

ვაიერშტრასის თეორემის საფუძველსუე 

ვაიერშტრასის თეორემის შედეგები საშუალებას გვაძლევს 
გავარკვიოთ, თუ რომელი კრიტიკული წერტილი არის გლობა- 

ლური ექსტრემუმის წერტილი. 

ვაიერშტრასის თეორემის გამოყენებით თუ დავადგენთ, რომ 
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#(X) –>6XL, XCVM/, (7.2) 

ამოცანაში დIIIი(7.2) X»C, მაშინ შეგვიძლია შემოვიფარ- 

გლოთ გაცილებით მარტივი 

#(X) –> XC, XC#, (7.3) 

ამოცანის განხილვით, რომელსაც აქვს იგივე მინიმალი, რაც 

(7.2)-ს, რადგან 

(IC და XCყ9ILიIი(72)) => X6CVწIოIი (7.3). 

ანალოგიურად ვმოქმედებთ გლობალური მაქსიმუმის ძიების 

შემთხვევაშიც. 

მაგალითი. გავაგრძელოთ შემდეგი მაგალითის ამოხსნა: 

#CX, 7) = X” + »” – XV – 2X+ / -> 6XI,. (X./) 6 დე. 

როგორც ვნახეთ, # = %1,0)). რადგან (0.70) =+თ, 

ამიტომ 9IIII(7.1) # თ. 

რადგან # ერთელემენტიანია, ამიტომ (1,0) არის გლობა- 

ლური მინიმალი 

#CXCX») –> XV, (X, ») C # ამოცანაში. 0 

ამ მეთოდში ძირითადი სირთულე მდგომარეობს აბსოლუ- 
ტური ექსტრემუმის წერტილის არსებობის დადგენაში. ჩვენს 

მაგალითში, რადგან 

ამიტომ 

2 2 
#(X 27) > – + თ--2» +7, VCX7)Cსე. (7.4) 
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ახლა ცხადია, რომ (ბ. #(X,/)=+თCთ, რადგან (7.4)-ში 

კვადრატული წევრების კოეფიციენტები დადებითია. 

ვ. პრიტიკული წერტილების გამოკვლევა 

განმარტების საფუძველზე 

კვლავ განვიხილოთ (7.2). ვთქვათ, სრულდება თეორემა 

1-ის პირობები და XC #. ყოველი X C M წარმოვადგინოთ 

შემდეგი სახით: X = X + ჩ და განვიხილოთ სხვაობა: 

M=/0+)-/6) (=#/60-/C). 
რ/ -ის ნიშნის ხ -ზე დამოკიდებულების გარკვევა არსებითია, 

რადგან: 

!) თუ #M>0 ყოველი შესაძლო ჩხ-ისთვის, მაშინ 

X C 9IIიIIX7.2); 

21 თუ #M5<0 ყოველი შესაძლო ხ-ისთვის, მაშინ 

X C 891 ი1მX(7.2); 

ვ) თუ M 20 ყოველი საკმაოდ მცირე ხ-ისთვის, მაშინ 

X C 10CIIIIX7.2); 

რ თუ #/ <0 ყოველი საკმაოდ მცირე ხM-ისთვის, მაშინ 

X C 10CIXIმX(7.2) ; 

მაგალითი. კვლავ გავაგრძელოთ 

#CX, 7) = »X” + »” – X/ –2X+ )/ -3 6XC,. (X, 7) C I8, 

ექსტრემალური ამოცანის განხილვა. აქ # = ((1.0)1. (10) არის 

ერთადერთი კრიტიკული წერტილი. ჩვენს შემთხვევაში 

X = X+11) წარმოდგენა არის 

(X.») =(1,0)+(ს',I?) = (1+ ს',ი”), 
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ამიტომ განვიხილოთ სხვაობა: 

/ (–») – / (10) = 
=(I+ი') +(ი?)” – (I+ი')ი? –2(1+ჩხ')+ხ? –1+2= 

2 2 1 2 2 – დ) +(ი?)” –Mი7 >> (C')” +(ი?)” |>9, 
რაც (X, /) -ის ნებისმიერობის ძალით ნიშნავს, რომ X = (I,0) 

არის გლობალური მინიმალი. შევნიშნოთ აგრეთვე, რომ ბოლო 

ფორმულიდან მარტივად ჩანს LI #(X,X)=+თ, რაც 
X,))|5“ი 

არსებითია ვაიერშტრასის თეორემის ტიპის შედეგებით სარ- 

გებლობისას. 

4. პრიტიკული წერტილების გამოკვლევა 

ექსტრემალურობის!! რიგის საკმარისი პირობის 

საფუძველზე 

წინასწარ მოვიყვანოთ რამდენიმე ფაქტი, რაც აუცილე- 
ბელია ამ მეთოდის გამოყენებისას. 

განმარტება. ვთქვათ მოცემულია კვადრატული 

#4= (, ),. მატრიცა. ამ მატრიცას ეწოდება: 

ა დადებითად განსაზღვრული, თუ ნებისმიერი არანუ- 

ლოვან V= (X,.--,X”) ვექტორისათვის სრულდება: 

X4VI = 2,2,მცV'X'>0. 
(=1 /=I 

ბ “უარყოფითად განსაზღვრული, თუ ნებისმიერი არანუ- 

ლოვანი V= (V,----X»”) ვექტორისათვის სრულდება: 

V#MV' = 2 2.ბ,V” <0, ანუ თუ –4 არის დადებითად 
)=I /=1 

განსაზღვრული. 
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სილვესტრის ცნობილი თეორემა (იხ. |1)), რომელსაც აქ 

დაუმტკიცებლად მოვიყვანთ, გვაძლევს ადვილად შესამოწმე- 

ბელ კრიტერიუმს კვადრატული მატრიცის განსაზღვრულობის 
დადგენისთვის. შევნიშნოთ, რომ სილვესტრის თეორემის სხვა, 
უფრო ინფორმატიული ვერსიებიც არსებობს. 

თეორემა ,„სილვესტრის/.- კვადრატული, სიმეტრიული «4 

მატრიცის დადებითად განსაზღვრულობისათვის აუცილებე- 

ლია და საკმარისი, რომ მისი ყველა მთავარი მინორი იყოს 

დადებითი, ანუ ყოველი X# = I, 2,...,/ -ისათვის უნდა შესრულ- 
, 

დეს ძ6( (4,) > 0,სადაც “# = (2,,) 
,;.4/= · 

სავარჯიშო. ჩამოაყალიბეთ კრიტერიუმი #4 მატრიცის 

უარყოფითად განსაზღვრულობისათვის. 

მითითება. #-ს უარყოფითად განსაზღვრულობა იგივეა, 

რაც – 4 -ს დადებითად განსაზღვრულობა. 

შემდეგში, #”(X) -ით, ჩვეულებრივ, აღვნიშნავთ / :M–3დ 

ფუნქციის მეორე წარმოებულებისგან შედგენილ, ანუ ჰესეს 

მატრიცას X წერტილში: 

    

  

მ'/ მ'/ 
2(Xჯ')? 0XIმ0ჯ" 

#"(X)=, : : 
გ?/ გ?/ 

მX"მX! მ(X")” 

თეორემა 2 /ექსტრემალურობის /!,! რიგის საკმარისი 

პირობა/. გთქვათ M C IM, არის ღია სიმრავლე, / : M –> IM 

ფუნქციას აქვს მეორე რიგის უწყვეტი კერძო წარმოებულები. 

მაშინ, იმისათვის რომ X = (X',.. .,X") C M იყოს მკაცრი ლოკა- 

ლური მაქსიმალი (მინიმალი) ამოცანაში 

#(C-ე) 23 XLI, X CV, 
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საკმარისია შემდეგი პირობების შესრულება: 

#(X) =0 და /” (C9) უარყოფითადაა განსაზღვრული 

(/7'(+)=0 და #” (+) დადებითადაა განსაზღვრული). 

დამტკიცება. დამტკიცების იდეა მარტივია. რადგან სამარ- 
თლიანია ტეილორის ფორმულა: 

#CX)– /C5) = #ICი+1C: -9)/”(0CL- 2) +ი(IX- ა"), 
ამიტომ როცა X და X საკმაოდ ახლოს არიან ერთმანეთთან, 

მარჯვენა მხარეში, პირველი წევრი ნულია, ხოლო მესამის 
უგულებელყოფა შეგვიძლია (უფრო მაღალი რიგის უსას- 

რულოდ მცირეა), ამიტომ მარცხენა მხარის ნიშანი ემთხვევა 

მარჯვენა მბარის მეორე წევრის ნიშანს, რაც ამტკიცება თე- 

ორემას. 

აბლა დავასრულოთ თეორემა 2-ის დამტკიცება ლოკალუ- 

რი მინიმალისათვის. რადგან # (ა დადებითადაა განსაზ- 

ღვრული, ამიტომ „I = # (+) მატრიცის ყველა მთავარი 

მინორი დადებითია: ძი! (4) >0, MX =I.2.....,). დეტერმი- 

ნანტი არის მატრიცის ელემენტების უწყვეტი ფუნქცია, ხოლო, 

  

გ C/ (X) : 
თავის მბრივ, მატრიცის ელემენტები –-- - არის X-ის 

CX»C+X 

უწყვეტი ფუნქციები ინდექსების ყოველი I./ წყვილისათვის. 
ამგვარად, მთავარი მინორები არის XCV#V/-ის უწყვეტი 

ფუნქციები და ეს ფუნქციები დადებითია X-ში. ამიტომ X-ის 

რაღაც მიდამოში ისინი შეინარჩუნებენ ნიშანს. თუ 0 >0 იაე 

არის შერჩეული, რომ X-ის IX – «I <გ მიდამოში /”(X)-ის 

მთავარი მინორები ინარჩუნებენ ნიშანს, მაშინ 

I» – + <2 => /“(X) დადებითადაა განსაზღვრული.



2 >0 იმდენად მცირე შეგვიძლია ავიღოთ, რომ აგრეთვე შეს- 

რულდეს 
IX-XI<8 = XCM 

ტეილორის ფორმულის თანახმად, როცა IX – XII <0 , გვაქვს 

#00- #(X) = 
/(2X. 1 ებ ”//ე - - = / ()+-(CX-X) / («++0(X – X))(X – ჯ)' (7.5) 

სადაც რ066C|(0.)) დამოკიდებულია X-ზე. შევნიშნოთ, რომ 

ტეილორის ფორმულის ეს სახე სამართლიანია მხოლოდ 

რიცხვითი მნიშვნელობების მქონე ფუნქციებისათვის. პირობის 

თანახმად, /”(X) = 0, ხოლო რადგან 

| ++0(X-#%)–XI =0IX-+§I<6, 

ამიტომ /”(X +0 (X – X)) დადებითადაა განსაზღვრული, ანუ 

(X – #) /”(«+0(X – #))(X-–#)' >0. 

ამგვარად (7.5) გვაძლევს: 

IIX-X|<თ = /(I)- /(X>0 = /C(X)> /(X). 0 

სავარვიშოები 

ამოხსენით შემდეგი ექსტრემალური ამოცანები: 

#68. 5X  – 4X/+ 7“ – 16X – 127 –> 6XL., 

#69. 3X” – 4X/+ ) – 8X – 12) –> 6XL.. 

#70. 2X” + X/ + ”” –> 6XLV. 

#71. (1 –»ჯ) +10(»#-»?)” –3 6XLC, 
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#72. 

#73. 

#74. 

#75. 

#76. 

#77. 

#78. 

#79. 

#80. 

#81. 

Xჯ" + 7“ + 2“ + )/2 – 3X + 6/ –> 6XL. 

X” – 2XV + /" + 2? –3 0XL. 

ჯ? + # + 27 – X/+X -27 -3 6XC. 

2»" – 10X/+ »” –> 6XL.. 

(»- » +(I – ჯ)” 3 6XL. 

>+25+:29 –3 6XL.. 
Xჯ » 

X? – )/? – 4X+6)/ –> 6XL. 

X” + )/ + 2? – X/ +X-–-27 –> 6XL.. 

X! + » – 3X/ –>3 8XC. 

გL24+3») (8»? – 6X/+ 3) 3 6Xწ-. 

8!



თავი 8 

გლუვი ექსტრემალური ამოცანა ტოლობის 
ტიპის შეზღუდვებით 

1. მოკლე რეზიუმე 

ვთქვათ, ყოველი /, :#, –> #, | =0,1,...,”) არის უწყვეტად 

წარმოებადი ფუნქცია. შემდეგ ექსტრემალურ ამოცანას 

#(X)->8%Xნ, ჟ/,(X)=0,..., /„(X)=0, (8.1) 

ეწოდება გლუვი ამოცანა ტოლობის ტიპის შეზღუდვებით. აქ, 

# არის მიზნის ფუნქცია, ხოლო 

M = (XC #% | /,(X) =-··= /„(X) =0| 

არის დასაშვები სიმრავლე. ცხადია, #/ არის ჩაკეტილი. გან- 

მარტების თანახმად, X არის ლოკალური მინიმალი (8.1!)-ში (ე.ი. 

Xჯ C 10CIიIIM(8.1)), თუ რომელიმე § > 0 რიცხვისათვის 

(IX – XII <6 48% /,(X)=---= /-(X)= 0) = 70(X) < /70(X). 

(8.1) ამოცანისთვის შემოვიღოთ ლაგრანჟის ფუნქცია: 

<7(X, 2, 7) = 4.70 (X) + #./, (X)+--/+ 2„/, (X), 

სადაც #= (4,4) ჯ X= (X',...,X”) , #, -ებს ეწოდებათ 

ლაგრანჟის მამრავლები, #.-ს ეწოდება ლაგრანჟის მთავარი 

მამრავლი. უშუალოდ განმარტებებიდან გამომდინარეობს, რომ 

(8.1) ამოცანის დასაშვებ სიმრავლეზე მიზნის ფუნქცია და 

ლაგრანჟის ფუნქცია ერთმანეთის ტოლია მუდმივი თანამამ- 
რავლის სიზუსტით, ანუ 

+%CX, 2, 4) = 40 /6(X) , როცა /, (X) =0,..., /„ (X) =0. 
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ამ პარაგრაფში ჩვენ დავასაბუთებთ, რომ ტოლობის ტიპის 
შეზღუდვებიანი გლუვი ამოცანის გამოკვლევა ხდება შემდეგი 
თანმიმდევრობით: 

1. 

2. 

მათემატიკური მოდელის შედგენა, ანუ ამოცანის ფორმუ- 
ლირება (8.1) სახით; 
ლაგრანჟის ფუნქციის შედგენა (8.1) ამოცანის მონაცე- 
მების მიხედვით: 

9(X, 2, ტა) = 2-/- (X)+ 2, / (X)+--+ 7, /,, (X); 
(8.1) ექსტრემალურ ამოცანაში კრიტიკული წერტილების 

(ანუ ისეთი წერტილების, რომლებიც შესაძლოა წარმოად- 
გენდნენ (8.1)-ის ამონახსნს) განსაზღვრის მიზნით განტო- 
ლებათა სისტემის შედგენა 

2%0-24%)_ 0 ,=I... 
8.2 

მ5(%77) _0 == (8.2) 
მ”, . ვ»... 

(8.1) ამოცანისათვის კრიტიკული წერტილების სიმრავ- 
ლის განსაზღვრა: 

არსებობს არანულოვანი (7.2)C ჩა. ისეთი | . 
, 

რომ (#,2,2)) არის (8.2)-ის ამონახსნი 

  

” -+42, 

გადამწყვეტი მნიშვნელობა აქვს, იმას რომ 

ჯI0CIიIი(8.2), I0C ი1მX(8.2)1 C #. 

კრიტიკული წერტილების გამოკვლევა მათგან ექსტრე- 

მუმის წერტილების ამორჩევის მიზნით. 

შევნიშნოთ, რომ ამოცანის გამოკვლევა მოხდება იგივე 

სქემით, თუ ყველა ფუნქცია: მიზნის ფუნქციონალი და შეზ- 

ღუდვები განსაზღვრულნი არიან რაიმე ღია სიმრავლეზე. 
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2. მათუმატიკური მოდელის შედგენა 

საილუსტრაციოდ, განვიხილოთ პირადი მოხმარების ნეო- 

კლასიკური ამოცანა. ვთქვათ, კერძო პირმა ან ფირმამ (ზოგა- 
დად მომხმარებელი) პირადი მოხმარების მიზნით უნდა შეი- 

ძინოს ” სხვადასხვა დასახელების პროდუქტის X',X”,...,X” 

რაოდენობები ისე, რომ სარგებლიანობის V(X',X”,...,X”) 

ფუნქციამ, რომელიც აღწერს მომხმარებლის გემოვნებას, 
მიიღოს მაქსიმალური მნიშვნელობა. სიმარტივისთვის ვგულის- 

ხმობთ, რომ თითოეული სახის პროდუქტის ერთეული არის 

უსასრულოდ დანაწილებადი (პრაქტიკულად ასეთია 1 კგ. შაქა- 
რი ან მილიონი წყვილი ფეხსაცმელი) და რომ ვალის აღება 

შეუძლებელია. ეს ორი დაშვება გარანტიას გვაძლევს, რომ 

ყოველდ X C|0,თ). ცნობილია პროდუქტების ფასები 

ჩნ, ხ.,--·., ს, და თანხა /#/, რომელიც გააჩნია მომხმარებელს. 

ფორმალურად, მოხმარების ნეოკლასიკური ამოცანა არის 
ამოცანა უტოლობის ტიპის შეზღუდვებით: 

V(X',X”,...,X”) –> იიმX, ( /7X + 0ეX” +---+ ჩ,X” <# და 

ყოველი X” > 0). 

თუ დავუკვირდებით ამოცანის შინაარსს, დავრწმუნდებით, 

რომ იგი სინამდვილეში უფრო მარტივია. არსებითია ის გარე- 

მოება, რომ ფუნქცია L) (XI ,X”,...,X”) , რომელიც აღწერს მომ- 

ხმარებლის გემოვნებას, ვერ იქნება ნებისმიერი. არსებობს ბუ- 

ნებრივი შეზღუდვები, რომელსაც აკმაყოფილებს მომხმარებ- 

ლის გემოვნება. ამ შეზღუდვებს მოხმარების თეორიაში აქსნიო- 
მეპს უწოდებენ. აღვწეროთ ორი მათგანი. 

1. თუ X'=V”,7 = 1,.../ – 1. 7 +1,...,7 და X7>V/ , მაშინ 

ხ (X',...,X/ ',X7/,X7),..,X”) >V (X'....,X”',”/,X7,...,X”) 

ანუ, თუ ერთი პროდუქტის რაოდენობა იმატებს, ხოლო 
დანარჩენი პროდუქტების რაოდენობა ფიქსირებულია, 
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მაშინ კრებულის სარგებლიანობა იზრდება. მათემატი- 

კურად, ეს ნიშნავს, რომ V(»',X”,...,X”) ფუნქცია 

ზრდადია თითოეული არგუმენტის მიმართ: 

, ' 2 „V _ მ 1 2 ი 1. 
ს, (C. XI, ..., X )= 9 .X“,...,X )>9, #= ს..-,. 

ეკონომიკაში ამას უწოდებენ ზღვრული სარგებლიანო- 
ბების დადებითობის კანონს. 

თუ X =/,7 = ს.../– 1, /+1,..»”M და X”>X” , მაშინ 
' = + - ს” C: ,.... XX. X7,X7 ',...X”)<სI (XI,...,X” ',»/,X”'',...,X”) 

ანუ, თუ ერთი პროდუქტის რაოდენობა იმატებს, ხოლო და- 

ნარჩენი პროდუქტების რაოდენობა ფიქსირებულია, მაშინ 
იმ ერთი პროდუქტის ზღვრული სარგებლიანობა მცირდება: 

მ? 

მ(X7)” 
ეკონომიკაში ამას უწოდებენ კანონს ზღვრული სარგებ- 
ლიანობის კლებადობის შესახებ. 

ამ თვისებებიდან გამომდინარეობს, რომ ზღვრული სარ- 

  V(X',X”,...,X”) <0, 7 =LI....,M. 

გებლიანობა ყოველთვის დადებითია, თუმცა კლებადია. ეს 

ნიშნავს, რომ ს) (X, X”,... ჯ”) ფუნქცია ზრდადია, მაგრამ მისი 

ზრდის ტემპი მცირდება არგუმენტების გაზრდასთან ერთად. 

წენ 2 + მ0.X” +---+ #M,X” <1 ბიუჯეტურ შეზღუდვაში შეიძ- 

ლება მხოლოდ ტოლობა გვქონდეს, რადგან თუ თანხა დარჩა, 
მისი დახარჯვით შეიძლება რაიმე პროდუქტის მცირე დოზის 

შეძენა მაინც და ამგვარად სარგებლიანობის გაზრდა, ე.ი. 
მოხმარების ნეოკლასიკურ ამოცანაში რეალურად სრულდება 

ტოლობის ტიპის შეზღუდვა /#9,X' + ჩ?.X”.+---+0,X” =/ მაშა- 

სადამე, მოხმარების ამოცანას აქვს სახე: 

V(X',X",...,X”) > თიX, /#,7X + X” +---+/0,X” =1, 

X>0, 7=1,2....M. 
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ვ. პრიტიკული წერტილების განსაზღვრა 

იმისათვის, რომ ტოლობის ტიპის შეზღუდვებიან ექსტრე- 

მალურ ამოცანაში 

#(X)-28Xს, /(X)=0,...,7„(X) =0 (8.3) 

განვსაზღვროთ კრიტიკული წერტილები, უნდა ჩამოვაყალიბოთ 
და დავამტკიცოთ ექსტრემალურობის პირველი რიგის აუცილე- 

ბელი პირობა. ამისათვის, წინასწარ დავამტკიცოთ ერთი დამხ- 

მარე ფაქტი, რომელსაც დამოუკიდებელი მნიშვნელობაც აქვს. 

ლემა !. კვთქვათ, M CIMსM,, MCI%,, C:M –>M და 

# :M/ –> IL ფუნქციები უწყვეტეპია და X არის ლოკალური ექსტრე- 

მუშის ნერტილი 

#/00-28Xნ, XCVMV (8.4) 

ამოცანაში. მაშინ ყოველი ისეთი V CI7/ , რომლისთვისაც სრულდება 

დ CM) =Xჯ პირობა, ნარმოადგენს ლოკალური ექსტრემუმის ნერტილს 

M(MV) –>6X, V CI” (8.5) 

ამოცანაში, ხადაც #) = /#/ იდ 

დამტკიცება. ვთქვათ, XC 10C01IIX 8.4). არხებობს §, > 0 იხეთი, 

რომ სრულდეპა: 

(X-XI) <5, # XCM)= /C0< #0. (8.6) 

რადგან§ უნყვეტია VV -ში, ამ 6, -ისათვის არსებობს § > 0 ისეთი, რომ 

(IM -MVI<6 9«% VC IM) = | <CMV) – §(V)I < §,. 

ენკი 9(V) = X ტოლობისა და (8.6)-ის თანახმად ნიშნავს, რომ 

(MM –VI <8 «% VC IM”) = /(X) < / («(M)), 

ანუ V C I0CI0IVC8.5) . შემთბვევა V C 10Cი18X(8.5) ანალოგიურია. 9) 

თეორემა 1 /ექსტრემალურობის პირველი რიგის აუცი- 

ლებელი პირობა/. ვთქვათ, X არის დასაშვები წერტილი (8.3) 
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ამოცანაში და ყოველი /,, I! =0,1,...,M!, უწყვეტად წარმოება- 

დია X -ის რაღაც მიდამოში. თუ X არის ლოკალური ექსტრემუ- 

მის წერტილი (8.3) ამოცანაში, მაშინ არსებობენ ერთდროუ- 

ლად ნულის არატოლი ლაგრანჟის მამრავლები 2= ი 

და ჩე) , ისეთები რომ 

მ%(%, 2.2, 
99%C%7-2) _ 0, 7=1...,#, (8.7) 

2X 
ანუ 

4.0 (%)+ 2 /,(X)+-··+ #,/ (X) =0. (8.7') 

დამტკიცეპა. გარ)ვეულობისთვის ავიღოთ XC I0Cი2III(8.3). თეო- 

რემა დავამტკიცოთ ინდუქციით შეზღუდვების რაოდენობის, ანუ 1 -ის 

მიმართ. როდესაც IM) = 0, მაშინ თეორემა სამართლიანია ნინა პარაგ- 

რაფის თეორეშის /ექსტრემალურობის პირველი რიგის აუცილებელი პი- 

რობის/ ძალით. ახლა, დავუშვათ თეორემის სამართლიანობა I – 1 რაო- 

დენობა შეზღუდვეპბისთვის და დავამრკიცოთ /)! -ისთვის. 

ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისბმოთ, რომ #(X) 

არანულროვანია (ნინააღმდეგ შემთხვევაში ავიღეპდით რ = I , დანარჩენ 

მაშრავლეპს კი ნულის ტოლს და თეორემის დასკვნა ტრივიალურად 

შესრულდეპოდა) გიგულისხმოთ აგრეთვე, რომ %LCI) ი. მაშინ, 
ი» 

#(X',...,X")= 0 განტოლება, რომელიც სრულდება X = (X ,...,X") 

წერტილში მაინც, ამოიხსნება X' ცვლადის მიმართ. ეს ნიშნავს ისეთი 

X.=ლC(X“,...,XI) ფუნქციის არხებობას, რომელიც განსაზღვრულია 

(XC.....X") წურტილის რაიმე მიდამოში, ამავე მიდამოში ყველგან 

სრულდება 

#(§CV7,...,X"),X”,...,X") =0 /6.8) 

და XI = 9=(X7,...,X"). 
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ჩანანერების სიმარტივის მიზნით, გამოვიყენოთ შემდეგი აღნიშვნები: 

V ნიშნოთ კერძო ნარმოებ X =(XI,...,X" გი ი აღვნი ოთ კერძო ნარმოებული X = LX ,...,X") წერ- 

ტილძი, | = 1,...,?, / = 1...) 

2§ რძო წარმოებ XI,...,X-) ნე გით აღვნიშნოთ კერძო წარმოებული (X“,...,X) ნერტილ- 

ში, / = 2,.--,)7 

მაშინ, რთული ფუნქციის განარშოების ნესის თანახმად, (8.8)-ის განარ- 

მოება I-ური ცვლადის მიმართ გვაძლევს: 

= %%,%_0 .- 25-26 (X | (69 
მ»! მ»  მX' მX მX»" 

ლემა 1-ის ძალით, (8.3) შეგვიძლია გადავწეროთ შემდეგი სახით: 

LCX,..,X) %ნ, #(CX,...X")=0,....#,(X?,...,X') =0, /6./0) 

სადაც ჩI(X2?,...,X") = /(C(X7,...,X"),X?,...,X"). 

(8. /0) ამოცანაში შეზღუდვების რაოდენობა საშუალებას გვაძლევს 
გამოვიყენოთ ინდუქციური დაშვება. ამიტომ, ნი“ ერთდროულად 

ნულის არატოლი ლაგრანჟის მამრავლები 2, 2... = რ“ და, ისეთები 

რომყოველი ! = 2,....)) -ისთვის ხრულდეძბა: 

„ მრთ...აბ X), ; 66C'. #), ე, მითს... 23) 
··-+ 4, ”!. 

' 

(8. / /) იგივეა, რაც: 

CV” 22. CV 

– - - „ 262 (%)',%),,( %%(%)',%)..., 
მX' მX VL6CX მX მX' მX' LმX მ» 

ღა ს მჯ მჯ L მჯ 2» 

-20+2 2. +498+- -+2 %=6 /8./2) 

  =0./8.//) 

  

ხადაც 
-I - ს--%%) 6 (%) +. %(%ე 

მჯ! მX! : 

ცხადია, (8. 12) ამტკიცეპს თეორემას. 0 
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ეს თეორემა ძალიან მნიშვნელოვანია როგორც თეორიული, 

ასევე გამოყენებითი თვალსაზრისით, ამიტომ მისი გააზრების- 

თვის სასარგებლო იქნება, თუ ყურადღებას გავამახვილებთ 

შემდეგ ფაქტორებზე. 

შენიშვნა 1. (8.7') ნიშნავს, რომ #7 -განზომილებიანი ვექტო- 

რების 

(I C0,/ 0,7 C%I) (8.13) 
სისტემა წრფივად დამოკიდებულია. ამგვარად, ეს თეორემა 

(ექსტრემუმის I რიგის აუცილებელი პირობა) ამტკიცებს, რომ 

ტოლობის ტიპის შეზღუდვების შემთხვევაში, ლოკალური ექს- 
ტრემუმის აუცილებელ პირობას წარმოადგენს (8.13) სისტემის 

წრფივად დამოკიდებულება. ამ კუთხით, ეს თეორემა წარმოად- 

გენს ფერმას თეორემის მრავალგანზომილებიანი ანალოგის 

განზოგადებას, რადგან როცა #1 =0, მაშინ (IX) -ის წრფი- 

ვად დამოკიდებულება ნიშნავს, რომ # (X) =0. ეუ 

შენიშვნა 2. როცა 7? >71, მაშინ 7? -განზომილებიანი ვექ- 
ტორების (8.13) სისტემა წრფივად დამოკიდებულია და თეო- 

რემის დასკვნა ტრივიალურად სრულდება. ამიტომ, ხშირად 

ამოცანის დასმაში გულისხმობენ ხოლმე,რომ MI <7. 6C 

შენიშვნა 3. დიდი ხნის განმავლობაში თვლიდნენ, რომ 

როდესაც X C100C01IIM(8.3) ან X C10Cი1მX(8.3), მაშინ /ე (X) 

გამოისახება (/ 0... /> I სისტემის ვექტორების წრფივი 

კომბინაციის სახით რაიმე დამატებითი პირობების გარეშე. 

ამიტომ იყენებდნენ მხოლოდ მამრავლებს რეამაარია შემდეგ 

მოიძებნა მაგალითები (იხ. შემდეგი შენიშვნა) რომლებიც 

გვიჩვენებენ, რომ ექსტრემუმის აუცილებელ პირობას წარ- 

მოადგენს (8.13) სისტემის წრფივად დამოკიდებულება, მაგრამ 
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შესაძლოა ამ დროს (VI (2),..+/- (| სისტემაც წრფივად დამო- 

კიდებული იყოს. ამიტომ ლაგრანჟის ფუნქციის არგუმენტებს 

დაემატა 2 ცვლადიც, ოღონდ ბოლოში: -9(X,#, ე), რაც 

არღვევს არგუმენტების მიმდევრობას. C 

შენიშვნა 4. ლაგრანჟის შემდეგ ძალიან დიდხანს თვლიდ- 

ნენ, რომ ყოველთვის სრულდება #2 =1. ეს უმეტეს შემთხვე- 

ვებში მართლაც ასეა, მაგრამ თუ შეზღუდვები არის „გადაგვა- 

რებული", მაშინ აღმოჩნდება ხოლმე % =0. მაგალითად, გან- 

ვიხილოთ: 

X-–3ოიIი, X>: +) =0. 
ამ ამოცანაში არის ერთადერთი დასაშვები წერტილი (M 

გადაგვარდა წერტილში) და, მაშასადამე, იგი არის ამონახსნიც: 

(X,») = (0,0). მეორე მხრივ, თუ ლაგრანჟის ფუნქციაში 

4ეX+ # (» + X») ავიღებთ #ი=I და შევადგენთ სისტემას 

კრიტიკული წერტილის განსაზღვრისათვის, ვნახავთ რომ იგი 

არათავსებადია: 

1+24#Xჯ=0, 

24#X7=90, ლ 

ჯ? + /” =0. 
რადგან 

09 (X 2.2) _ + 2%(:) 
0M მX' 

++ %C9). ჯ= 1...-,77, 
CX" 

და 

მ-%C(X, ი 4) _ 
მ#, 

ამიტომ თეორემა 1, ლაგრანჟის ფუნქციის ტერმინებში, ამტ- 

კიცებს შემდეგს: თუ X წარმოადგენს ლოკალური ექსტრემუმის 

/#,(X), 7=1..../, 
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წერტილს (8.3) ამოცანაში, მაშინ არსებობს ერთდროულად 

ნულის არატოლი რიცხვები მეირ: ბრ, ისეთები რომ 

(CX, 2, 72ი) სამეული (სადაც 2= (2,..-,4„)) წარმოადგენს 

შემდეგი სისტემის ამონახსნს: 

მ.% (X, #, 2) _ 

0X' ს 
მ.9% (X. 4, --) _ 

0#, 

ეს ნიშნავს, რომ (8.3) სისტემის ექსტრემუმის წერტილები უნდა 
ვეძებოთ (8.14)-ის ისეთ ამონახსნებს შორის, რომელთა 

ლაგრანჟის მამრავლები ერთდროულად ნულის ტოლი არ 

ხდება. ნებისმიერად აღებული ლაგრანჟის მამრავლებისათვის 
ლაგრანჟის ფუნქცია დასაშვებ სიმრავლეზე (და კერძოდ 

ექსტრემუმის წერტილებში) მიზნის ფუნქციის ტოლია მუდმივი 

თანამამრავლის სიზუსტით, ხოლო თუ ლაგრანჟის მამრავლები 

შერჩეულია (8.14) სისტემის ამონახსნების საშუალებით, მაშინ 
ასეთი ლაგრანჟის ფუნქციის კერძო წარმოებულები ნულის 

ტოლი ხდება ექსტრემუმის წერტილებში. (შევნიშნოთ, რომ 

(8.4, სისტემაში გვაქვს M”+” განტოლება და /#+/)+I 

უცნობი) თუ დასაშვები სიმრავლე ღია არაა, თვითონ მიზნის 

ფუნქციის წარმოებული შესაძლოა არ გახდეს ნულის ტოლი 

ექსტრემუმის წერტილებში. როგორც ვხედავთ, ლაგრანჟის 

მეთოდი (ექსტრემუმის წერტილების განსაზლვრა (8.14)-ის 

ამონახსნების საშუალებით) წარმოადგენს შეზღუდვათა მოხ- 

სნის საშუალებას ექსტრემალურ ამოცანაში ტოლობის ტიპის 

შეზღუდვებით. ამიტომ, თეორემა 1-ის პირობებში, (8.3) ამო- 

ცანისათვის კრიტიკული წერტილების სიმრავლე განისაზღვრე- 

ბა შემდეგნაირად: 

M-16CCთ. არსებობს არანულოვანი (2 %)C ს, ისეთი | ე 

რომ (X,2,4)) არის (4.18)-ის ამონახსნი 

0, #1 =1,...,M, 

(8.14) 
0, # == 1,...,. 

  

9!



აგების თანახმად, წა ი1I9(8.3), 10C ი1მX(8.3)1 C #. 

მაგალითი. ამოვხსნათ ამოცანა: 

XV) 3 6XL, X” + »? =L. 

ამოცანას მივცეთ სტანდარტული სახე: 

ი X)=X, #(92)=X7+)7-1 და 
-9(X, », #4, 4) = 20X7+ 2, (X” + »” –1). 

კრიტიკული წერტილების განსაზღვრის მიზნით შევად- 

გინოთ სისტემა: 

09% _ ; ». 21»X=0, 
CX 

09%“ 

99% _ 2, ,2-1=0, 
მბ, 

აქ სამი განტოლებაა ოთხი უცნობით. რადგან განტოლებები 

44% (პვლადების მიმართ ერთგვაროვნია, ამიტომ ცვლადების 

რიცხვის შემცირება შეგვიძლია ორი შესაძლო შემთხვევის 

ცალ-ცალკე განხილვის ხარჯზე. 

ა) დავუშვათ 2 =0. მაშინ # #0=>X=7=0 რაც ეწინააღ- 

მდეგება (8.15) სისტემის მესამე განტოლებას, ე.ი. ეს შემ- 

თხვევა კრიტიკულ წერტილს არ იძლევა. 

ბ) განვიხილოთ #2ე #0 შემთხვევა. შეგვიძლია #)-ზე გავყოთ 

(8.15)-ის პირველი ორი განტოლება, რის შემდეგაც 2 

შეგვიძლია ჩავთვალოთ ერთ („ცვლადად და ის აღვნიშნოთ 

# -ით. (8.15) სისტემა მიიღებს სახეს: 
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X»>+2#4#7X=0, 
X+27,7 =0, (8.16) 

X”+ # =1. 

თუ შევკრებთ | და I განტოლებებს, მივიღებთ 

(X+ 7X27, +1)=0,საიდანაც # = –I/2,ან X=-X”. 

ჯერ განვიხილოთ > = –I/2. მაშინ (8.16)- ის | და II 

განტოლება გვაძლევს X=X”/, ხოლო III განტოლებიდან 

მივიღებთ X=#/= +, ე.ი. (8.15)-ის ამონახსნებია 

(++, #9, ! ჟე და რადგან (–I/2,1) #20, ამიტომ 

(+ + +) CM#. თუ X=-), წინა შემთხვევის მსგავსად 

მივიღებთ (:+.++)<C L# , რადგან (+5,+4,-+:) არის 

(8.15)-ის ამონახსნები. 

გეომეტრიულად, /#ი6(X,7/)= X7-ის გრაფიკი წარმო- 

ადგენს ზედაპირს სამგანზომილებიან სივრცეში, ხოლო 

# (X.») =X” + / –1=0 შეზღუდვა – წრეწირს. 
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გავიხსენოთ, რომ / (X) ფუნქციის დონის წირები ეწოდება 

შემდეგი სახის სიმრავლეებს: #, = ჭX | / (+) = თ|,თ < # 

სიბრტყეზე გამოვსახოთ დასაშვები სიმრავლე # (X,”)= 

=X” +X»/? –1=0, რომელიც წარმოადგენს ერთეულრადიუსიან 

წრეწირს ცენტრით კოორდინატთა სათავეში და მიზნის ფუნ- 

ქციის /#0-(X, ») = X/ დონის წირები, რომლებიც წარმოადგენენ 

ჰიპერბოლებს. 

  

ნახ. 9.2 

თუ /ი(X) წარმოებადი ფუნქციაა, მაშინ /(X) გრადიენტს 

აქვს ფუნქციის უსწრაფესი ზრდის მიმართულება, ხოლო ანტი- 
გრადიენტს უსწრაფესი კლების მიმართულება. (იხ. პუნქტი 

ფუნქციის უსწრაფესი ცვლილების მიმართულების განსაზ- 

ღვრის შესახებ). ჩვენს ამოცანაში /ი (X) = (XX) (იხ. ნახ. 8.1). 
გეომეტრიულად, ამ ამოცანის ამოხსნა ნიშნავს დასაშვებ სიმ- 

რავლეზე (ანუ X? + #? =1 წრეწირზე) იმ წერტილების პოვნას, 
რომლებიც შეესაბამებიან მინიმალური (მაქსიმალური) C 

მნიშვნელობის მქონე #L. დონის წირებს. (დონის წირის ყოველ 

წერტილში მიზნის ფუნქციის მნიშვნელობა ერთი და იგივეა). 
ნახ. 8.2-დან ჩანს, რომ, მაგალითად პირველ მეოთხედში, 

რაც უფრო შორს არის დონის წირი კოორდინატთა სათავიდან 

მით მეტია მიზნის ფუნქციის მნიშვნელობა, და მათ შორის ყვე- 
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ლაზე შორს მყოფი, რომელსაც საერთო წერტილი აქვს დასაშ- 

ვებ სიმრავლესთან, არის ის წირი, რომელიც ეხება წრეწირს (იხ. 

ნახ. 8.2) შეხების წერტილის კოორდინატები შეიძლება ვიპო- 
ვოთ შემდეგნაირად: შეხების წერტილში ჰიპერბოლის და წრე- 

წირის მხებების საკუთხო კოეფიციენტები ემთხვევიან ერთმა- 

ნეთს. თუ განვიხილავთ X” -ს როგორც X-ის არაცხად ფუნქციას 

და გავაწარმოებთ X” + #7 =1 და X7/= განტოლებებს მივიღებთ 

2X+2)ე/=0, X/+X/=90. 
თუ მათ დავუმატებთ ამოცანის შეზღუდვას, საძიებელი 

წერტილისთვის მივიღებთ შემდეგ სისტემას: 

2X+ 217” =0, L1 

»”»>+X/=0, = 4» » 
X?+ »” =1. X” + =1. 

მივიღეთ იგივე კრიტიკული წერტილები: 

(+.+),(–-2),-%%).69.-5)- 
4. პრიტიკული წერტილების გამოკვლევა 

ვაიერშტრასის თეორემის საფუძველჯე 

ეს მიდგომა ძალზე ზოგადია, ამიტომ განვიხილოთ კონ- 

კრეტულ მაგალითზე. 
მაგალითი. X7/ ->6XC, XI +” =1. /ამოხსნის გაგრძე- 

ლება/. როგორც ზემოთ მივიღეთ, # = I(-5.§),(.4.- #)), 

ანუ გვაქვს ოთხი კრიტიკული წერტილი. »X” + ჯ” =I სიმრავლე 

განსაზღვრავს წრეწირს, რაც კომპაქტური სიმრავლეა, ხოლო 

# =X/ უწყვეტი ფუნქციაა. მაშასადამე, ვაიერშტრასის თეო- 

რემის ძალით, ჩვენს ამოცანაში არსებობს გლობალური მაქსი- 

მალები და მინიმალები. 
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რადგან წთ)I6XIL C I006X6 C LL, ამიტომ # -ში არის რო- 

გორც გლობალური მაქსიმალი, ასევე გლობალური მინიმალი. 

შემდეგი ჩასმები: 

/:(+V2 /2.+V2/2)=1/2, /L(+V2 /2,+V2 /2) = –I/2, 

გვიჩვენებენ, რომ მიზნის ფუნქცია დასაშვებ სიმრავლეზე ღე- 

ბულობს მხოლოდ ორ განსხვავებულ მნიშვნელობას. ამიტომ, 

(+-/2 /2,+V2/2) C §I თმX, (+V2 /2.+V2 /2) =C §I თIი. 

5. პრიტიკული წერტილების გამოპვლევა უვუალოდ 

განმარტების საფუძველზე 

გამოვიკვლიოთ, მაგალითად, კრიტიკული წერტილი 

(V/2 /2, V#2/2) . წარმოვადგინოთ #9. -ის ნებისმიერი (X, 7”) წე- 

რტილი შემდეგი სახით: 

(X, 7») = (V/2 /2,+V2 /2) + (ი, ი?) ანუ 

X=+X2/2+ს, Xჩ»=+X2/2+I)? 
თუ (X,») წერტილი აკმაყოფილებს Xჯ” + 7? =1 შეზღუდვას, 

მაშინ ჩ',ჩ“ აგრეთვე იზღუდებიან, რასაც მალე ვნახავთ. ჯერ 
შევაფასოთ: 

#6= (XX) –/(V2/2,#2/2) =(#2/2+ჩ'!(#2/2+ს”) –(#2/2|(#2/21= 
=(ჩ'+ი?)-/2/2+ ს" (8.17) 

(8.17) მხოლოდ იმ შემთხვევაში მოგვცემს საჭირო ინფორმა- 

ციას, თუ გავითვალისწინებთ X” + »? =1 შეზღუდვას: 

(V2/2+ი') +(#2/2+ი )”=L = (I +M?)V2/2+(ი) +(0?)”=0. = 

= (+ს?)V2/2=- (ს)”+()”), 
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რის საფუძველზეც (8.17) გვაძლევს; 

MM =3 -(ი'” – (ი?) + 20? =-1(ი! –ხ?) <9, 

ე.ი. (/2/2,V2/2)« ფთ იმX . 

6. პრიტიკული წერტილების გამოკვლევა 
უქსტრემალურობის მეორე რიგის საკმარისი 
პირობის საფუძველზე 

კვლავ განვიხილოთ ამოცანა ტოლობის ტიპის შეზღუდ- 
ვებით 

#(CXა)->3ბXს, /,L(0X)=0,...,/,„(X)=0, 

სადაც 70, /,--·/,ც ფუნქციები ორჯერ უწყვეტად წარმოე- 

ბადია. აღვნიშნოთ /V -ით დასაშვები სიმრავლე 

M =1XCIL, | /,(X) =--·= /„(X) =01. 

ვიდრე თეორემას (ექსტრემალურობის მეორე რიგის საკმარის 

პირობას) ჩამოვაყალიბებთ და დავამტკიცებთ, მოვიყვანოთ 

რამდენიმე მარტივი ფაქტი. 

ყოველი სასრულგანზომილებიანი #= (რ.-·-4„) ვექტო- 

რისათვის განვსაზღვროთ ფუნქცია 

IX) = #0)+9. #0. VXC #ჩ,, 

რომელსაც, M სიმრავლის განსაზღვრის თანახმად, აქვს შემ- 

დეგი მნიშვნელოვანი თვისება 

I(X) = /ა(X), VX 6 M. (8.18) 

თუ X არის ექსტრემუმის წერტილი, ან თუნდაც კრიტი- 

კული წერტილი, ხოლო (II+ I)-ცალი ლაგრანჟის მამრავლი 
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X” 1 წ => 2. ისეა შერჩეული, რომ ვექტორი (XI... ,· რა... რი.) 

აკმაყოფილებს კრიტიკული წერტილის (8.11) პირობას, მაშინ 

IC) = #00+9 2700, VXCI,, 

ფუნქცია, გარდა (8.18)-ისა, აკმაყოფილებს აგრეთვე /'(X) =0 

ტოლობას. 

თეორემა 2 /ექსტრემალურობის შეორე რიგის საკმარისი 

პირობა/. ვთქვათ, /, :#ზ, –> # ფუნქციებს, I! =0,1,...,M, აქვთ 

უწყვეტი მეორე რიგის კერძო წარმოებულები, XC M და 
სრულდება შემდეგი ორი პირობა: 

ა) 32= (2,---) , ისეთი, რომ '(X) =0, სადაც 

/C) = #00+2.2/(X, VXCV,, 
'=) 

ბ I (X)ხ” <0 (ს /' (X)ხ” > 0) სრულდება ყოველი ისეთი 

არანულოვანი 01 CIL, ვექტორისათვის, რომელიც აკმაყო- 

ფილებს შეზღუდვებს: 

/, («) ს” =0, /=ს....,# <> უიი ს, =0, /=I,. 

მაშინ, X არის მკაცრი ლოკალური მაქსიმალი (მინიმალი) 

შემდეგ ექსტრემალურ ამოცანაში: 

#0(X)-2%Xს, /,(X) =0,..., /„(X) =0. 

დამტკიცება. დავამტკიცოთ მკაცრი ლოკალური მაქსი- 

მალის არსებობა. ლოკალური მინიმალის არსებობა ანალოგიუ- 

რად მტკიცდება. 

დავუშვათ საწინააღმდეგო. ვთქვათ, თეორემის პირობები 

სრულდება, მაგრამ X არაა მკაცრი ლოკალური მაქსიმალი. 
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მაშინ, არსებობს ვექტორთა მიმდევრობა (X,1., C M ისეთი, 

რომ 

7ი(X,) > /ი(X), VICIV (8.19) 

და IIIი X, = X . შემოვიღოთ აღნიშვნები: 
ჯ(“–6თ 

·- I - . 
ს =MX-#XI ს,=-(C -2),. VI. 

როგორც ვხედავთ, X,= X+V7 ი, VI ტცხადია, ყოველი (ს, 

ვექტორი ძევს ერთეულოვან სფეროზე, რომელიც კომპაქტური 

სიმრავლეა და ამიტომ არსებობს CV). მიმდევრობის ქვემიმ- 

დევრობა, კრებადი რომელილაც IL -ისაკენ. რადგან /7/%-ის 

ნორმა უწყვეტადაა დამოკიდებული ვექტორებზე, IMI =1 . ზო- 

გადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ თვი- 

თონ I) LL არის კრებადი # -ისაკენ. I 

ტეილორის ფორმულის თანახმად, I1CM, /C V,...,M) 

რიცხვებისთვის გვაქვს: 

4#(#+7,ხ)– # (9) = / (ი თხ) +0(M,I). (8.20) 

პირობის თანახმად, /,(X)=0, /,(X,)=0, ამიტომ (8.20) 

იგივეა, რაც 

0= //დ)ს+ 9”), (8.21) 

თუ (8.21)-ში გადავალთ ზღვარზე როცა I–->თ,მივიღებთ: 

/, (4)ხე =0, /=1,...,M, 

ანუ ამ 1I-ისათვის შეგვიძლია გამოვიყენოთ თეორემის ბ) 

პირობა რომლის ძალითაც #ჩ/'(:)ხ” <0. აღვნიშნოთ 
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თ =ხ%I/”(X)ხ” (< 0) და § =IVI/2 . რადგან /'(X)=0, ტეი- 

ლორის ფორმულა გვაძლევს: 

2 _ 1 · 2 I(X,) –/ (>) =ფსე”თთიი” +0(I/,L,I). 

რადგან I/L,I = 7/, , ამიტომ 

2 VC)-IC6))=ს,”C)ი7 +290), (8.22) 
7, 7. 

რადგან MIMთ ხ,=ჩ, ამიტომ არსებობს ნომერი Iს, ისეთი რომ 

ჩხ, (X) ი, <თ+§/2. ჩვენ შეგვიძლია ავიღოთ ჯე იმდენად 

დიდი, რომ როცა 1 >1” , შესრულდეს 

0 (7; ) 8 ი(ე? 

2-9. (რადგან ჩო– 177 (თ = ). 
ი. 2 ”/ 

საბოლოოდ, (8.22)-დან ვიღებთ, რომ ყოველი I > 1 -ისათვის 

- I/(X)-7(8)1 <თ+8<0 = 1 

I(X,)-!I(X+)<0 «. /ი(X,)< /ი(X) 

რაც ეწინააღმდეგება (8.19)-ს. 

ნის განხილვა, რომელშიც #= (5 #),(+4.+)). 

(+5..+#) წერტილისათვის გვქონდა % = I, 2, =-1/2, ამი- 

ტომ /(X,/)=X/–- I(7 +» –II. მატრიცა '(+ #. 12) =/“! : 

არაა განსაზღვრული არც დადებითად, არც უარყოფითად. 

#(>.») =»X?+ » –1, # (045) = (+ 2,+V2). 
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განვსაზღვროთ V = (#',ს”) ვექტორები /, (#)M” =0 პი- 
რობიდან: 

(+.+#%) 5 - 0 = ჩ'=-ნ?, 

ანუ ს =(თ,-თ), VV X0. დასასრულ, რადგან 

(«-) | | 2-4 <0, Vთ>0, 
–I 

ამიტომ C +..+2)C I0C თი მX.. 

კრიტიკული წერტილების მეორე წყვილისათვის: 

ცC+%..+) ; გვქონდა მე = I, 2 = 1/2, ამიტომ 

” “ -”2 – ! ) I((=2)=თ+:07+#/-),”C7+X)= ს ს) 
და ვერაფერს ვამბობთ განსაზღვრულობაზე. 

-ჩ (X, 7) = X” + ”” –1 ,# (:9+ #I. (+ 2.+V2 ). 

შემდეგ, 
I 

(+6.+6) 1. -ი – ი - 

ანუ ჩვენთვის საინტერესო ვექტორებს აქვთ სახე: 

ჩ= (თ,თ), VV>X >X0. დასასრულ, 

(თ«), 1M. 4: >0, VC>0, 

ამიტომ 6. +, =9 CI0ლიIი . როგორც ვხედავთ, II რიგის პირო- 

ბების გამოყენება მხოლოდ ლოკალურ ინფორმაციას გვაძლევს 
კრიტიკული წერტილების შესახებ. მიუხედავად ამისა, ეს ყვე- 
ლაზე მძლავრი მეთოდია და ხშირად გამოიყენება. 
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7. ლაგრანჟის მამრავლების მათემატიკური და 

ეკონომიკური ინტერპრეტაციები 

განვიხილოთ მინიმიზაციის ამოცანა 

7#0(X+) > თიIი, /,(X) =ხ,,...,/,(X) =ხ,, 
ანუ სტანდარტული სახით: 

#7ი%(X) -3 თოIი, ბ, – ჩ(X1 =0,...,ხ, – //0)=C=0. (8.23) 

ცხადია, (8.23)·ის ყოველი ამონახსნი დამოკიდებულია 

ხ=(#,,...,ხ,) პარამეტრ-ვექტორის მნიშვნელობაზე. მაგალი- 

თად, თუ #(X)=/ (X)=»X, XCIL, მაშინ /ი(X) > იიIი, /,(X) =ხ 

ამოცანას აქვს ტრივიალური ამონახსნი X = ხ. 

დავუშვათ, /,, 1 =1...,7? , ფუნქციები არის იმდენად კარ- 

გი, რომ ხ ვექტორის ყოველი შესაძლო მნიშვნელობისათვის 

(ხ C 8), (8.23) ამოცანას აქვს ერთადერთი ამონახსნი X(ხ), და 

რომ ცალსახად განისაზლვრებიან ლაგრანჟის მამრავლები 

11% (ხ),. --; 4, (ხ), რომელთათვისაც თეორემა 1-ის ძალით 

# (X(ხ))– 2 (6)/ (X(ხ)) =9. (8.24) 
რადგან თვითონ ლაგრანჟის ფუნქცია ამ მამრავლებით არის 

#6)+2:20)(ტ6-#C), 
ამიტომ ყოველი X-ისათვის, რომელიც აკმაყოფილებს (8.23)-ის 

შეზღუდვებს 

ხ- /(X=0, I1=1,...,M, (8.25) 
სრულდება 

#0)-600+2:#6)(ს- #69). 
კერძოდ, როცა X=X (ხ) ; გვაქვს 
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#ი(X(ხ)) = #L(X(ხ))+ 2-4 (0)(# – / (+დ)))). (8.26) 

გავაწარმოოთ (8.2)-ის ორივე მხარე ხ, -თი: 

% (XC§)) – §-%(XCხ)) მX' მX“ (ხ) , 

  

  

.<, ი 2 _დ%6CC)) 2 ·. 
მხ, %= მ»' მხ, 

(მარჯვენა მხარეს მეორე წევრი ნულის ტოლია (8.25)-ის გამო) 

-გდ.უე იობ). აა“ თიხა). 
L=I მხ, 

= ((8.24)-ის ძალით) = “ (ხ) · 

ამგვარად, 

% (+(ხ)) 
მხ, 

როგორც ვხედავთ, ლაგრანჟის ოპტიმალური მამრავლები 

გვიჩვენებენ, თუ რამდენადაა მგრძნობიარე მიზნის ფუნქციის 

მნიშვნელობა შეზღუდვის პარამეტრების ცვლილების მიმართ. 
მაგალითად, თუ ლაგრანჟის რომელიმე მამრავლი ნულის ტოლი 

აღმოჩნდა, შესაბამისი პარამეტრის მცირე ცვლილება გავლე- 

ნას არ იქონიებს მიზნის ფუნქციის ექსტრემალურ მნიშვნელო- 

ბაზე. 
ლაგრანჟის მამრავლების ინტერპრეტაცია განსაკუთრე- 

ბით შინაარსიანია ეკონომიკურ ამოცანებში. მარაგის განანი- 

ლების ეკონომიკურ ამოცანებში მიზნის ფუნქციას აქვს ღირე- 

ბულების განზომილება (ღირებულება არის ფასის ნამრავლი 

=7,(ხ), 7=1,...,M. (8.27) 
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პროდუქციის მოცულობაზე) ხოლო შეზღუდვების საშუა- 

ლებით დგინდება პროდუქციის განსაზლვრული მოცულობა. 

(8.27)-ის მიხედვით, ლაგრანჟის მამრავლს აქვს ფასის განზომი- 

ლება. ამ მიზეზის გამო, ლაგრანჟის მამრავლებს უწოდებენ 
ჩრდილოვან ფასს მოცემულ პროდუქციაზე. 

8. ფუნქციის უსწრაფესი ცვლილების 

მიმართულების განსაზღვრა 

ვთქვათ CC/8 

ღია სიმრავლეა; X C 0 ი - 

და #:0->I არის X+0 

წარმოებადი ფუნქცია 

X -ში. ჩვენი ამოცანაა %+ 26 
ნახ. 8.3 X წერტილში / ფუნ- 

ქციის უსწრაფესი ცვლილების მიმართულებების განსაზღვრა. 

ჩვეულებრივ, მიმართულება ეწოდება /#)-ის ერთეულოვანი 

სფეროს ელემენტებს. მაგ. თუ იჩ C/% არის ერთ-ერთი მიმარ- 

თულება (ე.ი MM” =1) მაშინ საკმაოდ მცირე 2>0 რიცხვე- 

ბისათვის X+ 40 CC0 და ს მიმართულებით / -ის ცვლილების 

სიჩქარე X -ში არის: 

. I გ გ I +IIC§+ 2ხ) – /CC)1, 
რადგან / წარმოებადია X-ში, ამიტომ ეს სიდიდე არის 

# (X)»” . ამგვარად, ჩვენ გვაინტერესებს ის მიმართულებები, 

რომლისთვისაც #"(X)»” იღებს ექსტრემალურ მნიშვნელობას. 

განმარტება: X წერტილში /-ის უსწრაფესი ცვლილების 
მიმართულებები, წარმოადგენენ შემდეგი ექსტრემალური ამო- 

ცანის 
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# (X)ნ' –> XI, MM” =1, (8.28) 

ექსტრემუმის წერტილებს. 
ამოცანა რომ არატრივიალური იყოს, უნდა ვიგულისხმოთ 

# (X) #0 (არანულოვანი ვექტორია). ახლა ამოვხსნათ (8.28). 

შევადგინოთ ლაგრანჟის ფუნქცია: 

49%CI, #4. 2) = 2-/ (X)M + 2, (MM –1). 

ამოვწეროთ სისტემა კრიტიკული წერტილების განსაზღვრი- 

სათვის: 
· 
04% = 20. 27,ხ' =0, 

  

მხ. “? 

5+. =,%0C9 , 2; =0, 
1 C 

  = 7,%C90, 2; MM =0, 
ოვ 0X”   III" = I, 

ანუ ვექტორულად 

ჩხ” =1, 

შევამციროთ ცვლადების რიცხვი შემთხვევათა რიცხვის ზრდის 

ხარჯზე. 

1. ვთქვათ 2 =0 მაშინ #/, #0=># =0 რაც არაა თავსებადი 

იიხ'=1-თან. 
2. განვიხილოთ #ე #0 შემთხვევა. შეგვიძლია #ე-ზე გავყოთ 

(8.29)-ის პირველი განტოლება, რის შემდეგაც რი/4%, 

(2 #(C§)+240 =0, 629 
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შეგვიძლია ჩავთვალოთ ერთ ცვლადად და ის აღვნიშნოთ 

# -ით. (8.29) სისტემა ილებს სახეს (1=0 გამოიწვევდა 

# (X)=0-ს): 

#CX)+240ხ =0, 

ხჩ” =I, 
საიდანაც, 

IV დ) -1 ანე 2 =+1IV/C), 
+#XC) , 

„ი (8.29)-ის ამონახსნებია „+ I |, რომ– ე.ი (8.29)- ე C I// (9) #09) LI (XI, | 

ლებიც გვაძლევენ ორ კრიტიკულ წერტილს: 

M=L1+ //()/ /”(2)II. 

გამოვიკვლიოთ ეს წერტილები. ვაიერშტრასის თეორემის 

გამოყენება შეგვიძლია, რადგან ერთეულოვანი სფერო კომ- 
პაქტურია, ხოლო მიზნის ფუნქცია – უწყვეტი. ამიტომ კრი- 
ტიკულ წერტილებს შორის ერთი არის გლობალური მინიმალი, 

მეორე გლობალური მაქსიმალი. მიზნის ფუნქციაში ჩასმა გვაძ- 

ლევს, რომ გრადიენტის მიმართულება, ანუ /'(X) /I / (XI 

არის გლობალური მაქსიმალი (8.28)-ში, ანუ /-ის უსწრაფესი 
ზრდის მიმართულება, ხოლო ანტიგრადიენტის მიმართულება 

–/”(X)7II/” (XII არის /-ის უსწრაფესი კლების მიმართულება 

X -ში. 

სავარჯიშოები 

#82. 7? – X-3 იIი, X+/ =0. 

#83. 4X+ / –>06Xს, X2+ )/=1 
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#84. 

#85. 

#86. 

#87. 

#88. 

#89. 

#90. 

#91. 

#92. 

#93. 

Xჯ?+ / ->6X, 4X+3/=1 

2” -ცპ6XI, X+)7=1 

5X? +4XV/+ /” –>6Xს, X+7=1 

X -> ია), X” – 7” =0 

X” + /” > 6Xს, X'+V =I1 

ერთეულოვან წრეში ჩავხაზოთ უდიდესი ფართობის მქონე 

მართკუთხედი. 

XX” –3 6XL, IX) = 1 , თუ ცნობილია, რომ 

XC, /4= (, X | “სიმეტრიული მატრიცაა. 
> 

რიცხვი 8 გაყავით ორ ნაწილად ისე, რომ მათი ნამრავლის 

ნამრავლი მათ სხვაობაზე იყოს მაქსიმალური (ტარტალია). 

ჩახაზეთ ერთეულოვან წრეში სამკუთხედი, რომლის- 

თვისაც გვერდების კვადრატების ჯამი არის მაქსიმალური. 

სიბრტყეზე მოცემულია სამი წერტილი XL, X:,X,. მოძებ- 

ნეთ ისეთი X წერტილი, საიდანაც X,,X:,Xკ წერტილე- 

ბამდე მანძილების კვადრატების ჯამი არის მინიმალური. 
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თავი9 

გლუვი ექსტრემალური ამოცანა ტოლობისა და 
უტოლობის ტიპის შეზღუდვებით 

1, მოპლუ რეზიუმუ 

გლუვი ამოცანა ტოლობისა და უტოლობის ტიპის შეზღუდ- 

ვებით ეწოდება შემდეგ ექსტრემალურ ამოცანას: 

თფი0-პთი, ფ00<0,..„ფ00<0, /:ცე=0,...,/,(X=0. (9.1) 

სადაც ყოველი #, :C, პასს /,:IL, >%. (/=0,...#,7=L...,7/) 

არის საკმარისად გლუვი ფუნქცია. რადგან ექსტრემუმის გან- 

მარტებაში მონაწილეობენ უტოლობები, ამიტომ მიზნის ფუნ- 

ქცია და უტოლობების განმსაზლვრელი ფუნქციები ერთი და 

იგივე სიმბოლოთია აღნიშნული. (9.1)-ის ამომწურავ ანალიზს 

ჩვენ არ მოვიყვანთ, რადგან თავისი სირთულისა და სპეციფიკის 

გამო ეს უფრო სპეცკურსის თემაა. პრაქტიკული ამოცანების 

ამოხნისას ხელსაყრელია (9.1)-ის ნაცვლად განვიხილოთ მინი- 

მიზაციის ორი ამოცანა (1) და(X) > თIი, 2) –და(X) –> თIი), 

რადგან მინიმიზაციისა და მაქსიმიზაციის ამოცანებისათვის 

ალგორითმები განსხვავდება მცირე დეტალებით, რაც ადვი- 

ლად იწვევს შეცდომას. ზოგადობის შეუზღუდავად, შემდეგში 

განვიხილავთ მინიმიზაციის გლუვ ამოცანას: 

თლა–იი, 80050, ..,ფ(00<0, /,00-0,..-/,0ე=0. (9.2) 

ამ ამოცანაში მიზნის ფუნქციაა 8ი0(X) , ხოლო დასაშვები სიმ- 

რავლე არის: 

M=1(XC1,|თ(X) <0, ..., ,(X)<0, /,(XX0,..., /„(X=0.) 
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ამ პარაგრაფში ჩვენ დავასაბუთებთ, რომ ტოლობის და 
უტოლობის ტიპის შეზღუდვების მქონე გლუვი ამოცანის გა- 

მოკვლევა უნდა მოხდეს შემდეგი თანმიმდევრობით: 

1. მათემატიკური მოდელის შედგენა, ანუ ამოცანის ფორმუ- 

ლირება (9.2) სახით; 

2. (9.2) ამოცანისათვის ლაგრანჟის ფუნქციის შედგენა: 
#ჯ » 

45, 2,/6/#ი) = 2 //,9,(X)+2.4/C0), (93) 
#50 !=) 

სადაც 2, და /„/!,6C # ლაგრანჟის მამრავლებია, ხოლო 

# =(/6,---.#6), #=(Cრ5,-.-,4,). 
ვ. (9.2) ამოცანისათვის კრიტიკული წერტილების სიმრავლის 

განსაზღგრა: 

მ% =0, 7 =1....,7, 
C>X 

/!,§,(X) =0, #=I..X, (9.4) 

#§(X) =0, § =I1,...,77, 

განტოლებათა სისტემის (#, 2,/7,/(() ამონახსნებს შორის 

შევარჩიოთ ისეთები, რომ შესრულდეს: 

ა) (2, /C. /I) > 0, 

ბ) (/ი/ი)>0, 

გ) §,(X)<0, V/C§I...,#). 

ასეთი (X, 2, #ი) ამონახსნების X-ების სიმრავლე აღ- 
ვნიშნოთ # -თი და მას ვუწოდოთ (9.2) ამოცანის კრიტი- 

კული წერტილების სიმრავლე. ლაგრანჟის პრინციპის თა- 

ნახმად I0C ი1IIV9.2) შედის # -ში. 

4 კრიტიკული წერტილების გამოკვლევა იმ მიზნით, რომ 

მათგან ამოვარჩიოთ მინიმუმის წერტილები. 
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2. მათემატიკური მოდელის შედგენა 

საილუსტრაციოდ, განვიხილოთ ფასიანი ქაღალდების 

პორტფელის შედგენის ამოცანა. 
ერთ-ერთი უმნიშვნელოვანესი ამოცანა, რომლის გადაჭ- 

რაც უწევთ საინვესტიციო ფირმებს (ბანკებს, ფონდებს, სადაზ- 
ღვევო კომპანიებს) არის ფასიანი ქაღალდების ოპტიმალური 

პორტფელის შედგენის ამოცანა. პორტფელი ნიშნავს სხვადა- 

სხვა სახის ფასიან ქაღალდებში (ობლიგაციები, აქციები, საბან- 

კო სადეპოზიტო სერტიფიკატები და სხვა) ჩადებული თანხების 

მოცულობების ერთობლიობას. ამ ამოცანის გადასაჭრელად, 

მისი მათემატიკური სირთულისა და ეკონომიკური მნიშვნელო- 

ბის გამო, დამუშავებულია სხვადასხვანაირი მოდელები. 

ვიგულისხმოთ, რომ დამდეგ საინვესტიციო პერიოდში 

შეიძლება ნაღდი C კაპიტალის ჩადება #” სახის ფასიან ქაღალ- 

დებში. ვთქვათ, X7 არის / -ური სახის ფასიან ქაღალდში ჩადე- 

ბული კაპიტალის მოცულობა (დოლარებში), / =I,...,71. მაშინ, 

ცხადია, რომ 

X +X7+--+X”<C, X7>0, 7=1,...,M. 

ვთქვათ, არსებობს სტატისტიკური მონაცემები ბოლო 1 

წლის განმავლობაში თითოეული სახის კაპიტალდაბანდების 
შესახებ, რომლებიც ასახავენ ამ პერიოდში ფასების მერყეობას 

და დივიდენდების გაცემას. ამ მონაცემების საშუალებით, 

შესაძლებელია შეფასდეს კაპიტალდაბანდებებიდან მიღებული 

შემოსავალი ფასიანი ქაღალდის ყოველი სახისთვის. ვთქვათ, 

,, (I) არის / წელში / სახის ფასიან ქაღალდში დაბანდებული 

ერთი დოლარისგან მიღებული მთლიანი შემოსავალი. მაშინ: 

7 (10 ” 
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სადაც 7, (,) არის / სახის ფასიანი ქალალდის ფასი წლის 

(ზოგადად, საინვესტიციო პერიოდის) დასაწყისში, ძ, (() არის 

/ წელში მიღებული ჯამური დივიდენდები. 

შევნიშნოთ, რომ ”/, (I) შესაძლოა ძლიერ იცვლებოდეს 

წლიდან წლამდე და შეიძლება ჰქონდეს ნებისმიერი ნიშანი. 

იმისათვის, რომ შეფასდეს / სახის ფასიან ქაღალდში დაბან- 

დების მიზანშენონილობა, უნდა შეფასდეს / სახის ფასიან 

ქაღალდში დაბანდებული ერთი დოლარისგან მიღებული შემო- 

სავლის საშუალო ანუ მოსალოდნელი მნიშვნელობა: 

1 I 

/”, =2-ჩ(0): 

მოსალოდნელი შემოსავლის მთლიანი სიდიდე იქნება: 

ხ= 32 #,X/ =/X”, 
4#5! 

სადაც // = წწ“ X =(XI,...,X”). 

(შევნიშნოთ, რომ /! არ არის კავშირში ამავე ასოთი აღნიშნულ 

ლაგრანჟის მამრავლთან). 
მოდელი I. ამ ამოცანისთვის შედარებით მარტივად გამო- 

საკვლევ (შესაბამისად, ნაკლებად ადეკვატურ) მათემატიკურ 

მოდელს აქვს სახე: 

2= 1, //,X. –3 ი1მX, 
)#5!" 

იმ პირობით, რომ 

2.X”<C, VX7 >0. 
#51 

სხვა სიტყვებით, გვინდა მოვახდინოთ მთლიანი მოსალოდნელი 

მოგების მაქსიმიზაცია იმის გათვალისწინებით, რომ შეზღუ- 

დულია ინვესტიციების მთლიანი მოცულობა და ვალის აღება 

არ დაიშვება. ამავე მოდელს შეუძლია დამატებით გაითვალის- 
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წინოს სხვა შეზღუდვები. განვიხილოთ შედარებით გავრცელე- 
ბული ორი მათგანი. 

საინვესტიციო ფირმების უმრავლესობა ზღუდავს კაპი- 

ტალდაბანდებათა მოცულობას ჩვეულებრივი აქციებისთვის, 

რადგან მათგან შემოსავალს ახასიათებს მნიშვნელოვანი რხე- 

ვები (ანუ ძლიერი (ვვლილებები). ასეთი შეზღუდვა შეიძლება 

ჩაიწეროს ფორმულით: 

2,» <ხ,, 
#C”, 

სადაც V”, შედგება ჩვეულებრივი აქციების სხვადასხვა სახეე- 

ბის ინდექსებისგან, ხოლო ჩხ, აღნიშნავს ჩვეულებრივ აქციებში 

მაქსიმალურ დასაშვებ კაპიტალდაბანდებას. 

მრავალი საინვესტიციო ფირმის მმართველობა აუცილებ- 

ლად მიიჩნევს კაპიტალის ნაწილის შენარჩუნებას ნაღდ ფულად 

ან მის ეკვივალენტურ რაიმე ფორმად, მეანაბრეთა მოთხოვნი- 

ლებების დაკმაყოფილების მიზნით. ეს შეზღუდვა შეიძლება 
ჩაიწეროს ფორმულით: 

2,» >ხ,, 
#4641 

სადაც V”. სიმრავლის ინდექსები შეესაბამება ფასიან ქაღალ- 

დებს, რომლებიც ნაღდი ფულის ეკვივალენტურია (მაგალითად, 

შემნახველ ანგარიშებს, მიმდინარე ანგარიშებს); ხ; არის აუცი- 

ლებელი ნაღდი საშუალებების მინიმალური რაოდენობა. 

ამ მარტივი მოდელის ძირითადი ნაკლი იმაში მდგომარე- 

ობს, რომ ინვესტიციებთან დაკავშირებული რისკის გათვალის- 

წინება არ ხდება. ფასიანი ქაღალდების პორტფელი, რომელსაც 

შევადგენთ ამ მოდელის გამოყენებით, შეიძლება გვპირდე- 

ბოდეს მაღალ საშუალო მოსალოდნელ შემოსავალს, მაგრამ 

ინვესტიციებთან დაკავშირებული რისკიც ასევე მაღალი 

იქნება. მაღალი რისკის გამო, რეალური შემოსავალი შესაძლოა 

გაცილებით დაბალი აღმოჩნდეს, ვიდრე თეორიულად იყო მო- 

სალოდნელი. 
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მოდელი 2. ამ მოდელში ხდება ფასიანი ქალალდების 

თითოეულ სახესთან დაკავშირებული რისკის გათვალისწინება. 

ზოგიერთი ფასიანი ქაღალდის, ე.წ. „სპეკულაციურ აქციებს“ 

აქვთ ტენდენცია ძლიერი რხევებისადმი, რაც ზრდის რისკის 

ფაქტორს, თუმცა საშუალო მოსალოდნელი მოგებაც მაღალია, 

რადგან ასეთი ქაღალდების კურსმა შესაძლოა ძლიერ აიწიოს. 
მეორე მხრივ, „უსაფრთხო ინვესტიციები“, როგორიცაა მიმ- 

დინარე ანგარიშები ან საბანკო დეპოზიტური სერტიფიკატები, 

იძლევა ნაკლებ შემოსავალს. 

საინვესტიციო რისკის ზომად გამოიყენება შემოსავლის 

გადახრა მისი საშუალო მნიშვნელობიდან ბოლო 1 წლის 

განმავლობაში. აღვნიშნოთ თ, -თი / სახის ფასიანი ქაღალდის 

დისპერსია (საინვესტიციო რისკი) რომელიც გამოითვლება 

ფორმულით: 

1 დ 7 
ლ, =ჯ2L" ()- # | 

გასათვალისწინებელია, რომ ფასიანი ქაღალდების რომელიმე 

ჯგუფის კურსი შესაძლოა დამოკიდებული იყოს ეკონომიკის გა- 
რკვეული სფეროს მდგომარეობაზე; ამ სფეროს ჩავარდნა გამო- 

იწვევს ამ ჯგუფის ფასიანი ქაღალდების კურსის დაცემას. ისეთი 

ფასიანი ქაღალდების მაგალითებს, რომელთა კურსები ერთ- 

დროულ რხევას ექვემდებარება, წარმოადგენენ საავტომობილო 

და სანავთობო ფირმების აქციები, კომუნალური მომსახურების 

საწარმოთა აქციები და სხვა. მსგავსი რისკის შესამცირებლად, 

ინვესტიციები უნდა განაწილდეს ფასიანი ქაღალდების სხვადა- 

სხვა ჯგუფებზე. ასეთ განაწილებაში გამოიყენება შემოსავლის 

დონეთა თანაფარდობის შეფასებები ფასიანი ქალალდების 
ყოველი წყვილისთვის. ეს თანაფარდობა გამოისახება კოვარი- 

აციის თ, კოეფიციენტებით, რომლებიც გამოითვლება ბოლო 

წლების სტატისტიკური მონაცემების საფუძველზე: 

თ=:2ო0-#)50-41. 
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შევნიშნოთ, რომ როცა I1=/, ეს სიდიდე გადადის / სახის 

ფასიანი ქაღალდის დისპერსიაში. ამგვარად, საინვესტიციო 

რისკის საზომად შეგვიძლია გამოვიყენოთ სიდიდე: 

V” = 5.9 თ,XX =XC0X”, 
(/=I /)=I 

სადაც C0= (თ,) არის კოვარიაციის M”X7 ზომის მატრიცა, 

შედგენილი / სახის ფასიანი ქაღალდისათვის. 

პორტფელის განსაზღვრის პროცესში ფასიანი ქაღალდე- 

ბის მფლობელი შესაძლოა დაინტერესებული იყოს გარკვეული 
მოცულობის საშუალო მოსალოდნელი მოგების მიღებით მინი- 

მალური რისკის პირობებში. შესაბამის ოპტიმიზაციის ამოცა- 
ნას აქვს სახე: 

M =X0CX' – თი, 
იმ პირობით, რომ 

2.X»” <C VX7>0, /X >7#, 
#5) 

სადაც # არის მოგების მინიმალური საშუალო მოსალოდნელი 

მნიშვნელობა პორტფელის არჩევის დროს. მოდელში, შესაძ- 
ლოა, აგრეთვე იყოს ფირმის პოლიტიკასთან დაკავშირებული 

შეზღუდვები, როგორც წინა მოდელში იყო განხილული. 

ვ. პრიტიკული წურტილების განსაზღვრა 

შემდეგ თეორემას, რომელიც წარმოადგენს მინიმუმის პირ- 

ველი რიგის აუცილებელ პირობას მინიმიზაციის 

თე პი, დთ(X)<0. ..-ფ(X1<0, /,(XX>0,..-/,(X=მი (9.5) 

ამოცანაში, ტრადიციულად უწოდებენ ლაგრანჟის მამრავლთა 

წესს გლუვი ამოცანებისთვის ტოლობის და უტოლობის ტიპის 

შეზღუდვებით. 
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თეორემა 1 /მინიმუმის პირველი რიგის აუცილებელი 

პირობა/. ვთქვათ, §, და /, ფუნქციები (/ =0,..,#, 7=1,.-5/) 

უწყვეტად წარმოებადებია X C IM, წერტილის რაიმე მიდამოში, 

ხოლო X არის ლოკალური მინიმუმის წერტილი (9.2) ამოცა. 

ნაში. მაშინ არსებობს ერთდროულად ნულის არატოლი ლაგ. 

რანჟის მამრავლები რაარი. /M/%ა რომელთათვ–ისაც 

სრულდება შემდეგი პირობები: 

ა) X-ის მიმართ ლაგრანჟის ფუნქციის სტაციონალურობის 

პირობა: 

მ%C%2#M/%) _ ა. . 1-1, 2). #=(ჩ---#)); ააა, ჯ=I),.. (2=(2....2.),#=(ჩ.---/#) ; 

ბ) ნიშნების შეთანხმების პირობა: ყოველი / C (0,...,X) -სთვის 

/,>0; 

გ) /,8,(9)=0, /=1,...,#. 

დამტკიცება. თუ აღვნიშნავთ: ხ =2,(X), მაშინ X არის 

ლოკალური მინიმალი შემდეგ ამოცანაში: 

თა(X) –> იIი, დ (X)=%, ..., §,(X.ა=ხ, /(X20,...,/.(X)=0. 
ამიტომ შეგვიძლია გამოვიყენოთ წინა პარაგრაფის ანალო- 

გიური თეორემა და დავასკვნათ, რომ არსებობს ერთდროულად 

ნულის არატოლი ლაგრანჟის მამრავლები 24,--54.:#§,--5<#6:#6; 

რომელთათვისაც სრულდება X-ის მიმართ ლაგრანჟის ფუნ- 

ქციის სტაციონალურობის პირობა: 

მ97CC 2./IX/%) _ 0 
23 ' 

ამგვარად, დასამტკიცებელი რჩება ბ) და გ). სიმარტივისთვის, 

მათ დავამტკიცებთ კერძო შემთხვევისთვის, რომელიც, პრინ- 

ციპში, სრულად ამოწურავს თეორემის პრაქტიკულ გამოყენე- 

ბებს. 

__-. 
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დავუშვათ, სრულდება იგივე პირობები, რაც საკმარისია 

ლაგრანჟის მამრავლების ეკონომიკური შინაარსის გასარკვე- 

ვად და ვიგულისხმოთ, რომ ხ =(V,,...,ხ,) პარამეტრ-ვექტო- 

რის ყოველი მნიშვნელობისთვის, რომელიც მცირედ განხვავ- 
რ 

დება ხ= (8, · ..,ნ,) -სგან, შემდეგ ამოცანას 

9ე(X) > ოი, §,(X) =ხ, ....§,(X)=ხ, /,(X)=0,...,/,(X)=0, 

აქვს ერთადერთი ამონახსნი X(ხ). ყოველი / C(1,...,#1 -სთვის 

შესაძლებელია ორი შემთხვევა: ხ,=0 (ე.ი. #,(X)=0) ან 

ხ, <0 (ეი. §,(«)<0). პირველ შემთხვევაში ერთდროულად 

მხ, 
სრულდება შემდეგი ორი ფაქტი: ერთი მხრივ, /”!, 

ხოლო მეორე მხრივ ერთი ცვლადის ფუნქცია #ა (CL (ხ,)), გან- 

ხილული (ს, –,ხ, | ნახევრადღია შუალედში საკმაოდ მცირე 

727 -სთვის, მაქსიმუმს აღწევს ხ, -ში; ამიტომ, /!, > 0. მეორე 

შემთხვევაში, 9ე (+ თ” )), განხილული (ს, –7,ხ, +7) ღია შუა- 

ლედში საკმაოდ მცირე 77-სთვის, მაქსიმუმს აღწევს ხ, -ში და 

ამიტომ, /!, =0. 0 

მაგალითი, ერთეულოვან წრეწირში ჩავხაზოთ მაქსიმა- 

, ლური ფართობის მქონე მართ- 

კუთხედი. 

ამოხსნა. X -ით აღვნიშნოთ 
  

  + ჰორიზონტალური გვერდის ნა- 

ხევარი, V-ით ვერტიკალური 

გვერდის ნახევარი, მაშინ ფარ- 

X4
 

        ნახ. %/ 
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თობი არის 4XV, შეზღუდვები არის X”+V? =I და X>0,V>0. 

ამგვარად, გვაქვს: 

80(X, ”) = –XV” > ოIი, 
(X,7/7)=–Xჯ <0, §,(X, X) (6.6) 

§:(X, ”) =–“–#”» < 0, 

(XX) = »” + »# – 1 =0. 

ესაა გლუვი ექსტრემალური ამოცანა ტოლობის და უტო- 

ლობის ტიპის შეზღუდვებით. შევადგინოთ მისთვის ლაგრანჟის 

ფუნქცია: 

<ი(Xი ). 2 /6:#6, #0) = –/6XV/ – #ტX- /6/+ 4(X” + # –1). 

ამოვწეროთ განტოლებები, რომლებიც განსაზღვრავენ კრიტი- 

კულ წერტილებს: 

მ97/მ0X = –/იX- # +24X=0, 

0. / მე) = –/#/)X – ## +2/#/ =0, 

#0X=0, (9.7) 

#4” = 0, 

X + =1. 

ეს არის არაწრფივი სისტემა ხუთი განტოლებითა და ექვსი 

ცვლადით. 
მოვძებნოთ კრიტიკული წერტილები. ამ მიზნით ჩვენ ვე- 

ძებთ (9.7)-ის ისეთ (X, 7, 2 /7M./ი. ი) ამონახსნებს, რომლებიც 

აკმაყოფილებენ ზემოთ აღწერილ ა), ბ), გ) შეზღუდვებს. 

ვისარგებლოთ ლაგრანჟის ფუნქციის ერთგვაროვნებით მამ- 

რავლების მიმართ და შევამციროთ ცვლადების რაოდენობა 
((9.7)-ში შემთხვევათა რიცხვის გაზრდის ხარჯზე): 
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1), ჯერ განვიხილოთ /(. = 0. (9.7) მიიღებს სახეს: 

/ს=22X ,#X=0 X?+ I =1,/ხ6=22» /#რი7X7=0, 

ე.ი. #:X=22X =0, /07=2/2/ =0, საიდანაც 2/7(X +)/)=0 

და რადგან X”+V? =1, ამიტომ 2=0. /6 = //, =0, ე.ი. თუ 

#0 =0, როგორი (+, LV, 4,/6,/6,0) ამონახსნიც არ უნდა 

ჰქონდეს (9.7)-ს, ყოველთვის (2, #,/6C,0) = 0 , რაც წინააღ- 

მდეგობაშია ა) შეზღუდვასთან, ე.ი /( =0 შემთხვევა არც 
ერთ კრიტიკულ წერტილს არ იძლევა. 

2 ავიღოთ /#(ტ=!). ახლა შევეცადოთ (9.7)-ში მოვხსნათ 

/,,9,(X„X»)=0 სახის არაწრფივობები. ამისათვის ცალ- 

ცალკე უნდა განვიხილოთ შემთხვევები /, =0 და //,>0 

(ბ) პირობის ძალით მეტი შემთხვევა არ არის). თუ //, =0 

მაშინ 

X7=2X2X, 

X=2#4#/-“-/#6, 

#6» =0, 
X»” +)? =L1 

ახლა, თუ /( >0, მაშინ X=0, X=-/0<0 და წინააღმდე- 

გობაა გ)-სთან, ე.ი. //, =0 -ის დროს //, =0 ქვეშემთხვევა დაგ- 

ვრჩა განსახილველი. 

ავიღოთ //, = 0 . მაშინ 

(X= 2», »=2#7X, X- +» =1)= 

= დ? = 42” ”, /” =472“?X?,1 = X” + 7? = 42” (». +X)), 

ე.ი. 4“=1/4, და X”=V”, ანუ X = // (გ)-ის ძალით). 
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საბოლოოდ, X7?+V? =I გვაძლევს X=7= 1/+”2 კ ე.ი. 

(9.7)-ის ამონახსნია (1//2,1/-/2,I/2,0,0, I) , რომლისათვისაც 

სრულდება: 
ა) (1/2,0,1:1#»1I 

ბ) (0,0,1)>0 

გ) –1/+V2 <0, – 1/V2 <0. 
ამიტომ (I/ V2,1/-/2)< L. 

ამით //, = 0 ქვეშემთხვევის განხილვა დასრულდა. 

//, -ის შემთხვევები სიმეტრიულია განხილულისა და იძლე- 
ვა იგივე კრიტიკულ წერტილს. საბოლოოდ, ჩვენს ამოცანაში 

არის ერთადერთი კრიტიკული წერტილი: # = 1(I/V2,1/2)). 

4. პრიტიკული წერტილების გამოკვლევა 

როდესაც ექსტრემალური ამოცანა შეიცავს უტოლობის 
ტიპის შეზღუდვებს, მისი კრიტიკული წერტილების გამოკვლე- 

ვა რთულია. ძირითად ინსტრუმენტს წარმოადგენს ვაიერშტრა- 

სის თეორემა. უკიდურეს შემთხვევაში, განმარტების შემოწმე- 
ბა უნდა ვცადოთ. თუ ფუნქციებს აქვთ დამატებითი თვისებები 

(ამოზნექილობა), მაშინ ჩნდება დამატებითი შესაძლებლო- 
ბებიც. 

მაგალითი /გაგრძელება/. 

–X/ –3 თი, – X <0, – 7< 0, X” + »” =1 და უკვე ვიცით, 

რომ კრიტიკული წერტილი ერთადერთია # = 10 /V2, I /V2)) · 

როგორც ვხედავთ, მიზნის ფუნქცია §-=-X/ უწყვეტია, 

ხოლო დასაშვები სიმრავლე 
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= L(CX.V)C IL; | X” + 7? =1,X>0, »>0) 

არის ერთეულოვანი წრეწირის ჩა- 
კეტილი ერთი მეოთხედი, ანუ კო- 

მპაქტური სიმრავლე (იხ. ნახ. 9.2). 

ამიტომ ამოცანაში არსებობს გლო- 

ბალური მინიმალი და იგი მოთავ- 

სებულია კრიტიკულ წერტილებს 
ნახ. 92 შორის. მაგრამ კრიტიკული წერ- 

ტილი ერთადერთია, ამიტომ 

((I/V2,1/V2)) = თ თი1ი(9.6). 

პასუხი: მაქსიმალური ფართობი აქვს კვადრატს, რომლის 

გვერდის სიგრძეა +”#2 · 

ეს მაგალითი საკმაოდ მარტივია, ამიტომ უშუალოდ 

განმარტების საფუძველზეც შეგვიძლია გამოვიკვლიოთ 

0 /+2,) /V2) კრიტიკული წერტილი. ამისთვის განვიხილოთ 

რდე = და(L/ 2 + ჩ!,L/ /2 + ჩხ?) – და(1/+/2,1//2) = 
=–(L/V2+ჩ'XI/-/2 +Lს”)+1/2 = –1/V2 (ს' + ს?) – ჩ'!?; (9.8) 

მაგრამ წერტილი (1 //2 +Vჩ',1 /V2 +?) უნდა აკმაყოფილებ- 

დეს შეზღუთვებს: 

(1/-/2 +ს')? +(17+V2 + M?)? = 1 => (ჩ')? +(ჩ?)? + +”2 (ხჩ'+Mხ:)=0, 

საიდანაც ჩ!+%2? --=(0! ა)? +Cი?)?). რაც გვაძლევს: 

ტდ სი=>(C'X” +(ს?)? – ს'ი?) = (X-XI >ი. 

ამიტომ, (I /V2,1/V2)) = 9IIXIIX6.7). 

120



5, ლაგრანჟის მეთოდის გეომეტრიული ინტერპრეტაცია 

როდესაც M =1, მაშინ ექსტრემალური ამოცანისათვის 
თვალსაჩინო გეომეტრიული ინტერპრეტაციის მიცემა ადვი- 
ლია, რადგან დასაშვები სიმრავლე და მიზნის ფუნქცია გამოი- 

სახება სიბრტყეზე, რო- 
მიზნის ფუნქცია გორც ნახ. 9.3-ზე. 

როდესაკ 7=2, 

გეომეტრიული ინტერ- 
პრეტაციისათვის ვიყე- 

ნებთ X0ი”» სიბრტყეს, 

»ჯ სადაც დასაშვები სიმ- 

622". 1 რავლე ჩვეულებრივ 
დასაშვები სიმრავლე გამოისახება მიზნის 

ფუნქციას კი გამოვსა- 

ხავთ დონის წირებისა და უსწრაფესი ზრდის მიმართულების 
საშუალებით. 

განმარტების მიხედვით, §#:M9M, > M ფუნქციის დონის 

წირი (იგივეს ნიშნავს განურჩევლობის წირი) ეწოდება სიბ- 

რტყის ისეთი წერტილების ერთობლიობას, სადაც ამ ფუნქციის 

მნიშვნელობები ერთი და იგივეა, ანუ სიმრავლეს 

    

(CV ») CL, | CC. 7) = C0ი%I, 

რომელსაც ხშირად აიგივებენ მის განმსაზღვრელ განტო- 

ლებასთან: 

დ(X,7) = იიი%. 
ამასთან, განსხვავებული კონსტანტები წარმოშობენ განსხვა- 

ვებული დონის წირებს. დონის წირების კარგად ცნობილ 

მაგალითებს წარმოადგენენ ერთი და იგივე სიმაღლის დონეები 

ტოპოგრაფიულ რუკაზე და ერთი და იგივე ბარომეტრული 

წნევის წირები ამინდის რუკაზე. ეს მაგალითები, კერძოდ, 
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გვიჩვენებენ რომ ერთი და იგივე C კონსტანტა შეიძლება გან- 

საზღვრავდეს რამდენიმე დონის წირს. 

რაც შეეხება ფუნქციის უსწრაფესი ზრდის მიმართულებას, 
ჩვენ უკვე ვიცით, რომ იგი ემთხვევა გრადიენტის 

თ00= (2 220) 
ედა მ»” 

მიმართულებას ყოველი X-ისათვის. 

გეომეტრიულად, პირობითი მაქსიმუმის ამოცანის ამოხსნა 

ნიშნავს ისეთი წერტილის ან წერტილთა ჯგუფის მოძებნას 

დასაშვებ სიმრავლეში, რომელზეც გადის ყველაზე მაღალი 

დონის წირი, განლაგებული ყველაზე შორს უსწრაფესი ზრდის 

მიმართულებით. ნახ. 9.4-ზე ნაჩვენებია 

§<(X.)/) = X/ –+6Xნ, /L(CXI)/) =7+X”–3=0 (9.9) 

მაქსიმიზაციის ამოცანის ამონახსნი, რომელშიც დონის წირე- 

ბის კონსტანტები C,,C,,C იზრდებიან §-ს უსწრაფესი ზრდის 

მიმართულებით, ხოლო (0,3) და (V3,0) წერტილებზე გამა- 

ვალი პარაბოლა წარმოადგენს დასაშვებ სიმრავლეს. 

როგორც ვხე- 

დავთ, დასაშვები 

სიმრავლე და 0C, 

დონის წირი, რომე- 

ლიც დასაშვებ სიმ- 

რავლეში მიზნის 

ფუნქციის უსწრა- 

ფესი ზრდის მიმა- 

რთულებით ყველა- 
ზე შორს არის მო- 

თავსებული, ერთ- 
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მანეთს ეხებიან X =(1,2) მაქსიმალში (ტერმინი „წირების შე- 

ხება“ ჩვენ ჯერ არ გვაქვს განმარტებული, მაგრამ მას მალე 
მივანიჭებთ აზრს). 

გაჩვენოთ, რომ დასაშვები სიმრავლისა და დონის წირის შე- 

ხება მაქსიმუმის წერტილში (ტოლობის ტიპის შეზღუდვების 
შემთხვევაში მინიმალისთვისაც იგივე მდგომარეობაა) არის 
ზოგადი ფაქტი 

C(X, ») –> თმ» /(X,7) =0 (9.10) 

სახის ამოცანებში და ეს ფაქტი წარმოადგენს ლაგრანჟის 

მეთოდის გეომეტრიულ შინაარსს. 
იმისათვის, რომ დასაშვები სიმრავლე და დონის წირი 

მართლაც წირებს წარმოადგენდნენ, უნდა მოვითხოვოთ 

CI(X) 70, / (X)X0, რათა შესრულდეს არაცხადი ფუნქციის 

შესახებ თეორემის პირობები. 
დავუშვათ საწინააღმდეგო, რომ არსებობს (9.10) სახის 

ამოცანა (იხ. ნახ. 9.5), ისეთი, რომ X მაქსიმალში იკვეთება 

#CL.»)=0) და X-ზე 

გამავალი დონის წირი §(X, 7) = C. მაშინ, / და § ფუნქციე- 

ბის სიგლუვის გამო, იარსებებს თ დონის წირი –-CIL(X) 

ანტიგრადიენტის მი- 

მართულებით X-დან, 
რომელიც საკმაოდ ახ- 

  
დასაშვები სიმრავლე M = I(X,») C%. 

ლოსაა C. დონის წირ- 

თან და კვეთს #/-ს, და 

არსებობს იკ დონის 

წირი XX) გრადიენ- 

ტის მიმართულებით   X -დან, რომელიც საკ-



მაოდ ახლოსაა C; დონის წირთან და ასევე კვეთს M-ს. ცხადია, 

C, <C: <Cკ და ამიტომ «X(X) = 0კ > 0; = §9(X) , სადაც X არის ო 

დონის წირისა და #M/-ის გადაკვეთის წერტილი. ამგვარად, 

მივიღეთ წინააღმდეგობა დაშვებასთან, ე.ი. დონის წირი და და- 

საშვები სიმრავლე მაქსიმალში არ კვეთენ ერთმანეთს. 
როდესაც ორ გლუვ წირს აქვს საერთო წერტილი, მაგრამ ისინი 
არ კვეთენ ერთმანეთს, ეს ნიშნავს, რომ ისინი ეხებიან 

ერთმანეთს. 

(9.9) ამოცანაში, X მაქსიმალის განსაზღვრისათვის ლაგ- 

რანჟის მეთოდი იძლევა პირობას CIL(X)+ 2/(X)=0, რაც 

ნიშნავს, რომ CXLX),/ (X) ვექტორები მოთავსებულია ერთ 

წრფეზე, ანუ, დასაშვები სიმრავლე და C; დონის წირი კი არ 

კვეთს ერთმანეთს X -ში, არამედ ეხება. 

როდესაც შეზღუდვები ტოლობის ტიპისაა, #-ს ნიშანი 

შეზღუდული არ არის, C (X) და / (X) შეიძლება მიმართული 

იყოს როგორც ერთსა და იმავე, ასევე სხვადასხვა მხარეს. 

სხვა მდგომარეობაა უტოლობის ტიპის შეზღუდვის შემ- 
თხვევაში, რის გეომეტრიულ ახსნასაც ახლა მოვიყვანთ (იხ. 

ნახ. 9.6). 

სიმარტივისათვის ვიგულისხმოთ, რომ ჯა(X, 7) არის წრფი- 

ვი ფუნქცია, §,(X,») 

X+ 9)(X) კი კვადრატული, ისე- 

–– თი რომ დ,(X,)/) = 0 

–– წარმოადგენს ელიფსს, 

რომლის შიგნით (გა- 

რეთ) §, იღებს უარ- 
–– + ყოფით (დადებით) მნი- 

ნახ. 9.6 შვნელობებს, რასაც 

§(X.)) =00M%9! 
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მიუთითებს შესაბამისად განლაგებული + და – ნიშნები. ამ პი- 

რობებში, განვიხილოთ ამოცანა 

9ი(X, 7) პ თIი, დ(X, 7) < 0. (9.11) 

ვთქვათ, X C 10CიIIი (9.11). მაშინ, ლაგრანჟის მეთოდის 

თანახმად, /ე>0, # >0 და ამიტომ C(CX) და /M(X) გრა- 

დიენტები ერთ წრფეზე სხვადასხვა მხარესაა მიმართული 

(სხვადასხვა ნიშანი აქვთ). ამათგან, X-ში მოდებული </(X) 

ვექტორი აუცილებლად ელიფსის გარეთ არის მიმართული, 

რადგან დ§I(X) უსწრაფესი ზრდის მიმართულებაა, ელიფსი 

ნულოვანი დონეა, დადებითი დონეები კი მხოლოდ ელიფსის 

გარეთაა. X -ში მოდებული და(X) ვექტორი ასევე გარეთ რომ 

ყოფილიყო მიმართული, მაშინ დე მიიღებდა უფრო მცირე 

მნიშვნელობებს ელიფსის შიგნით. 

სავარჯიშოები 

განსაზღვრეთ კრიტიკული წერტილები და ამოხსენით შემ- 

დეგი ამოცანები: 

#94. XV თი, X?+)” <1. 

#95. XV -36XI, X”+” < 50. 

#96 X” +)? –> იი, 2X-/<5, X+”/=3. 

#97) X' +) –>8:ს, X? +/” <1. 

#98. X' +” ->0Xნ, X” +” <I. 

#990. X”' +” -36Xს, XVI +# <1. 

IV)



#I00. X” +" +2? ->6XL, X" + 7 +2“ <1. 

#101. X'L+/'+2' –>6XV, X”+ 7? + 27 <1. 

#102. X +#" +209 ->06XL, X” +7/“+27 <1. 

#103. XX2 –> 6Xს, X?+X?+2“ <1. 
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ნაწილი 4 

ამოზნექილი მიზნის ფუნქცია





თავი 10 

გლუვი ამოზნექილი ექსტრემალური ამოცანები 

1. ამოზნექილი სიმრავლეები და ფუნქციები 

განმარტება. ვთქვათ X არის წრფივი სივრცე და 

M C X . ვიტყვით, რომ M არის ამოზნექილი სიმრავლე, თუ 

იგი თავის ყოველ ორ წერტილთან ერთად შეიცავს მათ 

შემაერთებელ მონაკვეთსაც, ანუ: 

(X,V C M და თC|0,1))=>(1-–<თ)X+CთVCM. 
მაგ., ნახ. 10.1-ზე პირველი სამი ფიგურა ამოზნექილია, მე- 

ოთხე – არა. 

  

  

      
ნახ. I0 | 

ადვილი დასამტკიცებელია, რომ ნებისმიერი რაოდენობა 

ამოზნექილი სიმრავლეების თანაკვეთა ამოზნექილია. საკმაოდ 

ძნელი დასამტკიცებელია, რომ 

IL. -ში ორი თანაუკვეთი ამო- 

ზნექილი სიმრავლის განცალ- 

კევება შეიძლება ჰიპერსიბ- 
რტყით (ნახ. 10.2). 

განმარტება. ამოზნე- 

ქილ M სიმრავლეზე განსაზ- ნახ. I0.2 

ღვრულ / :M –>IL ფუნქციას ეწოდება ამოზნექილი ფუნქ- 

ცია, თუ სრულდება ე.წ იენსენის უტოლობა: 

#(0-<=)X+თV)< (1– თ) / (X+ს)+თ/ (XV), 

X.V C M, თ C10,I|. (10.1)



თუ VX.V C M და თ C (0, 1| -ისთვის სრულდება 

#(0 –თ)X+თV)>(1-თ) / (X)+/ 0), 

მაშინ / -ს ეწოდება ჩაზნექილი ფუნქცია. 

ზოგჯერ საჭირო ხდება მივუთითოთ, თუ რომელ სიმ- 

რავლეზეა ფუნქცია ამოზნექილი ან ჩაზნექილი. მაგალითად, 

51ICX) არაა არც ამოზნექილი და არც ჩაზნექილი # -ზე, მაგრამ 

#-ის გარკვეულ ქვესიმრავლეებზე არის ამოზნექილი ან ჩაზ- 
ნექილი. 

შევნიშნოთ, რომ / -ის ამოზნექილობა #M7/ სიმრავლეზე 

გულისხმობს (განმარტების თანახმად), რომ M თვითონ არის 

ამოზნექილი. 

ამოზნექილ ფუნქციებს აქვთ დიდი პრაქტიკული და გა- 

მოყენებითი მნიშვნელობა, მაგრამ ამოზნექილობის შემოწმება 

ხშირად საკმაოდ რთულია. ამიტომ მნიშვნელოვანია ამოზნექი- 
ლობა-ჩაზნექილობის გარკვევისათვის სხვადასხვა კრიტერიუ- 

მების გამოყენება. შემდეგი ფაქტი, რომელიც დაუმტკიცებლად 

მოგვყავს (თუმცა მისი დამტკიცება რთული არაა), გარკვეულ 

გეომეტრიულ წარმოდგენას გვიქმნის საკითხზე. 

ვთქვათ, M ამოზნექილია და / :M –> IL. მაშინ, / -ის ამო- 

ზნექილობისათვის აუცილებელია და საკმარისი მისი გრაფიკს- 
ზედა სიმრავლის 

((»,/8)| XC M, /#> /(X)) 

ამოზნექილობა, ხოლო / -ის ჩაზნექილობისათვის აუცილე- 

ბელია და საკმარისი მისი გრაფიკსქვედა სიმრავლის 

(IV, /)| XC M, #</(»X)) 

ამოზნექილობა. 
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(1<თ) / («)+თ/ C»”) თ ღ> 

  

        #(0-თ)X+თ»)–“” 

ავ 
ნახ. /03 0-თ)X+თ» 

იენსენის უტოლობა ნიშნავს, რომ ფუნქციის გრაფიკის 

ნებისმიერი ორი წერტილის შემაერთებელი მონაკვეთი აუცი- 

ლებლად გრაფიკის ზემოთ არის მოთავსებული, რადგან თ 

ნებისმიერია |0,! | -დან (იხ. ნახ. 10.3). 

გლუვი ფუნქციების შემოწმება ამოზნექილობაზე ხდება 
შემდეგი თეორემების საფუძველზე. 

თეორემა 1. /გკლჟვი ფუნქციის ამოზნექილობის / რიგის 

აუცილებელი და საკმარისი პირობა/. ვთქვათ, MV არის ღია 

ამოზნექილი სიმრავლე IM#,-ში და / :M –-> Mზ არის წარმოე- 

ბადი ფუნქცია. მაშინ / -ის ამოზნექილობისთვის აუცილე- 

ბელია და საკმარისი შემდეგი პირობის შესრულება 
, წ #(V)–7(X) > / (X)I/– XI , VX, CM. (10.2) 

დამტკიცება. ვთქვათ, წარმოებადი / ფუნქცია ამოზნექი- 

ლია #/ -ზე. გამოვიყენოთ ამოზნექილობის განმარტება და 
ავილოთ ძალიან მცირე დადებითი XV პარამეტრი, რომელიც 

აღვნიშნოთ C/ -თი: 

#((I –ძ/)X+ძი) <(I –ძ!) / (X)+4// 0), 

I3I



ანუ / (X+იV(V – X)) – / (X) < M((/ (V) – / (X)), 

რადგან «ძ/ > 0, ამიტომ 

#C+46;-X)- #6) 
ი/ 

< / (/)–#/ (X) 

  

    

  

ნახ. /0.4 

და როცა ი! –>0+ ეს უტოლობა / -ის წარმოებადობის ძალით 

იძლევა (10.2)-ს. 

ვთქვათ ახლა, რომ წარმოებადი / :#M/ –> IL -ისათვის სრუ- 

ლდება (10.2). ნებისმიერად ავიღოთ X,XV C M და თ C |0.1| . ორ–- 

ჯერ გამოვიყენოთ (10.2), X, X+Cთ(V–X) და V, X+CX(V –X) 

წერტილებისათვის: 

#60) -– / (X+თ (V – X)) > თ/'(X+თ(V – X))(X–X»)”, 

#/0V)-7C: +თ(V–X))> (თ-I)/'(X +თ(V – X))(X-»)” 

პირველი გავამრავლოთ (1<თ) -ზე, მეორე C -ზე და შევკრი- 

ბოთ. მივიღებთ 

(I –) / (()+»/ (XV)> / (X+თ(X»7-X)), 
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რაც ამტკიცებს ამოზნექილობას, რადგან 

X+C(V-X)=(1-თ)X+თ). 8 

განმარტება. ვთქვათ, 4 არის /7X#7 ზომის კვადრატული 

სიმეტრიული მატრიცა. ვიტყვით, რომ 4 არის 

1!) დადებითად ნახევრადგანსაზღვრული, თუ ჩ4ხ” >0, 

VიCX,, 

2) უარყოფითად ნახევრადგანსაზღვრული,თუ ჩ4ი” <0, 

VიCLდ,. დ 

თეორემა 2. /გლუვი ფუნქციის ამოზნექილობის // რიგის 

აუცილებელი და საკმარისი პირობა/. ვთქვათ, M არის ღია 

ამოზნექილი სიმრავლე #,-ში და / :V –პ> > არის ორჯერ უწ- 

ყვეტად წარმოებადი. მაშინ / -ის ამოზნექილობისთვის M -ზე 

აუცილებელია და საკმარისი, რომ ჰესეს მატრიცა #(X) იყოს 

დადებითად ნახევრადგანსაზღვრული ყოველი X C #M/ -ისთვის. 

დამტკიცება. აუცილებლობის დასამტკიცებლად, ნების- 

მიერად ავიღოთ X C V , არანულოვანი ი 6 #, და ვაჩვენოთ, 

რომ ი/”(X)ხ” 20. 

რადგან M ღიაა და 

ამოზნექილი, არსებობს X+ 2ჩ 

4>0, ისეთი რომ 

0<<# = X+თ)CV/. ნახ. /0.5 
ამიტომ, თეორემა 1-ის ძა- 

ლით 

X+ხ 

0< /(++თხ)– / (I)– თ/ (X)ხ” 

თუ გავითვალისწინებთ / -ის სიგლუვეს და გამოვიყენებთ 

ტეილორის ფორმულას, გვექნება: 
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# (1+თი) – / C) –თ=/'(ჯ)ნ” ==-ს ნი)” +0(IთხL'), 
სადაც 

„. 9((თიI) _ 
«+ თ” IIნII 

0. (10.3) 

ამიტომ 

0< < ი I დე1)ს” +0(I თხ I") 

ანუ ყოველი თ C (0, 4| -სთვის სრულდება 

სეი 90290, ს 
რაც (10.3)-ის ძალით გვაძლევს, რომ ჩ| /”(X) |ი” >0. 

ახლა ვაჩვენოთ საკმარისობა. ვთქვათ, ყოველი X 6 M და 

ხCM% -ისთვის სრულდება IM /”(X)|სნ”>0 და ვაჩვენოთ 

# -ის ამოზნექილობა. თუ X,V 6 M, ტეილორის ფორმულის 

თანახმად არსებობს ისეთი 0 C|0,1 | , რომ სრულდება 

#0)-/60-–/7I80-9 =30-9I/წ(X+0(/-X) (/-»”. (10.4 
(ტეილორის ფორმულა ამ სახით, დამატებითი დაშვებების 

გარეშე, სამართლიანია მხოლოდ იმ შემთხვევაში როცა / -ის 

მნიშვნელობები ნამდვილი რიცხვებია) (10.4)-ის მარჯვენა 
მხარე არაუარყოფითია, ამიტომ არაუარყოფითია მარცხენა 

მხარეც, რაც თეორემა 1-ის ძალით ნიშნავს / -ის ამოზნექი- 

ლობას. 0 

მაგალითი 1. შევამოწმოთ, ამოზნექილია თუ არა სიმ- 

რავლე 

MI =((I »)|X+2X” <1I. 
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ამოხსნა. ნებისმიერად ავიღოთ 

თ C|0,1) და (X, »”),(X,,».) 6 #/, 

რაც /#-ის განსაზლვრის თა- 

ნახმად, ნიშნავს 

X+2X»?<1, 7=1,2. 

ვაჩვენოთ რომ (| »X 

(1-<თ)(»,»,)+«%(C,V/,) CI 
ნახ. 10.6 გვიჩვენებს, რომ პასუ- 

ხი დადებითი უნდა იყოს. ამიტომ ამოზნექილობის შემოწმება 

უნდა გავაგრძელოთ. ვექტორებზე ოპერაციების გამოყენებით, 

0 –თ)(X.X»)+Cთ(X, 7) = ((I –თ)X +თX,,(1-თ)ა, +Cთ#). 

ამ ვექტორისთვის შევამოწმოთ 7 -ის განმსაზღვრელი პირობა: 

ნახ. /0.6 

2 
I(1-თ)X +თX, |+2 (L-– თ)», +თ7», | = 

=(1–თ)X, +თX, +2(1– თ)” )? + 2თ?)/2 +4თ(1 – თ) /,», = 

(დავამატოთ და დავაკლოთ საჭირო წევრები) 

=| (I – თ)», +2(1-თ)», + თ» +2თ); |+ 

I – თ) -(I-თ)X |+2(თ'X» – თ); |+4თ(1 – თ) ,X. < 

<1+2 თ(თ-1)»7+2თ(1-თ) »# +თ(თ –1)X; | = 

=1<-2თ(1-თ)| », – XI <1, 

რაც ნიშნავს, რომ #/ ამოზნექილია. ე) 

მაგალითი 2. შევამოწმოთ ამოზნექილია თუ არა სიმ- 

რავლე 
M=1(%X»)IX/> II X+ 7<4, X>0, »7>0I. 

ამოხსნა. შევეცადოთ # წარმოვადგინოთ ამოზნექილი 

სიმრავლეების თანაკვეთის სახით, რაც მისი ამოზნექილობის 

ტოლფასი იქნება. ცხადია, 
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// =1(X»/)|X7> 1.X>0,7>0)( 1((X-»)IX+X»7<4,X>0,»7> 0). 

განვიხილოთ მეორე, 771, = I(X.») |IX+1უ/<4.X>0,)/ > 0! ; რო– 

მელიც სამკუთხედის შიგა ნა- 

წილს წარმოადგენს (იხ. ნახ. 

10.7). ცნობილია, რომ სამკუ- ნახ. /07 
თხედი ამოზნექილი ფიგურაა, 

მაგრამ ახლა შევამოწმოთ ეს 

ფაქტი. ვთქვათ, 

XC I0, 1| და 

(%.1M).(2%.X-) C77ე. 
X-ს შესაბამისი წერტილი 

  

(%,X») და (X.,7.) ბოლოების მქონე მონაკვეთისა არის: 

00 -–თ)(X.»,)+თ(%,».)=((1I< თ)», +თX,,(1 – თ)», + თ.) 

და რადგან (1– თ)X, +XX, >0, (1–თ) 7, +თX/, > 0, 

(I-ფ>X +C%+(1–თ)),+თ =(1-თ(X+X)+2თ(X%+X#) <4(I–თ)+თ =4 
ამიტომ II. ამოზნექილია. 

ახლა განვიხილოთ 77, = ((XX)I X7>1,X>0, 7 > 0) სიმრა- 

ვლე. გეომეტრიული სურათი გვიჩ- 

ვენებს, რომ #/, ამოზნექილია (იხ. 

ნახ. 10.8), ამიტომ ჩავატაროთ ფორ- 

მალური შემოწმება, ნებისმიერად ავი- 

ღოთ თ06(|0I| და (X,,).(X,.X,) C77,; 
ეი. X,>0,/7>0 და X,#V>90, 

1=1,2. ნახ. 10.9 

(1– )(X,,7)+Cთ(X.,)7)= (0 -–თ)X+თX.,(1-თ) », +თX) 

ვექტორის კომპონენტები დადებითია, ამიტომ საჩვენებელი 

რჩება რომ მათი ნამრავლი მეტია ერთზე. 

» 
+ 
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(() –თ)X, +თX,)(() –თ) ი), +თ#.)= 

=(I – «)” X,/, +C(1 –თ)(XX, +X,/,)+ თ?X,X», > 

>(1-თ)1+2თ(I –თ) XXXI, +თ? >()- თ)”+2თ>+თ? = 1. 

2. ამოზნეყილი ამოცანების სპეციფიკა 

მინიმიზაციის ამოცანას 

#(X) 3 თIი, XC M, (10.5) 

სადაც #/ C /# ამოზნექილი სიმრავლეა, ხოლო / :#M -> # – 

ამოზნექილი ფუნქცია, ეწოდება (მინიმიზაციის) ამოზნექილი 
ამოცანა. 

თავისი შინაარსის გამო, შემდეგ თვისებას უწოდებენ 

გლობალურ-ლოკალურ თვისებას. 

წინადადება 1. გლუვ ამოზნექილ ამოცანაში ლოკალური 

მინიმალი ამავე დროს არის გლობალური მინიმალი. 

დამტკიცება. ვთქვათ (10.5) არის ამოზნექილი ამოცანა, 

ხოლო X C I0CVიIIMII0.5) ეს ნიშნავს, რომ რაღაც §>0 რიც- 

ხვისთვის სრულდება იმპლიკაცია: 

(CM #რ% |IX-XI<5)ლ=/(X)< /(აჰ). (10.6) 
ახლა ნებისმიერად ავილოთ და- 

საშვები Xაე C M წერტილი. სა- 

კმაოდ მცირე თC 0.1 -თვის, 

თუ აღვნიშნავთ 

X=(I-–თ)X+CთXა6VM, 

მაშინ 

II-:I<+ 
რადგან M ამოზნექილია, ხო- 

ლო X-X როცა თ->0+, 
   ნახ. /09     
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ამიტომ (10.6)-ის თანახმად / (X) < / (X). ახლა გავითვალის- 

წინოთ X-ის სახე და გამოვიყენოთ იენსენის უტოლობა: 

#(X) < / (1 <თ)X+ თX-) <(1–< >) / (+)+ = / (XV), 

ანუ /(X)< /(X-ე), რაც X-CVM -ის ნებისმიერობის ძალით 

ამტკიცებს, რომ /(X)< /(X), XC#M, ე.ი. 

I0C თი (10.5) C §1IიIი(10.5) => 10CიიIი(10.5) =§I იIი(10.5). 0 

წინადადება 2. გლუვ ამოზნექილ ამოცანაში მინიმუმის 
წერტილების სიმრავლე ამოზნექილია. 

დამტკიცება. ვთქვათ X,,Xე მინიმალებია (10.5)-ში. წინა 

შედეგის ძალით, #LC%) = 7ი(X>)- ახლა ავიღოთ C C L0,1|: 

#(0) –თ)X, +თX.) <(1<–თ) /ი(X,)+Cთ7ი(X:) = /ი(X,) = #6 (X:) 

ე.ი. მინიმალების ამოზნექილი კომბინაციაც მინიმალია. 0 

განსაკუთრებით მნიშვნელოვანია შემთხვევა, როდესაც 

ამოზნექილი ამოცანა იმავდროულად არის გლუვიც, რადგან ამ 
დროს მინიმუმის აუცილებელი პირობები ხდება საკმარისიც. 

წინადადება 3. ვთქვათ, #M არის ღია ამოზნექილი სიმ- 

რავლე, #/ :M –> #M არის წარმოებადი და ამოზნექილი ფუნ- 

ქცია. მაშინ ყოველი X C M წერტილი, სადაც /'(X) =0, წარ- 

მოადგენს მინიმალს (10.5)-ში. 

დამტკიცება. ნებისმიერად ავიღოთ X 6 V . ამოზნექილო- 

ბის) რიგის აუცილებელი და საკმარისი პირობის თანახმად, და 

#” (X) = 0 -ის გათვალისწინებით, 

#(X)– / თ) > /(C)(X- #)” =0. 
ე.ი. #(X)> / (X). ლ 
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3. ქუნისა და თაქერის თეორემის ჩამოყალიბება და 

განხილვა 

განვიხილოთ ზოგადი სახის ამოზნექილი ამოცანა უტოლო- 

ბის ტიპის შეზღუდვებით: 

9ი6(X) –> ი1Iი, §,(X)<0,7=1,..,#, XC Xა, (10.7) 

სადაც Xა არის რომელიღაც X წრფივი სივრცის ამოზნექილი 

ქვესიმრავლე და ყოველი #დ,:X –> L, / =0,1,...,//7 არის ამოზ- 

ნექილი ფუნქცია. 
რადგან #ე-ის ამოზნექილობიდან არ გამომდინარეობს 

-დზა-ის ამოზნექილობა, ამიტომ არსებითია რომ (10.7) არის 

მინიმიზაციის ამოცანა. 

(10.7) ამოცანაში დასაშვები სიმრავლის განსაზღვრაში 

მონაწილეობენ X«,....§, ფუნქციები და Xე ამოზნექილი სიმ- 

რავლე. დასაშვები სიმრავლე აქ არის: 

M = (X C X |X C Xაე და §, (X) <0,...9, (X) < 01. 

დ-ს ამოზნექილობიდან მარტივად გამომდინარეობს 

დ: C X I <,(X) < 0) სიმრავლის ამოზნექილობა. ამიტომ #V 

შეგვიძლია წარმოვადგინოთ ამოზნექილი სიმრავლეების თა- 

ნაკვეთის სახით: 

M =XაIMIIIXC XI თ (X) <0)/).../I(XC X | დ, (X) <0|. 

ზოგადი სახის ამოზნექილი ამოცანისათვის ჩვეულებრივად 

განისაზღვრება ლაგრანჟის ფუნქცია: 
1 

49% (X,/6ი//0) = 2,/#9, (X) , სადაც // = (/4»--»/#); 
1=0 

აღსანიშნავია, რომ იგი ვერ ითვალისწინებს X 6 Xე შეზღუდ- 

ვას. 
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შემდეგი თეორემა დამტკიცებულია 1951 წელს. იგი მრა- 
ვალმხრივაა საინტერესო, აღსანიშნავია, რომ თეორემის პირო- 

ბებში მხოლოდ ამოზნექილობის ცნება მონაწილეობს, არაა 

ლაპარაკი ნორმირებულ სივრცეებსა და უწყვეტ და წარმოებად 

ასახვებზე. 
საქმე იმაშია, რომ არსებობს შინაგანი კავშირები უწყვე- 

ტობასა და ამოზნექილობას, წარმოებადობასა და ამოზნექი- 

ლობას შორის. მაგალითად, თუ დ :|ი,ხ|– ს ამოზნექილია, 

იგი უწყვეტია (თ,ხ)-ზე, ხოლო ამოზნექილ დ :IM, –> IC ასახ- 

ვას ყოველ წერტილში გააჩნია მიმართულებითი წარმოე- 

ბულები. 

თეორემა /ქუნი-თაქერი/. 1). ვთქვათ, X არის წრფივი 

სივრცე, Xე ამოზნექილი ქვესიმრავლეა X -ში და C,:X –>L, 

/=0,1,....# ამოზნექილი ფუნქციებია X -ზე. 

თუ X არის მინიმალი (10.7) ამოცანაში, მაშინ მოიძებნება 

ისეთი ერთდროულად ნულის არატოლი ლაგრანჟის მამრავ- 

ლები #6) ->-) #C) #ზე რომ: 

ა) თი 47(X, #”. #%) = 497(X,/0 /Xი) (მინიმუმის პრინციპი); 

ბ) /, >0, 7=0,1,...,# (არაუარყოფითობის პირობა); 

გ) //9,(X)= 0,7 =1,...,#. 

2) თუ /#6>0, მაშინ ა)-გ) პირობები საკმარისია, რათა და- 

საშვები X წერტილი იყოს მინიმალი (10.7)-ში; 

ვ) იმისათვის რომ /#/(. > 0, საკმარისია მოიძებნოს ისეთი 

X 6 Xა, რომლისთვისაც შესრულდება (სლეიტერის) პირო- 

ბები: #, (X) <0 I=IL....,X. 

ამ თეორემის დამტკიცება ჩვენს გეგმაში არ შედის, თვით 

ქუნი-თაქერის თეორემაც მიმოხილვის მიზნით მოგვყავს, მაგ- 

140



რამ საჭიროდ მიგვაჩნია რამდენიმე სასარგებლო შენიშვნის 
გაკეთება. 

2X-% ა) პირობა ნიშნავს, რომ ლაგრანჟის მამრავლების შერ– 

ჩევის ხარჯზე ზოგადი სახის ამოზნექილი ამოცანა, რომელიც 

შეიცავს უტოლობის ტიპის შეზღუდვებს, მიიყვანება ამოზ- 
ნექილ ამოცანაზე უტოლობის ტიპის შეზღუდვების გარეშე: 

თი 97 (X, /,/6) –> თIი, XC X§ა. (10.8) 

სხვა სიტყვებით, ლაგრანჟის ფუნქციის გამოყენებით შეგვიძ- 
ლია „მოვხსნათ“ უტოლობის ტიპის შეზღუდვები, რაც არსე- 

ბითია, რადგან (10.8)-ის ამოხსნა გაცილებით ადვილია, ვიდრე 

(10.7)-ისა; მაგალითად, თუ X = X- =IL, და <9, წარმოებადე- 

ბიც არიან, მაშინ ა) მიიღებს ჩვეულ სახეს 

ლ. მC,() 1)... 90. 
2 =0, / =I,...,/ <«< (§'(X) =0, 2.46“ 8:) / 2,#8(%) 

რადგან 497(X,/, #ი) ამოზნექილია %,-ზე X -ის მიმართ (თეო- 

რემის პირობებში) და ამიტომ მისთვის უპირობო მინიმუმის 

აუცილებელი პირობა არის საკმარისიც. 

XV როცა //ე > 0, შეგვიძლია ყველა მამრავლი ერთდრო- 

ულად გავყოთ /ი > 0. #ს) -ზე და მივაღწიოთ // =I -ს. /) =0 

მიგვითითებს დასაშვები სიმრავლის გადაგვარებაზე. მართ- 

ლაც, თუ სლეიტერის პირობა შესრულდა, მაშინ დასაშვები 

სიმრავლე არაა გადაგვარებული და #6 >0. 

XX თეორემის დამტკიცება ეფუძნება ამოზნექილი ანა- 

ლიზის ერთ-ერთ ძირითად შედეგს – განცალკევების თეორე- 

მას, რომლის ფორმულირებას ერთ კერძო შემთხვევაში ახლა 

მოვიყვანთ. 

თეორემა /სიმრავლის და წერტილის განცალკევების 

შესახებ სასრულგანზომილებიან შემთბვევაში/. ვთქვათ, M 
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ამოზნექილია #,.-ში და 06M მაშინ მოიძებნება ისეთი 

Cთ,.-.X, რიცხვები, რომ 

3 თ >0, VX = (X',...,X”) C M 
15) 

VI 

(სხვა სიტყვებით, 0-ზე გამავალი ჰიპერსიბრტყე 2თI =0 მთლიან 

სივრცეს ჰყოფს ორ ნაწილად, რომელთაგან ერთში სრულადაა მოთავ- 

სებული #M ). 

სავარ3პჯიშოუბი 

#10. დაამტკიცეთ, რომ ამოზნექილი სიმრავლეების ნების- 

მიერი რაოდენობის თანაკვეთა ამოზნექილია. 

#10. არსებობს თუ არა ფუნქცია, რომელიც ერთდროულად 

ამოზნექილია და ჩაზნექილიც. 

#I06 ვთქვათ, / ამოზნექილია. რა შეგვიძლია ვთქვათ – # 

ფუნქციაზე? 

#107. აჩვენეთ (გეომეტრიულად მაინც), რომ Iთ,ხ| მონა- 

კვეთზე ამოზნექილი ფუნქცია უწყვეტია (ი,ხ) -ზე. 

M108. მიიღეთ ამ პარაგრაფის შედეგების ანალოგები ჩაზნე- 
ქილი ამოცანისათვის. 

#100 ვთქვათ §:X-–/ჟ ამოზნექილია. აჩვენეთ რომ 

C C XI C(X)< 0) არის ამოზნექილი სიმრავლე. 

#110. აჩვენეთ, რომ ამოზნექილ სიმრავლეზე განსაზღვრუ- 

ლი ამოზნექილი ფუნქციების ჯამი არაუარყოფითი 

კოეფიციენტებით არის ამოზნექილი ფუნქცია. 

#111. შეამოწმეთ, ამოზნექილია თუ არა სიმრავლე #/ C/ზ: 
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ა) M = L(X,»)|»? + » <5).



ბ) I = (I »)|X/>1,X>0,7> 0). 

გ) II = LX,X»)|4" <XI. 

დ) MI = L(X,»)|X-»< 
2,» +X» <4). 

ე) 17 = (62 »)|2X+ 7<2,2X–<– »/> –2, X»>0I. 

აჩვენეთ შემდეგი ფუნქციების ამოზნექილობა: 

ა) #(X/,2)=3X +2)/ +22 –2X/– _2>+2)2-6X-4/-22 

(X,7, 2) C I. 

ბ) /(X)=6', XC7#, 

გ) # (X,»7) = 2X” + /” +5IM(X+ 7), XC #. 

#112. 
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თავი 11 

გლუვი ამოზნექილი ფუნქციუბის მინიმიჯაციის 
რიცხვითი მეთოდები 

განვიხილოთ მინიმიზაციის ამოცანა: 

#() 3 იი, X67#%, (11.1) 

სადაც / არის ამოზნექილი ფუნქცია, რომელსაც აქვს პირ- 

ველი ან მეორე რიგის უწყვეტი კერძო წარმოებულები. ექს- 
ტრემალურობის აუცილებელი და საკმარისი პირობების გამო- 

ყენებით, რიგ შემთხვევებში ხერხდება (11.1) ამოცანის ამოხსნა, 
მაგრამ, ხშირად, საჭირო ხდება მინიმალების პოვნა რიცხვითი 

მეთოდების გამოყენებით. ნებისმიერი რიცხვითი მეთოდი გუ- 

ლისხმობს მისი მახასიათებლების (მიზნის ფუნქციის, დასაშვე- 
ბი სამრავლის განმსაზღვრავი ფუნქციების, მათი წარმოებუ- 
ლების) ზუსტი ან მიახლოებითი მნიშვნელობების გამოთვლას, 

და შემდეგ, ამ ინფორმაციის საფუძველზე ამოცანის ამონახ- 

სნის (X მინიმალის ან მინიმალების წერტილთა სიმრავლის) 
მიახლოებითი მნიშვნელობის პოვნას. 

ისევე, როგორც ერთ ცვლადზე დამოკიდებული მიზნის 

ფუნქციის მქონე ექსტრემალური ამოცანების შემთხვევაში, 

აქაც, განასხვავებენ ნულოვანი, პირველი, მეორე რიგის 
(მინიმალის ძებნა ხდება, შესაბამისად, მხოლოდ ფუნქციის 
მნიშვნელობების, პირველი და მეორე რიგის წარმოებულების 

გამოყენებით), აგრეთვე, პასიურ და მიმდევრობით რიცხვით 

მეთოდებს. 

მიმდევრობითი რიცხვითი მეთოდით მინიმიზაციის ამო- 

ცანის ამოხსნა ნიშნავს შემდეგი ფორმულით 

X.,=X+CX,I, რთX,>0,თX, C MX =0,1.... 

წერტილთა ისეთი მიმდევრობის აგებას, რომელიც კრებადია X 

მინიმალისკენ. ამასთან, სხვადასხვა ალგორითმი ერმანეთისგან 

განსხვავდება საწყისი მიახლოების Xე წერტილის, ი, ვექტო- 

რის, თ, რიცხვების არჩევით, და აგრეთვე გაჩერების პირობით. 
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საწყისი მიახლოების – X- წერტილის არჩევის რაიმე ზოგა- 

დი წესი არ არსებობს. მაგრამ თუ ამოცანის სპეციფიკის ან 

შინაარსის გათვალისწინებით ცნობილია მინიმალის შესაძლო 
განლაგება, მაშინ საწყისი მიახლოება, ბუნებრივია, მასთან 

ახლოს უნდა ავიღოთ. 

ხ, ვექტორი განსაზღვრავს (M+1)-ე ბიჯის მიმართულე- 

ბას, ხოლო თ, რიცხვი – ბიჯის სიგრძეს. 

კონკრეტული რიცხვითი ალგორითმის აღსაწერად უნდა 

გვქონდეს გაჩერების პირობა. პრაქტიკაში გამოიყენება გაჩე- 

რების შემდეგი პირობები: 

IX. –X, | < 6), 

I/C=., 1-7CV, II <8, 

I/”Cთ )I < ნკ. 

გამოთვლების დაწყებამდე უნდა დავასახელოთ § და გაჩე- 

რების ერთი ან ორი პირობა. 

ვიტყვით, რომ მეთოდი კრებადია, თუ X ->X, #-30თ, 

სადაც X არის #(X) 3 იი, X6C/% ამოცანის ამონახსნი. 

მეთოდის ეფექტურობა ხასიათდება კრებადობის სიჩქარით. 

ვიტყვით, რომ X, კრებადია X-სკენ წრფივად, თუ არ- 

სებობს ძ C (0,1) და MX) > 0 ისეთები, რომ 

IM, – X) < 4IX, –XI ,X=>%ი. 

ვიტყვით, რომ X, კრებადია X-სკენ კვადრატულად, თუ 

არსებობს C > 0 და #ე >0 ისეთები, რომ 

IM, – 9 <CI« –3I ,#>M. 
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ამ თავში, განვიხილავთ მინიმიზაციის მიმდევრობით მე- 

თოდებს: გრადიენტულ მეთოდებს, ნიუტონის მეთოდს, გრა- 

დიენტის პროექციის მეთოდს, აგრეთვე, შემთხვევითი ძიების 

მეთოდს. 

1. გრადიენტული დაშვების მეთოდი 

ვთქვათ, / არის ამოზნექილი, უწყვეტი კერძო წარმოე- 

ბულების მქონე ფუნქცია, და ვთქვათ X6C/?“, არის მინიმალი 

(11.1) ამოცანაში რომლის მოძებნაც წარმოადგენს ჩვენს 

მიზანს. 

ნებისმიერად ავილოთ საწყისი მიახლოება XაCM და 

ავაგოთ მიმდევრობა LI, C M/ შემდეგნაირად: 

X,,,=X, CI (X,), M#=0,1,..., (11.2) 

აქ, #, ვექტორის როლში ავიღეთ ანტიგრადიენტი, რადგანაც 

ანტიგრადიენტის მიმართულება – /”(X,) მოცემულ წერტილში 

(როცა /”(X,)#0) ემთხვევა ფუნქციის უსწრაფესი კლების 

მიმართულებას (იხ. თავი 8) თ, სიდიდეები (ბიჯის სიგრძე) 

შეიძლება ავირჩიოთ იმდენად მცირე, რომ შესრულდეს პირობა 

#(X,.)<((X,), M=0,ს.... (11.3) 
იმ შემთხვევაში, როცა (11.3) პირობა არ სრულდება, ვანა- 

ხევრებთ თ, სიდიდეს და ახლიდან ვეძებთ X,,, მიახლოებას. 

გაჩერების პირობად, ჩვეულებრივ, გამოიყენება პირობა 

VI... ჯ= 1...,M, (11.4) 
    

სადაც § წინასწარ მოცემული მცირე რიცხვია. თუ (11.4) 

სრულდება, ვიღებთ: X =X,, #(X) = #LCX,). 
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მაგალითი 1. გრადიენტული დაშვების მეთოდით § =0,05 

სიზუსტით ამოხსენით მინიმიზაციის ამოცანა: 

#(>,») = X” +2)/ +6'7) _, იი, (X,») C <.. 

ამოხსნა. ავიღოთ: Xე = (X,, 7.) = (0,0), «ე =1, ავაგოთ 
(11.2) მიმდევრობა და შედეგები ჩავწეროთ ცხრილში: 

    

  

  

  

  

    
  

              

ცხრილი 77.7 

მ მ/ (ჯX 
X, 7”, #L(X,) V(X)IV(%) თ, შენიშვნა 

ძმ CV 

0 0 I 1 1 I 

ი(, = I სათვის 

–I = 3,145 – = (11.93) პირობა ირლ. 
ეეგეა, ამიტომ ვანა- 
ხეერებთ მას 

0 0 1 1 1 0,5 
(11.3) პირობა ისევ 

ირღვევა, ამიტომ 
-0,5 –0,5 I,118 – – ისევ ეანახევრებთ 

თ, -ს 

0 0 1 1 I 0,25 
(I1.9) პირობა არუ- 

–0,25 –0,25 0,794 | 0,106 | –0,393 | 0,25 | ლდება, (11.4) – არ 
„რელდება. 
(11.3) პირობა სრუ- 

<–0,2766326 | –0,1516326 | 0,774 | 0.0983 | 0,045! | 0,25 | ლდება, (11.4) – არ 
არუელდება, 

(II. (11.2) – პირ> 
–0,3012259 | –0,1629096 | 0,772 | 0,0262 | –0,023)| – | ბები სრულდება ს- 

ზუესტემიდნეულა:   
  

ამგვარად, X = (–0,30I, –0,163). #(C>) =0,772. C 

2. უსწრაფესი დაშვების მეთოდი 

უსწრაფესი დაშვების მეთოდი იმით განსხვავდება გრადი- 

ენტული დაშვების მეთოდისაგან, რომ თ, ამჯერად შეირჩევა 

პირობიდან 

რ, (თ,) = იიIით, (თ), (11.5) 
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სადაც თ, (თ) = #C, -თ/(X,)). ამგვარად, ყოველ ბიჯზე 

იხსნება მინიმიზაციის ერთგანზომილებიანი ამოცანა. რადგა- 

     

    

  

//(X)=060ი5( 

XV 

X, 

ნახ. 7/.7 

ნაც / ამოზნექილი ფუნქციაა, რომელსაც აქვს პირველი რიგის 

უწყვეტი კერძო წარმოებულები, ამიტომ C, (თ,)=0 განტო- 

ლების ამონახსნი წარმოადგენს (I1.5) ამოცანის ამონახსნს. ამ 

ფაქტს აქვს ლამაზი გეომეტრიული გააზრება: ყოველი #-სთვის 

#” (X,) და # CC.) ვექტორები ურთიერთმართობულნი არიან 

(ეს გამომდინარეობს 

თ, (თ,) = #I (X, –-თ/”(X,))(–/'C, )) = -/ (X.V) 7 CX,) 

პირობიდან) (იხ. ნახ. 11.1). 

მაგალითი. უსწრაფესი დაშვების მეთოდით § =0,05 

სიზუსტით ამოხსენით შემდეგი ამოცანა: 

# (%,») =Xჯ”+ 2» +201) _» MIი, (X,) C IL. 
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ამოხსნა. 

ბიჯი 1) ავილოთ Xე =(0,0). მაშინ 

+” (Xი) = (1:1), წი(«)= /(0–თ,0–თ) =3თ? +6 “7, 

და თე ფუნქციის მინიმუმის მოსაძებნად, დადებით თ -ებს 

შორის, გამოვიყენოთ გადარჩევის მეთოდი (ეს სიმარ- 

ტივისათვის, რადგან ასეთი მარტივი სახის ფუნქციის 

მნიშვნელობების გამოთვლა პრობლემა არაა) თ =0-დან 

  

  

დაწყებული ბიჯით 0,2: 

« 0 0,18 | 0,20 | 0,22 | 0,24 0,26 

თ,(ძ) | I! 0,7949 | 0,790 | 0,7892 | 07916 | 0,7973                 
  

ე.ი. =0,22, საიდანაც 

X, =(0;0) –0,22 (1;1) = (–0,22; –0,22). 

ბიჯი2) /”(X,) = (0,204; –0,236), 

თ, (თ) =(–0,22 – თ:0,204)” +2(=0,22 +თ-0,236)“ + 

+6 944“0,032თ მოვახდინოთ თ, -ის მინიმიზაცია: 

  

  

                
  

« 028 | 0,30 | 0,32 | 0,34 | 0,36 

თ, (თ) 0,77401 | 0,77384 |0,77380| 0,77387 |0,77408 

ე.ი. =0,32 და 

X, =(=0,22;-0,20) –0 32(0,204:–0,236) =(–0,2853;–0,I445). 

ბიჯი მვ) /”(X.) =(8,007;:7,268)·10”, 

თ, (თ) = (–0,2853– თ -9,007.10-)” + 
+2(-0,I1445–თ-7,268-10“)” + დ-9120-I5თ5თ%, 
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თ. -ის მინიმიზაცია გვაძლევს: 
  

  

              
  

თ 0,20 0,22 0,24 0,26 0,28 

თ. (თ) 0,77273 |0,7724!| 0,77240 | 0,77241 | 0,77244 

ე.ი. თ==0,24, 

Xკ =(–0,3045;-0,1619), /”(X,) =(1,821;–2,051):10?, 

ამიტომ X = Xკ და #(C2)=/(.). 0 

გავაკეთოთ რამდენიმე შენიშვნა. 

7) თ-ს არჩევა საკმაოდ შრომატევადი პროცესია, ამიტომ 

სასურველია ერთხელ შეირჩეს თ-ს რომელიმე მნიშვნე- 

ლობა, რომელიც არ იქნება დამოკიდებული იტერაციის 

ნომერზე და გამოდგება ყოველ იტერაციაზე. 
ა,“/ 

XXს) როდესაც X, ძალიან ახლოს არის X-სთან, გრადიენ- 

ტული მეთოდების კრებადობის სიჩქარე ნელდება. ამ 

დროს, რეკომენდებულია უფრო ფაქიზ მეთოდზე გა- 

დასვლა, მაგალითად ისეთზე, რომელიც იყენებს /-ის 

კვადრატულ აპროქსიმაციას. 

ვ. ნიუტონის მეთოდი 

თუ ამოზნექილი / :I%, –>IL ფუნქცია ორჯერ უწყვეტად 

წარმოებადია, ხოლო #I(X),#”(X) -ს გამოთვლა არ არის ძნე- 

ლი. მაშინ შესაძლებელია მეორე რიგის მიმდევრობითი მეთო- 

დების გამოყენება. ვთქვათ, უკვე განსაზღვრული გვაქვს X», მი- 

ახლოება. X, -ს მიდამოში / -ის ნაზრდს აქვს სახე: 

/69-/(%)=/(5)(-%)”+1(X-X) /”(%)(+-X)” +0(X-»'. 
განვიხილოთ ნაზრდის კვადრატული ნაწილი: 
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, · 1 
თ, (X) = / (X,)(X– X,) + XC –X,) /”(X,)(X – X, #” (11.6) 

და განვსაზღვროთ X,,, მიახლოება პირობიდან: 

?, (C291) = თIი რ, (X). (11.7) 

(11.7)-ის ამოსახსნელად გამოიყენება როგორც ანალი- 
ზური, ასევე მიახლოებითი (სპეციალურად კვადრატული ფუნ- 
ქციებისთვის გათვალისწინებული) მეთოდები. 

რადგანაც თ; (X) = / (X,), #(X) -ს ამოზნექილობის გა- 

მო, #"(X,) დადებითად ნახევრადგანსაზღვრულია, ამიტომ 

დ, (X) ამოზნექილი ფუნქციაა. მინიმუმის აუცილებელ და 

საკმარის პირობას (1 1.7)-თვის აქვს სახე: 

(X–-X,)/ (X,)+ /”(X,)=0. 

თუ ამოვხსნით ამ სისტემას და მის ამონახსნს ჩავთვლით X,,, 

მიახლოებად, მივიღებთ 

, ” წ) 
X,,, =X, – # (X,) # (X,)| (11.8) 

უნდა აღინიშნოს, რომ (11.7) ამოცანის ამოხსნა შეიძლება 
აღმოჩნდეს საკმაოდ რთული და გამოთვლების სირთულის 

გათვალისწინებით, საწყისი ამოცანის სადარი. ამიტომ ნიუტო- 

ნის მეთოდს იყენებენ მაშინ, როცა #I(X) ,/ (X) -ის გამოთვლა 

და (11.7) განტოლების ამოხსნა არ არის დაკავშირებული 

სიძნელეებთან. ნიუტონის მეთოდის ღირსებად ითქლება მისი 

კრებადობის მაღალი სიჩქარე, მაგრამ ამ მეთოდს აქვს 

მნიშვნელოვანი ნაკლიც, მისი კრებადობისთვის საწყისი 

მიახლოება საკმარისად ახლოს უნდა იყოს მინიმალთან, 
წინააღმდეგ შემთხვევაში, მეთოდი შეიძლება არ აღმოჩნდეს 

კრებადი. 

შევნიშნოთ, რომ (1I.8)-ში როგორც მიმართულება, ასევე 

ბიჯის სიგრძე ფიქსირებულია. ნიუტონის მეთოდის სხვადასხვა 
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მოდიფიკაცია მიმართულია იქითკენ, რომ ამ მეთოდის ძირი- 

თადი ღირსების (კრებადობის მაღალი სიჩქარე) შენარჩუნებით, 

შემცირდეს მისი შრომატევადობა, რაც დაკავშირებულია 

#"(X),#”(X) -ს გამოთვლასთან და (11.7) განტოლების ამოხ- 

სნასთან და შესუსტდეს მოთხოვნა საწყისი მიახლოების 

ამორჩევაზე. 

ნიუტონის მეთოდი ბიჯის რეგულირებით მდგომარეობს 

შემდეგში: 

, ” - 

X,,, = X, –Cთ,# CC )I / (X,) | 

როცა თ, =1, ის ემთხვევა ნიუტონის მეთოდს. Cთ, კოეფი- 

ციენტების არჩევა ხდება ან მოცემული მიმართულებით ფუნ- 
ქციის მინიმიზაციის პირობიდან, ან ბიჯის დაყოფით (11.2) 

პირობის გათვალისწინებით. 

მაგალითი. მაგალითი 1-ის პასუხი ავიღოთ საწყის მიახ- 
ლოებად და ნიუტონის მეთოდით განვსაზღვროთ მინიმალი 

შემდეგ ამოცანაში: 

#(X, 7) = X? +2უ/ + 0-7 ა იი, (X,7)CIM%, 

ამოხსნა. მაგალითი I-ის შედეგების მიხედვით, გვაქვს: 

X- = (–0,3012259, –0,1629096), 

# (Xა6) = (2,622655; –2,296005)· 10“?, 

წელ 0,39319)5! 0,62967835 
X0ც)= · 

““” |0,62867835 0,22329787 

აქედან: 

„ –) 0,39319151 –5,3404226.10”“ 
L/ (Xი) | – –2 , <–5,3404226 ·10 0,22329787 

და (11.2)-ის თანახმად: 

X, =(X,),) =(–0,3012259;–0,16290%) – 10-?(2,622655;–2,296005) X 
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· 0,3931915)|ს –5,3404226-10 

–5,3404226.|01  0,22329787 

რადგან 

|-Cხპათნის-ტ!5თ8ი). 

#/ (X,) =(7.9:10“;7,9:10“); 

ამიტომ სასურველი სიზუსტე მიღწეულია და 

X =(–0,3 I27641;–0,1563821). 0 

4. გრადიენტის პროექციის მეთოდი 

განვიხილოთ მინიმიზაციის ამოცანა: 

#(X)-> თIი, XCVM, (11.9) 

სადაც M CM, არის ამოზნექილი ჩაკეტილი სიმრავლე, ხოლო 

# არის ამოზნექილი წარმოებადი ფუნქცია M-ზე. 

ჩაკეტილი #/-ის შემთხვევაში უშუალოდ გრადიენტული მე- 

თოდის გამოყენება არ შეიძლება, თუ M# # %#, , რადგან ზოგიერ- 

თი X, შეიძლება გავიდეს M-იდან. გრადიენტული პროექციის მე- 

თოდის ყოველი იტერაცია ითვალისწინებს შემდეგი ფორმულით 

განსაზღვრული გრადიენტული დაშვების მიახლოებების 

X,.,=X, –თ,/ (X,), 

დაბრუნებას დასაშვებ ” სიმრავლეში, თუ X,,, 6 M ასეთი 

დაბრუნება ხდება X,.,-ის V-ზე პროექტირების საშუალებით, 

ანუ X,,, იცვლება MI სიმრავლის იმ წერტილით, რომელიც მის- 

გან ყველაზე ახლოსაა მოთავსებული. 

განმარტება. XC, წერტილის პროექცია M C I, სიმ- 

რავლეზე ეწოდება ისეთ L,(X) წერტილს #/-იდან, რომელიც 

აკმაყოფილებს პირობას: 

IX – ჩ, (X)| = თIიIV – XII. 
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როგორც ვხედავთ, მარჯვენა მხარე გამოხატავს მანძილს X-დან 

#M/”-მდე. C 

ცხადია, თუ X 6C V/ , მაშინ >, (X) = X , ხოლო როცა X C #, 

მაშინ M-ის ჩაკეტილობის გამო (ვაიერშტრასის თეორემის შე- 

დეგის ძალით) #(X) არსებობს და M-ის ამოზნექილობის ძა- 

ლით კი ”ს (X) ერთადერთია (სავარჯიშოს სახით, სასარგებ- 

ლოა ამ ფაქტის გეომეტრიულ შინაარსში გარკვევა). 

ამგვარად, გრადიენტის პროექციის მეთოდში (11.9) ამო- 

ცანის X მინიმალის მიმდევრობითი მიახლოებები აიგება შემ- 

დეგი წესით: 

X,,, = ჩ/,(X, – თ,I(X,)), #=0,1,2,.... (11.10) 

თ, -ს შერჩევა აქაც სხვადასხვანაირად შეიძლება; შესაბა- 

მისად მიიღება გრადიენტის პროექციის მეთოდის სხვადასხვა 

ვარიანტი. მათგან ყველაზე გავრცელებული არის შემდეგი ორი. 

1) X, შეირჩევა ისევე, როგორც უსწრაფესი დაშვების მეთო- 

დში ღია MV/-ისთვის, ანუ შეირჩევა შემდეგი პირობიდან: 

რ, (%,) = თIიდ, (თ), 
სადაც თ.(თ)= / (X, –თ/”(X,)). 

2 თ, შეირჩევა ისე, რომ შესრულდეს მონოტონურობის პი- 

რობა /,,, < /, . ამისთვის თავიდან ირჩევენ რაიმე ღ>0 

და (11.10)-ში იღებენ თ, = C. შემდეგ, ამოწმებენ მონოტო- 

ნურობის პირობას და შეუსრულებლობის შემთხვევაში, 

ყოფენ მას ამ პირობის შესრულებამდე. 

უნდა აღინიშნოს, რომ როცა XC M, მაშინ #,(X)-ის 

განსაზღვრა ხდება მინიმიზაციის შემდეგი ამოცანის 

9(V)=IX-XVI > თIი, »XCVM, 
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ამოხსნის შედეგად. ზოგიერთი კერძო სახის სიმრავლისათვის 

(მაგალითად, ბირთვი, ნახევარსიბრტყე და ზოგიერთი სხვა) ეს 

ამოცანა იხსნება ანალიზურად ლაგრანჟის მეთოდის საფუძ- 

ველზე. 
მაგალითი 1. იპოვეთ 26ILM, წერტილის პროექცია 

#, (7),თუ სიმრავლეს აქვს სახე: 

M = XC II. | XX” <7? <IXI” <7) 

  

(ესაა ჩაკეტილი ბირთვი LI, -ში 0 ცენტრით და” რადიუსით). 

ამოხსნა. ”#,, (2) არის შემდეგი ამოცანის ამონახსნი: 

9%-(X)= 2 (V – 2) –3 MიIი, 

§, C)-(2:60'-”|<ი. 
I=I 

რომელიც შეიძლება შევცვალოთ ეკვივალენტური ამოცანით: 

«60-21 -2)” +ოთ, 

«00-26! -” |-ი. 
(II.II) 

განვიხილოთ არატრივიალური შემთხვევა 76 M, ჯX>9. შე- 

ვადგინოთ ლაგრანჟის ფუნქცია: 

#(X./0/(-)= #(X –2)(X-7)” + 2(X" –”) 

და ამოვწეროთ პირობები კრიტიკული წერტილის განსაზ- 

ლვრისათვის: 

% = 2 (X-2)+22X=0 
მX (11.12) 
4(XX" –„”)=0 
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«ე =0= 2#0=2X=0 იძლევა წინააღმდეგობას II განტოლე- 

ბაში: #' =0. ე.ი. 2ე =1. ახლა განვიხილოთ ორი შემთხვევა 

4 -ს მიმართ. 

ა) თუ#4=0=>X=7, ანუ (7,0,1) არის (11.12)-ის ამონახსნი, 

მაგრამ მაშინ იგი არ განსაზღვრავს კრიტიკულ წერტილს, 

რადგან 77” = I2I” >” (რადგან 7C M). 

ბ) თუ #0. მაშინ (11.12) იღებს სახეს: 

თ –7)+2X=0 

  

მივიღეთ, რომ X = 2 არის ერთადერთი კრიტიკული წერ- 
2 

ტილი და, ვაიერშტრასის თეორემის შედეგის ძალით, იგი არის 

აგრეთვე გლობალური მინიმალი (11.11)-ში.. ც 

მაგალითი 2. გრადიენტის პროექციის მეთოდით ამოხ- 

სენით შემდეგი ამოცანა: 

C(X,») = –X+ » –> თიIი, X?” +#V? <1. 

გამოთვლები შეწყვიტეთ, თუ შესრულდება |” (X,)| < 0,01, ან 

IX,,, –X,I <0,01. 

ამოხსნა. ავიღოთ Xე = (0;0,5) C M , სადაც 

M =1(-») CI | X” + /? <11. 

ავიღოთ (11.10)-ში თ, =0,75 C (0,1). ახლა შეგვიძლია ავაგოთ 

მიმდევრობითი მიახლოებები. 
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ბიჯი!) დ” (X-) = (–1;1), ამიტომ (11.10) გვაძლევს: 

M =ჩ,(X –%I(X))=(ჩ,((0. 0,5 -075-(–L))=,(075-029. 
რადგან (0,75;–0,25) C M , ამიტომ X, = (0,75;-0,25). 

საჭირო სიზუსტე ჯერ არ არის მიღწეული, რადგან 

9 '(X,) =(–1;-0,5) და IX, –X:I =1,06>0,01. 

ბიჯი 2) C(X,) = (-1;-0,5), 

Xვ = ჩ, ((0,75;–0,25) –0,75-(–I;–0.5)) = 7”, (1.5;0,125) , 

მაგრამ (1,5;0, 125) თ M , რადგან 

I(I5;0,125)| =1,5' +0,I25? = 2,266> 1. 
რადგან M არის ჩაკეტილი ბირთვი ცენტრით 0-ში და 

რადიუსით 7 =1, შეგვიძლია გამოვიყენოთ წინა მაგა- 
ლითის შედეგი და ავილოთ: 

(I,5:0.125) Xე = ჩ, (I,5:0,125) = =(0,9965;0.08304). 

საჭირო სიზუსტე ჯერ კიდევ არ არის მიღწეული, 

რადგან IX. = XIII =0,298 > 0.01. შემდეგი ბიჯების შე- 

დეგები მოყვანილია (ახრ. 11.2-ში. 

  

  

  

    
          
  

ცხრ. 77.2 

# XL IM,.,– X,| §'(X,) %, –თ?(X,) 

2 | (0.9965:0.081304) 0.298 (-I:0.1661) (1,7465:-0,0415) 

3 (0.9997:0.0218) 0.107 (-I:-0,0-წ76) (L,7497;0.0! 19) 

4 |(0,99998:0.00679) 0.03! (-I:0.0136) | (1.74998;-0.00339) 

5 | (0.9993:0,00!9-1) 0.0087 სიზუსტე მიღნეულია 

როგორც ეხედავთ, 

# = X, =(0,9998;0,00194), თ(+«) = C(X,)=–I. 
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შევნიშნოთ, რომ ამ ამოცანის ზუსტი ამონახსნი არის 

X =(1;0), C(X)=-I. 0 

სავარვიშოუბი 

ამოცანებში, #113 – #115 განახორციელეთ გრადიენტული 
დაშვების ერთი ბიჯი და შეადარეთ ერთმანეთს X#CXა) და #(X). 

#113. / (X,7)= X”+2X»” +6” –პ იი, X =(X,7)CI,, 

Xე =(1;1), 

ა) ძი =0,1,ბ) თე =0,265, გ) ძე =0,5; 

#II4. / (X,7)=2X" + / +2X7/+X+7/-> თIი, (X7)C IL, 

Xე =(0;0), 
ა) თა =0,1,ბ) ძა =0,5, გ) ძე =1 ; 

#I15. /(X,»,2) = დ +(X+ »7+ 2) + > იი, (X),2)CI?,, 

Xე =(1;1;:1), 

ა) ძე =0,1,ბ) იე =0,21268, გ) ძე =1. 

#116 –#II7 ამოცანებში, იპოვეთ Xე წერტილიდან უსწრა- 

ფესი დაშვების მეთოდის ბიჯის სიგრძე ძე. 

#I16. / (X,/)=2X” + ” +XV/+X+7-–>ოთიი, (X,7)CIX,, 

Xე =(0;0), 

#I17. / (X,),2)=>X“ +X»” + 2“ +X/+)/2 -3 იიIი, (X,),2) CIL,, 

Xე =(0;1;0). 

ამოცანებში #II8 – #120, მოახდინეთ კვადრატული მიზნის 
ფუნქციების მინიმიზაცია და დაასრულეთ გამოთქელები მაშინ, 
როდესაც შესრულდება პირობა 

VC.) «ი 0), #=1,2,...M- 
მX7   
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#II8. / (X,)/) =4X? +4X7/+ 6) – 17X > თIი, (X,7)CV,; 

#119. / (X,/) =10X” +3X7/1+ #” – 107 –> თIი, (X,7)C I; 

#120. / (X,») = X” –2X/+6V +X- 7 > თIი, (X,7)C #.; 

#I21 – #I24 ამოცანებში, მოძებნეთ 7C IL, წერტილის 

#ჩ, (2) პროექცია შემდეგი სახის სიმრავლეზე: 

#121. ”-განზომილებიანი სივრცის არაუარყოფით ოქტანტზე: 

M =V C დ, | X>0, /= ,...,M) 

#122, ”-განზომილებიან პარალელეპიპედზე: 

M = ი CM, | ძი, <X <ხ, I1= ,...,/); 

#123. ჩაკეტილ ” რადიუსიან ბირთვზე ცენტრით Xც -ში: 

M => IX, | > (6 –X.)” <7). 
(-) 

#I124. ნახევარსივრცეზე: 

M=1:C8,| 38 X >ხ, 8= (6...) 20) 
1=| 

ამოცანებში #I25 – #I28, გამოიყენეთ წინა ამოცანების 

პასუხები და გრადიენტის პროექციის მეთოდით ამოხსენით 

მინიმიზაციის ამოცანები: 

#I25. X” +4/“+3X/+2X+167 > იი, X>0,7>0. 

#I26, X +9”/” –12X-36167 –> თIი, –1<X<4,1<7<2. 

#127. 2X+ 7 –> =Iი, (X-4)+(»-2)” <1. 

#128. / (X,7/) = X” +4X/+17V +5X/ -> იი, (X.)/) C 9ზ.. 
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გამოყენუბული ლიტერატურა 

8.M. ტულ«ლლჯამ, 5.M. I ე/აა8, 8.M.110C0MIIი08. C600IIMV% 38უმყ იხ 

იიუიიფმIIIი. Mილ0იXსმ, IIმ2VX2, 1984. 

3. Mეიღუთი. 1I)I6MIIVIM იი MIIX0052#%0IICMIMM00X0MV გმIეIIM3V. 

Mიიფე, IIმVXე, 1985. 

C.V. LL6II2III59, #. იეVIიძიმი მიძ M.M. ILC05ძი0II. ნილ!ილლოილ 

0იL'IM+7მ110ი, VVIICV, MCVV VC0IX , 1983. 

4.ნ. I 00010, IC.) „»I0MნილმCLMIM. C.8. Xლი. MძლI0უ1L!I 

0I14MIM3ეIIIM. MIლ07MM90CMIC VMმ3მ1I9M9. M00CIფმ, MI V, 1981, 

ა. გაგნიძე, კ. გელაშვილი. ოპტიმიზაციის მეთოდები და 

თამაშთა თეორია. თბილისი, 2002. 

C600IIMX 3გIმყ 00 Mმ7C6M81IMXM%ლ0. II0I 008M101CM #4... I )#MMლC8გ. 

M0ი)ფმ, II0VX2, 1990. 

დ.II, ცეი#Mინლ8. 9IICსIIIC M0610/0ხ! #00IICIIIX უMC1)0CM2II6I/ხIX 

ვ3მჟე9. MიCIთი, IIეVIXე, 1980. 

#.8. IXIIის8M908. Mმ2(0Cმძ 13 8 ი0#/)IIMIII%C. CII6.: 5X8, 2005. 

M. MIიისX. Mმ!იტი129Cმ! ჩ0იწმ)იი)ი8დ: 1ჩ600/ მიძ 2I90ო.ო101115. 

VVIICV, M6C6VV V CI, 1986.



პასუხები 

#1. /(X)=5Iი(ი 

#2. /(0=–+, 
1+X” 

#3. / (X) = თ+%/2(X) 

#4. 7 (X) = იIXCIC(X)” 

#5. / (X) =5IM(X)თ%IC(X) 

#6. /(X) = X? – ;?+26““ 

#7. / (X) = §1ი()7/)– X” 

, 9 –3 იიმX, 

  

–I <X5<1000. 

(X+1) +(7/<-I) =1. 

== სიღააი->» ა იიი, 

2 2 · 
– XI +# +5V->VIII, . თ »+5» 

2X+3X7=L1. 

X»+#= =ს 7=L2.3. 

#12. ათთა +0'–»,)/ +/C-X%)"+C"–15)" +I/CX-X%)” +C7–X)? – იმი, 
ათა L 7=L2,3, მოცემული წერტილებია. 

27 –> ი12X, 

“I ს X) +0)-#) +C-X) +095 –#) +(5-%) +0/ –#)” –პი1ი, 

  

#13. 4X” + »" =1, 

X>0, 7>90. 
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#14. 

#15. 

#16. 

#18. 

#19. 

#20. 

#21. 

#22. 

#23. 

#24. 

#25. 

#26. 

#27. 

#28. 

#29. 

#30. 

#32. 
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XMX– 1) –> თიმX, 

L +უ27=8. 

X/ –> თიმX, 

Xჯ+ ) =00:15!, 

X>0, 7 > 0. 

პე, –> თმX, 

X+7=+ » 2” 

X>0, 7>90. 

თIIიIი = C, დI იმX = C7. 

თIIიIი > C. 

ლ) იი = C,9II0მX = C.. 

ფთICIი # C. 

დ ოთIი # თ. 

თ) ი1მX # CC. 

91 იIი9 # C,9I იიმX # C7. 

თI ი110 # C, 9) თმX # თ). 

თIIიIი « C. 

დIიიIი # C. 

თIიIი # C. 

ყველგან არსებობს ამონახსნი. 

ჯი” XC(–10,0), 
#(X)= 1 M =(–-10,+თ). 

1-2 Xჯ6C|0,+Cთ). 

# = C. 

 



#33 

#34 

#35. 

#36 

#37. 

#38 

#39 

#40 

#4) 

#42. 

#43 

#44 

#45. 

#46. 

#47. 

#48. 

. 0C I0იCIიIი, –126C I0CიმX. 

- 1 
· | C106VიIი,ფ C106იიმX. 

1 1იCIიIი = წIIიIი, 

2++29 2–V29 

25 
C I0C 911, C I0CიIIი.     

2 · · 
3 21960)ი =ყIIიIი. 

· + 10CIი2X = თI II10X. 

5 . I 
„, – C I00Iი0Iი,–– C I0CIიმX. 

2 2 

I+VI0 . – 0 
3 3 

„. 4C I0ლ001ი, 0C 10CიM1მX. 

C |I0CIიმX.     

- 1 
(10CI9I9, 

16 · 
<6 I0C ი11I),2 C 10CIიმX. 

1 · . 
. –CI0CიMIIი =ყIIი. 

4 

. 1 
„1 C Iი6იMIVI,, 10ლIიმX. 

. 1 
0; | C 10C იიი, 15 C 10C I2მX. 

–I:1C10C ოIი,– # + I0CIიმX. 

+ =1.6030, / (+) = –2.1376. 
+=-–0.7549, / (>) = –3.6347. 
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#49. X=0.3684, /(X) =2.4154. 

26 1. 

ი -ი 2. 
#51. ხ =2.5. 

#52. 0 = –4., 

#53. C = 2.5. 

#57. X = –0.6823, / CX) = –0.5814. 

#58. X = –2.3247, /(CX) = –7.7290. 

#59. X = –2.2340, /(X) =61.1806. 

#62. / (X) =1.393-10“). 

#63. /(X) =1.152-10““. 

#68. (20.46) C 10CIIV. 

#69. (–16,–26) C M.. 

#70. (0,0) C 10C ჩ)!I1. 

#71. (1,1) C I0ღC ოIი. 

#72. (1,<–4,2) C |I0C1)1II.I,(–1, –4, 2) C IL. 

  #50. 219ი 

#73. C6,5,0) C I0C1!I+,(0,0.0) C #. 

#74. C<-2)< 106 ი11ი. 

#75. რ) C 10CI#Iი.,(0, 0) C ML. 

#76. (1,1) C10C თი. 

#77.(5,2) C 10C ი1)II. 

#78. (2,3) C 10CIი)ი. 

#79. C5-3-9) C10CMMIი. 
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#80. (1,1) C I0C იII9,(0,0) C I. 

I. I 
#81. (0,0) C 10C წიIII,(––,––) 6 M. (0,0) წიII), ( 3 2) 

#82. (0,0) C I0C თIი, ფ-2 C |0CIიმX. 

#83. Cუფ. –უფ)Cყოი, ლ=. უფ)5 ოი. 

#84. (1, 3)C I 25.25. 50. 

#85. თ C I0ლIიმX. 

13 
6. (–“-,- IIთII. #86. C 2 27<8 MI) 

#87. არ აქვს ამონახსნი. 

#88. (0,2+1),(+1. 056 თი. (+2%#, +2%), (+2%,532 “#0 C ფ1ი:მX. 

#89. თ. დეი წ გაო 

I 1) ––-,. CV . ( 7# სლ )68 ”იმX 

უდიდესი ფართობი აქვს კვადრატს. 

#90. უმცირესი (უდიდესი) საკუთრივი რიცხვის შესაბამისი სა- 
კუთრივი ვექტორი ფუნქციონალს ანიჭებს მინიმალურ 
რაქსიძალერ)“ მნიშვნელობას. 

#91. (4+-“., 4– 4 აCფომX. 
V3? MV3 

#92. წესიერი სამკუთხედი. 

#93. თუ მოცემული წერტილებია X,,X-,X), 

X +4X.ა+X 
მაშინ ამონახსნია –“––5=--13. 
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#94. (+. =3) _V2 + ითი. 
2 272 

#95. (5,–5),( –5,5) C <I იIი. 

#96. (5:2)< ოი. 
2.2 

#97. (0,0) C CI თ1ი, (0,+1),( +1,0) C დ/ იიმX. 

#98. (0,0) C დ! ი1Iი, (0,+1),( +1,0) C დ/ იიმX. 

–_ 
#99. (0,0) C 92I იიLი, C 6 +2 3. დI IიმX. 

I I 1 

#100. (0,0,0) C დI იიIი, C 4. .+3 4,.+3 3. დ<IIიმX. 

#101. (0,0,0) C დ/ თIი, (+1,0,0),(0,+1,0) (0,0,+1),C დ/IთმX. 

#102. (0,0,0) C დ/ თIი, (+1,0,0),(0,+1,0) (0,0,+1),C დ/ იამX. 

ეეე” _ 
I 1.1 1 _1I I 11.1 

ს (ოლეოლელელელუბ ლელლემავიი 
#105. წრფივი ფუნქცია. 

#I11. ამოზნექილია ა), ბ), დ), ე). 

#LI3. ა)X, =(0.0611:–0.1380) /(X) < /(X) 
ბ) X, =(–1.4881:-2.0187) /(X) = /CX,) 
გ) X =(–3.6945;–4.6983) /CX)> /(CX) 

#114. ა)X, =(–0.1:–0.)) /CX) < . /(%) 

ბ)X, =(–0.5;0.5) #(X,)= / CX) 

გ)%X =(-1;-I) #(CX)> / C%) 
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#115. ა) X =(–0.1437;0.4;0.40ტ /L(X,) < /CX.) 

ბ) X =(–1.4323; –0.2761;-0.276I) /(X)= /(CX) 

გ) X, =(–-10.4366;-5;–5) /(X,)> 7/(X-) 

#1 16. თე =0.25 

#117. ძა = 0.236 

#118. X=(2.55;-0.85), / (X) = –21.675. 

#119. X =(–0.9677:<–6.45 16), / (X) = –32.2581. 

#120. X =(0.5;0), / (X) = –0.25. 

#I21. ჩკ(2) =(C',...,2”), სადაც 2” = თმX(0, 2”), / =1,...,/ 

ი,თუ 2 <0ძ,, 

#I22. M,ყ(2)= (2',..,2”), სადაც 2” = ხ,,თუ 27>ხ,7, #=ს..–/C 

2,თუ ძ ,< 25%, 

2თუ 26C6VM, 

#123. #7,(2) = 17(2=%) თუ 26VM. 
“I--%I 

#124. ჩ,ყ(2) = 2+იიმX(10,ხ – ი: |. 
III 
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