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ლექციების კურსში გადმოცემულია უწყვეტ გარემოთა მექანიკის 
მათემატიკური მოდელები. სახელდობრ: დრეკადი და პლასტიკური დე- 
ფორმადღი სხეულების გეომეტრიულად და ფიზიკურად წრფივი და 
არაწრფივი მოდელების, ჰიდროდინამიკის, მყარ და თხევად გარემოთა 

ურთიერთქმედების ძირითადი დამოკიდებულებები. მოყვანილია აგრეთვე 
ფირფიტების ღუნვის კორხჰოფ-ლიავის და მინდლინ-რაისნერის მოდე- 

ლები, ცვლადი სისქის ფირფიტების ი. ვეკუას იერარქიული მოდელები, 
ღეროების ეილერ-ბერნულის და იერარქიული მოდელები. განხილულია 
აგრეთვე მოდელები ტემპერატურული ძაბვების გათვალისწინებით და 
ფირფიტის დრეკად ფუძეზე ღუნვის ვინკლერის მოდელი. : 

ლექციების კურსი განკუთვნილია მათემატიკური, საბუნებისმეტ- 

ყველო და ტექნიკური პროფილის ფაკულტეტების სტუდენტებისათვის; 
შეიძლება გამოყენებულ იქნეს აგრეთვე როგორც ცნობარი აღნიშნული 

მოდელებით დაინტერესებულ პირთა მიერ. 
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მეთოდსაბჭოს მიერ რეკომენდებულია მათემატიკური, საბუნებისმეტყველო 
და ტექნიკური პროფილის ფაკულტეტების სტუდენტებისათვის. 
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წინასიტყვაობა 

წინამდებარე ლექციების კურსი დაწერილია ავტორის მიერ 

წლების განმავლობაში ი.ჯავახიშვილის სახელობის თბილისის 

სახელმწიფო უნივერსიტეტის მექანიკა-მათემატიკის და გამოყენე- 

ბითი მათემატიკისა და კომპიუტერულ მეცნიერებათა ფაკულტე- 

ტებისა და სოხუმის ფილიალის ფიზიკა-მათემატიკური ფაკულ- 

ტეტის სტუღენტებისათვის წაკითხული არჩევითი კურსების სა- 

ფუძველზე. ლექციების კურსში გადმოცემულია უწყვეტ გარემო- 
თა მექანიკის მათემატიკური მოდელები, სახელდობრ: დრეკადი 

და პლასტიკური დეფორმადი სხეულების გეომეტრიულად და 

ფიზიკურად წრფივი და არაწრფივი მოდელები; ჰიდროდინამიკის, 

მყარ და თხევად გარემოთა ურთიერთქმედების ძირითადი და- 

მოკიდებულებებ.ი მოყვანილია ძირითადი ორგანზომილებიანი 

(ბრტყელი დეფორმაცია, ბრტყელი განზოგადებული დაძაბული 

მდგომარეობა, ფირფიტების ღუნვის კირხჰოფ-ლიავის და მინ- 

დლინ-რაისნერის კლასიკური თეორიები, ცვლადი სისქის ფირ- 

ფიტების იერარქიული თეორია) და ერთგანზომილებიანი (ცვლა- 

დი განივკვეთის მქონე ღეროების ეილერ-ბერნულის თეორია, 

ცვლადი მართკუთხა განივი კვეთის მქონე ლეროების იერარ- 

ქიული თეორია) მოდელები. განხილულია აგრეთვე მოდელი 

ტემპერატურული ძაბვებისს გათვალისწინებით და ფირფიტის 

დრეკად ფუძეზე ღუნვის ვინკლერის მოდელი. ამოცანების გან- 

ზოგადებულ და ვარიაცკიულ ფორმულირებებთან და შესაბამისი 

არსებობის ზოგიერთ თეორემასთან დაკავშირებით, ლექციების 

კურსს ახლავს დამატება დამხმარე მასალით ფუნქციონალური 

ანალიზიდან. მითითებულია ლიტერატურა ამონახსნების არსებო–- 

ბის და ერთადერთობის დამტკიცებასა და კონკრეტული ამოცანე- 

ბის ამოხსნასთან დაკავშირებით. სტუდენტთა მომზადების დონი- 

დან გამომდინარე ლექციების კურსის წაკითხვა “შეიძლება



მთლიანად, როგორც ორსემესტრიანი კურსი (8 კრედიტი), ან 
ნაწილობრივ, როგორც სემესტრული კურსები (2-4 კრედიტი), 

ამასთან მისი ნაწილების გამოყენება შეიძლება როგორც შესავა- 

ლი კურსისა, რომელიც გაღრმავებული იქნება ციტირებული 

სპეციალური ლიტერატურის გამოყენებით. ის შეიძლება აგრეთვე 

გამოყენებულ იქნეს როგორც ცნობარი დეფორმადი მყარი სხეუ- 

ლების, სითხეებისა და გაზების და მათი ურთიერთქმედების ამო- 

ცანებით დაინტერესებულ პირთა მიერ. ლექციების კურსში შე- 

ტანილია ზოგიერთი უახლესი შედეგი და დასმულია ჯერ კიდევ 

გამოუკვლევი აქტუალური პრობლემები, რომლებიც შეიძლება 
იქცნენ როგორც საკურსო და სამაგისტრო, ასევე საკვალიფიკა– 

ციო ნაშრომების თემებად. 

წინასიტყვაობის ბოლოს მადლობას ვუხდი რედაქტორებს დ. 

ნატროშვილსა და ჯ. შარიქაძეს და რეცენზენტებს ნ. სხირ- 

ტლაძესა და ნ. ჩინჩალაძეს სასარგებლო დისკუსიებისა და რჩე- 

ვებისათვის. ასევე მადლობას გუხდი მ. ბიწაძეს ლექციების კურ- 

სის კომპიუტერზე აწყობისათვის ხოლო ა. სლობოდინას და 

ნ. ცინაძეს ნახაზების აგებისათვის. 

გ. ჯაიანი 

  

ა» იგულისხმება ი.ჯავახიშვილის სახელობის თბილისის სახელმწიფო უნივერ- 

სიტეტში მიღებული საკრედიტო სისტემით განსაზღვრული კრედიტი. 
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მეთოდური მითითებები 

წინამდებარე ლექციების კურსი აგებულია ისე, რომ მის 

საფუძველზე შეიძლება წაკითხული იქნეს შემდეგი კურსები: 
1. უწყვეტ გარემოთა მექანიკის მათემატიკური მოდელების 

შესავალი (8 კრედიტი); 

2. ფირფიტების იერარქიული მოდელები (4 კრედიტი); 

3. ღეროების იერარქიული მოდელები (4 კრედიტი); 

4. ფირფიტების ღუნვის კირხჰოფ-ლიავის მოდელი (2 კრედი- 

ტი); 
5. ფირფიტების ღუნვის რაისნერ-მინდლინის მოდელი (2 

კრედიტი); 

6. ღეროების ეილერ-ბერნულის მოდელი (2 კრედიტი); 

7. დრეკად-პლასტიკური სხეულების მოდელები (2 კრედიტი); 
ზ. წამახვილებული ფირფიტების მოდელები (4 კრედიტი); 
9. წამახვილებული ღეროების მოდელები (3 კრედიტი); 
10. დრეკადი მყარი სხეულისა და სითხის ურთიერთქმედების 

მოდელები (3 კრედიტი); 
11. ჰიდრომექანიკის შესავალი (3 კრედიტი); 

12. დრეკადობის თეორიის შესავალი (4 კრედიტი); 

13. სტაციონარული პროცესების მათემატიკური მოდელირება 

(6 კრედიტი). 

ლექციების პირველი კურსის წაკითხვისას თუ მხოლოდ 

მათემატიკური მოდელების აგებით შემოვისაზღვრებით, შეიძლება 

გამოტოვებული იქნეს §1.21 და დამატებები. 

ლექციების მეორე კურსის წაკითხვისას, თუ სტუდენტები არ 

იცნობენ დრეკადობის თეორიას, გამოტოვებული უნდა იქნეს 

§1.13, §1.22-1.30, §2.1-2.5 და ნაწილები III და IV, ხოლო თუ 

დრეკადობის თეორიის კურსი მოსმენილი აქვთ, მაშინ უნდა



წაეკითხოს §2.6 გაღრმავებული იქვე მითითებული ლიტერატუ- 

რით. 

ლექციების შესამე-მეექსე კურსების შწაკითხვისს უნდა 

ვისარგებლოთ ლექციების მეორე კურსის წაკითხვის მეთოდური 

მითითებებით იმ განსხვავებით, რომ §2.6 შესაბამისად შეიც- 

ვლება §3.2-ით, §2.4-ით, §2.5-ით და §3.1-ით. 

ლექციების მერვე და მეცხრე კურსების წაკითხვისას უნდა 

ვისარგებლოთ მეოთხე და მეექვსე კურსების მეთოდური მითითე- 

ბებით, იმ აუცილებელი დამატებით, რომ კურსი უნდა გაღრმავ- 

დეს შესაბამისად §2.4 და §2.6, და §3.. და §3.2-ში მითითე- 

ბული ლიტერატურით. 

ლექციების მეშვიდე კურსი გულისხმობს ნაწილი I-ის I-IV 

და VI თავების წაკითხვას, გარდა §1.13-სა, ხოლო თუ სტუდენ- 

ტებს მოსმენილი აქვთ დრეკადობის თეორიის კურსი, მაშინ – 

მხოლოდ VI თავს გაღრმავებულს იქვე მითითებული ლიტერა- 

ტურით. 
ლექციების მეათე კურსის წაკითხვა მიზანშეწონილია მხო– 

ლოდ იმ სტუდენტებისათვის, რომლებსაც მოსმენილი აქვთ დრე- 

კადობის თეორიისა და ჰიდრომექანიკის კურსები, ამასთან გამო– 

ყენებული უნდა იქნეს ნაწილ IV -ში მითითებული ლიტერატურა. 

ლექციების მეთერთმეტე კურსი ითვალისწინებს ნაწილი 1-ის 

პირველი ორი და მეხუთე თავების და §1.13-ის წაკითხვას. 

ლექციების მეთორმეტე კურსი გულისხმობს ნაწილი I-ის 

(გარდა §1.13-ის და თავი V და VI-სა) და ნაწილი II-ის თავი 

I-ის წაკითხვას. 

ლექციების მეცამეტე კურსი ითვალისწინებს ლექციების პირ- 

ველი კურსის მასალას არასტაციონარული პროცესების გამოკ- 

ლებით. 
ლექციების ყველა ამ კურსის წაკითხვისას სასურველია, 

ლექტორმა, თავისი შეხედულებების მიხედვით, სტუდენტებს და-



მოუკიდებლად მოამზადებინოს მასალის გარკვეული ნაწილი სა- 

სემინარო მუშაობისათვის. 

ყველა ეს კურსი გათვალისწინებულია ბაკალავრიატის მალღა– 

ლი კურსებისა და მაგისტრატურის სტუდენტებისათვის. 

ყველა ამ კურსისათვის აუცილებელი მინიმუმია დიფერენცია- 

ლური და ინტეგრალური აღრიცხვის ცოდნა. სასურველია 

აგრეთვე ანალიზური გეომეტრიისა და თეორიული მექანიკის 

საფუძვლების ცოდნა.



შესავალი. ძირითადი ჰიპოთეყები 

ჩვენ განვიხილავთ მატერიალურ ობიექტებს, რომელთა ქვეშ 

გვესმის ყოველგვარი სხეული, რომელსაც შესწავლის პროცესში 

შეუძლია ნებისმიერად იცვალოს ფორმა და მდებარეობა სივრცე- 

ში. ასეთებს განეკუთვნებიან გაზები, სითხეები ან მყარი სხეუ- 

ლები, რომელთაც “სივრცეში გარკვეული მოცულობა უკავიათ. 

დაკვირვებებიდან ცნობილია, რომ მატერიალურ ობიექტებს მო- 

ლეკულური აგებულება აქვთ. მეორე მხრივ, რაგინდ მცირე არ 

უნდა ავიღოთ სხეულის მოცულობის ელემენტი, ის უამრავ მო- 

ლეკულას შეიცავს. მაგალითად, ჰაერის კუბი, რომლის წიბო 

0,001 მმ-ია, შეიცავს 2.7 ·10” მოლეკულას. თუ ვიგულისხმებთ, 

რომ სხეული დაყოფილია ამგვარ ელემენტებად, ისინი შეიძლება 

პრაქტიკულად უსასრულო მცირეებად ჩავთვალოთ და დავახა- 

სიათოთ სიჩქარის, აჩქარების და მოლეკულებზე მოქმედი ძალე- 

ბის საშუალო მნიშვნელობებით. ამგვარად შეიძლება მივილოთ 

წარმოდგენა უწყვეტ გარემოზე, როგორადაც ჩვენ ქვემოთ გან- 

ეიხილავთ სხეულებს. მატერიალური ობიექტების უწყვეტ გარე- 

მოდ მიღება გვაძლევს საშუალებას, გამოვიყენოთ მათემატიკური 

ანალიზის მეთოდები. 

შექსნიკა არის მეცნიერება, რომელიც შეისწავლის მატერია- 

ლური ობიექტების მოძრაობასა და წონასწორობას სივრცესა და 

დროში. მექანიკის ის ნაწილი, რომელიც ცნობილია თეორიული 

შექსნიკის სახელით, მოიცავს მატერიალური ობიექტების მექანი- 

კური მოძრაობის მათემატიკური აღწერის მეთოდებს. შექსნიკური 

მოძრპჰობა კი ეწოდება სხეულების ფარდობით გადაადგილებას. 

მატერიალური ობიექტების მექანიკური მოძრაობის ძირითადი 

კანონებია ნიუტონის? კანონები: 

  

ში, ნიუტონი (1643-1727). 
8



1. ინერციის კანონი. სხეული იმყოფება მოსვენებულ (უძრავ) 

მდგომარეობაში ან მოძრაობს თანაბრად და წრფივად, თუ გარე 

ძალების მოქმედების შედეგად იგი არ იცვლის თავის მდგომა- 

რეობას, ე.ი. მისი სიჩქარე (ერთეული ”1 / ჯ = მ/ფმ)”) მუდმივია 

V = C0/19!. 

2. ძალისას და აჩქარების პროპორციულობის კანონი. მოძრავ 

სხეულზე მოქმედი ” ძალა (ერთეული M =ნიუტონი) “ა მისი 

MI მასისა (ერთეული #2 =კგ)””) და თ აჩქარების (ერთეული 

MI/ §” =მ/ფმ?) ნამრავლის ტოლია: 

IL = I. 

3. ქმედებისა და უკუქმედების კანონი. ორი სხეულის ერთმა- 

ნეთზე ზემოქმედების ძალები სიდიდით ტოლია და ურთიერთსა- 

წინააღმდეგოდ არიან მიმართული. 

რაიმე წერტილის მიმართ ძალის მოშენტი ეწოდება ვექტორს, 

რომელიც ამ წერტილის ძალის მოდების წერტილთან შემაერთე- 

  

2) მეტრი არის სინათლის მიერ ვაკუუმში I299 792 458 წამში გავლილი 

მანძილი. წამი არის ცეზიუმის ('. C§5 ) ატომის ძირითადი მდგომარეობის 
ორ ზენაზ დონეს შორის გადასვლის შესაბამისი გამოსხივების 9 192 631 770 

პერიოდის ტოლი დრო. აქ და შემდგომში მითითებულია ერთეულები საერთა- 

შორისო ერთეულთა ა) სისტემაში ამ სისტემაში ძირითად სიდიდეებად 

(ერთეულებად) მიღებულია სიგრძე (L), დრო CI), მასა, თერმოდინამიკური 
ტემპერატურა, ნივთიერების რაოდენობა, ელექტრული დეწის ძალა და სინათ- 
ლის ძალა. წარმოებული ერთეული (მაგალითად, სიჩქარის ერთეული) გამოისა–- 

ხება ძირითადი ერთეულების საშუალებით შესაბამისი მათემატიკური ფორმუ- 
ლით. ფიზიკური სიდიდეების ძირითად სიდიდეებად მიღებულ სიდიდეებზე და- 

მოკიდებულების ფორმას განზომილება ეწოდება (მაგალითად, ძ1იი V == #7”). 
? 1 ნიუტონი არის ის ძალა, რომელიც 1 კგ მასის მქონე სხეულს ანიჭებს 1 

2 მ/წმ“ აჩქარებას. 
“I კგ მასა კილოგრამის საერთაშორისო პროტოტიპის მასის ტოლია.



ბელი ვექტორის (მის საწყის წერტილად მიღებულია წერტილი, 

რომლის მიმართაც ითვლება მომენტი) და ძალის ვექტორის 

ვექტორული ნამრავლის ტოლია. 

სხეულზე მოქმედი ძალების, როგორც სრიალა ვექტორების, 

ჯამს ეწოდება სხეულზე მოქმედ ძალთა ნაკრები (მთავარი) ვექ- 

ტორი, ხოლო მათი მომენტების ჯამს – ნაკრები (მთავარი) მო– 

მენტი. 

ამბობენ, რომ სხეული წონასწორობის მდგომარეობაშია, თუ 

მასზე მოქმედი ძალებია წონასწორობაში, ხოლო იძსლთა სიბხტემა 

წონასწორობაშია, თუ მისი ნაკრები ვექტორი და ნაკრები მომენ- 

ტი ნულის ტოლია. 

ამდენად, წონასწორობაში მყოფ სხეულზე მოქმედი ყველა გა- 

რე ძალის ნაკრები ვექტორი და ნაკრები მომენტი ნულის ტო- 

ლია. 

დალამბერის 2? პრინციპის თანახმად მოძრავ სხეულზე მოქმე- 

დი გარე ძალები წონასწორდება ინერციის ძალით. 

ინერციის ძალა ფიქტიური ძალაა, რომელიც ნიუტონის მეო– 

რე კანონის თანახმად (–/!!მ) -ს ტოლია. 

თეორიული მექანიკის განტოლებები სრულად აღწერენ მატე- 

რიალურ წერტილთა სისტემებისა და აბსოლუტურად მყარი 

სხეულების (ე.ი. ისეთი მყარი სხეულების, რომელთა ნებისმიერ 

ორ წერტილს შორის მანძილი უცვლელია, მიუხედავად იმისა, 

თუ როგორი ძალები მოქმედებენ მათზე) მოძრაობას. თუ მყარი 

სხეულის განხილვის პროცესში მასზე მოდებული გარე ძალების 

მოქმედების შედეგად მის წერტილებს შორის მანძილი დროებით 

ან მუდმივად იცვლება, მაშინ მათ დეფორმად მყარ სხეულებს, 

ხოლო სხეულის წერტილთა მდებარეობის ასეთ ცვლილებას დე- 

ფორმაციას გუწოდებთ. დეფორმადი მყარი სხეულების ან გაზე- 

ბის და სითხეების მოძრაობის დასახასიათებლად თეორიული მე- 

  

'' ულ. დალამბერი (1717-1783). 
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ქანიკის განტოლებები უკვე აღარ გამოდგება. მექანიკის იმ 

დარგს, რომელიც დეფორმად მყარ სხეულებს, გაზებს და 

სითხეებს შეისწავლის, ეწოდება უწყვეტ გარემოთა (სხეულთ.) 
შექსნიკა. 

უწყვეტ გარემოთა მექანიკაში მიღებულია ე-ოწ გამყარების 

პრინციპი, რომელიც შემდეგში მდგომარეობს: 

დეფორმადი სხეულის წონასწორობისათვის მასზე მოქმედმა 

გარე ძალებმა უნდა დააკმაყოფილონ იმავე ფორმის აბსოლუტუ- 

რად მყარი სხეულის წონასწორობის პირობები. 

გამყარების პრინციპის თანახმად, დეფორმადი სხეულის წო- 

ნასწორობის ქვეშ ჩვენ გვესმის ის მდგომარეობა, როცა მისი და 

მისგან აზრობრივად გამოყოფილი ნებისმიერი ნაწილის ფორმის 

მქონე აბსოლუტურად მყარი სხეული წონასწორობაშია დეფორ- 

მად სხეულზე და შესაბამისად მის ნებისმიერ ნაწილზე მოდებუ– 

ლი გარე ძალების მოქმედების პირობებში. 

უწყვეტ გარემოთა მექანიკა იყოფა ჰიდროაერომექანიკად ან, 

რაც იგივეა, გაზების და სითხეების მექანიკად და დეფორმსდი 

მყარი სხეულების მექანიკად. 

სხეულის თვისებას, მასზე მოდებული გარე ძალების მოხსნის 

შემდეგ დაიბრუნოს თავისი პირვანდელი მდგომარეობა, დრეკა- 

დობა ეწოდება. 

სხეულის თვისებას, გარე ძალების მოქმედების შედეგად განი- 

ცადოს დიდი პლასტიკური დეფორმაცია, ე.ი. დეფორმაცია, რო- 

მელიც გარე ძალების მოხსნის შემდეგ რჩება, პლასტიკურობა 

ეწოდება. 
ზემოთ ჩამოთვლილი თვისებების შესაბამისად ლდეფორმადი 

მყარი სხეულების მექანიკა იყოფა დრეკადობის და პლასტიკუ- 

რობის თეორიებად. ჩვენ ძირითადად შევისწავულლით დრეკადო- 

ბის თეორიის ელემენტებს (ფირფიტებისა და ღეროების თეორიე- 

ბის ჩათვლით), თუმცა განვიხილავთ აგრეთვე პლასტიკურობის 
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თეორიის, სითხის მოძრაობისა და დრეკადი სხეულისა და სით- 

ხის ურთიერთქმედების მოდელებსაც. 

ზემოთქმულიდან გამომდინარე, დრეკადობის თეორია შექანი- 

კის ის დარგია, რომელიც შეისწავლის მოძრავ ან წონასწორო- 

ბის მდგომარეობაში შყოფ დეფორმად შყარ სხეულში დეფორ- 

მსციებს და ამასთან დაკავშირებით წარმოქმნილ შინაგან ძალებს, 

რომლებიც გარეშე ფიზიკური ზემოქმედების შედეგად წარმოიშ- 

ვებიან და რომლებიც ცდილობენ, დააბრუნონ სხეული პირვან- 

დელ მდგომარებაში. 
ასეთივე ამოცანები შეისწავლება მექანიკის სხვა დარგშიც – 

მასალათა გამძლეობაშიც, მაგრამ მისი უხეში მეთოდები, რომ- 

ლებიც მისაღებია ცალკეული ლღეროებისაგან შედგენილი სხვადა– 
სხვა კონსტრუქციების შესასწავლად, გამოუსადეგარია ფირფი- 

ტებისა და გარსების შესწავლის დროს, საერთოდ რომ არაფერი 

ვთქვათ ზოგად სამგანზომილებიან ამოცანებზე. 

დრეკადობის თეორია მჭიდროდ არის დაკავშირებული სამშე- 

ნებლო მექსნიკასთან რაც წარმოადგენს მექანიკის იმ დარგს, 

რომელიც შეისწავლის ღეროებისაგან შემდგარი სისტემების – 

ბრტყელი და სივრცული ფერმების, თაღების, საყრდენი კედლე- 
ბისა და სხვათა სიმტკიცის, სიხისტისა და მდგრადობის გათ- 

ვლის თეორიას. 

პირველი ცდა იმ ტიპის ამოცანების ამოხსნისა, რომელთაც 

დრეკადობის თეორია შეისწავლის, ეკუთვნის იტალიელ მეც- 

ნიერს გალილეო გალილეის (1564-1642), რომელიც შეეცადა, 

ამოეხსნა ამოცანა ღეროს ღუნვისა და გაჭიმვის შესახებ. 

ინგლისელმა მეცნიერმა რობერტ ჰპუკმა (1635-1702) 1678 

წელს გამოქვეყნებული ნაშრომით, რომელიც ეხებოდა მის მიერ 

ექსპერიმენტულად აღმოჩენილ კანონს გაჭიმვის დროს გარ- 

კვეუულ საზღვრებში დატვირთვას და დეფორმაციას შორის 

წრფივი დამოკიდებულების შესახებ, ფაქტობრივად საფუძველი 
დაუდო დრეკადი სხეულების მექანიკას (იხ. §1.12). 
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ინგლისელმა თომას იუნგმა (1773-1829) XIX საუკუნის და- 

საწყისში შემოიღო დრეკადობის მოდულის ცნება. მან დაადგინა 

აგრეთვე განსხვავება გაჭიმვა-შეკუმშვისა და ძვრის დეფორმა- 

ციებს შორის. ამ დროისათვის ჟ. ლაგრანჟის (1736-1813), სოფი 

ჟერმენის (1776-1831), ბ. პუასონის (1781-1840) და ლ.მ. ნავიეს 

(1785-1836) შრომებით ფაქტობრივად შეიქმნა ფირფიტების 

თეორიის საფუძვლები. 

ამდენადდ XVIII-XL>L საუკუნეებს მიჯნაზე საფუძველი 

ჩაეყარა დრეკადობის თეორიას, რომელმაც შემდგომი არსებითი 

განვითარება ჰპოვა ფრანგი მეცნიერის ო. კოშის (1789-1857) 

შრომებში. მან შემოიღო დეფორმაციისა და ძაბვის ცნებები და 

საგრძნობლად გაამარტივა ძირითადი განტოლებების გამოყვანა. 

1ზ2ზ წელს გ. ლამესს (1795-1870) და პ. კლაპეირონის 

(1799-1864) შრომებით ფაქტობრივად დასრულდა დრეკადობის 

მათემატიკური თეორიის ძირითადი აპარატის შექმნა. 

დრეკადობიის თეორიის განვითარებაში თვისობრივად ახალი 

ნაბიჯი იქნა გადადგმული ძ. ბენ-ვენანის (1797-1886) მიერ მი- 

სივე სახელით ცნობილ პრინციპის ჩამოყალიბებით (იხ. § 1.20). 

დრეკადობის თანამედროვე თეორიის შექმნაში “უცხოელ 

მეცნიერებთან ერთად აღსანიშნავია ქართველი მეცნიერების 

ნ. მუსხელიშვილის (1891-1976), ი. ვეკუსს (1907-1977), 

მ. კუპრაძის (1903-1985) და მათი მოწაფეების ღვაწლიც. 

ჰიდროაერომექანიკში ჰუკის ექსპერიმენტული კანონის 

როლს თამაშობს ნიუტონის ექსპერიმენტული კანონი (იხ. §1.13). 

განიხილავენ სითხის ორ მოდელს: იდეალურსა და ბლანტს. 

იდეალური სითხის განტოლებები გამოიყვანა #კ. ეილერმა 

(1707-1783), ხოლო ბლანტი სითხისა კი ლ.მ. ნავიემ და 

ჩჯგ. სტოქსმს (1819-1903) (იხ. §1.23). ჰიდრომექანიკის ამოცა- 

ნების შესწავლაში დიდი როლი შეასრულეს 6.,ე. ჟუკოვსკისა 

(1847-1921) და ს.ა. ჩაპლიგინის (1869-1942) შრომებმა. აღსა- 
ნიშნავია ლ. პრანდტლის (1875-1953), თ. კარმანის (1881-1963) 
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და ო. რეინოლდსის (1842-1912) დამსახურება ბლანტი სითხის 

მოძრაობის შესწავლის საქმეში გასული საუკუნის 30-იან 

წლებში გეტინგენის ჰიდრომექანიკის ინსტიტუტის ლ. პრან- 

დტლის ლაბორატორიაში უნიკალური ექსპერიმენტები ჩაატარა 

ი. ნიკურაძემ (1894-1979). თბილისში მოღვაწე ქართველმა მეც- 

ნიერებმა (დ. დოლიძე (1908-1960) და მისი მოწაფეები) გარ- 

კვეული წვლილი შეიტანეს ჰიდროაერომექანიკის განვითარებაში. 
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ნაწილი I. სამგანჯომილებიანი მოდელები 

თავიI!I ძაბვების თეორია 

§1.1. მოცულობითი და ზედაპირული ძალები 

მექანიკაში არჩევენ ორი სახის ძალებს: მოცულობითს და ზე- 

დაპირულს, იმისდა მიხედვით, თუ რაზე მოქმედებენ ისინი: მო- 

ცულობით თუ ზედაპირულ ელემენტზე (იხ. მაგ., (2), (35), 

(52). მოცულობითი ძალის ტიპური მაგალითია სიმძიმის და 

ინერციის ძალები, ხოლო ზედაპირული ძალისა კი წნევა. 

მოცულობითი ძალები მოქმედებენ გარემოს სხვადასხვა ელე- 

მენტის მოცულობაზე, უფრო სწორად, მასაზე. მიღებულია, რომ 

მოცულობის ძV უსასრულოდ მცირე ელემენტზე (იხ. ნახ. 1.11) 

მოქმედ მოცულობით ძალას აქვს დ/ყV სახე, სადაც დ რაიმე 

სასრული ვექტორია, რომლის მოდების წერტილად შეიძლება 

მიღებულ იქნეს ძV ელემენტის ნებისმიერი შიგა 

X=LCX,,X:,X3) ა წერტილი. დ-ს ეწოდება მოცულობის ერ- 

თეულზე გათვლილი მოცულობითი ძალა. ე.ი. მისი ერთეულებია 

M / VI” = ნიუტონი/მ ' =((კგ.მ)/წმ” )/მ?= 

((Mდ ·»I) / §”)»I" = MC / II ”§“. 

თუ #0 აღნიშნავს გარემოს ბიმ7ვრივეს, ე.ი. მოცულობის ერ- 

თეულში მოთავსებულ მასას, მაშინ მასის ერთეულზე გათვლილი 

მოცულობითი ძალა, რომელსაც მასობრივ ძალას უწოდებენ, 

დ/ი –ს ტოლია. დ დამოკიდებულია ელემენტის მდებარეო- 

  

> ქვემოთ, თუ საწინააღმდეგო არ იქნება თქმული, ჩვენ განვიხილავთ 
დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა მარჯვენა X,XXვ სისტემას, რომლის 

ბაზისია 6, = (1,0,0), 6; =(0,1,0), «კ =(0.0.1). 
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ბაზე გარემოში ე.ი. X წერტილის კოორდინატებზე, ხოლო დინა- 

მიკურ შემთხვევაში – დროზეც. მთელ V მოცულობაზე მოქმედი 

მოცულობითი ძალა გამოისახება შემდეგი სამჯერადი ინტეგ- 

რალით (მისი ერთეულია MV ნიუტონი) 

V/ = II«ი”, 

ხოლო მთავარი მომენტი – ინტეგრალით (მისი ერთეულია 

M ·I = ნიუტონი: მ) 

M = III დ)ძ”, ჯ = (X,X,,Xკ). 

(X, დდა (X,%) ვექტორები ქმნიან მარჯვენა სამეულს). ამ 

უკანასკნელის გეგმილები საკოორდინატო ღერძებზე მოგვცემენ 

მთავარ მომენტებს მათ მიმართ. 

მიღებულია, რომ 7 ნორმალის მქონე ზედაპირის ძ5 უსას- 

რულოდ მცირე ელემენტზე (იხ. ნახ. 1.11) მოქმედ ზედაპირულ 

ძალას აქვს X,ძ5 “სახე, სადაც X, რაიმე სასრული ვექტო- 
რია, რომლის მოდების წერტილად შეიძლება მიღებულ იქნეს ძ5 

ელემენტის ნებისმიერი X შიგა წერტილი. X „ს ეწოდება ფარ- 

თის ერთეულზე გათვლილი ზედაპირული ძალა (მისი ერთეულია 

ჯი = M / #I” პასკალი). მთელ 5 ზედაპირზე მოქმედი ზედაპი- 

რული ძალა (მისი ერთეულია ჩხი-X? = M ნიუტონი) გამოისა- 

ხება შემდეგი ზედაპირული ინტეგრალით 

ჩ- I X., 
§ 

ხოლო მთავარი მომენტი (მისი ერთეულია II ·I/0 "MI =M-7I ) 

– ინტეგრალით 
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ნახ. 1.I.1 

არადეფორმირებულ სხეულში ნაწილაკების განლაგება შეესაბა- 

მება სხეულის სითბურ წონასწორობას. თუ სხეულიდან აზრობ- 

რივად გამოვყოფთ რაიმე მოცულობას, მაშინ ყველა ძალა, რომე- 

ლიც მასზე მოქმედებს სხეულის სხვა ნაწილების მხრიდან, გა- 

წონასწორებული იქნება; გარე ძალების მოქმედების შედეგად კი 

ნაწილაკების განლაგება სხეულში იცვლება, ე.ი. სხეული განიც- 

დის დეფორმაციას, რის შედეგადაც წარმოიშობა შინაგანი ძა- 

ლები, რომლებიც ცდილობენ დაუბრუნონ სხეული პირვანდელ 

მდგომარეობას. მათი განსაზღვრისათვის გამოიყენება ე-წ. კვე- 

თის შეთოდი. ვთქვათ, გარე ძალების მოქმედებით დეფორმირებუ- 

ლი სხეული წონასწორობაშია. აზრობრივად გავკვეთოთ ის რაი- 

მე ზედაპირით (იხ. ნახ. 1.1.2) ორ # და 8 ნაწილებად. აზრობ- 

რივად ჩამოვაშოროთ 8 ნაწილი და მისი მოქმედება # ნაწილზე 

შევცვალოთ კვეთის გასწვრივ მოდებული ისეთი ძალების მოქ- 
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მედებით, რომლებიც არ გამოიწვევენ # ნაწილის დეფორმირე- 

ბული მდგომარეობის შეცვლას. ეს უკანასკნელი ძალები ახლა 

შეიძლება გავიგოთ, როგორც # ნაწილზე მოდებული გარე ზე- 

დაპირული ძალები. 

ნახ. 1.1.2 

თუ ვიგულისხმებთ, რომ ნახ. 1.1.12-ზე გამოსახული სხეული 

რაიმე სხვა სხეულებიდან აზრობრივად გამოყოფილი ნაწილია, 

მაშინ X,ძ5 -ს უწოდებენ დაძაბულობის ძალას ან ძაბვას, ხო- 

ლო X,-ს – ფართის ერთეულზე გაანგარიშებულ ძაბვას ან 

ძაბვის ვექტორს. ე.ი. მისი ერთეულია /#7% = M/V#V. 

ჩვენ ვიგულისხმებთ, რომ X. ძა გამოხატავს იმ ზედაპი- 

რულ ძალას, რომლითაც ძ5-ის საშუალებით 5 ზედაპირის გა- 

რეთ მდებარე გარემოს ნაწილი მოქმედებს მის შიგნით მდებარე 

ნაწილზე. მაშინ, ნიუტონის მესამე კანონის თანახმად, შიგა ნა- 

წილი ძა-ის საშუალებთ გარე ნაწილზ ე იმოქმედებს 

Xჯ -ი ძა = –-X, ძა ზედაპირული ძალით. ინდექსი # აღნიშნავს, 

რომ X, =(X,),X,ე,X,ვ) ძაბვის ვექტორი მოქმედებს 
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# = CI,,.,78) ნორმალის მქონე ფართზე. მის გეგმილს 7 ნო- 

რმალის მიმართულებაზე ეწოდება ძაბვის ვექტორის C, ნორმა- 

ლური შდგენელი, ხოლო მოდების წერტილში გამავალ მხებ 

სიბრტყეზე გეგმილს – +L, მხები მდგენელი. 
ძაბვის ტენზორის კომპონენტების აღსანიშნავად გამოიყენება 

სხვადასხვა აღნიშვნა, რომლებზეც ნათელ წარმოდგენას გვაძლე– 

ვენ შემდეგი მატრიცული ტოლობები: 

X,, X. Xც X, X, 7, C, %ა» % 

XX. X%უც X;უ|= X, 1, 2,|)= (4 

X>, Xე X-83 X '4 2 > 1. C, > 

§1.2. ძაბვის ვექტორის დამოკიდებულება ფართის ორიენტაციაზე 

X,,-თ, ,./ = 1,2,3, აღვნიშნოთ X, ნორმალის მქონე ფარ- 

თზე მოქმედი ძაბვის ვექტორის გეგმილი Xჯ , ღერძზე. 

ვაჩვენოთ, რომ ადგილი აქვს კოშის შემდეგ ფორმულებს 

(იხ., მაგალითად, (21), (35), (52)) 

X,,= X,9I, 7). (1.2.1) ი! ” 

  

2? თუ რაიმე ინდექსი ერთწევრში მხოლოდ ორჯერ გვხვდება, ჩვენ ყოველთვის 
ვიგულისხმებთ, რომ ხდება აჯაშვა მის მიმართ ინდექსის ცვლილების სიმრავ–- 

ლეზე (შემდეგში ვიგულისხმებთ, რომ ლათინური არამთაგრული ინდექსები 

იღებენ მნიშვნელობებს 1,2,3, ხოლო ბერძნული კი 1,2). იმ შემთხვევაში, როცა 

ასეთ ფაქტს ადგილი აქვს, მაგრამ აჯამვა არ უნდა მოხდეს, ერთ-ერთ ინდექსს 

3 

ქვემოდანნდ ან ზემოდან გავუსვმთ ხაზს მაგალითად, CI, = 2, . 

(=1 
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ეს ფორმულები გვიჩვენებენ, რომ, თუ ცნობილია მოცემულ 

წერტილზე გამავალ სამ ურთიერთმართობ ფართზე მოქმედი ძაბ– 

ვები აღნიშნულ წერტილში, მაშინ შეიძლება გამოვთვალოთ ამ 

წერტილზე გამავალ ნებისმიერად ორიენტირებულ ფართზე მოქ- 

მედი ძაბვის ვექტორი ამავე წერტილში: 

X, = X,,6, = X,, M,6, (1.2.2) 

მატრიცს, რომლის ელემენტებია X,, ს/ =1,2,3, უწოდე- 

ბენ ძაბვის ტენზორს (იხ. §1.4). 

3 

  

  

0 X 
X, 

ნახ. 1.2.1 

გავავლოთ სხეულის რაიმე ”» წერტილში საკოორდინატო 

სიბრტყეების პარალელური სიბრტყეები და მისგან # უსასრუ- 

ლოდ მცირე მანძილით დაშორებული . ნორმალის მქონე სიბ- 

რტყე. მივიღებთ #48C# ტეტრაედრს (იხ. ნახ. 1.2.1). ვკიგულის- 

1 
ძ) = 2,” , მაგრამ 0, =60. აღნიშნავს სამ ელემენტს: 0), რე: . 

I=| ' 

ით -ს იმისდა მიხედვით, თუ რა მნიშვნელობას იღებს 1. 
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ხმოთ, რომ მოცულობითი და ზედაპირული ძალები გარემოს 

წერტილის მიმართ უწყვეტი ფუნქციებია. თუ დავუშვებთ, რომ 

სხეული წონასწორობაშია, მაშინ ტეტრაედრზე მოქმედი გარე 

ძალების ნაკრები ვექტორი და ნაკრები მომენტი ნულის ტოლი 

უნდა იყოს. 

თუ ტეტრაედრის მოცულობას აღვნიშნავთ /#V -თი, მასზე 

მოქმედი მოცულობითი ძალის X, ღერძზე გეგმილი იქნება 

(დ,+8)4ტ”, 

რადგან დ?,-ის მნიშვნელობას ვიღებთ ს წერტილში, ხოლო 

დ,(M)= დ,(0)+68, სადაც  ტეტრაედრის რაიმე შიგა წერ- 

ტილია და თ -ის უწყვეტობის გამო 6 უსასრულოდ მცირე 

სიდიდეა, როცა / –2 0. 

ანალოგიურად, 48C ზედაპირზე მოქმედი ზედაპირული ძა- 

ლის X, ღერძზე გეგმილი იქნება 

(X,,+6)C , 

სადაც თ არის #ტ8C სამკუთხედის ფართი, ხოლო §” უსასრუ- 

ლოდ მცირე სიდიდეა, როცა ჩ-–30. 

ცხადია, #C#M, 8CM და #8: ზედაპირებზე, რომელთა გარე 

ნორმალებია შესაბამისად –X,, –X, და –X3, მოქმედი ზედაპი- 

რული ძალების X, ღერძზე გეგმილების ჯამი იქნება 

(-X, +6,)თ,, 

სადაც C,, C;, თკ შესაბამისად 8C#, #CM0 და 48. სამკუთ- 

ხედების ფართობებს აღნიშნავენ, 6 , #=1,2,3, უსასრულოდ 

მცირე სიდიდეებია, როცა ჩ-–30. მაგრამ 

#ტV =4ჩთ, თ, =CთI.. 
3 წ”) 7 

უკანასკნელი ცხადია სამი პერპენდიკულარის თეორემის თანახ- 

მად (იხ. ნახ. 1.2.1). 
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ამრიგად, 

(, + +C, +6)C+(-X„,+6,)თ II, 0. 

ამ უკანასკნელის 0 -ზე გაყოფისა და ჩ-ის ნულისაკენ მის- 

წრაფების შემდეგ მივიღებთ (1.2.1)-ს. 

§1.3. წონასწორობის განტოლებები 

დავუშვათ, რომ ძაბვის ვექტორს, რომლის უწყვეტობაც ჩვენ 

წინა პარაგრაფში მოვითხოვეთ, სხეულის ნებისმიერ წერტილში 

აქვს უწყვეტი წარმოებულები. 
ვიგულისხმოთ, რომ განსახილველი სხეული წონასწორობის 

მდგომარეობაშია და, გამყარების პრინციპის თანახმად, დავწეროთ 

სხეულიდან აზრობრივად გამოყოფილი ნებისმიერი V მოცულო- 

ბის, რომლის ა» საზღვარი არ ეხება სხეულის საზღვარს, წო- 

ნასწორობის 

II დძV + || X X, ძ5 =0, 0.3.) 

II I MI /თ X,|ძთ§ =0 (13.2) 

პირობები. 
თუ ჩავსვამთ (1.3.1)-ის მეორე შესაკრებში (1.2.2)-ს, გაუს- 

ოსტროგრადსკის ფორმულის თანახმად (ვიგულისხმოთ, რომ 245 

ზედაპირისთვის იგი სამართლიანია. მაგალითად, 53 ზედაპირი 

ლიპშიცისაა (იხ. დამატება 1). განსახილველი სხეულის საზღვა- 

რი კი შეიძლება იყოს არალიპშიცურიც, რადგან წონასწორობის 

განტოლებები გამოგვყავს არეში და არა არის ჩაკეტვაზე, რომე- 

ლიც სხეულს უკავია, და ამდენად ყოველთვის მოიძებნება სზხეუ– 

ლის ნებისმიერი შიგა წერტილის შემცველი ზემოხსენებული V 

არე ლიპშიცის საზღვრით), თუ # გარე ნორმალია მივიღებთ, 
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რომ 

IX. ძწ = IIX,8,45 

– IMX,6),4 = IIIX,,2,ძ”. ა 
- ” I 

(1.3.1) და (1.3.3)-დან ცხადია, რომ 

IC, +X,,)2ძM = 0. 

ინტეგრალქვეშა გამოსახულების უწყვეტობისა და V არის ნე- 

ბისმიერობის გამო 

(13.3) 

(დ,+X,,) 2, =0. 0.3.4) 

რადგან რდ, 1=1,2,3, წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორთა სის–- 

ტემაა, ამიტომ 

დ, + X, =0, 1 =1,2,3. (1.3.5) 

ამ განტოლებათა სისტემას წონაბწორობის განტოლებებს უწო- 

დებენ. 

ანალოგიურად გარდავქმნათ (1.3.2)-ის მეორე შესაკრები 

((CX,M- || X,ბ,რ- IC X,2 1,4 

-III I X, „M,5M+III ს C(X.2 2 ,,19V ' 

-IL ნ, ,X„2 II ( ნ 214V. 

  

?,I-თი აღვნიშნავთ წარმოებულს X, ცვლადის მიმართ, ხოლო ,V-თი – მეორე 

რიგს წარმოებულს X, და XX ტცვლაღების“ მიმართ. მაგალითად, 

ძV ძ”“ 
ეაეღეა–ეა.“''.. 
მ» “' მ»მ», 
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ჩავსვათ ეს უკანასკნელი (1.3.2)-ში 

IIII> დ, +%,, #, VI +III წ X,2, IV =0. 
V 

პირველი შესაკრები (1.3.4)-ის ძალით ნულის ტოლია, ხოლო 

მეორე შესაკრებიდან ინტეგრალქვეშა გამოსახულების უწყვეტო- 

ბისა და V-ს ნებისმიერობის გამო ვიღებთ, რომ 

I6,.X, 6,|= X,|9,,9,|=0. 
ჩავწეროთ ეს უკანასკნელი ჯამის სახით და გავითვალისწინოთ, 

|, მაშინ რომ |6,,9,|=0, თუ 1= /, და |9,,0, | = –|§,,6 

XაI6,6,)+ X,ცI6,.6, I+ X,IC,6) 

+X,.(6,,9, + X.,IC,6, 1+ X,, IC, | 

=(X,, – X,,)(6 6: I+(X,, – X,:) 6,.61)+ (X., – X,კ)I6,6 | 

=(X. – X.,)6, +(X,, – X )2, +(X,, – %Xც)8, =0, 

ეი. 

წ. 

X,=X,, 1#/. (1.3.6) 
ამრიგად, ძაბვის ტენზორი სიმეტრიულია. 

თუ გარემოს რაიმე წერტილში ავიღებთ მასზე გამავალ ორ 

ფართით ელემენტს შესაბამისად #'= Cთ', წა „M/კ) და 

71'= (თ", „I, ,Mკ) ნორმალებით, მაშინ ერთ ფართით ელემენტ- 

ზე მოქმედი Xჯ „'მაბვის ვექტორის გეგმილი მეორის ნორმალზე 

უდრის მეორეზე მოქმედი X „. მაბვის ვექტორის გეგმილს პირ– 

ველზე: _ _ 
გეგგ- X,„. = გეგ. X,-- (1.3.7) 

მართლაც, (1.2.1)-ის თანახმად, 

გეგ„- X„. = (X,.,I")= X,„M,= X, იის. 0.3.8)



ანალოგიურად, 

გეგი: X,. = X, „I, /,'. 

ამ გამოსახულების მარჯვენა მხარეში თუ აჯამვის ინდექსებს 

ადგილებს შევუცვლით და გავითვალისწინებთ (1.3.6)-ს, მივი– 

ღებთ, რომ 

გეგ». X,- = X, I," M,. (1.3.9) 
(13.ე821 და (1.39) ტოლობების შედარებით, რადგან მათი 

მარჯვენა მხარეები ტოლია, ვრწმუნდებით (1.3.7)-ის 

სამართლიანობაში. 

§1.4. კოორდინატთა სისტემის შეცვლა. ინვარიანტული 

კვადრატული ფორმა 

ვთქვათ, ახალი XჯIჯ7?»ჯ? დეკარტის მართკუთხა კოორდინატ- 

თა სისტემის ლერძებისს მიმმართველი კოსინუსები ძველი 

X.X:Xც დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა სისტემის მიმართ 

(და პირიქით), მოცემულია 

თ“ =005(X”,X,) 

ტოლობებით. : 

ახალ კოორდინატთა სისტემაში ძაბვები აღვნიშნოთ Xჯ LI “ით, 

მაშინ, (1.3.8)-ის თანახმად, 

X». '=გეგ ,X,, = X,თბთI. (14.1) 
ეს ტოლობები გვაძლევენ კავშირს ძაბვებს შორის ძველ და 

ახალ კოორდინატთა სისტემაში. 

თუ მოცემულია რაიმე წესი, რომლის მიხედვითაც ყოველ 

კოორდინატთა სისტემას (საზოგადოდ მრუდწირულს) ეთანადება, 

საზოგადოდ, წერტილზე დამოკიდებული 
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' თოი 

წლო 

სიდიდე, მაშინ ამ სიდიდეს ეწოდება (ჩ#0,ძ) ტიპის ტენზორი 

(იხ, მაგ, (1), თუ ძველი სისტემიდან ახალ სისტემაზე 

გადასვლის დროს ის გარდაიქმნება შემდეგი ფორმულებით: 

IL... – წი მძX" მჯ” 9X, ძX, 

".., წელთ” მX. X, “მX. X, "მჯ. ... მ = · 

(0,0) ტიპის ტენზორს ეწოდება. კღვარიანტული, ხოლო 

(0.0) ტიპის ტენზორს – კონტრავარიანტული. რადგანაც 

–_” 
ძX, მ” მX, მX' 

სადაც, / სკალარული სიდიდეა, ცხადია, რომ ყოველი კონტრა- 

ვარიანტული ინდექსის მიმართ გარდაქმნა ხდება კოორდინატების 

დიფერენციალების გარდაქმნის ფორმულების შესაბამისად, ხო- 

ლო ყოველი კოვარიანტული ინდექსის მიმართ – "სკალარის 

წარმოებულების გარდაქმნის შესაბამისად. 

შევნიშნოთ, რომ დეკარტის მართკუთხა კოორდინატების შემ- 

თხვევაში, რადგან 

X =CთIX,+ჩ8,, X,=Cთ!X" - ჩ, ჩ, =00M9, X =1.2.3, 

ამიტომ 

  

  

    

ძ»;" ძX 
=თI--–“=თ!Iბ,,=თ" 

მX, ძ», .. 7 
, 

მX ; მX, 
|! – = 607) LV 5 X,0„=თ| ეი. ––+ =XCV). 

  

9? 9=0 და 9 =0 ნიშნავს, რომ შესაბამისი ინდექსები არ გვაქვს. 
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0 7#»#; 

#“ 

    

I 7=X, 

ჰრონეკერის') სიმბოლოა. ამდენად, 

, 9X _ 2, , (1.42) 
· მX, მძX 

ამიტომ ამ შემთხვევაში კოვარიანტული და კონტრავარიანტული 

ტენზორები ერთმანეთს ემთხვევა. 

(1.4.2)-ის თანახმად ცხადია, (1.4.1) შეიძლება ასე ჩავწეროთ 

– + 2» მX, მ». 
X,=X, მ» მX _ ჯ _ I 9X.. 

7 ძX, მX, 7” ძX' ძX' 
ეს კი ტენზორის განმარტების თანახმად იმას ნიშნავს, რომ X» , 

მეორე რანგის ტენზორია. _ 

# ნორმალის მქონე ფართზე მოქმედი ძაბვის X, ვექტორის 

ნორმალური C, მდგენელი, (1.3.8)-ის თანახმად, 

თ,:= X,, = X, MM. (1.4.3) 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

2§ა(6,,6:,63):= X,6,6,. (1.4.4) 

§ა(C,,6:,6კ) მეორე რიგის მთელი რაციონალური ფუნქციაა 

6, 1 =1,2,3, ცვლადების მიმართ, ე.ი. დ. 1 =1,2,3, 

ცვლადების კვადრატულ ფორმას წარმოადგენს. 

ვთქვათ, _ 
ნ=(5,6),65) 

განსახილველი ფართის ნორმალის დადებითი მიმართულების 

მქონე ვექტორია. მაშინ 

  

'>ლ. კრონეკერი (1823-1891). 
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M,=–- I =1.2,3, (1.4.5) 
, 

ყ
ი
 

სადაც ჩ არის # ვექტორის სიგრძე. 
(1.4.3)-(1.4.5)-ის თანახმად, ცხადია 

თ, 0? =20(6 ,6,,6.). (1.4.6) 
C, სიდიდე, მისი განმარტებიდან გამომდინარე, ფიზიკური 

სიდიდეა და ამიტომ არ არის დამოკიდებული კოორდინატთა 

სისტემის შერჩევაზე. ასევე ვექტორის სიგრძის კვადრატი #? 

არ არის დამოკიდებული კოორდინატთა სისტემის შერჩევაზე. 

ამდენად, C., · სხ: ნამრავლი არ იქნება დამოკიდებული კოორდი- 

ნატთთ სისტემს შერჩევზე და აქედან გამომდინარე 

260(C,,6,,6.) კვადრატული ფორმა ინვარიანტულია კოორდი- 

ნატთა სისტემის გარდაქმნის მიმართ. საერთოდ, გამოსახულებას 

(ფორმას, ინტეგრალს და სხე.), რომელიც შედგება ისეთი სიდი–- 

დეებისგან, რომლებიც დამოკიდებულის კოორდინატთა სისტემის 

შერჩევაზე, მაგრამ არ იცვლის თავის მნიშვნელობას და სტრუქ- 

ტურას კოორდინატთა ერთი სისტემის შეორეთი შეცვლის 

დროს, ეწოდება ინვარიანტული (ინვარიანტული ფორმა, იხვა- 

რიანტული ინტეგრალი და სხე.). 

მართლაც, თუ 6, 1=1,2,ვ, ს ვექტორის კომპონენტებია 

ახალ კოორდინატთა სისტემაში და (X(C, ,6.,6კ) -ით აღვნიშ- 

ნავთ ახალ კოორდინატთა სისტემაში (1.4.4) წესით აგებულ 

კვადრატულ ფორმას, მაშინ 

C(6,,6,,6,)=CX6,,6,,6.), (1.4.7) 

რადგან ერთი მხრივ ადგილი აქვს (1.46) ტოლობას, ხოლო 

მეორე მხრივ 

თ, -ჩ” =2CX6,,6C,,6კ). 

თუ (1.4.7)-ს გადმოვწერთ ცხადი სახით: 
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X„ა§, წ, =7X,6,6, 

და ამ უკანასკნელში ჩავსვამთ ანალიზური გეომეტრიიდან ცნო- 

ბილ ახალ და ძველ კოორდინატებში ვექტორის კომპონენტებს 

შორის კავშირის 

§, =თI! 8, 0.4.8) 
ფორმულებს, კვლავ მივიღებთ (1.4.1)-ს. 

§1.5. მთავარი ძაბვები. ძაბვის მთავარი მიმართულებები. ძაბვის 

ზედაპირი 

მიმართულებას, რომლის პერპენდიკულარულ ფართზე მხო- 

ლოდ ნორმალური ძაბვა მოქმედებს, ძაბვის მთავარი მიმართუ- 

ლება ეწოდება, ხოლო შესაბამის ნორმალურ ძაბვას – მთავარი 

ძაბვა. ე.ი. მთავარი ძაბვის ვექტორი ფართის ნორმალის პარალე– 

ლურია. ამდენად 

X,=X,I =CთV,, (1.5.1) 

სადაც თ სკალარული სიდიდეა. 
(1.51) გადმოვწეროთ შემდეგი სახით 

(X, –თ ბ, )M, =0. (1.5რ.2) 

იმისათვის რომ #M,-ს, # =1,2,33ვ3, მიმართ ერთგვაროვან 

ალგებრულ განტოლებათა (1.5.2) სისტემას ჰქონდეს არატრივია–- 

ლური ამონახსნი, აუცილებელი და საკმარისია 

ძიIX„, – თ86/| =0. (1.53) 

ვაჩვენოთ, რომ ამ უკანასკნელს მხოლოდ ნამდვილი C' ფეს- 
ვები აქვს. დავუშვათ საწინააღმდეგო. ვთქვათ, 

თ'=თ'+I8,, ჩ8”%0, 7=112,3, (1.5.4) 
და შესაბამისად ამისა 
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ML = | +I9L 1 =1,2,3. (1.5.5) 
თუ (1.5.4)-ს და (1.5.5)-ს ჩავსვამთ (1.5.2)-ში და გამოვყოფთ 

ნამდვილ და წარმოსახვით ნაწილებს, მივიღებთ, რომ 

(X„ -თ', ა)”, + ჩ'ბ, ძ, = 0, 7! = 1,2,3, 

(X„ –-თ'ბ,)ძ – ჩ'ბ„ი,=0, /,!=12,3. 
პირველი ტოლობა გავამრავლოთ ძი, -ზე, მეორე – ჩ -ზე და 

ავჯამოთ 1-დან 3-მდე /-ის მიმართ; პირველს გამოვაკლოთ მეო–- 

რე და გამოვიყენოთ X # -ს და ბ # -ს სიმეტრიულობა, მაშინ 

ჩ'(ზ„ ი), +0„9)9,)=0, 
ე«%. 

ჩ'(90,+%.9)=0, I =12,3. (1.5.6) 
რადგანაც ფრჩხილებში მოთავსებული გამოსახულება არაუარყო- 

ფითია და ამასთან 0, 0; ყველა ერთდროულად არ ხდება ნუ- 
ლი (რამდენადაც ჩვენ დავუშვით, რომ (1.5.2)-ს აქვს არატრი- 

ვიალური ამონახსნი), ამიტომ 

ჩ'=0. 

ეი. CV ! ნამდვილებია. ამდენად ML. როგორც ნამდვილკოეფი- 

ციენტიან წრფივ განტოლებათა სისტემის ამონახსნი, ასევე ნამ- 

დვილი იქნება. C , -ებს ეწოდებათ ძაბვის ცენზორის მთავარი 

კლომპონენტები, ხოლო 7 -ები მათი მიმმართველი კოსინუსებია. 

ვთქვათ, C , და თ” (1.53) განტოლების ორი ერთმანეთის 

არატოლი ფესვია, ხოლო ML და „ კი I. -ს შესაბამისი მნიშ- 

ვნელობებია. მაშინ (1.5.2)-ის თანახმად 

(X, – თ'06,)M, =0, /,1 =12,3, 

(LI, –თიბ,)? =0, /,ი0 =12,2. 
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პირველი გავამრავლოთ ”” -სე, ხოლო მეორე – ” -ზე, პირ- 

ველს გამოვაკლოთ მეორე და გამოვიყენოთ X #”ს და ბ #“ს 

სიმეტრიულობა: 

(თ” – თ')0„MM( =0, ჩნ =1,2,3. 

აქედან, რადგან Cთ” # C", გამომდინარეობს, რომ 
”, #; =0, 

ეი. მაბვის მთავარი მიმართულებები ორთოგონალურნი არიან. 

თუ სამივე ფესვი ერთმანეთისგან განსხვავებულია, მაშინ გვექნე–- 

ბა სამი ცალსახად განსაზღვრული ურთიერთმართობი მთავარი 

მიმართულება. თუ ორი ფესვი ერთმანეთის ტოლია 

Cღ, = ღე; # თკ, მაშინ თკვ-ის შესაბამისი ”». მთავარი მიმართუ– 

ლება M-ის და M-ის ვექტორებზე გამავალი სიბრტყის ორთო- 

გონალური იქნება. ამდენად, ამ სიბრტყეში აღებული ნებისმიერი 

ორი ურთიერთმართობი მიმართულება შესაბამის მთავარ მიმარ- 

თულებად შეიძლება იქნეს აღებული. თუ Cთ, =0ე =0თ,კ, მაშინ 

ნებისმიერი სამი ურთიერთმართობი მიმართულება შეიძლება მი- 

ღებულ იქნეს მთავარ მიმართულებად. 

(1.5.3) კუბური განტოლება შეიძლება ჩავწეროთ შემდეგი სა- 

ხით 

თ - ჩთ'+Iთ-I=0, (1.5.6) 
სადაც 

1 5X,+X:+X>», (1.5.7) 

1 – 2::X. + %X)Xცკ ი 

7 X:X, X.,Xკ 2), X;ე   
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2 ც24ც 

1 = X,2ც:X21) · 

2-3) Xვ: Xვვ 

როგორც ცნობილია, (1.56) კუბური განტოლების ფესვებსა 

და კოეფიციენტებს შორის კავშირს აქვს შემდეგი სახე: 

I,=თ,+Cთ,ც+ფვ, 

        

  

  

I = თე 0 თ, 0 თ, 0 

? 0 თკ 0 თაცე ქ#0თ, (1.5.8) 

=Cთ,)თCვ3+Cთ,Cკ+თ,თე, 

თ, 0 0 

I1=0მ0 თკ 0!)=თ,ძ.თკ. 

0.0 თ, 

კუბური განტოლების ფესვები როგორც ნორმალური ძაბვები, 

დამოკიდებული არ არიან კოორდინატთა სისტემის შეცვლაზე, 

ამიტომ (1.5.89) ტოლობების თანახმად, მათი საშუალებით გამო–- 

სახული 7), 7; და 7. სიდიდეები არაა დამოკიდებული კოორ- 

დინატთა სისტემის შეცვლაზე. მათ ძაბვის ტენზორის ინვარიან- 

ტები ეწოდებათ. 
§4-ში შემოღებული §ა(C,,6:,6კ) კვადრატული ფორმა სა- 

შუალებას გვაძლევს, მივიღოთ სხეულის რაიმე გარკვეულ წერ- 

ტილში გატარებული ფართის ორიენტაციაზე ძაბვის ვექტორის 

დამოკიდებულების მეტად მარტივი და თვალსაჩინო გეომეტრიუ- 

ლი სურათი. 

ზოგადობის შეუზღუდავად შეიძლება ვიგულისხმოთ, რომ 
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სხეულის წერტილი მდებარეობს კოორდინატთა სისტემის სათა–- 

ვეში. 

შემდგომში ჩვენ გამოვრიცხავთ, რომ 

§X(C,,6.,6კ) = 0, 

რადგან ამ უკანასკნელ შემთხვევაში (1.4.4)-ის გამო 

X%, (0,0,0) =0, 

და ამდენად განსახილველ (0,0,0) წერტილში ძაბვები საერთოდ 

არ გვექნება. 

რამდენადაც (1.46) ტოლობაში ვექტორის სიგრძე ნებისმიე- 

რია, ჩვენ შეგვიძლია, იგი ისე შევარჩიოთ, რომ ნებისმიერი 7 

ნორმალის შემთხვევაში 

თ, - 9? = 107, (1.5.9) 
სადაც C ნულისგან განსხვავებული ნებისმიერი ფიქსირებული 

მუდმივია. იმ შემთხვევაში, როცა C, =0, ვიგულისხმებთ, რომ 

#=+Cთ. მაშასადამე, 

  

ამასთან C”-ის წინ ნიშანი ისე უნდა შევარჩიოთ, რომ +C? და 
C, ან ორივე დადებითი უნდა იყოს, ან ორივე უარყოფითი. 

თუ განვიხილავთ კოორდინატთა სისტემის სათავეში საწყისი 

წერტილის მქონე /” ვექტორების ბოლო წერტილების წერ- 
ტილთა გეომეტრიულ ადგილს, (1.5.9), (1.4.6) და (1.4.4)-ის 

თანახმად, მივიღებთ ძეორე რიგის ცენტრიან ზედაპირს ცენ- 

ტრით კოორდინატთა სისტემის სათავეში, რომლის განტოლებაა 

X,§,6, =3407. (1.5.10) 

მიღებულ ზედაპირს ეწოდება მოცემული წერტილის (ჩვენს შემ- 
თხვევაში სათავის) ძაბვის ზედაპირი. 
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თუ მოცემულია ძაბვის ზედაპირი, ძაბვის ვექტორის აგება 

დიდ სიძნელეს არ წარმოადგენს. მართლაც, კოშის (1.2.1) ფორ- 

მულის და (1.4.5), (1.4.4)-ის თანახმად 

1295 

26, 
  

1 
X,გ=X„.I,=-2X,6,= (1.5.11) 

  

  

  

ნახ. 1.5.L 

რადგან 

„მ0 _ მX,§წ6, 
მხ, ძი, 

=X,წ, +X,წ, =X,6, +X,5, =2X,8,. 

(1.51) ნიშნავს, რომ X, პარალელურია §/Iძძ §ა -სი, ე-ი. 

(1.50) ზედაპირის » ნორმალის (იხ. ნახ. 1.5.1), რომელიც 

გავლებულია ს ვექტორისა და ძაბვის ზედაპირის თანაკვეთის 

4 წერტილში. რამდენადაც ძაბვის ვექტორის ნორმალური 
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= X,ბ, ი, + X,06ბ,



მდგენელი 
ჯC6? 

041” 
ამიტომ # და V ნორმალებზე გამავალ სიბრტყეში 8 წერტი- 
ლიდან #7 -ის პერპენდიკულარულად და 0 წერტილიდან V -ის 

პარალელურად გავლებული წრფეების თანაკვეთა მოგვცემს 
– – 

X, =0C; ძაბვის ვექტორის ბოლო წერტილს. 

X „ ვექტორი ფართის ნორმალის გასწვრივ მიმართული იქ- 

Cთ, =08 = (1.5.12) 

ნება მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა C4 ვექტორი # წერ- 

ტილში გავლებული მხები სიბრტყის პერპენდიკულარულია. მაგ- 

რამ ასეთ მიმართულებას, როგორც ანალიზური გეომეტრიიდანაა 

ცნობილი, ეწოდება ზედაპირის მთავარი ღერძი. ამ შემთხვევაში 

 ნორმალის მქონე ფართზე, ცხადია, მოქმედებს მხოლოდ 

ნორმალური ძაბვის ვექტორი და მის შესაბამის მიმართულებას, 

როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, შეორე მხრივ ეწოდება ძაბვის მთა- 

ვარი მიმართულება. ასეთი მიმართულება ზოგად შემთხვევაში, 

როგორც ზემოთ ვნახეთ, აღმოჩნდა სამი ურთიერთმართობი 

მიმართულება. 

თუ კოორდინატთა ღერძებს დავამთხვევთ ძაბვის მთავარ მი- 

მართულებებს, ე. ი. ზედაპირის მთავარ ღერძებს, მაშინ ცხადია, 

ჯ # =0, 1# 7, და დაგვრჩება მხოლოდ ნორმალური ძაბვები. 

თ, = X, 

და ძაბვის ზედაპირის (1.50) განტოლება მიიღებს შემდეგ სა–- 

ხეს: 

თ,6,7?= +071, (1.5.13) 

იმისდა მიხედვით, თუ რა ნიშნები აქვს Cთ, მთავარ ძაბვებს, 

გვექნება სხვადასხვა შემთხვევა. 

ვთქვათ, 
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C, >0, 1 =1,2.3, 

მაშინ ცხადია, (1.5.13) მიიღებს შემდეგ სახეს 

თ,წ, 2= ლ? , 

რაც ელიფსოიდის განტოლებაა. 

(1.5.12)-დან გვექნება, რომ 
2 

” იტ? 
ეი. (0,0,00) წერტილზე გამავალ ნებისმიერად ორიენტირებულ 

ფართზე მოქმედი ძაბვის ვექტორის ნორმალური მდგენელი გამ- 

ჭიშავია. 

თუ 
თ,<0, !:=1,2.3, 

მაშინ 

თ,§, = –07, ე. ი. VI3 =C” 
და ძაბვის ზედაპირი კვლავ ელიფსოიდია, ხოლო ძაბვის ვექტო- 

რის ნორმალური მდგენელი გამოითვლება 
2 

C 

თ, =- 2 
04 

ფორმულით და იგი მკუმშავი იქნება. 

თუ 

  

თ. >0, თ=1,2; თკ <0, 

მაშინ (1.5.13)-ს ექნება 

თ.ნა -|თ.|ნ,” =+0? (0.54) 
ან 

თ.ნ, -|თ|ნ“ =-ი” (1.515) 
სახე. 

(1.5 14) განტოლებით მოცემული ზედაპირი ცალკალთა ჰი- 

პერბოლოიდია (იხ. ნახ. 1.5.2), ხოლო (1.5.15) განტოლებით მო– 
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ცემული ზედაპირი ორკალთა ჰიპერბოლოიდია. აღნიშნული ზე- 

დაპირები ერთმანეთისგან გამოყოფილია ასიმპტოტური კონუსით: 

2 2 
თან. – Iთ. I. = 0 ; 

რომელიც ნახაზზე წყვეტილი ხაზით არის მოცემული. 

  

  

  
ნახ. 1.5.2 

თუ ფართის ნორმალი ასიმპტოტური კონუსის გარეთაა მი–- 

მართული, მაშინ ის კვეთს ცალკალთა ჰიპერბოლოიდს და ნორ– 

მალური ძაბვა გამჭიმავია: 
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ი? 

C, = ––ს 
04 

ხოლო თუ ნორმალი ასიმპტოტური კონუსის შიგნითაა მიმართუ- 

ლი, მაშინ ის კვეთს ორკალთა ჰიპერბოლოიდს და ძაბვა მკუმ- 

შავია: 

თ. = 2 
ი”. 04. 

თუ ფართის ნორმალი ასიმპტოტურ კონუსზე მდებარეობს, 

მაშინ იგი ძაბვის ზედაპირს არ ჰკვეთს, C4 =+= და თ, =0, 

ეი. შესაბამისად ორიენტირებულ ფართზე მხოლოდ მხები ძაბვე- 

ბი მოქმედებენ. 
შემთხვევა 

  

თ.ა<0, X=12, თვკ>0 

წინა შემთხვევისგან მხოლოდ იმით განსხვავდება, რომ ადგი- 

ლებს იცვლიან გაჭიმვისა და კუმშვის ზონები. 

ნიშნების განაწილების სხვა შემთხვევებში განხილული წინა 

ორი შემთხვევისგან განსხვავბით მხოლოდ "საკოორდინატო 

ღერძები იცვლიან როლებს. 

თუ ერთ-ერთი მთავარი ძაბვა ნულის ტოლია, ხოლო დანარ- 

ჩენი ორი – ნულისგან განსხვავებული, მაგალითად, Cკ = 0 და 

თ, #0, Xთ=1,2, მაშინ ძაბვის ზედაპირები იქნებიან Xკ ლერ–- 

ძის პარალელური მსახველების მქონე ცილინდრული ზედაპირე- 

ბი. ამ შემთხვევაში ამბობენ, რომ გეაქვს ბრტყელი დაძაბული 

მდგომარეობა (იხ. §2.2) მოცემულ წერტილში (იხ. ნახ. 1.5.3 და 

ნახ. 1.5.4). Xკ ღერძის პერპენდიკულარული სიბრტყით კვეთაში 

ვიღებთ ან ელიფსს, ან ორ ჰიპერბოლას. 
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თუ ერთი მთავარი ძაბვა ნულისგან განსხვავებულია, ხოლო 

დანარჩენი ორი – ნულის ტოლი, მაგალითად, 

თ, =Cთკ =0, თ, #0, მაშინ გვაქვს ორი პარალელური სიბ- 

რტყე (იხ. ნახ. 1.5.5). ასეთ დაძაბულ მდგომარეობას შეიძლება 

ვუწოდოთ წრფივი დაძაბული მდგომარეობა მოცემულ წერტილ- 
ი. 

  

X%ე 

  

  
თ.>0,თ=12; თ,6(+თ,61=0” 

ან 

თ, <0,თ=12 - 61 თ,6:--” 
ნახ. 1.5.3 
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% 

  

  
თ>0, თ, <0; C,61-|თ,|62=+ი” 

ან 

თ,<0,თ,>0, –Iთ,|§ 1+თC,6 1= +C” 

ნახ. 1.5.4 

დავსვათ ამოცანა იმ ფართითი ელემენტის 7 ნორმალის მო– 

ძებნის თაობაზე, რომელ ფართით ელემენტზეც მოქმედი ძაბვის 

ვექტორის 0C. ნორმალური და +, მხები მდგენელები იღებენ 

წინასწარ დასახელებულ მნიშვნელობებსს (იხ. (50). თუ 
საკოორდინატო ლღერძებად ავიღებთ ძაბვის მთავარ ღერძებს, 

მაშინ 
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X, =0, როცა 1# / და X„=თ, (1516) 

  

  

8 

+227 

6 % 

% 

თ,67= +071 

ნახ. 1.5.5 

ამიტომ (1.4.3)-ის ძალით 

თ, =თ, I. (1.5.17) 
რადგან 

X. =თ,M+1 XL, 

სადაც # არის X» გ და ” ვექტორებზე გამავალ სიბრტყეში 

მდებარე მხების ორტი. ამიტომ, (1.2.1)-ის და (1.5.16)-ის თანახ- 

მად, 
3 

X?> =თ5+%:= X,, X, = 2,X,„I, X, IM, = თ 1; . (1.518) 
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ცხადია, დასმული ამოცანა დადის სამი IM, 1=1,2,3, უც- 

ნობის განსაზღვრაზე (1.5.17) და (1.5.18) განტოლებებიდან, იმის 

გათვალისწინებით, რომ, რადგანაც ) ერთეულოვანი ვექტორია, 

ამიტომ 
1 

2,7? =1. (1.5.19) 
(=| 

(1.519), (1.5.17), (1.5.18) განტოლებათა სისტემა #1; , 712 , 713 – 
ის მიმართ წარმოადგენს წრფივ განტოლებათა სისტემას 

1 1 1 

თ, თ. თCთ,|=(თ,-თ,Iთკ–თ,Iთ.-თ,;)»0, თუ 

თ, თ.“ თ, 
თ,%0თ ,, როცა 1), 

სისტემის დეტერმინანტით, რომელიც კვანდერმონდის) დეტერმი- 
ნანტია, და 

I. 

ს,თ,, თ + დ,”) 

მარჯვენა მხარით (7 ნიშნაკი აღნიშნავს ტრანსპონირებულს). 

ამასთან 

1 1 1 1 1 1 

C, ლილე ლთკ=ძთ, C; თკ 
თ,'+2,? თ; თკ) Iთ, თ, თ. 

0 1 1 

+0 ძე თკ 
2 LI, რთ. თ, 

  

შიო. ვანდერმონდი (1735-1796). 
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(თ 1-თ,Xთ ვ1– თ,Xთკ –თ;)+X%; (თ, – თ.) 

(თკ – თ) :+თ ,თ კ– (თ: +Cთკ)თ,+თ5| 

(C, –თ,XC2+თ2–(C, +თ)თ, 

თ.+თ, V (თ +თ,X» 
+ 2:75 | +თაეთ, – 21. 

4 

თ.+თV (თ, თ. 
=(თკ – თ, 1+თ, 91121! -(2:-თა| . 

2 2 

ანალოგიურად, 

1 1 1 

თ, C, თვ =-(თ, –თ) 

თ.': თ, +”. თვ 

  

2 2 
XI ჯ? +| თ _03ვ+თ, | _I 93 თ, 

იჩ ” 2 2 ა 

1 1 1 

0) 0; თ =(თ, –თ,) ჩ 

2 2 2 2 თ, თე: თ, +? 
” V) 

2 2 

XI22+IC 921) | 21-%) ! 
” /) 2 2 

ამიტომ საძიებელ ამონახსნს აქვს შემდეგი სახე: 
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:_ #ჩ(V,,?,) 1.6 = #(V,,7,) 

(თ, –თ,)(თფ –თ,)” 7 (თ, –თ,)(თ, – თ)” 

:__ ჩ(C.5). _ 
რი (C, –თ,)(C, –თ,)' (15.20) 

სადაც 

#C,,9,):=+? +, _ C:+თ.. 
+ 

2 

ც>+Vთ ? თკ – Cთ 2 

#(თ,,X?,):= ?:+ თ,--– ა – ა. 

2 2 

თ +ძ0 7 თ, – 0 2 

#ჩ6(6,,L,):= 1 1+ თ, - ალ -“ - 6 , 
2 2 

(1.5.21) 

გარკვეულობისათვის დავუშვათ, რომ 0, > თე > თვ. ცხადია, 

განხორციელებადია, ე.ი. დასაშვებია, მხოლოდ ისეთი C,, 1,, 

რომელთათვისაც ” >0, 1=1,2,3. წინააღმდეგ შემთხვევაში 

(1.5.20), (1.5.21)-დან ნათელია, რომ მათი წინასწარ დამოუკი- 

დებლად დასახელება (როცა /I, =0-ს, (|-ს მხოლოდ ერთი მნიშ- 

ვნელობისათვის) ან, საერთოდ, დასახელება (როცა I”, = 0-ს, I-ს 

ორი მნიშვნელობისათვის მაინც) შეუძლებელია. ამიტომ (1.5.20)- _ 

დან გამომდინარეობს, რომ 

#>0, /:<0, #კ>0. (1.5.22) 

C „ L=1,23, წირები, რომლებზეც # =0, L =1,2.3, 

I. > 0 სიბრტყეში წარმოადგენენ შემდეგ ნახევარწრეწირებს 

(იხ. ნახ. 1.5.6): 

C, არის ნახევარწრეწირი ცენტრით ი, წთ ი| წერ-



C – 

ტილში და 2 2? ის ტოლი რადიუსით; 

თ35+თV 
C არის ნახევარწრეწირი ცენტრით ი, 5:15 | წერ- 

თ – 

ტილში და 1 3 ის ტოლი რადიუსით; 

თ,+C 
C3 არის ნახევარწრეწირი ცენტრით 0, 91% წერ- 

ლ, – თე 
ტილში და “2 ი ტოლი რადიუსით. 

ნახევარწრეწირების ცენტრებში #, <0, =1,233. ამიტომ 

#. >0, X = 12.3, ნახევარსიბრტყის იმ ნაწილში, რომელიც 

C, -ს, #=1,2,3, გარეთ მდებარეობენ. (1.5.22)-დან ნათელია, რომ 

(თ ს ,დ,)-ის განხორციელებადი მნიშვნელობების შესაპამისი აფი- 

ქსები მდებარეობენ ნახ 1.2.6-ზე მითითებულ დაშტრიხულ არე- 

ში. C,, L=1,2,3, წრეწირების შესაბამის წრეებს მორის? წრეე- 

ბი ეწოდება. 
C ნახევარწრის 5. წვერო შეესაბამება მაქსიმალურ. მხებ 

ძაბვას, რომელიც 

თ-Cღ 
CM 

2 

ტოლია. მისი რეალიზება ხდება 

პის (1.5.23)   

  

ქო. მორი (1835-1918). 
45



კომპონენტებიან ნორმალის მქონე ფართზე. მართლაც, ეს გამომ- 

დინარეობს (1.5.20), (1.5.21)-დან, თუ გავითვალისწინებთ, რომ 

/(თ6ფთ თ-თ) (თ-თ. 
272 2 

„(თ+ფ ფ+ფ " (თ-ფ| 

L 2 2 2 
2 

თ” –2თ,0-+ თ. + თ, –2თთ, + თ.” 

  

  

  

  

4 4 

M თ, +2თძთ-–ფ”" _ 2თ –2თ,0, –2თ,0,+2თფთფ 
4 4 

– თ, –თ,)– თ(თ, – თ) = (C, –-ფთფX0, _ თ) 

2 2 

ანალოგიურად, 

  

თ,+Cთ, თ, -თC, 
, =0, 

ჩ 2 2 | 
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| 
| 

ლ, 0 02 ლვ >)
 

ნახ. 1.5.6 

თავი II. დეფორმაციათა თეორია 

§1.6. დეფორმაციის ცნება 

როგორც შესავალში აღვნიშნეთ, თუ უწყვეტი გარემოს გან- 

ხილვის პროცესში მასზე გარე ძალების მოქმედების შედეგად 

მის წერტილებს შორის მანძილები იცვლება, სხეულის წერ- 

ტილთა მდებარეობის ასეთ ცვლილებას დეფორმაცია ეწოდება. 

აღვნიშნოთ (X,,X.Xკ)-იით სხეულის რაიმე წერტილის 

კოორდინატები დეფორმაციამდე, ხოლო (X, ,X:,X3) -ით – მისი- 

ვე კოორდინატები დეფორმაციის შემდეგ. 

ვთქვათ, V აღნიშნავს იმ არეს, რომელიც სხეულს უკავია 

დეფორმაციამდე. სხეულის ყოველი წერტილი, რომელსაც დე- 

ფორმაციამდდე ეკავათ სივრცის წერტილი კოორდინატებით 

(X,,X:,X) CV იკავებს სივრცის გარკვეულ წერტილს კოორ- 

დინატებით (X,,X:,X3), ეი. X, -ები უნდა იყვნენ X,-ების გარ- 

კვეული ფუნქციები: 
47



X, =Cთ,(X,X,,Xვ). (1.61) 
ჩვენ ვუშვებთ, რომ თ, ფუნქციები უწყვეტია V არეში (ე. ი. 

დეფორმაციას თან არ სდევს სხეულის რღვევა). (XI ,X:,X3) 

წერტილები, რომლებიც შეესაბამებიან (X.X:,Xვ)CV წერტი- 

ლებს, შეავსებენ გარკვეულ V. არეს. ეს იქნება ის არე, რო- 

მელსაც სხეული დაიკავებს დეფორმაციის შემდეგ. ჩვენ ასევე 

ვუშვებთ, რომ (1.6.1) სისტემა იხსნება X,-ს მიმართ და რომ 

ისინი ჯ ცვლადების უწყვეტი ფუნქციებია. შემოვიღოთ აღნიშ- 

ვნა X”:=X., 1 =1,2,3 (იხ., მაგ., (121). 
(1.61) გეომეტრიული თვალსაზრისით წარმოადგენს V არის 

ასახვას V7 =V- არეზე, მაგრამ უნდა შევნიშნოთ, რომ (1.6.1) 

სახის ყოველგვარი ასახვა არ გვაძლევს დეფორმაციას. მარ- 

თლაც, თუ სხეულს გადავიტანთ სივრცეში, მისი წერტილების 

კოორდინატები შეიცვლება, მაგრამ მის არც ერთ ორ წერტილს 

შორის მანძილი არ შეიცვლება. სხეულის წერტილების კოორ- 

დინატების ისეთ ცვლილებას, როცა არ ხდება დეფორმ.ცია, 

ეწოდება ხისტი გადაადგილება. 
როგორც ეს ნახ. 1.6.1-დან გამომდინარეობს, 

X, =რCთ,(X,,Xე,Xკ)= X,+IM, (=12,3. (1.6.2) 

M:= (M, ,M2 ,II3) ვექტორს გადაადგილების ვექტორი, ხოლო 

",, (=1,2,3, კომპონენტებს გადაადგილების ვექტორის კომპო– 

ნენტები, ან უბრალოდ გადაადგილებები ეწოდება X,, 1 = 1,2,3, 

ღერძების გასწვრივ. ვთქვათ, II C C'(V). V არეში უსასრულოდ 

მცირე წრფივი ელემენტის სიგრძე აღვნიშნოთ ძI/-ით, ხოლო 

V” არეში მისი შესაბამისი უსასრულოდ მცირე წრფივი ელე- 

მენტის სიგრძე აღვნიშნოთ ძI? -თი. სხვა სიტყვებით, ძI-ით 

აღნიშნულია დეფორმაციამდე უსასრულოდ მცირე მანძილით 
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ერთმანეთისაგან დაშორებულ ორ წერტილს შორის მანძილი, 

ხოლო ძIწ-ით აღნიშნულია ამავე წერტილებს შორის მანძილი 

დეფორმაციის შემდეგ. 

  

ნახ. 1.6.1 

ცხადია (იხ. ნახ. 1.6.2), 

ძI? = ძX,თი, 

და, (1.6.2)-ის გათვალისწინებით, 

დ 

(VI? | = ძა?ძ»? = >. ძი, >. ' ძი, 

= დ, )კ9%X, „'დ,,0X = (ი, + +» X8, + “, )თX,თX, 

= CI» «წრ, +მ, I,,+M),M,)0X,0X, 

= (ბ, +V,,+L.,+VM),M,)თ, ძი. 

სიგრძის კვადრატის ცვლილების გასაგებად მეორე ტოლობას 

წევრ-წევრად გამოვაკლოთ პირველი ტოლობა 
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(4) –ძI =26„ძი,ძ-,, 
სადაც 

1 · 
06-ე. +L, +M4კM+) 7# =1,2,3. 

  % 

      
ნახ. 1.6.2 

თუ ერთი მაინც 6, #0, მაშინ სიგრძის კვადრატი და ამდენად 

თვით სიგრძე იცვლება, ე.ი. ადგილი აქვს დეფორმაციას და ამი- 

ტომ 6, -ს ეწოდება დეფორმაციის ტენზორი, რომელიც, ცხა–- 

დია, სიმეტრიულია. დეფორმაციის ტენზორის ეს გამოსახულება 

შეესაბამება გეომეტრიულად არაწრფივ თეორიას, თუ კვადრა- 

ტებს და ნამრავლებს უგულებელვყოფთ თვით ამ სიდიდეებთან 
შედარებით, მაშინ მივიღებთ გეომეტრიულად წრფივი თეორიის 

შესაბამის შემდეგ გამოსახულებას: 
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1 ' . ბ. ==. +M,, 7 #=12,3. (16.3) 

ორივე შემთხვევაში 6, = 0, /,LC=1,72,3, ტოლობები შეესაბა- 

მება ხისტ გადაადგილებას. 

ადვილი სანახავია, რომ წრფივ შემთხვევაში, თუ 

M, C C”(V) , მაშინ 

1 
6 + 6ი,“ C., = CC. + %,V + “,/ + V,ყ – %,VC – -«„)= ბ,» 

1. /,# = 1,2,3. (1.6.4) 

ვთქვათ, ახლა 

6, = 0, (1.6.5) 

მაშინ (1.6.4)-დან, ერთი მხრივ, 

",, =0, 

ე“) 

M, (X) = 0, +ხეX,, 1=1,2,3, ძ, = 0051, ხ, = 00M5L. 

მეორე მხრივ, (1.6.5)-დან 

M,, = –M,,. (1.6.6) 

ამდენად, რადგანაც 

0, 7=1,2,3, ხ, :=ხ,, = –სჩ,,, 

ხ, := ხ,, = –ხე, ხ, == ხკ = –ხ,,. 
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ამრიგად, ხისტი გადაადგილების შემთხვევაში გვექნება, რომ 

I, (X) = ძ, – ხკX, +ხ:X3, 

IL (X) = თ, +ხ.კX, –ხ,X3, 

I(1(X) = იკ – ხეX, +ხ,X), 

ან ვექტორული ფორმით _ 

M=0ძ7+(ჩ,X), 

სადაც _ 
შ:=(ი,,ძ.,ი,ს) ხ:=(ხ,,ხ,,ხ., X:=(X,,X:,X3). (1.6.7) 
დეფორმაციის ზოგად (არაწრფივ) შემთხვევაში ხისტ გადაა- 

დგილებას, ე.ი- „გამყარებული“ სხეულის გადატანასა და ბრუნ- 

ვას შეესაბამება 

თდიე=0+0» VXCV (1.6.8) 

ასახვა, სადაც დ:=(დ,,თდ,,Cთვ), ძ მუდმივი ვექტორია, რომე- 

ლიც კოორდინატთა სისტემის, კერძოდ, V არის გადატანას გა- 

მოხატავს, ხოლო 0) მესამე რიგის ორთოგონალური მატრიცაა 

+1-ის ტოლი დეტერმინანტით, რომელიც კოორდინატთა სისტე- 

მის სათავის გარშემო შემობრუნებას გამოხატავს (იხ. |12), გვ. 

43). 

როგორც ცნობილია, (იხ. (36), გვ. 49), ნებისმიერი ორთო- 

გონალური C0 მატრიცა (ე.ი. 0”0=1, სადაც I ერთეულოვანი 

მატრიცაა) შეიძლება წარმოდგენილი იქნეს, როგორც შემდეგი 

ნამრავლი 

C09 ე, –5Iი ხკ 0II იიახ- 0 ვიხე)!) 0 0 

0=ე)იხ C05ხკ 0 90 1. 0 II0 ილახ, –5IიVM,I, 

0 0 II – 91იხ- 0 C05ხ,||0 §5Iიხ, იC035ხ, 

სადაც მატრიცები შეესაბამებიან „გამყარებულ“ სხეულთან უძრა- 

ვად დაკავშირებულ Xვ, X; და X, ღერძების გარშემო შესაბა- 

მისად ხკ, ხ.: და ხ, კუთხით მობრუნებას. მარჯვენა სისტემაში 
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ბრუნვის დადებით მიმართულებებად მიღებულია შესაბამისად X, - 

დან X- -სკენ, Xკ-დან X, -სკენ და X:-დან Xკ-სკენ მობრუნება. 

მოძრაობის ფარდობითობიდან გამომდინარე, თუ სხეულს ჩავ- 

თვლით უძრავად, ხოლო კოორდინატთა სისტემას მოძრავად, მა- 

შინ კოორდინატთა სისტემა მობრუნდება საწინააღმდეგო მიმარ- 

თულებით X,, XX: და X ღერძების გარშემო შესაბამისად 

დ=-ხ,, V=-ხე და ჯ=-ჩხ, კუთხით. Cთ, V და Xჯ კუთ- 

ხეებს ქილერის კუთხეები ეწოდება (იხ. (14), გვ. 556). ცხადია, 
0= 0.6.9) 

05ხე005ხ; C05ხ, 5)იხ, 5Iიხ, – 5Iიხ,005ხ, C05ხ, 519 6, C05ჩ%, + 5Iი 6, 51იჩ, 

§)0ხე,ლ05ხ, 510ხ, 51ი ხე 5I0ხ, +C05ხ, C05ხ, 510 ხ, 510ხ, C05ხ, – 605#, 5Iიხ, |. 

–§იხე C05ხ, 519ხ, C05ხ0, C05ს, 

გეომეტრიულად წრფივ თეორიაში ბრუნვის ხ =(Cხ,,ხ: ,ხკ) 

ვექტორი უსასრულოდ მცირეა. ამიტომ, თუ მაღალი რიგის 

უსასრულოდ მცირე სიდიდეეს უგულებელვყოფთ და გავით- 
ვალისწინებთ. იმას, რომ 810 ხ, = ხ, და C05 ხ, =1, ;1;=I1,2,.3, 

(1.6.ე9)-დან მივიღებთ, რომ გეომეტრიულად წრფივ შემთხვევაში 

1 –ხ. ხ, 
0=|ხ 1 –,. (1.6.10) 

–ხ0, ხ.. 1 
(1.6.2)-ისა და (1.6.8)-ის თანახმად გვექნება 

თ(X)=Xჯ+M=09+0C0X. 

საიდანაც, ვინაიდან (1.6.10)-ის გამო 

0 –ჩხ ხ, 
(ლ0-)ჯ=| ს 0 –ხ1ჯX=(#%,X), 

-ხ, ხ. 0 
მივიღებთ, რომ 
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#=8+(0-1)L=86+(ხ,XI. 
ეს კი, როგორც მოსალოდნელი იყო, (1.6.7)-ს ემთხვევა. 

81.7. აფინური ასახვა 

თუ (1.61) ასახვაში თ, ფუნქციები წრფივია, მაშინ მას აფი- 

ნური ასახვა ეწოდება, ე.ი. აფინური ასახვის დროს 

X =(ბი,+ძ,)X,+ძ,, (17.1) 
სადაც რ0,, ი, მუდმივებია. რამდენადაც ჩვენ მოვითხოვეთ, რომ 

(1.7.1) ამოხსნადი უნდა იყოს X,-ს მიმართ, ამიტომ 

ძი 6, +0,) #0. 
აფინურ ასახვას ახასიათებს შემდეგი თვისებები: 

1) (#7.I)-ის შებრუნებული ასახვა აფინურიას. მართლაც, თუ 

ამოვხსნით (1.7.1)-ს, მივიღებთ 

X = (8, +ხ,)X, +0ძ), 07.2) 

სადაც ხ,,ძ; გარკვეული მუდმივებია. 
2) რაიმე II სიბრტყეზე მდებარე წერტილები აფინური 

ასახვის შემდეგ გარკვეულ IL სიბრტყეზე განლაგდებიან. მარ– 

თლაც, თუ #,X; +8=0 არის II სიბრტყის განტოლება, 

მაში მასში (17.2) გამოსახულებებს ჩასმით მივიღებთ 

4, X, +8' =0, სადაც 4,“ და სხ გარკვეული მუდმივებია. 

3) რაიმე ს წრფეზე მდებარე წერტილები აფინური ასახვის 

შემდეგ გარკვეულ # წრფეზე განლაგდებიან: მართლაც, რ. 
წრფეს თუ წარმოვიდგენთ, როგორც რაიმე ორი II, და II. 

სიბრტყეების თანაკვეთას, მაშინ წინა თვისების თანახმად # -ს 
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წერტილები, რომლებიც ერთდროულად მიეკუთვნებიან II) და 

II, სიბრტყეებს, გადავლენ წერტილებში, რომლებიც ერთ- 

დროულად მიეკუთვნებიან გარკვეულ II, და II” სიბრტყეებს, 
რომელთა თანაკვეთა განსაზღვრავს ტ წრფეს. 

4) ორი აფინური ასახვის კომპოზიცია კვლავ აფინური ასახ- 

ვაა. მართლაც, თუ (1.7.1)) ასახვით მილებულ X; წერტილებს 

ავსახავთ 

»“ = (8, +0, I, +0, 07.3) 

ასახვით, ე.ი. (1.7.1)-ს ჩავსვამთ (1.7.3)-ში, მივიღებთ 

>», = (5 , +ძე I, +0,“ (L7.4) 

- ასახვას, სადაც ძე. და ძ. გარკვეული მუდმივებია. 

აფინური ასახვის უწყვეტობიდან და მისი მესამე თვისებიდან 

ცხადია, რომ წრფივი მონაკვეთი წრფივ მონაკვეთში აისახება, 

ხოლო ვექტორი – ვექტორში. 

ვთქვათ, _ 

L= (§,,6,,6კ) 

ვექტორი აისახა 
ჯ' =(5,,5, 5.) 

ქექტორში. აღვნიშნოთ ნ ვექტორის საწყისი და ბოლო წერტი- 
ი 

ლების კოორდინატები შესაბამისად X(;-თ და X;-თ, მაშინ 

0 

წ, = ჯ, “XI 

ხოლო L" “ის კომპონენტები 
0 

წ, =X, –=X, ? 

სადაც 
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0 0 

»X =(მ,+0,)X,+ძი, X, =(მკ +ძ,)X,+ძ,. 

თუ განვიხილავთ უკანასკნელი ორი სიდიდის სხვაობას, მი- 

ვიღებთ 
0 0 

6, =X, –X, =(0, +0,XX, –X,) =(0, +0,X5,. (17.5) 
(1.7.5)-დან ცხადია, რომ ორი ტოლი ვექტორი (ე.ი. მათი შესა- 

ბამისი კომპონენტები ტოლია) აისახებ ორ ცოლ ვექტორში, 

ხოლო ორი პარალელური ვექტორი – ორ პარალელურ ვექ- 

ტორში, ამასთან მათი სიგრძეების შეფარდება არ იცვლება. ამი- 

ტომ ადვილი მისახვედრია, რომ ორი ერთნაირი და ერთნაირად 

ორიენტირებული ფიგურა (განლაგებული სივრცის სხვადასხვა 

ნაწილში) შედგენილი წრფივი მონაკვეთებისაგან აისახება ორ 

ერთნაირ და ერთნაირად ორიენტირებულ ფიგურაში (იხ. ნახ. 

1.7.1). მაგრამ რამდენადაც ყოველი გეომეტრიული ფიგურა შეიძ- 

ლება განვიხილოთ როგორც ზლვარი წრფივი მონაკვეთებისაგან 

შედგენილი ფიგურისა, ამიტომ აღნიშნული თვისება ვრცელდება 

ნებისმიერ ფიგურაზე, ეს კი იმას ნიშნავს, რომ სხეულის სხვა- 

დასხვა ნაწილი მიუხედავად მისი გეომეტრიული მდებარეობისა 

ერთნაირ დეფორმაციას განიცდის. ამიტომ აფინური ასახვის შე- 

საბამის დეფორმაციას ეწოდება ერთგვაროვანი დეფორმაცია. 

#ი #2 
ნახ. 1.7.1 

> 
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ცხადია, (1.7.1)-ის და (1.7.5)-ის აფინურობა არ დაირღვევა, 

თუ კოორდინატთა ერთი წრფივი სისტემიდან გადავალთ მეორე- 

ზე. ეს გამომდინარეობს კოორდინატთა გარდაქმნის ფორმულის 

წრფივობიდან (იხ, (1.4.8)). 

თუ (1.7.,) ასახვაში თ,, თ,, სიდიდეები იმდენად მცირეა, 

რომ შეიძლება მათი კვადრატებისა და ნამრავლების უგულვე- 

ბელყოფა თვით ამ სიდიდეებთან შედარებით, მაშინ მას უსაბრუ- 

ლოდ მცირე ასახვა ეწოდება. (17.1) გადავწეროთ შემდეგი სა- 

ხით 

X, –X,=ძ)X,+ძ,, 

საიდანაც, ძმ, -ის და 0,-ს სიმცირის გამო ნათელია, რომ უსას- 

რულოდ მცირე აფინური ასახვის დროს წერტილის კოორდინა- 

ტების ცვლილება უსასრულოდ მცირეა. 
ორი უსასრულოდ მცირე აფინური ასაზვის მიმდევრობით 

მოხდენის დროს (იხ. მეოთხე თვისება) 
. · 

=ძ, +ძ,, თ, ი, I) 
ამასთან შედეგი არ არის დამოკიდებული იმაზე, თუ რა მიმდევ- 

რობით მოვახდენთ ასახვებს. ასეთ შემთხვევაში ჩვენ ვამბობთ, 

რომ გვაქვს ორი მოცემული ასახვის ზედდება. ცხადია, აღნიშ- 

ნული შეიძლება განზოგადდეს ზედდებათა ნებისმიერი რიცხვისა– 

თვის. 

“ · 
=0, +ძ 

§1.8. უსასრულოდ მცირე აფინური ასახვის დაშლა საკუთრივ 

დეფორმაციად და ხისტ გადაადგილებად 

რამდენადაც ჩვენ გვაინტერესებს სხეულის დეფორმაცია, შემ- 

დეგში განვიხილავთ ვექტორის გარდაქმნის (1.7.5) ფორმულებს. 

მართალია, ამ შემთხვევაში წერტილის კოორდინატებს თ, მუდ- 

მივი შესაკრებების სიზუსტით განვსაზღვრავთ, მაგრამ ეს არსე–- 
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ბითი არ არის, რადგანაც ისინი მხოლოდ სხეულის ხისტ გადა- 

ტანას ახასიათებენ. (1.7.5) გადავწეროთ შემდეგი სახით 

ბწ6, =ძ,6,, (1.8.1) 

სადაც 

6 =6'-6 
აღნიშნავს გნ = ##!- X ვექტორული სხვაობის კომპონენტებს. 

დავსვათ შემდეგი საკითხი: რა პირობებს უნდა აკმაყოფილებ- 

დეს 0, მუდმივები, რომ (1.8.1) ასახვას თან არ სდევდეს რაიმე 

დეფორმაცია, ე.ი. გვაძლევდეს მხოლოდ ხისტ გადაადგილებას? 

ხისტი გადაადგილების განსაზღვრის თანახმად ეს მოხდება 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა სხეულის ნებისმიერი ორი წერ- 

ტილის შემაერთებელი ვექტორის სიგრძე არ იცვლება, ე.ი. არ 

იცვლება მისი კვადრატი ! 

ნ? =C.. (1.8.2) 
აღვნიშნოთ L -ს ნაზრდი ბL -თი. თუ უგულვებელვყოფთ მაღალი 

რიგის უსასრულოდ მცირე სიდიდეებს, დიფერენციალის განმარ– 

ტების თანახმად, 

ძნ0=ბ? და ძი, =ფM,. 

(1.8.2)-დან ცხადია, რომ 

2Mძ02=2% ძი, . 

ეი. 

X20=6, 09, 
და (1.ზ.1)-ის თანახმად . 

1 1 
#0 =თ0თ,,0,თ, = 29) 5, +- 

2 ი,წ, 6, 

(1.8.3) 

=:C, +ძ,)X9, დ,. 
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იმისათვის, რომ შესრულდეს 008=0 ტოლობა ნებისმიერი 6, 8 

სათვის, აუცილებელი და საკმარისია 

ძი, +ძ, =0. (1.8.4) 

მაშასადამე, ამ უკანასკნელ შემთხვევაში, (1.81) მიიღებს შემდეგ 

სახეს · 

ბდ, =-ი,6,, (1.8.5) 

სადაც 

სკ =ძ, =-0ძ,.. (1.8.6) 

(1.8.4)-ის გამო, ცხადია, 'წ ცხრა სიდიდე ხასიათდება სამი და- 

მოუკიდებელი 7, სიდიდით 

ნ. =0, /9, = ჩუ; = – 0; 

ჯე = ნე = –“ წვ, ხვ = ყე = “ წიე- 
ამდენად, (1.8.5) გაშლილი სახით ასე ჩაიწერება: 

ძ5, = –ჯან; + –ე;წა, 

ძნ; = იან, – ჩ,5კ3, 

ძი, =-ჯი,6, +0,%), 

ხოლო ვექტორულად კი ასე _ 
ძნ =L7, 6. 

რაც, როგორც ეს თეორიული მექანიკიდანაა ცნობილი, ახასია–- 

თებს უსასრულოდ მცირე ხისტ ბრუნვას. კერძოდ, #2, აღნიშნავს 

X, ღერძის გარშემო შემობრუნების უსასრულოდ მცირე კუთხეს. 

(1.86) ფორმულებით მოცემული ?ი,, სიმრავლე წარმოადგენს 

ე.წ. ანტისიმეტრიულ ტენზორს. 

რომ მივიღოთ სხეულის იმ წერტილის კოორდინატების 

(1.8.7) 

  

') ხაზი უნდა გაესვას იმას, რომ (1.8.6) აღნიშვნა შემოღებულია მხოლოდ იმ 

შემთხვევაში, როცა სრულდება (1.8.4). 
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ასახის ფორმულა რომელსაც გადაადგილებაზდღე ეკავა 
MC(%,X.,Xვ) მდგომარეობა, საკმარისია ფორმულა (1.8.5) გა- 

_-–- 0 0 0 

მოვიყეოთ #/ა#M# =(X, – X,,Xე – X:X – 7) ვექტორის მი- 

0.0 0 

მართ, სადაც #M%0| X,,X,,Xკ | რაიმე ფიქსირებული წერტილია: 

0 

ში, =-ჩი,(X, –X,)+0ძ, , 

სადაც 
0 

ი,=0X,. 

ზემოთქმულიდან გამომდინარე საკუთრივ დეფორმაციას ახასია- 

თებენ 
0,, თვე +0ძე,ე 0,3 +0ვ, C;:, +053 

სიდიდეები. შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნა 

1 
6. =6,:= 210, +0კ). (1.8.8) 

" # 

მათ დეფორმაციის კომპონენტები ეწოდება და წარმოადგენენ ე.წ. 

დეფორმაციის სიმეტრიულ ტენზორს. 

შემოვიღოთ კიდევ ერთი აღნიშვნა 

ი/,:= -C ჯ-მც).) (1.8.9) 

ამ აღნიშვნებში 
იე =6, ჩნ, . (1.8.10) 

ამრიგად (1.8.1) მიიღებს სახეს 

ან =6,6,-ჩნენ,. (1.8.11) 
  

ი ეს აღნიშვნა, თუ სრულდება (1.8.4), ემთხვევა. (1.8.6)-ს. 
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ეს უკანასკნელი ფორმულები მიგვითითებენ იმაზე, რომ აფინური 

ასახვა შეიძლება დაიშალოს საკუთრივ დეფორმაციის შესაბამის 

ად, =6,6, (1.8.12) 
ასახვად და ხისტ გადაადგილებად, რომელიც მოიცემა (1.8.5) 
ასახვით, სადაც დნ, განსაზღვრულია (1.8.9)-ით. 

დეფორმაციის 6,, კომპონენტებს მარტივი გეომეტრიული ში- 

ნაარსი აქვთ. 

ვაჩვენოთ, რომ 6, წარმოადგენს X, ღერძის პარალელური 

ვექტორის ფარდობით წაგრძელებას, გარკვეულობისათვის განვი–- 

ხილოთ 6,,. 

მართლაც, (1.8.8)-ის თანახმად (1.8.3) მიიღებს შემდეგ სახეს: 

#ბL = 6,, 6, დ, · (1.8.13) 

თუ განვიხილავთ MX =(,,0,0) ვექტორს, მაშინ 
სინ =46,,61. 

მაგრამ 6 2- ML? , ეი. 

ი => · წყ 

ეს სიდიდე უგანზომილებოა, როგორც LL განზომილების მქო– 

ნე. 

· თუ დეფორმაციის ყველა კომპონენტი, გარდა რ, -ისა, ნულის 

ტოლია და ვიხილავთ საკუთრივ დეფორმაციას, ე.ი. ს, =0, 

მაშინ (1.8.12)-დან ვღებულობთ, რომ 

0ი,=6,)წ5,, 06. =0, 064 =0. 

ამრიგად, X, ღერძის პარალელური ვექტორი ყველა ერთნაირად 

წაგრძელდება (0, > 0) ან შეიკუმშება (0, <0), ხოლო მისი 

პერპენდიკულარული ვექტორები არ იცვლიან არც მიმართუ- 
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ლებას და არც სიდიდეს. ე.ი. ჩვენ გვაქვს X, ღერძის გასწვრივ 

მარტივი გაჭიმვა (6,, > 0) ან კუმშვა (0,, <0). 

60 ის გეომეტრიული შინაარსის გასარკვევად გამოვთვა- 

ლოთ # =(0,7;,0), M:>0, ღა #, =(0,0,6გ), 63>0, 
ვექტორებს შორის დეფორმაციამდე არსებული მართი კუთხის 

ცვლილება. დეფორმაციის შემდეგ ისინი აისახებიან შესაბამისად 

# = (67,,7. +67ე,0113) 

და 

ჯ = (06 „06 :,6 + ბი.) 

7L 
ვექტორებში. აღვნიშნოთ მათ შორის კუთხე (-- 8 >) -ით (თუ 

§,3>0, მაშინ კუთხე დეფორმაციის შემღეგ მცირდება, ხოლო 

თუ 6უვ<0, მაშინ კუთხე იზრდება). ორი ვექტორის სკალარუ- 

ლი ნამრავლის ცნობილი ფორმულიდან ცხადია, რომ 

2 2). 
ბთ, 06, +01; +07:)06 :+0113(6 +063) 

-/(67,)? +თ; +07;)“+ (5,)” '/(86,)? +(6C))? +(C, +86,)” 
საიდანაც, მაღალი რიგის უსასრულო მცირეთა სიზუსტით, 

გვაქვს შემდეგი მიახლოებითი ტოლობა 

ჯ . ბი.+C63ბ 
25.2 6»| =81Iი 6. = 6; = ჟ:05ე+ააშშა (1.8.14) 

7263 

რადგან 7) 2-თან და C 1 -თან შედარებით შეიძლება შესაბამისად 

12 07; -ისა და 6ვ06კ-ის უგულვებელყოფა (ან რაც იგივეა 
73 –თან და 6კ-თან შედარებით შეიძლება 011, –ისა და. 06გ3- 

ის უგულვებელყოფა). (1.8.11)-ის გამო 
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შ1კ= 6კე ვ.“ #0)112) 

შ6:= 0:16 კ+ ი,6 ვ. 

თუ ამ უკანასკნელთ ჩავსვამთ (1.8.14)-ში, (1.8.8)-ის თანახმად, 

მივიღებთ, რომ 

ქებ“ “' 

ამრიგად, 20კკ არის X, და Xკ ღერძების პარალელურ ვექტო- 

რებს შორის დეფორმაციამდე არსებული მართი კუთხის ცვლი- 

ლება. 

განვიხილოთ წმინდა დეფორმაცია, როცა ნულისაგან განსხვა–- 

ვებულია მხოლოდ 6... ხოლო დეფორმაციის დანარჩენი კომპო- 

ნენტები ( და ბრუნვის კომპონენტები ნულის ტოლია. ვთქვათ, 

CM, 0C ვექტორები გავლებულია კოორდინატთა სისტემის სა–- 

თავიდან (სიმარტივისათვის) შესაბამისად X და Xკ ღერძების 

პარალელურად, ხოლო 08MC მათზე აგებული მართკუთხედია 

(იხ. ნახ. 1.8.1). დეფორმაციის შემდეგ აღნიშნული მართკუთხედი 

0ჩხ' L'C' პარალელოგრამად იქცევა. ზოგადობის შეუზლუდავად 

შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ C, წერტილი არ გადაადგილე- 

ბულა, რადგან წინააღმდეგ შემთხვევაში ხისტი გადატანით ის 

2 

  

    
     % 

ნახ.1.8.1 ნახ.1.8.2 
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შეიძლეა კვლავ პირვანდელ მდგომარეობასს დავუბრუნოთ. 

(1.8.12)-ის თანახმად, 8 წერტილში მდებარე მატერიალური 

წერტილი გადავა 8M წრფეზე მდებარე 8' წერტილში, ხოლო 
C წერტილში მდებარე მატერიალური წერტილი კი C# წრფეზე 
მდებარე C' წერტილში, ამასთან 

88” =ბ6ნ =6:ე.·708, CC”=შ8შ6, =6კ-0C. (1.815) 

რადგანაც მაღალი რიგის უსასრულო მცირეთა სიზუსტით 

88 =!I-C>-2808” = «808”, 
08 

=> =IC>7C0C” = XC0C”,   

ამიტომ, (1.8.15)-ის თანახმად, 

X808” = 72C0C” = 6:3 

და კიდევ ერთხელ ვიღებთ, რომ 
8. = «808 + 72C0C” = 26,კ. 

თუ 08” IM”C” პარალელოგრამს საათის ისრის მიმართულებით 

0 -ის ტოლი კუთხით ხისტად შემოვაბრუნებთ 0 წერტილის 

გარშემო, მაშინ, მაღალი რიგის უსასრულო მცირე სიდიდეების 

სიზუსტით, C8” დაემთხვევა 08-ს, რადგან 

08” = # - –-- “ კ =08 
0050: , _ 63 , 6: 

2 4! 
ამავე მიზეზით, მაღალი რიგის უსასრულო მცირე სიდიდეების 

სიზუსტით, შეიძლება ჩავთვალოთ, რომ CC = 0C7?=0C” და 

C” მდებარეობს CM წრფეზე. ამდენად, 08 X”C” დაიკავებს 

08M”C” მდებარეობას (იხ. ნახ. 1.8.2). 

ამრიგად, განხილული დეფორმაცია წარმოადგენს CXXX 

სიბრტყის პარალელური სიბრტყეების ძვრას CX- მიმართულე- 

ბით. ამასთან სიბრტყის გადაადგილება C0X,7X: სიბრტყემდე მან- 
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ძილის პროპორციულია. CC” სიდიდეს ეწოდება „აბსოლუტური 

ძვრა“ ხოლო 
CC” 

“–“––=I9§-C0C” =196; = 6; = 26 0C § §6ე:ვ = 623 23 

სიდიდეს – „ფარდობითი ძვრა“ ან ძვრის კუთხე. განხილულ 

დეფორმაციას ეწოდება მარტივი, ერთგვაროვანი შვრა. 

§1.9. დეფორმაციის ინვარიანტული კვადრატული ფორმა, 

კოორდინატთა სისტემის შეცელა. დეფორმაციის მთავარი 

მიმართულებები. დეფორმაციის ზედაპირი 

(18.13) შეიძლება ჩავწეროთ შემდეგი სახით 

09 =2L(6,,6ც,63), (9.0 
სადაც 

2#C6,,6:,5კ)=6,6,6, (1.9.2) 

8 = 292 ვ ცვლადების კვადრატული ფორმაა. რადგანაც (1.9.1)-ის 

მარცხეა მხარეში მდგომ ”ბაბ” გამოსახულებას” აქვს 
კოორდინატთა სისტემის ღერძების შერჩევისაგან დამოუკიდებე- 

ლი აზრი, ამიტომ (1.9.1)-ის მარჯვენა მხარე, ე.ი., (1.9.2) კვად- 

რატული ფორმა ინვარიანტული უნდა იყოს კოორდინატთა სის- 

ტემის შეცვლის მიმართ. ე.ი. თუ C, და დ" -ით აღვნიშნავთ 

ახალ კოორდინატთა სისტემაში დეფორმაციის ტენზორის და L 

ვექტორის კომპონენტებს, მაშინ 

#ბნ =2X(6,,6)ე,6ე)=6,,6,6, 

= დ, 6,6 ,,=2#Cწპ% ,65 1553). 

აქედან, ისევე როგორც მაბვების თეორიაში, ვიღებთ დეფორმა- 

ციის ტენხორის ძველ და ახალ კომპონენტებს შორის იგივე 

კავშირს, რაც ძაბვების შემთხვევაში გვქონდა: 
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თ,კ=6,ცC; CV. 
” = CI, 712 ,/13) მიმართულების მქონე მიმართულებას ეწოდება 

დეფორმაციის შთავარი მიმართულება, თუ 

6,, 1, =60,, (1.9.3) 

სადაც 6 სკალარული სიდიდეა. 

კრონეკერის სიმბოლოს გამოყენებით (1.9.3) შეიძლება შემდე- 

გი სახით გადავწეროთ 

(6,-60,,)M, =0. (1.9.4) 

რადგან ყველა 8, ერთდროულად ნული არ ხდება, ამიტომ: 

ძიLI 6,,– 60, I=0. (1.9.5) 

დეფორმაციის ტენზორის მთავარი მნიშვნელობები ეწოდება 

(1.9.5) განტოლების ფესვებს. მათ აგრეთვე მთავარ ფარდობით 

წაგრძელებებს უწოდებენ. (1.9.5) განტოლება ჩვენს მიერ განხი- 

ლული იყო 1.5 პარაგრაფში. ძაბვის თეორიის ანალოგიურად 

შეგვიძლია გავაკეთოთ შემდეგი დასკვნები: მთავარი ფარდობითი 

წაგრძელებების შესაბამისი მიმართულებები ურთიერთმართობია; 

თუ (1.99.5) განტოლების ფესვები მარტივია, მაშინ გვაქვს ურ- 

თიერთმართობი მიმართულებების ერთი სამეული; თუ (1.9.5) 

განტოლების ორი ფესვი ერთმანეთის ტოლია, მაშინ მათი შესა- 

ბამისი მიმართულებები ძევს სიბრტყეში, რომელიც მესამე მარ- 

ტივი ფესვის შესაბამისი მთავარი მიმართულების პერპენდიკულა- 

რულია; ამ შემთხვევაში ნებისმიერი ორი ურთიერთმართობი მი- 

მართულება ამ სიბრტყიდან შეიძლება მიღებულ იქნეს მთავარი 

მიმართულებად; თუ სამივე ფესვი ტოლია, მაშინ ნებისმიერი სა– 

მი ურთიერთმართობი მიმართულება “შეიძლება მიღებულ იქნეს 

მთავარ მიმართულებად. 

გადავწეროთ (1.9.5) კუბური განტოლება შემდეგი სახით: 

ი. – 0,27+0.2-0, =0, 
სადაც 

66



      

  

  

  

კუბური განტოლების ფესვებსა და კოეფიციენტებს შორის და- 

მოკიდებულებების თანახმად: 

0მ, =0, +606; +683, 

0; =0,6; +6,6კ 1+6.6ც, (1.9.7) 

მკ =66ე6კ. 

როგორც მთავარი ფარდობითი წაგრძელებები, 06, -ები არ არიან 

დამოკიდებულნი კოორდინატთა სისტემის ღერძების შერჩევაზე. 

ამიტომ 0,-ები ინვარიანტებია კოორდინატთა სისტემის ღერძე- 

ბის შეცვლის მიმართ. 

ისევე როგორც 1.5 პარაგრაფში, ძაბვის ზედაპირის მსგავსად 

შეიძლება შემოვიღოთ დეფორმაციის ზედაპირის ცნებაც. 

მართლაც, (1.9.1) გადავწეროთ შემდეგი სახით: 

L? +. X“2C=2X(6,,6,,6კ), 

გი _ 
სადაც C6= წუ გამოხატავს # = (C,,6,,6.) ვექტორის ფარ- 

დობით წაგრძელებას. იგი არ არის დამოკიდებული ვექტორის 

სიგრძეზე, დამოკიდებულია მხოლოდ ვექტორის მიმართულებაზე. 

ამიტომ ყოველი მიმართულებისათვის ისე შეიძლება შევარჩიოთ 

ვექტორის სიგრძე, რომ 

67



სადაც C ნებისმიერი, ნულისაგან განსხვავებული ფიქსირებული 

მუდმივია. მას სიგრძის განზომილება აქვს. 

თუ ს-ს საწყის წერტილს ავიღებთ კოორდინატთა სისტე- 

მის სათავეში, მაშინ მისი ბოლო # წერტილი აღმოჩნდება 

2XC§,,65,წკ) = 30? 

ან, რაც იგივეა, 
– 2 0,,C,6,=1+C (1.9.8) 

ზედაპირზე, რომელსაც დეფორმაციის ზედაპირი ეწოდება. 

თუ დეფორმაციის ზედაპირი აგებულია, მაშინ ადვილად შეიძ–- 

ლება გამოვთვალოთ ნებისმიერი ვექტორის მიმართულებით 6 

ფარდობითი წაგრძელება. ამისათვის საკმარისია, სათავიდან გა- 

ვავლოთ მისი პარალელური 04 ზედაპირის ტ წერტილში გა- 

დაკვეთამდე. ამასთან იმისათვის, რომ ყოველთვის არსებობდეს 

გადაკვეთის # წერტილი, საჭიროა, გარკვეულნაირად შევარჩიოთ 

C” -ის წინ ნიშანი. განსახილველი ვექტორის რ ფარდობითი 

წაგრძელება შემდეგნაირად გამოისახება. 
2 

6=+   

04? 
თუ საკოორდინატო ღერძებად მივიღებთ დეფორმაციის მთავარ : 

მიმართულებებს, ე.ი. (1.9.8მე) განტოლებით მოცემულ ზედაპირის 

მთავარ ღერძებს, მაშინ დეფორმაციის ზედაპირის (1.9.8) განტო- 

ლება დაიყვანება 

686 “= 107 

კანონიკურ სახეზე. ამდენად ახალ კოორდინატთა სისტემაში 

6C,, =0, როცა 1# /,C', =6,. 

ამრიგად, თუ საკოორდინატო ღერძებად მივიღებთ მთავარ მი–- 

მართულებებს, მაშინ მათ შორის მართი კუთხეები დეფორმაციის 

შემდეგაც მართი დარჩება. დეფორმაციის ზედაპირებს ისეთივე 
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სახე აქვთ, როგორც ძაბვის ზედაპირებს და ამიტომ მათზე არ 

შევჩერდებით. 

0 :=0,, =0, +6)ე +060, (1.99.9) 

სიდიდეს მარტივი გეომეტრიული შინაარსი აქვს. თუ განვიხი- 

ლავთ მართკუთხა პარალელეპიპედს, რომლის წიბოები დეფორ- 

მაციის მთავარი მიმართულებების პარალელურ საკოორდინატო 

ღერძებზე მდებარეობენ და მათი სიგრძეები ი 1. და (გ-ის ტო- 

ლია, მაშინ დეფორმაციის შემდეგ პარალელეპიპედის წიბოები 

კვლავ ღერძების პარალელური იქნებიან, ხოლო მათი სიგრძეები 

შესაბამისად 

I(1+40,), I1)(1+4-), Iკ(1+0ვ)-ს 

გაუტოლდება. ამდენად, განსახილველი პარალელეპიპედის მოცუ- 
ლობა დეფორმაციამდე იყო 

V=V· სხ. 

ხოლო დეფორმაციის შემდეგ, მაღალი რიგის უსასრულო მცირე- 

თა სიზუსტით, არის 

/ წ=I,I.1კ(1+6,)1+91X1+8კ) 

=I(IL+0, +6ე +683). 

აქედან, თუ გავითვალისწინებთ (1.9.9)-ს, 

V #–V 
  =0, +060: +6კ =0. 

ამრიგად, 0 წარმოადგენს შოცულობის ფარდობით გაფართოებას, 

ეი. დეფორმაციის დროს მოცულობის ერთეულის ცვლილების 

ტოლია. 
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§110 ზოგადი სახის დეფორმაცია 

ვთქვათ, დეფორმაციის შედეგად უწყვეტი ტანის #/ წერტილი 
(XX, %) კოორდინატებით იკავებს სივრცის M7%# წერ- 

ტილს (X ; X, X3) კოორდინატებით. 

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნა 

M,:= X, –X, . 

ცხადია, M, არის MM“ ვექტორის კომპონენტები, რომლებიც 

გამოხატავენ დეფორმაციის შედეგად წერტილის გადაადგილებას. 
#:=(M,, IM, Mვ) ვექტორს ეწოდება გადაადგილების ვექტორი, 
ხოლო მის კომპონენტებს – გადაადგილების ვექტორის კომპო–- 

ნენტები. რადგან გარემოს სხვადასხვა წერტილი სხვადასხვაგვა- 

რად გადაადგილდება, ამიტომ გადაადგილების ვექტორი საზოგა- 
დოდ წერტილის კოორდინატების ფუნქციაა: 

M, = II,(X,, X, X3). 

შემდგომში, თუ სხვა რამ არ იქნება თქმული, ჩვენ ვიგულის- 

ხმებთ, რომ IV, ცალსახა, უწყვეტი ფუნქციებია რომლებსაც 

აქვთ მესამე რიგამდე ჩათვლით უწყვეტი წარმოებულები. 
წერტილის მიდამოში გარემოსგან გამოვყოთ მისი უსასრუ- 

ლოდ მცირე ნაწილი და დავაკვირდეთ, თუ როგორ იცვლება იგი 

დეფორმაციის შედეგად. ამისათვის საკმარისია ვნახოთ, თუ რო–- 

გორ იცვლებიან M წერტილში საწყისი წერტილის მქონე უსას- 

რულოდ მცირე ვექტორები. ვთქვათ, MM=7#6=(6,6,,63) ერთ- 

ერთი ასეთი ვექტორია (იხ. ნახ. 1.10.11) და დეფორმაციის შემ- 

დეგ M წერტილი გადადის M# %-ში, MV კი – M%-ში, ხოლო 
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ნ” გარდაიქმნება #5=M"V#M"“ ვექტორად გამოვთვალოთ 

85 = X # ნ ვექტორული ნაზრდის კომპონენტები. 

  

ნახ.1.10.1 

ცხადია, M >» წერტილის კოორდინატებია 

X, +I,(X., X2, X3), 

ხოლო V #-ის, რომლის დეფორმაციამდელი კოორდინატები იყო 

X,+8,, 
კოორდინატებია 

X,+6,+V,(X, +6 )Xე +6ე,X + ვ). 

ამიტომ #% ვექტორის კომპონენტებია 
6 ,+I,(X, +6 ,,Xე +6:,X +6ც) – M,(X I X,,X3), 

ხოლო ბ ეექტორის კომპონენტებია 

ბი ,=V,(X, +6),X, +985,%ც +533) – V,(X,%X,Xვ). 
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დიფერენციალური აღრიცხვიდან ცნობილი ტეილორის ფორმუ- 
ლის თანახმად, 

V,(X, +6 -X, +6:,X +5§3) –M,(X,,Xე,Xკ)=M,,6,+8, 

სადაც 68 არის 6, -ის მიმართ მაღალი რიგის უსასრულოდ მცი- 

რე სიდიდე. თუ მათ უგულვებელვყოფთ მივიღებთ, რომ 
06, = M,, 6). (110.1) 

აქ M,,, სიდიდეები დამოკიდებულნი არიან (XX, X3) წერ- 

ტილზე და არ არიან დამოკიდებულნი 6,-ზე. 
(1.10.1)-დან ნათელია, რომ განსახილველი ელემენტის წრფივ 

განზომილებებთან შედარებით მაღალი რიგის უსასრულოდ მცი- 

რე სიდიდეების სიზუსტით, ელემენტის დეფორმაცია ხასიათდება 

აფინური გარდაქმნით, რომლის კოეფიციენტებია 

ძ,, =V,,. (1.10.2) 

შემდგომში ჩვენ ვიგულისხმებთ, რომ გადასდგილების ვექტორის 

კომპონენტები და მათი წარმოებულები იხეთი უსასრულოდ მცი- 

რე სიდიდეების, რომელთა ნამრავლებისა და „კვადრატების 

უგულვებელყოფა დასაშვების თვით ამ სიდიდეებთან შედარებით. 

ამ პირობებში (1.10.1) იქნება უსასრულოდ მცირე აფინური გარ- 

დაქმნა და მის მიმართ შეიძლება გამოვიყენოთ §1.8-სა და §1.9- 

ში მიღებული შედეგები. 
(1.8.11)-ის, (1.8.8)-ის, (1.8.9)-ის და (1.10.2)-ის თანახმად, 

86, = (6, – ჩ,)6,, ქ.10.3) 

სადაც 

თ“ = -C „+M,)), (010.4) 

1 
ნწ = 2 4 –IMკ) · (1.10.5) 

სხეულის მდგომარეობის შეცვლის სრული სურათის მისაღე- 
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ბად (1.10.3)-ით გამოხატულ საკუთრივ დეფორმაციასა და 

უსასრულოდ მცირე ხისტ მობრუნებას უნდა დაემატოს ელემენ- 

ტის ხისტი გადატანა, რომელიც თვით M/CX,, XC, X%) წერტი- 

ლის გადაადგილების ტოლია, ე.ი. ამ ხისტი გადატანის კომპო- 

ნენტებია I, CM), X2, X3). 

§1.7-ში განხილულ ერთგვაროვან დეფორმაციასა და ამ პა- 

რაგრაფში განხილულ დეფორმაციას შორის განსხვავება ისაა, 

რომ აქ დეფორმაციის კომპონენტები დამოკიდებულია განსახილ–- 

ველი ელემენტის მდებარეობაზე გარემოში, ე.ი. (CX,, X;, X3) 

კოორდინატებზე. კერძოდ, წერტილიდან წერტილზე გადასვლის 
დროს იცვლება დეფორმაციის მთავარი მიმართულებები. იგივე 

უნდა ითქვას ბრუნვის კომპონენტებზე და მოცულობის ფარდო- 

ბით გაფართოებაზე. 

§1.11, გადაადგილების განსაზღვრა დეფორმაციის კომპონენტების 

საშუალებით. ჩეზაროს ფორმულები. თავსებადობის სენ-ვენანის 

პირობები 

ამ პარაგრაფის ამოცანაა (1.10.4) სისტემის ამოხსნა. ე.ი. სამი 

უცნობი სიდიდის განსასაზლვრავად გვაქვს ექვსი განტოლება, 

რაც იმაზე მიუთითებს, რომ საჭიროა გარკვეული დამატებითი 

პირობები დაედოს დეფორმაციის კომპონენტებს. 

ვთქვათ V არე, რომელიც გარემოს ეკავა დეფორმაციამდე, 

0.0 0 0 

ცალადბმულია; M# (595 | რაიმე წერტილია V არეში, X», 

0 
გადაადგილების ვექტორის კომპონენტებია, ხოლო ჩნ, ბრუნვის 

I I (I 

კომპონენტებია აღნიშნულ წერტილში; #V/ (65) რაიმე 
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სხვა წერტილია არეში. ამ უკანასკნელ წერტილში ვიპოვოთ გა- 

დაადგილების ვექტორის კომპონენტების გამოსახულება დეფორ- 

მაციის კომპონენტების საშუალებით. MI ეე M,-ით აღვნიშნოთ M6ე 

და #V, წერტილების შემაერთებელი რაიმე წირი, რომელიც V 

არეში მდებარეობს. 

(1.10.4) და (1.10.5)-დან ცხადია, რომ 

"კ =6, – ჩე. 

ე“. 

ძM, =M,,ძX, = (0,, – ნ,)ძ,. 

აქედან 

0 
M, =M,.+ I 0,ც0X, – | ით, · (1.11.1) 

MიM, MიაM, –_– 

გამოვთვალოთ მეორე ინტეგრალი: 

1 

I ათ, =- |#აძთ,–X,) 
MაM, MაM, 

0 1.0 I 
= ნს(X,-X))+ IC,–»X,)ძიც. 

MაM, 

(111.2) 

1 
თუ (1.10.5)-ს გავაწარმოებთ, 2 44 -ის დამატებისა და გამოკ- 

ლების შემდეგ მივიღებთ, რომ 

1 
ჯი, =2 I –-M)) 

1 1 
= 2 (4 +V,)), > +%,.,), =6,, – 0. 

ეი. 

ძიკ = ჩე, ძX, = (0, – 0,,)ძ,. 
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ჩავსათ ეს უკანასკნელი (1.112)-ში ხოლო მიღებული 

გამოსახულება – (1.11.1) -ში: 

0 0/0ი 9 

M, =ML+ მ)| X,“X, 

+ 4, + -(» -X, I> - ბ, არი 

რამდენადაც M, დამოკიდებული უნდა იყოს X -ზე, მაგრამ არ 

უნდა იყოს დამოკიდებული წირის შერჩევაზე, წირითი ინტეგრა- 

ლის ინტეგრების წირისაგან დამოუკიდებლობის აუცილებელი და 

საკმარისი პირობების თანახმად, უნდა შესრულდეს შემდეგი ტო- 

ლობები: 

I 

6,2 + 6: – 62 -(»- X, I» –-6ი/ ) 

1 

X,“ X, | 6/2#) 65) ) 

011.3) 

=6 | 16 რ)“ ( 

03 16) “რკ “> – (9. –6 I ) 

C/2 #3 “ 62, გ) 06:ვ + 63, “63 -» 

=Cვ2 1 6ევჯ “რჯ ე 

3 

= 6) + რვ, ““6#//) “(- ერ == 

“| 

–X, IC» “– 63/2 ) · 

საიდანაც 
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I I 

(» “», I» = 6) )= XX, («,,, – 65) ) 

I I 

ს –+X, IC – რ. )= > =X, I> –63L)) ), 

I I 

ჩX,““ X, (4... –რ:#/3 )= X,“ X, (9, -––“63#/2 ). 

აქედან, რადგანაც უკანასკნელი ტოლობები V-ღან ნებისმიერი 
1 

X,-ისა და X, -სთვის უნდა შესრულდეს, ვიღებთ შემდეგ 6 პი- 

რობას: 

CL; 6), == 6, “6,I)/ს (111.4) 

სადაც 
IIL ) =1122, 1133, 2233, 1123, 2132, 2133. 

ამ უკანასკნელ პირობებს ეწოდებათ თავსებადობის სხენ-ვენანის 

პირობები. 

რადგან (111.3) გამოსახულებაში წირითი ინტეგრალი ფიგუ- 

რირებს, თუ არე მრავლადბმულია,. გადაადგილების ვექტორის 

კომპონენტები საზოგადოდ მრავალსახა ფუნქციები იქნებიან. თუ 

გავატარებთ საჭირო რაოდენობის ჭრილებს ისე, რომ არე ცა- 

ლადბმულად იქცეს, მათი ცალსახობისათვის აუცილებელია და 

საკმარისი, რომ ფუნქციების მნიშვნელობები ჭრილების სხვადას– 

ხვა მხრიდან ტოლი იყოს. (1.11.3) ფორმულებს ჩეზაროს? ფორ- 

შულები ეწოდებათ. 

  

2 ე. ჩეზარო (1859-1906), 
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თავი IL. პონსტიტუტივური ღდამოპიდებულებები 

1.12. დრეკადობის თეორიის ძირითადი კანონი – ის დრეკად ე აღი კ კ 
განზოგადებული კანონი 

1.1-1.1)1 პარაგრაფებში თქმული მართებულია, როგორც ეს 

უკვე აღნიშნული იყო, ნებისმიერი უწყვეტი გარემოსთვის. იმი- 

სათვის, რომ დრეკადი სხეულის დამახასიათებელი განტოლებები 

მივიღოთ, დამატებით საჭიროა ძაბვისა და დეფორმაციის ტენზო- 

რებსს კომპონენტების დამაკავშირებელი კანონი რომელიც 

ექსპერიმენტულად დგინდება. 
ვიდრე უშუალოდ ძირითად კანონს შევეხებოდეთ, შევნიშნოთ 

შემდეგი რადგანაც, საზოგადოდ, ძაბვები და დეფორმაციები 

სხეულის სხვადასხვა წერტილში სხვადასხვაა, ამიტომ მათ ვი- 

ხილავთ მოცემულ წერტილში. აქამდეც ჩვენ ეს ასე გვესმოდა, 
მაგრამ როცა ვიხილავდით გადაადგილების ვექტორის და დე- 

ფორმაციის ტენზორის კომპონენეტებს „მოცემული წერტილის“ 

ქვეშ, ჩვენ გვესმოდა წერტილი დეფორმაციამდე (ეი. წერტილი 
ლაგრანჟის ცვლადებში (იხ. ქვემოთ § 1.22)), ხოლო ძაბვების 

განხილვის დროს კი წერტილი დეფორმაციის შემდეგ (ე.ი. წერ- 

ტილი ეილერის ცვლადებში (იხ. ქვემოთ § 1.22)). 

მაგრამ მცირე დეფორმაციების განხილვის დროს (დრეკადო- 

ბის წრფივი თეორია ემყარება მცირე შეშფოთებათა ჰიპოთეზას, 

რაც დეფორმაციების სიმცირეს და ამდენად, ზისტი გადაადგილე- 

ბის სისუსტით, გადაადგილების სიმცირეს გულისხმობს) ეს 

სხვაობა არაარსებითია,ა მაგალითად, XჯX ყ ის მნიშენელობა 

(> 2X, 1X, | და (C, ,X:,X3) წერტილებში, სადაც 
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C ,2X,3X, |ფიტილი არის სხეულის დეფორმაციამდე 

(ა ,X,.Xე) წერტილში მდებარე „სხეულის წერტილის“ მდება- 
რეობა დეფორმაციის შემდეგ, ერთმანეთისგან განსხვავდება X /“ 

სთან შედარებით მცირე სიდიდით, რამდენადაც Xჯ , სივრცითი 

წერტილის უწყვეტი ფუნქციებია. ამდენად დასაშვებია, Xჯ წ -ის 

· · · 

მნიშვნელობა C კ:X,,2X "| წერტილში ამ სიზუსტით შევცვა- 

ლოთ მისი მნიშვნელობით (X,,X.X-) წერტილში. ეს მსჯელო- 

ბა მისაღებია იმ პირობით, თუ | X,,X,,X, | და (X,,X,,X-) 

წერტილები ეკუთვნიან არეს, რომლის ჩაკეტვაც უკავია სხეულს 

დეფორმაციის შემდეგ. 

ამის შესაბამისად, შემდეგში, გვექნება რა ლაპარაკი არეზე, 

რომელიც სხეულს უკავია, ყოველთვის მხედველობაში გვექნება 

არე, რომელიც სხეულს უკავია დეფორმაციამდე, ე.ი. ყველა სი–- 

დიდეს განვიხილავთ ლაგრანჟის ცვლადებში. 

ჰუკის მიერ ჩატარებული, შესავალში ნახსენები ექსპერიმენ- 

ტის ილუსტრირება მოვახდინოთ ე.წ. რბილი ფოლადის ღეროს 

(იხ. ქვემოთ § 3.1) გაჭიმვაზე ჩატარებული ექსპერიმენტის შე- 

დეგებით. ”» ძალის (ე.ი. ღეროს ბოლოზე მოქმედი დატვირთვის 

ტოლქმედის) ზრდის პარალელურად იზრდება ღეროს #! წაგ- 

რპძელებაც.- #1 = /((”) დამოკიდებულების ნახაზზე (იხ. ნახ. 

1.12.1) მოცემულ. გრაფიკს გაჭიმვის ან ჰუკის დიაგრამა ეწოდება 

(იხ. (3), გვ 35). დატვირთვის ინტენსიობის გაზრდისას მასალა 

ერთი მდგომარეობიდან მეორეში გადადის, რასაც დიაგრამაზე 

რამდენიმე უბანი შეესაბამება, წრფივი 0C#ტ უბანი ჰუკის კანონს 

გამოსახავს. 4 წერტილის შესაბამის 
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თ=-+ 

ძაბვას, სადაც ” ნიმუშის კვეთის საწყისი ფართობია, მასალის 

პროპორციულობის ზღვარი ეწოდება. პროპორციულობის ზღვარი 

არის ის მაქსიმალური ძაბვა, რომლის ფარგლებში დეფორმაცია 

ძალის პროპორციულია. რბილი ფოლადისათვის Cთკ = 

ნ ნ 
2000-9622, 8 წერტილის ქვემოთ ხდება სუფთა დრეკადი 

წაგრძელება, ზემოთ კი ჩნდება ნარჩენი წაგრძელებაც. 

ჩჯ(თ) 

  

  

  

+ 

XML(თ) 

I 
0 VVა 

ნახ. 1.12.1 

წა 
თ“ = _ლ. 

» 

ძაბვას მასალის დრეკადობის ზღვარი ეწოდება 4C უბანში 

დიაგრამის დახრა მცირდება, C#) უბანში კი ის თითქმის ჰორი- 
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ზონტალური ხდება, რაც იმას ნიშნავს, რომ მასალის სიხისტე 

თანდათანობით კლებულობს და ბოლოს თითქმის ისპობა. დიაგ- 

რამის ჰოროზონტალური უბანი მასალის საერთო დენადობის 

მდგომარეობას გამოსახავს, როცა LX ძალა არ იზრდება, მაგრამ 

დეფორმაცია გრძელდება. სათანადო 

_ “დ 
C. = #” 

ძაბვას მასალის დენადობის ზღვარი ეწოდება. 

მასალის დენადობა აიხსნება ნარჩენი ძვრების მასიური გან- 

ვითარებით. პირველად ნარჩენი ძვრები ჩნდება აქა-იქ, ცალკეულ 

კრისტალურ მარცვლებში, რომლებიც არახელსაყრელად არიან 

ორიენტირებულნი გამჭიმავი ძალის მიმართ. მათი რიცხვი და 

განფენილობა » ძალის ზრდასთან ერთად იზრდება და ბოლოს 

მოვლენა მასობრივ ხასიათს იღებს. დიდი მოცულობის კრისჯტა- 

ლური შრეები ერთიმეორეზე დაცოცებას განიცდიან, რის გარეგ- 

ნულ გამოვლინებასაც დიდი პლასტიკური (იხ. თავი VI) წაგ- 

რძელება წარმოადგენს დიდი ნარჩენი წაგრძელების მიღების 

შემდეგ მასალა კვლავ იძენს წინააღმდეგობის უნარს, რაც იმას 

ნიშნავს, რომ წაგრძელების ზრდა ძალის ზრდას მოითხოვს. 

მასალის განმტკიცების მდგომარეობას დიაგრამაზე აღმავალი #2# 

უბანი ეთანადება. მაქსიმალურ L» ძალამდე წაგრძელება ლღეროს 

სიგრძეზე თანაბარია, შემდეგ კი ლოკალურ ხასიათს იღებს, ე.ი. 

გრძელდება ღეროს მხოლოდ პატარა ადგილი, სადაც ჩნდება ყე- 
ლი და ხდება საბოლოო რღვევა. ყელის განივი კვეთი იმდენად 
სწრაფად ვიწროვდება, რომ, თუმცა იქ რეალური ძაბვა ზრდას 

ბოლომდე განაგრძობს, მთლიანად ძალვა (ძაბვის ინტეგრალი გა– 

ნივი კვეთის ფართზე) მცირდება. დიაგრამა მთავრდება დაღმავა–- 

ლი ჩ/I უბნით. ეს უბანი მასალის ადგილობრივ დენადობას ეთა–- 

ნადება. მაქსიმალური L ძალის შესაბამის 

ჯL, 
- “ს 

ი-–+ჯ; 
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ძაბვას მასალის სიმტკიცის ზღვარი ეწოდება. 

შევნიშნოთ, რომ IL ძალიდან ძაბვებზე გადასვლას საწყის L 

ფართობზე გაყოფით ვახდენთ, თუმცა სინამდვილეში ღეროს გა- 

ჭიმვისას განივი კვეთის ფართობი მცირდება. ამდენად ნაანგარი- 

შები ძაბვები რეალურად შედარებით პირობით ხასიათს ატარე- 

ბენ. რბილი ფოლადისათვის 

თ. = 2400 ნიუტონი ნიუტონი · 
= 4000 

L #! 
შევნიშნოთ აგრეთვე, რომ C =ჯ ძაბვასა და §=--- (I ღე- 

როს სიგრძეა) ფართობით წაგრძელებას შორის დამოკიდებულე–- 

ბის გრაფიკი ნახ, 1.12.1-ზე მოცემული დიგრამის მსგავსია, ამი–- 

ტომ იქვე მივუთითეთ შესაბამისი სიდიდეები ფრჩხილებში. 

ზემოთქმულიდან გამომდინარე, ექსპერიმენტულად დამტკიცე- 
ბულად ვთვლით, რომ მცირე დეფორმაციების შემთხვევაში ადგი- 

ლი აქვს ჰუკის შემდეგ განზოგადებულ კანონს: სხეულის მოცე- 
მულ წერტილში ძაბვის ტენზორის კომპონენტები დეფორმაციის 
ტენზორის კომპონენტების წრფივი და ერთგვაროვანი ფუნქციე- 

ბის და პირიქით, ე.ი. 

X,=C80ც, (.1=1213, (112.1) 
და 

ძიIIC:| X 0. 

(112) ტოლობებს ეწოდებათ კონსტიტუტივური დამოკიდებუ- 
ლებები. 

ძაბვისა და დეფორმაციის ტენზორების სიმეტრიულობის გამო 

=CM)იტც=CIL0, =CI9,, ეი. (C - CM =0, 

და, (1.12.1)-ის თანახმად, 

Cა6,)=X.)=X,=C7480), ე-ი. (Cჟ – C1)4, =0. 
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რადგანაც ტოლობებს ადგილი უნდა ჰქონდეთ ნებისმიერი 6,,- 

ისთვის, ამიტომ 

თ-თ-თ-C 
ბოლო ტოლობა გამომდინარეობს წინა ორი ტოლობიდან. 

ამ უკანასკნელი ტოლობების თანახმად, Cე -ების რაოდენობა 

შეადგენს 36-ს (მართლაც, ით 1ი,1= 31; 

” მაშინ 

იიძ(ი,| = 37 -3=6; ლი, 1 =372.3? = 3“. 

თუ ძა, =0,ყ =0,ც, მაშინ 

CთIV(0, | = (3? –3)-(3? –3)=6-6=36, 

სადაც CიIთ აღნიშნავს განსხვავებულ ელემენტთა რიცხვს). Cე 

კოეფიციენტებს დრეკადი მუდმივები ეწოდებათ იმ თვალსაზრი- 

სით, რომ ისინი საზოგადოდ დამოკიდებულნი არიან წერტილის 

კოორდინატებზე, მაგრამ არ არიან დამოკიდებულნი მოცემულ 

წერტილში დეფორმაციის და ძაბვის ტენზორის კომპონენეტებზე. 

ენერგიის შენახვის კანონხე დაყრდნობით მტკიცდება რომ 

დრეკადი მუდმივების რიცხვი ზოგად შემთხვევაში შეიძლება 21–- 

ზე იქნეს დაყვანილი (იხ. (2), (511). | 

სხეულს ეწოდება იზოტროპული რაიმე თვისების მიმართ, 

თუ აღნიშნული თვისება მოცემულ წერტილში ყველა მიშართუ- 

ლებით ერთნაირია. სხვანაირად რომ ვთქვათ, თუ იზოტროპული 

სხეულიდან რაიმე ადგილას ამოვჭრით რაიმე ფორმის მოცულო- 

ბით ელემენტს, მაგალითად, კუბს, მაშინ ეს ელემენტი არ იქნება 

რაიმე თვისების თვალსაზრისით განსხვავებული სხეულის იმავე 

ადგილას ამოჭრილი იმავე ფორმის, მაგრამ სხვაგვარად ორიენ- 

ტირებული ელემენტისგან. მაგალითად, ხე არ არის იზოტროპუ- 

ლი, რადგან ის ე.წ. ბოჭკოებისგან შედგება, ხოლო ლითონი და- 

საშვები სიზუსტით იზოტროპულია. 
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სხეულს ეწოდება ერთგვაროვანი რაიმე თვისების მიმართ, თუ 

აღნიშნული თვისება სხეულის სხვადასხვა წერტილში ერთნაი- 

რიას. სხვანაირად რომ ვთქვათ, ამ თვისების მიმართ ერთნაირია 

სხეულის სხვადასხვა ადგილას ამოჭრილი ერთნაირად ორიენტი- 

რებული ელემენტი. 
ცხადია, სხეული შეიძლება იყოს ერთგვაროვანი იზოტროპუ- 

ლი, არაერთგვაროვანი იზოტროპული, ერთგვაროვანი კანიზოტ- 

როპული (არა იზოტროპული) და არაერთგვაროვანი ანიზოტრო- 

პული. 

მათემატიკურად ერთგვაროვნება დრეკადობის თვალსაზრისით 

იმაში გამოიხატება, რომ დრეკადი მუდმივები არ არიან დამოკი- 

დებულნი სივრცით წერტილზე, ხოლო ისოტროპულობა – იმა- 

ში, რომ დრეკადი მუდმივები არ არიან დამოკიდებულნი კოორ- 

დინატთა სისტემის ორიენტაციაზე სხეულის მიმართ, ე«. 

(1121) ფორმულები არ “უნდა შეიცვაუელონ კოორდინატთა 

სისტემის ნებისმიერი გარდაქმნის დროს. 

ვაჩვენოთ, რომ იზოტროპული სხეულის ნებისშიერ წერტილ- 

ში დეფორმაციის მთავარი მიმართულებები ემთხვევა ძაბვის მთა– 

ვარ მიმართულებებს. მართლაც, თუ დეფორმაციის მთავარი მი- 

მართულებებს საკოორდინატო ღერძებად მივიღებთ, მაშინ 

0,=0, LX), 

ე-ი. ჰუკის კანონის თანახმად, კერძოდ, 

X-ე = #4, 06), + 4#ც 6; + 4კ 63, (1.12.2) 

სადაც 4, დრეკადი მუდმივებია. გადავიდეთ ახალ CX,'X,'Xგ' 
კოორდინატთა სისტემაზე, რომელიც Xკ ღერძის გარშემო ძვე- 

ლი სისტემის 180” -ით შემობრუნებით მიიღება. Xკ' ღერძი 

დაემთხვევა X–ვ-ს, ხოლო XI ღერძებს X-ს საწინააღმდეგო 

მიმართულებები ექნებათ. ერთი მხრივ სხეულის იზოტროპულო- 

ბის გამო 

X',= 4, 6',,+4, 6',1+4ცე 6'კ- (1.12.3) 
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მეორე მხრივ, ცხადია, 
X'ა =-7%ვ, C', =C,. (112.4) 

(1.12.4)-ის გათვალისწინებით, (1.12.2) და (1.12.3)-დან ვასკვნით, 

რომ 

4, 6, + 4ე 6; + 4კ 6კ = –(4, 0,, + 4; 6 + 4კ 6). 
აქედან 

#4, 6, + #; 6. + #კ 6კ =0 (112.5) 

და 

რ. =0, 1 = 1,2,3, 

რადგანაც (1.12.5)-ს ადგილი აქვს დეფორმაციის ტენზორის ნე- 

ბისმიერი საკმარისად მცირე კომპონენტებისთვის, ე.ი. X ვ = 0. 

ანალოგიურად დამტკიცდება, რომ 1 = Xა =0,. 

რამდენადაც იზოტროპული სხეულის შემთხვევაში ძაბვის და 

დეფორმაციის მთავარი მიმართულებები ერთმანეთს ემთხვევა, 

მათ უბრალოდ მთავარ ღერძებს ვუწოდებთ. 

ჰუკის კანონის თანახმად 

X,, =0, 6), +0ე 6: +0კ 6კ3, (1.12.6) 

სადაც ძი, დრეკადი მუდმივებია. 

ვთქვათ, CX,'X:'Xკ. ახალი კოორდინატთა სისტემაა, რომე- 

ლიც ძველისგან X, ღერძის გარშემო 90” -ით შემობრუნებით 

მიიღება. ახალ კოორდინატთა სისტემაში 

X',,=0,6')+0ც 6':+0კ 6". 
მაგრამ 

X,=X,, Cს= 6), 6: =6კვ, 6კვ = რევ. 
ამიტომ 

X,, =ძ,6,ე +063 +ძკ6ე. (1.112.7) 

(1.12.6) და (1.12.7)-დან ვასკვნით, რომ ძე = ძკ. ამდენად, 

X.=რთ6რ, +0:(6,, +6,) =ძ,ე0+ (თ, – 0, #,, . 
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შემოვიღოთ აღნიშვნა ძე = #., ძ, – თე = 2/! , მაშინ 

X, =70+2#80,ც. 
იზოტროპულობის გამო, ცხადია, 

M, = X,, =#0 + 2/|0, = #0 + 2/40,. (1.12.8) 

თუ გადავალთ ახალ კოორდინატთა CX, "X:X! სისტემაზე, შე- 

საბამისი ფორმების ინვარიანტობის გამო მივიღებთ, რომ 

M,§ := X', §'8,', 0,6 := Cს §,8,', 

§,წ6, = წ, 'დ,'= 6,'6,'შ, 

და (1.12.8), § 2-%ზე გამრავლების შემდეგ, ახალ კოორდინატთა 

სისტემაში მიიღებს 

X, § 'დ.'= 7, 05,'6,'შ, +2/ 0, §,'6,' 

სახეს. საიდანაც 6,'-ების ნებისმიერობის გამო ნებისმიერ კოორ- 
დინატთა სისტემაში 

X',= #08, +2/2",. 012.9) 
ამრიგად, იზოტროპული სხეულის შემთხვევაში ჰუკის განზოგა- 

დებული კანონი იღებს (1.12.9) სახეს და გვაქვს მხოლოდ 2 

დრეკადი მუდმივი # და #4. დრეკადი სიმეტრიის სხვა შემ- 
თხვევები მოყვანილია (21)-ში (იხ. გვ. 76-80). 

(1.12.9)-–ის გამო, იმის გათვალისწინებით, რომ 

ნ,6, =8, =3, 
C:= X, = X,ბ, =/#0ბაბ, +2/ 0,შ, =3Lს0+2#60 

აქედან, თუ 39 +2/#0, 

მაგრამ 

1 
0=–-- -.. 1.12.10 

3#4 +2M ( ) 

ე. 
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X.=–- 2 
” 3/+2)! 
  C6, +2#9, 01210 

და თუ MX 0, 

–“ 
2/ 2M (3.+2/) 7 

განვიხილოთ ისეთი დრეკადი წონასწორობა, როცა 

XI, 850, X., = X, = X, = Xკ, =Xც =05, 
მაშინ (1.12.9) მიიღებს შემდეგ სახეს: 

/#0+2I0, =X,,, /#.0+2#0.ე; =0, 

6 (1.12.12) 

(1.12.14) 
/.0+2M0 კკ =0, 60, =6), =6,კ =0, 

ხოლო (1.12.10) – შემდეგ სახეს: 

1 
=ა“ XI. 1.12.15 

32 +2/. '' ( ) 

შევიტანოთ (1.12.15) (1.12.14)-ის პირველ ტოლობაში და გან- 

ვსაზღვროთ X.: 

  

3/ +2 ჯ,=28412#, (112.16) 
/, + II 

(1.12.15) და (1.12.16)-დან ცხადია: 

0=-“ 0,. 
#+ IL 

ჩავსვათ ეს უკანასკნელი (1.12.14)-ის მეორე და მესამე ტოლობაში: 

# 
0.; = ევ ““ 6კვ == '“2(00+10““ (1.12.17): 

  

თუ ეს პირობები სრულდება სხეულის ყოველ წერტილში (ან მოცემულ 
წერტილში), მაშინ ამბობენ, რომ სხეულში (ან მოცემულ წერტილში) გვაქვს 
X, ღერძის პარალელური წრფივი დაძაბული მდგომარეობა. 
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შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშ;ვნები: 

ც-460:41%<5M) (34+2#). „=- 2. · 
/#. + # 2(C(1+ /) 

-ს ეწოდება დრეკადობის ან იუნგის მოდული, ხოლო V-ს – 

პუასონის კოეფიციენტი. მაშინ (1.12.16) და (1.12.17) ჩაიწერება 

შემდეგი სახით: 

ქ.12.18) 

X, = 90, (1.12.19) 

რეე = 6კკ = –V 6). (1.12.20) 

ვთქვათ, განსახილველი სხეული X, ღერძის პარალელური მსახ- 

გველის მქონე პრიზმა ან ცილინდრია. კოშის ფორმულების თა- 

ნახმად გვერდით ზედაპირზე 

X.,=0, 

ხოლო X, ღერძის დადებითი და უარყოფითი მიმართულებებით 

მდებარე ფუძეებზე შესაბამისად 

X2=2Xე=0 Xკ=2Xც=0 24,=2Xე9%0, 

და 

X.ც=-X,ც=0, Xკ=-Xც=0 X,, =-2, #0. 

ამდენად ცილინდრზე მოქმედი გარე ძალები წარმოადგენენ მის 

ფუძეებზე მოდებულ თანაბრადგანაწილებულ გამჭიმავ (X, >0) 

ან მკუმშავ (X%, <0) ძაბვებს. ჩვენ ჩავთვლით ექსპერიმენტუ- 

ლად დამტკიცებულად, რომ როცა X, >0, ცილინდრი გრძივი 

მიმართულებით წაგრძელდება (6,, > 0), ხოლო განივი მიმარ- 

თულებით შეიკუმშება (6: „6კვ <0). ამ შენიშვნის საფუძველზე 

(1.12.19) და (1.12.20)-დან ნათელია, რომ 

#>0, V>0. (1.12.21) 

ვთქვათ, ახლა 

X;უ 580, X,, = X,ე = Xკვვ = Xც = Xე, =0. 

მაშინ (1.12.12)-ის თანახმად: 
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1 
6 =–– X., 6) =6.. =6კ =6კ =6ე, =0. 
23 2/! 23 11 22 33 13 21 

ეი. ამ შემთხვევაში გვაქვს მარტივი ძვრა, X„ვ = /I 6. /! -ს 

ძვრის მოდული ეწოდება. 
დავუშვათ, რომ იზოტროპული სხეული ყოველმხრივ თანაბ– 

რად იკუმშება, მაშინ 
X., =X,ე=Xვკვ=-0, X, = X; = Xე, =0. 

(1.12.9)-ის თანახმად: 

#0 + 2140, =-ი, I/=1.2,3, (112.22) 

თუ (112222) ტოლობებს წევრ-წევრად შევკრებთ, მივიღებთ, 

რომ 

(37 +2/)0 = –3ი. 

  

აქედან 

0=-ჩM0, 

სადაც 

L= 34 -“ 012.23) 

სიდიდეს ეწოდება ყოველმხრივ შეკუმშვის მოდული. ექსპერიმენ– 
ტულად დამტკიცებულად ვთვლით, რომ როცა 2>0, სხეული 
მართლა იკუმშება, ე.ი. მცირდება მისი მოცულობა, ამდენად 

L>0. 
(1.12.18)-ის და (1.12.23)-ის თანახმად, 

ჯ#V ჯL 
# = , # = , L = _-ეაე'„ 

(1+VXI–2V) 2(1+V) 3(1–-2%V) 

რადგანაც MX >0, (1.12.21) და (1.12.24)-დან ცხადია, რომ 

0<V< 5, (1.12-25) 

  · (112.24) 

გზ



ე.ი. #>0, /(>0. 

(112.12) ფორმულები, (1.12.24)-ის გამო, შეიძლება ჩავწე- 

როთ შემდეგი სახით: 

1+V 
7 =–-7X, -+68,. (1.12.26) 

L # 

შენიშვნა 1.12.1. უწყვეტ გარემოში ძაბვების წარმოქმნის ერთ- 

ერთ მიზეზს წარმოადგენს არათანაბარი გათბობა. ტემპერატურის 

ზრდასთან ერთად ფართოვდებიან გარემოს ელემენტებიც. ჩვეუ- 

ლებრივ ასეთი გაფართოება არ შეიძლება თავისუფლად მოხდეს, 

ამდენად გათბობის შედეგად წარმოიშვებიან ძაბვები, რომელთაც, 

მათი წარმოშობის ბუნებიდან გამომდინარე, „ტემპერატურული 

ძაპვები ეწოდებათ (იხ. (35), გვ. 73). ჩავთვალოთ, რომ ტემპე– 

რატურა ისეთ ფარგლებში იცვლება, რომ გავლენას არ ახდენს 

ე-წ. დრეკად მუდმივებზე. მაშინ, როგორც ეს დაკვირვებებიდანაა 

ცნობილი, წაგრძელებები ” ტემპერატურის პროპორციულია და 

ერთნაირია ყველა მიმართულებით (ე.ი. ტემპერატურის ცვლილე- 

ბის მიზეზით ძვრის დეფორმაციას ადგილი არ აქვს). ამდენად, 

ჰუკის (1.12.26) კანონის “ცვლად გგექნება 

1+V ... 
მ, ==. +6ბ, +თ717მკ,, 1,) =1,2,3, (1.12.27) 

დამოკიდებულებები, სადაც CX წრფივი გაფართოების ტემპერა- 
ტურული კოეფიციენტია, რომელიც თითოეული მასალისათვის 

ექსპერიმენტულად დგინდება, ხოლო CI” ფარდობითი ტემპერა- 

ტურული გაფართოებას. (1.12.27) დამოკიდებულებებს დიუჰა- 

მელშ-ნეიმანის ? კანონი ეწოდება. 

თუ ამოვხსნით (1.12.27) განტოლებებს X, -ს მიმართ და გა– 

ვითვალისწინებთ (1.12.24)-ს, მივიღებთ, რომ 

  

„აჟმ.კ. დიუჰამელი (1797-1872). 

9 კგ. ნეიმანი (1832-19 25). 

89



თIL . . 
X,=#0ბ,+2ს90 ---უა19 I,/=1,2,კ3. (1.12.28) 

§1.13. იდეალური და ბლანტი სითხეები. ჰიდრომექანიკის 

ძირითადი კანონი – ნიუტონის განზოგადებული კანონი 

როგორც ეს უკვე შესავალში იყო აღნიშნული, ჰიდრომექანი- 

კა ეწოდება მექანიკის იმ ნაწილს, რომელიც შეისწავლის ბუნე- 

ბაში არსებული სითხეებისა და გაზების მოძრაობას (იხ., მაგა- 

ლითად, (431). შემდგომში საერთო ჯერმინის ქვეშ „სითხეები“ 

ვიგულისხმებთ როგორც საკუთრივ სითხეებს, ასევე გაზებსაც. 

თუ სითხე ისეთია, რომ არ ეწინააღმდეგება თავისი ერთი ფენის 

მეორეზე სრიალს, მას იდეალური სითხე ეწოდება. ცხადია, 

იდეალური სითხის ცნება ისეთივე აბსტრაქტულია, როგორც 

აბსოლუტურად მყარი სხეულის ცნება თუმცა გარკვეული 

აზრით წყალი და ჰაერი შეიძლება განხილულ იქნენ როგორც 

იდეალური სითხეები. იდეალური სითხის განმარტებიდან გამომ- 

დინარეობს, რომ სითხის ნაწილები ერთმანეთზე მხოლოდ ნორ- 

მალური ძაბვით (წნევით) მოქმედებენ, ე.ი. მხები ძაბვები ნულის 

ტოლია: 

X,.=0თ,I), 0თ,%0, #1, =0.. (1.13.1) 

კერძოდ, 
X, =0, (:# ), 1,1=1,2.3. (1.13.2) 

(1.13.2)-ის გათვალისწინებით კოშის (1.2.1). ფორმულებიდან გა- 

მომდინარეობს, რომ ერთი მხრივ, 

X.,=X%, ”!,, L=1,2,3. (1.13.3) 

მეორე მხრივ, (1.13.1)-ის X,-ზე დაგეგმილებით მივიღებთ, რომ 

X,=Cთ,I7, 1=1,2,3. · (1.13.4) 

თუ შევადარებთ (1.13.3)-სა და (1.13.4)-ს, დავასკვნით, რომ 
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X, =თ, =-ე, 1=1,.2,3. (1.13.5) 

ხ-ს იდეალურ სითხეში წნევას ეწოდება და, როგორც ვხედავთ, 

ის ფართის ორიენტაციაზე, ე.ი. ნორმალზე დამოკიდებული არ 

არის. ი მხოლოდ წერტილზეა დამოკიდებული. ამრიგად, იდეა- 

ლურ სითხეში 

X, =-/იIM. 

”.! ვექტორს „ჰიდროდინამიკური წნევის ვექტორს უწოდებენ. 

მინუსი 2-ს წინ განპირობებულია სურვილით წნევა შემოვილოთ, 

როგორც დადებითი სიდიდე, რამდენადაც ისეთ სითხეებზე ჩა- 

ტარებული ექსპერიმენტი, რომელთათვისაც მისაღებია იდეალური 

სითხის მოდელი, გვიჩვენებს რომ ტიპურ შემთხვევაში სითხე 

შეკუმშულ მდგომარეობაშია, ეი. #02 > 0 და Xჯ „ მიმართულია 

მოცულობის შიგნით, ე«-. მოცულობის გარე ნორმალის საწი- 

ნააღმდეგო მიმართულებით. 

რეალურ სითხეებში მისი ერთი ფენის მეორე ფენის მიმართ 

ფარდობითი მოძრაობისას ფენებს შორის წარმოიშობა ძალები, 

რომლებიც ამ მოძრაობას ეწინააღმდეგებიან. ასეთ ძალებს ზახუ- 

ნის ძალებს უწოდებენ და ისინი მხებ ძაბვებს წარმოადგენენ. 

თუ ხახუნის ძალების სიდიდე უმნიშვნელოა, მაშინ ისინი 

შეიძლება უგულებელვყოთ და მივიღებთ იდეალური სითხის 
შემთხვევას მაგრამ ხშირ შემთხვევში ხახუნის ძალების 

უგულებელყოფა არ “შეიძლება.ა თუ "სითხის მოძრაობისას 

გათვალისწინებულია ხახუნის ძალები, მას ბპბლანტი სითხე 

ეწოდება. 
ნიუტონის ექსპერიმენტული კანონის თანახმად, ბლანტი სით- 

ხის X, ლღერძის გასწვრივ მოძრაობის დროს X, ნორმალის 

მქონე ფართით ელემენტზე მომქმედი X,ე მხები ძაბვა განისაზ- 

ღვრება 
Xაც= LV, (1.13.6) 
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ტოლობით, სადაც V#L-ს ეწოდება სიბლანტის კოეფიციენტი, 

რომელიც ექსპერიმენტულად დგინდება. ის მუდმივი მნიშვნელო– 

ბის მქონეა გარკვეული სითხისთვის გარკვეული ტემპერატურის 

დროს. 

დავუშვათ რომ სითხე იზოტროპულია და "ზღვრულ შემ- 

თხვევაში, როცა სიბლანტე არ გვაქვს, სრულდება იდეალური 

სითხის დამახასიათებელი (1.13.5) და (1.13.2) პირობები. მაშინ, 

(113.6)-ის თანახმად, სამართლიანია ნიუტონის შემდეგი განზო- 

გადებული კანონი: 

2, = –ყებ, + #.0,.0, + 2/(6, ) 0#/ =1.2,3, (1.13.7) 

სადაც წერტილი ზემოდან აღნიშნავს დროით წარმოებულს, 

2 2=1'-5V#, 3 ” 

# '-ს ეწოდება სიბლანტის მეორე კოეფიციენტი. (1.13.7) ტო- 

ლობებს ეწოდებათ ჰიდროდინამიკის კონსტიტუტივური დამოკი- 

დებულებები. ცხადია, 6, წარმოადგენს დეფორმაციის სიჩქარის 

ტენხზორს დღა მისი არგუმენტებია დეფორმაციამდე წერტილის 

კოორდინატები. 

სითხეებს, რომელთათვისაც სამართლიანია (1.13.7), ეწოდებათ 

ნიუტონისეული ფლუიდები (სითხეები). 
კონსტიტუტივურ დამოკიდებულებებს არაკუმშვადი არაწრფი- 

ქი ბლანტი სითხისთვის აქვს 

თ,(#ი,V) = –ინ, +2Cთ(/(V)) ბ,(V), /,7 =1.2,3, 

სახე, სადაც დ არის სიბლანტის ფუნქცია, 

I(V)=მ,(V) მ,(წ). 

ასეთ სითხეებს არანიუტონისეული ფლუიდები (ბსითხეები) ეწო- 

დება. 
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თავი IV. ღრეპაღობის თეორიის სტატიკისა და 
ღინამიკის ამოცანები 

§1.14. ბეტის”? იგივეობა 

ვთქვათ, რაიმე დრეკადი სხეულის ორ სხვადასხვა დაძაბულ 

მდგომარეობას ახასიათებენ X, # თ, და X, სც მე სიდიდეები. 

მაშინ ჰუკის განზოგადებული კანონის თანახმად: 

X) =C/0ი, (1.14.1) 

X, =C/ქმყ. (114.2) 

ჩავსვათ Xენე -ში (1.14.1), გავითვალისწინოთ C = C 

და (1.14.2), მაშინ 
7.“ ს / #/ ს #/ / ” / 

X-6ე = Cყ6ნყიი = Cე 6ყ6, = Xყხ. (1.14.3) 

ამ უკანასკნელ ტოლობას ბეტის იგივეობა ეწოდება. იგი გა- 

მოხატავს იმას, რომ ერთი დაძაბული მდგომარეობის მუშაობა 

შეორე დაძაბული მდგომარეობის დეფორმაციაზე, შეორე დაძაბუ–- 

ლი მდგომარეობის პირველი დაძაბული მდგომარეობის დეფორმა- 

ციაზე მუშაობის ტოლია. 

§1.15. დრეკადი სხეულის სტატიკის ძირითადი სასაზღვრო 

ამოცანები 

ამრიგად, დრეკადი წონასწორობის განსასაზღვრავად ჩვენ მი–- 

ვიღეთ შემდეგი დამოკიდებულებანი: 
X,,+თდ,=0, 1=1.2,3, (115.1) 

  

თე, ბეტი (1823-1892). 
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X, =2 ენ, +#M(V,,+M,ც. #ჩ7=12,3. (115.2) 
(1.15.1)-სა და (1.15.2)-ში დამოუკიდებელ განტოლებათა რიცხვი 

შეადგენს 9-ს ძაბვის ტენზორის სიმეტრიულობის გამო, 

ამდენივეა 
I", X, 1 =12,3, (1.15.3) 

ყ 

უცნობთა რიცხვიც. 

(1.15)), (1.15.2) განტოლებათა სისტემას ეწოდება დრეკა- 

დობის თეორიის ძირითადი განტოლებათა სისტემა, რამდენადაც 

ის იძლევა სხეულის დრეკადი წონასწორობის განსაზღვრის 

საშუალებას. დრეკადი წონასწორობის განსაზღვრა გულისხმობს 

სხეულის ყოველ წერტილში გადაადგილების ვექტორის, ძაბვისა 
და დეფორმაციის ტენზორების მნიშვნელობათა პოვნას. 

შევნიშნოთ, რომ (1.15), (1.15.2) განტოლებები წრფივია 

X ეც და V, უცნობების მიმართ. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ თუ 

", X, და MI, X) 

ფუნქციები (1.15.1), (115.2) სისტემის ამონახსნებია შესაბამისად 

დ” და დ” მოცულობითი ძალების შემთხვევაში, მაშინ 

M,=V+V, 7, =X, +X, (1.15.4) 

იქნება აღნიშნული სისტემის ამონახსნი 

დ, = დ, +თ7 

მოცულობითი ძალის შემთხვევაში. 

(115.4)-ს ეწოდებ ორი ამონახსნის ზედდების შედეგად 

მიღებული ამონახსნი. 

ამ შემთხვევაში, (1.2.1) ფორმულების თანახმად, (1.15.4) ამო– 

ნახსნის შესაბამისი ზედაპირული ძალები განისაზღვრება მოცე- 

მული ამონახსნების შესაბამისი ზედაპირული ძალების ჯამის სა- 

ხით. 
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ვიგულისხმოთ, რომ მოცულობითი ძალები ცნობილია და გან- 

ვიხილოთ შემდეგი სასაზლვრო ამოცანები: 

I დრეკადობის თეორიის პირველი ძირითადი სასაზღვრო 

ამოცანა: განვსაზღვროთ სხეულის დრეკაღი წონასწორობა, თუ 

მოცემულია სხეულის ზედაპირზე მოქმედი გარე ძაბვები, ე.ი. 

უნდა ვიპოვოთ ისეთი V,, X»ჯ წ ფუნქციები, რომლებიც აკმა- 

ყოფილებენ (1.15.1), (1.15.2) განტოლებათა სისტემას V”V არეში, 

რომელიც სხეულს უკავია დეფორმაციამდე და 

X., L =#,, 1=1,2,3, 59 =09Vა, (1.15.5) 

სასაზღვრო პირობებს, სადაც მჩ გარე ნორმალია, ხოლო #, 

ზედაპირზე მოცემული ფუნქციებია. 

I. დრეკადობის თეორიის შეორე ძირითადი სასაზღვრო 

ამოცანა: განვსაზღვროთ სხეულის დრეკადი წონასწორობა, თუ 

მოცემულია შისი საზღვრის წერტილების გადაადგილებები. ფი–- 

ზიკურად ზემოთქმული აღნიშნავს იმას, რომ ზედაპირზე მოდე- 

ბული გარკვეული ძალების მოქმედების შედეგად მისი წერტი- 

ლები იღებენ მოცემულ გადაადგილებებს, რის შემდეგაც ხდება 
საზღვრის ჩამაგრება. ე.ი. უნდა ვიპოვოთ ისეთი M,, X, ფუნ- 

ქციები, რომლებიც აკმაყოფილებენ (1.15.1), (1.15.2) განტოლე- 

ბათა სისტემას V არეში, და 

#, IL =9,, 1L=1,2,3, (1.15.6) 

სასაზღვრო პირობებს, სადაც #§, ზედაპირზე მოცემული ფუნ- 

ქციებია. 

II. დრეკადობის თეორიის მესამე ძირითადი სასაზღვრო ამო–- 

ცანა: განვსაზღვროთ სხეულის დრეკადი წონასწორობა, თუ შისი 

საზღვრის წერტილებში მოცემულია ძაბვის ვეეტორის ნორ- 

მალური მდგენელი და გადაადგილების ვექტორის მხები პდგე- 
ნელები. 
  

» ვგულისხმობთ, რომ 5 გლუვი ზედაპირია. 
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IV. დრეკადობის თეორიის მეოთხე ძირითადი სასაზღვრო 

ამოცანა: განვსაზღვროთ სხეულის დრეკადი წონასწორობა, თუ 

მისი საზღვრის წერტილებში მოცემულია გადაადგილების ვექ- 
ტორის ნორმალური მდგენელი და ძაბვის ვექტორის მხები 

მდგენელები. 
ძირითადი შერეული სასაზღვრო ამოცანა მდგომარეობს სხეუ- 

ლის დრეკადი წონასწორობის განვსაზღვრაში, როცა მისი საზ- 

ღვრის სხვადასხვა ნაწილში სხვადასხვა სასაზღვრო პირობებია 

მოცემული. 
როგორც ადრე აღვნიშნეთ (იხ. §110), თუ საწინააღმდეგო არ 

იენს თქმული, ვიგულისხმებთ, რომ IM, ცალსახა ფუნქციებია, 

რომლებსაც არის შიგნით აქვთ მესაშე რიგამდე უწყვეტი წარ- 

მოებულები. ამ პირობებში ძაბვისს და დეფორმაციის ტენზორის 

ჰღმპონენტები იქნებიან ცალსახა ფუნქციები, რომელთა წარმოე–- 

ბულები მეორე რიგამდე ჩათვლით არის შიგნით უწყვეტი იქნება. 

§116. ძირითადი განტოლებები გადაადგილებებში 

ჩავსვთ (1.15.2) გამოსახულება (1.15.1)-ში, მივიღებთ: 

#0 ,0, +IMV,, +M0, +დ, =0, 1=1,2,3, 

აქედან 

(ს M, + (#4 + /,)0,,+დ, =0, L=1,2,3, (1.16.1) 

სადაც 

(116.1) სისტემას ეწოდება ლამეს განტოლებები. იმ შემთხვევა- 

ში, როცა 4#. = #1, ის მიღებული იყო ნავიეს მიერ. 

ვთქვათ, სხეულზე მოცულობითი ძალები არ მოქმედებენ. მა– 

შინ (1.16.1)-ის X,C-ის მიმართ გაწარმოების და L-ს მიმართ 

აჯამვის შემდეგ გვექნება, რომ 
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(CL +2/)%#0 =0, ე«ი. #0=0, (1.16.2) 

რადგან 

# +2/>0. 

თუ ახლა დავუშვებთ, რომ გადაადგილების ვექტორის კომ- 

პონენტებს მეოთხე რიგამდე ჩათვლით უწყვეტი წარმოებულები 

აქვთ და (1.16.1)-ზე ვიმოქმედებთ /#ს ოპერატორით, (1.16.2)-ის 

გათვალისწინების შემდეგ მივიღებთ, რომ 

I ტ რ ", +( + /IX#40), = (ს 4 V, =0. 

ამრიგად, თუ სხეულზე მხოლოდ ზედაპირული ძალები მოქ” 

შედებენ, მაშინ მოცულობითი გაფართოება 0 პარმონიული ფუნ- 

ქციაა, ხოლო გადაადგილების ვექტორის IM, _ კომპონენტები ბი- 
პსრმონიული ფუნქციებია. 

§1.17. ძირითადი განტოლებები ძაბვებში 

ძაბვებში ძირითადი განტოლებების მისაღებად საჭიროა, წო- 

ნასწორობის (1.15.1) განტოლებებს დავუმატოთ ძაბვებში ჩაწერი– 

ლი სენ-ვენანის (1.11.4ტ) პირობები. ამისათვის (112.26) უნდა 

ჩაგსვათ (1.11.4)-ში. ვიგულისხმოთ, რომ სხეული იზოტროპული 

და ერთგვაროვანია. მაშინ IIIყ = 2233, 1123 შემთხვევებში, 

მარტივი გარდაქმნების შემდეგ შესაბამისად მივიღებთ, რომ 

V 

22: ;ვ3ვ +-ვ3;22 311” 9» +06,კ3 )=2+უც,ვ (117.1) 

V 
სვ“ 0, =(-Xა.,,+Xკ3:ე+X)3), 1.17.2 11223 1+V 23 ( 32?! 13712 2173 "1 ( ) 

და კიდევ ოთხ მსგავს ტოლობას. 

(117.1) და (1.17.2) ფორმულები რამდენადმე გამარტივდება, 

თუ გამოვიყენებთ (1.15.1)-ს. ამ უკანასკნელში მეორე განტოლება 
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გავაწარმოოთ Xეც -ით, ხოლო მესამე – Xვ-ით და მიღებული შე– 

დეგები შევკრიბოთ: 
2-2: ,:3+X 3: ;2: +2 ევ 33 +(-X 2) ;2 +-Xვ| ;ვ | 

= –(დ,,1+0თ)ც.კ). 

მაგრამ (1.15.1)-ის პირველი განტოლების თანახმად, თუ მას X,- 

ით გავაწარმოებთ 

(2%,,1+-%ვ),ვ )) = – თ, – 2 ი)! 
და შევიტანთ (1.17.3)-ში, მვილებთ:- 

22%: = 2)))I) 2021“ 24 ვე“ (0, ,,+C00;,1+0კ,ვ )+2C, ,. 
ამ უკანასკნელის (1.17.1)-ში შეტანა მარტივი გარდაქმნების შემ- 

დეგ. მოგვცემს: 

ა 1:09» +0,,)+ (X,, + X ა) 3+(X.; + %X-ვ >» –-XIსI) 

(117.3) 

-–-თ . +2თ 1? 12)? 

აქედან, თუ გავითვალისწინებთ იმას, რომ 

X,;++X3=0-4X,, 
მარტივად დავასკვნით, რომ 

_ ' '/” 
+V +V 

თუ მას დავუმატებთ ორი მსგავსი 

1 1 . 
ს” 09-64, --=6,,= –დ, „4+2Cთ,,,, #=2,3, 

ტოლობის ჯამს, მივიღებთ, რომ 

1+V 
ტ6 = –დCდ,, '1-» (1.17.5) 

=> 

(1.17.5)-ის (1.17.4)-ში შეტანის შემდეგ კი გვექნება: 

1 : 
ტწე+- -–-ი0, =- '” თ, –2დთდ, . 1.17.6 1) 1+V 11... 1–- V დ, ' ( ) 
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ანალოგიურად მივიღებთ კიდევ ორ განტოლებას: 

1 V 
# XX მ –-–-0ეცე=-- დ, 2რ.,,, (1177 

2? IV “ I-V 27 ) 
1 V 

ი·X.+--–-080,კ=- თ , -2თ.,.. L.17.8 
33 1+V 33 1-V I” 373 ( ა) 

თუ (1.15რ.1)-ში მეორე განტოლებას გავაწარმოებთ Xკ-ით, 

  

მესამეს – X;-ით და შედეგებს შევკრებთ, მივიღებთ, რომ 

XV 21 +X> 223 +2Xკე 233 +Xცკ (1წ) +Xევ 222 +Xჯ 223 

=-(Cდ,,;+C,,,) 

ეს უკანასკნელი წევრ-წევრად დავუმატოთ (1.17.2)-ს, მაშინ 

1 
ტბX.ა+--––--68,,. = -(თდ.,,+თ..). (1.17.9) 

32 1+ V 23 ( 312 2 წ) 

ანალოგიურად დავამტკიცებთ, რომ 

1 
ტXც 1-0 =-(რ,,+Cდ,,,), 

(1.17.10) 
1 

#ტX.+-––0, დ,.,,+დთ,, 21 1+V 12. ““ –( 271 (2) 

(1.17.6)–(1.17.10) განტოლებებს ეწოდებათ პელტრამი-მიჩე- 

ლის? თავსებადობის პირობები. მოკლედ ისინი შეიძლება შემდე- 

გი სახით ჩავწეროთ 

–(C,,+დ,,), ,/ =1.2,3. 

  

თე, ბელტრამი (1835-1900), ჯ-ჰ. მიჩელი (1863-1940). 
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§1.18. დინამიკის ამოცანები. დინამიკისა და სტატიკის ძირითადი 

ამოცანების ამონახსნის ერთადერთობა 

დალამბერის პრინციპის თანახმად, დინამიკის ძირითადი გან- 

ტოლებების მისაღებად საჭიროა, სტატიკის ძირითად განტოლე- 

ბებში მოცულობით ძალებს დავამატოთ ინერციის ძალები. ამას–- 

თან გადაადგილების ვექტორის, ძაბვისა და დეფორმაციის ტენ- 

ზორების კომპონენტები უკვე, გარდა სივრცითი წერტილის 

კოორდინატებისა, დამოკიდებული იქნებიან აგრეთვე დროზე. 

დეფორმაციამდე (X,,X;,X3) სივრცით წერტილში მყოფი მა- 

ტერიალური წერტილის აჩქარების ვექტორის კომპონენტებია 

მ ?M,(X,,X.,2,/) ... 
იეეველეებეიიი, 1= 1,2,3. 

მ! 
ძ9V მოცულობაში მოთავსებულ ძ”! მასაზე მოქმედი ინერციის ძა- 

ლის კომპონენტებია 

მ” 
-ძმი=-- ”-ძ/ 

ძ! 

ი,(X,,X,,Xგ,/)= 

  

მაგრამ რადგანაც ძ1= ი(X, X:X M V, მოცულობის 

ერთეულზე მოქმედი ინერციის ძალის კომპონენტებია 

ძმ“, 

-:2 
თუ მას დავამატებთ მოცულობით ძალას (1.15.1)-ში, მივიღებთ, 

რომ 

  

–0ძ, =-ი0 

2 მძ X,)+%,=ი ლ 1=123. (918.1) 

ცხადია, (1.18.1) სამართლიანია ნებისმიერი უწყვეტი გარემოსათ- 

ვის. 
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ამ განტოლებებს უნდა დაემატოს ჰუკის განზოგადოებული 

კანონი, რომელიც უცვლელი რჩება, რადგან იგი არ შეიცავს 

მოცულობით ძალებს. 

ლამეს (1.16.1) განტოლებები შემდეგ სახეს მიიღებენ: 

ძ?", 
ცს, +(1+#M)0,,+დ, = 0<-. 

მყარი დეფორმადი გარემოსათვის, ისევე როგორც ნებისმიერი 

უწყვეტი გარემოსათვის, მასის შენახვის კანონიდან გამომდინარე, 

ადგილი აქვს უწყვეტობის შემდეგ განტოლებას (იხ. ქვემოთ 
§1.23, ფორმულა (1.23.10)): 

მი 
0; "9M 0V)=0. 

მისი გაწრფივებისა ( /0V = (მა + 6X =0აV, 0-=0-/ჯ/ი, 

6 << ძი) და #ა6-დან (-მდე ინტეგრების შემდეგ, მივიღებთ, რომ 

6 ჩი. კVს V»CC, (20, (01183) 
ჩი 

სადაც #0 და 0 ა შესაბამისად აღნიშნავენ სიმკვრივეს დეფორ- 

მირებულ და არადეფორმირებულ (7 =1ე:) მდგომარეობაში; ამას– 

თან ვგულისხმობთ, რომ არადეფორმირებულ მდგომარეობაში გა- 

დაადგილებები ნულის ტოლია. 0 ე პრინციპში ცნობილია და 

უკანასკნელი ტოლობა გამოიყენება მხოლოდ დროის ნებისმიერ 1 

მომენტში სიმკვრივის გამოსათვლელად, როცა გადაადგილების 
” ვექტორი განსაზღვრულია სხვა დამოკიდებულებებიდან. ფაქ- 

ტობრივად, მცირე „შეშფოთებათას ჰიპოთეზიდან გამომდინარე, 

თIVV მცირეა ერთეულთან შედარებით, აქედან გამომდინარე შე- 

დეგით #0 =/ე. ამ მიზეზით მცირე შეშფოთებათა ჰიპოთეზის 

პირობებში (1.18.3) დამოკიდებულება არ არის ჩართული დრეკა- 

დობის თეორიის განტოლებათა სრულ სისტემაში. 

  (118.2) 
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დინამიკის პირველი ძირითადი ამოცანა. ვიპოვოთ 

",(X,,X-,Xვ,1) ფუნქციები, რომლებიც აკმაყოფილებენ (1.18.2) 

განტოლებებს (ან IM, და X»ჯ ს ფუნქციები, რომლებიც აკმაყოფი- 

ლებენ (1.18.1) განტოლებებს და ჰუკის კანონს) V არეში, რო- 

მელიც სხეულს უკავია დეფორმაციამდე, 
X,,),= ჩ, 1=123, 359=909V,) (1.18.4) 

სასაზღვრო პირობებს დროის ყოველ I =1ე მომენტში და 

იდ ქყ %. 
M, =M,, 2. 1=1,2,3, 

საწყის პირობებს V არეში, დროის 1 =1ე მომენტში. აქ #, 

ფუნქციები 5 ზედაპირზე მოცემული ფუნქციებია, რომლებიც სა- 

ზოგადოდ 1 -ზე არიან დამოკიდებულნი, ხოლო ·,. · ფუნ- 

ქციები (=.X,X.) სივრცითი წერტილის ფუნქციებია. 

დინამიკის სხვა ამოცანები პირველი ამოცანებისაგან იმით 

განსხვავდებიან, რომ (1.18.4) სასაზღვრო პირობები შეცვლილია 

სტატიკის შესაბამისი სასაზღვრო პირობებით, სადაც მოცემული 

ფუნქციები საზოგადოდ დღროზეა დამოკიდებული. 
განვიხილოთ დრეკადი სხეულის რაიმე კონკრეტული მოძ- 

რაობა და საწყის ე მომენტად მივიღოთ ის მომენტი, როცა 

სხეული „ბუნებრივ“ წონასწორობის მდგომარეობაშია, ე.ი. მასზე 

არ მოქმედებენ არც მოცულობითი და არც ზედაპირული ძალები 

და დეფორმაციასაც არ განიცდის. #(I) -თი აღვნიშნოთ მუშაობა, 

რომელსაც ასრულებენ გარე ძალები დროის (/-,1) შუალედში. 

გამოვთვალოთ აღნიშნული ძალების ძმ” მუშაობა დროის 

(I,1+ძ!) შუალედში, როცა I უსასრულოდ მცირეა. 

  

I გგულისხმობთ, რომ ა გლუვი ზედაპირია. 
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დეფორმაციამდე სიგრცით (X,,X.,X,) წერტილში მდებარე 

მატერიალური წერტილი 1 მომენტში იმყოფება სივრცის წერ- 

ტილში X, +V, (X,,X,,X3,!) კოორდინატებით. (0,,1+9ძ!) შუა- 

ლედში ამ წერტილის გადაადგილების კომპონენტებია 

X, +M,(X,,X;,Xვ,' + ძ!) – IX, + M, (X,, X: ,X3)!)I 

= 2. ძ( =: M, თI. 

ძ5 ელემენტზე მოდებული გარე X,,ძ5ა ზედაპირული ძალე- 
ბის მუშსობა ((,1+ 9!) შუალედში 

X , IV, ძI-ძა –ის 

ტოლია, ხოლო ძV მოცულობაზე მოდებული დ. ძV მოცულო- 

ბითი ძალების შუშაობა კი 

დ; V,ძ!ძV -ს 

ტოლია. 

ამრიგად, 

ძ? - II X„ # ძ§ +I|)| დ, ი, “IM - 04M8.59) 
ა V 

აქედან, სიოს დ. 01.18.1)–ის თანახმად, 

«(+ ,,025+I დ, ძ/ 

„IV „M,), ს), +III, ი,ძ” 

=IIIC ქვე +, ს 4#+I IX, 
” ” 

=| | ი“,,ძV + | | | X,ჭ,ძ?, 018.6) 
„ ” 
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რადგანაც 

  

1 1 1 1 
X. " =224 ", +224) M,, =524ყ V,, + 24/4, 

1 
= X, 21%) +M,,)= X. 6, =:2VV . (1.18.7) 

მაგრამ 

ა L მირი, ძ“ 
IIV I, M, ძV =III2ჩ 2; თძV “ »#?' 

სადაც 
1 ჯ=-((||იი,ი,ძ/ >0, 118.8) 21II6 ( 

განსახილველი სხეულის კინეტიკური ენერგიაა, ე.ი. მისი ცალ- 

ჰეული ელემენტების ცოცხალი ძალების ჯამია. მართლაც, თ! 

მასის ცოცხალი ძალა განმარტების თანახმად 

1 .. 1 .. 
2" M, MI, = 2ჩ V, V, ძV -ს 

ტოლია. 

თუ სხეული იზოტროპულია ((1.18.6) ფორმულის მისაღებად 

იზოტროპულობის მოთხოვნა არ იყო საჭირო), მაშინ (1.18.7) 

მიიღებს შემდეგ სახეს: 

2M7 = X,6, =7,00,6, +2M06, 6, = #0 +2#6, 6, > 0. (118.9) 

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები: 

რი =0 C6/ =2მ0,, L#/. (1.18.10) 

მაშინ, (1.18.9)-ის თანახმად, ცხადია, 

მV 
Xჯ ტ,/“ 

მ C/ 

და 
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IIIX,ბ4” = I(=>% ბ,ძM = II > 29% 2 

(27) ძი V 

მ ” გი. 9/ კ 

ო) მ C/ 

რადგანაც, (1.18.10)-ის გამო, 

ძM . მ# მი, 
– ნი-“-. მ 

მმ ძმა ( 

__ 
“ი 6 –ა-0ი,=2-:-0= ”! ' L ვ 

ძი, მ 20, ძი,, მმ, მ! 

მაშასადამე, (1.18.8)-ისა და (1.18.11)-ის თანახმად, (1.18.6) 

მიიღებს შემდეგ სახეს: 

“- +, 3II VძV . 01812) 

    
ძ -II5 - =- I IIV4 018.1) 

      I%/ 

გაინტეგროთ (1.18.12)-ის ორივე მხარე Lაგ-დან 1 -მდე და გა- 

ვითვალისწინოთ, როშ საწყის მომენტში #ჯ'= VV =0; მაშინ მი- 

ვიღებთ გარე ზედაპირული ძალებისა და მოცულობითი ძალების 

მუშაობას დროის (7ე,1) , შუალედში: 

#=7+CV, (1.18.13) 

სადაც 

V =||IVძ7/ >0. (11814) 
” 

(118.9) ფორმულა გვიჩვენებს, რომ V/ დამოკიდებულია მხო– 

ლოდ მოცემულ მომენტში, მოცემულ წერტილში დეფორმირე- 
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ბულ მდგომარეობაზე. ამდენად, V დამოკიდებულია სხეულის 
დეფორმირებულ მდგომარეობაზე დროის მოცემულ ! მომენტში. 

ხ-ს ეწოდება სხეულის დეფორმაციის პოტენციალური ენერგია, 

იგი იშ მუშაობის ტოლია, რომელიც უნდა შეასრულონ მოცუ- 

ლობითმა ძალებმა და გარე ზედაპირულმა ძალებმა, რომ გა- 

მოიწვიონ დეფორმირებული (მოცემული) მდგომარეობა. მარ- 

თლაც, თუ სხეული ამ ძალებით ზემოქმედების შედეგად „ბუნებ- 
რივი” უძრავი (მოსვენებული) მდგომარეობიდან გადავა ახალ 

დეფორმირებულ უძრავ (მოსვენებულ) მდგომარეობაში, მაშინ, 

(1.18.13) ფორმულის თანახმად, 

#=V, (1.18.15) 

რადგანაც უძრავ (მოსვენებულ) მდგომარეობაში 1. =0. 

(1.18.13) ფორმულა გამოხატავს ენერგიის შენახვის კანონს: 

მოცულობითი ძალებისა და გარე ზედაპირული ძალების მუშაობა 

იხარჯება 7 კინეტიკური ენერგიისა და L დეფორმაციის პო- 

ტენციალური ენერგიის შექმნაზე. 
(I.)I86.9) ფორმულით განსაზღვრული სიდიდე მოცულობის ერ- 

თეულზე გათვლილი დეფორმაციის პოტენციალური ენერგიაა. 

მართლაც, (1.18.14) ფორმულიდან ცხადია, რომ ძV მოცულობა- 

ზე გაანგარიშებული პოტენციალური ენერგია V/თV-ს ტოლია და 

აქედან ზემოთქმული ცხადია. (1.18.9)-დან ნათელია, რომ ის 

არაგადაგვარებული კვადრატული ფორმაა, რადგან #>0 და 

I(>0 (იხ. §1.12). 

ახლა განვიხილოთ დინამიკის ძირითადი ამოცანების ამოხსნი- 

სა და ერთადერთობის საკითხი. ვთქვათ, რომელიმე მათგანი უშ- 

ვებს ორ ამონახსნს ერთი და იმავე მოცულობითი ძალების, საწ- 

ყის და სასახღვრო პირობებში. მაშინ, თუ განეიხილავთ მათ 

სხვაობას ძირითად განტოლებათა სიწრფივისა და ერთგვაროვნე- 

ბის გამო V,, X. ფუნქციების მიმართ, იგი დააკმაყოფილებს 

იმავე განტოლებებს მოცულობითი ძალების გარე და ერთგვარო- 
ვან საწყის და სასაზღვრო პირობებს, ე.ი. 
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მ V, ვლ =0 (118.16) M, |, =0, 

და 

X,,7I-=0, როცა 1>1ე, (1.18.17) 

რამდენადაც საზღვრის წერტილებში ან 

M,=0, როცა !=1ე 

ან 

X,,=0, როცა 1=1ე. 

აქედან გამომდინარე პირველ შემთხვევაში 

M,I§ =90 , 

და ორივე შემთხვევაში 

X,., M,I-=0, როცა L>1I1ა. (1.18.18) 

რადგანაც ამონახსნთა სხვაობისათვის მოცულობითი ძალები და 

(1.18.18) ნამრავლები ნულის ტოლია, ამიტომ მოცულობითი ძა- 

ლებისა და გარე ზედაპირული ძალების მიერ შესრულებული 

მუშაობა 

M#=0, 

ძI 
რადგან  (1.18.59ე0-ახის თანახმად, + =0 და აქედან 

# = C0/15§1 =0, ვინაიდან /ზ L>,, =0, რამდენადაც „ბუნებრივი“ 

წონასწორობის მდგომარეობაში სხეულზე არც მოცულობითი და 

არც ზედაპირული ძალები არ მოქმედებენ. ამიტომ, (1.18.13) ტო–- 

ლობის თანახმად, 

1+C =0. 
ეს უკანასკნელი კი, (1.18.8)-ისა და (1.18.14)-ის გამო, სრულდე- 

ბა მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

1.=0, V =0. 
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ე-ი. (1.18.8)-ის, (1.18.14)-ისა და (1.18.9)-ის ძალით დროის ყო- 

ველ 1=>1ა მომენტში 

I, =0, 6,, =0. 

ტოლობათა პირველი ჯგუფი გვიჩვენებს რომ გადაადგილების 

ვექტორი დროზე არ არის დამოკიდებული, ე.ი. უნდა გვქონდეს 

სტატიკური “შემთხვევ. გტოლობათთა მეორე ჯგუფი კი 

გვიჩვენეს, რომ სხეული “შეიძლეა მხოლოდ ხისტად 

გადაადგილდეს. რადგან მისი ზოგადი ამონახსნია (იხ. §1.6) 

", =0, +ხეXკ – ხX:, Mე =0თე +ხკX, – 0,Xც, 

(კ = 0კ + ხ,Xე – ხეX, 

ან მოკლედ, ვექტორულად – 
#=8+(ხ,X), X:=(X,,X:,X,), 

სადაც მ =(ი,ძი,ძ.) ხისტი გადატანის ვექტორია, ხოლო 

ხ =(ხ,ხ, ,ხ.) კი უსასრულოდ მცირე ბრუნვის ვექტორია (ხ, 

არის X, ღერძის გარშემო შემობრუნების უსასრულოდ მცირე 

კუთხე). მაგრამ რადგანაც საწყის მომენტში გადაადგილება არ 
გვაქვს, ამიტომ არც ხისტ გადაადგილებას ექნება ადგილი. 

ამრიგად, დინამიკის ძირითად ამოცანებს არ გააჩნიათ ერთზე 

მეტი ამონახსნი. 

რადგანაც სტატიკის ამოცანების შემთხვევაში ადგილი აქვს 

(1.18.15) ტოლობას, გვექნება, რომ მხოლოდ მ, =0. ცხადია, 

თუ სასაზღვრო პირობებში მონაწილეობენ გადაადგილებები, ე.ი. 

მეორე, მესამე', მეოთხე და შერეულ ამოცანებს ექნება ერთა- 

დერთი ამონახსნი ხოლო პირველი ძირითადი სასაზლვრო ამო- 

ცანის ამონახსნი განისაზღვრება ხისტი გადაადგილების სიზუს- 

ტით. 

  

' თუ § ბრუნვითი ზედაპირი არაა. თუ 5 ბრუნვითი ზედაპირია, მესამე ამოცა- 
ნას გააჩნია არატრივიალური ამონახსნები (იხ. |48), გვ. 88). 
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შენიშვნა 1.18.1. ადვილი სანახავია რომ ტემპერატურული 

მაბვების გათვალისწინებით, შენიშვნა 1.12.1-ის თანახმად, ლამეს 

(1.18.2) განტოლებები შეიცვლებიან 

თხ მ?", 
/(რV, +C#L+ M)0, “ემ 2 1,+თ,=0-- 52 > 01819) 

1 = I.2.3, 

განტოლებებით, რომელთაც დიუჰამელ-ნეიმანის თერმოგანტოლე- 

ბები ეწოდებათ. 

(11819) განტოლებებს უნდა დაემატოს სითბოგამტარობის 

(რომელიც მიიღება სითბოს ნაკადის განტოლებებიდან დე- 

ფორმაციის ტენზორის დროით წარმოებულის შემთხვევაში წევ- 

რის უკუგდებით, რაც ხშირ შემთხვევაში დასაშვებია, როგორც 

ამას ექსპერიმენტი გვიჩვენებს (იხ. (53), გვ. 92; (35), გვ. 79)) 

91 _ = თტ”ვარ (1.18.20) 
მ! C0 

2 
განტოლება, სადღაც 8დ==> ტემპერატურული _ გამტარობის 
„კოეფიციენტია, L-– მაქსველის სითბოგამტარობის კოეფიციენტი 

(ეი. სითბოს ის რაოდენობა, რომელიც დროის ერთეულში გა- 

ტარდება ერთეულის ტოლ სისქის ფენაში, როცა ზედაპირებზე 

ტემპერატურებს შორის სხვაობა 1'-ის, ხოლო ზედაპირის ფარ- 

თობი ერთეულის ტოლია), C – ხვედრითი სითბოტევადობა (ე.ი. 

სითბოს ის რაოდენობა, რომელიც საჭიროა მასის ერთეულის 

ტემპერატურის 1“-ით გაზრდისათვის), 0 – სიმკვრივე, M#- 

ძV ელემენტარულ მოცულობაში მოთავსებული სითბური 

წყაროს მიერ დროის ერთეულში მოცულობის ერთეულში 

გამოყოფილი სითბოს რაოდენობა. 
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(1.18.20) განტოლება განიხილება სხეულის საზღვარზე სხვა- 

დასხვა დამატებით პირობებში, კერძოდ, სამეცნიერო ლიტერატუ- 

რაში ძირითადად შემდეგი სახის სასაზღვრო პირობები გვხვდება: 

– დროის ყოველ მომენტში მოცემულია ტემპერატურა, 
– დროის ყოველ მომენტში მოცემულია სითბური ნაკადი, კერ- 

ძოდ, სითბური ნაკადი ნულის ტოლია: 

მ1I1 
–“--=0; 
მ» 

– ზედაპირზე გამავალი სითბური ნაკადი სხეულის 71' ტემპე- 

რატურისა და (გარე) გარემოს 70 ტემპერატურის სხვაო- 

ბის პროპორციულია, ე.ი. 

„91, MV-X)=0, 
მ» 

სადაც #M სითბოს გაცემის კოეფიციენტია (ასეთ შემთხვევა- 

ში ამბობენ, რომ ხდება ზედაპირიდან გამოსხივება); 

– თუ სხეულის ზედაპირი ორი სხვადასხვა სითბოგამტარობის 

(M, და #M.) და ტემპერატურის (7, და 71) ფენის 

საერთო ზედაპირია, მაშინ 

„90 -, 99%. 
როვ, თ % მ” 

გარდა ამისა, თუ სხეულის საზღვარზე მოცემულია ძაბვები, 

მაშინ (1.18.19) სისტემისათვის, (1.12.28)-ის თანახმად, გვექნება 

შემდეგი სასაზღვრო პირობები: 

თ 
X,,(V) = მ, +MV,, +M- “78, ჩ, = #, 

| = 1.2.3, 

სადაც #, სხეულის ზედაპირზე დროის ნებისმიერ მომენტში 

მოცემული ფუნქციებია. 
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სასაზღვრო პირობებს უნდა დაემატოს აგრეთვე 

I(X,X,,%,/ი)= X(X,X, 2) X6C+92, 
და 

M,X ,+,,X,,/ი)=C, ( ,X:,%), 

მი,(=.,X.X./ი) 
მ! 

საწყისი პირობები, სადაც ჯ, თ, და V/ მოცემული ფუნქციებია. 

როგორც ვხედავთ იზოტროპული სხეულის შემთხვევაში 

საწყის-სასაზღვრო ამოცანები 1 ტემპერატურისა და II გადაად- 

გილებისათვისს იხლიჩება ორ დამოუკიდებელ ამოცანად იმ 

თვალსაზრისით, რომ ჯერ დამოუკიდებლად ვპოულობთ 1-ს 

შესაბამისი საწყის-სასაზღვრო ამოცანის ამოხსნით, ხოლო შემ- 

დეგ ცნობილი 1-ს საშუალებით ვპოულობთ II-ს იმ ტიპის 

საწყის-სასაზღვრო ამოცანის ამოხსნით, რომელსაც იმ შემთხვე- 

ვაში ვიკვლევთ, როცა ტემპერატურულ ძაბვებს (ან რაც იგივეა, 

ტემპერატურას) არ ვითვალისწინებთ. 

დრეკადობის თეორიისს ძირითადი ამოცანების ამონახსნის 

არსებობის თეორემები დამტკიცებულია, მაგალითად, |12), (48), 

(591-ში (იხ. აგრეთვე § 1.21). 

=V/,(X,X,,X) 1=1,23, XC §ა, 

§1.19. კლაპეირონის თეორემა 

ვთქვათ, დრეკადი სხეული მოცულობითი ძალებისა და გარე 

ზედაპირული ძალების მოქმედების შედეგად იმყოფება წონასწო- 

რობის მდგომარეობაში. მაშინ აღნიშნული ძალების რ მუშაობა 

V, გადაადგილებაზე 

4#=|I| X,,«,ძ5§+||| X,«,ძV 
§ V 
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= II XIII, ძ5 +I| X,I, ძV 
§ჯ V 

=|IIICX,,+ X,)#/«V +)| | X,M,, ძV 
V V 

= II X,49,ძ/ =2||IVძ/ =2ხ. (1191) 
” V 

ეს უკანასკნელი ტოლობა გამოხატავს კლაპეირონის თეორე- 

მას: დეფორმირებული სხეულის პოტენციალური ენერგია სხეუ- 

ლზე სტატიკურად მოდებული მოცულობითი და გარე ზედაპი- 
რული ძალების გადაადგილებებზე შუშაობის ნახევრის ტოლია, 

იმ პირობით, რომ მათ თავიდანვე ჰქონოდათ ის მნიშვნელობები, 

რასაც ისინი ფაქტობრივად იღებენ დრეკადი წონასწორობის 

დამყარების მომენტისათვის (სინამდვილეში მათი საწყისი მნიშ- 

ვნელობები ნულის ტოლია). 

§1.20. სენ-ვენანის პრინციპი 

დრეკადობის თეორიის ამოცანების პრაქტიკულად ამოხსნას 

ამარტივებს სენ-ვენანის პრინციპი, რომელიც შემდეგში მდგომა- 

რეობს: თუ ზედაპირის მცირე უბანზე მოქმედი ძალები სტატი- 

კურად ნულის ექვივალენტურია (სტატიკურად ნულის ექვიგა- 
ლენტურ სისტემის ქვეშ გვესმის აბსოლუტურად მყარი სხეუ- 

ლის სტატიკის თვალსაზრისით ნულის ეკვივალენტური სისტე- 

მა), მაშინ ეს სისტემა მნიშვნელოვან გავლენას არ ახდენს 

სხეულის იმ ნაწილის დეფორმირებულ (დაძაბულ) მდგომარეო- 

პსზე, რომელიც აღნიშნულ უბანთან ახლოს არ მდებარეობს. 

სენ-ვენანის პრინციპი შეიძლება სხვაგვარადაც ჩამოვაყალი- 

ბოთ: თუ სხეულის ზედაპირის მცირე უბანზე მოქმედი ზედაპი- 

რული ძალების სისტემას შევცვლით მისი ეკვივალენტური სწვა 

სისტემით, ეს გარემოება გავლენას არ მოახდენს სხეულის იმ 
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ნაწილის დეფორშირებულ (დაძაბულ) მდგოშარეობაზე, რომელიც 

აღნიშნულ უბანთან ახლოს არ მდებარეობს. 

ცხადია, ორივე ფორმულირება ერთმანეთის ეკვივალენტურია. 

§1.21. დრეკადობის თეორიის ამოცანების ამოხსნის მეთოდები. 

ამონახსნის არსებობის თეორემები 

დრეკადობის თეორიის ამოცანების ამოხსნის სამ ძირითად მე– 

თოდს განასხვავებენ: 

1. პირდაპირი შეთოდი გულისხმობს სასაზღვრო ამოცანების 

ამოხსნას უშუალო ინტეგრებით; 

2. შებრუნებული შეთოდის შემთხვევაში წინასწარ მოცემუ- 

ლია გადაადგილებები და ძაბვები, რომლებიც აკმაყოფილებენ ძი–- 

რითად განტოლებებს და მათი საშუალებით ხდება შესაბამისი 

გარე ძალების განსაზღვრა; 

' ჭ. ზენ-ვენანის ნახევრადშებრუნებული შეთოდით ამოცანების 

ამოხსნისას წინასწარ უშვებენ, რომ გადაადგილების ვექტორისა 

და ძაბვის ტენზორის ზოგიერთი კომპონენტის სახე ცნობილია, 

რაც დანარჩენი კომპონენტების განსაზღვრისას ამარტივებს ძი- 

რითად განტოლებათა სისტემას. 

სამგანზომილებიანი დრეკადობის თეორიის კონკრეტული ამო- 

ცანების ამოხსნები მოცემულია, მაგალითად, (50), (481)-ში. 

ვთქვათ, დრეკად სხეულს უკავია M1-ის რაიმე §–ა არე, რომ- 

ლის 0 §ჩ+ საზღვარი ლიპშიცურია (54) (იხ. აგრეთვე დამატება 1, 

განსაზღვრა 40). ამასთან დავუშვათ, რომ IL. C09ძ65+ არის და- 

დებითი ზომის და 5:= 0 §2MIL . 

განვიხილოთ შემდეგი სასაზღვრო ამოცანა (იხ. § 1.16): 

4 = IM + (2.6+Iსთიძძს=თ §«+-ში- (1211) 
7=5% 4-ზე, (1.21.2) 
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7=0 L”-ზე, (1.21.3) 

სააც 2 =(რ,თდ, თ) #7 :=((79),,(7V);,(7X)ჯ3), 
(IV), = X,I(II,, L =1,2,3. 

ჩვენ ვეძებთ. (1.21.1)-(1.21.3) სასაზღვრო ამოცანის ამონახსნს 

სობოლევის |II'(§)| სივრცეში (იხ. დამატება 1, განსაზღვრე- 
ბები 53-55 და შენიშვნა 13). დავუშვათ, რომ 

1 

დ, C MI I(C) და §, C/I 2(5), #=123. (121.4) 
(1.21) განტოლება გვესმის განაწილების აზრით. (1.21.3) პი- 

1 

რობა გვესმის კვალის აზრით. (1.21.2) პირობა გვესმის II ?(5) 

აზრით, რადგან თუ IM C IM/'Cდა!' და 7#4MC (7 ი (Cა|” , მაშინ 

1 

1V C I 7(4§) ფუნქციონალი განიმარტება 

(IV,V 9), = | X,C)0,C)ძი+(თ,-), VIXC #I'(§)) 
9 · 

გრინის იგივეობით, სადაც ( · ) პი აღნიშნავს L. –დუალობას 

I 3 1 3 

» ?(9 თ. -სა და – თ) -ს შორის, ხოლო (. , ა ი 

კი – L.-დუალობას Iწ“ (რ)|“ –სა IIV'CC)|” -ს შორის (იხ. 

დამატება 1, თეორემა 23). 

შემოვიღოთ 

IM'(§ა,L):= (დ CV'(C0):დ =0. L'-ზე) 
აღნიშვნა. . 

(1.21.1)-(1.21.3) სასაზღვრო ამოცანა ეკვივალენტურია შემდე- 
გი ვარიაციული ამოცანის: 
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ვიპოვოთ V C IV ! (ი,ო)” ისეთი, რომ 

80, 6") = -(=) VIVMVC I/'(C,ლ1',  (1.215) 
სადაც 

8C(M,IL") := Iთ, (I)6,(M”)ძX, 

–ჩ05 =-(6,«") +(წ,6 5), 

აქ ( , ა /„ პრის დუალობა (VI CM)“ და (M/- CV)“ სივ- 

1 
რცეებს შორის, სადაც # = 1, თუ M = ა და 752. თუ 

MM =5. 
ორივე ზემოხსენებული ამოცანა ეკვივალენტურია მინიმიზა- 

ციის შემდეგი ამოცანის: 

ვიპოვოთ M C IV'(დ,ო)” ისეთი, რომ 

(CI )> წთ) VI·C IVI(C,ო),, (216 
სადაც 

წთ") == 80, 5– #წდუ. 0217) 
სამართლიანია არსებობისა და ერთადერთობის შემდეგი (იხ., 

მაგალითად, (59), (27)) 

თეორემა 1.21.1. თუ ხა არის არე ლიპშიცის საზღვრით, 

LI #2C და სრულდება (1.21.4) პირობები, მაშინ (1.21.1)-(1.21.3) 

სასაზღვრო ამოცანასს და ამდენად (1.21) ამოცანასა და 

(1.21.6), (1.27) მინიმიზაციის ამოცანას აქვს ერთადერთი 

” C I#V'(C,ო|” ამონახსნი და 

III, Mი,ო)” 5C ( დ M/“Mი,ო|)” +I5I-.ა) I 
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სადაც C არის დადებითი მუდმივი, რომელიც არ არის დამოკი- 

დებული #, დ და #-ზე. . 
თეორემის დამტკიცება ემყარება ლაქს? – მილგრამის“ ? 

თეორემსს (იხ. დამატება 1 თეორემა 25), რამდენადაც 

– # წრფივი შემოსაზღვრული ფუნქციონალია; 

–-8C,..) ორადწრფივი ფორმა, კორნის”') უტოლობის თანახ- 

მად, კოერციტიულია ; 
8(V,V) > 6,;I9II, 

და შემოსაზღვრული 
– – –2 –»X 

8(V,V) <0)IV MMიოI IV თო · 

სადაც 0, და 0 ვ დადებითი მუდმივებია. 

VMC MI'(62,IL) 
'დუ)” 

    

1 3 

შენიშვნპ 1.211. თუ 3. ) , თდC ჩწყი 

LI, 5C C”, სადაც #7>0 მთელი რიცხვია, მაშინ 

#C IV ”?(M1”, 
სადაც §+% არის §+-ს ისეთი ნებისმიერი ქვესიმრავლე, რომ 
(აბრ(ა 9L )=თი. უფრო მეტიც, არსებობს ისეთი 

C = C(-ა-”) >0 მუდმივი, რომ 

უსა < 210 ა: +IV II 04)” I. 

  

') პ. ლაქსი (1926). 
–) ა.ნ. მილგრამი (1911-1961). 

ა) ა. კორნი (1870-1945). 
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თუ დამატებით #§6C(C"(თფ), თდCIC?%(ე), §CC“” მაშინ 
7 CIC““( §2 #))ბ, სადაც 0<><1 არის ჰიოლდერის? მაჩვენებე- 

კლი. 

თავი V. ჰიდროდინამიკის სტაციონარული და 

არასტაციონარული ამოცანები 

§1.22. ლაგრანჟის და ეილერის ცვლადები 

უწყვეტი გარემოს მოძრაობის შესწავლის დროს არსებობს 

ორი მიდგომა. თუ უწყვეტი გარემოს ნაწილაკს განვიხილავთ, 

როგორც მოძრავ მატერიალურ წერტილს, მაშინ მთელი სხეუ- 

ლის მოძრაობის დასახასიათებლად აუცილებელია შემოვიღოთ 

გარკვეული პარამეტრები, რომლებიც სხეულის ამა თუ იმ წერ- 

ტილს დაახასიათებენ. 

ვთქვათ, ასეთი პარამეტრები იყოს მატერიალური წერტილის 

წ. 1=12,3, კოორდინატები დროის რაღაც (ვთქვათ, საწყის) 

მომენტში. მაშინ სხეულის მოძრაობის განტოლებები შემდეგი 

სახით ჩაიწერება: 

X, =X,(6,,6:,6კ,,, 1=123, (1.22.1) 

სადაც X, =X,(6 ,,6 :,6,,1), 1=1,2,3, არის დროის (ჯ მომენ- 
ტში იმ მატერიალური წერტილის კოორდინატები, რომლის 

კოორდინატებიც საწყის მომენტში იყო 68., 1=L1I2,3. ცხადია, 

სიჩქარის და აჩქარების კომპონენტებს ექნებათ 

  

ა ო.ლ. ჰიოლდერი (1859-1937). 
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V,=X(5,6,,6.,,)= მX,(6,5:,53,!) 
მ! 

ძ0.22.2) 
ა ” ”” ა 

3 
; 

ვრ53273 

და 

· .. 
, მ“ 

” ” ს. 

ი, =V, -#6,6,6,0-9-5წანაბმ (1.22.3) -9%წ.ნ.ნ , ეკ მ! | 

სახე, თუ გავითვალისწინებთ (1.6.2)-ს, სადაც X,-ს და X»”-ს 

შევცვლით შესაბამისად 8 თ და X,-თ. ასეთ მიდგომას ეწოდე- 

ბა ლაგრანუჟის მეთოდი, ხოლო 6. წ., 6. პარამეტრებს – 

ლაგრანჟის ცვლადები. ამრიგად, სხეულის მოძრაობის ლაგრან- 

ჟის ცვლადებში შესწავლა გულისხმობს მისი ცალკეული მატე- 

რიალური წერტილების მოძრაობის შესწავლას და აქედან 

გამომდინარე მთელი სხეულის (უწყვეტი გარემოს) მოძრაობის 

შესწავლას. 

არსებობს მეორე მიდგომაც, როცა სხეულის მოძრაობის შეს- 

წავლა ხდება საკოორდინატო სისტემის სხვადასხვა წერტილში 

სხეულის ნაწილაკების მოძრაობის მახასიათებლების (სიჩქარე, 

აჩქარება, ძაბვები და სხვ.) დროის განმავლობაში ცვლილებების 

განხილვით. სხვა სიტყვებით, დამკვირვებელი სივრცის მოცემულ 

წერტილში შეისწავლის დროის სხვადასხვა მომენტში მყოფ, 

საზოგადოდ სხვადასხვა, ნაწილაკის მოძრაობის მახასიათებლებს 

და ამღენად, ახდენს რა დაკვირვებას უწყვეტი გარემოს მიერ 
დაკავებულ ყველა წერტილში, შეისწავლის მთელი უწყვეტი 
გარემოს მოძრაობას. ასეთ მიდგომას ეწოდება ქილერის მეთოდი. 

ეილერის მეთოდის გამოყენებისას დრო, სიჩქარე, აჩქარება, ძაბ- 
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ვები და სხვა სიდიდეები განიხილება, როგორც X,, X:, X3, 1! 

ცვლადების, რომელთაც ქილერის ცვლაღები ეწოდება, ფუნ- 
ქციები. შევნიშნოთ, რომ სხეულის ცალკეული ნაწილაკების გა- 

დაადგილება შეიძლება შესწავლილ იქნეს მხოლოდ ლაგრანჟუჟის 

ცვლადებში. ამ შემთხვევაში ეილერის „ცვლადების გამოყენება 

შეუძლებელია და მათზე გადასვლა მხოლოდ ფორმალური ხა- 

სიათის მქონე ოპერაციაა, რომელიც არ ცვლის მიდგომის თვალ- 

საზრისს. თუ სიჩქარე V(X, ,X:,X3,!), 1=1,2,.3, მოცემულია 

ეილერის ცვლადებში, მაშინ აჩქარების გამოსათვლელად იმავე 

წერტილში საჭიროა გადავიდეთ ლაგრანჟის ცვლადებზე 

V,(X,)X,,X,? 

= V,IX,(C,6,,6კ,'XX-.(5,,6,,6კ,()X,(5,,6,,63)!)! 

და გამოვიყენოთ რთული ფუნქციის გაწარმოების წესი: 

ძს, მV, ძ09V,0X, 
ძ, ჭე რერბ (1.22.4) 

თუ გადაადგილებები მცირე სიდიდეებია და გამოვრიცხავთ 

ფლუქტუაციებს, მაშინ სხეულის ცალკეული წერტილების სიჩ- 
ქარეებიც მცირე სიდიდეები იქნება. თუ დავუშვებთ, რომ მათი 

წარმოებულებიც იმავე რიგის მცირე სიდიდეებია, მაშინ   

V, 

მX, 

მ V, 
V, 2». სიდიდეები იქნება მეორე რიგის მცირე სიდიდეები. მა- 

X 

თი უგულვებელყოფის შემდეგ (1.22.4)-დან მივიღებთ, რომ 

.·  მV, 
ძ, =V ==“-–-, ' , მ, 
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ეს უკანასკნელი კი ემთხვევა (1.22.3)-ს. საერთოდ, ეს შემთხვევა 

მეტად მნიშვნელოვანია, რადგან მცირე გადაადგილებები დამახა- 
საათებელია დრეკადი სხეულებისათვის. ვიპოვოთ კავშირი 

მV,(6,,6:,53,)) ძM(C,.6:,6კ)1) ა 
მი, წ 9ძX, 

IL = 1,2,3, 

სიდიდეებს შორის. ცხადია, 

მ,(6,,6:,6კ,!) – მ", ძა, 1 = 1.2,3. 

  

  

მ», ' მ6, მX,. ' 
გაგრამ 

6 =X -VM,, (1.22.5) 

ამიტომ 
ძ§5. _,_მ9V, მძი მ. მ6კ _09M, 

მX, მ» ' მჯ» მX” მჯ მ», 
და 

მ, მ მიმ", 
ალეა , 1=123. 
ძX ძნ, ძი, 0მX, 

მოხე რიგის მცირე სიდიდეების უგულვებელყოფით მივიღებთ 

    

9M, _9V, 
ძX, _ 0, : 

ანალოგიურად დამტკიცდება, რომ 
მს ძ0V, მ, მ! 

== ა –ეაეუაე–= · 

მ» მე “ მშX 8086, 
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§1.23. ნავიე-სტოქსის განტოლებები. სტოქსის და ოზეენის 

მოდელები. ეილერის განტოლებები 

თუ საწინააღმდეგო არ იქნება თქმული, ჩავთვალოთ, რომ 

CI) არე, რომელიც უკავია სითხეს დროის ( მომენტში, არ 

არის დროზე დამოკიდებული (მაგალითად, წყალი მიედინება არ–- 

ხში ისე, რომ წყლის დონე არ იცვლება), ე.ი. CV)=C2C #21 

(იხ. (32)). 

როგორც ვიცით, (1.18.1) განტოლებები სამართლიანია ნების– 

მიერი (გაზი, სითხე, დეფორმადი მყარი სხეული) უწყვეტი გა–- 

რემოსათვის. მას, (1.22.4)-ის თანახმად, ეილერის ცვლადებში 

ექნება შემდეგი სახე: 

X,,+8,= თ ფულები 8) (123.1) 

ბლანტი სითხის მოძრაობის განტოლებების მისაღებად 

(1.23.1)-ში შევიტანოთ ნიუტონის განზოგადებული (1.13.7) კანო- 

ნით განსაზღვრული X ყ: 

იC, +V,V,, )= /,0V, +( #+ M )V,„ც – დ, +0,, 

(=1,2, 
თუ #. = #L=0, ე.ი. სითხე არ არის ბლანტი, (1.23.2)-დან 

მივიღებთ იდეალური სითხის მოძრაობის შემდეგ განტოლებებს: 

0(V,+V,V,,)+ს,=%,, 1=12.3, (1.23.3) 

რომელიც ჟილერის განტოლებების სახელს ატარებს. 

ნავიე-სტოქსის (1.23.2) განტოლებები და, კერძოდ, ეილერის 

(1.23.3) განტოლებები, როგორც ვხედავთ, არაწრფივი განტოლე- 

ბებია უნდა შევნიშნოთ, რომ მათი არაწრფივობა გამომდინა- 

რეობს არა ფიზიკური მოდელირებიდან, არამედ მათემატიკური 

მოსაზრებებიდან (იხ. (1.22.4)-ის გამოყვანა). 

(123.2) 
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თუ, სიმცირის მოსაზრებიდან გამომდინარე, (1.23.2) განტო- 

ლებებში V,V,, სიდიდეებს უგულებელვყოფთ, მოხდება ნავიე- 
სტოქსის განტოლებების გაწრფივება და მივიღებთ ბ/ტზოქსის სა- 

ხელით ცნობილ შემდეგ განტოლებებს. 
0», – სMV, – (L+ I)V,,+ 9,=Cთ,, 1=1,2,3. (1.23.4) 

ოზეენის ) სახით გაწრფივების შემთხვევაში უშვებენ, რომ 

სითხის დინება მცირედ განსხვავდება რაიმე მიმართულების მუდ- 

მივ VV სიჩქარიან დინებისგან, ე.ი. 

V, =VI +VI), 7=1,2,3, 

და შემდეგ (1.23.2) განტოლებებში, სიმცირის მოსაზრებიდან 

გამომდინარე, უკუაგდებენ არაწრფივ წევრებს: 
ი + VIVI, )= M#V; + (2+ /I)V1, – ” +დ, (1.23.5) 

1=1,2,3. 

ჰიდრომექანიკაში მოძრაობას ეწოდება სტაციონარული (დამ- 

დგარი), თუ მოძრაობის დამახასიათებელი სიდიდეები (სიჩქარე, 

წნევა და სხვ.), დამოკიდებულნი არიან ეილერის („ცვლადებზე 

(რომლებიც, საზოგადოდ, დროის ფუნქციებია), ხოლო უშუა- 

ლოდ დროზე დამოკიდებულნი არ არიან. ამის შესაბამისად 

(2.23.4) განტოლებები მიიღებენ 

IIტV, +(#+ V)V,, – ნ,+დ,=0, 1=1,2,3, (1.23.6) 

სახეს. 

ნიუტონის მექანიკის ფუნდამენტურ კანონს წარმოადგენს მა- 

სის შენახვის კანონი. ის სამართლიანია ნებისმიერი უწყვეტი გა– 

რემოსათვის და მდგომარეობს იმაში, რომ სხეულიდან აზრობრი- 

ვად გამოყოფილ ნებისმიერ დროში ცვალებად §2(,) მოცულო- 

ბაში, რომელიც გარემოს ერთი და იმავე ნაწილაკებისაგან შედ- 

გება, მოთავსებული მასა არ იცვლება დროთა განმავლობაში. ეს 

  

'“კვ. ოზეენი (1879-1944). 
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კანონი ექსპერიმენტულად დადგენილად უნდა ჩაითვალოს (იხ., 

მაგალითად, |57)). 1 იემატიკურად ეს იმას ნიშნავს, რომ 

+ (ი( (X,,X,,X-,,)ძი =0. (1.23.7) 
-V დV) 

, ' რმოებულის განმარტების თანახმად, 

“ წიC,X,,X,,! ჯ)ძი 

  

  

# ლთ 

I 0(თ,X.,X,,1 + #/)ძნა – | 0(=,X,,=,/)ძია 
·- _ 9XI/+#ტ/) (1109) 

= III 
#4/–30 #ტ! 

(ით „X:,Xვ,( + M)ძი 
= სიე §XI(/(+4ტ!)–§I(I,) 

ტ!-30 #/! 

|სიფ,.=,X.! + #/)– 0(=,=,X,,1)|ძC 
+ (91(4) 

MI 

= | 0(C,=,,=ი,(X,(C,X,X,,()ძ5 

თრ (1.23.8) 
+ I მიC,=.9./) რო 

ით 0! 

რადგან §2(ჯ + # 1) – §XI) მოცულობა შედგება ელემენტარული 

ძი =V,ძაM 
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ცილინდრებისაგან (იხ. ნახ. 1.231) და, როცა #რ61-20, 

მ 0V+#4/) ზედაპირი მიისწრაფის ძ6CანI) ზედაპირისაკენ, 

ხოლო 0(5,X,X,,(+4!) სიმკვრივე – 0 (X,)X,,X3,1) -სკენ. 

  

  

ნახ. 1.23.1 

მაგრამ, გაუს-ოსტროგრადსკის ფორმულის თანახმად, 

|იV,ძ§ = | იV,,ძ§ = |(ი V,),ძ:. (123.9) 
2მ9(I) ძCXI) XV) 

(1.23.7)-(1.23.9 )-დან როგორც მთელი მოძრავი გარემოსათვის, 

ასევე მისგან აზრობრივად გამოყოფილი ნებისმიერი ნაწილისათ– 

ვის, გამომდინარეობს, რომ 

I 52. #), რი -ი. 
ძთიL 9! 

ამდენად, 

ილი 9=0 VXCC, როცა ჯ>%), (123.10) 
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სადაც ძIVV:=V,,. (1.23.10) განტოლებას ეწოდება 

უწყვეტობის განტოლება ეილერის ცვლადებში. ცხადია, რადგან 
ძIVC0 V) = (ი V,), =0V,,+0,V,=0V,)+70,X,, 

ამოტომ (1.23.10) შეიძლება ჩაიწეროს შემდეგი სახითაც 

4 + 0ძIV V =0. (1.23.11) 

განტოლებათა სრული სისტემის მისაღებად (1.23.2)-ს უნდა 

დაემატოს უწყვეტობის (1.23.10) და მდგომარეობის (ბაროტრო- 

პული სითხის შემთხვევაში) 

ი= /(ი) (12312) 
განტოლება, სადაც # გარკვეული ფუნქციაა. 

(1.23.2), (1.23.10) და (1.23.12) განტოლებათა სისტემა შეი- 

ცავს ზხუთ V,, V,, Vკ, X და 0 უცნობს, რომლებსაც ვეძებთ 

VCXV/-)=V.(ი0, »6CC0, 0.23.13) 
საწყის? და 

V = §(X,!I) 9 §ბ-ზე, 7>Lა, (1.23.14) 

სასაზღვრო პირობებში, სადაც Vი-(X) და §(X,1) მოცემული 

ვექტორ-ფუნქციებია, 
როცა #=0, ძია საზღვარი უძრავი და მყარია და შეესა- 

ბამება იმ შემთხვევას, როცა საზღვარზე სითხე არ სრიალებს 

და ეკვრის მას; ხოლო როცა § #0, საზღვარი მოძრაობს დასა– 

ხელებული § "სიჩქარით. 

(2.23.14) სასაზღვრო პირობა შეიძლება შეიცვალოს 

V, :=(V,II)=V,Iს,=0, X,=0 ძაა-ზბე (1.23.15) 

  

)" სტაციონარული მოძრაობის შემთხვევაში (1.23.13) პირობები ზეღმეტია, 

რადგან განტოლებებში არ გვექნება დროით კერძო წარმოებულები. ა



სასაზღვრო პირობებით, სადაც X,, არის X,-ის მხები კომპო- 
ნენტი. (1.23.15) შეესაბამება იმ შემთხეევას, როცა საზლვარზე 

სიჩქარის V, ნორმალური მდგენელი და ძაბვის ვექტორის X.. 

მხები მდგენელი ნულია (ე.ი. სითხეს საზღვრის გასწვრივ სრია- 

ლი შეუძლია). (ჯხადია, (1.23.15) პირობები შეიძლება არაერ- 

თგვაროვანიც იყოს. 

სითხეს ეწოდება არაკუმშვადი, თუ მისი ნებისმიერი ნაწილის 

მოცულობა უცვლელი რჩება (მუდმივია) მოძრაობის დროს, ე.ი. 

მოცულობითი გაფართოების (იხ. (1.9.9)) დროით წარმოებული 
თIV V=0. (1.23.16) 

ამდენად, თუ სითხე არაკუმშვადია, მასის შენახვის (1.23.11) კა- 

ნონიდან მივიღებთ, რომ 

«ა 
მ! 

ეი– 0 მუდმივია სითხის მოძრაობის ტრაექტორიების გასწვრივ. 

აქედან გამომდინარე, როცა სითხე ერთგვაროვანია, რაც იმას 

ნიშნავს, რომ / არ არის სივრცის წერტილის ფუნქცია, დავას- 

კვნით, რომ / = C07#1§!. 

გთქვათ, / = C0M§/, მაშინ (1.23.11)-ის თანახმად, სრულდება 

(1.23.16). 

გავაწარმოოთ (1.23.2) X,-ის მიმართ, ავჯამოთ I-ს მიმართ 

1-დან 3-მდე, გამოვიყენოთ შვარცის თეორემა და გავითვალისწი– 

ნოთ (1.23.16); მაშინ გვექნება, რომ 

რი=ძ(დ-V,V,ც. (1.23.17) 
V და 0 უცნობი სიდიდეები სხვადასხვა როლს თამაშობენ. 

დროის ყოველ (1 მომენტში, საწყისი მომენტის ჩათვლით, ჯ წნე- 

ვა შეიძლება განსაზღვრული იქნეს, როგორც (1.23.17) განტო- 

ლებისათვის ნეიმანის ამოცანის ამონახსნი. მართლაც, (1.23.16)- 

ის ძალით, (1.23.2) მიიღებს 
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ის, +V,V,,)= MMV, – ნ,+%,  1=1,2,3, (1.23.:18) 
სახეს. თუ ახლა (1.23.18)-ს გავამრავლებთ 7”), -ზე, ავგჯამავთ 1-ს 

მიმართ და გავითვალისწინებთ ერთგვაროვან (1.23.14) პირობას 

(ე.ი. , 

V=0 ძია -ზე, როცა 1 =10), (1.23.19) 

მივიღებთ 

90 “თ, + /სტV, ·II, 0 52 -ზე 
მ» 

ნეიმანის პირობას. 

დასმული ამოცანები გამოკვლეულია, მაგალითად, (|32|)-ში (იხ. 

აგრეთვე (151). ნავიე-სტოქსის განტოლებების ბუბტი (ვარიაციუ- 
ლი) ფორმულირება შემოღებული იყო ჟ. ლერეს! მიერ. 
(1.23.18) განტოლება ჩავწეროთ ვექტორული ფორმით: 

დ, (1.23.20) 

სადაც 

0 0 090 - ძმ 
V:.=I –--–-–-, ·-V-=V-–-., 

წ. მ X, >) , , მX», 

#I, ((ბ) -თი აღვნიშნოთ Cე (§პ) -ს ჩაკეტვა M'(§2ბ) -ს წორ–- 

მით. (1.23.20) განტოლება გავამრავლოთ სატესტო 

VVC V = LC IMI(C)1', V9#=0, (12321) 

ვექტორზე და მიღებული გამოსახულება (9) არეზე ვაინტეგროთ. 

ნაწილობითი ინტეგრების შემდეგ მივიღებთ, რომ 

  

– ჟ. ლერე (1906-1998). 
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(L.23.22) 

რადგან (I (2)|' -ში სკალარული 
ფC0,V%)= | V,(=0V, 0ეძი 

ნამრავლი სივრცით ცვლადებზე არ არის დამოკიდებული და, 

(1.23.21)-ის გამო, 

I(ზი -V#M6) = (ია VX VIMს – | იძ V “ძთ6Cა =0. 
ი იი ი 

შემოვიღოთ ზოგიერთი ცნება. ვთქვათ, –=<=0<ხ5<+9% და 

X რაიმე ბანახის სივრცეა. მოცემული §-სთვის, 1 < §5<+5%, 

L, (Iი,ხC X ) აღნიშნავს 1)ი,ხ -ზე განსაზღვრულ L. ინტეგრე- 

ბად ფუნქციათა სიმრავლეს მნიშვნელობებით X-ში, რომელიც 

ბანახის სივრცეა 

' ; MVის4« 
ნორმით L-(10,ხ,X) აღნიშნავს 1ი,ნ(-ზე განსაზღვრულ 

არსებითად შემოსაზღვრულ ფუნქციებს 
0§§8სI / (1) „ 

)ი,ხ! 

ნორმით, სადაც რ§§§სს (არსებითი ზედა ზღვარი) აღნიშნავს 

ნული ზომის სიმრავლემდე სიზუსტით §ს0 -ს )თ,ხ( -ზე. სხვა 

სიტყვებით, / (ჯ)-ს ეწოდება არსებითად შემოსაზღვრული, თუ 

არსებობს ისეთი C = C0M§L, რომ თითქმის ყველგან I0,ხ( -ზე 
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I/ დ)I, <<. 
ასეთი C რიცხვების ქვედა ზღვარს | # (I ჯ “ის არსებითი ზედა 

ზღვარი ეწოდება. 

ჩვენ ვეძებთ ისეთ V(I)C ” ვექტორ-ფუნქციას თითქმის ყვე- 

ლა 1 >0-სთვის, რომლისთვისაც (1.23.22), (1.23.13) სრულდება 

განაწილების აზრით. შევნიშნოთ, რომ (1.2319) სასაზღვრო 

პირობა გათვალისწინებულია V(I)C IMI(C)|” მოთხოვნაში. 

L; -თეორაში (1.23.21), (1.23.13) კვარიაციული ამოცანის 

(იხ. (32), გვ. 343) ბუსტ ამონახსნს ვუწოდებთ ამონახსნს, რო- 

მელიც ეკუთვნის #I,(10,7(V)ს და L_()0,7 L7/)-ს 
V7>0, ხოლო ძლიერ ამონახსნს კი ისეთს, რომელიც 

ეკუთვნის 

ჩნ 0,7 (M ოIM'(დ)1”) და L II0,ILV)-ს VI>0, 
სადაც 

M 3 .– – M =VCI,(C)),, ძV#%=0, VII, =0|. 
C–ა C #2? -ისთვის ფორმულირებები ანალოგიურია. 

დღევანდლამდე მიღებული შედეგების შეჯამებით შეიძლება 
დავასკვნათ შემდეგი (იხ. |32), გვ. 344): 

ვთქვათ, (-C7#? ?. მაშინ ამოცანა კორექტულია ადამარის ) 

აზრით: სუსტი ღა ძლიერი ამონახსნები არსებობენ და ერთად- 

ერთნი არიან, თუ მონაცემები საკმარისად რეგულარულია, და 

შესაბამის სივრცეებში უწყვეტად არიან დამოკიდებულნი მონაცე- 

მებზე. 

ვთქვათ, CC), მაშინ ძლიერი ამონახსნი არსებობს და 

ერთადერთია რაიმე 10,7 #| ინტერვალზე, სადაც 1 % დამოკი–- 

  

შუ. ადამარი (1865-1963). 
129



დებულია მონაცემებზე (ფაქტობრივად შედეგი ლოკალურია); 
სუსტი ამონახსნი არსებოს 1I0,+თ, ინტერვალზე. სუსტი 

ამონახსნის ერთადერთობის საკითხი ღია პრობლემაა, ისევე, 

როგორცკც ძლიერი ამონახსნის არსებობის საკითხი დროის 

ნებისმიერი ინტერვალისთვის (ეი. გლობალური ამონახსნის). 

ცხადია, ისევე როგორც #? -ში, როცა ძლიერი ამონახსნი 

არსებობს, ის იმდენად გლუვია, რამდენადაც ამის საშუალებას 

მონაცემები და არის გეომეტრია იძლევა, C“ რეგულარობისა 

და ანალიზურობის ჩათვლით. 

თავი VI. პლასტიკურობის თეორია 

§1.24. დრეკად-პლასტიკური და პლასტიკური სხეულები 

დრეკადობის თეორიისაგან განსხვავებით პლასტიკურობის 

თეორია შეისწავლის ისეთ სხეულებს, რომლებიც თავიანთი ბუ- 

ნებით არ ექვემდებარებიან დრეკადობის კანონებს. სახელდობრ, 

თუ სხეულს მთლიანად მოვხსნით გარე დატვირთვას, ის არ 

დაიბრუნებს თავის საწყის ფორმას, ე.ი. ექნება ნარჩენი დეფორ- 

მაცია (იხ. §12 და აგრეთვე (551). 

თუ სხეულს თავიდანვე არ აქვს დრეკადი თვისებები (იხ. ნახ. 

1.24.1), მაშინ მას პლასტიკური სხეული ეწოდება. თუ სხეულს 

დატვირთვის პირველ სტადიაზე აქვს დრეკადი თვისებები (იხ. 

ნახ. 1.24.2), ხოლო დატვირთვის შემდეგ სტადიაზე მას უჩნდება 

ნარჩენი დეფორმაციები, მაშინ სხეულს დრეკად-პლასტიკური 

სხეული ეწოდება. 
პლასტიკურობის მათემატიკური თეორიას შეისწავლის სხეუ- 

ლის დეფორმირების მთელ პროცესს, ხოლო პლასტიკურობის 

გამოყენებითი თეორია შეისწავლის სხეულის მხოლოდ ზღვრულ 
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მდგომარეობას დეფორმაციის საშუალედო ეტაპების გამოკვლევის 

გარეშე. 

%I. 

XI 

  

      
  

ნახ. 1.24.1 ნახ. 1.24.2 

§1.25. ძაბვებისა და დეფორმაციის ინტენსიურობა 

ისევე როგორც დრეკადობის თეორიაში პლასტიკურობის 

თეორიაშიც თ, 1=1,2,3, მოცულობითი ძალებისა და :'-– 

1 =1,2,3, ზედაპირული ძალების მოქმედების შედეგად გამოწ- 

ვეული დაძაბული მდგომარეობა ხასიათდება ძაბვის X, სიმეტ- 

რიული ტენზორით. ისინი ერთმანეთთან არიან დაკავშირებულნი 

წონასწორობის (სტატიკის ამოცანების განხილვის დროს) 

(1.35) განტოლებებით ხოლო სხეულის ზედაპირზე (1.2.1) 

დამოკიდებულებებით. დაძაბული მდგომარეობის დასახასიათებ- 
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ლად (1.5.7) ან (1.55) ინვარიანტებთან ერთად პლასტიკურობის 

თეორიაში გამოიყენება აგრეთვე შემდეგი ინვარიანტული სიდიდე 

I 
%ი =3| (X, – X,) +CX, – Xც) 

(1.25.1) 
1 

+(X,„- #7 +6X2+X5+X2)1?, 
რომელსაც მხები თაბვების ინტენსიურობა ეწოდება. 

(1.25.1)-ის ნაცვლად ხშირად იყენებენ მის ექვივალენტურ 

CI (1.25.2) 
+#2 

სიდიდეს, რომელსაც ძაბვების ინტენსიურობა ეწოდება. (1.25.1)- 

ში კოეფიციენტი ისეა შერჩეული, რომ მარტივი გაჭიმვის დროს 

(იხ. § 1.12) ძაბვების ინტენსიურობა დაემთხვეს გამჭიმავ ძაბვას. 

მართლაც, X, მიმართულებით მარტივი გაჭიმვის დროს 

XII>0, XI)90, X2:=X33=0; X,=0, თუ (7 1. 

თუ ამ სიდიდეებს ჩავსვამთ (1.25.1)-შიი„ ხოლო მიღებულს 

(1.25.2)-ში, მივიღებთ, რომ 

I =––- 
09ი =-V4I +Xე =7Xი. 

პლასტიკურობის თეორიაში ძალაშია აგრეთვე დრეკადობის 

თეორიის გეომეტრიული დამოკიდებულებები. დაძაბული სხეუ- 

ლის დეფორმირებულ მდგომარეობას ახასიათებს დეფორმაციის 

6,, I,#/ =I1,2,3, ტენსორი, რომელიც გეომეტრიულად წრფივ 

შემთხვევაში M,, 1 = 1,2,3, გადაადგილებებთან დაკავშირებულია 

(1.6.3) ფორმულებით. 6, I, =1,.2,3, უნდა აკმაყოფილებდნენ 

სენ-ვენანის თავსებადობის (1.11.4) პირობებს. 

(1.9.6) ან (1.9.7) ინვარიანტებთან ერთად პლასტიკურობის 

თეორიაში გამოიყენება აგრეთვე შემდეგი ინვარიანტული სიდიდე: 

თი = 
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6ი := (რ, “67 ) + (9, – ძა.) 
#2 ( 

3 (1.25.3) 
! 

2 2 2 2 5 
+(რე – 6,) +6(45 + 0: +091) 1?, 

რომელსაც კეფორმაციის ინტენსიურობა ეწოდება. (1.25.3)-ში 

კოეფიციენტი ისეა შერჩეული, რომ მარტივი გაჭიმვის დროს 

დეფორმაციის ინტენსიურობა დაემთხვეს ფარდობით წაგრძელე- 

ბას გაჭიმვის მიმართულებით. მართლაც, თუ პუასონის კოეფი- 

1 
ციენტი V = 2' მაშინ X, მიმართულებით მარტივი გაჭიმვის 

დროს 

6,)>0, 0, ,#0, C22= იაა. 0ე=0, თუ (# 7. 

თუ ამ სიდიდეებს ჩავსვამთ (1.25.3)-ში, მივიღებთ, რომ 

სამე სა14) + 14-“ე 4. 
პლასტიკური დეფორმაციის კანონები იმაზეა დამოკიდებული, 

იზრდება თუ მცირდება დატვირთვა. ამის შესაბამისად არსებობს 

ორი სახის დეფორმაცია: აქტიური და პასიური. 

მარტივი გაჭიმვის ან სუფთა ძვრის შემთხვევაში ეს ცნებები 

ადვილი განსასხვავებელია. აქტიური ეწოდება დეფორმაციას, 

როცა ძაბვის აბსოლუტური სიდიდე იზრდება, ხოლო პასიური – 

როცა ძაბვის აბსოლუტური სიდიდე მცირდება. 

რთული დამაბული მდგომარეობის დროს პლასტიკური დე- 

ფორმაცია შეიძლება მოხდეს ძაბვების სხვადასხვა თანაფარდო–- 

ბის დროს. ასეთ შემთხვევაში სხეულის ელემენტის დეფორმა- 

ციას დროის მოცემულ მომენტში ეწოდება აქტიური, თუ მძაბვე– 

ბის თე ინტენსიურობის მნიშვნელობა მეტია ყველა მის წინა 
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მნიშვნელობაზე, ხოლო პასიური – თუ მაბვების თი ინტენსიუ- 

რობის მნიშვნელობა ნაკლებია ერთზე მაინც მის წინა მნიშვნე–- 

ლობებს შორის. აქტიური დეფორმაციის დროს პლასტიკური 

(ეი. ნარჩენი) დეფორმაცია იზრდება, ხოლო პასიური დეფორმა- 

ციის დროს – მცირდება. აქტიურ დეფორმაციას ეწოდება დატ- 

ვირთვის პროცესი, ხოლო პასიურს – განტვირთვის პროცესი. 

პლასტიკური დეფორმაციის კანონებზე არსებით გავლენას ახ– 

დენს სხეულის დატეირთვის ტხასიათიცკ ამის შესაბამისად 

ანსხვავებენ დატვირთვის ორ სახეს მარტივს და რთულს. 

მარტივი დატვირთვა ეწოდება დატვირთვის ისეთ პროცესს, 

როცა გარე ძალები მათი მოდების საწყისი მომენტიდანვე ისე 

იზრდებიან, რომ ინარჩუნებენ მუდმივ თანაფარდობას ერთმანეთს 

შორის, ე.ი. იცვლებიან საერთო პარამეტრის პროპორციულად. 

დატვირთვის“ ასეთი ცვლილება უზრუნველყოფს ნებისმიერი 

ფორმის მქონე სხეულის ნებისმიერ წერტილში მთავარი ძაბვე– 

ბისა და მთავარი დეფორმაციების ღერძების უცვლელობას ნე- 

ბისმიერი სიდიდისა და მიმართულების დატვირთვების პირობებ- 

ში. რთული დატვირთვა ეწოდება დატვირთვის ისეთ პროცესს, 

როცა თუნდაც ერთი გარე ძალის ზრდის დროს დანარჩენი ძა–- 

ლები ამ ძალის პროპორციულად არ იზრდებიან. 

ს1.26. ჰუკის გარდაქმნილი კანონი 

ჰუკის (1.12.9) კანონში 'თ -ს შემცველი 

X, = #0+2/# 6, (1.26.1) 

ტოლობების ორივე მხარეს გამოვაკლოთ 

Xჯ 
თიე:= <2. (1.26.2) 
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საშუალო მნიშვნელობა. მაშინ 

X, – თე =#0+2#0, – თა, 1 = I.2,3. (1.26.3) 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

(1.26.4) 

დ
ა
დ
 

6):= <4 
3 

(1.26.1) ავჯამოთ I-ს მიმართ 1-დან 3-მდე, მიღებული შედეგი 

გავყოთ 3-ზე და გავითვალისწინოთ (1.26.2), (1.12.23), (1.12.24) 

და (1.26.4): 

თ, =#0= L 0= L 6, =2#0+V) 

3(1–2V) 1-2V 1-2V 

(1.12.24)-ის თანახმად 

  წა. (126.5) 

1= 2I(IV 

1-2V. 
ჩავსვათ (1.26.3)-ის მარჯვენა მხარეში (1.26.5) და (1.26.6) 

გამოსახულებები და გავითვალისწინოთ (1.26.4): 

  (126.6) 

6/IV 2/!(1+V) 
X. – თი = -“-6, + 2/!0, - 41%, 

4I"V – 2 

=2#% + 1–» ი 
საიდანაც 

X„, – თე =2/I(6, – ა) 7=L23. (1267) 
ამ სამ დამოკიდებულებას დავამატოთ დარჩენილი სამი დამოკი- 

დებულება ჰუკის (1.12.9) კანონიდან: 

X, =2#M0,, (#9), I,/7= 12.3. (1.26.8) 

(1.26.7), (1.26.31) ფორმულები ერთმანეთთან აკავშირებენ ძაბვის 

X',:= X. – თა, X' = X,, 1%/, 1,)1= 1,2,3, (1.26.9) 

ტენზორსა და დეფორმაციის 

თ,:= რ-ნ, ლ=6, (#7 ნ/=123, (12610) 
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ტენზორს, რომელიც შეესაბამება (1.26. 9) ფორმულებით მოცე- 

მულ ძაბვის X წ ტენზორის მოქმედებით გამოწვეულ სხეულის 

ფორმის ცვლილებას. (1.26.10)-ისა და (1.26.4)-ის თანახმად, 

0':=6C', =6, –38ე =0. 
ამდენად, (1.26.7), (1.26.89) დამოკიდებულებებით აღწერილი დე- 
ფორმაცია ხდება მოცულობის ცვლილების გარეშე. 

თუ (1267) „ტოლობებს Iს სხვადასხვა მნიშვნელობე- 

ბისათვის წყვილ-წყვილად ერთმანეთს გამოვაკლებთ, მივიღებთ, 

რომ 

X, – X; = 2M(4, - მა» 

XI, – X_კ = 2II(6,, – 63) (1.26.11) 

2 – X, = 2IMI(6კ =219. 
(1.26.8) და (1.26.11)-დან ცხადია, რომ 

2) – 7 – 2 – 73 – 233 –7X) 

C,) 6 C2; “” 633 63“ C)) 

240 4283 -2X 
C)2 623 რ, 

თუ საკოორდინატო ღერძებად მთავარ მიმართულებებს ავიღებთ, 

მაშინ (1.26.12) მიიღებს 

Cთ, –0; _ 0; –ძიძე _ თ – 

  

(1.26.12) 

=2M. 

ი.ი, (2613) 
–=–“”“"“"“·-. 
  

სახეს. 

თუ (1.25.3)-ში ჩავსვამთ დეფორმაციების მნიშვნელობებს, 

განსაზღვრულს (1.26.12)-დან და გავითვალისწინებთ (1.25.1), 

(1.25.2)-ს, მაშინ მივიღებთ, რომ 

წი წი 
ხელ–-, ეი, #=-–-. 1.26.14 ი 3# ეის. # 36) ( ) 
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026.7), (1.26.8) და (L26.13) დამოკიდებულებებში (1:26.14)- 
ის ჩასმის შემდეგ გვექნება, რომ 

    

  

2C 2თ 
X.-თ =--9ხV X,=-“მ, I#/, #4 9-5 თ %), 2, 36, 7 'წ ” 02615) 

L, / = 1,2,3, 

C, –0; _ თე “თკ _ თვ“ ძ, _ 27% · (1.26.16) 
0, – რე 60-ე რფ-რ 38ე 

§1.27. პლასტიკურობის პირობები 

„ პლასტიკურობის თეორიის ამოცანების ამოხსნის დროს ხში- 

რად აუცილებელია იმის ცოდნა, თუ რა პირობებში გადადის 

სხეული განსახილველ წერტილში დრეკადი მდგომარეობიდან 

პლასტიკურ მდგომარეობაში. ამ პირობებს პლასტიკურობის პი- 

რობები ეწოდებათ. 

წრფივი დაძაბული მდგომარეობის დროს (იხ. § 1.12) პლას- 

ტიკურობის პირობა ექსპერიმენტის საშუალებით დგინდება. ამ 

შემთხვევაში, მაგალითად, C, მთავარი ძაბვა განსხვავებულია 

ნულისაგან, ხოლო დანარჩენი ორი C-_ =0ეკ =0 და პლასტი- 

კური დეფორმაციები მაშინ წარმოიშვება, როცა (იხ. ნახ. 1.24.2) 

თ, =0თდ, (1.27.1) 

სადაც Cდღ არის დენადობის ზღვარი, რომელიც მასალაზეა და– 

მოკიდებული და მუდმივი სიდიდეა თითოეული მასალისათვის. 

სუფთა ძვრის დროს (იხ. § 1.12) პლასტიკურობის პირობა 

კვლავ ექსპერიმენტის საშუალებით დგინდება და 

X. =%დ, 
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სადაც Lდ დენადობის ზღვარის სუფთა ძვრის დროს. ეს სიდი- 

დეც მასალაზეა დამოკიდებული და მუდმივი სიდიდეა თითოეული 
მასალისათვის. 

ბრტყელი (იხ. ქვემოთ §2.2) და მოცულობითი (ე.ი. როცა 

ძაბვის ტენსორის არცერთი კომპონენტი არ არის იგივურად ნუ- 

ლის ტოლი) დაძაბული მდგომარეობის ზოგად შემთხვევაში 

პლასტიკურობის პირობების დადგენა ექსპერიმენტის საშუალე- 

ბით შეუძლებელია. ამიტომ ეს პირობები დგინდება ჰიპოთეტუ- 

რად, შემდგომი ექსპერიმენტული შემოწმებით. 
სენ-ვენახის პლასტიკურობის პირობის თანახმად, სხეულში 

პლასტიკური დეფორმაცია წარმოიშობა მაშინ, როცა მაქსიმალუ- 

რი მხები ძაბვა მიაღწევს სუფთა ძვრის დროს დენადობის 

ზღვარს, ეი. როცა (იხ. (1.5.23)) 

=%9 - ფ _ >. ა =%.. (1.27.2) 

თუ (1.27.1)-ს (აქ იმასაც ვითვალისწინებთ, რომ ამ შემთხვევაში 

Cკ =0) ჩავსვამთ (1.27.2)-ში, მაშინ 

თ 
თა ლ –. =%დ. (1.27.3) 

(1.27.2) და (1.27.3) -დან გამომდინარეობს, რომ 

თ, –თკ =0». (1.27.4) 

(1.27.4) გახლავთ სწორედ სენ-ვენანის პლასტიკურობის პირობა, 

რომელსაც მასალათა გამძლეობაში სიმტკიცის მესამე თეორია- 

საც უწოდებენ. 
ჰუბერ')-მიზეს ') -ჰენკის '') პლასტიკურობის პირობის თანახ- 

მად სხეულში პლასტიკური დეფორმაცია აღიძვრება მაშინ, 

  

''მ, ტ. ჰუბერი (1872-1950). 
“არ. მიზესი (1883-1953). 
“აჰ, ჰენკი (1885-1951). 
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როცა მხები ძაბვების ინტენსიურობა მიაღწევს რაღაც მნიშვნე– 

ლობას, რომელიც სხეულის გვარობაზეა დამოკიდებული და 

მუდმივია თითოეული მასალისათვის: 

#ი =C. (1.27.5) 

განვსაზღვროთ ეს მუდმივი მარტივი გაჭიმვის ექსპერიმენტზე 

დაყრდნობით. (1.27.))-ის თანახმად 

C,=თღა, Cთ, =0კ =0. 

თუ ამ მნიშვნელობებს ჩავსვამთ (1.25.1)-ში, მივიღებთ მხები და- 

ძაბულობების ინტენსიურობის შემდეგ მნიშვნელობას გაჭიმვისას 

პლასტიკური დეფორმაციების აღძვრის მომენტში: 

ჯე = -/თ: +Cთ2 = ი, (1.27.6) 

(1.27.5)-ისა და (1.27.6)-ის შედარებით ვასკვნით, რომ 

#2 (1.27.7) C=-–-თი. 3 დ 

(1.25.1)-ისა და (1.27.7)-ის (1.27.5)-ში ჩასმის შემდეგ მივიღებთ 

ჰუბერ-მიზეს-ჰენკის პლასტიკურობის პირობას შემდეგი სახით: 

1 2 
უ>LCX, -X», + (X., -Xც) 

2 027.8) 
I 

+(X» -– XIX +6(X2 +X2 +X1) ? =თC.. 
(1.27.8), თუ გავითვალისწინებთ (1.25.2)-ს, შეიძლება ჩავწეროთ 

თე =Cთ; 
სახითაც. 

მასალათა გამძლეობაში (1.27.9) პლასტიკურობის პირობას 

სიმტკიცის მეოთხე თეორიასაც უწოდებენ. 

პლასტიკურობის ორივე ეს პირობა დაახლოებით ერთნაირ 

შედეგს გვაძლევს. 
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§1.28. მცირე დრეკად-პლასტიკური დეფორმაციების თეორია 

დღეისათვის არსებობს სხვადასხვა ავტორის მიერ სხვადასხვა 

დროს შემოთავაზებული პლასტიკურობის მრავალი თეორია. ეს 

თეორიები შეიძლება ორ ჯგუფად დაიყოს. 
პირველ ჯგუფს განეკუთვნებიან დრეკად-პლასტიკური თეო- 

რიები, რომლებიც ეფუძნებიან ძაბვებისა და დეფორმაციების და- 

მაკავშირებელ. განტოლებებს. 
მეორე ჯგუფს განეკუთვნებიან პლასტიკური დინების თეო- 

რიები, რომლებიც ეფუძნებიან ძაბვებისა და დეფორმაციის სიჩ- 

ქარეების დამაკავშირებელ განტოლებებს. 

მარტივი დატვირთვისა და მცირე დეფორმაციების პირობებში 

პლასტიკურობის ყველა ცნობილი თეორია წარმოადგენს პლას- 

ტიკურობის ერთი ზოგადი თეორიის – მცირე დრეკად-პლასტი- 

კური დეფორმაციების თეორიის კერძო შემთხვევას. ალნიშნული 

ზოგადი თეორია ემყარება ექსპერიმენტების შედეგების განზოგა- 
დებით მიღებულ შემდეგ სამ. კანონს. 

პირველი კანონი – მოცულობის ცვლილების კანონი. მყარი 

სხეულის როგორც აქტიურიი ისე პასიური დრეკად- 

პლასტიკური დეფორმაციების დროს მოცულობითი დეფორმაცია 

ყოველთვის დრეკადია და ექვემდებარება ჰუკის (იხ. (1.26.5)) 

თ0 =M0 (1.28.1) 

კანონს. 

პლასტიკურობის თეორიაში ამოცანების გამარტივების მიზნით 

უშვებენ, რომ მასალა არაკუმშვადია, ეი. 0 =0-ს. რადგან სა- 

შუალო ძაბვა თე არ არის ნული, ამიტომ (1.28.1)-ში უნდა და- 

ვუშვათ, რომ 

ჯ- # -= 
3X1–2V) 

აქედან კი გამომდინარეობს, რომ არაკუმშვადი მასალისათვის 

140



1 
V=–. (1.28.2 2 ) 

თუ (1.28.2)-ს ჩავსვამთ (1.12.24)-ის მეორეში, მაშინ 

#= L 
3“ 

მეორე კანონი – ფორმის ცვლილების კანონი. მარტივი დატ- 

ვირთვის პირობებში აღძრული დრეკად-პლასტიკური დეფორმა- 

ციების დროს ძაბვისს და დეფორმაციის მთავარი ღერძები 

ერთმანეთს ემთხვევიან და სამართლიანია (1.26.16) თანაფარდო- 

ბები. ასევე სამართლიანია (1.26.15) დამოკიდებულებები. მართა- 

ლია, ეს ექვსი ფორმულა სრულად დამოუკიდებელნი არ არიან. 

მართლაც, თუ მათგან პირველ სამს წევრ-წევრად შევკრებთ და 

გავითვალისწინებთ (1.26.2)-სა და (1.26.4)-ს, მივიღებთ, რომ 

0 =0-ს. ამდენად, გვაქვს ხუთი განტოლებისგან შემდგარი სის- 

ტემა ექ3ვსი უცნობით. 

მესამე კანონი – აქტიური დეფორმაციის პირობებში ძაბვების 

თე ინტენსიურობა მოცემული მასალისათვის არის დეფორმა- 

ციის 6ე ინტენსიურობის სავსებით გარკვეული 

თე =%(§ა) (1.28.3) 

ფუნქცია. 
მარტივი დატვირთვის პირობებში ჩატარებული მრავალრიც- 

ზხოვანი ექსპერიმენტის შედეგების დამუშავებამ გვიჩვენა, რომ 

თიე-სა და 6ი-ს შორის დამოკიდებულებების დიაგრამები მსგავ–- 

სია. (1.28.3)-ის თანახმად ეს იმას ნიშნავს, რომ 

X., =%(46ე). (1.28.4) 
ამრიგად, (1.28.4) დამოკიდებულება ნებისმიერი (წრფივი, ბრტყე- 

ლი ან მოცულობითი) დაძაბული მდგომარეობისათვის შეიძლება 

დადგინდეს მარტივი გაჭიმვისათვის ჩატარებული ცდებით. 
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1.29. ილიუშინის თეორემა განტვირთვის შესახებ ლიუ ეორემა განტვირთვის შესახე 

გთქვათ, რაიმე სხეულისათვის, რომელზეც მოცულობითი და 

გარ ზედაპირული ძალები მოქმედებენ” პლასტიკურობის 

ამოცანა ამოხსნილია. ეს იმას ნიშნავს, რომ სხეულის ყოველ 

წერტილში ნაპოვნია ძაბვები დეფორმაციები და გადაად- 

გილებები. დრეკადობის ზღვარს მიღმა სხეულის დეფორმაციის 

მნიშვნელოვან თავისებურებას წარმოადგენს განტვირთვის 

ხასიათი. 

მთელი სხეულის განტვირთვა ეწოდება გარე ძალების ცვლი- 

ლების ისეთ პროცესს, როცა სხეულის ყველა იმ ნაწილში, სა- 

დაც პლასტიკური დეფორმაცია მოხდა, ძაბვის თი ინტენსიურო- 

ბა ერთდროულად იწყებს შემცირებას. ეს იმას ნიშნავს, რომ 

სხეული აქტიური დეფორმაციის სტადიიდან გადადის პასიური 

დეფორმაციის სტადიაში. 

ილიუშინის ) თეორემა განტვირთვის შესახებ. სხეულის წერ- 

ტილის გადაადგილებები განტვირთვის სტადიის რაიმე მომენტში 

განსხვავდებიან მათი მნიშვნელობებისაგან განტვირთვის დაწყების 

მომენტში იმ დრეკადი გადააადგილებების სიდიდით, რომლებიც 

აღიძვრებოდნენ სხეულში, თუ ბუნებრივ მდგომარეობაში მასზე 

მოდებული იქნებოდა აღნიშნულ მომენტებში სხეულზე მოქმედი 

გარე ძალების სხვაობის ტოლი გარეშე ძალები. იგივე სამარ- 

თლიანია ძაბვებისა და დეფორმაციებისათვის. 

აქედან როგორც შედეგი გამომდინარეობს ნარჩენი ძაბვების, 

დეფორმაციების და გადაადგილებების შესახებ თეორემა: თუ 

სხეულისათვის ამოხსნილია პლასტიკურობის ამოცანა და გარე 

ძალების მოცემულ მნიშვნელობებს შეესაბამეას ჭეშმარიტი 

წონასწორობის მდგომარეობა. და, გარდა ამისა, ამოხსნილია 

დრეკადობის თეორიის ამოცანა, ე.ი. იმავე გარე ძალებს შეესაბა–- 

  

"ა, ა. ილიუშინი (1911-1998). 
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მება დრეკადი წონასწორობის ფიქტიური მდგომარეობა, მაშინ 

სხეულის სრული განტვირთვის შემდეგ მასში დარჩებიან 

ძაბვები, დეფორმაციები და გადაადგილებებ,„ რომლებიც 

ჭეშმარიტ და ფიქტიურ მდგომარეობებში მათი მნიშვნელობების 

სხვაობების ტოლია. ამასთან იგულისხმება, რომ განტვირთვის 

შემდეგ ნარჩენი ძაბვები არ გადიან დრეკადობის ფარგლებიდან. 

ამ თეორემიდან გამომდინარეობს განტვირთვის დროს მაბვე- 

ბის, დეფორმაციებისა და გადაადგილებების განსაზღვრის შემდე–- 

გი სქემა: 

1). პლასტიკურობის თეორიის განტოლებებიდან ვგსასღვრავთ 

ძაბვებს, დეფორმაციებსა და გადაადგილებებს, რომლებიც გან- 

ტვირთვის დაწყებამდე უდიდესი დატვირთვით აღიძვრებიან. 

2. დრეკადობის თეორიის განტოლებების საშუალებით ვსაზ- 

ღვრავთ ძაბვებს, დეფორმაციებსა და გადაადგილებებს, რომლე- 
ბიც განტვირთვამდე უდიდეს დატვირთვასა და განტვირთვის 

შემდეგ დარჩენილ დატვირთვას შორის სხვაობის ტოლი დატ- 

ვირთვით აღიძვრებიან. 

3. უღიდესი დატვირთვის პირობებში მიღებულ ძაბვებს, დე- 

ფორმაციებსა და გადაადგილებებს ვაკლებთ განტვირთვის სიდი- 

ღის ტოლ (ე.ი. რა სიდიდითაც შემცირდა დატვირთვა) დატვირ- 

თვის შესაბამის მაბვებს, დეფორმაციებსა და გადაადგილებებს. 

სწორედ ეს სხვაობები იქნებიან ძაბვების, დეფორმაციებისა და 

გადაადგილებების მნიშვნელობები განტვირთვის განსახილველ 

მომენტში. 

1.30. პლასტიკურობის თეორიის ამოცანების დასმა ლასტიკუ ეო ცანების დ 

პლასტიკურობის თეორიაში ვეძებთ სამ X,, X:, Xკ ცვლად- 

ზე დამოკიდებულ შემდეგ 17 უცნობ სიდიდეს: X,,, Xე:, X-კ, 
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Xს %:ვ, Xვ, მძაბვებს, 6, რ6::, რკ, 6)ა 63, რვ) ლდე- 
ფორმაციებს, IV), IM, Mვ გადაადგილებებს და ძაბვის თი და 

დეფორმაციის §8ე ინტენსიურობებს, ისინი უნდა განისაზლვრონ 

17 განტოლებიდან. ესენია წონასწორობის სამი (1.3.5) განტო- 

ლება, ძაბვების” და დეფორმაციების დამაკავშირებელი ექვსი 

(1.26.15) ფიზიკური განტოლება, რომელთაგან ხუთია დამოუკი- 

დებელი და ამიტომ მეექვსე განტოლებად ვიღებთ (1.28.1)-ს; კო- 

შის ექვსი (1.6.3) გეომეტრიული ფორმულა; (1.28.3) დამოკიდე- 

ბულება ძაბვისა და დეფორმაციის ინტენსიურობებს შორის და 

დეფორმაციის ინტენსიურობის (1.25.3) გამოსახულება. 

გარდა ამისა, უნდა დაკმაყოფილდეს (1.21) პირობები სხეუ- 

ლის ზედაპირზე, სადაც X,,, I! =1,2,3, სიდიდეებია მოცემული. 

პლასტიკურობის თეორიის ამოცანების ამოხსნის დროს გა- 

მოიყენება იგივე ხერხები, რაც დრეკადობის თეორიაში: ამოხსნა 

ძაბვებში, გადაადგილებებში და შერეული ხერხი. 
დრეკადობის თეორიის მსგავსად პლასტიკურობის თეორიის 

ამოცანების ამოსახსნელად გამოიყენება პირდაპირი, შებრუნებუ- 

ლი და ნახევრადშებრუნებული მეთოდები. 
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ნაწილი II ორგანზომილებიანი მოდელები 

თავი IL დრეკადობის ორგანზომილებიანი 

თეორია 

დრეკადობის სამგანზომილებიანი თეორიის ამოცანების ამოხ- 

სნა დიდ სირთულეებთან არის დაკავშირებული, ამიტომ არსები- 

თი მნიშვნელობა ენიჭება სასაზღვრო ამოცანების კერძო კლასე–- 

ბისათვის ამოხსნის მეთოდების შემუშავებას. 

§2.1. ბრტყელი დეფორმაცია 

ვიტყვით, რომ სხეული განიცდის CX,76Xე სიბრტყის პარალე- 

ლურ ბრტყელ დეფორმაციას, თუ LM =0, ხოლო M, ღა Mე 

დამოკიდებულნი არიან მხოლოდ X, და Xც -ზე, ე-ი., (1.6.3), 

(1.9.9) და (112.9)-დან მივიღებთ, რომ 

მაგ = 1 (+, + 4), თ,8 =1,22; რეკ =6კ, =6კ = 0; (2:11) 

2 

0:=რ0ე, =Mაა: (2.1.2) 
2 

Xუ =10ბ კ +2M0 კ, C,ჩ8 =1,2; 
« თ +2M6ც, თ ' (2.13) 
X ცკ =0, თ=1,22 X-კ =#0; 

აქედან, რამდენადაც ულა =0, =2, 

2 

X.. = X„ვმაკვ = 20 ბებე +2/#M6აკშაც 

2 2 

=2/0+2/!0, =2(++(0)0 
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==“ 
2(#+/) 2(#+V#) 

ამ უკანასკნელის (2.12) ტოლობებს შორის ბოლო ტოლობაში 

ჩასმის შემდეგ მივიღებთ, რომ 

7, 
X3==-–-–-–--–--X =VX, =V6ე. 2.1.5 33 2(2+/ ) (724 V თ 2 ( ) 

წონასწორობის (1.15.1) განტოლებებიდან პირველი ორი მიი- 

ღებს შემდეგ სახეს, 

6 = (21.4) 

Xუგ 19, =0, თ=172, 016) 

ხოლო მესამედან გამომდინარეობს, რომ 

დ. =0. 

ეი» ბრტყელი დეფორმაციის შემთხვევაში სხეულზე მოქმედი 

მოცულობითი ძალის გეგმილი დეფორმაციის სიბრტყის პერპენ- 

დიკულარულ მიმართულებაზე ნულის ტოლია. 
(2.1.1)-(2.1.6)-ის თანახმად დეფორმაციის და ძაბვის ტენზო- 

რების კომპონენტები და მოცულობითი ძალის დ კომპონენტე- 

ბი დამოკიდებულნი არიან მხოლოდ X, და X--ზე. ამრიგად, 

არც ერთი განსახილველი სიდიდე Xკ-ზე არ არის დამოკიდებუ- 

ლი. 

ლამეს (1.16.1) განტოლებები მიიღებს შემდეგ სახეს 
2 

IM M#ე I. +CL+M)0 +დ, =0, თ=1,2, 

სადაც 

ც#;C):= ო + (2 " 

ეს უკანასკნელი, ცხადია, (2.1.3)-ის (2.1.6)-ში ჩასმითაც მიიღე- 

ბა. 

  

ა რადგან ამ ნაწილში (ნაწილი II) ჩვენ მხოლოდ ლაპლასის ორგანზომილე- 

ბიან რე ოპერატორთან გვექნება საქმე, სიმარტივისათვის მას ინდექსად 2-ს არ 

მივუწერთ. 
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სენ-ვენანის (1.11.4) პირობებიდან ხუთი, (2.1.1)-ის თანახმად, 

იგივურად კმაყოფილდება და გვრჩება მხოლოდ ერთი 

6))ვე + 6:)) = 26):)2-· (2.17) 

პირობა იზოტროპული ერთგვაროვანი სხეულისათვის (2.1.7) 

შეიძლება შემდეგი სახითაც ჩავწეროთ 

#იX.=- 2(1+/!) 

#. + 2M 

მართლაც, (2.1.3)-ის პირველ ტოლობაში (2.1.4)-ის ჩასმისა და 

68 -ს მიმართ ამოხსნის შემდეგ მივიღებთ, რომ 

(2.1.8) თ,თ“ 

1 #. 
=-Xგ–-–.-I ა ·8 =1I.2. 2.1. 

ჩავსვათ ეს უკანასკნელი (2.1.7)-ში, მაშინ მივიღებთ, რომ 

%ც 9 უე)“ -–2X,ც=0 (2110) 
2(++/!) ის 

თუ (2.1.6)-დან პირველს გავაწარმოებთ X,-ით, ხოლო მეორეს 

– X;-ით და მიღებულ შედეგებს შევკრებთ, გვექნება 
აა ....- 

თუ ამ უკანასკნელს შევიტანთ (2.1.10)-ში„ საბოლოოდ მოვი- 

ღებთ (2.1.8)-ს, რომელსაც ლევის განტოლება ეწოდება. 

ბრტყელი დეფორმაციის განმარტებიდან ცხადია, რომ ის 

გვექნება უსასრულოდ გრძელი წრფივი ღერძის მქონე პრიზმუ- 

ლი (ცილინდრული) სხეულის შემთხვევაში, როცა მასზე მოქმე- 

დი გარე ზედაპირული ძალები და მოცულობითი ძალები დე- 

ფორმაციის სიბრტყის (ე.ი., განივი კვეთის) პარალელურია”). თუ 

პრიზმული სხეული სასრულია, მაშინ მასში ბრტყელი დე- 

  

ა ე-ი. 0= X3 = X, M,, რაც, (2.1.3)-ის თანახმად, იგივურად სრულდება, 

რადგან # გვერდითი ზედაპირის ნორმალია. 
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ფორმაცია აღიძვრება გარკვეული მიახლოებით. ამასთან, რაც 

უფრო გრძელია პრიზმა (ცილინდრი), მით უფრო ახლოა სხეუ- 

ლის დეფორმაცია ბრტყელ დეფორმაციასთან. 

თუ >. აკმაყოფილებენ (2.1.1), (2.1.3), (2.1.6) განტო– 

ლებებს და 
2აგMგ =X ს C”;=I,2, (2.1.11) 

სასაზღვრო პირობებს), სადაც X,., C=1,2, გარე ძაბვის 
ვექტორის მოცემული კომპონენტებია, მაშინ (2.1.5)-ის თანახმად 

პრიზმის (ცილინდრის) ბოლოებზე მოქმედებენ შესაბამისად X-კვ 

და – X-ის ტოლი ძაბვები (იხ. ნახ. 2.1.1)”). ამ ძაბვების მო– 

დება აუცილებელია იმისათვის, რომ გვქონდეს ბრტყელი დე- 
ფორმაცია, 

§2.2. ბრტყელი დაძაბული მდგომარეობა 

დათპულ მდგომარეობას ეწოდება CX,16X, სიბრტყის პარალე- 

ლური ბრტყელი დაძაბული მდგომარეობა, თუ სხეულის ყოველ 
წერტილში 

X,ც=0, 1=1,23. (2.2.1) 

ამ შემთხვევაში საზოგადოდ, ნულისაგან განსხვავებულია 

ძაბვის ტენზორის შემდეგი სამი კომპონენტი 

X თე CX=1,2. 

თუ (2.2.1) დამოკიდებულებას ადგილი აქვს მხოლოდ მოცე- 

მულ წერტილში, მაშინ ამბობენ, რომ მოცემულ წერტილში 

გვაქვს ბრტყელი დაძაბული მდგომარეობა. 

  

''აქ გათვალისწინებულია წინა გვერდის. 9, 
ია 005(C,X)= X, 

%XC,კ = X>3 005(– XI,X3)= -7X_3. 
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ამ შემთხვევაში (1.2.1) ფორმულებიდან გამომდინარეობს, რომ 

  

      
ნახ. 2.1.1 

X,,=Xკჩ, თ=12; X,, =0. (22.2) 
, 
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ეს უკანასკნელი იმაზე მიგვითითებს, რომ ნებისმიერად ორიენ- 

ტირებულ ფართზე მოქმედი ძაბვის ვექტორი CX,Xე სიბრტვის 

პარალელურია. 

(2.21)-ის თანახმად, წონასწორობის განტოლებებს (2.1.6) 

სახე ექნებათ, მხოლოდ განსახილველ შემთხვევაში ძაბვები, სა– 

ზოგადოდ, 23 -ზეც არიან დამოკიდებულნი. 

რადგან X»X 33 =0, იზოტროპული სხეულისათვის 

X_ =7, II,, +2MI6კ =0. 

აქედან განსაზღვრულ M-ვ3 -ს 

#, V 2 
Mკკ =63=-–-–-–--–- I _=- 0 (2.2.3) 
აXუა'.ს ....–-. 

თუ ჩავსვამთ ჰუკის (1.15.2) კანონში, მივიღებთ, რომ 

Xგ=2 0, +#M (4, +M-.) თ,8=1,2, (22.4) 

სადაც 

  

  

ა 2 ქ; =- #4. 
/# + 2L 

ჰუკის კანონში %X.კ =0-ის (იხ. 2.2.1) ჩასმა კი გვაძლევს, რომ 

20; =Iკგ +Iვე=0, 26კ =M,3კ+L, =0, (2.2.5) 

როგორც გხედავთ, (2.2.4) იმით განსხვავდება (2.1.3)-საგან, რომ 

#, შეცვლილია #2 -ით. 

თუ (2.2.4)-ს ჩავსვამთ წონასწორობის (2.1.6) განტოლებებ- 

ში, რომლებიც, როგორც უკვე აღვნიშნეთ, “სამართლიანია 

ბრტყელი დაძაბული მდგომარეობის შემთხვევაშიც, მივიღებთ, 

რომ 
2 

4Mც + V + #)0,+ დ.=0 Cთ=1,2. (2.2.6) 

ხოლო წონასწორობის (1.15.1) განტოლებათა სისტემის მესამე 

განტოლებიდან, (2.2.1)-ის თანახმად გვექნება, რომ 
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დკ =0. 

ე.ი., მოცულობითი ძალაც CX,X,: სიბრტყის პარალელურია. 

უნდა შევნიშნოთ, რომ ბრტყელი დაძაბული მდგომარეობა, 

მიუხედავად არსებითი გამარტივებისა და იმისა, რომ ჰუკის კა- 

ნონსა და ლამეს განტოლებებს შესაბამისად (2.2.4) და (2.2.6) 

სახე აქვთ, რჩება სამგანზომილებიან ამოცანად, რამდენადაც, რო– 

გორც უკვე ავღნიშნეთ, განსახილველი სიდიდეები, საზოგადოდ, 
X-ვ-ზე არიან დამოკიდებულნი. მართალია, (2.2.4)-სა და (2.2.6)- 

ში Xკ მხოლოდ პარამეტრის როლს თამაშობს. 

§2.3. განზოგადებული ბრტყელი დაძაბული მდგომარეობა 

ფუძეების ზომებთან შედარებით მცირე სიმაღლის მქონე 

პრიზმას (ცილინდრს) ფირფიტა ეწოდება, ხოლო მის 2#/ სიმაღ- 

ლეს (იხ. ნახ. 2.31) – ფირფიტის სისქე. ვიგულისხმოთ, რომ 

ფირფიტის შუა სიბრტყე (ე-ი. ფუძეების პარალელური და მათ- 

გან თანაბრად დაშორებული სიბრტყე) ემთხვევა C#X,Xც -ს. 

25 

  
ნახ. 2.3.1 
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ვთქვათ, ფირფიტის ფუძეები თავისუფალია გარე ძაბვებისა- 

გან, ხოლო გვერდით ზედაპირზე მოქმედებენ ფუძეების პარალე- 

ლური და შუა სიბრტყისადმი სიმეტრიულად განაწილებული გა- 

რე ძაბვები. ასევე ვგულისხმობთ, რომ ფირფიტაზე მოქმედი მო- 

ცულობითი ძალები ფუძეების პარალელური და შუა სიბრჯტყი- 

სადმი სიმეტრიულად განაწილებულნი არიან, ე.ი., 

%,ვ, -» = 0, 1=1,2,3, (2.3.1) ე5+ 

X.კ =0 გვერდით ზედაპირზე და თ, =0. (2.3.2) 

სენ-ვენანის პრინციპის თანახმად, ორ მსახველს შორის მო–- 

თავსებულ მცირე უბანზე მოქმედ ზედაპირულ ძალთა სისტემა 

შეიძლება შეიცვალოს სტატიკურად მისი ეკვივალენტური ძა- 

ლით, რომელიც აღნიშნულ უბანზე მოქმედებს და ფირფიტის 

შუა სიბრტყეში მდებარეობს. 

მოცულობითი და გარე ზედაპირული ძალების შუა სიბრტყი- 

სადმი სიმეტრიული განაწილების გამო, ცხადია, რომ შუა სიბ- 

რტყის წერტილები დეფორმაციის შემდეგაც შუა სიბრტყეზე 

დარჩებიან, ე.ი. გადაადგილების M-კ კომპონენტი შუა სიბრტყეზე 

ნულია და ფირფიტის სისქის სიმცირის გამო, როცა X3 >0, ის 

ძალზე მცირეა. ამდენად M (XXX) საერთოდ ნულის ტო- 

ლად შეიძლებს ჩავთვალოთ (მაგრამ არა მისი წარმოებული 

3), ხოლო II-ს ცვლილება სისქის გასწვრივ უმნიშვნელოა. 

აქედან გამომდინარე, ცხადია, რომ ფირფიტის დრეკად წონასწო- 

რობაზე წარმოდგენა შეიძლება შევიქმნათ IM.» “სიდიდეების სის- 

ქის მიმართ გასაშუალებული M,.ი მნიშვნელობებით: 

I + 

M.ი(X, ,X,) = 21“ C, >>» )ძX,, X=12. (2.3.3) 

(2.32)-ის თანახმად, წონასწორობის (1.15) განტოლებათა 

სისტემის მესამე განტოლებიდან 
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X.,, =0. (2.3.4) 
აქედან, თუ გავითვალისწინებთ (2.3.1)-ს, ცხადია, 

2ვკ IL, -+,= 0, 

რადგან 

ვ) >. 235 > 0. 

ამრიგად, ფირფიტის ფუძეებზე X გვ და მისი წარმოებული 

სისქის გასწვრივ ნულის ტოლია. სისქის სიმცირის გამო დიდი 

სიზუსტით შეიძლება ჩავთვალოთ, რომ ყველგან სხეულში 

X3 (V, .X. ,X) =0. (2.3.5) 

დაძაბულ მდგომარეობას, როცა სრულდება (2.3.1), (2.3.2), 

(2.35) პირობები ღა გარე ძალები ფირფიტის შუა ბსიბრტყის 

პარალელური და სიმეტრიულია, ეწოდება განზოგადებული 
ბრტყელი დაძაბული მდგომარეობა. 

წონასწორობის (1.15,)) განტოლებათა სისტემის პირველი 

ორი განტოლების Xკ-ის მიმართ –ჩ –დან +/ -მდე ინტეგრებისა 

და მისი 2M-ზე გაყოფის შემდეგ, სგან (2.3.1)-ის თანახმად, 

1 +ჩ 
X35=5+ჩ 

2L7 21 23;კ 2%. =--X, +) =-ჩ =0, 

მივიღებთ, რომ 

X.ი,,+დ,ა =0 C=12, (2.3.6) 
სადაც 

1 +ჩ 

X„ი 6 )= 2; | XV ინას არი, თ, 8 =1.2; 

დ ა(X,,X,)= 21IX. (I .X,XXMC, C=1,2. 
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რაც შეეხება წონასწორობის (2.3.4) განტოლებას, იგი გასა- 

შუალოების შემდეგ იგივურად კმაყოფილდება, რადგან განზოგა- 

დებული დაძაბული მდგომარეობის ფიზიკური შინაარსიდან გა- 

მომდინარე II, X., თX,8 =12, სიდიდეები ლუწი, ხოლო 

%კ., X»=LI2, სიდიდეები კენტი ფუნქციებია Xკ ცვლადის მი- 

მართ, ე.ი. ამ უკანასკნელთა საშუალო მნიშვნელობები ნულის 

ტოლია. 

ბრტყელი დაძაბული მდგომარეობის ანალოგიურად, (2.3.5)-ის 

თანახმად, ჩვენს შემთხვევაშიც ექნება ადგილი (2.2.4) ტოლო- 

ბას, რომელიც გასაშუალოების შემდეგ გვაძლევს, რომ 

2 

X,ჯე = 2 მე წა, + MV,იც +M-ი ა), C,/8 =1,2. (2.37) 
თუ (2.3.7)-ს ჩავსვამთ (2.3.6)-ში, მივიღებთ, რომ 

2 

2MV,ი+(2 + M)მიი+დე, =0, თ,ჩ8 =L2. 
გთქვათ, ძი§ წირითი ელემენტია CXX სიბრტყეზე. განვიხი- 

ლოთ შუა სიბრტყისადმი პერპენდიკულარული 2ჰ/ სიმაღლის 

მქონე მართკუთხა ფართი, რომელიც ფირფიტას ეკუთვნის და 

რომლის კვეთა შუა სიბრტყესთან გვაძლევს ძ#§ ელემენტს. აღნი- 

შნულ ფართზე მოქმედი ძაბვის ვექტორის გეგმილის საშუალო 

მნიშვნელობა 

X, აი = X აგი” გ -ს, X=172, (2.3.8) 

ტოლია, სადაც # ფართის დადებითი ნორმალია, რომელიც, ცხა- 

დია, შუა სიბრტყის პარალელურია (ე.ი. #კ = 0). მთელ ფარ- 

თზე მოქმედი ზედაპირული ძალაა 

2MX,. აი ძ5, Xო=12, 

ხოლო სისქის ერთეულზე გაანგარიშებული ძმა ელემენტზე # 

ნორმალის მხრიდან მოქმედი ძალა X,..იძ§-ის, თ =1,2, ტო- 

ლია. 

ი თ0 
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ბრტყელი დეფორმაციისა და განზოგადებული ბრტყელი დაძა- 

ბული მდგომარეობის ძირითად დამოკიდებულებათა შედარება 

ადვილად დაგვარწმუნებს იმაში, რომ ყველა ფორმულა ერთნაი- 

რია იმ განსხვავებით, რომ იქ, სადაც ბრტყელი დეფორმაციის 

დროს გვაქვს #, განზოგადებული დაძაბული მდგომარეობის 

დროს გვაქვს #2, . ამრიგად, შეიძლება დავასკვნათ, რომ ბრტყე- 

ლი დეფორმაციის მდგომარეობისა და განზოგადებული ბტყელი 

დაძაბული მდგომარეობის შემთხვევაში დრეკადობის თეორიის 

ამოცანები მათემატიკურად იდენტურია. 

დრეკადობის თეორიის ბრტყელი სასაზღვრო ამოცანები დაის- 

მება სამგანზომილებიანის ანალოგიურად. კონკრეტული ამოცანე- 

ბის ამოხსნის მეთოდები შეიძლება ვნახოთ, მაგალითად, (521-სა 

და (50|)-ში. 

თავი I. ფირფირების და გარსების თეორია 

§2.4. თხელი ფირფიტების ღუნვის კლასიკური თეორია. 

კირხჰოფ-ლიავის მოდელი 

ჩვენს მიერ ადრე განხილული განზოგადოებული ბრტყელი 

დაძაბული მდგომარეობა (იხ. §2.3) იქმნება ფირფიტების გაჭიმ- 

ვა-კუმშვაზე მუშაობის დროს. მაშინ როგორც მოცულობითი, 

ასევე გარე ზედაპირული ძალების გეგმილები შუა სიბრტყის 

პერპენდიკულარულ მიმართულებაზე ჩვენს მიერ ნულის ტოლად 

იქნა მიღებული. ამდენად იმ შემთხვევის განსახილველად, როცა 

ფირფიტაზე სწორედ მხოლოდ ზემო აღნიშნული მდგენელები 

მოქმედებენ, განზოგადოებული ბრტყელი დაძაბულობის მდგომა- 

რეობის მოდელი არ გამოდგება. ამ მოთხოვნას პასუხობს თხელი 

ფირფიტების ღუნვის კლასიკური თეორია, რომელიც ეყრდნობა 
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კირხსპოფ )-ლიავის ') შემდეგ სამ ძირითად ჰიპოთეზას: 

I. წრფივი ნორძალების ჰიპოთეზა: დეფორმაციამდე ფირფი- 

ტის შუა სიბრტყისადმი ნორმალური წრფივი ელემენტი არ 

იცვლის სიგრძეს და წრფივი და შუა ზედაპირის მართობული 

რჩება დეფორმაციის შემდეგაც (იხ. ნახ. 2.4.1). 

მათემატიკურად ეს იმას ნიშნავს, რომ 6.კ =0 და 0ავ =0, 

თ = 1.2. 

2. შუს სიბრტყის გაუვიშვადობის ჰიპოთეზა: შუა სიბრტყე 

არ მუშაობს გაჭიმვა-კუმშვაზე, იგი მხოლოდ იღუნება, ე.ი. შუა 

სიბრტყეში არ გვაქვს გაჭიმვის, კუმშვის და ძვრის დეფორმა- 

ციები. 

მათემატიკურად ეს ასე ჩაიწერება: 

M.(X,.X,,0)=0, თ = 1,2. 

ამ თვისების გამო აღნიშნულ სიბრტყეს ნეიტრალურს უწოდებენ. 

3. შუს სიბრტყისადმი პარალელურ ფენებს შორის წნევის 

არარსებობის ჰიპოთეზა: აღნიშნული წნევის სიმცირის გამო 

ფირფიტის ფენები ერთმანეთზე გავლენას არ ახდენენ. 

მათემატიკურად ეს იმას ნიშნავს, რომ 

X-ვ << ე, 2ე,Xუე, X-33 =0. 

ეს ჰიპოთეზები მისაღებია ე.ფრ. თხელი ფირფიტებისათვის. 

ფირფიტას ეწოდება თხელი, თუ მისი ჩაღუნვა 

2ჩ 
M(X,X.,X)<“– 4 

და 

I 2.1 

ა-„' 

  

"გრ. კირხჰოფი (1824-1887). 
''.ოეჰ. ლიავი (1863-1940). 
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სადაც 2/ ფირფიტის სისქეა, ხოლო ხ არის ფირფიტის CXX 

სიბრტყეზე გეგმილის უმცირესი მახასიათებელი ზომა. 

X3 

  

  

      

      
ს | X) 

M3 M3.1 
ეაგ_–_. 

M3,1 

ნახ. 2.4.1 

შევნიშნოთ, რომ თხელი ფირფიტების თეორია გამოდგება მა- 

შინაც კი, როცა 

1-2ჩ.1. 
5 ხ 3 
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2 _ 1 
თუ 3->3' მაშინ ფირფიტა გაითვლება სქელი ფირფიტე- 

2ჩ 
პის თეორიის საფუძველზე. თუ ჩაღუნვა. M3 2 ფირფიტა 

გაითვლება მოქნილი ფირფიტების თეორიის საფუძველზე. სქელი 
და მოქნილი (ან რაც იგივეა, დიდი ჩაღუნვების მქონე) ფირფი- 

ტების თეორიებს (იხ. მაგ., (581) ჩვენ არ შევეხებით. 

2.4.1. გადაადგილებები და დეფორმაციები ფირფიტებში 

კირხჰოფ-ლიავის პირველი ჰიპოთეზის თანახმად, (1.6.3)-ის 

გათვალისწინებით გვექნება, რომ რკ = Mვვ = 0. თუ ვაინტეგ- 

რებთ ამ ტოლობას, მივიღებთ, რომ I/კ = M(X,,X.). გარდა 

ამისა, იმავე ჰიპოთეზის თანახმად: 

1 
6ცვ = (რა + 4.) =0, 

საიდანაც 

ი” (2.4.1) 

თუ ვაინტეგრებთ მას X--ის მიმართ, მივიღებთ, რომ 

M, =-X Iს, + ს(X,X), X=1,2. 

მაგრამ მეორე ჰიპოთეზის თანახმად შუა სიბრტყეზე ამ ტოლო- 

ბების მარცხენა მხარე ნულის ტოლია. მარჯვენა მხარეში კი 

პირველი შესაკრები როცა X =0, ცხადია, ნულის ტოლია. 

ამდენად, 
1#-(X.X,)=0, თ=1,2. 

ამრიგად, 
M. (X, .X,X,) =-XIორი, CV=1,,2, (2.4.2) 
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ხოლო 

C =1C +V )= –-%(, +“ )= –» #M თმ 2 თ,ჩ ჩ.თ 2 3.თჩ 3,8თ 3““3,თმ? (2.4.3) 

თ =1,2, 

და ისინი განისაზღვრებიან Mკ-ის საშუალებით. 

2.4.2. ძაბვები ფირფიტაში 

კირხჰოფ-ლიავის მესამე ჰიპოთეზის თანახმადდ ჰუკის 

(1.12.26) კანონიდან ვიღებთ, რომ 

  
1+V რი თლა - + 9ნა, თ,8=)2,„ (2.4.4) 

სადაც 

C.:= X, +%X. 

აქედან 
1+V 2V 

რიც = რიგში = “. 9: “1 9» 

ე-იი, (2.4.3)-ის გათვალისწინებით მივიღებთ, რომ 

L 
0; =-–––.- ვეინ · 

1-V 
ამ უკანასკნელის (2.4.4)-ში ჩასმა გვაძლევს, რომ 

  

1+V V 
მ.გ = 2 Xგ+ 1 1” ე რამი; 

კერძოდ, თუ 8 =თ-ს, 

_ 1+V 
  6 _ = იი 1 XI 

«6. I” დუო რთ: 
საიდანაც, რადგან I#ვ,, = Mვ იც + ვ გგ (#8), (2.4.3)-ის 

თანახმად, 
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#V 
1M3,ით “1 _ 2 53 Mვეყ “> თძთ 

= 1+V 

  Xვ IV -V)" იი +VIვიი + VMვგც | , 

თ%# 8, თ,8=12, 

1-V· 

და 

= -ტ5 =1,2. (2.45 X·- ბი რ „ა +Vგ), #7» 8, თ,.8 = „2. (2.4.5) 

(2.4.4) და (2.4.3)-დან ცხადია, რომ 

MX 
X.,= აო (2.4.6) 

პირველი ჰიპოთეზის გამო, ჰუკის (1.12.26) კანონიდან გამომდი–- 

ნარეობს აგრეთვე, რომ 

X.=-“ 2 =0. (2.4.7) 
თ3 1+V თ3 

მესამე პიპოთეზის თანახმად კი ჩვენ დავუშვით, რომ 

X_3 =0. (2.4.8) 

უგულებელვყოთ მოცულობითი ძალები. მაშინ წონასწორობის 

(1.15.1) განტოლებები მიიღებენ 

X,,=0, 1=1283, 
სახეს. (2.4.7) და (2.4.8), ერთის მხრივ, ეწინააღმდეგება წონას–- 

წორობის ამ განტოლებებს, რამდენადაც თუ თვით წონასწორო- 

ბის განტოლებებს ამოვხსნით X ,“ის, 1=1,2,3 მიმართ, გავითვა- 

ლისწინებთ (2.4.5)-ს, (2.4.6)-ს და იმას, რომ 

(C2) 

'წო =0, XI, კ, = +949, 
მივიღებთ, რომ (იხ. (55), გვ. 116-118) 
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L 

  

X.= დილ -X (44 ),, თ=12, (2.49) 

ხოლო 

რ (ა) წ M 
ყძყ-ძ 2 3_ I,2 X.. = ს". –=3. 4. ც=“ “+ ლს % –“3 # რ. (2410) 

(+) CC) 

სადაც მ დღა რი შესაბამისად ფირფიტის ზედა და ქვედა ზე- 

დაპირებზე მოდებულ ძალებს აღნიშნავს, თუმცა, მეორე მხრივ, 

(2.4.9) და (2.4.10)-დან გამომდინარეობს, რომ X-კვ, C =1,2, 

მეორე რიგის მცირე სიდიდეა M-ის მიმართ, ხოლო X 33 კი გა- 

ნივი დატვირთვის ინტენსიურობის რიგისაა და შეადგენს Xაი, 

CX=12, ძაბვების უმნიშვნელო ნაწილს (იხ. 2.4.3 ქვეპარაგრა- 

ფი), თუ შესაბამისად IMვ-ის შესამე და მეოთხე რიგის წარმოე- 

ბულები X, და X,; -ის მიმართ შემოსაზღვრულია. 

2.4.3. ძალვები ფირფიტებში 

განვიხილოთ 
+ჩ 

M, = |X. თი, თ=L2. 
+“ 

რადგანაც (2.4.5) Xკვ-ის მიმართ კენტი ფუნქციაა, ამიტომ 

M, =0. 

იმავე (2.4.5)-ის თანახმად შღუნავი მოშენტი 
+ 

M. =M> := |X„ იძი =-ჩნ + რ) , (2.411) 1, 
-4. 

CL» 8, თ, 8 =1.2, 
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სადაც 
_ 2 
_ 3(1-V?) 

ე.წ. ცილინდრული სიხისტე-. 
თუ გავითვალისწინებთ (2.4.9)-ს, მივიღებთ ე.წ. გადამჯრელი 

C, ძალვების შემდეგ გამოსახულებას: 

+ჩ 

C0.კ:= | XავძC = –M. M) ჯ) CXX=1.2. (2.4.12) 

- 
რადგანაც (2.4.6) Xვ-ის მიმართ კენტი ფუნქციაა, ამიტომ 

+ჩ 

§:= | X,,თ =0 
– 

და ე.წ. მგრეხავი მომენტი: 

M:= M., = M, = I XX,0X, = –0(1-V)( ს. _ (2.413) 
– 

0, Mკ და #9 სიდიდეები გათვლილია შუა სიბრტყისა და 

მისი პერპენდიკულარული სიბრტყის თანაკვეთის სიგრძის ერთე- 

ულზე. ცხადია, მათი საშუალებით ადვილად მივიღებთ ძაბვის 

ტენზორის კომპონენტების გამოსახულებებს. მართლაც, (2.4.5)- 

ის და (2.4.11)-ის შედარებით დავასკვნით, რომ 

3MასX 
ძთ 2-1 X=1,2, 

- 2ჩ 
ხოლო (2.4.ნ)-ის (2.4.13)-თან„ (2.4.9)-ისა და (2.4.10)-ის 

(2.4.12)-თან შედარებით კი შესაბამისად დავასკვნით, რომ 
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3; 30, 
23. X-კ = + C - XI), 

(+) C-) 

ძ-ძ 3C. X 
2 0 6 8-2) 

თუ ფირფიტის შუა სიბრტყეში მდებარე წირის გარე ნორმა- 

ლი #-ის,, ხოლო ! მხები, მაშინ, ანალოგიურად, (1.4.3), 

(1.2.I), (2. 4.11) +(2.4. 13)“ის თანახმად, 

X= 
  

  

= IX, X, ძXვკ = IV, ”, 1, Xკ ძX, = ლლ 
–' 

- M ა! + 2171 + Mუ6. 

ყჩ,, 

+ჩ 

M,„= | X„X თი = I M,(,X-X, = IX» ე. ცX, ძX, 
-–ჩ – 

= M II, +MVC,6 + წე! L,)+ M, 15, 

= LX, = IX.» ძი, = LX.” ძი = 0... 
–' 

სადაც 

M, = 008(7.,X,), , =003%(/,X,), 1=1,2,3, 

და, ცხადია, 713 =0, 13 =0. 

2.4.4. გაღუნული შუა ზედაპირის განტოლება 

აზრობრივად ამოვჭრათ შუა სიბრტყიდან უსასრულოდ მცირე 

ელემენტი ძX, და ძX, (იხ. ნახ 2.4.2) გვერდებით. მასზე მოქ- 

მედი ძალვები მოცემულია ნახაზზე. ამასთან იმ წირით ელემენ- 

ტებთან რომელთა ნორმალების მიმართულება ემთხვევა სა- 
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კოორდინატო ღერძების მიმართულებებს, მითითებულია ძალვე- 

ბის (საკუთრივ გადამჭრელი ძალებისა და მომენტების მოქმედე- 

ბით გამოწვეული მობრუნების კუთხეების) დადებითი მიმართუ- 

ლებები, ე.ი. ის მიმართულებები, რა მიმართულებებითაც შესაბა–- 

მისი სიდიდეები დადებით მნიშვნელობებს იღებენ. მომენტებისა 

და მათ მიერ გამოწვეული ბრუნვის დადებითი მიმართულებების 

გასარკვევად გავიხსენოთ მომენტის განმარტება. მარჯვენა სის- 

ტემაში რაიმე 0, წერტილის მიმართ 0, წერტილში მოდებუ- 

ლი I ძალის მომენტი განიმარტება, როგორც 0,0; და XL 

ვექტორების ისეთი ვექტორული ნამრავლი, რომ C,0, X და 

0,0,65) ვექტორებმა შექმნან მარჯვენა სისტემა. ამასთან მო– 
მენტის დადებითი მიმართულების გარშემო მის მიერ გამოწ- 

ვეული ბრუნვის დადებით მიმართულებად (ე.ი. მობრუნების 

კუთხის დადებით მიმართულებად) მიღებულია საათის ისრის სა–- 

წინააღმდეგო მიმართულება. ამრიგად, (=,X,,M ) სამეულის 

დადებითი მნიშვნელობების შესაბამისმა მიმართულებებმა უნდა 

შექმნან მარჯვენა სისტემა. აქედან გამომდინარე MM, მომენტის 

დადებითი მიმართულების გარშემო მის მიერ გამოწვეული ბრუნ- 

ვის დადებითი მიმართულება (ე.ი. მობრუნების კუთხის დადებითი 

მიმართულება) ემთხვევა ნახ. 2.4.2-ზე მითითებულს. ანალოგიუ- 

რად, (ი,X უ,M 8) სამეულიდან ვასკვნით, რომ M-ის დადე- 

ბითი მიმართულება ემთხვევა X, ღერძის · უარყოფით მიმართუ- 

ლებას; (X,,X I) სამეულიდან ვასკვნით, რომ #I-ის დადები– 

თი მიმართულება ემთხვევა X, ღერძის უარყოფით მიმართულე- 

ბას; (ს ,X 211) სამეულიდან ვასკვნით, რომ M-ის დადებითი 

მიმართულება ემთხვევა Xკ ღერძის დადებით მიმართულებას; 

ხოლო მათ დადებით მიმართულებათა გარშემო მათ მიერვე გა- 
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მოწვეულ ბრუნვათა დადებითი მიმართულებები ემთხვევა ნახაზ- 

ზე მითითებულს. ელემენტი წონასწორობაშია, ამიტომ მასზე 

მოქმედი ძალების Xკ ღერძზე გეგმილების ალგებრული ჯამის 
ნულთან ტოლობის პირობიდან მივიღებთ, რომ 

– რC0,ძX; – 0;ძX, +თ+2 + 90; ძX, რ 

(024 საია. =0, 

(+) (–) 

სადაც #ძ:= 9+4 (იხ. 2.42 ქვეპარაგრაფი) შუა სიბრტყეზე 

ნორმალურად მოქმედი ზედაპირული დატვირთვის ინტენსიურო- 

ბაა. აქედან მსგავსი წევრების შეერთებისა და რ0X,თX,-ზე გაყო- 

ფის შემდეგ მივიღებთ, რომ 

C. = –ძ. (2.4.14) 

თუ ახლა Xგ. 8=1»2, ღერძების მიმართ მომენტებს ნულს 

გავუტოლებთ, მივიღებთ, რომ 
მM, მM 

V. + მ», რა რი – M,.თი + ი+254% რ. 

  

  

– MძXე –| 0, + 52 ძX, (ძX-გძX, + 0ეძX, 94% »ჯ 9 თ 
ძ 

მ / 
–(2, + > _“ჩთ, „ა – ძძი,ძ%, · “+ =0, 

თ# ჩ, თ,8=12. 

საიდანაც მესამე რიგის უსასრულო მცირეების (ისინი ხაზგას- 

მულია) უგულებელყოფით ანალოგიურად გამომდინარეობს, რომ 
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M..ა +II კ = 0), თX# 8, თ,8=12. (2.4.15) 

თუ (2.4.15)-ს ჩავსვამთ (2.4.14)-ში, მივიღებთ, რომ 

(M,+VM. ), +(M,, + ჩ,), =-ძ. (2.416) 

ხოლო ამ უკანასკნელში MI, -სა და II-ის (2.4.11) და (2.4.13) 

მნიშვნელობების ჩასმა გვაძლევს 

_ 9 /# /სI/, = ჩ (2.4.17) 

განტოლებას, რომელსაც ბოფი უჟერმენ-ლაგრანჟის განტოლება 

ეწოდება. 

  

  

      

    

0; 

ა 

0, - V ა XI 

M, I ' | M+5-«% 

გ | 
| M,1+94 თ, 

მ” მM. კ, მX, 

ბრ 1 (მ, “ ქ0, 
2 ლ, +589 

X2 
ძ, თX>2 

მ0 
0, ბეკერი X 

ნახ, 2.4.2 

შევნიშნოთ, რომ (2.4.14) და (2.45) ფორმულები შეიძლება 

მივიღოთ წონასწორობის (1.15) განტოლებების ინტეგრებითაც 
(იხ. ქვემოთ (2.5.3) და (2.5.4)). 
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(2.4.16) განტოლება გამოიყენება ცვლადი სისქის ფირფიტის, 

რომელიც სიმეტრიულ პრიზმულ გარსს წარმოადგენს (იხ. ქვე- 

მოთ §2.6.), შემთხვევაშიც, თუ სისქე 2M მკვეთრად არ იცვლება 

(იხ. (58), გვ. 199). 

თუ (2.4.11)-სა და (2.4.13)-ს, რომლებიც ასევე სამართლიანია 

არამკვეთრად ცვლადი სისქის ფირფიტებისათვის (ე«ი. XC, .X.) 

ფუნქციაა) ჩავსვამთ (2.4.16)-ში, მივიღებთ ცვლადი სიხისტის, 

რომელიც შეიძლება დრეკადი მუდმივები” ცვალებადობითაც 
იყოს გამოწვეული, იე (XV ღუნვის შემდეგ განტოლებას: 

ჩM.) ჩ.) +(CიV, ,22 +V #03» 'II 

+ VLნV.,, )» + 2IC –V)MVვ3)ე 1. = ძ. 

ღუნვის დინამიკის განტოლების მისაღებადდ დალამბერის 

პრინციპის თანახმად, # დატვირთვას უნდა დაემატოს ინერციის 

ძალის გეგმილი Xკ ღერძზე. ეს იმით აიხსნება რომ ერთი 

მხრივ, მოცულობითი ძალის X»გკ ლღერძზე გეგმილი რომ არ 

უგულვებელგვეყო, ის სწორედ 7-ს დაემატებოდა, ხოლო მეო- 
რე მხრივ, ინერციის ძალა მოცულობით ძალებს განეკუთვნება 

(იხ. აგრეთვე ქვემოთ (2.6.4)). 

(2.4.18) 

2.4.5. ძირითადი ამოცანები ფირფიტისათვის 

ფირფიტების თეორიაში ჩვენ ვეძებთ (2.48) (კერძოდ 

2.4.17) განტოლების ამონახსნს (ეი. IM CC“), რომელიც შემ- 

დეგი სამი ძირითადი სასახღლვრო პირობიდან ერთ-ერთს აკმაყო- 

ფილებს: 

1. საზღვარზე მოცემულია LL, ჩაღუნვა და შუა სიბრტყის შე- 

მობრუნების კუთხე (დირიხლეს ამოცანა). ეს არის გეომეტრიუ- 
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ლი სასაზღვრო პირობა. როცა სასაზღვრო პირობები ერთგვა- 

როვანია (ნულოვანია), საზღვარს ჩამაგრებულს უწოდებენ. 

2. საზღვარზე მოცემულის ჩაღუნვა და მღუნავი მოშენტი. ეს 

არის ფიზიკური სასაზლვრო პირობა. როცა სასაზღვრო პირობე- 

ბი ერთგვაროვანია, ამბობენ, რომ საზღვარი სახსრულადაა დაყ- 

რდნობილი. 

3. საზღვარზე მოცემულია გადამჭრელი ძალა, მღუნავი და 

შგრეხავი მომენტები (ნეიმანის ამოცანა). ეს სასაზღვრო პირო- 

ბაც ფიზიკურია როცა სასაზღვრო პირობები ერთგვაროვანია, 

ამბობენ, რომ საზღვარი თავისუფალია. 

თუ სიცხადისათვის ვიგულისხმებთ, რომ საზღვრის ნორმალი 

X- ღერძს ემთხვევა, ზემოთ ჩამოთვლილი ერთგვაროვანი სასაზ–- 

ღვრო პირობები მათემატიკურად შესაბამისად ასე ჩაიწერება: 

1 I=0, I/,,:=0 (ამ შემთხვევაში, (2.4.13)-ის ძალით 

II =0); 
2. სც=0, M,ე =0; 

3. 0.=0, M,ე=0, #/”=0. 

სამგანზომილებიან მოდელში მათ (ერთგვაროვანი პირობების 

შემთხვევაში) შესაბამისად ეთანადება შემდეგი სასაზღვრო პირო– 

ბები: 

1. MI,=0, 1=1,2,3; 

2. M.=0, M-=0, X.,, =0; 

3, X:კ =0, X.,; =0, X., =0. 

მესამე ამოცანის შემთხვევაში მეოთხე რიგის (2.4.18) (კერ- 

ძოდ, 2.47) ელიფსური განტოლებისათვის გვაქვს სამი სასაზ- 

ღვრო პირობა, რაც სასაზღვრო ამოცანას არაკორექტულს ხდის. 

ამიტომ გარკვეულ მოსაზრებებზე დაყრდნობით (იხ. ნახ. 2.4.3), 

C-სა და M-ის ნაცვლად საზღვარზე სახელდება ე.წ. განზოგა- 

ღებული გადამჭრელი ძალა 
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– მხ 6,:=0,+5”“ 
2 2 მ», 

და ამ უკანასკნელ შემთხვევაში გვექნება ორი სასაზღვრო პირო- 

ბა. 

დასასრულს შევნიშნავთ, რომ ფირფიტების ღუნვის კლასი- 

კურ თეორიაში არ სრულდება ჰუკის კანონი Xკ ღერძის გას- 

წვრივ და სასაზღვრო პირობები კმაყოფილდება ინტეგრალურად. 

მართლაც, ჩვენს შემთხვევაში პირველი ჰიპოთეზის თანახმად 

633 =0 და ამდენად Xკ ღერძის გასწვრივ ჰუკის კანონი იღებს 

",,,+Mა:,ე =0 სახეს. საიდანაც, (2.4.1)-ის თანახმად გამომდინა– 

რეობს, რომ #,:Vკ =0, რაც, საზოგადოდ, არ სრულდება, რად- 

გან Mკ აკმაყოფილებს (2.4.17) განტოლებას და ამდენად, საზო- 

გადოდ, ის ჰარმონიული ფუნქცია არაა. 

უფრო დეტალურად ფირფიტების ღუნვის კლასიკურ თეო- 
რიას შეიძლება გავეცნოთ |55)-სა და (581)-ში. 

ზოგად შემთხვევაში, როცა საზღვრის ნორმალი 71 -ია, კირ–- 

ხჰოფ-ლიავის მოდელის ერთგვაროვან სასაზღვრო პირობებს 

აქვთ შემდეგი სახე: 

1. /I=0, ––>=0; 
? თ 

2. V-=0, M, =0; 
– ძM 

3. M, =0, 0,:= 0, + «ი. 
| თ 

რომელთაც სამგანზომილებიანი: მოდელის შემდეგი სასაზღვრო 

პირობები შეესაბამება: 

1 V,=0, 1=L1,2,3; 

2 X.=0, V,=0, Mვ =0; 

3. X,, =0, X,=0 +X„კ =0. 
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  0 (0)
 

    
      

  

  

    
  

        

  

  

ძX, 

მყ 
–- 
მ», ' 

                    
  

  
ნახ. 2.4.3 

კირხჰოფ-ლიავის მოდელში განიხილავენ აგრეთვე ე.წ. სრიალა 

ჩამაგრების 
თ» _ 

4 –3=0, =0, 
თ 6, 
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სასაზღვრო პირობებს, რომლებსაც სამგანზომილებიან მოდელში 

შეესაბამება 

4. M.=0, X,=0, X,კ =0 

სასაზღვრო პირობები. 

განვიხილოთ პირველი სასაზღვრო პირობები ვთქვათ, 

M, =0, 71=1,2,3, (X,,X-)Cმთ, IX <#, მაშინ თუ გავიხსე- 

ნებთ იმას, რომ M.-ით და M,-თი აღნიშნულია გადაადგილების 

ვექტორის მდგენელები (კომპონენტები) 00 -ზე გამავალი ცი– 
ლინდრული ზედაპირისადმი (საზღვრისადმი) # ნორმალისა და 

0X,2X, სიბრტყის პარალელური ! მხების მიმართულებებით, 
დავასკვნით, რომ ერთი მხრივ, (2.4.2)-ის თანახმად, 

_ მხ. 
M, = M>71ც = “–“XვMვ,ე ბ, = –X3 მი , 

მ. 
M, = M1ც = –Xვივეც 1ც == 73 27” 

და, ამდენად, 

0" 
M, =0, M,=0 და 9-5 =0, Xვ--, =9, როცა 

(X,,X,)C მთ, Xკ <#. 

საიდანაც იმის გათვალისწინებით, რომ კირხჰოფ-ლიავის მო–- 

დელში IMკ არ არის დამოკიდებული Xკვ-ზე, მივიღებთ, რომ 

მი) _ 0 

. 

მეორე მხრივ კი ! 

1 =0. 

მეორე, მესამე და მეოთხე სასაზღვრო პირობების შემთხვევა ნა– 

თელია, რადგან იქიდან, რომ 
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X. =0, X„=0 და X,1=0, როცა (X,,X,)CმC0, 

IX <7, 

შესაბამისად გაშომდინარეობს, რომ 

M, =0, M,, =0 და 0, =0, როცა (X,,X;)C9თ, 

ხოლო, როგორც ზემოთ ვაჩვენეთ, 

M, = 0, როცა (X, ,X,) C მთ , (X| <#, 

ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

29 -0, როცა (X,,X,)C მთ. 

დინამიკის ამოცანების განხილვისას, სასახღვრო პირობებს 

საწყისი პირობებიც უნდა დაემატოს. 

2.4.ნ6. ფირფიტის ღუნვა დრეკად ფუძეზე 

დრეკაღი ფუძე ეწოდება დრეკად დეფორმირებად სხეულს, 
რომელსაც მთელი თავისი ქვედა პირითი ზედაპირით ეყრდნობა 

ფირფიტა ან ღერო (იხ. ქვემოთ ნაწ. III). 

კვინკლერის! ექსპერიმენტული ჰიპოთეზის თანახმად დრეკად 
ფუძეზე ფირფიტის ან ღეროს დაწოლით გამოწვეული დრეკადი 

ფუძის რეაქციის # ინტენსიურობა ქვედა ფუძის ჩაღუნვის (ეი. 

კირხჰოფ-ლიავის მოდელის შემთხვევაში შუა სიბრტყის Mკ ჩა- 

ღუნვის, რადგან ის Xკვ-ზე არ არის დამოკიდებული) პროპორ- 

ციულია 
M#=VMM%, 

სადაც დრეკადი ფუძის მოდულია, გათვლილი ფართის ერ- 

თეულზე, როცა ჩაღუნვა სიგრძის ერთეულის ტოლია. MX, რომ- 

  

ა ე· ვინკლერი (1835-1888). 
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(1 ნ. 
ლის ერთეულია იზო ი 

კიდებული და დგინდება ექსპერიმენტით (იხ, (58), გვ. 290). 
თუ 9# ფირფიტის დატვირთვის ინტენსიურობაა, მაშინ, ცხა- 

დია, დრეკადი ფუძის რეაქციის გათვალისწინებით ფირფიტაზე 

მოქმედი მთლიანი დატვირთვის ინტენსიურობა 

(9 – M6)-ის (2.4.19) 

ტოლია. ამდენად დრეკად ფუძეზე მდებარე ფირფიტის ღუნვის 
განტოლების მისაღებად (2.4.17) და (2.4.18) განტოლებებში ძ 

უნდა შევცვალოთ (2.4.19)-ით: 

#სMM, = 

, დრეკადი ფუძის მასალაზეა დამო- 

ძ-ხ60 
  

და 

(-».,, ) + (MM. )» + V(I.,, )» + V(C-V,-, , 

+211 –V)ნM, 1, =9-– ი. 

§2.5. რაისნერ-მინდლინის მოდელი 

მოკლედ შევეხოთ რაისნერ 2–მინდლინის მოდელს L11I, I29I 

(31, კირხჰოფ-ლიავის მოდელისგან განსხვავებით ეს მოდელი 

საშუალებას იძლევა, ფირფიტის საზღვარზე დასახელდეს სამივე 

ფიზიკური სიდიდე: (0, გადამჭრელი ძალა, M, მღუნავი მო–- 

მენტი და M#M.,, მგრეხავი მომენტი. რაისნერ-მინდლინის მოდელი 

ემყარება შემდეგ სამ ძირითად ჰიპოთეზას: 

I). წრფივი ნორმალების ჰიპოთეზა: დეფორმაციამდე ფირფი- 

ტის შუა სიბრტყისადმი ნორმალური წრფივი ელემენტი არ იც- 

ვლის სიგრძეს და წრფივი რჩება (იხ. ნახ. 2.5.1). 

  

ბ ე. რაისნერი (1913-1996). 
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მათემატიკურად ეს იმას ნიშნავს, რომ 6აკ = 0. 

ო 
  

  

Xჯ, 

    
  

M3 

  
.. M3,! 

    
ნახ. 2.5.1 

2. შუს სიბრტყის გაუჭიმვადობის ჰიპოთეზა: შუა სიბრტყე 

არ მუშაობს გაჭიმვა-კუმშვაზე, იგი მხოლოდ იღუნება, ე.ი. შუა 

სიბრტყეში არ გვაქვს გაჭიმვის, კუმშვის და ძვრის დეფორმა- 

ციები. 

მათემატიკურად ეს ასე ჩაიწერება: 

M.(X,,X,,0)=0, CV =1,2. 
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3. შუს ბიბრტყისადმი პარალელურ ფეხებს შორის წხევის 

არარსებობის ჰიპოთეზა: აღნიშნული წნევის სიმცირის გამო 

ფირფიტის ფენებს შორის წნევა უგულებელყოფილია. 
მათემატიკურად ეს იმას ნიშნავს, რომ X._ვ =0. 

როგორც ვხედავთ, განსხვავება რაისნერ-მინდლინისა და კირ– 

ხჰოფ-ლიავის ჰიპოთეზებს შორის მხოლოდ პირველ ჰიპოთეზებ- 

შია და იმაში გამოიხატება, რომ თუ კირხჰოფ-ლიავის მოდელის 

შემთხვევაში დეფორმაციამდე შუა სიბრტყისადმი ნორმალური 

ელემენტი დეფორმაციის შემდეგ შუა ზედაპირისადმი ნორმალუ- 

რი რჩება, რაისნერ-მინდლინის მოდელში ეს საზოგადოდ ასე 

არაა, ეი. ეს უკანასკნელი მოდელი უშვებს განივი ძვრის დე- 

ფორმაციას. ამიტომ ზოგჯერ რაისნერ-მინდლინის მოდელს უწო- 

დებენ ფირფიტას განივი ძვრის დეფორმაციით. 

ახლა ისე მოვიქცეთ, როგორც (2.4.2) ფორმულის გამოყვა- 

ნის დროს, იმის გათვალისწინებით, რომ ახლა 

რივ =.M,ც+6»)= 36, (M,X,)+0, თ=12, 

სადაც რ, უცნობი ფუნქციებია, რომლებიც ძვრის კუთხეების 
ტოლია (იხ. §1.8-ის ბოლო ნაწილი). მაშინ მივიღებთ, რომ 

Mე =-X 0. (X,X,), Cთ=12, (2.5.1) 

სადაც 

0. (M.X)= ს, -რ, (XX, CთC=12, 
წარმოადგენს CXაXჯ, თ =1,.2, სიბრტყეში შემობრუნების კუ- 

თხეს (როტაციას), რომელიც ფირფიტის ღუნვითაა გამოწვეული 

(იხ. ნახ. 2.5.1). რაისნერ-მინდლინის მოდელში 6=:(0,,0,) 
როტაცია, საზოგადოდ, არ არის დამოკიდებული IL ჩაღუნვაზე. 

კირხჰოფ-ლიავის მოდელში კი (შეადარე (2.4.2)-ს) დ.კ =0 და, 

ამდენად, 
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მა=Iკ ა, CX=1,2. 

(1.6.3) კინემატიკური ფორმულები, (2.5.1)-ის ძალით, მიიღე- 

ბენ შემდეგ სახეს: 

1 
6ცი -Xვმი კ 6.ვ= 2LC9» +Mვ> IL CX =1,2, 

(2.5.2) 

06 = -+(. + 0,,), 0ევ =0. 

(2.52) ფორმულებს რაისნერ-მინდლინის კინემატიკური ფორმუ- 

ლები ეწოდებათ. 
(115.1) განტოლებებიდან პირველი ორი გავამრავლოთ Xვ-ზე, 

ვაინტეგროთ სამივე განტოლება –M-დან +M-მდე Xკ-ის მიმართ, 

გამოვიყენოთ ნაწილობითი ინტეგრება და გავითვალისწინოთ 

(2.4.11)-(2.4.13) აღნიშვნები, მაშინ მივიღებთ, რომ 

Mთვ –0.ი+ძე =0, X=1,2, (2.5.3) 

0.„+ძ9 =0, (2.5.4) 

სადაც 
+ 

ძი = | დათი +MLX,(+,X,M)- X,,(– ,X,,–/)), თ =1,2, 
–' 

+ 

ძკ:= |თდ,ძი, + X,3(X,X:,M) – X.3(X,,X,,-ჩ). 
–ჩ 

როგორც უკვე აღვნიშნეთ, ადვილი მისახვედრია, რომ ამავე 

გზით შეიძლებოდა მიგვეღო (2.4.15) და (2.4.14). მართლაც, თუ 

დ, =0 და ძმ. =0, თ=1,2, ისინი გამომდინარეობენ შესაბა- 

მისად (2.5.3) და (2.5.4)-დან. პირიქით, ზემოაღნიშნულ პირო- 

ბებში (2.53) და (2.5.4) შეიძლება მივიღოთ ისე როგორც 

(2.4.15) და (2.4.14) მივიღეთ §2.4-ში. 
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თუ (2.5.3)-დან განვსაზღვრავთ 0, -ს და ჩავსვამთ (2.5.4)–- 

ში, მივიღებთ, რომ 

M გაი +მ. +0ძკ =0. 

თუ 2# სისქე მკვეთრად არ იცვლება, უკანასკნელი განტოლება 
და (2.5.1)-(2.54) დამოკიდებულებები როცა თ.=0 და 

ძ. =0, გამოყვანილი §2.4-ში გამოყენებული მეთოდით, გამოდ– 

გება ცვლადი სისქის ფირფიტებისთვისაც შევნიშნოთ, რომ 

ცვლადი სისქის ფირფიტის შემთხვევაში (1.15.1) წონასწორობის 

განტოლებებიდან ინტეგრების მეთოდით (2.5.3), (2.54) არ 

მიიღება, რაც ცხადია ი.ვეკუას მეთოდით ცვლადი სისქის ფირ- 

ფიტებისთვის აგებული იერარქიული მოდელებიდან (იხ. ქვემოთ 

§2.6), რომლებიც სამართლიანია ნებისმიერად ცვლადი სისქის 

მქონე ფირფიტებისთვის. 

რამდენადაც კირხჰოფ-ლიავისა და რაისნერ-მინდლინის მესამე 

ჰიპოთეზები ერთმანეთს ემთხვევა, ამიტომ რაისნერ-მინდლინის 

მოდელის შემთხვევაშიც სამართლიანია (2.4.4). თუ (2.4.4)-ში 

შევიტანთ (2.5.1)-ს, მივიღებთ, რომ 

1-V 
-Xვმა, =6,ე =6გ0 =–--0;, 

ქ.ი. 

L 
0. =-- 5 %0»“ 

და 

1+V V 
რი “2 Xკნ,,მა, 

საიდანაც 

1+V 
6" ა + 1- ე ხამ, · 
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აქედან, რადგანაც 0, =0,.„+0,ც, (X##ჩ8), (2.5.1)-ის 

გათვალისწინებით მივიღებთ, რომ 

წა LV 
-– XX =-–--X·0აე, + –„ა––-X-–-0 

9 (ყე ა ითი 1 V22 #7” 

L 
2 

  XII –V)მ,, +V0,, +V0,, |, 
ე“! 

X,=--“ :Mნ,,+V0,,, თX/ჩ, თ,ჩ =12. (2.55 
1-V 

(2.4.4) და (2.5.2)-დან ცხადია, რომ 

L "-- ეეე X,(0,, +0„)). (2.5.6) 

ჰუკის (1.12.26) კანონიდან და (2.5.2)-დან კი გამომდინა- 

რეობს, რომ 

X- = # 
2(01+V) 

თუ (2.4.11)-(2.4.13)-ის უ კანასკნელის წინა ტოლობებში შე- 

საბამისად ჩავსვამთ (2.5.5), (2.5.7), (2.5.6)-ს, მივიღებთ, რომ 

M, =M,, =-0(0., + V0-ა|, #8, თ=LI.2, (2.5.8) 

_ ს 
1+V 

1. M=M,=M=--00- VX(0,„ +0;,). (2.5.10) 

ზოგჯერ (2.5.9)-ის მარჯვენა მხარე გამრავლებულია ე.წ. 

ძვრის კორექტურის L მამრავლზე. L -ს ძვრის კოეფიციენტსაც 

  (-0.+M,., თ=12. (2.57) 

0, (0, +M,„) თ=12, (2.59) 
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3 ან უწოდებენ. ამ შემთხვევაში ძირითადად თვლიან, რომ # = 2 

ჟჯ? 

12. 
ამოვხსნათ (2.5.9) 0,-ს მიმართ 

1+V 
მ. =M3> “უც 9. 

მიღებული სიდიდე ჩავსვათ (2.5.8)-ში და (2.5.10)-ში, მაშინ Cთ 

არეში 

# 

M. = -ჩM06. + VI) 

1+V +V (2.5.11) 

ვ - 9 |- Mა> ს თ),. 25, თ=%2, 
= –IXI –V)Mკევ 

(2.5.12) 
+100- (> #2 . 
ვიგულისხმოთ, რომ #, ჩ;ჩ, V და /#! მუდმივებია. (2.5.3)-ში 

ჩავსვთთ (2.5.11), (2.52) დღა მიღებული გამოსახულებიდან, 

V 
–1==-–-“--ს ეათ ისწინებით, განვგსაზ- 1» 1= » ს. გათვალისწინებით, განვ 

ღვროთ 00, C) არეში: 

  (2.5.4)-ისა და 

2M? 
0, = -|9(«., +VI6ც 2 ),+ 301-V) –“ –--(0იე+ VC;5 ), 
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2 ს? ჩ 
–IXI – V)Iცეთ + +(0, +0;, ). +ძ, = -X0M), + ფ-40, 

_ M ს? 2»? ჩ? 
130 301=V) V0,, + 31–= 30-ე MI? 30= წ) ” 228 + ვ <2 %0, 

'შ #"0+V) ჩ? # (1+V) 
” 30-2) –“- “014 30-% 

Mჩ”(1+ –-0(ბM),+"-ბ0,- ე თაბრ. (2513) 

-–-––“C0; 2) + 9, 

ანალოგიურად, 

ჩ“(1+V) 
0, =-M(4V,), + "ა0,- 30-ე 912 +  · (2.514) 

(2.5.13)-ის და ი დეი (2.5.4)-ში ჩასმის შემდეგ მივიღებთ, 

რომ 

ჩ“ M”(1+V) 
- მ/ს - საი - ---  -#/ტძ+ 03 1 53 ძვ 30-V) 93 + მი» 

საიდანაც, (1.12.18)-ის თანახმად, 

=0, 

2 
2M 

#X200#0V, = 03 “30-ე იიი +9ა 

_ 4M?(1+ I 

“97 31+2/) 
აქედან, თუ დავუშვებთ, რომ ფირფიტაზე მოქმედებს მხოლოდ 

ნორმალური, ამასთან ჰარმონიული დატვირთვა, ეი. ძმ, =0, 

CX=1,2, და #Mძკ =0, მივიღებთ ს. ჟერმენ-ლაგრანჟის (2.4.17) 

განტოლებას. 

(2.5.3), (2.5.4), (2.5.8)-(2.5.10) დამოკიდებულებები · შეიცავენ 

შემდეგ რვა უცნობ სიდიდეს: #3, მე), 0,, CთX=1.2; MV-–., 
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თ, 8 =1,2. ჩავსვათ (2.5.8)-(2.510) გამოსახულებები (2.5.3), 

(2.5.4) -ში: ' 

Iი6,, +V9,,)), ++ 00 –#)(,, +0,,), 
#7 

'I+V ნ, · Mვ) )– ძ, =0, 6515 

I5(C,, +V0,, I, + 2 MIX – V)09,, +0;, IL 

#7 
- 2-0, “#32 )– ძე =0, 

Lჩ 
+ (0, – ) –ძ. =0. (2.516) 

(2.5.1:5), (2.516) წარმოადგენენ C) არეში მეექვსე რიგის“ 

ელიფსურ სიტემას 0, , 0, და IM უცნობების მიმართ. 

შევნიშნოთ, რომ (2.5.3), (2.5.4), (2.5.8)-(2.5.10) და (2.5.15), 

(2.5.16) დამოკიდებულებები გამოყვანილია, საზოგადოდ, ცვლა- 

დი, ე.ი. (X,,X, ) -ზე დამოკიდებული #, LM, V და #-სთვის. 

(112.9) ჰუკის კანონის ორივე მხარე, როცა 1=Cთ, 1=8, 

გავამრაგლოთ Xკვ-ზე, მიღებული ტოლობები და (1.12.9), როცა 

7=C, /=3, ვაინტეგროთ –#M-დან +ჩ-მდე Xკ-ის მიმართ და 

გავითვალისწინოთ (2.5.2), მივიღებთ შემდეგ კონსტიტუტივურ 

დამოკიდებულებებს: 

M>– _... +/0ნ,, +0ა, I, თჩ =12 

0, =2/VMV,, –0,), თ=1,2. 
” (2.517) 

  

L ეი. მეორე რიგის სამი განტოლებისაგან შემდგარ ელიფსურ სისტემას. 
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(2.5.17)-ის (2.5.3)-სა და (2.5.4)-ში ჩასმის შემდეგ მივილებთ, 

რომ 

1 VM0,, ა + „0, , +0, კ II, + 2/I(V„-მ, )– ძ. =0, 

CV =L12, 

|(2/M(V, - მ.) . +9ვ =0. 

(112.18)-ის ძალით, ეს სისტემა ემთხვევა (2.5.15), (2.5.16) სის–- 

ტემას. თუ #, /( და M მუდმივებია, მაშინ ეს სისტემა შეიძლე- 

ბა შემდეგი სახით ჩაიწეროს (იხ. (11), გვ. 3): 

(4VIX,,X-) = 9(X..X,), (X,.X-)Cთ, (2.5.18) 

სადაც 0 ფირფიტის პროექციაა Xკვ =0 სიბრტყეზე, 4 მატრი- 

ცული დიფერენციალური ოპერატორია შემდეგი ელემენტებით 
2 2 მ” 

4 =-“–Mბ?მMIს- –- Mპ?(2+ – 2, C=1,2, ვე ბ“3 ( 9056 ” 

ე? მ? 
+–>52> 

მX 0X; 
2? 

9X,0X. 

4ც=-/4, =2IVმ,, თ=12, 

  

თ . 

  4ც =-2/Mბ, #>= 

  

2 
4,; = 4ა,:= –3M (4+M) 

V.= (0,,0,,M,)', ძ:= (9,,9,.9.) · 
კირხჰოფ-ლიავის მოდელისაგან განსხვავებით უკვე არ არის 

საჭირო განზოგადებული გადამჭრელი ძალის ხელოვნური ცნე- 

ბის შემოღება და საზღვარზე შეიძლება სამი ბუნებრივი პირობის 

დასმა, რამდენადაც (2.5.18) ელიფსური სისტემა მე-6 რიგისაა. 

1. ხისტად ჩამაგრებული ნაპირი ანუ დირიხლეს ამოცანა. ამ 

ნაპირს არც გადაადგილება და არც მობრუნება არ შეუძლია: 
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Mკ =0, 0, =0, 0, =0. (2.5.19) 

სამგანზომილებიან მოდელში (2.5.19) შეესაბამება ერთგვაროვან 

(1.15.6) პირობებს. 

2. რბილად ჩამაგრებული ნაპირი. ხისტად ჩამაგრებული ნაპი- 

რისაგან განსხვავებით ნაპირს შეუძლია ტანგენციალური (მხები) 

მიმართულებით (ე.ი. ნორმალის გარშემო) მობრუნება. ამდენად, 

მგრეხავი მომენტი უნდა იღებდეს ნულოვან მნიშვნელობებს: 

M«=0, 0. =0, V,, =0. (2.5.20) 

სამგანზომილებიან მოდელში (2.5.20) პირობები შეესაბამება 

" =0 V.=0, X,,=0, 

სასაზღვრო პირობებს. 

3. ხისტად დაყრდნობილი ნაპირი. ამ ნაპირს შეუძლია ნორმა– 

ლური მიმართულებით (ე-. მხების გარშემო) მობრუნება. მადე– 

ნად მღუნავი მომენტი უნღა იღებდეს ნულოვან მნიშვნელობებს: 

"=0, M, =0, 0, =0. (2.5.21) 

სამგანზომილებიან მოდელში (2.5.21) პირობები შეესაბამება 

"=0, X.,=0, V, =0, 

სასაზღვრო პირობებს. 

4. რბილად დაყრდნობილი ნაპირი. ამ ნაპირს შეუძლია ნების- 

მიერად მობრუნება, მაგრამ არ შეუძლია გადაადგილება (რადგან 

ამ მოდელში IV, = 0, თ=12, ყოველთვის): 

M"=0, M,.=0, M,, =0. (2.5რ.22) 

სამგანზომილებიან მოდელში (2.5.22) პირობები შეესაბამება 

M=0, X.=0, X.,=0, 

სასაზღვრო პირობებს. 

5. თავისუფალი ნაპირი ანუ ნეიმანის ამოცანა: 

M, =0, M,=0, 0, =0. (2.5.23) 

სამგანზომილებიან მოდელში (2.5.23) პირობები შეესაბამება 

X.=0 X,=0 XX -3=0, 
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სასაზღვრო პირობებს, 

ისე, როგორც ეს ვაჩვენეთ ქვეპარაგრაფ 2.4.5-ში, ცხადია მე- 

4 და მე-5 სასაზღვრო პირობების შესაბამისობა მითითებულ 

სამგანზომილებიან სასაზღვრო პირობებთან. 

იქიდან, რომ IV,=0 და M=0 ფირფიტის გვერდით ცი- 

ლინდრულ ზედაპირზე, გამომდინარეობს რომ ცილინდრული 
ზედაპირის მხებ სიბრტყეში შემობრუნებას ადგილი არ ექნება, 

რადგან ცილინდრულ ზედაპირზე არც ვერტიკალურად (X-ის 
პარალელურად) და არც მხები მიმართულებით ცილინდრული 
ზედაპირის წერტილები არ გადაადგილდება, ეი. 0, =0. აქედან 
გამომდინარეობს მე-3 სასაზღვრო პირობების შესაბამისობა მითი- 

თებულ სამგანზომილებიან სასაზღვრო პირობებთან. ანალოგიუ- 

რად, მე-2 სასაზღვრო პირობების შემთხვევაში M, =0 და 

I =0 პირობების ფირფიტის გვერდით ცილინდრულ ზედაპირ- 

ზე შესრულებიდან გამომდინარეობს, რომ # ნორმალზე და X3 

ღერძზე გამავალი სიბრტყით ცილინდრული ზედაპირის კვეთაზე 
მდებარე წერტილები არ გადაადგილდებიან აღნიშნულ სიბრტყე- 
ში. ამიტომ ამ სიბრტყეში საზღვარი ვერ მობრუნდება, ეი. 

0, =0. 

პირველი სასაზღვრო პირობების შემთხვევაში (1.15.6) სასაზ- 

ღვრო პირობებიდან გამომდინარეობს (იხ. ქვეპარაგრაფი 2.4.5), 

რომ M,=0 და M,=0 სრულდება ფირფიტი ცილინდრულ 
საზღვარზე. ეს კი, იმის გათვალისწინებით, რომ I = 0 ცილინ–- 

დრულ საზღვარზე, გვაძლევს იმის საშუალებას, რომ მე-2 და 

მე-3 სასაზღვრო პირობების შემთხვევის მსგავსად დავასკვნათ, 

რომ 0, =0 და 0, =0. 

ცხადია შეიძლებ განხილულ იქნეს არაერთგვაროვანი 

(2.5.19)-(2.5.23) სასაზღვრო პირობებიც (ე.ი. სასაზღვრო პირო- 

ბებში შემავალი სიდიდეები წინასწარ დასახელებულ, საზოგა- 
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დოდ, არაიგივურად ნულოვანი ფუნქციებსს მნიშვნელობებს 

ემთხვევიან). 

დინამიკის განტოლებების მისაღებად, სტატიკის განტოლებებ- 

ში ძ,-ის, 71 =1,2,3, უნდა დაემატოს ინერციის ძალის შესაბა- 

მისი კომპონენტები, ხოლო დინამიკის ამოცანების განხილვისას 

სასაზღვრო პირობებს საწყისი პირობებიც უნდა დაემატოს. 

§2.6. პრიზმული გარსების ი.ვეკუას იერარქიული მოდელები 

კირხჰოფ-ლიავის ჰიპოთეზებზე დაფუძნებულ ფირფიტების 

თეორიას, როგორც ეს §2.4-ში ვნახეთ, აქვს ის შინაგანი წი- 

ნააღმდეგობა, რომ ძირითად განტოლებათა სისტემა არ არის 

თავსებადი ფიზიკურ სასაზღვრო პირობებთან. ამ წინააღმდეგო- 

ბის თავიდან აცილების ერთი ვარიანტი წინა პარაგრაფში განვი- 

ხილეთ. ახლა გავეცნობით კიდევ ერთ ვარიანტს, რომელიც შე- 

მოგვთავაზა ი.ვეკუამ |34), |38-40). ამასთან განვიხილავთ პრიზ- 

მულ გარსებს, რომლებიც ცვლადი სისქის ფირფიტებს, როგორც 

კერძო შემთხვევას, მოიცავენ. 

სხეულს, რომელიც ზემოდან და ქვემოდან შემოსაზღვრულია 

(+) (–) 

2= M(X,,X:) და 2= ჩM(X,,X.) ზედაპირებით, ხოლო გვერ- 

დიდან – ს| ცილინდრული ზედაპირით (იხ. ნახ. 2.6.1), რომ- 

ლის მსახველი ვერტიკალური CX, ღერძის პარალელურია, 

ეწოდება პრიზმული გარსი. სიმეტრიულ შემთხვევაში, ე.ი. როცა 

C) (+) 
M(X.X:) = – ჩ(X,,Xე) პრიზმული გარსი წარმოადგენს ცვლა- 

(+) (–) 

დი სისქის ფირფიტას. 2M(X, „X) = / (I, ,X:)– ჩ (X, XI) >0 

სიდიდეს ეწოდება პრიზმული გარსის სისქე. 
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(62) 

  

ნახ. 2.6.1 

პრიზმული გარსის გეგმილი CX,X. სიბრტყეზე აღვნიშნოთ 

C0-თი, მის საზღვარს გარსის საზღვარი ეწოდება. 

ჯერ კიდევ კოშიმ გამოიყენა ფირფიტების შესწავლის დროს 

გადაადგილების დეფორმაციების და ძაბვების “ზარისხოვან 

მწკრივად გაშლის მეთოდი. ეს მიდგომა აქვთ სხვა ავტორებსაც. 

ერთ-ერთი ვარიანტი, რომელიც ლეჟანდრის პოლინომების მი- 

მართ მწკრივად გაშლას ეყრდნობა და რომელზეც ჩვენ შევჩერ- 
დებით, ი. ვეკუას ეკუთვნის. 

ცნობილია, რომ ნებისმიერი /(X) C C“((-1,+1)) ფუნქცია 
შეიძლება გაიშალოს მწკრივად ლეჟანდრის პოლინომების მი- 

მართ (იხ. დამატება 2): 
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#C%)= 2(I+1I/ჩC, 
#=0 

სადაც 

ძ'(X“ –1 
#» (X):= ! _1 4 -.. ) 

27! თX 
ლეჟანდრის პოლინომია, ხოლო 

+! 

#,:=| / თ)” C)ი 
1 

და მას ეწოდება /#-ის ”-ური მომენტი ლეჟანდრის პოლინომების 

მიმართ. 

C) 

როცა L-1,+1)I-ის ნაცვლად გვაქვს +“ # « ა #CX, ,X-,Xვ) -ს 

ფიქსირებული (X,.X, ) -სთვის X-ის მიმართ აქვს მეორე რიგამ- 

(–) ( 

დე უწყვეტი წარმოებულები, ე-ი. /# C თ. # |, ცხადია 

#(X.X.,Xგ) 5XC +1I/( (X,,X,)ნ (, –ხ), 

(–) « 

სადაც მწკრივი თანაბრად კრებადია “, 4 სეგმენტზე და 

თ თ 

ხ= + 1 
I” 2” 

# CC, =)= (# თ,9,9)ჩ (6 – ხMC. 

  ძ:-= , 

(2.6.1) 
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(–) (+ 

თუ ვექტორი (V, X..0. )CC7, Iვ .ჩ 1), მაშინ ის შეიძ- 

C–) (+) 

ლება >», , სეგმენტზე თანაბრად კრებად შემდეგ მწკრივად 

გავშალოთ 

(«.X,.4,)= 24 -+II+.X,, „,)ნ (ით –ხ). 
#7=0 

ვაიერშტრასის? თეორემის თანახმდ Xკ-ის ნებისმიერ 

უწყვეტ ფუნქციას შეიძლება ნებისმიერი სიზუსტით მივუახლოვ- 

დეთ X-ის მიმართ პოლინომებით. ამიტომ /V-ის შერჩევით 

(, Xვ,0, 8 -ს შეიძლება ნებისმიერი სიზუსტით მივუახლოვდეთ ყ: 

X-ის მიმართ ლეჟანდრის პოლინომების შემდეგი ჯამით: 

(«, X,,6, )= 24 7+1 (+, X,.4,)ჩ (რი –ხ). (2.6.2) 
#=0 

თუ (1.129) დამოკიდებულებების ორივე მხარეს გავამრავ- 

(+) 
ლებთ ჩ(ი», –ხ)-ზე და ვაინტეგრებთ წ -დან / -მდე X-ის 

მიმართ, მივიღებთ, რომ 

XV, (=თ,X,)= 10, (= ,X. X#, +2#0,, (XX, , ” =0,1,..., (2.6.3) 

რაც წარმოადგენს ჰუკის კანონს, გადაწერილს მომენტებისათვის. 

ანალოგიურად შეიძლება მივიღოთ წონასწორობის შემდეგი 

განტოლებები მომენტებისათვის (იხ. (38)) 

  

" კთ.ვ. ვაიერშტრასი (1815-1897). 
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მ” 
X + ს ქ. X# · X = – # “+ 2,4 იი, ჩვე! (2.6.4) 

” = 0,I1,..., / = I,2,3, 

სადაც 
C) 

"რაგინი Cს Cს)ს M4« ა... 
2/! 

“+. (-) 

, , ყI“” ხი ” – –I #8 

ძუ =,2094 52, ძე, =-რა+)1-Cს 
2#ჩ 2/ 

„” (+) () “) C– () C– 

X,=X,-2,M,+C)1- X,,+Xც #. +, 

(+) თ) (ს) M/. (ლო M ასანა) ნე ოინი წერ. 
+თდ,, 

დ, , რა, შესაბამისად ზედა და ქვედა პირით ზედაპირებზე 

(+) (62) 

მოქმედი ზედაპირული ძალებია. #” და 7 შესაბამისად ზედა 

და ქვედა პირითი ზედაპირების გარე (გარსის მიმართ) ნორმა- 

ლებია. დ ” მოცულობითი ძალის კომპონენტების 7-ური მომენ- 

ტებია. 

დეფორმაციის ტენზორის #-ური მომენტები ასე ჩაიწერება: 
|| დ ” 1 თ , 

=- ხ. ; +-– ხ.V, + L · 

2 2, “2 2, ი წ (2.6.5) 

” = 0,1,2,..., IL, # = 1,2,3, 
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(+) C) 

44 I ჩით–- ჩი! 
ხი=>V,+M,,) ხ==-V+ს““ ა“, 

, , 0, §<7, 

ხა, =0, ხ,= , 

–- ძი, 3 >7/. 

(2.65) ჩავსვათ (2.6.3)-ში, ხოლო მიღებული – (2.6.4)-ში. მა- 

შინ მავიღებთ, რომ 
, 

    

, , მ?ყ. 
იბ, +(1+V)9 ”+M,VC,)+#, =ი0 ".. სადაც 

7 ძX, მ!“ 

”# =0,I,..., 1=12,3, (2.6.6) 

L =#ჩ,. 

M ; წრფივი ოპერატორები დამოკიდებულია ფირფიტის სისქეზე 
და შეიცავენ მხოლოდ პირველი რიგის წარმოებულებს. 

(2.6.6) ფაქტობრივად წარმოადგენს ლამეს განტოლებებს, ჩა- 

წერილს მომენტებისათვის. 
ვიგულისხმოთ, რომ 

M = 0, როცა > M (2.6.7) 

და (2.6.6) სისტემაში დავტოვოთ მხოლოდ პირველი M+1 გან- 

ტოლება. მიღებულ განტოლებათა სისტემაში M,, საზოგადოდ, 

უკვე არ წარმოადგენს M,-ს ”ურ მომენტს, განსაზღვრულს 

(2.61) ტოლობით. მიღებული სისტემა შეესაბამება M-–ურ მიახ- 

ლოებას. 

თუ გარსის გვერდით ზედაპირზე მოცემულია ან X,, = /, 
ძაბვები ან M,=,/ გადაადგილებები, ცხადია მათი 
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(–) (1) 

# (იX, –ხ) ზე გამრავლებით და # –დან # -მდე 

ინტეგრებით ადვილად ვიპოვით შესაბამის მომენტებს: 

X,, =#, (=123, #=0,V, (2.68) 
M. =/# 1=1,2.3, „=0,V, 60.6.9) 

” 

სადაც # გვერდითი ზედაპირის გარე ნორმალია. 

დინამიკის ძირითადი სასაზღვრო ამოცანები შემდეგნაირად 

დაისმის: ვიპოვოთ M, C C? (თ), ”=0,..,MV, 7=1,2,3, რომ- 

ლებიც აკმაყოფილებენ (2.6.6) განტოლებას C)-ში„ დროის 

ნებისმიერ ჯ =7ე მომენტში (2.6.ზ) ან (2.6.9) პირობებს გარსის 

საზღვარზე და 

მ", 
2 - =Cთ,(X, >) მ! I =Vიე (+, X.) 

(X,)Xე)C 0), ”=0,MV, / = 1,2.3, 

საწყის პირობებს. 

ამ გზით მიღებული სისტემის ღირსშესანიშნავი თვისება იმა- 

ში მდგომარეობს, რომ იგი განტოლებათა ორ ჯგუფად იყოფა. 

ერთი ჯგუფის მთავარი წევრები ემთხვევა ბრტყელი დრეკადო- 

ბის თეორიის ძირითად განტოლებათა სისტემის ოპერატორს, 

ხოლო მეორე ჯგუფის მთავარი წევრები – ლაპლასის ოპერა- 

ტორს. ეს იმის საშუალებას იძლევა, რომ პრიზმული გარსების 

გათვლისათვის გამოვიყენოთ დრეკადობის ბრტყელი თეორიისათ- 

ვის და ლაპლასის ოპერატორისათვის არსებული მათემატიკური 

აპარატი. ცხადია, ამონახსნის სიზუსტე იზრდება M-ის ზრდას- 

თან ერთად. თუმცა ამასთან ერთად იზრდება სისტემაში შემავალ 

განტოლებათა რიცხვიც, რაც ართულებს მის ამოხსნას, მაგრამ 

პრაქტიკული მოსაზრებიდან გამომდინარე შეიძლება დავკმაყო– 

ფილდეთ ნულოვანი (V =0) და პირველი (M =1) მიახლოებით. 
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დამტკიცებულია ძირითადი ამოცანების ამონახსნის ერთადერ- 

თობა და გარკვეულ პირობებში არსებობაც |34), (38-40), (16), 

I17), (33, (28) (5) (6) როცა 2M>0. შემთხვევა, როცა 2ჩ 

გარსის საზღვარზე ან მის ნაწილზე შეიძლება ნული გახდეს, 

ასეთ გარსებს წამახვილებული გარსები ეწოდება, განხილულია 

(44), (19-25I-ში. ი.ვეკუას ზემოაღწერილი რედუქციის მეთოდი 
განზოგადებულია ანიზოტროპული ფირფიტებისა (33) და გეო- 

მეტრიულად და ფიზიკურად არაწრფივი არადამრეცი გარსები–- 

სათვის (28). 

შენიშვნა 2.6... IV -ური მიახლოების სასაზღვრო პირობებში 

მოცემული გვაქვს ძაბვის ვექტორის ან გადაადგილების ვექტო- 

რის მომენტები. საძიებელი სიდიდეების აღსანიშნავად ვიყენებთ 

გადაადგილების ვექტორის მომენტების აღნიშვნებს, თუმცა ეს 

საძიებელი. სიდიდეები, საზოგადოდ, როგორც უკვე აღვნიშნეთ, 
არ არიან გადაადგილების ვექტორის მომენტები, მაგრამ მათკენ 

მიისწრაფვიან, როცა M –3 +თ. ამას იმასაც თუ დაგუმატებთ, 

რომ რეგულარულ (არაწამახვილებულ) შემთხვევაში /V –ურ 
მიახლოებაში დასმული ამოცანების ამონახსნები მიისწრაფვიან 

შესაბამისი სამგანზომილებიანი ამოცანების ზუსტი ამონახსნები– 

საკენ (16), (17), (5), |6), ნათელი გახდება, რომ /V –ურ მიახ- 

ლოებაში ასეთი დასმა სავსებით მისაღებია. წამახვილებული 

გარსების შემთხვევაში საძიებელი ფუნქციების ვიწრო კლასები- 

სათვის იგივე ფაქტს აქვს ადგილი (25), ხოლო ამოცანების ბუ- 

ნებრივ წონიან სივრცეებში განხილვისას MV ->+თ დროს შე- 

საბამისი სამგანზომილებიანი ამოცანების დასმა სცილდება კლა- 

სიკურის ფარგლებს, რადგან ან არე არ არის ლიპშიცის, ან 

წერტილებში და ან წირების გასწვრივ შეყურსული ძალები 

იჩენს თავს (221, (24|). 

ნულოვან მიახლოებაში (2.6.6) სისტემა მიიღებს შემდეგ სა- 

ხეს 38) 
–I -I – /ტI"'V,-)+(2+/) ნ“ „+200 #),, (I 'V.ი ს 
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0 
_ _ X +#0ი/,, (IM) ,+/900M),, (L M-ი),,+<-” 

მჩ 'M-ი 
=0+–->–ძლძ, = 1,2, ი გ. ჩ 

X, _ იმი“ 
#I(ჩ კე )+(1ი #),_ IM IV „თ 415897 Mი 6 'M)+0ი#,, CM), +>+=# “2 

სდა 

(+) () M? CC) M CV 

=0., I+» 8) LX +Cა, MM.) (7 

+დ 

(+) (+) 

C., = X,(».5. / თა » | 
,.) 

C =) 
0. = _ ჩითი 7 | 

ჩ/ 

შევნიშნოთ, რომ ამ შემთხვევაში გადაადგილების ვექტორი 

(იხ. (39)) 

კი? 

_ 1 _ 
M#(X,.X1,X3,/)= 27% (ი ,X/). 

(+) (–) 

პირველ მიახლოებაში, თუ სჩ =- ის =-, გადაადგილების 

ვექტორი (39 | 

ღც7(M,X%,X ,/)= #C.5,0+>»შ (C,X,0, 1 
2 

სადაც 

MC (XX. ,()= MM 0(X,X,,/), V– (»X,X,,1)= ჩი. (=,X.,!) 
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კ =M Mი(X,X.,I)=:V, V.კ =M ”M3,(X,,X,,/) =: V 

ამ მიახლოებაში (2.6.6) სისტემა სტატიკის შემთხვევაში მიი- 

ღებს შემდეგ სახეს (391 
ძმ |,0მV, 

“2 2> ი «20: რი    

(2.6.10) 

+617 +X, =0, 

მ ,94, _მ_ „94 

257 ძ? 692 ძ2 
C.6.11) 

ძსV, 0ძVMV, _ 
3 2; ა ექიბი 

ტყ > ა 52 +20+#2;0ი 

  

> ძ2 (2.6.12) 

– რ –39VMMV, +1, =0, 

მძ „1:9V მV 1-9 „,9V 

ჩ 5; 972 127 #5; (2.6.13) 

–1M0 –3(1+2/()#ჩV+X =0, 
სადაც 

M, =M,+Iსე, V, =V, +IVე, 

მM, 27 
0=--.+---, 

ძ2 · მ7 

0 _1! თი? 9 _1 ძ ,, მ. 
მჯ 2Iძჯ მ») 0: 2Iძ9X ძა 
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X,და X დამოკიდებულია მოცულობითი ძალების ნულოვან 

მომენტებზე და პირით ზედაპირზე მოქმედ გარე ზედაპირულ 

ძალებზე, ხოლო #, და / – მოცულობითი ძალების პირველ 

მომენტებზე და პირით ზედაპირზე მოქმედ გარე ზედაპირული 

ძალებზე. 

(2.6.10)-(2.6.13) განტოლებათა სისტემა ორ ჯგუფად იყოფა: 

(2.6.10) და (2.6.13) დამოკიდებულია მხოლოდ V, -ზე და V-ზე 

და ამდენად ახასიათებს გარსის გაჭიმვა-კუმშვას, ხოლო (2.6.11) 

და (2.6.12) დამოკიდებულია მხოლოდ VM-ზე და V,-ზე და 

ამდენად ახასიათებს გარსის ღუნვას. 

(+) (62) 

შენიშვნა 2.6.2. სიმეტრიული | # (X,.X.) =-/ C, 82) >0 

პრიზმული გარსის ფორმის მქონე სამგანზომილებიანი სხეულის 

IM (X,,X,,X). (=1,2,3, 

გადაადგილებები შეიძლება დავშალოთ ორ-ორ შესაკრებად 

M,(X,,X; „Xგ,1) = M (X,,X: ,Xგ,1) + IV (X,.X:,X 1), 1=12.3, 
რომელთაგან 

M2 (XX. ,X,,()= IM. (თ, X,Xვ,/)+V, (X,X.,-X,,!)I, 

სა
 

| 

Cთ =1,2, 

რომელიც Xკვ-ის მიმართ ლუწი ფუნქციაა და 

1 
M (C,%,X%,/)= 0,9 ,/)- MC ;X%–X,/), 

(2222 )6 5), 
რომელიც Xკ-ის მიმართ კენტი ფუნქციაა, შეესაბამება გაჭიმვა–- 

კუმშვას (მართლაც, შუა სიბრტყე იჭიმება ან იკუმშება, რადგან 

M5 (X,,X,,0,/)= M.(X,,X, ,0,,/)«0, (X,X.)CCთ, 
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და არ იღუნება, რადგან 

I (X,,X,.0,,)=0, (X,,X:)CCთ), 
ხოლო 

1 VI (XX ,X,,/()= –IV, (X,,X,,X,,()– MI (X,,X:,-X,!)I, 

C =1,2, 

ხა
 

რომელიც Xკვ-ის მიმართ კენტი ფუნქციაა და 

1 
რ(-=,=,/)= 20 C,V=,X,/)+% (დ, XV ,–X,?)), 

(X,,X1,X1)C 62, 

რომელიც Xკ-ის მიმართ ლუწი ფუნქციაა, შეესაბამება ღუნვას 

(მართლაც, შუა სიბრტყე არც იჭიმება და არც იკუმშება, რად- 

გან 

ყს(X,.X,,0,,)=0, (X,,X,)CCთ), 

მაგრამ იღუნება, რადგან 

#I(X,,X,,0,1)= #კ(X,,X,,0,,/)«0, (X,,X,)C თ). 

ზემოაღნიშნულის შესაბამისად, თუ 

, (»,,X; ,X,,!) =% ( XX. ,1) 85 |, 1=1,2,3, 
#=0 ჩ 

მაშინ, იმის გათვალისწინებით, რომ Xკვ-ის მიმართ ” კენტი 

ფუნქციაა კენტი I-სათვის და ლუწი ფუნქციაა ლუწი #>0- 

სათვის, დავასკვნით, რომ 

ას ” ლუწია; I, ” კენტია, (2.6.14) 

შეესაბამება გაჭიმვა-კუმშვას. მართლაც, 
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რრ,ნანიმ=2+M თაი, 8 2 ) თ =L.2, 
#7=0 

(- ლუწია) 
ლუწია Xკვ-ის მიმართ, 

ჯ 3 72 (X,:X,,X,,!) =1 "კ, რ.ო.ი9 7 | 
#7=! 

(” კენტია) 

კი კენტია. ხოლო 

Mი, ” კენტია, “,, ” ლუწია, (2.6.15) 
შეესაბამება ღუნვას. მართლაც, 

Vს = I რი. % 7 | C =1.2, 
#=) 

(” კენტია) 
კენტია Xვ-ის მიმართ, 

ჯ 3 " (X,,X-,X.,) =24, როინ 7 | 

(” ლუწია) 
კი ლუწია. 

(2.66) სისტემა შეიძლება გადავწეროთ დივერგენტული 

ფორმით ცხადი სახით ამოწერილი უმცროსი კოეფიციენტებით 

(20). M#-ურ მიახლოებაში მას შემდეგი სახე აქვს: 

ქ” | «ს | +», ქოს, | 

თ/ #C #V 

+ ჯ C თ სც ა34 V) 

§=”+1 
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ლ” #+3+) M #++§+1 ” ” ლ? #+§+) ” +2ეძ, #0, V,+Mჩ V,,ე+V,, |+ 3.8» Vყ 
§=0 1=5+1 

, 2 V. ” 
+M X, =0M--–-“, 7=1,2,3, #7=0,MV, (2.6.16) 

სადაც 
»” 

V, =-4%. 
„' ცს ? 

M 

M ნიშნაკი აღნიშნავს M-ურ მიახლოებას V,-ს ეწოდება 

წონითი მომენტი M-ურ მიახლოებაში. შევნიშნოთ, რომ (2.6.6) 

სისტემის შესაბამის უსასრულო სისტემას იგივე (2.6.16) სახე 

აქვს, მხოლოდ ჯამებში M უსასრულობით უნდა შევცვალოთ და 

უცნობ სიდიდეებს 7” ნიშნაკი მოვაშოროთ; ე.ი. მივიღებთ 

სისტემასს V, -ების ან, რაც იგივე, MM, -ების, 1=12.2, 

ჯ=0,1.:·, მიმართ, რომლებიც ", -ს ფურიე-ლეჟანდრის 

კოეფიციენტებია. 
რადგან სიმეტრიულ პრიზმულ გარსს ვიხილავთ, ამიტომ 

(4) (–) 

162 ,X:)+ „ (X, ,X:) =0, (63 :X; ) Cთ. (2.6.17) 

(2.6.17)-ის თანახმად, ადვილი სანახავია, რომ 
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ხი = (2.6.18) 
0, თუ ან §<7; ან #=Cთ, #+§ კენტია, §>7; 

ან #=3, #”+§ ლუწია, §>7; ან M#X=3, 7#=8; 

-(25+1)ჩ.I', თუ M=თ, #+§ ლუწია, §>7; 

(2§+1)M'', თუ #M=3, #+§ კენტია, §>7; 

–C +1)ჩ.I'', თუ M=CV, #=5; 

, 

ძა = (2.6.19) 

0, თუ ან (L=0CV, ”+§ კენტია, §%#71; ან 1=3, 

7+§ ლუწია; 

(2§+))ჩ.M/“, თუ 1=Cთ, #+§ ლუწია, §#7:; 

–(2§+1)ჩ“!, თუ 1=3, #+§ კენტია; 

MM“, თუ 1=0V, 7#=5; 

ჩაი» =#0,, ნ„+/40,,ხთ+/ნ, ხტ C.6.20) 
0, თუ ან §<7/: ან #+5 კენტია, §>7; 

–C +1)#'! (26... +/ბკჩსა +, MI თუ ”#=5; 

ა .-–---.- 
ლუწია, §>X; 
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0, თუ ან §<7; 

ან #+–§ ლუწია, §=7; 

2,(2§+ )# ბცკ, თუ #+§ 

კენტია, §>7', 

(2.6.21) 

8ი8პ: = 7,0ა:გ ხა. = 

0, თუ ან §<7; 

ან 7+§ ლუწია, §=>7; 
8. ვ = ბ ხე, = 

აა” 
კენტია, §9>7; 

(2.6.22) 
0, თუ ან §<7; 

ან #+§5 კენტია, §>7/; 

მაა, = Mხთ =1- ( +1)#M#,, თუ #=9  (2.6.23) 

–-(29+1)/(სI ს, თუ #+8§ 

ლუწია, §>7; 

0, თუ ან §?<7;, 

მა ი» V , (2§ სომ თეი) ი. (2.:024) ჯე თუ 

კენტია §>7; 
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„თ თუ ან §<7, 
ან #+§ კენტია, §>7; 

–.““–“იი 

–(2§ + სე, ,თუ #+§ 

ლუწია, §>7:; 

0, თუ ან ?<7; 

ან #+§ კენტია, §>7-; 

მაა = ხნ» =1-Cთ+02ჩ“,, თუ ”7=32 (2626) 

–(2§+ 1)2ჩ MI, თუ #+§9 

ლუწია, §>7; 

მავ. = 2ხ3,+ თ თ =(#+ 2/)ხ+ 

0 თუ ან §<7:; ან + ლუწია, §=>7; 

- ( +1X2+2/0)ჩ“, თუ #+§ კენტია, §>7. 

(2.6.27) 

თუ გავითვალისწინებთ (2.6.18)-(2.6.27)-ს, ადვილი 

მისახვედრია, რომ (2.6.16) სისტემა დაიშლება ორ 

დამოუკიდეელ სისტემად (2.614) და (2.615) “უცნობი 

ფუნქციების მიმართ. მართლაც, თუ ”#= 024--, LI <VM, 

78, 8 =L1,2, მაშინ 
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( უ | აცი ა) | +» წ · | 

/ თ,.ჩ ჩნ. თჩ #V# 
თ ით M/4 

M M , MV 
+ » > ლერაანი #) + 2, (8. #94) 8 | 

” ”« §=7+2 §=I”+I) 

(+ ლუწია) (+ კენტია) 
„-.I» M M 

+2,ი 22, V „ახ, Vთ იე +V„-, > | 
§=0 

(§ ლწა 
M”Mვკ3 #„-.1 

+ 2.8.“ აშ, „+ 88. წერასა 2. 20 # ცე V,,გ 

1=§+2 1=%+1 =I 

(/ ლუწია) (I კენტია) C§ კენტია) 

M თ #ჭ M , 

+ 28. IV. + 2,8, ჩი შე + X, 
/=§L1 1=§+2 

(/ ლუწია) (/ კენტია) 
M 

IV  ” M, (2.6.28) =0––--, .6. 
ჩ ი! 

თუ 7=0,2.4..., ”7<V, 7=3, მაშინ 

27+) ” დ · #+§+! ” L · +5+) ” 5. „+5. 

“, M) + 2, > ” I + ?, == ჩ MI 

თ “« ით §=7/+1 §=”+2 

(§ კენტია) (§ ლუწია) 
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დ” „+ ა): ლო? ++" + VI” '5' ++ , 

+ 3,0. „ Vვყი?! 2,8. ”” V,+ 2,8. ” Vკ, 
§=0 I=5+1 1=5+2 

(§ ლუწია) V კბი» (I ლუწია) 
„- 

+ ერე მარომ, „+ 98. - „+ ბმ. კუროს »| 

§=I 1=5+2 1=§5+1 

(§ კენტია) (/ კენტია) (I ლუწია) 

· 217+I V 

+” X3 =/0#/” –უ>“. (2.6.29) 

თუ 7 =1,3,..., ”7<V, 1=8, 8 =1,)2, მაშინ 

(C“ · | გლ V | I (ა ” | 
' თ”/,8 ჩ7,თ თჩ 7”» 

„> „“ ” 

+§+! ” LC L +. + V ” , »L3. 

+ + C თჩ»5 MI + 2,8 თჩ3ა Vვ, 

”კ ”C §=წM+2 §=7+I 

(§ კენტია) (§ ლუწია) 
#- M MM M 

+2,0. >, გ V,,+ MM რიე V-. 6 V/, ი | 
»X=I 

(§ კენტია) 
”-I , 

+ 98. ცო V,, + აჩ. წ ტასია. 285 მარა გელა V-მ 

/1=§+2 1=5+! §=0 

(/ კენტია) (/ ლუწია) (§ ლუწია) 
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ია 80), ლ: „++, , L + 2.8, V,+ 2,8,“ V, |+M” X- 
1=§+!) 1=§+2 

(/ კენტია) (I ლუწია) 
M 

, მ 27 V-, 

თუ ” =13,..., ”< IV, 7=3, მაშინ 

27+I „ C ა „MM V ” L ი 7+4§+1 „ I 

4. V1ვ, თ + 2, ჩუ, ჩ + 2, 8, ჩ V1ვ, 
ი §5=”7+) თ §=”+2 „თ 

(+ ლუწია) (§ კენტია) 

#”- „ M 
+2,ძი. იოს V,.+ CM.» ც V,, + 58... ცა » 

§=1 1=§+1 1=3+2 

(§ კენტია) (V ლუწია (, კენტია) 

M 
მერე როს, V „+ სა ც”" V, + 38. ც./ V %. 

1=§+2 1=5+1 

(+ ლუწია) (I ლუწია) (,/ კენტია) 

· მ 2 ჩ „+I · 

+სM” X3 = 9” 2 2;? , (2.6.31) 

ამრიგად, (2.6.28), (2.6.31) სისტემა, რომელიც მხოლოდ 

(2.6.14) უცნობებს შეიცავს, გაჭიმვა-კუმშვას შეესაბამება, ხოლო 

(2.6.30), (2.6629) "სისტემა რომელიც მხოლოდ §(2.6.15) 

უცნობებს შეიცავს, ღუნვას შეესაბამება, 

ძირითადი სისტემის ასეთ გახლეჩას ადგილი არ აქვს არასი- 

მეტრიული პრიზმული გარსების შემთხვევაში, ისევე როგორც 
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ზოგადი გარსების შემთხვევაში, თუნდაც ეს უკანასკნელნი სი- 

მეტრიულები იყვნენ. 
(2.6.19)-(2.6.21), (2.6.24), (2.6.25)-ის გათვალისწინებით, 

(2.6.28) და (2.6.30) შეიძლება ჩავწეროთ შესაბამისად 

M M M 
ა V,, ი | «ცო MM. | ქო M | 

” «თ „ 

+> IC (2§5+1)ჩ”' (28 გს, +/Mნცჩ, + ბეჩა IM.) 
§=/+2 წ. 

(+ ლუწია) 
M 

+ ბ, ტმ++) ჩი, | 

“5 /.ჩ §=/+! 

(+ კენტია) 
”-I M M M 

+ 2,(2§ +1)ჩ.– ს = V,,+ == +V-,ი | 
§=0 

(§ ლუწია) 
M M 

+ მ LCC/+სჩ““ (26, + 0 კჩ, + #0. ,Mკ )IV,, 
1=§5+2 

(/ ლუწია) 
M „ 

+ 2)2(21+1)ჩ” ბგ VI 
1=9+1 

(/, კენტია) 
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#-) M 

+ 2 - (2§+ ს” V-, 8 
+=1 

(§ კენტია) 
M M M M 

+ 2,(27+1)/ წ V, – 2,(27+1)## ეჩ“! V,, 
1=§+! 1=§+| 

(/ ლუწია) (# კენტია) 
M 

, 2ყM V 

+IML” X8 =ი I“, (2.6.32) 

»=0,2-, #<MV, ჩ =1,2, 
და 

2#X+1 „ 2”+) ” 2”7+) ” ს“ V,გ) + ჩ“” V,,, +/) M” V,, 
“ ”.) წ.) 

+ + L (2§+0ჩ”'(26,კM, +M8კM, +#6, ჩა, IM. | 
§=I”+2 თ 

(§ კენტია) 
M M 

+ 2) გ2ი+) “I, 
3=”+) 

(§ ლუწია) 

#”-I M M M 

+ 2,(2ჯ + 1)ჩ. = > VI. + – + Vი. | 
+§=| 

(+ კენტია) 
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M 
M 

+ 2, შელა, (.6.გM, + კ0ცჩე +M0ი ჩე IM, 
1=5+2 

(I კენტია) 

M M 
+ 2,2(21+1#” 18 5. 

1=§+1 

(I ლუწია) 
7-I M 

+ 2, LC (2§+ ს“ ა 

(+ ლუწია) 
„ M M M 

+ 2,(21+1)ცჩ””V,, – 2,(2/ +1)/(M,ჩ”“”' V_, | 
1=§+1 I=§+2 

(/ კენტია) (/ ლუწია) 
M 

217+! 

+” Xა =ი „9 #” V, ” , (2.6.33) 

#=1,23·, X<MV, /# =122, 

სახით. 

(2.6.1:9), (2.6.22), (2.6.23), (2.6.26), (2.6.27)-ის გათვალის– 

წინებით, (2.6.29) და (2.6.31) შეიძლება ჩავწეროთ შესაბამისად 

M, 2#+I V | 
3”,თ 

M M M M 

+ 2. (2§+1) ქიV) – 2, (2§+1 ს.ო, | 
”« ” §=”+I §=”+2 

(§ კენტია) (+ ლუწია) 
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#”-I M” 

+ 2,(2§+ სა V,. 
#50 

(§ კენტია) 

M M M M 

+ 2,(21+1)/ს””'V,კ – 2,(21+)#ჩ.#M“”! % 
/=5+1 (=5+2 

(7 კენტია) (/ ლუწია) 

”- MV 

– 2, (2§+ ს ქრ V., 
1=I 

(§ კენტია) 
M M M M 

– 2,(21+0)2M,#“”V, + 2,(27+1X2+ 2/)ჩ””! ბ 
/=§+2 I1=§+) 

(/ კენტია) (/ ლუწია) 
M 

, 21I17+! 

+” X, = იM 20 M, ”=0,2,4., #X<M,  (2.6.34) ლ 

და 
M 

გ: 
Vვ, ს» 

წ.) 

M M M” M 

+ >, (2§+1) გრV, | – 2, (2§+1) ჩანი, | 
§=/+! §=7+2 

(+ ლუწია) (§ კენტია) 
#”-I M 

+ 12,(2§ + სწა Vვ, ი 
+=I 

(§ კენტია) 
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” MM „” M 

+ 2,(21+)Vჩ“”'V,,– 3 (21+1)Vჩ,.ჩ””! %I 
1=5+) /=X+2 

(/ ლუწია) (/ კენტია) 
„-I 

– 2, (2§+ 1 '“V 
§=0 

(+ ლუწია) 

7ა># 

C #”+/-) ” ს „-I-I ” – 2,(21+1)2ჩ,#”''V,, + 2,(27+1X2+2/#)#” %) 
1=§9+2 1=5+1 

C, ლუწია) (/ კენტია) 

, (214). · 

+” X, = 0” “ი, ჯ»=1I3-., #<M, (2.6.35) 

სახით. 

ვთქვათ, M =1. 

თუ 7 = 0, მაშინ (2.6.32) და (2.6.34)-დან ცხადია, რომ შე- 

საბამისად 

(ლაი. 
1 

I 0 მ?ჩხV 
+372 (MM) +Xა=ი--–“, ჩ=12, 

ჩ მ! 

! ! .– 
4 ჩ-ა» | +34 MM, | +X3=0 2/. . (2.6.37) 

თუ 7 =1, მაშინ (2.6.33) და (2.6.35)-დან გამომდინარეობს, 

რომ შესაბამისად 

(2.6.36) 

  

და 
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ქა) არსა) ორსა, 
! I I მ?ჩ'V,, 

-(ახიაა+პირიგ |+#2, = იხ“, /() = 1,2, 

(2.6.38) 

და 

1 1 ! 

# კ) MM | – 2MV,ი, – 34 + 2/)#Vკ, 

==. (2.6.39) 

მ “M“ Vკ, 
2 

I 
+/Xკვ =0ჩ 

I 

მარტივი გარდაქმნებით დავრწმუნდებით რომ (2.6.10)- 

(2.613) ემთხვევა შესაბამისად (2.6.36)-(2.6.39)-ს სტატიკურ 

შემთხვევაში თუ გავითვალისწინეთ იმას, რომ (2.6.10)- 

(2.6.13)-ში 
' 1 1 1 

M, =V-ი, Vკ =Vე, X=1,2; I = Vკე, V =Vვ). 

კიდევ ერთხელ ხაზი გავუსვათ იმას, რომ (2.6.36), (2.6.39) 

სისტემა შეესაბამება გაჭიმვა-კუმშვას, ხოლო (2.6.37), (2.6.38) 

სისტემა – ღუნვას. 

ვთქვათ, ახლა ფირფიტა მუდმივი სისქისაა, ე.ი. 

(+) (–) 

M(X,X-)= – M(X.X,)= M(X „Xე )= C0#5L. 

მაშინ (2.6.37), (2.6.38) სისტემა, რომელიც ღუნვას ახასიათებს, 

სტატიკის შემთხვევაში შემდეგ სახეს მიიღებს: 

I 1 !! 0 

გეო ს'X.=0, (2.6.40) 
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I I I 

/!ს V,, ი კუესეი - 
' 0.64.) 

I I I 
–II Vვი, –3/V- V,,+M ” X, =0. 

I I 1 
/(ს V,,+(#+ იაა“ 2 

2 
1 1 1 

- V-ს: 3MI ” V:,+#M ” X; =0. 

(2.6.41) და (2.6.42) გავაწარმოოთ შესაბამისად X,-ით და 

Xე: -ით და შევკრიბოთ: 

' I I 
(+ 2იM ს“ ა1- ი გ V>ი 

, , (2.6.43) 

– 39. 71%, +%ა |. 1 Xა MI 0. 

(2.6.40)-დან განესაზღვროთ 
I 1 1 

V,)+ Vე)2 = “ვტ Vვი 

(2.6.42) 

1,9 – #17, 
3/ 

და ჩავსვათ (2.6.43)-ში, სადაც ჩავთვალოთ, რომ დ, =0 

#=1,2,3; დ. =0, X=1,2; და, ამდენად (იხ. 2.6.4), 

(0) () 

X. =0, CX=12, »X, =0ა +0ა =9+0ძ = =ძთ, 

მაშინ 

_ 2+294 / ს _ 4+2# 
30 

    ს 'M2+M 7 =0. 
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აქედან, თუ 4 დატვირთვა ჰარმონიულია, ე.ი. #0 =0, მივი- 

ღებთ, რომ 

_ 9 #ტM, = 6) (2.6.44) 

სადაც 
I ! 

Mკ -= 2.9 

ჩაღუნვაა, ხოლო 
(1- თ)” ' 2 3 ი 3(-+2#V “უნ. (2.6.45) 

როგორც ვხედავთ, (2.6.44) დაემთხვა ს. ჟერმენ-ლაგრანჟის 

(2.617) განტოლებას, თუ #'-ს შევცვლით ” (ცილინდრული 

სიხისტით. #» და #, (2.6.45)-ის თანახმად ერთმანეთისგან 

(1– თ)” 
LI- 2თ 

მამრავლით განსხვავდებიან. ამრიგად, მუდმივი სისქის ფირფიტის 

შემთხვევაში MV =1 მიახლოებაში ღუნვის (2.6.44) განტოლება 

ღა მისი შესაბამისი მათემატიკური მოდელი თვისობრივად არ 

განსხვავდება ს. ჟერმენ-ლაგრანჟის (2.6.17) განტოლებისა და 

შესაბამისად ღუნვის კლასიკური თეორიისაგან. მათ შორის გან- 

სხვავება მხოლოდ რაოდენობრივია, ამასთან, გარკვეული აზრით, 

ეს სხვაობა მცირეა. მართლაც, თუ C =0,3, მაშინ 72'= 1,2#), 

რაც მეორეს მხრივ იმას ნიშნავს, რომ MV=1 მოდელით გათ- 

ვლილი ფირფიტები უფრო ხისტია, ვიდრე კირხჰოფ-ლიავის მო- 

დელით, ე-. კლასიკური ღუნვის თეორიით გათვლილი ფირფი- 

ტები. ცხადია, იგივე მიმართებაშია M =1 მიახლოების ღუნვის 

მოდელი რაისნერ-მინდლინის მოდელთან, რადგან ეს უკანასკნე- 

ლი კერძო შემთხვევაში ზუსტად ემთხვევა კირხჰოფ-ლიავის 

მოდელს (იხ. §2.5). 
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ნაწილი II. ერთგანსომილებიანი მოდელები 

§3.1. ღეროს ეილერ-ბერნულის მოდელი 

ძელი ეწოდება სხეულს, რომლის ერთი ზომა, სიგრძე, ორ 

დანარჩენთან შედარებით ძალიან დიდია, დაახლოებით ხუთჯერ 

მაინც აღემატება მათ. შედარებით გრძელ ძელს ღერო ეწოდება. 

ძელი შეიძლება წარმოვიდგინოთ, როგორც ბრტყელი ფიგურის 

წრფის ან წირის გასწვრივ მოძრაობით მიღებული სხეული ისე, 

რომ ფიგურის ცენტრი (გეომეტრიული ან სიმძიმის) ყოველთვის 

ამ წრფეზე ან შესაბამისად წირზე რჩებოდეს, ხოლო ფიგურის 

სიბრტყე მისი პერპენდიკულარული იყოს. ამ ფიგურას ძელის 

განივი კვეთი ეწოდება, ხოლო წირს, რომლის გასწვრივაც მოძ- 

რაობა ხდება – ძელის ღერძი. ღერძის ფორმის მიხედვით ძელი 

შეიძლება იყოს ბწორი, მრუდი, ბრტყელი, სივრცითი და სხვა. 

განივი კვეთის მიხედვით კი ძელი არის მუდმიჯ- ან ცვლადკვე- 

თიანი. ძელის ღერძის პარალელური წირის ნაწილს, მოკვეთილს 

ორი განივი კვეთით, ბოჭკო ეწოდება (იხ. (3), გვ. 16). 

ძელის ღუნვას იწვევენ განივი ძალები და წყვილძალები, 
რომლებიც ძელის ღერძზე გამავალ სიბრტყეში არიან მოთავსე–- 

ბულნი. ძელებს, რომლებიც ღუნვას განიცდიან, კოჭები ეწოდე- 
ბათ (იხ. (3), გვ. 160). 

თუ კოჭს აზრობრივად გავკვეთთ მისი ღერძის რაიმე წერ- 

ტილში გამავალი განივკვეთით, მაშინ კვეთაში მოქმედებენ #M/ 

მღუნავი მომენტი და 0 განივი (გადამჭრელი) ძალა. ამასთან 

მღუნავი მომენტი რიცხობრივად უდრის კვეთის ცალ მხარეს 

მოდებულ რეაქციის, შეყურსული და უწყვეტად განაწილებული 
ძალების კვეთის ცენტრის მიმართ აღებული მომენტების ალგებ- 

რულ ჯამს, ხოლო განივი ძალა – კვეთის ცალ მხარეს მოდე- 
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ბული ძალების კვეთის სიბრტყეზე გეგმილების ალგებრულ 
ჯამს, 

იმისათვის, რომ კვეთის მიმართ მარცხენა და მარჯვენა ძალე- 

ბით შედგენილი მღუნავი მომენტი ერთი და იგივე აღმოჩნდეს 

არა მარტო სიდიდით, არამედ ნიშნითაც, შემოვიღოთ ასეთი წე- 

სი: მარცხენა ძალის მომენტი მივიჩნიოთ დადებითად, თუ იგი 

კვეთს უვლის საათის ისრის მიმართულებით, მარჯვენა ძალისა 

კი – საწინააღმდეგოდ. ანალოგიური წესი გვექნება განივი ძა- 

ლისათვის: მარცხენა განივი ძალა მივიჩნიოთ დადებითად, თუ 

იგი მიმართულია ზემოთ, მარჯვენა კი – თუ იგი მიმართულია 

ქვემოთ (იხ. ნახ 3.11, სადაც დადებითი მიმართულებებია ნაჩვე- 

C +M ა | +0 

ნახ. 3.1.1 

  

  (
22
22
2.
 

_
 

ჯ_
უა

ეა
ეე

ალ
ს 

    

ღუნვის ზოგად შემთხვევას, როცა ძელში არსებობენ მღუნავი 

მომენტი და განივი ძალა, განივი ღუნვს ეწოდება, ხოლო კერძო 

შემთხვევას, როცა განივი ძალა ნულია, – სუფთა ღუხნვა. 

განვიხილოთ კოჭი, რომლის ღერძი X, ღერძზე მდებარეობს, 

დატვირთული უწყვეტად განაწილებული და შეყურსული ძალე- 
ბით. დატვირთვის ინტენსურობა #0, მივიჩნიოთ დადებითად, როცა 

ის ზემოთაა მიმართული (X, ღერძის დადებითი მიმართულე- 

ბით). შეყურსულ ძალებს შორის დატვირთვის უწყვეტი ცვლი- 

ლების გამო M,(X,) და 0,(X,) აგრეთვე უწყვეტი ფუნქციე- 
ბია. ერთ-ერთ ასეთ უბანში გამოვყოთ კოჭის უსასრულოდ მცი- 
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რე თ, ელემენტი (იხ. ნახ 3.1.2) და შევადგინოთ მისი წონას- 

წორობის განტოლებები, 

“ 11 
თ 

  

      ლ 

M, +ძM, 
ჯღ

ღლ
ელ

ლლ
ოდ

ა 

სა
აა
 დ
ა
 
სა

ას
 

  დ + ძლ,     I 8 1 

ნახ. 3.1.2 

ელემენტზე მოქმედებს განაწილებული ტვირთი ღა კოჭის 
უკუგდებული ნაწილების რეაქციები, ე-. შიგა ძალები, რომლე- 
ბიც მღუნავი მომენტითა და განივი ძალით წარმოდგება. რადგა- 

ნაც თ, უსასრულოდ მცირეა, მასზე მოსული დატვირთვა შეიძ- 

ლება თანაბრად განაწილებულად ჩავთვალოთ: IM? = 0,ძX,. თუ 

X, წერტილში გამავალ განივ კვეთში მღუნავი მომენტი და გა- 

ნივი ძალა M, და C0,-ია, მაშინ X, +ძX, წერტილში გამავალ 

განივ კვეთში მათი მნიშვნელობები იქნებიან M, +ძM ს და 
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0, +ძლ0,. ძალების ვერტიკალური გეგმილების ჯამი (იხ. (3), 

გვ. 166) 

0, –(0,+ძ0,)+9,თ, =0, 
საიდანაც 

ძ0, -+L=წე. 3.1.1 ძი ძმ, ( ) 

ამდენად, განივი ძალის წარმოებული Xჯ-ით სიდიდით და ნიშ- 

ნით უდრის დატვირთვის ინტენსიურობას. 

0 წერტილის მიმართ (იხ. ნახ. 3.12) მომენტების ჯამი 

M, –(M, +9M)+დ 29“ თ+Cთ რი =0, 

საიდანაც მეორე რიგის უსასრულოდ მცირე სიდიდეების უკუგ- 
დების შემდეგ მივიღებთ, რომ 

M, =Cფ. (3.1.2) 

ამდენად, მღუნავი მომენტის წარმოებული X,-ით სიდიდით და 

ნიშნით უდრის განივ ძალას. 

ჩავსვათთ (3.1.22)-ით განსაზღვრული C,-ის გამოსახულება 

(3.1.1)-ში, მაშინ 

M,,=9ძ,. (3.1.3) 

შევნიშნოთ, რომ შეყურსული ძალების და მომენტების მოდების 

წერტილებში M,(X) და 0,(X,) ფუნქციების წყვეტის გამო 
მათი წარმოებულები აზრს კარგავენ და ამ წერტილებში მირე- 

ბული დიფერენციალური დამოკიდებულებების გამოყენება არ 
შეიძლება. 

ღუნვის კლასიკურ თეორიას საფუძვლად უდევს ბერნულის? 
(ანუ ბრტყელი კვეთის) ჰიპოთეზა, რომელიც შემდეგში მდგომა- 

რეობს: ღუნვის დროს ძელში ჩნდება ორი ზონა: გაჭიმული და 

  

დღ. ბერნული (1700-1782). 
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შეკუმშული, რომელთა საზღვარზე მოთავსებულია ნეიტრალური 

შრე, შემდგარი ისეთი ბოჭკოებისაგან რომლებიც სიგრძეს არ 

იცვლიან; განივი კვეთები ღუნვის პროცესში ბრტყელი და ძე- 

ლის გაღუნული ღერძის ჰპერპენდიკულარულნი რჩებიან; ისინი, 

როგორც ხისტი ფირფიტები შემობრუნდებიან ნეიტრალური 

ღერძის (იხ. ნახ. 3.1.3) გარშემო, რომელიც ნეიტ-რალური შრი- 

სა და განივი კვეთის სიბრტყის გადაკვეთას წარმოადგენს (იხ. 

(3), გვ. 171). 

ნეიტრალური ღერძი 

X5 I) 

  

  

  
ნახ. 3.1.3 

ორი განივი კვეთით გამოვყოთ უსასრულოდ მცირე ძX, სიგ- 

რძის ელემენტი (იხ. ნახ. 3.1.3). C არის ბოჭკოების სიმრუდის 

ცენტრი, 0,0; ნეიტრალური შრეა, „ მისი სიმრუდის რადიუ- 

სია. გაჭიმულ ზონაში აღებული ნებისმიერი CM) ბოჭკოს სრუ- 

ლი წაგრძელება 

#=|C0|-ძი =(-+X)ძთ-I/ძთ = Xკძთ, 
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ძთ არის მენტის ბოლოების ურიერთმობრუნების აც ელემენტ ლ ურიე უ 
კუთხე. ცხადია, CM) ბოჭკოს ფარდობით დეფორმაციას აქვს 

ე 4 -,9%- % ც6.14) 
თ, თ, ”I 

სახე, სადაც 
1 ძთ VII 
==“ ა". 3.15 · (3.15) სა– 2 13/2 

რი I1+(V,)”| 
ნეიტრალური შრის სიმრუდეა, ხოლო V მისი ჩაღუნვაა. 

ნეიტრალური ღერძი 

     
  

    
ნახ. 3.1.4 

ჰუკის 

თ = L6 

კანონში ჩავსვათ (3.1.5), მაშინ 
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თ= 62%, (316) 
„ 

წონასწორობის მოთხოვნიდან გამომდინარე, თუ ნულს გავუ– 

ტოლებთ ყველა ძალის მომენტს ნეიტრალური ღერძის მიმართ, 

მივიღებთ, რომ 

  

M, – |X„თძL =0. 617 
# 

თუ (3.16)-ს ჩავსვამთ (3.1.7)-ში, მაშინ 

1- M , (31.8) 
,» ხხ. 

სადაც 

I, = | XძL 
LL 

წარმოადგენს ე.წ. ინერციის მომენტს Xე ღერძის მიმართ. 

(317) ტოლობის დაწერისას ჩვენ ვგულისხმობდით, რომ 

ღუნვა გამოწვეულია მხოლოდ წყვილძალით. თუ განივი ძალაც 
არსებობს, მაშინ კვეთში აღიძვრება მხები ძაბვები რომლებიც 

კოჭის გრძივ სიბრტყეში ძვრას იწვევენ. მაქსიმალურ ძვრას ად– 

გილი აქვს ნეიტრალურ შრესთან, შემდეგ მცირდება და განაპი- 

რა ბოჭკოებთან ისპობა. ძვრის შედეგად კოჭის ღერძი განივი 

კვეთის მართობი არ რჩება, თვითონ განივი კვეთი კი ცილინ- 

დრული ზედაპირის ფორმას მიიღებს, რომლის მსახველი ნეიტ- 

რალური ლღერძის პარალელური იქნება (იხ. ნახ. 3.1.5). როცა 

აღებულ უბანში (2, = C07151, ყველა კვეთის გამრუდება ერთნაი- 

რია, რის გამოც #8 ბოჭკო მხოლოდ “ხისტ გადაადგილებას” 

მიიღებს და დაიკავებს 4,8, მდგომარეობას, ამასთან ძვრის შე- 

დეგად ის არ დაგრძელდება. ცვლადი განივი ძალის შემთხვევაში 

თუმცა დამატებითი წაგრძელება ჩნდება, მაგრამ მეტად უმნიშ- 
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გვნელო, რაც იმის უფლებას გვაძლევს, რომ ის უგულებელვყოთ 
და ნორმალური ძაბვების გამოსათვლელად გამოვიყენოთ 

M,% 

# 

ფორმულა, რომელიც (3.1.8)-ის (3.1.6)-ში ჩასმით მიიღება. 

ნეიტრალური შრე 

0 = 

'-->>-–2> 
ნახ. 3.1.5 

თუ ვიგულისხმებთ, რომ M” ჩაღუნვა და მისი V,,, წარმოე- 

ბული, რომელიც დეფორმაციის შედეგად გაღუნული ლღეროს 
ღერძის მიერ X, ღერძთან შედგენილი კუთხის ჯანგენსია, მცი- 

რე სიდიდეებია, მაშინ V,, აღნიშნული კუთხის ტოლად, ხოლო 

1+(V,, »” ერთის ტოლად შეიძლება ჩავთვალოთ. ამის გათვა- 

ლისწინებით, (3.1.5)-ის (3.1.8)-ში ჩასმის შემდეგ დავასკვნით, 
რომ 

#I.V,,,, = M,. (3.1.9) 

(3.1.9)-ის (3.1.3)-ში ჩასმა გვაძლევს „ვვლადი განივი კვეთის 

მქონე ღეროს (ძელის, კოჭის) ღუნვის შემდეგ განტოლებას: 

(MM, ს,=9,. (3.110) 
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თუ ლღეროს განივი კვეთა ერთეულის ტოლი სიგანისა და 

2VCX,) სიმაღლის (ეი. ღეროს სისქის) მქონე მართკუთხედია, 

მაშინ 

(3.110) განტოლებას უნდა დაემატოს სასაზღვრო პირობები 

ღეროს ბოლოებში. ასეთია შემდეგი სამი ძირითადი სასაზღვრო 

პირობა: 

1) ზისტად ჩამაგრებული ბოლო: ამ შემთხვევაში ღეროს ბო- 
ლოს არ შეუძლია ვერტიკალურად მოძრაობა და მობრუნება, 

რაც მათემატიკურად ასე ჩაიწერება: 

#=0, M,,=0; (3.1.11) 

2) ბახსრულად დაყრდნობილი ბოლო: ამ შემთხვევაში ღე- 

როს ბოლოს არ შეუძლია ვერტიკალური მოძრაობა, მაგრამ 

შეუძლია მობრუნება, რაც მათემატიკურად ასე ჩაიწერება: 

V=0, VMV, =0; (3.1.12) 

3) თავისუფალი ბოლო: ამ შემთხვევაში ღეროს ბოლოს 

შეუძლია როგორც ვერტიკალური მოძრაობა, ასევე შემობრუნება, 

რაც მათემატიკურად ასე ჩაიწერება: 

0, =0, M, =0. (3.1.13) 

დინამიკის ამოცანების განხილვისას, დალამბერის პრინციპის 

თანახმად, დატვირთვას უნდა დაემატოს Xკ ღერძის პარალელუ- 

რი ინერციის 

მ ”V(X,,!) 
–0(–)5§თ) 2;? 

ძალა, სადაც #0(X,) ღეროს სიმკვრივეა, ხოლო 5(X,) ღეროს 

განივი კვეთის ფართია. ამდენად, ღეროს დინამიკის განტოლებას, 

(3.1.10)-ის ძალით, აქვს 
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(წრასრარი ს =თC.0- ირ)§დ )9-%0ა9 ცაა4 
სახე. 

ღეროს დინამიკის ამოცანების განხილვისას (3.1.111-(3.1.13) 

ტიპის სასაზღვრო პირობებს უნდა დაემატოს 

მ V(X, · 3 
”(X, ,0)=90, 2; =0 (3.1.15) 

საწყისი პირობები. 

(3.1.11)-(3.1.15) პირობები შეიძლება არაერთგვაროვანიც იყოს. 

თუ 5(X)=0 ღეროს რაიმე წერტილებში, კერძოდ, ბო- 
ლოებში, მაშინ მას წამახვილებული ღერო ეწოდება. 

წამახვილებული ღეროს სტატიკისა და დინამიკის ძირითადი 

ამოცანების დასმის თავისებურებები და თვით სასაზღვრო და 

საწყის-სასაზღვრო ამოცანები, კერძოდ, არაწამახვილებული ღე- 
როების შემთხვევაშიც, გამოკვლეულია (23|-ში. 

§3.2. ღეროების იერარქიული მოდელები 

ვთქვათ, ღეროს უკავია. 2? სივრცის V ნაწილი, 
(62) (+) 

7 = (XXX): 0<X», <X, M,(X.)< X, <M(=%) 

1=2,3, L= = 

() («- 

2M,(X) =I,– ს, >0, M,C C(0,L))ოC'00,L) 1=2.3, 
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სადაც 2M და 2#M,ე მართკუთხა განივი კვეთის მქონე ღეროს, 

შესაბამისად, სისქე და სიგანეა, რომელთა მაქსიმუმები არსები–- 

თად ნაკლებია ღეროს L, სიგრძეზე. 

დავუშვათ, რომ 

#M(X.X,,X) CC'(V), 

და X, წერტილში, სადაც არც სისქე და არც სიგანე ნული არ 

ხდება, შემდეგნაირად განვსაზღვროთ ფუნქციისა და მისი /, 

წარმოებულის ორმაგი მომენტი: 

'=ო (X,) <= 

თ თ ჩხ 

ჯი) (3.2. 
I I#თ.%.X% X., (ი,X, –ხ, X#, (თX, – ხ, XX თ, 
წ, წ. 

#77 სწ (C28) = 

თ თ 

I IV., (თ, X,,X, X, (,», –ხ, X., (თ,X, – დ, Xხ,ძი, (3.2.2) 
". ქ. 

7, =0,L..., ჯL=2,3, # =1I,2,3, 

სადაც 

ჩ .“ 
ძ, =-+, ხ, =4, 2, := I,+I, L(=2,3, 

ჩ,, ს, 
 , 1=23, ლეჟანდრის პოლინომებია. ცნობილია, რომ (იხ. 

დამატება 2 ან მაგალითად, (4)): 

2 
+! 

(წთ 8C« = უმი. 

ეი. თუ 1=ძ,X, –ხ,, 1=2.3, 
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“) 
,, 

1 1 

ს + ჩ (ი,X, –ხ, )5(9X, –ხ, X,ძ», =0ი, 
რ 
M 

1 = 2.3. 
თუ ერთი მაინც, ღეროს ან სისქე, ან სიგანე ნული ხდება 

რაიმე X, C (0, L) წერტილში, მაშინ ამ წერტილში ორმაგი მო- 

მენტი განისაზღვრება, როგორც ზღვარი იმ წერტილებიდან, სა– 

დაც 7, >0, 1=2,3. 

ამ პარაგრაფის მიზანია აგებული იქნეს ი. ვეკუას მიერ პრიზ- 

მული გარსების შემთხვევაში აგებული იერარქიული მოდელების 

ანალოგიური იერარქიული მოდელები მართკუთხა კვეთის მქო6- 

ნე ღეროებისათვის (ეს საკითხი დაწვრილებითაა განხილული 

L21I-ში). 

ამისათვის (1.6.3). (1.12.9) და (1.18.1) ლდამოკიდებულებების 

ორივე მხარე გავამრავლოთ #–, (0,X, – ხ,)L,. (თ,X, –ხ,) -ზე 

(–) (+) 

და შემდეგ ვაინტეგროთ X,-ის მიმართ ”, · ჩ, 1=2,3, საზ- 

ღვრებში. L 12.9) -დან უშუალოდ მივიღებთ, რომ 

%,», =#მ0,0,, იჩ; + #6 ი, , მ,„,, == 6 ხთ. · 

(3.2.4) 

,,/ =1,2,3ვ, 7/1,71კ = 0,1,... 

ხოლო (3.2.2)-ისა და (3.2.3)-ის გამოყენებით, გარკვეული გა- 

მოთვლების შემდეგ, თუ #CC“(V), დეფორმაციის ტენზორის 

კომპონენტების ორმაგი მომენტებისათვის მივიღებთ შემდეგ გა- 

მოსახულებებს: 
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იი. – სლ 

. -” 62.5 
1 2, რ, იი) > 2,ხ, C,M) გ,ციე+ნკა5 6,5+6ცჩე 

1=2 §=/, 

- ი, 

რაი, =- 2, ხ, 547 4 ნ,ვოკ+6,,§ 0,ე5+6,,Mვ' 1=2,3, (3.2.6) 
§=ი,+! 

3 თ MM, 

26კა, 32 =-ბ, 2,» თ, #5, 6,კივ+0,ვკ§ 6,2§+0,ეჰ3 (3.2.7) 

(=2 §=/,+I 

20,,», MI 

3 ”„ « 

+2, თ ს) რ/იკივ - 3. თ,", ნკვრე+ნხ,ივ ნჯე:+0,,ივ 
§=ჩ 

: (3.2.8) 
<«– I, 

ხ, თ,M%, 0ნ,კოკ+ნკ§ 6,:§+6,,Mკ' 
§=ი,+/ 

1=2,3, 71 ,/კ =0,1,..., 

სადაც 
' 1 (+) ჯი, (–) ჩ!: -(++ ჩც–()"" #,, |, 

(3.2.9) 
ი, 1 ი,+3 

#ც := _– LI- –I ' , ; 1(ა+ I (–I) | 

_–_ ხ , ”,  , ? §=7, ”, 0=ხ.,, § = 71, 
ძ. = ! C,, “– ”, 

ხ'ძი,, § #71, ხ-4, აჩ 
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ამასთან 

#,(X,,X,,X,)= 

2, ტრ», + 11" + როო (C, X-, (თX –ხ.) (3.2.10) 
თე,ოთჯ=0 

Xჩ, (9.X, – ხე) ·/ =1,2,3, 

ღა მწკრივები (3.2.5)–(3.2.8), (3.210)-ში თანაბრად კრებადია 
(–) (+) C) (0) არ 4 არ ე-ზი 
მოძრაობის (1.18.1) განტოლებები კი ორმაგ მომენტებში შემ- 

დეგი სახით ჩაიწერება: 

შუ) M წ 
2 

29%.) + ბ, რ, „ი +0:, 24: 

§=0 

+214 24), +0., 2ვ,,, (3.2.11) 

ია ძ?, 
0 წს წV) · 

+X, = ჩი“ 7=1,2,3, /#Iკ, #ე =0,1,...., 

სადაც 

ჩაშვ 
0 X, = 

(§2) 
ჩ 

3.“ თი MV თ _ რი 
2, I 1+ # უშ X (წთ +0ც ჩემა ჩ ატა” | 

ა 
, 
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„ ლ VM 
+(C-)) + I | 

C) (–) 

XXს > ,0,Xე +0ც #ე,მე ჩვ+შაცX, I 
VI, / 

Xჩ (თ,X, –ხ,)ძ», + X ,,,. 7 =1,2.3, MI =0,L..». (3.212) 
(C3) 

XV (თ.ბ. » ჩე +მკX,,0აX, +მც ” .1- XV V- 
V, / 

1 =2,3, # =1,2,3, 

(63) 
XI. C. M ,+0ცX,,0ეXვ +შკ 8) 

V) 

1=2,3, / =1,2,3, 

(C3) 

წარმოადგენენ X, = ჩ, (>), ჯ=2,3, ზედაპირზე ღეროს გარე- 

(1) 

დან მოქმედ ზედაპირულ ძალთა კომპონენტებს. VI, I=2,3, 

შესაბამისი გარე ნორმალებია. 

(3.2.11) შეიძლება გადმოვწეროთ შემდეგი სახითაც: 

– 

ხიMი X/»), «თალი? XX 1/ ი,ცხა+ია, 6,ვ5+6კიე 
§=0 

” MM 
' =M ი 0 

+ ხ, ხოა 6,3+0,კM; L # M 2, 

მ? 

=0#M# სამ როთ – ყოს „ 7=1,2,3, 737, =0,1L.... (3.2.13) 

აზლა დავუშვათ, რომ 

–––__წზე ც2.14) 
/#/173 
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თუ სრულდება ერთი მაინც შემდეგი ორი პირობიდან 

I,> MM, 1=2.3. 

ამ შემთხვევას ვუწოდებთ (V 1,V,) მიახლოებას. 

(M,,M.) მიახლოებაში (3.2.9)-დან მივიღებთ, რომ 

თა X;8) 

1 
არრ. ა I. «14. ჩ, (თ,X, –ხ,) 

ე=0ი:ე=0 

დ 11 1 
X/#, (0,X, – ხ კ) = 5. 2». 1.) 2) 

–
–
.
 

“, 

რ
 

  

ი:=0Mკ=0 2 ) 2” ” #Mე!/კ! 

ძ” 'C, -#) -MI 
“> 

_ 22 (3.2.15) 

ძ" (დ -#) -M 
 . თ) 

სადაც C) 
MIX 

V,იე ი, C )= ამნ ბ%ნე , 

I 1 
რადგან 
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„ICI -I 
ი?” 

  

2“უ»1“ თ 

11 ი“ C, I-II 
2” ი, ს,” თ, 

(3.2.14), (3.2.15), (3.2.9)-ის გათვალისწინებით (3.2.5)-(3.2.8) 

და (3.2.4)-დან გამომდინარეობს, რომ 

= ჩე ყ 

    

რ... 
11Mვჩე 1MეM1 ,1 

M. 6,§+0,M1+1 , 6,ვMე+6,§+4! », 
/, #, 

3 
, 

-2 2, ჩ ხ, VI მცი +ბა 6,ე§+6ცი: 3 
I=2 5=V/,+) , 

I, 

C..1=90, 
§=M,+1 

„, ტემბარბ) „ბინ ნადა) ჩ, 

– 1 
6, იი, – ჩ ხ, V, 6,ეMკ+6,კ§ 6,§+0,ცი, ? 

- §=ი,+) , 

1= 2,3, 
ვ I, ცემის ცშცრჯბა?! თ, 

26;ვი», =–- ჩ ხ, V.., §,ოკ+6ცკ, 6,5+6,კშია ? 

I=2 5=/,+! , 

- ჯწშე3))ემე+1 

20,,,,, =#' ვ. V,ი, ე 
3 M, ჟ ნ 2წ+6 37%), 0,83+0აე§+) თ, 

2 3 ხ" V 
- ჩ § '/ ბმ,ეშე+მ,ე8 6,:5+მ,კვიე 

#=2 5=/, +! # 
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52§#ბ,ეჩა+1 | 0,ია+0,++1 ი, 

_ გ საე ცოიით. ს 1=23 
ჩ დ” ( 6ეშუ+ნ,კ5 6,ე§+6ცM 2? . 

§=M, + ' 

3 

ირი“. =(/ + 2I!)0,,„, + #ერას 

”ა“! |,M-+I 

- (/ + 2//)(V: ”) VI, ე, (3) 

» 

ბ,ეX+0,კM, +! თა თმ,.5+-1 1 –1 
-> 3,» რემი მს" ი) ”, ჩ, V, ა,ვM.+6,კ5 0,15+0,1Mე 

(=2 ჯ=ი,+I 
_ (3.2.16) 

3 M » 
2 I ნეაანას)ცშარ +6,§+1/, – ხ V 

. . ჰ ,, 0, V, მ,,Mე+6,ც§ 06,ე5+0,ე#Mვ ? 
ჯ=2 §=/,+! 

ჯ სიკა = 2. + C5 ,5-1იკი )+ (#+ 2/ა0,„.ი, 

= =2უმგუ“ VI... 

1 M ”„ 
ნჯე§+0,ეჩM:+1 | მ,კცია+მკკ5§+1 1 –) L# 

–ბ, 2, ა. __––_–___– 
V=2 +=II,+I 

M.., /%-) 
მ0§.,35+0ჯ.,3)M3 =1|,03.,3:Mუ+0§ ,კ§+1 1 –1 

– ბს /ჩ8 M5., ხ. , 
§3=ი1 ,+1 

XV: , ნ,.,ვშე+0ვ.ეე§ 0ჯ-;ა5+0ა. ჩა ) 

M, ”, 
ბ,ე§+0,გMე LI |, 6,1M1+0,ე§#I 1-1 LL. 

–(1+ 2/!) > 7 ·) M 1.” .# ჩ, ხ. V, 80,კMვ+0,კ§ 6,5+6,3Mკ ? 

§=ჩ,+I 

1=2, (32.17) 

.- (3.218) 
ვ VI ი, 

§+0,+M1+I |, 0,1)/1+0,15+) , – 
=-#Vბ, 2," მ, ', 1M1+0,ე ჩ, ! ხ. V., ნციე+ნე§ 6 5+6იე ' 

1=2 5=M,1) 
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– – ჩე+, 7+I 
«იი, - 2//0 „ი, – / ჩ, V,ოცი), 

2, ჯ%, გცა+ნენ ი " #§)5+0სკეM1+) , 0, ,შა+0,,5+1 ჯ-) L# 
-2, 2,M /. ჩ, ხ, V, ბიციკ+ბეკნ 6,ე5+0,აშე; 

#=2 5=/,) +! 

M, თ, 
0,ე§+0,ეM1ე+) კ ტ,ვM3+6,ე5+1 1. –1 

2. 7, 7, ხს V, ბ,ვკM3+0,ვკ§ 0,:§8+0,1Mე |? (32.19) 

1= 2,3, 

§=M,+I! 

#, =0,V,, 1=2,3. 
(3.2.16)-(32.19)-იისს ჩასპ (3.2.13) სისტემის პირველ 

3(M, +I/M,+1) განტოლებაში ფიქსირებული / =1,2,3- 

სათვის გვაძლევს შემდეგ 3(MVკ +1I/MV, +1) განტოლებისაგან 

შემდგარ სისტემას 3(/IV, + 1I(M, +1) 

V,.(X,0), #=0,M,, §=0,M,, /=L121, 
უცნობის მიმართ: 

ტჩ,ცლეცრეის, ,, I, + 3599 (> "ე +5/V,)აუიი >) 
I=1! #7=0 §=0 

  

რმე”! რ9ყ 

2 რ” ოს. 1=L2)1; 
გ: (3.2.20) 

M, =0,MV,, 7=2,3, 
(0 

= MI” 

სადაც 

ჩ% VI 

4+2/, 7=1, 

/ს /=2,3, 
, 
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MIX), 5:(X,)) გამოსახულია 2, /!, #,(X,), #,(X), 
1=2,3 სიდიდეებით, ამასთან ზოგიერთი მათგანი ნულია, ზო- 
გიერთი კი, საზოგადოდ, შემოუსაზღვრავია 10,LL-ზე. მართლაც, 

თუ , =1: 

27ე=1 კ 2Mკ+1 

(4+ 2); ” ნ," VIი,ეე) I, 

31 MM, 
მ,:5+6,კMუ+M1+) , შ,ვMე+0,კ5+I13+1 | –) 

-> 2,” ჩ ”, 
(=2 §=I,+! 

”, 
, 

თ 2/ას' V, მ,ეM3+0,ე5 0,ვ5+0,3Mე + 4#ხ, V, მ,:Mე+8,15 0,:5+0,3M; | 

„ 

თ,-I 

+ 2 წ. ჩ.! დ; ქემამცრბ! ეძ, 1M3+0,ე§+1) 

§=0 

”, », 

ი 

II 2/!) ხ, V, ბ,შა+ბაცპ მ,კ5+0,ეM1.1 + / ხ, V, 06,ეM3+6,3კ§ – 

3 M”, 

მცუ”+6,ე (6,ე§+6,3Mე #1 ,,5,(4,3M1+6,ე5/0,ე/+1 1. –1 -2, (> ”. ჩ, 
#=2 #7=6,ე(0,§+0,3M) #6, (6,,შე+8,.ა #I 

წ, მცე (6,;§+0,3M > (8,425) 
X (2+2/ჯის' ხ! 

X V 61 (6, +0,ე5 #2,ა” 6,ე„+0ა(6,5+6,კ71 ) 

, ”, 6,3 (0,:§+6,გ5ე #0ჯ3(6,M3+0,კ5) ი, 6.1(6,3§+6,3M; )+6,კ (5,;73+0,15) 
ს 

ხ, + /,ხ, ხ! 
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X VI, (ბია +8,5)+6,ე/ნგ3/+6ჯვ (5,:++ნ,ეი; | 

M, კვ ” 
6,:7+0,ე8;+! „ 6,ვMე+0,ე/+1 ,, –1 

– MM 9 I. MI. ' ჩ, ხ, ხ, V, 6,ე”ე+6,კ” 8,3/+წ, # (1 

#=5+! 

ჩ3M/M2 ძV 
+: ჯი XI = ციცი! _რ. 

ჩ მ! (3.2.21) 

=0,M,, 1=2,3. 
თუ 7 =2,3: 

ცსემალს /7)81. ), 

_ > 5” ასმომერშრა1), შაფამეთოიი სუ წ. 

, V, ნ,Mე+0ჯე5 0გე5§+0,ეჩე 
#=2 §=ჩსკ+I 

M, ” 
6,ე§+6,ეM1+M1+) , 5,კM3+0,ე§9+ჩMკ+! , –1 7 + ?./7 )15+0,ეM1+/M1ე ჩ. /ეM3+0,35+ჩე ჩ; ხ 

§=Mო,1+1 

3 
შე-წ, 3-6, + 2,7; ჩ: 

„ 

X 2/ ჩ. , |, ნაობირო ცტარობაის, 

3 

# V, 0,ეM3+0,ვ§ 0,15+0,ეშე 

7 ნ,ოა+მა§ 0,3+6,,! 

95,ე/+0,3(6,კ§+6,კ0: XI ნ. (8,ივ+ნც§#ნ,ა+L, -1 ჩ, “ 8 ჩ, 
#=2 /=ბ,ე (6,:5+6,ეMე #8, (0,3M3+6,კ5X1 

6;:(8,ე§+6,3Mე #6,3(6,M+8,ჯ) 
L 

X ხ 
, V, მ,ე(6,,M+6ც5§5)მნ,, რ6კუ”+6,ე (6,15+6,კMც ) 
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ს” 6,უ+8,3(0,,§+6, სხცბა ს ,1Iე+0, აამხეო 
2 

7=6,ც(6,:9+8,M )+8, ნე(წკი,+6,§») 

6,,(6,,++6,ცი, #8, (6,,Mკ+6,კ:) 
X ხ 

” 

X M ნ, (6,7) +0ც5§5M#6” 6,ე+8,ე(6,ე§+0,Mე ) L+ #7, 

ჩე: 1» ფოი 2ი:ე+) , 20კ+I ძV V ი» +სეცუ XV = ი მყლე ოს, 
მ! (3.2.22) 

»,=0,M,, 1=2,3, 

სადაც . 

,=2M ცი უი 2,ხ. X ყნ,ვოიკ+ბკც§ ნ6,ე5+6,3M, ? 7 = 2,3 ? 

ე“ 

(02. ”ა– ი 

MI, = სე. ', წგნ X»., +XM ს ხუ. 24%, 
12 §=0 

ჩ:- ი, 3 §+1 1 M1+1 
= /ს ხ..ILV ”''V VI ივ) 

§=0 

6,ე5+0სვM) 1 M, 
= 6,ე”+0,ე35+1 ჯ 0,ვMე+0,3/+1 ; –I ჯ 
2, V M ”, I, ხ, · V, ნ,ეMე+0,ვ” 0,ვ”+0სე§ 
#=2 #=60,ე5+6,ეM 41 

M ჩ I, ჯ 

- პახლგლგე ხ., Vვ – (#+ 2!) ჰაჩეყტმეე) ხ., V2ი, 

7=წMკ+1 #=5+) 
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ა-ი, 3 IM, ნაMნ –>>>” 
_ ჩუ ,1/+0,1M;+) ჯ 6,1§+0,7+1 ს – სხიიშბიბე> 2 ჩ. ჩ; 

§=0 I=2 7#=0,ცMე+0,ე5+) 

6,3M3+6,35 

X ხ, V§5, 0,კ5+0,/ 0,ე”+0,3/, ? 

| (01 ლთ 

=> იწეყ შე ყივ- MM, =M' MM 2, ხე, 2, +ჩ /ს, ' 2,ხა, Xა», 
§=0 §=0 

წ. -1იMე 3 M, გ 8 
=- შე -) 7 6,17+0,3§+L ,,00,1M1 +0,3/+1 1. –1 
– #M#> #, 3.ხ.. ბ, 2#M M 7, 

§=0 1=2 7=6,ე5+0,3M1 41 

§,:5+0,3M) 

X „ V., 6,კM1+6,კ/ 8,;+0,კ5 

ჩა“ I 
ჩე 1M)–! (LC თ1+!, «+ 

+ 7" 2,ხ., #7 Vთ,) 
§=0 

მ,ეM 1+0,ე§ 13 IM, 
– ' §6|,:”+6,3Mე+) |, 6,ე5+6,ე,/+1 1, –1 # 
2, , 2,» /ჩ ._-_  ._ 

=2 #7=0,M+0,ე5+1 

”M. · M ჩ) 

- გპახეხეიე ხ., + 2/)) 2. ეც! ხ., “ , 

#=I+L #=§+L 

ადვილი მისახვედრია, რომ იქ, სადაც ღეროს სისქესა და სი- 

განიდან ერთი მაინც ნულის ტოლია, სისტემას აქ>ვს რიგის გა- 

დაგვარება X, -ის შესაბამისი მნიშვნელობებისათვის. 

3.2.1. საწყის-სასაზღვრო ამოცანები 

განვიხილოთ (M 3,IV, 5 მიახლოება. დავუშვათ, რომ ღეროს 

4 

X, =ჩM,(X), 1 = 2,3, ზედაპირებზე მოქმედებენ ზედაპირული ძა– 
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ლები (იხ. (3.2.12)), ხოლო ბოლოებზე, რომლებიც X, =0 და 

X, = L სიბრტყეების მართკუთხა ნაწილებს წარმოადგენენ, მო- 

ცემულია გადაადგილების ან ზედაპირული ძალების კომპონენტე- 
ბი. თუ 27/,(0)>0 და 2M,(L)> 0, 1 =2,3, მაშინ ღეროს ბო- 

ლოებზე ორმაგი მომენტებისათვის სასაზღვრო პირობები შეიძ- 

ლება შემდეგნაირად დაისვას, 

1. სასაზღვრო პირობები გადაადგილებებში: 

V, =/,, 1=1,23, X”=0,..,IVვ, §=0,...,M,, (3.2.23) 

აქ #/ ” ბოლოებში დასახელებული მუდმივებია. დინამიკურ შემ- 

თხვევაში მათ ემატება 

VI 5C მV„/მ0 _ =V,„ (ი) 
#=0 

X, C10,სL, 7 =1,2,3, #X=0,Mკ, §=0,Mე, 

საწყისი პირობები, სადაც Cთ,,, V, მოცემული ფუნქციებია, 
ხოლო /,,, საზოგადოდ, I-ზე დამოკიდებული ფუნქციებია. 

2, სასაზღვრო პირობები ძაბვებში: 

XXს. = 8, 7 =1.2,3, #=0,Mკ, §=0,M., (3.2.25) 

აქ. §,, ბოლოებში დასახელებული მუდმივებია. 
3. შერეული სასაზღვრო პირობები: ამ შემთხვევაში ღეროს 

ერთ-ერთ ბოლოში (3.2.23) პირობებია მოცემული, ხოლო მეორე 
ბოლოში – (3.2.25); ან /-ს რაიმე მნიშვნელობებისათვის მოცე- 

მულია (3.2.23) პირობები, ხოლო დანარჩენისათვის – (3.2.25). 

თუ ღეროს ბოლოში 279, !1!=2,03, სიდიდეებიდან ერთი 

მაინც ხდება ნული, მაშინ მარცხენა მხარეები (3.2.23)-სა და 
(3.2.25)-ში უნდა გავიგოთ, როგორც ზღვრები 10,LL ინტერვა- 

ლიდან. ზოგ შემთხვევაში (3.2.23) პირობები იცვლება შესაბამი- 

სი V,, ების შემოსაზღვრულობით. 

(3.2.24) 
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დასმული ამოცანების გამოსაკვლევად შეიძლება წარმატებით 

იქნეს გამოყენებული ცნობილი სამეცნიერო ლიტერატურა ჩვეუ- 
ლებრივ დიფერენციალურ განტოლებათა (იხ., მაგალითად, (46)) 

და ჰიპერბოლურ განტოლებათა (იხ. მაგალითად, (49)) თეორია- 
ში. თუმცა მათი გამოყენება მოითხოვს გარკვეულ დამატებით 

გამოკვლევებს განსაკუთრებით წამახვილებულ, ეი, როცა 

2M,(X,)>0, 1=2,3, X, C(0,#1, ღეროს შემთხვევაში. 

როცა 2M,(X,)>0, 1=2,3, X,C(0,#I, იმის გათვალისწი- 

ნებით, რომ (3.2.21), (3.2.22) სისტემა სტატიკურ შემთხვევაში 

შეიძლება დაყვანილ იქნეს პირველი რიგის წრფივ ჩვეულებრივ 
დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემაზე, დასმული ამოცანე- 
ბის ამოხსნადობა რეგულარულ (C შ) ფუნქციათა კლასში, ცნო- 

ბილი თეორემის (იხ. |46), გვ. 146) თანახმად, გამომდინარეობს 

მათი ამონახსნების ერთადერთობიდან. ამონახსნის ერთადერთო- 

ბის საკითხი შესწავლილია (211-ში. 

როცა 2M,(X,)>90, 1=2,03, X,C (0,LI, შეიძლება დაისვას 

შემდეგი სასაზღვრო პირობები: 

VI, (9) = რთ», | თუ 

ჩე 

I <+თ, /=1,2,3ვ, M,=0,V,, 1=2,3; (3.2.26) 

V,-,ი, (L) = რი», თუ 

,, <4+იი, /=1,2,ვ, #,=0,MV,, 7=2,3; (3.2.27) 

VIივი, (X,) = 00) თუ 

», -30+, 1) =4+Cთ, / =1,2,3, ,=0,V,, 7= 2,3; (3.2.28) 
V,ოვი, (X,) = 001) თუ 
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X% 3 L-,1, =+თ, / =1,2,3, M,= 0,V,, 1 = 2,3; (3.2.29) 

„ო ს I I "სი, (-)= არ VI ,M ა იე V იე 

8. 9,ე§+(0,)1+1)Mკ+1 ; 0,ე5+(6გ+1)უვ+1 ჯ –1 V 

#3 ა. . ჩ, ხ V, მ,ცვიე+6ჯე5 0,კე5+6კ)M1 
#=2 3=ჩ, +! 

§=M,+1 

3 M, 

1 წ» +ბ, 6, +0, MI 2, M; სრისს ა ”1მააპროშაშ,ო 
1=2 

”, 
0 

Xხ, Vა+6,,+მცე ნეხა+ნც§ ნც§+წკ | =V/ 

ჩა) 

თუ ”/) <+თ, /=1,2,3, M,=0,V,, 1=2,3; (3.2.30) 

სი #ა MX)... (ი)=V%.., 

%” 

თუ 7, <+=, 7=1,2,3, #,=0,M,, 1=2,3. (3.2.31) 

0 L 0 L 

აქ რ,,ი,, რია, V,ია,, V,ი, მოცემული მუდმივებია, 

ჩM3.% § 
I):= I ც . (დ). ()ძუ, 6=0C0M51>0, 

MM, L 

I,:= I ცერ ეგება დ)ძა, 6=0041>0. 
L-6 

(3.2.21), (3.2.22), (3.2.26), (3.2.27); (3.2.21), (3.2.22), 

(3.2.226),|, (3.2.31); (3.2.-21), (3.2.22), (3.2.27), (3.2.30); 

(3.2.21), (3.2.22), (3.2-26), (3.229); (3.2.21), (3.2.22), 

(3.2.27), (3.2.28) სასაზღვრო ამოცანები ცალსახად ამოხსნადია, 
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ხოლო (3.2.21), (3.2.22), (3.2.28), (3.2.29) სასაზღვრო ამოცა- 

ნა ამოხსნადია ხისტი გადაადგილების სიზუსტით (იხ. (21)). 
ანალოგიური დასკვნების გამოტანა შეიძლება უცნობი სიდიდეე- 

ბის ინდექსების მიმართ შერეული სასაზღვრო ამოცანების მიმარ– 

თაც. 

დინამიკურ შემთხვევაში ზემოხსენებულ სასაზღვრო პირობებს 

ემატება (3.2.24) საწყისი პირობები. საწყისი პირობების დასმა, 

სასაზღვრო პირობებისაგან განსხვავებით, ღეროს წამახვილებაზე 

არ არის დამოკიდებული, რადგან (3.2.21), (3.2.222) სისტემა არ 

არის გადაგვარებული ჯ-ს მიმართ საერთოდ და, კერძოდ, როცა 
ჯ1=0. 

M 3,IVე ის თითოეული კონკრეტული მნიშვნელობის შემ- 

თხვევაში ვიღებთ კონკრეტულ იერარქიულ მოდელს – მიახ- 

ლოებას. თითოეული მათგანი წარმოადგენს დამოუკიდებელ მათე- 

მატიკურ მოდელს, რომელსაც დამოუკიდებელი პრაქტიკული 
მნიშვნელობა გააჩნია. მაგალითად, (0,0) მიახლოება შეესაბამება 

ღეროს გაჭიმვა-კუმშვის კლასიკურ მოდელს, ხოლო (1,0) მიახ- 

ლოება – ღეროს კლასიკური ღუნვის მოდელს კოეფიციენტების 
სიზუსტით. 

წამახვილებული ღეროებისა და ფირფიტების კორექტულად 
დასმული სასაზღვრო ამოცანების მიმართების საკითხი სამგან- 

ზომილებიანი მოდელის სასაზღვრო ამოცანებთან განხილულია 

(22)-სა და (241-ში. 

3.2.2. (0,0) მიახლოება 

(0,0) მიახლოებაში (3.2.21), (3.2.22) სისტემა იღებს შემდეგ 
სახეს: 
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99 მ “V,(C,,! 
(MM, (ი,),+7, =#2 ინს? ოკხი:მ, (3.2.32) 

7=1,23, 
იზ 9,9 

: , 0,0 X იი XI 

M.(X, MI, (X,) #.+2/! / 

როგორც ვხედავთ, სისტემა დაიშალა სამ დამოუკიდებელ ერ- 

თი და იმავე ტიპის განტოლებად. ადვილი სანახავია, რომ სტა- 

ტიკურ შემთხვევაში (ე-ი., (3.2.32)-ის მარჯვენა მხარეში .ნუ- 

ლია) 
0,0 

წ,MV,,(C,ი),+7, =0, /=1,2,3,  (3.2.33) 

და მათ ზოგად ამონახსნს C”(10,LI) კლასში აქვს 

სო) --5-C C 17 რ0ძ+იC -8-თ იხრ 
ფ.2.34) 

XI =C051C10,1L, C7 =C0I1§(, XV =1,2, 7 =1,2,3, 
სახე. 

(3.2.26)-(3.2.31) სასაზღვრო პირობები იღებენ 

V,(0) =C7 (დირიხლეს პირობა), 
0,0 3.2.35 

თუ 'რ < +299, 7=1,2,3, ( ) 

V, (L) = დ; (დირიხლეს პირობა), 

0.0 3.2.36 
თუ 1, <+ი, 7=1,2,3, ( ) 
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0,0 

V,(X)=00), X->0+, თუ /=+=, /=1,2,3, (3.2.37) 
0,0 

V,(M)=00), X->L-, თუ I1,=+%, / =1,2,3 , (3.2.38) 

XI, (0) = #,M,M,V,|, , =VI (ნეიმანის წონიანი პირობა), 

(3.2.39) 
X,=0 

0,0 

თუ 70 < +C%, 1= 1,2,3, 

X.,იი (LC) = # ,M/,V,|, _, =VI (ნეიმანის წონიანი პირობა), 

0,0 3.2.40 
თუ I, <+Cთ, ჯ1 =1,2,3, ( ) 

სახეს, სადაც დ". VI. დ”, VI მოცემული მუდმივებია. 

ვთქვათ, X, ი C LLI0, LI), ეი. ინტეგრებადია (ჯამებადია) და 

0.0 0,0 
თუ X:=+=5 (7, +), მაშინ ის ისეთია, რომ (3.2.34)-ში 

იტერირებული ინტეგრალი იყოს “შემოსაზღვრული, როცა 

X -30+(-). 
თუ ჩე. ს; მ ლოკალურად ჯ-ამებადია #0, LI -ში მაშინ 

(3.2.234)-დან გამომდინარეობს, რომ რეგულარული ამონახსნისა- 

თვის (ეი. V, C C?(10,ს()) მხოლოდ შემდეგი ამოცანებია კო- 

რექტული (3.2.33), (3.2.35), (3.2.36) (V, C C(0,#))); 

(3.2.33), (3.2.37), (3.2.36) (V, C C(10,#))); (3.2.33), (3.2.35), 

(3.2.38) (V, C C(0,XL)); (3.2.33), (3.2.37). (3.2.38); (3.2.33), 

(32.35), (32.40) (V,CC(0,M), #.#M.V,, C C00,X))); 

(3.2.33),) (3.2.239), (3236) (V,C C(0,L)) #.#M.V,, 

C C(0,L()); შერეული ამოცანები როცა ერთ ბოლოში /-ის 

ზოგიერთი მნიშვნელობისათვის მოცემულია დირიხლეს პირობა, 
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ხოლო ჟ/-ის დანარჩენი მნიშვნელობისათვის მოცემულია ან ნეიმა- 

ნის, ან (3.2.37), (3.2.38) ტიპის პირობა, ხოლო მეორე ბოლოში 

/-ის პირველი მნიშვნელობისათვის მოცემულია ან დირიხლეს, ან 

ნეიმანის, ან (3.2.37), (3.2.238) ტიპის პირობა, ხოლო I-ის და- 

ნარჩენი მნიშვნელობისათვის მოცემულია დირიხლეს (ნეიმანის 

და (3.2.37), (3.2.38) ტიპის პირობა დასაშვები არ არის) პირო- 

ბა, როცა მეორე ბოლოში ნეიშანის პირობაა მოცემული და დი- 

რიხლეს ან (3.2.37), (3.2.38) ტიპის პირობა (ნეიმანის პირობა 

დასაშვები არაა), როცა მეორე ბოლოში (3.2.38), (3.2.37) ტი- 

პის პირობაა მოცემული. 

(3.2.33), (3.2.37), (3.2.33) სასაზღვრო ამოცანის ამონახსნი 

განსაზღვრულია ხისტი გადატანის (07 =0; თ | #7=1,2,3, ნე- 

ბისმიერი მუდმივებია) სიზუსტით. ეს ასეც უნდა იყოს, რადგან 
ამ შემთხვევაში ღეროზე, როგორც სამგანზომილებიან სხეულზე, 

მოქმედებენ მხოლოდ ზედაპირული ძალები, რომლებიც შეტანი- 

ლია X,იი» 1 =12.3, გამოსახულებებში. შევნიშნოთ, რომ ფი- 

ზიკური (მექანიკური) მოსაზრებებიდან გამომდინარე, ბუნებრივია, 

რომ ჩვენ იმ სასაზღვრო ამოცანებს, რომელთა ამონახსნები ხის- 

ტი გადაადგილების სიზუსტით განისაზღვრება, კორექტულად – 
“კარგად” დასმული ვუწოდოთ. 

ადვილი სანახავია რომ ორივე ბოლოში ნეიმანის პირობის 

დასახელება დასაშვები (შესაძლებელი) არ არის. ის შეიძლება 

მხოლოდ ერთ ბოლოში დასახელდეს და ამასთან ამონახსნი ხის- 

ტი გადატანის სიზუსტით იქნება განსაზღვრული, რაც ბუნებრი- 

ვია, რადგან ღეროზე მოქმედებენ მხოლოდ ზედაპირული ძალები 

ერთი ბოლოს ჩათვლით, ხოლო მეორე ბოლო საერთოდ განთა- 

ვისუფლებულია სასაზღვრო პირობებისაგან. ხაზგასასმელია, რომ 

ეს თავისებურება ღეროს წამახვილებით არ არის გამოწვეული. 

ეს (0,0) მოდელის სიუხეშიდან გამომდინარეობს, ასევე არ 

არიან ამოხსნადი (3.2.33), (3.2.37), (3.2.40) და (3.2.33), 

(3.2.38), (3.2.239) სასაზღვრო ამოცანები (რომლებიც მხოლოდ 
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წამახვილებული ღეროსათვის წარმოიშვებიან), რადგან ამ შემ- 

თხვევებში ი =0 და შეუძლებელია C მუდმივით (3.2.40) და 

(3.2.39) პირობების დაკმაყოფილება. 

(0,0) მიახლოებაში დინამიკის ამოცანა დირიხლეს პირობების 

(იმ შემთხვევის ჩათვლით, როცა წამახვილებული ბოლო თავი- 

სუფლდება სასაზლვრო პირობისაგან) შემთხვევაში, როცა ღეროს 

მხოლოდ ერთ ბოლოში აქვს ხარისხოვანი წამახვილება, გამოკ– 

ვლეულია (26)|-ში. დინამიკის ამოცანები დანარჩენი ზემოთ მითი- 

თებული სასაზღვრო პირობების შემთხვევაში შემდგოში კვლევის 

საგანს წარმოადგენს. 

3.2.3. (1,0) მიახლოება 

სიმეტრიული ღეროების შემთხვევაში, ე.ი. როცა ჩ, =0, 

1=2,3, (1,0) მიახლოებაში (3.2.21), (3.2.22) სისტემა იღებს 
შემდეგ სახეს: იი 

(2+2/0(იMჯთა), +32(0ჩMაი),+X7 =0, (324ს 

IV, ალ ), – 3(4+ 2M)M:M,Vჯი 
სი (3.2.42) 

– #M,MV,იი) + /ც Xც =0, 
0,0 

(MM M.V,იია ), +2Xე =0, (3.2.43) 
1.0 

MM M2V, აა ), - 3//M., Vყი + M. XI =0, (3.2.44) 

0,0 

/I(I,MაMათა ), +3/(0/სMიი), +X2 =0, (32:45) 
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(#+ 2M)(I.MIVიია ), – #M/M3Vვიი) 
10 (3.2.46) 

–3/M:M3V „0 + #3 XL = 0. 

სასაზღვრო ამოცანები (3.2.443) განტოლებისათვის გამოკ- 

ვლეული იყო 322 ქვეპარაგრაფში. აქედან გამომდინარე, მაგა- 

ლითად, დირიხლეს პირობები V;იი-სათვის შეიძლება დასმული 
0.0 0,0 

იქნეს მხოლოდ მაშინ, როცა 7) < +299, I, <+5., ანლოგიურად 

შეიძლება გამოკვლეულ იქნეს (3.2.44) განტოლებაც, რაც. იმ 
დასკვნამდე მიგვიყვანს, რომ ამ განტოლებისათვის და ეი. V;კი- 

სათვის დირიხლეს პირობები შეიძლება დასმულ იქნეს მხოლოდ 
1.0 1,0 

მაშინ, როცა 'რ <C, I, < %. ამ შემთხვევაში 

1 3 
M. (=,X,X)= 2 200 Cთ )+-,“V»ი C, , 

საიდანაც 

სხ MX, X,,X )=1V 
X,-30+(L-) 22:3/ ჟ 20   +X,=0(L) ” 

L9 L0 0,0 0,0 
როცა 1: <+თ (V, <+»), ან როცა Iე <+= V <+9 |, 

10 0 
მაგრამ V;,ე შემოსაზღვრულია, თუ 70 = +იი (I, = +) . 

(3.2.45), (3.2.46) და (3.2.41), (3.2.42) სისტემები შეიძლება 
შემდეგი სახით გადავწეროთ: 

5 00 

3IIV,0 = –Vვიი) –ჩ;' დ) M,. (თ) (62 C, )ძ» -C , 

C, = C0I19/, X C)0,LL 

244



3 0,0 / I0 

(4+ 2#0V,/2 Vვიი,II ), =3X1+ 1#. XII 

  

» 

4+2 აეე (99 = 
- # 2 ხმ ხს IX (თ)ძ; MC) 

1, 
და 

% 0,0 

32V_ი = –(4+ 2//)V,იი, – MI; (X,) /, (>) IX ფთ), –C, | 

Cცე =C00M5/, 

(2+ 2/0)/C, ჩ, V,იია) ), –-I2C0+ 00 V,/აV ა ), 

XI 0,0 

=-M MM) MM IXIC5X | –C,(5'M-), 
· ” 

0,0 2 0,0 1,0 

ს ფააუეობოეის XI : 
/#+ 2IL /#+ 21 ' 

ამ სისტემების უპირატესობა ისაა, რომ მათ შორის მეორე 

განტოლებები მხოლოდ ერთ უცნობს შეიცავენ და მათი ამოხ- 

სნის შემდეგ პირველი განტოლებებიდან ადვილად დაითვლება 
VIი და Vვეი· 

ერთი ბოლოთი ხარისხობრივად წამახვილებული ღეროს შემ- 

თხვევაში დინამიკის ამოცანები, როცა სასაზღვრო პირობები დი- 

რიხლეს ტიპისაა, გამოკვლეულია (26|)-ში. სხვა ტიპის სასაზ- 

ღვრო ამოცანებისა და შესაბამისი დინამიკის ამოცანების შესწავ- 

ლა შემდგომი კვლევის საგანია. 

II 
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ნაწილი IV, დრეკად და თხევად გარემოთა 

ურთიერთქმედების ამოცანები 

ს4.1. ტრანსმისიის (საკონტაქტო) პირობები 

სითხისა და დრეკადი სხეულის ურთიერთქმედების ამოცანები 

თანამედროვე აქტუალურ სამეცნიერო თემატიკას განეკუთენებიან. 

მათი მნიშვნელობა განპირობებულია, მაგალითად, ნავთობის ნავ- 

თობსადენებში, სისხლის სისხლძარღვებში მოძრაობის, სანაპირო 

გამაგრების ამოცანების აქტუალობით. დღეისათვის მიმდინარეობს 

ამოცანების ინტენსიური კვლევა ინტერფეისზე (სხეულის თხე- 

ვადი და მყარი ნაწილების გამყოფ საკონტაქტო ზედაპირზე) 

სხვადასხვა ტრანსმისიის ანუ საკონტაქტო პირობების შემთხვე- 

ვაში. ამასთან კვლავ გრძელდება ფიზიკური თვალსაზრისით გა- 

მართლებული საკონტაქტო პირობების დადგენის პროცესი (42), 

(56), (18), (7-10). 

სამგანზომილებიან მოდელებში ჩვეულებრივ იყენებენ 

IM), =V7 –V” =0, 

C, ჩ'), =C)I, ს –თ/I, =თ1M +Cთ/M/ =0, 

საკონტაქტო პირობებს, სადაც M”, თე და ", თ, 

LI, =1,2,3, არის გადაადგილების ვექტორის და ძაბვის ტენზო- 

(41) 

რის კომპონენეტები შესაბამისად სხეულის მყარ და თხევად ნა- 

წილებში; ”” და #7 შესაბამისად მ 6§-' -ის და მ 627 -ის გარე 

ნორმალებია, ხოლო I არის ინტერფეისი მყარ და თხევად ნაწი- 

ლებს შორის. 

გამოკვლეულია აგრეთვე ზოგიერთი ამოცანა შემდეგი უნილა- 

ტერალური (ცალმხრივი) საკონტაქტო პირობებით (71: 

II, V,), >0, (4.12) 

246



თეი =Cთ MM, C/ MI =-თყM, (413) 

თა <0, (4.1.4) 

და CI, =0, თუ IV,7,), >0. (4.1.5) 

(4.1.3) იმას ნიშნავს, რომ 7 ინტერფეისზე მხოლოდ ნორმალური 

ძაბვები მოქმედებენ (მხები კომპონენეტები ნულის ტოლია, Cთ 

ნორმალური კომპონენტია, MM ინტერფეისის გარე ნორმალია 

6§ბ'-ის მიმართ), რომლებიც ერთმანეთს აწონასწორებენ; (4.1.4) 

ნიშნავს იმას, რომ გვაქვს კუმშვა; (4.1.5) კი იმას ნიშნავს, რომ 

თუ მყარი და თხევადი ნაწილები ინტერფეისის რაიმე წერტილ- 

ში ერთმანეთს არ ებჯინება, მაშინ ამ წერტილში ნორმალური 

ძალები ნულის ტოლია. 

განიხილავენ აგრეთვე საკონტაქტო პირობებს სამგანზომილე- 

ბიან სითხესა და დრეკად გარსს ან ფირფიტას შორის. ვთქვათ, 

სითხე იწვევს ფირფიტის ლღუნვას თუ განვიხილავთ ღუნვას 

კირხჰოფ-ლიავის მოდელის საფუძველზე, მაშინ; რამდენადაც 

ყველა გეომეტრიული და ფიზიკური სიდიდე გამოისახება ჩაღუნ- 

ვით, საკონტაქტო პირობებად შეიძლება გამოვიყენოთ (4.11) ან 

(4.1.2)-(4.1.590)1 პირობები. საკონტაქტო პირობების მოდელირება 

შემდეგნაირადაც შეიძლება. ვთქვათ, ფირფიტის შუა სიბრტყე 
მდებარეობს CX,7X სიბრტყეზე და სითხის ნაკადი იწვევს ფირ- 

ფიტის ღუნვას. მაშინ ფირფიტის დატვირთვის ინტენსიობისათ– 

ვის გვექნება 
(+) 

ძ= ძ(X,X;,1)= თხ 5» ჩ (რო, )! 

| (4.1.6) 
C) 

+ თხ იო, ჩ რ,ი)/) 
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(+) 

ძა რ. -თ ».», ” (რ,თ)! '| 

C) 

გამოსახულებები, ხოლო სითხის (V,,V,,Vკ) სიჩქარის მნიშვნე- 
ლობა ფირფიტის პირით ზედაპირებზე და ფირფიტის "” ჩაღუნვა 

შემდეგი ტოლობებით იქნებიან დაკავშირებულნი: 

მანათი, 2C - MC. XX, (თ X,,/)X, 

– MC, ,X: )M:(X,,X, „?), MX, ,X:)+M(X,,X,, ე) 

(62) - 

= 2C –7 (=,X, »M», 1 )L2 

- #C, .X )”» (>, .X5) !), MC, , X.) + MLX, .X 1), ' , (4.17) 

მ ?VLX,,X,,!) მ თ. თ 
=M.(X,X,, M(%,X),/0)=-– #(X,X) მX მ! 
მ,“ 

(+) 

= 2C – M(X>,X, XV, (=,X,,(X; 

-M(=.X)#, (X,,X,,!), MX. X)+ XVL(X,,X,,!).! '|, (4.1.ზ) 

ო მ M(X,,X.,/) 
მ “) 

3; 49(X,X,; M(X,X;)//)=– M(ი%.,X,) მX.მ! 

(69) 

= I» –”,' CVI,X, »M», (X, >,()X, 

248



ლ ო 
_ ჩ C, 2X5 MM. C, ,„X,) / ( ,X:)+ #C, ა.ი) (419) 

თ=12, (X,X.)C6Cთ, 
(4.17)-ში მეორე ტოლობა სამართლიანია იმის გამო, რომ 

V ==? ჩალუნვა არ არის დამოკიდებული Xვ -ზე), სადაც თ 

(C3) 

არის ფირფიტის გეგმილი C0X.X, სიბრტყეზე, Xკ = ჩ (X,.X) 

არის ფირფიტის ზედა და ქვედა პირითი ზედაპირები. როგორც 

ვხედავთ (4.1.6)-(4.1.09) საკონტაქტო პირობებში ყველა ფუნქცია 

დროის ყველა მომენტში დამოკიდებულია CX-X )6თ წერტი- 

ლებზე და ამდენად საკონტაქტო პირობები ფაქტობრივად ჩაწე- 
რილი გვაქვს თ) არეში. 

თუ ფირფიტა საკმარისად თხელია, (4.1.6)-(4.1.9) საკონტაქ- 

ტო პირობები შეიძლება კიდევ უფრო გავამარტივოთ შემდეგ 

დაშვებებზე დაყრდნობით: 

1) ჩავთვალოთ, რომ სითხეს უკავია (ი/ ს)6ა” )"თ არე; 

2) ჩავთვალოთ, რომ დრეკად ნაწილს უკავია 0) არე (მისი 

გეომეტრია სისქის გასწვრივ გათვალისწინებულია ღუნვის გან- 

ტოლების კოეფიციენტებში); 
3) მცირე სიდიდეების უკუგდების შემდეგ (4.1.7)-(4.1.9) 

საკონტაქტო პირობები შემდეგნაირად ჩაიწერება 

მMX%M,X,! = 
– 

-” = Vვ(X,X,,0.) V„(X,,>,,0,!)= 0, (4.110) 

თ =1,2, (X,X.)C თ; 

(1) 
4 7” (X,,X1) -ის უგულებელყოფისა და იმის გათვალისწინე- 

ბით, რომ სიბრტყის თი) ნაწილის ნორმალებია Xკ და –X., 

(4.1.6) მიიღებს 
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ძ(X,,X,.0,,)= C8(X,,X,.0+,,) – თ6(X,,X,,0–,,) (411) 
სახეს. 

იდეალური სითხის შემთხვევაში 

თ =-იCL,X.+,)M, 

სადაც ნ(X,X,,Xკ,I) წნევაა. ამიტომ 

თხვ=-ჩი ი09(V,X,) 

და (4.1.6) საკონტაქტო პირობა მიიღებს 

9«(X,X,,7)= 

(+) – (+) 
-2».თ, Mრ.5/ 9 XC». M(X,X. > 

ო – (ვ) 
– 2.» ” რ,ზა/ თ» XX», M(X,,X, ))= ) (4.1.12) 

(თ,X, ) თ, 

სახეს. 

თუ კუთხე M -სა და Xვ ღერძს შორის მცირეა, მაშინ 

(4.1.11) შეიძლება შემდეგი სახით ჩავწეროთ 
(+) 

ირანმ=-/ X>, Mრ.%M) 

C) 

+2».5. #რ.5#) (X,,X,)C თ, 

ზოგიერთი საკონტაქტო ამოცანი” (4.110), (4.111) და 

(4.110), (4.112) საკონტაქტო პირობებში გამოკვლეულია Lზ- 

10)-ში. · 

თუ სითხეში ჩადებულია დრეკადი ფირფიტა ან ღერო, მაშინ 

შესაბამისად M-ური (იხ. §2.6) და (M,,,) (იხ. §3.2) იერარ- 
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ქიული მოდელების გამოყენების დროს (4.I.1)-(4.1.5) საკონტაქ- 

ტო პირობებში IV” და C წ სიდიდეების ნაცვლად უნდა ჩავსვათ 

მათი M-ური და (MV ვ,MV 2) მიახლოებითი მნიშვნელობები. 

M =0 და (0,0) მიახლოებაში (4.11) პირობებს შეიძლება 

სხვა სახეც მიეცეს. 

მაგალითად, /V =0 მიახლოებაში (4.1.1) პირობები შეიძლება 

შემდეგი სახით ჩაიწეროს: 

(2M) '«5 =V/ (X,,X,,0+,1)= M/ (ი ,X.,0–,1)=I/ (X ,X,,0,?), 

ჯ=I,21, 
და, მუდმივი სისქის შემთხვევაში, 

თ თ 
ძე =0C ».X+,M,! |- წყ, ი.X, 

მ “#1 (X%,X,.0,!) 
=2/ი# 

M მ!? 

– თ. + 2ჩ/ტ/ (M.X,,0,1)+(2+ 47 (ი,X. ,0,/)1 

8 =1.2; 
, ლ) , C) 

ძვ :–= ღთვ3| X,,X,, 1,1 |– თფ) XცXC), M,! 

იჩ ძ “7 (5 ,X,,0,!) 

მ! 

= (დ. + 2/MM"7 (XC „X.,0,I)| ,; («X,X,))Cთ, 

ხოლო ცვლადი სისქის შემთხვევაში 

=2 
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(+) C) 
თ/(Cი,C,ჩ, ჩი ი%V, X,)-I1 2L '| · 3) 

თ/C,X, M,0000%7,X.).I1 +». წ8) LI) 

მ "#6 (»,,X,.0,!) 

მ! 

– (რე +2MI//ტ/ (X,,X,,0,/)+(2+ MI” (=,X,,0,#)) „ 

+ 2(I0#) (2), 

+#M0%ი7), „(V 2(>.X,.0,7)), +M#C(0ი0#ჩ) ( (= „X,,0,7)) ს. 

=2ი0ჩ 

თ) (+) 
თე(%,%,M, /ალ0%7, 2) +. ჩ (ი) +2 + 

ლ - C C 
+C/(=,C, ჩ,/)C009(#,X.) 656 + უი) 

მ M/ (=,X.,0.1) 
=207/ 

”” ძ!? 

– (თე +2/MM/ (=,X,,0,00)+0იM),, (/ თ ,»,,0,0).11, 
(I, X.)C თ, ?7=1,2,3. 

(0,0) მიახლოებაში (41.1) პირობები შემდეგი სახით ჩაიწე- 
რება: 

(46%) «ი =V/ (> .0,0,0), 7=1,2,3; 
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ჯ I 
“) 

ჩი) თ) 
X I თე(X,ბ 5- „ჩე+მ,,, X,05,:X+0- ცის) 

MC») 

0) – 2 
X0C05(V, ,,2, )ძა, – I)” I+ #>-ა | 

“–) 

ჩ; (X) წლ) 

X I თ: (%X,მ  „ჩ+8, აგესაI.... 
(3) 

”, (X) 

Cა მ (> ,0,0,!) 
X6C05(V, ,,X, )ძს, =40იხხ- “ოა 

– (თდ'ა +44,IMM,C7, (X .0.0,!)1, 1, 7=12,3, X C10, LL. 
სტატიკურ შემთხვევაში უკანასკნელი სამი დიფერენციალური 

ტოლობის X,-ის მიმართ ინტეგრებით თითოეულისათვის ორი 

უცნობი მუდმივის შემცველ ინტეგრალურ დამოკიდებულებას მი– 
ვიღებთ 10, LL -ზე. 

ამოცანები ასეთი საკონტაქტო პირობებით ჯერ-ჯერობით 

გამოკვლეული არ არის. 

(4.1.1)-(4.1.5) საკონტაქტო პირობები გამოიყენება აგრეთვე 

დრეკადი სხეულების ურთიერთქმედების ინტერფეისზე (იხ. (56), 
თავი 6). 
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§4.2. დრეკადი და თხევადი ნაწილებისაგან შემდგარი 

სხეულის რხევა 

განვიხილოთ მყარი დრეკადი ნაწილისა და თხევადი ნაწილი- 

საგან შემდგარი სხეულის (კომპოზიციური გარემოს) წერტილე- 

ბის მცირე გადაადგილებები დრეკადობის წრფივი და სითხეების 

მოსვენებული მდგომარეობის მიმართ გაწრფივებული თეორიის 

საფუძველზე. ვთვლით, რომ მყარი და თხევადი ნაწილები სივ- 

რცეში პერიოდულადაა განაწილებული (მცირე პერიოდით). მყა- 

რი ნაწილი (ფაზა) შეიძლება იყოს ბმული, რომელიც შედგება 
ერთი მყარი სხეულისაგან არხებით, სადაც სითხე მოძრაობს, ან 

არაბმული, ე.ი. სითხეში ჩადებულია მყარი ნაწილაკები. დავუშ- 

ვათ, რომ სითხე ბაროტროპულია (56). 

მყარ ნაწილში გვექნება დრეკადობის წრფივი თეორიის შემ- 

დეგი დამოკიდებულებები (იხ. თავი IV): 
2.7 

,0 4 _ კ. '+თ“', (421) 1 _ 
მჯ? =ფ0კ, 

თ' =0!კტაL'), “წ )= 1 +M7,), (42.2) 

სადაც ნიშნაკი § მიუთითებს მყარ ნაწილზე, რიკ კოეფიციენ- 

ტებს სიმარტივისათვის ჩავთვლით მუდმივებად, რომლებიც აკმა- 

ყოფილებენ სიმეტრიის 
იაკ =0,ყ =0ა, =0M (4.2.3) 

(ცხადია, პირველი ორი ტოლობიდან გამომდინარეობს მესამე) 

და დადებითად განსაზღვრულობის 
ძეკრენე >მ60კ0,, 0=000§>0, რკ =0, (4.2.4) 

პირობებს, MM" := (,“.,V?). 

თხევდ ნაწილში გვექნება “სითხეების გაწრფივებული 
თეორიის შემდეგი დამოკიდებულებები (იხ. თავი V) 
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M 
3-5 თ/,+Cრ/, (4.2.5) 

მV/ 
თ/ = -მ,ხ+ (28,8, + 2/ბ,მ, MM 7-| (4.2.6) 

სადაც ნიშნაკი / მიუთითებს თხევად ნაწილზე, # და /#L სიბ- 

ლანტის კოეფიციენტებია, რომლებიც აკმაყოფილებენ 

IL>0, 4: 2V 0<ძთ<1, (4.2.7) 
წ?) 3 

პირობებს, #7 := (X/ ,MI ,V7 ). 
შევნიშნოთ, რომ სითხის მოძრაობის განტოლებები ჩვეულებ- 

რივ ჩაწერილია სიჩქარის 

მV/ 

მ! 
ვექტორის მიმართ, მაგრამ აქ ჩვენ, (4.21) განტოლებებთან 

შეთანხმების მიზნით, ისინი ჩავწერეთ M” -ის მიმართ. 
სითხისა და მყარი სხეულის წ და ი” "სიმკვრივეები წო- 

ნასწორობის მდგომარეობაში სიმარტივისათვის ჩავთვალოთ მუდ- 

მივებად. 

სითხის ბაროტროპულობის კანონს განვიხილავთ 

ნ=C' წ. (4.2.9) 
სახით, სადაც C>0 ბგერის გავრცელების სიჩქარეა ხოლო 

”/ სითხის სიმკვრივის შეშფოთებაა. გარდა ამისა, რადგანაც 

მი” +ი! _ ძნ 

ა 

და 07 ძIV V შეიძლება უგულებელვყოთ წრფივ მიახლოებაში, 
მასის შენახვის (ე.ი. უწყვეტობის) განტოლება მიიღებს 

VV 
  (4.2.8) 

255



მი _ 
20 ) 0/ძIV V=0 

მ! 

სახეს, საიდანაც ინტეგრების შემდეგ, იმის გათვალისწინებით, 

რომ ჩა =0, თუ # =0, მივიღებთ, რომ 

0” +07ძIV # =0. (4.2.10) 
ამდენად (4.2.9) მიიღებს 

ნ = -C?07ძIV 9 (4.2.11) 
სახეს. 

(4.2.11)-ის (4.2.6)-ში ჩასმის შემდეგ მივდივართ იმ დასკვნამ- 

დე, რომ C ; დამოკიდებულია როგორც გადაადგილების M/ 

7 –/ 
M 
  ვექტორზე, ასევე სიჩქარის ; ვექტორზე. 

ნახ. 4.2.1 

1 ინტერფეისზე (იხ. ნახ. 4.2.1) ვიხილავთ გადაადგილებებისა 

და ძაბვების უწყვეტობის 
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IV,1=0, IC,»,) =0 (4212) 
პირობას, სადაც კვადრატული ფრჩხილები, ჩვეულებისამებრ, შე- 

საბამისი სიდიდეების ნახტომს აღნიშნავს. 

ჩვენ განვიხილავთ ერთგვაროვან (თუმცა არაერთგვაროვანი 

პირობების განხილვაც შეიძლებოდა) 

ML, =0, 1>0 (42.13) 

სასაზლვრო და 

მV(X,,X,,X,,0) _ 0 

მ! წ (42114) 

X:= (ი, X.,X,)C 6), 

საწყის პირობებს, სადაც §2:= 6)” LI§)/ LI. 
(4.2.1), (4.2.5), (4.2.12) -+(4.2.14) ამოცანის ვარიაციულ ფორ- 

მულირებას აქვს შემდეგი სახე: 

ვეძებთ V ვექტორს, როგორც I-ს ფუნქციას მნიშვნელობებით 
3 

IM1(9)| -ში, ისეთს, რომ 

#V(X.,X:,X1,0)=0, 

  

მ?" 
I ჩ ე, 29% +|თ,M,,ძL= | დ,,ძ: VV, C II4(6)), (4.2.15) 
ი ი 2 

IMI(0) = 9#(0) _ 0, (4.216) 
ძI 

სადაც 

"I, X6C §პ2”; 0', X6C96ა'; 2 თე, X6C5ბ'; 
M. := .= _ 1= 

' ", XC §X, ი”, Xჯ6CC-7/, , CI, XC5/, 

დ., XC ა“; 
დ,:= (4.2.17) 

თდ/, XC §ა/. 
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სობოლევის? |I(C)| სივრცე არის ისეთი §X-ზე განსაზ- 
ღვრული ვექტორ-ფუნქციების სიმრავლე, რომელთა კომპონენ- 

ტები M, C Mა (0), ეი. კვადრატში ჯამებადია, მათი განზოგადე- 

ბული ან განაწილების აზრით წარმოებულებიც ასევე კვადრატში 

ჯამებადია და მათი კვალები 0 §+-ზე ნულის ტოლია (იხ. დამა- 

ტება 1 და §1.21). 

(4.2.15)-ის მისაღებად (4.2.1) და (4.2.5) უნდა ჩავწეროთ, 

(4.217)-ის გამოყენებით, ერთიანი სახით §ბ-ზე; ამ უკანასკნე- 

ლის ორივე მხარე გავამრავლოთ VI, CM) (ა) -ზე; მიღებული 

ვაინტეგროთ 62 -ზე და 0, -ის შემცველ წევრში მოვახდინოთ 

ნაწილობითი ინტეგრება, იმის გათვალისწინებით, რომ IM, ფუნ- 

ქციების კვალი 0 §+-ზე ნულის ტოლია. 0კ-ის სიმეტრიულო- 

ბის გამო ცხადია, რომ 

– - 1 - თ,(9)0,(9) = 29 (V)(V,+V,,) 
| (4.2.18) 

=29)(4M, +– შეს კ =C,(/)V,, 

და, ამდენად, (4.2.15)-ში M,,-ის ნაცვლად შეიძლება 6,(#) 

ჩავსვათ. 

თუ (4.2.11)-ს ჩავსვამთ (4.2.6)-ში, მაშინ Cთ ყ ცალსახად გა- 

ნისაზღვრება #-სა და მისი წარმოებულების საშუალებით. თუ 

მხედველობაში მივიღებთ (4.2.18)-ს, ადვილი სანახავია, რომ 
28 

| თკM,,ძX=0თ(V, რ+, > 2; ), (4.2.19) 

სადაც 

ი ს.ლ. სობოლევი (1908-1988). 

258 

 



ძ(7,M) = | «,(X)6,(0)4,(#)CL, 
ი 

ხC,#) = | ხს, თფიათ!,ი)ძი, 
ი 

მაყ, თუ XC (ა; 

რიას(X) := 
ძი = 0/072ბ,ბ,, თუ XC C/, 

ხკკ 50, თუ XC «2'; 

ხ.კ(X):= , , 
ხუ) =2ს0,0, +Mბაბს, თუ X6C 42”, 

რადგანაც 

ბ, იი'ი/ძა5" =მ,C"07ძIV V = 6,009” V,, 

=ბ,C”070„(V) = ბ,ია იC”0 /0,(V). 

შენიშვნა 4.2.1. ცზადია, თ და ხ არ არიან 1I)(6§2) -ზე კოერ- 
ციტიულები თუმცა მათი ჯამი კოერციტიულიას,„ ე-ი. 

37 = C0751 > 0 ისეთი, რომ 

თ(M,M)+ხ(“,C)> MI) · 

მართლაც, (4.2.7) და (4.2.4)-დან გამომდინარეობს, რომ 

ძი(7,I)+ხ(C,C)>8 I ი, (M)6,(#)ძX 
(9| 

და ამის შემდეგ (4.2.20) შეიძლება ისე დამტკიცდეს როგორც 

ლემა 1.2 |56)-ის VI თავში. 

შენიშვნა 4.22. (4.2.23), (4.24) და (4..7) პირობებში 

(4.2.15) საწყის-სასაზღვრო ამოცანას აქვს ერთადერთი ამონახ- 

სნი, ისეთი, რომ 

(42.20) 
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_ მ 00% ( წე ბ) 6 8» 22165 0,7:IM) (C))” |. 

რაც იმას ნიშნავს, რომ როგორც I-ს ფუნქციები 

_ მს მ“ 
ას == .–. 

იმ 0ძ/” 
და ყოველი მათგანი ფიქსირებული 1 C (0,1) -სთვის იღებს 

მნიშვნელობებს, რომლებიც IV ა (C)I” -ს ეკუთვნიან. 

C IL, (0,1))” 
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ღამატება 1. დამხმარე მასალა ფუნქციონალური 

ანალიჭჭილან 

განსაზღვრა 1. M სიმრავლეს ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეზე 

ლინეალი (ან წრფივი, ან ვექტორული სივრცე, ან წრფივი 

სისტემა, ან წრფივი გარბი) ეწოდება, თუ 
ა) VII,VC M -სთვის განსაზღვრულია #+V6C M და VიძC 

#-სთვის (” ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეა) განსაზღვრულია 

თI C VM/; 

ბ) სრულდება ვექტორული ალგებრის შემდეგი აქსიომები: 
"+V=V+V M+(V+2)=(M+V)+2, 26VM; 

ი((+V)=0იMV+ითV; (თი+ხ)I=იLI+ხს, ხ67; 

ძ(ჩV) =(იხ)ს: 1:M=V; 

გ) 386 M ისეთი, რომ V+C=! VVMC M -სთვის, მას 

ლინეალის ნულოვანი ელემენტი ეწოდება; 
დ) VMC M -სთვის, =VC M ისეთი, რომ #+V=86. ასეთ V 

ელემენტს V-ს შებრუნებული ეწოდება. (ის აღინიშნება (–V)-თი, 

ხოლო M+(–V) აღინიშნება (M–V)-თი). 

ცხადია, 0-:M =(1–1)(=M-V=60. 

განსაზღვრა 2. M სიმრავლეს (არა აუცილებლად ლინეალს) 

მეტრიკული სივრცე ეწოდება, თუ VIV,VC M -სთვის განსაზ- 

ღვრულია /X(V,V) რიცხვი, რომელსაც ეწოდება მანძილი (მეტ- 
რიკა) M და V-ს შორის, ისე, რომ შესრულდეს მეტრიკის შემ- 

დეგი აქსიომები: 
/(V,V) > 0, 
0C(VI,V) =0 <= V(X) = VV), 
0(V,V) = 0(V,V), 
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0C,2) < 0(V,V) + 0(V,2) (სამკუთხედის აქსიომა), 

? C M. 

განსაზღვრა 3. M ლინეალს ეწოდება ნორმირებული, თუ 

VI CM -სთვის განსაზღვრულია IIIII რიცხვიი რომელსაც V| 

ელემენტის ნორმას ეწოდება, ისე, რომ შესრულდეს შემდეგი 
თვისებები: 

IMI>ი, 
IV =04«2.IL(CX=0, 

(MI- MM, «2. 
MV + VI < III + IVI (სამკუთხედის უტოლობა), V C M. 

შენიშვნა 1. ყოველი ნორმირებული ლინეალი მეტრიკული 

სივრცეა მეტრიკით /2XIV,V) = '7 – VI „ მართლაც, IV – 2| = 

= V -–V+V- 2| < I? – VI + IV – 2| „ მეტრიკის დანარჩენი თვისე- 

ბები ცხადია. 

შენიშვნა 2. მეტრიკული სივრცე შეიძლება გავხადოთ ნორმი- 

რებული, თუ ის ლინეალია და მეტრიკა ისეა შემოღებული, რომ 

0(L!+ 2,V + 2) = 0(V,V), #0(ძM,0V) = შყეფ V). 

ასეთ შემთხვევაში ნორმა შეიძლება განვსაზღვროთ 

IV = 0(M,0) ტოლობით. მართლაც, პირველი თვისება ცხადია; 

მეორე თვისების დამტკიცება: 0 = IXI =0(X,0)22 X=0; 

მესამე თვისების დამტკიცება: 

I6XI = 0(9-.6) = ი(«»,ი6) = I0I0(X,6) = I IXI; 
მეოთხე თვისების დამტკიცება: 

IX+ VI =– 0(++7,8) < 0(++ »,”)+ 00,898) 
=0(X+»,8+»#)+0C/,6) = ი0(X+,6) + 2(/,6) = IXI + | XI. 
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განსაზღვრა 4. M ლინეალზე განსაზღვრულია სკალარული 

ნამრავლი, თუ ნებისმიერ წყვილს #,V C M რაიმე წესით ეთა- 

ნადება ნამდვილი რიცხვი 

(V,V)C #, 

ისე, რომ მას ჰქონდეს შემდეგი თვისებები: 

1. (M,M) >0, 

2. ((,M)=0 « V=50 M-ზე, 

3. (IM, V) = (V,IM); 

4. (თ,M, + 0ეM),V) = თ, (V,,V)+ ძე(M5,V), 0,0; C #; 

შენიშვნა 3. ვთქვათ, M ლინეალზე განსაზღვრულია სკალა- 

რული ნამრავლი, მაშინ 

IVI:= (CM) 
ტოლობით შეიძლება შემოვიღოთ M C M ელემენტის ნორმა, 

ხოლო 

0(V,V) := IV – VI 

ტოლობით შეიძლება განვსაზღვროთ V,VC M ელემენტებს შო- 

რის მანძილი (მეტრიკა). 

ჰიოლდერის უტოლობა? : LV, V)| <IMIIIVI. 

დამტკიცება. სკალარული ნამრავლის პირველი თვისების 

თანახმად, V/ C –სათვის 

(I + #V,V + #.V) > 0. 
საიდანაც, სკალარული ნამრავლის მეოთხე და მესამე თვისებების 

თანახმად 

(0/,V)+ #CV,V) + #CV,M) + # “(V, V) 

= (M,M) + 2(V,V)7, + (V, V)7,“> 0. 

  

2 მას უწოდებენ აგრეთვე კოშის უტოლობას. 
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ეს უკანასკნელი სამართლიანია ნებისმიერი ნამდვილი # -სათვის, 

რაც მხოლოდ მაშინ შეიძლება როცა #-ს მიმართ 

კვადრატული სამწევრის დისკრიმინანტი 

(VI,V)? – (V,V) · (V, V) < 0. 

ეი. 

2 2 2 (V,V)” < (V,V) · (V,V) = II IVII . 

შენიშვნა 4. ნორმირებულ ლინეალზე შეიძლება შემოვიღოთ 

სკალარული ნამრავლი. ამისათვის აუცილებელი და საკმარისია, 

რომ ნორმა ისე იყოს განმარტებული, რომ სრულდებოდეს ეწ. 

პარალელოგრამის პირობა (თვისება) 

ი  –––.–.–. 
ამ შემთხვევაში სკალარული ნამრავლი შეიძლება შემოვიღოთ 

1 2 (69 =-14/+M" -M+V")=+(++V" -IM-M") თ 
ტოლობით. მართლაც, (იხ. (47), გვ. 152), თუ შემოვიღებთ აღ- 

ნიშვნას : 

CდXV, V, VI) := 4LCV + V, VI) – (ს, VI) – (V, VI)I, (3) 
მაშინ (2) და (3) ტოლობებიდან გამომდინარეობს, რომ 

თდ(ი/,V,V) =I+V+M“ –+V- M” 

-M++#L" +I+- ML –IV+XI" +IV- I. 
(1)-დან ცხადია, რომ 

IV+#+VI7 =-I+#- VI” +2IV +# +2|VI-.. (5) 
(5)-ის გათვალისწინებით, (4)-დან ვღებულობთ, რომ 

დ(V/, V, #) = -M +V#V- VI” + 2IV + #“ + 2IVI" + IV –-MV- VI 

-2I#-" -2M" -IM+XM" +IM-M" –IV+XL +IV- ML" 
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=-I#+M#– VI +M-M#–- VI +IV+ ”"/ 

-I+- MI -IV+M +I-#/”. 
(4) და (6) ტოლობების წევრ-წევრა ნახევარჯამი გვაძლევს, 

რომ 

(6) 

დი, V, VI) =1V+V+" +IV+ #-M“) 

1( 2 7) თ 
ვო V-M+#“ +IV – #-VI 

-M+XM”+IMV-ML/. 
(7) გამოსახულებიდან (1)-ის გათვალისწინებით გვექნება, რომ 

დ(,V,X) =IV +MI +IM" –IV - ML" 
(8) 

–IVI” –IX+M” +IV-M/“ =0. 
(3) და (8)-ის შედარების შემდეგ ვასკვნით, რომ 

(ს + V,V) = (I, VI) + (V, #). (9) 
ახლა განვიხილოთ 

#(C)-= (CV, V) - C(V, V)- (10) 

(9) და (2)-დან გამომდინარეობს, რომ 

1 იC) = 6,9 =1IVI –IM”)-0 ის 
და 

ი-0=C49+C0M=1L-»++/” -I-#-M") 
1 2 2 ++(V+M” -M-+”)-9 
(–“,V) = –(V,V). (12) 
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VII C 7, სადაც 7 მთელ რიცხვთა სიმრავლეა, (12) და (9)-ის 

გათვალისწინებით ვასკვნით, რომ 

(IIII„V) = (516710 |ი| I, V) = 51870 ( |ი| #, V) = §16/1ი (#+...+ #M,V) 

|ი|-ჯერ 

= §,C10 · | (IV, V) +...+ (VI, V) | = §1დ/ი IVII(V, V) =7%(/, V). 
· იაა ---_ 

MI-ჯერ 

ამდენად, ნებისმიერი რაციონალური #” რიცხვისათვის გვექნება, 

რომ 

იი -/ +. - 22 1-9 2, „I- #06, ”. 

? 7 #L9 ძL9 ძ 
ეი. დთდ(0=0 ნებისმიერი რაციონალური C რიცხვისთვის. 

რამდენადაც დრი ფუნქცია უწყვეტია, ამიტომ თუ # _აC, 

9, 

მაშინ ირ-ჯოი ”-ი დაი რCთ(2ლ=0 V0C7#. 
9, 

ამრიგად, (10)-დან ვასკვნით, რომ 

(CM, V) = C(M,V). (13) 

(9), (13)-დან გამომდინარეობს, რომ სკალარული ნამრავლის 

მე-4 თვისება სრულდება. სხვა თვისებების სამართლიანობა ცხა- 

დია. 

განსაზღვრა 5. ლინეალს (აღვნიშნოთ ის ა§,:-ით), რომელზეც 

განსაზღვრულია სკალარული ნამრავლი და ამდენად – შენიშვნა 

3-ში მითითებული მეტრიკა და ნორმა, ეწოდება წინარეპილბერ- 

ტის ან უნიტარული სივრცე, ან სივრცე სკალარული ნამრავ- 
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ლით, ან სივრცე კვადრატული მეტრიკით, ან ევკლიდეს”! სივ“ 
რცე. 

განსა(დღვრა 6. თუ Iი ი(V, ,V)=0, სადაც IM,M, C 5; ? 

მაშინ ამბობენ, რომ M, კრებადია I -საკენ 5. -ში 

იი, =V »კ-ში V, – % ა“). 
ჩათ 

ა_-ეაებეეი“---ჟჟჟ+--–-_. – “ას, 

V, ––=: >V, მაშინ 

(V,,,V,) 3 06V). 
დამტკიცება გამომდინარეობს ჰიოლდერის უტოლობის გათ- 

ვალისწინებით მიღებული შემდეგი უტოლობიდან 
Iთ, ,V,)“– (IV, V) = Iთ, –M,V, – V)+(M,V, – V) +(V,M, – V)| 

< IV, –MV, – V) + IV, V, – V) + C,V, – “) 

5M, – MI", –VI+MI.IM, –MXIMIII 
შედეგი 1. თუ #,V,V, C 4, დ MI, _ი: ა კ მაშინ 

(C,,V)– (V,V). 

  

  
ს" -M. 

შედეგი 2. თუ VM,I,65 ღა MI, მაშინ 

MI, I= IM, ე-ი. IM, –V 0. 

განსაზღვრა 7. M, C 5-ს ეწოდება ფუნდამენტური მიმდევ- 
რობა 4, -ში, თუ 

  

IMი (IM. ,M,) = 0. 
ჩია“ 

  

ა ევკლიდე (დაახ. 340-დაახ. 287 ჩვ. წ. აღ.-მდე). 
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განსაზღვრა 8. 4. სივრცეს ეწოდება სრული, თუ მისი ყოვე- 

ლი ფუნდამენტური მიმდევრობა მასში კრებადია. 

განსაზღვრა 9. სრულ წინარეჰილბერტის სივრცეს ჰილბერ- 

ტის) (ფი) სივრცე ეწოდება, ხოლო სრულ ნორმირებულ სივ- 

რცეს – ბანახის ! სივრცე. 

განსაზღვრა 10. M სიმრავლეს ეწოდება შ/ჯვრივი §ე:-ში, თუ 

VII C 8ე-სათვის M-ში მოიძებნება მისკენ ტე-ში კრებადი 

მიმდევრობა. 

განსაზღვრა 11. V,VC I-ს ეწოდება ორთოგონალური, თუ 

CVI,V)=0. 

თეორემა 2. თუ MC ს ორთოგონალურია /7-ში მკვრივი M#- 

ის ყველა ელემენტისადმი, მაშინ ის II-ის ნულოვანი ელემენტია. 

დამტკიცება ცხადია, რადგან (#,M,)=0 და #,--“ ა“ 
დამოკიდებულებებიდან, შედეგი 1-ის თანახმად, გამომდინარეობს, 

რომ (M,M) =0, ეი. M= ც. 

განსაზღვრა 12. თუ მოცემულია X და XV რაიმე სიმრავლეები 

და წესი, რომელიც ყოველ XC X ელემენტს უთანადებს ცალ- 
სახად განსაზღვრულ გარკვეულ XC” ელემენტს, მაშინ ვამ- 

ბობთ, რომ მოცემულია # ოპერატორი LC» = 4X) X განსაზ- 

ღვრისა და I- ში მნიშვნელობათა სიმრავლეებით. 

იმ კერძო შემთხვევაში როცა ოპერატორი იღებს რიცხვით 

მნიშვნელობებს, მას ფუნეციონალი ეწოდება. 

განსაზღვრა 13. ოპერატორს ეწოდება წრფივი, თუ მისი გან- 

საზღვრის #), არე ლინეალია და 

  

9 დ, ჰილბერტი (1862-1943). 
ს, ბანახი (1892-1945). 
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ა) 4#(იV)=იტს VMCI, და V2C71!, 

ბ) 4(M,+M)= ტს, +/#/" VI,V 6 I. 

განსაზღვრა 14. #I := (4MV,MV) – 2(/,V) ფუნქციონალს, სა- 

დაც 4 დადებითი ოპერატორია LL. ლინეალზე, რომელიც 

მკვრივია M ჰილბერტის სივრცეში და / C II, ეწოდება კვად- 

რატული ფუნქციონალი, რამდენადაც VI0 C # ადგილი აქვს 

(4(0V),თV) = =?(4V,V) 

ტოლობას და ამდენად (4ტV,I) წარმოადგენს L ფუნქციონალის 

კვადრატულ წევრს. 

თეორემა 3. თუ "სივრცეში /(V,V):= IV – VI მეტრიკით 

M. –2> IM, ე.ი. IV, –%I –> 0, მაშინ სოIV, | = '78.) 
ჩ36თ 

თეორემა 4. თუ LI, ფუნდამენტური მიმდევრობაა სივრცეში 

იC,V):=IV – VI მეტრიკით, მაშინ ის შემოსაზღვრულია, ე.ი. 

3 =00M5-1 > 0 ისეთი, რომ 

<2 VI. 
        Mი 

განსაზღვრა 15. ”» მეტრიკულ სივრცეს ეწოდება სეპარაბე–- 

ლური, თუ არსებობს მის ელემენტთა ქვესიმრავლე არაუმეტეს 

თვლადისა, რომელიც მკვრივია ამ სივრცეში. · 

თეორემა 5. თუ # დადებითი ოპერატორია (იხ. განსაზღვრა 

29), #M, ენერგეტიკული სივრცის (იხ. (54), გვ. 117) სეჰარა- 

ბელურობისთვის საკმარისია #/ სივრცის სეპარაბელურობა. 

განსაზღვრა 16. // სივრცის თ,,....თ,,.. ელემენტთა მიმ- 

დევრობას ეწოდება სრული, თუ მისი წრფივი კომბინაციების 
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სიმრავლე მკვრივია ამ სივრცეში, ე.ი. V86 = 00715! > 0 და 

I( C I -სთვის ში და ისეთი ი ,... ი რიცხვები, რომ 

ი +2:ოი, | <8. 
#=1 

განსაზღვრა 17. VM,,...., Cა: ელემენტებს ეწოდებათ 

წრფივად დამოკიდებული, თუ ერთი მათთაგანი მაინც არის და- 

ნარჩენების წრფივი კომბინაცია. წინააღმდეგ შემთხვევაში მათ 

წრფივად დამოუკიდებელი ეწოდებათ. 

თეორემა 6. IV, ,...,M, C 5. ელემენტების სიმრავლე წრფივად 

დამოუკიდებელია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა მათი გრამის) 

დეტერმინანტი 
(IV ,IM,),-.-, (IM, ,M„ ) 

(III ,M,),..-, (IM, „MM, ) 

განსაზღვრა 18. თუ C, C 5,, 1 =1,2,..., სისტემის ნების- 

მიერი ორი ელემენტი ორთოგონალურია ((,,დ კ)=0,!:# ,). 
მაშინ მას 5: -ში ორთოგონალური სისტემა ეწოდება, ხოლო თუ 

ამის გარდა ის ნორმირებულიცაა (IC, =1, 1=1,2,...), მაშინ 
– ორთონორმირებული. 

განსაზღვრა 19. დ, C 5, ,1 = 1.2,...სისტემას ეწოდება წრფი- 

ვად დამოუკიდებელი 95,-ში, თუ მისი ელემენტების ნებისმიერი 

  

–წი.ჰ. გრამი (1850-1916). 
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სასრული რაოდენობისგან შემდგარი სისტემა წრფივად დამოუ- 
კიდებელია. 

თეორემა 7. ყოველი ორთონორმირებული სისტემა წრფივად 

დამოუკიდებელია. 
განსაზღვრა 20. # სივრცეში სრულ ღა წრფივად დამოუკი- 

დებელ სისტემას მისი პაზისი ეწოდება. 

განსაზღვრა 21. თ, CI, M#=1,2,..., მიმდევრობას ეწოდება 

II-ის პაზისი შაუდერის) აზრით, თუ VIMC IM შეიძლება წარ- 
მოდგენილი იქნას ცალსახად 

#= 2,0,0,, 0, 67%, 
#=1) 

სახით. 

შენიშვნა 5. თუ თ, CII, #X =1.2,..., სისტემა ორთონორმი- 

რებულია, მაშინ ბაზისის განსაზღვრა 20 და განსაზღვრა 21 

ერთმანეთს ემთხვევიან. 

განსაზღვრა 22. ბაზისის ელემენტთა # რიცხვს ეწოდება IM 

სივრცის განზომილება და აღინიშნება /1:= ძლი სიმბოლოთი. 

განსაზღვრა 23. თუ Cთ, C 5), # = 12,..., ორთონორმირე- 

ბული სისტემაა 5) -ში, IC 5) და C,:= (V,დ,), ჯ =LI2,..., 

მაში > ,თ, მწკრივს ეწოდება #-ს შესაბამისი ფურიეს 
#= 

მწკრივი, ხოლო C,-ს – ფურიეს კოეფიციენტები. 

თეორემა 8. თუ 0, CI, # =LI2,..., მასში ორთონორმირე- 

ბული სისტემაა, მაშინ MC ჩხ ელემენტის შესაბამისი ფურიეს 

  

“იპ. შაუდერი (1896-1943). 
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მწკრიი #MI-ში კრებადია და სამართლიანია პესელის? 

2, თ ; < 7. უტოლობა. ამასთან აუცილებელი და საკმარისი 

L=| 

პირობა მისი I-სკენ კრებადობისათვის მდგომარეობს პარზევა- 
ლის“? 

2,თ1 =IML 
L=I 

ტოლობის შესრულებაში. 

განსაზღვრა 24. ორთონორმირებულ სისტემას ეწოდება 77-ში 

ჩაკეტილი, თუ სისტემის ყველა ელემენტისადმი ორთოგონალუ- 

რი ელემენტი მხოლოდ ნულოვანი ელემენტია. 

განსაზღვრა 25, ორთონორმირებულ სისტემას ეწოდება ბრუ- 

ლი II-ში თუ ყოველი IC IM -სთვის შესაბამისი ფურიეს 

მწკრივი #-ში კრებადია M-სკენ, ე.ი. თუ სრულდება პარსევალის 

ტოლობა. 

შენიშვნა 6. ორთონორმირებული სისტემის შემთხვევაში სის– 

რულის განსაზღვრა 16 და განსაზღვრა 25 ერთმანეთს ემთხვევა. 

თეორემა 9. ორთონორმირებული სისტემა სრულია /7-ში მა- 

შინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ის ჩაკეტილია მასში. 

თეორემა 10. ყოველ სეპარაბელურ # სივრცეში არსებობს 

ორთონორმირებული ბაზისი რომლის შესაბამისი ფურიეს 

მწკრი-ვი MCM ელემენტისთვის V-სკენ კრებადია I7-ში (ცხა- 

დია, თუ MI სეპარაბელურია, მასში ბაზისი არსებობს და პირი- 

ქით, თუ ბაზისი არსებობს, ის სეპარაბელურია, რადგან ბაზისი 

MI-ში მკვრივი სისტემაა, რომელიც თვლადზე მეტი არაა). თუ 

  

ა? ფ.ევ, ბესელი (1784-1846). 
“)მ ს. პარსევალი (1755-1836). 
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M მკვრივია სეპარაბელურ /7-ში, მაშინ ბაზისი შეიძლება აიგოს 

M-ის ელემენტებისგან. 

განსაზღვრა 26. 8 ბანახის სივრცეში განსაზღვრულ ფუნ- 

ქციონალს ეწოდება შემოსაზღვრული, თუ 
|LM < CI, C=001:>0, VMVC8. 

უმცირესს C მუდმივებს შორის ეწოდება L ფუნქციონალის ხორ- 

მს და აღინიშნება IXLI სიმბოლოთი. 

თეორემა 11 (რისის) თეორემა). M ჰილბერტის სივრცეში 

ყოველი შემოსაზღვრული წრფივი |! ფუნქციონალი შეიძლება 

წარმოვადგინოთ 

II=(M,Vს VVCV7VI, 

სკალარული ნამრავლის სახით, სადაც VC/ ფიქსირებული 

ელემენტი ცალსახადაა განსაზღვრული, ამასთან II =IVI. 

თეორემა 12 (206 “)-პანახის თეორემა). 8 ბანახის სივრცის 

რაიმე M წრფივ მრავალსახეობაზე (მაგალითად, ლინეალზე) 

განსაზღვრული ყოველი წრფივი შემოსაზღვრული L ფუნქციონა- 
ლი შეიძლება ნორმის შენარჩუნებით განვავრცოთ მთელ #8 სივ- 

რცეზე, ე.ი. შეიძლება ავაგოთ ისეთი L ფუნქციონალი, რომ 

1) L(XX=I(X) VXCM; 2)IXI, =III,- 

განსაზღვრა 27. წრფივ ნორმირებულ #8 სივრცეზე განსაზ- 

ღვრული /#(X) =(/,X) ფუნქციონალები ქმნიან ბანახის #5X 

სივრცეს, რომელსაც ეწოდება # სივრცის შეუღლებული (დუა- 
ლური) სივრცე. 

  

“'ფ. რისი (1880-1956). 
"'! 3, ჰანი (1879 -19 54). 

273



განსაზღვრა 28. ვთქვათ, X» = #4X ოპერატორი ასახავს #, 

წრფივ ნორმირებულ სივრცეს L, წრფივ ნორმირებულ სივ- 

რცეში, ხოლო თ(»)=(Cთ,X) #, -ზე განსაზღვრული წრფივი 

ფუნქციონალია, მაშინ Cთ(X») = დ(/4#4X) = /(X), სადაც /#(X) 

წრფივი ფუნქციონალი #, -ზეა განსაზღვრული. ამრიგად, ამ 

ტოლობით ავაგეთ რაღაც 4% ოპერატორი 

I =4"თდ, 
რომელიც6 განსაზღვრულია L » -ის შეუღლებულ L , X# 

სივრცეზე და ამ უკანასკნელი სივცსს დრ? ელემენტებს 

უთანადებს #,.-ის შეუღლებული ს,“ სივრცის ელემენტებს. 
4· ოპერატორს # ოპერატორის შეუღლებული ოპერატორი 

ეწოდება. 
თუ L, = #, =V# ჰილბერტის სივრცეა, მაშინ რისის თეო- 

რემის თანახმად მოიძებნება ისეთი XM,XXCI ელემენტები, 

რომ 

VI =(,,»X, რდCდ(X)=CX",X), 
ე“. 

(»·,») =(X-,X) და CX/”, 4X) = (X”,X) 
ტოლობა ყოველ XV»”-ს უთანადებს ერთადერთ X”# ელემენტს, ე.ი. 

X%= 4%X»V%. 

ამდენად, #/ ჰილბერტის სივრცეში შეუღლებული ოპერატორი 

შეიძლება განიმარტოს უკანასკნელის წინა ტოლობით. 

კერძოდ, თუ # ოპერატორი განსაზღვრულია #-ში მკვრივ 

», ლინეალზე და 3X”,)%C #M ისეთი, რომ 

(/%, 4X) =(X”,X), X6C7M,, 
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მაშინ ვამბობთ, რომ X-ის სიმრავლე ქმნის შეუღლებული #” 
ოპერატორის #2, განსაზღვრის არეს და თვით ოპერატორი 
განისაზღვრება ტოლობით 

4%უ%=ჯ%. 

XX. ლინეალია, ხოლო #% – წრფივი ოპერატორი. ნ.7C, 

რადგან მას ყოველთვის ეკუთვნის ნულოვანი ელემენტი. 

განსაზღვრა 29. // სივრცეში მკვრივ #0, ლინეალზე გან- 
საზღვრულ # ოპერატორს ეწოდება სიმეტრიული Mს,-ზე, თუ 

ის წრფივია და VI,VC #), სრულდება 

C'4IV, V) = (M, 4V) 

ტოლობა. სიმეტრიულ ოპერატორს ეწოდება დადებითი ოპერა– 

ტორი, თუ 

(4,2) > 0, 

(C(4V,V)=0 = V=60 #7), -–ში, 

ხოლო თუ 3C =00M§( > 0, რომ 

(4V,M) > 0IMI , 

მაშინ მას #),კ-ში დადებითად განსაზღვრული ოპერატორი ეწო- 

დება. 

განსაზღვრა 30. თუ 4 სიმეტრიული ოპერატორია, ცხადია, 

M#.CI,. და ამდენად #% ოპერატორი # ოპერატორის გა- 

ფართოებაა. თუ ',I = », ., მაშინ 4%=#ტ და მას თვითშეულ- 

ლებული ოპერატორი ეწოდება. 
შენიშვნა 7. შემოსაზღვრული ოპერატორებისთვის სიმეტრიუ- 

ლობისა და თვითშეუღლებულობის განმარტებები ერთმანეთს 

ემთხვევა. 

275



თეორემა 13. ყოველი დადებითად განსაზღვრული ოპერატორი 

შეიძლება გავაფართოოთ თვითშეუღლებულ ოპერატორობამდე 

(ეწ. ფრიდრიხსის ) გაფართოება). 

განსაზღვრა 31. ორ #ტ და 8 დადებითად განსაზღვრულ ოპე- 

რატორს ეწოდება კონგრუენტული, თუ LI, = #0. 
განსაზღვრა 32. ორ კონგრუენტულ ოპერატორს ეწოდება 

მონათესავე, თუ 3C,L = C0I1§! > 0 ისეთები, რომ 

(4V,(8+M)#) >9Iტ4” VVC#, =#,, 
სადაც # ერთეულოვანი ოპერატორია. 

განსაზღვრა 33. # ოპერატორს ეწოდება შემოსაზღვრული, 

თ 

III, < MIXI,, VXC#M.. (14) 

განსაზღვრა 34. 4 ოპერატორს ეწოდება უწყვეტი, თუ 

II –X, 0 = I4#, – 4. 30. 

თეორემა 14. იმისთვის, რომ წრფივი ოპერატორი იყოს უწ- 

ყვეტი, აუცილებელი და საკმარისია, რომ იგი იყოს შემოსაზ- 

ღვრული. 
განსაზღვრა 35. უმცირესს MV-ებს შორის (14)-ში ეწოდება # 

ოპერატორის ნორმა: |. 

განსაზღვრა 36. MI ((ა)-თი აღინიშნება ისეთი ჰილბერტის 

სივრცე, რომლის ელემენტები ეკუთვნის #ჯ.(6§ბ)-ს და აქვთ # 

რიგამდე ჩათვლით განზოგადებული წარმოებულები §– არეში, 

  

–'კო. ფრიღრიხსი (1901-1982). 
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რომლებიც აგრეთვე ეკუთვნის XL; (54) -ს, და სადაც სკალარული 
ნამრავლი მოცემულია 

= ' ' 
(VI) = 219 MIX VძX 

III</ 8 

ტოლობით. 

განსაზღვრა 37. C%ი (§პ)-თი აღინიშნება ისეთ ფინიტურ ფუნ– 

ქციათა (ეი. §+-ში კომპაქტური საყრდენის მქონე) სიმრავლე, 

რომელთაც აქვთ §ა არეზე უწყვეტი ყველა რიგის 
წარმოებული. ფუნქციის  ბაყრდენი ეწოდება. ფუნქციის 
განსაზღვრის წერტილთა იმ სიმრავლის ჩაკეტვას სადაც 

ფუნქცია ნულის ტოლი არაა. 

თეორემა 15. ვთქვათ, წრფივი ოპერატორი #:#M, 2 M,, 

სადაც #. მისი მნიშვნელობათა არეა. მაშინ შებრუნებული 

ოპერატორი არსებობს მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა იქიდან, 

რომ 4#=68, სადაც 4VC M,,= V#V=0, საღაც M6CI,. 

თეორემა 16. წრფივი ოპერატორის შებრუნებული ოპერატო- 

რი წრფივია. 

განსაზღვრა 38. ვთქვათ, MV CI” ლინეალია. მასში შემოვი- 
ღოთ /I-ის მეტრიკა, თუ M ამასთან სრულია, მაშინ მას ეწოდე– 

ბა II სივრცის წრფივი ქცესივრცე. 

განსაზღვრა 39. ამბობენ, რომ MC #I ელემენტი I, ჰილ- 

ბერტის სივრცის  ქვესივრცის ორთოგონალურია MLM, თუ 

M M-ის ყველა ელეშენტის ორთოგონალურია. 

თეორემა 17. ვთქვათ, MV სივრცე #”/-ის წრფივი ქვესივრცეა. 

მაშინ ნებისმიერი MC, ცალსახად შეიძლება წარმოვადგინოთ 

M=V+V სახით, სადაც VC MV ლდა MILMV. V-ს ეწოდება V-ს 

ორთოგონალური პროექცია M-ზე. 
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შენიშვნა 8. ცხადია, თუ IV =C/#/IL, არსებობს ერთი მაინც 

V- LM ისეთ, რომ V##060. წინააღმდეგ შემთხვევაში 

#=V+8=V=VMV=V7V/!,. 

განსაზღვრა 40. ამბობენ, რომ 0CXL” არეს აქვს ლიპში- 

ცის!) საზღვარი, თუ: 

1.) §+ შემოსაზღვრულია (დასაშვებია მრავლადბმულობა); 

2) 3თ,8=0097>0, # ცალი XI” ,..-,XI I, 7 =1,M, 

კოორდინატთა სისტემა და (IV – 1) -განზომილებიან # თ კუ- 

ბებზე 
  

<თ, 1=1,MV –1, ჯი 
    

უწყვეტი ძ,(XII,...,XV) , #7 =1,M, ისეთი ფუნქციები, რომ 

ა.) ყოველ XC 95“ წერტილი შეიძლება წარმოდგენილი იქ- 

ნეს ერთ-ერთი ზემოხსენებულ კოორდინატთა სისტემაში მაინც 

X=(XI2,...,XI) = ცი... XI, ძ,(XI0,.. XI) ) 

სახით; 

ბ.) X წერტილები, რომელთათვისაც სრულდება 

    
Xიმ<თ, 1=1LV–-1, 

და 

0,(XI.,....XI ,)<XV <0, (XL ,...,XVI,)+ჩ 

ან 
ი თ თ თ თო ძ,(X,“ ,...,XI ))- 8<Xა <0,(XV ”,..., XV, 

პირობები, შესაბამისად მდებარეობენ §2-ში ან §2-ს გარეთ; 

  

2 რ.ო,ს. ლიპშიცი (1832-1903). 
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_– (ი 
გა ყოველი ძ, (X),....XI, , #=1,,1, ფუნქცია # 

კუბზე აკმაყოფილებს ლიპშიცის პირობას, ეი. 5# = C0/151 > 0, 

რომ 

ძ,(XI0,... 70) - ი,თ0,.., XV) )! 
2 I I/2 

< #(„რო – ,0)1+---+C0, – #0)? 1”. 
განვიხილოთ რამდენიმე მაგალითი. ნახ. 1-ზე მოცემულ შემ- 

თხვევაში 

  

ნახ. 1 

X: ღერძის ყველა შესაძლო მიმართულებისათვის დარღვეულია 

ბ.) პირობა, ე.ი. საზღვარი არ არის ლიპშიცის. 

ნაზ. 2-ზე მოცემულ შემთხვევაში, 0-ს მიდამოში X, =IX,1, 

ამიტომ |X, +M –|X, “| <|X, ++-X შ და სრულდება ყველა. პი– 
რობა, ე.ი. ლიპშიცის საზღვარია. 

  

    
  

ნახ. 2 
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ნახ. 3-ზე მოცემულ კუთხოვანი წერტილის ორივე შემთხვე- 

ვაში დასაშვებია მხოლოდ მითითებული კოორდინატთა სისტემა. 

წინააღმდეგ შემთხვევაში დაირღვევა ბ.). მაგრამ ასეთი სისტემის 

თძX ჯ 
შემთხვევაში აღნიშნულ წერტილებში _2 =Iი-–=0C, 

ძი, + 2 
ეი. დაირღვევა გ.), რადგან არ იარსებებს # # თ. ამრიგად 

საზღვარი ლიპშიცის არაა. 

ნახ. 3 

განსაზღვრა 41. I/(X) C C(დ) (მით უფრო, თუ IMI(X)6C C” (C)) 

ფუნქციის I(X»/), X7C ძ§პ მნიშვნელობები მ §2-ზე ცალსახადაა 

განსაზღვრული. V(C») ფუნქციას ეწოდება MX) ფუნქციის კვალი 
ძია -ზე. 

თეორემა 18. თუ §ჯ” ლიპშიცის საზღვრის მქონე არეა, მაშინ 
არსებობს ერთადერთი შემოსაზღვრული წრფივი 7” ოპერატორი, 

რომელიც 7, (§–) სივრცეს ასახავს I.(0§ჩ) სივრცეზე: 

IM „ცი < III, ' 
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თუ #CC“(C), მაშინ IV(X) = V(7/). 

განსაზღვრა 42. წინა თეორემიდან 1V -ს ეწოდება V(X) ფუნ- 
ქციის კვალი 0 §ბ -ზე, 1 -ს კი კვალის ოპერატორი. 

შენიშვნა 9. რამდენადაც C”“ (C) მკვრივია MV, (§ბპ) -ში, თუ 

"” ეკუთვნის MI) (§ბ) -ს, მაგრამ არ ეკუთვნის C” (§ბ)-ს, IV -ს 

კვალი შეიძლება განვიხილოთ, როგორც ისეთ V,(X) C C" (§ბ) 

ფუნქციათა I,(X»7), XC მC–+, კვალების ზღვარი L,(0 §)) -ში, 

რომელთათვისაც 

IV, (X0) – “ი, _ი” 30, 

შენიშვნა 10. თუ MC M/, (§ა)ფუნქცია უწყვეტია C-ში, მა– 

შინ მისი კვალი მ C) -ზე ემთხვევა მის შეზღუდვას მ 62 -ზე. 

შენიშვნა 11, თუ 
    
"I. (X) – M(X)I „რ) 3? 0, მაგრამ არ 

არის კრებადი II”. ს (§ბ) -ში„ მაშინ ი“ (ა - მიმდევრობა 

შეიძლეა არ იყოს კრებადი L.,(0§ბპ)-შიი (აგებულია 

მაგალითები (იხ. (54), გე. 341)). 

ფრიდრიხსს უტოლობა. თუ (აC #” არეა ლიპშიცის 

საზღვრით, მაშინ არსებობენ ისეთი C,,Cე = C07/5! > 0, დამოკი- 

დებულნი მხოლოდ არეზე, რომ 

I-'თ4!.: <0, 5 I(I,)?ძL+0, |თ'ძ§ VVC C'(C). 
C M=IC § 
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პუანკარეს უტოლობა. თუ §+-C /” არეა ლიპშიცის საზ- 

ღვრით, მაშინ არსებობენ ისეთი Cკ,Cკ =C0/M5! > 0, დამოკიდე- 

ბულნი მხოლოდ არეზე, რომ 

2 

IV" (X)თX < C, 2,1 C.)?% +0C, ოთ« VVC C' (C) · 
9 MC ი 

ფრიდრიხსის უტოლობა. თუ §+:C #” არეა ლიპშიცის საზ- 

ღვრით, მაშინ არსებობენ ისეთი #,,#, = C0M5/ > 0 დამოკიდე- 

ბულნი მხოლოდ არეზე, რომ 

2 დ 2 2 | III 5 # I> | (C,)?ძX+ I “ 4 VIVC VV, (9), 
/#5I 

IM, <6 |(6"ი?ძ:+ | == VVC V/7 (0). 
' M52ი § 

პირველი უტოლობა ძალაში რჩება, თუ 5-ს შევცვლით 

ა, ით, რომელიც ა -ს ღია ნაწილია ლებეგის”! დადებითი ზო- 

მით (ამ შემთხვევაში #, მუდმივი 5, -ზეცაა დამოკიდებული). 

კერძოდ, 

IM, <LM 2IC,)1ი  VMC M, (0) 
75! C 

IM” <V# | (ისაი VVC #2(C), 
#2(0) “42 

სადაც 
=(თ,--,თ,) თ,C 7, =10,12,-:), 7=17M1, 

  

ა ა.ლ. ლებეგი (1875-1941). 
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მულტიინდექსია, 
Iთ|:=თ, +:··+თ,, 

ძ თ. არ თი. 
მ,:=–=-, მ “:=0მ წ.-·ძ 4, X“:=X)'“''X" ; 

, 

2, და > სიმბოლოები აღნიშნავენ აჯამვას ყველა ისეთი 

IთI5L |თI=+ 

C -სათვის, რომლებიც შესაბამისად აკმაყოფილებენ II < და 

|თ | = # პირობებს. 

პუანკარეს უტოლობა. თუ §+ არეა ლიპშიცის საზღვრით (ამ 

პირობის შესუსტება შესაძლებელია, იხ. (301), მაშინ არსებობს 

ისეთი ვ =00M7§51>0 დამოკიდებული მხოლოდ არეზე, რომ 

2 

VI <M დ |ნსი"რი უე (0) 
M5(0) '|=XC II<LL 9 

VVC V/'(0). 

განსაზღვრა 43. თ C C”(#”) კომპლექსური მნიშვნელობის 

მქონე ფუნქციათა სიმრავლეს ეწოდება შვარცის”) §(#”) სივ- 

რცე, თუ ნებისმიერი მთელი არაუარყოფითი # რიცხვისათვის 

ოგ ს+M" > 
ჯCL" |თ|<L 

  მ ბით). <+თ, 

სადაც 

1 

X=(X,..,X,)C IM, IXL=(X +--+X2)?, 

  

''ლ. შვარცი (1915-2002). 
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თ:=(Cთ,,..,თ,) მულტიინდექსია. 

განსაზღვრა 44. / ფუნქციონალს (ფორმას) ეწოდება ანტი- 

წრფივი (სემიწრფივი) რაიმე ლინეალზე, თუ ამ სიმრავლის ნე- 

ბისმიერი დ. და V/ ელემენტებისათვის 
#(დC+V)= /(დC)+ /(#) და /(2რ6) =7./(რთ). 

სადაც #, ნებისმიერი კომპლექსური რიცხვია. 

განსაზღვრა 45. 8(თ,V) ფუნქციონალს (ფორმას) ეწოდება 

სესქვიწრფივი რაიმე ლინეალზე, თუ ამ სიმრავლის ნებისმიერი 

დ, თ,, დ,, V, V,, V; ელემენტებისათვის და ნებისმიერი 

# კომპლექსური რიცხვისათვის სრულდება შემდეგი ტოლობები: 

8(თ,+თ;,V)= 8(თ,,V)+ 8(თ;,V). 
8(ი,V, +V;)= 8(თ,V,)+ 8(თ,V ;). 
8(.Cთ,V) =#8(დ,V), 

8(თ,#V) =/. 8(თ,V). 
ამდენად, თ –პ 8(თ,V,) ასახვა ფიქსირებული V/ -სათვის არის 

წრფივი ფუნქციონალი (ფორმა), ხოლო V/ –3 8(თ,V) ასახვა 

ფიქსირებული C -სათვის არის ანტიწრფივი. თუ „8(Cთ,V) სეს- 

ქვიწრფივი ფორმა ნამდვილმნიშველობიანი ფორმაა, მაშინ მას 

ორადწრფივი ფორმა ეწოდება. 

განსაზღვრა 46. თუ §C I” რაიმე არეა, მაშინ X+5(%აბ) 

არის ყველა ისეთი თ C5(M”) ელემენტების ქვესივრცე, რო- 

მელთათვისაც §ს00 დ C C, ასიი რ აღნიშნავს ელემენტის საჟ- 

რდენს, ეი. I-ის იმ ქვესიმრავლის ჩაკეტვას, სადაც დ გან- 

სხვავებულია ნულისაგან (იხ. აგრეთვე განსაზღვრა 37). 

თეორემა 19. Cე (§ჰ) სივრცე მკვრივია 5 (64) -ში. 
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განსაზღვრა 47. 5(§პ)-ზე განსაზღვრულ შემოსაზღვრულ 

ანტიწრფივ / ფუნქციონალს ეწოდება განაწილება §4 -ზე. # გა– 

ნაწილების მნიშვნელობას დ C §(C) ელემენტზე (/,დ). სიმ- 
ბოლოთი აღვნიშნავთ ხოლო განაწილებათა სიმრავლეს – 

5'(§ბ) -თი. ვიტყვით, რომ Iჩ.).., მიმდევრობა 5'(§2) -ში კრე- 

ბადია # C 5'(6ბ) ელემენტებისაკენ, თუ 

IIთ(ჩ,დ)=(/,თ) VდC5C)). 

განსაზღვრა 48. ვთქვათ, / C 5'((–ა) და CV რაიმე მულ- 

ტიინდექსია. 09“ / განისაზღვრება 

(9-/,თ)=CსM(/,მ“თ) VდC 5(C) 
ტოლობით. 

შენიშვნა 12. განსაზღვრა 48-ში 5(§–) შეიძლება შეიცვალოს 

Cი (§პ) -თი. 

განსაზღვრა 49. დ C 5(#” )-ის ფურიეს გარდაქმნა შემდეგი 
ტოლობით განისაზღვრება 

თ (§):=(#თX§):= |ი'“-5/ი (X)«, 
კ. 

სადაც 
(X,6):=X,6, +-··+Xჯ.6ე. 

განსაზღვრა 50. თდC §(ჯ” )-ისა და V/ C §(#” )-ის ნახვევი 

განიმარტება 

(0 +XVXX):= | დ («– »)#C)# 
დ“ 

ტოლობით.



თეორემა 20. # ჰომეომორფიზმია 5(/?” )-დან 5(/?” )-ში; 

მისი შებრუნებული #I გარდაქმნა განისაზღვრება 

(=-'V)6 = 0» )“” | «-#Vწ)ძნ 
წ“ 

ტოლობით. 

თეორემა 21. ყოველი Cთ,V/ C 5(#”) აკმაყოფილებს 

| 6 (§)V(§)ძ§ =(2»)” | თ (ი)V იძ 
ჯ" დ” 

პარსევალის ტოლობას. 

თეორემა 22. ყოველი C,V/ C §(წ” ) “სათვის 

#(Cთ XV X5 )=CV(§ XV§ ). 

თეორემა 23. ყოველი Cთ C 5(#” )-ის და X მულტიინდექსი- 

სათვის 

#9 “ი I§ )=(-0M§ %6 (6), 
ჩ(»“თი I6 )=(–)Mმ "წ (§). 

განსაზღვრა 51. / C §'(ჯ” ) განაწილებას ეწოდება რეგუ- 

ლარული, თუ არსებობს ისეთი ლოკალურად ჯაშებადი (ეი. 

LM. (»” )-დან) ფუნქცია, რომელსაც სიმარტივისათვის აღვნიშ- 

ნავთ #(X) -ით, რომ 

(0,0) = |/(06C0)ი» VდC §(”” ). 
ჯ. 
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რეგულარულ განაწილებათა სიმრავლეს აღვნიშნავთ 5 (ჯ” )- 

ით. განაწილებას ეწოდება სინგულარული, თუ ის რეგულარული 
არ არის. 

განსაზღვრა 52. #«C§5'(-”) განაწილებათა სიმრავლეს, რო- 

მელთა ფურიეს გარდაქმნა I C 5, (§”) დ 

IM = | +6L ) 6(§ ) ძ6<+თ, 
სადაც §C # (# ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეა), ეწოდება ბესე- 

ლის პოტენციალთა სივრცე, როცა §6C M#. თუ ამასთან §>0 

მას სობოლევ-სლობოდეცკის სივრცე, ხოლო თუ § ნატურალუ- 

რია ბობოლევის სივრცე ეწოდება და აღინიშნება /1 '(#”) სიმ- 

ბოლოთი. 

განსაზღვრა 53. M' (62) არის MI'(-” ) -ის ქვესივრცე, რო– 

მელიც შედგება ყველა ისეთი IM C /7'(M” ) -საგან, რომ 

§ს00ნ0 IM C. C. 

განსაზღვრა 54. #I”(C2ბ) არის ყველა ისეთ M#C 5'(%ბ) ელე- 

მენტთა სივრცე, რომლებიც შეიძლება §X-დან გაფართოვდნენ 
8 C MI'(#C” ) -მდე, ან პირიქით MI (%”)-ის ელემენტების. 62 – 

ზე შეზღუდვების სივრცე. V C MI'(62) -ს ნორმა განისაზღვრება 
IიL IV „(ი)“ აიM(6”)2| = IM ცო 
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ტოლობით, სადაც M. აღნიშნავს M#-ს მნიშვნელობებს §2 –ზე. 

თუ Mა = I, მაშინ I-ს ეწოდება ” -ს შეზღუდვა C2 -ზე, ხოლო 

M-ს – V-ს გაფართოება §პ -დან ჯ” -ზე. 

შენიშვნა 131 თუ §=#, სადაც # არაუარყოფითი მთელი 

რიცხვია, მაშინ I” "CC2) =V/»ჯ ((–) (იხ. განსაზღვრა 36). 

თეორემა 24. IM (8 "”) და # “(%”) დუალური (შეუღლე- 
ბული) სივრცეებია. #” I (91) სივრცის შეუღლებული სივრცეა 

ს ”(-ბ). 

განსაზღვრა 55. ვთქვათ, L არის C” კლასის ჩაკეტილი 

ზედაპირი, რომელიც X#”-ს ყოფს შიგა და გარე (0M და დხ 

არეებად; I(X) ერთეულოვანი გარე ნორმალია I-ს მიმართ 

XC I წერტილში. მაშინ (იხ. (13), გვ. 143 და (11), გვ. 212): 

1. არსებობს I” -ის ისეთი ღია არეების 10, 1”, სიმრავლე, 

რომ 
„V M” 

– (0,).., ფარავს I -ს, ე-ი. LIICL)0,; 

1=L 

M 

– #(X) ნორმალები არ იკვეთებიან II19 გაერთიანებაში; 
(=1 

– ყოველი. 1 C (1,.··,M1 -სათვის არსებოს  X =C,(”) 

C” – დიფეომორფიზმი 8, ='ს/C #”“! :I/1 < 1LL-დან 

0, ოI -ში; მის შებრუნებულს აღვნიშნავთ 

»=V,(X)-ით; 

– თუ 0, (6) 0, ფტIL"# თ, მაშინ არსებობს 
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IV,CC):XC 0, ოძ, ოIC 8, 
სიმრავლიდან 

V,წე:XC0,ო0, იIIC 7 

სიმრავლეში წ, C” – დიფეომორფიზმი დადებითი იაკო. 
ბიანით, ამასთან ისეთი, რომ V,(X)= ჩ.V , (X). 

Cდიფეომორფიზმი არის დიფერენცირებადი ჰომეომორფიზმი, ზო. 

ლო ჰპოშეომორფიზმი არის უწყვეტი ბიექციური, ეი. ურთიერ- 
თცალსახა ასახვა). 

2. არსებობს ერთეულის ისეთი რეგულარული დ, (9). 

დაყოფა I -ზე, რომ 

– 0(XCCI(0,ოL), (=1--.V; 

– 0=20(X)<1), XC#”, 1=1,·-..V; 
M 

– 2,6 (X) = 1, Xჯ6CL. 
(=| 

L -ზე განსახღვრული ყოველი, მაგალითად, II C L თე ფუნ–- 

ქციისათვის სამართლიანია 

„” 

M(X)= 2,600 VLL) XCL, 
/(+| 

გაშლა. ყოველი 16 (1:·.,MV) -სათვის მოვახდინოთ ცვლადთა 

შემდეგი გარდაქმნა 

M, (»):= (4 IC, (») =4, (დ, (»))M(6, (X")) = 4, (–)M(თ) 
და განვავრცოთ (გავაფართოვოთ) VV, (») ნულით 8; -ის გარეთ 

მთელ #7 სივრცეზე. ახლა განვსაზღვროთ #II(I), §C7, 

შემდეგნაირად 

M'მო=წ6სლო:#6M'(27) ჯ=1.-.VI. 
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ამ სივრცეში ნორმა შეიძლება შემოვიღოთ 

_. 
ტოლობით. ერთეულის სხვადასხვა საია შეესაბამება ეკვივა– 

ლენტური ნორმები. ICI) ჰილბერტის სივრცეა. 

თეორემა 25. თუ #(V) არის შემოსაზღვრული ანტიწრფივი 

ფუნქციონალი, განსაზღვრული I” ჰილბერტის სივრცეზე, ხოლო 

ძ(I,V) – სესქვიწრფივი ფორმა, რომელიც აკმაყოფილებს შე- 

მოსაზღვრულობის 

|ICCV,V) < MIVIV, VV,VC # 

და კოერციტიულობის 
LL6ძ(V, V) > ”MI" VVC #7” 

პირობებს, სადაც M და / დადებითი მუდმივებია და III არის 

ნორმა #/ სივრცეში, მაშინ 

თ(VI,V)= L(CVწ) VVC#7 
ამოცანას აქვს ერთადერთი ამონახსნი M C I! ისეთი, რომ 

MI <9III.» 
სადაც IL არის ნორმა #/-ის დუალურ 77 ” სივრცეში, ხოლო C 

M 
დადებითი მუდმივია. კერძოდ, შეიძლება ავიღოთ C –-»“ 

შევნიშნოთ, რომ ამ დამატებაში გადმოცემული მასალის შედ–- 

გენისას ძირითადად გამოყენებული იყო (54), (13) და (111. 
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დამატება 2. ლეეანდრის პოლინომები 

1. ლეჟანდრის პოლინომების წარმომქმნელი ფუნქცია 

კლასიკურ ორთოგონალურ პოლინომთა შორის ყველაზე 

ადრინდელია ლეჟანდრის პოლინომები, რომელთა წარმოშობ? 

დაკავშირებულია მათემატიკური ფიზიკის ამოცანებთან, კერძოლ! 

პოტენციალის თეორიასთან. სივრცის ორი # და 8 წერტილის 

მიზიდულობის ველის პოტენციალი გამოისახება მათ შორის მან– 
ძილის შებრუნებული (იხ. ნახ. 1) 

1 

“/”? – 2”000§0 + ი? 
სიდიდით. 

4 8 
L 

ი 

0 

ნახ. 1 

თუ აქ C050C =:X, მაშინ გვექნება, რომ 

1 

„1-2>X+1? 

.· როგორც ქვემოთ დავინახავთ, თუ 

1 

VI-20X+I? 

“
(
ღ
ა
 

სადაც. 71 
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წილადს გავშლით ხარისხოვან მწკრივად I-ს მიმართ "სათავის 

მიდამოში, მაშინ მწკრივის კოეფიციენტები X-ის პოლინომებია, 

რომელთაც ლეჟანდრის პოლინომები ეწოდებათ (იხ. ქვემოთ (1) 

და (2)). 
გავიხსენოთ ბინომიალური მწკრივი 

1 
– 1 1:3 (27 –1)!! 

1-V)2 =1+-V+-- აყ 46. + ი ყი +. (IV <1 
0–% 2 202: #2” , (4<. 
სადაც (27 ––1)!:=1-3-5---(2M –1) და (–I)!!=1. 

თუ #=2MX-I?, მაშინ გვექნება, რომ 
I 

ს –2%+/?)? =სL– CC; –/?)I? 

1 1.3 
=I+>0XV-/)+2-- CC - (7 +... 

ეს მწკრივი აბსოლუტურად კრებადი იქნება, თუ 2IX+1 2? <1, 

ამ გარემოების გამო უფლება გვაქვს, ფრჩხილების გახსნის შემ- 

დეგ მწკრივი დავალაგოთ L-ს ხარისხებად: 

I+(1>+( L3 4X2 =. +... 
2 22 2 

როგორც ვხედავთ, პირველი სამი კოეფიციენტი წარმოადგენს 

შესაბამისად ნულოვანი, პირველი და მეორე ზხარისხის პოლი- 

ნომს., დანარჩენიც რომ პოლინომებია, ამაში დავრწმუნდებით, 

როდესაც დავადგენთ რეკურენტულ ფორმულას, რომელიც ერ- 
თმანეთთან აკავშირებს ყოველ ურთიერთმომდევნო სამ პოლი- 

ნომს. აქვე უნდა შევნიშნოთ, რომ ლეჟანდრის პოლინომების წა- 

რმოდგენა ბევრნაირად შეიძლება, რაზედაც საუბარი ქვემოთ 

გვექნება. ახლა კი დაგუბრუნდეთ 
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' =(0+–ნCC/+ჩ,(X/ +--+#M(X#" 
V1–2(X+1? (1) 

+-.= 3 0,(CV" 
ი=0 

ტოლობას, სადაც, როგორც უკვე აღვნიშნეთ, ჩ(») წარმოად- 

გენს ლეჟანდრის MI-ური რიგის პოლინომს. ტოლობის მარცხენა 

მხარეში მდგომ გამოსახულებას ეწოდება ლეჟანდრის პოლინომ- 
თა წარმომქმნელი ფუნქცია, რამდენადაც იგი წარმოშობს ზემო- 

ხსენებული ზარისხოვანი მწკრივის კოეფიციენტთა LX ი (X)) 

მიმდევრობას. როგორც ვხედავთ, 

3 I 
(X=1, (X) =X, 5(0X)=>»X" – >. (2) 

(1) მწკრივიდან ადვილი დასადგენია, რომ 

ნხ()=L ნსC)=Cს”. 
მართლაც, თუ ჩავსვამთ X =1, მაშინ, რადგანაც როცა II <1, 

მარცხენა მხარეში გვექნება უსასრულოდ კლებადი გეომეტრიუ- 

ლი პროგრესიის ჯამი და მივიღებთ, რომ 
1 თ 

–--=1+(+(/1+-.4+1წ+---= 2) ნ,(1M". 
– ი=0 

აქედან უშუალოდ ჩანს, რომ (I) =LI. ანალოგიურად, თუ 

X= –1, მაშინ 

1 2 ი C 
–--=1-1+! -...+(-)ბ/ე+-.= 9.0 (-II”, 
1+1 ი=0 

რაც ნიშნავს, რომ MX (–1) =(C–I)”. წარმომქმნელი ფუნქციის 

0) წარმოდგენიდან გამომდინარეობს, რომ თუ +X=0, მაშინ 

კენტი ხარისხის ლეჟანდრის პოლინომი ნულის ტოლია, ე.-ი., 
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ს. I(0) =0. მართლაც, თუ ჯXჯ=0, წარმომქმნელი ფუნქცია 

ბინომიალური მწკრივის სახით ასე ინება 

2# 
ლი 52 ლსა“ , 

2 I (0+(?)? 
საიდანაც (1) წარმოდგენასთან შედარების შემდეგ დავასკვნით, 

2#M –1)!! 
რომ ჩ,(0)=(- ს. 14--2, ს. .(00=0 (#=0,12,...). 

2. რეკურენტული ფორმულები 

პირველ რიგში დავამტკიცოთ, რომ ლეჟანდრის პოლინომები- 

სათვის სამართლიანია შემდეგი რეკურენტული ფორმულა 

(1+1)#..(X) =(2I +1)X0,(X) – სს. ,(X), M#=>1. (3) 

ამისათვის გავაწარმოოთ (1) ჟჭტოლობა L-ს მიმართ: 

ჯ= 2, (0 =2.თ +1)”(XM”. 
ს-2%+(:) ”ი 

თუ ორივე მხარეს გავამრავლებთ ი –2X+1 ?) -ზე, მივიღებთ, 

რომ 

X-LI 
=======(1-2 

1 ჩ 

1-2%+1ჯ? “ს 2X+I ებთ. არა (X 
ან, (1)-ის თანახმად, 

(X–I)2,L (XI ” =(I-<2X+/?7)2)თ+ს ? ,(XI" 
ო=0 M=0 

თუ ორივე მხარეში გამრავლებას შევასრულებთ და 1 ” 

ხარისხთან მდგომ კოეფიციენტებს ერთმანეთს გავუტოლებთ, 

მივიღებთ, რომ 
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XI (CX) – #, , (X) = (#+1)#,,, (>) – 2XX#ნ, (X) + (ი – 1)#–,., (X), 
M# >1, 

საიდანაც გამომდინარეობს საძიებელი (3) ტოლობა. მისი არსი 

ისაა, რომ შეგვიძლია თანმიმდევრობით ავაგოთ განსახილავი 

პოლინომებ-ი რადგან უკვე დადგენილია რომ VI»X(X) =1, 

I(X) = X, ამის შემდეგ (3) ტოლობის გამოყენებით ავაგებთ 

დანარჩენებსაც. ასე, მაგალითად, 

M»(X) =-=»X” -2' ს(X)C-» --», 

35 30 3 
(0 =--» –--»” +<. 

(2)-ის გათვალისწინებით, (3) რეკურენტული ფორმულებიდან, 
ცხადია, რომ ლუწი რიგის პოლინომი ლუწი ფუნქციაა, ხოლო 

კენტი რიგის კი კენტი ფუნქციაა გარდა (3) ფორმულისა, 

არსებობს კიდევ რამდენიმე რეკურენტული თანაფარდობა, რომ- 

ლებიც პოლინომების წარმოებულებსაც შეიცავენ. ადვილი გამო– 
საყვანია შემდეგი ფორმულა 

L(CX)=L , (X)-–2X> (CX)+»”. (00, »თ»>1. (4) 

მართლაც, გავაწარმოოთ (1) ტოლობა X-ით: 
3 - 

(L(-2%+(/?)? = % –” (ი””, (ლ) 
ო=I 

საიდანაც 

I -=---=(ნ-2C>+/?) მ” (ი. 
1 – 26+1? »=I 

თუ მარცხენა მხარეში ჩავსვამთ (1) მწკრივს, ხოლო მარჯვენა 

მხარეზე შევასრულებთ გამრავლებას და ამის შემდეგ ('', 

M=>1, ხარისხების წინ მდგომ კოეფიციენტებს ერთმანეთს გავუ–- 

ტოლებთ, მივიღებთ (4)-ს. 
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დავუბრუნდეთ ისევ , 

(X-– MX – 2-1? ) ? = 2, ჯ# (»)»L”'' 

ტოლობას. გავამრავლოთ ორივე მხარე I-ზე და შევადაროთ (5)-ს, 

მივიღებთ, რომ 

(X- ი» ს" (X)/" = + ს (X)MI" , 
ოM=) 

ან სხვანაირად 

X2,L', (»X” – 2)L, (XI”' = 23,MX,(XM”. 
ი=I თ=) »M=I 

გავუტოლოთ ორივე მხარეში 1” ზხარისხების წინ მდგომ კოეფი- 

ციენტები 
X (X)–  ,(X)=ILსL,(X), M=>1. (6) 

ახლა ამ ტოლობიდან განვსაზღვროთ XL”, (X) და შევიტანოთ 

(4) ტოლობაში, ე.ი. (4) და (6) ტოლობიდან გამოვრიცხოთ 

XI, (X). ეს მოგვცემს კიდევ ერთ რეკურენტულ ფორმულას 
(221+1)ს(X)= LL (XX) – ”, (X), #>1. (7) 

თუ (7) ტოლობას გამოვაკლებთ (6)-ს, მივიღებთ, რომ 

LL. (X)– XL, (X) = (1+1)#(X). (8) 
მართალია (8) დავამტკიცეთ, როცა #M=1, მაგრამ ის სამარ- 

თლიანია მაშინაც, როცა 9M>0, რადგან თუ #M = 0-ს, ცხადია, 

ის სრულდება, რაც უშუალოდ მოწმდება. და ბოლოს, დავამტკი- 

ცოთ 

(»? –1)–, დ) –7X9V,(X) +Mჩ, ,(X) =0, #>1, (9) 

ფორმულა. ჩაგსვათ (8)-ში #-ის ნაცვლად 7 – 1, მაშინ 

LM CC). X>. ,(X)=II ,(X), #=1. 

ამ უკანასკნელიდან და (6)-დან გამოვრიცხოთ XL" _,(X), რის 

შედეგად სწორედ (9)-ს მივიღებთ. 
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(5)-დან გამომდინარეობს, რომ 
1 თ 

(L–2X+(/?)? =(-–2C+/2)%' >, (იI". 
ჩ=) 

მარცხენა მხარეში ჩავსვათ (1), მაშინ 

ანე = 9 0, ფთ – 922, ფლ +% #., ცე/-ი, 
ო=0 M=I »-I ჩM=I 

გავუტოლოთ I, M>2, ხარისხების კოეფიციენტები 

ნს ,C0=”,C)-2X”, ,00+ნ,, 600, #>2.. (000) 
(10) და (6)-დან გამოვრიცხოთ XI” _,(X) (ამისათვის (6)-ში ” 

შევცვალოთ (”M – 1) -ით, გავამრავლოთ 2-ზე და მიღებულ გამო– 

სახულებას წევრ-წევრად დავამატოთ (10)) 

” (0=0ი- სჩ ,0+”,,(0, „22... (00) 
თუ (I1)) ფორმულის მარჯვენა მხარეში ჩავსვამთ (11) ფორმუ- 

ლიდან ჩ”–ის (M-2)–ით შეცვლით მიღებულ X»X. (X)–ის გამოსა- 

ხულებას და ასეთ ოპერაციებს გავაგრძელებთ ვიდრე მარჯვენა 

მხარეში გვექნება ლეჟანდრის პჰოლინომის წარმოებულის შემცვე- 

ლი წევრი, მივიღებთ, რომ 

L', (X) = (2M –1)#2._, (X) + (2/ – 5), კ(X) + L,-ს (X) 

=(2- 07 ,+(2 –59 0, ,(0 +(2 –9)ნ ,C0)--- (02) 
2”. + 

= 2,2 -24+1), „(ი 
4=) 

(ი” კენტია) 

2 5 · 

= ჯ (2; – 2ყ4+)1-Cნ ი ი, M => 2. 
90 = 

ინდუქციით დავამტკიცოთ (12) ფორმულის სამართლიანობა. 

როცა M#=2,3, (12) ფორმულა სამართლიანია. დავუშვათ, რომ 
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იგი სამართლიანია (1-2) -სთვის და დავამტკიცოთ XI-სთვის. 

(11)-ისა და ჩვენი დაშვების თანახმად, 

M-3 ს, 
2 

L (0 =(21 – სს ,(ი9. + 2, I20) – 2) – 209'+1IC, ,.,. (» 
45) 

(4' კენტია) 
(C= ' 

=(02ი-1)0 ,(9+ შა. 20+1)#, ,„(X) 
4=3 

(4 კენტია) 

=2ი 
2,0-29+)#ჩ, ,C9, 

ი=. 

(9 კენტი) 
ხადაც უკანასკნელის წინა ჯამში ძ:= 0'+2. 

(6)-ში შევიტანოთ (12), მივიღებთ, რომ 
XI (X) =IIL (X) + #' _, («) = 719 (X) 

“ რ“ 

2 5-4) 

+ 2. ხი-260+)+110 „ანი 
4= 

#0" კენტია) 03) 
25-22 

=»C0)+ 2.(00”-2ძ+1)7, ,CX, 
90=2 

(9 ლუწი) 
სადაც ძ-= ძ+1. 

თუ (12)-ში ჩავსვამთ ძ:= MI –4' და გავითვალისწინებთ, რომ 
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2”. - #, როცა #7 კენტია, 

M-1, როცა # ლუწია, 

მივიღებთ, რომ 

, »-I 1– 2 ო+-ი 

X C)=2,00+)–-–-–-“-– CI” 
9=0 

= 2.0 +) -––ჩ,X0, 

რადგან 0 =71-ის შესაბამისი =2 ყოველთვის ნულია, ხოლო 

როცა #=0 და M ლუწია, მაშინ 0 =0-ის შესაბამისი წევრიც 

ნულია. 

(14)-ის გამოყენებით (13) შეიძლება შემდეგნაირად 

გადავწეროთ 
ი-2 »M. 

»ნ,C0=7ჩწ0+2,0(+011-%- 

=7#/, თ+2 0/+ე1-60 

შენიშვნა. ცხადია. 'C §2.6 §3. რ“, 

„(თ, – ანრი Xვ 

#,(X) 
I-C არ (14) 

#,(X) 

1+(– 0 09 
LC 7C>L 

ხ.) 

= . (თ, – ხ#”, (თც –ხ) 

+(5+, -ხ, #, (თ, –ხ,) 
(16) 

ძ 

= –ჩ.ჩ! (თ, -ხ#' (თ, -ხ)- ჩ,ჩ'L, (თ, -ხ) 
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შევცვალოთ X (15)-სა და (14)-ში (თ, – ხ) -თი და მიღებული 

გამოსახულებები ჩავსვათ (16)-ში, მაშინ მარტივი გარდაქმნების 

შემდეგ მივიღებთ, რომ 
»”, (თი, -ხ)6.% -ხ, )= –Iჩაჩ წ, (თ, –ხ) 

(+) (62) 
»- _ /(- 1პ7+9 

-ზ ტყეთა ს ჩი (თ -ჩ) 2: 2ჩ 

ღაღშსექეე“ 
(დ) „C) 
ჩი-(-0)0/#= 

–-% 2 – 20+1 ს, –-ხ), 2.( V) 9 ა) 2ს ი-'(CX3 ) 

სადაც 0':=#-ძ4. 

3. დიფერენციალური განტოლება, რომელსაც აკმაყოფილებს 

M(X) პოლინომი 

წინა პარაგრაფში მიღებული რეკურენტული ფორმულების 

გამოყენებით ადვილად დავადგენთ, რომ ლეჟანდრის პოლინომები 

აკმაყოფილებენ შემდეგ მეორე რიგის წრფივ ერთგვაროვან დი- 

ფერენციალურ განტოლებას, რომელიც ლეჟანდრის განტოლების 

სახელს ატარებს 

C – »?)»"–2X+Cთ +1)X» =0. (17) 

ამისათვის გადავწეროთ (9) ფორმულა 

0–X)>,60+7თი8 600 –7ჩ, ,C) =0 
სახით. ამ უკანასკნელის გაწარმოება მოგვცემს, რომ 

ნ –»ჯ?)", 6) –2»XC', 60 +V»#,Cი 
+7LXIL, (X) – MX _, (X) = 0. 

(18) 
”-I 
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(6) ტოლობის MI-ზე გამრავლების შემდეგ ყველა წევრი ტოლო– 

ბის მარცხენა მხარეში გადავიტანოთ 

IXLC' (X) – IC _, (X) – ი? ნ6(X)=0. 

თუ (189) ტოლობას ამ უკანასკნელს გამოვაკლებთ, მივიღებთ, 

რომ 

(1I– »ჯ?)C", დ) –-2»”, C)+Mთ+1#,(%9 =0. 

ეს კი სწორედ იმას ნიშნავს, რომ # (X) პოლინომი აკმაყოფი- 

ლებს (17) განტოლებას. 

4. როდრიგის ” ფორმულა 

დავამტკიცოთ, რომ ლეჟანდრის ჩ(ი პოლინომი წარმოიდ– 

გინება შემდეგი სახით 

1 ძ ი 2 ჩ 

X (X) = X –-II, (19) 
„ი 2” ·#I ძჯ” ( ) 

რომელსაც როდრიგის ფორმულა ეწოდება. სხვათა შორის, აქე- 

დან ჩანს, რომ თუ # ლუწია, #,(X) შეიცავს X-ის მხოლოდ 

ლუწ ხარისხებს, ხოლო თუ /# კენტია, – კენტ ხარისხებს. (19) 

ტოლობის სამართლიანობა დავამტკიცოთ (17) განტოლების გათ- 

ვალისწინებით. სახელდობრ, პირველ რიგში ვაჩვენოთ, რომ 

–( - I” (20) 

ფუნქცია, სადაც M მუდმივია, აკმაყოფილებს (17) განტოლებას. 

მართლაც, თუ 

M= (X: – I” , 

მაშინ გაწარმოების შემდეგ მივიღებთ, რომ 

    

# ძ 
#   

  

ბო. როდრიგი (1794-1851). 
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(” – II'= 2/XM#. 

ეს ტოლობა თავის მხრივ #+1-ჯერ გავაწარმოოთ. ლაიბნიცის 

ფორმულის გამოყენებით გვექნება, რომ 

0 ' კ რ- (7 – 1)“ = >. + '| კ მა-0(ჯ)40, 
L=0 10 # 

როგორც ვხედავთ, მარცხენა მხარეში მხოლოდ სამი წევრის 

ჯამი დაგვრჩება, რადგან X? –1-ის 2-ზე მაღალი რიგის ყველა 

წარმოებული ნულის ტოლია, ხოლო მარჯვენა მხარეში ორი 

წევრის ჯამი გვექნება, ვინაიდან X-ის ერთზე მაღალი რიგის 

ყველა წარმოებული ნულია. ამდენად მივიღებთ, რომ 

ციო? –1)+ ( + 1)V“”) 2+5910.2 ი 

= 2ც ლს -X+(CI+ აკრ | · 

თუ შემოვიღებთ 

'5=+“ ნ? -1/ "საი »:=V ””(X)=––-X –1 
ძX 

აღნიშვნას, მაშინ წინა ტოლობა მიიღებს 

0 = ჯ"),"-2X+თ +1)»=0 

სახეს. რადგან ეს განტოლება ერთგვაროვანია, ამიტომ მასვე აკ- 

მაყოფილებს (20) გამოსახულება, როგორიც არ უნდა იყოს X 

მუდმივი. ვინაიდან (20) გამოსახულება წარმოადგენს # ხარის- 

ხის პოლინომს, რომელიც იმავე (17) განტოლებას აკმაყოფი- 

ლებს, რომელსაც აკმაყოფილებს ლეჟანდრის # (CX) პოლინომი, 

ამიტომ (20) ფუნქცი. /” (X) -სგან შეიძლება განსხვავდებოდეს 

მხოლოდ მუდმივი“) მამრავლით. მაშასადამე, ჩვენ დაგვრჩა MX -ს 

  

ი რადგან ლეჟანდრის (17) განტოლების ზოგად ამონახსნს აქვს (იხ (45), გვ. 
472) 
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ისე შერჩევა, რომ (19) ტოლობა სამართლიანი იყოს. ამისათვის 
ჯერ გავარკვიოთ, როგორია I,(X) პოლინომის უფროსი კოე- 

ფიციენტი. როგორც ეს ძირითადი რეკურენტული (3) ფორმუ- 

ლიდან ჩანს, თუ #, აღნიშნავს #,(X) პოლინომის უფროს 

კოეფიციენტს და მხედველობაში მივიღებთ, რომ (3) ტოლობაში 
შემავალი მხოლოდ შემღეგი ორი წევრი (I+1)#,,(X) და 

(2»+1)Xნ,(») შეიცავს »X”'-ს, მაშინ ამ წევრების უფროსი 
კოეფიციენტები ტოლი უნდა იყოს. ამგვარად, გვექნება 

(+1)4,,, =(27+1)4,, 

საიდანაც 

2M+1 2 –1 

_ M+1 რ ეი 4 = C 
(2)-დან, ცხადია, რომ /#ე =1, 4, =1. მაშასადამე, (21) ტო- 

ლობის გამოყენებით მივიღებთ, რომ 

ტ.=1).3,3,7,,,20=1 > (2-1), (22) 
234 ” ”! 

თუ დავუბრუნდებით (20) გამოსახულებას, დავინახავთ, რომ 

X” -ის კოეფიციენტი იქნება MX -2M(27 –1)···(I +1). ამგვარად, 

როდრიგის (19) ფორმულის დასადგენად საჭიროა, რომ 

თს =M-2M- (2 – 1)···/VC+1, 

4   (2)   

'M+1 „I“ 

საიდანაც 

(29 – 1)!1= MX · C271)), 

აქედან კი 

  

C,M(X)+C.0, (XV) 
სახე, სადაც (2, არის ლეჟანდრის მიკავშირებული ფუნქცია, რომელიც არ 
არის პოლინომი. 
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_ 1.3.5..2-0. _. 1 
1-2-3-4.-·.(2M –1)-2ი 2” -ი!. 

ამით (19) ტოლობის სამართლიანობა დამტკიცებულია. 

  

5. ლეჟანდრის პოლინომთა სისტემის ორთოგონალობა |L–I1,1|) 

სეგმენტზე 

როგორც (17) დიფერენციალური განტოლებიდან ჩანს, მას 

შეიძლება შემდეგი სახე მიეცეს 
ძმ 2V.. –_ 4.I(L-+» )»”I+Mთ+ 17 =0. (23) 

ადვილი დასამტკიცებელია, რომ 
1 

|8თ8Cთ«ი=0, თ >». (24) 

მართლაც, ერთის მხრივ, (23)-დან გვაქვს, რომ 

+IL- »?)L”, (X9)|+ M(CL+ 1), (X) =0. 

თუ ამ უკანასკნელს გავამრავლებთ I” (X) -ზე, მივიღებთ, რომ 

ხ– (0 +-IL-»”), (0)+ით+06,(0#,0ი =9. 

საიდანაც 

1 ძ 
(-თ4-ს-»'#,CთI% 
ო , (25) 

+ | Mთ +), 600 6C)თ = 0. 

მეორეს მხრივ, თუ MI-ისა და #7-ის ურთიერთშენაცვლებას 

მოვახდენთ, მივიღებთ, რომ 
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|წთ+ს-»#, თ14« 
ი. (26) 
+ I »I1+ნ, (0) > C)თ =0, 

ნაწილობითი ინტეგრება მოგვცემს, რომ 

IC თ+I-»#, თ“ 

= IV (9) <»?M#', CI" – | L– »7M#, 6) >, Cა« 

=-(0-»)ნ, ან, ხათ. 
–- 

ანალოგიურად (ან /7!-ისა და I-ის ურთიერთშენაცვლებით) დავად- 

გენთ, რომ 

I 2 თ <II – »?)–', (ი) თ = I (L– »?)”', C) ნ, 6ით. 

თუ ამ ინტეგრალების მნიშვნელობებს შევიტანთ (25)-სა და 

(26)-ში, მივიღებთ, რომ 

-I 0 –») (ინ, C0ეთ+ით+1) I ხნ0ცენ 0) =0, 
–' – 

1 I 

–|(0- »?)ნ, ი” ფძთი+თი+0| ჩ,C)6,00ძ«=0. 
– –I 

მათი სხვაობა კი მოგვცემს, რომ 
1 

სICდ+90 – თთ+1))| ,(0ჩ,00«: =0 
– 
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და რადგან II # 7, ამიტომ ინტეგრალი იქნება ნულის ტოლი, 

რითაც დამტკიცდა (24). 
ახლა დავადგინოთ, რომ ” ხარისხის # (X) პოლინომი ორ- 

თოგონალურია ნებისმიერი პოლინომის, რომლის ხარისხი 7I-ზე 

ნაკლებია. ამისთვის გავითვალისწინოთ, რომ »ჯ" წარმოიდგინება 

როგორც შემდეგი წრფივი კომბინაცია 

X" =ძ-აLM(X)+ძ, (X)+-··+ძ, #, (X) 
და, მაშასადამე, ყოველი /-ზე დაბალი ხარისხის #(X) პოლი- 

ნომი, ცხადია, წარმოადგენს LV, #,., LI, M#<#M-I, პოლი- 

ნომების წრფივ კომბინაციას მუდმივი კოეფიციენტებით. ამიტომ, 

(24)-ის თანახმად, ვასკვნით, რომ 

' 

| 8007,» =0. 
- 

იმისათვის, რომ ლეჟანდრის პოლინომთა სისტემა ნორმირე- 

ბული გავხადოთ, საჭიროა გამოვთვალოთ 

1 

ს, = | X?(X)ძი. 
–1 

ზემოთ 4, -ით გვქონდა აღნიშნული #.(X) პოლინომის უფ- 

როსი კოეფიციენტი. ამის შესაბამისად „24, _, აღნიშნავს X, ,(X)- 

ის სათანადო კოეფიციენტს. ადვილი შესამოწმებელია, რომ 

4 
9(X):= M (00) –––»Xჩ, ,(X) 

M-1 

გამოსახულება წარმოადგენს X-ზე ნაკლები ხარისხის პოლინომს. 

Xჩ, ,(X) 

  

მართლაც, იგი არ შეიცავს X” ხარისხს, რადგან იწყე” 
"-) 

ბა X” წევრით და 4, -ზე მისი გამრავლება მოგვცემს სწორედ 
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#(X) პოლინომის უფროს წევრს /#,X”-ს. განსახილავ. სხვაო– 
ბაში #,X” წევრი გაქრება და ამგვარად 4(»X) იქნება არაუმე- 
ტეს M-1 ზარისხის პოლინომი. 

როგორც უკვე ნაჩვენები იყო, #.(X) «ორთოგონალურია 
9(X)-ის და ამგვარად 

IVC%I#, (X)ძX =0. 

1 

ამ უკანასკნელის და შემდეგი ტოლობის 

4 
ნ. (X)= –-"–X, ,(X)+ძ9(%X), 

ი-I 

გათვალისწინებით გვექნება, რომ 

1 1 

ს, = | 760%=| ჩო რ-აჩ. თ+ ითა რ 
II 

  

       ს (X)ნ,2)ძი. 
»I- – 

მაგრამ, რეკურენტული (3) ფორმულის თანახმად, 

.+1 7 

ხაასულსიაას ლ ცია, 
თუ ამ გამოსახულებას შევიტანთ წინა ინტეგრალის ქვეშ და გა- 

ვითვალისწინებთ იმას, რომ #,,(X) არის # ,(X)-ის ორთო- 

გონალური, მივიღებთ, რომ 

ი 4, 4, 
ჩ... 

7 23 /ბთრ- 2. –-. 

თუ აქ გამოვიყენებთ (21) ტოლობას, რომელიც ” და 4. 

კოეფიციენტებს აკავშირებს, მივიღებთ, რომ 
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_ 7-1 
- 27+1 ი-) 

თუ ამ ტოლობაში ჩავსვამთ #7 =1, გამოვთვლით „ -ს, ამის შემ– 

დეგ გამოვთვლით MM -ს, ჩკ -ს და, საზოგადოდ, ”, მანორმირე- 

ბელ მამრავლს, თანმიმდევრობით გვექნება, რომ თუ 71! = 1, 

(27 

1 1(.» 2 
ს =3% =31ჩ (X)X =>. 

თუ 7 =2, 

  

  

5 +1 ამრიგად, - ი (XV, »=0,12,..., სისტემა წარმოადგენს 

ორთონორმირებულ სისტემას. 
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6. შმიდტის ორთოგონალიზაციის მეთოდი 

განვიხილოთ V,1, ე წრფივად დამოუკიდებელ ფუნქციათა 
მიმდევრობა, VI, C #2(62), # =0,=, სადაც §+ ნებისმიერი შე- 

მოსაზღვრული სიმრავლეა /1” -დან. ავაგოთ შემდეგი სისტემა: 

(რი :=V/ი, 
რ, = VI, +Cარი, 

დ; := V/ე + C;,0, + C;ირი, 
«თიანი, თათით 

სააათი თ.ა თაგაა” 

| (28) 

  თრთთირორინითოროთოოოთოომონირართოოოინათირთრთოროიიი 
შევარჩიოთ Cყ მუდმივები ისე, რომ «ი, X» სისტემა ორთოგო–- 

ნალური იყოს. ამისათვის (28)-ის მეორე ტოლობა სკალარულად 

გავამრავლოთ რთა -ზე და, ორთოგონალობის პირობის თანახმად, 

გავუტოლოთ 0-ს: 

(თ,,თა)= (V,,თი)+ C(რი,დი)=0. 
აქედან 

V,,V ი 

(რა.0ი). 

“
ა
 

ჟუ
!ქ
––
_–
 

Cი=-   
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ანალოგიურად (28)-ის მესამე ტოლობა გავამრავლოთ რე -ზე 

და, ორთოგონალობის პირობის თანახმად, გავუტოლოთ ნულს: 

(დ.,და) = (ოთ ,დი)+ C,, (დ, ,რაი) + C»(დი,თა) 

= (V, ,დე)+ C»(რი,რთი) =0. 

_ _(V;.9ა) 

__ (თი,რი) 

(V, „დე) 

(თი,თა) | 

ახლა (28)-ის მესამე ტოლობა გავამრავლოთ თ, -ზე, გამოვი-, 

ყენოთ ორთოგონალობის პირობა და ა.შ. ჩავატაროთ ანალოგიუ- 

რი ოპერაციები, შემდეგ იგივე პროცესი ჩავატაროთ 0C;ე -ზე გამ- 

რავლებით და ა.შ. თ, -ზე გამრავლებით, მაშინ მივიღებთ, რომ 

CV,,დ,) 

(,,თ,)” 
ეი. თუ (28)-ში CV კოეფიციენტები განსაზღვრულია (29) ტო- 

ლობით, მაშინ +, X» სისტემა ორთოგონალურია. 

ცხადია, ორთონორმირებისათვის საკმარისია, თითოეული მათ- 

განი გავყოთ თავის ნორმაზე. მაშასადამე, მივიღებთ შემდეგ ორ- 

თონორმირებულ სისტემას: 

აქედან და ა.შ. დავადგინეთ რომ 

C.ი =- 

ს=- 1720 VX>1. (29) 

     
რ, = თ” M=0,C=. (30) 

თეორემა 1. პოლინომთა 

V,=XL, 1=0,L--. ცს 
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სისტემის შმიდტის მეთოდით ორთონორმირება გვაძლევს 

წ.) 

“ 18” M =0,1,--· სისტემას, სადაც #7, ლეჟანდრის პო- 

ლინომებია. 

დამტკიცება. საკმარისია, ვაჩვენოთ, რომ (31) სისტემისთვის 

(28) სისტემას აქვს 

თ, =თ,I, M#=0,Cთ, (32) 

სახე, სადაც C„ >მ V7» =0,1,-··. მართლაც, მაშინ მივიღებ– 

დით, რომ 

თნ რჩ აჩ. 
თ) 1» | IXთ ნ!) თIნი) IჩნI 

                       IC,#, 
ცხადია, )1 = 0-სთვის. (32) სმალირა იაა 

დიე =V5ი =#% =1. 

დავუშვათ, რომ (32) სამართლიანია V# = 0,” და ვაჩვენოთ, 

რომ იგი სამართლიანია # =71+1-სთვის. ე.ი. ვუშვებთ, რომ 

თ, =თ,#M,, თ,>0, VX =0,ჩ და უნდა დავამტკიცოთ, რომ 

დ,,, =თ,, 1, ი.) >0. ოი+I“ ო+ ი+ 

განვიხილოთ (იხ. (28)) 

დ, =X "+>6 ი+M#CV (33) 

სადაც 

C _ _V...9,) _ _ C ”. .V,”, ) 

M"M (,დი) (,ს,თ») 
_თს”",ჩ,) _ C”",8) 
თ:(ნ,8ს) თ.(.,ჩ.)” 

ე·:ი· 
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” სო, #6) 

Cთ,., = ჯ” - 2, + თი 
=<Cთ,(ს,,#,) M. 

ა 6,8.) (34) 
= ჯი! – პა .# . 

2 (წ,#) 
ჯე" წარმოვადგინოთ შემდეგი სახით: 

ო+I 

»"= 20, , (35) 
L=0 

სადაც თ, კოეფიციენტები შესაბამისადაა შერჩეული. 

0, M=0,1+1 კოეფიციენტების საპოვნელად (35) ტო- 

ლობის ორივე მხარე სკალარულად გავამრავლოთ ”, -ზე, მივი- 

ღებთ, რომ 

(ა ,L_ )= თი,( ,– ,) #=0,M+1, (36) 

რადგან (IL) პოლინომთა სისტემა ორთოგონალურია. 

(36)-დან გამომდინარეობს, რომ 

( »ჯ”, ჩ.) 

ი = ” (ნ, ნ)” 
თ»? 

  

  

M = 0,71+1. (37) 

(35)-დან გამოვთვალოთ 0ძ,,,#M,,: 
ჩM 

==. 
რი). = X 2,0,L, , 

X=0 
ანუ, (37)-ის გათვალისწინებით, 

ი (L”, 7 ) 

5 (8.8) 
თუ ამ უკანასკნელს შევადარებთ (34)-ს, დავასკვნით, რომ 

დ,, =ძ,,L (38) ცა+1“ ა+1. 

_ სჩ» 
ოო. =X – ძ ს. 
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რადგან, როგორც უკვე ვაჩვენეთ, L.,, არის X ის, #= 0,წ (3 

ორთოგონალური, (37)-ის თანახმად, ცხადია, რომ 

= სჩ.) 1 (4,,»”,ჩნ.) 

'(სანა) 4ს (ჩაჩი) 
1 (–.,ჩ”ა)__1. 

' #ა (ნ (დ ო+I7 ჩა). 4 

სადაც 4,,, ლეჟანდრის #,, პოლინომის უფროსი კოეფი- 

ციენტია, რომელიც (22)-ის თანახმად დადებითია, ე”. 0,,, >0. 

ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

  

7. ფურიე-ლეჟანდრის მწკრივები 

+1 

განსაზღვრა 1. თ, = | / (1) (04! 
–I 

რიცხვებს ეწოდებათ # (1) ფუნქციის ფურიე-ლეჟანდრის კოეფი- 

ციენტები, ხოლო 

2, რ M+- :ჩ (0 

მწკრივს ეწოდება /# თ ფუნქციის შესაბამიისი ფურიე-ლეჟან– 
დრის მწკრივი, რაც ასე ჩაიწერება 

/თ-2,4(#+1 ჩრ. 

თეორემა 2. თუ L–1,+1) სეგმენტზე უწყვეტი #(0 ფუნქცია 

: !! 
აკმაყოფილებს ჰიოლდერის პირობას C 25 მაჩვენებლით (ე.ი. 
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I/ 0-#/Cთ) < 60115! I -. ), მაშინ ფურიე-ლეჟანდრის მწკრი- 

ვი #(1)-სკენ კრებადია თანაბრად მთელ I|-1,+1) სეგმენტზე (ეს 

კრებადობის ერთ-ერთი საკმარისი პირობაა). 

თეორემა 3). ვთქვათ, /#(X) უწყვეტია (-1,+1) სეგმენტზე 

გარდა, შესაძლებელია, წყვეტის წერტილთა სასრული რაოდენო- 

ბისა, სადაც ფუნქციას სასრული ნახტომი გააჩნია, და /(X) 

ფუნქციას ყოველ წერტილში აქვს როგორც მარცხენა, ისე 

მარჯვენა წარმოებული (ცხადია, სადაც ისინი ტოლია, წ263) 

წარმოებადია). მაშინ შესაბამისი 

ძიI0(X) + თ, (X)+-.·+0, 1» (X)+--· 

ფურიე-ლეჟანდრის მწკრივი კრებადია /# (X) -სკენ უწყვეტობის 
ყოველ შიგა წერტილზე, ხოლო წყვეტის ყოველ შიგა წერტილ- 
ს კრთადა #0:0+/C-0 ა 

ჯეკსონის თეორემა. ვთქვათ, I არის ფუნქცია სასრული ვა- 

რიაციით L-1,+1) სეგმენტზე, რომლის შესაბამის ფურიე-ლეჟან- 

დრის მწკრივს აქ>ვს 

MCX) – 2,0,ნ,(>IX) 
ო=0 

სახე, სადაც 

გ, - 221) | |”თ8 თრ.   

  

ა» საშუალოდ კრებადობისთვის (ეი. IX -ში) წარმოებულზე პირობა საჭირო 
არ არის (იხ თეორემა 4 და (37), გვ. 502). უფრო მეტიც, თუ 

» 6 #;(–-L1) , შესაბამისი ფურიე-ლეჟანდრის მწკრივი კრებადია /-სკენ, 

#; (–I,1) -ის ნორმით. 
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თუ |IXX)| < M და V აღნიშნავს IX) -ის სრულ ვარიაციას, 

როცა IXI < 1, მაშინ 

4-/2(M +V%V) 
– – ––=---, რ <2<1, 

V1-ბ?» 56 M 

I,ნ Cი| < 8(M +V) 

/რ/ი ს 
თეორემა 4. ლეჟანდრის ჩი, MM =0,1,..., პოლინომების 

სისტემა სრულია L.(+–1,1) -ში. 

ლემა. ვთქვათ, C C #" და LC LL” არეები შემოსაზღვრუ- 

ლია; V ,CX»), 1=9,12...., ფუნქციების სისტემა ორთონორმი- 

რებული და სრულია I.(0)-ში და ყოველი /-სთვის, 
#7 =0,12,..., და.(ჯ) , # =0,1,2,..., სისტემა ორთონორმირებუ- 

ლი და სრულია L.,(C)-ში. მაშინ 

Xს(X7)=და.ა(XM,(», #,7 =0,L2...., 

ფუნქციათა სისტემა ორთონორმირებული და სრულია C7X#) -ში. 

ამ ლემიდან და თეორემა 4-დან გამომდინარეობს 

თეორემა 5. #ჩ(X)#,(X), MX, =0,1,2,..., ფუნქციათა სის- 

ტემა ორთონორმირებული და სრულია IL. (I-1,11XL-111) -ში. 
ამ დამატებასთან დაკავშირებით იხ. აგრეთვე (|4| და (411. 

|თ, C, (XI < 

· როცა IX <1. 
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X290L VV., MIIMCIIC #., 0ი (ი6 ხისიძგ» C0იძI!წიი§ ვ1 (ხ6 00ი- 

L2C( 1ი16I”მC6 ხ6LM66ი მ იიI0ს5 Iი6ნძIსთ გიძ 2 M66 ჩხIძ, #ი- 

იეII ძგIIგ 5Cს0Iმ8 Mიოთმ)6 ასიტო0L§C ძ1 LI50, CI2556 II51Cხ6 6 

Mი!8იმV0Cჩტ-56უ6 IV, 23, LმC§. 3 (1996), 403-465. 
ჰ21გი1! C., CIგ5§VIC ხიძ!ი§ V/IIს იიი-§თი0(ნ ხისიძგო65 – Cსვ- 

ნ8ძ დIმგI6§ 2იძ 560115, 74MM, 76, 50იიI.2 (1996), 117-120. 

Iჰ2გ1მი1 C., #ი0ნ11Cმ(I0ი 01 VCMსგ”5 ძ1ი16ი§10ი (დძსიCსიი XLი6(ხ- 
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ჰე1გ91 C., 0ი გ I)21ხ602IICმ1 ი0ძ0I ი/ ხმ(5 VVILს VმII2ხ16 L6C– 
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