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MALKHAZ ASHORDIA, NESTAN KEKELIA  

 
ON SUFFICIENT CONDITIONS FOR STABILITY OF LINEAR 

SYSTEMS OF DIFFERENCE EQUATIONS  
OF FIRST ORDER 

 
 Consider a linear system of difference equations  

),()()()()1( kgkykGkyky   ,...)1,0( k ,  (1) 

where ,)( nnRkG   .)( nRkg    
 In this paper we give some effective sufficient conditions guaran-

teeing stability of the system (1) in the Liapunov sense. The analogues 
conditions for stability are given in [1] for linear system of ordinary dif-
ferential equations and in [2] for linear system of generalized ordinary 
differential equations. 

 The following notation and definitions will be used in the paper: 
  ,R  is the set of all real numbers,  ;,0 R  

N - is the set of all natural numbers, ,...};1,0{
~ N  

mnR  - is the space of all real mn - matrices mn
jiijxX ,

1,)(   with the 

norm 


 


m

j

n

i
ijxX

1 1

; 

1 nn RR - is the space of all real n-column vectors n
iixx 1)(  ; 

det(X) - is the determinant of the matrix nnRX  , nI  is the identi-

ty nn - matrix; 
)(Hr - is the spectral radius of the matrix nnRH  ; 

);
~

( mnRNE  - is the set of all matrix-function mnRNY ~
: ; 

 - is the first order difference operator, i.e., 

)1()()1(  kykyky  for ),;
~

( mnRNEy   Nk  ; 

 Throughout this paper we assume that );
~

()( 1,
nnn

jiij RNEgG 
   

and  
0))(det(  kGI n  (k=0,1,…)   (2) 
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 Note that condition (2) guarantee the unique solvability of Couchy 
Problem for the system (1). 

 Definition 1. Let  RN
~

: be a nondecreasing function such 
that 




)(lim k
k

 .    (3) 

A solution 0y of the system (1) is called  - exponentially asymp-

totically stable if there exists a positive number   such that for every 
0 there exists a positive number )(   such that an arbitrary solu-

tion y  of the system (1), satisfying the inequality 

 )()( 000 kyky  

for some  Rt0 , admits the estimate 

)))()((exp()()( 00 kkkyky    for 0kk  . 

 Note that the exponentially asymptotically stability is a particular 
case of the  - exponentially asymptotically stability if we assume 

tt )( . 
 Stability, uniformly stability and asymptotically stability are de-

fined just in the same way as for systems of ordinary differential equa-
tions (see, e.g., [1], [3]). 

 Definition 2. The system (1) is called stable in one or other sense 
if every solution of this system is stable in the same sense. 

 As in the case of differential equations, the system (1) is stable in 
one or other sense if and only if its corresponding homogeneous system 

)()()1()( kykGkyky  ,...)1,0( k    (10) 
is stable in the same sense. 

 Definition 3. The matrix-function );
~

( nnRNEG   is called stable 
in one or other sense if the system (10) is stable in the same sense. 

 Theorem 1. Let the components ijg  ),...,1,( nji   of the matrix-

function G  satisfy the conditions 
0)(1  kgii for *kk  ),...,1( ni  ,              (4) 

ij

k

lm
ii

k

kl
ij hmglg  

 2

)1(1)1(
*

 for *kk   ),...,1,;( njiji      (5) 

and 















1

0

~
:)(1lnsup

k

m
ii Nkmg  ),...,1( ni  , 
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where Nk
~*   and  Rhij ),...,1,;( njiji  . Let, moreover, the con-

stant matrix n
jiijhH 1,)(  , where 0iih ),...,1( ni  , be such that 

1)( Hr .                             (6) 
Then the matrix-function G  is stable. 
  Theorem 2. Let the components ijg  ),...,1,( nji   of the matrix-

function G  satisfy the conditions (4), (5) and 















1

:)(1lnsup
k

lm
ii lkmg  ),...,1( ni   

where Nk
~*  ,  Rhij ),...,1,;( njiji  . Let, moreover, the 

constant matrix n
jiijhH 1,)(  , where 0iih ),...,1( ni  , satisfy the con-

dition (6). Then the matrix-function G  is uniformly stable. 
  Corollary 1. Let the components ijg ),...,1,( nji   of the matrix-

function G  satisfy the conditions  
  0)(1  kgii  for *kk   ),...,1( ni                  (7) 

and 

)()( kghkg iiijij  , *kk   ),...,1.;( njiji  , 

for some Nk
~*  , where iig ),...,1( ni   are nonincreasing functions, and 

 Rhij ),...,1,;( njiji  . Let, moreover, the constant matrix 
n

jiijhH 1,)(   , where 0iih ),...,1( ni  , satisfy the condition (6). Then 

the matrix-function G  is uniformly stable. 
 Theorem 3. Let the components ijg ),...,1,( nji  of the matrix-

function G  satisfy the conditions (4),  

)()()1(1ln *

1*

kkmg
k

km
ii  



 for *kk  ),...,1( ni   

and 

ij

k

km

k

ml
iiij hlgmgmk  

 1 2*

)1(1)1())()(exp(   for *kk   

),...,1.;( njiji  , 

where Nk
~*  ,  Rhij ),...,1,;( njiji  . Let, moreover, the constant 

matrix n
jiijhH 1,)(  , where 0iih ),...,1( ni  , satisfy the condition (6) 

and );
~

(  RNE  be the nondecreasing function satisfying the condition 
(3). Then the matrix-function G  is asymptotically stable. 
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 Corollary 2. Let the components ijg ),...,1,( nji  of the matrix-

function G  satisfy the conditions (7) and 

 ))(1)(()( kgkghkg ijijijij  , *kk   ),...,1.;( njiji          (8)  

for some Nk
~*  , where iig ),...,1( ni   are nonincreasing functions, and 

 Rhij ),...,1,;( njiji   are such that the matrix n
jiijhH 1,)(  , where 

0iih ),...,1( ni  , satisfying the condition (6). Let, moreover, there exist 

a function );
~

(0  RNEa  such that 









 


k

lm
ii klkmglaka

1

*
00 :)1(1lnmin)()(  

and  



)(lim 0 ka

k
. 

Then the matrix-function G  is both asymptotically and uniformly 
stable. 

 Corollary 3. Let the components ijg ),...,1,( nji  of the matrix-

function G  satisfy the conditions (7), (8), where Nk
~*  , iig ),...,1( ni   

are nonincreasing functions, and  Rhij ),...,1,;( njiji   are such 

that the matrix n
jiijhH 1,)(  , where 0iih ),...,1( ni  , satisfying the 

condition (6). Let, moreover,  







1

)(1ln
m

k , 

where  nikgk ii ,...,1:)(max)(  . Then the conclusion of Co-

rollary 2 is true. 
 Theorem 4. Let the components ijg ),...,1,( nji   of the matrix-

function G  satisfy the conditions (4),  

 








 


 )()(,:)1(1ln))()((sup *,

1

1 lkklkmglk
k

lm
ii  

 ),...,1( ni      (9) 
and 

ij

k

km

k

ml
iiij hlgmgmk  

 1 2*

)1(1)1()))()((exp(   for 

*kk   ),...,1.;( njiji  , 
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where 0 , Nk
~*  ,  Rhij ),...,1,;( njiji  , the constant matrix 

n
jiijhH 1,)(  , where 0iih ),...,1( ni  , satisfies the condition (6) and 

);
~

(  RNE  is the nondecreasing function satisfying the condition (3). 
Then the matrix-function G  is  -asymptotically stable. 

 Corollary 4. Let the components ijg ),...,1,( nji   of the matrix-

function G  satisfy the conditions (7)-(9), where iig ),...,1( ni   are non-

increasing functions, 0 , Nk
~*  ,  Rhij ),...,1,;( njiji   are 

such that the matrix n
jiijhH 1,)(  , where 0iih ),...,1( ni  , satisfying 

the condition (6) and  RN
~

:  be the nondecreasing function satisfy-
ing the condition (3). Then the matrix-function G  is  -asymptotically 
stable. 

 These results immediately follow from the analogous results given 
in [2] for the system of so called generalized linear ordinary differential 
equations  

),()()()( tdftxtdAtdx    for  Rt ,               (10) 

where nnRRA 
 :  and nRRf : are, respectively , matrix and vec-

tor-functions with bounded variation components on every closed inter-
val from R (see [4]). 

 Under a solution of the system (10) we understand a vector-
function nRRx :  with bounded variation components on every 

closed interval from R , such that  

),()()()()()( sftfxdAsxtx
t

s

    for st 0 , 

where the integral is understood is Lebesgue-Stiltjes sense.  
 The system (1) a particular case the system (10) if we assume  

nnA  0)0( , 





1

0

)()(
k

l

lGtA  for ktk 1  ,...)2,1( k ; 

nf 0)0(  , 





1

0

)()(
k

l

lgtf  for ktk 1  ,...)2,1( k . 
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malxaz aSordia, nestan kekelia 

 

pirveli rigis wrfivi sxvaobiani gantolebaTa 

sistemebis mdgradobis sakmarisi pirobebis 

Sesaxeb 
 

 
moyvanilia sakmarisi pirobebi, romlebic uzrunvel-

yofen pirveli rigis wrfivi sxvaobiani gantolebaTa 
sistemebis 

  
),()()()()1( kgkykGkyky   ,...)1,0( k    

             

mdgradobas, sadac ,)( nnRkG   .)( nRkg   
 
 
 
 
 
 
 

МАЛХАЗ АШОРДИЯ, НЕСТАН КЕКЕЛИЯ 
 

О ДОСТАТОЧНЫХ УСЛОВИЯХ УСТОЙЧИВОСТИ 
СИСТЕМ РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ 

ПЕРВОГО ПОРЯДКА 
 

Приведены достаточные условия, которые обеспечивают ус-
тойчивость систем разностных уравнений первого порядка 

 
),()()()()1( kgkykGkyky   ,...)1,0( k , 

 
где  ,)( nnRkG  .)( nRkg   
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НОДАР ЧИКОБАВА  
 

ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С 
ЯДРОМ, СОДЕРЖАЩИМ ОБОБЩЁННЫЕ  

СФЕРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 
 

 В данной работе решены некоторые интегральные уравнения 
со специальными ядрами. В работе [1] рассматриваются вопросы об-
ращения интегральных уравнений, ядро которых содержит полиномы 
Лежандра. Статья [2] посвящена решению интегральных уравнений с 
ядром, содержащим полиномы Якоби. Аналогичная задача рассмат-
ривалась нами в статье [3], когда ядро интеграла содержало обоб-
щенные сферические функции. В данной статье рассматриваются во-
просы обращения интегральных уравнений, ядро которых содержит в 
качестве сомножителя обобщённые сферические функции. 

Статья посвящяется решению некоторых интегральных урав-
нений со специальными ядрами. В работе [1] рассматрываются во-
просы обращения интегральных уравнений, ядро которых содержит 
полиномы Лежандра. Статья [2] посвящена решению интегральных 
уравнений с ядром, содержащих полиномы Якоби. Аналогичная за-
дача рассматривалась нами в статье [3], когда ядро интеграла со-
держало обобщенные сферические функции. В данной статье мы 
рассматрываем вопросы обращения интегральных уравнений, ядро 
которых содержит в качестве сомножителя обобщённые сфериче-
ские функции. 

Обобщенные сферические функции, введеные И.М.Гельфан-
дом и З. Я. Шапиро в 1952 году в работе [4] , имеют вид : 

 
 

    21
21 ,,  inl

mn
iml

mn expeT                    (1) 

 
 

где 21 ,,,cos x - углы Эйлера, 

           ,1111 22
nlnl

ml

mlnmnm
l
mn

l
mn xx

dx

d
xxAxp 







    (2) 
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 
 

   
    ,

!!

!!

!2

1

nlnl

mlml

ml

i
A

l

mnnl
l
mn 









   (3) 

 
причём nml ,,  все целые или полуцелые и ., lnllml   

В [4] определение функции (1) распространяется на комплекс-
ные значения аргументов. При этом основные свойства функции (2) 
сохраняются. При вещественных значениях 1x  функция (2) опре-
делим следующим образом  

 
    ,ioxPxP l

mn
l

mn                          (4) 

 
                            
Для функции (4) при 1x  формула (2) примет следующий вид  
 

 

          nlnl

ml

mlnmnm
l
mn

l
mn xx

dx

d
xxBxp 







  1111 22 ,      

(5) 
 

где  

   l
n

mnnll
mn AiB  1  

 
Исследуя поведение функции (5) при x , получаем. 
 
 

   ll
mn xOxP  , при x  

 
Расширение области определения обобщенных сферических 

функций на значения аргумента 1x  следует из вишепроведен-
ных рассуждений и формулы 

 

      .1
1

xPxP l
nm

nmll
mn 

   ([5], стр. 132) 

 
Рассмотрим следующие функции 
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       
       ,121

!!

!!
1 2 







 xPx
nlnl

mlml
ixK l

mn

nm
mnnml

mn    (6) 

 
 

     
        ,12

2

13
1

!1!1

!4!3
2

1
2

2
2

1
,

2

1
13 












 xP
nm

x
mlnl

nmlml
ixH

ml

nmm

nml
mn  (7) 

 
 
Здесь  xPl

mn  определяются формулой (2) или (5). Поэтому (6) 

и (7) можно переписать в развернутом виде так: 
 

   
    nlnl

ml

mlnmnl
l
mn xx

dx

d
x

nl
xK 












 1

!

1
2 ,    

 (6΄) 
 

   
    nmlnl

ml

mlnmnl
l
mn xx

dx

d
x

nl
xH 












 41

3

3
2 1

!1

1
,   

 (7΄) 
 
Пусть нам дано интегральное уравнение. 
 

    ,
1

xdttf
x

t
K

x

l
mn 








     (8) 

 
При этом будем предполагать, что выполняются следующие 

условия: 
 
1)     01 r    для mr 40   
 
2)    xr 1  - кусочно-непрерывная  для 10  x ; 
 
Решением этого интегрального уравнения является функция 
 
 

    

























t nm
l

m

mmnl
l
mn dyyy

dy

d
y

y

t
Htf

1

2
14

14
2

272

 ;  (9) 
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Чтобы доказать справедливость этого утверждения, подставим 
(9) в (8) и обозначим 

 
 

     









































1

1

2
14

14
2

272

x

t nm
l

m

mmnl
l
mn

l
mn dtdyyy

dy

d
y

y

t
H

x

t
Kxg   

 
Поменяв порядок интегрирования, получаем 
 

     











































1

2
14

14
2

272

x

x

y

l
mn

l
mn

nm
l

m

mmnl

dydt
y

t
H

x

t
Kyy

dy

d
yxg  ;   (10) 

 
Найдем внутренний интеграл правой части (10). 

    Обозначим  
 

 -  















x

y

l
mn

l
mn dt

y

t
H

x

t
K

y

1
;    (11) 

 
Введем новые переменные 
 

x

y
 , 

y

t
 . Тогда  

x

t
 

В этих обозначениях (11) примет вид: 
 

      
1

1



 dHK l
mn

l
mn  

Заметим, что 1  и перепишем интеграл в следующем виде 
 

          



0

111  dUHUK l
mn

l
mn , 

 
Где   0xU  при 0x  и   1xU  при 0x , 
Умножим правую и левую часть последнего равенства на 

2

nm

 . 
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Тогда имеем: 
 
 

  


 2

nm

 

          
 




0

22 111  dUHUK
nm

l
mn

l
mn

nm

,   (12) 

 
Обозначим через   ;xgM  преобразование Меллина функции 

 xg  и применим это преобразование к (12). По известной формуле 
(см. [6]) имеем после упрощения 

 

     14;
!4

1
;2 











mmlB
m

M
nm

 , 

 
где в правой части стоит бета-функция. 

Применив обратное преобразование Меллина к правой и левой 

части последнего равенства и вспомнив, что 
x

y
 , переходя к ста-

рым переменным, получаем: 
 

    22

7
4

!4

1 nm
l

nml
m xyxy

mx

y 










  

 
Из последнего соотношения и равенства (11) находим выраже-

ние для внутреннего интеграла (10): 
 
 

 













x

y

l
mn

l
mn dt

y

t
H

x

t
K     2

1
2

7
4

!4

1 nm
l

nm
lm xyxy

m










 

 
Подставляя найденный интеграл в правую часть (10), получим 
 
 

        
































1

2
1

2

7
42

14

14
2

272

!4

1

x

nm
l

nm
lm

nm
l

m

mmnl

dyxyxy
m

yy
dy

d
yxg   
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Упростив правую часть, имеем: 
 

        

















 1

2
14

14
4

2

!4 x

nm
l

m

m
m

nm
l

dyyy
dy

d
xy

m

x
xg   

 
В правой части последнего равенства произведем m4  раз ин-

тегрирование по частям. При этом воспользуемся тем, что     01 r  
,при mr 40  . После интегрирования по частям получаем: 

 

    















1

22

x

nm
l

nm
l

dyyy
dy

d
xxg   

 
Из последнего следует, что    xxg  . 
Этим и завершается доказательство нашего утверждения о 

том, что решением интегрального уравнения (8) является функция 
(9). 

Рассмотрим теперь функции 
 
 

     
       121

!4!3

!1!1~ 2

1
2

2

1
2;

2

12

13












xPx
nmlml

mlnl
xK

ml

nmm

nm
l
mn  , 

 
 

     
       121

!!

!!~
2 







 xPx
nlml

mlnl
ixK l

mn

nm
mnl

mn  

 
Пусть теперь нам дано интегральное уравнение  
 

    





1

11

~

x

l
mn tdttf

x

t
K   

 

Причем  1)     011 r , для mr 40  , 

  2)    xr 1
1

  - кусочно-непрерывная функция для 
10  x . 
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Аналогично тому, как эта делалось выше, можно показать, что 
решением данного уравнения является функция 

 

    






























t mn
l

m

m

mn
l

l
mn dyyy

dy

d

y
y

t
Htf

1

1
2

7

14

14

1
2

1

1~  . 

 
Нужные формулы преобразования Меллина, и формулы об-

ратного преоброзования Меллина, которые используются при выше 
приведенном доказательстве, можно найти [6]. 

Наконец, приведем формулы из таблицы преобразования Мел-
лина [6]: 

 
При 1x : 
 
 

      nlnlnl xx   111   1;  nlnlB  , 
 
 

  nlnl xx 1   1;2  nllB  ; 
 

  nlnl

ml

ml

xx
dx

d 




1   
 

 




1

1 ml  1;  nlmlB  ; 

 
 

  nlnl

ml

mlnm

xx
dx

d
x 






12 






 









 



2
1

2
1

mn

mn
l











 


 1;

2
nl

mn
lB  ; 

Итак: 

       
     nmnl

mlmlml
xkxM l

mn

nm











 




11!

11
;2 , 

для  10  x  
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  11  nlx  ~  ,;nlB   
 
 

  nmlnl xx  411  ~  nmlnlB  4;  
 
 

  nmlnl

ml

ml

xx
dx

d 




 41

3

3

1 ~    
   nmnlB

ml
ml 




  



;

3
1 3 , 

  nmlnl

ml

mlnm

xx
dx

d
x 





 41

3

3
2 1 ~   






 








 









 


 

2
;

2

7

2
1 3 nm

nlB
nm

l

nm

ml 



 

Итак: 
 

       
      ;

3!1
;2

mlmlnl

nlnm
xHxM l

mn

nm











 



  

 
Вот и формулы обратного преобразования: 
 

 14;4  mmB  ~   mx 41 , 
 

 14;  mmlB  ~   ;1 34 mlm xx  1x  
 
Таким образом: 
 

       
 !4

1
;14;

!4

1 34
12

m
mmlB

m
M

mlmnm 


 











  
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nodar Ciqobava 

 

integralur gantolebaTa erTi klasis Sesaxeb, 

romlis guli Seicavs ganzogadebul sferul 

funqciebs 
 

naSromi eZRvneba specialuri gulis mqone zogier-
Ti integraluri gantolebis amoxsnas. [1] naSromSi ga-
nixileba integraluri gantolebis Sebrunebis sakiTxi, 
roca integralis guli Seicavs leJandris polinoms. 
[2] naSromi ki eZRvneba im integraluri gantolebis amo-
xsnas, romlis guli Seicavs iakobis polinoms. analogi-
uri amocana, roca guli Seicavs ganzogadebul sferul 
funqciebs ganixileboda Cvens mier [3] statiaSi. amJamad 
Cven ganvixilavT integraluri gantolebis Sebrunebis 
amocanas, roca integralis guli Seicavs Tanamamrav-
lis saxiT ganzogadebul sferul funqciebs. 

ganzogadebuli sferuli funqciebi pirvelad Semo-
Rebul iqna 1952 wels i. m. gelfandisa da z. i. Sapiros 
mier [4] da maT aqvT aseTi saxe: 
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., lnllml   
[4] –Si (1) funqciis gansazRvreba vrceldeba argu-

mentis kompleqsuri mniSvnelobebisTvisac. am dros (2) 
funqciebis ZiriTadi Tvisebebi SenarCunebulia. namdvi-
li 1x  mniSvnelobebisaTvis funqcia (2) ganvsazRvroT 
ase: 
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roca 1x  , maSin (4) funqciisaTvis (2) formulas aqvs 
saxe: 
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(5) funqciis yofaqcevis Seswavla, roca x , 
gvaZlevs Sedegs: 
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ganzogadebuli sferuli funqciis gansazRvris aris 

gafarToeba argumentis 1x  mniSvnelobebisTvis ga-
momdinareobs zemo msjelobidan da formulidan ([5], gv. 
132):  
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ganvixiloT Semdegi saxis funqciebi 
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aq  xPl
mn  ganisazRvrebian (2) an (5) formulebiT.  

vTqvaT mocemuli gvaqvs integraluri gantoleba  
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Tanac vigulisxmoT, rom sruldeba Semdegi pirobebi: 

 

1) 
    011 r , ��roca � mr 40  , 
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2) 
   xr 1

1
  - uban-uban uwyvetia, roca 10  x . 

 
mtkicdeba, rom am integraluri gantolebis amoxs-

nas warmoadgens funqcia 
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damtkicebisaTvis viyenebT melinis gardaqmnebs [6]. 

 
 
 
 

NODAR CHIKOBAVA 
 

ON A CLASS OF INTEGRAL EQUATIONS WITH THE 
NUCLEUS CONTAINING ABSTRACT 

 SPHERICAL FUNCTIONS 
 
 The article deals with the problems of conversion of integral equa-

tions. In particular, a class of integral equations is considered, when the 
nucleus of the integral contains abstract spherical functions. For such an 
integral equation a function is given which is the solution of this inte-
gral equation. 
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soxumis saxelmwifo universitetis Sromebi 
t. IV, 2008 

maTematikisa da kompiuterul mecnierebaTa seria 
 

TEMUR CHILACHAVA, NUGZAR KERESELIDZE 
 
THE INTEGRODIFFERENTIAL INEQUALITIES METHOD FOR 

THE SOLVING OF MODELING PROBLEMS OF  
 ASTROPHYSICS 

 
Abstract. This work proposes an integrodifferential inequalities 

method of solution for a system of nonlinear nonhomogeneous equations 
of one class of initial-boundary problems with an unknown external 
boundary in the domain. For spherical and symmetrical non-stationary 
adiabatic flows of the perfect gravitating gas, on the basis of the equa-
tions of motion of medium and the equation of energy, deducing of sys-
tem of integrodifferential inequalities for the law of motion of detonating 
wave and the moment of inertia of area of perturbating motion of gas.The 
detonating wave arises as the result of the nonhomogeneous gravitational 
collapse (parabolic or elliptical) of the gas at zero pressure or during the 
breakdown of the equilibrium position. A system of integrodifferential 
inequalities is constructed, determining the law of detonating wave and 
the moment of inertia of area of perturbating motion of gas with respect 
to a known initial state of the gas. A number of automodel problems are 
considered as examples. 
 

Introduction 
 

The mathematical modeling of astrophysics processes is one of the 
most actual problems of modern applied mathematics [ 1,2 ]. 

Gas dynamics processes, connected with the explosive phenomena 
and propagation of detonating waves, represents both theoretical and 
practical interest. These problems are rather actual, including for model-
ing and calculation of possible catastrophic consequences of explosions 
and propagation of detonating burning of gas to mines, gas pipelines, ga-
sholders, etc.    

Many problems of astrophysics demand for solution the research of 
dynamics of gas bodies which interacted with a gravitational field. In 
modern astrophysics special interest rough catastrophic processes of ex-
plosion of stars and the neutron stars received at it and collapsing bodies 
- black holes.  
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It is obvious, that for research of the heavenly phenomena it is ne-
cessary to put in a basis of concepts the statements and decisions of some 
dynamic problems about motion of gravitating gas.They can be consi-
dered as mathematical models which cover essential features of motion 
and evolution of stars. 

As is known, mathematical models of many real gas dynamics 
processes are described by classical initial-boundary problems for sys-
tems of nonlinear differential equations in partial derivatives. It’s clearly, 
that reception of exact solutions of such most complicated problems, 
generally is impossible. 

 In this connection, in the modern gas dynamics connected with 
explosive processes, rather actual development of the approached ana-
lytical and numerical methods for solution of such problems is repre-
sented [  3 - 10  ]. 

The basic essential and practically important parameter in these 
problems is the law of motion of a detonating wave (a spherical surface 
where the solution undergoes the first kind of discontinuity) which arises 
owing to explosion or dynamic instability of balance. However, the clas-
sical formulation of a problem in language of the differential equations 
usually assumes preliminary full local definition of properties of gas 
flow. On the other hand, the description of the phenomenon of explosion 
by ideal mathematical model demands, naturally, certain accuracy of cal-
culations [ 7 - 10 ]. 

 In this connection it is clear, that it is important the direct ap-
proached definition of the required integrated characteristic of a problem 
by an establishment of system of integro-differential inequalities, which 
allow to receive for it bilateral estimations. In many cases (for example, 
in automodel) these estimations are also sufficient for its solution.  

This work proposes an integrodifferential inequalities method of 
solution for a system of nonlinear nonhomogeneous equations of one 
class of initial-boundary problems with an unknown external boundary in 
the domain. For spherical and symmetrical non-stationary adiabatic flows 
of the perfect gravitating gas, on the basis of the equations of motion of 
medium and the equation of energy, deducing of system of integrodiffe-
rential inequalities for the law of motion of detonating wave and the 
moment of inertia of area of perturbating motion of gas. 

The detonating wave arises as the result of the nonhomogeneous 
gravitational collapse (parabolic or elliptical) of the gas at zero pressure 
or during the breakdown of the equilibrium position. A system of inte-
grodifferential inequalities is constructed, determining the law of detonat-
ing wave and the moment of inertia of area of perturbating motion of gas 
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with respect to a known initial state of the gas. A number of automodel 
problems are considered as examples. 

 
1. The Equations of Motion and Boundary Conditions 

 
Let us discuss the equations of the adiabatic spherical and sym-

metrical motion of a gas that are written in Lagrange's form [ 7 ]:  
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where m  is the  tmr ,  radius sphere mass, k  is the gravitation constant,  
is the adiabatic indicator, )(mf  is the function connected with the distri-

bution of entropy by Lagrange's m  coordinate.  tmrr ,  is medium 

motion law, 
t

r




 is speed of medium motion,  tmp ,  is medium pres-

sure,  tm,  is medium density. 
The first equation of system (1.1) is the medium motion equation, 

the second equation is the adiabation equation, the third equation is the 
mass continuity equation,      tmtmptmr ,,,,,   functions are unknown. 

The integral equation of the energy of the gas layer situated be-
tween the 0m  and )(tMm   surfaces is as follows: 
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where VUT ,,  are the kinetic, inner and potential (gravitation) 
energies of the gas, Q  is the energy excreted during the burning of a gas 
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mass unit of the )(tMm   surface, 0E  is the explosion energy, 

)(tMm   is the law of motion shock ( 0Q ) or detonating ( 0Q ) 
wave with gas mass, )),(()( ttMrtR   is the radius of a shock or detonat-
ing wave. 1, 2 indices denote correspondingly the gas position in front of 
and behind the wave (strong discontinuity). 

Boundary conditions on the )(tRr   discontinuity of Euler's va-
riables are as follows: 
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Boundary conditions on the  tMm   discontinuity of Lagrange's 

variables are as follows 
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If the boundary conditions ( 1.3 ) or ( 1.4 ) are solved with respect 

to parameters of the gas behind the wave we get the following: 
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Besides, the continuity of Euler's and Lagrange's variables ought to 

be taken into account 
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In fact, we get a initial-boundary problem for the system (1.1) of 

nonlinear, nonhomogeneous equations, where the      tmtmptmr ,,,,,    
functions are unknown. 

Initial conditions ( 0tt  , phone) determine the initial state of a gas 

sphere and are the exact ),,(1 tmr ),(1 tmp , ),(1 tm  solutions of the ( 1.1) 
system.  

Thus, the initial-boundary problem is considered in the domain : 

*0 ,({ ttt  ) ))}(,0(, tMm ,  

where 0t  is the moment of explosion, *t  is the moment of time 

when the wave comes out on the surface of the body (when 
0,00  tt ) or the moment of gravitating collapse (when 

0,00  tt ). 

Boundary conditions on the external unknown boundary  tMm   
are like ( 1.4 ), ( 1.5 ) and in centre 

 
0r ,        0m                     ( 1.7 ) 
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2. The Integral Equations of the Energy and Lagrange-Jacobi  
  

   From the medium motion equations (1.1) and the boundary condi-
tions on the strong 

discontinuity (1.4), we shall get the integral equation of the energy, 
which describe one of universal laws of Newtonian mechanics, law of the 
energy save( the first law of thermodynamics).     

The motion equation ( 1.1) multiply on the 
t
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and integrate with по dm  on the  )(,0 tM  segment 
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 Introduce the designation . The first integral in ( 2.1 ) denote ,1I , 

second - 2I , third - 3I . 
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 then we shall get 
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2I  integral may mapping as follows  
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 There are thrue simple lemma.  
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Analogical derivatives and right part, then we shall get  
 

mt

r
r

m

r

t

r
r

m

r
r

t 





















 2

22 2                   ( 2.6 ) 

 
Compare the ( 2.5 ), ( 2.6 ), according the Shwarz theorem we shall 

get the lemma proves. 
According the lemma , from ( 2.3 ) we shall get  
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The last equality multiply on the d  and integrate on the ],0[ t  segment  
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where 0E  is the explosion energy.    

Finaly, foresee the boundary conditions ( 1.4 ), we shall get the integral 
equation of the  

energy.  
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From the motion equations ( 1.1 ) we shall take out the Lagrange-
Jacobi integral equation, which in skype mechanics are famous as virial 
equation. 

The motion equation ( 1.1) multiply on the ),( tmr  and integrate 
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The first integral in last equality denote 5I , and second - 6I . 
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when )(tI  is the moment of inertia of perturbating area of motion of gra-
vitating gas. 

Including the finding meaning ( 2.9 ), ( 2.10 ) in ( 2.8), with ac-
count boundary conditions ( 1.4 ), we shall obtain the Lagrange-Jacobi 
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3. The Integrodifferential Inequalities Method for the  
Gravitating Gas 

                       
The integrodifferential inequalities method meaning is as follows. 

For spherical and symmetrical non-stationary adiabatic flows of the per-
fect gravitating gas, on the basis of the equations of motion of medium 
and the equation of energy, deduce of system of integrodifferential in-
equalities for the law of motion of detonating wave and the moment of 
inertia of area of perturbating motion of gas. 

Estimate the inner energy of the gravitating gas  
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Thus lemma is proved. 
The inequalities (3.5), ( 3.7) give the algebraic inequality, which 

bring bilateral estimations for 1V   
 

 







VV

R

M
V 1

2

2
,max             (3.9) 



 43 

 
 

When 3
4

2   in the estimation (3.7) 

 

 

 
1

3
2

3
1

,0 )(

8
max
















mf

m
essG

M


                         (3.10) 

 
 

If we apply the integral equations (2.7), (2.12) and estimations (3.1) 
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 Lemma. At 21    the ),( yx  function is convex. 
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Because the ),( yx function at 21   are convex. 
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We shall obtain as follows estimation 
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The Z  estimation shall apply monotonicity the right part of ( 3.14). 
 

4. The Detonating Wave Motion Law Estimation 
in Gravitating Gas 

 
Using the up developed integral inequalities method for the analy-

sis of series of automodel problems of gravitating gas danymics.  
1. Consider the problem about propagation of detonating wave on 

equilibrium condition in the gravitating nonhomogeneous gas, same time 
in the centre of symmetry energy not put ( in (1.2) 00 E ). In gas equili-

brium case the (1.1) equations exact solutions in front of detonating wave are 
as  
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where A  - is proper dimensional constant. 

Remark. The detonating waves (with Chapmen-Jounguet condition) 
in automodel motion of selfgravitating gas shall introduce in exact solution 
(1.1) accoding dimension theory only 2  case  
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while 2 , QkA ,,  largeness have independent dimensions and prob-
lem shall de nonautomodel.     

In automodel case we shall obtain ( )2 ( kA,  are the dimension-

al constants with independent dimensions)  
 

3
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2
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Consider the case 3
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and the system for 1R  and 1I , which consist the nondimensional parame-

ter 1Q   
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5
4)43(2 3

111           (4.5) 
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   In  = 4/3 case we shall obtain 
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Some results are represented in the table 1.  -  denote the middle rela-

tive , 1R , 1R , 1I , 1I  - lower and upper estimations for 1R , 1I .  

 
 

1Q  
1R  

1R  
1I  

1I  )%( 1R  )%( 1I  

0 3,236 8,26 - - 43,7 - 

  
 5,31 10,31 707.5 4996,7 32 75 
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3/4  5,7 9,9 - - 26,7 - 

2  6,37 10,5 1335 5483 24,5 60,8 

30  18,86 23,6 42563 69518 11,16 24 

126  21,65 26,65 - - 10,17 - 

50  29,122 29,122 - - 9,5 - 

100  33,73 39,484 - - 7,85 - 

504  42,58 49 - - 7 - 

 

0  2,895 6,87 - - 40,6 - 

  4,204 6,39 370 1179 20,6 52,2 

2  4,853 6,63 618,3 1404 15,4 38,8 

30  12,76 14,53 - 19431,6 6,5 14 

 
                            Table 1. 
 

The analysis of giving results shows, that at great value of 1Q  the 
exactness of estimations important better.  

2. Consider the nonhomogeneous gravitational parabolic collapse of 
the gas at zero pressure  
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  In automodel case 
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We shall obtain the system 
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The numerical solution of inequalities system (4.10) are giving in the ta-
ble 2 , where the exact solution 
correspondence ,5,01 Q  ,3536,01 R  0148,01 I :  
 

1Q  
1R  

1R 1I  
1I  

 

)%( 1R
 

 

)%( 1R
 

 

)%( 1R
 

 

)%( 1I
 

 

)%( 1I
 

 

)%( 1I
 

0,3 0,15 0,5 0,01 0,09 - - 54 - - 80 

0,5 0,2 0,48 0,0139 0,024 35,7 43,7 41 62,1 5,6 26 

10 2,53 3,89 12,25 20,13 - - 21 - - 24,3 

          
                                     Table 2. 

3. Consider the automodel problem about detonating wave motion 
at elliptical collapse of the gas at zero pressure.   

                     )cos1(
2


q

km
r , 0p ,  
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   From ( 1.4 ), (4.8), (4.11) we shall obtain 
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where 1  - is  parameter value on the detonating wave. 
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From (4.14) we shall obtain 
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When 12/71 Q , what correspondent the statical solution 
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For 3/5  from (4.18) we shall obtain 
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what correspondent gas dilation. 
  From (4.16), (4.17), when 01 Q , we shall obtain  

34,274,1 1   ,        %7,14        (4.20) 
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, and the equilibrium position behind 

the shock wave is not realization. 
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Temur CilaCava, nugzar kereseliZe 

 

integrodiferencialur utolobaTa meTodi 

astrofizikis modeluri amocanebis  

amoxsnisaTvis 

 
 

gamoyenebiTi maTematikis mravali amocanis maxasia-
Tebeli Taviseburebaa maTi kompleqsuri xasiaTi, romel-
ic, rogorc wesi, iTxovs mravalferovani fizikuri 
procesebis yovelmxriv gaTvaliswinebas da sakmaod fa-
qizi gamoTvliTi teqnologiis mozidvas. es gvaiZulebs 
davyoT problema SedarebiT damoukidebel stadiaTa 
rigad, romelic Seicavs sawyisi fizikuri modelis Se-
muSavebas, amocanis maTematikur dasmas, analizuri me-
Todebisa da gamoTvliTi algoriTmebis damuSavebas, 
programirebis stadias da gamoTvlebis Sedegebis fizi-
kuri eqsperimentebis monacemebTan Sedarebis safuZve-
lze fizikuri modelis Semdgom srulyofas. gazuri 
dinamikis procesebis maTematikuri modelireba warmoa-
dgens Tanamedrove gamoyenebiTi maTematikis aqtualur 
problemas. 

feTqebad movlenebTan da detonaciuri talRebis 
gavrcelebasTan dakavSirebuli gazuri dinamikis pro-
cesebis maTematikuri modelireba warmoadgens rogorc 
Teoriul aseve mniSvnelovan praqtikul interess.  

es amocanebi sakmaod aqtualuria, maT Soris, Sax-
tebSi, gazsadenebSi, gazgolderebSi (sakmaod didi moc-
ulobis gazsacavebi) da a.S. afeTqebebisa da detona-
ciuri wvis gavrcelebis SesaZlo katastrofuli Sede-
gebis modelirebisa da gaTvlisaTvis.  

astrofizikis mravali problema Tavisi gadaWri-
saTvis iTxovs gravitaciul velTan urTierTmoqmedi ga-
zuri sxeulebis dinamikis gamokvlevas. mravalri-
cxovani dakvirvebebis monacemebis Tanaxmad axali da 
zeaxali varskvlavebis afeTqebebi warmoadgenen gazis 
didi masebis daumyarebel moZraobas, gamosxivebuli ene-
rgiis Tamxlebi mkveTri zrdadobiT. 

rogorc cnobilia, gazuri dinamikis mravali rea-
luri procesebis maTematikuri modelebi aRiwereba ker-



 54 

Zowarmoebuliani arawrfivi diferencialur ganto-
lebaTa sistemiT da maTTvis dasmul klasikur sawyis-
sasazRvro amocanebiT. cxadia, rom aseTi urTulesi 
amocanebis zusti amonaxsnebis povna, zogad SemTxvevaSi, 
SeuZlebelia.  

amasTan mimarTebaSi, Tanamedrove feTqebad proce-
sebTan dakavSirebul gravitirebad gazur dinamikaSi, 
sakmaod aqtualurad gveCveneba aseTi tipis amocanebis 
amoxsnisaTvis miaxloebiTi analizuri meTodebis Semu-
Saveba.  

ZiriTadad arsebiT da praqtikulad mniSvnelovan 
parametrs am amocanebSi, warmoadgens detonaciuri ta-
lRis moZraobis kanoni, romelic warmoiSveba afeTqebis 
Sedegad an wonasworobis dinamiuri aramdgradobis ga-
mo. magram amocanis klasikuri formulireba diferenci-
aluri gantolebebis enaze, Cveulebrivad gulisxmobs 
gazis dinebis Tvisebis srul lokalur winaswar gansa-
zRvras. meore mxriv afeTqebis movlenis aRwera idea-
luri maTematikuri modeliT bunebrivia moiTxovs gamo-
Tvlebis gansazRvrul sizustes.  

amasTan dakavSirebiT, cxadia, rom didi mniSvne-
loba aqvs amocanis saZebni integraluri maxasiaTeblis 
(detonaciuri talRis moZraobis kanoni) uSualo miax-
loebiTi gansazRvras, integrodiferencialuri uto-
lobaTa sistemebis dadgenis gziT, romlebic saSua-
lebas iZlevian miviRoT misTvis ubralo ormxrivi Se-
fasebebi. bevr SemTxvevaSi (magaliTad, avtomodelure-
bSi) es Sefasebebi xdeba sakmarisebi misi amoxsnisaTvis. 
amasTan, xSirad Sefasebebis sizustis cota dakleba sa-
Sualebas iZleva mTlianad gamovxatoT pasuxi elemen-
tarul funqciebSi. 

naSromis siaxle mdgomareobs feTqebadi movle-
nebTan da detonaciuri wvis gavrcelebasTan dakavSi-
rebuli gravitirebadi gazuri dinamikis procesebis ma-
Tematikuri modelireba, axal aqtualur amocanebTan 
mimarTebaSi miaxloebiTi analizuri meTodis (integro-
diferencialur utolobaTa meTodi) ganviTareba, agre-
Tve konkretuli praqtikulad mniSvnelovani testuri 
amocanebis amoxsna. 
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statiaSi gravitirebadi gazis erTganzomilebiani 
arastacionaruli adiabaturi dinebisaTvis, garemos mo-
Zraobis gantolebaTa da energiis gantolebis safuZve-
lze gamoyvanilia integrodiferencialur utolobaTa 
sistema detonaciuri talRis moZraobis kanonisaTvis da 
gazis moZraobis SeSfoTebuli aris inerciis momenti-
saTvis. am meTodis safuZvelze ganxilulia aqtualuri 
avtomodeluri amocana detonaciuri talRis gavrce-
lebis Sesaxeb gravitirebad araerTgvarovani gazSi. pua-
sonis maCveneblis sxvadasxva mniSvnelobisaTvis deto-
naciuri talRis uganzomilebo radiusisaTvis napovnia 
ormxrivi Sefasebebi. naCvenebia, rom Sefasebebi sa-
grZnoblad umjobesdeba Zlieri wyvetis zedapirze (de-
tonaciuri talRa) gamoyofili energiis zrdis SemTxve-
vaSi. cdomileba Seadgens %75  , rac praqtikuli Tval-
sazrisiT kargi Sefasebaa. 

    
   

ТЕМУР ЧИЛАЧАВА, НУГЗАР КЕРЕСЕЛИДЗЕ 
 

МЕТОД ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ НЕРАВЕНСТВ 
 ДЛЯ РЕШЕНИЯ МОДЕЛЬНЫХ ЗАДАЧ АСТРОФИЗИКИ 
 
В данной работе развит эффективный метод определения дви-

жения детонационной волны в совершенном газе с учетом гравита-
ционного поля, основанный на двусторонней оценке ее радиуса дви-
жения и момента инерции области возмущенного движения газа, ис-
пользующей интегральные неравенства и соотношения. Для одно-
мерных нестационарных сферически-симметричных адиабатических 
течений гравитирующего совершенного газа, на основании выведен-
ных уравнений движения среды, уравнений энергии и Лагранжа-
Якоби (вириала), получена система интегродифференциальных нера-
венств для радиуса движения детонационной волны и момента инер-
ции области возмущенного движения. В практически важном случае 
движения детонационной волны в покоящемся гравитирующем со-
вершенном газе на основании неравенств Гёльдера и Иенсена систе-
ма неравенств упрощена и полностью представлена в конечном виде. 
В качестве примеров исследованы астрофизические модельные зада-
чи: о движении детонационной волны по равновесному состоянию 
неоднородного гравитирующего газа; о движении детонационной 
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волны при параболическом или эллиптическом сжатии гравитирую-
щего газа при нулевом давлении (пыли). Анализ полученных резуль-
татов показывает, что при больших значений энерговыделений на по-
верхности сильного разрыва точность оценок значительно улучшается. 
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maTematikisa da kompiuterul mecnierebaTa seria 
 
 

ДАВИД ГОРДЕЗИАНИ, ТИНАТИН ДАВИТАШВИЛИ,  
ГАМЛЕТ МЕЛАДЗЕ 

 
ОБ ОДНОЙ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ  
ЭЛЕКТРОЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

 
В данной работе рассматривается математическая модель 

электроэнергетической системы, которая представляет собой крае-
вую задачу для обыкновенных дифференциальных уравнений, за-
данных на графах. Исследуется корректность поставленной задачи. 
Построена и исследована соответствующая конечно-разностная 
схема. Предложены формулы прогоночного типа нахождения реше-
ния конечно-разностной схемы.  

 
1. Стационарная математическая модель расчета 

   линий электропередач на разветвленной сети 
 

1°.Общая концепция математического моделирования [1], ме-
тодология вычислительного эксперимента открывает широкие воз-
можности для решения проблем, связанных с функцонированием 
объединенных электроэнергетических систем. 

Функционирование объединенных электроэнергетических сис-
тем базируется на создании сети электрических линий. Согласно 
исследованиям в этой области [2 − 4], линии сети можно инте-
рпретировать как длинные линии. Математическая модель, проте-
кающих в этих сетях процессов, представляет собой систему диффе-
ренциальных уравнений, заданных на графах.. Для практических 
расчетов часто используются упрощенные линейные модели, неза-
висящие от времени. 

Отметим, что аналогичные задачи возникают при моделиро-
вании различных процессов в сетях газопроводов, водотоков и т.д. 

В предложенной работе рассматривается математическая мо-
дель электроэнергетической системы, представляющей собой граф 
определенного типа. Исследуется краевая задача для обыкновенных 
дифференциальных уравнений на графе. Предлагается численный 
алгоритм решения полученной задачи. 
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Краевые задачи на графах не исследованы в полной мере в на-
учной литературе. Укажем несколько работ [5 −10] и упомянутую в 
них литературу.  

2°. Рассмотрим стационарный случай расчета линий электро-
передач, когда линии однородны и не учитываются нелинейные эф-
фекты. 
    1a  

 
 
 

           0a   

 
                                      na  

                            

2a                  3a  

 
Поставим задачу о нахождении распределения ( )v x   на  , 

где x − локальная координата вдоль  . В этом случае получим 

следующую задачу: найти функции ( )v x  , 1, 2, ,n   , удовле-

творяющие дифференциальным уравнениям 
2

2
2

( )
( ) ( ), (0, ),

d v x
v x f x x

dx
 

      


                   (1.1) 

                        ( 1,2, ,n   ), 

где  − длина ребра  , а ( )f x   − заданные источники, распреде-

ленные на (0, ) , граничным условиям 

1 2

(1) (2) ( )
1 1 2 2( ) , ( ) , , ( ) ,

n

n
n na a a

v x v v x v v x v               (1.2) 

и условиям сопряжения 

0 0 01 1 2 2( ) ( ) | ( ) | ,a a n n av x v x v x                     (1.3) 

0 0 0 0

3 31 1 2 2
(1) (2) (3) ( )

1 2 30 0 0 0

( ) ( )1 ( ) 1 ( ) 1 1
0,n n

n
na a a a

dv x dv xdv x dv x

dx dx dx dxz z z z
      (1.4) 

где ( ) ( ) ( )
0 0 0, 1, 2, , ,z y n z  

     и ( )
0y   − соответственно коэф-

фициенты сопротивления и проводимости [2],  ( )v const   − задан-

Вершины графа точки 

naaa ,,, 21  , ребра графа  

)( 110 aa , ,),( 220 aa  

)(0 nnaa  . Будем считать, что в 

вершине 1a  находится генера-

тор, вершина 0a  − расспредели-

тель,  в вершинах 2a , 3a ,  , na  

−  потребители энергии. 
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ные величины, ( ) |v x
    обозначает значение функций ( )v x   в 

точке a .  

3°. Теорема 1.1.  Задача (1.1) − (1.4) не может иметь более од-
ного решения. 

 Доказательство.  Допустим, что задача (1.1) − (1.4) имеет два 
решения (1) ( )v x   и (2) ( ), 1, 2, ,v x n     . Из соотношений (1.1) − 

(1.4) следует, что разность ( )w x    (1) (2)( ) ( )v x v x    , 1, 2, ,n   , 

является решением следующей задачи: 
2

2
2

( )
( ), (0, ), 1,2, ,

d w x
w x x n

dx
 

    


     ,            (1.5) 

1 2 31 1 2 2 3 3( ) | ( ) | ( ) | ( ) | 0
na a a n n aw x w x w x w x     ,         (1.6) 

 
0 0 0 01 1 2 2 3 3( ) | ( ) | ( ) | ( ) |a a a n n aw x w x w x w x              (1.7) 

0 0 0 0

3 31 1 2 2
(1) (2) (3) ( )

1 2 30 0 0 0

( ) ( )1 ( ) 1 ( ) 1 1
0.n n

n
na a a a

dw x dw xdw x dw x

dx dx dx dxz z z z
         (1.8) 

Умножим равенства (1.5) на   1( )
0 ( )z w x

 


, 1, 2, ,n    и 

полученные равенства проинтегрируем соответственно на интервале 
(0, ) , таким образом получаем 

 
2 2

2
( ) 2 ( )
0 00 0

( )1
( ) ( ) 0, 1,2, , .P

d w x
w x dx w x dx n

dxz z
   

 


 

  
     




  

(1.9) 
Далее воспользуемся формулой частного интегрирования и учтём 
граничные условия (1.6), получим 

00

2 2
2

( ) ( ) ( )
0 0 00 0

( ) ( )1 1
( ) ( ) 0

b aa

dw x dw x
dx w x dx w x

dx dxz z z

 
    

       



    

 

. (1.10) 

Складывая равенства (1.10) ( 1 2β  , , , n ) и учитывая соот-
ношения (1.9), далее (1.7), (1.8), окончательно получим: 

                

2
22

( )
1 0 0

( )1
( ) 0

n dw x
w x dx

dxz

    
  

 


 
   


 . 
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Отсюда непосредственно следует, что ( ) 0, 1,2, ,w x n     . 

Итак, мы получим, что (1) (2)( ) ( ), 1, 2, ,v x v x n       . 

Теорема доказана. 

Теорема 1.2. Существует решение задачи (1.1) − (1.4). 
Доказательство. Для доказательства существования решения 

предлагается метод, опирающийся на использовании вариационного 
принципа. Рассмотрим задачу  (1.1) − (1.4) с однородными краевыми 
условиями и неоднородной правой частью в уравнениях: 

  
2

2
22

( )
( ) ( ), (0, )

d v x
v x f x x

dx
 

     


     ,         (1.11) 

1,2, ,n    

1 2 3
1 1 2 1 3 3( ) ( ) ( ) ( ) 0

n
n na a a a

v x v x v x v x     ,      (1.12) 

0 0 0
1 1 2 1( ) ( ) ( )n na a a

v x v x v x   ,     (1.13) 

0 0 0 0

3 31 1 2 2
(1) (2) (3) ( )

1 2 30 0 0 0

( ) ( )1 ( ) 1 ( ) 1 1
0n n

n
na a a a

dv x dv xdv x dv x

dx dx dx dxz z z z
     .  (1.14) 

Пусть 1(0, )H   пространство Соболева, определенных на 

(0, )  со скалярным произведением и нормой, соответственно 

1(0, )
( , )

H
u v


 и (1) (0, )

|| || ( 1,2, , )
H

v n





  (см. напр. [12] ). 

Предположим, что на (0, )  задана функция ( ),v x   

(0, )x   , ( 1,2, , ).n    Определим функцию 1 2( , , , )nv x x x , оп-

ределенную на ребрах графа 1 2 n       следующим об-

разом 
            1 2[ , , , ] ( )nv x x x v x   ели , 1, 2, ,x n     . 

Введем следующее множество функций: 
          1 1

1 2( ) { [ , , , ] : ( ) (0, ), 1,2, , }nH v x x x v x H n         . 

Определим в 1 ( )H   скалярное произведение и норму следую-
щим образом: 

            1 11 2 1 2 ( ) (0, )
1

( [ , , , ], [ , , , ]) ( ( ) )
n

n n H H
v x x x u x x x v x


 






  
  , 

           1

1/ 2
1 2 1 2 1 2( )

|| [ , , , ]|| ( [ , , , ], [ , , , ])n n nH
u x x x u x x x u x x x


   . 

Очевидно, что 1 ( )H   является Гильбертовым пространством. 



 61 

Рассмотрим подпространство пространства 1 1
0 ( ) ( ),H H    

где  
    1

0 ( )H    1 2{ [ , , , nu x x x  1 ( ),H   
1 2

1 2 0}
n

na a a
u u u    . 

Обобщенным решением задачи (1.11) − (1.14) будем называть 
функцию 1 2[ , , , ]nu x x x   1

0 ( )H  , для которой имеет место равенст-

во  
         1 2 1 2 1 2 1 2[ , , , ], [ , , , ] [ , , , ], [ , , , ]n n n na u x x x v x x x f x x x v x x x     

для любой функций 1 2[ , , , ]nv x x x  1
0 ( )H  , где 

    

2
1 2 1 2 2

1 0

( ) ( )
( [ , , , ], [ , , , ]) ( ) ( )

n

n n
du x dv x

a u x x x v x x x u x v x dx
dx dx


   

    
 




 
   

 




 

а 1 2[ , , , ] ( ), (0, ), 1,2, ,nf x x x f x x n         . 

Повторяя рассуждения, проведенные при доказательстве тео-
ремы 1.1, можно легко доказать, что квадратичная формула 

1 2 1 2( [ , , , ], [ , , , ])n na v x x x v x x x   непрерывна и коэрцитивна на 
1
0 ( )H   (см. напр. [13] ). Отсюда, на основании теоремы Лакса-

Мильграма, непосредственно вытекает существование единственно-
го обобщенного решения задачи (1.11) − (1.14) : 

1
1 2 0[ , , , ] ( )nu x x x H  . 

Заметим, если функции ( ), 1, 2, ,f x p     , достаточно глад-

кие функции, то это решение будет и регулярным решением исход-
ной задачи. 

Теорема доказана. 
 

 2. Разностная схема для численного решения  
задачи (1.11) − (1.14) 

 
На ( 1, 2, , )n     введем равномерную сетку с шагами h  

 ( )( ) ( ) (0)
1, 1,2, , , , 1,2,3,Ni

h x ih i N x a x l n
             . 

Если на сетке ( )
h
  дифференциальный оператор заменить раз-

ностным оператором [14], тогда получим следующую разностную 
схему: 
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 
( 1) ( ) ( 1)

2 ( ) ( )
2

2
, 1,2, , 1

i i i
i iy y y

y f x i N
h

  
    




  

                (2.1) 

1,2, , ,n    

1 2( ) ( ) ( )(1) (2) ( )
1 1 2 2 11 2( ) , ( ) , , ( )nN N N n

n ny y l v y y l v y y l v      , (2.2) 

где ( ) ( ), 1, 2, , , 0,1, ,iy y ih n i N        

  
0 0 0

1 2 na a a
y y y   ,                         (2.3) 

(1) (0) (1) (0)(1) (0) (1) (0)
3 31 1 2 2

(1) (2) (3) ( )
0 1 0 2 0 3 0

1 1 1 1
0n n

n
n

y y y yy y y y

z h z h z h z h

  
     . 

(2.4) 
Теорема 2.1.  Существует единственное решение задачи (2.1) 

− (2.4). 
Доказательство.   Разностная схема (2.1) − (2.4) представляет 

собой систему линейных алгебраических уравнений. Чтобы дока-
зать существование и единственность решения разностной схемы 
(2.1) − (2.4), достаточно доказать, что соответствующая однородная 
система уравнений имеет только тривиальное решение. 

Рассмотрим задачу, которая соответствует разностной схеме 
(2.1) − (2.4): 

       ( ) 2 ( )
, 0, 1,2, ,i i
x xw w i N
         ,                 (2.5) 

1,2, ,n    
где 

( 1) ( ) ( 1)
( )

, 2

2i i i
i

x x
w w w

w
h 

  


  
 , 

1 2
1 2 0

n
na a a

w w w     ,                        (2.6) 

0 0 0
1 2 na a a

w w w    ,                           (2.7) 

1 2 3

(0) (0) (0) (0)
1, 2, 3, ,(1) (2) (3) ( )

0 0 0 0

1 1 1 1
0

nx x x n xn
w w w w

z z z z
     ,        (2.8) 

где  

                
(1) (0)

(0)
, , 2,3, ,x

w w
w n

h
 





   . 

Введем скалярное произведение [10]:  
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1
( ) ( ) ( ) ( )

1 1

( , ) , ( , ]
N N

i i i i

i i

v z v z h v z v z h
 

         



 
    

и соответствующие этим скалярным произведениям нормы: 

�
22|| || ( , ), || ( , ]v v v v v v       . 

Умножая скалярно равенства (2.5) на   1( )
0z w




, используя 

формулы частичного суммирования [15] и учитывая граничные ус-
ловия (2.6), получим:                             

2 2
1 , 1( ) ( ) ( )

0 0 0

1 1
|| , || || || ( ) ( ) 0x xw x w w a w a

z z z 


     


    .  (2.9)   

1, 2,3, ,n    
Складывая равенства (2.9) и учитывая соотношения (2.7), (2.8), 

окончательно получим: 

 2 22
,( )

1 0

1
0

n

xw w
z   





  . 

Следовательно ( )( ) 0, , 1, 2, ,w x x n
        . 

Это означает, что однородная система линейных алгебраиче-
ских уравнений, которая соответствует разностной схеме (2.1) – 
(2.4) имеет только тривиальное решение. Итак, мы доказали, что 
существует единственное решение разностной схемы (2.1) – (2.4). 

 
 3. Сходимость разностной схемы (2.1) – (2.4) 

 
Докажем сходимость разностной схемы (2.1) – (2.4), при 
0, 1,2, ,h n    . Для этой цели введем сеточные функций по-

грешности 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )i i iz x y x v x       ,                     (3.1) 

1,2, , ; 0,1,2, , ,n i N     

где ( )( )iy x  – является решением разностной схемы (2.1) – (2.4), а 

функций ( )v x   – решением дифференциальной задачи (1.1) – (1.4). 

Из равенства (3.1) определим ( )( )iy x   и подставим в разностную 

схему (2.1) – (2.4). Тогда для функций погрешности получим сле-
дующую задачу: 

( ) 2 ( ) ( )
, , 1,2, , 1i i i
x xz z i N
            ,                (3.2) 
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1,2, ,n   , 
где 

( ) ( ) 2 ( ) ( )
, ( ) ( ) ( )i i i i
x xv x v x f x
           , 

 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) 0n nz a z a z a z a     ,                  (3.3) 

0 0 0 0
1 2 3 na a a a

z z z w     ,                     (3.4) 

 
1 2 3

(0) (0) (0) (0)
01, 2, 3, 2,(1) (2) (3) ( )

0 0 0 0

1 1 1 1
nx x x xn

z z z z
z z z z

     ,           (3.5) 

где 

                    
1 2

0 0 0
0 1, 2, ,(1) (2) ( )

0 0 0

1 1 1
.

nx x n xna a a
v v v

z z z
      

Пусть 4( ) ( ), 1, 2, ,v x C n       . Тогда легко можно пока-

зать (см. напр. [14]), что  
           

( ) 2
0

1

| | ( ), 1, 2, , 1, 1,2, , , | | ( )
n

i O h i N n O h   


  


       . 

Умножая равенства (3.2) скалярно на   1( )
0z z




, используя 

формулы частичного суммирования и учитывая граничные условия 
(3.3), получим: 

0 0

22
2

, ,( ) ( ) ( )
0 0 0

1 1
|| || ( , )x xa a

z z z z z
z z z 


       


   ,    (3.6) 

1,2,3, ,n   . 
Складывая равенства (4.6), (4.7) и учитывая соотношения (3.3), 

(3.4), получим следующее равенство 

 2 2 2
, 1 0 0( )

1 10

1
|| || ( ) | ( , ) |

n n

xz z z a z
z     

 
  

 
     

Исходя из этого равенства, можно написать 

 2 2 2
, 1 0 0( )

1 10

1
|| || ( ) | | || |||| ||

n n

xz z z a z
z     

 
  

 
    . 

Для преобразования правой части этого неравенства восполь-
зуемся  -неравенством [15]: 

2 21
| | , 0

4
ab a b a


   , 
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тогда получим: 

 2 2 2 2 2 2 2
, 0 1 0 0( )

01 10

1 1 1
|| || | ( ) | | || || || ||

4 4

n n

xz z z a z
z      

 
    

  

 
     

 
   .(3.7) 

Постоянные ( 0,1, , )i i n   выберем следующим образом  
22

1
0 1 (1) ( )

0 0

, , 1, 2,3, n
z z


 

        , 

тогда из равенства (3.7) получим следующую оценку 
2 2 2

, 1 0 2( )
1 10

1
| | || ||

n n

xz M M
z  

 
 

 
   ,               (3.8) 

где 1 20, 0M M  – определенные постоянные. 

Далее воспользуемся следующим фактором: 
Для любой сеточной функций ( )v x , заданной на сетке h , 

  , 1,2, , ;i
h x ih i N          0 0, , /Nx x l h l N   , и обра-

щающейся в нуль при 0x   или при x   , справедливо неравенст-
во 

�
22|| || ||c xv v  . 

Используя это неравенство, из (3.8) получим: 

 2 2 2
1 0 2( )

1 10

1
|| || | | || ||

n n

cz M M
z

 
 

 
 

  


,            (3.9) 

где   – длина ребра   . 

Учитывая, что 0
1

| | ( )
n

O h





   и 2|| || ( ), 1, 2, ,O h n     , 

можно легко получить, что  

1
|| || ( ), max .c

n
z O h h h  

   

Итак, мы доказали справедливость следующей теоремы. 
Теорема 3.1. Пусть решение исходной дифференциальной за-

дачи (1.1) – (1.4) 4( ) ( ), 1, 2, ,v x C n      . Тогда разностная 

схема (2.1) – (2.4) сходится равномерно со скоростью ( )O h . 
 

 
 

 4. Метод прогонки для решения разностной схемы (2.1) – (2.4) 
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Рассмотрим алгоритм решения разностной схемы (2.1) – (2.4), 
который является обобщением метода прогонки [14]. 

Разностная схема (3.1) – (3.4) представляет собой систему ал-
гебраических уравнений  

 ( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( )i i i i i i ia y c y b y f      
      

    ,               (4.1) 

1,2, , ; 1, 2, , 1n i N      , 

где 
( ) ( ) ( )2 2 2, 2 ,i i ia b h c h  
     

     . 

             ( ) ( ) ,Ny v 
                                (4.2) 

         (0) (0) (0)
1 2 ny y y   ,                          (4.3) 

              (1) (0)

1

0
n

m y y  


  ,                        (4.4) 

  1( )
0m z h

 


 , 

1,2, , ; 1,2, , 1.n i N       

Для решения разностной задачи (4.1)–(4.4) вдоль ребра   

воспользуемся формулами метода прогонки (см. напр.[14]) : 

   
( 1) ( ) ( ) ( ) , 0,1,2, , 1,

1,2, , ,

i i i iy y i N

n

   
      



    






,          (4.5) 

 
( ) ( ) ( 1) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1)

,
i i i i

i i
i i i i i i

a b f

c b c b

   
 

     

   
 

     

 
 



 


 
 

,          (4.6) 

   ( ) ( ) ( )0,N N v  
    ,                              (4.7) 

1,2, , ; 1, 2, ,2,1.n i N N         

Очевидно, если определить значения      0 0 0
1 2, , , ,ny y y  то 

после этого можно провести вычисления по формулам (4.5)-(4.7). 
Выпишем формулу (4.5)-(4.7) для случая 0i  , 1,2, , .n    

Таким образом получим:                 
(1) (1) (0) (1)y y      ,  1,2, , .n   ,                    (4.8)  

 
     0 0 0
1 2 ,ny y y    

      1 0

1

0
n

m y y  


  .                     (4.9)  
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Из (4.8) и (4.9) определяется  0y  следующим образом: 

    

 

1( )
1

(0) 1

(1)

1

.

1

n
i

n

m

y

m






 
















                      (4.10) 

Итак, для решения системы (4.1) – (4.4) окончательно получим 
модифицированный метод прогонки: 

( 1)( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1)
, ,

ii i i
i i

i i i i i i

a b f

c b c b

  
 

     

   
 

     

 
 



 


 
 

 

 

(1)

(0) (0) (0) 1
1 2

(1)

1

,

1

n

n n

m

y y y

m

 


 










   





  

 
( 1) ( ) ( ) ( )

,

1,2, , ; 0,1,2, , 1.

i i i i
y y

n i N

   
   

 

 


  

   
 

 
 Замечание. Вышеизложенная методика остаётся в силе для 

более общих краевых условий, уравнений и графов. 
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daviT gordeziani, TinaTin daviTaSvili, 

hamlet melaZe 
 

eleqtroenergetikuli sistemebis erTi 

maTematikuri modelis Sesaxeb 
 

naSromSi ganxilulia eleqtroenergetikuli siste-
mebis erTi maTematikuri modeli, romelic warmoadgens 
sasazRvro amocanas grafze mocemuli Cveulebrivi di-
ferencialuri gantolebisaTvis. 

gaerTianebuli eleqtroenergetikuli sistemebis 
funqcionirebis erTerT ZiriTad bazas eleqtruli qse-
lebi warmoadgens. am qselebSi mimdinare procesebis ma-
Tematikuri modeli umartives SemTxvevaSi warmoadgens 
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(1.1)-(1.4) sasazRvro amocanas grafze gansazRvruli Cveu-
lebrivi diferencialuri gantolebisaTvis. 

naSromSi damtkicebulia Semdegi Teoremebi. 
Teorema 1.1. (1.1)-(1.4) amocanas aqvs araumetes erTi 

amonaxsnisa. 
Teorema 1.2. arsebobs (1.1)-(1.4) amocanis amonaxsni. 
naSromSi (1.1)-(1.4) sasazRvro amocanisaTvis ganxilu-

lia sxvaobiani sqema (2.1)-(2.4). damtkicebulia am sxvao-
biani amocanis amonaxsnis arseboba da erTaderToba. da-
mtkicebulia agreTve sxvaobiani sqemis amonaxsnis Tana-
bari krebadoba O(h) siCqariT sawyisi diferencialuri 
amocanis amonaxsnisaken. agebulia miRebuli (2.1)-(2.4) 
sxvaobiani sqemis amoxsnis faqtorizaciis tipis algo-
riTmebi. 

 
 

DAVID GORDEZIANI, TINATIN DAVITASHVILI,  
HAMLET MELADZE 

 

ABOUT ONE MATHEMATICAL MODEL OF  
ELECTROPOWER SYSTEMS 

 
In the given work is considered the mathematical model of electro-

power system which represents a boundary problem for the ordinary dif-
ferential equations on graphs. The problem in view correctness is investi-
gated. The corresponding finite-difference scheme is constructed and in-
vestigated. Thomas algorithm’s type formulas for finding of solution of 
finite-difference schemes are offered.  
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soxumis saxelmwifo universitetis Sromebi 
t. IV, 2008 

maTematikisa da kompiuterul mecnierebaTa seria 
 
 

РИЧАРД МЕГРЕЛИШВИЛИ, МАЛХАЗ ЧЕЛИДЗЕ,  
ТАМАР ГНОЛИДЗЕ, КЕТЕВАН ЧЕЛИДЗЕ 

 
О СИНТЕЗЕ АЛГОРИТМОВ ЦИФРОВОЙ ПОДПИСИ 

 
ВВЕДЕНИЕ 

 
Брюс Шнайер в своей извесной работе [1] замечает, что в ре-

зультате реализации дополнительных вариантов и обобщений число 
схемных решений цифровой подписи может составить более, чем 
тринадцать тысячь (но не все из них будут эффективными). 

Большинство из указанных вариантов основаны на проблемах 
дискретных логарифмов, извлечения корней и факторизации в полях 
Галуа )( pGF  [2,3]. 

В настоящей работе авторы исследуют возможные варианты 
цифровой подписи, которые также используют вышеуказанную 
проблему дискретных логарифмов (т.е. одностороннюю функцию 

pya x mod ). Узость математических основ, несомненно, осло-

жняет построение альтернативных алгоритмов. В тоже время, сле-
дует заметить, что в качестве пропотипа (варианта исследований) 
как и в ряде известных случаев используется схема Эль-Гамаля [4] с 
тем, чтобы, в результате определенного функционального примене-
ния некоторого параметра, получить варианты алгоритма цифровой 
подписи. 

 
1. Построение первого алгоритма 

Многообразие и особенности функционирования существую-
щих алгоритмов вызывает протокольные ограничения и условности. 

В связи с этим, хорошим примером является хотя бы то, что 
протокол алгоритма Эль-Гамаля запрещает в различных сеансах пе-
редавать сообщения, подписанные одной и той же подписью. Рас-
смотрим этот частный случай при определенном упрощении пред-
ставления процесса функционирования. Предположим, что в первом 
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и во втором сеансах, вопреки запрету протоколом, 21 kk   (т.е. 

21 RR  ). Тогда в первом сеансе формула синтеза будет иметь вид: 

 

     )1mod()( 1111  pSkxRM ,         (1.1) 

 

где 1M - хэш-функция 01M  информации, передаваемой в первом 

сеансе: )( 011 MHM  ; x - секретный ключ субъекта, отправляю-

щего информацию; 1k - одноразовый ключ, случайное секретное 

число; paR k mod1

1   и 1S - пара параметров подписей; 

pa 1 ; p - простое число высокого порядка ( a  и p - открытые 

параметры). Для второго сеанса, соответственно, будем иметь: 
 

        )1mod()( 2112  pSkxRM .                (1.2) 

 
 Из (1.1) и (1.2) получим: 
 

)1mod()( 211121  pSkSkMM  

 
и определяется величина 

 

             )1mod(
21

21
1 




 p
SS

MM
k ,                              (1.3) 

 

если 1)1,( 21  pSS , что означает вскрытие алгоритма, т.к. 

зная 1k , из (1.1) возможно определить секретный ключ x . 

Рассмотрим отличный от (1.1) упрощенный вариант формулы 
синтеза: 

 
        )1mod()(  pkMxS .                            (1.4) 

 
 Формула проверки, соответсвенно, имеет вид: 
 

                pyRa MS mod ,                                    (1.5) 
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где pay x mod - открытый ключ, но для параметра хэширова-

ния )( 0MHM   необходимым становится внести ограничение, 

заключающееся в том, что после хэширования величине M , в слу-
чае необходимости, нужно придать четное значение для того, чтобы 

всегда выполнялось условие: M2  (это- условие четности парамет-

ра M , что выполняется без особых затруднений). 
Внесение ограничения, - условия четности M , защитит алго-

ритм от взлома в результате атаки на формулу проверки. Рассмот-
рим формулу проверки (1.5). Предположим, что для заданного зна-

чения информации )( #0# MHM   численное значение подписи 

#S  подобрана случайным образом; определим, теперь, значение #R : 

 

         pyRa MS mod##

# .                     (1.6) 

 

В соотношении (1.6) все параметры известны кроме #R . Если 

1)1,( # pM , что возможно, то тогда: 

 

             payR MS mod)(
1

##1

#

 ,                    (1.7) 

 

где )1mod(11

##  pMM ; но если #M - четно, тогда 

1)1,( # pM  и невозможно определить #R  из (1.6), т.е. невоз-

можно данным методом произвести взлом алгоритма и, следова-

тельно, передача ложной конкатенации ###0 SRM не осущест-

вится. 
Как уже отмечалось, осуществление условия четности для 

)( 0MHM   не представляет сложности, однако, эта же цель дос-

тигается следующим вариантом рассмотренного алгоритма, форму-
лы синтеза и проверки которого имеют следующий вид: 

 
       )1mod()2(  pkMxS ,                       (1.8)  
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            pyRa MS mod2 .                               (1.9) 

 
Рассмотрим этот вариант. Попытка авторов, взломать формулу 

синтеза (1.8), оказалось безрезультатной. Рассмотрение формул (1.6) 
и (1.7) показывает, что настоящий вариант подобно предшествую-
щему устойчив к рассмотренной атаке, т.к. M2  всегда четная ве-
личина. 

 
 2. Построение второго алгоритма 

Как и выше, в кратком изложении формулы синтеза и провер-
ки данного алгоритма имеют соответственно, следующый вид: 

 
qkRMxS mod)(                                (2.1) 

 
и 

           pyRa RMS mod .                                (2.2) 

 
Конкатенация составит следующую информационную запись: 

 

    SRM 0 ,                                    (2.3) 

 
где )( 0MHM  , 0M - передаваемая информация, защищенная 

протоколом; qaR k mod  и S - пара подписей; k - случайное чис-

ло для одноразового пользования, как обычно, хранимое в секрете. 
Если параметры алгоритма рассмотреть как элементы под-

группы циклической группы поля Галуа )( pGF , тогда для выбора 

основных параметров устанавливается следующий порядок выбора: 
p - простое число высокого порядка (например, между 509 и 

512 битами); 
q - простое число, множитель 1p , несколько меньшего, но 

определенного порядка; 
a - генератор подгруппы, любое число, меншее 1p , для ко-

торого 1mod paq ; 

x - секретный ключ, qx 0 ; 

y - открытый ключ, вычисляется по x : pay x mod . 
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riCard megreliSvili, malxaz WeliZe,  

Tamar gnoliZe, qeTevan WeliZe 
 

cifruli xelmoweris algoriTmebis 

sinTezis Sesaxeb 

 
cifruli xelmoweris algoriTmebis umravlesoba efu-

Zneba galuas )( pGF  velSi diskretuli logariTmebis, fes-

vis amoRebisa da faqtorizaciis problemebs [1-3]. 
winamdebare naSromSi avtorebi ikvleven cifruli xe-

lmoweris SesaZlo variantebs, romlebic, agreTve, iyenebs 

diskretuli logariTmebis problemas (anu pyg x mod  

calmxriv funqcias). maTematikuri safuZvlebis siviwrove, 
cxadia, arTulebs alternatiuli kriptografiuli algo-
riTmebis agebas. amave dros aRsaniSnavia, rom, rogorc sxva 
cnobil SemTxvevebSi, prototipad (sawyis variantad) gamoye-
nebulia erT-erTi, kerZod, elgamalis sqema [4], raTa gark-
veuli elementis Semotanis Sedegad miviRoT algoriTmis, 
rogorc variantis, axali struqturuli Tvisobrioba. 

arsebuli algoriTmebis saxesxvaobebi da funqci-
onireba iTvaliswinebs garkveul protokolur SezRudvebsa 
da pirobiTobas. amis magaliTia Tundac is, rom elgamalis 
algoriTmi krZalavs erT-erTi parametris sididis ganmeore-
biT gamoyenebas xelmoweris sxvadasxva seansSi.elgamalis 
algoriTmis [4] sinTezis formulas eqneba Semdegi saxe: 
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)1mod()( 1111  pSkxRM               (1) 

sadac M  aris pirveli seansis 0M  informaciis heSirebuli 

sidide )( 0MHM  ; x -informaciis gamgzavni subieqtis sai-

dumlo gasaRebi; k - erTjeradi SemTveviTi saidumlo si-

dide; paR k mod  da S -xelmoweris wyvili, pa 1 ; p -

maRali rigis martivi ricxvi (a da p  Riaa). 

 ganvixiloT sinTezis (1) formulis gansxvavebuli, ga-
martivebuli varianti: 

 

)1mod()(  pkMxS .               (2) 

 
Semowmebis formula Sesabamisad aris: 

pyRa MS mod ,                     (3) 

sadac pay x mod - Ria gasaRebi, xolo )( 0MHM   si-

didisaTvis saWiroa damatebiTi pirobis Semotana, rom is 
heSirebis Semdeg saWiroebis SemTxvevaSi gardaiqmnas ise, 

rom dakmayofildes piroba: M2  (M  sididis luwobis pi-

roba, rac martivad ganxorcieldeba). M  sididis luwobis 
pirobis Semotana daicavs algoriTms gatexvisagan. 

heSirebis Semdeg M  sididisaTvis luwobis pirobis 
Sesruleba ar warmoadgens rTul operacias, magram SesaZ-
lebelia sinTezis da Semowmebis formulisaTvis ganxiluli 
algoriTmis Semdegi variantic: 

)1mod()2(  pkmxS ,            (4) 

pyRa MS mod2 .                 (5) 

gatexvis mcdelobam sinTezis (4) formulis mimarT Se-
degi ar gamoiRo. rac Seexeba Semowmebis (5) formulas, (2) 
da (3)-e formulebis ganxilvam aCvena, rom ganxiluli 
meTodiT gatexvis mcdeloba uSedego unda iyos, radgan 

M2  sidide upirobod luwia. 
naSromSi ganxilulia, agreTve, meore alternatiuli 

meTodi, romlis sinTezis da Semowmebis formulebs, 
Sesabamisad, aqvs Semdegi saxe: 

qkRMxS mod)(               (6) 

da 
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pyRa RMs mod .                (7) 

informaciuli gzavnilisa da xelmoweris konkatenacia 
qmnis Semdeg Canawers: 

 

,0 SRM                         (8) 

sadac )( 0MHM  , 0M -gadacemuli informaciaa, rome-

lic protokoliT aris daculi; qaR k mod  da S - 

xelmoweris wyvili; k -erTjeradi gamoyenebis SemTxveviTi, 
saidumlo ricxvia. 
 
 
 

 
RICHARD MEGRELISHVILI, MALKHAZ CHELIDZE, 

TAMAR GNOLIDZE, KETEVAN CHELIDZE 
 

ABOUT THE SINTHESIS OF DIGITAL SIGNATURES 
ALGORITHMS 

 
There are discussed the available variants of construction the 

algorithms of digital signatures. The algorithms, as many ather algo-
rithms, are obtained from the simplification of the algorithm of El-
Gamal. The main objective is to change the functionality of some 
parameters, in a result we obtain the necessary structural alternation. 
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soxumis saxelmwifo universitetis Sromebi 
t. IV, 2008 

maTematikisa da kompiuterul mecnierebaTa seria 

             
ОЛЕГ НАМИЧЕЙШВИЛИ, АРЧИЛ ЭЛИЗБАРАШВИЛИ, 

 ГУРАНДА ЧАРКСЕЛИАНИ 
 

 АДАПТАЦИЯ В СИСТЕМЕ РЕЗЕРВИРОВАНИЯ НА ОСНОВЕ  
МОДЕЛИ ФОРМАЛЬНОГО НЕЙРОНА 

 

Аннотация: В работе для резервировании бинарных инфор-
мационных каналов на основе модели формального нейрона излага-
ется теория непрерывной адаптации без обратной связи по алго-
ритму, использующему подходы Роббинса-Монро и Уидроу-Хоффа. 

  

1. Введение 

Допустим, что двоичный сигнал x , кодируемый, скажем, как 
1  и 1 , подаётся на n  однотипных информационных каналов 

1 2, , , nB B B . Из-за возможных ошибок каналов значение перемен-

ной x  оказывается вычисленным как 1 2, , , nx x x . В результате по-

лучают n  версий для значения предъявленной к распознаванию пе-

ременной x . Разумеется, каждая из величин ( 1, )ix i n  также явля-

ется двоичной переменной, принимающей значения 1  и 1 . Эта 
избыточная информация (в форме n  версий для значения перемен-
ной x ) поступает далее на входы т.н. решающего, или восстанавли-
вающего элемента (органа). 

Если вероятности 1 2, , , nq q q  ошибок двоичных каналов 

1 2, , , nB B B  различны и, следовательно, каждой информации ix , по-

ступающей с выхода двоичного канала iB  на йi   вход решающего 

элемента, приходится приписывать свой вес  1,ia i n , где ia  - 

произвольное вещественное число  ia    , то в данном слу-

чае решение y  на выходе этого элемента должно выноситься как 
результат взвешенного голосования, согласно следующему соотно-
шению: 
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1

sgn ,
n

i i
i

y a x


   
 
  

где   - так называемый порог, или кворум элемента. В силу по-
следнего обстоятельства этот элемент (орган) часто именуют также 
пороговым, или кворумным. 

Формально допустим, что 1na   , а 1 1nx    . Последнее оз-

начает, что имеется некоторый информационный канал 1nB  , всегда 

выдающий сигнал 1 1nx    , какой бы сигнал x  на его вход ни по-

ступал. Тогда предыдущему соотношению можно придать и сле-
дующий вид: 

1

1

sgn .
n

i i
i

y a x




   
 
  

Иногда удобно трактовать x , y  и ( 1, )ix i n  в качестве дис-

кретных случайных величин X , Y  и iX  соответственно. Легко ви-

деть, что дискретная случайная величина iX X  принимает значение 

1  при iX X  (где X  означает инверсию двоичной переменной 

X ) с вероятностью iq  и значение 1  при iX X  с вероятностью 

1 iq : 

Prob{ 1} Prob{ }

Prob{ 1} Prob{ } 1

1, 1

i i i

i i i

X X X X q

X X X X q

i n

     


       
  

. 

В частности  

 

1 1

1 1

Prob{ 1} Prob{ 1}

1 Prob{ 1} Prob{ 1}
n n

n n

q X X X

q X X X
 

 

       
        

, 

так как 1 1.nX     Из последних формул следует, что 1nq   есть апри-

орная вероятность подачи на решающий орган для распознавания 
сигнала 1X   , т.е. 1nq   есть априорная вероятность появления 1  

на выходе порогового элемента в качестве правильного сигнала. 
Аналогично, 11 nq   есть априорная вероятность подачи на вход ре-
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шающего органа сигнала 1X   , или, что то же самое, априорная 
вероятность появления 1  на выходе порогового элемента в качест-
ве правильного решения. 

Процесс управления весами входов (т.е. бинарных информа-
ционных каналов) системы резервирования по описанной модели 
формального нейрона условимся трактовать в качестве адаптации 
[1], или обучения. Целью этого процесса является приведение весов 
в соответствие с текущими вероятностями ошибок входов и умень-
шение вероятности Q  неправильного восстановления сигнала X : 

 Prob .Q Y X   

Задачей такого управления является обеспечение более надёж-
ным входам большего влияния на принимаемое решение по сравне-
нию с менее надёжными входами. Следовательно, в каждый момент 

времени t  вес  a ai i      гоi   i n 1 1,  входа решаю-

щего элемента (органа) должен определяться вероятностью ошибки 
этого входа  q ti  в указанный момент: 

  a f q ti a i   

Процесс управления весами усложнён тем обстоятельством, 
что мы не располагаем использующими те или иные физические яв-
ления датчиками вероятностей  q ti  ошибок. Могут определяться 
лишь статистические оценки этих вероятностей по рассогласованию 
сигнала X i , выданного информационным каналом Bi , либо с ис-
тинным значением X  предъявленной к распознаванию двоичной 
переменной (кодируемой как 1 ), либо с принятым пороговым ор-
ганом решением Y . В зависимости от этого, дело могут иметь с 
двумя типами адаптации, когда сравнение происходит либо с пра-
вильным ответом, подаваемым извне, либо с решением на выходе. 

Независимо от наличия обратной связи, в процессе адаптации 
можно либо фиксировать число наблюдений в тактовые моменты и 
веса входов порогового элемента устанавливать в конце определён-
ных циклов, включающих заданное число наблюдений в тактовые 
моменты, либо для оценки вероятностей ошибок на каждом входе 
использовать устройства, корректирующие веса после каждого 
сравнения, происходящего в тактовые моменты времени. Исходя из 
этого признака, различают адаптации с циклической и непрерывной 
коррекцией весов. По способу фиксации тактового момента для 
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осуществления коррекции можно указать и третий вид адаптации, 
когда изменения весов происходят в случайные моменты времени 
по достижении информационными каналами некоторых состояний. 
В частности, критическое состояние канала Bi  может определяться 
и соответствующим предельно допустимым значением q0  вероят-
ности ошибки qi . 

Использование схем адаптации без обратной связи ограничено 
задачами начальной настройки весов и их периодической (плано-
вой) или случайной установки с помощью тестирующих программ. 
Ниже для резервировании бинарных информационных каналов на 
основе модели формального нейрона излагается теория непрерывной 
адаптации без обратной связи по алгоритму, использующему под-
ходы Уидроу-Хоффа [2] и Роббинса-Монро [3].  

2. Формулировка проблемы. Достаточно очевидно, что в 
принципе возможна такая организация адаптации порогового орга-
на, когда при оценке вероятностей ошибок на его входах веса этих 
входов перестраивают не в конце цикла по итогам M  сравнений, а 
перманентно, после каждого сравнения. Алгоритм такой адаптации 
может представлять процедуру типа поощрения и наказания. В этом 
случае на  1k   v  шаге алгоритм вносит изменения в вектор весов 

 
a k  предыдущего шага по-разному, в зависимости от того, пра-
вильно или неправильно был классифицирован с помощью вектора 
 

a k  образ на k  v  шаге адаптации. В частности, если образ клас-
сифицирован правильно, то поощрение может заключаться и в том, 
что в вектор весов просто не вносится никаких изменений, а если 
образ классифицирован неправильно, то пороговый орган наказыва-
ется либо увеличением, либо уменьшением вектора весов. При этом, 
согласно сказанному, заключение о правильном или неправильном 
распознавании информационными каналами B B Bn1 2, , ,  сигнала 

X  может делаться как сравнением сигналов  X i ni  1,  на входах с 

подаваемым извне правильным ответом, так и их сравнением с ре-
шением Y .  Иногда, вместо сравнения X  или Y  с каждым отдель-
ным сигналом X i , может применяться сравнение X  или Y  с ре-
зультатом коллектовного взаимодействия отдельных сигналов, т.е. с 
сигналом, снятым с сумматора порогового органа (до поступления 
этого сигнала на вход квантующего нелинейного устройства). 
Именно такова показанная на рисунке 1 схема исследуемого нами 
метода адаптации. 
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Предположим, что сигнал X  представляет собой случайную 
последовательность 1 или 1 в соответствии с априорными веро-

ятностями  q Pn 1 1  и  1 1 2 q Pn   появления этих двух 

классов. При этом на входах порогового органа возникает вектор 

наблюдений  
x x x x xn n


1 2 1, , , ,  в соответствии с вероятностны-

ми законами 

     P x f x q qi

x

i

n

i

xi i 
/ ,1 1

1

2

1

1

21   






                       (1) 

     P x f x q qi

x

i

n

i

xi i 
/ ,2 2

1

2

1

1

21   






                      (2) 

где xn  1 1 .  

Для каждого вектора наблюдений 

x  введём случайную пере-

менную классификации, или метку Z ,  такую, что  

Z m  0  

при 

x ,  соответствующем сигналу  1 классу ,1X     и 

Z m  0  

при 

x ,  соответствующем сигналу  1 классу .2X    Здесь 

00 .m    Для этого достаточно Z  формировать по соотношению  

Z m X 0 .       (3) 
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Σ=
1

1

n

i i
i

ax



  

Ответ X Y 

Z 

 




 




 x1 

 xn 

 x2 

xn+1=-1 

Схема адаптации  m0 

Σ 
Решение на   
выходе Y 


+1

-1 

 y 

Σ 

Нелинейный элемент 

0 

 a1 

 a2 

 an 

 an+1 

 

Рис.1 Схема исследуемого метода адаптации 

Тогда в процессе адаптации данные будут представляться по-
следовательностью пар 

         



x Z x Z x k Zk1 21 2, , , , , , , .  

Байесовская разделяющая функция, с учётом формул (1) и (2), 
имеет вид: 

   
 



0
1

2 1

1 1


x
P x

P x
x

q

qi
i

ii

n

  






ln
/

/
ln .    (4) 

Цель адаптации в том и состоит, чтобы, во-первых, аппрокси-

мировать  0


x  с неизвестными параметрами  q i ni  1 1,  по-

средством конечного ряда 
1

1

n

i i
i

x a




               (5) 

и, во-вторых, определить весовой вектор    ,  , ,  ,  ,


a a a a an n


1 2 1  

минимизирующий среднеквадратическую ошибку аппроксимации 

  0
2

1

1 2

 




















M a x xi i o
i

n




.     (6) 
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Для минимизации  0
2  достаточно знать байесовскую разде-

ляющую функцию  0


x ,  определяемую формулой (4) с неизвест-

ными точно значениями вероятностей  q i ni  1 1, .  

Чтобы обойти это затруднение, будем рассматривать Z  в ка-
честве зашумленного значения функции  0


x .  Тогда весовой век-

тор    ,  , ,  ,  ,


a a a a an n


1 2 1  минимизирующий  0
2 , также будет 

минимизировать и функцию критерия 

 J x a M a x Zi i
i

n 
, . 






















1

1 2

    (7) 

Взяв частные производные функции критерия по весам ai ,  
получим: 

   
G x a

J x a

a
M a x Z x

i n

i
i

j j
j

n

i0
1

1

2

1 1

 
 

,
,

,

.
  







 











 















  

Полагая, что, вместо действительных значений  G x ai0

 
, ,  на-

блюдают их зашумленные значения 

 h x a a x Z x

i n

i j j
j

n

i0
1

1

2

1 1

 
,

,

,
 







 

 














    (8) 

такие, что 

    M h x a G x a

i n
i i0 0

1 1

   
, ,

,


 






 

и 

      22
0 0, , ,

1, 1

i i ix a M G x a h x a L

i n

       
  

     
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при всех значениях весов  a i ni  1 1, ,  где L    - пложительная 

константа, можно воспользоваться алгоритмом Роббинса-Монро [3] 

для итеративного определения нуля ai  функции  G x a i ni0 1 1
 
, , , .    

Обозначив через  ai 1  произвольную начальную оценку корня 
уравнения 

 G x ai0 0
 
, ,  

а через  a ki  - произвольную начальную оценку этого корня, полу-
ченную на мk   шаге итерации, процедуру коррекции с помощью 
алгоритма Роббинса-Монро выражают в виде соотношения 

        a k a k h x k a k

i n
i i k i   

 






1

1 1
0  

,

,
,    (9) 

где  k  - элемент последовательности положительных чисел, удов-
летворяющих условиям 

lim

.







k
k

k
k

k
k



 

 




























0

1

2

1

     ( 9 ) 

Примером такой последовательности может служить гармони-
ческий ряд. 

Следовательно, коррекции оценок, вводимые алгоритмом Роб-

бинса-Монро, пропорциональны значению     h x k a ki0

 
,  в преды-

дущем наблюдении. 

Подставляя (8) в общее выражение (9), будем иметь: 

         a k a k x k Z a k x k

i n

i i k i k j j
j

n

     










 













1

1 1
1

1



,

,   (10) 

где  k k 2 . 
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Соотношение (10) по существу выражает алгоритм коррекции, 
которым пользовались в работе [2] Уидроу и Хофф. В нашем же 
случае для стохастического приращения гоi   веса 

      a k a k a ki i i  1 ,  

производимого на  1 мk    шаге итерации, оно примет следующий 

вид 

        a k X k m X a k X k

i n

i k i j j
j

n

   










 













 0
1

1

1 1,

.   (11) 

Отсюда следует, что после каждого вычисления приращения 
весов отдельных входов одинаковы по величине, но могут разли-
чаться по знаку, чтобы уменьшить ошибку между истинным значе-
нием сигнала и значением входа на нелинейный элемент. 

Дальнейшее исследование ставит целью: 

 нахождение математического ожидания для величины при-
ращения (11); 

 получение выражений для весов, соответствующих устано-
вившемуся состоянию, когда математические ожидания величин (11) 
равны нулю. 

3. Решение задачи. Предположим, что ошибки на входах по-
рогового элемента независимы, и запишем (11) в виде: 

          a k m XX k X k a k X k

i n

i k i k i j j
j

n

  

 










 0
1

1

1 1,
.  

Здесь 

           a k X k a k X k a k X kj
j

n

j j
j
j i

n

j i i









  
1

1

1

1

,  

где j i  условие при символе суммы означает отсутствие в этой 
сумме слагаемого с индексом i .   

Следовательно, 
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             a k m XX k X k a k X k a k X k

i n

i k i k i j j k i i
j
j i

n

    

 














0
2

1

1

1 1

  

,

.  (12) 

Для математических ожиданий отдельных слагаемых правой 
части соотношения (12) имеем: 

         M m XX k m q q m qk i k i i k i0 0 01 1 1 1 2          ,  (13) 

      M a k X k a kk i i k i  2 .     (14) 

Что касается математического ожидания слагаемого 

      k i j j
j
j i

n

X k a k X k 






1

1

,  

его следует вычислить при двух условиях, когда X  1 и X  1. 

Имеем: 

          M X k a k X k X q a k qk i j j
j
j i

n

k i j j
j
j i

n

   















    











 
1

1

1

1

1 1 2 1 2 ,  (15) 

          

    

M X k a k X k X q a k q

q a k q

k i j j
j
j i

n

k i j j
j
j i

n

k i j j
j
j i

n

 



  















     

    
















 



1

1

1

1

1

1

1 2 1 2 1

1 2 1 2 .

 (16) 

Следовательно, выражения (15) и (16) совпадают, и можно ут-
верждать, что, независимо от предъявленного к распознаванию 
класса, 

          M X k a k X k q a k qk i j j
j
j i

n

k i j j
j
j i

n

 















    











 
1

1

1

1

1 2 1 2 .  

 (17) 

С учётом соотношений (13), (14) и (17) будем иметь: 
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          M a k q m a k q a k

i n

i k i j j
j
j i

n

i     































 















 1 2 1 2

1 1

0
1

1

,

.  (18) 

Поскольку здесь 

         a k q a k q a k qj
j
j i

n

j j
j

n

j i i









     
1

1

1

1

1 2 1 2 1 2 ,  

то, учитывая последнее обстоятельство в формуле (18), придём к 
выражению 

            M a k q m a k q a k q a k

i n

i k i j j
j

n

i i i     








   









 













 1 2 1 2 1 2

1 1

0
1

1
2

,

.

 

Легко видеть, что 

         a k q a k a k q qi i i i i i       1 2 4 1
2

.  

Следовательно 

           M a k q m a k q a k q q

i n

i k i j j
j

n

i i i     








  









 













 1 2 1 2 4 1 2

1 1

0
1

1

,

. (19) 

Этим завершена первая часть нашего исследования, а именно: 
найдено математическое ожидание для величины приращения (11). 

Теперь приступим ко второй части проблемы, т.е. к получению 
выражений для весов, соответствующих установившемуся состоя-
нию, когда математические ожидания величин (11) равны нулю. 

Поскольку алгоритм Роббинса-Монро сходится при условии 
(9'), то для некоторого конечного значения k  веса перестанут ме-
няться (в среднем). В этом установившемся состоянии начнут вы-
полняться равенства 

  M a k

i n
i 

 






0

1 1,
.             (20) 
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Значения весов, при которых достигается такое состояние, 

обозначим через ai . Тогда для   ,a i ni  1 1  будем иметь следую-

щие уравнения: 

 
 





,

.a
q

q q

m a q

i n

i
i

i i

j j
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n







 
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
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
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1 2

2 1

1 2

2

1 1

0
1

1

   (21) 

Легко видеть [4], что величины 

 a
q

q q

i n

i m
i

i i





 









1 2

2 1

1 1,

   (22) 

представляют собой такие веса, которые доставляют махаланобисо-
ву расстоянию [5] между множествами значений случайной суммы 

 




a Xj j
j

n

1

1

 

в классах 1  и 2  максимальное значение. С оптимальными же в 
байесовском смысле (т.е. в смысле максимума апостериорной веро-
ятности) весами 

a
q

q
i n

i e
i

i




 







ln

,

1

1 1
     (23) 

они связаны через гиперболический синус по соотношениям [4] 

 sinh
,

1, 1

im iea a

i n

 


  
     (24) 

где sinh x  - принятое во многих странах обозначение для гипербо-
лического синуса с аргументом x  (в России чаще используется сим-
волика shx ). Следовательно, вводя константу  , зависящую от ве-
личины установившихся весов, получим: 

  sinh

,
,

a a a

i n
i i m i e   

 







 
1 1

    (25) 
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где 

 
 

 




m a qj j
j

n

0
1

1

1 2

2



.     (26) 

Выражению для   можно придать и более компактный вид, 
если учесть то обстоятельство, что максимальное значение max  ма-
халанобисова расстояния   определяется соотношением 

 
   max .



  




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a q
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j m j
j
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   (27) 

В самом деле, с учётом выражений (25) и (27) формула (26) 
приобретает следующий вид: 
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




2

4
0m

max

.       (28) 

Подставляя выражение (28) в формулу (25), получим: 

  sinh

,
.max max

a
m

a
m

a

i n

i i m i e


 


 


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
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2

4

2

4
1 1

0 0

    (29) 

Этим завершена вторая часть нашего исследования, а именно: 
получено выражение для весов, соответствующих установившемуся 
состоянию. 

4. Заключение. Таким образом, в процессе непрерывной адап-
тации без обратной связи математическое ожидание для величины 
осуществляемого на  1 мk    шаге итерации стохастического при-

ращения (11) гоi   веса выражается соотношением (19). Кроме того, 
устанавливаются веса, пропорциональные тем, которые доставляют 
максимум махаланобисову расстоянию. Согласно результатам рабо-
ты [4], функционирование с такими весами можно классифициро-
вать как почти оптимальное. 
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Приведённые выше рассуждения остаются справедливыми и в 
случае непрерывной адаптации с обратной связью, но в этом случае 
вместо iq  следует подставлять вероятность i  рассогласования 

гоi   входа iX  с выходом Y  восстанавливающего органа. Тогда ве-
са входов в состоянии равновесия ˆia  будут пропорциональны 

1
sinh ln i

i




 
 
 

. 

Введение ограничений на допустимые значения весов входов 
преследует целью:  

– исключить случай, когда значение гиперболического синуса 
существенно превосходит значение своего аргумента; 

–  избежать занижения оценки вероятности ошибки на входе. 
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arCil elizbaraSvili, oleg namiCeiSvili,  

guranda Carqseliani 

 

formaluri neironis modelze agebuli dare-

zervebis sistemis adaptacia 

 
ganxilulia uwyveti adaptacia ukukavSiris gareSe 

iseTi algoriTmis  safuZvelze, romelic robins-mon-
rosa da uidrou-hofis midgomebs iyenebs. am SemTxvevaSi 
myardeba mahalanobisis manZilisaTvis maqsimumis mimni-
Webeli wonebis proporciuli sidideebi. 

uwyveti adaptaciis dros ukukavSiris gareSe rob-
ins-monrosa da uidrou-hofis algoriTmis safuZvelze 
i uri wonis 

     1i i ia k a k a k     

SemTxveviTi nazrdi, romelic iteraciis  1k   bij-

ze xorcieldeba, ganisazRvreba mxolod sxvaobiT zRur-
bluri elementis Sesasvlelebze signalebis awonil 

jamsa da am jamze dadebul 0m  SezRudvas Soris. ami-

tom yovel bijze wonaTa nazrdis absoluturi sidide 
erTnairi rCeba yvela SesasvlelisaTvis. damyarebul 
mdgomareobaSi am nazrdebis maTematikuri lodini nu-
lis tolia: 

  0
.

1, 1

iM a k

i n

    


  
 

ˆia  wonebi, romelzec aseTi mdgomareoba iqneba 

miRweuli, gansazRvrulia Semdegi TanafardobiT: 
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mahalanobisis manZilisaTvis maqsimumis mimniWebeli 

wonebia, xolo max  warmoadgens mahalanobisis manZilis 

xsenebul maqsimalur mniSvnelobas. saxeldobr, 

 
 

2
1

max
1
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n
j

j j j
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q q
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OLEG NAMICHEISHVILI,ARCHIL ELIZBARASHVILI,  

GURANDA CHARKSELIANI 
 

ADAPTATION IN REDUNDANT SYSTEM BASED ON FORMAL 
NEURON MODEL 

 

According to the Robbins – Monro and Widrow – Hoff algorithm, 
during continuous adaptation without feedback, stochastic increment of 
weight i at the  1k   iteration step 

      a k a k a ki i i  1 ,  

is determined by the difference of the weighted average of signals at the 
entries of the threshold element, taking into consideration constraint 

0 ,m as applied to this sum. Therefore, at each step the absolute value of 

weight increments is the same for all entries. At the established state ma-
thematical expectation of these increments is equal zero: 

  M a k

i n
i 

 






0

1 1,
.  

Weights ai , at which such state is achieved satisfy equations 



,
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where 
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are weights that maximize the Mahalanobis' generalized distance and max  is 

the maximum value of that distance. Particularly, 

 

 
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Operating with such weights can reliably be considered to be very 
close to optimal. 
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maTematikisa da kompiuterul mecnierebaTa seria 

 
 

GOGI  PANTSULAIA 
 

ON A CERTAIN EXAMPLE OF A NON-LOCALLY  
COMPACT NON-ABELIAN POLISH GROUP WHICH DOES 

NOT SATISFY CCC 
 

 

Abstract. Let R  be a group of all real-valued sequences defined 
on the set of all natural numbers N  with usual addition operation ”+ ” 
and nO  be a group of all rotations of the n - dimensional Euclidean vec-

tor space nR  about its origin for .3n  We prove that, for an arbitrary 
cardinal number  1 , a group  nOR   is such a non-locally com-
pact non abelian Polish group which does not satisfy a countable chain 
condition. 

 
 

Introduction 
 

In this paper we discuss a property called the countable chain con-
dition of the  - ideal of shy sets in some spaces. 

Definition 1.1 Let G  be a Polish group. An ideal   of subsets of G  
is said to sat isfy the countable chain condition if each disjoint family of 
universally measurable sets in G  that does not belong to   is at most 
countable. 

We also say that the group G  does not satisfy the countable chain 
condition if the ideal   does not satisfy the countable chain condi-
tion(CCC). 

 In 1973 Christensen [2] asked whether any family of disjoint un-
iversally measur able non shy sets in a Polish group must be countable. 
This is obviously true in finite dimensional spaces. Dougherty [4] ans-
wered this problem affirmatively in the abelian Polish group 

R .Dougherty [4] conjectured that a Polish group G  satisfies the counta-
ble chain condition only if G  is locally compact. Later Solecki [9]  
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showed that the  -ideal of shy sets in a Polish group admitting an 
invariant metric satisfies the countable chain condition iff this group is 
locally compact. The following problem is still open. 

Problem 1.1. [6, Problem 14,p.150] Is it true that the  -ideal of shy 
sets in a non-abelian Polish group satisfies the countable chain condition 
iff the group is locally compact? 

Hongjian Shi showed that, the  -ideal of shy sets in non-locally 
compact non abelian completely metrizable group  1,0  does not satisfy 
the countable chaincondition, where  1,0  denotes the space of homeo-
morphisms on  1,0  that leave 0 and 1 fixed(cf.[6], Chapter 5, p. 99). 

The main goal of the present paper is to give another example of a 
non-locally compact non-abelian completely metrizable group which 
does not satisfy the count-able chain condition. 

 
1. An example of a Non-locally Compact Non-abelian Polish 

Group which does not Satisfy CCC 
 

We begin our discussion with some notions of ”small” sets in ab-
elian Polish groups introduced by J.R.Christensen in [2]. 

Let  ,,G  be a Polish group and let L  be the class of all Borel 

probability measures on G . Let   denotes a completion of L . 
Definition 2.1 A class  GU  of subsets of G , defined by 

   ,


domGU
L



  

where )(dom denotes a domain of  , is called the class of all universally 
measurable subsets of the abelian Polish group  ,,G . 

Definition 2.2 A universally measurable set S  is called a shy set if 
there exists a probability measure   on  GU  such that   0 gSh for 

Ggh , . The measure   is called ”testing” measure for S . 
Remark 2.1 Note the notion of shy set in Polish group extends a 

notion of Since in locally compact abelian Polish group G  the notion of 
”Haar zero sets” coincides with the notion of ”Haar measure zero 
sets”(cf.[2]), and the Haar measure on G  is  -finite, we easily get the 
following. 

Lemma 2.1. Let nO  be a group of all rotations of the n -

dimensional Euclidean vector space nR  about its origin for 3n . Then a 
locally compact non-abelian Polish group     1nO  satisfies CCC. 
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Lemma 2.2. Let N  denotes the set of all natural numbers. Let 
R be a group of all real-valued sequences defined on N  with usual addi-

tion operation ”+ ”. Let a metric  on R  be defined by 

           .
12

,,
1















 









i ii
i

ii
NiiNiiNiiNii

yx

yx
yxRyx   

Then  ,,R  is an infinite-dimensional non-locally compact ab-
elian Polish group. The following lemma shows that the infinite-
dimensional non-locally compact abelian Polish group  ,,R does not 
satisfy the countable chain condition. 

Lemma 2.3. (R.Dougherty[4]) for NJ  we set 
  .\0&0: JNiforxJiforxxA iiNiiJ    

Then   NjJA  is a family of pairwise disjoint universally measurable 

(moreover,Borel) 
non-shy sets in  ,,R . 

Lemma 2.4. Let 1G  and 2G  be two Polish groups. Let X  be a un-
iversally mea-surable non-shy set in 1G . Then a set 2GX  is a universally 
measurable non-shy set in the Polish group 21 GG  . 

Proof. Since X  is the universally measurable non-shy set in 1G , it 
means that for an arbitrary Borel probability measure 1  on 1G there exists 

an element 11 Gg   such that    011 Xg . Assume the contrary and let 

2GX  be a shy set in 
 

ON A CERTAIN EXAMPLE OF A NON-LOCALLY 
COMPACT NON-ABELIAN POLISH GROUP 

 
21 GG  . It means that there exists a Borel probability measure on 

21 GG   such that for an arbitrary   2121, GGgg   we have 

    0, 221 GXgg . We set where  1GU denotes a  -algebra of univer-
sally measurable subsets in 1G . 

Since     0, 221 GXgg for every   2121, GGgg  , moreover we 

get     0, 221 GXeg , where 2e denotes a unit element of the group 2G . 
Corre-spondingly, for every 11 Gg  , we get 

       0, 22111  GXegXg  , which means that the probability 
measure 1 is the ”testing” measure for the universally measurable set X . 

Thus X  is not non-shy and we get a contradiction. 
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This ends the proof of Lemma 2.4. We have the following proposi-
tion. 

 

Theorem 2.1 For every  which   nOR  ,1 is such a non-
locally compact non-abelian Polish group which does not satisfy a count-
able chain condition. 

Proof. Note that for every   which   nOR  ,1 is a non-

abelian group, because  nO is non-abelian. The same group is non-

locally compact so  ,,R is a non-locally compact group. It is clear al-

so that  nOR  is a Polish group as a product of two Polish groups. 
Let  NJAJ  :1 is the family pairwise disjoint universally mea-

surable non-shy sets in R . 
Let consider a family 

  .:1 NJOA nJ    

Following Lemmas 2.1 and 2.4, a set  nJ OA  is a universally 

measurable non-shy set in  nOR  for every NJ  and   . Obvious-
ly, 1 is a continual family of universally measurable pairwise disjoint 

subsets in  nOR  and Theorem 3.1 is proved. 
 

In context to Theorem 2.1, we introduce the following 
Definition 2.1. Let G  be a Polish group and X be a universally 

measurable non-shy set in G  and let   be a cardinal number 
which  21  . The set X  is said to be  -divisible if there exists a par-
tition of X  into universally measurable non-shy subsets 

ii XX    
such that card     . 

Now Christensen’s, Dougherty’s, Hongjian Shi’s and our results 
can be formulate as follows: 

Theorem 2.1 (J.Christensen[2]). An arbitrary locally compact 
Polish group is  -divisible. 

Theorem 2.2 (R.Dougherty[4]). An abelian Polish group 
 ,,R is 2 -divisible. 

Theorem 2.3 (H.Shi[6]) A non-locally compact non-abelian Polish 
group  1,0 is 2 -divisible. 

Theorem2.4 A non-locally compact non-commutative Polish 
group  nOR  is 2 -divisible for every _ which  1 . 
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Here naturally arise the following problems. 
Problem 2.1 Is every universally measurable non-shy set in a non-

locally com-pact Polish group 2 -divisible? 
Problem 2.2 Let  2 . Does there exists a universally measurable 

non-shy set in a non-locally compact Polish group G  which is  -
divisible and is not  -divisible for   ? 

Problem 2.3 Let a universally measurable non-shy set in a non-
locally compact Polish group G  is  -divisible. Does it follows that the 
same set is  -divisible for every   ? 
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gogi fanculaia 

 

magaliTi aralokalurad-kompaqturi 

 arakomutatiuri polonuri jgufisa,  

romelic ar akmayofilebs Tvladi 

jaWvebis Tvisebas 
 

vTqvaT, R  aris namdvil-mniSvnelobiani mimdevro-
bebis sivrce aRWurvili tixonovis topologiiT da Se-

krebis bunebrivi "+ " operaciiT. yoveli 3n  , nO -iT aR-

vniSnoT evklides n –ganzomilebiani veqtoruli sivr-
cis misi koordinatTa saTavis garSemo mobrunebaTa 
jgufi. naCvenebia, rom yoveli   (1    )  kardinalu-

ri ricxvisaTvis, jgufi ( )nR O    warmoadgens maga-

liTs iseTi aralokalurad-kompaqturi arakomutatiuri 
polonuri jgufisa, romelic ar akmayofilebs Tvladi 
jaWvebis Tvisebas. 

 
 
 

ГОГИ ПАНЦУЛАЯ 
 

ОДИН ПРИМЕР НЕЛОКАЛЬНО-КОМПАКТНОЙ  
НЕАБЕЛЕВСКОЙ ПОЛЬСКОЙ ГРУППЫ НЕ  

УДОВЛЕТВОРЯЮЩИЙ  ССЦ 
 

Пусть R  есть пространство всех вещественнозначных после-
довательностей снабженное Тихоновской топологией  и обычной 
операцией сложения  "+ ". Для 3n  , пусть nO   есть группа всех 

врашений  n -мерного Эвклидового пространства nR  вокруг его на-
чала координат. Показано, что для произвольного кардинального 
числа   (1    ),  группа ( )nR O     является примером  такой 

нелокально –компактной неабелевской польской группы, которая не 
удовлетворяет свойству счётных цепей.             
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ALEXSANDER SHANGUA, VAZHA TARIELADZE 
 

 SOMEVARIANTSOFTHEBANACH-SAKSPROPERTY 
 

Abstract. The Banach spaces having the Banach-Saks-Kronecker 
property and the weak Banach-Saks-Kronecker property are introduced. 
It is shown that: 

(1) a super-reflexive Banach space has the Banach-Saks-
Kronecker property and hence, it has the Banach-Saks 
property as well. 

(2) a Banach space with the weak Banach-Saks property may 
fail to have the weak Banach-Saks-Kronecker property. 

 
    

1. Introduction 
 

 
1.1 Convergence in Cesaro’s sense and the Banach-Saks prop-

erties 
We say that a sequence  ny  extracted from a topological vector 

space Y in Cesaro’s sense or (C,1)-converges in Y to Yy  if the se-

quence   
 n

k kyn
1

1  of its Cesaro means conveges to y in the topology of 

Y. 
We say that a sequence  ny  extractde from a topological vector 

space Y in Cesaro’s sense or (C,1)-converges in Y if there is Yy  such 

that  ny  in Cesaro’s sense converges in Y to y. 

The following observation in case of Y=R was known for Cauchy. 
Proposition 1.1. Let Y be a locally convex toplogical vector space, 

 ny  a sequence extracted from it and Yy  an element. 

If  ny  converges in Y to y, then  ny  in Cesaro’s sense converges 

in Y to y. 
It was known surely already in the beginning of 20th century for H. 

Lebesgue, that the Bolzano-Weierstrass’s principle is not true for 
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    pLY p 1   ,1,0 ; i.e., a bounded sequence extracted from 

    pLY p 1   ,1,0  may not have a subsequence convergent in Y. In 

1930 S. Banach and S. Saks have shown that the Bolzano-Weierstrass’s 
principle can be saved by replacing the usual convergence to Cesaro con-
vergence provided  p1 : 

Theorem 1.2. (Banach-Saks) If  p1 , then every bounded se-

quence  nx  extracted from   1,0pL  contains a subsequence  ny  which 

(C,1)-converges in   1,0pL . 

This theorem [3] is derived from the following statements: 
Theorem 1.3. (F. Riesz, 1910) If  p1 , then every bounded 

sequence  nx  extracted from   1,0pL  contains a weakly convergent 

subsequence. 
Theorem 1.4. (Banach-Saks) If  p1 , then every weakly con-

vergent to zero sequence  nx  extractde from   1,0pL  contains a subse-

quence  ny  which (C,1)-converges in   1,0pL  to zero. 

It is interesting to note that in [12] it is formulated Thoerem 1.4., 
however an elegant proof of it is given only when p=2. 

In [2] one can find the following stronger versions of Theorem 1.4: 
Theorem 1.5. (Banach-Saks) [2, p. 179, p.182] If  p1 , then 

the following statements are valid. 
(a) Every weakly convergent to zero sequence  nx  extracted from 

  1,0pL  contains a subsequence  ny  such that  

 


 


2,min

1

1

1

sup
p

n

i i

n

n

y
. 

(b) Every weakly convergent to zero sequence  nx  extracted from 

pl  contains a subsequence  ny  such that 


 


p

n

i i

n

n

y

1

1

1

sup . 

The following statement is known too. 
Theorem 1.6. Let X be a uniformy convex Banach space. 



 102 

(a) (Kakutani, 1938) Every weakly convergent to zero sequence 
 nx  extracted from X contains a subsequence  ny  which (C,1)-

converges in X to zero. 
(b) [7] There exist a constant  r1  such that every weakly 

convergent to zero sequence  nx  extracted from X contains a subse-

quence  ny  with property 


 


r

n

i i

n
n

y

1

1

1
sup . 

Theorem 1.2 and Theorem 1.4 motivate the following definitions. 
Definition 1.7. A (real or complex) toplogical vector space E is 

said to have the Banach-Saks property (for short  BSE  ) if every 

bounded sequence  nx  extracted from E contains a subsequence  ny  

which (C,1)-converges in E. 
Definition 1.8. A (real or complex) locally convex topological vec-

tor space E is said to have the weak banach-Saks property (for short 
 WBSE  ) if every weakly convergent to zero sequence  nx  extracted 

from E contains a subsequence  ny  which (C,1)-converges in E to zero. 

It is easy to see that  BSE    WBSE  . The converse impli-

cation is not true:  WBSl 1 , but  BSl 1 . This of course implies that 

also     BSL 1,01 . In [3] it is contained a stronger statement that 

    WBSL 1,01  as well, however later in [14] it was shown that in fact 

    WBSL 1,01 . 
The (BS) and (WBS) properties are well studied. It is known for 

example that for a banach space E we have:  BSE   iff E is reflexive 

and  WBSE   [10] and that a reflexive Banach space may not have the 
(WBS)-property [1]. 

A toplogical vector space E is said to have the alternating signs 
Banach-Saks property (for short  ABSE  ) if every bounded sequence 

 nx  extracted from E possesses a subsequence  ny  such that the se-

quence   n
n y1  in Cesaro’s sense converges in E to zero. 

For a Banach space E one has: 
  BSE    ABSE    WBSE    [5, p.50]. 

  ABSE    WBSE   and E does not contain a closed vector 

subspace isomorphic to 1l  [4]. 
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In [13] were introduced the following permutational variants of the 
considered properties: 

 a (real or complex) toplogical vector space E is said to 
have the permutational banach-Saks property (for short  PBSE  ) 

if for every bounded sequence  nx  extracted from E there exists a 

permutation NN :  such that the sequence     1,  Cx n -

converges in E. 
 A locally convex space E is said to have the permutational 

weak banach-Saks property (for short  PWBSE  ) if for every 

weakly convergent to zero sequence  nx  extractde from E there 

exists a permutation NN :  such that the sequence   nx  in 

Cesaro’s sense converges in E to zero. 
Theorem 1.9. [13] For a Banach space E we have: 
(a)  BSE   iff  PBSE   
and 
(b)  WBSE   iff  PWBSE  . 
 

1.2 Convergence in Kronecker’s sense and the banach-
Saks-Kronecker properties 

 
We say that a sequence  ny  extracted from a tolplogical vector 

space Y in Kronecker’s sense converges in Y to Yy  if the series 

 
n

n

n

yy
 converges in Y. 

We say that a sequence  ny  extracted from a toplogical vector 

space Y in Kronecker’s sense converges in Y if there is Yy  such that 

 ny  Kronecker’s sense converges in Y to y. 

An analogue of Proposition 1.1 fails for the case of convergence in 
Kronecker’s sense: a sequence of real numbers may converge to zero, but 
it may not converge to zero in kronecker’s sense. If Y is metrizable and 
 ny  converges to Yy , then it can be shown that some subsequence of 

 ny  converges to y in Kronecker’s sense. It will be very important for 

the given paper that the following assertion is true and its validity in case 
of Y=R was known for Kronecker. 

Proposition 1.10. Let Y be a locally convex toplogical vector 
space,  ny  a sequence extracted from it and Yy  an element. 
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If  ny  in Kronecker’s sense converges in Y to y, then  ny  in Ce-

saro’s sense converges in Y to y. 
In connection with this statement let us note that a bounded se-

quence  ny  in a Banach space may converge to zero in Cesaro sense, 

but  ny  may not have any subsequence convergent to zero in Kroneck-

er’s sense (cf. Proposition 2.6 (a,d)). 
Now we can make our new definitions. 
Definition 1.11. A (real or complex) topological vector space E is 

said to have the Banach-Saks-Kronecker property (for short  BSKE  ) 

if every bounded sequence  nx  extracted from E has a subsequence  ny  

which in Kronecker’s sense converges in E.  
Definition 1.12. A locally convex space E is said to have the weak 

Banach-Saks-Kronecker property (for short  WBSKE  ) if for every 

weakly convergent to zero sequence  nx  extracted from E has a subse-

quence  ny  which in Kronecker’s sense converges in E to zero. 

Definition 1.13. A topological vector space E is said to have the 
permutati-onal Banach-Saks-Kronecker property (for short  PBSKE  ) 

if for every bo-unded sequence  nx  extracted from E there exists a per-

mutation NN :  such that the sequence   nx  in Kronecker’s sense 

converges in E. 
Definition 1.14. A locally convex space E is said to have the per-

mutational weak Banach-Saks-Kronecker property (for short 
 PWBSKE  ) if for every weakly convergent to zero sequence  nx  

extracted from E there exists a permutation NN :  such that the se-
quence   nx  in Kronecker’s sense converges in E to zero. 

 
 

2. Results 
 

Our first observation is an immediate consequence of Proposition 
1.10. 

Proposition 2.1. Let E be a locally convex space. We have: 
(a)  BSKE    BSE . 

(a)  WBSKE    WBSE . 

(b)  PBSKE    PBSE  . 

(b)  PWBSKE    PWBSE  . 
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In view of Proposition 2.1(a), the following statement contains an 
improvement of Banach-Saks and Kakutani’s theorems. 

Theorem 2.2. Let E be a super-reflexive Banach space. Then E has 
the Banach-Saks-Kronecker property. 

Proof. Since E is reflexive, it is sufficient to show that 
 WBSKE  . Consider a weakly convergent to zero sequence  nx  ex-

tracted from E. We need to find a subsequence  ny  of  nx  such that the 

series n

n

n

y
 converges in E. The existence of such  ny  is evident if 

liminf nn x =0. Therefore we can assume that liminf nn x >0. Now from 

 nx 0 weakly and liminf nn x >0 by Bessaga-Pelczynski selection 

Principle it follows that  nx  has a subsequence  ny  which a basic se-

quence. The super-reflexivity of E by Enflo’s theorem implies that E has 
an equivalent uniformly convex norm. So, we can suppose that E is a un-
iformly convex space. Since  ny  is a basic sequence and E is uniformly 

convex, by N. and V. Gurarii’s theorem [6, p.125] the series n

n

n

y
 con-

verges in E.                                                   
Remark 2.3. The idea of the given proof is taken from [6, Exersise 

3 (p.137)]. Let us note in connection with Theorem 2.2 that we do not 
know whether for a Banach space E the implication  

 BSKE    E is super-reflexive 
is true. 

It is known that the implication 
 BSE    E is super-reflexive 

is not true [11]. 
Theorem 2.4. Let E be a banach space with an unconditional ba-

sis. 
(a) If either 0cE   or E is B-convex, then  WBSKE  . 

(b)     WBSL 1,01 , but     WBSKL 1,01  and 

    PWBSKL 1,01 . 

Proof. (a) Fix a normalized unconditional basis  ne  of E. Consid-

er a weakly convergent to zero sequence  nx  extracted from E. We need 

to find a subsequence  ny  of  nx  such that the series n

n

n

y
 converges 
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in E. The existence of such  ny  is evident if liminf nn x =0. Therefore 

we can assume that liminf nn x >0. From this it follows that  nx  has a 

subsequence  ny  which is equivalent to a block sequence  nb  of  ne  

(cf. [8, Proposition 1.a.12]). 
Case 1. 0cE  . We can suppose that  ne  is the natural basis of 

0c . Then above mentioned  nb  is equivalent to  ne  (cf. [8, proposition 

2.a.1]). Hence  ny  is equivalent to  ne  too and the series n

n

n

y
 un-

conditionally converges in E. 
Case 2. E is B-convex. Since  ne  is a normalized unconditional 

basis of E, its block sequence  nb  is an unconditional basic sequence in 

E (cf. [LT, p.19]). Since  ny  is equivalent to  nb , the sequence  ny  is 

an unconditional basic sequence in E as well. Since E is B-convex, here 
exists r ]1,2] such that E has Rademacher type r. From this since the 

series n

r

n

n

y
 converges in R, we get that for some sequence  n  

with  n {-1,1}, n=1,2,... the series n

nn

n

y
 converges in E. From 

this since  ny  is an unconditional basic sequence in E, we get that the 

series n

n

n

y
 converges in E too. 

(b) As we have already noted, the fact that     WBSL 1,01  is 

known. The facts that     WBSKL 1,01  and     PWBSKL 1,01  are 
consequences of proposition 2.6 (b,d) below, which is of independent 
interest. 

Remark 2.5. We do not know whether the conclusion of Theorem 
2.4 (a) remains true for a B-convex Banach space without an uncondi-
tional basis. 

Proposition 2.6. Let  PA,,  be a probability space, Rn  : , 

n=1,2,... be P-independent, identically distributed, P-integrable, symme-
tric random variables. Then: 

(a) (Kolmogorov)  n  in Cesaro’s sense converges in  PAL ,,1   

to zero (and   n  Cesaro’s sense converges in R to zero for P-almost 

every  ). 



 107 

(b)  n  itself converges to zero in the weak topology of 

 PAL ,,1  . 

(c) The series  
n

n

n
 converges in  PAL ,,1   iff 

       


 dP11 ln .                         (2.1) 

(d) If (2.1) is not satisfied, then  n  has not a Kronecker’s sense 

convergent in  PAL ,,1   subsequence. 

Proof. Observe that since every subsequence  n  of  n  is again 

a sequence of P-independent, identically distributed, P-integrable, sym-
metric random variables, from (a) follows the next stronger assertion: 

(a) Every subsequence  n  of  n  in Cesaro’s sense converges in 

 PAL ,,1   to zero. 

(b) follows from (a) thanks to the following easy observation: 
(hece) Let  nx  be a sequence of scalars such that every subsequence 

 ny  of  nx  in Cesaro sense converges (to zero). Then  nx  itself con-

verges (to zero).  
(c) From [15, Corollary 1 to Theorem 5.3.2] it follows that: 

(c) The series  
n

n

n
 converges in  PAL ,,1   iff 

 

   





1
1 1
1

1

n
n dP

n   .                              (2.2) 

Write: 

 





1
1

1
1

n
nn

f  . 

By using the known estimation 

  1   ,ln11
1

ln
1

[,1[  




xxn
n

x
n

x , 

we get an estimation: 
              ,ln1ln 11 f . 

Since   f
nn n 11 1 1

1
1   

  , finally we obtain: 

 



 108 

             .ln11
1

ln 11
1

111 1   





 
 

 dPdP
n

dP
n

n
     (2.3) 

From (2.3) and (c) we conclude that (c) is true. 
(d) follows from (c).                                            
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aleqsandre Sangua, vaJa tarielaZe 

 

banax-saqsis Tvisebis zogierTi varinti 
 
SemoRebulia banax-saqs-kronekeris Tvisebiani da ba-

nax-saqs-kronekeris sust Tvisebiani banaxis sivrceebis 
cneba. 

naCvenebia, rom: 
1. banaxis super-refleqsur sivrces gaaCnia ba-

nax-saqs-kronekeris Tviseba, gamomdinare aqe-
dan, gaaCnia banax-saqsis Tvisebac. 

2. banax-saqsis sust Tvisebian sivrces SeiZleba ar 
gaaCndes banax-saqs-kronekeris susti Tviseba. 

 
 
 
 

АЛЕКСАНДР ШАНГУА, ВАЖА ТАРИЕЛАДЗЕ 
 

НЕКОТОРЫЕ ВАРИАНТЫ СВОЙСТВА БАНАХА-САКСА 
 

 
Определены банаховы пространства со свойством Банаха-

Сакса-Кронекера и со слабым свойством Банаха-Сакса-Кронекера. 
   Показано, что: 

1. Супер-рефлексивные банаховы пространства обладают 
свойством Банаха-Сакса-Кронекера. 

2. Пространства со слабым свойством Банаха-Сакса могут 
не обладать слабым свойством Банаха-Сакса-Кронекера. 
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GURAM TSERTSVADZE 
 

ON ASYMPTOTIC OF STATIONARY DISTRIBUTION 
 IN A SIMPLEST MODEL OF COLLECTIVE  

BEHAVIOR OF AUTOMATA  
 

Abstract. A simplest case of game of many identical Automata 
having two actions is considered. The game is determined by the number 
of participating automata and payoof function depending only on the 
number of automata with the selected given action. There is studied the 
asymptotic behavior of the automata in the case of the infinite increase of 
the number of playing automata and their capacity of memory.  

 
Introduction 

 
Problems related With collective behavior of automata constitute 

an interesting and perspective direction in the theory of complex systems. 
these systems consists of large number of compound parts - subsystems 
possessing a comparatively high degree of autonomy. A convenient way 
to describe simple forms of such an interaction is the language of the 
Game Theory [1].Although the use of this language reduces the class of 
behavior forms under study, it leads to the construction of a series of 
meaningful models that allow to get vivid and well interpreted characte-
ristics of the system, which turned our to be very useful in the design the 
control of the system.  

The theory of collective behavior of automata, as an independent 
scientific trend, takes its origin in the basic works by M. Tsetlin and his 
collaborators. The theory assumes that the complex forms of behavior 
can be realized by a collection of finite automata appropriately behaving 
in random environment. As an elementary behavior problem, the problem 
on the behavior of automaton in a stationary random environment has 
been chosen. This is a problem of choosing one or several actions under a 
random reward. A well-known construction of automata suggested by M. 
Tsetlin possesses the property of asymptotic optimality: by choosing suf-
ficiently many states (or the capacity of memory) per action, one can 
guarantee a limiting value of the average gain which is close, as much as 
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desired, to the maximum value of the gain. A detailed account of results 
in this direction is given in monographs [2,3].  

On the next stage of investigation there were considered games and 
models of collective behavior of such automata. One of the features of 
the models under consideration is the absence of an a priori information. 
Each automaton while choosing an action on a current step possesses on-
ly the information on its own gains and losses, having no information 
neither on gains of other automata, nor on the number of playing automa-
ta, and in general on the very game it plays. Therefore, the interaction in 
the game is generated only by the reaction of the environment on the 
joint behavior of automata. In the models of such types, of considerable 
interest are ways of organization of controlling actions maximizing the 
expectation of the gain. A controlling action can be realized on the one 
hand by sending control signals to automata, and on the other hand by 
inserting an additional structure to the collective of automata.  

However, speaking of an effective solution to the problem of im-
provement of behavior characteristics, the most important is the estima-
tion of the rate of convergence of collective of automata to the stationary 
distribution. The point is that under a large capacity of memory of play-
ing automata, due to the negligibly small probabilities of changes of ac-
tion, the average time an automaton stays even in the most unfavorable 
state, becomes very large. Moreover, the asymptotic optimality of be ha 
vi or of automata does not guarantee a sufficiently good behavior on a 
comparatively small time interval.  

The first example where an additional structure has been intro-
duced into the collective automata, is Tsetlin's procedure of "joint cash-
box" which turns any homogeneous automata game into the so called the 
Gur Game, where the probability of reward for all automata are equal and 
depend only on distribution of automata in actions. This simplest model 
of collective behavior - the Gur Game [4] has been studied repeatedly. Its 
analytical solution in different modification entails great mathematical 
difficulties caused by the fact that the number of states of the correspond-
ing Markov chain grows rapidly as the capacity of memory increases. To 
avoid these difficulties several attempts were made to get an approximate 
but simpler description of the game (see e.g. [5]); however, the suggested 
approaches did not have a rigorous grounds. In [6] for the first time a ri-
gorous method had been suggested or investigation of asymptotic beha-
vior of automata in games, when n . In [7] the basic theory had been 
developed which became a main part of the robust method for the distri-
buted coordination based on the Gm Game and also was given a general 
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method for the analysis of these systems which were studied only in a 
restricted number of cases. 

In the present paper a version of the model of collective behavior - 
the Gur Game [4] IS investigated. In this model the automata (the play-
ers) have two actions each. At each moment of time a randomly chosen 
automaton is being either penalized or awarded with the probability de-
pendent on the fraction of automata executed the first action. Under these 
conditions the behavior of the collective of N identical automata with the 
capacity of memory capacity n , is described by a homogeneous Markov 
chain with (2n)N states. The problem is to study the stationary distribu-
tion and to obtain an asymptotic estimate of the establishment time under 
the infinitely growing number of automata in dependence of the grow of 
the memory capacity. 

 
2.Automata Games Definitions 

 
Let it be assumed that N finite automata Al A2 , ••• ,An participate in the 

game. They are defined by their canonical equations  
 

)),(()(

)),1(),(()1(

tFtf

tstt
jjj

jjjj








 

,...2,1

,...2,1




j

t

                                              (1) 

 
Let the input variable sj(t) of the automaton Aj take only two values + 1 

and -1. Let value sj (t) = + 1 be called its gain, and the value sj (t) = -1 its loss. 

Output variable )(tf j  of the automaton is supposed to have ki values 
j

k
j ff ,...,1 , which will be called its strategies (actions). Likewise, let it be said 

that, if f j (t) = j
if , automaton Aj uses its i-th strategy at a moment in time t. 

Values j
n

j  ,...,1  , of variable j (t) are called states of Aj and nj the number of 

the memory capacity. Obviously nj  kj . A description of what is understood by 
automata games follow.  

The input variable s takes only two values. So that the function   in (1) 
gives a pair of maps of the sets of states of automaton in to itself (one of these 
maps is given for s=+ 1, and another for s=-l).  

Let us now describe what we understand by automata games. 
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Definition 1. Let the game f(t) drawn at a time t be denoted as the  

collection ))(),...,(()( 1 tftftf n  of strategies used by automata A1, ... , AN .  

Let the outcome s(t + 1)=( SI (t + l), ... ,sN (t + 1)) of the values on input 
variables of automata at a moment t + 1.  

 Definition 2. Let it be said that the automata A I, ... , A N participate in a 
game   if for each game f(t) the probability p(f(t), s(t + 1)) of its s(t + 1) out-
come is given. Then the following equality holds for each f:  

 
  

S

sfp 1;                                (2) 

So, automata games consist of an unbounded sequence of games and their 

outcomes. It is easy to see that the outcome probabilities p(f;s), defining a 

game  , also define a N-person game * understood in the usual sense of 

the Theory of Games. Inde, the payoff functions, ),( fa j j = l, ... ,N defin-

ing * have the meaning of expectations of the gain of j , s player in the 
collection of the game strategies f  and could be reconstructed by the prob-

abilities of the draw p(f;s), according to the following formula:  
 

   




 

nj

j

SS
SS

NjjNjjj ssssfpssssfpfa

,...,
,...,

111111

1

11

...,,1,,...,;()...,,1,,...,;()(     (3) 

Game * is said to be equivalent to automata games  , and game 
  is said to have independent draws if  

 

p(f;s)= p(f;s1 , ... ,SN)= ,),(
1



N

j

jj sfp  

 
,1)1;(0,1)1;(0  fpfp jj                 (4) 

 
1)1;()1;(  fpfp jj    and    )1;()1;()(  fpfpfa jjj  

It should be taken into account that 1|)(| fa j .  

M.L. Tsetlin has proved that automata game can be described by a fi-
nite Markov chain; in the case of ergo city there exists the state probabilities, 
together with the automata gain expectations that do not depend on the ini-
tial state (let those automata games that have corresponding ergodic Markov 
chains be called ergodic). Nevertheless, one should bear in mind that the 
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computation and even the estimation of the final probabilities of such games 
is quite a difficult problem to solve because the dimension of corresponding. 
Markov chains is large.  

The algebraic difficulties that arise could be overcome if it were 
possible to construct simpler chains with equivalent asymptotic proper-
ties. A possibility of such a simplification will be discussed in the next 
section. 

 
3 Deriving a Formula for Stationary Probability Distribution 
 
Among the different classes of automata games ([2],[3]) special at-

tention is given to the game involving common cash, which is the first 
example of introducing a structure in an automata collection by the pro-
cedure of "common cash".  

Definition 3. A game with common-cash is said to be a game in 
which all payoff functions of all participants are the same, that is  

 
   fafa j                                   (5) 

 
In such game, all participants obtain the same average gain at the 

end of each game. They will tend to play a game in which all payoff 
functions obtain their maximum (solution-game). An important example 
of a game with common cash is the Gur Game defined in [4]. The partic-
ipants are N similar automata which can only accomplish two actions, 
f

1  and f
2. Let us denote the number of participants who choose the first 

action by m. The payoff function, which is the same for all participants, 
has the form a (mIN), i.e. it depends on the ratio  m =mIN. This game 
has game has a maximin number of games solutions which are those 

games in which the action where f
1 is accomplished by mo=

oN auto-
mata where  o is defined by the following equality:  
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                             (6) 
 
The important points in the Gur Game are presented by function 

w( m), which is the stationary (limit) probability of the event at which 
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the action f1; is accomplished by m =  m N automata, and asymptotics 
of w( m), when the number N of automata increases infinitely depend-
ing on the growth of memory capacity n of each automaton.  

In this paper, the following version of the Gur Game is studied. In 
some discrete moment of time from the collection of N playing automata 
with two actions and memory capacity n, with equal probability, one is 
chosen randomly, and penalized or stimulated and therefore changes or 
not the part of the automata which is engaged in the first action at a given 
moment in time.  

Now, let it be assumed that the participants of a game are Robbins 
automata [8] with the hysteresis change of action tactics [9], whose be-
havior in a stationary random medium is described by a homogeneous 
Markov chain, if the actions are only considered in moments t of time 
multiple to integer n (the memory capacity). Moreover, the action 
changes if, and only if, the signal "penalty" has arrived on the automaton 
input during the last n times. Therefore, the action change probability for 
such an automaton is equal to p = n (the action does not change with the 
probability q = l- n, respectively), where   is the penalty probability in 
a stationary random medium.  

Only games in which different numbers of automata accomplish 
the first action will be distinguished. Let W(m, t) be the probability that 
m automata accomplish the fist action exactly at time t. The equation for 
W(m, t + 1) will then have the following form:  
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Here Pm,N is the action change probability for each automaton if m 

from the collection of N automata accomplish the first action. 
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where the penalty (punishment) probability   (m/ N) is expressed 
as in (4) by the payoff function a (m/ N) in the following way  

 

 
 
The ergocity of the corresponding Markov chain, when 0 < P m,N 

<1, could easily be established. So, taking limits when t , we get a 
liner system with N + 1 equations and N + 1 independent quantities 
W(m),m = 0,1, ... N, where W(m) denotes the stationary probability of a 
game in which m automata accomplish the f1 action: 
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m = 1,2, ... , N -1,    (8) 
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The following set of probabilities 
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is a solution of the above system of equations, where a is a constant de-

fined from the normalization condition  


N

m
mW

0
1)(

.  
A close examination of the behavior of the function W(m) show 

that, when n is fixed and N , W(m), together with the binomial coef-

ficient 
m
NC , is concentrated in the neighborhood of the special form of the 

function  
)/(, NmP n

Nm 
 and parameter values N,n, the function W(m) 

may either have two maxima in the neighborhood of mo =  0N (because 
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of mutual influence, the maxima are displaced towards each other or one 
is displaced towards each other or one is displaced towards the other).  

Indeed, from (9) up to a constant for a sufficiently large n and N,it 
is easy to obtain the following  
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Where H(x) = -x ln x - (1- x) ln (1- x) is the entropy.  

From (10) one can see that if  0 is an absolute maximum of the 
function  

 

,
)(

1
ln)()(

m
mm N

n
HF




       N

m
m 

   (11) 
 

then, given that 
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the probability is mainly concentrated around the point Nm 00   when 

N . It is also clear that the localization of 0  is defined by two al-

ternative terms: 
,

)(

1
ln

mN

n

  defined by the character of the game and a 

entropic term   )( mH  .  
Hence, it follows that the automata possess a certain optimal beha-

vior, i.e that W(m / N) attains a maximum at the point where a(m / N) 

does, if  nN , one gets ).(0 Nn   
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4 Stationary Distribution Time Estimate 
 

One of the most important problems in automata games is obtain-
ing the estimate of the stationary probability distribution. For the above 
case of modification of the Gur Game, (in which one randomly chosen 
automaton is fined or stimulated at each step) using the ergodicity and a 
known relation between the matrix trace of the corresponding Markov 

chain and its Eigen values
)( N

S , the following theorem holds:  

Theorem. If  )(0 Nn   as N  then  
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where    
)( N

S denotes the Eigen values of the Markov chain matrix  
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Proof. Let the well-known expression for the trace 
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be used. Obviously, one obtains 
 

   (15) 
 
As the considered game is ergodic, there always exists the sole Ei-

gen value of the matrix R, which is equal to 1. Therefore, take 1)(
0 N  

and taking into account (14) and (15), one obtains  
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If one introduces  
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the above inequality (16) could be strengthened in such a way:  
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Let 
)( N

S  be expressed in the following way: 
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s=1,2, ... ,N. 

Where 0 N
S . Because of   1|| )( N

S  one obtains                (19) 
)(2)( 2|| N

S
N

S   , s=1,2, ... ,N. 
Using (17) and (18) , the following estimate is obtained 
 

     (20) 
Where 

 
    
Together with (19), this gives  
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s=1,2, .... ,N. 
The above estimate (21) allows for the analysis of the asymptotic 

behavior of Eigen values 
)( N

S (s = 1,2, ... N) in the presence of a unli-
mited increase of the number of automata which in turn depends on the 
increase of the N memory capacity n of each automaton. In effect, if 

n=0(N) maximum of )( ma  then 0)1( 0  nNN   as N  and 
.0)( N

n  Therefore the theorem is proved.  
The result obtained means that the stationary distribution estab-

lishment time of establishing the final distribution of automata in the Gur 
Game tends to infinity as the number N of participating automata in-
creases.  

For other well-known constructions of automata, the result of the pa-
per can be used applying same statistical hypothesis of the Volkonski 
type [6], and computing by means of it the stationary probabilities of ac-
tion changes[3]. 
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ГУРАМ ЦЕРЦВАДЗЕ 

ОБ АСИМПТОТИКЕ СТАЦИОНАРНОГО РАСПРЕДЕЛЕ-

НИЯ В ПРОСТЕЙШЕЙ МОДЕЛИ КОЛЛЕКТИВНОГО ПОВЕ-

ДЕНИЯ АВТОМАТОВ 
 

 В статье исследуется один вариант модели коллективного по-
ведения автоматов – игры Гура. В этой модели автоматы – участники 
игры имеют по два действия и в каждый момент времени штрафуется 
или поощряется один случайно выбранный автомат с вероятностью, 
зависящей от доли автоматов, совершающих первое действие.  

В указанных условиях поведение коллектива из N одинаковых 
автоматов с емкостью памяти n описывается однородной цепью 
Маркова с Nn)2(  состояниями. В моделях такого типа суще-
ственный интерес представляет оценка времени стационарного 

распределения автоматов. При большой емкости памяти иг-
рающих автоматов, в силу пренебрежимо малых вероятностей сме-
ны действия, средние времена пребывания автоматов даже на не-
благоприятных действиях становятся весьма большими. При этом 
асимптотическая оптимальность поведения автоматов не гарантиру-
ет достаточно хорошего поведения на сравнительно небольшом от-
резке времени. 

В статье изучены асимптотические выражения стационарного 
распределения автоматов и получены асимптотические оценки вре-
мени его установления при неограниченно возрастающем числе ав-
томатов в зависимости от роста емкости памяти.  
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Jurnalis Tematika 

Jurnali aqveynebs masalebs, romlebic Seicavs mecnie-
ruli kvlevis axal Sedegebs Semdeg Teoriul da gamoye-
nebiT dargebSi; 

™ maTematikuri analizi 
™ algebra, logika da ricxvTa Teoria 
™ geometria, topologia 
™ Cveulebrivi diferencialuri gantolebebi, marTvis 

Teoria da dinamikuri sistemebi 
™ kerZowarmoebuliani diferencialuri gantolebebi 
™ maTematikuri fizika 
™ albaTobis Teoria da maTematikuri statistika 
™ uwyvet garemoTa meqanika 
™ maTematikuri modelireba 
™ ricxviTi meTodebi 
™ maTematikuri ganaTleba da maTematikis istoria 
™ daprogrameba 
™ monacemTa da codnis bazebis marTvis sistemebi 
™ informaciuli usafrTxoeba da kriptografiaM 
™ informaciuli teqnologiebi teqnikur da 
™ socialur-ekonomikur sistemebSi 
™ xelovnuri inteleqtiMO 

    masalebi miiReba qarTul da inglisur enebze. masalebi 
qveyndeba originalis enaze. 

gamosaqveyneblad miRebuli yvela masala recenzirdeba 
da dadebiTi recenziis SemTxvevaSi gamoqveyndeba beWvdiTi 
saxiT JurnalSi da ganTavsdeba internetSi – eleqtronul 
JurnalSi. 

 
 
 
 
 



THEMES: 

 The journal publishes articles containing new scientific results in 
the field of theoretical and applied problems on the following 
sections:  

 Mathematical Analysis 
 Algebra, Logic  and  Number Theory 
 Geometry and Topology 
 Ordinary Differential Equations, Control Theory, 

Optimization and 
 Dynamical Systems 
 Partial Differential Equations 
 Mathematical Physics 
 Probability Theory and Mathematical Statistics 
 Mechanics  of Continuity Medium 
 Mathematical Modeling 
 Numerical Analysis and Scientific computing  
 Mathematics education and History of Mathematics 
 Programming  
 Control in data bases and knowledge bases  
 Informational security and cryptology  
 Informational technologies in technical and social-economic 
 systems 
 Artificial intellect theory 

 The journal accepts for the publication materials in Georgian and 
English  languages. 

 The materials are published in language of the original.  
 All incoming materials are placed in special area, reviewed and in 

case of positive review, published at journal.  



soxumis universitetis Sromebi 

 

seria: maTematika, kompiuteruli mecnierebebi 

 
samaxsovro avtorebisaTvis: 

 
 gamosaqveyneblad miRebuli yvela masala recenzi-

rdeba da dadebiTi recenziis SemTxvevaSi gamoqvey-
ndeba JurnalSi.  

 masalebi miiReba qarTul an inglisur enaze.  

 statias Tan unda axldes anotacia (reziume) sta-
tiis enaze, agreTve gafarToebuli (araumetes ori 
gverdisa) anotacia meore enaze.  

 avtors SeuZlia publikaciisaTvis mogvawodos 
erTi an ramdenime statia.  

 avtorisaTvis masalebis dabruneba Semdgomi damu-
SavebisaTvis ar niSnavs, rom masalebi miRebulia 
gamosaqveyneblad.  

 gadamuSavebuli teqstis miRebis Semdeg masalebs 
xelaxla ganixilavs saredaqcio kolegia.  

 statias miTiTebuli eqneba redaqciaSi miRebis Ta-
riRi.  

 statia mogvawodeT DOC(MS-Word) failis saxiT, fu-
rclis zoma – A4, Srifti AcadNusx, 12 zoma, 
striqonebs Soris manZili – 1,5; inglisuri teqstis 
Srifti – TimesNewRoman, zoma 12 daSoreba 
furclis yvela kididan – 2,5sm. grafikuli masala 
jpg, gif an bmp failebi. 

 statiis Sinaarsis struqtura:  
o "UDC" klasifikatori, saTauri (centrirebuli, 

Bold, zoma14); monacemebi avtoris (TiToeuli Ta-
naavtoris) Sesaxeb: gvari da saxeli (centrire-
buli, zoma 12), organizaciis dasaxeleba da 
misamarTi (centrirebuli, zoma 10);  

o anotacia (reziume) statiis enaze (zoma 12). ano-
tacia ar unda Seicavdes citatebs gamoyenebuli 
literaturidan da rTul formulebs. sakvanZo 
sityvebi statiis enaze (zoma 12); 



o statiis Sinaarsi; gamoyenebuli literaturis 
nusxa. literaturis nusxa SeadgineT teqstSi 
misi gamoyenebis Tanmimdevrobis mixedviT;  

o dasasrul, moiyvaneT reziumeebi. 
o statiis moculoba ar unda aRematebodes 15 
gverds (reziumeebis CaTvliT).  

o statia warmodgenili unda iyos : 1 egzempliari 
amobeWdili + eleqtronuli versia. statiis 
gadmogzavna SeiZleba el-fostiT: 
@ingagabi@mail.ru, guka3chank@ yahoo.com 
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