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წინამდებარე წიგნი, „უმაღლესი ალგებრა“, შედგენილია პედა- 

გოგიური ინსტიტუტებისა და უნივერსიტეტების უმაღლესი ალგებ- 
რის ახალი პროგრამების მიხედვით. პირველი ათი თავი განკუთვნი- 

ლია სახელმძღვანელოდ პედაგოგიური ინსტიტუტების სტუდენტთა- 
თვის, ხოლო მთლიანად–– უნივერსიტე ტის სტუდენტთათვის. 

სახელმ ძღვანელო გამ ოად გება აგრეთვე დაუსწრებელი სწავლე- 
ბისა და სხვა უმაღლესი ტექნიკური სასწავლებლების სტუდენტებს.



ავტორისაბან 

წინამდებარე სახელმძღვანელო პირველად 1957 წელს გამოვიდა. 

სველი გამოცემა ძირითადად შედგენილი იყო პედაგოგიური ინსტი- 

"გუტების უმაღლესი ალგებრის პროგრამის მიხედვით. მეორე გამოცემა 

"-გრძნობლად გადამუშავდა და შეივსო. 

ასე, მაგალითად, თავი | –– დეტერმინანტები და წრფივ განტოლე- 

თა სისტემები. თავი LI1 ·-- მატრიცთა ალგებრა, ჯგუფი, რგოლი და 

“ველი, თითქმის ხელახლა დაიწერა. საგრძნობლად გადამუშავდა აგრე- 

ივე ზოგიერთი სხვა თავი და პარაგრაფი, რომლებზედაც აქ დაწვრილე- 

' თ არ შევჩერდებით. წიგნი შეივსო სამი ახალი თავით: თავი XI 

წი-ფივი სივრცე და წრფივი გარდაქმნები, თავი XII –– ევკლიდურ– 

სიერცე და თავი XIII1--მრავალწევრული, ანუ 7ჯ,-მატრიცები; მატრიც– 
ეა ნორმალური სახე, სადაც განხილულია წრფივი ალგებრის ელემე5§- 

„სკები ისეთი მოცულობით როგორც გათვალისწინებულია მისი სწავლე- 

«ა უნივერსიტეტის უმაღლესი ალგებრის ახალი პროგრამის მიხედვით. 

გამოცდილებამ დაგვარწმუნა, რომ წრფივი ალგებრის ელემენტების ამ 

(ოცულობით სწავლება პედაგოგიური ინსტიტუტების სტრუდენტთათვი:. 

მათემატიკის სპეც- -სემინარებზე ძალზე საჯარგებლოა. 

მასალის ათვისების გაადვ ილების მიზნით, თითქმის ყოველ პარა-. 

გრაფში საილუსტრაციოდ ამოხსნილია სათანადო მაგალითები. 

ეს წიგნი აგრეთვე სასარგებლო იქნება დაუსწრებელი სწავლების»: 

და სხვა უმაღლესი ტექნიკური სასწავლებლების სტუდენტებისა-. 

ივისაც. 

ვფიქრობთ. ამ წიგნში მასალა სათანადო მაგალითებით ისეთნაირა– 

გადმოცემული და გაშუქებული, რომ ყოგელი მონდომებული 
: კაენტი ქაღალდითა და ფანქრით ხელმი უეჭველად მიაღწევს 
ხანს 

გულწრფელი მადლობა მინდა მოვახსენო ლომონოსოვის სახელო– 
მოსკოვის სახელმწიფო უნივერსიტეტის პროფ. ა. გ. კუროშს, 

”
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საქართველოს სსრ მეცნიერებათა აკადემიის ნამდვილ წევრს პროფ. 
გ. ჭოღოშვილს, ამ წიგნის პირველი გამოცემის რედაქტორს, და დოც. 

გ. ლომაძეს იმ სასარგებლო შენიშვნებისათვის, რომლებმაც დიდი დახ- 
მარება გამიწიეს ამ წიგნის მეორე გამოცემის მომზადებაში. 

წიგნის მეორე გამოცემაზე მუშაობის პერიოდში მრავალი ამხანაგი- 

საგან მივიღე სასარგებლო რჩევა და შენიშვნა, რისთვისაც მათ დიდ 

მადლობას მოვახსენებ. 

1962 წლის ივლისი. 

ქ. ბათუმი



მესავალი 

წინასწარ მოვიგონოთ რიცხვთა სიმრავლეები და განვიხილოთ მა–- 

თი ზოგიერთი თვისება. 

საშუალო სკოლის კურსიდან ცნობილია: 1. მთელ დადებით (ნატუ– 

რალურ) რიცხვთა სიმრავლე, 2. მთელ რიცხვთა სიმრავლე, რომელ– 
შიც გაერთიანებულია ყველა მთელი დადებითი და უარყოფითი რიცხ- 
ვი ნულის ჩათვლით, 3. რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლე, რომელშიც. 

გაე რთიანებულია ყველა მთელი დადებითი და უარყოფითი, ყველა წი– 
ლადი დადებითი და უარყოფითი რიცხვი, 4. ნამდვილ, ანუ არს, რიცხ– 

ვთა სიმრავლე, რომელშიც გაერთიანებულია ყველა რაციონალური 
და ირაციონალური რიცხვი. ელემენტარული ალგებრის კურსში ისწავ– 

ლება აგრეთვე 5. 0ი+ხ! სახის კომპლექსურ რიცხვთა სიმრავლე, სა–- 
დაც თ და ხ ნამდვილი რიცხვებია; თ-ს ეწოდება კომპლექსური რიცხვის 
ნამდვილი ნაწილი, ხოლო ხ!-ს კი წარმოსახვითი ნაწილი, ამასთანავე 

(=V –-1, რომლის კვადრატი (|"=-–--1, ეწოდება წარმოსახვითი რიცხ- 

ვის ერთეული. 

ცნობილია აგრეთეე ჩამოთვლილ რიცხგთა სიმრავლეებში ნებისმიერ 

ორ რიცხვზე შეკრების, გამოკლების, გამრავლებისა და გაყოფის მოქ- 

მედებანი. ასოებით /V#, 2, I2?, L) და # აღვნიშნოთ შესაბამისად მთელ 

დადებით, მთელ, რაციონალურ, ნამდეილ და კომპლექსურ რიცხვთა 

სიმრავლეები. შემდეგში განვიხილავთ ისეთ სიმრავლეებსაც, რომლებიც 

შედგება არა მარტო რიცხვებისაგან, არამედ სხვა ბუნების სიდიდეები– 
საგან–-–საგნებისაგან. სიმრავლეში შემავალ საგნებს, სიმრავლის ელემენ– 

ტებს უწოდებენ. 
თუ 4 სიმრავლის ყოველი ელემენტი შედის 8 სიმრავლეში, მაშინ 

იტყვიან, რომ /# სიმრავლე არის 8 სიმრავლის ქვესიმრავლე და ეს ასე 
აღინიშნება: 4 C 8. თუ 4 სიმრავლის ყოველი ელემენტი შედის ,8-ში 
და 8-ში არის ერთი ელემენტი მაინც, რომელიც არ შედის ,1-ში, მა- 

შინ #4 სიმრავლეს 8 სიმრავლის წესიერი ქვესიმრავლე ეწოდება და ეს 
ასე აღინიშნება: 4 C-8. თუ რომელიმე თ ელემენტი ეკუთვნის MV სიმ–- 

რავლეს, ამას ასე აღნიშნავენ: -თ6MV, თუ არ ეკუთვნის, მაშინ 0C6M. 
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ზემოთ ჩამოთვლილი რიცხვთა სიმრავლეებისათვის, ცხადია, ადგი- 
ლი აქვთ დამოკიდებულებებს: | 

ვიტყვით, რომ მოცემულ სიმრავლეში რომელიმე მოქმედება, ანუ 
ოპერაცია (მაგალითად, შეკრება, გამრავლება), სრულდება, თუ სიმ- 
რავლის ნებისმიერ ორ ძი და ხ ელემენტზე აღნიშნული მოქმედების მო– 

ხდენის შედეგად მივიღებთ ამ სიმრავლის ცალსახად განსაზღვრულ მე–- 

სამე ელემენტს. მაგალითად, კენტ რიცხვთა სიმრავლეში შეკრების მო- 
ქმედება არ სრულდება, აგრეთვე მთელ რიცხვთა სიმრავლეში გამრა- 
ვლების შებრუნებული მოქმედება-–გაყოფა არ სრულდება. 

თუ სიმრავლეში განმარტებული მოქმედება სრულდება, მაშინ 

ვიტყვით, რომ სიმრავლეში განმარტებული მოქმედება ალგებრულია 
ან კიდევ მოცემულია სიმრავლე ალგებრული მოქმედებით (ოპერაციით). 

აქვე შევნიშნოთ, რომ სიმრავლეში განმარტებული ალგებრული 
ოპერაციისათვის შეიძლება არ სრულდებოდეს გადანაცვლებისა და ასო– 
ციაციურობის კანონები. მაგალითად, მთელ რიცხვთა სიმრავლეში გა- 

მოკლების მოქმედება ალგებრულია, მაგრამ ტოლობას თი--60:-= ხ–-ძ.. 

თუ ძ>+ხ. ადგილი არა აქვს. აგრეთვე საზოგადოდ (თ––6)––09360თ--(ხ-–ი). 
თუ ახლა მთელ დადებით რიცხვთა სიმრავლეში რაიმე # ოპერაციას 
შემოვიღებთ ისე, რომ ყოველ ორ მთელ დადებით ძ და ხ რიცხვს შე– 

ვუსაბამებთ მთელ დადებით თ.) რიცხვს, ე. ი. თუ თი + ხ=Vთხ, მაშინ გვექ- 

ნებ ალგებრული მოქმედება განმარტებული მთელ დადებით 
რიცხვთა სიმრავლეში, მაგრამ ადვილად შევამჩნევთ. რომ საზოგადოდ 
6 -ხ#ნ.ძიდა (0«-ხ) «0#ძიი-(ნ 5-0, ე. ი.: ოპერაციისათვის გადა- 
ნაცვლებისა და ასოციაციურობის კანონები არ სრულდება. _ 

განსაზღვრა. რიცხვთა ისეთ სიმრავლეს, რომელშიც სრულდე- 

ბა შეკრების, გამოკლებისა და გამრავლების მოქმედებანი რიცხვთა 

რგოლი ეწოდება. .. 
ადვილად შემოწმდება, რომ 2. /?. #) და IC რიცხვთა სიმრავლეები 

ქმნიან რიცხვთა რგოლს, ხოლო /# რიცხვთა სიმრავლე არ ქმნის რგოლს. 

განსაზღვრა. რიცხვთა ისეთ სიმრავლეს, რომელშიც სრულდე- 

ბა შეკრების, გამოკლების, გამრავლებისა და გაყოფის (ნულის გამო- 

რიცხვით) მოქმედებანი, ეწოდება რიცხვთა ველი. სხვაგვარად, რი- 

ცხვთა რგოლს, რომელშიც სრულდება გაყოფის მოქმედება, რიცხვთა 

ველი ეწოდება. როგორც განსაზღვრიდან ჩანს, ყოველი რიცხვთა ვე- 
ლი რიცხვთა რგოლია, მაგრამ პირიქით არაა, ყოველი რიცხვთა რგო- 
ლი არ იქნება რიცხვთა ველი. მაგალითად, ადვილად შემოწმდება, რომ 
#. # და # რიცხვთა სიმრავლეები ქმნიან რიცხვთა ველს, ხოლო 2 რი– · 
ცხვთა სიმრავლე არ ქმნის ველს. 
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რგოლის რომელიმე ქვესიმრავლეს ეწოდება ქვერგოლი, თუ ის, 
თავის მხრივ, ქმნის რგოლს. 

ანალოგიურად ველის რომელიმე ქვესიმრავლეს ეწოდება ქვეველი, 
თუ მასში სრულდება ველში განმარტებული მოქმედებანი. მაგალითად, 

ლუწ რიცხვთა სიმრავლე ქმნის 7 რგოლის ქვერგოლს. აგრეთვე ყოვე– 

ლი # ნატურალური რიცხვის ყველა ჯერადი რიცხვის სიმრავლე ქმნის 

2 რგოლის ქვერგოლს. რაციონალურ და ნამდვილ რიცხვთა ველები 

კომპლექსურ რიცხვთა ველის ქვეველებია. 
შემოწმებით დავრწმუნდებით რომ ით-; ხV3 სახს რიცხვთა 

(0ი+ხV3 | სიმრავლე, სადაც ძი და ხნ რაციონალური რიცხვებია, ქმნის 

რიცხვთა ველს. მართლაც. თუ ავიღებთ ნებისმიერ ორ თ)=თ4-ხ/3 

და თა = «ი -ხ.V 3 რიცხვს აღნიშნული სიმრავლიდან, ვნახავთ. რომ 

«,+თა და თ.ა ეკუთვნის Iი+ხV3) სიმრავლეს. 

განვიხილოთ შეფარდება: 

ი, _ 0 +ხ,/3 (ი, +ხ, V-3) (2. _ ხ, V 3) 

თ ძა +-ხა / 3. (რი, 3ხა? _ 

_ ძრა პხ, ნ. + ძახ, “= თნ > : 

ძ.?--3ხე? ძი. –– 3ხ,? 

წილადის ძნიშვნელისა და მრიცხველის მნიშვნელის მარაციონალებელ 

მამრავლზე გამრავლებით მივიღეთ. რომ 2 610+6/ 3 , მამა– 

სადამე, | თ–-ხV 3|) სახის რიცხვთა სიმრავლე, სადაც იძ და ხ რაცი- 

ონალური რიცხვებია, ქმნის რიცხვთა ველს. 

რომელიმე /, ველთან თ ელემენტის გაერთიანება, ანუ # ველის თ 

ელემენტით გაფართოება, ნიშნავს ისეთი #” სიმრავლის აგებას, რომ- 

ლის ელემენტები მიიღება ”, ველის ელემენტებზე და თ ელემენტზე შე- 
კრების, გამოკლების, გამრავლებისა და გაყოფის მოქმედებათა სახ- 

რულ რიცხვჯერ მოხდენის შედეგად. /, ველთან თ ელემენტის გაერთია- 
ნება აღინიშნება (თ) სიმბოლოთი, ე. ი. #(თ)=/”. თუ თ6/77, მაშინ 

#(C)=)». ცხადია, M0”=Iძ-+ხ1 3| რიცხვთა ველი მიიღება # რაციო–- 

ნალურ რიცხვთა ველთან თ =V 3 რიცხვის გაერთიანებით. ამრიგად, 

#(V 3)=|0+ხV 3 (0 
სადაც ი და ხ რაციონალური რიცხვებია. 

ანალოგიურად შემოწმდება, რომ კომპლექსურ რიცხვთა სიმოავ- 

ლე, რომელიც მიიღება #) ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლესთან (=:V ––1 

/



რიცხვის გაერთიანებით, ქმნის ველს, რომელსაც MX კომპლექსურ 
რიცხვთა ველი ეწოდება, მაშასადამე, #)1((1=IX=(0ი-I-ხ/), სადაც ძ, ხ6/). 

ადვილად შევამჩნევთ აგრეთვე, რომ რაციონალურ რიცხეთა ველთან 

თ=V 2 რიცხვის გაერთიანებით მიღებული 

II(I/ 21= |04-ხV 2+6V 4) ფ) 
სიმრავლე, სადაც თ, ხ, CC/პ, ქმნის რგოლს. შემდეგმი მრავალწევრთა 

გაყოფადობის შესწავლისას პურთიერთმარტივ მრავალწევრთა თვი- 

სებების გამოყენებით დავამტკიცებთ, რომ # რაციონალურ რიცხვთა 

ველთან თ=სV2, ).6/? ოიცხვის გაერთიანებით, მიღებული რიცხვთა 

MXLC%/1.) სიმრავლე შექმნის რიცხვთა ველს. აქედან უშუალოდ გამოვა. 

რომ (3) სახის რიცხვთა სიმრავლე ქმნის რიცხვთა ველს. 
როგორც ვხედავთ, ყველა ეს ველი შეიცავს რაციონალურ რიცხვ- 

თა ველს, ხოლო თვითონ კი #7) ნამდვილ რიცხვთა ველის ქვეველები არიან. 

განხილული მაგალითებიდან ჩანს, რომ ერთ გარკვეულ რიცხვთა ველს 

შეიძლება გააჩნდეს რამდენიმე სხვადასხვა ქვეველი. 

ისეთ ველს, რომელიც შედის ყველა შესაძლო ველში, მინიმალური 

ველი ეწოდება. 
დავამტკიცოთ, რომ რიცხვთა ველებს შორის / რაციონალურ რი- 

ცხვთა ველი მინიმალური ველია. 

მართლაც, ვთქვათ, /#) არის ნებისმიერ რიცხვთა ველი. #” ველიდან 
ავიღოთ ნულისაგან განსხვავებული ნებისმიერი ი რიცხვი. ცხადია, 

– შედის #-ში. აქედან გამოდის, რომ 1-I-1=2 და ა. შ. ყველა ნა–- 

ტურალური რიცხვი შედის #-ში. ; ველში აგრეთვე შევა თ–-– ძლ0, 
ე. ი. ნული, ამიტომ #-ში შევა ნულისა და ყოველი ნატურალური რი–- 

ცხვის სხვაობა, ე. ი. ყველა უარყოფითი მთელი რიცხვი. საბოლოოდ, 

ს-ში შევა მთელი რიცხვების შეფარდება -- წილადი რიცხვები. მაშა- 

სადამე, დამტკიცდა, რომ ყოველ ” რიცხვთა ველში შედის / რაციო- 

ნალურ რიცხვთა ველი. 

მკითხველი შემდეგ დარწმუნდება, რომ რიცხვთა რგოლისა და ვე– 

ლის ცოდნა, რომლებიც ძალზე მარტივია, სასარგებლოა და საჭირო. 
ალგებრა მათემატიკური მეცნიერების ერთ-ერთი მნიშვნელოვანი 

დარგია, რომელიც განსხვავდება სხვა დარგებისაგან როგორც თავისი 
საგნის შინაარსით, ისე კვლევის მეთოდით. ალგებრის „განმარტება“ 

რამდენიმე სიტყვით შეუძლებელია, რადგანაც ის მთელ მათემატიკას- 
თან ერთად, პრაქტიკულ საქმიანობასთან დაკავშირებით, სხვადასხვა 
დარგის მეცნიერებათა ზეგავლენით მათთან მჭიდრო კავშირში თანდა- 

თანობით იცვლებოდა და ვითარდებოდა. როგორც ცნობილია, ალგებრულ 
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მოქმედებათა ქვეშ იგულისხმება შეკრების, გამოკლების, გამრავლების,. 

გაყოფის, ახარისხებისა (მთელ დადებით ხარისხში) და ფესვის ამოღების 

მოქმედებანი მოხდენილი სასრულ რიცხვჯერ. ალგებრას ძირითადად 

საქმე აქვს ორ მოქმედებასთან –– შეკრებასა და გამრავლებასთან და 

მათ შებრუნებულ მოქმედებებთან (გამოკლებასა და გაყოფასთან); 

მთელ დადებით ხარიხსში აყვანა არის გამრავლების კერძო შემთხვევა, 

ხოლო ფეხვის ამოღება არის ორწევრა ალგებრული განტოლების ამო–- 

ხსნის კერძო შემთხვევა. 

თანამედროვე ალგებრა სწავლობს სიმრავლეს ერთი ან რამდენიმე 

ალგებრული ოპერაციით. შემდეგ ჩეენ ვნახავთ, რომ ჯგუფი არის ნე- 

ბისმიერი ბუნების ელემენტებისაგან ერთი ალგებრული ოპერაციით · 

შედგენილი სიმრავლე, ხოლო რგოლი და ველი –– ორი ალგებრული 

ოპერაციით შედგენილი სიმრავლეები. 

ალგებრის ზოგიერთი საკითხის შესწავლისას ჩვენ გამოვიყენებთ, 

მაგალითად, მათემატიკური ანალიზიღან ან კიდეე გეომეტრიიდან ცნო- 

ბილ დებულებებს. ალგებრასა და მათემატიკური მეცნიერების სხვა- 

დასხვა დარგს შორის არ უნდა გავავლოთ მკვეთრი ზღვარი. წინააღმ- 

დეგ შემთხვევაში, ეს იქნებოდა ფორმალიზმი ალგებრაში და ხელს შე- 

უშლიდა მის შემდგომ განვითარებას. 

უმაღლესი ალგებრის კურსის ზესწავლისას, სადაც ეს საჭირო იქნე– 
ბა საკითხის ღრმად გარკვეეის მიზნით, გამოვიყენებთ დებულებებსა 

და მეთოდებს მათემატიკის სხვადასხვა დარგიდან. 

რამდენიმე სიტყვა ალგებრის განვითარების შესახებ 

უძველესი დროიდან მოყოლებული დაახლოებით XX საუკუნის დასაწყისამდე ალ– 

გებრა ძირითადად სწავლობდა ალგებრულ განტოლებათა ამოხსნას და მასთან დაკავ- 
შირებელ საკითხებს. 

ზოგიერთი მარტივი ალგებრელი განტოლების ამოხსნა და მასთან დაკავშირებული 

საკითხები შეისწავლეს ბაბილონელმა და ძველმა ბერძენმა მათემატიკოსებმა. მათ შო– 

რის უეჭეელად უნდა აღინიშნოს ბერძენი (ალექსანდრიელი) მათემატიკოსი დიოფან- 

ტე (III ს. ჩ. წ აღრიცხეით! დიოფანტეს შრომებს შემდეგ ავითარებდნენ ინდოელი 

მათემატიკოსები არიაბპატა (VI. ს.), ბრამაპუპტა (VII ს.) და ბპასკარა (XII ს.) აღ სანი- 

შნავია აგრეთვე ცნობილი ჩინელი მათემატიკოსის ცინ ცზიუ-შაოს (XIII ს.) შრომები 

ალგებრაში. ალგებრის განვითარების საქმეში დიდი წვლილი შეიტანა უზბეკეთის სწა- 

ვლულის მუჰამედ ალ-ზორეზმის (IX ს.) შრომებმა.. თვითონ სიტყვა „ალგებრა% წარ- 

მოიშვა ალ-ხორეზმის წიგნის „ალ-ჯებრ- და „ალ-მუკაბალა“-ს საფუძველზე. 

| მესამე და მეოთხე ხარისხის ალგებრულ განტოლებათა შესწავლასთან დაკავში- 

რებით უნდა დავასახელოთ იტალიელი მათემატიკოსები ფერო (1465–--1526). ტარტა- 

ლია (1500---1557) და ფერარი (1522--1565). შემდეგ დაიწყო ინტენსიური მუშაობა 

განტოლებათა თეორიაში (მრავალწევრთა ალგებრაში), რომლის წარმომადგენლებად 

შეიძლება დავასახელოთ ფოანგი მათემატიკოსები დეკარტი (1556-–-1650), დალამბე– 
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რი (1717-1763), ლაგრანჟი (1736--1813) და ინგლისელი მათემატიკოსი ნიუტონი 

(1643-–-1727). გერმანელმა მათემატიკოსმა გაუსმა (1777-1855) თავის სადოქტორო 

დისერტაციაში 1799 წელს მოგვცა სრული და მკაცრი დამტკიცება ალგებრის! ძირითადი 

დეორემესა ფესვის არსებობის შესახებ. იტალიელმა მათემატიკოსმა რუფინიმ (1766 –- 

1822) და შემდეგ 182რ წელს რუფინისაგან დამოუკიდებლად ნორვეგიელმა მათემა- 

ტიკოსმა აბელმა (1802--1829) სავსებით მკაცრად დაამტკიცა, რომ ოთხზე მაღალი რი- 

გის ზოჯვადი სახის ალგებრული განტოლება რადიკალებში არ სმოიხსნება“. რუფინ- 

აბელის თეორემა არ გამორიცხავს გარკვეული კლასი" ოთხზე მაღალი რიგის ალგებრუ- 
ლი განტოლების რადიკალებში ამოხსნადობის შესაძლებლობას. საბოლოოდ, საკითხი, 

თუ რომელი კლასის მაღალი რიგის ალგებრული განტოლებანი ამოიხსნება რადიკა- 

ლებში, გადაწყვიტა ცნობილმა ფრანგმა ახალჯაზრღა მათემატიკოსმა ევარისტ გალ'უამ 

(1811–-–1832). გალუას გამოკვლევების საფუძველზე წარმოიშვა ჯუფთა თეორია. 

ოომელიც ახლა დიდ როლს ასრულებს მათემატიკის ყველა დარგში. გალას თეორიავ 

ბიძგი მისცა ჯგუფთა თეორიის შემდგომი განვითარების საქმეს, წარმოშვა ალგებრულ 

რიცხვთა და ალგებრულ ფუნქციათა ველის თეორია და მასთან დაკავშირებული იდეა- 

ლთა თეორია. აღნიშნული საკითხების შემდგომ შესწავლასთან დაკავშირებით უადა 
მოვიხსენიოთ გერმანელი მათემატიკოსები; კუმერი (1819 -– 1893), კრონეკერი 

(1823--– 1891) დ» დედეკინდი (1831---1916); რუსი მათემატიკოსები: ე: ი. ზოლატა- 

რევი (1847-–- 1878), გ. ფ. ვორონოვი (1868--1908), ნ. ი. ლობაჩევსკი (1792-- 1856) 

და ხ. ო. შატუნოვსკი (1854--1929). 

საბჭოთა კავშირში პირველი მეცნიერული ალგებრული სკოლის დამაარსებედღი ივო- 

დ. ა. გრავე (კიევი, 1863-1959), ცნობილი რუსი მათემატიკოსის ბპ. ლ. ჩებიშევის 

(1821––1894) მოწაფე. 

გრავეს სკოლისა და მისი გავლენის ქვეშ აღიზარდნენ გამოჩენილი მათესატიკო 

სები: ნ. ი. ჩებოტარევი (ყაზანი. 1894-1947), ო. ი. შმიდტი (მოსკოვი. 1991 -–-1956). 

თავის მხრიე, ჩებოტარევმა და მისმა მოწაფეებმა შემდგომ განავითარეს გალ უას თეო- 

რია და მასთან დაკავშირებული ზოგიერთი საკითხი. ო. ი. შმიდტის წიგნმა ..#6C6+- 

02MIMმ#9 700/II# ”იVიი“, რომელიც პირველად 1916 წელს გამოვიდა, და მისი ხელ- 

ჰძღვანელობით 1930 წელს მოსკოვის სახელმწიფო უნივერსიტეტში დაარსებულმა 

სემინარმა ალგებრაში, განსკუთრებული როლი შეასრულა როგორც ჯგუფია თეო- 

რიის განვითარების, ისე მრავალი ახალგაზრდა მეცნიერის მომზადების საქმეში. 

აღნივპნული სემინარი, რომელსაც ამჟამად ცნობილი მათემატიკოსი პროთესორი 

ალექსანდრე გენადის-ძე კუროში ხელმძღვანელობს, წარმატებით განაგრძობს მუშაო- 

ბას არა მარტო ჯგუფთა თეორიაში, არამედ რგოლთა და.ველთა თეორიებში. რომლე-- 

ბსაც დიდი გამოყენება აქვს თანამედროვე ფიზიკაში. დიფერენციალურ განტოლებათა 
თეორიაში, ალგებრულ გეომეტრიაში და სხეა:· 

უხდა აღინიშნოს აგრეთვე ცნობილი ტოპოლოგის აკადემიკოს პ. ს. ალექსანდროვის 

ფართო მათემატიკური მოღვაწეობა, რომელმაც დიდი გავლენა მოახდინა ალგებრის 
განვითარებაზე ჩვენში. 

ზემოთ აღნიშნულ მეცნიერთა გავლენითა და ხელმძღვანელობით, ოთაეის მხრიე, 

წარმოიშვნენ ცნობილი საბჭოთა მათემატიკოსები (ალგებრაში)--ა. ი. მალცევი (მოს- 

კოვი––ჩოვოსიბირსკი), ს. ნ. ჩერნიკოვი (სვერდლოვსკი,) ი. რ. შაფარევიჩი (მოსკოვი), 

ლ. ი. კულაკოვი (ლეზსინგრადი) და სხვა მრავალი სპეციალისტი. რომლებიც წარმატები» 
მუშაობენ ჩვენი სამშობლოს სხვადასხვა კუთხეში. = დემი ' 

.. უნდა ად აღიხიშნოს,რომ მათემატიკოსი ლაიბნიცი (1646-– 1716) დარწმუნებული იყო 

მე-5 ხარისხის ალგებრული განტოლების რადიკალებში ამოხსნადობაში, 
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თავი ( 

დეჭერმინანტები და წრფივ განტოლებათა სისტემები 

§I. წრშივ ბანტოლებათა სისტემა 

“ 

სამუალო სკოლის ალგებრის კურსიდან ცნობილია ორუცნობიანი, 

სამუცნობიანი და, ზოგ შემთხეევაში უფრო მეტუცნობიანი პირ- 

ველი ხარისხის ან, რაც იგივეა, წრფივ განტოლებათა სისტემის ამოხსნის 

სხვადასხვა ხე რხი. სასკოლო კურსისაგან განსხვავებით დეტერმინანტთა 

და მატრიცთა თეორიის გამოყენებით ჩვენ აქ შევისწავლით ნებისმიერ 

#-უცნობიან წრფივ განტოლებათა სისტემას, რომლის უცნობთა რიცხ- 

ვი საზოგადოდ არ უდრის განტოლებათა რიცხვს. სისტემის უცნობები 

აღვნიშნოთ X,, Xე,..., წ, სიმბოლოებით, კოეფიციენტები კი ორინდექ- 

სიანი ძ,/ სიმბოლოებით. 
ეთქვათ, მოცემულია /-უცნობიანი § რაოდენობის წრფივ განტოლე– 

ბათა სისტემა: 

ძ.IX + იკაXი--... ორმო Xი =ხ), 
ძა1X.-+CL ძააX5 +“... -–ძა„Xიგ:= ხა. ქტ) 

ძის -Lმუაშა+-...-- მი ჯწა=ხ,.. 

თუ სისტემის ყველა თ,; (ჯ==1, 2...., §, ჯ=1, 2,.., /1) კოეფიციენტი ეკუ- 

თვნის რიცხვთა – გელს, მაშინ ვიტყვით, რომ სისტემა მოცემულია 
რიცხვთა ” ველზე. სისტემის უცნობების კოეფიციენტებისაგან 'შმედ- 

გენილ ცხრილს: 

თII თაა ·..0. | 

რი1 შაია .-.რ0ათ დ) 

იე ძა -.მეი 

ეწოდება მოცემული სისტემის მატრიცა, ხოლო ი,; რიცხვებს კი -– 
მატრიცის ელემენეტები. რადგან მატრიცის თ,, ელემენტები ეკუ- 
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თენიან ო”ცხეთა # ველს ვიტყვით, რომ (2) მატრიცა აღებულია რი- 

ცხვთა # ველზე. ცხადია, რომ მატრიცა შეიძლება განვიხილოთ სისტემის. 
გარეშეც. (2) მატრიცას, რომელიც შეიცავს § სტრიქონსა და ჩ სვეტს, სა– 

ზოგადოდ უწოდებენ მართკუთხა მატრიცას. ამ შემთხვევაში, ი,; ელე– 

მენტის პირველი ისდექვსი L აღნიშნავს მატრიცის სტრიქონის ნომერს, 

ხოლო მეორე ინდექსი / აღნიშნავს მატრიცის სვეტის ნომერს. მაგალი– 

თად ძვე ელემენტი მოთავსებულია მატრიცის მე-3 სტრიქონისა და მე– 
5 სეეტის გადაკვეთაში. 

ისეთ მატრიცას, რომლის სტრიქონებისა და სვეტების რიცხვი ტო- 

ლია, ე. ი. I=5, ეწოდება /-ური რიგის კვადრატღლი მატრიცა. კვადრა- 
ტული მატრიცის დიაგონალს, რომელიც აერთებს მატრიცის მარცხე– 
ნა ზედა კუთხისა და მარჯვენა ქვედა კუთხის ელემენტებს, ეწოდება 

გთავარი დიაგონალი. მთავარ დიაგონალზე დალაგებულ თ), 0%,..-, ში, 

ელემენტებს ეწოდებთ მთავარი დიაგონალის ელემენტები. მთავა–- 

რი დიაგონალის მართობულ დიაგონალს, რომელიც: აერთებს მატრი- 

ცის მარცხენა ქვედა კუთხისა და მარჯვენა ზედა კუთხის ელემენ– 

ტებს, ეწოდება მეორე დიაგონალი. მეორე დიაგონალზე დალაგებულ. 
ძის ძი). 5 თ, ელემენტებს ეწოდებათ მეორე დიაგონალის ელემენ– 
ტები. 

კვადრატულ მატრიცას ეწოდება ერთეულოვანი მატრიცა, თუ მისი. 

მთავარი დიაგონალის ყველა ელემენტი უდრის ერთს, ხოლო ყველა სხვა 

ელემენტი ნულია. მატრიცას ეწოდება ნულოვანი მატრიცა, თუ ყველა 
მისი ელემენტი ნულია. მოცემული სისტემის მატრიცასთან სისტემის 

თავისუფალი წევრებისაგან "შედგენილი ბოლო სეეტის მიდგმით მი– 

ღებულ მატრიცას სისტემის გაფართოებული მატრიცა ეწოდება. 
დავუბრუნდეთ ისევ (1) წრფივ განტოლებათა სისტემას. (1) სისტე– 

მის ამონახსნი ეწოდება ისეთ / რაოდენობის რიცხვთა /, #2... /0 

ერთობლიობას”, რომელიც იგიგურად აკმაყოფილებს მოცემული სის– 

ტემის ყოველ განტოლებას. ე.ი. თუ X, უცნობს შევცვლით #, რიცხვით, 

მივიღებთ: 

ძირნ4+0ა/ XL... - 0,ჩეი=ხ, ((=>1, 2,..., 5). 

წრფივ განტოლებათა სისტემას ეწოდება თავსებადი, თუ მას აქვს 
ერთი ამონახსნი ”” მაინც, წინააღმდეგ შემთხვევაში სიტემას ეწოდება 

არათავსებადი. 

"უნღა ვიცოდეთ. როს ”). #ა, ჩი რიცხვები არის სისტემის ერთი 

ამონახსნი და არა #7 ამონახსნი. 

%" შემდეგში ჩვენ ენახავთ. რომ სისტემას შეიძლება „ჰქონდეს უსასოულო რაო– 

დენობის ამოხახსნი. 
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საზოგადოდ, განტოლებათა ორ სისტემას ეწოდება ტოლძალოვანი, 

ანუ ეკვივალენტური, თუ ერთი სისტემის ყოველი ამონახსნი არის მეო–- 

რე სისტემის ამონახსნი და, პირიქით, მეორე სისტემის ყოველი ამონა- 

ხსნი არის პირველი სისტემის ამონახსნი. 

ვთქვათ, მოცემული სისტემის რომელიმე განტოლების ყველა კოე– 

ფიციენტი ნულია. თუ ამ განტოლების თავისუფალი წევრიც ნულია, 
მაშინ აღნიმნული განტოლება დაკმაყოფილდება უცნობთა ნებისმიერი 
მნიშვნელობისათვის და ამიტომ ასეთი განტოლების ამოგდებით ჩეენ 

მივიღებთ მოცემულ განტოლებათა სისტემის ტოლძალოვან სისტემას. 
პირიქით, თუ სისტემის აღნიშნული განტოლების თავისუფალი წე- 

ვრი ნულისაგან განსხვავებულია, მაშინ ის.არ დაკმაყოფილდება უცნო- 

ბთა არავითარი რიცხვითი მნიშვნელობებით და, მაშასადამე, მოცემულ 

განტოლებათა სისტემა იქნება არათავსებადი. 

ადვილად შევნიშნავთ აგრეთვე, რომ (1) სისტემის რომელიმე ორი 

განტოლების ადგილების ურთიე რთშეცვლის შედეგად ან განტოლებების 
ნულისაგან განსხვავებულ მუდმივაზე გამრავლების შედეგად მიღებუ- 

ლი წრფივი სისტემა იქნება მოცემული წრფივი სისტემის ტოლძალო- 

ვანი. : 

დავამტკიცოთ შემდეგი 
თეორემა- თუ (1) წრფივი სისტემის რომელიმე (-ურ განტოლებას მი–- 

ვუმატებთ ან გამოვაკლებთ ამავე სისტემის რომელიმე //-ურ განტოლე- 

“ბას, გამრავლებულს 2, რიცხვზე, მივიღებთ მოცემული სისტემის ტოლ- 

ძალოვან წრფივ სისტემას. 

დამტკიცება. გარდაქმნის შედეგად მივიღებთ ახალ წრფივ განტო- 

ლებათა სისტემას: · 

ძ.X, +თიXა +... +თახი=ს,, 

თ21X) –L- ძა:Vი +... “L ძაიXი =ნწჯ, 

ინათა ნ თბი მოთ თბიი (3) 

6,X. +ძა+ვ -L...· + მკიXა := ხ,. 
სადაც 

ძ“ა=0, +120). 0 'ა=0ძა--1.0;:. -··., 0 ო=0 „== #0, 0 '(=ხ,-1ხ;,. 

ვთქვათ, #I,; #ი, ..., #,» არის (1) სისტემის ნებისმიერი ამონახსნი. ეს 

რიცხვები, პირობის თანახმად, აკმაყოფილებენ (3) სისტემის ყველა გან– 
ტოლებას, გარდა (-ური განტოლებისა. ადვილად შემოწმდება, რომ ეს 
რიცხვები აკმაყოფილებენ აგრეთვე (3) სისტემის (–-ურ განტოლებასაც: 

თას+თ ცჩ.L...+-0 ,ჩა=0, 0 +00ჩ.+...+-0აჩ- 
=C2.(ძ ი +4+-თ;ა?ა-L... -0//.)ლ=ხნ,+ ?.ხ,= ხხ”, 
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ანალოგიურად შემოწმდება აგრეთვე, რომ (3) სისტემის ყოველი ამო– 
ნახსნი იქნება (1) სისტემის ამონახსნი. ცხადია, რომ (1) სისტემაზე აღნი– 
შნული ტიპის გარდაქმნების სასრულ რიცხვჯერ მოხდენის შედეგად 
მიღებული სისტემა იქნება მოცემული სისტემის ტოლძალოვანი სის- 
ტემა. ჩვენ ახლა ვნახავთ, რომ მოცემული სისტემის ამონახნიილ ასეთი 
გარდაქმნების შედეგად დაიყვანება ერთი-ან რამდენიმე უცნობიანი პირ– 
ველი ხარისხის "განტოლების ამონახსნამდე. · 

მართლაც, სიმარტივისათვის ვთქვათ, რომ მოცემული (1) სისტემის 
პირველ განტოლებაში X, უცნობის კოეფიციენტი 0თ,,#0. სისტემის 
ყველა განტოლებიდან, გარდა პირველისა, გამოვრიცხოთ X, უცნობი. 

ამ მიზნით პირველი განტოლების ორივე მხარე თანამიმდევრობით გა– 

ვამრავლოთ (22, 49 _... 29 რიცხვებზე და მიღებული განტოლე– 
რიე რ) თ 

ბები შესაბამისად გამოვაკლოთ სისტემის მეორე, მესამე და ა. შ. გან–- 
ტოლებებს. მივიღებთ ახალ /-უცნობიან § რაოდენობის წრფივ განტო– 
ლებათა სისტემას: 

.-– 

0)1Xე-C 0ეიXა-IL თ, ვXვ +-...4- ფიXი = ხხ), 

თ იაMე-+-C ვეXე-L... + თ იიXა= 072, 

თ ვაXა-L თ" ვვXვ-+L...-L 0 ვ„Xა= ხ“3, (4 

ს იVა-+- 0 ავკXე-L... +0თ .X„= ხ”.. 

როგორც უკვე ვიცით, (4) და (1) წრფივ განტოლებათა სისტემები ეკვი– 

ვალენტური სისტემებია. ახლა დავაკვირდეთ (/7--1)-უცნობიან §--1 

რაოდენობის წრფივ განტოლებათა სისტემას: 

0 %X-+ ძაეXე-L... 1-0 ი„Xა= ხი, 

ძ 0 ჯიბიI 0” ევპვ “> 4ძ თო =ხ. ვ; (5. 

რ კიXგ-- თაბ +. == „ილს ვ. 

შესაძლებელია, რომ (5) სისტემის რომელიმე განტოლების ყველა. 

კოეფიციენტი ნული გამოვიდეს, თუ ამ განტოლების თავისუფალი 
წევრიც ნულია, მაშინ ასეთი განტოლების (4) სისტემიდან ამოგდებით 

მიღებული სისტემა იქნება (4) სისტემის ეკვივალენტური. თუ აღნიშ-. 
ნული განტოლების თავისუფალი წევრი ნულისაგან განსხვავებულია, 

მაშინ (4) სისტემა არათავსებადი იქნება და, რადგან (4) სისტემა მოცე– 

მული (1) სისტემის ეკვივალენტურია, ამიტომ (1) სისტემაც არათავსე– 

ბადი იქნება; სისტემის გარდაქმნის პროცესი ამით დამთავრდება. 

ჩვენ ვიგულისხმოთ, რომ (5) სისტემაში არ:არსებობს ისეთი გან- 
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ტოლება, რომლის ყველა უცნობის კოეფიციენტი ნულია, ხოლო მისი 

თავისუფალი წევრი განსხვავებულია ნულისაგან. ვთქვათ, ი”::#90. (1) 
სისტემის ანალოგიურად გარდავქმნათ ახლა (5) სისტემა და ა. შ. საბო– 

ლოოდ, აღნიშნული პროცესის გაგრძელების შედეგად, (1) სისტემა 
მიიღებს შემდეგ სახეს: 

ძ,1X1 + 0ძევXი-C ... +0)LXL+-თL+1XL+L LC... +თXი=6ხ,, 

(1) (,) CI) (I) 

სვია ივეი აიი სებ, : (6) 

(L-+) (L-1) (L–1) (L-I) 

0) XL + 0IL+)XL+IL +. ჟ.-+-Cთ» Xი = ხჯ., 

ცხადია, (6) და (1) სისტემები ეკვივალენტურია; აქ #=5, #=7/ და 

(1) (L-.) 

011#0, თ:ა#0,..., 0ი#0მ0. ახლა ადვილად დამტკიცდება (6) სისტე- 

მის თავსებადობა. 

მართლაც, როცა #=/, მაშინ (6) სისტემის უკანასკნელი განტოლე– 

(თი –1) Cთ-1) 

ბა იქნება მი„X. = ხე, სადაც ძი.#0. ამ განტოლების ამოხსნით მი- 

ვიღებთ X.„ უცნობის გარკვეულ რიცხვით მნიშვნელობას, შემდეგ 

მიღებულ მნიშვნელობას ჩავსვამთ ბოლოდან სისტემის მეორე განტო- 

ლებაში და მივიღებთ X„., უცნობისათვის გარკვეულ რიცხვით მნიშე- 

ნელობას და ა. შ. თუ აეყვებით ქვემოდან ზევით, მივიღებთ (6) სისტე– 

მის ერთ გარკვეულ ამონახსნს. რადგან (6) და (1) სისტემები ტოლძა–- 

ლოვანია, (6) სისტემის მიღებული ამონახსნი იქნება აგრეთვე (1) სისტე– 

მის გარკვეული ამონახსნი, ე. ი. (1) სისტემა თავსებადია. 

ვთქვათ, ახლა #<#/. + XV. Xგ უცნობებს ვუწოდოთ სისტე- 
მის თავისუფალი უცნობები. (6) სისტემი ბოლო განტოლებიდან 

ჩან, რომ თავისუფალ უცნობთა ყოველი რიცხვითი მნიშვნელო- 

ბისათვის ვღებულობთ შესაბამისად X, უცნობის გარკვეულ რიცხვით 

მნიშვნელობას და ა. შ. თუ ავყვებით ქეემოდან ზევით, მაშინ თავისუ- 

ფალ უცნობთა ყოველი გარკვეული რიცხვითი მნიშვნელობისათეის 

თანამიმდევრობით მივიღებთ X;, XL), ··· X- X უცნობთა გარკვეულ 

რიცხვით მნიშვნელობებს. თავისუფალ XLI), XL+ი, ·--, X უცნობთა მნი- 

შვნელობები და X,, XI, ..., XL უცნობთა მიღებული მნიშვნელობები. 

ერთად ქმნიან მოცემული (6) სისტემის გარკვეულ ამონახსნს. მაშასა– 

დამე, თავისუფალ უცნობთა ყოველ გარკეეულ მნიშვნელობას უპასუ- 
ხებს (6) სისტემის გარკვეული ამონახსნი”. 

ა» წრფივ განტოლებათა სისტემის ამოხსნის ანალოგიური "მეთოდი ადრე ჩ. წ. 
აღრიცხვამდე, „შესწავლილი იყო ჩინელების „მიერ. 
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აქედან გამოდის, რომ ამ შემთხვევაში (6) სისტემა ან, რაც იგივეა, 

მისი ტროლძალოვანი (1) სისტემა თავსებადია და გააჩნია ამონახსნთა უხა- 

სრულო რაოდენობა. 

უფრო გვიან, მატრიცის რანგის გაცნობის შემდეგ, შევისწავლით 

წრფივ განტოლებათა სისტემის ზოგად თეორიას. ახლა განვიხილოთ 

აღნიშნული მეთოდით წრფივ განტოლებათა სისტემის ამოხსნის რამდე- 
ნიმე მაგალითი. 

1. ამოვხსნათ სისტემა: 

2XL+3Xა---4Xვ=--3,. 

3ი--2X--+-7Xვ:> 2, 

4 -1-5Xა--2Xვ.... 3. 

ფევადგინოთ მოცემული სისტემის გაფართოებული მატრიცა და 

მოვახდიჩოთ მისი თანამიმდევ გრობითი გარდაქმნა: მივიღებთ: 

2 3-4) 3) (1 5 11, 5) (1 -5 1)! 5| 
ვ. 2 7, 2'|ი|2 3 -4' -3|Iთ| 0 13 “-26, –13| ი. 

L4 5 –2, 3) (0 –|ს 6' 9) (0 -!) #C6C6' -9|! 

(1 -5 11, 5) (1 -5 II 5)” 
ი|0 1. 2! -1Iთ|0 1 -2; –1| 

(0 0 4ე 8) |90 0 1' 2| 

ამრიგად, მოცემული “სისტემა დაიყვანება მის ტოლძალოვან შემდეგ. 
სისტემამდე: 

I--5Xვ--11X= 5, 
Xვ-- 2Xე=--1, 

Xვ-- 2, 

რომელსაც გააჩნია ერთადერთი ამონახსნი X,:=--2, X=313, X =2. 

სისტემის აღნიშნული მეთოდით ამოხსნას „სამკუთხედის“ სქემით 

ამოხსნა ეწოდება. ' 

2. ამოვხსნათ სისტემა: 

X+3X---4Xვ“- X.=-–-5, 
2%+ X3-+3Xვ+2%ყ= 3, 

XI--2X-+7X+ Xა= 2, 

3X.+4X-–+- Xვ-+3X= 6. 

? აჭ სიმბოლო „თ“ ორ მატრიცას შორის ნიშნავს იმას, რომ მათი შესაბამისი. 

სისტემები ეკვივალენტურია. მკითხველი ადვილად შეამჩნევს, თუ როგორი გარდაქ- 

მნებით მიიღება ყოველი შემდეგი მატრიცა წინასაგან. 
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მოცემული სისტემის გაფართოებული მატრიცის გარდაქმნის შე– 

დეგად მივიღებთ: 
(1 33-41 –5) (1.3 -41, 5) (1.3 4 1, 5) 
2.1 3 2 ვ (011013 0 0 00'6 
1-2 7 1' 2|I01)0 -5 110. 7ICი|0 -=5 11 0' 7)! 

(3 4 1.3, 6) (3 4 13; 6! (3 4 1 :3, CI 

როგორც ვხედავთ, ჩვენ მივედით მოცემული სისტემის ისეთ ეკვივა- 

ლენტურ სისტემაზე, რომელიც შეიცავს განტოლებას 0=6, რაც შეუ- 

ძლებელია. მაშასადზმე, მოცემული სისტემა არათავსებადია. 

3. ამოვხსნათ სიხტემა: 

X.-+3X5+2Xვ-––-3Xგ4=3, 

3X,-+-2X-––-4X3+-2X4=3, 

2X--“- Xე---6X5+5Xა=0, 

4იე+5Xე---2Xე–“– XI=6. 

მოცემული სისტემის გაფართოებული მატრიცის გარდაქმნის შე- 

დეგად მივიღებთ: 
(1 3 2 –ვევ) (| 3 2-ვ3' ვ) (| 3 2-3; 1) 

ვ 2-4 2 , 3| |0 –7 –10 11, –6, |0 –7 –10 11! –6|). 
2 –-1-6 ი) ითი –7 –10 11 -იიი 0 0 0) 0 

(4 5 -2-1 ! 6) (0 –7 –10 11, –6) (0 0. 0 ი! ი| 

ჩვენ მივიღეთ მოცემული სისტემის ეკვივალენტური სისტემა: 

“(V X+3X+ 2Xვ–– პაკ= ვ, 

_ 7X.-10Xე-++-11X=--6. 
რ აქ თავისუფალ უცნობებად შეიძლება მივიღოთ ჯე, Xვ და X,კ უცნობ- 
თა შორის ნებისმიერი ორი უცნობი. ვთქვათ, Xვ=თ, Xა=ჩზ. მაშინ 

მივიღებთ: 

10 11 6 16 12 3 
ალ –ზ“+“-– +–ლ=-–--–--–-8მზ8ზ+-–-, 

29 7X+-2:+-; I 7 701 
თ და ზ ყოველ რიცხვით მნიშვნელობას შეესაბამება მოცემული სისტე– 

მის გარკვეული ამონახსნი. მაგალითად, თე თ=0, ჩ =0, მაშინ მოცე– 

მული სისტემის ერთი ამონახსნი იქნება: X, = + X· =7 Xვ==0, 

X4=0, ხოლო თუ თ =1, წ =1, მაშინ მოცემული სისტემის.მეორე მო„ 

ნახსნი იქნება: X,=1, X-ა=1, Xე=1, Xკ=1 და ა. შ. ამრიგად მივიღებთ, 
რომ მოცემულ სისტემას აქვს უსასრულო რიცხვი ამონახსნებისა- 
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4. განვიხილოთ ისეთი არაწრფივ განტოლებათა სისტემა, რომლის 
ამოხსნა დაიყვანება წრფივ განტოლებათა სისტემის ამოხსნამდე. 

ვთქვათ, მოცემულია განტოლებათა სისტემა: 
“” 

  

  

  

3 2 3 2 1, 
X ყმძხყ 2-X 

2 2110 2 =,, 
ჯ ყMხ 2-Xჯ 

რიე 3ვკე 5)... 
X ყ 72-Xჯ , 

1 1 1 
აღნიშვნებით: -- =XV # =X =--უ:=%XV მოცემული სის- 

ტემის ამოხსწა დაიყვანება შემდეგ წრფივ განტოლებათა სისტემის 

ამოხსნამდე: 

3Xე-–-2Xვ-–- Xვ=--4, 

2X.+ Xე-I-2Xვ= 4, –. 

4X+3X+-5Xვ= 11. 

მიღებული სისტემის (სამკუთხედის სქემით) ამოხსნის შედეგად გვექ- 

ნება: X=1, X.=4, Xვ=--1. თუ დავუბრუნდებით ძველ აღნიშნვებს 

მივიღებთ, რომ მოცემულ არაწრფივ განტოლებათა სისტემას აქვს 

შემდეგი ორი ამონახსნი: 

1 1 
X=1, ყ=-- 2=0 და X=1, ყლ, 2=0., 

§ 9, გადანაცვლებები და ჩასმები 

შემდეგ პარაგრაფში #-ური რიგის დეტერმინანტის შესწავლისას 
დაგვჭირდება სასრული სიმრავლის ზოგიერთი თვისება. ჩვენთვის სრუ- 
ლიად არ აქვს მნიშვნელობა, თუ რა ბუნების ელემენტებისაგან შედგე- 
ბა აღებული სასოული სიმრავლე. ამიტომ ზოგადობა არ იქნება დარღ- 
ვეული, თუ განვიხილავთ პირველ # ნატურალურ 1, 2, ..., # რიცხეთა 
(ელემენტთა) სიმრავლეს. სიმრავლის ელემენტების დალაგებას შემ- 

დეგი სახით: 1, 2,.., , ეწოდება სიმრავლის ნორმალური დალაგება. 

ჩვენ შეგვიძლია განვიხილოთ აღნიშნული სიმრავლის სხვა დალაგე– 

ბა, რომელსაც გადანაცვლება: ეწოდება. 

მაგალითად, როცა M#=3, მაშინ 1, 2, 3 ელემენტთა ყველა შესაძლო 

გადანაცვლების რიცხვი უდრის 31=>6, ესენი იქნება: 123, 132, 213, 
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231, 312, 321. დავამტკიცოთ, რომ 1, 2, ..., # ელემენტთა ყველა შესაძ- 

ლო გადანაცვლების რიცხვი უდრის /”!. 

მართლაც, დამტკიცება მოვახდინოთ ინდუქციით ელემენტთა რაო- 

დენობის მიმართ. დებულების მართებულობა აშკარაა, როცა /1=+1, 2, 3. 

დავუშვათ, რომ დებულება მართებულია, როცა ელემენტთა რაო- 

დენობა უდრის (MI-1)-ს, ე. ი. ვიგულისხმოთ, რომ #--1 რაოდენობის 

ელემენტისაგან შედგენილი ყველა შესაძლო გადანაცვლების რიცხვი 

უდრის (M--1)!. 
თანახმად დაშვებისა, 1, 2, 3,..., ” სიმრავლისაგან მიღებული ყვე– 

ლა შესაძლო გადანაცვლების რაოდენობა, რომლებიც იწყება. 1-ით, 

იქნება CI--1)!. აგრეთვე, ყველა შესაძლო გადანაცვლების რაოდენობა, 

რომლებიც იწყება 2-ით, იქნება (1-1)! და ა. მ. ყველა შესაძლო გადა- 

ნაცვლების რაოდენობა, რომლებიც იწყება #-ით, იქნება (1-1)! მაშა– 

სადამე, 1, 2, ..., # სიმრავლისაგან მიღებული ყველა შესაძლო გადანა- 

ცვლების რაოდენობა იქნება: 

(/2-––1)!//= 1.2...(I/1–“–1)./1==/1!. 

ვიტყვით, რომ მოცემულ გადანაცვლებაში თ ღა ჩ ელემენტები 
ქმნიან ინვერსიას, თუ თ >ჩ და გადანაცვლებაში თ წინ უსწრებს ზ-ს. 

თუ გადანაცვლებაში შემავალი ინდექსების მიერ შექმნილი ყველა შე– 
საძლო ინვერსიის რიცხვი ლუწია, მაშინ გადანაცვლებას ეწოდება ლუ- 
წი გადანაცვლება, წინააღმდეგ შემთხვევაში –– კენტი გადანაცვლება. 

მაგალითად, დავთვალოთ ინვერსიებს რიცხვი გადანაცვლებაში 
3, 4, 1, 5, 6, 2,7. დათვლა დავიწყოთ უმცირესი რიცხვიდან. | რიცხვი 1 

ინვე რსიას ქმნის ორ რიცხვთან, ეს რიცხვებია 3 და 4, რიცხვი 1 ამოვ- 

შალოთ და დავნიშნოთ მის მიერ შექმნილი ინვერსიების რიცხვი ორი. 
ახლა გადანაცვლებაში 

ვ, 4, 1. , 5, 6, 2, 7 
2 ინვერსიას ქმნის ოთხ რიცხვთან. ეს რიცხვებია 3, 4, 5 და 6. ამოვშა- 

ლოთ 2 და დავინიშნოთ მის მიერ შექმნილი ინვერსიების რიცხვი ოთხი. 

3, 4, MM, 5, 6, აა, 7. 

ამ გადანაცვლებაში 3 არც ერთ რიცხვთან არ ქმნის ინვერსიას, ე. ი. რი- 
ცხვი 3-ის მიერ შექმნილი ინვერსიების რიცხვი მოცემულ გადანაცვლე– 

ბაში უდრის 0. ასევე ადვილად დავრწმუნდებით, რომ გადანაცვლება- 

ში სხვა დანარჩენი რიცხვების მიერ შექმნილი ინვერსიების რიცხვი 

უდრის 0. 

მაშასადამე, მოცემულ გადანაცვლებაში ყველა შესაძლო ინვერსიის 
რიცხვი უდრის 2+4+0=6, ამრიგად, მოცემული გადანაცვლება ლუწია. 
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ადვილად შემოწმდება რომ, მაგალითად, გადანაცვლებაში 

3, 4, 7, 5, 6, 211 ინვერსიების რიცხვი უდრის 13, ამიტომ ეს გადა- 

ნაცვლება კენტია. ნორმალურად დალაგებულ გადანაცვლებაში 1, 2,...,# 

ინვერსიების რიცხვი უდრის ნულს, ამიტომ ნორმალური გადანაცვლება 

ლუწია. გადანაცვლებაში ორი ინდექსის ადგილების ურთიერთშეცვლას 
ტრანსპოზიცია ეწოდება. 

დავამტკიცოთ თეორემა: 
ყოველი ტრანსპოზიცია გადანაცვლების ხასიათს, ანუ ლუწკენტო- 

ვნებას, ცვლის, ე. ი. ლუწ გადანაცვლებას გადაიყვანს კენტში და, პი- 

რიქით. 

დამტკიცება. თეორემის დამტკიცება პირველად განვიხილოთ კერ- 
ძო შემთხვევისათვის როცა თ და ზ ელემენტები გადანაცვლებაში 

ერთიმეორის გვე რდითაა, ე. ი. გადანაცვლებას აქვს შემდეგი სახე: 

4, თ, ზ, 8, სადაც 4-თი და 8-თი აღნიშნულია გადანაცვლების დანარ- 

ჩენი ელემენტები. დ და ზჩ ელემენტთა ტრანსპოზიციის შედეგად გა- 
დანაცვლება მიიღებს შემდეგ სახეს: 4, ზ, თ, 8. ცხადია, რომ თ, და ჩ 

ელემენტების მიერ შექმნილი ინვერსიების რიცხვი 4-სთან და „8-სთან 
თ, და ჩ ელემენტების ტრანსპოზიციის შედეგად არ იცვლება. 

ამიტომ, თუ თ და ჩ ელემენტები, 4, თ, ჩ, 8 გადანაცვლებაში არ 

ქმნიდა ინვერსიას ახალ 4, ჩზ, თ,8 გადანაცვლებაში შექმნის ინვერსიას 

და გადანაცვლებაში ინვერსიების რიცხვი ერთით გაიზრდება. ახლა, თუ 

თ და ზ ელემენტები ტრანსპოზიციამდე გადანაცვლებაში ქმნიდა ინ- 

ვე რსიას, ახალ გადანაცვლებაში ტრანსპოზიციის შემდეგ არ შექმნის 

ინვე რსიას, ე. ი. ინვერსიის რიცხვი ერთით დაიკლებს. როგორც ვხედავთ, 

ორივე შემთხვევაში გადანაცვლების ხასიათი იცვლება და თეორემა ამ 

კერძო შემთხვევისათვის დამტკიცებულია. ახლა დავამტკიცოთ თეორე- 

მა ზოგად შემთხვევაში, როცა თ და ჩ ელემენტებს შორის მოთავსე- 

ბულია § რაოდენობის /#), “ე, ..., #, ელემენტი, ე. ი. გადანაცვლებას 

აქვს შემდეგი სახე: 

4, თ, ჩს M:. ჩი იჩ, #8. (1) 

თ ელემენტი თანამიმდევრობით გადავანაცვლოთ მარჯვნივ #,, #ჯ,-.-,Mვ 
„ელემენტთან. § ტრანსპოზიციის შემდეგ მივიღებთ გადანაცვლებას: 

4, ჩ, M%, ა ჩი C) ზ, 8 

თუ ახლა მიღებულ გადანაცვლებაში ჩ ელემენტს თანამიმდევრობით 

გადავანაცვლებთ მარცხნივ თ, #,, ·.·., ჩი, ჩ, ელემენტებთან, §+1 ტრანს- 

პოზიციის შემდეგ მივიღებთ გადანაცვლებას: 

4, ჩზ, ჩ. ჩი, “.. ჩა. თ) 8. (2 
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როგორც ვხედავთ, თ და ჩ ელემენტების ტრანსპოზიციისათვის 

სულ დაგვჭირდა §+1-+5§=2§5+1 მეზობელ ელემენტთა ტრანსპოზი- 

ცია. ახლა რადგან 2§+1 რიცხვი კენტია და გადანაცვლებაში ყოველი 

ორი მეზობელი ელემენტის ტრანსპოზიციით გადანაცვლებას ეცვლება 

ხასიათი, ამიტომ (2) და (1) გადანაცვლებას სხვადასხვა ხასიათი ექნება, 

ამით თეორემა, რომელსაც გადანაცვლების ძირითადი თეორემა ეწო- 

დება, დამტკიცებულია. 
დამტკიცებული თეორემიდან გამომდინარეობს შემდეგი შედეგები: 

1. ლუწი რაოდენობის ტრანსპოზიციით გადანაცვლებას ხასიათი 
არ ეცვლება, ხოლო კენტი რაოდენობის ტრანსპოზიციით კი გადანა- 
ცვლება იცვლის ხასიათს. 

ეს აშკარაა, რადგან ყოველი ტრანსპოზიცია გადანაცვლებას უცვლის 

ხასიათს. 

2. # სიმბოლოს, როცა />>2, ყველა შესაძლო ლუწი გადანაცვლე– 
I 

ბის რიცხვი უდრის კენტ გადანაცვლებათა რიცხვს და უდრის %-. 

მართლაც, როგორც ვიცით, # ელემენტისაგან შედგენილი ყველა 

„შესაძლო გადანაცვლების რიცხვი უდრის 7-ს. ვიგულისხმოთ, რომ ყვე– 

ლა გადანაცვლებას შორის ლუწ გადანაცვლებათა რიცხვი უდრის 7-ს, 

ხოლო კენტ გადანაცვლებათა რიცხვი უდრის I-ს, ე. ი. MII=#-+I. ლუწ 
გადანაცვლებაზე ერთი რომელიმე ტრანსპოზხციის მოხდენით მივი- 

ღებთ კენტ გადანაცვლებას და გვექნება #<1. ანალოგიურად, თუ ახლა 

კენტ გადანაცვლებაზე მოვახდენთ ერთ რომელიმე ტრანსპოზიციას, მი- 

1 
ვიღებთ ლაოწ გადანაცვლებას და ამიტომ 1<=#. მაშასადამე, /=#= +, 

რ. დ. გ. 

განსაზღვრა. ვიტქვით, რომ /# და MV სიმრავლეების ელემენტებს 

შორის არსებობს ურთიერთცალსახა თანადობა ან კიდევ ორი // და V 

სიმრავლე ეკვივალენტურია, თუ / სიმრავლის ყოველ ელემენტს შეესა– 

ბამება MV სიმრავლის ერთი გარკვეული ელემენტი და, პირიქით. რო- 

გორც განმარტებიდან ჩანს, თუ ორი სასრული სიმრავლე ეკვივალენ– 

ტურია, მაშინ მათი ელემენტთა რაოდენობა ტოლია. 

მაგალითი 1. ვთქვათ, // არის მთელ რიცხვთა სიმრავლე, ხოლო M 
––ლაოწ რიცხვთა სიმრავლე, ამ სიმრავლეთა ელემენტებს შორის თანა– 

დობით #+--2/, სადაც # ნებისმიერი მთელი რიცხვია, მყარდება ურთი- 

ერთცალსახა თანადობა. 

მაგალითი 2. ვთქვათ, # მთელ რიცხვთა სიმრავლეა: 0,-C1,+-2, ..., 

ხოლო / ყველა მთელი რიცხვის კვადრატების სიმრავლეა: 

0, 1, 4, 9”... 
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ადვილად შევამჩნევთ, რომ, თუ ყოველ # მთელ რიცხვს შეგუსაბამებთ 
მის კვადრატს #I“-ს, ეს არ იქნება ურთიე რთცალსახა თანადობა ამ სიმ–- 
რავლეთა შორის. 

ახლა დავუბრუნდეთ ისევ 1, 2,..., 7 რიცხვთა სიმრავლეს. ამ სიმრა- 

ვლის თავის თავზე ყოველ ურთიერთცალსახა ასახვას # ელემენტისა- 

გან შექმნილი ჩასმა ეწოდება, მას კიდევ ”-ური ხარისხის ჩასმას უწო- 

დებენ. ! 
თუ განსახილველი ასახვისას ყოველი (ჯ==1,2,...,, ელემენტი გადადის 

ამავე სიმრავლის ძ,, ელემენტში, მივიღებთ ჩასმას, რომელსაც ასე 
აღნიშნავენ: 

'11ე 2. ..., 7 
+-( ) (3) 

(–.. 

ურთიე რთცალსახა ასახვის გამო, მეორე სტრიქონმი ყველა ელემენტი 

ერთიმეორისაგან განსხვავებულია. მეორე სტრიქონი წარმოადგენს 

პირველი სტრიქონის ელემენტების რაღაც გადანაცვლებას. ადვილად 
შევამჩნევთ, რომ ჩასმის დაწერისას არ არის აუცილებელი, რომ პირვე- 
ლი სტრიქონის ელემენტები ნორმალურად დავალაგოთ. მაგალითად, 
მეოთხე ხარისხის ჩასმები: 

1234 1324 (14 32 

341 2/ 3 14 2/” 3214 

სხვადასხვა ფორმით წარმოდგენილი ერთი და იგივე ჩასმებია, რადგან 

თითოეულ მათგანში 1–> 3, 2–+> 4, 3–> 1 და 4–+ 2. ცხადია, რომ ყოველი 

ჩასმა შეიძლება დავიყვანოთ (3) სახემდე, რომელსაც ჩასმის ნორმა- 

ლურ სახეს უწოდებენ, მაგალითად, 

12345 
4153 2) 

ჩასმას. 
ისეთ ჩასმას, რომელიც სიმრავლის ყოველ ელემენტს უცვლელად 

ტოვებს, ეწოდება ერთეულოვანი ანუ იგივური, ჩასმა და იგი 6 ასოთი 

აღინიშნება, ე. ი. : 
.= (I 2, ·.., #) 

1, 2, ·-.., / 

1234 5 

14325 

მენტებს. ამ ჩასმას 2 გადაჰყავს 4-ში, ხოლო 4 გადაჰყავს 2-ში, ამიტომ 

ეს ჩასმა იგივეა, რაც ორელემენტიანი C M) ჩასმა”. 

მაგალითად, ჩასმა ( ) უცვლელად ტოვეებს 1, 3 და 5 ელე- 

" ამის შესახებ კიდეე ქვემოთ გვექნება ლაპარაკი. 
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ცხადია, რომ M-ხარისხიან ყოველ ორ ტოლ ჩასმას ნორმალურ სახემ- 
დე დაყვანის შემდეგ ერთი და იგივე მეორე სტრიქონები უნდა ჰქონდეს, 
ხოლო, სხვადასხვა ჩასმებს კი –– სხვადასხვა. აქედან უშუალოდ ვდღე- 
ბულობთ, რომ / ელემენტისაგან მიღებული ყველა შესაძლო ჩასმის 

რიცხვი ზუსტად უდრის ჩასმის მეორე სტრიქონის ელემენტთა ყველა 

შესაძლო გადანაცვლების რიცხვს, ე. ი. /1!-ს. 

ჩასმას ეწოდება ლუწი, თუ მისი ორივე სტრიქონი ერთნაირი ლუწ- 

კენტოვნებისაა,წინააღმდეგ შემთხვევაში ჩასმას ეწოდება კენტი. ან 
კიდევ, ჩასმას ეწოდება ლუწი, თუ ორივე სტრიქონში ინვერსიების ჯა- 

მი ლუწია, წინააღმდეგ შემთხვევაში ჩასმას ეწოდება კენტი. ადვილად 

დავრწმუნდებით, რომ ჩასმის ლუწკენტოვნება არ იცვლება ჩასმის ნორ- 
მალურ სახემდე დაყვანით. 

მართლაც, ჩასმა რომ ნორმალრ სახემდე დავიყვანოთ, ამისათვის 

პირველ სტრიქონში ელემენტთა შორის უნდა მოვახდინოთ რამდენიმე 
ტრანსპოზიცია და შესაბამის ელემენტებზე მეორე სტრიქონშიც უნდა 
მოვახდინოთ იმდენივე ტრანსპოზიცია რადგან პირველ სტრიქონზე 
ყოველი ერთი ტრანსპოზიციის მოხდენა იწვევს მეორე სტრიქონში 
შესაბამის ერთ ტრანსპოზიციას, ამიტომ ჩასმის ლუწკენტოვნება არ 

იცვლება (ერთდროულად გვექნება ორი ტრანსპოზიცია). ასეთი პრო–- 

ცესის რამდენჯერმე გამეორებით, ცხადია, ჩასმის ლუწკენტოვნება 
უცვლელი რჩება და ამით ჩვენი დებულება დამტკიცებულია. 

ახლა ადვილად შევნიშნავთ, რომ თუ ჩასმას დავიყვანთ ნორმალურ 

სახემდე, მისი ლუწკენტოვნება დაემთხვევა მეორე სტრიქონის ლუწ- 
კენტოვნებას. რადგან ნორმალურ სახემდე დაყვანილი ჩასმის ლუწკენ- 
ტოვნება იგივეა, რაც მეორე სტრიქონის ლუწკენტოვნება, ამიტომ ზე- 
მოთ დამტკიცებულიდან უმუალოდ გამომდინარეობს, რომ ყოველი ჩა– 

სმის ლუწკენტოვნება იგივეა, რაც შესაბამისი ნორმალური ჩასმის მეო– 

რე სტრიქონის ლუწკენტოვნება. 
განვიხილოთ მაგალითი. ვთქვათ, მოცემულია მე-5 ხარისხის ჩასმა 

· 2314 1) 

წ 4521/ 

ამ ჩასმის პირველ სტრიქონში 2 ინვერსიაა, ხოლო მეორე სტრიქონში 

კი 9 (სტრიქონები სხვადასხვა ლუწკენტოვნებისაა). ორივე სტრიქონში 

ინვერსიების რიცხვი უდრის 11. ამიტომ ეს ჩასმა კენტია. მოცემული 

ჩასმის ნორმალურ სახემდე დაყვანის შემდეგ მივიღებთ: 

12345 

34521



პირველ სტრიქონში ინვე რსიების რიცხვი უდრის 0, მეორე სტრი- 
ქონში კი 7-ს. ინვერსიების ჯამი არის 7, რომელიც აგრეთვე კენტი რი- 
ცხვია. როგორც ვხედავთ, ჩასმის სხვადასხვა სახით დაწერისას ინვერ- 
სიების ჯამი საზოგადოდ იცვლება, მაგრამ ჯამის ლუწკენტოვნება უცე- 

ლელია. 
ახლა, რადგან ყოველი ჩასმა დაიყვანება ნორმალურ სახემდე და 

ჩასმის ლუწკენტოვნება განისაზღვრება ნორმალური ჩასმის მეორე 

სტრიქონის თ), თე, -.., თ, გადანაცვლების ლუწკენტოვნებით, მივიღებთ 

შემდეგ საინტერესო შედეგს: ი-ური ხარისხის ყველა ჩასმას შორის 
ლუწი ჩასმების რიცხვი უდრის კენტი ჩასმების რიცხვს და ამგვარად 

”! 
უდრის 92. · 

ახლა დავადგინოთ ჩასმათა გამრავლების წესი როგორც აღვნიშ- 

ნეთ, /–ური ხარისხის ჩასმა არის 1, 2, ..., II სიმრავლის თავის თავზე ურ- 

თიერთცალსახა ასახვა. ცხადია, რომ თუ. თანამიმდევრობით ორჯერ მო– 

ვახდენთ 1, 2,..., 7 სიმრავლის თავის თავზე ურთიერთცალსახა ასახვას, 

ისევ მივიღებთ ამ სიმრავლის თავის თავზე ურთიე რთცალსახა ასახვას. 
მაშასადამე, ორი M-ური ხარისხის ჩასმის თანამიმდევრობით მოხდე– 

ნა მოგვცემს გარკვეულ მესამე ჩასმას, რომელსაც უწოდებენ ნამრავლს 

პირველი ჩასმისა მეორეზე. ზემოთ ნათქვამის თანახმად, თუ 5 ჩასმას 
თ ინდექსი გადაჰყავს ჩ ინდექსში, ხოლო Xჯ' ჩასმას ჩ ინდექსი გადა- 
ჰყავს 7 ინდექსში, მაშინ 5 და 7' ჩასმების გამრავლების შედეგად 

მიღებული 5.7 ჩასმა თ ინდექსს გადაიყვანს + ინდექსში. 

მაგალითად, თუ მოცემულია ორი მეხუთე ხარისხის ჩასმა: 

12345 „ 12345 
= CC) (15.42) 

12345 
>- CC) 

მართლაც, §5 ჩასმით 1 გადადის 5-ში, ხოლო 7' ჩასმით 5 გადადის 2-ში, 

ამიტომ 5-7. ჩასმით 1 გადავა 2-ში და ა. შ. 

ადვილად შემოწმდება, რომ საზოგადოდ ჩასმების გამრავლება არა- 

კომუტაციურია მართლაც, განვიხილოთ ნამრავლი #5, მივიღებთ: 

თ5-( 11.23) 

14523 

მაშინ 
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ცხადია, 5 ·7 #61 -8. შესაძლებელია ზოგ შემთხვევაში ჩასმების ნამრავ- 

ლი კომუტაციური გამოვიდეს. მაგალითად, ვთქვათ: 

1 02) (, 23945 

5-(3 1. , 2) 7=Lგ 213 5/' 

ადეილად შემოწმდება, რომ 

C 23945 
5:7=7-5=L) 534 2) 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ ჩასმების გამრავლების მიმართ სრულდება 

ასოციაციურობის კანონი, ე. ი. ვაჩვენოთ, რომ თუ 5, /#? და 7' #-ური 
ხარისხის ნებისმიერი ჩასმებია, მაშინ ადგილი აქვს ტოლობას 

§5(%-7ე)=C : 27. 

მართლაც, ვთქვათ § ჩასმას |, სიმბოლო გადაჰყავს ჯ·:-ში, /2 ჩასმას 

(ე სიმბოლო გადაჰყავს /(ვ-ში, ხოლო ?7' ჩასმას (ვ სიმბოლო გადაჰყავს 
ჰს-მი რადგან /27' ჩასმა /(: სიმბოლოს გადაიყვანს /(კყ-ში, ხოლო 5 /? ჩასმა– 
ს სიმბოლოს გადაიყვანს /ე-ში, ამიტომ ორივე 5(M-7) და (5 -#2)7,, ჩას- 

მა 7 სიმბოლოს გადაიყვანს Iკ-ში, რ. დ. გ. 

ადვილად შემოწმდება, რომ ნებისმიერი თ ჩასმა # ერთეულოვან 

ჩასმაზე გამრავლებით როგორც მარცხნიდან, ისე მარჯვნიდან არ იცე– 

ლება, ე. ი. ადგილი აქვს ტოლობას 

0:6=6.0ძ=0თ. 

ჩასმას, რომელიც მიიღება მოცემული 0 ჩასმისაგან სტრიქონების 

ადგილების ურთიერთშეცვლით, მოცემული ჩასმის შებრუნებული 
ჩასმა ეწოდება და აღინიშნება ასე: 0“, როგორც განმარტებიდან ჩანს, 

ჩასმის შებრუნებით მისი ლუწკენტოვნება არ იცვლება. ადვილად შე– 

მოწმდება, რომ 

ძ-ი 1=0 1-0=0. 

12345 
ი-L: +, ვ 2)" 

, (34152 12345 
ი -(123+: “(35124 

აე 12345 
ძიფცი 12-27 1.0 = = 0. 

12345 

მაგალითი. ვთქვათ, 

მაშინ 

და მივიღებთ:



ახლა შემოვიღოთ ციკლური, ანუ წრიული, ჩასმის ცნება, რომელიც 

დიდ როლს ასრულებს ჩასმათა თეორიაში, ვთქვათ, გვაქვს # რაოდენო- 
ბის თ), თი, .... თ: ინდექსი. ამ ინდექსებისაგან შექმნილ ჩასმას ეწოდება 

#”-წევრა ციკლური, ანუ წრიული, ჩასმა, თუ ყოველი თე, თეი, ·.., თ.) 

ინდექსი გადადის მის მომდევნო ინდექსში, ხოლო უკანასკნელი თ, ინ- 
დექსი კი პირველ თ; ინდექსში: 

C), თი. ·.., XL.1, CL, (=. რ 9 %ე; ·.. CI, თ. 

ასე, მაგალითად, ჩასმა 

(- 357 

3 57 1 

წარმოადგე ნს 1, 3, 5, 7 ინდექსებისაგან შექმნილ ოთხწევრა ციკლურ 

ჩასმას. 

(5) წრიული. ჩასმა მოკლედ ასე აღინიშნება: 

( თ. თი, ·..ე XL. 1) CV 

Vა, Cვ; ·.- CI თ, 

(13 7))=0 257. 

)=C, თი, ·.., CL 1 CI), 

ამრიგად, 

3571 

ყოეელი თ, და ზ ელემენტის ტრანსპოზიცია ციკლური ჩასმის კერძო 

დემთხვევაა; ის წარმოადგენს ორწევრა ციკლს: 

(ჯ ს) = C.ჩ). 

ერთწევრა ციკლი (თ) იმას ნიშნავს, რომ მოცემული ჩასმით თ ელემენ- 

ტი გადადის თავის თავში, ე. ი. რჩება თავის ადგილზე. 

შევნიშნოთ, რომ ციკლური ჩასმა შეიძლება დავიწყოთ მასში შემა- 

ვალი ნებისმიერი ინდექსით. ასე, მაგალითად, 

123456)=(34 56 12)=(561 234)=... 

კერძოდ, ტრანსპოზიციისათვის--ორწევრა ციკლური ჩასმისათვის-– 

გვექნება: 
(თ ზჰ=(ზთ. 

ჩ”-ური ხარისხის ჩასმას რომელსაც, მაგალითად, 1 გადაჰყავს 3-ში, 

3 გადაჰყავს 2-ში და 2 გადაჰყავს 1-ში, ხოლო დანარჩენ 4, 5,..., # რიცხ- 
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ვებს ადგილზე ტოეებს, ეწოდება /-ური ხარისხის სამწევრა (132) ციკ- 
ლი და ის ჩასმის სახით ასე დაიწერება: 

(; 23 ი) · 

3 1 24...M 

”-ური ხარისხის ორ (თ, თი... ) და (ჩ, ჩი...ჩ,) ციკლს ეწოდება 

დამოუკიდებელი ციკლები, თუ მათ არ აქვთ საერთო ელემენტი. 
"თეორემა. ყოველი 5 ჩასმა შეიძლება დაიშალოს წყვილ-წყვილად 

დამოუკიდებელი ციკლების ნამრავლად. 

დამტკიცება. ავიღოთ /#-ური ხარისხის 5 ჩასმის რომელიმე” თ, 
ინდექსი; თუ 5 ჩასმით ეს ინდექსი უცვლელია, მივიღებთ ერთწევრა 
ციკლს (თე). თუ ახლა 5 ჩასმას თ, ინდექსი გადაჰყავს თე-ში, რომელიც 

განსხვავებულია თ)-გან, მაშინ 5 ჩასმა თე: ინდექსს გადაიყვანს ან თ;-ში, 

ან სხვა რომელიმე თე-ში, პირველ შემთხვევაში მივიღებთ ორწევრა 

ციკლს (თ,, თ:), მეორე შემთხვევაში, თუ 5 ჩასმას თვ გადაჰყავს თ,-ში, 
მივიღებთ სამწევრა ციკლს (თ, თა: თე) თუ 5 ჩასმა თე-ს გადაიყვანს 

თში, რომელიც განსხვავებულია თ,-გან მივიღებთ უფრო მაღალი 

რიგის ციკლს და ა. მ. რადგან 1, 2,..., # ციფრთა სიმრავლე სასრულია 

ჩვენ მივალთ ისეთ თჯ ინდექსზე, რომელიც მოცემული ჩასმით გადა- 

ვა თ,-ში, და მივიღებთ #-წევრა ციკლს (თ, თა ·... თ,), სადაც 1== # </. 

თუ ახლა თ), თე, ..., CL ამოწურავს ყველა 1, 2, .-- ციფრს, ე. ი. 

თუ #=/,0 მაშინ ჩვენი ჩასმა ასე წარმოგვიდგება ციკლის სახით: 

5=(თ, თი... C„). 

თუ თ; ძე, ..., 7, ინდექსები არ ამოწურაეს 1, 2, ..., 7, რიცხვებს, 

მაშინ იარსებებს ისეთი ჩ, ინდექსი, რომელიც არ შედის თ,, თ,, ..., თ, 

ინდექსებში. გავიმეოროთ ანალოგიური მსჯელობა ჩ, ინდექსისათვის 

და მივიღებთ ციკლს (ჩ), ჩა, ·--, ჩ,). თუ ახლა თ,, თი. .-., თ, ჩე, ჩა. 

"-–წ» ჩ. ინდექსები ამოწურავს 1, 2; ·..; 71 ციფრებს, მაშინ ჩვენი ჩასმა 

არმოგვი ბა შემდეგი ორი ციკლის ნამრავლად: გვიდგე ეძდეგ ციკლ 

5-=(თ,, რ», ... «)(8L ჩა .... ზი; 

თუ აღნიშნული ინდექსები არ ამოწურავს 1, 2, ..., M ციფრებს, ამ პრო- 

ცესს განვაგრძობთ მანამ, სანამ არ მივიღებთ მოცემული ჩასმის სრულ 

დაშლას ციკლთა ნამრავლად და ამით ჩვენი თეორემა დამტკიცებულია. 

რადგან ყოველი ციკლი წარმოადგენს ჩასმას, ამიტომ მათი გამრავ- 

ლება ხდება ჩასმების გამრავლების წესით. შევნიშნოთ, რომ ორი /1- 

ური ხარისხის დამოუკიდებე ციკლის ნამრავლი არ არის დამოკი- 
დებული თანამამრავლთა რიგზე. 
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მაგალითები. განვიხილოთ ჩასმა 

§ 123141567 1) 

=L, 8534761/ 

როგორც გხედავთ, მოცემული § ჩასმით 1–> 2–> 8–> 1. ამრიგად ვღებუ- 
ლობთ ციკლს (128). ახლა ავიღოთ ციფრი, რომელიც ამ ციკლში არ 

შედის, მაგალითად 3. ვხედავთ, რომ მოცემული ჩასმით 3–> 5–> 4–>3. 

ამრიგად ვღებულობთ მეორე ციკლს (354). 

ახლა ავიღოთ ციფრი, რომელიც მიღებულ ორ ციკლმი არ შედის, 

მაგალითად 6. ვხედავთ, რომ მოცემული ჩასმით 6–> 7–+ 6. ამრიგად ვღე– 

ბულობთ მესამე ციკლს (67). მაშასადამე, ჩვენი § ჩასმა დაიშალა შემ- 

დეგი სამი ციკლის ნამრავლად: 

5 = (128)(354)(67). 

განვიხილოთ კიდევ ჩასმა 

§ 1234 567 

(231465 4) 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ის დაიშლება შემდეგი სახის ციკლე- 

ბის ნამრავლად: 

5==(123)(4)(56)(7). 

ერთეულოვანი, ანუ იგივური, ჩასმა 

”1 2 ...2? 

-=( , 2 ი) 

წარმოგვიდგება როგორც ერთწევრა ციკლების ნამრავლი: 

6= (1)X(9)...(/) 
რადგან ერთწევრა ციკლები არის იგივე ერთეულოვანი ჩასმა, ამიტომ 

ჩასმის ციკლებად დაშლისას ერთწევრა ციკლები შეიძლება არ დავწე- 

როთ, ე. ი. 

1 234 567 
32146 §7)=02)C6. 

განვიხილოთ ახლა ციკლებად დაშლილი ჩასმების გამრავლება. 

ვთქვათ, საჭიროა შევადგინოთ ნამრავლი ორი ჩასმისა: 

5=(356X142) და 7'=(17245) (63). 

ვიწყებთ 5 ჩასმის ნებისმიერი ციფრიდან, მაგალითად 3-დან. § ჩასმით 

3-> 5, ხოლო #' ჩასმით 5 –> 1. მაშასადამე, §.6./7' ჩასმით 3 –> 1; ვწერთ 
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(31...). შემდეგ 5 ჩასმით 1 –> 4, ხოლო 7, ჩასმით 4 –> 5. მაშასადამე, 
§.:7' ჩასმით 1 –> 5. ვწერთ (315...) შემდეგ § ჩასმით 5–> 6, ხოლო ?' 

ჩასმით 6–> 3. მაშასადამე, 5 · 7' ჩასმით 5–>3, ე. ი. მივიღეთ ციკლი (315). 

შემდეგ დავიწყებთ 5 ჩასმის სხვა რომელიმე ციფრიდან, რომელიც არ 
შედის (315) ციკლში, მაგალითად 7-დან. § ჩასმით 7 გადადის ისევ 7-ში, 
ხოლო 7 ჩასმით 7 –> 2 და ა. შ. თუ მსჯელობას ჩავატარებთ ისე, რო–- 

გორც ზემოთ, და ერთწევრიან ციკლებს მხედველობაში არ მივიღებთ, 

გვექნება: 
5-7 =(315)(27). 

ადვილად შემოწმდება, რომ ყოველი / სიგრძის ციკლის # ხარისხი, 
ე. ი. თავის თავზე #-ჯერ ნამრავლი მოგვცემს ერთეულოვან ჩასმას. 
მაგალითად, 

(123)1= (123)(123) (123) = (1)(2)(3)-==4. 

ახლა განვიხილოთ ჩასმის ლუწკენტოვნების განსაზღვრის კიდევ სხვა 
ხერხები. 

ჩვენ ზემოთ ვნახეთ, რომ ნებისმიერი თ ჩასმა ლუწკენტოვნების 
შე უცვლელად შეგვიძლია დავიყვანოთ ნორმალურ სახე მდე 

1.2... ”) 

C-(. თი... თ... (0) 

მიღებულ ჩასმას კი 1, 2, ..., # ინდექსების ნორმალური გადანაცვლე– 

ბა გადაჰყავს თკ, თე, ·--, თი გადანაცვგლებაში, როგორც ვიცით, ყოველი 

ტრანსპოზიცია თ და ჩ ელემენტებისა შეიძლება დავწეროთ ჩასმის 

სახით: 

(““ ი ს )=რჩ), თ 
სადაც წერტილებით აღნიშნულია ადგილზე დარჩენილი ელემენტები. 

(60) ნორმალური ჩასმის მეორე სტრიქონზე (თზ) ტრანსპოზიციის გა- 

მოყენება ტოლძალოვანია (6) ჩასმის (7) ჩასმაზე მარჯვნიდან გამრავ- 

ლებისა. 
ცხადია, რომ /I-ელემენტიანი ყოველი გადანაცვლება შეიძლება მი- · 

გიღოთ 1, 2,..., ნორმალური გადანაცვლებიდან სასრული რაოდენობის 

ტრანსპოზიციათა გარკვეული თანამიმდევრობით მოხდენის შედეგად, 

ამიტომ ყოველი ჩასმა შეიძლება მივიღოთ ერთეულოვანი ჩასმისაგან 
მის მეორე სტრიქონზე სასრული რაოდენობის ტრანსპოზიციათა გარ- 

კვეული თანამიმდევრობის მოხდენის შედეგად, ე. ი. ყოველი ჩასმა შეი- 
ძლება მივიღოთ ერთეულოვანი ჩასმისაგან (7) სახის ჩასმებზე გამრა- 
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ვლებით. რადგან ერთეულოვან ჩასმაზე გამრავლებით ჩასმა არ იცვლე- 

ბა, ზემოთ ნათქვამიდან ვღებულობთ შემდეგ საინტერესო შედეგს: 

ყოველი ჩასმა შეიძლება წარმოვიდგინოთ გარკვეული რაოდენობის 

ტრანსპოზიციების (მეორე რიგის ციკლების) ნამრავლად. 

ახლა, ვინაიდან ყოველი ლოწი (კენტი) გადანაცვლება მიიღება მე- 

საბამისი ნორმალური გადანაცვლებიდან ლუწი (კენტი) რაოდენობის 

ტრანსპოზ იციის მოხდენით, შეგვიძლია ვთქვათ, რომ ყოველი ლუწი 
ჩასმა (გარდა ერთეულოვანისა) დაიშლება ლუწი რაოდენობის მეორე 

რიგის ციკლების ნამრავლად. 

აქედან ჩანს, რომ ყოველი ორი ლუწი ჩასმის ნამრავლი ისევ ლუწი 

ჩასმაა. თუ ახლა ვიგულისხმებთ, რომ (6) ნორმალური ჩასმის მეორე 

სტრიქონი მიიღება I, 2, ..., // ნორმალური გადანაცვლებიდან თანამი- 

მდევრობით მოხდენილი თ), თე, ·.., თ, ტრანსპოზიციების შედეგად, 

მაშინ (6) ჩასმა წარმოგვიდგება აღნიშნული ციკლების ნამრავლის სა- 

ხით, ე. ი. 

ი=Vთწ)ეთა.·., თCთ(/. (8) 

ამრიგად, ყოველი 0 ჩასმის ლუწოვნება ემთხვევა #-ს ლუწოვნებას. 
ადვილად შევნიშნავთ, რომ მოცემული ჩასმის წარმოდგენა (8) სა- 

ხით ერთადერთი არაა. 

მართლაც, როგორც ვიცით, ყოველი მეორე რიგის თ =-(თ, ჩ) ციკ- 

ლის კვადრატი ერთეულოვანი ჩასმაა, ე. ი. 

თ?=(თ, ჩზ) (თ, ჩ)=(თ) (ჩ)=6. 
და რადგან ჩასმა ერთეულოვან ჩასმაზე გამრავლებით არ იცვლება, 

შეგვიძლია დავწეროთ: 

= თმ. თ, თე...თ, == (Cს)(თ8)7თ1-თა...C/. 

ამრიგად, ერთი და იგივე ჩასმა შეიძლება წარმოვადგინოთ სხვადასხვა 

"რაოდენობის ტრანსპოზიციების (მეორე რიგის ციკლების) ნამრავლად 

ისე, რომ ყოველ წარმოდგენაში მეორე რიგის ციკლების რაოდენობა 

ერთმანეთისაგან, შესაძლებელია, განსხვავდებოდეს მხოლოდ ლუწი 
რიცხვით. 

განვიხილოთ მაგალითი. 

1234 5 

C 3251 
ჩასმა კენტია, ინვერსიების რიცხვი უდრის 7, ამ ჩასმის სამუალებით 

ჩვენ 1, 2, 3, 4, 5 გადანაცვლებიდან გადავდივართ 4, 3, 2, 5, 1 გადანაცე–- 

ლებაზე. ეს გადასვლა, როგორც ამას ადვილად დავინახავთ, შეიძლება 
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შევასრულოთ შემდეგი სამი თანამიმდევნო (1, 4), (2, 3) და (1, 5) ტრანს- 

პოზიციის საშუალებით. ამიტომ შეგვიძლია დავწეროთ: 

1234 5 2 
C, 325 1)=0 4#(2 3)X(1 5). 

იგივე ჩასმა კიდევ მეიძლება ასე წარმოვადგინოთ: 

12345 
L, ი 251)-0 2) (1 3) (1.4) (4 3) (4 2) (2 3)C1 5). 

ორივე შემთხვევაში ტრანსპოზიციების, ანუ მეორე რიგის ციკლების, 

რიცხვი კენტია მიუხედავად იმისა, რომ მათი რიცხვი სხვადასხვაა. 

ციკლების გამრავლების წესით ადვილად შემოწმდება, რომ ყოველი 

/# სიგრძის ციკლი (თ, თე ...თ,) უდრის #-1 რაოდენობის (თ, თ,), 

(თ, თე),.-., (+ თე) ტრანსპოზიციების ან, რაც იგივეა, მეორე რიგის 

ციკლების ნამრავლს, ე. ი. 

(თთათვ...Cთ,)=- (თ, Cთ:)(C, თვ)...(თ1C;). (0, 
აქედან გამოდის, რომ ყოველი # სიგრძის ციკლი იკნება ლუწი, როცა 

ჩ კენტია და –- კენტი, როცა # ლუწია. 
მაგალითად: (13), (15), (18) ტრანსპოზიციების გამრავლებით მი- 

ვიღებთ (1358) მეოთხე რიგის ციკლს 

(1358)=>(13)(15)(18). 

13 58% 
ან, რაც იგივეა, ჩასმა C § 8 I / კენტია. 

ახლა,, ზემოთ დამტკიცებული თეორემისა –– ყოველი ჩასმა შეიძ- 

ლება დაიმალოს წყვილ-წყვილად დამოუკიდებელი ციკლების ნამრავ- 

ლად და ციკლებისათვის ახლა მიღებული თვისების გაერთიანებით მი–- 
ვიღებთ შემდეგ თეორემას. 

თეორემა · ყოველი ჩასმა შეიძლება დაიშალოს მეორე რიგის ციკლთა 

ნამრავლად. 

აქედან კი გამომდინარეობს, რომ ყოველი ლუწი. ჩასმა დაიშლება 

ლუწი რაოდენობის მეორე რიგის ციკლთა ნამრავლად, ზოლო ყოველი 

კენტი ჩასმა –- კენტი რაოდენობის მეორე რიგის ციკლთა ნამრავლად. 

ვთქვათ, მოცემულია #-ელემენტიანი ნებისმიერი თ ჩასმა. #„-ით 

აღვნიმნოთ მოცემული ჩასმის დამლაში დამოუკიდებელი ციკლების 
რაოდენობის და ადგილზე მყოფ ელემენტთა რაოდენობის ჯამი. #-–-/ 
სხვაობას ეწოდება ჩასმის დეკრემენტი. 

თეორემა. ჩასმის ლუწკენტოვნება ემთხვევა მოცემული ჩასმის დე- 

კრემენტს. 
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დამტკიცება. ვიგულისხმოთ, რომ მოცემული (I-ინდექსიანი ჩასმა 
წარმოადგენ „ რაოდენობის ერთმანეთისაგან დამოუკიდებელი 
Cს 6. ს 6. ციკლების ნამრავლს, ე. ი. 

ძლ=C.Cღ...C,. (9) 

ყოველ C,((=1, 2, ·.., „) ციკლში შემავალი ელემენტების რიცხვი აღვნი- 

შნოთ /1,7-ით; (ცხადია, რომ /1-+LI/Iა-I-...--/.=/, ვინაიდან ყოველი V, 

სიგრძის ციკლი წარმოადგენს #,-1 რაოდენობის ტრანსპოზიციათა 

ნამრავლს. (9) ტოლობიდან ვღებულობთ, რომ თ ჩასმა შეიძლება წარ- 

მოვადგინოთ ; 

VI –– 114+ VI –– 1)+...+CI,-–-–-– 1)=ჩ–#/ 

რაოდენობი ტრანსპოზიციათა (მეორე რიგის ციკლთა) ნამრავლის 

სახით თუ ახლა მოვიგონებთ ზემოთ დამტკიცებულ დებულებას: 

ჩასმის ლუწკენტოვნება თანხვდენილია მოცემული ჩასმის მეორე რი- 

გის ციკლებად დამლამი ციკლთა რაოდენობის ლუწკენტოვნებისა, 

მაშინ თეორემა დამტკიცებულია. 

მაგალითი 1. ვთქვათ, მოცემულია ჩასმა 

12345678 
(: 287614 ვ )“-059) (38) (47) (2), 

სადაც #=8, ”=4,-დეკრემენტი #-–- „=4 ლუწი რიცხვია. ამიტომ მოცე- 

მული ჩასმა ლუწია. ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ჩასმის ინვერსიე- 

ბის რიცხვი უდრის 18. 

როგორც აღვნიშნეთ, განხილული საკითხების ნაწილს გამოვიყენებთ 

შემდეგ პარაგრაფში #-ური რიგის დეტერმინანტის შესწავლის დროს. 

საჭიროა ვიცოდეთ, რომ /- ური ხარისხის ჩასმათა სიმრავლე წარმოად- 

გენს სასრული /! რიგის ჯგუფის მაგალითს (გვ. 134), რომელიც დიდღ 

როლს ასრულებს ჯგუფთა თეორიის –– კერძოდ, მაღალი რიგის ალგებ- 

რულ განტოლებათა რადიკალებში ამოხსნადობასთან დაკავშირებული 
საკითხების –– შესწავლის საქმეში. 

§8. ჯ-ურუეი რიგის დეტერმინანტი და მისი ძირითადი თვისებები 

ვთქვათ, მოცემულია თ,; (ს |I=1, 2, ...,,) რიცხვებისაგან შედგე– 

ნილი #-ური რიგის მატრიცა 

თ) რე... ძ)"I 

რა) რია. 09» 
4=|I. 

- -- 

(1) 
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იკ რიცხვებს ეწოდებათ მატრიცის ელემენტები. მოცემული მა- 
ტრიცის ელემენტებისაგან შევადგინოთ შემდეგი სახის 

01 წ-ი .. ძი“, (2) 

ყველა შესაძლო ნამრავლი (წევრი), რომელთა პირველი ინდექსები 
(სტრიქონების ნომრები) დალაგებულია ნორმალურად, ხოლო მეორე 

ინდექს25 (სვეტების ნომრები) თე, თი ,..., თი არის 1, 2 ,..., 7 რიცხვთა 

რაიმე გადანაცვლება. რადგან # ელემენტისაგან შედგენილი ყველა შე– 
საძლო გადანაცვლების რიცხვი უდრის ”!, ამიტომ მოცემული მატრიცი–- 

საგან მიიღება სულ ”! რაოდენობის (2) სახის წევრი. თუ დავაკვირდე– 

ბით შევნიშნავთ, რომ (2) სახის ყველა წევრში არის მოცემული მატ– 

რიცის სხვადასხვა სტრიქონისაგან და სხვადასხვა სვეტისაგან აღებული 
# ელემენტის ნამრავლი. ჩასმას 

( 1 2...” 2) ლ. 

თ; % . 

ვუწოდოთ (2) წევრის შესაბამისი. ჩასმა. ვიცით, რომ (3) ჩასმის ლუწ- 

კენტოვნება იგივეა, რაც 

თ), –ილი,-.. წი (4) 

გადანაცვლების ლუწკენტოვნება. 
განვიხილოთ (2) სახის ყველა შესაძლო ი! რაოდენობის წევრთა ალ– 

გებრული ჯამი; ის წევრები, რომელთა შესაბამისი ჩასმა ლუწია, ავი– 

ღოთ თავისივე ნიშნით, ხოლო ის წევრები, რომელთა შესაბამისი ჩას– 

მა კენტია, ავიღოთ შებრუნებული ნიშნით. ამ ალგებრულ ჯამს ეწო– 
დება. მოცემული მატრიცის დეტერმინანტი. 

ამრიგად, მოცემული ჩ-ური რიგის 4 მატრიცის დეტერმინანტი 

ეწოდება თ! რაოდენობის, შესაბამისი ნიშნით აღებულ (2) სახის წევრ- , 

თა ალგებრულ ჯამს. მოცემული თ-ური რიგის მატრიცის შესაბამისი 

დეტერმინანტი აღინიშნება ასე: 

(7:LVI((0971/4წ 

  | 4)=– 091 0იი-..წაი 
(5) 

  

ამ (5) დეტერმინანტს, რომელსაც გააჩნია # სტრიქონი და ჩ სვეტი, 

ეწოდება #-ური რიგის დეტერმინანტი, ხოლო (2) წევრს, რომლის 

ნიშანი განისაზღვრება (4) გადანაცვლების ლუწკენტოვნებით, ეწოდება 

(ე) დეტერმინანტის ზოგადი წევრი. 

შემდეგისათვის მატრიცის დეტერმინანტი აღვნიშნოთ ძ ასოთი. 

ვინაიდან # ელემენტისაგან შედგენილი ყველა შესაძლო ი! რაოდენო- 
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ბის გადანაცვლების ლუწ გადანაცვლებათა რიცხვი უდრის კენტ გადა- 
I 

ნაცვლებათა რიცხვს | სახელდობრ 5)' ამიტომ ი-ური რიგის დე–- 

ტერმინანტის განსაზღვრიდან მივიღებთ, რომ (5) სახის #-ური რიგის 

დეტერმინანტს აქვს სულ #! რაოდენობის (2) სახის წევრი, რომელთა– 
! 

გან ნახევარი, ე. ი. + რაოდენობის წევრი, იქნება თავისივე ; ნიშნით, 

ხოლო ნახევარი––მებრუნებული ნიშნით. 
მე-· და მე-8 რიგის დეტერმინანტები. ვთქვათ, მოცემულია მე-2 

რიგის მატრიცის 

#=( რთ.1 01Iი ) 

021 ძი 

C11 თ19 

შესაბამისი 

| 44 |= 

  

  Cი1 რია 

დეტერმინანტი. მოცემული მე-2 რიგის დეტერმინანტის ზოგადი წევ– 
რი იქნება 0)=, 09%, ხოლო შესაბამისი გადანაცვლება კი იქნება თკ თ, 

სადაც თI თა არის 1 2 რიცხვთა რაღაც გადანაცვლება. განმარტე– 

ბის თანახმად, მოცემული მე-2 რიგის მატრიცის შესაბამის დეტერმი– 

ნანტს სულ ექნება 21=2 წევრი. ერთ მათგანს ი.ი, ვინაიდან მეორე 

ინდექსებისაგან შედგენილი 1 2 გადანაცვლება ლოწია, ექნება თავისი–- 
ვე ნიშანი ხოლო თაი; წევრს, რადგან მისი მეორე ინდექსები– 

საგან შედგენილი გადანაცვლება 2 1 კენტია, დეტერმინანტში ექნება 

შებრუნებული ნიშანი. მაშასადამე, ძ), ძე» და ––თჯ: თ; წევრთა ალგებ– 

რული ჯამი იქნება მოცემული მე-2 რიგის მატრიცის დეტერმინანტი, 
ე. ი. · 

იე თი 

  

  

=011 0ძიი-–“ თჯირთი|. (6 
ძი ძია 

(ინ ტოლობის საფუძველზე ჩვენ შეგვიძლია მივიღოთ მე-2 რიგის 

დეტერმინანტის გამოთვლის შემდეგი წესი: დეტერმინანტის მნიშვნე– 

ლობა ტოლია პირველი დიაგონალის ელემენტთა ნამრავლს გამოკლე– 

ბული მეორე დიაგონალის ელემენტების: ნამრავლი. მაგალითად, 

3.2 | 

–34 | 
ახლა განვიხილოთ მოცემული მე-3 რიგის 4=(ძთ,) (ს 1=1, 2, 3) 

მატრიცის შესაბამისი მე-3 რიგის დეტერმინანტი 

)C11 CI 0)ვ 

Cთი1 რთი: თევ #· (7) 

ძეუ თვა ძვვ 

=3.4--2C–3)=18. 

ძ= 

 



მოცემული მე-3 რიგის დეტერმინანტის ზოგადი წევრი იქნება 

CI, რ0იჯX, ძვ%ვ) (8) 

ხოლო შესაბამისი გადანაცვლება კი იქნება თ;, თე;, თვ, სადაც თ, თა თვ 

არის 1 2 3 რიცხვთა რაღაც გადანაცვლება. განმარტების თანახმად, 

მოცემულ მე-3 რიგის დეტერმინანტს ექნება სულ (8) სახის 31=6 წევ- 

რი, რომელთაგან 3-ს ექნება თავისივე (დადებითი) ნიშანი სამს კი შებ– 

რუნებული (უარყოფითი) ნიშანი. იმ წევრებს ექნება თავისივე ნიშნე– 

ბი, რომელთა შესაბამისი გადანაცვლება ლუწია, ხოლო იმ წევრებს ექ– 

ნება შებრუნებული ნიშანი, რომელთა შესაბამისი გადანაცვლება კენ– 

ტია. მაგალითად, მე-3 რიგის დეტერმინანტის თკ ძია; ძე: წევრს, ვი– 
ნაიდან მეორე ინდექსებისაგან შედგენილი შესაბამისი გადანაცვლება 
3.1 2 ლუწია, დეტერმინანტში ექნება თავისივე ნიშანი, ხოლო 0; ძი; ძევ 

წევრს, ვინაიდან შესაბამისი გადანაცვლება 2 1 3 კენტია, დეტე რმი– 

ნანტში ექნება შებრუნებული ნიშანი. 

ახლა შეგვიძლია ამოვწეროთ მოცემული მე-3 რიგის დეტერმინან– 

ტის ექვსივე წევრი შესაბამისი ნიშნებით. გვექნება: 

თ), რი თვე, თI2 რთ90ვ ძვ), რვ 0921 თვა 

–ძ)ვ მი შვე “მი 001 შვე) ““–-თ11 რივ ძვი- 

განმარტების თანახად, ამ წევრთა ალგებრული ჯამი იქნება მოცე ზული 

მე-3 რიგის დეტერმინანტი, ე. ი.. 

0) რთი თვ 

ძ= 0ი1 ძი: 0ძიე| = 

თვ, ძვი თვვ 

= 0) 1შიიძევ-L Cთირივრვ1 -- რ)ვრი|შევ––- რევშეიმე|--– 0 არიშეე–– თ 1თივმვ. (9) 

ახლა გავარკვიოთ როგორ მიიღება ეს დეტერმინანტი მესამე რიგის 

მატრიცისაგან. როგორც ვხედავთ, (90) დეტერმინანტი შედგება ექესთ 

წევრისაგან; პირველ სამ წევრს აქვს დადებითი ნიშანი, ხოლო დანარჩენ. 

სამს კი –– უარყოფითი ნიშანი. 

დადებითნიშნიანი სამი წევრიდან ერთი წარმოადგენს მესამე რიგის 

მატრიცის მთავარი დიაგონალის ელემენტების ნამრავლს, დანარჩენთ 

ორი კი მიილება შესაბამისად მთავარი დიაგონალის პარალელზე და მო– 

პირდაპირე წვეროზე მოთავსებული ელემენტების გამრავლებით. უარ“ 

ყოფითნიშნიანი დანარჩენი სამი წევრი კი მიიღება ამავე წესით მეორე; 

დიაგონალის მეშვეობით. 

მიღებული ექვსი წევრის ჯამი მოგვცემს (9) დეტერმინანტს. ამ 

დეტერმინანტს, რადგან მისი მიღება დაკავშირებულია მესამე რიგის 

მატრიცასთან, ეწოდება მესამე რიგის დეტერმინანტი. ' 
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მესამე რიგის დეტერმინანტის გამოთვლის ზემოთ მიღებული წესის 

დამახსოვრებისათვის განვიხილოთ შემდეგი სქემა: 

პირველი სქემით ვღებულობთ დადებითნიშნიან წევრებს, ხოლო 

მეორე სქემით –– უარყოფითნიშნიან წევრებს. მესამე რიგის დეტერ- 
მინანტის გამოთვლის ამ წესს ხმირად სამკუთხედის წესს უწოდებენ. 

  

მაგალითი 1”. 

2 –- 1 2 

ი 3 11=2.ვ3.C-1)+C-1):1:3+-0-:2:.2-2.3.3-- 
ვ 2 –4 

–0:C-1) .C-1)--2-1:2=--25. 

განვიხილოთ მესამე რიგის დეტერმინანტის გამოთვლის სარრუსის 
წესი რომელიც შემდეგში მდგომარეობს: მესამე რიგის მატრიცას 
პირველი ორი სტრიქონი მიგუწეროთ ქვემოთ უცვლელად, მივიღებთ: 

0); ძი თ.ვ 
წ ” 

რ: 0ი C-ვ 
V,2 ” ა 

» “.. ”/M 

–- ძვ; ძვე თვვ –- 
„9. „რ. 

““–თძ11 012 თვ + 

–-ძ21 ძიი ძევ + 

სამი წევრი, რომელიც მიიღება მთავარი დიაგონალისა და მისი პარალე– 
ლური ორი დიაგონალის ელემენტების გამრავლებით, ავიღოთ თავი- 
სი ნიშნით, ხოლო დანარჩენი სამი წევრი კი, რომელიც ანალოგიურად 

„მიიღე ბა მეორე დიაგონალის მიმართ, ავიღოთ შებრუნებული ნიშნით. 

მიღებული ექვსი წევრის ალგებრული ჯამი მოგვცემს მესამე რიგის 

დეტ ერმინანტს. 

შეიძლებოდა მესამე რიგის მატრიცის პირველი ორი სვეტი მიგვე- 
წერა მარჯვნით უცვლელად, მივიღებდით მესამე რიგის დეტერმინან– 

ტის · გამოთვლის ანალოგიურ წესს. 
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მაგალითი 1. გამოვითვალოთ დეტერმინანტი 

2-5 3. 
'ება““““. 

5 4-2 

    

პირველი ორი სვეტის მარჯვნივ მიწერით გვექნება: 

2-5 3 2-5 
” · ” , 

შ. ·.. „რა · 

5 4-2 5.4 

–_–_..–. 
ეეე + – + 

მივიღებთ: , 

ძ=2-:3(–-2)+-C-5)C-–-5) -5-–3:-4:4--5:3.3- 4.C-5):2– 

––C–=2):4·CC–5)=116. 

მაგალითი 9. მე-5 რიგის დეტერმინანტში ვიპოვოთ ძვ, ძეკ 01: 0კე: ძევ 

წევრის ნიშანი. : | 

სიმარტივისათვის ეს წევრი ასე გადავწეროთ: 

რთე1C54C)იCთეერგე=- 01ერიჯრე10კ5ძვყვ. 

განვიხილოთ მეორე ინდექსებისაგან შედგენილი 2 4 1 53 გადანაცვლე– 

ბის ლუწკენტოვნება. ეს გადანაცვლება ლუწია; ინვერსიათა რიცხვი 

უდრის 4-ს, ამიტომ მოცემულ წევრს მე-5 რიგის დეტერმინანტში ექნე– 

ბა თავისივე (დადებითი) ნიშანი. მაგალითად, თ, ძეკ თვი თკ თვე წევრს 

დეტერმინანტში ექნება შებრუნებული (უარყოფითი) ნიშანი. 

მაგალითი 8. ამოვწეროთ მე-4 რიგის დეტერმინანტის ყველა წევრი, 

რომელიც «თე, მამრავლს შეიცავს. ამ მიზნით დავწეროთ მე-4 რიგის 

დეტერმინანტის ზოგადი წევრი, რომელშიც თ.ე, ელემენტი მამრავ– 

ლად შედის. გვექნება: 
CI2,0210ვXჩვრათა, 

სადაც თ), თე, თკ არის "გარკვეული გადანაცვლება 2 3 4 რიცხვე ბისა– 

გან. ვინაიდან ამ სამი ელემენტისაგან შედგენილი ყველა შესაძლო გა– 

დანაცვლებაა 234, 243, 324, 342, 4 23, 432, ამიტომ მეო- 

თხე რიგის დეტერმინანტში სულ იქნება შემდეგი 6 წევრი: 

–- შეირე1მშევიშკკ,, C)იმი)რთვკშკვ, 0)ვრი|შვიმკკ, –-ძვრი:თვაძათ, 

–– ძ1კპრიჯძვამძკვ CIIტ0ი1ფევშკის 

რომლებშიც მონაწილეობს ძა,მამრავლი. 
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ამრიგად, ჩვენ ვიცით მე-2 და მე-3 რიგის დეტერმინანტების გამო- 

თვლა. იმისათვის, რომ გამოვთვალოთ მაღალი რიგის დეტერმინანტე- 

ბი წინასწარ გავეცნოთ /-ური რიგის დეტერმინანტთა თვისებებს. 

M-ური რიგის დეტერმინანტის თვისებები. ისეთ მატრიცას, რომე- 
ლიც მიიღება მოცემული /# მატრიცის სტრიქონებისა და სვეტების ად- 

გილების ურთიე რთშეცვლით, ნომრების შეუცვლელად, ეწოდება მო- 

ცემული 4 მატრიცის ტ რანსპონირებული მატრიცა დააღი– 

6ნიმნება 47 სიმბოლოთი. ამრიგად, მოცემული (1) მატრიცის ტრანსპო- 
ხირებული მატრიცა იქნება: 

CII 091 ··.. რ0ი1 

თი რია რ... რთ» 

4”= · (10) 

რთ. 029 ·.. 2. 

ანალოგიურად განიმარტება მოცემული (5) დეტერმინანტის ტრანსპო- 
ნირებული დეტერმინანტი, ე. ი. 

011 ძე: ··.. C/1 

თია 0ძივ --- რთი ძ'= (10”) 

თ თ. რთი» იძი" 

თვისება 1 მოცემული დეტერმინანტის მნიშვნელობა ტრანსპონი- 

რების შედეგად არ იცვლება. “ 

მართლაც, აღვილად დავრწმუნდებით, რომ მოცემული (5) 
დეტერმინანტის ტრანსპონირების შედეგად მისი (2) ზოგადი წევრი გა- 
დავა ტრანსპონირებული დეტერმინანტის შემდეგ წევრში: 

02.1 თ.ა ... Cთ2 ი) (1 1) 

რომლის ნიშანი განისაზღვრება 

CთI Cი ·.. CV 

( 1.2 ...7# ) 012 

ჩასმით. ცხადია, (11) წევრი, რადგან მისი ელემენტები აღებულია მო– 

ცემული დეტერმინანტის სხვადასხვა სტრიქონიდან და სხვადასხვა სვე- 
ტიდან, იქნება ამავე დროს მოცემული (5) დეტერმინანტის გარკვეუ- 

ლი წევრი. ახლა, ვინაიდან (11) და (2) წევრების შესაბამისი (12) და (3) 

ჩასმები ერთისა და იმავე ლუწკენტოვნებისაა, ამიტომ ამ წევრებს ექ- 

ნებათ ერთნაირი ნიშნები. აქედან გამომდინარეობს, რომ მოცემული 

დეტერმინანტი და მისი ტრანსპონირებული დეტერმინანტი არის ერთ- 

ნაირნიშნიანი, ერთისა და იმავე წევრების ალგებრული ჯამი, ე. ი. #= 

24. დამტკიცებული თვისებიდან გამომდინარეობს, რომ დეტერმი- 
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ზანტის სტრიქონები და სვეტები ტოლფასია, ე. ი. ყოველი თვისება, 

რომელიც მართებულია სტრიქონებისათვის, მართებული იქნება აგ- 

რეთვე სვეტებისათვისაც, ამიტომ დეტერმინანტის ყოველ თვისებას 

შემდეგში ჩამოვაყალიბებთ და დავამტკიცებთ მხოლოდ სტრიქონები- 

სათვის. 

თვისება ?. თუ დეტერმინანტის რომელიმე ორი სტრიქონის ადგი- 

ლების ურთიერთშეცვლას მოვახდენთ, ამით დეტერმინანტს ნიშანი 

შეეცვლება. 
მართლაც, თუ მოცემული (5) დეტერმინანტის 1 და # სტრიქონების, 

სადაც 1<#, ადგილების ურთიერთშეცვლას მოვახდენთ, ადვილად შევ- 

ნიშნავთ, რომ მოცემული (5) დეტერმინანტის ზოგადი წევრი 

Cთ«, რი2, ...თ,თ, ... 0M2, ... მი, (13) 

რომლის ნიშანი განისაზღვრება 

.. 
( (14) 

CI თი ·.. C7/...X 6... %» 

ჩასმით, რადგან 1 და # სტრიქონების ადგილების ურთიერთშეცევლის შემ– 

დეგ სვეტები არ შეიცვლება, გადავა მოცემული დეტერმინანტის შემ–- 

დეგ წევრში: 
02, ფი», --.06>V, ·-0;>, ·.-0ირ, (15) 

რომლის ნიშანი განისაზღვრება 

წ 2 ..#... ოჩ) 06 

CI თი ... C; ... Cყ...C» 

ჩასმით. რადგან (16) ჩასმა მიიღება (14) ჩასმიდან, მხოლოდ პირველ 

სტრიქონში ჯ და # ინდექსთა ტრანსპოზიციით, ამიტომ ისინი სხვადა– 
სხვა ლუწკენტოვნებისაა; ეს იმას ნიშნავს, რომ (15) წევრს (13) წევრის 

შებრუნებული ნიშანი აქვს. ამრიგად, დე ტერმინანტის რომელიმე ორი 

სტრიქონის ადგილების ურთიერთშეცელით დეტერმინანტის ყოველი 

წევრი იცვლის ნიშანს, ე. ი. 

ძე რმ ს. რთი ძც 0ე ... ფი 

რმე ძე --. იმ" ძე მო... ი=» 

"" =:-- -–"""""''" (17) 

მე 0/ა მიი ძე ძი მი 

ძევ ძი ით. ია ძი ძი,



შედები · თუ დეტერმინანტს ორი ერთნაირი სტრიქონი აქვს, მაშინ 

იგი უდრის ნულს. = 

მართლაც, მოვახდინოთ ამ ერთნაირი სტრიქონების ადგილე- 

ბის ურთიერთშეცვლა. მე-2 თვისების თანახმად, მოცემულ ძ დეტერ- 

მინანტს უნდა შეეცვალოს ნიშანი, ე. ი. მივიღებთ ––ძ დეტერმინანტს. 

მაგრამ, რადგან ეს სტრიქონები ერთნაირია, ამიტომ ამ სტრიქონების 

შეცვლით დეტერმინანტი არ შეიცვლება, ე. ი. ძ=–-ძ, საიდანაც 2ძ= 
=0, ძ=0. 

თვისება მ. თუ ძ# დეტერმინანტის ( სტრიქონის ყველა ელემენტი წარ– 

მოდგენილია ორი შესაკრების ჯამად: 

ძ,,=7#ხ0ხ,,+Iს0/ (/=1, 2,..., ”), (18) 

სადაც ) და IL გარკვეული რიცხვებია, მაშინ ძ დეტერმინანტი დაიშ- 

ლება შემდეგი სახის ორი დეტერმინანტის ჯამად: 

ძ= 1.ძ,-+ I ძე. (19) 

ამასთანავე, ამ თრ და ძე დეტერმინანტების ჟველა სტრიქონი, გარდა 

( სტრიქონისა, ისეთივეა როგორიც ძ დეტერმინანტისა, ხოლო ( სტრი- 

ქონში შესაბამისად იქნება ხ,; და C/ რიცხვები. 

მართლაც, მოცემული (5) დეტერმინანტის (2) ზოგადი წევრი 

შეიძლება ასე წარმოვადგინოთ: 

Cთ1>»,09X..· ·თ;თ,... +, 010, 002. ·C2, ხ,თ,+ს 0,თ,).--მეთ,== 

= 7, C19,ძი«,..· ხ,თ,-.თ<რი LI CI)%9,0ი2,--.6/%,-..რთი% 

ადვილად შევნიშნავთ, რომ შესაბამისი ნიშნით აღებული, პირველი 

შესაკრების სახის წევრთა ალგებრული ჯამი, თუ ფრჩხილებს გარეთ 

27,-ს გამოვიტანთ, ფრჩხილებში მოგვცემს ძე დეტერმინანტს. ანალო– 

გიურად, მეორე შესაკრების სახის წევრთა ალგებრული ჯამი, თუ I-ს 

ფრჩხილებს გარეთ გამოვიტანთ, ფრჩხილებში მოგვცემს ძ: დეტერ- 
მინანტს, ე. ი. 

  

  

  

' 

| რთ თი -ი ! IC მვ... წი 
; (061) Cიი · -0%» ! LC, რაი ·.. მაა 
- წ | თითო ო. + 
| #ნი 1 #ხა–- სნ» /ხ»-- 6. კრ ხე ხი ხ. 
სოია აი ა ოასი ააა იიეი ი.ი 1... ..., 

I რთ.) რია ძი. | | რი ძია იი I 

Iთის ა” 
| ძის შიე ·.. ძა 
>” .. 

| CC C.ი ... C" | · (20) 
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შენიშვნა. თუ დეტერმინანტის რომელიმე ჯ სტრიქონის ელე– 
მენტები წარმოდგენილია (18) ტოლობის სახით, მაშინ (ჯ სტრიქონის 

თძყ; ელემენტს ხც და C,, (/=1, 2,...M) ელემენტთა წრფივი კომბინაცია 

ეწოდება,ა ანალოგიურად, (11 ტოლობიდან ვღებულობთ, რომ თ' 
დეტერმინანტი ძ,; და ძე დეტერმინანტთა წრფივი კომბინაციაა. ამიტომ 

ამ თვისებას ხშირად დეტერმინანტის წრფივობის თვისება ეწოდება. 

დეტერმინანტის ეს თვისება ადვილად მიიღება ზოგად შემთხვევაშიც». 

ე. ი. თუ I სტრიქონის ყოველი ძი, ელემენტი, შესაბამისად, წრფივი 

კომბინაციაა ნ,» C,, ·., 0, (/=1, 2, ..., 7) ელემენტებისა, ე. ი. 

შინ 0ც= 1,1 ხც+ 750,+-...+2ითძი (/=1, 2, ·-., 71), 

ძ=).10ძ1+ 2 ძე+...+ ფუძ. (21) 

განვიხილოთ ამ თვისებიდან გამომდინარე ზოგიერთი შედეგი. 

შედები 1, თუ დეტერმინანტის რომელიმე სტრიქონის ყველა ელე– 

მენტი შეიცავს საერთო მამრავლს, შეიძლება ის დეტერმინანტის ნიშ- 

ნის გარეთ გამოვიტანოთ. · 

მართლაც, ვთქვათ, თ,ც=#ხ,; (I=1, 2 ...//), მაშინ (19) ტოლობიდან 

რადგან (კ ==0, მივიღებთ: 

ძ=/9ძე. 

შედებგი 9. თუ დეტერმინანტის რომელიმე !| სტრიქონის ყველა ელე– 

მენტი ნულია, მაშინ დეტერმინანტი უდრის ნულს. მართლაც ვ“ 

გულისხმოთ, რომ ჯ; სტრიქონის ყველა ელემენტის საერთო მამრავლი: 
# არის ნული. პირველი შედეგის თანახმად შეგვიძლია დავწეროთ: 

ძ=0 ·ძ,)=0. 

შედღები ვ. თუ იძ დეტერმინანტის რომელიმე ორი სტრიქონი პრო-. 

პორციულია, მაშინ დეტერმინანტი უდრის ნულს. 

მართლაც, ვთქვათ, მოცემული ძ დეტერმინანტის ჯ სტრიქონისა> 

და § სტრიქონის ელემენტები პროპორციულია, ე. ი. 

0,=#ძ., (/=1, _ . 

ამ შემთხვევაში, თანახმად პირველი შედეგისა, დავწერთ: 

ძ=#/ თ), 

სადაც ძე დეტერმინანტი ნულია, რადგან მას L და § სტრიქონები ერთნაი– 
რი აქვს. 

შედები 4. თუ დეტერმინანტის რომელიმე სტრიქონს მივუმატებთ 

სხვ რომელიმე სტრიქონს გამრავლებულს რაიმე რიცხვზე, ამით დე– 

ტერმინანტი არ შეიცვლება. 
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მართლაც, მოცემული 4 დეტერმინანტის ( სტრიქონს დავუმატოთ 

; სტრიქონი გამრავლებული #-ზე. მიღებული დეტერმინანტი აღვნი- 
ნოთ ძ“-თი. თანახმად (200) ტოლობისა, გვექნება: 

ძთ"=ძ-L/ძი. 

აქ მეორე ძა დეტერმინანტი, ვინაიდან მას ორი წ და / სტრიქონი ერთ- 
ნაირი აქვს, თანახმად მე-2 თვისების შედეგისა, იქნება ნული და მე-3 

“მედეგი დამტკიცებულია. (21) ტოლობის გამოყენებით შეიძლება ამ 
"შედეგის ადვილად განზოგადება, ე. ი. დეტერმინანტი არ შეიცვლება, 

თუ დეტერმინანტის რომელიმე სტრიქონს დავუმატებთ მოცემული 
დეტე რმინანტის სხვა სტრიქონთა წრფივ კომბინაციას. 

ფედები ნ. თუ მოცემული ძ დეტერმინანტის რომელიმე (ჯ სტრიქჭო- 
“რნი დანარჩენ სხვა სტრიქონთა წრფივი კომბინაციაა, ე. ი. 

0.ა=M0),+ ჩითი,+L... ჩ-ს, +-ჩასნა+...+- 0 (22 
(/=1,2,... I) 

სადაც M#Mი,ს ჩი -·ს ჩე MI ·-. ა გარკვეული რიცხვე- 
ბია, მაშინ დეტერმინანტი უდრის ნულს. : 

მართლაც, თანახმად (21) და (22, ტოლობებისა, გვექნება: 

ძ==M)ძ,“+/ჩაძე--...+ჩ,. ძი 1+6ჩ მი +...+6+ჩძი 1, 

სადაც ძ,, ძ., ·.., ძა დეტერმინანტები, ვინაიდან მათ ორი ერთნაირი 
'სტრიქონი აქვთ, ნულია. ს აშასადამ; · ძ=0. 

შედეგი 6. თუ მოცემული დეტერმინანტის სტრიქონები წრფივად 

დამოკიდებულია, ე. ი. თუ მოინახება ისეთი 7,), 7.ე, ·.., #, რიცხვები, 

“რომელთაგან ერთი 1,, მაინც არ უდრის წულს და ადგილი აქვს ტოლობას 

2?.101;-L #იძი,“+---“+ #ოთ,=0 (/=1, ” (23) 

მაშინ დეტერმინანტი უდრის ნულს. 

მართლაც, ვთქვათ, 7,:750, მაშინ .(23) ტოლობიდან გვექნება: 

თა=( ს )თ,+ (–%)« + ..+ ლა ((=1,2 ოს 21). 

“9 "9 

-იმივიღეთ, რომ მოცემული დეტერმინანტის მეორე სტრიქონი დანარ- 

ჩენ სტრიქონთა წრფივი კომბინაციაა. ასეთი დეტერმინანტი, თანახმად 
მე-5 მედეგისა “უდრის ნულს. 

მე-3 თვისების საილუსტრაციოდ მოვიყვანოთ მაგალითი. ვთქვათ, 

“მოცემულია მესამე რიგის დეტერმინანტი ე 

ძე): 012 თე 

0ი1 ძი: ძივ 

  

ძ= 

    რვ) რთვია თვვ 

1 მაგალითად, ძე დეტერმინანტი ნულია, ვინაიდან მას ორი (მეორე და 1) სტრი- 

ქონი ერთნაირი აქვს. 
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რომლის სტრიქონები წრფივად დამოკიდებულია; ეს იმას ნიმნავს, რომ 

მოიძებნება სამი ისეთი რიცხვი #;, #2, #3, რომელთაგან ერთი მაინც არ 

უდრის ნულს, რომ ადგილი აქვთ ტოლობებს: 

#:0)1-+-//ეთი1-L- ჩეძვ1=0, #თ5-Mჩათე:+-/ჩვძვა=0, #1CIვ-L არავ –- ჩვ ძევ =0. 
ვიგულისხმოთ /,580, მაშინ მივიღებთ: 

0)1== 7109 -+- იძე, 0-=2.1ში:-+L 7 იმე-  0)ვ= 7.1რვვ-L 1 იძვ, სადაც 

2.1 =–-- ჯ. 2 =– 7“. ამრიგად, პირველი სტრიქონი წრფივი 
1 1 

კომბინაციაა მეორე და მესამე სტრიქონებისა, ე, ი. მოცემული - 
ტერმინანტი ასე გადაიწერება: ძუ სს 

#10ი +->იძვ, ძეგ ვმეე 20ივ--7აძვე 

    

- თა Cია რივ 
თვ; თვა რთვვ 

რი; რია რივ _ |0ვჯ თვი რევ · · 
=ჩ2 რთი, (779 რივ ო. 7 თა| ძია რივ = /.1“ 0 + /.ი 0 = 0. 

თვე თვე ძვვ თვ) თვა ძევ 

    

  
სასარგებლო იქნება, თუ მკითხველი, რომელიც პირველად სწავ–- 

ლობს უმაღლეს ალგებრას, შეამოწმებს პირველ ორ თვისებასა და შვი– 
დივე შედეგს მე-2 და მე-3 რიგების დეტე რმინანტისათვის. __ 

„ § 4. მინორები და ალგებრული დამატებანი. დეტერმინანტის დაშლა 

რომელიმე სტრიქკონის ან სვეტის ელემენტების მიმართ 

ვთქვათ, მოცემული გვაქვს ჩ-ური რიგის ძ დეტერმინანტი. ავიღოთ 

მთელი რიცხვი # (15=#=5=--1) და განვიხილოთ მოცემული ძ დეტერ- 
მინანტის რომელიმე # რაოდენობის სტრიქონისა და სვეტის გადაკვეთა. 

გადაკვეთაში მიღებული ელემენტები მოგვცემს #-ური რიგის მატრიცას, 

რომლის დეტერმინანტს ეწოდება მოცემული ძ დეტერმინანტის #- 

ური რიგის მინორი. ამ # სტრიქონისა და # სვეტის ამოშლის შედეგად 
დარჩენილი ელემენტები კი მოგვცემს იM--# რიგის მატრიცას, რომლის 

დეტერმინანტს ეწოდება მიღებული #-ური რიგის მინორის დამატები– 

თი მინორი. /VI და /I” ასოებით შესაბამისად აღვნიშნოთ მოცემული დე– 
დე რმინანტის #-ური რიგის მინორი და მისი დამატებითი #--# რიგის 
ინორი. 

შეგვიძლია, პირიქით, /V”-ს ვუწოდოთ ძ დეტერმინანტის (/1--/)- 

ური რიგის მინორი, მაშინ // იქნებოდა /I”ის #-ური რიგის დამატები–- 

თი მინორი. // და /M”'მინორებს ამის გამო ხშირად უწოდებენ ძ დეტერ- 
მინანტის ურთიერთდამატებით მინორებს. · 

ვიგულისხმოთ, რომ /# მინორის სტრიქონების ნომრებია (|. (ა, .--, 
სვეტისა კი /I, /9, --, /- განვიხილოთ ჯამი 

პე=ხ-რნ..- 4 ჩ/- LC. 4. 8 
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M მინორის ალგებრული დამატება (ან ადიუნქტი) ვუწოდოთ მის M' 

დამატებით მინორს, აღებულს C-–1)”” ნიშნით, ე. ი. #I მინორის ალგე– 

ბრული დამატება იქნება C –1)“”/”. / 

მაგალითად, განვიხილოთ, მეხუთე რიგის დეტერმინანტი 

გა.რე1აააშეი- "შევ". .შეგ...რჯი-- 

რას რი ძევ რძე Cი5 

ა.შეჯ“' “ძვი“">რვვ-. "შვტ'“ შვე... 

 ააშვე““ “მცი 'შვვი“ შევ... 

თუ აქ ამოვშლით სამ სტოიქონს (პირველს, მესამესა და მეხუთეს) 

და სამ სვეტს (პირველს, მესამესა და მეოთხეს), მივიღებთ მესამე რიგის 

მინორს 

C ძევ შIა 

#1=| ძვ ძვე 031, რომლის დამატებითი მინორია /M”= 

|რე1 რევ “ეჯ 

რა: რC25 

  

  

ი.ი 

რადგან # მინორის სტრიქონებისა და სვეტების ნომრების ჯამი არის 

§.=1-+3“-5+-1-“-3--4=17, ამიტომ M მინორის ალგებრული დამა- 

ტება იქნება 

C 1) რაი თავ => მიი ძივ , 

    

    იი რძკე მიი რკ 

ლემა , ,-ური რიგის # დეტერმინანტის რომელიმე #- ური რიგის // 

მინორისა და მისი ალგებრული C–1)'”? M” დამატების ნამრავლი მო- 

გვცემს ძი დეტერმინანტის /! (?--/), რაოდენობის წევრს ისეთი ნიშ- 

ნებით, როგორიც მათ აქვთ ძ დეტერმინანტში. 

დამტკიცება. პირველად განვიხილოთ შემთხვევა როდესაც #-ური 

რიგის /V/ მინორი მოთავსებულია დეტერმინანტის მარცხენა ზედა კუ- 
თხეში 

Cა4)1..-2,+1 # I 0.1 ხხ მაიი 

–––__._



ამ შემთხვევაში §.ა=(1-+-2 +...“ 6+(+2+..+40=2014%, + 

ლუწი რიცხვია, ამიტომ / მინორის ალგებრული დამატება იქ ება 8–-ჩ 

რიგის /M” მინორი, მოთავსებული დეტერმინანტის მარჯვენა ქვე- 

და კუთხეში. M მინორის ზოგადი წევრი იქნება 

თI«, 0აი>ე...0ა2,- 
(3) 

ამ წევრის ნიშანი განისაზღვრება შემდეგი ჩასმის ლუწკენტოგნებით: 

/1 2...7ჩ 

L I წ 
CI, თი ... CV 

სადაც თ.ე, თე, .·.-, თ, არის 1, 2,..., # ინდექსების რაიმე გადანაცვლება. 

/#'. დამატებითი მინორის ან, რაც იგივეა, /##/# მინორის ალგებრული და– 

მატების ზოგადი წევრი კი იქნება 

0/+1%,,10#+9%,,გ- .. იმით, (4) 

რომლის ნიშანი განისაზღვრება შემდეგი ჩასმის ლუწკენტოვნებით: 

(”'” ჩ--2. ..., ”) 

თა,ს Cყ+6ი. ·., დი 
(4L) 

სადაც თ». თ,-ჯი, ··, თა არის #+1, #+2, .... ” ინდექსების რაიმე 
გადანაცვლება. როგორც ვიცით, თუ (31) ჩასმის ინვე რსიების რიცხვი 

უდრის I, მაშინ /#/ მინორის (3) წევრს ექნება (--1)/ ნიშანი. ანალო–- 

გიურად, თუ 04.) ჩასმის ინვე რსიების რიცხვია #, მაშინ /#-ის დამატებით 

#7. მინორის (4) წევრს ექნება (–-1)# ნიშანი. თუ განვიხილავთ (3) და 
(4) ზოგადი წევრების ნამრავლს, მივიღებთ: 

თIთ, რთ:2 ... 0.>, · 00+%,,ჯ..- იი», (5) 

ცხადია, რომ /V/” ნამრავლში (5) წევრის ნიშანი განისაზღვრება ნამ- 

რავლით (--1)! C--1))=(--1)!+, მეორე მხრივ, (5) წევრი წარმოად- 
გენს იძ დეტერმინანტის სხვადასხვა სტრიქონისაგან და სხვადასხვა სვე– 
ტისაგან აღებულია # ელემენტის ნამრავლს, ამიტომ ის იქნება მოცემუ- 
ლი ძ# დეტერმინანტის გარკვეული წევრი, რომელსაც ნიშანს ანიჭებს 
ასმა 

1, 2,...#, ჩ ' 1, .. 

თ;, Cი, -..V,, C. I... Vი 

ვაჩვენოთ, რომ (5) წევრს ძ დეტერმინანტში იგივე ნიშანი აქვს, რაც 
4V/MM ” ნამრავლში. მართლაც, რადგან თ;, თე, ·.., თ, გადანაცვლების ყო–- 

ველი ინდექსი ნაკლებია თ,), თ.ჯი, ·-., თ გადანაცვლების ყოველ ინ–- 

დექსზე და ამ გადანაცვლებათა ინვერსიების რიცხვი შესაბამისად უდრის 

#( და I, ამიტომ (5)) ჩასმის ინვერსიების რიცხვი ტოლი იქნება L“+–-ჩს 
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და, მაშასადამე, (5) წევრს ძ დეტერმინანტში ექნება C-1)I+ ნიშანი. 

ახლა, რადგან ჩ-ური რიგის M# მინორში არის #! წევრი, ხოლო ჩ––# 

რიგის M” ალგებრულ დამატებაში კი (1--/)! წევრი, მივიღებთ, რომ 

M ·M” ნამრავლში სულ იქნება #!(1--/)) რაოდენობის (5) სახის წევრი, 
რომლებიც შედიან ძ დეტერმინანტში და მათი ნიშნები, როგორც /V/V ” 

ნამრავლში და ძ დეტერმინანტში, ერთნაირია. ამით, ამ კერძო შემთხ– 
ვევაში, ლემა დამტკიცებულია. აზლა განვიხილოთ ზოგადი შემთხვევა. 

ვთქვათ, აღებული #-ური რიგის / მინორის სტრიქონების ნომრებია. 
სე ჩ-ს წ” სვეტისა კი #7), 79, ·--, /-. გარდა ამისა, ვთქვათ, 

'<Iა<...< IM, I1</2:<...< /. 

ძ დეტერმინანტი გარდავქმნათ ისე, რომ #-ური რიგის M მინორმ»> 

დაიკავოს დეტერმინანტში მარცხენა ზედა კუთხე დამატებითი /,/#” 

მინორის მე უცვლელად. ამ მიზნით, უწინარეს ყოვლისა, |, სტრიქონი. 
ავიტანოთ პირველი სტრიქონის ადგილას. რადგან ( სტრიქონის ზემოთ. 

სულ ს-1 სტრიქონია, ამიტომ მას მოუხდება ი”-––1 სტრიქონთან ტრანს–. 

პოზიცია. შემდეგ (ა სტრიქონი ავიტანოთ მეორე სტრიქონის ადგილას. 

რადგან ჯე სტრიქონის ზემოთ, მეორე სტრიქონის ჩათვლით, სულ არის. 

(-–-2 რაოდენობის სტრიქონი, ამიტომ მას მოუხდება კხ--–-2 სტრიქონ– 

თან ტრანსპოზიციის მოხდენა და ა. შ. 7, სტრიქონი, რომ ავიტანოთ #- 
ური სტრიქონის ადგილას მას მოუხდება #--ჩ/ სტრიქონთან ტრანსპო– 

ზიციის მოხდენა. ჩატარებული პროცესის, ანუ (0--1)-+(/:--2)-L... 

+C-- გ) ტრანსპოზიციის შედეგად #-ური რიგის /MI მინორი მოთავს– 

დება პირველ # სტრიქონში. 

შემდეგ, ანალოგიურად საჭიროა /:, /2, ·. /, სვეტები გადავიტა- 

ნოთ ფ--1)+“V--2-L.. .-+ V-- მ) ტრანსპოზიციით პირველ # სვე– 

ტმი. საბოლოოდ ორივე პროცესის ჩატარების შედეგად #-ური რიგის. 

#M მინორი, 

(I1-–-1)--(I0---2)+...4+--(I---#)CVI--1)+(/2--2)+...+–6CV--#)= ა, 
=5„-21-+-2+...+7/) '(6X». 

(სადაც აჯ§»=11-I-I:-+...+-ს+I1+/--+...+I) რაოდენობის ტრანსპო- 

ზიციის ჩატარების შემდეგ, მოთავსდება მარცხენა ზედა კუთხეში. 

რადგან ყოველი სტრიქონის ან სვეტის ტრანსპოზიცია დეტე რმინანტის 

ნიშანს ცვლის, ამიტომ #-ური რიგის # მინორის მარცხენა კუთხეში 

მიყვანის შედეგად ძ დეტერმინანტის ნაცვლად მივიღებთ ისეთ ახალ 

.ძ4ძ% დეტერმინანტს, რომელიც მოცემული ძ« დეტერმინანტისაგან განსხ-. 

ვავდება მხოლოდ 

- 

(-1აზი--20 +2+...+M) = (– 1)” 
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ნიშნით. ვინაიდან 2(1+2-+...+#/) ყოველი #-სათვის ლუწია, გვექნება:: 

ძ%=L(C-–-1)!თძ. (7). 

დავუშვათ, რომ /” არის #-ური რიგის /#/ მინორის დამატებითი მი– 

ნორი ძ# დეტერმინანტმი. რადგან ძ-დან ძ#"-ზე გადასვლისას არ დარ-. 
ღვეულა /”-ში შემავალი სტრიქონებისა და სვეტების ურთიე რთმდე– 
ბარეობა, ამიტომ ძ# დეტერმინანტშიც #M”/ იქნება M მინორის დამა– 

ტებითი მინორი, რომელიც ახლა მარჯვენა ქვედა კუთხეშია. ზემოთ 
დამტკიცებული ლემის თანახმად, /VI/VI 7 ნამრავლის ყველა #!(/7-–-/)!: 

წევრი თავისივე ნიმნებით შევა ძი«#+ დეტერმინანტში. მაგრამ რადგან. 

ძ% დეტერმინანტის წევრები, თანახმად (7) ტოლობისა, # დეტერმი– 

ნანტის შესაბამისი წევრებისაგან განსხვავდება C-I)” ნიშნით, ამიტომ. 

ნამრავლი (–-1) MM” “ მოგვცემს « დეტერმინანტის #I(M-/)! რაო- 
დენობის წევრებს ისეთი ნიშნებით, როგორიც მათ აქვთ ძ დეტერმი– 

ნანტში. ახლა, თუ შევნიშნავთ, რომ C–1) ”/” წარმოადგენს /#M მინო–- 

რის ალგებრულ დამატებას, ვნახავთ, რომ ლემა მთლიანად დამტკი– 

ცებულია. | 
ცხადია, რომ #-ური რიგის დეტერმინანტის ყოველი იყ ელემენ–-. 

ტი შეიძლება მივიღოთ როგორც პირველი რიგის მინორი. მაშინ ძ დე-- 

ტე რმინანტის ით, ელემენტის (ანუ პირველი რიგის მინორის) დამა– 

ტებითი მინორი იქნება (ჯ-ური სტრიქონისა და /-ური სვეტის ამოშლის. 

შემდეგ დარჩენილი #--1 რიგის მატრიცის დეტერმინანტი. თუ 0,7, 
ელემენტის შესაბამის დამატებით მინორს აღვნიშნავთ #/MI,, ხოლო 

ალგებრულ დამატებას კი #ყ, გვექნება: 
4 == (––1)!+V7VI,,. (8) 

თანახმად ზემოთ დამტკიცებული ლემისა, იყჭც ნამრავლი მოგვ-- 
ცემს ძ დეტერმინანტის 11(/--1)1=(I–-1) რაოდენობის წევრს ისე–- 

თივე ნიშნებით, როგორიც მათ აქვთ მოცემულ დეტერმინანტში. 

დეტერმინანტის დაშლა სტრიქონის (ან სვეტის) ელემენტების მი-- 

მართ. განვიხილოთ ძ# დეტერმინანტის რომელიმე I-ური სტრიქონის: 

ელემენტების ნამრავლი მათ ალგებრულ დამატებებზე: 

ძარ ი. თარი, ·. 0ო/ტ თ (9 

როგორც ვიცით, ყოველ ძია4/. (7,=1, 2, ·.., #) ნამრავლი გვაძლევს. 

(I2––1)! რაოდენობის ძ დეტერმინანტის სხვადასხვა წევრს. გარდა 

ამისა, გდვილად “შევამჩნევთ, რომ ყოველ. ორ ძეა4ა და თ.#ე;. 

(7 #. I) ნამრავლს არ აქვს საერთო რი და # რმინანტის ყო ი 
070 შედის (5) იარე ლელ ბ ეი წა მ ეტე ტი ყოველ 

ახლა, რადგან (9) სახის ნამრავლები სულ არის # და ყოველი ნამ– 

რავლი გვაძლევს (1-1) რაოდენობის # დეტერმინანტის გარკვეულ 
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წევრს, ამიტომ (9) გამოთქმათა ჯამი სულ მოგვცემს (/:-–1)!/1=>=/1! რა- 

'ოდენობის ძ# დეტერმინანტის ყველა წევრს, მაშასადამე, 

ძ=0, 1 ,+0ძ,4/+...+ძიო4ი. (1თ 
10) ფორმულით მოცემულია #-ური რიგის ძ დეტე რმინანტის დაშლა 

# ური სტრიქონის ელემენტების მიმართ. მაშასადამე, დამტკიცდა 

თეორემა, ძ დეტერმინანტის რომელიმე სტრიქონის ელემენტების 

მათ შესაბამის ალგებრულ დამატებებზე ნამრავლთა ჯამი უდრის მო- 

ცემულ დეტერმინანტს. 
(10) ფორმულით ყოველი M-ური რიგის დეტერმინანტის გამოთვლა 

დაიყვანება ი რაოდენობის M#--1 რიგის დეტერმინანტის გამოთვლამდე. 

„ანალოგიურად, #4 დეტერმინანტი შეიძლება დაიშალოს მისი რომელიმე 
სვეტის ელემენტის მიმართ. 

მაგალითად, მესამე რიგის დეტერმინანტის დაშლას მეორე სვეტის 
ელემენტების მიმართ ექნება შემდეგი სახე: 

    

C11 თა Cვ 

ძი რ რივ =0):4)ვ-Lრთირიი-L თვი/1ვი = 
თვ რვა რთვვ 

ი 0 ძე თს რევ 0. თ.ვ 
=–Vთი 99 –-რთვი · 

ივე თვვ რძე თვვ რი რივ 

      

  

  

  
(100) ფორმულიდან ჩანს, რომ დეტერმინანტის დაშლა უმჯობესია 

დმ სტრიქონის ან სვეტის ელემენტების მიმართ, რომელშიც მეტი ნუ- 

ლებია. ამიტომ ხშირად სასარგებლოა წინასწარ მოცემული დეტერ- 

მინანტი, დეტერმინანტის თვისებების საფუძველზე, გარდავქმნათ ისე, 

რომ რომელიმე სტრიქონში ან სვეტში მეტი ნულები გაჩნდეს. დეტერ- 

მინანტის მე-3 შედეგის მიხედვით, თუ დეტერმინანტის რომელიმე 
# ური სტრიქონის ელემენტი თ,,#0, მაშინ ამ სტრიქონის ყველა თ, 

(/9%6-#, 1=1, 2,..., MI) ელემენტი შეიძლება გავხადოთ ნული. მართლაც, 

(#23) 
ჯ«მისათვის საკმარისია #-ური სვეტი გავამრავლოთ –- (/=1, 2, ... ,) 

I” 

რიცხვზე და გამოვაკლოთ შესაბამისად /=1, 2, ..., /1 სვეტს. ასეთი მოქ- 

მედების შედეგად დეტერმინანტის შეუცვლელად (-ურ სტრიქონში, 
გარდა თ/. ელემენტისა, ყველა გახდება ნული. 

მაგალითად, გამოვთვალოთ მე-4 რიგის დეტერმინანტი: 

3231 
! 432 

ძ-= 2 141“ 

423 ას 
ა
ლ
»
 

ა
 

0.
 C
ა 
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პირველ სვეტს გამოვაკლოთ მესამე სვეტი, მივიღებთ: 

133 1 
0 4.3 2 

ძ-212214 
(04.23 

მესამე სტრიქონს გამოვაკლოთ პირველი სტრიქონი გამრავლე– ა" ხლა 

ბული 2-ზხე, მივიღებთ: 

I1. 3 3 1 
წე 4 3.2 

0-4-52 
I0 4. 2 3 

თუ ახლა ამ დეტერპინანტს გავშლით პირეელი სვეტის ელემენტების 

მიმართ, მისი გამოთვლა დაიყვანება ერთი მესამე რიგის დეტერმინან–- 

ტის გამოთვლამდე: – 

: 4. 3 2, 1.3 2 L. 
ძ=1!--4 –-5 2I=4|-–-1-–5 2 :L- 

74 23 1.2 ვ. -I. 
L 4 

თანახმად დეტერმინანტის თეისებისა, პირველი სვეტის საერთო შ:- 

მრავლი 4 გამოვიტანოთ დეტეომინანტის ნიშნის გარეთ. მიღებული 

მესამე რიგის დეტერმინანტი მეიძლება უშუალოდ გამოვთვალოთ ან 

კიდევ მისი გამოთვლა შეიძლება დავიყვანოთ ერთი მეორე რიგის დე- 

ტე რმინანტის გამოთვლამდე. ამისათეის მეორე სტრიქონი მივუმატოთ 
პირველ და მესამე სტრიქონებს, მივიღებთ: 

0-294: 
ძ-4 –1I 5 2;=(-1,24. == 8 6 =4C-0+ 12) =8. 

0-3 5, : 

ახლა დავუბრუნდეთ ისევ (10) ფორმულას. ამ ფორმულის მიხედვით 

იმით ტჭტი+“...+თ8ი (11) 

ჯამი მოგეცემს ისეთ /'-ური რიგის დეტერმინანტს, რომელიც ჩვენი 

ძ დეტერმინანტისაგან განსხეავდება მხოლოდ ჯL-ური სტოიქონის ელე– 
მენტებით. IL-ურ სტრიქონში იქნება თ, C, ·... C, ელემენტები, ე, ი. 

, ალდა ბ ფიტი ათა ლ. ა" 

' რთ) რთი --- ი» :(_ 
თვეა კავა ევე . ....ი.. ს ვარეზ აგვ. ა აეადლ- 

___"" ილ IC C --· 6. | (( სტრიქონი) 4” 
“ C1 ; წელი –C 47 -–..-რო.,გ= .თიი . „ად > – – 

–---..-.. | რ. 0 ·-. თი / „ .-– – –_ 

4. შ. ვემხაძე . „_>_> 4



ანალოგიურად, თუ განვიხილავთ #-ური სტრიქონის ელემენტე- 
ბის ნამრავლთა ჯამს (-ური სტრიქონის ელემენტების შესაბამის ალ- 

გებროულ დამატებებზე, მივიღებთ ისეთ /-ური რიგის დეტერმინანტს, 

რომელსაც ორი L#-ური და #-ური სტრიქონი ტოლი ექნება; თანახმად 

დეტერმინანტთა თვისებისა, ასეთი დეტერმინანტი უდრის ნულს, ე. ი. 

0. 4,+0იი #,ა+...+ი»/)ე,=0, როცა #=81 (12, 
მაძასადამე, მივიღეთ 

თეორემა. ღეტერმინანტის რომელიმე სტრიქონის ელემენტების 

სხვა რომელიმე სტრიქონის ელემენტების შესაბამის'ალგებრულ დამა- 

ტებებზე ნამრავლთა ჯამი უდრის ნულს. 

ამოიგად, (10) და (12) ფორმულების გაე რთიანებით ვღებულობთ დე- 

ტერმინანტის რომელიმე ჯ-ური სტრიქონის (სვეტის) მიმართ დაშლის 
ძემდეგ ფორმულას: 

ძ, როცა #=L; 
–––_–_–_–-_ .. როცა უუ» 

ური რიგის ძ დეტერმინანტის რომელიმე # რაოღენო- 

ბის სტრიქონის 1==#ჩ/5==/1 ყველა შესაძლო #-–ური რიგის მინორის ფესა- 

ბამის ალგებრულ დამატებებზე ნამრავლთა ჯამი უდრის მოცემულ დღე- 

ტერ მინანტს. 

დამტკიცება. წინასწაო შევნიშნოთ, რომ თუ გვაქეს მატრიცა, რო- 
მელსაც გააჩნია # სტრიქონი და ” სვეტი (#<=/), ასეთი მატრიცისაგან 

სულ "შმეიპლება ძლ–C” = რაოდენობის #-ური რიგის მინო- 
“ #I(/1-––”)! 

რის შედგენა. 

მოცემული #-ური რიგის ძ« დეტერმინანტისაგან გამოყოფილი რო- 

მელიმე # რაოდენობის სტრიქონისაგან შედგენილი ყველა შ შესაძლო 

ჩ-ური რიგის მინორი აღვნიშნოთ სიმბოლოებით: 

7. /VV, ·.., /VI-. 

თუ მიღებული მინორების შესაბამის დამატებით მინორებს აღვნიშნავთ 

VI, Mვს, ·-., /M9” 

(13) 

თეი)რემა. 

სიმბოლოებით, მაშინ 

#,=C-1) ”M,ე  #:=C-1) 47, ..., 4ი0=C-1) '%V (14) 
იქნება შესაბამისად /VI,, /MV, ·.., Mთ მინორების ალგებრული დამატე- 

ბები. ზემოთ დამტკიცებული ლემის თანახმად, ყოველი მინორის ნამ- 

რავლი მის ალგებრულ დამატებაზე, ე. ი. ყოველი შემდეგი სახის. 
ნამრავლი 

C–1)”' M,M,=M4» 
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სადაც 4,=C-1)” '”M,”, (=1, 2,....M) გვაძლევს ძი დეტერმინანტი) 

#ICI-- /ე! რაოდენობის წევრს. ახლა, რადგან ყოველი ორი /M1, და /1ე, მ“- 

ნორი, როცა (967. ე რთმანეთისაგან განსხვავდება ერთი ს---,ით მაინც. 

ჩ 5, , ი, წ /, 
ამიტომ (C--1)” 'VIM; და C–1) ·7MVI;M;, წამროაბლები არ შეიცავენ 

მსგავს (ე რთნაირ) წევრებს. მაშასადამე. /.:,/1, L=1, 2,...,თ) ნამრაეC-- 

თა ჯამი მოგვცემს ჩვენი ”ჩ-ური რიგ.ს “ დეტერმინანტის 

/.1((---#)! ფ =/1! 

რაოდენობის სხვადასხ"ვა წკვრს. მაგრამ, რადგან მოცემული /1-ფრი 

რიგის დეტერმინანტი შეიცავს ”! რაოდენობის (15) სახის წერთა ჯამს, 

გვექნება: 
ძ=-/I./ ,+/VI-#ტა–-...-+/MV 45 (16) 

და ამით თეორემა დაზტკიცებულია. 
ღაზტკიცებულ თეორემას ხშირად ლაპლასის თეორემას უწოდ;ე- 

ბენ, ხოლო (16) ფორმულას –– ლაპლასის ფორმულას. თუ რომელიმე 
“ 

ი 
წ” რაოლესობის სტრივონის ნაცელაღ აეიღებთ ერთ-ერთ რომელიმე 

/-ურ სტრიქონს, მაზინ (16) ფორმულიდან, როგორც მისი კერძო შმემ- 
თხეევა, მივიღებთ (10) ფორმულას. ანალოგიურად დამტკიცდება ლაპ- 
ლასის თეორემა დეტერმინანტის სვეტთა მიმართ. 

დამტკიცებული თეორემის საილუსტრაციოდ მეოთხე რიგის დეტერ- 
მინანტი 

C 

I IL 0კი შვ ი; 

რთი: რია რივ ფიკ   

ძე1 Cელთ ძევ თვა 

CI 012 ძთჯე შეკ – 

დავშალოთ პირველი ორი სტრიქონის მიმართ. პირველი ორი სტრი- 

ქონის გამოყოფით მივიღებთ მატრიცას: 

წი რთი ძევ ი) 

თი: ძა:ი თივ 091 · 

ამ მატრიციდან შედგენილი ყველა შესაძლო მე-2 რიგის მინორის რიცხ– 

ვი უდრის Cკ?= <-=6; ამოვწე როთ ყველა ეს მინორი: 

  
    

  

  

' ირე თი იე ძვ! 21 თეკ M,= #M.= –__ , 
რე რი რი, თძივ: · შე რ05+4( 

1 '! 
((C9/ICI თი ძა | თვ ძეც 

/I,= .. ..- · 
რთი მიე | მილი მა C:3 609-4ყ == 

(9L"



მიღებულ მინორთა შესაბამისი ალგებრული დამატებანი იქნება; 

    

  

    

  

        

4 · ე აM (| შვა რევ თვე რთყვ ძვ | 
=-- =(- , 

1 1 თვ 04 ძკვ რთა | 

4ტ.=( შა ა სც! 20% მვა რეკ | რე: მშე) 
ა=L- “ /VIX =(–– (ფორთნ , 
- ·=( რა 0) რნი რკ 

ანალოგიურად მივიღებთ: 

0ძვა თვვ | თვ ძეკ4 | ძვ. შვე 
#43-= კ 4კ= #4:= - 

თკა შკვ | 0)L ძეა თას რთკვ 

თვ) რვა 
4რ4ა-- = 

ძა, ძი   

  

მაშასადამე, მოცემული მეოთხე- რიგის დეტერმინანტის დამლას პირ- 
ეგლი ორი სტრიქონის მიმართ ექნება შემდეგი სახე: 

ძ=V/1,4 L1“+IMI-ტ---/V ვ 4ვ-L/M I//კ= 

  

  

  

  

  

    

- CI თი | . თვე ძე) რთ), რთვე ფშვა» ძე 

_ | მა ძი თკვ შს 1 C2L რივ | რიკი Cვკ + 

+ 011 C)4 . | შვი. ძვვ | რი ძე | ძვ ძვჯ |__ 

' | ძა, თა | Cკი მკე | თაა ძიე | : თკ შა 

თი თკ რთი იკ თვ CV ძეჯ შვი | 

_. | ძი რა | I თი რთა) ძავ ძი, ' თა რიკა ,       

  

    
თუ მოცემულ მეოთხე რიგის დეტერმინანტში ვიგულისხმებთ, რომ 

ი,)ვ=0,)კ)=ძ:ვ=ძ-|)=0, მაშინ მისი გამოთვლა ლაპლასის ფორმულით 

არსებითად მარტივდება. ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ამ შემთხ- 
ვევაში მივიღებთ: 

ავ” 

  

  
მაუ იძიას!0 0!) | რთ; 02 | თვე თვა 

ძე1 შვი | შვვ ძეგ. | ძა, ძია: | | მკე თკ 
ძა თკი , მკვ რაკ 

სხვადასხვა ტიპის /I-ური რიგის დეტერმინანტის გამოთვლა. 

#-ურძ რიგის დეტერმინანტის თვისებებისა ღა დეტერმინანტის ერთი ან 

რამდენიმე სტრიქონის ან სვეტის მიმართ დაშლის საშუალებით ჩეენ 
შეიძლება მივიღოთ სხვადასხვა ტიპის M-ური რიგის დეტერმინანტის 
გამოთვლის ხერხები. განვიხილოთ ზოგიერთი მათგანი. 

1. ვუჩვენოთ, რომ დეტერმინანტი 

0)1 012 CთIვ .-· 01 
მი თძიი ძევ ·.. თი 

ძ= 0 0 ძვე ... ძვი · 
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რომლის მთავარი დიაგონალის ქვემოთ ყველა ელემენტი ნულია, უღ- 

რის მთავარ დიაგონალზე დალაგებულ ელემენტთა ნამრავლს. 
ასეთი სახის მეორე რიგის დეტერმინანტისათვის ჩვენი დებულება 

მართებულია. დავუშვათ, რომ ის მართებულია ამ სახის #-1 რიგის 
დეტერმინანტისათვის და ვუჩვენოთ მისი. მართებულობა „-ური რიგის 

დეტერმინანტისათვის. 

თუ მოცემულ დეტერმინანტს გავშლით პირველი სვეტის ელემენ- 

ტების მიმართ, გვექნება: 

  

(05) რივ თრი 

ძ=ძ. 0 ძთვვ . ძვი 

0 0. ძის 

რადგან დაშვების თანახმად, 

| ძი». ძივ ძა 

0 ძთძვ.. ძ 

„შუბი = ძიი თევ... მიი 

' 0 0 M ძირი 

მივიღებთ, რომ 

ძ=თ), ძია ·-. ძმიი· 

ტრანსპონირებული დეტერმინანტის თვისების გამოყენებით ანა- 

ლოგიურად მივიღებთ, რომ დეტერმინანტი, რომლის მთავარი დიაგო- 

ნალის ზემოთ ყველა ელემენტი ნულია, უდრის მთავარი დიაგონალის 
ელემენტების ნამრავლს. 

2. გამოვითვალოთ დეტერმინანტი 

#(0-L+,) #თ #0... ჩ”0 ი 
#0 Mჩ(თ–+-X) #ჩთ ... #0თ თ 

ძ9= · · · 

#ძ #თ #0... M”(0+I 0 
#”თ #0 #ძ ”ი თ 

ბოლო სვეტი გავამრავლოთ #-ზე და გამოვაკლოთ პირველ M#–-1 სვეტს, 

მივიღებთ დეტერმინანტს 

    

–5.0 0 0. 0 | 
0 I. 0 0 ძ 

ქძ= ? ე ”% 0 ძ 

0 C 0 ...წIწიე-ეძ 

0 0 0 0 ძ |



ასეთი დეტაედჰპისანტის გამოთვლა უკვე ვიცით, ის უდრის მთავარი დია– 
გოხალის ელემენტების ნამრავლს, ე. ი. 

ძლ=ძMბ" 1 ვ ... Xი- 1. 

3. გამოვთვალოთ შემდეგი #-ური რიგის დეტერმინანტი 

1 1 1 1 

1 C" C" C1, 

ძ,= 1 C” C?ს C”ი+) · 

1 61 6) CV 

თუ ყოველ სვეტს, დაწყებული მეორიდან, გამოვაკლებთ წინა სვეტს 
და გამოვიყენებთ ჯუფთების ცნობილ ფორმულას CM=C! –+C”!, 

მივიღებთ: 
10 0 ...0 

1 C)? C....CVი-1 

1 C% C1ვ –_ C., 

ძ;= 1 C73 C”, ... C9, I-1 

ჩი”. ქ1–9 )ს-პბ 

1 C9 C»- 'თ” C.-ე 

თუ ახლა ყოველ სტრიქონს, დაწყებული მეორედან, გამოვაკლებთ 

წინას ტრექონს, იმავე ჯუფთოების ფორმულის გამოყენებით მივიღებთ: 

    

10 0 -=თ”""""""""""'"''"""" 

I0 69% 69 ...6,,) 11 C 6ს...6V, 
| 0; C.,) C% CI 1 C3 C" C“ 

,”-2 ”I-ა 1-2 

1 C"., C. -..C – ცI-7 ... C5-? 

ი... VI -1 2)-4 

მაშასადამე; ყოკელი I-თვის ძ„=ძი.: და, ვინაიდან ძ1=1, მივიღებთ: 
ძა =1. 

“ 4, ეთკეათ, მოცემულია დეტერმინანტი 

იი თ თა მე 
–11 X 0 0 

0-4 X 0 

0 0–1 #+ 

C
"



ამ დეტერმინანტის პირველი სტრიქონის მიმართ გამლით ადვილად მი– 

ვიღებთ, რომ 

იი თ 0: თვ 

  

  

0 =ქ0 კვ ემ ე,ჯ-- ძი. 
0-–-; ჯ 0 0ძ6X +0,+ –+ძაX–-ძვ 

0 0-1 «| 

5. ანალოგიურად მიიღება, რომ 

__. 
–უ1 ჯ0 ...0 0 

  

  0-–-1 21....0 ი =ძეX"+0,1ბ5“1--. · „-ძეი. 

I 
I 00 0 ...–1 +» 

6. ლაპლასის ფორმულის გამოყენებით გამოეთვალოთ შემდეგი სა–- 

| 
ხის 27 რიგის დეტერმინანტი ძ= | 9 2 –--–=C–ჟ=–ჟ–ჟ–=–C–ჟ–_––.·>___ 

| · 

კუთხეში ,-ური რიგის მინორი უდრის ნულს, მარცხენა ქეეღა კუთხე- 

მი –- 8-ს, მარჯვენა ზედა კუთხეში –- 4-ს, ხოლო მარჯვენა ქვედა კუ- 

თხეში –- C-ს. გავშალოთ ეს დეტერმინანტი პირველი /I-სტრიქონის 

პიმართ, მივიღებთ: ' 

ძ=(–-))“1 · 8, 

სადაც § არის 4 მიზორეს სტრიქონებისა და სვეტების ნომრების ჯამი, 

ი. ი. დხ 

§=(1--2--...“–-/)1) 4-I I(1-=1) –(1--2)-+..--=2I11=/1--2/17. 

მაშასადამე, 

ძ=C–-1)"-,18. 

7. განვიხილოთ ვანდერმონდის ღეტერმინანტი. „-ური რიგის ვან- 

ღერმონდის დეტერმინანტს, შედგენილა თ, ძი, ... ი, ელემენტებისა– 

გან შემდეგი სახე აქეს: 

  

»”” | 
I 0) Cა (ე ...XV, 

Vა=5: ძე? ძე“ დე" – ძე? ! 

! ც.ა“1 იე" ტ:"-!...ც, ა-ა! 

დავამტკიცოთ რომ ვანდერმონდის დეტერმ ინანნტი “უდრის 
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1 
– I0–) რაოდენობის 0,–ი, (1=)<წ=/) სახის სხვაობათა ნამ- 

რავლს. მართლაც, როცა /I:=2 ან /1=3, შესაბამისად გვექნება: 

  

  

11 | 1 1. 1 

ი. თ ძი -ძიი 'ძ ძი ძა |-.(0,--0,)(ძე–-თ,1(თვ––ძა). 
1. ლრ2I I თ,? ძე? ძე? 

ვთქვათ, ჩვენი დებულება მართებულია #--1 ოიგის ვანდე რმონდის დე– 

ტე რმინანტისათვის. დავამტკიცოთ მისი მართებულობა ჩ-ური რიგის 

ვანდერმონდის დეტერმინანტისათვის. გარდავქმნათ V დეტერმინან- 

ტი შემდეგნაირად: ყველა სტრიქონს, დაწყებული მეორიდან, გამოვა- 

კლოთ. წინა სტრიქონი გამრავლებული ი,-ზე, მივიღებთ: 

1 1 1 

ძ, ძე––-ძ, შით, 

0 იე: --ი,იაბთ 2 ცვა ც.ბ, ., კბ! ქტ,.ძიშ-2 

თუ ახლა ამ დეტერმინანტს გავშლით პირველი სვეტის მიმართ, მივი- 
ღებთ #--1 -რიგის დეტერმინანტს. შემდეგ ყველა სვეტიდან , საერთო 
მამრავლების დეტერმინანტის ნიშნის გარეთ გამოტანით' მივიღებთ: 

Vა=(ძა––-ძე)(ძვ--ძ,)...(მეი--0V ი-ს 
სადაც 

1 1 1 

ძ. ძვ ·..ძ 

Vე.ლ–|იბ იძ. ... ძე? 

ძა" ფვ" ? – ც,4ში2 

არის M--1 რიგის ვანდერმონდის დეტერმინანტი, მედგენილი ძი, ძე. 

·-·–»- მიი ელემენტებით. დაშვების თანახმად, ის უდრის –თ–- 1)თ-–2 

რაოდენობის ძი,–-0; (2=7<:5=7/) სახის სხვაობათა ნამრავლს. რადგან 

V-» დეტერმინანტისათვის ჩვენ უკვე გამოყოფილი გვაქვს /--1 რაო- 

დენობის (ძა--იძ,)(ძვ–-ძ,). · .(თ-- ძე) სხეაობათა ნამრავლი, ამიტომ 

ო ური რიგის V, ვანდერმონდის დეტერმინანტი ტოლი იქ- 

ნება თ-ს თ-2+ი-)=4-/თ-)) რაოდენობის მ,–ი, 

( 1=<I<I57/) სახის სხვაობათა ნამრავლისა. თუ ვისარგებლებთ I1 სიმ– 

§6



ჩ 

ბოლოთი. რომელიც ნამრავლს აღნიმნას (მაგალითად, IIC,= 
(=1 

=რთ0ა... მი), მივიღებთ: 

V„გ=(ია––-ძ,ეა(ძვ–--ძ,)...(რე--თ)(ძე–-ძე)(ძკ-–-რე)...(ძ,–-ძი)..-(მე–-ძ»-1) = 
= II (ძ,–-თძ). 

1<I)<1<#ჩ 

8. ირიბსიმეტრიული დეტერმინანტი. დეტერმინანტს ეწოდება ირიბ– 
სიმეტრიული, თუ ყოველი !ჯ და / ინდექსისათვის ძ,,=–=-–ძ,ც. აქედან 

მთავარი დიაგონალის ელემენტებისათვის მივიღებთ: ძთ,,=–-ძ;, ძ,,=0, 

ე. ი. მთავარი დიაგონალის ელემენტი ნულია. მაშასადამე, ირიბსიმეტ-. 

რიულ დეტერმინანტს აქვს შემდეგი სახე: 

  

0 მიე რვ... მშ 

–ძია 0 ძევ ... 2» 

ძ–=| “-ფვ – რვ 0 ·..თრვი, 

–რია მიე –ძვიე...0 

თუ მოცემული ძ დეტერმინანტის ყოველ სტრიქონს გავამრავლებთ: 

–1)-ზე, მივიღებთ ძ# დეტერმინანტის ტრანსპონირებულ დეტერმი- 

ნანტს, რომელიც ტოლი იქნება C–1)"ძ. ტრანსპონირებული დეტერმი– 

ნანტის თვისების თანახმად, გვექნება: 

C-1)"ძ=ძ. 

კერძოდ, როცა # კენტი რიცხვია, მაშინ ––ძ=ძ, 2ძ=0 და ძ=0. მა– 

შასადამე, ყოველი კენტი რიგის ირიბსიმეტრიული დეტერმინანტი უდ- 

რის ნულს. 

დეტე რმინანტთა თეორია ახლა კარგადაა განვითარებული და მას. 

დიდი გამოყენება აქვს მეცნიერების სხვადასხვა დარგში. მაგალითად, 
მათემატიკურ ანალიზში ისწავლება და გამოყენებულია ე. წ. ფუნქციო-. 

ნალური დეტერმინანტები”, ე. ი. ისეთი დეტერმინანტები, რომელთა. 

ელემენტები საზოგადოდ ფენქციებია. 

აგრეთვე, მრავალი საკითხის შესწავლისას გამოყენებულია უსასრუ- 

ლო რიგის დეტერმინანტი, რომელიც განმარტებულია შემდეგნაირად:: 

ვთქვათ, მოცემულია 

? ფუნქციონალურ დეტერმინანტთა ზოგადი თეორია განხილულია მათემატიკუ- 

რ. ანალიზის თითქმის ყველა სახელმძღვანელოში, ხოლო ელემენტარული თვისებებ» 

მოცემულია აგრეთვე პროფ. ა. ხარაძის წიგნში: „დეტერმინანტთა თეორიის ელემეი-- 
ტები“, თობ., 1934 
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(მს C19 თვ.-- | 

თი რი თივ... 

4= ძვ თვი რევ... 

უსასრულო რიგის მატრიცა, ე. ი. ისეთი მატრიცა, რომლის სტრიქონე- 
ბისა და სვეტების რაოდენობა უსასრულოა (მაგრამ თვლადი). ახლა ავი- 

ღოთ ასეთი მატრიცის პირველი # სტრიქონის და პირველი / სვეტის გა- 

დაკვეთის შედეგად შექმნილი #1-ური რიგის #, დეტერმინანტი. თუ ა4- 
სებობს #, დეტე რმინანტის ზღვარი, როცა 7-–>C, ე. ი. თუ 

III1IL1„=I2, 
1>C 

მაშინ მიღებულ #) გამოსახულებას უწოდებენ მოცემული უსასრულო 

რიგის მატრიცის შესაბამის უსასოულო რიგის დეტერმინანტს და აღაი- 

შნავენ ასე: 

თI 0 ძვ... 

ძა ძია თეივ ... 
L=   

  

რვ) შეა შვე... | · 

–_ | 
§ ნ. ი- უცნობიანი ი წრფივი განტოლების სისტემის ამოხსნა 

ვთქვათ, ” რიცხვთა ველზე მოცემული გეაქეს ჩ”-უცნობიანი # 
წოფივი განტოლების სისტემა: 

0)1X. + თ-იXა+L... + თ ი X,=ხ1, . 
0:|IMI-+ძიიXი-+ ... ++ იძიცX,=ხი, თ) 

თძიხი –- 0ააX-+-... 4 მყიჯსე= /.. 

როგორც ვიცით, /;!, მიე. რიცხვთა ისეთ ერთობლიობას, რომე- 

ლიც იგივურად აკმაყოფილებს (1) სისტემის ყოველ განტოლებას, ეწოდე- 
ბა მოცემული სისტემის ამონახსნი. (1) სისტემას ეწოდება თავსებადი, თუ 

მას აქეს ერთი ამონახსნი მაინც..ჩვენი მიზანია გავარკვიოთ როდის აქეს 

მოცემულ სისტემას ამონახსნი და, თუ აქვს, როგორ უნდა ვიპოეოთ ის. 

დავწეროთ მოცემული სისტემის დეტერმინანტი 

011 CI ·-· რი 

/ ძ= C9ი1 ძია ·-. 09» . 0) 

ი, ძი... თ. 

მოცემული სისტემის პირველი, მეორე და ა. შ. მე-” განტოლებათა 

ორივე მხარე შესაბამისად გავამრავლოთ /-–ური სვეტის ელემენტების 
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2/, 4... 1, ალგებრულ დამატებებზე. მათ· შეკრებით მივი– 

დებთ: 

(თ, 1 - –თძი4ი;“+L.. „4 შირი) 

–+ (ძატკც-- I ძაი/19-,+.. .·+ ძირი) 1+- 

1 (თე4ც-- თმი+.. (+ თმა) 

– (თ. 1, თა +.. +.) თ= 04 ცხა. 4იჯ;-.. „+ხა4 ”"” (3) 

თანახმად (25. 50) დამტკიცებული თეორემისა, ღეტერმინანტის სვე–- 

ტებისათვი!, ადგილი აჟვს ტოლობას 

ს)0, როცა '+ 37 
0-4,“ ნეხტ:,“+-... “თია = 'ქ. როცა #=I. (4) 

ამ ტოლობის თანახმა ად მივიღებთ, რომ (3) განტოლებაში X, უცნობის 

კრეფიციენტიე უდრის ' სისტემის ძ დეტერმინანტს, ხოლო ყველა სხვა 

უცნობის კოეფიციენტი უდრის ნულს. ადეილად მპევამჩნევთ, რომ 

თავისუფალი წევრი არის ისეთი 7-ური რიგის დეტერპინანტი, რომელიც 

მიიღება ძ-გან /-ური სვეტის (1) სისტემის თავისუფალი წეერების შე- 

ცვლით. თუ ამ დეტერმინანტს ძ;,-ით აღენიმნაგთ, ე. 0. 

წელ ძა ·.. ხ, "თ" : 

0ე| შიი ''» ხა “-' ფია : 
ძ;==9,4),+ ხა 4ტა/+...“- ხი 4.;= · აბა .... ' , (5) 

ძი 0 ''' მიგ“. მ. ' 

  

მაშინ (3) განტოლება ასე დაიწერეტბა: 

ძა,=ძ, V=1. 2 3,.ს ს). 
მაშასადა3-. მივიღეთ შემდეგ განტოლებათა სისტემა: 

ძა=ძ, 0 X-:=9ძ» .თო... ძM, =0.„. (0) 
რ 

მიღებულ (6) განტოლებათა სისტემას უწოდე ებენ მო ოცემული (1) სის–- 

ტემის მედეგობრივ სისტემას. 

ახლა დაკამტკიცოთ, როუ როცა -”სტემის დეტერმინანტი ძ=90, 

მაშინ (1) ღა (6) სისტემა ე ეკვივალე ნტურია და მოცემულ (1) სისტემას 

აქვს ერთადერთი ამონახსნი. (1) Lის (ტემის ყოველი ამონახსნი რომ (6) 

სისტემის ამონახსნი იქნება აშკარაა, რადგან (6) სისტემა (1) სისტემის 

შედეგობრივი სისტემაა. როცა ძ#-0, §ამინ (6) სისტემიდან გღებულობთ: 

ძ, ძი ძ, 
X= - , 'ე:= , ." შილო (7)   
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ადკილად დავოწმუნდებით, რომ უცნობთა (7) მნიშვნელობები აკმა– 

ყოფილებს მოცემულ (1) სისტემას. მართლაც, თუ უცნობთა ამ მნიშვ- 

ნგელობებს ჩავსვამთ (1) სისტემის ნებისმიერ (-ურ განტოლებაში 

თაც -რიეჭა-C... + იი Xა-= ხ; (CC> 1 , 2... ”), (8) 

მივიღებთ: 

მანს მივლია 01 ლ= ფრარ “-ძაშე-- + 0იძ,) 

ან, მოკლედ, თუ ვისარგებლებთ => სიმბოლოთი, რომელიც ჯამს აღნი- 

”/ 

შნავს (მაგალითად. 2, ძ,=ძე+ძე+.. .4+0ძ»ა), მაშინ გვექნება: 

1=1 

” ” 

1 
2, 0,X = -2, თ,.ძ,. (9 
#=1) #=1 

თუ ახლა ძ;-ს ნაცვლად ჩავსვამთ მის მნიშვნელობას: 

ძ.ლ=ხ.40,-+ხამა,+...+ნიტრის 

მაშინ (90 ტოლობა ასე დაიწერება: 

»ჩ» ” 

1 
2, 0,,X= -ჯ7ბ, 0,.(ნ,4 „+ ხარი,+ ·..- ნირი) = 

X=1 ჩ=) 

ჩ ” ” 

1 , . 
-9( ხ, ბი = ხე“. 0,.4ი+ ·.. ხ,3ე0,40+ 

X#=1 #=1 #=1 

”7 

+. -+ ხ„ბ. ძ,რი, ) · (ქ თ 

#=1 

თანახმად ზემოთ აღნიშნული თვისებისა, კვადრატულ ფრჩხილებში 
მოთავსებული ჯამებიდან მხოლოდ 

#M 

2ემ,ტა=0მატ აც ინაროი+.--0ა4თ=ძ, 

#=-! 

დანა რჩენი კი უდრის ნულს. ამიტომ (10) ტოლობა ასე დაიწერება: 

ი ი, 
1 1 

2, 0/, 2ე=-- ხ,ბ. 0, =-- ხ,ძ=ხ,; 
#=1 #=1 
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მაშასადაჭე, სისტემის ყოველი 1=1, 2,..., / განტოლებისათვის ადგი- 

ლი აქვს ტოლობას 

>> 2 ... – 

ამით დამტკიცდა, რომ (6) სისტემის ამონახსნი, როცა ძ#9, არია აგრეთ- 

ვე (1) სიატემის ამონახსნი. მაგრამ, რადგან (6) სისტემაა, როცა ძ #0, 

აქვს მხოლოდ ერთადერთი (7) ამონახსნი, ამით ისიც დამტკიცდა, რომ 

წრფივ განტოლებათა სისტემას, როცა მისი დეტერმინანტი ძ-59. აქვს 

ერთადერთი ამონახსნი, რომელიც გამოისაზება (7) ფორმულებით. (ლ» 

ფორმულებს კრამერის ფორმულებს უწოდებე ნ. როგორც 3ხ-დავთ 

კრამერის ფორმულებს ვიყენებთ მხოლოდ მაშინ, როცა მოცე მული სიL- 

ტემის დეტერმინანტი ძ «0. კრამერის ფორმულებიდან ჩანL. რომ თუ 

მოცემული სისტემა აღებულია რიცხვთა – ველზე, ე. ი. სისტეშის კოე–- 

ფიციენტები ეკუთგნიან რიცხვთა / ველ“... მაშინ სისტემის ამონახ-ნი 

არის გარკვეული რიცხვები # ველ იდან. როცა /1==2 და 7=3, შესაბა- 

მისად მივიღებთ კრამერის ფორმულებს ორ-და სამუცნობიან წრფივ 

განტოლებათა სისტე მისათვის. 

მაგალითად, "ორუცნობიან წრფივ განტოლებათა. სისტ1პი.ათვის 

ი.X-+-თ)X-= 0), 

0-.(V + მააV-ა= ხ.. (658) 

კრამერის ფორმულებს ექნება სახე: 

9. ძ. 
X სწა= –-. 12) 1=- ქ ( 

ვინაიდან (11) სისტემა გეომეტოიულ ად წარმოადგენს ორ წოფეს 

სიბრტყეზე, ამიტომ მისი ამონახსნე გგომეტრიულად ნიშნავს მოცე- 

მული ოღლი წრფის გადაკვეთის წერტილეს კოორდინატების პოენას. 

თანახმად ზოგადი შმემთხვევისა, გვეკნება: 1. თუ მოცემული (11) 

სისტემის დეტერმინანტი ძ77#0, მაძინ სისტემას ექნება ერთადერთი 

ამონახსნი გეომეტრიულად ეს იმას ნიმხავს, რომ (11) სისტემით მო- 

ცემული ორი წრფე მხოლოდ ერთ წაოტელში იკვეთება. 2. თუ ძ=0 

და ძ,550, ძა=0, მაშინ სისტემას არ აქვს ამონახსნი, ე. ი. შესაბამისი 

წრფეები არ იკვეთება (პარალელულდია). 3. თუ ძ=0 და ძ,=0, 

ძა=0, მაშინ სისტემას აქვს ამონახსნთა უსასრულო რაოდენობა, ე. 0. 

მოცემული ორი წრფე ერთიმეორის თანამთხვეულია. 
მაგალითი. განტოლებათა სისტემას: 

%.-=2V·ა=3, 

2ე+4X=10, 
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3, 

:0 
12! 3 ი2:' : 

რომლის დეტერმინანტი 4=. კ,“ 5დღა რ-,ა კ=-8, თა = 

არ აჟვს ამონახსნი. 
მართლაც, სისტემის მეორე განტოლება პირველი განტოლების მი- 

ხედვით ასე გადაიწერება: 2(C--2X-)=10 ან კიდევ 2:3=10, რაც შეუ- 

ძლებელია. გეომეტრიულდსდ ეს იმას ნიშნავს, რომ მოცემული წრფეები 

პარალელურია და ერთიმეორეს არ ემთხვევა. 

ანალოგიურად მივიღებთ კრამერის ფორმულებს სამოცნობიან 
წრფივ განტოლებათა სისტემისათვის. 

ვინაიდან სამუცნობიანი სამი წრფივი განტოლების სიტემა, გეომე- 

ტრიულად წარმოადგენს სამ სიბრტყეს სივრცეში, ამიტომ მისი ამოხს- 

ნა გეომეტრიულად ნიშნავს მოცემული სამი სიბრტყის გადაკვეთის წერ- 
ტილის კოორდინატების პოვნას. 

გეთქვათ, მოცემული სისტემის დეტერმინანტი ძ«0, მაშინ, როგორც. 

ვიცით, სისტემას აქვს ერთადერთი ამონახსნი. გეომეტრიულად ეს იმას 

ნიშნავს, რომ მოცემული სამი სიბრტყე მხოლოდ ერთ წერტილმი იკვე- 

თება. ანალოგიურად მოხდება გამოკვლევა დანარჩენ შემთხეევაშიც, 

რომელსაც აქ არ შევეხებით, რადგან ის დაწვრილებით ისწავლება ანა– 
ლიზური გეომეტრიის კურსში. 

მაგალითი. კრამერის ფორმულებით ამოვხსნათ სისტემა: 

ვე X+3X-+2X= 1, 

4.0 +2-–-2Xე“+-4X-= 0, 

5წ-–- Mა+-4134+-4Xგ45=-–-1, 

2ე-3ა+66%X+ Xა= 1. 

გამოთვლით მივიღებთ, რომ მოცემული სისტემის დეტერ?:ინანდ - 

ძ=2=0; ამიტომ ის ამოიხსნება კრამერის ფორმულებით. თო, ძ,, ძი. 
და ძე დეტერმინანტებისათვის მივიღებთ: 

ა
 

  

  

1-1 32 3 1 32! 
0 2-24 4 0-2%, ა 

= = 1 = _ 78. 

„„=_–_  ....- + 
1-3 611 2.1 61 

ვ. 1 12 3-1 3.1) 
4 2 04 4. 2--2 0 

ძეა= §_1 _ 1 I --16 რ–1 აეე გ, ეუ =-24 
2-3 11 2-3 6 1 

მაშასადამე, თანახმად (7) ფორმულებისა, მოცემული სისტემის ერთაღ– 
ერთი ამონახსნი იქნება: 

10 –28 – 16 ; –4 
X=--=5, Xგ= 2 =–-14, Xე= == 8, ააა =-2. 

ნ2 

   



შენიშვნა. ხმირად ანალიზურ ბგეომეტრიასა და მექანიკაზი გვხვ- 

დება ისეთ წრფივ განტოლებათა სისტემა, რომელთა თავისუფალი წეე– 

ღები ხე, ხა,..., ხი ვექტორებია. კრამერის ფორმულები ამ შემთხვე– 

ვაშიც მართებულია, მხოლოდ X,,XI ,... X. უცნობები იქნება არა რიცხ–- 
ვები, არამედ ვექტორები. მაგალითად, 

' 2X-+–-Xა=2(–--3/, 

ბა–X= L--5)1 

სისტემის ერთადერთი ამონახსნი იქნება: 

„ე 2. . 
2 =1-0-- , ძ5-=-. 

აქ X, და XX ვექტორების კოორდინატები შესაბამისად არის: 

( 1, 1 და ( 0,–“- ! 

აღვნიშნოთ, რომ საზოგადოდ მოცემული წრფიე განტოლებათა სის– 
ტემა და მისი შედეგობრივი წრფიეგ განტოლებათა სისტემა არაა ეკვი- 
ვალენტური. მაგალითად, განვიხილოთ სამუცნობიან წრფივ განტოლე– 
ბათა სისტქმა: 

ს +-21ე-5Xვ=-–--1, ა 

Iს-- წგ 2ე= 4, (1) 

2ე-3ჯ-–4X= 3. 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ მოცემული სისტემის დეტელმინანტი 
ძ=0 და აგრეთვე ძ#,=ძა:=ძვ=0. ამიტომ მოცემული (1) სისტემის შე- 
დეგობრივ სისტემას ექნება შემდეგი სახე: 

0X,=0, 0X:ა=0, 0Xკ=0. · (6 
როგორც ჩანს, (6,)) სისტემა კმაყოფილდება X,, X, და Xვ უცნობების 

ყოველი რიცხვითი მნიშვნელობისათვიას, ამას კი არ აქვს ადგილი მოცე– 

მული (11) სისტემისათვის. ამრიგად, ამ "შემთხვევაში მოცემული სის–- 
ტემა და მისი შედეგობრივი სისტემა არ არიან ეკვივალენტური. 

ერთბვაროვან წრფივ ბანროლებათა სისტემა. ახლა განვიხილოთ ისე– 
თი /-უცნობიანი # წრფივი განტოლების სისტემა. რომლის ყველა თა– 

ვისუფალი წევრი ნულია. წრფივ განტოლებათა სისტემას, რომლის ყვე- 

ლა თავისუფალი წევრი ნულია, უწოდებენ ერთგვაროვან წრფივ გან- 

ტოლებათა სისტემას. მაშასადამე, V/I-უცნობიანი ” ერთგვაროვანი: 
წრფივი განტოლების სისტემას აქვს შემდეგი სახე: 

01X-+თ-MX+--/+-თიX,=0, 

0ძი,(XL“L მააVგ+L ···+ ძ:,Xგ=0, (11) 

მია + ძია“ ... -L 0მი„იV+ე=0. 

ნვ.



აშკარაა, რომ (11) სისტემას აკმაყოფილებს ნულები, ე. ი. XI=0, 

X.=0,...,X,=0 მოცემული სისტემის ამონახსნია. ერთგვაროვანი სისტე- 

მის ასეთ ამონახსნს ეწოდება ნულოვანი, ანუ ტრივიალური, ამონახსნი. 

თუ მოვიგონებთ სისტემის ძიჯ,(Vყ=LI, 2, ..., 7) დეტე რმინანტთა შედგენის 
წესს (გვ. 59). ადვილად შევამჩნევთ, რომ ამ შემთხვევამი ყოველი ძ, 

დეტერმინანტის /-ურ სვეტში მხოლოდ ნულები იქნება და ამიტომ მი- 

ვიღებთ, რომ ყოველი ძ,=0. აქედან კრამერის ფორმულების თანახმად 

ვღებულობთ, რომ მოცემულ ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სის- 

ტემას, როცა მისი #7#0, მხოლოდ ნულოვანი (ტრივიალური) ამონახს- 

ნი აქვს, მიღებული შედეგიდან გამომდინარეობს, რომ თუ ერთგვა- 
როვან წრფივ სისქტემას აქვს ნულისაგან განსხვავებული ამონახსნი, 
მაშინ სისტემის დეტერმინანტი უეჭველად უდრის ნულს. ამის დამტკი- 
ცება კიდევ ასე შეიძლება: ვთქვათ, მოცემული ერთგვაროვანი სისტე- 

მის ამონახსნებიდან ერთი მაინც #,=0,#0. მაშინ, რადგან ძ,;=20, 

(11) სისტემის შედეგობრივ განტოლებას ექნება შემდეგი სახე: ძX#= 

=0 ან, რაც იგივეა, ძთჯ;=0. რადგან თ,#0, ვღებულობთ, რომ ძ= 
=0. მაშასადამე, მოცემულ ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტე- 

მას არჯტრივიალური, ე.ი. არანულოვანი ამონახსნები შეიძლება პქო5- 

დეს მხოლოდ მაშინ, როცა მისი დეტერმინანტი წულია. 

შემდეგ ჩვენ დაწვრილებით შევისწავლით ისეთ წრფივ განტოლე- 
ბათა სისტემას, რომლის უცნობთა რიცხვი არ უდრის განტოლებათა 

რიცხვს და მაშინ განვიხილავთ ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სის- 

ტემის ამონახსნს, როცა მისი დეტერმინანტი ძ=0. 

ადვილად შევამჩნევთ, რომ ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სის- 

ტემის ამონახსნებს აქვს შემდეგი თვისებები: 

· თუ ხე ხი,..., ხე რიცხვთა ერთობლიობა არის (11) ერთგვარო- 

ვანი სისტემის ამონახსნი, მაშინ #§,, #ხ-, -.., /ხ, რიცხვთა ერთობლიო- 

ბაც, სადაც # ნებისმიერი რიცხვია, აგრეთვე. იქნება მოცემული სისტე- 

მის ამონახსნი. 

ეს თვისება უბრალოდ შემოწმდება (11) სისტემის თითოეულ გან- 

ტოლებაში მათი ჩასმით. 

2. თუ C, C,..., ( რიც0ხვთა ერთობლიობა მოცემული სისტემის 

რაიმე მეორე ამონახსნია, მაშინ ხ,+თ,, ხ.-+Cთო ,-.., ნი-+თ რიცხვთა 

ერთობლიობაც მოცემული სისტემის ამონახსნი იქნება. 

მართლაც, პირობის თანახმად: 

„ ” 

ბიმინ.=ბ 110.2; =9. 
2.=1 2.=1 
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ჩავსვათ მოცემული სისტემის რომელიმე (-ურ განტოლებაში X,=ხ;–+- 

=-;(/=1, 2, ..., I), მივიღებთ: 

ბი, (ტ;–+C,)= ვა“ პიანი > 0+0=0. 
#-1I 

მიღებული ორი თვისებიდან. გამომდინარეობს, რომ ერთგვაროვან 

წრფივ განტოლებათა სისტემის ამონახსნების ყოველი წრფივი კომბი- 

ნაცია აგრეთვე იქნება მოცემული სისტემის ამონახსნი. 

მაშასადამე, ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემის ნების- 

მიერი ორი ამონახსნის ჯამი და ამონახსნის ნებისმიერ რიცხვზე ნამ- 

რავლი ისევ მოცემული სისტემის ამონახსნია. 

მაგალითი. #-ს რა მნიშვნელობისათვის აქვს არანულოვანი ამო- 

ნახსნი 

ჩ/ჩა+ X4+-3Xგ =0, 
%+/#X--> Xგ=0, 

X-““ X-““ X2=0 

განტოლებათა სისტემას? როგორც ვიცით, #-უცნობიანი /! ერთგვარო- 

ვანი წრფივი განტოლების სისტემას მაშინ აქვს არანულოვანი ამონახს- 

ნი, როცა მისი დეტე რმინანტი უდრის ნულს, ე. ი. 

/ 1 6) 

1 /#  ”1 ==0, ანუ #1--2ჯ – 1 =0. 

1 –-1 ––-1 

აქედან მივიღებთ #,=:ჩე=–--1=#. შევამოწმოთ აქვს თუ არა მო- 

ცემულ სისტემას #=--1 მნიშვნელობისათვის არანულოვანი ამონახს– 

ნი. #-=--I მნიშვნელობისათვის მივიღებთ: 

–X%X+-IX--3X3=0, 

ს-XI“+- 13=0, 

II Xვ=0. 

თუ სისტემის მეორე განტოლებას “ გამოვაკლებთ მესამეს, გამრავ- 
ლებულს 2-ზე, მივიღებთ პირველ განტოლებას. მაშასადამე, პირველი 
განტოლება ყოფილა მეორე და მესამე განტოლებების წრფივი კომბინა- 
ცია და ამიტომ ჩვენ სინამდვილეში გვაქვს არა სამი განტოლება, არა– 
მედ შემდეგი ორი სამუცნობიანი წრფივი განტოლების სისტემა: 

ასა-%XსV--X)=0, 

ა––Xე––Xვ=0, 
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ასეთი სისტემის ამოხსნას დაწვრილებით შემდეგ შევისწავლით. მიღე- 
ბული სისტემის ამოსახსნელად გადავიტანოთ X, მარჯვნივ, მივიღებთ: 

XX. -L+Xე=ჯა, 

ბ-–-Xელ=Xა, 

საიდანაც X,=Xა:, Xე=0. თუ, მაგალითად, ჩავსვამთ Xა=3, მივიღებთ: 

X,.=3, X=3, Xვ=0 მოცემული სისტემის გარკვეულ არანულოვან ამო- 

ნახსნს. Xა= 7, მნიშვნელობას, სადაც 12, ნებისმიერი რიცხვია, უპასუ- 

ხებს მოცემული სისტემის გარკვეული (შესაბამისი) ამონახსნი: XL= 

=Xა=7?,, Xკ6=0. როგორც ვხედავთ, მოცემულ სისტემას აქვს არანუ- 
ლოვან ამონახსნთა უსასრულო რაოდენობა. 

დასასრულს შევნიშნოთ, რომ კრამერის ფორმულებით /-უცნო- 

ბიანი # წრფივი განტოლების სისტემის ამოხსნისათვის საჭიროა #+1 
რაოდენობის #-ური რიგის დეტერმინანტის გამოთვლა, რაც ზოგ შემ- 

თხვევაში პრაქტიკულად დიდ დროს მოითხოვს. ამიტომ, გარდა კრამე- 
რის ფორმულებისა და სამკუთხედის სქემისა (გვ. 18), შეიძლება გან- 

ვიხილოთ კიდევ სისტემის ამოხსნის ეგრეთ წოდებული უცნობთა გამო- 

რიცხვის მეთოდი, რომელიც შემდეგში მდგომარეობს: მოცემული (1) 
განტოლებათა სისტემის რომელიმე განტოლებიდან ამოვხსნათ ერთ-ერ- 

თი უცნობი დანარჩენ უცნობთა მიმართ და ჩავსვათ სისტემის დანარ- 

ჩენ განტოლებებში, მივიღებთ (/1–-1)- უცნობიანი #-–-1 წრფივი განტო- 

ლების სისტემას. მიღებული სისტემის რომელიმე განტოლებიდან გა- 
მოვრიცხოთ ერთ-ერთი უცნობი და ჩავსვათ სისტემის დანარჩენ გან- 

ტოლებებში, მივიღებთ (M#--2)-უცნობიანი 8-2 წრფივი განტოლების 

სისტემას და ა. შ. თუ ამ პროცესს განვაგრძობთ, როცა სისტემის ძ#0, 

მივიღებთ ერთუცნობიან ერთ წრფივ განტოლებას, რომლის ამოხს- 

ნით, მემდეგ თანამიმდევრობით ვიპოვით სისტემის დანარჩენ უცნობთა 

მნიშვნელობებს. ეს მეთოდი ორ-და სამუცნობიან წრფივ განტოლება- 

თა სისტემის ამოხსნისათვის კარგადაა ცნობილი სასკოლო მათემატიკის 
კურსიდან.



თავი II 

ვექტორული სივრცე. წრფივ განტოლებათა 
სისტემის ზობადი თეორია 

§ ი. წრფივი, ანუ ვექტორული, სივრცე 

გარკვეული წესით დალაგებულ თ,, თა, ..., მ, რიცხვთა 

თ=6(ძ, ძი ,-.-., 0.) (1) 

სისტემას ეწოდება /-განხომილებიანი ვექტორი. 0, რიცხვებს ეწოდე- 
ბათ V ვექტორის კოორდინატები ან კიდევ თ ვექტორის კომპონენტე– 

ბი. თუ ვექტორის კომპონენტები ეკუთვნის 7 რიცხვთა ველს, მაშინ 

ვიტყვით, რომ თ ვექტორი აღებულია # ველზე. მაგალითად, /1-გან– 

ზომილებიან ეექტორად შეიძლება მივიღოთ /- ური რიგის მატრიცის ან 

კიდევ დეტერმინანტის ნებისმიერი სტრიქონი ან სვეტი, ხოლო სტრი- 
ქონის ან სვეტის ელემენტები შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც შესა- 

ბამისი ვექტორის კომპონენტები. 

აგრეთვე M#-უცნობიან წრფივ განტოლებათა სისტემის რომელიმე 

ერთი ამონახსნი შეიძლება მივიღოთ როგორც #- განზომილებიანი ვექ– 
ტორი, ხოლო ამ უცნობთა მიღებული მნიშვნელობანი კი –– როგორც 

ვექტორის კომპონენტები. 
ვთქვათ, მოცემული გვაქვს კიდევ მეორე M-განხომილებიანი ვექტორი 

ჯ--_- . (2 
თ და ზ ვექტორებს ეწოდება ტოლი მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 
მათი ერთნაირ ადგილზე მდგომი კომპონენტები ტოლია, ე. ი. თუ 

0,=ხ, (L=1, 2, ..., II). (1) და (2) ვექტორების ჯამი ეწოდება 

თ+ჩ=(ძი,+-ხ, ძა-+-ხა ,-.·. 0,+- ხე) (3) 

ვექტორს, რომლის კომპონენტები უდრის თ და ჩზ ვექტორთა შესა- 
ბამისი კომპონენტების ჯამს. ვექტორთა შეკრების წესიდან ჩანს, რომ 

შეიძლება შევკრიბოთ მხოლოდ ერთისა და იმავე განზომილების ვექ- 

ტორები. რიცხვთა ” ველიდან აღებული ნებისმიერი # რიცხვის თ 
ეექტორზე ნამრავლი განიმარტება "ასე: 

”/თ=(ჩ0,, #0ძა ,-.-. #0), (4) 
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ე. ი. ვექტორის ყველა კომპონენტი უნდა გავამრავლოთ V რიცხვზე. 
(4) ტოლობიდან ჩანს, რომ #თ ისევ რიცხვთა ” ველზე აღებული 
”-განზხომილებიანი ვექტორია და /IთC=თ/#. ვექტორს, რომლის ყველა 

კომპონენტი ნულია, ეწოდება ნულოვანი, ანუ ნულვექტორი, და აღი- 

ნიშნება ნულით. ნულვექტორი, ჩვეულებრივ რიცხვ 0-გან განსხვავე- 
ბით აღვნიშნოთ „მუქი“ ნულით, ე. ი. 

0--=(0, 0, ..., 0). (5) 

ადვილად შევამოწმებთ, რომ ვექტორების შეკრებისას ნულვექ- 

ტორი ასრულებს ისეთივე როლს, რასაც რიცხვი 0 რიცხვების შეკრე- 

ბისას. მართლაც, 

თ-+-0=6(ძ, Cა, .... ი, +C9, 0, ...ა 0)=(თ,, Cა, ...ე ძი,)=თ, 

მივიღებთ: 

თ+0=0--თ=თ. 

უბრალო შემოწმებით შეიძლება დავრწმუნდეთ, რომ განტოლებას 

თ+X=ჩ, სადაც თ და ზ მოცემული ვექტორებია, ყოველთვის აქვს 
ერთი და მხოლოდ ერთი გარკვეული ამონახსნი 

X=(ნხ,-–0,, ხე–-თე, ...ვ ხე–-ძ,). 

ამ ამონახსნს ეწოდება ზ და თ ვექტორების სხვაობა და აღინიშნება 
ასე: ს=ზ–ძ. კერძოდ, თ+X=0 ვექტორული განტოლების ამონახს- 

ნი იქნება: 

X=(-–-თ,, ––ძაი, –-ძიე)=C–-1).თ 

ვექტორი, რომელსაც თ ვექტორის შებრუნებული ვექტორი ეწოდე- 
ბა და აღინიშნება --თ სიმბოლოთი. ამრიგად, თ, ვექტორის შებრუნე- 

ბული --> ვექტორი მიიღება თ ვექტორის (--1)- ზე გამრავლებით, 

ე. ი. (–-1)X=–-თ 

საზოგადოდ ნებისმიერი ბუნების ელემენტთა 2? სიმრავლეს, რომელ- 
შიც განმარტებულია ყოველი ორი თ, ჩ6/? ელემენტის ჯამი და ყოველი 

თ ელემენტის ნებისმიერ ნამდვილ #/ რიცხვზე ნამრავლი, ეწოდება 

წრფივი, ანუ აფინური, სივრცე, თუ სრულდება შემდეგი აქსიომები: 

I 1) +ჩ=ჩ--თ, 

2) («+ჩზ)-–-7=9თ--( +7), 
3) განტოლებას თ+X=ჩ აქვს ერთი ამონახსნი მაინც. 

II. 4) 1.>=ძთ0. 

5) #(#»Cთ)==(##)Cთ, 
III. 6) (”--7)ღ==#თ-L7Cთ, 

7) #”(+ჩზ)=M”ჩთ+#ჩ.,' 
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სადაც თ, ზ, +“ არიან # სიმრავლის ნებისმიე რი ელემენტები, ხოლო 

7, 7, ნებისმიერი რიცხვებია რიცხვთა /# გელიდან, 1 კი რიცხვთა # 

ველის ერთე ულია. 
წრფივი სივრცის ელემენტებს ხშირად ვექტორებს უწოდებენ. 

უბრალო გასინჯვით დავრწმუნდებით, რომ. 7I-განხომილებიან ვექ- 

ტორთა სიმრავლე, ჩვენ მიერ შემოღებული ვექტორების ჯამისა და 

ვექტორის ნამდვილ რიცხვზე გამრავლების მიმართ, აკმაყოფილებს 

ყველა 1-–7 პირობას, მაშასადამე, ყველა M-განზომილებიან ვექტორთა 

სიმრავლე ქმნის წრფივ სივრცეს. | 

დავასახელოთ ვექტორული სივრცის რამდენიმე მაგალითი: 

1. ვთქვათ, I? კომპლექსურ რიცხვთა სიმრავლეა, ხოლო #-–ნამდვილ 

რიცხვთა ველი. ვიცით, რომ ყოველი კომპლექსური რიცხეი თ=0ძ-+ხ! 

განისაზღვრება ორი თანამიმდევნო ძ და ხ ნამდვილი რიცხვით, ამიტომ 

თ კომპლექსური რიცხვი შეიძლება აღვნიშნოთ თ=(0, ჩხ), ისე როგორც 

ორგანზომილებიანი ვექტორი ნამდვილ რიცხევთა ველზე. ვიცით, რომ 

ყოველი ორი კომპლექსური რიცხვის ჯამი არის ისევ კომპლექსური 

რიცხვი და კომპლექსური რიცხვის ნამდვილ რიცხვზე ნამრავლი ისევ 

კომპლექსური რიცხვია. ახლა კომპლექსურ რიცხვთა /ბ“? სიმრავლი- 

სათვის ნამდვილ რიცხვთა /? ველზე ადვილად შემოწმდება ყველა 1--7 
პირობა, მაშასადამე, კომპლექსურ რიცხვთა სიმრავლე ნამდვილ რი- 

ცხვთა ველის მიმართ” ქმნის ორგანზომილებიან ვექტორთა სივრცეს. 

2. ადვილად შემოწმდება, რომ ვექტორები--მონაკვეთები, რომ- 

ლებიც გამოდიან ორგანზომილებიანი ან სამგანზომილებიანი კოორდი– 
ნანტთა სისტემის სათავიდან შესაბამისად ქმწიან ორ-და სამგანზომი–- 

ლებიან ვექტორთა სივრცეს ნამდვილ რიცხვთა ველის მიმართ. 
3. განვიხილოთ #-უცნობიან ერთგვარრვან წრფივ განტოლებათა 

სისტემის ამონახსნთა I, სიმრავლე. როგორც ვიცით (გვ. 65), ერთგვა– 

როვანი წრფივი სისტემის ყოველი ორი ამონახსნის ჯამი და ყოველი ამო– 
ნახსნის რიცხვზე ნამრავლი ისევ მოცემული სისტემის ამონახსნია. ად- 

ვილად შემოწმდება აგრეთვე ყველა 1--7 პირობა. ამრიგად, #-უცნო- 

ბიანი ერთგვაროვანი სისტემის ამონახსნთა # სიმრავლე ქმნის წრფივ, 

ანუ ვექტორულ, სივრცეს. ასევე ადვილად შემოწმდება, რომ მრავალ– 

წევრთა სიმრავლე, რომელთა ხარისხი არ აღემატება »-ს, კომპლექ- 

სურ რიცხვთა ველზე ქმნის წრფიე სივრცეს. 

საზოგადოდ, ისეთი სიდიდეები, რომელთა შეკრება და ნამდვილ 
რიცხვზე გამრავლება შეიძლება, გვხვდება როგორც ალგებრაში, ისე 
გეომეტრიასა და მათემატიკურ ანალიზში. ამიტომაა, რომ წოფივი 
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(აფინური) სივრცის ცნებას და მასთან დაკავშირებულ საკითხებს გან- 
საკუთრებული ადგილი უჭირავს თანამედროვე მათემატიკაში. დავუბ- 

რუნდეთ ისევ წრფივი სივრცის განსაზღვრას და განვიხილოთ წრფივი 

სივრცის განსასღვრიდან გამომდინარე ზოგიერთი თვისება. 

1. წოფივ სივრცეში არსებობს ნულოვანი ელემენტი და ყოველი 
ელემენტის შებრუნებული ელემენტი შეკრების მიმართ. მართლაც, 
თანახმად მე-3 აქსიომისა, #-ში მოიძებნება ისეთი Xჯ ელემენტი, რომ 

თ+X=თ. დავამტკიცოთ, რომ სივრცის ყოველი სხვა ჩ ელემენტი- 
სათვისაც 

ზ--X=ჩ. (1) 

მართლაც, მე-3 აქსიომის თანახმად, გვექნება: 

ზ1-=(თ-+X+X=თ+X=8. 
ახლა ვუჩვენოთ, რომ ასეთი თვისების X ელემენტი, რომელიც (1) 

ტოლობას აკმაყოფილებს, # სივრცეში ერთადერთია. დავუშვათ წი- 
ნააღმდეგი; ვთქვათ, არსებობს კიდევ მეორე ისეთი X1 ელემენტი, რომ 

ნებისმიერ ჩ-თვის ადგილი აქვს ჩ-++X1=-8. ვთქვათ, 8 =X მივიღებთ: 

X+)1=Xჯ, მეორე მხრივ, თუ (1) ტოლობაში ჩ-ს ნაცვლად ჩავსვამთ 

ზ =XI, გვექნება X1--X=X1. 
„ამ ტოლობათა შედარებით, ვინაიდან X-+XI=X-+X,C, მივიღებთ 

Xჯ=I. მაშასადამე, ს სივრცის ნებისმიერი ზ ელემენტისათვის არსე- 

ბობს ერთი და მხოლოდ ერთი ისეთი XL ელემენტი, რომ 

ჩ--X=ჩ, 
ასეთ X ელემენტს: ეწოდება I, სივრცის ნულოვანი ელემენტი და აღი- 

ნიშნება 0 სიმბოლოთი ან ჩვეულებრივი 0-ით, ე. ი. 

8 -+0=ჩ. თ 
ახლა განვიხილოთ #2 სივრცეში მოცემული ელემენტის შებრუნებული 

ელემენტის მოძებნის საკითხი. ვთქვათ, მოცემულია განტოლება 

თ“ X=0, (5) 

სადაც 0 არის # სივრცის ნული, ხოლო თ ამ სივრცის ნებისმიერი ელე- 

მენტია. თანახმად მე-3 აქსიომისა, I სივრცეში მოიძებნება ერთი მაინც 

ისეთი X ელემენტი, რომელიც (3) განტოლებას აკმაყოფილებს. დავამ– 

ტკიცოთ, რომ (5) განტოლებას მხოლოდ ერთადერთი ამონახსნი აქვს. 

ვთქვათ, არსებობს კიდევ ისეოი XL ელემენტი, რომ 

თ-LX1=0. 

თუ ამ ტოლობის ორივე მხარეს მარცხნიდან მივუმატებთ X ელემენტს, 

მივიღებთ: ! 
X-+თ--X1=X-L0 =X. 
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მაგრამ, რადგან X+>თ=90, ამიტომ გვექნება 0-+XL=X, X=Xჯ. მაშა- 

სადამე, ისეთი X ელემენტი, რომელიც ნებისმიერ თ-თვის (5) ტოლო–- 

ბას აკმაყოფილებს, წრფივ სივრცეში ერთადერთია; მას თ ელემენტის 

შებრუნებულ ელემენტს უწოდებენ და –-თ-თი აღნიშნავენ. მაშასა– 

დამე, 
თ+I-C-თ)=0. 

29. ადვილად შემოწმდება, რომ 

# ·0=0. 

მართლაც, წრფივი სივრცის ნებისმიერი თ ელემენტისათვის გვექ- 

ნება: “ 
ე #”თ =/#(თ-I-0)=#/Cთ-#0, ე. ი. #-0=/CთC-–-/#ჩთ=0. 

3. სივრცის ნებისმიერი თ ელემენტისათვის ადგილი აქვს ტო- 
ლობას 

0.:.თ=0. 

მართლაც, შეიძლება დავწეროთ: 

თ=1.თ=(0-1)თ>თ=0.თ+1:თ=0-·თ-თძ. 

მაშასადამე, 

0.თ=თ–-ძთ, ე. ი. 0:.თ=0. 

ახლა ადვილად დამტკიცდება, რომ, თუ 

: #თ=0, 

მაშინ ან თ=0, ან #=0. 

მართლაც, ვთქვათ ##0. მივიღებთ: 

თ=1.-თ=(#“)წ )თ0 =ჩ-(-თ)=#“1.0=0. 

49. I1 სივრცეში თ ელემენტის შებრუნებული – ელემენტისა- 

თვის ადგილი აქვს ტოლობას 

-–-თ=C-1)თ. 

მართლაც, თუ გამოვიყენებთ დამტკიცებულ მე-2? თვისებას და წრფი- 
ვი სივრცის სათანადო აქსიომებს, გვექნება: 

თ+C-1)>=1.+C–1)თ=(1-–1)თ =0.თ=8; 

მივიღეთ თ+L(C–1)>თ=0; ეს იმას ნიშნავს, რომ C–1)თ ელემენტი თ 

ელემენტის შებრუნებულია, ე. ი. ––თ =(–1)თ. ამის შემდეგ # წრფი– 
ვი სივრცის ელემენტებზე ჩეენ შეგვიძლია მოვახდინოთ გამოკლების 

ოპერაცია, ისე როგორც ეს არითმეტიკაშია. სახელდობრ, სხვაობა 

თ–-ჩზ განმარტებულია როგორც ჯამი თ+(C-–ზჩ), ე. ი. 

თ+C–-ჩ)=თ–8ზ. 
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59. დავამტკიცოთ, რომ წრფივი სივრცის 1) აქსიომა, ე. ი, ჯამის 

კომუტაციურობა, დანარჩენი აქსიომების და მე-39 თვისების შედეგია. 

მართლაც. 

(«-–ჩ)--(8-+ით)=(თ+ჩ)--C–-1)(8 +-თ)=- თ<-ჩ ·I+-C–1)ჩ +-C-–1)თ= 
=თ-+-(ზ–-ჩზ)--თ=ძთ-+0-თ=თ-ძ=20, 

მივირეთ (თ –-ჩა)–Cდ <–-თ)=0. მაშასადამე, %X+ჩ=ჩ-თ. რ. დ. გ. 

ჩვენ დავასახელეთ ვექტორული, ანუ წრფივი, სივრცის მაგალითე- 

ბი. განვიხილოთ კიდევ ეგრეთ წოდებული CV(0თ, ხ) სივრცე. ამ სივრცის 

ელემენტებადკიგულისხმება ნებისმიერი უწყვეტი X=X(/) ფუნქციები 
განსაზღვრული ი=1=Vს სეგმენტზე. მათემატიკური ანალიზიდან ვი- 

ცით, რომ ყოველი ორი უწყვეტი ფუნქციის ჯამი და უწყვეტი ფუნქკ- 
ციის ნებისმიერ რიცხვზე ნამრავლი ისევ უწყვეტი ფუნქციაა. უწყვე- 

ტი ფუნქციებისათვის ნებისმიერ რიცხვთა ველზე ადვილად შემოწმდე- 

ბა აგრეთვე ყველა 1-–-7 აქსიომის მართებულობა. ნულის როლს შეას- 

რულებს ნულფუნქცია, ე. ი. ისეთი ფუნქცია, რომელიც არგუმენტის 

ყოველი მნიშვნელობისათვის =0, მაშასადამე, C(ი, ხ) სივრცე წრფივი 

სივრცე ყოფილა. შევნიშნოთ, რომ C(თ, ხ) სივრცესთან დაკავშირებუ- 

ლია მრავალი საინტერესო საკითხი, რომლებიც ფუნქციონალურ ანა- 
ლიზში ისწავლება. 

ა. ვექტორთა სისტემის წრფივად დამოკიდებულება და 

დამოუკიდებლობა. ძირითადი თეორემა 

ამ პარაგრაფში დაწვრილებით შევისწავლით ვექტორთა, ანუ ელე- 
მენტთა, სისტე მის წრფივად დამოკიდებულებასა და დამოუკიდებლობას. 

განსახღვრა. ვექტორთა სისტემას: 

(151 თი, ·.· CX„, · (1) 

ეწოდება წრფივად დამოკიდებული რიცხვთა )/? ველის მიმართ, თუ 

ამ ველში მოიძებნება ისეთი რიცხვები: /,, #:, ..., #,, რომელთაგან 

ერთი მაინც არ უდრის ნულს და ადგილი აქვს ტოლობას 

ჩMეთI1-L/#იათი“L-.. +#-თ,=0. (2? 

წინააღმდეგ შემთხვევაში, მოცემულ ვექტორთა სისტემას ეწოდება 

წრფივად დამოუკიდებელი. თ ვექტორს ეწოდება თ:, თი, ·. თ 
ვექტორთა წრფივი კომბინაცია რიცხვთა ველის მიმართ, თუ ამ ველ- 
ში მოიძებნება ისეთი ქ7.), ჯი, ·-., #,კ რიცხვები, რომ ' 

თ =2.Iთ1-L #2თი +... -L %,Cთკ- (3) 

ადვილად დამტკიცდება შემდეგი თვისებები: 
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1. თუ მოცემულ ვექტორთა თ, «ი, ·.·, C,; სისტემის ერთი ვექ- 

ტორი მაინც დანარჩენების წრფივი კომბინაციაა რიცხვთა # ველის 

მიმართ, მაშინ მოცემულ ვექტორთა სისტემა იქნება წრფივად დამო– 

კიდებული აღნიშნული ველის მიმართ. 

2. თუ მოცემული თ,, თი, ··· თ. ვექტორთა სისტემა წრფივად 

დამოკიდებულია რიცხვთა # ველის მიმართ, მაშინ მოცემულ ვექტორ- 

თა სისტემის ერთი ვექტორი მაინც იქნება დანარჩენების წრფივი კომ- 

ბინაცია აღნიშნული ველის მიმართ. 
3. თუ მოცემულ ვექტორთა სისტემის რომელიმე ქვესისტემა 

წრფივად დამოკიდებულია, მაშინ მთელი სისტემა წრფივად დამოკი- 

დებული იქნება. 

4. თუ ვექტორთა სისტემა წრფივად დამოუკიდებელია, მაშინ მისი 

ყოველი ქვესისტემა წრფივად დამოუკიდებელი იქნება. 
5. თუ თ ვექტორი წრფივი კომბინაციაა მოცემულ ვექტორთა რო– 

მელიმე ქვესისტემისა, მაშინ ის წრფივი კომბინაცია იქნება მოცემულ 

ვექტორთა სისტემისა. ამ თვისების შემოწმება ადვილია. 

მაგალითად, მევამოწმოთ მე-3 თვისება. სიმარტივისათვის დავუ- 

შვათ, რომ თ,, თი, ..., C, მოცემულ ვექტორთა სისტემის ქვესისტემა 

შედგენილი პირველი ჩM=7”/ ვექტორისაგან წრფივად დამოკიდებუ– 

ლია; ეს იმას ნიშნავს, რომ ადგილი აქვს ტოლობას 

წთ, + ჩ/თძე--...“- #0;-=0. (6) 

ამასთან, #,, #., ..., #, რიცხვებს შორის ერთი მაინც არ უდრის ნულს. 

(6) ტოლობა შეიძლება ასე გადავწე როთ: 

სეთ, +–- აძე ....Cჩთ,-0.თ + ...+0.თ,=0; (7) 

რადგან #,, #», --., #, კოეფიციენტებს შორის ერთი მაინც არ უდრის 

ნულს, ამიტომ ელემენტთა (1) სისტემა წრფივად დამოკიდებულია. 

განვიხილოთ მაგალითები: 

1. ყოველი ორი ძი და ხ მთელი რიცხვი რაციონალურ რიცხვთა 

ველზე წოფივად დამოკიდებულია. 
მართლაც, როცა თ და ხ განსხვავებულია ნულისაგან, მაშინ იX=ხ 

განტოლებას ერთი გარკვეული რაციონალური Xჯ= 2 ამონახსნი 
ა 

აქვს და შეგვიძლია დავწეროთ #,0-+-#.6=0, სადაც ხ=%-, #ა=--1. 

თუ ძ და ხ მთელი რიცხვებიდან ერთი მაინც ნულია, მათი წრფივად 

დამოკიდებულება უბრალოდ შემოწმდება. 

2. ანალოგიურად შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ ყოველი ორი /(X) 

და «(0) მრავალწევრი, რომლებიც დაკავშირებულია ტოლობით 
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I1)=#ჩ.«0ე, სადაც # ნულისაგან განსხვავებული ნამდვილი რიცხ- 
ვია, ნამდვილ რიცხვთა ველზე წრფივად დამოკიდებულია. 

3. რიცხვები 1 და ( ნამდვილ რიცხვთა ველზე წრფივად დამოუკი- 

დებელია. ! 
მართლაც, არ მოიძებნება ერთდროულად ნულისაგან განსხვავე-” 

ბული ორი ისეთი ნამდვილი რიცხვი /, და #,, რომ ადგილი ჰქონდეს 

ტოლობას /) · 1-+/”.· (=0. 

როგორც ვიცით, ამ ტოლობას ადგილი აქვს მხოლოდ მაშინ, როცა 

/.=ჩ.-=0. ადვილად შემოწმდება, რომ რიცხვები 1 და /( კომპლექ- 
სურ რიცხვთა ველზე წრფივად დამოკიდებულია. 

ვიტყვით, რომ ვექტორთა (1) სისტემა წრფივად გამოისახება ვეჭ- 

ტორთა 

ჩ. იე თ" 8, (4) 

სისტემის მიმართ, თუ (1) სისტემის ყოველი თჯვექტორი წრფივი კომბი- 

ნაციაა (4) სისტემისა. ადვილად შემოწმდება ამ განმარტების ტრან– 

ზიტულობა, რომელიც შემდეგში მდგომარეობს: 
6. თუ (1) ვექტორთა სისტემა წრფივად გამოისახება (4) ვექტორ- 

თა სისტემის. მიმართ და (4) ვექტორთა სისტემა წრფივად გამოისახე- 

ბა ვექტორთა 

VI) “თ ·. ა VI (5) 

სისტემის მიმართ, მაშინ (1) ვექტორთა სისტემა წრფივად გამოისახება 

ვექტორთა (5) სისტემის მიმართ. ამ თვისებათა შემოწმებას ვანდობთ 

მკითხველს. 

ვექტორთა სისტემის რომელიმე წრფივად დამოუკიდებელ ქვესი- 
სტემას ეწოდება წრფივად დამოუკიდებელი მაქსიმალური ქვესისტე- 
მა, თუ მასთან სისტემის ერთი ვექტორის მიერთებით უკვე ვღებულობთ 

წრფივად დამოკიდებულ ქვესისტემას. 
ვექტორთა ორ სისტემას ეწოდება ეკვივალენტური, თუ პირველი 

სისტემის ყოველი ვექტორი წრფივად გამოისახება მეორე სისტემის 

მიმართ და, პირიქით. ადვილად შეიძლება დავრწმუნდეთ იმაში, რომ 

თუ რომელიმე თ, ვექტორი წრფივად გამოისახება ვექტორთა რომე– 

ლიმე სისტემის მიმართ, მაშინ ის წრფივად გამოისახება მოცემულ ვექ- 

ტორთა სისტემის ყოველი ეკვივალენტური ვექტორთა სისტემის მი- 

მართ. ცხადია, რომ მოცემულ ვექტორთა სისტემის ყოველი ვექტო- 
რი მოცემული სისტემის წრფივი კომბინაციაა ამიტომ ვექტორთა 

ყოველი სისტემა თავისი თავის ეკვივალენტურია. 

ახლა დავამტკიცოთ ძირითადი თეორემა წრფივად დამოკიდებულე- 

ბისა და დამოუკიდებლობის შესახებ. : 
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თეორემა თუ ვექტორული სივრციდან აღებული ვექტორთა ორი 

CI) CC9ე ··.; Cთ„ (თ) 

ჩი ჩა, ·-ს ჩ. (8) 

სისტემიდან პირველი (თ) სისტემა წრფივად დამოუკიდებელია და 

წრფივი კომბინაციაა მეორე (ჩ) სისტემისა, მაშინ მტკიცდება: ა) /==§ 

და ბ) მეორე სისტემამი შეიძლება შევარჩიოთ /„” რაოდენობის ვექ- 

ტორთა ისეთი ქვესისტემა, რომ თუ მათ მაგიერ ჩავსვამთ (თ) სისტემის 

ვექტორებს, მაშინ მივიღებთ ახალ ვექტორთა სისტემას, რომელიც 

ეკვივალენტური იქნება ვექტორთა (63) სისტემისა. 

დამტკიცება. დამტკიცებისათვის გამოვიყენოთ ინდუქციის მეთოდი 
(თ) სისტემის ვექტორთა რიცხვის მიმართ. როცა #=0 თეორემა მარ–- 

თებულია, რადგან ყოველი ვექტორთა სისტემა თავისი თავის ეკეივა– 

ლენტურია. როცა #=1, ე. ი. ვექტორთა (თ) სისტემა შეიცავს ერთ, 

მაგალითად თ), ნულისაგან განსხვავებულ ვექტორს, მაშინ, პირობის 

თანახმად, შეგვიძლია დავწეროთ: 

თ1=#ჩ,ზ.+/·ჩ.+ ' ·-·+ ჩა. (6) 

(60) ტოლობიდან ჩანს, რომ ერთი #, მაინც არ უდრის ნულს. ვთქვათ, 

#:5§60, მაშინ (6) ტოლობიდან მივიღებთ, რომ ჩა ვექტორი გამოისა- 

ხება წრფივად თე, ჩ), ჩვ, ·-·, ჩა ვექტორებით. ახლა, თუ მეორე სი- 

სტემაში ჩა ეექტორს შევცვლით თკ ვექტორით, მივიღებთ ახალ სის–- 

ტემას 

ჩ. CL ჩე, ... ჩას (7) 

რომელიც იქნება მეორე, ე. ი. (8) სისტემის ეკვივალენტური. 

ვიგულისხმოთ, რომ თეორემა მართებულია, როცა პირველ სის- 

ტემაში ვექტორთა რიცხვი უდრის /”--1. რადგან წრფივად დამო„უკი- 

დებელი (თ) სისტემის ყოველი ქვესისტემა, კერძოდ, თ), თღ, ·--; C,_, 
წრფივად დამოუკიდებელია და წოფივად გამოისახება (ზ%) სისტემის 

მიმართ, ამიტომ, დაშვების თანახმად მივიღებთ, რომ I--15=5 და (ჩ) 

სისტემის სათანადო ვექტორთა თე, თი, ··- თ,-1 ვექტორებით ჩანაც- 

ვლებით მიიღება ახალი სისტემა 

C1) CC 92) ··-: C--I ზ. ჩ.+.. ... ჩა. (8) 

რომელიც ეკვივალენტურია (ჩ) სისტემისა. ცხადია, რომ ზოგადობა 

არ დაირღვევა ვექტორთა ნომრების ასეთი აღებით. ახლა რადგან (8) 

დღა (ჩ) სისტემები ეკვივალენტურია, ამიტომ თ, ეექტორი წრფივად 

გამოისახება ვექტორთა (8) სისტემის მიმართ, ე. ი. · 

თ,=MCთI.-- ათი“... /- 1თ.--1X 7.ჩ, + M»,4.ჩზ ,41-+--.-«C- X§ჩ გ. დ) 
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(ი ტოლობიდან ჩანს, რომ „--1<+. მართლაც, თუ დავუშვებთ 

(-1=§5, მაშინ (0) ტოლობიდან მივიღებთ, რომ ვექტორთა (თ) 

სისტემა წრფივად დამოკიდებულია, რაც პირობას ეწინააღმდეგება. 

მაშასადამე, „--1<§, ე. ი. „8 და 2.,, #,.+4, ·-· #. კოეფიციენტთა 

შორის ერთი მაინც განსხვავებულია ნულისაგან გეთქვათ, 7,.%0, 

მაშინ (00 ტოლობიდან მივიღებთ: 

  
– _ 6 -L #. 1 1 ჩ, I 

პა-(: X. |“ ' XV )« ' + ( X. )თ– + 

? ?. 1 +--“=I3, +... –“++) -- –-თ,, 10 
( -)მ +( ეშ ვე? ი8 

ე. ი. ჩ, ვექტორი წრფივად გამოისახება ვექტორთა 

CI) C2 2 ··)ე CX--1 ზ., ... ზ.-. CX„./ (11) 

სისტემის მიმართ. თუ დავუკვირდებით (9) და (10) ტოლობებს მივი- 

ღებთ (8) და (11) სისტემათა ეკვივალენტურობას. 

ახლა რადგან დაშვების თანახმად (8) სისტემა ეკვივალენტურია 

(8) სისტემისა და (8) სისტემა ეკვივალენტურია (11) სისტემისა, (ზ) 

და (11) სისტემები იქნება ეკვივალენტური და ამით ძირითადი თეო- 

რემა წრფივად დამოკიდებულების შესახებ მთლიანად დამტკიცებულია. 

დამტკიცებულ თეორემას შტაინიცის თეორემას უწოდებენ. დამტკი- 
ცებული თეორემიდან გამოდის მეტად მნიშვნელოვანი შედეგები. ჩვენ 

განვიხილავთ ზოგიერთ მათგანს. 

1. ყოველ ორ წრფივად დამოუკიდებელ ეკვივალენტურ ვექტორ- 
თა სისტემაში ვექტორების რიცხვი ტოლია. ეს შედეგი უშუალოდ 

გამოდის თეორემის პირველი ნაწილიდან. 

2. მოცემულ წრფივად დამოკიდებულ ვექტორთა 
C1) CC2) ·.;ე CC ·.. CC/.ე ·.., C/ (12) 

სისტემის ყოველ ორ წრფივად დამოუკიდებელ მაქსიმალურ ქექე- 

სისტემაში ვექტორების რიცხვი ტოლია. 

მართლაც, ვიგულისხმოთ, რომ (12) სისტემის რომელიმე ორი 

წრფივად დამოუკიდებელი მაქსიმალური ქვესისტემაა: 

CთI თე ·. C/, (13) 

და 

CI, თი, ... C;,. (14) 

რადგან (13) და (14) ცალ-ცალკე ვექტორთა (12) სისტემის წრფივად 

დამოუკიდებელი მაქსიმალური ქვესისტემებია, ამიტომ ვღებულობთ 

რომ (12), (13) და (12), (14) სისტემები ეკვივალენტური სისტემებია. 
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მაგალითად, (13) სისტემის ყოველი ვექტორი რომ (12) სისტემის 

წრფივი კომბინაციაა ეს ცხადია. ახლა (12) სისტემიდან, თუ ავიღებთ 

ისეთ თ, ვექტორს, რომელიც (13) სისტემაში არ შედის, და განვიხი- 

ლავთ 

CI) C(0ე ·..) CV) CC; 

ვექტორთა სისტემას, მაშინ ეს სისტემა იქნება წრფივად დამოკიდე– 
ბული, ე. ი.მოიძებნება #+1 რაოდენობის 2.,, 7,.ი, ·-- 78 #Xჯ 
ისეთი რიცხვი, რომელთაგან ერთი მაინც არ უდრის ნულს და ად–- 
გილი აქვს ტოლობას 

XI1C1“L 7 აCთ2-LC-..“C 26თL-L 7;Cთჯ=0. (15) 

ამ ტოლობიდან ჩანს, რომ 7, ,760; წინააღმდეგ შემთხვევაში მივიღებ- 
დით ვექტორთა (13) სისტემის წრფივად დამოკიდებულებას, რაც პი- 
რობას ეწინააღმდეგება. რადგან #;9260, (15) ტოლობიდან ვღებულობთ, 

რომ (12) სისტემის ისეთი C, ვექტორებიც, რომლებიც (13) სისტემა- 

ში არ შედიან, წარმოადგენენ ამ სისტე მის წრფივ კომბინაციას. მაშა- 

სადამე, ვექტორთა (12) სისტემა, ყოველი მისი წრფივად დამოუკი- 

დებელი მაქსიმალური ქვესისტემის ეკვივალენტურია. აქედან კი გა– 

მოდის (13) და (14) წრფივად დამოკიდებულ მაქსიმალურ ქვესისტე– 

მათა ეკვივალენტურობა; თანახმად პირველი შედეგისა, მათი ვექტორე- 
ბის რიცხვი ტოლია, ე. ი. #=/. 

3. ვთქვათ, მოცემულია ვექტორთა ორი სისტემა: 

CC1ე C 9 ··აე CV» (16) 

ჩI, ჩ.:, ... ზჯ. (17) 

თუ პირველი სისტე მა წრფივად გამოისახება მეორე სისტემის მიმართ, 

ე. ი. (16) სისტემა (17) სისტე მის წრფივი კომბინაციაა, მაშინ პირველი 

სისტემის წრფივად დამოუკიდებელი მაქსიმალური ქვესისტემის ვექ- 

ტორების # რიცხვი არ აღემატება მეორე სისტემის წრფივად დამოუ- 

კიდებელი მაქსიმალური ქვესისტემის ვექტორების ( რიცხვს, ე. ი. 

ჩ=(!.. 
ამ შედეგის დამტკიცება ადვილია პირველი და მეორე შედეგების 

მხედველობაში მიღებით. თუ (16) და (17) ეკვივალენტური სისტემე–- 

ბია, მამინ მივიღებთ, რომ #=I/. 

ახლა დავუბრუნდეთ ისევ რიცხვთა /# ველზე აღებულ ვექტორულ 
სივრცეს. ამ სივრციდან აღებულ ვექტორებს: 

§,=(1, 0, ..., 0), 6-=(0, 1, ..., 0), ·.-, 6-=(0, 0, ..., 1) (18) 

ეწოდებათ ერთეულოვანი ვექტორები. ადვილად დამტკიცდება, რომ 

(18) ერთე ულოვანი /! ვექტორის სისტემა M- განზომილებიან ვექტორ- 
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თა სივრცის წრფივად დამოუკიდებელი მაქსიმალური ქვესისტემაა. 

მართლაც, პირვე ლად ვუჩვენოთ, რომ ერთეულოვან ვექტორთა სის- 

ტემა წრფივად დამოუკიდებელია. ვთქვათ, 
#61 -I-/ავა LC... -- #8, +220, 

ბვექნება: 
/,მ1+-ჩაბე“C.· +/ეზია=(/), 0, ···, 0) -(0, #,, ·--, 0) |--.-–+- 

+(9, 0, ···,7,) =C/1 #ა, ··., /#,) =-0 

ვინაიდან ვექტორი მაშინ დღა მხოლოდ მაშინ უდრის ნულს, როცა 

ყველა მისი კომპონენტი ნულია, ვღებულობთ, რომ 

#ე)-=/ა=...=/9,-=0; 

ამით დამტკიცდა ე ოთე ულოვან ვექტორთა წოფივად დამოუკიდებლობა. 

ახლა განვიხილოთ /:-განხომილებიან ვექტორთა სივოცის ნების- 

მიერი თ =(Cთ,კ, თეი, ·.., მც) ვექტორი; ის შეიძლება ასე წარმოვად- 

გინოთ: 

თ =(ძ), 0, ..., 0)-1-(0, Cთ2) ... 0) –-...4-(0, 0, ..., ძ,)= 

== Cთ6) შენე“... რენი. 

ამრიგად მივიღეთ. რომ სივრცის ყოველი თ ვექტორი ერთეულოვან 

ვექტორთა წრფივი კომბინაციაა; ეს იმას ნიშნავს, რომ /:-განზომი- 

ლებიან ვექტორთა სივრცის ერთი წრფივად დამოუკიდებელი მაქსი–- 

მალური ქეესისტემა მაინც ერთეულოვან ვექტორთა სისტემაა. ვაჩ- 

ვენოთ, რომ ყოველი თ ვექტორის წარმოდგენა ერთეულოვან ვექ- 
ტორთა საშუალებით ერთადერთია (ცალსახაა). მართლაც, ვთქვათ, 
იგივე თ ვექტორი წარმოგვიდგება ასე: 

თ==ხ0)6, + ნენე '1-...4+- ხეზ,. 

შეგვიძლია დავწეროთ 

»=(ხ,, ხე, ... ხ,)=(ძ,, რთი, ·.. ძი), 

ე. ი. ნხ,=0, (1=1, 2, ..., 8). მაშასადამე, #-განზომილებიან ვექტორ- 

თა სივრცის ყოველი ვექტორი წარმოადგენს ამ სივრცის ერთეულო- 

ვან ვექტორთა წრფივ კომბინაციას და ეს წარმოდგენა ერთადერთია. 
ადვილად დამტკიცდება, რომ »„-განზომილებიანი ვექტორთა სივრ- 

ცის წრფივად დამოუკიდებელი ვექტოოების მაქსიმალური რიცხვი 

უდრის #-ს. მართლაც, ვთქვათ, ვექტორული სივრცის რაიმე წრფი- 

ვად დამოუკიდებელ ვექტორთა სისტემა არის 

, CI C2 -·. CV-. 

რადგან მოცემული სისტემის ყოველი თ, ვექტორი წარმოადგენს ერ- 

თეულოვან 6, 6, ·.» 6 ვექტორთა სისტემის წრფივ კომბინაციას, 
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ამიტომ შტაინიცის თეორემის პირველი ნაწილის თანახმად მივიღებთ, 

რომ ”ლ=7ჩ. ახლა, რადგან M-განზომილებიან ვექტორთა სივრცის ერ- 

თეულოვან ვექტორთა სისტემა წრფივად დამოუკიდებელია, ვღებუ- 
ლობთ, რომ #- განზომილებიან ვექტორთა სივრცის წრფივად დამო- 

უკიდებელი ვექტორების მაქსიმალური რიცხვი უდრის #-ს. საზოგა- 

დოდ, სივრცის წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორთა ყოველ მაქსიმა- 
ლურ ქვესისტემას სივრცის ბაზისს უწოდებენ, ხოლო წრფივად და- 

მოუკიდებელი მაქსიმალური ქვესისტემის” ვექტორთა რიცხვს კი 

სივრცის განზომილება ან კიდევ რანგი ეწოდება. მაშასადამე, /7-გან– 

ზომილებიაინ ვექტორთა სივრცისათვის ერთეულოვან ვექტორთა 
6ც ნე, ·.., 6, სისტემა წარმოადგენს ამ სივრცის ერთ-ერთ ბაზისს, 

ხოლო ამ ერთეულოვანი ვექტორების რიცხვი /! კი არის /-განზომი– 

ლებიან ვექტორთა სივრცის განზომილება, ანუ რანგი. რიცხეთა /) 
ველზე აღებულ #1:-განზომილებიან ვექტორულ სივრცეს აღნიშნავენ 

ჩი) სიმბოლოთი, 

მაგალითად, როგორც უკვე აღვნიშნეთ, კომპლექსურ რიცხვთა 

სიმრავლე ნამდვილ რიცხვთა #) ველზე შეიძლება განვიხილოთ რო– 
გორც ორგანზომილებიან ვექტორთა წრფივი, ანუ ვექტორული, სივო- 

ცე, რომელიც #C)-ით აღინიშნება. რადგან ყოველი კომპლექსური რი- 

ცხვი §,=1, 6-=I რიცხვების წრფივი კომბინაციაა და 1 და ( ნამდვილ 

რიცხვთა ველზე ერთ-ერთი წრფივად დამოუკიდებელი მაქსიმალური 

ქვესისტემაა, რიცხვები 1, ჯ იქნება (5 სივრცის ერთ-ერთი ბაზისი. 

მაშასადამე, ს") კომპლექსურ რიცხვთა სივრცის განზომილება, ანუ 

რანგი, ნამდვილ რიცხვთა ველის მიმართ უდრის 2-ს. 
ახლა წრფივ განტოლებათა სისტემის დახმარებით გავარკვიოთ 

რას ნიშნავს #C) სივრცეში თკ, თი, ·-- თი ვექტორთა წოფივად და- 

მოკიდებულება. ვთქვათ, თ, ვექტორის კომპონენტებია: 

ი,ი, თათ, ..., ძემ, 

თ,;=(თ,, ძა, ..., ი,ი) (1=1, 2, ..., II). (19) 

მაშინ თანახმად წრფივად დამოკიდებულების განმარტებისა, მოიძებ- 

ნება ისეთი /#,, ჩი, -.., #, რიცხვები, რომელთაგან ერთი მაინც არ 

უდრის ნულს, და ადგილი აქვს ტოლობას 

M.თI + /Iსთი“+L.-·+ ჩეთე=0. 

ჰი ტოლობის საფუძველზე ამ უკანასკნელი თანაფარდობიდან 
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წა ააა. რი უცნობთა მიმართ მივიღებთ შემდეგ წოფივ ე რთგვაროვან 

სისტე მას: 

0,0) /,4+-ძ,0M/, -–-... –- 0,0), :=0, 

ძეს M,-- ძეს, L-... მა '%/,==0, (20) 

ცა: /7, + - ძემ /ლა –-... <- 0,0) #, ==0. 

მაშასადამე, თ, C2, --» თა ვექტორთა წრფივად დამოკიდებულების 
საკითხი ზოგად შემთხვევაში დაიყვანება (20) სისტემის არანულოვა- 

ნი ამონახსნის არსებობამდე. ვღებულობთ, რომ: თუ მოცემულ ვექ- 

ტორთა სისტემის შესაბამისი (90) სისტემის დეტერმინანტი ნულია, მა- 

შინ მოცემულ ვექტორთა სისტემა წრფივად დამოკიდებულია, წინააღ– 

მდეგ შემთხვევაში კი წრფივად დამოუკიდებელია. შემდეგ პარაგრაფში 

მატრიცის რანგის შესწავლისას ამ საკითხს კიდევ დავუბრუნდებით. 

მაგალითი 1. ამ მეთოდით დავამტკიცოთ §;,, §ე, ..., 8 ერთეულო- 
ვან ვექტორთა წრფივად დამოუკიდებლობა, ე. ი. ვაჩვენოთ, რომ 

ჩენ, -+ ჩჩაზელ....ო/.ო,ნბა=0 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

#, == #ე==...= #„=0. 

მართლაც, მოცემულ 

6,=(1, 0, ..., 0), 6-=(00, 1,. .., 0),..., 8,=(00, 0, ..., 1) 

ერთეულოვან ს ვექტორთა სისტემის შესაბამის ერთგვაროვან წრფივ 

სისტემას, ექნება შემდეგი სახე: 

1.” 4+-0.ჩა)+...-+-0-#, =0, 
0-ი+-1./M+-...4-0-#,=0, 

0./7,+–-0-./ე+-...--1· #.=0. 

მიღებული სისტემის დეტერმინანტი ძ#=-1”#0, ამიტომ მიღებულ ერთ- 

გვაროვან სისტემას აქვს მხოლოდ ნულოვანი, ანუ ტრივიალური, 
ამონახსნი 

ჩელ=#ჩ.=...=/#/.=0, რ. დ. გ. 

მაგალითი 9. გამოვარკვიოთ #C) სივრცეში 

თ1=(1, 1, 1), რთ2==(1, 2, 3), თვ=(1, 3, 6) 

ვექტორების წრფივად დამოკიდებულების საკითხი. განვიხილოთ 

თანაფარდობა 

წთ) -+ ”ათე–- /7ვთვ=0. 
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აქედან მოცემულ «ი თ» «კ ვექტორთა სისტემისათვის მივიღებთ 
შემდეგ ე რთგვაროვან სისტემას: 

ჩე ”ე–- #ვ=0, 

#) -–2#ე-L3#3=0, 

წს წ=3ჩე+6/ ==0. 

ადეილად გაისინჯება, რომ მიღებული სისტემის დეტერმინანტი «0, 

ამიტომ მოცემულ სისტემას აქვს მხოლოდ ნულოვანი ამონახსნი 

#)-=/#ა= 73=0; მამასადამე, მოცემულ ვექტორთა სისტემა წრფივად 

დამოუკიდებელია. 

მაგალითი 3. გამოვარკვიოთ ი) სივრცეში 

C%1I1=(1, 2, 2), თ.ა=(-–-2, 1, ––-1), თვ=%(1, –-3, –- 1) 

ვექტორების წრფივად დამოკიდებულების საკითხი. გამოთვლით მი–- 

ქიღებთ, რომ მოცემულ ეექტორთა შესაბამისი ერთგვაროვანი 

ჩე--2-+ #ე=0, 

2წ-- #ე--3#3=0, 

2წ-- /ჩი–-– ჩე=0 

სისტემის დეტერმინანტი უდრის ნულს, ე. ი. მიღებულ ერთგვაროვან 

სისტემას აქვს არანულოვანი ამონახსნი; ამიტომ მოცემულ ვექტორთა 

სისტემა წრფიეაღ დამოკიდებულია, ე. ი. მოიძებნება სამი ისეთი #,, 

ი, ჩვ რიცხვი, რომელთაგან ერთი მაინც არ უდრის ნულს და ადგი- 

ლი აქვს ტოლობას 

#)თL-- ჩ,თა- ჩვთე=-0. 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ, მაგალითად, 

#, = #აე= #ვ=1 

აკმაყოფილებს მიღებულ ერთგეაროვან სისტემას. ამიტომ მოცემულ 

ქექტორთა სისტე მისათეის ადგილი ექნება შემდეგ თანაფარდობას: 

თ) –– თა ––თძვ-=0. 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ მოცემულ თ), თა, თვ წრფივად დამოკიდებულ 

ვექტორთა სისტემის ყოველე ორვექტორიანი ქვესისტემა წრფივად 

დამოუკიდებელია. მართლაც, ვთქვათ, თ), თა: ქვესისტემა წრფივად 
დამოკიდებულია, ე. ი. #C) – ჩათ2=0, სადაც ერთი # მაინც არ უდრის 

ნულს. დავუშვათ #,52450, მივიღებთ: თ)=7თე, ჩრ-–-იი ე. ი. თ1I 

ვექტორის კომპონენტები პროპორციულია და ვექტორის კომპონენ– 
ტებისა, რაც არაა მართალი. ანალოგიურად დამტკიცდება თ,, თვ 

და თა. თვ ქვესისტემების წრფივად დამოუკიდებლობა. მაშასადამე, 

მოცემულ «ს. თ-:, თვ ვექტორთა სისტემის რანგი უდრის 2-ს. 

6. შ. ქემხაჭე გ



მაგალითი 4. ადვილად შევნიშნავთ, რომ სამგანზომილებიან ვეჭ- 

ტორულ სივრცეში ორი ვექტორის წრფივად დამოკიდებულება ნიშ- 

ნავს, რომ ისინი პარალელურია ერთისა და იმავე წრფისა, ხოლო სამი 

ვექტორის წრფივად დამოკიდებულება კი ნიშნავს, რომ ისინი პარა- 

ლელურია ერთისა და იმავე სიბრტყისა. 

მაგალითი წ. ადვილად შემოწმდება, რომ თუ თ ვექტორი #0 და 

#თ=I>, მამინ #=/. 

§8ვ. მატრიცის რანბი და მისი ბამოთვლა, დებერმინანტის 

ნულთან ტოლობის აუცილებელი და საკმარისი პირობა 

როგორც წინა პარაგრაფიდან ვიცით, ვექტორული სივრცის ან 

ვექტორთა სისტემის რანგი ეწოდება მოცემული სივრცის (ვექტორთა 

სისტემის წრფივად დამოუკიდებელი ვექტორების მაქსიმალურ 

რიცხვს. თანახმად წრფივად დამოკიდებულების ძირითადი თეორემის 

შედეგისა, ვექტორთა მოცემული თ, თი, ·-., თ» სისტემაში ყოველი 

მაქსიმალური წოფივად დამოუკიდებელი ქვესისტემის ვექტორთა რი- 
ცხვი ერთი და იგივეა და უდრის მოცემული სისტემის რანგს. 

წრფივ განტოლებათა სისტემის თეორიის ღრმად შესწავლის მიზ- 

ნით წინასწარ საჭიროა გავეცნოთ მატრიცის რანგის ცნებას და მასთან 

დაკავშირებულ საკითხებს. 

ვთქვათ, რიცხვთა ” ველზე მოცემულია §-სტრიქონიანი და #- 

სვეტიანი მართკუთხა მატრიცა 

| (6009-:C) რთი) 

ის რთი ძე» 
#4= 

( ია, თ.ა იძ» 

  

მოცემული 4 მატრიცის ყოველი სტრიქონი შეიძლება განვიხილოთ 

როგორც #-განზომილებიანი ვექტორი, ხოლო ყოველი სვეტი –– რო- 

გორც §-განზომილებიანი ვექტორი. 

განსაზღვრა. /1 მატრიცის წრფივად დამოუკიდებელი სვეტების 

მაქსიმალურ რიცხვს ეწოდება #4 მატრიცის რანგი. 

ანალოგიურად კვადრატული მატრიცისა, 4 მართკუთხა მატრი- 
ცის რომელიმე # რაოდენობის სტრიქონისა და სვეტის გადაკვეთაში 

მიღებული #-ური რიგის კვადრატული მატრიცის დეტერმინანტს 
ვუწოდოთ # მატრიცის #-ური რიგის მინორი. ” ნატურალურ რიცხვს 
ვუწოდოთ 4 მატრიცის ბაზისური რიცხვი, თუ 4 მატრიცას გააჩნია 

ერთი ნულისაგან განსხვავებული /# რიგის მინორი მაინც, ხოლო ყვე- 

ლა, ”+1 და უფრო მაღალი რიგის, მინორი ნულია. თუ 4 მატრიცის 
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ბაზისური რიცხეი უდრის /-ს, „>0, მაშინ მის ნულისაგან განსხვა– 

ვებულ ' რიგის ყოველ მინორს ეწოდება 4 მატრიცის ბაზისური მი- 

ნორი. მატრიცის იმ სტრიქონებსა და სვეტებს, რომელთა გადაკვეთა- 

ზეა მოთავსებული ბაზისური მინორი, ვუწოდოთ მატრიცის ბაზისუ- 
რი სტრიქონები და სვეტები. 

ადვილად შევნიშნავთ, რომ თუ 4 მატრიცის ყველა #-ური რიგის 

მინორი ნულია, მაშინ # მატრიცის ყველა, #--1 და უფრო მაღალი 

რიგის, მინორიც ნულია. მართლაც, ავიღოთ # მატრიცის ნებისმი- 
ერი #+1 რიგის მინორი და გავშალოთ რომელიმე სტრიქონის ან სვე- 
ტის მიმართ; საზოგადოდ, ის დაიშლება #+1 რაოდენობის #-ური 

რიგის მინორების ჯამად. რადგან ყველა #-ური რიგის მინორი ნულია, 
ამიტომ აღებული #-1 რიგის მინორიც იქნება ნული. მაშასადამე. 

მიეიღეთ, რომ თუ მატრიცის ყველა #-ური რიგის მინორი ნულია, 
მაშინ ყველა, ჩ+1 რიგის მინორიც ნულია. რადგან ყველა #+1 რიგის 

მინორი ნულია, ანალოგიურად მივიღებთ, რომ ყველა /+-2 რიგის მი- 

ნორი ნულია და ა. შ. საზოგადოდ მივიღებთ, რომ ყველა უფრო მა- 
ღალი რიგის მინორი ნულია. 

თეორემა.ა /# მატრიცის ბაზისური მინორის რიგი უდრის /4 მატ- 

რიცის რანგს. 

დამტკიცება. ვთქვათ, #4 მატრიცის ბაზისური მინორის რიგი ან, 

რაც იგივეა, მატრიცის ბაზისური რიცხვი უდრის /-ს. ვიგულისხმოთ 

რომ # მატრიცის # რიგის MI ბაზისური მინორი მდებარეობს მატრი- 

ცის მარცხენა ზედა კუთხეში; ცხადია, ამ დაშვებით ზოგადობა არ 

იქნება დარღვე ული, რადგან მატრიცის ყოველი მინორი მატრიცის მარ- 

ცხენა ზედა კუთხეში ატანით არ შეიცვლება. მაშასადამე, ვიგულისხ- 
მოთ, რო 

· თე1 '''0, ! 0) „LI '''თფი ) 

  

M '., 
წ ' მ, ·-. 0, ' ძ, „+ “0 

0.+1 1 'შ,+) - 0,+1 „+1' “0,1 | : 

· | 0, -..- ი, რა ,„+1 · ..0აი I 

ამ შემთხვევაში ადვილად დავრწმუნდებით, რომ 4 მატრიცის პიC- 

ველი #» სვეტი წრფივად დამოუკიდებელია მართლაც, დავუშვათ 

საწინაღმდეგო, ე. ი. ვიგულისხმოთ, რომ პირველი / სვეტი ან, რაც 

იგივეა, ვექტორები: ' 
თ1=(თ;, თი, .--, 0,1,§ 0,411) ·ს რა) 

თა= (თეი, თიი, ---, მ, 0,1 · მშვი), (1) 

  

თ,=(0,,, რთი, -·· 0,,, 0,417 ძ.,) 
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წრფივად დამოკიდებულია: ეს იმას ნიშნავს, რომ ვექტორთა (1) 
სისტემიდან ერთი ვექტორი მაინც დანარჩენების წრფივი კომბინაციაა. 
ვთქვათ, მაგალითად, პირველი თ, ვექტორი დანარჩენების წრფივი 
კომბინაციაა, ე. ი. 

თ1= 7.2:Cა “+ ”7ეფთვო-... ·–+)., «%/- 

აქედან „ვღებულობთ, რომ მოცემული მატრიცის ბაზისური მინორის 
პირველი სვეტი ამავე მინორის დანარჩენი სვეტების წრფივი კომბი- 

ნაცია. ასეთი მინორი-დეტერმინანტი კი, თანახმად დეტერმინან- 
ტის ერთ-ერთი თვისებისა, უდრის ნულს, რაც პირობას ეწინააღმდე- 

გება. შეიძლებოდა ამ დებულების კიდევ სხვაგვარად დამტკიცება 

მოცემულ (1) ვეჭტორთა სისტემის შესაბამის ერთგვაროვან წრფივ 
განტოლებათა სისტემის განხილვით. 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ 4 მატრიცის ყოველი 7, სვეტი, #= 

=”/+1, ..., I. წრფივი კომბინაციაა პირველი # სვეტისა. ავიღოთ 

„7-1 რიგის 

' ია. 

' M 27751 

ძ,=|I! ' 
_–.-_– თ.) 

თ, თ,ი··:.C,, 0.) 

დეტერმინანტი, სადაც (=1, 2, ..., §., როგორც ვხედავთ, ”+1 რი- 

გის ძ; დეტერმინანტი შეიცავს # რიგის // ბაზისურ მინორს. დავამ- 

ტკიცოთ, რომ ძ,=0. 

მართლაც, განვიხილოთ შემდეგი ორი შემთხვევა: ჯ==/' და L>I. 

პირველ შემთხვევაში ძ, დეტერმინანტს ექნება ორი ერთნაირი სტრი- 

ქონი და ამიტომ ის უდრის ნულს; ცხადია, ამ შემთხვევაში ძ; დე- 

ტერმინანტი არ წარმოადგენს მინორს, რადგან ის არ მიიღება მატ- 

რიციდან გარკვეული რაოდენობის სტრიქონებისა და სვეტების ამო– 

შლით. მეორე შემთხვევაში ძ; დეტერმინანტი იქნება #+1 რიგის მი- 

ნორი და, რადგან ბაზისური მინორის რიგი უდრის I-ს, ამიტომ 

ძ,=0. თუ ახლა ძ; დეტერმინანტს გავშლით ჯ(-ური სტრიქონის ელე- 

მენტების მიმართ, რადგან ძ,=0, მივიღებთ: 

მძატმ.+ძირი+L...+ი,, მ, იე. -.M =0, 

სადაც. 4ჯ არის შესაბამისად მ, (/,=1, 2, ..., ,) ელემენტის ალ- 

გებრული დამატება, VI ბაზისური მინორი კი არის ძე, ელემენტის 

(რადგან მისი სტრიქონისა და სვეტის ნომრების ჯამი ძ, დეტერმ ი- 

8.”



ნანტში არის 2”+-2) ალგებრული დამატება. ვინაიდან „VI #0, შეგვი- 

ძლია დავწეროთ: 

ძა=- 4 ე. 44, => 1) 
17. # 1 M (გ V “ ( 

(2) ტოლობასმართებულია ყოველი (((=1, 2,..., 5) ნომრისათვის. მა- 

შასადამე, 4 მატრიცის ყოველი 1=7/”+1,...,/1 სვეტის ელე მენტი წრფი- 

ვი კომბინაციაა პირველი # სვეტის შესაბამისი ელემენტებისა; 

ეს იმას ნიშნავს, რომ 4 მატრიცის ყოველი 7=/--1, ..., /| სვეტი 
წრფივი კომბინაციაა პირველი # სვეტისა. მაგრამ, რადგან პირველი 

, სვეტი წოფივად დამოუკიდებელია,. მივიღებთ, რომ 4 მატრიცის 

პირველი /# სვეტი არის მატრიცის სვეტთა ერთ-ერთი წრფივად და– 

მოუკიდებელი მაქსიმალური ქვესისტემა. 

ამრიგად, 4 მატრიცის წრფივად დამოუკიდებელი სეეტების მაქ– 

სიმალური რიცხვი უდრის მისი ბაზისური მინორის რიგს და ამით თეო- 

რემა დამტკიცებულია. ამ თეორემას ხშირად უწოდებენ თეორემას 

მატრიცის რანგის შესახებ. 
თუ მოვიგონებთ წრფივად დამოკიდებულების ძირითადი თეორე- 

მის შედეგს: ვექტორთა სისტემაში ყველა წრფივად დამოუკიდებელი 

მაქსიმალური ქვესისტემის ვექტორთა რიცხვი ერთი და იგიეეა, მი– 

ვიღებთ, რომ მატრიცაში წრფივად დამოუკიდებელი სვეტების ყვე- 
ლა მაქსიმალური ქვესისტემის ვექტორთა რიცხვიც ერთი და იგივეა, 

ამიტომ, როცა 4 მატრიცის რანგი, ე. ი. წრფივად დამოუკიდებელ 
სვეტთა მაქსიმალური რიცხვი უღრის V-ს, მაშინ 4 მატრიცის ყო- 

ველი /-ზე მეტი რაოდენობის სვეტი წრფივად დაშოკიდებული იქ- 

ნება. მაშასადამე, მატრიცის ყოველი /„-ზე მაღალი რიგის მინორის 

ერთი სვეტი მაინც დანარჩენების წრფივი კომბინაციაა, ე. ი. ყო- 

ველი #-ზე მაღალი რიგის მინორი ნულია. ეს უკანასკნელი შენიშვ- 

ნა პრაქტიკულად მატრიცის რანგის მოძებნას ძალზე აადვილებს. 

მართლაც, ვთქვათ, 4 მატრიცის ნულისაგან განსხვავებული რომე- 

ლიმე რიგის /I მინორი მარცხენა ზედა კუთხეში არ მდებარეობს: 

ავიტანოთ ეს მინორი მატრიცის მარცხენა ზედა კუთხეში და გავ- 

სინჯოთ #/ მინორის ყველა შემოარშიებული, ანუ #I-ის შემცველი, 

”+1 რიგის მინორი. თუ ეს მინორები გამოვიდა ნული, სხვა დანარ- 

ჩენი ”+-1 რიგის მინორების გასინჯვა არ დაგვჭირდება, რადგან, 

ზემოთ თქმულის თანახმად, ყველა ისინი იქნება ნული და, მაშა–- 

სადამე, ბაზისური მინორის რიგი, ე. ი. მატრიცის რანგი ტოლი 
იქნება /-ისა. 

საზოგადოდ, §-სტრიქონიანი და M-სეეტიანი მატრიცისაგან მი- 

ღებული ყველა შესაძლო #/=უმც. (/, 5) რიგის მინორების რაოდე- 
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ხობა იქნება CI.C,'. ზემოთ მიღებული შედეგის თანახმად, მატ- 
რიცის რანგის საპოვნელად დაგვჭირდება გაცილებით ნაკლები რა- 
ოდენობის ინორების გამოთვლა. 

შევნიშნოთ, რომ მატრიცის რანგის შესახებ დამტკიცებული თე- 

ორემა საშუალებას გვაძლევს აგრეთვე მოცემულ თ), თია, ,-.·, 9» 

ვექტორთა სისტემაში ვიპოვოთ წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორ- 

თა მაქსიმალური ქვესისტემა. ამისათვის საკმარისია შევადგინოთ 

მოცემულ ვექტორთა სისტემის შესაბამისი მატრიცა, ე. ი. ვექტო- 

ღები მივიღოთ შესაბამისად მატრიცის სვეტებად. მატრიცის რანგის 

შესახებ დამტკიცებული თეორემიდან ვღებულობთ შემდეგ შედეგს: 

მოცემულ ვექტორთა სისტემაში წრფივად დამოუკიდებელი ვექ- 
ტორების მაქსიმალური რიცხვი, ე. ი. ვექტორთა სისტემის რანგი, 

უდრის შესაბამის მატრიცის რანგს. · 

პრაქტიკულად მატრიცის რანგის მოძებნა უნდა დავიწყოთ და- 

ბალი რიგის მინორებიდან და მოვახდინოთ თანდათანობით მაღალი 

რიგის მინორებზე გადასვლა. გვახსოვდეს, რომ მატრიცის რანგი 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ უდრის /, როცა ბაზისური მინორის რიგი 

უდრის /, ე. ი. როცა მატრიცის ერთი / რიგის მინორი მაინც არ უდ- 

რის ნულს, ხოლო ყველა ”+1 რიგის (მაშასადამე, უფრო მაღალი 
რიგის) მინორი უდრის ნულს. 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ შემდეგი მატრიცის რანგი: 

| 2 0 3 1 ტ) 
' 

გტ-) 3-5, 4 2 7 
1 5 20 1 

ა _. 
ადვილად დავრწმუნდებით, რომ მოცემული მატრიცის ერთი მეო- 

რე რიგის მინორი მაინც, მაგალეთად მარცხენა ზედა კუთხეში მო- 

თავსებული, არ უდრის ნულს. ამიტომ მისი რანგი ”>>2. ახლა გან- 

ვიხილოთ / 5 =-100#0 მინორის ყველა შესაძლო შემოარში- 

, ებული მესამე რიგის მინორი; მოცემული მატრიციდან. შეიძლება 

შევადგინოთ სულ Cკ31:C,3=4 · 10=:40 მესამე რიგის მინორი. აღნიშ- 

ნული მეორე რიგის მინორის ყველა მემოარმიებული მინორი იქ- 
ნება სულ ექვსი, რომლებსაც შემდეგი სახე აქვთ: 

  
  

  

2 ევ 2 01! 2.0. 4 1.0 3 
3- 5.4), 3- 5.2, 3. 5 7, 3-5 4, 
1.5.-2 1.50 I1. 5.1 1-5 1 

2.0 1 2.0. 4 
3- 5.2, 3- 5 7). 
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უბრალო გასინჯვით დავრწმუნდებით, რომ ყველა ეს მესამე რიგის 

მინორიბდეტე რმინანტი ნულია და ამიტომ მოცემული მატრიცის 

ბაზისური მინორის რიგი, ე. ი მოცემული მატრიცის რანგი ”=2. 

ზემოთ აღნიშნული შენიშენის გამო, ჩვენ არ გვჭირდება ყველა 

C,93.C:91=40 მესამე რიგის მინორის გამოთვლა. 

მაგალითი 98. ვიპოვოთ ვექტორთა შემდეგი სისტემის რანგი: 

C1=%2, –-2, 4), თ-=(1, 9, 3), 

Cთვ=L(-–-2, –-4, 1), თკ=(3, 7, –-)). 

მევადგინოთ მოცემულ ვექტორთა სისტემის შესაბამისი მატრიცა 

2 1-2 3) 

2; 9 –_ 7 

L 4 3 >>. 

გამოთვლით მივიღებთ, რომ ამ მატრიცის რანგი „=2. მიღებული მა– 

ტრიცის ერთ- ერთი ბაზისური მინორი იქნება მეორე რიგის დეტერ- 

–-2| 
მანანტი | ა გ 370 ამიტომ თე და თვ ვექტორთა სისტემა იქ- 

  
ნება ს ოსემულ ვექტორთა სისტემის ერთ-ე რთი მაქსიმალური წრფი- 

ვად დამოუკიდებელი ქვესისტემა. 

მაგალითი 8. ვიპოვოთ წოფივად დამოკიდებულება თ,)=C1, 4, 

1, 0), Cთ-=(2, 1, –-I, –- 3), «ვ =(1,50, –-3, –-1), თ4-=(0, 2,–-6,3) 

ვექტორთა მორის. შევადგინოთ მოცემულ "ვექტორთა სისტემის 

შესაბამისი მატრიცა 

(1. 2.1.0) 
41.0 2 

–__ 
(0 3-1 3| 

ადვილად შემოწმდება, რომ მოცემულე 4 მატრიცის რანგი 7=3 

და რომ მისი ერთ-ეოთი ბაზისური მენორია 

  

1.2. 1| 
––“' ვრი 

(1 1-3 

მაშასადამე, თ), თა და «ვ ვექტორთა სისტემა ერთ-ერთი წრფი- 

ვად დამოუკიდებელი მაქსიმალური ქვესისტემაა. ცხადია, თკ ვექ- 

ტორი უნდა იყოს თე, «. «ვ ვექტორების წრფივი კომბინაცია, 

ვთქვათ, 
თა=/C1-+/Cთი-L ჩვთვ- 

87



თუ ახლა ამ ტოლობის მარჯვენა მხარეში ჩავსვამთ თკ. თა და თვ 
ვექტორების კოორდინატებს და შემდეგ შევკრებთ, თანახმად ვექ- 

ტორთა ტოლობისა, /,, ”, და #ე უცნობთა მიმართ მივიღებთ შემ- 

დეგ სისტემას: 

ს -2ხ+ ჩM.= 0, 
4.+ = 0, 

წ ი--3ჩ#ვ=-6, 

=ალ». 

წ, ”ა და ჩე მუდმივთა საპოვნელად საკმარისია განვიხილოთ პირ- 
ველი სამი განტოლება, რომელთა დეტერმინანტი ძ#0. ადვილად 

მივიღებთ, რომ ამ სისტემის ერთადერთი ამონახსნი 

”,ე=1, #”:=-2, #-ვ=3. 

მამასადამეე თკ=თ)--2თა“+L+3თვ, ე. ი თ)--2თა-3თვ-- თკ=0. 

მატრიცის რანგის შესახებ დამკიცებული თეორემიდან ვღებულობთ 

კიდევ შემდეგ საინტერესო შედეგებს: 
1. მოცემული მატრიცის წრფივად დამოუკიდებელი სტრიქო- 

ნების მაქსიმალური რიცხვი უდრის მისი წრფივად დამოუკიდებელი 

სვეტების მაქსიმალურ რიცხვს, ე. ი. უდრის მოცემული მატრიცის 

რანგს. 

მართლაც, დამტკიცებისათვის მოვახდინოთ მოცემული · მატრი- 
ცის ტრანსპონირება, ე. ი. მატრიცის სტრიქონებისა და სვეტების 

ადგილების ურთიერთშეცვლა მათი ნომრების შმენახვით თანახმად 

ტრანსპონირებული დეტერმინანტის თვისებისა, მატრიცის ტოანს- 
პონირების შედეგად, ცხადია, ბაზისური მინორები არ შეიცელებ); 
ნულისაგან განსხვავებული მინორების ტრანსპონირებული მინორი 
ისევ ნულისაგან განსხვავებული იქნება. მაშასადამე, ტრანსპონირე- 

ბის შედეგად მიღებული მატრიცის წრფივად დამოუკიდებელი სვე- 
ტების მაქსიმალური რიცხვი უდრის პირველყოფილი მატრიცის რანგს, 

მაგრამ, რადგან ტრანსპონირებული მატრიცის სვეტები პირველ- 

ყოფილი მატრიცის სტრიქონებია, თეორემის მეორე შედეგი დამტკი- 

ცებულია. 
ბ. M-ური რიგის დეტერმინანტი მაშინ და მხოლოდ მაშინ უდრის 

ნულს, როცა სტრიქონები (სვეტები, წრფივად დამოკიდებულია. 

მართლაც, დეტერმინანტის თვისებების შესწავლისას დამტკიცე- 
ბული იყო დეტერმინანტის ერთ-ერთი თვისების შედეგი: თუ დეტერ- 

მინანტის სტრიქონებს შორის არსებობს წრფივად დამოკიდებულება, 
მაშინ დეტერმინანტი ნულია. ეს შედეგი წარმოადგენს დასამტკი“ 
ცებელი თვისების საკმარის პირობას. დავამტკიცოთ ახლა ამ თვისე– 
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ბის აუცილებლობა. ეთქვათ, მოცემული M#-ური რიგის დეტერმინან– 

ტი უდრის ნულს; ეს იმას ნიშნავს, რომ შესაბამისი #-ური რიგის 

მატრიცის ბაზისური მინორის რიგი ან, რაც იგივეა, რანგი ნაკლებია 

”-ზე. მაშინ, დამტკიცებული თეორემის თანახმად, მოცემული 71! 

ური რიგის დეტერმინანტის სვეტებს (სტრიქონებს) შორის არსე- 

აობს წრფივად დამოკიდებულება; ასეთი დეტერმინანტი კი, რო–- 

გორც ვიცით, უდრის ნულს. 

როგორც აღვნიშნეთ, მოცემულ ვექტორთა სისტემის რანგი უდ- 

რის შესაბამისი მატრიცის რანგს. წრფივ ალგებრაში დიდ როლს თა– 

მამობს წრფივი სივრცის ან, რაც იგივეა, ვექტორული სივრცის 

რანგის ცნება. ვექტორთა სისტემის რანგის მოძებნას ხშირად აად-- 

ვილებს ისეთი გარდაქმნები, რომლებიც ვექტორთა სისტემის რანგს. 

არ ცვლიან. მოცემულ თ, ფი», ···, თ, 7-განზომილებიან ვექტორთა 
სისტემისათვის ელემენტარული გარდაქმნები ეწოდება შემდეგი 

სახის გარდაქმნებს: 

1) ვექტორთა სისტემაში ნებისმიერი ორი ვექტორის ადგილე– 

ბის ურთიერთშეცვლას, 

2) ვექტორთა სისტემის ნებისმიერი ვექტორის ნულისაგან გან– 

სხვავებულ რიცხვზე გამრავლებას, 

3) ვექტორთა სისტემის რომელიმე ვექტორისათვის რაიმე რი-. 
ცხვზე გამრავლებული ამავე სისტემის სხვა ვექტორის დამატებას. 

ადვილად დამტკიცდება, რომ ელემენტარული გარდაქმნები არ 

ცვლის ვექტორთა სისტემის რანგს. რადგან ვექტორთა ყოველი სი- 

სტემა თავისი თავის ეკვივალენტურია, ამიტომ 1) ელემენტარული 

გარდაქმნა რანგს რომ არ ცვლის აშკარაა. ვთქვათ, 

..____-__ 0) 
ვექტორთა სისტემის, რანგი უდრის #. განვიხილოთ ვექტორთა სის- 
ტემა: 

თ C2 ს.ე #Cთ/, „ე C/ ·.: CXა) (2) 

სადაც #>#0. რადგან ”7თ; ვექტორი წრფივად გამოისახება თ,. ვექ- 
ტორის საშუალებით და, პირიქით, თ, ვექტორი წრფივად გამოი- 

სახება #V; ვექტორის საშუალებით: 

1 
თ;= “, #თ0--0,, 

ამიტომ ვღებულობთ ვექტორთა (1) და (2) სისტემების: ეკვივალენ-– 

ტურობას. წრფივად დამოკიდებულების ძირითადი თეორემის 'შმე– 
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დეგის თანახმად, (1) და (2) სისტემების წრფივად დამოუკიდებელ 

ვექტორთა მაქსიმალური ქვესისტემების ვექტორთა რიცხვები, ე. ი. 

მათი რანგები, ტოლია. ახლა, ვექტორთა (1) სისტემის თ, ვექტორს 

დავუმატოთ #თ; ვექტორი; მივიღებთ ვექტორთა ახალ სისტემას: 

C1) Cპ) ·-·>·: თ,+წჩთ,, "... C/;, ბ.) XC. (3) 

აღვნიშნოთ თ, =ძთ,+#თ,. ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ვექ- 

ტორთა (1. და (3) სისტემები ეკვივალენტურია. 

მართლაც, (3) სისტემა რომ ვექტორთა (1) სისტემის წრფივ კომ- 

ბინაციას წარმოადგენს აშკარაა. (1) სისტემა რომ ვექტორთა (3) სის– 

ტემის წრფივი კომბინაციაა ეს ჩანს ტოლობიდან 

თუ=თ, +LC-/#/)თ,. 

ამგვარად, ვექტორთა (1) და (3) სისტემები ეკვივალენტურია და 

ამიტომ მათი რანგი ტოლია. ამით დამტკიცებულია, რომ მე-3 ელე- 

მენტარული გარდაქმნა ვექტორთა სისტემის რანგს არ ცვლის. ახ- 

ლა, რადგან ვექტორთა ყოველი სისტემისა და მისი შესაბამისი მატ- 

რიცის რანგი ტოლია, შეგვიძლია ვთქვათ, რომ 4 მატრიცის რანგი 
არ იცვლება, თუ: 

19. ნებისმიერ ოო სვეტს (სტრიქონს) ე რთმანეთის მიმართ ადგი- 

ლებს შევუცვლით, ' 
29. ნებისმიერ სვეტს (სტრიქონს, გავამრავლებთ ნულისაგან 

განსხვავებულ ნებისმიერ რიცხვზე, 

ვმ. ნებისმიერ სვეტს (სტრიქონს) მივუმატებთ (ან გამოვაკლებთ) 

სხვა რომელიმე სვეტის (სტრიქონის) ნებისმიერ რიცხვზე ნამრავლს. 

19, 20 და 3? გარდაქმნებს მატრიცის ელემენტარულ გარდაქმნებს 

უწოდებენ. მაშასადამე, ელემენტარული გარდაქმნებით მატრიცის 

რანგი არ იცვლება. ვიტყვით, რომ მართკუთხა მატრიცას, რომლის 
სტრიქონების რიცხვია § და სვეტების რიცხვი #7, აქვს დიაგონალური 

სახე, თუ მისი ყველა ელემენტი ნულია, გარდა თ), თი, ... რ,,, სა- 
"დაც ჯ7ლუმც. (7, §), ელემენტებისა, რომლებიც ერთის ტოლია. ცხა- 

დია, ასეთ მატრიცას აქვს ერთადერთი ბაზისური მინორი, რომლის 

რიგი=I, მაშასადამე, მატრიცის რანგი უდრის (ჯ-ს. 

თეორემა, ყოველი არანულოვანი მატრიცა სასრული რაოდენო- 

ბის ელემენტარული გარდაქმნებით შეიძლება დავიყვანოთ დიაგონა- 

ლურ სახემდე. 

ისეთ 8 მატრიცას, რომელიც მიიღება მოცემული #4 მატრიცისა- 

გან სასრული რაოდენობის ელმენტარული გარდაქმნებით, ვუწო- 

დოთ #4 მატრიცის ეკვივალენტური მატრიცა და ეს ეკვივალენტუ- 
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რობა ასე აღვნიშნოთ: 4C0 8. ახლა დავამტკიცოთ თეორემა. ვთქვათ, 

რიცხვთა ” ველზე მოცემულია მატრიცა 

წვ თაი. . · რი | 
ცი... ლი, კრრი 2   

L თ, წიყა· ..იი 4 

ვგულისხმობთ, რომ მოცემული. მატრიცის ერთი ძ., ელემენტი 

მაინც ნულისაგან განსხვავებულია. ახლა ავიღოთ მატრიცის ის სვე- 

ტი, რომლის ერთი ელემენტი მაინც ნულისაგან განსხვავებულია. 

ვთქვათ, ასეთია პირველი სვეტი, წინააღმდეგ შემთხვევაში 19 ელე–- 

მენტარულე გარდაქმნით ამას ყოველთვის მივაღწევთ. 

ადვილად შევნიშნავთ, რომ თუ პირველ სვეტში არ ალის 1, მა- 

შინ სათანადო ელემენტარული გარდაქმნის“ გამოყენებით პირველი 

სვეტის რომელიმე ჯ-ურ სტრიქონში შეიძლება მივიღოთ 1. ახლა, 

ამ (-ური სტრიქონისა და პირველი სტრიქონის :დგელების ურთიერთ- 

შეცვლით რიცხვი 1, 4 მატრიცაში დაიკავებს ძ;, ელემენტის ადგილი. 

ახლა, პირველი სტრიქონის ყველა თძც, (7, =2, 3. ..., /) ელემენტი, 

რომლებიც ნულისაგან განსხვავებულია, შეიძლება ვაქციოთ ნულად, 

თუ 7, სვეტს გამოვაკლებთ პირველ სვეტს გამრაელებულს თ.;, რი- 
ცხვზე. ანალოგიურად შეიძლება პირველ სვეტში ყველა ის ძ; 

(1=2,'3, ..., §9ე ელემენტი, რომელიც არ უდრის ნულს, გაქციოთ ნუ- 

ლად და ა. მშ. თუ ამ პროცესს განვაგრძობთ, სასოული რაოდენობის 
ნაბიჯის შემდეგ მივიღებთ #4 მატრიცის დიაგონალერ სახეს: 

    

| იც მი ...0თI (1.0 ...ე I 

გა რერერ ბ რეო% 
მ. . გა“ 

L 1 0...0 0 9) 

I 1--·0 0 M 

06–I 0 0...1 0-.:0|!? 

I9 0...0 ი. -0| 

L0 0.··:0 0..-0| 

ამით თკოორემა დამტკიცებულია. 

ახლა, რადგან 4 მატრიცის ყოველი ელემენტარული გარდაქინა 
მოცემული მატრიცის რანგს არ ცვლის და .1 მატრიცის დიაგონა– 
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ლური სახე მივიღეთ სასრული რაოდენობის ელემენტარული გარ–- 

დაქმნებით, 1 მატოიცის რანგი ტოლი იქნება მისი დიაგონალური 

სახის ბაზისური მინორის რიგისა. ადვილად შემოწმდება, რომ თუ 

4Cთ8,; მაშინ 80.1. ამისათვის საკმარისია განვიხილოთ თანამიმდევ- 

რობით ჩატარებული ვლემენტარული გარდაქმნების შებრუნებული 

გაოდაქმნები. დიაგოხალურ სახემდე დაყვანილ მატრიცას კი აქვს მხო- 

ლოდ ერთი ნულისაგან განსხვავებული ბაზისური მინორი. რომლის 

ოროიგი ტოლია მთავარ დიაგონალზე დალაგებული ერთების რაოდე- 

ნობისა. ამრიგად. იმისათვის. რომ ვიპოვოთ მოცემ ი მატრიცის 
რანგი ს საკმარისია მოცემული ი მატრიცა "ელემენტარული ს გარდაქმ- 

ნებით დავიყვანოთ დიაგონალურ. სახემდე. მთავარ დიაგონალზე 

დალაგებული ერთების რაოდენობა ტოლი იქნება მოცემული მატ- 
რიცის რანგისა. აქედან უმუალოდ ვღებულობთ, რომ ნულმატრიცის 

ან, რაც იგივეა, ყველა ისეთი მატრიცის რანგი, რომლებიც ელემენ- 

ტარული გარდაქმნებით ნულმატრიცაზე დაიყვანებიან, უდრის ნულს- 
მაგალითი. ვიპოვოთ მოცემულ ვექტორთა სისტემის: 

თ)=(0.-–-1, 3, 0. 2). თა=(2/ ––-4, 1, 5, 3), 

თ:=C-4, 5, 7, –-10,0) 
ან, რაც იგივეა, მისი შესაბამისი 

| ბ 2 –4 I 

–1-4 5 

4= ვ 1 7 

0 | 5--10 | 

| 2 3 0 ) 

მატრიცის რანგი. მატოიცის მეორე სტრიქონი გავამრავლოთ (––1)- 

ზე და შემდეგ მოვახდინოთ პირველ და მეორე სტრიქონთა ტრანს- 
პოზიცია, მივიღებთ: 

(1 4 –=5) 
0 2 -4 

4=131 7 
L |0 5 --10 

(13 0 
მიღებული 4) მატრიცის პირველი სვეტი ჯერ გავამრავლოთ 4-ზე 

და მიღებული სვეტი გამოვაკლოთ მეორე სვეტს, შემდეგ იგივე სვე– 
ტი გავამრავლოთ (-–-5) -ზე და დავუმატოთ მესამე სეეტს, გვექნება: 

1 0. 0) 
0 2 –4 

#4:=| 3-11 22 |. 

| 9 5--1C0 
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ახლა, თუ ანალოგიურად მოვიქცევით პირველი სვეტის მიმართ, მი– 

ვიღებთ: 

1 0 0 

0 2 –4 

4#ე=|I 0 –-11 22 
0 5 ––-10 

_ 0 –-5 0) 
დუ დავაკვირდებით, შევნიშნავთ, რომ როცა პიოველ სტრიქონში 

(სვეტში), გარდა 0,=1 ელემენტისა, ყველა ნულია, პირველ სვე- 
ტში (6ატრიქონში) ნულისაგან განსხვავებული ყოველი ელემენტი 

«გარდა 0,,=1) შეიძლება შევცვალოთ ნულებით, მატრიცის სხვა 

ელემენტთა შე უცვლელად. 
ახლა ცალკე ამოვწეროთ მატოიცა 

| 2 –4) 
ლ... 

5 –-10 IL 
–-5 10 | 

თანამიმდევრობით .პირველი სტრიკვონიესა და მეორე სვეტის ვლემენ- 

ტების 2-ზე გაყოფით მივიღებთ: 

| 

ო”"" ი) 
თუ ახლა მეორე სვეტს დავუმატებთ პირველ) სვეტა და შემდეგ მხე– 

ღდველობაში მივიღებთ ზემოთ გაკეთებულ მენიშვნას, პირველ სვე–- 

ტში --11, 5, –-5 რიცხეების ნაცვლად უმუალოდ შეგვიძლია დავ– 

წეროთ ნულები და გვექნება: 

1.1 აა
 

ს–
 

თი 
«იძ

 
-.

 
.-
 

L
 

  

(1.0 
0 0 

0.9!“ 
0 0| 

ამრიგად, მოცემული მატრიცა მიიღე ბს შეპღეგ დ იაგონალურ სახეს: 

(0 2 –4 1.0 0 
–1 --4 5 ე.1.0 

4=) 3 1 7!|C0)0 0 0 
| 0 5–10 10.0 0 
L 2 3 0!) ·0 0 0 
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მამასადამე. მოცემულ ვექტორთა სისტემის ან, რაც იგივეა, შესა- 
ბამისი მატრიციხ რანგი #=2. 

განხილული მეთოდით მატრიცის რანგის მოძებნა ხშირად გაცი- 

ლებით სწრაფად ხდება; გარდა ამისა, მატრიცის რანგის მოძებნის 
აღნიმნულ მეთოდს საზოგადოდ დიდი გამოყენება აქვს. 

ამ მეთოდის ნაკლად შეიძლება ჩავთვალოთ ის, რომ მოცემულ 

ვექტორთა სისტემის (მატრიცის) რანგის მოძებნის შემდეგ არ „მეგვი- 

ძლია გამოვყოთ წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორთა (მატრიცის 

სვეტთა) მაქსიმალური ქვესისტემა. 
სასარგებლოა მკითხველმა შეამოწმოს, რომ მოცემულ ვექტორ- 

თა სისტემის რანგი არ შეიცვლება: 1. თუ ვექტორთა სისტემიდან 
ამოვაგდებთ ისეთ ვექტორებს, რომლებიც წარმოადგენენ ამავე 

სისტემის დანარჩენ ვექტორთა წრფივ კომბინაციას და 2. თუ ვექ- 
ტორთა სისტემიდან ნულვექტორს ამოვაგდებთ. 

§ ი. 1 უცნობიანი § წრფივი განტოლების სისტემა 

ვთქვათ, რიცხვთა ” ველზე მოცემულია M-უცნობიანი § წრფივი 

განტოლების სისტემა: 

0)1X1-L თ 9Xა+- ...+ თაXგ=ხ), 

0ი1X1 + ძიიXა-L...+ თი X„= ხა, 
ითვა აცვი ბის. (ს 
ძ.ს+შ.იX-+....+- შკაXგ== ხა. 

პირველ რიგში ჩვენ უნდა განვიხილოთ საკითხი (1) სისტემის თავ– 
სებადობის შესახებ. როგორც ვიცით, (1) სისტემას ეწოდება თავ– 

სებადი, თუ მოიძებნება უცნობების მნიშვნელობათა ერთი ისეთი 

X=Mჩ/, Xა=Mა, ·., Xგ=ჩი, (69) 

სისტემა მაინც, რომელიც აკმაკოფილებს მოცემული სისტემის 

ყოველ განტოლებას. რიცხვთა 

-_. (3 

სისტემას, ანუ ვექტორს (#), #2, ·.·,#ა), კი ეწოდება მოცემული წრფი– 

ვი სისტემის ამონახსნი. ვიცით აგრეთვე, რომ მოცემული სისტემის 

გაფართოებული მატრიცა ეწოდება ისეთ მატრიცას, რომელიც მიი- 
ღება (1) სისტემის #4 მატრიცასთან სისტემის თავისუფალი წევრე- 

ბისაგან შექმნილი ახალი მე-(I+1) სვეტის მიე რთებით. აღვნიშნოთ 

4 მატრიცის სვეტების შესაბამისი §-განზომილებიანი ვექტორები 
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თა თი, ·- C,, ხოლო სისტემის თავისუფალი წევრების შესაბამისი 

ვექტორი კი ჩ-თი. მაშინ 4 მატრიცის შესაბამის ვექტორთა სისტემა 
იქნება: 

თI Cთ2 ··) Cი' (4) 

4 მატრიცის გაფართოებული 4 მატრიცის შესაბამის ვექტორთა 

სისტემა კი იქნება: 

თ.) თა» · ს თი ჩ.· (5) 

ცხადი,ა რომ ვექტორთა C4) სისტემის რანგი არ აღემატება 

ვექტორთა (5) სისტემის რანგს. შევნიშნოთ, რომ თუ ჩ ეექტორი 

წრფივი კომბინაციაა ვექტორთა (4) სისტემისა, მაშინ ვექტორთა (4) 

და (5) სისტემები ურთიე რთეკვივალენტური სისტემებია და ამიტომ, 

თანახმად წრფივად დამოკიდებულების შედეგისა, მათი რანგები ტო- 

ლია. ახლა დავამტკიცოთ წრფივ განტოლებათა სისტემის ძირითა- 

დღი თეორემა, რომელიც შემდეგში მდგომარეობს. 

თეორემა. (1) წრფივ განტოლებათა სისტემა თავსებადია მაშინ 

და მხოლოდ მაშინ, როცა მოცემული სისტემის / მატრიცის რან- 

გი უდრის სისტემის გაფართოებული #4. მატრიცის რანგს. 

დამტკიცება. 4 და „ე მატრიცების ნაცვლად განვიხილოთ მათი 
შესაბამისი ვექტორთა (4) და (5) სისტემები. 

ვთქვათ, (1) სისტემა თავსებადია და (2) რიცხვთა ერთობლიობა 

არის მისი რომელიმე ამონახსნი. თუ უცნობთა ამ მნიშვნელობებს 

ჩავსვამთ (1) სისტემაში, მივიღებთ, რომ 4 მატრიცის ბოლო სვე- 

ტი წარმოადგენს #4 მატრიცის სვეტთა წოფივ კომბინაციას; ეს იმას. 

ნიშნავს, რომ #4. მატრიცის შესაბამის ვექტორთა (5) სისტემაში ჩ 

ვექტორი წრფივი კომბინაციაა #/ მატრიცის შესაბამის ვექტორთა (4) 

სისტემისა. მაშასადამე, ვექტორთა (4) და (5) სისტემები ფრთიერთ-. 

ეკვივალენტურია და ამიტომ მათი რანგები ტოლია, ე. ი. მათი შე– 

საბამისი და 4 მატრიცთა რანგები ტოლია. მაშასადამე, დამტკიც- 

და, რომ თუ წრფივი სისტემა თავსებადია, მაშინ მოცემული სისტე– 

მის მატრიცის რანგი და მისი გაფართოებული მატრიცის რანგი ტო–- 

ლია. ამით დამტკიცდა თეორემის ერთი ნაწილი. 
_ ახლა დავამტკიცოთ თეორემის მეორე ნაწილი. ვთქვათ, #4 და 
4 მატრიცების რანგები ტოლია, ე. ი. მათი შესაბამისი ვექტორთა 

(4) და (5) სისტემების რანგები ტოლია. ცხადია, ამ შემთხვევაში 

ვექტორთა (4) ყოველი წრფივად დამოუკიდებელი მაქსიმალური 

ქვესისტემა აგრეთვე იქნება ვექტორთა (5) სისტემის წრფივად, და– 

მოუკიდებელი მაქსიმალური ქვესისტემა და ზ ვექტორი იქნება 
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ამ მაქსიმალური წრფივად დამოუკიდებელი ქვესისტემის ან კიდევ 
ვექტორთა (4) სისტემის წრფივი კომბინაცია; ეს იმას ნიშნავს, რომ 
მოიძებნება ისეთი #,, /”ა, ..., #, მუდმივები, რომ 

ზლ–ჩწთ!+ჩათა+L..- + ჩითი: (6) 

თუ (6) ტოლობას გავშლით, ე. ი ჩავსვამთ თე, თ», ·--, თა და 8 ვექ- 

ტორების კომპონენტებს, ვექტორთა ტოლობის საფუძველზე, ყო- 

ველი ინდექსისათვის მივიღებთ ტოლობებს 

ი, + ი მა+...+ი,,”ა=ხ, ((=1, 2, .... 5), 

ამგვარად, რიცხვები #,, #., ..., #, არის მოცემული სისტემის ე#- 

თი გარკვე ული ამონახსნი. მაშასადამე, როცა 4 მატრიცის რანგი 

“უდრის 4 მატრიცის რანგს, მაშინ (1) სისტემა თავსებადია. ამით ძი- 

რითადი თეორემა მთლიანად დამტკიცებულია. დამტკიცებულ თეო- 

რემას ხშირად კრონეკერ-კაპელის თეორემას უწოდებენ. 

თავსებად წრფივ განტოლებათა სისტემას უწოდებენ განსაზღვ- 

"რულს, თუ მას აქვს მხოლოდ ერთი გარკვეული ამონახსნი; წინააღ- 

მდეგ მემთხვევაში, ე.,ი. როცა თავსებად სისტემას აქვს რამდენი- 
მე ამონახსნი, მას უწოდებენ განუსაზღვრელ სისტემას. დამტკიცე- 

ბული თეორემის საშუალებით ჩვენ მხოლოდ შეგვიძლია გავიგოთ 

თავსებადია თუ არა მოცემული წრფივ განტოლებათა სისტემა: 

ეს თეორემა არ გვაძლევს მოცემული წრფივ განტოლებათა სისტემის 

ამონახსნთა მოძებნის არავითარ ხერხს. განვიხილოთ ახლა ეს საკითხი 

ვთქვათ, 4 მატრიცის რანგი უდრის /„-ს, სადაც ”ლუმც-. (§, 7) 

ვიგულისხმოთ, რომ 4 მატრიცის რომელიმე ბაზისური მინორი, 

რომლის რიგი უდრის ”-ს, მოთავსებულია მატრიცის მარცხენა ზე- 

და კუთხეში. 4 მატრიცის რანგის პოვნის გაადვილების მიზნით საკ- 

მარისია ავიღოთ ბაზისური მინორის ის შემოარშიებული მინორები, 

რომლებიც მიიღება #4 მატრიცის ბოლო სვეტის დახმარებით. თუ 

ყველა ეს ”+1 რიგის მინორი გამოვიდა ნული, მაშინ #4. მატრიცის 

რანგიც ეტოლება /-ს და დამტკიცებული თეორემის თანახმად მოცე- 

მული სისტემა თავსებადი იქნება. ვიპოვოთ ახლა მოცემული სისტე- 
მის ამონახსნი. 

ვინაიდან # მატრიცის # რიგის ერთ-ერთი ბაზისური მინორი მო– 

თავსებულია მარცხენა ზედა კუთხეში, # მატრიცის ყოველი ( (== 

=”+1, ..., §) სტრიქონი იქნება ამ პირველი # ბაზისური სტრიქო- 

ნის წრფივი კომბინაცია. 

მაშასადამე, ამ შემთხვევაში (1) სისტემის ყოველი L-ური გან– 
ტოლება წარმოადგენს პირველი #» განტოლების წრფივ კომბინა- 

ციას და ამიტომ მოცემული სისტემა მისი პირველი # განტოლების 
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სისტემის ეკვივალენტური იქნება. ამგვარად, (1) სისტემის ამოხსნა 

დაიყვანება შემდეგი M-უცნობიანი „ წრფივი განტოლების სისტემის 
ამოხსნამდე“ : 

“ რიმმარაპა ლ... რენ, 

ძა) V -= მაა ლ...“ ნა, X,= ხა, 

-თ 
თ, XI “+ C,ა: უე: „0 X,=ხ,. 

"რთგორც „აღვნიშნეთ, „მიღებული (7) სისტემის მატრიცის რანგი 

უდოის /- ს, სადაც 75</! (ე. ი., რანგი ნაკლებია სისტემის უცნობთა 
რიცხვზე). 

1. ვიგულისხმოთ, “რომ #”=:/. მაშინ მივირებთ (7) განტ '“ალება- 

თა ა ისეთ სისტემას, რომლის უცნობთა რიცხვი „უდრის განტოლება- 

თა რიცხვს და დეტერმინანტი #0. თანახმად კრამერის თერრემი- 

სა, (7) სისტემას და. მაშასადამე, მოცემულ (1) წრფივ განტროლე- 

ბათა სისტემას, აქვს ერთადერთი ამონახსნი, რომელიც კრამერის 

ფორმულებით შეიძლება ვიპოვოთ. 

2. ვიგულისხმოთ, რომ #<#ჩ და /” რიგის ბაზისური მისორი შედ- 

გენილია პირველი.” უცნობის კოეფიციენტებით. ამ შემთხვევაში (7) 

სისტემის ყოველი განტოლებიდან მარჯვენა მხარეს გადავიტანოთ 

(ოუ წა –» უცნობთა შემცველი წევრები, მიეიღებთ: 

CIM 14 
რეი 

.-- თ, X,=ხ,. ი ე იცო. რთ, ს" 

.. 
აა”, 

რხყაქს.. 

(8) 
ი - მაც ლოა 0. X,- ხ,--ძ, „ა წილ ნწნობი 

მიღებულ სისტემაში X,+ც XX.» ·-ს X, უცნობები განვიხილოთ რო- 
გორც ნებისმიერი მუდმივები (პარამეტრები). რადგან X,, Xა, .-., X, უც- 

ნობთა კოეფიციენტებისაგან შედგენილი მინორი, ან, რაც იგივეა,- (8) 
სისტემის დეტერმინანტი არ უდრის ნულს, კრამერის ფორმულების მი- 

ხედვით შეგვიძლია ამ უცნობთა მნიშვნელობანი გამოვსახოთ #-„ რაოდე– 

ნობის XV X-კ ა ს.ს ს, პარამეტრთა სამუალებით. თუ, მაგალითად, 

იკის თ ·.ს ჰ, ნებისმიერი მუდმივებისათვის შესაბამისად ავირჩევთ 
იკ) #/-თ ·., #, რიცხვით მნიშვნელობებს, მაშინ კრამერის” ფორმუ- 

ლებით. მივიღებთ (8) სისტემის X,, Xა, -. X, უცნობთა შესაბამის გარ- 

კეეულ ჩე. Mი,...,/, რიცხვით 1 მნიშე ვნელობებს. ცხადია, რომ. რიცხეთა სის– 

ტემა #, #., .. ;, #, ჩია... /”. იქნება (7) სისტემის და, მაშასადამე, 

(1) სისტემის. ერთი. გარკვეული ამონახსნი. თუ. ახლა X-კ), X,ვა –> 

პარამეტრებისათვის ავარჩე>ვთ სხვა · ჩე". , ჩიკა ათა რიცხვით მწივ- 
ვნელობებს, "მაშინ ანალოგიურად მივიღებთ · (7) სისტემას” და, მაშ ესა– 
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დამე, (1) სისტემის მეორე გარკვეულ ამონახსნს და ა. მშ. ამ შემთხვე- 

ვაში მივიღებთ მოცემული სისტემის უამრავ ამონახსნს. 
ამრიგად, როცა (1) სისტემის მატრიცის რანგი / ნაკლებია სისტემის 

უცნობთა რიცზვზე, ე. ი. "<7, მაშინ სისტემას აქვს ამონახსნთა უსას- 

რულო რიცხვი, რომელიც დამოკიდებულია #--/ პარამეტრზე. თუ შე- 
ვაჯამებთ ზემოთ მიღებულ შედეგებს გვექნება ასეთი დასკვნა: 

(1) სისტემა თავსებადია, ე. ი. ერთი ამონახსნი მაინც აქვს, როცა სის- 

ტემის მატრიცის რანგი უდრის სისტემის გაფართოებული მატრიცის 
რანგს. (1) სისტემა განსაზღვრულია, ე. ი. ერთი გარკვეული ამონახსნი 

აქვს, თუ სისტემის მატრიცის რანგი უდრის უცნობთა რიცხ;ვს. (1) სის- 

ტემა განუსაზღვრელია, ე. ი. სისტემას აქვს ამონახნსთა უსასრულო 
რაოდენობა, თუ სისტემის მატრიცის რანგი ნაკლებია უცნობთა, რიცხვზე. 

მაგალითები. 1. გამოვიკვლიოთ წრფივ განტოლებათა შემდეგი სის- 

ტემა: 
ს -–-2სა4+463ს  – X + 2X5=29, 

მპმსხ-– ა+65X-- მს X-=:6, 

2X + Xე+2% –-– 2X ––- 3X5=8. 

გამოანგარიშებით მივიღებთ, რომ მოცემული სისტემის 

1-23-1 2 
4=|ვ –.15 –3 – I 

2 12 –2-3 

    

მატრიცის რანგი #=:2, ხოლო სისტემის გაფართოებული 

1-–23-1 2 .2 

3-15-3-216 

2 I 2-2 –3 8 

#4= 

    

მატრიცის რანგი „=3, მაშასადამე, მოცემული წრფივ განტოლებათა 
სისტემა არათავსებადია. 

2. გამოვიკვლიოთ და ამოვხსნათ სისტემა: 

2X + X.=1, 

პე-––X-=2, 

4X–––- Xე=5. 

გამოანგარიშებით მივიღებთ, რომ მოცემული სისტემის მატრიცისა და 
მისი გაფართოებული მატრიცის რანგები ტოლია და უდრის 2-ს, ე. ი. 

უდრის უცნობთა რიცხვს. მაშასადამე, მოცემულ სისტემას უნდა ჰქონ- 
დეს ერთადერთი ამონახსნი; ვიპოვოთ ეს ამონახსნი. რადგან ბაზისურ 
მინორად შეიძლება მივიღოთ X, და X; უცნობთა კოეფიციენტების მიერ 
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შედგენილი მეორე რიგის დეტერმინანტი, ამიტომ მოცემული სისტემის 

პირველი ორი განტოლება მოგვცემს სისტემის ერთადერთ ამონახსნს: 

X.=1, Xგ=-–--1. 

ცხადია, უცნობთა მიღებული მნიშვნელობანი აკმაყოფილებენ მოცე- 

მული სისტემის მესამე განტოლებასაც. 

3. გამოვიკვლიოთ და ამოვხსნათ განტოლებათა სისტემა: 

პხ-–- X+ Xჯ-+4X+3X,-=4, 
ას+ Xვ-2ე- ს+- X.=1, 

ასყწ5ედფ--9ჯ1ე--მი+ X=0. 

გამოანგარიშებით მივიღებთ, რომ მოცემული სისტემის 7,1 მატრიცისა 

და მისი გაფართოებული /# მატრიცის რანგები ტოლია და უდრის 2-L, 

ე. ი. ნაკლებია უცნობთა რიცხეზე. ამიტომ სისტემას ექნება უსასრულოდ 

ბევრი ამონახსნი. პირველი ორი განტოლების X, და ჯ უცნობთა კოეგფი- 

ციენტებისაგან შედგენილი მე-2 რიგის დეტერმინანტი | “1 =4#0 

შეიძლება მივიღოთ ბაზისურ მინორად. როგორც ჩანს, სისტემის მესა- 
მე განტოლება წრფივი კომბინაციაა პირველი ორი განტოლებისა ღა 

ამიტომ სისტემის ამოხსნისათვის საკმარისია განვიხილოთ პირეელი ორი 

განტოლება.. Xვ, XX. X უცნობები უნდა მივიღოთ თავისუფალ უცნობე- 

ბად (პარამეტრებად). ამრიგად, მოცემული სისტემის ამოხსნა დაიყვა- “ 

ნება შემდეგი სისტემის ამოხსნამდე: 

3პჰე-–-ჰე=4-- Lვ--4V,--31, 

XX. + X.=1--2VCვ+ Xვ –“– ჯე. 

კრამერეს ფორმულების გამოყენებით ან უბრალო შეკრება-გამოკლე- 
ბით მივიღებთ: 

5 1 3. · 
–_–_3_-___ 

1 1. 3 4 4 5 

X.= 1 7 II 7. · 4'4 ჭი გ 4' 

X და ჯე უცნობთა მიღებული მნიშვნელობებით განისაზღვრება მოცე- 

მული სისტემის ზოგადი ამონახსნი. 

თუ Xე, #,. Xგ თავისუფალი მუდმივების ნაცვლად ჩავსვამთ შესაბა- 

მისად 3, 0, 1, მივიღებთ: 

5 3 
X= აა --0--1=1, 

4 4 

1 
ხდე: – +++ 11 0= =5, 

იე



მაშასადამე, მოცემული სისტემის ერთი ამონახსნი იქნება (1, 5, 3, 0, 1) 

რიცხვთა სისტემა, ანუ ხუთგანზომილებიანი ვექტორი. ასევე შეიძლე- 

ბა მივიღოთ, რომ მოცემული სისტემის ამონახსნებია ვექტორები: 

(2, 5, 3, 0, 0); (3, 5, 2, 1, ––2) და ა. შ. 

მივიღებთ, რომ სისტემას აქვს უსასრულო რაოდენობა ამონახსნები- 

სა, ე. ი. მოცემული სისტემა განუსაზღვრელია. თუ მოცემული სისტე- 

მის უცნობთა რიცხვი უდრის განტოლებათა რიცხვს და სისტემის დე- 

ტერმინანტი ნულია, მაშინ კრამერის ფორმულებს ვერ გამოვიყენებთ. 

საჭიროა გამოვიკვლიოთ ასეთი სისტემის თავსებადობის საკითხი და, თუ 
მოცემული სისტემა თავსებადი აღმოჩნდა, ის უნდა ამოვხსნათ ისე. 
როგორც მე-3 მაგალითი. ცხადია, ამ შემთხვევაშიც თავსებადი სისტემის 
მატრიცის რანგი ნაკლები იქნება უცნობთა რიცხვზე და ამიტომ მოცე- 
მულ სისტემას უამრავი ამონახსნი ექნება, ე. ი. სისტემა განუსაზღვრე- 
ლი იქნება. 

4. რა პირობებში გაივლის სამი მოცემული წრფე: 

იX+-ხ,ყლ–-Cს 0ძაX-- ხაყ='C, 0ეV-- ჩეყ==6ე 

ერთ წერტილში? ალგებრულად ეს ნიშნავს იმის გამორკეეეას, თუ 

განტოლებათა 

ძეX--ხ,ყ==C, 

მაX+ხაყ-=C., 

ძვჯ--ხეყლ–დე. 

სისტემას რა შემთხევევაში აქვს ერთადერთი ამონახსნი. ჩვენ კი ეიცით. 
რომ მოცემულ სისტემას მაშინ ექნება ერთადერთი ამონახსნი, როცა 

სისტემის შესაბამისი მატრიცის და მისი გაფართოებული მატრიცის რან- 

გები ტოლია და უდრის სისტემის უცნობთა რიცხვს. _ 

ამრიგად, სამი მოცემული წრფე გაივლის ერთ წერტილში. თუ შე- 

საბამისი სისტემის მატრიცის რანგი უდრის სისტემის გაფართოებული 

მატრიცის რანგს და უდრის 2-ს. 

§ 10, ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემა და. 

მისი ფუნდამენტალური ამონახსნები. 

ვთქვათ, რიცხვთა # ქელზე მოცემულია /1– –უცნობიანი ; 8§ ერთგვვარო- 

ვანი წრფივი განტოლების სისტემა: 

ძეს“ ძთსაXა--. -. -= 0, X,5-0, 

ძე1X + შააXგ-C... 1-0.,„X,=0,. 
0) 

რას რკალი. ბ-წკეXე =0.·· 
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რადგან ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემის თავისუფალი წეე– 

რები ნულია. ამიტომ სისტემის გაფართოებული მატრიცის შესაბამისი 

ვექტორთა სისტემა მიიღება სისტემის მატრიცის შესაბამის ვექორთა 

სისტე მასთან 0––ნულვექტორის შეერთებით. ჩვენ ვიცით, რომ ვექტორ- 

თა სისტემა ნულვექტორის მიერთებით ან ამოგდებით გადადის ეკვი- 

ვალენტურ სისტემაში, ე. ი. მისი რანგი არ იცვლება. მაშასადამე, ერთ- 

გვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემის მატრიცის და მისი გაფარ- 

თოებული მატრიცის რანგები ტოლია. ამიტომ კრონეკერ-კაპელის თეო– 

რემის თანახმად, ვღებულობთ, რომ ერთგვაროვან წრფივ განტოლე- 

ბათა სისტემა ყოველთვის თავსებადია. (1) ერთგვაროვან წრფივ განტო- 

ლებათა სისტემის თავსებადობა აგრეთვე იქიდან ჩანს, რომ მას ტრივია- 

ლური, ე. ი. ნულოვანი, ამონახსნი ყოველთვის აქვს. 

როგორც ვხედავთ, ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემა 

წარმოადგენს არაერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემის კერძო 

შემთხვევას. ამიტომ, მიღებული შედეგების თანახმად, გვექნება: თუ (1) 

სისტემის შესაბამისი მატრიცის რანგი უდრის უცნობთა რიცხვს, ე. ი. 

”=/, მაშინ (1) ერთგვაროვან სისტემას აქვს ერთადერთი და, მაშასა– 

დამე,„ ტრივიალური. ანუ ნულოვანი, ამონახსნი, ხოლო თუ ერთგვა- 

როვანი სისტემის რანგი ნაკლებია უცნობთა რიცხვზე, ე. ი. „<7, მაშინ 

(ა ერთგვაროვან სისტემას აქვს უსასრულო რაოდენობა ამონახსნებისა, 

მეორე შემთხვევაში ე რთგვაროვანი სისტემის ამონახსნებს ვიპოვით ისე. 
როგორც წინა პარაგრაფში არაერთგვაროვანი სისტემის ამონახსნები ვი- 

პოვეთ. 

თეორემა.ა /„-უცნობიანი /, ერთგვაროვანი წრფივი განტოლების სის- 

ტემას მაშინ და მხოლოდ მაშინ აქვს ნულისაგან განსხვავებული ამონახ- 

სნი, როცა სისტემის დეტერმინანტი უდრის წულს. 

მართლაც, ჩვენ -მიერ ადრე (გვ. 64) დამტკიცებული იყო ამ თეო–- 

რემის ერთი ნაწილი, კერძოდ, თუ ე რთგეაროვანი /I- უცნობიანი /, წრფი- 

ვი განტოლების სისტემას აქვს ნულისაგან განსხვავებული ამონახსნი, 

მაშინ სისტემის დეტერმინანტი უეჭველად ნულია. დავამტკიცოთ ახლა 

თეორემის მეორე ნაწილი. ვთქვათ, სისტემის დეტერმინანტი ნულია; 
ეს იმას ნიშნავს, რომ მოცემული სისტემის მატრიცის რანგი ნაკლებია 

უცნობთა რიცხვზე, ე.ი.”</?; ასეთ შემთხვევაში. თანახმად ზემოთ მიღე– 

ბული ზოგადი შემთხვევისა, ერთგვაროვან სისტემას, გარდა ნულოვანი 

ამონახსნისა, ექნება უსასრულო რაოდენობა ნულისაგან განსხვავებული 

ამონახსნებისა. 

ისე როგორც ზემოთ, /I-უცნობიანი / ერთგვაროვანი წრფივი გან– 

ტოლების სისტემისათვის, აქაც #M-უცნობიანი § ერთგვაროვანი წრფივი 

განტოლების სისტემისათვის ადვილად შემოწმდება შემდეგი თვისებები: 
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1) თუ ჩყ. ხი. ..., ი, რიცხვთა სისტემა, ე· ი. ჩ =+(ხე, ხი, ..., ს.) ეეჭტორი 

(1) სისტემის ერთი გარკვეული ამონახსნია, მაშინ /ჩ =(#8 L, #8ი, ·.., ”8ი) 

ვექტორიც. სადაც / ნებისმიერი რიცხვია, აგრეთვე იქნება მო– 

ცემული სისტემის ამონახსნი. 2) თუ +“#=(თ,, C...-., 6.) ვექტორი 

(1) სისტემის რომელიმე მორე ამონახსნია, მაშინ 

ზ-+Xჯ=(ხ,+90,ს ხით, ... ხა“+0,) 

ვექტორი აგრეთვე იქნება მოცემული სისტემის ამონახსნი. 

1-ლი და მე-2 თვისებების გაერთიანებით მივიღებთ, რომ მოცემულ 

ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემის ამონახსნთა ყოველი 

წრფივი კომბინაცია, აგრეთვე იქნება მოცემული სისტემის ამონახსნი. 

(1) ერთგვაროვან სისტემას ეწოდება წინა პარაგრაფში განხილული 
(1) არაერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემის შესაბამისი ერთ- 

გვა როვანი სისტემა. მოცემულ M/-უცნობიან წრფივ განტოლებათა სის- 

ტემის და მის შესაბამის ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემის 

ამონახსნებს შორის. არსებობს შემდეგი სახის დამოკიდებულებანი:“ 

19. მოცემული არაერთგვაროვანი სისტემის ნებისმიერი ამონახსნის 

და შესაბამის,ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემის ნებისმიერი 

ამონახსნის ჯამი ისევ 'მოცემული სისტემის ამონახსნია. 

მართლაც, ვთქვათ, C,, თ, .., C, არაერთგვაროვანი სისტემის ნების- 

მიერი ამონახსნია, ხოლო ძე, ძე, .., ძე, შესაბამისი ერთგვაროვანი სის- 

ტემის ნებისმიერი ამონახსნია. განვიხილოთ ჯამი 

0,/+ძ, (ჯ/=1, 2, ..., 7”) 

და ჩავსვათ არაერთგვაროვანი სისტემის ნებისმიერ (-ურ. განტოლება- 
ში; მივიღებთ: ' 

ჩ ი ჩ 

2.90(6/+ძ, = 300, + 210,,ძ,=ხ,+0=ხ,, რ. დ. გ. 
I=1 )=) 1=1 _ 

29. მოცემულ არაერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემის ნე- 
ბისმიერი ორი ამონახსნის სხვაობა იქნება შესაბამისი ერთგვაროვანი სის- ე ვ ე მ ეოთგვ (| 
ტემის “ამონახსნი. 

მართლაც, ვთქვათ, მოცემულია არაერთგვაროვანი სისტემის ნების- 
მიერი ორი ამონახსნი: 

C1 C, ··..ც (ლ და თ, ძი, ... ძი. 

ეს იმას ნიშნავს, რომ 

ჩი ჩ 

2-/ფ=ხ, და 294, =ხ,. 

| |=1 
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სხვიაობანი 60,–ძ, (I=1, 2,.... 7) ჩავსეათ ერთგვაროვანი სისტემის 

· რომელიმე (IL-ურ განტოლებაში; მივიღებთ: 

ი ჩ ” 

2)5V/(0/--ძ,) = 2.9:#, –_ ჯკ0იძ,=ხ-ხ, =0, რ. დ. გ. 

I=I 1=1 ში 
დამტკიცებული თვისებებიდან გამომდინარეობს, რომ არაე რთგვარო- 

ვან წრფივ განტოლებათა სისტემის ყველა ამონახსნის მოსაძებნად საკმა– 
რისია ვიპოვოთ მისი რომელიმე ერთი ამონახსნი და შესაბამისი ე რთგვა- 

როვან წრფივ განტოლებათა სისტემის ყველა ამონახსნი; მაშინ აღნიშ- 

ნული ერთი ამონახსნისა და შმესაბამის ერთგვაროვან წრფივ განტოლე- 

ბათა სისტემის ამონახსნების ჯამები მოგვცემს მოცემული არაერთგვა- 
როვან წრფივ განტოლებათა სისტემის ყველა ამონახსნს. 

ახლა განვიხილოთ საკითხი (1) ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა 
სისტემის ფუნდამენ ტალური ამონახსნების შესახებ. როგორც ზემოთ 

გნახეთ, M- უცნობიან ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემის ამო– 

ნახსნთა სიმრავლე აკმაყოფილებს #I-განხომილებიან ვექტორთა სივრ- 
ცის ყველა პირობას, მაშასადამე, 7#-უცნობიან ერთგვაროვან წრფივ გან- 
ტოლებათა სისტემის ამონახსნთა სიმრავლე ქმნის ვექტორულ სივრცეს, 
რომლის განზომილებას ახლა გამოვარკვევთ. ვიცით, რომ /-განზომი- 

ლებიან ვექტორთა სივრცის წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორთა მაქსი– 

მალური რიცხვი უდრის »; ეს იმას ნიშნავს, რომ (1) ერგვაროვან წრფიე 

განტოლებათა სისტემის ამონახსნთა შორის არსებობს ამონახსნების 
ერთი წრფივად დამოუკიდებელი მაქსიმალური ქვესისტემა მაინც, რომ- 
ლის რიცხვი არ აღემატება #I-ს. 

განსაზლვრა. ერგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემის 

ამონახსნთა ყოველ წრფივად დამოუკიდებელ მაქსიმალურ ქვესისტემას 
ეწოდება ამონახსნთა ფუნდამენ ტალური სისტემა. 

განსაზღვრიდან გამომდინარეობს, რომ თუ ვექტორთა სისტემა 

თ,= (თ, ფ(ი,..., (0),  (7=1, 9, ..., 2) (2) 

(1) ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემის ამონახსნთა ფუნდა- 
მენტალური სისტემაა, მაში 

| თ), თი "ს 9» 
ვექტორთა სისტემა (1) ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემის 

ამონახსნთა ერთ-ერთი წრფივად დამოუკიდებელი მაქსიმალური ქვე– 
სისტემაა და ამიტომ მისი ყოველი თ =(C, CI, ·.., C) ამონახსნი იქნება 

(2) ამონახსნთა ნდამენტალური სისტემის წრფივი კომბინაცია, ე. ი. 
მაიძებნაბ, ისეთი #, იე % რიცხვები, წრფ იპ ვიმ 

თ=M#,0C|+ჩ0ი+...-+/რთე. 
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„თერრქმა.. · თუ ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემის,შესაბა-: 

მისი მატრიცის ” რანგი ნაკლებია. ვიდრე სისტემის /: უცნობის ·რიცხვი, 

მაზინ ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემას გააჩნია ამონახსნთა 

ერთი ფუნდამენტალური სისტემა მაინც და ამონახსნთა ყოველ ფუნდა- 

მენტალურ სისტემაში შემავალ ამონახსნთა რიცხვი უდრის I1-–, 

დამტკიცება. როგორც ვიცით, როცა #-უცნობიან წრფივ განტოლე- 
ბათა” სისტემის შესაბამისი მატრიცის რანგი უდრის ,'- -ს და ”< ”. მაშინ 

სისტემას აქვს” ამონახსნთა უსასრულო რაოდენობა და ყოველი, ამოწახს- 

ნის შესაბამისი /- განსოშილებიაზი ვექტორი 

თ5-(C. 62 ს.ს 6 641) ს რ) (3) 

ცალსახად განისაზღვრება /:--/ რაოდენობის 31): MM თავისუფალი 

მუდმივების შესაბამისი (1-–-)-განზომილებიანი : 

თ =C0+I ... C.) ·(4) 

ქექტორით. რადგან ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემის ამო– 

ნახსნები: ქმნიან ვექტორულ სივრცეს, ვღებულობთ, რომ (3) ამონახს- 

ნებისაგან შედგენილი ვექტორული სივრცისა და (4) თავისუფალი მუდ- 

მივებისაგან შედგენილი 0”-ი ვექტორული სივრცის ელემენტებს 
შორის არსებობს ურთიერთცალსახა თანადობა”. აქედან გამოდის, რომ 

ცვ) ამონახსნებისაგან შედგენილი ვექტორული სივრცის ყოველ 
წრფივად დამოუკიდებელ მაქსიმალურ ქვესისტემას შეესაბამება (4) 

თავისუფალი მუდმივებისაგან შედგენილი #C-ი ვექტორული სივრცის 

გარკვეული წრფივად დამოუკიდებელი მაქსიმალური ქვესისტემა. 
რადგან ჩრ-ი ვექტორული სივრცის ყველა წრფივად დამოუკიდებელი: 
მაქსიმალური ქვესისტემის ვექტორების რიცხვები ტოლია და უდრის 

ილლ 2 მივიღებთ, რომ (1) სისტემის ამონახსნთა ყოველ წრფივად და- 

მოუკიდებელ მაქსიმალურ ქვესისტემაში შემავალი ამონახსნების რაო: 

დენობა უდრის ჩ#--”/” და ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

თუ დავაკვირდებით თეორემის დამტკიცების მეთოდს, ჩვენ შეგევი- 
ძლია პრაქტიკულად ვიპოვოთ (1) ერთგვაროვანი წრფივ განტოლება- 

·თა სისტემის ფუნდამენტალურ ამონახსნთა ერთი სისტემა მაინც. მარ- 

თლაც, ავიღოთ ნებისმიერი #--/” რაოდენობის '(I––952-განზომილებიან 

წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორთა სისტემა; ეს იმას ნიშნავს, რომ 

აღებულ ვექტორთა სისტემის შესაბამისი მატრიცის დეტერმინანტი ნუ- 
ლისაგან უნდა განსხვავდებოდეს, წინააღმდეგ შემთხვევაში,“ მივიღებთ 

“. ?“ადვილად შეეამჩნეეთ, რომ (1) სისტემის. ნებისმიერი ორი CI და თა ამონახსნის 

ჯამს შეესაბამება 0XC#-) „სივრცის შესაბამისი CI” და და” ვექტორების ჯამი, ე: ოი, “რე 

თ1<-CV)”, და თ2<-CV 9”, მაშინ C)+––Cა<>C1 უღ გარდა ამისა, #04<-+/2”, სადაც 
ნებისმიერი რიცხვია L ველიდან. 

104



დეტერმინანტის სე ვგეტებს (შესაბამის ვექტორებს) შორის წრფივად 

დამოკიდებულებას, რაც ეწინააღმდეგება პირობას. 

· მაგალითად. #0, სიერცეში ყოველთვის შეიძლება ავიღოთ (70-––-ჯ)– 

განზომილებიანი ერთეულოვანი ვექტორები: 

61=-(1, 0, ..., 0), „ასე-დ-უა 0), ..., 8„.,„==(0. 0, ..., 1), 

რომელნიც აღნიშნულ პირობას აკმაყოფილებენ. ცხადია, §,. 5», ..., 5,_, 
ვექტორთა სისტემა 'წრფივად დამოუკიდებელია; მისი შესაბამისი დე– 

ტერმინანტი 

შემდეგ, ყოველი ასეთი ვექტორ“ ის /#--7/ კომპონენტი მივიღოთ /--” 

რაოდენობის X,,,, ·-.. X, თავისუფალ მუდმივებად და კრამერის ფორ- 

მულებით, (1) სისტემიდან ვიპოვოთ პირველი ” უცნობის X,. XI, ·--. X, 

მნიშვნელობები, წარმოდგენილი X,,I, -... 2, თავისუფალი უცნობებით. 

რადგან ჩვენ აღებული გვქონდა Iჰ–- რაოდენობის (I-––)-განზომილე– 

ბიან წრფივად დამოუკიდებელ გექტორთა მაქსიმალური ქვესისტემა, 

(1) სისტემისათეის მივიღებთ Mჩ-– რაოდენობის წრფივად დამოუკიდე- 

„ბელ ამონახსნთა მაქსიმალურ ქვესისტემას, რომელიც მოცემული სის– 

ტემის ერთ-ერთი ფუნდამენტალური ამონახსნი იქნება. ერთგვაროვან 

წრფივ განტოლებათა სისტემის ფუნდამენტალური ამონახსნის შესა- 

ხებ დამტკიცებული თეორემა და ამონახსნთა ფუნდამენტალური სის- 

ტემის მოძებნის მიღებული პრაქტიკული წესი გავარჩიოთ შემდეგ მა– 

გალითზე. 

· მაგალითი. ვთქეათ, მოცემულია ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა 

სისტუმა: 

20-- XX 4ფ8- ული 313=:0, 

დელ X 2ც-3პსხ- X-0, 

ვე. დ -- 10) –-- 5 -:- 7.Vგ-=0, 

X. უ<___–___-__–_._.. 

გამოოილით მივიღებთ. რომ მოცემული სისტემის შესაბამისი მატრი- 

ცის რანგი /.. 2. რადგან სისტემის უცნობთა რიცხვი /:=5, ამიტომ სის- 

ტემის ამონახსნთა ყოველი ფუნდამენტალური სისტემა შედგება 5 =-2=-3 

ამონახსნისაგან როგორც ვხედავთ, სისტემის პირველი ორი განტოლე- 
ბის X და X უცნობთა კოეფიციენტებისაგან შედგენილი მეორე რიგის 
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მინორი-დეტე რმინანტი | 7 | =150. ამიტომ ის შეიძლება მივიღოთ 

ბაზისურ მინორად და ჩვენი სისტემის ამოხსნა დაიყვანება შემდეგი სის- 

ტემის ამოხსნამდე: 

2X + X-= 4Xვგ–– X–3%, 

X+-Xა=--2%1 +3X%-++ Xა. 

სადაც ჩXე, X,. X. თავისუფალი მუდმივებია. X,, Xე უცნობთა. Xგ, X, და 
%· უცნობთა მიმართ ამოხსნით მივიღებთ: 

ალ 6ნXვ--4რწკ---4X., 

Xე=–-ზიე+7X-+5X. 

ავიღოთ ერთეულოებზი ვექტორები: 

=(1, 0, 0), §„=(0, 1, 0), §ე=(0, 0, 1), 
რომელნიც ქმნიან სამგანზომილებიანი ვექტორული სივრცის ერთ-ერთ 

წრფივად დამოუკიდებელ მაქსიმალურ ქვესისტემას; მისი კომპონენ- 
ტები შესაბამისად მივიღოთ ჯე, X, X თავისუფალ მუდმივებად. მაშინ 

მოცემული სისტემისათვის: 

§,-ის შესაბამისი ამონახსნი იქნება თ1=(6, ––8, 1, 0, 0), 

ზ-ის შესაბამისი ამონახსნი იქნება თა=C-–-4, 7, 0, 1, 0), 

წვ-ის შესაბამისი ამონახსნი იქნება თე=C-4, 5, 0, 0, 1). 

მაშასადამე, მოცემულ ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემის 

ამონახსნთა ერთ-ერთი ფუნდამენტალური სისტემა იქნება შემდეგი 

სამი ამონახსნის, ანუ ვექტორის, ერთობლიობა: 

თ,=(C6, –-8, 1, 0, 0), თ·ა=(–-4, 7, 0, 1, 0), თძვ=(-–-4, 5, 0, 0, 1). 

ცხადია, ყოველი თ; =-(X,, Xი, Xე, X-, X.) ვექტორი, რომელიც მიღებულ 
თ. თი, თე ვექტორთა წრფივი კომბინაციაა, ე. ი. თ=#/)თ1-+სთ:+ 

– ჩეთე, იქნება მოცემული ერთგვაროვანი წრფივ განტოლებათა სისტე- 
მის ამონახსნი. ჩვენ შემთხვევაში მოცემული სისტემის ნებისმიერ ამო– 

ნახსნს ექნება შემდეგი სახე: 

X,=6/, –-4/ე--4ჩე, #ა=-8ე-+-7%--5-, X)=ჩ%, X= წი, Xგ=ჩევ, 

სადაც M, ჩე და #3 მუდმივებს შეუძლიათ მიიღონ ნებისმიერი რიცხვი- 

თი მნიშვნელობანი,



თავი III 

მატრიცთა ალგებრა. ვბგუფი, რგოლი და ველი 

§ 1). წრფივი გარდაქმნები და მოკმედებანი მატრიცებზე 

ვთქვათ, რომ რიცხვთა /? ველზე X,, Xე, ·-·, X, ცვლადები წარმოად- 

გენენ ყ,, ყი, ·., /„ ცვლადთა წრფივ კომბინაციებს, ე. ი. 

#M 

X,=0,'V + 0,იყა+...+რთიყი= » 0. 

#=1 

ი 

X ში 4+-0/0+-...+ რყე=– 2 რა, M/. (1) 
#=) 

” 

X.= თა) M.+ იძიაყა+ ... +ი»= 2) რიM. 

#=>! 

მაშინ ჩვენ ვიტყვით, რომ გვაქვს / ცვლადის წრფივი გარდაქმნა, სადაც 

ყოველ X,=ძთ,)I1-+თ,აყი-L...+0,იყი გამოსახულებას წრფივი ფორმა 

ეწოდება. (1) წრფივ გარდაქმნას კვადრატული წრფივი გარდაქმნა 

ეწოდება. 
ცხადია, შეიძლება განვიხილოთ არაკვადრატული წრფივი გარდაქ- 

მნები. V სა ყი ·- ყა ე(ვლადთა კოეფიციენტებისაგან შედგენილ მატ- 

რიცას 

ერირ––რ“ო–“ 
–___ ს, 

4= მ “ ღი (1 ) 

იძი რიე .. ი.ი I 

ეწოდება (1) წრფივი გარდაქმნის შესაბამისი მატრიცა, ხოლო (1”) მა- 

ტრიცის შესაბამისი წრფივი გარდაქმნა იქნება (1) წრფივი გარდაქმნა. 
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ღოგორც ვხედავთ. ყოველ წრფივ გარდაქმნას შეესაბამება გარკვეული 

მატრიცა და. პირიქით. ყოველი მატრიცისათვის შეიძლება ავაგოთ გარ- 

კვეული წრფივი გარდაქმნა. 
ვიგულისხმოთ ახლა, რომ VI. ყა. ···. წი ცვლადები წარმოადგენს 

. 2. ·2, ცვლადთა წოფიე კომბინაციას: 

„” 

ყე 0,2, | ხჯა2ა საში ლ) ს, 2). 
#<=I 

” 
უ 

Mა:= ხა, 2, + 'ხა„?ი -I-, .. => ნაა?ა-- 2, ხა: 2... ((8) 

/7.=1 

” 

ყა, ხი.2 ღი ნ,ა?ა–- – ჩ,-შ, 2, ხა 7. 

/7.=1 

(2) წრფივი გარდაქმნის შესაბამისი მატრიცა იქნება: 

ჩ ხი .-. ხი 

8= აჯ ხა ... ხი . ლ 

L ნა ს, ·.. ხხ, |) 
იმისათვის, რომ X, ი... X ცვლადები წარმოვადგინოთ, როგორც 

2), 2ის ·--ს) 2» (ყვლადთა წ რფივი კომბინაცია, საჭიროა ყ;, VI, ·--. Mა ცვლა- 

დების მნიშვნელობანი (2)-დან ჩავსვათ (1) თანაფარდობაში, მივიღებთ:. 

” 

X%=2, თხ. 2, + ჩამი -L...+ ხ,ი2ი), 
//,=1 

” 

=ა 
VI. 

#=I 

ი“ '”““შ9მიწშეი” (3) 

” 

ს) , 
X.=2, ძიე.(ხ.ს 2. -- ხაბი –- ... –+ხ.7,). . 

#=1 

Iიჭ



როგორც (3) გამოსახულებიდან ჩანს, თანამიმდევრობით მოხდენილი 

ორი წრფივი გარდაქმნის შედეგად მიღებული ახალი გარდაქმნა არის 

ისევ წრფივი გარდაქმნა. მიღებულ (3) წრფივ გარდაქმნას . ეწოდება 

(1) და (2) წრფივ გარდაქმნათა ნამრავლი. მიღებული (3) წრფივი გარდა- 

ქმნის შესაბამისი მატრიცა აღვნიშნოთ C ასოთი. 

ახლა ვიპოვოთ C მატრიცა (1) და (2) გარდაქმნების შესაბამის / და 

8 მატრიცთა საშუალებით. ამისათვის (3) ტოლობის მარჯვენა მხარეში 

(-ური სტრიქონისა და I|-ური სვეტის გადაკვეთამი მოთავსებული 2, 

ცვლადის კოეფიციენტი აღვნიშნოთ C,; და ვიპოვოთ მისი მნიშენელობა 

4 და 8 მატრიცთა ელემენტებით. თუ დავაკვირდებით (1) ტოლობის 

/(-ურ გარდაქმნას, 2; ცვლადის კოეფიციენტი იქნება: 

“ 
4 

C.= 2, ძ.ხ,ც= თკხც-- თხა, –. ი,,ხ.,. (4) 

#::1 

ახლა (3) თანაფარდობა შეიძლება ასე გადავწეროთ: 

ი =6C6 05% · თიში. 

ო“ __–_” ლ) 

ააა – 

5). წრფივი. გარდაქმნის შესაბამისი მატრიცა 

| ი რა CI 

2-)ლთ 2“ რი რტ) 

| “ თ CI) 

ეწოდება (11:და (2) წრფივი გარდაქმნების შესაბამისი ·4 და /3 მატრიცე- 

ბის ნამრავლი, ე. ი 48=C. როგორც (4) ტოლობიდან ჩანს: 4 და 8 მატ- 

რიცის გამრავლების შედეგად მიღებული მატრიცის (-ური სტრიქონისა 

და |-ური სვეტის გადაკვეთაში მოთავსებული C, ელემენტი უდრის 
4 მატრიცის (- -ური სტრიქონისა და 8 მატრიცის I-ური სვეტის შესაბამი- 

სი ელემენტების ნამრავლთა ჯამს. 

მატრიცების გამრავლების (4) ფორმულიდან ჩანს, რომ მატრიცე- 

ბის გამრავლებისათვის საზოგადოდ არ სრულდება კომუტაციურობის 

თვისება, ე. ი. 

48#8ჩ/. 
Iჩიი



თვალსაჩინოებისათვის განვიხილოთ მაგალითი. ვთქვათ, მოცემულია 

3 -–.1 2 LI I 1-2 => , 
#4=|მ 2-1 | და. 8=| .2ს 1 0! მატრიცები. 

(11.3 ( (–3-) 2) ? 
"% ჟ 

ადვილად ვიპოვით, რომ: ' 

(5-9 II 
#ც=) 7 3 -2!, 84= 

L(-6-4 5! 

| 

ოოგოოც ეხედავთ, (18% 8/. ! 

# მატრიცის თავის თავზე M-ჯერ ნამრავლს ეწოდება 71 მატრიცის /! 

ხარისხი და აღინიმნება #" სიმბოლოთი, ე. ი. 

#.4...4=)4%. 
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ცხადია, რომ ორი (1) და (2) წრფივი გარდაქმნის თანამიმდევრო- 

ბით შესრულება შეიძლება შევცვალოთ ერთი (5) წრფივი გარდაქმნით, 

რომლის შესაბამისი მატრიცაა (5) მატრიცა. 

მაგალითი 1. ვთქვათ, მოცემულია ორი წრფივი გარდაქმნა: " 

X=2V-- Vი, VI=221-1- 32, , 

X2გ==34ს 1- 2V%, ყა= 21-27. 

ვიპოვოთ ამ ორი წრფივი გარდაქმნის ნამრავლი, ე. ი. ვიპოვოთ გარდა- 

ქმნა, რომელიც X, და X- ცვლადებს გამოსახავს 2, და 7 ცვლადებით. ეს 
მაგალითი გადავწყვიტოთ ორი გზით. (, და ყე მნიშვნელობათა უშუა- 

ლოდ ჩასმით მივიღებთ: 

X,=2(22,+37))-–-(7--22,) = 32, +82, 

X.)=3(27 -L32,) +-2(ფ8––22,) = 87, -+52,. 

მაშასადამე, მოცმული' (6) ორი-წრფივი გარდაქმნის ნამრავლი იქნება 

გარდაქმნა: 

(6) 

X=32+87,, (7) 

' -X=87-+ 57ე. 

მოცემული (6) ორი წრფივი გარდაქმნის ნამრავლის პოვნა კიდევ 
ასე შეიძლება. ამოვწეროთ მოცემულ (6) გარდაქმნათა შესაბამისი მატ- 

რიცები: 

2 1 2 .3 

#-(ე კ) 5-(I. .) 
/ 1:10



(4) ფორმულის მიხედვით 'მევადგინოთ ამ მატრიცთა ნამრავლი 

2 –-1 2. ვ. 3 8 3 8 

#8-(3 )'C =51-C §)' თ C-LC, 8, ხს 

4 და 8 მატრიცების გამრავლების "შედეგად მიღებული C მატრიცის. 
შესაბამისი, წრფივი გარდაქმნა კი (7) წრფივი გარდაქმნაა. 

ისეთ-“წრფივ კვადრატულ გარდაქმნას, რომლის შესაბამისი მატ- 

რიცის დეტერმინანტი უდრის ნულს, ეწოდება განსაკუთრებული (ან 

გადაგვარებული) წრფივი გარდაქმნა, წინააღმდეგ შემთხვევაში წრფივ 

გარდაქმნას უწოდებენ 'არაგანსაკუთრებულ (ან გადაუგვარებელ) 

წრფივ გარდაქმნას. ანალოგიურად, მოცემულ მატრიცას, რომლის შესა- 
ბამისი დეტერმინანტი ნულია, ეწოდება განსაკუთრებული (გადაგვა- 

რებული) მატრიცა, წინააღმდეგ შემთხვევაში კი არაგანსაკუთრებული 

(გადაუგვარებელი) მატრიცა. 

ახლა განვიხილოთ საკითხი მოცემული წრფივი გარდაქმნის მებრუ- 

ნებული გარდაქმნისა და მოცემული მატრიცის შებრუნებული მატ- 

რიცის არსებობის შესახებ. 
მოცემული (1) წრფივი გარდაქმნით X,, X., ·--» X, ცვლადები გამოი- 

სახება I7,L ყა, ყი ცვლადების საშუალებით. ახლა დავუშვათ, რომ სა– 

ჭიროა, პირიქით, IV), წ.-ს ყი ცვლადების X,. X, ·.ს X, ცვლადებით 
გამოსახვა. ამისათვის (1) წრფივი გარდაქმნა განვიხიალოთ როგორც 

M- უცნობიანი # წრფივი განტოლების სისტემა ყი. // ·--. /. ცვლადე- 
ბის მიმართ: 

თIყI+4+- ფრეყა+L.--+რთიეხყი=XI. 

თ M1-+ თაყი+ ..--- მაიყი==Xა, · 
(მ) 

თას ძთიიყა-+ ...+ ძიიყა==X,. 

თანახმად კრამერის ფორმულებისა, როცა (8) სისტემის დეტერდმინა- 

ნტი ძ:#0, მაშინ მიღებულ სისტემას ყე, ყი, ·.-, ყი უცნობთა მიმართ აქვს 

ერთადერთი ამონახსნი: 

; ყ,=- (/=1, 2,...,), (9) 

აც ძ (8) სისტემის რმინანტია, ხოლო ძ,;--ით აღნი მნ რ- ც ტე დეტე ტ ლო 06; ღ ული დეტე 
მინანტი მიიღება ძ დეტერმინანტისაგან, თუ I-ური სვეტის ელემენტებს 

(8) სისტემის შესაბამისი თავისუფალი წევრებით შევცვლით, ე. ი. 
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(ე). ..C, L ა... I 

ძა,...C0:ია; სა... ძ, 21 ა.) 2 2» 

| ძა (II-1 მყ. ..(ჩ/, I 

„ამ /, დეტერმინანტის ჯ- ური სვეტის მიმართ დაშლის შედეგად მივიღებდ: 

-” : 

.ძ, <- “MI ს)“ Xა4 აჯი. .. -- 4,კ1ლ=– ჯა 4 MI. (10) 

MV-–I 1 “ 

სადაც /#ც, #., ·. ე, არიან შესაბამისად ·- “ დეტერმინანტის 

ძეც. რა. --. 0, ელემენტების (ამ შემთხვევაში X,, V-X, ელემენტეზის) 

ალგებრული დამატებანი (ადიუნქტები). (10) ტილობის სათუძველზე 

(0) ტოლობა კოამერის ფორმულებით შეიძლება ასე გადავწეროთ:“ 

#“), , 4ა, , ს” , გ 

== სხ –– „Iსსა- ეაებეუაეააოა”– X,, . .. 
VI LL ქ.“ L 7 

4. #4» · 4," :... 

ქათამი ძნე ერ ბ რს 0) 

4 IM 4. # 
==. MV –-–=- _ –- VI 

11 ძი + 7 

როგორც ვხედავთ, (11) თანაფარდობა წარმოადგენს წრფიე..გარდა- 

ქმნას, რომელიც ყი ყი -··; Mი ცვლადებს გამოსახავს XX. წხულლ ს, ცელ 

დებით; მას (1) წრფივი გარდაქმნის შებრუნებული წრფიეი გარდაქმნა 

ეწოდება. · : 
(11) გარდაქმნის შესაბამის მატრიცას (1) წრფიეი გარდაქმნის შესა- 

ბამისი 4 მატრიცის შებრუნებული მატრიცა ეწოდება და მას 4“1 სიმ- 

ბოლოთი აღნიშნავენ. მაშასადამე, 4 მატრიცის შებრუნებულ მატრიცას 
ან, რაც იგივეა, (11) გარდაქმნის შესაბამის მატრიცას შემდეგი სახე 

„აქვს: ' -” 

  

  

    

(4ი 4 4» ”" 
ძ ძ ძ 

4. 4» "4. 

ტა=! ძ- ძ ძ (12) 

რი ტრი 4" · 
ი 2“ «) |



შემდეგისათვის კარგად დავიხსომოთ, რომ, როგორც ეს (9) ან, რაც 

იგივეა, (11) თანაფარდობიდან ჩანს, განსაკ-.უუთრებულ წრფივ გარდაქმ- 

ნას მებრუნებული გარდაქმნა არ აქეს. ანალოგიურად, (12) ტოლობი- 

დან ჩანს, რომ განსაკუთრებულ 4 მატრიცას, ე. ი. ისეთ მატრიცას, რომ- 
ლის დეტერმინანტი ძ=0, შებრუნებული მატრიცა არ აქვს. ვთქვათ, 

ახლა 4 მატრიცა არაგანსაკუთრებულია. განვიხილოთ მოცემული 

მატრიცისა და მისი შებრუნებული /“1 მატრიცის ნამრავლი; მატრი- 

ცის მატრიცაზე გამრავლების (4) ფორმულისა და დეტერმინანტის დაშმ- 

ლის (13) ფორმულის (გვ. 50) გამოყენებით, მივიღებთ: 

  

      

  

    

  

- ძა ... ი.) წ” 4. 4» 
“თ ''ძ იძ ძ 

ძა, რას .. 0», LL 4» LI 
4 -/)5-1=: ძ ძ ძი ,= 

4, #4. # 

იი რია -·.. მი ისა აყ. –ყ. 
(" | L4 მ 

'(100...0| 

=| _ , (13) 
(00...1| | 

სადაც 

| L0...0| 
8=I 0 1 => (1) 

| 00...1 ) 

"ერთეულოვანი მატრიცაა. ამრიგად მივიღეთ, რომ: 

4/-1=წჩ. (15) 

(14) ერთეულოვანი მატრიცის შესაბამის წრფივ გარდაქმნას: 

XX. =1 ა -ნ0-აიი.-0-X-=7Xი 

4ვლა0. ირი აია. 40-ჯ5=X2, 06) 

#ე=0-.ე4:0. ქენ ლ1.ა-= XV 

,იგივურ გარდაქმნას უწოდებენ. მაშასადამე, (1) და მისი შებრუნებული 
(11) გარდაქმნების თანამიმდევრობით შესოულების შედეგად ვღებუ- 
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ლობთ იგივურ გარდაქმნას. გამოთვლით ადვილად დავრწმუნდებით, რომ 

#-14=წ. (I7) 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 4-1 მატრიცის შებრუნებული მატრიცა 

არის /I| მატრიცა, ე. ი. 

(4 -1)-1=/4. 

(17) ტოლობიდან აგრეთვე ვღებულობთ, რომ (11) გარდაქმნის შებრე- 

ნებული გარდაქმნა არის (1) გარდაქმნა.(17) და (15) ტოლობათა შედა- 

რებით ვღებულობთ: 

44-1=/#“-14=წჩ. (18) 

ადვილად შემოწმდება აგრეთვე, რომ: 

ამ ტოლობიდან ჩანს, რომ ნ ერთეულოვანი მატრიცა მატრიცების 

გამრავლების მიმართ ასრულებს ისეთივე როლს, როგორსაც ერთეუ- 
ლოვანი ჩასმა ჩასმების გამრავლების დროს და რიცხვი 1 რიცხვების 
გამრავლების დროს. · (18) და (19) თვისებათა ანალოგიურ თვისებებს 

ჩვენ გავეცანით ჩასმების გამრავლების დროს. 
მაგალითი 1. ანალიზური გეომეტრიის კურსიდან ცნობილია, რომ 

სიბრტყეზე მართკუთხა კოორდინატთა სისტემის სათავის გარშემო თ 
კუთხით მობრუნებისას სიბრტვის /M(X, .ყ) წერტილი გადავა ამავე სიბრ-. 
ტყის ისეთ /M”CX”, #) წერტილში, რომელიცკ6 ძველი წერტილის 

კოორდინატების მიმართ ასე გამოისახება: 

X ==X005თ-–-Vყ5!ი თ, თ–ყე!თ რ) 

ყ =X 510 თღ-+ყ 005 Cთ. 

კოორდინატთა ასეთი გარდაქმნა, ცხადია, წარმოადგენს არაგანსაკუთრე- 
ბულ წრფივ გარდაქმნას. მართლაც, მოცემული გარდაქმნის დეტერმი- 

ნანტი 

C05თ –-51 თ. 

ყით C050თ 
=1560. 

  

  

რადგან მოცემული გარდაქმნა არაგანსაკუთრებულია, ამიტომ არსებობს 

მისი შებრუნებული გარდაქმნა; შებრუნებული გარდაქმნის მისაღებად 

საკმარისია (20)-დან ამოვხსნათ ჯ და ყ. 
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მაგალითი 29. ვთქვათ, სიბრტყეზე მოცემული ორი წერტილი 

M, (XV ყ),) და /VI(Xი, V/ი) სიბრტყის სათავის გარშემო Cთ კუთხით მობ- 

რუნებით გადადის შესაბამისად #V, (XII, ყ',) და MX”, ყს) წერტი- 

ლებში, მაშინ (20) გარდაქმნის მიხედვით ადვილად შემოწმდება, რომ 

MM; და /M" IM გ მანძილები ტოლია, ე. ი. 

V(X---X,)?-+ (/--ყ.)?=V(X I--X )ზ+(/ სყ). 

უბრალო გამოთვლებით შემოწმდება, რომ (20) გარდაქმნით ყოვე– 

ლი წრფე ძX--ხყ+2=0 გადავა თ X +ხ'ყ'+-C=0 წრფეში, სადაც 

  

თ=ძ0ლ005თC-+-ხ5Iით, ხ=ხლ005თ-იძ5ი0თ, C =C. 

ადვილად შემოწმდება აგრეთვე, რომ სიბრტყეზე აღებულ ნების- 

მიერ ორ წრფეს შორის კუთხე და (20) გარდაქმნის შედეგად მიღებულ 
შესაბამის წრფეებს შორის კუთხე ტოლია. ამგვარად, სიბრტყეზე აღე- 
ბულ ნებისმიერ ორ წერტილს შორის მანძილი და ნებისმიერ ორ წრფეს 
შორის კუთხე (20) წრფივი გარდაქმნით არ იცვლება, ე. ი მანძილი 

და კუთხე ინვარიანტულია მე-(20) გარდაქმნის მიმართ, რომელსაც მეტ- 

რული გარდაქმნა ეწოდება. 

ანალიზურ გეომეტრიაში კიდევ განიხილავენ აფინურ და გეგმილურ 

გარდაქმნებს, რომლებსაც სიბრტყეზე შესაბამისად შემდეგი სახე აქვთ: 

  

  

X=0ძ,V +ხ.ყ-+-0, | სადაც გარდაქმნის | თ, ხ, 

ყ=0ძაX +ხაყ'+C დეტერმინანტი ძა. ხ. ' 

ჯ= 0, -+ხ,ყ'-L0C, ) თ, ხ, თ | 

· რაჯ ხვს ლ სადაც გარდაქმნის თ. ხა. თ | #0. 

„-- 9აX + ხა+C |” დეტერმინანტი 

: ძვX' + ხეყ' -+თ | ძე ხე ლ 

ასეთი გარდაქმნები, რომლებსაც საზოგადოდ დიდი გამოყენება აქვთ, 

შეისწავლება გეომეტრიაში. : 
მატრიცებზე მოქმედებათა ზოგიერთი თვისება. ეთქვათ, მოცემულია 

ნებისმიერი სამი /- ური რიგის მატრიცა 4, 8 დაC. დავამტკიცოთ, რომ 
მატრიცთა ნამრავლისათვის მართებულია ასოციაციურობის კანონი, 

ე- 0. 

4(8ო=(48)XC. () 
მართლაც, 4(8C) მატრიცის (ური სტრიქონისა და |-ური სვეტის 

გადაკვეთაში მდგომი ელემენტი. აღვნიშნოთ ძ,,-თი, მივიღებთ: 
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ი, =ძი(სსთ+ ხალი,“ .. + ხ,»6ა/) + 

L ი,ა(ხ.)Cფ, -L- ხააC,+.. .+- ხ.,Cი)) -++ 

ია(ნათ/+- საათ,“ 1... -+სრი. 

ახლა (4 8X მატრიცის L-ური სტრიქონისა და /|-ური სვეტის გაღა- 

კვეთაში მდგომი ელემენტი აღვნიშნოთ ძ”ც-თი, მივიღებთ: 

თ ც=(ძეხე--ძახი+...+ი„ხ იაC,-- 

“(იცნა იანი“ ...+ თანია)Cა/ I- 

– (ძენ ' თ,ნაა- +. 3. ი თახაათ- 

თუ დავაკეირდებით ამ ორი ტოლობის მარჯვენა მხარეებს შევამჩნევთ, 

რომ ისინი ტოლია. მაშასადამე, ძმკ=ძ',, ყოველი (L-სა და /-სათვის და 
ამით მატრიცთა გამრავლებისათვის ასოციაციურობის თვისება დამ” 

ტკიცებულია. 
ორი /#-ური რიგის # და 8 მატრიცის ჯამი ეწოდება ისეთ მესამე C 

მატრიცას, რომლის ყოველი C,; ელემენტი უდრის მოცემულ 4 და ჩ 
მატრიცთა შესაბამისი ი,; და ხც ელემენტების ჯამს. მაშასადამე, თუ 

მოცემულია ორი /- ური რიგის მატრიცა: 

| მე... რC ი | ხა... ' 
4=-=! .ტ. · ღა 8=L · · · , 

( ძა... ) ს ხ,. ხნ» I 

მაშინ ჯამი იქნება: 

( თ - ხნ, ... თფის-ხს I 

'8-. 0, -L- ხ.. · ძი, +-ხი ) 

ადვილად შეიძლება შემოწმდეს, რომ მატრიცთა ჯამისათვის მართებე- 

ლია კომუტავიურობისა და ასოციაციურობის კანონები, ე. ი. 

4+8=8+4, 4+(8+C)=(4+8)+6. 
ნულოვანი მატრიცა, ე. ი. ისეთი მატრიცა; რომლის ყველა ელემენ- 

ტი ნულია, მატრიცთა შეკრებისა და გამრავლების მიმართ ასრულებს 

იმავე როლს, რასაც რიცხვი 0 რიცხვების შეკრებისა და გამრავლების 

მიმართ. 

მართლაც, თუ 0-ით აღვნიშნავთ ნულოვან მატრიცას, მივიღებთ: 

4+0=:00-/=/#/4 და 4:0=:0 · #4 =0. მატრიცთა შეკრება და“ გამრავ- 
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ლება ერთიმეორესთან დაკავშირებულია დისტრიბუტიულობის კანო- 
ნით. ე. ი.ნებისმიერი სამი #, 8 დაC მატრიცისათვის ადგილია აქვს 

შემდეგ ორ ტოლობას: 

C4 --)2)2C=-,1C -I-8C, (3) 
CC4--)პ3)--C/1·: C/. 

დავამტკიცოთ პირეელი, მართლაც, ვთქვათ მოცემულია სამი #-ური 

რიგის მატრიცა # =(თკ), 8-=(ხ»), C=(თC/).. აღენიმნოთ C1-+-– 8) 

მატრიცის (-ური სტრიქონისა და I-ური სვეტის გადაკვეთაში მდგომი 

ელემენტი ძ,-თი, მივიღებთ: 

ძცე=(მე“+-ჩხ/,)C0)4+ (მა ნა)ნა,-... (მც სთ)0C.. 

ახლა. თუ #46+-8C მატრიცის შესაბამის, ე. ი. /I-–ური სტრიქონასა 

Iური სვეტის გადაკვეთაში მდგომ ელემენტს აღენიშნავთ 0 ც-თი 

მივიღებთ: 

ძკლ0,C|“+-0ანა,–-... ო-მცნიშხეფ,+ ხანი... “0,0, 

ადვილად შევნიშნავთ, რომ მიღებულ ტოლობათა მარჯეენა მხარეები, 
ტოლია. მაშასადამე, #რც=ძ'კ. ანალოგიურად დამტკიცდება აღხნი- 

მნულ ტოლობათა მეორე ტოლობაც. : 

ნებისმიერი # რიცხვის ”-ური რიგის /1 მატრიცაზე ნამრავლი ეწოდება 

ისეთი /-ური რიგის მატრიცას, რომელიც მიიღება /| მატრიცის ყოველი 

ი,, ელემენტის # რიცხვზე გამრავლების შედეგად ე. ი. 

(ის ძი ·.. მ | ”ძაე #იმი ·-· #0) | 

ნ4-/ჯ/) “ა რა ·. ი-„| _ | #”ია #ძია ... ჩთ., 

ი. ძი ... ი» | ჩი. ჩია, ჩი. 

ადვილად შემოწმდება რომ #/4-=/4#. თუ #=1, მაშინ 1:,/4=-4+1=:/1. 
4 მატრიცის შებრუნებული მატრიცა, შეკრების ოპერაციის ში- 

მართ, ეწოდება ისეთ X მატრიცას, რომელიც 4-თან მიმატების შედე– 
გად გვაძლევს ნულოვან მატრიცას, ე. ი. 4“ X=0. თუ 4 მატრიცის 
შებრუნებულ მატრიცას, შეკრების ოპერაციის მიმართ, აღვნიშნავთ 

–4 სიმბოლოთი, მივიღებთ: 

უააა”– ”–“ 
–74=. · .·...I- 

L ––ი., ·. ძა, | 
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ცხადია, რომ : 
4+(C-4)=0. 

თანახმად # რიცხვის 4 მატრიცაზე გამრავლების წესისა, როცა #=–-1, 

მივიღებთ: 

(C–1)ტ=7/4(–-11=: – 4. 

”-ური რიგის ისეთ მატრიცას, რომლის მთავარი დიაგონალის 

ელემენტები ერთმანეთის ტოლია, ხოლო სხვა დანარჩენი ელემენტე- 
ბი ნულია, ეწოდება სკალარული მატრიცა. მაგალითად, ყველა ნულო- 

ვანი და ერთეულოვანი მატრიცა სკალარული მატრიცაა. 

ყოველი ნამრავლი #6, სადაც # ნებისმიერი რიცხვია და 6 ო-ური 
რიგის ე რთეულოვანი მატრიცაა, მოგვცემს :/I'-ური რიგის სკალარულ 
მატრ იცას 

#0-...0 
ნ - 9#. 9 

00...#7 

ადვილად შემოწმდება, რომ ყოველი ორი სკალარული მატრიცის 
ჯამი და ნამრავლი ისევ სკალარული მატრიცაა, აგრეთვე ყოველ არა- 

ნულოვან სკალარულ მატრიცას. აქვს შებრუნებული მატრიცა, რომე- 
ლიც ისევ სკალარული მატრიცაა: 

”- ური რიგის მატრიცა, რომლის (ური სტრიქონისა და I-ური 

სვეტის გადაკვეთაშია ერთი, ხოლო ყველა სხვა ელემენტი ნულია 

აღვნიშნოთ #,, სიმბოლოთი. რადგან (, /=1,2,...,,, ჩვენ მივიღებთ, 

სულ ი? რაოდენობის სხვადასხვა 8,, მატრიცას, რომელთათვის ადღ- 
გილი აქვს გამრავლების შემდეგ ტაბულას: 

ნ,,5ნ,,=86,, და ნ ,.=X;=0, როცა #56§. 

#”5,, ისეთი მატრიცაა, რომლის ჯ-ური სტრიქონისა და /ჯ-ური სვეტის 

გადაკვეთაშია # რიცხვი, ხოლო ყველა სხვა ელემენტი ნულია. საინ- 
ტერესოა გამოვთვალოთ შემდეგი ორმაგი ჯამი: 

2 2 " 

2, 2, 0,,- ,,= 2, (იანც+ძან»= 
ჯ=1 )=1 (=1 
=0)1C)-I-ძი|5ი,-+-თ,ეC12-L ძი: 9 = 

10 00 0 1 00 

=%(ი უ– CL ი)+ია წ ი)» (ი ,)– 

ძე 0 0 0 ძა: )- -(- ი, 

118 =C ი)? (> ი)+ (9 ი) (9 რ რ 003



მაშასადამე, მეორე რიგის მატრიცისათვის ადგილი აქვს შემდეგ თა- 

ნაფარდობას: აფარდობა ი ა 

თე რთი 

რი) ი) . 2, 2, მჩ 
(=1 I=) 

ანალოგიურად, ნებისმიერი ჩ-ური რიგის მატრიცისათვის მივიღებთ 

შემდეგ თანაფარდობას: 

თ რი ..რი ჩ 
თი ძი. · რი 

1) <2) 3 «ნ, 8 
იი ი თი. . ი, თ. (=1 |)=1 

ადვილად შევნიშნავთ, რომ ყველა M-ური რიგის მატრიცის სიმრავლე 

რიცხვთა 7 ველზე ქმნის #თ?) ვექტორულ სივრცეს, რომლის ბაზისი 
იქნება #,, (L, ჯ|=1, 2, ..., ი) მატრიცთა ერთობლიობა. 

§ 15. შებრუნებული მატრიცის მოძებნა. თეორემები 
მატრიცთა ნამრავლის დეტერმინანტისა და რანბის შესასებ 

ვთქვათ, მოცემულია M/-ური რიგის /# მატრიცა. ისეთ #4" მატრიცას, 

რომლის ელემენტებია „#4 მატრიცის ძ,; ელემენტების #,, ალგებრუე- 

ლი დამატებანი, მოთავსებულნი /-ური სტრიქონისა და I-ური სვეტის 

გადაკვეთაში, ეწოდება 4 მატრიცის მიერთებული მატრიცა. მაშასადამე, 

4 მატრიცის მიერთებულ /#' მატრიცას შემდეგი სახე აქვს: 

4) 4, ... 4. 

4%-–- 4) #4. .. 4» 

“ 

ახლა წინა პარაგრაფში განხილული მატრიცების გამრავლების (4) 

ფორმულისა და დეტერმინანტების დაშლის (13) ფორმულის (გვ. 50) 

გამოყენებით ადვილად მივიღებთ: 

რე რიკი ... რი 4 #4ი -- 4ი| 
4.4%= რე რი ·.· 0 რძით 4» ი. | __ 

აგარა აია . . 

ძი0...0 
0ძ...0 

| 00...ძ , 119



სადაც ძ არის /# მატრიცის დეტერმინანტი, ე. ი. I/1|=ძ. როგორც მიღე“ 
ბული ტოლობიდან ჩანს.მოცემული 4 მატრიცის და მასთან მიერთებუ- 

ლი /" მატრიცის ნამრავლი არის სკალარული მატრიცა. ამავე ტო- 

ლობიდან ჩანს აგრეთვე, რომ | 

#4'=/1“4= I4I #L.. 

ცხადია, რომ 4. #7 სკალარული მატრიცის და-“ -ს ნამრავლი, სადაც 

ძ=5-0, ერთეულოვანი მატრიცაა, ე. ი, 

44.1 44 -წ, 
ძ. “ ძ 

: ახლა განვიხილოთ # მატრიცის შებრუნებული. 4-1! მატრიცის მო- 

ძებნის საკითხი. თუ მოვიგონებთ წინა პარაგრაფში განხილულ /1“1 შე- 

ბრუნებული მატრიცის (12) სახეს, შეგვიძლია დავწეროთ, რომ 

#1 /#". 
ძ 

მაშასადამე, მოცემული მატრიცის შებრუნებული მატრიცის მოსაძე- 
ბნად საკმარისია ვიპოვოთ მოცემული მატრიცის მიერთებული მატ- 

რიცა და შემდეგ მიერთებული მატრიცა გავამრავლოთ –--ზე. 

მაგალითად, მოცემულია მატრიცა 

– , 32-69). 
2-1 4I 

ამ. მატრიცის დეტერმინანტი ძი=5+0. ამგვარად, მოცემული მატრიცა 

არაგანსაკუთრებულია, ე. ი. მას შებრუნებული მატრიცა აქვს. ეიპოეოთ 

# მატრიცის მიერთებული მატრიცა. ადვილად მივიღებთ, რომ 

იი= 12 

უო. -+ ვ, 4 =0, რა-), რეე =1. 

ანგეარაღ. მოცემული „4 მატრიცის მიერთებული „4? ი მატრიცა იქნება 

5 4 –-1 
#"=| 10 12 –-3 

0 1, 1



ახლა მოცემული # მატრიცის შებრუნებული 4-1 მატრიცის მისაღე- 

ბად განვიხილოთ ნამრავლი ==” 4“1, მივიღებთ: 

ჟ. 
5 5 

ეტ... 2 12 _ 3 
5 5 

ი 1 
5 5 - 

თუ 4 და 8 მატრიცების ტრანსპონირებულ მატრიცებს შესაბამი- 

სად აღვნიშნავთ #4” და „8, ადვილად მივიღებთ, რომ 4-8 მატრიცის 

ტრანსპონირებული მატრიცა იქნება 8 და 4 მატრიცთა ტრანსპონი- 

რებული მატრიცების ნამრავლი, ე. ი. 

(48) = 8" /”. 

მართლაც, ამისათვის საკმარისია ავიღოთ (#48) და 8'/1 მატრიცე- 

ბის /-ური სტრიქონისა და /-ური სვეტის გადაკვეთაში მდგომი შესაბა- 

მისი ძ,, და ძ!,, ელემენტები. ვნახავთ, რომ ეს ელემენტები ტოლია· 

ანალოგიური თვისება უშუალოდ გამოდის რამდენიმე მატრიცის ნამრა- 

ვლის ტრანსპონირებული მატრიცისათეის, ე. ი- 

(#41. /#8-.-/ე) ლ–/4,-.4ი./4ე. 

აგრეთვე ადვილად შემოწმდება, რომ #4. 8 მატრიცის შებრუნე- 

ბული მატრიცა უდრის ·8-14-1 მატრიცას. 

მართლაც, განვიხილოთ ნამრავლი 

48.8 -14-1=#4. სნ.1-1=/4-1=7#ჩ. 

მაშასადამე, 

' (4 8)“ 1=:8-1,4“1, 

უშუალოდ გამოდის, რომ 

(71, · #ა ... #,ე)1-–,ქ,“! ... #..) · „ს“ 1. 

დავამტკიცოთ თეორემა. ორი ან რამდენიმე მატრიცის ნამრავლის 

დეტერმინანტი უდრის თანამამრავლთა დეტერმინანტების ნამრავლს. 

დამტკიცება. ვთქვათ, მოცემულია ორი /-ური რიგის #=-(ი,,) და 

8=(ხ,,) მატრიცა. მათი ნამრავლი. ვთქვათ. არის C=(C,,7) მატრიცა. 

ავაგოთ დამხმარე 2ჩ რიგის ძ დეტერმინანტი ისე, რომ მარცხენა ზედა 
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კუთხეში მოვათავსოთ 4 მატრიცა მარჯვენა ქვედა კუთხეში –8 მატ- 

რიცა, მარჯვენა ზედა კუთხეში-- ნულები, ხოლო მარცხენა ქვედა კუთხე- 
ში მოვათავსოთ ისეთი #-ური რიგის მატრიცა, რომლის მთავარ დიაგო- 

ნალზე იქნება ––-–1 რიცხვები და სხვა დანარჩენი ელემენტები კი –– 

ნულები. აგებულ დამხმარე- 27 რიგის ძ დეტერმინანტს ექნება შემ- 

დეგი სახე: 

CI რთუ ·.. წი 0 0 ...0 

რიკ რძალი ·.. რ, 0 0 ...0 

ძ- თ) თი ს·. ითი 0 0 ...0 

ღე -__- _.- 
0 –) __. 

0. 0 ...-1 ხე ხი... 

თუ მიღებულ ძ დეტერმინანტს ლაპლასის თეორემის მიხედვით 
გავშლით პირველი # სტრიქონის მიმართ, ადვილად მივიღებთ, რომ 

ძ=| 4| | 8|. 0) 
ახლა ეს დამხმარე ძ დეტერმინანტი დეტერმინანტთა თვისების სა- 

ფუძველზე გარდავქმნათ ისე, რომ მარჯვენა ქვედა კუთხეში მივიღოთ 
ნულები. ადვილად შევამჩნევთ, რომ ამისათვის საჭიროა მე-(I1-L1) სვეტს 
მივუმატოთ პირველი სვეტი გამრავლებული ხ,,-ზე, მეორე სვეტი გამ- 
რავლებული ჩხე)-ზე, და ა. შ., ბოლოს მე-/ სვეტი გამრავლებული ხ,;- 
ზე. შემდეგ მე-(2+2) სვეტს მივუმატოთ პირველი სვეტი გამრავლებუ- 

ლი ხჯ:-ზე, მეორე სვეტი გამრავლებული ხე:–ზე და ა. შ., ბოლოს მე-/! 

სვეტი გამრავლებული ხ,:-ზე და ა. შ. მე-(M-L 7) სვეტს მივუმატოთ პირ- 

ველი სვეტი გამრავლებული ხ,;-ზე, მეორე სვეტი გამრავლებული ხ?, 
და ა. შ., ბოლოს მე-/ სვეტი გამრავლებული ხ,; და ა. შ. ამ პროცესის 
შედეგად ყველა I=1, 2, ..., / ნომრისათვის ძ დეტერმინანტის მარჯვე- 

ნა ქვედა კუთხეში მივიღებთ ნულებს, ხოლო მარჯვენა ზედა კუთხეში, 

როგორც ვხედავთ, ნულების ნაცვლად მივიღებთ C მატრიცის შესაბა- 

მის ელემენტებს. 

მაგალითად, #4 დეტერმინანტის ჯ-ური სტრიქონისა და (/?-L/)-ური 

სვეტის გადაკვეთაში მდგომი C მატრიცის C,, ელემენტი იქნება: 

0C,ჯ/=0/ხ,|-L 0,ახი)! ·.· + ი/გხი,. (0 

მაშასადამე, ჩვენი დამხმარე 4 დეტერმინანტი ამ გარდაქმნების 

შემდეგ მიიღებს სახეს: 
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რ“ I თა ... დ“ რ როი ... ში 

რთი რიე ·· რე CI) C9 ·. რი | – 

ძე) მეი ··· იი CI 62.“ რი 

-–110 0 0 0 .. 0 

0-–. 000 0..0 

ძ-= 

0 0..–-1 0 0 0 

თუ ახლა ამ 4 დეტერმინანტს იმავე ლაპლასის თეორემის მი- 

ხედვით გავშლით ბოლო # სვეტის მიმართ, მივიღებთ: 

ძ=C-–-1)'· C--1)”.| C I, 

სადაც § არის C მინორის სტრიქონებისა და სვეტების ნომრების ჯამი 

§=1-+2-...+-MI+C(1+1)-L...+2/=2/17-LI1. 

ამიტომ გვექნება: 

ძ=C--1)22+%|ICI=|CI. (3) 

(1) და (3) ტოლუობათა შედარებით მივიღებთ 

ICI =I #| 1 8I. 

მაშასადამე, დამტკიცდა, რომ ორი მატრიცის ნამრავლის დეტერმინანტი 

უდრის თანამამრავლთა დეტერმინანტების ნამრავლს. 

, ანალოგიური თეორემა უშუალოდ დამტკიცდება რამდენიმე მატ- 

რიცის ნამრავლის დეტერმინანტისათვის. 

დამტკიცებულე თეორემებიდან გამომდინარეობს შემდეგი შედე- 

გები: . 

1. თუ მოცემულ #”-ური რიგის მატრიცებს (წრფივ გარდაქმნებს) 
შორის ერთ-ერთი განსაკუთრებული მატრიცაა (წრფივი გარდაქმნაა), 

მაშინ მათი გამრავლების შედეგად მიღებული მატრიცა (წრფივი გარდა– 

ქმნა) აგრეთვე განსაკუთრებული იქნება. 
2. თუ მოცემული M-ური რიგის 4 მატრიცა არაგანსაკუთრებულია, 

ე. ი. ძ%0, მაშინ მისი მიერთებული 4% მატრიცაც არაგანსაკუთრებუ- 
ლია და მისი დეტერმინანტი უდრის ძ”ე-1. 

მართლაც, თანახმად 120-ე გვერდზე მიღებული ტოლობისა, გვექ- 
ნება: 

|4.4"|=ძა, |4|| 4"|=ძი, ე. ი. | 4“ |=ძი-), 
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ვ. თუ 4 და 8 /|-ური რიგის მატრიცების ნაცვლად ავიღებთ M-ური 

რიგის | # | და | /3 | დეტერმინანტებს, ანალოგიური მეთოდით მივიღებთ 

ორი დეტერმინანტის ნამრავლისათვის (2 ფორმულას. 

ეს იმას ნიშნავს, რომ თუ მოცემული გვაქვს ორი /#- ური რიგის დე- 

ტედმინანტი | # |:=I 0,ჯ| და | 8 |=| ხ,,;,მაშინ მათი ნამრავლი იქნება 
ისეთი #-ური რიგის |C I=|0,;,| დეტერმინანტი რომლის ყოველი C0,; 

ელემენტი უდრის |4| დეტერმინანტის (L-ური სტრიქონის ელემენტებისა 
და | 8 | დეტერმინანტის I-ური სვეტის შესაბამისი ელემენტების ნამ- 

რავლთა ჯამს, ე. ი. 

C,|ლ= 0,ხ,,/+ მ,იხა;+ ჯ „.მ,გხი,. (4 

შევნიშნოთ, რომ რადგან ყოველი დეტერმინანტი რიცხვია, ამიტომ 

დეტერმინანტთა ნამრავლისათვის სრულდება კომუტაციურობის კა- 

ნონი, ე. ი. 

|4|) | 8|)=| 8| | # | ან კიდევ | 48 |=| 8#4 I. 

ვინაიდან დეტერმინანტი ტრანსპონირებით არ იცვლება, ამიტომ ყოვე- 
ლი ორი მეორე რიგის დეტერმინანტის ნამრავლი შეიძლება წარმო- 

ვადგინოთ ოთხი სხვადასხვა სახით, სულოდ. 

  

  

1) 3 2) |2 4 
ყყთ--“- 

ვ. 2) 12.1 

04 +“ 2 > 
3.1 2.4 15 

(2 4| |) 2I<| ა ი -” 
3.1 2 6) _ 
2 # + :1- IX 14 | 7. 

  

2) დეტერმინანტის დეტერმინანტზე გამრავლების წესის გამოყე- 
ნებით დავამტკიცოთ იგივეობა 

(ძხ-––-ი,ხ )“=(ძ? -- ხხ? )(0,? +ხ,“ (ძი 4 - ჩხ, 1”. 

  

ი ხ 
განვიხილოთ ჩ დეტერმინანტის კვადრატი 

I 

ი ხ ? ი ხ ძ ძ, ც?-Lხ? იი, 1-ხხ, 

ი, ხ, ი, ხ, ||ხ ხა) | ძიი+– ხხ, იძ,+ხ,   

      

     



მაშასადამე, 
ცზ--ს? იძი) +ხხ, | ძ ხნ 

წ» | =   ძთ,--ხხ, თ, --ხ,” 

აქედან უბრალო გამოთვლით მივიღებთ დასამტკიცებელ იგივეობას. 

2) # მატრიცას ეწოდება ორთოგონალური, თუ /„| მატრიცის და მი- 
სი ტრანსპონირებული #4” მატრიცის ნამრავლი ერთეულოვანი მატრი- 

ცაა, ე. ი. თუ : 

4.4” =:8 ან, რაც იგივეა, 4” =/“1. 

რადგან ტრანსპონირებული მატრიცის დეტერმინანტი უდრის მოცე- 

მული მატრიცის დეტერმინანტს, ამიტომ მივიღებთ: 

| #4 4'I=| 4?)=1, | 4|=+1. 
მაშასადამე, ორთოგონალური მატრიცის დეტერმინანტი უდრის + 1. 

შემდეგ, თუ 4“1:=4” ტოლობის ორივე მხარეზე მოვახდენთ ტრანსპო- 

ნირებას, გვექნება: 

(4-1) =(4ე”=4=(4“%-). 

ამგვარად, ორთოგონალური მატრიცის შებრუნებული მატრიცა ისევ 

ორთოგონალური მატრიცაა. ვთქვათ: 

#4'.=/4-!, 8”=8“1. 

მივიღებთ: 

(18) = 8 4'=8-14-1=(4 8)“1. 

მაშასადამე, ორთოგონალურ მატრიცთა ნამრაგლი ისევ ორთოგონალუ- 

რი მატრიცაა. 

4. ვთქვათ, 4 არის ნებისმიერი მატრიცა კომპლექსურ რიცხვთა 

ველზე. თუ #4 მატრიცის ყოველ ელემენტს შევცვლით მისი შეუღლე- 
ბული, რიცხვით, მივიღებთ მატრიცას, რომელსაც # მატრიცის კომპ- 

ლექსურად შეუღლებული მატრიცა ეწოდება და აღინიშნება 4 სიმ- 

ბოლოთი. 4 და #4” მატრიცებს ეწოდება პერმიტულად მეუღლებული · 

მატრიცები. #4 მატრიცას, რომლისთვისაც მართებულია 

4 4'=6 
ტოლობა, ეწოდება უნიტარული მატრიცა. ორთოგონალური მატრი- 

ცების ანალოგიურად დამტკიცდება, რომ უნიტარული მატრიცის შებ- 
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რუნებული მატრიცა ისევ უნიტარული მატრიცაა და ორი უნიტარული 

მატრიცის ნამრავლი ისევ უნიტარული მატრიცაა. 

მაგალითად, ადვილად შემოწმდება, რომ #-(' 8 მატრიცა 

უნიტარული მატრიცაა. 

თეორემა. ორი ან რამდენიმე მატრიცის წამრავლის რანგი არ აღემა- 

ტება თანამამრავლთა რანგს. 

მართლაც, ვთქვათ, მოცემულია ორი 4=(0ი,,) და 13 =-(ხ,,) მატ- 

რიცა და მათი ნამრავლი #4 · 8=C, სადაც C=(0,,). ვიგულისხმოთ, რომ 
მათი რანგი შესაბამისად არის /„,, „,, და „. დავამტკიცოთ, რომ C მატ” 

რიცის ყოველი სვეტი წრფივი კომბინაციაა როგორც 4 მატრიცის, ისე 

8 მატრიცის სვეტებისა. მაგალითად, დავამტკიცოთ, რომ C მატრიცის 

ყოველი სვეტი წრფივი კომბინაციაა 4 მატრიცის სვეტებისა. ამისათ– 

ვის ავიღოთ C მატრიცის |-ური სვეტის ელემენტები თC,, თ,..- Cთ|- 
როგორც ვიცით, 

0,,ლ=0,,ხ,,“+“იიხი,+...+თ,,ხ,= 

=Vხნ,|0,1-+ ხით, +...+სხა|ძ (ჯ=1, 2, ... ”)- 

ამ ტოლობიდან ჩანს რომ C მატრიცის ყოველი ·/-ური სვეტი 

C/) CI )--·.· C/ წარმოადგენს 4 მატრიცის სვეტების წრფივ კომბინაციას 

ხ,;, ხე:,;, ·.-ხი/ კოეფიციენტებით. ამიტომ, თანახმად წრფივად დამო– 

კიდებულების ძირითადი თეორემის შედეგისა, C მატრიცის წრფივად 

დამოუკიდებელი სვეტების მაქსიმალური რიცხვი არ აღემატება #4 მატ- 

რიცის წრფივად დამოუკიდებელი სვეტების მაქსიმალურ რიცხვს. მა- 

შასადამე, C მატრიცის რანგი არ აღემატება 4 მატრიცის. რანგს, ე. ი. 

„ლ. ანალოგიურად დამტკიცდება, რომ C მატრიცის რანგი არ აღემა- 

ტება 8 მატრიცის რანგს, ე. ი. „ლ და ამით თეორემა დამტკიცებულია. 
საინტერესოა ამ თეორემის შედეგი: თუ 8 მატრიცა არაგანსაკუთ- 

რებულია, მაშინ #48 მატრიცის რანგი=84 მატრიცის რანგს და =4 

მატრიცის რანგს. 

მართლაც, ვთქვათ, 

4#48=C. 

დამტკიცებული თეორემის მიხედვით C მატრიცის რანგი არ” აღემატე- 
ბა # მატრიცის რანგს, ე. ი. /ლჩ. თუ ტოლობის ორივე მხარეს მარჯვ- 

ნიდან გავამრავლებთ „8“1-ზე, მივიღებთ: 

4#=C8“1. 
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ამ ტოლობიდან, აგრეთვე, თანახმად დამტკიცებული თეორემისა, ვღე– 

ბულობთ, რომ #4 მატრიცის რანგი არ აღემატება C მატრიცის რანგს, 

ე. ი. ”=/. მიღებულ უტოლობათა შედარებით გვექნება ”=:,, რ. დ. გ. 

§ 13. მართკუთსა მატრიცების გამრავლება და 

მისი გამოყენება 

როდესაც ჩვენ განვიხილეთ მატრიცების გამრავლება, მხედველო- 

ბაში გექონდა მხოლოდ კვადრატული მატრიცები. თუ დავაკვირდებით 
მატრიცის მატრიცაზე გამრავლების (4) ფორმულას (გვ. 109), ადვი- 

ლათ შევამჩნევთ, რომ მისი გამოყენება შეიძლება მართკუთხა მატრი- 

ცების შემთხვევაშიც. მართლაც, როგორც მატრიცთა გამრავლების 

აღნიშნული ფორმულიდან ჩანს, #4 მატრიცა შეიძლება გავამრავლოთ 8 

მატრიცაზე, თუ #4 მატრიცის ყოველი სტრიქონის ელემენტების რიცხ- 

ვი უდრის 8 მატრიცის ყოველი სვეტის ელემენტების რიცხვს. სხვა 
სიტყვებით, 4 მატრიცის 8 მატრიცაზე გამრავლება შეიძლება მხოლოდ 

მაშინ, როცა #4 მატრიცის სვეტების რიცხვი უდრის 8 მატრიცის სტრი- 

ქონების რიცხვს. 

მაგალითად, ყოველი #-სვეტიანი # მატრიცა შეიძლება გავამრაევ- 
ლოთ ყოველ #-სტრიქონიან 8 მატრიცაზე. ცხადია, 4 მატრიცის სტრი- 
ქონების და 8 მატრიცის სვეტების რიცხვს არავითარი მნიშვნელობა 
არ აქვს. 

მაგალითები: 

1.3) 1 2ვ) |“259 1 2 1.I! =| 1581, 
 _ 2| (12) 12 

0-3 1) (/ 3) ( 8) 
2, | 2.1. 5 –2=| 41! 

L-–4 2-2 1 | 2 L – 16 
1 2| 

ვ, 2დ10-4) ; => = (4,9). 

L0 1) 
როგორც 4 და 8 მართკუთხა მატრიცების გამრავლების წესიდან . 

ჩანს, 4. 8 მატრიცის სტრიქონების რიცხვი უდრის 4 მატრიცის სტრი- 

ქონების რიცხვს, ხოლო სვეტების რიცხვი –– 8 მატრიცის სვეტების 

რიცხვს. 
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ადვილად შეიძლება დავრწმუნდეთ იმაში, რომ მარკუთხა მატრი- 
ცების ნამოავლისათვის ადგილი აქვს გამრავლების ასოციაციურობის 

წესს. ჩვენ შეგვიძლია განვიხილოთ არაკვადრატული წრფივი გაოროდაქმნე- 

ბი ე. ი. ისეთი წრფივი გარდაქმნები, როდესაც ცვლადთა რიცხვი არ 
უდრის წრფივ ფორმათა რიცხვს. აგრეთვე შეგვიძლია განვიხილოთ ისე- 

თი წრფივი გარდაქმნების ნამრავლი, რომელთა შესაბამისი მატრიცე- 

ბის გამოავლება შესაძლებელია. 

მართკუთხა მატრიცების გამოყენების საილუსტრაციოდ გახნვიხი- 

ლოთ /-უცნობიანი / წრფივი განტოლების სისტემა: 

ისX 1 მიე. თაX,=ხ,, 

მაო + მიაბა+ ·.. 4 რყაX,==ხი, (1) 

თით, -- “აა –- ... ->- Cს,,X,, => ხ,. 

ვიგულისხმოთ, რომ მოცემული სისტემის დეტერმინანტი ძ«90, ე. ი. 

მოცემული სისტემის შესაბამუსიე 4 მატოიცა არაგანსაკუთრებულია. 
თუ X ასოთი აღვნიშნავთ X, X., ·.., X, უცნობებისაგან შექმნილ 

ეოთსვეტიან მატრიცას, #3 ასოთი კი ხ,ხ., ..., ხ, თავისუფალი წევრე- 
ბისაგან შექმნილ ერთსვეტიან მატრიცას, ე. ი. ' 

(4 ( ს, 
X ხ 

X= .. |), 8=| . 

LM) L ს, | 
მაშინ (1) წრფივ განტოლებათა სესტემა შეიძლება დავწეროთ ერთი მატ- 

რიცული განტოლების სახით: 

4X=ც8. “(2 

რადგან (1) სისტემის შესაბამისი 4 მატრიცა. არაგანსაკუთრებულია, 

არსებობს მისი 4“! შებრუნებული, მატრიცა. გავამრავლოთ (2) გან- 

ტოლების ორივე მხარე მარცხნიდან 4“) მატრიცაზე, მივიღებთ: 

X=/4:+1ც. (3) 

ადეილად შემოწმდება, რომ (3) მატრიცა წარმოადგენს X2) მატრი- 

ცელი განტოლების ამონახსნს. 

(3) თანაფარდობის მარჯვენა მხარეში ჩვენ გვაქვს /-სტრიქონიანი 
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და ერთს;ვეტიანი მატრიცა. განვიხილოთ #4“1. 8 მატრიცის I ური ხსარი- 

ქონის ელემენტი. მას შემდეგი სახე აქვს: 

#, 4., 4ი, 
_ ხ = –“-ხ -__-. : 7.” L ძ 2+ + 

რადგან X მატრიცის /-ური სტრიქონის ელემენტია X,, ამიტომ თასახ– 

მად (3) ტოლობისა, მივიღებთ: 

  ხ, == – ნარ1ნარი/+- -.+ ხ,/ი!). 

ია (სმ+ნარ, +. +ნარიი' რ) 
მო–- 

თუ დავაკვირდებით (4) ტოლობის მარჯვენა მხარის ფრჩხილებში 

თავსებულ ჯამს, ვნახავთ, რომ ის არის ძ, დეტერმინანტი, რომელიც 

მიიღება ძ დეტე რმინანტისაგან I-ური სეეტის შეცვლით მოცემული სის- 

ტემის თავისუფალი წევრებით, ე. ი. 

რე...0/ 1 01...მ,, 
' შიჯ...0ი/ 1 ჩნა-.-0ი ძ,=, 

X,=“– (I=LI. 2, .... I). 

მაშასადამე, (3) თანაფარდობა წარმოადგენს კრამერის ფორმულას, 

დაწერილს მატრიცული სახით. განვიხილოთ მაგალითები: 

1. ვიპოვოთ ზოგადი ამონახსნი განტოლებისა: 

| 21 5-3) 

#47X=0, სადაც 4=: 1 3--! 2 I. 

L3 5, 1..4|I 

X უნდა იყოს ოთხსტრიქონიანი მატრიცა, სვეტთა რიცხვი კი ნებისმიე- 

რი შეიძლება იყოს. 

მაგალითად, 

9. შ. ქემხაძე 159



თუ X-ის ამ მნიშვნელობას ჩავსვამთ მოცემულ განტოლებაში, მივი- 
ღებთ: 

2-%-+ X#+5X--3X,=0, 
X+3%-–- Xვ--2Xგ=0, 

3X+5X%+ Xვ-+-+4Xგ=0. 

სრულიად ასეთივე ერთგვაროვანი წრფივ განტოლებათა სისტემა 

გვექნება ყ), ყი, ყვ, ყა უცნობთა მიმართ. ამოხსნის შედეგად მივიღებთ: 

X=-–-20თ, Xი-=7თ, Xვ=9თ, X=4თ, სადაც თ ნებისმიერი პარამეტ- 

რია. ყ უცნობებისათვის მივიღებთ იმავე ამონახსნს მხოლოდ თ პარა- 

მეტრის ნაცვლად ავიღოთ ჩ პარამეტრი: ყ,=-–-20%, ყ.=7ჩზ, ყვ=9ჩ 
ყა=4წ. ამრიგად, მოცემული განტოლების ზოგადი ამონახსნი იქნება: 

| –-20თ –-20ჩ 
_ 7თ 7 

X= 9თ 9ჩ 
4«. 48 

  

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ თუ #4 კვადრატული მატრიცაა, 

განტოლებებს: 4X=0, წ” 4=0 მაშინ და მხოლოდ მაშინ ექნებათ არა- 
ტრივიალური, ე. ი არანულოვანი ამონახსნი, როცა 7,1 განსაკუთრებული 
მატრიცაა. 

2. თუ (2 ა ი) მატრიცას გავამრავლებთ მის ტრანსპონირე- 
ძა ხა C ' 

ბულ მატრიცაზე და განვიხილავთ გამრავლების შედეგად მიღებულ 
მეორე რიგის მატრიცის დეტერმინანტს გვექნება: 

თ?“+-ხ)- იფ, 0)ძა--ნ)ხა-+- ოლო __ 

თ თა +-ხეხა+- თო, 0ა?-+ხე?-+ თ?     

      

  

    

    

  

    

    

თ, C10Cი ხ;?, ხნა C?, C16C2 ხ)?, (IV) 

| 0,ძ,, თა? ძეთა, ძე? თრი, თი” ხ,ხა, ძა” 

ხვ, ხ,ხა +I თ", CC | თ, რძეძა ხ,, ხ:ხა 

ხეხა, ხა? | ხ,ხა, ხა? CC, C6ე? თ თ, Cა” 

თს C% რთ. ი 1 ი! 
=(თ,ხე––ძეახ თC–თC თორ, თ? (თხე 501) ნ, ხა + (თCთ–თX) 2 I 

  

  

    

+(ფთ-–- ხით) (იი 
  CC 

130



აქედან მივიღებთ ეილერის ცნობილ იგივეობას: 

(0,?-L6,?-L თ ?)(ძა?-L ხაე”-L თოი--(თთ+ ნ, ხ,-+-თ თ)" = 

= (თ, ლ თ ხ))?-L (თთ–თო)?+ (ხ,თ--ხ;C)?. 

3. განვიხილოთ შემდეგი წრფივ განტოლებათა სისტემის მატრიცუ- 

ლი ჩაწერა და ამოხსნა 

X.--2%-–- Xვ=1, 

3%-+L X.-L2X3=5, 
| XI -L2X-L2Xვ=>2. 

მივიღებთ: - 

–-.. LI 2. –:,. 
IM1 2 2 2 | 

რადგან მოცემული სისტემის _იი. ოსი ამიტომ 

გვექნება: 

სადაც 

XI 1| 

2-1 145 + - 
მაშასადამე, X,=-2, XX=1, X-=–-1 მოცემული სისტემის ამონახსნია. 

=4-1.8 ან 

  

§ 14. ჯგუფი, მაბალითები., ჯგუფთა იზომორფიზმი 

თუ გადავხედავთ წინა პარაგრაფებში გავლილ მასალას, ვნახავთ, რომ 

რიცხვებთან ერთად ჩვენ საქმე გვქონდა სხვადასხვა ბუნების ობიექტებ– 
თან, ასეთები იყო: ჩასმები, წრფივი, ანუ ვექტორული, სივრცის ელემენ– 

ტები, წრფივი გარდაქმნები და მატრიცები. ჩასმების გამრავლების 

დროს პირველად გავეცანით არაკომუტაციური ოპერაციის არსებობას. 
შემდეგ ვნახეთ, რომ, გარდა ჩასმებისა, მატრიცების გამრავლებაც არ 

ემორჩილება კომუტაციურობის წესს. ახლა ჩვენ გავეცნობით სპეცია- 

ლური სახის სიმრავლეს, რომელსაც ჯგუფი ეწოდება. 

ნებისმიერი ბუნების ელემენტთა C სიმრავლეს, რაიმე ოპერაციის, 

მაგალითად გამრავლების, მიმართ ეწოდება ჯგუფი, თუ სრულდება შემ- 

დეგი პირობები: 

131



1. 6 სიმრავლის ნებისმიერი ორი თ და ხ ელემენტის ძხ=0 ნამრავ- 

ლი ეკუთვნის ისევ 6 სიმრავლეს. 

2. 0 სიმრავლის ნებისმიერი სამი თ, §, C ელემენტისათვის გამრაე- 

ლების ოპერაციის მიმართ სრულდება ასოციაციურობის წესი, ე. ი. 

(თხ)2=0(ხი. 

3. 0 სიმრავლის ნებისმიერი თ ელემენტისათვის ამავე სიმრავლე- 

ში უნდა არსებობდეს ერთი ისეთი 6 ელემენტი მაინც, რომ ძ86=0. ასე– 

თი თვისების 6 ელემენტს თ ელემენტის მარჯვენა ერთეული ეწოდება. 
4. 0 სიმრავლის ყოველი ძ ელემენტისათვის C-ში უნდა არსებობდეს 

ურთი ისეთი ძ ელემენტი მაინც, რომ ძი”=6. ასეთი თვისების ი” ელე- 

მენტს ძ ელემენტის მარჯვენა შებრუნებულს უწოდებენ და მას ასე 

აღნიშნავენ: ი'=თ“1. 
გარდა ამისა, თუ C ჯგუფის ნებისმიერი ორი ი დახ ელემენტისა- 

თვის ადგილი აქვს თიხ=ხძი ტოლობას, მაშინ C ჯგუფს კომუტაციური, 

ანუ აბელური,ჯგუფი ეწოდება, წინააღმდეგ შე მთხვევაში არაკომუტაცი- 
ური, ანუ არააბელური, ჯგუფი ეწოდება". ასეთი ჯგუფს აბელურს უწო- 
დებენ იმიტომ, რომ მაღალი ხარისხის ალგებრულ განტოლებათა შეს- 

წავლისას აღნიშნული ტიპის ჯგუფები პირველად განხილული იყო, ნორ- 
ვეგიელი მათემატიკოსის ნ. პ. აბელის (M. LI. #ხ0)) მიერ. 

ჯგუფმი შემავალი სხვადასხვა ელემენტის რიცხვს -- მათ რაოდე- 
ნობას –– ჯგუფის რიგი ეწოდება. თუ ჯგუფი შეიცავს ელემენტთა სას- 
რულ რიცხვს, მაშინ მას სასრული, ანუ სასრული რიგის, ჯგუფი ეწო- 
დება, წინააღმდეგ შემთხვევაში ჯგუფს უსასრულო, ანუ უსასრულო რი- 

გის, ჯგუფი ეწოდება. 
როგორც ვიცით””, თუ 0 სიმრავლის ელემენტებისათვის სრულდება 

ჯგუფის პირველი პირობა, მაშინ ვამბობთ, რომ C სიმრავლეში მოცე- 

მულია ალგებრული ოპერაცია; კერძოდ, გამრავლების ოპერაცია C სიმ- 

რავლეში ალგებრულია. განმარტების თანახმად, ყოველ ჯგუფში გა5- 

მარტებულე ოპერაცია ალგებრულია. 

უმეტეს შემთხვევაში ი და ხნ ელემენტებზე მოხდენილ ჯგუფურ ოპე- 
რაციას უბრალოდ თხ სახით სწერენ. ასეთ ჩაწერას ეწოდება მულტიპ- 

ლიკაციური, ანუ გამრავლების სახით ჩაწერა. 

–“ ელემენტთა ისეთ C სიმრავლეს, რომლისოვისაც სრულდება ჯგუფის განმარტე- 

ბის მხოლოდ პირველი ორი აქსიომა, ეწოდება ნახევარჯგუფი. ცხადია. რომ ყოველი 

ჯგუფი ნახევარჯგუფია, პირიქით კი არა. | 

«?" იხილეთ შესავალი. 
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კომუტაციური, ანუ აბელური, ჯგუფისათვის კი მეტ შემთხვევაში 

სარგებლობენ 0-+ხ სახით ჩაწერით, რომელსაც ეწოდება ოპერაციის 

ადიციური, ანუ ჯამის სახით, ჩაწერა. ამიტომაა, რომ ხშირად ჯგუფს 

გამრავლების მიმართ უწოდებენ მულტიპლიკაციურ ჯგუფს, ხოლო შე- 
კრების მიმართ ადიციურ ჯგუფს. ადიციურ ჯგუფში ერთეულის როლს 

ასრულებს ნულოვანი ელემენტი, ხოლო ძ ელემენტის შებრუნებული 

ელემენტის როლს-––თ ელემენტი. 
განეიხილოთ ჯგუფის რამდენიმე მაგალითი. 

1. ყველა მთელი რიცხვის სიმრავლე შეკრების ოპერაციის მიმართ 

ქმნის უსასრულო რიგის აბელურ, ანუ ადიციურ, ჯგუფს, სადაც 6 ერ- 
თეული ელემენტის როლს ასრულებს რიცხვი 0, ხოლო შებრუნებული 
ელემენტის როლს თ რიცხვისათვის ასრულებს -–-ძ რიცხვი. 

2. რიცხვთა ს –1, –-I, 1 სიმრავლე გამრავლების ოპერაციის მი- 

მართ ქმნის მეოთხე რიგის აბელურ ჯგუფს. მართლაც, ერთეული 

ელემენტის როლს ასრულებს რიცხვი 1. ამ სიმრავლიდან აღებული ყო–. 

ველი ორი რიცხვის ნამრავლი, ცხადია, მასვე ეკუთვნის. კოველ რიცხვს 
ამ სიმრავლეში შებრუნებული რიცხვი გააჩნია; მაგალითად, ჯ რიცხ- 

ვის შებრუნებული რიცხვი გამრავლების მიმართ იქნება ჯ-1=- მ = 
ა 

=-–--I. ხოლო რაც შეეხება ასოციაციურობის წესს, ის რიცხვთა ყოველ 

სიმრავლეში სრულდება. ადვილად შემოწმდება აგრეთვე, რომ 

XI-1=0 განტოლების ფესვთა სიმრავლე: X=1, X= 2040 ' 
_ –-1--7V3. 

წძე=–იი. გამრავლების ოპერაციის მიმართ ქმნის ჯგუფს. 

პ. ყველა რაციონალური რიცხვის სიმრავლე, ნულის გამოკლებით 
(ნულს შებრუნებული არ აქვს), გამრავლების ოპერაციის მიმართ ქმნის 

უსასრულო რიგის აბელურ ჯგუფს, სადაც 6 ერთეულის როლს ასრუე- 
ლებს რიცხვი 1, ხოლო შებრუნებული ელემენტის როლს თ რიცხ- 

ვისათვის ასრულებს რიცხვი ც-1=-.1. 
თ 

ცხვთა სიმრავლე, ნულის გამოკლებით, გამრავლების ოპერაციის მი- 
მართ ქმნის უსასრულო რიგის აბელურ ჯგუფს. აგრეთვე ყველა რაციო- 
ნალურ, ნამდვილ და კომპლექსურ რიცხვთა სიმრავლეები ნულთან 
ერთად შეკრების ოპერაციის მიმართ ქმნის უსასრულო რიგის აბელურ 

ჯგუფს. 
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5. M-ინდექსიან, ანუ /#-ხარისხიან ჩასმათა, სიმრავლე ჩასმათა გამ- 

რავლების ოპერაციის მიმართ ქმნის სასრული ი! რიგის არააბბელურ 

ჯგუფს. მართლაც, აქ ერთეულე ელემენტის როლს ასრულებს 

1 2... 

--C, 2... ი.) 

ერთეულოვანი, ანუ იგივური, ჩასმა, ხოლო შებრუნებული ელემენტის 

როლს -– შებრუნებული ჩასმა; მაგალითად, 

1. 2...ჩ 
ძ= 

Cთ1I Cთ92 ... დთრ%ი 

ჩასმისათვის შებრუნებულია 

ჩასმა. 

M- ხარისხიან ჩასმათა ჯგუფს აგრეთვე #M-ხარისხიან სიმეტრიულ 

ჯგუფს უწოდებენ და მას 5, სიმბოლოთი აღნიშნავენ. 
6. -ური რიგის ყველა მატრიცის სიმრავლე შეკრების ოპერაციის 

მიმართ ქმნის აბელურ, ანუ ადიციურ ჯგუფს. ნულის როლს ასრე- 

ლებს ნულოვანი მატრიცა, ხოლო # მატრეცის შებრუნებული მატრი- 
ცის როლს ასრულებს -- # მატრიცა. 

M-ური რიგის ყველა არასაკუთრივი მატრიცის სიმრავლე მატრიცთა 
გამრავლების ოპერაციის მიმართ ქმნის უსასრულო რიგის არააბელურ 

ჯგუფს, სადაც ერთეულოვანი ელემენტის როლს ასრულებს # ერთეუ- 

ლოვანი მატრიცა, ხოლო მოცემული 4 მატრიცის შებრუნებული ელე- 
მენტის როლს ასრულებს მისი შებრუნებული #-1 მატრიცა. 

7. არაგანსკუთრებულ წრფივ გარდაქმნათა სიმრავლე გარდაქმნა- 
თა გამრავლების ოპერაციის მიმართ ქმნის უსასრულო არააბელურ 

ჯგუფს. წრფივ გარდაქმნათა ჯგუფში ერთეულოვანი ელემენტის როლს 
ასრულებს იგივური 'გარდაქმნა, ხოლო მოცემული გარდაქმნის შებ- 
რუნებული გარდაქმნა ასრულებს შებრუნებული ელემენტის როლს. 

როგორც ვიცით, მოცემული არაგანსაკუთრებული' წრფივი გარდაქმ- 
ნის შებრუნებული გარდაქმნა ყოველთვის არსებობს. 

კერძოდ, გარდაქმნა სებრტყეზე: 

X=თX +ხყ+თ; 

ყ=თX +სხყ +თ, 
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ძ, ხ 
რომელსაც აფინური გარდაქმნა ეწოდება, როცა თ ხ, ჯი, ქმნის 

2 

ჯგუფს. 
მაგალითად, არაგანსაკუთრებული წრფივი გარდაქმნა: 

X=X 005 თ–-ყ 50. თ, 
ყ=X 510 თღო+Vყ” C05“, 

რომელიც გამოსახავს სიბრტყის წერტილის კოორდინატების ცვლას, 

როცა მართკუთხა კოორდინატთა სისტემა თ კუთხით მობრუნდება სა- 

თავის გარშემო, გარდაქმნათა გამრავლების ოპერაციის მიმართ ქმნის 

ჯგუფს. ასეთ ბრუნთა ჯგუფმი ერთეულოვანი ელემენტის როლს ას- 

რულებს იგივური გარდაქმნა: 

X=X”, 

ყ=ყ', 
ხოლო შებრუნებული ელემენტის როლს ასრულებს მოცემული გარდა- 
ქმნის შებრუნებული გარდაქმნა. ამ შემთხვევაში მოცემული გარდა- 

ქმნის შებრუნებული გარდაქმნა იქნება: 

X.-=X005Cთ+ყ51ით, 
ყ'ლ=–-X50 თ-+VC05 თ. 

8. I-ური რიგის ორთოგონალურ მატრიცთა სიმრავლე ქმნის ჯგუფს. 
მართლაც, როგორც უკვე ვიცით, ყოველი ორი ორთოგონალური მატ- 
რიცის ნამრავლი და ყოველი ორთოგონალური მატრიცის შებრუნებუ- 
ლი მატრიცა ისევ ორთოგონალური მატრიცაა. ერთეულის როლს კი 

ასრულებს ერთეულოვანი მატრიცა -1=/#1=(7, |ნI=–1. ვიცით აგრე- 

თვე, რომ ორთოგონალურ მატრიცთა დეტერმინანტი უდრის +1. 

ისეთ ორთოგონალურ მატრიცას, რომლის დეტერმინანტი=1, ეწო- 
დება საკუთრივ ორთოგონალური მატრიცა, ხოლო ისეთ ორთოგონა- 
ლურ მატრიცას, რომლის დეტერმინანტი=-–1, ეწოდება არასაკუთრი- 

ვი ორთოგონალური მატრიცა. -. 

ისეთ წრფივ გარდაქმნებს, რომელთა შესაბამისი მატრიცა ორთო–- 

გონალურია, ეწოდება ორთოგონალური წრფივი გარდაქმნა. ცხადია, 
რომ ორთოგონალურ წრფივ გარდაქმნათა სიმრავლე წრფივ გარდაქმ- 
ნათა გამრავლების მიმართ ქმნის ჯგუფს. ორთოგონალურ წრფივ გარ- 
დაქმნათა ჯგუფს დიდი გამოყენება აქვს გეომეტრიასა და მათემატიკურ 

ფიზიკაში. ორთოგონალური წრფივი გარდაქმნის ერთ-ერთ გამოყენებას 

ჩვენ ვნახავთ კვადრატული ფორმების შესწავლისას. 
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9. რაციონალურ ფუნქციათა ჯგუფი. განვიხილოთ შემდეგ ფუნქ- 

ციათა სიმრავლე: 

X-–--1 
  

1 ჯ 
და=X, დ =+-,ი, და.=1-- ა, დვ= ს; ზV.= 

ჯ X––1 X 
  

1 
1--ჯ 
  და დე=- 

ამ ფუნქციებზე მოქმედებად მივიღოთ ერთი ფუნქციის მეორეში ჩას- 

მა X-ის ნაცვლად; ასე, მაგალითად, 

X-- 1 1 
== დ). 

ჯ Xჯ 
დიე: თდკ-=1-––   

ერთეულის როლს ფუნქციათა ასეთი ·მოქმედების მიმართ ასრულებს 

დი==X ფუნქცია. ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ფუნქციათა მოცე- 
მული სიმრავლე აღნიშნული მოქმედების მიმართ ქმნის მე-6 რიგის 

არააბელურ ჯგუფს. 
ახლა დავუბრუნდეთ ჯგუფის განმარტებას და დავამტკიცოთ მისი 

ზოგიერთი თვისება. 

1. თ ელემენტის მარჯვენა შებრუნებული თ“1 ელემენტი ამავე 

დროს არის მარცხენა შებრუნებული ელემენტიც. 

მართლაც, თანახმად მე-4 პირობისა, ძი“1=6. ამ ტოლობის ორივე 

მხარე მარცხნიდან გავამრავლოთ თ“1 ელემენტზე. მივიღებთ: თ” 100-1= 

=0“16=0“1 ან, რაც იგივეა, 

ძ-1ცეც-1=ც-1. (1) 

ვთქვათ, თ“1-ის ელემენტის შებრუნებული ხ ელემენტი, ე. ი. 0-1ხ= 
=6. თუ ახლა (1) ტოლობის ორივე მხარეს მარჯვნიდან გავამრავლებთ 
ხ ელემენტზე, მივიღებთ თ“1ძ06=6. თანახმად მე-3 პირობისა, გვექნება: 

თ 10=6. (2) 

მაშასადამე, თ“ ელემენტი ყოფილა აგრეთვე თ ელემენტის მარცხენა 

შებრუნებული ელემენტი. 
2. ჯგუფის ყოველი მარჯვენა ერთეული ამავე დროს მარცხენა ერ- 

თეულია და ჯგუფს ერთადერთი ერთეული გააჩნია. 

მართლაც, დამტკიცებული (2), ტოლობის გამოყენებით შეგვიძლია 

დავწეროთ: 
6თ=ძ0 1-ი=0.0თ-10ძ=ძ6=0. 
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ამრიგად, მივიღეთ: 

00თ=0ძ6=ძ. (4) 

ამით დამტკიცდა, რომ ჯგუფის ყოველი მარჯვენა ერთეული ამავე დროს 

მარცხენა ერთეულია. ახლა დავუშვათ, რომ ჯგუფს გააჩნია კიდევ მეო– 

რე ერთეული 6,, სადაც 6)# 6. განვიხილოთ 66, ნამრავლი. თანახმად (4) 

ტოლობისა, მივიღებთ შემდეგ ორ ტოლობას: 

6001==6, 661=:61. (5) 

(5) ტოლობათა მარცხენა მხარეები ტოლია, მაშასადამე, 6=4, და ამით 
2 თვისება მთლიანად დამტკიცებულია. 

3?. ყოველ 
თX=ხ და ყძ=ხ 

განტოლებას, სადაც ძ და ხ არიან C ჯგუფის ნებისმიერი ელემენტები, 
Cღ ჯგუფში აქვს ამონახსნი და ეს ამონახსნი ერთადერთია. 

მართლაც, ადვილად დაგრწმუნდებით, რომ X=0“1ხ იქნება პირვე–- 

ლი განტოლების ამონახსნი, ხოლო Vყ=წხი“1 იქნება მეორე განტოლე– 
ბის ამონახსნი შევამოწმოთ პირველი განტოლებისათვის: 

ძ(თ“1ხ)=(ძ- თ-1).ხ=6ხ=ნ. 

ანალოგიურად შემოწმდება მეორე განტოლებისათვისაც. დავუმ- 

ვათ ახლა, რომ თX=ხ განტოლებას აქვს ორი X, და X- სხვადასხვა ამო– 

ნახსნი, მაშინ 0X,=ხ და თძ+ა=ხ ტოლობებიდან მივიღებთ: 

(C1X1= 0Xა5. 

გავამრავლოთ ამ ტოლობის ორივე მხარე მარცხნიდან თ“! ელემენტზე, 

მივიღებთ: 

0X.=6X, ე. ი. X.==X. 

ანალოგიურად დამტკიცდება მეორე განტოლებისათვისაც. 

დამტკიცებული თვისებიდან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ ჯგუ– 

ფის ყოველ ელემენტს ერთადერთი შებრუნებული ელემენტი აქვს. 
“ გამრავლების ასოციაციურობის წესის თანახმად, ყოველი სამი ელე– 
მენტის ნამრავლში ფრჩხილების უკუგდებით შედეგი არ იცვლება 
და ამიტომ ჯგუფში ყოველი სამი ელემენტის ნამრავლი შეიძლება 

ფრჩხილებს გარეშე დავწეროთ: 

Cთ1(0თიძვ) =- (010ა)ძვ = 0)ძაძვ, (6) 
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ე. ი. ჯგუფის ყოველი სამი ელემენტის გამრავლებისათვის უნდა შე- 

ვადგინოთ პირველი ორი ელემენტის ნამრავლი და მიღებული შედე- 

გი უნდა გავამრავლოთ მესამე ელემენტზე. 

სამზე მეტი ელემენტის ნამრავლი განისაზღვრება თანამიმდევრო- 

ბითი „გადამრავლებით“; ასე, მაგალითად, 

0,0აძვიკა= (ძუთეძვ)თკ ,---, 0105...0, _10= (0ძეძი ... მი 1)0ი; (7 

ეს იმას ნიშნავს, რომ ოთხი ელემენტის ნამრავლის მისაღებად უნდა 
ფმევადგინოთ პირველი სამი ელემენტის ნამრავლი და მიღებული შე- 

დეგი გადავამრავლოთ მეოთხე ელემენტზე და ა. შ. 
ჩვენი მიზანია დავამტკიცოთ ასოციაციურობის თვისება ჯგუფის ნე- 

ბისმიერ სასრულ რიცხვ ელემენტისათვის, რომელიც ასე ჩამოყალიბ- 
დება: 

ელემენტთა ნებისმიერ სასრული რიცხვის ნამრავლში ფრჩხილების 

უკუგდებით ნამრავლის შ ედეგი არ იცვლება. 

მართლაც, ვთქვათ, მოცემულია ნამრავლი 

(თეძი...თ,) (0. ..0.+ი). 

დავამტკიცოთ, რომ ამ ნამრავლის წარმოდგენა ასე შეიძლება: 

(თეთე...0,)(ძ.,)---თ,კია)ლ=რთშე..-თ,რთს,...0ხ,ი (8) 

როცა #=1 (8) ტოლობა, თანახმად (7) ტოლობისა, მართებულია. და- 

ვუშვათ, რომ (8) ტოლობა მართებულია ჩ-ის გარკვეული ფიქსირებული 

მნიშვნელობისათვის. 

განვიხილოთ ახლა #I-ის ნაცვლად #-1 მნიშვნელობა, ე. ი. განვიხი- 

ლოთ ნამრავლი 

(ძეთე...თ.)(0ი,10+ყი--.C,4ირიჯ+1)- 

ეს ნამრავლი მოქმედებათა რიგის შეუცელელად შეიძლება ასე წარმო- 

ვადგინოთ; 

(ძ,ძე...0,) I(0.,,.--თ-+ი) "შ#+ი+11) 

ეს კი შეიძლება განვიხილოთ როგორც ნამრავლი შემდეგი სამი თა- 

ნამამრავლისა: 

თ.ძე...0,=0, 0ძ,კე--·.თ-ი=ხ0ხ, 0,ყი+1=0C. 

ვინაიდან ნებისმიერი სამი ელემენტისათვის ადგილი აქვს (6) ტოლობას, 

ამიტომ შეგვიძლია დავწეროთ; 
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(ძ;ძე...0,)(თLV1-.:თ.-(00L+ი+1):= ოX(0C) =(თხ)C6= 

=ძხ6= თთე...0,Cს, I... ი0ს4ი+1 

და ამით ჩვენი დებულება დამტკიცებულია. მაშასადამე, დამტკიცდა, 

რომ ყოველ ალგებრულოპერაციან სიმრავლეში, თუ ასოციაციურობის 

წესი მართებულია ნებისმიერი სამი ელემენტისათვის, ის მართებული 

იქნება ამ სიმრავლის ელემენტთა ნებისმიერი სასრული რიცხვისათვის. 

_ ახლა, ვთქვათ, ი არის C ჯგუფის ნებისმიერი ელემენტი. თ ელემენ– 
ტის ხარისხი ნატურალური # მაჩვენებლით, თანახმად (7) ტოლობისა, 

განისაზღვრება ასე: 

0იწ-=ძ-თ. · ·ძ. 

” 

თანახმად (8) ტოლობისა, ყოველი # და / ნატურალური რიცხვები- 

სათვის, როცა 0,=ძთ ((ჯ=1, 2,...,.+/I), მივიღებთ: 

  

ი..ცო=ც0M+”, 

აგრეთვე მივიღებთ, რომ 

ი”. თ”. · .თ” 

1 

  

=(0”)”, ე. ი. (07)ი=0ჩ%. 

თუ ძ და 6 ჯგუფის ნებისმიერი ელემენტებია, ასოციაციურობის 
წესის გამოყენებით ადვილად შემოწმდება, რომ თხ ნამრავლის შებრუ- 
ნებულია ხ-1ც-1, 

მართლაც, 

თხ.(ხ-1თ-1)=0(ხ.ხ-1).ც-1=060-1=ძ0“1=6; 

მაშასადამე, (თხ)-1=ხ-10-1, საზოგადოდ, ანალოგიურად დავრწმუნ- 

დებით, რომ 

(თ.თვ-.--ძე)-1=0ძე“1,..ძა “10, 1. (9) 

ახლა ხარისხი მთელი უარყოფითი მაჩვენებლებით შეიძლება გან– 

ვმარტოთ ასე: 

ფ-ჩ=ე-1 7-1... ე-1- (თ), 

” 

თუ (9) ტოლობაში ვიგულისხმებთ, რომ ძთ,=0 (ჯ=1, 2,..., 2), მივიღებთ: 

(07)-1=-(ფ-1)/=ძ0-ი, ე. ი. (გ)-1 ც-”, 
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ყოველი აბელური ჯგუფის ნებისმიერი ორი ი და სწ ელემენტისათვის 

მართებულია შემდეგი ტოლობა: 

(ძთხ)”= ძ5ხ". 

ქვეჯგუფი. ჯგუფის ნებისმიერ, ქვესიმრავლეს, რომელიც თვითონ 
ქმნის ჯგუფს, ჯგუფში განმარტებული ოპერაციის მიმართ ეწოდება ქვე- 

ჯგუფი. იმისათვის, რომ გავიგოთ 6 გჯუფის მოცემული რომელიმე 
MI ქვესიმრავლე არის თუ არა ქვეჯგუფი, საკმარისია მხოლოდ შემოწმ-. 

დეს ჯგუფის განსაზღვრის პირველ და მეოთხე პირობათა მართებულო- 
ბა; თუ დავუშვებთ, რომ ეს ორი პირობა სრულდება ქვესიმრავლეში, 

მაშინ მეორე და მესამე პირობა ავტომატურად შესრულდება. 
მართლაც, რადგან C ჯგუფის ყოველი:// ქვესიმრავლის ნებისმიერი 

სამი ელემენტი ამავე დროს ჯგუფის ელემენტებია და ჯგუფში ასოცია- 
ციურობის კანონი სრულდება, ამიტომ თანახმად პირველი პირობისა, 

ჯგუფის მეორე, ე. ი. ასოციაციურობის პირობა მისი ყოველი 47 ქვესიმ– 

რავლისათვის სრულდება. 

ახლა, რადგან! ქვესიმრავლისათვის ადგილი აქეს ჯგუფის მე-4 პი-. 
რობას, ე. ი./7 ქვესიმრავლე ყოველ მის თ ელემენტთან ერთად შეიცავს 
მის შებრუნებულ თი“1 ელემენტს, თანახმად პირველი პირობისა, მივი–- 

ღებთ, რომ · 

იი“ 1=06/7. 

განვიხილოთ მაგალითები, 

1. რადგან ყოველი ორი ლუწი ჩასმის ნამრავლი ისევ ლუწი ჩასმაა. 

და ყოველი ლუწი ჩასმის შებრუნებული ჩასმა ისევ ლუწი ჩასმაა, ამი- 
ტომ /-ხარისხიან 5, სიმეტრიულ ჯგუფში ლოწ ჩასმათა ქვესიმრავლე,. 

რომელსაც 4” სიმბოლოთი აღნიშნავენ, ქმნის ქვეჯგუფს, რომლის რი– 

I 
გი უდრის 2. კერძოდ სამხარისხიანი ან, რაც იგივეა, სამინდექ– 

სიანი §ე სიმეტრიული ჯგუფის 

« I( 123 123 123 123 

ე= 23) (132) (213) (22))” 
123 123 

(112)' C52))) 
ლუწი ჩასმებისაგან შექმნილი ქვეჯგუფი იქნება: 

/ 123 123 228 

რ= 1L 1 2 ვ), (12, ), (312)! 
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როგორც ვხედავთ, 5ვ ჯგუფის რიგი უდრის 3!=:6, ხოლო #4ვ ქვეჯგუ- 

, 3! 
ფის რიგი კი > =3,. ახლა, თუ 5ე ჯგუფისა და ,1ე ქვეჯგუფის ელემენ- 

ტებს დავწერთ ციკლების სახით შესაბამისად გვექნება: 

53=((1), (2 3), (1 2), (1 2 3), (1 32), (1 3)), 
# ე=((1), '(1 2 3), (1 3 2)). 

მკითხველმა, როგორც სავარჯიშო, სასარგებლოა ამოწეროს 5§+V სიმეტ- 

რიული ჯგუფის და მისი „1, ქვეჯგუფის ყველა ელემენტი როგორც ჩას- 
მების, ისე ციკლების სახით. 

2. ადვილად შემოწმდება აგრეთვე, რომ მთელ რიცხვთა C ჯგუფის 

დფეკრების ოპერაციის მიმართ) ყოველი:/, ქვესიმრავლე, შედგენილი 

მოცემული ჩ ნატურალური რიცხვის ყველა ჯერადი რიცხვისაგან, შე- 

კრების ოპერაციის მიმართ ქმნის ქვეჯგუფს. 

3. ,-ური რიგის არაგანსაკუთრებულ მატრიცთა ჯგუფის (მატრიცთა 

გამრავლების მიმართ) ქვეჯგუფებია დიაგონალურ მატრიცთა ან კიდევ 

სკალარულ მატრიცთა ჯგუფი. ორთოგონალურ მატრიცთა ჯგუფის ქვე- 

ჯგუფად შეიძლება განეიხილოთ საკუთრივ ორთოგონალურ მატრიცთა 

ჯგუფი. 
4. გამრავლების ოპერაციის მიმართ მეორე რიგის ჯგუფი (1, ––1| 

შეიძლება განვიხილოთ როგორც რაციონალურ რიცხვთა ჯგუფის ქეე- 

ჯგუფი. 
5. ადვილად შემოწმდება, რომ 0 ჯგუფის ნებისმიერი ორი 4 და 

8 ქეეჯგუფის თანაკვეთა 4 I) 8=0) მოცემული ჯგუფის ქვეჯგუფია. 
ადვილად შემოწმდება აგრეთვე, რომ, თუ # არის მოცემული C ჯგუფის 

ნებისმიერი ელემენტი, მაშინ XC=CVVC=C: საზოგადოდ, 

C-C=C"=C0 და ა. შ. C9-- C. 

უნდა ვიგულისხმოთ, რომ. თუ 0 ჯგუფის ელემენტებია 0, წა, ყა... 
ე· ი. 0==(6, თ». დვ,.-·, |, მაშინ C06=16”, წთ. ყწყვ---.)- 0 ჯგუფის რომე- 
ლიმე ძ ელემენტის მიერ შექმნილ ქვეჯგუფს, რომელიც (0) სიმბოლო- 

თი აღინიშნება, ეწოდება 6 ჯგუფის ციკლური ქვეჯგუფი. თუ ჯგუფში 
განმარტებულია გამრავლების ოპერაცია, მაშინ ძ ელემენტის მიერ შექ- 

მწილი ციკლური ქვეჯგუფი შედგება ძ ელემენტის ყველა ხარისხისაგან: 
(ი)ლ=სწ..., 0-წ, 0), 0%9=1, 0, 0“, ·..I. 

ერთი ელემენტის ხარისხებისაგან (ჯერადებისაგან) შექმნილ ჯგუფს 

ციკლური ჯგუფი ეწოდება. ცხადია, რომ ყოველი ციკლური ჯგუფი აბე- 
ლურია. 
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მაგალითად, X%-1=0 განტოლების ფესვებისაგან შექმნილი ჯგუფი: 

0=1X=), == =13:V3, „=-1-'V3 | 

წარმოადგენს მესამე რიგის ციკლურ ჯგუფს გამრავლების ოპერაციის 
მიმართ. ეს ჯგუფი შეიქმნება როგორც X; ფესვის, ისე Xვ ფესვის ხარის- 
ხების მიერ. ადვილად შეიძლება დავრწმუნდეთ აგრეთვე, რომ მთელ 

რიცხვთა სიმრავლე წარმოადგენს უსასრულო რიგის ციკლურ ჯგუფს 

შეკრების ოპერაციის მიმართ, რომელიც შექმნილია რიცხვ 1-ის მიერ. 

ჯგუფის რომელიმე თ ელემენტს ეწოდება # რიგის ელემენტი, თუ 
# არის ისეთი უმცირესი მთელი დადებითი რიცხვი, რომლისათვის ად- 

გილი აქვს ტოლობას 0#=4, სადაც 6 არის ჯგუფის ერთეული, რომელსაც: 

ხშირად ჩვეულებრივი 1-ით აღნიშნავენ. ადვილად შემოწმდება, რომ თუ. 

თ ელემენტის რიგი უდრის #-ს, მაშინ ი-ს ყოველი ი” ხარისხი იქნება 

რომელიმე თ-ს შემდეგ სხვადსხვა ხარისხთა შორის | 

ი%=1, ძ, თ?, ..., 0» 1, 

მართლაც, როცა M#>>ჩ შეგვიძლია დავწეროთ #=#0+/,, სადაც 
0=#”7<7/. აქედან 0"=0M0=0”, რ. დ. გ. 

ეს იმას ნიშნავს, რომ ყოველი # ელემენტის რიგი ემთხვევა 0 ელე– 

მენტის მიერ შექმნილი ციკლური ჯგუფის რიგს. მაგალითად, თუ 0 ელე- 

მენტის რიგი #=6, ე. ი. 0-=1, მაშინ თ ელემენტის მიერ შექმნილ მე-6 

რიგის ციკლურ 4=(ძ) ჯგუფს ექნება შემდეგი სახე: 

4=I(1, ძ, 0თC7, 091, იბ, 05). 

4 სიმრავლისათვის ადვილად შემოწმდება ჯგუფის ყველა პირობა 

(აქსიომა), მაგალითად, 03. 05=ცზ=ცზ. 0ბ?=02164. აქ თ“? ელემენტის 

შებრუნებული (ი?) ) ელემენტი იქნება თ! ელემენტი. მართლაც, 

ცპებ=ცზ=1, ე. ი. (0')“1=-ფ“ ბ= ებ, 

თეორემა · ციკლური ჯგუფის ყოველი ქვეჯგუფი ციკლურია. 
დამტკიცება. ვთქვათ, C=(ი) არის თ ელემენტის მიერ შექ- 

მნილი სასრული ან უსასრულო რიგის ციკლური ჯგუფი. აღვნიშნოთ 

/7-ით 0 ჯგუფის საკუთარი ქვეჯგუფი, ე. ი. ისეთი ქვეჯგუფი, რომელიც 
განსხვავდება ერთეულოვანი ქვეჯგუფისაგან და თვით C ჯგუფისაგან. 
ვიგულისხმოთ, რომ ძ» არის ძ ელემენტის უმცირესი დადებითი ხარის– 

ხი, რომელიც შედის //-ში, ე. ი. ძ"6/I. დავამტკიცოთ, რომ / ქვეჯგუ- 

ფის ყველა სხვა ელემენტი არის ი# ელემენტის ხარისხები. ვთქვათ, 0/, 
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სადაც I>>” შედის ”/ ქვეჯგუფში. ვინაიდან I>>/ შეგვიძლია დავწეროთ: 

L=#ძ-L/, სადაც 0ლ=”/<#. რადგან ძ!6// და 0ძ-M6I/, ტოლობიდან 

თ!=(ც))? · ი”, 

ვღებულობთ, რომ თ69M. პირობის თანახმად, ეს შეიძლება მხოლოდ 

მაშინ, როცა ”„=0 და ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

ისეთ ჯგუფს, რომლის ყველა ელემენტი სასრული რიგისაა, პერიო- 

დული ჯგუფი ეწოდება. ცხადია, რომ ყოველი სასრული რიგის ჯგუფი 
პერიოდულია. ისეთ ჯგუფს, რომლის ყველა ელემენტის რიგი უდრის 

ერთისა და იმავე 0 მარტივი რიცხვის ხარისხს, ი-ჯგუფი ეწოდება. რო- 
გორც განმარტებიდან ჩანს, ყოველი #-ჯგუფი პერიოდული ჯგუფია. 

პერიოდულ ჯგუფთა თეორიას დიდი გამოყენება აქვს თანამედროვე 

ფიზიკაში. 

მაგალითად, ადვილად შემოწმდება, რომ ორი თ და ხ ელემენტი, 

რომელთა რიგებია შესაბამისად 9 და 3, ე. ი. 03 =1, ხმ=1 და და–- 
კავშირებულია ხძ=09%ხ ტოლობით შექმნის 27-ე რიგის 3-ჯგუფს. 

§ 15. ინვარიანტული ქვეპბგუფი, ცენტრი, კომუტანტი და 
ნორმალიზატორი 

C ჯგუფის ისეთ ქვეჯგუფს, რომელიც გადანაცვლებადია C ჯგუფის 
ნებისმიერ დ ელემენტთან, ე. ი. 

§II=IMIVთ, (1) 

ეწოდება თ ჯგუფის ნორმალური გამყოფი ან კიდევ ინვარიანტული ქვე– 

ჯგუფი. ცხადია, რომ აბელური ჯგუფის ყოველი ქვეჯგუფი ნორმალური 

გამყოფია. იმისათვის, რომ განვიხილოთ ნორმალური გამყოფის სხვა ეკ– 
ვივალენტური განმარტებანი, წინასწარ შემოვიღოთ ქვეჯგუფის შეუღ- 

ლებული ქვეჯგუფის და ელემენტის შეუღლებული ელემენტის ცნებები. 
C ჯგუფის რომელიმე 4 ქვეჯგუფს ეწოდება 8 ქვეჯგუფის შეუღლე- 

ბული, თუ 06 ჯგუფში მოიძებნება ერთი მაინც ისეთი # ელემენტი, რომ 

4=Vდთ-18V. (2 

თუ (2) ტოლობიდან ამოვხსნით 8-ს, ე. ი. თუ (2) ტოლობის ორივე მხა– 

რეს მარცხნიდან გავამრავლებთ «C-ზე, ხოლო მარჯვნიდან კი ყ#-1, მივი- 

ღებთ: 

8=Vფთ4V« 1; 

მაშასადამე, თუ #4 ქვეჯგუფი შეუღლებულია #8 ქვეჯგუფისა, მაშინ 8 
პვეჯგუფიც შეუღლებულია 4 ქვეჯგუფისა. ანალოგიურად, C ჯგუფის 

143



რომელიმე თ ელემენტს ეწოდება ხ ელემენტის შეუღლებული, თუე 0 
ჯგუფში მოიძებნება ერთი მაინც ისეთი დ ელემენტი, რომ 

ძ0--თ1ხთ. (3) 

(ვ) ტოლობიდან ხ ელემენტის ამოხსნით მივიღებთ: 

ხ=- თ 16ყფ: 

ამრიგად, თუ C ჯგუფის თ ელემენტი შეუღლებულია ხ ელემენტისა, 
მაშინ ხ ელემენტიც შეუღლებულია თ ელემენტისა. 

ცხადია, რომ ყოველი ძ ელემენტი, ვინაიდან ძ=06-1ძ6 ან ი=0ძ-1ძი, 

თავისი თავის შეუღლებულია. ადვილად დავრწმუნდებით, რომ თუ 0 

ელემენტი შეუღლებულია ხ-სი და ხ ელემენტი მეუღლებულია C-სი, 
მაშინ ი ელემენტი შეუღლებული იქნება C-სი. მართლაც, პირობის თა- 

ნახმად, თ ჯგუფში შესაბამისად მოინახება ისეთი ორი ელემენტი თ 

და თ, რომ ადგილი ექნება ტოლობებს: 

თ=:9, 1ხთ,, ხ=წყწეა 10წე. 
აქედან მივიღებთ: 

ი=წა 18) 10წე)ნ:ე=(ფწნი) 1C6)წ%, 

რ. დ. გ. ამ თვისებიდან გამომდინარეობს, რომ მოცემული C ჯგუფი 
შეიძლება დავყოთ ერთმანეთის შეუღლებულ ელემენტთა თაჩაკვეთად 
კლასებად. 

ახლა (1) ტოლობიდან ვღებულობთ 

MI=VთC-1IMIთ. (4) 

(4) თანაფარდობის მიხედვით შეიძლება ვთქვათ, რომ C ჯგუფის 

ისეთ MI ქვეჯგუფს, რომელიც ემთხვევა ყველა მის შეუღლებულ ქქ:- 
ჯგუფს, C ჯგუფის ნორმალური გამყოფი ეწოდება. 

(44) ტოლობიდან ვღებულობთ 

M'=დთ–1ჩ–, (5) 

სადაც I, ჩ6II, ამ (5) თანაფარდობის მიხედვით შეიძლება ვთქვათ, რომ 

0 ჯგუფის ისეთ /7/ ქვეჯგუფს, რომელიც ყოველ /#6// ელემენტთან ერთად 
შეიცავს ყველა მის შეუღლებულ ელემენტსაც, ე. ი. #-1M96/1/, ეწოდება 
მოცემული C ჯგუფის ნორმალური გამყოფი. 

შევნიშნოთ, რომ ნორმალური გამყოფის ამ მესამე განსაზღვრით 

სარგებლობა მრავალ შემთხვევაში აადვილებს საკითხის შესწავლას. 

მაგალითად, ყოველე 6 ჯგუფისათვის ერთეულოვანი # ქვეჯგუფი 

და თავისი თავი, ე. ი. მთლიანად ეს ჯგუფი, ნორმალური გამყოფებია. 
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დავამტკიცოთ, რომ §,ც სიმეტრიული ჯგუფისათვის მისი 4 ლუწ 

ჩასმათა ქვეჯგუფი ნორმალური გამყოფია. 

მართლაც, ვთქვათ, /, ნებისმიერი ელემენტია 4„ ქვეჯგუფისა,/ 64”, 
ხოლო §# ნებისმიერი ელემენტია 5, ჯგუფისა, 65. განვიხილოთ #”1/7 

ელემენტი. თუ მოვიგონებთ, რომ მოცემულ ჩასმას და მის შებრუნებულ 

ჩასმას ერთი და იგიეე ლუწოვნება აქვთ, ადვილად დავრწმუნდებით, 

რომ დ “1964 ,. როცა #64, ეს აშკარაა, რადგან ლუწ ჩასმათა ნამრაგლი 

ისევ ლოწი ჩასმაა, ხოლო, როცა წ65ე და არ ეკუთვნის ტ-ს, ე. ი. როცა 

წ კენტი ჩასმაა, მაშინ რადგან კენტი და ლუწი ჩასმების ნამრავლი კენტი 
ჩასმაა და ყოველი ორი კენტი ჩასმის ნამრავლი ლუწი ჩასმაა, ამიტომ ამ 

მეორე შემთხვევაშიც დ“ 1/I/დ ჩასმა იქნება ლუწი ჩასმა, ე. ი. თ“1/MV96/ი. 
ადვილად დავრწმუნდებით აგრეთვე, რომ #-ური რიგის არაგანსა- 

კუთოებულ მატრიცთა ჯგუფში #-ური რიგის დიაგონალურ მატრიცთა 
ქვეჯგუფი არის მისი ნორმალური გამყოფი. ისეთ ჯგუფს, რომელსაც არ 
გააჩნია ნორმალური გამყოფი, გარდა ერთეულოვანი ქვეჯგუფისა და თა- 

ვისი თავისა, ეწოდება მარტივი ჯგუფი. მაგალითად, ყოველი მარტივი რი- 

გის ჯგუფი ციკლურია დღა ამავე დროს მარტივი ჯგუფია. ჯგუფთა თეო-, 
რიაში მტკიცდება, რომ 4„ ქეეჯგუფი, როცა /:>4, მარტივია”. 

სასურეელია მკითხველმა შეამოწმოს, რომ C ჯგუფის ნებისმიერი 

ორი 4 ღა 8 ნორმალური გამყოფის თანაკვეთა /(18 და ნამოავლი 48. 

ისევ მოცემული ჯგუფის ნორმალური გამყოფებია. იგულისხმება, რომ 

4ჩ ნამრავლის ყოველ X647#/ ელემენტს აქვს სახე X=-:0ხ. სადაც 064, 

ხCხ. ადვილად შევნიშნავთ, რომ C ჯგუფის /1 და 8 ქვეჯგუფთა ნამრავ– 

ლი საზოგადოდ არაა ქვეჯგუფი. · 

0 ჯგუფის ისეთ ელემენტს, რომელიც გადანაცვლებადია 6 ჯგუფის 
ყოველ ელემენტთან, ინვარიანტული ელემენტი ეწოდება. C ჯგუფის ინ- 
გარიაანტულ ელემენტთა ქვესიმრავლეს ეწოდება ჯგუფის ცენტრი და 2 
ასოთი აღინიშნება. ადვილად “მემოწმდება, რომ ჯგუფის ცენტრი მისი 

ქვეჯგუფია და ამავე დროს ნორმალური გამყოფიცაა. 

მართლაც, ვთქვათ, 2, და 2» ცენტრის ნებესმიერი ორი ელემენტია, 

(ე: ი. 2). 2ა, 627. მაშინ, პირობის თანახმად, ჯგუფის ყოველი §6C ელე- 

1მენტისათვის ადგილია აქვს ტოლუობებს: 

26-82 და 2ა§=ყ2ა. 
აამ ორი ტოლობიდა5 მივიღებთ: 

2,ში-6=27)92ა=წ6-2 შა, ე. ი. 7..7:64. 

  

"ზე ვეეჯგუფის ამ თვისების გამოყენებით მტკიცდება, რომ ზოგადი სახის ალგე– 

ბიბული განტოლებანი, რომელთა რიგი ი>4, არ ამოიხსნება რადიკალებში. 

1Cდ. 9. ქემხაძე 1426



ახლა ცენტრის ყოველი 262 ელემენტისათვის, ტოლობიდან 2/=:/2, თე 

ტოლობის ორივე მხარეს მარცხნიდან და მარჯვნიდან თანამიმდევრობით 

გავამრავლებთ 2-1, მივიღებთ 92 1=2-1Cთ, ე. ი. 2-167. ამით დამტკიც- 

და, რომ ცენტრი ქვეჯგუფია. ვინაიდან ცენტრის ყოველი ელემენტი 
ინვარიანტულია, ე. ი. 2ყ= #2, მივიღებთ, 92= 2X; ეს იმას ნიშნავს, რომ 

ცენტრი ნორმალური გამყოფია. ცხადია, რომ ცენტრის ელემენტის 

შეუღლებული თავის თავს ემთხვევა. აქედან გამომდინარეობს, რომ: თ უ 

0 ჯგუფს დავყოფთ ერთმანეთის შეუღლებულ 
ელემენტთა თანაუკვეთ კლასებად, ერთელე- 
მენტიანი კლასების რიცხვი ეტოლება ცენტრის 

ელემენტების რიცხვს. 

ჯგუფის ნებისმიერი ორი თ და ხ ელემენტისაგან მიღებულ ი“ 1ხ“1იხ 
ელემენტს ეწოდება თ, 6 ელემენტის კომუტატორი და აღინიშნება (0,ხ) 
სიმბოლოთი, ე. ი. 

(თ, ხ)=0ი“1ხ“1იხ, 

ცხადია, რომ აბელური ჯგუფის ყოველი ორი ელემენტის კომუტატორი 

=1, ე. ი. ერთეულია. C ჯგუფის ყოველი ორი ელემენტის კომუტატორე- 
ბისაგან შექმნილ ქვეჯგუფს C ჯგუფის კომუტანტი ეწოდება და აღინი- 

შნება # ასოთი. ადვილად შეიძლება შევამოწმოთ, რომ ყოველი C ჯგუ- 

ფის კომუტანტი მისი ნორმალური გამყოფია. 

მართლაც, რადგან # კომუტანტის ყოველი ელემენტი წარმოადგენს 

სასრული რაოდენობის გარკვეულ კომუტატორთა ნამრავლს, საკმარი- 

სია განვიხილოთ ნებისმიერი ორი თ, ხ ელემენტის კომუტატორი (0,ხ0)6M 

და მისი ნებისმიერი შეუღლებული თ იხ) « ელემენტი. შეგვიძლია 

დავწე როთ: 

#§ 0, ხI)-=ყ9-10 ხ–სიხ= თითი 1ხ-)ყC- იყი ბხ6= 
=(9- 10) ი ხთ "ი 1იყწყ-1ხყ=|თ”, ხ”,I, 

სადაც ი”=ყ“-1ით, ხ”–ყდC-)ხფ. .მივიღებთ, რომ «-I(0, ხ)C ელემენტი 
არის ი”, ხ” ელემენტების კომუტატორი, ე. ი. «-1(0. ხ) C6#, რ.-დ. გ- 

ადვილად შემოწმდება, რომ ზემოთ „მოყვანილი ორი თ დახ ელემენ– 

ტისაგან შექმნილი 3-ჯგუფას C=(ძ, ხ), სადაც ცე?) ხ1ემ=1 და 

ხი=ძ?ჩხ, ცენტრი და კომუტანტი ერთნაირია, კერმოდ 

2=VIC=L1, 03, იზ). 

0 ჯგუფის რომელიმე 4 ქვეჯგუფთან (შესაბამისად ძ ელემენტთან) 

გადანაცვლებად ელემენტთა სიმრავლეს ეწოდება 4 ქვეჯგუფის (შესა– 
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ბამისად თ ელემენტის) ნორმალიზატორი და MV ასოთი აღინიშნება. აღერ- 

ლად შემოწმდება, რომ ყოველი ქვეჯგუფის (ელემენტის!) ნორმალიზა- 

ტორი მოცემული ჯგუფის ქვეჯგუფია, აგრეთვე ყოველი ქვეჯგუფი თა- 
ვისი ნორმალიზატორის ნორმალური გამყოფია. ეთქვათ, C ქვეჯგუფის 

რომელიმე // ქვეჯგუფი შედგება VI), /ი, ·.-, IM, ელემენტთა სასრული 

რიცხვისაგან. მაშინ ჯგუფის ნებისმიერი თ ელემენტის // ქვეჯგუფზე 

გამრავლების შედეგად მიღებული (/7/ სიმრაელე, რომელსაც უწოდე- 

ბენ ჯგუფის მოსაზღვრე კლასს, იქნება: 

6II= (6ჩM,, წჩ,.-.,6,). 

ადვილად შემოწმდება, რომ თუ ორ #,/M/ და წ,I/ კლასს ((5=-/) აქვთ 
ერთი საერთო ელემენტი მაინც, მაშინ ისინი ერთმანეთს ემთხვევიან. 

მართლაც, ვთქვათ, «,Iს)=ჯ/,ჩM9; მაშინ; ვინაიდაჩ #,, /M:6/, მივი- 

ღებთ: 

§,II=#7)I)II =ფ,IM-II=ყ)//- 

ამრიგად, თ ჯგუფის ყოველი ელემენტი ეკუთვნის ერთ და მხოლოდ ეოთ 

გარკვეულ მოსაზღვრე კლასს //-ის მიმართ. 

ჯგუფის დაშლა ქვეჯგუფის მიმართ. ფაქტორ-ჯგუფი. ეთქვათ, მო- 
ცემულია C ჯგუფი და მისი რომელიმე II ქვეჯგუფი. თუ //=C, მაშინ 
C ჯგუფის დაშლას // ქვეჯგუფის მიმართ ექნება სახე C=V//. ვთქვათ, 

IC 0, მაშინ, ცხადია, C ჯგუფში იარსებებს ერთი ისეთი 0ძ ელე- 

მენტი მაინც, რომელიც არ ეკუთვნის MI-ს. განვიხილოთ ნამრავლი თ// 

თუ ახლა / და 0// კლასთა გაერთიანება ემთხვევა 06 ჯგუფს, მაშინ C 

ჯგუფის დაშლა // ქვეჯგუფის მიმართ დამთაგრებულია და ამას ასე აღ- 

ნიშნავენ: 

C=/-+0/!. 

თუ // და თ/I კლასთა გაერთიანება არ ემთხვევა C ჯგუფს, მაშინ 

C6-მი იარსებებს ერთი ისეთი ხ ელემენტი მაინც, რომელიც არ მდე- 

ბარეობს #M და ი” კლასთა M+0ძ#/ გაერთიანებაში. განვიხილოთ ნამ– 

რავლი ხIMI. თუ ახლა #, 07 და ხII) კლასთა გაერთიანება ემთხვევა C 

ჯგუფს, მაშინ C ჯგუფის დაშლა M/ ქვეჯგუფის მიმართ დამთავრებულია 
და ამას ასე აღნიშნავენ: 

0=IM+0MI-+-ხ#ჩMI. 

თუ I/, ძM და ხ// კლასთა გაერთიანება არ ემთხვევა C ჯგუფს, მაშინ 
კიდევ იარსებებს ახალი C/I კლასი, სადაცC ჯგუფის” ელემენტი არ ეკუთ- 

ვნის #, იM და ხM7 კლასთა გაერთიანებას და ა. შ. ამ პროცესს გან- 
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გაგრძობთ მანამ, სანამ მიღებული 0M/I=V/V/, 0/I, ნხI/ კლასთა გაე რთიანება 

არ დაემთხვევა C ჯგუფს. ამრიგად, C ჯგუფის დამლას კლასებად // 

ჰვეჯგეფის მიმართ ექნება სახე: 

C=/I-+იI-+ხ/I-+CIM/ +... (6) 

და მას უწოდებენ 6 ჯგუფის დაშლას #/ ქვეჯგუფის მიმართ მ ა რც.ხე- 

ნა მოსაზღვრე კლასებად. 4, ი, ხ,... ელემენტებს ეწოდება ზე- 

საბამის კლასთა წარმომადგენლები. ცხადია, შეიძლებოდა 60 ჯგუფი 

ანალოგიურად დაგვეშალა /#I ქვეჯგუფის მიმართ მარჯვენა მოსაზღვრე 

კლასებად. ამ (6) დამლაში კლასების რიცხეს // ქვეჯგუფის მიმართ ეწო– 

დება #7 ქვეჯგუფის ინდექსი C ქვეჯგუფში და აღინიშნება (C, //) სიმბო- 

ლოთი. ცხადია, რომ სასრული ჯგუფის ყოველი ქვეჯგუფის ინდექსი სას- 

“რულია უსასრულო ჯგუფის შემთხვევაში შეიძლება გვქონდეს სას– 

= ოლ- და უსასრულოინდექსიანი ქვეჯგუფებიც. ადვილად შემოწმდება, 

რომ უსასრულო რიგის ცეკლური ჯგუფის ყოველი არაერთეულოვანი 

ქვეჯგოფი სასრულინდექსიანია. მაგალითად, ძი ელემენტის მიერ შექმ- 

ნილი უსასრულო რიგის ციკლური 0=(0) ჯგუფის, I/= 10") ქვეჯგუფის 
ინდექსი, რომელიც შექმნილია 09 ელემენტით, უდრის სამს. ასევე ად- 

ვილად შემოწმდება, რომ 5, ჩასმათა ჯგუფის 4, ლუწ ჩასმათა ქვეჯგუ- 

ფის ინდექსი უდრის ოთოს. 

თუ ახლა /1-ით აღვნიმნავო0 ჯგუფის რიგს, #-თი ––/7 ქვეჯგუფის რიგს, 
ხოლო 12,-თი –- 9 ქვეჯგუფის ინდექსს C- ს მიმართ, მაშინ (6) თანაფარ– 

დობის (დაშლის) საფუძველზე, რადგან ყოველ მოსაზღვრე კლასში ელე- 
მენტების რაოდენობა არის /# და სხვადასხვა კლასების რიცხვი არის 7., 

მივიღებთ: 

I1==/1.. (7) 

მაშასადამე,. დამტკიცდა, რომ: მოცემული C ჯგუფის ყოველი /7 ქვე- 
ჯგუფის რიგისა და ინდექსის ნამრავლი უდრის ჯგუფის რიგს. დამტკი– 

ცებული დებულება ლაგრანჟის თეორემის სახელწოდებითაა ცნობილი. 

მიღებული თ) ტოლობიდან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ მო–- 

ცემული ჯგუფის ყოველი ქვეჯგუფის რიგი და ინდექსი გამყოფია ჯგუფის 
რიგისა. აგრეთვე, რადგან ჯგუფის ყოველი ელემენტი ქმნის ციკლურ 
ქვეჯგუფს და ელემენტის რიგი უდრის მის მიერ შექმნილი ციკლური 
ჯგუფის რიგს, დამტკიცებული თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ სას– 

რული ჯგუფის ყოველი ელემენტის რიგი გამყოფია ჯგუფის რიგისა. 

დამტკიცებული თეორემისა და კოშის თეორემის (თუ სასრული ჯგუფის 

რიგი იყოფა ე მარტივ რიცხვზე, მაშინ მას გააჩნია 0 რიგის ელემენტი) 
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დახმარებით მკითხველი ადვილად დაამტკიცებს, რომ ყოველი სასრული 

ჩ-ჯგუფის რიგი /7 არის ი მარტივი რიცხვის რაღაც ხარისხი, ე. ი. /1=/”, 

ლაგრანჟის თეორემა წარმოადგენს ერთ-ერთ ფუნდამეტალურ თეო- 
რემას, რომელსაც დიდი გამოყენება აქვს სასრულ ჯგუფთა თეორიის 

შესწავლის საქმეში. 

ამ მიზნით დავამტკიცოთ სასრულ ჯგუფთა თეორიის ერთ-ერთი მწი- 

შვნელოვანი 

თეორემა · C ჯგუფის ყოველი ძმ ელემენტის შე უუღლებულ ელემენტთა 
რიცხვი უდრის ძ ელემენტის ნორმალიზატორის ინდექსს. 

დამტკიცება. მოცემული ძი ელემენტის ნორმალიზატორი აღვნიშ- 

ნოთ M-ით. ვთქვათ, თ ელემენტის შეუღლებულ ელემენტთა რიცხვი 
უდრის #-ს: 

8. –1.> - _ - _ 
0= 0), წია "ძ–ლა=-ძა, ფთვ 10ყვ=ძშევ..-., 0 10წV.=:0,. 

ადვილად შევნიშნავთ, რომ და, ფე, ·-., § ელემენტები არ ეკუთენის ძ 
ელემენტის V ნორმალიზატორს. ამიტომ C6 ჯგუფის დაშლაში V ქვე- 

ჯგუფის მიმართ უეჭველად იქნება შემდეგი # სხვადასხვა კლასი 

M, Mთლ.Mლ, .-., Mფ.. 
ვაჩვენოთ, რომ C-ს დაშლაში V ქვეჯგუფის მიმართ არ არსებობს სხეა 

ახალი კლასი. დავუშვათ საწინააღმდეგო. ვქთვათ, ამ დაშლაში არსე- 

ბობს კიდევ ერთი სხვა Vხ კლასი მაინც. მაშინ, პირობის თანახმად, ამ 

კლასის ყოველი წხ ელემენტი, სადაც ?76V, ძ ელემენტს გადაიყვანს მის 

ერთ-ერთ შეუღლებულში, მაგალითად ი»-ში. მაშინ მივიღებთ: 

(VIხ)-1ი,ხ= წა !ძთა, 

ხნ“ 1ა-10,ხ= წაით. ხნ 1იხ=წა-10Cთ. 

დთ.ხ-1ი=ძყახ“!, ე. ი. ყ.ნ “16V: 

ეს იმას ნიშნავს, რომ 

/ 
და. =წჩხ, ანუ Mთ=Mხ, რ. დ. გ. – 

დამტკიცებული თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ ჯგუფის ყო 

ქელი ელემენტის შეუღლებულ ელემენტთა რიცხვი გამყოფია ჯგუფის 
რიგისა. თუ ახლა სასრული /'= 0” რიგის 0ი-ჯგუფს დავზლით ერთმა- 

ნეთის შეუღლებულ ელემენტთა თანაუკვეთ კლასებად, მკითხიელა გარ- 
კვეული მოფიქრების შემდეგ ადვილად შეუძლია დაამტკიცოს ი-ჯგუფ- 
თა თეორიის ერთ-ერთი მნიშვნელოვანი 

თეორემა. ყოველ სასრულ ი#-ჯგუფს გააჩნია არატრივიალური ცენტრი. 
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ვიგულისხმოთ, რომ MI ქვეჯგუფ2 0 ჯგუფის ინვარიანტული ქვე- 
ჯგუფია. ადველად დავოწმუნდებით, რომ ამ შემთხვევაში, ყოველი ორი 

მოსა%ღვრე კლასის ნამრავლი (06 ჯგუფის ქვესიმრავლეთა გამრავლების 
თვალსაზრისით) იქნება აგრეთვე გარკვეული მოსაზღვრე კლასი /7/ ნორ- 

მალური გამყოფის მიმართ. მართლაც, ავიღოთ ნებისმიერი ორი თ/ და 

ხM მოსასღვრე კლასი. ვინაიდან /7 ნორმალური გამყოფია, გვექნება: 

იIM -ხII=0ხMM=0იხნ/. (8) 

ამ ტოლობიდან ჩანს ყოველი ორე კლასის გამრავლების წესი. 

კლასთა გამრავლების ოპერაციის მიმართ ერთეულის როლს ასრე- 

ლებს თვითონ // ნორმალური გამყოფი. მართლაც, განვიხილოთ ნების- 

მიერი თCI/ კლასის ნამრავლე IM ნირმალურ გამყოფზე. გვექნება: 

ძი) ·/1=0თII, I .ძ2-=0თIII==თ#MVI. 

ნებეისმიერე ი/M/ კლასის შებრუნებული კლასი იქნება ით “1// კლასი. მარ– 

თლაც, გვექნება: 
ძI.თ-1//=0ძ“!//. 

ადვილად შემოწმდება აგრეთვე, რომ კლასთა ნამრავლესათვის სრულდე- 
ბა ასოციაციურობის კანონი, ე. ი. ნებეისმიერე ით/MI, ხ/7 და C/I სამი კლა- 

სისათვის გვექნება: 0Cჩ · (6/I -CII)=(0Mხ)1)C/I. მაშასადამე, დამტკიცდა, 

როომ 0 ჯგუფის მოსაზოკრე #9, 0/MI, ხM,... კლასთა სიმრავლე, სადაც // 

ნორმალური გამყოფია, კლასთა გამრავლების ოპერაციის მიმართ ქმნის 

ჯგუფს, რომელსაც ეწოდება 0 ჯგუფის ფაქტორ-ჯგუფი // ნორმალე- 
რე გამყოფის მემართ და ალღაენამეება ასე C/ჩI, ე. ი. 

C/IMI=(VI, 0II. ხ//, ...).“ (9) 

რადგან აბელური ჯგუფის ყოველი ქვეჯგუფი ნორმალური გამყოფია, 
ამიტომ შეიძლება განვიხილოთ აბელური ჯგუფის ფაქტორ-ჯგუფი მი– 

სი ყოეელი ქვეჯგუფის მიმართ. 

თუ 0 ჯგუფი სასრულია, მაშინ 06//! ფაქტორ-ჯგუფის რიგი გამყო- 
ფი იქნება ჯგუფის რიგისა. მართლაც, C//I! ფაქტორ-ჯგუფის რიგი ტო- 

ლი იქნება #ჩ/ ნორმალური გამყოფის ინდექსისა 0 ჯგუფის მიმართ. ლაგ- 

რანჟის თეორემის გამოყენებით მივიღებთ, რომ 0//I! ფაქტორ-ჯგუ- 

ფის რიგი უდრის C ჯგუფისა და /7 ნორმალური გამყოფის რიგების შე– 
ფარდებას. მაგალითად, ვინაიდან უსასრულო რიგის ციკლური ჯგუფის 

ყოველი არაერთეულუვანი ქვეჯგუფის ინდექსე სასრულია, ამიტომ უსას- 

რულო ციკლური ჯგუფის ფაქტორ-ჯგუფი მისი არაერთეულოვანი ქვე– 

ჯგუფის მიმართ სასრული რიგის იქნება. 
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ვიცით, რომ 5, ჩასმათა ტვეჯგუფისათვის #ი ლაოწ ჩასმათა ქვეჯგუ- 

ფის ინდექსი 5 ჯგუფში უდრის 2-ს, ამავე დროს „24, ქვეჯგუფი არის 5, 

ჯგუფის ნორმალური გამყოფი. მაშასადამე, 5ი/#, ფაქტორ-ჯგუფის 

რიგი უდრის 2. 

დავამტკიცოთ, რომ ციკლური ჯგუფის ფაქტორ-ჯგუფი ისევ ციკ- 

ლური ჯგუფია. მართლაც, ვთქვათ, C ჯგუფი შექმნილია # ელემენტით 

ე. ი. 0=(7). განვიხილოთ მოცემული ჯგუფის ფაქტორ-ჯგუფი მისი 

რომელიმე „4 =IC%) ქვეჯგუფის მიმართ, ცხადია, ამ C/4 ფაქტორ-ჯგუ- 
ფის რიგი უდრის #-ს ღა მისე ელემენტები იქნება #4, >4, C/, .... 

014 მოსაზღვრე კლასები, რ. დ. გ. 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ არააბელური ჯგუფის ფაქტორ-ჯგუფი ცენ- 

ტრის მიმართ არ შეიძლება იყოს ციკლური ჯგუფი. 

მართლაც, ვთქვათ, არააბელური 6 ჯგუფის ფაქტორ-ჯგუფი მიხი 

2 ცენტრის მიმართ ციკლურია, ე. ი. 

6/7=!I7, თ7, ცფ"7,...,2|. .-(10) 

ავიღოთ C ჯგუფის ნებისმიერი ორი თ და ჩხ ელემენტი. (10) თანა– 

ფარდობის მიზედვით შეგვიძლია დავწეროთ: 

ი=ყხ2, ხ=ყ"72., 

სადაც 2, და 2: ცენტრის ელემენტებია. გვექნება: 

თხ= ყფ2, · წ '2ა= 9 ყს2:2= 8 2:-60'2=ხ ·0, 

რაც პირობას ეწინააღმდეგება, რადგან C ჯგუფი არ იყო აბელური. თუ 

მხედველობაში მივიღებთ. რომ ყოველ სასრულ #-ჯგუფს აქეს არატრი–- 

ვეიალური ცენტრი, მაშინ ამ თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ ყო- 

ველი 0" რიგის ჯგუფი, სადაც 0 მარტივი რიცხვია, აბელურია. 

განსაზღვრა. ორ C და C' ჯგუფს ვუწოდებთ იზომორფულ 

ჯგუფს, თუ მათ ელემენტებს შორის შეიძლება დავამყაროთ ისეთი ურ- 

თიერთცალსახა თანადობა, რომ თუ პირველი ჯგუფის თ, ხ ელემენტებს 

შეესაბამება მეორე ჯგუფის თ”, ჩხ” ელემენტები, მაშინ ძხ ელემენტს უნ- 

და შეესაბამებოდეს თი” ხ” ელემენტი, ე. ი. თუ 

ძ--ათ, „ა 

ხ. ,ხ'. მაშინ ძხ.--–+ძ'ხ'. 

06 დაC” ჯგუფების იზომორფულობას აღნიშნავენ ასე C=C0”. ყოველი 

ორი იზომორფული ჯგუფი, მი უხედავად იმისა, რომ მათში შეიძლება 

15!



განმარტებული იყოს სხვადასხვა ოპერაცია და მათი ელემენტებიც იყოს 

სხვადასხვა, ითვლება ერთნაირ ჯგუფად. 

ადე”ლად დამტკიცდება, რომ თუ C ჯგუფი იზომორფულია C" ჯგე- 

ფისა და C” ჯგუფი იზომორფულია 0” ჯგუფისა, მაშინ C ჯგუფი იზო- 

მორფული ქნება C” ჯგუფისა. მაშასადამე, იზომორფული დამოკიდე- 

ბულება ტრანზიტულია. 

განვიხილოთ იზომორფულ ჯგუფთა მაგალითები. 

1. მეოთხე რიგის 

6=(1, –-1, წ 1 

ჯგუფი გამრავლების ოპერაციის მიმართ, იზომორფულია მატრიცთა 

C ნ ( 1.9 4” 0 0 –“-1 ( C 1) 

- ი ი1)' L =.რC ი) – 10 

ჯგუფის, მატრიცთა გამრავლების ოპერაციის მიმართ. ადვილად შემო- 
წმდება, რომ მოცემულ C და C” ჯგუფთა ელემენტებს შორის არსებობს 

შემდეგი დამოკიდებულება: 
I წ | -1:0 

0 8) – --( ==. 

. (9. . 01 
L“--– 1 0)” თ ი): 

2. მესამე რიგის ჯგუფი, რომელიც შედგება ჯ3.--1-=0 გან ტო- 

ლების 

–_.. 
_ L“? 2 , 2 

ფესვებისაგან, იზომორფულია 45ვ ჩასმათა ჯგუფის ქვეჯგუფისა: 

43=((1), (1 2 3), (1 3 2)). 

3. მთელ რიცხვთა ჯგუფი შეკრების ოპერაციის მიმართ, რომელიც 

შეიძლება განვიხილოთ როგორც უსასრულო რიგის ციკლური ჯგუფი, 

შექმნილი რიცხვი 1-ის მიერ: 

6=(11=L.., ––3, –-2, ––1, 0, 1, 2, 3, ..-1 

და ძ:61 ელემენტის მიერ შექმნილი უსასრულო რიგის ციკლური ჯგუ- 

ფი გამ რავლების ოპერაციის მიმართ 
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C"=(0)=L.., 0-9, ი“?, 0“), 0მ=1, ძ, 09, 07, ...) 

, ი·ზომორფულია. მართლაც, ყოველ # მთელ რიცხვს C ჯგუფიდან შე- 
ვუსაბამოთ თ? ხარისხი მეორე C” ჯგუფიდან; მივიღებთ: 

IL 4<- 01 
, #0) --/9 –<-» 0”1197%, 

71» –-– თ”: 

ანალოგიურად დამტკიცდება, ყოველი ორი ერთისა და იმავე რიგის ცი– 

კლური ჯგუფის იზომორფულობა. 

4. ადვილად დამტკიცდება აგრეთვე, რომ თუ C ჯგუფი და ალგებ- 
რულოპერაციანი C” სიმრავლე იზომორფულია, მაშინ 6” სიმრავლეც 

ჯგუფი იქნება. 
შესაძლოა ჯგუფის მის ქვეჯგუფთან იზომორფულობაც. მაგალითად, 

მთელ რიცხვთა ჯგუფი შეკრების ოპერაციის მიმართ იზომორფულია მის 

ლუწ რიცხვთა ქვეჯგუფისა. ცხადია, რომ ანალოგიურ დებულებას სას– 
რული ჯგუფებისათვის ადგილი არ აქვს. საკითხი იმის შესახებ, თუ მო– 

ცემული / რიცხვისათვის რამდენი არაიზომორფული, ე. ი. რამდენი 
სხვადასხვა #-ური რიგის ჯგუფი არსებობს, საზოგადოდ არაა გადაწყვე- 

ტილი. 

ჰომომორფიზ%ზმი. თეორემა პჰომომორფიზმის შესახებ. CV ჯგუფეს 0“ 

ჯგუფზე ასახვას ეწოდება ჰო მომორფეული ასახვა, თუ C-ს ყო– 

ველ ძ ელემენტს ეთანადება C“–ის გარკვეული თ' ელემენტი, ე. ი. ი–>0ი“ 

და, გარდა ამისა, თანადობიდან 0->0”,, ხ–->ხ!,, გამოდის თანადობა. 

0ხ–>0”' ხ“. 
თუ 0 ჯგუფის C” ჯგუფზე ჰომომორფულ ასახვას აღვნიშნავთ დ 

სიმბოლოთი, ზემოთ ნათქვამიდან მივიღებთ: 

იდ =ძ" და (ძხ)დ =0 ხ”=0დ.ნთ, 
ე. ი. 

(იხ)დ=0ძდ.ხდ. (11) 

C” ჯგუფის ი” ელემენტს ეწოდება თ ჯგუფის ძ ელემენტის სახე, ხოლო. 

ძ ელემენტს ეწოდება ი' ელემენტის წი ნა სახე. როგორც განმარ- 

ტებიდან ჩანს, ჰომომორფიზმის დროს რამდენიმე 

ელემენტს შეიძლება ჰქონდეს ერთი გაოკვე- 
ული სახე, ხოლო სახეს·: შეიძლება ჰქონდეს 
რამდენიმე წინა სახე. 

როგორც ვხედავთ, 0 ჯგუფის C” ჯგუფზე ჰომომორფული ასახვა არაა- 

1ღვ.



ურთიერთცალსახა ასახვა, წინააღმდეგ შემთხვევაში გვექნებოდა ი % ო- 
მორფიზმი. : 

ადვილად დამტკიცდება, რომ დ ჰპჰომომორფული ასახვის დროს ერ- 

თეულოვანი ელემენტი გადადის ერთეულოვან ელემენტმი და შებ- 
რუნებული ელემენტი შებრუნებულ ელემენტში. 

მართლაც), ვთქვათ: 

იდ =0” და 6დ=X”, 

სადაც 6 არის 0 ჯგუფის ერთეული. ვაჩვენოთ, რომ X'=(C”. (11) ტოლო- 

ბის თანახმად, გვექნება: 

0'=0დ-=(ძ.0დ =0დ.6დ=0"X". 

მაშასადამე, X”=(”, სადაც C” არის C” ჯგუფის ერთეული. ა5:ღა დაცამ- 

ტკიცოთ, რომ თუ 

ძთდ =თ”, მაშინ ი-1დ =Cთ”–1, 

ვთქვათ, თ“ 1დ =ყ. გვექნება: 

0'=6თდ =(ძთთ”1)დ =0Cდ ·თ”1დ =:0" · V'. 

მაშასადამე, (== 0 1=(თდ)“1=თ-1დ. 
Cმ ელემენტთა სიმრავლეს, რომლებიც C ჯგუფის C” ჯგუფზე დ 

ჰომომორფიზმის დროს აისახება C” ჯგუფის 2 ერთეულზე, ეწოდება 
დ ჰომომორფიზმის ბირთვი. 

დავამტკიცოთ, რომ 0 ჯგუფის ყოველი დ ჰომომორფიზმის ბირთვი 

არის CV ჯგუფის ნორმალური გამყოფი. 

მართლაც, C ჯგუფის C” ჯგუფზე დ ჰომომორფული ასახვის ბირ- 

თვი აღენიშნოთ //-ით, ე. ი. # არის 6 ჯგუფის იმ ელემენტთა სიმრაე– 

ლე, რომლებიც დ ჰომომორფიზმის დროს აისახებიან C” ჯგუფის ტ 

ერთეულზე. ავიღოთ #I ქვესიმრავლის ნებისმიერი ორი ი და ხ ელემენ- 
ტი. პირობის თანახმად, იდ=6”, ხდ=46”. აქედან მივიღებთ: 

(იხ)დ-==0დ.ხდ =6 6 =6” და ძ“1დ= ,-1= 6”. 

ამრიგად, თხ6/17 და თ-16/I. ამით დამტკიცდა, რომ // ქვესიმრავლე არის 

ქვეჯგუფი. ახლა დავამტკიცოთ, რომ #, არის C ჯგუფის ნორმალური 

' გამყოფი. ვთქათ, ს არის MI ქვეჯგუფის ნებისმიერი ელემენტი, ხოლო 

დკიCთ ჯგუფის ნებისმიერი ელემენტი. 
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ვიგულისხმოთ #Cდ =ჯ”, მაშინ 6. )დ=ყ/'“. ვინაიდან ჩC =C”, გვექნება: 

(C-)/თ)დ=#9 1ი ·ჩდ ·#ჯ=#წ/“ “16. =C”. 
მაშასადამე, #-1ჩV06/I. რ. დ. გ. 

თეორემა. თუ C ჯგუფის C” ჯგუფზე დ პჰომომორფული ასახვის 

ბირთვს აღვნიშნავთ /1-ით, მაშინ ფაქტორი-ჯგუფი Cთ/M იზომორ- 

ფული იქნება C” ჯგუფისა, ე. ი. C//I=>C”, 
დამტკიცება ზემოთ დამტკიცებული დებულების თანახმად, Cდ 

ჰომომორფული ასახვის ბირთვი MI არის 0 ჯგუფის ნორმალერი გამ– 

ყოფი. ვთქეათ, C” ჯგუფიდან აღებული ნებისმიერი 0” ელემენტის ერთ- 

ერთი წინა სახე C-ში არის თ, ე. ი. ძდ==0”. ვინაიდან ყრველა #I6I/ ელე– 
მენტისათვის #Cდ=(#”, გვექნება: 

(იჩ)დ =0დ ·IV =0”0'=0". 

ეს იმას ნიშნავს, რომ C//”/ ფაქტორ-ჯგუფის ძI/ კლასის ყველა ელე- 

მენტი წ ჰომომორფიზმის დროს აისახება ი” ელემენტზე. მეორე მხრიე, 

ქთქვათ, C არის C ჯგუფის ისეთი ელემენტი. რომ Cჯ =06”. დავამტკი- 
ცოთ, რომ 06თ//. გვექნება: 

(თ 1ოდ=0ძ“1ი ·იCდ=0' '1.C<=0' “10 =60'. ე. ი. თ“ 106/7. 

ეთქვათ, 0-1C=/”, მივიღებთ: C=-0ჩ”, ე- ი. C ელემენტი ეკუთვნის ძ// 
მოსაზღვრე კლასს. მაშასაღამე, თუ C ჯგუფის C” ჯგუფზე დ ჰომომორ- 

ფული ასახვის ბირთვი არის // და ძი =0”. მაშინ C ჯგუფის ყეელა იმ 
ელემენტის სიმრავლე, რომლებიც თ ჰომომორფეზმის დროს აისახება 
0” ჯგუფის თი” ელემენტზე იქნება ძ//. აქედან გამოდის, რომ დ ჰომო–- 

მორფიზმის დროს C” ჯგუფის ყოველ ძი! ელემენტს უპასუხებს C/M 

ფაქტორ-ჯგუფის გარკვეული ძ// კლასი და, პირიქით. 0/// ფაქტორ- 
ჯგუფის ყოველ თ0// კლასს უპასუხებს C” ჯგუფის გარკვეული 0“ ელე– 
მენტი: ეს იმას ნიშნავს რომ C/// ფაქტორ-ჯგუფისა და C” ჯგუფის 
ელემენტებს შორის არსებობს ურთიერთცალსახა თანადობა. 

აქედან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ C67//I=>C”, ამით ძირითადი 

თეორემა ჰომომორფიზმის შესახებ დამტკიცებულია. 

§ 16. აბეუელური ვბბუფის დაშლა ქვეჯგუფთა პირდაპირ ვჯამად 

და მასთან დაკავშირებული საკითხები 

როგორც ვიცით. აბელურ ქვეჯგუფებში მოქმედებებისათვის ვსარ– 
გებლობთ ადი ცი უ რი, ანუ ჯამის სახით, ჩაწერით..· ყოველი ორი 

ძ და ხ ელემენტის ჯამი აღინიშნება ასე: «+ 6, ნულოვანი ელემენტი-– 
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0-ი”, ხოლო მოცემული თ ელემენტის შებრუნებული აღინიშნება 

–- 0-თი. 

CV აბელურ ჯგუფს ეწოდება თავის 4), 4: ,,.., 4, ქვეჯგუფთა პიო- 
ღაპირი ჯამი, თუ C ჯგუფის ყოველი XC60 ელემენტი წარმოგვიდგება ა"ე: 

Xლ=რთ)+ძა:L...+ძეი, (1) 

სადაც 0ძ,6/1; ((=1, 2, ..., ,) და ასეთი წარმოდგენა არის ერთადერთი. 

X ელემენტის (1) სახით წარმოდგენის ე რთადერთობა ნიშნავს იმას, 

რომ თუ დავუშვებთ X=0, +ი,+...+იძ,, სადაც ძ, 641, გვექნება: 

ძ,=ძ, ((=1, 2... · 1). 

ვთქვათ, 8 8, .-, 8, მოცემული 06 ჯგუფის ქვეჯგუფებია. 
8I 8: --., 8.) სიმბოლოთი აღვნიშნოთ C ჯგუფის ისეთი #3 ქვესიმრავლე, 

რომლის ყოველი ხ68 ელემენტი შეიძლება ერთი სახით მაინც ჩაიწე- 

როს ხ,, ხია. -.., ნ, ელემენტების საშუალებით, ე. “ი. 

ხ=ხ,+ჩა+...+ხ,, (2) 

რომლებიც შესაბამისად აღებულია 78), #8ე, ...8, ქვეჯგუფებიდან. აღ- 

ვილად შემოწმდება, რომ 8 ქვესიმრავლე 6 ჯგუთის ქვეჯგუფია. ასეთ 

შემთხეევაში ვიტყვით, რომ 8 ქვეჯგუფი შექმნილია 8). 13: ·.-, #8. 

ქვეჯგუფთა მიერ, ე. ი. 
8=(8,. 8.. ·..., 8. (3) 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ყოველი #8, არის 8 ქეეჯგუფის ქვე- 

ჯგუფი. მართლაც, ამისათვის საკმარისია, მაგალითად. ჩი68» ელემენტი 
(2) სახით ასე წარმოვადგინოთ: ხე=0-+ხ-+0-L...+0. სადაც ნულოჟანი 

ელემენტები აღებულია შესაბამისად #8,, „ე, ·... 8, ქეეჯგუფებიდა:. 
ახლა ადვილად დამტკიცდება, რომ თუ 0 ჯგუფი თავის #), 44, ·.·. , 

ქვეჯგუფთა პირდაპირი: ჯამია, მაშინ /„1), „ი, ..., 4 ქვეჯგუფები იქნება 

C ჯგუფის შემქნელები, ე. ი. 
0=L(4,, #V, - #4ი), (4) 

და ყოველი 4; ქვეჯგუფის თანაკვეთა დანარჩენ უ–-..·” 

·»რ» ქვეჯგუფთა მიერ შექმნილ ქვეჯგუფთან შეიცავს მხოლოდ 
ნულოვან ელემენტს, ე. ი. 

წლ ... #, ს რას .... 4ცი4;=0 (:=1, 2. ... /1) (5) 

მართლაც, თუ 0 ჯგუფი არის თავის 4;, 4, -., /#/„ ქვეჯგუფთა ბი ”- 
დაპირი ჯამი, მაშინ, პირობის თანახმად, 6 ჯგუფის ყოველი Xჯ ელემენ- 
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ტისათვის არსებობს (1) წარმოდგენა და ამიტომ ადგილი ექნება (4) თა– 

ნათარდობას. (5) თანაფარდობის მართებულობას მივიღებთ ყოველი 

Xჯ ელემენტის (1) წარმოდგენის ერთადერთობიდან. მართლა„, დავუშ- 

ვათ, რომ (5) თანაკვეთა შეიცავს არანულოვან ჯ ელემენტს. ვინაიდან ჯ 

ელემენტი ეკუთვნის როგორც +„, ისე (4/, --., 4/-ს 4/4ს ·-» რი) ქვე- 
ჯგუფებს, (1) სახით ის შეიძლება, ერთი მხრივ, ასე წარმოვადგინოთ: 

X=0+...+0+0ძ,+0-L...+0, 

ზოლო, მეორე მხრიე, კი ასე: 

X==ძ,+..4+60, )-0+0წკ, ლ.ო შეი. 

ეინაიდან პირობის თანახმად. ყოველი Xჯ ელემენტის წარმოდგენა 

(1) სახით ერთადერთია, გვექნება: თ,=0, ..., ძი; )=0, ძ,=0, 0ძ,,1= 

=0, .... ძ,=0, ე. ი. X=0. შეიძლება დამტკიცდეს პირიქითაც. თუ C 

ჯგუფი შექმნილია „4,, /8ე, ·--· #4 „ ქვეჯგუფთა მიერ და სრულდება (5) 
პირობა, მაშინ C ჯგუფი იქნება ამ „1), /#1ა. -.-, 4, ქვეჯგუფთა პირდაპი- 

რი ჯამი. ამის დასამტკიცებლად საკმარისია დავამტკიცოთ, რომ C ჯგუ- 

ფის ყოველი L ელემენტის წარმოდგენა (1) სახით, სადაც თე, 0», ·.-, მე 

ელემენტები შესაბამისად აღებულია /L. #ჯა, ..., 4,„ ქვეჯგუფებიდან, 

ერთადერთია. 

ამრიგად, ჩვენ მივიღეთ ქვეჯგუფთა პირდაპირი ჯამის ახალე გან- 

საზღვრა. C ჯგუფს ეწოდება თავის „1, /1. --., #ე ქვეჯგუფთა პირდა- 
პირი ჯამი, თუ C ჯგუფი შექმნილია ამ ქვეჯგუფთა მიერ, ე. ი. 

C=I4), ჩა, .·-, #,) და თუ ყოველი /,; ქვეჯგუფის თანაკვეთა დანარჩენ 

4), #9... 4-ს 4;:-ს---ს #4, ქვეჯგუფთა მიერ შექმნილ ქვეჯგუფთან შეი- 

ცავს მხოლოდ წულოვან ელემენტს, ე. ი. სრულდება (5) პირობა. ისეთ 
ჯგუფს, რომელიც არ შეიძლება დაიშალოს თავის ორ ან უფრო მეტ 

არანულოვან ქვეჯგუფთა პირდაპირ ჯამად, დაუშლადი ჯგუფი ეწოდება. 
მაგალითი 1. კომპლექსურ რიცხეთა 0 ჯგუფი შეკრების ოპერაციის 

«იმართ შეიძლება განვიხილოთ როგორც პირდაპირი ჯამი 4 ნამდვილ 
რიცხვთა ჯგუფისა და 8 წარმოსახვით რიცხვთა ჯგუფისა შეკრების ოპე- 
რაციის მიმართ. მართლაც, ყოეელი #66 კომპლექსური რიცხვის წარ- 
მოდგენა C=0+- ჩ/ სახით, სადაც ი64 და ხ!68, არის ერთადერთი. 

მაგალითი 9. ვთქვათ. 7=7ი007 რიგის ციკლური C ჯგუფი, სადაც 90 
და # ურთიერთმარტივი რიცხვებია, შექმნილია თ ელემენტით, ე. ი. 

0=|0). დავამტკიცოთ, რომ 6 ჯგუფი დაიშლება ცი და 00 ელემენტე- 
ბის მიერ შექმნილი 4 =(0ი0) და. 8=(ით) ციკლურ ქვეჯგუფთა პირდა- 
პირ ჯამად. 
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ამოხსნა. ვთქვათ, ხ=0ძ0ძ, მივიღებთ: 0ცხ=#ი000=/10=0. აქედან 

გამოდის, რომ 0ძ ელემენტის მიერ შექმნილი „4 ციკლური ჯგუფის 

რიგი უდრის ი-ს. ანალოგიურად დამტკიცდება, რომ იძ ელემენტის 
მიერ შექმნილი 8 ციკლური ჯგუფის რიგი უდრის იძ-ს. ახლა ვაჩვენოთ, 

რომ ამ ქვეჯგუფთა თანაკვეთა ნულია ე. ი. (00)(00(00)=0. წინააღმდეგ 
შემთხვევაში მივიღებდით, რომ #ძ=-ვთ, ან, რაც იგივეა, (C–-5)0=0; 

ეს კი შეუძლებელია, ვინაიდან 0<#<ძ, 0<§<ი. ახლა დავამტკიცოთ, 

რომ 0 ჯგუფის ყოველი ელემენტი წარმოადგენს /1 და „8 ქვეჯგუფთა 
ელემენტების წრფივ კომბინაციას. როგორც ელემენტარული მათემა- 

ტიკის კურსიდან ვიცით, 0 და ი ურთიერთმარტივი რიცხვებისათვის 
ყოველთვის მოიძებნება ორი ისეთი « და წ მთელი რიცხვი, რომ ადგილი 

ექნება ტოლობას 

90/+/ი90=1. 

აქედან მივიღებთ: 

ი=II(00)-+- (00). 

მაშასადამე, 0=(0) ჯგუფის ყოველი ელემენტი შეიძლება წარმოვად- 

გინოთ როგორც 4=(იძ) და 8=(იი) ქეეჯგუფთა ელემენტების ჯამი 
და ეს წარმოდგენა არის ერთადერთი. 

ზშირად სასარგებლოა ვილაპარაკოთ მოცემულ ჯგუფთა პირდაპირი ჯამის შესა- 

ზებ. ვთქვათ, მოცემულია ნებისმიერი ორი #| და #ი აბელური ჯგუფი, შესაძლებელია 

ისინი ერთიმეორის იზომორფული იჯენენ. C-თი აღვნიშნოთ სიმრავლე (0ძ), ძა) სახის 
ყველა შესაძლო სისტემისა, სადაც ყოველი პირველი და მვორე კომპონენტები შესა- 

ბამისად ელემენტებია #,ე და #: ჯგუფებიდან. C-დან აღებული ყოველი ორი (თს, ი: 
და (თI”, ძ-) სისტემის ჯამი განვმარტოთ ახე: 

(ი), თ-)+(ია, თ: )=(0)+ 0, ძ4–+02:'). 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ სისტემის C სიმრავლე სისტემათა შეკრების ოპერა– 

ციის მიმართ ქმნის აბელურ ჯგუფს. მართლაც, ამ ოპერაციის კომატიციურობა და ასო- 

ციაციურობა ადვილად მიიღება, რადგან მათ ადგილი აქვთ მოცემულ #) და #ე აბელურ 
ჯგუფებში. აქ ნულის როლს ასრულებს სისტემა (0), 02), სადაც 01 და 0» შესაბამისად 

#1: და #8 ჯგუფების ნულებია. (ძ), 02) სისტემის შებრუნებული, ანუ მ-,პირდაპირე, 

სასტემა იქნება (–-0), ––ძ:) სისტემა. ასეთნაირად აგებულ C აბელურ ჯგუფს ეწოდება 

#ე და #ა აბელურ ჯგუფთა პირდაპირი ჯამი. 
ამ განმარტებას აქვს თავისი გამართლება და მნიშვნელობა, რომელსაც აქ არ შე- 

ვეხებით. 
დავამ ტკიცოთ პირდაპირ ჯამთა ზოგიერთი თვისება. 

1. თუ 6 ჯგუფი # ღა 8 ქვეჯგუფთა პირდაპირი ჯამია, ე. ი. 6=0/#-8 და, თავის 

მხრივ, # პირდაპირი ჯამია #)ე და #ე ქვეჯგუფებისა, ხოლო 8 კი პირდაპირი ჯამია 8,, 

ნე და 8ვ ქეეჯგუფებისა, მაშინ C იქნება #,, #ი, 81, 83 და 8ჯ ქვეჯგუფთა პირდაპი– 
რი ჯამი. · 
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მართლაც, ვინაიდან C=#-8, ყოველი (66 ელემენტისათვის შეგვიძლია დავ-- 

წეროთ 

=ძ--ხ, 

სადაც ძი6#, ხ68; ეს წარმოდგენა ერთადერთია. 

ახლა, რადგან #=#)+#3ვგ ღა 8=8)-8.-+8ე, შეგვიძლია დავწეროთ ძ=თI+ 

–+ძა და ხ=ხ)-Lხე:+ხე, სადაც 0თ,6#,, ხ,68,. თ და ხ ელემენტების ასეთი წარმოდგე- 
ნა ერთადერთია. 7 

თუ ძ და ხ ელემენტების მნიშენელობებს ჩავსვამთ (6) ტოლობაში, მაშინ C 

ელემენტი ასე წარმოგვიდგება: 

წ=ძ)+-ძა+ხ1--ხა+ხე, (» 

უნდა ვაჩვენოთ, რომ დ ელემენტის (?) სახით წარმოდგენა ერთადერთია. დავუშვათ, 

რომ 

წ=ძ) +ძა +ხ,ე+ხა”Lხა”, (8). 

სადაც თ, “6#,; და ხ”,68,. ცხადია, რომ” 

ძ=0ძი,) +ძ, და ხ=ხ,ე”+ხეა“ ხე 

ვინაიდან # არის #; და #ე ქვეჯგუფთა ჰირდაჰირი ჯამი თ«=01+ძი და ძ=01 ი” ტო– 

ლობებიდან მივიღებთ: თ,=ძ)!, ძა=ძეა”. 

ახალოგიურად მივიღებთ; ხჯ=ხ,”, ხა=ხა”, ხე=ხვ“. 

ამით დ ელემენტის (7) საბით წარმოდგენის ერთადერთობა დამტკიცებულია. ახალო– 

გიურად დამტკიცდება ეს თვისება ზოგად შემთხვევაშიც. 

2. თუ სასრულ # და 8 აბელურ ჯგუფთა რიგები შესაბამისად არის # და §, მაშინ 
ამ ჯგუფთა პირდაპირი ჯამი აგრეთვე :ქნება სასრული Cიგის C ჯგუფი. ჯგუფი და მისი 

რიგი ი ეტოლება # და 8 ქვეჯგუფთა რიგების ნამრავლს, ე. ი. ი=#.§. 

მართლაც, C ჯგუფის ყოველი X ელემენტი შეიძლება წარმოვადგინოთ ასე: 

X=6-Lხ, (9) 

სადაც 096# და ჩC8; ასეთი წარმოდგენა არის ერთადერთი. ვინაიდან # და 8 ჯგუფების 

რიგები შესაბამისად არის # და §, ე. ი. # და 8 ჯგუფებს აქვს შესაბამისად # და § რაოდე– 
ნობიL ელემენტები, ამიტომ აღვილად შეენიშნავთ, რომ ამ ელემენტთა ყველა შესაძ– 

ლო ჯამ“ მოგეცემს (9) სახის #§ რაოდენობის C ჯგუფის სხვადასხვა ელემენტს, რ. დ. გ. 

3, დავამტკიცოთ, რომ იი რიგის ციკლური ჯგუფი C=(0), სადაც 2 მარტივი 
რიცხვია, დაუშლადია. მართლაც, მოცემული ციკლური ჯგუფის ყველა არანულოვანი 

ქეეჯგუფი იქნება ქვეჯგუფები შექმნილი ი, იძ, ით, ...,იV“ ში და ირ“ 10 ელემენტების 
მიერ. აქედან ჩანს, რომ ასეთი ჯგუფის ყოველი ორი ქვეჯგუფიდან ერთი მათგანი შეი– 

ცავს მეორეს. მაგალითად, იძ ელემენტის მიერ შექმნილი ქეეჯგუფი, რომლის რიგი 

უდრის 8”“1 შეიცავს ჯ7ძ, ..., ი#-10 ელემენტების მიერ შექმნილ ქვეჯგუფებს, რო- 
მელთა რიგებია შესაბამისად ი”, ..., ი. 

ამრიგად, ასეთი ციკლური ჯგუფის არც ერთი ორი არანულოვანი ქვეჯგუფის თანა- 

კვეთა არაა ნულოვანი ქვეჯგუფი; ეს იმას ნიშნავს, რომ მოცემული ციკლური ჯგუფი 

დაუშლადია. 

ანალოგიურად დამტკიცდება, რომ უსასრულო რიგის ციკლური ჯგუფი დაუშლა- 

დია. ა ' 
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ძირითადი თეორემა სასრულშემქმნელიან აბელეურ ჯგუფთა შესახებ მდგომა- 
რეობს შემდეგში. ' 

თეორემა ყოველი არანულოვან სასრულშემქმნელიანი აბელური ჯგუფი იშ- 

ლება სასრული რაოდენობის ციკლურ ჯგუფთა პირდაპირ ჯამად. 

ცხადია, თუ მოცემული ჯგუფი უსასრულოა, მაშინ ერთი პირდაპირი შესაკრები. 
მაინც იქნება უსასრულო რიგის ციკლური ქვეჯგუფი. 

ვიჩაედა5 ეს თეორემა შემდეგ არსად არ გვკირდება, მის დამტკიცებას აქ არ მოვიყ- 

ვანთ?. მკითხეელს, რომელსაც სურს უფრო ღომად გაეცნოს ჯგუფთა თეორიას, მივუ- 
თითებთ სახელმძღვანელოებს: ო. ი. შმიდტისა „#6C»09#%XIIმ29 7000M% LნVიი“ და ა, გ. 
კუოოშისა „(009 Lნ9VიI“. 

§17. რბოლისა და ველის ზოგადი განსაზღვრა. 

მაგალითები. რგოლთა და ველთა იზომორფიზჭზმი 

ჩვენთვის უკვე ცნობილია რიცხვთა ველი და რგოლი. გავეცანით 

აგრეთვე მატრიცთა ალგებრას და ჯგუფის განსაზღვრას. ვნახეთ, რომ 

ჯგუფი წარმოადგენს სიმრავლეს, რომელშიც განმარტებულია ერთი 

ალგებრული ოპერაცია. ალგებრაში და .მათემატიკის სხვადასხვა დარგ- 
ში გვხვდება აგრეთვე ისეთი არარიცხვითი სიმრავლეები, რომლებშიც 
განმარტებულია ორი ალგებრული ოპერაცია. მაგალითად, /- ური რი- 
გის მატრიცთა სიმრავლეში განმარტებულია ორი ალგებრული ოპერა- 
ცია: მატრიცთა შეკრება და გამრავლება, ამასთანავე მატრიცთა გამრა- 
ვლება არაკომუტაციურია. 

განსაზღვრა. სიმრავლეს ორი ალგებრული ოპერაციით-–-შეკ- 

რებითა და გამრავლებით, ე. ი. ისეთ /2 სიმრავლეს, რომელიც ყოველ მის 

ორ ძ, ხ6I ელემენტთან ერთად შეიცავს 0ი+ ხCI ჯამს და იხCI? ნამ- 

რავლს, ეწოდება რგოლი, თუ სრულდება შემდეგი პირობები (აქსიო- 

მები): 

19. # სიმრავლე შეკრების ოპერაციის მიმართ ქმნის აბელურ, ანუ 

ადიციურ, ჯგუფს. 
29. # სიმრავლეში გამრავლების ოპერაციის მიმართ ადგილი აქვს 

ასოციაციურობის კანონს, ე. ი. ბ: სიმრაელის ნებისმიერი სამი ი, ხ და C 
ელემენტისათვის: 

(თხ)62=თ(ხთ. 

ვ9. შეკრებისა და გამრავლების ოპერაციები: ურთიე რთდაკავშირე- 

ბულია დისტრიბუტიულობის კანონით, ე. ი. ## სიმრავლის ნებისმიე- 
რი სამი ძ, ხ და C ელემენტისათვის: 

(ძ–-ხ)ი=ძC-+-ხC, C(ი+-ხ)=C0ძ-LCხ. 

არდა ამისა, თუ კიდევ ყოველი ორი თ და ხ ელემენტისათვის იხ== 
ლედი გამრავლება. ემორჩილება კომუტაციურობის კანონს, მაშინ 

რგოლს კომუტაციური ეწოდება, წინააღმდეგ შემთხვევაში –– არაკო- 

« დაინტერესებულ მკითხველს ამ თეორემის დამტკიცება და მასთან დაკავში– 

რებელი საკითხები შეუძლია ნახოს პროფ. ა. კუროშის ჯგუფთა თეორიის სახელ- 
მძღკანელოში. 
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მუტაციური. მაგალათად, ყოველი რიცხვთა რგოლი კომუტაციურია. 

ადვილად შემოწმდება, რომ #-ური რიგის მატრიცთა სიმრავლე მატ“ 

რაცთა შეკრებისა და გამრავლების ოპერაციების მიმართ ქმნის არაკო“ 

მუტაციურ რგოლს. 

რადგან რგოლი, 19 პირობის თანახმად, მეკრების ოპერაციის მიმართ 

ქმნის აბელურ, ანუ ადიციურ ჯგუფს. ამიტომ #/ რგოლში შეკრების 
ოპე რაციისათვის მართებული უნდა იყოს კომუტაციურობისა და ასოცია- 

ციურობის თვისებები. რგოლში ყოველი ძ ელემენტისათვის უნდა არ- 

სებობდეს ერთი და მხოლოდ ერდი ისეთი „0“ ნულოვანი ელემენტი, რომ 

V-+-0=0--ძ=V. 

შემდეგ, რგოლში ყოველი ძ ელემენტისათვის უნდა არსებობდეს 
ერთი და მხოლოდ ერთი მისი შებრუნებული ისეთი „ი“ ელე- 

მენტი, რომ 

ძ--(C--თ=0 ან -–-ძ+ძ=0. 

აქედან ვღებულობთ: ––ძ ელემენტის შებრუნებული ყოფილა ძ ელე- 
მენტი, ე. ი. ––C–-0ი)=ძ. ახლა, რადგან #/ რგოლი შეკრების ოპერაციის 

მიმართ აბელური ჯგუფია, მოცემულ რგოლში ყოველი ორი თ და ხ 
ელემენტისათვის განტოლებას 

ძ+–X=ხ 

ერთი გარკვეული X=ხ-+(-–-ი) ამონახსნი აქეს, ეს ელემენტი წარმოად– 

გენს ხ და ძ ელემენტთა სხვაობას, ე. ი. 

ხ–-ძ=ხ+C–) (1) 

რგოლის ნებისმიერი ძ ელემენტისათვის და ნებისმიერი ”#>0 მთელი 

რიცხვისათვის მივიღებთ: 

/1C–ძუ)=–-ჩძ. 

მართლაც ჯამის ასოციაციურობისა და კომუტაციურობის კანონების გა- 

მოყენებით დავწერთ: 

M0-MIC-0ე=ძთ+ძ--... +“ძ+C- თ“+-(C-თ“+- „..+LC–0ძ)= 
  

” ”M 

=0+%C-0ი)+თ+C-თ)+ ·-- +C+-C-ძ)=MI0--<-0))=–/.0=90. 

ეს საშუალებას გვაძლევს განვმარტოათ რგოლის ნებისმიერი ელემენ- 
ტის უარყოფითი ჯერადი ელემენტი; სახელდობრ, თუ M>0, ერთ- 
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მანეთის ტოლი /I(-––0) და ––”ძ ელემენტები აღინიშნება ასე: (–V/)თ, 

ე. ი. II(––-–ი)ლ–-)ძ=(C–-/)ძ. 

ისე როგორც ჯგუფის შემთხვევაში. ასოციაციურობის პირობის გა- 

მოყენებით მივიღეთ ელემენტის ხარისხის განსაზღვრა, რგოლისათვი- 

საც გამრავლების ასოციაციურობის კანონის გამოყენებით ყოველი 0ძ 

ელემენტის მთელი /:>9 ხარისხი ასე წარმოგვიდგება: 

იბ=ძ.თ.· · ·თ. 

ადვილად შემოწმდება აგრეთვე, რომ 

ი". ე''-=0M+ (ეM)/= ეM, 

კომუტაციური რგოლის ყოველი ორი თ და ს ელემენტისათვის ად- 

გილი ექნება ტოლობას: 

(ი ხ) M–= 09ჰ)ჩ7”,. (2 

(2 ტოლობა შეიძლება მარტივად განზოგადდეს ნებისმიერი ” 

თანამამრავლისათვის: ' ' 

(ი, Cი ... / M=0)” თე”...0/”. 

რგოლის განმარტების 39 დისტრიბუტიულობის პირობიდან, ნებისმიე- 

რი ჩ# ელემენტისათვის ვღებულობთ: 

(ი,+ძა-...+ი,კ)ხ=ი,ხ-თძახ =...+Vძ,ხ 

და 

ხნ(ძე<-ძა+...+-0ი,)=ხ0C,+ ხია 1-...-I-ხ0,. 

ამ ორი ტოლობის გაერთიანებით რგოლის ელემენტებისათვის ადვი- 

ლად მივიღებთ შემდეგ ტოლობას: 

(თ-–+–- ძა+...--0,)(0,4+-ხა-L... + ხე)= 

=0ძ0,ხ1+ძ,ხა+L-...+ძეხა+ძახ,--... წხ. (3) 

როგორც საშუალო სკოლის კურსიდან არის ცნობილი, (3) ტოლობა 

გამოხატავს მრავალწევრის მრავალწევრზე გამრავლების წესს. ”შემ- 
დეგისათვის ვიცოდეთ: თუ აღმოჩნდა, რომ ელემენტთა მოცემული სიმ- 

რავლე ქმნის კომუ ტაციურ რგოლს, მაშინ მისი ელემენტთა ჯამების ნამ- 

რავლი გამოისახება (ე) ფორმულით. ადვილად შე”იძლება დამტკიცდეს 

რომ დისტრიბუტიულობის კანონით დაკა:შირებულია აგრეთვე გამო- 

კლება და გამრავლება, ე. ი. 

C(ძი–––ხს)=C0--იCხ და (C– ხ)20=:0C–-ხC.



მართლაც, როგორც ვიცით, რგოლში ადგილი აქვს შემდეგ ტოლო- 

'” ხ--(თ––ხ)=0თ. 

ამ ტოლობის ორივე მხარე მარცხნიდან გავამრავლოთ C-ზე, გვექნება: 

0C|ხ+(თ––ხ))=0თ. 

თანახმად ჯამისა და ნამრავლის დისტრიბუტიულობის თვისებისა, მი- 

ვიღებთ: 

Cხ--0(თი––ხ)=C60. 

ეს იმას ნიშნავს, რომ 6C(თ-–ნ) ელემენტი არის C0 და Cხ ელემენტთა, 
სხვაობა, ე. ი. 

C0(0––ხ)=C0C–-0ხ. (4 

ანალოგიურად დამტყიცდება, რომ 

(ძთ––ხ)C=0ძC-–-ხი. (5) 

(4) და (59) ტოლობებიდან მივიღებთ, რომ თუ რგოლის ნებისმიერი ორი 

ელემენტის ნამრავლში ერთ-ერთი თანამამრავლი ნულია, მაშინ ნამრა- 

ვლი ნულია. 
მართლაც. განვიხილოთ ნამრაელი 0.0. მაშინ. თანახმად (4): თანა- 

ფარდობისა, რგოლის ნებისმიერი + ელემენტისათვის შეიძლება დაე- 

წეროთ: 

ი:0= ძ(L-–-ე)=0X-–-0X=9. 

ანალოგიურად, (5) თანაფარდობის გამოყენებით დამტკიცდება, რომ 

0ძ=:0. 

ამ თვისებათა მიხედვით რგოლისათვის დამტკიცდება. გამრავლებათა 

შემდეგი წესები: 

(–ი)ხ=-–0ნხ, იC-–ხ)=-–-იძის, (C–ი)(–-ხ)=0ხ. 

მართლაც, დავამტკიცოთ პირველე და მესამე ტოლობები: 

(––ი)ხ=(0––ი):·0ხ=:0.ხ--იხ=0–ისხ=–-იხ, 

(–-0)--0)=--I0C–-ხ))=–-–-იხ)=ინ. 

როგორც ვხედავთ, რგოლის ელემენტებზე მოხდენილ ალგებრულ 
ოპერაციებს აქვს მრავალი ისეთი თვისება როგორიც ჩვეულებრივ 
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რიცხვებზე მოხდენილ ალგებრულ ოპერაციებს, მაგრამ არ შეიძლება 

იმის თქმა, რომ რიცხვებზე ჯამისა და გამრავლების ყველა თვისებას ად- 

გილი აქვს ნებისმიერი რგოლისათვის. 

მაგალითად, ცნობილია, რომ თუ ორი რიცხვის ნამრავლი უდრის 

ნულს, მაშინ ერთ-ერთი მათგანი მაინც უდრის ნულს. 

ამ წესს ადგილი არ აქვს ნებისმიერი რგოლისათვის. 

მართლაც, მე-2 რიგის მატრიცთა რგოლიდან, თუ ავიღებთ შემდეგი 

სახის ორ არანულოვან მატრიცას: 

4 (+ 00 

00 
მათი ნამრავლი #.8-( 0 ი )=9 ნულოვანი მატრიცაა. მაშა- 

სადამე, არარიცხვითი რგოლისათვის შესაძლებელია, რომ 4 #:-0, 890, 

მაგრამ მათი ნამრავლი 47#M=0. 

# რგოლის ნულისაგან განსხვავებულ ისეთ ორ „> და /3 ელემენტს, 
რომელთა ნამრავლი უდრის ნულს, ეწოდება ნულგამყოფი ელემენტები 
ან ნულგამყოფი; ამასთან, 4-ს ეწოდება მარცხენა ნულგამყოფი ელე- 

მენტი, ხოლო /8-ს კი –-– მარჯვენა ნულგამყოფი ელემენტი. 

თუ I რგოლში ნებისმიერი 4 ელემენტისათვის არსებობს ისეთი 

ლთ, ელემენტი, რომ 

4ძ,ლ=#4, 

მაშინ ასეთ 6, ელემენტს ეწოდება რგოლის მარჯვენა ერთეული. აგრეთ- 

ვე, თუ # რგოლში ნებისმიერი #4 ელემენტისათვის არსებობს ისეთი 

გ; ელემენტი, "რომ 

60,-4=4, 

მაშინ 0, ელემენტს ეწოდება რგოლის მარცხენა ერთეული. ცხადია, 
რომ კომუტაციურ რგოლში მარცხენა და მარჯვენა ერთეულები ერთ- 

მანეთის ტოლია. აგრეთვე შეიძლება რგოლში სრულიად არ არსებობ- 
დეს არც მარჯვენა და არც მარცხენა ერთეული. მაგალითად, ლოწ რიცხ- 

ვთა სიმრავლე ქმნის რგოლს, მაგრამ რიცხვი 1 (რგოლის ერთეული) 

ლოაწ რიცხვთა სიმრავლეში არ შედის. შეიძლება აღმოჩნდეს, რომ რგოლ- 

ში არსებობდეს მარჯვენა ერთეული, მაგრამ არ არსებობდეს მარცხე- 

ნა ერთეული ან,. პირიქით. მაგალითად, განვიხილოთ მეორე რიგის 

(§ 9) 
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სახის მატრიცთა სიმრავლე. ადვილად შემოწმდება, რომ ასეთი სახის 

მატრიცთა სიმრავლე ქმნის რგოლს. ამ რგოლისათვის ყოველი 

(95) 
მატრიცა იქნება მხოლოდ მარცხენა ერთეული. მართლაც. 

(9 9)(59)-(5ი). 
როგორც ამ მაგალითიდან ჩანს, რადგან 2 ნებისმიერი რიცხვია, რგოლს 

შეიძლება ჰქონდეს რამდენიმე მარცხენა ერთეული. ადვილად შემოწმ- 

დება, რომ განსახილველ რგოლში მარჯვენა ერთეული არ არსებობს. 

თუ რგოლში ერთდროულად არსებობს მარჯვენა და მარცხენა ერ- 

თეულები, მაშინ ისინი ერთმანეთის ტოლია და ასეთ რგოლში საზოგა- 

დოდ არის მხოლოდ ერთი ერთეული. 

მართლაც, განვიხილოთ რგოლის მარცხენა და მარჯვენა ერთეულთა 

ნამრავლი: 67,.6,. მივიღებთ შემდეგ ორ ტოლობას: 

6,'6,=6, და 6,.:6,=-C/. 

მაშასადამე, 6,=6,. ამრიგად, ამ შემთხვევაში რგოლში არის მხო- 
ლოდ ერთი ერთეული, რომელიც აღინიშნება 6 ასოთი. 

ვთქვათ, მოცემულია რგოლი 6 ერთეულით. თუ რგოლის ძ ელე- 
მენტისათვის არსებობს ისეთი ი, ელემენტი, რომ თძი,=0, მაშინ ძ, 

ელემენტს ეწოდება თ ელემენტის მარჯვენა შებრუნებული ელემენტი; 
ხოლო, თუ თ ელემენტისათვის არსებობს ისეთი 0, ელემენტი, რომ 
0,0=(. მაშინ ძი, ელემენტს ეწოდება ძი ელემენტის მარცხენა შებრუ- 
ნებული ელემენტი. ისე როგორც ჯგუფის შემთხვევაში, რგოლისათვი– 
საც ასოციაციურობის კანონის გამოყენებით ადვილად შემოწმდება, 
რომ, თუ ძ ელემენტისათვის არსებობს როგორც მარჯეენა, ისე მარცხე- 
ნა შებრუნებული ელემენტი, მაშინ ისინი ერთიმეორის ტოლია, ე. ი. 

0,=0,. ასეთ ელემენტს თ ელემენტის შებრუნებულ ელემენტს უწო- 
დებენ და მას ი“! სიმბოლოთი აღნიშნავენ. ადვილად შემოწმდება აგ- 

რეთვე, რომ თუ რგოლის. რომელიმე ი ელემენტს გააჩნია შებრუ- 
ნებული, ის მხოლოდ ერთადერთია. 

თუ 0 არის ნულგამყოფი ელემენტი, მაშინ ძი-სთეის არ იარსებებს 

შებრუნებული ელემენტი. 
მართლაც, ვთქვათ, თ ელემენტს გააჩნია შებრუნებული ელემენტი 
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და ძი არის მარჯვენა ნულგამყოფი ელემენტი, მაშინ რგოლში იარსებებს 
ნულისაგან განსხვავებული ისეთი ხ ელემენტი, რომ 

ჩი-=0. 

მართლაც, ტოლობის ორივე მხარე მარჯვნიდან გავამრავლოთ ითი“ -ზე, 

მივიღებთ: 

ჩ(იი“!)=:(ჩი)ი“!–-0ი0-1=0. ე. ი. 0-0, 

რაც ეწინააღმდეგება დაშვებას. 

რგოლის ისეთ ქვესიმრავლეს, რომელიც თავისთავად ქმნის რგოლს 

რგოლში განმარტებული ოპერაციების მიმართ, ქვერგოლი ეწოდება. 

ადვილად დავამტკიცებთ, რომ I რგოლის / ქვესიმრავლე მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ არის ქვერგოლი, როცა //-დან აღებული ყოველი ორი 

ძ, ხ ელემენტის: 1) სხვაობა C––ხ და 9) ნამრავლი 00 ეკუთვნის ისევ/# 

ქვესიმრავლეს, 
მართლაც, როცა 0=ხ, მაშინ 1-ლი პირობის თანახმად. ვღებულობთ 

ძი--0=0, ე. ი. ნულოვანი ელემენტი შედის /V-შძი. დავუშვათ 0=0: 

იმავე 1-ლი პირობის თანახმად, გეექნება: 0-–-–ხ=––ჩCV!. ე. ი. ყოველ 

ხ ელემენტთან ერთად /M შეიცავს მის შებრუნებულსაც. ახლა 1-ლ პი- 
რობაში ხ შევცვალოთ –-ხ-თი, გვექნება: 0ი--C-ხ)=0--ხ6VV. 

ამრიგად, მივიღეთ, რომ /I ქვესიმრავლე შეკრების ოპერაციის მი- 

მართ ქმნის ჯგუძ:ს. ახლა, რადგან მე-2 პირობის თანახმად // ჩაკეტი- 
ლია გამრავლების ოპერაციის მიმართ, დამტკიცდა, რომ რგოლის ყო- 

ველი /I ქვესიმრავლე, რომლისათვისაც სრულდება 1-ლი და მე-2 პი- 

რობები, ქმნის ქვერგოლს. 

· რგოლის ქვე რგოლთა შორის აღსანიშნავია იდეალი, რომელიც ასეა 
განმარტებული: /? რგოლის /V ქვესიმრავლეს ეწოდება იდეალი, კერ- 

ძოდ მარჯვენა იდეალი, თუ: : 

19. ყოველი 0,ხ6// ელემენტის სხვაობა 0ი--ხ6VM და „_ 

29. ყოველი ძ6/VM, #62 ელემენტთა ნამრავლი იძ” 6/V!. 

MI ქვესიმრავლეს ეწოდება მარცხენა იდეალი, თუ მე-2 პირობის ნა- 
ცვლად სრულდება: /#.06/I. ქვესიმრავლეს ეწოდება ორმხრივი იდეა- 
ლი, თუ ის ერთდროულად არის როგორც მარჯვენა, ისე მარცხენა იდეა–- 
ლი. ცხადია რომ კომუტაციური რგოლისათვის ყოველი მარჯვენა იდეა- 

ლი ამავე დროს მარცხენა იდეალია. მაგალითად, მთელ რიცხვთა რგოლ- 
ში ლაოწ რიცხვთა ქვესიმრავლე ქმნის იდეალს. რგოლის ნულოვანი ელე- 
მენტი ქმნის ერთ „0“ ელემენტისაგან შემდგარ იდეალს, რომელსაც 
ნულოვანი იდეალი ეწოდება. თვითონ რგოლი წარმოადგენს იდეალს, 

რომელსაც ერთეულოვან იდეალს უწოდებენ. იდეალი რგოლთა თეო- 
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რიაში დიდმნიშვნელოვან როლს ასრულებს, ის შეიძლება შევადაროთ 

ნორმალურ გამყოფს ჯგუფთა თეორიაში. 

მაგალითები. 

1. ადვილად შემოწმდება რომ /-ური რიგის მატრიცთა რგოლში 

დიაგონალურ მატრიცთა სიმრავლე ქმნის ქვე რგოლს. 

2. შევამოწმოთ, რომ (თ, ხ) სახის წყვილთა სიმრავლე, წყვილთა შე– 

კრებისა და გამრავლების ოპერაციის მიმართ, რომლებიც შესაბამისად 
ასეა” განმარტებული: 

(ი, ხ)+(C, ძ)=(ი--0, ხ+-“, 

(ი, ჩ)-(C, ძ)=(0, C ხს, ძ), 

ქმნის რგოლს, სადაც ნულის როლს ასრულებს (0, 0) ნულოვანი 

წყვილი, ხოლო ერთეულის როლს ასრულებს (1, 1) ერთეულოვანი 

წყვილი. ამ რგოლს გააჩნია ნულგამყოფი ელემენტები. მაგალითად, 
(ი, 0) და (0, ხ) ნულგამყოფი ელემენტებია. 

3, ნაშთთა კლასი /-ის მოდულით. მთელ რიცხვთა სიმრავლე დაეყოთ, 

კლასებად შემდეგი წესით: პირველ კლასში მოვათავსოთ ყველა ის რიცხ- 

ვი, რომლებიც უნაშთოდ იყოფა /-ზე. მეორე კლასში მოვათავსოთ ყვე- 
ლა ის რიცხვი, რომლებიც /I-ზე გაყოფის შედეგად ნაშთში გვაძლევს 1-ს 

და ა. შ. სულ მივიღებთ ჩ სხვადასხვა კლასს. მიღებული კლასები 

შესაბამისად აღვნიშნოთ 0, 1, 2, –” M--1, სიმბოლოებით. ცხადია, 

ყოველი მთელი რიცხვი მოთავსდება ერთ რომელიმე გარკვეულ კლასში 

/-Cს მოდულით. მაგალითად, /1=6 მოდულით რიცხვები 14 და 26 მოთავ- 

სდება 2 კლასში. კლასებზე შეკრებისა და გამრავლების ოპერაცია ასე 
განვსაზღვროთ: ყოველი ორი კლასის ჯამი ვუწოდოთ ისეთ მესამე კლასს, 
რომელშიც მოთავსდება შესაკრები კლასებიდან აღებული ნებისმიერი 

ორი რიცხვის ჯამი. ანალოგიურად განისაზღვრება ორი კლასის ნამრავლი. 
ადვილად შემოწმდება, რომ #-ის მოდულით ნაშთთა კლასი, კლასთა შე- 
კრებისა და გამრავლების ოპერაციის მიმართ ქმნის /”-ელემენტიან, ანუ 

”-ური რიგის კომუტაციურ, რგოლს, სადაც ნულოვანი ელემენტის 

როლს ასრულებს 0 კლასი, ხოლო ერთეულის როლს ასრულებს 1 კლა- 
სი. მაგალითად, ადვილად შემოწმდება, რომ ნაშთთა კლასი 6-ის მოდუ- 

ლით 0, 1, 2, 3, 4, 5 ქმნის სასრულ ექვსელემენტიან კომუტაციურ 

რგოლს. კლასთა 'ქვესიმრავლე 9. 2. 4 კი ქმნის მის ქვერგოლს. 
ახლა განვიხილოთ ისეთი რგოლი. ' რომელშიც განმარტებულია 

გამრავლების შებრუნებული ოპერაცია –– გაყოფა. 
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განსაზღვრა. ისეთ რგოლს, რომელშიც ყოველი მისი ორიი და 

ხ(ი%0) ელემენტისათვის იX= წხ და ყი= ს განტოლებებს ერთი ამო- 

ნახსნი „მაინც აქვთ, ველი ეწოდება. 

ეელს, რომელშიც გამრავლების ოპერაცია არაკომუტაციურია, 

ხშირად ტანს უწოდებენ, ხოლო ველს, რომელშიც გამრავლების ოპე- 

რაცია კომუტაციურია, ჩვეულებრივად ველს უწოდებენ. 
განსაზღვრიდან გამომდინარეობს, რომ»ყოველ ველს გააჩნია ერთი 

ერთეული მაინც (მაგალითად, 0X=0ძ0 განტოლების ამონახსნი) და ვე- 

ლის ნებისმიერ თ%0 ელემენტს გამრავლების მიმართ გააჩნია ერთი შე- 
ბრუნებული ელემენტი მაინც (მაგალითად, ითიX=6 განტოლების ამო- 

ნახსნი). 

ცხადია, რომ ყოველი კომუტაციური ველი ამავე დროს კომუტაციუ- 
რი რგოლია, ამიტომ შეიძლება ითქვას, რომ ველი ეწოდება ისეთ კომუ- 

ტაციურ რგოლს, რომელშიც ყოველი ორი ძი და ხ ელემენტისათვის იX 

=ხ განტოლებას, როცა 0550, ერთი ამონახსნი მაინც აქვს. 

კომუტაციურ ველში გაყოფა შეიძლება განვსაზღვროთ როგორც 

გამრავლების შებრუნებული ოპერაცია. 

მართლაც, როცა ძთ58%0, განტოლებებს: 

ძთძX=ხ და Xძი=ხ 

კომუტაციურ ველში აქვს ერთი და იგივე ამონახსნი 

X=ძ )ხ=ხ0“1. 

ამ ამონახსნს უწოდებენ ხ ელემენტის ი-ზე განაყოფს და აღნიშნავენ 

ხ , 
–- სიმბოლოთი, ე. ი. 
ძ 

=ძ 1ხ=ხთ-!). 

ლ 
Iღ
- 

აქედან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ ყოველ კომუტაციურ ველს 

გააჩნია ერთადერთი ერთეული და ველის ყოველი 0%0 ელემენტის 

მარჯვენა და მარცხენა შებრუნებული ელემენტები ტოლია. 

მაშასადამე, კომუტაციურ ველში შეკრების, გამოკლების, გამრაე- 

ლებისა და გაყოფის ოპერაციები სრულდება და ისიც ცალსახად. 

განვიხილოთ ახლა არაკომუტაციური ველი, ანუ ტანი. ვინაიდან 

ყოველ ველს “გააჩნია ერთე ულოვანი ელემენტი, ადვილად დამტკიცდება, 
რომ ტანის მარჯვენა ერთეული უდრის მარცხენა ერთეულს, ე. ი. ტან- 
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საც გააჩნია ერთადერთი ერთეული. ამის დამტკიცება, შეიძლება ისე 

როგორც ეს ჩვენ რგოლის “შემთხვევაში გავაკეთეთ. 

ახლა, ვთქვათ, ტანის რომელიმე ძი ელემენტისათვის ი, არის მარ- 

ჯეენა შებრუნებული ელემენტი, ხოლო 0, მარცხენა შებრუნებული 

ელემენტი, ე. ი. 

00,=6, 0,0=-6. 

განვიხილოთ ძი,0იი, ელემენტი. ასოციაციურობის თვისების გამოყენე- 
ბით მივიღებთ მემდეგ ორ ტოლობას: 

0,(ძი,)=ძ,6=0, და (0,0)ძ,=60ძ,=0,. 

ამრიგად, 0,=0,ჯ;ეს იმას ნიშნავს, რომ ტანის შემთხვევაშიც ყო- 

ველი თ ელემენტის მარჯვენა შებრუნებული ელემენტი უდრის მარ- 
ცხენა შებრუნებულ ელემენტს. ველში. ნულისაგან განსხვავებულ ყო– 

ველ ელემენტს, რომ მხოლოდ ერთი შებრუნებული ელემენტი აქეს, 
ცხადია. 

მაშასადამე, ყოველ ველს გააჩნია მხოლოდ ერთი ერთეულოვანი 

ელემენტი, რომელიც 06 ასოთი აღინიშნება, და ველის ნებისმიერ ნული- 

საგან განსხვავებულ თ ელემენტს, გააჩნია მხოლოდ ერთი გარკვეული 

შებრუნებული ელემენტი, რომელიც 0“! სიმბოლოთი _აღინიშნება. 
ამრიგად, თუ ძ%0 ველის ნებისმიერი ელემენტია, გვექნება: 

00=0ძ0=ძ, ძ“1.ძ=0ძ.ძ” 1=6. 

შევნიშნოთ რომ ტანში, ე. ი. არაკომუტაციურ ველში იX=ხ და 

ყი=ხ განტოლებათა ამონახსნი საზოგადოდ სხვადასხვაა. 

უბრალო ჩასმით დავრწმუნდებით, რომ ი“!ხ არის ძიძL=ხ განტოლე- 

ბის ამონახსნი, ხოლო ხი“! არის ყძ=ხ განტოლების ამონახსნი. ახლა, 

რადგან საზოგადოდ ველი არაკომუტაციურია, ე. ი. საზოგადოდ 

ი“ხ# ხი“), ამიტომ არაკომუტაციურ ველში ხ და 0 ელემენტების შე– 

თარდებისათვის არ შეიძლება ვისარგებლოთ ნ სიმბოლოთი, 
ძ 

ადვილად დამტკიცდება, რომ როგორც კომუტაციურ, ისე არაკო- 

მუტაციურ ველში არ არის ნულგამყოფი ელემენტები. 

მართლაც, ვთქეათ 0. ხ=0 და 00. ტოლობის ორივე მხარე მარცხ- 

ნიდან გავამრავლოთ ი“! ელემენტზე. ერთი მხრივ, მივიღებთ (ი“!ი)ხ--. 

=6ხ=:ხ, ხოლო, მეორე მხრიე, 

ი“1(თხ)=0“1.0=0, ე. ი. ხ=0. 
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მაშასადამე, ჟოველ ველში, თუ ორი ელემენტის ნამრავლი უდრის ნულს, 

მაშინ ერთ-ერთი მამრავლი მაინც უნდა იყოს ნული. 

აქედან მივიღებთ, რომ ყოველ ველში ტოლობა შეიძლება შეიკვე- 

ცოს ნულისაგან განსხვავებულ საერთო მამრავლზე. მართლაც, ვთქვათ: 

ი2=ხC და C#0, მაშინ (თ-–-ჩხ)0C=-0, 

საიდანაც 

ძ–-0-:0, ე. ი. ძ=ხ. 

ახლა, რადგან ყოველ კომუტაციურ ველში შეფარდება + (სადაც 

ხ5=-0) გვესმის როგორც 0. წხ“) სახის ნამ რავლი, ადვილად შეიძლება დამ- 

ტკიცება, რომ ყოველ კომუტაციურ ველში მართებულია წილადებზე 

მოქმედებათა ჩვეულებრივი წესები. სახელდობრ: 

9:-% მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა იძ=სი, 
ხ ძ 

4 ++45._ 20290C%. რეკრების წესი), 

+ “–=> (გამრავლების წესი), 

+ _– (გაყოფის წესი), 

ო–-+ (ნიშნის წესი). 

დავამტკიცოთ პირველ და მეორე თანაფარდობათა მართებულობა. 

პირველი თანაფარდობის დასამტკიცებლად გავამრავლოთ ტოლობის 

ორივე მხარე ხძ-ზე, მივიღებთ: 

9 ხყ-- 9 „ხქ ა (+- )4- )4-ნ(--4), 
ხ ძ 

(ი-ნ“!)ძ=ჩ(იძ-1.ძ); 
მაზასადამე. იძ=-ხC. შებრუნებით, ვთქვათ იძ=ხჩი, ამ ტოლობის ორი- 

ეე მხარე გავამრავლოთ ხ“I(('!-ზე, მივიღებთ: 

იძ.ხ-1ძ-1=ხლის-!ძ-), იხ-).ძძ-!=-იხხ-!ძ-!, 

აქედან ძხ“1=- =0ძ-). მაშასადამე, --=-, რ. დ. გ. 
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შეკრების წესის დასამტკიცებლად მეორე ტოლობის ორივე მხარე 

გავამრავლოთ ხძ-ზე და ვისარგებლოთ დისტრიბუტიულობის კანონით. 

მივიღებთ 

(++ +) ხძ: = 0025. ჩძ=იძ–-ინ, 

(+ ++) ხძ=იძ-–-ის. 
ხ ძ 

ახლა მიღებული ტოლობის ორივე მხარე გავამრავლოთ (ხძ)“1-ზე, 
მივიღებთ: 

0ძ_ + § – 0ძ-+-იხ 

ხ ძ ხძ 

ანალოგიურად, მკითხველს შეუძლია შეამოწმოს წილადებზე მოქ- 

მედების დანარჩენი წესები. 
განსაზლვრა. ველის ისეთ ქვესიმრავლეს. რომელიც ველში 

განმარტებული ოპერაციების მიმართ ქმნის ველს. მოცემული ველის 

ქვეველი ეწოდება. : 
ჩვენთეის ცნობილია რიცხვთა ველის ზოგიერთი ქეეველი. ცხადია, 

რომ ველის ყოეელი ქვესიმრავლე არ ქმნის ქვეველს. მაგალითად, რა- 

ციონალურ რიცხვთა ველის ქვესიმრავლე –– მთელ რიცხეთა სიმრავ- 

ლე –– არ ქმნის ქვეეელს. შესაძლებელია, რომ რგოლის ქვესიმრავ- 

ლემ შექმნას ეელი. 

მაგალითად, კომპლექსურ რიცხვთა რგოლის ქვეველებად შეიძლება 

მივიღოთ რაიცონალურ და ნამდვილ რიცხვთა ველი. 

მაგალითები. 

1. ყველა რიცხვთა ველი კომუტაციურია. 

2. ადვილად შემოწმდება, რომ ყელა M-ური რიგის არაგანსაკუთრე- 

ბულ მატრიცთა სიმრავლე ქმნის არაკომუტაციურ ველს, ე. ი. ტანს. 

ხოლო ყველა #- ური რიგის სკალარულ მატრიცთა სიმრავლე ქმნის კო- 

მუტაციურ ველს. რომელიც, თავის მხრიე. /-ური რიგის არაგანსაკუთ- 

რებულ მატრიცთა ველის ქვეველია. 
3. ( · ხ ) სახის. მეორე რიგის არაგანსაკუთრებულ მატრიცთა 

_- ი · 

  

სიმრავლე. სადაც ი და ხ ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვებია, ქმნის კო- 

მუტაციურ ველს. 
მართლაც, რომ ავიღოთ აღნიშნული სახის ნებისმიერი ორი მატრიცა 

'ძ, ხ, ) , ( რთ ხ. ) 
და 

(% 01 –-ხა თა 
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ადვილად დავ რწმუნდებით, რომ მათი ჯამი, სხვაობა, ნამრავლი და შე– 

ფარდება ისევ ( ს ს) სახის მატრიცა, ხოლო ნამრავლი კომუ- 

ტაციურია., აქ ნულის როლს ასრულებს მეორე რიგის ნულოვანი მატრი- 
ცა, ხოლო ერთეულის როლს, მეორე რიგის ერთეულოვანი მატრიცა: 

4. როგორც უკვე ვიცით (გვ. 167), ნამთთა კლასი M-ის მოდულით 
კლასების შეკრებისა და გამრავლების ოპერაციის მიმართ ქმნის რგოლს. 
ადვილად შეიძლება შევნიმნოთ, რომ აღნიშნულ კლასთა რგოლს, როცა 
M შედგენილი რიცხვია, ექნება ნულგამყოფი ელემენტები და ამიტომ 

არ შექმნის ველს. მაგალითად, ნაშთთა კლასში 6-ის მოდულით 2%0, 

3>+0, მაგრამ 2.3=-0ი, ე. ი. 2 და 3 ნულგამყოფი ელემენტებია. 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ნაშთთა კლასი ი მარტივი მოდუ- 
ლით ქმნის ველს. მაგალითად, განვიხილოთ ნაშთთა კლასი 5-ის მოდუ- 

ლით, მივიღებთ კლასთა შემდეგ სიმრავლეს 

(0, 1, 2, 3, 4I. 

აჭ 2 კლასის შებრუნებული გამრავლების ოპერაციის მიმართ არის ისე- 

თი X კლასი, რომელთანაც 92-ის ნამრავლი გვაძლევს 1 კლასს. . ე. ი. 

2- X=1. მივიღებთ Xჯ=3. 

ორ I? და #ჯ” რგოლს ეწოდება იზომორფული, თუ მათ ელემენტებს 
შორის შეიძლება დავამყაროთ ისეთი ურთიერთცალსახა თანადობა, რომ 

თუ # რგოლის ძ და ხ ელემენტებს ეთანადება შესაბამისად მეორე #2“ 
რგოლის ი” და ხ” ელემენტები, მაშინ (თ+ხ)-ს უნდა ეთანადებოდეს 

ი'+ხ., ხოლო თხ-ს კი იხ“, ე. ი. 

ი.“--ძ , მაშინ ი+ნ--– ი -“+-ჩ', 

ხ-– 0M<-–+ თი'ხ'. 

როგორც ჯგუფის შემთხვევაში, # და #” რგოლთა იზომორფულობა 

ასე აღინიშნება: I2=>/ი”. ადვილად შემოწმდება, რომ რგოლთა იზომორ- 

ფულობა ტრანზიტულია ე. ი. 

თუ I=/' და /?=/, მაშინ /2=/2””. 
ორი / და /” ველის იზომორფოლობა განიმარტება ისე როგორც 

რგოლთა იზომორფეულობა იმ განსხვავებით, რომ სიტყვა რგოლი უნდა 

შევცვალოთ ველით, ამიტომ ცალკე ველთა იზომორფულობას არ გან- 
ვმარტავთ. 
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ადვილად დავრწმუნდებით, რომ თუ /? რგოლი იზომორფულია /?” 

სიმრავლისა რომელშიც განმარტებულია ჯამი და ნამრავლი, მაშინ 

#?”, სიმრავლე იქნება რგოლი. ვაჩვენოთ, რომ I რგოლის ნულს შეესა- 

ბამება #” სიმრავლის ნული და, თუ # რგოლის თძ ელემენტს შეესაბა- 

მება I?” სიმრავლის თ” ელემენტი, ე. ი. თუ 0<-–ძ”, მაშინ ––-ი-–-- –-ძ”. 

მართლაც, ვთქვათ, IM რგოლის 0 ელემენტს შეესაბამება #” სიმრავ– 

ლის » ელემენტი; რადგან ი+-+ი და 0--.ჯ, ამიტომ გვექნება: 
ი+60--ი -+-”. მაგრამ 0+0=0ძ, ამიტომ თი” +-X”==თ', ე. ი. X”=0'. 

შემდეგ, ვთქვათ, ––თ ელემენტს შეესაბამება 7” სიმრავლის წყ” ელე– 

მენტი. რადგან თ+-->ი” და –-ი+-+/ყ, მივიღებთ თ+-(––0) –+ი”+Vყ”, მაგ- 

რამ ძთ-+1-C–0)=0 და 0+-<+0“, ამიტომ ი” + ყ-=0”, ე. ი. //=--0”. აქედახ 

ვღებულობთ, რომ /, რგოლის ყოველი ორი ელემენტის სხვაობას 

შეესაბამება I? სიმრავლის შესაბამისი ელემენტების სხვაობა. /?” სიმ- 

რავლისათვის რგოლის დანარჩენ თვისებათა შემოწმება ადვილია. მა- 
შასადამე, დამტკიცდა, რომ #” სიმრავლე ყოფილა რგოლი. 

ანალოგიურად დამტკიცდება, რომ, თუ #1=>#” და /” რგოლი ერთეუე- 

ლის მქონეა, მაშინ #” რგოლსაც ექნება ერთეული და /? რგოლის ერთე- 

ულს შეესაბამება ”” რგოლის ერთეული. 

ანალოგიურად დამტკიცდება ველისათვის. მაგალითად, თუ /? ველის 

« ელემენტს შეესაბამება /” ველის ი” ელემენტი, მაშინ # ველის თ“! 
ელემენტს #” ველში შეესაბამება ი” ელემენტის შებრუნებული თ”! 

ელემენტი. 
განვიხილოთ მაგალითები: 

1. ვიცით, რომ სკალარული მატრიცები (9 0 ) სახისა, სადაც ძ 
C 

ნებისმიერი ნამდვილი რიცხეია, ქმნის კომუტაციურ რგოლს და აგრეთ- 
; 0 

ვე ველს. ახლა, თუ ყოველ ძ ნამდგილ რიცხვს 'შევუსაბამებთ ( 0 ) 
ძ 

სახის მატრიცას, ე. ი. 

ი0 ხ0 
ძ-- ” ხ+-– , 

( 0ძ ) ( 0 ხ 

მივიღებთ, რომ ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლის რგოლი (ველი) იზომორ- 
ფულია აღნიშნულ მატრიცთა რგოლისა (ველისა). 

2. ვთქვათ, მოცემულია #=I(I0თ+ხI!) კომპლექსურ რიცხვთა ველი 

, იხ 
ღა # =LC ს ი) სახის მეორე რიგის მატრიცთა ველი.



ძხ 
თუ ყოველ კომპლექსურ თ-I-ხ/, რიცხვს შევუსაბამებთ ჩ · 

სახის მეორე რიგის მატრიცას. ადვილად დავრწმუნდებით, რომ აღნი- 

მნული # და M' ველები იზომორფულია, ე. ი. #=>#7. 

მართლაც, ვთქვათ, ' 

იხ Cძ 
ი+V--( _ე ე )და C--ი,--– - ძი /' 

ჯამისა და ნამრავლისათვის შესაბამისად მივიღებთ: 

ძ--C, ხ--ძ 

–-(ხ+ძ) 0-I-0 ) 
ძილ-ნხძ, იძ-–-ხC 

–(იძ--ხთ), ი=--ხძ/. 

ძ-ხ--6-ძ(=0+0C+(ხ+თ(/-- ( 

(თ--ხ!) (C--ძ():=(09C-–ხძ) + (9ძ+-ხ0I--( 

01 
კერძოდ, წარმოსახეით (=0+)1/ რიცხეს შეესაბამება _ ა) 

იხ 
მატრიცა. რადგან ( ხძი ) სახის მატრიცთა სიმრავლე საზოგადოდ 

მეორე რიგის მატრიცთა ველის ქვეველია, ამიტომ განხილული მაგალი- 

თის საფუძველზე შეიძლება ითქვას, რომ მეორე რიგის მატრიცთა რგო- 

ლში მოინახება ქვეველი, რომელიც კომპლექსურ რიცხვთა ველის იზო- 

მორფულია. 

ველის მახასიათებელი. ჩვენ ვნახეთ, რომ მთელ რიცხვთა ნაშთთა 

კლასი მარტივი რიცხვის მოდულით ქმნის ველს, სადაც ნულოვანი ელე- 

მენტის როლს ასრულებს 0 კლასი, ხოლო ერთეულოვანი ელემენ- 

ტის როლს ასრულებს 1 კლასი. მაგალითად, თუ განვიხილავთ ნაშთთა 
კლას, 3-ის მოდულით, მივიღებთ ველს, რომლის ელემენტებია 

(0. 1, 2). ამ ველისათვის ადგილი აქვს შემდეგ ტოლობას: 

1-+1-+1 =3 . 1=0, 

ე. ი. ველის ერთეულოვანი ელემენტის გარკვეული ჯერადი გვაძლევს 
გელის ნულოვან ელემენტს. საზოგადოდ, თუ მოცემული #– ველისათვის 

მოიძებნება ისეთი მთელი დადებითი #/ რიცხვი, რომ მისი ველის 6 ერ- 

თეულთან ნამრავლი გვაძლევს ველის ნულოვან ელემენტს, მაშინ მო- 
ცემულ # ველს სასრულმახასიათებლიანი ველი ეწოდება, ხოლო ასეთი 
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თვისების უმცირეს მთელ დადებით რიცხეს გველის მახასიათებელი 
ეწოდება. მაშასადამე, ვიტყვით, რომ # ველის მახასიათებელი უდრის 

/-ს, თუ / არის უმცირესი მთელი დადებითი რიცხვი, რომლისათვის 

6=0. 

განვიხილოთ სასრულმახასიათებლიანი ველის ზოგიერთი თვისება. 
1. თუ #7 ველის მახასიათებელია #>0 მთელი რიცხვი, მაშინ # მარ- 

ტევია. 

მართლაც, ვთქვათ, # შედგენილი რიცხვია, ე. ი. /2=-/,/,, სადაც 

1<#,</, 1<#/.</, მივიღებთ: 

ჩ6:=(ჩ, · ჩ)6=(ჩ0 ·(/.0 =ი. 
რადგან ველს არ აქვს ნულგამყოფი ელემენტები, ამიტომ ტ ალობიდან 

(M,0)(/:01=0 ვღებულობთ, რომ ან /,64=0, ან #/.6=0, რაც ეწინააღმდე– 

გება ველის მახასიათებლის განმარტებას. მაშასადამე, დამტკიცდა, 

რომ, თუ ველი სასრულმახასიათებლიანია, მაშინ მისი მახასიათებელი 

არის ი მარტივი რიცხვი. 

2. თუ – ველის მახასიათებელი სასრულია და უდრის /-ს, მაშინ 
ველის ნებისმიერი ძ ელემენტისათვის #0=0. 

მართლაც, 

იძ=0-+0ძ-+ ...Lძთ=06-;-.06-L · · ·--0ძ6=/06=:0(06)=:0.0-=>0. 
_ -–- 

ი 

3. თუ # ველის მახასიათებელი უდრის 0, მაშინ ველის ნებისმიერი 

0#0 ელემენტისა და ნებისმიერი # >0 მთელი რიცხვის ნამრავლი /1I0#0. 
მართლაც, ვთქვათ, #00. ე. ი. თ(I10)-=0. რადგან ველში ნულგამ- 

ყოფი ელემენტები არ არის და 0 #0, ვღებულობთ, რომ /I:C=-0. მაგრამ. 

რადგან ველის მახასიათებელი უდრის ნელს. გვექნება #0. ცხადია, 
ყოველი რიცხვთა ველის მახასიათებელი უდრის ნულს. მაგალითად, 

ზემოთ განხილული 3-ის მოდულით. ნაშთთა კლასის ველის მახასიათე- 

ბელი უდრის სამს. 

ვთქვათ, ” ველის მახასიათებელი ოდრის ი-ს და C#%0 ველის ნების- 

მიერი ელემენტია, მაშინ ადეილად დამტკიცდება, რომ ტოლობიდან #0 = 
=V/IMCV ყოველთვის გამოდის, რომ /--/) იყოფა ჩ-ზე და, პირიქით. 

აგრეთვე, მე-2 თვისების. გამოყენებით ადვილად შეიძლება ვაჩვე- 

ნოთ, რომ, თუ ველის მახასიათებელი უდრის ი-ს და 0#0. ს #0 მოცე- 

მული ველის ნებისმიერი ელემენტებია, მაშინ ადგილი აქვს შემდეგ ორ 

ტოლობას: 

(ი+ ხ)მ= 0ჩ-- ხ3. 
(ი––ხ)მ= 0ი––-ხ”.



პირველი იგივეობის დასამტკიცებლად მარცხენა მხარე ავახარისხოთ 

ნიუტონის ბინომის ფორმულის მიხედვით. ადვილად შევნიშნავთ, რომ 

ყოველი კოეფიციენტი 
1 (0-––-#-L1 C –(, )-+”- ი“ ლ .+-1)., 

სადაც 0 <#<7ი, ჯერადია ი-სი. მართლაც, ეს უბრალოდ გამოდის ვინაი- 

დან იც მარტივი რიცხვია. 

ახლა მეორე ტოლობის დამტკიცება ადვილია. მართლაც, ძ ელემენ- 

ტი შეიძლება ასე წარმოვადგინოთ: 

ძ-=(თ-––- ხ)+-ხ. 

თუ ამ ტოლობის ორივე მხარეს ავახარისხებთ ი მაჩვენებლით, თანახმად 

პირველი ტოლობისა, მივიღებთ: 

იმ=:(თ--ხ)მ“+- ხმ, (თი-–-ნ)ჩ=:0#--ხ”. 

ამით მეორე ტოლობაც დამტკიცებულია.



თავი IV 

კვადრატული ფორმები 

§ 18, კვადრატული ფორმა და მისი დაქვანა 

კანონიკურ სახემდე 

კვადრატული ფორმა #1 ცვლადის X,. ა. ·.., X, მიმართ ეწოდება შემ- 
დეგი სახის გამოსახულებას: 

Mჩ ”M 

ს ? - _. „2 ' , –” I=%) % ი,,X,X,0,პეზ“ წასმა... იასე 
ათ 

–
 

L= => 

–
 

-- რძე XV -- მაა"... რეას 

მისის შიეპეჭვიიალ- მიკა“. (1) 

ფორმის ცვლადთა 0ძ,, კოეფიციენტებესაგან მედგენილ /!- ური რიგის 

#=: (ძი) მატრიცას, მოცემული კვადრატული ფორმის შესაბამისი 

მატრიცა ეწოდება. კვადრატული ფორმის შესაბამისი მატრიცის ძ დე– 
ტერმინანტს კვადრატული ფორმის დისკრიმინანტი ეწოდება. თუ კვა- 
დრატული ფორმის დისკრიმინანტი ძ=0, მაშინ ფორმას განსაკუთრე- 
ბული (ან გადაგვარებული) კვადრატული ფოტმა ეწოდება. ფორმის შე- 

საბამისი მატრიცის რანგს კვადრატული ფორმის რანგი ეწოდება. 
თუ კვადრატული ფორმა აღებულია I) ნამდვილ რიცხვთა ველზე, 

ე. ი. ფორმის კოეფიციენტები ეკუთვნის ნამდეილ რიცხვთა ველს, მა– 

შინ ფორმას ნამდვილი კვადრატული ფორმა ეწოდება, ხოლო, თუ კვა- 

დრატული ფორმა აღებულია # კომპლექსურ რიცხვთა ველზე, მაშინ 
მას კომპლექსური კვადრატული ფორმა ეწოდება. ჩვენ ვიგულისხმებთ, 

რომ კვადრატული ფორმის შესაბამისი მატრიცა სიმეტრიულია, ე. ი. 

0,,=ძ,,. (2) 

თანახმად (2) პირობისა, მოცემული კვადოატული ფორმის 0ძ,,X,X, 

და ძ,,X,X, წევრების ჯამი უდრის 20,,X,X,, ე. ი. 

თ,/V,Vა/+-თ,,X,X;ლ=20;X,X;,. 

112. შ. ქემხაძე. 17 –
)



ამრიგად, ჩვენ შეგვიძლია ვთქვათ, რომ ყოველ კვადრატულ ფორმას 
” ცვლადის მიმართ შეესაბამება /-ური რიგის გარკვეული სიმეტრიული 

მატრიცა და, პირიქით, ყოველ ჩ-ური რიგის სიმეტრიულ მატრიცას შე- 

ესაბამება გარკვეული კვადრატული ფორმა # ცვლადის მიმართ. 
თუ მოვიგონებთ მოცემული მატრიცის ტრანსპონირებული მატრი- 

ცის განმარტებას, ადვილად შევნიშნავთ, რომ #4 მატრიცა მაშინ და მხო- 

ლოდ მაშინ იქნება სიმეტრიული, თუ ის ემთხვევა მის ტრანსპონირე- 

ბულ მატრიცას, ე. ი. თუ 4=,)”. 

მოცემული კვადრატული ფორმა შეიძლება დავწეროთ მატრიცული 
სახით. ამისათვის X,, Xეი, ·.·,; X ცვლადებისაგან შედგენილი ერთსვეტია- 

ნი და უ,-სტრიქონიანი მატრიცა აღვნიშნოთ X ასოთი, ე. ი. 

X, | 

Xი 

X= 

Xი 

ცხადია, X მატრიცის ტრანსპონირების შედეგად მივიღებთ ერთსტრი- 

ქონიან და M-სვეტიან მატრიცას 
X”=(ჯას Xე, ··. ,Xი). : 

თუ გამოვიყენებთ მართკუთხა მატრიცების გამრავლების წესს, ადვი- 

ლად დავრწმუნდებით, რომ მოცემული (1) კვადრატული ფორმა მიი- 
ღებს შემდეგ მატრიცულ სახეს: 

ჯ=X” 4X, (C)) 

სადაც #4=(0,,) ფორმის შესაბამისი მატრიცაა. გამოვარკვიოთ რა მოუ- 

ვა კვადრატულ ფორმას, თუ მოვახდენთ XV Xი, ---, X, უცნობთა წრფივ 

გარდაქმნას 

X,=0,ც9)+C0/ყა+.-·.+ძ0,იყი (ჯ(=1, 2, ... ”), (4) 

რომლის შესაბამისი მატრიცაა C=(0,,)), აღვნიშნოთ X ასოთი VI, V., 

-» ყი ცვლადებისაგან შედგენილი ერთსვეტიანი და /-სტრიქონიანი მატ- 

რიცა 

' | 

ყი 
X7= I 

| ყი) 

(4) წრფივი გარდაქმნა მიიღებს შემდეგ მატრიცულ სახეს: 

X=CV. (5) 
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თანახმად ორი ან რამდენიმე მატრიცის ნამრავლის ტრანსპონირე- 

ბული მატრიცის თვისებისა, მივიღებთ: 

X'=VX”C”. (6) 

(6) და (5) გამოსახულებების (3) ტოლობაში ჩასმით გვექნება: 

I=X IC” 4CX ან ჯ=X”8X, სადაც 8=C” ტC. 

ადვილად შემოწმდება, რომ 8 მატრიცა სიმეტრიულია. მართლაც, 

განვიხილოთ 8 მატრიცის ტრანსპონირებული მატრიცა და მხედველო- 

ბაში მივიღოთ, რომ ,=)4”, გვექნება: 

8'=C 4 C=C 4C=8. (7) 

მაშასადამე, თუ მოცემულ კვადრატულ ფორმაზე ან, რაც იგივეა, (3) 

ფორმაზე მოვახდენთ (4) წრფივ გარდაქმნას V,, ყე, ·-., ყე (მყვლადთა 

მიმართ, მივილებთ ახალ 

ჯ=XV”8X, (ზ) 

კვადრატულ ფორმას, რომლის შესაბამისი 8=-C 4C მატრიცა სიმეტ- 

რიულია7. ვიგულისხმოთ ახლა, რომ (4) წრფივი გარდაქმნის შესაბამი- 

სი მატრიცა არაგანსაკუთრებულია, მაშინ თანახმად (გვ. 126) ორი მატ– 

რიცის ნამრავლის რანგის შესახებ თეორემის შედეგისა, (8) ფორმის შე– 

საბამისი 8 მატრიცის რანგი უდრის (3) ფორმის შესაბამის / მატრიცის 

რანგს. მაშასადამე, დამტკიცდა, რომ არაგანსაკუთრებული წრფივი გარ- 
დაქმნის მოხდენის შედეგად კვადრატული ფორმის რანგი არ იცვლება. 

27), 20, ··· 2 ცვლადების მიმართ კვადრატული ფორმის შემდეგ სა- 

ხეს: 

I=თC2)“-+ ოშ“ +...+თ2ი?, (9) 
სადაც ზოგიერთი C,, რასაკვირველია, შეიძლება ნული იყოს, ეწოდება 

„კვადრატული ფორმის კანონიკური სახე. 

დავამტკიცოთ ძირითადი თეორემა კვადრატული ფორმის შესახებ. 

თეორემა . ყოველი კვადრატული ფორმა გარკვეულ არაგანსაკუთრე– 

ბულ წრფივ გარდაქმნათა საშუალებით შეიძლება დავიყვანოთ კანონი- 

კურ სახემდე. 

დამტკიცება. თეორემის დამტკიცება ჩავატაროთ ორ საფეხურად: 

პირველად განვიხილოთ შემთხვევა, როცა 0ძც, ძვე, ·--, მი კოეფიციენ- 
ტებს შორის ერთი მაინც არ უდრის ნულს. დამტკიცებისათვის გამო- 

ჯვიყენოთ ინდუქციის მეთოდი კვადრატული ფორმის ცვლადების რაო- 

  

" შევნიშნოთ, რომ რადგან |C”I==!CI, მივიღებთ: |8|=|#IICI?, ე. ი. გარდაქმნილი 

(ფორმის დეტერმინანტი უდრის საწყისი ფორმის დეტერმინანტს გამრავლებულს გარ- 

იდაქმნის დეტერმინანტის კვადრატზე. თუ ვიგულისხმებთ, რომ (4) წრფივი გარდაქმნა 

იორთოგონალურია, ე. ი. CC”=6, მაშინ ICI2==1 და გვექნება: 8=- #I. 
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დენობის მიმართ. როდესაც კვადრატული ფორმა მხოლოდ ერთ Xჯ 

ასოს შეიცავს, მაშინ თეორემა მართებულია, რადგან ასეთ ფორმას იჯ? 

სახე ექნება. ვიგულისხმოთ, რომ თეორემა მართებულია ყოველი კვად- 

რატული ფორმისათვის რომლის ცვლადთა რიცხვი ნაკლებია #I-ზე. 

დავამტკიცოთ მისი მართებულობა /'-ცვლადიანი კვადრატული ფორმი- 

სათვის. გარკვეულობისათვის ვთქვათ, რომ ი,%0, მაშენ უბრალო 
შემოწმებით ადვილად დავრწმუნდებით, რომ გამოსახულება 

თ) (თ 2 +თიXი-1-.--“+ თიXე)“ 

% ცვლადის მიმართ შეიცავს ყველა იმ და მხოლოდ იმ წევრს, რომლებ- 

საც შეიცავს ჩვენი / კვადრატული ფორმა X, ცვლადის მიმართ. ამიტომ 

სხვაობა 

I>- ძევ 1(0ე1X,“ რაჯი“... თ Xე)?= წ 

იქნება კვადრატული ფორმა X,, Xე, ... X, ცვლადების მიმართ. 

შეგვიძლია დავწეროთ: 

I=0ძ), X(0)% +თაჯ“+L... + თიჯე) + წ. (10) 

ახლა შემოვიღოთ აღნიშვნები : 

ყ)==0))XI+-თიX--+L...+ თიXი, 

ყი“- Xი (11) 

ყი= X,. 

ამ აღნეშვნების შედეგად (10) ფორმა მიიღებს სახეს 

I==ძ) 1ყ,?+VV, (12) 

სადაც # კვადრატული ფორმაა ყე, ყვ, ·.. ყი ცვლადების მიმართ. 

ადვილად შესამჩნევია, რომ (11) წრფივი გარდაქმნის შესაბამისი დე- 

ტერმინანტი უდრის ძ,,; რადგან თ, 9%0, ეს გარდაქმნა არაგანსაკუთრე- 
აულია. განვიხილოთ (11) გარდაქმნის შებრუნებული გარდაქმნა: 

1 (0451 თ 
+ლ= – წყ 21% ყვი. ყი, 

CI1 C9 თ. 

X:= სი ; (13) 

X.ა= Mი· 

მაშასადამე, ჩვენ შეგვიძლია ვთქვათ, რომ თუ მოცემულ (1) კვადრა- 
ტულ ფორმაზე მოვახდენთ (11) წრფივი გარდაქმნის შებრუნებულ 

(13) წრფივ გარდაქმნას, ის დაიყვანება (12) სახემდე. ახლა, რადგან ინ- 

დუქციური დაშვების თანახმად, ჯ(Vყი, ..., ყი) კვადრატული ფორმა, სას– 
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რული რაოდენობის არაგანსაკუთრებულ წრფივ გარდაქმნათა მოხდე.- 
ნით დაიყვანება კანონიკურ სახემდე, ე. ი. 

წ(ყ:, ·- Vხეა==რ0ა2, + ივშვ?+... + თში, 

ამიტომ ი=-1, ყ.=2, გარდაქმნათა შემდეგ (12) გამოთქმა მი– 
რ), 

ღებს · 
I=თC2) -- ეშე +... + თში? (14) 

სახეს და ამით ამ შემთხვევაში თეორემა დამტკიცებულია. 

ახლა განვიხილოთ შემთხეევა, როცა ყველა 0,,=0 ((=1, 2,..., /1), 

ე. ი. კვადრატულ ფორმაში ცვლადთა კვადრატის შემცველი არც ერთი 

წევრი არ შედის. ცხადია, ამ შემთხვევაში (1) კვადრატული ფორმის ერ- 
თო ძ,; (15 )) კოეფიციენტი მაინც განსხვავებულია ნულისაგან, წინ5ა- 

აღმდეგ შემთხვევაში დასამტკიცებელი არაფერი გვექნებოდა. გარკვე- 

ულობისათვის დავუშვათ, რომ ძ,)%0, განვიხილოთ X,, X;, ·--,Xგ (ქვლა- 

დთა შემდეგი გარდაქმნა: 

X.=0–-%, 

Xა=11-+1(ე, 2 
Xვ= #3, (15) 

X.= /.. 
ადვილად დავრწმუნდებით, რომ (14) წრფივი გარდაქმნის შესაბამისი 

დეტერმინანტი განსხვავებულია ნულისაგან, კერძოდ: 

1 ––1 0...0 

1. 1 0...0 
0 0 1...0|=2#79- 

0. 0 0...1 

ამიტომ, ის არაგანსაკუუთრებული წრფივი გარდაქმნაა. (14) არაგანსა- 

კუთრებული წრფივი გარდაქმნის საფუძველზე (1) კვადრატული“ ფორ- 

მის თასი +- თ XV-=20,:XIXა წევრი მიიღებს 

2თფ.X,X-=20,(,--/)(ს+/)=2თ,6“-2ძა/ა? 
სახეს. მაშასადამე, (14) არაგანსაკ. უთრებული წრფივი გარდაქმნის გა- 

მოყენებით კვადრატულ ფორმაში, რომელშიც სრულიად არ იყო მე- 

ორე ხარისხიანი წევრები, გაჩნდება ორი მეორეხარისხიანი წევრ. 

ამით მეორე შემთხეევის განხილეა დაიყვანება პირველ შემთხვევამდე, 

რომელაც უკვე ცნობილია ჩვენთვის. ამრიგად, ძირითადი თეორენა 
კვადრატულ ფორმებზე მთლიანად დამტკიცებულია. 
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დამტკიცებული თეორემიდან, როგორც შედეგი, შეიძლება მივი- 

ღოთ, რომ I კვადრატული ფორმის (14) კანონიკურ სახემდე დაყვანის 

შემღეგ მიღებული წევრების რიცხვი, ე. ი. ნულისაგან განსხვავებული 

C; მუდმივების რიცხვი ზუსტად უდრის მოცემული , კვადრატული ფორ- 

მის რანგს. 

მართლაც, (14) კანონიკური ფორმის ”შესაბამის მატრიცას 

C, 0...0 | 

0 C...0 (160) 

0 0...C, 

დიაგონალური სახე აქვს. როგორც უკვე ვიცით, კვადრატული ფორმის 
რანგი არ იცვლება არაგანსაკკუთრებულ წრფივ გარდაქმნათა შედეგად, 

ე. ი. მოცემული (1) ფორმის » რანგი უდრის (16) მატრიცის რანგს. ჩვენ 

კი ვიცით, რომ დიაგონალური სახის მატრიცის რანგი უდრის მთავარ 
დიაგონალზე მოთავსებული ნულისაგან განსხვავებული რიცხვების (ერ- 
თების) რაოდენობას. 

ცხადია, რომ იმ არაგანსკუთრებულ წრფივ გარდაქმნათა თანამიმ- 

დევრობითი ნამრავლი, რომელთა საშუალებით მოცემული კვადრატული 
ფორმა დავიყვანეთ კანონიკურ სახემდე, იქნება ისეთი წრფივი გარდაქმ- 

ნა, რომლის საშუალებით მოცემული ფორმა უშუალოდ დაიყვანება კა- 
ნონიკურ სახემდე. აგრეთვე, თუ არაგანსაკკუთრებულ წრფივ გარდაქმნა– 

თა გამრავლების შედეგად მიღებული არაგანსაკკუთრებული წრფივი 

გარდაქმნის შებრუნებულ წრფივ გარდაქმნას მოვახდენთ მიღებულ კა- 
ნონიკურ სახეზე, მივიღებთ მოცემულ კვადრატულ ფორმას. განვიხი– 

ლოთ მაგალითები. 
მაგალითი 1. დავიყვანოთ კანონიკურ სახემდე კვადრატული ფორმა 

ჯ=2X,ბპ+C6X,X--CX.ბ-+2X,Xვ-- #ვ?. (17) 

რადგან X)?“-ის შემცვლელი წევრი არსებობს, ამისათვის კვადრატული 
ფორმიდან გამოვყოთ ყველა ის წევრი, რომლებიც X, ცვლადს შეიცავს 

და შემოვიღოთ აღნიშვნები: 

ყ.=2X,-C3X,-+-Xვ, ყ·ა=Xა, ყვ=Xვ. (18) 

ამ არაგანსაკუთრებული წრფივი ბარდაქმნის შებრუნებული გარდაქმ– 

ნა იქნება: 

ვ 1 1 , 
XI2= _.-- უა. -- , Xგ= , Xგ = · (18, 15 MI 5 ყი? 2 ყვე X-= ყია, Xვ -== ყვ 
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(17) ფორმა (18) წრთივი გარდაქმნის შედეგად მიიღებს 

1... 7.ე 3, = კ“ “ცე? ა.” ვ 16 I 2-4 2 # 2 #0 + ყიყვ (160 

სახეს. როგორც ვხედავთ, ამ ფორმაში Vყ,)” უკვე გამოყოფილია და დაგვრ– 

ჩა ყ ფორმა, რომელსაც შემდეგი სახე აქვს: 

წ= (0 ყვ?-L 3ყი! 2 ყი 2 სვ ყ/იყვ- 

ახლა ამ ფორმიდან გამოვყოთ ყ:-ის შემცველი წევრები, განვიხი– 

ლოთ გარდაქმნა: 

7 3 
2:=-–-->-VL “2 მ 2ვ =ყვ. (თ 

(20) არაგანსაკუუთრებული წრფივი გარდაქმნის შებრუნებული წრფივი 

გარდაქმნა იქნება: 

2 3 
ყა=-- --2 + -ე-შვ, ყე= შვ. (20) 

7 7 

წ ფორმა (201) წრფივი გარდაქმნის შედეგად მიიღებს 

2 6 = 2? 1>2? 
§ 7 22 7 2 

სახეს. საბოლოოდ / ფორმის კანონიკური სახე იქნება 

|=---შ თ“. 2. - 7-9 
2 

სადაც ყ.=27,. მაშასადამე, მოცემული (17) კვადრატული ფორმა არა- 

განსაკუთრებულ წრფივ გარდაქმნათა საფუძველზე დავიყვანეთ კანონი– 
კურ სახემდე. რადგან მოცემული კვადრატული ფორმის შესაბამისი 
კანონიკური სახე შეიცავს სამ ნულისაგან განსხვავებულ წევრს, ამიტომ 

მოცემული კვადრატული ფორმის რანგი #=3. 
მაგალითი 9. დავიყვანოთ კანონიკურ სახემდე კვადრატული ფორმა 

1==2XაXე–-–-6XაXვ +- 2XIVვ. 

არაგანსაკკუთრებული წრფივი გარდაქმნით. X,=V.--ყე, X=Vყ,+ყა, 

Xვ= ყვ, რომლის მატრიცაა 

I 

1 –-1I 

4=|1 1 
0 0 -

-
.
C
ლ
2
0
C
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მოცემული კვადრატული ფორმა მიიღებს 

1=-2ყ)--2ყა--4ყყვ--8ყიე, (21) 

სახეს. (21) სახის კვადრატული ფორმის დაყვანა კანონიკურ სახემდე 

უკვე გავარჩიეთ პირველ მაგალითში. განვიხილოთ გარდაქმნა: 

2=2))-2ყვ, 2ი= ყი, 2ე= ყვე 

(21) ფორმაზე მოვახდინოთ მიღებული წრფივი გარდაქმნის შებრუნე- 

ბული წრფივი გარდაქმნა, რომლის შესაბამისი მატრიცაა 

    

–-- 
2 

8:- 
0 10 

L 0 01 I 

მივიღებთ: 
1 

1= > 2. --22ე?--- მშვ" -მზ2ეშვ. (22) 

(22) კვადრატულ ფორმაში უკვე გამოყოფილია 7,2. ახლა, რადგან 2ე?- 

ის კოეფიციენტი არ უდრის ნულს, შემოვიღოთ აღნიშვნები: 

11--2), 1ე=---2შა--4რ2ვ, 1ვ== უვ, 

ე. ი. (22) ფორმაზე მოვახდინოთ მოცემულე წრფივი გარდაქმნის შებ- 

რუნებული წრფივი გარდაქმნა, რომლის შესაბამისი მატრიცაა 

1 ე 0 

1 
C=|0----2|!. 

2 

(0 0: 1!) 
საბოლოოდ მივიღებთ / ფორმის შემდეგ კანონიკურ სახეს: 

1= – (,9-- + #ეზ-L 6ჯვ?. (23) 

ჩვენ მიერ ზემოთ გაკეთებული შენიშვნის თანახმად /#, 8 და C მატრი- 

ცების გამრავლების შედეგად მიღებული 

1. 1. ვ 
2 2 

#8C=| 1 1 1 

2 
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მატრიცის შესაბამისი არაგანსაკ.უთრებული წრფივი 

1 –“. 1 2 1 2 2 ვ 

1 1 
საივლლ ს- 2 რ (23,) 

„წვ == 7ვ 

გარდაქმნა, მოცემულ კვადრატულ ფორმას უშუალოდ დაიყვანს: (23) 

კანონიკურ სახემდე. ადვილად დავრწმუნდებით, რომ (23)) გარდაქმ- 

ნის შებრუნებული გარდაქმნა (23) კანონიკურ ფორმას უშუალოდ დაი- 

ყვანს მოცემულ კვადრატულ. ფორმამდე. 
ადვილად შევნიშნავთ, რომ იგივე კვადრატული ფორმა. არაგანსა- 

კუთრებული წრფივი 
1.=/+3/.)+217,, 

#=1-- (20, 
Xჯგ= /– 

გარდაქმნით დაიყვანება 

)=21I)-++6/ე?--8/-? 

კანონიკურ სახემდე. 

მაგალითი 8. ადვილად შემოწმდება, რომ მეორე რიგის ცენტრიანი 

მრუდის განტოლება 

ის-+-2ხXყ-–-6ყ"--ძ=0, 

არაგანსაკუთრებული წრფივი 

X=X C08§ თ–-ყ 510 თ, 
ყ=X 50 თდ–-ყ”005Cთ 

გარდაქმნით (კოორდინატთა სისტემის კუთხით მობრუნებით), დაიყ- 

ვანება 

ის წ“ Cყ“--ძ=0 

კანონიკურ სახემდე. 

§ 1ი. კვადრატულ ფორმათა ისერციის პანონი 

როგორც წინა პარაგრაფში განხილულ მეორე მაგალითზე დავინახეთ. 

ერთისა და იმავე კვადრატული ფოთმის კანონეკური სახე, რომელზე- 
დაც დაიყვანება მოცემული კვადრატული ფორმა სხვადასხვა წრფივი გარ- 

დაქმნით, ერთადერთი არაა. ბუნებრივად ისმის კითხეა, რა საერთო 
აქვთ იმ კანონიკურ კვადრატულ ფორმებს, რომლებზედაც სხვადასხვა 
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წრფივი გარდაქმნით დაიყვანება მოცემული / კვადრატული ფორმა? 

ჩვენთვის უკვე ცნობილია, რომ ყოველი # რანგის მქონე კვადრატული 
ფორმა საზოგადოდ კომპლექსურკოეფიციენტებიანი სასრული რაო- 

დენობის არაგანსაკუთრებული კომპლექსური წრფივი გარდაქმნებით 

დაიყვანება 

I=ხ)ყუ”-L ხიყა?+...+ხ,ყ,? (1) 
კანონიკურ სახემდე, სადაც ყოველი ხ,%0 ნამდვილი ან კომპლექსური 
რიცხვია. 

იმისათვის, რომ დასმულ კითხვაზე პასუხი გავცეთ, წინასწარ გავარ- 

ჩიოთ სხვადასხვა საჭირო საკითხი. კომპლექსურ რიცხვთა ველზე გან- 

ვიხილოთ შემდეგი არაგანსაკუთრებული წრფივი გარდაქმნა: 

2,=V ხჯყ; ((=1, 2,...., „) და 2,=ყ/, (/=”+1, -.ა /). თ 
(2) გარდაქმნის შებრუნებული გარდაქმნა / ფორმას დაიყვანს 

I==7,)?-+Lუვ"-L...+- 2,“ (3) 

სახემდე, რომელსაც I ფორმის ნორმალური სახე ეწოდება. აქედან ჩანს, 
რომ ერთისა და იმავე რანგის ყველა კვადრატული ფორმის ნორმალური 

სახე ერთნაირია. მაშასადამე, თუ #-ცვლადიანი ორი მოცემული (| და 
დ ფორმის რანგები ტოლია, მაშინ არსებობს ისეთი არაგანსაკუთრებუ- 
ლი წრფივი გარდაქმნები, რომლებითაც ერთი ფორმა დაიყვანება მეო- 

რემდე. ამისათვის საკმარისია შესაბამისი არაგანსაკკუთრებული წრფივი 

გარდაქმნით, მაგალითად, / ფორმა დავიყვანოთ (3) სახემდე, შემდეგ 

კი (3) ფორმის შესაბამისი არაგანსაკუუთრებული წრფივი გარდაქმნის 

შებრუნებული გარდაქმნით (3) დავიყვანოთ დ ფორმამდე. რადგან არც 

ერთი არაგანსაკუთრებული წრფივი გარდაქმნა არ ცვლის კვადრატული 

ფორმის რანგს, ვღებულობთ შემდეგ საინტერესო დასკვნას: 
M-ცვლადიანი ნებისმიერი ორი კვადრატული ფორმა კომპლექსურ 

რიცხვთა ველზე, არაგანსაკუთრებული წრფივი გარდაქმნებით, მაშინ 

და მხოლოდ მაშინ დაიყვანება ერთიმეორემდე, თუ ამ ფორმათა რან- 

გები ტოლია. 

ამ დასკვნიდან უშუალოდ გამოდის, რომ კომპლექსურ რიცხვთა ველ- 
ზე 7” უცნობის ყოველი ნულისაგან განსხვავებული კვადრატის ჯამი, 

საზოგადოდ კომპლექსური კოეფიციენტებით, იქნება /-რანგიანი კვად- 

რატული ფორმის კანონიკური სახე. 

ახლა განვიხილოთ ჩვენ მიერ დაყენებული კითხვის პასუხი იმ შემ– 

თხვევაში, როდესაც კვადრატული ფორმა და შესაბამისი წრფივი გარ- 
დაქმნები აღებულია #2 ნამდვილ რიცხვთა ველზე. ადვილად შევნიშნავთ, 

რომ ამ შემთხვევაში არა ყველა კვადრატული ფორმა დაიყვანება (3) 

ნორმალურ სახემდე. მაგალითად, თუ (1) ფორმაში: ერთი ხ, ნამ–- 
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დვილი კოეფიციენტი მაინც უარყოფითია, ცხადია, არ მოიძებნება ისეთი 
ზამდვილკოეფიციენტებიანი არაგანსაკკუთრებული წრფივი (2) გარდაქმ- 
6ა, რომელიც (1) კანონიკურ ფორმას დაიყვანს (3) ნორმალურ სახემ- 

დე. ახლა, თუ I) ნამდვილ რიცხვთა ველში კვადრატული ფორმის ნორ- 

მალურ სახეს ვუწოდებთ რამდენიმე უცნობის კვადრატების ჯამს, აღე– 

ბულს +1 ღა –I კოეფიციენტებით, ადვილად დავრწმუნდებით, 
რომ: M-ცვლადიანი ყოველი კვადრატული ფორმა, რომლის კოეფიციენ– 

ტები ეკუთვნის ნამდვილ რიცხვთა ველს, ნამდვილი არაგანსაკუთრებუ– 

«ლი წრფივი გარდაქმნებით ყოველთვის შეიძლება დავიყვანოთ ნამდვილ 

რიცხვთა ველში ნორმალურ სახემდე. 

მართლაც, როგორც უკვე ვიცით, # ცვლადის /-რანგიანი ყოველი ,# 

კვადრატული ფორმა არაგანსაკუთრებული წრფივი გარდაქმნებით დაი- 
ყვანება 

: I-=ხ,ყ?--ხიყა?+...+ხ,ყ 
კანონიკურ სახემდე, სადაც ყოველი ხ, (ხ,%0) კოეფიციენტებიდან 

გარკვეული რაოდენობა შეიძლება იყოს დადებითი და გარკეეული რაო- 

-დენობა კი უარყოფითი. სიმარტივისათვის ვთქვათ, 

ხ,=0, ((=1, 2, ..., ”, ხ,=-–-%, (/=#-L1, .... ს, 

სადაც C,>0, მივიღებთ: 

I=თVMI4+თM92?+-...+- რაო რაა მყ იოლ-ტ6ყი. (4) 

ნამდვილკოეფიციენტებიანი არაგანსაკუთრებული 

2,=V C/ყ/ (7=-1, 2, ... ს, ...ე ”) 2ჯ;=V7; (/==”+1, ... ”), 

გარდაქმნის შებრუნებული გარდაქმნით (4) კანონიკური. ფორმა მიი- 

„ღებს 
I=2) +212" LL... + შელბი? (5) 

ნორმალურ სახეს, სადაც ” უდრის მოცემული კვადრატული ფორმის · 

(მატრიცის) რანგს. ამრიგად, ყოეელი ნამდვილი კვადრატული ფორმი- 

სათვის ყოველთვის მოიძებნება ერთი ნამღვილი არაგანსაკკუთრებული 

წრფივი გარდაქმნა მაინც, რომელიც მას დაიყვანს ნორმალურ სახემდე. 

ახლა საინტერესოა გამოვარკვიოთ, რა საერთო აქვთ იმ ნორმალურ 

„კვადრატულ ფორმებს, რომლებიც სხვადასხვა ნამდვილი არაგანსაკუ- 

'“თრებული წრფივი გარდაქმნით დაიყვანება მოცემულ ნამდვილ კვად– 

რატულ ფორმამდე. ამ მიზნით დავამტკიცოთ თეორემა, რომელსაც ნამ- 

დეილკოეფიციენტებიანი კვადრატული ფორმის ინერციის კანონი ეწო- 
·დება, 

თეორემა.ა ნამდვილი კვადრატული ფორმის ნორმალურ სახეში და–- 

«დებითი და უარყოფითი კვადრატების რაოდენობები არაა დამოკიდებუ- 
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ლი იმ ნამდვილი არაგანსაკუთრებული წრფივი გარდაქმნის შერჩევაზე. 

რომელსაც მოცემული ფორმა დაყავს ნორმალურ სახემდე. 

დამტკიცება. თუ ვიგულისხმებთ, რომ მოცემული ნამდვილი / კეად– 

რატული ფორმა ნებისმიერი ორი ნამდეილი არაგანსაკუთრებული 

წოფივი გარდაქმნით შესაბამისად დაიყვანება | 

ი 

1 == ყმანი ყელს ვლ ყ=ფილ ხი? 
ოგი სხლვოლვე (6) 

ნორმალურ სახემდე, მაშინ თეორემის დასამტკიცებლად საკმარისი> 
დავამტკიცოთ, რომ #=-/. 

დავუშვათ წინააღმდეგი, ვთქვათ 1 <7. ვიგულისხმოთ. რომ (6) პი“- 
ველი და მეორე ნორმალური სახიდან / კვადრატულ ფორმამდე დაყვა– 
ნა შესაბამისად ხდება შემდეგი არაგანსაკუთრებული ნამდვილი წრფი- 

ვი გარდაქმნებით: 

” 

ყ;უ= ბიძი (#7 
M#=) 

და 

” 

2,= 2 ხ,)X). (8) 

#=1 

განვიხილოთ M- უცნობიანი I1––-I- > 7. რაოდენობის ერთგვაროვანი 

წრთივი განტოლების სისტემა 

ყ1=0, 
ყ-=0, 

V;,=:0, 
2/+(1=-0, (9) 

2, ==0, 

2,, ლ-(V 

რომელთა მარცხენა მხარეები მოცემულია (7) და (8) ტოლობებით. 

(9) ეროევაროვანი სისტემის განტოლებათა II--L“--) რიცხვი ნაჯლები0 

შე, ა, ა >, უოცნობთა რიცხვზე. ასეთ შემთხვევაში, როგორც წრ:ივ 

განტოლებათა სისტემის ზოგადი თეორიიდან ვიცით. (9) ერთგვაროვან 

სისტემას ნამდვილ რიცხეთა ველში ექნება არანულოვანი თI, Cა..... 

თე ასონახსნი. (7) და (8) გარდაქმნათა მარჯვენა მხარეები წ. 2Xა.....V 
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უცნობთა თკ. თი, ·-·, >, მნიშვნელობებით შეცვლის შემდეგ შემო- 
კლებით აღენიმნოთ ყ)(თ) და 2/7(თ) სიმბოლოებით შესაბამისად, ე. ი. 

” 

V/(თ) = ბმით (7) 

#=1 

ჩ 

2,(თ)= 2,ნი.5- (8ა 

7.=1 

ახლა, თუ (6) ტოლობაში ყველა ყ-ს და ყველა 2-ს შეეცვლით შესა- 

ბამისი (71) და (81) მნიშვნელობებით, მაშინ, (9) ტოლობათა გამო, გვექ- 

ნება: 

–VM. 1) (თ) -..---ყ,'(თ)ა=-2|'(თ)--...-- 2, “(თ). (10) 

(10) ტოლობიდან გამოდის, რომ მისი მარცხენა "მხარის უარყოფითი 

რიცხვი უდრის მარჯვენა მხარის დადებით რიცხეს, მაშასადამე, თითოე- 
ული მათგანი ნულია. 

მაგალითად, ტოლობიდან 

2. '(C)-“- 2. (თ) +...“+- 2!“ (თ)=290, 

ეინაიდან ყველა 2,(თ) ნამღეილია ვღებულობთ, რომ 

21(V)5==0, 2-(თ)=:0, ... 2,(ჯ»)= 0. (11) 

მაგრამ თ), თა, · ·-, თ, რიცხვების არჩევისას წვენ გვქონდა განტოლე- 

ბანი: 

2,41(თ) =0, ·--, 2,(C)=0. ..-, 2ეი(თ)=0. (12) 

ამრიგად, მივიღეთ /ც-უცნობეანი / ერთგვაროვანი წრფივი განტოლების 

2.=0, 

2-==0, 

(13) 
2.=0. 

„.2გ=C0 

სისტემა, რომელსაც, თანახმად (11) ღა (12) ტოლობებისა, აქვს არანუ- 

ლოვაჩი თკ. თე. ·-., Cე ამონახსნი, და ამიტომ (13) სისტემის დეტერმი- 

ნანტი ტოლი უნდა იყოს ნულისა; ეს კი შეუძლებელია, რადგან (13) სის– 

ტემის დეტერმინანტი არის (8) არაგანსაკუთრებული წრფივი გარდაქმ- 
ნის შესაბამისი დეტერმინანტი. ასეთ წინააღმდეგობამდე ჩეენ მიგვი- 

ყვანა დაშვებამ 7 </. მაშასადამე, # =! და თეორემა დამტკიცებულია. 
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დამტკიცებული თეორემიდან აგრეთვე გამოდის, რომ მოცემული ნამ– 

დვილი კვადრატული ფორმა როგორი ნამდვილი არაგანსაკუთრებული. 

წრფივი გარდაქმნითაც არ უნდა დავიყვანოთ კანონიკურ სახემდე, და– 

დებითი და უარყოფითი წევრების რაოდენობა უცვლელია. ეს უკანას– 

კნელი კი პასუხია ამ პარაგრაფის დასაწყისში დაყენებული საკითხისა. 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ კვადრატული: ფორმის ინერციის 
კანონი არაა მართებული, თუ ნამდვილკოეფიციენტებიან კვადრატულ 

ფორმაზე მოვახდენთ კომპლექსურკოეფიციენტებიან არაგანსაკუთრე– 

ბულ წრფივ გარდაქმნას. 

მაგალითად, თუ კვადრატულ ფორმაზე 

ს)=Cფ1)?-CXა”, 

სადაც C, და C. ნამდვილი რიცხვებია, მოვახდენთ 

ყ.=V C 5, ყა=IVC XI, სადაც 1=V–-I, 

გარდაქმნის შებრუნებულ გარდაქმნას, მივიღებთ მოცემული კეადრა– 

ტული ფორმის შემდეგ ნორმალურ სახეს: 

1= ს)” -+Vი, 
სადაც ორივე წევრი დადებითი ნიშნითაა. 

ჯ ნამდვილკოეფიციენტებიანი კვადრატული ფორმის ნორმალური. 

სახის დადებითი კვადრატების რიცხვს ეწოდება კვადრატული ფორმის 

ინერციის დადებითი ინდექსი, ხოლო უარყოფითი კვადრატების რიცხვს–– 

კვადრატული ფორმის ინერციის უარყოფითი ინდექსი. კვადრატული 

ფორმის ინერციის დადებით და უარყოფით ინდექსებს შორის სხვაობას 

ეწოდება / ფორმის სიგნატურა. თუ ახლა კვადრატული ფორმის ინერ– 

ციის დადებით ინდექსს აღვნიშნავთ ი-თი, უარყოფით ინდექსს –– ი-თი, 
ხოლო სიგნატურას -- §-ით, მაშინ გვექნება: 

§=/0–-ძ. 
ცხადია, რომ §=/. დამტკიცებული თეორემიდან აგრეთე უშუალოდ 

გამომდინარეობს, რომ /კვადრატული ფორმის ჯ სიგნატურა, ისევე რო– 
გორც ი და ძ, წარმოადგენს ფორმის ინვარიანტს ნამდვილკოეფიციენ–- 

ტებიან არაგანსკუთრებულ წრფივ გარდაქმნათა ჯგუფის მიმართ. 

შემდეგ, ადვილად დამტკიცდება, რომ ორი ნამდვილკოეფიციენტე- 
ბიანი / და დ კვადრატული ფორმა,. ნამდვილი არაგანსაკუთრებული 

წრფივი გარდაქმნებით მაშინ და მხოლოდ მაშინ დაიყვანება ერთიმეო– 

რემდე, როდესაც მათი რანგები და სიგნატურები შესაბამისად ერთმანე- 
თის ტოლია. 

მართლაც, ვთქვათ, | კვადრატული ფორმა არაგანსაკუთრებული ნამ– 

დვილკოეფიციენტიანი წრფივი გარდაქმნით დაიყვანება დ კვადრა- 
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ტულ ფორმამდე. რადგან ასეთი გარდაქმნა კვადრატული ფორმის რანგს 

არ ცვლის, ამიტომ / და დ კვადრატულ ფორმათა რანგები ტოლია. აგ- 

რეთვე ეს გარდაქმნა არ შეცვლის / კვადრატული ფორმის .· ინერციის 

დადებითი და უარყოფითი ინდექსების #«იცხვს, ე. ი. არ ცვლის კვადრა– 
ტული ფორმის სიგნატურას. 

შებრუნებით, თუ / და დ კვადრატულ ფორმებს აქვთ ერთნაირი რან- 

გი და ერთნაირი სიგნატურა, ისინი შესაბამისი გარდაქმნებით დაიყვა–- 

ნებიან ერთსა და იმავე ნორმალურ სახემდე და ამიტომ / და ი) კვადრა– 

ტული ფორმები სათანადო არაგანსაკუთრებული ნამდვილკოეფიციენ- 

ტებიანი წრფივი გარდაქმნებით დაიყვანება ერთიმეორემდე. 

შევნიშნოთ, რომ „-რანგიანი / კვადრატული თორმის § სიგნატურა, 

რადგან ჩ+-ე=/, შეილება ასე წარმოვადგინოთ: §==0-–-('--0)ლ=20--/. 

აქედან ჩანს, რომ , კვადრატული ფორმის სიგნატურა და რანგი ერთისა 

და იმავე ლუწოვნებისაა. “მაგალითად, თუ / კვადრატული ფორმის რან– 

გი 7=3, მაშინ 0-ს შეუძლია მიიღოს მნიშვნელობანი: 3, 2, 1, 0, ხოლო 

§ შესაბამისად ტოლი იქნება 3, 1, ––1,––3. მაშასადამე, სულ გვაქვს ოთხი 

სხვადასხვა კლასის ისეთი ,/ვადრატული თორმები, რომელთა რანგი ”=3. 

ამ კლასთა წარმომადგენლებად ითვლება შემდეგი კვადრატული თორ- 
მები: 

X"+ყ"+2" (§=2); X-წ-ყ“- 2? (§=1); 
უბეყზ--2ზ (§=“-1) –წI-ყ-2 (§=--3). 

ნამდვილკოეფიციენტებიანი კვადრატული ფორმების ასეთი კლასი- 

ფიკაცია დაკავშირებულია ცენტრის მქონე მეორე რიგის ზედაპირების 

აფინურ კლასიფიკაციასთან.- მართლაც, ანალიზური გეომეტრიიდან 

ცნობილია, რომ ნებისმიერი მეორე რიგის ცენტრიანი ზედაპირი (გარ- 

და კონუსური ზედაპირისა) აფინური გარდაქმნების დახმარებით შე–- 
საძლებელია დაყვანილ იჭნეს ერთ-ერთ სახემდე შემდეგი ოთხიდაჩ: 

2ბპ+-ყბ+21=1, ჯ“ “იყ-- --7%=1, 

წჯბ-ყ? 2%1=1, –-სმ-ყს-2წ=1. 

§20, დადებითად და არადადებითად განსაზღვრული ფორმები 

ნამდვილკოეფიციენტებიან / კვადრატულ ფორმას # ცვლადით ეწო- 
დება დადებითად განსაზლვრული, თუ ის დაიყვანება # დადებითი 
კვადრატისაგან შემდგარ ნორმალურ სახემდე: 

/=-ყე+-ყი+-.-.+Vის (ა) 
ე. ი. თუ მისი რანგი ” და ინერციის დადებითი ინდექსი ი უდრის უცნობ- 

თა # რიცხვს. 
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ნამდვილკოეფიციენტებიან / კვადრატულ ფორმას # ცვლადით ეწო- 
დება უარყოფითად განსაზღვრული. თუ ის დაიყვანება 7 უარყოთითი 
კვადრატისაგან შემდგარ შემდეგ ნორმალურ სახემდე: 

|=–-ყ ლქ ყი”. (ლ) 
ამ შემთხვევაში ”=II, 8=0, ძ:=II, ე. ი. §=–-/!. 

ვთევათ. რომ მოცემული / კვადრატული ფორმა (1) ნორმალურ სა- 

ხემდე დაიყვანება ნამდვილკოეფიციენტებიანი არაგანსაკუთრებული 

წოფივი 

ჩ 

ს"! =>» ი/,/X; (3) 

(,1=1 

გარდაქმნის. შებრუნებული გარდაქმნით. ადვილად დამტკიცდება, რომ 

/ კვადრატული ფორმა X„ე. ა, ---, X ცვლადების მიმართ მაშინ და მხო- 

ლოდ მაშინ იქნება დადებითად განსაზღვრული, თუ ამ ცვლადების ყო- 

ველი ნამდვილი მნიშვნელობისათვის, რომელთაგან ერთი მაინც არ 

უდრის ნულს, ფორმა დადებითია. 

მართლაც, პირობის თანახმად, მოცემული / კვადრატული ფორმა (3) 

გარდაქმნის შებრუნებული გარდაჟმნით დაიყვანება (1) ნორმალურ სა– 

ხემდე. იმისათვის, რომ X,, Xა....,X, ცვლადთა მოცემული მნიშენელობე- 

ბისათვის გავიგოთ / კვადრატული ფორმის შესაბამისი მნიშვნელობა სა- + 

პიროა X, ცვლადთა მნიშენელობანი ჩავსვათ (3) გარდაქმნაში, შემდეგ 
კი ყ; ცვლადთა მიღებული მნიშვნელობანი შევიტანოთ (1), ტოლობის 

მარჯვენა მხარეში. · 

შევნიშნოთ, რომ X,, X.. ..., X- ცვლადთა ყოველი ნამდვილი მნიშენე- 

ლობისათვის, რომელთაგან ერთი ჯ, მაინც არ უდრის ნულს, ყველა ყ, 
ერთდროულად არ იქნება ნული. 

მართლაც, წინააღმდეგ შემთხვევაში (2) გარდაქმნიდან მივიღებდით, 

რომ ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა 

იჩ 

» ძ,,X,=0 
L,)=1 

სისტემას რომლის დეტერმინანტი განსხვავებულია ნულისაგან, აქვს 

არანულოვანი ამონახსნი, რაც შეუძლებელია. მიღებული ყ, ნულისა- 
გან განსხვავებულ ნამდვილ მნიშვნელობათა (1) გამოთქმაში ჩასმით | 

კვადრატული ფორმა წარმოგვიდგება როგორც ნამდვილი რიცხვების 

კვადრატების ჯამი, რაც ცხადია, ნულზე მეტი იქნება. ვიგულისხმოთ 

ახლა, რომ / კვადრატული ფორმა არ არის დადებითად განსაზღვრული: 
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ეს იმას ნიშნავს, რომ ამ ფორმის (1) ნორმალური სახე ან არ შეიცავს არც 

ერთ ყ, ცვლადს, ან ერთი ცვლადი მაინც შედის უარყოფითი ნიშნით. 

ვუჩვენოთ, რომ ამ შემთხვევაში შეიძლება 'მევარჩიოთ X,;, X...-,X, 

უცნობთა ისეთი მნიშვნელობებით რომლებიც ერთდროულად არ 

უდრის ნულს, და / კვადრატული ფორმა უცნობთა მერჩეული მნწიფშ-: 

ვნელობისათვის. იქნება ნული ან უარყოფითი. 

მართლაც, დავუშვათ, 

ყ,=0, ..., ყ, 1-0, ყ,=1, ყ,+1=-0, ..., ყ.=0, 

მაშინ (3) არაგანსაკუთრებული გარდაქმნიდან მივიღებთ წრფივ გან- 

ტოლებათა სისტემას X,, X., ..., X. უცნობთა მიმართ, რომელსაც კრა- 

მერის ფორმულების თანახმად აქვს არანულოვანი ამონახსნი. თუ და- 

ვაკვირდებით (1) ტოლობას, შევნიშნავთ, .რომ .X,, X:, ·.. XX. უცნობთა 

მიღებული არანულოვანი მნი შვნელობისათვის / კვადრატული ფორმა 

უდრის ნულს, თუ ამ ფორმის ნორმალური სახე ყ,? წევრს არ შეიცავს, 

ღა უდრის –-– 1, თუ ამ ფორმის ნორმალური: სახე –– ყ,წ წეერს შე– 
იცავს. ამით ჩვენი დებულება დამტკი ცებულია. 

ანალოგიურად, უარყოფითად განსაზღვრული კვადრატული ფორმი- 

სათვის შეიძლება დამტკიცდეს, რომ / კვადრატული ფორმა X.. Xე, ·--V. 

ცვლადების მიმართ მაშინ და მხოლოდ მაშინ იქნება უარყოფითად 

განსაზღვრული, თუ ამ ცვლადების ყოველი ნამდვილი მნიშვნელობისა- 

თვის, რომელთაგან ერთი მაინც არ უდრის ნულ ს, ფორმა იღებს უარყო- 

ფით მნიშვნელობას. 

აშკარაა როგორც დადებითად, ისე უარყოფითად განსაზღვრული კვა– 

დრატული ფორმა მხოლოდ მაშინ უდრის ნულს. როცა X,=X.=...= 
=Xჯ,=0. /I-ცვლადიან დადებითად განსაზღვრულ განსაკუთრებულ კვა- 
დრატულ ფორმას, ე. ი. /-ცვლადიან დადებითად განსაზღვრულ ფორმას, 
რომლის რანგი #„</, ეწოდება დადებითად ნახევრად განსაზღვრული 

ფორმა. ანალოგიურად, M/-ცვლადიან უარყოფითად განსაზღვრულ გან- 
საკუთრებულ კვადრატულ ფორმას, ე. ი. ისეთ M-ცვლადიან უარყოფი- 
თად განსახღვრულ ფორმას, რომლის რანგი #</, ეწოდება უარყოფი- 

თად ნახევრად განსაზღვრული ფორმა. ყველა სხვა სახის კვადრატულ 

ფორმას, ე. ი. ისეთ, ფორმებს, რომელთა ნორმალური სახე შეიცავს 

როგორც დადებით, ისე უარყოფით წევრებს, ვუწოდოთ „არადადები- 

თად განსაზღვრული ან კიდევ განუსაზღვრელი კვადრატული ფორმები. 

ცხადია, რომ არადადებითად განსაზღვრული კვადრატული ფორმა X, 
ცვლადთა ერთი გარკვეული მნიშვნელობისათვის მიიღებს დადებით მნი– 

შენელობას, ხოლო X,.-ცვლადთა სხვა გარკვეული მნიშვნელობისათვის 
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როგორც ვხედავთ, კვადრატული ფორმის ნორმალური სახის მი- 

ხედვით ჩვენ შეგვიძლია მოვახდინოთ კვადრატულ ფორმათა კლასიფი- 
კაცია. ახლა ბუნებრივად ისმება კითხვა: არსებობს თუ არა კრიტერიუ- 

მები, რომელთა საშუალებით მოცემული კვადრატული ფორმის კანო- 

ნიკურ სახემდე დაყვანის გარეშე შეგვეძლება გამოვარკვიოთ, თუ რო- 

მელი ტიპისაა მოცემული კვადრატული ფორმა? 

შემოვიღოთ | კვადრატული ფორმის მთავარი მინორების ცნება. 
ვთქვათ, მოცემული / კვადრატული ფორმა X;,, Xე, ·--.. X, (ქვლადთა მი- 

მართ, რომლის შესაბამისი /-ური რიგის მატრიცაა 4 =(თ,,). ამ მატ- 

“რიცის მარცხენა ზედა კუთხეში მოთავსებულ 1, 2, ..., #, ..., # რიგის 

    

ია თ.ა თ, რი) ძი ·'· რი 

ი. რა ძ ძ ძე, I. ძ. ძ. ··. ძ ი, ეთთ..ვ 21 L2+4 2L . 21 22 2” (14) 

ძმა, რვ: --“”-"""“"“""”ჩ”'· –––-––-–_“"""""""" '·· ' 

ძე რია ·.. 0, წრ“ ” 

მინო რებს, რომელთაგან უკანასკნელი ემთხვევა #/ მატრიცის დეტერ- 

მინანტს, ვ უწოდოთ მოცემული # კვადრატული ფორმის მთავარი მი- 
ნორები. 

ლემა, ნებისმიერი არაგანსაკკუთრებული წრფივი გარდაქმნის შედე- 

გად, ნამდვილკოეფიციენტებიანი / კვადრატული ფორმის შესაბამისი 

დეტერმინანტი ნიშანს არ იცვლის. ' 

მართლაც, ვთქვათ, / ჯვადრატული ფორმის შესაბამისი მატრიცაა /1, 

ხოლო / კვადრატულ ფორმაზე მოხდენილი არაგანსაკუთრებული წრფი- 

ვი გარდაქმნის შესაბამისი მატრიცა კი C. როგორც ვიცით, აღნიშნუ- 

ლი წრფივი გარდაქმნის შედეგად მიღებული ფორმის შესაბამისი მატ-- 

რიცა იქნება C 4C; რადგან |C” I=I CI, მივიღებთ: 

|C”#4C |=|C” |I4 IIC |=:| 4 I.|IC I”, 
სადაც IC I1>0; რ. დ. გ. 

ახლა შეიძლება დავამტკიცოთ დადებითად განსაზღვრული კვადრა- 

ტული ფორმის შემდეგი კრიტერიუმი: 

ნამდვილკოეფიციენტებიანი / კვადრატული ფორმა მაშინ და მხო- 

ლოდ მაშინ იქნება დადებითად განსაზღვრული, თ-ე მისი მთავარი მი- 

ნორები მკაცრად დადებითია. 

დამტკიცება. დავამტკიცოთ თეორემა ინდუქციით კვადრატულ ფორ- 
მაში შემავალ ცვლადთა რაოდენობის მიმართ. როცა #7=1 თეორემა 

მართებულია, რადგან 0),>0 და კვადრატული ფორმა შედგება მხო- 

ლოდ 0ი,,X,? წევრისაგან და ის X, ცვლადის ყოველი ნულისაგან განსხვა- 

ვებული ნამდვილი მნიშვნელობისათვის დადებითი იქნება. ვიგულის- 
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ხმოთ, რომ თეორემა მართებულია ყოველი კვადრატული ფორმისათვის, 
რომლის უცნობების რიცხვი ნაკლებია ”-ზე. დავამტკიცოთ მისი მარ- 

თებულობა #-უცნობიანი კვადრატული ფორმისათვის, 

ვთქვათ, მოცემულია კვადრატული ფორმა 

# 7» 

ჯ=21) 2, თ,/X,;X/. 

(=1 I=1 

თუ ახლა / კვადრატული ფორმიდან გამოეყოფთ ჯე ცვლადის შემცველ 
წევრებს, მივიღებთ: 

” 

I=68 (X, X> ''“, M-)+22, თ,ეX,Xე“+-მიი+ი?, (5) 

(=1 

სადაც #(X,, Xე. ·.ა» XI) არის (I--1)-ცვლადიანი კვადრატული ფორმა, 

ინდუქციური დაშვების თანახმად ასეთი ფორმისათვის თეორემა მარ- 

თებულია. პირველად დავამტკიცოთ, რომ თუ X,, XX, ·.· X, ცვლადთა 

მიმართ მოცემული კვადრატული ფორმა დადებითად განსაზღვრულია, 
მაშინ მოცემული ფორმის (4) მთავარი მინორები მკაცრად დადებითია. 

მართლაც, თუ მოცემული / კვადრატული ფორმა დადებითად გან- 
საზღვრულე:, მაშინ თ კვადრატული ფორმაც დადებითად განსაზღვრუ- 
ლი იქნება; წინააღმდეგ შემთხეევაში X„ც X),..., | ცვლადების იმ მნი- 

შვნელობებს, რომლებიც ერთდროულად არ უდრის ნულს და რომელ- 
ზედაც წ არაა მკაცრად დადებითად განსაზღვრული, შევუერთებთ X.= 
=0. როგორც (5) ტოლობიდან ჩანს, /-იც არ იქნება მკაცრად დადებითი. 

ინდუქციური დაშვების თანახმად ეს იმას ნიშნავს, რომ დ კვადრატული 

ფორმის ყველა მთავარი მინორი ან, რაც იგივეა, / კვადრატული ფორ- 

მის ყველა (4) მთავარი მინორი, გარდა უკანასკნელისა, მეტია ნულზე. 
ახლა, რადგან / კვადრატული ფორმა დადებითად განსაზღვრულია, 

მისი (1) ნორმალური სახის შესაბამისი 

10 ---0 

01-00 

00 ·-.1 

დეტერმინანტი დადებითია. ამიტომ. ზემოთ დამტკიცებული ლემის 

თანახმად, რადგან ასეთი გარდაქმნის შედეგად ფორმის დეტერმინანტი 

ნიშანს არ იცვლის, / კვადრატული ფორმის დეტერმინანტი ან, რაც იგი- 

ვეა, მისი უკანასკნელი M-ური რიგის მთავარი მინრრიც, მეტია ნულზე. 
მაშასადამე, დამტკიცდა, რომ, თუ / კვადრატული ფორმა დადებითად 
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განსაზღვრულია, მაშინ მისი ყველა (4) მთავარი მინორი მეტია ნულზე. 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ პირიქით: თუ წკვადრატული ფორმის ყვე– 

ლა მთავარი მინორი მეტია ნულზე, მაშინ იგი დადებითად განსაზღვრუ- 

ლია. მართლაც, თუ / კვადრატული ფორმის ყველა მთავარი მინორი მკაც- 

რად დადებითია, ცხადია, რომ წ კვადრატული ფორმის ყველა მთავარი 

„მინორი მკაცრად დადებითი იქნება და ასეთი ფორმა, ინდუქციური და- 
შვების თანახმად, დადებითად განსაზღვრული იქნება. მაშასადამე, დ 

კვადრატული ფორმისათვის არსებობს ისეთი არაგანსაკუთრებული 

წრფივი გარდაქმნა, რომელიც მას დაიყვანს შემდეგ ნორმალურ სახემ- 

დე: ყ)“+ყი+...+-ყ%- ე თუ შესაბამის გარდაქმნას შევავსებთ X„=ყი 
ჩასმით, მივიღებთ ყველა X,, XV, ·. X, ცვლადის არაგანსაკუთრებულ 

წრფივ გარდაქმნას და I კვადრატული ფორმა, როგორც (5) ტოლობი- 

დან ჩანს, მიიღებს შემდეგ სახეს: 

ჩ- 1 

სI=ყ. +-ყა+L· +ყ% +231) ხ,,ყ,ყი+ ხიყი?· (6) 

(=1 

ცხადია, ყოველი 1=:1, 2, ..., /I--1 ნორმისათვის ადგილი აქვს იგივეო- 
ბას : 

ყ,?+2ხ,ყ,ყელ–(ყ,+ ნი ყა)-ნ"იყ?ი 

ამ იგივეობათა საფუძველზე (6) თანაფარდობა მიღებს შემდეგ სახეს: 

#–1 ”- 

I=1ბ) (ყ,+ხ/ყი)” + C –2) ს", ) ყი”. (7) 

(=LI L=1 

ახლა არაგანსაკუთრებული წრფივი გარდაქმნა 

2,=ყ;+ხ,ყი, (I=1, 2, ·.ს ”I, 

2,„=Vი 

/ კვადრატულ ფორმას, როგორც (7) თანაფარდობიდან ჩანს, დაიყვანს 

შემდეგ სახემდე: , 
”ლ=–2,)-+2,?+...+2?, 1+ძ?2ე?, (8) 

სადაც 
ძ= ხა-ხა-ხა. ს–-ებ, კ. 

როგორც (8) გამოთქმიდან ჩანს / კვადრატული ფორმის დადებითად 

განსაზღვრულობის დასამტკიცებლად საკმარისია დამტკიცდეს, რომ 

ძ>0. 

კ პირობის თანახმად, / კვადრატული ფორმის M-ური რიგის მთავარი 

მინორი ან, რაც იგივეა, ფორმის დეტერმინანტი მეტია ნულზე; ახლა 
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(ზ) გამოსახულების მარჯვენა მხარე მიიღება , კვადრატული ფორმისა+ 

გან არაგანსაკ.უთრებული წრფივი გარდაქმნებით. ამიტომ, ზემოთ დამ- 

ტკიცებული ლემის თანახმად, მისი შესაბამისი დეტერმინანტი დადები- 

თია. ე· ი. 

C
 

“– 

ღლ I => V ღლ
 

0 0 ...ძ 

მაშასადამე, დამტკიცდა, რომ, თუ / კვადრატული ფორმის ყველა 

მთავარი მინორი მკაცრად დადებითია. მაშინ / კეადრატული ფორმა 

დადებითად განსაზღვრული იქნება და ამით თეორემა მთლიანად დამ- 

ტკიცებულია. 
მაგალითები. 

1. კვადრატული 

|==2X,"+66X,Xა-L X-"+ 2X, ე-ე? 

ფორმა არაა დადებითად განსაზღვრული. მართლაც, მისი ყველა მთა– 

ვარი მინორი 

23 

31 

1 

0 

–2 

2 

ვ =6 

1 ლCთ 
-
–
C
 

2, |=–?, 

    

არაა დადებითი. 

2. კვადრატული , 
|=6X,წ+X“+-5Xვ“ -C-4XX--8V, Vვ--4 X-Xვ 

ფორმა დადებითად განსაზღვრულია. მართლაც, მისი ყველა მთავარი 

6 2-4 
6, 5 1 –2,) 2 + --2)=2. 

21 4-2 5 

  

  
მინორი დადებითია. 

შევნიშნოთ, რომ ნამდვილკოეფიციენტებიანი ყოველი მოცემული 

კვადრატული ფორმა მთავარი მინორების დახმარებით შეიძლება უშუა- 

ლოდ დაყვანილ იქნეს კანონიკურ სახემდე, ე. ი. ფორმის მთავარი მი– 

ნორების საშუალებით შეიძლება უშუალოდ გავიგოთ, თუ რა სახისაა 
მოცემული ფორმა; მაგრამ ამ საკითხებს აქ არ გავარჩევთ, ვინაიდან იხ 

სცილდება ჩვენი კურსის ფარგლებს. ! 

, 
“«



თავი V 

კომპლექსური რიცხვები 

წვე. მოქმედებანი კომალექსურ რიცხვებზე. 

კომპლექსურ რიცხვთა ველი 

როგორც შესავალში აღვნიშნეთ, სამუალო სკოლის კურსიდან ცნო- 

ბილია 0+ხ! სახის (სადაც თი და ხ ნამდვილი. რიცხვებია, ხოლო 

(=V-–-1, ,2=–--1) რიცხვი, რომელსაც კომპლექსური რიცხვი ეწოდე- 

ბა. ვიცით აგრეთვე, რომ ი-ს ეწოდება მოცემული კომპლექსური რი- 
ცხვის ნამდვილი ნაწილი, ხოლო ხ(-ს–– წარმოსახვითი ნაწილი. ამრიგად, 

ყოველი 0+ ხ/ კომპლექსური რიცხვი შეიძლება განვიხილოთ როგორც 

ორი ძ ნამდვილი რიცხვისა და ხ; წარმოსახვითი რიცხვის ჯამი –– ნაერთი. 

(= V–-1-ს ხშირად უწოდებენ წარმოსახვით ერთეულს. 

კომპლექსური რიცხვების უკეთ შესწავლის მიზნით ხელმეორედ 

განვიხილოთ ზოგიერთი ცნობილი საკითხი კომპლექსურ #იცხვებზე. 

ცხადია, რომ ყოველი ნამდვილი ძი რიცხვი წარმოადგენს კომპლექსური 
რიცხვის კერძო შემთხვევას. მართლაც, 0+ხ/ კომპლექსური რიცხვი- 
დან, როცა ხ=0. ვღებულობთ ძი ნამდვილ რიცხვს: 0ი+0ჯ=ძ. 

ორ კომპლექსურ თ =0-- ს! და ზ=0+ძ( რიცხვს ეწოდება ტოლი 

მაშინ და მხოლო მაშინ, როცა 0ი=C და ხ=ძ. აქედან უშუალოდ გამომ- 

დინარეობს, რომ 0-+-ხ; კომპლექსური რიცხვი მაშინ და მხოლოდ მა- 

შინ, უდრის ნულს, როცა ძ= ხ=0. ყოველი ო რი თ დაჩ კომპლექსური 

რიცხვის ჯამი და ნამრავლი შესაბამისად განმარტებულია შემდეგნაი- 
ად: 

თ+ჩ=(ი-+ჩ0+(0+-ძე=0ძ+C+(ხ+თX/, . (1) 

თ.ჩ-=(ძი+ხი ·(C+ძ/)-=(ძC-–-–ხძ) + (ხC-I- იძ)”. (2) 

თუ განვიხილავთ ნებისმიერ სამ თ. ზ და ჯ=#+// კომპლექსურ რიცხვს, 

(1) და (2) თანაფარდობათა მიხედვით ადვილად შემოწმდება შემდეჯჭ ტო- 

ლობათა მართებულობა 

, თ4+ჩ--ჩ4-«. თ ჩ-–ჩთ.... () 
(თ< 8)--ჯ=C + (84 4). (თჩ)+=-C (84), (ლ) 

ს (“ ჩ)ჯ/=თX+ჩ1- თ) 
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ახლა განვიხილოთ შეკრებისა და გამრავლების შებრუნებული მოქ- 

მედებანი –– გამოკლება და გაყოფა. რადგან გამოკლება არის შეკრების 

შებრუნებული მოქმედება, ამიტომ ტოლობიდან 

(ი+ხ)–(-+ძI)=X--ყ 

შეიძლება დავწე როთ: 

ძ--ხ|=(C– ძ/)+(X+-ყი. 

ორი კომპლექსური რიცხვის ჯამისა და ტოლობის განმარტებიდან მი- 

ვიღებთ: 

თ+ხ(=(C+X)«+(ძ-+Vყ)!, 

ძ=06C+X, ხ=ძ-Lყ, აქედან X=0–-0, ყ=ხ–-ძ, 

მაშასადამე, ' 

ძ--ხ|--(C0+ძე=(0–-0 +(Cხ--თ!. (6) 

ცხადია რომ თ-+(--თ)=0, ამიტომ -–-თ=–0ი–-Vსჩ; კომპლექსური 

რიცხვი იქნება თ=:0–+-ხ; კომპლექსური რიცხვის შებრუნებული შეკ- 

რების ოპე რაციის მიმართ. ხშირად–-ძ--ჩ/ კომპლექსურ რიცხეს ი-+ხ; 

კომპლექსური რიცხვის მოპირდაპირე კომპლექსურ რიცხვს უწო- 

დებენ. მკითხველი ადვილად შეამოწმებს შემდეგ ტოლობათა მარ- 
თებულობას: 

ძ-ჩ=თ+C–-ჩ), 
თ–ჩზ=0 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა თ=ჩ, 

თ+C-თ)=0, ძთძ--0=თ, 

C–-თ).ჩ=თC-ზ)=–ითზ, C-თ.C-ჩ)=იჩ. 

ახლა განვიხილოთ გამრავლების შებრუნებული მოქმედება -- 
გაჟოფა,. 

ვთქვათ, ი 7=X+/ სადაც C--ძ;X0. 
შეიძლება დავწე როთ: 

  

ძ-+ხ(=(C+ძ0(ჯ+ყი 

თანახმად ნებისმიერი ორი კომპლექსური რიცხვის ნამრავლისა და ტო–- 

ლობის განმარტებისა, მივიღებთ: 

ი+-ხ/=(C6X-–-ძყ)+(ძX+0CVყ)!, ე. ი. 

    ილი , აქედან X= + ხძ , = ხ--იძ 
ძX-+0იყ=0 წ. I ქ? C“+ძ? 

მაშასადამე, 

იLხ; ი0ი0+ხძ ხC–იძ . თ 
  

C+ძ! ლ?- ქ! C12-Lძ? '



გინაიდან C+ძ;%0, C1--ქ2+0 (კერძოდ, C' 9) ძი>0), (7) ფორმულას 

ყოველთვის აქვს აზრი. პირიქით, C-+ძ", როგორც ორი C და ძ ნამდგი- 

ლი რიცხვის კვადრატების ჯამი, მაშინ და მხოლოდ მაშინ უდრის ნულს, 
როცა C=ძ=0, ე. ი. C+ძ;=0. აქედან გამოდის, რომ კომპლექსური 

რიცხვების გაყოფა ყოველთვის სრულდება ცალსახად, თუ გამყოფი არ 

უდრის ნულს. 

ძთ--ხ; კომპლექსურ რიცხვს თ=ძ+ხ; კომპლექსური რიცხვის 

შეუღლებული კომპლექსური რიცხვი ეწოდება და მას თ სიმბოლოთი 

აღნიშნავენ, ე. ი. თძ=ძ-–-ხ/. როგორც განმარტებიდან გამომდინარეობს, 

ყოველი ნამდვილი რიცხვის შეუღლებული თავის თავს უდრის, ხოლო 

ხ; წარმოსახვითი რიცხვის შეუღლებული -–- ხ; წარმოსახვითი რიცხვი 

იქნება. აქ ბუნებრივად ასეთი კითხვა ისმება: არის თუ არა მიზანშე- 

წონილი, რომ Vთი-Vხ სხვაობას, სადაც ძ და ხნ დადებითი ნამდვილი 

რიცხვებია, უწოდებენVი -LVხ ჯამის შეუღლებულს? ცხადია, ეს არაა 

მიზანშეწონილი, ვინაიდან, როგორც. აღვნიშნეთ, ყოველი ნამდვილი რი- 

ცხვის შეუღლებული თავისი თავის ტოლია, ამ გაუგებრობის თავიდან აცი- 

ლების მიზნით უმჯობესია Vი ––Vხ სხვაობას ვუწოდოთ V>თ +V/ნ ჯამის 
მარაციონალებელი მამრავლი. საზოგადოდ, მოცემული ირაციონალური 
გამოსახულებისათვის ყოველ ისეთ მამრავლს, რომელზედაც გამრავლე- 
ბით მივიღებთ რაციონალურ გამოსახულებას, მარაციონალებელი მამ– 

რავლი ვუწოდოთ. 
მაგალითად, '/0-–Vხნ გამოსახულების ერთ-ერთი მარაციონალე- 

ბელი მამრავლია /=7/05-1-+L%ი07-)1 ხ + ·· + ხი”. 
(ე ფორმულიდან უშუალოდ ვღებულობთ: 

(თ+ხ!) (ძ-–ხI)= 0%+ ხ?. 

მაშასადამე, ყოველი ორი ურთიერთშეუღლებული კომპლექსური რი: 

ცხვის ნამრავლი ნამდვილი დადებითი რიცხვია; მას უწოდებენ მოცე- 

მული კომპლექსური რიცხვის ნორმას. მაგალითად, –-3-+4ჯ კომპლექ- 

სური რიცხვის ნორმა იქნება 25. ცხადია, რომ თი ნამდვილი რიცხვის 
ნორმა იქნება თ? ადვილად შევამჩნევთ, რომ (7) ფორმულის მარჯვე- 

ნა მხარის მიღება კიდევ შეიძლება მარცხენა მხარის მრიცხველისა და 
მნიშვნელის, „მნიშვნელის შეუღლებულზე გამრავლებით. მართლაც, 

თ-LხI _ 'C+ხიC–ძი'' ·0C+ხძ ხ---იძ ; 
  

C+ ი”. C?-L ძ? “ (2-Lძ! 0? -Lძ? 

როცა ძ+4+I-ხI=0, ე. ი. ი=ხ=-0, მივიღებთ: " 

ბ ·0-+0;, 0 -0 
  

900 C+ძ( – C+ძI თ.დ. 01+C2 '



მაშასადამე, ნული გაყოფილი ნულისაგან განსხვავებულ ყოველ კომპ- 

ლექსურ რიცხვზე, ნულია. 6C+ძ! კომპლექსური რიცხვის შებრუნე- 

ბულ კომპლექსურ რიცხვს გამრავლების ოპერაციის მიმართ ექნება 

შემდეგი სახე: 

: 1უუეს 02 იძ ; 

0+--ძ, C.--თძ' 01-+ძ!? 

-ახლა განვიხილოთ შეუღლებული კომპლექსური რიცხვების ზო- 

გიერთი თვისება. ვინაიდან თ =0+-ხ/ კომპლექსური რიცხვის შეუღლე- 

ბული თ=ძ--ხ;, კომპლექსური რიცხვია, თ=0--ნ/ კომპლექსური რი- 

ცხვის შეუღლებული იქნება თ=0-+ხ! კომპლექსური დიცხვი, ე. ი. 

თ=თ. 
ადვილად დამტკიცდება შეუღლებული კომპლექსური რიცხვებისათვის 
შემდეგ ტოლობათა მართებულობა: 

თ+ჩ=9–+ჩ, 

თ-ჩ=ძჩ, 

9 
(თ)”= (0”). 

მართლაც, ვთქვათ, თ=0+ხჩს.ზ =C+ძ! დავამტკიცოთ მეორე ტო- 

ლობის მართებულობა 

თ ·ჩ =(ი––-ხი(C-–ძი=(იC-ხძ)-–(იძ-C-Cხ)/1=Cთჩ, რ. დ. გ. 

ანალოგიურად დამტკიცდება დანარჩენ ტოლობათა მართებულობა. 

  

C
I
 0 
| 

(=V –-1. რიცხვის ხარისხებისათვის ვღებულობთ: 

(ზ-5=--- 1, (1=- |, ქ=1, (ნხ=(/,... 

საზოგადოდ, #/ მთელი დადებითი რიცხვისათვის გვექნება: 

„აეა'ეუვუებებ–_დ' (8) 

ამრიგად, /” ყოველი / მთელი დადებითი რიცხვისათვის. იქნება ოთხი 

1 სხ –-I1, –; მნიშვნელობიდან ერთ-ერთი. მაგალითად, თუ ”-ის 4-ზე 

გაყოფის შედეგად მიღებული ნაშთი უდრის 3-ს, მაშინ (/=--/. რადგან 

1 1 X” 

-=( +) =C--1)რი. (9) 
( () 
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წაით გვექნება:



თუ 0 და 1 რიცხვებს წარმოვადგენთ ასე: 0=0-L0; და 1=1-L0L 

მაშინ ყოველი ი0=0-LხI! კომპლექსური რიცხვისათვის (1) და (2) თანა- 

ფარდობის მიხედვით ადვილად შემოწმდება, რომ: 

თ-0=0+ძთ=თ, თ.0=0-თ=0 და თ.·1=1.თ=თ. 

როგორც ვხედავთ, კომპლექსურ რიცხვთა სიმრავლე აკმაყოფილებს კო- 

მუტაციური ველის ზოგადი განმარტებით მოთხოვნილ ყველა პირობას. 

ნულოვანი ელემენტის როლს აქ ასრულებს რიცხვი 0, ხოლო ერთეულის 

როლს-–-რიცხვი 1. ამით ჩვენ ერთხელ”კიდევ გავუსვით ხაზი იმას, რომ 

კომპლექსურ რიცხვთა სიმრავლე ქმნის ველს. (=V-–-1 რიცხვის ხა- 
რისხებისათვის ზემოთ მიღებულ (8) და (9) თანაფარდობათა მიხედვით 

ვღებულობთ, რომ #ჩ 'ნამდვილ რიცხვთა ველთან 1= V–1 ელემენტის 

გაერთიანება ან რაც იგივეა, ს» ნამდვილ რიცხვთა ველის (=V –-1 

რიცხვით გაფართოება #=(ი+სხ!), სადაც ირ, 66#) მოგეცემს კომპ- 

ლექსურ რიცხვთა ველს, ე. ი. 

LXI)=#L. 

შეიძლება განვიხილოთ # კომპლექსურ რიცხვთა. ველის სხვაგვარი 
კონსტრუქცია-–აგება. 

ასე, მაგალითად, ვთქვათ,. სიბრტყეზე ამორჩეულია კოორდინატთა 

მართკუთხა სისტემა. სიბრტყის წერტილები აღენიშნოთ თ, ჩ, (1... 

ასოებით. ახლა საქმე გვაქვს სიბრტყის წერტილთა სიმრავლესთან. 

» წერტილი თ აბსცისით და ხ ორდინატით აღვნიშნოთ (თ. ხ) სი მბოლოთი, 

ე. ი. თ=(0, წ). 

სიბრტყის ყოველ ორ 0=-+(0, ხ) და ჩ=(ი, თ წერტილს ვუწოდოთ 
ტოლი მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა თ=0, ხ=ძ. შემოვიღოთ სიბრტ- 

ყის წერტილების ჯამისა და ნამრავლის ცნება. ორი მოცემული თ=(0,ხ) 

და ჩ =-(C, ძი) წერტილის ჯამი ვუწოდოთ სიბრტყის ისეთ წერტილს, რომ- 

ლის აბსცისა არის თ+0, ხოლო ორდინატა კი ხ+9ძ, ე. ი. 

: თ+ჩ=(ი, ხ)+(C, ძძ=(ი+-0ი, ხ+ძ). (11) 
ამ ორი თ და ჩ წერტილის ნამრავლი ვუწოდოთ სიბრტვის ისეთ წეC- 

ტილს, რომლის აბსცისა არის იC–-ხძ,· ხოლო ორდინატა კი იძ+-ხ0ი, 

ე. ი. 

თ.ჩ=(0, ხ)(C, ძძა=(იC–ხძ, იძ+ხი. (12) 

კოორდინატთა სათავის ერთადერთ (0, 0) წერტილს ვუწოდოთ სიბრტყის“ 
წერტილთა ნულოვანი წერტილი; ის წერტილთა შეკრების ოპერაციის მი- 
მართ ასრულებს ნულის როლს. სიბრტყის წერტილთა ჯამისა და ნამრავ- 
ლის გამომსახველ (11) და (12) თანაფარდობათა მიხედვით, ისე როგორც 
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ეს ზემოთ გავაკეთეთ, ადვილად მივიღებთ ორი მოცემული თ=V(ძ, ხ) და 

ზ =(L-C, ძ) წერტილის სხვაობისა და შეფარდების შემდეგ თანაფარდობებს: 

  

თ–ჩ=(ძ. ხ)-–(C, ძე)=(0––0, ხ––თ), (13) 

90 _ (თ,ხ) –( 0C+ხძ , ხC–იძ 1 3+0, (14) 

ზ (>-ძ) 0?1--ძ? 01 -ძ? 

(13) თანაფარდობიდან მივიღებთ, რომ თ წერტილის შებრუნებული 

წერტილი შეკრების ოპერაციის მიმართ იქნება--თ=(–ძ, ––ხ) წერ- 
ტილი. (14) თანაფარდობის მარჯვენა მხარე, როცა თ=ჩ, მოგვცემს 

1=(1, 00) წერტილს. ეს წერტილი, რომელიც, მდებარეობს აბსცისთა 

ღერძზე მარჯვნიდან 1-ის ტოლ მანძილზე, წერტილთა გამრავლების 
ოპერაციის მიმართ ასრულებს ერთეულის როლს. (14) თანაფარდობაში, 
თუ თ=-(1, 0) და 8 «#0, მივიღებთ, რომ ჩ წერტილის შებრუნებული წერ– 

4-/_ % –ძ - ტილი იქნება ჩ ლ , ლო ): (11) და (12) თანაფარ 

დობათა მიხედვით ადვილად დავრწმუნდებით, რომ სიბრტყის ყოველი 

საში თ, ზ, და ჯ=(/ჩ, 6) წერტილისათვის ადგილი აქვს შემდეგ ტოლო- 
ებს: 

  

თ+ჩ=ჩ-+თ, თ-+-(ზ +7)=(თ+ჩ)+7, 

თ.ჩ =ჩ-თ, თ(ზ>X=(თჩ)7, ! 

(+ჩ)–ჯ=თX--ჩზ? 

ამრიგად, სიბრტყის წერტილთა სიმრავლე, რომელსაც 7' ასოთა 

აღვნიშნავთ, ქმნის კომუტაციურ ველს. 

აბსცისთა ღერძზე მოთავსებული წერტილებისათვის, ე. ი. (ი,0) 

სახის წერტილებისათვის გვექნება: 

  

(ი, 00+(ხ. 0)=(0--ხ, 0), (თ, 0)(ხ,0ე)=(იხ; 0), 
(მძ. C) ი 

I, 0) ––(ხ, 00=(ძ-––ხ,0), =|––-,0|I. (თ, 0) ––(ხ, 0)=(0 " თ“ (4 ) 

მიღებული ტოლობებიდან ჩანს, რომ აბსცისთა ღერძზე მოთავსებულ 
წერტილთა სიმრავლე ქმნის სიბრტყის წერტილთა ველის ქვეველს. 

თუ ახლა აბსცისთა ღერძის ყოველ (ძ,0) წერტილს მივიღებთ 0 ნამ- 

დვილი რიცხვის აბსცისის გამომსახველად, ე. ი. დავამყარებთ თანა- 
დობას (თ, 0) წერტილსა და ძ რიცხეს შორის, მაშინ აბსცისა გადაიქცევა 

ნამდვილ რიცხვთა ღერძად, ამრიგად, შეიძლება ითქვას, რომ ჩვენ მიერ 
სიბრტყის წე რტილებისაგან აგებული ველი შეიცავს ნამდვილ რიცხვთა 

ველს. 
ასეთი რამ, ცხადია, არ შეიძლება ითქვას ორდინატთა ღერძის მიმართ. 

მართლაც, განვიხილოთ, მაგალითად, (0,1) წერტილი, რომელიც მდე- 
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ბარეობს ორდინატთა ღერძზე სათავიდან ზემოთ 1-ის ტოლ მანძილზე. 

ეს წერტილი აღვნიშნოთ IL ასოთი: 

L=(0, 1). 

  

თანახმად (2) თანაფარდობისა, გვექნება: 

(1=(0, 1X0, 1)=(0-–1, 0+0)=(-––-1, 0)=––-1. | (15) 

წერტილი C–1, 0)=––1 მდებარეობს აბსცისთა ღერძზე და არა ორ- 

დინატთა ღერძზე. : 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ჩვენ მიერ აგებული წერტილთა 

1 ველი (სიზუსტით იზომორფულობამდე) იგივეა, რაც კომპლექსურ 

რიცხვთა # ველი, ე. ი. 1 ველი მიიღება #) ნამდვილ რიცხვთა ველთან 

(=(0, 1) ელემენტის მიერთებით: 7'=7X0. 

მართლაც, ყოველი (ძ, ხნ) წერტილი შეიძლება ასე წარმოვადგინოთ: 

(თ, ხ)=(ძ, 0)+(0, ნ). 

(ძ, 0) შესაკრები მდებარეობს აბსცისთა ღერძზე, ამიტომ ის არის ნამ- 

ღდვილი რიცხვი. მეორე შესაკრებს (0, ხ) შეიძლება მივცეთ შემდეგი 

სახე: 

(0, ხნ)=(ხ, 0X(0, 1). 

მარჯვენა მხარეში პირველი მამრავლი (Lხ, 0) არის ხ ნამდვილი რიცხვი 

ხოლო მეორე მამრავლი (0, 1) არის I. ამგვარად. 

(თ, ხ)=თ-+ხს!, 

ე. ი. სიბრტყის ყოველი (თ, ხ) წერტილი წარმოვადგინეთ ჩვეულებრივ 

0+ხ! კომპლექსურ რიცხვად. ამით დამტკიცდა, რომ ჩვენ მიერ აგე- 

ბულ წერტილთა 1” ველი იგივეა, რაც # კომპლექსურ რიცხვთა ველი. 
როგორც (15) თანაფარდობიდან ჩანს, 7' ველში ჩვენ ორდინატთა ღერძ- 

ზე ვნახეთ ისეთი L=(0, 1) წერტილი, რომლის კვადრატი ჯ"=C-–1, 0)=- 

=-1, აბსკისთა ღერძზე მდებარეობს. აქედან ცხადია, რომ ორდინა- 

ტთა ღერძის წერტილთა სიმრავლე წერტილთა შეკრებისა და გამრაე- 

ლების ოპერაციის მიმართ არ ქმნის 7' ველის ქვეველს. 

ახლა შეგვიძლია მივიღოთ, რომ კვადრატული ფესვი –– 1-დან არის (, 

ე. ი. ჯ= V–1. “ამ #--1-ის მეორე მნიშვნელობა იქნება -––-I=(0, -–1) 

წერტილი. შევნიშნოთ, რომ ჯ1=(0, 1)1= V–-I წერტილი, რომელსაც 

ჩვეულებრივ „წარმოსახვით ერთეულს" უწოდებენ, არის სიბრტყის 

სრულიად გარკვეული რეალური წერტილი. 
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§ აი, კომალექსური რიცხვის ტრიბონომეტრიული სახე, 

კომპლექსური რიცსჭების ასარისსება და ამოშესვა 

განვიხილოთ სიბრტყეზე დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა X0I” 
სისტემა. როგორც ვიცით, ყოველი თ+ხ/ კომპლექსურ რიცხვს სიბრ- 

ტყეზე შეესაბამება გარკვეული (თ, ხ) წერტილი და, პირიქით, ე. ი. 
კომპლექსურ რიცხვთა სიმრავლესა და სიბრტყის წერტილებს შორის 
არსებობს ურთიერთცალსახა თანადობა. რადგან ყოველი კომპლექსური 
რიცხვის ნამდვილი ნაწილი X-თა ღერძზეა, ხოლო წარმოსახვითი ნაწი- 
ლი X-თა ღერძზე, ამიტომ X-თა V 

ღერძს ნამდვილ ღერძს უწოდე- 
ბენ, ”-თა ღერძს კი-–წარმოსახვით 

ღერძს, ხშირად (თ, ხ) წერტილს 
ი+6+ხ, კომპლექსური რიცხვის 

აფიქსს უწოდებენ. 
0 მანძილს სათავიდან აფიქსამ– 

დე ეწოდება თ=0+ხ?/ კომპლექ- 
სური რიცხვის მოდული და. აღი- 
ნიშნება Iთო) სიმბოლოთი. მიმართულების მქონე 0M მონაკვეთს თ=0ძ+ ხ! 
კომპლექსური რიცხვის შესაბამისი ვექტორი ეწოდება (ნახ. 1). 

დ კუთხეს, რომელსაც 0// ვექტორი ქმნის 0X ღერძის დადებით მი- 
მართულებასთან თ=0ძ+ სხ! კომპლექსური რიცხვის არგუმენტი ეწო- 

დება და აღინიშნება ი„–თ სიმბოლოთი. დ კუთხე შეიძლება იყოს რო- 
გორც დადებითი, ისე უარყოფითი: დადებითი კუთხე უნდა ავთვალოთ 
საათის ისრის მოძრაობის საწინააღმდეგოდ. ხშირად ი-- ხ(კომპლექსური 

რიცხვის ი მოდულს და დ არგუმენტს მოცემული კომპლექსური რიცხ- 

ვის აფიქსის პოლარულ კოორდინატებს უწოდებენ. 

იმისათვის, რომ გეომეტრიულად მივიღოთ ორი თ=0+ხ! და ჩ= 
C+ძ( კომპლექსური რიცხვის ჯამი, საჭიროა /VM(თ, ხ) და C(C, ძი) წერტი- 

ლების C6=(ძი+-0ი, ხ+თ ჯამის აგება (ნახ. 2). ადვილად შევამჩნევთ, რომ 

თ+ზ=(ი+0თ+(ხ+ძ), კომპლექსური რიცხვის შესაბამისი 00 ვექ)- 

ტორი წარმოადგენს 0M და 0ჩ ვექტორებზე აგებული პარალელო- 
გრამის 00 დიაგონალს. 

მაშასადამე, გეომეტრიულად კომპლექსური რიცხვების შეკრება 
სრულდება სათავიდან გამოსული ვექტორების შეკრების პარალელო–- 
გრამის წესით. ანალოგიურად, ორი მოცემული თ, და ჩ კომპლექსური 

რიცხვის სხვაობის გეომეტრიულად აგებისათვის, საჭიროა /VI(0, ხ) და 

ჩ(C, ძე) წერტილთა სხვაობის MV=(ი––ი, ხ––ძ) აგება. ამრიგად, დ––ჩ = 

=0-0+(ხ--თ): კომპლექსურ რიცხვს შეესაბამება 0MV ვექტორი ან, 
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რაც იგივეა, 0M და 0ჩ ვექტორებზე აგებული პარალელოგრამის #M 
მცირე დიაგონალი აღნიშნული მიმართულებით. 

როგორც ნახაზიდან ჩანს, თ და ჩ კომპლექსური რიცხვების მოდუ- 

ლებია I(დ|=0#M, |ზI=0/ მონაკვეთები, ხოლო მათი თ <I-ჩ ჯამის მოდუ- 

ლია I +ჩ)I=0C0 მონაკვეთი. რადგან სამკუთხედში ყოველი ორი გვერ- 

დის ჯამი მეტია მესამე გვერდზე, ხოლო სხვაობა ნაკლებია მესამე გვერ- 

დზე, მივიღებთ შემდეგ ორ თანაფარდობას: 

Iთო+ჩ|==|თI+ |ჩს თ ––ჩ)==|Iთ“+ჩI. 

აქ ტოლობას ადგილი ექნება მხოლოდ მაშინ, როცა დ და ჩ კომპლექსუ- 

რი რიცხვების შესაბამისი ვექტორები მდებარეობენ კოორდინატთა 
სათავეში გამავალ ე რთ სწორ 

ხაზზე. ! 

რადგან თ––წ=C+C–ჩ) 
და ჩ კომპლექსური რიც- 

ხვის მოდული იგივეა, რაც 

მისი მოპირდაპირე ––ჩ რიც- 

ხვისა, ე. ი. |“–ჩ,=|8ზ ს 
მიღებულ უტოლობათა სა- 

» ფუძველზე ადვილად მივი- 
ღებთ შემდეგ უტოლობას: 

Iთ-–ჩ|)<<|თ–ჩI= 

ნახ. 2 <=| თ| + |ჩ|. 

  

  

  

|Iთ | – II =Iთ I +|8ზ) უტოლობის უბრალო განზოგადებით, / რაოდე- 
ნობის კომპლექსური რიცხვისათვის გვექნება: : 

|თო1--თე--...>Cთ, | <= Lთ1 | + I Cი | +...+ | რი! 

იმისათვის, რომ კომპლექსური რიცხვების გამრავლება და გაყოფა გეო- 

მეტრიულად წარმოვიდგინოთ, საჭიროა წინასწარ კომპლექსურ რიცხვს 

მივცეთ ტრიგონომე ტრიული სახე. როგორც 1-ლი ნახაზიდან ჩანს, თ= 

=ძთ-+-ხ! კომპლექსური რიცხვის ი მოდული და თ არგუმენტი, ე. ი. M 

წერტილის პოლარული კოორდინატები, ამავე წერტილის დეკარტის კო- 

ორდინატებთან შემდეგი ტოლობებით არის დაკავშირებული: 

ი=Vით'+ხ2, ძი=0005დ, ხ=65Iიდ. (1) 

კომპლექსური რიცხვის ი მოდული, როგორც მანძილი, არის ნამდ- 

ვილი და დადებითი რიცხვი, ამიტომ კვადრატული V0?-ხ“ რადიკალის 
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წინ ავიღებთ მხოლოდ დადებით ნიშანს. (1) ტოლობათა საფუძველზე 

შეიძლება დავწეროთ: 

თ=ძ-ხI(=0(005C6 +(/ 51ი C)- (2) 

(20) ტოლობის მარჯვენა მხარეს უწოდებენ თ==0+ხ! კომპლექსური 

რიცხვის ნორმალურ ტრიგონომეტრიულ სახეს, სადაც 6 მოდული და თ 

აოგუმენტი განისაზღვრება (1) ტოლობებით. კუთხის განსაზღვრისათვის 

შეიძლება აგრეთვე ვისარგებლოთ თანაფარდობით 

აქ საჭიროა შევნიშნოთ, რომ თ არგუმენტის (3) ტოლობით, ე. ი. 

ტანგენსით გამოთვლისას მოსალოდნელი შეცდომის თავიდან აცილების 
მიზნით, საჭიროა წინასწარ ავაგოთ მოცემული კომპლექსური რიცხვის 

შესაბამისი // აფიქსი და 0M ვექტორი. მაგალითად, –-1-+I/ და 1-7 
კომპლექსური რიცხვების არგუმენტი (3) თანაფარდობის თანახმად, 
თუ მათ აფიქსს მხედველობაში არ მივიღებთ, გამოდის ერთი და იგივე. 

სინამდვილეში, როგორც ეს შესაბამისი აფიქსისა და ვექტორის აგები– 

დან ჩანს--1+/ კომპლექსური რიცხვის არგუმენტი არის + , ხოლო 

“1--, კომპლექსური რიცხვის არგუმენტი კი 4 · 

მაგალითი. დავწეროთ --1+ / 3/ რიცხვის ნორმალური ტრიგონო- 
მეტრიული სახე. მოცემული კომპლექსური რიცხვის მოდული 0=2, 

" 4; , 

აქ 0ლ05დ =–- –- და ამიტომ დ შეიძლება იყოს--> და –-– მაგრამ, 

რადგან –-1+-V3 / კომპლექსური რიცხვის შესაბამისი აფიქსი მეორე 

მეოთხედშია, ამიტომ დ= 22 მაშასადამე, მივიღებთ: 

,/–. 2: ,. . 2X 
– 1+V31=2 C “კ ი1 5 3) · 

ვთქვათ, ახლა მოცემულია ორი თ და ჩ კომპლექსური რიცხვი ტრი- 

გონომეტრიული სახით: 

თ =0 (C05 დ +-I 5II დ), ჩ =/(0050 +1751ი0). 

ამ ორი კომპლექსური რიცხვის გამრავლების შედეგად მივიღებთ: 

«8 =2·/(005დ ·6050 ––5II დ ·5100 +727 51ი დ ·0050 + ლია დ -5(08)= 
=ი-/ (C05(დ+0)+151ი (დ+0)1- (4) 
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როგორც მიღებული (4) ტოლობიდან ჩანს, ყოველი ორი თ დაჩ 
კომპლექსური რიცხვის გამრავლების შედეგად მიღებული კომპლექსუ- 
რი რიცხვის მოდული უდრის მოცემულ თ და ჩ კომპლექსურ რიცხვთა 

მოდულების ნამრავლს, ხოლო არგუმენტი უდრის მოცემულ კომპლექ)- 

სურ რიცხვთა არგუმენტების ალგებრულ ჯამს, ე. ი. 

|თზI=0ი-/=|თ| |ზს მ-VC(თჩ)=დ +0 = მ-წ თ+28IVჩ- 

აქედან ჩანს, რომ გეომეტრიულად თ კომპლექსური რიცხვის ჩ 

კომპლექსურ რიცხვზე გამრავლება ნიშნავს: თ კომპლექსური C«იცხ- 
ვის შესაბამისი ვექტორი მოვაბრუნოთ 0 კუთხით და შემდეგ მისი ი 
მოდული გავამრავლოთ ჩ კომპლექსური რიცხვის ” მოდულზე; მიღე- 
ბული მონაკვეთის ბოლო წერტილი იქნება თჩ კომპლექსური რიცხვის 

აფიქსი. 
ახლა განვიხილოთ გაყოფის ოპერაცია. ვთქვათ, მოცემულია ჩზ= 

=ICC050 + (5100) კომპლექსური რიცხვი. ჩ კომპლექსური რიცხვის 

შებრუნებული კომპლექსური რიცხვი შეიძლება ასე წარმოვადგინოთ: 

  1 = 1 = C95 0-–-! 519 მ _ =_' (იი% ი–-I 51ი (7)) 

ზ ”I(Cლ05 0-+I 5I9) 0) ”(C0§7 0-–L- 5102 0) ,” 

ან კიდევ 

ვ! = IC0§8 (-–0) –-7 §1IML(––0)1. დღ) 
, 

როგორც (5) თანაფარდობიდან ჩანს: 

1 
Iზ II =--=,=)ჩზI-, მI8(8-)=--0=-–-ისწჩ- 

, · 

(5) თანაფარდობიდან აგრეთვე ჩანს,.-რომ გეომეტრიულად ზ #9 

კომპლექსური რიცხვის შებრუნებული ზ-! რიცხვის მისაღებად საჭი- 

როა, ნამდვილი ღერძის მიმართ ავაგოთ ჩ კომპლექსური რიცხვის შე- 

საბამისი ვექტორის სიმეტრიული ვექტორი და. შემდეგ ამ ვექტორზე 

კოორდინატთა სათავიდან გადავზომოთ „==“ მანძილი. შევნიშნოთ, 

რომ | თ|I=| თ“) |მაშინ და მხოლოდ მაშინ,. როცა |თღI=1, ე. ი. როცა C 

წერტილი ძევს ერთე ულრადიუსიან წრეზე. თუ თ არის ერთეულრადიუ- 

სიანი წრის გარეთ, მაშინ თ“! იქნება ამ წრეში და, პირიქით. ამ გზით 

ჩვენ ვღებულობთ კომპლექსური სიბრტყის ერთეულრადიუსიანი წრის 

გარე და ნულისაგან განსხვავებულ შიგა წერტილთა ურთიერთცალსახა 

თანადობას. 
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:ახლა ორი თ და ჩ კომპლექსური რიცხვის შეფარდება შეიძლება 

შევცვალოთ თ და ჩ “1 კომპლექსური რიცხვების ნამრავლით. 
მაგალითად, 

გ თ = (C05 დ-LI 511) დ). 1. IC05 (––0) -= 7 §10 (––0)) = 
, 

=-ი-Iიი§C –“0)+/ §(ი(დ ––0)1. რ) 

(6) თანაფარდ ობიდან ვღებულობთ, რომ. 

>––______-..- 8 , (გ) დ 66 (გ )=2M(4 გმLC ჩ. 

განმარტების თანახმად, თ =ი(ი(C05 დ-L151ი დ) კომპლექსური რიცხვის 

შეუღლებულ თ კომპლექსურ რიცხვს აქვს შემდეგი სახე: თ=0(C05დ–– 
–- (511 დ) ან, რაც იგივეა, თ=6IC05C–-დ)-/ §IიC–დ)|. როგორც ჩანს, 
გეომეტრიულად თ კომპლექსური რიცხვისა და მისი შეუღლებული 

თ კომპლექსური რიცხვის შესაბამისი აფიქსები სიმეტრიულია ნამდვი-: 

ლი ღერძის მიმართ. 
კომპლექსური რიცხვის კომპლექსურ რიცხვზე გამრავლების ზემოთ 

მიღებული წესიდან ჩანს, რომ რაიმე რიცხვის C05თდ+75)ი დ მამრავ– 
ლზე -- ოპერატორზე გამრავლება ნიშნავს, მოცემული რიცხ;ვის შესა- 

ბამისი ვექტორის მობრუნებას დ კუთხით. 

  

  

მაგალითად, რადგან ჯ=C00§ 2-+:9ი-- , ამიტომ მოცემული რიცხ- 

ვის L-ზე გამრავლება ნიშნავს, რომ მოცემული რიცხვის შესაბამისი 
ვექტორი საათის ისრის მოძრაობის საწინააღმდეგო მიმართულებით 

მოვაბრუნოთ 2“ კუთხით. აქედან, რადგან 1(?1=--1=0C005 ჯ +: 510 ჯ 

ვღებულობთ, რომ 

C–1):.C–1)=1. 

ვთქვათ, მოცემულია » კომპლექსური რიცხვი თ,, თე, .·.., ძე რო- 

მელთა მოდულებია შესაბამისად ი, ლე, .., ი, ხოლო არგუმენტებია 

დე, თი, ·.., დე. კომპლექსური რიცხვის კომპლექსურ რიცხვზე გამრავ- 
ლების (4) ფორმულის უბრალო განზოგადებით მივიღებთ: 

თ,“ თე..-თ„=601'0ა...0IC05(დ,+დე-L...+დ,)L7/5(ი(ფ--დ,+...+დ,)).. (7) 

თუ ვიგულისხმებთ, რომ თკ=თა=...=თე=თ, ე. ი. 0უ)=ნა:==...= 
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' 

=ლ0გ=0 და დ)=და=...=დე=დ, მაშინ (7) ტოლობიდან მივიღებთ 
მუავრის (M0IVI6C 1667--1754) შემდეგ ფორმულას: 

(0 (C05 დ -+- I 51ი დ))”=0”(C05 7 დ-+LI 51ი 7 დ). (8) 

ამრიგად, თ კომპლექსური რიცხვის ხარისხში ასაყვანად საჭიროა მო–- 

დული ავიყვანოთ ამავე ხარისხში, ხოლო არგუმენტი გავამრავლოთ ხა- 

რისხის მაჩვენებელზე. (7) და (80, ტოლობებიდან მოდულთა და არგე- 

მენტთათვის შესაბამისად ვღებულობთ: 

| თ17Cთი9---Cი |=01“ 0ი---ჩე==| დ) | | თ2I ... Iთი კერძოდ IX”5|=| თ I, 

,„8IV(თCI-თა -·· Cთი)= დ)“ დი-L.-..-+დიე=მI თ)+ მ/წ თა“+...-+მწწთი 

კერძოდ, მILCCIთ) = 71 მIC თ. რადგან თ“ ”=(თ“1)5, ამიტომ, ცხადია, რომ 

მუავრის ფორმულა მართებული იქნება მთელი უარყოფითმაჩვენებ- 
ლიანი ხარისხებისათვისაც. 

განვიხილოთ (8) ფორმულის ზოგიერთი გამოყენება. როცა ი =1, 
მივიღებთ: 

: (ი05 დ +? 510 დ)7=005/ დ +15)ი” დ (–» 

1. გამოვთვალოთ (C/ 3+V17. 

ვინაიდან 

–_ ჯა . “ 
3-L1=2 | 005 ––– +. 1591 ––– |, 

V 3+! წ 6. C) 
გვექნება # 

(/3+.01:= 21. (C05 2%-LI 510 2»)= 4096. (5 

2. თუ (9) ტოლობის მარცხენა მხარეს გავშლით ნიუტონის ფორმუ- 

ლის მიხედვით და შემდეგ მიღებული ტოლობის ორივე მხარეში მო–- 

ვახდენთ ნამდვილი და წარმოსახვითი ნაწილების გატოლებას, მივი- 

ღებთ შემდეგ ორ თანაფარდობას: ა 

C05/ დ = 005” დ––Cია” 005” 7 დ · 510? დ-C იქ Cი05” 4 დ ·§1იბდ +... 

5107 დ =71C05”–1დ - 510 დ––Cე1005წ მდ ·51ი9დ -++C%05” “9დ · 5§1იზდ-––...+ 

მაგალითად, როცა #=2, 3, მივიღებთ საშუალო სკოლიდან ცნობილ შე- 

მდეგ ფორმულებს: 

5112 დ=25იდ ·ლ05დ, 510 3დ =3 5Iი დ 005” დ––51ი9 დ, 

ლC052დ =005? დ––51ი? დ, C05 3დ =00598 დ––3 005 დ 510” დ. 
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3. ვთქვათ, თ=C08§ დ -LI 51ი დ, მაშინ თ=005 დ––/5I0ი დ, 

თ+თ=200§8დღდ, თ–-თ=215)იC, თ თ=1, 

ი–-თ 
  005 =2. % 511 დ = 

1.2.” ?“ დ; 

აგრეთვე ნებისმიერი #I მთელი რიცხვისათვის მივიღებთ შემდეგ ფორ- 

მულებს: 

  

თ ”'=005 #7) დ -LL 51ი I 0) თ ””=005 I დ–-15Iი0 7 დ, 

თ”+თ”=2 005 /7 დ, თ” -თ”შ=27150 7/ დ, 

თოთი . თ”- თი 
0057 დ=-–-–--, ვმოუდ= –-–. 

2 2! 

ამ ფორმულების დახმარებით 5Iი” დ და ლ05”დ შესაბამისად შეიძ- 
ლება წარმოვადგინოთ როგორც დ კუთხის ჯერადი კუთხის სინ უსისა 

და კოსინუსის წრფივი კომბინაცია. მაგალითად, 

· –_თV 1 _ ი 
§102 დ= « « = -I თძ--3თ?თ-+3თთ?-ი1 |= 

2: –8; 

–_ 1 

= – თ – თ) 3(თ–-თ) |= –ჯ( 2; 51) 3დ––3.. 2ჯ51ი დ ) = 
8; 8; 

  
  

=-“ ყიდ ყივ =-> ო 2 დ. 

ანალოგიურად მივიღებთ: 

0053 დ= 3 005 დ + 16% 3თ 
>322:74 ' 

ახლა განვიხილოთ კომპლექსური რიცხვიდან ფესვის ამოღების სა– 

კითხი. ცხადია, რომ ყოველი კომპლექსური რიცხვიდან ნებისმიერი ხა– 

რისხის ფესვი ისევ კომპლექსური რიცხვია. ვიგულისხმოთ, რომ 

თ=-0ი(00§ დ +L 51ი დ) კომპლექსური რიცხვიდან ო-ური ხარისხის ფესვი: 

არის #(0050 + 7 51ი0) კომპლექსური რიცხვი, ე. ი. 

V0(C05 დ-LI 511) დ) -=/(0C05 0-LI 510 0). (10) 

ორივე მხარე ავიყვანოთ „ ხარისხში, მივიღებთ: : 

#M008710 -(/510 #0)1=ი C05 დ+L5Iი დ. (11» 

რადგან ტოლი კომპლექსური რიცხვების შესაბამისი ვექტორები ტო– 

ლია, ამიტომ ტოლი კომპლექსური რიცხვების მოდულები ტოლია, ხო– 
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ლო არგუმენტები შეიძლება განსხვავდებოდეს 2»-ს ჯერადი შესაკრე- 
ბით. ამრიგად, (11) თანაფარდობიდან ვღებულობთ 

ჯუ%მ=0, M0 =დ+2#%», 

სადაც # ნებესმიერი მთელი რიცხვია, ე. C. 

  

«დ-L2#; 
––-. ”=V C, 0 -–- 

რადგან ” მოდული დადებითი რიცხვია, ამიტომ ი დადებითი რიცხვი- 
დან # ხარისხის ფესვი უნდა ავიღოთ მხოლოდ ნამდვილი და დადებითი 
(ანუ არითმეტიკული ფესვი). თუ ” და 0 მნიშვნელობებს შევიტანთ (10) 
ტოლობის მარჯვენა მხარეში, , მივიღებთ: 

თ /აეეეეიიეაიეესობეს ა #. 28 (51 + 2 1 /2(00§§ 1- 1510 დ=V 6 | 5C (> +#ჩ – )+! ში( 2 +#ჩ – 1. (12? 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

ადვილად დავრწმუნდებით რომ #-სათვისს საკმარისია ავიღოთ 
#=0, 1, 2,... ”-–1 და ჩვენ მივიღებთ ყველა # სხვადასხვა საძიებელ 

ჩი, ჩI., ჩ:, ·.-, ჩი–. ფესვს. 

მართლაც, ვთქვათ, #-ს აბსსოლუტური მნიშვნელობა მეტია ან ტოლი 
M-ზე, ე. ი. Iი>>M, მაშინ # შეიძლება წარმოვადგინოთ ასე: 

#=M0+-”/, 

სადაც # საზოგადოდ მთელი რიცხვია, ხოლო ”# (0ლ=”<7/) მთელი არა 

უარყოფითი რიცხვია. მივიღებთ: 

M= M, | იია( 7- +რდ09+ 0+) +/5ი (+ +დძ + 04) = 

= VC (ი: (++ >) +:?851ი (++ ლ 1=4, (-=0,1,2,..-,M-–-1). 

ამრიგად, ყოველი ჩ, არის ერთ-ერთი ჩი, ჩე, ჩა, ·-- ჩ„-ჯ რიცხვთა შო- 
რის, მაგალითად: ზ„=ჩა,; ზიკვ=ჩვ. მივიღეთ, რომ ჩი, ჩე), ჩა, ·· ჩი-1 

კომპლექსური რიცხვები მიუხედავად იმისა, რომ მათ ერთი და იგივე 

მოდული აქ>3ვთ სხვადასხვაა. მაშასადამე, #-ური ხარისხის ფესვს, ყოვე– 

ლი ნულისაგან განსხვავებული თ-Lხ1=0 (005 დ +1 5I” დ) კომპლექსური 
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რიცხვიდან აქვს # სხვადასხვა მნიშვნელობა და ყველა ეს მნიშვნელობა 

მიიღება (12) ფორმულის მარჯვენა მხარიდან, თუ ავიღებთ #=0, 1, 2,..., 

იჩ--1. ახლა განვიხილოთ მიღებული #. სხვადასხვა ფესვის გეომეტრიუ- 

ლი ინტერპრეტაცია. შევნიშნოთ, რომ 

= 8 (ია დ–+2/X 1 (9 8:25) (#=0, 1, 2,..., M–1) . (13) 
ჩ 

    

7 

მიღებული # ფესვის ჩი ზი, ჩა, ··· ჩი; შესაბამის ვექტორებს აქვთ 

ერთი და იგივე სიგრძე V/ი-ს ტოლი. ჩე რიცხვის არგუმენტია # , ჩ4) 
ჩ 

27 
რიცხვის არგუმენტი კი არის 32. და ა. შ. ყოველი 3, კომპლექ– 

სური რიცხვის არგუმენტი მიიღება ჩ,.ჯ კომპლექსური რიცხვის არგუ– 

მენტის 2 კუთხით გადიდებით. ამრიგად, მოცემული თ=-–0(005დ -L 

+510 დ) კომპლექსური რიცხვიდან „-ური ხარისხის ყველა # ფესვი 

დალაგდება V ი -რადიუსიან წრეზე თანაბარი მანძილებით ან, რაც იგი– 

ვეა, V ი -რადიუსიან წრეში ჩახაზულ წესიერ #I-გვერდა მრავალკუთხე– 
დის წვეროებზე. 

განვიხილოთ V0-+ხ( ფესვის წარმოდგენა თ და ხ ნამდვილი რიცხ– 
ვების საშუალებით. (13) ფორმულის თანახმად დაეწეროთ: 

Vთ-+ხ: =V6 (50 (3-+% ) + (51ი (+ +% 1 (#=0, 1): 

მივიღებთ ფესვის შემდეგ ორ მნიშვნელობას: 

–>ო“' 
+I§5Iი (+ +5)1= => 

ახლა, თუ მოვიგონებთ ფორმულებს: 

ლ0§-% = 1 +C005% , ყიეზ 1-–– ლ05ღ 

2 2 2 2 

დღა მხედველობაში მივიღებთ. რომ: 

0 =Vი?+ ჩხ”, ძ0=იC005 Cდ, 
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გვექნ ება: 

_ დ უყ/ />+01+4 ედ V20?--ნ?-- ი 
გ C05 –---= უა. 5)1I-––- == ჩ''”"'“ 

V “ 2 2 ) V წ 2 V 2 · 

მაშასადამე, 

ზა = ” V 2+V+9 + ,/ /-+68-ი. (14) 

კვადრატული რადიკალებეს წინ ნიშნების განსაზღვ რისათვის განვიხე- 

ლოთ ნამრავლი: 

· / M/ 0: -ხ'+0თ , კ“ #2 +CC"-2_ 9 

V 2 2 _2' 

ამრიგად, მივიღეთ, რომ თუ 6ხ>0, მაშინ ორივე რადიკალის წინ უნ- 

და ავიღოთ ერთნაირი ნიშანი, ხოლო, როცა ხ<0, მაშინ რადიკალების 

წინ უნდა ავიღოთ სხვადასხვა ნიშანი. პირველ შემთხვევაში ჩი გამოი– 

სახება (14) ფორმულით, ხოლო ჩ1=–ჩა. მეორე შემთხვევაში, როცა 

ხ<0, გვექნება: 

ჩ,=1/. V2+00+ი გ“ V>I I-ი, ხოლო 8=- 8). 

თუ გავაერთიანებთ მიღებულ შედეგებს, გვექნება: 

_ V-0?-+6ნ?-Lთ . ”“. /202- 1 ხ2 ძი | 
–ჩ; LI“. “ "7 M# ი ხI=+ | > -+I 2 · 

ამ ფორმულების მიღება საშუალო სკოლაში დაიყვანება მარტივი 

ორუცნობიანი მეორეხარისხიანი სისტემის ამოხსნამდე, ცხადია, ასეთი 

მეთოდით არ შეიძლება (12) ფორმულის მიღება. 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ V21–20L. 

თუ გამოვიყენებთ მიღებულ ფორმულას, რადგან ხ=-–-20<0, გვე- 

ქნება: 

  

  

V21-–-201=-–(5–2ი. 

მაგალითი 9. ვიპოვოთ ყველა მნიშვნელობა ფესვისა 

V –-I--(V3. 
ფესქვეშა გამოსახულებას მივცეთ ტრიგონომეტრიული სახე. ––1-–/ V 3 
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კომპლექსური რიცხვის მოდული და არგუმენტი შესაბამისად იქნება 2 
4X 

და 3: მაშასადამე, 

–- 1-7 #3= 2(თა“.+' §9(ი =8)   

(12) ფორმულის მიხედვით გვექნება: 

/#/-–-1-/V 3. -V 2 IX (+) +Vწ51ი (<+#+2)) 

(#=0, 1, 2, 3). 

უზრალო გამოანგარიშებით მივიღებთ ფესვების შემდეგ მნიშვნელო– 
ებს: 

  

    

#2 98, ._ V2 V8, 
აა... 

მაგალითი მ. უტოლობა |2-2--II| <1, სადაც 2=X-LVყ! განსაზღვ რავს 

იმ წერტილთა სიმრავლეს, რომლებიც მოთავსებულია ერთეულოვან 

წრეში ცენტრით C-2,1) წერტილში. 

მუავრის და კომპლექსური რიცხვიდან ფესვის ამოღების (12) ფორმუ- 

ლის გამოყენებით ადვილად შემოწმდება, რომ თუ 0+ ნჯ=60(005 დ-+I§510დ) 
კომპლექსური რიცხვის 7 ხარისხი არის 4–+8/(კომპლექსური რიცხვი, 

მაშინ ი––ხნ/ კომპლექსური რიცხვის # ხარისხი იქნება 4-8! კომპლე– 

ქსური რიცხვი. ანალოგიურად, თუ Vი--ხI=/+7#Mნ მაშინ Vი–-ხI= 

=/1–-–-ML. 

§ 93, ჯ-ური სარისსის ფესვი 1-დან. პირველადი ფესვები. ორწევრა 

განტოლებანი 

რადგან 1=1–+-0/, ამიტომ მისი მოდული ი =1, ხოლო არგუმენტი 

დ=0, წინა პარაგრაფის (12) ფორმულიდან მივიღებთ: 

--·" ·_ 2ჩ–X 2ჩ”> 
V 1 = %V0050-75Iი69 = 005 “+ Iფი –“ (#=0, 1,-.-,0––-1). 
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აღვნიშნოთ 

2/ “" “/ 

C,=ლ0§5“““ +151ი 2M% (–“=0,1,2,-..,––-1). (1) 
ჩ ჩ 

ცხადია, რომ V 1-ის ყველა # ფესვი გეომეტრიულად შეიძლება წარ- 

მოვიდგინოთ როგორც ერთეულრადიუსიან წრეში ჩახაზული წესიერი 

M-კუთხედის წვეროები. 

(1) ფორმულის მიხედვით ადვილად დავრწმუნდებით, რომ რო- 

ცა 7 კენტი რიცხვია, მაშინ 7/ 1-ს აქვს მხოლოდ ერთი ნამდვილი ფესვი 

§:=1 (რომელსაც %/1-ის არითმეტიკულ ფესვს უწოდებენ). სხვა დანარ- 
ჩენი ფესვები §), 8/, ·.-, ნგ-1 კი კომპლექსური რიცხვებია, ხოლო, რო–- 

ცა #=2# ლუწი რიცხვია, მაშინ 1-ს აქვს ორი ნამდვილი ფესვი: 8:= 

=1 და 6,=005 +510 1=--1, სხვა დანარჩენი #-–-2 ფესვი კი კომპ-: 
ლექსური რიცხვებია. 

როცა #=1, ვღებულობთ: 

2X . . 2 
6,ლ=005–“ +151 –-. 

ჩ / 

მუავრის ფორმულის თანახმად გვექნება: 

6./=00§ ცუ); 5111 ც20 6, 
” MI 

8.ს=6,(ჩ=0, 1,2, ·.., /2--1). (ა) 

ცხადია, რომ 6,”7=8„=6ე=1. თუ #7>>/, ე. ი. I1=/0+/” (09=”</), 

მაშინ 8)”=6)ჟ9·6,/=6)ე”=წ6,, სადაც ”=0, 1, 2, ..., /:--1. მაშასადამე, 

§C-ის ყოველი ხარისხი მოგვცემს 1/1 ფესვთა შორის ერთ-ერთ გარ- 
კვეულ მნიშვნელობას. 

ამრიგად, §) ფესვს აქეს ის თვისება, რომ მისი თანამიმდევრობით 

0, 1, 2. ..-, M--1 ხარესხში აყვანით მივიღებთ V 1-ის ყველა #7 სხვადასხ– 

ვა ფესვს. 1 -ის ყველა იმ 8, ფესვს, რომლებიც ასეთი თვისებისაა, 

პირველადი, ანუ პრიმიტიული, ფესვი ეწოდება. მაგალითად, ადვილად 

შემ-წმდება, რომ ·V1 -ი" 

“–1+V31 –I1 V37 
§0=>1, 61 2 = 5 ბი: 

ფესვთა მორის პირველაჯი ფესვები იქნება §) და 89, კერძოდ, წ6ა:”=6), 
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§ხ1=5:-=1. ვთქვათ, 6 არის ერთი რომელიმე #M#-ური ხარისხის, 
ფესვი ერთიდან ადვილად დამტკიცდება, რომ § მაშინ და მხოლოდ 
მაშინ იქნება პირველადი ფესვი, თუ მისი ხარისხები §#ჩ სხვადასხვაა. 

მართლაც, თუ § რიცხვის ყველა ეს ხარისხე სხვადასხვაა, ისინი ამო– 
წურავს 1/ 1 ყველა ფესვს და ამიტომ § იქნება # 1-ის პირველადი: 
ფესვი. თუ, მაგალითად, §#=28/, სადაც 0</!<#ლ=7-–-1, მივიღებთ: 
§-I=1, და რადგან 1<=#--/<7, ცხადეა, 8 არ იქნება პირველადი 
ფესვი როგორც მაგალითზე ვნახეთ, V1 აქვს ორი «, და 6 პირვე–- 
ლადი ფესვი, ე. ი. საზოგადოდ # 1-თვის 6 არაა ერთადეროი პირვე-. 
ლადი ფესვი. ცხადია, რომ თუ 6 არის ” 1-ის რომელიმე პირველადი. 
ფესვი, §M(# > 0) მხოლოდ მაშინ უდრის ერთს, როცა I ჯერადია X-ისა.. 

. თეორემა, / 1-ის 6, ფესვი მაშინ და მხოლოდ მაშინ. იქნება 

 1-ის პირველადი ფესვი, როცა # და 7 ურთიერთმარტივი რიცხვე- 
ბია, ე. ი. (#,?1)=-1, 

დამტკიცება. როგორც 8,/-ს 

2#2: 2#ჩ/7 
6.=005 - - -–- 150 –– 

” / 

მნიშვნელობიდან ჩანს, თუ # და ი ურთიერთმარტივი რიცხვებია,. 

შ-ე 25% –+ 15111 2ჩ0% , როცა 0</?1<7 არ შეიძლება იყოს ერთი.. 
” ” 

მართლაც, წინააღმდეგ შემთხვევაში "” უნდა იყოს ჯერადი V-ისა; ეს 

კი შეუძლებელია ვინაიდან # 'და ი უღრთიერთმარტივი რიცხვებია. 
ამრიგად, დამტკიცდა, რომ როცა # და # ურთიერთმარტივი რიცხვე- 

ბია, ხარისხები 6,” (I2=0, 1, 2, . . ., M--1) მოგვცემს # 1-ის ყვე– 

ლა # ფესვს, ე. ი. 6, იქნება პირველადი .ფესვი. ახლა, თუ # და ”' 
რიცხვების უდიდესი საერთო გამყოფი ძ>1, ე. ი. (#, M)=ძ, მივიღებთ 

#=ძ-#), #=ძ7ი,, სადაც #) და 7, ურთეერთმარტივი რიცხვებია. 6,-ს 

ი +I/5ი => 
6, 1=1 და 7<7, ვღებულობთ, რომ თუ # და 7 არაა 6-ის ურთი- 

ერთმარტივი რიცხვები, მაშინ «, იქნება #7 1-ის რომელიმე ფესვი და 

მისი ყველა შესაძლო ხარესხი არ მოგვცემს #7 1-ის ყველა ფესვს, ე. ი. 

ა არ იქნება 1/ 1-ის პირველადი ფესვი და ამით თეორემა დამტკიცე– 
ულია. 

ამრიგად, 7 1-ის 6ე,51,ნ0, · .. ნ. 1 ფესვთა შორის ისინი იქნებიან. 
პირველადი ფესვები-ი რომელთა შესაბამისი ინდექსი ”7-ის ურთი- 

217. 

12. 
    გამარტივებით გვექნება 6,-=C005 ახლა, ვინაიდან



ურთმარტივი რიცხვია, ე. ი. 1/ 1-ის პირველადი ფესვების რაოდენობა უდ- 
-რის ჩ”-ზე ნაკლებ და #”-ის ურთიერთმარტივი რიცხვების რაოდენობას, M-ზე 

ნაკლებ და მის ურთიერთ მარტივრიცხვთა რაოდენობა დ(1) სიმბოლოთი 

აღინიშნება. რიცხვთა თეორიაში მტკიცდება, რომ თუ #=/,)ი1/ეთ2...ე,2, 

"სადაც ი, ჩა, ··, ნ: მოცემული იჩ რიცხვის მარტივი მამრავლებია, 
მაშინ 

დ(/) =8 (1-– )(! _ <- |. C _ 1. · 
'/ 

მაგალითად, IV1-ის პირველადი ფესვების რიცხვი უდრის ოთხს, 
მისი პირველადი ფესვები იქნება: §,, 6§კ, 6; და 6). 

ახლა, ვინაიდან კომპლექსური რიცხვების გამრავლებისას მოდუ- 

·ლები მრავლდება და არგუმენტები იკრიბება, (13) თანაფარდობა 
(გვ. 213) შეიძლება ასე წარმოვადგინოთ: 

M=%/ §( ია -- +750 -# (CL <= + აი კე 20% 
/ ” 

-ან, რაც იგივეა, 

ზ.=8ზა · C,, (3) 
"სადაც 

2/?X 
მა= 5/ 6 (თა - (510 +), =ლ0§25% +I/59ი 

” I 7 7 

(”=0, 1, ··. , /2-–1). 

როგორც (3) ტოლობიდან ჩანს, ყველა წ, (§=0, 1, ..., 7-1), ფეს- 
ვის საპოვნელად საკმარისია ვიპოვოთ ჩზე ან რომელიმე ჩ, და გავამრავ- 

·ლოთ თანამიმდევრობით 1/ 1 -ის ჟველა §ი, 61, 6, ·..,ე ნ,-| ფესვზე. 

(3) თანაფარდობის დახმარებით ადვილად შეიძლება ამოვხსნათ ორ- 
წევრა განტოლებანი. საზოგადოდ, თ კომპლექსური რიცხვიდან ო-ური 

ხარისხის ფესვის ამოღება დაიყვანება შემდეგი 

XI1-–-თ=0 (4) 

სახის ორწევრა განტოლების ამოხსნამდე. მიღებული ორწევრა გან- 

ტოლების ყველა # ფესვი შეიძლება განვსაზღვროთ ფორმულით 

X.=V ' 6/, (5) 

სადაც + არის (4) განტოლების ერთი რომელიმე ფესვი, ე. ი. ჯ არის 

V# 0 -ს ერთი რომელიმე მნიშვნელობა, ხოლო 6, არის ყ”-1=0 ორ- 

'218



წევრა განტოლების ან, რაც იგივეა, # 1 -ის ფესვები, რომლებიც 

მიიღება §,-ს გამომსახველი ფორმულიდან. 

რადგან 6, გვაძლევს # სხვადასხვა მნიშვნელობას და X, აკმაყოფი– 

ლებს (4) განტოლებას, (4) განტოლების ყველა # ფესვს მივიღებთ 
(5) თანაფარდობიდან 6 მნიშვნელობათა ჩასმით. ამით დამტკიცდა აგ–- 
რეთვე, რომ ყოველ #”-ური ხარისხის ორწევრა განტოლებას კომპლექსურ 
რიცხვთა ველში აქვს /” სხვადასხვა ფესვი. 

მაგალითი 1. ამოვხსნათ ორწევრა განტოლება ჯ3--8/=0. ადვილად 
შემოწმდება, რომ მოცე მული განტოლების ერთ-ერთი ფესვია ჯ=–-–-2. 

ახლა რადგან ყ9--1 =0 განტოლების ან, რაც იგივეა, #V 1 -ის ფესვებია: 

ხე=1, C= --1+1V 3, ფ=--1-IV 3, 
2 · 2 

ამიტომ მოცემული განტოლების ფესვები იქნება: 

Xე=--2/(6:=--2, 

'-X,=–-2/6,=V3+/, 

Xა=--2/6)პ=--V3-L/. 

მაგალითი 9. ადვილად შემოწმდება, რომ XI-1=0 განტოლების 

ან, რაც იგივეა, /1 -ის 

80) 81) 695: ··) 6ჯ-1 (6) 

ფესვთა სიმრავლე გამ რავლების ოპერაციის მიმართ ქმნის M#-ური რი- 

გის ციკლურ ჯგუფს. 
მართლაც, რადგან 6, პირველადი ფესვია, მისი თანამიმდევრობითი 

ახარისხებით მიიღება 17 1-ის ყველა # ფესვი. ვთქვათ, #<#», L<7#. გან– 

ვიხილლოთ §6„·.6,=6,”-6)'=6,)>-1=6,,,. თუ #+!</I, მაშინ §„.-§, 
იქნება (6) ფესვთა შორის ერთ-ერთი გარკვეული მნიშვნელობა. თუ #+ 

+! >ა, ჩ+!=00+/, 0ლC7წ”<7# მივიღებთ: §,-+/=6)”.6,=6, (”</1). 
ამ შემთხვევაშიც §„/·6 , იქნება (6) ფესვთა შორის ერთ-ერთი გარკვეული 

მნიშვნელობა. ცხადია, რომ ასოციაციურობის კანონი სრულდება. ერ- 

თეულის როლს გა=1 ფესვი ასრულებს. 6, (”<7/) ფესვის შებრუნებუ– 
ლი ელემენტის როლს ასრულებს §„,., ფესვი. 

მართლაც, ს6,:6, ,=6)5-6)-#=6,)/=1, ხოლო 6, , მნიშვნელობა 
კი არის (6) ფესვთა შორის ერთ-ერთი გარკვეული ფესვი. მაშასადამე, 
დამტკიცდა, რომ (6) ფესვთა სიმრავლე ქმნის /, რიგის ციკლურ ჯგუფს, 

რომლის შემქმნელია 14 1-ის ყოველი პირველადი ფესვი. 
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განხი-ლული მაგალითით მტკიცდება, რომ არსებობს ნებისმიერი 
რიგის სასრული ჯგუფი. ადვილად შემოწმდება, რომ ყოველი' კომპლექ– 
სური რიცხვი, რომელიც არის რომელიმე ხარისხის ფესვი ერთიდან, 

გამრავლების ოპე რაციის მიმართ ქმნის სასრული რიგის ციკლურ ჯგუფს; 

ამრიგად, ჩვენ შეგვიძლია განვიხილოთ ერთიდან ყველა ხარისხის ფესვ– 
თა ჯგუფი. ასეთი ჯგუფი, ცხადია, უსასრულოა, მაგრამ ყოველი მისი 

ელემენტი სასრული რიგისაა. ამით ჩვენ გავეცანით უსასრულო პერიო- 

დული ჯგუფის კიდევ მეორე მაგალითს. 
“მაგალითი 8. ადვილად შემოწმდება, რომ 005 დ-LI §1ი დ მამრავლის--–- 

ოპერატორის-––გამოყენება X--ყ( კომპლექსური რიცხვის მიმართ ტოლ- 
ფასია წრფივი გარდაქმნისა რომლის შესაბამისი მატრიცაა 

( დ –ი ”) : თ 

ით Cი05Cრ 

მართლაც, ვთქვათ, 

(X-LVყI)(C05 დ +1 510 დ)=X +ყ"L. 

მივიღებთ შემდეგ წრფივ გარდაქმნას: 

X =X 005 დ––Vყ 510 დ, 
ყ=X50დ–+ყ005დთდ, 

რომლის შესაბამისი მატრიცაა (7) მატრიცა ამრიგად, ყოველ 
005 დ–-1 510 დ სახის კომპლექსურ რიცხვს შეესაბამება (7) სახის 

არაგანსაკუთრებული მატრიცა. 

– – 
4“ 

კერძოდ, 1L=005 2 –- 15ი <=. რიცხვს შეესაბამება 

– 
ლიი” – ყი“ | 

-(1 5) 
| I 

' 1 9 
მატრიცა, ხოლო 1=0050--I1 5160 რიცხვს შეესაბამება( . , )მატრიცა. 

  

  

მათემატიკურ ანალიზში მტკიცდება, რომ ხარისხოვანი 

1 1 1 
'” სც 22... .. –-2ი.L... (8 

1-2“ 2“ 1 + 71 ) 
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მწკრივი, სადაც 2=X–+ყ!, კრებადია ყოველი 2-თვის, ე. ი. კრებადია 

მთელ კომპლექსურ სიბრტყეზე. ნამდვილ ღერძზე, ე. ი. როცა 2=X 

ეს მწკრივი იქნება ჩვეულებრივი 06% მაჩვენებლიანი ფუნქცია; ბუნებ- 

რივია მივიღოთ, რომ ყოველი 7 კომპლექსური მნიშვნელობისათვის (8) 

მწკრივი წარმოადგენს ფუნქციას, რომელსაც ვუწოდოთ მაჩვენებლიანი 

ფუნქცია 6 ფუძით, და ის 0#--ით აღვნიშნოთ, მაშასადამე, განმარტების 

თანახმად, გვექნება: 

1 1 1 6-1 2 81 ლე ენაი 9 + 1 21 რთ (9) 

თუ ვიგულისხმებთ, რომ X=0, ე. ი. 2=ყჩ, (9) თანაფარდობიდან ნამ– 

ღდვილი და წარმოსახვითი ნაწილების დალაგების შემდეგ მივიღებთ: 

24-12 #/+>- ყშოლ.. ·)+ ((ყ–ვეშიფ რი I 

ვინაიდან მარჯვენა მხარის ფრჩხილებში მოთავსებული მწკრივები შე–- 

საბამისად არის 005 წყ და §1იყ, გვექნება: 

60'ყ=005Vყ-+L51იყ, (10) 

სადაც ყ ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია. მიღებულ (10) თანაფარდობას 
ეილერის ფორმულა ეწოდება. ყოველი 2=ი(005 დ LI 510 დ) კომპლექ– 
სური რიცხვი ეილერის ფორმულის მიხედვით შეიძლება ასე წარმოვი– 

დგინოთ: 2=-6'9, სადაც 0=|)2, დ=მყ2 და 6'9=005დ+(51იდ. 
თუ (10) თანაფარდობაში ყ-ის ნაცვლად ჩავსვამთ ჯერ #L-ს და შემდეგ 

–-/-ს, მივიღებთ: 

0'':=0051-+I:50 1, ი-''=005 1–- 516 წ. 

ამ ორი ტოლობიდან 0087 და §1ი/ ტრიგონომეტრიული ფუნქციებისა– 

თვის მივიღებთ შემდეგ თანაფარდობებს: 

6'(-L6-/! . ი! ტ-!! 
C05 ჯ=5“+6 5I011= · 

2 2 

მიღებულ ფორმულებს დიდი გამოყენება აქვთ ფიზიკაში, მათემატი–- 
კურ ანალიზში, გეომეტრიაში და სხვა მეცნიერებებში. (11) თანაფარ- 
დობებიდან ჩანს, რომ კომპლექსურ სიბრტყეზე არსებობს ( არგუმენ- 
ტის ისეთი მნიშვნელობა, რომლის სინუსი ან კოსინუსი შესაბამისად უდ– 
რის ნებისმიერ ნამდვილ რიცხვს. 

მაგალითი. გამოვთვალოთ 6>!. 

“თუ ეილერის ·#10) თანაფარდობაში ჩავსვამთ ყ=ჯ, მივიღებთ: 

-6CL=C005 X-+I 510%X==-–-1. 

  (11) 
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§ 24. ჰიპაერკომალექსური რიცსვები (კვატერნიონები) 

ვთქვათ, > ნამდვილ რიცხვთა ველზე მოცემულია ოთხგანზომილე– 

ბიანი MI) ვექტორული სივრცე, რომლის 1, 7, / და # საბაზისო ელე– 

მენტები დაკავშირებულია შემდეგ გამრავლებათა ცხრილით: 

1. # ა 
  

  

. ' .'' 
  

ხ 8) / .-ჯ1)-:|       
ამ ცხრილიდან ჩანს, რომ საბაზისო ელემენტთა ნამრავლისათვის 

მართებულია ასოციაციურობის კანონი და არაა მართებული კომუტა– 

ციურობის კანონი. მაგალითად, (I=# და /1=-–-/, ე. ი. (/:–II. ყოველი. 

ოთხგანზომილებიანი თ =(0ო, ხ, C, ძ) ვექტორი შეიძლება ასე წარმო– 

ვიდგინოთ: 

თ=0ძ-LხL-+CI|-+-ძ/. (1» 

(1) სახის ყოველ ელემენტს კვატერნიონი ან კიდევ ჰიპერკომპლექსუ– 
რი რიცხვი ეწოდება. მოცემული კვატერნიონის ნამდვილ ნაწილს, ე.ი. 

ი-ს ეწოდება სკალარული ნაწილი, ხოლო ხL(+-0I-+ძ#/ ეწოდება ვექტო-. 
რული ნაწილი. ორ თ=ძ-+ხ!+0I+ძ/ და თ'=თ' +L+ხ'+C'!+ძ #/ კვა– 

ტერნიონს ეწოდება ტოლი მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა თ=თ”, ხ= 

ხ', 2=C” და ძ=ძ”. აქედან გამოდის, რომ თ=ძ+ხ1I+C0!+ძ# კვატერ– 

ნიონი მაშინ და მხოლოდ მაშინ უდრის ნულს, როცა თძ=ხ=06=ძ:=0. 

შემდეგ, ძ–ხ-–-0-ძ. კვატერნიონს ეწოდება თ=0თ--ხ!-+ი06/+ძ/ 

კვატე რნიონის შეუღლებული კვატერნიონი და აღინიშნება თ სიმბოლოთი. 
საბაზისო ელემენტთა გამრავლების ცხრილის გამოყენებით ადვილად. 

' მივიღებთ, რომ: 

თთ=თთ=(0+ხ!+0|+ძი(თ-ხ:-–-0-ძელ=0?ბ+ხ1-+C+ძთ, ·(2X 

ე. ი. ორი ურთიერთშეუღლებული კვატერნიონის ნამრავლი დადები-. 

თი ნამდვილი რიცხვია. ”I=V ი?+ხ1+0?+ძ? სიდიდეს, რომლის წინ 

დადებითი ნიშანია, ეწოდება მოცემული კვატერნიონის აბსოლუტური, 

სიდიდე ან კიდევ ტენზორი.



შემდეგ, კვატერნიონთა ნამრავლისათვის გვექნება: 

(თ+ხ:ს+0I+ძ/)(ი-+ხ'(+C I+ძ”/0= 

=(ძთ,--ხხ -–-0C -–--ძძ)+(ი ხ+იხ+-იძ-+ძი)(+ 

+(თ'რC+ძC +ხ ძ-ხძე)|+(იძ+იძ +ხC-–-ხ0#. (3 

კვატე რნიონთა გამრავლების ამ (3) თანაფარდობის მიხედვით მივიღეთ,. 

რომ ყოველი ორი კვატერნიონის ნამრავლი ისევ კვატერნიონია. ადვი–. 

ლად შემოწმდება, რომ კვატერნიონთა ნამრავლისათვის სრულდება 

ასოციაციურობის კანონი და არ სრულდება კომუტაციურობის კანონი. 

(2) თანაფარდობიდან გამოდის, რომ ყოველ ნულისაგან განსხვავებულ: 

ი+ხ!+6C|I+ძ/ კვატერნიონს შებრუნებული კვატერნიონი აქვს და ის- 

უდრის 

0--ხ--0|--ძ? 

ით?-+ხ-+C-+Lძა. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ ყოველი ორი კვატერნიონის შეფარდება. 

ისევ კვატერნიონია. ამრიგად, კვატერნიონთა სიმრავლე ქმნის არა–- 
კომუტაცაიურ ველს ან, რაც იგივეა, ქმნის კვატერნიონთა ტანს. 

როგორც კომპლექსურ რიცხვთა ველისათვის, მეორე რიგის მატრიცთა. 

ველში, გამოვყავით მისი იზომორფული ქვეველი, ისე კვატერნიონთა- 
ტანისათვის მეოთხე რიგის მატრიცთა ველში შეიძლება გამოვყოთ მი– 
სი იხომორფული არაკომუტაციური ქვეველი. მართლაც, ვთქვათ: 

    

1000 (09-10 0 
6-I0100 I=I1 009 0 

0010“ 0 0 0-1/” 
0001 0 01. 0) 

0 0-10 00 0-1 
/7=|)0 0 0 1',-I00-1 0 

1.0 0 0” 01 0 0 
0-1 0 0| 10 0 0 

ადვილად შემოწმდება, რომ 

|თი –ხ ––ი –ძ 

(ი5 +ხI+C+ძM)=I|ხ 5-4 C-« 
C / ძ –ხ 

სძ–ი ხ ძ 

(გ (3
 C)



სახის მატრიცთა ტანი იზომორფულია (თ+-ხ(+0!+ძ/) სახის კვატერ- 
ნიონთა ტანისა. ახლა თუ: 

5=(ა 1) I=( 0 1 I #1= – 09 , = 0; 
0 1 –10 0 1 (0/ 

სადაც 1= V-–1, მაშინ ადვილად დავრწმუნდებით,' რომ მეორე რიგის 
„კომპლექსურელემენტებიან მატრიცთა ტანი | 

(C5+ნ/+ი/+4%= | რ-ი, ხ+ძ! )! 
· –-ნ+9ძ!, ძ-+0C 

იზომორფულია (თ+ხI+0/!+ძ/) კვატერნიონთა ტანისა. 
როგორც ვიცით (გვ. 160), ყოველი რგოლი შეკრების ოპერაციის 

მიმართ ქმნის აბელურ ჯგუფს, რომელსაც მოცემული რგოლის ადი- 

ციური ჯგუფი ეწოდება. 
ისეთ # რგოლს, რომლის ადიციური ჯგუფი არის # განზომილებია- 

ნი ვექტორული სივრცე და რომლის ნებისმიერი ორი თ, ჩ 6 IX ელემენ- 

ტის ნამრავლი, ველიდან აღებულ ნებისმიერ # რიცხვზე ნამრავლთან 
დაკავშირებულია ! | 

(#თ)8 =თ(ჩ68)=/#CVჩ) 
თანაფარდობით, ეწოდება ალგებრა ” ველზე. /# რიცხვს -- ალგებრის 

შესაბამისი ადიციური ჯგუფის, ანუ #”) ვექტორული სივრცის, გან- 
“რხომილებას––ეწოდება ალგებრის რანგი. ისეთ ალგებრას, რომელიც არის 
არა მარტო რგოლი, არამედ ველიც, ეწოდება ალგებრა გაყოფით ან 
„გგაქოფიანი ალგებრა. 

ადვილად შემოწმდება, რომ კომპლექსურ რიცხვთა ველი ნამდვილ 

„რიცხვთა ველის მიმართ არის ასოციაციური ალგებრა გაყოფით, რომ- 

ლის რანგი უდრის 2-ს. აგრეთე ჰიპერკომპლექსურ რიცხვთა ტანი 

ნამდვილ რიცხვთა ველზე არის ასოციაციური ალგებრა გაყოფით, რომ- 

«9ლის რანგი უდრის 4-ს. 

ბუნებრივად ისმება კითხვა, შეიძლება თუ არა აიგოს ისეთი ველი –– 
ალგებრა, რომლის რანგი #) ნამდვილ რიცხვთა ველის მიმართ ტოლი 
იქნება სამის ან აღემატება ოთხს. ამ კითხვას პასუხობს ფრობენიუსის 

'შემდეგი 
თეორემა , ნამდვილ რიცხვთა ველი, კომპლექსურ რიცხვთა ველი და 

კვატერნიონთა ტანი არიან ერთადერთი სასრული რანგის (ასოციაციური) 

ალგებრები გაყოფით ნამდვილ რიცხვთა ველის მიმართ.. 

ვინაიდან აღნიშნული თეორემა შემდგომ არ გვჭირდება და გამოდის 

ჩვენი კურსის ფარგლებიდან, მის დამტკიცებას აქ არ მოვიყვანთ. 
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თავიVI 4 

მრავალწევრთა რგოლი და მრავალწევრთა 
, დაშლა 

ბე. მრავალწევრთა რბოლი ერთი ცვლადის მიმართ 

ნებისმიერ ველზე 

უძველესი დროიდან დღემდე ალგებრის ერთ-ერთი უმნიშვნელო– 

ვანესი ამოცანაა ერთუცნობიან ალგებრულ განტოლებათა შესწავლა. 

/-ური ხარისხის ყოველ განტოლებას (სადაც /! რაიმე, მთელი დადე– 

ბითი რიცხვია), რომლის კოეფიციენტები რიცხვთა # ველიდანაა აღე– 

ბული და რომელსაც | 

ძაX” “+ ის” 1+--+წ-IX-+-ძ„=0 (1) 

სახე აქვს, ეწოდება /1-ური ხარისხის ალგებრული განტოლება #? ველზე. 
ჩვენ შემდგომ, რამდენადაც ეს შესაძლებელია უმაღლესი ალგებრის 
კურსის ფარგლებში, დაწვრილებით შევისწავლით ალგებრულ განტო- 
ლებათა რადიკალებში, გრაფიკულ და მიახლოებით ამოხსნადობის სა- 
კითხებს. ამ მიზნით საჭიროა პირველ რიგში შევისწავლოთ (1) ალგებრუ- 
ლი განტოლების მარცხენა მხარე, რომელსაც ეწოდება /-ური ხარისხის 

მრავალწევრი ” ველზე ჯ-ის მიმართ. 
მრავალწევრის ან, რაც იგივეა, ჯ-ის მიმართ მთელი რაციონალური 

ფუნქციის ცნება, რომელიც დიდ როლს ასრულებს ალგებრაში, წარ- 
მოიშვა უძველესი დროიდან ალგებრულ განტოლებათა ამოხსნასთან 

დაკავშირებით. 
ვთქვათ, ” ნებისმიერი რიცხვთა ველია, ხოლო ჯ ელემენტია, რო- 

მელიც ” ველში არ მდებარეობს. თუ X-ზე და ველის რიცხვებზე 

მოვახდენთ სასრულ რიცხვჯერ · შეკრების, გამოკლებისა და გამ- 

რავლების მოქმედებებს, ე. ი. ჩ ველს გავაფართოებთ Xჯ ელემენ- 
ტით, მაშინ გაფართოების შედეგად მიღებული სიმრავლის ყოველ 

ელემენტს ექნება შემდეგი სახე: 

რი-+თX-+- აჯ"... 0,5 (2) 
15. შ. ქემხაძე 995



სადაც ძი, თ; ·.-, თ,6/M. (2) გამოსახულება აგრეთვე არის X-ის ზრდადი 

ხარისხების მიხედვით დალაგებული /-ური ხარისხის მრავალწევრი 

# ველხე. 
კარგად უნდა დავიხსომოთ, რომ VX ასოს მიმართ მრავალწევრი ეწო- 

დება X უცნობის მთელი დადებითი ხარისხების ალგებრულ ჯამს, კოე- 

ფიციენტებით რიცხვთა # ველიდან. საშუალო სკოლის კურსში მრავალ- 
წევრი განმარტებულია როგორც ერთწევრების ჯამი; ცხადია, მრავალ- 
წევრის ასეთი განმარტება არაა სწორი. მაგალითად, ერთწევრების 
ჯამი 

LI · 

ის- + ხსX-)-+CX-ძXპ-+I ან X4 +2X-?+5 

არაა მრავალწევრი. შემდგომ, მრავალწევრებზე მოქმედებებისათვის 
ხელსაყრელია მრავალწევრის წარმოდგენა X-ის ზრდადი ხარისხების 
მიხედვით. ამიტომ ვიგულისხმოთ, რომ ყველა მრავალწევრს X-ის მი- 
მართ (2) სახე აქვს. შევნიშნოთ, რომ ჯ-ის მიმართ მრავალწევრი, რომ- 

ლის კოეფიციენტები ეკუთვნის ნებისმიერ ერთეულის მქონე კომუტა- 

ციურ რგოლს ან – კომუტაციურ ველს, შეიძლება ამგვარადვე განიმარ- 

ტოს. სიმოკლისათვის მრავალწევრები აღვნიშნოთ I(X), 9თ(X), დთ(ი და 

ა. შ. სიმბოლოებით. ვიგულისხმოთ, რომ ჯ-ის მიმართ მრავალწევრები 
მოცემულია ნებისმიერ კომუტაციურ # ველზე. 

ორ /(X) და თ(X) მრავალწევრს უწოდებენ ტოლს, თუ მათი ერთნაირ 

ხარისხებთან მდგომი კოეფიციენტები ტოლია. ვიტყვით, რომ /(X) მრა- 
ვალწევრი იგივურად უდრის ნულს, თუ ის, #-ის ყოველი რიცხვითი მნი- 

შვნელობისათვის, უდრის ნულს; ამას ასე აღნიშნავენ: /(X)=0. 

# ველის ნულს ვღებულობთ მრავალწევრად და მას ვუწოდებთ წულ- 
მრავალწევრს. ნულმრავალწევრის ხარისხი განუსაზღვრელია. ასე, მაგა- 

ლითად, 0X-+0=0, 0X3-+0X2?--0X=0 და ა. შ. ცხადია, რომ L-ის მიმართ 

ნულმრავალწევრები X-ის ყოველი რიცხვითი მნიშვნელობისათვის უდ- 
რიან ნულს, ე. ი. ნულმრავალწევრები იგივურად უდრიან ნულს. მრა- 

ვალწევრთა ტოლობის განმარტებიდან გამომდინარეობს, რომ Xჯ ასოს 

მიმართ მრავალწევრი მაშინ და მხოლოდ მაშინ უდრის ნულმრავალ- 

წევრს, როცა ყველა მისი კოეფიციენტი ნულია. მრავალწევრების ნულ- 
თან ტოლობა არ უნდა ავურიოთ ალგებრულ განტოლებასთან, სადაც სა- 

ძებნია ყველა ის X, რომლებიც აკმაყოფილებს მოცემულ განტოლებას. 

ველის ნულისაგან განსხვავებული ყოველი C რიცხვი, შეიძლება მივიღოთ 

ნულოვანი ჯხარისხის მრავალწევრად: 2C= Cჯბ. 

ახლა შემოვიღოთ ნებისმიერი ორი მრავალწევრის ჯამისა და ნამრა- 
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ვლის ცნება. ვთქვათ, მოცემულია ორი მრავალწევრი: 

I(M)ლ0ძე+თ.X+ძაX"+...+ თე IIბშ1+ძეკაი (ძ,#90) 

9(X)ლ=ხი-– ხნ,X+სხეXL+...-ხ, IX 1+ხ'. (ხ,2#0). 

თუ # >> §, მაშინ მოცემული ორი მრავალწევრის ჯამი ვუწოდოთ ისეთ 

მესამე 

' ICIX00I +თ0მ=Cთ--თოX+C თX2+...+Cთ#X/=C (X) 

მრავალწევრს, რომლის კოეფიციენტები მიიღება /(X) და C(X) მრაგალ– 

წევრთა X-ის ერთნაირ ხარისხებთან მდგომი კოეფიციენტების შეკრე– 

ბით, ე. ი. 

C,=ძ,+ხ, ((=0, 1, 2, ...ე 9 -. ”), (3) 

თუ #>5, მაშინ 0C,,1=0ძ,,-·., 6C:=ძ0, და ჯამის ხარისხი უდრის /-ს. 
მაგრამ, როცა #=§, მაშინ ჯამის ხარისხი შეიძლება ნაკლები გამოვიდეს 

M-ზე; ეს მხოლოდ მაშინაა შესაძლებელი, როცა /(X) და თ(X) მრავალწევ- 

რების უფროს წევრთა კოეფიციენტების ჯამი უდრის ნულს, ე. ი. ძ,= 
=--ხ,. 

I(X) და §(X) მრავალწევრთა ნამრავლი ვუწოდოთ ისეთ მესამე 

I(X)წCV) =ძა“+-ძ,X+ძ.X%+...+ძი,. )X +! 1-L-ძ,ე ,X1+წ8=I(X) 

მრავალწევრს, რომლის ძ, კოეფიციენტი /(X) და 6(X) მრავალწევრების 
კოეფიციენტებით განისაზღვრება ასე: 

ძ,=ძან,+თ,ხ, 1+...+0, ,ხ,6+-ძხს (#=0, 1, ..-., /I-+-5). (4) 

ვინაიდან რიცხვთა #7 ველი არ შეიცავს ნულგამყოფ ელემენტებს, 

ნამრავლის უფროსი წევრის კოეფიციენტი ძ,+,=0,ხ, განსხვავებუ- 

ლია ნულისაგან; ეს იმას ნიშნავს, რომ ორი მრავალწევრის ნამრავლის 

ხარისხი უდრის თანამამრავლთა ხარისხების ჯამს. /(X) მრავალწევრის 

შებრუნებული მრავალწევრი შეკრების ოპერაციის მიმართ ეწოდება 
ისეთ მრავალწევრს, რომლის ჯამი /(X)-თან უდრის ნულმრავალწევრს. 

II) მრავალწევრის შებრუნებულ მრავალწევრს შეკრების ოპერაციის 
მიმართ აქვს შემდეგი სახე: 

–მე–--0ეX-- ძენი -მეIე=-–-IV(%. 

ადვილად შემოწმდება, რომ ჯ ასოს მიმართ მრავალწევრთა სიმრავ- 
ლე კომუტაციურ # ველზე ქმნის მრავალწევრთა კომუტაციურ რგოლს. 

მართლაც, რიცხვთა – ველის კომუტაციურობის გამო, ყოველი ორი 

მრავალწევრის ჯამისა და ნამრავლის კომუტაციურობა უშუალოდ გა- 

მოდის (3) და (4) თანაფარდობათა მიხედვით, ე. ი. 

I(ე+ყიე=წყ(ლე“+-I(ე და ((ეყიე=ყ(XI(X. 
ია?



კომუტაციურ ველზე ყოველი ორი მრავალწევრის ჯამისა და ნამრა- 
ვლის განმარტების (3) და (4) ფორმულებით ადვილად შემოწმდება, 

რომ ყოველი სამი /(X), #(X) და თ(X) მრავალწევრისათვის შეკრებისა 
და გამრავლების ოპერაციის მიმართ ადგილი აქვს ასოციციურობის კა- 

ნონს, ე. ი. 

I(1+I902)+Cდ(00)=IICI+წVC292)1+ დი, (5) 

I(X)თ(X) ·დ(X))=II(X)Cთ(X)1) ·დ(X). (6) 

შემდეგ, მრავალწევრთა ჯამი: და ნამრავლი უ რთიერთდაკავშირე- 

ბულია დისტრიბუტიულობის კანონით, ე. ი. 

II(X)+9CXII · დ(X)=I(#) ·დ(X)+- წ · დიე. (7) 

ჩვენ შევამოწმოთ მხოლოდ (6) ტოლობის მართებულობა; ვიგულის- 

ხმოთ, რომ 
დ(X)=თ+C,X-+-CთX%მ+---+0,X! 

და 

9(X) დ(X)==5ე-+5)X“+-5:X%-+'"/4+-5,კ, ს VI-I-+8,ე ,/XI=§V0%), 
სადაც 

§,= ხელნ,+-ხ,0, 1+'··/+ ხ,.)C + ხ,თ. · (8) 

ახლა ვიგულისხმოთ, რომ (6) ტოლობის მარცხენა მხარის /(X) და 5(%) 

მრავალწევრების გამრავლების შედეგად მიღებული მრავალწევრია 

2. (X) == /II0-L- II1X-+- M1გX?-- “““-- /II,I-4. ,კ5+XI, 

ხოლო მარჯვენა მხარის გამრავლების შედეგად მიღებული მრავალწევ- 

რი კი 

2. (X)= ი +) 46 ჩი Xმ+ +ჩკ,აX9I/X+I. 
ებრალო გამოთვლებით, (3) და (4) ტოლობათა გამოყენებით, მივიღებთ, 

რო 

”I,=7, (7=0, 1, 2... IM-+I-+-ჩ. (9) 

სიმარტივისათვის გამოვთვალოთ #7, კოეფიციენტი, როცა 1=2. მივი- 

ღებთ /I:= ძეს თ9-+ ძეზე, თუ ჩავსვამთ §., §, და §-ის მნიშვნელო- 

ბებს (8 ფორმულიდან, მივიღებთ: 

M1:=ძახინა-L ძენ)C1+ ძენეთ-L თ, ხეC,-+ ძკხ1Cს--L თ-ნიCი· 

ანალოგიურად, თუ გამოვთვლით MI კოეფიციენტს, მივიღებთ, რომ 

ჩე ==. ამნაირად შემოწმდება (90%) ტოლობის მართებულობა ყო- 

ველი I-თვის.. ამრიგად, 2,(X) მრავალწევრი უდრის #”(X) მრავალწევრს 

და ამით მრავალწევრთა გამრავლების მიმართ ასოციაციუ რობის კანო– 

ნი ნებისმიერ კომუტაციურ- ველზე დამტკიცებულია. მაშასადამე, X 
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ასოს მიმართ მრავალწევრთა სიმრავლე ნებისმიერ კომუტაციურ # ველ- 

ზე ქმნის მრავალწევრთა რგოლს. მიღებული რგოლი აღვნიშნოთ #(X) 
სიმბოლოთი. ვინაიდან # ველის ყოველი თ ელემენტი შეიძლება განვი– 
ხილოთ როგორც ნულოვანი ხარისხის მრავალწევრი #IXI მრავალწევრთა 
რგოლიდან, ამიტომ ცხადია, რომ #X ველი შედის (IX) მრავალწევრთა 
რგოლში. აქედან ჩანს, რომ » ველი შეიძლება განვიხილოთ როგორც 
#IXI რგოლის ქვეველი. #IX) მრავალწევრთა რგოლის ერთეულის როლს 
ასრულებს – ველის ერთეული. რადგან X ველში არ არის ნულგამყოფი 
ელემენტები, (4) თანაფარდობის მიხედვით მივიღებთ, რომ არც #LXI) 
მრავალწევრთა რგოლში იქნება ნულგამყოფი ელემენტები. ვინაიდან 
ნულზე მაღალი ხარისხის მრავალწევრის შებრუნებული არაა მრავალ- 

წევრი, ამიტომ –IXI მრავალწევრთა რგოლი არ ქმნის ველს. 

ცხადია, რომ ერთეულის მქონე ყოველ I2 რგოლზე მრავალწევრთა 

სიმრავლე ჯ ასოს მიმართ ქმნის მრავალწევრთა კომუტაციურ რგოლს, 
რომელიც აღინიშნება I2IX) სიმბოლოთი. ამრიგად, ყოველ რიცხვთა # 
ველზე და ერთეულის მქონე # რიცხვთა რგოლზე ჯ ასოს მიმართ მრავა–-– 

წევრთა სიმრავლე შესაბამისად ქმნის IX) და MIX) მრავალწევრთა კო– 

მუტაციურ რგოლებს. ადვილად შევნიშნავთ, რომ, თუ ს ველი # ველის 

საკუთარი ქვეველია, ე. ი. # C ნ, მაშინ XIX) C #(X). სავარჯიშოს სახით 
სასურველია დამტკიცდეს, რომ, თუ ჯ და ყ უცნობები I2. რგოლში“ არ 

მდებარეობს, მაშინ მრავალწევრთა XXI და I2IV) რგოლები ურთიერთ- 
იზომორფულია, ე. ი. I2(XI==IXIV). აქედან გამომდინარეობს ერთი ასოს 

მიმართ მრავალწევრთა რგოლის ერთადერთობა იზომორფულობამდე 

სიზუსტით. 

ალგებრული და ტრანსცენდენტური ელემენტების (რიცხვის) გან–- 

საზღვრა. ისეთ თ რიცხვს, რომელიც შეიძლება იყოს რაციონალურ 

რიცხვთა ველზე აღებული ერთი რომელიმე #I-ური (1>2>1) ხარისხის 

ალგებრული განტოლების ფესვი მაინც, ეწოდება ალგებრული რიცხვი, 
წინააღმდეგ შემთხვევაში თ-ს ეწოდება ტრანსცენდენტური რიცხვი. 

მაგალითები. ყოველი თ=Vძთ რადიკალი, "სადაც თ რაციონალური 

რიცხვია, არის ალგებრული. რიცხვი მართლაც, ის წარმოადგენს 

X-ძ=0 რაციონალურკოეფიციენტებიაი ალგებრული განტოლების 
ფესვს. 

მაგალითად, თ=/( რიცხვი, რადგან ის წარმოადგენს X72+1=0 მთელ– 
კოეფიციენტებიანი ალგებრული განტოლების ფესვს, არის ალგებრული 

რიცხვი. ადვილად შემოწმდება, რომ რიცხვები: 1+%2, VI +V3 და 
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ა. შ. ალგებრულია. მაგალითადდ “შევამოწმოთ, რომ რიცხვი 
VV2-LV3. ალგებრულია. აღვნიშნოთ: 

X=VV2-+V3; 

ჯმ 5=2V6, X!?--10ჯ?1-L1=0. 
მივიღებთ: 

ამრიგად, თ =VI/2+V3“ რიცხვი: XI" --10ა-+1=0 მთელკოეფიცი- 

ენტებიანი ალგებრული განტოლების ფესვია. ამიტომ მოცემული რი- 

ცხვი ალგებრულია. 

მაგალითად, ჯ და 6 რიცხვებისათვის არ არსებობს რაციონალურ- 

კოეფიციენტებიანი ალგებრული განტოლება, რომლის ერთ-ერთი ფეს- 

ვი იქნება ან ჯ, ან 6, ამიტომ ეს რიცხვები ტრანსცენდენტურია. საბჭო- 

თა კავშირის ცნობილმა მათემატიკოსმა ა. ო. გელფონდმა 25-––30 წლის 

წინათ დაამტკიცა „/ ა (სადაც, 72>>1 და I: მთელია, ხოლო V ო ირაციო- 

ნალური) სახის რიცხვების ტრანსცენდენტურობა. ნამდვილი ცვლადის 

ფუნქციათა თეორიაში მტკიცდება, რომ ალგებრულ რიცხვთა სიმრავ- 
ლე თვლადია, ხოლო ტრანსცენდენტურ რიცხვთა სიმრავლე კი კონტი- 

ნუუმის სიმძლავრისაა:; “უხეშად, რომ ვთქვათ, ტრანსცენდენტურ 
რიცხვთა სიმრავლე გაცილებით მეტია ალგებრულ რიცხვთა სიმრავ- 

ლეზე. შემდეგ დავამტკიცებთ, რომ ალგებრულ რიცხვთა სიმრავლე 

ქმნის ველს. 

საზოგადოდ, # ველის შემცველი რგოლის რომელიმე თ ელემენტს 

ეწოდება ალგებრული ელემენტი # ველის მიმართ, თუ # ველზე არ- 

სებობს ერთი #-ური, />>1, ხარისხის ისეთი ალგებრული განტოლე- 
ბა მაინც, რომლის ფესვი არის თ, წინააღმდეგ შემთხვევაში თ ელე- 
მენტს ეწოდება ტრანსცედენტური ელემენტი # ველის მიმართ. 

მაგალითად, მეორე რიგის დიაგონალურ მატრიცთა Iთ ი) რგო- 

ლიდან აღებული =-(- ) ელემენტი, მეორე რიგის სკალარულ 

მატრიცთა (C ი ქელის მიმართ იქნება ალგებრული ელემენტი. 
თ 

1 0 მართლაც, X--ნ=0 ალგებრულ განტოლებას, სადაც #6= C )' 
1 0 

აკმაყოფილებს «-LC. _) ელემენტი. 
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ვინაიდან #-ის მიმართ #=>1 ხარისხის მრავალწევრი მხოლოდ მაშინ 
უდრის ნულს, როცა ყველა მისი კოეფიციენტი ნულია, ამიტომ შეიძ- 
ლება ვთქვათ, რომ #IXI მრავალწევრთა რგოლის Xჯ ელემენტი ტრანს- 
ცენდენტურია # ველის მიმართ. 

§ 956. მრავალწევრთა გაყოფადოგა 

ვთქვათ, IX) და C(X) მრავალწევრები აღებულია #IXI) მრავალწევ- 
რთა რგოლიდან. C(X) მრავალწევრს ეწოდება /(X) მრავალწევრის გამ- 

ყოფი, თუ #IXI მრავალწევრთა რგოლში მოიძებნება ისეთი 7,(ს) მრა- 
ვალწევრი, რომ: 

: ICX) = §(X)2.(X). (1) 

თუ #0) მრავალწევრი გამყოფია I(X) მრავალწევრისა, მაშინ /(X) მრა–- 
ვალწევრს დ(X) მრავალწევრის ჯერადი ეწოდება. განმარტებიდან გა– 
მომდინარეობს, რომ 7.(X) მრავალწევრი აგრეთვე იქნება /(X) მრავალ– 

წევრის გამყოფი. ცხადია, დC(X) და 12,(X) მრავალწევრების ხარისხები არ 

აღემატება /(X) მრავალწევრის ხარისხს. 

მაგალითად, #(X) მრავალწევრთა რგოლიდან, სადაც ” რაციონალურ 
რიცხვთა ველია, აღებული I(X)=Xჯ“-5X-+6 მრავალწევრისათვის V(X) = 

== > მრავალწევრი გამყოფია. მართლაც, რაციონალურ რიცხვ- 

თა –” ველზე მოიძებნება ისეთი 7,(X) == 2X--4 მრავალწევრი, რომ: 

1 ვ · 
. =! -–-– ჯL– –– 2X--4 I. X“--5X+6 6. >) (2 ) 

მაგალითად, I(X) =Xჯზ"-+4 მრავალწევრს ნამდვილ რიცხვთა ველზე გამყო. 

ფები არ აქვს, ხოლო კომპლექსურ რიცხვთა ველზე მისი გამყოფებია 

X+2' და X--2;. 
L(Lა) მრავალწევრთა რგოლიდან აღებული ნებისმიე რი ორი I(X) 

და #(X) მრავალწევრისათვის მტკიცდება შემდეგი 

თეორემა ჩ”( მრავალწევრთა რგოლიდან აღებული ნებისმიერი 

ორი /(X) და დ§(X მრავალწევრისათვის #LX) მრავალწევრთა რგოლში ყო- 

ველთვის მოიძებნება ისეთი ორი ძ(X) და ”(X) მრავალწევრი, რომ ად- 

გილი ექნება ტოლობას: 

I(09 =9(099(0X)+7/0, (2) 

სადაც ”(X)-ის ხარისხი ნაკლებია #(X)-ის ხარისხზე და ასეთი 0(X) და 

ე ერთადერთია. 0(X) და #(X) მრავალწევრებს შესაბამისად ეწო- 

· 23)



დებათ /(«)მრავალწევრის §(X) მრავალწევრზე გაყოფის შედეგად მი- 
ღებული არასრული განაყოფი და ნაშთი. 

დამტკიცება. ეთქვათ, მოცემულია 

)(000)=ძაX-+-0ძ,X--1+...+ძ0 )X+ძ, 
და 

ყ(ა =ხაჯ'ხეX'1+...+ ჩნ, ,X+ხ, 

მრავალწევრები, რომელთა ხარისხია შესაბამისად /1 და §. თუ #M<5, 
მაშინ 0(00=0 და #(X)=I(0ე. ვიგულისხმოთ, რომ /!>>+§. 0(X)-ისა და 

წ0ე-ის მოსაძებნად გამოვიყენოთ საშუალო სკოლიდან ცნობილი –- მრა- 

ვალწევრის მრავალწევრზე გაყოფის შედეგად მიღებული –- განაყოფისა 

და ნაშთის მოძებნის მეთოდი, განვიხილოთ სხვაობა 

I00--18X- ყი =ჩ(ა. (3) 
9 

აქ ი ოფექივი მრავალწევრის უფროსი წევრი უდრის I(ი) მრავალ- 
ი 

წევრის უფროს წევრს, ამიტომ /,(X) მრავალწევრის ხარისხი ნაკლებია, 

ვიდრე /(ჯ) მრავალწევრის ხარისხი. /,(X) მრავალწევრის ხარისხი აღვ- 

ნიმნოთ »,-ით, ხოლო უფროსი წევრის კოეფიციენტი თძე!)-ით. თუ 
M.=>5, მაშინ ”,(X) და «(X) მრავალწევრებისათვის (3) ტოლობის ანალო- 

გიურად გვექნება: 

ჩ0ე-– _ ჩ.ყ(ე=ჩ0), (4) 
9 

სადაც ჩ(X) მრავალწევრის ხარისხი ნაკლებია, ვიდრე I,(X) მრავალწევ- 

რის ხარისხი. / (+) მრავალწევრის ხარისხი აღვნიშნოთ /)-ით, ხოლო 

უფროსი წევრის კოეფიციენტი -––- ძე(?)-ით, თუ /I->>5, მაშინ /:-(M) და 
§(X) მრავალწევრებისათვის მივიღებთ: 

ჩე რ „ფე=ჩთ = 
0 

და ა. შ. ამ პროცესის გაგრძელების შედე გად, რადგან /,(X), /2CX), /1(V),.. 
მრავალწეგრთა ხარისხები თანდათანობით კლებულობს, ე. ი. 

M# >M:>”წვ..., სასრული ნაბიჯის შემდეგ ჩვენ მივიღებთ ისეთ /,,)(X) 

მრავალწევრს, რომლის ხარისხი ი, უკვე ნაკლები იქნება §(X) მრა- 
ვალწევრის § ხარისხზე: 

((2) – 

ჩიი-%- ». თ002- ჩკ. (6) 
0 
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ახლა, თუ შევკრებთ (3), (4), (5) და (600 ტოლობებს, სათანადო და–- 

ლაგების შემდეგ მივიღებთ; 
0) „_ რ „. 

Iხა=((50++%“ კს ა აში არის სე. ჩითი... (7) 
ჩხი % ჩი 

აღვნიშნოთ 
ზ 

· ()) – (2) 
000= 29 კმ-+ | რამეზე კ ში, აMM-8 და „60=წჩა(X. 

ხი ხი ჩი 

ამრიგად, მიღებული ”(X) =I,)(X) მრავალწევრის ხარისხი ნაკლებია C(%) 
მრავალწევრის ხარისხზე. ადვილად შევამჩნევთ აგრეთვე, რომ ვინაიდან 

ჩ(Cი, M(Cი,... მრავალწევრთა კოეფიციენტები გამოისახებიან ICX) და 
§(X) მრავალწევრთა კოეფიციენტებით და იმ ოპერაციებით, რომლებიც 
რიცხვთა ველში სრულდება, ძ(X) და ICX) მრავალწევრები მოთავსე– 
ბული იქნება IX) მრავალწევრთა რგოლში. ამით თეორემის პირვე- 
ლი ნაწილი დამტკიცებულია. ახლა დავამტკიცოთ თეორემის მეორე 
ნაწილი. ვთქვათ, MIX) მრავალწევრთა “რგოლში მოიძებნება ორი სხვა 
ისეთი 0'(X) და „I(Xა)მრავალწევრი, რომ 

I(XV)=80)94(X)+/VX), (8) 
სადაც ”'(X) მრავალწევრის (ნაშთის) ხარისხი ისევ ნაკლებია 6#(X) მრა- 
ვალწევრის ხარისხზე. განვიხილოთ (2) და (8) ტოლობათა სხვაობა, მი– 

ვიღებთ: 
#(C9)00)-––9(X))=I (0–”V). (9) 

(59 ტოლობიდან ჩანს, რომ -0(X)-–-0'(X)=0. წინააღმდეგ შემთხვევაში 
მივიღებდით, რომ (5) ტოლობის მარცხენა მხარეში უფრო მაღალი 

ხარისხის მრავალწევრი გვაქვს, ვიდრე მარჯვენა მხარეში, რაც შეუძ- 

ლებელია. ამგვარად, 0(X)--9«(X)->20, I (CX)-(X)ლ–0, ე. ი. 0(X)= 
=0(X), ”(X)ლ–/”(X) და თეორემა მთლიანად დამტკიცებულია. 

0(X) და #CX) მრავალწევრების მოძებნის ამ მეთოდს ხშირად /(X) 

და #(X) მრავალწევრთა ნაშთიანი გაყოფადობის ალგორითმს უწოდე- 
ბენ. ცხადია, რომ თუ /(ჯ) მრავალწევრის #(X) მრავალწევრზე გაყო- 
ფის შედეგად მიღებული /(X) ნაშთი ნული გამოვიდა, მაშინ #(X) მრა- 
ვალწევრი იქნება MC) მრავალწევრის გამყოფი. მაშასადამე, #IX1) მრა- 
ვალწევრთა რგოლში #(X) მრავალწევრი მაშინ და მხოლოდ მაშინ იქნება 

I(X) მრავალწევრის გამყოფი, თუ /(X) მრავალწევრის §(X) მრავალწევრზე 
გაყოფის შედეგად მიღებული ნაშთი უდრის ნულს. 

ადვილად შევამჩნევთ, რომ თუ #IX) მრავალწევრთა რგოლიდან 
აღებული «(X) მრავალწევრი არ არის ამავე რგოლიდან აღებული /(X) 
მრავალწევრის გამყოფი, მაშინ #(X) მრავალწევრი არ იქნება /(ჯ 
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მრავალწევრის გამყოფი ნებისმიერი სხვა /2(X) მრავალწევრთა რგოლში, 

სადაც სხ C;. 

მართლაც, ამისათვის საკმარისია შევნიშნოთ, რთმ #(X) მრავალ- 

წევრთა რგოლიდან აღებული /(X) მრავალწევრის თV(X) მრავალწევრზე 
გაყოფის შედეგად მიღებული არასრული განაყოფი 0(X) და ნაშთი 

„I(X) ისევ IV) მრავალწევრთა რგოლს ეკუთვნის. 
ახლა განვიხილოთ მრავალწევრთა გაყოფადობის ზოგიერთი თვი- 

სება. 

1. IX) მრავალწევრთა რგოლიდან აღებული ყოველი /I|(X) მრა- 

ვალწევრი იყოფა # ველიდან აღებულ ყოველ ნულისაგან განსხვავე- 
ბულ რიცხვზე, ანუ ნულოვანი ხარისხის მრავალწევრზე. 

მართლაც, ვთქვათ, I(X)=ძიX"+Vთ,X1?81+..--+-0ი,, სადაც ძე, თე, ·.., 

ძენ» რადგან MIX) მრავალწევრთა რგოლიდან აღებული ყოველი 

ნულოვანი ხარისხის მრავალწევრი გარკვეული C რიცხვია # ველიდან, 

ამიტომ, როცა 0#0, შეგვიძლია დავწეროთ: 

I(X) =0 (2>+ 2 4), ,+ 5), 
C C C 

სადაც ფრჩხილებში მოთავსებული მრავალწევრი 1 /ცე=9% #+ 
C C 

+ 9 11.1 9%, ეკუთვნის ისევ IX) მრავალწევრთა რგოლს. 
C C 

შეწები. თუ MX) მრავალწევრი იყოფა დC(X) მრავალწევრ%ე და C 

ნულისაგან განსხვავებული რიცხვია ” ველიდან, მაშინ /(X) გაიქოფა 

Cწ(X) მრავალწევრზე. . 
მართლაც, რადგან §(ჯ»X) გამყოფია მრავალწევრისა, (IX) მრავალ- 

წევრთა რგოლში მოიძებნება ისეთ /I(X) მრავალწევრი, რომ 

/((9)=წ0-M(ი. 
1 1 

აქედან ვღებულობთ წრ =I9260): --Mი ქ, სადაც “ IL(X) ეკუთ- 

ვნის ისევ /IXI მრავალწევრთა რგოლს და ამით შედეგი დამტკიცებულია. 

ახლა, რადგან ყოველი #00 +0 მრავალწევრი იყოფა თავის თავზე, ვღე- 
ბულობთ, რომ ყოველი /(X) მრავალწევრი იყოფა C./(X) მრავალწევრზე, 

სადაც C არის 7 ველის ნულისაგან განსხვავებული ნებისმიერი რიცხვი. 
2. თუ /(X) მრავალწევრი იყოფა §(X) მრავალწევრზე და «(X) იყოფა 

„დ(X) მრავალწევრზე, მაშინ /(#X) მრავალწევრი, გაიყოფა დ(X) მრავალ- 

წევრზე. 
მართლაც, განმარტების თანახმად, #2IXI მრავალწევრთა რგოლში შე- 
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საბამისად მოიძებნება ისეთი M(C0) და 1,(X) მრავალწევრები, რომ 

I(0ე =C(9IICი), თ(XX-=CCVX)), (X). 

აქედან ვღებულობთ 

/(9)=დC0L2. (X)M(X)I, 

სადაც, 72,(X)/I(X) მრავალწევრი ეკუთვნის ისევ /IX) მრავალწევრთა 

რგოლს. 

ამით მე-2 თვისება დამტკიცებულია. · 

3. თუ დ (ი მრავალწევრი გამყოფია როგორც /ლ0ე), ისე თ(;) მრა–- 

ვალწევრებისა, მაშინ ის გამყოფი იქნება MX)+#6(#X) მრავალწევრები– 

საც. 

მართლაც, განმარტების თანახმად, MIX) მრავალწევრთა რგოლში 

მოიძებნება შესაბამისად ისეთი ორი /I(X) და 12,(X) მრავალწევრი, რომ 

I(X)=CდC)/0ე), 9(X)=დ0ე2.(ჯ). 

აქედან ვღებულობთ: 
I(X)-+-900=დC00(ჩM00--7.00I, 

სადაც /I(X)+ 2, (წ) მრავალწევრი ეკუთვნის ისევ MIX) მრავალწევრთა 
რგოლს. ამრიგად, /(X)--წ(Cი) იყოფა დ(X) მრავალწევრზე. 

შედები თუ ნებისმიერი ორი მრავალწევრის ჯამი და ერთ-ერთი 

შესაკრები იყოფა დ(I) მრავალწევრზე, მაშინ მეორე შესაკრებიც გა–- 

იყოფა ამავე მრავალწევრზე. 

4. თუ /(X) მრავალწევრი იყოფა ყთ(ა) მრავალწევრზე და, პირიქით, 

წ(X) იქოფა I(X) მრავალწევრზე, მაშინ I(X)=0.C(X), სადაც C ნულისა–- 

გან განსხვავებული გარკვეული რიცხვია #” ველიდან. 

მართლაც, რადგან /() იყოფა დთ(ჯX) მრავალწევრზე, ამიტომ #«(X) 

მრავალწევრის ხარისხი § არ აღემატება /(ი) მრავალწევრის # ხარიხსს, 

ე. ი. §=/M1. მეორე მხრივ, რადგან «#(X) მრავალწევრი იყოფა /(X) მრა– 

ვალწევრზე, ამიტომ /(X) მრავალწევრის ხარისხი არ აღემატება #«(%) 
მრავალწევრის ხარისხს, ე. ი. /1<=§. ამ ორი უტოლობის შედარებიდან 
ვღებულობთ, რომ /(X) და «(X) მრავალწევრთა ხარისხები ტოლია #1=5. 

მაშასადამე, I() მრავალწევრის დC(ჯ) მრავალწევრზე გაყოფის შედე- 

გად მივიღებთ ნულოვანი ხარისხის მრავალწევრს, ე. ი. /(X)=C-(#9(X), 
სადაც C ნულისაგან განსხვავებული გარკვეული რიცხვია # ველიდან.. 

5. თუ I(X) და C(+) მრავალწევრებიდან ერთ-ერთი იყოფა დ(ი 

მრავალწევრზე, მაშინ მათი ნამრავლიც გაიყოფა დ(X) მრავალწევრზე. 

მართლაც, ვთქვათ, წ(X) იყოფა დ(,) მრავალწევრზე, მაშინ, პირო- 
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ბის თანახმად, IX) მრავალწევრთა რგოლში მოიძებნება ისეთი /,(X) 

მრავალწევრი, რომ #(X) =დ (X)X(X). აქედან ვღებულობთ /(X) · -C0= 
=დთდ(X0IICე.XCX), სადაც /(X)2#(X) ეკუთვნის –IXI მრავალწევრთა რგოლს. 

ფედები , I მრავალწევრის ყოველი გამყოფი არის C-I(ჯ) მრა- 

ვალწევრის გამყოფი და, პირიქით. 

მე-3 და მე-5 თვისებათა გაერთიანებით მივიღებთ,'. რომ, თუ #C») 

მრავალწევრთა რგოლიდან აღებული ყოველი /,(X), /:(X),-.·, /,(X) მრა- 

ვალწევრი იყოფა დ(ჯ») მრავალწევრზე, მაშინ ნამრავლთა ალგებრული 

ჯამი 

თ(0,00ე+თ0ე!.(C0 -...+წ.(X)II.(X), 

სადატ თფ(X), თ(X, .-., თ.(X) ეკუთვნის 9(IX) მრავალწევრთა რგოლს, 
აგრეთვე გაიყოფა დ(ი) მრავალწევრზე. 

მრავალწევრთა უდიდესი საერთო გამყოფი. ვთქვათ, /(X) და «C(X) 
მრავალწევრები აღებულია IX) მრავალწევრთა რგოლიდან, ამავე მრა- 
ვალწევრთა რგოლიდან აღებულ ისეთ დ(X») მრავალწევრს, რომელ- 

ზედაც იყოფა როგორც IC), ისე თC(X) მრავალწევრები, ეწოდება I(X 
და #0) მრავალწევრთა საერთო გამყოფი. /(X) და #(X) მრავალწევრე– 
ბის საერთო გამყოფთა შორის ისეთ საერთო გამყოფს, რომელიც იყოფა 
მოცემულ მრავალწევრთა ნებისმიერ საერთო გამყოფზე, /(X) და #(M) 
მრავალწევრთა უდიდესი საერთო გამყოფი ეწოდება და (/(X), 6(X)) 

სიმბოლოთი აღინიშნება. 

როგორც ვიცით, თუ /(ჯ) მრავალწევრი იყოფა დ(X) მრავალწევრზე, 
მაშინ ის გაიყოფა ყოველ 0დ( მრავალწევრზე, სადაც C60 ნულისაგან 

განსხვავებული ნებისმიერი რიცხვია. აქედან ის გამომდინარეობს, რომ, 

თუ დი) არის /(0 და #00) მრავალწევრთა საერთო გამყოფი, მა- 

შინ ყოველი C. დ(X), სადაც C6/? ნულისაგან განსხვავებული ნებისმიერი 

რიცხვია, აგრეთვე იქნება I(CX) და თ(X) მრავალწევრთა საე რთო გამყოფი. 
მაშასადამე, ყოველი ორი მრავალწევრის უდიდესი საერთო გამყოფი გან– 

მარტებულია მუდმივ მამრავლამდე სიზუსტით. ამის გამო, ორი მრავალ- 

წევრის უდიდესი საერთო გამყოფის უფროსი წევრის კოეფიციენტი ყო- 
ველთვის შეიძლება მივიღოთ ე რთის ტოლად. 

ისეთ ორ მრავალწევრს, რომელთა უდიდესი საერთო გამყოფი მუდ- 
მივი სიდიდეა, ეწოდებათ ურთიერთმარტივი მრავალწევრები. 

თუ I(X) მრავალწევრის /#(X) მრავალწევრზე გაყოფის შედეგად მი- 

ღებული არასრული განაყოფი და ნაშთი შესაბამისად არის წ(X) და ICX), 

ე. ი. 

I(ი=წC009C90 +IVV, 
236



მაშინ ადვილად დამტკიცდება, რომ /I(X) და «(X) მრავალწევრების უდი- 

დესი საერთო გამყოფი უდრის «(X) და #C2) მრავალწევრების უდიდეს 
საერთო გამყოფს. 

მართლაც, მრავალწევრთა გაყოფადობის მე-3 თვისების თანახმად, 

როგორც ეს ზემოთ დაწე რილი ტოლობიდან ჩანს, /(X) და C(X) მრავალ– 

წევრთა ყოველი საერთო გამყოფი იქნება აგრეთვე ”(X) მრავალწევრის 

გამყოფი და ამიტომ /(X) და C(X) მრავალწევრების ყოველი საე რთო გამ– 

ყოფი იქნება §C) და #CX) მრავალწევრების საერთო გამყოფთა გამყოფი. 

მეორე მხრივ, ანალოგიურად დამტკიცდება, რომ («(ჯ) და ”I(%) მრავალ- 

წევრების ყოველი საე რთო გამყოფი იქნება აგრეთვე /(X) და «(X) მრავალ- 

წევრების საერთო გამყოფთა გამყოფი. მაშასადამე, მივიღებთ, რომ 

II(X), C(X))=Iდ(0ი), #”C0I. (1) 
როგორც ცნობილია, ნებისმიერი ორი მთელი რიცხვის უდიდესი 

საერთო გამყოფი უდრის ამ რიცხვებისათვის შედგენილ ევკლიდეს ალგო- 

რითმში ნულისაგან განსხვავებულ უკანასკნელ ნაშთს. ვუჩვენოთ, რომ 

ამ დებულებას ადგილი აქვს მრავალწევრებისათვისაც. ვთქვათ, #ILXI 
მრავალწევრთა რგოლიდან აღებულია ორი I(X) და წ(X) მრავალწევრი, 

რომელთა ხარისხია შესაბამისად # და #I. ვიგულისხმოთ, რომ /=>V/!. 

I0ი) მრავალწევრის #(X) მრავალწევრზე გაყოფის შედეგად მიღებული 
არასრული განაყოფი და ნაშთი შესაბამისად აღვნიშნოთ 0,(X) და #,(X), 
სადაც „I(X)-ის ხარისხი ნაკლებია, ვიდრე §(X)-ის ხარისხი. C(0) მრავალ- 

წევრის „,(X) მრავალწევრზე გაყოფის შედეგად მიღებული არასრული 

განაყოფი და ნაშთი შესაბამისად აღვნიშნოთ ძ)(X) და (ა(X), სადაც #-(X)-ის 
ხარისხი ნაკლებია, ვიდრე ”I,(X)-ის ხარისხი. ახლა „,(X) მრავალწევრის 
MM(X) მრავალწევრზე გაყოფის შედეგად მიღებული არასრული განაყოფი, 
და ნაშთი შესაბამისად აღვნიშნოთ ძვ(X) და /#ე(X), სადაც /ე(X)-ის ხარისხი 

ნაკლებია /ე(X)-ის ხარისხზე და ა. შ. ეს პროცესი განვაგრძოთ. რადგან 
ჩ(X), ”:CX),... ნაშთთა ხარისხით ანდათანობით კლებულობს, ასეთნაირი 

თანამიმდევრობითი გაყოფის შედეგად, სასრული ნაბიჯის შემდეგ (არა- 

უმეტესი /1-სა) ჩვენ უნდა მივიღოთ ისეთი /,(ს)) ნამთი, რომელზედაც 
უნაშთოდ გაიყოფა მისი წინა #”, (+) „ნაშთი. ამგვარად, /(0) და «(ნ 

მრავალწევრებისათვის შედგენილ ალგორითმს, რომელსაც ევკლიდეს 

ალგორითმს უწოდებენ, ექნება შემდეგი სახე: 

I(X)= 9(90,(0:)+წ 0, 
#–(X) =„, (X) ძ:(X)+=CX), 
M0ე = აი ძვ(X0 +ო(ე, 

„IL-ვ(X)=V/, ა(X)0L-I(X)+ M-ICX), 
”L-9ი(X) ==”. 1(X) 0ჯ(X) –-”-(X), 
წL-1(2) ==I+LCX) ძა+1(XM)- ძვ7



დავამტკიცოთ, რომ /(9 და (ა) მრავალწევრებისათვის შედგენილ 
ევკლიდეს ალგორითმში ნულისაგან განსხვავებული უკანასკნელი ნაშ- 

თი #.(ა) არის მოცემულ მრავალწევრთა უდიდესი საერთო გამყოფი. 

მართლაც, თანახმად (1) ტოლობისა, (2) ტოლობებიდან მივიღებთ, 

რომ: 

ICI), ყC0)=(თლ(9, უ(ე), Iყიე0, 00). =წ” (ე, ”,0ეს... 

IM-9(X, I. 1001=IX- (9, 0201, IM 09, ”,001=-”,(0ე0. (3) 

(3) ტოლობებიდან ვღებულობთ: 

IICIა, «0ე1=Iყ(ა, ოუ0ე)=|ჩ(ე, ათე) =...= (V-IV), M(0|=”/,C09, 

მაშასადამე, (ICX), #(9)=/MC) და ჩვენი დებულება დამტკიცებულია. 
თუ დავაკვირდებით IC) და «(X) მრავალწევრებისათვის შედგენილ 

ევკლიდეს ალგორითმს ადვილად შევამჩნევთ, რომ მათი უდიდესი სა- 
ე რთო გამყოფი „,(X;) აგრეთვე ეკუთვნის ”IX) მრავალწევრთა რგოლს. 
ამგვარად, XIX) მრავალწევრთა რგოლიდან აღებულ /(X) და /წ(X) მრა- 
ვალწევრების უდიდესი საერთო გამყოფის მოძებნა არ არის დამოკი- 

დებული # ველის გაფართოებაზე. ადვილად შევნიშნავთ, რომ, თუ დ (X) 
ნებისმიერი მრავალწევრია #Iჯ) მრავალწევრთა რგოლიდან, მაშინ 

'IC0:დთ, ყჟ00-ყ0ე0I--IICე, წ001.დიი (4) 

მართლაც, გავამრავლოთ (2) ტოლობანი წევრ-წევრად დ(X)-ზე 

მივიღებთ ახალ, ტოლობებს, სადაც /(X), #(C9), #”M(X), M(X), -.-, ”.(X) 
მრავალწევრების ნაცვლად იქნება /(0%(X), #(X)დ(X), /”(დიCი,..·, 

ჩნიდ 01 მრავალწევრები ამიტომ |I/(დ(ი,, დთ(X)Cდ(X)1=”,(X)%#C0X), 

რ. დ. გ. 

მაგალითი. ვიპოვოთ უდიდესი საერთო გამყოფი 

I(X)=XL--2X5--401+4XL-3 და ყ(XI= 2V3 5;--4X+3 

მრავალწევრებისა. შევნიშნოთ, რომ რადგან ორი მტავალწევრის უდი- 
დესი საერთო გამყოფი განმარტებულია მუდმივ 'მამრავლამდე სიზუს- 
ტით, ამიტომ მოცემული მრავალწევრების უდიდესი საერთო გამყოფის 

მოძებნისას წილადი კოეფიციენტების თავიდან აცილებისა და გაყოფა– 
დობის გაადვილების მიზნით, სათანადო მრავალწევრები შეიძლება გა- 

ვამრავლოთ ან გავყოთ სათანადო რიცხვებზე. 
მოცემული I(X) მრავალწევრის თ() მრავალწევრზე გაყოფისას წი– 

ლადი კოეფიციენტების თავიდან აცილების მიზნით; წინასწარ IC) მრა– 
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ეალწევრი გავამრავლოთ 2-ზე, გვექნება: 

2ყქ--4ეე 800-8X-6 | 2X3--5#--4ჯ-+3 
–20+5X#9-+-47=-3X 

Xმ--4M-+-5L-ნ (გავამრავლოთ 2-ზე) 

2)91--–-87-L+10X--12 

–2X+5V + 4ჯ--3 

–ვვეს+14C-15 

X+1 

ამგვარად, მოცემული /|(X) მრავალწევრის დ(X) მრავალწევრზე გაყო- 

ფის შედეგად მიღებული ნაშთი, მუდმივ მამრავლამდე სიზუსტით, 

არის #,(X)ლ=-–-3ჯ19-+-14X-–-15. ახლა დ«(X) გავყოთ უ(X)-ზე, წილადი კოე– 

ფიციენტების თავიდან აცილების მიზნით #(X) გავამრავლოთ 3-ზე, გვექ– 

ნება: 

6V1-15V“--12X-9 |––-3/0-14X--15 

–-6)-+-2872-=30ჯ _ 2C-13 

13Vამ-42L- 9 (გავამრავლოთ 3-ზე) 

ვ9ჯ? 126X+27 
–392+182XV-5-195 

0-0 56+-168=56(X-3). 

ამგვარად, მოცემული წ#(X) მრავალწევრის #,()) მრავალწევრზე გაყო- 

ფის შედეგად მიღებული ნაშთი, მუდმივ მამრავლამდე სიზუსტით, არის 

I:(X)=-X––3. 

ახლა ჩM(X) გავყოთ /„ა»(X) მრავალწევრზე, მივიღებთ: 

–პჭებ--14X--15 წI–-3 

+ 3V-+-9ჯ I–-3X+5 
5L-15 

–5X+15 
ეო: 

' მაშასადამე, მუდმივ მამრავლამდე სიზუსტით, /:()=X––3 არის მოცე- 

მული I(X) და დ(X მრავალწევრების უდიდესი საერთო გამყოფი. ორი 

მრავალწევრის უდიდესი საერთო გამყოფის ცნება შეიძლება განზოგა- 

დებულ იქნეს ნებისმიერი სასრული რაოდენობის მრავალწევრთათვის. 

-ჩM(X9), MX), ..-, M. .C(X), ჩ.(X) მრავალწევრთა უდიდესი საერთო გამყოფი 

ეწოდება მათ ისეთ საერთო ძ,(ჯ) გამყოფს, რომელიც იყოფა მოცემუ- 

ლი მრავალწევრების ნებისმიერ საერთო გამყოფზე. ადვილად დამტკი- 

ცდება, რომ 

ძახი=ჩ0ი, /M9,...M-00, MX1=I% 00, /001, 
2–ავი



სადაც 

ძ..I(X):=|ჩ(X, / (0, ..., /--1C9I. 

მართლაც, #=2 მნიშვნელობისათვის ჩვენი დებულება მართებულია. 

ვიგულისხმოთ, რომ დებულება მართებულია #--1 რაოდენობის მრა- 

ვალწევრისათვის. უდიდესი საერთო გამყოფი ძ, I(X) და /,(X) მრავალ- 

წევრისა, ე. ი. (0, 1(X), /-CX)) იქნება ყველა მოცემული მრავალწევრის 
საერთო გამყოფი, კერძოდ ძ,(ე-ის გამყოფიც, მეორე მხრივ, ძ,(#X) 

არის ძ, ,(X9) და /,(X) მრავალწევრების საერთო გამყოფი, კერძოდ, ის 

იქნება ამ მრავალწევრების უდიდესი საერთო გამყოფის გამყოფი. ამ- 

გვარად, (ძ,. :(X), /,(X)1=ძ,(X), სადაც 

ძ, ,(11=Iჩწ ე, ჩაე,..., I,-)(X)), რ. დ. გ. 

თეორემა. თუ IX) მრავალწევრთა რგოლიდან აღებულ I(X) და დფ(X) 

მრავალწევრების უდიდესი საერთო გამყოფი არის თ(Xჯ), მაშინ –IXI მრა- 

ვალწევრთა რგოლში ყოველთვის მოიძებნება ისეთი ორი V/I(X) და IL») 

მრავალწევრი, რომ: 

I(IIოეVC0ე+წეყ(ე0 -=ძიე, (5) 
გარდა ამისა, თუ /() და #(-) მრავალწევრების ხარისხი აღემატება 
ნულს, მაშინ ((Vს) მრავალწევრის ხარისხი ნაკლებია #(X) მრავალწევრის 

ხარისხზე და XI) მრავალწევრის ხარისხი ნაკლებია I(X) მრავალწევ- 

რის ხარისხზე. 

დამტკიცება. მოვიგონოთ /(X) და #()) მრავალწევრებისათვის შედ- 
გენილი ევკლიდეს (2) ალგორითმი (გვ. 237), რადგან #”.(ს)=ძ(X), ამი- 

ტომ (2 ტოლობათა ბოლოს წინა ტოლობიდან მივიღებთ: 

ა ჩ.- (0) IC I(0)L-–ი,(X)1-=ძ(იი. 

შემოვიღოთ აღნიშვნა: ")(X) =1, CICV)=-––ძ.(X), გვექნება: 

„L-2(X) !(X)+I”.-1(V) C,(X) =ძიე), ახლა აქ #”,.I(X)-ის ნაცვლად. ჩავსვათ 

მისი ”. 1(X)=/, ე(2)––-/- (2) 0, ,(X) მნიშენელობა და მოვახდინოთ სა- 

თანადო გარდაქმნები, გვექნება: 

ML ე(X) 0 0ე +”. (XIII 00-–-ძ, (2) V,(X))1-=ძC). 

თუ მივიღებთ V/,(X) = 91(X), 0;(X) =0(9)-–ძი-1(X9) 0(X), მაშინ გვექნება: 
M-ვ(X)I/:(X) ++”, -+(X) 0ა(X) =ძძე. 

ახლა აქ ჩავსვათ I”, „(X)-ის მნიშვნელობა: 

”#-9(X) ==/ს გ(X)––/,-ვ(X) ძს-ი(X). 

"და ეს პროცესი განვაგრძოთ ასე შემდეგ ქვემოდან ზემოთ, (2) ტოლო- 

ბათა მიმართ. ბოლოს მივიღებთ დასამტკიცებელ (5) ტოლობას. როგორც 
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(0 და V() მრავალწევრთა მოძე ბნიდან ჩანს, ისინი ეკუთვნიან /"| XI . 
მრავალწევრთა რგოლს. 

ახლა დავამტკიცოთ თეორემის მეორე ნაწილი. ვიგულისხმოთ, რომ 

I(ს) მრავალწევრის ხარისხი მეტია ან ტოლია დ«(0) მრავალწევრის ხა- 
რისხზე. შეგვიძლია დავწეროთ: 

!(I((X) = თ(X) ილე <<”, 

სადაც M”(X)-ის ხარისხი ნაკლებია დთ(X)-ის ხარისხზე. (5) ტოლობა შეიძ- 

ლება ასე გადავწეროთ: 

/(M)/CX) +თ09II(X) 000 +-0CXV) I) =ძ(X)- 

ადეილად დავრწმუნდებით, რომ კვადრატულ ფრჩხილებში მოთავსე- 

ბული ი«:(0 = (00000 +900 მრავალწევრის ხარისხი ნაკლებია I(X) მრა– 
ვალწევრის ხარესხზე. მართლაც, რადგან /(/თCე) მრავალწევრის ხა- 

რისხი ნაკლებია ”C090ჭ0ი მრავალწევრის ხარისხხე და მით უმეტეს 

წ(X) დ(X) მრავალწევრის ხარისხზე, მივიღებთ, რომ ტოლობის მარცხენა 

მზარეში მიღებული მრავალწევრის ხარისხი მეტია, ვიდრე ტოლობის 

მარცხენა მხარის ძ(X) მრავალწევრის ხარისხი, რაც შეუძლებელია. 

ამრიგად, 0() .=0, ე. ი. I/(X) ==” (XV). 

მაგალითი. ვთქვათ, მოცემულია ორი მრავალწევრი: 

I0ე=X-+ჯ98-წ-2ა---X--2 და ყ(X)=2X9--5X1-+-X--2. 

ამ მრავალწევრე ბისათვის ვიპოვოთ V(ჯX) და V(X) მრავალწევრები, რო- 
მლებიც (5) ტოლობას აკმაყოფილებს. რადგან II((X) და VI) -ის მოძებ- 

ნის დროს არსებით როლს ასრულებს არა მარტო ნაშთები, არამედ არა– 

სრული განაყოფები, ამიტომ გაყოფის პროცესი უნდა ჩავატაროთ ბუ- 

ნებრივად ყოველგვარი „დამახინჯების გარეშე. გვექნება: 

    

  

ულ1.ქქ--2C--X 2 203--5I-- 1-2 

5. ვ 1 თვ 1. 3 
ელ აუუ ღლ 

+2. “2 2 4 

–- 33. 522 

2 2 

15 _ 3 
აა ექუ ელ-1უოალ–წი– 

4 2 

5 .., 7 
–_– –-,”V”- –_ –_–_ 

4" 4 2” 
16. შ. ქემხაძე . „“ -

-



სადაც 
7 1 ვ 5 ა =- · კ) ხ”(ნ0ე= –-)1ქ- –-ჯ-- –-, თ(ა 2: 163, მ 2792 

ახლა 9§( გავყოთ I,()-ზე, მივიღებთ: 

5 3 7 
მექ–5)ბჯ--2 –ებ1+ ავა 

15X1+ 1.13 2 
6 28 

_ მექვ -ქა- <<; | ზ .,ე. 70 
“ § 5 5 %L25 , 

19 23 
“ვ 'ი--X-2 ა 

19 57 „ . 266 
“ვ % +285+-- 25 

ეუეაეურ---5-- ··. I 
108 216 108 
ფ=+++<>= => C+2). 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ი იი ს ეშიოდ იყოფა /ა(X)-ზე. ამრი- 

გად, მოცემული IC) და #(X) მრავალწევრებისათვის შედგენილი ევკლი- 
დეს ალგორითმიდან ავიღოთ შემდეგი ორი თანაფარდობა: 

(90-60 (-+- --)+ით, 

ძ00=რხ (ა (++ )+ით. 

მეორე თანაფარდობა ასე გადავწეროთ: 

8 · 76 
ყწ(ი ჯითი(– ა96ი-<> =ჩM(იე. 

მიღებულ ტოლობაში ჩავსვათ /,(ს)-ის მნიშვნელობა პირველი თანა- 

ფარდობიდან. სათანადო გამარტივების შემდეგ მივიღებთ: 

(9(–-,X- 1-) 60 (-:+ +-– 25 )=ჩ, 

თე ახლა აქ ჩავსვამთ ინ0=435C+2 მნიშვნელობას და ტოლო- 

ბის ორივე მხარეს გავამრავლებთ <> -%ე, გვექნება: 

ს I( »(-უ+- 7 )+6C (2;+ - #- > )=++2.



ამრიგად, მივიღებთ, რომ 

1 1... 
ედ–დ–_–_-________– V(X) 27! V--19), თV(% 22 (5X + V––8) 

ურთიე რთმარტივი მრავალწევრებისათვი” ზემოთ დამტკიცებული 
თეორემის საფუძველზე ვღებულობთ ასეთ შედეგს. 

მშეღები, თუ #IXI მრავალწევრთა რგოლიდან აღებული ორი /(0 და 

6#(ა) მრავალწევრი ურთიერთმარტივია, მაშინ/?| LI) მრავალწე ვრთა რგოლ- 

ში შეიძლება მოვძებნოთ ორი ისეთი (I((X) და V(X) მრავალწევრი, რომ: 

/(X)VI(CX)-- §(X) (X) =0, 
სადაც 260 ნულისაგან განსხვავებული ნებისმიერი რიცხვია. 

რადგან ორი მრავალწევრის უდიდესი საერთო გამყოფი განმარტებუ- 

ლია მუდმივ მამრავლამდე სიზუსტით, ამიტომ შეიძლება ურთიერთმარ- 

ტივი მრავალწევრები ვ უწოდოთ ისეთ ორ მრავალწევრს, რომელთა უდი- 

დესი საერთო გამყოფი არის ერთი: 1 > „ მაშასადამე, თუ #IVI მრა- 
C 

ვალწევრთა რგოლიდან აღებული /|(X) და C(ჯ) მრავალწევრები ურთიერთ- 

მარტივია, მაშინ /2IX) მრავალწევრთა რგოლში ყოველთეის მოიძებნება 

ისეთი ორი (I(X) და V(X) მრავალწევრი, რომ: 

I(C9)VCX) + თ(X) V(ჯ) =1. (6) 

ჩვენ შემდეგ განვიხილავთ ამ თანაფარდობის გამოყენებას მნიშვნელში 
ირაციონალურობის მოსპობისათვის. 

ახლა დავამტკიცოთ ურთიერთმარტივ მრავალწევრთა ზოგიერთი 

თვისება. 

1. თუ I(X) და «(X) არიან #(XI მრავალწევრთა რგოლიდან აღებული 

ურთიე რთმარტივი მრავალწევრები, ე. ი. (I(V). #(0)|-=1 და თ164) ნე- 
“თ 

ბისმიერი მრავალწევრია ამავე რგოლიდან, მაშინ 

(IC0.დ(ი, «(9)=(ჯC),6C0|. თ) 
მართლაც, (/(9 ·<(9, წ(C0| არის ”C) · დ(ი) და ყ00 - «(ე-ის საერთო 

გამყოფი და რადგან (4) ტოლობის (გვ. 238) თანახმად |/(X)CCX), 

ძ(უე7001=C00, ამიტომ (I(X)C(ე, ყ«(0) უდიდესი საერთო გამყოფი 

იქნება IდCX9), დ(X)) უდიდესი საერთო გამყოფის გამყოფი. მეორე მხრიე, 

(დ(X), -(V)) უდიდესი საერთო გამყოფი არის გამყოფი I(X)დ(X) და ყ(ე 

მრავალწევრებისა; ამიტომ ის იქნება გამყოფი |/C0დ(X), ყწ(9)I უდიდესი 

საერთო გამყოფისა. ამრიგად, |/(X)დ(X). §(X)| და (დCე. 909) |, ურთიე რთ- 

გამყოფი მრავალწევრებია: თანახმად გაყოფადობის თვისებისა; ასე– 

თი ორი მრავალწევრი ერთმანეთის ტოლია. მუღმივ მამრავლამდე სი- 
ზუსტით, და ამით პირველი თვისება დამტკიცებულია. 

ჩა



2. თუ /(X) და #(L) ურთიერთმარტივი მრავალწევრებია და IX) ინე 
ნამრავლი იყოფა ყწ(ჯ)-ზე, მაშინ დ(წ) გაიყოფა დC(X)-ზე. 

მართლაც, რადგან I/(X), «00)=1, ამიტომ, თანახმად პირველი თვი- 
სებისა, გვაქვს (I(X)(M, «(9))=|თდ(Mი), «C90), მაგრამ, რადგან /(0«%(0 
ჯერადია #(X)-ისა, გვექნება I/C(X)დ(X), C(X))=ჯ6(X), ანუ IდC), «(01= 
=ყ0ე. მაშასადამე, დი) ჯერადია «თ(X)-ისა. 

3. თუ I(წ) მრავალწევრი ურთიერთმარტივია ცალ-ცალკე დიე და 

დ(ჯ) მრავალწევრებთან, მაშინ ის ურთიერთმარტივი იქნება მათ ნამ- 

რავლთანაც. 

მართლაც, რადგან V(X) ურთიერმარტივია /(X)-თან, თანახმად პირ- 

ველი თვისებისა, მივიღებთ: 

(წიედ(ლე, I(9)|=IდCი, I(X)1=1, რ. დ. გ- 
4. თუ I(X) მრავალწევრი იყოფა ურთიერთმარტივ «(X) და C(X) 

მრავალწევრებზე, მაშინ ის გაიყოფა მათ ნამრავლზე. 

მართლაც, შეიძლება დავწეროთ /(X)=,ჯ§6(X) (X). რადგან დC(X)7.(X) 

ნამრავლი იყოფა დ(X)-ზე და I(C(X), დ(X)1=1, ამიტომ, თანახმად მეორე 

თვისებისა, 7.(X) უნდა გაიყოს დ(X)-ზხზე, ე. ი. #»(X)=Cდ(ჯ) · ICე. ამრიგად, 

I(0=|წ00Cდ(X))·I(X), რ. დ. გ- 

ადვილად დამტკიცდება, რომ თუ ყოველი ჩ(X), /5(X), ··-, /ICX) მრავალ- 
წევრი ურთიერთმარტივია ყოველ დ(X%),, 6-7), --., §|(X) მრავალწევრ– 
თან, მაშინ ნამრავლი /,(X)./.(X).-·/(X· „ურთიერთმარტივი იქნება 

თ(X · თ(X)...§L7,(X) ნამრავლთან. ეს თვისება მკითხველს შე უძლია დაამტ- 

კიცოს მე-3 თვისების მიხედვით. აქედან, როგორც შედეგი, ვღებულობთ, 

რომ თუ I(X) და C(X) მრავალწევრები ურთიერთმარტივია, მაშინ ყო- 

ველი მათი ხარისხი (MX) და (თლე), აგრეთვე ურთიერთმარტივი 

იქნება, 
V 

§ 27. რიცსვთა ველჭე მრავალწევრის დაქვანადობა. 

მრავალწევრის დაუყვან თანამამრავლებად დაფლა 

როგორც უკვე ვიცით, MX) მრავალწევრთა რგოლიდან აღებული 
ყოველი /(X) მრავალწევრი იყოფა # ველიდან აღებულ ნულისაგან გან- 

სხვავებულ ნებისმიერ C რიცხვზე და C.I(X) მრავალწევრზე. /(X) მრა- 
ვგალწევრის ასეთ ორ გამყოფს ტრივიალური გამყოფე ბი ეწოდება. II 

მრავალწევრის: ყოველ სხვა გამყოფს #IX) მრავალწევრთა რგოლში ეწო- 

დება არატრივიალური გამყოფი. 

ადვილად შევნიშნავთ, რომ /(X) მრავალწევრს, რომელსაც მოცე მულ 

რიცხვთა # ველზე გააჩნია მხოლოდ ტრივიალური გამყოფები, # ველის 
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გაფართოებულ > ველზე შეიძლება გაუჩნდეს არატრივიალური გამ- 
ყოფები. 

მაგალითად, /(X) =ჯ?–-3 მრავალწევრს რაციონალურ რიცხვთა ველ- 

ზე არატრივიალური გამყოფები არ აქვს. ხოლო რაციონალურ რიცხვთა 

ჩ ველის გაფართოებულ =7#IV3)=(თ-+ხV3 | ველზე, სადაც თ, ხ6#2, 
აქვ X--V3 და X+M#/3 არატრივიალური გამყოფები. 

განსაზღვრა, #I(X) მრავალწევრთა რგოლიდან აღებულ /(X) 

მრავალწევრს ეწოდება #” ველზე დაჟყვანადი, თუ მას #IX) მრავალწევრ- 

თა რგოლში გააჩნია ერთი არატრივიალური გამყოფი მაინც; წინააღმდეგ 

შემთხვევაში, ე. ი. თუ /(X) მრავალწევრს ჩIXI მრავალწევრთა რგოლში 

არ გააჩნია ერთი არატრივიალური გამყოფი მაინც, მაშინ /(V) მრავალ– 

წევრს ” ველზე დაუყვანი მრავალწევრი ეწოდება. 
როგორც განსაზღვრიდან ჩანს, თუ /1-ური ხარისხის /(X) მრავალწევრი 

დაყვანადია 7” ეელზე, მაშინ მრავალწევრთა რგოლში ის დაიშლება ორი 

მაინც #-ზე დაბალი ხარისხის, მუდმივისაგან განსხვავებული Cთ(X) და 

7.(X) მრავალწევრის ნამრავლად 

I(X)=Cდ(X)7, (წ). 

მაგალითები, · 

ზემოთ განხილული /(X) =X--3 მრავალწევრი რაციონალურ რიცხ- 
ქთა ველზე არის დაუყვანი, ხოლო ნამდვილ რიცხეთა ველზე –– დაყვა- 
ნადი. ადვილად შემოწმდება, რომ /(ს)=X!--25 მრავალწევრი # რაციო- 

ნალურ რიცხვთა ველზე დაუყვანია, ხოლო MI/10)=(თ--ხV10!, სა– 

დაც 0, 06M, ველხე დაყვანადია. 
მართლაც, შმეგვიძლია დავწეროთ: 

X-+25=(ჯზ-+L5)?-–(/10 X 2-6? )/10 X+5) (ს?-+-V10 X-+-5). 

მაგალითად, მრავალწევრი /(X)=Xჯ"”--4 როგორც რაციონალურ, 

ისე ნამდვილ რიცხვთა ველზე არის დაუყვანი, ხოლო კომპლექსურ 
რიცხვთა ველზე ––- დაყვანადი 

I) =60C-20(X+2ჩ. 

ორწევრის ჯამისა და სხვაობის დაშლადობის მიხედვით ადვილად შემო- 

წმდება აგრეთვე, რომ ყოველი ორი /(X)=X-ი და #(X)=X”.L-Lხ 

მრავალწევრი, როცა #>1 და #>>1 მთელი რიცხვებია და 0 და ხ ნამდვი– 

ლი რიცხვებია, ნამდვილ რიცხვთა ველზე დაყვანადია. 
განვიხილოთ რიცხვთა » ველზე დაუყვანი მრავალწევრის ზოგიერ- 

თი თვისება. 
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1. პირველი ხარისხის ყოველი 0X+ხ მრავალწევრი დაჟყვანია, 
მართლაც, პირველი ხარისხის მრავალწევრი დაყვანადი რომ იყოს 

ის უნდა დაიმალოს პირველზე დაბალი ხარისხის (ნულოვანი ხარისხის) 

ორი მრავალწევრის ნამრავლად მაინც. მაგრამ ნულოვანი ხარისხის 

მრავალწევრების ნამრავლი მოგვცემს ნულოვანი ხარისხის და არა პირ- 
ველი ხარისხის მრავალწევრს. 

2. თუ დ(X) მრავალწევრი არის დაუყვანი #IX1მრავალწევრთა რგოლ- 
ში, მაშინ ამავე რგოლში დაუყვანი იქნება ყოველი Cდ(X)· მრავალწევრი, 

სადაც 06” ნულისაგან განსხვავებული ნებისმიერი რიცხვია. 

ეს უბრალოდ გამომდინარეობს მრავალწევრთა გაყოფადობის თვი- 

სებებიდან. 

3. თუ რიცხ>ვთა ნ. ველზე დ(X) დაუყეანი მრავალწევრია და /(X) ნე- 

ბისმიერი მრავალწევრია ამავე ველზე, მაშან შეიძლება ადგილი ჰქონ- 

დეს შემდეგ შემთხვევებს: 
ა) ან /(X) უნდა გაიყოს დ (X)-ზე, ბ) ან /(X) და დ(X) ურთიე რთმარტივი 

მრავალწევორებია. 

მართლაც. ვთქვათ, I/I(X), დ(X))C=ძ(X), რადგან დთ(X) დაუყვანია 

რიცხვთა – ველზე და ძ(ჯ) მისი გამყოფია, ამიტომ ძ(X) შეიძლება იყოს 

ან (ე) მრავალწევრი, ან C რიცხვი. პირველ შემთხვევაში /(X) გაიყო- 

ფა დ(X) მრავალწევრზე, მეორე შემთხვევაში კი /(X) და დ(X) ურთიერთ- 

მარტივი მრავალწეგრებია. 

4. თუ რიცხვთა ” ველზე აღებულ ICV)=0 განტოლებას აქვს ერთი 

საერთო ფესვი მაინც რიცხვთა #7 ველზე დაუყვან დ(X)=0 განტოლებას- 

თან, მაშინ დ (X) =0 განტოლების ყველა ფესვი დააკმაყოფილებს აგრეთვე 

I(201=0 განტოლებას, ე. ი. I(X) გაიყოფა დთ(X)-ზე. ' 

მართლაც, ამ შემთხვევაში M(X) და დ(X) მრავალწევრები არ იქნებიან 

ურთიე რთმარტივი, ამიტომ, თანახმად მე-3 თვისებისა, /(V) მრავალწევ–. 

რი უნდა გაიყოს დ(X) მრავალწევრზე. 

5. რიცხვთა ველზე აღებულ დთ(X) დაუყვან მრავალწევრს არ შეი- 

ძლება ჰქონდეს საერთო ფესვი ამავე ველზე აღებულ დაბალი ხარისხის 

მრავალწევრთან. მართლაც, ეს უმუალოდ გამოდის მე-3 თვისებიდან. 

6. თუ რიცხვთა # ველზე აღებული /(X) =0 განტოლების ყველა ფეს- 

ვი აკმაყოფილებს ამავე ველზე დაუყვან დ(X)=0 განტოლებას, მაშინ 

კ#00=0დ(XM#, სადაც 06” ნულისაგან განსხვავებული რიცხვია, ხოლო / 

გარკვეული მთელი · დადებითი რიცხვია. 

მართლაც, თანახმად მე-4 თვისებისა, ”() „უნდა გაიყოს დ(X)-ზე: 

I(X)=დ (X).IL(X), ცხადია, /I(X)-იც უნდა გაიყოს დ(X)-ზე, ე. ი. I(2= 
==დ C9)”./ა(X) და ა. შ. 

7. თუ «(X) და /(X) მრავალწევრთა ნამრავლი იყოფა დ(X) დაუყიან 
ა46 
-



მრავალწევრზე, მაშინ ერთ-ერთი თანამამრავლი მაინც იყოფა თ(0-ზე. 

მართლაც, თუ /(X) არ იყოფა «დ(X-ზე, მაშინ ისინი ურთიე რთმარტივი 

მრავალწევრებია, და, თანახმად გაყოფადობის თვისებისა, #(X) მრავალ– 

წევრი უნდა გაიყოს დ(X) დაუყვან მრავალწევრზე. ეს თვისება შეიძლე– 
ბა ადვილად განზოგადდეს ნებისმიერი სასრული რაოდენობის მრა- 

ვალწევრე ბისათვის. , 
8. 7IVI რგოლიდან აღებული ყოველი #>1 ხარისხის /(X) მრავალ– 

წევრის უმცირესი ხარისხის გამყოფი მრავალწევრი დაუყვანია ჩ ველზე. 

მართლაც, ვთქვათ, /(X) მრავალწევრის უმცირესი ხარისხის გამყოფი 

მრავალწევრია დ(»), ე. ი. I(X)= Cდ(X) · 7,(X), თუ ახლა =(X) მრავალწევრი 

დაყვანადია რიცხვთა ” ველზე, მას ექნება გარკვეული დ,(X) მრავალ- 
წევრი გამყოფად, სადაც Cდ,(I) მრავალწევრის ხარისხი ნაკლებია დ(X) 

მრავალწევრის ხარისხზე. თანახმად მრავალწევრთა გაყოფადობის თვი- 

სებისა. /I(X) მრავალწევრი უნდა გაიყოს დ)(ჯ)) მრავალწევრზე, რომლის 

ხარისხი ნაკლებია დ(X) მრავალწევრის ხარისხზე. ეს კი ეწინააღმდეგე– 

ბა დაშვებას ი (X) მრავალწევრის შესახებ. 
თეორემა. /#IX) რგოლიდან აღებული ყოველი /1>1 ხარისხის I(X) მრა– 

ვალწევრი შეიძლება დაიშალოს რიცხვთა / ველზე დაუჟყვან მამრავლე– 
ბად და ეს დაშლა არის ერთადერთი მუდმივ მამრავლამდე სიზუსტით.:· 

დამტკიცება. ჯერ ვუჩვენოთ, რომ /(V) მრავალწევრის დაშლა დაუ– 
ყვან მამრავლებად შესაძლებელია. ვიგულისხმოთ, რომ იჩ,1(X) არის /(X) 
მრავალწევრის უმცირესი ხარისხის დაუყვანი გამყოფი. მაშინ გვექ- 
ნება: M(V)=/,(X),(X). თუ ახლა ჩ(X)-ის ხარისხი მეტია ერთზე და მი– 

სი უმცირესი ხარისხის დაუყვანი გამყოფია #:-(X), გვექნება: /. (0 = 

=/ჩა(XI:(X). და ა. მშ. თუ ამ პროცესს განვაგრძობთ სასრული #1==/ 

ნაბიჯის შემდეგ (არაუმეტეს /” ნაბიჯისა) მივიღებთ უმცირესი ხარის- 

ხის დაუყვან #ი,,(X) მამრავლს, ე. ი. /#V.1(XX=ჩმ»(Xწ). ამგვარად, მივი- 

ღეთ IX) რგოლიდან აღებული |(X») მრავალწევრის დაუყვან მამრავ- 

ლებად 
100 =/0,C0ჩალი...ით(X) (1) 

დაშლა. ახლა დავამტკიცოთ, რომ M(X) მრავალწევრის დაშლა (1) სახით 

ერთადე რთია. დავუშვათ წინააღმდეგი, ვთქვათ, არსებობს ამავე ” მრა- 

ვალწეერის მეორე სახის დაშლა დაუყვან მამრავლებად: 

I(0=ძ, (0 თ. თ)... 9-(X). (2) 

(1) და (2) ტოლობათა შედარებით მივიღებთ: 

0)(X)0ე:(%)-..0=(X) = 0)(X) ძა(X).-· 0,(X). (3) 

ფ) ტოლობის მარცხენა მხარე იყოფა #,(M9) დაუყვან მამრავლზე, 'მა– 

შასადამე, ტოლობის მარჯვენა მხარეც უნდა გაიყოს ი0,(9)-ზე. თანახ- 
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მად მე-7 თვისებისა, ერთ-ერთ 09,(X) (=1, 2, .../7) თანამამრავლი უნდა 

გაიყოს ჩმ,იე-ზე. ზოგადობა არ იქნება დარღვეული, თუ 0,(X) თანა- 

მამრავლთა ახალი გადანომრვის შემდეგ, ვიტყვით, რომ 0,(X) იყოფა 

ი.ლ) მრავალწევრზე. რადგან 0#,(X) დაუყვანი მრავალწეერია, გვექნე- 
ბა 0,(ე=Cთჩ0)0ე. ამ ტოლობის (3) ტოლობაში ჩასმით მიგიღებთ: 

ჩე, ემაძე...0,,(X)ლ=C0)(X) თ(X).-· CM), 

თუ ახლა ამ ტოლობის ორივე მხარეს შევკვეცავთ /,0ე-ზე (ამის უფ- 

ლება გვაქვს რადგან #(XI) მრავალწევრთა რგოლს არა აქვს ნულგამყო- 

ფი ელემენტები), მივიღებთ: 

ჩა(X).--ჩი,(V) =C)ძ-(X).-- ძ,CV). (4) 

ტ) ტოლობის მარცხენა მხარე იყოფა #ა(V) დაუყვან მრავალწევრზე, 

ამიტომ ამ ტოლობის მარჯვენა მხარეც უნდა გაიყოს /),(X)-ზე. 

ამისათვის, როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, ტოლობის მარჯვენა მხარეში 

ერთ-ერთი 0,(») დაუყვანი მამრავლი უნდა გაიყოს #ა(X)-ზე. ვთქვათ, 

ამ შემთხვევაში იძა(X) იყოფა ჩა(X)-ზე. რადგან 0-(X) დაუყვანი მრავალ- 

წევრია, გვექნება 0:(X)=Cთია(X) და ა. შ. თუ ამ პროცესს განვაგრძობთ 

„I ნაბიჯის შემდეგ მივიღებთ, რომ 0»(X)=C,0,„(X) და საბოლოოდ გვე- 

ქნება: 
1=CCა..-C,0ი!+1(X).-- 0, (X). 

აქედან ვღებულობთ, რომ ნამრავლი 

ძო+ILCX)-·-0-(X) =C 1C 1...6ც 1=0უ60 

არის რიცხვთა ” ველიდან აღებული გარკვეული რიცხვი. ეს კი მხო- 

ლოდ მაშინ შეიძლება, როცა თითოეული მყ»,აც.-·, 0.() მამრავლი 

რიცხვია >” ველიდან. ამიტომ (2) ტოლობის მარჯვენა მხარე ასე გადა- 
იწერება: , 

I(X)=C601(X)-ჩ-(X)...ჩთ(X). (5) 

ამგვარად, დამტკიცდა (1) დაშლის ერთადერთობა მუდმივ მამრავლამ- 

დე სიზუსტით. ცხადია, რომ (5) დაშლაში შეიძლება ზოგიერთი დაუყ- 

ვანი მამრავლი განმეორდეს რამდენჯერმე. 

მაგალითად, ვთქვათ, 0)(X) დაუყვანი მამრავლი მეორდება თ,კ-ჯერ, 

ჩა(X) მამრავლი თ-ჯერ და ა. შ. მაშინ /(ი) მრავალწევრის დაშლას დაუ- 
ყვან მამრავლებად ექნება შემდეგი სახე: 

/00=თ/ი,00%.ი60%...ი,0ი რ, (0 
სადაც §==/! და ყველა 0I)(X), /#-(X), ...0.(X) დაუყვანი მამრავლი სხვა– 

დასხვაა. 

I(X) მრავალწევრის (6) სახით დამლას, ეწოდება /(X)· მრავალწევრის 
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კანონიკური დაშლა. CთI რ29, · %§ რიცხვებს “შესაბამისად ეწოდებათ 

ჩ.(X), 0:(X), ·-, ი.(X) დაუყვანი მამრავლების ჯერადობის მაჩვენებლე- 
ი. 

განსაზღვრა. C(V) მრავალწევრს ეწოდება /I(X) მრავალწევრის 

/-ჯერადი მამრავლი, თუ I(CX) მრავალწევრი იყოფა C (ჩX)#-%ზე და არ 

იყოფა თ(X)#11-%ე. მაგალითად, უბრალო გაყოფით ადვილად შემოწ- 
მდება, რომ დთდ(X)=X“--2 მრავალწევრი არის 

1I(X) =1---7ჯხ-ლეტ 40-41; 4 

მრავალწევრის ორჯერადი მამრავლი. 

მრავალწევრის წარმოებულის შესწავლის შემდეგ ჩვენ განვიხილავთ 

მრავალწევრის ჯერადი მამრავლების გამოყოფის საკითხს. 

ახლა განვიხილოთ ურთიერთმარტივი მრავალწევრების (6) ტოლო- 

ბით (გვ. 243) მოცემული თვისების ერთ-ერთი პრაქტიკული გამოყე- 

ნება. კერძოდ, განვიხილოთ მნიშვნელში ირაციონალურობის მოსპო- 

ბის საკითხი. ვთქვათ, მოცემულია შემდეგი 

4 
"... ი. სა 3 - –. 

ძეV თ )+- თ) V თმ ?8-+ .. მა VX--0ი ) 
(7) 

გამოსახულება, სადაც. ძე, ძ,, -.. მეკ რაციონალური რიცხვებია, ხო- 

ლო თ აგრეთვე რაციონალური რიცხვია, რომელიც არაა რაიმე რაციო- 

ნალური რიცხვის ხარისხი. დავამტკიცოთ, რომ არსებობს მოცემული 
(7) გამოსახულების მნიშვნელის მარაციონალებელი მამრავლი; მართლაც, 

შემოვიღოთ აღნიშვნა _ 

X=Vფთ. (8) 

ამ აღნიშვნის საფუძველზე (7) გამოსახულების მნიშვნელი ასე წარმო– 

გვიდგება: 
' I(X)=-ძეX?“!--0,X”-2-C...+ ძე აV +0ი-L (9) 

(8) აღნიშვნიდან ვღებულობთ /ჰ- ური ხარისხის 

დ(00=X--თ (10) 

მრავალწევრს. რადგან თ არაა რაიმე რაციონალური რიცხვის ხარისხი, 

ამიტომ დ(X) მრავალწევრი რაციონალურ რიცხვთა ველზე არის დაუ- 

ყვანი. დაუყვან მრავალწევრთა მე-3 თვისების თანახმად, ეს ორი მრავალ– 
წევრი ურთიერთმარტივია; ვინაიდან /(წ) მრავალწევრის ხარისხი ნაკ- 
ლებია დ(X) მრავალწევრის ხარისხზე. თანახმად ულრთიერთმარტივ 

მრავალწევრთა თვისებისა მოცემული დ(ა და I(ი) მრავალწევრებისა- 

თვის რაციონალურ რიცხვთა ველზე ყოველთვის მოიძებნება ისეთი ორი 

II(X) და ყ(X). მრავალწევრი, რომ 
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დ(იი(0+/(0იჯ(ი =1. (11) 

თუ (11) თანაფარდობაში X-ის ნაცვლად ჩავსვამთ X=%Vთ. (რადგან 

თ(0/თ)=9), მივიღებთ 

ICV/ თ).V(V>თ)=1. (12) 

ადვილად შევნიშნავთ, რომ /(/თ) არის (7) გამოსახულების მნიშვნელი, 

ხოლო ა(Vთ), როგორც ეს (12) ტოლობიდან ჩანს, მისი მარაციონალე- 

ბელი მამრავლია მუდმივ მამრავლამდე სიზუსტით. 

მაგალითი. მოვსპოთ ირაციონალურობა 

„ 4_ _ 
V25+4V5+1 

გამოსახულების მნიშვნელში. შემოვიღოთ აღნიშვნა X=%V5; შეგვიძლია 
დავწეროთ I(X)=Xს"+4X+1 და დ(X=X+-5. ეს ორი მრავალწევრი, 

როგორც უკვე ვიცით, ურთიერთმარტივია. 

ვიპოვოთ შესაბამისი I(X) და (CV) მრავალწევრები: 

  

  

პქ1––-5 X1--4X-L1 Xჯ'--4X+1 15X–-1 

– ეი 4Xმ75>X X-–4 ი 1 1 61 

–-4ებ-X-5 “%X=15+)15X+525 
+4ქ-+16X+4 -. 

=6C0 =15X-1, §XI-1 

არარ 
+15 X--525 

286 

ოM(9 525. 

ამგვარად, მივიღეთ დ(X=/(X)(X–-4)+”(X, 

' 1 286 . 
X) ==7' –_ _– 

/თ=ით (:-++ 22) +225“ 
აქედან 

61 286 
I(ეიე–ით 6. +22= =2237 

1 61 286 
X)––-Iდ(X)–– –4 – –-- (ს0--I600- (9 C-41(:-X+:7:) <2 ' 

1 1 19 286 . “აია ა2 –_–--.-_._. 
#0 | 15 « 225 + »I- ++ 225“ 225 225. 
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თუ ამ თანაფარდობაში ჩავსვამთ X=V5. (რადგან თ(/= <0), მივიღებთ: 

IM(V 5). =--05V/25+V 5 5--19)= 286 . 

აქედან 

– 1 _ „ 

I(V5 ა 28(15V25-I. 5-9 - 

მაშასადამე, მოცემული გამოსახულების მნიშენელის მარაციონალებე- 

ლი მამრაგლია 

1 –. კ, 
=-–--(15V25- 5-––-19). => V25--V ) 

თუ ახლა მოცემული გამოსახულების მნიშვნელსა და მრიცხველს გა- 

ვამრავლებთ მიღებულ /I მარაციონალებელ მამრავლზე, მნიშვნელში 
მივილებთ ერთს, და ამით მნიშვნელში ირაციონალურობა მოისპობა. 

ცხადაა, რომ მნიშვნელს გააჩნია კიდევ სხვა მარაციონალებელი მამრა- 

ვლებ. 
I) და სი) მრავალწევრების მოძებნა, კერძოდ მნიშვნელის ირაციო- 

ნალჯრობისაგან განთავისუფლება შეიძლება განუსაზღვრელი კოეფი- 
ციენჭების მეთოდის გამოყენებით. ჩვენს მაგალითზე განვიხილოთ მნიშ- 

ვნელ! ირაციონალურობის მოსპობის შედარებით მარტივი მეთოდი, 

რომელიც შემდეგში მდგომარეობს. 

ვიაიდან 4V5-+15?-+1 გამოსახულების შებრუნებული განმარტე- 

ბული ცალსახად და მას საზოგადოდ იV5--ხV5?-“+C სახე აქვს, სადაც 

ი, ხ, : გარკვეული რაციონალური რიცხვებია, შეგვიძლია დავწეროთ: 

(4/5+- 1/5'-L1) (0//5+ხV5"-+C =1. 
აქედან მივიღებთ შემდეგ წრფივ განტოლებათა სისტემას: 

4ი+ ხ+ 0=0, 

ძთ+ 5ხ+40=0, 

50თი+20ნხ+ C=1. 

ამ სისტმის ამოხსნის შედეგად გვექნება: 

1 15 19 
თ“=–-, ხ=-–--, ხწხლლ–:·-=–.=-–. 

286 286 286 

ამრიგად მივიღეთ იგივე => /5+151/5-- 19) გამოსახულება, 
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რომელიც არის მოცემული ირაციონალური გამოსახულების შებტუ- 

ნებული. 
ახლა გასაგებია, რომ, თუ რაციონალურ რიცხვთა # ველთან გავაერ- 

თიანებთ, მაგალითად თ=%V2 ელემენტს, მივიღებთ /2(V2) =:–”= 

=Iი--ხ #2+0V4 |, სადაც ძ. ხ, 26 » რიცხვთა სიმრავლეს, რომელიც 

უქმნის ველს. 

მართლაც, როგორც ახლა აღვნიშნეთ, ყოველი თ+ხV2--0V/4. რი- 

ცხ-ასათვის მოიძებნება ამავე სახის ისეთი V(/2 )=/ +-6V2+ი!V4, 

სადაც #, 0, 1168, რიცხვი, რომელთანაც ნამრავლი უდრის 1. ასეთ 9V(V2) 

რიცხვს, როგორც ვიცით, 0+ხV2 +CV4 რიცხვის შებრუნებული რი- 

ცხვი ეწოდება. რადგან ყოველი ძ--ხV2-+CV4 სახის რიცხვის შებრუ- 

ნებული ისევ ამავე სახის რიცხვია, ასეთი რიცხვების გაყოფა შეიძლება 

შევცვალოთ გამრავლებით. ახლა, ვინაიდან ყოველი ორი 0თ,+ხIV/2-- 

–+C,V4 და თ,+ხ.-V2+CV4 სახის რიცხვის ჯამი, სხვაობა და ნაჰრავ- 
ლი ისევ ამავე სახის რიცხვია (შესავალი გვ. 8), ვღებულობთ, რომ იიცხ- 

გთ L სიმრავლე, რომელიც მიიღება რაციონალურ რიცხვთა ველთან 

'თ- :/2 ელემენტის გაერთიანებით, ე. ი. რიცხვთა სიმრავლე 

ნC/2:="(+ხV2-+-0V4), 

სადაც ძ, ხ, C6–, ქმნის ველს. 

ანალოგიურად დამტკიცდება, რომ რაციონალურ რიცხვთა # ვ;ლთან 

თ =V# ელემენტის გაერთიანებით მიღებული სიმრავლე #”=/(V#) 
ქმნის ველს. 

#88. მრაპალწემვრის L-ი ორწევრზე გაყქოფადობა. რაციონალურ- 

კოეფიცენტებიანი მრავალწევრის რაციონალურ 

ფეხვთა მოძებნა 

ვთქვათ, IX) მრავალწევრთა რგოლიდან აღებულია /- ური ხრისხის 

700 მრავალწევრი: 

Iმ0=0ძეX+ძ;X%-1--...+ ძა + ძე. (1) 

ისეთ თ რიცხვს, რომლისათვის I(თ)=0, ეწოდება /CV) მრავალწვრის ან 

კიდევ /(X) =0 განტოლების ფესვი. -IX) რგოლიდან ავიღოთ X––იორწევ- 

რი; როგორც მრავალწევრთა გაყოფადობიდან (გვ. 233) ვიცთ, IX) 

მრავალწევრის #–თ ორწევრზე გაყოფის შედეგად მიღებული არა- 

სრული განაყოფი C(X) იქნება #--1 ხარისხის მრავალწევრი, ხოდო ნაშთი 
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/ იქნება ნულოვანი ხარისხის მრავალწევრი ან ნული, ე. ი. ” იქნება რაი– 
მე რიცხვი # ველიდან. ამგვარად, გვექნება: 

ICX) =(X––თ) 9(X) +”. (2) 

(2) თანაფარდობა მართებულია X-ის ყოველი მნიშვნელობისათვის, ე. ი. 

ის წარმოადგენს იგივეობას X-ის მიმართ. თუ ამ იგივეობაში ჩავსვამთ 
X=თ, მივიღებთ: 

I() =”. (3) 

მაშასადამე: /(X) მრავალწევრის X-–-თ ორწევრზე გაყოფის შედეგად 

მიღებული ნაშთი ” უდრის /I(X) მრავალწევრის მნიშვნელობას, როცა 

X=თფ. ამ დებულებას ხშირად უწოდებენ ბეზუს (8670V1) თეორემას. 

აქედან გამომდინარეობს შემდეგი მნიშვნელოვანი შედეგი: თ რიცხვი 
მაშინ და მხოლოდ მაშინაა /(X) მრავალწევრის ფესვი, როცა /(V) უნაშ- 

თოდ იყოფა X- CV ორწევრზე. 

/263, მრავალწეგრის X-თ ორწეკრზე გაყოფის პროცესი მარტივად 

შესრულდება ეგრეთ წოდებული ჰორნერის სქემის საშუალებით, რო- 

მელიც შემდეგში მდგომარეობს. ვთქვათ, I(X) მრავალწევრის X--თ 

ორწევრზე გაყოფის შედეგად მიღებული /I--1 ხარისხის არასრული ძ(ჯ) 
განაყოფია 

ძე) :=ხე1ბ8--ხ,V11--...+ხი.ს 

მაშინ (2) ტოლობის საფუძველზე მივიღებთ: 

ძები, 1 ჟ,ჯნ-ბ L... მე (“ძე =ხეLწ--(ხ-–თხ)ელი + 

–+L(ხ. “–C ხ,)X--1-+...+-(ხ,.1-–-თხ -ი)V--V-–-თხი-))- 

თანახმად ორი მრავალწევრის ტოლობისა, გვექნება: 

ხე=9ძში, ხ,ლ–ძე+თხა, ხა=0ა+-თხ,, ··, ხა..=ძა.1--Cხია-ი, 

”=ძ,ც--თხე-L 

მთელი ეს პროცესი შეგვიძლია განვიხილოთ შემდეგ სქემაზე, რომელ– 
საც პორნერის სქემა ეწოდება: 

  

იი ძი) ძაპ IL .. ძ,-1 7 

  ხე |ხ.=“ხა+9ძ,ე | ხ-=თ0თხ|+ძა | ·· · ხე-.=0ხიე-ი+ძიი- ს” =რხი-11-ძი 

  

მაგალითი 1. ჰოონერის სქემის მიხედვით ვიპოვოთ 

I(X)==2X--5X;-20 
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მრავალწევრის X--3 ორწევრზე“ გაყოფის შედეგად მიღებული არასრე- 
ლი განაყოფი და ნაშთი. სიმარტივისათვის მოქმედებანი შეიძლება გან– 
ვიხილოთ შემდეგ სქემაზე 

20 0-5 --20 “ვე. : : ეუ 22 
2-6 18 --59 157 

ამგვარად, მოცემული /(წ)) მრავალწევრის +3 ორწევრზე გაყოფის 

შედეგად მიღებული ი(ა) მრავალწევრია ძ(X):=2X93-67V1?--18X--59, 

ხოლო ნაშთი ”=157. როგორც ვიცით, მიღებული ნაშთი ”=157, არის 

მოცემული მრავალწევრის მნიშვნელობა, როცა X-=>-–-3, ე. ი. /C-3) 

=157. | 

მაგალითი 2. I(ა)=V9-+(1-+-20X?%-(02+-0X-5 მრავალწევრი გავ- 

ყოთ X-1+ I ორწევრზე. ამ შემთხვევაში თ==1--/, გვექნება: 

1, 1+2/, –-2--/, –-5 
1 2+, 1--2/, 2-3; 
  1–- 

მივიღეთ. 0(X)=X2L(2+-0X+1--2, ჩ=--2-37=M1--ი. როგორც 
ჩანს, ჰორნერის სქემა გვაძლევს /(X) მრავალწევრის გამოთვლის პრაქ- 

ტიკულად ხელსაყრელ მეთოდს, როცა ცნობილია X. 

ახლა განვიხილოთ რაციონალურ რიცხვთა ველზე აღებული /(X) 

მრავალწევრის რაციონალურ ფესვთა მოძებნის საკითხი. ცხადია, რომ 
ყოველი რაციონალურკოეფიციენტებიანი ალგებრული განტოლების 
ამოხსნა კოეფიციენტების საერთო მნიშვნელზე გამრავლებით, დაიყ– 

' ვანება მთელკოეფიციენტებიანი ალგებრული განტოლების ამოხსნამდე, 

ამიტომ თავიდანვე შეიძლება განვიხილოთ მთელკოეფიციენტებიანი 

ალგებრული განტოლება : 

)(Xე)-= თა” +-ძესი1.-...+0, IX+ძე=0. (4) 

ადეილად დამტკიცდება, რომ მთელკოეფიციენტებიანი ალგებრული გან- 
ტოლების ყოველი მთელი ფესვი თავისუფალი წევრის გამყოფია. 

მართლაც, ვთქვათ, თ მოცემული განტოლების მთელი ფესეია; მა– 

შინ მივიღებთ: ' 

0,=VCთ (– ძეთ" 1-ძ,თ ჩ-ბ. · ძი.) · 

ამ ტოლობიდან ჩანს, რომ ძ„ იყოფა თ-ზე. მაშასადამე, თუ მთელკოე– 

ფიციენტებიან /(X) მრავალწევრს აქვს მთელი ფესვი, ის უნდა ვეძებოთ 

თავისუფალი წევრის გამყოფთა შორის. ჰორნერის სქემიდან უბრალოდ 

ვღებულობთ, რომ ამ შემთხვევაში მთელკოეფიციენტებიანი ”(X) მრა– 

ეალწევრის X-–თ ორწევრზე გაყოფის შედეგად მიღებული #(ჯ) მრავალ- 
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წევრიც მთელკოეფიციენტებიანი იქნება, ე. #4. 

_I(X)_ 
–-–-–“ =0ძ(X). (5) 

(ე) ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ ჯ-ის ყოველი მნიშვნელობი–- 

სათვის M#CX)ის შესაბამისი მნიშვნელობა უნაშთოდ იყოფა (X-––-თ)–ზე 

ან, რაც იგივეა, --(X--თ)=Cთ-–-X სხვაობაზე. თუ დავუშვებთ #ჯ=–--1, 

ვღებულობთ, რომ /C--1) რიცხვი უნაშთოდ იყოფა თ+1-ზე. ანალო–- 

გიურად, თუ დავუშვებთ, X=1, მაშინ მივიღებთ, რომ /(1) უნაშთოდ 

იყოფა თ--1 სხვაობაზე. ამგვარად, იმისათვის, რომ თ მთელი რიცხვი 

I) ფუნქციის ფესვი იყოს აუცილებელია, რომ 

MI). ს, I-ს 
თ–-1 თ-L1 (0 

რიცხვები იყოს მთელი; ეს არის აუცილებელი მაგრამ არასაკმარისი 

პირობა მოცემული I(X) მრავალწევრის მთელი ფესვის არსებობის შე–- 

სახებ. 

მაგალითად, /(X) = X%-2ჯ%--X--6 მრავალწევრის თავისუფალი წევ– 

რის ––3 გამყოფისათვის გვაქვს: 

_ IC) _ –8 =2, · I--I) _ –-8 = 

–-31. 4 3401 –2 

ორივე შეფარდება მთელია, მაგრამ I(--31=--48+0, ე. ი. L=--3 

არაა მოცემული მრავალწევრის ფესვი. აქვე შევნიშნოთ, რომ თავი- 

სუფალი წევრის 2-1 გამყოფებისათვის საჭიროა ჰორნერის სქემით ან 

უშუალო ჩასმით გამოვთვალოთ /(1) და /(–-1), თუ მაგალითად, მივი- 

ღეთ I(––1)=:0, მაშინ X=-–1 იქნება მოცემული მრავალწევრის ფესვი. 

ამრიგად, თავისუფალი წევრის ის გამყოფები, რომელთათვის (6) 

პირობა არ სრულდება, არაა მოცემული განტოლების ფესვი და ამიტომ 

თავისუფალი წევრის ასეთი გამყოფები გასინჯვას არ საჭიროებს, ხოლო 

თავისუფალი წევრის ის გამყოფები, რომელთათვის (6) პირობა სრულ- 

დება, შეიძლება იყოს მოცემული განტოლების ფესვები და ამიტომ სა- 

ჭიროა მხოლოდ ასეთი გამყოფების გასინჯვა. 

მაგალითად, ვიპოვოთ მთელი ფესვები განტოლებისა 

I(CX) = ტ+2X%--4ჯ?"-–-5X--6= 0." 

აქ თავისუფალი წევრის გამყოფებია: -C1, +2, +3, +6. გამოთელით 

მივიღებთ: I(1)=--12, /(––-1ე1=:--6. მაშასადამე, 1 და ––1 არაა მოცე– 

მული განტოლების ფესვი. ადვილად დავრწმუნდებით, რომ +6 და +3 
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გამყოფებისათვის რიცხვები IM). და I-ს 
თ––-1 თ-L1 

არაა, ხოლო 2, –-2 და –-3 გამყოფებისათვის ეს რიცხვები ეთდროუე- 

ლად მთელია. ამგვარად, თავისუფალი წევრის გამყოფთა შორის უნდა 

გაისინჯოს მხოლოდ 2,––2 და –-3 გამყოფები, მივიღებთ: 

2)1)1 2-4-2-5-–-6 

–3)1 4 4 3 0=/2 

–2)1-1-1-2 0=/C3) 
1 0-4 3 --12=/C-2) 

ერთდროულად მთელი 

  

    
მაშასადამე, 2 და ––3 მთელი რიცხვები მოცემული განტოლების ფეს- 

ვებია და მას სხვა მთელი ფესვები არ აქვს. ამრიგად, 

2 +-2X--4აენ-5X--6:=(X-2)(X--3)(X+"-+X%->-1). 

მოცემული განტოლების დანარჩენ ორ ფესვს ვიპოვით X?+X--1=0 

კვადრატული განტოლების ამოხსნით. 

ახლა განვიხილოთ წილადური რაციონალური ფესვის მოძებნის სა- 

კითხი. წინასწარ დავამტკიცოთ, რომ: თუ მთელკოეფიციენტებიანი /(X) 
მრავალწევრის უფროსი წევრის კოეფიციენტი უდრის ერთს, მას არ შეი- 

ძლება ჰქონდეს წილადური რაციონალური ფესვი. 

მართლაც, ვთქვათ, მთელკოეფიციენტებიან 

I(X)=X" L+Vთ,Xჩ8“1--ძაXMმ?-L...+ი, 1X+ძე 

მრავალწევრს, რომლის უფროსი წევრის კოეფიციენტი უდრის ერთს, 

აქვს > უკვეცი წილადური ფესვი, ე. ი. 

  ნ სცნშე ი. = ე – 0, თო) ნ... მა 1-“- 9 - + ი,=0. 

თუ ამ ტოლობის ორივე მხარეს გავამრავლებთ ძი”-) რიცხვზე, გვექნება: 

”" 

# + თი" 1 -+-... 4-0, ემე" ?1--ძემ” 1=0. 

მივიღეთ, რომ უკვეცი წილადის და მთელი რიცხვის ჯამი უდრის. ნულს, 

რაც შე უძლებელია. დამტკიცებულიდან გამომდინარეობს, რომ "მთელ- 

კოეფიციენტებიან ალგებრულ განტოლებას, რომლის უფროსი წევ- 
რის კრეფიციენტი უდრის 1-ს, თუ აქვს რაციონალური ფესვი, ის უეჭ- 

ველად მთელია. ვთქვათ, ახლა მოცემული გვაქვს მთელკოე ფფიციენტეჯ 
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ბიანი განტოლება 

ძეX"I-0,X" 1-L...--0,„.IX+ 0,=0. 

თუ ამ განტოლების ორივე მხარეს გავამრავლებთ ძემ 1- ზე და განვი- 

ხილავთ ჩასმას 

ძ-აX=Vყ, (7) 

მაშინ მოცემული განტოლება ასე გადაიწერება: 

ყ”-+--თყ" 1-+-ძემას ზ--...+ მი" ძა ყ+- ძი“ 'ძე =0. 

როგორც უკვე ვიცით, თუ ასეთ განტოლებას აქვს რაციონალური ფეს- 

ვი, ის უნდა იყოს მთელი. ვთქვათ, ყ=ყ,) მიღებული განტოლების. ერთ–-. 

ერთი მთელი ფესვია. თუ ფესვის ამ მნიშვნელობას ჩავსვამთ (7) აღნიშ- 

ვნაში მივიღებთ მოცემული განტოლების X1= 2 რაციონალურ ფესვს. 
0 

მაგალითი. ვიპოვოთ რაციონალური ფესვები განტოლებისა: 

3ჯ+--50X?--104X--105=0. 

განტოლების ორივე მხარე გავამრავლოთ 33=27-ზე, მივიღებთ: 

(3X)4–--150(3X)"--–-936(3X)––35 . 105=0. 

ჩავსვათ 3X=ყ; გვექნება: 

ყლ--150ყ“ - 936ყ--391.105=0. 

ადვილად დაგრწმუნდებით, რომ ყ-ის მიმართ მიღებულ განტოლებას 
აკმაყოფილებს თავისუფალი –– 2835 წევრის გამყოფები 15 და -– 6. 

ახლა აღნიშვნიდან უბრალოდ მიიღება, რომ მოცემული განტოლების 
რაციონალური ფესვები მთელია და ისინი შესაბამისად არიან 5 და –– 2. 

მოცემული განტოლების დანარჩენი ორი ფესვი ადვილად მოიძებნება, 
თუ მოცემული განტოლების მარცხენა მხარეს გავყოფთ (L-––<5)(X-L2) = 

=ჯ“ 3X--10 მრავალწევრზე, და ვიპოვით გაყოფის შედეგად მიღებუ- 

ლი მეორე ხარისხის მრავალწევრის ფესვებს. 

ხშირად სასარგებლოა ვიცოდეთ, რომ: თუ #ჩ. რაციონალური რიცხ- მ : 

ვი, სადაც ი და 0 ურთიერთმარტივი რიცხვებია, არის მთელკოეფიციენ- 

ტებიანი /(+)=0 ალგებრული განტოლების ფესვი, მაშინ ი თავისუფა- 
ლი წევრის გამყოფია, ხოლო ძ კი –– უფროსი წევრის კოეფიციენტის 

გამყოფი. 

მართლაც, მოცემულ მთელკოეფიციენტებიან M-ური ხარისხის ალგებ- 
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რულ განტოლებაში X-ის ნაცვლად ჩავსვათ მისი ფესვი + კ მივიღებთ: 

ჩ M-1 

ძ / თ ჩ მ ე" ეში 

მიღებულე ტოლობის ორივე მხარე გავამრავლოთ 0ძ"-ზე, გვექნება: 

  +..+თ +-+თ=0. 

ძაჩ”+0,0““10-+...+ ძა )00"“1+ძ,0”=0. 

რადგან მარცხენა მხარის ჯამი, ე. ი. ნული. და ჯამის ყოველი შესაკრე- 
ბა, გარდა უკანასკნელისა, იყოფა ი-ზე, ამიტომ თ, ი” შესაკრებიც უნ- 
და გაიყოს ჩ0-ზე. მაგრამ, ვინაიდან # და ძ# ურთიე რთმარტივი რიცხეებია, 
ძე უნდა გაიყოს ი-ზე”. ანალოგიური მსჯელობით დამტკიცდება, რომ თე: 
იყოფა ყ-ზე. · 

განვიხილოთ კუთხის ტრისექციის ამოცანა. ცნობილია, რომ თუ ფარ- 

გლისა და სახაზავის საშუალებით შეიძლება C00§ C-ს აგება, მაშინ შეიძ- 

ლება თვით თ, კუთხის აგებაც. 

ვთქვათ, მოცემულია თ კუთხე და გვინდა მისი სამ ტოლ ნაწილად 

გაყოფა. საძებნი კუთხე, აღვნიშნოთ დ-თი, ე. ი. თღ=3დ. ვიცით, რომ 

C05 თ =005 3დ=40059 დ-–3005 დ. (8) 

რადგან თ კუთხე მოცემულია, მისი კოსინუსი ცნობილად შეიძლება ჩავ- 

თვალოთ. ვიგულისხმოთ, რომ C05თ =>. მაშასადამე, (8) თანაფარდო- 

ბა შეიპლება განვიხილოთ როგორც მესამე ხარისხის ალგებრული გან- 

ტოლება 00§C-ის მიმართ; 4 6055 დ-–-3005თ6– +-=ძ. აღვნიშნოთ ლ05დ= 

= 5. ეს განტოლება მიიღებს შემდეგ სახეს: 

3 
უდ” გ. (თ 

8 2 2 

შეიძლება განვიხილოთ ხ თავისუფალი წევრის უსასრულო რაოდენო- 

ბის რაციონალური მნიშვნელობები, რომლებისთვისაც (9) განტოლე- 
ბას არ ექნება რაციონალური ფესვი. მაგალითად, როცა ხ=1, ამ შემ- 

თხვევაში თ=- და (9) განტოლება მიიღებს სახეს 

X#3--3X-1=0. (10) 

” ეს თვისება შეიძლება მივიღოთ, როგორც) კერძო შემთხვევა თვისებისა: თუ /(X) 

და «(X) მრავალწევრები ურთიერთმარტივია და ”(X) ყ(X) ნამრავლი იყოფა დ (X)-ზე: 
მაშინ წ(X) უნდა გაიყოს დ(X)-ზე. 
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ადეილად დავრწმუნდებით, რომ ამ განტოლებას არ აქვს რაციონალური 

ფესვი. მართლაც, როგორც უკვე ვიცით, თუ ასეთ განტოლებას 

აქვ, რაციონალური ფესვი, ის უექველად უნდა იყოს მთელი––ან 1, 

ან –-1; არც ერთი ამათგანი არ აკმაყოფილებს (10) განტოლებას. აქედან 

გამოდის, რომ რაციონალურ რიცხვთა ველზე ამ განტოლებას ფესვი 

არ აქვს, ე. ი. მისი ამოხსნა არ დაიყვანება რაციონალურკოეფიციენ- 
ტებიანი კვადრატული განტოლების ამოხსნამდე. ამიტომ. 6095-იანი 

კუთხ ფარგლისა და სახაზავისს საშუალებით არ შეიძლება გა- 

ყოფილ იქნეს სამ ტოლ ნაწილად. მაგრამ, თუ ხ=0,ე.ი.ი =-- , მაშინ 

(90 განტოლება დაიყვანება XCV”--3)=0 განტოლების ამოხსნამდე, და 
ამიტომ 90“-იანი კუთხე ფარგლისა და სახაზავის საშუალებით შეიძლე- 

ბა სამ ტოლ ნაწილად გაიყოს. 

§ ას. მრავალწევრთა დაქვანადობა რაციონალურ 

რიცხვთა ველზე 

როგორც ვიცით, რაციონალურ რიცხვთა ველი წარმოადგენს მინი- 

მალურ რიცხვთა ველს. საინტერესოა საკითხი მრავალწევრთა დაყვანა- 
დობის შესახებ რაციონალურ რიცხვთა ველზე. ცხადია, რომ /(X) და იCI(ე 

მრავალწევრებს, სადაც C#0 ნებისმიერი რიცხვია, ერთი და იგივე ფეს- 
ვები აქვთ. გარდა ამისა, როცა C რაციონალური რიცხვია, ICX) და CI(X) 
მრავალწევრები /, რაციონალურ რიცხვთა ველზე ერთდროულად 

ორივე დაყვანადია ან დაუყვანი. 
შემოვიღოთ პრიმიტიული მრავალწევრის ცნება. მთელკოეფიციენტე- 

ბიან I) მრავალწევრს ვუწოდოთ პრიმიტიული მრავალწევრი, თუ მისი 

კოეფიციენტები ურთიე რთმარტივია, ე. ი. თუ კოეფიციენტების უდი- 

დესი საერთო გამყოფი უდრის ან 1, ან–1. ვთქვათ, მთელკოეფიციენტე- 
ბიანი I(X) მრავალწევრის კოეფიციენტთა საერთო უდიდესი გამყოფია §; 

მაშინ შეიძლება დავწეროთ /(X)=8 დ(X), სადაც დ(X) იქნება პრიმი- 
ტიული მრავალწევრი. 

ადვილად დამტკიცდება, რომ ყოველი რაციონალურკოეფიციენტე- 
ბიანი I(X) მრავალწევრი შეიძლება წარმოვადგინოთ ცალსახად ნიშნამ- 

დე სიზუსტით, როგორც ნამრავლი #. უკვეცი წილადისა და დ (X) პრიმი- 
· ”! 

ტიული მრავალწევრისა. 
მართლაც, ვთქვათ, რაციონალურკოეიფიციენტებიანი 

ძ, ი-1., იძ, 
: 9 ი. ი- ' , 

(ხ)=–X უა სჯ “დ... ყელი (1) 

! ხი ხ, ხ,-) ხ, 
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მრავალწევრის კოეფიციენტთა მნიშვნელების საერთო უმცირესი ჯე– 
რადი უდრის 1-ს; მაშინ შეგვიძლია დავწე როთ: 

1.,, , 
Iიი= წოაა ძი+"-I- ხ, თ )+...+ ხ „რ, 1X + ხ”, ძი), (2) 

სადაც ჩა, ხხ, ·-·. ხე” შესაბამისად ხე, ხნ; ..., ხ, მნიშვნელების დამა- 

ტებითი მამრავლებია და ამიტომ ისინი ურთიერთმარტივია. თუ ახ- 
ლა (2) ტოლობის მარჯვენა მხარეში ფრჩხილებს გარეთ გამოვიტანთ 
ძა. 0I..სმე მრიცხველების საერთო უდიდეს გამყოფს #-ს, მივიღებთ: 

ჯC9 <=" (ხა რ შ+ ხუ თ X1+...+ ხეა ძი) (3) 
( 

# 
ან, რაც იგივეა, I(X)=–-დ (2), სადაც რდ(XX=ძი ხე X"- თ, 6) 3. + 

I , 

+... + ი, ხნ, პრიმიტიული მრავალწევრია. 
ახლა, თუ დავუშვებთ, რომ /(X) მრავალწევრის (3) სახით წარმოდ- 

გენა არა ცალსახაა, ე. ი. I0=# დ(აე = # MC, მაშინ (რადგან 
/// I 

წ ' 

–- და ” უკვეცი წილადებია და დ(X), M(X) მრავალწევრები პრი- 
”! /! 

მიტიულია) ვღებულობთ, რომ /|(X)-ის წარმოდგენა (3) სახით ე რთად– 

ერთია სიზუსტით ნიშნამდე. 

დავამტკიცოთ გაუსის შემდეგი ორი ლემა. 
ლემა 1. ორი პრიმიტიული მრავალწევრის ნამრავლი ისევ პრიმი- 

ტიული მრავალწევრია: 

მართლაც, ვთქვათ, მოცემულია ორი პრიმიტიული მრავალწევრი 

I(X)ლ=ძაX-+-თ,VI-1-+L...+ძ-XM“თ-L...“+ძ,, 

6(X)=ხეჯ'-Lხ)ჯ'-1-+-...-LხცX'-მ-L...+ხ.. 

განვიხილოთ მათი ნამრავლი 

”M(X)=I(X) ·თ(X)ლ=0ეX6+5-L6C,7ჩ+5-1 -იე:V6+5-2 L... + 

–+0ლვცXნ5+5-თ-8-L...“+0L+ა, 
სადაც 

C,,ვ=0ენა,გ8+- თნ, +... +0ძ, ,ხ8,, + ი„ხც-... “+ძე,ცნი: 

ვთქვათ, ი ისეთი მარტივი რიცხვია, რომ /(%) მრავალწევრის პირველი 

თ კოეფიციენტი თე, თ. ..., ი-.1 იყოფა 0-ზე, ხოლო ძ- არ იყოფა მ-ზე; 
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ანალოგიურად, ვიგულისხმოთ, რომ V«(ი) მრავალწევრის პირველი ჩ 

კოეფიციენტი წი, ჩ#), ·., 68-,) იყოფა ი-ზე, ხოლო ხგ არ იყოფა #-ზე. 

ცხადია, რომ რადგან /I(X) და თ(X) პრიმიტიული მრავალწევრებია ყვე- 

ლა მათი კოეფიციენტი არ იყოფა ი-ზე. თუ დავაკვირდებით #Cე მრა- 

ვალწევრის 6-8 კოეფიციენტის მნიშვნელობას ადვილად შეეამჩნევთ, 

რომ ვინაიდან მარჯვენა მხარის ყველა შესაკრები, გარდა თ–ხვ, იყოფა 

ჩ-ზე, 2,8 კოეფიციენტი არ გაიყოფა მ-ზე. ამგვარად, დამტკიცდა, 

რომ #(Cი) მრავალწევრის ყველა კოეფიციენტი არ იყოფა ერთსა და _ 

იმავე 8 მარტივ რიცხგზე, ე. ი. ყოველი ორი /(X) და (+) პრიმიტიული 

მრავალწევრის ნამრავლი /”(CX) ისევ პრიმიტიული მრავალწევრია. 

ლემა 9. თუ მთელკოეფიციენტებიანი I(X) მრავალწევრი დაყვანა–- 

დია რაციონალურ რიცხვთა ველზე, მაშინ ის დაყვანადი იქნება მთელ 

რიცხვთა რგოლზე. 

მართლაც, ვთქვათ, 

I(X=ჩ)(X9)-Iა(X), 

სადაც II(ე და /:ე) რაციონალურკოეფიციენტებიანი მრავალწევ- 

რებია. II(V) და /X(X) მრავალწევრები შეიძლება ასე წარმოვადგინოთ: 

ჩ 
#. 

ჩიე =“ “დ (0, ი00:=-“ დალი, /" /”ა 

# /» , 
სადაც 5 და – “ უკვეცი წილადებია, ხოლო დ)(X) და და(X) კი პრიმი- 

1 //Iი 

ტიული მრავალწევრებია. ამრიგად, 

Mჩ.Mა 
I(X)= –“–> (დ 09 · და(XI. 

/I/0 

ვინაიდან, ამ ტოლობის მარცხენა მხარე მთელკოეფიციენტებიანი მრა- 

ვალწევრია, მისი მარჯვენა მხარეც მთელკოეფიციენტებიანი მრავალ- 

წევრი უნჯა იყოს. აქედან გამოდის, რომ რადგან ფრჩხილებში მოთავ– 

"სებული პრიმიტიულ მრავალწევრთა ნამრავლი ისევ პრიმიტიული მრა“ 

ვალწევრია, #,/ე ნამრავლი უნდა გაიყოს /I,/I.ა ნამრავლზე, მაგრამ, 

რადგან #,, 7. და #ა, /Iე შესაბამისად ურთიე რთმარტივი რიცხვებია, 

#, უნდა გაიყოს /I»-ზე და #: უნდა გაიყოს //”)-ზე, ე. ი. 

(ე - არ”, #ა=/ ა. 

მაშასადამე, მივიღებთ: 

I(0=. #, ა დ)(V)და(X) 
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და ამით მეორე ლემა დამტკიცებულია. დამტკიცებული ლემიდან გა- 

მომდინარეობს, რომ, თუ მთელკოეფიციენტებიანი IX) მრავალწევრი 

არის დაუყვანი მთელ რიცხვთა რგოლზე, ის დაუყვანი იქნება რაციო- 
ნალურ რიცხვთა ველზე. 

ახლა განვიხილოთ მთელკოეფიციენტებიანი /(ჯ) მრავალწევრის რა- 
ციონალურ რიცხვთა ველზე დაუყვანობის აიზენშტაინის (CI5005!CIV9) 

კრიტერიუმი, რომელიც შემდეგმი მდგომარეობს: 

თუ მთელკოეფიციენტებიანი 

I(ი =<ძეX” 4 მეე 1-I-...+მა + 0ძ, 

მრავალწევრის ყველა ძ;, ძა, ·., 0, კოეფიციენტი, გარდა მე-სა, იყოფა 
რომელიმე ჩ>>1 მარტივ რიცხვზე და თავისუფალი წევრი თ, არ იყოფა 

0”-ზე, მაშინ /(+) მრავალწევრი დაუყვანია რაციონალურ რიცხვთა ველზე. 

დამტკიცება დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, /I(X) მრავალ- 
წევრი არის დაყვანადი რაციონალურ რიცხვთა ველზე, მაშინ ის, დამ- 

ტკიცებული ლემის თანახმად, დაიშლება ორი დაბალი ხარისხის მთელ- 

კოეფიციენტებიანი მრავალწევრის ნამრავლად 

I(X)=(ხეX+ხ,XLCI +... 4-ხ,)(ძ-X"+C0,X1“I+...4-6,). 

აქედან /(დ0) მრავალწევრის და მარჯვენა მხარის გამრავლების შედეგად 
მიღებული მრავალწევრის კოეფიციენტების გატოლებით, ვინაიდან 

#--5=), მივიღებთ: | 

ძა =ხ;0., 

ძა. .=ხ0,0. 1+ხ,- 6. 

' მ.ა. ა=ხ,0 ი+ხ, IC, 1+ ხხ. ან, 

იაა ი იანია პვბიისის (4) 
0, == ხეC+Vხ)0C, 
ძა = ხელი. 

პირობის თანახმად, ხ/ი, იყოფა ი-ზე, მაშასადამე, ან ხ,, ან 0, უნდა გაი- 
ყოს ი-ზე; ცხადია, ორივე ხ, და 2, ერთდროულად არ შეიძლება გაი- 
ყოს ი-ზე, რადგან მაშინ ძი, გაიყოფოდა ი”-ზე. ვთქვათ, ჩხ, იყოფა ი-ზე, 
მაშინ (4) ტოლობათა მეორე ტოლობიდან ვღებულობთ, წარ: ხ. )C, 
იყოფა /-ზე; ვინაიდან C, არ იყოფა ი-ზე, ამიტომ ხ,.,; უნდა გაიყოს ი-ზე. 
ანალოგიურად, (4) ტოლობათა მესამე ტოლობიდან მივიღებთ, რომ ხ,.ჯ 
იყოფა #-ზე, და ა. მშ. თუ ამ პროცესს განვაგრძობთ, მივიღებთ, რომ ჩე 
იყოფა მ-ზე, ეს კი შეუძლებელია ვინაიდან; პირობის თანახმად. ძი 
არ იყოფა ი-ზე. ამით დაუყვანობის აიზენშტაინის კრიტერიუმი დამტკი- 

ცებულია, 
262



დამტკიცებული კრიტე რიუმიდან გამომდინარეობს, რომ ყოეელი 

/-სათვის არსებობს #-ური ხარისხის მრაეალწევრი, რომელიც დაუყვა- 

ნია რაციონალურ რიცხვთა ველზე. მაგალითად, ყოველი 

IC) =ძეX1--3#%-L-+--3ჯ9-2-L....--3ჯX--3 

მრავალწევრი, სადაც ძე ურთიერთმარტივია 3-თან, დაუყვანია რაციო- 

ნალურ რიცხვთა ველზე. ადვილად დავრწმუნდებით, რომ დაუყვანობის 
დამტკიცებული კრიტერიუმი წარმოადგენს მხოლოდ საკმარის პირობას. 

მაგალითად, I(CX)=X”--5X+4 მრავალწევრისათვის არ სრულდება აი- 

ზენშტაინის კრიტერიუმი, მაგრამ ის დაყვანადია რაციონალურ რიცხვ- 

თა ველზე: /(X)=(X--1)(X L4). ქვემოთ დავრწმუნდებით, რომ ზოგ 

შემთხვევაში აღნიშნული კრიტერიუმით I(X) მრავალწევრის დაუყვა- 

ნობის გამოსარკვევად, წინასწარ საჭიროა მისი გარდაქმნა. ვთქვათ, მო– 

ცემულია ორწევრა განტოლება 

X---1=0, 

რომლის ფესვია '/1I-ის მნიშვნელობანი: 
27 27 

6,=00§ 206  ,ვყე25. (7”=0, 1, ..., 0–-1). 
ი ჩ 

მოცემული განტოლება შეიძლება ასე წარმოვადგინოთ: 

(V--1)(ჯ5“1 I. 8-2--...+X+-1) =0. 

ცხადია, რომ V1-ის ერთისაგან განსხვავებული /--1 რაოდენობის ყო- 
ველი §), წი, ·-·., ნე.) მნიშვნელობა აკმაყოფილებს 

უჩ ნი/იზ-+...+-X- 1=0 (5) 

განტოლებას. ამრიგად, (5) განტოლების არც ერთი ფესვი არაა ჯერადი. 

განვიხილოთ მრავალწევრი 

X-–-–-1 
  ამე ლ=X---ეტ-ზ+...+X+-1= 
X–MI 

რადგან /„(X) მრავალწევრის ფესეები 1-თან ერთად კომპლექსური სიბრ- 
ტყის ერთეულრადიუსიან წრეს ყოფს # ტოლ ნაწილად, ამიტომ /„(X:) 

მრავალწევრს წრის დაყოფის მრავალწევრი ეწოდება. ახლა ადვილად 
დავრწმუნდებით, რომ, როცა /#-=/ მარტივ რიცხვს, მაშინ 

, 

X9–-–-1 
  კი) = ჯჩივნბი ი X+-15: 
X-–-I 
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მრავალწევრი დაუყვანია რაციონალურ რიცხვთა ველზე. (6) მრავალ- 

წევრის მიმართ აიზენშტაინის დაუყვანობის კრიტერიუმის უშუალოდ 

გამოყენება შეუძლებელია. აღნიშვნით Xჯ=/+1, მივიღებთ 

(ყ-L1)”-–1 

ყი-1–-1 
Iი(/-- 1)= = I -ეყსი +“ 9ი- აა 

–+იყ)ლყ" 1+ეყ ბზ... 9- 29%), “მ.L ,,.-|-0 =:C6(V/). 

მიღებული დ(ყ) მრავალწევრის ყოველი წევრის კოეფიციენტი, გარდა 
პირველისა, იყოფა მ-ზე, ხოლო თავისუფალი წევრი კი არ იყოფა /#-ზე. 

ამგვარად, თანახმად აიზენშტაინისს კრიტერიფმისა დ(ყ)=/ი(/+1) 

მ რავალწევრი რაციონალურ რიცხვთა ველზე დაუყვანია. აქედან მარ- 

ტივად გამოდის, რომ /„(X) მრავალწევრიც დაუყვანია რაციონალურ რი- 

ცხვთა ველზე. მართლაც, ვთქვათ, 

IC2=წC0X · 2. (X) 

მაშინ X=ყV+1 აღნიშვნით მივიღებთ: 

დ(/)=§(ყ-L1) · 7,(V-+1). 

ეს კი, დ(ყ) მრავალწევრის დაუყვანობის გამო, შეუძლებელია. 

მაგალითი. განვიხილოთ მრავალწევრი 

I(X)=X4ტ---2X1-–-6Xჯ-L1. 

აქ აიზენმტაინის კრიტერიუმი უშუალოდ არ გამოიყენება. აღნიშვნით 
Xლ–ყუ1, მივიღებთ: 

#(/)=I(/+1)=(ყ+1)4+2(/+1)9+6(/-+L1)+-1= 
=ყბ+6ყ9ვ+12ყ“?-+16ყ-L10. 

ცხადია, დ(ყ) მრავალწევრი, რადგან მისთვის (როცა 7=2) მართებულია 
აიზე ნშტაინის კრიტერიუმი, დაუყვანია რაციონალურ რიცხვთა ველზე. 
მაშასადამე, მოცე ულ | I(X) მრავალწევრიც დაუყვანი იქნება რაციო- 

ხალურ რიცხვთა ველზე. 
შევნიშნოთ, რომ, თუ მთელკოეფიციენტებიანი მრავალწევრი დაუყ- 

ვანია მთელ რიცხვთა რგოლზე, მაშინ ფისი ფესვების მოძებნა ზოგ შემ. 
თხვევაში განუსაზღვრელი კოეფიციენტების მეთოდით ადვილად დაი- 
ყვანება დაბალი ხარისხის მრავალწეგრთა ფესვების მოძებნამდე. 

მაგალითად, ვიპოვოთ 

I'Iელუქ –უქევები5ს-10 
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მრავალწევრის ფესეები. ვინაიდან მოცემული მრავალწევრის უფრო- 
სი წევრის კოეფიციენტია 1 და თავისუფალი წევრი –- 10, შეიძლება 
ვიგულისხმოთ, რომ 

ქყეცებვებ--5X-++10=(X7-- თX--5)(X?-- ხხ-; 2). 

ერთნაირ ხარისხებთან მდგომი კოეფიციენტების გატოლებით, ანუ 

განუსაზღვრელი კოეფიციენტების მეთოდით, მივიღებთ შემდეგ ორუ- 

ცნობიან განტოლებათა სისტემას: 

0ი+--ხ =–1, 
–3+ძხ=-–-3, 

2ძთ-5ხ= 5. 

ვინაიდან სისტემა თავსებადია, კერძოდ, ძ=0, ხ=–1 მოცემული მრა- 

ვალწევრის ფესვების მოძებნა დაიყვანება X?>-5=0 და V”-X--2=0 
კვადრატულ განტოლებათა ამოხსნამდე. 

მრავალწევრის ფესვებსა და კოეფიციენტებს შორის დამოკიდებუ–- 

ლება. ვთქვათ, #(X) მრავალწევრთა რგოლიდან აღებულია შემდეგი 

M-ური ხარისხის მრავალწევრი 

I(IX=ძეჯX" + 0თ0,X18 1-Lძაჯ9-2+...+ ძი 1X+შძე. (1) 

ბეზუს თეორემის თანახმად, თუ მოცემული მრავალწევრის ყველა /! 

ფესვი X,, X-», ·-, X. მოთავსებულია რომელიმე ნ ველში, ე. ი. თუ # 

ველი წარმოადგენს /(X) მრავალწევრის დაშლის ველს (გვ. 276), მაშინ 
მოცემული MX) მრავალწევრი ” ველზე დაიმლება # წრფივ მამრავ- 

ლად : 
ICX) =შე(V--–X),)(X–– X)(X––- Xე).-.(X-––X,). (2) 

მიღებული თანაფარდობის მარჯვენა მხარე მეიძლება ასე გადავწეროთ: 

I(Xე) =ძეX”-–-ძე(XI+1-L...4-X,)ლ01+ 000 X-++X%ე-I...+ 

–+Xე-)Xე)ჯ?“ზ 1-...--(--1)/0აXXა...Xც. (3) 

(1) და (3) თანაფარდობების მარჯვენა მხარეების შედარებით მივიღებთ: 

თ 
ის ო“, ლ=--, 

რია 

. I... ' “ -” ძა 
ოსა. IL... “ი 1 –ა 

“IC 

(6), 
<>, 

I .Vა-წე-..V, “-( 1) %. 
“ი 965



მიღებულ (4) | ფორმულებს, რომლებიც გამოხატავს დამოკიდებულებას 

მოცემული მრავალწევრის ფესვებსა და კოეფიციენტებს შმორის, ეწო- 

დება ვიეტას განზოგადებული ფორმულები. თუ (1) მრავალწევრის უფ- 

როსი წევრის კოეფიციენტი უდრის ერთს, ე. ი. ძე=1, მაშინ ვიეტას 

განზოგადებული ფორმულები მიიღებს შემდეგ სახეს: 

“წ! Xა“-Xვ..-+-X =–-0, 

შემწე სი ·..- XV, )ა,=შა, 

ავი კბი · (5) 
«XL IX2 . Xვ...; =C–-1)”ძ. 

მაგალითად, თუ 
I(I)=X"--თ.V-+20ა 

მრავალწევრის ფესვებია X, და X,, მაშინ ვიეტას ფორმულებს ექნება 
შემდეგი სახე: 

XV 4+Xა=--ძ, 

X.ხინლ> 09, 

რაც კარგადაა ცნობილი საშუალო სკოლის კურსიდან. ჩვენ შემდეგ ვნა- 

ხავთ, რომ ვიეტას განზოგადებულ ფორმულებს დიდი გამოყენება აქვს 

სიმეტრიულ მრავალწევრთა თეორიის შესწავლის საქმეში. 

მაგალითი 1. ავაგოთ მინიმალური ხარისხის მრავალწევრი, რომლის 
ფესვებია 

X.-=V2, Xგ=-V2, ჯXვ=-––-3. 

ამ შემთხვევამი საძიებელი I(X)=X)--თ,ს"+ი.X+ ძე მრავალწევრის 

ფესვებსა და კოეფიციენტებს შორის ადგილი აქვს დამოკიდებულებას: 

X+Xა --Xვ =--ძ,, 

Xა+-XXვ+XაXვ= ძი, 
X,XაXვ==-––-ძე. 

უბრალო გამოთვლით მივიღებთ: 0ი,ლ=3, ძა=--2, ძე=--6. ამრიგად, 

საძიებელი მრავალწევრი იქნება: 

II1ე=X)+3Xჯ“-2X-6. 

მაგალითი 9. ვიპოვოთ 

I|Iელქელ- ძი შა)იბL... შა .X+ძ, 

მრავალწევრის ფესვების კეადრატების ჯამი. (5) ფორმულების გამო- 
ყენებით მივიღებთ: 

X,+Xა“+ვზ+... 1-X, (00 -ა მე-ს. ლოძე)ეზ-200 სა იე + 

«ი... + XV 14) =:01?7--20„ა. 
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§ ყი. მრავალწევრის წარმოებული და ტეილორის ფორმულა 

ვთქვათ, /2IX) მრავალწევრთა რგოლიდან აღებული გეაქვს /I-ური 
ხარისხის მრავალწევრი 

|(1) -=ძე-- 0 Vი-1-+-... 1 მე IX-+ 0. (1) 

(1) ტოლობაში X-ის ნაცვლად ჩაესვათ Xჯ-L/ჩ, მივიღებთ 

I(C+-ჩM) – ძე(X-I-ჩ)/ -0,(C+- #)7-1--...--ძ, ,(X--/) -- ძე. 

თუ ყოველ შესაკრებს გავხსნით ნიუტონის ბინომის ფორმულის საშ უა– 
ლებით და 'მემდე გ დავალაგებთ M-ის ზრდადი ხარისხების მიხედვით, მი- 

ვიღებთ: 

I(XL-+LM)= IთიX” –-0მ.X- + ·-.+მია 1X+-9,)+ 

=I/0აX” “1 --CI--1)0,X” ?-L...--20-:X+ მიე. III -- (2 

+ 2-რ--Iაძეჯი-? LCVL–-1) (M-–-2)ძ,X7ჟ/3+...+ 2ძე :1/13? -- 

  ე: (Mთ--1)...3-2-ძეX-- (ჰშ––-1) ფ-–-–2)...3-.2-ძ,)M”“1-L 

> 1 ო 1, 
ი 

მიღებული ტოლობის მარჯვენა მხარეში /-ის კოეფიციენტს ეწოდება 

I(ი) მრავალწევრის წარმოებული და აღინიშნება / (ა) სიმბოლოთი, ე. ი. 

! (2) =/0ესე-1-–- (I-–-1ბაიმ,ლიბ--... 20, :X+ 9, L (3) 

თუ (3) ტოლობას დავაკვირდებით, მივიღებთ მოცემული მრავალწევ- 
რის წარმოებულის შმედგენის შემდეგ წესს: იმისათვის, რომ მივი–- 
ღოთ /I(X) მრავალწევრის პირველი რიგის / (+) წარმოებული, საჭიროა 

მოცემული მრავალწევრის ყოველი წევრი გავამრავლოთ ამ წევრის 

ჯ-ის ხარისხის მაჩვენებელზე და ამის შემდეგ V-ის ხარისხი ერთით შე- 

ვამციროთ. აქედან ჩანს, რომ მუდმივის C=06X#პ წარმოებული ნულია. 

ახლა, თუ #IIX|)მრავალწევრთა რგოლიდან ავიღებთ ნებისმიერ ორ 

I(ი და (IX) მრავალწევრს და მათზე გამოვიყენებთ ზემოთ მოყვანილ 
წარმოებულის განმარტებას ჯამისა და ნამრავლეს წარმოებულებისა- 
თვის, მივიღებთ. შემდეგ თანაფარდობებს: 

I(ე--ყილეI -I (ი “ იი, (4) 

Iიე.დიეI (იჟ (ე |!”(ოყლა. (5) 
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(4) და (5) თანაფარდობათა მართებულობის შემოწმება, (3) ტოლობის 

მიხედვით სასურველია მკითხველმა შეასრულოს. (5) ფორმულის გან- 
ზოგადება ნებისმიერი სასრული რაოდენობის მრავალწევრთა ნამრავ- 

ლისათვის მოგვცემს: 

I/I(ი-/(ი...I (0) =/ (0ჩ0ი...I,(ი -ჩ(იი/”იი..-I,00 + 

--წC0ე/:0ე...I,(%X). 

თუ მიღებულ ტოლობაში ვიგულისხმებთ |/,(X)-=/»(X)=-...=/,(X)= 

=I(Cი, მაშინ /(C) მრავალწევრის ხარისხის წარმოებულისათვის მივი- 
ღებთ: 

(M0ე) -=#M-0)ე.I ე. (6) 

ფუნქციის წარმოებულის შედგენას კიდევ უწოდებენ ფუნქციის 
გაწარმოებას. ახლა ჩვენ შეგვიძლია შევადგინოთ |” (») მრავალწევრის 

(წარმოებულის) წარმოებული: 

II(/I––1)თეX” ბ-LC (/I-– 1)(/1---2)0 სო მ8-L...4-2შ,ც ი, 

რომელსაც /(X) მრავალწევრის მეორე. რიგის წარმოებული ეწოდება 

და აღინიშნება |” (ს) სიმბოლოთი, ა. შ. მოცემული /(X) მრავალწევრის 

M--1 რიგის წარმოებული იქნება შემდეგი პირველი. ხარისხის მრავალ- 
წევრი: 

Iლ“1XX) -=/I(/1-–1)...3.2ძ00X + (/1--–11(I/1--–2)...2.1.0,, 

”M-ური რიგის წარმოებული კი იქნება მუდმივი სიდიდე: 

IC”(X) =I1!0%, 

ამიტომ /(0+I(ჯ) =0, ე. ი. /I-ური ხარისხის მრავალწევრის /.-ზე მაღა–- 
ლი რიგის ყველა წარმოებული უდრის ნულს. 

ახლა დავუბრუნდეთ (2) ტოლობას. ის წარმოებულების ჩასმის შემ- 
დეგ შეიძლება ასე გადავწეროთ: 

I(X+ჩ)=I(X)-I- წნისი წ პაც - LI X9/ი, (7) 
წ?! 

(7) თანაფარდობას ეწოდება ტეილორის ფორმულა /I(X) მთელი · რაციო- 

ნალური ფენქციისათვის. ამ ფორმულით /(X+/) ფუნქცია იშლება /I- 

ის ხარისხების მიხედვით. (7) თანაფარდობა მართებულია Xჯ-ისა და #- 

ის ყოველი რიცხ;ითი მნიშვნელობისათვის. თუ X შევცვლით ძ-თი და შემ- 

დეგ 0+-/ აღვნიშნავთ Xჯ-ით, მაშინ /M შეიცვლება (X--ი)-თი და (4) ფორ- 
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მულა ასე გადაიწე რება: 

(9 =/(0- (0 C-თ+ IM X-თბ'+..+ „I იიი ი)”. (8) 

მიღებული ფორმულის საშუალებით I(») ფუნქცია (მრავალწევრი) 

დაიშლება X-–-ძთ ორწევრის ხარისხების მიხედვით. 

მაგალითი. /(X)=X5-3X2-+-X-1 მრავალწევრი დავშალოთ (X--1)= 

ის ხარისხების მიხედვით. ადვილად მივიღებთ, რომ 

I(1) =––2, I"(C1)=0, /'”(1)-=14, I” (1)=60, III) -=120, (51) =120. 

მაშასადამე, მოცემული /(X) მრავალწევრის დაშლას (X-––1) -ის ხარის- 

ხების მიხედვით ექნება შემდეგი სახე: 

I(X) =––-2--7(X-1)?-10(X––-1)9-L5(X--1)4-- (V––1)5, 

აქვე შევნიშნოთ, რომ (8) ფორმულის მიხედვით ჩვენ შეგვიძლია აღვა. 
დგინოთ /CX) ფუნქცია /(0), /”(ძთ)....IIXი) მნიშვნელობათა მიხედვით– 

განვიხილოთ ახლა პორნერის სქემის გამოჟენებით 

ICC. ი, IIXთ) 
I(0), (0), 2 ლო“. 

მნიშვნელობების გამოანგარიშება. ამისათვის (8) თანაფარდობა ასე გა- 
დავწე როთ: 

ICX) =I(0) -=(X-–თ)დ(X); (9) 
სადაც 

_ი 
დ(X)=-I(0)1-“––- (ლ-თ-..+  -–- (X--ი)”. (10) 

IMთ 
”! 

ვიცით, რომ /(X) ფუნქციის მნიშვნელობა X=0 წერტილზე, ე. ი. I(ძ). 

უდრის (CV) ფუნქციის X-თ ორწევრზე გაყოფის შედეგად მიღებულ 

ნაშთს, ეს კი (9) თანაფარდობიდან უშუალოდ ჩანს. 

ჰორნერის სქემით შეიძლება გამოვიანგარიშოთ ((ი)-ს მნიშვნელობა. 

(9) თანაფარდობიდან ჩანს, რომ C(X) არის /(X)-ის X--ძ ორწევოზე გა- 
ყოფის შედეგად მიღებული არასრული განაყოფი. (10) თანაფარდობა 

ასე გადავწეროთ: 

დ(X)=/ (ძი)+(X-–-ი)ყ(X, (11) 
სადაც 

თC ა=#40 +900 - ფ+....1X9. ეს ი)”-2, 02) 
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(011) ტოლობიდან აგრეთვე ჩანს, რომ /”(ი) არის C(X) მრავალწევრის 

X-0 ორწევრზე გაყოფის შედეგად მიღებული ნაშთი, ე. ი. “ი (0) -=I/(«). 

ანალოგიურად შეიძლება მივიღოთ, რომ 2 არის #(X) მრავალწევ- 

რის L--ი ორწევრზე გაყოფის შედეგად მიღებული ნაშთი და ა. შ. თუ ამ 

პროცესს ასე განვაგრძობთ თანამიმდევრობით, ჰორნერის სქემის გამო- 

ყენებით მივიღებთ: 

(თ, ოთ 
2 7 ” /#/ 

I(0), I(თ), : 

რიცხვით მნიშვნელობებს. მიღებულ მნიშვნელობათა საფუძველზე /(X) 

მრავალწევრი დაიშლება (L-თ-ს ხარისხების მიხედვით. ამ მეთოდის 

საილუსტრაციოდ განვიხილოთ მაგალითი. მრავალწევრი 

I(1)ლ=X--6V0--2X%4-5X-4 

დავშალოთ X–5 ორწევრის ხარისხების მიხედვით. ჰორნერის სქემის 

გამოყენებით თანამიმდევრობით გამოვიანგარიშოთ (5, ILC5), (ა , 

I''(5) (4) 
3 ა მნიშვნელობანი, მივიღებთ: 

1-6-2 5 -4 

1 ––1I --7 --30--154' 
  ე. ი. დ(ჯ) :: Xმ-მ7-7X--30, I(5)=-–--154, 

1-1 7 ვე 
ნ5.---=-ო",იო” '''ე ე.ი. ჰ1)ლ=ჯბ 4Xჯ+13, '(5)=35, 

1-2 13 25” 929 წლი / 

  

    
1 4 13 IIC5) 

5 , „ ი. დX)=X-+L9, I- –“ =58, 
1.9 58 ე. ი. დ»X1) 2 

1 9 L"(5) I11X5) 
5 , · ი. X :-=1, _–--“.=14, ' "1, 

1 14 ე. 0. დე(X) ვ! 4 

მაშასადამე, მოცემული მრავალწევრის დაშლას X-5 ორწევრის ხარი- 

სხების მიხედვით ექნება შემდეგი სახე: 

IC0 =--154+35(X--5)+58Cჯ -5)?-+-14(X--5)3-L (X--5)4. 

„” 5 „” 5 (4) 5 

ცხადია, I(5), |!'(5), 1, _), ა მნიშვნელობათა გამოთ– 
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გ:ლის პროცესი შეიძლება განვიხილოთ ერთ სქემაზე: 

51-6-2 5-4 
1 –-1 --7 --30 --154=/(5), 
1 4 13 35:-/(5), 

1! 9 58 /(5) 

  

  
2! 

1 14 IM) 9-0 22>, 

1 MIX5 
–. 

ამ სქემას, რომელსაც შეიძლება ჰორნერის განზოგადებული სქემა ვუ- 

წოდოთ, გამოვიყენებთ შემდგომ /(X) მრავალწევრის ფესვის ჯერადობის 

დასადგენად და ზოგიერთი სხვა მნიშვნელოვანი საკითხის შესასწავლად. 

§ 3I. ვბჯერადი მამრავლები. და მათი გამოყოფა 

ვთქვათ #2IX) მრავალწევრთა რგოლიდან აღებულია რომელიმე /(X) 

მრავალწევრი. დავამტკიცოთ შემდეგი 

თეორემა. თუ ველზე დაუყვანი C(X) მრავალწევრი არის I(X) მრა- 

ვალწევრის /-ჯერადი მამრავლი, მაშინ / (X) წარმოებულისათვის ის იქ- 

ნება (#--1)-ჯერადი დაუყვანი მამრავლი. 

დამტკიცება. შეგვიძლია დავწეროთ: 

I(X)=Cდ5CX9) · (ი), (1) 

სადაც 600 არ იყოფა დიეე-ზე. (1) ტოლობის გაწარმოებით მივიღებთ: 

I (IXე)=–ჩდჩ- (ედ (წე +თდბ00 დ (X) = 

=დჩ-1(X)I#Cდ (X) · (12ე)+დ(ი9 > 0X9)I. 

ცხადია, კვადრატულ ფრჩხილებში მოთავსებული ჯამი არ იყოფა დ(X)- 

ზე, წინააღმდეგ შემთხვევაში, მივიღებდით, რომ პირველი შესაკრები 

აი CC CV) იყოფა დ(ი დაუყვან მამრავლზე. ეს კი შეუძლებელია, ვი– 

ნაიდან არც დ” (X) და არც §#(ა) ·არ იყოფა დ(ა)-ზე; ამით თეორემა 

დამტკიცებულია. დამტკიცებული თეორემის რამდენჯერმე გამოყე- 

ნებით მივიღებთ, რომ /(X») მრავალწევრის #-ჯერადი დაუყვანი მამრავ- 
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ლი მოცემული მრავალწევრის მე-§ რიგის /((ა) წარმოებულისათვის 

(0>>5) იქნება (#--5)-ჯერადი დაუყვანი მამრავლი. კერძოდ, I(X)მ რავალ- 

წევრის ერთჯერადი დაუყვანი მამრავლი არ შევა /(ჯ) მრავალწევრის 
წარმოებულის დაშლაში. 

ვთქვათ, I(ა) მრავალწევრის დაშლას დაუყვან მამრავლებად აქვს 

შემდეგი სახე: 

IC9 =ძეი, “100 - 0. 700 ... ნ, ”0ი. (2 

თანახმად მრავალწევრთა ნამრავლისა და ხარისხის გაწარმოების წესი- 
სა გვექნება: 

(0=ძეი, (ეი, +! (ი... ი. ე.დლიი, 

სადაც დ (X) არ იყოფა არც ერთ #,(X), ჩ.:CX), ..., 0,(X) მამრავლზე, ამი- 

ტომ გვექნება: 

VCი, /'00)=თ% (00 09... 0“ "თი. () 
(3) თანაფარდობიდან გამომდინარეობს, რომ, თუ /”(X) მრავალწევრს 
არ გააჩნია არც ერთი ჯერადი მამრავლი, მაშინ I(X) მრავალწევრის და 

მისი წარმოებულის უდიდესი საერთო გამყოფი მუდმივია, ე. ი. როცა 

I(X) მრავალწევრს არ გააჩნია ჯერადი მამრავლი, მაშინ /(X) მრავალწევრი 
მის I (>) წარმოებულთან ურთიერთმარტივია. ამრიგად, /(X) მრავალ- 

წევრი მაშინ და მხოლოდ მაშინ არ შეიცავს არც ერთ ჯერად მამრავლს, 

თუ IC9) მრავალწევრი და მისი წარმოებული ურთიერთმარტივია. 

ახლა განვიხილოთ /(X) მრავალწევრის ჯერადი მამრავლების გამოყო- 

ფის საკითხი. XI-ით აღვნიშნოთ მოცემული /I(X) მრავალწევრის ყველა 
ერთჯერადი დაუყვანი მამრავლის ნამრავლი, Xი-ით აღვნიშნოთ ყველა 

ორჯერადი დაუყვანი მამრავლის ნამრავლი და ა. შ., X.-ით აღვნიშნოთ 

ყველა §-ჯერადი დაუყვანი მამრავლის ნამრავლი. თუ /(X) მრავალწევ- 
რი არ შეიცავს #-ჯერად დაუყვანად მამრავლს, მაშინ დავწერთ X,=1. 
ვთქვათ, § არის IC) მრავალწევრის დაუყვანი მამრავლის ჯერადო- 
ბის უდიდესი მაჩვენებელი; მაშინ (2) ტოლობა ასე გადაიწერება: 

MX)=ძაX, · Xა?· Xვმ...X "წ. (4) 

მაგალითად, ვთქვათ, I(X) მრავალწევრის დაშლას, რაციონალურ 

რიცხვთა ველზე, დაუყვან მამრავლებად აქვს შემდეგი სახე: 

ICX)=5(X-+-3)(X +1) (X--2)(ზ–+-3)%X--–1X, 

აქ ძე=5, X1=(X-L3)(X--2), X-2=C:+1)(X?-L3), Xვ=1, X„გ=(X--1), 
ამიტომ 

I(X)=5Xე · Xე? · Xებ. 
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I(0) მრავალწევრის ჯერადი მამრავლების გამოყოფის მიზნით გა- 

ვაწარმოოთ (4) თანაფარდობა, მივიღებთ: 

I (MX): =XაXე?მXა9...X .'“'დ0X), 

სადაც დ(X) არ იყოფა არც ერთ X,, Xა, ...· X- დაუყვან მამრავლზე. 

IC0 და I” (X) მრავალწევრების უდიდესი საერთო გამყოფი აღვნიშნოთ 

ძ,ლე-ით, ე. ი. (IX), I (X)|-=-ძ,(X), სადაც ' 

ძ,(V):= XგXემX.9...X 1“), (5) 

ახლა, თუ მა(X)-ით აღვნიმნავთ ძ,(X)-ის და მის ძ”',(XV) წარმოებულის უდი– 

დეს საერთო გამყოფს და ა. შ. ძ,(X)-ით (#-=>1, 2, ..., §) აღვნიშნავთ. 

ძ..(X)-ის და მისი ძ, იძე წარმოებულის უდიდეს საერთო გამყოფს, 

(9, ტოლობის ანალოგიურად მივიღებთ შემდეგ ტოლობებს: 

ძი(2)== XვX„ა?...X, “7, (6) 

ძე(Xა)=2%აგXე”...X “3, 

  

  

ამრიგად, (7) თანაფარდობით ჩვენ ეიპოვეთ შესაბამისად M(X) მროავალ- 

წეგრის ერთჯერადი, ორჯერადი და ა. შ. §-ჯერადი დაუყვანი X,, XX, 
Xე, -., X,. მამრავლების ნამრავლი. აქ ყოველი X„,#1 (#”=1, 2, ..., §) 

იქნება ICC) მრავალწევრის #-ჯერად დაუყვან მამრავლთა ნამრავლი. 
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შევნიშნოთ, რომ განხილული მეთოდით, საზოგადოდ, /(X) მრავალწევ- 

რი არავითარ შემთხვევაში არ შეიძლება დავშალოთ დაუყვან მამრავ- 
ლებად, ვინაიდან, როცა §=>1, ე. ი. როცა /(X) წარმოადგენს მხოლოდ 
ერთჯერადი დაუყვანი მამრავლების ნამრავლს, მაშინ /(X)=#წ., და ამ 

შემთხვევაში ზემოთ მოყვანილი მეთოდით #;-ის დაუყვანი მამრავლე– 

ბის მოძებნა შეუძლებელია. 

მაგალითი რაციონალურ რიცხვთა ველზე გამოვყოთ დაუყვანი 

ჯერადი მამრავლები მრავალწევრისა 

I(X)==Xნ--3X14-1-4X9--4X2-+3X#--1. 

Iთ) მრავალწევრის გაწარმოებით მივიღებთ: 

I (X)=-5X1ძ--12X3--12X#%--8ჯ-L3. 

ვიპოვოთ /(X) და /(X) მრავალწევრების უდიდესი საერთო გამყოფი 
ძ.(X), გვექნება: 

„ რ(X)=X“-2X+1. 

” შემდეგ, ვიპოვოთ ძI1(X) და ძ/I(X) მრავალწევრების უდიდესი საერთო 

გამყოფი ძ:(X), გვექნება: 
ძა(X)=X––-1. 

ცხადია, რომ ძა(X) და ძი“(X) მრავალწევრების უდიდესი საერთო გამყო– 

ფია ძვ(X)=1. მოქმედებათა პირველი საფეხური ამით დამთავრდა. ახ- 
ლა შევადგინოთ #,), #» და ნვ მრავალწევრები. გვექნება: 

3 _ ICX) _ წჯნ- 31. L 4Xმ--4Xჯ?-L3ჯ –_–ს 
  

  

” ძ(9 ჯ%--2X+1 
L 29% = 4#1%--2X+1 1 = X-1 1 

-= 922) _ 4-1 · 

ძვ(X) 1 

საბოლოოდ, 

X.=5) =:ჯ2-L1, X,=5'>=I, Xვ=ჩვ=X--1. 
ჩხ» ჩვ 

მაშასადამე, მივიღეთ, რომ მოცემული /(ჯ»X) მრავალწევრს რაციონალურ 

რიცხვთა ველზე აქეს ერთჯერადი X?+1 და სამჯერადი X--1 დაუყვანი 

მამრავლები. ამრიგად, მოცემული /(X) მრავალწევრის კანონიკურ დაშ– 

ლას რაციონალურ რიცხვთა ველზე აქვს შემდეგი სახე: 

ICX) =–(X"-L1)(X-–– 113. 
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მოცემულ ველზე მრავალწეგმრთა ფესვების რიცსმ. ადვილად დავრ- 

წმუნდებით, რომ თუ #IX) მრავალწევრთა რგოლიდან აღებული /(X) 
მრავალწევრის ერთი თ ფესვი მაინც ეკუთვნის რიცხვთა #” ველს, მა– 

შინ /(X) მრავალწევრი დაჟყვანადი იქნება # ველზე. 

მართლაც, ბეზუს თეორემის შედეგის თანახმად, თუ X=თ არის 

I(X) მრავალწევრის ფესვი, მაშინ ის გაიყოფა X-თ ორწევრზე და გა- 

ყოფის შედეგად მიღებული /--1 ხარისხის მრავალწევრის კოეფიციენ– 

ტები მიეკუთვნება რიცხვთა ” ველს. შებრუნებულ დებულებას, ცხა- 

დია, ადგილი არ აქვს. 

მაგალითად, როგორც ვიცით, /(X)=X14-+1 მრავალწევრი _დაყვანა– 

დია ნამდვილ რიცხვთა ველზე: 

X4-+-1=(X%9--V 2 X+1)(X"-+V 2 X+1). 

მაგრამ ამ ველში მას არც ერთი ფესვი არ აქვს. რადგან /(X) მრავალ– 

წევრის ყოველი ჯX-–თ პირველი ხარისხის მამრავლი დაუყვანია, ამიტომ, 
როცა X=ფ არის /I(X) მრავალწევრის ფესვი, X--–თ ორწევრი იქნება /C9) 

მრავალწევრის ერთ-ერთი დაუყვანი მამრავლი. თუ X–თ ორწევრი 

ICI მრავალწევრის #-ჯე რადი მამრავლია, ე. ი. თუ I(X) მრავალწევრი 
იყოფა (X--თ)#- ზე და არ იყოფა (X--თ)”+1- ზე, მაშინ +=თ ფესვხ 

ეწოდება /(X) მრავალწევრის #-ჯერადი ფესვი. ადვილად შევამჩნევთ, რომ 
I(CX)=X--2X9--–11X7?--12X+36 

მრავალწევრისათვის X=3 ორჯერადი ფესვია. 

თეორემა. აუცილებელი და საკმარისი პირობა იმისა, რომ X=თფ იყოს 

III) მრავალწევრის #/-ჯერადი ფესვი მდგომარეობს შემდეგში: 

I(=)=/) (თ)=|I” (თ)=...=:I#M-Iთ)=0, ხოლო /IM(თ)790. 

მართლაც, თანახმად ზემოთ დამტკიცებული თეორემისა (გვ. 271), 

I(0) მრავალწევრის #-ჯერადი X=თ ფესვი /(X) წარმოებულისათვის 
იქნება (#--1)-ჯე რადი ფესვი, /''(X) წარმოებულისათვის იქნება (#-–2)- 

ჯერადი ფესვი და ა. შ. IM“ IX») წარმოებულისათვის –– მარტივი ფეს- 
ვი, ხოლო /MXX) წარმოებულისათვის ის არ იქნება ფესვი. შებრუნე- 

ბით, თუ X=0თ აკმაყოფილებს განტოლებებს: 

I(X)=0, I(X)=0, I”(CX)=0, ..., MM-IX) =0 

და არ აკმაყოფილებს განტოლებას /IMM(X) =0 ვიტყვით, რომ X=თ არის 

II-სCI წარმოებულის მარტივი ფესვი, ორჯერადი ფესვია /I--%XX) წარ- 
მოებულისა და ა. შ. X=თ არის (#-–-1)-ჯერადი ფესვი /”(X) წარმოებუ- 
ლისა, ხოლო საბოლოოდ X=თ არის #-ჯერადი ფესვი I(Xჯ) მრავალწევ– 
რისა. 
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(ცხადია, რომ (0ე მრავალწევრის დაუყვან მამრავლებად დამლაში 
წრფივი, ანუ პირველი ხარისხის მამრავლების რიცხვი არ აღემატება 
მოცემული მრავალწევრის ხარისხს. მართლაც, წინააღმდეგ შე მთხვევაში 

მივიღებდით, რომ დაშლის მარჯვენა მხარეში მიღებული მრავალწევ- 

რის ხარესხი, თანახმად მრავალწევრის მრავალწევრზე გამრავლების წე– 

სისა, აღემატება /(X) მრავალწევრის ხარისხს, რაც შეუძლებელია. მაშა- 

სადამე. /I1-ური ხარისხის მრავალწევრის ფესვების რიცხვი არ. აღემატება 

#-ს. ცხადია, რომ ეს დებულება მართებულია იმ შემთხვევაშიც, რო- 
ცა ყოველ ფესვს ავიღებთ იმდენჯერ, რამდენსაც უდრის მისი ჯერადო- 
ბა. მიღებული დებულება უმუალოდ გამომდინარეობს აგრეთვე IC) 
მრავალწევრის დაუყვან მამრავლებად დაშლის ე რთადე რთობიდან. ვი- 
ნაიდან ნულოვანი ხარისხის მრავალწევრს (მუდმივ სიდიდეს) არა აქვს 
ფესვი, ამიტომ მიღებული შედეგი მართებულია ნულოვანი ხარისხის 

მრაგალწევ რისათვისაც. მიღებული შედეგი არაა მართებული მხოლოდ 
სულმ რავალწევრისათვის; ნულმრავალწევრის ხარისხი განუსაზღვრელია 

და ის უდრის ნულს X-ის ყოველი მნიშვნელობისათვის. ცხადია, რომ, 

თუ ” ველის გაფართოებულ ჩ ველში მოთავსებულია /(X) მრავალწევ– 

რის ყველა /! ფესვი, მაშინ ” ველზე მოცემული მრავალწევრი დაიშლება 

8 წრფიე მამრავლად. ისეთ § ველს, რომელშიც მოთავსებულია /(ე 

მოავალწევრის ყველა ფესვი, /(X) მრავალწევრის დაშლის ველი ეწოდება. 
ახლა დავამტკიცოთ, რომ: თუ /(X) და V(X) მრავალწევრები, რომელ- 

ღა სარისხი არ აღემატება /!-ს, X-ის /-ზე მეტი სხვადასხვა მნიშვნელო- 

ბისათვის ტოლია, მაშინ /(X)– C(X) ე. ი. I(X) და C(X) ტოლია X-ის ყოვე- 

ლი მნიშვნელოზისათვის. 

მართლაც, დავუშვათ საწინააღმდეგო. ვთქვათ, სხვაობა I(X)-- 700 = 
=დ(X) არაა ნულმრავალწევრი, ე. ი. თ(ი არ უდრის იგივურად ნულს. 

მაშინ ვღებულობთ, რომ Cდ(X) მრავალწევრს, რომლის ხარისხი არ 

აღემატება #-ს, აქვს /I-ზე მეტი ფესვი, რაც შეუძლებელია. მაშასადამე, 

დ(X1)=-0 და /(X)=ყწ(CX). ამრიგად, თუ # ველი ნულმახასიათებლიანი ველია 

(კერძოდ, რიცხვთა ველია), მაშინ ყოველი ორი სხვადასხვა /(X) და §(X) 

მრავალწევრისათვის ” ველში ყოველთვის მოიძებნება ისეთი X=თ 

მნიშვნელობა, რომ /(თ)#Vყ(თ). ადვილად შევნიშნავთ, რომ სასრულმა- 

ხასიათებლიანი ველისათვგის ეს არაა მართებული. მართლაც, განვიხი– 

ლოთ ნაშთთა კლასი 3-ის მოდულით: #1ე=(0, 1, 2). როგორც ვიცით, //ვ 

სიმრავლე კლასების შეკრებისა და გამრავლების ოპერაციების მიმართ 

ქმნის სამელემენტიან ველს..ამ /#/ე ველზე განვიხილოთ ორი სხვადასხვა 

მრავალწევრი /(X)=X43+X+1 და თ(X)=2X+1. შემოწმებით ადვილად 

დავრწმუნდებით, რომ მოცემული მრავალწევრები /#ვ ველიდან აღე– 
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ბული X-ის 09, 1 და “2 სხვადასხვა მნიშვნელობებისათვის ტოლია, ე. ი. 

I00=VC(X). მაგალითად, 

I(2)=2პ+2+1=2, თ(2) = 2:2-++1=2, ე. ი. I(21=((2). 

„განხილულ მაგალითზე ჩანს აგრეთვე, რომ ალგებრაში მიღებული 

განსაზღვრა მრავალწევრთა ტოლობისა: ყოველი ორი IM(X) და #(X) მრა–- 

ვალწევრი ტოლია, თუ მათი შესაბამისი კოეფიციენტები ტოლია, და 

ანალიზში ცნობილი განსაზღვრა: ყოველი ორი /(X) და #(X) ფუნქცია 

ტოლია, თუ ჯ-ის ყოველი მნიშვნელობისათვის მათი მნიშვნელობანი 

ტოლია, საზოგადოდ არაა ეკვივალენტური. განვიხილოთ მაგალითები. 

1. რაციონალურ რიცხეთა ველზე აღებულ მესამე ხარისხის 

I(Xა=X9--5 

მრავალწევრს ამ ველში სრულიად არა აქვს ფესვი, ხოლო ნამდვილ 

რიცხვთა ველში კი აქვს ერთი X-==-V5 ფესვი. 

2. მრავალწევრს /(X)= +» -4 რაციონალურ რიცხვთა ველში აქვს 

ორივე ფესვი 2 და ––-2, ამიტომ მოცემული მრავალწევრისათვის რაცი- 

ონალურ რიცხვთა ველს დაშლის ველი ეწოდება. I(X)=X"-+1. მრავალ– 
წევრს ნამდვილ რიცხგთა ველში სრულიად არ აქვს ფესვი. განხლული 
მაგალითებიდანაც ჩანს, რომ რიცხვთა ” ველზე აღებული /(X) მრავალ– 
წევრის ფესვების რიცხვი ამ ” ველში არ აღემატება მოცემული მრა- 

ვალწეერის ხარისხს. | 
ეს შედეგი, საზოგადოდ, ნებისმიერი ველისათვის არაა მართებული. 

მართლაც, განვიხილოთ მაგალითი. 

3. ვთქვათ, მოცემულია IC M) სახის მეორე რიგის დიაგონალურ 

მატრიცთა ველი. აღნიშნულ ველში ვიპოვოთ მეორე ხარისხის 

100=X?-–-ჩწნ მატრიცული მრავალწევრის ფესვები. ფესვის განმარტების 

თანახმად, ჩვენ უნდა ვიპოვოთ ისეთი (6 გ) მატრიცა, რომ 

თეთ. 
(აქ მარჯვნივ ნული მეორე რიგის ნულოვანი მატრიცჯა). 

(C ) მატრიცის კვადრატში აყვანის შემდეგ მივიღებთ: 

| დფ თფ-ტფ. 
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აქედან ვღებულობთ, რომ ფთ2=-1, ჩზ2=1, ე. ი თ=-+1, წ =--1. ამრი- 

გად, მოცემულ მეორე ხარისხის მრავალწევრს მეორე რიგის დიაგო- 

ნალურ მატრიცთა ველში აქვს ოთხი ფესვი: 

=-# ” აა... 0 1.0 

' 0-1) ? ( CI) 1 ი კ)ლა%-(ა I) 

4. როგორც ვნახეთ (გვ. 274), 

''I((მელ–Xჯს––3ყ1+4X9--4X%-1-3X--1 

მრავალწევრი, ჯერადი მამრავლების გამოყოფის შედეგად, მიიღებს 

I(X)= (X"-L1)(X––1)3 

სახეს. ამრიგად, მოცემულ მრავალწევრს აქვს ორი მარტივი ჯ, –-; 
ფესვი და ერთი Xჯ=1 სამჯერადი ფესვი. 

ჰორნერის განზოგადებული სქემის გამოყენებით დავადგინოთ მრა- 

ვალწევრის ფესვის ჯერადობა. 
5. გავიგოთ, არის თუ არა X=3 

ICX) ==X4--2X9-–-11X2-L-12X-L36 

მრავალწევრის ფესვი და, თუ არის, ვიპოვოთ მისი ჯერადობის მაჩვენე- 

ბელი. მივიღებთ 

–__-_ . 
1 1-8 =12 0=/(3), 
1 4 4 0=/'(3), 

1 7 25= LC) 
2! 

როგორც სქემიდან ჩანს, /(3)=/”(3)=0 და I”(3)9-0. მაშასადამე, 

X=3 არის მოცემული მრავალწევრის ორჯერადი ფესვი. 

 



თავიVII! 

ალგებრული განტოლებები და წილად. 
რაციონალური ფუნქციები 

§ ყ9. მესამე და მეოთხე სარისხის ალგებრულ 

განტოლებათა ამოხსნა 

როგორც ვიცით, 

ძაX”"+თ,X” 1-+. .. +ძ, - 1X“+-ძე=0 

სახს განტოლებას, სადაც # მთელი დადებითი რიცხვია ხოლო 

ძე, თ... თე კოეფიციენტები საზოგადოდ კომპლექსური რიცხვებია, 

ეწოდება /-ური · ხარისხს ალგებრული განტოლება კომპლექსურ 

რიცხვთა ველზე. ვიტყვით, რომ მოცემული ალგებრული განტოლება 
ამოიხსნება ალგებრულად ან, რაც იგივეა, ამოხსნადია რადიკალებში, 

თუ მისი ფესვები გამოისახება კოეფიციენტებით, რომლებზედაც სას- 

რულ რიცხვჯერ მოხდენილია რაციონალური მოქმედებანი (შეკრება, 

გამოკლება, გამრავლება და გაჟოფა) და ფესვის ამოღება. საშუალო სკო–- 

ლის კურსიდან ცნობილია ნამდვილკოეფიციენტებიანი კვადრატული 

განტოლების 

ძა?+ხX+C6=0 

რადიკალე ბში ამოხსნილი ფორმულა 

– ხ-+-V ხბ-–-400 
2«= 20 ' (1) 

კომპლექსური რიცხვიდან კვადრატული ფესვის ამოღების ფორმუ- 

ლის (გვ. 214) გამოყენებით შეიძლება ამოვხსნათ კომპლექსურკოეფი– 

ციენტებიანი კვადრატული განტოლებაც. 

მაგალითად, ამოვხსნათ კვადრატული განტოლება 

ჯზ- (4--21)X-C18-–-4ჯ1=0. 
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მივიღებთ: 

X=2-+(+V –-15-L8/. 

ვინაიდან 

V –-154-8/-= +(1+4ი0, 

გვექნება: 
X=2-+-(4+(1+4ი 

X=3+5:, Xა=1–--3/. 

ანალოგიურად მივიღებთ აგრეთვე, რომ კვადოატული განტოლების 

ჯ“-–-(63+0X+8-–-=0 

ფესვებია 2+3/ და 1--2!. 

ცნობილია, რომ კვადრატული განტოლების ამოხსნა იცოდნენ ძველ- 

მა ბერძნებმა ჯერ კიდევ ჩვენს წელთაღრიცხვამდე. მესამე და მეოთხე 

ხარისხის ალგებრულ განტოლებათა რადიკალებში ამოხსნა, რომელ- 

საც ჩვენ ახლა შევისწავლით, აღმოჩენილ იქნა მე-16 საუკუნეში. 

ნამდვილკოეფიციენტებიანი I(I)) მრავალწევრისათვის დავამტკი- 

ცოთ შემდეგი 
თეორემა თუ უ-ური ხარისხის (1>>2) ნამდვილკოეფიციენტებიან 

IC>) მრავალწევრს ერთი თ=8 ++#! კომპლექსური (არანამდვილი) ფესვი 

მაინც აქვს, ე. ი. /()=0, მაშინ მას ექნება აგრეთვე თ-ს შეულლებული 

თ=ჩზ-–-4/! კომპლექსური ფესვი. 

მართლაც, ვთქვათ, #-ური ხარისხის (/71:>>2) ნამდვილკოეფიციენტე– 

ბიანი 

I(X)=ძაX"-L ძ,ჯX”“1-L...+ძეი-1X+ძი 

მრავალწევრის ფესვია თ=ჩ +++, კომპლექსური რიცხვი, ე. ი. 

ძეთ”-+-თ,თ?-1-L...+ იძ, ,თ+ძ,=0. 

ახლა, თუ მოვიგონებთ კომპლექსური რიცხვების ჯამის, ნამრავ- 

ლისა და ხარისხისს მოდულის თვისებებს (გვ. 206-210), გვექნება: 

იით” +ძეთდ" 1+...+ძი-1თ +ძგ=0. 

საბოლოოდ მივიღებთ: 

  

ძეთ” + ფთ”! + .. +ძ,ათ+ძე=0, ე. ი. MI თ)=0, რ. დ. გ. 

დამტკიცებული თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ ყოველ ნამდ– 

ლკოეფიციენტებიან მრავალწევრს შეიძლება. ჰქონდეს მხოლოდ ლუ-



წი რაოდენობის კომპლექსური ფესვი. აქედან უშუალოდ ვღებულობთ 

მეტად საინტერესო შედეგს: ყოველ ნამდვილკოეფიციენტებიან კენტი 
ხარისხის მრავალწევრს ერთი ნამდვილი ფესვი მაინც აქვს.:· 

მესამე ხარისხის ალგებრული განტოლება. ვთქვათ, მოცემულია 

მესამე ხარისხის ალგებრული განტოლება კომპლექსურ რიცხვთა ველზე 

ყ"+იყ"+ხყ--0=0. (2 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

C 
==“ -, 3 ყ-X- · (3) 

თუ ყ-ის ამ მნიშვნელობას ჩავსვამთ (2) განტოლებაში, სათანადო გარ– 

დაქმნის შემდეგ, X-ის მიმართ მივიღებთ ისეთ მესამე ხარისხის ალგებ– 

რულ განტოლებას, რომელიც არ შეიცავს X?, ე. ი. მივიღებთ შემდეგი 
სახის განტოლებას: 

X4+/ი0X-+ძ=0, (4 

სადაც 
წ. L2 

8=–-“ +ხ, =“- C++ 

ცხადია, რომ, თუ გვეცოდინება (4) განტოლების ფესვები, (3) აღნიშ– 

ვნის საფუძველზე ადვილად განვსაზღვრავთ მოცემული (2) განტოლე– 
ბის ფესვებს. ამრიგად, საკმარისია შევისწავლოთ (4) განტოლების ამო– 

ხსნა. 

ვთქვათ, 
X=0ფ +ზ 1 (5) 

სადაც თ და ჩ ორი დამხმარე უცნობია. X-ის ეს მნიშვნელობა ჩავსვათ. 

(4) განტოლებაში, მივიღებთ: 

(თ +ჩ)მ+-ი0( +-ჩ)-+-0=0, 

თმ-Lჩ9+(3თჩ +ი)(თ-+ჩ)+ძ=0. 
თუ ამ ტოლობაში თ და ჩ შევარჩევთ ისე, რომ 

მაშინ გვექნება: 

თ?'+ჩ3?+ძ=0, თ?“ზ+ჩ%=-–-ძ. 
28!



ამრიგად, ვღებულობთ შემდეგ ორ ტოლობას: 

თ·+გბპ=- ი და თავა, 
27 

ვიეტას თეორემის თანახმად თ39 და 89 არის შემდეგი კვადრატული გან- 

ტოლების ფესვები: 
ი ი' 

2“-+L 2ა– “== 0. 

9 27 

ამ განტოლების ამოხსნით მივიღებთ: 

2=-- + |/ “+. დ? 

სადაც 

ამრიგად, 

ვ–“– 2 9 წეს 
= V ჟა = _აეაესგესგგგ–_ „ 

ჩ=#72 – 2 4 +5 
ახლა, (5) აღნიშვნით მოცემული ჯ-ის მნიშვნელობა რადიკალებში შეიძ- 

ლება ასე დაიწეროს: 

X=თ+ჩ8= | 946) 7 72 + XC2 2.7 + 

+ -9- ს 2?იL 4 + თ. (7) 

ადვილად შემოწმდება, რომ «-ის მიღებული მნიშვნელობა (6) პირობით 

#4) განტოლებას აკმაყოფილებს. 

ამ ფორმულას უწოდებენ კარდანოს ფორმულას, თუმცა უფრო მარ- 

თებული იქნებოდა მისთვის ეწოდებინათ ტარტალიას ფორმულა. სა- 

თანადო მასალების საფუძველზე დადგენილია, რომ კარდანომ ტარტა- 

”'ლიასაგან შეიტყო ამ ფორმულის მიღება და მან შემდეგ თავისი სახე– 

«ლით ერთ-ერთ მათემატიკურ ჟურნალში გამოაქვეყნა იგი, ამის შემ- 

დეგ (7) ფორმულას უწოდეს კარდანოს ფორმულა. 
რადგან კუბიკურ რადიკალს კომპლექსურ რიცხვთა ველში აქვს სა– 

მი სხვადასხვა მნიშვნელობა, ამიტომ (7) ფორმულა მოგვცემს სამ მნიშ- 

კვნელობას თ-თვის და სამ მნიშვნელობას ჩ-თვის. ახლა, თ და ჩ ფეს- 
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ვების ყველა შესაძლო ჯამი მოგვცემს სულ ცხრა მნიშვნელობას. აქე– 
დან უნდა ავარჩიოთ ისინი, რომელთათვის სრულდება (6) პირობა. ვიგუ– 

ლისხმოთ, რომ თ; არის თ ფესვის ერთ-ერთი მნიშვნელობა. მაშინ, რო– 

გორც უკვე ვიცით, დანარჩენი ფესვები იქნება თა=Cთ)ნ, თვ=CთI62, 

სადაც § არის V 1-ის ერთ-ერთი პირველადი ფესვი: მაგალითად 

–1+(/V3. 
2 . ახლა ვიპოვოთ ჩ ფესვის შესაბამისი მნიშვნელობანი (6) 6–6=     

პირობიდან რადგან 69=1 და ჩ,=-- >>, მივიღებთ: 
C; 

    

ი ი ა, 
= ი ივე =---– =)6-, 

რ 3თ,6 3თ, % 

ი ი 
=–- =–- 6. 

ჩ 3თ,6? 3პთ, ჟ 

ადვილად შე მოწმდება, რომ როცა თ, და ზ. აკმაყოფილებენ (6) პირო– 

ბას, მაშინ სხვა მნიშვნელობანი, მაგალითად: თ,8? და ჩ)6? არ დააკ- 

მაყოფილებენ ამ პირობას. ამრიგად, თუ განეიხილავთ თ და ჩზ ფესვთა 

იმ ჯამებს, რომლებიც (6) პირობას აკმაყოფილებენ, მივიღებთ X-ის შემ- 

დეგ სამ მნიშვნელობას: 

X,=0თ0)+ჩ) X»:=0თ)6--ჩ 167, Xვ=თჯ6წ+8ზ IC, (8) 

რომლებიც აკმაყოფილებენ (4) განტოლებას, ე. ი. უცნობთა მიღებული 

მნიშვნელობანი (4) არასრული კუბიკური განტოლების ფესვებია. 

თუ (8) განტოლებებში § და 61? ნაცვლად ჩავსვამთ შესაბამისად მათ 

მნიშვნელობებს (= =11:V3 , თ- 1-0, გამარტივე– 
ბის შემდეგ მივიღებთ: 

X.=თ1+ჩI, 

9ძ:=-- +რ +ზა)+ V. რვა: ' (9) 

1 ვ · 
Xვ=-- თ + ზა _ M-C ზა: 

მაგალითი 1. (7) ფორმულის მიხედვით ვიპოვოთ შემდეგი განტოლე– 

ბის 

X9--6X+6=0 
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ფესვები. აქ 0=--6, 9=6. მაშასადამე, 

ი. ”„'ჟცეაენე“– ჩ'“ს5 5” _. 
თ= I“ -– თ. VI V- 3.L/9%-=8 =%/--2, 

თ ფესვის ერთ-ერთი თ, მნიშვნელობად უმჯობესია ავარჩიოთ „ნამდვილი 

--M2 ფესვი, ე. ი. თ,=–-V2 . ახლა ჩ, არჩევა კი უნდა მოვახდი- 

ნოთ (6) პირობის მიხედვით 

  

ზ.=– წ =–%4. 

ახლა (9) ფორმულებიდან მივიღებთ მოცემული განტოლების შემ- 

დეგ სამ ფესვს: 
X.-=--V2 --V4 =--2,843, 

L=- 1-0/2 +V4)+ %C-V2 +V2-1,422+0,327. 

+კ=-- (V2 +V4 )-- -V, ' – CV2 -LV4 )/=1,422––0,327/. 

· რადიკალების მიახლოებით ი მნიშვნელობათა გამოანგარიშე ბისათვის 

საჭიროა ლოგარითმული ცხრილების გამოყენება. ზოგ შემთხვევაში; 
გამოანგარიშების დაჩქარების მიზნით, საჭიროა ლოგარითმული სახა- 

%ზავისა და არითმომეტრის გამოყენება. 

ახლა განვიხილოთ ნამდვილკოეფიციენტებიანი არასრული კუბი–- 

კური განტოლების გამოკვლევა. 

X9+#იX-- ძ=0 (1თV 

განტოლების გამოკვლევაში ძირითად როლს ასრულებს (7) ფორმულის 

კვადრატული რადიკალის ქვეშ მოთავსებული გამოსახულება 

ი? იმ 

ტ=-“- I“, 
4 127 

2? ევ 
1) ვთქვათ, =4+X# >0. ამ შემთხვევაში (7) ფორმულის კუ- 

ბიკური რადიკალის ქვეშ იქნება ნამდვილი რიცხვი და ამიტომ 

თ- I/ – 4+Vბ 
ფესვი შეიძლება მივიღოთ ნამდგილ' რიცხვად. ჩ-ის მნიშვნელობას კი 
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ვიპოვით დამოკიდებულებიდან ჩ.=--I-. მაშასადამე, (10) განტო– 

«I 
'ლების ერთ-ერთი ნამდვილი ფესვი იქნება X,=თ,-+ჩ,, დანარჩენ ორ 

ფესვს, თანახმად (9) ფორმულებისა, ექნება შემდეგი სახე: 

1 ვ. , 
X=-–--ე- (++8)) + V (რ–-2))ჩს 

1 .V3 ' 
მწვ=“-- (თ +ზე) –– V2. (თ,-––5,#. (ლუ 

ამრიგად, როცა 2ბ>0, (10) განტოლებას აქვს ერთი ნამდვილი და 

ორი "შეუღლებული კომპლექსური ფესვი., 

მაგალითი 92. ამოვხსნათ განტოლება 

X%--6X--9 =-0.. 

აქ 0=--6. 0=-9, ხოლო 

_ ძ8, იბ. 49 I/ 3 49 #9, 
+“ 27 42 >0, «=- 1, + V 8:= =2. 

«% ფესვის ერთ “ერთი მნიშვნელობა იქნება თ,=2, ხოლო შესაბამისი 

  
  81 = ჩ/ჩ _ -“ =1. ამგვარად, X,„=3. ორ დანარჩენ ფესვს მივიღებთ 

2 –_ 

(3 ფორმულებიდან 
3... ვ V3 ; 

X-= “3.9, წვლილი ბე-! 

შევნიშნოთ, რომ 'განხილულ შემთხვევაში ზოგიერთი განტოლების რა- 
ციონალური ფესვი (7) ფორმულით არ მოიძებნება. 

2 
მაგალითად, V9-+--5L-18=0 განტოლებისათვის 25= 97 > 

ე. ი. მოცემულ განტოლებას აქვს ერთი ნამდვილი და ორი ურთიერთშე- 

უღლებული კომპლექსური ფესვი. რაციონალურ ფესვთა მოძებნის წე– 
სით ადვილად დავრწმუნდებით, რომ განტოლების თავისუფალი წევრის 

გამყოფი X=2 მოცემული განტოლების ფესვია. ამ ფესვის მიღება (7) 

ფორმულით კი შეუძლებელია.. 

მართლაც, თ| ფესვი ასე წარმოგვიდგება: 

5 
= 9 --:' ხო ო = 2=”/ 2. -=' 

21= ი თ. + 2 I/ 3. ლ 8,= ეჭ, 94+-2 2 

ვ 

285



როგორც ჩანს, მიღებული თე და ჩე ირაციონალური რიცხვების ჯამი. 
არის 2. (7) ფორმულის სხვა ნაკლს ჩვენ ქვემოთ ვნახავთ. : 

2). ვთქვათ, 

ამ შემთხვევაში 

«-I-9 “ 8= I/ –4. 

ვთქვათ, თ, არის თ რადიკალის ნამდვილი მნიშვნელობა, მაშინ ჩ), რო– 
გორც (6) თანაფარდობიდან ჩანს, იქნება ნამდვილი მნიშვნელობა და, 

გარდა ამისა, თ1= 8). თუ გამოვიყენებთ ტოლობას §-+62=–--1, (8). 

ფორმულებიდან მივიღებთ: 

X1=2თ,, X-=0,(8 +6”)=-–-თ,, Xვ=თ)(6%--+8)=-–-0,. 

ამრიგად, როცა #4=0, მაშინ (4) განტოლების სამივე ფესვი ნამდვილია 

და ერთი ორჯერადი ფეხვია. 

3) დასასრულს ვთქვათ, 

2 ვ 

4 127 

ამ შემთხვევაში (7) ფორმულის კვადრატული რადიკალების ქვეშ 

მოთავსებულია უარყოფითი რიცხვი და ამიტომ თ და ჩ კუბიკური რა- 

დიკალების ქვეშ მოთავსებული იქნება შეუღლებული კომპლექსური 
რიცხვები. ვთქვათ, თ,=6+ხL! არის თ რადიკალის ერთ-ერთი მნიშვნე– 
ლობა. მაშინ, ვინაიდან მოცემულ (10) განტოლებას (როგორც ნამდვილ– 
კოეფიციენტებიანი კენტი ხარისხის) ერთი X, ნამდვილი ფესვი მაინც 
აქვს, ამიტომ თ, კომპლექსური რიცხვის და მისი შესაბამისი 8; კომპლექ- 
სური რიცხვის ჯამი X,=თ,+ჩ, ნამდვილია. აგრეთვე თკზ1 ნამრავლი 

(6) პირობის ძალით ნამდვილია. ამრიგად, მივიღეთ, რომ თ; და ჩე კომ- 

პლექსური რიცხვების ჯამი და ნამრავლი ნამდვილი რიცხვებია, ე. ი. 
ისინი წარმოადგენენ ნამდვილკოეფიციენტებიანი კვადრატული გან– 

ტოლების ფესვებს. ამრიგად, ვინაიდან 0C;=0-L 6, გვექნება 81==თ-–-ხ!. 

თუ თკ და ჩ; ამ მნიშვნელობებს ჩავსვამთ (9) ფორმულებში მივიღებთ: 

X,.=თ1+ჩ1:= 20, 

5=- 3-20++M- 2ხ((=-–0ძ--MVM3ჩ%, (11 
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, ” 
M5=-- 2--X> 2ხნ:=-0თ+V3ხ, 

მაშასადამე, როცა <0, (4) განტოლების სამივე ფესვი ნამდვილია დ» 
სხვადასხვა. საჭიროა შევნიშნოთ, რომ ამ შემთხვევაში, რადგან კუბი– 

კური რადიკალის ქვეშ კომპლექსური რიცხვებია, განტოლების ფეს– 

ვების მოძებნა, მიუხედავად იმისა, რომ სამივე ნამდვილია, (7) ფორმუ– 

ლით სრულიად შეუძლებელია. ამიტომ ამ შემთხვევას ზშირად დაუყ- 
ვან შემთხვევას უწოდებენ. 

ახლა განეიხილოთ მე-3 შემთხვევაში (10) განტოლების ამოხსნის 

ეგრეთ წოდებული ტრიგონომეტრიული მეთოდი. რადგან 

3 

ტ-.9 # 2-0, 
4 + 27 

ამიტომ შეგვიძლია დავწეროთ: 

_..- სადაც ძ>90. 

ახლა თ ფესვი შეიძლება ასე წარმოვადგინოთ: «-1/ –4-+4%- 

–-8 იძ კომპლექსური რიცხვიდან კუბიკური ფესვის ამოღების მი%ზ– 

ნით, მას მივცეთ ტრიგონომეტრიული სახე. მივიღებთ: 

–--9 +ძ:=/(%ი5 დ-Lჯ5Iი დ), 

სადაც 
  

I=V” / დ => _ 9 1 _ძ 

V 42X+2ძ = 22.6 (ლ09დ=–ა:ა შიდა 

ადვილად შევნიშნავთ, რომ ეს მესამე შემთხვევა შესაძლებელია მხო– 
ლოდ მაშინ, როცა #<0. შეგვიძლია დავწეროთ: 

  

თ-- (/ –% +ძ; = V/ (005 დ-L7 51II დ)= 

=V= (თა 9115 კ აწე” ) (”=0, 1, 2)



« ფესვის მნიშვნელობა, როცა #=0, მივიღოთ თ, მნიშვნელობად, ე. ი, 

–V» 7 კ,ვიე% თ =V> (იიი 3 +/§5I0ი 3) 

თ) კომპლექსური რიცხვის ნამდვილი ნაწილი და წარმოსახვითი ნაწი- 

ლის კოეფიციენტი შესაბამისად არის ი=V# ი0§-5- , ხ=V- 8103. 

ამიტომ თანახმად (11) ფორმულებისა მივიღებთ: 

ი თ 
X=2V #”005 “ვ. 

X=-Vიილ05 + 1 –V2 ვი. · V3 = = 2 V ”' 008 6. +271 

+=--V ილ05 -–-+V „50-31. · V3. =2%V 7 C05 ეუ. (12) 

ამგვარად, (10) არასრული ნამდვილკოეფიციენტებიანი კუბიკური გან- 

ტოლება დაუყვან შემთხვევაში ამოიხსნება (12) ფორმულებით. მიღე– 

ბული ფორმულებიდან ჩანს, რომ (10) განტოლების ამოხსნა ამ მესამე 

შემთხვევაში დაკავშირებულია C კუთხის სამ ტოლ ნაწილად გაქოფა– 
დობის საკითხთან. 

მაგალითი 8. ამოვხსნათ განტოლება 

X9--6X-L4 =0. 

_ · : : 
აქ 0=-–-6, 0=4, ხოლო 4-+9-=--4 <0, ამრიგად, საქმე გვაქვს მე- 

სამე დაუყვან შემთხვევასთან. გამარტივების შემდეგ თ ფესვი შემდეგ-” 

ნაირად წარმოგვიდგება: 

თ=V--2-+2! . 

–2-+L2! კომპლექსურ რიცხვს მივცეთ ტრიგონომეტრიული სახე 

–2+2=2C-1+0=2V2. (ი 22> 897ი -: ) · 

მაშასადამე, 

«= 2 | ია (1+%" )+ (§ი(-- 2 –+- 45)! (#=0, 1, 2). 
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თ რადიკალის ერთ-ერთი მნიშვნელობა (კერძოდ, როცა #=0) იქნება 

თ. = 72 («+ +150 +)=1+. თანახმად (11) ფორმულებისა, 

რადგან აქ ი2=1, ხ=1, მოცემული განტოლების ფესვები იქნება: 

X.=2, Xგ=---1--/3, X+ვ=--1-+V3 . 

მაგალითი 4. ამოვხსნათ განტოლება 

X9--–24 X+-–-32=0. 

0. იე! =- 24, ძლ– 32, 9-1) ჩ -- 256<0. 
ჩ ? 4 ' 27 

მივიღებთ: 

+ 16ჯ > 2... 2. თ=V16+1671, „#=16V2 , 05 დ =X2-, ყძიდ=X2. 

ცხადია, <=-; ამრიგად, მოცემული განტოლების ფესვები, თა- 

ნახმად (12) ფორმულებისა, იქნება: 

- ჯ# 
X%=4V 200§ –- 1> · 

2 3> 
ი= ანა–-==- =4 2 15. + 4V 2ი03 2 4, Xვ=4V 2005 -–--- 

ახლა, თუ საჭიროა, ლოგარითმების ცხრილის ან ლოგარითმული სახა- 
ზავის სამ უალებით შეიძლება გამოვიანგარიშოთ ჯე და ჯე ნამდვილი ფეს- 

ვების მიახლოებითი მნიშვნელობანი. 
მაგალითი წ. განვიხილოთ განტოლება 

X5- -19ჯ--30=0, 

= 19, ე=ვ30, --, <0, 
4 '27 

ალგებრული განტოლების რაციონალური ფესვების მოძებნის წესით მი- 

ვიღებთ, რომ მოცემული განტოლების ფესვებია: X,=2, Xგ=23, Xვ=:--5, 

მაგრამ მათი მიღება (7) ფორმულით შეუძლებელია. 

როგორც განხილული შემთხვევებიდან და მაგალითებიდან ჩანს, 

_ტარტალია-კარდანოს (7) ფორმულის პრაქტიკული ღირებულება უმ- 

'"ნიშვნელოა.: 
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მეოთხე ხარისხის ალგებრული განტოლება. ვთქვათ, კომპლექსურ 

რიცხვთა ველზე მოცემულია მეოთხე ხარისხის 

ყშ+-ძყბ+ხყ?-+--ყ-+-ძ=-0 (1) 

ალგებრული განტოლება. ადვილად დავრწმუნდებით, რომ 

ყ= 1-5 (2 

ჩასმით (1) განტოლება დაიყვანება 

X2+4+- 2X1-+ 9X--”=0 (3) 

არასრულ მეოთხე ხარისხის ალგებრულ განტოლებამდე. სასურველია 
მკითხველმა ამოწეროს ი, 0 და ” მუდმივების მნიშვნელობანი, გამო– 
სახულნი თ, ხ, C და ძ ასოებით. ჩვენი მიზანია (3) განტოლების ამოხსნა. 

7 პარამეტრის დახმარებით (3) განტოლება შეიძლება ასე წარმოვად- 
გინოთ: 

ჩ ? ჩ?? აინა ფინი ( X-+ 8+I) +ითძX+-" –“ 72 –-27. #9 –-–- M).. 

ამრიგად, 

( + ++) – |2აბ–თ%+(M+იL-- (+ )1=0. (4 

(4) განტოლების მარცხენა მხარის კვადრატულ ფრჩხილებში მოთაე- 

სებული გამოსახულება შეიძლება განვიხილოთ როგორც კვადრატული 
სამწევრი X-ის მიმართ. შევარჩიოთ 7, პარამეტრი ისე, რომ ამ კვადრა- 

ტულ სამწევრს ჰქონდეს ჯერადი ფესვი. ამისათვის, როგორც ვიცით, 

საჭიროა მისი დისკრიმინანტი იყოს ნული, ე. ი. 

2 ჩი? ლ-4.2#(M+იL-- +% ) 0. (5) 

(5) განტოლება, საზოგადოდ, ჯ-ს მიმართ წარმოადგენს კომპლექსურ- 
კოეფიციენტებიან მესამე ხარისხის ალგებრულ განტოლებას, რომლის 
ამოხსნა ტარტალია-კარდანოს ფორმულით ჩვენთვის უკვე ცნობილია. 
(59) განტოლებას (3) განტოლების შესაბამისი კუბიკური განტოლება, 

ანუ რეზოლვენტი, ეწოდება. ვიგულისხმოთ, რომ (5) განტოლების ერთ- 
ერთი ფესვია 2,==ჯი. თუ 1,-ს ამ მნიშვნელობას ჩავსვამთ ზემოთ ხსე- 
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ნებულ კვადრატულ სამწევრში, მაშინ კვადრატულ სამწევრს ექნება ჯე- 

რადი ფესვი #=X=-2- და ის შეიძლება ასე წარმოვადგინოთ: 
7-0 

ი ჩ” ი V? ; მან ძX+-( #ი"–- ის +4 )=2» (»– +) · (6) 
4 42, 

(6) თანაფარდობის საფუძველზე (4) განტოლება მიიღებს შემდეგ სახეს: 

2.0 LX ) 2. (-- 7? V=0, 7) 
(#+-+>+» ) რს” “გა. (7 

(7) განტოლების ამოხსნა კი დაიყვანება შემდეგი ორი კვადრატული გან– 

ტოლების ამოხსნამდე: 

  ჯმ--/ 2 X + (2-+%+ 27 )=9. 
0 

–- ი გ ძ 
X#-+LV 240 X +(-+»- =”ღვქე (8) 

როგორც ვხედავთ, (3) მეოთხე ხარისხის განტოლებიდან იგივური 

გარდაქმნებით მივედით (8) ორ კვადრატულ განტოლებამდე. ამი- 

ტომ (8) განტოლებათა ფესვები აგრეთვე იქნება (ვ) განტოლების 

ფესვები. თუ ჩვენთვის ცნობილია (3) განტოლების ფესვები, მაშინ (2) 
აღნიშვნის მიხედვით ადვილად მივიღებთ მოცემული (1) განტოლების 
ფესვებს. როგორც (8) განტოლებებიდან ჩანს, მეოთხე ხარისხის გან- 
ტოლების ფესვები წარმოგვიდგება რადიკალების სახით მისი კო- 
ეფიციენტების მიმართ. ვინაიდან აღნიშნულ ფორმულებს არავითარი 

პრაქტიკული მნიშგნელობა არ აქვთ, ჩვენ მას არ დავწერთ. 

მაგალითი. ამოვხსნათ განტოლება - 

ყ!--2ყმ--2ყმ-+-4ყ--8 =0. 

ყ=X+- ჩასმით მოცემული განტოლება დაიყვანება 

1 91 «IL. 81 5-- --'=0 (9 
++ 2 X+9% 16 , 

სახემდე. აჭ 

29!



შევადგინოთ (ლ) განტოლების შესაბამისი რეზოლვენტის განტოლება. 

მივიღებთ: 

1 91 1 
25-–-8).! )2-L-- - X------L =6. ( ++: 

გამა რტივების შე მდეგ გვექნება: 

8),94--47,2-+46),–-25=90. (10) 

(10) განტოლების ამოხსნა ტარტალია-კარდანოს ფორმულით ვერ მოგე- 

ცემს სასურველ შედეგს. თუ (10) განტოლებას ამოვხსნით რაციონა- 

ლური ფესვების მოძებნის წესით, მივიღებთ #ი=--. ახლა მოცემუ- 

ლი (9) განტოლების ამოხსნა (8) თანაფარდობათა გამოყენებით დაიყეა- 
ნება შემდეგი ორი კვადრატული განტოლების ამოხსნამდე: 

13 7 
ე“–-XL-- =0 და X2-+-X-–- ––- =0. + 2 დ L 2 

შესაბამისად მიღებულ კვადრატულ განტოლებათა ან, რაც იგივეა, 

6) განტოლების ფესვებია +---V3 ( და –- 2-2 ჯ /=X+--;- ჩას- 
მიდან ვღებულობთ, რომ მოცემული მეოთხე ხარისხის ალგებრული 
განტოლების ფესვებია: 

+V2, 12+V37. 

შევნიშნოთ, რომ, როგორც მესამე ხარისხის, ისე ზოგადი სახის, მე- 

ოთხე ხარისხის ალგებრული განტოლების რადიკალებში ამოხსნადობის 
საკითხს დიდი თეორიული მნიშვნელობა აქვს, თუმცა მიღებული ფორ- 

მულები პრაქტიკულად ნაკლებად გამოსაყენებელია. დაწყებული მე- 
16 საუკუნიდან მთელი სამი საუკუნის განმავლობაში მსოფლიოს უძლი- 

ერესი მათემატიკოსები ცდილობდნენ ზოგადი სახის /: ხარისხის (/:>>5) 

ალგებრულ განტოლებათა რადიკალებში ამოხსნას. როგორც შესავალში 
აღვნიშნეთ, პირველად. ნორვე გიელი მათემატიკოსის აბელის (1802-– 

1829) მიერ მკაცრად იქნა „დამტკიცებული, რომ' ზოგადი სახის ალგებ- 
რული განტოლებანი, რომელთა ხარისხი აღემატება ოთხს, რადიკალებში 

არ ამოიხსნება. ეს იმასს არ ნიშნავს რომ არც ერთი კონკრეტუ- 

ლი განტოლება, რომლის ხარისხი #>>5, არ შეიძლება ამოხსნილ იქ- 

ნეს რადიკალებში. ეს საკითხი მთლიანად გადაწყვეტილ იქნა ფრანგი 
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მათემატიკოსის ევერისტ გალუას (1811--–1832) მიერ. გალუამ ჯგუფთა 

თეორიის გამოყენებით მოახდინა კლასიფიკაცია იმ მაღალი ხარისხის 
ალგებრული განტოლებებისა, რომელთა ამოხსნა შესაძლებელია რა- 

დიკალებში. 

გალუას შედეგებმა, რომელიც ახლა ცნობილია გალუას თეორიის 

სახელწოდებით,- დიდი გავლენა მოახდინა ალგებრის და, კერძოდ, ჯგუფ– 

თა თეორიის შემდგომ განვითარებაზე. ორიოდე სიტყვით აღენიშნოთ 

გალუას შესახებ. ახალგაზრდა გალუა, მიუხედავად იმისა, რომ მას ღრმა 

ცოდნა ჰქონდა, გარკვეული მიზეზების გამო ორჯერ ჩაიჭრა მისაღებ 

გამოცდებზე პოლიტექნიკურ სკოლაში. შემდეგ ის 1829 წელს მოეწყო 

სხეა სასწავლებელში. გალუა აქტიურ მონაწილეობას იღებდა საფრან–- 
გეთის პოლიტიკურ ცხოვრებაში, ის რამდენჯერმე დააპატიმრეს რო- 

გორც რევოლუციონერი. შემდეგ სრულიად ახალგაზრდა გალუა, 21 

წლის არც კი იყო,რომ დაიღუპა დუელში. გალუას შედეგები მაშინდე– 
ლი საფრანგეთის მეცნიერებათა აკადემიის მიერ არ იქნა სათანადოდ 

შეფასებული. გალუას თეორიის შემდგომი განვითარების საქმეში სხვა 

მათე მატიკოსებთან ერთად გარკვეული წვლილი შეიტანეს საბჭოთა 
მათემატიკოსებმაც ნ. გ. ჩებოტაროვმა, ი რ. შაფარევიჩმა და სხვებმა. 

შაფარევიჩის ბრწყინვალე შედეგი გალუას თეორიაში 1959 “წელს 

აღინიშნა ლენინური პრემიით, 

§ 33, თეორემა ფესვის არსებობის ფესახებ. დაფლის ველი 

ვთქვათ, MIX) მრავალწევრთა რგოლიდან აღებულ /(X) მრავალწევრს 
არ გააჩნია ფესვი # ველმი. ჩვენი მიზანია გავარკვიოთ საკითხი, არსე- 

ბობს თუ არა ” ველის გაფართოებული ისეთი ნ ველი, რომელშიც მო- 

თავსდება /(ჩX;) მრავალწევრის ერთი ფესვი მაინც. ცხადია, რომ #LXI 

მრავალწევრთა რგოლიდან აღებული ყოველი პირველი ხარისხის მრა– 

ვალწევრის ფესვი მოთავსებულია # ველში. ამიტომ ჩვენ მიერ დაყენე– 
ბული საკითხი უნდა განვიხილოთ #IX) მრავალწევრთა რგოლიდან 

აღებული ისეთი მრავალწევრებისათვის, რომელთა ხარისხი #7>>2 და 
რომელთაც არ აქვთ ფესვი # ველში. : 

თეორემა.ა ჯIჯ) მრავალწევრთა რგოლიდან აღებული დაუყვანი /(X) 
მრავალწევრისათვის ყოველთვის შეიძლება ავაგოთ # ველის ისეთი გა– 

ფართოებული 8 ველი, რომელშიც მოთავსდება; ICე, „მრავალწევრის 

ერთი ფესვი “მაინც. 

დამტკიცება. თეორემის დასამტკიცებლად წინასწარ საჭიროა შევად- 

გინოთ ჩIXI მრავალწევრთა რგოლის ნაშთთა სრული სისტემა ჩ ველში 
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დაუყვანი I(ე მრავალწევრის მოდულით, დაახლოებით ისე როგორც 

ჩვენ ადრე (გვ. 167) განვიხილეთ მთელ რიცხვთა რგოლის ნაშთთა კლა– 
სები რომელიმე # ნატურალური რიცხვის მოდულით. 

IX) მრავალწევრთა რგოლი, ამავე რგოლიდან აღებულ # ველზე 
დაუყვანი 71>>2 ხარისხის /(+) მრავალწევრის მიმართ, დავყოთ ერთი- 

მეორის არაგადამკვეთ კლასებად შემდეგი წესით: ერთ კლასში მო- 

ვათავსოთ ისეთი მრავალწევრები /#IX) მრავალწევრთა რგოლიდან, 

რომლებიც /(X)- ზე გაქოფის შედეგად გვაძლევს ერთსა და იმავე 
ნაშთს. სხვა სიტყვებით, /(ს) მრავალწევრის მოდულით ერთ კლას- 

ში მოთავსდება ყოველი ისეთი ორი დ(») და #(X) მრავალწევრი, რომელ- 

თა სხვაობა უნაშთოდ იყოფა /(X)-ზე. კლასებად დაყოფის ამ ორი წესის 

ეკვივალენტურობა ადვილად შემოწმდება. | 

მართლაც, თანახმად პირველი განმარტებისა, თუ დ(X) და #(X) მრა- 
ეალწევრები ეკუთვნიან ერთსა და იმავე კლასს, /(X) მრავალწევრის 
მოდულით, მეგვიძლია დავწეროთ: 

დ(X)=I(X)0)(X)+/”(X) და თ(X) =I(X) ძ:(X) +”CX), (1) 

სადაც #”(X) მრავალწევრის ხარისხი ნაკლებია I(V) მრავალწეერის ხა- 
რისხზე ან #I(X)=0. თუ განვიხილავთ დთ(X) და «(X) მრავალწევრების 
სხვაობას, გვექნება: 

დ(V)–– წ(X) =I(XLთCI)–“– 0-CX)1, 

დ(X)-–- V(X) =IC0) ი(X), სადაც 0(X)= 0) (X)-–– ძილი. (2) 
ახლა ვუჩვენოთ, რომ მეორე განმარტებიდან გამოდის პირველი. თანა- 

ხმად მეორე განმარტებისა, თუ დ(X) და თ(ჯ) მრავალწევრები ეკუთვ- 

ნიან ერთსა და იმავე კლასს /(X) მრავალწევრის მოდულით, შეგვიძლია 

დავწე როთ: : : 

დ(00–-#0ე =ICX) 000 ან დხე = #00 + 00 (ი. (3) 
წ#Cი) მრავალწევრი წარმოვადგინოთ ასე: 

#(X) =/I(X) ძ5:(X) +” CV), 

სადაც 7(X) მრავალწევრის ხარისხი ნაკლებია /(X) მრავალწევრის ხარის- 

ხზე ან ”I(CX)=0. თუ ახლა (3) ტოლობაში ჩავსვამთ #(X)-ის ამ მნიშვნე- 

ლობას, მივიღებთ: 

დ (X) =/(X) 9ა(X) +/(X) -+LICX) 0(X) =I(X) თ, (X) +/CX), 

დ(X)=I(9)0,(X)+/C0), სადაც ი)(X)=0:(ა)+ძ9(ჩი. 
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ამრიგად, ამ ორი განმარტების ეკვივალენტურობა დამტკიცებულია. 

შევთანხმდეთ და მიღებული კლასები აღვნიშნოთ თ, ჩხ, 0, ძ,... სიმ- 

ბოლოებით. შემოვიღოთ კლასებზე ჯამისა და ნამრავლის ოპერაციების 

ცნება. ადვილად შევამჩნევთ, რომ ყოველი ორი 0 და ხ კლასიდან შე- 

საბამისად აღებული ნებისმიერი დ(X6” და 0(X)6ხ მრავალწევრე– 

ბის ჯამი დ(XI+ წი ეკუთვნის ერთსა და იმავე გარკვეულ კლასს IC) 

მრავალწევრის მოდულით. 

მართლაც, ვთქვათ, დთ:(X), და(X)6ო და C,(M9, წა(X)6ხ. 
აღვნიშნოთ: 

7.1(X) =% I(9)-- ფ(X) და 7.2(X)= და(X)-++ თ), 

განვიხილოთ სხვაობა 

#1(X)––7.9(X) = (დ) (X)––დი(X)1+ (დ (X)–– ლ0%)1=–|(X) 01(X) –– 
-LIC) თ-C0 ==/(X) 0(X), სადაც ძ(X)=9,(X)-+ ძა(X). 

მივიღებთ, რომ 7,1(X)-–-7.:(X) სხვაობა იყოფა /(X)-ზე; ეს იმას ნიშნავს, 

რომ 2.1(X) და X#»-(CX) ეკუთვნიან ერთსა და იმავე კლასს I(X) მრავალ- 

წევრის მოდულით. ვინაიდან ყოველი ორი # და ხ კლასიდან აღებული 
ნებისმიერი ორი მრავალწევრის ჯამი ეკუთვნის ერთ გარკვეულ კლასს 

ICი)-ის მოდულით, ამიტომ ბუნებრივია, ისეთ კლასს, რომელსაც ეკუ- 

თვნის თ კლასიდან და ხ კლასიდან აღებული ნებისმიერი ორი მრა- 

ვალწევრის ჯამი, ვუწოდოთ თ და ხ კლასების ჯამი: 

0+6ხ=0. () 

ახლა ნებისმიერი ორი ი და ხ კლასის ნამრავლის განმარტებისა– 

თვის ვუჩვენოთ, რომ თ კლასიდან და ხ კლასიდან აღებული ნებისმი– 

ერი ორი მრავალწევრის ნამრავლი ეკუთვნის ერთ გარკვეულ კლასს. 

მართლაც, აღვნიშნოთ: 

0.(X)=C,(ი)C,(»X) და 0-(X)=C;(X)თ(X), 

განვიხილოთ სხვაობა 

0,(0)-––0:C00 =Cღ),(X)ფ,(X)––ჯი(X) ლ). (5) 

ვინაიდან ლთ(X, #§.C06/ სეგვიძლია დავწეროთ: 

თ (X)=ICX)0,(2)--ICX), დ-CX) =I1(X) 0-(X) -LI(X). 
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თ(» დღა თ ამ მნიშვნელობათა საფუძველზე (5) ტოლობის მარჯვე- 
ნა მხარე შეიძლება ასე დავწეროთ: 

0,(M)––0+(X) =/(X)(დ;(X)01(X)-– და(X) თC(X)1+Iდ,(0-–თა(X90II 90, (6) 

ვინაიდან დ,6(X), და(X)60, ე. ი. დ1(ა)--დი(X)=/(X)0(X); (60 ტოლო- 

ბიდან ჩანს, რომ სხვაობა 0,(X)-–0-(0) უნამთოდ იყოფა /(X) მრავალ- 

წევრზე. ამრიგად დამტკიცდა, რომ თუ ი კლასიდან ავიღებთ ნების- 

მიერ ორ მრავალწევრს დ,(ა), რდი(X6ძ და ხ კლასიდან ავიღებთ ნე– 

ბისმიერ ორ მრავალწევრს ფ(X), თ:(X6ხ, მაშინ მათი შესაბამისი ნამ- 

რავლები 0 L(X) და 0+X) ეკუთნვის ერთსა და იმავე გარკვეულ ძ კლასს 
I(X) მრავალწევრის მოდულით. ამიტომ, ბუნებრივია, ისეთი კლასს, 

რომელსაც ეკუთვნის მ კლასიდან და ჩხ კლასიდან აღებული ნებისმი- 

ერი ორი მრავალწევრის ნამრავლი, ვუწოდოთ თ და ხნ. კლასების ნამ– 
რავლი: 

0 · ხ=ძ. (7) 

0IX) მრავლწევრთა რგოლიდან აღებულ ისეთ მრავალწევრთა სიმრავ- 
ლეს, რომლებიც უნაშთოდ იყოფა /(X)-ზე, ვუწოდოთ '„ნულოვანი კლა- 

სი და აღვნიშნოთ 0 სიმბოლოთი. "ადვილად შევამჩნევთ, რომ 0 კლა- 

სი, კლასების შეკრების ოპერაციის მიმართ იმავე როლს ასრულებს, 
რასაც ჩვეულებრივი რიცხვი ნული რიცხვების შეკრების ოპერაციის 

მიმართ, ე. ი. 

2+0-6+2=2. 
თუ ძ კლასი წარმოადგენს ისეთ მრავალწევრთა სიმრავლეს, რომლებიც 

/(X)-ზე გაყოფის შედეგად გვაძლევენ ”(CX) ნაშთს, მაშინ ძ კლასის შებ- 

რუნებული კლასი შეკრების ოპერაციის მიმართ ვუწოდოთ ისეთ 

მრავალწევრთა სიმრავლეს, რომლებიც I(X)-ზე გაყოფის შედეგად გქეა- 

ძლევს –– IC) ნაშთს. აქედან ვღებულობთ, რომ კლასთა სიმრავლეში 

გამოკლების ოპერაცია სრულდება ცალსახად. 

LX) მრავალწევრთა რგოლიდან აღებულ ისეთ მრავალწევრთა სიმ- 
რავლეს, რომლებიც /(X)-ზე გაყოფის შედეგად გვაძლევს ნაშთს 1-ს, 

ვუწოდოთ ერთეულოვანი კლასი და აღვნიშნოთ 1 სიმბოლოთი. ახლა 
განვმარტოთ არანულოვანი კლასის შებრუნებული კლასი გამრავლების 

ოპერაციის მიმართ. არანულოვანი ძ კლასიდან.ავიღოთ ნებისმიერი თ(X) 

მრავალწევრი. ვინაიდან დ(X) მრავალწევრი უნაშთოდ არ იყოფა I(X) 

მრავალწევრზე და /(V) მრავალწევრი დაუყვანია #IX) მრავალწევრთა 

296



· რგოლზე, /(X) და დ(X მრავალწევრები ურთიე რთმარტივია. თანახ– 

მად ურთიერთმარტივ მრავალწევრთა თვისებისა, (XI მრავალწევრთა 
რგოლში ყოველთვის მოიძებნება ორი ისეთი (((X) და (ა) მრავალ- 
წევრი, რომ: 

დ(იეI(0--ICI20 თი =1, (8) 

.„ წ(X)V(0ე=1–/(0ი (ი. 

როგორც (8) ტოლობის მარჯვენა მხარიდან ჩანს, თ(X).I/((X) ნამრავლის 
I(X)-ზე გაყოფის შედეგად მიღებული ნაშთი უდრის 1-ს, ე. ი. დ(X)VI(X) 

ნამრავლი ეკუთვნის 1 ე რთე ულოვან კლასს. ახლა, თუ იმ კლასს, რო- 

მელსაც V(X) მრავალწევრი ეკუთვნის, აღვნიშნავთ ძ სიმბოლოთი, 
შეგვიძლია დავწეროთ: 

ძძ=1, ე. ი. ძ=ი“!. 

ამრიგად, MIX) მრავალწევრთა რგოლის სრული ნაშთთა სისტემის 

ყოველ არანულოვან კლასს გააჩნია მისი შებრუნებული კლასი –– ელე- 

მენტი. 

ახლა, „ვინაიდან კლასებზე ოპერაცია დაიყვანება (XI რგოლიდან აღე– 
ბულ მრავალწევრთა ოპერაციებამდე, ადვილად შეიძლება დავრწმუნ- 

დეთ, რომ #IX) მრავალწევრთა რგოლის სრულ ნაშთთა სისტემა, შედ–- 
გენილი # ველში დაუყვანი /(X) მრავალწევრის მიმართ, კლასთა აღნი– 

შნული ოპერაციების მიმართ ქმნის კომუტაციურ ველს. კლასთა ეს ვე– 

ლი აღვნიშნოთ # სიმბოლოთი. 
ადვილად დამტკიცდება, რომ ჩ ველი წარმოადგენს ” ველის გა- 

ფართოებას. 

_ მართლაც, ” ველიდან აღებულ ყოველ თ რიცხვს –– ელემენტს, 
# ველში შევუსაბამოთ ისეთი ძ კლასი რომელშიც გაერთიანებუ- 

ლი მრავალწევრები /(CX)-ზე გაყოფის შედეგად ნაშთში გვაძლევენ ძ-ს. 
ცხადია, რომ ყოველი ძი რიცხვი, როგორც ნულოვანი ხარისხის მრა- 

ვალწევრი, ეკუთვნის თ კლასს. ადვილად შემოწმდება, რომ ასეთი სპე– 

ციალური სახის კლასთა სიმრავლე შექმნის ნ” ველის ქვეველს, რო- 

მელიც იზომორფული იქნება რიცხვთა ველისა. ამით დამტკიცებუ- 

ლი იქნება, რომ ჩვენ მიერ აგებული # კლასთა ველი შეიცავს ველის 

იზომორფულ ქვეველს, ე. ი. ს ველი წარმოადგენს # ველის გაფარ–- 

თოებას: | 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ ჩვენ მიერ აგებულ ამ ს ველში ი ველზე 

997



დაუყვან ყოველ I1>>2 ხარისხის /(+) მრავალწევრს აქვს ერთი ფეს- 
ვი მაინც. 

დამტკიცება. #კლასთა ველში X-ით აღვნიშნოთ ისეთი მრავალ- 

წევრებისაგან შექმნილი, კლასი, რომლებიც /(X)-ზე გაყოფის შედე გად 
ნაშთში გვაძლევენ X-ს... 

ვთქვათ, (XV) მრავალწევრთა რგოლზე დაუყვან /I:>>2 ხარისხის 
I(») მრავალწევრს აქვს შემდეგი სახე: 

I(Xჰ)=–ძაე2+თX181“+- ძები? -ნ ...+იძ, .X+Vთე. (5) 

# ველიდან აღებული იძ, ((=0, 1, 2, ..., ) რიცხვების შესაბამისი კლა– 

სები ს ველში აღვნიშნოთ ი-თი. ცხადია, რომ ჯამი 

ძეჟLი,X%-1 + ... Lმ X+-ძ, (10) 

წარმოადგენს წ ველის გარკვეულ ელემენტს –– კლასს. ვინაიდან ყო- 

ველი თ, და X ეკუთვნიან შესაბამისად ი, და X კლასებს, კლასების ჯა– 
მისა და ნამრავლის განმარტებით ვღებულობთ; რომ მოცემული (9) 

სახის I(X>) მრავალწევრი ეკუთვნის (10) კლასს. ახლა ვინაიდან /I(X) მრა- 

ვალწევრი თავის თავზე იყოფა უნაშთოდ, ამიტომ (10) კლასი იქნება 

0 ნულოვანი კლასი, ე. ი. 

ძე X9მ L ი, #5-1+...+ თ, ,X-L ძ, = 0. 

თუ ახლა თ, კლასებს შევცვლით # ველის შესაბამისი თ, ელემენტებით 

მივიღებთ, რომ # ველზე ადგილი აქვს ტოლობას 

ძეშ+ 0,X5-1+ ... +თძე XV -L ძ.=0, 

ამრიგად მივიღებთ, რომ. 'ე ველიდან აღებული X კლასი წარმოად- 

გენს მოცემული I(X) მრავალწევრის ფესვს. ამით თეორემა ფესვის 
არსებობის შესახებ დამტკიცებულია. 

ახლა ადვილად შეიძლება დამტკიცდეს, რომ #IXჯ) მრვალწევრთა 
რგოლიდან აღებული ყოველი #-ური ხარისხის MC) მრავალწევრისა- 

თვის შეიძლება ავაგოთ ისეთი ”" ველი, რომელშიც მოთავსდება მო- 

ცემული მრავალწევრების ყველა ფესვი, ე. ი. #IX1) მრავალწევრთა რგო- 

ლიდან აღებული ყოველი I(I) მრავალწევრისათვის არსებობს 7? დაშ- 

ლის ველი. 
მართლაც, თუ მოცემული /(») მრავალწევრის ყველა /! ფესვი თავს- 

დება ჩველში, მაშინ 8=7# 2, ე, ი. თვითონ # ველი იქნება საძებნი ველი. 

ვთქვათ, MX) მრავალწევრი # ველში არ იშლება წრფივ მამრავლებად. 
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ასეთ შემთხვევაში, ცხადია, მოცემულ მრავალწევრს გააჩნია ჩ ველზე 

დაუყვანი ერთი /#>>2 ხარისხის დ(X) მამრავლი მაინც, დამტკიცებული 

თეორემის თანახმად, თდ(X) მრავალწევრისათვის ჩვენ ავაგებთ #7 ველის 

ისეთ გაფართოებულ § ველს, რომელშიც მოთავსდება დ (ი) მრავალ- 

წევრის ერთი ფესეი მაინც. თუ ახლა #7 ველში არ თავსდება დ(X მრა– 

ვალწევრის ყველა ფესვი, მაშინ დ(X) მრავალწევრიდან გამოვყოფთ ჩ 

ველზე დაუყვან რომელიმე #7>>2 ხარისხის /),(ი) მრავლწევრს. და–- 

სამტკიცებელი თეორემის თანახმად, 2, (X) მრავალწევრისათვის. ავაგებთ 

ჩნ ველის გაფართოებულ ისეთ ნ ველს, რომელშიც თავსდება 2, (ჯ) მრა- 

ვალწევრის ერთი ფესვი მაინც და ა. შ. სასრული ნაბიჯის შემდეგ, ვი– 

ნაიდან ყოველი მრავალწევრი სასრული ხარისხისაა, ჩვენ ავაგებთ ისეთ 

8" ველს, რომელშიც მოთავსდება მოცემული მრავალწევრის ყველა 

” ფესვი. ასეთ # ?” ველზე მოცემული I(X) მრავალწევრი დაიმლება / 

წრფივ მამრავლად და ამიტომ #? ველი იქნება /(M) მრავალწევრის მი– 

ნიმალური დაშლის ველი. 

საზოგადოდ, ნებისმიერ ” ველზე შეიძლება ავაგოთ რაციონალურ 

ფუნქციათა ველი, რომელიც /#X(X) სიმბოლოთი აღინიშნება. მტკიცდება, 
რომ (ი) რაციონალურ ფუნქციათა ველში არსებობს რგოლი, რო- 
მელიც #(ი) მრავალწევრთა რგოლის იზომორფულია. ნებისმიერ # 
ველზე აღებული M(ი) რაციონალურ ფუნქციათა ველის შესწავლა გა–- 
მოდის ჩვენი კურსის ფარგლებიდან. რაციონალურ ფუნქციათა ველის 
ღრმად შესწავლა ხდება ველთა ზოგად თეორიაში. დაინტერესებული 
მკითხველისათვის მივუთითებ, მაგალითად, ვან-დერ-ვარდენის წიგნს 

„C0806M6ყI გი მXIL6602“. შევნიშნოთ, რომ მათემატიკურ ანალიზ- 
ში, განსაკუთრებით რაციონალურ ფუნქციათა ინტეგრაციის შე- 

სწავლისას, განიხილავენ რიცხვთა ველზე აგებულ წილად-რაციონა- 

-ლურ ფუნქციას, რომელიც წარმოადგენს #IX) მრავალწევრთა რგო- 

I» ლიდან აღებული ორი მთელი რაციონალური ფუნქციის ( შეფარ- 

6») 
  

დებას, სადაც 6§6(X)#0. ასეთ რაციონალურ ფუნქციებზე ალგებრული 

ოპერაციები ხდება იმავე წესით, როგორც რაციონალურ რიცხვებზე. 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ რიცხვთა 7” ველზე აღებული ყველა 
რაციონალური ფუნქციის სიმრავლე ქმნის ველს, რომელიც შეიცაეს 
როგორც #0) მრავალწევრთა რგოლს, ისე # ველს. შემდეგ პარაგრაფ- 

ში ჩვენ განვიხილაეთ ნამდვილკოეფიციენტებიანი წილად–რაციონალუ- 

რი ფუნქციის ზოგიერთ თვისებას. 
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§ 314. წილად.რაციონალური ფუნქციები 

ორი IC») და #(X) მთელი რაციონალური ფუნქციის შეფარდებას 

#2) , სადაც §60+#0, ეწოდება რაციონალური ფუნქცია. რაციონალურ 

ფუნქცია, რომლის მრიცხველი ურთიერთმარტივია მნიშვნელთან, 

ეწოდება უკვეცი. ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ყოველი რაციონა- 
ლური წილადი უდრის გარკვეულ უკვეც წილადს, რომელიც განმარტე– 
ბულია ცალსახად, მრიცხველისა და მნიშვნელის საე რთო მუდმივი მამ- 
რავლის სიზუსტით. მართლაც, ყოველი რაციონალური ფუნქციის მრი- 
ცხველისა და მნიშვნელის უდიდეს საერთო გამყოფზე შეკვეცით მივი- 

  ღებთ მის ტოლ უკვეც რაციონალურ -#+C-) წილადს. თუ ახლა 2. და 
(162) §(X) 

909“ უკვეცი წილადები ტოლია, ე. ი. 
#.(X) 

I(CX) 7.(X)=V(X)დCX), (1) 

მაშინ, ვინაიდან #(X) და #6) ურთიე რთმარტივი მრავალწევრებია, (1) 

ტოლობიდა ვღებბურობთ, რომ /(X) იყოფა დ“)-ზე. აგრეთვე, რადგან 

I(X) და «(XL მრავალწევრები ურთიე რთმარტივია, ვღებულობთ, რომ 

დთ(X) იყოფა (%-ზე. ამრიგად, გვაქვს /(X)=06C-.-Cდ(ჯ). ახლა (1) ტოლობი- 

დან მივიღებთ C(X)=C7#(X). შემდეგში ვიგულისხმოთ, რომ საქმე გვაქვს 

უკვეც რაციონალურ ფენქციებთან. | 

რაციონალურ ფუნქციას ეწოდება წესიერი, თუ მრიცხველის ხარის- 
ხი ნაკლებია მნიშვნელის ხარისხზე; წინააღმდეგ შემთხვევაში ფუნქ- 

ციას ეწოდება არაწესიერი რაციონალური ფენქცია. დავამტკიცოთ რა- 

ციონალურ ფუნქციათა ზოგიერთი თვისება. 

1. ყოველი რაციონალური ფუნქცია ერთადერთი გზით შეიძლება 

წარმოვადგინოთ როგორც მთელი ფუნქციისა და წესიერი რაციონალუ- 

რი ფუნქციის ჯამი. 

  მართლაც, ვთქვათ, ო არაწესიერი რაციონალური ფუნქციაა, 
8LX | 

ე. ი. /(X) მრავალწევრის ხარისხი # მეტია ან ტოლი «(Xჯ) მრავალწევრის 

”! ხარისხზე: /=>/7, მაშინ, · როგორც ვიცით (გვ. 231), ადგილი აქვს 

I(X) მრავალწევრის ერთადე რთ წარმოდგენას ჟ(ჯ) მრავალწევრის -მი- 

არი აზი 
I(9) =ყC09 · ძი0-+-/(X, (2) 
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სადაც ”(X)-ის ხარისხი ნაკლებია წ(ჯ) მრავალწევრის ხარისხზე. თუ (2) 

ტოლობის ორივე მხარეს C(X)-ზე გავყოთთ, მივიღებთ: 

IV). „ 7(X. 

§(%X) –ით+ წთ. 

ვინაიდან ძ(X) და #(ს) განსაზღვრულია ცალსახად, ამიტომ ასეთი წარ- 

მოდგენა ერთადერთია. 

2. წესიერი რაციონალური ფუნქციების ჯამი ისევ წესიერი რაციო- 

წალური ფუნქციაა. 

(3) 

სთ 052 1“. და წესიერი რაციონალური ნ- 
ფლო _ თ09 _ 

ქციებია. შეკრების შედეგად მივიღებთ: 

20% MC) _ II(X) წა(X) -+-წ(X)6(X) . 

და) #ი(X) წ)(აწ:(X) 

ვიგულისხმოთ, რომ /,, წ, /, და წა მრავალწევრების ხარისხი შესა- 
ბამისად არის /,, /ც ა და /Iა. პირობის თანახმად, /1 < /I), IMMე< 1. 

აგრეთვე, თუ მოვიგონებთ ორი მრავალწევრის ნამრავლის ხარისხის 

თვისებას, მივიღებთ: /,და მრავალწევრის ხარისხი იგნება M,+/ი%, 6) 

მრავალწევრის ხარისხი კი Iი+/I,, აგრეთვე დ · წა მრავალწევრის ხა- 
რისბი უდრის I, -- II. ვინაიდან წ –ლ--/ფ მრავალწევრის ხარისხი ნა– 
კლებია ან ტოლი /)+/ს და /ა.+/ს) რიცხვებიდან უდიდესზე და 

ჩი+ჩ/ს მეტია როგორც #M#+-ჩს, ისე #=.-+/ს, ვღებულობთ, რომ 
სლ ჩი, მრავალწევრის ხარისხი ნაკლებია დ... მრავალწევრის 
ხარისხზე, რ. დ. გ. 

თეორემა. თუ – /9 
#1:(X) · §:(X) 

თიერთმარტივი მრავალწევრებია, მაშინ ადგილი ექნება ერთადერთ 

წარმოდგენას: 

მართლაც, ვთქვათ, 

წესიერი წილადია და (§)(X), #-(X) ურ- 

Iი =M0ი წ> 61) 62. 
(4) 

§LI(V)6-CX) ფი" ყა თ” 

სადაც ჩიე. #0) 
თ(X9 ” (0 

არვვვაი რადგან #)(X) და წა(X) ურთიერთმარტივი მრავალწევ- 

რებია, ე. ი. (თფ(X), #-(2)1=1, ურთიერთმარტივი მრავალწევრების 
თვისების, თანახმად ყოველთვის: მოიძებნება ისეთი დ;(X) და და(X) მრა– 

ვალწევრები, რომ ადგილი ექნება ტოლობას. 

ა გრეთვე წესიერი წილადები ა. 
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თდეედე+ფი0და(ჩე =:1. 

თუ ამ ტოლობის ორივე მხარეს გავამრავლებთ I(X) მრავალწევრზე და 
აღვნიშნავთ: 

დ,(X)I(X)=თ)(ა, დთ:(X)I(C(V)-= თა(), 

მივიღებთ: 

თ(ე9) (00 + დ C09-:(Xე =/(X). 

ამ ტოლობის ორივე მხარის #,(I)ფდიე მრავალწევრზე გაყოფით გვექ- 

ნება: 

Iი _ _ სიო» + დაძ) 

დნედს თნ) დ: 

  

9თ თაი ა წესიერი წილადებია. 

81CX) წი(X) 
მართლაც, წინააღმდეგ შემთხვევაში, გვექნებოდა: 

დ) _ ჩითი. დაი _ ჩილი. 219 ჯია 8995, –99 = ალი 42: 

სადაც 

#60(X) ფილი” (:(061) წი(X) 

ამრიგად, შეგვიძლია დავწეროთ: 

(ჩი _, ჩე ჩილი. 
__–- -=ს(ე–-ა(ე + + 

#6)(X)65(X) თ.CX) ' #9) ” 
აქედან 

  

I) _ ჩ0) __ ოი. 

წI(X)ლ(ხს) წ(> #5() 

თანახმად მე-2 თვისებისა, ამ ტოლობის” მარჯვენა მხარე, როგორც წე- 
სიერი წილადების ალგებრული ჯამი, წესიერი წილადია, ხოლო მარცხე- 

ნა მხარე მრავალწევრია, რაც შე უქლებელია. "მაშასადამე, 2. 1(X) =0, 

7#6(X)=0, რ. დ. გ. 

ახლა დავამტკიცოთ (4) წარმოდგენის ე რთადე რთობა. 

ვთქვათ, 

#)(X)-L#-ი(X) = 

I)  _ _ #)(X) , წი(X) . 

#I(X)ყლას) IV) წი) 

(4) და ამ ტოლობის მარჯვენა მხარეების შედარებით მივიღებთ: 

I1(X)––91C:) __ დე(X)––19C) 
61(X) წ5(X) 
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ან კიდევ 
და:(XII. (0–C6(X))=ფ(%| (ი:(ა)-––I:(X)I. (5) 

რადგან (ფ(X), C.(X)| = 1 და (5) ტოლობის მარცხენა მხარე იყოფა თფ(X)- 

ზე, ამიტომ ჩ(X)--დ,(X) უნდა გაიყოს თ(X) მრავალწევრზე, მაგრამ 
I)(0)-–დე(წი) მრავალწევრის. ხარისხი ნაკლებია ფ(»წ) მრავალწევრის 
ხარისხზე, მაშასადამე, I00-–9,0ე =0, ე. ი. IICXV)=დI(X). ახლა, (5) 
ტოლობიდან მივიღებთ: დ:(X)=I-(20) და თეორემა დამტკიცებულია. 

ინდუქციით დავამტკიცოთ მიღებული თეორემის განზოგადებული 

თეორემა თუ ფ(Cე, ფ09 ,.-· ,6(9) მრავალწევრები წყვილ-წყვი- 
I261) 

_>--------- წესიერი წილადია, მა– 

თ )ფიმ...წალ ლდ 
ლად ურთიერთმარტივია და 

შინ მივიღებთ: 

(წი _ ჩო, ჩი,  ჩით. 4 
ლ (X)ფა(X)-.. წის) დ») წა(X) წილი) 

: 

სადაც ყოველი 12 (ჯ(==1, 2, ..., //) წესიერი წილადია, და ასეთი წარ- 
წ, 

მოდგენა ერთადერთია, 

მართლაც, ვიგულისხმოთ, რომ ჩვენი დებულება მართებულია, 

როცა მნიშვნელშია I-–-1 რაოდენობის წყვილ-წყვილად ურთიერთმარტი- 

ვი მრავალწევრი. რადგან თ.(+) ურთიერთმარტივია დ,(X) ·თ(X)..-თ, 1) 

ნამრავლთან (გვ. 243) და ჩვენს დებულებას ადგილი აქვს, როცა 

მნიშვნელში ორი ურთიერთმარტივი მრავალწევრია, გვექნება: 

I261) _ ჩი ს ოი. 
8I(X)· 65(X)--.-წი -I(X) · წი(X) §#I(X) · ყ-(V)-··წი-I(X) | წი(X) 

დაშვების თანახმად, 

I'(X) _ ჩ(X ს I9CX) -..+ /ი-1I(X) · 

თ)(X) - 99(X) ... წი- (ი ფ(იი თლ. წი-1(X) 
ამ თანაფარდობის წინა ტოლობაში ჩასმით მივიღებთ (6) დასამტკიცე– 

ბელ ტოლობას. ახლა დავამტკიცოთ (6) დამლის ე რთადე რთობა. ვთქვათ, 
არსებობს კიდევ მეორე დაშლა, ე. ი. 

_ IX) = 7100, 9:(0), _ თი. თ 
CICX):6თ5(X) --· წა(X) რთ(») ყ§:(X) 6»(X) 

დაშვების თანახმად, /,(X)=Cდ,(X) (L=1, 2,..., M--1). ამიტომ (დ და (7) 
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ტოლობის მარჯვენა მხარეების. გატოლებით ადვილად მივიღებთ, რომ 

IX) __ დ»(X) 
ყია) წია(X) 

2 წესიერი რაციონალური ფუნქციის 
9(X 

ე. ი. /„(X)=-დ.(X). 

ახლა განვიხილოთ საკითხი   

§დ(X) 
ჯცეხ წ 

სიერ რაციონალურ ფუნქციას, სადაც #(X) არის დაუყვანი მრავალწევ- 

რი მოცემულ ველზე, ეწოდება უმარტივესი რაციონალური ფუნქცია, 
თუ დიის ხარისხი ნაკლებია #(X)-ის ხარისხზე. ვთქვათ, #(X) მრავალ 

წევრის კანონიკურ დაშლას მოცემულ ველზე აქვს შემდეგი სახე: 

უმარტივეს რაციონალურ ფუნქციებად დაშლის შესახებ. 

ყწ0ე=ჩ,005 00" ... 0,605. 

ვინაიდან #)(X), ჩა(X), ..., ”.(X) დაუყვანი მამრავლები და მათი ხა- 

რისხებიც (გვ. 244) წყვილ-წყვილად ურთიე რთმარტივია, (6) ტოლობის 

თანახმად მივიღებთ: 

/:(X) #თი_ 11I(X) I261) , 

ჩ.ცეჩ.' წი) #ჩ,0ეM " 0,ცერი 'ოX 
(8) 

სადაც მარჯვენა მხარის ყოველი შესაკრები წესიერი წილადია და ასეთი 

დაშლა ე რთადე რთია. განვიხილოთ რომელიმე 12 სახის წესი–- 

X) 
ერი წილადი, სადაც #(X) მოცემულ რიცხვთა ველზე დაუყვანი მრა- 

ვალწევრია. თუ ახლა თანამიმდევრობით /(X) გავყოფთ /#X1)"“1-ზე, 
მიღებულ ნაშთს გავყოფთ #(X)#-?-ზე და ა. შ. მივიღებთ გაყოფადობის 

შემდეგ ალგორითმს: 

I0ე=C02#-1თ,(XI+”0ე, 
Mს00=ჩ00M-?და0ე +ოფ, (9 

I--2(X)=ჩ(0ი0დ/.)(X) -LIV-1 ე. 

რადგან /(#) მრავალწევრის ხარასხი ნაკლებია #C(X)# მრავალწევრის 

ხარისხზე და ყოველი /”,(V) (I=1, 2, ..., #--1) ნაშთის ხარისხი შესა- 

ბამისად ნაკლებია #XX)L-! გამყოფთა ხარისხზე. როგორც (9) ტოლო- 

ბებიდან ჩანს, ყველა დ,(X) მრავალწევრის და /”. (I) მრავალწევრის 

ხარისხი ნაკლებია ჩიე დაუყვანი მრავალწევრის ხარისხზე. მაგალი– 
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თად. (9) ტოლობათა პირველი ტოლობიდან ჩანს, რომ C,(X)-ის ხარისხი 

ნაკლებია #(X)-ის ხარისხზე. (90) ტოლობათა გაერთიანებით მივიღებთ: 

I(2)=#9”>VC)#-1დ1(X)-+ნ6CX)#-ზდა(X) +...+ჩ0ეC, (9) +Iი-CV%9. 

მიღებული ტოლობის საფუძველზე 12. 224. წესიე რი წილადი წარმოგ– 

ვიდგება უმარტივესი წილადების ჯამის სახით შემდეგნაირად: 

II)  ”.- XX) , თ+-ICX) დი(X) , CდI(X) = + „. + #X , თ(X (10) 
'წენ3:21 62 ჩის! თ: #V) 

ასეთი წარმოდგენა (9) ტოლობათა საფუძველზე ერთადერთია. 

თუ ახლა (8) ტოლობის მარჯვენა მხარის ყოველ 19% > (ჯ=1, 2, -.., 5) 

წესიერ წილადს ანალოგიურად წარმოვადგენთ მარტივი, წილა– 

დების ჯამად, (10) თანაფარდობის დახმარებით მივიღებთ + (5) . წესი- 
(> 

ერი წილადის ერთადერთ წარმოდგენას უმარტივესი წილადების ჯამად, 
რ. დ. გ. 

უმაღლესი ალგებრის ძირითადი თეორემიდან (გვ- 327) გამომდინარე- 
ობს: ა) ყოველი ”M-ური ხარისხის ნამდვილ- ან კომპლექსურკოეფიციენ- 

ტებიანი მრავალწევრი კომპლექსურ რიცხვთა ველზე დაიშლება წრფივ 
მამრავლად, ბ) ყოველი ნამდვილკოეფიციენტებიანი მრავალწევრი ნამ– 

დვილ რიცხვთა ველზე საზოგადოდ დაიშლება წრფივ და კეადრატულ 
მამრავლებად. ამგვარად, თუ #(ჯ) მრავალწევრი ნამდვილკოეფიციენტე– 
ბიანია, ნამდვილ რიცხვთა ველზე ყოველი მისი დაუყვანი მამრავლის 
ხარისხი არ აღემატება ორს. კერძოდ, როგორც ვიცით, როცა ნამდვილ- 

კოეფიციენტებიან «(») მრავალწევრს ერთი კომპლექსური თ+8/ ფეს- 
ვი მაინც აქვს, მას გამოეყოფა ერთი მეორე ხარისხის #(V)==ჯX?--–-2>7X+- 

+თ”“-+ჩზ? დაუყვანი მამრავლი მაინც. ასეთ შემთხვევაში (10) თანა- 

ფარდობაში მიღებული /,.I(X), თ. I(X), დ;-ა(ა), ·..,. დ.(X) მრავალ- 

წევრების ხარისხი საზოგადოდ არ აღემატება ერთს. რადგან კომპლექ- 

სურ რიცხვთა ველზე ყოველი §(X) მრავალწევრი დაიშლება წრფივ 
დაუყვან მამრავლებად, ამიტომ კომპლექსურ რიცხვთა ველზე «V) 
მრავალწევრის კანონიკურ, ანუ მარტივ მამრავლებად, დაშლას ექნება 
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შემდეგი სახე. #(X)=(X--თ)#(X--ჩ)!...(I-- ერ და (8) ტოლობის 
ანალოგიურად მივიღებთ: 

#ო _ _I(90_ + _ დ(X) _ – XXI) ის 
163) (X-–-თებ (X–-გ)! '" 0-7)“ | 

ახლა, თუ ავიღებთ ამ თანაფარდობის მარჯვენა მხარეში რომელიმე წე- 

სიერ წილადს, მაგალითად 7 IX _99- , და /(ს) მრავალწევრს გავშლით 
LL 

X-თ ხარისხების მიხედვით, რადგან /(ს) მრავალწევრის ხარისხი არ 

აღემატება #-ს, გვექნება: 

I() == =/ + 4, IL(I--თ)-:- #4. ა(L-–- თ)” --. „+ /,(VX--თ)რ”!. 

აქედან (10) თანაფარდობის მსგავსად, როცა თ საზოგადოდ კომპლექ- 

სური რიცხვია, მივიღებთ: 

I9” _ 4“ + 4#-. - 4, 
(X- თ (C-თ“ (C«-თ"”! ! X-C 

თუ ახლა. (11) ტოლობის მარჯვენა მხარის სხვა დანარჩენ წესიერ წი- 

ლადს წარმოვადგენთ უმარტივესი წილადების ჯამად, (12) თანაფარდო- 

  (12)   

ბის ანალოგიურად მივიღებთ + წესიე რი წილადის წარმოდგენას შემ- 

წ(X) 
დეგი უმარტივესი წილადების ჯამად: 

  

  

#0) _ 4 4ი-. _ „ 4 + 
წ(I) (X-ს (X-თM#1 – X–რთ 

+ 8, 8, _- 8 ე. 

(X-–8)! იგი ' X-8 

„ C > == ვ ეეე “შეე... ' ) – (+ იერ (X––/)”“ 1 1 X-–თ ( 

სადაც 4, #6 ))--·.4), ·- Cის Cთ- ს" C) კოეფიციენტები ცალსახა- 

დაა განსაზღვრული. პრაქტიკულად ეს კოეფიციენტები შეიძლება ვი- 
ვიპოვოთ განუსაზღვრელი კოეფიციენტების მეთოდით. განვიხილოთ 
მაგალითები. 

მაგალითი 1. დავშალოთ უმარტივესი წილადების ჯამად' შემდეგი წ“- 

ლადი: 

(წი=-- “2, 
(X––-1)1X+1)3 
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მოცემული წილადი შეიძლება ასე წარმოვადგინოთ: 

Xჯ?.+2 #4. 4, · ზე ' 8. , 8. 

(X--1)%C-+-1)9.· (X––- 1)? XI-I (X-+1)1 თ (X-–- 1)? · X-–1 

4,, #4) 8, 8. და 8, მუდმივების საპოვნელად განვიხილოთ შემდეგი 

თანაფარდობა: 

X+2=#4ა(X+1)9--4)0-1)C+-1)9+ 8:C-1)2+ 8,(X+-1)(L-1)?-- 
+8,(X--1)%(X--1)7, (14) 

X-ის ერთნაირ ხარისხებთან მდგომი კოეფიციენტების გატოლების შე–- 
დეგად ჩვენ მივიღებდით წრფივ განტოლებათა სისტემას /1:, #4 7#8., 

8. და 8, უცნობების მიმართ. ზემოთ დამტკიცებულიდან (ვინაიდან 

ასეთი დამლა ერთადერთია) გამომდინარეობს, რომ მიღებული წრფივ 

განტოლებათა სისტემა თავსებადია და მას ერთადერთი ამონახსნი აქვს. 
სიმარტივისათვის აღნიშნული კოეფიციენტები ვიპოვოთ სხვა გზით. თუ 

(14) ტოლობაში ჩავსვამთ Xჯ=1 და X=--1, შესაბამისად მივიღებთ: 

#4: > , 8.=- · ახლა X-ის ერთნაირ ხარისხებთან მდგომი კოე- 

ფიციენტების გატოლება მოგვცემს შემდეგ სამუცნობიან წრფიე გან- 

ტოლებათა სისტემას: 

<) 
24,+-ზა=–-–_ ? 

8 

, 7 28,-8. =--. 
8 

პირველი განტოლებიდან #83,=–--/4, ჩავსვათ მესამეში, მივიღებთ ორ- 

უცნობიან განტოლებათა სისტემას, რომლის ამოხსნა მოგვცემს: 
: 
- 

  

1 5 
ზ.=–-- #რ.=--– ნ,ლ=--. :=--, 1 და 1–-C 

მაშასადამე, მივიღეთ დაშლა: 

Xჯბ+-2 _ 3 5 , პ ' 

(«+--1)%#+1)ა 8(X--1) 16(X-1)  4(X+1)9' 
1 5... 

4(X--1)? ' 16(X+1) 
    -C 
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მაგალითი 9. წესიერი რაციონალურ ფუნქცია 

–-XI-+-X#მ-L1 IC) =- LXIL++1 _ , 
X5-  X4-L 2Xმ--2X%-- X–-–-1 
    

ნამდვილ რიცხვთა ველზე დავშალოთ უმარტივესი წესიერი წილადების 

ჯამად. ადვილად შევამჩნევთ, რომ X=1 არის მნიშვნელის ფესვი. მნიშ- 

ვნელის X--) ორწევრზე გაყოფის შედეგად მივიღებთ: 

M44+-2ჯ%?--1==(X"-L1)?. 

ამგვარად, გვექნება: 

_ _ 6241 
(X--1)(2-+1)1. 

(ლე ფუნქციის საძიებელ დაშლას უნდა ჰქონდეს სახე: 

“4 MVMX+MM  C0X--I 
I(X)= V-1 + (X5-C 1)? X-L1 

/(X) 

მაშასადამე, 

–+X7+1=/4(ჯ5-+L1)1--CMX--M)(X--1)+C0CX-+I2)(X--1)(X”+1) = 

=240+თM+Cთ- თ ს+C24-+-M+0-ჩ)2-+-C-M+M-- 
–-MI-CX+4-M--)?. 

ერთნაირ ხარისხებთან მდგომი კოეფიციენტების გატოლებით მივი- 

ღებთ შემდეგ განტოლებათა სისტემას: 

4+0=-–-1 

M-C0=:0, 

24+-M-+0--#M=1, 

– M+M+#0-0=0, 
4- M- 9=1. 

მეორე და მეოთხე განტოლებებიდან მივიღებთ: /:=0, /V =/V. შედგე- 
ნილი წრფივ განტოლებათა სისტემის ამოხსნა დაიყვანება შემდეგ გან- 

ტოლებათა სისტემის ამოხსნამდე: 

4+C0=–-1, 

24+M=1, 

4-V-0=>I, 
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1 
უბრალო შეკრება-გამოკლების ხერხით მივიღებთ: #=--, 0- 

–5 1 1 1 
M==-, მაშასადამ , /#=-–--, /V -:-VM=..-, = /7 => 

2 ადე 4 2 0 
==, 

=- =. . ამრიგად, მოცემული /(X) ფუნქციის დაშლას უმარტივეს წე- 

სიერ წილადებად ნამდვილ რიცხვთა ველზე ექნება სახე: 

, X+1 5X+5 

4(+-1) ' 26-+1).  4(72+1)“ 

მაგალითი 3. ახლა განვიხილოთ ამავე ფუნქციის დაშლა უმარტივეს 
წესიერ წილადებად კომპლექსურ რიცხვთა ველზე. ვინაიდან ნამდვილ 

რიცხვთა ველზე Xნ--ჯ4შ9-+-2X%--2X--+X--1= (X--1)(X?--1)?, კომპლექ– 

სურ რიცხვთა ველზე მივიღებთ შემდეგ დაშლას: 

წჯნ- 4. 29 2? L--1=(X-1)(ჯ--––-ი?1(ჯ+7ი)?. 

I(X)= 

თანახმად (13) თანაფარდობისა გვექნება: 

–- ჯ4 1-ჯ2-L1 _ 4 ნწ , C + 

(X--1)X--)%X(X+-). X–1 ( 

მაშასადამე, 

ქეი 1=40%--0-"IX+01+80-I)X+0" +CX-I)(I-0XV+ი0 "+ 
---ხ(X-1)I-–-0)0?1+ნ(X--1)(X+<-90CV-–-ი?. 

ახლა, თუ ერთნაირ ხარისხებთან მდგომ კოეფიციენტებს გავუტოლებთ, 
მივიღებთ კომპლექსურკოეფიციენტებიან ხუთუცნობიან წრფივ გან- 
ტოლებათა სისტემას. სისტემის ამოხსნა მოგვცემს: 

1 1 1 1 –5 1 .<__<_ ჟ ___<___. 
4 8 8 8 8 8 2 

–5 1 ნწ==- 
8 

სიმარტივისათვის #4, #8, C, LI და მნიშვნელობათა გამოსათვლელად ასე 

მოვიქცეთ: (14) ტოლობაში ჩავსვათ X=1, მივიღებთ: 

1=40--ი)%I+79, 1=4./, 4=--. 
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ახლა ჩავსეათ X=I, გვექნება: 

_1=80-I)CV--0?, 1=4C-I)8, 8=---1. 1, 
8 8 

ხოლო Xჯ=--, ჩასმით მივიღებთ: 

- 1=0C-L-))C-ჯ-0', –1=4(I+ი0, ჩ=-- ინ. 

შემდეგ X1-თან მდგომი კოეფიციენტების და თავისუფალი წევრების გა- 

ტოლებით გვექნება: 
4+C+-ხ=-–-1, 

/#1+8-C.+0-+#8;=1. 

თუ აქ ჩავსვამთ 4, 8 და L) მნიშვნელობებს, მივიღებთ შემდეგ ორუც- 

ნობიან წრფივ განტოლებათა სისტემას: 

5 5 1 
ხ=--–--, Cლ=ლ-- +--;,. 

C+ 4 8.2 
აქედან 

8 2 
; 
მაშასადამე, კომპლექსურ რიცხვთა ველზე მოცემული /(X) ფუნქციის 

უმარტივეს ფუნქციებად დაშლას აქვს შემდეგი სახე: 

.-.- 5-4; 1-7 5-L4; 
I(X)= · – ავლ ლ დგ სი” 4(X-–- 1) ზ(ნი–-ცგ.· 8(X–ი 8ზX+-) 8(ლ7X+ი) 
  

§. 35, საინტერპაოლაციო ფორმულები 

ჩვენი მიზანია ავაგოთ მრავალწევრი, რომლის ხარისხი არ აღემა- 
ტება M-ს და რომელიც X-ის I-C 1 სხვადასხვა თ+, თია,--,თე„ე მნიშვნელო- 
ბისათვის შესაბამისად იღებს C,, C., ..., 0,4) მნიშვნელობებს. ვთქვათ, 
6(X) მრავალწევრს, რომლის უფროსი წევრის კოეფიციენტი უდრის 
ერთს.აქეს 4-1 სხვადასხვა თ,, თა, ..., თ,„+) ფეხვი, გვექნება: 

6(ს)ლ–(I–ძთ))(X–-ძე)...(IL– ძ, +12' 

ახლა, თუ საძიებელ მრავალწევრს, რომლის ხარისხი არ აღემატება 

/-ს, აღვნიმნ-ვთ /(X)-ით, შეგვიძლია დავწეროთ: 

„'““-–-დაუა__. (0) 
წ() X“-ძ X-–-რთ წV–რთა. 
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ყოველი 4; ((=), 2, ..., #-+-1) კოეფიციენტის განსაზღვრისათვის (1) 
ტოლობის ორივე მხარე გავამრავლოთ (X--–თ,)-ზე და შემდეგ ჩავსვათ 

Xჯ=თფ,. ვინაიდან 6 (თ,)=(თ,–თ)...(თ,–0თ,_,) (თ, თ,.)-..(თ,-–-თი+I), 

გვექნება: 

_. 8 I(C,) _ IC.) (2) 

(თ,––თე)...(თ,–-თ, 1)თ,--თ/+I)...(თ,–-ი+1) “რა : 

აქედან ვღებულობთ, რომ 

ვეეუ-ლ-- 

  

  

§'(თ,) 

თუ მიღებულ #4, მნიშვნელობებს ჩავსვამთ (1)-ში, გვექნება: 

I(X) _ ICთ)) L I(თა) +... + IC(თი+I) 

წილ) (X–-თ)ნ(თ)  (X-თ.)”(თი) (X-თი.)ნ(თი+)” 
აქედან საძიებელი /(X) მრავალწევრი მიიღებს შემდეგ სახეს: 

IMX)= 86(X)I(C)) 8(X)I(თ0-) +... _L __ #(XI(9ი+) _ . 

(+X-–-თ)ან(თ)ა (X-–-ძთე)ნ (თა) ' (MX–თი+))6 (თგ+)) 

მიღებულ თანაფარდობას უწოდებენ ლაგრანჟის საინტერპოლაციო 
ფორმულას. ვინაიდან ყოველი ორი მრავალწევრი, რომელთა ხარისხი 
არ აღემატება M-L, იგივურად ტოლია, ე. ი. მათი ერთნაირ ხარისხებთან 

მდგომი კოეფიციენტები ტოლია, თუ ცვლადის /-ზე მეტი სხვადასხვა 

მნიშვნელობისათვის ისინი ერთმანეთის ტოლია, მივიღებთ, რომ /(X) 

მრავალწევრის წარმოდგენა (3) სახით ერთადერთია. 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ ისეთი უმცირესი ხარისხის /(ა) მრავალწევ- 
რი, რომელიც Xჯ=0, 1, ––1, 2, ––2 მნიშვნელობებისათვის შესაბამისად 

იღებს /(0)==2, /(1)-=0, I(––1)=>4, I(2)==4 და /(–-2)=0 მნიშვნელობებს. 

ჩვენს შემთხვევამი დამხმარე დთ(X) მრავალწევრი იქნება: 

დეე =V(CL--1)(X+1)(+--2)(X+-2). 

გამოთვ·ლით მივიღებთ: 

9C(Cე=C–-1) 1-.C-2)-2=4, 

დ (2)=24, დ” (--2)=24. 
ანალოგიურად 

6C())=ლ=-6ნ, დთ”C-1)=-–-6. 
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რუ მიღებულ მნიშვნელობებს ჩავსვამთ (3) ფორმულაში, გვექნება: 

2 
I(X)= -0X-94 )(X-L 1)(X-––2)(X-L 2)-– + 1XX-–--2XX-L2)–– 

4 4 
–_ “- XLX-M XX--2XX+2)+ 22 XLCX–-1)(X-L 1XX-L 2)-L 

+ ვ: MX-1)C6+1)C--2). 

გა მა რტივე ბის შედე გად მივიღე ბთ: 

I(X)==X8–– 3X-L2. 

ახლა განვიხილოთ ნიუტონის საინტერპოლაციო ფორმულა. ვთქვათ, 

საძებნი /(X) მრავალწევრი წარმოდგენილია შემდეგი სახით: 

I(X9) =4:+45(X--თ.) +#4ვ(X-–თ.) (X-––- თე) -L...+ 

+#4»ა3)(X-–-თ,ე)(X-––თე)...(X-–- თ). (4) 

თუ (4) თანაფარდობაში ჯ-ს მიეცემთ X=თ), თა, ..·., თ;+1 მნიშვნელო- 
ბებს, ადვილად ვიპოვით #4,, /„4ე, ... #,„ კოეფიციენტებს. მართლაც, 

როცა X=თ,, მივიღებთ C,=/(თ,))=/ე. ახლა, როცა X=ძთა, C= 

=/I(თა)=C-/ა(თ---თ)), აქედან ვიპოვით 7#4ა:-ს. შემდეგ, როცა X=თე, 

0Cვ=/I/(თე)=C-+L /0-(თვ––-თ,) -L/0ვ(თვ–-–თ))(თე––თე). აქ 4ა ცნობილია და 

ვიპოვით „4ვ და ა. შ. როცა X=თე„), ვიპოვით 4-ს. როგორც ვხედავთ, 

4) დამოკიდებულია მხოლოდ თ, და C,=/(თ,) მნიშვნელობებზე. „4ა დამო- 

კიდებულია მხოლოდ თ,, თ:, C=/(თ,)) და C=/(თე) მნიშვნელობებზე. 
და ა, შ. 4, საზოგადოდ დამოკიდებულია თ,, თა ,.., თ,, C=I(თ)) 
თ =IVCა) ,.., რ6,=Iთ,0) მნიშვნელობებზე. თუ ახლა მოძებნილ 

41, #ი,...,მ, მნიშვნელობებს ჩავსვამთ (4) თანაფარდობაში, მივიღებთ 

საძიებელ მრავალწევრს, ე. ი. მივიღებთ ისეთი უმცირესი ხარისხის /(» 

მრავალწევრს, რომელიც X-ის #+-1 სხვადასხვა თ), თე, ..., თ„+ჯ მნიშე- 
ნელობისათვის შესაბამისად ღებულობს C,, თ,...C„+კ მნიშვნელობებს. 
(4) ფორმულას უწოდებენ ნიუტონის საინტერპოლაციო ფორმულას. 

მაგალითი 9. ვიპოვოთ უმცირესი ხარისხის ისეთი /(V) მრავალწევ- 

რი, რომელიც ჯ=0, 1, 2, ––1 მნიშვნელობებისათვის შესაბამისად უდ- 

რის /(0)=3, I(11)=0, /(21)=7, IC–1)=4. 
ჩვენს შემთხვევაში: 

I(0ნXC=4ე+#4:X- 43X(X-–1) -L4ა5X(X-–1)(X-––2). 
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თუ ახლა აქ ჩავსვამთ თანამიმდევრობით X-ის ნაცვლად X=0, 1, 2, –-I |) 

მივიღებთ: 

3=/,, 0=3+4ი, #:=--2, 

7-=3-3.2+/4ვ.2-1, 43=5, 

4=3--3C–-1)--5C–1)C-21+ 4,C-)1)(--2)C-–3), /#,კ=2. 

ამგვარად, 

4.:=ქ1ქ, 4#4ე:=–-ქ, #4ე=5, #4,=2. 

მ აშასადამე, , 

I(X)=3–-–3X-L5X(X-––1) +2X(X-––1) (X-–2), 

განმარტების შემდეგ მივიღებთ: 

I(X)=2X%--X#9-–4X-L3. 

ახლა, ვთქვათ, გვინდა ვიპოვოთ ისეთი #(CX) უმცირესი ხარისხის მრავალ– 

წევრი, რომელიც დამატებით კიდევ ჯX=თე,ა მნიშვნელობისათვის იღებს 
რ.+2ე მნიშვნელობას. ასეთი #CX) მრავალწევრის მოძებნა ნიუტონის საინ– 

ტერპოლაციო ფორმულით ადვილად შეიძლება. ამისათვის საკმარისია 

მრავალწევრის მოძებნლ მნიშვნელობას უბრალოდ დავუმატოთ 

რ„ე(X-- თ,)(X-–- თე)...(X- თია) შესაკრები. შემდეგ #„ჯა კოეფიციენ- 
ტის საპოვნელად ჩავსვათ X=თ,ე,:. ლაგრანჟის მეთოდით ასეთი /(X) 
მრავალწევრის საპოვნელად საჭიროა თავიდან მოვახდინოთ ყველა გა- 
მოთვლა, რაც დიდ დროს მოითხოვს. ნიუტონის საინტერპოლაციო ფორ- 

მულას აგრეთვე ის უპირატესობა აქვს, რომ მისი მიღება შეიძლება 

წარმოებულის გარეშე. განხილული მეთოდებიდან ჩანს, რომ მინიმა- 

ლური ხარისხის მრავალწევრი, რომლის შესაბამისი გრაფიკი სიბრ- 

ტყის მოცემულ წერტილებზე გაივლის, ერთადერთია.



თავის!!! 

მრავალწევრის უწყვეტობა და მასთან 
დაკავშირებული საკითხები 

§ ვი. მრავალწევტრი პომპლექსური ცვლადის მიმართ 

ვიგულისხმოთ, რომ კომპლექსურ VI რიცხვთა ველზე 2 ცვლადის 

მიმართ მოცემულია /#/-ური ხარისხის მრავალწევრი: 

I(2)=–ძა2 + 0,2” 1+...–-0ძე-12+0,. (1) 

როგორც (1) თანაფარდობიდან ჩანს, 2=X–+- VI კომპლექსური ცვლა- 

დის ყოველ 2=2ე==X-+Vე! რიცხვით მნიშვნელობას უპასუხებს I(2) 

ფუნქციის გარკვეული /(20) ==! +, რიცხვითი მნიშვნელობა: 

1I(2ე)== შიში + თ შე" 1-L...-+ 0 12ი0-I მ, =L/გ“L შე” => 1შე. 

მაგალითად, ვთქვათ, მოცემულია მრავალწევრი 

I(2)=2"+2!(7--4-+12!. (2) 

გამოთვლით ადვილად მივიღებთ, რომ 2 ცვლადის 2:-=2---3/ მნიშვნე- 
ლობისათვის 

/(7.) :=/(2-–3/) =2(2--30ჰ%--2((2--3/--4-I-12/-=--3 4#-47 = ჰა. 

რადგან კომპლექსურ რიცხვთა სიმრავლესა და სიბრტყის წერტილთა 
სიმრავლეს მორის არსებობს ურთიე რთცალსახა თანადობა (გე. 205), ამი- 
ტომ შეგვიძლია ეთქვათ, რომ როცა 2=Xჯ-L-ყ! იცვლება (X1) კომპლექ- 
სურ სიბრტყეზე, მაშინ /(2)=(+სI იცვლება (LV, V) კომპლექსურ 

სიბრტყეზე. . 

როგორც ანალიზიდან ვიცით, ნამდვილი ცვლადის /(Xა) ფუნქციას 

X=ჯე წერტილზე ეწოდება უწყვეტი, თუ 

1101 /CV) =I(CXე)- (3) 
X->-X0 
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სხვა სიტყვებით ეს იმას ნიშნავს, რომ წინასწარ აღებული ოაგინდ მცი- 

რე ს >0 რიცხვისათვის ყოველთვის მოიძებნება ისეთი დადებითი <= რი- 

ცხვი, რომ როცა 

IX--Xა|< 6, მაშინ II 20-––/(%%)| <ცხ. 

ანალოგიურად განიმარტება /(ჟ) კომპლექსური ცვლადის ფუნქციის 
უწყვეტობა 2=2ე წერტილში. ამ შემთხვევაში აბსოლუტური მნიშვ ნე– 

ლობის ნაცვლად უნდა ვიხმაროთ მოდულის მნიშვნელობა. ზემოთ გან– 

  

ხილულ მაგალითში 27)--2--3/ რიცხვის |72ი|= V2"-+-C–-3)? =V 13 მოდუ- 

ლის მნიშვნელობას შეესაბამება /(2) ფუნქციის MI(2,)| CV C–3)?--43 = 

=5 მოდულის მნიშვნელობა. ამრიგად, კომპლექსური ცვლადის, /(2) 

ფუნქციას ეწოდება უწყვეტი სიბრტყის 2=27 წერტილზე, თუ წინას- 

წარ აღებული რაგინდ მცირე დადებითი 6 რიცხვისათვის ჟოველთვის 

მოიძებნება ისეთი დადებითი § რიცხვი, რომ, როცა მოდული |2-––7ე| < 

<8, მაშინ მოდული |/(2)--/(2))< 68. გეომეტრიულად ეს იმას ნიშნავს, 

რომ თუ 72==L+Vყ! იცვლება 2=7 ცენტრის გარშემო შემოწერილი § 

რადიუსიანი წრის შიგნით, მაშინ /(2) ფუნქცია იცვლება (2) ცენტრის 

გარშემო შე მოწერილი § რადიუსიანი წრის შიგნით (ნახ. 3). 

I(2) ფუნქციას, რომელიც უწყვეტია 2=X+ყ: ცვლადის #1 არის ყო- 

ველ წერტილზე, ეწოდება უწყვეტი მთელ #) არეში. 
თეორემა. /(2) მთელი რაციონალური ფუნქცია უწყვეტია 2=-ს+V! 

ცვლადის ყოველი მნიშვნელობისათვის, ე. ი. დავამტკიცოთ, რომ (1) 

მრავალწევრი უწყვეტია XX სიბრტყის ყოველ წერტილზე. 
დამტკიცება. ტეილორის ფორმულის დახმარებით IM(2) მრავალწევ– 

რი გავშალოთ 2-2 ორწევრის ხარისხების მიხედვით, მივიღებთ: 
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/(2) =| (99) |" I (20) (2––7ე)– 1 I იც –-შე)”-I-.. 

„1 190) C  ; აი. (4) 
”! 

თუ მოვიგონებთ, რომ კომპლექსური რიცხვების ჯამის მოდული ნაკ– 

ლებია ან ტოლი შესაკრებთა მოდულების ჯამზე და ნამრავლის მოდუე- 
ლი უდრის თანამამრავლთა მოდულების ნამრავლს, მაშინ (4) თანაფარ- 
დობა ასე გადაიწერება: 

II(2)-–I(20)|5=1/” (20)! (2--2))I +. 
+." (2 ა L(2 –- ი)? I–+ .. .+ (> ე? _I) დ, (2 ი). I(2 “2 ია”. 

სიმარტივისათვის აღვნიშნოთ (2--2ე)=/, მაშინ ეს უკანასკნელი თანა- 
ფარდობა მიიღებს შემდეგ სახეს: 

” (C)) 

/(თ- ა </ რა+- I რი ო+ 1 77%აL რაი, 5 
ვიგულისხმოთ, რომ 

” (”„) 

M/=იაბXII/ რაას, IX, 0020, 
2!" /1I 

თუ ახლა (5) თანაფარდობის მარჯვენა მხარეში კოეფიციენტებს შევ- 
ცვლით //-ით, მაშინ უტოლობა შეიძლება მხოლოდ გაძლიერდეს, ე. ი. 

II(2)––I(20))==//CV4-2-L...+/M. (2) 

(6) თანაფარდობის მარჯვენა მხარის ფრჩხილებში გვაქვს გეომეტრიუ- 

ლი პროგრესია, რომლის პირველი წევრი და მნიშვნელი არის I, წევრ- 

თა რაოდენობა კი #7. მივიღებთ: 

წი +) 

II(2) –– I(2ჩ)| == 
1--/ 

შემდეგში უნდა ავიღოთ # =|2-–2ი| მოდულის საკმაოდ მცირე მნიშვნე– 

ლობა. ამიტომ შეიძლება დავუშვათ, რომ 

  

==.” , 
„=I2-2|<1 და გვექნება: 

1”, 1, 

მაშასადამე, 

I 2––I (7)         
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ვთქვათ, ც რიცხვი ჩვენთვის ცნობილია, ადვილად დავრწმუნდებით, 
რომ, თუ 8§-ს ავირჩევთ ასე: 

– 

ბ=-–--, (8) 
V-+ზ 

მივიღებთ, დასამტკიცებელ პირობას. 

მართლაც, როცა ”=|2--2)<-6, სადაც (8) ტოლობის თანახმად, 

8<1, მივიღებთ, რომ: 

  

/I6. I VI -+-2 _, 
1-8 გ 

1– M>+ 

ამრიგად, |2–2ე<გე უტოლობიდან გამომდინარეობს |/(2)--I(70)| <6 
უტოლობა, ამით /(2) ფუნქციის უწყვეტობა სიბრტყის ყოველი წერტი- 

ლისათვის დამტკიცებულია. 

განხილული მეთოდის საშუალებით მოცემული §-ით შეიძლება გან- 
ვსაზღვროთ შესაბამისი გ. 

მაგალითი. მოცემული 

I(2)=73 +-(1-––ი27--(1+02-–-2 

მრავალწევრისათვის, ვთქვათ, 7=3. განვიხილოთ მოცემული §-ის მი– 
ხედვით შესაბამისი გ-ს განსაზღვრა. გამოთვლის შედეგად მივიღებთ: 

II(2)––I(20)| <   

წ 

M3)=37--6,, /'(3)=:34--5/, 19-ი-; და 1-0), 

  როგორც ვხედავთ, MI =V34?+-C–5)2= 1181 = 35, ხოლო 8= 
35-+§ 

თუ, კერძოდ §=1, მაშინ => და გვექნება, რომ როცა |7--3; < 

1 
<ვ; , მაშინ |/(2)-––I/(3)| < 1. 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ /(2) კომპლექსური ცვლადის ფუნქციის 

მოდული |I(2)) უწყვეტია მთელ სიბრტყეზე. 
მართლაც, თანახმად კომპლექსური რიცხვების მოდულების სხვაო- 

ბის თვისებისა 

IIC2)I-–IIC2ი)|=CII(2)––/(2ი)|. 
თუ ახლა ავიღებთ ორივე მხარის მოდულს, ვინაიდან III(2)|––I(70)I| – 

=I/(2)---/(2ი)I, გვექნება: 

III2 |– ICI < | I 2– (2) |<§. 
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' ამრიგად, წინასწარ აღებული რაგინდ მცირე დადებითი ს რიცხვისათვის 

ყოველთვის შეიძლება მოვძებნოთ ისეთი დადებითი რიცხვი 8, რომ რო- 

ცა |2--7ა| <8. მაშინ | |I(2)I--IIC>)I <6. ამით დამტკიცდა /(2) ფუნქ- 
ციის 6=|/(2) | მოდულის უწეყეტობა. მაშასადამე, 2-ის საკმაოდ ახლოს 
მდებარე წერტილების შესაბამისი =| 2) | მოდულების მნიშვნელობანი 

ერთიმეორისაგან განსხვავდებიან ნებისმიერად მცირე სიდიდით. გეომეტ- 
რიულად ეს იმას ნიშნავს, რომ როცა 2=Xჯ4-ყIკომპლექსური ცვლადი XV 

სიბრტყის რომელიმე #2 არეზე იც_ 

მ ვლება, მაშინ შესაბამისი §5=>II(2)| 
- აპლიკატას ბოლო წერტილები 

ქმნის უწყვეტი ზედაპირის გარ- 

კვეულ „ნაჭერს“ (ნახ. 4). ამ ზე- 

„დაპირს V ზედაპირი ვუწოდოთ. 

როგორც ნახაზიდან ჩანს, #. არის 

ყველა "შესძლო 2 წერტილის 
შესაბამისი V” ზედაპირის წერტი- 

ლებს შორის არსებობს ერთი მი- 

ნიმალური წერტილი მაინც, ე. ი. 

V ზედაპირის წერტილებს შორის 

არსებობს ერთი ისეთი წერტილი 

მაინც, რომელიც დანარჩენ წერტი- 

ლებთან მედარებით ნაკლები მან- 
ძილითაა დამორებული XX სიბრ- 

ნახ. 4, ტყიდან (ყოველ შემთხვევაში აღ- 

ნიშნული წერტილის მანძილი XV 

სიბრტყიდან არ აღემატება IV ზედაპირის დანარჩენი წერტილების მან– 

ძილს XV სიბრტყიდან). თუ ახლა V ზედაპირის V/-ა მინიმალური წერ- 

ტილის პროექციას XX” სიბოტყეზე აღვნიშნავთ 2ე-ით, მაშინ ადგილი 
ექნება შემდეგ უტოლობას: 

  

    >წ
   

  

| I(2ი) |<=IIC2) |, 

სადაც 2 არის #) არის ნებისმიერი წერტილი. IV ზედაპირის IV-ე მინი- 

მუმის წე რტილის შესაბამის 2ე წერტილს ს) არეში უწოდებენ /(2) ფუნ- 

ქციის მინიმუმის წერტილს. ვინაიდან I(2) კომპლექსური ცვლადის ფუნ- 
ქციის |/(2))| მოდული 2 კომპლექსური ცვლადის ნამდვილი არაუარყო- 
ფითი ფუნქციაა, ამიტომ, თუ შევაჯამებთ ზემოთ მიღებულ შედეგებს, 

შეგვიძლია ვთქვათ, რომ კომპლექსური 2 ცვლადის მთელი რაციონა- 

ლური ფუნქციის მოდული უწყვეტია დახურული #) არის ყოველ წერ- 
318



ტილზე და #) არეში არსებობს ისეთი 2:- 2 წერტილი, რომ ამ არის ყვე- 

ლა სხვა 2 წერტილისათვის ადგილი აქვს უტოლობას | I(2ი0)|== | I(2) IL. 

2=2ა წერტილი არის 6- :/(2) ფუნქციის მინიმუმის წერტილი /7 არე- 

ში. მიღებულ შედეგს გამოვიყენებთ უმაღლესი ალგებრის ძირითადი 

თეორემის დამტკიცებისას. შევნიშნოთ, რომ მათემატიკურ ანალიზში 

მკაცრად მტკიცდება შემდეგი 
თეორემა. დახურულ #) არეში (ე. ი. კომპლექსური სიბრტყის ისეთი 

ნაწილისათვის, რომელიც შემოფარგლულია სასრული უწყვეტი ჩაკე- 

ტილი მრუდით) კომპლექსური ცვლადის ნამდვილ უწყვეტ ფუნქციას 
აქვს ერთი მინიმუმის წერტილი მაინც. 

ახლა განვიხილოთ კომპლექსური ცვლადის /(2) ფუნქციის უწყვე- 
ტობის შესახებ დამტკიცებული თეორემის ზოგიერთი საჭირო შედეგი. 

ვთქვათ, I(2) ნამდვილკოეფიციენტებიანი მრავალწევრია და 2=X-> 
–+ყ ღებულობს მხოლოდ ნამდვილ 2=X მნიშვნელობებს, ე. ი. კომპლე– 

ქსური ცვლადის /(2) ფუნქციის ნაცვლად ნამდვილ რიცხვთა ველზე გან- 
ვიხილოთ ნამდვილი ცვლადის /(X) ფუნქცია. მაშინ !X-XI<ბ8 და 

1IC0)-–ICXი)| <6 უტოლობები გამოხატავს ნამდვილი I(ა მრავალწევრის 

უწყვეტობას. ვღებულობთ, რომ, როცა -–-–68 <X-–-X<8 ანუ X--–-8 <X< 

<X+ბ%, ე. ი. როცა ჯ მოთავსებულია (სეზ. X---ზ) შუალედში, 

მაშინ /(I) ფუნქციის შესაბამისი მნიშვნელობები მოთავსებულია 

(7CVი)- –8 , ICVი) –-6) შ უალედში. 

დაკვირვებით ადვილად შევამჩნევთ. რომ, როცა /CXე) 7. 0,და 6 <! / (Xე)!, 

მაშინ /CXე)--6 და /CVი) --6 რიცხვების ნიშანი იგივეა, რაც I(X-) რიცხვის 

ნიშანი. აქედან გამომდინარეობს 

შედები 1. თუ X:-- ჯე არაა /(X) ი მრავალწევრის ფესვი, ე. ი. /(Vე)#0. 

მაშინ ყოველთვის შეიძლება გამოვყოთ ჯე წერტილის შემცველი ისეთი 

(+ე-–-8, Lხ-+- 8) შუალედი, რომ ამ შუალედის ყოველ წერტილზე /(X) 

ფუნქციას ექნება იგივე ნიშანი, რაც XV-–XV-ე წერტილზე. 

ამ შედეგს გამოვიყენებთ შემდგომ, შტურმის თეორემის დამტკი– 

ცებისას. 

ახლა, დავუშვათ, რომ Xე:=50. თუ I() მრაკალწევრეს თავისუფალი 

წევრი თ,#0 (ვიცით MC)=0,), მაშინ ყოველთვის შეგვიძლია ვიპოვოთ 
ისეთი დადებითი § რიცხვი, რომ (–8. 6) შუალედის ყოველ წერტილზე 

/1695 -ს ჰქონდეს თავისუფალი წევრის ნიშანი. აქედან გამომდინარეობს 

შედები ა. თუ /(X) მრავალწევრის თავისუფალი წევრი ი,„#90, მაშინ 

ჟქოველთვის შეიძლება გამოვყოთ ნულის შემცველი ისეთი (-–-%. ბ) 

შუალედი, რომ ყოველ მის წერტილზე /(ა) ფუნქციას ექნება თავისუ- 

ფალი წევრის ნიშანი. . 

ამ შედეგს გამოვიყენებთ დალამბერის: ლემის დამტკიცებისას. 
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§ 80. ლემა (2) მრავალწევრის უფროსი წევრის მოდულის ფესასებ 

„-ური რიგის კომპლექსურცვლადიანი 

I(2)=ძე2"-+L0,2'-1+...+ ძი ,2+ძ, (1) 
მრავალწევრისათვის დავამტკიცოთ 

ლემა 1. თუ # ნებისმიერი ნამდვილი დადებითი რიცხვია, მაშინ 

2-ის |2|) მოდულის საკმაოდ დიდი მნიშვნელობისათვის ადგილი აქვს 

შემდეგ უტოლობას: 

| ძი2" 1 > MI თ,2'“1--იე2ჩ-2-C...4-0,.,)2+90ე |. (2) 

მართლაც, ვთქვათ, 

ღეაეაბაი -–-. 
მაშინ კომპლექსურ რიცხვთა ჯამისა და ნამრავლის მოდულების თვი- 

სების თანახმად მეგვიძლია დავწეროთ: 

| 0,21-1+თე2'“?-L ...-L ძე | ==: | თ, | | 2|”“1-+| ძი | | 2|”-?+... 

··+| | <= 4(|2/1+| 2 |” ?1+...+1) = =4120--. (3) 

რადგან ჩვენ საქმე გვაქვს 2-ის მოდულის საკმაოდ დიდ მნიშვნელობას- 

თან, ამიტომ შეგვიძლია ვიგულისხმოთ | 2|I>1 და მივიღებთ: 

7»უI7ყო·ოა.- ო. 

  

I2I--1 I2I--1 

ამიტომ (3) უტოლობა მოგვცემს 

|თ,2"1+-ძე2ი-?--...-მე<4 L2M 
|2I1–-1 

ადვილად შევამჩნევთ, რომ (2) უტოლობა შესრულდება, თუ 2-ის მო- 
დული, |2I>1 უტოლობასთან ერთად, აკმაყოფილებს უტოლობას 

  

ო ჩ 

| ძე??| >> #4 L2L. , Iთა||2|,>>ჩ4 I2 , 
|21--1 -2= 

ე· ი. როცა 

|22>>–“––- +1, (4) 
| 9 | 

მაშინ /(7) მრავალწევრის უფროსი წევრის მოდული მეტია ნებისმიერ 

#-ჯერ აღებულ დანარჩენ წევრთა ჯამის მოდულზე. დამტკიცებულ ლე- 
მას ხშირად უწოდებენ ლემას უფროსი წევრის მოდულის შესახებ. 
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თუ ვიგულისხმებთ, რომ /(2) კომპლექსურცვლადიანი მრავალწევ- 
რი ნამდვილი |I(X) მრავალწევრია და დავუშვებთ, რომ #:=1, მაშინ დამ– 

ტკიცებული ლემიდან მივიღებთ შემდეგ შედეგს: X-ის აბსოლუტურად 
საკმაოდ დიდი |XI მნიშვნელობისათვის, ნამდვილკოეციეფნიტებიანი /(X) 

მრავალწევრის ნიშანი ემთხვევა უფროსი წევრის ნიშანს. კერძოდ, 

(– | – –1, | 4 | --1 ) მუალედის ბოლო წერტილებზე და მის გა- 
9% ძი 

რეთ ლოწი ხარისხის /(X) მრავალწევრს დადებითი ნიშანი აქეს, ხოლო 
კენტი ხარისხის /(V) მრავალწევრს კი––სხვადასხვა ნიშანი. 

    

–-1 – 1 წერტილზე და მის მარცხნივ უარყოფითი ნიშანი, 
ი 

== წერტილზე და მის მარჯვნივ კი დადებითი ნიშანი. საზოგა- 
ი 

დოდ, ვინაიდან /(2) მრავალწევრის უფროსი წევრის მოდული, როცა 

|2(> 4 +1, C) 

| ძი | 

მეტია დანარჩენი წევრების ჯამის მოდულზე, ეღებულობთ, რომ 2-ის 
ისეთი რიცხვითი მნიშვნელობანი, რომელთა მოდული აკმაყოფილებს 
(5) პირობას, /(2) მრავალწევრს არ გახდის ნულად, ე. ი. არ გამოდგება 
/(2) მრავალწევრის ფესვად. ამრიგად, /(2) მრავალწევრის ფესვად კომ– 

პლექსურ ოიცხვთა ველში შეიძლება გამოდგეს 2-ის ისეთი რიცხვითი 

  

, 4 , მნიშვნელობანი, რომელთა მოდული ნაკლებია, ვიდრე 11.) რი- 
· 0 · 

ცხვი. კერძოდ, ყოველი ნამდვილკოეფიციენტებიანი /(0) მრავალწევ- 
რის ნამდვილ ფესვად შეიძლება გამოდგეს მხოლოდ ისეთი რიცხვები, 

–-1.   რომელთა აბსოლუტური მნიშვნელობა ნაკლებია, ვიდრე (0.1 
0 

ახლა მოვიგონოთ მათემატიკური ანალიზიდან ცნობილი დებულება: 

თუ (თხ) შუალედში უწყვეტი /(«) ფუნქცია შუალედის ბოლო წერტილზე 
სხვადასხვა ნიშნისაა, მაშინ (თ, ხ) შუალედში /(X) მრავალწევრს ერთი 

ფესვი მაინც აქვს, ე. ი. (ი, ნ) შუალედში მოიძებნება ერთი ისეთი X=Xი 

წერტილი მაინც, რომ /(Xე)=0. ვინაიდან ყოველი მრავალწევრი უწყვე- 

ტია და ყოველ ნამდვილკოეფიციენტებიან კენტი ხარისხის მრავალწევრს 

(– 4 –-1, _ 4_ + 1) შუალედის ბოლო წერტილებზე და მის 

| ში | წებ | : 
გარეთ შესაბამისად უარყოფითი და დადებითი ნიშნები აქვს, მივიღებთ 

მეტად საინტერესო შედეგს: ყოველ კენტი ხარისხის ნამდვილკოეფი- 
21, შ. ქემხაძე ვი1 

 



4, 4 
Iთი| |თი! 

    ციენტებიან /(ს) მრავალწევრს (– 

ერთი ნამდვილი ფესვი მაინც აქვს. 

ეს დებულება ჩვენ ადრე წმინდა ალგებრული გზით დავამტკიცეთ. 
ამ შედეგს და სხვა მნიშვნელოვან შედეგებს, ჩვენ შემდგომ, IC) 

მრავალწევრის ნამდვილი ფესვების მიახლოებით მოძებნის შესწავლი- 

სას, მივიღებთ გეომეტრიულად, /(ე) მრავალწევრის შესაბამისი გრაფი- 

კის საშუალებით. 

დამტკიცებული ლემის გამოყენებით ადვილად დამტკიცდება 
ლემა ი, ყოველი კომპლექსურცვლადიანი /|(?) მრავალწევრისათვის 

და ნებისმიერად დიდი ნამდვილი /V რიცხვისათვის შეიძლება შევარ- 

ჩიოთ ისეთი დადებითი /V რიცხვი, რომ როცა I2.>VV, მაშინ | /(2) | >VM. 

მართლაც, მოცემული ჩ-ური ხარისხის /(2) მრავალწევრი განვიხი- 

ლოთ როგორც ორი წევრის ჯამი 

+ ') შუალედში 
· 

I(2)= ძე? +(თ 2"! +L....-+-ძა). 
რადგან ორი რიცხვის ჯამის მოდული მეტია ან ტოლი ამავე რიცხვების 

მოდულების სხვაობაზე, მივიღებთ: 

II(დ1IC|ძა2+(0)2”“!-L...-L0ძ„)| >> |ძა2”| –– |თ, 2” 1+...+0ძი. (5) 

' თანახმად უფროსი წევრის მოდულის შესახებ დამტკიცებული ლემისა, 

#=2 მნიშვნელობისათვის გვექნება: 

  

როცა 

24 
(4 => +1 =V7M,), 

|თიI 
მაშინ 

| ძე2" |>2 | ძე,2"“1-L...-1I- თე | 

ან, რაც იგივეა, 

–- ძე2 >)ძ,)2"-1+...+ძი. 

    

მაშასადამე, 

· 1 1 
)ძე2–– |ი,2”-1-+L...+ძ, | >> I ძი21– -> | ძი2” | = --|რი?”' 

ახლა (5) ტოლობიდან მივიღებთ: 

1 /2I> --- |": (9 
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როგორც (0 უტოლობიდან ჩანს, როცა –- |ძე2") >>V, ე. ი. როცა 

II>V/ –+- 2) =-Mი, (7) 

მაშინ IIC2)| >/M. ამრიგად, როცა |2|I=>/V - :/I0X (V,. M.) გვექნება: 

I I(2) |I>#M, რ. დ. გ. 

გეომეტრიულად ეს იმას ნიშნავს, რომ წინასწარ აღებული ნებისმიე- 

რად დიდი დადებითი /V რიცხვისათვის კომპლექსურ სიბრტყეზე შეიძ- 

ლება მოვნახოთ ისეთი /V რადიუსიანი წრე (არე), რომ მის გარეთ მოთავ– 

სებული 2 წერტილების IV” %ზედაპირზე შესაბამისი წერტილების მან- 

ძილები XCIV სიბრტყიდან მეტია /V-%ე. 

  

§ ვ. უმაღლესი ალგებრის ძირითაღი თეორემა 

უმაღლესი ალგებრის ძირითადი თეორემა მდგომარეობს შემდეგში. 

თეორემა. ნამდვილ ან კომპლექსურკოეფიციენტებიან ყოველ /1>>1 

ხარისხის მრავალწევრს კომპლექსურ რიცხვთა ველში აქვს ერთი ფეს- 

ვი მაინც. 

ამ თეორემის დასამტკიცებლად წინასწარ საჭიროა დავამტკიცოთ 

შემდეგი. ლემა. 
დალამბერის ლემა.ა თუ /2=>I ხარისხის |(2) მრავალწევრი 7=-2ე 

წერტილზე არ უდრის ნულს, ე. ი. /(2ე)#0, II(2ი)| >9, მაშინ ყოველთვის 

შეიძლება მოვძებნოთ ისეთი # რიცხვი, საზოგადოდ კომპლექსური, 

რომ 

I/(2ი+7) |< | / (25) :. 

დამტკიცება. /(7 +) გავშალოთ ტეილორის ფორმულის მიხედ- 
ვით, მივიღებთ: 

ი. 

/(70+/) -=:/(7ე) -L/II (2) -- 2 (720) + ·-. -- –- რდა): (1) 

ტოლობის მარჯვენა მხარეში პირველი წევრი, პირობის თანახმად, არ 

უდრის ნულს, ბოლო წევრიც, ვინაიდან /V(2:) '-/1'0ე. განსხვავებულია 

ნულისაგან. რაც შეეხება დანარჩენ წევრებს, მათ მორის ზოგიერთი 

შეიძლება უდრიდეს ნულს. ვიგულისხმოთ, რომ 

I (20) =|” (2ე) =... =/#-IX7ე)=0 და. /IMM(7ე) ჯ- 0.



მაშინ (1) თანაფარდობა ასე გადაიწერება: 

MM) _, 5-2), _ჩ/ოთ) 
” (--L1)! ” , 

თუ ამ ტოლობის ორივე მხარეს გავყოფთ /(2ა)-ზე, გვექნება: 

I%-+) _ , /15I(MM(2ა) _ #80+1 /(#+1) (ჯეა ა. MI X2). 

I(2ი) #,Iმ)ა  (#-L1)! I(2ი) ”' I(2ი) 

I (XX20) 

I I(2ა) 

გონომეტრიული სახით: 

I(2ი -LII) =I(70) +- 

ახლა MI და კომპლექსური რიცხვები წარმოვადგინოთ ტრი- 

/#=0(0050 -LI 51110), 
I» (C8) – : 

“+ ბი =I)(005დ; +IL5I1დ,ე) (2.=:#, #-+1, ..., 7). 
I IC2ი) 

მაშინ, კომპლექსური რიცხვის კომპლექსურ რიცხვზე გამრავლების 

წესის მიხედვით უკანასკნელი ტოლობა მიიღებს შემდეგ სახეს: 

ეი =1-LI?,6"(C05(დ,--#0)--I 511)(დ,-I-# 0)1+ MI. 0++!(0C005(დ,.1+ 

0 

+C(-+1)0)-LI 511(თ,+1-LC#-I-1) 0)|+...+I?, 0”(C05(დგ-L/I0) + 

+I!31ი(დი+MჩM0)). (2 

ს კომპლექსური რიცხვის არგუმენტი ავარჩიოთ ისე, რომ ამ ტო- 

ლობის მარჯვენა მხარის მეორე წევრი გამოვიდეს ნამდვილი და უარყო- 
ფითი რიცხვი. საზოგადოდ კომპლექსური რიცხვი, ნამდვილი და უარ- 
ყოფითი მაშინაა, როცა მისი არგუმენტი არის ჯ ან უჯ რადიანის კენტი 

ჯერადი. ვთქვათ, 

%.+7ჩ0 =-– მა 

აქედან 

X-ს 
05-=-–––. 

# 

0 არგუმენტის ასეთი არჩევისას მეორე წევრი იქნება ნამდვილი და 

უარყოფითი ––- M,0# რიცხვი. თუ / კომპლექსური რიცხვის მოდულს 
L #-- 

"ავარჩევთ ისე, რომ (6 < I/” L- მაშინ IX2.0ი#<1, ე. ი. მეორე 
ჩ 

წევრის მოდული ნაკლები იქნება 1-ზე. ვინაიდან 1--#,ი#”>0, გვაქვს 

|1-– წ,ი”0=1-–-- ი. ახლა კომპლექსური რიცხვის ჯამის მოდულის 
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თვისების გამოყენებით, (2) თანაფარდობიდან მივიღებთ! 

    
#6+ჩ. <5(1--/ 09) -- MI 051+-/ყ00M)2+...4/ იბ 

| ი) 
ან კიდევ ეს შეიძლება ასე გადავწე როთ: 

' -I-I 

00) < 1-–- იხ 1-ს ი–-I!ინ-–-... თი. (3) 
I(2ი) 

აქ ფრჩხილებში 0-ს მიმართ ჩვენ გვაქვს ნამდვილკოეფიციენტებიანი 

M-/ ხარისხის მრავალწევრი, რომლის თავისუფალი წევრი დადებითია. 

თანახმად (გვ. 319) მიღებული მე-2 შედეგისა, 0-სათვის შეიძლება შე– 

ვარჩიოთ იმდენად მცირე შუალედი, რომ ფრჩხილებში მოთავსებულ 

მრავალწევრს ჰქონდეს თავისუფალი #2, წევრის ნიშანი. ამრიგად, 0-ს 

მოდული შეიძლება ავიღოთ იმდენად მცირე, რომ მრაგალწევრი 

დ(ი)=/ბ–- წი 0... ეი“ იქნება დადებითი ი-ს ასეთი მნიშვნე- 

ლობისათვის. ცხადია, გვექნება 1-–ი”თ(ი)<1. ამრიგად, (3) უტოლობის 

მარჯეენა მხარე ნაკლები გახდა ერთზე, ე. ი. 

I 2ი--+#) 

ჯ(7ი) 

ამით დალამბერის ლემა დამტკიცებულია. 

ახლა ადვილად დამტკიცდება ალგებრის ძირითადი თეორემა. 

მართლაც, როგორც ვიცით (გვ. 318), კომპლექსური სიბრტყის ყო- 

ველ ჩაკეტილ არეში /(2) კომპლექსურ ფუნქციას გააჩნია ერთი 2=2ე, 

მინიმუმის წე რტილი მაინც. ე. ი. II(C2:)|<C1I(2))|. ჩაკეტილ არედ ავირჩიოთ 

„” რადიუსიანი წრე ცენტრით კოორდინატთა სათავეში. ამ არეში, რო– 

გორც ახლა ვთქვით, იარსებებს განსახილველი ფუნქციის ერთი მინიმუ- 

მის წერტილი მაინც, რომელიც მოთავსებული იქნება არეში ან მის კონ- 

„ტურზე, მეორე შემთხვევა ” რადიუსის სათანადო შერჩევით (ლემა 2, 

„გე. 322) შეიძლება დაყვანილ იქნეს პირველ შემთხვევამდე. მამასადამე, 

I”ისე შეგვიძლია შევარჩიოთ, რომ §6=I/I(2), ფუნქციის მინიმუმის წერტი- 

(ლი 2=2ე მოთავსდეს ამ წრის შიგნით. 

ახლა, 27 =)-+ჩ წერტილი შეიძლება იმდენად ახლოს ავიღოთ 2ე- 

"წერტილთან, რომ 2,=2+ჩ წერტილიც მოთავსდეს |I2)| მოდულის 

'მინიმუმის შემცველ # რადიუსიან წრეში. დავამტკიცოთ, რომ |/(2)| ფუნქ- 
(ციის მინიმუმის წერტილი 2==2ე არის /(2) მრავალწევრის ფესვი. დავუშ- 

:ვათ წინააღმდეგი. ვთქვათ, /(2:)#-0, მაშინ, დალამბე რის ლემის თანახ– 

(მად მოიძებნება ერთი ისეთი 2,=2ა+/ წერტილი მაინც, რომ |I(2--+/I)|< 

·<'I(C2-)|, რაც ეწინააღმდეგება 2=2ა წერტილის მინიმალურობას. მაშა– 
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სადამე. დაშვება იმისი, რომ II(2)| ფუნქციის მინიმუმის 2=-7ი წერტილზ; 

I(29)#0 შეუძლებელია, ე. ი. |I(2)) ფუნქციის 72: ·2ე მინიმუმის წერტ- 
ლი /(2) მრავალწევრის ფესვია /(2:)=0. ამით უმაღლესი ალგებრის ძი- 

რითადი თეორემა დამტკიცებულია. გეომეტრიულად ეს იმას ნიშნავს, 

რომ /() ფუნქციის შესაბამისი VI ზედაპირი XC0”/ სიბრტყეს შეეხება 

ერთ წერტილში მაინც. 

შევნიშნოთ, რომ XVIII საუკუნეში დალამბე რის ლემას ალგებრის ძი- 

რითადი თეორემის ეკვივალენტურად თვლიცდნენ. ლემისა და თეორემის ეკ- 

ვივალენტურობას ასე ამტკიცებდნენ: თანახმად ლემისა, ჩვენ შეგვიძლია 

ვიპოვოთ ისეთი 7,, 2ი, 7ვ, -.. წერტილები, რომ |/(2,) | >|IC2:)“ > 'I(2ე)I... 
ბოლოს და ბოლოს თითქოს მივიღებთ ისეთი 2 == 2, მნიშვნელობას, რომ 

II(2,)1=0. ცხადია, ასეთი მსჯელობა არაა მართებული, რადგან დადებით 
რიცხვთა კლებადი მიმდევრობის ზღვარი შეიძლება არ იყოს ნული. 
მაგალითად, რიცხვითი მიმდევრობა: 

3 4 7-1 
2, ვ – ·"" ვ... 

2 ვ”. ” 
  

კლებადია, მაგრამ მისი %ზღვარი უდრის 1-ს და არა ნულს. 

§ ე9. მრავალწევრის დაშლა რიცხვთა ველზე, ალგებრის 

ძირითადი თეორემის შედეგები 

1. ყოველი /1-ური ხარისხის I(ს) მრავალწევრი, როგორც ნამდვილ-, 

ისე კომპლექსურკოეფიციენტებიანი კომპლექსურ რიცხვთა ველზე 

დაიშლება /, წრფივ მამრავლთა ნამრავლად. 

მართლაც, ვთქვათ, კომპლექსურ რიცხვთა ველზე მოცემულია #- 
ური ხარისხის მრავალწევრი 

I(X)= 0იX"+ძ)ეXმ-1+...+ ძე )X-+0თ,. (1) 

ალგებრის ძირითადი თეორემის თანახმად, ამ მრავალწევრს აქვს ერთი 

Xჯ=X, ფესვი მაინც ნამდვილი ან კომპლექსური. ბეზუს თეორემის თანა- 

ხმად, I(X) მრავალწევრი გაიყოფა X--X, ორწევრზე: 

I(9=(XL-–-X)დ)(X), 

სადაც თ)(XV) საზოგადოდ კომპლექსურ რიცხვთა ეელზე /1-–1 ხარისხის 

მრავალწევრია, რომლის უფროსი წევრის კოეფიციენტი უდრის ძეა 

დ,(X) =ძეჯ"- +... 
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ალგებრის ძირთადი თეორემის თანახმად, «,(X) მრავალწევრს კომპ 

ლექსურ რიცხვთა ველში აქვს ერთი X =X ფესვი მაინც ნამდვილი ან 

კომპლექსური. იმავე ბეზუს თეორემის თანახმად, დ)(X) მრავალწევრი 
იყოფა X-X ორწევრზე: 

დ)(X)=(X––Xი)დ(X, 

სადაც «ა(;) საზოგადოდ კომპლექსურ რიცხვთა ველზე /:--2 ხარის ხის 

მრავალწევრია, რომლის უფროსი წევრის კოეფიციენტი უდრის თეი, 

და(X)== ძე” "+... 

თუ იგივე მსჯელობას გამოვიყენებთ და(X) მრავალწევრის მიმართ, მი– 

ვიღებთ: 

და(X) =< (X––Xვ)“ე(ჯე 

და ა. მ. თუ ამ პროცესს განვაგრძობთ, მივალთ შემდეგ ტოლობამდე: 

დ,-ე(X)= (X--Iს-ეადე-I(X), 

სადაც %, ე საზოგადოდ კომპლექსურ რიცხვთა ველზე პირველი 

ხარისხის მრავალწევრია, რომლის უფროსი წევრის კოეფიციენტი უდ- 

რის ძი, ე. ი. 

დე-1I(X)=ძიX-+ხ. 

თუ ამ მრავალწევრის ფესვს აღვნიშნავთ ჯე-ით, ე. ი. X; == > გვექ- 

ნება: · 

დ, 00 =ძეX+-ხ=0)(X+--9-) =9(X-%). 

% 

ახლა, თუ დი-I(X)-ის ამ მნიშვნელობას ჩავსვამთ დ, _ა(X)-ის მნიშვნე– 

ლობაში, დ, (X-ის მიღებულ მნიშვნელობას ჩავსვამთ დი ე(X)-ის მნი- 

შვნელობაში და ა. შ., საბოლოოდ მივიღებთ: 

I(X)ლ0ძა(X––-X)C––-X)...(X--X). (2) 

ვინაიდან ყოველი /-ური ხარისხის მრავალწევრი რიცხვთა ველში არ 

შეიძლება დაიმალოს /1-ზე მეტი რაოდენობის წრფივ მამრავლად და 

ყოველი პირველი ხარისხის მრავალწევრი არის დაუყვანი, (2) ტოლობი-– 

დან ვღებულობთ, რომ ყოველი /!-ური ხარისხის მრავალწევრი კომპლე– 

ქსურ რიცხვთა ველზე დაიშლება #7 წრფივ დაუჟყვან მამრავლად. 

ამ ტოლობიდან აგრეთვე ჩანს, რომ ყოველი X,, Xი, .-., X, რიცხვი 

არის მოცემული /(X) მრავალწევრის ფესვი. პირიქით, დამტკიცდება, 

რომ /0ე მრავალწევრის ყოველი X=თ ფესვი არის ერთ-ერთი X,, X>, 

ს Xჯ. რიცხვებს შორის. 
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მართლაც, პირრბის თანახმად I(თ)=0; ამიტომ (2) თანაფარდობა 

ასე გადაიწერება: 
იი(თ––X))(თ––X-)...(თ-–-X,) =0. (3) 

რადგან 00%0 და რიცხვთა ველზე არ არსებობს ნულგამყოფი ელემენ- 
ტები, (3) თანაფარდობიდან ვღებულობთ, რომ ერთ-ერთი თანამამრა- 

ვლი მაინც უდრის ნულს. ვთქვათ, თ--X,=0, აქედან X,=თ, რ. დ. გ. 

ამრიგად, მივიღეთ, რომ ყოველი /1>>1 ხარისხის /(X) მრავალწევრს ან, 

რაც იგივეა, ყოველ IM>=>1 ხარისხის /(X)=0 ალგებრულ განტოლებას 

ნამდვილი ან კომპლექსური კოეფიციენტებით, კომპლექსურ რიცხვთა 

ქელში ზუსტად #7 ფესვი აქვს. ცხადია, რომ თუ /(X) მრავალწევრს სულ 

აქვს X, Xა, ·.ს ·.C#</) სხვადასხვა ფესვი შესაბამისად /,, I1„, ..., I, 

ჯერადობისა, მაშინ გვექნება: 

I00=ძა(+--ჯ)!! · (XL-- )ბ...(X-- ე), სადაც ს-+/+X-...+-I,=/. 
მრავალწევრის უფროსი წევრის მოდულის შესახებ დამტკიცებული 

ლემიდან ვღებულობთ, რომ /:>>1 ხარისხის (1) მრავალწევრის ყველა 
ა” ფესვი როგორც ნამდვილი, ისე კომპლექსური, მოთავსებულია X0V 

+1 რადიუსიან წრის შიგნით   

4 
კომპლექსურ სიბრტყეზე # = I 

ცენტრით სათავეში. გეომეტრიულად ეს იმას ნიშნავს, რომ საზოგა- 
დოდ #”-ური ხარისხის /(2) კომპლექსური მრავალწევრის |/(2)| მოდულე- 

ბის ბოლო წერტილებისაგან შედგენილი V ზედაპირი XC0VX კომპლექ- 

სურ სიბრტყეს „7=---- 2 +1 რადიუსიან წრეში, ცენტრით სათავეში, 

შეეხება ზუსტად / წერტილში; რაც შეეხება აღნიშნული წრის გარე 

ნაწილს, იქ /(2) მრავალწევრის შესაბამისი IV ზედაპირი არსად არ შეე- 
ხება X0MX კომპლექსურ სიბრტყეს. 

9. ყოველი ნამდვილკოეფიციენტებიანი მრავალწევრი ნამდვილ რი- 

ცხვთა ველზე შეიძლება დაიშალოს წრფივ და კვადრატულ დაუყვან 
მამრავლებად. 

მართლაც, ყოველი ნამდვილკოეფიციენტებიანი #>>1 ხარისხის /(X) 

მრავალწევრი, თუ ყველა მისი ფესვი ნამდვილია, ნამდვილ რიცხვთა 
ველზე შეიძლება ასე წარმოვადგინოთ: 

ICX) =ძა(X–--X,)(X––X)..-(X––-Xი), 
სადაც X,ც X-, ·-, X. მოცემული მრავალწევრის ფესვებია. ჩვენთვის 
უკვე ცნობლია (გვ. 280), რომ ყოველ ნამდვილკოეფიციენტებიან მრა- 

ვალწევრს შეიძლება ჰქონდეს მხოლოდ ლუწი რაოდენობის კომპლექ- 

სური ფესვი და ეს ფესვები წყვილ-წყვილად შე უღლებულია. 
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გიგულისხმოთ, რომ მოცემული ნამდვილკოეფიციენტებიანი მრა- 

ვალწევრის ერთი, მაგალითად, X=X, ფესვი მაინც კომპლექსურია, 
ე. ი. X,=Cთ-Lჩ!. მაშინ მას ექნება მეორე, X, კომპლექსური ფესვის 

შეუღლებული, X.=თ–ჩI ფესვი. ვთქვათ, X=X=თ–ჩ! ვინაიდან 

თ«00=(X--X)(X--X) =0XC-X)(X--X) =ჯ--C+X)X+ 
+X,X,=Xბ%-2თX+თ"--ჩ?. 

ამიტომ გვექნება: 

ICX) =0ძა(X"-–2ოთCV + თ? --ჩ შდ(ე. 

ამრიგად, ამ შემთხვევაში /(X) მრავალწევრს ნამდვილ რიცხვთა ველზე 
დაუყვან მამრავლად გამოეყო დ(X)=X?--–-2თCX+თ“--ჩ? მეორე ხარის- 

ხის მრავალწევრი. თუ VC(X) მრავალწევრის ყველა M/-–-2 ფესვი ნამდვი- 

ლია, მაშინ მოცემული I(X) მრავალწევრი ნამდვილ რიცხვთა ველზე 

დაიშლება ერთი მეორე ხარისხის და #-––2 რაოდენობის წრფივი დაუყვანი 

მამრავლების ნამრავლად. ვთქვათ, #(ჯ) მრავალწევრს გააჩნია ერთი 

Xვ=V+861 კომპლექსური ფესვი მაინც, მაშინ მას ექნება მეორე ჯკკომ–- 

პლექსური ფესვის შეუღლებული X=+X--81 ფესვი და #(X) მრავალწევ- 
რი ასე წარმოგვიდგება: 

წ(X) =(X“––2X7X+V?-L8 ?) 7. CV) 

და ა. შ. მივიღებთ, რომ ყოველი ნამდვილკოეფიციენტებიანი მრავალ– 

წევრი ნამდვილ რიცხვთა ველზე შეიძლება დაიშალოს პირველი და მეო– 

რე ხარისხის დაუყვანი მამრავლების ნამრავლად და ეს დაშლა არის ერ- 

თადე რთი მუდმივ მამრავლამდე სიზუსტით. 

აქედან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ ყოველი /7>2 ხარისხის, 

ნამდვილკოეფიციენტებიანი მრავალწევრი ნამდვილ რიცხვთა ველზე 

არის დაყვანადი. ახლა, რადგან ყოველი /I-ური ხარისხის მრავალწევ- 

რი, როგორც ნამდვილ-, ისე კომპლექსურკოეფიციენტებიანი, კომპლე–- 

ქსურ რიცხვთა ველზე იშლება » წრფივ მამრავლად, ამიტომ შეიძლება 

გთქვათ, რომ IC კომპლექსურ რიცხვთა ველი არის კომპლექსურ რიცხვ- 

თა ველზე აღებული ყოველი /I-ური ხარისხის /(ი) მრავალწევრის დაშ– 

ლის ველი. 
ისეთ ” ველს, რომელშიც თავსდება IX) მრავალწევრთა რგოლი- 

დან აღებული ნებისმიერი M>>1 ხარისხის მრავალწევრის ყველა ფესვი, 

ეწოდება ალგებრულად ჩაკეტილი ველი. ვინაიდან XIX) მრავალწევრთა 

რგოლიდან აღებული ყოველი #7:>>1 ხარისხის მრავალწევრის ყველა /! 

ფესეი მოთავსებულია # კომპლექსურ რიცხვთა ველში, მივიღეთ, 

რომ, კომპლექსურ რიცხვთა ველი ალგებრულად ჩაკეტილია. 

ვეი



ჭ. ალგებრული განტოლების უსასრულო ფესვების შესახებ. ეთქვათ, 

მოცემულია /-ური ხარისხის ალგებრული განტოლება 

იე --0,ას 1+L+... მ. ,მ-ს+ 4-0, ი-1X-...+ მძი IX+I-ძე=0. (4) 

გავარკვიოთ ასეთი საკითხი: თუ მოცემული განტოლების /: კოეფიციენ- 
ტი ძი; თ), ..., 0,1 მიისწრაფვის ნულისაკე ნ, მაშინ რა მოუვა განტოლე- 

ბის ფესვებს? 

შემოვიღოთ ჩასმა 

1 
ჯ=--. (5) 

ყ 

მოცემული (4) განტოლება (5) ჩასმით და განტოლების ორივე მხა- 

რის ყ-ზე გამრავლებით მიიღებს შემდეგ სახეს: 

ძის" +ძე ეყ” +... + მ,ყე"-მ, ყ/" 1-+-...+-თ9+9ი0=0. (0) 

ვინაიდან ძე, თც, .., 0,,) კოეფიციენტები მიისწრაფვიან ნულისაკენ, (6) 
განტოლება ზღვარში მიიღებს შემდეგ სახეს: 

ყხ(ძეყ"---ძე ,ყ5-;-1-+....+ ძე) =0. 

ამ უკანასკნელ განტოლებას აქვს #-ჯერადი ნულოვანი ფესვი. 

ამრიგად, თუ მოცემული (4) ალგებრული განტოლების პირველი /# 

კოეფიციენტი მიისწრაფვის ნულისაკენ, მაშინ (6) ალგებრული განტო- 

ლების # რაოდენობის ფესვი მიისწრაფვის ნულისაკენ. თუ დავაკვირ- 

დებით (5) ჩასმას, შევამჩნევთ, რომ როცა ყ–>0, მაშინ LX->C. მაშასა– 

დამე, თუ მოცემული (4) ალგებრული განტოლების პირველი # კოეფი- 
ციენტი მიისწრაფვის ნწულისაკენ, მაშინ მისი # რაოდენობის ფესვი მიის- 

წრაფვის უსასრულობისაკენ.



თავი IX 

განტოლებათა მიახლოებითი ამოხსნა 

§ 4ი, ნამდვილ ფესვთა საზღვრები 

ეთქვათ, ნამდვილ რიცხეთა ველზე მოცემულია /I-ური ხარისხის ალ 

გებრული განტოლება 

I(+) =-ძეპე-0,X5 "1... მიე ,X--0ე. (1) 

ჩვენ ახლა განვიხილავთ ნამდვილკოეფიციენტებიანი /(X) მრავალწევ– 

რის ან, რაც იგივეა, ნამდვილკოეფიციენტებიანი IC0 --0 ალგებრული 

განტოლების ნამდვილ ფესვთა საზღვრების მოძებნის რამდენიმე მე– 

თოდს. ' 

პირველი მეთოდი. როგორც უკვეე ვიცით, მრავალწევრის უფროსი 

წევრის მოდულის შესახებ დამტკიცებული ლემიდან ნამდვილკოე- 

ფიციენტებიანი /(X) მრავალწევრის ყოველი ნამდვილი Xჯ ფესვის აბ- 

სოლუტური მნიშვნელობა (<2 +) ეტ. ი. (1) მრავალწევრის 
9 

ყველა ნამდვილი ფესვი მოთავსებულია 

4 
– 1=<ჯ< +1, (2) 

1I9%I I9ი| 

    

შუალედში, სადაც # =%18X( III, Iძა), ·-., /მი)), ხოლო ძე მრავალწევრის 
უფროსი წევრის კოეფიციენტია. დანარჩენი მეთოდებით ჩვენ ვიპოვით 
მოცემული ნამდვილკოეფიციენტებიანი /()) მრავალწევრის მხოლოდ 
დადე ბით ფესვთა ზედა საზღვარს და შემდეგ სპეციალური გარდაქმნებით 

ყველა განხილული მეთოდისათვის ვიპოვით მოცემული I(X) მრავალწევ- 
რის როგორც უარყოფითი, ისე დადებითი ფესვების ქვედა და ზედა საზ- 

ღვრებს: 
მეორე მეთოდი. ვიგულისხმოთ, რომ მოცემული IC) მრავალწევ–- 

რის უფროსი წევრის კოეფიციენტი დადებითია, ძა>0, და 0, (#>>1) 
ნომრით (რიგით) არის პირველი უარყოფითი კოეფიციენტი. უარყო- 
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ფით კოეფიციენტებს შორის აბსოლუტურად უდიდესი მნიშვ ნელობა 

აღვნიშნოთ 8-თი. დავამტკიცოთ, რომ 

M/ 5+ 1 (3) 

არის I(ე) მრავალწევრის დადებითი ფესვების ზედა საზღვარი. 

მართლაც, თუ თე, თე, ..., 0,1 დადებით კოეფიციენტებს შევცვლით 

ნულით, ხოლო ყველა დანარჩენ 0,, ძშ,კც ·.., მ, კოეფიციენტს შევცე- 

ლით უარყოფითი 8-თი, დადებითი ჯ-თვის მივიღებთ უტოლობას 

  

  

/I-L+1 ___ 

IX) => ძა»––-800-64+ ჯ-#-LL...4-X+1) =თეჯშ-–8 თლე. 

· ; X2M-#/+I 1 ჯM-X+1 
ვიგულისხმოთ, რომ X>1, მაშინ - < -“– და 

შეგვიძლია დავწეროთ: 

ჯ9-ნ+1 ჯ8-#+1 
IXIX)>ძმეXმ-- 8 -----–-–-=-–--- |რათ- 1(X – 8). 

X--1 X–I 

რადგან X>1, Xს-I1(X-–-1)>>(X--–-1)(X–-–- 1)#-1=(X-––1)#, მივიღებთ: 

X5“X/+X1 
#1(9> 4 (რ –ახ-8. (4) 

ამ (4) უტოლობიდან ჩანს, რომ X-ის ის მნიშვნელობანი, რომელთათვის 
კვადრატულ ფრჩხილებში მოთავსებული გამოსახულება არაუარყოფი- 
თია, ე. ი. 

თე(X-–-1)--–- 80, (59) 

არ შეიძლება იყოს (თი მრავალწევრის ფესვი. (5ნ0 უტოლობიდან ვღე- 
ბულობთ: 

# “8. # /”“ > 
=->)/ 8, +>I/ 8+) 

ძი თი 

ამით დამტკიცდა, რომ /(X)' მრავალწევრის ყოველი დადებითი ფესვი 

ნაკლებია, ვიდრე 

"/ 8 ./ 2 
| მ. 1 კ ე.ი. X< | 9.11 · 

მესამე მეთოდი (ნიუტონის ხერხი). ვიგულისხმოთ /(X) მრავალწევ- 

რის უფროსი წევრის კოეფიციენტი ძა>0. დავამტკიცოთ, რომ თუ ჯX= 
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=თ>0 მნიშვნელობისათვის /(X) მრავალწევრი დადებითია და ყველა 

მისი წარმოებული I(X, IC), ... I)თე არაუარყოფითია, მაშინ თ 

რიცხვი გამოდგება /(X) მრავალწევრის დადებით ფესვთა ზედა საზლვ- 

რად. 

· მართლაც, /|I(X) მრავალწევრი დავშალოთ X–- ხარისხების მიხედ- 

ვით 

”(X)=/ (თ) LI" (9) (+ –– თ 4- ღე თთ+. არ (X–- თა. (6) 

როცა X=>V, (6) ტოლობის მარჯვენა მხარეში, პირობის თანახმად, გვექ- 

ნება მკაცრად დადებითი სიდიდე. ამიტომ X-ის ასეთი მნიშვნელობანი 

არ გამოდგება /(X) · მრავალწევრის ფესვად, ე. ი. ICC) მრავალწევრის 

ყოველი დადებითი ფესვი ნაკლები უნდა იყოს თ-ზე, ამით ჩვენი დებუ–- 
ლება დამტკიცებულია. განვიხილოთ მოცემული მრავალწევრისათვის 
შესაბამისი თ რიცხვის მოძებნის მეთოდი. ანალიზიდან მოვიგონოთ, 

რომ მოცემული /I(X) ფუნქციის წარმოებული X=Xჯე წერტილზე გეო- 

მეტრიულად წარმოადგენს იმ კუთხის ტანგენსს, რომელსაც მოცემული 

ფუნქციის შესაბამისი გრაფიკის (Xი, I(Xი)) წერტილზე გავლებული მხე– 

ბი ქმნისCX ღერძის დადებით მიმართულებასთან. აქედან ადვილად დავრ- 

წმუნდებით, რომ თუ რომელიმე შუალედის ყოველ წერტილზე I 

ფუნქციის წარმოებული დადებითია, ე. 0. / (+)>0, მაშინ ამ შუალედ- 

ში I(X) ფუნქცია ზრდადია. 

ახლა, რადგან მოცემული ფუნქციის M-ური რიგის |((ჯ) =/11ძ0 

წარმოებული X-ის ყოველი მნიშვნელობისათვის დადებითია, I-C) 

იქნება X-ის ზრდადი ფუნქცია. ამიტომ (როგორც ეს გრაფიკზე აშკა- 
რად ჩანს) იარსებებს ისეთი X=Cდ რიცხვი, რომ /იM“IXX) წარმოებული 

ჯ-ის ყოველი X>>თ,) მნიშვნელობისათვის იქნება დადებითი. ახლა, რად- 
გან /(”“I() წარმოებული X-ის ყოველი X=>თ; მნიშვნელობისათვის და–- 
დებითია და ასეთი X–ებისათვის IM“) ფუნქცია ზრდადია, ამიტომ იარ– 

სებებს ისეთი X+=თა>>თ, რიცხვი, რომ 15-90 ფუნქცია ყოველი 
ჯX>>ძთეა მნიშვნელობისათვის იქნება დადებითი დააა. შ. ამ პროცესის გაგრ– 

ძელებით სასრული ნაბიჯის შემდეგ მივაღწევთ ისეთ X=თ რიცხვს, 
რომელზედაც მოცემული /(X) მრავალწევრი და ყველა მისი წარმოებუ- 

ლი იქნება დადებითი. 

ახლა ვუჩვენოთ, რომ თუ ვიცით მოცემული M(#) მრაგალწევრის მხო– 
ლოდ დადებითი ფესვების ზედა საზღვარი, მაშინ მოცემული მრავალ– 

წევრის სათანადო გარდაქმნების საფუძველზე ადვილად შეიძლება ვი- 

პოვოთ მოცემული მრავალწევრის როგორც დადებითი ფესვების ქვე– 

და საზღვარი, ისე უარყოფითი ფესვების ქვედა და ზედა საზლვრები. 

ვჭვვ



მართლაც, განვიხილოთ მოცემული /(ჯ) მრავალწევრის შე მდეგი სამი 

გარდაქმნა: ” 

/1%_ ყI (>) =ჩ0, 
,ჯ C–2)=Iა(ჟ, 

1 _ 
”! (– -+) ==/ვ(/). 

ვიგულისხმოთ, რომ ამ გარდაქმნების შედეგად მიღებული /I(V), /2(2) 

და /ვ(/) მრავალწევრების უფროსი წევრის კოეფიციენტები დადებითია. 

ვთქვათ, აგრეთვე, რომ დადებით ფესვთა ზედა საზღვრის გამოანგარი- 

შების რომელიმე მეთოდით IIი, II, /» და /ე შესაბამისად არიან /(#), 

I1(V). /+C2) და /კ(/) მრავალწქვრების დადებით ფესვთა ზედა საზღვრები. 

ადვილად შევამჩნევთ, რომ თუ თ არის I(-) მრავალწევრის ნების- 

მიერი დადებითი ფესვი, მ. ი. I(თ)=0, მაშინ ჩი“ ს დააკმაყოფილებს 

L- პირობის თანახმად --<რM ე. ი. =>-. შემდეგ, თუ 8 <0 

არის I(X) მრავალწევრის ნებისმიერი უარყოფითი ფესვი, ე. ი. I(8) = 

=0, მაშინ /აM(2)-ს დააკმაყოფილებს-–-ჩ: პირობის თანახმად, რადგან 

–-8 >0 დადებითია და #7 არის /(2) მრავალწევრის დადებითი ფესვების 

ზედა საზღვარი, გვექნება––ჩ <7, ე. ი. ჩ>>--/I. 

ახლა, ადვილად შევამჩნევთ, რომ /ვ(/)-ს აკმაკოფილებს –-- პი- 

რობის თანახმად, –+-<” ე· ი. ჩ<---. ამრიგად, მივიღებთ, 
ვ 

რომ IC) მრავალწევრის ან/ რაც იგივეა, IX)=0 განტოლების ყოველი 

თ > 0 დადებითი ფესვი მოთავსებულია –ლ უ შუალედში, ხო- 
”L 

1 
ლო ყოველი ჩ < 0 უარყოფითი ფესვი მოთავსებულია (–> >) 

713 

შუალედში. 
მაგალითები. პირველი მეთოდით ვიპოვოთ 

|100=2X#1--5ჯ"--–-8X#--10 (7) 

მრავალწევრის ნამდვილ ფესვთა საზღვრები. აქ ძე=2, 4 =10. ამიტომ 

მისი ყოველი ნამდეილი ფესეის მოდული ნაკლებია, ვიდრე 011 

=6. მაშასადამე, (7) მრავალწევრის ყველა ნამდვილი ფესვი მოთავსე– 

334



ბულია C- 6, 6) მუალედში. დადებით ფესვთა ქვედა საზღვრის მოსა- 

ძებნად X შევცვალოთ --ით და მიღებული ფუნქცია გავამრავლოთ 

ყ-ზე, მივიღებთ: 

/1(V) -<10ყ1<-8ყ9--5ყ3-+2. (8) 

აქ ძე--:10, #1 --=8 და ამიტომ მისი ყოველი ნამდვილი ფესვი IMI<->.რად- 

”! 1 9 5 
გან ვლ გეექნება: MI 57 IXI>-კ–, ე. ი. მოცემული /(X) 

მრავალწევრის ყოველი ნამდვილი ფესვი მეტია -- და ნაკლებია 

5 , ლი. მაშასადამე, მოცემული (7) მრავალწევრის ყოველი თ დადე– 

ბითი ფესვი მოთავსებულია (> 3 შუალედში, ხოლო ყოველი ჩ 

5 
უარყოფითი ფესვი მოთავსებულია (–, –+>) შუალედში. 

მეორე მეთოდით ვიპოვოთ (7) მრავალწევრის ნამდვილ ფესვთა საზღ- 

ვრები; აქ ძე-=2, #=:2, 8 =8 და ჩვენ მივიღებთ 

ჩ #38 –- 
8 L1-I/-+1-, 
ძი 2 

ე. ი. დადებითი ფესვების ზედა საზღვარია 3. დადებით ფესვთა ქვედა 

საზღვოის მისაღებად ჩავსვათ ლი და მიღებული ფუნქცია გავამ რავ– 

ლოთ ყ1-ზე. მივიღებთ (8) მრავალწევოს. (8) მრავალწევრში ძე:=10, 

8=8, #-=1 და ჩ()) მრავალწევრის ყოველი დადებით” ფესვი 

ყ<0,8 +1 <2, მაშასადამე, (7) მრავალწევრის დადებით ფესვთა ქვედა 

1 
საზღვრად გამოდგება –- 

I(X) მრავალწევრის უარყოფით ფესვთა ქვედა საზღვრის საპოვნე– 

ლად ჩავსვათ X=--2: 
I2(2)=-221?-–-52:-+-82-:-10; (9) 

აქ 0ი0ი-=>2, /#->2, /3=5, ამრიგად, 

;|2 წ · 

#– +1=V2,5+1<2,6; 
0 

335



მაშასადამე, /(X») მრავალწევრის ყოველი უარყოფითი ფესვი მეტია, ვიდ- 
რე –– 2,6. უარყოფით ფესვთა ზედა საზღვრის საპოვნელად (7) მრა- 

1 

ვალწევრში ჩავსვათ Xჯ= –- + და მიღებული ფუნქციის ორივე მხარე 

გავამრავლოთ (4-ზე: 

”(0 =10/4%4+-8/1- 5/მ L2; ძთ 

აქ ია=10, #-=2, 8 =5. ამიტომ /ე(/) მრავალწევრის ყოველი დადებითი 

75. 
ფესვი .ნაკლებია, ვიდრე V <11<2; მივიღებთ, რომ /(X) მრავალ- 

წევრის ყოველი უარყოფითი ფესვი ნაკლებია, ვიდრე –– +. 

მაშასადამე, მეორე მეთოდით ამავე /(X) მრავალწევრის ყოველი და- 

დებითი C ფესვი მოთავსებულია (0,5; 3) შუალედში, ხოლო ყოველი უარ- 

ყოფითი ჩ ფესვი მოთავსებულია (-–-2,6; –-0,5) შუალედში. 

ახლა მესამე მეთოდით ვიპოვოთ იმავე I(X) მრავალწევრის ნამდვი- 

ლი ფესვთა საზღვრები, ამისათვის განვიხილოთ 

ICCე)=2ჯ1--5X”-–-8X-L10 

მრავალწევრი და მისი ყველა წარმოებული: 

I (X)=8Xჯ%5-–10#-––8=2(4X91-–5+–-4), 

,''(X)ლ=24ჯX“-10=2(12X---5), 
I '(X) =48. 

ადვილად შევამჩნევთ, რომ X=2 მნიშენელობაზე /(X) და ყველა მისი 

წარმოებული დადებითია. მაშასადამე, რიცხვი X=2 შეიძლება მივი- 

ღოთ /(უ) მრავალწევრის დადებით ფესვთა ზედა საზღვრად. (8), (9) 

და (10) დამხმარე მრავალწევრების საშუალებით ადვილად დავრწმუნ- 

დებით, რომ მოცემული /I(») მრავალწევრის დადებით ფესვთა ქვედა 
1 

საზღვარია –-' უარყოფითი ფესვი კი მოცემულ მრავალწევრს არ აქვს, 

რადგან ყოველი უარყოფითი ფესვი ზ =>--1, რაც შეუძლებელია. 

§ 4I!. გბრაფიკებისა და წარმოებულების გამოყენებით 

მრავალწევრის ფესვთა საზლვრების დადგენა 

ამ პარაგრაფში და შემდეგ ვიგულისხმოთ, რომ განსახილველ მთელ 

რაციონალურ IC) ფუნქციას ან, რაც იგივეა, განსახილველ /(X) =0 ალ- 

გებრულ განტოლებას ჯერადი ფესვები არ აქვს. წინააღმდეგ შემთხვე- 

ვაში, ე. ი. თუ მოცემულ I(X) ფუნქციას აქვს ჯე რადი ფესვები, მას ად- 
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რევე გამოეყოფთ ცნობილი (გე. 271) მეთოდით. ეთქვათ, მოცემულია 
ნამდვილკოეფფიციენტებიანი 

I(X)=ძაX"-Lთ.X?1+...+ძი1)X+ძი (ა 
მრავალწევრი. განვიხილოთ სიბრტყეზე დეკარტის X0X მართკუთხა 
სისტემა და ავაგოთ მრუდი, რომელიც გრაფიკულად გამოსახავს 01) 

ფუნქციონალურ დამოკიდებულებას. (1) ფუნქციის შესაბამის გრაფიკს 

ხშირად უწოდებენ „/-ური რიგის პარაბოლას“. 

თანახმად /(X) ფუნქციის ფესვის განმარტებისა, ვინაიდან მოცემულ 
(1) მრავალწევრს არ აქვს ჯერადი ფესვები, შესაბამისი მრუდის 0X 

ღერძთან გადაკვეთის წერტილების აბსცისები იქნება მოცემული /(X) 
ფუნქციის ნამდვილი ფესვები. ამრიგად, 0 X ღერძთან (1) მრავალწევრის 

შესაბამისი მრუდის მიერ გადაკვეთის წერტილების რიცხვი ზუსტად 
უდრის მისი ნამდეილი ფესვების რიცხეს. 

რადგან /(X) ფუნქციას ჯერადი ფესვები არ აქვს, ამიტომ /(X) და მის 

წარმოებულს /”(X) არ აქეთ საერთო ფესვი, ე. ი. I(X) მრავალწევრის 
ყოველ ნამდვილ ფესვზე /”(X)#90; ეს იმას ნიშნავს, რომ ყ=/(X) ფუნქ- 
ციის გრაფიკი CX ღერძს არ შეეხება არც ერთ წერტილში. 

ახლა ყ=I(ა) ფუნქციის გრაფიკზე განეხხილოთ ორი წერტილი 

#Iთ, I(0)1 და 13ხ, I(6)I. ცხადია, რომ თუ /(ძ) და /(6) ორდინატებს სხვა- 

დასხვა ნიშანი აქვთ, მაშინ /1 და /2 წერტილები მოთავსებული იქნებიან 
აბსცისთა ღერძის სხვადასხვა მხარეს. ვინაიდან ყოველი V=/(X) მთელი 

რაციონალური ფუნქცია უწყვეტია, ამიტომ (0, ხ) შუალედში X-ის 

ცვალებადობის დროს /(C(ი) ფუნქცია ერთხელ მაინც გახდება ნული, 

ე. ი. თუ წ(X) ფუნქციას (ძ, ხ) შუალედის ბოლო წერტილებზე სხვა- 

დასხვა ნიშანი აქვს, მაშინ ამ შუალედში მოიძებნება ისეთი ერთი 

წერტილი XL=Xე მაინც, რომ /(+ე)=0. გეომეტრიულად ეს იმას ნიშნავს, 

რომ თუ (ი, ხ) შუალედის ბოლო წერტილებზე /(ძ) და /(ჩ) სხვადსხვა 

ნიშანი აქვთ, მაშინ ყ#=/(X) ფუნქციის შესაბამისი გრაფიკი ერთხელ მა– 

“ინც გადაკვეთს 0X ღერძს. 

სიბრტყის იმ ნაწილს, რომელიც X-თა ღერძიდან მოთავსებულია 0»” 

ღერძის დადებითი მიმართულებით, ვუწოდოთ X-თა ღერძის %ზედა ნა- 

ხევარსიბრტყე; ხოლო X-თა ღე რძიდან სიბრტყის იმ ნაწილს, რომელიც 

მოთავსებულია 0)” ღერძის უარყოფითი მიმართულებით ვუწოდოთ X- 
თა ღერძის ქვედა ნახევარსიბრტყე. ახლა მოვიგონოთ ლემა /(X) მრავალ- 

წევრის უფროსი წევრის მოდულის შესახებ და მისი შედეგი ნამდვილი 

I(X) მრავალწევრისათვის (გვ. 321). თუ ვიგულისხმებთ, რომ მოცემუ- 

ლი მრავალწევრის უფროსი წევრის კოეფიციენტი ძია>0, მაშინ მოცე- 
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მული /(0 მრავალწევრის შესაბამისი გრაფიკის დახმარებით მივიღებთ 
შემდეგ ორ საინტერესო დასკვნას: 

ა) ვთქვათ, /(X) მრავალწევრი ლუწი ხარისხისაა. ამ შემთხვევაში, ვ“ 

ნაიდან X-ის აბსოლუტურად საკმაოდ დიდი მნიშვნელობისათვის, კერძოდ, 

როცა II >-“+I მოცემულ I(X»X) მრავალწევრს ნიშანს ანიჭებს ძაX' 
0 

უფროსი წევრი ჯ-ის როგორც უარყოფითი, ისე დადებითი მნიშვნელო- 

ბისათვის IV ფუნქციის შესაბამისი გრაფიკი (–+-ს, <+)) 

ძ ი 
შუალედს გარეთ, ყოველი ჯ-სათვის იქნება 0X ღერძის ზედა ნახევარ- 

სიბრტყეში. სხვაგვარად ეს იმას ნიშნავს, რომ ·თუ /(ჯ) მრავალწევრის 
გრაფიკზე მარცხნიდან მარჯვნივ ვამოძრავებთ რაიმე MI წერტილს, მოძ- 
რაობის პროცესში 0X ღერძის ზედა ნახევარსიბრტყიდან ის შემდეგ 
ისევ უნდა დაბრუნდეს 0CX ღერძის ზედა ნახევარსიბრტყეში (ნახ. 5). 

ამგვარად, თუ მოცემული /I(X) მრავალწევრი ლუწი ხარისხისაა, მა- 

შინ მისი შესაბამისი გრაფიკი 02 X ღერძს შეიძლება კვეთდეს მხოლოდ 

ლუწი რაოდენობის წერტილში, ე. ი. ჟყოელ ნამდვილკოეფიციენტებიან 

ლუწი ხარისხის მრავალწევრ'ს შეიძლება ჰქონდეს მხოლოდ ლუწი რაო- 

დენობის ნამდვილი ფესჭი. 

ბ) ვთქვათ, /(X) მრავალწევრი კენტი ხარისხისაა. ამ შემთხვევაში, 

როგორც ვიცკით (გვ. 321), /((0ე ფუნქციის შესაბამისი გრაფიკი 

(–-, = 4 !) შუალედს გარეთ ყოველი X-სათვის 0V ღერძის 
9% 

მარცხნივ იქნება 0X ღერძის ქვედა ნახევარსიბრტყეში, ხოლო 0” ღეC- 

ძის მარჯვნივ იქნება 0X ღერძის ზედა ნახევარსიბრტყეში. სხვაგვარად 
ეს იმას ნიშნავს, რომ თუ I(X. ფუნქციის გრაფიკზე მარცხნიდან მარ– 

ჯვნივ ვამოძრავებთ რაიმე #M წერტილს, მოძრაობის პროცესში ის 0X 
ღერძის ქვედა ნახევარსიბრტყიდან,: შემდეგ მოძრაობის დროს ბოლოს 
და ბოლოს უნდა დაუბრუნდეს 0X ღერძის ზედა ნახევარსიბრტყეს. ეს. 

კი შესაძლებელია მხოლოდ მაშინ, როცა I(X) ფუნქციის შესაბამისი გრა- 

ფიკი ერთხელ მაინც გადაკვეთს 0CX ღერძს (ნახ. 6). 

ამგვარად, ყოველი კენტი ხარისხის ნამდვილკოეფიციენტებიან მრა- 
ვალწევრს ერთი ნამდვილი ფესვი მაინც აქვს და საზოგადოდ მას კენტი 

რაოდენობის ნამდვილი ფესვი აქვს. ეს ორი შედეგი წინათ (გვ. 281) მი- 

ვიღეთ წმინდა ალგებრული გზით. 

შემდეგ, თუ (1) ტოლობაში ჯ-ის ნაცვლად ჩავსვამთ ნულს, გვექნება: 

I(0)=თ,. 
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მივიღეთ, რომ /(X) ფუნქციის თავისუფალი წევრი ძმ, ყოფილა იმ წერ- 

ტილის ორდინატა, რომელზედაც ჩვენი ფუნქციის გრაფიკი კვეთს 0) 

ღერძს. ცხადია, რომ როცა ძთ.>0 გრაფიკის 0X ღერძთან გადაკვეთის 

წერტილი მდებარეობს 0CX ღერძის ზედა ნახევარსიბრტყეში, ხოლო 
როცა ძ<0, მაშინ გრაფიკის CX” ღერძთან გადაკვეთის წერტილი მღე– 

ბარეობს 0C X ღერძის ქვედა ნახევარსიბრტყეში. გრაფიკის მიხედვით 

V » 
/) 

V. /V 
_ .. X 

ნახ, 5. ნახ,“ 6, 

  

ადვილად შევამჩნევთ, რომ: 1. თუ ლუწი ხარისხის ნამდვილკოეფიციენ- 

ტებიანი /(X) მრავალწევრის თავისუფალი წევრი ძი,ც<0, მაშინ მას შეი–- 
ძლება ჰქონდეს მხოლოდ კენტი რაოდენობის როგორც უარყოფითი, 
ისე დადებითი ნამდვილი ფესვი, ხოლო თუ ძ,„>0 , მაშინ მას შეიძლება 
ჰქონდეს მხოლოდ ლუწი რაოდენობის როგორც უარყოფითი, ისე და- 

დებითი ნამდვილი ფესვი. ანალოგიურად, 2. თუ კენტი ხარისხის ნამდ- 
ვილკოეფიციენტებიანი /(X) მრავალწევრის თავისუფალი წევრი ძ,<0, 
მაშინ მას შეიძლება ჰქონდეს ლუწი რაოდენობის უარყოფითი ფესვი 
და კენტი რაოდენობის დადებითი ფესეი. ხოლო თუ ძ,<0, მაშინ მას 

შეიძლება ჰქონდეს მხოლოდ კენტი რაოდენობის უარყოფითი ფესვი 

და ლუწი რაოდენობის დადებითი ფესვი. 

თუ შევაჯამებთ ზემოთ თქმულს, ნამდვილკოეფიციენტებიანი /(X) 

მრავალწევრის დადებითი ფესვების რაოდენობისათვის მივიღებთ: რო- 

გორიც არ უნდა იყოს მოცემული /I(V) მრავალწევრის ზარისხი (ლუწი ან 

კენტი), როცა მისი თავისუფალი წევრი დადებითია, მაშინ I(X) მრავალ– 

წევრს შეიძლება ჰქონდეს მხოლოდ ლუწი რაოდენობის დადებითი ფეს- 

ვი, ხოლო, როცა მისი თავისუფალი წევრი უარყოფითია, მაშინ მას 

შეიძლება ჰქონდეს მხოლოდ კენტი რაოდენობის დადებითი ფესვი. 

თუ ვისარგებლებთ შენიშვნით: ყოველ კენტი ხარისხის ნამდვილკოე– 
ფიციენტებიან I(ი0) მროავალწევრს ერთი ნამდვილი ფესვი მაინც აქვს, 

მაშინ სხვა გზით ადვილად შეიძლება დავამტკიცოთ, რომ ყოველ ნამდ- 

ვილკოეფიციენ ტებიან ლუწი ხარისხის /(X)) მრავალწევრს შეიძლება 
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ჰქონდეს მხოლოდ ლუწი რაოდენობის წამღვილი ფესვი, ხოლო კენტი 

ხარისხის ყოველ ნამდვილკოეფიციენტებიან /(ა) მრავალწევრს კი -- 
მხოლოდ კენტი რაოდენობის ნამდვილი ფესვი. : 

მართლაც, ვიგულისხმოთ, რომ ნამდვილკოეფიციენტებიან /-ური 
ხარისხის /(უ) მრავალწევრს აქვს სულ § რაოდენობის ნამდვილი 
CთI. თა. ·.ს Cკ ფესვი, მაშინ /(ს) შეიძლება ასე წარმოვადგინოთ: 

| (2)=(X–თ))(X-––თე).--(X-–-თ,)+(X), 

სადაც დ(X) არის „--§ ხარისხის ნამდვილკოეფიციენტებიანი მრავალ- 

წევრი, რომელსაც არ აქვს ნამდვილი ფესვი. ცხადია, I1--§ უნდა იყოს 

ლუწი რიცხვი, წინააღმდეგ შემთხვევაში დ(X) ფუნქციას ექნებოდა 

ერთი ნამდვილი ფესვი მაინც. სხვაობა /--§ ლუწი რიცხვი იქნება მაშინ, 

როცა 7 და § ერთდროულად ან ლუწია, ან კენტი, ე. ი. /I-ისა და §-ის ლუწ-. 
კენტოვნება. ერთნაირია, ამით ჩვენი დებულება დამტკიცებულია. 

იმისათვის, რომ მოვახდინოთ /(უ) მრავალწევრის ნამდვილ ფესეთ» 

საზღვრების გამოყოფა, საჭიროა განვიხილოთ "საკითხი სასრულ რიცხვ- 
თა მიმდევრობაში ნიშანცვლათა შესახებ. ვთქვათ, მოცემულია შემდეგი 

რიცხვთა მიმდევრობა: 

+5, 41, –-2, +3. --5, 1-6, –-1 (2) 

აქ რიცხვების ნიშნები განლაგებულია შემდეგნაირად: 

- -  – + – + -– 

როგორც ვხედავთ, ნიშანთა ამ განლაგებაში ხუთჯერ ხდება ნიშანცვლა. 

ამიტომ ვიტყვით, რომ (2) რიცხვთა მიმდევრობაში ნიშანცვლათა რიცხ- 

ვი უდრის ხუთს, საზოგადოდ, თუ გარკვეული წესით დალაგებულ რიცხ- 
ვთა მიმდევრობაში #-ჯერ ხდება ნიმანცვლა, ვიტყვით, რომ მოცემულ 

რიცხვთა მიმდევრობაში ნიშანცვლათა რიცხვი უდრის /-ს. ადვილად 

შევნიშნავთ, რომ თუ მოცემულ რიცხვთა მიმდევრობაში ნიშანცვლათა რი- 

ცხვი ლოწია, მაშინ მიმდევრობის კიდური წევრები ერთნაირი ნიშნისაა, 

ხოლო, თუ ნიშანცვლათა რიცხვი კენტია, მაშინ მიმდევრობის კიდურა 

წევრები სხვადასხვა ნიშნისაა. 

დავუბრუნდეთ (1) მრავალწევრს და განვიხილოთ მისი კოეფიციენ- 

ტებისაგან შედგენილი რიცხვთა მიმდევრობა: 

ძი თე 02, -·.ც 0-1 რ (3) 

თუ მოვიგონებთ ვიეტას განზოგადებულ ფორმულებს (გვ. 266), ადვი- 

ლად შევამჩნევთ, რომ როცა მოცემული მრავალწევრის ყველა # ფესვი 
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დადებითია, (3) კოე ფიციენტთა ნიძაები რიგრიგობით იცვლება და ამი- 

ტომ (3) კოეფიციენტთა მიმდევრობაში ნიშ,ნცვლათა რიცხვი ზუსტად 

უდრის /1-ს, ე. ი. უდრის დადებითი ფესვების რიცხეს. 

ადვილად დამტკიცდება, რომ ნამდვილკოეფიციენტებიანი I(9 მრავალ– 

წევრის დადებითი ფესვების რიცზვი არ აღემატება მის კოეფიციენტთა 

მიმდევრობაში ნიშანცვლათა რიცზვს. 

მართლაც, ვთქვათ, X=ძ0თ არის /(X) მრავალწევრის ერთი რომელიმე 

დადებითი ფესვი, მაშინ შეგვიძლია დავწეროთ: 

I(9) = (X –თ)ღდ(ა, 
სადაც 

%«(ე =ხეX?ივ1 6,012 -... ჩე -X -- ხი. 

როგოოც ჰოონე რის სქემიდ.ნ ვიცით, /(X) და %(X) მრავალწევრების კოე– 

ფიციენტები ურთიერთდაკავშირებულია შემდეგი ტოლობებით: 

ხე“. თე, ხ,=ხ, (C--თ, (2=1, 2, ..., I-–I), 

ხოლო ნაშთი 

ხ,,თ + ძ,-=0. (4) 

თუ ახლა ხჩ,.) კოეფიციენტიდან #,-ზე გადასვლისას ჩვენ გვაქვს 

ნიმანცვლა, მაშინ ტოლობიდან 

ძ.,ლ=ხ,–-ნ. 1.Cთ, სადაც თ >0, (5) 

ვღებულობთ, რომ თ, კოეფიციენტის ნიშანი თანხვდენილია ხ, კოეფი–- 
ციენტის ნიშნისა. (4) ტოლობიდან ვღებულობთ, რომ /(X) მრავალწეე– 

რის თავისუფალ წევრს აქვს თდ(ჯX) მრავალწევრის თავისუფალი წევრის 

მოპირდაპირე ნიშანი. 

მაგალითისათვის ვიგულისხმოთ, რომ მოცემელი 

I(X)=ძაჯზჯზ+ი,X5-LთაXI =ძესმ+ ძმ, ა" -+-ძ,X--მა 

მრავალწევრის შესაბამის 

ღა = ხას? · L ხ.V 1L ხ.ამ?-+ ხებ" --ხ,X – ხ. 

მრავალწევრში ნიშანცვლა ხდება მხოლოდ“ ხჯ-დან ხ;-ზე და ნა-დან 

ხ:-ზე გადასვლისას, ე. ი. დ(X) მრავალწეგრის კოეფიციენტთა ხი, ხა). 

ხა, ხე, ხ,, ხე მიმდევრობაში ნიშანცვლათა რიცხვი უდრის ორს. მაშინ, 

ზემოთ მიღებული შედეგების თანახმად, ვინაიდან /(ი) ფუნქციის ძა და 

ძე კოეფიციენტების ნიშნები შესაბამისად თანხვდენილია ხა და ხჯ კოე- 
ფიციენტების ნიშნებისა და ძკ ნიშანი განსხვავდება ნკ ნიშნისაგან მი–- 

ვიღებთ, რომ თა, თ), ძი, თვ, 0, ძე, ძე კოეფიციენტთა მიმდევრობაში 
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ნიმანცვლათა რიცხვი მეტია ან ტოლი სამისა. ამგვარად, მივიღეთ, რომ 
I(X+) მრავალწევრის კოეფიციენტთა მიმდევრობის ნიშანცვლათა რიცხეი, 

დ(X) მრავალწევრის კოეფიციენტთა მიმდევრობის ნიშანცვლათა რიცხვ- 

ზე მეტია ერთი ერთეულით მაინც. სხვაგვარად ეს იმას ნიშნავს, რომ თუ 

თ არის /(X) მრავალწევრის დადებითი ფესვი, მაშინ /I(X) მრავალწევრის 

X-–-თ ორწევრზე გაყოფის შედეგად მიღებული დ(X) მრავალწევრის კოე- 
ფიციენტთა მიმდევრობაში ნიშანცვლათა რიცხვი ერთი ერთეულით 

მაინც ნაკლებია, ვიდრე I(X) მრავალწევრის კოეფიციენტთა მიმდევრო- 

ბაში ნიშანცვლათა რიცხვი. 

ახლა ვიგულისხმოთ, რომ /(V) მრავალწევრს აქვს § დადებითი ფეს- 

ვი: თე, თი, ·.., თ; ე.“0. , 

100:)=(X-––-თ,)(X–– თუ)...(X--–-თ.)C(X). 

ცხადია, რომ V(X) მრავალწევრის კოეფიციენტთა მიმდევრობაში ნი- 
შანცვლათა რიცხვი.§-ით მაინც ნაკლებია, ვიდრე /(X) მრავლწევრის კოე- 
ფიციენტთა მიმდევრობაში ნიშანცვლათა” რიცხვი. ამით ჩვენი დებულე- 

ბა დამტკიცებულია. 

თეორემა. Iჯ მრავალწევრის დადებითი ფესვების რიცხვი ან უდრის 

მის კოეფიციენტთა მიმდევრობაში ნიშანცვლათა რიცხვს, ან ლუწი 

რიცხვით ნაკლებია მასზე. 

მართლაც, ვთქვათ, /(X) მრავალწევრის (3) კოეფიციენტთა მიმდევ- 

რობაში ნიშანცვლათა რიცხვი ლუწია, მაშინ კოეფიციენტთა მიმდევ- 

რობის კიდურა წევრებს უნდა ჰქონდეს ერთნაირი ნიშანი. ვინაიდან 

0ი->0 თავისუფალი წევრიც უნდა იყოს დადებითი, ე. ი. ასეთ შემთხვე- 
ვაში, როგორც გრაფიკიდან ვიცით, /(X) მრავალწევრის დადებითი ფეს- 

ვების რიცხვი ლუწია. 

თუ ახლა /(X) მრავალწევრის (3) კოეფიციენტთა მიმდევრობაში ნი-. 

შმანცვლათა რიცხვი კენტია, მაშინ თავისუფალი წევრი უარყოფითი იქ- 

ნება, ე. ი. რი„<0. ასეთ შემთხვევაში, როგორც გრაფიკიდან ვიცით, /(X) 

მრავალწევრის დადებითი ფესვების რიცსვი კენტია. ამრიგად დამტკიც- 
და, რომ ნამდვილკოეფიციენტებიანი /(X) მრავალწევრის დადებითი ფეს- 

ვების რიცხვი არ აღემატება მოცემული მრავალწევრის კოეფიციენტთა 

მიმდევრობის ნიშანცვლათა რიაცხვს და კოეფიციენტთა მიმდევრო- 

ბი“ ნეშანცვლათთ ლუწკენტოვნება დადებით ფესვთა რიცხვის 

ლუწკენტოვნებისაა. სხვაგვარად, თუ მოცემული მრავალწევრის და- 
დებითი ფესვების რიცხვი უდრის #-ს, ხოლო მისი კოეფიციენტების ნი- 

შანცვლათა რიცხვი არის §, მაშინ #<-§ და §--# ლუწია. დამტკიცებულ 

თეორემას დეკარტის თეორემა ეწოდება. იმისათვის, რომ ანალოგიური 

შედეგი მივიღოთ უარყოფითი ფესვებისათვის, საჭიროა /(#) მ რავალ– 
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წევრში ჯ-ის ნაცვლად ავრღოთ ·-- I და გარდაქმნის შედეგად მიღებულ 

მრავალწევრზე გამოვიყენოთ დეკარტის თეორემა. 

მაგალითად, 

Xბ--2X91--5V2--14X=:14-L0 

განტოლების კოეფიციენტთა მიმდევრობაში ჩვენ გვაქვს მხოლოდ ერ- 

თი ნიმანცვლა, ამიტომ მოცემულ განტოლებას ან აქვს ერთი დადებითი 

ფესვი, ან სრულიად არ აქვს. X შეგცვალოთ ––X-ით, მივიღებთ განტო– 

ლებას 
უჯბ–-2X3---5X2-L14X--14=0, 

რომლის კოეფიციენტთა მიმდევრობაში გვაქვს სამი ნიშანცვლა, ამი- 

ტომ მიღებულ განტოლებას აქვს ან სამი, ან ერთი დადებითი ფესეი, 

ხოლო მოცემულ განტოლებას კი აქვს ან 

სამი, ან ერთი უარყოფითი ფესვი. 

ახლა ჩვენ .შეგვიძლია განეიხილოთ 

საკითხი მოცემული /(X) მრავალწევრის 

ცალკეული ნამდვილი ფესვების საზღ- 
ვრების გამოყოფის შესახებ. როგორც 

ზემოთ აღვნიშნეთ, თუ /(ე) მრავალ- 

წევრს (თ, ხ) შუალედის ბოლო წერტი- 
ლებზე სხვადასხვა ნიშანი აქვს, მაშინ ნაზ. 7. 

ამ შუალედში I(») მრავალწევრს ერთი 

ნამდვილი ფესვი მაინც აქვს და საზოგადოდ ამ შუალედში ნამდვილი 

ფესვების რიცხვი კენტი რაოდენობის იქნება. (თ. ხ) შუალედში ნამდვილ 

ფესვთა რიცხვის დაზუსტების მიზნით ვიგულისხმოთ, რომ I”(0ი) <0, 

I(ხ)>0. თუ ამ შემთხვევაში აღმოჩნდა, რომ I(X) მრავალწევრის წარ- 

მოებულს /”“(X) მთელ (0, ხ) შუალედში დადებითი ნიშანი აქვს, ე. ი. 

თუ I(X) ფუნქცია ზრდადია, როცა X იზრდება ი-დან ხ-მდე, მაშინ 

(ი, ხ) შუალედში მოცემულ ფუნქციას მხოლოდ ერთი ნამდვილი ფესვი 

აქეს (ნახ. 7). ასეთ შუალედს შესაბამისი ფესვის განცალკევების შუა- 

ლედი ვუწოდოთ. 
ახლა, თუ აღმოჩნდა, რომ /I(X) მრპვალწევრი, როცა ჯ იცვლება (თ, ხ) 

შუალედში აღწევს მაქსიმუმს X=C წერტილზე, შემდეგ, კი (თ, ძ) მშუა- 

ლედში კლებულობს და აღწევს მინიმუმს X=ძ წერტილზე, ხოლო შემ- 

„დეგ (ძ, ხ) შუალედში ისევ იზრდება და ა შ., მაშინ უნდა გავარჩიოთ შემ- 

დეგი ორი შემთხვევა: 

1. როცა /(X) ფუნქციას მაქსიმუმისა და მინიმუმის წერტილებზე 

ერთნაირი ნიშნები აქვს, მაშინ /(X) ფუნქციას მთელ (ძ, ხ) შუალედში 

მხოლოდ ერთი ნამდვილი ფესვი ექნება (ნახ. 8, ა, ბ).   343



2. როცა /(ა) ფუნქციას C და ძ წე რტილებზე სხვადასხვა ნიშანი აქვს, 
კერძოდ, როცა 

I(C >9, I(თ <9, 

მაშინ მოცემულ /(%ი) ფუნქციას (თ, ხ) შუალედში სამი ნამდვილი ფეს- 

ვი მაინც აქვს, რომლებიც შესაბამისად მოთავსებულია 

(ი, 0), (თ 9), (ძ, ხ) 

   
  

_V 8 » 8 

C 

თ/ 1 თ C ძ 6... _ 
1 /ი“ X , ს) X 

6. | 

# ა ტ 7 
ბ 

ნახ. 8. 

შუალედებში. შევნიშხოთ, რომ პირველ ორ შუალედში თითო ფესვია, 

ხოლო მესამე შუალედში კი შესაძლებელია რამდენიმე ნამდვილი ფესვი 

აღმოჩნდეს (ნახ. 9). 

როგორც ვხედავთ, MX) მრავალწევრის ყოფაქცევის გამოკვლევი- 
სას არსებით როლს ასრულებს მოცემული მრავალწევრის ფესვთა სა- 

ნახ, 9. 

ზღვრების დადგენა და მრავალ- 

წევრის მაქსიმუმისა და მინიმუმის 

წერტილების მოძებნა, რომლებიც 

მიიღება I(X) =0 განტოლების 

ამოხსნით. . ' 

მაგალითი. ვიპოვოთ /(X)=. 
=ჯ)--9X-+24X-17 მრავალწევ- 
რის ნამდვილი ფესვების რიცხვი 

და გამოვყოთ ცალკეული ფესვე– 
ბის საზღვრები. დეკარტის თეო-. 

რემის გამოყენებძთ ადვილად 

დავრწმუნდებით, რომ მოცემულ მრავალწევრს უარყოფითი ფესვები 

არ აქვს. ნიუტონის მეთოდით მივიღებთ, რომ მოცემული /(X) მრავალ- 

წევრის დადებითი ფესვების ზედა საზღვარია 5, ამრიგად, მოცემული 
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მრავალწევრის ყველა ნამდვილი ფესვი დადებითია და მოთავსებულია 
(0,5) შუალედში. 

I (X)=3X?-–-–18X-L24=0 განტოლების ფესვები იქნება: 

X.=2, X25=4, 

ადვილად მივიღებთ, რომ /(0) <0, /I(2) >0 და / (X) დადებითია მთელ (0,2) 

შუალედში. ამიტომ (0,2) შუალედში მოცემულ მრავალწევრს მხოლოდ 

ერთი დადებითი ფესვი აქვს. აგრეთვე მივიღებთ, რომ /(4) <0 და მთელ 

(2, 4) მუალედში I (X) ფუნქცია უარყოფითია. ამიტომ (2, 4) შ უალედშიც 

მოცემულ ფუნქციას მხოლოდ ერთი ნამდვილი ფესვი აქვს. ანალოგიურად 

ვიპოვოთ, რომ /(51>0 და ამიტომ (4, 5) შუალედშიც /I(X) მრავალწევრს 

მხოლოდ ერთი ნამდვილი ფესვი აქვს. მამასადამე, მოცემული /(») მრა- 

ვალწევრის სამივე ფესვი ნამდვილია და ეს ფესვები შესაბამისად მოთავსე- 
ბულია განცალკევების (1, 2), (2, 3) და (4, 5) შუალედებში. 

ახლა ჩვენ განვიხილავთ შტურმის მეთოდით მოცემული /(X) მრავალ– 
წევრის, ნამდვილ ფესვთა რაოდენობის პოვნის საკითხს, რომელიც თეო- 

რიული თვალსაზრისით სხვა მეთოდებთან შედარებით სრულია, მაგრამ 

ზოგ შემთხვევაში პრაქტიკულად მისი გამოყენება, რასაც შემდგომი 

მაგალითების გარჩევისას ადვილად შევამჩნევთ, რთულია. 

§ 42, შტურმის ფუნქციათა მიმდევრობა. 

მტურმის თეორემა 

როგორც წინათ, ისე ახლაც ვიგულისხმოთ, რომ მოცემულია /I-ური 

ხარისხის ნამდვილკოეფიციენტებიანი მთელი რაციონალური /(V) ფუნ- 

ქცია ჯერადი ფესვების გარეშე. ასეთ შემთხვევაში, როგორც ვიცით, , 

I(X) და მისი წარმოებული I”(X) ურთიერთმარტივია, ე. ი. მათი უდიდე– 

სი საერთო გამყოფი ნულისაგან განსხვავებული გარკვეული რიცხვია 

ნამდვილ რიცხვთა ველიდან: 

შევადგინოთ ევკლიდეს ალგორითმი I(X) და I” (X) მრავალწევრები- 

სათვის, მხოლოდ იმ განსხვავებით, რომ გაყოფის შედეგად მიღებული 

ნამთები შესაბამისად ავიღოთ შებრუნებული ნიშნით. გვექნება: 

I(00=/”02ა000-–-ჩ(2, 
|! ე=ჩლეთ(ე– (ი, 

ჩ(ნე=ჩ00თ(ი–-ჩწ(ი, (კ) 

IX-1CX) =/I(X) ძ.(ი– IC), 

I =9XC63) =I/თ ს“) ძო 8763) – (9: 
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პირობის თანახმად, (ა ალგორითმში მიღებული უკანასკნელი /, ი 

ნაშთი ნულისაგან განსხვავებული ნამდვილი რიცხვია. განეიხილოთ ფუნ- 
ქციათა შემდეგი მიმდევრობა: 

ICX), I(X, (9, I-(X), ... I.Cი)..., (ო(ი). (2) 

(2 ფუნქციათა მიმდევრობას ხშირად ფუნქციათა შტურმის (5IსIV 
1803--1855) მიმდევრობას უწოდებენ. ფუნქციათა შტურმის მიმდევ- 
რობა X=0 მნიშვნელობისათვის მოგვცემს შემდეგ რიცხვით მიმდევ- 
რობას: 

I(0), I(თ, M(0), (თ, ... M(თ), ... Iო(თ. (3 

რომლის ნიშანცვლათა რიცხვი გარკვე ულია. თუ დავაკვირდებით, ადვი- 

ლად შევამჩნევთ რომ X-ის ცვალებადობის დროს ფუნქციათა 

შტურმის მიმდევრობაში ნიშანცვლათა რიცხვი მხოლოდ მაშინ შეიცე- 

ლება, როცა (2) ფუნქციათა მიმდევრობის რომელიმე ფუნქცია ნიშანს 

შეიცვლის, ე. ი. როცა X გაივლის შესაბამისი ფუნქციის ფესვზე. გან- 

ვიხილოთ ფუნქციათა შტურმის მიმდევრობის ზოგიერთი თვისება: 

1”. ფუნქციათა შტურმის მიმდევრობის არც ერთ ორ მეზობელ ფუნ- 

ქციას არ აქვს საერთო ფესვი. 

მართლაც, თუ დავუშვებთ, რომ X-=Xა, IL. 10) და /.(X) ფუნქციე- 
ბის საერთო ფესვია, ე. ი. IL. ICXი)=/(Xი)-=0, მაშინ (1) ტოლობათა მი- 

ხედვით მივიღებთ, რომ /„+1(Xე)=0, /.+:(V)=>-0 და ა. მ. /»(X-)=0, 

რაც შეუძლებელია, რადგან /,(X) ნულისაგან განსხვავებული ნამდეი- 
ლი რიცხვია. 

29. თუ X=Xჯე მნიშვნელობა არის ფუნქციათა შტურმის მიმდევრო- 

ბის რომელიმე /,(X) ფუნქციის ფესვი, მაშინ X=Xე მნიშვნელობაზე 

IL-)(X) და /I+I(X) ფუნქციებს სხვადასხვა ნიშანი აქვთ. 
მართლაც, /I-1(X)= I,(X) 0,(X)-–M.+IC90) ტოლობიდან როცა X=-Xი-. 

ვინაიდან /.(Xი)=0, მივიღებთ: : 

M-1(Xი) =-––-/.LIL(%ი). 

39. თუ X ზრდადობით გაივლის /|(X) მრავალწევრის ფესვს, მაშინ 

I(X) და მის I”I(X) წარმოებულს შორის ნიშანცვლა 1-ით მცირდება. 

მართლაც, ვთქვათ, I(X) ფუნქციის ფესვია X=Xე. მაშინ /”(X-)#9, 

X-ის ამ მნიშვნელობისათვის, როგორც ვიცით (გვ. 319), ამ შემთხვევაში 

შეიძლება გამოვყოთ ისეთი მცირე შუალედი (X--8, X0ი+მ8), რომელ- 

შიც | (” ფუნქცია ინარჩუნებს I (Xი) რიცხვის ნიშანს. 

გარკვე ულობისათვის დავუშვათ, რომ /”(X-) >9, მაშინ /” (X) დადებითი 

იქნება მთელ (X--––8, X-+8) შუალედში (ნახ. 10) და ამიტომ /(X) იქნე– 
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ბა ზრდადი აღნიშნულ შუალედში. ცხადია, რომ ამ შემთხვევაში I(X) 

ფუნქცია თავის X=Xე ფესვზე გავლისას უარყოფითი მნიშვნელობიდან 
გადადის დადებითზე. ამრიგად, ჩვენ გვექნება ნიშანცვლათა შემდეგი 
ცხრილი (ცხრ. 1) 

ცხრილი !) 
ეე---ა'ას'“–_ 

Xჯ IC წთ | , თ (ი) ” 

Xი––ბ –_ + 5 

  

20 მ + ჯ ”“ 

72-22 
ნაზ. 10. 

  

ლ   %+ბ | + + 
_–აებ“აესაე,ე–     

ამ ცხრილიდან ჩანს, რომ, როცა I(X) ფუნქცია თავის ფესეზე გაივ– 

ლის, .მაშინ /(X) მრავალწევრსა და მის წარმოებულს შორის ნიმანცვლა 

1-ით მცირდება ე. ი. ამ შემთხვევაში /(X) მრავალწევრის ფესვზე გაე– 

ლამდე /(X) და I”(X) შორის ნიშანცვლა არსებობდა, ხოლო /(X)-ის ფესვ- 

ზე გავლის შემდეგ მათ შორის ნიშანცვლა არ იქნება, 
4. თუ X ზრდადობით გაივლის შტურმის ფუნქციათა მიმდევრობის 

I(X)-გან განსხვავებულ სხვა რომელიმე ფუნქციის ფესვზე, მაშინ შტურ- 

მის ფუნქციათა მიმდევრობაში ნიშანცვლათა რიცხვი არ იცვლება. ამ 

თვისების მართებულობა ჯერ დავამტკიცოთ მეზობლად მყოფი სამი 

ჩ-ა09, ჩიხი და ჩანი. ფუნქციებისათვის. 
მართლაც, ვთქვათ, X=-Xე არის /,(X) ფუნქციის ფესვი, ე. ი- /.(Xე) = 

=0, მაშინ თანახმად 1” და 29 თვისებებისა მივიღებთ, რომ /. ,(Xე) და 

M+I(X)) ნულისაგან განსხვავებულია და აქვთ სხვადასხვა ნიშანი. ახ- 

ლა გამოვყოთ Xე ფესვის ისეთი მცირე მახლობლობა (X-––8, X-+ბზ), 

რომელშიც /.-I(წ) და /.I(ი) ფუნქციები ინარჩუნებენ შესაბამისად 

M-I(Xე) ღა M.+IL(Xია რაცხვების ნიშნებს. გარკვეულობისათვის დავუშ- 

ვათ, რომ /M. I(X) <0 და /.+I(Xი)>0. გვექნება ნიშანცვლათა შემდეგი 

ცხრილი (ცხრ. 2): 

  

  

  

  

ცხრილი 2 

X | >0CI. CC... M+1(X) 

_ მებ I." 

ი.) – I|ი ! + 

%+L+ბა |) – | ? | +     
ვა?



ამ ცხრილიდან, ჩანს, რომ როგორი ნიშანიც არ უნდა იყოს უნიშნო 

უჯრედებში, ე. ი. როგორადაც არ უნდა გაიროს /,(») ფუნქციამ თავისი 

ფესვი –– %ზრდადობით ან კლებადობით –- ნიშანცვლათა რიცხვი /,-I(X), 

IM-CX) და M.+I(+) ფუნქციებისა არ იცვლება. 

ცხადია, ამ თვისებას ადგილი ექნება ყველა ისეთი /„(X) ფუნქციისა- 

თვის, რომლებსაც გააჩნია მარცხენა და მარჯვენა მეზობელი ფუნქციები, 

ახლა, რადგან შტურმის ფუნქციათა მიმდევრობის იმ ნაწილებში, სა- 

დაც არც ერთი ფუნქცია არ გადის ფესვზე, ნიშანცვლათა რიცხვი არ იცე- 
ლება. შეგვიძლია ვთქვათ, რომ როცა X-ის ზრდადობისას შტურმის ფუნ- 
ქციათა მიმდევრობის რომელიმე /.(ა) ფუნქცია, გარდა /(X) ფუნქცი- 

ისა, გაივლის ფესვზე (2) შტურმის ფუნქციათა მიმდევრობაში ნიშანცვ- 

ლათა რიცხვი უცვლელია. 

შტურმის თეორემა. თუ 0 და ხი ნამდვილი რიცხვები, სადაც ძ<ხ, 

არაა I(ა)) მრავალწევრის ფესვები, მაშინ V-ის ცვალებადობისას თ-დან 

ხ-კენ ფუნქციათა შტურმის. მიმდევრობაში ნიშანცვლათა დანაკარგი 

ზუსტად უდრის (ი, ხ) შუალედში /|(Vს) მრავალწევრის ნამდვილი ფესვე- 

ბის რიცხვს. 

დამტკიცება. ვთქვათ, X იცვლება თ-დან ხ-კენ, თანახმად 3? და 49 

თვისებებისა, თუ ჯX ზრდადობით ე რთხელ გაივლის /(X) მრავალწევრის ჯ-=> 

=Xა ფესეს, მაშინ შტურმის ფუნქციათა მიმდევრობაში ნიმანცვლათა 
რიცხვი მხოლოდ ერთით მციოდება. აქედან გამოდის, რომ როცა Vიზრ- 

დება ძ-დან ხ-კენ, მაშინ შტურმის ფუნქციათა მიმდევრობაში ნიშანცე- 

ლათა რიცხვი საზოგადოდ მცირდება და ნიმანცვლათა რიცხვი იმდენით 

შემცირდება, რამდენჯერაც ძ-დან ხ-კენ ცვალებადობისას ჯ გაივლის /(X) 

მრავალწევრის ფესვს. ამით შტურმის თეორემა დამტკიცებულია. 

თუ 5(0)-თი და 5(6)-თი შესაბამისად აღვნიშნავთ X=0თ და X=ხ მნი- 

შვენელობებისათვის ფუნქციათა შტურმის მიმდევრობაში ნიმანცვლათა 

რიცხვს, მაშინ, დამტკიცებული თეორემის თანახმად, (ით, ხნ) მ.უუალედღში 

/I(X) მრავალწევრის ნამდვილი ფესვების რიცხვი. ზუსტად უდრის 

5(ი)––5(ხ)=/ 

სხვაობას, სადაც # არის /(X) მრავალწევრის ნამდვილი ფესვების რიცხვი 

(თ, ხ) შუალედში. , 
შტურმის თეორემის პრაქტიკულად უკეთ გამოყენების მიზნით სა- 

ჟიროა აღვნიშნოთ ზოგიერთი რამ. შტურმის თეორემა, პირველ ყოვლი- 

სა, საშუალებას გვაძლევს ზუსტად გავიგოთ მოცემული ნამდვილკოე- 

ფიციენტებიანი /(X) მრავალწევრის ნამდვილი ფესვების რიცხვი. შემდეგ 

ცნობილი მეთოდებით ჩვენ შეგვიძლია ვიპოვოთ ნამდვილ ფესვთა საზღ- 

ვრები. ვთქვათ, /(X) მრავალწევრის ყველა ნამდვილი ფესვი (თ, ხ) შუა- 
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ლედშია მოთავსებული. ახლა შტურმის თეორემის გამოყენებით, შე- 

გვიძლია ამ შუალედის ისე დანაწილება, რომ ყოველ დანაწილებულ შუა- 
ლედში მოთავსდეს მოცემული მრავალწევრის მხოლოდ ერთი ფესვი. 

II) მრავალწევრის ნამდვილ ფესვთა რაოდენობის გამოანგარიშების 

გაადვილების მიზნით მოვიგონოთ ლემა უფროსი წევრის მოდულის შე– 

სახებ, რომლის თანახმად ჯ-ის საკმაოდ დიდი აბსოლუტური მნიშვნე- 

ლობისათვის ფუნქციათა შტურმის მიმდევრობის ყოველ ფუნქციას 

ექნება თავისი უფროსი წევრის ნიშანი. ახლა, რადგან I(X) მრავალწევრის 

ყველა ნამდვილი ფესვი მოთავსებულია C– ი, +-თ) მუალედში, სხვაო- 

ბა 5C--თ–)–5(C) მოგვცემს /I(X) მრავალწევრის ყველა ნამდვილი ფეს- 

ვის რაოდენობას. თუ ჩვენთვის ცნობილია, რომ /(X) მრავალწევრის ყეე- 

ლა ნამდვილი ფესვი მოთავსებულია (თ, ხ) შუალედში, სადაც 0<ხ, 

მაშინ გვექნება: 

8 (C-–--2)–-5(295) =5(ძ)-–-4(ხ) :=#I. 

ეს თანაფარდობა, როგორც ამაში მაგალითებით დავრწმუნდებით, 

ძალზე აადვილებს მოცემული /(X) მრავალწევრის ნამდვილი ფესვების 
რაოდენობის გამოთვლას. რადგან შტურმის თეორემაში მთავარია მხო–- 

ლოდ მრავალწევრის ნიშნები და არა მათი მნიშვნელობანი, ამიტომ ფუნ- 

ქციათა მტურმის მიმდევრობის ნიშანცვლათა რიცხვის გამოთვლის გა–- 

ადვილების მიზნით, ზოგ შემთხვევაში, ფუნქციები შეიძლება გავამრავ- 

ლოთ ან გავყოთ ნებისმიერ დადებით რიცხვზე. შევნიშნოთ აგრეთვე, 

რომ თუ ფუნქციათა შტურმის მიმდევრობის რომელიმე //,(X) ფუნქცია 

მთელ (ი, ჩ) შუალედში განსხვავებულია ნულისაგან. მაშინ ფუნქციათა 

შტუომის მიმდევრობა შეიძლება ამ ფუნქციით დავამთავროთ. მართლაც, 

რადგან #02 მრავალწევრი ნეშანს არ იცვლის და /თ (ა) ნულისაგან გან- 

სხვავებული ნამდვილი რიცხვია, ამიტომ 

MCი0, /M.+I(X), ·. /თ(ა · 

ფუნქციათა მიმდევრობაში, როცა Xჯ იზრდება 0-დან ხ-კენ, ნიმანცელა- 

თა რიცხვი არ იცვლება. 

მაგალითი. ვთქვათ, მოცემულია 

Iმელ–#/0–-63-8V1+-4X-4 

მრავალწევრი. მოცემული მრავალწევრისათვის შედგენილ შტურმის 

ფუნქციებს ექნება შემდეგი სახე: 

ნა =2 – 90+8X+2, 
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ჩ00=11ჯ“-36X+-10, 
1:(X) =7X-–-1 6, 

ჯვ) =1. 

ახლა, ყველა ნამდვილი როგორც უარყოფითი, ისე დადებითი ფესვების 

რაოდენობის საპოვნელად შევადგინოთ ცხრილი (ცხრ. 3). 

  

  

  
  

  

ცხრილი 3 

# | IX | ”ო | 6Cი | რCი | ნანი | ”'%'ცვლათა 

–თ | + | – | + | – | + 4 წ 

0 | – | + | + | _ | + | 3 5(–C9%)–5(+C)=4. 

+თ | + | + | + | + | + 9       

ცხრილი გვიჩვენებს, რომ როცა ჯ იზრდება––=-დან 0-მდე, ფუნკქ- 

ციათა შტურმის მიმდევრობაში ნიშანცვლათა რიცხვი ერთით მცირდება, 

ამიტომ მოცემულ მრავალწევრს აქვს მხოლოდ ერთი უარყოფითი ფეს- 

ვი. შემდეგ, X-ის 0-დან +-=C-მდე ზრდისას ფუნქციათა შტურმის მიმდევ- 
რობაში ნიშანცვლათა რიცხვი სამით მცირდება, ამიტომ მოცემულ მრა- 

ვალწევრს აქვს სამი დადებითი ფესვი. ამრიგად, მოცემული /(X) მრავალ–- 

წევრის ოთხივე ფესვი ნამდვილია. ნიუტონის მეთოდით ადვილად და- 

ვრწმუნდებით, რომ მოცემული მრავალწევრის უარყოფითი ფესვების 

ქვედა საზღვარი არის ––1, ხოლო დადებითი ფესვების ზედა საზღვარი 4. 

ამრიგად, მოცემული მრავალწევრის ყველა ნამდვილი ფესვი მოთავ- 

სებულია (––1,4) შუუალედში. როცა ჯ#=–--1, 0, 1, 2, 3, 4, ნიმანცვლათა 

რიცხვს გვიჩვენებს შემდეგი ცხრილი (ცხრ. 4). 

  

  
  

    

  

    
  

  

ცხრილი 4 

8 | 'თ1”თ |) სთ! ჩიი | ნიი”) წ მანცვლათა, 

აეასგაებგბეგბგბგბ– ი–<.––– 
| მ |-< |+I+I- |+I 1 
+I2I+L-=I=1+|I : 
2 + |– | – | +I 2 
ვ)  – I I+I+)1+!. ! 

I1I+I+I+)+|+|_2       
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როგორც ამ ცხრილიდან ჩანს, მოცემული MC) მრავალწევრის ფეს- 
ვები შესაბამისად მოთავსებულია (––1, 0), (0, 1), (2, 3) და (3, 4) მუალე– 
დებში. ამრიგად, ჩვენ მოვახდინეთ თითოეული ფესვის განცალკევება. 

მკითხველი ამ მაგალითის გარჩევისას შეამჩნევს, თუ რა დიდ გამოთვლებ- 
თანაა დაკავშირებული შტურმის ფუნქციათა მიმდევრობის შედგენა. 

ზოგ შემთხვევებში ეს გამოთვლები იმდენად დიდია, რომ მტურმის მე– 

თოდი ნამდვილი ფესვების განცალკევებისათვის პრაქტიკულად თითქ- 

მის გამოუყენებელია. 

§ 48. ნამდვილ ფესვთა მშიასლოებითი ბამოთვლის მეთოდები 

ჩვენთვის უკვე ცნობილია, თუ როგორ უნდა ვიპოვოთ გრაფიკული 
მეთოდით და შტურმის თეორემის მიხედვით მოცემული ნამდვილკოე– 
ფიციენტებიანი /|(X). მრავალწევრის ნამდვილი ფესვების რაოდენობა 
ღა როგორ უნდა გამოვყოთ თითოეული ნამდვილი ფესვის საზღვრები. 

ცხადია, რომ ისეთ (თ, 6) შუალედში, რომლის ბოლო წერტილებზე (4659) 

მრავალწევრს სხვადასხვა ნიშანი აქვს და მისი I (X) წარმოებულის ნი- 
შანი მთელ შუალედში უცვლელია, მოთავსდება I(X) მრავალწევრის 
მხოლოდ ერთი გარკვეული თ ნამდვილი ფესვი; ასეთ (ძ, ხ) მუალედს 

ვუწოდოთ თ ფესვის განცალკევების შუალედი. 
მაგალითად, განვიხილოთ განტოლება 

I(X)ა=X9+1,1X?1-+0,9X-––1,4 =0. 

ვინაიდან X-ის ყოველი მნიშვნელობისათვის II(X) =3X"+-2,2X<+-0,9 >0, 

ამიტომ /(X) ფუნქცია ზრდადია მთელ X-თა ღერძზე, ე. ი. I(+) ფუნქ- 
ციის შესაბამისი გრაფიკი X-თა ღერძს მხოლოდ ერთხელ კვეთს. გამო-- 
თვლის შედეგად ადვილად მივიღებთ: M(0)=--1,4 და ”(1)=1,6; ეს იმას” 

_ ნიშნავს, რომ მოცემული განტოლების ერთადერთი თ ნამდვილი ფესვი 
მოთავსებულია (0,1) შუალედში. ცხადია, რომ (0,1) შუუალედი წარმოად– 

გენს თ, ფესვის განცალკევების შუალედს. შესაძლებელია თ ფესვის გან- 

ცალკევების შუალედში შემდგომი შემცირება... მართლაც, გამოთვლებით 
მივიღებთ: I(0,5ე)=–-–-09,55 და /(0,7)=0,112; ეს იმას ნიშნავს, რომ თ 

ფესვის ახალი უფრო მცირე განცალკევების შუალედი არის (0,5; 0,7). 
შემდგომი უფრო რთული გამოთვლების შედეგად დავრწმუნდებით, 

რომ 

I(0,67)=-––0,002 და /(0,68) =0,034. 

ამრიგად, ჩვენ მივიღეთ თ ფესვის ახალი კიდევ უფრო მცირე განცალკე)- 

ვების (0,67; 0,68) შუალედი, რომელიც 100-ჯერ ნაკლებია, ვიდრე პირ- 

ველი განცალკევების (0, 1) შუალედი. ვინაიდან თ ფესვის განცალკე- 
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ვების (0,67; 0,068) შუალედის სიგრძე უდრის 0,08--–0,,07=-0,01, ამიტომ 

0.6; და 0,608 რიცხვები და მათ შორის მოთავსებული ყოველი რიცხვი 

0,01-მდე სიზუსტით გამოდგება თ ფესვის მიახლოებით · მნიშვნელობად. 
ცხადია, თუ რომელიმე ნამდვილი ფესვისათვის გამოყოფილი გან- 

ცალკევების შუალედი საკმაოდ მცირეა, მაშინ შუალედში მოთავსებული 

ყოველი რიცხვი გარკვეული სიზუსტით გამოდგება საძებნი ფესვის 

მიახლოებით მნიშვნელობად. არსებობს ნამდვილ ფესვთა მიახლოე- 

ბეთი გამოთვლის სხვადასხვა მეთოდი; განვიხილოთ ზოგიერთი მათგა- 

ნი. შევნიშნოთ, რომ ხშირად გამოთვლების დაჩქარების მიზნით, სასარ- 

გებლოა ლოგარითმული ცხრილებით, ლოგარითმული სახაზავით. და 

არითმომეტრით სარგებლობა. 

1. საშუალო არითმეტიკულის მეთოდი. ვთქვათ, /(ს) მრავალწევრის 
რომელიმე თ ნამდვილი ფესვისათვის გამოყოფილია (თ, სხ) განცალკე- 

ვების მუალედი. მაშინ, როგორც ვიცით, მოცემულ /(ჯა) მრავალწევრს 

(თ, ხ) მუალედში მხოლოდ ერთი თ ნამდვილი ფესვი აქვს. თ ფესვის პირ- 

ველ მიახლოებად შეიძლება მივიღოთ (თ, ხ) მუალედის თ და ხ საზღვ- 

  ოების სამუალო არითმეტიკული: 09)= 2, 

ხლოებისათვის (თ, ხ) შუალედი გავყოთ ორ (თ, თ) და (თე, 0) შუალე- 

დად. ვთქვათ, (თ, 0C,) შუალედის ბოლო წერტილებზე IC») მრავალწევ- 
რი ნიშანს იცვლის; მაშინ, ცხადია, საძიებელი თ ფესვი მოთავსებულია 

ახალ, უფრო მცირე, განცალკევების (ი, თ) მუალედში და ფესვის მეო- 
· ი+ 

რე მიახლოება იქნება: თე=“>% და ა. შ. ჩვენ შეგვიძლია მივიღოთ «თ 

ფესვის მიახლოება ნებისმიერი სიზუსტით. 

09, წრფივი იტერაციის, ანუ ქორდის, მეთოდი. ვთქვათ, (IC მრა– 

ვალწევრის რომელიმე თ ნამდვილი ფესვისათვის გამოყოფილია (თ, წ) 
განცალკევების შუალედი (ნახ. 11). სიმარტივისათვის ვიგულისხმოთ, რომ 

I(0ი)<0, /I(ხ)>9. წრფივი იტერაციის მეთოდი მდგომარეობს იმაში, 

რომ /(2) მრავალწევრის შესაბამისი გრაფიკის #/32 რკალის ნაცვლად 
იღებენ #8 ქორდას, ე. ი. თ ჭეშმარიტი ფესვის ნაცვლად უნდა ავიღოთ 

48 ქორდის 0X'” ღერძთან გადაკვეთის წერტილის 0 აბსცისა. 

#00#4 და /ს)C8ხ მსგავსებიდან, რადგან /(თ-სა და I(ხ)-ს სხვადასხვა 

ნიშანი აქვთ, მივიღებთ: 

:C0თ ფესვის შემდეგი მია– 

ი _I() 

ხ--C LC) ” 
 



აქედან გვექნება: 

„== 9I(0) –- ნI(თ_. (1) 
/(6) –– I(0) 

(1) ფორმულის მიღება შეიძლება კიდევ სხვაგვარად. პირველად დავ– 

წეროთ 24(თ, /(0)) და 8|ხ, I(6)) წერტილებზე გამავალი წრფის განტო–- 

ბა: ლე V 

X-9 V-IV. 8 
ხ-ი /(ლხ)–-/09) 

48 წრფის 0X ღერძთან გ>- 

დაკვეთის წერტილი რომ ვიპოვოთ, თCV (გ 

საჭიროა ამ განტოლებაში ჩავსვათ 0 /2" IX 
ყ=0 და მიღებული განტოლები- 

დან განვსაზღვროთ X, მივიღებთ ტ 

CI) გამოსახულებას. მიღებული (2) ნახ. 11. 

ფორმულა გვაძლევს წრფივი იტე- 
რაციის მეთოდით ფესვის პირველ 

  

მიახლოებას. ამავე მეთოდით, რომ ვიპოვოთ ფესვის მეორე მიახლოება 

(ი, ხ) შუალედი უნდა დაეანაწილოთ (თ, C) და (ი, ხ) შუალედებად, თუ 

აღმოჩნდა, რომ /(2 >0, როგორც ეს ჩვენს ნახაზზეა ნაჩვენები, მაშინ 

თ ფესეი მოთავსებული იქნება (თ, C) შუალედში და მისი მეორე მიახ– 

ლოება იქნება: - 

თ= 0I(C) –– 0I(0)_. 

I(თ ––/(0) 

ანალოგიურად შეიძლება ვიპრეოთ თ ფქსვის შემდეგი მიახლოებანი. 

სანამ უშუალოდ შემდეგ მეთოდს განვიხილავდეთ წინასწარ საჭიროა გეო– 

მეტრიიდან და ანალიზიდან მოვიგონოთ რკალის ამოზნექილობასა და 
ჩაზნექილობასთან დაკავშირებული ზოგიერთი საკითხი. 

ყ=I(X) ფუნქციის შესაბამისი გრაფიკის რკალს, რომელიმე შუალედ- 

ში უწოდებენ ამოზნექილს, თუ ის ნებისმიერ მის ქორდასთან იკვეთება 

მხოლოდ ორ წერტილში. უფრო ზუსტაღ, ამოზნექილ რკალს, რომე- 
ლიც მდებარეობს მისი მომჭიმავი ქორდის ზემოთ, ეწოდება %ზემოდან 
ამოზნექილი რკალი, ხოლო ისეთ ამოზნექილ რკალს, რომელიც მდება- 

რეობს მისი მომჭიმავი ქორდის ქვემოთ, ეწოდება ქვემოდან ამოზნექილი 

რკალი. ზემოდან ამოზნექილ რკალს უწოდებენ ამოზნექილ რკალს, 

ხოლო ქვემოდან ამოზნექილ რკალს კი––ჩაზნექილ რკალს. ადვილი შესამ- 

21, შ. ქემხაძე _ ვევ



ჩნევია, რომ ამოზნექილი“ რკალი მდებარეობს მისი ნებისმიერი მხების 

ქვემოთ, ხოლო ჩაზნექილი რკალი კი მდებარეობს მისი ნებისმიერი მხე– 

ბის ზემოთ (ნახ. 12) როგორც აღნიშნულ ნახაზზე ჩანს, #8 მრუდი 

არ არის არც ამოზნექილი, არც ჩაზნექილი. 4C და C,8 რკალები კი შე- 

საბამისად ამოზნექილი და ჩაზნექილი რკალებია. , 

წერტილს, რომელზედაც მრუდი ერთი მდგომარეობიდან გადადის 

მეორე მდგომარეობაში, ეწოდება გადაღუნვის წერტილი, 

    

! 
» 8 

0 

0, « IC ი X 
ნახ, 12, 

როგორც ვიცით, თუ /(X) ფუნქციის წარმოებული | (») რომელიმე 

შუალედში დადებითია, ე. ი. IX) >0, მაშინ აღნიშნულ შუალედში /|(X) 
ფუნქცია ზრდადია, ხოლო თუ /'(X)<0, მაშინ აღნიშნულ შუალედმი 
I(X ფუნქცია კლებადია. შებრუნებით, თუ I(X) ფუნქცია რომელიმე 

შუალედში ზრდადია, მაშინ აღნიშნულ შუალედში /”(X).>0, ხოლო თე 

I(X) კლებადია, მაშინ აღნიშნულ შუალედში /”(X) <0. ანალოგიურად, 
ამოზნექილი და ჩაზნექილი რკალებისათვის მტკიცდება შემდეგი თეო- 
რემა. : 

თეორემა. თუ #V=/(X) ფუნქციის შესაბამისი გრაფიკის რკალი რომელი- 

მე შუალედში ამოზნექილია, მაშინ შესაბამის შუალედში |” ”(X) <0, ხო- 

ლო თუ რკალი რომელიმე შუალედში ჩაზნექილია, მაშინ შესაბამის შუა- 

ლედში I” C“%) >0. 

დამტკიცება. როგორც ეს გეომეტრიულად (ნახ. 12) ჩანს, თუ რკა- 

ლი ამოზნექილია, ის მდებარეობს მის ნებისმიერ მხებს ქვემოთ და მხე- 
ბის წერტილის მარცხნიდან მარჯვნივ გადაადგილებით მხების მიერ 0X 

ღერძის დადებით მიმართულებასთან შექმნილი კუთხე კლებულობს. 

კუთხის შემცირებასთან ერთად მცირდება მისი ტანგენსიც, ე. ი. I (X)- 

იც. მაშასადამე, აღნიშნულ შუალედში /”(X) ფუნქცია კლებულობს და 

ამიტომ მისი წარმოებული /”(X)<0. ანალოგიურად მივიღებთ, რომ, 

თუ ყ=I(X ფუნქციის შესაბამისი გრაფიკის რკალი რომელიმე შუალედ–- 
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ში ჩაზნექილია, მაშინ ამ შუალედში I””(X)>0. დამტკიცებული თეორე- 

მის შებრუნებული თეორემა იქნება: 

თეორემა. თუ IC) ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებული / '(X) რომე- 

ლიმე შუალედში უარყოფითი), ე. ი. | (X)<0, მაშინ შესაბამის მუალედ- 

ში მოცემული /I(X) ფუნქციის რკალი ამოზნექილია., ხოლო, თუ რო8;:- 

ლიმე შუალედში /”'(X) >0, მაშინ შესაბამის შუალედში რკალი ჩაზი- – 

ქილია. 

ეს დამტკიცდება პირდაპირი თეორემის დამტკიცების ანალოგი ე- 

რად. 

   

მაგალითად, /==X? ფუნქციის შესაბამისი რკალი (––05, 0) შუალედ- 
ში 'ამოზნექილია, რადგან მისი მეორე რიგის წარმოებელი V=:6. 

ამ შუალედში უარყოფი- 

თია, ხოლო (0, CC) შუა- VI /ჩ 

ლედში ჩაზნექილია, რად- | 1 

გან მისი მეორე რიგის ე 

წარმოებული ამ შუალედ- ' 

ში დადებითია. ახლა ვინა–- ი C C 

იდან. გადაღუნვის. წერტი. ––=> _ | X 

ლის მარცხნივ და მარ- | ა | 

ჯვნი„ ფუნქციის მეორე 
რიგის წარმოებულს სხვა– ნახ. 13, 

დასხვა ნიშანი აქვს, ამი- 
ტომ გადაღუნვის C წერტილზე /” (0 = 0. 

3. ნიუტონის (ანუ მხების) მეთოდი. ისე როგორც წინა მეთოდებში. 

ახლაც ვიგულისხმოთ, რომ /(ჯX) მრავალწევრის რომელიმე თ ნამდეილი 
ფესვისათვის გამოყოფილია“ (ი, ნ) განცალკევების შუალედი (ნახ. 13), 

ნიუტონის მეთოდი მდგომარეობს იმაში, რომ /(ა) მრავალწევრის შე- 
საბამისი გრაფიკის 4 8 რკალის ნაცვლად იღებენ ან 4 წერტილიდან ან 

8 წერტილიდან გავლებულ მხებს, ე. ი. ჭეშმარიტი თ ფესვის ნაცვლაღ 

იღებენ აღნიშნული მხების და 0. X ღერძის გადაკვეთის წერტილის აბL- 

ცისას. საჭიროა აქვე შევნიშნოთ, რომ თუ (ით, ხ) შუალედის ნებისმი;- 

რი X=Xე-ა წერტილისათვის /(Xე) და I” (Xე) ერთი და იგივე ნიშანი აქვთ. 

მაშინ (1 8 რკალის IX, I(Xი)) წერტილზე გავლებული მხებისა და0X ღე“- 

ძის გადაკვეთის წერტილი ყოველთვის მოთავსებულია (თ, 0) შუალედში.“ 

გეომეტრიულად ამ დებულების მართებულობა აშკარაა. თუ ეს პირობა 
არაა დაცული, მაშინ შესაძლებელია რკალის მხებმა CX ღერძი (Cთ, ხ) 

"ეს დებულება შეიძლება მკაცრად დამტკიცდეს მათქმატიკური ანალიზის გამოყე- 
ნებით. 
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ჰუალედის გარეთ გადაკვეთოს, ისე როგორც ეს ჩვენი ნახაზის შემთხ- 
ვგევაშია ნაჩვენები. მაგალითად, 8 წე რტილიდან გავლებული მხები 0X 

ღერქს კვეთს (თ, 6) შუალედის გარეთ. ვინაიდან ჩვენ ნახაზზე #8 რკა- 
ლი (0, ხ) შუალედში ჩაზნექილია I (X) >0 მთელ (თ, ხ) შუალედში. ახლა, 
ოადგან .CCI=0 წერტილზე /(X) და |” '(X) ერთნაირი ნიშანი აქვთ, კერძოდ: 

I(02>0, |! (ხ)>0, ხოლო X#=ხ 
V 8 წერტილზე სხვადასხვა ნიშანი, 

კერძოდ: /(ხ) <0,/””(6) >0. ცხადია, 

რომ 48 რკალის /)1(თ, I(ი)| წერ- 

/. | ტილიდან გავლებული მხები 0X 

3 “> ერ 6 ღერს უეჭველად (თ, ხ) შუალედ- 
| ჯX ი კვეთს. ჩვენი , მიზანია ვიპოვოთ 

4 

  

4 წერტილზე გავლებული მხების 
და C X ღერძის გადაკვეთის წერტი- 

ნახ. 14. ლის ძ აბსცისა, რომელიც იქნება 
თ ჭეშმარიტი ფესვების პირველი 

მიახლოება. როგორც ანალიზური გეომეტრიიდან ვიცით, ყ=/(X) ფუნ- 
1ციის შესაბამისი მრუდის მხების განტოლებას #4(L0, /(0)) წერტილში ექ- 
ხება შემდეგი სახე: 

ყ-–I(ი) =I (0)(X-––თ), 

თუ ამ თანაფარდობაში ჩავსვამთ მხებისა და CX ღერძთან გადაკვეთის 

(ძ, 00) წერტილის კოორდინატებს, მივიღებთ: 

0-–-I(ი)=) (ძი)(ძი-–ი), 
საიდანაც 

ძ=ი- თ 

ამრიგად, თუ (0, ხ) მუალედის X=ძ0 წერტილზე /(X) ფუნქციას და მის მე- 

რ<რე.რიგის /” (X) წარმოებულს ერთნაირი ნიშნები აქვთ, ე. ი. ან /(0)>0, 

I (0ი1>0, ან I(ი)<0, I”(ი1<0. ფესვის მიახლოებითი მნიშვნელო- 

ბის მოსაძებნად ვისარგებლებთ (2) ფორმულით. ახლა, თუ +X=ხ 

ჯერტილზე /(X) და I” (+) ერთნაირი ნიშნები აქვთ (ნახ. 14), მაშინ ფეს- 
ვის მიახლოებითი მნიშვნელობის მოსაძებნად, საჭიროა 08 რკალის 

8 Iხ, I(6)1 წერტილში გავლებული მხებისა და 0X ღერძის გადაკვეთის 
“ერტილის (0, აბსცისის პოვნა. პირველი, შემთხვევის ანალოგიურად მი- 

უტღებთ: 
C1 =ხ- ICI. (3) 

I (0)



ამრიგად, (3) ფორმულით უნდა ვისარგებლოთ მაშინ, როცა /(X) ფუნქ- 
ციას და მის მეორე რიგის წარმოებულს X+-ხ წერტილზე ერთნაირი 

ნიშნები აქვთ. ჩვენ ყველა ოთხი შესაძლებლობიდან მე-13 და მე-14 ნა-- 

ხაზებზე განვიხილეთ მხოლოდ ორი შემთხვევა. დანარჩენი ორი შემთხ- 
ვევის ნახახზე განხილვა სასურველია მკითხველმა შეასრულოს. მაგა- 
ლითად, პირველ შემთხვევაში თ ფესვის შემდეგი მიახლოებისათვის 

ავიღებთ (თ, C,) შუალედს, ვინაიდან /(C) >0 და I (ო)>0. ამიტომ თ 

ფესვის შემდეგი, ე. ი მეორე მიახლოება იქნება: 

I(CC,) 

IC) 

და ა, შ. ჩვენ.შეგვიძლია მივიღოთ თ, ნამდვილი ფესვის მნიშვნელობა 

ნებისმიერი სიზუსტით". განვიხილოთ მაგალითები: 

1. ვთქვათ, მოცემულია განტოლება 

I(CXა=11-–-2X1--3X--5=0. 

ადეილად დავრწმუნდებით, რომ (1, 2) მ უალედში მოთავსებულია მო- 

ცემული განტოლების მხოლოდ ერთი V, ფესვი, ე. ი. (1, 2) არის ფეL- 

ვის განცალკევების შუალედი. 
საშუალო არითმეტიკულის მეთოდით ამ ფესვის პირველი მიახლოე- 

ბა იქნება ძ=“77%-I, 5. გამოთვლის შედეგად მივიღებთ /(1,5) <:0. 

Cა=6L-– 

ამრიგად, თ ფესვი მოთავზებულია (1,5; 2) შუალედში. ამიტომ ფესვის. 

1,5+2 

2 
  მეორე მიახლოება იქნება ძ:= =1,75 და ა. შ. 

გასინჯვით ადვილად დავრწმუნდებით, რომ თ ნამდვილი ფესვი მოთაე- 

სებულია (1,8; 1,9) მუალედში. თ ფესეის ეს ახალი განცალკევების შუა- 

ლედი 10-ჯერ ნაკლებია,” ვიდრე პი რველი განცალკევების შუალედი. ა ამ 

შუალედისათვის საშუალო არითმეტიკულის მეთოდით ფესვის პირველ · 

მიახლოება იქნება: 

:=1,85.   

1,8+-1,9 

2 

ახლა განვიხილოთ მოცემული განტოლების იგივე C ნამდვილი ფეს- 

ვის მიახლოებითი მნიშვნელობის მოძებნა წრფივი იტერაციის მეთო- 
დით. ვინაიდან (1,8; 1,9) შუალედი არის საძიებელი დ. ფესვის განცალკე- 

ვების შუალედი, შეიძლება მივიღოთ 0=1,8 და ხ=1.9. გამოთელის შე– 

?· ამ საკითხის მკაცრად დამტკიცება შეიძლება ნახოთ LI. M. რიXI6I”0უსL, 

XVხC IICდდლილს ს მასM0L0 IM IIIლCIიმუნხM00-0 #CMMCMCIIII9, 1. I, 1947, გვ. 366--367. 
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დეგად გვექნება: I(1,81=–-0,248<0; I(1,9)=0,329 > 0. (1) ფორმულის 

ჯამოყენება გვაძლევს 

· ” _ 1,8-0,329 + 1,9-0,248 
1 =1,843. 

0,329-<-0,248 

–პემდეგ, გამოთვლის შედეგად მივიღებთ /(1,843) =-–9,00427 <0. აქე- 

დან დავასკვნით, რომ საძიებელი თ ფესვი მოთავსებულია (1,842; 1,9) 

ჰუალედში. ამ შუალედისათვის (1) ფორმულის ხელმეორედ გამოყე– 

ნებით მივიღებთ: 

1,843.0,329–+-1,9.0,00427 ულ” =1,84373, 
0,329–-0,00427 
  

გამოანგარიშებით გვექნება: I(1,84373) <0, /”(1,8438) >90. მაშასადამე, 

საძიებელი თ ფესვის ახალი კიდევ უფრო მცირე განცალკევების შუა- 

ლედი იქნება (1,84373; 1,8438). რადგან მიღებული შუალედის სიგრძე 

უდრის 0,00007-ს, ამიტომ ამ თ . ფესვის განცალკევების შუალედის 

კოველი რიცხვი 0, 00007-მდე სიზუსტით იქნება ჩვენი საძიებელი თ ფეს- 

ვის მნიშვნელობა. ცხადია, რომ ჩვენ მიერ მიღებული ცდომილება ნა- 

კლებია, ვიდრე 10“4=0,0001. 

2. ვთქვათ, მოცემულია განტოლება 

I(X)=X9+3Xჯ?-––-14X-L7 ==0. 

“რადგან მოცემული კენტი რიგის განტოლების თავისუფალი წევრი და- 
დებითია და (0,1) შუალედში ნიშანს იცვლის, დეკარტის თეორემის დას- 
მარებით ადვილად დავრწმუნდებით, რომ მოცემული განტოლების სა- 
მივე ფესვი ნამდვილია; ერთი უარყოფითია და ორი დადებითი. ადვი- 
ლად მივიღებთ, რომ მოცემული განტოლების ე რთ-ე რთი თ ფესვის გან- 

ცალკევების შუალედია (0, 1). გამოვთვალოთ ფესვის მიახლოებითი მნი- 

შვნელობა ნიუტონის მეთოდით. ამ შემთხვევაში /(0) =7 >0, |''(0)=6>0 

და ერთნაირი ნიშნები აქვთ. 
ვისარგებლოთ (2) ფორმულით, გვექნება: 

7 
ძ.ლ–0-- ––“ -=0,5. 

4 

მეორე მიახლოებისათვის გამოვიანგარიშოთ 

აა... 
IC0,5)=-–-, I (9,5) 4 ' 
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მივიღებთ: 

7 41 
ძა=0,5+-- :-- =0,585. 

8 4 

ცხადია, რომ /(0,585)>0. თუ გვინდა გავიგოთ მიღებული მიახლოები– 

თი ფესვის სიზუსტე X=0,59 მნიშვნელობისათვის, გამოვიანგარიშოთ 

I(X) ფუნქციის მნიშვნელობა, მივიღებთ /(0,59) <0; მაშასადამე, საძიე– 

ბელი ფეხვი მოთავსებულია (0, 585; 0,59) შუალედში. რადგან ამ შუა– 

ლედის სიგრძეა 0,005, ამიტომ ჩვენ მიერ მიღებული ცდომილება ნაკ- 

ლებია, ·ვიდრე 10“?=-0,01. 

3. ვთქვათ, მოცემულია: განტოლება 

I(X)=X1+1,1X--0,9X-–1,4 =0. 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ მოცემული განტოლების ერთ-ერთი 

დადებითი თ ფესვისათვის (0,1) შუალედი არის განცალკევების შუალე– 

დი. წრფივი იტერაციის მეთოდით ამ თ ფესვის პირველი მიახლოება 
იქნება: 

C =.-9 M1) –-1M9 _ 0 467, 
I(1) –– /(9) 

ახლა, ვინაიდან /(1)>0, I''(11>0, ამიტომ თ ფესვის პირველი მიახლო– 
ება მხების მეთოდით (ახლა უნდა ვისარგებლოთ (3) ფორმულით) იქნე- 

ბა: · 

ძ, = 1-– IV). == 0,738. 

IC1) 

კომბინირებული მეთოდი. თუ დავაკვირდებით ნამდვილ ფესვთა მია– 
. ხლოებითი მოძებნის ქორდისა და მხების მეთოდებს, ადვილად შევნიშ– 
ნავთ, რომ აღნიშნული მეთოდებით ნამდვილი თ ფესვის ჭეშმარიტ მნი– 

შვნელობას ვუახლოვდებით სხვადასხვა მხრიდან. ხშირად ამ ორი მე–- 
თოდის კომბინირება ძალიან კარგ შედეგს გვაძლევს. ვიგულისხმოთ, რომ 

(თ, ხნ) შუალედი წარმოადგენს მოცემული თ მრავალწევრის რომელიმე 
თ ფესვის განცალკევების შუალედს. ვთქვათ, /(ძ) >0, !”'(ძ) >0. ამ შემ- 

თხვევაში ქორდის მეთოდით ჯ=თ, ნამდვილი ფესვის პირველი C;, მიახ– 
ლოება CV-ს მარჯვნივ იქნება, ხოლო მხების მეთოდით ამავე ფესვის პირ- 
ველი მიახლოება ძ, იქნება თ-ს მარცხნივ (ნახ. 15). ამით ჩვენ მივიღეთ 
X=თ ფესვისათვის ახალი უფრო მცირე განცალკევების (ძ,, C) შუა- 

ლედი. ახლა, თუ ეს შუალედი არ გვაძლევს საძიებელი ფესვის მნიშვნე– 
ლობას საჭირო სიზუსტით, მაშინ საჭიროა (თ, C,) შუალედზე კიდევ გა–- 

მოვიყენოთ ორივე მეთოდი. მივიღებთ ახალ უფრო მცირე (ძ;, C) გან– 
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ცალკევების შუალედს და ა. შ. ამ პროცესს განვაგრძობთ მანამ, სანამ 
არ. მივიღებთ საძიებელ ფესვს საჭირო სიზუსტით. 

4. ვთქვათ, მოცემულია განტოლება 

I(X)==2X98-+-2X--6 =0. 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ მოცემული განტოლებისათვის (I, 2) 

შუალედი წარმოადგენს მისი ერთ-ერთი თ ფესვის განცალკევების შუ.:- 

ლედს. აგრეთვე ადვილად დავად- 
გენთ, რომ (1, 2) შუალედში მოცე– 

მული I(X) ფუნქციის შესაბამისი 
რკალი ჩაზნექილია. 

„ვინაიდან /(2)==6>0 და /”'(2)= 

=12>0, ამიტომ ქორდის მეთო- 

დღით თ ფესვს მივუახლოვდებით 

მარცხნიდან, ხოლო მხების მეთო- 

დით--მარჯვნიდან. გამოანგარიშე- 

ბით (სიმარტივისათვის ფუნქციის 

მნიშვნელობანი გამოვიანგარიშოთ 

ჰორნერის სქემით): მივიღებთ: 

თ=1,33, ძ,=2--0,43=1,57, 
ICC) =-–-0,9874, M(ძ,)=1,0099, ' I” (ძ,)=9,3947. 

  

შემდეგი მიახლოება მოგვცემს: 

თ=1,4486, ძა.=1,57--0,1075=1,4625, 
I(C)=>-––0,062997, I(ძა)=0,05315, I(ძ,)-=8,41672, 

C-=1,456139, ძვ=1,4625-–-0,006315=1,456185. 

ამრიგად, საძიებელი თ ფესვის ახალი შედარებით მცირე განცალკევე– 

ბის შუალედია (ფთ, ძვ). ვინაიდან მიღებული შუალედის სიგრძეა 0,00046. 

ამიტომ როგორც თ, ძე რიცხვები, ისე მათ შორის მოთავსებული ყო- 
ველი რიცხვი გამოდგება თ ფესვის მიახლოებით მნიშვნელობად 10”- 
0,001-ზე ნაკლები სიზუსტით. 

5. ვთქვათ, მოცემულია განტოლება 

I(X)=X%მ-–8X+1=0. 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ მოცემული განტოლების ერთ-ერთი 

თ ნამდვილი ფესვისათვის (0,1) შუალედი არის განცალკევების შუალედი. 

გამოთვლით მივიღებთ: _ 

I(0,12)=0,041728=0,04173 და /(0,13) =-–90, 03780. 
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ამგვარად, თ ფესვის ახალი განცალკევების შუალედია (0,12; 0,13), 

რომლის სიგრძე 100-ჯერ უფრო ნაკლებია, ვიდრე პირველად მიღებუ- 

ლი შუალედის სიგრძე. ცხადია, რომ (0,12; 0,13) შუალედის ყოველი რი– 

ცხვი 0,01-მდე სიზუსტით გამოდგება მოცემული განტოლების ფესვად. 

გამოანგარიშებით მივიღებთ: /”(0,12)=-––7,9568. ადვილად დავრწმუნ- 

დებით, რომ X=0,12 წერტილზე /|(X) და |” (X) ერთნაირი ნიშნები აქვთ, 

სახელდობრ დადებითი. აქედან გამოდის, რომ ვინაიდან /”(X) ფენქციის 

შესაბამისი რკალი (0,12; 0,13) შუალედში ჩაზნექილია, მხების მეთო– 
დით თ ფესვს მივ უუახლოვდებით მარცხნიდან, ხოლო ქორდის მეთოდით 
–– მარჯვნიდან. მივიღებთ: 

0,04173 
–-7,9568 

„ =9,12-C– 0,03780) ––0,13- 0,04173 
––ე,03780 –– 0,04173 

ძ,=0,12–– =0,125244 მხების მეთოდით; 

  =0,125247 ქორდის მეთოდით. 

ამრიგად, თ ფესვი მოთავსებულია ახალი (თ,, C) განცალკევების შუალედ– 

ში, რომლის სიგრძეა 0,000003. ეს იმას ნიშნავს, რომ თ, ფესვი 0,00001– 

მდე სიზუსტით ნაკლებობით იქნება ძ,=0,125244, ხოლო მეტობით – 
C.=0,125247. 

არაალგებრულ განტოლებათა მიახლოებითი ამოხსნის შესახებ. ფუნ- 

ქციათა შესაბამის ნახაზებზე დაკვირვების შედეგად ადვილად შევამჩ- 

ნევთ, რომ წრფივი იტერაციის, ანუ ქორდის, მეთოდი მხოლოდ მაშინ 

გვაძლევს სასურველ შედეგს. როცა საძიებელი Cდ ფესვი მარტივია. ნიუ– 
ტონის მეთოდით კი შეიძლება ვიპოვოთ ნამდვილი ჯერადი ფესვის მიახ-– 

ლოებითი მნიშვნელობაც. 

შევნიშნოთ აგრეთვე, რომ როცა ჩვენ განვიხილეთ წრფივი იტე– 

რაციისა (ქორდისა) და ნიუტონის (მხების) მეთოდები, მაშინ გამოვიყენეთ 

I(X)=0 განტოლების მარცხენა მხარის –– ფუნქციის ––- ზოგიერთი თვი–- 

სება, მაგალითად, /(X) ფუნქციის უწყვეტობა და მისი პირველი და მეო– 

რე რიგის წარმოებულების არსებობა, მაგრამ არ მიგვიღია მხედველობა–- 

ში, რომ /(#) მრავალწევრია X-ის მიმართ. ამიტომ ბუნებრივია რომ 

ნამდვილი ფესვების მიახლოებითი მრძებნის წრფივი იტერაციისა (ქორ–- 
დისა) და ნიუტონის (მხების) მეთოდები შეიძლება გამოყენებულ იქნეს 

არა მარტო ალგებრულ განტოლებათა ნამდვილი ფესვების მიახლოე– 
ბით მნიშვნელობათა მოსაძებნად, არამედ ისეთი არაალგებრული გან– 
ტოლებებისათვისაც, რომელთა მარცხენა მხარე წარმოადგენს უწყვეტ 
ფუნქციას პირველი და მეორე რიგის წარმოებულებით. 

მაგალითი 1. ვთქვათ, მოცემულია ტრანსცენდენტური განტოლება 

I(X)=X––2 510 X=0. 
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'თუ ავაგებთ #=X და V=2 51ი X ფუნქციების გრაფიკებს (ნახ. 16), ადვი- 
ლად შევნიშნავთ, რომ მოცემულ განტოლებას აქვს სამი ნამდვილი ფეს- 

ვი; აქედან ერთი ნულოვანი ფესვია და ორი ძ, და ძე ფესვი აბსსოულუტუ- 

რად ერთმანეთის ტოლია, ხოლ ნიშნით სხვადასხვაა. გამოთვლით დავრ– 

წმუნდებით, რომ 

(ფ)«. /()>ი 
მაშასადამე, მოცემული განტოლების ძ, დადებითი ფესვი მოთავსებუ- 

ლია შუალედში 

ჯ% 3X 
–_< ძმელ–-; 
2 4 

ეს ნახაზიდანაც ჩანს. განვიხილოთ I” (X)==1–-–2 005 X, I” (X)=>2 §L0 X. ვი- 

ნაიდან I” (X) ფუნქცია დადებითია მთელ (0,ჯ) შუალედში, ამიტომ ჯ= 

#1 =–> მნიშვნელობაზე /(0 
და I””((X) ფუნქციებს ერთნა- 

ირი ნიშნები აქვთ, სახელ- 
V 0/– ”” დობრ დადებითი. 

ე ძ, V X „გამოანგარიშებით მივი–- 
ღებთ: გ , 

ხ=-“ = 2,3562; I(Cხ)= 

ნახ. 16. 2,3562-––1,4142=0,9420; 

| (ხე)=1-L-1,4142=2,4142. 

ნიუტონის (მხების) (3) ფორმულის გამოყენებით გვექნება: 

ხ, =2,3562-–0,3902=1,9660= 112939”. 

I(ხ,))-=>1,9660-–1,8458=0,1202; I” (ხკ)1)=1+4-0,7709 =1,7709. 

შემდეგ, 
ხე=1,9660-––09,0679=1,8981 =108945”, 

#(ხ2) =1,8981-–1,8938=0,0043, I”(ხ:)=1--0,6430=1,6430, 

ხვ-=1,8981––0,0026=1,8955=108936”10”, ხოლო 

/(ხე)=1,8955––-1,8955=0, 

მაშასადამე, საკმაოდ დიდი სიზუსტით საძიებელი ძ, და ძე ფესვების მია- 

ხლოებითი მნიშვნელობანი “შესაბამისად იქნება: C=1,8955 და 

=--1,8955. 
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მაგალითი 9. ვთქვათ, მოცემულია ირაციონალური განტოლება 

I(X)=X-––  X-––1=0. 

ადვილად შევნიშნავთ, რომ /(2)<0, /I(3) >0. ამიტომ მოცემულ განტო- 

ლებას (2, 3) შუუალედში აქვს ერთი ფესვი მაინც. (2, 3) შუალედში /(X) 

, 1 
ფუნქციის'წარმოებული |! თი-1-2=> დადებითია, ე. ი. მოცემული 

/(X) ფუნქცია აღნიშნულ შუალედში ზრდადია. ამრიგად, მივიღეთ, რომ 

(2,3) შუალედი წარმოადგენს მოცემული /(X) =0 განტოლების რომელიმე 

« ფესვის განცალკევების შუალედს. ავიღოთ თ ფესვის პირველი მიახ- 
ლოება თკ=2 ნაკლებობით და გამოვთვალოთ 

თ:=V 2+1 =2,4142, 

თვ=V2,4142-+-1 = 2,5532, 

თ§M§=V2,5532'L1 = 2,5978 

და ა. შ. მივიღებთ: თა=2,6117, თკ=2,6160, თ;=2,6174, თ§=2,6178, 

ძე=2,6179ი. ხოლო შემდეგ კი გვექნება: თ)იე=თ)1=...=2,6179. მაშა–- 

სადამე, 0,0001-მდე სიზუსტით თ ფესვის მიახლოებითი მნიშვნელობა 

იქნება 2,6179. 

მაგალითი 8. ვთქვათ, მოცემულია განტოლება 

'I(0= X-ი0'=0, სადაც თ>1. 

V--X წრფის და ყ-=ი“ მაჩვენებლიანი ფუნქციების გრაფიკის აგებით ად- 
ვილად შევნიშნავთ რომ მოცემულ განტოლებას ნამდვილი ფესვე–- 

ბი არა აქვს. აგრეთვე ყ=X? პარაბოლის და V=–0X–ნხ წრფის გრა- 
ფიკების აგებით ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ყოველი "+ 9X+ხ= 

=-0 ალგებრული განტოლების ნამდვილი ფესვების რიცხვი არ აღემა- 

ტება ორს, როცა /, ლუწია, და არ აღემატება სამს, როცა /? კენტია. მრა– 

ვალი სხვა საინტერესო მეთოდი და ხერხი ალგებრულ განტოლებათა 

ნამდვილი ფესვების მიახლოებითი გამოთვლებისა მოცემულია სპეცია– 

ლურ სახელმძღვანელოებში და, ცხადია, მათი დეტალურად გადმოცე- 

მა უმაღლესი ალგებრის კურსში შეუძლებელია. უნდა აღვნიშნოთ, რომ 

ალგებრულ განტოლებათა ნამდვილი და კომპლექსური ფესვების მიაზ– 

ლოებითი გამოთვლის ყველაზე უფრო კარგი და სრული მეთოდი მოგვცა 
ცნობილმა რუსმა მათემატიკოსმა წ. ი. ლობაჩევსკიმ. ლობაჩევსკის მე– 

თოდის იდეას, ჩვენ გავეცნობით სიმეტრიული მრავალწევრების შესწავ– 

ლის შემდეგ. 
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თავიXჯ 

მრავპვალცვლადიანი მრავალწევრები 

§ #4. მრავალცვლადიან მრავალწევრთა- რბოლი 

ვთქვათ, მოცემულია ნებისმიერი რიცხვთა # ველი და XV, X» -·, X» 
ელემენტები –– ცვლადები რომლებიც არ ეკუთვნიან #” ველს. 

იფ ნ კეხი სახის სასრული რაოდენობის წევრების ჯამს, სადაც. 

ყოველი #”7,=>0 მთელია და 060, ეწოდება მრავალწევრი მოცემული / 
ცვლადის (ასოს) მიმართ რიცხვთა #7 ველზე. მოცემული / ცვლადის მი– 
მართ მრავალწევრები აღვნიშნოთ /(X,, X-ი, ··-, Xი), V(X), 1, ··· Xე) დასა. შ. 

სიმბოლოებით. მრავალწევრის ნებისმიერ ორ წევრს ეწოდება მსგავსი, 
თუ შესაბამისი ცვლადების ხარისხის მაჩვენებლები ტოლია. მრავალწეე– 
რის რომელიმე წევრის ხარისხის მაჩვენებელი ეწოდება მასში შემა- 

ვალი ცვლადების ხარისხის მაჩვენებელთა: ჯამს. : 

როგორც განმარტებიდან ჩანს, მრავალწევრს რამდენიმე ცვლადის 

მიმართ შეიძლება ჰქონდეს მსგავსი და არამსგავსი ერთისა და .იმავე ხა– 

რისხის რამდენიმე წევრი. მაგალითად, სამი X,, Xა და Xვ (ყკვლადის მი- 
მართ I(CX,, X», Xვ) მრავალწევრის შემდეგი ორი წევრი: 3X,?Xავბ და 

V2 X,9X,9Xვგ=V2 X,3ჯებ ერთისა და იმავე ხარისხისაა, მაგრამ მსგავსი 

არაა+- ვიტყვით, რომ მრავალცვლადიანი მრავალწევრი #-ური ხარისხი– 

საა (რიგისაა), თუ ის შეიცავს /-ური ხარისხის ერთ წევრს მაინც და ყვე– 

ლა სხვა წევრის ხარისხის მაჩვენებელი არ აღემატება /1-ს». მაგალითად. 

M ცვლადის მიმართ წრფივი და კვადრატული. ფორმები შესაბამისად 
პირველი ხარისხის და მეორე ხარისხის მრავალწევრებია. ყოველი 
I(XI, % ·· , Xი) მრავალწევრისათვის იგულისხმება, რო მასში არ შე- 

დის მსგავსი წევრები, ე. ი. მსგავსი წევრები შეკრებილია და ყოველი 
წევრის კოვფიციენტი განსხვავებულია ნულისაგან. /I-ცვლადიან ორ / და 

წ მრავალწევრს ეწოდება ტოლი, თუ მათ მსგავს წევრებთან მდგომი 

კოეფიციენტები შესაბამისად ტოლია. 

#2 ველიდან აღებული ნულისაგან განსხვავებული ყოველი თ მუდ- 
მივი რიცხვი შეიძლება განვიხილოთ როგორც ნულოვანი ხარისხის მრა-. 

ვალწევრი ” ცვლადის მიმართ. მართლაც, 0ძX9 ჯამ... Xემ=0 ხოლო ” 
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ველის ნული შეიძლება განვიხილოთ /-ცვლადიან ნულმრავალწევრად, 
ე. ი. ისეთ მრავალწევრად, რომლის ყველა კოეფიციენტი ნულია. 

მრავალცვლადიანი მრავალწევრების ჯამი და ნამრავლი განმარტე- 
ბულია ისე როგორც ერთცვლადიან მრავალწევრთა ჯამი და ნამრავლი. 

„მაგალითად, ორი ერთწევრის ნამრავლი ასე განიმარტება: 

სხ ჩ ! I ჩ+ს ხ.+L 2 I ” ჩე+Iა 
იC XV ·.XMე “0X. X. ·. სჯ. =-0ხX, X%· · => 

ნებისმიერი ორი ICVც Xი, ·.-, X) და C(X,, XX, -.-., X„) მრავალწევრის 

ნამრავლი ეწოდება ისეთ მრავალწევრს, რომელიც მიიღება მათი წევრ- 

წევრად გადამრავლებისა და მსგავსი წევრების შეკრების შედეგად.. 

ადვილად შეიძლება შემოწმდეს, რომ ნებისმიერ რიცხვთა / ველზე 
აღებულ #-ცვლადიან მრავალწევრთა სიმრავლე, მრავალწევრთა შეკ- 

რებისა და გამრავლების მიმართ, ქმნის მრავალწევრთა კომუტაციურ 

რგოლს ნულგამყოფი ელემენტების გარეშე. 

მართლაც, როცა #=1, გვექნება ერთ X, ცვლადზე დამოკიდებული 

მრავალწევრთა სიმრავლე რიცხვგთა # ველზე. 

როგორც ვიცით (გვ. 225), ასეთ მრავალწევრთა სიმრავლე რიცხვთა 

#7” ველზე ქმნის #IX,) მრავალწევრთა კომუტაციურ რგოლს ნულგამყო- 
ფი ელემენტების გარეშე. ვიგულისხმოთ, რომ # ველზე აღებული (1-–-1)- 

ცვლადიანი ICC, XX ·.ს X-.) სახის მრავალწევრთა სიმრავლე ქმნის 

მრავალწევრთა #წ.ი), XV, -.-V,-1 | კომუტაციურ რგოლს ნულგამყოფი ელე- 
მენტების გარეშე. ყოველი /-ცვლადიანი /(X). X:, --., ი) მრავალწევრი 

#Iაის Xს, --., X--)) მრავალწევრთა რგოლზე შეიძლება განვიხილოთ რო- 

გორც მრავალწევრი ერთი ჯე; ცვლადის მიმართ. ცხადია, რომ ჯე ცვლა- 

დის მიმართ მრავალწევრთა სიმრავლე ჩIX, IX, ·--, X,-)) მრავალწევრ- 

თა რგოლზე, შექმნის კომუტაციურ რგოლს ნულგამყოფი ელემენტე– 

ბის გარეშე. მაგრამ, მეორე მხრივ, ყოველი მრავალწევრი X„ ცვლადის 

მიმართ, MIX, ი, ·... VI) რგოლზე შეიძლება განვიხილოთ როგორც 

მრავალწევრი XC, Xა, ·-., X-L. X ცვლადების მიმართ რიცხვთა ნ ველ- 

ზე და, პირიქით. როგორც ვხედავთ, MIX, +». ·... +.) რგოლზე აღე- 

ბული ერთ X,-ცვლადიან მრავალწევრებსა და ”? ველზე აღებულ 
ირ ქ... ბე-ცვლადიან მრავალწევრთა სიმრავლეს შორის შეიძლება და– 

ვამყაროთ ურთიე რთცალსახა-იზომორფული ოანადობა. ახლა, ვინაიდან 

პირველ მრავალწევრთა სიმოავლე ჩწV%, .C. -.- V0-L1 რგოლზე ქმნის კო– 

მუტაციურ რგოლს ნულგამყოფი ელემენტების გარეშე, ამიტომ 

მეორე M-ცვლადიან მრავალწევრთა სიმრავლე რიცხგთა #): ველზე შექ- 

მნის კომუტაციურ რგოლს ნულგამყოთი ელემენტების გარეშე, სადაც 

სულის როლს ასრულებს ნულმრავალწევრი, ხოლო ერთეულის როლს 

# ველის ერთეული და ამით ჩვენი დებულება დამტკიცებულია. მიღე- 
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ბულ ო-ცვლადიან მრავალწევრთა რგოლს რიცხვთა /?, ველზე აღენიშ- 
ნავთ (XV Xი, -.., ა) სიმბოლოთი. ვინაიდან ” ველის ყოველი რიცხვი 

შეიძლება განვიხილოთ როგორც ნულოვანი რიგის /7-ცვლადიანი მრავალ– 

წევრი, ამიტომ რიცხვთა ” ველი შეიძლება განვიხილოთ როგორც 

ჩის, XV, ს ჯე) მრავალწევრთა რგოლის ქვერგოლი. 
ისეთ I(Xს Xი, ·--, ა.) მრავალწევრს, რომლის ყველა წევრი ერთისა 

და იმავე ხარისხისაა, ეწოდება ერთგვაროვანი მრავალწევრი. 

საზოგადოდ ისეთ ფუნქციას, რომელიც შეიძლება იყოს #IX,, X,..-X,| 

მრავალწევრთა რგოლზე აღებული ერთი 

ძიყ"+Iთყ” 1-+L....+- ი ძი-Iყ+რთ. =0 

ალგებრული განტოლების ფესვი მაინც, ეწოდება ალგებრული ფუნქცია, 
წინააღმდეგ შემთხვევაში მოცემულ ფუნქციას ეწოდება ტრანსცენდენ- 

ტური ფუნქცია. 
განსაკუთრებით მნიშვნელოვანია ალგებრული ფენქციები ერთცვლა- 

დიან XIX) მრავალწევრთა რგოლზე. მიუხედავად იმისა, რომ ალგებ- 

რა ალგებრული ფუნქციების შემქმნელია, ალგებრაში ალგებრული 

ფუნქციების გამოკვლევა და მკაცრი შესწავლა არ ხდება. ალგებრულ 
ფუნქციათა თეორიას შეისწავლის მათემატიკის ე რთ-ე რთი დარგი, რო– 

მელსაც ალგებრული გეომეტრია ეწოდება. მტკიცდება, რომ ალგებ- 
ოფლ ფუნქციათა სიმრავლე ქმნის ველს. განვიხილოთ მაგალითები. 

1. ყოველი მთელი რაციონალური MX») ფუნქცია, ყოველი წილად- 

რაციონალური ფუნქცია 12 „და ყოველი ფესვი VIC) ალგებრული 
ფუნქციებია. 

მართლაც, ეს ·ფუნქციები შესაბამისად არის #IV) მრავალწევრთა 

რგოლზე აღებულ შემდეგ განტოლებათა ფესვი: 
ყ–I(0=0, ყ09) · ყ–--I00 =0, ყ--IV =0. 

2. ყველა ტრიგონომეტრიული და მაჩვენებლიანი ფუნქცია ტრანს- 

ცენდენტური ფუნქციაა. 
რომელიმე ფიქსირებულ, # ველის გაფართოებული # ველიდან აღე- 

ბულ შე ელემენტს ეწოდება VV, V-, ..., წი ელემენტებზე ალგებრუ– 
ლად დამოკიდებული, თუ #ILVI,, წა, :.., “1 რგოლის მიმართ ჟე ალგებ- 

რული ელემენტი), ე. ი. თუ შე აკმაყოფილებს ე რთი ალგებრულ განტო- 

ლებას მაინც ' 

ძის" + თი“ 1+...+ძე 0, 

სადაც თი, თ), ·--, ძი საზოგადოდ მრავალწევრებია #LVI,, II», -··, (81 რგო- 

ლიდან და ერთი თ, ((=0, 1, 2, ..., ”) მაინც არ უდრის ნულს. ელემენტ– 
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ტთა მოცემულ სისტემას ეწოდება ალგებრულაღ დამოკიდებული, თუ 

სისტემის ერთი ელემენტი მაინც დანარჩენებზე ალგებრულად დამოკი– 

დებულია. მაგალითად, ცხადია, რომ ყოველი V/; (ჯ(=1, 2, -.., ”) ალგებ– 

რულად დამოკიდებულია V#ი, V%, ·.., I ელემენტთა სისტემაზე. 

ელე მენტთა MI, Iივ-.-ე IM სისტემას ეწოდება ალგებრულად დამოუკი– 

დებელი, თუ არც ერთი V«,; არაა ალგებრულად დამოკიდებული დანარ– 

ჩენების მიმართ. 

თეორემა. ელემენტთა (L(, VI, -.., Iკ/ სისტემა ალგებრულად დამო– 

პკიდებულია ” რიცხვთა ველზე მაშინ ღა მხოლოდ მაშინ, თუ 

#IVI, (/9,-·., ”ე1 რგოლიდან აღებული ყოველი /(IV), M9, -.·., (ე) მრავალწევ– 

რის ნულთან ტოლობიდან გამომდინარეობს ამ მრავალწევრის ყველა 

კოეფიციენტის ნულთან ტოლობა. 

მართლაც, თუ ყოველი I(V,, Vი, ·.. წი)=0 ტოლობიდან გამოდის 

ყველა მისი კოეფიციენტის ნულთან ტოლობა, ცხადია, არც ერთი (/, 
არ იქნება ალგებრულად დამოკიდებული დანარჩენი V,ის მიმართ. 

ახლა, პირიქით, ვიგულისხმოთ, რომ V,, MM, -.-, (გ ელემენტთა სისტემა 

ალგებრულად დამოუკიდებელია და (CV), (ი, ---, (2)=0. დავალაგოთ ეს 

მრავალწევრი (გ ასოს კლებადი ხარისხების მიხედვით, მივიღებთ: 

ძია + მე 1... L რი =0, 

სადაც თა, ძი შე მრავალწევრებია 0 =/#XVI,, Vი,...; II/გ-() მრავალწევრ– 

თა რგოლიდან. პირობის თანახმად, ვინაიდან V,, (#,..., # ელემენტ- 

თა სისტემა ალგებრულად დამოუკიდებელია, ე. ი. ყოველი V,, კერძოდ 

“ი, არაა დანარჩენებზე ალგებრულად დამოკიდებული, გვექნება ძი == 

ძ1=...=0.=0. ახლა, "ყველა ი;=0 ((=0, 1, ..., §) მრავალწევრი დავა– 

ლაგოთ //, 1 ასოს კლებადი ხარისხების მიხედვით და ა. შ. საბოლოოდ 
მივიღებთ: 

ძე! 5 +ი,II 3“ --....+-ძ.=0. 

· ვინაიდან I) ელემენტი არაა დანარჩენებზე ალგებრულად დამოუკიდე– 

ბელი, გვექნება იძე=ძ,=...=ძ0.=0. ამით მტკიცდება, რომ თუ 
I(L, (49, ·--,(/(I ელემენტთა სისტე მა ალგებრულად დამოუკიდებელია, მაშინ 

Iს ა, ·.ს IM) მრავალწევრის ნულთან ტოლობიდან გამომდინარეობს 

ყველა მისი კოეფიციენტის ნულთან ტოლობა. ამრიგად, თუ (IL, I». IM 

ელემენტთა სისტემა ალგებრულადღდ დამოუკიდებელია, ისინი არაა 

ურთიე რთდაკავშირებული არავითარი ალგებრული განტოლებით. 
მაგალითად, ფუნქციები 

(II = XI +Xა+Xე, 
(0=XI"-LXა"-++Xეზ, 

IIვ= XV IX--LXIXV-+-XაXე 
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ალგებრულად დამოკიდებულია. 
მართლაც, ადგილი აქვს თანაფარდობას 

IIე ==1(1“---2L/ვ. 

ალგებრულად დამოუკიდებელი ფუნქციების მაგალითს გავეცნობით 
სიმეტრიული მრავალწევრების შესწავლის დროს. 

§ +5. მრავალწევრის წევრთა ლექსიკოგრაფიული დალაგება 

ჩვენ გავეცანით ჩIX,, „ი, ·--., X.I მრავალწევრთა რგოლს. ვნახეთ, 

რომ მრავალცვლადიან მრავალწევრს შეიძლება გააჩნდეს ერთი და იმა- 

ეე რიგის რამდენიმე სხვადასხვა წევრი. ამიტომ მისი წევრების დალა- 

გება ზრდადი ან კლებადი ხარისხების მიხედვით, როგორც ეს ხდება 

ე რთცელადიან მრავალწევრთათვის, შეუძლებელია. მრავალცვლადიანი 
მრავალწევრის წევრების გარკვეული წესით დალაგებას რომელსაც 
ახლა გავეცნობით სიმეტრიული მრავალწევრების შესწავლისათვის 

დიდი მნიშვნელობა აქვს. 

ვთქვათ, ჩწსს Xა, ·.., ა) მრავალწევრთა რგოლიდან აღებულია 

I(0ც Xა...,X,) მრავალწევრი. აღებული მრავალწევრის ნებისმიერ ორ 

წევოს შორის ის მივიღოთ უფრო მაღალ წევრად, ·რომელსაც X, ასოს 
ხარისხის მაჩვენებელი მეტი აქვს. ხოლო ისეთ ორ წევრს შორის, რო- 

მელთა ჯ-ის ხარისხის მაჩვეეხებელი ერთნაირია, ის მივიღოთ უფრო 

მაღალ წევრად, რომელსაც X. ასოს ხარისხის მაჩვენებელი მეტი აქვს 

და ა. შ. სხვა სიტყვებით, ნებისმიერი ორი წევრიდან: 

იჯ მ ყეჩმა სეი, (1) 

ს, ?, .. Xა”, (2 

%X1) წევრი იქნება უფრო მაღალი, ვიდრე (2) წევრი, თუ სხვაობებისათვის: 

: ჩ---I, (6=1, 2, .., I), 
არსებობს ისეთი ნომერი ( (1=:=7/), რომ 

”, =M #5: =Iა, ... /;.1=I,-ს ხოლო /#,>I.· 

თუ (1) და (2) წევრების ჯ, ასოების ხარისხის მაჩვენებელთა სხვაობა 

ყოველი /-თვის უდრის ნულს, მაშინ მათი სიმაღლეები ტოლია. ცხადია. 

რომ ყოველი ორი ერთნაირი სიმაღლის წევრი მსგავსია და ამიტომ ისი- 

ნი შეიძლება შევკრიბოთ. /(XI, XX. ·-·, Xი) მრავალწევრის ყოველი ორი 

სხვადასხვა, ე. ი. არამსგავსი წევრის სიმაღლე სხვადასხვაა. ვთქვათ, 

მო კემულია მრავალწევრის ნებისმიერი მესამე წევრი 

· § §. § 
C.Lხ1 1 ...X, ”, (3) 
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ადვილად დამტკიცდება, რომ თუ (1) წევრი უფრო მაღალია, ვიდრე (2) 
წევრი და (2) წევრი უფრო მაღალია, ვიდრე (3) წევრი, მაშინ (1) წევრი 
უფრო მაღალი იქნება, ვიდრე (3) წევრი. 

'“ მართლაც, ვინაიდან (1) წევრი უფრო მაღალია, ვიდრე (2) წევრი 
არსებობს ისეთი (, რომ 

#.=L), #2“--Iა. ·-, #ი-1-I, კ, ხოლო #,/>I,. 

აგრეთვე, ვინაიდან (2) წევრი უფრო მაღალია, ვიდრე (3) წევრი, არსე– 
ბობს ისეთი /, რომ 

,'I=3:, I2=83:, .., I/.1=5/ |), ხოლო /,>5,. 

გავარჩიოთ ორი შემთხვევა: I<! და I>I. პირველ შე მთხვევაში, როცა 

1<1, მივიღებთ: 

#,=5), #:= 352, ·. ჩ;-1=57, ს), ხოლო #/,>5,; 

მეორე შემთხვევაში, როცა /I/=>! მივიღებთ: 

' ჩM,ლ–§, ჩ-=8ე, ..., ჩ,.1=9,-), ხოლო #,>8/, რ. დ. გ. 

დამტკიცებული დებულების თანახმად, თუ მრავალწევრის ნებისმიერი 
ორი წევრიდან პირველად დავწერთ მაღალს, მივიღებთ მრავალწევრის 

წევრების დალაგებას კლებადი სიმაღლეების მიხედვით. 

მაგალითად, თუ 

ი 1 ა ' 
IX X», Xევ)==2X) "X2მXვ ++3X,1X2-+ “> X,პწეზჯე?--5%ჯტ+-3 

მრავალწევრს დავალაგებთ წევრთა კლებადი სიმაღლის მიხედვით, გვექ– 
ნება: 

1 
I(X,, Xი, Xე) =3%0X%-+--> X,?XემXვ?-I-2X, "Xე9(ვ--5 Xებ +3. 

როგორც ვხედავთ, /(CX,, X:, ·-, X„) მრავალწევრის დალაგება წევრ–- 

თა სიმაღლის მიხედვით ხდება ისე როგორც ლექსიკონში სიტყვების 

თანამიმდევრობით განლაგება. ამიტომ“ მრავალწევრის წევრების კლე– 

ბადი სიმაღლის მიხედვით დალაგებას უწოდებენ მრავალწევრის წევრთა 

ლექსიკოგრაფიულ დალაგებას. ერთცვლადიან წევრთათვის ეს წესი გვა– 

ძლევს წევრთა კლებად ხარისხებად დალაგებას. _ 

მრავალწევრის ლექსიკოგრაფიული დალაგება შესაძლებელია აგ- 

რეთვე წევრთა ზრდადი სიმაღლეების მიხედვით ICX,, X», ·.., Xგ). მრა– 

ვალწევრის წევრთა შორის იმ წევრს, რომლეს სიმაღლე უდიდესია, · 

ეწოდება მოცემული მრავალწევრის უმაღლესი წევრი. ცხადია, რომ 
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მოცემული მრავალწევრის კლებად სიმაღლეებად განლაგებისას უმაღ- 
ლესი წევრი იქნება პირველი წევრი. 

ლემა. ჩI ს, ჯა, -.. X) მრავალწევრთა რგოლიდან აღებული ნების- 
მიერი ორი მრავალწევრის ნამრავლის უმაღლესი წევრი უდრის თანა- 
მამრავლთა უმაღლესი წევრების ნამრავლს. 
, მართლაც, ვთქვათ, I(CX,, X», ·., Xი) მრავალწევრის უმაღლესი წევ- 
რია 

თX,ჩ) ჯ,ჩ1 ... ჯეჩი , (4 

ხოლო ამავე მრავალწევრის სხვა რომელიმე წევრია 

ხა, დმ... ჯი. (5) 

აგრეთვე, ვთქვათ, თ(X,, X., ..-, X,) მრავალწევრის უმაღლესი წევრია 

0CX,91 ჯენმ ,,. 1,9, (6) 

ხოლო ამავე მრავალწევრის სხვა რომელიმე წევრია 

| ძX,წ1Xე ... ჯერ. თ 
რადგან / მრავალწევრის (4) წევრი მაღალია, ვიდრე 49 წევრი; ამიტომ 
არსებობს ისეთი : (1<:<=7), რომ : 

ჩ.ლ=ს,Mა=13, ·.., #, 1=I, ), ხოლო #,>V„(.. 

აგრეთვე,” რადგან წ მრავალწევრის (6) წევრი მაღალია, ვიდრე (7) წევ- 
რი ამიტომ არსებობს ისეთი / (1<>/)/=7)), რომ 

§3,==1), 3:=715, .., §, ,=1, , ხოლო §,>/,. 

გადავამრავლოთ (| და «დ მრავალწევრების (4) და (6) უმაღლესი წევრე- 

ბი, მივიღებთ: 

ძიჯ,51-51 . ჯეჩა+5ი ... ჩიე+5ი . (8) 

ახლა, თუ განვიხილავთ / და დ მრავალწევრთა სხვა რომელიმე ორი წევ- 
რის (5) და (7), (4) და (7) ან (5) და (6) წევრთა ნამრავლს, ვნახავთ, რომ 

ისინი უფრო დაბალია, ვიდრე (8) წევრი. 

მაგალითისათვის ვუჩვენოთ, რომ (8) წევრი უფრო მაღალია, ვიდრე 

(4) და (7) წევრების. გამრავლების- შედეგად მიღებული წევრი 

: 'ძძX,!1+”1- Xენი+?9...·ე!ი'ი. 

გავარჩიოთ ორი შემთხვევა: /<ჯ და /=>L. როცა I<!, მივიღებთ: 

#1+5=ს+ი, (+383 =Lს-+/, -., #ჩ/-1--5,-1=I/-1+L/-ს 

ხოლო #/+5,>!/+!,, სადაც #,=(,, 5,>!,- 

(9) 
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როცა />>L, მივიღებთ: 

ჩ.+5=Lს+ჩ, /#-+5--=1+ჩ, ·.., ჩ,- 1+5/- 1=I/- 1II+I/-), 

_ ხოლო #,+§,>/,+I,, სადაც §;=/,, ჩ,>L,. 

ანალოგიურად შემოწმდება დანარჩენი ორი შემთხვევა. მაშასადამე, 

დამტკიცდა, რომ ” და # მრავალწევრების უმაღლეს წევრთა ნამრაგლი 
უფრო მაღალია, ვიდრე სხვა რომელიმე ორი წევრის ნამრავლი. ახლა, 

რადგან .#IX,, X»ა, ..-, X.I მრავალწევრთა რგოლი არ შეიცავს ნულგამ- 

ყოფ ელემენტებს, ამიტომ (8) წევრი იქნება / და « მრავალწევრების გამ– 

რავლების შედეგად მიღებული ”- დ მრავალწევრის უმაღლესი”წევრი. 

§ 46. სიმეტრიული მრავალწევრები. ძირითადი თეორემა 

ისეთ /(X,, Xი, ---· XI) მრავალწევრს, რომელიც უცვლელია (ინვარიან– 

ტულია) X,), X5, ---· Xგ უცნობთა' ნებისმიერი გადაადგილებისას, სიმეტ- 

რიული მრავალწევრი ეწოდება. 

როგორც განმარტებიდან ჩანს, სიმეტრიულ მრავალწევრებში ყვე– 

ა უცნობი უნდა შედიოდეს სიმეტრიულად; ეს იმას ნიშნავს, რომ თუ 

I(Xს X>, ·-, Xე) სიმეტრიული მრავალწევრის რომელიმე წევრი შეი– 

ცავს X; (L=1,2, ..., წ) უცნობს # მაჩვენებლით, მასში უნდა იყოს აგრეთ– 

ვე ისეთი წევრი, რომელიც შეიცავს ყოველ სხვა X, უცნობს ამავე # 

მაჩვენებლით. მაგალითად, მრავალწევრებიდან 

I(X,, X-)=X წ +3%X+X", #(X(X-)= CI -LX3+X1+5. 
დ(X1X-ა)==X,1+X,Xა. ' 

პირველი ორი სიმეტრიული მრავალწევრია X,;, X„ უცნობების მიმართ, 

ხოლო მესამე მრავალწევრი არ არის სიმეტრიული ამავე უცნობების 
მიმართ. 

ცხადია, ყოველი რიცხვი # ველიდან, ე. ი. ნულოვანი ხარისხის მრა- 

ვალწევრი შეიძლება მივიღოთ როგორც ნულოვანი "სიმაღლის სიმეტ- 
რიული მრავალწევრი. რიცხვი ნული შეიძლება მივიღოთ ნულსიმეტ– 

რიულ მრავალწევრად, რომლის სიმაღლე განუსაზღვრელია. სიმეტ- 

რიულ მრავალწევრში ყოველი წევრი, გარდა მუდმივი სიდიდისა, ცხა- 

დია, ერთისა და იმავე ხარისხისაა. 

სიმეტრიული მრავალწევრის განმარტებიდან უშუალოდ გამოდის. 

რომ #-უცნობიანი ჟოველი ორი / და დ სიმეტრიული მრავალწევრის ჯა- 

მი, სხვაობა და ნამრავლი ისევ სიმეტრიული მრავალწევრია. მაშასა– 

დამე, IX,, XX, ·-· Xგ) მრავალწევრთა რგოლიდან აღებული ყველა სი– 

მეტრიული მრავალწევრის სიმრავლე ქმნის სიმეტრიულ მრავალწევრ- 

თა ქვერგოლს. 
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ახლა განვიხილოთ X,, X-, ..., X- უცნობთა მიმართ შემდეგი გამოს» 

ხულებანი: 

თ1=X.+Xგ+...-+Xი, 

თ:ე-==XIX5+-X1Xვ+...+-Xი-1Xი, 
თვ==X1Xახვ--XXXგ+...+X--2Xგ-1Xი, (0) 

ცხადია რომ თ), თე, თე, -.ს თი სიმეტრიული მრავალწევრებია 

XL X2--სX- უცნ.იბთა მიმართ. ამ თ), თი, თე,...,თე სიმეტრიულ მრავალ- 

წევრებს უწოდებენ ელემენტარულ სიმეტრიულ მრავალწევრებს. ადვი- 
ლად დავრწმუნდებით, რომ ელემენტარულ სიმეტრიულ მრავალწევ- 
რთა სიმრავლე ალგებრულად დამოუკიდებელია. 

ვინაიდან ყოველი ორი სიმეტრიული მრავალწევრის ჯამი, სხვაობა და 
ნამრავლი ისევ სიმეტრიული მრავალწევრია, ამიტომ ყოველი მრავალ– 
წევრი თ), თა, ძვ, ·-., თე ასოების მიმართ იქნება სიმეტრიული მრა- 

ვალწევრი XI, Xი, ··., Xგ ასოების მიმართ. 

მაგალითად, როცა /:=3, თ1=X1+Xგვ--Xე, Cთ2=VIX--LXILXვ-+- X:X, 

თ§3==X1X9Xვ, მაშინ /(თ,, თ» თე)=ლ0C1ლა-–3თვ მრავალწეერში, 

თ). თა, თე ასოების შესაბამის მნიშვნელობათა ჩასმით, X,, X:, X.-. უ(- 

ნობთა მიმართ "მივიღებთ შემდეგი სახის სიმეტრიულ მრავალწევრს: 

თ(X, Xი, Xე)==X) 'X2-LX, 1Xვ-L- XX“ --Xე ჯვ“ -L LეზXვ-L XაXვ”. 

ამ უკანასკნელი შენიშვნის შებრუნებული დებულება. არის ძირითადი 

თეორემა სიმეტრიულ მრავალწევრებზე. 

თეორემა. რიცხვთა ” ველზე აღებული ყოველი /(X, X:, ·--, Xე) სი- 
მეტრიული მრავალწევრი X,, Xი, ·-., X, უცნობთა მიმართ ამავე რიცხვ- 

თა ” ველზე შეიძლება წარმოვადგინოთ როგორც დ(თ), თ, ··. თი) 

მრავალწევრი თე, თა, ··.,· თ, ელემენტარული სიმეტრიული მრავალ- 

წევრების მიმართ, ე. ი. 

7(X, ჯი, ... Xი)==დ(თ), თუ: ·.. თი). (9 

დამტკიცება. ვიგულისხმოთ, რომ /(X, X2, ·.. X:) სიმეტრიული 
მრავალწევრი, რომლის უმაღლესი წევრია 

თ) ჩ)ჯეჩმჯეჩმ ... ჯერი, (2 

"დალაგებულია ლექსიკოგრაფიულად. ადვილად შევამჩნევთ, როზ უმა- 
ღლესი წევრის მაჩვენებლები /,, #”, ..., #, აკმაყოფილებს უტოლობას 

#M.=2>”Mა>>...2> ჩე. (3) 
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მართლაც, დავუშვათ წინააღმდეგი: ვთქვათ /#,< #ვ. თანახმად განმარ- 

ტებისა, /(X,, XV, ·.., X.) სიმეტრიული მრავალწევ რი უნდა ზეიცავდეს 

შემდეგ 
ხX, წ! Xეჩ9ჯევჩ ,,, ჯეჩი (4) 

წევრსაც. მიღებული (4) წევრის სიმაღლე უფრო მეტია, ვიდრე (2) წევ– 
რის სიმაღლე, რაც ეწინააღმდეგება პირობას. მაშასადამე, თუ (2) წევ- 

რი მოცემული მრავალწევრის უმაღლესი წევრია, მაშინ ადგილი უნდა 

ჰქონდეს (3) თანაფარდობას. 

განვიხილოთ ახლა დამხმარე სიმეტრიული მრავალწევრი 

: ხ-ჩ-. / ჩ9-ჩვ – (5) 

რადგან თა, თა, თე, ..., თ, ელემენტარული „ სიმეტრიული მრავალწევ– 
რების უმაღლესი წევრები შესაბამისად არი 

დ,=0Cთ1 ჩი. თ? 

XI, XIX, X1XლXვ, ··-, X1X9Xვ ·-. X»ს 

ზემოთ დამტკიცებული ლემის თანახმად, (5) სიმეტრიული მრავალწევ- 

რის უმაღლესი წევრი იქნება: 

0X,M)-ჩ9(X, ჯეარი-ჩე (V,X-Xე)#2“ჩ4 ქ... (X1X-Xვ...X:)”ი/ == თXა.X.M1...ჯ,ჩი - 

მივიღეთ, რომ მოცემულ / და დამხმარე დ, სიმეტრიულ მრავალწევ- 
რებს ერთი და იგივე უმაღლესი წევრები აქვთ. განვიხილოთ სხვაობა 

L-–«,=ჩ, ()- 
ვინაიდან / და დ, სიმეტრიულ მრავალწევრებს ერთნაირი უმაღლესი 
წევრები აქვთ, სხვაობის დროს უმაღლესი წევრები გაბათილდება და 

ამიტომ /, სიმეტრიული მრავალწევრის, უმაღლესი წევრი უფრო დაბა– 
ლი იქნება, ვიდრე / სიმეტრიული მრავალწევრის უმაღლესი წევრი. ახ– 
ლა, სიმეტრიული მრავალწევრისათვის, ისე როგორც /-თვის, შევადგი– 

ნოთ დამხმარე და სიმეტრიული მრავალწევრი და განვიხილოთ სხვაობა 

ჩ--ჯა=/%. · (CI) 
ვინაიდან / და დე სიმეტრიული მრავალწევრების უმაღლესი წევრები 

ერთნაირია, ამიტომ ჩ სიმეტრიული მრავალწევრის უმაღლესი წევ–- 
„რები დაბალია, ვიდრე ჩ-ის უმაღლესი წევრი. თუ ამ პროცესს განვაგრ– 
ძობთ, მივიღებთ /ე, /+, ... სიმეტრიულ მრავალწევრებს, რომელთა უფ- 

როსი წევრის სიმაღლეები თანდათანობით კლებულობს და სასრული § 

ნაბიჯის შემდეგ გვექნება: 

(,-)--თ,=0. (C)) 

მართლაც, ვთქვათ, · 
IM. 

ხX, IX “... ჯეი (9) 
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არის უმაღლესი წევრი რომელიმე /, (ჯ=1, 2, 3, ...,) სიმეტრიული მრა- 

ვალწევრისა. ვინაიდან (2) წევრი უფრო მაღალია, ვიდრე (9) წევრი და 

(9) უმაღლესი წევრია I, მრავალწევრისა, ამიტომ ადგილი უნდა ჰქონ- 

დეს შემდეგ უტოლობებს: 
#.=>L და L).=>1:-=>....=>",, (1თ 

სადაც #) გარკვეული მთელი დადებითი რიცხვია. ამიტომ, ცხადია, რომ 

ჩ. 19, ·-., I, სახის მთელი დადებითი რიცხვითი სისტემები, რომელთა- 

თვის სრულდება (10) უტოლობები, შეიძლება იყოს, მხოლოდ სასრე- 

ლი რაოდენობის. ამგვარად, გარკვე ული სასრული § ნაბიჯის შემდეგ ად- 
გილი ექნება (81 ტოლობას. 

, ახლა (6), (7) და (8) ტოლობათა შეკრებით მივიღებთ: 

1==დ)+რდაი+-..+დთ.=დთ(თ), თაი, ·. თი). (11) 

ამით ძირითადი თეორემა სიმეტრიულ მრავალწევრებზე დამტკიცებუ- 

ლია. დავამტკიცოთ ახლა, რომ ეს წარმოდგენა ერთადერთია. დავუშვათ 

წინააღმდე გი. ვთქვათ, 

IX X, ·--, X„)=დ(თ), თი, ··., თ„ა)=/#წ(თ), თა, ·-·, თი). 

განვიხილოთ სხვაობა 

თდ(თ), ძთ2ე ··· თძიე)–-წ(თ1, თ: ··.. თძია='7(თ), თ. ... თი)=0. 

ვინაიდან Cთ,, თი, ·-· თი ფუნქციები ალგებრულად დამოუკიდებელია, 

»(Cთ. დთა,-·.,თძეX>20ი ტოლობიდან, როგორც ვიცით (გე. 367), გა- 

მომდინარეობს „ამ · მრავალწევრის იგივურად ნულთან · ტოლობა 

2. (თ. თა, ·--თი)=0, ე. ი. 7,(C+,. თი, -. -თი) მრავალწევრის ყვე- 
ლა კოეფიციენტი, უდრის, ნულს, მაშასადამე, ვღებულობთ, რომ 

დ(თ1. თა,---. თ„»-#9(თI, თა, ·-·· თ„) და ამით ყოველი /(X,, X, -- X.) 
სიმეტრიული მრავალწევრის (11) სახით წარმოდგენის ერთადერთობა 

დამტკიცებულია. 
ვთქვათ, რიცხვთა ველზე მოცემულია ო-ური ხარისხის 

II) = ძის -Cთ,X-I+..+ძი )X+ძ, +. (12) 
მრავალწევრი. თუ ვიგულისხმებთ, რომ #. ველის გაფართოებულ რო- 

მელიმე ჩნ ველში +X,, X:, ·-., X მოცემული მრავალწევრის ფესვებია, 

მაშინ (1) აღნიშვნების და ვიეტას გ ოგადებული ფორმულების მიხე- 
დვით მივიღებთ შემდეგ ტოლობებს: 

თ=--, თ=-5, ..., ძე=C-1)0-წ, (13) 
40 (60) | ძ%ი 

.“(13) თანაფარდობებიდან ვღებულობთ. მეტად საინტერესო შედეგს. 
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შედები.. .რრიცხვთა /, ველზე აღებული ყოველი #:-ური ხარისხის ./(X) 

მრავალწევრის ფესვებისაგან შედგენილი ნებისმიერი სიმეტრიული მრა– 

ვალწევრი გარკვეული რიცხვია ” ველიდან. 
მაგალითი 1. სიმეტრიული მრავალწევრი 

ICC, XX, Xვ) ==X "X5-L- X, /Xვ-I- XX? LX Xე?-L X:?Xგ-L XგXვ? 

წარმოვადგინოთ როგორც მრავალწევრი თკ), თე და ძვ ასოების მიმართ. 

აქ უმაღლესი წევრია X,?X, ”,=2, #:=1, #”ვ=0. ამიტომ დამხმარე თ 

სიმეტრიული მრავალწევრი იქნება: 

დ,=ფ)“ ფე“ ზცეზ= 01თ·ა=(X% + XV-IL-Xვ) (X1IX2-++XIXვ-LXაXვ). 

განვიხილოთ სხვაობა 

|--დ0,=-–-3X XX, 

ე. ი. #1=--3X XაXგ. აქ #.=#:ა=/#გ=1, ამიტომ ჩ-თვის დამხარე დ, 

სიმეტრეული მრავალწევრი იქნება: 

დაე=-–--3თ)1 1ყე1 ცფვ=--3XX-Xვ=--3თევ. 
მივიღებთ: 

ე. ი. 

ჯ)=დ)-+დ:= თ თა–3ძყკ. 

შემდეგი მაგალითების განხილვამდე შევთანხმდეთ შემდეგში. თუ 

თX,”1(ეჩ?... X,ჩჩ (14) 
არის თ#0 რიცხვისა და X,, X;, ·.., Xჯ უცნობთა ხარისხების ნამრავლი» 

სადაც ზოგიერთი #, შეიძლება იყოს ნული, მაშინ სიმბოლოთი , 

5(0X, MI ყჩ3,. .-X ჯეჩმ). (15) 

აღვნიშნოთ ყველა იმ წევრის ჯამი, რომლებიც მიიღება (14) წევრიდან 

უცნობთა ყველა შესაძლო გადანაცვლებით. ცხადია, რომ ეს ჯამი მოგვ- 
ცემს ერთგვაროვან სიმეტრიულ მრავალწევრს. 

მაგალითი 9. სიმეტრიული მრავალწევრი 

ჯ=5(X, 'X3?) ==X,?Xვ"+X Xვ”-L...-Xგ-1:Xგ? 

წარმოვადგინოთ როგორც მრავალწევრი თ;(, თი, ·.., თ, ელემენტარუ- 
ლი სიმეტრიული მრავალწევრების მიმართ. 

მოცემული სიმეტრიული მრავალწევრის უმაღლესი წევრია X,3Xე?, 
აქ #,=2, #”:=2, #ვ==...=#ე=0. დამტკიცებული თეორემის თანახმად, 

დ(თძ), თა, ·-..· ·-წთი) მრავალწევრის მისაღებად ჯერ უნდა ვიპოვოთ 

დ), ჯდი,--·,დკ მრავალწევრები და შემდეგ ავიღოთ მათი ჯამი. ეს პროცესი 
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რომ შევასრულოთ, საჭიროა ვიპოვოთ ისეთი X,!! Xე/:... წევ- 
რები, რომლებიც: 1. დაბალია ვიდრე X,2X,? წევრი. 2. უნდა იყოს შესა- 
ბამისი სიმეტრიული მრავალწევრების უმაღლესი წევრები, ე. ი. 
ს=>/5=>.--=>1ე და 3. V, 1ე, ..., (I მაჩვენებლების ჯამი ყოველთვის 
უნდა იყოს 4, ე. ი. #+I/-+...+/,=4. ამრიგად, ვღებულობთ თანაფარ- 
დობათა შემდეგ ცხრილს: · 

I-ის უმაღლესი წევრის მაჩვენებლები: 

2200,,..., ამიტომ ღ,= თ)?“ ?ცევზ-0=- ფვ?, 

ჩ-ის უმაღლესი წევრის მაჩვენებლები: 

21100, ..., და==/1 თუ” 1თ ა! 1ცვ1-ბმ= #4 თთფვ, 

ჯ-ის უმაღლესი წევრის მაჩვენებლები: 

11110..., დე=8თ,!- თვე! 1ც,-ნ=80,. 

მაშასადამე, მოცემული / სიმეტრიული მრავალწევრი, ვინაიდან მისი 

უფროსი წევრის კოეფიციენტია ერთი, ხოლო /1 და /> მრავალწევრების 

უფროსი წევრის კოეფიციენტებია შესაბამისად ,4 და „8, წარმოგვიდგე- 

ბა ასე: 

ჯ=თე“+/#თ1თვ+8Vკა. (16) 

რადგან (16) თანაფარდობა მართებულია, მასში შემავალი X,, Xა,---,X, 

უცნობთა ნებისმიერი რიცხვითი მნიშვნელობებისათვის „> და 8 კოე- 

ფიციენტები ·გამოვთვალოთ განუსაზღვრელ..კოეფიციენტთა მეთოდით. 

შევარჩიოთ აღნიშნულ უცნობთა ისეთი მნიშვნელობანი, რომ გამოთვ- 

ლები გაადვილდეს. 
დავუშვათ, 

7 X.=X2ა==Xვ=1, Xგ=...=X-გ=0. 

მივიღებთ: 

I=3, თ)=3, თკ=3, თძე=1, თა=0. 
3=9-+34, 4=--2. 

ახლა დავუშვათ, 

X.=X·ა=>Xგ8=X=1, X-==...=X-=0. 

მივიღებთ: 

კ==6, თ1=4, თ§ჯ=-6, თვ=4, თაგ=>1. 

6=36-32+8, 8=2. 
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ამრიგად, საბოლოოდ I მრავალწევრი მიიღებს შემდეგ სახეს: 

”=ფთე“-–-2თ1თვ+2თკ/. 

მაგალითი 3. სიმეტრიული მრავალწევრი წ”=3(X,9)= X,3-LXამ-+ 

“+L....+Xჯ,მ წარმოვადგინოთ როგორც მრავალწევრი თკ, თი, ·., თე ელე– 

მენტარული მრავალწევრების მიმართ. წინა მაგალითში გამოყენებული 
მეთოდის მიხედვით / სიმეტრიული მრავალწევრი შეიძლება ასე წარ– 
მოვადგინოთ: 

|=თCთ1'+#თთ:+8ძ;. 

4 და 8 კოეფიციენტებისათვის შესაბამისად გვექნება: ,1=-–-2, 
8=3, ე. ი. 

1=Xბ1- XI... -C-Iამ= თ)ბ--3თ1თ:+3ფე. (17) 

(17) ფორმულის დახმარებით შეიძლება ვიპოვოთ, მაგალითად, რაციო– 

ნალურ რიცხვთა ველზე აღებული IC) =3)4-L2ჯ%- -X-L-1- მრავალწევ- 

რის ფესვების კუბების ჯამი. თანახმად (13) ფორმულებისა, გვექნება: 

0 2 1 
ი=-– თძვ=-–-, ძვ= 

ვ ვ ვ. 

თუ ახლა მოცემული /(X) მრავალწევრის ფესვებს აღვნიშნავთ X,, XI, 

Xე, X4, მივიღებთ: 

  

X)9-L ჯემ -1 ჯემ -I- X,მ1= 01. 3 · 0 ---+3 (–+) =--1 · 

მაგალითი 4. სიმეტრიული მრავალწევრის 

I==X)ზXგ Xვ-L X 1 %X0 Xგ-- XI "X:Xვ" -I- XIX” Xეზ-I- X,9X2Xვ? -I-X Xგმ Xცბ-L- 
2 

+ 3 (X,9-L Xეზ–I- ჯემ), 

ელემენტარულ სიმეტრიულ მრავალწევრებად წარმოდგენისათვის უმ- 
ჯობესია / დავშალოთ ორი დ და # სიმეტრიული მრავალწევრის ჯამად: 

I=დ+თ 
სადაც 

დ =IX)მXი Xგ-I- X) XემXვ-I- X, “XაXვმ-I- XX“ Xცმ -- X19XაXვ“ + X,XემXვ? 

მეექვსე ხარისხის მრავალწევრია, ხოლო თ=-3-ცი3 -L X,91-++Xგ) მესამე 

ხარისხის მრავალწევრია. დ სიმეტრიული მრავალწევრისათვის მივი– 
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ღებთ: დ=თ)თათვ– 30: ხოლო წ სიმეტრიული მრავალწევრისათვის, 
2 

თანახმად მე-3 მაგალითისა, გვექნება: §=-ვ-ფ)--2თ1თ5-+L2თფვგ. ამრი- 

გადმოცემული / სიმეტრიული მრავალწევრი საბოლოოდ ასე წარმო- 

გვიდგება: , 
2 · 

I=თაძიძე-3თე+- თ, 2თ01თ:+2თ„. 

§ 47. სარიხსების ვბამის რეკურენტული ფორმულები 

განვიხილოთ X,, Xი, -., Xე უცნობთა # ხარისხების ჯამი და ის აღვნი– 

შნოთ სიმბოლოთი 

(ა.=X0---Xეხ+...+Xჩს (”=0, 1, 2, ... ). 0) 

ცხადია, §, ჯამი სიმეტრიული მრავალწევრია X, Xი, ..., Xგ უცნობთა 

მიმართ. §, სიმეტრიული მრავალწევრი წარმოვადგინოთ როგორც მრა- 

ვალწევრი თა, თ», -.., თ, ელემენტარული სიმეტრიული მრავალწევრე- 
ბის მიმართ. ვიგულისხმოთ, რომ X,, X·, ..., X, არის ფესვები შემდეგი 

მრავალწევრისა: 

IX)=X--+0,X” 1-Lთ,X1-წ-+...+- რ 1X+ძი, 

I(X)=(X––X,)(X––X2) (X––Xვ)...-(X-––-Xე)- (თუ 

განვიხილოთ /(X) მრავალწევრის წარმოებული 

Iთ= (X--XI)...(X––-X,) +CX––XI) (X––Xვ).. /X–თა1-. + 
“+CX-X)(X--X)..-(X--X--))-" 

I (X) და I(X) მრავალწევრთა შეფარდების შედეგად მივიღებთ: 

' 1 1... 1 ააალლ=– 
II) X–X IX-X X--Xი, 

    

აქედან 
/ცეC=-20 ) (2 ... LL IX. 

+ X-–-X X-–--Xი 
(3 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ICX) მრავალწევრის I--X, X-–-IX, 

., --–-X, ორწევრებზე გაყოფის შედეგად შესაბამისად მივიღებთ შემ- 

დეგ M-–-1 ხარისხის მრავალწევრებს: 
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#X-81-CXL+0ძ,)X"  ზ+(X7პ-+თX+ძ)#-3-L...+Xრ-1-L 
+თძ,XI“?-თაX,”“მ-L...+ძი.), 

X" 1--(X-+ თ)» "+CX" -+-თX.+ თე) მ-+L...-+X + 
+ძ:X" "+ძაჯა"“ ბ+...+0ძია-). (4) 

X-+-CსI+თ)X მ მ+თX,-Lთა) X-9+ ...+- ჯი” + 
+0ძაიი წ --ძეჯ" მ+..4+0თ»ა. 

(1) აღნიშვნის და (3) ტოლობის საფუძველზე (4) ტოლობათა შეკრებით 

მივიღებთ: . 

I (X)–/!X"“1+C5)+ი0ძ)X.--ბ-LC§+0,5 -+IVI0თ,) X-3-L 

+..-+5+თვიაიL...+/0ძი-1- (5) 

მეორე მხრივ,. 

'II(XIXC=MX 1-+CI--1)ძ,X"“?+CI--2)ძაX8“3-L...+ ძი). (6) 

(5) და (60) ტოლობათა შედარებით მივიღებთ: 

§1-+II01=/101--0თ;, 

59-1+-თ151-L-მა=/0ა--2თი, 

-5გ-1-ძ15-1-ძეზL-L ძე ==/ხ0ე––3ძა, (7) 

5ი- (Lთნ ა-თნ +. ·+/ძიე-1=0ში-). 

თუ ახლა მხედველობაში მივიღებთ ვიეტას განხოგადებულ ფორმულებს 

და მოვახდენთ მარტივ გამოთვლებს (7) თანაფარდობებიდან, მივიღებთ: 

§51==თ1 · 

პი=ფ1“ --2თ. · (8) 

§ვ=0ც1)?––3თ1თ5+3თე 
 5,=ფ)ბ––-4თ)”თა 514თ.თ:12თ" “–4თ 

ახლა, თუ §|, §, ·.-, 5-2 მიღებულ მნიშვნელობებს ჩავსვამთ თ) თანა– 
ფარდობათა უკანასკნელ ტოლობაში, გვექნება: ' 

' 5გ- 1+ თ 5ე--+ ! ფიზ, ე+-. -+L-–-)ძი- 1=0, (9) 

ა/ა ადვილად გამოვთვლით 5... ჯამის, მნიშვნელობას. 

'„. შევნიშნოთ, რომ (9) ფორმულით შეიძლება 5, ჯამი. წარმოვადგი- 
წოთ როგორც მრავალწევრი თIM:თ3, ·-. წი ელემენ ტარული. მრავალ– 

წევრების მიმართ მხოლოდ #=1, 9, მ, .., M-1 მნიშვნელობებისათვის. 

ახლა განვიხილოთ (9) ფორმულის ანალოგიური ფორმულის მიღე– 

ბა #=/, I1-L1, ... შემთხვევისათვის.,ამ მიზნით /(X) მრავალწევრი გა– 
გამრავლოთ X”-ზე, სადაც # მთელი არაუარყოფითი რიცხვია, და შემ–- 

379



დეგ თანამიმდევრობით X-ს ნაცვლად ჩავსვათ ICC) მრავალწევრის 
XL MX, --. Xე ფესვები. მივიღებთ შემდეგ ტოლობებს: 

ჯემა ო+თჯეე+)-1-L ჟეჯ,იმ+იM-8-L.ა. –+ძეჯ.”“ =0, 

ჯ ეში L0თ, ჯ გშიბLთ Xჯ ქმ მმ 1 ძიძა” =0, 

ჯემით ძX ი+თ- 1-L ც:ჯ,ეჟ+ო- ი... -+ ძეჯვშ =0. 

თუ'ამ ტოლობებს შევკრებთ სვეტების მიხედვით, · თანახმად ი) აღნიშ- 

ვნისა, გვექნება: 

ბაი+ო“+ თაიკთო-1-+- რმე -9L.... +ძი-15თ+ +ძევოუ=0. (10) 

(100) ფორმულით შეიძლება §,, 5ე+კ, ტ··. ხარისხების ჯამები წარ- 

მოვადგინოთ როგორც მრავალწევრი ელემენტარული სიმე ტრიული მრა- 

ვალწევრებისა. 
მაგალითად, თუ გვინდა ვიპოვოთ ჯი, (9) ტოლობაში /I-ის ნაცვლად 

უნდა ჩავსვათ „=0, ვინაიდან §ა=/, გვექნება: 

სი+Iთ5ე (+ ძენი 9+-... + 0 ძე .15:+ 0 =0. (11) 

(10) ფორმულაში თუ ჩავსვამთ. §), §, -.-, ჯ.კ ნაპოვნ მნიშვნელობებს, 

მივიღებთ ჯ-ის გამოსახვას თ. თ9 · თი ელემენტარული სიმეტრიუ- 

ლი მრავალწევრების მიმართ. ახლა,. თუ გვინდა. 341 ჯამი წარმოვად- 

გინოთ როგორც მრავალწევრი თ), თი, ··.· თი ელემენტარული სიმე- 

ტრიული მრავალწევრებისა, (10) ფორმულაში უნდა ჩავსვათ /I=1 
და 4), 8, ·.., ვე ჯამების ნაპოვნი მნშვნელობანი. 

ამრიგად, (9) და (10) ფორმოეულეზის' საშ უალებით. შეიძლება წარმო- 

ვადგინოთ ყოველი §, ჯამი როგორც მრავალწევრი ელემენტარული სი- 
მეტრიული მრავალწევრების მიმართ, თუ ცნობილია §), §,..., 5L-! 

ჯამები. აძ ფორმულებს ეწოდეზა §„ ჯამის . რეკურენტული ფორმულები. 
ეს ფორმულები პირველად სხვა მიზნით მიღებულ იქნა ნიუტონის მიერ. 

შევნიშნოთ რომ (მ) ფორმულების საშუალებით შეიძლება 
თ1, თ-წი ელემენტარული სიმეტრიული მრავალწევრების წარმოდ- 

გენა §, (#=1, 2, ...) ჯამების საშუალებით: 

მაგალითად, (8) ტოლობებიდან თე, თა, თვ და თკ ელემენტარული 

სიმეტრული მრავალწევრებისათვის შესაბამისად ·გვექნება: 

თ1=-51) 

თ=-18 1 + §=--C0--%), 
2 
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1 1 1 1 
ძვლ= ვება  ზეზე+- §=-- (§,3-- 35,5)-L 253), ვ 6 1 2 I15+- 3 C 153-L ვ) 

1 
თ.= უვფწი--69 15; +-85,§ე –- 3§ე2–-–6§კ). 

(9) და (10) რეკურენტული ფორმულების საშუალებით შეიძლება მო- 

ცემული I(X) მრავალწევრის ფესვების ცოდნის გარეშე ვიპოვოთ მისი 

ფესვების ნებისმიერი ხარისხების §, ჯამი. ადვილად შევნიშნავთ, რომ 

თუ I(X) მრავალწევრი აღებულია რიცხგთა # ველზე, მაშინ ყოველი §,6#. 

ახლა.§, ჯამების გამოყენებით გავეცნოთ ნამდვილკოეფიციენტებია–- 

ნი მრავალწევრის ფესვთა მიახლოებით მოძებნას, 

ნ. ი. ლობაჩევსკის მეთოდის იდეა. ·ლობაჩევსკის მეთოდის საშუა–- 

ლებით, წინასწარ ფესეების საზღვრების გამოყოფის გარეშე შეიძლება 

ვიპოვოთ ყველა ფესვის (როგორც ნამდვილის, ისე კომპლექსურის) 

მიახლოებითი მნიშვნელობანი ნებისმიერი სიზუსტით. ლობაჩევსკის 

მეთოდის იდეა მდგომარეობს შემდეგში. ვთქვათ, მოცემულია ნამ- 

დვილკოეფიციენტებიანი M-ური ხარისხის ალგებრული განტოლება 

I00=ძიI7+-0,ი1+...+ძი ,X+ძე. 0. 
სიმარტივისათვის ვიგულისხმოთ, რომ მისი ფესვები XV Xი, ·-., +ი-1) Xი 

ნამდვილია და აბსოლუტური მნიშვნელობით სხვადასხვაა. ვთქვათ, 

(XII > | XI >--->IX.-LI > | X„I- (ლ) 
შევადგინოთ განტოლება 

ჯLI(X)=0, (3) 

რომლის ფესვები (1) განტოლების ფესვების კვადრატებია შებრუნე- 

ბული ნიშნით: 

–X,ზ, –- XX, ... –-X-ე, –-ჯვ“. 

შემდეგ, შევადგინოთ განტოლება 
IMM+(CX) =0, (4) 

რომლის ფესვები (3) განტოლების ფესვების კვადრატებია შებრუნე- 

ბული ნიშნით: 

L რ-შევე ებ, თაც -Xგეეს ჯე 

და ა. შ. თუ ამ პროცესს განვაგრძობთ, # საფეხურის გავლის შემდეგ 

მივიღებთ განტოლებას: 

M.CX)=/4იV+/41X-I+...+ #4. ,X+4ე, (2) 
ვვ1



რომლის ფესვე ბი ოქნება: 

ა” რა ა” ' ა 
აეე ცეუ–-I2 სც იც ში“. 1” 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 2X#=§; მაშინ (5) განტოლების ფესვები იქნება: 

–X.., XX". აც ი. --Xე". (6) 

თუ ახლა მოვიგონებთ ვიეტას განხოგადებულ ფორმულებს, მივიღებთ: 

რ. | XX" +-Xვ' +... +Xა'= 

  

4ი 

–»“ )- +(> ის – («-) )I 

4» 
–- =X) X- + X. Xვ + ... + Xი-ე Xგ"= 
4ი 

– +(2 თ) + ო” +), 
X1 Xა 

4 =X,'Xა Xვ'-LX. XXგ + ... +Xგ-ი'X,ც-1 Xეგ'=: 
0 

=X,'ჯეა'ჯვ? |) +(C)+ ·.·+ ცაა “') 

Xვ X1X2Xე 

#ი 
-ჩ = X,'ჯე"Xვ?. . ,Xე?. 
იი 

როგორც ვხედავთ, (7) ტოლობებით მოცემული (5) განტოლებისრL, 
0 

4 
ქლის (62 კოეფიციენტთა შეფარდება სიმეტრიული მრავალწევრებია 
(1) განტოლების XI X2 ·. X ფესვების მიმართ. შევნიშნავთ, რომ ეს 

კოეფიციენტები შეიძლება გამოვიანგარიშოთ მიცემული (1) განტო- 

ლების კოეფიციენტების მიხედვით. როცა § საკმაოდ დიდია, მაშინ თა- 

ნახმად (2) პირობისა წესიერი წილადების <, 2, ... „რ-ი –_ 
1 #% 1X2 

ხარისხები იქნება ძალიან მცირე და (7) ტოლობებიდან მივიღებთ შემ- 
დეგ მიახლოებით ტოლობებს: 

4 #4. 4#ე 
“–1=XI7, –- =X, X., – -=% XIX ჰვსე...) –“ = XX X;ვ..Xი". (8 
4 #ი 0 4ა 
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აქედან, მოცემული I(CX)=0 ·განტოლების საძიებელი ფესვების § ხარის– 
ხების მიახლოებითი მნიშვნელობანი იქნება: 

4 
, წXეზბლ–1,..., ჯე'ლ= 9. 

4. 4ი- 
(9) თრ, Xა" 

4ი 4) 

ლოგარითმების ცხრილის დახმარებით (9) რიცხვებიდან § ხარისხის 

ფესვის ამოღებით მივიღებთ მოცემული განტოლების ფესვების მიახ– 

ლოებით მნიშვნელობებს. 

მაგალითი. ვთქვათ, მოცემულია განტოლება 

I(X)=X98+0თ)X?-+ძ.X+ძვ=0. (ლთ 

მისი ფესვები აღვნიშნოთ: X,, X:, 'Xვ. შევადგინოთ ისეთი განტოლება, 

რომლის ფესვებია: 

  

–-XI?,, –-Xე?, –-Xვ?. 

საძიებელი განტოლება აღვნიშნოთ ასე: 

I1(X)==Xმ+ #ტ1X?-+-ტ5:X--43=0. 

ვიეტას ფორმულის თანახმად გვექნება: 

C-Xი)+C-X9)-+C-Xვმ)=--4ტე, XI '-+X:?-Xვ?= ე, 
C-X,00C-X:?)-++C--X,?) (<–Xვ”) + (––X5”)(––Xე“) = #5, (1.–-' 

X,"X:?-L X, Xვ?-LXი”Vვ?=/ი, 
C–X,)C–X)C-Xვ)ლ=–-ე, XI X:”Xვ? ==)მვ. 

ვიცით, რომ: 

X)?-+Xა?-C ჯვბ=ფ)“--20, XI Xი”--X1Xვ"-LXი Xვ?.= 09“ --2თ1თ3, 

X,Xე"Xვ?= თვ”, (12) 

სადაც / 

თძ1=X+X-+Xვ, თ-ა=XIX--+L+LX1Xე--X:Xვ, თა=-X1X-Xვ 

ელემენტარული სიმეტრიული მრავალწევრებია. იმავე ვიეტას ფოთრ- 

მულებით გვაქვს: ! 

თ.==–-2, თა =ძა, თვ= –-ძვ. 

ამრიგად, საძიებელი განტოლების კოეფიციენტები (11) და.(12) ტოლო-. 

ბათა მიხედვით იქნება: 

4 1=0)“-–-2ძ0, 4 ა=0ძა"--–2თ0ძვ. #ე = ძვ?. 

ლობაჩევსკის მეთოდის შემდგომი ღრმად შესწავლის მიზნით მკითხ– 

ველს შე უძლია გაეცნოს ა. ნ. კრილოვის ცნობილ წიგნს „ლექციები მია- 
: ვ8ვ 

1



ხლოებითი გამოთვლების შესახებ“ და ელემენტარული მათემატიკის 
ენციკლოპედიას (ტომი II,. გვ. 343--356).' 

ლობაჩევსკის მეთოდით განტოლების ფესვების მიახლოებითი მო– 

ძებნა დაკავშირებულია დიდ გამოთვლებთან; ამიტომ ანგარიშის გაად– 

ვილების მიზნით ახლა ლობაჩევსკის მეთოდით სარგებლობისათვის იყე- 
ნებენ არითმომეტრს. ნ. ი. ლობაჩევსკის მეთოდი მის მიერ აღმოჩენილ 
იქნა არაუგვიანეს 1832 წლისა და გამოქვეყნდა 1834 წელს. ანალოგიუ- 
რი მეთოდი 1857 წელს ლობაჩევსკისაგან დამოუკიდებლად აღმოჩენილ 
იქნა შვეიცარიელი მათემატიკოსის –– გრეფფეს მიერ. ამიტომ ეს მე– 

თოდი დიდი ხნის მანძილზე ცნობილი იყო როგორც გრეფფეს მეთოდი. 

§ 48. სიმეტრიული მრავალწევრების გამოყენებით ალგებრის 
ძირითადი თეორემის დამტკიცება 

ჩვენთვის უკვე ცნობილია (გვ. 281), რომ ყოველ კენტი რიგის ნამდვილკოეფიციენ– 

ტებიახ მრაყალწევრს ერთი ნამდვილი ფესვი მაინც აქვს. ახლა აღნიშნული შედეგისა 

და სიმეტრიულ მრავალწევრთა თვისებების გამოყენებით დავამტკიცოთ, რომ ქოველ 

ნამდვილკოეფიციენტებიან ი-ური ხარისხის /(ს) მრავლწევრს ერთი კომპლექსურია 

ფესვი მაინც აქვს. ' 

დამტკიცება. ვთქვათ, მოცემულია ნამდვილკოეფიციენტებიანი #1: 2ჩ”9 (სადაც ძ« 

კენტი რიცხჯია) ხარისხის 'I(X) მრავალწევრი. ვინაიდან, როცა #=0, მივიღებთ ი=0 

კენტი ხარისხის ნამდვილკოეფიციენტებიან მრავალწევრს, რომლისათვის ჩეენი დებუ- 

ლება მართებულია, ამიტომ განვიხილავთ შემთხვევას, როცა #>0, ე. ი. როცა იჩ ლუ- 

წი რიცხვია. დებულების დამტკიცებისათვის გამოვიყენოთ ინდუქციის მეთოდი #-ს 
მიმართ, ვიგულისხმოთ, ·რომ ჩვენი დებულება მართებულია ყველა ისეთი ჩამდვილკოე- 

% ფიციენტებიანი მრავალწევ“ისათვის, რომელთა ხარისხი იყოფა 2/ -1-ზე და არ იყოფა 

2#-ზე (შესაძლებელია, რომ ასეთი მრავალწევრების ხარისხი მეტი იყოს /-ზე). 
ვიგულისხმოთ, რომ # კომპლექსურ რიცხვთა ველზე მოცემული /(X) მრავალწე- 

ვრისათვის დაშლის გველია 7 ველი. საზოგადოდ /( ლ. ვიგულისხმოთ აგრეთეე, ტომ 

დაშლის ველში თე, Cთჯ, .., Cდც არის /(X) მრავალწევრის ფესვები. ამოკირჩიოთ ნებიL- 

მიერი C ნამდვილი რიცხვი და განვიხილოთ რიცხვები 

ჩ,,=თ,თC/L+0(V,+თ,) (1<1). (ი) 

,„ ცხადია, რომ ყოველი ჩ,,60. ფიქსირებული C-თვის ყველა შესაძლო ჩ,, რიცხვი 
იქნება: 

მა. მკვ, ·-., ჩIი, ჩ:ჯ, .–---_--_-_-–- ჩი-ა, გ-1I ჩი- 3.» ჩა-I.ი 

წლი ლლ 2 1 

    

მათი რაოდენობა კი უდრის: 

1+2+ ·-.4Cთ-2)+C6-))=-–2-–“ = სსს ლმჩო!თ, (C) 

სადღაც 0”, ვინაიდან ის წარმოადგენს ორი კენტი რიცხვის ნამრავლს, კენტია, 
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2ჩ--10, ზარისხის მრავალწევრი, რომლის ფესვებია ყველა ჩ 7// აღვნიშნოთ «(X)- 

ით. ცხადია, .რომ წ(X)-ის ხარისხი იყოფა 2#-1-ზე და არ იყოფა 2#-ზე. რადგან უჟველა 

მევ?, ამიტომ ამ ველზე წდ(X) მრავალწევრი დაიშლება წრფივ მამრავლებად 

9ძ(X)=IICC--–ჩ ,ე. (3) 
1<1<)<ი 

თუ დავაკვირდებით (3) თახაფარდობის მარჯვენა მხარეს ადვილად შევამჩნევთ, რომ 

X-ის კლებად ზარისხებად დალაგების შემდეგ მისი კოეფიციენტები იქნება ელემენტა- 

რული სიმეტრიული მრავალწეერებიჩ |; ასოების მიმართ. მაგრამ, ვინაიდახ ყველა ჩი, 
ღოოგორც ეს (1) თანაფარდობიდან ჩანს, სიმეტრიული მრავალწევრია 7 და C«/ ასოების 

მიმართ, შეგვიძლია ვთქვათ, რომ დთ(X) მრავალწევრის კოეფიციენტები სიმეტრიული 
მრავალწევრებია თ.ე, დთე,..., «გ ასოების მიმართ. აქედან, სიმეტრიულ მრავალწევრთა 

ჰირითადი თეორემის თანახმად, მივიღებთ, რომ წ(C) მრავალწევრის კოეფიციენტები 

გარკვეული მრავალწევრებია /(X) მ რავალწევრის კოეფიციენტების მიმართ, ე. ი. C(X) 

მრავალწევრის კოეფიციენტებიც ნამდვილი რიცხვები ყოფილა. ახლა, ვინაიდან #(X) 

მრავალწევრი ნამდვილკოეფიციენტებიანია და მისი ხარისხი იყოფა 2ჩ-1-ზე, ხოლო არ 

იყოფა 2ჩ-ზე, ინდუქციური დაშვების თანახმად, აგებულ წV(X) მრავალწევრს ერთი ჩ, 

კომპლექსური ფესვი მაინც აქვს, ე. ი. ერთიჩ ,/ ფესვი მაინ ეკუთვნის არა მარტო /(X) 

მრავალწევრის ” დაშლის ველს. არამედ # კომპლექსურ რიცხვთა ველს. ამრიგად, C 

ნამდვილი რიცხვის ყოველი მნიშვნელობისათვის არსებობს ისეთა 1 <(</! და 1<|1=7#ჩ 

ხომერი, რომ თდ,;თ;+6C(თ,+C/) ელემენტი საზოგადოდ იქნება კომპლექსური რიცხ- 

ვი. ცხადია, რომ C რიცხვის რომელიმე სხვა ძ მნიშვნელობისათვისაც არსებობს სხვა 

ისეთი 1<#<7ი და 1<(<»ჩ ნომერი, რომ თ.XI+ძ(ო:+თ,) ელემენტი საზოგადოდ 

იქნება კომპლექსური რიცხვი. ახლა, ვინაიდან ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე უსასრუ- 

ლოა და არსებობს მხოლოდ სასრული რაოდენობის სხვადასხვა ჯ, / წყვილი, ჩვენ შეგვი- 

ძლია მოვნახოთ ისეთი ორი სხვადასხვა C და C' ნამდვილი რიცხვი და მათი შესაბამისი 

ისეთი ერთი და იგიეე !, / წყეილი, რომ ელემენტები 

თ,X;-C(Cთ,+Cთ,7=:/ (4) 

(22 2>,+C (CC „-თ,)=2/ , 

საზოგადოდ იყოს კომპლექსური რიცხეები. (4) ტოლობიდან ეღებულობთ: 

ზ,–?, 
C,)+C;= =C 

თ; და Cთ/ ფესვების ჯამი საზოგადოდ კომპლექსური რიცხვია. მიღებული შედეგის 

საფუძველზე, მაგალითად, (4) ტოლობის პირველი ტოლობიდან გამოდის, რომ თ, თ, 

ზამრავლიც აგრეთვე კომპლექსური რიცხვია. ამრიგად, ქღებულობთ, რომ თ; და C; 

საზოგადოდ არის შემდეგი კომპლექსურკოეფიციენტებიანი 

ჯ“ (თ;+-თ,)X+Cთ,თ;=9 

კვადრატული განტოლების ფესვები, როგორც ვიცით, ყოეელ კომპლექსურკოეფიტციენ- . 

ტებიან კვადრატულ განტოლებას კომპლექსურ რიცხვთა ველში ორი ფესეი აქვს. 

ამრიგად, თ; და თ; საზოგადოდ კომპლექსური რიცხვებია. მაშასადამე, ჩვენ და- 

ვამტკიცეთ, რომ მოცემული /I2>2 ზარისხის ნამდვილკოეფიციენტებიან /(V) მრავალ- 

წევრს კომპლექსურ რიცხვთა ველში ორი კომპლექსური ფესვი მაინც აქვს. 
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ახლა ალგებრის ძირითადი თეორემის -- კომპლექსურ რიცხვთა ველზე აღებულ 

ყოველ M>1 ხარისხის /(X) მრავალწევრს კომპლექსურ რიცსვთა ველში ერთი ფესვი 

შაინც აქვს –– დამტკიცების მიზნით განვიხილოთ “'/-ური ხარისხის კომპლექსურკოე-, 
ფიციენტებიანი /(X) მრავალწევრი. 

I(Xა)ალ=ძიხX-+0,)X9/-1-L.-..+ ძე _1X-+L+0ძე. (5) 

შევადგინოთ ICX) მრავალწევრი, რომლის კოეფიციენტები (5) მრავალწევრის კოეფი– 

ციენტების შეუღლებულია: 

I(X)=ძე++0)XM-1-L...+-იც - IX-- იე. 
განვიხილოთ მათი ნამრავლი, მივიღებთ: . 

«C9) =|0: · /(X)=–ძიძი ”+ თერ,“ ი)ძი)X?#- 1 –-(ძერ-L ი,ი#M-1+L...-L 

·-Lთამი)X29-ჩ+ .. +ძეში · 
ადვილაღ დავრწმუნდებით, რომ მიღებული CVXჯ) მრავალწევრის ყველა 

ხ=ძემჯ“+-010-1+ .-+იჯძე, #=0. 1, 2..., 

კოეფიციენტი ნამდვილია. მართლაც, თანახმად კომპლექსური რიცხვების ჯამისა და 

ნამრავლის მოდულის თვისებისა, ყოველი #-თვის გეექნება ჩ,==ხ/. ამრიგად, მოცემუ–- 

ლი კომპლექსურკოეფიციენტებიანი /(X) მრავალწევრისათვის შედგენილი ლუწი ხარის. 

ხის ICX) მრავალწევრი ნამდვილკოეფიციენტებიანია. ზემოთ დამტკიცებული დებულე- 
ბის თანახმად, ასეთ 9XX) მრავალწევრს ერთი თ კომპლექსური ფესვი მაინც აქვს, ე. ი. 

დ(თ)–/(თ) · /()=0. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ ან /(თ)=0, ან #C>1=0, ან ორივე უდრის ნელს. თუ 

#(თ)=0, „მაშინ ალგებრის ძირითადი თეორემა დამტკიცებულია. განვიხილოთ მეორე 
შემთხვევა, ე. ი. ვთქვათ, · 

'I(0) = ძეთ" 0,თ/-1-L ... +იძა-ეთ+ძმე=0. 

თუ. ახლა განვიხილავთ ამ ტოლობის ორივე მხარის შეუღლებულს, ვინაიდან %,=0, 
  

(=-0, 1, 2,...,შ) გვექნე>ა /(>)=/(თ), ე. რ. 

I(>)=ძეთი-+-ძ,თM-1-L....-+ ი, -)თ-+ძელ=0. 

ამრიგად, მეორე შემთხვევაში მივიღეთ, რომ თ კომპლექსური რიცხვის შეუღლე- 

ბული თ რიცხვი არის მოცემული /(X) მრავალწევრის ფესვი. ამით ალგებრის ძირითა- 

დი თეორემა მთლიანად დამტკიცებულია, დამტკიცებული თეორემიდან, როგორი უკვე 
ვიცით, გამომდინარეობს, რომ კომპლექსურ რიცხვთა ველზე აღებული ყოველი #>1 

ზარისხიხ /(X) მრავალწევრისათვის კომპლექსურ რიცხვთა ველი არის დაშლის ველი, 

ე. ი. ალგებრულად ჩაკეტილი ველი. 

ორი უკვეც? /(X;, Xა,-··, Xგ) და 6(X;, Xა, ·-., Xე) მრავალწევრის შეფარდება აღვ- 

ნიშნოთ CXX,, X,, ·.., Xე)-ით, ე. 0. 

IX), ჯი... „Xი) 

წ(XI X2,. · · ,Xი) 

დი,, X., ·, X-) წილად-რაციონალურ ფუნქციას ეწოდება სიმეტრიული რაციო– 
ნალური ფუნქცია, თუ ის არ იცვლება უცხობთა ნებისმიერი გადაადგილებისას. 
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თეორემა , რიცხვთა /# ველზე აღებული ყოველი CMX»,, X:,...,X,) სიმეტრიული რა-' 
ციონალური ფუნქცია შეიძლება ამავე ველზე წარმოვადგინოთ როგორც რაციონალური 
ფუნქცია თკ, თი, -.-. იე ·ელემენტარული სიმეტრიული მრავალწევრებს”: მიმართ. 

დამტკიცება. თეორემის დასამტკიცებლად ნინასწარ უნდა ვუჩვენოთ, რომ / დ. 
წ სიმეტრიული მრავალწევრიბია. მაგალითად, თუ დავღშეებთ. ომ / არა: სიმეტრიუ- 

ლი მრავალწევრი, წ მრავალწევრის სიმეტრიულობა ადვილად დამტკიცდება,--– სემე- 
8 ტრიული რაციონალური ფუნქციის მრიცხველისა და მნიშვნელის ისეთ მრავალწევ- 

რებზე გამრავლებით, რომლებიც მიიღება (-გან X,, X2, ·.., X,ც ცელადთა ყველა არაი- 
გივური II--1 რაოდენობის ჩასმით, ამის შემდეგ თეორემის დასამტკიცებლად საკმა– 
რისია | და დ სიმეტრიული მრავალწევრები გამოვსახოთ ელემენტარული სიმეტრიუ– 
ლი მრავალწევრების საშუალებით. 

შეიძლება განვიხილოთ სიმეტრიული (მთელი ან წილადი) რაციონალური ფუნქცია 
ასოთა რამდენიმე სისტემის მიმართ. 

ეთქვათ, მოცემულია ასოთა სამი სისტემა 

–>–იიი”.“ 2. 

რომელთა გაერთიანება 

Xვ, XM2>, ·. სყ, VI. ხის ·--ე ყ/,ე 2). 29) ··· 2§ 

ალგებრულად დამოკიდებულია რიცხვთა – ველზე. 
რიცხვთა ” ველზე აღებულ /C), „- Xი, MI · ყი 2), ·-, 2ჯ) მრავალწეერსL 

ეწოდება სიმეტრიული ასოთა სამივე სისტემის მიმართ, თუ ის სიმეტრიულია ფალ- 

ცალკე ასოთა სამივე ს-სტემის მიმართ. თუ პირველი, მეორე და მესამე ასოთა სისტემის 

შესაბამს ელემენტარულ სიმეტრიულ მრაეალწევრებს აღენიშნავთ: 

ა+__–_–...._ +, დამ), 620,..., მე, 

მაშინ ძირითადე თეორემის განზოგადება ასოთა ·რამდენიმე სისტემის მიმართ იქნე– 
ბა შემდეგი : 

თეორემა. რიცხვთა # ველზე აღებული ყოველი V=/(Xკ. --- X/) 11) 07 ·-·; შჰ/-, 

2),2ე) სიმეტრიული მრავალწევრი ასოთა სამი ხისტემის მიმართ, შეიძლება ამავე 

ველზე წარმოვადგინოთ როგორც მრავალწევრი შესაბამისი ელემენტარული ხიმეტ– 
რიული მრავალწევრების მიმართ, ე. ი. 

05, ·.ს Mც, V1) ·.- წ 71 ··· 2ჯკ)==6(C. -.., მე, +II ··- +,, 0)... მე). 

თეორემის დასამტკიცებლად / სიმეტრიული მრავალწევრი –” "=/VXV,, ·.-,V,, 21ა:.-2§| . 

მ რავალწევრთა რგოლზე განვიხილოთ ოოგორც ჩ(X,,-.,X-) სიმეტრიული მრავალ– 
წევრი. ცხადია, # სიმეტრიული მრავალწევრის კოეფიციენტები სიმეტრიული მრა– 

ვალწევრებია, V/,, „..,V,„ და 21,...,2ჯ ასოთა სისტემის მიმართ. შეიძლება დავწეროთ:. 

M=0Mთ0;, ·.., ში, ML, «·, ს/ს 21; ·· 7) 

სადაც დ-ის კოეფიციენტები სიმეტრიული მრავალწევრებია ჯ/,,...,, და 2კ,-.-,7§ 
ასოთა სისტემის მიმართ, ახლა დ-ის განვიხილავთ როგორც წჯX/..--/ე ასოთა სიმეტ– 

რიულ მრავალწევრს და ა. შ. საბოლოოდ მივიღებთ დასამტკიცებელ ტოლობას, 
ვინაიდახ ზემოთ მოყვანილი ორი თეორემის განხილვა სცილდება უმაღლესი ალ– 

გებრის კურსის ფარგლებს, ამიტომ მათ მკაცრ მტკიცებას აჟ არ მოვიყვანთ. დაინტერე–. · 

სებულ მკითხველს აღნიშნული თეორემების დამტკიცება შეუძლია ნახოს ა, კ. სუშკე- 
ვიჩის უმაღლესი ალგებრის სახელმძღვანელოში. 

მაგალითი 1. მრავალწევრი: · 

' I=X9ყ1+ Xვ9/ე=3- X,9ყ:?4- Xემ1/,შ-+ X მყვზ+ Xამყვშ ვი;



სიმეტრიულია როგორი X,), ჯე, ისე VI, ა, /ე უცნობების მიმართ. უბრალო გამოთვლე- 
ბის შედეგად მივიღებთ: 

|=C034%VX-.3)(ყ2->ყემ--ყეზ =(013-–30, თა) (+ 2--2% 4 ა), 

სადაც 
ძ.=X)+“-Xა, 0ძ:= XI · Xა, 

«1=ყ.-+Vა-#Mა, X ე==IIMM+- VIMვ--/აVვ, Xვ==V,I/ი!/ე- 

მაგალითი :. სიმეტრიული წილად-რაციონალური ფუნქცია: 

  
    

  

ჩ - · 
; 1. 1 ” 1 

=2, »ჯ, - X,. + ჯემ ჩნ...+ Xე? 

(=1 

გამოვსახოთ როგორც წილად-რაციონალური ფუნქცია ელემენტარული სიმეტრიულ 

მრავალწევრების მიმართ. 

| სიმეტრიული ფუხქცია შეიძლება წარმოვადგინოთ როგორც ორი სიმეტრიულ 

მრავალწევრის შეფარდება 

Xე?ზXი? . . . X,ც- 2-1 XემXებ. . . მცე ცბპებ4“- ... 4 «ამჯებ. .. ჯავ ი 

– X)?ზXეზ. , , Xე? წ 

მრიცხველში მიღებული სიმეტრეული მრავალწევრის უმაღლესი წევრია 

2,9, Xაზ ,... X„-17, ამიტომ სათანადო გარდაქმნების შედეგად გვექნება: 

2 2...2 ი »” ი, 1”, 

2 2...1 1 . „თვი, 

თუ აზლა ჩავსვამთ X,==X:==...=+ჯე==1, მაშინ #-ს გამოსათვლელად მივიღებთ #=ი%/- 

M(ჩ-I : 
გ 55) ანტოლებას; აქედან 4= -2. მაშასადამე, Lაბოლოოდ მივიღებთ: 

შე. --26ე-ა 0 ჯ= 
ძე: 

§ 4. ორი მრამალწევრის რეზულტანტი 

ვთქვათ, რიცხვთა # ველზე მოცემულია ორი /-ური და /I-ური ხა- 
რისხის მრავალწევრი: 

ICX)==ძაX"+0თIX")-ნ..-.რა- X4-0ძი, 
C(X)=ხაიX”'“-ხ1X” 1-C...+ ხთ 1X+-ნ,ფ. 

ჩვენი მიზანია ვიპოვოთ მოცემული ორი მრავალწევრის საერთო ფეს- 
ვის არსებობის აუცილებელი და საკმარისი პირობა. თუ მოვიგონებთ ორი 
მრავალწევრის უდიდესი საერთო გამყოფის მოძებნის ევკლიდეს ალგო–- 

რითმს და ბეზუს თეორემას, ადვილად დავადგენთ, რომ მოცემულ IV) 
და თ(ჯ) მრავალწევრებს ” ველში მაშინ და მხოლოდ მაშინ აქვს. ერთი 
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საერთო ფესვი მაინც, როცა მათი უდიდესი საერთო გამყოფი მუდმივი– 
საგან განსხვავებულია, ე. ი. როცა მოცემული მრავალწევრები არაა 
ურთიე რთმარტივი. 

ახლა განვიხილოთ სხვა მეთოდით იგივე საკითხი. ვიგულისხმოთ, 

რომ – ველის გაფართოებულ # ველში IC) და #(X) მრავალწევრების 

ფესვებია შესაბამისად 

თ): Cთ2 ·. თი და ზ. ზ.. ... ჩო 

განსაზღვრა. /(X) და 2(X) მრავალწევრების რეზულტანტი ალღი- 
ნიშნება /2(/, თ) სიმბოლოთი და ეწოდება გამოსახულებას 

ჩ 

”V, დთ)--ძი”წ6(თ.)6(თ თ... წ(თ-)= ძი”! #(9ე : +«1) 
Lხ= 

ახლა განვიხილოთ რეზულტანტის სხვადასხვა სახე. 

§(X) მრავალწევრი შეიძლება ასე წარმოვადგინოთ: 

#C(X) = ხა(X-–ჩ ,)(X––ჩა)...(X-––ჩ უ)- 

(1) ტოლობაში ჯ(თ,) (ჯ1=1, 2, ..., ,) მნიშვნელობის ნაცვლად ჩავსვათ 

შისი 

#(თ,)==ხი(თ/–ჩ.)(თ,––ზ:)...(თ,–ზ „) 

მნიშვნელობა, მივიღებთ: 

”V, თ:-= ძი” 'ხი(თ,––ჩ ა (თ-––ჩ ა”)... (თ–8ჩ თ) 

ხი(ძ-––ჩ1)(თ--–ჩ .)..-(თ+-–ჩ თ). 

ხი(თი-–-ჩ.)(თი--ჩ )...(--–ჩ) 

ან, მოკლედ, ” დღა დ მრავალწევრების რეზულტანტი მიიღებს შემდეგ 
სახეს: 

ი. ი” . 
Iბ(/,თფ)=ძი” ხი II LI («,––ზი. (2 

ჯ/=1 1=1 : 

(2) ტოლობიდან ჩანს, რომ ორ /(X) და «(X) მრავალწევრს მაშინ და 
მხოლოდ მაშინ აქვს საერთო ფესვი, როცა მათი რეზულტანტი 

#C,ფ=0. : 
(2 ტოლობიდან აგრეთვე ვღებულობთ, რომ 

ო ” 

II”,8)=C–-1)”” ი”'ი" Iს) II (8--ძ,ე=(--1)””/(თ,ჩ). 
|=1 7=!



მაშასადამე, 

”V, #)=C-IV”ჩC ). (3) 

ან კიდევ " 
#0, თ)=C–1)””ნი”/(ზ ,)I(ჩ:)---I(ზ „)· 

'ვ) ტოლობიდან ვღებულობთ, რომ როცა /?// ლუწია, მაშინ XV, თფ= 

=/%Xჯ, I). ხოლო, როცა /I/I კენტია, მაშინ I?(I, C-=–-M(Cთ /). მაშასა- 

დამე, საზოგადოდ. , 

' MX, §)7#I?(C /). 
განვიხილოთ რეზულტანტის წარმოდგენა დეტერმინანტის სახით. 

შემოვიღოთ აღნიშენა: 

X.=თ,ჩ (#=0, 1, 2. ი. 5 01--1, L=1, 2, ს 7), (4) 

სადაც თ; არის I(X) მრავალწევრის ნულისაგან განსხვავებული რომე- 

ლიმე ფესვი. M–+7/7 რაოდენობის Xი:. XI) Xი, ·. ახი+ი!-1 უცნობთა მიმართ 

განვიხილოთ შემდეგი დამხმარე ერთგვაროვან წრფივ "განტოლებათა 
სისტემა: 

ძეზასი-1--01%ეკი(-2-L.---LC ძი MI LძაXო-1 =–ს, 

11." ძიხეკთ-:-+ თ Xა':ი-ვ+---. -+-ძია-1Xთ-I “+ ძეXთ- ი ,„==0, 

იბ ს ავმა მამმიი ს. =0, 

· მესა+-01X- 11 ·.. 0, .1X) +-რძიXი =0, 
ხეXხი+- (+ხ ა - 2+.. -+ხა» .X,-+(Cნ,-)X.- 1 =0, (5) 

ხეXი+ო- ა1ნაიაო- ვ+L+..+ნა IM I1-(ჩთ,--/)X- ა =0, 

სები ხXთ- I LC. „Lხ» ,X-+-Cხ„–-0X)=0, 

სადაც ( განუსაზღვრელი. მუდმივაა. (5. სისტემის დეტერმინანტს აქვს 
“შემდეგი სახე: 

| ირე 0L ·. ძა) ძმ, | 
ძი C, იი) C, „) სტრიქონი 

ძ0) => ძა თ. ძი. ძი 6 
აუ.___ _ | ა 
ხ ხ, .... ხო-. წი „ "სტრიქონი, 

ჩა ხ, ხთ» 1 რ, => ) 

(თავისუფალ ადგილებზე იგულისხმება ნული), როგორც ვხედავთ, 
მიღებული.ძ(,/) დეტერმინანტი წარმოადგენს მრავალწევრს I-ს მიმართ. 

თუ მოვიგონებთ დეტერმინანტის განმარტებას (გვ. 33), ადვილად შე- 
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ვამჩნევთ, რომ ძ(/) დეტერმინანტის მხოლოდ მთავარ დიაგონალზე და– 

ლაგებული ელემენტების გამრავლების შედეგად მიღებული 
ძეს, (7) 

წევრი შეიცავს (-ს უდიდეს ხარისხს, რომლის მაჩვენებელი უდრის I-ს. 

ამრიგად. ძ(,/) დეტერმინანტი წარმოადგენს /- ური ხარისხის მრავალ– 

წევრს #-ს მიმართ და მისი უფროსი წევრის კოეფიციენტი, როგორც ეს 

(7) გამოსახულებიდან ჩანს, უდრის (-–1)”ძე”. ახლა თუ ვიგულისხმებთ 

1=V(0,), (8) 
მაშინ (4) აღნიშვნის საფუძველზე ადვილად მივიღებთ, რომ (5) წრფივ 

ერთგვაროვან სისტემას აქვს ერთი შემდეგი არანულოვანი ამონახსნი 
აინც: 

ფუხრ-), ფ,ე'M-3, .... C,/, თ,ე“1, ..., C,, C,9:=1. (9) 

მართლაც, ვინაიდან თ; არის /(V) მრავალწევრის ფესეი, ე. ი. I(თ,) 

-=0, (4) აღნიშვნის საფუძველზე, (5) სისტემის პირველი ”! განტოლება 

“შესაბამისად გვაძლევს: 

თ,'-IIთ0=0, თ,”-I(,) =0, ..., «IC )=0 და /I(C,)-=0. 
ხოლო (8) დაშვების საფუძველზე, (5) სისტემის ბოლო /! განტოლება 
მოგვცემს: 

თ," -!Iთ(თ,)---/I->20, თ,” ?(თ(თ,)––-/)=0. -... 9,I0(ო0)-–/)| 5-0. 

თC(თო,)––/=0. 

ამრიგად, მივიღებთ, რომ როცა ( განსაზღვრულია (8) პირობით, მაძინ 

(<5) ერთგვაროვან სისტემას აქვს (9) არანულოვანი ამონახსნი, ე. ი. (რი 

ასეთი მნიშვნელობისათვის (5) სისტემის ძ«(/) დეტერმინანტი (1-ური 

ხარისხის მრავალწევრი) უდრის ნულს: ეს იმას ნიშნავს, რომ «(0)), 

#(Vა), -.., (–0თ,„) არის ძ(I) მრავალწევრის ყველა #1 ფესვი. თუ (6) დეტერ- 

მინანტში ჯ-ს ნცვლად ჩავსვამთ ნულს, მივიღებთ «0#) მრავალწევრის თა– 

ვისუფალ წევრს. ადვილად დამტკიცდება, რომ /(X) და #(X) მრავალწევ- 
რების რეზულტანტი უდრის ძი) მრავალწევრის თავისუფალ წევრს, 

ე. ი. 

: ძა ძმ. ··. შია-1 ძი 

ძი იძ ძი. ი 

MV, თ=, ძე ძი · რ რ ძლ. ძ0თ 

ყაზ?'''"''" "”" 
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მართლაც, ვინაიდან ძ(/) მრავალწევრის უფროსი წევრის კოეფიცენ– 

ტია C-1)/იე“” და თავისუფალი წევრი კი ძ(0), ამიტომ, თანახმად ვიე– 

ტას განზოგადებული ფორმულებისა, ძ(/) მრავალწევრის #«(თ.), #«(თა, 

--ს» 9წ() ფესვების ნამრავლი მოგვცემს შემდეგ თანაფარდობას: 

თC,).დთ)...6(თ,)=(-- I) 2-2) 5 ს 
(–1)”იაჩ 

აქედან ვღებულობთ 
ძ(0)=ძა”დ(0X,)6(0.)...2(თ„)1=/?(V, თ), რ. დ. გ. 

მაგალითი 1. შევადგინოთ რეზულტანტი 

ICC) ==ძაX“--ი,X-+თა და დთ(X)=ხეჯ"--ხე)X+ხა 

მრავალწევრებისა, მივიღებთ: 

ძი 01 0 0 

ბ ძა იძ. ძ 
LV ; 8)-= ხ, ხ, ს. რ =(ძენი––ძენე)“–-–-(010----–ძან.) (ძეხ,––თეხა)- 

0 ხეხ ხ. 

მაგალითი 9. აქვს თუ არა საერთო ფესვი შემდეგ ორ 

I(X)=Xჯ?--5X+6 და წ(X)ლ=X%--3X--2 

მრავალწევრს. გამოთვლის შედეგად მივიღებთ: 

1--5 6.0 

ი 1-5 6 

ი 1–3 2 

მაშასადამე, მოცემულ ორ მრავალწევრს აქვს საერთო ფესვი. კერძოდ, 

X=2 მათი საერთო ფესვია. 

; აბლა განვიზილოთ / და # მრავალწევრებიხ რეზულტანტის კიდევ ერთი. საზე. წერ 

დავამტკიცოთ, რომ 

/0ე=Xა+ი,/-1+-...--ძე და 6(X.=ხეXჯი+-ხეჯში1--..+-ნწი 
მრავალწევრების რეზულტანტი უდრის «(X), XC(X), ..., X2- 1–(X) მრავალწევრთა /(X) 
მრავალწევრზე გაყოფის შედეგად მიღებული ნაშთების კოეფიციენტებისაგან შედგენილ 

დეტერმინანტს (იგულისხმება, რომ ნაშთები დალაგებულია X-ის ზრდადი ხარისხების 

მიხედვით). 

+ მართლაც, ვიგულისხმოთ, რომ X,, Xე,...,X,- დამოუკიდებელი ცვლადები“ I(#)-იL 

ფესვებია. ვთქვათ, 

ჩჯს–1თ(X)=/(X)0»(X)+/ა(X) და #.(X)=0,X+CგაX+---4-60,X9-1 

(L=I, 2, „ჩა. 

(I) 
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განვიხილოთ | C,, | დეტერმინანტისა და /(X) მრავალწევრის 7»), Xჯ, ·.., ჯე ფესვებისა– 
გან შედგენილი ვანდერმონდის დეტერმინანტის ნამრავლი. (11) ტოლობის საფუძეელ- 
ჭე გვექნება: 

C11 C195.·-. Cყცი 1 1... 1 

0531 639..- 6ეე| IX ვ... XX = 

რუ) 6ელ -·.. ნ ჯაში! ჯიმა... ჯარ 

7ე(Xე) 7ე(Xა) ·-. /1(Xი) I V(X)) 8(X) ·- #(Xი) 
– #9(%)) ”»ა) .- .M% (%) = _ 96%) Xან(ჯა) · ჯიმი) 

ი) ”(X) .. აი) ჯ” 'C(X) ჯემო წ(X-) .. წელ == 

1 : 1 

» Xა ... MX» 
=9(X)) წყ(Xა) ·-· #(Xი) 

ჯაი ჯეჩ-1 ... ჯემ 

ამ ტოლობის ორივე მხარის ვაწდერმონდის დეტერმინანტზე შეკვეცის შედეგად. 

მივიღებთ: 
C11 6158··- (ჯი 

#(თ, 29)=#(X,)დ(Xა) ... C(>)§– | (51 6897. 6 
6,1 609 --. წი” 

თუ ახლა მიღებული ტოლობის ორივე მხარეს გავამრაელებთ ძერ-ზე, გვექნება: 

C)1 C15 ···. Cყი 

#(. თ)ლძე” C51 Cედ ·-. ნგი | . (12). 

6ი1 68 ·· ნიი 

შევნიშნოთ, რო8 / და დ მრავალწევრების რეზულტანტის მოძებნა (12) ფორმულით. 

როცა „ >ი, ბშირად ხელსაყრელია. 

მაგალითი. ვიპოვოთ ”=X?--X->1 და #=ჯ%-2L+L3ვ მრავალწევრების რეზულ – 
ტანტი. თუ წ და ჯ - # მრავალწევრებს გავყოფთ /+ზე შესაბამისად მიეიღებთ: #I(X)-== 

=5–-3X, ”-(X)-=34+2X. ამიტომ გვექნება 

5.3 
MI, 6)= L M=. 

§ აი. მრაგალუცნობიანი მაღალი სარისსის განტოლებათა სისტემა 

ვთქვათ, ჩIX, X, ·.. XI მრავალწევრთა რგოლიდან აღებულია: 

რომელიმე /(X), X-, ·.., X„) მრავალწევრი. ამ მრავალწევრის ამონახსნი 

ეწოდება უცნობთ> ისეთ 

X =ძთ,, Xა=ძთე, ..., Xე=90ე 
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მწიშვნელობებს, · რომლებიც I მრავალწევრს გახდის ნულად, ე 

IMთI,თა. ·..: )ლ–0. ცხადია, ყოველ მრავალუცნობიან / მრავალწე: რს, 
რომლის ხარისხი მეტია ნულზე, აქვს ამონახსნთა უსასრულო რიცხვი. 

თუ მოცემულია #-უცნობიანი მაღალი ხარისხის განტოლებათა სის- 

ტემა, შეიძლება დავაყენოთ საკითხი ასეთი სისტემის- ამოხსნის შესა- 

ზებ, ე. ი. უცნობთა ისეთი: მნიშვნელობების მოძებნის შესახებ, რომ- 

ლებიც მოცემული სისტემის ყოველ განტოლებას აკმაყოფილებენ. 

საზოგადოდ მრავალუცნობიან არაწრფივ განტოლებათა სისტემა ჯერ 
კიდევ არაა მთლიანად დამუშავებული. ასეთ განტოლებათა სისტემის 
ამოხსნას სწავლობს ალგებრული გეომეტრია, ჩვენ შევისწავლით მხო- 

ლოდ ორუცნობიან მაღალი ხარისხის განტოლებათა სისტემის ამოხსნას. 

ვთქვათ, მოცემულია ორუცნობიან ალგებრულ განტოლებათა სის- 

„ტემა: 

I(X, ყ) -=0, §(X, ყ) 520, () 

სადაც | და # მთელი რაციონალური ფუნქციებია ჯ და ყ უცნობების 
მიმართ. ვიგულისხმოთ, რომ /-ისა და #-ს ხარისხი ყ-ის მიმართ შესაბა- 

მისად არის /1 და /V. 
| და თ მრავალწევრები, დავალაგოთ ყ-ის კლებადი ხარისხების მიხე- 

·დვით, . მივიღებთ: 

IC, ყ)=თ(იყ--თ (ეყ შ+...+ძ.ი”, (3) 

თ(+, V)=ხა0ეყ"+ხ,ციყრ-I-...+- ხ„ლ02, 
“რომელთა კოეფიციენტები მრავალწევრებია #ILXI მრავალწევრთა რგო- 
“ლიდან. ვთქვათ, X;, ყV; არის (1) განტოლებათა სისტემის ერთი რომელი- 
მე ამონახსნი. მაშინ, (ცხადია, ორ 

' MXV V)=20 და §8(X ყ#)=0 

განტოლებას ყ უცნობის მიმართ ექნება საერთო ფესვი V”=>V/, ე. ი. მა- 

-თი რეზულტანტი, რომელსაც აღვნიშნავთ I?,(I, თ)=1(X) სიმბოლოთი, 

„X=X, მნიშვნელობისათვის იქნება ნული, ე. ი. #2(X,)=0. მაშასადამე, 

#ICC1=0 განტოლების ერთ-ერთი ფესვი იქნება X=XI. · 

ამრიგად, იმისათვის, რომ ამოვხსნათ (1) განტოლებათა სისტემა, 
პირველ რიგში საჭიროა განტოლებათა სისტემის წევრები დავალაგოთ, 
მაგალითად, ყ-ის კლებადი ხარისხების მიხედვით და X უცნობი მივა- 

„კუთვნოთ კოეფიციენტებს. მივიღებთ ორ / და « მრავალწევრს ყ-ის მი- 

მართ #IXI მრავალწევრთა რგოლზე. შემდეგ შევადგინოთ ?(X) რეზულ- 

ტანტი ან, რაც იგივეა, (1) განტოლებათა სისტემიდან გამოვრიცხოთ ყ 
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უცნობი” და ამოვხსნათ განტოლება: 

| '29600=9. დფ) 
ვთქვათ, X=X, არის ამ განტოლების ერთი რომელიმე ამონახსნი. მა– 

“შინ, ცხადია, I2(X,) =0. ამრიგად, I(X,:ყ) და წ(X, ყ) მრავალწევრების 

„«რრეზულტანტი. ნულია; ეს იმას "ნიშნავს, რომ აღნიშულ მრავალწევრებს 

ყ-ის მიმართ აქვს ერთი საერთო ფესვი მაინც. ან კიდევ, მიღებული 

ICC, ყ) და C(XI, ყ) მრავალწევრები არაა ურთიერთმარტივი. 

ვთქვათ, დ(/) არის 6(X..V) და 6(LV ყ) მრავალწევრების უდიდესი 
"საერთო გამყოფი. დ(ყ)=0 განტოლების ამოხსნით მივიღებთ V-ის იმ 

მნიშვნელობებს, რომლებიც შეესაბამება მოძებნილ X-–X, მნიშვნელო– 

ბას. თუ ყ=ყ/) არის. დ(ყ)=:0 განტოლების ერთ-ერთი ამონახსნი, მაშინ 

X%, ყI) იქნება (1) სისტემის ერთი გარკვე ული ამონახსნი. ასეთივე გზით 

“შეიძლება .ვიპოვოთ (1) განტოლებათა სისტემის ყველა სხვა ამონახსნი. 

მაგალითი. 1., ამოვხსნათ..განტოლებათა. სისტემა: 

IX Vყ):=2X"--3Vყ4+-2ყ1-+5X-9 -0, 

§(XყალX"–ყბ+-2X4-3ყ--5=0. 

'სისტემიდან გამოვრიცხოთ | (77, უცნობი.. ამ მიზნით სისტემის მარცხენა 

მხარეები დავალაგოთ V-ის კლებადი ხარისხების მიხედვით 

-2ყ"-–3Xყ+1-(271?5+5X--9) =0; 

–ყ“+“-ვე-C1--2X--5) -=0. 

“შევადგინოთ #X(X) რეზულტანტი: გვექნება: 

2 –3ჯ 2X1-5X--9 0 

0 2 –3ჯ 2X?2-+-5X--9 

/ #C)=|_ ) ..ვ 2. 2ჯ- § 0 : 
0 –-1 ვ X7I-L+2X-–5 

ამ დეტე რმინანტის გამოთვლის შედეგად მივიღებთ: 

IX(C0=7X1-5400-- ჯ%-261X--199. 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ მიღებული M0C00=0 განტოლების ერთ- 

ურთი ფესვია X,=1. თუ მოცემულ სისტემაში X-ის ნაცვლად ჩავსვამთ 

1-ს, ყ-ის მიმართ მივიღებთ შემდეგ ორ განტოლებას: 

I(1, ყ)ლ2/ყ/”–3ყ--2=0, 

8(1, ყ)ა=–-ყ“+3ყ--2=0, 
«რომელთა საე რთო .ფესვია ყ#,=2. ამრიგად, მოცემული სისტემის ერთ- 

ერთი ამონახსნია X,=1, ყ, =2. 
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ზოგ შემთხვევაში მოცემულ განტოლებათა სისტემის ამოხსნა ძალ– 

ზე ადვილდება, თუ მას შევცვლით მის ეკვივალენტურ განტოლებათა 
სისტემით. ადვილად შემოწმდება, რომ 

M=0, I-=0, .-., /, -=0 “) 

განტოლებათა სისტემა ნებისმიერ რიცხვთა ველზე ეკვივალენტურია 

თ), + თI9I+...+ თი =0, 

რაჩი- მთ. 1 %ი/ი=9, “ა 

ძი)I1+ ძიება - L.. “სმას 

განტოლებათა სისტემისა, თუ წ), /:, ·--, /7ი ნობით მიმართ მიღებული 

(2) სისტემის დეტერმინანტი არ უდრის ნულს. 

მართლაც, (1) სისტემის ყოველი ამონახსნი რომ (2) სისტემის ამო–- 

ნახსნია, ეს აშკარაა. ახლა (2) სისტემა შეიძლება განვიხილოთ როგორც 

ერთგვაროვანი წრფივ განტოლებათა სისტემა ”, /, --., | გამოსახუ- 

ლებების მიმართ. ვინაიდან მისი დეტერმინანტი განსხვავებულია ნუ– 

ლისაგან, მას აკმაყოფილებს მხოლოდ #=0, /:=0, ..., /:=0 მნიშვნე– 

ლობანი და ამით (1) და (2) სისტემათა ეკვივალენტურობა დამტკიცებუ– 

ლია. 

მაგალითი 9. ვიეტას ფორმულებისა და სიმეტრიული მრავალწევ– 
რების გამოყენებით ვიპოვოთ რეზულტანტი შემდეგი ორი მ რავალწევ– 
რისა 

I(I)=ძაX”+0X+ ძა, წ(X)= ხიX2-L ნ1X-L ხა. 

განმარტების თანახმად, ' 

II(ი Cთ)=თა“”(თ)) C(თო.) 

სადაც თ) და ძე არის /(X) მრავალწევრის ფესვები. შეგვიძლია დავწე– 
როთ: 

XV, თ = ძი“(ხით)”-L ხ,თ1-L ხ)(ხათ,ბ-L ხეთა-L ხე)= 

=ძე“(ნა“თ) "ძა" + ხეხეთეთი(თ) --თ;)-L ხეხი(თ,?-Lთი?) -+ ნ1ხა(თ1 +») -L . 

-Lხ,?თეთა-Lხა”!. 

ვინაიდან: 

0 0 ა 
თ-=თ,+თა=--- +, თძე=თეძე-- “8 და თ.?-+თე?=- 0) --2ძ:= 

9%% 9%ი 

1 
2 –- (ძე --2ძაეძი) ე? 

ი 
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მივიღებთ: 

IV, თფ =ხა“ძჯ"--ხენ,ძ,ძი-L ნახეთ, ?--2ხეხაძეთ,--ხ,ხ:ძეძ, + 
+ ხ)”ძათა-L ძე"ხა?. 

როგორც ვხედავთ, მოცემული I(X) და C(X) მრავალწევრების რეზულ–- 

კჟტანტი წარმოადგენს მეოთხე რიგის ე რთგვაროვან მრავალწევრს მათი 

კოეფიციენტების მიმართ. 

§ 51. მრამალწევრის დისკრიმინანტი 

ვთქვათ, მოცემულია /-ური ხარისხის 

I(X)=იაX”"-+0)X" 1+-...+-მ, 

მრავალწევრი, რომლის ფესვებია თ, თე, _./ თ, გვექნება: 

I(X)=-ძა(X--თ,)(X-–-–თა)...(X-–თ,). 

გაწარმოებით მივიღებთ: 

I '(X):=ძი(X––თ.). .(X--თ,) + (X- თა)...(+C-თ,)+...-- 

-L ძი(X–-თ,).-.(X––-თძც-)). 

აქ X-ის ნაცვლად ჩავსვათ X-==თ,, გვექნება: 

II(,)=თი(თ,-––თ,).-.(0,--თ; ,)(თ,–-თ, ,))...(თ;--თ,) 
('!=1,2, ·.., 71). · (2 

ახლა განვიხილოთ რეზულტანტი I(უე-ის და მისი II (>) წარმოებუ- 

«ისა, გვექნება: 

XV, I )“-თა-1.I (0) ·I (0ი)...I (თ) 

(2) ტოლობის საფუძველზე დავწერთ 
”(, I 1=თა”“) · ძი”(თ)–– თ5)(თ|––ძთე)... 

..-(თ,-- თე) (თა––-თ))(თე--თვ).--(თ-–-თე)..-.(თე-- თ,)(თე–-–თ.)... 

„..(თვ--თე)...(თე-თ))(თიე--თი)...(ოთღ,--თი -)). 

“ადვილად შევამჩნევთ, რომ ამ ტოლობის მარჯვენა მხარეში ყოველი 

სხვაობა ·თ,–“თ, გვხვდება ორჯერ სხვადასხვა ნიშნით. ვინაიდან მიღე– 
ბული ტოლობის მარჯვენა მხარეში თ,-თ, სახის ყველა მამრავლის 

რაოდენობა უდრის #/(M--1), ყოველი ორი თ--თ,, თ,-––-ძ, სახის მამ– · 

რავლის გაერთიანებით: (თ,–-თ,)(თ,–-თ,)=-–-(, იე) მივიღებთ 
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რ0) რაოდენობის სხვადასხვა კვადრატულ მამრავლს. მაშასადა– 

მე, MIV, I) რეზულტანტი ასე წარმოგვიდგება: , 

MI(C.–-1) 

2 
MI, ”)=(–-1) ძე'ძე"" II (თ,--თ,)?.. (3. 

, 125:<1<ჩ . .-. 

(3, ტოლობაში მიღებულ ძე“? II (თ,--თ,)” გამოთქმას ეწოდება /(X) 
1=1<1=ჩ 

მრავალწევრის დისკრიმინანტი და აღინიშნება #M ასოთი, ე. ი. 

8=იეი”" II (თ,--თ,1. (4) 
151<)=ჩ : 

ჩვენთვის ცნობილია, რომ თუ /(») მრავალწევრის და მისი I”(X) 

წარმოებულის უდიდესი საერთო გამყოფი განსხვავებულია მუდმივი– 

საგან, ე. ი. თუ MX) და მისი წარმოებული LI CV) ურთიე რთმარტივი არაა, 

მაშინ /() მრავალწევრს ჯერადი ფესვი აქვს. /(X) მრავალწევრის ჯე– 

რადი ფესვის არსებობის დადგენა შეიძლება აგრეთვე /(X) მრავალწევ– 

რის #) დისკრიმინანტისა და (I, I) რეზულტანტის საშუალებით. მარ- 
თლაც, (4) ტოლობიდან ჩანს, რომ /(X) მრავალწევრს მაშინ და მხოლოდ 
მაშინ აქვს ჯერადი ფესვი, როდესაც მისი დისკრიმინანტი უდრის ნულს. 

ფ) და (4) ტოლობებიდან ვღებულობთ 

80--)) 
MI, I)=C-1) ? ძენ. (5 

ამ ფორმულით მოცემულია კავშირი /(X) მრავალწევრის #) დისკრი- 

მინანტსა და I9(/, ,”) რეზულტანტს შორის. (5) ფორმულიდან ჩანს, რომ 

თუ 1=0, მაშინ XV, | )=0 და, პირიქით; ეს იმას ნიშნავს, რომ I(%)> 

მრავალწევრს მაშინ და მხოლოდ მაშინ აქვს ჯერადი ფესვი, როდესაც. 

I(ი) მრავალწევრის და მისი წარმოებულის რეზულტანტი უდრის ნულს.. 
მაგალითი. გამოვთვალოთ 

(X) = ძეXზ-Lძ1X2-L ძაX-L ძვ 

მრავალწევრის დისკრიმინანტი. ვისარგებლოთ (4) “ფორმულით. აქ 

7=3. ამიტომ მივიღებთ: ' 

#M=ძეII(CC,-––თ,)2= თე%(0C)–– თე) 2(თ,-––თე) 2(თოჯ–-–თვ)?. 
ამ ტოლობის მარჯვენა მხარე სიმეტრიული მრავალწევრია თ;, თე, თვ. 
ფესვების მიმართ. ის შეიძლება განვიხილოთ როგორც: მრავალწევ- 

რი თ, თე, თვ ელემენტარული სიმეტრიული 'მრავალწევრების მიმართ. 

ა) =ძებ(თ.?თძე?--40,მძვ--4ფწემ-'1 80კ0ეძვ––-27ძვ:). · 
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ვინაიდან: 

თ=-4 +, ფ.=-42 , ფვ=- 49 

% ძი ძი 
საბოლოოდ მივიღებთ: 

I1)I=-–-4თმძვ-+0ძ,”ძა"-- 18იათძაძვ-4ძეძებ--27ძე"ძვ”. 

კერძოდ, I(X)=X9+0X+ხ არასრული მესამე ხარისხის მრავალწევ-. 
რის დისკრიმინანტი იქნება: 

ხ" ე? 8=-407 27ხ1=- 108 | -- L 27)“ 
4 27 

საზოგადოდ, როგორც (4) ფორმულიდსნ ჩანს, ყოველი /I(X) მოავალწევ– 

რის დისკრიმინანტი წარმოადგენს მისი ფესვების მიმართ სიმეტრიულ 
მრავალწევრს, ამიტომ ის ყოველთვის შეიძლება წარმოვადგინოთ რო–- 

გორც მრავალწევრი თი, თ), ·.., რ, კოეფიციენტების მიმართ. 

დისკრიმინანტის გამოთვლა დეტერმინანტის გამოყენებით. I(X) მრა– 

ვალწევრის ფესვებისაგან შევადგინოთ ვანდერმონდის დეტერმინანტი 
! 

1 1 1 

„| თ % თ 
V=|) თ? თე ... თი = II (თ.ე 

ათა ოოათოცა _–_–_ –-––"შ. “I. 
რ 2-1 თაჩ“1 თ /-1 

ეს დეტე რმინანტი გავამრავლოთ თავის ტრანსპონირებულ დეტე რმინან- 

“ტზე და მოვიგონოთ აღნიშვნა 

§.=X)-+IXე-+L...+Xეჩ (”=0, 1, 2, ...) 

  

მივიღებთ: 

| 5ი 5) 8 ზ§ი-1 

| 51 -8ე 53 §ი 

წყ 83 5 5ი+I 1= II (თ,--თ,)?. 
რით მონნნოინოოთოია 1<:<1=M 

ბი-1 ბი 5ი+1 ღი, ი 

თუ მიღებული ტოლობის ორივე მხარეს გავამრავლებთ ძე“ჩ”-?-ზე, მი– 
ვიღებთ მოცემული I(X) მრავალწევრის დისკრიმინანტის შემდეგ წარ–- 

მოდგენას: 
50 2 53 ზი 

ა 5 §5ვ 5 

ა=თძ“ მზა 5 9« 5ი+1 
.............იი7”ი. 

5-1 5 დაი+1 · 50. 399



მაგალითი. ვიპოვოთ /M(X)=6X-+ხX+6C კვადრატული სამწევრის 
-დისკრიმინანტი. აქ /(:=2. გვექნება: 

ბე =L 
#M=0ი' ==07?(5ევა--§,2) =02|2(X;?-I- Xგ')---CX, /L Xა)"1== 

    

5 «ა 

=02?2(0,“--2Cა)--2,?) == 0%0,“---42.) -= 

ლ:რფ2 C – 4. <) =ხ“-–-4ძ0. 

როგორც საშუალო სკოლის კურსიდანაა ცნობილი, მიღებულ ხ“--4ძC 
გამოსახულებას ეწოდება მოცემული კვადრატული სამწევრის დისკრი- 
მინანტი.



თაგი XI 

წრფივი სივრცე და წრფივი' გარდაქმნები 

§ ნა. წრფივი სივრცისა და ქმესიგრცის საბაზისო სისტემის 
სოგიერთი თვისება 

ჩვენთვის უკვე ცნობილია ვექტორული, ანუ წ რფივი სივრცის 
განსაზღვრა (გვ. 67--72), განსაზღვ რიდან გამომდინარე უმარტივესი 

თვისებები საბაზისო სისტემისა და სივრცის გან- 
ზომილების ცნებები. 

ვიცით აგრეთვე ვექტორთა სასრული სისტემის წრფივად დამოკი–- 
დებულებისა და დამოუკიდებლობის განსაზღვრა (გვ. 72). ვექტორთა 

სისტემის წრფივად დამოკიდებულების აღნიშნული განსაზღვრა და მის– 

გან გამომდინარე თვისებები მართებული იქნება საზოგადოდ ყოველი 
წრფივი სივრცის ელემენტთა სისტემისათვის; ეს იქიდან გამოდის, რომ 
ნებისმიერ წრფივ სივრცეში განსაზღვრულია ყოველი ორი ელემენტის 

ჯამისა და ელემენტის რიცხვზე ნამრავლის ცნებები. ' 

წრფივი სივრცის ელემენტთა უსასრულო სისტემას უწოდებენ წრფი- 

ვად დამოკიდებულს, თუ მოცემულ სისტემას გააჩნია ერთი წრფივად 

დამოკიდებული სასრული ქვესისტემა მაინც. წინააღმდეგ შემთხვევაში, 

ელემენტთა უსასრულო სისტემას ეწოდება წრფივად დამოუკიდებელი. 

როგორც ვიცით, სივრცის ყოველ წრფივად დამოუკიდებელ მაქსიმალურ 

ქვესისტემას ეწოდება ბაზისი ანუ საბაზისო სისტემა. თუ C,, C), ..., 6, 

ვექტორები ქმნის სივრცის ბაზისს, მაშინ სივრცის ყოველი თ ვექტორი 

იქნება საბაზისო ვექტორთა წრფივი კომბინაცია. 

საზოგადოდ, # სივრცის ყოველი თ ვექტორი (ელემენტი) წარმოად– 
გენს მოცემული საბაზისო სისტემის წრფივ კომბინაციას, ე. ი. 

თ=/)6,-+ ჩენ. -“+L...ჩენი. · (1) 

ადვილად შევამჩნევთ, რომ თ ვექტორის ასეთი წარმოდგენა ერთადე რ– 
თია, ე. ი. (1) დაშლის კოეფიციენტები ცალსახადაა განსაზღვრული. 

მართლაც, დავუშვათ წინააღმდეგი; ვთქეათ, არსებობს თ ვექტორის 

მეორე წარმოდგენა 6), 6:,..., რ ვექტორთა მიმართ, ე. ი. ვთქვათ, 

თ= #161-L ენა -L.. (+ ეფ. (1) 

26. შ. ქემხაძე ი!



განვიხილოთ (1) და (2 ტოლობათა სხვაობა, მივიღებთ: 

(#ე––-2,,)61-I- (#ი––7,9)62-L... ++ (”ა––- X„)6ე=0. 

რადგან 6), 6, ·.., 6 ვექტორები წრფივად დამოუკიდებელია, ვღებუ- 
ლობთ, რომ 

სწა––-2,1= M%--7,ფ==...= /ე--7გ=0, 

#ე=1,), ჩ#ე=მავ..., Mე= #ი. 

აი ამ ცალსახად განსაზღვრულ #,, #-ი, ·.., #: რიცხვებს ეწოდება თ ვეკ- 

ტორის კოორდინატები 6, C,, ო..., 6, ბაზისის მიმართ. 
როგორც განმარტებიდან ჩანს, წრფივ სივრცეს, საზოგადოდ, ·გააჩნია 

მრავალი ბაზისი და ვექტორის კოორდინატები დამოკიდებულია ბაზი- 

სის შერჩევაზე. 

მაგალითი. ადვილად შემოწმდება, რომ არაერთე ულოვანი 

6.=(1, 1 ვ... 1), 

6-=(0, 1 ,...ა 1), 

ქექტორთა სისტემა არის #-განზომილებიანი წრფივი სივრცის ერთ-ერ- 

თი ბაზისი. ვთქვათ I? სივრციდან აღებული თ ვექტორის კოორდინატები 

სხვა რომელიმე ბაზისის მიმართ არის 2,1, 2. ,..., 7, რიცხვები, ე. ი. 

თ=C2.1, ი,-··,#ი). ვიპოვოთ თ ვექტორის Lე, §;,..-,§ე კოორდინატები 

ფთ, 6C, ·-., 6 ბაზისის მიმართ. 

განმარტების თანახმად, 

თ=6C1C0+სხარ-L...+8ირი, 
ე: 9 

(21, X2)···,Mი)=LI(1, 1,..-.,1)+§ა(0, 1,..-,1)+ჯ§ი(0, 0,...,11= 

=6(C§), 1: LI1)-LC0, ნ9).-.) Lი)+....+-(0, 0,..-,სე)= 

=(§), 61 +8ნ8V--:აC1+683+...+8ი). 

მაშასადამე, . 

81= 7.1, 

§1+§5== #32, 

ნ1+ნ:+-..+წი- ჯი 

განტოლებათა სისტემიდან ვიპოვით: 6, §+:, ·-ნი კოორდინატებს. მი- 
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ვიღებთ, რომ 81=2,), C9= M#2––2,1, ·-· ნც= ბი იე) „რიცხვები არის 

თ ვექტორის კოორდინატები ი4,, 6, ·.., 6 ბაზისის მიმართ. 

განსაზღვრა, წრფივი სივრცის ისეთ ქვესიმრავლეს, რომელიც 

თავის მხრივ წრფივ სივრცეს ქმნის, წრფივი სივრცის ქვესივრცე 

ეწოდება. | 
დავამტკიცოთ, რომ თუ წრფივი სივრცის რომელიმე # ქვესიმ-- 

რავლისათვის სრულდება შემდეგი ორი პირობა»: 

1. ყოველი თ, 86L, ჯამი თ +ჩ6L, 

29. ყოველი თ6L და ნებისმიერი # ნამდვილი რიცხვის ნამრაგლი' 
/”თ6L, მაშინ ქვესიბრავლე იქ“ება წრფივი სივრცის ქვესივრცე. 

მართლაც, ამისათვის უნდა ვაჩვენოთ, რომ L სიმრავლე თავისთა– 

· ვად წრფივი სივრცეა, ე. ი. მისთვის სრულდება წრფივი სივრცის ყველა 
1--7 აქსიომა (გვ. 68). ცხადია, | სივრცის L ქვესიმრავლისათვის შეს– 

„რულდება 1), 2). 4), 5), 6) და 7) აქსიომები, დაგვრჩენია შევამოწმოთ. 

3) აქსიომა. ვთქვათ, თ ნებისმიერს ელემენტია L სიმრავლისა. მე-29 პი– 
რობის თანახმად, #თ6L. ვთქვათ, #=0, მაშინ, იმავე პარაგრაფში დამ– 

ტკიცებული თვისების თანახმად, 0-:თ=06#. მაშასადამე, L სიმრავლეს. 

გააჩნიას ნულოვანი ელემენტი (ნულოვანი ვექტორი). ვთქვათ, ახლა. 

ჩ=--1; მაშინ, იმავე მე-29 პირობის თანახმად, (––1) თ=––-თ6#. მაშასა–- 

დამე,L სიმრავლე ყოველ მის თ ელემენტთან ერთად შეიცავს მის შებრუ– 

ნებულ –– თ ელემენტს, ე. ი. ისეთ ელემენტს, რომელიც თ-თან მიმა- 

ტების შედეგად გვაძლევს #L სიმრავლის ნულოვან ელემენტს. გთქვათ.. 

ახლა თ, ჩ6L. განვიხილოთ განტოლება თ+X=ჩზ, თუ ამ განტოლების: 

ორივე მხარეს დავუმატებთ თ ელემენტის შებრენებულ -–– თ ელემენტს, 

რომელიც #L-ში არსებობს, თანახმად 19 პირობისა, მივიღებთ მოცემული 

განტოლების X=ჩ--თ ამონახსნს, ამით 3) აქსიომის მართებულობა 

ამტკიცდა. მაშასადამე, # წრფიეი სივრცის ყო 1? და 29 თვისე– 
ბების. მქონე L მასამ ელე არის ფრფივი სივრცის ქვესივრცე. · მ 

ქვესივრცის მაგალითები. 

1. I2 წრფივი სივრცის ნულოვანი ელემენტი, ცხადია, ქმნის I2 სივრ-- 

ცის მინიმალურ ქვესივრცეს, რომელსაც ნულოვანი სივრცე ეწოდება.. 

2. თვით I წრფივი სივრცე შეიძლება განვიხილოთ როგორც #2" 
სივრცის მაქსიმალური ქვესივრცე. · 

ვ. (9) სივრცეში იმ ორთა ერთობლიობა, რომლებიც პარალე-- 
ლურია რომელიმე არეა (ან წრფისა). ქმნის ქვესივრცეს. “ე 

4. თუ ჩრ 'წრფივ, ანუ ვექტორულ, სივრცეში L აღნიშნავს ისეთ · 

თ=(ძთ), ძე, ·-., მე) ვექტორთა სიმრავლეს, რომელთა კომპონენტები · 

აკმაყოფილებენ ნებისმიერ „-უცნობიან ე რთგვაროვან წრფივ განტო-:· 

ლებათა სისტემას, მაშინ ამონახსნთა L სიმრავლე იქნება ”ი”! სივრცის. 

ქვესივრცე. 
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5. თუ L, და Lა არის #? წრფივი სივრცის ნებისმიერი ორი ქვესივრ- 

ცე, მაშინ ადვილად შემოწმდება, რომ # სივრცის იმ თ6L ელემენტთა 

სიმრავლე, რომლებიც ეკუთვნიან როგორც #), ისე #L» ქვესივრცეებს, 

ქმნის # სივრცის ქვესივრცეს, რომელსაც #I და Lე: ქვესივრცეების თა- 
ნაკვეთა ეწოდება და აღინიშნება LI)(1#გ სიმბოლოთი. აგრეთვე ერთობ- 

“ლიობა თ-+ჩ ელემენტებისა, სადაც თ6L) და ზ6L;, ქმნის I? სივრცის 

ქვესივრცეს, რომელსაც LI და #: ქვესივრცეების ჯამი, ანუ ნაერთი, 

ეწოდება და აღინიშნება LIV#. სიმბოლოთი. 

ახლა განვიხილოთ ქვესივრცის ზოგიერთი თვისება. თუ # წრფივ 

'სივრცეში ყოველი ” ვექტორი წრფივად დამოკიდებულია, მაშინ L 

ქვესივრცის ყოველი # ვექტორიც წრფივად დამოკიდებული იქნე- 
:ბა. აქედან გღებულობთ, რომ M-განზომილებიანი წრფივი სივრცის ყო- 

ველი L ქვესივრცის განზომილება არ აღმეტება 2-ს. 

საზოგადოდ, ცნობილია, XX სივრცის ყოველი ქვესივრცის ბაზისის 

აგება. შევნიშნოთ, რომ თუ ძ;, 6, ..., 6, არის /? წრფივი სივრცის ბა- 

ზისი, მაშინ L ქვესივრცის ბაზისში შეიძლება სრულიად არ მონაწი- 
“-ლეობდეს ფე, Cა, ..., 6ი ვექტორები. თუნდაც იმიტომ, რომ # ქვესივრ- 

„ცეში შეიძლება არც ერთი ამ ვექტორთაგანი არ შედიოდეს. შეიძლება 

დამტკიცდეს, რომ თუ # სივრცის L ქვესივრცეს, რომლის განზომი- 

:ლებაა 2, <#I, გააჩნია 6), 6, ..., 6), ბაზისი, მაშინ შეიძლება დამატებით 

შევარჩიოთ # სივრცის ისეთი /--7, რაოდენობის 6),,), ·.., წ. მექ- 

„ტორი, რომ ვექტორთა სისტემა 61, 62, ·.., ზეც ·.., ნგ იქნება I? სივრცის 

„ბაზისი. 

მართლაც, ცხადია I სივრცეში უნდა არსებობდეს ერთი ისეთი ვექ- 

ტორი მაინც, რომელიც არ წარმოადგენს C,, «ე, ..., ზე), ვექტორთა 
წრფივ კომბინაციას. წინააღმდეგ შემთხვევაში, 6, ,6», ..., 6), წრფივად 

დამოუკიდებელი ვექტორები იქნებოდა IM სივრცის ბაზისი და I? სივრ- 

ცის განზომილება ტოლი იქნებოდა ქ1,-სი და არა #-ისა. 

აღვნიშნოთ 6),კ)-ით # სივრცის რომელიმე ერთი ვექტორი, რომე- 

“ლიც არ წარმოადგენს C), 6;, ..., 6, ვექტორთა წრფივ კომბინაციას. 

“ადვილად შემოწმდება, რომ ვექტორთა სისტემა: 

წე ნივ... 61) 62.41 

წრფივად დამოუკიდებელია. თუ ახლა # სივრცის ყოველი ელემენტი 
'წრფივად გამოისახება 6), წა, ..., §1, 61 ვექტორების მიმართ, მაშინ 

ვექტორთა ეს სისტემა "შექმნიდა, #2 სივოცის · ბაზისს, მივიღებდით 

2, +-1=V; ამით # სივრცის ბაზისის აგება. დამთავრებული იქნებოდა. თე 

2, +1<7, მაშინ IX სივრცეში „გვექნებოდა. ერთი 61.49 ვექტორი მაინც, 

რომელიც არ წარმოიდგინება §,, 6;, ..., 6), 6141 ვექტორთა წრფივ 
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კომბინაციად. ამ პროცესის გაგრძელებით, სასრული #-–-” ნაბიჯის შემ- 

დეგ, ჩვენ ავაგებთ # სივრცის ბაზისს. 

თეორემა. მოცემული /# სივრცის ყოველი ორი წრფივი ქვესივრცის 

ჯამის განზომილება უდრის ამ ქვესივრცეების განზომილებათა ჯამისა და 

მათი თანაკვეთის განზომილების სხვაობას. 

დამტკიცება. ვთქვათ, მოცემული /# და 8 ქვესივრცეების განზომი– 

ლებანია შესაბამისად ” და თ, ხოლო მათი /)1=/4018 თანაკვეთის გან– 

ზომილება კი 7. ამოვირჩიოთ 8 ქვესივრცეში რომელიმე თ, ძი, ·.., 

ძა ბაზისი. ცხადია, 0), ძი, ...,ძთ ვექტორები წრფივად დამოუკიდებელია» 

და მდებარეობს „4-ში. ვინაიდან ქვესივრცის ყოველი ბაზისი შეიძლება 
შევავსოთ სივრცის ბაზისამდე, ამიტომ #4 სივრცეში შეიძლება მოვნა– 

ხოთ ისეთი თ,, ძი, ... 0, ვექტორები, რომლებიც ძ,, ძი, ·.., ძთ ვექ- 

ტორებთან ერთად მოგვცემს 4-ს ბაზისს. ანალოგიურად, 8 სივრცეში 

მოინახება ისეთი ხ;, ხი, ..., ნ, ვექტორები, რომლებიც ძ,, ძი, -.-, ძთ 

ვექტორებთან ერთად მოგვცემს 8 სივრცის ბაზისს.- ვინაიდან სივრცის. 

განზომილება უდრის ბაზისის ვექტორთა რიცხვს, გვექნება: 

M=2=M+#, წა=/71-+L-§. 

თუ ჩვენ დავამტკიცებთ, რომ ვექტორთა სისტემა: 

«თ, ძი, ა მო, რთ, თ, ··ს 0, ხ,, ხა, ... ხ, (2) - 

არის C=/4LI8 ან, რაც იგივეა, C=4+8 სივრცის ბაზისი, მაშინ თეო– 

რემა დამტკიცებული იქნება, ვინაიდან სივრცის განზომილება ტოლი 

იქნება 
I-+-#M#-+-8=+7წ–-ჩ!. 

მართლაც,. ადვილად დავრწმუნდებით, რომ C=/4+8 სივრცის ყოველი: 

C=0+ხ ელემენტი წრფივად გამოისახება (2) სისტემის მიმართ. ამი-- 

სათვის საკმარისია შევნიშნოთ, რომ ყოველი 064 და ხ68 ელემენტი ჯგა-. 
მოისახება წრფივად შესაბამისად 4 და 8 სივრცეების ზემოთ აგებულ: 

ბაზისთა მიმართ. ჩვენ დაგვრჩენია დასამტკიცებლად მხოლოდ (2) სისტე-- 

მის წრფივად დამოუკიდებლობა. ვთქვათ, ვექტორთა (2) სისტემისა– 

თვის ადგილი აქვს თანაფარდობას 

თრ I ეძ“... -+ჯოძთ -+თეძე--თძაძა+...+თ,0,+ჩ,ხ,+ 

+ჩან:+...+ მ,ხ,=0. თ 
ვთქვათ, 

ხ=ჩზ,კხ.+ჩზ;ხ:+...+ჩ,ხ... 

ვინაიდან ხ გამოისახება წრფივად 8-ში შემავალ ვექტორთა მიმართ, 

ამიტომ ხ68. მეორე მხრივ, (3) ტოლობიდან ვღებულობთ: 
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ხ=–-X7Cთ-–-- .. –“იმთი-თძი- ...–- თძ,. (4) 

ვინაიდან 4), ძე, -., თ, თ), ძი, ·--– 0, ელემენტები შედის ,4-ში, ამიტომ 

ხ6/41. მაშასადამე, ხ640:8. ამრიგად, ხ ელემენტის (4) წარმოდგენიდან 

ვღებულობთ: 

–თI0--Cთერნა--. ·.-Cთ,ტ0,=0, ე. ი, თIთ-LCთითა-L · · · + თ,0,=0. 

მაგრამ, რადგან თ;, ძე, ..., ი, ელემენტთა სისტემა, როგორც წრფივად 

დამოუკიდებელი სისტემის ქვესისტემა, წრფივად დამოუკიდებელია და 

გვექნება 
თ1.=Cთვ=. =Cჯ=0 

„ამის გამო (3) თანაფარდობა ასე გადიწერება: 

ჩამ. +-'წიძი-L - + /ამთ“+-ჩნ,+ჩანი-L.-· +ჩ ,ხ,=0. 

მაგრამ, რადგან თ, ძი, · · ·, მძ», 6;, · · · ხი, , ხ, სისტემა 8 სივრცის ბაზი- 

სია, .ამიტომ იგი წრფივად დამოუკიდებელია და გვექნება: 

რ.=%Vგ=...=%წ/=ჩ1=ჩ2=-...=ჩ =0. 

ამრიგად, (2) სისტემის წრფივად დამოუკიდებლობა დამტკიცდა და 

ამით თეორემაც დამტკიცებულია. 

შედები, თუ # სივრცის განზომილება უდრის / და 4 და 8 ჭვესივრ- 

ცეების განზომილებანია შესაბამისად #, და /უ, მაშინ 4ი8 მონაკვეთის 

:განზომილება #1 >> ”-+/--. მართლაც, დამტკიცებული თეორემის 
თანახმად, #4+8 ჯამის განზომილება უდრის (-+/წა--/. ცხადია 

4+8 ჯამის განხომილება არ აღემატება თვით #2 სივრცის განზომილე- 

ბას, ე. ი. წ +/წგ--/ == 1. აქედან მივიღებთ: #1? => 71-+წა–-–ჩ. ამით შე- 

დეგი დამტკიცებულია მაგალითად, ოთხგანზომილებიანი სივრცის 

ყოველი ორი. სამგანზომილებიანი ქვესივრცის თანაკვეთა შეიცავს სიბრ- 

ტყე. : 
მაგალითი.. ადვილად შემოწმდება; რომ ს · რიცხვთა ველზე მოცე- 

„მული. მრავალწევრთა სიმრავლე; 2, ასოს მიმართ, ქმნის წრფივ სივრცეს. 

ამ სივრცისათვის 

I, X, #2. ·.·.. X9,. 

:ელემენტთა უსასრულო, სისტემა იქნება საბაზისო სისტემა. 

მართლაც, ამ სისტემის ყოველი სასრული ქვესისტემა 

” ა. 1 
X“., მ, ...-,.X თ (0=ის< Mხე<,..., < /1ე) 

იქნე ბა? წრფივად დამოუკიდებელი: წინააღმდეგ შემთხვევაში მივიღებ- 

დით, რომ სასრული რიგის ალგებრული განტოლების ფესვთა რაოდენობა: 
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აღემატება განტოლების ხარისხს, რაც შეუძლებელია, მოცემული სივრ– 
ცე, ცხადია, უსასრულო განზომილებისაა. 

მკითხველი ადვილად დარწმუნდება, რომ მრავალწევრთა სიმრავლე, 

რომელთა ხარისხი არ აღემატება #”-ს, ქმნის (?1+1)-განზომილებიან 

წრფივ სივრცეს. 1, X, X?, ..., X” იქნება ამ სივრცის საბაზისო სისტემა. 

სასურველია აგრეთვე მკითხველმა შეამოწმოს, რომ #-ური რიგის 

სიმეტრიულ მატრიცთა სიმრავლე, რომელიც წარმოადგენს »-ური 

ICI -C1) 
რიგის მატრიცთა წრფივი სივრცის ქვესივრცეს, ქმნის C2, _– 

განზომილებიან წრფივ სივრცეს. 

იზომორფიზმი. როგორც ცნობილია, წრფივი სივრცის განმარტებაში 

ლაპარაკია სივრცის ნებისმიერი ორი ელემენტის ჯამისა და ელემენტის 

რიცხვზე გამრავლებაზე და არაფერია ნათქვამი თვით ელემენტთა ბუ–- 
ნებაზე. შესაძლებელია, რომ მოცემული ორი წრფივი სივრცის ელემენ–- 
ტები თავიანთი ბუნებით ერთმანეთისაგან განსხვავებული იყვნენ, მა- 
გრამ სივრცეში განმარტებული ოპერაციების თვალსაზრისით ისინი 

ერთნაირი იყვნენ. 
განსაზღვრა. # და #2" წრფივ სივრცეებს ეწოდება იზომორ- 

ფული, თუ მათ თ6I?: და თ”6/? 'ელემენტებს შორის შეიძლება ისეთი 

ურთიერთცალსახა თანადობის დამყარება, რომ თუ თძ-–თ და ზ+––ჩ”, 

მაშინ . 

19. თ+ჩ+--–ით +ჩ!', 
, 

2?. /თ. ,ჩთ”. 

პირველ რიგში ისმება კითხვა: როგორი სივრცეები შეიძლება იყოს 

ერთიმეორის იზომორფული და როგორი არა? 

დასმულ კითხვაზე ამომწურავი პასუხი, რომ გავცეთ წინასწარ და- 

ვამტკიცოთ ზოგიერთი დებულება. 

1. იზომორფული თანადობისას ნულოვანი ელემენტი გადადის ნუ- 

ლოვან ელემენტში. 
მართლაც, ვთქვათ # სივრცის #?” სივრცეზე იზომორფული ასახვი– 

სას # სივრცის თ ელემენტი გადადის I” სივრცის თ ” ელემენტში, ე· ი- 

თ-–->თ”. 
მაშინ, ცხადია, 0-თ=0 ელემენტი გადავა 0·თC”=0” ელემენტში, ე. ი. 

# სივრცის ნულოვანი ელემენტი გადადის #” სივრცის ნულოვან ელე– 

მენტში. 
2. იზომორფული გადასახვისასს პირველი სივრცის შემქმნელთა 

სისტემა გადადის მეორე სივრცის შემქმნელთა სისტემაში. 

მართლაც, ვთქვათ, თ;, თი, ..., ძე არის პირველი სივრცის შემქნელ- 
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თა სისტემა და წ;, ხი, ..., მე კი მათი შესაბამისი ელემენტებია მეორე 

სივრცეში. ავიღოთ მეორე სივრცის ნებისმიერი ჩ ელემენტი და ვიგუ- 

ლისხმოთ, რომ ჩ ელემენტის შესაბამისი ელემენტი პირველ სივრცეში 

არის თ. პირობის თანახმად, თ ელემენტი შეიძლება ასე წარმოვადგი- 

ნოთ: 

თ=#)01-Lჩათი-L...“+ ჩემი. 

იზომორფიზმის განმარტების თანახმად, #)თ--/#ეძე-L...+ იმ, ჯა- 
მი უნდა გადავიდეს #,61:+/ჩანხი+....+ჩეხე ჯამში. მაშასადამე, 8= 

#Mეხ)“+ ხი+....+”ენე. ეს კი იმას ნიშნავს, რომ ხ,, ხი, ..-., ნ; არის 

მეორე სივრცის შემქნელთა სისტემა. 

3. იზომორფული გადასახვისას წრფივად დამოუკიდებელი სისტემა 

გადადის წრფივად დამოუკიდებელ სისტემაში. მართლაც, ვთქვათ, 
ძა, თ, --.· 0, პირველი სივრცის წრფივად დამოუკიდებელი სისტემა 

გადადის მეორე სივრცის ხ,, ჩი, ...,ხ, ელემენტთა სისტემაში. ვიგუ- 

ლისხმოთ, რომ მეორე სივრცეში ადგილი აქვს 

M101-L ჯვხჯ-L...-I 1. კხ,=0”, (5) 

სადაც 0” არის მეორე სივრცის ნული. "თანახმად იზომორფიზმისა, (5) 

ტოლობას, პირველ სივრცეში, შეესაბამება ტოლობა “ 

#101-L 2,ვ0გ-L...“- # 0,==0. 

ვინაიდან პირველ სივრცეში თ,, თ, -.., იძ, ელემენტთა სისტემა წრფი- 
ვად დამოუკიდებელია, გვაქვს 2,1== 1გ==...== ,=0. ამით ხ,, ხი, ..., ჩა 

ელემენტთა ·სისტემის წრფივად დამოუკიდებლობა დამტკიცდა. მე- 

2 და მე-3 თვისებებიდან გამომდინარეობს, რომ წრფივ სივრცეთა იზო- 

მორფიზმის დროს ბაზისი გადადის ბაზისში და, მამასადამე, იზომორ- 

ფულ სივრცეებს აქვთ ერთი და იგივე განზომილება. 

თეორემა ყველა ორი წრფივი სივრცე, რომლებიც ერთისა და იმავე 

განზომილებისაა, იზომორფულია. 

დამტკიცება. ვთქვათ, # და ”. ორი /„/-განზომილებიანი წრფივი 
სივრცის ბაზისებია შესაბამისად (|, ”ე, -.-, („ და #)”, I”, «--, (6. პირველი 

სივრცის | 

(4 =()ი+/%ს-L. +ჩჩ () 

ელემენტს შევუსაბამოთ მეორე სივრცის 

თ'=რს1+ხს +..+რი” 
ელემენტი, ვინაიდან სივრცის ყოველი ელე მენტი წარმოიდგინება წრფი- 
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ვად ბაზისის მიმართ და ეს წარმოდგენა არის ერთადერთი, მივიღებთ, 

რომ ჩვენი თანადობა ურთიერთცალსახაა. დამყარებული ურთიე რთცალ– 
სახა თანადობიდან გამომდინარეობს,: რომ თუ თდ+--–თ” და ჩ+--–ჩ”, მაშინ 

თ+ჩზ+--თ” +ჩ”' და Xთ+--+XCთ . ამით I2 და II სივრცეთა იზომორფუ- 

ლობა დამტკიცებულია. ახლა მკითხველი ადვილად მიხვდება, რომ და– 

მტკიცებული თვისებებისა და თეორემის საშუალებით დასმულ კითხვას 

გავეცით ამომწურავი · პასუხი. 

ამის შემდეგ კარგად უნდა ავითვისოთ, რომ ყოველი /#I-განხომილე– 

ბიანი წრფივი სივრცე, იზომორფიზმამდე სიზუსტით, იგივეა რაც-71-გან– 

ზომილებიან ვექტორთა სივრცე. 

§ ნვ. საბაზისო ხისტემის შეცვლით კოორდინატთა გარდაქმნა 

ჩვენი მიზანია გავარკვიოთ როგორ შეიცვლება ვექტორის კოორ- 

დინატები საბაზისო სისტემის შეცვლით. 

ვთქვათ, მოცემულია /-განზომილებიანი წრფივი სივრცის ორი ბა– 
ზისი 

, , 
6, 65, ·.·, 6ი და 6”, 65”, -.., 6. 

ცხადია, 6, ვექტორები წრფივად გამოისახება პირველი ბაზისის ელე– 

მენტთა მიმართ. ვთქვათ, 

ფთ =ეფ+-ხარ+...+ჩარ, 

06გ =1:16)-L/ეური-L...“+ ჩინი, ძ), 

0 =1ე16-L7აარ+...+ გენი. 

ამ წრფივი გარდაქმნის 7'=(/,,) მატრიცას ეწოდება 0), 6ე, ·.-, რი ბაზისი–- 

დან 0”, რ, ... 6 ბაზისზზე გადასვლის მატ რიცა. ვინაიდან: 

რტ”, თ”, -.., 6 წრფივად დამოუკიდებელია, 1" მატრიცას დეტე რმინან– 

ტი#0. ვთქვათ, თ ვექტორის /კოორდინატები პირველ ბაზისში არის. 

თ, რთ, ·. 0, ხოლო მისი კოორდინატები მეორე ბაზისმი კი 

თ”, თ ვააა: ძი”. 

შეგვიძლია დავწეროთ: 

თ=0,)6-+ძან:+L...+იძირ=0 რ “+თ CL +...+ ძი რ”. 

თუ ამ ტოლობის მარჯვენა მხარეში 6/ ნაცვლად შევიტანთ მათ 
მნიშვნელობებს (1) გარდაქმნიდან, მივიღებთ:



თ=0)6.+ძენე-L...1+-ძერე=თ (სფ -+ჩა6 +... + ჩანი) + 

–+ძი (2:16 -+19-265-L...-L წიგნი) + 

+თ (ათ +ნათ+.-.4+რირ).. 
ვინაიდან თ ვექტორი ცალსახად წარმოიდგინება 06;, რ, ..., 6 ბაზისის 
მიმართ, ტოლობის მარჯვენა მხარის სათანადო დალაგების შემდეგ მი- 

ვიღებთ: 

(2 

ძ.=წ)თფ +710 +... +L ჩიხში”, 

ძა=ჩ2თ + ით +L...-+ იძი”, 

ძე=ხს,0) + ითა +:..+ იიი. 

როგორც ვხედავთ, (3) გარდაქმნის მატრიცა არის 7” მატრიცის ტრანსპო- 

ნირებული 1” მატრიცა. ამრიგად, თ ვექტორის კოორდინატები ახალ მე- 

ორე ბაზისში მიიღება (3) ფორმულით. 

მაგალითი. ვთქვათ, სამგანზომილებიან წრფივ სივრცეში მოცემული 

6, C, 6ვ ბაზისის მიმართ თ ვექტორი გამოისახება ასე: თ ==0:146-– 
––მვ. ვიპოვოთ ამ ვექტორის კოორდინატები მეორე 06)”, 6, 6 ბაზისის 

მიმართ, თუ. 

ფ 

0 => უ568ფ-- 0ა--206ვ, 

რ'= 268-+3C, ' (0) 
60ვ==––20,+ 6ა--L6ვ. 

ამოხსნა. თანახმად (3) ტოლობისა, გვექნება: 

1= 50) -+-2თ --2ძე", 

“რ“=- თ +3თ” + თვ, 
–1=--2თ”-L თვ”. 

ვინაიდან სისტემის დეტერმინანტი არ უდრის ნულს, ამიტომ სისტე- 

მა შეიძლება ამოვხსნათ კრამერის ფორმულებით. გვექნება: ძ,'==--13, 

ძ3 /=6, თვ ,=- 27. 

ამრიგად, თ ვექტორი მეორე ბაზისში წარმოიდგინება ასე: 

(#4 =--13ტ0,” +6ღ“ ––-270ყ”. 

ახლა, (3, ტოლობანი მატრიცულად შეიძლება ასე გადაიწეროს: 

C1 1. 721 ... ჩი1 ძე! 

, ი. | _ მ ი 19 CV 
· – .. .. .. - 

ძი, ჩი ჩი ... ჩი ძი 
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ორივე მხარის ტრანსპონირებით მივიღებთ: ბ 

7)1 19... ჩი 

(ძის თ, ·.., ძი)=(თ”, თ” ვ... იძ. )= რ“ I იი 

7 ი: ჩიჩ 

ან, რაც იგივეა, 

(თ, თ, ·., ძე)=(თ, თ/.-ს ძი) 7, (5) 

სადაც 7' არის 0, ბაზისიდან 0,7 ბაზისზე გადასვლის მატრიცა. თუ თ 

ვექტორის კოორდინატებს ძველ და ახალ ბაზისებში აღვნიშნავთ შე- 
საბამისად (თ) და (თ) სიმბოლოებით, (5) მოკლედ ასე გადაიწერება: 

| (თ)=(თ)“7' (6) 

(5) ტოლობიდან მივიღებთ: 

ა... ... (7) 

(7) ფორმულის საშუალებით უშუალოდ შეიძლება მივიღოთ თ ვექტო-. 

რის კოორდინატები ახალ ბაზისში, თუ ცნობილია მისი კოორდინატები 

ძველ ბაზისში. ამოვხსნათ იგივე მაგალითი (7) ფორმულის გამოყენებით. 
(4) გარდაქმნის 7”. მატრიცის შებრუნებული "მატრიცა იქნება: 

7 3-1 6 
7-=| 2 1-4 I. 

ს 8-3 17 

ამრიგად, ვინაიდან მოცემულ ბაზისში თ ვექტორის კოორდინატებია 

1, 4, –-1, ე. ი. თ=(1, 4, ––1), მივიღებთ: 

3ქ/-) 6 

- (თ, ძა, ძვ)=(1, 4, ––1) –2 1 --4 |=(–-13, 6, –-27),. 
8ზ –3 17 

ე. ი. თ, =–-13, თა =6, ძვ =–-27. “ 

'§ §4. წრფივი” გარდაკმნები და მათი მატრიცები 

ჩვენ უკვე გავეცანით. ცვლადთა წრფივ . გარდაქმნებს (გვ. 107). ახ– 

ლა გავეცნობით წრფივი სივრცის. წრფივ გარდაქმნებს, რომლებიც 
გარკვეულ კავშირში „იმყოფება .ცვლადთა" წრფივ გარდაქმნებთან. 

მრავალ შე მთხვევაში, საინტერესოა ისეთი გარდაქმნების, ე. 0. ასა– 

ხვების შესწავლა, რომლებსაც სივრცის ელემენტი (წერტილი) გადაჰ- 
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ყავს ამავე სივრცის გარკვეულ ელემენტში (წერტილში). ასეთ გარდაქ- 

მნებს შორის უმარტივესი არის წრფივი გარდაქმნა. 

ვთქვათ, /-განხომილებიანი წრფივი სივრცის ყოველ X ელემენტს 
შეესაბამება ამავე სივრცის ყ ელემენტი. ყ=დ(X) ფუნქციას, რომელ- 

საც შემდეგ აღვნიშნავთ Xდ სიმბოლოთი, ეწოდება სივრცის გარდაქმნა. 

Xდ ელემენტს ეწოდება X ელემენტის სახე. 
განსაზღვრა. დ გარდაქმნას ეწოდება წრფივი, თუ სრულდება 

შემდეგი ორი პირობა: ., 

1. (MXI-+X)დ=Xდ-LXდ, 
2". (ჩX)9==#M(Xდ). 

განვიხილოთ წრფივი სივრცის განსაზღვრიდან გამომდინარე ზოგიერთი 

თვისება. 

ა).. ნებისმიერ წრფივ გარდაქმნას ნულოვანი ელემენტი გადაჰყავს 

“ისევ ნულოვან ელემენტში. 

მართლაც, მე-2? პირობის თანახმად, შეგვიძლია დავწეროთ: 

0-დ=(0X)დ=C(Xჯ§) =-0. 

ბ) სესრუნებული, ანუ მოპირდაპირე, ელემენტის სახე უდრს სახის 

შებრუნებულს, ე. ი. (-–-X)დ=--Xდ. 
მართლაც, მე-2? პირობის გამოყენებით შეგვიძლია დავწეროთ: 

C-–2)ჯ=C–-1)Xდ=--ჯდ. 

გ) წრფივი სივრცის წრფივი გარდაქმნა მოცემულ X,, X-, ··, X- ელე- 

მენტთა ნებისმიერ წრფივ კომბინაციას . გადაიყვანს, (იმავე კოეფიციენ- 

ტებით) მათ სახეთა წრრშვივ კომბინაციაში, ე. ი. 

(=0X+/#X+... + ჩეXე)#7= (0 9)-/ჩ0C 2) -.. ·+ჩე(Xი?). (1) 

ეს ტოლობა ადვილად დამტკიცდება მათემატიკური ინდუქციის მეთო- 
დისა და წრფივი სივრცის 19-ლ და მე-2? პირობათა გამოყენებით. 

ადვილად შევნიშნავთ, რომ "ეს თვისება ეკვივალენტურია წრფივი 
გარდაქმნის განსაზღვრისა. 

მართლაც, თუ (1) ტოლობაში ვიგულისხმებთ, რომ #=1, მივიღებთ: 

(9 X)დ =M(X დ), ხოლო, როცა #=2 და #=#:=1 მივიღებთ: (X-+ 

+X)დ=Xდ+Xდ. შევთანხმდეთ და ისეთ #6 გარდაქმნას, რომელსაც 

სივრცის ყოველი ელემენტი გადაჰყავს თავის თავში, .ე. ი. X6==X, ვუწო- 
დოთ ერთეულოვანი გარდაქმნა, ხოლო ისეთ ს, გარდაქმნას, რომელსაც 

სივრცის ყოველი ელემენტი გადაჰყავს ნულოვან ელემენტში, ე, ი 
XVI=0, ვუწოდოთ ნულოვანი გარდაქმნა.. 
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ადვილად შემოწმდება, რომ სივრცის ერთეულოვანი გარდაქმნა 
და ნულოვანი გარდაქმნა შესაბამისად არის წრფივი გარდაქმნები. 

განვიხილოთ წრფივი გარდაქმნის ზოგიერთი მაგალითი. 

მაგალითი 1. ეთქვათ, # ჩვე ულებრივი სამგანზომილებიანი ვექტო– 
რული სივრცეა, ე. ი. I” არის გარკვეული 0 წერტილიდან, ე. ი. კოორ– 

დინატთა სათავიდან გამოსული მიმართულების მქონე ზონაკვეთების 

სიმრავლე. 0 წერტილზე გავატაროთ რომელიმე #” სიბრტყე. # სივრ–- 
ცის ყოველი X მონაკვეთის პროექცია II სიბრტყეზე აღვნიშნოთ Xდ-ით. 

მაშინ პროექციის ცნობილ თვისებათა (მონაკვეთების ჯამის პროექცია 

უდრის მათი პროექციების ჯამს (X+Vყ)ჯ=Xჯდ--ყდ და მონაკვეთის რაი– 

მე # რიცხვზე გამრავლებით პროექციაც გამრავლდება ამავე # რიცხვზე 
(”X)დ=#(X«)) გამოყენებით მივიღებთ, რომ მოცემული გარდაქმნა 

წრფივია. 

მაგალითი 9. განვიხილოთ მრავალწევრთა სიმრავლე 1 ასოს მიმართ, 
რომლის ხარისხი არ აღემატება I-ს. როგორც ვიცით, ასეთი მრავალ– 

წევრთა სიმრავლე ქმნის (/++ 1)-განხომილებიან წრფივ სივრცეს. ამ სივრ– 

ციდან აღებულ ყოველ /(0) მრავალწევრს შევუსაბამოთ მისი წარმოე– 

ბული, ე. ი. I(Iმ)ჯ=I(”. ადვილად შევნიშნავთ, რომ დ გარდაქმნა 
წრფივია. 

მართლაც, 

19. IIVIX+თ7(01)9=(IC0-+V(0) =I “(0 +წV(0)=IC0 ·დ+ჯ(07, 

2”. I#ICI))დ=IL#ICI))=#ჩI (0 =XII(C005|. 

მაგალითი 8. განვიხილოთ წრფივი სივრცე, რომლის /(,/) ელემენტე– 

ბი უწყვეტი ფუნქციებია 0 <> ( <- 1 შუალედში. ყოველ IC0 ფუნქციას 
/ 

შევუსაბამოთ ინტეგრალი IICა)ძი, ე. 0. 
0 

/ 

I(0დ=)/ოძ«. 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ დ გარდაქმნა წრფივია. 

მართლაც, 
” 

19 '(V-+ჩ)დ=! (ჩC)-ჩC)10§= 
0 

( / 

=| /1C)ძ« +) IC)ძX =/დ-ჩ7ჩ. 

· ჯ შა -# 

_ 29, I6M01#=I #I6)ძX=ჩ)C)ძC=ჩ(/(09). 
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§ 55. მატრიცებსა და წრფივ ბარდაქმნებს ფორის კავშირი 

ვთქვათ, 6), რ, ..., იე არის #-განხზომილებიანი /? წრფივი სივრცის 

რომელიმე ბაზისი, ხოლო დ –– სივრცის წრფივი გარდაქმნა. 

თეორემა. / სივრციდან აღებული ნებისმიერი დფ, თ, ·.., წ, ვექტო- 
რებისათვის არსებობს სივრცის ერთადერთი ისეთი დ წრფივი გარ- 

დაქმნა, რომ 

ნედ-- ე), 6:06-- ყი, ·.--, 6იდ=ყწე· 

დამტკიცება. იმისათვის, რომ ავაგოთ საძიებელი დ გარდაქმნა ავი- 
ღოთ სივრცის ნებისმიერი X ვექტორი. „ვთქვათ, 

X=/)6რ + ჩანა+...+ჩეიე ნ. (1) 

შეგვიძლია დავწეროთ: 

Xდ=(0Cფ+#წ6რ-...+ჩემი)ჯ=ჩწფ-+#/თ-“+...+ჩმში. 

რადგან X ვექტორი ცალსახად განისაზღვრება ბაზისის საშუალებით, 

მივიღებთ, რომ Xდ ვექტორიც ცალსახად განისაზღვრება თ, Cთ,..., წი 

ვექტორებით. ! 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ ნებისმიერ თ, თ, ·.., წა ვექტორთა- 

თვის არსებობს ისეთი დ წრფივი გარდაქმნა, რომ 6იკ,კდ=ჯწ ((=1, 2, 

---» #); ამისათვის ყოველ 0, ვექტორს შევუსაბამოთ «, ვექტორი, ხოლო 

ნებისმიერ X=#)6-+/#:რ-L... + იმ, ვექტორს შევუსაბამოთ #Iფ+ 

+წზფთ-“+LM...+ჩთ ვექტორი. ვინაიდან X ვექტორი ცალსახად განისა- 

ზღვრება 4; ვექტორთა საშუალებით, ამიტომ მას ეთანადება სრულიად 

გარკვეული ჯდ ვექტორი, ე. ი. Xდ=წსთ+ჩწთ-+L+....-+”ი თ. ადვილად 

დავრწმუნდებით რომ ასეთნაირად განმარტებული დ გარდაქმნა 

წრფივია. 

ახლა უნდა დავამტკიცოთ, რომ ყოველი დ წრფივი გარდაქმნა, 
რომელიც 6), რ, ·-.., 6, საბაზისო სისტემას გადაიყვანს თ, თ, ··- წი 

ვექტორებში, ემთხვევა დ გარდაქმნას. 

მართლაც, პირობის თანახად 6,დ”=ყწ,. თუ X ვექტორს აქვს (1) 

სახე, მაშინ 

Xდ =/#ფდ -L”არდ”-L...“- ჩემით =/ფ-+/წM%თC-+...-+წიწი=X9%, 

ე: ი. 

დ =დ 

და თერრემა დამტკიცებულია. 

ახლა ვუჩვენოთ, თუ როგორ უნდა წარმოვადგინოთ რიცხვებით ყო- 

ველი წრფივი გარდაქმნა. ვთქვათ, სივრცეში ამორჩეულია რომელიმე 
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%, 6, ·.., 6 ბაზისი და ვიგულისხმოთ, რომ მიცემულია ამ სივრცის დ 
წრფივი გარდაქმნა. ცხადია, დ წრფივი · გარდაქმნა 6, 6ე ,..., 6, ვექ– 
ტორებს გადაიყვანს რომელიმე რდ, რდ, ·-, 6-დ ვექტორებში. ეს 

ვექტორები შეიძლება წარმოვადგინოთ წრფივად #;,0:;, ..., რე ვექტორ– 

თა მიმართ. ვთქვათ, 

61“--6დ =/)1)61-L-/,ანი+...+ წინ, 

§2-==6-დ =. #იე61-+ იარი -L...-+L/იინი, 

ნი–=წრიდ =/იე)6“+ჩი:რი-“L...++ჩეენი. 

ამ გარდაქმნის 

MI ჩი თი 

4-) ი რ თი 

ჩიL რი? ·- ჩიი (2? 

მატრიცას რომლის სტრიქონებია შესაბამისად #6,0დ=ჯწ/, ვექტორის 

კოორდინატები, ეწოდება დ გარდაქმნის მატრიცა 6), რე, ..., 6ე საბაზი–- 

სო სისტემაში. ამრიგად,: სიგრცის მოცემულ საბაზისო სისტემაში, 

ყოველ წრფივ გარდაქმნას შეესაბამება გარკვეული მატრიცა. 

ს დვილად დავრწმუნდებით, რომ ეს თანადობა არის ურთიერთცალ- 
ა 
მართლაც, თუ ვიცით # მატრიცა, ყოველთვის შეგვიძლია ვიპოვოთ, 

ისეთი თ, თ, ·... წი ვექტორები, რომ' 

თ =#ჩ)6+ფ:რ-“+L...+ იენი, 

წი=/ე161-+ ჩიენე-+... +წიჩი, 

6წ6ი= ერ + ჩარ... ·+ჩ”ჩირ 

და, პირიქით, დამტკიცებული თეორემის გამოყენებით შეგვიძლია ვი–+ 
პოვოთ ისეთი წრფივი გარდაქმნა, რომელსაც 6), 6, ..-, 6, ვექტორები 

გადაჰყავს ფ, თ, ·-., წე ვექტორებში. ასეთი გარდაქმნა, როგორც ვი- 

ცით, ერთადერთია და მისი მატრიცა, ცხადია, ემთხვევა # მატრიცას, 

რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 

გამოვარკვიოთ როგორი მატრიცები შეესაბამება სივრცის ნულოვან 

და იგივურ გარდაქმნებს. ვთქვათ, #,, C, ..., 6 არის სივრცის საბაზი- 

სო სისტემა, გვექნება: 
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0, 0 =00-–+060-+...+00ე, 60,6=18ფ +060. -...+900,, 

6 (0) ==00,+06გ-L...+00/ი, 06:0==00) -L10-L...-L00ე, 

რთ =00+0რ-L...+06,, 66=06,-L0რთ-L...-+-16ე. 

მაშასადამე, ნულოვანი გარდაქმნისა და ერთეულოვანი გარდაქმნის შე- 
საბამისი მატრიცებია ნ ულოვანი და ერთეულოვანი მატრიცები. 

ახლა განვიხილოთ კონკრეტული საკითხ: როგორ ვიპოვოთ #»ჯ 

ვექტორის კოორდინატები, თუ ცნობილია X ვექტორის კოორდინატები 

და დ წრფივი გარდაქმნის შესაბამისი 4 მატრიცა. 

ვთქვათ, 6, რ, -.., 6 არის სივრცის საბაზისო სისტემა და ამ ბა- 

ზისში X ვექტორის · კოორდინატები არის §,, §ა, ·.ს წი, ე. 9. 

X=C), Lი, ····: ნი), ხოლო დ გარდაქმნის მატრიცა კი იყოს (2) მატრი- 

„ცა. შეგვიძლია დავწეროთ: 

X=8§)6-+ნ596-L..-“+წნირი, 
Xდ=61(0L+) +-ნა(რ%)-L.-.. +ნ ი(მიფ). 

დ წრფივი გარდაქმნის მატრიცის განსაზღვრის თანახმად, გვაქვს: 

_6)9=ჩერ-“L#/რ-L..- -+-ჩორ ((=1, 2, ..- 7). 

ეს მნიშვნელობანი ჩავსვათ წინა ტოლობაში, მივიღებთ: 

Xიდი= (#)61+7#ჩი:ნი+.. ·+ჩინი)6.+ 

–+(%ინ1-++/ჩიინა-L.--+ ჩეან ი) რ +. 
. . . . .. . ...:..:.: 

+(სიან1+ჩრინიL ... + ჩანირი (3) 

ეს ტოლობა მატრიცულად ასე დაიწერება: 

#11 ჩი ... ჩი 

(X დ)=(§1, ნი,--ნ,) „#2 რი: 8. ჩი =(X)4 

ან, რაც იგივეა, 

(61”, 87”, ი... ხა )=CI, 82, ·>-ა ზი):4, (4) 

სადაც §1”, ზ2”,...,წი” არის Xთ ვექტორის კოორდინატები. ამრიგად, მი– 

ვიღეთ შემდეგი საინტერესო მატრიცული ტოლობა: 

Xდ=X/4. · (5) 
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მაგალითი, ვთქვათ, სამგანხომილებიანი წრფივი სივრცის რომელი- 
მე X ვექტორის კოორდინატები დ), ფე, რვ ბაზისში არის 2, ––3, 1, ე. ი. 

X=(2, –3, 11=2ფ-––30)-L0ვ. ვიპოვოთ ჯდ ვექტორის კოორდინატები 

ამავე ბაზისში, თუ დ წრფივი გარდაქმნის შესაბამისი /# მატრიცა არის 

1 –-1 
#= 2. 1 

–1 3 

ამოხსნა. გამოვიყენოთ (4). ტოლობა, მივიღებთ: 

ა-ი – 2, 3), 

ე: ი, ხ1 =–-5, ნვ =+-2, ე =3, 

სხვადასხვა ბაზისში წრფივ გარდაქმნათა მატრიცებს შორის კავში- 

რი. წინა პარაგრაფში დავამყარეთ ურთიე რთცალსახა თანადობა /-განზო- 

მილებიანი წრფივი სივრცის წრფივ გარდაქმნებსა და /-ური ·რიგის მატ- 

რიცებს შორის. როგორც ვიცით, ამისათვის საჭიროა წინასწარ სივრცე-: 

ში ავარჩიოთ გარკვეული ბაზისი. ცხადია, რომ ბაზისის შეცვლით შეი- 

ცვლება დ. წრფივი გარდაქმნის შესაბამისი # მატრიცა. ჩვენი მიზანია 

ვიპოვოთ 4 მატრიცას და ბაზისის შეცვლის შედეგად მიღებულ 8 მატ- 

რიცას შორის კავშირი. ,. 

ვთქვათ, 6,, რა, -.., 6 და რ”, რ”, ·-, 6, შესაბამისად მოცემული 

წრფივი სივრცის ძველი და ახალე ბაზესებია. ძველი ბაზისიდან ახალზე 

გადასვლის მატრიაცა აღვნეშნო=თ 7-თა (გვ. 409). (X) და (+) სიმბოლო– 

ებით შესაბამისად აღვნიშნოთ ჯ ვექტორის კოორდინატები ძველ და 

ახალ. ბაზისებში, ე. ი. 

ა
-
ა
 

1–- 

Xდ=(წ, 62) 60)=(2;-3, ა( 2 

ხ
ა
 
-
ა
 
>
 

ა
-
ა
 

ა 

(X)=C), 69, ... Lი) და (X) -=(§1”, 69, .... Lი)- (6) 

თანახმად მატრიცული (4) ტოლობისა, შეგვიძლია დავწეროთ: 

(Xდ)=(X)4 თ 
ძველ: ბაზისში, . 

(Xდ),=(%" 8 (8) 

ახალ ბაზისში. თუ მხედველობაში მივიღებთ (5) და (7) თანაფარდობებს 

(გვ. 411), გვექნება: 

| (X)=(X) 1, (Xდ)=(Xდ)” 1, (Xდ)”=(Xდ)1'“ 1. 

(7) და (8) ტოლობებიდან ჩავსვათ აქ (Xდ) და (Xდ)” მნიშვნელობანი, მი– : 

ვიღებთ: 

27. შ. ქემხაძე 47



(X)4ტ=(Xდ) I=ფე' 87. 

ახლა ამ ტოლობის მარცხენა მხარეში ჩავსვათ (X)-ის მნიშვნელობა, 

გვექნება: 
0ე'I4=C6ე8X, ე. ი. 74= 87. 

ამ ტოლობიდან ვღებულობთ: 

8=7 47“. (9) 

ამრიგად, დ წრფივი გარდაქმნის 8 მატრიცა ახალ ბაზისში უდრის 

იმავე დ წრფივი გარდაქმნის 4 მატრიცას ძველ ბაზისში გარდაქმნილს 

1 მატრიცით; ეს იმას ნიშნავს რომ მატრიცები, რომლებიც მოცემულია 

ერთსა -და იმავე წრფივი გარდაქმნით სხვადასხვა ბაზისში ურთიერთ- 

მსგავსია (გვ. 423). 

მოქმედებანი წრფივ გარდაქმნებზე. ვთქვათ, წრფივ სივრცეში მო- 

ცემულია ორი დ და ას წრფივი გარდაქმნა. სივრცის ყოველ X ვექტორს 

შევუსაბამოთ X§+X4+ს ვექტორი. გარდაქმნა, რომელსაც X ვექტორი 
გადაჰყავს X«§-+XM% ვექტორში აღვნიშნოთ დ-+ წ სიმბოლოთი და ვუ- 

წოდოთ დ და + გარდაქმნათა ჯამი. ამრიგად, განმარტების თანახმად, 

გვაქვს: 
XCდ + %)=Xდ +X4. 

თუ ახლა წრფივი სივრცის ნებისმიერ ჯ ვექტორზე ჯერ მოვახდენთ 

დ გარდაქმნას, შემდეგ კი # გარდაქმნას,ჩვენ მივიღებთ გარკვეულ I 

ვექტორს. ' 
X =(ჯდ) % 

გარდაქმნას, რომელსაც X ვექტორი უშუალოდ გადაჰყავს ჯ” ვექტორში, 
ეწოდება დ გარდაქმნის 1,-ზე ნამრავლი და აღინიშნება ასე: დ ს, ე. ი. 

X(Cდ %)=(Xდ) #. 

სასურველია მკითხველმა შეამოწმოს, რომ ყოველი ორი წრფივი გარ- 

დაქმნის ჯამი და ნამრავლი ისევ წრფივი გარდაქმნაა. აგრეთვე შეკრები- 
სა და გამრავლების შედეგად მიღებული წრფივ გარდაქმნათა მატრიცა 

შესაბამისად უდრის მოცემულ წრფივ გარდაქმნათა მატრიცების ჯამსა 

და ნამრავლს. 

ვთქვათ, დ ნებისმიერი ურთიე რთცალსახა წრფივი ასახვაა. თუ დ- 

ის ჯ ვექტორი გადაჰყავს ყ-ში, ე. ი. Xდ =#ყ, მაშინ გარდაქმნას, რომელ- 

საც ყ ვექტორი გადაჰყავს Xჯ-ში, ეწოდება დ გარდაქმნის შებრუნებული 

ღა აღინიშნება დ! სიმბოლოთი. ადვილად დავრწმუნდებით, რომ 

წრფივი გარდაქმნის შებრუნებული გარდაქმნა წრფივია. 
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მართლაც, ვთქვათ, 

„დ“ 1=X, ყდ“1=V„, 

სადაც ” და V წრფივი სივრცის ნებისმიერი ელემენტებია. ვინაიდან დ 
წრფივი გარდაქმნაა, გვექნება: 

(X+ყ)დ=Xდ-+Vყდ=V+V. 

აქედან 

(V+ჯ)დ1=X#ჯ+ყ=Vჯ“1+ ცდ“. 

მეორე პირობის შესამოწმებლად, შეგვიძლია დავწე როთ: 

(ჩ”X)დ =#Xდ =V#V. 
აქედან 

(წ”ყ)დ“1=/#X#=:#(((ჯ-!). 

ვიგულისხმოთ, რომ დ წრფივი გარდაქმნის მატრიცაა 4, ვიპოვოთ შე- 
ბრუნებული დ“ წრფივი გარდაქმნის მატრიცა. დ“1 წრფივი გარდაქ- 

მნის მატრიცა აღვნიშნოთ X-ით. 

თანაფარდობიდან დდ“ 1=დ“-1დ =6 გამოდის ,(X=X/4=წჩ, 
ე ი. 

X=/“!. 

შევნიშნოთ, რომ ყოველ წრფივ გარდაქმნას არ აქვს შებრუნებული გარ- 

დაქმნა. მაგალითად, დ გარდაქმნას, რომელიც წარმოადგენს სამგან– 

ზომილებიანი სივრცის გეგმილს X0)” სიბრტყეზე, არ გააჩნია შებრუ- 

ნებული გარდაქმნა. მართლაც, ბაზისად მიეიღოთ 6,, რთ, 6ვ ერთე ულო- 

ვანი ვექტორები, რომლებიც მიმართულე: კოორდინატთა ღერძების 

მიმართულებით. გვექნება: 

0.დ =6,, რად =:6ა, ნელ =0. 

მოცემული დ გარდაქმნის შესაბამისი მატრიცა იქნება: 

(1.1) 
ცხადია, ამ მატრიცას არ აქვს მებრუნებული მატრიცა, ამიტომ დ გარ- 
დაქმნას არ აქვს შებრუნებული გარდაქმნა. 

ი
C
თ
ი
-
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-
–
-
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ამრიგად, დ წრფივ გარდაქმნას მაშინ და მხოლოდმაშინ აქვს შებ. 

რუნებული, როცა მისი / მატრიცა არაგანსაკუთრებულია. 

წრფივ გარდაქმნას, რომელსაც შებრუნებული გარდაქმნა აქეს, ეწო- 

დება არაგანსაკუთრებული, ხოლო, რომელსაც შებრუნებული გარდა- 

ქმნა არ აქვს, ეწოდება განსაკუთრებული. 

მაგალითი. ვთქვათ, მოცემულია წრფივი სივრცე მრავალწევრთა 
სიმრავლისა, რომელთა ხარისხი არ აღემატება M-ს. დ-ით აღვნიშნოთ 

სივრცის ისეთი გარდაქმნა, რომელსაც ყოველი /I(X) მრავალწევრი გა- 

დაჰყავს მის აიიი. 

ი. ICX)დ =/ (9. 
დავამტკიცოთ რომ თინ. ვიპოვოთ დ გარდაქმნის მატრიცა ამ 

სივრცის 1, X, X?, ..., X” საბაზისო სისტემაში. 

ამოხსნა. დ გარდაქმნა, განმეორებული (M#+1)-ჯერ, ე. ი. დი”), 

იქნება ნულოვანი გარდაქმნა, ვინაიდან მოცემული სივრციდან აღებე- 

ლი ყოველი მრავალწევრის #+1 რიგის წარმოებული უდრის ნულს. 

ვიპოვოთ დ გარდაქმნის მატრიცა 1, X, X27, ..., Xჩ ბაზისში, მივიღებთ! 

1-Cდთ 520, 
XCდ =1, 

X”დ =2X, 

X"დ =71X" 

მაშასადამე, დ გარდაქმნის შესაბამისი მატრიცა იქნება 

0.0 0. 0 

0 1 0 ....0 

4=!) 0 0 2X»ჯ;....0 

L0 0 0 .... ”V- 

სავარჯიშოს სახით სასურველია მკითხველმა შეამოწმოს, რომ #): წრფი- 

ვი სივრცის წრფივ გარდაქმნათა სიმრავლე, წრფივ გარდაქმნათა ჯამი- 

სა და რიცხვზე გამრავლების ოპერაციის მიმართ, თვითონ ქმნის წრფივ 

სივრცეს. 
ინვარიანტული ქვესივრცეები. ვთქვათ, მოცემულია I2 წრფივი სივრ- 

ცე და მისი რომელიმე წრფივი გარდაქმნა. # სივრცის I2?) ქვესივრცეს 

ეწოდება ინვარიანტული დ წრფივი გარდაქმნის მიმართ, თუ IM),-დან 

აღებული ყოველი X ელემენტი დ გარდაქმნით გადადის ისევ ქვე- 

სივრცეში, ე. ი. თუ X6IM), მაშინ 

Xდ6Iო. 
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ადვილად ·შევნიშნავთ, რომ: ნულოვანი ·ქვესივრცე- და მთელი სივრ-– 
ცე ინვარიანტული. ქვესივრცეებია. ამ ინვარიანტულ ქვესივრცეებს 

ეწოდება ტრივიალური ინვარიანტული ქვესივრცეები. 
მაგალითი 1. ვთქვათ, #2. სამგანხზომილებიანი სივრცეა. სივრცის დ 

წრფივ გარდაქმნად მივიღოთ სივრცის “ჭმობრუნება სათავეზე (ნულზე) 

გამავალი ღერძის გარშემო. მკითხველი: ადვილად დარწმუნდება, რომ ამ 

დ გარდაქმნის მიმართ ინვარიანტული ქვესივრცე იქნება ბრუნვის ღერ– 

ძი (ერთგანზომილებიანი ქვესივოცე).: აგრეთვე ინვარიანტული ქვე- 

სივრცე იქნება სიბრტყე, რომელიც გადის-სათავეზე ბრუნვითი ღერძის 

პერპენდიკულარულად. 
მაგალითი 9. ვთქვათ, #, არის იმ მრავალწევრთა წრფივი სივრცე, 

რომელთა ხარისხი არ აღემატება I-ს. ვთქვათ, დ წრფივი” გარდაქმნა 

ნიშნავს გაწარმოებას, ე. ი. : | ' 

” I(0 -თდ=I“(0. 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ იმ მრავალწევრთა სიმრავლე, “რო- 

მელთა ხარისხი არ აღემატება #-ს, სადაც #</, ქმნის ინვარიანტულ ქვე– 
სივრცეს. მართლაც, ეს. იქიდან ჩანხ, რომ მრავალწევრის გაწარმოებით 

მისი ხარისხი კლებულობს. 

სასურველია მკითხველმა შეამოწმოს, რომ ინვარიანტულ ქვესივრ- 

ცეთა თანაკვეთა და გაერთიანება ისევ ინვარიანტული ქვესივრცეა. 

§ 60..მრამალწევრი მატრიცის მიმართ 

ვთქვათ, -2, ასოს, მიმართ მოცემულია #I-ური ხარისხის მრავალწევ რი 

IC2,)=0ძი-+0თI2,+ითა#"-C...+ 097, (1) 

სადაც ძი, თ, თია, ·-. მთ კოეფიციენტები ეკუთვნის რომელიმე რიცხვ- 

თა 7 ველს. გმოსახულებას 

“ ძენ+ თ 4 + თა 413-+ძვ4ჰ-L....+ ძა #4”, 

სადაც 4 კვადრატული მატრიცაა რიცხვთა # ველზე, ეწოდება. მრავალ– 

წევრი 4 მატრიცის მიმართ და აღინიშნება /(/1) სიმბოლოთი, · „ე. 9. 

I(4)=ძ0ინ<–თ4 +ძა.41+....+0.4". თ 

თუ # =(ძ,,), მაშინ „(4) მატრიცის ელემენტებს ექნება შემდეგი სახე: 

VI) (2) -(თ) 

ძინ,,+0)0,,+ძაძ,|+ ...+0ი0;, 

V) 
· სადაც ძ,,-თი აღნიშნულია „44. მატრიცის ელემენტები. 
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მაგალითად, ვთქვათ, /(2,)=4--2# +7,2, მაშინ /(/4)=4/5-- 24 +/41, 
კერძოდ, თუ 

|3 5-1 
4=|0 1 21, 

2-2 6 

მივიღებთ: 

- 2 2 39 0-4). 
I(4ე)=4. 6- 24-+/42 

მატრიცებზე მოქმედებათა აბი გამოყენებით ადვილად შემოწ- 
მდება, რომ თუ : 

IC2.)=დ (2.)-CIC2.), თC7,)==%C(2- · #(7,), 

სადაც 
დ(7.)=0ძი+CთV-+..--+0ძი2.", 

1(2?,)==ჩა-L6ხ1:7, +-...-+Lხი,1,”, 

მაშინ 

I(4)=დ(4)+/(C4), #(4)=დ C4) · IC). 

გარდა ამისა, რადგან” 

დ(2,) - I(2,)-=(#(2,) · დ (2), 

თუ 1,-ს მაგიერ ჩავსვამთ 4 კვადრატულ“ მატრიცას გვექნება 

” თ(4)-((4)=#/(4) -დ:(4). 
მაშასადამე, ერთისა და იმავე მატრიცის მიმართ ორი მრავალწევრის 

ნამრავლი გადანაცვლებადია. 
შემდეგში ვიგულისხმოთ, რომ ყველა განსახილველი მატრიცა კვად- 

რატულია -და ერთისა და იმავე რიგისაა. . 
გან საზღვრა. 4- მატრიცას. ეწოდება 8 მატრიცის: · მსგავსი, თუ 

არსებობ ს. ისეთი არაგანსაკკუთრებული ჯX' მატრიცა, რომ 

4:==X-18X. (3) 

ამ შემთხვევაში აგრეთვე ვატყვით, რომ 4 მატრიცა მიიღება 8 მატრი- 
ცისაგან X მატრიცის გარდაქმნით. (3) ტოლობიდან ვღებულობთ თანა- 

ფარდობას: 

8=X/#X-=(X-I)-L4X2I. 
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ამრიგად, თუ # მატრიცა მსგავსია 8 მატრიცისა, მაშინ 8 მატრი- 
ცაც მსგავსია # მატრიცისა. 

ვთქვათ, 

4=X-8X და 8=VX-1ICX. 

თუ პირველ ტოლობაში „8-ს ნაცვლად ჩავსვამთ მის მნიშვნელობას, მი– 
ვიღებთ: 

4=X“-1V-ICVX=C7/X)“1C(VX). 

მაშასადამე, თუ # მატრიცა მსგავსია 8 მატრიცისა და 8 მატრიცა მსგავ– 

სია C მატრიცისა,: მაშინ # მატრიცა მსგავსი იქნება C მატრიცისა. აქე– 

დან აგრეთვე გამოდის: თუ მოცემული ორი მატრიცა ცალ-ცალკე მსგავ- 
სია მესამე მატრიცისა, მაშინ ისინი ურთიე რთმსგავსი იქნება. 

ცხადია, რომ ყოველი მატრიცა თავისი თავის მსგავსია. მართლაც, 
ამისათვის საკმარისია X მატრიცად მივიღოთ #6 ერთე ულოვანი მატრიცა: 

#=ჩჩნ14ჩ. 

ზემოთ განხილული თვისებები გვიჩვენებს, რომ რიცხვთა ” ველზე 
აღებული ყველა ჩ-ური რიგის მატრიცის სიმრავლე შეიძლება დავყოთ 
თანაუკვეთ კლასებად, ისე, რომ ყოველ კლასში მოვათავსოთ ერთი- 

მეორის მსგავსი მატრიცები. ადვილად შემოწმდება შეუღლებული მა- 
ტრიცების შემდეგი ორი თვისება: 

X-ICV4,+4:+...+-/4,)X=X-4X+X-.4:X +...+X-I4,X, (47 
X-1IC41 · ტა...4,)X == X-14XX I ტ:X...X -14,X. (5) 

ვიგულისხმოთ, რომ #,=7:=...=4,=#4. მაშინ (4) და (5) თანაფარ- 

დობებიდან შესაბამისად მივიღებთ: 

X-ICC4)X=#/(X-I4X), X-14M)X =(X-I 4 X)-5. 

ამ ორი თანაფარდობის საფუძველზე შეგვიძლია დავწეროთ: 

X-IIC4)X=I(X-147X). 

ამრიგად, 4 მატრიცის მიმართ (4) მრავალწევრის გარდაქმნა X მატ– 

რიცით უდრის X-I,4X გარდაქმნილი მატრიცის მიმართ მრავალწევრს. 

მატრიცის გარდაქმნა ხშირად აადვილებს გამოთვლას.მაგალითად, 
ვთქვათ, 

1.1 X 21 

4-(ა 8) –(ვ 2)! 

გამოვთვალოთ (X -1/4 X)"”. ინდუქციით ადვილად დავამტკიცებთ, 
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> : 2 რომ /ი-( 0 1 )+1 გამოთვლით მივიღებთ; X+=( _ 2 2). 
7 4 4X- X-#X-L _ი _.) 

ახლა, ხარისხის გარდაქმნის თვისების გამოყენებით გვექნება: 

7 4.7 · 2 –-1 21 (X:X -–( _ 0 3) =X9#XC= ( _ ვ )L91X 22)” 
1-L 621 4 V. 

“ ( – 9” =ოი. 

7 1 1+67 47 . 
–9-5 –( =თ =– 

§ 57. მასასიათებელი მატრიცა და 'მასასიათებელი მრავალწევრი 

ამ რი გად, 

ვთქვათ, რიცხვთა » ველზე მოცემულია #-ური რიგის #=(0,)) 

კვადრატული. მატრიცა და 7, დამოუკიდებელი „ცვლადი. განვიხილოთ 

2 ნ სკალარული მატრიცისა და 4 მატრიცის სხვაობა: “ 

| ბ-ის –რე ·.. “რდი. | 

18ნ- 4= –ძი1 ბი–იძია .... “იი (1) 

| –მიე, –- მში ·-. ძე ) 

ი) მატრიცას ეწოდება # მატრიცის მახასიათებელი მატრიცა, ხოლო. 
მის დეტერმინანტს, რომელიც წარმოადგენს ჯ-ს მიმართ მრავალწევრს, 

ეწოდება #4 მატრიცის მახასიათებელი მრავალწევრი, მახასიათებელი 
მრავალწევრის ფესვებს კი ეწოდება 4 მატრიცის მახასიათებელი რიცხ- 
ვები. # მატრიცის მახასიათებელი მრავალწევრი აღვნიშნოთ #(1,) სიმ- 

ბოლოთი, ე. ი. 

8(2.)=-| 21, 8--4 |. (2 

შევისწავლოთ ახლა #(#) მრავალწევრი; საზოგადოდ ის არის (1) 

მატრიცის შესაბამისი ”-ური რიგის დეტერმინანტი. #-ური რიგის დე– 

ტე რმინანტის განმარტების თანახმად, შეგვიძლია ვთქვათ, რომ მხოლოდ 

მთავარი დიაგონალის ელემენტების გამრავლების შედეგად მიღებული 

წევრი 
(7.--––თ1)(2,–– თი)... (#-––ძიი) (3) 

არის „-ური ხარისხის მრავალწევრი 12,-ს მიმართ. ადვილად შევნიშნავთ, 
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რომ.ამ. დეტერმინანტის ყოველი სხვა წევრის ხარისხი ჯ.-ს მიმართ 'არ 

აღემატება #––-2. მართლაც, თუ დეტერმინანტის რომელიმე წევრი შეი– 
ცავს -–- თ,, (%/) მამრავლს, მაშინ ის არ შეიცავს #–-ი, და X--ძ,, 
მამრავლებს და ამიტომ მისი ხარისხი ),-ს მიმართ არ აღემატება #-–-2. 

ამრიგად, «(2) მრავალწევრი შეიძლება ასე წარმოვადგინოთ: 

8(7.)= ს “(00 +0თი--+...-+- თი) 7,” -1+დ C2.), (6). 

სადაც დ(1) მრავალწევრის ხარისხი არ აღემატება ო-–2. (4) თანაფარდო– 

ბიდან ჩანს, რომ მოცემული 4 მატრიცის მახასიათებელი მრავალწევ– 

რის ხარისხი უდრის მოცემული მატრიცის რიგს, ხოლო უფროსი წე– 

ვრის კოეფიციენტი კი უდრის 1-ს. 

„:6(») მრავალწევრის თავისუფალი წევრის მისაღებად (1) ტოლობაში 

ან, რაც იგივეა, (2, ტოლობაში ჩავსვათ 7,=0, გვექნება: 

#6(0)=|) ––4|=C–1)14 

თუ ახლა 4 მატრიცის მახასიათებელ რიცხვებს, ე.ი. C(2,) მრავალ– 

წევრის ფესვებს, აღვნიშნავთ 7.), 7,0, ..-, 7 ასოებით, მაშინ,. თანახმად 

ვიეტას განხოგადებული ფორმულებისა, მივიღებთ: 

2.1" #.6-.-· #ც ==(––1)”C(0) =|/# , 

ე.,ი. 4 მატრიცის მახასიათებელი რიცხვების ნამრავლი უდრის 4 მატ- 

რიცის დეტერმინანტს. იმავე ვიეტას ფორმულების თანახმად, როგორც 

ეს (04) ტოლობიდან ჩანს, #4 მატრიცის მახასიათებელი რიცხვების ჯამი, 

რომელსაც /C4) სიმბოლოთი აღნიშნავენ, უდრის # მატრიცის მთავა- 

რი დიაგონალის ელემენტების ჯამს, ანუ კვალს, ე. ი. 

I(4)=2.1+7.9+...+ 7ე=0)+0%-+.-.+ შეი. 

თეორემა მსგავსი მატრიცების მახასიათებელი მრავალწევრები 

ტოლია. ' 

მართლაც, ვთქვათ, # მატრიცა მსგავსია 8 მატრიცისა: 

/ 4=X-18X, 

4 მატრიცის მახასიათებელი. მრავალწევრისათვის სათანადო გარდა– 

ქმნით მივიღებთ: 

|, 8-–-–4|= 1, 8--X-18XI=IX-100, 6-–-8)XI= 
=I|)X“1) I 68-–-8) |XI=–|X68–8.,. 

დამტკიცებული თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ მსგავსი მატრი– 

ცების კვალი და დეტერმინანტი ტოლია. 

: ადვილად შეიძლება დავრწმუნდეთ, რომ ორი მატრიცის მსგავსე– 
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ბისათვის მათი მახასიათებელი მრავალწევრების ტოლობა არის აუცი- 
ლებელი, მაგრამ არასაკმარისი პირობა. 

მაგალითად, 

1 0 1 ძ 

ჩ-(ა 1) დ 4-( ა 1) 

მატრიცებს ერთი და იგივე მახასიათებელი მრავალწევრები აქეთ, მაგ- 
რამ ისინი არ არიან მსგავსი; ნებისმიერი არაგანსაკუთრებული X მატ- 

რიცისათვის ადგილი აქვს ტოლობას 

X-1Iნ6X=X-1IX=წჩ. 

ახლა, თუ წ(2,) მრავალწევრი 1,=V#7 ჩასმით მოგვცემს /IC4)=0 ნუ- 

ლოვან მატრიცას, მაშინ ვიტყვით, რომ 4 მატრიცა ფესვია «(12,) მრა- 

ვალწევრისა. . 
ჰამილტონ-კელის თეორემა. ყოველი მატრიცა თავისი მახასიათებე- 

ლი მრავალწევრის ფესვია. 

დამტკიცება. ვთქვათ, მოცემულია 4 მატრიცა. #4 მატრიცის მახა- 

სიათებელი 4ს--4 მატრიცის მიერთებული მატრიცა აღვნიშნოთ #- 

თი. 8 მატრიცის ელემენტები აღვნიშნოთ ჩ ,, (IL, /=1, 2, -.-71) სიმბოლო- 

ებით. რადგან ჩ,; ელემენტები (1) მატრიცის შესაბამისი ელემენტების 
ლგებრული დამატებანია, ამიტომ ყოველი ჩ ,; იქნება 2,-ს მიმართ მრა- 

ვალწევრი, რომლის ხარისხი არ აღემატება /1--1. ვთქვათ, 

თ ი. (რ თ-ს 
ზ,,<ზ.,+ჩი,X4+ზ.,ჯ" + -..-+ჩი, 1. 

ამ აღნიშვნის საფუძველზე 8 მატრიცა შეიძლება წარმოვადგინოთ ასე: 

8=8ა+8.?+ჩ:2,1+...+ 8-2, 
სადაც 

(თრ. “რ თი | 
ხს, 189 +... ხი 
“) (ი C2) 

8.=| ზი ჩი -..8:ი (§=0, 1,..., 7-–1). 

V (,) (ი) 

ზი. ჩა? ,.. შიი 

მოცემული მატრიცის მის მიერთებულ მატრიცაზე ნამრავლის თვისე– 

ბის (გვ. 119) თანახმად გვექნება: 

8 ·(2.6–– 4)=(1,ნწ–-4): 8= სნ–--4). 6, (5) 

426



სადაც დCთ(7)=>|,6--4|) არის ”-ური ხარისხის მრავალწევრი 1,-ს მიმართ. 

ვთქვათ, 

_ C(2.)==ძი+ 012, -L0§+2."-L...+ ძი 12, -“1-L 2,7. 

ახლა (5) ტოლობა შეიძლება ასე გადავწეროთ: 

(8ი+-8.7, + 8:2,?-L...+ 8,121,” “1)(2, 5-–-4#) = 

=(ძე-C თ), +-ძე),ზ%-L...“+ ძე), “1). ნ. 

ამ თანაფარდობიდან 7,-ს ერთნაირ ხარისხებთან მდგომი კოეფიციენ- 

ტების გატოლებით ვღებულობთ შემდეგ ტოლობებს: 
– 80-4 =ძიL, 

–8,4--8ა=ძ,L, 

–8:4+8,=0-L, 

– ზა. .4+ჩ.--=ძეი-)LC, 

8. .=ჩ. 

თუ მიღებულ ტოლობებს გავამრავლებთ მარჯვნიდან შესაბამისად 

, 4, #4”, ..., 4 მატრიცებზე და შემდეგ შევკრებთ, მივიღებთ: 

0=ძენ-Cთ,4-+-ი.4"?+...+0იძა, -,.#4”1-+/4”, 

ე. ი. C(4)=0. ამით თეორემა დამტკიცებულია. დამტკიცებული თეო– 

რემიდან გამოდის, რომ მატრიცები #, #4, #49,..., 47 წრფივად დამო– 

კიდებულია. 
2 1 

მაგალითი. ვთქვათ, მოცემულია 4=( _I 3 ) მატრიცა. მო- 

ცემული „I მატრიცის მახასიათებელი მრავალწევრი იქნება: 

თ(2.)=)| #.5–-4 | = /,%-–-57, +7. “ 

თუ 7,-ს ნაცვლად ჩავსვამთ /#/ მატრიცის მნიშვნელობას, მივიღებთ: 

„ ქ+ 54 > 76 3 5% / -–--10 5 

§8(0)=4---54--76=L _ „ ი )“( ა) 

(7 9)-(2 9) 
მინიმალური მრავალწევრი. ზემოთ დამტკიცებული თეორემის თა- 

ნახმად, ყოველი კვადრატული მატრიცა თავისი მახასიათებელი მრავალ– 

წევრის ფესვია. უმცირესი ხარისხის არანულოვან მრავალწევრს, რომლის 

უფროსი წევრის კოეფიციენტი უდრის 1 და რომელსაც ფესვად #4 მატ- 
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“რიცა აქვს; ეწოდება მოცემული მატრიცის მინიმალური მრავალწევრი. 
განვიხილოთ მოცემული 2 მატრიცის მინიმალური მრავალწევრის 

ზოგიერთი თვისება.: 

1. მოცემულ 7 მატრიცას აქვს ბხოლოდ ერთი მინიმალური გრავალ– 

წევრი. 
მართლაც, ვთქვათ, #4 მატრიცას აქვს ორი ღ)(2.) და ჯ-(2,) მინიმა- 

ლური მრავალწევრი. განვიხილოთ. დ)(2.)––დი( 7) == C (7.). (კხადია, Cდ(2,) 

მრავალწევრის ხარისხი უფრო დაბალია და მისი ფესვი არის ისევ # 

მატრიცა. თუ ამ სხვაობას გავყოფთ უფროსი წევრის“ 'კოეფიციენტზე; 

მივიღებთ, რომ არსებობს კიდევ უფრო დაბალი ხარისხის მრავალწევრი, 

ვიდრე: მინიმალური ხარისხის მრავალწევრი, რომლის ფესვია #4 მატ- 

რიცა; ეს კი ეწინააღმდე გება მინიმალური მრავალწევრის განსაზღვრას. 

9. ყოველი /(2,) მატრიცა, რომლის ფესვია / მატრიცა, უნამთოდ 

იჟოფა 4 მატრიცის დ(?) მინიმალურ. მრავალწევრზე. 

მართლაც, დავუშვათ წინააღმდეგი. 'ვთქვათ, IC7,) მრავალწევრი არ 

იყოფა უნამთოდ დ(?) მრავალწევრზე, მაშინ შეგვიძლია დავწეროთ: 

I(C7.) ==დ(2.)თ(#) -L/ (2.); 

სადაც IC) მრავალწევრის ხარისხი ნაკლებია დი2.) მრავალწევრის ხა– 

რისხზე. 

ამ ტოლობაში ჩავსვათ /=/ მნიშვნელობა. პირობის, თანახმად 

გვექნება IC4)=0; ეს კი პირობას ეწინააღმდეგება. 

მაგალითად, 4 მატრიცის მინიმალური. მრავალწევრი გამყოფი ” 
ნება 4 მატრიცის მახასიათებელი მრავალწევრისა. 

8. მხგავს მატრიცებს ერთი და იგივე მინიმალური მრავალწევრი 

ქვთ. 
მართლაც, ვთქვათ, /1 და 8 მატრიცები მსგავსია, ე. ი. 

#=X-18X. 

ახლა, თუ /(2,) ნებისმიერი ისეთი მრავალწევრია, რომლის ფესვი არის 

8 მატრიცა, მაშინ (გვ. 423) გვექნება: 

I(4პ)=I(CX '18X)=X-! IC8)X =-0. 

ამრიგად, სიმრავლე მრავალწევრებისა, რომლებსაც ფესვად აქვს 
4 მატრიცა, ემთხვევა იმ მრავალწევრთა სიმ რავლეს, რომლებსაც ფეს- 

ვად აქვს მისი მსგავსი 3 მატრიცა. აქედან გამომდინარეობს, რომ ამ 

მრავალწევრთა სიმრავლიდან უმცირესი ხარისხის მრავალწევრი, რომ; 

ლის უფროსი წევრის კოეფიციენტი უდრის 1-ს, იქნება 4- და 8: მსგავს 

მატრიცთა მინიმალური მრავალწევრი. ამრიგად, მოცემულ რდა8 
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მატრიცთა მინიმალური მრავალწევრების ტოლობა არის მსგავსების 
კიდევ ერთი აუცილებელი პირობა. , 

მაგალითი. ვთქვათ, მოცემულია მატრიცები: 

1 0 : 100.0 
4=I| 0 0 და 8=I 0 1 0 I. 

0 ვ 0.03 

მათი მახასიათებელი მრავალწევრები შესაბამისად უდრის: 

(ს-–-)(7-––3)? და (72,––1) "(2,-–-3). 

ვინაიდან ეს მრავალწევრები სხვადასხვაა, ამიტომ მოცემული მატრი– 

ცები არაა მსგავსი. ვიცით, რომ # და 8 მატრიცების მინიმალური მრა, 

ვალწევრები შესაბამისად გამყოფია მათი მახასიათებელი მრავალწევ– 
რებისა. ადვილად დავრწმუნდებით, რომ (7,––1)(2,<–3) მრავალწევრი 

იქნება ორივე 4 და 8 მატრიცის მინიმალური მრავალწევრი. ამრიგად– 

მიცემულ 4 და 8 მატრიცთა მინიმალური მრავალწევრები ტოლია, მა– 
გრამ ისინი არაა მსგავსი. 

ლ
ღ
C
ლ
C
 

§ 58. საკუთრივი ვექტორები და საკუთრივი მნიშვნელობანი. 

წრფივი გარდაქმნის მასასიათებელი მრავალწევრი 

წრფიე ალგებრაში განსაკუთრებული მნიშვნელობა აქვს ერთგანზო– 

მილებიან ინვარიანტულ ქვესივრცეებს, ამიტომ ჩვენ უფრო დაწვრი– 

ლებით შევისწავლით ასეთ ქვესივრცეებს. 
ვთქვათ, მოცემულია I? წრფივი სივრცე და მისი დ წრფივი გარდაქმ– 

ნა. » რიცხვს ეწოდება დ წრფივი გარდაქმნის საკუთრივი მნიშვნელობა, 

თუ I სივრცეში არსებობს ნულისაგან განსხვავებული ისეთი Xჯ ვექ- 
ტორი, რომ 

Xდ=7+X. (1) 

ყოველ X%X ვექტორს, რომელიც აკმაყოფილებს (1) თანაფარდობას, ეწო- 

დება თ გარდაქმნის საკუთრივი ვექტორი 2. საკუთრივი მნიშვნელობის 

მიმართ. ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ამოცანა საკუთრივი ვექტო- 

რის და ერთგანზომილებიანი ივნარიანტული ქვესივრცის მოძებნის შე- 

სახებ ერთი და იგივეა. 

მართლაი,, განვიხილოთ დ გარდაქმნის საკუთრივი X%0 ვექტორი და 

მისი შესაბამისი 2, საკუთრივი მნიშვნელობა. განვიხილოთ ე რთგანზომი– 

ლებიანი /#?, ქვესივრცე, რომელიც გაჭიმულია ჯ ვექტორზე, ე. ი. გან– 

ვიხილოთ #X სახის ვექტორთა ერთობლიობა. (1) ტოლობის გამოყენე- 

ბით მივიღებთ: | · 

(#X)დ == #(დ) = :/22, X. 
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აქედან ჩანს, რომ #2, ქვესივრცე ინვარიანტულია დ გარდაქმნის მიმართ. 

პირიქით, ვთქვათ, რომელიმე ერთგანზომილებიანი I ქვესივრცე ინ- 

ვარიანტულია დ გარდაქმნის მიმართ. #2, ქვესივრცეში აყირჩიოთ ნე– 

ბისმიერი X#0 ვექტორი. ვინაიდან #2, ქვესივრცე ე რთგანზომილებია- 

ნია, ამიტომ მის ყოველ ვექტორს ექნება #1; სახე, 

პირობის თანახმად, Xდ6I8, მაშასადამე, 

Xდ -=2,X, 

ე. ი. ჯX არის დ გარდაქმნის საკუთრივი ვექტორი 1, საკუთრივი მნიშვნე- 

ლობის მიმართ. 

თეორემა. კომპლექსურ სივრცეში ყოველ თ ფრფივ გარდაქმნას 

აქვს ერთი საკუთრივი ვექტორი მაინც. 

დამტკიცება. მოცემულ # სივრცეში ამოვარჩიოთ რომელიმე 
რ, რ,...,6ე საბაზისო სისტემა. ვთქვათ, ამ ბაზისში დ წრფივი გარდაქმნის 
მატრიცა არის #=(თ,,). ახლად გარდაქმნის რომელიმე არანულოვანი 
საკუთრივი ვექტორი აღვნიშნოთ X-ით, ხოლო შესაბამისი საკუთრივი 
მნიშვნელობა კი იყოს #; რადგან (Xდ)=/4(X), სადაც (XCდ) და (X) შესა- 

ბამისად ერთსვეტიანი მატრიცებია, (1) ტოლობა მატრიც ულად დაი- 

წერება ასე: 

#4#C00=(2.X). (2) 

თუ Xჯ ვექტორის კოორდინატებია L), Lა, ..., ხა და 4=/4(თ,,), მაშინ ეს 

ტოლობა გამლილი სახით. მატრიცულად, ასე დაიწერება: 

IL 2Iა ·-. % ი CV) #6, 

თა, რCაა ·.. 79 ნა #5» 

-- ნ, /დი 
· , ' “” 

აქედან მივიღებთ: 

თნ). · თკაC9 -- თ მრინი” =XCL 

თინ11 თთ65%- თინი :#ნა. (ა) 

თე)ნ14 ! -თიეან9“1-.. -·+ თხე => 6 

ან, როაც იგივეა, 

(ს-–- თება თინი წინა ==0, 

–თენ14+-(ს-–-–- თვე)ნი––...––-თინ , ==0, (4) 

–-ძ,)ნ 1--თ,აC ფლა... –თიეი)ხი =0, 
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მიღებული ტოლობანი შეიძლება განვიხილოთ როგორც წრფივი ე რთგვა– 
როვანი სისტემა §), §§ ,.., სგ უცნობთა მიმართ. როგორც ვიცით, (4) 

ერთგვაროვან სისტემას რომ ნულისაგან განსხვავებული ამონახსნი. 
ქონდეს, მისი დეტერმინანტი უნდა უდრიდეს ნულს, ე. ი. 

, ბ–- თ. 1 88 .. –-ი 

„–-– ა. რ 
_____--_ 

მიღებულ #-ური ხარისხის |),--/4| მრავალწევრს, რომელსაც #4 მა- 

ტრიცის ან კიდევ მისი დ გარდაქმნის მახასიათებელ მრავალწევრს უწო- 

დებენ, ერთი 7, =7,.ი ფესვი მაინც აქვს. თუ 1,=7#ი ჩავსვამთ (4) სისტე მა- 

ში, (5) პირობის გამო, მივიღებთ ერთგვაროვან სისტემას, რომლის დე- 

ტე რმინანტი ნულია. ასეთ ერთგვაროვან სისტემას, როგორც ვიცით, ე რ- 

თი ნულისაგან განსხვავებული X=(5'» >» ... §")), ამონახსნი მაინც 

აქვს და (3) სისტემა შეიძლება ასე გადავწეროთ: 

#4Xი-=2.0Xი 
ან, რაც იგივეა, 

Xი2% == 7,0Xე- (6) 

მ -ი0ი „() (9), 
ამით თეორემა მთლიანად დამტკიცებულია. X = 8 .. 6.) 

ვექტორი იქნება დ გარდაქმნის საკუთრივი ვექტორი, ხოლო 1,= 7/,ი, 
ფესვი კი–-დ გარდაქმნის საკუთრივი მნიშვნელობა. თუ სივრცის დ 

გარდაქმნას განვიხილავთ ინვარიანტული ქვესივრცისათვის, ცხადია, 

რომ თეორემა მართებული იქნება სივრცის ნებისმიერი ინვარიანტული 

ქვესივრცისათვისაც. ვინაიდან გარდაქმნის საკუთრივი მნიშვნელობის 
განსაზღვრა არაა დამოკიდებული საბაზისო სისტემაზე, ამიტომ მახასია- 

თებელი მრავალწევრის ფესვები არ იქნება დამოკიდებული საბაზისო 
სისტემაზე. 

დ წრფივი გარდაქმნის ან, რაც „იგივეა. მისი მატრიცის /((-ური ხარი- 

სხის მახასიათებელი მრავალწევრის ყველა /, ფესვს ეწოდება მოცემუ-. 
ლი წრფივი გარდაქმნის სპექტრი. 

შელები. ნამდვილი წრფივი სივრცის ყოველ დ წრფივ გარდაქმნას 

გააჩნია ერთგანზომილებიანი ან ორგანზომილებიანი ინვარიანტული ქვე– 
სივრცე. 

მართლაც, განვიხილოთ ორი შემთხვევა: !. #=7.0 თესვი ნამდვილია და 2. 7.==#0 
ფესეი კომპლექსურია. 

პირველ შემთხვევაში #»=7#ი ფესვისათვის ვღებულობო (0 გარდაქმნის სრულიად 

-C0 9 (0 : · , , 
გარკვეულ «=(§ "”, ა § M საკუთრივ ვექტორს. ეს საკუთრივი ვექტორი, 
როგორც (6) ტოლობიდან ჩანს, შექმნის ერთგანზომილებიან ინეარიანტულ ქვესივრ- 
ცეს. 
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ახლა განვიხილოთ მეორე შემთხვევა. ვთქვათ, #ი=Cთ –+ჩ , ე. ი. #=0 L8(' მა. 

· 0 ” (0 

ზასიათებელი მრავალწევრის კომპლექსური ფესვია. ვთქვათ, § LV, + 
+ ან ლის არის (4) სისტემის ან, რაც იგივეა, (3) სისტემის არანულო-. 

ანი ამონახსნი. თუ ამ მნიშვნელობებს ჩავსვამთ (3) სისტემაში და შემდ; ამ 
ყოფთ ნამდვილ და წარმოსახვით ნაწილებს, შესაბამისად მივიღებთ: ემდეგ გაო. 

(9), (9) (9) _ _„(ს) _ „. (9) 
0)15 , –+ძთ)595 მ + ·. +ძეენ „“ თა ; ჩი M 

0 , 
ინ +-ის + ... ივნ :=თ"” -–ჩ M „აა . 

ესმება ბებე თი ორ ო 
იცეშნ ' –+ძე:5 X 4-შიი§ ი =Cა „ –ჩ %, 

დ 0იM, +695 , + ქ... “ითი = C-- >. 

ი. 
იარი ვთ იოთამის კიი (8) 

(9) (9) (ს) ი · ძი) : +იძცა“ · == „= CX" ” L 

თუ ვიგულისხმებთ, რომ §"), : = § და ო.» უს ცუმი  შესაბმიასად 
ჩ 'ი 

არის Xე და Vე ვექტორების კოორდინატები, მაშინ (7?) და (8) ტოლობები შესაბამ”- 
სად ასე გადაიწერება: “ 

X0დ=C=<ც–-ჩ ი; 3/0დ =CVი-+ჩ Xა, “ რ) 
ეს ტოლობები გვიჩვენებს, რომ #6ი=Cთ-+ჩI1! კომპლექსური ფესვის შესაბამისი ინვა- 

რიანტული ქვესივრცე დ გარდაქმნის მიმართ ორგანზომილებიანია და შექმნილია X 
და ყი ეექტორების მიერ. 

თეორემა. თუ დ წრფივი გარდაქმნის 0,, 6;, ..., რი საკუთრივი ვექ-, 
ტორების შესაბამისი 2,ჯ, #2, ..-, #ე საკუთრივი მნიშვნელობანი სხვა- 

დასხვაა, მაშინ 6), რეა, ..., 6 'საკუთრივი ვექტორები წრფივად დამო–. 

უკიდებელია. 
დამტკიცება. როცა #=1, დებულება ცხადია. ვთქვათ, დებულება: 

მართებულია ჩ#-–-1 ვექტორისათვის; · დავამტკიცოთ მისი მართებულო- 

ბა # ვექტორისათვის. დავუშვათ წინააღმდეგი, ე. ი. ვიგულისხმოთ, რომ 

#)06.–+წ6რ-+...+#/M,6=0 : (1თ) 

და ტოლობაში ერთი კოეფიციენტი მაინც, მაგალითად #1 #0. (10) ტო- 

ლობის ორივე მხარეზე მოვახდინოთ დ გარდაქმნა, გვექნება: 

(50+”წრ-L...--ჩენი)დ =0-დ =0, ' 

ვინაიდან 6,დ=7,,0, (L(=1, 2, ..., 1), მივიღებთ: 

MI ,10-+აგ6ი-L.-.“+-ჩ ირე =0. 

ამ ტოლობას გამოვაკლოთ (10) ტოლობა გამრავლებული ?7ე-ზე, მივი- 

ღებთ: : : 

კვ...



#.(2.. –,აა6 + ი(-–7.ც)რი-L... +” -I(7გ-1I--)ც)0გ-1=0, 

სადაც, პირობის თანახმად, რადგან #,9%0 და 1,1# 7, პირველი კოეფი– 
ციენტი #.(X,-7ე)#0; ეს კი ეწინააღმდეგება დაშვებას 01, რე, ·.., 

რი. ვექტორთა სისტემის წრფივად დამოუკიდებლობის შესახებ. ამ 

დამტკიცებული დებულებიდან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ თუ 

დ გარდაქმნის მახასიათებელ მრავალწევრს აქვს / სხვადასხვა ნამდვილი 

ფესვი, მაშინ დ გარდაქმნის მატრიცა შეიძლება დაყვანილ იქნეხ დია- 

გონალურ სახემდე. მართლაც, მაზასიათებელი განტოლების ყოველ 7,, 
ფესვს შეესაბამება ერთი 0, საკუთრივი ვექტორი. ვინაიდან ამ ვექტო- 

რების შესაბამისი საკუთრივი მნიშვნელობანი, მახასიათებელი შრავალ– 
წევრის ფესვები, ყველა ერთიმეორისაგან განსხვავებულია, ზემოთ დამ– 

ტკიცებული დებულების თანახმად, ჩვენ გვექნება წრფივად დამოუკი–- 

დებელი # ვექტორი 4,, თ, ..., ჩი. თუ ამ ვექტორებს მივიღებთ საბაზი– 
სო სისტემად, მაშინ დ გარდაქმნის მატრიცას, ვინაიდან #6,დ=ქ.კც60,, 

ექნება დიაგონალური სახე. 

ამბობენ, რომ I) სივრცის დ წრფივი გარდაქმნის სპექტრი მარტი– 

ვია, თუ მისი ყველა საკუთრივი მნიშვნელობა ნამდვილი და სხვადასხვაა. 

ამრიგად, 1. ყოველი წრფივი გარდაქმნა მარტივი სპექტრით შეიძ- 

ლება მოცემულ იქნეს დიაგონალური მატრიცით და 2. ჟოველი წრფი- 

ვი გარდაქმნა მარტივი სპექტრით გვაძლევს სივრცის # რაოდენობის 

ერთგანზომილებიან ინვარიანტულ ქვესივრცეს. 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ თუ 7,=2,აე ნამდვილი ფესვი #-ჯე- 

რადია, მაშინ შესაბამისი ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემის 

წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა რიცხვი არ აღემატება #-ს, ე. ი. 

ამ შემთხვევაში #»=7.ე საკუთრივი მნიშვნელობის შესაბამისი საკუთ- 

რივი ინვარიანტული ქვესივრცის განზომილება არ აღემატება #-ს. 

მაგალითები: 

1. ვიპოვოთ საკუთრივი რიცხვები და შესაბამისი ინვარიანტული ქვე- 

სივრცეები დ გარდაქმნისა, რომლის შესაბამისი მატრიცა არის” - 

3.1 0 
4=|, 4-1 0 I. 

4-8--2 

ამოხსნა. მოცემული მატრიცის მახასიათებელი მრავალწევრი 

იქნება |»,5--/4)=C(7,-+2) (2.--1)?. ამრიგად, მახასიათებელი მრავალწევ– 

რის სამივე ფესვი 2,1=---2, #»=7ვ=1 ნამდვილია. ვინაიდან მოცემულ 

დ გარდაქმნას აქვს ორი ერთმანეთისაგან განსხვავებული ––2 და 1 ხა- 

კუთრივი მნიშვნელობა, რომელთაგან 7=1 ორჯერადი ფესვია, ამიტომ 
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უნდა მოინახოს ამ რიცხვების შესაბამისი ორი ინვარიანტული ქვესივრ- 

ცე. პირველი ინვარიანტული ქვესივრცე იქნება ე რთგანზომილებიანი, 

ხოლო მეორე ინვარიანტული ქვესივრცის განზომილება კი არ უნდა აღე– 

მატებოდეს 2-ს. შევადგინოთ #=-–-2 და 7§ი=1 საკუთრივ მნიშვნელო- 

ბათა შესაბამისი (4) ერთგვაროვან განტოლებათა სისტემები, გვექნება: 

–-56L- §2+0-წ3=0, –-268-- ხ:+0-63=0, 
4C.-–- L-+0-ხვ–ხ, და 461+2ნ:-+0.:6ვ3=0, 

–-451-+865-+L0 -§ვ=0, – 46, +L86--L 363=0. 

ორივე სისტემის შესაბამისი მატრიცის რანგი ”=2. პირველი სისტემის 

ამონახსნი იქნება 1=§8:2=0, სვ კი ნებისმიერია. ამრიგად, 7,1=-–-2 

საკუთრივი მნიშვნელობის შესაბამისი · საკუთრივი ჯX ვექტორი იქნება 

X =Lვ(0, 0, 1), ხოლო ამ ვექტორის მიერ შექმნილი ე რთგანზომილებია- 

ნი ინვარიანტული ქვესივრცე კი შეიძლება ასე აღვნიშნოთ: CI(0, 0, 1), 

· სადაც C, ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია. მეორე სისტემის ამოხსნით 
ვ ვ 

მივიღებთ: 61=-ც66» ხელ=–- ჯე 69 სადაც ვ ნებისმიერია. ამრიგად, 

გ==1 საკუთრივი მნიშვნელობის შესაბამისი.” საკუთრივი ვექტორი იქნე- 
ვ : 

ბა ყ”=6ვ (> , =” 1), ხოლო ამ ვექტორის მიერ შექმნილი ერთ- 

განზომილებიანი ინვარიანტული ქვესივრცე კი C(3, --6, 20), ს>– 

დაც C. ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია. 

მაგალითი 9. ვიპოვოთ საკუთრივი რიცხვები და შესაბამისი ინვარიან- 

ტული ქვესივრცეები დ გარდაქმნისა, რომლის შესაბამისი მატრიცა არის 

5 6-–3 
4=|–-10 1 I. 

12.1 

ამოხსნა. ადვილად დავრწმუნდებით, რომ მოცემული #4 მატრი- 
ცის შესაბამისი მახასიათებელი მრავალწევრი ; 7,/>--–-/1|=(7,-–2)ვ?, ე, ი. 

1,=2 არის მისი სამჯე რადი ფესვი. 

ფესვის შესაბამისი (4) ერთგვაროვანი სისტემა იქნება: 

–-38)--66:5--363=0, 

'61+-226:– ვ==0,.. 

–ნ)-269+ §ვ=0. 

მიღებული სისტემის შესაბამისი მატრიცის რანგი #=1, ამიტომ სის- 

ტემის ამოხსნა დაიყვანება 61=--265-+წ§ვ განტოლების ამოხსნამდე. 
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გვიპოვოთ სისტემის რომელიმე ორი წრფივად დამოუკიდებელი ამონა– 

ხსნი, ე. ი. ამონახსნთა ერთ-ერთი ფუნდამენტალური სისტემა. §1= 

=(1,. 01 ვექტორის შესაბამისი ამონახსნი, რადგან §1=-–2,65=1, Cვ= 

=0, იქნება X-C=C--2, 1, 0). ანალოგიურად §ა·=(0,1) ვექტორის შესაბა- 

მისი ამონახსნი იქნება X-C=(1, 0, 1). ამრიგად, ამ შემთხვევაში დ გარ- 

დაქმნის #»=2 სამჯერად საკუთრივ მნიშვნელობას შეესაბამება ერთი 

ორგანზომილებიანი. CოC-2, 1, 0)+-Cთ(1, 0, 1) ინვარიანტული ქვესივო- 

ცე, რომლის ყოველი ვექტორი, ანუ ელემენტი, X, და X ვექტორთა 
წრფივი კომბინაციაა.



თავი XLI 

ევკლიდური სივრცე 

§ 50. სალარული ნამრავლი და ევკლიდური სივრცე 

ანალიზური გეომეტრიის კურსიდან ცნობილია, რომ ვექტორის 
სიგრძესა და ვექტორთა შორის კუთხის ცნებების დახმარებით სიბრტყე- 
ზე და სამგანზომილებიან სივრცეში შემოღებულია ვექტორთა სკალა- 
რული ნამრავლის ცნება. ცნობილია აგრეთვე, რომ ვექტორის სიგრძე 

და ვექტორთა შორის კუთხე, თავის მხრივ, შეიძლება გამოსახულ იქნეს 

სკალარული ნამრავლის საშუალებით. 

განსაზღვრა. ნამდვილ I წრფივ სივრცეს ეწოდება ევკლიდუ- 

რი სივრცე, თუ ყოველ ორ X, ყ6I ვექტორს შეესაბამება ნამდვილი 

რიცხვი,რომელსაც ჩვენ აღვნიშნავთ (X, ყ) სიმბოლოთი და ვუწოდებთ 

X და ყ ვექტორთა სკალარულ ნამრავლს. გარდა ამისა, ეს თანადობა 

უნდა აკმაყოფილებდეს შემდეგ პირობებს (აქსიომებს): 
19. (X,ყ)=(ყ,X), ე. ი. სკალარული ნამრავლი სიმეტრიულია, 

2. (+X,ყ)= #(X,ყ), სადაც #» ნამდვილი რიცხვია. 

ვმ. (X-Lყ,2)-=(X,2)+(Vყ, 2) სკალარული ნამრავლის დისტრიბუტი- 

ულობის კანონი. 

49. (X,XX>0, როცა X#0, და (X,X)=0, როცა Xჯ=0. 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ნულოვანი ვექტორის და ნებისმიე- 
რი სხვა ვექტორის სკალარული ნამრავლი უდრის ნულს. 

მართლაც, მე-2? პირობის გამოყენქყბით მივიღებთ: 

(0, ყ)=(0-X, Vყ) =0(X, ყ)=-0. 

ახლა განვიხილოთ ევკლიდური სივრცის რამდენიმე მაგალითი. 

მაგალითი 1. ვთქვათ, 12 არის სამგანზომილებიან ვექტორთა სივრცე. 

ისე როგორც გეომეტრიაში, ნებისმიერი ორი X და Vყ ვექტორის სკა- 

ლარული ნამრავლი ვუწოდოთ მათ სიდიდეებსა და მათ შორის თ კუთხის 

კოსინუსის ნამრავლს, ე. ი. 

(X, ყ)=) XII VI 6050. 

ადეილად შემოწმდება 1-4? აქსიომათა მართებულობა. 
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მაგალითი 9. ვთქვათ, 2 არის # განხომილებიან ვექტორთა წრფივი 

სივრცე. ნებისმიერი ორი X=LC§), ხი, ·., ხი) და ყ=C(VL M2 ·· ი) 

ვექტორის სკალარული ნამრავლი განვსაზღვროთ ფორმულით 

(X,ყ)=C)ი1:+სნაჟ:+....+6 ეში. (1) 

მკითხველი ადვილად შეამოწმებს, რომ 19-49 აქსიომები სრულდება. 
» 

მაგალითად, (X,4= %586,'>9, თუ ერთი §,#0 მაინც, ე. ი. X=0, 

(=1 

ხოლო LX, X)=0, თუ ყველა §, უდრის ნულს, ე. ი. X:=0. 

მაგალითი 8. ვთქვათ, /? არის C(თ, ხ) სივრცე, ე. ი. ი==(<=ხ შუა- 

ლედში უწყვეტ ფუნქციათა სიმრავლე. ნებისმიერი ორი X(/) და ყ(I) 

ფუნქციის სკალარული ნამრავლი განვსაზღვროთ ფორმულით: 

ხ 

(X,ყ)= I XC ყ(იძ/. (თ) 

ი. , 

მკითხველი ადვილად შეამოწმებს, რომ სკალარული ნამრავლის 

ასეთნაირად განსაზღვრისას სრულდება 1%--49? აქსიომები. 

ვექტორის სიგრძე. კუთხე ორ ვექტორს შორის. ორი ვექტორის სკა- 

ლარული ნამრავლის განსაზღვრის მიხედვით, შეიძლება შემოვიღოთ 

ძირითადი მეტრიკული ცნებები, ვექტორის სიგრძისა და ორ ვეჭტორს 

შორის კუთხის ცნება. : 

განსაზღვრა 1. ევყლიდური სივრცის X ვექტორის სიგრძე 

ეწოდება რიცხვს 

IXI=VCთ, X; (3) 

მაგალითად, მე-2 მაგალითში განხილულ ევკლიდურ სივრცეში ყოველი 

X=(Cჯ, §9, ... ხ,) 

ვექტორის სიგრძე იქნება: 

IXI=V6I-+-ნა+....+წ?, 
) 

ხოლო მე-3 მაგალითში განხილულ ევკლიდურ სივრცეში X=X(CI) ვეჭ– 

ტორის (ფუნქციის) სიგრძე იქნება: 

ხ 

| XC) I=VIX(C0,. XC0 იქ/ ნოი“ 
ძი 

ვინაიდან გამოთქმა „ფუნქციის სიგრძე“ უხერხულია, ამიტომ ამ 
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სიდიდეს უწოდებენ XC) ფუნქციის ნორმას და აღნიშნავენ IIX(0II სიმ–- 

ბოლოთი. 
ადვილად დავრწმუნდებით, რომ რიცხვითი მამრავლის აბსოლუტუ- 

რი მნიშვნელობა შეიძლება გამოვიტანოთ ვექტორის სიგრძის ნიშნის 

გარეთ: 

მართლაც, შეგვიძლია დავწეროთ: 

'რ-XI=V(C6X, #2) =V#"CX,X) =Iჩ IV (X,2 =I#I | XI. ტ) 

ისეთ ვექტორს, რომლის სიგრძე უდრის 1-ს, ეწოდება ნორმირებუ- 

-ლი ვექტორი. ყოველი არანულოვანი ვექტორი შეიძლება ვაქციოთ ნორ- 

მირებულად, ე. ი. გავამრავლოთ ისეთ რიცხვზე, რომ მივიღოთ ნორმი- 

რებული ვექტორი. 
მართლაც, ვთქვათ, X ვექტორი განსხვავებულია ნულისაგან და 

არაა ნორმირებული, ე. ი, X#0 და |XI#1. (4) ტოლობის გამოყენებით 

შევნიშნავთ, რომ თუ X ვექტორს გავამრავლებთ # რიცხვზე, სადაც 

ჩ-. ვნახავთ, რომ #X ვექტორი იქნება ნორმირებული. 
Xჯ 

გასნსაზღვრა39. სივრცის ნებისმიერ ორ ჯ და ყ ვექტორს შორის 

კუთხე თ ეწოდება 

თ=მ8მ1L06 ი0ე (2 9) _ 
IXI I9I 

რიცხვს. 

სხვაგვარად, ეს არის ისეთი კუთხე, რომლის კოსინუსი უდრის 

თი. 
IXIIVII 

(X, Vყ). (5) 

IXIIVII 

როგორც განსაზღვ რიდან ჩანს, ორ ვექტორს შორის კუთხე აღებულია 

C05 თ=– 

0-დან ჯ-მდე. ! 

მაგალითი. /1-განზომილებიან ვექტორულ სივრცეში ვიპოვოთ კუ- 

თხის კოსინუსი X=6(C), L9) თო. 8»), სადაც 61,=652==...=8აგ=§6თ ვექ- 

ტორსა და სივრცის კოორდინატთა ღერძებს შორის. 

ამოხსნა. ეს მაგალითი იგივეა, რაც ვიპოვოთ კუთხის „კოსინუ- 

სები X=(6ი, წი ··· 60) ვექტორსა და (C§ი, 0, ·.., 0), (0, §0, ..., 9), ·- 

(0, 0,..., Lი) ვექტორებს შორის. 

თუ ვისარგებლებთ ფორმულებით: 

0C05 თ=(9 V), 
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(C(X, ყა=6,1+ხას +... +6,ი და |XI=V6,2+6:?+...+Cე?, 
მივიღებთ 

_ წ... _ _1_ 
V7ნე? V 602. Vი 

კოში-ბუნიაკოვსკის უტოლობა. იმისათვის, რომ ზემოთ მოყვანილი 
ორ ვექტორს შორის კუთხის განსაზღვრა გამოვიყენოთ ზოგად ევკლი– 

(X,_M)   დურ სივრცეში, აუცილებელია დავამტკიცოთ, რომ “)= I =1 

XIIყ 
,; ყ) 

ან, რაც იგივეა, V =1, ე. ი 
IX, IV)? 

(0 ყ)მ= CX X (CV, VI, (0 
რომელსაც კოში-ბუნიაკოვსკის უტოლობა ეწოდება, ამ უტოლობის და- 

სამტკიცებლად განვიხილოთ ვექტორი 2.X-––ყ, სადაც 2. ნებისმიერი ნამ- 

დვილი რიცხვია. თანახმად მე-4% აქსიომისა, გვექნება: 

(7X––V, 1. X––ყ)>>0. 

აქედან მე-2? და მე-3? თვისებათა გამოყენებით მივიღებთ: 

X»"(CX, X)-–22.(X, ყ)+ (ყ, ყ)=>0. (7) 

მიღებული უტოლობის მარცხენა მხარე წარმოადგენს ნამდვილკოეფი-. 

ციენტებიან კვადრატულ სამწევრს /, ასოს მიმართ. ამასთან დაკავშირე- 

ბით, თუ მოვიგონებთ საშუალო სკოლიდან კვადრატული სამწევრის 

გამოკვლევას, მივიღებთ, რომ (7) უტოლობას ადგილი ექნება ყოველი 

2,-თვის, თუ მარცხენა მხარის დისკრიმინანტი არადადებითია, ე. ი. 

(X, ყ)?––(X,X)(ყ, V)=C90, 

რაც უნდა დაგვემტკიცებინა. 
მკითხველია ადვილად შეამოწმებს, რომ (7) თანაფარდობაში ტოლო- 

ბის ნიშანს მაშინ და მხოლოდ მაშინ ექნება ადგილი, როცა X და Vყ ვექ- 
ტორები წრფივად დამოკიდებულია. 

მაგალითად, მე-2 მაგალითში განხილული ევკლიდური სივრცისათ– 

ვის, რადგან 

წ, ჩ MM 

(ი V)= 35 (X,9=2%,? და ფ./)= %ო;5 

1=. ჯ=1 1=1 
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ამიტომ კოში- ბუნიაკოვსკის უტოლობას . ექნება სახე: 

# ზ ” „ 

2პ,ნო; | =| 285. |: | ბი” |: (8) 
L=1 (=1 (=1 

ასევე დავრწმუნდებით, რომ მე-3 მაგალითმი განხილული ევკლი– 

დური სივრცისათვის კოში-ბუნიაკოვსკის უტოლობას ექნება სახე: 

'ხ 2 ხ ხ.. .. 

V (0 ყ(C0) 4| <წი ძ (#6 ძ! 
ძ / ძ ძ 

ან, რაც იგივეა, 

ხ ხ ი 

I (0 V () 4<)/ (აი ძ!. /! ყ?() ძ!. (9) 
ძ ძ ძ 

ამ უტოლობას დიდი გამოყენება აქვს მათემატიკურ ანალიზში”. 

კომპლექსური ევკლიდური სივრცე. წრფივ სივრცეს, რომელიც განიხილება კომპლე- 

მსურ რიცხვთა ველზე, ეწოდება კომპლექსური წრფივი სივრცე. კომპლექსურ წრფივ 
სივრცეს ეწოდება კომპლექსური ევკლიდური (უნიტარული) სივრცე, თუ შემოღებე- 
ლია სკალარული იამრავლის ცნება, ე. ი. ყოველ ორ Xჯ და ყ/ ვექტორს ეთანადება გარ- 

კეეული კომპლექსური რიცხკი, რომელიც აღინიშნება (X, ყ) სიმბოლოთი, და სრულ- 

დება შემდეგი აქსიომები: 

(9. (X, ყ)=(CV, V), 
29. (MX, ყ)=>#LV, VI), 
ვმ. (X+ყ, 2)=(X, 2)+-(ყ, 2) 
49. (X, X1>0, არის ნამდვილი დადებითი რიცხ”, როცა X>+09, ხოლო უდრის ნულს 

როცა X=0. · 

აქ (ყ, X) არის (ყ, X) კომპლექსური რიცხეის შეუღლებული, ხოლო 2, საზოგადოდ კომ- 

პლექსური რიცხვია. 

19-ლ და მე-29 აქსიომათა გამოყენებით მტკიცდება. რომ (X», 2.ყ)=7#(% ყ) 

შართლაც, 

(X. 24)=–(#ყ, X)–=–#(9, X)=#(X, 9)- 
აგრეთვე 19 და მე-39 თვისებების გამოყენებით ადვილად დამტკიცდება, რომ 

(X, ყ+2)=V, ყ)--(X, 2); 

« ამ სახით ეს უტოლობა მაღებული იქნა 1859 წელს რუსი მათემატიკოსის ვ. ი. 

ბენიაკოვსკის მიერ. საზღვარგარეთულ ლიტერატურაში ზოგიერთი ავტორი (8) და 

(9) უტოლობებს შეცდომით უწოდებს შვარცის უტოლობებს, მიუხედავად იმისა, რომ 

შვარცმა ამ უტოლობებთან დაკავშირებით შრ-.მა გამოაქვეყნა 1885 წელს. 
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მაგალითად, ადვილად შემოწმდება, რომ ჩვეულებრივი ი-განზომილებიან ვექტორთა. 

სიმრავლე, რომლის კომპონენტები საზოგადოდ კომპლექსური რიცხვებია, სადაც ყო- 

ველი ორი ჯ=(6), 6V ·.., ნე) და V=(M,, თ ···,იე) ვექტორის სკალარული ნამრავ- 

ლი განმარტებულია ასე: 

(X, ყ)=6)91“+-5გშე+...-+ხიში 

ქმნის კომპლექსურ ევკლიდურ სივრცეს. 
ჩვენ არ შევეხებით კომპლექსურ ევკლიდურ სივრცესთან დაკავშირებულ თვი- 

სებებსა და თეორემებს, ვინაიდან ის სცილდება როგორც საუნივერსიტეტო, ისე პედა– 

გოგიური ინსტიტუტების საპროგრამო მასალას. 

შევნიშნოთ მხოლოდ, რომ კომპლექსური სივრცის შესწავლით დაინტერესებული 

მკითხველი ადვილად დარწმუნდება, რომ ვექტორთა ს ,სტემის ორთოგონალურობა და 

მასთან დაკავშირებული მრავალი საკითხი შეიძლება დამტკიცებულ იქნეს კომპლექსუ- 

რი ევკლიდური სივრცეებისათვის. 

§ 00. ორთოგონალური ვეკტორები და მათთან დაკავშირებული 

საკითსები 

ორ Xჯ და ყ ვექტორს ეწოდება ორთოგონალური, თუ მათი სკალარუ– 

ლი ნამრავლი უდრის ნულს, ე. ი. 

(X, ყ)=90. (1) 

წინა პარაგრაფის (5) ტოლობიდან ჩანს, რომ თუ X%0, V>%0 და ვევ= 

ტორები ორთოგონალურია, მაშინ მათ შორის კუთხე უდრის >. ვექ– 

ტორთა სისტემას ეწოდება ორთოგონალური, თუ ამ სისტემის ყველა 

ვექტორი წყვილ-წყვილად ორთოგონალურია. დავამტკიცოთ რამდენიმე 
თვისება ორთოგონალურ სისტემასთან დაკავშირებით. 

1. ორთოგონალურ ვექტორთა სისტემა წრფივად დამოუკიდებელია. 

მართლაც, დავუშვათ წინააღმდეგი. ვთქვათ, ორთოგონალურ ვექ- 

ტორთა X,, XV, ·-., X- სისტემა წრფივად დამოკიდებულია, მაშინ, ცხა- 

დია, ადგილი ექნება ტოლობას 

თოX +რCთX-L...+6C0X=0, 

სადაც ერთი 0”, მაინც, მაგალითად C#0. ამ ტოლობის ორივე მხარე გა–- 
ვამრავლოთ სკალარულად X,-ზე, მივიღებთ: 

თ(X, X)+CთCXა, X)+...-+თ(, X,)=0. 

რადგან, პირობის თანახმად (X-, X,)=...=(Xი, X,))=0, ამ ტოლობიდან 

გვექნება: C (XL, X,)=0. რადგან (X,, X,)%0, მივიღებთ: C,=0, რაც დაშვე–“ 
ბას ეწინააღმდეგება და ამით თვისება დამტკიცებულია. 
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95. თუ X, X სა X ვექტორები ორთოგონალურია X ვექტორის 
მიმართ, მაშინ ამ ვექტორთა ყოველი წრფივი კომბინაცია X=CX,+ 
–+თი“+..+თXეი, აგრეთვე იქნება X ვექტორის ორთოგონალური. 

მართლაც, ტოლობიდან 

(ოX-LCაXი+...+CXე, X)ლ=C)(X ,X)-+-თ(X.,X)+...+რთ(X,X). 

რადგან (X, X)=L(X-, X)=...=(Xი, X)=0, გვექნება (X, X)=0, რ. დ. გ: 

X ვექტორს ეწოდება რომელიმე # ქვესივრცის ორთოგონალური, თუ 

ის ორთოგონალურია ამ ქვესივრცის ყოველი ვექტორისა. მე-2 თვისე– 

ბიდან უმუალოდ გამომდინარეობს, რომ /# სივრცის რაიმე # ქვესივრ- 

ცის მიმართ ყველა ორთოგონალური ვექტორის // სიმრავლე თავის- 
თავად ქმნის I? სივრცის ქვესივრცეს. ასეთ შემთხვევაში ხშირად # ქვე- 

სივრცეს უწოდებენ # ქვესივრცის ორთოგონალურ დამატებას. 

ზემოთ დამტკიცებული მე-2 თვისებიდან უშუალოდ გამომდინარეობს: 

იმისათვის, რომ #ჯ ვექტორი ორთოგონალური იყოს # ქვესივრცის მი- 

მართ საკმარისია ის იყოს ორთოგონალური # ქვესივრცის საბაზისო 

სისტემის ვექტორების მიმართ. 

ახლა განვიხილოთ ორთოგონალურ ვექტორთა ზოგიერთი მაგალი– 
თი. ელემენტარული გეომეტრიიდან ცნობილი ზოგიერთი თვისება და–- 

ვამტკიცოთ ევკლიდური სივრცისათვის. 

მაგალითი 1. ადვილად შემოწმდება, რომ #/-განზომილებიანი წრფი- 
ვი სივრცის 01=(1, 0, ..., 0), 6:=(00, 1, ...,0), ..., 6=C0, 0, ·.., 1) ვექ- 

ტორთა სისტემა ორთოგონალურია. 

მაგალითი 9. ვუჩვენოთ, რომ CC–ჯ, #) უწვეტ ფუნქციათა სივრცე- 

ში ვექტორთა (ანუ ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა) სისტემა 

1, C05/, 5II11, C05 2/, 510 2/, ..., C05 717, 510 /2/,... 

ორთოგო ნალურია. 

ამოხსნა. როგორც ვიცით აღნიშნულ სივრცეში ყოველი ორი 

X(C0 და V() ფუნქცია ორთოგონალურია, თუ 

თ 

(X(0, ყ(0)= |X(0ყ(0ძ(=0. ძ0თ 
: –ჯ 

მკითხველი, განსაზღვრული ინტეგრალების უბრალო გამოთვლით ადვი- 

ლად შეამოწმებს (101 ტოლობის მართებულობას. 

მაგალითი 8. პითაგორას თეორემის განზოგადება. ვთქვათ, X. X2 

·--» # ვექტორთა სისტემა ორთოგონალურია და V#V=X-+X+...-+X. 
დავამტკიცოთ, რომ 

| ყ,?=! V, |?-L| Xი |1?+...-LI Xე 17. 
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ამოხსნა. ვინაიდან (ჯ,, X,)=0, როცა (%/, და (X,, #)=IX, I?, 

“შეგვიძლია დავწეროთ: 

Iყ,=0+%+...-+X, XX-XX +-..·.+X)=) 9 |Iმ+ 
+I X..?+...+I Xგ|%. 

შედეგი. როცა /=2 მივიღებთ საშუალო სკოლიდან ცნობილ პითა- 
გორას თეორემას: 

| XL-+L+X; |?=I| X, |?-LI X- |1. 

შემდეგისათვის ვიცოდეთ, რომ, ისე როგორც გეომეტრიაში, ძ 
მანძილი M-განზომილებიანი ევკლიდური სივრცის ნებისმიერ ორ #ჯ და 
V ვექტორს შორის განმარტებულია ასე: 

ძ=| X--ყ I. (11) 

მაგალითი 4. კოში-ბუნიაკოვსკის უტოლობის გამოყენებით მივიღოთ 

„სამკუთხედის უტოლობანი“, ე. ი. თუ X და ყ, ნებისმიერი ვექტორებია 

ნხამდვილი ეეკლიდური სივრცისა, მაშინ 

| X+ყ |5=| XI+I ყI და |X+VI=>/XI–I ყ I. 
ამოხსნა. გამოვიყვანოთ მეორე უტოლობა,გვექნება: 

IX+ყ)ბ=(X+ყ, X--ყ)=–(,9+2(%V)+(V9,V). 
ვინაიდან კოში-ბ უნიაკოვსკის უტოლობის თანახმად, 2(X,(/) <> 2I| X | IVI 

და –-2(X.ყ)>>--2IXI IV, მივიღებთ: 

|IX+Vყ|?>>) X---2X | ყI+I ყ)"=IX--I I). ე. 4. 

|X+Vყ => XI-VII. 
ანალოგიურად დამტკიცდება პირველი უტოლობაც. ამ უტოლობათა 

გეომეტრიული შინაარსი ისაა, რომ ნებისმიერი სამკუთხედის ყოველი 

გვე რდის სიგრძე არ აღემატება დანარჩენი ორი გვერდის სიგრძეების 

ჯამს და მეტია ან ტოლი ამ გვერდების სიგრძეების სხვაობაზე. 

V 

§ 01. ვექტორთა სისტემის ორთოგონალიზაცია, ორთოგონალური 

საბაზისო ხისტემა 

ჩვენ წინა პარაგრაფში დავამტკიცეთ, რომ არანულოვან ვექტორთა 
ყოველი ორთოგონალური სისტემა წრფივად დამოუკიდებელია. ახლა 

ჩვენ განვიხილავთ მეთოდს, რომლითაც შესაძლებელია ნებისმიერ წრფი– 

ვად დამოუკიდებელ ვექტორთა სისტემიდან ორთოგონალურ. ვექ- 

ტორთა სისტემაზე გადასვლა. ვთქვათ, /-განზომილებიან ვექტორულ 
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სივრცეში მოცემულია წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორთა სისტემა: 

V%Iე X0, ·.. Xვ. (1) 

ამ ვექტორების მიმართ ორთოგონალიზაციის პროცესით ავაგოთ V/, 
ყა, ·-ს· ყე ორთოგონალურ ვექტორთა სისტემა. დავუშვათ §#,=X#%.. შემ- 

დეგ დავუშვათ, რომ M§»= თIM1+X. ვინაიდან X,უ და X;, როგორც (1) სის- 

ტემის ქვესისტემა, წრფივად დამოუკიდებელია და X.=ყჟ/), ამიტომ Vყ, 
ვექტორი განსხვავებული იქნება ნულისაგან როგორიც არ უნდა იყოს თ. 
ახლა ვს თ რიცხვი ავარჩიოთ ისე, რომ ყ, ვექტორი ორთოგონალური 
იყოს #, ვექტორისა, ე. ი. 

(I), ყა)=(Vყ. CთII-LX-)=Cთ(V), ყI)-LLCVI, X2) -=0, 

აქედან მივიღებთ: 

__ LV X25) · 

(VI. VI) 

#= (2) 

ახლა დავუშვათ, რომ 

ყევ==თ1M1-L თიM2-L Xვ. 

ვინაიდან (#, და ყა წრფივად დამოუკიდებელია და Xვ3%0, ამიტომ ყვ 

ვექტორი განსხვავებულია ნულიLაგან. შევარჩიოთ თ, და თე ისე, რომ 
ყვ ვექტორი ორთოგონალური იყოს V; და ყია ვექტორებისა, ე. ი. 

(ყI, ყვ)=(VI, თIMI-Lთაყი-L Xვ)=0, 

(ყი, ყვ) = (ყი, თ1V1+1+- თ2M2-L Xვ) =0. 

ვინაიდან ყ, და ყკ ვექტორები ურთიე რთმართობულია, ამ ტოლობები- 

დან შესაბამისად მივიღებთ: : 

თI(#, V)+LCVI, Xვ)=>0 და თა(ყი, Vყი)-L(Vი, Xვ)=-0, 

__ (VI, Xვ) ძი=-- (Vი, Xვ3) . (3) 
Cთ1== , 2 I 

(VI, VI) ა(ყთ M2) 

ამრიგად, ჩვენ ავაგეთ V:, VI, ყვ ვექტორთა ორთოგონალური ქვესის- 
ტემა. თუ ამ პროცესს ასე განვაგრძობთ, ავაგებთ საძიებელ VI, 97, ·-, ყი 

ვექტორთა ორთოგონალურ სისტემას. 

' ამრიგად, ჩვენ დავამტკიცეთ, რომ ყოველ არანულოვან წრფივად 

დამოუკიდებელ ვექტორთა სისტემიდან შეიძლება ავაგოთ არანულოვან 

ვექტორთა ორთოგონალური სისტემა. თუ ახლა დამტკიცებულ დებუ- 

ლებას გამოვიყენებთ ევკლიდეს /-განხომილებიანი სივრცის · საბაზისო 

ვექტორთა სისტე მისათვის, მივიღებთ შემდეგ დებულებას: ყოველ ეჭკ- 
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ლიდურ სივრცეს გააჩნია ერთი ორთოგონალური საბაზისო სიხტემა 

შაინც. · 

მართლაც, ყოველ /-განზომილებიან ევკლიდურ სივრცეს გააჩნია 

ერთი საბაზისო სისტემა მაინც, ე. ი. წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორთა 

მაქსიმალური ქვესისტემა, ხოლო ვექტორთა რომელიმე თ), ძე, ·.., 6, 

საბაზისო სისტემიდან კი ზემოთ გამოყენებული ორთოგონალიზაციის 

პროცესით, ყოველთვის შეიძლება ავაგოთ სივრცის ორთოგოზალური 

რ', 6. ,...,6 სისტემა. ჩგენ უკვე ვიცით (გვ. 438), რომ ვექტორს, რომ- 

ლის სიდიდე I|XI=1, ეწოდება ნორმირებული და რომ ყოველი X>+0 ვე– 
1 

ქტორი ო რიცხვზე გამრავლებით დაიყვანება ნორმირებულ ვექტო- I. 

რამდე. 
ახლა, თუ რ)”, 6C”, ·.., 6” ორთოგონალური საბაზისო სისტემის ყო- 

ველ #0/ ვექტორს შევცვლით ჩM=25- (1=1, 2, ...,1) ეექტორებით, მი– 
( 

ვიღებთ ვექტორთა ჩ), ჩნ, ·.., I, ორთოგონალურ საბაზისო სისტემას, 

რომლის ყოველი I, ვექტორის სიგრძე I(/;1=1. ასეთ ორთოგონალურ სა- 

ბაზისო სისტემას ორთოგონალური ნორმირებული, ანუ მოკლედ, ორთო- 
ნორმირებული საბაზისო სისტემა ეწოდება. მკითხველი ადვილად დარ- 
წმუნდება, რომ, მაგალითად, ერთეულოვანი ვექტორთა სისტემა: 

6,=(I, 0, ...0), რ:=(0, 1, ...0), ..., 6,=00, 0,...,1) 

არის ორთონორმირებული საბაზისო სისტემა. 

ვთქვათ, თ, რ, ·.., 6 არის ორთოგონალური საბაზისო სისტემა 7/!- 

განზომილებიანი ევკლიდური სივრცისა, ხოლო ამ ბაზისში ჯ და ყ ვექ- 

ტორის კოორდინატებია შესაბამისად §(, «ი, ..., წგ და უ1. #2. ···; 1ის 

ე. ი. 

X=ხხ.6+ხარ“+...+ხირ, ყ=7MIრ + იარ+.-.+ უირ. 

განვიხილოთ ამ ორი ვექტორის სკალარული ნამრავლი 

(X,ყ)==(C)601+Cარ+-.--.+წ6ნინი, ი.6+ში:არ+...+ ეირი). (4) 

ვინაიდან 6,, რ, ..., 6, საბაზისო სისტემა ორთოგონალურია, ე. ი. 

(6,, 6,)=0, როცა L#|/, და (0,, 6,)=(/0,!, (4) ტოლობიდან სათანადო 

გამრავლების შემდეგ მივიღებთ: 

IXIყე)–!Cნ11+I|6ნ915+-.-+ ნინი თი (5) 

თუ ვიგულისხმებთ, რომ მოცემული (4), 65, ..., 6, სისტემა არის ორ- 
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თონორმირებული საბაზისო .სისტემა, ე. ი. (0,,0,)==0,. როცა 1%#/, 

და (2,, 6,)==|6,1|==1, მივიღებთ: 

(X,ყ)=ნ1უ1+6202+.-·+ ნიში: (6) 

ამრიგად, თუ I-განზომილებიან ევკლიდურ სიგრცეში 2), დე, ..., 0 ორ– 

თოგონალური საბაზისო სისტემის მიმართ X და ყ ვექტორების კოორ- 

დინატები შესაბამისად არის L|, წ», ..., C„ და ი1 79, ··· ი, მაშინ მა- 

თი სკალარული ნამრავლი კოორდინატების საშუალებით გამოისახება 

(5) ფორმულით, ხოლო, თუ Xჯ და ყ ვექტორთა კოორდინატები მოცე– 

მულია ორთონორმირებული საბაზისო სისტემის მიმართ, მაშინ მათი 

სკალარული ნამრავლი კოორდინატების საშუალებით გამოისახება (6) 
ფორმულით. 

მაგალითი 1. განვიხილოთ ორთოგონალიზაციის პროცესი ჩვეულე- 

ბრივ სამგანზომილებიან სივრცეში. მოცემულ სივრცეში ორთოგონალი- 

ზაციის პროცესი ნიშნავს შემდეგს: ვთქვათ, X,, X,, Xვ სივრცის წრფივად 

დამოუკიდებელი ვექტორებია. დავუშვათ #M.=X,. შემდეგ ყ, დღა X 
ვექტორებზე გავავლოთ სიბრტყე; ამ სიბრტყეზე ავირჩიოთ ისეთი V. 

ვექტორი, რომელიც ორთოგონალური იქნება ყ, ვექტორისა. ახლა Vყ; 

და ყვ ვექტორებზე გამავალი სიბრტყისა და Xვ ვექტორის საშუალებით 

ავაგოთ სამგანზომილებიანი სივრცე. ამ სივრცეში ამოვიოჩიოთ ისეთი ყვ 

ვექტორი, რომელიც ორთოგონალური იქნება Vყ, და ყვ ვექტორებისა, 

ე. ი. რომელიც ორთოგონალური იქნება წინათ აგებული სიბრტყისა. 

მაგალითი 9. ვთქვათ, > არის / ასოს მიმართ მრავალწევრთა სიმრა- 

ვლე, რომელთა ხარისხი არ აღემატება 3-ს. როგორც ვიცით, ეს სიმრა- 

ვლე ქმნის ოთხგანზომილებიან სივრცეს. ვიცით აგრეთვე, რომ ამ სივრ- 

ცისათვის 1, #, (7, /9 არის ერთ-ერთი საბაზისო სისტემა. ამ საბაზისო 

სისტემაზე გამოვიყენოთ ორთოგონალიზაციის პროცესი, ე. ი: ავაგოთ 

რ), 6, 6 ორთოგონალური საბაზისო სისტემა. ვთქვათ, სკლარული ნამ- 

რავლი განმარტებულია ასე: 

1 

#, ფ= I (თ(0C())ძ/. 
–-1 

ამოხსნა. ვთქვათ, C=1. ვექტორი რ ვეძიოთ C6:=თ1-L7/ 

სახით. შევარჩიოთ თ ისე, რომ 6; იყოს 2,-ის ორთოგონალური, ე. ი. 

(1, თ- 1+0=( (თ+/ძ?1=2თ=0. 
–-. 
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მივიღებთ თ=0. ამრიგად, C=!. ახლა რე ვექტორი ვეძიოთ 

0ვ=თCთ) · 1+ თა +I“ სახით. შევარჩიოთ თ, და თე ისე, რომ #ვ იყოს 
დ=1 და C-=I/ ვექტორების ორთოგონალური, ე. ი. 

-L1 +1 

(1, რ:)= | (თ,-+-თძი(+I)ძ(,=0 და (/0)= | (თ)! --თე!?-+I3)ძ(=0. 
1 –I -_ 

„ს 

ამ ინტეგრალების გამოთვლის შედეგად შესაბამისად მივიღებთ: 

2 +--=0 – 
3 

მაშასადამე, რ=(%--- · დასასრულს, 0კ ვექტორი ვეძიოთ V=ჩ1 -1+ 

+ ჩა! + ჩა(/'-- ჯ)+4 სახით. 

ახლა შევარჩიოთ ჩ), ჩია, და ჩვ ისე, რომ 6“ ვექტორი ორთოგონა– 

ლური იყოს 4,, 6, და 0ე ვექტორებისა. უბრალო ინტეგრალების გამო– 
3 

თვლის შემდეგ მივიღებთ, რომ 6კ=1/9-– <. ამრიგად, მოცემულ მრა– 

ვალწეგრთა ევკლიდური სივრცისათვის მ რავალწევ რთა სისტემა: 

იქნება: ორთოგონალური საბაზისო სისტემა. 

§ 625. ევკალიდურ სივრცეთა იზომორფიზმი 

ჩვენ უკვე გავეცანით /I-განზომილებიანი ევკლიდური სივრცის რამ– 

დენიმე მაგალითს. ჩვენი მიზანია გავარკვიოთ რა აქვთ საერთო #-განზო– 

მილებიან ევკლიდურ სივრცეებს. ამ მიზნით უნდა შემოვიღოთ ევკლი- 

დურ სივრცეთა იზომორფიზმის ცნება. 

განსაზღვრა. ორ # და #2? ევკლიდურ სივრცეს ეწოდება იზო– 

მორფული, თუ მათ ელემენტებს შორის შეიძლება "დავამყაროთ ურთი–- 

ვრთცალსახა თანადობა ისეთი, რომ: 

1. თუ #X სივრცის X და ყ ვექტორებს ეთანადება შესაბამისად I” 

სივრცის X” და ს” ვექტორები, მაშინ X-I-ყ ჯამს უნდა ეთანადებოდეს 
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XV –+ყ ჯამი და თხ ვექტორს, ნებისმიერი თ ნამდვილი რიცხვისათვის, 

უნდა ეთანადებოდეს თდX” ვექტორი. 

2. იმავე პირობებში (X, ყ) რიცხვი უნდა უდრიდეს (X”, ყ) რიცხვს, 

ე.ი. თუ X-+X” და ყ+-–-ყ”, მაშინ (X,ყ)=(# ,ყ'). სხვაგვარად, ორ I? და #” 
ევკლიდურ სივრცეს ეწოდება იზომორფული, თუ ისინი, როგორც წრფი- 

ვი სივრცეები, იზომორფულია და შესაბამისი ორი ვექტორის სკა- 

ლარული ნამრავლები ტოლია. 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ყოველი თეორემა ან თვისება, რო- 

მელიც მართებულია რომელიმე /I-განზომილებიან ევკლიდურ სივრცე- 

ში, მართებული იქნება აგრეთვე #? სივრცის ყოველ იზომორფულ სივრ- 

ცეშიც. 7 
მართლაც, ვიცით, რომ ყოველი თეორემის ან თვისების მტკიცები- 

სათვის მოცემულ I? ევკლიდურ სივრცეში ვიყენებთ ვექტორთა ჯამის, 

ვექტორის რიცხვზე გამრავლების და ვექტორთა სკალარული ნამრავლის 

მოქმედებებს. ახლა, თუ სივრცის იმ ელემენტებს, რომლებიც მონაწი- 

ლეობს თეორემაში ან თვისებაში, შევცვლით მისი იზომორფული #” 

სივრცის შესაბამისი ელემენტებით, მაშინ იზომორფიზმის 19-ლ და მე- 

2 თვისებათა გამოყენებით დავრწმუნდებით, რომ ყველა მსჯელობა 
მართებული იქნება #” სივრცის შესაბამისი ელემენტებისათვის, ე. ი. 

შესაბამისი თეორემა ან თვისება მართებული იქნება I?” სივრცისათვი- 

აც. , 

თეორემა. კველა /-განზომილებიანი ევკლიდური სივრცე იზომორ- 

ფულია. · 

დამტკიცება როგორც უკვე ვიცით, ჩვეულებრივი /1-განზომილე- 

ბიანი ვექტორული სივრცე ქმნის /-განზომილებიან ევკლიდურ სივრ- 

ცეს, თუ ყოველი ორი X=(6), §, ..., ნ„) და ყ=(#1, 29, ·- ში) ვექ- 
ტორის სკალარული ნამრავლი მოცემულია ფორმულით 

(X, ყ,)=681)1L692VM)2+.--+ ნიი 0) 

ამ #-განზომილებიან ევკლიდურ სივრცეს ვუწოდოთ ძირითადი M-გან- 

ზომილებიანი ევკლიდური სივრცე. 

ვთქვათ, მოცემულია რომელიმე #”-განზომილებიანი #” ევკლიდური 

სივრცე..ამოვირჩიოთ ამ სივრცეში 4,, თ, ..., 6 ორთონორმირებული სა- 

ბაზისო სისტემა. ცხადია, რომ ყოველი X”6M” ვექტორი შეიძლება წარ- 

მოვადგინოთ ასე: | 

(== 1ფ+ნარ-L-...+ნი% 

და ეს წარმოდგენა არის ერთადერთი. ყოველ Xჯ” ვექტორს შევუსაბა- 

მოთ # რიცხვის ერთობლიობა წ), წვ, ·--, ნი, ე· 9. ყოველ X' ელემენტს 
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#'-დან შევუსაბამოთ X=(6), ხა, ··» ი) ვექტორი #2X-დან. ადვილად შევ– 

ნიშნავთ, რომ ეს თანადობა არის ურთიერთცალსახა და იზომორფული. 
ცხადია, პირველი პირობა სრულდება. ახლა შევამოწმოთ მეორე პირო- 

ბის მართებულობა. 

ვინაიდან /?, სივრცის საბაზისო სისტემა ორთონორმირებულია, ამი– 

ტომ, როგორც ვიცით, X და ყ = ე)6+ უ:რი+...+ შირ ვექტორთა 
სკალარული ნამრავლი იქნება: 

(რ, ყ)ა=ნსო!+ ნი +...-+ნიში· (2) 

თუ შევადარებთ (1) და (2) ტოლობებს, გვექნება: 

(X, ყ)=(X, ყ). 

ამრიგად, სკალარულ ნამრავლთა ტოლობა დამტკიცებულია და ამით 

თეორემა მთლიანად დამტკიცებულია. 

§ 63. ორთოგონალური გარდაქმნები ღა ორთოგონალური მატრიცები 

ჩვენ უკვე ვიცით, თუ “რა წესით იცვლება #I-განზომილებიანი სივრ- 

ცის ვექტორის კოორდინატები ერთი საბაზისო სისტემიდან მეორეზე 

გადასვლის დროს. ევკლიდურ სივრცეში მნიშვნელოვანია ისეთი დ გარ– 

დაქმნების შესწავლა, რომლებიც მოცემულ რ, თ, ·.-., 6 ორთონორმი– 

რებულ საბაზისო სისტემას გადაიყვანს მეორე 4;,', რ”, ..., 6” ორთონორ- 

მირებულ საბაზისო სისტემაში. ვთქვათ, მეორე საბაზისო სისტემის 4,” 

ვექტორები პირველი 0, საბაზისო სისტემის ვექტორების სამუალებით 

გამოისახება ასე:. 

0,9==60, =0I1)601+ 0,ირ+.-.+ თინი · 

6.:-X=C =0:16|+ ძირი + -..+ მაგრი, “ (1) 

აერ--_.-. 

ვინაიდან 6, ეექტიორთა სისტემა ორთონორმირებულია, მივიღებთ სკა- 

ლარული გამრავლების შემდეგ ფორმულას: 

(0ი,დ,0ჯ/ჯ)==(6,, 0/)=(ძ;.6:+ძ,ა6+.--+ძმ,რ, 0/(:61+ 

ი 

+ძ/ანი+- ·· +იირ)=ძი(0+0ო0»+. + Vთიი= 2,მირ/- 
#=) 
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ახლა რადგან 0, ვექტორთა სისტემაც ორთონორმირებულია, გვექ- 

ნება 
M 

(ი,დ, 0ჯ/დ) =(0,', 6) )= 2ემი= | 

#=1 

0 46 (#; 

1 ით '7 (2) 
, როცა #:5=/. 

საზოგადოდ ისეთ წრფივ გარდაქმნას, · რომლის 0,, კოეფიციენტების 

ნამრავლთა ჯამისათვის სრულდება (2) პირობა, ეწოდება ორთოგონა»- 

ლური გარდაქმნა, ხოლო ამ ·გარდაქმნის C=(ძ,7/) მატრიცას ეწოდება 

ორთოგონალური მატრიცა. მაშასადამე; (1) გარდაქმნა, რომელიც აკავ- 

შირებს ორ ორთონორმირებულ საბაზისო სისტემას არის ორთოგო- 

ნალური გარდაქმნა. ადვილად დავრწმუნდებით, რომ თუ 06, ვექტორთა 
სისტემა ორთონორმირებულია და (1) გარდაქმნის C=(0,,) მატრიცა 
ორთოგონალურია, მაშინ 6/ ვექტორთა სისტემაც იქნება ორთონორ- 

მირებული. მაშასადამე, ყოველი ორთოგონალური მატრიცა არის ისეთი 
დ გარდაქმნის მატრიცა, რომელსაც მოცემული ორთონორმირებულ ვე- 

ქტორთა სისტემა გადაჰყავს სხვა ორთონორმირებულ ვექტორთა სის- 

ტემაში. · 

ორთოგონალური მატრიცის ზოგიერთ განმარტებას და მის ელემენ- 

ტარულ თვისებებს ჩვენ გავეცანით ადრე (გვ. 125). ახლა განვი- 

ხილოთ ორთოგონალურ მატრიცთა სხვადასხვა განსაზღვრისა და თვი- 
სებების ეკვივალენტურობის საკითხი. 

როგორც (2 ფორმულიდან ჩანს, ორთოგონალური C=%(ძ0,)) მატ- 

რიცის ელემენტების ნამრავლთა ჯამისათვის ადგილი აქვს ტოლობას: 

0, როცა (#/), ფ) 
მ/1 წი მძიმა+ + რთმი=I ი“ 

' 1, როცა (=I. 

ამ ფორმულის მიხედვით 0 კვადრატული მატრიცა მაშინ და მხოლოდ 
მაშინ იქნება ორთოგონალური, თუ “მისი ნებისმიერი სტრიქონის ელე- 

მენტთა კვადრატების ჯამი უდრის ერთს, ხოლო ყოველი ორი სხვადასხვა 

სტრიქონის შესაბამისი ელემენტების ნამრავლთა ჯამი უდრის წნულს. 

მკითხველი (3) ფორმულის გამოყენებით ადვილად შეამოწმებს. 

რომ 0 ორთოგონალური მატრიცისა და მისი C ტრანსპონირებული 

მატრიცის ნამრავლი არის ერთეულოვანი მატრიცა, ე. ი. 

C-C"=#. (4) 

ვინაიდან ტრანსპონირებით მატრიცის დეტერმინანტი არ იცვლება, ამ 

ტოლობიდან მივიღებთ: 

ICC |=1, I0)2=1, ე. 9- I0|= +1. 
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აქედან გამომდინარეობს, რომ ორთოგონალური მატრიცა არაგანხა- 

კუთრებულია, კერძოდ მისი დეტერმინანტი უდრის + 1. აგრეთვე (4) 

ფორმულიდან ვღებულობთ 

C=C-, 
ე. ი. ორთოგონალური მატრიცის შებრუნებული უდრის მის ტრანსპო– 

ნირებულ მატრიცას. 

ვთქვათ, მოცემულია წრფიეი გარდაქმნა 

” 

X,= პეწი ((==I, 2, ..., M). (5) 

#=I 

ვიგულისხმოთ, რომ (5) გარდაქმნის (=(0,,)) მატრიცა ორთოგონა– 

ლურია. მაშინ (3) ფორმულის გამოყენებით ადვილად დავრწმუნდებით, 

რომ (5) გარდაქმნით X, ცვლადების კეადრატების ჯამი გადავა წ, ცვლა– 

დების კვადრატების ჯამში, ე. ი. ადგილი ექნება ტოლობას: 

X?1+-X?-+L...--Xა =ყ,)--ყე+....+ყე“. (6) 

ასევე ადვილად დავგრწმ უნდებით; რომ თუ ადგილი აქვს (6) ტოლობას, 

მაშინ მისი შესაბამისი (5) გარდაქმნის მატრიცა , ორთოგონალური იჭ- 

ნება. 

როგორც ვიცით, (1) გარდაქმნა, რომელსაც დ ასოთი აღვნიშნავთ, 

მატრიცულად შეიძლება ასე წარმოვადგინოთ: 

6'== (6, (7) 

სადაც «' და 6 არის შესაბამისად 0/ და 0, ვექტორებისაგან შედგენილი 
ერთსვეტიანი მატრიცები, ხოლო 0 არის დ გარდაქმნის მატრიცა. (7) 

მატრიცული ტოლობიდან ვღებულობთ შემდეგ მატრიცულ ტოლო–- 
ბებს: 

6, =C00, ან, რაც იგივეა, 6, =6,Cდ. (8) 

ადვილად შემოწმდება, რომ დ ორთოგონალური გარდაქმნა არ ცვლის 

ევკლიდური სივრცის მეტრიკას, ე. ი. Xდ და ყდ ვექტორთა სკალარული 
ნამრავლი იგივეა, რაც X და Vყ ვექტორთა სკალარული ნამრავლი. 

მართლაც, ვთქვათ, 

X=L)160,+სნარი“+-.-+წნირ, ყ=ჰრ“+-+”ი:რ-.-..-+-ძეიენრე. 

აქედან მივიღებთ: 

Xდ =61C +ნაერ L-..+სხირ”, ყდ =»)6 + უარ +....+შინ, - 
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ვინაიდან 6,”, რ”,...., 6” ორთონორმირებული საბაზისო სისტემაა, მი- 
ვიღებთ: 

(+Xდ ყდ)=C 10 +6ნარ“-L... +ხირ, წ»ო:6 L+)წარC +... +»თიგრ”)= 

=§ 1M1 1-6 --. .. +სნაში =VC,V), ე. ი. 

(Xდ, ყდ)=(X,ყ). (9 

მიღებულ (9) ფორმულას დიდი გამოყენება აქვს ევკლიდურ სივრცეთა 

შემდგომი შესწავლის საქმეში, რომელსაც ჩვენ აქ არ შევეხებით. შევ– 

ნიშნოთ მხოლოდ, რომ ეს (9) თვისება დამახასიათებელია ევკლიდური 

სივრცისათვის. ამიტომაა, რომ ზოგიერთი ავტორი ევკლიდური სივრცის 

ისეთ დ გარდაქმნას, რომლისთვისაც სრულდება (9) პირობა, უწოდებს 

ორთოგონალურ გარდაქმნას, ხოლო მის მატრიცას ორთოგონალურ მა- 

ტრიცას. (9) ფორმულიდან ადვილად ჩანს, რომ ყოველი დ ორთოგონა- 

ლური გარჯაქმნა ევკლიდურე სივრცის ყოველ ორთონორმირებულ 
საბაზისო სისტემას გადაიყვანს ამავე სივრცის ორთონორმირებულ სა- 
ბაზისო სისტემაში. ისეთ გარდაქმნებს, რომელთათვისაც სრულდება 

რ) ტოლობა, აგრეთვე უწოდებენ იზომეტრულ გარდაქმნებს. 

§ 04. სიმეტრიული ბარდაქმნები და სიმებრიული მატრიცები 

განსაზღვრა. ნამდვილი ევკლიდური #72 სივრცის დ გარდაქმნას 

უწოდება სიმეტრიული (ანუ თავისი თავის შეულლებული), თუ ნების- 

მიერი ორი X და ყ ვექტორისათვის 

(Xდ,ყ)=(X,ყდ). (0) 

ყოველი სიმეტრიული გარდაქმნა გარკვეულად დაკავშირებულია მის 

მატრიცასთან და სივრცის ორთონორმირებულ საბაზისო სისტემასთან. 

თეორემა. წრფივი გარდაქმნა მაშინ და მხოლოდ მაშინაა სიმეტრიუ- 

ლი, როცა მისი მატრიცა ორთონორმირებულ საბაზისო სისტემაში სი- 

მეტრიულია. 

დამტკიცება. ვთქვათ, 6,, 6), .... 6 არის I სიერცის ორთონორმი- 
რებული საბაზისო სისტემა. ვიგულისხმოთ, რომ ამ საბაზისო სისტემა- 

ში X და V ვექტორების კოორდინატებია შესაბამისად §), §ა, ..., ნგ და 

ძე 2 ·- წუ ე· 9. 

X=ხ)6+ნარ+..+ნიფთ და ყ=უ:0+ირ“+.-.-LMირთ, 
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ხოლო Xდ ვექტორის კოორდინატები კი არის §;, LV, ·.-,6„, გვექნება: 
ი 

6 =20,.5- (წ 
#=! 

სადაც # =(0ი,,) არის ჯ გარდაქმნის მატრიცა 6,, C,.., 6, საბაზისო სი– 

სტემაში. თუ მხედველობაში მივიღებთ ორთონორმირებული საბაზისო 

სისტემის თვისებას (0,, 60,)=0, როცა (#7, და (6,, 6,)=1 (1=-1, 2,...წ), 

მივიღებთ: 
წ MM 

(Xდ, ყ)=5%5,უ,= ზიინოი 

ჯ=) ს,#=1 

ანალოგიურად გვექნება: 
' #” (1 

(X, ყ§) == 210/,6/M= 2)ძანაუი. 

წ,M#=! (,ჩ=1 

ვინაიდან ამ ტოლობათა მარცხენა მხარეები ტოლია, საბოლოოდ მივი– 
ღებთ ი,,=ძ,, ე. ი. გარდაქმნის მატრიცა ყოფილა სიმეტრიული, 

რ. დ. გ. 

მკითხველი ადვილად შეამოწმებს, რომ სიმეტრიულ გარდაქმნათა 

უმარტივესი მაგალითებია სივრცის იგივური და ნულოვანი გარდაქმნე– 

ბი. მაგალითად, შევამოწმოთ, რომ ევკლიდური სივრცის ისეთი გარდაქ- 

მნა, როცა ყოველი X ვექტორი მრავლდება გარკვეულ # რიცხვზე, 
ე. ი. Xდ=/X გარდაქმნა, სიმეტრიულია. 

მართლაც, მივიღებთ: 

(Xჯ, ყ)=(ჩX, ყ)=M(X, ყ)=(X, ჩყ)=(X, ყდ). 

ადვილად შემოწმდება აგრეთვე, რომ ყოველი ორი სიმეტრიული გარ– 

დაქმნის ჯამი და სიმეტრიული გარდაქმნის რიცხვზე ნამრავლი ისევ 
სიმეტრიული გარდაქმნაა. 

თეორემა სიმეტრიული გარდაქმნის ყველა მახასიათებელი ფესვი 

ნამდვილია. 

· დამტკიცება. როგორც ვიცით, (გვ. 431) ნამდვილი სივრცის გარდაქ– 
მნის მახასიათებელი მრავალწევრის ყოველ ნამდვილ 72, ფესვს შეესა– 

ბამება სივრცის გარკვეული ერთგანზომილებიანი ინვარიანტული ქვე- 
სივრცე, ხოლო თუ 72, კომპლექსური ფესვია, მაშინ მას შეესაბამება 

გარკვეული ორგანზომილებიანი ინვარიანტული ქვესივრცე. ამიტომ 
თეორემის დასამტკიცებლად საკმარისია დავამტკიცოთ, რომ სიმეტრიუ- 
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ლი გარდაქმნის ყველა მახასიათებელი ფესვი ნამდვილია. დავუშვათ 

წინააღმდეგი, ვთქვათ, დ სიმეტრიული გარდაქმნის მახასიათებელი მრა- 
ვალჟევრის ერთე 2, ფესვი მაინც კომპლექსურია, ე. ი. ,=თ+ზ/. 
ასეთ შემთხვევაში, როგორც ვიცით, მოინახება ისეთი ორი X და ყ 

ვექტორი, რომ 

Xდ=თX–-ჩVყ ყთ=ჩX-+-Vთყ. 

ამ ფორმულებიდან მივიღებთ: 

(Xდ, ყ)=(თღთX–3ყ, ყ)=თ(X, ყ!-(, M), 

(X, ყდ)=(X, ზX+თVყ)=8(X, X)+თ(X, წყ). 

მეორე ტოლობას გამოვაკლოთ პირველი, რადგან (Xდ, ყ)=VC, ყდ). 
მივიღებთ: · 

ზI(X, X))+-Cყ, Vყ)1=0. 

რადგან (X, X+-+(ყ, ყ)#0, მივიღებთ ჩზ =0. ამით დამტკიცდა, რომ C 

სიმეტრუულე გარდაქმნეს მახასიათებელე მრავალწევრის ყველა ფესვი, 

ე. ი. დ საიმეტრეული გარდაქმნის ყველა საკუთრივი მნიშვნელობა, ნამ– 

დვილია. თეორემა დამტკიცებულია. 

დავამტკიცოთ სიმეტრეიულე გარდაქმნების რამდენიმე -თვისება. 
1. სემეტრიულე გარდაქმნის საკუთრივი ვექტორები, რომლებიც 

გარდაქმვას სჯუვადასავა საკუ–არივ მნიშვნქლობებს შეესაბამება, ურთი- 

ერთორთოგონალურია. 

მართლაც, ვთქვათ, დ სიმეტრეულე გარდაქმნის სხვადასხვა # და 7, 
საკუთრივ მნიშვნელობებს შეესაბამება ჯ# და ყ საკუთრივი ვექტორები, 

ე. ი. 

Xდ =#7X და Vდთ =47.ყ. 

აქედან მივიღებთ: 

(Xდ, MV)=(#X, ყ)=V#/(X, ყ), 

(X, ყდ)=(X, #ყ)=2.(X, V). 

გამოვაკლოთ პირველ ტოლობას მეორე. რადგან (Xდ, V)=CX, ყდ), მი- 

ვიღებთ: 

(წ-––2,)(X, ყ)=0, 

ვინაიდან #7#7,. გვექზება: (X, ყ)=29, ე. ი. X და ყ ვექტორები ორთოგო- 

ნალურია. 

8. ვთქვათ, 6, არის M-განზომილებიანი ევკლადური სივრცის სი“ 
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მეტრიული გარდაქმნის საკუთრივი ვექტორი, მაშინ 6, ვექტორის ორ–- 

თოგონალურ ვექტორთა /8 ქვესიმრავლე ქმნის (1-––1)-განზომილებიან 

ინვარიანტულ ქვესივრცეს. 

„ მართლაც, ვინაიდან 6, ვექტორი არ შედის #2, ქვესივრცეში, ადვი- 

ლად შემოწმდება, რომ #2, ქვესიმრავლე, ქმნის (M––1)-განზომილებიან 

წრფივ ქვესივრცეს. დავამტკიცოთ, რომ Iს ინვარიანტული ქვესივრცეა. 
„ვთქვათ, X6/?), ე. ი. (X, 6,)=0. რადგან 0, საკუთრივი ვექტორია, 

ამიტომ არსებობს ისეთი 7, რიცხვი, რომ Xდ =71,X. ახლა, დ გარდაქმ- 

ნის სიმეტრიულობის გამო, გვექნება: 

(Xდ, 6)=(X, 0.დ)=(X, »6,)=7.(X, 6,)=7,-0=0, ე. ი. 

XCი6#ჩ%), რ. დ. გ· 

8. „-განზომილებიან ევკლიდურ სივრცეში ყოველთვის არსებობს 

სიმეტრიული გარდაქმნის # რაოდენობის საკუთრივ ვექტორთა ორთო- 

ნორმირებული სისტემა. 

მართლაც, როგორც უკვე ვიცით, ნამდეილი # 'სივრცის ყოვე- 

ლი თ სიმეტრიული ·გარდაქმნისათვის არსებობს ერთი საკუთრივი 
6 ვექტორი მაინც. მე-2 თვისების თანახმად, 0, ვექტორის ორთოგონა- 
ლურ ვექტორთა #2; ქვესიმრავლე დ გარდაქმნის მიმართ ქმნის (/I-–1)- 

განზომილებიან ინვარიანტულ ქვესივრცეს. ახლა დ გარდაქმნა განვი- 
ხილოთ #/#?, ინვარიანტულ ქვესივრცეზე. ცხადია, დ გარდაქმნის მიმართ 
ს ქვესივრცეშიც 'იარსებებს ერთი 6: საკუთრივი ვექტორი მაინც. 
შემდეგ I) ქვესივრცეში განეიხილოთ რთ ვექტორის ორთოგონალერ 
ვექტორთა #ე ქვესიმრავლე. ცხადია, ეს I? ქვესიმრავლე თ გარდავგმ- 
ნის მიმართ იქნება (1--2)-განზომილებიანი, რომელიც) #8 სივრცის ინ- 

ვარიანტული ქვესივრცეა და ა. შ. თუ ამ პროცესს განვაგრძობთ /1-გან- 
ზომილებიან ევკლიდურ სივრცეში, მივაღებთ დ გარდაქმნის #6,, რ, 
·.ს 6 საკუთრივ ვექტორთა ორთოგონალურ სისტემას. შევნიშნოთ. 

რომ, რადგან საკუთრივი ვექტორის ნამრავლი ნულისაგან განსხვავე- 
ბულ რიცხვზე ისევ გარდაქმნის .საკუთრივი ვექტორია, ამიტომ 6, სა– 

კუთრივ ვექტორთა ორთოგონალური სისტემა შეიძლება ავარჩიოთ ისე. 
რომ მათი სიგრძეები უდრიდეს 1. ამრიგად, /I-განხომილებიან ევკლი- 

დურ სივრცეს დ სიმეტრიული გარდაქმნის მიმართ გააჩნია ერთი სა- 
კუთრივ ვექტორთა ორთონორმირებული სისტემა მაინც. 

4. /1- განზომილებიან ევკლიდურ სივრცეში არსებობს ისეთი 6), 6, 

·-.·ს· 6, ორთონორმირებული საბაზისო სისტემა, რომლის მიმართ დ სი– 

მეტრიული გარდაქმნის მატრიცას “დიაგონალური საზე აქვს. 

თანახმად მე-3 თვისებისა, /I-განხომილებიან ევკლიდურ სივრცეში 

არსებობს დ სიმეტრიული გარდაქმნის საკუთრივ ვექტორთა 6C6;, 0;, 
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·..· 6 ორთონორმირებული სისტემა. ვექტორთა ეს სისტემა ამოვირ– 
ჩიოთ # სივრცის საბაზისო სისტემად. მაშინ, ცხადია, არსებობს თ გარ- 
დაქმნის ისეთი საკუთრივი 7),, მნიშენელობანი, რომ 

0,დ=21,V,06; (1=1, 2, ..., ”). 

"ცხადია, დ გარდაქმნის 4 მატრიცას ამ საბაზისო სისტემაში აქვს სახე- 
ბ.კ 9 0 

0.0 #ი 

ამით მე-4 თვისება დამტკიცებულია, 

გ 66. კვაღრატული ფორმის დაყვანა მთავარ ღერძებამდე 

ჩვენ უკვე გავეცანით (გვ. 179) კვადრატული ფორმის დაყვანას კანო- 

ნიკურ სახემდე, არაგანსკუთრებული წრფივი გარდაქმნების გამოყენე- 

ბით. ამ პარაგრაფში გავეცნობით ნამდვილი კვადრატული ფორმის ნორ- 

მალურ სახემდე დაყვანის კიდევ ერთ-ერთ მეთოდს, რომელიც დაკავში– 

რებულია მოცემული კვადრატული ფორმის შესაბამისი მატრიცის მა- 

ხასიათებელი მრავალწევრის ფესვებთან და M-განზომილებიანი ევკლი- 

დური სივრცის წრფივი გარდაქმნის ზოგიერთ თვისებასთან. 

ვთქვათ, X,, X, ···· X» ცვლადთა მიმართ მოცემულია კვადრატული. 

ფორმა ! 

|= ზეიიო,X> (» 

რომლის შესაბამისი სიმეტრიული მატრიცა არის 

#=V(0თ,,). (VI) 

ჩვენი მიზანია მოვნახოთ ისეთი წრფივი გარდაქმნა, რომლის სამუალე- 

ბით მოცემული კვადრატული ფორმა უშუალოდ „დაიყვანება კანონი- 

კურ სახემდე.“ 

თეორემა. ნებისმიერი სიმეტრიული #4 მატრიცისათვის ყოველთვის: 

მოინახება ისეთი არაგანსაკუთრებული (0) მატრიცა, რომ 8=0-!40C 

მატრიცა (რომელიც მიიღება #4 მატრიცის ტრანსპონირებით 0 მატრი–- 

ცის საშუალებით), იქნება დიაგონალური მატრიცა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, მოცემულია M-განზომილებიანი ევკლიდური 
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სივრცის რომელიმე #6,, 6რ,..., ჩე ვექტორთა ორთონორმირებული სა- 
ბაზისო სისტემა. მაშინ, როგორც ცნობილია (გე. 452), ყოველი #-ური 

რიგის #4 სიმეტრიული მატრიცის შესაბამისი დ წრფივი გარდაქმნა მო– 

ცემული ორთონორმირებული საბაზისო სისტემის მიმართ იქნება სი–- 

მეტრიული. შემდეგ, ცნობილია აგრეთე (გვ. 455), რომ თუ დ არის თ-. 
განზომილებიანი ნამდვილი ევკლიდური სივრცის წრფივი გარდაქმნა, 

მაშინ ამ სივრცეში არსებობს დ გარდაქმნის ი რაოდენობის ისეთ 6)”, 

რ”, -.., 6, საკუთრივ ვექტორთა სისტემა, რომელიც ამავე დროს არის 

მოცემული ევკლიდური სივრცის ორთონორმირებულ ვექტორთა სის- 

ტემა. თუ ახლა 0, ორთონორმირებული საბაზისო სისტემის 0, ორ- 
თონორმირებულ საბაზისო სისტემაში გადასვლის მატრიცას, რომელიც 

ორთოგონალური მატრიცაა, აღვნიშნავთ C0-თი, ე. ი. 

6=CV”, (3 

მაშინ, თახამად (გვ. 456) მიღებული ფორმულისა, გვექნება 

8=0-40. რ) 
ამით, წინა პარაგრაფის მე-4 თვისების თანახმად, თეორემა დამტკიცე- 

ბულია. 

როგორც ვნახეთ, საძიებელი C0 მატრიცა ორთოგონალურია და ამი- 
ტომ არაგანსაკუთრებულიცაა. 

თუ ახლა მხედველობაში მივიღებთ იმას, რომ ორთოგონალური მატ– 

რიცის შებრუნებული უდრის მის ტრანსპონირებულ მატრიცას, ე. ი. 

ლ-C, 
მაშინ (–) ტოლობა მიიღებს სახეს 

| 8=C'#40. (5) 

როგორც ვიცით (გვ. 179), მოცემული კვადრატული ფორმის სიმე-: 

ტრიული მატრიცის გარდაქმნა სრულდება 0 ორთოგონალური მატრი– 

ცით (5) ფორმულის მიხედვით. თუ მხედველობაში მივიღებთ იმას,. 

რომ უცნობთა წრფივი გარდაქმნა ორთოგონალური მატრიცით არის 

ორთოგონალური გარდაქმნა და რომ დიაგონალური მატრიცის 

სე 0 ..0 
0 #...0 

0 0... # 
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შესაბამის კვადრატულ ფორმას აქვს 

1=7.19MIL + 7იყე"+....+7#ი ყი” 

„კანონიკური სახე, მაშინ დამტკიცებული თეორემიდან უშუალოდ გა- 

მომდინარეობს, რომ ყოველი ნამდვილი კვადრატული ფორმა X;, X., 
--ს ჯა უცნობთა მიმართ შეიძლება დავიყვანოთ კანონიკურ სახემდე მთა- 

ვარი ღერძების მიმართ. 

ახლა, დავამტკიცოთ ერთადერთობა, ე. ი. დავამტკიცოთ, რომ მო– 

ცემული კვადრატული ფორმა ნებისმიერი ორთოგონალური გარდაქმნით 

დაიყვანება ერთსა და იმავე კანონიკურ სახემდე, რომლის კოეფიციენ- 

ტები იქნება მოცემული კვადრატული ფორმის მატრიცის მახასიათებე- 

ლი მრავალწევრის ყველა /1 ფესვი. : 
დამტკიცება. ვთქვათ, მოცემული / კვადრატული ფორმა, რომლის 

მატრიცაა 4 =(ძი,,), რომელიმე ორთოგონალური “გარდაქმნით დაყვა- 

ნილია კანონიკურ სახემდე ' 

)=CთV,ზ+რთყია?-+...+თყე“. (6) 

ვინაიდან ყოველი ორთოგონალური გარდაქმნა უცნობთა კვადრატების 

ჯამს არ ცვლის (გვ. 187), ყოველი ჯ-თვის გვექნება: 

” ” „” 

1 აX>-1=1 ზეყ,- 2, თყ/- (7) 
1 ; წ=1 ჯ=1 (L=1 

თუ მხედველობაში მივიღებთ (გვ. 179) იმას, რომ კვადრატული ფორ- 

მის მატრიცის დეტერმინანტი წრფივი გარდაქმნის შემდეგ მრავლდე- 

ბა გარდაქმნის მატრიცის დეტერმინანტის კვადრატზე და ორთოგონა- 

ლური მატრიცის დეტერმინანტის კვადრატი უდრის 1, მაშინ (7) კვადრა- 

ტული ფორმის დეტერმინანტი ან, რაც იგივეა, მახასიათებელი მრა- 

ვალწევრი იქნება: 

7..5-–-4|= “თ 0 =(ჯ–) (--ძი)...(X--ძი). 

მიღებული მრავალწევ რის ფესვებია. 

71=C), #2==0C) ·--) სევ --0ი) რ. დ. გ: 
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მაგალითი. ორთოგონალური გარდაქმნით კვადრატული ფორმა 

ჯ=2X,1-+-Xე?--4X 25--4 X:Xვ (1) 

დავიყვანოთ მთავარ ღერძებამდე. 

ა მოხსნა. დავწეროთ მოცემული ფორმის შესაბამისი მატრიცა 

2-2 0 

#=|–2 1-–-2!. 
-0-2 0 

ვიპოვოთ 4 მატრიცის მახასიათებელი მრავალწევრი, გვექნება: 

X2 2. 0 
2 X-I 2 
9 2. 1? 

I#8-- 4|= =0.--1)02--21--8).? 

    

რადგან მიღებული მრავალწევრის ფესვებია 7,1=1, ),=4, /,ვ=-–-2, 

ჩვენ შეგვიძლია პირდაპირ დავწეროთ მოცემული კვადრატული ფორმის 

კანონიკური სახე 

”=/)1-+4ყა"--2Mყვ“, (2) 

აგრეთვე შეგვიძლია ვთქვათ რას უდრის ფორმის სიგნატურა. ახლა მო- 
ვნახოთ ორთოგონალური გარდაქმნა, რომლითაც მოცემული (1) კეა– 

დრატული ფორმა დაიყვანება (2) კანონიკურ სახემდე. მოცემული კვა– 
დრატული ფორმის მატრიცის მახასიათებელი მატრიცის მიხედვით 
შევადგინოთ 2,1=1, 7,2=4, ჯე=–-2 რეცხვების შესაბამისი ერთგვა- 

როვან წრფივ განტოლებათა სისტემები, მივიღებთ: 

–ი –+2X,-L0Xვ=-:0 2 +-2X. +0Xვ=0, 

2X, +0X-L-2Xკ =0, 29+3+2X5=0, 

0X,+2X-+Xვ =0, 0%+2%-+4X3=0, 

–4X, –+2VX –0Xვ =0, 

2-3 –- 2X3 =0, 

0X, +-2Xა––2Xვ=0. 

ადვილად შემოწმდება, რომ პირველი, მეორე და მესამე სისტემების 

მატრიცის რანგები შესაბამისად არის 2, 2, 2. ამიტომ ყოველი სისტემის 

ამონახსნთა ფუნდამენტალური სისტემა შედგება თითო ამონახსნისაგან. 

მაგალითად, ესენი იქნებიან შესაბამისად ვეჭტორები: 

თ,=C-2, –-1, 2), ძთ:გ=(2, –-2, 1) და თვ=(1, 2, 2). (3) 
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სასარგებლოა აქვე შევნიშნოთ, რომ თუ რომელიმე დ წრფივი გარდაქმ- 

ნის მატრიცა უდრის მოცემული კვადრატული ფორმის 4 მატრიცას, 
მაშინ ეს თI, თი, თე ვექტორები იქნება გარდაქმნის საკუთრივი ვეჭ- 
ტორები, რომლებიც ქმნიან სამგანზომილებიანი ვექტორული სივრცის 

ერთგანზომილებიან ინვარიანტულ ქვესივრცეებს. 

ვინაიდან #4 მატრიცის მახასიათებელ მრავალწევრს არ ჰქონდა -ჯე- 

რადი ფესვები, (3) ვექტორთა სისტემა ორთოგონალურია და ამიტომ 

არ გვჭირდება ვექტორთა სისტემის ორთოგონალიზაცია. ახლა მოვახ- 

დინოთ (3) ვექტორთა სისტემის ნორმირება, მივიღებთ ორთონორმი- 

რებულ ვექტორთა სისტემას: 

ამრიგად, ერთ-ერთი ორთონორმირებული გარდაქმნა, რომელიც მო- 

ცემულ კვადრატულ ფორმას დაიყვანს მთავარ ღერძებამდე, იქნება: 

ყI=> 2 „ 10) 2. 1 ვ“? ვ“? ვ.” 

== 2.1, ყი 3 ვ 221 “კ 29 

· _ო“. 
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თავი XIII. 

მრავალწევრული. ანუ X-მატრიცები; 
მატრიცთა ნორმალური სახე 

§ 60 X# -მატრიცა და მისი ელემენტარული გარდაქმნები 

აქამდე ჩვენ ძირითადად განვიხილავდით მატრიცას გარკვეულ რი- 
ცხვთა # ველზე. ახლა ჩვენ განვიხილავთ მატრიცებს #(1,|) მრავალწევრ– 

თა რგოლზე, ე. ი. განვიხილავთ ისეთ მატრიცებს, რომელთა ელემენ– 

ტები 7, ასოს მიმართ მრავალწევრებია რიცხვთა ” ველზე. ასეთ მატ- 

რიცებს უწოდებენ ქ), ასოს მიმართ მრავალწევრულ ან უბრალოდ 1,- 

მატრიცებს. 

ვთქვათ, #(2,) მრავალწევრთა რგოლზე მოცემულია #-ური რიგის 
#-მატრიცა: 

( ჩ.() #)9C(2.) ი(7.) 

IC.) /922(7.) IXV5) 

( ”ი1(X) /:(2.) იი (2.) 

- 40)= 

ცხადია, რომ ყოველი რიცხვითი მატრიცა 7-მატრიცის კერძო შემთხ- 

ვევაა. #-მატრიცას ვუწოდოთ უნიმოდულარული, თუ მისი დეტერმი– 
ნანტი ნულისაგან განსხვავებული რიცხვია #” ველიდან. 

„ადვილად დამტკიცდება, რომ თუ 4 არის 1,-მატრიცა, 4“! მაშინ 

და მხოლოდ მაშინ იქნება ქ),-მატრიცა, როცა /1(7,) მატრიცა უნიმოდუ– 

ლარულია. მართლაც, თუ #4(2,) და /(7,)“1 ორივე 1,-მატრიცაა, მაშინ 

|4(7)| და (ძა I=უცუ დეტერმინანტები მრავალწევრები უნდა 

იყოს IL ),) რგოლიდან, რაც შესაძლებელია მხოლოდ მაშინ, როცა /%(2,) 

უნიმოდულარული 1.-მატრიცაა, ე. ი. როცა |/4(2,),=C#0; შებრუნებით, 

თუ I4(2,)|=0/ 0, მაშინ /(7,)-1 მატრიცა, როგორც ეს მოცემული მა- 

ტრიცის შებრუნებული მატრიცის თანაფარდობიდან (გვ. 112) ჩანს, 

იქნება 1.-მატრიცა. აქედან გამოდის, რომ /(7,)-! მატრიცა აგრეთვე 

უნიმოდულარული 27?-მატრიცაა. ისეთ » მატრიცას, რომლის ყველა წევ– 
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რის უდიდესი საერთო გამყოფია გარკვეული რიცხვი, ვუწოდოთ პრი- 
მიტიული 12,-მატრიცა. 

ვიცით, რომ 7,მატრიცის ყოველი #- ური რიგის მინორი გარკვეული 

მრავალწევრია ?,-ს მიმართ. ძ,().) სიმბოლოთი აღვნიშნოთ #-მატრი- 

ცის ყველა #-ური რიგის მინორის უდიდესი საერთო გამყოფი”. მაშინ, 
ცხადია, ძ,(7,) იქნება ჯ-მატრიცის ყველა წევრის უდიდესი საერთო გამ- 

ყოფი, ხოლო თი(27) კი იქნება მოცემული 7,-მატრიცის დეტერმინანტი. 

გაჟოფილი მისი უფროსი წევრის კოეფიციენტზე. ქვემოთ ვნახავთ, რომ 
1,-მატრიცის ელემენტარულ გამყოფთა მოძებნა ფაქტიურად დაიყვა- 

ნება ძ,(,) მრავალწევრების მოძებნამდე. ცხადია. რომ, როგორც ეს 

მატრიცის რაიმე სიდიდეზე გამრავლების წესიდან ჩანს. ყოველი /(1) 
მატრიცა შეიძლება ასე წარმოვადგინოთ: 

4C2,)=ძ)(2,) · 40(2.), 

სადაც #40(7) არის პრიმიტიული /-მატრიცა რიცხვითი მატრიცების 

ანალოგიურად 2,-მატრიცთა ელემენტარული გარდაქმნები ეწოდება 

1-მატრიცთა შემდეგ სამ გარდაქმნას: 

1. ნებისმიერი ორი სვეტის (სტრიქონის) ადგილების ურთიერთ- 

შეცვლას, 
2. ნებისმიერი სვეტის (სტრიქონის) გამრავლებას # ველიდან აღე- 

ბულ ნულისაგან განსხვავებულ ნებისმიერ რიცხვზე, 
3. ნებისმიერი სვეტისათვის (სტრიქონისათვის სხვა რომელიმე 

სვეტის (სტრიქონის) ნებისმიერ მრავალწევრზე ნამრავლის მიმატებას 

ან გამოკლებას. 

ადვილად დამტკიცდება, რომ მე-2 და მე-3 ელემენ ტარული გარდაქმ- 

ნებისაგან მიიღება 1-ლი ელემენტარული გარდაქმნა. 

აღნიშნული დებულების დამტკიცება განვიხილოთ შემდეგ სქემაზე 

(I+|) 1) ; |, 
I –_”” 

ამ სქემით L-ურ და/-ურ სტრიქონებს ერთმანეთის მიმართ შეეცვალათ 

ადგილები მე-2 და მე-3 ელემენტარული გარდაქმნების თანამიმდევნო 

გამოყენებით: 

1) ჯL-ურ სტრიქონს დავუმატეთ /-ური სტრიქონი, 2) /-ურ სტრიქონს 

გამოვაკლეთ მიღებული (-ური სტრიქონი, 3) I-ურ სტრიქონს დავგუმა- 

9 შევთანხმდეთ, რომ უდიდესი საერთო გამყოფი ვუწოდოთ უდიდესი 

ხარისხის საერთო გამყოფს, რომლის უფროსი წევრის კოეფიციენტია 1. 
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ტეთ მიღებული /I-ური სტრიქონი და 4) /-ური სტრიქონი გავამრავლეთ 
C–1)-ზე. 

ამის შემდეგ ჩვენ საქმე გვექნება მე-2 და მე-3 ელემენტარულ 
გარდამქნებთან. ცხადია, რომ, თუ 2,-მატრიცაზე მოვახდენთ ელემენ- 
ტარულ გარდაქმნას, მივიღებთ ისევ 7, მატრიცას. /8(7,) მატრიცას ეწო- 
დება ,4(2,) მატრიცის ეკვივალენტური, თუ IX72,) მატრიცა მიიღება „#(7,) 
მატრიცისაგან სასრული რაოდენობის ელემენტარული გარდაქმნებით. 

4C(/.)მატრიცის ეკვივალენტურობას „8(2,) მატრიცასთან აღნიშნავენ ასე: 

#(7)“-– 8(1,). ეკვივალენტურ 7, მატრიცთა განმარტებიდან უშუალოდ 
გამომდინარეობს შემდეგი თვისებები: 

1- თუ 4C0,)“– 80.) და 8(7,)--Cთ,), მაშინ /1(7,)“–“C(2,); ესაა ტრან- 
%ზიტულობის თვისება, . 

2. თუ /1(2,)-- 8(7.), მაშინ 8(7.)“- 4(2,); ესაა სიმეტრიულობის თვი- 
სება. 

3. 40,)“– 4CთI,), ყოველი 7, მატრიცა თავისი თავის ეკვიეგალენტურია; 

ესაა რეფლექსურობის თვისება. 

დავამ ტკიცოთ მე-9 და მე-3 თვისებები. ვთქვათ, რომ 8(,) მიიღება 

4C(2,)-გან მე-2 ელემენტარული გარდაქმნით, ე. ი. /#(7,) მატრიცის რო- 

მელიმე L-ური სტრიქონის ##0 რიცხვზე გამრავლებით. მაშინ. ცხადია 

რომ 802) მატრიცის (-ური სტრიქონის ჩ- (=> რიცხვზე გამრავლებით 

· მივიღებთ /4(7,) მატრიცას. ახლა გთქვათ, რომ „8().) მიიღება 4(2)-გან. 

მე-3 ელემენტარული გარდაქმნით, ე. ი. „#(7) მატრიცის რომელიმე 

ურ სტრიქონს მიმატებული |-ური სტრიქონისა და /#2.)-ს ნამრავლი. 

ამ შემთხვევაში 8(7) მატრიცის I-ურ სტრიქონს L+LM2.)/ დავუმატოთ, 

I-ური სტრიქონი გამრავლებული -/(2,)-ზე; მივიღებთ ისევ 4(7.) მატ– 

რიცას, რ. დ. გ. ახლა, რადგან ყოველი ელემენტარული გარდაქმნი- 

სათვის არსებობს მისი შებრუნებული ელემენტარული გარდაქმნა, შეგ- 
ვიძლია ვთქვათ, რომ თუ 8(2.) მიიღება /4(7:)- გან სასსრული რაოდენობის 

ელემენტარული გარდაქმნებით, მაშინ 40) მიიღება 8(2,)-გან, თუ შებ- 

რუნებული თანამიმდევრობით განვიხილავთ ჩატარებული ელემენ- 
ტარული გარდაქმნების შებრუნებულ გარდაქმნებს. რაც შეეხება ეკვი– 
ვალენტურ მატრიცთა პირველ თვისებას, იგი ადვილად მიიღება. რად– 
„გან ეკვივალენტური 1, მატრიცებისათვის მართებულია ტრანზიტულო- 

ბის, სიმეტრიულობისა და რეფლექსურობის თვისებები, 7, მატრიცთა 
სიმრავლე შეიძლება დავყოთ კლასებად ისე, რომ ყოველ კლასში მოვა– 

თავსოთ ერთიმეორის ეკვივალენტური. #-მატრიცები. 
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განსაზღვრა დიაგონალურ /), მატრიცას 

ჩ(.) 0 0 
0 /2C2.) -. 0 

(0. 9 =XXC95, 

ეწოდება კანონიკური დიაგონალური მატრიცა, თუ ყოველი დიაგონა- 

ლური /,(7) მრავალწევრი არის შემდეგი /,,I(7) მრავალწევრის გამ- 
ყოფი და თუ ყველა არანულოვანი ჩ(2), /:(2), ··· /-(#) მრავალწევ- 
რის უფროსი წევრის კოეფიცენტები უდრის 1. 

ახლა, თუ კანონიკური დიაგონალური ქ1,-მატრიეცის /,(2,) დიაგო– 

ნალურ წევრებს შორის არის ნულები და ნულისაგან განსხვავებული 
რიცხვები, რომლებიც უნდა უდრიდეს 1-ს, მაშინ, ვინაიდან ნულისა- 

გან განსხვავებული ყოველი /,(2?) დიაგონალური წევრი გამყოფია შემ- 

დეგი /,+I(7) წევრისა, კანონიკური დიაგონალური 12,-მატრიცის მთავარ 

დიაგონალზე პირველად უნდა დალაგდეს ერთები 1, ..., 1. შემდეგ ისეთი 

M+1C7#)) IMM+%2.), ·--· II(X) მრავალწევრები, რომელთაგან ყოველი //(2,) 

((=#-L1, ..., ია) დიაგონალური წევრი გამყოფია შემდეგი /,+1(2.) დია- 

გონალური წევრისა და, ბოლოს, უნდა მოვათავსოთ ნულები. ისე, რო- 

გორც რიცხვითი მატრიცის შემთხვევაში, 7,-მატრიცებისათვისაც მტკი- 

ცდება 
თეორემა.ა ყოველი /1,-მატრიცა სასრული რაოდენობის ელემენ- 

ტარული გარდაქმნებით შეიძლება დავიყვანოთ კანონიკურ დიაგონალურ · 

სახემდე. 
დამტკიცება. თუ 7, - მატრიცა ნულოვანი ან ერთეულოვანია, მაშინ 

დასამტკიცებელი არაფერია, რადგან მათ უკვე აქვთ კანონიკური დია- 

გონალური სახე. ამიტომ ვიგულისხმოთ, რომ მოცემულია არანულოვანი 

და არაერთეულოვანი 4(2,) მატრიცა. 4(7,) მატრიცის ეკვივალენტურ 

მატრიცთა შორეს ავარჩიოთ ისეთი, რომლის მარცხენა ზედა კუთხე- 
ში მოთავსებულია ნულესაგან განსხვავებულე უმცირესი შესაძლებელი 

ხარესხეს მრავალევრე. ვთქვათ, 4(7,) მატრიცის ეკვივალენტურ მატ- 

რეცთა შორეს ასეთეა ,3(7,) მატრიცა: 

წ)I(7) წ)I9ი(7) თი(2.) 

80,)= ჟა). წია!) · => MM 

თამ). თა.) · თან). I 

დავამტკიცოთ, რომ. 8(7) მატრიცის პირველი სტრიქონის ყველა 

წევრი უნაშთოდ იყოფა 6)1(7,)-ზე. 
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მართლაც, დაგუშვათ წინააღმდეგი, ქთქვათ, 

წ1I/(7.)=თფ)(2.)0L/(C7.) +/I /(2.) ((=2, 3, ..., M), (1) 

სადაც გაყოფის შედეგად მიღებული /,,(/)%0 მრავალწევრის (ნაშთის) 

ხარისხი ნაკლებია, ვიდრე თ)I(2) მრავალწევრის ხარისხი. ,8(7,) მატ- 

რიცაზე მოვახდინოთ შემდეგი ელემენტარული გარდაგმნა: Iჯ-ურ სვეტს 
გამოვაკლოთ პირველი სვეტის ძ,V7(7) მრავალწევრზე ნამრავლი, მაშინ 

მიღებული მატრიცის პირველი სტრიქონის და Iჯ-ური სვეტის ელემენტი 
იქნება „.7,(7.) მრავალწევრი. ახლა პირველი და I-ური სვეტების ადგი- 
ლების ურთიერთშეცვლით მივიღებთ „8()7,) მატრიცის ისეთ ეკვივალენ- 

ტურ მატრიცას, რომლის მარცხენა ზედა კუთხეში იქნება უფრო და- 
ბალი ხარისხის „,,(7,)მრავალწევრი, ვიდრე თI(7,) მრავალწევრია, ეს 

კი ეწინააღმდეგება „8(7,) მატრიცის არჩევას. მაშასადამე, იმის დაშვებამ, 

რომ 8C(7) მატრიცის პირველი სტრიქონის ყოველი წევრი უნაშთოდ 

არ იყოფა #ჯ(2.)-ზე, მიგვიყვანა წინააღმდეგობამდე; ამრიგად, (1) ტო– 
ლობაში ყოველი #”,,(7)=0 ((=-2, ..., M) და ჩვენი დებულება დამტკი- 

ცებულია. ანალოგიურად დამტკიცდება, რომ ,„3(7,) მატრიცის პირველი 

სვეტის ყოველი, წევრი უწაშთოდ იყოფა თ(7)-ზე. ახლა, თუ 8(1.) მა- 
ტრიცაზე მოვახდენთ შემდეგ ელემენტარულ გარდაქმნას: ყოველ 

=2, 3, ...,”M სვეტს გამოვაკლებო შესაბამისად პირველი სვეტისა და 

01,(7) მრავალწევრის ნამრავლს, პირველი სტრიქონის ყველა წევრი, 

გარდა თ(7) წევრისა, გადაიქცევა ნულად. ანალოგიურად შეიძლება 
80.) მატრიცის პირველი სვეტის ყველა წევრი, გარდა #CI(7,) წევრისა, 

გადავაქციოთ ნულად. ამ ელემენტარული გარდაქმნების შედეგად 8(7.) 

მატრიცა შეიცვლება მისი ეკვივალენტური 

წII(X) 0 0 0 

ბი რდ:ა(/) დაე(#) და„(#) 

C(>)= 0 ღვა(4) დვე(7) (MIC8) 

| 0 ღეია() დეე(2) ... დიგ) 

მატრიცით, სადაც დ,,(2.) (ს, I=2, 3. .., /) მრავალწევრებია #L7I| 

მრავალწევრთა რგოლიდან. 

ადვილად შევამჩნევთ, რომ მიღებული C(7.) მატრიცის ყოველი Cდ;/(»X) 

წევრი უნაშთოდ იყოფა (#11(7.)-ზე. 
მართლაც, თუ, მაგალითად, CC0.) მატრიცის რომელიმე დ,;C(#) არ 

იყოფა თI(2,)-ზე, მაშინ პირველ სტრიქონს მივუმატოთ მისივე L-ური 

სტრიქონი; მივიღებთ /(2,) მატრიცის ისეთ ეკვივალენტურ მატრიცას, 

30. შ. ქემხაძე



რომელსაც მარცხენა ზედა კუთხეში აქვს ნულისაგან განსხვავებული 

უმცირესი ხარისხის #,1(1.) წევრი და რომლის პირველი სტრიქონი» 

დ,ჯ(#) წევრი არ იყოფა წ)I72,)-ზე, რაც, როგორც ზემოთ ვნახეთ, შეუ- 

ძლებელია. 

ამრიგად, დამტკიცდა, რომ C(2,) მატრიცის ყოველი დთ,/(1.) წევრი 

უნაშთოდ იყოფა თ)(2.) ზე. ახლა სიმარტივისათვის ელემენტარული 

გარდაქმნა მოვახდინოთ მატრიცაზე: 

დე:(7) თ;ვ(2,) დ;ი(2.) 

0C0.)= დვი(7.) დევ(7,) ა. დეი(2,) 

(| დია(7) დივ(ჯ) დაი(2.) 

ვინაიდან IX) მატრიცის ყოველი დ,,,) წევრი უნაშთოდ იყოფა 

#11(2.)-ზე. ამიტომ Xი0ი0,) მატრიცის ყოველი ეკვივალენტური მატრი- 

ცის ყველა წევრი უნაშთოდ გაიყოფა თ1(2.)-ზე. თუ ახლა IX2,) მატრი- 
ცისათვის გამოვიყენებთ ზემოთ დამტკიცებულ დებულებებს, /IX(,)მა- 

ტრიცას სათანადო ელემენტარული გარდაქმნებით შეიძლება მივცეთ 

შემდეგი სახე: 

( დი(7) 0 0 

აანონ“ 
“”!მი /„ვ(1) ?(„ი(2,) | 

სადაც ყოველი 1,ჯ(7.) (ს 1=ქ3, ...,I) წევრი უნაშთოდ იყოფა დევ(2,)-ზე. 

ახლა, ვინაიდან 7X(1,) მატრიცის ყოველი ელემენტარული გარდაქმ- 

ნა ამავე დროს C(7.) მატრიცის შესაბამისი ელემენტარული გარდაქმ- 

ნაა და ”X/1,) მატრიცის ელემენტარული გარდაქმნა არ ცვლის CC.) მა- 

ტრიცის პირველი სტრიქონისა და პირველი სვეტის ელემენტებს, MX.) 

მატრიცის აღნიშნული გარდაქმნის შედეგად „8(7) მატრიცა მიიღებს 
სახეს: 

წყ) 0 0 0 
0 დე:(7.) 0 0 

MC(),) = 0 0 7ვე( 7.) /ვე(X) , 

( 0 0 ჩივ(2.) 7იი(7#) | 

სადაც ყოველი ?7,,(7.) იყოფა დი:(2.)- ზე და დია:(7) იყოფა #611(2,)-ზე. 

თუ ამ პროცესს განვაგრძობთ, სასრული რაოდენობის ელემენტარულ 

გარდაქმნათა შემდეგ მივიღებთ მოცემული 4(2,) მატრიცის ნორმა- 
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ლურ დიაგონალურ სახეს. ადგილად შევნიშნავთ, რომ 2,-მატრიცის 

ნორმალურ დიაგონალურ სახემდე დაყვანის მტკიცების ეს მეთოდი 

შეიძლება გამოყენებულ იქნეს პრაქტიკულად 1,-მატრიცის კანონიკურ 

დიაგონალურ სახემდე დასაყვანად. დამტკიცებული თეორემიდან გამომ- 

დინარეობს შემდეგი მეტად საინტერესო შედეგი: ეკვივაელენტურ #- 

მატრიცთა ყოველი კლასი ერთ კანონიკური დიაგონალური სახის /,- 

მატრიცას მაინც შეიცავს. 

შემდეგ ჩვენ დავამტკიცებთ, რომ ერთისა და იმავე კლასის ყველა 7,- 

მატრიცა, ე. ი ყოველი ორი ეკვივალენტური ქ1,-მატრიცა, როგორი ელე- 

მენტარული გარდაქმნებითაც არ უნდა დავიყვანოთ კანონიკურ ღიაგო- 

ნალურ სახემდე, შედეგი ერთი და იგივე იქნება. 

§ 7. ).-მატრიცის ინვარიანტული მაგრავლები და 

ინვარიანტული გამყოფები 

თეორემა. თუ /#(2,) მატრიცის ყველა #-ური რიგის დეტერმინანტის 

საერთო მამრავლია დ(C)), მაშინ ის იქნება აგრეთვე საერთო მამრავლი 

#40ა მატრიცის ნებისმიერი ეკვივალენტური მატრიცის ყველა ჩ-ური რი- 

გის დეტერმინანტისა. 

დამტკიცება თეორემა დავამტკიცოთ იმ შემთხვევისათვის, როცა 

40.) მატრიცის ეკვივალენტური მატრიცა მიიღება 4#C0,)-გან ერთი რო- 

მელიმე ელემენტარული გარდაქმნით. თუ #C2.) მატრიცის ეკვივალენ– 

ტური მატრიცა მიიღება პირველი ან მეორე ელემენტარული გარდაქმ- 

ნით, მაშინ თეორემის მართებულობა აშკარაა. განვიხილოთ მე-3 ელე- 

მენტარული გარდაქმნა. ვთქვათ, რომ /#(#) მატრიცის (-ურ სტრიქონს 

მივუმატეთ /-ური სტრიქონი /(7,) მრავალწევრზე გამრავლებული. 

ადვილად შევამჩნევთ, რომ ასეთი გარდაქმნის შედეგად მიღებული მატ- 
რიცის #-ური რიგის ის მინორები, რომლებიც არ შეიცავს I-ურ სტრი- 

ქონს და რომლებიც შეიცავს ორივე I-ურ და /-ურ სტრიქონს, უცვლე- 

ლი დარჩება. #-ური რიგის ის მინორები, რომლებიც შეიცავს (I-ურ 

სტრიქონს, მაგრამ არ შეიცავს /-ურ სტრიქონს, ამ გარდაქმნის შემდეგ 

მიიღებს სახეს: 

II +––M - MC2.), 

სადაც M და V არიან 40.) მატრიცის #-ური რიგის მინორები. აქედან 

უშუალოდ გამოდის თეორემის მართებულობა ამ შემთხვევაშიც. მაშასა– 

დამე, თეორემა მართებულია ისეთი მატრიცებისათვის, რომლებიც მი- 

იღება #4(7.) მატრიცისაგან ერთი რომელიმე ელემენტარული გარდაქმ- 

ნით. ახლა, რადგან 4(2,) მატრიცის ყოველი ეკვივალენტური მატრიცა მი–- 

“467



იღება (7) მატრიცისაგან გარკვეული სასრული რაოდენობის ელემენ- 

ტარული გარდაქმნებით, თეორემა მთლიანად დამტკიცებულია. 

ანალოგიურად რიცხვითი მატრიცისა, 2,-მატრიცისათვისაც მტკიც- 

დება, რომ: არც ერთი ელემენტარული გარდაქმნა არ ცვლის 7,-მატრი- 

ცის რანგს, ე. ი. ეკვივალენტურ 7,-მატრიცთა რანგი ტოლია. თუ /().) 

მატრიცის რანგი უდრის „-ს, სადაც #=</I, მაშინ, ცხადია, რომ ყო- 

ველი /-ზე მაღალი რიგის დეტერმინანტი იქნება ნული და გვექნება 

ძ.კI(7.)=...=ძ,»(1)=0. ზემოთ დამტკიცებული ' თეორემიდან ადვი- 

ლად მივიღებთ, რომ: ყოველი ორი ეკვივალენტური ქ1,-მატრიცის ყვე- 

ლა ჩ-ური რიგის მინორის უდიდესი საერთო გამყოფი ტოლია, 

მართლაც, ვთქვათ, ძ,.(7) არის რომელიმე /#4(7,) მატრიცის ყველა 

#-ური რიგის მინორის უდიდესი საერთო გამყოფი. მაშინ დამტკიცებუ- 

ლი თეორემის თანახმად ძ,(2.) იქნება ,4(2,) მატრიცის ყოველი ეკვივა- 

ლენტური მატრიცის ყველა #-ური რიგის მინორის საერთო გამყოფი. 

ახლა /(2,) მატრიცის ეკვივალენტური მატრიცის ყველა #-ური რიგის 
მინორს რომ ჰქონოდა ძ,(),)-ზე უფრო მაღალი რიგის საერთო მამრავ- 

ლი, მაშინ, დამტკცებული თეორემის თანახმად, ,1(7,) მატრიცის ყვე- 

ლა #-ური რიგის მინორს უნდა ჰქონოდა იგივე საერთო მამრავლი, რაც 

ეწინააღმდეგება პირობას. ამრიგად, ”-რანგიანი 7,-მატრიცის ყველა #- 
ური რიგის (#=1, 2,...,,) მინორის უდიდესი საერთო გამყოფები: ძ,().), 

ძ5(2.), ·.-, 4ა(#) უცვლელია (იძინვარიანტულია) #-მატრიცის ყოველი სა- 

ხრული რაოდენობის ელემენტარული გარდაქმნების მიმართ და ამიტომ 

მათ მოცემული 2.-მატრიცის ინვარიანტულ მამრავლებს უწოდებენ. 
ახლა, გამოვთვალოთ ძ,(2,), ძ»(2.), -.., 9„(2.) ინვარიანტული მამ- 

რავლები კანონიკური დიაგონალური სახის შემდეგი 12, მატრიცისათვის: 

( რი» 0 0.) 

, (1) 

სადაც ყოველი 0,(7.) (1=1, 2, ..., 7) წევრი გამყოფია შემდეგი 2,, #69) 

წევრისა. რომელიმე #-ური რიგის მინორის მისაღებად, როგორც ვი- 

ცით, საჭიროა 6(7,)-დან ამოვშალოთ /I-–# რაოდენობის შესაბამისი სტრი- 

ქონი და ამავე რაოდენობის სვეტი. ადვილად შევნიშნავთ, რომ ნულისა- 

გან განსხვავებული მინორების მისაღებად უნდა ამოვშალოთ #(7.) მატ- 
რიცის ყველა ის სვეტი, რომლის ნომრები უდრის ამოშლილი სტრი- 

ქონების ნომრებს. ამრიგად, ნულისაგან განსხვავებული #-ური რიგის 
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მინორებს ექნება შემდეგი სახე: 

| 6) 0 0 

მეი იაც)... 090 
=:0,0)0,;(#)...6((7.). (ს 

თუ ჩ(2,) არის მოცემული /(7,) მატრიცის კანონიკური დიაგონალური 

სახე, მაშინ, ცხადია, მისი ”-ური რიგის მინორების უდიდესი საერთო 
გამყოფი იქნება ძ,(2.). კერძოდ, ძ,(2,) იქნება (2) სახის #-ური რიგის 
მინორების უდიდესი საერთო გამყოფი. ვინაიდან 

1==11<Iა<...<I,5==I და წ,=>1, (.2>2. ·.., (I->#, 

გღებულობთ, რომ ი2,|(),), 6,2), .·... 0,.(7) წევრები შესაბამისად 

იყოფა 6)(7.), 6:(#), ..-, 0-(7.) წევრებზე. მაშასადამე, ნამრავლი 

06,,(#)07,:(7.) --. 6,(#) იყოფა 0)(2.) 6(7,) ·-. 6,(2.)'ნამრავლზე; ეს იმას 
ნიშნავს, რომ #6(2,) მატრიცის (2) სახის ყველა.#-ური რიგის მინორი 

იყოფა #-ური რიგის შემდეგ მინორზე 

რია 90 0 
იუი #«().. 0 

=40)ს(2) 6აX(2.)...6ჯ(4.). (3) 

ვინაიდან, /-(1,) მატრიცის ყოველი (2) სახის #-ური რიგის მინორი 

(მრავალწევრი) იყოფა ამავე მატრიცის (3) სახის /#-ური რიგის მინორზე 

(მრავალწევრზე), რომელთა უფროსი წევრის კოეფიციენტი უდრის I-ს, 

ამიტომ მივიღებთ, რომ 4#(17.) მატრიცის ყველა #-ური რიგის მინორთა 

უდიდესი საერთო გამყოფი ძ,(2,) ემთხვევა (3) #-ური რიგის მინორს, 

ე. ი. 

ძ.(2,)==6,C#)6:(»)..--.6-(2.) (#=1, 2, ..., 7). (4) 

ამრიგად, თუ 4#(7.) მატრიცა გარკვეული სასრული რაოდენობის ელემენ– 

ტარული გარდაქმნებით დაიყვანება (1) კანონიკურ დიაგონალურ სა- 

ხემდე, შეგვიძლია ვთქვათ, რომ როგორც 4(C2.) მატრიცის, ისე ყველა 

მისი ეკვივალენტური მატრიცის ძ,0,) მრავალწევრი #§(7.) კანონიკური 

დიაგონალური მატრიცის დიაგონალურ ელემენტებთან დაკავშირე- 

ბულია (4) ტოლობით. თუ ვიგულისხმებთ ძაი(2,)=1, მაშინ (4) ტოლო- 

ბიდან მივიღებთ: 

ძა 0)= 
განაოლ 

(#=1, 2, ..., 7). (5) 
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მაშასადამე, ” რანგის მქონე 2, - მატრიცის #-ური რიგის ძ,(),) მი- 

ნორების უდიდესი საერთო გამყოფი ყოველთვის იყოფა ამავე მატრი- 

ცის #--1 რიგის მინორების ძ,-)(2?) უდიდეს საერთო გამყოფ%ზე და გა- 

ნაყოფი უდრის მოცემული მატრიცის კანონიკური დიაგონალური სახის 

6(2.) წევრს. , 

6I(X), 0ა(2.), ·--, 6-(#) მრავალწევრებს, ვინაიდან ისინი დაკავშირე- 

ბულია ინვარიანტულ მამრავლებთან, უწოდებენ მოცემული #-მატ- 
რიცის ინვარიანტულ გამყოფებს. 

ცხადია, რომ თუ #-მატრიცის რანგი, ე. ი. ნულისაგან განსხვავებული 

მინორის უმაღლესი რიგი უდრის /-ს, მაშინ ძ,(7)7#0, ხოლო ძ,,)(2,)= 

=-0. პირიქით, თუ ძ,(7)#0 და ძ,,I(»)=0, მაშინ #-მატრიცის ერთი 

” რიგის მინორი მაინც არ უდრის ნულს და სხვა ყველა ”+1 რიგის მი- 
ნორი უდრის ნულს, ე. ი. 6(7,) მატრიცის რანგი. უდრის /„-ს. 

ახლა, ვინაიდან ყოველი ორი ეკვივალენტური 2, მატრიცის ვველა 
#-ური რიგის მინორის უდიდესი საერთო გამყოფი ტოლია ძ,(1,) მრა– 

ეგალწევრისა, (5) ტოლობიდან გამოდის, რომ ყოველ ორ ეკვივალენტურ 

/- მატრიცას ერთნაირი ინვარიანტული გამყოფები აქვს, ე. ი. ყოველ 
ორ ეკვივალენტურ /7,-მატრიცას ერთი, და იგივე კანონიკური დიაგონა- 

ლური სახე აქვს. პირიქით, ყოველი ორი მატრიცა, რომლებსაც ერთი 

და იგივე კანონიკური დიაგონალური სახე აქვთ, ერთმანეთის ე კ ვი- 

ვალენტურია. ეს იქიდან გამოდის, რომ ორი მატრიცა, თუ 

ცალ-ცალკე ეკვივალენტურია მესამესი, მაშინ ისინი ურთიერთეკვი- 

ვალენტურია. ამრიგად, მივიღეთ ორი 7,-მატრიცის ,ეკვივალენტურო- 

ბის შემდეგი პირობა: ორი ერთისა და იმავე რიგის /),-მატრიცა -ეკვივა– 
ლენტურია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა მათი შესაბამისი ინვარიან– 

ტული გამყოფები ტოლია. 

§ 6ყ. ),-მატრიცის ელემენტარული გამყოფები 

გთქვათ. ჩ0.) მრავალწევრთა რგოლზე, სადაც # საზოგადოდ შეიძ- 

ლება იყოს ·სკომპლექსურ რიცხვთა ველი, მოცემულია 7-ური რიგის 

#- მატრიცა. ვიგულისხმოთ. რომ 6,(2,), 0-(7.), ·.-, 6,(7) მრავალწევ- 

რები მოცემული 7/- მატრიცის ინვარიანტული გამყოფებია. თუ მოცე- 

მულ ლი მატრიცის რანგი /”<I)!, მაშინ, როგორც ვიცით, ინვარიანტულ 

გამყოფთა #--” რაოდენობა, ეტოლება ნულს. გარკვე ულობისათვის ვი- 

გულისხმოთ, რომ (6,)(2.), 6-(2,), ·.., 6,-(X) ინვარიანტული გამყოფები 

არ უდრის ნულს, ხოლო 6,,I(2,) =...=6,(#)=0. ყოველი #/(7) მრა- 

ვალწევრი ” რიცხვთა ველზე დავშალოთ დაუყვან, მამრავლებად. 

ვთქვათ, . . . 
6,(7)=(|6:(2.)) '(82(2,)1 ”.-.(6 ,()) ” 
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სადაც 61(2.), 6»(7), ..., 6,(X+) არის /2 ველზე სხვადასხეა დაუყვანი მამ- 

რავლი, რომელთა უფროსი წევრის კოეფიციენტები უდრის 1-ს. (=.0ა1“!, 

I: (2)1””, ..-, (8:(X)1”” მრავალწევრებს ეწოდებათ 0,(7.) ინვარიანტული 
გამყოფის ელემენტარული გამყოფები #/ ველზე. აგრეთვე ხშირად ამ- 

ბობენ, რომ |6,7(2,)1” ((-=1, 2,..., § მენტარული გამყოფი ი 

> ი დაუყვან ს მაქრავლს, ს ელემეზტ 9. გამყოფი ეკუთვნის 

/.- მატრიცის ყველა, მუდმივისაგან განსხვავებულ, 0.(7,) ინვარიან- 

ტული გამყოფის ელემენტარული გამჟოფების ერთობლიობას ეწოდება 

მოცემული 7 -მატრიცის ელემენტარული გამყოფები # ველზე. მაგა– 

ლითად, ვთქვათ, /(1.) მატრიცის ინვარიანტული გამყოფებია: 1, 1, 7,, 

7. (2. "-= 1).  ”(7“-+1)?; მაშინ მისი ელემენტარული გამყოფები #0 ნამ- 

დვილ რიცხვთა ველზე იქნება 7,, 2,7, #2, 7, '+1 და (/,წ+1),, ხოლო 
IC კომპლექსურ რიცხვთა ველზე კი იქნება 7,. 1,7, 7,9, (.–+7), (27+0ი3, 
(7– ი) და (2.-–-I)/. ; 

·ახლა, თუ ავიღებთ რომელიმე /#4(7,) მატრიცას და ამოვწერთ მის 

ყველა ელემენტარულ გამყოფს იმდენჯე#“, რამდენ ინვარიანტულ მამ- 

რავლშიც ის შედის, ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ასეთნაირად მიღე- 

ბული ელემენტარულ გამყოფთა სისტემა მთლიანად განსაზღვრავს მო– 

ცემული #4#C17.) მატრიცის მუდმივისაგან განსხვავებულ ყველა ინვარიან– 

ტულ გამყოფს. გარდა ამისა, თუ დამატებით მხედველობაში მივიღებთ 

#C01.) მატრიცის /, რიგს დაჯ რანგს, მაშინ მთლიანად განისაზღვრება /4(1,) 

მატრიცის ყველა ინვარიანტული გამყოფი. მაშასადამე, მტკიცდება, 

რომ: #4#C(1.) მატრიცის რიგი, რანგი და ელემენტარულ გამყოფთა სისტე- 

მა სრულიად განსაზღვრავს 7#4(27) მატრიცის ინვარიანტულ გამყოფთა 

სისტემას. ახლა, ვინაიდან ყოველი ორი ერთისა და იმავე რიგის 2,-მატ- 

რიცა ეკვივალენტურია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა მათ შესაბა- 

მისი ინვარიანტული მამრავლები ტოლია, ე. ი. როცა მათი ინვარიან- 

ტული გამყოფები ტოლია, მივიღებთ შემდეგ თეორემას: ერთისა 
და იმავე რიგის” ჟოველი ორი მატრიცა ეკვივალენტურია მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როცა მათი ელემენტარულ გამჟეოფთა სისტემა კომპ- 

ლექსურ რიცხვთა ველზე ერთი და იგივეა. 

მიღებული თეორემის საილუსტრაციოდ განვიხილოთ მაგალითი. 

ვთქვათ, მოცემულია /#(2) მატრიცა, რომლის ელემენტარული გამ- 

ყოფებია: 2., ?, »”, 7 +1, (+109, 7––1, ჯ--–1, რიგი /1=6 და რანგი 
”=4. 

რადგან 4#(7) მატრიცის რიგი #=6, ამიტომ /4().) მატრიცას აქვს 

ექვსი ინვარიანტული გამყოფი 6)(12.), 65(2.), 63(#), 6კ(7.), 0§(7.) და 6კ(7.). 
ახლა, რადგან რანგი ”=4, ამიტომ ძა(7,)=ძა(2,)=0. მოცემულ 6)X(2.), 

0-(2.), 63(2.), 6,(7#.) ინვარიანტული გამყოფების დაშლით უნდა მივიღოთ 

შვიდი ელემენტარული გამყოფი. ვინაიდან #«კც(7,) იყოფა 6+(7.), 0:(2.) და 
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0.(2.) ინვარიანტულ გამყოფებზე, ამიტომ იკ(1.) უნდა შეიცავდეს იმ 

ელემენტარულ გამყოფებს, რომლებიც ეკუთვნის ყველა დაუყვან მამ- 
რავლს უდიდესი ხარისხით, ე. ი. 0გ(7.) => # (7, -L1)9(7/-––1). დარჩე- 

ნილი 2., 2 +1, #--–1 ელემენტარული გამყოფებიდან უდიდესი გამ- 

ყოფები უნდა იყოს მვ(7,)-ის მამრავლები, ე. ი. 0ვ(7,) =- ,,7(2, -L 11(27,––17 

დარჩა მხოლოდ 2, ელემენტარული გამყოფი; ამიტომ 6»(2,)=ქ1,. ეზ. 

ნაიდან ყველა ელემენტარული გამყოფი უკვე ამოწურულია, გვექნება 
6(#»)=1. ცხადია, განხილული მეთოდი გამოდგება ზოგად შემთხვე- 

ვაშიც, რომლის დაწვრილებით განხილვა დაინტერესებულ მკითხველ- 

საც შეუძლია. 

იმისათვის რომ პრაქტიკულად გამოვთვალოთ ქ1,-მატრიცის ინვა- 

რიანტული და ელემენტარული გამყოფები, საჭიროა შესაფერისი ელე- 
მენტარული გარდაქმნების თანამიმდევრობითი გამოყენებით მოცე- 

მული /)/,-მატრიცა დავიყვანოთ კანონიკურ დიაგონალურ სახემდე. მი- 

ღებული კანონიკური დიაგონალური სახიდან უშუალოდ მიილება ინვა- 

რიანტუელი გამყოფები, ხოლო მიღებულ ინვარიანტულ გამყოფთა სა- 

შუალებით გამოვთვლით მოცემული 71,- -მატრიცის ელემენტარულ გამ- 

ჟყოფებს. 
ინვარიანტული გამყოფებიდან ელემენტარული გამყოფების მოძებ- 

ნისათვის, ზოგ შემთხვევაში; ჯერადი მამრავლების გამოყოფის მეთო- 

დის დახმარებით მოგვიხდება მაღალი ხარისხის ალგებრულ განტოლე- 

ბათა ამოხსნა. 

მაგალითი 1. ადვილად დავრწმუნდებით, რომ შემდეგი ქ1,-მატრიცა 

| X–-თ 0 ბპჭუ–_  ჰ–ძ+1Mჰ 0 0 

:0 ჯ-2» 07 0 /-1 0 
0 ე )–-თ 0 ბ –:I1I 

0 0 0 თ 0 0 

9 0 0 ბ +-–თ 0 

0 0 0 0 ბ )-ძ 

ელემენტარული გარდაქმნებით დაიყვანება შემდეგ კანონიკურ დია- 

გონალურ სახემდე: 

10000 0 I 
01000 0 
00100 0 

- 00010 0 
0000 1 0... 

LC 0 0 0 0 (I(C2.-–თ)?+ჩ2) 
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ამიტომ მოცემული მატრიცის ინვარიანტული გამყოფები იქნება: 

0 C7.) == 6-(7,) =-0ე(7.) ==06გ(7,) = 60:(7,)==1 და 0ე(7,)=| (7–თ)” +ჩ |). 

აქედან მისი ელემენტარული გამყოფები კომპლექსურ რიცხვთა ველზე 

იქნება: 

LL--(თ+ჩ/)). და (X--Cთ–/)Iბ. 

ზოგიერთი 2, მატრიცის ინვარიანტული და ელემენტარული გამყოფე– 

ბის მოძებნა ძალიან ადვილდება, თუ ვისარგებლებთ ძ,კ(2,) ინვარიან- 
ტული მამრავლით, ე. ი. მოცემული მატრიცის ყველა #-ური რიგის მი- 

ნორის უდიდესი საერთო გამყოფის ცნებით. 

მაგალითი 2. ვიპოვოთ ინვარიანტული მამრავლები და ელემენტა- 

რული გამყოფები შემდეგი #-მატრიცისა: 

თ––-, ძმ, 0 0 0 I 

0 თ–-, თ 0 0 

0 '.0 0 თ–-, რი 

| 0 0 0 0 თ-–-), | 

ვინაიდან მოცემული მატრიცის დეტერმინანტია (>––7,)ჩ, ამიტომ ძ, (1) 

ინვარიანტული მამრავლი იქნება: 

(თ––))5 
ძი(ლა = 

(-–-1)” 
  =(#--თ)”. 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ მოცემული მატრიცის ყოველი დაბალი 

რიგის ერთი დეტერმინანტი მაინც ნულისაგან განსხვავებული მუდმი- 

ვი სიდიდეა. მაგალითად, პირველი სვეტის და მე-ი სტრიქონის ამოშლის 

შედეგად მიღებული მინორი იქნება ი; თ ... 0.1 ნამრავლი, ამიტომ 

ძი!) 
ში- ) =1, მი X= 1(2) მინ) ძი მა =(2--რთ)”. 

მივიღებთ 8გი(7,) =(»–-თ)”. ამრიგად, ვინაიდან. ძი(7,) = (2,-–თ)” ინვარი- 

ანტული მამრავლის გარდა ყველა სხვა ინვარიანტული მამრავლი უდ- 

რის 1, მივიღებთ, რომ მოცემული მატრიცისათვის (7.-–თ)/ ერთადერთი 

ელემენტარული გამყოფია. 

დიაგონალური 1,-მატრიცის ელემენტარული გამყოფები. როგორც 
ვიცით, კანონიკურ ნორმალურ სახემდე დაყვანილი 1,-მატრიცის ელემეხ– 
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ტარულ გამყოფთა მისაღებად, საკმარისია ავიღოთ მისი დიაგონალურ 

წევრთა ყველა ელემენტარული გამყოფი. დავამტკიცოთ, რომ ეს წესი 

მართებულია ნებისმიერი დიაგონალური 1.-მატრიცებისათვის. 

ლემა. ნებისმიერი ” დიაგონალური ),-მატრიცის ელემენტარულ გამ- 

ჟოფთა სისტემა უდრის მის დიაგონალურ წევრთა ელემენტარულ გამ- 

ყოფთა ერთობლიობას. 

დამტკიცება. ვთქვათ, /+(2.), /9(2.), ·. /ი-C2.) მრავალწევრები წა. 

დიაგონალური მატრიცის წევრებია. ზოგადობა არ იქნება დარღვეული . 

თუ ვიგულისხმებთ, რომ ყველა ეს მრავალწევრი განსხვავებულია ნუ- 

ლისაგან და მათი უფროსი წევრის კოეფიციენტი უდრის 1-ს. მოცემუ- 

ლი /” მატრიცის #-ური რიგის მინორების უდიდესი საე რთო გამყოფი აღე- 

ნიშნოთ ძ,/(2,)-თი. ვინაიდან /+(2.), /-(2.), ··-, IX6C 5. მრავალწევრების უფ- 

როსი წევრების კოეფიციენტები უდრის 1-ს, ამიტომ # მატრიცის დე- 

ტერმინანტი ეტოლება ძი(2,), ე. ი. 

ძ»(2.) =-ჩ (2.)-ჩ(2,)..--/„(#). 0) 
მაგრამ ჩვენ ვიცით 

/ ძ»(2,)==0,(7.)· 6-C7,)...6;(7.), (2) 

სადაც 46)(2.), 6-(7.), ..., 6-(7) არის მოცემული L მატრიცის ინვარიან- 

ტული გამყოფები. 6,(2.), (2), .--, 6,(2,) სიმბოლოებით აღვნიშნოთ 

!1(27), /2(X), -·· I (X). მრავალწევრთა სხვადასხვა დაუყვანი მამრავლი. 

როგორც ვხედავთ, #” მატრიცის ყოველი ელემენტარული გამყოფი იქ- 

ნება 6)(7), 6»(X), ·.·, 6:(#.) მრავალწევრებიდან ერთ-ერთის ხარისხი. 
ახლა ჩ(X), /-(2.), ·-·, /(#) 'მრავალწევრებიდან გამოვყოთ §;(2,) მამ- 

რავლის უდიდესი ხარისხი, რომელზედაც ეს მრავალწევრები იყოფა. 

ვთქვათ, 

M(2.)=(6,(2,)1” დ, (2) (I=1, 2, ..., #M) (3) 

სადაც C,(7) არ იყოფა 6)(2,)-ზე, დავამტკიცოთ, რომ L6 ((2.)1” ვ თ.ა 

I61(2.)1”” არის ” მატრიცის ელემენტარულ გამყოფთა სისტემა, რო- 

მელიც ეკუთვნის CI(2.) დაუყვან მამრავლს. ვინაიდან # მატრიცის ელე 
მენტარული გამყოფები არაა დამოკიდებული მისი სტრიქონებისა და 

სვეტების რიგზე, ჩვენ სტრიქონები და სვეტები დავალაგოთ ასე: 

5, == == ... == ყე. (4) 

ვიპოვოთ §,(7,) დაუყვანი მამრავლის უმცირესი ხარისხი, რომელიც 

ძ.(,)-ში შედის. განსაზღვრის თანახმად, ძ,(7) არის შემდეგი სახი 
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IV, (2) “ ჩ,(2.).--/., (2) = (6)(2.)1 911 ––<% თ, (1)დ,(2.) ..- 6.,C).) 

მინორების უდიდესი საერთო გამყოფი. (4) უტოლობის თანახმად, და- 
უყვანი მამრავლის უმცირესი ხარისხი შედის 

ჩ(2.) - –(2.)..-/M(,)=(6,(1))ილოლ1(%, ეფე)... CC.) 
მინორში. ცხადია აქ თ (2.).თ().).--თ,(2.) არ იყოფა 8) (7,)-ზე. · მაშასა– 

დამე, ძ„(2,) შეიცავს 8,)(2,) მამრავლს §,+§9-L...+- 5, ხარისხში. ასევე 
მივიღებთ, რომ ძ,-)(72.) შეიცავს 6.(7) მამრავლს §,+5,+...–-5ჩ-1 
ხარისხში. მაგრამ ვიცით, რომ 

ძ.(C7ა 
6(#)= · 

ა ძ.-)(/ა 

ამიტომ 0,C02,) შეიცავს 81(2,) მამრავლს ზუსტად #, ხარისხში. ამრიგად, , 

# მატრიცის ელემენტარული გამყოფები, რომლებიც §|)(2.) დაუყვან 

მამრავლს ეკუთვნის, ემთხვევა ” მატრიცის დიაგონალურ ელემენტთა 

ელემენტარულ გამყოფებს, რომლებიც ეკუთვნის §1(2,) მამრავლს. ვი– 

ნაიდან ზემოთ მოყვანილი მსჯელობა გამოდგება დანარჩენი §ჯC01,), ..., 

8.C7) დაუყვან” მამრავლებისათვის, ამიტომ ლემა დამტკიცებულად 

ჩაითვლება. ხშირად ამ ლემის გამოყენებით ძალზე ადეილდება მოცე- 

მული 12,-მატრიცის ელემენტარულ გამყოფთა მოძებნა. 

კერძოდ, ამ ლემის გამოყენებით ძალზე მარტივდება უჯრედოვან- 

დიაგონალური 1,-მატრიცების ელემენტარულ გამყოფთა მოძებნა. 

§ გი. ეკვივალენტურ და მხბავს მატრიცთა ზოგიერთი თვისება. 

ძირითადი თერრემა მატრიცთა მხბავსებაზე 

ამ პარაგრაფში ჩვენ განვიხილავთ ორი #-მატრიცის ეკვივალენტუ- 

რობას უნიმოდულარულ მატრიცთა გამოყენებით და დავამტკიცებთ 

ძირითად თეორემას მატრიცთა მსგავსებაზე 

თეორემა .1. ორი 4(2,) და #8(7,) მატრიცა ურთიერთეკვივალენტურია 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა მოინახება ისეთი ორი ჩ0,) და CC02.) 

უნიმოდულარული /),-მატრიცა, რომ 

#4C2,) =/%4.,) · 8(2,) · C(2.). (1) 

დამტკიცება. პირველად შევნიშნოთ, რომ #(7) მატრიცის ყოველი , 

ელემენტარული გარდაქმნა შეიძლება განვიხილოთ როგორც 4(1) მატ- 
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რიცის გამრავლება, მარცხნიდან ან მარჯვნიდან, რომელიმე უნიმო- 

დულარულ 1,-მატრიცაზე. 

ვაჩვენოთ ეს სამივე ტიპის ელემენტარული გარდაქმნისათვის. 

ვთქვათ, მოცემულია „1(7,) მატრიცა 

ძთ.I(2.) თ)»-C2.) 0. C7) 

თ21L7) ძია(2.) 08» (7.) 
/#4C(7,)== 

ძი1(7) იიი(2,) -.· რიია(2.) 

ა) იმისათვის, რომ #/(2,) მატრიცის რომელიმე ორ სვეტს (შესაბამი- 

სად სტრიქონებს), მაგალითად პირველ და მეორე სვეტებს, ქრთმანე- 

თის მიმართ შევუცვალოთ ადგილი, საჭიროა მოცემული მატრიცა მარჯ- 

ვნიდან გავამრავლოთ 

0.1 0 0 
1.0 1 0 
0. 0 1 0 (2) 

0.0 0 1 

მატრიცაზე, რომელიც მიიღება ერთეულოვანი მატრიციდან იმავე ოპე- 
რაციით. 

ბ) იმისათვის, რომ /#(7,)მატრიცის მეორე სვეტი (შესაბამისად სტრი- 

ქონი) გავამრავლოთ თ რიცხვზე, ამისათვის მოცემული მატრიცა მარ- 

ჯვნიდან (შესაბამისად მარცხნიდან) გავამრავლოთ 

1.0 0 0 
0 ძთ 09 0 

0.0 1 0 +838) 

0 0 0 1 

მატრიცაზე, რომელიც მიიღება ერთეულოვანი მატრიციდან იმავე ოპე- 
რაციით. · 

გ) დასასრულს, 40.) მატრიცის პირველ სვეტს, რომ მივუმატოთ 

მეორე სვეტი გამრავლებული დ(7,) მრავალწევრზე, ამისათვის ,4(2.) 

მატრიცა მარჯვნიდან გავამრავლოთ 

1.0 0 .. 0 
დ(2) 1 0. ... 0 
0.0 1C.. 0 (4 
0 ებ ბბ 94 
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მატრიცაზე, რომელიც მიიღება ერთეულოვანი მატრიციდან იმავე ოპე– 
რაციით. პირველ სტრიქონს რომ მივუმატოთ მეორე სტრიქონი გამრავ- 
ლებული დCდ(),) მრავალწევრზე, ამისათვის /1(7,) მატრიცა მარცხნი- 

დან გავამრავლოთ 
1 დ(?.) 0 0 
0 1..0 0 
0 0. 1 0 (5) 
ის ეთო 9 

მატრიცაზე, რომელიც აგრეთვე მიიღება ერთე ულოვაწი მატრიციდან 
იმავე ოპერაციით. 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ (2)––(5) მატრიცთა დეტერმინან- 

ტები ნულისაგან განსხვავებული რიცხვებია, ე. ი. ყველა ეს მატრიცა 

უნიმოდულარულია. ამ მატრიცებს, რადგან ისინი დაკავშირებულია ელე- 

მენტარულ გარდაქმნებთან, ხშირად ელემენტარულ გარდაქმნათა მატ- 
რიცებს უწოდებენ. 

ახლა ვიგულისხმოთ, რომ ,1(2,) და 8(7,) მატრიცები ეკვიგალენტუ- 

რია, ე. ი. #(2,) მატრიცა მიიღება 8(2.) მატრიცისაგან სასრული რაო- 

დენობის ელემენტარული გარდაქმნებით, ე. ი. ,3(2.) მატრიცის გამრა- 

ვლებით მარცხნიდან და მარჯვნიდან სასრული რაოდენობის ელემენ- 

ტარულ გარდაქმნათა მატრიცებზე. ვინაიდან ელემენტარულ გარდაქმ- 

ნათა მატრიცა უნიმოდულარულია და უნიმოდულარულ მატრიცთა 

ნამრავლი ისევ უნიმოდულარულია, თეორემის პირველი ნაწილი დამ- 

ტკიცებულია. 
შედებგი. კოველი უნიმოდულარული 7#-მატრიცა არის ელემენტა- 

რულ გარდაქმნათა მატრიცების ნამრავლი. 

მართლაც, ყოველი უნიმოდულარული მატრიცა ეკვივალენტურია 

ერთეულოვანი” მატრიცისა, ამიტომ შეგვიძლია დავწეროთ: 

LXCI,)=7%2C).)· წ ·#2X(2.), 

სადაც ჩ,(2.) და #,(2.) არის ელემენტარულ გარდაქმნათა მატრიცების 

ნამრავლი. ვინაიდან IX(2,) =#X(2.) · ჩ(2.), ეს იმას ნიშნავს, რომ IX2.) 

თვითონ არის ელემენტარულ გარდაქმნათა მატრიცების ნამრავლი. 

ამის დახმარებით ადვილად დამტკიცდება თეორემის მეორე ნაწილი. 

მართლაც, ეთქვათ, ,„4(2,) =/X1+) · 18(2,) · C(7.), სადაც 0(2.) და CX7.) 
უნიმოდულარული მატრიცებია. როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, #8(1.) 

მატრიცის მარცხნიდან და მარჯვნიდან შესაბამისად /X7,) და CX42.) მატ- 

რიცებზე გამრავლება ეკვივალენტურია 80.) მატრიცაზე გარკვეუ- 

ლი რაოდენობის ელემენტარული გარდაქმნების მოხდენისა. მაშასადამე, 
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4(») და 8C).) მატრიცები ეკვივალენტურია და თეორემა მთლიანად 

დამტკიცებულია. 

2. ადვილად დამტკიცდება, რომ თუ 4 და #8 მატრიცები მსგავსია, 
ე. ი. თუ არსებობს ისეთი არაგანსაკუთრებული C მატრიცა, რომ 8– 

=C 14C, მაშინ V»ნ--4 და ნ–--8 მატრიცები ეკვივალენტურია. 
მართლაც, 8=:C-14C თანაფარდობიდან მივიღებთ: 

1. 5–--–8=C-1(, ნ–– 4)C. 

ზემოთ დამტკიცებული თეორემის თანახმად, ეს თვისებაც დამტკიცე- 

ბულია, ვინაიდან C მატრიცა უნიმოდულარული მატრიცის კერძო შემ- 

თხვევაა. 
3. ბეზუს თეორემის განზოგადება (ანუ ნამთით გაყოფის ალგორითმი), 

ვთქვათ, # ასოს მიმართ მოცემულია მატრიცული მრავალწევრი 

IC2,)=/4ი2," +472, 1+...+4ა-1#+4V, (6) 

ე. ი. ისეთი /(7,) მატრიცა, რომლის კოეფიციენტები #ი, #), ·.., #ი 

არის M-ური რიგის, მატრიცები რიცხვთა # ველზე. 

დავამტკიცოთ, რომ /(7) მატრიცული მრავალწევრი მარცხნიდან 
შეიძლება გავყოთ /),ნ--/ მატრიცაზე,. ე. ი. შეიძლება ვიპოვოთ ისე- 
თი 45C0ქ1,) მატრიცა და #, რიცხვითი მატრიცა, რომ 

I(2,) = (7, 5––4) 5(7.) +I?. (7) 

გაყოფის ან გამრავლების შესრულების დროს მხედველობაში უნდა ვი- 

ქონიოთ, რომ მატრიცების ნამრავლი არაკომუტაციურია. ადვილად, 

შემოწმდება, რომ 7,-მატრიცის /(2.)--(,6--/4)/40)-, ხარისხი არ 

აღემატება MI-–-1. შემოვიღოთ აღნიშვნა ა 

I(,)--(,,6--4)4ა1,--1= 4 უ2- + 4 კ ი-2 1, 40 
(1 1 7-1 

ანალოგიურად მივიღებთ: 

ჩ(9,)-–(, 6–-4)4 ),5-2=/.(2,), 0) 
სადაც /:(2,) მრავალწევრის ხარისხი არ აღემატება /--2. თუ ამ პროცესს 

ასე გავაგრძელებთ, ” საფეხურის შემდეგ მივიღებთ: 

ჩ-(2)--0.6-4)4“ “>” (2.). 00 
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მრავალწევრს, რომლის ხარისხი არ აღემატება ნულს, ე. ი. /.(2,) 

არის 7,- გან დამოუკიდებელი რიცხვითი მატრიცა. ადვილად დავრწმუნ- 

დებით,რომ (8), (9) და (10) ტოლობებიდან მიიღება: 

I2.ე)=(#6–-/)/4ა2,"-!+(2,8--4)/4 ,5-2+....+ 

+(.6-/4)4“ +, 

IC;)=(,6--4)| 46271+4 24+... +4 1 მ+ჩ0.. 
თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს: 

50.)=/ა2,7-1+/4 2ო-?8+..+4 თ, =ჩ(, 

მივიღებთ (7) ტოლობას, რ. დ. გ. 

სრულიად ანალოგიურად დავრწმუნდებით, რომ მოცემული /().) 

მრავალწევრი მარჯვნიდან შეიძლება გავყოთ 2, 8-4 მატრიცაზე. ე. ი. 

,არსებობს ისეთი 5)(7,) და #2 მატრიცები, რომ 

I(#) =51(2,)(2, 5––#1--/%5. (11) 

როგორც ბეზუს თეორემის შემთხვევაში, შეიძლება დავრწმუნდეთ, 

რომ 

I(#) =I,=#. (12) 

4. ძირითადი თეორემა მატრიცთა მსგავსებაზე. / და #8 რიცხვი- 

თი მატრიცები, ე. ი. მატრიცები, რომელთა ელემენტები ეკუთვნის 

რიცხვთა # ველს მაშინ და მხოლოდ მაშინაა მსგავსი, როცა მათი მა- 

ხასიათებელი ).8–-/4 და ),წ--8 მატრიცები ურთიერთეკვივალენტუ- 

რია. 

დამტკიცება. ამ თეორემის აუცილებელი პირობა ჩვენ მე-2 პუნქტ- 

ში დავამტკიცეთ. დავამტკიცოთ ახლა საკმარისი პირობა, ე. ი. უნდა და–- 

ვამტკიცოთ, რომ თუ 7ნ–-4 და 1ნ6--8 მატრიცები ეკვივალენტურია, 

მაშინ #4 და 8 მატრიცები მსგავსია. 

დავუშვათ, რომ 6-4 და 16--8 მატრიცები ეკვივალენტურია, 

მაშინ, პირველ პუნქტში დამტკიცებული დებულების თანახმად, არ- 

სებობს ისეთი ორთოგონალური /X2,) და C(2,) მატრიცები, რომ 

2, 5–– 8 = MC).)(2.8ნ––4) C().). (13) 

ჩვენ ახლა ვაჩვენოთ, რომ /#X7,) და CV.) ორთოგონალური მატრი- 
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დები შეიძლება შევცვალოთ არაგანსაკუთრებული რიცხვითი მატრი- 
ცებით. ამ მიზნით /X/4,) მარცხნიდან გავყოთ (7. ––/3)-ზე, ხოლო 0C0),) 
კი მარჯვნიდან გავყოთ ამავე მატრიცაზე. მაშინ ბეზუს განზოგადებული 
თეორემის (7) და (11) ფორმულების საფუძველზე მივიღებთ: 

#M),).=()ნ–-8)ს.C00,)+ ჩი, C(C7,)= 0)(2.)(# 8––8)+ 0, (14) 

"სადაც 1 და ლე რიცხვითი მატრიცებია. #0.) და C(2.) ეს მნიშვნელო- 

ბანი ჩავსვათ (13) ტოლობაში, მივიღებთ: 

#8--8=(V)6წ–8), (2) (7, 6––/4) CC) (2, წ–– 8) + 
+(.6ნ-–-8)ნI(2.) (),6ს––- 4)100-+-#ჩ0C, 65–,4) C1(2.1(1,8–– 8) -L 

-Lა(),6–-4)C. 05) 

მიღებული ტოლობის მარჯვენა მხარე, გარდა /2ა(2, (2-–-,41Cს წევრისა, 

ჯღვნიშნოთ IX2.)-თი, ე. ი. 

00,)=(2,8––8)0,(2,)(ს 6–– 4) 0,(2,)(2, წ-–-8)+ 
-LCI, 8––8)ნ,0)(, 5––4) 0: + 
+ჩა(2. 6––4)01(2,)(# 5-–”8). (16) 

ამ აღნიშვნის საფუძველზე (15) ტოლობა“ ასე გადაიწერება: 

აქედან ჩანს, რომ IX12,) მრავალწევრის ხარისხი #-ს მიმართ არ აღე- 

მატება ერთს. ახლა ჩვენ უნდა დავამტკიცოთ, რომ /X7,)=0. ვინაიდან 
უნიმოდულარული მატრიცის შებრუნებული ისევ უნიმოდულარუღლია, 

(13) ტოლობიდან მივიღებთ შემდეგ ორ ტოლობას: 

#-1(2,)(2,5––.38)=(26ნ–/41CC0).), (18) 

0,6--8)0-10,)-=–0,)0, 6-4). 
(14) და (18) ტოლობათა გამოყენებით (16) ტოლობის მარჯვენა მხარე, 

ე. ი. IX7.) შეიძლება ასე წარმოვადგინოთ: 

IX).)ლ=(2,6––8) |, C7,)# –1(2.) -L (2“<1(2,) CL (2) -L 
+#.(1,)(1,ნწ-–– 41C2)C2.1)(V»ნ–- 8). (18– 

კვადრატულ ფრჩხილებში მოთავსებული გამოსახულება, ცხადია, იქ- · 

ნება მატრიცული მრავალწევრი 1,-ს მიმართ. დავუშვათ, რომ ეს მრა– 

წალწევრი განსხვავებულია ნულისაგან. მაშინ (18) ტოლობის მარჯვენა 

მხარეში იქნება მრავალწევრი არანაკლებ მე-2 ხარისხისა, ეს კი შეუძ- 
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ლებელია, რადგან მარცხენა მხარეში მოთავსებული 7X/,) მრავალწევ– 

რის ხარისხი, თანახმად (17) ტოლობისა, არ აღემატება 1-ს. ამრიგად, 
კვ. დრატულ ფრჩხილებში მოთავსებული მრავალწევრი უდრის ნულს, 
ა”იტომ IX2.)=0 და (17) ტოლობიდან მივიღებთ: 

2, 5--–-8=IL%(2, ნ–– 4) %. (19) 

ამრიგად, დამტკიცდა, რომ /X7) და C(2,) უნიმოდულარული მატრი– 
ცების შეცვლა შეიძლება ჩა და Cა-. უნიმოდულარული რიცხვითი მატ– 
რიცებით. მიღებული (19) ტოლობა შეიძლება ასე გადავწეროთ: 

ნ), –8=7ჩ-ი-0ა),-–-ჩ/4არე. 

აქედან ვღებულობთ, რომ 

ჩალმა=ს, #ჩატC0ა=8. 

ვინაიდან ##=C0ჟი-), გვექნება: #8=Cია-14 0, ე. ი. 8. და / მატრიცები 
მსგავსია ამით ძირითადი თეორემა მატრიცთა მსგავსებაზე დამტკი- 

ცებულია. 
ახლა, ვინაიდან 7, მატრიცთა ეკვივალენტურობიდან გამომდინარე– 

ობს მათი ინვარიანტულ მამრავლთა თანამთხვევა, დამტკიცებული ძი- 

“რითადი თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ #4 და 8 რიცხვითი მატრი- 

ცების მსგავსებისათვის აუცილებელი და საკმარისია 1,წ––-/4 და ,წ–8 

მატრიცების ინვარიანტულ მამრავლთა:- თანამთხვევა. 

§ 20. უვბრედოვან-დიაბონალურ და დიაბონალურ მატრიცთა 

ზოგიერთი თვიხება 

· 

წინა პარაგრაფში დამტკიცებული იყო, რომ #4 და 8 რიცხვითი მატ- 

რიცები მსგავსია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა მათ #6ნ--/4 და /,წ-–-8 

მახასიათებელ მატრიცთა ინვარიანტული მამრავლები ტოლია. 

ჟორდანის მატრიცებისა და მასთან დაკავშირებული საკითხების შეს- 

წავლისათვის წინასწარ განვიხილოთ უჯოედოვან-დიაგონალურ მატრიც- 
თა რამდენიმე თვისება. 

უჯრედოვან-დიაგონალური მატრიცა შემდეგი სახისს მატრიცას 

ბ #.-...0 

4=! .·......., ' (1) 
00 რ 

31. შ. ქემხაძე კ:



სადაც 4). 4ი, ·. 4, კვადრატული უჯრედებია, ხოლო 0-ები შესაბა- 

მისი რიგის ნულოვანი მატრიცები, ეწოდება უჯრედოვან-დიაგონალური 
მატრიცა. ხშირად ასეთი 4 მატრიცისათვის ამბობენ, რომ ის იშლება 
#1, 4ი, ·.., #კ ნაწილებად ან კიდევ #4 მატრიცა არის 4, #,, ..., 4, 
მატრიცთა პირდაპირი ჯამი, რომელსაც სიმბოლურად ასე აღნიშნავენ: 

.4=4.+/45+...+4.. (2) 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ასეთ უჯრედოვან-დიაგონალურ მატ- 
რიცაზე ·ოპერაციები დაიყვანება მათ დიაგონალურ უჯრედთა ოპერა– 

ციებამდე. აქედან გამომდინარეობს, რომ თუ M#72,) რომელიმე მრავალ– 

წევრი და /# არის (1) სახის უჯრედოვან-დიაგონალური მატრიცა, მაშინ 

I(4») 0 0 

Iძ)=| : რიე ე ზე |, თ 
0 0 I(4ა 

უჯრედოვან-დიაგონალური მატრიცებისათვის დავამტკიცოთ შემდეგი 

თვისებები. 

1. უჯრედოვან–-დიაგონალური მატრიცის მახასიათებელი მრავალ– 

წევრი უდრის მის დიაგონალურ უჯრედთა მახასიათებელი მრავალწევ- ' 

რების ნამრავლს. 

მართლაც, ადვილად დავრწმუნდებით, რომ 4 მატრიცის მახასია- 

თებელ მრავალწევრს აქვს სახე 

” 7-4) 0. 0 

__. 
0 0 2 8.-#4, 

სადაც #1, ჩა, ..., კ მესაბამისი რიგის ერთეულოვანი მატრიცებია. 

ვინაიდან უჯრედოვან-დიაგონალური მატრიცის დეტერმინანტი უდრის 

დიაგონალურ უჯრედთა დეტერმინანტების ნამრავლს, მივიღებთ: 

| ,8––4 |=| , 5-–4+I"I ნი |---I Lნა-4,ს რ. დ. გ. 

9. უჯრედოვან-დიაგონალური "მატრიცის მინიმალური მრავალწევ– 

რი უდრის მის დიაგონალურ უჯრედთა. მინიმალური მრავალწევრების 

უმცირეს საერთო ჯერადს. 

მართლაც, ვთქვათ, დ;:(2,), დ2(7.), ·--, და(2.) შესაბამისად არის 

4,4, ···, 4, მატრიცთა მინიმალური მრავალწევრები. განვიხილოთ ნე– 
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ბისმიერი ((2,) მრავალწევრი. თუ 4 მატრიცა მისი ფესვია, ე. C. /(/4)- - 
=0, მაშინ (3) ტოლობიდან ვღებულობთ, რომ /(4,)=0, /(4.)=0,. ... - 

IC(4.)=0. მაგრამ ყოველი მრავალწევრი, რომლის ფესვი არის /, მ.- 

ტრიცა, უნდა იყოფოდეს (C,(2,) მრავალწევრზე. მაშასადამე, /(7,) არი» 

დ;(2,), და(2.), ·.·, დ.(2.) მრავალწევრთა საერთო ჯერადი. პირიქით, თლ 

რომელიმე /().) მრავალწევრი არის საერთო ჯერადი CდIC2,), დი(2.), .... 

დ,(2,) მრავალწევრებისა, მაშინ, ცხადია, /(1)=C, რ. დ. გ- 

ვ. ახლა განვიხილოთ უჯრედოვან-დიაგონალური 7,-მატრიცა და 

დავამტკიცოთ, რომ უჯრედოვან-დიაგონალური ),-მატრიცის ელემეL-- 

ტარულ გამყოფთა სისტემა უდრის მისი უჯრედების ელემენტარულ გა8ზ- 

ქოფთა გაერთიანებას. 

ს მართლაც, ვთქვათ, # 7 -მატრიცას აქვს უჯრედოვან-დიაგონალური 

ე 
#L 0 0 

წ= 9 #0. 0 

0 0 IM 

ყოველი #, უჯრედის ელემენტარული გარდაქმნები შეიძლება გან-. 
ვიხილოთ. როგორც თვით #/ მატრიცის შესაბამისი ელემენტარული გარ-- 

დაქმნები. ცალკეულ ჩ#; უჯრედზე მოხდენილი ელემენტარული გარდა– 
ქმნები არ შეცვლის არც ერთი სხვა უჯრედის სახეს. ამიტომ ყოველი # · 

2,-მატრიცა ელემენტარული გარდაქმნების საშუალებით შეიძლება, 

დავიყვანოთ უჯრედოვან დიაგონალურ სახემდე. დამტკიცებული ლემის. 

(გვ. 474) გამოყენებით მივიღებთ, რომ # მატრიცის ელემენტარულ გა?– 

ყოფთა სისტემა, უდრის მის დიაგონალურ მრავალწევრთა ელემენტა- 

რულ გამჟოფთა ერთობლიობას ე. ი. ჟველა უჯრედის ელემენტარულ გა-· 

მყოფთა ერთობლიობას, რ. დ. გ. 

§ 7). ქორდანის მატრიცები და მათთან დაკაგმშირებული ზოგიერთი; 

- საკითხ0 

შემდეგი სახის უ-ური რიგის მატრიცას 

0 1 0..0 9 
0 1...0 0 · 

#=|........ · (15% 
0 1 

ი 

ეწოდება M-ური რიგის ჟორდანის უჯრედი ი რიცხვის მიმართ... 
48:::



ასე, მაგალითად, პირველი მეორე და მესამე რიგის ჟორდანის უჯრე- 
დები შესაბამისად იქნება: 

: : 10 

თ. (5 ,)' –8) 
შემდეგი სახის ”-ური რიგის მატრიცას 

IVII 

I= IV2I ფთ) 

MI 

  

სადაც პირველი დიაგონალის გასწვრივ არის საზოგადოდ სხვადასხვა 
რიგის /), ჰა, ჰვ, ... #კ ჟორდანის უჯრედები, ეწოდება ჟო რდანის 

ჩ”-ური რიგის მატრიცა,. ანუ მატრიცა, რომელსაც აქვს ჟო რ- 

დანის მატრიცის ნორმალური ფორმა. ცხადია, 1 <=: §5=5=7I; 

აქედან გამოდის, რომ ჟორდანის ყოველი უჯრედი ამავე დროს ჟორდანის 

მატრიცაა. ადვილად შევნიშნავთ, რომ ყოველი დიაგონალური მატრიცა 
არის ჟორდანის მატრიცის კერძო შემთხვევა. 

. მართლაც, დიაგონალური მატრიცები არის სწორედ ისეთი ჟორდანის 

მატრიცები, რომელთა ჟორდანის ყველა უჯრედი პირველი რიგისაა. 

დავამტკიცოთ ჟორდანის უჯრედისა და ჟორდანის მატრიცის ზო- 

გიერთი თვისება. 

ლემა 1. /1-ური რიგის ჟორდანის უჯრედის მახასიათებელ მატრიცას 

აქვს მხოლოდ ერთი (7/––ი0)” ელემენტარული გამყოფი. 

მართლაც, ჟორდანის უჯრედის მახასიათებელ მატრიცას აქვს შემ- 

დეგი სახე: 
X--ი –I1 0...0 0 

ბი –I...0. 0 
X6ნ-- 4=. ? 

ხოლო ჟორდანის უჯრედის მახასიათებელი მრავალწევრი იქნება: 

|/,5––/4 |=0-––0)". (3) 

აქედან აგრეთვე მივიღებთ, რომ /-ური რიგის ჟორდანის უჯრედის 

მახასიათებელ მრავალწევრს აქვს ერთადერთი /I-ჯერადი 27 =ი ფესვი. 
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გამოვთვალოთ 1,8-- 4 მახასიათებელი მატრიცის #-ური რიგის ძ,/(?,) 
მინორების უდიდესი საერთო გამყოფი. შევნიმნოთ, რომ ძ»(2,)= 

=(C72,––ი0)”. ახლა გამოვთვალოთ „თ--1 რიგის მინორების ძუ _1(7) უდი– 

დესი საერთო გამყოფი. ცხადია, ყველა შვსაძლო ”M--1 რიგის მინორს 
შორის აგრეთვე არის მინორი 

–1 0 0 0 

1-0 
რომელიც მიიღება 1,ნ--4 მატრიციდან პირველი სვეტისა და ბოლო 

სტრიქონის ამოშლით. ვინაიდან ეს მინორი არის ან+1, ან–-1, ამიტომ' 

რმო-IMX2,)=1. ახლა, თუ ვიგულისხმებთ, რომ Xნ-–-/4 მატრიცის ინვა– 

რიანტული მამრავლები შესაბამისად არის 6;(1.), 6(2.) .-· ,6თ(2), ე. 9- 

ძო(2,)=0)(2,)6X2.).-.6, _1(2.)6თ(2.), 
ძო –1(2.)==0L(7.)6:(7.)..-6, –1LC2.) · 

გინაიდან ძო(2,)= (2.–-–0)რ და მ»თ-,(7)=1 მივიღებთ, რომ 

0,(2.)==6კ(2,)...==6» –I(2.)==1 და 6ო(7)=(ჯ–ი)”, 

რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 

დამტკიცებული თვისებიდან გამომდინარეობს, რომ ჟორდანის უჯ- 
რედის მახასიათებელი ).6--4 მატრიცის კანონიკური სახე იქნება: 

3 
ახლა განვიხილოთ უორდანის მატრიცის მახასიათებელი მრავალწეგ– 

რი. ცხადია, მას ექნება შემდეგი სახე: 

  

V6,-/1 
  

  

Xნ- 4=| . | 2-4 LI /' (4) 
  

|X§,-). 
 



სადა/ც #). #6, 6 ს. შესაბამისად არის V,, V., ...#,, ჟო „ოჯ- 
კალის რიგის მქონე. ერთეულოვანი მატრიცები. 7 ჟორდანის უჯ 

ლემა 3 ა. ჟორდანის მატრიცის მახასიათებელი მატრიცის ელემენ- 

დუჯრულ გამყოფთა სისტემა უდრის მისი ჟორდანის უჯრედების ელემენ- 

ტარულ გამყოფთა ერთობლიობას და ჟორდანის მატრიცა ამ ელემენტა- 

ბული გამჟოფებით განისაზღვრება ცალსახად, პირველ დიაგონალზე 

ჟორდანის უჯრედების განლაგების სიზუსტით. 

.· მართლაც, როგორც (4) ტოლობიდან ჩანს, ჟორდანის მატრიცის მა- 

ბასიათებელი მატრიცა ნაწილდება ჟორდანის ცალკეული უჯრედების 
"მახასიათებელ მატრიცებად. დიაგონალურ 2,-მატრიცთა ელემენტარუ- 
ლი გამყოფების შესახებ ლემის თანახმად (გვ. 474), “მივიღებთ, რომ 

კორდანის მატრიცის მახასიათებელი მატრიცის ელემენტარულ გამყო- 

ფთა სისტემა უდრის ჟორდანის ცალკეული უჯრედების მახასიათებელ 
პატრიცთა ელემენტარულ გამყოფთა ერთობლიობას. „ 

ამრიგად,, ჟორდანის მატრიცის მახასიათებელი მატრიცის ელემენ» 
„ტარულ გამყოფთა სისტემა განსაზღვრავს თვით მატრიცის სახეს, პირ– 

:ველ დიაგონალზე ჟორდანის უჯრედების განლაგების სიზუსტით: 
ახლა, ვინაიდან მსგავსი მატრიცების მახასიათებელი მატრიცები 

(ჰსგავსია, ე, ი. აქვთ ელემენტარულ გამყოფთა ერთნაირი სისტემა,, ამი– 

„ტომ ყოველ მატრიცას, რომლებიც ჟორდანის მატრიცის მსგავსია, უნდა 
„ჰქონდეს ერთნაირე. ჟორდანის უჯრედები . 

ახლა განვიხილოთ ძირითადი საკითხი: თუ როგორ პირობებში: მო– 

(კემული' წრფივი გარდაქმნის მატრიცა შეიძლება: დავიყვანოთ 'ჟრრდა“ 
ღის ფორმამდე. „ამასთან-.დაკავშირებით დავამტკიცოთ... აეე ე,” 

:თეორქმა; რიცხვთა. /7-ველზე. აღებული ყოველი კვადრატული მატ“: 
“რრიცა, რომლის მახასიათებელი მრივალწევრის ყველა ფესვი მოთავსე- 

'ბულია #” ველში, მსგავსია ჟორდანის რაიმე მატრიცისა. აგრეთვე, 

-ჟორდანის ორი მატრიცა მსგავსია მაშინ დღა მხოლოდ მაშინ, როცა მათ 

“ერთი ღა იგივე ჟორდანის უჯრედები. აქვთ; ეს მატრიცები შეიძლება 

„ერთმანეთისაგან განსხვავდებოდნენ მხოლოდ! უჯრედთა განლაგებით 
პიირრველ დიაგონალზე. 

“ სსდამტკოცება. “ზემოთ დამტვიცებულ““ თვისებათა”. ჭამო; + თერრემის 
«დასამტკიცებლად დაგვრჩენია მხოლოდ“ ის,“ რომ. ყოველი მოჯქმულ“ 

„მატრიცისათვის შევძლოთ მისი მსგავსი ჟორდანის. მატრიცის აგება. 

„ვთქვათ,  ' –“”“' 

(– გა", (%--ი)" მ 0-6, ა 
ჯარის #6-/4 მახასიათებელი ' მატრიცის ელემენტარულ. გამყოფთა 

'ყრული სისტემა. „8-თი აღვნიშნოთ უჯრედოვან-დიაგონალური მატრი- 
„ცა, რომლის დიაგონალური” უჯრედები არის ჟორდანის უჯრედები აღ–- 

'იშნული ელემენტარული გამყოფებით. მაშასადამე, 6–8 მატრიცას 
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აქვს იგივე ელემენტარული გამყოფები, რაც ),–წ–-/4 მატრიცას; ეს იმას 

ნიშნავს (გვ. 479), რომ 1,ნ–-/4 და 1,წ–-8 მატრიცები ეკვივალენტუ- 

რია. აქედან გამოდის, რომ # მატრიცა “მსგავსია ჟორდანის 8 მატ- 

რიცისა; ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

ზემოთ თქმულის მიხედვით, მოცემული 4 მატრიცის მსგავსი ჟორ– 

დანის მატრიცის ასაგებად ასე უნდა მოვიქცეთ. პირველად ავაგოთ მო–- 
ცემული # მატრიცის 1,წ--/# მახასიათებელი მატრიცა. ელემენტარუ- 

ლი გარდაქმნებით მახასიათებელი მატრიცა დავიყვანოთ კანონიკურ დია– 
გონალურ სახემდე; დიაგონალური მრავალწევრები დავშალოთ და ვი–- 

პოვოთ ელემენტარული გამყოფები; შემდეგ, მიღებული ელემენტა- , 
რული გამყოფებით შევადგინოთ ჟორდანის მატრიცა. ' 

შევნიშნავთ, რომ თუ 4 მატრიცის მახასიათებელი 18–-/4 მატრიცის 

ელემენტარული გამყოფები გამოვიდა პირველი ხარისხის მრავალწევ– 

რები, მაშინ ჟორდანის უჯრედები მოთავსებული იქნება პირველი რი- 

გის შესაბამის 8 ჟორდანის მატრიცაში, ე. ი. 8 მატრიცა იქნება დიაგო- 

ნალური. პირიქით, თუ შესაბამისი ჟორდანის მატრიცა დიაგონალურია, 

მაშინ ელემენტარული. გამყოფები იქნება პირველი ხარისხისა. 

: ამრიგად, მოცემული მატრიცისა და დიაგონალური მატრიცის მსგავ– 

“სებისათვის აუცილებელი 'და საკმარისია, რომ მოცემული მატრიცის 

„ მაზასიათებელი მრავალწევრის ყველა ელემენტარული გამყოფი . იყოს 

პირველი ხარისხისა. 

მაგალითი 1. ავაგოთ მოცემული 

ვ 1-3 – 
#= 7-2 9 – 

==” , –2-1 4). _, 

მატრიცის მსგავსი #8 მატრიცა. _– 
“ყ.მ'ო ხსნ ა. შევადგინოთ -4 მატრიცის მახასიათებელი მატრიცა, 

„გვექნება: არხი 
: X-3 1 3 

16- 4=| 7 X+2 +9 |. 
2 1 X-4 

დავიყვანოთ ეს მატრიცა ნორმალურ დიაგონალურ სახემდე და ამოვ– 

წეროთ მისი ინვარიანტული მამრავლები, გვექნება: 

1, 1, (27––1) (7,-––2)?. 

მაშასადამე, XX 885--4 მატრიცის ელემენტარული გამყოფები იქნება: 

#--1 და (7--2)“. 
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ვინაიდან 7 =1 და #=:2 შესაბამისად ელემენტარულ გამყოფთა ერთ- 
ჯერადი და ორჯერადი ფესვებია, ჟორდანის მატრიცას ექნება შემდეგი 

სახე: 

1 I 
0 2   

ახლა შევადგინოთ ჟორდანის მატრიცა ინვარიანტული გამყოფების 

საშუალებით 

მაგალითი 9. ვთქვათ, #)ჩნ--/# მახასიათებელი მატრიცის ინვარიან- 
ტული მამრავლებია: 

06)(2,)==(7-––4)%7–-3)?, 

რ() = (---4)(2,––3)9, 
0:(27,)= 1-4 და ძე(2,)=>...=ძ)(12.)=>=1, 

ვიპოვოთ შესაბამისი # ჟორდანის მატრიცის სახე. 

ამოხსნა. პირობის მიხედვით საძიებელი ჟორდანის მატრიცა 

მე-9 რიგისაა. მოცემულ 7ჩ6--)# მახასიათებელი მატრიცის ელემენტა- 

რულ გამყოფთა სისტემა იქნება: 

(--4), (7-–4), (X-–4), 

(1-–3)9, (#-––3)3. 

თუ დაიაკვირდებით მიღებულ ელემენტარულ. გამყოფთა ფესვების 
ჯერადობას შეგვიძლია ვთქვათ, რომ საძიებელ ჟორდანის მატრიცას 
აქვს ერთი მესამე რიგის, ხოლო ორი მეორე და პირველი რიგის ჟორ- 

დანის უჯრედები. ვინაიდან “ამ -ჟორდანის «უჯრედების შესაბამის -ელე– 
მენტარულ გამყოფთა ფესვებია # =4:და 2, =3, ამიტომ საძიებელ ჟორ– 

დანის მატრიცას ექნება სახე: 

| 
  

( 

  

  

0 

1 
4 

C
C
 

> 

C
 
>
 

  

#/= შ 

  

   



იგულისხმება, რომ ყველა ელემენტი უჯრედების გარეთ ნულია, 
შენიშვნა. ცხადია, რომ ჟორდანის მატრიცის რიგისა და მისი 

1, ნხ-I მახასიათებელი მრავალწევრის ელემენტარული გამყოფების 
მიხედვით ყოველთვის შეგვიძლია შევადგინოთ 7,წ–-)# მატრიცის კანო- 

ნიკური დიაგონალური სახე. 

მაგალითად, ვთქვათ, ცნობილია, რომ მე-5 რიგის ჟორდანის V მატ- 

რიცის მახასიათებელი მრავალწევრის ელემენტარულ გამყოფთა სის- 

ტემა არის: (-––-4)9, (2,––-3)?, (7,––3)?, (7.––4), (#»––4); ამ შემთხვევა- 

ში 786-)# მახასიათებელი მატრიცის ერთისაგან განსხვავებული ინვა–- 

რიანტული მამრავლები იქნება: 

0:(2.)=(2.––4)%2,––3)9,. 0კ(2.) = (72,––3) %2,-–4), 03(7,)==(2,––4), 

ხოლო დანარჩენი ორი ინვარიანტული მამრავლი 0;(2,)==6:(ჯ#)=-1. 

ამრიგად, მოცემული ჟორდანის მატრიცის მახასიათებელი მრავალ– 

წევრის საძიებელი კანონიკური დიაგონალური სახე იქნება: 

1 0 
1 

)ნწნ–I,“– 0ე(2.) 

6» 

0 0გ(?)
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მრავალწევრი კომპლექსური ცელადის მიმართ 

ლემა I(2) მრავალწევრის უფროსი წევრის მოდულის შესახებ 
უმაღლესი ალგებრის ძირითადი თეორემა . 

მრავალწევრის დაშლა რიცხვთა ველზე, აღგებრის ძირითადი ოცორემის. 

შედეგები 

თაგი IX 

განტოლებათა მიახლოებითი ამოხსნა 
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ხარისხების ჯამის რეკურენტული ფორმულები · · 

სიმეტრიული მრაეალწევრების გამოყენებთთ ალგებრის ძერითადი 
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მრავალწევრის დისკრიმინანტი 

თავი XI 
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მრავალწევრი მატრიცის მიმართ 

მახასიათებელი მატრიცა და მახასიათებელი მრავალწევრი 
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