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წინასიტყვაობა 

მათემატიკის შესწავლისას განსაკუთრებულ და მნიშვნელო- 
ქან როლს თამაშობს წარმოსასვის უნარი, ინტუიცია და ლოგიკუ- 
რი აზროენება. თავად მათემატიკას, ადამიანისათეის ამ ესოდენ 
საჭირო თვისებების განეითარებაში, მნიშენელოეანი როლი შეუპ- 
ლია იისამაშოს. 

შეიძლება თამამად ით'ქეას, რომ მათემატიკის შესწავლა არ- 
სებით გაელენას ახდენს პიროენების შემოქმედებითი უნარის გან- 
ეითარებაზე. ის არა მარტო ცოდნის გარკვეულ მარაგს იძლევა, 
არამედ სრულყოფს აზროვნებას. 

მათემატიკური განათლების მნიშენელობას განაპირობებს 
ისიც, რომ მათემატიკა არის საერთო-საკაცობრიო კულტურის გა- 
ნუყოფელი და არსებითი ნაწილი. მათემატიკის ლოგიკურმა სიმ- 
წყობრემ და გასაოცარმა შინაგანმა კავშირებმა არ შეიძლება არ 
ადაყრსოეასოს ადამიასი, არ გასავითაროს მისი ესთეტიკური 
გრძსობები. 

საბუნებიმეტყეელო, სოციალურ-ეკონომიკური და სხვა დისცი- 
პლინებისაგან განსხვავებით, რომელთაც საქმე აქვთ რეალურ 
ობიექტებთან, მათემატიკა წარმოადგენს აბსტრაქტულ მეცნიერე- 
ბას, რომელიც შეისწავლის გარკვეული სასის ლოგიკურ სტრუქ- 
ტურებს, ისეთებს როგორიცაა ალგებრული, ანალიზური, გეომეტ- 
რიული, ალბათური და ა.შ. 

მათემატიკის აბსტრაქტულობა განაპირობებს მის უნიეერსა- 
ლურობას. მათემატიკური მოდელების მეშვეობით აღიწერება გან- 

სსეავებული რეალური პროცესები. ერთი და იგივე მათემატიკურ- 

მა მოდელმა შეიძლება სულ სხვადასსვა, ერთმანეთისაგან შინა- 
არსით ძალიან დაშორებული მოელენები აღწეროს. მათემატიკა 
წარმოადგენს მძლავრ საშუალებას გარე სამყაროს შესწაელისა 
და შემეცნებისათვის. მათემატიკა ეითარდება როგორც მის წიალ- 
ში წამოჭრილი პრობლემების, ასეეე რეალური მოვლენების მა- 
თემატიკური მოდელირების დროს წამოჭრილი ამოცანების გა- 

დაბ ყყუტსს შედეგად. 
ლექციების წისამდებარე კურსის შედგენისას ავტორებმა მიზ- 

სად დავისასეთ ფუსდამესტური მათემატიკური მომზადების დონის 
ამაღლებისა და ეკონომიკური კომპონენტის გაძლიერების გზით 

აქცენტი კითხეიდან „როგორ?“ (ამოესსნათ, გამოეთვალოთ, ვი- 

პოვოთ და ა.შ) გადაგეეტანა კითხეებზე „რა?“, „რისთვის?“ და 
შემდეგ „როგორ?“. 

როგორც სნობილია, სასწავლო მასალას სტუდენტები გაცილე- 
ბით ადეილად ითვისებენ, თუ მას თან ახლაეს საკმარისად დიდი 

რაოდესობის საილუსტრაციო მაგალიდები. ამიტომ, ერთ წიგნში 

მოვაქციეთ როგორც თეორიული მასალა, ასევე სავარჯიშოები. 

წიგნის ასეთმა არქიტექტურამ ხშირ შემთხეევაში მოითხოვა 

თეორიული მასალის ლაკონურად გადმოცემის აუცილებლობა, 
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I0 

უარის თქმა საკლებად მნიშვნელოვან, ვრცელ ან ერთსა და იმაეე 
იდეაზე დაფუძნებულ დამტკიცებებზე. ამასთანავე, ჩვენ შევეცადეთ 

სრულად და დაწვრილებით გადმოგვეცა კურსის ძირითადი ცნე- 
ბები და დებულებები. 

მათემატიკური ანალიზისა და უმაღლესი ალგებრის საკვანძო 
საკითხები ყველგან, სადაც კი შესაძლებელია, ისეა გადმოცემული, 
რომ ნათელი გახდეს მათემატიკის აბსტრაქტული ცნებების კავში- 
რი ეკონომიკური დისციპლინების (მიკრო- და მაკროეკონომიკა, 
ბუღალტერია, ფისასსები, მარკეტინგი, მენეჯმენტი და ა.შ. კონკ- 

რეტულ ცნებებთან. განსაკუთრებული ყურადღება ექცევა განხი- 
ლული თანაფარდობების გრაფიკულ ილუსტრაციას, როგორც ვი- 
ზუალურად აღქმისა და გააზრების საუკეთესო საშუალებას. 

ძირითად ტექსტში, საილუსტრაციო მაგალითებში და სავარ- 
ჯიშოებში განხილულია მთელი რიგი ეკონომიკური კანონზომიე- 
რებების აღმწერი მათემატიკური მოდელები (დანახარჯების, შე- 
მოსავლის, მოგების, ამორტიზაციის და სხე.) ღა მეთოდები (მარ- 
ტივი, რისული. უწყვეტი პროცენტის, ლეონტიეეის მოთსხოენა-მიწო- 

დების, წრფივი დაპროგრამების და სსე. შესაბამისი მასალა ისეა 

გადმოცემული, რომ არ საჭიროებს დამატებით ეკონომიკურ ინ- 

ფორმაციას. 
მაგალითები ამოხსნებითურთ სისტემატურად განიხილება კუ- 

რსის გადმოცემისას. მათი რაოდენობა 140-ს აღწევს. თითოეულ 
ლექციას ახლავს კითხვები თვითშემოწმებისათვის და სავარჯი- 
შოები. ყოველი ოთხი ლექციის შემღეგ კი, გავლილი მასალის 
გამეორებისა და განმტკიცების მიმნით, შეთავაზებულია შესაბამ- 
ისი კითსვები და ამოცასები. დამოუკიდებლად შესასრულებელი 

სავარჯიშოების რაოდენობა 1700-ს აჭარბებს. 
ლექციების კურსს ერთვის საცნობარო მასალა, რომლის და- 

ნიშნულებაა დაუზოგოს დრო სტუდენტს აუცილებლობის შემთხვე- 
ვაში სასკოლო მათემატიკის ამა თუ იმ ცნების, ფორმულის ან 

გრაფიკის მოძიებისას. 
ლექციების კურსის და სავარჯიშოების შედგენისას ავტორებ- 

მა ისარგებლეს წყაროებით, რომელთა სიაც წიგნის ბოლოშია 
მოოაესებული. 

ავტორები მადლიერსი ვართ წიგნის რედაქტორების, ბატონე- 

ბის რევაზ მელაძის და რევაზ ციცქიშვილის, რომელთაც გულდას- 
მით წაიკითსეს ხელნაწერი და რომელთა არაერთი სასარგებლო 
რჩევა და შენიშვნა იქნა გათვალისწინებული. ასევე მადლობას 
ვუხდით ბატონებს ზურაბ კიღურაძეს და თემურ ხუციშვილს 

საქმიანი წინადადებებისათვის. 
ავტორები სიამოვნებით მიიღებენ შემოთავაზებულ რჩევებს, 

შენიშვნებსა და წინადადებებს. მისამართი: ი§5MნIIIIმძ26(თX-Cს.6ძს.096. 

ავტორები 

თბილისი 
2005 წლის აგვისტო



ლძშქმია / 

სიმრავლე. ოპერაციები სიმრავლეებფყე 

//. სმმრაძლძ «ა მისი მუძშშმის სპრსშბი 

მაგალითად, 

მათემატიკის ერთ-ერთი საწყისი ცნებაა სიმრავლის 

ცნება და მაშასადამე, იგი სხვა ცნებების საშუალებით არ 

განიმარტება. 

შეიძლება საუბარი ქართული ასოების სიმრავლეზე, რომელიმე 

ბიბლიოთეკის წიგნების სიმრავლეზე, ფირმის თანამშრომლების 

სიმრავლეზე. ქალაქის სუპერმარკეტების სიმრაელეზე და სხვა. 

იმ ობიექტებს, რომლებისგანაც სიმრავლე შედგება, 

ეწოდება სიმრავლის ელემენტები. 

ზემოთ მოყვანილ პირველ მაგალითში სიმრავლის ელემენ- 

ტებს წარმოადგენს ქართული ანბანის ასოები, მეორეში – წიგ- 

ნები, მესამეში – ადამიანები, მეოთხეში – სუპერმარკეტები. 

საზოგადოდ, სიმრავლე მოცემულად ითვლება, თუ დასახე- 

ლებულია ან რაიმე წესით აღწერილია მისი ყველა ელე- 

მენტი. სიმრავლის მოცემის პირველ ხერხს ჩამოთვლის 

ხერხს, ხოლო მეორეს დახასიათების ხერხს უწოდებენ. 

სიმრავლეებს ლათინური ანბანის დიდი ასოებით აღენიშნავთ. 

სიმრავლის ჩამოთვლის ხერხით მოცემისას, მის ელემენ- 

ტებს ჩავწერთ ფიგურულ ფრჩხილებში. 

ჩამოთვლის ხერხითაა მოცემული სიმრავლე 

ტ.=(1 ,2,3,5), 

რომელიც მოცემულია მისი ყეელა ქლემენტის დასახელებით. 

დახასიათების ხერხით სიმრავლის მოცემისას ფიგურულ ფრჩხ- 

ილებში „მოგადი ელემენტის“ მითითების შემდეგ ჩამოვუსვამთ 

ქერტიკალურ ხაზს და ჩავწერთ ამ ზოგადი ელემენტის დახასია- 

თებას – თვისებას, რომლის მიხედვითაც განისაზღვრება რო- 

მელი ობიექტი ეკუთვნის ამ სიმრავლეს. თუ ამ დამახასიათებელ 

თვისებას აღენიშნავთ L, ხოლო სიმრავლის ზოგად ელემენტს 

X სიმბოლოებით, მაშინ დახასიათების ხერხით მოცემული 

სიმრავლის სქემატური ჩანაწერი მიიღებს შემდეგ სახეს: 

XII00ს) ან (XI X აკმაყოფილებს L თვისებას). 

ეს არის ,ერთობლიობა ყველა იმ X ობიექტისა, რომელიც აკმა- 

ყოფილებს IX თვისებას“ 
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ლქშ//ა /. ს/ძრაბლი. (ძაძრაყ/შუბი სიძრაპლჰშჰშა ზჰ 

მაგალითად, დახასიათების სერხითაა მოცემული სიმრავლე 

12 

მაგალითი 1. 

მაგალითი 2. 

შენიშვნა. 

ც8=(XIX”-9=01. 

8 არის სიმრავლე ყველა იმ X რიცხეისა, რომლისათვისაც X2-9=0. 

ცხაღია. რომ 8 შეიცავს მსოლოდ ორ ელემენტს; ესენია -3 და 3, 

ამიტომ შეგეეძლო დაგვეწერა ასეც: 8=(-3,3). 

დახასიათების ხერხით მოცემული სიმრავლე #=(XIX არის 3 

და 4-ის საერთო ჯერადი და X<63) ჩავწეროთ ჩამოთელის ხე- 

რხით. 

საკმარისია მოვძებნოთ 63-ზე ნაკლები ყველა ნატურალური 

რიცხვი, რომლებიც უნაშთოდ იყოფა ერთდროულად 3-ზე და 4-ზე. 

ცხადია, გვექნება 

#.= (12, 24, 36, 48, 60;. 

ჩამოთვლის ხერხით მოცემული სიმრავლე 8=( – /2, 0, 1/7 ) 

ჩავწეროთ დახასიათების ხერხით. 

განვიხილოთ განტოლება (X+ /2)XCX – /7)=0. ცხადია, ამ 

განტოლების ამონახსნები 8 სიმრავლის ელემენტებს წარმო- 

აღგეჩს ამიტომ. ღახასნიათების ხერხით 8 სიმრავლე შეიძლება 

ასე ჩაიწეროს 

8=(X(X+ /2)X(X –V7) =01. 

სიმრავლის მოცემისას არა აქვს მნიშვნელობა ჩაწერილი ელემენ- 

ტების თანმიმდევრობას. დაუშვებელია ერთი და იგივე ელემენტის 

ორჯერ და მეტჯერ ჩაწერა – სიმრავლე განსხვავებულ ობი- 

ექტთა ერთობლიობაა. 

მათემატიკაში განსაკუთრებული მნიშვნელობა ენიჭება რიყ- 

ხვით სიმრავლეებს, ე.ი. ისეთ სიმრავლეებს, რომელთა ელემენ- 

ტები რიცხეებს წარმოადგენენ. განიხილავენ სხვადასხვა რიც- 

ხვით სიმრავლეებს. 

ნატურალურ, მთელ, რაციონალურ, ირაციონალურ და 

ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეების აღსანიშნავად სარგებ- 

ლობენ შესაბამისად M, 7, 0, I და IL ასოთი. 

შეგახსენებთ, რომ რაციონალურ რიცხვთა 0) სიმრავლე 

პერიოდული ათწილადების სიმრავლეა, ხოლო უსასრუ- 

ლო არაპერიოდულ ათწილადთა სიმრავლე ირაციონა- 

ლურ რიცხვთა IL სიმრავლეს წარმოადგენს. 

არ უნდა ვიფიქროთ, რომ ჩამოთვლის ხერხით მხოლოდ ისეთი 

სიმრავლეების მოცემა შეიძლება, რომელთა ელემენტების რაო-



/.,. ს,მრალმ და ძისი ძ(2ძმშძს სპრსშბი 
  

მაგალითად, 

დენობაც ნატურალური რიცხეით გამოისახება (მათ მოკლედ 

სასრულ. სიმრავლეებს უწოდებენ). ჩამოთვლის ხერხით მოცემუ- 

ლი უსასრულო სიმრავლის (ე.ი. ისეთი სიმრავლისა, რომელიც 

არას საჩრული) მაგალითყბაღ გამოდგება M და 7; სიმრავლეები: 

M=(1,2,...), 7=(0,+1, +2,...). 
ასევე სიმრავლე 

C=(3,6,9, I2,...). 

ასეთ ჩანაწერებში სამი წერტილი მიუთითებს იმაზე, რომ 

დაცულია ,,გარკვეული კანონმომიერება“ კერძოდ, C სიმრავ- 

ლის შემთხვევაში მრავალწერტილი მიგვანიშნებს იმაზე, რომ 

საქმე გვაქვს 3-ის ჯერად ნატურალურ რიცხვთა სიმრაელეს- 

თან. რიგ შემთხვევაში ჩამოთელის ხერხით სიმრავლის მო- 

ცემა მოუხერხებელია და შეუძლებელიც კი. ასეთ შემთხვევაში 

სიმრაელე მოიცემა დახასიათების ხერხით. 

თუ #4 რაიმე სიმრავლეა, ხოლო 2 წარმოადგენს რაიმე ობ- 

იექტს, მაშინ ჩანაწერი 3C # ნიშნავს, რომ 2 არის # სიმრაე–- 

ლის ელემჟიტი ღა იკითხება ასე: ,2 ეკუთვნის # სიმრავლეს“ 

თუ 3 ობიექტი არ ეკუთვნის 4 სიმრაელეს, მაშინ წერენ 2C 4 

ან 2C #. 

სიმრავლეს, რომელიც არ შეიცავს არცერთ ელემენტს 

ეწოდება ცარიელი სიმრავლე და აღინიშნება C სიმბოლოთი. 

თვალსაჩინოების მიზნით სიმრავლეს ხშირად გამოსახავენ 

როგორიც სიბრტყის რაიმე ფიგურას. სიმრავლის ასეთ წარ- 

მოდგესას ქილერ-ჟენის დიაგრამას უწოდებენ. 

მათემატიკაში ვიყენებთ სიმბოლოებს, რომელთა დახმარე- 

ბით მოკლედ და ზუსტად ჩაიწერება წინადადებები, რომლებიც 

ხშირად გამოიყენება. ეს სიმბოლოები შეიძლება ჩავთვალოთ 

„მათემატიკური ახბანის ასოებად“ ზოგიერთი მათგანი თქვენ- 

თეის უკვე ცნობილია. მაგალითად, =, =>, <, =>, C და ა.შ. გავე- 

ცნოთ ახლა ორ ახალ სიმბოლოს. მათ /ვანტორები ეწოდება. 

ხნებიხმიერობის (ზოგადობის) კეანტორია სიმბოლო V და 

სიშხაეს – „ყოველი“, „ნებისმიერი“ 

წინადადება „ნებისმიერი ნატურალური რიცხვი დადებითია“ 

ასე შეიძლება ჩავფწეროთ 

Vი(იCM= V>0). 

არსებობის კვანჩნტორია სიმბოლო 3 და ნიშნავს – „არსე- 

ი/იი/!', „მოიძებნება“. 
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ლეჟცია I. სიმრასლქ. რუპმრაციები სიმრათლეებზე 

მაგალითად, წინადადება „მოიძებნება ისეთი ნატურალური რიცხვი, რომე- 

ლიც მეტია 100-ზე“ ასე შეიძლება ჩავფწეროთ 

3იCM ისეთი, რომ ი>100. 

თუ #4 სიმრავლის ყოველი ელემენტი 8 სიმრავლის ელე- 

მენტიც არის, მაშინ #4 სიმრავლეს 8 სიმრავლის ნაწილი 

ანუ ქვესიმრავლე ეწოდება და ეს გარემოება ასე ჩაიწერება 

ბ·ბCსცს ან ს=/4. 

კითსულობენ: ,44 ხიმრავლე შედის 8 სიმრაე- 

ლემი“ ან ,8 სიმრავლე მოიცაეს 4 სიმრავლეს“ 

8 C+ე) სიმბოლოების გამოყენებით გვექნება 

#C)4< V2(2C ტ => 2C 8). 

ის ფაქტი, რომ #C- 8, ნახ. 1.I-ზე ეილერ- 

ვენის დიაგრამითაა გამოსახული. 

ადვილი დასანასია, რომ ჩვენთეის ცნობილი 

რიცხვითი სიმრავლეებისათვის სამართლიანია 

თანაფარდობა 

სC#CC0CLს 

რასაც ეილერ-ვენის დიაგრამით ნახ. 12 სახით 

გამოსახავენ. 

ჩანაწერი #C 8 აღნიშნავს, რომ # არ არის 

8-ს ქვესიმრავლე, ე.ი. #-ში არსებობს ერთი 

ნახ. 1-2 მაინე ისეთი ელემენტი, ვთქვათ ში, რომელიც 

არ ეკუთვნის წ8-ს. 

ტ.თ 8 «> (3 2·-C 4 ისეთი, რომ 2იC IL). 

(ა ეილერ-ვენის დიაგრამაზე # სიმრავლეში 

წერტილით გამოყოფილია ისეთი ში ელემენტი, 

რომელიც 88-ს არ ეკუთენის (ნახ. 1.3). 

ქვესიმრავლის განმარტებიდან უშუალოდ გა- 

მომდინარეობს, რომ ყოველი სიმრავლე არის 

თავისი თავის ქვესიმრავლე, ხოლო ცარიელი 

სიმრავლე ნებისმიერი სიმრავლის ქვესიმრავლეა. 

მტკიცდება (იხ. ლექცია 2), რომ თუ #. სასრული სიმრავ- 

ნახ. 1.3 

ლეა და მისი ელემენტების რაოდენობაა #7, მაშინ # სიმ- 

რავლეს გააჩნია 2" ქვესიმრავლე. კერძოდ, ერთელემენტიანი 
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მაგალითად, 

შენიშვნა. 

მაგალითად, 

„2. (შპმრაძძმბი სიძრაყლჰმბზმ 

სიმრაელის ქეესიმრაელეთა რაოდენობა იქნება 2!=2, ორელე- 

მენტიასისა – 2” =4, სამელემენტიანისა – 2” = 8 და ა.შ. 

#4=(2) ერთელემენტიანი სიმრავლის ქევესიმრავლეებია C და 

თავად (28). ორელემენტიანი #=(2მ,ხ) სიმრავლის ქვესიმრავლე- 

ბია: თ, (მ), (ხუ და (8,ხ). სამელემენტიანი #=(2გ,ხ,C) სიმრაელის 

ქვესიმრაელეებია: C), (4), (ხ), (1, (2,ხ), (9,9), (ხ,6) და (ხ,ი). 
საჭიროა ყურადღების გამახვილება, რათა არ იქნეს აღრეული 

ჩსიმრავლის, ელემეჩტი და ამავე სიმრავლის ქვესიმრავლე. 

როცა ვწერთ, გ6C (მ,ხ,C) ეს ნიშნავს, რომ მ არის სამი მ, ხ, C 

ელემენტისაგან შედგენილი სიმრავლის ჟლემენტი, ხოლო რო- 

ცა ვწერთ, (მჯC(მ,ხ,ღ) ეს ნიშნავს, რომ გ ელემენტისაგან 

შედგენილი სიმრაელე არის სამი მ, ხ, თ ელემენტისაგან შედგე- 

ნილი სიმრავლის ჟჟესიმრავლე. 

ამბობენ, რომ # და 8 სიმრავლეები ტოლია, თუ ისინი 

შედგება ერთი და იგივე ელემენტებისაგან (4 სიმრავლის 

ყოველი ელემენტი შედის 8 სიმრავლეში და პირიქით, 8 

სიმრავლის ყოველი ელემენტი შედის ##-ში), ანუ 4C8 და 

8C4. სიმრავლეთა ტოლობისათვის გამოიყენება ჩანაწე- 

რი #=8. ამრიგად, 

#=8 < (4C18 და 8C#ტ). 

,2. ჟუპშრაძიშბიმ სიმრაჭლქებ ზე 

მ, 
ნახ. /.4 

მაგალითად, 

შემოვიღოთ რამდენიმე მნიშვნელოვანი განმარტება. 

ორი # და 8 სიმრავლის გაერთიანება ეწოდება 

სიმრავლეს ყველა იმ ელემენტისა, რომელიც # და 

6 სიმრავლეებიდან ერთ-ერთს მაინც ეკუთვნის. # და 

8 სიმრავლეების გაერთიანება აღინიშნება #ტ.)8ხ 

სიმბოლოთი. 

რაციონალურ და ირაციონალურ რიცხეთა სიმრავლეების გაე- 

რთიანება გვაძლევს ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეს: 

L=0Lს)I. 

ორი # და 8 სიმრავლის თანაკვეთა ეწოდება სიმრავ- 

ლეს ყველა იმ ელემენტისა, რომელიც ეკუთვნის როგორც 

4, ისე 8 სიმრავლეს. #4 და 8 სიმრავლეების თანაკვეთა 

აღინიშნება 408 სიმბოლოთი. 
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ლჰქცია /. სიშრაალშ. (ეპპრაძიმბი სიმრაძლეპბ ზმ 

CC CM 
ტიც 

ნახ. 1.5 

ტბტო8=დთდ 

ნახ. 1.6 

  

დიაგრამებზე დაშტრიხული ნაწილებით გამო- 

სახულია შესაბამისად ორი #4 და 8 სიმრაელის 

გაერთიანება და თანაკვეთა (ნახ. 14 და ნახ. 1.5). 

ტ. და 8 სიმრავლეებს არაგადამკვეთი ეწო- 

დება, თუ 4(-8=C. 

ეილერ-ვენის დიაგრამით არაგადამკვეთი სიმ- 

რავლეები წარმოდგენილია ნახ. 1.6-ზე. 

#4 და 8 სიმრავლეების სხვაობა ეწოდება სი- 

მრავლეს, რომელიც შედგება # სიმრავლის იმ 

და მხოლოდ იმ ელემენტებისაგან, რომლებიც 

არ ეკუთვნის 3-ს. 4 და 8 სიმრავლეების სხვა- 

ობა აღინიშნება #ტსც8 სიმბოლოთი. 

ამრიგად, #V8=(X | XC 4 და XC 8). დიაგრამაზე 

დაშტრიხული ნაწილით გამოსახულია (რსსზ (ნახ. 17). 

ხშირად პრაქტიკული ამოცანების გადაწყვეტისას 

გვიხდება ინფორმაციის მოპოვება მხოლოდ გარკეე- 

ული სახის ჩვენთვის საინტერესო ობიექტების შე- 

სახებ. 

თუ განხილვა ან მსჯელობა ეხება მხოლოდ 

რაიმე ს) სიმრავლის ელემენტებს ან მის ქვესი- 

მრავლეებს, მაშინ L სიმრავლეს უნივერსალურ სიმრავლე- 

საც უწოდებენ. თუ #4 უნივერსალური ს სიმრავლის ქვე- 

სიმრავლეა, მაშინ სVტ4 სიმრავლეს ეწოდება # სიმრავლის 

დამატება და აღინიშნება ტი სიმბოლოთი. 

მაგალითად. თუ ჩეეჩ გეაქვს მოთხოენა გარკვეულ ნაწარმზე, რომელიც ი 

სხვადასხვა საწარმოში მზადდება, ჩვენთვის საინტერესო ობიექ- 

ტები სწორედ ეს საწარმოები იქნება. მათი სიმრავლე აღვნიშ- 

  

თ ას თ ამ, 

     

       
    
აიბულ “ აჯა) 
აააღელიაღდაღდვოლოლ 
აასაასსაბსაასააბასააა 

#ი” 

ნას, 18 
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ნოთ V-თი. ვთქვათ, აქედან ჩვენთვის მისაღებ პი- 

რობებში აღნიშნული ნაწარმის მიღება შესაძლებე- 

ლია საწარმოთა მხოლოდ გარკვეულ ნაწილში. 

თუ ასეთი საწარმოების სიმრავლეს აღვნიშნავთ 

რ-თი, მაშინ სV4 იქნება აღნიშნულ M საწარმოდან 

იმ საწარმოთა სიმრავლე, რომელიც მოცემულ სი- 

ტუაციაში ჩვენთვის ინტერესს არ წარმოადგენს. 

ნახ, 1. 8-ზე დაშტრიხული ნაწილი შეესაბამება 

ტC=VMMს სიმრავლეს.



„2. //პჰმრასც0/ები სიმრაძლშაებ ზშ 
  

შემდგომში ხშირად გამოვიყენებთ ნამდვილ რიცხეთა სიმ- 

რავლის ისეთ ქვესიმრავლეებს, რომლებსაც რიცხეითი შუალე- 

დები ეწოდება. მოვიყვანოთ მათი განსაზღვრებები. 

ყველა იმ ნამდვილ X რიცხვთა სიმრავლეს, რომლებიც 

აკმაყოფილებენ ორმაგ უტოლობას 25<X<ჩ6, ჩაკეტილი შუ- 

ალედი (სეგმენტი) ეწოდება და აღინიშნება (2,ხ1 სიმ- 

ბოლოთი: 

I2მ,ხ)=ჯXIXCIL და 92<X<ხ1. 

სიმრავლეს 

)2,ხI=(XIXCIL და 8<X<ხ) 

ღია შუალედი (ინტერვალი) ეწოდება. 
სიმრავლეებს: 

I2,ხ|I=(XIX CIბ და 2<X<ხ), 

)ი,ხ)=§( XIXCIL და 2<X5<%ხ), 

ეწოდება ნახევრადღია შუალედები. 

2 და ხ რიცხვებს განხილული შუალედების საზღვრები 

ან ბოლოები ეწოდება, ხ-მ რიცხვს კი – შუალედის სიგრძე. 

უსასრულო IL=,+= ინტერვალი ეწოდება ყველა ნამ- 

დვილი რიცხვის სიმრავლეს. 

ყველა იმ ნამდვილ X რიცხვთა სიმრავლეს, რომლებიც 

აკმაყოფილებენ უტოლობას X>24 (X<3), ეწოდება უსასრუ- 

ლო ნახევარინტერვალი მარცხენა (მარჯვენა) 2 საზღვ- 

რით და აღინიშნება 1)2,+=( (L=,20) სიმბოლოთი. 

ყველა იმ ნამდვილ X რიცხეთა სიმრავლეს, რომლებიც 

აკმაყოფილებენ X>2 (X<2) უტოლობას, ეწოდება უსას- 

რულო ნახევარსეგმენტი მარცხენა (მარჯვენა) 2 საზღვ- 

რით და აღინიშნება (8,+=( (L=,2)1)) სიმბოლოთი. 

17



ლჰძქძია # სიშძრაპლშ. (წეპმრაძყიები სძძრაშლქპბ ზე 
  

დამქალება 

შეამოწმეთ თეორიული მასალის ცოდნა შემდეგი კითხვების საშუალებით: 

–
 

.
.
.
 

11. 

13. 

14. 

როგორ ცნებებს მიეკუთვნება სიმრავლის ცნება? 

რას ვუწოდებთ სიმრაელის ელემენტებს? 

რა შემთხეევაში ითვლება სიმრავლე მოცემულად? 

რას ეწოდება ცარიელი სიმრავლე? 

რომელ კვანტორებს იცნობთ? 

რას ეწოდება სიმრავლის ქვესიმრავლე? 

რამდენი ქვესიმრავლე გააჩნია სასრულ სიმრავლეს? 

როგორ სიმრავლეებს ეწოდება ტოლი? 

რას ეწოდება ორი სიმრავლის: 

ა) გაერთიანება? 

ბ) თანაკვეთა? 

გ) სხვაობა? 

„ რას ეწოდება: 

ა) რაციონალური რიცხვი? 

ბ) ირაციონალური რიცხვი? 

განსაზღვრეთ: 

ა) უნივერსალური სიმრავლე; 

ბ) სიმრავლის დამატება. 

ჩაწერეთ სატურალურ, მთელ და რაციონალურ რისხვთა 

სიმრავლეები. 

რას წარმოადგენს ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე? 

რომელ რიცხვით შუალედებს იცნობთ?



1.1. 

1.2. 

13. 

ლქქცია |, სიმრაშლიმ. (ჟ/აშრაციმბი სძძრაალპძებ ზე 

ჭეშმარიტია თუ არა შემდეგი გა- 

მონჩაიქეამები? შეასწორეთ მათ- 

გან მცდარი: 

ა) 2C M; 

ბ) 5C M; 

გ) -3C M; 

დ) 7CL,; 

ე) 0C LL; 

ე) -26 2; 

ზ) XC I; 

თ) XC 0; 
ი) 0C 7; 

კ) 5,3CC0; 

ლ) -5,3C 7, 

მ) »CI: 

ნ) +#2 C0. 

დახასიათების ხერხით მოცემული 

შემდეგი სიმრავლეები ჩაწერეთ 
ჩამოთელის ხერხით: 

ა) (XI XCM და3<X<101; 

ბა (XIXC7 და-3<X<13); 

გ) (XI XC7 და-2<X<5); 

დ) (XI XCM დაX არის 36-ის 

მარტივი გამყოფი); 

ე) (XI XCM და (X”-I )(X7”-41=03. 

ჩამოთვლის ხერხით მოცემული 

შემდეგი სიმრავლეები ჩაწერეთ 

დასასიათების სერსით!: 

ა) (II, 12, 13, 14); 

ბ) (1-3, 33; 

გ) L-3, -2, 0); 

დ) (11, 17, -10); 

ე) (1) 3, 5,...): 

ე) 12. 4. 6.....1. 

პრაქტიჰ შლი საშარ»ჯი შუპშბი: 

1.4. 

1.5. 

1.6. 

ქვემოთ მოცემული სიმრავლეები 

ჩაწერეთ დახასიათების ხერხით: 

ა) (2,+=L, 

ბ) 12,+5(; 
გ) 1=,მ1; 

დ) |-თ,მ6 

ე) 1-თ,+= წ 

ე) (1.3,5,7....,19); 

ზ) (2,4,6,...,48 3. 

შეაესეთ გამოტოვებული ადგილები 

ისე, რომ სამართლიანი იყოს შემ- 

დეგი ტოლობები: 

ა) (XI XCM და....) =C; 

ბ) (XI XCM ღა...) =C, 

გ) (XI XC7 და ....) = (L-1,0,11); 

დ) (XIXCC და....) = 7; 

ე) (XI XCI და ....) = C. 

ჭეშმარიტია თუ არა შემდეგი გა- 

მონათქვამები? შეასწორეთ მათ- 
გან მცდარი, პასუხი დაასაბუთეთ: 

ა) 2C (1,2,3); 

ბ) (2; C (1,2, 3); 

გ) (1,3, 8, 93 = (19, 1, 8,3): 

დ) ((მ, Cჯ, (ხ1;) სამელემენტიანი 

სიმრავლეა; 

ე) (XI XCM და2X=31=0C;, 

(X- 2)” ასა 
X-2 =0) 

=(X | XCIL და X-2 =01; 

ვ) (XI XCIL და 

X? + 4X – 5 _ _ 

X+5 =0) 

=(XI XCM დაX-1 =01; 

თ) 2C (1, 2,3): 

ზ) §(X |I XCL და 

#9



ლძქფშია |. სძმშმრათლუ. (შპმრა0ძ9აბი სიმრალქაებ ზა 

ი) (2) C (1, 2,3); 

კ)დრდC(0); 
ლ) (21 CM, 

მ) (XI XC « და X'-1=01 CM. 

1.7, ცარიელია თუ არა შემდეგი სიმ- 

რაელეები? პასუხი დაასაბუთეთ: 

ა) #= (XI XCM და X”=4); 

ბ) 8= (XI XC0 დაX”=-4); 

გ) C · (XI XC და3X 5 2): 

დ) (0); 
ე) (0); 
ვ) 09= (XI X6I დაX”=2); 

ზ) 8= (XI XCI და»XCC0); 

თ) ჩ= (XI XCC დაXC7); 

ი)C = IXI X6L დაX +X+ I<0); 

ე) IM= (: | XCIL და §IიX+005X =21). 

18. იპოეეთ შემდეგ სიმრავლეთა გაე- 

რთიანება: 

ა) (1,3,51= (I, 2,331; 

ბ) (5,8.9.111CთL(1.2, 111: 

გეMო2, ი0CVI; 750; 0აL; 

ICს. 

დ) (XI X2M და X<101L (XI XCL 

და X”-1 =0); 

ე) (XI XCM და XX+5X+4<01 ს 

დ (XI XCM და X”-3X <0). 

1.9. იპოვეთ შემდეგ სიმრავლეთა თა- 

ნაკვეთა: 

ა) (1,3,4)1 რ (2,3,4); 

ბ) (3,4, მ, 5) (5 L1, 5, მ, ხუ; 

გ) 200, 
ღ) (XI X67 დღა|XI<31 ო(XIXჯX6L 

და (X-2) (X+I) (X-I.5) = 01; 

20 

1.10. 

1.11 

ე) (XIX6C0 და 
(2X-1) (X-3) (3X+2)=0) ლო 

რ (XI XCI და 4X72=13; 

ვ) (X | XCIL და §IიX=01 (5 (X | XCL 

და §51ი2X=01; 

ზ) (X | XCIL და (67X=11 ლო (X I XCL 

2 =ლი ; 

თ) (X) XCM და 109:X<31 ო 

რ (XIXCM და 106, X<1). 
3 

ამოწერეთ შემდეგი სიმრავლეე- 

ბის ყველა ქვესიმრავლე: 

ა) (მ, ხ, 51; 

ბ) (C, 3, 7, 0); 

გ) (3,4); 
დ) (7); 
ე) (0); 
ე) (მდინარე, მთა, ბარი); 

ზ) (მეწარმე, ბანკი, ქვეყანა). 

· ყთქეათ, 

#. = (0, 2, 4, 61, 

8= (0, 1, 2, 3,4, 5, 61, 

C=L(2,6,0,4). 

ჭეშმარიტია თუ არა შემდეგი გა- 

მონათქვამები? შეასწორეთ მათ- 

გან მცდარი: 

ა) 4 C=8; 

ბ) 8CC; 

გ) ტ4=C; 

დ).CC8; 

ე)8C#, 

ვ) ტიოCC#,; 

ბბ 8C4#ტ CC;



თ) ტიCC8; 

ი) #ML/8C-–#: 

ს) 8მს4=C; 

ლ) CI8C0C. 

1.12. ვთქვათ, 

5=(1,2,3,4, 5, 61. 

ამოწერეთ §-ის ყველა ის ქეესიმ- 

რაყლე, რომლისთეინსაც (3, 5. 6) 

იქნება ერთ-ერთი ქვესიმრაელე. 

1.13. ა) ეილერ-ვენის დიაგრამით გამო- 

სახეთ ტ/ჩიოთ8VC 

(რავს C==ტთV(C8CთC)); 

ბ) იპოვეთ #ით8CC, სადაც 

ს» – 11,3,5).ც < 12,3, 7,8), 

C=(1,5,83კ. 

1.14. ა) ეილერ-ვენის დიაგრამით გამო- 

სახეთ ტროზოC 

(ტიოზოC6=ტრ(8ო=ოC)); 

ბ) იპოეეი ტიზოC. სადღაც 

#=(2,7,9, 11), 

8=(1,2,7,8), 

C=(1,2,3, 111. 

1.15. იპოვეთ ტო8, ტი8, #ა8 და 

ცM·, თუ: 

ა)თV (3.5, 7.11), 

8= (-5, 5,7, 13, 14); 

ბ) # = (XI XCM და X<7), 

8 = (XI XC7 და IXI<41; 

გ) 4=L0,11, 8 = (0,1); 

დ) # =(5,+იი L, 8=I-თ,7(. 

ე) ტ=18,ხ.C ძ, 6). 
8= (ხ,ძ,-C, 9); 

1.16. 

1.17. 

1.18. 

პრაქტიჰული საჰარ#ძშიოპბი 

ვ) #.= (1, 5, 9), 

8=(3,4,6, 81; 

ზ) #= (3,4, 6, 7), 

8=L(3,4, 5); 

თ) #=13,4,6, 7), 

8=(3,4,7, 5); 

ი) # = (XIXC IL და X--5X+6=01, 

8=(-I.3). 

იპოვეთ: 

ა) MV7; 

ბე) MC07;; 

გ) 2 MM; 

დ) ILMნ; 
ელი: 

ვ) 007; 
მ) LV; 

თ) CM; 

ი) იროM. 

ნახაზზე მოცემული სიმრაელეები- 

სათვის დაშტრიხეთ: 

ა) ტი8იოC; CC ) 

ბ) (#ტ-CC) CC; სბ 

გ) #-(8%); (ა) 
დ) (#იო8)MC; 

ე) (4აC)M- ; 
ვ) (ტ08)M8-C). 

ვთქვათ, 0=(1,2,3,4,5,6,7, 8,9), 
#=%(1,3,5,7,91), 

8= (1,2, 3,4, 5). იპოვეთ: 

ა) ტი; 

ბ) 8-; 
გ) ს"; 

დ) თ"; 

ე) (4-X. 
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1.19. 

1.20. 

1.21. 

1.22. 
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ეთქეVVI. 1I!=დს დღა 4 = 1-თ. 2). 

იჰოეეთ: 

ა)ტი ბ)(#ტ“X. 

  

    
  

ნახაზზე მოცემული სიმრაელეე- 

ბისათვის დაშტრიხეთ: 

ა) ჩან; 

ა) "ოც : 9 

დ) ტეა8 C. 

ე) (4=8); 
ვ) (ტო8)M. 

იჰპოეეთ (Cოტ)თV(Cო8) და 

(Cტ)რ(CC8), თუ 

# = (3,4,7,8,9),8= (1. 5,7,9), 

C=(4, 5,2, 11. 

ვთქვათ, სასურსათო მაღაზიაში 

მყოფ ადამიანთა სიმრავლე არის 

ს. იმ ადამიანების სიმრაელე, რო- 

ძლებსაც სურთ შეიძისოს პური 

აღვნიშნოთ # ასოთი, ხოლო იმ 

ადამიანთა სიმრავლე, რომლებ- 

საც სურთ შეიძინონ ფუნთუშა ალ- 

ენიშნოთ 8 ასოთი. 

#. და 8 სიმრაელეებზე ოპერა- 

ციების საშუალებით გამოსახეთ 

სიმრავლყების იმ ადამიანებისა, 

რომლებსაც: 

ა) სურთ შეიძინონ მხოლოდ პური; 

ბ) სურთ შეიძინონ მხოლოდ ფუნ- 

თუშა; 

გ) სურთ შეიძინონ პური ან ფუნ- 

თუშა; 

დ) სურთ შეიძინონ როგორც პური, 

ასევე ფუნთუშა; 
ე) არ სურთ შეიძინონ არც პური 

და არც ფუნთუშა. 

123. ვთქვათ, ს არის მოცემულ მომე- 

ნტში საქართველოში მცხოვრებ 

ადამიანთა სიმრავლე, #/ტ არის 

სიმრავლე ადამიანებისა რომე- 

ლთა ასაკი მეტია 16 წელზე და 

36 წელს არ აღემატება, ხოლო 

8 არის სიმრავლე ადამიანები- 

სა, რომელთა ასაკი 21 წელს არ 

აღემატება. # და 8 სიმრაელეებზე 

ოპერაციების საშუალებით გამო- 

სახეთ სიმრავლე ადამიანებისა: 

ა) რომელთა ასაკი 16 წელზე მე- 

ტია და 21 წელს არ აღემატება; 

ბ) რომელთა ასაკი 21 წელზე მე- 

ტია და 36 წელს არ აღემატება; 

გ) რომელთა ასაკი 16 წელს არ 
აღემატება; 

დ) რომელთა ასაკი 36 წელს არ 

აღემატება; 

ე) რომელთა ასაკი 36 წელზე მე- 

ტია.



ლძქძია 2 

კომბინატორიპის ელემენტები 

2.,. ძლძმპნტია რაუდძნობა სიმრაშლშთა 
გაძრთიძანძბა ში 

ვთქვათ, #4 რაიმე სასრული სიმრავლეა. მისი ელემენტების 

რაოდენობა ი(C4)-თი აღენიშნოთ. 

მაგალითად, თუ #=(0მ,ხ), მაშინ M(4)=2; თუ #=15, 1, 01, მაშინ ი(M) =3, 

ი(თ)1 =0 ღა ა.შ. ამ ლექციაში საქმე გეექნება მხოლოდ სას- 
რულ სიმრაელეებთან. 

ცხადია, თუ #C)ც, მაშინ 

9I(ს3ს4) = XM(8) - ი(4ტ). (88) 

ნებისმიერი # და ს სიმრავლისათვის სამართლიანია ტო- 

ლობა 

ი(4L78) = MX(4ტ) + იC8) - ი(ტოზ). (2) 

ფორმულა (2)-ის სამართლიანობა შეიძლება გავი- 

აზროთ ნახ. 2.1-ზე გამოსახული დიაგრამიდან. 

ამავე დიაგრამიდან ადვილად დავინახავთ, რომ 

(84) = IX 8) - ი(ტო8). 

უნივერსალური სიმრავლის ნებისმიერი # ქვესიმრაე- 
ნახ. 2./ 

ლისათვის გვაქვს 

M(4) + (4 ') = ი(Cი. (3) 

ნებისმიერი #, 88 და C სიმრავლეებისათეის სამართლი- 

ანია ტოლობა 

ი(რს/ჩათC) = ი(#) + (8) + ი(C) - ი(ტიო8) – 

– ი(ტიოC) - ი(8იოC) + ი(ტოსოC). 

მაგალითი 1. სასურსათო მაღაზიაში 160 ადამიანია, რომელთაგან 80-ს სურს 

შეიძინოს პური, ხოლო 70-ს – ფუნთუშა. 20 ადამიანს სურს შეი- 

ძინოს როგორც პური, ასევე ფუნთუშა. დავადგინოთ: 
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ამოხსნა. 

ა) რამდენ ადამიანს სურს შეიძინოს მხოლოდ პური? 

ბ) რამდენ ადამიანს სურს შეიძინოს მხოლოდ ფუნთუშა? 

გ) რამდენ ადამიანს სურს შეიძინოს პური ან ფუნთუშა? 

დ) რამდენ ადამიანს არ სურს შეიძინოს არც პური და არც 

ფუნთუშა? 

მაღაზიაში მყოფ ადამიანთა სიმრავლე აღენიშნოთ ს ასოთი 

(უნიეერსალური სიმრაქლე). იმ ადამიანთა სიმრაელე, რომლე- 

ბსაც სურთ შეიძინონ პური, აღვნიშნოთ 8 ასოთი. პირობის თა- 

ნახმად, (V)=160, (8)=80. იმ ადამიანთა სიმრავლე, რომლებ- 

საც სურთ შეიძინონ ფუნთუშა, აღვნიშნოთ L ასოთი. ამ სიმრა- 

ვლის ელემენტთა რაოდენობაა ი(0)=70. იმ ადამიანთა სიმრავ- 

ლე, რომლებსაც სურთ შეიძინონ როგორც პური, ასევე ფუნთუშა, 

არის 8ონხ და ი(8ოჩ)=20. 

(2) ფორმულის გამოყენებით მივიღებთ 

ი(8CV6) =ი(8) + ი(6) - ი(8ო0) = 80 + 70 - 20 = 130. 

ამრიგად, იმ ადამიანთა რაოდენობა, რომლებსაც სურთ შე- 

იძინონ პური ან ფუნთუშა არის 130. 

იმ ადამიანთა სიმრავლე, რომლებსაც სურთ მხოლოდ პურის 

შეძესა იქსება 8V8ოჩ). 

(1) ფორმულის თანახმად გვექნება 

ი(8V80CL)) = (8) - M(8“-) = 80 - 20 = 60. 

ასევე, რაოდენობა იმ ადამიანებისა, რომ-   

  30 

ლებსაც მხოლოდ ფუნთუშას შეძენა სურთ, არის 
ხს 

? ი(0V8090C)) = 70 - 20 = 50. 

ცხადია, იმ ადამიანთა სიმრავლე, რომლებ- 

საც არ სურთ არც პურის და არც ფუნთუშას   
  

პასუხი: 
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ნახ. 22 შეძენა, არის (8-0C)C და (3) ფორმულის თანას- 
მად მივიღებთ 

ი((8ა9) ) =ი(0) - ი (806) = 
= 160- 120=30, 

საილუსტრაციოდ გამოგვადგება ნახაზი 22. 

ა) მხოლოდ პურის შეძენა სურს 60 ადამიანს; 

ბ) მხოლოდ ფუნთუშას შეძენა სურს 50 ადამიანს; 

გ) პურის ან ფუნთუშას შეძენა სურს 130 ადამიანს; 

დ) არც პურის და არც ფუნთუშას შეძენა არ სურს 30 ადამიანს.



2.2. მადანაძალშმბა, წM(7ბა, #ოყთაება 

2.2. გა”ანაძულება, წყობა, X„უშთმბა 

მაგალითად, 

მრავალი პრაქტიკული ამოცანის გადაწყვეტისას აუცილებე- 

ლია მოცემული სასრული სიმრავლის ელემენტებისაგან გარკ- 

ვეული წესებით შედგენილი კომბინაციების განხილვა. 

სასრული სიმრავლის ელემენტებისაგან გარკვეული წე- 

სებით შედგენილი კომბინაციების რიცხობრივ მახასია- 

თებლებს შეისწავლის კომბინატორიკა. 

ჩეენ ქვემოთ განვსაზღვრავთ კონკრეტული ტიპის ისეთ კო- 

მბინაციებს, რომლებსაც ფართო გამოყენება აქვთ პრაქტიკაში. 

კერძოდ, გადანაცელებას, წყობას, ჯუფთებას და მოვიყვანთ 

მათ რაოდენობათა გამოსათვლელ ფორმულებს. 

სასრულ სიმრავლეს ეწოდება დალაგებული სიმრავლე, 

თუ ცნობილია და დაფიქსირებულია მისი პირველი ელე- 

მენტი, მეორე ელემენტი და ა.მ. 

დალაგებული სიმრავლის აღსანიშნავად მის ელემენტებს 

ვათაესებთ მრგვალ ფრჩხილებში მოცემული რიგის მიხედვით. 

ორი სასრული დალაგებული სიმრავლე ტოლია, თუ 

მათი ელემენტების რაოდენობა ერთი და იგივეა და შე- 

საბამის ადგილებზე მდგომი ელემენტები ტოლია. 

#.=(1,7,3) და 8=(7,1,3) დალაგებული სიმრავლეები ერთმანე- 

თისაგან განსხვავებულია. 

სასრულ სიმრავლეში დადგენილ რიგს მისი ელემენ- 

ტების გადანაცვლება ეწოდება. 

რამდენი გადანაცვლება შეიძლება შევადგინოთ სამი მ, ხ, C 

ელემესტისაგან შედგენილ სიმრავლეში? 

ეს რიცხვი ტოლია ექვსის. მართლას, ამ ელემენტებისაგან 

შესაძლებლებია მხოლოდ ექვსი (მ,ხ;), (8მ,C,ხ), (ხ,მ,C), (ხ,C,გ), 

(C,მ,ხ), (C,ხ,გ) გადანაცვლების შედგენა. 

საზოგადოდ, 0 ელემენტიან სიმრავლეში ყეელა შესაძლო გა- 

დანაცვლებათა რიცხვი აღინიშნება LM სიმბოლოთი და გამოი- 

თვლება შემდეგი ფორმულით: 

Lა=1-2.3--ი =M%1. (4) 

სიმბოლო M! იკითხება ასე: ,ი ფაქტორიალი“. შეთანხმებით 

მიღებულია, რომ 01=I1, 1!=1. ი-ის ზრდასთან ერთად ი ფაქტო- 
რიალი ძალიან სწრაფად იზრდება. 

მაგალითად, ჩ,=1)! =I; ჩკ=4!=1.2.3:4=24; ჩ,ი=3 628 800. 
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ფორმულა (4-ის თანახმად, დაფაზე 10 ერთმანეთისაგან გან- 

სხვავებული სარეკლამო ფურცლის ერთ რიგში გასაკრავად არ- 

სებობს მათი განლაგების LIი ანუ 3 628 800 შესაძლებლობა! 

ი ელემენტიანი სიმრავლის ნებისმიერ MI ელემენტიან 

დალაგებულ ქვესიმრავლეს ეწოდება I ელემენტიანი 
წყობა ი ელემენტისაგან (I9 <5 M). 

0 ელემენტისაგან წ) ელემენტიან წყობათა რიცხეი აღინიშ- 

ნება #ტ” სიმბოლოთი. განვიხილოთ კვლავ სამელემენტიანი 

სიმრავლე §მ, ხ,C) და მისი ელემენტებისაგან შევადგინოთ ორ- 

ელემენტიანი კომბინაციები, რომლებიც ერთმანეთისაგან განს- 

ხყავდებიას ელემესტთა გახლაგებით ახ ელემენტებით. მივი- 

ღებთ:: (მ, ხ), (ხ, 8), (მ, C), (C, 8), (ხ, C), (C, ხ), ე.ი. /#ს1=6. 
საზოგადოდ, ი ელემენტისაგან ი) ელემენტიან წყო- 

ბათა რიცხვი #” გამოითვლება ფორმულით 

ი 
ტი- " 
(ი – ი)! 

(5) 

ეთქვათ, მოცემულია M ელემენტიანი სიმრავლე და ამ სიმრავ- 

ლისაგან შევადგინოთ II(I <9) ელემენტიანი ქვესიმრავლეები. 

ი ელემენტიანი სიმრავლის ნებისმიერ II) ელემენტიან 

ქვესიმრავლეს (MI <0) ეწოდება MI ელემენტიანი ჯუფთება 

ი ელემენტისაგან. 

ი ელემენტიანი სიმრავლის ყველა შესაძლო MI) ელემენტიან 

Xუფთებათა რიცხვი აღინიშნება C"” სიმბოლოთი. 

მტკიცდება, რომ ჯუფთებათა რიცხვი გამოითვლება 

ფორმულით 

ც5=--%., (6) 

თუ (6) ტოლობაში გავითვალისწინებთ (4) და (5) ფორმუ- 

ლებს, მივიღებთ 

ღღ " თ ' ით - ი)!” 

მარტივად მტკიცდება, რომ C" =C"" ·



მაგალითი I. 

ამოხსნა. 

პასუხი: 

მაგალითი 2. 

ამოხსნა. 

პასუსი: 

მაგალითი 3. 

ამოხსნა. 

პასუხი: 

2.2. მადანაძალება, წყება, #ოშთპბა 

მოვიყვანოთ რამდენიმე ამოცანა კომბინატორიკის პრაქტი- 

კული გამოყენების საილუსტრაციოდ. 

“ასს. ახნიას სყისში განლაგებულმა ფირმამ იყიდა განსხვავე- 

ბული ავეჯის ოთხი კომპლექტი. ავეჯის განლაგების რამდენი 

ვარიანტი არსებობს ოფისის მოსაწყობად? 

ცხადია, რომ ამ შემთხეევაში მნიშვნელობა აქეს ავეჯის ოთა- 

ხებში განლაგების რიგს. ამიტომ ყეელა შესაძლო ვარიანტის 

რაოდენობის დასადგენად საჭიროა გამოვთვალოთ ოთხელემენ- 

ტიან გაღანა#,,ვლებათა რიცხვი. (4) ფორმულის გამოყენებით მივი- 

ღებთ 

#Mკ=4!=1)1.2:3:4=24. 

არსებობს ოფისის მოწყობის 24 განსხვაეებული ეარიანტი. 

გაზის სამმართველოს დავალებული აქვს მოამარაგოს გაზის ბა- 

ლონებით 6 დასახლებული პუნქტი. ერთ დღეში სამმართველოს 

შეუძლია მოამარაგოს მხოლოდ 3 დასასლებული პუნქტი. რამ- 

დენნაირი მარშრუტი შეიძლება შედგეს პირველი დღისათვის? 

ცხადია, რომ მარშრუტის შედგენისას მნიშვნელობა აქეს პუნქ- 

ტების დალაგების რიგს. რომ დავთვალოთ ყველა შესაძლო მა- 

რშრუტის რაოდენობა, უნდა გამოვთვალოთ სამელემენტიან 

წყობათა რიცხვი 6 ელემენტისაკან. (5) ფორმულის თანახმად, 

გეექნება 

.· 
- I ' 
1 2 _ -6 ა 

(6 –3)! 3! 

ერთი დღისათეის მარშრუტების შედგენა შეიძლება 120 განსხვავე- 

ბული წესით. 

ეთქვათ, ვალუტის გადამცვლელ პუნქტში აქვთ 10 სახის ვალუტა. 

ყოველდღე დავალებული აქვთ გასაყიდად გამოიტანონ 4 სახის ვა- 

ლუტა. რამდენ ეარიანტად შეუძლიათ ვალუტის გამოტანა პუნქტში? 

რადგან ვალუტის დალაგების რიგს ამ შემთხვევაში მნიშენელობა 

არა აქვს, ამიტომ უნდა გამოვთვალოთ ოთხელემენტიან ჯუფთება- 

თა რიცხვი /0 ელემენტისაგან. (7) ფორმულის თანახმად გვექნება 

«_ I0 _I0!_ 

' 4I(10–4)! 411. 

ვალუტის გამოტანა პუნქტში შეუძლიათ 210 ვარიანტად. 
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ლჰძქძ0ია 2. პჰიეშბინატირიძის პლმეპჰნტაბი 
  

2.ჰ, ნეიფტიჟნმს ბინუმშრი შოურმშლა 

აღვწეროთ (7) ფორმულის გამოყენებით კარგად ცნობილი 

შემოკლებული გამრავლების ფორმულები: 

(2+ხ/=82+ხ=CI8+C(ხ, 

(8+ხ)?=გ? +20ხ+ხ? = C5გ” +C)გმხ+C;ხ?, 

(82 +ხ)'=8? +3გ8”ხ+3ვგხ? + ხ” = C§მ7 + C)გ“ხ +C1მხ? + C3ხ12. 

ამ ფორმულებში ჩვენ გამოვიყენეთ შემდეგი ტოლობები: 

CI=C!=I, 1= 1,2;  Cს=2  C15=C1=3. 

მტკიცდება, რომ ნებისმიერი ნატურალური # რიცხვისათვის 

მართებულია ტოლობა 

(0+ხ)"=C%ი"+C) ე" ხ+C?ი"”ხ?+...+ 
-..V2თ იჯი (8) 

+C. 2" 'ხ"+...+C ახ", 

სადაც C= განისაზღვრება (7) ფორმულით და მას ბინომურ 

კოეფიციენტს, ხოლო (8-ს ნიუტონის ბინომურ ფორმულას 

(მოკლედ ნიუცონის ბინომს) უწოდებენ. 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ მ-ხ = გ+(-ხ), მაშინ (8) ფორმუ- 

ლიდან ადვილად მივილებთ (მ-ხ)”-ის სათანადო გაშლასაეც: 

(2 – ხ)=C1ე"-CI0"'ხ+C7ე" ?ხ?+...+ 

+(-1)”C.გ" 'ხ"+...+ (–1)" C5ხ". 
(9) 

თუ ავიღებთ მ=ხ=1, მაშინ (8) ფორმულიდან გამომდინა- 

რეობს, რომ 

C1+C)+.+C9+...+ C1=2ჩ. (00)) 

ეს ფორმულა შემოკლებით ასეც ჩაიწერება 

=0 

საზოგადოდ, მე +2, +.··+მ, ჯამი შეჯამების 2, სიმბო- 

ლოს გამოყენებით ჩაიწერება შემდეგი სახით 

მე +მ, +-+0,=2 8. 
თ=0 

VI-ს ეწოდება შეჯამების (აჯამვის) ინდექსი. 
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2.ჰ. ნით0ტ/7ნ/ს ბ!ი,ნ(/მთრი Vყ(მ2რმძლა 
  

ასლა დავუბრუნდეთ პირველ ლექციაში დამტკიცების გა- 

რეშე მოყვანილ ფაქტს (იხ. გე. 14). 

ვინაიდან C” არის ი ელემენტიანი სიმრავლის ყველა IXი 

ელემენტიან ქვესიმრავლეთა რაოდენობა, ამიტომ (10) ფორ- 

მულიდან გამომდინარეობს, რომ ი ელემენტიანი სიმრავლის 

ყეელა ქეესიმრავლის რაოდენობა სწორედ 2"-ის ტოლია. 

ბინომური CL” კოეფიციენტებისაგან შევადგინოთ შემდეგი 

ცხრილი: 

თუ აქ შევიტანთ C” რიცხვების მნიშენელობებს, მივიღებთ 

რიცხვით ცხრილს, რომელსაც ,,ჰასკალის სამკ,)უთ,ხედი“ ეწოდება: 

1 

1 1 

1 2 1 

1 ჰ პჰ 1 

1 4 6 4 1 

ამ ცხრილიდან ნათლად ჩასს C” რიცხვების შემდეგი თვი- 

სებები: 

C" = ლათ , ღლ” +C9" = Cთ+I 

ი9+I! 

29



ლმქიია 2. I(Mმბინარისრისის ელმშენტები 
  

ნიუტონის ბინომური ფორმულის გამოყენება ზოგჯერ საგრ- 

ძნობლად გვიადვილებს გამოთელებს. მოვიყვანთ კონკრეტულ 

მაგალითს ირაციონალობის შემცველი გამოსახულების გამოთ- 

ვლაზე. 

მაგალითი 4. ვთქვათ, მოცემულია გამოსახულება 

+= (V3 – V2)ზ +! 

(#3 – V2)“ 
დავადგინოთ, ჭეშმარიტია თუ არა გამონათქვამი – ,X ირა- 

ციონალური რიცხვია“. 

ამოხსნა. მოცემულ გამოსახულებაში მრიცხველისა და მნიშვნელის 

(/3 +V2)“-ზე გამრავლებისა და შემდგომ (8) და (9) ფორმუ- 

ლებით სარგებლობის შედეგად მივიღებთ 

(V3 – V2)" +1 _ (V3 – /2)" (73 ++V/2)“ +(V3 ++2)“ _ 
(/3 – V2)“ C/3 –+V/2)“(-/3 ++2)“ · 

= (-/3 – #/2)“ +(/3 ++V2)“ = 

= C9(V3)“ (/2)9 – CV(V3)3(-/2)! + C1(/3)? (V/2)? – 

<C1(V3)' (V2)” + C1(V3)%-/2)" + 
+C%(V3)“ (/3)9 + CI(V3)"C/2)' +C1(V3)?(XV2)? + 
+ C1(V3)'(V2)" + C4(V/3)?(V2)“ = 
=2(09+36+4)=98, 

რის გამოც დავასკვნით, რომ გამონათქვამი ,,X ირაციონალუ- 

რი რიცხვია“ ჭეშმარიტი არ არის 
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ლძქძია 2. ჰ(/შძბინატ(/შრთჰის შ–მქპიპნტიძბი 

ჯამალშბა 

შეამოწმეთ თეორიული მასალის ცოდნა შემდეგი კითხვების საშუალებით: 

I. 

ი. 

მოიყეანეთ ორი და სამი სიმრაელის გაერთიანებაში ელე- 

მესტთა რაოდენობის გამოსათვლელი ფორმულები. 

რას შეისწავლის კომბინატორიკა? 

განსაზღვრეთ დალაგებული სიმრავლე. 

რას ეწოდება: 

ა) გადანაცვლება? 

ბ) თ ელემენტიანი წყობა ი ელემენტისაგან? 

გ) ი ელემესტიანი ჯუფთება ი ელემენტისაგან? 

რას უდრის: 

ა) ყველა შესაძლო გადანაცვლებათა რიცხვი ი ელემენტიან 

სიმრაელეში? 

ბ) ი ელემენტისაგან თ ელემენტიან წყობათა რიცხვი? 

გ) ი ელემენტისაგან თ ელემენტიან ჯუფთებათა რიცხვი? 

მოიხყყეასეთ სიუტონის ბინომური ფორმულა. 

დაამტკიცეთ, რომ C9+C'+.+C1=2". 
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ლძქ0ია 2. ჰ(/მბნარ/(შრიძჰ/ს პლმჰპნტებ/” 

2.1. შეიტანეთ გამოტოვებული რიცხვები: 

M(ტო8) M(ტ) | ი(8) | ი(/#C8) 

6 3 ზ 

8 7 

5 

  

22. ცნობილია, რომ M(#)=18, ი(8)=21, 

ი(C)=22, ი(4-8)=9, ი(#CC)=7, 
ი(8-5C) =11 და ი(ტო8CC) =2. 

იპოვეთ: 

ა) M(85C); 

ბ) ი(4#.:): 

გ) (#აC): 

დ) (ტC8ზაC). 

2.3. საწარმოს მიერ გამოშეებული 

პროდუქციის ხარისხის განსაზღე- 

რის მიზნით, პროდუქციის 2 000 ერ- 

თეულჩზე ჩატარღა შემოწმება სამი 

მაჩვენებლის მიხედეით. პირველი 

მაჩვენებლის მიხედეით მოთხოვ- 

ნა დააკმაყოფილა 1 600-მა, მეორე 

მაჩვენებლის მიხედვით 1 400-მა, 

ხოლო მესამე მაჩვენებლის მიხედ- 

ვით 1 200-მა ერთეულმა. ამასთა- 

ჩაეე. პირეელი და მეორე მაჩეე- 

ნებლის მიხედვით ხარისხის მოთ- 

ხოენა დააკმაყოფილა I 100-მა, პი- 

რველი და მესამე მაჩვენებლის მი- 

ხედვით 1 000-მა, მეორე და მესა- 

მე მაჩვენებლის მიხედვით 800-მა 

ერთეულმა. სამივე მაჩვენებლის 

მიხედვით ხარისხის მოთხოენა და- 

აკმაყოფილა პროდუქციის 600-მა 
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პრაქტიძუშლი საშარჯXჯ#ი შუშბი: 

2.4. 

2.5. 

ერთეულმა. შემოწმებული პროდუ- 

ქციის რამჯენმა პროცენტმა ვერ 

დააკმაყოფილა ხარისხის მოთ- 

ხოვნა ვერც ერთი მაჩვენებლის 

მიხედვით? 

100 სტუდენტიდან ინგლისური ენა 

იცის 28-მ, გერმანული ენა – 30-მა, 

ფრანგული ენა – 42-მა, ინგლისუ- 

რი და გერმანული – 8-მ, ინგლი- 

სური და ფრანგული – 10-მა, სა- 

მივე ენა იცის 3-მა, არცერთი ამ 

სამი ენიდან არ იცის 20-მა. დაად- 

გინეთ რამდენმა სტუდენტმა იცის: 

ა) გერმანული და ფრანგული? 

ბ) მხოლოდ ინგლისური ან მხო- 

ლოდ გერმანული? 

გ) მხოლოდ ინგლისური ან მხო- 

ლოდ ფრანგული? 
დ) გერმანული ან ფრანგული და 

არ იცის ინგლისური? 

იპოეეთ: 

#1 + #2 
ა) 

  

 



2.6. 

2.7. 

2.8. 

2.9. 

8 
| 

იპოვეთ (+L-#I -ის გაშლის 
VI 

ის წეერი, რომელიც არ შეიცავს 

X ცვლადს. 

8 
იპოვეთ ნ/7 +35) -ის გაშლის რა- 

ციონალური წეერი. 

ეთქეათ. ღვინის ქარხანა აწარმო- 

ებს შვიდი სასის ღყისოს და დამბა- 

დებულ პროდუქციას ყოველთვიუ- 

რად აწვდის მაღაზიას. რამდენი 

წესით შეიძლება მიეწოდოს ღვინო 

სავაჭრო ობიექტს, თუ მაღაზია იღებს 

მხოლოდ სამი სახის პროდუქციას? 

რამდენ 

შეიძლება დავსეათ რვა ადამიანი: 

სხეადასხეა ევარიანტად 

ა) გრძელ მაგიდასთან? 

ბ) მრგვალ მაგიდასთან? 

2.10. ბანკს შეუძლია 3 ერთმანეთისა- 

2.11. 

გან განსხვავებული კრედიტის გა- 

ცემა. კრედიტის აღების მსურველ- 

თა რიცხვია 10. კრედიტის გაცემის 

რამდენი ეარიანტი არსებობს? 

ოთახში ი ნათურაა. ოთახის განა- 

თების რამდენი სხვადასხვა ვა- 

რიანტია, რომლის დროსაც ან- 

თია ზუსტად X(I <<ი) ნათურა? 

აიას" განათების სელ რამდე- 

ნი ვარიანტი არსებობს? 

2.12. ნიუტონის ბინომური ფორმულის 

2.13. 

გამოყენებით გაშალეთ ჯამის სა- 

ხით ა) (მ- ხ)?;. ბ) (X+ VX·. 

გამოთვალეთ სნ =1(2,ხ,ლ0,ძ) სიმ- 

რაელის გადანაცელებათა რიცხ- 

ვი და ჩაწერეთ ყველა შესაძლო 

გადანაცვლება. 

2.14. 

2.15. 

2.16. 

2.17. 

2.18. 

2.19. 

2.20. 

221. 

2.22. 

პრაქტძჰძთლი სამარ7#%0ი შ(ქმბი 

გამოთვალეთ #=L(მ0,ხ/”C,ძ) სიმ- 

რავლის ორელემენტიან წყობათა 

რიცსვი და ჩაწერეთ ყველა შე- 
საძლო ორელემენტიანი წყობა. 

აკადემიური ჯგუფი საგამოცდო 

სესიაზე აბარებს სამ საგანს. სა- 

გამოცდო ცხრილის შედგენის რა- 

მდენი ვარიანტი არსებობს? 

იპოვეთ ციფრების ჯამი ყველა იმ 

ოთხნიშნა რიცხვისა, რომელიც შე- 

დგენილია ციფრებისაგან 1, 2, 3, 4. 

რიცხვებში ციფრები არ მეორდება. 

რამდენი სხვადასხვა ოთხნიშნა 

რიცხეი შეიძლება შევადგინოთ 

0, 1, 2, 3 ციფრების საშუალებით? 

რიცხვებში ციფრები არ მეორდება. 

აკადემიური ჯგუფი სწავლობს 8 

საგანს, ერთი დღის სასწავლო 

ცხრილის რამდენი ვარიანტი არ- 

სებობს, თუ დღეში სამი სხვადა- 

სსეა საგანი ისწავლება? 

ჯგუფის 15 სტუდენტი ერთმანეთს 

უცვლის ფოტოსურათს. რამდენი 

ფოტოსურათი გაიცვლება სულ? 

გამოთვალეთ #= (მ,ხ,,ძ,6) სიმ- 

რაელის სამელემენტიან ჯუფთე- 

ბათა რიცხვი და ჩაწერეთ ყველა 

შესაძლო ჯუფთება. 

რამდენი სამელემენტიანი ქვესიმ- 

რავლე აქვს ი ელემენტიან სიმ- 

რავლეს? 

რამდენი სხეადასხვა ოთხკაციანი 

დელეგაციის არჩევა შეიძლება 

20 სტუდენტიდან? 
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ლშძქცძია 2. ჰ!(/ძბ/ინატ/!რიჰიძს პლშძმჰპნტაბი 

223. რამდენი ელემენტისაგან შეიძლე- 

ბა შევადგისოი!: 

ა) 56 ორელემენტიანი წყობა? 

ბ) 45 ორელემენტიანი ჯუფთება? 

2:24. ამოხსენით განტოლებები: 

ა) ;L., -6ჩ _, =0; 

ბ) #: – ჩტ: =0: 
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გ) #?+C' =256; 

#1 – 224 
21 =-4X. დ) 

225. იპოვეთ 2Cწ) <5X+21 უტოლო- 

ბის უდიდესი ამონახსნი.



ლძმქძია ძ 

დეპკარტის მართკუთხა პოორდინატთა სისრტქმა. 
სიმრავლეთა დეპარტული ნამრავლი 

ჰ./, «მჰძარტის მარი)ჰუთხა ჰეიერ#იინატია სმსტშმა 

წრფე, რომელზეც არჩეულია სათავე და მიმართულება, 

წარმოადგენს ღერძს. 

ეთქეათ, მოცემულია სიგრძის საზომი ერთეული (მასმტაბი). 

მაშინ, ყოველ ნამდვილ რიცხეს შეიძლება შევუსაბამოთ ერთი 

და მხოლოდ ერთი წერტილი ღერძზე და პირიქით. კერძოდ, 

თუ X=0, მაშინ მას შევუსაბამოთ 0) წერტილი (სათავე). თუ 

X>0, მაშინ მას შევუსაბამოთ ღერძის MLX) წერტილი, რომელიც 

მოთაესებულია 0) წერტილის მარჯეხნიე და დაშორებულია 0 

წერტილიდან X მანძილით. თუ X<0, მაშინ მას შევუსაბამოთ 

M() წერტილი, რომელიც მოთავსებულია 0) წერტილის მარე- 

ხნივ და დაშორებულია 0) წერტილიდან |XI) მანძილით. 

ღერძს, რომლის ყოველ წერტილს შეესაბამება ნამდ- 

ვილი რიცხვი, რიცხვითი ღერძი ეწოდება. 

აღენიშნოთ ეს ღერძი Cჰ)X-ით. CIX ღერძზე რომელიმე M 

წერტილის მდებარეობა სავსებით დახასიათებულია იმ ნამდვი- 

ლი X რიცხვით, რომელიც მას შეესაბამება. ამ რიცხეს უწოდე- 

ბენ M წერტილის კოორდინაჟტს და წერენ M=MICი. ხშირად, 

ნახაზებზე ღერძის MIX) წერტილს აწერენ მხოლოდ მის შესა- 

ბამის X რიცხეს (იხ. ნახ. 3.1) და ნაცვლად ტერმინისა: ,,MIX) 

წერტილი“ ხმარობენ ტერმინს ,X წერტილი“. ეს ფაქტობრივად 

ნიშნავს, რომ პრაქტიკაში რიცხვითი ღერძი გაიგივებულია ნაშ- 

დვილ რიცხვთა სიმრავლესთან, ხოლო ტერმინები „X რიცხვი" 

და ,,X წერტილი" იხმარება როგორც სინონიმები. 

MI) ი M(3) 

-4 0 3 
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V სიბრტყემე წერტილის მდება- 

M(X,X) რეობის განსაზღვრის მიზნით, შე- 
 .. ი. 

' მოვიღოთ ეწ. დეკარტის მართ- 

#3 ; კუთხა კოორდინატთა სისტემა. 

8(-4.2) 3L., (3) ' სიბრტყეზე დეკარტის მართ- 

დაოოოოღორო– 5L1 : ' კუთხა კოორდინატთა სისტე- 

: ) წ : , ' მა განსაზღვრულია, თუ მოცე- 

4 3-2 0. M 2 ჯ X მულია სიგრძის საზომი ერთე- 

C(-2 „ე“ პაოლა : ული (მასშტაბი) და ორი ურთი- 

21" იც) ერთმართობული 0X და 0V 
წას. 32 ღერძი, რომლებიც იკვეთები- 

ან 0 წერტილში. ამ ღერძებს 
უწოდებენ კოორდინატთა ღერ- 

ძებს, ხოლო 0) წერტილს – კო- 

ორდინატთა სათავეს. სიბრტყეზე აღებულ ყოველ ML წერ- 

ტილს შევუსაბამოთ ნამდვილ რიცსეთა გარკეეული და- 

ლაგებული (XV) წყვილი, რომელსაც MI წერტილის კოორდინ- 
ატები ეწოდება. ამ რიცხვებიდან X-ს, რომელიც C)X ღერძზე 

M წერტილის გეგმილის კოორდინატია, ეწოდება ML წერტილის 

აბსცისა, ხოლო V-ს, რომელიც CV ღერძზე M წერტილის გეგმი- 

ლის კოორდინატია, ეწოდება MI წერტილის ორდინატი. ამ შემთ- 

ხეევაში წერენ MLI= M(XLV) (იხ. ნას. 32). 

მაგალითად, ნახ. 32-ზე აგებულია წერტილები: #=/%(1,3), 8=8(-4,2), C=C(-2,-1) 

და L = LXI,-2). 

შევნიშნოთ, რომ (X,0) ტიპის წერტილები მდებარეობენ CX 

ღერძზე, სოლო (0, 7) ტიპის წერტილები – CV ღერძზე. 

ანალოგიურად შეგეიძლია დავახასიათოთ წერტილის მდე- 

ბარეობა სივრცემი. 

განვიხილოთ სიეგრცეში ერთ წერტილში თანამკვეთი ხამი 

ურთიერთმართობული რიცხვითი ღერძი. მათი გადაკვეთის წერ- 

ტილი აღვნიშნოთ 0, ასოთი და ვუწოდოთ კოორდინატთა სა- 

თავე. რიცხვითი ღერძები აღვნიშნოთ C)X-ით, 0V-ით, 

07-ით და ვუწოდოთ, შესაბამისად, აბსცისათა ღერძი 0X, 

ორდინატთა ღერძი 0V და აპლიკატთა ღერძი 07. 

განვიხილოთ სივრცის ნებისმიერი MI წერტილი. დავაგეგ- 

მილოთ MI წერტილი სამივე საკოორდინატო ღერძზე. სივრ- 

ცის M წერტილის გეგმილი ღერძზე ეწოდება M წერტილზე



”,,. დმძარტის მარითIფთს) ჰ(/(/რ დინატრთა სისტძმა 
  

7 ღერძის მართობულად გავლებუ- 

ლი სიბრტყისა და ამ ღერძის გა- 

ბ. დაკვეთის წერტილს. 
''M(X7) M# წერტილის CX, CIV და 07, 

ღერძებბე გეგმილთა კოორდინატები     
- V ისინი შესაბამისად X, V და ჩ» ასოებით. 

„ე პირიქით, სივრცის ნებისმიერი წე- 

რტილის მდებარეობა ცალსახად ხასი- 

ათდება ნამდვილ რიცხვთა დალაგებუ- 

ლი სამეულით. ამ რიცხვებს უწოდებენ 

M წერტილის კოორდინატებს სივრცე- 

ში, შესაბამისად – აბსცისას, ორდინატს, 

აპლიკატს და წერენ ML=MILX,X,7) 
(იხ. ნახ. 3.3). 

ვთქვათ, მართკუთხა კოორდინატთა C01XV სისტემაში ანუ 

სიბრტყეზე მოცემულია რაიმე ორი წერტილი: MII=MII(X).XI) 

და M2:1=IVMIX(X2,X2), მაშინ MI და M2 წერტილებს შორის ძ მან- 

ძილი შემდეგი ფორმულის საშუალებით გამოითვლება 

ძ=-V/LX, –X,/+C, – V,)” , () 

ხოლო MIIMIL მონაკვეთის შუა MILX,») წერტილის კოორდინა- 

ტები მოიცემა ფორმულებით: 

9 

ია ' V განისაზღვრება ცალსახად. აღენიშნოთ 

X,+X,. „- IM, 

2 2 
    X = 

ანალოგიურად, თუ სივრცეში მოცემულია რაიმე ორი წერ- 

ტილი: MI)=IMIL(X),VI,7I) და M2=M:(X2,V2,72), მაშინ ML, და 

Mს წერტილებს შორის ძ მანძილი შემდეგი ფორმულის საშუ- 
ალებით გამოითელება 

ძ=-/(X, –X,)+C, –V, ” +(თ, – 2) , 

ხოლო MIM მონაკვეთის შუა MI(X,V,72) წერტილის კოორდი- 

ნატები მოიცემა ფორმულებიი!: 

  

X +X 7 +727 
1 2 I 1 2 

2. ' XV“ .ი 2 
      X= 
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ლძმქძ/ა ჰ. Lმიარტ“ის შარი)ჰუძთხა +I(M(Vრ დძნატთა ს/სოტპშა, სსძრასლმთა დშმძარ ფტ ძლი... 

მაგალითი 1. მოცემული გვაქვს #)4#4:#ვ სამკუთხედი. #), 4: და #ვ წერტი- 

ლების კოორდინატები არის შესაბამისად: (1,1), (8,1) და 

ფა 1 2) ვიპოვოთ #)#:#ვ სამკუთხედის ფართობი, 
7 7 
  

ამოხსნა. (1) ფორმულის გამოყენებით გამოვითელით #4) 4:#3-ის გვერდებს: 

#,#)=+0 – 8)? +(I –1)?=7, 

გ 2 

ტტ, #,= (>-)) 269, =5, 
7 7 

თ 2647) + 

როგორც ვიცით, თუ სამკუთხედის გეერდები ტოლია 3, ხ 

და C-სი, მაშინ მისი ფართობი შეიძლება გამოვითვალოთ ჰე- 

რონის შემდეგი ფორმულით 

5„= /ჩ(ი–9Xი– ხXი –=), (2) 

2+ხ+C 

  

  სადაც ი = „ მოცემული სამკუთხედისათვის (2) ფორმულის 

გამოყენებით ვღებულობთ აა.#,/,= +V/9(9 – 7X9 – 5X9 – 6)=6-/6 - 

პასუხი: მ აგმებე =6-/6 . 

ჰ.2. სმმრამლძიწა Cმძარტ შლი ნამრამლი 

მრავალი ამოცანის შესწავლისას მოხერხებულია სხვადა- 

სხეა ბუნების ობიექტთა დალაგებული წყვილების, სამეულების 

და ა.შ. გამოყენება. გავიხსენოთ, რომ დალაგებული სიმრავ- 

ლეების განხილვისას არსებითი მნიშვნელობა ენიჭება ობიექტ- 

თა დალატების რიგს. 

მაგალითად, 38 და ხ ობიექტების დალაგებული წყვილი არის ახალი ობი- 

ექტი, რომელიც (მ,ხ) სიმბოლოთი აღინიშნება. 9-ს ეწოდე- 

ბა წყვილის პირველი ელემენტი ან პირველი კომპონენტი, 

ხოლო ხ-ს კი მეორე ელემენტი ან მეორე კომპონენტი. 

პვ8



ჰ.2, ს/ძრაბლმთა დმძარტ ლი ნამრაძლი 

(მ,ხ) და (C–9) წყვილებს ეწოდება ტოლი, თუ 2=C და ხ=ძ. 

ტ. და 8 სიმრავლეების დეკარტული ნამრავლი ეწოდე- 

ბა ყველა შესაძლო დალაგებულ (2,ხ) წყვილთა სიმრავ- 

ლეს, სადაც 2C # და ხC ს. # და 8 სიმრავლეების დეკარ- 

ტული ნამრავლი აღინიშნება #XLს-თი. ამრიგად, 

#X8 = V(90,ხ)|3C # და ხ6C 81. 
მაგალითად, თუ #=(L 5, და 8=(1, 2), მაშინ 

#.X8 = (C,,1), (L2), (5,1), (5,2), (C1), (C2)1. 

დეკარტული ნამრავლის მოცემა მოხერხებულია ცხრილის მეშ- 

ვეობით. ჩვენი მაგალითისათვის ცხრილს ექნება შემდეგი სახე: 

  

8ც 

ტ 
1 2 

  

  "ი   
თ!) (2) 
(5,1) (§,2) 
CM ((2)     

წეერო 

წვერო 

დეკარტეული ხამრაელის წარმოდგენა შეიძ- 

ლება ეწ. „დიაგრამა-ხის“ საშუალებითაც. ,„დია- 
გრამა-ხე“ რამდენიმე ნაბიჯისაგან შედგება. 

ნაბიჯი 1. წვეროდან პირველ დონეზე წე- 

რტილებით აღენიშნავთ # სიმრავლის ელემე- 

ნტებს. ესენია #X8 ნამრავლის ყველა შესაძ- 

ლო პირეელი კომპონენტები; 

ნაბიჯი 2. პირველი დონის ყოეელი წერტი- 

ლიდან მეორე დონემე გამოდის ,,გოტები“ 8 სი- 

მრავლის ელემენტებით. მიღებული წერტილები 

#X8 ნამრავლის ყველა შესაძლო მეორე კომპო- 

ნენტებია: 
ნაბიჯი 3. #X8 ნამრავლის ელემენტები 

მიიღება ამ „დიაგრამა-ხის“ ყეელა ტოტის 
გავლით წვეროდაი ძირაძღე (ნახ. 3.4). 

8», სიმრავლის „დიაგრამა-ხესა“ და 
ცხრილს ექნება შემდეგი სახე (ნახ. 3.5): 

  

4 L § ( 

  

! 0,» (1,5) (1,9       2 (2, (2,5) (2,0 
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ლქქცია ჰ. დმძარტის მართპთთსა ძ(7(/რძინატთა სისტძმშა. სძძრასლშთა დმძარ გ თლი... 

მაგალითი 2. 

ამოხსნა. 
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8X#= ((1,X), (1,5), (1,1), (2,:), (2,5), (2,1)1. 

როგორც ვხედავთ, #X878X#. 

ტX8 ჩამრაელის ელემენტები შესაბამის ცხრილში განლაგებუ- 

ლია 3 სტრიქონად და 2 სვეტად, ამიტომ 

იM(4X8)=3-2=6, ე.ი. ი(4X8) = ი(#)-ი(8). 

საზოგადოდ, თუ # და 8 სასრული სიმრაელეებისათვის 

ი(4)=ი1 და M(C8)=M, მაშინ 4ტX8 დეკარტული ნამრავლის ელე- 

მენტები განლაგებულია ცხრილში, რომელსაც აქვს ჩი სტრიქონი 

და სხ სყეტი და I(4%Xსც6)=I)):L. 

ამრიგად, სასრული # და 8 სიმრავლეებისათვის სამარ- 

თლიანია ფორმულა 

ი(4X8) = I(0ცX4) = (4):იC8). (3) 

სიმრავლეთა დეკარტული ნამრაელის განმარტებიდან უშუა- 

ლოღ გამომღინარეობს. რომ თუ 4=C ან ც=C, მაშინ ტ4X8=C. 

ანალოგიურად გახიმარტება სამი და მეტი სიმრავლის დე- 

კარტული ნამრავლი. მაგალითად, #, 8 და C სიმრავლეების 

დეკარტული წამრავლია დალაგებული სამეულების სიმრავლე 

ტ#»8C =ნ28,ხ,თ0I|9C #,ხC 8 და CC CI). 

შესაძლებელია (3) ტოლობის განზოგადება. კერძოდ, თუ 

/,/%2,..,/ზო სასრული სიმრავლეებია, მაშინ 

9M(4MXტ2X...X#ტთ) = M(/4))-იCბე)-... ·VCტ ი). 

საილუსტრაციოდ განვიხილოთ შემდეგი მაგალითი. 

ვთქეათ, მანქანის სანომრე ნიშანი შედგება ორი ასოსა და მათ 

მერე მდგომი ორი ციფრისაგან. პირველი ასო შეიძლება იყოს X 

აჩ V. მეორე V ან 7. ხოლო ციფრები – I, 2 ან 3. შევაღგინოთ 

ყველა შესაძლო სანომრე ნიშანი. 

ვთქვათ, 
#=(X,V), 8=(V/,7) და C=(1,2,31. 

ყველა შესაძლო სანომრე ნიშანი იქნება ოთხი სიმრავლის დე- 

კარტული ნამრავლი #X8XCXC. შევადგინოთ ,,დიაგრამა-ხე“, 

რის შემდეგაც ადეილად ამოვწერთ აღნიშნული სიმრავლის 

ელემენტებს (იხ. სახ. 3.6).



ჰ.2. სპრაძლძთა დმძარატ წლი ნაშრაძ-–ი 

წვერო 

   
(:340231271119491021172713 (2:20 21123 |) 231231123 

ნახ. 36 

XVVII XVVI2 XVV13 

XVV21 XVV22 XVV23 

XVV31 XVV32 XVV/33 

X7II X7I2 X713 

X721 X722 X723 

X731 X732 X72733 

VVII VVI2 VVVI3 

VV21 VVV22 VVV23 

VV31 VV32 VV33 

V2>II V7I2 V7I3 

V221 V2722 V723 

V231 V232 V733 

მაგალითი 3. 

ამოხსნა. 

სულ გეექნება ი(#X8XCXC)= ი(ტ)-ი(8)-ი7C)=2-2:9=36 სა- 
სორ სი ასი. 

ორი რიცსვითი სიმრავლის დეკარტულ ნამრავლს აქვს მარ- 

ტივი გეომეტრიული ინტერპრეტაცია. 

ეთქვათ, # = L-1,21, 8 = L-2,2). მოვიყვანოთ #X8 ნამრავლის გეო- 

მეტრიული ინტერპრეტაცია დეკარტის მართკუთხა კოორდინა- 

ტთა სისტემაში. 

დეკარტული სამრავლის განმარტების თანახმად #X8 = (L(გ,ხ) | 

| გ8C L-I,2|, ხC L-2,211), ე.ი. #X8 წარმოადგენს სიმრავლეს სიბრტ- 
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ლძქ0ია ჰ. Cმჰპარტის ძართჰ უთხა ჰ((/რ დინატთა სხსტმმა. სიძრალმთა დმძარი თლი... 

ყის ყეელა ისეთი (2,ხ) წერტილისა, რომელთა აბსცისები და 

ორდისატები, შესაბამისად მოცემულ რიცსეით შუალედებს ეკუ- 

თენის. ამგვარად, #X8 ნამრავლი 0XV საკოორდინატო სიბრ- 

ტყეზე ასე შეიძლება გამოვსახოთ (ნას. 3.7-ზე დაშტრიხული მართ- 

  

  

  

კუთხედი). 

(-I,2) 22 > (2.2) 

/) 
-I . // 2 X 

მ 

(-1,-2) 2 22 (2,-2) |       
ნახ. 3.7 
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ლქქძძია ჰ. დმძარტხს მართძჰთთსა ჰ(/(/რ წინატთა სისტმპა. სსძრაშლმთა «მჰარ ტ შლი... 
  

დამალმბა 

შეამოწმეთ თეორიული მასალის ცოდნა შემდეგი კითხვების საშუალებით: 

1. რას წარმოადგენს დეკარტის მართევუთხა კოორდინატთა 
სისტემა: 

ა) სიბრტყეზე? 

ბ) სივრცეში? 

რას ეწოდება წერტილის კოორდინატები: 

ა) სიბრტყეზე? 

ბ) სივრცეში? 

სიბრტყებე მდებარე წერტილებიდან რა ტიპის წერტილები 

ძევს: 

ა)0X ღერძზე? 

ბ) CV ღერძზე? 

მოიყვანეთ ორ მოცემულ წერტილს შორის მანძილის გა- 

მოსათელელი ფორმულა: 

ა) სიბრტყეზე; 

ბ) სივრცეში. 

მოიყეანეთ მონაკვეთის შუა წერტილის კოორდინატების 

გამოსათვლელი ფორმულა: 

ა) სიბრტყეზე; 

ბ) სივრცეში. 

რა არის დალაგებული წყვილი? 

რას ეწოდება სიმრავლეთა დეკარტული ნამრავლი? 

არაცარიელი # და 8 სიმრავლეებისათვის სამართლიანია 

თუ არა ტოლობა ტX8=8X#? (პასუხი დაასაბუთეთ). 

რამდენი ელემენტია ორი სასრული სიმრავლის დეკარტულ 

ნამრავლში? 
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ლექქი/ა 7. C2არო/!ს მძარ/ი)ჰუთხს (რ დიჩატი ა ს/ხტიმა. სიშრასლმი!ა Cმძარ დ თლყ... 

3.1, 

32. 
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ააგეთ შემდეგი წერტილები დეკა- 
რტის მართკუთხა კოორდინატთა 

სისტემაში: 

ა) (0,0); 

ბ) (0,1); 

გ) (1,9), 

დ) (-1,0); 

ე) (0,-1); 

ვ) (1,2); 

8) (V3 ,-I); 
თ) (-1,-3); 

ი) (0.01); 

,) (0,1,0); 

ლი) (-I,0.0): 

მ) (I,-1,0); 

ნ) (1,0,-1); 

ო) (2,1,13). 

იპოვეთ #8 მონაკვეთის შუა წერ- 

ტილის კოორღიჩატები. თუ: 

ა) ტ=#(I,7) 8=8(0,V2 ); 

ბ) 4=#(-+V2 ,1), 8=8(2/2 ,-1); 

გ) #=# (5 ,-+/3 ), 8=8C- 5 ,V3); 

დ) #=#(1,7), 8=8(25/5 ,-1); 

ე) #=#(3.I.-2). 8=ჩ(5.-2.4): 

ვ) #=#( V3 ,2,-4), 8=8(I,V2 , --/5 ); 

8) ტ=#(5,0,X), 8=8 (-X,1,- 7); 

თ) #=#(I95, I0§,8,-3), 

8=8(1020, 106,2,-7). 

პრაქტიჰ შლი საშარ»სი შუშბი: 

3.1. 

3.4. 

#=4(XI,V,) და 8=8(0-9-,#-) წერტი- 
ლები სიმეტრიულია კოორდინატთა 

სათავის მიმართ, თუ X)=-X და 

XVI=-X#.. გაარკეიეთ დასახელებულ 
წერტილთა რომელი წყვილია სი- 

მეტრიული კოორდინატთა სათა- 

ვის მიმართ: 

ა) #(-5,1), 8(5,-1); 

ბ) #(-+V2 ,1), 8(2 ,5); 

გ) #(V3 ,-V2 ), 8(-#75 ,V2 ); 

დ) #(-V7 ,+VI3), 8(-/7 ,-+VI3). 

#(XV) და 8(X:,72) წერტილები 

სიმეტრიულია აბსცისათა ღერძის 

მიმართ, თუ XI=X2 და VI=-V2. გა- 

არკეიეთ. დასახელებულ წერტი- 

ლთა რომელი წყვილია სიმეტრი- 

ული აბსცისათა ღერძის მიმართ: 

ა) #(-6,7), 8(7,-6); 

ბ) #(+2 ,3), 8(+V2 ,-3); 

გ) #(+V7 „4), 8(#7 ,-4); 
დ) #(-V3,,/3), 8(--/3 ,-”3). 

3.5. #(XI,VI) და 8(X:,7/2) წერტილები 
სიმეტრიულია ორდინატთა ღერძის 

მიმართ, თუ X)=-Xე და VI=Vე. გა- 

არკვიეთ, დასახელებულ წერტილ- 
თა რომელი წყვილია სიმეტრიუ- 

ლი ორდინატთა ღერძის მიმართ: 

ა) #(-9,11), 8(9,-10); 

ბ) #(-5 ,15), 8(-5 ,-15); 
გ) #C-11 ,13), 8(V11 ,13); 

დ) #(-/7 ,V7 » 8(V/7 ,V7 ი



3.6. 

3.7. 

3.8. 

3.9. 

გაარკვიეთ, შეიძლება თუ არა წერ- 

ტილთა წყვილი იყოს სიმეტრიული: 

ა) ერთდროულად აბსცისათა ღერ- 

ძის და კოორდინატთა სათავის 

მიმარ“. 

თები; 

მოიხყვანეი, მაგალი- 

ბ) ერთდროულად ორდინატთა ღე- 

რძის და კოორდინატთა სათა- 

ვის მიმართ. მოიყვანეთ მაგა- 

ლითები; 

'გ) ერთდროულად აბსცისათა ღერ- 

ძის ჯა ორდისატითა ღერძის მი- 

მართ. 

იპოვეთ მანძილი #ტ და 8 წერტი- 

ლებს შორის, თუ: 

ა) #=#4(3,5), 8=8(1,2); 

ბ) #4=#(0,I1), 8=8 (-1,0); 

გ) #< V#L( V3 .1), 8=8(C+V2 ,- #5); 

დ) #=#(2,-3,6), 8=8 C2,1,-6); 
ე) ტ=#(1,X,-4), 8=8 (X.2,-4); 

ვ) #=/#(4/7 ,1,5), 8=8(CI,-3,9). 

დაადგინეთ 4 და 8 წერტილები- 

დან. რომელი წერტილი უფრო მე- 

ტადაა დამორებული კოორდისატ- 

თა სათავიდან: 

ა) #=#(V2 ,1), 8=8(/2 ,+/2); 
ბ) 4=#(-V7 ,#5), 8=8(-V3 ,3); 
გ) #=4(-+/11 ,5), 8=8(5/11 ,-5); 

ლ) #-–#(-V2 .1). 8=8(V2 .3); 

ე) #4=#(ჯ,2,4), 8=8(-/3 ,5, «72 ). 

იპოვეთ იმ სამკუთხედის ფართობი 

რომლის წვეროებია: 

ა) /#=/(0,00),) I3=188(0,2), 

C=C (-1.0); 

პრაქტიჰ”ლი საჰარწ# შ/7მბი 

ბ) #ტ=#(-2,-2),8=8(-2.2), 
C=C(-4,-2); 

გ) #=#(--/2 ,+”2 ), 
8=8(C-/2 ,+2 +3), 

C=C(M#2 +4,42 ); 

დ) 4=#(მ, გ), ც =8 (გ( //3 +1), მ), 

C-0(0+2, 2, , 
2 2 
  

ე) #=#(1,0,0), 8=8(0,1.0), 

C=C(0.0.1). 

3.10. იპოვეთ X და V, თუ: 

3.11. 

3.12. 

3.13. 

ა) (X-2V, 3) = (3, X+X); 

ბ) (X+V, 3) = (1, X-V). 

ცხრილისა და ,,დიაგრამა-ხის“ სა- 

შუალებით იპოვეთ #X8, 8X4, #X4# 

და 8X8, თუ: 

ა) #=(4,V),8=(07;); 

ბ) #=(მ,ხ, C, ძ,1, 8=(0,1.2); 

გ) #=(3), 8=(0,1, 8). 

იპოვეთ #, 8, #ა8, ტო8ც და #V8 

სიმრავლეები, თუ ცნობილია, რომ 

#X8 არის: 

ა) ((1,0), (1,7), (8,0), (8,7), (0,0), 
(0,7)); 

ბ) ((1,C), (1,(21), (2, C)), (2,(21)). 

დაადგინეთ, წარმოადგენს თუ არა 

სიმრავლეთა დეკარტულ ნამრა- 

ელს წყვილთა შემდეგი სიმრაე- 

ლე? პასუხი დაასაბუთეთ. 

((1,3), (1,5), (2,3), (2.4), (2,5)). 

3.14. შეიძლება თუ არა სიმრავლეთა 

დეკარტული ნამრავლი იყოს სუთ- 

ელემენტიანი? პასუხი დაასაბუთეთ. 
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იპოვეთ #.-X8, 8X4ტ, #ტX#, 8X8. და 

(იაX8)ლრო(8X/). მოიყვანეთ მათი 

გეომეტრიული ინტერპრეტაცია დე- 

ჰარტის მართკუთხა კოორდინატ- 

თა სისტემაში: 

ა) #=(-2,11, 8=(0,3); 

ბ) #=11,31, 8=(2,4); 

გ) 4=(3), 86=(2,2); 

დ) #=(0,I, 8=(5); 

ე) ტ=ი. 8=I-I.3): 

ვ) #=)0,1(, 8=L; 

ზე) #=M,  8=(-4); 
თ) #=7, ს8=L; 

ი) #=(0,I,, 8=(0,11 CI (2,3). 

3.16. ,დიაგრამა-ხის“ საშუალებით იპო- 

3.17. 

ვეთ #X8X8, თუ 4ტ= (მ, ი, 0, 1) და 

ც=(1:2). 

ბიზნესმენს განზრახული აქეს X, 

V და 7 ქალაქებიდან თითოეულში 

გახსნას განსხვავებული ტიპის 

#ტ, 8 და C საწარმოებიდან ერთ- 

ერთი. შეადგინეთ სათანადო „დი- 

აგრამა-ხე“ და განსაზღვრეთ რა- 

მდენი ხერხით შეუძლია ბიზნეს- 

მენს თავისი განზრახვის განხორ- 

ციელება.



ლძქძშია # 

ასახვა. რიცხვითი ფუნქცია. ფუნქციის 
გრაფიპის ჯოგიერთი ბარდაქმნა 

4... ასახსჰა. შშნძძიის ბრაშიჰი 

განსაზღვრის არე 

ვთქვათ, მოცემულია ნებისმიერი ორი X და X სიმრავლე 

და წესი წ რომლის მიხედეითაც X სიმრაელის ყოველ X ელე- 

მენტს V სიმრავლის ერთადერთი XV ელემენტი შეესაბამება. ამ 

შემთხეევაში ამბობენ, რომ მოცემულია L ასახვა (ფუნქცია) 

X სიმრავლისა V სიმრავლეში და ამ ფაქტს ასეთნაირად 

ჩაწერენ: 

X-XV ან X-“->V. 

X-ს დამოუკიდებელი ცვლადი ანუ არგუმენტი, ხოლო X-ს 

დამოკიდებული ცვლადი ეწოდება. 
ის ფაქტი, რომ L ასახვა 9CX ელემენტს შეუსაბამებს 

ხC V ელემენტს, ასე ჩაიწერება: 

2-პხ ან ხ=(L(3). 

ხ ელემენტს 2 ელემენტის სახეს, ხოლო 

2 ელემენტს ხ-ს წინასახეს უწოდებენ. 

X სიმრავლეს ასახვის განსაზღვ- 

რის არეს უწოდებენ და IL -ით აღნიშ- 

ნავენ, ხოლო V სიმრავლეს L ასახვის 

ცვლილების არეს უწოდებენ და ILით 

ცვლილების არე აღნიშნავენ. 

ნას. 4! სქემატურად ასასვა შეიძლება შემდეგ- 

  

ნაირად წარმოვიდგინოთ (ნას. 4.1) 

ასახვის განსაზღერა არ გამორიცხავს, 

რომ განსხვავებულ წინასახეებს ერთი და 

იგივე სახე შეესაბამებოდეს. მაგალითად, 

ქვემოთ ისრებით მოცემული შესაბამისობა 

არის ასახვა (ნახ. 42). 

არ გამოირიცხება აგრეთვე, რომ ცვლი- 

ლების არის ზოგიერთ ელემენტს არ გააჩ- 
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ნდეს წინასახე. ნახ. 42-ზე ასეთი ელემენტებია ხკ და ხ.. ისინი 

სახეთა სიმრავლეს არ მიეკუთენებიან. 

ყველა სასისაგან შემდგარ სიმრავლეს L ასახვის მნიშვ- 

ნელობათა სიმრავლეს უწოდებენ და Lი ზოგჯერ კი I(X) 

სიმბოლოთი აღნიშნავენ. 

ნას. 42-ზე მოცემული L ასახვისათვის 

Cს,= (ხ,,ხ:,ხ)). შევნიშნოთ, რომ ამ ნახაზ- 

ზე, განსაზღვრის არის ყოველი წერტი- 

ლიდან გამოდის მხოლოდ ერთი ისარი, 

რაც სქემატურად იმ ძირითად გარემო- 

=-სჯ ებას გამოხატავს, რომ L ასახვისას განსა- 

“LV ზღვრის არის ყოეელ X ელემენტს მნიშვ- 

ნელობათა სიმრავლის ერთადერთი V 

ელემენტი შეესაბამება. ნახ. 4.3-ზე გამო- 

ნახ. 4-3 სახულია შესაბამისობა, რომელიც არ 

წარმოადგენს ასახვას. აქ 4ს ეთანადება 

ორი გასსხეავებული ელემენტი 5 და 7. 

ცხადია, ასეთი შესაბამისობა არაა ასახვა. 

ფუნქციის მოსაცემად ნახ. 4.2-ზე მოყვანილ ისრებით გამო- 

სახვასთან ერთად წყვილების დასახელების წესსაც იყენებენ. 

კერძოდ, ნახ. 42-ზე ისრებით მოცემული ფუნქცია წყვილების 

სახით ასე ჩაიწერება: 

(მ),ხ!), (მ,ხ:), (მ1,ხ3), (მყ,ხ.). 

გამოიყენება ფუნქციის აღწერითი წესით მოცემაც. 

მაგალითი )0;1( შუალედში მოთავსებულ ყოველ უკვეც წილადს, რომლის 
მნიშვნელია 8, შევუსაბამოთ თავის მრიცხველზე 5-ით მეტი 

რიცხვი. 

ნათელია, რომ ამ მაგალითში აღწერილი წილადებია: 

I 3.5 7 აალე= და, 
888. 8 

ხოლო შესაბამისობაში მყოფი რიცხეები კი: 

6, 8, 10, და 12. 

ასე რომ წყვილების სახით აღნიშნული ფუნქცია მოიცემა 
შემდეგი სახით: 

ს4 09 0992 
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მაგალითად. 

მაგალითად, 

4.) ასასპა. ყუნქძცჭძძის ბრაVყVჰ/ი 

ისეთ ასახვას, რომლის განსაზღვრის და ცვლილების 

არეები რიცხეითი სიმრავლეებია, რიცხვითი ფუნქცია ეწო- 

დება. შემდგომში ტერმინ „რიცხვითი ფუნქციის“ ნაცვლად 

გამოვიყენებთ ,ფუნქციას“. 

ფუნქციის მოსაცემად ყველაზე ხშირად იყენებენ ანალიზურ, 

ცხრილურ და გრაფიკულ ხერხებს. 

ანალიზური ხერხი ფუნქციის ფორმულის საშუალებით 

მოცემას გულისხმობს. 

»=2X +5X-I არის ახალიბური ხერხით მოცემული ფუნქცია. აქ 

ფორმულის მეშვეობით მოცემულია ის მათემატიკური მოქმედე- 

ბები, რომლებიც უნდა შევასრულოთ დამოუკიდებელ X ცევლად- 

ზე, რომ მივიღოთ დამოკიდებული XV ცვლადის შესაბამისი მნიშე- 

ნელობა. მოყვანილ მაგალითში შესაბამისობის წესი (ფუნქცია) 

ასეთნაირად შეიძლება გამოვსახოთ: 

VXC ი :X->2X2+ 5X- I. 

ფუნქცია შეიძლება განისაზღვროს ცხრილის საშუალებით. 

ეს ხერხი მდგომარეობს შემდეგში: ამოვწეროთ დამოუკიდებე- 

ლი ცვლადისა და დამოკიდებული ცვლადის შესაბამისი მნიშ- 

ენელობები. 

შეიძლება განვიხილოთ შემდეგი ცსრილი: 

  
-4 -3 -2 -I 0 I 2 3 4 

5 II. | -2,5 | -7,1 | 13 | 2V#2 | X» (I X/7 | 33 
  

                      
  

ცხრილიდან ჩანს, დამოკიდებული V ცვლადის რომელი მნიშ- 

ვნელობები შეესაბამება დამოუკიდებელი X ცვლადის მნიშენე- 

ლობებს. აღსანიშნავია ის გარემოება, რომ თუ ფუნქციის გან- 

საზღვრის არე უსასრულო სიმრავლეა, მაშინ ცხრილის სახით 

ფუსქციის მოცემა, საზოგადოდ, შეუძლებელია. 

ფუნქცია შეიძლება მოცემული იქნეს გრაფიკულადაც. 

თავდაპირველად განვიხილოთ ჟუნქციის გრაფიკის ცნება. 

თუ გვაქვს განსაზღვრული V =IV(X) ფუნქცია, მაშინ X-ის სხვა- 

დასხვა მნიშვნელობების ჩასმით მივიღებთ შესაბამისად X-ის 

მნიშვნელობებს. ამგეარად, მივიღებთ (X,7V») წყვილთა სიმრავ- 

ლეს. რომელსაც როგორც ეიცით. 06XV სიბრტყეზე წერტილთა 

გარკვეული სიმრავლე შეესაბამება. თუ MLC=MI(X,») წერტილი 

ამ სიმრავლიდანაა აღებული, ცხადია გეექნება V = L(X). 
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ლძქცში“ა 4. ასასაა. Vთნქცია. წუნქ0/!ის ბრაწშ!!ჰის ზ(/8გ/შრ 0)/ გარ დაქმნა 

წ ფუნქციის გრაფიკი ეწოდება C1XV სიბრტყეზე ყეელა 

იმ (X») წერტილთა სიმრავლეს, რომელთათვისაც V =LCV). 

მას C-ით აღნიშნავენ. 

ხშირ შემთხვევაში, ფუნქციის გრაფიკი წარმოადგენს წირს 

საკოორდინატო 0XV სიბრტყეზე. ამიტომ X=I(CX) თანაფარ- 

დობას საზოგადოდ უწოდებენ წირის განტოლებას. 

მაგალითი I. »=X” ფუნქციის გრაფიკია პარაბოლა (ნახ. 4.4). 

V 

0 X 

ნახ. 4.4 

მაგალითი 2. XV=3X+2 ფუნქციის გრაფიკია წრფე (ნახ. 4.5). 

  

ნახ. 4.5 

მაგალითი 3. ფუნქციის გრაფიკი შეიძლება დისკრეტული წერტილებისაგან 

შედგებოდეს. განვიხილოთ შემდეგი ფუნქცია 

დ: (1,3,5) 5 L, 

სადაც Cდ(1)=1, დ(33>2 და Cდ(5)=4 ამ ფუნქ- 

ციის გრაფიკი 

  

» თა= ((1,I), (3,2), (5,4) 
როიალ –---- 

1 შედგება სამი წერტილისაგან (ნახ. 4.6). 

–_ 7 ' ამრიგად, ფუნქციის „დანახვა“ შეიძლება 

! I | | გრაფიკის საშუალებით. გრაფიკი, როგორც 

0. I 3 5 X აღვნიშნეთ, არის დალაგებული წყვილების 

საშუალებით განსაზღვრული სიბრტყის წე- 

რტილთა გარკვეული სიმრავლე. 
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4., ასასშა. V პწნქ0პჰი/Vს ზრაVიჰი 

ასლა, ბუნებრივია, დავსეათ ასეთი კითხვა: სიბრტყის წერ- 

ტილთა როგორი ქვესიმრავლით შეიძლება ფუნქციის მოცემა, 

ან, რაც იგივეა, (X,V) დალაგებულ წყვილთა როგორი სიმრავ- 

ლე შეიძლება იყოს ფუნქციის გრაფიკი? 

ამ კითხვაზე პასუხის გასაცემად გავიხსენოთ ფუნქციის გან- 

მარტება, რომლის თანახმადაც ყოველ X-ს შეესაბამება ერთა- 

დეროი მჩიშენელობა V(X). ეს კი ნიშნავს. რომ (X,I(X)) წყვილ- 

თა სიმრავლეში არ გვექნება ისეთი წყვილები, რომელთა პირ- 

ეელი კოორდინატები ტოლია და მეორე კოორდინატები კი გან- 

სხვავებული. ამ დაკვირვების გათვალისწინებით შეგვიძლია 

შემდეგი დასკენის გაკეთება: 

თუ 

IL = ((X.V) | XC X, XC V) 

სიმრავლე არ შეიცაეს ისეთ წყვილებს, რომელთა პირველი 

კოორდინატები ტოლია, ხოლო მეორე კოორდინატები კი 

განსხვავებული, მაშინ II სიმრავლე განსაზღვრავს ფუნქ- 

ციას X-დან V-ში. 

  

მაგალითი 4. ILL= ((I.2), (3,7), (0,1)ჯ წყვილთა სიმრავლე განსაზღვრავს ფუნ- 

ქციას 

დ:10,1,31–>11.2,71 

მოცემულს შემდეგი წესით: 

1-2, 3-7, 0->)I ან Cთ(I)=2, Cთ(3)=7, C(0)=1. 

მაგალითი 5. II= +(2,5), (2,3), (5,4)) წყვილთა სიმრავლე არ განსაზღვრავს 

ფუნქციას, რადგან LI სიმრავლე შეიცავს (2.5) და (2,3) წყვილებს, 

რომელთა პირველი კოორდინატები ტოლია, ხოლო მეორე კო- 

ორდინატები განსხვავებული. 

ამრიგად, II= ((X,V) |XC X, XC V, სიმრავლე განსაზღვრავს 

ფუნქციას, თუ იგი არ შე- 

V იცავს (2,ხI)) და (2,ხ:) სა- 
ააფ თლლ– (2 ხის ბს (ნახ. 4.7). 

ხუ 2 აა ორივე წერტილი არ ი წყვილე : ) 

' შეიძლება ეკუთცჩოღეს (ი,ხ.) და (2,ხ1) წერტ- 

ხე, ნ------- (168: ფუსქციის გრაფიკს ილებიდან ფუნქციის გრა- 

' . ფიკს შეიძლება ეკუთვნო- 

0! მ X დეს მსოლოდ ერთ-ერთი 

ნას. 47 მათგანი. ამიტომ (23,ხჯ) და 
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ლექცია 4. ასასძა. Vშნძცძა. იუნძციძს ბრაყშიჰის ზომიემრთი მარ დაქმნა 

(9,ხე) წერტილებზე გამავალმა X=2 ვერტიკალურმა წრფემ 

ფუნქციის გრაფიკი შეიძლება მსოლოდ ერთ წერტილში გადაკ- 

ვეთოს. 

მაგალითი 6. ნახ. 4.8-ზე მოცემული წირი არ წარმოადგენს ფუნქციის გრაფიკს, 

რადგან X=3-ის ტოლ არგუმენტს შეესაბა- 
მება სამი განსსეავებული ორდინატი: 0,5; 2 

და 3. 

ამრიგად, სამართლიანია ვერტიკალუ- 

რი წრფის წესი: სიბრტყეში მდებარე 

წერტილთა სიმრავლე წარმოადგენს 

ფუნქციის გრაფიკს, თუ ნებისმიერი ვერ- 

ტიკალური წრფე ამ სიმრავლეს გადა- 

კვეთს ან მხოლოდ ერთ წერტილში ან 

საერთოდ არ გადაკვეთს. 

    

  

X=2 ვერტიკალური წრფე არ გადაკვე- 
თს VX=ILL(CX) ფუნქციის გრაფიკს, თუ ფუნქციის 

განსაზღვრის არე არ შეიცავს მ წერტილს, ეი. 

2C 0. 

მაგალითად, განვიხილოთ ფუნქცია 

V=X”:1-თ,01-> ს. 

  

  

  

V 
ამ ფუნქციის განსაზღერის არეა L;= |-=,0|. 

არცერთი დადებითი მ-სათეის X=8 

წრფე არ გადაკვეთს ფუნქციის გრაფიკს, 
რადგას მგ6 რ; (სახ. 4.9). 

0 X=მ8მ X ' 

ნახ, 4.9 
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4.2. ძაშალითმბძ Vუნქ0ძძს ბანსა%(ძრძის არძთს დადგენაზე 

4,2. მაზალითშბი შშნქძმის ბანსა%ოშრმს არმს #ადგშნაზე 

შევთანხმდეთ, რომ, თუ ჟუნქციის მოცემისას არ იქნება მი- 

თითებული მისი განსაზღვრის არე, მაშინ განსაზღვრის არედ 

მივიჩნიოთ სიმრავლე არგუმენტის ყეელა იმ მნიშვნელობისა, 
რიმელია“ყისაც მოცემულ ფუხქციას აზრი აქეს. 

ამ შეთანხმების საფუძეელზე დავადგინოთ განსაზღვრის 

არეები შემდეგი ფუნქციებისათეის: 

  

  

  

L /00=-+> ; 2. დ(X)=-/X+4:; 

3. 600=-–) 4. ICX) =108კ(X +3); 

5. LCX) = 212 : 

მაგალითი 1) წილადის მნიშვნელი არ შეიძლება ნულის ტოლი იყოს – 

X-2 #0 => X#2, ამიტომ L=ILM§2). ე.ი 
  + C 

0 2 X 0,:=)-=,2(C12,+თ(, ანუ 0,= (XI XC IL და Xჯ2) 

ნახ. 4./0 (ნახ. 4.10). 

მაგალითი 2. ცხადია, რომ ფესექვეშა გამოსახულება უნდა იყოს არაუარყო- 

ფითი, ე.ი. 

„–'---ა4C-C--C2C2-CCCCC2C2--C 
“4 0 ჯ X+4>20=>2X-4, 

ნახ. 4.11 ამიტომ სა=(-4,+=(, ანუ LX-= (XIXC IL და X>-4) 

(ნახ. 4.11). 

მაგალითი 3. X”X+1=0 =>X6CC, ე.ი, ნებისმიერი X-სათვის წილადის მნიშე- 

ნელი განსხვავებულია ნულისაგან, ამიტომ 

ხა=L. ანუ ს.=)-=,+=ნ. 

მაგალითი 4. მათემატიკის სასკოლო კურსიდან ცნობილია, რომ 108 ხ გა- 
2 

2>0, 
–-CX+-C-C+-2-C=-----+-C+C-> 

-3 0 X მოსახულებას აზრი აქვს, როცა 42%1, 

ნახ. 4.12 ხ>0. 
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ლექცია 4. ასახა. ყუნქ0ძა. წაძნქ0იის გრაVიჰის %I7მიმრთ/ ბარ დაქპნა 
  

ამიტომ IC) ფუნქციის განსაზღვრის არის დასადგენად 

ვხსნით უტოლობას X+3>0. 

ამრიგად, LX = |-3,+=(L, ანუ L-= (XI XC Iბ და X> -3)(ნახ. 4.12). 

მაგალითი 5. პირველი ორი შემთსვევის გათვალისწინებით ადვილად მივი- 

ღებთ, რომ ILXჯ) ფუნქციის განსაზღვრის არეა 

I22222222222 222222 ყველა იმ X რიცხეთა სიმრავლე, რომლებიც 

3 0 5 X აკმაყოფილებენ პირობებს 

ნახ. 4.13 
X+3>20 I|X>-3 

= =2Lც=5-3,5 5,+% 
112 ა M=L-3,5(ს)15,1%( 

(იხ. ნახ. 4.13). 

4,3, ფუნქ0იმამა ჰიმპ(უწზმ0ია 

ვთქვათ, მოცემულია ორი ფუნქცია L და დფ და შემდეგი სიმ- 

რავლე 0=(XIX6C IL და თ(X)C სი. 

ჯ და 8 ფუნქციების კომპოზიცია ეწოდება I) სიმრავ- 

ლეზე შემდეგნაირად განსაზღვრულ ფუნქციას 

VXCI:X->I(თ(X)). 

(I და ყ ფუნქციების კომპოზიცია აღინიშნება 1ჯ0წ% სიმბო- 

ლოთი. 

განვიხილოთ მაგალითები: 

მაგალითი 1. ვთქვათ, I(X)=X+ 1 და 9(X)=X”. ვიპოვოთ: 

ა) ((095)(2; ბ)(801(2; გ)(ლით)(X დ)(89MXX. 

განმარტების თანახმად, 

ა) (წ96)X2)=I(%(2)) = IC2')=I(8)=8+1=9; 
ბ) (69 I(2)= §(L(2)) = =(2+1)=8(3)=3”=27; 

გ) ((96)(X) = 1(6(X)) = L(X-)=X'+1; 

დ) (§9 ჩI(X) = §(I(X)) = (X+1)=(X+1)3. 

როგორც განსილული მაგალითიდან ჩანს, (( 0 9XX)X(80 IX). 
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მაგალითი 2. 

მაგალითი 3. 

4.ყჰ. #Vთონქძძათ ა ჰ(2შპ(7ხ0ციმა 

  ! უ და C(X) =4/X . ვიპოეოთ: 
X – 

ეთქვათ, ”(X) = 

ა)(წინ)მ) ბ)(106X4), გ)(891X6). 

განმარტების თანახმად, 

ა) (წ9წ) (9) = L ((9)) = I(3) => =1; 

1 ბ) (796) (4)=L (6(4))=1(2)=-–>   არ განისაზღერება ; 

გ) დირ (6.=8((6)=9(+|> 1-4, 

პროდუქციის რეალიზაციის შედეგად მიღებული შემოსავალი L 

დამოკიდებულია ამ პროდუქციის ი საცალო ფასზე: 

IL = 3000 – 20”. 

პროდუქციის საცალო ფასი 96 კი დამოკიდებულია ბაზრის მოთ- 

ხოვნაზე: 

ხნ=159– 1 X #) 1 

სადაც X პროდუქციის რაოდენობაა. ვიპოვოთ შემოსაელის და- 

მოკიდებულება ბაზრის მოთხოვნაზე. 

გვაქვს 

ს =L(ი) =3000 –2ი” და ხ=060=150-1X, 

ამიტომ ფუნქციათა კომპოზიციის განმარტების თანახმად 

(6 5 XX) = ჩ(იდი)= ი 5-1 XI = 

1 1. V 3 
=300- 150–>X –2 150-–5X =150X – 0,5X“. 

მაშასადამე, შემოსავლის დამოკიდებულება ბაზრის მოთ- 

ხივსაზე მოიცემა შემდეგი ფუნქციით 

#60 = 150X –0,5X”. 

55



ლექცია 4. ასასპა. ყანქცძია. ყანქციის ბრაყიპის ზ%(/გიმრი)/ მარ დაქშნა 

4.4, ფშნქ0ძიიმს ბრაშიძჰის %ზიობგიძპრი!იმ ბარ #”პქმნა 

ჩვეს განმარტებული გვქონდა წ ფუნქციის გრაფიკი. ახლა გა- 

ვეცნოთ წესებს, რომელთა საშუალებითაც წ»7=I(X) ფუნქციის 

გრაფიკისაგან მარტივი კეომეგრიული გარდაქმნებით მიიღება 

ზოგიერთი უფრო რთული ფუნქციის გრაფიკი. 

გარდაქმნა 1. V=LI(X) –> X>=I00)+ხ. 

V»V=I”(X)+ხ ფუნქციის გრაფიკი მიიღება V=I(X) ფუნქციის 

გრაფიკის |ხ| მანძილმე პარალელური გადატანით CV ღერძის 

მიმართულებით (ზემოთ), თუ 9ხ>0 და CV ღერძის საწინააღმ- 

დეგო მიმართულებით (ქვემოთ), თუ ხ<0. 

მაგალითი ) საილუსტრაციოდ განვიხილოთ მაჩვენებლიანი ფუნქციის (V = მ”, 

2>0, 8-1) გრაფიკის გარდაქმნა (ნახ. 4.14). 

  

    
  

  

  ი ნას, 4.I4 

გარდაქმნა 2. V = I(X) –> –X=I(X+3). 

V=I(X+2) ფუნქციის გრაფიკი მიიღება VX=V(LX) ფუნქციის 

გრაფიკის |3| მანძილზე პარალელური გადატანით 0)X- ღერძის 

მიმართულებით (მარჯვნივ), თუ 8<0 და C)X ღერძის საწინა- 

აღმდეგო მიმართულებით (მარცხნივ), თუ 3>0. 

მაგალითი 2. განეიხილოთ V=X” ფუნქციის გრაფიკის – კუბური პარაბოლას 

გარდაქმნა. ნახ. 4.15-ზე ნაჩეენებია X=(X+4)” და V=(X–5)” ფუნ- 
ქციების გრაფიკების მიღება »=X” ფუნქციის გრაფიკიდან. 

  

    

V »X=X1 # =(ჯ- 5)? 

»#=(L+4X» » 

0 X 0 5 X 
____ 

<დეეღე_– 
პარალელური გადატანა 

მარცხნიე 4 ერთეულზე 
პარალელური გადატანა 

ნახ. 414 მარჯენიე 5 ერთეულზე 
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4.4, წონძძიის მრაშიძძხს წV(უგზძპრთძ ბზარ#”დაქმნა 
  

გარდაქმნა 3. X=I(CX) –>+»=VI(X+3)+ხ. 

ეს შემთხვევა წარმოადგენს წინა ორი შემთხვევის კომბინაცი- 

ას. მაშასადამე, ჯ=IL(X+2)+ ხ ფუნქციის გრაფიკი მიიღება VX=1I(X) 

ფუნქციის გრაფიკისაგან CX და CV ღერძების გასწვრივ პარა- 

ლელური გადატანით, შესაბამისად, |2| და |ხ| მანძილებით. ამას–- 

თან, გადატანის მიმართულებები განსაზღვრულია 8 და ხ სიდი- 
დეების ჩიშნების მიხედეით წინა ორი გარდაქმნის შესაბამისად. 

მაგალითი 3. განეიხილოთ »V=X” –5X+6 კვადრატული ფუნქცია და კვადრა- 

ტული სამწევრიდან გამოვყოთ ორწევრის კვადრატი 

»=X? –5X+6=X2 2 2X+=9I-4 +6-(X-5). == 
2 4 4 

2 
V -C = 3 “2 ფუნქციის გრაფიკი მიიღება V= X? პარაბო- 

5 
ლის 2 ერთეულზე პარალელური გადატანით 0X ღერძის მიმარ- 

თულებით და მიღებული გრაფიკის + ერთეულეზე პარალელური 

გადატანით 0V ღერძის საწინააღმდეგო მიმართულებით (ნას. 4.16). 

  

  

  

  

ნახ. 4./6 

განვიხილოთ წილად-წრფივი ფუნქცია. 

+ხ 
V= 3X კ სახის ფუნქციას, სადაც 9,ხ,C და 89 მოცემული 

CX + 

რიცხვებია, C#0 და 92ძ»-ხი, წილად-წრფივი ფუნქცია ეწო- 

  

ML 
დება. მისი გრაფიკი მიიღება X= – ფუნქციის გრაფიკის – ჰიპე- 

X 

რბოლის გეომეტრიული გარდაქმნით. 

_ 2X+3 
მაგალითი 4. V , 

X+!I 
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ლექცია 4. ასასპა. ყშნჟცია. ყანჟციძს გრაფს/მს ზომიმრთ ბარდაძშნა 

მარტივი გარდაქმნების შედეგად ეს ფუნქცია მიიღებს შემ- 
დეგ სახეს: 

_ 2X+3 _2X+2+1I _ 2X+2 1 =24-) 

X+1 X+1 X+I X+1I1 X+1. 

1 1 
V = 2+--. ფუნქციის გრაფიკი მიიღება »X=- ფუნქციის 

გრაფიკის ერთ ერთეულზე პარალელური გადატანით 0X ღერძის 

საწინააღმდეგო მიმართულებით და მიღებული გრაფიკის 2 ერთეუ- 

ლზე პარალელური გადანატით 0V ღერძის მიმართულებით (ნახ. 4.17). 

  

V=-I(X) ფუნქციის გრაფიკი #იმეტ- 

რიულია V=I(X) ფუნქციის გრაფიკისა 

ლერის მიმართ CX ღერპის მიმართ. ნახ. 4.18-ზე მო- 
ცემულია V =2” ფუნქციის გრაფიკიდან 

»=<-2” ფუნქციის გრაფიკის მიღება. 

    

   
ნას. 4.18 

გარდაქმნა 5. »=L(X) –> V = | ICX)I. 

»=IIC)) ფუნქციის გრაფიკის ასაგებად საჭიროა V= ”(X) 

ფუნქციის გრაფიკის ის ნაწილი, რომელიც C0:V ღერძის ქვემოთ 

მდებარეობს, სიმეტრიულად 

აისახოს CXX ღერძის მიმართ, 

ხოლო დანარჩენი ნაწილი უყჟ- 

ვლელად დარჩეს. ნახ. 4.19-ზე 

მოცემულია V=X>-4 ფუნქციის 

ჯ. გრაფიკიდან »=IX”-4| ფუნქ- 
ციის გრაფიკის მიღება. 

 



“ყია 4. ასასძა. #თნქიVია. #V62ძ0/Vს ბრაწსშის ზ%(/ბიშრი!/ მარ“აქმნა 

ჯაპალმშბა 

შეამოწმეთ თეორიული მასალის ცოდნა შემდეგი კითხვების საშუალებით: 

ა
“
 

95 
თ 

2
0
C
თ
C
 

9
 

10. 

12. 

13. 

რას ეწოდება ასახვა? 

რას ეწოდება მ ელემენტის სახე 1 ასახეის შემთხევევაში? 

რას ეწოდება ხ ელემენტის წინასახე (1 ასახვის შემთხვევაში? 

განმარტეთ ასახვის 

ა) განსაზღვრის არე; 

ბ) ცელილების არე; 

გ) მნიშვნელობათა სიმრავლე. 

განსაზღერის არის ყოველ ელემენტს გააჩნია სახე? 

ცვლილების არის ყოველ ელემენტს გააჩნია წინასახე? 

მნიშვნელობათა არის ყოველ ელემენტს გააჩნია წინასახე? 

რას ეწოდება ფუნქცია? 

დაახასიათეთ ფუნქციის მოცემის ხერხები. 

რას ეწოდება ფუნქციის გრაფიკი? 

· რიცხვით წყვილთა როგორი სიმრავლე განსაზღერავს ფუნ- 

ქციას? 

ჩამოაყალიბეთ ვერტიკალური წრფის წესი. 

რას ეწოდება ფუნქციათა კომპოზიცია? 

„ დაასასხათეთ ფუნქციის გრაფიკის გარდაქმნის შემთხვევები. 
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ლშქძია 4. ასასაა. Vუნქ0ია. ყუნქციის გრაყიჰის %(7ბიძრთ/ მარ“'აქძნა 

4.1. არის თუ არა ისრებით მოცემული 
შესნაბამინობა ასახეა? პასუხი დაა- 

საბუთეთ: 

ა) 

! ! 

X V 

ბ) 
1. / 

/ ლლ 

X V 

გ) 

დ) 

  

42. (ს) =3X-2 და 9(X)=X-X” ფუნქ- 

ციებისათვის გამოთვალეთ: 

ა) L2); 

ბ) ყ(2), 

გ) L2)-0(5); 

დ) 9(3)·LL0); 

9(–2) . 
ე) X-2)! 

8(-3) 
აწეგი 
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პრაქტმჰ შლი საშარწ#%0ი შოშბი: 

43. LX) =3X+2 ფუნქციისათვის გამო- 

თვალეი!: 

ა) IL1); 

ბ) (8); 

გ) I"); 
დ) I(8+.); 

ე) I(მ-ჩ); 

ე) წგ”+ჩ?), 

44. (00 =3X+7 ფუნქციისათვის გა- 

მოთვალეთ: 

ა) LL9); 
ბ) C+ს); 

გ) ILC-L); 

დ) LC-I)) – IC); 

ე (1). 

ირ 
4.5. IX)=3 ფუნქციისათვის გამოთვა- 

ლეთ: 

ა) (0); 
ბ) IL-2); 

გ) LC); 
დ) ILC+)); 

ე) (1). 

4.6. #05 ფუნქციისათვის გა- 

მოთვალეთ: 

ა) I(2); 

ბ) LL-2); 
გ) Mგ); 

დ) LL-მ).



პრაქტVჰთ“ი საჰარ #0 შ(ქშბი 

4.7. დ(X)=3X?2-X ფუნქციისათვის გა- ; ჯ 

მოთვალეთ: გ 4 , 

ა) (0); ჯ 

ბ) C(2); დ 2): 
გ) CC-მ); „ 

დ) «(2+0); ე) ( LC 2) ' 
ე) დ(მ+2ხ). 

_ ,2X+1 
4.8. მოცემულია ფუნქცია 4.11. იელეთ ფუნქციისათვის გამო- 

· (6)= 2X-3, როცა X>5, ა) (0); 

6-3X, როცა X<5. 1 

გამოთვალეთ: ბ) 1C 1) 

ა) #0); 
გ) IL-1); 

ბ) LL7), დ) XI). 
გ) I-2): 
დ) IL5+ხ), ჩ>0; 4.12. IX)=I15X ფუნქციისათვის გამოთ- 

ე) #5-ხ), M>0. ვაღეთ: 
ა) II); 

4.9. მოცემულია ფუნქცია ბ) C(10) ; 

4X+3, როცა X<0, გ) 0,1). 

=–+“ 2 
9(X) I-X. როცა 0<X5<2, 4.13. ვთქვათ, ტ# არის 

7, როცა X> 2. _ I როცა X< 0, 

გამოთვალეთ: V=5I9IX=+ 0, როცა X=0, 

ა) %1); ს როცა X>0 

ბ) (3); ფუნქციის მნიშვნელობათა სიმ- 

გ) 9(-1); რავლე, ხოლო 8=1(XIXC2 და 

დ) დ(ი): X(X+ 1)(X-2)=0). იპოვეთ ტო8, 

ვ) 9(2+ჩ), ი>0. 4.14. საწარმოს მიერ X რაოდენობის 

პროდუქციის გამოშეებაზე გაწეული 
4.10. I(X) = 51იX + 3005X - 4(9X ფუნქციი- დანახარჯი მოიცემა ფორმულით 

სათვის გამოთვალეთ: 
C(X) = 5000 + 6X + 0,002X”. 

ა) M0); 
გამოთვალეთ დანახარჯი, თუ გა- 

ბ) (5)! მოშვებული პროდუქციის რაოდე- 

ნობაა: ა) 1000; ბ) 2500; გ) 0. 
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ლქქც0ისა 4. ასასაა. ყწონქცხ9ა. შუნქცის ბრაყძVის ზ%ზ(/ბიპრიIV გარდაქმნა 

4.15. 

4.16. 

4.17. 

62 

განსაზღვრავს თუ არა რიცხვით 

წყვილთა შემღეგი სიმრაელე ფუნ- 

ქციას? დადებითი პასუხის შემთ- 

ხვევაში ჩაწერეთ აღნიშნული 

ფუნქცია: 

ა) ((1,3), (2,5), (4,7), (5,9)1; 

ბ) ((-3,5), (-2,4), (-1,3), (0,2)); 

გ) 1(6.-6), (2.-1?). (0.0). (6.6)1: 

დ) ((-6,6), (-3.3), (0,0). (3,3), (6,6)|; 

ე). ((1.3), (2,3), (3,3), (4.4), (5,4), 

(6,4)); 

ვ) (0,2), (1,2), (2,2), (0,1), (1,1), 
(2,1). 

მოძებნეთ შემდეგ ფუნქციათა 

განსაზღვრის არეები: 

  

  

გ) X=VX“ –I21; 

5-X+- I -, 
VX –3 

ე) /=“VX? +8X+15; 

ე) V =109;(X+7): 

დ) X= 

ზ) » =109+(X+IXI); 

თ) წ» =VI6X. 

ვთქვათ, 
ა) I(X) = VX და 9(X) =X?+7. 

სჰიიცეფ!: 

(იი§) (/2),(69#)(V2), ((იფიი 
და (§09ჩ09; 

ბ) ხია=-“- და დ(X)=3X+2. 
ჯ-– 

იპოვეთ: 

(იიდ)(3), (დ9ჩხ)(3), (M9C)(X) 
და (დ0 ს)(X). 

4.18. ეთქვათ, #(X)=3 VXI6 და 

1.2 
#%(X)=>X” · იპოვეთ (”9დ)(V/10). 

4.19. მოცემულია იM(X)=3X+2 და 

ი(X)= ქ“), იპოვეთ (ხ 9-დXX) და 

(დიჩ XX»). 

420. რომელი გეომეტრიული გარდაქ- 

მნით მიიღება: 

2 
ა) X=-–-–-- ფუნქციის გრაფიკი 

X+3 

2 
»X=“– ფუნქციის გრაფიკისაგან? 

X 

ბ) V=X”-2X+5 ფუნქციის გრაფიკი 

#V=X” ფუნქციის გრაფიკისაგან? 

4.21. ააგეთ: 

ა)»= Xჯ? და V=I X?- 9) ფუნქციათა 

გრაფიკები; 

ბუ) X=IXI და XV=IX-1I+2 ფუნქცი- 
ათა გრაფიკები. 

4.22. რომელი გეომეტრიული გარდა- 

10 
მნით მიიღება V=–“–– ნქ- ქ ღება == ფუნქ 

10 
ციის გრაფიკი X=–“–“- ფუნქ- 

X+4 

ციის გრაფიკისაგან? 

423. როგორ მიიღება V=5)იX ფუნქ- 

ციის გრაფიკისაგან » =C05X ფუნქ- 

ციის გრაფიკი?



4.24. როგორ მიიღება V =<1CX ფუჩქცი- 

ის გრაფიკისაგან V =CL6X ფუნქ- 
ციის გრაფიკი? 

425. წარმოადგენს თუ არა ფუნქციის 

გრაფიკს სიბრტყეზე მდებარე წე- 

რტილთა შემდეგი სიმრავლე? 

ა 

) V 

0 X 

ბ) 
V 

0 X 

გგ V 

__აეეეააგბნ 

0 X 

დ) “ 

2წ5---- 4 

ჟ–_–_- 
' ' ' 

0|I IL 2.3 X   

პრაძტიძ»ლი საშარX0 შI7შბი 

ე) V 

2,5 L--4--– 

| აქანა 
0 1.2.3.4 MM 

426. ააგეთ შემდეგ ფუნქციათა გრა- 

ფიკები: 

ს როცა X>0, 
ა) X(X) = 

2, როცა X<0; 

1, როცა X<0, 
ბ) I(X)= 

) IC ს როცა X>0, 

გ) I(X) 
X, როცა X>I, 

–X, როცა X<1; 

1, როცა 0<X<I, 

დ) I(X)=42, როცა 1<X<2, 

3, როცა 2<X<3; 

X?, როცა X <0, 

ე) I(X=4X, როცა 0<X<1I, 

2X, როცა X>1. 
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4. ჰითხმშბი და ამოუძანები გამპმრრმბმსათშის (ლ–მშქძძმშბი /-4) 

#.1. ჩაწერეთ C=(XC 7|-6<X<10) სი- 

მრავლის 5-ის ჯერადი რიცხვების 

სიმრავლე. 

"2. სასრულია სუ "უსასრულო 

ს0=1XC7I-I0<X<2) სიმრავლე? 

ტ#.3. იპოვეთ (ტო8)რC, თუ #=11,3), 

8=12,5,7,9) და C=12,6,10,12). 

#.4. ვთქვათ, მოცემულია ყველა მარ- 

თკუთხედის დღა ყველა რომბის 

სიმრავლეები. რა იქნება ამ სიმ- 

რავლეების თანაკვეთა? 

ტ.5. ვთქვათ, ტ არის სიმრავლე ფირ- 

მებისა რომლებიც აწარმოებენ 

მანქანის საბურავებს, 8 არის სიმ- 

რავლე ფირმებისა, რომლებიც აწ- 

არმოებეს. მოტოციელებს, ხოლო 

C არის სიმრავლე ფირმებისა, 

რომლებიც აწარმოებენ ავტომობი- 

ლებს, ცნობილია, რომ #, 8 და C 

სიმრაელეებიდან არცერთი არ შე- 

დის დანარჩენში და სამივე ამ სიმ- 

რავლის თანაკვეთა არაცარიელი 

სიმრავლეა. ეილერ-ეეჩის დიაგ- 

რამებზე დაშტრიხეთ სიმრავლე 

იმ ფირმებისა, რომლებიც დასა- 

ხელებული პროდუქციიდან: 

ა) ერთ-ერთ სახეობას მაინც აწა- 

რმოებენ; 

ბ) სამივე სახის პროდუქციას აწ- 

არმოებეს: 

გ) მხოლოდ ერთი სახის პროდუქ- 

ციას აწარმოებენ; 

დ) მხოლოდ ორი სახის პროდუქ- 

ციას აწარმოებენ. 
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#.6. სიმრავლეებზე ოპერაციების გა- 

მოყენებით ჩაწერეთ წინა ამო- 

ცანის ა), ბ), გ) და დ) პუნქტებში 
მითითებული სიმრავლეები. 

#.7. ეთქვათ, ტ არის ერთ-ერთი სა- 

წარმოს თანამშრომელთა სიმ- 

რავლე. ამასთან, თუ XC #4, მაშინ 

M(X) არის X-ის ხელფასი. 

მოცემულია სიმრავლეები: 

ც = (XIXC #, (X)>8%500), 

C= (XI XC #, §300<IXX)<§45001). 

#4, 8 და C სიმრავლეების საშუ- 

ალებით გამოსახეთ იმ თანამშრ- 

ომელთა სიმრავლე, რომელთა 

ხელფასიც: 

ა) არაა ნაკლები §300-ზე; 

ბ) არაა ნაკლები §5 000-ზე და არ 

აღემატება 3! 000-სს; 

გ) ნაკლებია §300-ზე და მეტია 

41 000-ზე; 

დ) ნაკლებია §500-ზე; 

ე) ნაკლებია §300-ზე; 

ე) მეტია §1 000-ზე; 

ზ) არაა ნაკლები §300-ზე და ნაკ- 

ლებია §500-ზე; 

თ) ნაკლებია §500-ზე ან მეტია 

§1 000-ზე. 

#.8. სიბრტყეზე გავლებულია ი წრფე 

ისე, რომ არც ერთი ორი პარა- 

ლელური არ არის და არცერთი 

სამი ერთ წერტილში არ იკეეთება. 

ა) იპოვეთ ამ წრფეების გადაკვე- 

თის წერტილთა რაოდენობა; 

ბ) რამდენ სამკუთხედს ქმნიან ეს 

წრფეები?



ტ.9. 

#.10. 

4 «//V/სძობი #«) აძ(/ახნძბ მაძშ(/რმბისამს/ს (ლძშქძიშბ/“ I-4) 

1 000 სტუდენტის გამოკითხვის 

შედეგად დადგინდა, რომ: 

200 სტუდენტი სწავლობს ფიზიკას, 

290 სტუდენტი სწავლობს ბიოლ- 

ოგიას, 

ჭქი სტედენტი სწაელობს ქიმიას, 

40 სტუდენტი სწავლობს ქიმია- 

საც და ფიზიკასაც, 

70 სტუდენტი სწავლობს ფიზი- 

კასაც და ბიოლოგიასაც, 

30 სტუდენტი სწავლობს ქიმია- 

საც და ბიოლოგიასაც, 
ჭიი სცტუღეჩტი კი არ სწაელობს 

არც ბიოლოგიას, არც ქიმი- 

ას და არც ფიზიკას. 

ა) გამოკითსულთა რამდენი პრო- 

ცენტი სწავლობს სამივე სა- 

განს – ქიმიას, ბიოლოგიას და 

ფიზიკას? 

ბ) გამოკითსულთა რამდენი პრო- 

ცესტი სწაელობს მსოლოდ ქი- 

მიას ან მსოლოდ ფიზიკას? 

ქალაქის 76 სუპერმარკეტიდან 

32-ში შესაძლებელია რძის პრო- 

დუქტების შეძენა, 34-ში იყიდება 

ალკოჰოლური სასმელები, 36- 

ში თეეზეული. 8 სუპერმარკეტი 

ვაჭრობს რძის პროდუქტებითა 

და ალკოპოლური სასმელებით 

და არ ვაჭრობს თევზეულით, 6 

სუპერმარკეტი ვაჭრობს რძის 

პროდუქტებით და თევზეულით 

და არ ვაჭრობს ალკოპოლური 

00 სუპერმარკეტი 

ეაჭრობს ალკოჰოლური სასმე- 

ლებით, თევზეულით და არ ვაჭ- 

რობს რძის პროდუქტებით. და- 

სახელებული პროდუქციიდან არც 

ერთით არ ვაჭრობს 6 სუჰპერ- 

მარკეტი. 

სასმელებით, 

#.12. 

#.13. 

#.14. 

#.15. 

ა) რამდენი სუპერმარკეტი ვაჭ- 

რობს სამივე სახის პროდუქ- 

ციით? 

ბ) იპოვეთ იმ სუპერმარკეტების 

რაოდენობა, რომლებიც და- 

სახელებული პროდუქციიდან 

მხოლოდ რომელიმე ერთი 

სახეობით ვაჭრობენ. 

. მსხვილ გადამხდელთა კავშირში 

105 წევრია. საერთო კრებაზე 

მათ უნდა აირჩიონ პრეზიდენ- 

ტი. ვიცე-პრეზიდენტი და აღმას- 

რულებელი დირექტორი. რამ- 

დენი სხვადასხვა ხერხით შეიძ- 

ლება მათი არჩევა? 

გაამარტივეთ გამოსახულება: 

(ი+I)-ი!. 

(ი +1))! 
ა) 

(ი +3)!_. 
(ი+1)!– ი!” 

ბ) 

(ი +2)! 

იI!+(ი +1)!. გ) 

გაშალეთ ნიუტონის ბინომის 

ფორმულით: 

ა) (X+22)”; 
ბ) (X”-X)”. 

I2 

იპოვეთ XX + _9_ ბინომის 
ბ XV 

წევრი. რომელიც X7”-ს შეიცაეს. 

პარალელოგრამის ორი მომდე- 

ვნო წვეროა #(1,1) და 18(4,4), 

ხოლო CX(5,3) არის დიაგონალე- 

ბის გადაკვეთის წერტილი. იპო- 

ვეთ დანარჩენი ორი წვერო. 
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4. ჰითსხაშბი და აძ(/ძანპბი გამმ(ერპბისამ)»/ს «–შძძიპბი /-4) 

#..16. 

ა) 

ამოხსენით განტოლებები: 

ტ. _ ხს) 

ს ვ 

=42; 

ბ) CI =3.75/.: 

გ) ჩ., <1 I. ჩ, #4: =0; 

C1 

დ) –– =1; ლC9 

ე) X?(X–IIX –2) =5#12; 

ყ 
C? ჯვ 

, XCX=1) 128! 
  

ზ) X72C2 – ზ#: =0. 

4.17. 

ტ#.!8. 

#რ#.19. 

#..20. 

ორდინატთა ღერძზე იპოვეთ წე- 

რტილები, რომლებიც #(4,-1) წე- 

რტილიდან დაშორებულია 5 ერ- 

თეულით. 

დაამტკიცეთ, რომ სამკუთხედი, 

რომლის წვეროები: (2,1), 

8(4,1) და C(4,-4) არის მართკუ- 

თხა. 

მონაკვეთი, რომლის ბოლოე- 

ბია ILX3,5) და L(6,-I0) წერტი- 

ლები, გაყოფილია სამ ტოლ სა- 

წილად. იპოვეთ გაყოფის წერ- 

ტილების კოორდინატები. 

სამკუთხედის # წვერო აბსცისა- 

თა ღერძზე მდებარეობს. დანა- 

რჩენი ორი – 8(2,1) და C(3,2) 

წერტილებშია. სამკუთხედის ფა- 

რფთობის 4 კე. ერთეულის ტოლია. 

იჰოეეთ #. წვერო. 

რტ.21. სამკუთხედის წვეროებია #(3,1), 

8(6,2) და C(5,-3). იპოვეთ სამ- 

კუთხეთის ფართობი. 

ტ#.22. #(2,V) და 8(X,5) წერტილების შე- 
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მაერთებელი მონაკვეთი C(3.-1) 

#.23. 

#.24. 

#.25. 

წერტილით შუაზე იყოფა. იჰპო- 

ეეთ # და 8 წერტილები. 

ეთქვათ, I, არის სხეულის ტემ- 

პერატურა ცელსიუსის გრადუსებ- 

ში, ხოლო IL; – იგივე ტემპერა- 

ტურა ფარენპეიტის გრადუ- 

სებში. 1;-ის დამოკიდებულება 

1 – ზე მოიცემა ფორმულით: 

15 =4) +32. სხეულის ტემპე- 

რატურა ცელსიუსის გრადუსებ- 

ში მზის ამოსვლიდან L სთ-ის გა- 

სვლის შემდეგ I, =5(+L ფორ- 

მულით გამოითვლება. განსაზღ- 

ერეთ სხეულის ტემპერატურა 

ფარენჰეიტის გრადუსებში: 

ა) მზის ამოსვლიდან 2 სთ-ის 

შემდეგ: 
ბ) მზის ამოსვლიდან Xსთ-ის 

შემდეგ; 
გ) რა შინაარსი აქვს 

1(0=(L:9%1VX9 
კომპოზიციას? 

არის თუ არა კუბის ზედაპირის 

5 ფართობი მისი V მოცულობის 
ფუნქცია? ჩაწერეთ ეს დამოკი- 

დებულება ანალიზური სახით. 

შემდეგი განტოლებებიდან რომ- 

ლიდან განისაზღვრება » რო- 

გორც X ცვლადის ფუნქცია? პა- 

სუხი დაასაბუთეთ: 

ა) 4/-3X = 8; 

ბ) /“-X2=9; 

გ) ””-X =9; 
დ)3V-2X =3; 

ე) X”-#=1; 

ვ) XV -4V= 1; 
გ) X” +V =25;



4 ჰიისშყები და ამ(/ძანმბი ზამმ(/რმბისათაის “ილძმძძ0ძმბი /-4) 
  

რ..26. 

ტ.27. 

თ) X-X”=1; 
ი) XV+V-X=5; 
1) X”-V? = 16. 

შესაბამისობა მოცემულია ცხრი- 

ლის საშუალებით. იპოვეთ სიმრ- 

ავლე, რომელზედაც ეს შესაბამი- 

სობაა განსაზღვრული და სიმ- 

რავლე, რომელზედაც ეს სიმრავ- 

ლე აისახება. არის თუ არა მო- 
სემელი, შესაბამისობა, ფუსქცია? 

ჩაწერეთ მოცემული შესაბამი- 

სობა წყვილების საშუალებით. 

ო 

ოქტომბერი I 

ხო 9' 

  

შესაბამისობა მოცემულია აღ- 

წერის საშუალებით. იპოვეთ სი- 

მრავლე, რომელზედაც ეს შესა- 

ბამისობაა განსაზღვრული და 
სიმრავლე რომელზედაც ეს 

სიმრავლე აისახება. არის თუ 

არა მოცემული შესაბამისობა 

ფუნქცია? ჩაწერეთ მოცემული 
შესაბამისობა ცხრილისა და 

წყვილების საშუალებით: 

ა) 0-სა და 7,2-ს შორის მოთავს- 

ებულ ყოველ ნატურალურ 
რიცსევს შეესაბამება მასზე 

3-ჯერ მეტი რიცხვი; 

ბ) )I1,2( შუალედში მოთავსებულ 

ყოველ უკვეც წილადს, რომ- 
ლის მნიშვნელია 12, შეესაბა- 

მება თავისი მრიცხველისა და 

მნიშვნელის ჯამი. 

რ#.28 შესაბამისობა მოცემულია ცხრი- 

ლის საშუალებით. იპოვეთ მისი 

განსაზღვრის არე, მნიშვნელობა- 

თა სიმრავლე და ააგეთ გრაფიკი: 

  

  

  

  

  

ა) 

ჯ -2 I 4 | - 2 0 3 

V 5 | 6 | 7 | 4 | 5 | 1! | 2 

ბ) 

X -I | 1 I 4 | -1 I 2 I 0 |I 3 
V 4 | 2 | 1 | 7 I 3 I2 | 1!                     

#.29. მოცემულია შემდეგი შესაბამისო- 

ბა: V მიიღება X-ის რაიმე რიცხე- 

ზე გამრავლებით. შეავსეთ ცხრი- 

ლი და ჩაწერეთ ეს დამოკიდებუ- 

ლება ფორმულის საშუალებით: 

  

  

          
  

  

        

X 1 41- 

V 7 5 8 1 

X 4 2 6 

V 3 1 7 8           
  

#.30. ასახვა მოცემულია შემდეგი წე- 

სით: -2-სა და 4-ს შორის მოთავ- 

სებულ ყოველ რიცხვს შეესაბა- 

მება მისი 3-ზე ნამრავლის და 
2-ის ჯამი. ჩაწერეთ ეს ასახეა 

ფორმულით და შეავსეთ ცხრი- 

ლი. 
  

X -112 0 
  

                V -0,4 310 
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შექცეული ფუნქცია 

ლძქქძშია ე 

.· მონოტონური, 
შემოსაყჭღვრული, ლუწი და პენტი ფუნქციები 

§., შპქ0მ0პშლი შშნქძმძა 

ახლა გადავიდეთ ფუნქციის შექცვვადობისა ღა შექცეული 
ფუნქციის ცხებების განხილეაზე. 

(:X-5-V ფუნქციას ეწოდება შექცევადი, თუ არგუმენ- 
ტის განსხვავებულ მნიშვნელობებს შეესაბამება ფუნქციის 

განსხვავებული მნიშვნელობები 

(VX) C X, VX2 C X და X|I#X2)=> I(CXI) # I(X2). 

მაგალითად, » = ჯ არის შექცევადი ფუნქცია, რადგან X,# Xუ =XI #X3 . ფუნქ- 

  

   
ILX,))= ILX2) = ILX3) 

ციის გრაფიკია კუბური პარაბოლა (ნახ. 5.1). 

»=X არ არის შექცევადი ფუნქცია, რადგან 

არგუმენტის მოპირდაპირე მნიშვნელობებს ფუნქ- 

ციის ერთი და იგივე მნიშვნელობა შეესაბამება: 

X, =–Xე => X; =X2 (ნახ. 5.2). 

ნახ. 53-ზე გრაფიკული ხერხით მოცემული ფუნ- 

ქცია შექცევადი არ არის, რადგან არგუმენტის 

განსხვავებულ X,, X:, Xვ და Xკ მნიშვნელობებს 

ფუნქციის ერთი და იგივე მნიშვნელობა შეესაბა- 
მება. 

შექცევადი ფუნქციის განმარტებიდან გამომდინ– 

არეობს, რომ შექცევადი ფუნქციის შესაბამის წყ- 

ვილთა სიმრავლე L(X, ICX))IXC XI) არ შეიცავს 

(2|,ხ) და (9;,ხ), მ)#2: სახის წყვილებს, რაც ნიშნა- 

ვს, რომ შექცევადი ფუნქციის 
გრაფიკს არ გააჩნია ისეთი წე- 

რტილები, რომელთა აბსცისები    
განსხვავებულია, ხოლო ორდი- 

ნატები კი ტოლია. (2),ხ) და 

(2:,ხ) სახის წერტილებიდან შექ- 
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X4 X» ცევადი ფუნქციის გრაფიკს შეიძ-



  

§., შმქცეთწლი ყწწჰშნმძძა 

ლება ეკუთენოდეს მხოლოდ ერთ-ერთი მათგანი, ე.ი. 7= ხ პო- 

რიზონტალური წრფე ან არ გადაკვეთს შექცევადი ფუნქციის 

გრაფიკს, ან გადაკვეთს მხოლოდ ერთ წერტილში. 

ამრიგად, ფუნქციის შექცევაღობისათვის სამართლიანია 

პორიზონტალური წრფის წესი: V=I(X) ფუნქცია შექცევა- 

  

  
    

V71 X-6V 
( ფუნქცია 

ძ ==---.-.-- 

' 

მნიშენელობათა4 « ' 
სამრაელე ' 

L-- ' 

ი... ' 
. + 

0| 2 = -ხ ჯ 
განსაზღერის 

არე 

  

  
    

L V-X 

” დ) უჟუნქცია 
ძ1------- > 

' 

განსაგღვრის > ' 
არე M 

L __ ' 

ლ ' ' 
' L 

0 2 "' ხ X 
ცელილების 

არე 

ნახ. 52.5 

დია, თუ ნებისმიერი V=ხ პო- 

რიზონტალური წრფე ფუნქციის 

გრაფიკს გადაკვეთს ან მხოლოდ 

ერთ წერტილში ან საერთოდ არ 

გადაკვეთს. 

თუ 1:X--V შექცევადი ფუნქ- 
ციაა, მაშინ VVC I(X) ელემენტისათ- 

ვის მისი წინასახეთა სიმრავლე 

ერთელემენტიანია. 

ეს კი ნიშნავს, რომ შეგვიძლია 

განვიხილოთ ფუნქცია რომელიც 

I(X)-ის ყოველ ელემენტს შეუსაბამებს 

მის წინასახეს. 

ვთქვათ, წ:X-2-V”C შექცევადი 

ფუნქციაა. ფუნქციას, რომელიც 

I(X) სიმრავლის ყოველ ხ ელემე- 
ნტს შეუსაბამებს მის 2 წინასახეს, 

L ფუნქციის შექცეული ფუნქცია 
ეწოდება და ჯ' სიმბოლოთი აღი- 

ნიშნება. 

L” შექცეული ფუნქციის გან- 
საზღვრის არეა IX) და მნიშვნე- 

ლობათა სიმრავლე კი – X. 

L და ჯე ფუნქციები სქემატურად 

ნახ. 54-ზეა წარმოდგენილი. 

ამრიგად, თუ #(9) = ხ, მაშინ 

L"I(ხ) =83. 

ადვილი დასანახია, რომ შექცე- 

ული ფუნქციის შექცეული ფუნქ- 
ცია საწყისი ფუნქციაა, ანუ 

(III) 1=#. 
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ლექცია ჟ§. შექცეული წუნქცია. შ(I6(/ტ(სნ თრი. შმშ()სა%ზIჰრ თლი, ლძშწი (ა ჰძნდი... 

საკოორდინატო სიბრტყეზე X=I(X) ფუნქცია 0X ღერძს ან 

მის ნაწილს გადასახავს 0 V ღერძში, ხოლო შექცეული ფუნქცია 

0V ღერძიდან გვაბრუნებს C1X ღერძზე (ნას. 5.5). 

მ.2. შექმმშლი შშნქძმმს მუძშბნმს წშსი 

შევისწაელოთ მოცემული შექცევადი წ ფუნქციისათვის მისი 

შექცეული დ"! ფუნქციის მოძებნის წესი. განვიხილოთ კონკ- 

რეტული მაგალითები. 

მაგალითი 1. ვთქვათ, დ:X->V, სადაც X= (1,7), V = (2,3,5) და შესაბამისო- 

ბის წესია 

1-3, 7-25. 

დ ფუნქცია შექცევადია და 
დ(X)= (3,5). შექცეული ფუ- 
ნქციის განმარტების თანა- 

/ ხმად 

დ(I)=3 => დ''(3)=1, 

ი(7)=5 = დ''(5)=7. 

  

  

_ | 
ამრიგად, დ შექცეული I 

ფუნქციის განსაზღვრის არეა 
0! I 7X 3 5 

ნქცია ” ნქცია დ” ” დ(X)= (3,5), ხოლო მნიშ;ვ- 

შეესი ნახ, 46 შუქსა ი ნელობათა სიმრავლეა X. 

ნახ. 5.6-ზე მოცემულია დ 

და დ ' ფუნქციების გეომეტ- 
რიული წარმოდგენა. 

    
      ლ 

მაგალითი 2. (:L-3M.V=I(X)=2X+1I. 

ფუნქციის მნიშვნელობათა სიმრაელეა I(LL) =L. ფუნქცია შექ- 

ცევადია, ამიტომ არსებობს შექცეული ფუნქცია ():8-აპ?, 

შექცეული ფუნქცია გულისხმობს X-ის „მოძებნას“ »-ის მიხედ- 

ვით, ეს კი ნიშნავს, რომ საჭიროა X=2X+1 განტოლების ამო- 

ხსნა X-ის მიმართ 

”/–-1 
V=2X+)I=2XჯX==–-–--, 

2 

ე.ი. V=2X+ 1 ფუნქციის შექ-    = 
ცეული ფუნქციაა X--> 

ნახ. 5.7 
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5.2. შუმქცეული V7უნქფ0/“/ის შ()ძძბნძს წმსი 

შექცეული ფუნქციის ტრადიციული ფორმით ჩასაწერად (X – და- 

მოუკიდებელი ცვლადი, V – დამოკიდებული ცვლადი) უკანას- 

კნელ ტოლობაში X-ის ნაცელად ჩავწეროთ V, ხოლო V-ის 

X-–I 

  

ნაცვლად X. მივიღებთ V ფუნქციას. მაშასადამე, V=2X+1 

- X-–I 
ფენქციის შექცეული ფუნქციაა X=- ეს ფუნქციები გრაფიკუ- 

ლად ნახ. 57-ზეა წარმოდგენილი. 

მაგალითი 3. §:IL->L, /= (X)=X), 

ფუნქციის მნიშვნელობათა სიმრავლეა 8(L) =L. ფუნქცია შექ- 

ცევადია, ამიტომ არსებობს შექცეული ფუნქცია თ: -ას. მის 

მოსაძებნად მოვიქცეთ ისევე, რო- 

გორც წინა შემთხვევაში: ამოვ- 

ხსნათ X=X” განტოლება X-ის მი- 

მართ და შემდეგ X და V ცვლა- 
დებს შევუცვალოთ ადგილები. გვე- 
ქნება 

»V=X3 =5X =3/V. 

ამრიგად, » =X” ფუნქციის შექ- 

ნახ, 458 ცეული ფუნქციაა »=VX. გრაფი- 
კული ილუსტრაციები მოცემულია 

ნახ. 5.8-ზე. 

   
მაგალითი 4. ხჩ:IL-2IL,»=LM(CX)= X”. 

ეს ფუნქცია არ არის შექცევადი. ამიტომ მას შექცეული ფუნ- 

ქცია არ გააჩნია. 

მაგალითი 5. თ:1-=,01->L, » = დ(X) =X”. 

  

ეს ფუნქცია შექცევადია და მისი მნიშვნელობათა სიმრავლეა 

დ ()-თ,0))=10,+ =L. 

გავითვალისწინოთ, რომ შექცე- 

ული ფუნქციის განსაზღვრის არე 

იქნება (0,+=| სიმრავლე, მნიშენე- 

ლობათა სიმრავლე კი – |1-თ,0|). 

ზემოთგანხილული წესით ვიპო- 

ვოთ შექცეული ფუნქცია 

  

ნახ. 4.9 
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ლეჰქც0ია §. შმქცეულძი შუნქძ“”ა. შ(/6/()ტ!/ნთრი. შმშ!/სასIარ თლი, ლძწი Cა ჰძნრ/... 

»V=X” =5X=– V» · 

ამრიგად, »X=-VX არის |-=,0) შუალედზე 

განსაზღვრული »=»X” ფუნქციის შექცეული 
ფუნქცია და დ'':(0,+=(–31-=,01 (იხ. ნახ. 5.9). 

ამრიგად, VXV=I(X) შექცევადი ფუნქციის 

შექცეული ფუნქციის მოსაძებნად საჭიროა 

ნახ. 5.10 ამოვხსნათ X=L1(X) განტოლება X-ის მი- 

მართ და შემდეგ X და V# ცვლადებს ადგი- 
ლები მევუცვალოთ. 

ეთქვათ. V =I(X) შექცევადი ფუნქციის შექცეული ფუნქციაა 
V= ('(. შექცეული ფუსქციის განმარტების თანახმად, თუ წე- 

რტილი (მ,ნხ)C C; მაშინ წერტილი (ხ,2) C C.. „ ადვილი საჩ- 

  

ვენებელია, რომ წერტილები (2,ხ) და (ხ,2) სიმეტრიულად არი–- 

ან განლაგებულნი V =X წრფის მიმართ (იხ. ნახ. 5.10). 

მაშასადამე, ურთიერთშექცეული ფუნქციების გრაფიკები 

სიმეტრიულია V =X წრფის მიმართ. 

1:X->-V ფუნქციას მუდმივი ფუნქცია ეწოდება, თუ X 

სიმრავლის ყოველ ელემენტს შეესაბამება ერთი და იგი- 

ვე « რიცხვი 

VXC X=>LICX)=0. 

მაგალითად, »X=3 არის მუდმივი ფუნქცია. მუდმივი ფუნქციის გრაფიკი 0X 

ღერძის პარალელური წრფეა (ნას. 5.11). 

ცხადია, რომ მუდმივი ფუნქ- 

ცია არ არის შექცევადი. 

„ი XV» C (:X-3–X ფუნქციას, რომე- 

ლიც X-ის ყოველ ელემენტს 
> > შეუსაბამებს თვით ამ ელე- 

მენტს, იგივური ფუნქცია ეწო- 
დება 

VXC X=2>LI(CX)=X». 

      

ნახ. 5.12-ზე გამოსახულია V = X 

იგივური ფუნქციის გრაფიკი. 

– ცხადია, რომ იგივური ფუნქცია 

შექცევადია და იგი თავისსავე 

ნახ, 4.12 შექცეულ ფუნქციას ემთხვევა. 

  

ჟ.       
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5,ყ. მშ(/9ნ(9რონფრი უნქძ0ძიმბი 

მ.ჰ. მუე6ნ60ტოუნშრი შშნქძმშბმი 

გადავიდეთ მონოტონურ ფუნქციათა კლასების განსაზღვრაზე. 

(:X-2V ფუნქციას ეწოდება მკაცრად ზრდადი, თუ არ- 

გუმენტის მეტ მნიშვნელობას შეესაბამება ფუნქციის მეტი 

მნიშვნელობა 

(VX, C X, VX-C X და XI) <X2) => I(X)) < I(CX2) . 

მარცხნიდან მარჯვნივ მოძრაობისას მკაცრად ზრდადი ფუნ- 

ქციის გრაფიკი „იწევს ზემოთ“ (ნახ. 5.13). 

ცსადია, რომ მკაცრად ზრდადი ფუნქცია შექცევადია. 

(:X->V ფუნქციას ეწოდება ზრდადი, თუ არგუმენტის 

მეტ მნიშვნელობას შეესაბამება ფუნქციის მეტი ან იგივე 

მნიშვნელობა 

    

  
L 

| | 9 მუდმიეობის 

შუალედი 

ნახ. 5.I4 

  

ნახ. 5.14 

(VX, C X%, VX2 C Xჯ და 

VX) < X2) => ICXI) < I(X2) . 

მარცხნიდან მარჯვნივ მოძრაობისას ზრდა- 

დი ფუნქციის გრაფიკი ან იწევს ზემოთ, ან 

0X ღერძის პარალელურია, ე.ი. ფუნქციის 
გრაფიკი არ ეშვება ქვემოთ (ნახ. 5.14). 

ცხადია, რომ ზრდადი ფუნქცია საზოგადოდ 

შექცევადი არ არის. 

(:X->V ფუნქციას ეწოდება მკაცრად 

კლებადი, თუ არგუმენტის მეტ მნიშვნე- 

ლობას შეესაბამება ფუნქციის ნაკლები 

მნიშვნელობა 

(VXI C X, VX2 C » და 

XI < X2) => I(XI) > I(X2). 
მარცხნიდან მარჯენივ მოძრაობისას მკა- 

ცრად კლებადი ფუნქციის გრაფიკი „ეშვება 
ქვემოთ“ (ნახ. 5.15). 

ცხადია, რომ მკაცრად კლებადი ფუნქცია 

შექცევადია, 
(:X->V ფუნქციას ეწოდება კლება- 

დი, თუ არგუმენტის მეტ მნიშვნელობას 

შეესაბამება ფუნქციის ნაკლები ან იგივე 

მნიშვნელობა 

(VXIC X, VX2C X და 

XI <X2) =2 I(XI) > I(X2). 
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ლექცია ჟ5. შექმე»ლი წVუნქცძა, შ()6(1ტ(0ნშრი. შმშ/შსაზIჰრ თლი, ლუწი და ჰმნრი... 

    

V“ მარცხნიდან მარჯვნივ მოძრაობისას 
V კლებადი ფუნქციის გრაფიკი ან ეშვება 

565” ქვემოთ ან C00X ღერძის პარალელურია, 

' აა ე.ი. ფუნქციის გრაფიკი არ იწევს ზემოთ 

: 2 : (ნახ. 5.16). 

მუდმი|ეობის 1 ისევე, როგორც ზრდადი ფუნქცია, კლე- 
_ _შეაღელ ბადი ფუნქციაც საზოგადოდ შექცევადი 

ნახ, 4I6 არ არის. 

ზრდად და კლებად ფუნქციებს მონო- 

ტონური, ხოლო მკაცრად ზრდად და 

მკაცრად კლებად ფუნქციებს მკაცრად 
მონოტონური ფუნქციები ეწოდება. 

ფუნქციის განსაზღვრის არეში შე- 

მავალ უდიდეს შუალედს, რომელზეც 
ფუნქცია მონოტონურია (მკაცრად მო- 

ნოტონურია), მონოტონურობის (მკაც- 

ნახ. 3.7 რად მონოტონურობის) შუალედი ეწო- 

დება. 

  

მაგალითად, V=X” ფუნქციისათვის )-=,0) მკაცრად კლებადობის, ხოლო 

(0,+=( მკაცრად ზრდადობის შუალედებია (ნას. 5.17). 

უდიდეს შუალედს, რომლის წერტილებშიც ფუნქცია 
ერთსადაიმავე მნიშვნელობას ღებულობს, მუდმივობის 

შუალედი ეწოდება (იხ. ნახ. 5.14 და ნახ. 5.16). 

მ.4, შმმ(ესაზოპრ შლი და შემო შსაზომრშლი შშნქმიძშბი 

განვიხილოთ შემოსაზღვრულ და შემოუსაზღვრელ ფუნქცი- 

ათა კლასები, 

(:X-XV ფუნქციას ზემოდან შემოსაზღვრული ეწოდე- 

ბა, თუ არსებობს ისეთი MI C3MC L) რიცხვი, რომ სრუ- 

ლდება უტოლობა 

IX) < ML, VX C X. 

ზემოდან შემოსაზღვრული ფუნქციის გრაფიკი მოთავსებუ- 

ლია V =I წრფის ქვემოთ. 

მაგალითად, »=-X-+3 ფუნქცია ზემოდან შემოსაზღვრულია, რადგან სამარ- 

თლიასნია უტოლობა 

-XX+3<3,VX C ხნ. 
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9,4. შემ(ესას.ყრ პპლი და შემმშიეუსაზ=ასარპლი შშუნქძიპბი 

V. ფუნქციის გრაფიკი მოთავსებულია V=3 წრფის 

ქვემოთ (ნახ. 5.8). 

(:X->V ფუნქციას ზემოდან შემოუსაზღვ- 
რელი ეწოდება, თუ იგი არ არის ზემოდან 

2 

  

  

  | 9 |V=+IM5 X შემოსაზღვრული, ე.ი. თუ ნებისმიერი M რიც- 

ხვისათვის არსებობს ისეთი X0C X (VMIC , 

ნახ. 418 5X06C X), რომ სრულდება უტოლობა 

ICX0) > ML. 

თუ წ ფუნქცია ზემოდან შემოუსაზღერელია, მაშინ ნებისმი- 

ერი X=MI წრფისათვის ფუნქციის გრაფიკზე მოვნახავთ წერ- 

ტილს, რომელიც ამ წრფის ზემოთ მდებარეობს. 

მაგალითად, V=X”-4 ფუნქცია ზემოდან შემოუსაზღვრელია (ნას. 5.19). 

(:X-3V ფუნქციას ქვემოდან შემოსაზ- 
V1 ((+,)=M ღვრული ეწოდება, თუ არსებობს ისეთი IM 

რიცხვი (3 C სM),რომ სრულდება უტო- 

ლობა 

(ი0 > I, VX C X. 

ქვემოდან შემოსაზღვრული ფუნქციის გრა- 

ფიკი მოთავსებულია V =Iი წრფის ზემოთ. 

  

  

მაგალითად, »- 2 ფუნქცია ქვემოდან შემოსაზღვრულია, რადგან სამარ- 

თლიანია უტოლობა 

2->0, VX C L. 

ფუნქციის გრაფიკი მოთავსებულია V=0 წრფის (0X ღერძის) 

ზემოთ (ნახ. 5.20). 

(:X-–2V ფუნქციას ქვემოდან შემოუსაზღვრელი ეწო- 

დება, თუ იგი არ არის ქვემოდან შემოსაზღვრული, ე.ი. თუ 

ნებისმიერი ”) რიცხვისათვის არსებობს 

ისეთი X0C X (VI0C IL, -IXი C X), რომ სრუ- 

  

V ლდება უტოლობა 
=2” 

, LCXი) <0. 

/ #50 თუ ( ფუნქცია ქეემოდან შემოუსაზღერე- 

9 X ლია, მაშის ნებისმიერი V=II წრფისათვის 

ფუნქციის გრაფიკზე მოვნასავთ წერტილს, რო- 

ნახ. 420 მელიც ამ წრფის ქვემოთ მდებარეობს. 
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ლექცია 2. შექცეული შუნქცია. შ()ნ(/ტინშრი. შმმ(ესაზIაპრ თლი, ლშთწი და ჰძპნრი... 

მაგალითად. V>- X”+5 ფუნქცია ქვემოდან შემოუსაზღერელია (ნას. 5:21). 

(L:X-+V ფუნქციას შემოსაზღვრული ეწო- 

V დება, თუ იგი ზემოდანაც და ქვემოდანაც მე- 

2 მოსაზღვრულია, ე.ი. თუ არსებობს ისეთი I 

და M რიცსვები (30)C IL, MC IL), რომ სრუ- 

ლდება ორმაგი უტოლობა 

  

  

IM1<I(X)< ML, VX C X. 

ნახ. 2.2/ შემოსაზღვრული ფუნქციის გრაფიკი მოთავსე- 

ბულია V =IM) და VწV=IMI წრფეებს შორის. 

ფუნქცია შემოსაზღვრულია, რადგან სამართლი-   

I 
მაგალითად, VX=2+ 

1+X 

ანია უტოლობა 

2<2+ <3, VXC LL. 2 ==   

1+X 

ფუნქციის გრაფიკი მოთავსებულია 

X=2 და V=3 წრფეებს შორის (ნახ. 

5.22). 

(:X->V ფუნქციას შემოუსაზღვ- 

რელი ეწოდება, თუ იგი არ არის 

შემოსაზღვრული არც ზემოდან და 

არც ქვემოდან. ე.ი. თუ ნებისმიერი 

M რიცხვისათვის არსებობს ისეთი 

XI) C X და X: C X, რომ სამართლი- 

  

  

   

ნახ. 5.22 
ახ. 2. ანია უტოლობები: 

VI I(XI)>MI და I(CX2)<–M. 

L(LX-)>M ჯ=M თუ ფუნქცია შემოუსაზღვრელია, მა-    
შინ ნებისმიერი MI რიცხვისათვის ფუნ- 

ქციის გრაფიკზე მოვნახავთ ორ წერ- 

X ტილს მაინც, რომელთაგან ერთი მდე- 

ბარეობს XV=MI წრფის ზემოთ და მე- 

ორე კი –V=-M წრფის ქვემოთ. 

  

  
ნახ. 223 
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მაგალითად, 

ქ... ლთწი და ძპძნტი ყ7»ნქძიპბი 

= ფუნქცია შემოუსაზღვრელია (ნახ. 5.23). 
X 

მ.ე. =ოშწი #ა ჰპნტი შშნქძმუპბი 

მაგალით ად 

ვიტყვით, რომ XC რიცხვითი სიმრავლე სიმეტრიუ- 

ლია კოორდინატთა სათავის მიმართ, თუ იგი თავის ნე- 

ბისმიერ ელემენტთან ერთად მის მოპირდაპჰირესაც შეი- 

ცავს, ანუ 

V2CX=-286X. 

(-2,0,2), L-3,3), 1-5,5; სიმრავლეები სიმეტრიულია კოორდინატ- 

თა სათავის მიმართ, ხოლო |I-2,5( სიმრავლე არ არის სიმეტ- 

რიული კოორდინატთა სათავის მიმართ. 

ვთქვათ, (:X->V ფუნქციის განსაზღვრის არე სიმეტ- 

რიულია კოორდინატთა სათავის მიმართ. ( ფუნქციას ლუწი 

ფუნქცია ეწოდება, თუ 

VXC X=2I(CX)= IC), 

ხოლო L ფუნქციას კენტი ფუნქცია ეწოდება, თუ 

VIXC X => IC-X)=- IC. 

(XV) და (-X,V) წყვილების შესაბამისი წერტილები სიმეტ- 

რიულია 0)V ღერძის მიმართ, ამიტომ ლუწი ფუნქციის გრა- 

ფიკი სიმეტრიულია 0)V ღერძის მიმართ. 

(X,») და (-X,-V) წყვილების შესაბამისი წერტილები სიმე- 

ტრიულია კოორდინატთა სათავის მიმართ, ამიტომ კენტი ფუნ- 

ქციის გრაფიკი სიმეტრიულია კოორდინატთა სათავის ში- 

მართ. 

მაგალითად, XV =X»? ლუწი ფუნქციაა, რადგან 

((-X)=(-X)2=X7= L(X). 

(უ?= + მისი გრაფიკი – პარაბოლა სიმეტრი- 

ულია CV ღერძის მიმართ (ნახ. 5.24). 

=+ კენტი ფუნქციაა, რადგან 
  

  

ნას, 5.24 

(CX)=-+-=- 

X
I
 

=-I(X). 
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(ლე/)/.ს ვ. უ70უ ული შ9/ჩუ(I. #(76(/(0ტ/7ნ Xრ/). შეშ/9სას წ არ „ლი, ლუწ/ და ჰძნდტ/”... 

V მისი გრაფიკი – ჰიპერბოლა სიმეტრიუ- 

(+, ”) ლია კოორდინატთა სათავის მიმართ (ნახ. 

” 5.25). 

ქეა -=> 

ნახ. 52.25 

შენიშვნა. კოორდინატთა სათავის მიმართ სიმეტრიულ სიმრავლე- 

ზე განსაზღვრული ნებისმიერი I(X) ფუნქცია შეიძლება 

წარმოდგენილ იქნას ლუწი და კენტი ფუნქციების ჯამის 

სახით. 

მართლაც, 

I(X) =8(X) +L (X), 
სადაც 

_ I(X)+I(–X) I(X)-I(–X) 
ხ(X) = (X) 2 წ(X) 

ცხადია, C(X) ლუწი, ხოლო CL) კენტი ფუნქციაა. 
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ლქქცია 2. შექძეული VMყნქ0ია. შ(76(1)ტ(/ნ თრი, შმეშ(/საწზIყრ ალი, ლუწი და ჰქპნრი... 

დავალება 

შეამოწმეთ თეორიული მასალის ცოდნა შემდეგი კითხვების საშუალებით: 
–_
 

ი 
თ
ე
ი
 

ი
ჯ
 

ს
ლ
 

C 

II. 

12. 

13. 

რას ეწოდება შექცევადი ფუჩქცია? 

რას ეწოდება შექცეული ფუნქცია? 

ჩამოაყალიბეთ პორიზონტალური წრფის წესი. 

ჩამოაყალიბეთ შექცეული ფუნქციის მოძებნის წესი. 

რას ეწოდება მკაცრად ზრდადი (მკაცრად კლებადი) ფუნქცია? 

რას ეწოდება ზრდადი (კლებადი) ფუნქცია? 

რას ეწოდება მონოტონური ფუნქცია? 

რას ეწოდება მუდმივი ფუნქცია? იგივური ფუნქცია? 

ჩამოაყალიბეთ ზემოდან (ქეემოდან) შემოსაზღვრული (შემოუ- 

საზღვრელი) ფუნქციის განმარტება. 

. როგორ სიმრავლეს ეწოდება სიმეტრიული კოორდინატთა სა- 

თავის მიმართ? მოიყეანეთ მაგალითები. 

როგორ ფუნქციას ეწოდება ლუწი (კენტი) ფუნქცია? 

შეიძლება თუ არა, რომ ფუნქცია ერთდროულად იყოს ლუწი 

და კენტი? 

შეიძლება თუ არა ლუწი (კენტი) ფუნქცია იყოს შექცევადი? 
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ლჰქცია უ. შმქ0პთლი Vთინქძ0ძია. შ(/ნ(7ტ6(//ნ თრი. შშშ(/სა წარ ლი, ლთ და ჰანდ/... 

5.1. 

5.2. 

53. 

5,4. 
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IX)=2X+4 ფუნქციისათვის იპო- 

ეეთ წხ). თუ: 

ა) ხ=0; 

ბ) ხ=4; 
გ) ხ=-4. 

9(X)=X. ფუნქციისათვის იპოვეთ 

§ (ხ), თუ: 
ა) ხ=0: 

ბ) ხ=4: 

გ) ხ=9, 

დ) ხ=-I); 
ე) ხ=-4. 

”(X)=5I0 X, XC 

ისათვის იპოვეთ 1. (გ), თუ: 

ა) 2=0; 

ე) 8=-I. 

ILX) =00%X, XC (L,2X) ფუნქციისათ- 

ვის იპოვეთ L (8), თუ: 

ა) 8=0; 

=1. ბ) 2=5=: 

ცა-- 2 
# 

დ) 8მ=->>; 

I 

ე) მ”1I. 

პრაქტიძპშლი სამარXი შუპბი: 

5.5. 

5.6. 

57. 

5.8. 

I(X)=19X, XC |-2+-3. ფუნქ- 

ციისათვის იპოვეთ #“(გ), თუ: 

ა) 1=0; 

ბ) 2=-I; 

გ) მ=XV3; 

_ #3 
დ) 2= “3. , 

(სე =10-X» ფუნქციისათვის იპო- 

ვეთ L"Vგ), თუ: 

ა) 8=-2; 

ბ) 2=0; 

გ) 251; 

დ) 2=6. 

IX) =3” 

L (გ), თუ: 

ა) 2=1; 

ბ) 2=3; 

გ) 2“=2. 

ფუნქციისათვის იპოვეთ 

შექცევადია თუ არა გრაფიკული 
ხერხით მოცემული შემდეგი ფუნ- 

ქციები? პასუხი დაასაბუთეთ: 

  

ა ს 

) V 

0 X 

ბ) 
V 

–-“- ?ზ _ _· 

0 X



59. 

  

დაადგინეთ, გააჩნიათ თუ არა შექ- 

„ ცეული ფუჩქცია შემღეგ ფუჩქციებს. 
პასუხი დაასაბუთეთ: 

ა) L: (1,3,7კ –> (2,4,91, I(1)=9, 

1(3)=4, LI(7)=2; 

ბ) L:(2,0,-2,3) –> (5,6,7,81, ((2)=6, 

I(0)=8, I(-2)=5, LI(3)=7; 

გ) #:(-1,1,21 -> (V3 ,-#,2), 
(C-1)=-», LL1)= 3 , L(2)= «3 ; 

დ) (#2 ,3,2-(-/7 ), 
IL-/2 )=+V7 , L(3)= V7 , C)= «7 ; 

ე) ჩ I(-I.11 3 (ი.I1. IX) = ჯ“; 

ვ). L: (0,2) -> (0,161, ICX) = »“; 

გ). #: (-1,2) –> L-1,8), #(X) = X2; 

თ) L: L-1,21 –> (0,171, #(X) =X“ +1; 

ი) #: 1-2,2( –210,76C. წCX) =X?+3. 

5.10. მოცემული ფუნქციებისათვის იპო- 

ვეთ შექცეული ფუნქციები და ერ- 
თსა და იმავე საკოორდინატო 

სიბრტყეზე ააგეთ ურთიერთშექ- 

ცეულ ფუნქციათა გრაფიკები: 

ა) X7ჯ=2X; 

ბ) >=-3X; 

პრაქტიჰთ”ლი საშარX0 შ(2შბი 

გ) X»=3X1+2; 

დ) X=-2X+4; 

2 
ე) X=-–; 

X 

1 
ვ1»X=-–, 

X 

8) X=X"+1; 

თ) »=-X”. 

5.11. იპოვეთ (L"! 9 ჩ)(5) და (#0 წ ''X(X); 

5.12. იპოვეთ შემდეგ ფუნქციათა მკაც- 

რად მონოტონურობის შუალედე- 

ბი: 

ა) I(CX)=X; 

ბ) I(X)=–-X»; 

გ) I(CX)=2X+L1; 

დ) #CX) = - X”-5; 

ე) I(X)= 16; 

ვ) L(X)=X?-5X+6; 

ზ) წ(X)=IX1I; 

2X, როცა X<1I1, 
თ)I(X) = | 

–ჯ? +2, როცა X >1I1,; 

” 

–2, როცაX<-I, 

ი)(00=1 2X, როცა -1<X<1 

L(X –2) +2,როცა X>1; 

3”, როცა X<-I, 

1 
)L =4 –, კ)ICიი 3 

_<2X+14, როცა X 20. 

როცა –1<X<0, 

  L 
ზ8I



ლქმქძია 5. შექცმთ ლ Vჰნქც!პ. შI/ნ(/ტ(ჰ/ნ თრი. შშშ!IშსახIაპრ ლი, ლუწი და ჰძნრი... 

5.13. გაარკვიეთ შემდეგ ფუნქციათა შე- 

მოსაზღვრულობა-შემოუსაზღვრე- 

ლობის საკითხი: 

ა) /(X) =2 X”+3;: 

ბ) I(X2)=X?+7X-12; 

გ) I(X)=15; 

დ) (00 =X-X; 

-–X” როცა X<-I, 

ე) I(XX= 2 როცა –1<X5I, 

–2X?, როცა X>I; 

3X?, როცა X<0, 

ვ) (I(X)=1 0, როცა 0<X5<L 

3. როცა %Xჯ>1: 

2X+1, როცა X< –I, 

8) I(X)=43X», როცა –1<XC<I, 

X?, როცა X=>); 

· 2 
I(X) = : 

ს) !(») 5 -3005X 

ი) ((X) = V3 §Iი X + 005 X; 

პა ICI) =325იXI . 

5.14. გაარყესე“ შემდეგ ფუნქციათა 
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ლუწკენტობის საკითხი. ააგეთ 

სათანადო გრაფიკები: 

ა) I(X)= 5; 

ბ) I(X2)=0; 

გ) I(X)=-5; 

დ) I(X)=3X; 

ე) I(Xე)=3X-1; 

ვ) I((X)=-»X“+1, 

ზ) ICX) = X+2; 

1, როცა Xჯ <0, 

თ) I(X)=4 0, როცა X =0, 

–-I როცა X>0; 

როცა X<0, 

-X“, როცა X>0; 
ი) რი-”. 

3, როცა –2<X<-I), 
კ) I(X) = 

-3, როცა 1<X<2; 

–I, როცა X< –I, 

ლ) I(X)=4 0, როცა –1<X</), 

I, როცა 1<X <2. 

5.15. ცნობილია, რომ §(X) ნულოვანი- 

5.16. 

საგან განსხვავებული ლუწი, ხო- 

ლო (XX) ნულოვანისაგან განსხ- 

ეავებული კენტი ფუნქციაა. გაარ- 
კვიეთ შემდეგ ფუნქციათა ლუწ- 
კენტობის საკითხი: 

ა) I(X)=9500+%იC9; 

ბ) I(X) = 8(X) ი(X); 

გ) I(X)=9(X),იC M; 

დ) I(X)=ჩ"(X),იCM. 

გაარკვიეთ შემდეგ ფუნქციათა 
ლუწკენტოვნების საკითხი. 

ა) ”(X) = §102X; 

ბ) I(X) =C055X; 

გ) I(CX) = |51იXI: 

დ) I(X) = 5IიX+2005X;



პრაძტიძული საყარX#0ი შ(იჟმბი 

ე) I(X) = 5I0XC05X; 5.17. შემდეგი ფუნქციები წარმოადგი- 

251იX ნეთ ლუწი და კენტი ფუნქციების 
ე) I(X)=-– : ჯამის სახით: 

C05X 

  

; ა) IX) =C” + 3C“”; 

8) (X(X)=005X+–ძჟ–-; ი = ბ) (60=-X+1., 
X72 +2 

1-C052X 510 X (ე)=----““, == ი. 

ომი X? ” გ (9 2+005X 

ი) #6) = 5)0 2X+C05X : 

X 
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ლძქქძია ჩ 

წრფე. წრფივ ბგანტოლებათა სისტემა 

ჩნ., წრშის სხშაLასსშა სასმს განტოლმბანი 

ვთქვათ, X და ხ ფიქსირებული ნამდვილი რიცხვებია და გან- 

ვიხილოთ 

VX=XX+ხ (თ 
განტოლებით მოცემული ფუნქცია. როგორც ცნობილია, ამ ფუნქ- 

ციის გრაფიკი წარმოადგენს წრფეს. 

ვთქვათ, #4 = #(X,,V,) ამ გრაფიკზე აღებული რაიმე ფიქსირ- 

ებული წერტილია. გრაფიკის განმარტების თანახმად, გვექნება 

XVI = XXI +ხ. (2) 

(0) და (2) ტოლობებიდან, წრფის ნებისმიერი )3= 8(X,X) 

წერტილისათვის ვღებულობთ თანაფარდობას: 

V-VI =M(X-X,). (3) 

X-X,=/X სხვაობას X, წერტილში არგუმენტის ნაშრდს, 

ხოლო V-»#,=#4V სხვაობას ფუნქციის ნამრდს უწოდებენ. რო- 

»-I, 
  გორც (3-დან ჩანს =%, ე.ი. წრფივი ფუნქციისათვის 

I 

ფუნქციის ნაზრდის შეფარდება არგუმენტის ნაზრდთან მუ- 

დმივი სიდიდეა. მას წრფის დახრილობა ეწოდება. 

მაგალითად, «უე ცჩობილია, რომ წერტილები #(3.5) ღა 8(-1,2) ძეეს წრფეზე, 

მაშინ ამ წრფის დახრილობაა 

  

ამბობენ, რომ რაიმე წრფე 07X ღერძთან ადგენს C 

კუთხეს (0”<თ<180'), თუ წრფის 0X ღერძთან გადაკვეთის 

წერტილის გარშემო საათის ისრის მიმართულებით V-ს 

ტოლი კუთხით მობრუნების შედეგად იგი 0X ღერძს შეუ- 
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წ.,. წრVის სსაჰადასსაა სასის ბანტ(ჟლემბანი 

თავსდება. თუ წრფე 0X ღერძის პარალე- 

ლურია, მაშინ მათ შორის კუთხე 09-ის ტო- 

ლად ითვლება. 

დახრილობის გეომეტრიული შინაარსის სა- 
  

შენიშვნა. 

  

ილუსტრაციოდ მოვიყვანოთ შემდეგი ნახაზი 

(იხ. ნახ. 6.1). 

როგორც ნას. 6.1-დან ჩანს 

აბ–> X-X, 

ამრიგად, C0X ღერძთან წრფის მიერ შედგენილი კუთხის 

ტანგენსი უდრის წრფის დახრილობას. მას წრფის სა- 

კუთხო კოეფიციენტსაც უწოდებენ. 

თუ კუთხე CV მახვილია, საკუთხო კოეფიციენტი დადებითია, 

ხოლო თუ CI ბლაგეია, საკუთხო კოეფიციენტი უარყოფითია. 

აბსცისათა ღერძის პერპენდიკულარული წრფეებისათ- 

ვის (ისინი (1) განტოლებით არ მოიცემიან) საკუთხო კოე- 

ფიციენტი არ განისაზღვრება. 

(1-ს ეწოდება წრფის განტოლება MX დახრილობითა და 

ხ-ს ტოლი X გადაკვეთით (CV ღერძთან წრფის გადაკვეთის 

წერტილის სრდისატა ხ-ს ტოლია). · 

შევადგინოთ L%ი(X0,Vი) წერტილზე გამავალი M დახრილო- 

ბის მქონე წრფის განტოლება. ვთქვათ, LXX,V) არის საძიებელ 

წრფეზე მდებარე ნებისმიერი წერტილი, რომელიც განსხვავ- 

დება მოცემული L%ი(Xი,X0ი) წერტილისაგან (ნახ. 6.2). 

ამ ორ წერტილზე გამავალი წრფის დახრილობაა 

  #= V წი 

X-X- 

აქედან, 
V –V0ი= X(X- X0). 

ამრიგად, ფიქსირებულ L”(X0,Vი) წერ- 
ტილზე მოცემული X დახრილობით გამავალი 

  

  

X წრფის განტოლებაა 

V - X0= XCX- Xი). (4) 
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ლძქძია სხ. წრყპ. ზრVიას მანტ(//ლებათა სძსტძშა 

მაგალითი 1. შევადგინოთ (-23) წერტილზე M=-2 დახრილობით გამავალი 

წრყის განტოლება. დავსაზოთ შესაბამისი წრფე. 

ამოხსნა. (Xი,V09) = (-2,3) და X=-2, ამიტომ (4) ფორმულის თანახმად გვაქეს 

V- 3 =-2(X-(-2)), 

V=-2X-1. 

გრაფიკულად აღნიშნული წრფე ნახ. 6.3-ზეა 

წარმოდგენილი. 

  

ნახ. 6.3 

მაგალითი 2. ვიპოვოთ (1,-2) და (5,6) წერტილებზე გამავალი წრფის განტო- 

ლება. დავხაზოთ შესაბამისი წრფე. 

ამოხსნა. (1,-2) და (5,6) წერტილებზე გამავალი წრფის დახრილობაა 

ახლა დავწეროთ X=2-ის ტოლი დახრილობით 

(1,--2) ან (5,6) წერტილზე გამავალი წრფის გან- 

ტოლება: 

V-(-2)=2(X-1I) ან »-6=2(ჯ-5), 

  

რაც გვაძლეეს V=2X-4 სასის განტოლებას. 

გრაფიკულად წრფე ნახ. 6.4-ზეა წარმოდგენილი. 

მაგალითი 3. ჩავფწეროთ წრფის განტოლება X=3-ის ტოლი დახრილობითა 

და -2-ის ტოლი X-გადაკვეთით. დავხაზოთ შესაბამისი წრფე. 

ამოხსნა. X=3 და ხ=-2, ამიტომ წრფის განტოლებაა V =3X-2. შესაბამისი 

გრაფიკი გამოსახულია ნახ. 6.5-ზე. 

ნახ. 6.6-სა და ნახ. 6.7-ზე გამოსახულია შესაბამი- 

სად ჰირიბმონგალური და ვერტიკალური წრფეები. 

თუ წრფე ჰორიზონტალურია, მაშინ X=0 და 

X=ხ იქნება იმ ჰორიზონტალური წრფის გან- 

ტოლება, რომლის V-გადაკვეთა ტოლია ხ-სი. 

  

  

  

    

V | /=ხ (020) ახლა განვიხილოთ ვერტიკალური წრფე, რომელიც 

ხნ ა 0X ღერძს კვეთს #(მ,0) წერტილში (ნახ. 6.7). 

2 ; ამ წრფის ყოველ წერტილს ექნება ერთიდაიგივე 
ხ| „=ხ(ხ<0) აბსცისა X=2. ამიტომ, (2,0) წერტილზე გამავა- 

ნახ. 66 ლი ვერტიკალური წრფის განტოლებაა X=8. 
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წ., წრVყს სხსპაCასხბა სასძს ბანტ(/შლებან/ 

ორ (XVI) და (X,,V,) წერტილზე გამავალი წრფის 

განტოლებას, სადაც (XX X,) და (Vი#V,) აქვს სახე 

წ»#- XV _ X” Xი. 
"წ წი X, -Xე 

  

ახლა განვიხილოთ ორცვლადიანი წრფივი (პირველი 

ხარისხის) განტოლება, რომლის ზოგადი სახეა 2X + ხV =C, სად- 

აც 9, ხ და C ნამდვილი რისხეებია, მ? და ხ ერთდროულად არ 

უდრის ნულს, X და V კი ნამდვილი ცვლადებია. იმ (X,V) წერ- 

ტილთა სიმრავლე, რომელიც აკმაყოფილებს აღნიშნულ გან- 

ტოლებას, წარმოადგენს წრფეს. ამის გამო აღნიშნულ განტო- 

ლებას წრფის ზოგად განტოლებას უწოდებენ. 

ამრიგად, წრფის ზოგადი განტოლებაა 

32X+სხV=C, 

სადაც 2, ხ და C ნამდვილი რიცხვებია, ამასთან, 3 და ხ 

არ არის ერთდროულად ნულის ტოლი, X და X კი ნამდვი- 

ლი ცვლადებია. 
ყოველივე ზემოთქმულის გათვალისწინებით ორცელადიანი 

წრფივი განტოლების შესახებ შეიძლება გავაკეთოთ შემდეგი 

დასკენა: 

1. თუ ხX70, მაშინ წრფის ზოგადი განტოლება შეიძ- 

ლება ასე გარდავქმნათ 

=-2XჯX+- წ ხ სხ? 

რაც გვაძლევს წრფის განტოლებას -ჯ დახრილობითა 

C 
და წია, ტოლი X-გადაკვეთით; 

2. თუ ხ=0, მაშინ წრფის ზოგადი განტოლებიდან ვღე- 

ბულობთ 2X=0 (ამ შემთხვევაში 9#X0, რადგან ხ=0). 

ამრიგად, თუ ხ=0, მაშინ წრფის ზოგადი განტოლება 

შეესაბამება ეერტიკალურ Xჯ =- წრფეს. 

მაგალითი 4. 2X+3#/=6 განტოლებით მოცემული წრფისათვის იპოვეთ დას- 

რილობა და V-გადაკვეეთა. 
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ლჰქცია წ. წრყხშ. წრწის განტოლებათა სძსტპმა 

ამოსსნა. ამოვხსნათ მოცემული განტოლება X»-ის მიმართ 

2 
=--X+2. 

7 3 

ამრიგად, წრფის დახრილობა –5-ის, ხოლო X-გადაკვეთა 2-ის 

ტოლია. 

წრფის განტოლების სასეებსა და შესაბამის წრფეებს შორის 

კავშირი მოცემულია ქვემოთ მოყვანილ ცხრილში: 

  

  

განტოლება ფორმულის სახელწოდება 

მX+ხV=C 

3 და ხ არ უდრის წრფის ზოგადი განტოლება 

ურთდროულად ნულს 
  

(XIXი) წერტილზე MX დახრილობით 
გამავალი წრფის განტოლება 

(Xი,Xი) და (XI,VI) წერტილებზე გამავა- 

ლი წრფის განტოლება 

V - Vი = X(X- Xი) 
  

#- 7 _ X-X 

”"” ი XIX 
  

წრფის განტოლება X დახრილობითა 

  

  

=XX+ 
7=XX+ხ და ხ-ს ტოლი V”-გადაკვეთით 

»=ხ ჰორიზონტალური წრფის განტოლება 

X=82 ვერტიკალური წრფის განტოლება       
  

6.2 წრშის აგბშბა ზეოგაL0ი განტოლების საშშალებით 

იმ შემთხვევაში, როცა წრფე მოცემულია ზოგადი განტოლების 

საშუალებით, მისი გრაფიკის აგება მოხერხებულია ორი წერტი- 

ლის – V-გადაკვეთისა და X-გადაკვეთის მოძებნით. მიღებულ ორ 

წერტილზე გამავალი წრფე იქნება სწორედ საძიებელი წრფე. 

განვიხილოთ წრფის ზოგადი განტოლება 

2X+ ხV= 0. 

თუ ამ განტოლებაში ჩავსვამთ X=0, მივიღებთ 

0%V ღერძთან გადაკვეთის წერტილს 

  

X=0=ხ#=0=57=-= წერტილი (0.<. 
ნახ, 6.8 
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#.ჰ. პარალელშრი (ა პმრპინდიჰულარ ფლი წრყმპაბძი 
  

თუ ჩავსვავთ X=0, მივიღებთ C1X ღერძთან გადაკვეთის 

წერტილს 

C C 
»X=0=>2X=0=>X=–=> წერტილი (<აI. 

2 2 

სათანადო წრფე გამოსახულია ნახ. 6.8-ზე. 

მაგალითი 5. ვიპოვოთ 2X+3V=6 განტოლებით მოცემული წრფის V»-გადაკვე- 

თა, X-გადაკვეთა და ავაგოთ შესაბამისი წრფე. 

ამოხსნა. ვიპოვოთ V-გადაკვეთა: X=0 => 37=6 => V=2, ე.ი. წრფე 0V 

ღერძს კვეთს (0,2) წერტილში. ვიპოვოთ X-გადაკვეთა: 

VX=0=>2X=6 =2X=3, ეი. წრფე 0X ღერძს კვეთს 
(30) წერტილში. მოვნიშნოთ მიღებული წერტილები 

ღერძებზე და გავატაროთ მათზე წრფე (ნახ. 6.9). 

  

ნახ. 6.9 

ნ.ჰ. პარალპლშრი #ა პშრპშნCიჰპშლარ შლი წრშმები 

გამოყეანის გარეშე მოვიყვანოთ ორი წრფის ჰა- 

რალელურობისა და ჰერჰენდიკულარობის ჰირობე- 

ბი, რომელთა გეომეტრიული ილუსტრაცია ნახ. 6.10- 
სა და 6.11-ზეა მოყვანილი. 

წრფეთა პარალელურობის პირობა: ორი არა- 

ვერტიკალური წრფე პარალელურია მაშინ და 

ნახ. 610 მხოლოდ მაშინ, თუ მათი დახრილობები ტოლია. 

ვერტიკალური წრფეები პარალელურია. 

მაგალითი 6. ჩაწერეთ (2,)) წერტილზე გამავალი წრფის განტოლება, რო- 

მელიც 2X+3»= 5 წრფის პარალელურია. 

  

ამოხსნა. ამოვხსნათ 2X+3V= 5 განტოლება V»-ის მიმართ. 

3»7=-2X+5, ,=-5X+2- 

2 
აღნიშნული წრფის დახრილობაა 65->. ახლა ჩავწეროთ 

(2,)) წერტილზე MX = -2 -ის ტოლი დახრილობით გამავალი 

წრფის განტოლება 

#-1=-3C-2), ანუ 3V+2X=7. 
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ლქძქძხძა წ. წრიმ. წრყისპ ზგანო(ჟლებათა სისტძშა 

  

წრფეთა პერპენდიკულარობის პირობა: ორი 

არავერტიკალური წრფე პერპენდიკულარუ- 
ლია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა მათი 

დახრილობების ნამრავლი -1-ის ტოლია, ე.ი. 

MXI-#X:=-1, სადაც MI) და %X2 აღნიშნულ წრფე- 

თა დახრილობებია. ვერტიკალური წრფე პორი- 

ზონტალური წრფის პერპენდიკულარულია. 

მაგალითი 7. ჩავწეროთ (2,5) წერტილზე გამავალი წრფის განტოლება, რო- 

ამოხსნა. 

პასუხი: 

მელიც პერპენდიკულარულია X+2V-6 =0 წრფისა. 

მოცემული განტოლებიდან განესაზღვროთ » 

=-1»+3. 
2 

ე.ი. წრფის დახრილობაა X, = -1. 

ამ წრფის პერპენდიკულარული წრფის დახრილობა იქნება 

X-=2, ღაეწეროთ (2,5) წერტილზე XM:=2-ის ტოლი დახრილობით 

გამავალი წრფის განტოლება V-5=2(X-2), ანუ »=2X+1. 

(2) წერტილზე X+2V-6=0 წრფის პერპენდიკულარულად გა- 
მავალი წრფის განტოლებაა V=2X+1. 

ნ.4. წრშიმ ბზანტოლძშბათა სისტშპმა 

90 

ორუცნობიან წრფივ განტოლებათა სისტემა ეწოდება შემ- 
დეგი სახის სისტემას 

2,X+ხ,»>»=0,, 

2:X+ხ,;X»X=0C,, 

სადაც, 2, ნ; და C, (1(=1,2) ნამდვილი რიცხეებია, X და V კი 

ცვლადები. 
სიმრავლე იმ (X,V) წყეილების, რომლებიც მოცემული სისტე- 

მის რომელიმე განტოლებას აკმაყოფილებენ, წარმოადგენს 

წრფეს 0CXV საკოორდინატო სიბრტყეზე. ამოვხსნათ სისტემა 

ნიშნავს ვიპოვოთ ყველა ისეთი (X,V) წყვილი, რომელიც აკმა- 

ყოფილებს სისტემაში შემავალ ორივე განტოლებას, ე.ი. ვიპო- 

ვოთ ისეთი წერტილები, რომლებიც ძევს სისტემაში მოცემული 

განტოლებებით განსაზღვრულ ორივე წრფეზე. თუ ამ წრფეებს 

აღენიშნავთ L-ითა და MI-ით, ადგილი ექნება ერთ-ერთს შემ- 

დეგი სამი შემთხვევიდან.



ხ.4. წრწVVბთი ბანტ(შლმბათა სისტშმა 

1, L, და MI წრფეები პარალელურია (ნახ. 6.12), რაც 

იმას ნიშნავს, რომ არ არსებობს ისეთი წყვილი (XX), 

რომელიც აკმაყოფილებს ორივე განტოლებას ერთ- 

დროულად, ე.ი. სისტემას ამონახსნი არ გააჩნია. 
თუ სისტემის თითოეული განტოლებიდან განესაზ- 

  

ნახ. 6.I2 ღყრავთ V-ს, მაშინ სისტემა მიიღებს შემდეგ სახეს: 

მ, C VXVC=--–-X+ ხ, 20 
ხ, ხ,” I. 

2 C 
»XC--“-X+-+-, 8მ,>#0, ხ, #0. 

ხ, 2 

I, ღა M წროეების პარალელურობა ნიშნავს. რომ მათი დახ- 

რილობები ტოლია და V-გადაკვეთები კი განსხვავებულია, ე.ი. 

2, შე ლ 0. 
ე =--- და აე -–“- 

ხ, ხ, ხ, ხ, : 

ამ ორი პირობიდან, პროპორციის თვისებებით ადვილად 

მივიღებთ, რომ 

20, _ხ, 5. 
მე ხე: CC; 

მაშასადამე, თუ ორუცნობიან წრფივ განტოლებათა სის- 

ტემის ცვლადთა კოეფიციენტები პროპორციულია და ის- 

ინი არ არიან პროპორციული თავისუფალი წევრებისა, 

მაშინ სისტემას ამონახსნი არ გააჩნია. 

2. L აა M წრყვები ერთმახესთს ემთ;ხეევა (ნახ. 6.13). ამ 

წრფეზე მდებარე ყოველი (XV) წერტილი წარმოადგენს სის- 

ტემის ამონახსნს და, მაშასადამე, სისტემას გააჩნია ამონახს- 

ნთა უსასრულო სიმრავლე. 

თუ L, და MI წრფეები ერთმანეთს ემთხვევა, მაშინ მათ აქვთ 

ტოლი დახრილობები და ტოლი V-გადაკვეთები, ე.ი. 

მ, 2, 0, _C 
და · 

ხ, ხე ხ, ხ, 
აქედან კი ვღებულობთ, რომ 

  

ნახ. 6.13 

91



ლქქცძა წ. წრწპ. წრწყის მანტი”ლებათა სძსტძშა 

  

ნას, 6.14 

მაგალითი 8. 

ამოხსნა. 
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მაშასადამე,ე თუ ორუცნობიან წრფივ გან- 

ტოლებათა სისტემის ცვლადთა კოეფიციენტები 

და თავისუფალი წევრები ერთმანეთის პრო- 

პორციულია, მაშინ სისტემას აქვს ამონახსნთა 

უსასრულო სიმრავლე. 

3. L და M წრფეები იკვეთება (X0ი,V0ი) წერტილში 

(ნახ. 6.14). (X0,Vი) წყვილი წარმოადგენს სისტემის 
ერთადერთ ამონახსნს. 

თუ L, და M წრფეები იკვეთებიან. მაშინ მათი დახრილო- 

ბები ერთმანეთისაგან განსხვავებულია, ე.ი. 

მაშასადამე, თუ ორცვლადიან წრფივ განტოლებათა 

სისტემის ცვლადთა კოეფიციენტები პროპორციულნი არ 

არიან, მაშინ სისტემას აქვს ერთადერთი ამონახსნი. 

დავადგინოთ რამდენი ამონახსნი აქვს განტოლებათა შემდეგ 

სისტემებს: 

X+2V =4, 2X – 3V =6, X+V =3, 
ა) „ ბუX V»V გ) 

3X+6V =8; –=-=<=I; 3X – V =1. 
3 2 

X +2V =4, 112.4 

32X+6#=8, 3 6. 8” 
ე.ი. ცვლადთა კოეფიციენტები პროპორციულია და ისინი არ არი– 

ან პროპორციულნი თავისუფალი წევრებისა, რაც ნიშნავს, რომ 
სისტემას არა აქვს ამონახსნი. 

2X – 3V =6, 8 – 

იიX VI 11 I 
3 2 3-2 

ცვლადთა კოეფიციენტები და თავისუფალი წევრები პრო- 

პორციულია, რაც ნიშნავს, რომ სისტემას აქვს ამონახსნთა 

უსასრულო სიმრავლე. 

X+V=3, , 1.1 
3X –V=I, 3 –I 

ცვლადთა კოეფიციენტები არ არის პროპორციული, რაც 

ნიშნავს, რომ სისტემას აქვს ერთადერთი ამონახსნი.



ლიქძშია წ. წრ შძ. წრVყიV განტოლმბათა სძსრძმა 

დამალშბა 

შეამოწმეთ თეორიული მასალის ცოდნა შემდეგი კითხვების საშუალებით: 

ი 
უ
თ
 

ი
 
>
 

10. 

რას ეწოდება არგუმენტის ნაზრდი? 

რას ეწოღება ფუნქციის ნაზრდი? 

შეიძლება თუ არა არგუმენტის ნაზრღი იყოს დადებითი და 

ფუნქციის ნაზრდი კი უარყოფითი? 

რას ეწოდება წრფის დახრილობა? 

რას უდრის ჰორიზონტალური წრფის დახრილობა? 

რას უდრის ვერტიკალური წრფის დახრილობა? 

რა გეომეტრიული შინაარსი აქეს წრფის დახრილობას? 

როგორი სახე აქეს მოცემულ წერტილზე მოცემული დახრი- 

ლობით გამავალი წრფის განტოლებას? 

როგორი სახე აქვს წრფის განტოლებას M-დახრილობითა და 

V-გადაკვეთით? 

დაახასიათეთ წრფის ზოგადი განტოლება. 

· რა კავშირია პარალელური და პერპენდიკულარული წრფეების 

დახრილობებს შორის? 
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ლპქძია წ. წრსპ, წრყია ბანტ(შლებათა სძსტჰმა 

6.1. 

62. 

62. 

6.4. 

6.5. 

6.6. 

მოცემულ წერტილთა 

წყვილზე გამავალი წრფის დახრი- 

ლობა. დახაზეთ შესაბამისი წრფე: 

ა) (1,3), (2,7); 

ბ) (-1,3), (2,3). 

იპოვეთ 

შეადგინეთ მითითებულ ჩ,და 2: 

წერტილებზე გამავალი წრფის გახ- 

ტოლება. დახაზეთ შესაბამისი წრფე: 

ა) ჩ(-2,4), XX(-4,6); 

ბ) II(-1,4),. L(-3,2); 

გ) ILI(-2.4), #X(3,-5). 

შეადგინეთ IL წერტილზე I დახრი- 

ლობით გამავალი წრფის განტო- 

ლება. დახაზეთ შესაბამისი წრფე: 

ა) 2,1), L=-3; 

ბ) -(4,-2), L=-1; 

გ) L(2,1), « არ განისაზღვრება. 

დაადგინეთ მდებარეობს თუ არა 

8(0,3) და C(I,2) წერტილები 

X2,)) წერტილზე M=3 დახრი- 

ლობით გავლებულ წრფეზე. 

იპოვეთ თ-ის ის მნიშვნელობა, 

რომლისთვისაც (თ,5) და (3,2თ) 

წერტილებზე გამავალი წრფის 

ღაჩრილობა არის 2-ის ტოლი. 

იპოვეთ =-ის ის მნიშვნელობა, 

რომლისთვისაც (თ+1,2) და (-1,თ) 

წერტილებზე გამავალი წრფის 

დახრილობა არის უარყოფითი, 

6.7. იპოეეთ თ-ის ის მნიშვნელობა რო- 
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მლისი ვისაც (2.თ-1) ღა (ი1+2,1) 

წერტილებზე გამავალი წრფის 

დახრილობა არის დადებითი. 

პრაქტიძპშლი საშარ»სი შუშბი: 

6.8. 

6.9. 

6.10. 

6.11. 

6.12. 

6.13. 

იპოვეთ VX=2X-3 და V=-3X+5 

წრფეების გადაკვეთაზე 2-ის ტოლი 

დახრილობით გავლებული წრფის 
განტოლება. 

დაწერეთ X=5X+2 და V=-X+1 

წრფეების გადაკვეთის წერტილ- 
ზე 3-იის ტოლი დახრილობით გავ- 

ლებული წრფის განტოლება. 

იპოვეთ ი-ს ყველა ის მნიშვენე- 

ლობა, რომლისთვისაც (0,2) და 

(3,-3ი) წერტილებზე გავლებული 
წრფის დახრილობა მეტია 5-ზე. 

იპოვეთ 0-ს ყეელა ის მნიშვნე- 

ლობა, რომლისთვისაც (20,-0) 

და (13) წერტილებზე გავლებუ- 
ლი წრფის დახრილობა არაუარ- 

ყოფითია. 

შეადგინეთ XL დახრილობისა და 

ხ-ს ტოლი V-გადაკვეთის მქონე 

წრფის განტოლება. ააგეთ შესა- 

ბამისი ნახაზი: 

ა) «=3,ხ=3; 

ბ)M=1,ხ=0; 

I L=--,ხ=3, 
ბ 2 

იპოვეთ მX+ხV=C ზოგადი განტო- 

ლებით მოცემული წრფის V-გა- 

დაკვეთა, X-გადაკვეთა და ააგეთ 
შესაბამისი წრფე: 

ა) 2X-V-1 =0; 

ბ) X-3=0; 

გ) /-4=0, 

დ) X=0; 

ე) V<0.



6.14. შეადგინეთ ფიქსირებულ XL წერ- 

ტილზე გამავალი მX+ხV=C წრფის 
პარალელური და პერპენდიკუ- 

ლარული წრფეების განტოლე- 
ბები: 

ა) (-2.1). 2X + 5V=3: 

ბ) (-1,3), X+2V-1 =0, 

6.15. დაადგინეთ არის თუ არა პარა- 

ლელური წრფეთა მოცემული 
წყვილები: 
ა)2X+3V=6, 3X-2V=6; 

ა)V “ს X+V=1; 

გე)X-4=0, 4X-8V=0. 

6.16. იპოვეთ თ-ის ის მნიშვნელობა, 

რომლისთვისაც 

(თ 1)X+5V=3 და (3-I)X+ 10V=4 

წრფეები პარალელურია. 

6.17. დაადგინეთ, რამდესი ამოსასსსი 

აქვს მოცემულ წრფივ განტოლე- 
ბათა სისტემას. დარწმუნდით მო- 

პრაქტიჰული საყშარ#%ი შიეუშბი 

ცემული პასუხის სისწორეში სის- 

ტემის ამოხსნით. ააგეთ შესაბა- 
მისი ნახაზი: 

X-V=I, 
ა) 

2X +3V +8= 0; 

გ 3ს +2V =9, 

4ს+3V =10; 

15X-21IV =7. 

6.18. იპოვეთ მანძილი (1,3) წერტილი- 

დან V=2X+3 წრფემდე. 
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ლშძქძია / 

წრფივი მოდელები ეკონომიპაში 

ნებისმიერი ბიზნესის მიზანია მოგების მიღება. საბაზრო ეკო- 

ნომიკის პირობებში ეს მრავალ ფაქტორზეა დამოკიდებული. 

თითოეული ფაქტორი რაოდენობრივად შეიძლება დახასიათდეს. 

გარკვეული რიცხვებით გამოსახული ფაქტორების ურთიერთდა- 

მოკიდებულებას ფუნქციის ხასიათი გააჩნია. მათემატიკურ წი- 

ნადადებას, რომელიც ამ ფუნქციონალურ დამოკიდებულებას აღ- 

წერს, მათემატიკური მოდელი ეწოდება. ეს წინადადება შეიძ- 

ლება განტოლების, უტოლობის ან სხვა სახით იყოს ჩაწერილი. 

ამ ლექციაში გავეცნობით ეკონომიკის წრფყიე მოდელებს. 

ამ შემთხვევაში დამოუკიდებელი ცვლადის როლში გამოშვე- 

ბული „როდუქციის რაოღენობა ან დრო გამოდის, ხოლო დამო- 

კიდებული ცვლადის როლში კი ეკონომიკის ესა თუ ის მახასი- 

ათებელი სიდიდე. როცა მათ შორის დამოკიდებულება წრფი- 

ვია, მაშინ სათანადო მათემატიკური მოდელიც წრფივია. ეს 

უმარტივესი შემთხვევაა. იგი საკმარისად კარგად აღწერს ეკო- 

ნომიკური პროცესების არსებით მხარეებს. უფრო დეტალურ გა- 

ნხილვას არაწრფივ მათემატიკურ მოდელებამდე მიეყავართ. 

7.,, #ანასარწიმს წრშიში მ(უდშლი 
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პროდუქციის გამოშვებაზე ფირმის მიერ გაწეული დანახარ- 

ჯები ორგეარია: ფიქსირებული დანახარჯები (LIX6ძ C05(5) და 

ცვლადი დანახარჯები (Vვოგხ16 C05C). ფიქსირებული დანახარ- 

ჯები არ არის დამოკიდებული გამოშვებული პროდუქციის რაო- 

ღენობაზე. ასეთია, მაგალითად. იჯარის გადასახადი, დამღქევა, 

ხელმძღვანელ თახამშრომელთა ხელფასი და სხვა. ცვლადი და- 

ნახარჯები კი დამოკიდებულია წარმოებული პროდუქციის რა- 

ოდენობაზე. ასეთია, მაგალითად, პროდუქციის წარმოებისათვის 

აუყილებელი ნედლეულის შეძენაზე დახარჯული თანხა, მუშების 

ხელყასი და სხვა. სრული დანახარჯი ამ ორი სახის დანახარჯის 

ჯამის ტოლია. 

თუ სრულ ცელად დანახარჯს 9-თი აღენიშნავთ, სრულ ფიქ- 

სირებულ დანახარჯს ხ-თი, ხოლო სრულ დანახარჯს C-თი 

(C050, მაშინ შეგვიძლია დავწეროთ, რომ



  

შენიშვნა. 

მაგალითი 1. 

ამოხსნა. 

7. დანახსარX#»Vს წრპიხაი მ(7დმლძი 

C=32+ხ. (I) 
გამოშვებული პროდუქციის რაოდენობა აღვნიშნოთ X-ით. 

მაშინ ცხადია, რომ 8 არის X-ის ფუნქცია: 2 = 9(X). 

ამ ფუნქციის ცხადი სახის დასადგენად შემოვიღოთ პროდუ- 

ქციის, ერთეულის საწარმოებლად გაწეული ცელადი დანახ- 

არჯი და აღვნიშნოთ იგი M-თი. თუ ახლა დავუშვებთ, რომ 

სრული ცვლადი დანახარჯი გამოშვებული პროდუქციის რაო- 

დენობის პირდაპირპროპორციულად იცელება, მაშინ შეგვიძ- 

ლია დავწეროთ, რომ 

%X)=MX, L=00%ი5( (2) 

და მაშასადამე, (1) და (2) ფორმულების გამოყენებით გვექნება 

C(CX)=VX+ ხ. (3) 

მიღებული განტოლება წარმოადგენს 

დანახარჯის წრფივ მოდელს. გრაფიკუ- 

ლად იგი არის წრფე, რომლის M დახრი- 

ლობა პროდუქციის ერთეულზე გაწეული 
ცვლადი დანახარჯის, ხოლო V-გადაკვეთა 

ხ სრული ფიქსირებული დანახარჯის ტო–- 

ლია (ნახ. 7.1). 

ეკონომიკური შინაარსიდან გამომდინარე წრფივი მოდელების 

გრაფიკები ძირითადად პირველ მეოთხედში აიგება. 

ვთქვათ, 1 კგ ყავის მარცვლის წარმოებაზე გაწეული ცვლადი 

დანახარჯია §0,5, ხოლო ფირმის ფიქსირებული დანახარჯია 

§300. 

ა) ავაგოთ სრული დანახარჯის წრფივი მოდელი; ბ) ვიპო- 

ვოთ 200 კგ ყავის მარცვლის საწარმოებლად გაწეული სრული 

დანახარჯი; გ) ავაგოთ გრაფიკი. 

ა) თუ ფირმა აწარმოებს X კგ ყავის მარცეალს, მაშინ (3) ფორ- 

მულის თანახმად სრული დანახარჯის მათემატიკურ მოდელს 

ექნება სახე: 

C(X)1=0,5X+300. 

ბ) როცა X = 200, მაშინ CX200) = 0,5 · 200 +300 = 400(§5), ე.ი. 

200კგ ყაეის მარცვლის წარმოებაზე ფირმა ხარჯაეს §400-ს. 
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მაგალითი 2. 

ამოხსნა. 

გ) 0XC საკოორდინატო სიბრტყეზე სათანადო 

გრაფიკის – წრფის ასაგებად საკმარისია ორი 

წერტილის კოორდინატების ცოდნა. ერთი წერ- 

ტილი ამოცანის პირობიდან უკვე ცნობილია. ესაა 

V-გადაკვეთა ანუ (0, 300), მეორე წერტილად ავი- 

ღოთ ბ) კითხვის პასუხად მიღებული შედეგი: (200, 

400) მასშტაბების სათანადოდ შერჩევის შემდეგ 

გრაფიკს ექნება ნახ. 7.2-ზე მოცემული სახე. 

სრული დანახარჯის (3) მათემატიკურ მოდელში შემავალი M# 

და ხ პარამეტრები შესაბამისი შინაარსის ი და MI რაოდენო- 

ბის ცალკეულ კომპონენტთა ჯამებს წარმოადგენს: 

M=52,M,, (4 

ხ=პბეხ,.. (5 

გამომცემელმა ავტორს ხელნაწერში ჰონორარის სახით 5 000 

ლარი გადაუხადა თითო გვერდის კომპიუტერული აწყობა- 

დაკაბადონება 1 ლარი ჯდება; მისი ბეჭდვა და ყდაში ჩასმა 3 

თეთრი. ქაღალდის ერთ შეკვრაში 500 ცალი ფურცელია და 10 
ლარი ღირს, ყდის დიზაინი – 50 ლარი. ყდის ყოველი ეგზემ- 

პლარის ფერადად ბეჭდვა 90 თეთრი ჯდება. ვიპოვოთ 500 

გვერდიანი წიგნის გამოცემაზე გამომცემლის მიერ გაწეული 

სრული დანახარჯი და ერთი ეგზემპლარის თვითღირებულება, 

თუ ტირაჟია: ა) 500 ეგზემპლარი; ბ) 1 000 ეგზემპლარი. 

ამოცანის შინაარსიდან გამომდინარე, სამართლიანია სრული 

დანახარჯების წრფივი მოდელის გამოყენება. თუ ტირაჟს X-ით 

აღენიხშსავთ, სრულ. დასახარჯს კი C-თი, მაშინ (3) ფორმულის 

თანახმად გვექნება: 

C(CX) = MXX+ხ. 

XL და ხ პარამეტრების (4) და (5) ფორმულების გამოყენებით 

დასადგენად, ამოცანის პირობაში მოცემული მონაცემები დავა- 

ჯგუფოთ ფიქსირებული და ცვლადი დანახარჯების მიხედვით. 

ფიქსირებულ დანახარჯებს განეკუთვნება: 

1. საავტორო ჰონორარი; აღვნიშნოთ იგი ხ,-ით: 

ხ; = 5 000 (ლარი);



7., დანახარჯის წრწყიჰი შ(/დშლი 

2. ტექსტის აწყობა-დაკაბადონების ხარჯები; აღვნიშნოთ 

იგი ხ;-ით: 

ხვ; = 500 · I = 500 (ლარი); 

3. ყდის დიზაინის ღირებულება; აღვნიშნოთ იგი ხკ-ით: 

ხკ = 50 (ლარი); 

სრული ფიქსირებული დანახარჯი ხ ამ სამი სიდიდის ჯამის 

ტოლი იქნება (თ =3 მე-(5) ფორმულაში): 

3 
ხ= > _ხ, =5 000+500+50 =5 550 (ლარი). 

1=! 

ცყლად დასასარჯებს განეკუთვნება: 

1. წიგნის ერთი ეგზემპლარის ბეჭდვა და ყდაში ჩასმა; აღე- 

ნიშნოთ იგი XI-ით. ამოცანის პირობის თანახმად: 

X, = 500 · 0,03 = 15 (ლარი); 

2. ერთი ეგზემპლარისთვის საჭირო ქაღალდის 250 ფურც- 

ლის ღირებულება L2: 

10 
ML =250: 500 =5 (ლარი); 

3. ერთი ეგზემპლარის ყდის ფერადად ბეჭდვის ღირებულება 

M3: 

Lკ = 0,9 (ლარი). 

წიგნის ერთი ეგზემპლარის გამოსაცემად საჭირო ცვლადი 

ღანახარჯი L ამ სამი სიღიდღის ჯამის ტოლი იქნება (ი =3 მე-(4) 

ფორმულაში): 

3 
L = > LM, =15+5+0,9=20,9 (ლარი). 

I=I 

თუ ხ და XV პარამეტრების მიღებულ მნიშვნელობებს (3) 

ფორმულაში შევიტანთ, მაშინ წიგნის გამოცემისათვის საჭირო 

სრული ღანახარჯის წრფიეი მოდელი შემდეგი ცხადი სახით 

ჩაიწერება: 

C(X) = 20,9X + 5 550. 

ა) როცა ტირაჟია 500 ეგზემპლარი, ე.ი. როცა X = 500 უკანა- 

სკნელი ფორმულიდან მივიღებთ: 

C(500) = 20,9 · 500 + 5 550 =10 450 + 5 550 =16 000 (ლარი); 
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პასუხი: 

ერთი ეგზემპლარის თვითღირებულება იქნება 

C(500) _ 16 000 
500 500 

ბ) როცა ტირაჟია 1000 ეგზემპლარი, მაშინ 

  =32 (ლარი); 

C(I 000) = 20.9 ·1 000+ 5 550=26 450 (ლარი); 

ერთი ეგზემპლარის თვითღირებულება კი იქნება 

26 450 
1 000 =20,45 (ლარი). 

მაშასადამე ტირაჟის გაორმაგებით ერთი ეგზემპლარი 

წიგნის თვითღირებულება შემცირდა 32 - 26,45 = 555 ლარით. 

ა) 500 ეგზემპლარი წიგნის გამოცემაზე გაწეული სრული დანა- 

ხარჯის შეადგენს I60 000 ლარს, ხოლო ერთი ეგზემპლარის 

თვითღირებულება 32 ლარს; 

ბ) 1 000 ეგგემპლარი წიგნის გამოცემაზე გაწეული სრული 

დანახარჯი შეადგენს 26450 ლარს, ხოლო ერთი ეგზემპლარის 

თვითღირებულება 26,45 ლარს. 

7.2. შპმისაშლის წრშიში მ/7-”მლი 

  

ნახ. 7-7 

100 

ფირმის მიერ გამოშვებული პროდუქციის საცალო ფასი აღე- 

ნიშნოთ ჯ-თი (MIICბ). დავუშვათ, რომ ჯ მუდმივია. მაშინ, თუ ფი- 

რმის მიერ გამოშვებული და გაყიდულია პროდუქციის X რაო- 

დენობა, მის მიერ მიღებული შემოსავალი ამ რაოდენობის 

პირდაპირპროპორციული იქნება თუ შემოსავალს I%(X)-ით 

(წიVბისბ) აღვნიშნავთ, შეგვიძლია დავწეროთ, რომ 

IL00=%იX. (6) 

მაშასადამე, როცა საცალო ფასი მუდმივია, 

მაშინ შემოსავალი გაყიდული პროდუქციის 

რაოდენობის წრფივი ფუნქციაა. (6) განტოლე- 

ბას შემოსავლის წრფივი მოდელი ეწოდება. 

სათანადო გრაფიკს აქვს ნახ. 73-ზე მოცემული სახე. 

როგორც ვხედაეთ, შემოსავლის ფუნქციის გრა- 

ფიკი გადის კოორდინატთა სათავეზე: თუ პროდუ- 

ქცია არ იყიდება, მაშინ X=0 და შემოსავალიც ნუ- 
ლის ტოლი იქნება.



მაგალითი 3. 

ამოხსნა. 

  

ნახ. 7.4 

7.ყ. მ(/მების წრყძაძ მI(/-ძლი 

ფირმის მიერ გამოშვებული პროდუქციის საცალო ფასია §50. 

ა) ავაგოთ შემოსავლის წრფივი მოდელი; ბ) რისი ტოლია შემო- 

სავალი, თუ გაყიდული პროდუქციის რაოდენობაა 20? გ) აე- 

აგოთ გრაფიკი. 

ა) (6) ფორმულის თანახმად LL(X) = 50X; 

ბ) X=20 = L(20)= 50:20 = 1 000 (§), 

ე.ი. თუ გაყიდული პროდუქციის რაოდენობაა 

20, მაშინ ფირმის მიერ მიღებული შემოსავა- 

ლია 3§1 000; 

გ) შესაბამის გრაფიკს აქვს ნახ. 74-ზე მო- 

ცემული სახე, 

7.ქ. მ(უგძბიმს წრშიში მუმლი 

  

   

ფირმის მიერ მიღებული მოგება წარმოადგენს სხვაო- 

ბას ფირმის მიერ მიღებულ შემოსავალსა და გაწეულ 

სრულ დანახარჯს შორის. თუ მოგების ფუნქციას აღვნიშნავთ 

L(X)-ით (LI90VIL), მაშინ 

IX) = IX) - C(X) . 

შემოსავლისა და დანახარჯის (6) და (3) წრფივი მოდ- 

ელების გათვალისწინებით მიეიღებთ 

LCIC)=სX-(-X+ხ)=(ი-X)X-ხ. C7) 

მაშასადამე, მოგების ფუნქცია I(CX) არის 

წრფივი ფუნქცია 0-X დახრილობითა და -სნ-ს 

ტოლი V-გადაკვეთით. -ხ<0, რადგან ხ ფიქ- 

სირებული დანახარჯი დადებითია. 

ეკონომიკა რენტაბელურია, როცა პრო- 

დუქციის საცალო ფასი აღემატება ამ პრო- 

დუქციის გამოშვებაზე გაწეულ დანახარჯის, 

ს რც)“ (0-ბ-ს ე.ი. ი0>X=60-X>0, რაც ნიშნავს, რომ მო- 

გების ფუნქცია ზრდადია. შესაბამის გრაფიკს 
  

X აქვს ნახ. 7.5-ზე მოცემული სახე. 

მოგების ფუნქციას უფრო დაწერილებით შემ- 

დეგ პუნქტში განვიხილავთ. 
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ლძქძია 7. წრწიაი შძ(7დმელები/ ძჰ(76/ჟშიძა ში 
  

მაგალითი 4. ფირმის ფიქსირებული დანახარჯია §80 000. ფირმის მიერ პრო- 

ამოსსნა. 

ჰასუხი: 

დუქციის ერთეულის გამოშვებაზე გაწეული სრული ცელაღი 
დასასარჯია §25, ხოლო პროდუქციის საცალო ფასია §75. ავა- 

გოთ მოგების წრფივი მოდელი. 

ამოცანის პირობის თანახმად ხ = 80 000, <=25 და §=75. მო- 

გების წრფივი მათემატიკური მოდელის აღმწერ (7) განტო- 

ლებაში ამ მონაცემების შეტანით, მივიღებთ: 

M(X)= 75X -(25X+80 000)=50X-80 000. 

მოგების წრფივ მოდელს აქვს სასე 

რ02)= 50X - 80 000. 

7.4. ნფლოშანი მოგშბძს ანალიზი 

მაგალითი 5. 

ამოხსნა. 
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თუ ფირმის მიერ გაწეული სრული დანახარჯი აღემატება 

პროდუქციის გაყიდვისაგან მიღებულ შემოსავალს 

ILCX) < C(X) => IXX) = ILCX) - CCX) <0, (8) 
მაშინ ფირმას აქვს მარალი. 

თუ ფირმის შემოსავალი აღემატება სრულ დანახარჯს 

IC) > CC:) =ა LCI) = IL(X) - CC9 > 0, (9) 
მაშის ფირმის მუშაობა მოშცებიანია. 

პროდუქციის იმ X=X0იე რაოდენობას, რომლისთვისაც 

სრული დანახარჯი უტოლდება შემოსავალს 

ILCXი) = C(X0) => IXXი) = IL(X0) - C(Xი)=0, (10) 

ე.ი. როდესაც ფირმას არც მოგება აქვს და არც ზარალი, 

ეწოდება ნულოვანი მოგების (8+92L – LV6ი) წერტილი. 

მაგალითი 4-ის პირობებში: ა) ვიპოვოთ ნულოვანი მოგების წერ- 

ტილი; ბ) ავაგოთ მოგების ფუნქციის გრაფიკი; გ) გამოეთვა- 

ლოთ ნულოვანი მოგების წერტილის შესაბამისი შემოსავალი 

და სრული დანახარჯი. 

ა) I(X6) =0 => 50Xე – 80 000 =0 => Xე =1 600. 

ამრიგად. ფირმას ნულოეანი მოგება ექნება, თუ გამოშეებუ- 

ლი პროდუქციის რაოდენობაა | 600.



  

ნულოეანი მოგების 

წერტილი 
ნას. 7.6 

VI ა I(სა) 7:+ 

    

      

    

I7(X)–(ნ-M#)X- 

X”ი 

ნულოვანი მოგების 
წერტილი 

ნახ. 7.8 

     
V »=C(X) 

––- : – 

ნახ, 7.9 X CI
 

უ
 

9
 LI 7 

C 
| 

L" > LI თ X |   
  

  

  

ნახ. 7.10 

VI „V=C% 
წ7= MC) 

X<0 წ - 

- »ი “ IC. X 

7 ნას. 7.II 

8) ხნ<X 
–_ – ა _ XI. 

-ხ IXX)=-|0-MXI X-ხ 

ნახ. 7.12 

7.4. ნთ“ ყანი მ(/ბმბძს პნალიზი 

ბ) ნულოვანი მოგების Xა= I 600 წერტილში 

მოგების ფუნქციის გრაფიკი კეეთს 0X ღერძს 

X-= 1600 წერტილში (იხ. ნახ. 7.6) და (10) ფორ- 
მულის ძალით გვაქვს 

IX1 600) =0 =' LI 600) = C(1 600). 

ნულოვანი მოგების წერტილი არის აგრეთვე 

0XV სიბრტყეზე იმ წერტილის აბსცისა, რომელ- 

შიც შემოსავლის ფუნქციის გრაფიკი კვეთს სრუ- 

ლი დანახარჯის ფუნქციის გრაფიკს (იხ. ნახ. 7.7). 

ბ) ნულოვანი მოგების წერტილის შესაბამისი 

შემოსაეალი და სრული დანახარჯი ერთმანე- 
თის ტოლია და (10) ფორმულის ძალით უდრის 

MI 600) = C(I 600) = 120 000(%). 

ამრიგად, თუ გამოშვებული და გაყიდული 

პროდუქციის რაოდენობა ნაკლებია X„--ზე, მაშინ 

ფირმას აქვს მარალი, ე.ი. სამართლიანია (8), 

ხოლო, თუ გამოშვებული და გაყიდული პრო- 

დუქციის რაოდენობა აღემატება Xე-ს, მაშინ ფი- 

რმა მოგებაშია, ანუ მართებულია (9). 

რენტაბელური ეკონომიკის პირობებში, რო- 

გორც ითქვა, პროდუქციის საცალო ფასი აღემა- 

ტება პროდუქციი“ ერთეულზე გაწეულ ცვლად 
დანახარჯს, ე.ი. 90>L. ასეთ შემთხვევაში შემო- 

სავლისა და სრული დანახარჯის ფუნქციათა 

გრაფიკები იკვეთება დადებითი X-სათვის (მა- 

გალითად, იხ. ნახ. 7.7). ამ შემთხვევაში ILLCX) 

მოგების ფუნქცია ზრდადია და მისი გრაფიკი 

0X ღერძს გადაკვეთს დადებით X=Xა წერ- 

ტილში (იხ. ნახ. 7.8). 

იმ შემთხვევაში, როცა 0=%, სრული დანახა- 

რჯისა და შემოსავლის ფუნქციების გრაფიკები 

ერთმანეთს არ კეეთს (იხ. ნას. 7. 9). ამ შემთხ- 

ვევაში გრაფიკები პარალელურია, შარალი მუდ- 

მივია და იგი ხ-ს ტოლია (იხ. ნახ. 7.10). 

როცა ნ <V ეს გრაფიკები ერთმანეთს კვეთს 

უარყოფითი X-სათვის (იხ. ნახ. 7.11). ამ შემთხ- 

ვევაში მოგების ფუნქცია კლებადია, ზარალი კი 

ზრდადია: რაც მეტი პროდუქცია იქნება გამოშ- 

ვებული, მით მეტი იქნება ზარალი (იხ. ნახ.7.12). 
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7.9. შ(უ0)სუშნის წრშიში მოღძლი 
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საბაზრო ეკონომიკის ერთ-ერთი უმნიშვნელოვანესი ცნებაა 

მოთხოვნა (მ0ბოჯიძ). მოთხოვნა გადახდისუხარიანი მოთხოენი- 

ლებაა. მომხმარებლის მიერ პროდუქციის შესყიდვის მოცუ- 

ლობა ანუ მოთხოვნის მოცულობა დამოკიდებულია პროდუქციის 

ფასზე. დადგენილია, რომ სხვა თანაბარ პირობებში (C2X(0II§ 

ჩვოხსა), რაც უფრო მაღალია პროდუქციის ფასი, მით 

უფრო ნაკლები რაოდენობით ყიდულობს მას მომხმარე- 

ბელი და, პირიქით, თუ პროდუქციაზე ფასებმა იკლო, მა- 

შინ მასზე მოთხოვნა გაიზრდება. 

დავუშვათ, ფირმის ან ეკონომიკის რომელიმე დარგის მიერ 

გამოშვებული პროდუქციის რაოდენობა საკმაოდ დიდია. ასეთ 

შემთხვევაში პროდუქცია „კარგად გაიყიდება“, თუ მისი საცა- 

ლო ფასი შედარებით დაბალი იქნება. რაც უფრო მეტი პრო- 

დუქცია იქნება გამოტანილი ბაზარზე, მით ნაკლები იქნება 

მისი ფასი, ე.ი. პროდუქციის ი საცალო ფასი (ჩIIC-0) დამოკიდე- 

ბულია ამ პროდუქციის X რაოდენობაზე. დავუშვათ, რომ ეს და- 

მოკიდებულება არის წრფივი, ე.ი. აქვს შემდეგი სახე 

MI(X) = 2X+ ხხ, (11) 

სადაც X არის გაყიდული პროდუქციის რაოდენობა, 32 და ხ კი 

მუდმივებია. X-ის ზრდასთან ერთად საცალო ფასი #0 მცირდება, 

ამიტომ 92<0 და 9V9(X) ფუნქცია კლებადია. 

(11) განტოლება, სადაც X არის გაყიდული 

პროდუქციის რაოდენობა, ს კი პროდუქციის 

საცალო ფასი, არის მოთხოვნის წრფივი მოდე- 

ლი, მისი შესაბამისი გრაფიკია წრფე, რომელიც 

0X ღერძთან ადგენს ბლაგვ კუთხეს და მოცემულია 

სახ. 7.I3-ზე. 
ი(X)<8X+ხ გავარკვიოთ ხ პარამეტრის ეკონომიკური შინა- 

მ<0 არსი (11) განტოლებაში. ცხადია, როცა §ხ=ხ>0, მა- 

შინ X=0, ე.ი როდესაც საცალო ფასი არის ხ-ს ტო- 

ხ X ლი, მაშინ განხილულ პროდუქციაზე მოთხოვნა არ 

ნახ. 713 8 არსებობს. ამრიგად, ხ პარამეტრი დადებითია და 

პროდუქციის საცალო ფასი ბაზარზე შემოსაზღვრუ- 

ლია ამ ხ რიცხეით.



7.ხ. მიწ(შდების წრV9ძიყი შ(/დპლი 

ხ 
ასევე, ცხადია, როდესაც ი=0, მაშინ X=-–>0. ამიტომ 

2 

ხ 
-- რიცხვი მიუთითებს ბაზრის მაქსიმალურ მოთხოვნას. 

2 

მაგალითი 6. საქონლის საცალო ფასი შემცირდა §10-დან §38-მდე. ამან გა- 

მოიწვია ის, რომ ერთ თეეში 1) 000 ცალის ნაცვლად გაიყიდა 

2000 ცალი საქონელი. ვიპოვოთ მოთხოვნის წრფივი მოდელი. 

ამოხსნა. გაყიდული საქონლის რაოდენობა აღვნიშნოთ X-ით, ხოლო 

0(X)-ით – საქონლის ერთეულის ფასი დოლარებში. დავუშვათ, 

რომ ეს ორი სიდიდე წრფივადაა ერთმანეთზე დამოკიდებული. 

მაშინ სამართლიანია მოთხოვნის წრფივი მოდელის (11) სახით 

გამოყენება: 

0(X) = მX+ხ, 

სადაც მ და ხ საძიებელი მუდმივებია. 

ამოცანის პირობიდან გამომდინარე ამ განტოლებას აკმაყო- 

ფილებს რიცხეთა შემდეგი ორი წყვილი (1 000,10) და (2 000,8), 

ე.ი. 2 და ხ მუდმივები მოიძებნება შემდეგი სისტემიდან: 

_ – _ ზ-10 _ ს 0002+ხ. _ |2==-ეიი –| 000' –. შაი 
8=2 0008გ+ხ, ხ=10–1 0009, ხ=12. 

პასუხი: მოთხოვნის განტოლებაა 

M(X) = -0,002X + 12. 

7.6. მმიწუდშბის წრშიში მუ ძლი 

მოთხოვნასთან ერთად საბაზრო ეკონომიკის უმნიშვნელო- 

ვანესი ცნებაა მიწოდება (5სხიIV). მიწოდება საბაზრო ურთიერ- 

თობაში მოთხოვნის მეორე მხარეა. მიწოდება ნიშნავს გამყიდვე- 

ლის სურვილს გაიტანოს ესა თუ ის პროდუქცია ბაზარზე გასაყი- 

დად. დადგენილია, რომ სხვა თანაბარ პირობებში (C2(CII%5 

ნჩაოსყ5), რაც უფრო მაღალია ფასი, მით უფრო მეტი პროდუ- 

ქცია მიეწოდება მომხმარებელს და პირიქით, თუ პრო- 

დუქციაზე ფასმა იკლო, მაშინ მისი მიწოდება მცირდება. 

დავუშვათ, პროდუქციის მიმწოდებელს სურს გაყიდოს X რა- 

ოდენობის პროდუქცია, რომლის საცალო ფასია ს. ცხადია, მას 
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მაგალითი 7. 

ამოხსნა. 

ნს(X)=0,01X+13    

სურს რაც შეიძლება მეტი პროდუქცია გაყიდოს რაც 

შეიძლება მეტ ფასად (თუ იყიდება, მიმწოდებელი უმა- 

ტებს ფასს). 

დავუშვათ დამოკიდებულება პროდუქციის სა- 

ცალო ფასსა და პროდუქციის იმ რაოდენობას 

შორის, რომელიც მწარმოებელს სურს გაყიდოს 

არის წრფივი, ე.ი. 

ი(X) = CX+ძ, (12) 

სადაც ჯX მიწოდებული პროდუქციის რაოდენობაა, C და 

ძ კი მუდმივებია. 

X-ის ზრდასთან ერთად საცალო ფასი L იზრდება, 

ამიტომ C >0 და #I(CX) ფუნქცია ზრდადია. 

(12) განტოლება, სადაც X არის მიწოდებული პროდუქ- 

ციის რაოდენობა, ი კი საცალო ფასი, მიწოდების წრფივი 

მოდელია. მისი შესაბამისი გრაფიკია წრფე, რომელიც 0X 

ღერძთან ადგენს მახვეილ კუთხეს და მოცემულია ნახ. 7.14-ზე. 

დავადგინოთ ძ ჰარამეტრის ეკონომიკური შინაარსი. 

რადგან ფასი ყოველთვის დადებითია, ამიტომ ძ პარამეტ- 

რიც დადებითია: ძ>0. ვიდრე პროდუქციის საცალო ფასი არ 

გადააჭარბებს ძ სიდიდეს, მიმწოდებელი არ შეიტანს პროდუქ- 

ციას ბაზარზე. 

ფერმერს ვაშლი მაშინ შეაქვს ბაზარზე გასაყიდად, როცა ერთი 

კილოგრამის ფასი 3 ლარს გადააჭარბებს. როცა 1 კილოგრამი 

ვაშლის ფასი 4 ლარი იყო, გაიყიდა 100 კილოგრამი. ააგეთ 

მიწოდების წრფივი მოდელი და შესაბამისი გრაფიკი. 

მიწოდების წრფივ მოდელს ზოგადად აქვს (12) სახე 

M(X) = CX +ძ. 

კონკრეტული შემთხვევისათვის საჭიროა C და ძ 

პარამყტრების ცოდნა. ძ მოცემულია ამოცანის პირო- 

ბით: ძ = 3. მეორე, C პარამეტრის საპოვნელად ამოვ- 

ხსნათ განტოლება 

4 = 100-C+13, 
საიდანაც C=0,01. მაშასადამე, მიწოდების საძიებელ 

წრფივ მოდელს აქვს შემდეგი სახე: 

ხ(X) = 0,01X+ 3. 

სათანადო გრაფიკი მოცემულია ნახ. 7.15-ზე.



7.7. საბაზრო 

მაგალითი 8. 

  

    

   

7.7, საბაზრო წონასწორობის წრყძაი მოდელი 

წონასწორობმს წრშიში მოდელი 

თუ რაიმე პროდუქციის საცალო ფასი საკმაოდ მაღალია, 

მაშინ მომხმარებლები მას ნაკლები რაოდენობით იყიდიან. თუ 

პროდუქციის საცალო ფასი საკმაოდ დაბალი იქნება, მაშინ 
მიმწოდებელმა აღნიშნული პროდუქცია შეიძლება არც კი გაყ- 

იდოს. საბაზრო ეკონომიკის პირობებში პროდუქციის საცალო 

ჟანს აქეს ტენდეხყია დააკმაყოფილოს როგორც მიმწოდებე- 

ლის, ასევე მომხმარებლის ინტერეხები, ე.ი. საცალო ფასი უნდა 

იყოს ისეთი, რომ მიმწოდებელს სურდეს ამ პროდუქციის გა- 

ყიდვა და მყიდველს კი შეეძლოს მისი ყიდვა. ასეთ მდგომარე- 

ობას კი ადგილი ექნება მაშინ, როცა ბაზარზე მიწოდებული 

პროდუქციის რაოდენობა გაუტოლდება ამ პროდუქციაზე მოთ- 

ხოვნის რაოდენობას, ე.ი როცა მოთხოვნისა და მიწოდების 

ფუჩქციათა გრაფიკები ერთმაჩეთს გადაკვეთს. 

საილუსტრაციოდ განვიხილოთ კონკრეტული შემთხვევა. 

პროდუქციაზე მოთხოვნის ფუნქციაა 0=25-2X, ხოლო მიწოდე- 

ბის ფუნქცია 0=3X+5. პროდუქციის რა რაოდენობისათვის 

გაუტოლდება ერთმანეთს მოთხოვნისა და მიწოდების ფასები. 

რისი ტოლია აღნიშნული ფასი? ავაგოთ სათანადო გრაფიკი. 

  

      

ამოხსნა. 25 – 2Xე= 3X0+5 = X-ა=4, ჩნი= 0(4) = 178). 

პასუხი: თუ ბაზარზე გამოტანილი იქნება აღნიშნული პროდუქციის 4 

ერთეული, იგი მთლიანად გაი- 

ყიდება და შესაბამისი საცალო 

ფასი იქნება §17. 

(417) წერტილს უწოდებენ ხა- 
ი ნ=3X+5 ბაზრო წონასწორობის წერტილს, 

წონასწორული 25 (4.17) არის საბაზრო ხი“ 817 მნიშვნელობას კი – წო- 

საბაზრო ფაი კუ ' წაესასწორობის წერტილი ნასწორულ საბაზრო ფასს. 

5 ' მოიხოენა 0525-2X სათანადო გრაფიკს აქეს ნახ. 

90 X« X 7.16-ზე მოცემული სახე. 

ნას. 7.I6 საზოგადოდ, (Xი,იი) წერ- 

ტილს, რომელშიც გადაიკვე- 
ო თება მოთხოვნისა და მიწო- 

; საამი დების ფუნქციების გრაფიკე- 
(X,%) არის საბახრო ბი, ეწოდება საბაზრო წონას- 

წონასწორული, 7 – ?იციასწორობის წერტილი 

საბაზრო ფასი ძ    
   

წორობის წერტილი, ხოლო 

ხ-ს წონასწორული საბაზრო 
მოთსოენა 0=8,X+ხ, 

  

ლ >
2
>
L
L
-
-
-
-
 

»X
 ფასი (იხ. ნახ. 7.17). 

ნახ. 7.17 
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ლძქძ0ძა 7. წრშიჰVი შ//დმელები ძძ(16(ჟმიჰა ში 

აშკარაა, რომ გაწონასწორებული ბაზარი წარმოადგენს 
იდეალურ ვარიანტს. ამ იდეალური ეარიანტის შესაბამისი წო- 

ნასწორული საბაზრო ფასი და პროდუქციის წონასწორული 
სიდიდე გასისაბღერება განტოლებათა შემდეგი სისტემის ამო- 

ხსნით 

საა” 03) 

ი =0X+ძ. 

(13) სისტემის (Xა,იი) ამონახსნი განსაზღვრაეს მოთხოვნის და 

მიწოდების წრფეების საერთო წერტილის კოორდინატებს. 

7.მ. ამურტმზაძძმის წრშიში მუმლი 

108 

შენიშვნა. 

პროდუქციის წარმოების ან მომსახურების გაწევის პროცესში 
ფირმები იყენებენ მათ ხელთ არსებულ ძირითად აქტივებს. 

ძირითადი აქტივები მოიცავს ყველა იმ მატერიალურ-ნივ- 

თობრივ ფასეულობას, რომლებიც ერთ წელზე მეტი ხნის გან- 

მავლობაში მრავალჯერადად ან განუწყვეტლივ გამოიყენება 

წარმოების ან მომსახურების პროცესში და რომელთა მინი- 

მალური ღირებულებაც აღემატება სახელმწიფოს მიერ დაწე- 
სებულ ოდენობას. 

საქართველოს კანონმდებლობით ძირითადი აქტივების მინი- 

მალურ ღირებულებად 1 000 ლარია დაწესებული. 

ძირითადი აქტივების საწყის ღირებულებას შეადგენს შესყ- 

იდვის ფასი, ადგილზე მიტანის, დატვირთვა-გადმოტვირთვის, 

მონტაჟის ხარჯები და სხვა. 

ძირითადი აქტივები მოხმარების პროცესში თავის ღირებუ- 

ლებას თანდათან კარგავენ დროთა განმავლობაში ცჟეეთის გა- 

მო. ძირითადი აქტიეები ფიზიკურ ცვეთას განიცდიან ექსპლუა- 

ტაციის შედეგად, აგრეთეე ბუნებრივი ძალების ზემოქმედებით, 

სხლიო მორალერს ტექსიკურს პროგრესის შედეგად. 

დროთა განმავლობაში ძირითადი აქტივების ღირებუ- 

ლების შემცირების პროცესს ამორტიზაცია ეწოდება, ხო- 

ლო მათ მიმდინარე ღირებულებას – ნარჩენი ღირებუ- 
ლება. 

ნარჩენი ღირებულება, როგორც წესი, გამოითელება ყო- 

ველი კალენდარული წლის ბოლოს. ამიტომ დროის საბაშისო 

ერთეულიაღ წელიწაღია მიღებული. ზოგჯერ საჭირო ხდება ნა- 

რჩენი ღირებულების გამოთვლა არასრული კალენდარული



მაგალითი 9. 

ამოსსნა. 

პასუხი: 

7.ყ. ამ(ყ(რტისაძVიის წრყყში მედმლი 

წლისთეის., ასეთ შემთხეევაში საჭიროა ექსპლუატაციის პერი- 

ოდის წლობით გამოსახვა. 

თუ საწყის ღირებულებას I ასოთი აღენიშნავთ, ხოლო L 

წლის შემდეგ ნარჩენ ღირებულებას 5 ასოთი, მაშინ სხვაობა 

5-IL გვიჩვენებს თუ შეძენიდან L წლის გასვლის შემდეგ რა 
ოდენობით შემცირდა ძირითადი აქტივების ღირებულება. ცხა- 

დია, ეს სიდიდე იქნება უარყიფითი. 

დავუშვათ, რომ ექსპლუატაციის შედეგად ძირითადი აქტი- 

ვების ღირებულება დროის პროპორციულად მცირდება, მაშინ 

შეგვიძლია დავწეროთ, რომ 

5-I=VM9V, (44) 

სადაც ( არის წლობით გაზომილი დრო, ხოლო II) პროპორ- 

ციულობის კოეფიციენტი. ამ უკანასკნელის ეკონომიკური ში- 

საარსის დასადგეხად (14) ფორმულა ასე გადავწეროთ 

_§8-I 
= –« · 

ამ ფორმულიდან ცხადია, რომ I გვიჩვენებს თუ რა სიდი- 

დღით მცირდება ყოველწლიურად ძირითადი აქტივების 

ღირებულება. მას საამორტიზაციო დანარიცხი ეწოდება. 

იგი უარყოფითი სიდიდეა: წ) < 0. 

დანადგარის საწყისი ღირებულებაა 100 000 ლარი. 30 თეის 

ექსპლუატაციის შემდეგ მისმა ნარჩენმა ღირებულებამ შეადგინა 

50 000 ლარი. ვიპოვოთ საამორტიზაციო დანარიცხი. 

თ” (15) 

საამორტიზაციო დანარიცხის გამოსათვლელად ვისარგებლოთ 

(15) ფორმულით. ამოცანის პირობის თანახმად: I=100 000 ლარს, 

5=50 000 ლარს. ეინაიდან. დროის საბაზისო ერთეულად წელი- 

წადია არჩეული, ექსპლუატაციის თვეებით მოცემული ხანგრ- 

ძლივობა გადავიყვანოთ წლებში: 

30 
=–=–=2,5 , (=52 (წელი) 

მაშინ, (15) ფორმულის თანახმად გვექნება: 

_ 50 000 – 100 000 _ _„ი იიი არი | 
  

2,2 წელი 

ლარი 
საამორტიზაციო დანარიცხია – 20 000 წელი 
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ლძქძ0ძმა 7. წრ ყიშ/ი შ(ედმლაბი 2ძ!76(9შიჰა შ/ 
  

შენიშვნა. 

საამორტიზაციო დანარიცხის აბსოლუტური მნიშვნე- 

ლობის შეფარდებას საწყის ღირებულებასთან ამორტი- 

ზაციის ნორმა ეწოდება. თუ ამორტიზაციის ნორმას LL ასოთი 

აღვნიშნავთ, მაშინ შეგვიძლია დავწეროთ, რომ 

_ თიI_ ითი 
–, (16) 

· I L 
საიდანაც 

ი =-IIL, (17) 

ყოველი სახელმწიფო ძირითადი აქტივების სხვადასხვა სა- 

ხეობისათვის აწესებს ამორტიზაციის განსხვავებულ წლიურ 

ნორმას. როგორც წესი, ამორტიზაციის ნორმა პროცენტით სა- 

ხელდება, ანუ სახელდება I გამრავლებული 100-ზე. აღენიშ- 

ნოთ ეს სიდიდე IIი-ით, ე.ი. 

ს =ჯ:100= – “100, ტ8) 

საიდანაც 

ი = –0,01-I1ე1. (19) 

საქართველოს კანონმდებლობით შენობისა და ნაგებობისათ- 

ვის ამორტიზაციის წლიური ნორმა 5%-ია, სარკინიგზო, საზღ- 

ვაო და სამდინარო სატრანსპორტო საშუალებისათვის – 8%, 

მრეწეელობის ყეელა დარგის მანქანა-დანადგარებისათვის – 
20% ღა ა.შ. 

მაგალითი 10. ვიპოვოთ ამორტიზაციის ნორმა მაგალითი 9-ის შემთხვევაში. 

ამოხსნა. 

პასუხი: 

I10 

ვისარგებლოთ (16) ფორმულით. მაგალითი 9-ის პირობის თა- 

ნახმად I=100 000 ლარს, ხოლო პასუხის მიხედეით ამორტიზა- 

ციის დანარიცხია თ ==20 000 =2-9 
წელი 

მაშასადამ <20 000 0,2, ხ 18 რმ მ 'ი ლი –---= - დაძე, L=– უელ “თ2, ხოლო (18) ფორმულით მივი 

ღებთ IIე =IL·100=0,2-100=20%. 

ამორტიზაციის ნორმა არის 0,2 ანუ 20%. 

როცა თ პროპორციულობის კოეფიციენტი (14) ფორ- 

მულაში დროზე არაა დამოკიდებული ანუ მუდმივია, მა- 

შინ ნარჩენი 5() ღირებულება დროის წრფივი ფუნქციაა: 

5(() = L+ იიL. (20)



„მაგალითი 11. 

ამოსსნა. 

პასუხი: 

7.0. ამ(/რტიწსაციძს წრშიაი მ(7დპლი 

(20) განტოლება ამორტიზაციის წრფივი მოდელია ამო- 

რტიზაციის დანარიცხით. 

თუ (20) განტოლებაში (17) და (19) ფორმულებიდან რიგ- 

რიგობით შევიტანთ Iი-ს, მივიღებთ: 

5(()=1-<-III(= I1 – ი, (წ4)) 

5((0) =1 – 0,01|L)1L = I(1 – 0,01ILაზ). (22) 

(21) და (22) განტოლებები ამორტიზაციის ფწრფივი 

მოდელებია ამორტიზაციის ნორმით. 

ფიზიკურმა პირმა შეიძინა ერთოთახიანი ბინა 20 000 ლარად 

და 5 კომპიუტერი, თითოეული 1 200 ლარად. ის დარეგისტრირდა 

ინდივიდუალურ მეწარმედ და კალენდარული წლის ღასაწყისში 

დაიწყო ისფორმატიკის სწავლება. ეკონომიკური საქმიანობი- 

სთვის გამოყენებული ქონების წლიური გადასახადი მის ქა- 

ლაქში 1%-ია. რამდენი ლარი ექნება მას ქონების წლიური გა- 

დასახადის სახით გადასახდელი მეორე წლის ბოლოს, თუ ამორ- 

ტიზაციის ნორმა ბინაზე 5%-ია, თითოეულ კომპიუტერზე კი 20%. 

გადასახადის საძიებელი ოდენობის გამოსაანგარიშებლად ჯერ 

ვიპოვოთ ეკონომიკურ საქმიანობაში გამოყენებული ქონების 

ბხნსს და კომპიუტერების ნარჩენი ღირებულების ჯამი მეორე 

წლის ბოლოს. ამ მიბნით ვისარგებლოთ ამორტიზაციის წრფივი 

მოდელის (22) ფორმულით, როცა 1=2, ბინის ნარჩენი ღირებუ- 

ლება მეორე წლის ბოლოს იქნება 

5, =20 0000 –0,05:2)=18 000 (ლარი), 

5 კომპიუტერისა კი – 

§, =5. I 200(I–<0,2:2)=3 600 (ლარი). 

მაშასადამე, ეკონომიკურ საქმიანობაში ინდივიდუალური მე- 

წარმის მიერ გამოყენებული ქონების ჯამური ნარჩენი ღირე- 

ბულება მეორე წლის ბოლოს იქნება 

5=5, +5ე =18 000+3 600=21 600 (ლარი). 

შესაბამისად, 1%-იანი დაბეგვრის პირობებში მეორე წლის ბო- 

ლოს წლიური გადასახადის ოდენობა ტოლი იქნება 

0,01-5=0,01-21 600=216 (ლარი). 

ქონების წლიური გადასახადი მეორე წლის ბოლოს ტოლია 

216 ლარის. 

III



ლშქძია 7. წრწყიბი შ(7დმლუბი ძჰ(ი)6(/შიძა ში 

#აპმალამბა 

შეამოწმეთ თეორიული მასალის ცოდნა შემდეგი კითხვების საშუალებით: 
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10. 

11. 

44. 

15. 

16. 

17. 

რას ეწოდება მათემატიკური მოდელი? 

როდისაა ეკონომიკის მათემატიკური მოდელი წრფივი? 
განმარტეთ და დაახასიათეთ ფიქსირებული და ცელადი 

დანახარჯები, 

განმარტეთ სრული დანახარჯი. 

როდისაა ცვლადი დანახარჯი გამოშვებული პროდუქციის 

რაოდენობის წრფივი ფუნქცია? 

აღწერეთ დანახარჯის წრფივი მოდელი და შესაბამისი 

გრაფიკი, 

რა ეკონომიკური შინაარსი აქვთ სრული დანახარჯის მა- 

თემატიკურ მოდელში შემავალს MX და ხ პარამეტრებს? 
როდისაა შემოსავალი გაყიდული პროდუქციის რაოდენო- 

ბის წრფივი ფუნქცია? 

რა არის მოთხოვნა და როგორაა იგი დამოკიდებული 

პროდუქციის ფასზე? 

აღწერეთ მოთხოვნის წრფიეი მოდელი და შესაბამისი 

გრაფიკი. 

რა არის მიწოდება და როგორაა იგი დამოკიდებული 

პროდუქციის ფასზე? 

აღწერეთ მიწოდების წრფივი მოდელი და შესაბამისი 

გრაფიკი. 

განმარტეთ საბაზრო წონასწორობის წერტილი და წო- 

ნასწორული საბაზრო ფასი. 

რას ეწოდება ძირითადი აქტივები? 

რას ეწოდება ამორტიზაცია? ნარჩენი ღირებულება? 
რას ეწოდება საამორტიზაციო დანარიცხი? ამორტიზაციის 

ნორმა? 

აღწერეთ ამორტიზაციის წრფივი მოდელები.



7.1. 

7.2. 

7.3. 

74. 

ფირმა აწარმოებს სკამებს. თითო- 

ეული სკამის წარმოებაზე გაწეუ- 

ლი ცვლადი დანახარჯია §25. ფირ- 
მის ფიქსირებული დანახარჯი შეა- 

დგეხნს §3 000. 

ა) ააგეთ დანახარჯების წრფივი 

მოდელი და შესაბამისი გრა- 

ფიკი, 
ბ) რისი ტოლია 100 ცალი სკამის 

წარმოებაზე გაწეული სრული 
დანახარჯი? 

7 ტ ოქროს მოპოვებაზე გაწეული 

სრული დანახარჯია 11 500, ხო- 

ლო 15 ტ ოქროს მოპოვებაზე გაწე- 

ული სრული დანახარჯი – §1 800. 

ა) იპოვეთ ფიქსირებული დანახა- 

რჯი და 1 ტ ოქროს მოპოვე- 

ბაზე გაწეული ცვლადი დანახ- 
არჯი. 

ბ) ააგეთ დანახარჯის წრფივი 

მოდელი და შესაბამისი გრა- 

ფიკი; 

გ) რისი ტოლია 20 ტ ოქროს მო- 

პოვებაზე გაწეული სრული და- 
ნახარჯი? 

პროდუქციის. საცილო. ფასია §40. 

ააგეთ შემოსავლის წრფივი მო- 

დელი და მისი გრაფიკი. რისი 

ტოლია შემოსავალი, თუ გამოშ- 

ვებული და გაყიდული პროდუ- 
ქციის რაოდენობაა 300? 

თუ ფირმა გამოუშვებს და გაყი- 

ღის 5იი ცალ ტელეეიზორს, მაშინ 

მისი შემოსავალი იქნება §80 000. 

ა) რისი ტოლია ტელევიზორის 

საცალო ფასი? 
ბ) ააგეთ შემოსავლის წრფივი 

მოდელი; 

ლშძძძა 7. წრწVიძჰი მ(/დმლმბძ” მძ(76(7მიპა ში 

პრაქტმძ შლი სამარX%ი შუპბი: 

75. 

7.6. 

77. 

გ) რისი ტოლია ფირმის მიერ მი- 

ღებული შემოსავალი, თუ გა- 

მოშვებული და გაყიდულია 300 

ცალი ტელევიზორი? 

ფირმის სრული ფიქსირებული და- 

ნახარჯი შეადგენს 3400. პროდუ- 

ქციის თითოეულ ერთეულზე გა- 
წეული ცვლადი დანახარჯია 142, 
ხოლო პროდუქციის საცალო ფა- 

სია 34. ააგეთ მოგების წრფივი 

მოდელი და შესაბამისი გრაფიკი. 

რისი ტოლია მოგება, თუ გამოშ- 

ვებული და გაყიდული პროდუქ- 
ციის რაოდენობაა: 

ა) 100 ცალი; 

ბ) 200 ცალი; 

გ) 300 ცალი. 

ფირმის ფიქსირებული დანახარჯი 

შეადგენს §240. პროდუქციის თითო- 

ეულ ერთეულზე გაწეული ცვლადი 
დანახარჯია §3,50, ხოლო პრო- 

დუქციის საცალო ფასია 312. 

ა) იპოვეთ ნულოვანი მოგების წე- 

რტილი; 

ბ) რისი ტოლია ნულოვანი მოგე- 

ბის შესაბამისი შემოსავალი და 

სრული დანახარჯი? ააგეთ შე- 

საბამისი გრაფიკი. 

ფირმის სრული ფიქსირებული და- 

ნახარჯია §5 000. პროდუქციის თი- 

თოეულ ერთეულზე გაწეული ცვლა- 
დი დანახარჯია §3,50, ხოლო პრო- 

დუქციის საცალო ფასია §6. 

ა) იპოვეთ ნულოეანი მოგების წე- 

რტილი; 

ბ) პროდუქციის რა რაოდენობაა 

გამოშვებული და გაყიდული, 
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ლძქძძა 7. წრყიში მოდელები ჰმჰ(7ნ(შშიძა ში 

7.8. 

7.9. 

თუ ფირმის მოგება §1 000-ის 

ტოლია? 

გ) რისი ტოლია ზარალი, თუ გა- 

მოშვებული და გაყიდული ჰპრო- 

დუქციის რაოდენობაა 1 500? 

ააგეთ შესაბამისი გრაფიკი. 

დანახარჯების წრფივი მოდელია 

C(X) =2,8X + 600. 

ა) იპოვეთ ნულოვანი მოგების წე- 

რტილი, თუ პროდუქციის საცა- 

ლო ფასია 34: 

ბ) ცნობილია, რომ გამოშვებული 

და გაყიდული პროდუქციის რა- 

ოდენობა არ იქნება 450-ზე ნა- 
კლები. რისი ტოლი უნდა იყოს 

პროდუქციის საცალო ფასი, რომ 

ფირმამ არ იზარალოს? ააგეთ 
შესაბამისი გრაფიკი. 

დანახარჯების წრფივი მოდელია 

C(X) = 2,5X +300. 

ა) იპოვეთ ნულოვანი მოგების წე- 

რტილი, თუ პროდუქციის საცა- 

ლო ფასია §5; 

ბ) ცნობილია, რომ გამოშვებული 

და გაყიდული პროდუქციის რა- 
ოდესობა არ იქნება 150-ზე ნა- 

კლები. რისი ტოლი უნდა იყოს 

საცალო ფასი, რომ ფირმამ არ 

იზარალოს? ააგეთ შესაბამისი 

გრაფიკი. 

7.10. იპოვეთ საბაზრო წონასწორობის 

II4 

წერტილი და წონასწორული სა- 

ბაზრო ყასს მო თსოვნისა და მი- 

წოდების შემდეგი ფუნქციებისათ- 

ვის: 

7.11. 

ა) მოთხოვნა: 0=-X+6, მიწოდე- 

ბა: 9=X+3; 

ბ) მოთხოვნა: 0 = -3X+ 12, მიწო- 

დება: 9=2X+ 5; 

გ) მოთხოვნა: 0=-10X+25, მი- 

წოდება: 6= 5X+ 10; 

დ) მოთხოვნა: 0=-0,1X+2, მი- 

წოდება: ი=0,2X+ I. 

ააგეთ შესაბამისი გრაფიკები. 

დანადგარის საწყისი ღირებუ- 

ლებაა §50 000. 54 თვის ექსპლუ- 

ატაციის შემდეგ მისი ნარჩენი 

ღირებულებაა §5 000. 

ა) განსაზღვრეთ 

ზაციო დანარიცხი; 

ბ) ააგეთ ამორტიზაციის წრფივი 

მოდელი და შესაბამისი გრა- 

ფიკი; 

საამორტი- 

გ) რისი ტოლია დანადგარის ღი- 

რებულება 3 წლის შემდეგ? 
7.12. რისი ტოლი იყო შენობის საწყისი 

7.13. 

ღირებულება, თუ ნარჩენი ღირე- 

ბულებაა §50 000 და ექსპლუატა- 

ციის დაწყებიდან გასულია 10 წე- 
ლი. ამორტიზაციის ნორმა 0,05-ია. 

ააგეთ ამორტიზაციის წრფივი 

მოდელი და შესაბამისი გრაფიკი. 

იახტის საწყისი ღირებულებაა 

41 000 000. ექსპლუატაციიდან რა 

დროის შემდეგ იქნება მისი ნარ- 

ჩენი ღირებულება 14640 000, თუ 

ამორტიზაციის ნორმაა 8%?



ლშქძმია გ 

ფინანსური მათემატიპის ელჭმენტები 

ჟინანსური მათემატიკა ფინანსური ანალიზის შემადგენელი 

ნაწილია. ფინანსური მათემატიკის ძირითადი დანიშნულებაა 

ფინანსური ოპერაციების ადეკვატური მათემატიკური მოდელე- 

ბის შექმნა და მათი მეშვეობით ე.წ. ფინანსური ინსტრუმენტე- 

ბის პარამეტრების გაანგარიშება. იმისდა მიხედვით, თუ რა 

პრობლემაა გადასაწყვეტი და რა სიღრმითაა მისი შესწავლა 

საჭირო, ფინანსური მათემატიკა იყენებს მათემატიკის სხვა- 
დასხეა დარგში მიღებულ შედეგებს და კვლეეის მეთოდებს: 

ზოგ შემთხეეეაში ელემენტარული მათემატიკაც კი საკმარისია, 

მაგრამ უმეტეს შემთხვევებში უმაღლესი მათემატიკის აპარატის 

გამოყენება ხდება საჭირო. უფრო მეტიც, თანამედროვე ფინან- 

სური მათემატიკის წინაშე ისეთი პრობლემებიც დგას, რომელ- 

თა სრულფასოვანი გადაწყვეტა ჯერ კიდევ არაა მიღწეული. 

მ.,, დრ(იშის შაქტორი შინანსშრ უპმრაძმაბში 

შენიშვნა 1. 

მაგალითად, 

ამ ლექციაში შევისწავლით ფინანსური მათემატიკის ფუძემ- 

დებლურ ცნებებს და იმ კლასიკურ მათემატიკურ მოდელებს, 

რომლებიც ფართოდ გამოიყენება პრაქტიკაში. 

ერთ-ერთ უძველეს ფინანსურ ინსტრუმენტს ფულის პრო- 

ცენტით გასესხება წარმოადგენს. 

პროცენტი (191650 ამ შემოხეე>ვაში არის ის ფულადი საშ- 

ღაური (სარგებელი), რასაც გამსესხებელი (კრედიტორი) იღებს 

მსესსებლისგან (დებიტორისაგან) „სელის გამართვისა“ და 

დროის ფაქტორის გამო. 

ეკონომიკაში, კერძოდ კი ფინანსურ ანალიზში, ტერმინი „პრო- 

ცენტი“ ორი მნიშვნელობით იხმარება: ერთის მხრივ, ის გამო- 

იყენება იმ აზრით, რაც წინა აბზაცში ითქვა (1ი(9X6%), და მეო- 

რეს მსრიე, ჩვეულებრივი გაგებით ანუ როგორც რიცხვის მეა- 

სედი ნაწილი (ჩიL CტიL, ჩ0ILCბ6ი(286). 

წინადადება „ჯერ კიდევ ძველ საბერძნეთში სესხზე წლიური 

საზღაური იცვლებოდა სესხის 10%-დან 30%-მდე წელიწადში“ 

ნიშნავს შემდეგს: თუ გასესხებული იყო 50 ლითონის მონეტა, 

I15
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116 

მაშინ კრედიტორი დებიტორისგან სარგებელის სახით იღებდა 

5-დან 15 მონეტამდე 

29 0-5. 06 30=151. 
100 100 

რა იგულისხმება „დროის ფაქტორის“ ქვეშ? 

საყოველთაოდაა ცნობილი გამოთქმა – „დრო ფულია“. ამ 

მოკლე ფრაზაში ასახულია ის ობიექტური კანონზომიერება, 

რომ ფულის მსყიდველობითი უნარი დროთა განმავლობაში, 

როგორც წესი. მცირდება. ფულის ერთი და იგივე რაოდენობა 

„დღეს და „ხვალ' სხვადასხვა ფასეულობისაა. მაშასადამე, 

კრედიტორი გარკვეული დროით ფულის გასესხებისას ამ 

შესაძლო ზარალის თავიდან აცილების მიზნითაც ათანხმებს 
დებიტორთან იმ თანხის ოდენობას, რაც გაცემულ ვალთან 

(კრედიტთან) ერთად უნდა დაიბრუნოს. 

ამრიგად, თუ სესხად გაცემულ საწყის თანხას LX ასოთი 

აღენიშნავთ (ჩიბაბი( V9IVC), მომავალში, სესხის დაფარეის მო- 

მენტში დასაბრუნებელ თანხას კი L ასოთი (სს V2IV9), 

ხოლო პროცენტს ანუ სესხის საზღაურს LI ასოთი (1IიL0L050), მა- 

შინ შეგვიძლია დავწეროთ, რომ 

L=ნ+L (1) 

როგორც წესი, კრედიტორი და დებიტორი აფორმებენ ხელ- 

შეკჯრულებას. რომელშიც მკაფიოდ არის დაფიქსირებული, თუ 

როდის გაიცა კრედიტი და როდის უნდა მოხდეს ვალის სრუ- 

ლად გასტუმრება. ამასთანავე, ხელშეკრულებაშივეა დათქ- 
მული, თუ როგორ მოხდება პროცენტის გაანგარიშება და 

როგორი იქნება დროის მიხედვით მისი დაბრუნების გრაფიკი 

ანუ როგორი იქნება პროცენტის დროითი სტრუქტურა. 

მათემატიკის ენაზე ეს ნიშნავს შემდეგს. 
ხელშეკრულება ფაქტობრივად შეიცავს პროცენტის დროზე 

დამოკხდებულების აღწერას. ამიტომ, თუე დროს დამოუკიდე- 

ბელ ცელადად განეიხილავთ და (L ((თC) ასოთი აღვნიშნავთ, 

მაშინ ხელშეკრულების არსიდან გამომდინარე შესაძლებელი 

იქნება პროცენტის, როგორც დროის LI = ILს) ჟფუნეციის სახით 

ანალიზურად ჩაწერა. 

ამდენად, დრო არსებით როლს თამაშობს ფინანსური ოპ- 

ერაციების მათემატიკური მოდელირების პროცესში. ამიტომ, 

შემოვიღოთ მასთან დაკაეშარებული რამდენიმე ძირითადი 
განსაზღვრება.



შენიშვნა 2. 

შენიშვნა 3. 

ყ.,I “რის ყაქტ(/რ/ი VIნანსწVრ ()პქმრაძძპბში 

სესხის გაცემის მომენტიდან ვალის სრულად გასტუმრების 

მომენტამდე დროის შუალედს ეწოდება ხესხის პერიოდი. ეს 

სიდიდე I ასოთი აღვნიშნოთ. იგი შეიძლება ნებისმიერი იყოს. 

ამიტომ, საჭიროა დროის რაიმე სტანდარტული საბაზისო შუ- 

ალედის შემოღება, რომელთან მიმართებაშიც მოხდება ან- 

გარიშსწორება. დროის ამ ძირითად საბაზისო ერთეულად, 

როგორც წესი, წყლიწადს (#იის31) ირჩევენ. 

როცა დროის საბაზისო ერთეული წელიწადია, მაშინ დროის 

უფრო მცირე ინტერვალები – კვარტალი, თეე, კვირა, დღე და 

I 1.1 1 
საათი შესაბამისად წელიწადის 241252365 და 3760 ნაწი- 

ლებით გამოისახება. 

სესხის პერიოდს, იმისდა მიხედეით, თუ დროში როგორაა 

სტრუქტურირებული პროცენტის გადახდა, ყოფენ შუალედებად. 

დროის შუალედს, რომლის ბოლო მომენტშიც ხდება დათქ- 

მული ოდენობით პროცენტის გადახდა დარიცხვის ჰერიოდი 

ეწოდება. დარიცხვის პერიოდი « ასოთი აღვნიშნოთ. 

თუ სესხის პერიოდი I დაყოფილია M თანაბარ შუალედად, 

მაშინ ცხადია, რომ 

I = M4§, (2) 

ხოლო მიმდინარე დროის ( მომენტისათვის კი შეგვიძლია დავ- 

წეროთ, რომ 

L=%ი%, 0=0,1,2,...,M, (3) 

სადაც ი არის დარიცხვის პერიოდის რიგითი ნომერი. თუ 1ე-ით 

აღვნიშნავთ ი-ური დარიცხვის პერიოდის ბოლოს გადახდილი 

პროცენტის ოდენობას, მაშინ პროცენტის სრული ოდენობისა- 

თვის გვექნება 

I=2,. (4) 

ზოგიერთი ფინანსური ოპერაციის დროს დარიცხვა ხდება და- 

რიცხვის პერიოდის დასაწყისში. ამ შემთხეევისათვის (4) ფორ- 

მულა მიიღებს სახეს: 

M-1 

I=% ს. (5) 
ი=0 
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თუ დარიცხვის პერიოდი ემთხვევა დროის საბაზისო ერთე- 

ულს, მაგალითად წელიწადს, მაშინ პროცენტის გადახდას 

ეფექტური დარიცხეა ეწოდება. 
ყოველი %« დარიცსვის პერიოდის შემდეგ XL საწყისი თასხის 

ზრდის პროცესს თახხის დაგროვება ეწოდება. 

ღროის ნებისმიერი 0<(<1L მომენტისათვის საწყისი XL თან- 

ხის და ამ მომენტისათვის პროცენტის ოდენობის ჯამს მიმდი- 

ნარე თანხა ეწოდება. აღვნიშნოთ იგი II(C§)-თი. მაშინ, ცხადია 

IC0=X+IC), 0<1<1, (6) 

სადაც ICI) მოიცემა (4) ან (59) ფორმულით. 

დარიცსვის პერიოდი ჩვენ « ასოთი გვაქვს აღნიშნული, მისი 

მიმდინარე რიგითი ნომერი კი M-ით (იხ. ფორმულა (3)). ამიტომ, 

თუ LLC8) = ICი4)-ს #ა-ით აღვნიშნავთ, ხოლო IC0)-ს კი Iი-ით, 

მაშინ (6) ფორმულა შემდეგი სახით ჩაიწერება: 

L =IL+I , ი=1,2,3,..., M-1,. (7) 

სესსის პერიოდის ბოლოს ანუ (=LI=M64 მომენტისათვის 

(იხ. (2) სრულად დაბრუნებული ვალის ოდენობას დაგროვილი 

თანხა ეწოდება (იხ. ფორმულა (1). 

მ.2 საპრუძმენტო გზანაჰმში0 
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პროცესტი შეიძლება განვიხილოთ როგორც „სესხის ფასის“ 

აბსოლუტური მნიშენელობა, რასაც იხდის დებიტორი. ცნობი- 

ლია, რაც დიდია სესხი, მით უფრო დიდია მისი ფასი. იგი არსე- 

ბითადაა დამოკიდებული საწყისი თანხის ოდენობაზე და ამი- 

ტომ, ნაკლებად გამოსადეგია საკრედიტო-საფინანსო პოლიტი- 

კის დაგეგმვის და წარმართვის საქმეში. 

კრედიტორისათვის მნიშვნელოვანია იცოდეს, თუ ფულის 

ყრეელი გასესხებული ერთეული რა მოგებას მოუტანს და- 

რიცხვის ყოველი პერიოდის ბოლოს. ასევე, დებიტორისათვის 

მნიშენელოვანია იცოდეს, თუ რა ფასი უნდა გადაიხადოს 

ვალად აღებული ფულის ყოველ ერთეულმე დარიცხვის თი- 

თოეული პერიოდის ბოლოს. ამიტომ, საკრედიტო ოპერაციების 

მათემატიკური მოდელირებისათვი ფართოდ გამოიყენება 

ფარდობითი მაჩვენებლები. 

კრედიტის. როგორც ფინანსური ინსტრუმენტის, ერთ-ერთი 

ასეთი მაჩვენებელია საპროცენტო განაკეეთი (IიL6I69%( IL2L6).



9,2. საპრ(/0პნტი” განაჰპშთი 

სწორედ ის გვიჩვენებს, თუ ფულის თითოეულ ერთეულზე პრო- 

ცენტის რა ოდენობა მოდის. იგი განისაზღვრება როგორც პრო- 

ცენტის შეჟარდება შესაბამის თანხასთან და 1 ასოთი აღინიშ- 

ნება. მისი ეკონომიკური შინაარსის საჩვენებლად ჩავწეროთ 

მთელი სესხის პერიოდისთვის 1 საპროცენტო განაკეეთის გა- 

მოსათვლელი ფორმულა შემდეგი სახით: 

0-6. (8) 

ჩვეულებრივი წილადის სახით ჩაწერილი ეს ფორმულა 
გეიჩვენებსს თუ მნიშენელის (საწყისი თანხის) რა ნაწილს 

შეადგენს მრიცხველი (პროცენტი). ცხადია, მიღებული რიცხვი 

განყენებულია – უგანზომილებოა. მას საპროცენტო განაკვეთი 

(წი1ტ»05( IL2(0, ILიLსჯი) ეწოდება. 

როგორც წესი, ხელშეკრულებაში ფიქსირდება საპროცენტო 

განაკვეთი საბაზისო ერთეულთან მიმართებაში. თუ საბაზისო 

ერთეულად წელიწადია არჩეული, მაშინ მას წლიური საპრო- 

ცენტო განაკვეთი ეწოდება, აქედან გამომდინარეობს, რომ, თუ 

სესხის პერიოდი M წელია, მაშინ 1 წლიური საპროცენტო გა- 

I 
ნაკვეთია 1= 4, აქედან (8) ფორმულის გათვალისწინებით 

” 

(9) 

საპროცენტო განაკვეთი ხშირად %-ით სახელდება ანუ სა- 

ხელდება L ან 1 გამრავლებული 100-ზე. აღვნიშნოთ ეს სიდიდე 

L-ით. მაშინ ცხადია, 

+. =1,7:100, L=1-100. (10) 
0 

ამ სიდიდეების ფინანსური შინაარსი შემდეგია: თუ 10 ან 1 

(ფორმულები (8) და (9)) გვიჩეენებს ფულის ერთი ერთეულის 
წილად მოსულ პროცენტს (სარგებელს), მაშინ IL და IL Cფორ- 

მულა (10)) იძლევა ფულის 100 ერთეულის წილად მოსულ პრო- 

ცენტს (სარგებელს). 

როცა დათქმულია წლიური საპროცენტო 1 განაკვეთი, მა- 

შის მიმდისარე თანხის I (§) ფუნქციის კონკრეტულ სახეს ანუ 

მის დროზე დამოკიდებულების ხასიათს განაპირობებს ის მე- 

თოდი, რომლითაც ხდება პროცენტის დარიცხვა. 

განასხვავებენ პროცენტის დარიცხვის მარტივ, რთულ, 

შერეულ, უწყვეტ და სხვა მეთოდებს. თითოეულ ამ მეთოდს 

II9



”=2ძ0ძია ბ. სძნანსური მათეეატიჰის ელმშენტებ/ 

შენიშ ვნა 4. 

თავისი გამოყენების მიზანი და არეალი გააჩნია და საბოლოო 

ანგარიშში, მივყავართ საკრედიტო ოპერაციების ერთმანეთის- 

გან განსხვავებულ მათემატიკურ მოდელებამდე. 

ამ ლექციაში განხილული ცხებები და მეთოდები ფართოდ გამო- 

იყენება არა მარტო პირდაპირი გაგებით სესხის გაცემასთან 

დაკავშირებულ შემთხვევებში. ისინი გამოსადეგია მიმდინარე 

ან დაგროვილი თანხის გამოსაანგარიშებლად ყველა იმ შემთს- 

ვევაში, როცა შემდეგი მოგების მიზნით ხდება ფულადი თანხის 

რაიმე სახით იჩნეესტირება. მაგალითად, მოქალაქის მიერ დანა- 
ზოგი თანხის ანაბრის სახით ბანკში დაბანდება ან ობლიგაციე- 

ბის შეძესა, პროდუქციის კრედიტში გაყიდვა და ა.შ. 

მ.კ. მარტიშ0ი პრუძპანტი 
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დავიწყოთ მარტივი პროცენტის (5იი16 1ი(ი-§) მეთოდის 

განხილვით. 

ეოქეათ. IL საწყისი თანხა გასესხებულია 1 წლიური საპრო- 

ცენტო განაკვეთით და პროცენტის დარიცსვა ხდება შემდეგი 

წესით: დარიცხვის ყოველი მიმდინარე პერიოდის ბოლოს თან- 

ხას ემატება საწყისი თანხის 1 წილი ანუ I-L. მაშასადამე, და- 
რიცხვის პირველი პერიოდის ბოლოს მიმდინარე თანხა იქნება 

ს =ნ+Iნ=L6VC+V9. 

მყორე, პერიოდის ბოლოს ეს თანხა კიდევ II სიდიდით 

გაიზრდება და გახდება 

#, =# +I0ი= ნ0V+1)+Iნ = I +2). 

მესამე პერიოდის ბოლოს უკვე ეს თანსა გაიზრდება IL 

სიდიდით და იქნება 

#, = I, +)ნ =ნ60+20+Iნ = LV +3». 

და ა. შ. დარიცხვის მე-ი პერიოდის ბოლოს მიმდინარე თანხის 

მარტივი პროცენტის მეთოდით გამოსათვლელ ფორმულას 
ექნება სახე: 

# =MI+ი), 0<ი<M. (11) 
(7) და (11) ფორმულების შედარება გვაძლევს 

Iი =IიL,



ყ.ჰ. მარტიში პროუ0ჰნტი 

მაგალითი 1. ბანკის მიერ 1000 ლარი გასესხებულია 9%-იანი წლიური 
საპროცენტო განაკვეთით. რას უდრის მიმდინარე თანხის 
ოდენობა მეოთხე წლის ბოლოს, თუ ბანკი იყენებს მარტი- 
ვი პროცენტით დარიცხვის მეთოდს? 

ამოხსნა. ვისარგებლოთ (II) ფორმულით. პირობის თანახმად 

?=1 000, (I=0009 «ი=4. 
მაშასადამე, 

წ, = I 000(1 + 0,09 · 4) =1 000 · I,36= I 360 (ლარი). 

პასუხი: 1 360 ლარი. 

შენიშვნა ჟე. საწყისი და მიმდინარე თანხების L, I), M2, Lვ,...,M, მიმდეე- 

რობა მარტივი პროცენტის შემთხვევაში ადგენს არითმეტიკულ 

პროგრესიას, რომლის პირველი წეერია I და სხვაობაა I-L. 

გაჩეაზოგაღოთ (I1) ფორმულა. ეთქვათ, საბაზისო ერთე- 

ულია წელიწადი. 
თუ დარიცხვის პერიოდიც წელიწადია, ე. ი. გვაქვს ეფექ- 

ტური დარიცხვა, მაშინ (11) ფორმულაში ს ნიშნავს წლების 

რაოდენობას. თუკი დარიცხვის პერიოდად ავიღებთ კვარ- 

ტალს, თვეს, დღეს და ა.შ. მაშინ მიმდინარე გადასახადი #, 

კვარტლის, I; თვის, იკ დღის და ა.შ. იქნება შესაბამისად 

”ს+ 4 1! ის+ წ) 1! 0ს++2.I| და ა.შ. აქედან გა- 

მომდინარეობს, რომ საბაზისო ერთეულად წელიწადის აღების 

შემთხვევაში, თუ მის ნებისმიერ მთელის ჯერად ან წილად ნა- 

წილს L ასოთი აღვნიშნავთ, მაშინ (11) ფორმულის საფუძველზე 

შეგვიძლია დავწეროთ, რომ 

IC) =LVI+I0, 0<(<7. (L2) 

ამრიგად, მარტივი პროცენტის შემთხვევაში მიმდინარე 

თანხა დროის წრფივი ფუნქციაა (იხ. ნახ. 8.I). 

(1(2) თანაფარდობა საკრედიტო ოპერაციის 

მათემატიკური მოდელია მარტივი პროცენტის 

შემთხვევაში. იგი ერთმანეთთან აკავშირებს ოთხ 

  

    

      

  

ნ(ე=ჩ(1+(() L, C, 1 და ( სიდიდეს. ყოველი მათგანის გამოთვლა 

შესაძლებელია, თუ ცნობილია დანარჩენი სამი სი- 

დიდე. 
მაშასადამე, (12) თანაფარდობა შეიძლება გან- 

ვიხილოთ, როგორც მასში შემავალი რომელიმე 

ნას. 8 I ერთი ცვლადის მიმართ ერთუსნობიანი განტოლება. 

სესხი! 

საზღაური 

საწყისი 

თანხა 
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ლქქცია ძ. წინანს შრი შათშმატიჰძთს პლმეპმნტპბი 

მაგალითი 2. 

ამოხსნა. 

პასუხი: 

მაგალითი 3. 

ამოხსნა. 

პასუხი: 

მაგალითი 4. 

ამოხსნა. 

პასუხი: 

მოქალაქემ ბანკში შეიტანა 10 000 ლარი. ბანკი ანაბარს იღებს 

3%-იანი წლიური საპროცენტო განაკვეთით და იყენებს მარ- 

ტივი პროცენტით დარიცხვის მეთოდს. რამდენი წლის შემდეგ 

ღაუბრუნებს ბანკი მოქალაქეს 10 900 ლარს? 

ვისარგებლოთ (12) ფორმულით. პირობის თანახმად L = 10 000, 

I = 10 900, 1=0,03 და საძიებელია L. მაშასადამე, 

L0 900 = 10 000(1 +0,03 ·() => 1=3. 

3 წლის შემდეგ. 

რა თანხა იყო ორი წლით გასესხებული, თუ 6%-იანი მარტივი 

წლიური საპროცესტო განაკვეთის შემთხვევაში დაგროვილმა 

თანხამ შეადგინა 784 000 ლარი? 

ვისარგებლოთ (12) ფორმულით. პირობის თანახმად ( 

1=0,06, L =784 000 და საძიებელია L. 

მაშასადამე, 784 000 =L(I +0,06- 2) => –=700 000. 

700 000 ლარი. 

როგორი იყო მარტივი წლიური საპროცენტო განაკვეთი, თუ 

4500 ლარის სარგებელმა 9 თვეში შეადგინა 270 ლარი? 

=2, 

პირობის თანახმად L=4 500; C->-=0,75, I=270. მაშასადამე, 

(1) უფორმულის თანახმად L=4 500+270=4 770 და (12) ფორ- 

მულაში უცნობია I: 

4 770 =4 500(I + I0.75) => 1=0,08 = L = 8%. 

წლიური მარტივი საპროცენტო განაკვეთია I =0,08, ანუ L=8%. 

მ.4. რიშ-0 პრიძძნტი 

I22 

გადავიდეთ რთული პროცენტის (Cიოთყხისიძ Iი9LC6I9§56) მეთო- 

დის განხილვაზე. 

ვთქვათ, ისევ I საწყისი თანხა გასესხებულია ! წლიური 

საპროცენტო განაკვეთით. ამ შემთხვევაში პროცენტის და- 

რიცხვა ასეთი წესით ხდება: დარიცხვის ყოველი პერიოდის 

ბოლოს ამ პერიოდის დასაწყისში არსებულ თანხას ემატება 

მისი I-ური ნაწილი. მაშასადამე, დარიცხვის პირველი პერიო- 
დის ბოლოს მიმდინარე თანხა იქნება 

ს =ნ+)სნ=XV+აი.



ხ.4. რთული პრ(ძპნტი 

(ეს თანხა ემთხვევა პირეელი პერიოდის ბოლოს მარტივი 

პროცენტით გამოთვლილ თანხას). მეორე პერიოდის ბოლოს 

ეს თანხა უკვე 1L, სიდიდით გაიზრდება და გახდება 

#, = L, +106, =0ს(1+1)+IC(1+1) = C(1+1)?. 

მესამე პერიოდის ბოლოს უკვე ეს თანხა გაიზრდება IL; სი- 

დიდით) და გახდება 

# = IL, +1IM, =1X1+1)? +IL(1+1)? = CVI1+1)” 

და ა.შ. დარიცხეის მე-ი პერიოდის ბოლოს მიმდინარე თანხის 

რთული პროცენტის მეთოდით გამოსათვლელი ფორმულა შემ- 

დეგ სახეს მიიღებს: 

L =XV1+1I), 0<0ი<M, (13) 

მაგალითი 5. რას უდრის მიმდინარე თანხის ოდენობა მაგალითი I-ის პი- 

რობებში, თუ ბანკი იყენებს რთული პროცენტით დარიცხვის 

მეთოდს? 

ამოხსნ. ეისარგებლოთ (I3) ფორმულით. პირობის თანახმად ჩ= | 000, 
1=0.09. ი =4, მაშასადამე. L, =1 0001 + 0,09)“ =1 000- 1,411=1 411 

(ლარი). 

პასუხი: 1 41I ლარი. 

შენიშვნა 6 საწყისი ღა მიმდინარე თანსების XL, LI, I2, #3, ... სი მიმდევ- 
რობა რთული პროცენტის შემთხვევაში ადგენს გეომეტრიულ 

პროგრესიას, რომლის პირველი წევრია XL და მნიშენელია 

      
  
  

      

(1+ა). 

ისევე, როგორც მარტივი პროცენტის შემთხვე- 

ვაში, (13) ფორმულის განზოგადების შედეგად 

შეგვიძლია იგი შემდეგი სახით ჩავწეროთ: 

L IC)=სნ(+I), 0<(<1. (14) 

ნ()=ი(1+ჯ)' ამრიგად, რთული პროცენტის შემთხვევაში, 

სესხის ს მიმდინარე თანხა დროის მაჩვენებლიანი ფუ- 
საზღაური 

ს საწყისი ნქციაა (იხ. ნახ. 8.2). 

04) თანაფარდობა საკრედიტო ოპერაციის 

არაწრფივი მათემატიკური მოდელია რთული 

ნახ. 82 პროცენტის შემთხვევაში. 

თანხა 
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ლძქძია #. წVყნანს შრი მშათპპატძჰის პქლეძენტები 

მაგალითი 6. 

ამოხსნა. 

პასუხი: 

მაგალითი 7. 

ამოხსნა. 

პასუხი: 

მაგალითი 8ზ. 
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(14) ფორმულაში მონაწილეობს ოთხი სიდიდე: IL, LC, 1 და 

ისევე, როგორც მარტივი პროცენტის შემთხვევაში, ნებისმიერი 

მათგანის გამოთვლა შეიძლება, თუ ცნობილია დანარჩენი სამი 

სიდიდე. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ (14) თანაფარდობაც შეიძლება 

განვიხილოთ როგორც რომელიმე ერთ ცელადის მიმართ ერთუც- 

ნობიანი განტოლება. 

რა თანსა იყო შეტანილი ანაბარზე ბანკში, თუ რთული წლიური 

3%-იანი ღარიცხვის პირობებში დაგროვილმა თანხამ 4 წელი- 

წადში შეადგინა 56 275 ლარი? 

ვისარგებლოთ (14) ფორმულით. მოცემულობის თანახმად 

L=56 275, (=4, 1=0,03 და უცნობია ჩ, რომელიც (14) ფორმულის 

თანახმად ტოლია 

ხნ- #4) _ _ 56275 _ «ე 000 (ლარი). 
(1+0,03)  1,1255 

საწყისი თანხაა 50000 ლარი. 

კრედიტი 3 000 ლარის ოდენობით გაიცა 3 წლით. როგორი იყო 

რთული წლიური საპროცენტო განაკეეთი, თუ დაგროეილმა 

თანსამ შეადგინა 3 573 ლარი? 

ეისარგებლოთ! (14) ფორმულით. მოცემულობის თანასმად L53 000, 

C3, #=3 573 და უცნობია I. (I4) ფორმულიდან I-ს გამოსათელე- 

ლად მივიღებთ შემდეგ გამოსახულებას: 

(ნ-ს 
ჩ 

: 3 573 
1=3 3:000 – 1=1,06 –1 =0,06. 

წლიური რთული საპროცენტო განაკვეთია 1=0,06, ანუ L = 6%. 

მაშასადამე, 

  

#. და 8 ბანკმა თავის თითო კლიენტზე გასცა სესხი 2 000-2 000 

ლარის ოდენობით 20%-იანი წლიური საპროცენტო განაკვე- 

თით. # ბანკი იყენებს მარტივი პროცენტით დარიცხვას, 8 ბანკი 

კი – რთული პროცენტით დარიცხვას. რომელ ბანკს ექნება მე- 

ტი სარგებელი როცა სესხი გაცემულია: 

ა) 6 თვით, ბ) ერთი წლით„ გ) 3 წლით?



ამოხსნა. 

     

      

  

Lი(I()=IX1+1)' 

L„X)=IXI +I90 

ჩა>L, 

90.4 რთული პრშც0აპნტი 

ვისარგებლოთ მარტივი პროცენტით დარიცხვის (12) და რთუ- 

ლი პროცენტით დარისხვის (14) მათემატიკური მოდელებით. # 

და 8 ბანკებისათვის მოცემულობის თანახმად გვექნება 

ს,(0=2 0000+0,21), 

ჩM3(()=2 000-1,2', 

სადაც დრო გახზომილია წლობით. 

ბანკების მიერ მიღებული სარგებლის შესადარებლად გან- 

ვიხილოთ Iც()-წ,„() სხვაობა დროის I, =0,5, (1=1 და 

1 =3 მომენტისათვის. მივიღებთ: 

ა) როცა წ, =0,5, მაშინ 

წც(1) – ჩ,(L) = 2 000 1,2“ – 2 000(1 + 0,2 · 0,5) = 
=2190–2 200=–10<0. 

მაშასადამე, თუ სესხი გაცემულია 6 თვით, მაშინ მეტ 

სარგებელს იღებს # ბანკი. 

ბ) როცა CI, მაშინ Iგ(1) – L, (1)=2 000 -1,2 – 2 000·1,2=0. 
მაშასადამე. თუ სესხი გაცემულია 1) წლით, ორივე ბანკის 

მიერ მიღებული სარგებელი ერთნაირია. 

გ) როცა 13, მაშინ 

Lც (L) – ნ, ()=2 000 -1,2? – 2 000 -1,6= 

=3 456–3 200=256>0. 

მაშასადამე. თუ სესხი გაცემულია 3 წლით, 

მაშინ მეტ სარგებელს იღებს 8 ბანკი. 

საზოგადოდ, თუ სესხის პერიოდი ერთ 

წელზე ნაკლებია, ყოველთვის მოგებაშია 

მარტივი პროცენტით სესხის გამცემი კრე- 

დიტორი (# ბანკი) ხოლო თუ სესხის პე- 

რიოდი ერთ წელზე მეტია, მაშინ მოგებაშია 

რთული პროცენტით სესხის გამცემი (8 ბან- 

კი), ეს ნათლად ჩანს CIL საკოორდინატო 

სისტემაში ერთად აგებული (12) და (14) მა- 

თემატიკური მოდელების შესაბამისი გრა- 

ფიკებიდან (იხ. ნახ. 8.3). 
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ლჰქძხია ს. ყინანსთრი შათმძატიჰის პლპჰპპნტმბ/ი 

მ.5 Lაზრუოშების პოუმშმძმძნტი 

(1+I)' გამოსახულებას (14) თანაფარდობაში დაგროვების 
/”ქყიციენტი (Cიისსისიძ Iი10-C0§! L2C(0L) ეწოდება. აღე- 

ნიშნოთ იგი 9(I;0)-თი: 

90;0=(1+I'. (15) 

(15)-ის გამოყენებით (14) თანაფარდობა შემდეგი სახით ჩაი- 
წერება: 

I(0=9(,:0-:L, 0151. (16) 

(16) თანაფარდობა საკრედიტო ოპერაციის არაწრფივი 

მათემატიკური მოდელია დაგროვების კოეფიციენტით. 

დაგროვების კოეფიციენტი გვიჩვენებს, თუ რამდენ- 

ჯერ იზრდება (| წლის შემდეგ! რთული საპროცენტო წლი- 

ური განაკვეთით გასესხებული საწყისი L თანხა. 

მისი ეკონომიკური შინაარსი ასეც შეიძლება გამოვთქვათ: 

9(:0) არის ფულის ერთი ერთეულის (I ლარის, I ევროს, 1 აშშ 

დოლარის და ა.შ. ( წლის შემდეგ ღირებულება, როცა პროცენ- 

ტის დარიცხვა ხდება რთული, 1-ს ტოლი წლიური საპროცენტო 

განაკვეთით. 

დაგროვების კოეფიციენტი I-სა და L-ს სსვადასხვა მნიშვნე- 

ლობისთვის ტაბულირებულია და მოიცემა ცხრილის სახით (ამ 

ცხრილის ფრაგმენტი იხილეთ ქვემოთ). მიუხედავად იმისა, 

რომ ამჟამაღ პერსონალური კომპიუტერით და |X"| კლავიშის 

მქონე კალკულატორითაც კი შეიძლება ძ(I,0)-ს გამოთვლა, 

მისი ცხრილი კელავაც ფართოდ გამოიყენება. 

  

  

  

  

!, 0,05 0,1 0,15 0,2 

1)05 1,1 1,15 1,2 

1,106 1.21 1,323 1.44 

1,158 1,331 1,521 1,728 
  

1,216 1,464 1,749 2,074 

I,276 1,611 2,011 2,488 

1,34 1,771 2,313 2,986 
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მაგალითი 9. რას უდრის დაგროვების კოეფიციენტი, თუ წლიური რთული 

L26 

საპროცენტო განაკვეთია 10% და სესხის გაცემიდან გავიდა 3 

წელი?



ამოხსნა. 

პასუხი: 

მაგალითი 10. 

ამოხსნა. 

პასუხი: 

მაგალითი 11. 

ამოხსნა. 

პასუხი: 

მაგალითი 12. 

ამოხსნა. 

პასუხი: 

9.2. დაგრროყპმბძის ძ(2ძVიც0იპნტ/ი 

ვისარგებლოთ ცხრილით. წლების სვეტში მოეძებნოთ L=3 და 

საპროცენტო განაკვეთების სტრიქონში 1=0,1. შესაბამისი სტრი- 

ქონის და სვეტის გადაკვეთაზე მდგომი რიცხვი არის საძიებე- 
ლი სიდიდე: 

9=ძ(0,1;3)= 1,331. 

დაგროვების კოეფიციენტია 1,331. 

რამჯესი წლის შემდეგ გახდება დაგროვების კოეფიციენტი 

2,488, თუ წლიური რთული საპროცენტო განაკვეთია 20%? 

ვისარგებლოთ ცხრილით. 1=0,2 სვეტში მოვძებნოთ 2,488-ის 

ტოლი კოეფიციენტი. მისი შესაბამისი წელი დროთა სვეტში 

არის (L= 5. 

5 წლის შემდეგ. 

რას უდრის წლიური რთული საპროცენტო განაკვეთი, თუ და- 

გროვების კოეფიციენტი 6 წლის შემდეგ არის 1,771? 

ვისარგებლოთ ცხრილით. წლების სეეტში მოვძებნოთ L=6 და 

შესაბამის სტრიქონში 1771ის ტოლი დაგროვების კოეფიცი- 

ენტი. მისი შესაბამისი საპროცენტო განაკვეთის სტრიქონში 

არის 1=0,I ანუ L= 10%. 

წლიური რთული საპროცენტო განაკეეთია I=0,1 ანუ L=10%. 

რამდენი წლის შემდეგ გაორმაგდება საწყისი თანხა, თუ წლი- 

ური რთული საპროცენტო განაკვეთია 15%? 

ვისარგებლოთ (14) ფორმულით. პირობის თანახმად L=2Lს და 

1=0,15. ამ მონაცემების (14) ფორმულაში შეტანის შემდეგ მივი- 

ღებთ მაჩვენებლიან განტოლებას L-ს მიმართ: I,I15' =2. ამ გან- 

ტოლების ამონახსნს კი აქვს სახე: L= 10C 7). მის გამოსათვლე- 

ლად საჭიროა ლოგარითმების ცხრილის გამოყენება. 

არსებობს ამოხსნის მეორე გზაც. ვისარგებლოთ ცხრილით. 

115' არის 1=0,15 საპროცენტო განაკვეთის შესატყვისი და- 

გროეების კოეფიციენტი. ვინაიდან იგი 2-ის ტოლია, 1=0,15 

საპროცენტო განაკეეთის სეეტში ვიჰპოეოთ 2-თან ყეელაზე 

ახლოს მდგომი მნიშვნელობა. ესაა 2,011, რომლის შესაბამისი 

წელიც არის 1= 5. 

საწყისი თანხა გაორმაგდება 5 წელიწადში. 
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ლძძძია #. VხVნანს თრი მათმმატმძის პლპაპნტუბი 

მ.0 «“ისპონტმრპბა 

მაგალითი 13. 
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წინა პუნქტებში ცნობილი საწყისი IL თანხის მეშვეობით 

ხდებოდა საბოლოო ანუ დაგროვილი თანხის გამოთელა. 

ყასასსურ პრაქტიკაში სშირად საჭირო სდება გადაიჭრას 

შებრუნებული ამოცანა: უკვე ცნობილი დაგროვილი თანხის 

ოდენობის მიხედვით მოიძებნოს უცნობი საწყისი თანხა VI. 

ასეთი სიტუაციები წარმოიქმნება მაშინ, როცა ფორმდება ფი- 

ნანსური გარიგებები ან როცა ხდება დაგროვილი პროცენტის 

(სარგებლის) დაკავება უშუალოდ სესხის გაცემის მომენტში. 

დაგროვილი თანსა აქ 5-ით აღენიშნოთ. მაშინ სხვაობას 

0=§-ნ 07) 

ეწოდება დისკონტი (LI5ლისისე, ხოლო საწყისი თანხის მოძებ- 

ხის პროცესს მისი საბოლოო (დაგროვილი) თანხის მიხედვით 

ეწოდება დისკონტირება. საბოლოო და საწყის მომენტებს შო- 

რის დროის შუალედს კი – დისკონტირების პერიოდი. 

ტერმინი დისკონტირება ფართო გაგებით ნიშნავს რაიმე 

ღირებულებითი სიდიდის – კაპიტალის განსაზღვრას დროის 

კოსკრეტული მომენტისათვის, როცა ცნობილია, თუ რა იქნება 

მისი ღირებულება მომავალში. ზოგჯერ I-ს 5-ის დღევანდელ 

ღირებულებას უწოდებენ. ხატოვნად რომ ითქვას, დისკონტი- 

რება იმის განსაზღვრაა, თუ მომავალი შემოსავლები ან ხარ- 

ჯები რა ღირს დღეს. 

ცსადია, ერთი და იმავე 5-სთვის საწყისი ღირებულების X 

ოდენობა დამოკიდებული იქნება იმ მეთოდზე, რომლითაც 

ხდება პროცენტის დარიცხვა. 

მარტივი პროცენტის შემთხვევაში (12) ფორმულის თანახ- 

მად გვექნება 
5 

=-–-, 18 
1+I 08) 

ხოლო რთული პროცენტის შემთხვევაში (14) ფორმულის თა- 

ჩახმაღ 

§ 
(1+)! 

(19)   

კონტრაქტის ხელმოწერიდან ორი წლის შემდეგ გადახდილი უნდა 

იქნას §52 080 წლიური 12%-იანი მარტივი საპროცენტო განაკვე- 
თით. იპოვეთ: 

ა) სესხის საწყისი თასსა; ბ) დისკონტი.



ამოხსნა. 

პასუხი: 

მაგალითი 14. 

ამოხსნა. 

პასუხი: 

მაგალითი 15. 

ამოხსნა. 

ყ./. დძისჰ(/ნტიძრმბა 

L=52 080, 1=0,12, 1=2. (18) ტოლობიდან გვაქვს 

52 080 
ლ“ “––- =8%42 

1+0),12-2 542 000, 

ხოლო დისკონტი კი იქნება ს=§-0=52 080-42 000 = §10 080. 

ა) სესხის საწყისი თანხაა §42 000; 

ბ) დისკონტი §10 080. 

მაგალითი 13-ის პირობებში დავუშვათ, რომ გამოიყენება რთუ- 

ლი პროცენტის მეთოდი. 

L =52 080, 1=0,12, L=2. (19) ტოლობიდან გვაქვს 

52080 _ 52080 =--“.. =2--. =§41518, 
(1+0,)2)? I,2544 

ხიროლო ღისკონტია 0 =§-ნ =52 080-41 518 =%10 562. 

ა) სესხის საწყისი თანხაა §41 518, ბ) დისკონტი §10 562. 

როგორც ვხედავთ ერთი და იგივე საბოლოო თანხის მისა- 

ღწევად რთული პროცენტის შემთხვევაში ნაკლები საწყისი 

თანხაა საჭირო და შესაბამისად, დისკონტიც მეტია. 

ფირმას ბანკში ანაბრის სახით გარკვეული თანხა გააჩნია. ბან- 

კი ყოველთვიურად ამ თანხას არიცხავს 1.5%-ს რთული პრო- 

ცენტის მეთოდით. ფირმას ესაჭიროება მოწყობილობის შეძენა; 

მას ორი გამყიდველისაგან აქვს შეთავაზება, ოღონდ, ისინი 

შემდეგ პირობას აყენებენ. პირეელი ითხოეს მოწყობილობის 

ღირებულების 4 000 ლარის გარიგებისთანავე გადახდას, მეო- 

რე კი ითხოვს 2 000 ლარის გადახდას ახლა და 2 180 ლარის 

გადახდას ერთი წლის შემდეგ. რომელი ვარიანტი უფრო სარ- 

ფიანია ფირმისათვის? 

ერთი შეხედვით თითქოს ყველაფერი ნათელია. ჰირეელ გამყი- 

დველს ფირმამ უნდა გადაუხადოს 4 000 ლარი, მეორეს კი – 

4 180 ლარი. მაგრამ, ნუ გავაკეთებთ ნაჩქარევ დასკვნას. ვნა- 

ხოთ, რა თანხა უნდა პქონდეს ფირმას ბანკში ანგარიშზე გა- 

რიგების მომენტისათვის, რათა ერთი წლის შემდეგ ამ თანხამ 

სარგებელთან (პროცენტთან) ერთად შეადგინოს 2 180 ლარი. 

სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, (19) ფორმულით განვსაზღვროთ 

მომავალი 52 180 ლარის საწყისი (დისკონტირებული) სიდი- 

დე ჩნ, როცა 1=0,015 და (= 12. გეაქვს 

_ 21890 _ 2180 _ 2180 

(1+0,015)? (1,015)2 11956 
  =1 823,35. 
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ლჰქძია ყ. ყინანს შრი შათპყმატიძის მლმპძპნტუაბი 

პასუსი: 

მაგალითი 16. 
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ამრიგად, მეორე ეარიანტი იმის ტოლფასია, რომ მოწყო- 

ბილობის ყიდვის მომენტში ფირმას ესაჭიროება 

2000 +1 823,5=3 823.35 ლარი. 

სარფიანია მეორე ვარიანტი; 3 823,23 < 4 000. 

დისკონტირების აღწერილ მეთოდს მათემატიკური დისკონ- 

ტირება ეწოდება. ამ მეთოდში არსებითია, რომ საწყისი თანხა 

ნ მიღებულია 100%-ად, ანუ, როგორც ამბობენ ეკონომისტები, 

მიღებულია გაანგარიშების ბაშმად, და საპროცენტო განაკვეთი 

განისაზღვრება (8) ფორმულით. 

ფინახსურ პრაქტიკაში გამოიყენება დისკონტირების მეორე 

მეთოდიც, რომელსაც საბანკო აღრიცხეა (8იიM 0I§5ლისი!) ეწო- 

დება. ამ შემთხვევაში გაანგარიშების ბაგად (ე.ი. 100%-ად) მიი–- 

ღება საბოლოო (დაგროვილი) 5 თანხა, ეს იმას ნიშნავს, რომ 

წილადი 

ძი =- (20) 

არის ჟარდობითი სიდიდე, რომელიც გვიჩვენებს თუ 5 საბო- 

ლოო თანხის რა ნაწილს შეადგენს ს დისკონტი (შეადარეთ 

(20) (8) ფორმულას). ამ სიდიდეს დისკონტის განაკვეთი ეწო- 

დება. თუ დისკონტირების პერიოდი L წელია, მაშინ 

ძ= 9 (C2), 
I 

სიდიდეს დისკონტის წლიური განაკვეთი ეწოდება. 

გამოვიყვანოთ მისი მეშვეობით საბანკო აღრიცხვის მეთო- 

დით საწყისი თანხის გამოსათვლელი ფორმულა. ამ მიზნით 

(200) ფორმულაში შევიტანოთ დისკონტის (17) გამოსახულება 

და მიღებული ფორმულიდან განვსაზღეროთ IL: 

ძე=---= ნ=50-ძ). 

აქედან (21) ფორმულის გათვალისწინებით გვექნება 

=5%(1-ძი). (223 

ფირმა ბანკში იღებს კრედიტს 3 თვით 20%-იანი წლიური დის- 

კონტის გაჩაკვეთით. რა თაჩხას მიიღებს ფირმა სესხის აღების 

მომენტში, თუ ბანკისთვის დასაბრუნებელი ექნება 6 000 ლარი?



ამოსსნა. 

პასუხი: 

განსაზღვრება. 

ხ.ს. დისპჰიენტირპმბა 

ვისარგებლოთ (22) ფორმულით. მოცემულობის თანახმად 

=> =0,25 ; ძ = 0,2; 5 = 6 000. მაშასადამე, 

ნ =6 000(1 – 0,25 · 0,2) = 6 000 · 0,95 = 5 700 (ლარი). 

5 700 ლარი. 

წლიური საპროცენტო განაკვეთი 1 და დისკონტის წლიური 

განაკვეთი ძ ფინანსური მათემატიკის ძირითადი ფარდობითი 

სიდიდეებია. მათ შორის არსებობს კავშირი, რომლის დადგე- 

ნის მიზნით შემოვიღოთ შემდეგი 

1 და ძ სიდიღეებს ვუწოდოთ ეკვივალენტური, თუ მათი 

მეშვეობით ერთი და იგივე L საწყისი თანხის პირობებში 
გამოთვლილი დაგროვილი თანხები ერთი წლის ბოლოს 

ერთმანეთის ტოლი იქნება. 
წლიური საპროცენტო განაკვეთის შემთხევევაში ერთი წლის 

შემდეგ დაგროვილი თანხა უდრის I(1+1)-ს. 
დისკონტის წლიური განაკვეთის შემთხეევაში ერთი წლის 

შემდეგ დაგროვილი თანხა იმავე საწყისი » თანხის დროს, 

(22) ფორმულის თანახმად, როცა L=1 იქნება: 

L 
ა=--–--. 

1-ძ 

განაკვეთების ეკვივალენტურობა დაგროვილი თანხების ტო- 

ლობას ნიშნავს, ამიტომ 

  

L 
LI(LI+I1)=- –-, (1+I) 1-3 

ს ნაც 1+! I =1 1 ძ აიდანა ლ“ = –1=-–ფძ > , 
შეს 1-ძ 1-ძ 1-ძ 

ამრიგად, 

ძ 
1C––<; 23 

1-ძ 023) 

თავის მხრივ 

ყ=-'. 
1+! 

ამრიგად, ძ წარმოადგენს მარტიე პროცენტს, რომლის მი- 

ხედეითაც ხდება სარგებლის წინასწარ გადახდა ღა რომელიც 

ეკვივალენტურია მარტივი წლიური საპროცენტო | განაკეეთისა. 
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ლჰჰცია ს. ზინანს შრი მამIმმარტ/V/ის პლმძპნტშბ/ 

შენიშვნა. 

მაგალითი 17. 

ამოსსნა. 

პასუხი: 

132 

(23) ტოლობის ძალით ძ< 1 და ძ <1, მაშასადამე ძ <I7L(I1.1). 

ბანკი გასცემს სესხს 5%-იანი მარტივი წლიური საპროცენტო 

განაკვეთით. რა თანსა უნდა იქნას გადახდილი წინასწარ საა)- 

როცენტო გადასასადის დასაფარავად, თუ წლის ბოლოს ბანკს 

უხღა დაუბრუნდეს 88 200 ლარი. 

ჯერ ვიპოვოთ დისკონტირებული საწყისი თანხა L, შემდეგ მისი 

პროცენტი IL და ბოლოს ამ პროცენტის დისკონტირებული საწ- 

ყისი მნიშვნელობა. მოცემულობის თანასმად I=0,05; L=1, 

5=88 200. ვინაიდან დარიცხვა ხდება მარტივი პროცენტით, 

ეისარგებლოთ (18) ფორმულით. როცა (=1: 

ლ _ 88 200 
== 200 

” 1+! 1+0,5 
  =84 000(ლარი). 

ამ საწყისი თანხის სარგებელი ერთი წლის შემდეგ იქნება 

1=18 => 1 =0,05-84 000 =4 200 (ლარი). 

ხოლო მისი დისკონტირებული საწყისი თანხა I ისევ (18) ფორ- 

მულის შესაბამისად კი – 

– 4 200 

ხი 14; წ 1+0,5 
  =4 000 (ლარი). 

4 000 ლარი.



ლქქცია ს. ყძნანს შრი შათმმატიძის მლმმპენლები 

დავალაბა 

შეამოწმეთ თეორიული მასალის ცოდნა შემდეგი კითხვების საშუალებით: 

12. 

რა არის პროცენტი? 

რას ეწოდება: 

ა) სესხის პერიოდი? 

ბ) დარიცხვის პერიოდი? 

გ) ეფექტური დარიცხვა? 
დ) თანხის დაგროვება? 

ე) მიმდინარე თანხა? 

ე) დაგროვილი თანხა. 

განმარტეთ მარტივი საპროცენტო განაკვეთი. 

მოიყვანეთ მიმდინარე თანხის გამოსათვლელი ფორმულა 

მარტივი საპროცენტო განაკვეთის შემთხვევაში. 

რომელ პროგრესიას უკავშირდება საწყისი თანხის ყოველ- 

წლიური ზრდა მარტივი საპროცენტო განაკვეთის შემთ- 

ხვევაში? 

განმარტეთ რთული საპროცენტო განაკვეთი. 

მოიყვანეთ მიმდინარე თანხის გამოსათვლელი ფორმულა 

რთული საპროცენტო განაკვეთის შემთხვევაში. 

რომელ პროგრესიას უკავშირდება საწყისი თანხის ყოვე- 

ლწლიური ზრდა რთული საპროცენტო განაკვეთის შემთხ- 

ვევაში? 

რას ეწოდება დაგროეების კოეფიციენტი? 

„ მოიყვანეთ მიმდინარე თანხის გამოსათვლელი ფორმულა 

დაგროვების კოეფიციენტით. 

რას ეწოდება: 

ა) დისკონტი? 

ბ) დისკონტირება? 

გ) მათემატიკური დისკონტირება? 

დ) საბანკო აღრიცსვა? 
ე) დისკონტის განაკვეთი? 
ვ) დისკონტის წლიური განაკვეთი? 

რაში მდგომარეობს საპროცენტო და დისკონტის წლიური 

განაკვეთების ეკვივალენტურობა? 
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ლძქხძხა მ. ყყინანსთძრი მათშმატძიყის პმლპმძნტაბი 

8.1. ცნობილია, რომ ბანკი გასცემს 

სესსს წლიური 8% მარტივი საჰ- 

როცენტო განაკეეთით. ბანკის 

მიერ გასესხებულია 18 000. 

ა) ააგეთ სესხის წრფივი მოდე- 

ლი და შესაბამისი გრაფიკი; 

ბ) განსაზღვრეთ სესხის ოდენო- 

ბა 5 წლის შემდეგ. 

8.2. IM-იასი წლიური მარტივი საა- 

როცენტო განაკვეთით ბანკის 

მიერ გასესხებულია §7 000. რამ- 

დენი წლით გაუსესხებიათ თან- 

ხა, თუ ბანკს დაუბრუნდა §9 975? 

83. ცნობილია, რომ ბანკი გასცემს 

სესხს 5%-იანი წლიური მარტივი 

საპროცესტო გასაკვეთით), რა თა- 

ნხა ისესხა პიროვნებამ ბანკიდან, 

თუ მან 5 წლის შემდეგ ბანკს 

§8 520 დაუბრუნა? 

84. 4%-იანი წლიური მარტივი საპრო- 

ცენტო განაკვეთით ბანკის მიერ 

გასესხებულია §200 000. რა თანხა 

დაუბრუნდება ბახკს: 

ა) | წლის შემდეგ? 
ბ) 5 წლის შემდეგ? 
გ) ! წლის შემდეგ? 

85. რა თანხა უნდა გაასესხოს ბანკმა 

4%-იანი წლიური მარტივი საპრო- 
ცენტო განაკვეთით, რათა 5 წლის 

შემდეგ დახბრუსოს 5300 0007 

8.6. რამდენი წლით უნდა გაასესხოს 

ბანკმა 3%-იანი წლიური მარტივი 

საპროცენტო განაკვეთით 120 000, 

რათა მას დაუბრუნდეს §26 000? 

8.7. ბანკმა წლიური მარტივი საპროცე- 

ნტო განაკვეთით გაასესხა 42 000. 

2 წლის შემდეგ სესხის ოდენობაა 
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პრაქტმჰ შლი საშარ»ხი შოპბი: 

42 500. იპოვეთ საპროცენტო გა- 

ნაკვეთის სიდიდე. 

8.8. ბანკმა წლიური მარტივი საპროცე- 

ნტო განაკვეთით გაასესხა §10 000. 

4 წლის შემდეგ სესხის ოდენობაა 

§12 070. იპოვეთ საპროცენტო გა- 

ნაკვეთის სიდიდე. 

8.9. 5%-იანი წლიური რთული საპრო- 

ცენტო განაკვეთით თქვენ დაა- 

ბანდეთ §2 000. რა თანხას მიი- 

ღებთ: 

ა) 3 წლის შემდეგ? 
ბ) L წლის შემდეგ? 

8.10. რა თანხა უნდა დააბანდოთ 

10%-იანი წლიური რთული საა- 

როცენტო განაკეეთით, რათა 3 

წლის შემდეგ დაიბრუნოთ 16 655? 

8.11. ბანკი გასცემს სესხს 5%-იანი წლი- 

ური რთული საპროცენტო განაკ- 

ვეთით. რა მაქსიმალური ვადით 

(წელი) შეგიძლიათ ისესხოთ ბან- 

კიღან 320 000, რათა საპროცენ- 

ტო გადასახადმა არ გადააჭარ- 

ბოს §5 000? 

8.12. რა თანხა უნდა დააბანდოთ II%- 

იანი წლიური რთული საპროცენ- 

ტო განაკვეთით, რათა 4 წლის 

შემდეგ დაიბრუნოთ §45 540? 

8.13. რამდენი წლით იყო გასესხებუ- 

ლი 10%-იანი წლიური რთული 

საპროცენტო განაკვეთით §10 000, 

თუ დაბრუნებული სესხის ოდე- 

ნობაა §12 100? 

8.14. რამდენი წლით იყო გასესხებული 

109%-იანი წლიური რთული საპრო- 

ცენტო განაკვეთით §40 000, თუ



8.15. 

8.16. 

დაბრუნებეელი სესხის ოდენობაა 

§58 564? 

ბანკი გასცემს სესხს 5%-იანი 

წლიური მარტივი საპროცენტო 

განაკვეთით. იპოვეთ დისკონტის 

განაკვეთი და რა თანხა უნდა 

იქნეს გადახდილი საპროცენტო 

გადასასაჯის წინასწარ დასაფა- 

რად, თუ წლის ბოლოს ბანკს 

უნდა მიეღო 16 300. 

ბანკი გასცემს სესხს 3%-იანი 

წლიური მარტივი საპროცენტო 

გადასახადით. იპოვეთ დისკონ- 

ტის განაკვეთი და დისკონტი, 

თევ წლის ბოლოს ბანკს უსდა 

მიეღო 43 090. 

8.17. 

8.18. 

8.19. 

პრაქმტიჰთლი სამარXი შიშბი 

რას უდრის დაგროვების კოეფი- 

ციენტი, თუ წლიური რთული სა- 

პროცენტო განაკვეთია 15% და 

სესხის გაცემიდან გავიდა 5 წელი? 

რამდენი წლის შემდეგ გახდება 

დაგროეების კოეფიციენტი 1,21, 

თუ წლიური რთული საპროცენ- 

ტო განაკეეთია 10%. 

რას უდრის წლიური რთული საპ- 

როსენტო განაკვეთი, თუ დაგ- 

როვების კოეფიციენტი 4 წლის 

შემდეგ არის 1,216? 
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8.1. 

8.2. 

8.3. 

8.4. 

8.5. 

8.6. 

8. ჰძიიუხმშბი Cა ამოძანპბი გზამმშორპბისათშძს (ლშქძძშბძ §-მ) 

შეადგინეთ /#M(-7,1) წერტილზე სა- 

სოხრდისატო ღერძების ჰარა- 

ლელურად გავლებულ წრფეთა 
განტოლებები. 

შეადგინეთ X-5V7X+3 =0 წრფის მი- 

მართ საკოორდინატო ღერძებ- 

თან გადაკვეთის წერტილებში 

გავლებულ პერპენდიკულარულ 
წრფეთა განტოლებები. 

მართკუთხედის ერთ-ერთი წვე- 

რო მდებარეობს #(-5,2) წერ- 

ტილში, მისი მოპირდაპირე წვე- 

რო კოორდინატთა სათავეშია, 

ხოლო დანარჩენი წვეროები სა- 

სოორდიჩატო ღერძებზეა. შეად- 

გინეთ ამ მართკუთსედის გვერ- 

დებისა და დიაგონალების შემ- 

ცველ წრფეთა განტოლებები. 

შეადგინეთ განტოლება #%(2,1) 

წერტილზე გამავალი წრფისა, 

რომელიც 0X ღერძთან ადგენს: 

ა) 45“ის ტოლ კუთხეს: ბ) 60“ის 

ტოლ კუთსეს; გ) 90“-ის ტოლ კუ- 
თხეს; დ) 135--ის ტოლ კუთხეს. 

მოძებნეთ ფართობი სამკუთხედი- 

სა, რომელიც X-V-3=0, 2X-V-12=0 

წრფეებით და აბსცისათა ღერ- 

ძითაა შემოსაზღვრული. 

მოძებნეთ მანძილი 4X-3V+8=0 

და 4X-3V+I2=0 პარალელურ 

წრფეთა შორის. 

8.7. რომბის ორი მოპირდაპირე წეე- 
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როა #(4,--3) და 8(2,I). შეადგი- 

ნეთ დიაგონალების შემცველ 

წრფეთა განტოლებები. 

8.8. დაწერეთ #8 მონაკეეთის შუა- 

პერპესდიკულარის განტოლება, 

თუ #=7/#4(2,-3) და 8=8%0,5). 

8.9. პარალელოგრამის გვერდების შე- 

8.10. 

8.11. 

8.12. 

8.13. 

მცველ წრფეთა განტოლებებია: 
X-V+1 =0, X-V-3=0, 3X-4V”V+6=0 

და 3X-4V-9=0. იპოვეთ პარალე- 
ლოგრამის ფართობი. 

ფირმის შემოსავალი ლარებში მო- 

ცემულია ფორმულით 060 =3-/X , 

სადაც X გამოშვებული და რეა- 

ლიზებული პროდუქციის რაოდე- 

ნობაა. ფირმის მოგების დამო- 

კიდებულება შემოსავალზე შემ- 

დებს ფორმულითაა მოცემული 

M8)=ჯ L? –5 000. იპოვეთ რეა- 

ლიზებული პროდუქციის რაოდე- 

ნობა, თუ მოგება 15 000 ლარის 

ტოლია. 

  

აჩვენეთ, რომ ფუნქციები 

(00=5-5, V(X)=V2გ-<-X»” 

ემთხვევა თავის შექცეულ ფუნ- 
ქციებს. 

მოძებნეთ შემდეგი 

შექცეული ფუნქცია 
ფუნქციის 

X, როცა X<0, 
V= 

X?, როცა X>90. 

გაარკვიეთ შემდეგ ფუნქციათა 
ლუწკენტოვნების საკითხი: 

ა) LCX) =IC(X++VIL+X?); 

ბ) ((X) =1/(X +1)2 +1/(X – 1)? .



8. ჰძჰძითხაპემბი და ამ(”/ხანმბი ზამმ(ერმბისათIძს (ლქძძძებძ §-8) 

8.14. შენობის საწყისი ღირებულებაა 

§1 000 000, ნარჩენი ღირებულე- 

ბაა §100 000, ხოლო ექსპლუა- 
ტაციის პერიოდია 50 წელი. 

ა) განსაზღვრეთ საამორტიზა- 

ციო დანარიცხი; 

ბ) ააგეთ ამორტიზაციის წრფი- 

ეს. მოჯელი სა შესაბამისი 

გრაფიკი; 

გ) რისი ტოლი იქნება შენობის 

ღირებულება 40 წლის შემდეგ? 

8.15. მამამ გადაწყეიტა თავისი დანა- 

8.16. 

ზოგი 30 000 ლარი გაუნაწილოს 
თავის სამ შვილს და დაუბან- 

დიოს ბანკში იმ ანგარიშით, რომ 

თითოეულს 18 წლის ასაკში და- 

უგროევედეს თანაბარი თანხა. გა- 

მოთვალეთ, რა თანხა დაუბან- 

და მამამ თითოეულ შვილს, თუ 

იმ მომენტში შვილების წლოვა- 

ნება იყო 1I2, 13 და 16 წელი და 

ბანკი იძლეოდა სარგებელს 7.5% 
წლიური რთული პროცენტული 

განაკეეთით. 

დანახარჯების წრფივი მოდელია 

C(CX) = 5X+ 1 000. 

ა) იპოეეთ ნულოვანი მოგების 

წერტილი, თუ პროდუქციის 

საცალო ფასია 37; 

ბ) ფირმას შეუძლია შეამციროს 

პროდუქციის თითოეული ერ- 

თეულის წარმოებაზე გაწე- 

ული ცვლადი დანახარჯი 

§4-მდე ფიქსირებული დანახ- 

არჯის §1 200-მდე გაზრდის 
ხარჯზე. დაადგინეთ, ხელსაყ- 

რელი იქნება იუ არა ფირმი- 

სათვის ამგვარი ცვლილება, 

თუ ცნობილია, რომ გაყიდუ- 

ლი პროდუქციის რაოდენობა 

არ იქნება 300-ზე ნაკლები. 

8ც.17. 

8.18. 

ც.19. 

8.20. 

ერთი კილოგრამი შაქრის ფასი 

გაიზარდა I, ლარიდან 1,3 ლა- 

რამდე. ამან გამოიწვია ის, რომ 

200 კგ-ის ნაცვლად ერთ კვირაში 

გაიყიდა 160 კგ შაქარი. ა) ააგეთ 
მოთხოვნის წრფივი მოდელი; 

ბ) რა შემთხვევაში იქნება ყო- 

ველკეირეული შემოსავალი მაქ- 
სიმალური? 

ეთქვათ, მტვერსასრუტის ფასი 

ბაზარზე შემოსაზღვრულია 300 

ლარით, ხოლო თუ ფასი 120 

ლარია, მაშინ ყოველთვიურად 

იყიდება 60 მტვერსასრუტი. ა) აა- 

გეთ მოთხოვნის წრფივი მოდ- 

ელი, ბ) რა შემთხვევაში იქნება 

ყოველთვიური შემოსავალი 

მაქსიმალური? 

ფირმა წელიწადში 10 ტონა ნა- 

ყინს აწარმოებს. ყოველ სამ თვე- 

ში, რომელიც ზაფხულის თეეებს 

არ მოიცაეს ფირმის ფიქსირე- 

ბული დანახარჯი 7 000 ლარს 

შეადგენს, ხოლო ზაფხულის სამ 
თვეში გაზრდილი მოთხოვნილე- 

ბის დასაკმაყოფილებლად ფირ- 

მის ფიქსირებული დანახარჯი 

30%-ით იზრდება. რის ტოლია 

ფირმის წლიური მოგება, თუ 1 

კგ ნაყინის წარმოების ცვლადი 

დანახარჯია 5,5 ლარი, ხოლო |! 

კგ ნაყინის ფასი 10 ლარი? 

პიცის ბაზრის კელევის შედეგად 

დადგინდა, რომ: 

ა) მოთხოენა შეიძლება აღიწეროს 

განტოლებით X=1 600-30ი, სა- 

დაც X მოთხოვნის რაოდენო- 

ბაა, ხოლო ი – საცალო ფასი. 

ბ) მიწოდება შეიძლება აღიწეროს 

განტოლებით X=I 100+70იდ, სა– 
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8. ჰითხამბი და აჰ//ძანძბი გამმ(ირპბისათჰაის (ლჰქძმმბ” ჟ8-მ) 

8.21. 

8.22. 
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დაც X მიწოდების რაოდენობაა. 

გამოთვალეთ პიცის ბაზრისათ- 

ვის წონასწორული ფასი და წო- 

ნასწორული რაოდენობა. 

ტურისტულმა ფირმამ შეიძინა: 

ა) ოფისებისთვის ფართი თბი- 

ლისში 50 000 ლარად, ბათუმში 

20 000 ლარად; ბ) ორი მიკრო- 

ავტობუსი თითოეული 15 000 

ლარად და აღრიცხვაზე აიყვანა 

თბილისში. გ) სამი კატარღა, თი- 

თოეული 10 000 ლარად და აღ- 

რიცხვაზე აიყეანა ბათუმში. ფირ- 

მამ ეკონომიკური საქმიანობა 

დაიწყო წლის დასაწყისში. იპო- 

ვეთ ფირმის მიერ წლის ბოლოს 

გამოყენებული ქონების გადას- 

ასადის ოდენობა, თუ: თბილის- 

ში ეკონომიკური საქმიანობი- 

სთვის გამოყენებული ქონების 

გადასახადია 1I%, ბათუმში კი – 

12%; საქართველოს ტერიტო- 

რიაზე ფართის ამორტიზაციის 

ნორმაა 5%, კატარღის – 8%, 

მიკროაეტობუსის – 20%. 

ამორტიზაციის წრფივი მოდელი- 

საგან განსხვავებით ამორტიმა- 

ციის დეგრესიულ მოდელმი, ის- 

ევე როგორც რთული პროცენ- 

ტის შემთხვევაში, ყოველწლი- 
ურს ნარჩენს ღირებულების გა- 

მოთელა ხდება არა საწყისი I 

ღირებულებიდან, არამედ საან- 

გარიშო მე- წლის დასაწყისში 

არსებული 5,.,; ღირებულებიდან. 

ააგეთ ამორტიზაციის დეგრე- 

სიული მოდელი, თუ ამორტიზა- 

ცხსს სორმაა LI. 

8.23. 

8.24. 

ც.25. 

8.26. 

8.27. 

წლიური მარტივი საპროცენტო 

განაკვეთი 12,5%-ია. რამდენი წლის 

შემდეგ გაორმაგდება საწყისი 

თანხა? 

რომელი თანხა უმჯობესია 6%-იანი 

რთული საპროცენტო განაკვეთის 

პირობებში: 31 000 დღეს თუ 

§2 000 რვა წლის შემდეგ? 

წლიური მარტივი საპროცენტო 

განაკვეთია 8%. რამდენი წლის 

შემდეგ გასამმაგდება საწყისი 

თანხა? 

მრავალსართულიანი სახლის თი- 

თოეული სართულის ,გასაღების 

ჩაბარებამდე“ აშენება 85000 

ლარი ლდაჯღა. გარდა ამისა, 

ფიქსირებულმა გადასახადმა (მი- 

წის ღირებულება, დაპროექტება, 

საძირკეელი, სახურავი, კომუ- 

ნიკაციები და ა.შ) შეადგინა 

512 000 ლარი. რამდენ სართუ- 

ლიანი სასლი აშენდა, თუ ერთი 

სართული საშუალოდ 117 000 

ლარი დაჯდა? 

თამასუქი არის წერილობითი 

ქალდებულება იმის შესახებ, რომ 

ხელმომწერი პიროქნება თამასუ- 

ქის მფლობელს დათქმულ დროს 

გადაუხდის დათქმულ თანხას. 

41 4900 ღირებულების თამასუქი 

ბანკმა მფლობელისაგან შეისყი- 

და იმ მომენტში, როცა თამასუ- 

ქის განაღდებამდე რჩებოდა 60 

დღე. რა თანხა მიიღო თამასუ- 

ქის მფლობელმა, თუ დისკონტის 

წლიური განაკვეთი 20%-ია და 

ბანკი წელიწადს 360 დღედ თვლის?



8. ძითხძშბი და ამ(70ანები მამშ/ერმბისათყძის (ლმქძიშბიძ 2-წ) 

ც.28. თამასუქი ბანკმა მყლობელისა- 

გან შეიძინა 225 დღით ადრე 

თამასუქის განალდების დღემდე 

1 050 ლარად 20%-იანი დისკონ- 

ტის წლიური განაკვეთის დროს. 

რის ტოლია თამასუქის ღირე- 

ბულება, თუ ბანკი წელიწადს 

136ი დღედ თელის? 

ც.29. 3 000 ლარის ღირებულების თა- 

მასუქი ბანკმა შეისყიდა 50 დღით 

ადრე მის განაღდებამდე 2 800 

ლარად. რისი ტოლია დისკონტის 

წლიური განაკეეთი, თუ ბანკი 

წელიწადს 360 დღედ თელის? 

8.30. განაღდებამდე რამდენი დღით 

ადრე შეიძინა ბანკმა 10 000 

ლარის ღირებულების თამასუქი 

9 900 ლარად, თუ დისკონტის 

წლიური განაკეეთია 6% და ბანკი 

წელიწადს 360 დღედ თვლის? 
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ლშქშძ0ია 4 

მიმდევრობა. მიმდეპრობის ზღვარი 

9.,, მმმCძშრობა 

მიმდევრობა ეწოდება ფუნქციას, რომლის განსაზღვრის 

არეა ნატურალურ რიცხვთა სიმრავლე. 

მაგალითად: განვიხილოთ ნატურალურ რიცხვთა სიმრავლეზე განსაზღვ- 

რელი შემდეგი ფუსქცია 

V»= I(ი)= ი”, იC M, 

იგი ყოველ ნატურალურ რიცხეს შეუსაბამებს ამ რიცხვის 

“ ' ' ' 
–
 

   ა___-
_
 

    

მსმდეყრთობის გეომეტრიელი 

იჩტერპრეტაცია სიბრტყეზე 

ნახ, 92 

“_ია-–ა___–_ 

მე 0 მ) მკ 2 X 
მიმდექრობის გეომეტრიული 

იჩტერპრეტაცია 0X ღერძზე 

ნახ. VC 2 
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კვადრატს 
VიCM:ი-3ი?, 

ამ ფუნქციის მნიშვნელობებია: 

1,4,9. 16,..., ი“... 
ბუნებრივია რომ I-ს ვუწოდოთ მიმდევრობის 

პირველი წევრი, 4-ს მეორე წეერი და ა.შ. ი“ს კი ი-ური 

ანუ შოგადი წევრი. ამ ფუნქციის გრაფიკს აქვს ნახ. 9.1-ზე 
მოცემული სახე. 

L(ი)-ის მაგივრად იყენებენ აღნიშენას (ი) =9ე. 

მიმდევრობას აღნიშნავენ (მი) ი>1 სიმბოლოთი. 3, 

არის მიმდევრობის პირველი წევრი. 3; – მეორე წევ- 

რი და ა.შ. შე არის /1I-ური ანუ ზოგადი წევრი. 

მიმდევრობის თვალსაჩინოდ წარმოდგენა შესაძ- 

ლებელია ორი გზით: 

1. (დისკრეტული) ფუნქციის გრაფიკი სიბრტ- 

ყეზე (იხ. ნახ. 9.2); 

2. წერტილთა ერთობლიობა C0)1X ღერძზე (იხ. 

ნახ. 93). 

შემოსაზღვრული, შემოუსაზღვრელი და მონოტონუ- 

რი ფუნქციების განმარტებებიდან გამომდინარეობს 

ანალოგიური განმარტებები მიმდევრობებისათვის. 

(ში) ->I მიმდევრობას ეწოდება ზემოდან შემოსაზ- 

ღვრული, თუ არსებობს ისეთი MI რიცხვი, რომ 

VიCM სრულდება უტოლობა 

მი<M,



  

მე 0 მზ, მა მვ X=M 

ნახ. 9.5 

  

  

  

  

9.,, მძძდეპრ(/ბა 

(მი) >) მიმდევრობა ზემოდან შემოსაზღვ- 
რულია ნიშნავს, რომ ამ მიმდევრობის შესა- 
ბამისი წერტილები სიბრტყეზე მოთავსებულია 

X»= M წრფის ქვევით ან ამ წრფეზე (იხ. ნახ. 94), 

ხოლო შესაბამისი წერტილები C)X ღერძზე კი – 

X=MCL წერტილის მარცხნივ ან მას ემთხვევა (იხ. 
ნახ. 9.5). 

მიმდევრობას, რომელიც არ არის ზე- 

მოდან შემოსაზღვრული, ზემოდან შემოუ- 

საზღვრელი მიმდევრობა ეწოდება. 

ე-ი. (2ი)ი>1 მიმდევრობა არ არის ზემო- 

დან შემოსაზღვრული, თუ 

VMCII93ი:C M=>2, >M. 

(მი) ი>I მიმდევრობას ეწოდება ქვემოდან 

შემოსაზღვრული თუ არსებობს ისეთი I) 

რიცხვი, რომ VიC M სრულდება უტოლობა 

მე>Iი. 

(მი) >1 მიმდევრობა ქვემოდან შემოსაზღე- 
რულია ნიშნავს, რომ ამ მიმდევრობის შესაბა- 

მისი წევრები სიბრტყეზე მოთავსებულია V =Vი 

წრფის ზევით ან ამ წრფეზე (იხ. ნახ. 9.6), ხოლო 

შესაბამისი წერტილები CIX ღერძზე კი – X=Iი 

წერტილის მარჯვნივ ან მას ემთხეევა (იხ. ნახ. 9.7). 

მიმდევრობას, რომელიც არ არის ქვე- 

მოდან შემოსაზღვრული, ქვემოდან შემო- 

უსაზღვრელი მიმდევრობა ეწოდება: 

VიოC 1 =3ი.C M=>8მ,. <Iი. 

მიმდევრობას, რომელიც შემოსაზღერუ- 

ლია როგორც ზემოდან, ისე ქვემოდან, მე- 

მოსაზღვრული მიმდევრობა ეწოდება. 

ე.ი. (მი,)ი>I| მიმდევრობა შემოსაზღვრუ- 

ლია, თუ 

3MC6C IL და 3იC I-ი <8 <M,VიC IM. 

შემოსაზღვრული მიმდევრობის შესაბამისი 

წერტილები სიბრტყეზე მოთავსებულია #ჯ=X 

და X=IM წრფეებს შორის (იხ. ნახ. 9.89) ხოლო 
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ლმქძია მყ. მ/ძდმპრ//ბა, ძიშთმაპრ(იშბის ზLპარ/ 

მაგალითად. 

მაგალითი 1. 

მაგალითი 2. 

მაგალითი 3. 

I42 

შესაბამისი წერტილები C1X ღერძზე – X=IM1 და X=MI წერ- 
ტილებს შორის (იხ. ნახ. 9.9). 

მიმღევრობა წე შემოსაზღვრულია. რადგან სამართლი- 

ი ი>! 

ანია შემდეგი უტოლობა 

-)<C-V <IVიC M, 
ი 

ადვილი შესამჩნევია, რომ ((-1)'ი)„ჯ) მიმდევრობა არ არის 

შემოსაზღვრული არც ზემოდან და არც ქვემოდან. 

(ი) ->I მიმდევრობას ზრდადი (კლებადი) ეწოდება, თუ 

მი<89ი+I(მი>8მი+I) VCM. 

(მი)ი>X, მიმდევრობას მკაცრად ზრდადი (კლებადი) 

ეწოდება, თუ მი<8მი+1(მი>82ი+)) VიC M. 

ზრდად დღა კლებად მიმდევრობებს მონოტონური, ხოლო 

მკაცრად ზრდად და მკაცრად კლებად მიმდევრობებს მკაც- 

რად მონოტონური მიმდევრობები ეწოდება. 

ა) მიმდევრობა (ი),„>, არის მკაცრად ზრდადი მიმდევრობა; 

ბ) 1, 1, 2, 2, 3, 3, არის ზრდადი მიმდევრობა; 

გ) (CI არის მკაცრად კლებადი მიმდევრობა; 
ი7ი: 

დ) 3, 3, 0, 0, -3, -3... არის კლებადი მიმდევრობა; 

ე) ((-1)' იპი») მიმდეერობა არ არის მონოტონური მიმდევრობა. 

მიმდევრობას, რომლის ყოველი წევრი ერთი დღა იგივე 

რიცხვია, მუდმივი (სტაციონარული) მიმდევრობა ეწოდება. 

მიმდევრობა, რომლის ზოგადი წევრია მე=7, არის სტაციონა- 

რული მიმდეერობა. 

ცხადია, რომ სტაციონარული მიმდევრობა ზრდადიც არის 

და კლებადიც. 

განეიხილოთ მიმდეერობა, რომლის ზოგადი წევრია მე =+ 
III 

გამოვყოთ ამ მიმდევრობიდან ლუწნომრიანი წევრები. მივი- 
ღებთ ახალ მიმდევრობას 

ხ
ა
|
–
 

>
!
 

დ
 

ამ მიმღეერობის ზოგადი წეერია ხ, = = 
ი



9.,, მძძდმშრიბა 

(ხე)ი») მიმდევრობის ყოველი წევრი გეხვდება (მა)აე>») მიმ- 

დევრობაშიც. ამავე დროს დაცულია წევრთა თანამიმდევრობა, 

რაც ნიშნავს, რომ თუ (ხი)„»| მიმდევრობაში ხ,„ წევრი უფრო 

ადრე გეხვდება, ვიდრე ხ„ წეერი, ე.ი. «<თ, მაშინ (მ,)„>) მიმ- 

დევრობაშიც ხ.-ს შესაბამისი წევრი მე უფრო ადრე გეხედება, 

ეიდრე ხე-ის შესაბამისი წევრი მ,, ანუ სამართლიანია უტო- 

ლობა ჩ<(“. მაგალითად, (ხ,)ი»| მიმდევრობაში ჯერ გეხედება 

ხ, =+ და შემდეგ ხ, = +; ხ; =1+-ის შესაბამისი წევრი (მ,)ი>| 

მიმდეერობაში არის მ/, ხ, =1-ის კი მა, ასე რომ, ჯერ გვხვდე- 

ბა 8, =+ წევრი და შემდეგ კი – მ, =1 წევრი. გვაქეს: 

(მი)ი>| მიმდევრობა: I, 1. 1, 1.11,1. 
34.56 

(ხი) ი>|) მიმდევრობა: 1,1.1., 
2 4 6 

ასეთ შემთხვევაში ამბობენ, რომ (ხ,),„») მიმდევრობა არის 

(მი)ი>) მიმდევრობის ქვემიმდევრობა. 

ახლა მოეიყეანოთ ქეემიმდეერობის მკაცრი განმარტება. 

ვთქვათ, მოცემულია მიმდევრობა (მიე) ი>I. განვიხილოთ 

ნატურალურ რიცხვთა რაიმე მკაცრად ზრდაღი მიმდევ- 

რობა (V»)ჯ >1 

ს)<02<9)3<...<0;:<.... 

(მი)ი>1 მიმდევრობის წევრებისაგან შევადგინოთ ახა- 

ლი მიმდევრობა იმ წევრების გამოყოფით, რომელთა ნომ- 

რებია #იI,02,Mვ,...M... · ე.ი. განვიხილოთ შემდეგი მიმდევ- 

რობა 

მიღებულ (მ, ),»,ც მიმდევრობას ეწოდება (მი) „>1 მიმ- 

დევრობის ქვემიმდევრობა. 

ამრიგად, ქვემიმდევრობაში დაცულია ელემენტთა იგივე თა- 

ნამიმდევრობა, რაც საწყის მიმდევრობაში. დაუშვებელია ქვემიმ- 

დევრობაში ახალი ელემენტების დამატება ან ელემენტების გამეო- 

რება, თუკი ეს ელემენტები საწყის მიმდევრობაში არ მეორდება. 
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ლჰძქძVხა 9. შიმდშარ“იშბა, მძძღპპრიების %Iშარ/ 

მაგალითი 4. ვთქვათ, გვაქვს მიმდევრობა, რომლის ზოგადი წევრია მე = 

I44 

მიმდევრობა, რომლის ზოგადი წევრია ხ, =-L>, არის 

მოცემული (მე)-», მიმდევრობის ქვემიმდეერობა. ქვემიმდევ- 

რობა მიიღება საწყისი მიმდევრობიდან პირეელი ოცი 

ელემენტის „ჩამოჭრით“. კერძოდ, გვაქვს: 

(9,)ი>) მიმდევრობა: 1, 1, _– 28" 2 , 2 = 

I 
(ხ,)ი>| მიმდევრობა: + ”52 

მაგრამ თუ განსეისილავთ შემდეგ მიმდევრობებს: 

71 1 LI 

" 3” 2” ”20” 2I” 22... 
1 

(ძი). · , წ 5, 3ვ'““ 

(ლა). :1 

–
 

ისინი არ წარმოადგენენ ც მიმდევრობის ქვემიმდევრო- 
ი ი”! 

ბებს. (C-)ი»| მიმდევრობაში გადაადგილებულია მეორე და მესამე 

წეერი, (ძიე)„>, მიმდევრობაში კი დამატებულია ახალი წევრი 

ძვ = 5. 

ახლა განვმარტოთ მიმდევრობათა ჯამი, სხეაობა, ნამრავ- 

ლი და შეფარდება. 

ვთქვათ, მოცემულია ორი მიმდევრობა (მ,)ი>»; და (ხი) „»I. ამ 

ორი მიმდევრობის 

L ჯამი ეწოდება შესაბამისი წევრების ჯამთა (მი+ხი)ი>1 

მიმდევრობას და აღინიშნება (მა) ი>1+ (ხი) ი>| სიმბოლოთი, 

2. სხვაობა ეწოდება შესაბამისი წევრების სხვაობათა 

(მი- ხი)ი>1 მიმდევრობას და აღინიშნება (მი) ი>! – (ხი) ი>I 

სიმბოლოთი; 

3. ნამრავლი ეწოდება შესაბამისი წევრების ნამრავლთა 

(მე · სი)ი>| მიმდევრობას და აღინიშნება (მი)ი>I ·(ხი)ი>1 

სიმბოლოთი; 

4. მეფარდება ეწოდება შესაბამისი წევრების შეფარ- 

დებათა| 2 | მიმდევრობას, თუ (ხი)ი>, მიმდევრობის 

ი>! 

ყოველი წევრი ნულისაგან განსხვავებულია, და აღინი- 

შნება «2» სიმბოლოთი. 
წ ბი»



ე.2, მსყძდიეშრობის VყCხარი 

მაგალითი 5. ეთქეათ, (მიე)ი») და (ხი), მიმდევრობის ზოგადი წევრებია 

შესაბამისად: 

1 = 
მე –უ და ხ, =“25. 

ამ მიმდევრობათა ჯამის 

(>) ი>I “ (მი)ი>I + (ხ,)ი>) 

ხოგადი წევრი იქნება 

– _ 131 1. _ი+ 
Cა =8მა +ხ, –ი ი? “ე?” 

ანალოგიურად, ამ მიმდევრობათა სხვაობის, ნამრავლისა 

და შეფარდების ზოგადი წევრებია შესაბამისად: 

  

1. 1 ი–-1 _ _1 1.51 
ძე =მე -ხ, ი ე?> ი? ” წ =მე-ხ, ააადღაებსგბ. 

1 
=9ი- ი _ 

წხ |." 
ი? 

9,2, მიმდმმრობის %”პარმ 

ახლა ჩვენ შევისწავლით მიმდევრობის ზღვრის ცნებას და 

მოვიყვანთ მიმდევრობის ზღვრის ზოგიერთ თვისებას. შემოეი- 

ღოთ ნამდვილი 2 რიცხვის § მიდამოს განსაზღვრება. 

ვთქვათ, 9 რაიმე ნამდვილი რიცხვია, ხოლო § კი – რაიმე და- 

დებითი რიცხვი. 2 რიცხვის §-მიდამო ეწოდება |2-6, 2+8I 

ღია ინტერვალს (ნახ. 9.10). 

მაშასადამე, X რიცხვი ეკუთენის 8 რიცხვის C- 

–____ა ი მიდამოს ნიშნავს, რომ სრულდება უტოლობა 
8-C მ 8+6C 

ნახ. 9.10 2-8<X< 92+8, 
ი ანუ 

IX-3|<8. 

  | მიმდევრობა და შევეცადოთ გავცეთ პა- მაგალითი 6. განვიხილოძი) L 

  

მ, მა მა მე სუხი შემდეგ კითხეაზე: როგორია ამ მიმდევ- 

– -- L : რობის „წევრთა ყოფაქცევა“, როცა ნომრები 

“! „. 0 1 L+ „მალიან დიდია“? 

3 4 2 მოვიშველიოთ გეომეტრიული ინტერპრე- 

–- ტაცია. 
ნახ. 9.II 
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ლძქმძ/ა 9. ჰძმდაპპრ“შბა, მძძომშრ/აბის ზარი 

როგორც ნას. 9.11-დან ჩანს, ნომრის ზმრდასთან ერთად მიმდეე- 

რობის წევრები 0-თან უფრო და უფრო „ასლოს განლაგდებიან“. 

გაჩეიხილოთ 0-ის წ-მიდამო, სადაც C=0,01. განსილ-ელი მიმდე- 

ვრობის ყველა წევრი, რომელთა ნომერი აღემატება 100-ს, მოთავ- 

სდება ამ მიდამოში, რადგან სამართლიანია შემდეგი უტოლობა 

(–I» : –0,01<+- 7 <0,0), როცა ი. >100. 
ი 

ანუ 

(მე I<0,01, როცა ი >100. 

შემოვიღოთ აღსიშვსა M,კ = |I00, მაშინ უკასასკცსელი უტოლობა 

ასე ჩაიწერება 

|მ,1<0,01, როცა ი>M„. 

ასლა, ვთქვათ 8=0,001, მაშინ ამ მიმდეერობის ყველა წევრი, 

რომელთა ნომერი აღემატება 1000-ს, მოთავსდება 0-ის §-მიდამოში 

(§=0,001), რადგან სამართლიანია უტოლობა 

_ IV 

–0,001<+-) <«0,00|, როცა ი. >1000. 
” 

M:= 1000 აღსიშენის შემოღების შემდეგ ეს უტოლობა შეიძ- 

ლება ასე გადავწეროი!: 

| მ, I<0,001), როცა ი >M;. 

როგორც ესედავთ, ორივე შემთსვევაში დასახელებული §6§- 

სთვის ვიპოვეთ ისეთი ნომერი M(ნ), რომ M(6)+1 ნომ- 

რიდან დაწყებული მიმდევრობის ყველა წევრი მოთავსდა 

0-ის §-მიდამოში. 

8-იის შეცვლა იწვევს შესაბამისი M ნომრის შეცვლას. 

მაშასადამე, აღნიშნული ნომერი დამოკიდებულია §-ზე, 

რაზეც მიუთითებს აღნიშვნა M(8). 

ამრიგად, შეიძლება ითქვას, რომ ,,0-ის მიდამოშია თავმოყ- 

რილი” ამ მიმდევრობის ყველა ის წევრი რომლის ნომერიც 

„საკმაოდ დიდია“. 

მაგალითი 7. განვიხხილოთ ორი მიმდევრობა, რომელთა ზოგადი წევრებია 

შესაბამისად: ხ, =1 და 0, => 
ი 

  

ხ. ხ; ხ, 

I I '! 1 

0 I ' | (ხ,)„>) მიმდევრობის წევრები უსასრულოდ 

თ 2 უახლოედებიან 0-ს მარჯვნიდან, როცა მიმდევ- 

<”<-_-ა·- რობის წევრთა ნომერი უსასრულოდ იზრდება 

ნახ. 9.12 (ნახ. 9.12). 
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აე 9.2. ყიძდეყრობძს წყარი 

  

თ თ ფთ თ (თ)ი>1) მიმდევრობის წევრები უსასრულოდ უა- 

+ --+- ხლოევდებიან 0-ს მარცხნიდან, როცა მიმდევრობის 
_ ი წევრთა ნომერი უსასრულოდ იზრდება (ნას. 9.13). 

> განეიხილოთ 6=0,001. ორივე მიმდევრობის 

ნას. 9I3 ის წევრები რომელთა ნომერი აღემატება 

M=1000ს მოთავსებულია 0-ის §-მიდამოში, 

რადგან სამართლიანია შემდეგი უტოლობები: 

(ხე)ია):|– <0,00) როცა 9>1000, 

    

1 

ი 

(C,),»: |– – <0,001, როცა ი >1000, 
  
= 

ი 

  

თუ განვიხილავთ §=0,0001, მაშინ 0-ის C-მიდამოში მო- 

თავსდება ამ მიმდევრობის ყველა ის წევრი, რომლის ნომე- 

რიც აღემატება M= 10000-ს, 

მაგალითი 8. განვიხილოთ მიმდევრობა, რომლის ზოგადი წევრია 

  

  

ი 

– მე მე გ. =5++ - · 
1 1 1 + + + 

გ '. 5 ' ' შესაბამისი გეომეტრიული სურათი გეკარ- 

.კ “კ 'ა სახობს, რომ ამ მიმდეერობის წეერები ,,უახ- 

ლოედებიან“ 5-ს, როცა მათი ნომრები „საკმა- 

ნახ. 9.14 ოდ დიდია“ (ნახ. 9.14). 

განვიხილოთ §=0,01, მაშინ ამ მიმდევრობის 

ყველა წევრი დაწყებული ასმეერთედან მოთა- 
ვსებულია 5-ის §-მიდამოში. მართლაც, 

(–10)" 
ი 

_ 13 

(მ, -5=5+C-%.-5= 
ი 

<0,01, როცა 90 >100. 

        

განხილულ მაგალითებში მოყვანილი თითოეული მიმდევრო- 

ბისათვის არსებობს ისეთი რიცხვი, რომლის ნებისმიერი მცირე 

მიდამო შეიცავს აღნიშნული მიმდევრობის ყველა წევრს, დაწყებუ- 

ლი გარკვეული ნომრიდან. სწორედ ეს თვისება წარმოადგენს 

მიმდევრობის მღერის ცნების არსს. 

შემოვიღოთ მიმდევრობის ზღერის მკაცრი განმარტება. 

ვიტყვით, რომ 8 რიცხვი არის (მი)ი„>! მიმდევრობის ზღვა- 

რი, თუ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვისათვის მოიძებნება 

ისეთი ნატურალური M# რიცხვი, რომ სრულდება უტოლობა 

(0, –2|<8§, როცა ი> IM. 
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ლძქძია 9. მიძდშპრობა, მძმდმძრ/ბ/ს ზIოასარ/ 

ის ფაქტი, რომ 2 რიცხვი არის (მი) ი>1 მიმდევრობის ზღვარი 

ასე აღინიშნება: 

IIი მ,=82. 
ი= 

ან უბრალოდ 

მე-22, როცა იM –>=9. 

(იკითხება: „ლიმეს მიე-სა უდრის მ-ს, როცა ი მიისწრაფვის 

უსასრულობისაკენ'. 

როგორც უკვე აღენიშნეთ. |მი-21<8 უტოლობა ეკვივალე- 

ნტურია მ-§< მე <28+§6 უტოლობისა. ამ ფაქტისა და მიმდევრო- 

ბის ზღვრის განმარტების თანახმად შეგვიძლია ჩამოვაყალიბოთ 

მიმდევრობის ზღვრის გეომეტრიული შინაარსი: (ში)ი>! 

მიმდევრობის ზღვარი არის 3 რიცხვი, თუ 2-ს ნებისმიერ 

ნ მიდამოში მოთავსებულია (მია)ი>1 მიმდევრობის ყველა 

წევრი დაწყებული გარკვეული IM ნომრიდან. 

მიმდევრობის ზღვრის განმარტებაში არაფერია 

ნათქვამი ამ მიმდევრობის პირველი M წევრის 

– მ.) შ2,..,ე შM-ის შესახებ. ზოგიერთი მათგანი 
8მM+«3 მM. 

შეიძლება ეკუთვნოდეს მ-ს §-მიდამოს (თუ კმაყო- 
მე გ.ე მპ გ მ+6 8) ფილდება შესაბამისი უტოლობა) და ზოგიერთი 

ნახ. 9.15 შეიძლება არ ეკუთვნოდეს ამ მიდამოს (ნას. 9.15). 

მიმდევრობას ეწოდება კრებადი, თუ 

მას აქვს ზღვარი; მიმდევრობას ეწოდება 

განშლადი, თუ მას ზღვარი არა აქვს. 

მაგალითი 9. ვაჩვენოთ, რომ (C-I)")„»| მიმდევრობა განშლადია. 

ამ მიმდევრობის ლუწნომრიანი წევრები ტოლია 1-ის, ხოლო 

კენტნომრიანი წევრები კი ტოლია -1-ის (იხ. ნახ. 9.16) 

CI) I თუ ი9=2X, #C M, 
მ. =(- = 

· –I, თუ ი=2%X-I, XC M, 

მიმდევრობის ყოველ ორ მეზობელ წევრს 
შორის მანძილი 2-ის ტოლია, ამიტომ ნებისმიერი 

8-სთეის რომელიც აკმაყოფილებს პირობას 

= მა, 0<§<2, Lის მიდამოში მოთაესდება მხოლოდ 

_–.–---–-- ლუწნომრიანი წევრები, ხოლო -1-ის §-მიდამოში 

-I 0 I კი – მხოლოდ კენტსომრიასი წევრები. მაშასა- 

ნახ. 9I6 დამე, არ არსებობს ისეთი M ნომერი, რომ 
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9.2. ქიძდმპრიბძთს წზIჭარი 

მიმდევრობის ყველა წევრი, დაწყებული M-ურიდან, მოთავსდეს 

1-ის C-მიდამოში ან -I-ის §-მიდამოში. 

ამ მიმდევრობის ზღვარი ვერ იქნება 1-სა და -1-საგან განსხ- 

ვავებული რომელიმე ნამდვილი რიცხვი, რადგან ამ შემთხვევა- 

ში ყოველთვის არსებობს აღ- 

  

გ გ ნიშნული რიცხვის ისეთი მცირე 

, | ( I 1 | ( | 3 მიდამო, რომელიც არ შეიცაეს 

0 გ-C 2გ+6 | 8-6 ე+6 არც 1-ს და არც -1-ს, ე.ი. მიდამო, 

ნას. 9I7 რომელიც არ შეიცავს მიმდევრ- 

ობის არცერთ წევრს (ნახ. 9.17) 

V2გC IL, 2#1,2#-1,3C>0 = 1 C (მ-6,8+§) და -1 C (გ-C;8+6). 

მაშასადამე, (CI;)ი>I| მიმდევრობა განშლადია. 

მაგალითი 10. განვიხილოთ მუდმივი მიმდევრობა. მისი ზოგადი წევრია მაე= C. 

თეორემა 1. 

დამტკიცება. 

რადგან |მა- C|I=IC - C|=0<6§,VC>0 , ამიტომ III1C=C . ე.ი. მუდ- 
ჩ–.თ= 

მივი მიმდევრობა კრებადია და მისი ზღვარი თვით ეს რიცხვია. 

კრებად მიმდევრობებს გააჩნიათ მრავალი საინტერესო თვისე- 

ბა. ზოგიერთ მათგანს ჩვენ შემდეგ ლექციაში გავეცნობით. ახლა კი 

მოვიყვანოთ ორი მნიშვნელოვანი თვისება დამტკიცებითურთ. 

ყოველ კრებად მიმდევრობას აქვს ერთადერთი ზღვარი. 

ეთქეათ, (მი) „>1 რაიმე კრებადი მიმდევრობაა. ჩვენი მიზანია 

დავამტკიცოთ, რომ მას აქვს ერთადერთი ზღვარი. დავუშვათ 

საწინააღმდეგო, ე.ი. (მი) ი>1 კრებად მიმდევრობას აქვს ორი 

განსხვავებული ზღვარი: 

სიმ, =2 და IIი)2 =ხ, 
ით ი–თ 

ამასთას, 2# ხ. ვთქვათ, 9 <Vხ. 

ხ–2 
ავირჩიოთ § რიცხვი ისე, რომ 0<8< =2> , მაშინ 3-სა და 

ხ-ს §-მიდამოები არაგადამკვეთ სიმრავლეებს წარმოადგენენ 

(ნახ. 9.18): 

(8-8, 8+8) (ა (ხ-§; ხ+8)=C. 

სწოიბ2 ==? ნიშნავს რომ აღნიშნული 
ჩ–> 

  

ხ 
L-6 > 8-თეის მოიძებნება ისეთი ნომერი MI, რომ 

ხ-- ხ+6 მიმდევრობის ყველა წევრი, დაწყებული 

ნახ. 9.18 M/-დან, მოთავსდება 8 რიცხვის C-მიდამოში. 
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ლჰქყყა 9. მიშდაპპრ/შბა, მიძღპპრ(იშბის სარი 

III 2,=ხ ნიშნავს, რომ აღნიშნული 6§-თვის მოიძებნება ისე- 
ი–თ” 

თი ნომერი M.. რომ მიმდევრობის ყველა წევრი, დაწყებული 

M-დან მოთავსდება ხ რიცსვის 8-მიდამოში. M, და M2 ნატურა- 

ლურ რიცხვებს შორის უდიდესი აღვნიშნოთ M-ით: 

M=9XIM,Mე), 

მაშინ მიმდევრობის ყველა წევრი, დაწყებული ამ ნომრიდან, 

უნდა მოთავსდეს როგორც 8 რიცხვის § მიდამოში, ასევე ხ რიცს- 

ვის 8 მიდამოშიც. ეს კი შეუძლებელია, რადგას ამ მიდამოებს სა- 

ერთო წერტილი არ აქეთ. მიღებული წინააღმდეგობა შედეგია იმ 

დაშეებისა, რომ კრებად მიმდევრობას აქვს ერთზე მეტი ზღვარი. 

ამრიგად, კრებად მიმდევრობას მხოლოდ ერთი ზღვარი გააჩნია. 

თეორემა 2. ყოველი კრებადი მიმდევრობა შემოსაზღვრულია. 

დამტკიცება. განვიხილოთ რაიმე კრებადი მიმდევრობა (მი) ი>1. ვთქვათ, 

ი 2,=9. ღაეუშვათ 6=I და განვიხილოთ მ? რიცხვის 6C 
ილთ 

მიდამო, ე.ი. |9-1, 8+1| ღია შუალედი. ზღვრის განმარტების 

თანახმად არსებობს ისეთი ნომერი M, რომ მიმდევრობის 

ყველა წევრი, რომლის ნომერიც აღემატება M-ს, მოთავსდება 

აღნიშნულ შუალედში, ე.ი, სრულდება უტოლობა 

2-1<2ე<2+1, როცა ი > M. 

რაც შეეხება მიმდევრობის პირველ M წევრს – 3/),92,... მM-ს, 

ისინი შეიძლება აღმოჩნდნენ როგორს ამ მიდამოში, ასევე მის 

გარეთაც. 

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშენები: 

M=I02X (2I,32,,., 2, 2+1), 

  

„ + == ჯ ს, იი =Vი1ი (9),22,.,. შა, 22-13. 

მ) · მჯ«2 : მაა) ი) 8 მაშინ მიმდევრობის ყველა წევრი 

ნახ. 919 დააკმაყოფილებს უტოლობას 

II <მე<M, 

რაც ნიშნავს (მე)ი>| მიმდევრობის შემოსაზღვრულობას (ნახ. 9.19). 

თეორემა 3. 2 რიცხვისკენ კრებადი მიმდევრობის ნებისმიერი ქვემიმდე- 

ვრობა ამავე 2 რიცხვისკენაა კრებადი. 
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ლექი“ 9. მიძღდეძრობა, მიძდმშრ/(იბის % მარი 

ჯავალმემბა 

შეამოწმეთ თეორიული მასალის ცოდნა შემდეგი კითხვების საშუალებით: 

რას ეწოდება მიმდევრობა? 

რას ეწოდება ზემოდახ (ქვემოდან) შემოსაზღვრული მიმდევ- 

რობა? როგორია შესაბამისი გეომეტრიული ინტერპრეტაცია? 

რას ნიშნავს, რომ მიმდევრობა არ არის შემოსაზღვრული ზემო- 

დან, ქვემოდან? როგორია შესაბამისი გეომეტრიული ინტერა- 

რეტაცია? 

მოიყვანეთ ზრდადი, კლებადი, მკაცრად ზრდადი და მკაცრად 

კლებადი მიმდეერობების განმარტებანი. 

5. ჩამოაყალიბეთ ქეემიმდევრობის განმარტება. 

6. რას ეწოდება მიმდევრობის ზღვარი? 

7. რაში მდგომარეობს მიმდევრობის ზღვრის გეომეტრიული ინ- 

ტერპრეტაცია? 

8. რას ეწოდება კრებადი (განშლადი) მიმდევრობა? 

9. შეიძლება თუ არა, რომ მიმდევრობას გააჩნდეს რამდენიმე 

10. 

განსხვავებული ზღვარი? 

როგორია კრებადი მიმდევრობის კავშირი ამ მიმდევრობის 

შემოსაზღვრულობასთან? 
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ლძქეძია 9. შიმდმარიშბა, ძიმდაებრიობის ზIშარი 

9.1. 

92. 

93. 

9.4. 

9.5. 
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იპოვეთ პირველი ექესი წევრი მი- 

მდევრობისა, რომელიც შემდეგი 

ფორმულითაა მოცემული: 

  

ა) X.=8-ი?; 

ბ) X, = 942, 

ი 

I+(-I)" 
XX =-- გ) X,==--- 

6 X.ე = · 
დ 2" +3 

მიმდევრობა მოცემულია ფორმუ- 

ლით: X., = ი?:+5. იპოვეთ: 

ა) X20; 

ბ) XIიი 

გ) XLI 

დ) XX. 

მიმდევრობა მოცემულია X, =4ი –I 

ფორმულით. იპოვეთ მიმდევრო- 

ბის ისე წყერის სომერი, რომე- 

ლიც უდრის: 

ა) 95-ს,1 ბ) 115-ს. 

მიმდევრობა მოცემულია 

X. =ი? +2ი+1 
ფორმულით. არის თუ არა ამ მიმ- 

დყეროტბის წეერი შემდეგი რიცზვი: 

ა) 289; ბ) 223. 

მიმდევრობა მოცემულია 

X, =3ი+2 

ფორმულით. იპოვეთ ი-ის იმ მნი- 

შვენელობათა სიმრავლე, რომლე- 
ბის ეისაც ჭეშმარიტია უტოლოზა: 

ა) X.229; ბ) 80<X, <180. 

პრაქტიძშლი საშარ-ხი შუმბი: 

9.6. 

9.7. 

9.8. 

9.:9. 

I 
მიმდევრობა მოცემულია X, =0+– 

ი 

ფორმულით. იპოვეთ ი-ის იმ მნი- 

შვნელობათა სიმრავლე, რომლე- 

ბისთვისაც ჭეშმარიტია უტოლობა: 

ა)Xი>2; 

ბე) Xჯ>45;: 

გ) X, <6; 
დ) 3<X„<20. 

მიმდევრობა მოცემულია Xა=ი 2 

ფორმულით. იპოვეთ იმ წევრის 

ნომერი, რომლიდანაც დაწყებუ- 

ლი მიმდევრობის წევრები მეტია: 

ა) 100-ზე: 

ბ) 1 000-ზე. 

იპოვეთ ზოგადი წევრის ფორმულა 

მოცემული თითოეული მიმდევრო- 

ბისათვის: 

ა) 1,3, 5,7, 9,... ; 

ბ) 2, 5, 8, 11, 14,. 

გ ალ, ლაეევ 

თ
 1 

2 , 

I 
1, – თ. გ? დ) 8 ? 

3 

4 

1 
4 

დაადგინეთ არის თუ არა მონო- 

ტონური მიმდეერობა, რომელიც 

შემდეგი ფორმულითაა მოცემული: 

ა)Xა=10-ი; 

  

ბ) X„= I3-იI; 

გ X =ი-1+, 
ი 

2ი+I1 
დ) Xე = ; 

ი 

ე) Xი=8-|6-ი|) + 2ი.



9.10. დაამტკიცეთ, რომ მიმდევრობა, 

2ი 
რომლის ზოგადი წევრია X, ===–., 
ზრდადია. 

9.11. დასახელებული §-სათეის მოძებ- 

ნეთ უმცირესი ნატურალური IM 

რიცხვი ისეთი, რომ, როცა ი>M 

შესრულდეს უტოლობა 8, –მ|<§: 

  

  

  

აეაბბა.– .-. –_–. 
ი+2 

–_... 
3ი+6 3 

2ი –I 1 
= ) 8=-, 8=0,1, 

გ) ბი –ნი+I 3 

9.12. ზღვრის განმარტების საფუძველ- 

ზე დაადგინეთ ჭეშმარიტია თუ 

არა ტოლობები: 

  

  

პრაქტ ული საყძარXი შ(72ბი 

9.13. განშლადია თუ არა (0,),:, მიმ- 

დევრობა, რომლის ზოგადი წევ- 

რია: 

I 
ა) 2. =1-–; 

= 94-15. ბ) 2. =3(–-!); 

გ) 2. =ი2, 

9.14. ეთქვათ, 

1. როცა ი=2. VMCM, 
ს 

5-2, როცა ი=2+-1I,LCM. 
ი 

ა) დაადგინეთ, კრებადია თუ გან- 

შლადი (მ, ),ჯა, მიმდევრობა; 

ბ) გამოყავით (მა),ჯ, მიმდევრო– 

ბის კრებადი ქვემიმდევრობა. 
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ლშჟძძეია /! / 

მიმდეპრობის დსღვრის ჭსოგიერთი თვისება. 
უსასრულოდ დიდი და უსასრულოდ 
მცირე მიმდევრობები. რიცხვითი მწპრივი 

I0.,, მმიმ-მპრობის ზღშრის წზობგიძშრი!ი იშისშბა 

წინა ლექციაში ჩვენ დავამტკიცეთ, რომ მიმდევრობის კრება- 

დობა საკმარისი პირობაა ამ მიმდევრობის შემოსაზღერულო- 

ბისათვის. შებრუნებული დებულება, საზოგადოდ, სწორი არ 

არის, ე.ი, მიმდევრობის შემოსაზღვრულობა არ არის საკმარისი 

პირობა ამ მიმდევრობის კრებადობისათვის. მაგალითად, მიმ- 

დევრობა ((-1)ა»| შემოსაზღვრულია, მაგრამ კრებადი არ არის. 

თუ მიმდევრობის შემოსაზღვრულობის პირობას დაემატება კი- 

დევ მოსოტონურობის პირობაც, მაშინ მიმდევრობა კრებადი იქნება. 

დამტკიცების გარეშე მოეიყვანოთ 

თეორემა 1) ყოველი მონოტონური შემოსაზღვრული მიმდევრობა 

კრებადია. 

მაგალითი 1. (ეილერის რიცხვი). განვიხილოთ მიმდევრობა, რომლის ზო- 

გადი წევრია 
1 ი 

მ, = ს + 1) · 
”» 

მტკიცდება, რომ ეს მიმდევრობა ზრდადია და შემოსაზღვრული, 

ე.ი, თეორემა 3-ის თანახმად ამ მიმდევრობას აქვს ზღვარი, 

რომელიც 6 ასოთი აღინიშნება 

ხთ + 1 =0, 
იათ ი 

6 არის ირაციონალური რიცხეი (უსასრულო არაპერიოდული 

ათწილადი) და მას ეილერის (ზოგჯერ ნეპერი“) რიცხვს უწოდებენ 

6=2, 718. 

ი–თ=თ 
მ, 

მი 

: . 1 
მტკიცდება, რომ, თუ IIM18, =+C, მაშინ 5 + 1| =6. 

ი– 

დამტკიცების გარეშე ჩამოვაყალიბოთ მიმდევრობის ზღვრის 

კიდეე რამდენიმე თვისება. 
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თეორემა 2. 

მაგალითი 2. 

ამოხსნა. 

თეორემა 3. 

/0.,. შიძისმძრიბის %წIსძრის წ(/მიმრთV თაძსმბა 

თუ (მი)ი>) და (ხი)ი>I კრებადი მიმდევრობებია, მაშინ 

კრებადია მოცემული მიმდევრობების ჯამი, სხვაობა, 

ნამრავლი და ადგილი აქვს შემდეგ ტოლებებს: 

Mთ (9, +ხ „ა=Mთმ, +IIIხ,, 
ხი-–= 

სთ(მ, –ხ ი)= თმ, –Mწოიოხ,, 
ით 

Iი (მ, ·ხ,)=IIო მ, ·Iთ ხ,. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ იი გ“ =|Iთ2, L, MC M, 
– –_ 

მტკიცდება აგრეთვე, რომ თ 2? = II, 1“, როცა 2ი>0, 
ი–6თ –> 

CXC I, 

- ა" 
  ვთქვათ, (მ,)ი>1 მიმდევრობის ზოგადი წევრია 2, =3+ და 

CV 
(ხი)ი», მიმდევრობის ზოგადი წევრია ხ.=8+--“-,. იპოვეთ: 

MI 

ა) IIთ(8,+ხ,); ბ) Iოტ,–ხე; გ) თრ, ხე). 
ი–> ი» ი» 

ზღერის განმარტების საფუძველზე ადვილად დავადგენთ, რომ 

Iიი მე სუ + 3. 3 და Mთხ, “სე გაა“ ს |=. 
ით ით ით ი–+თი 

თეორემა 4-ის თანახმად 

ა) IIიI(8, +ხ,)= I(თ მ, +IIთ ხ, =3+8=11; 

ბ) IIიI(გ, –ხ,)= Iო მ, –IIთდ ხ, =3-8=-5; 
ით ი–6–თ ით 

გ) მთ(გ, ·ხ,) = IIთმ, - სიხ, =3:.8=24. 
ი–თ ი–6–თ იიი” 

ვთქვათ, (მი)ი>1 და (ნ,)ი>, კრებადი მიმდევრობებია. თუ 

(ხიე)ი>, მიმდევრობის თითოეული წევრი ნულისაგან 

განსხვავებულია, ე.ი. ხი#0, VიCM და Mთხ, #0, მაშინ 
ი–3= 

(მი) ი>I და (ხი) ი>1 მიმდევრობის შეფარდებაც კრებადია და 

      

სი 2, 
: ი ი–პთძ 

ია“ხ. Iი!ხ, 
ი–თ 
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ლძქცია /0. პიმ=მპრ/ბის ზIოპრის წ%(/მიმრთი თძისმბა. უშსასრაულ//დ დძ(V”.., 

მაგალითი 3. ვთქვათ, (მი), მიმდევრობის ზოგადი წევრია გ, =7++ და 
ი 

(ხი, მიმდევრობის ზოგადი წევრია ხ, =5-+4, მაშინ 
ი 

7431 ო 7+ ') 
9) ია“ I = 7 

  

. მ · 
IIIი –"- = IMIთ = 
ია ისთ 1 –-845' ხ, – ს. _ 1) 5 

ი იოთ 1 

Iე.2. შსასრულუდ დიდი («სა უშსასრუშლოუ# მძმრმ მიმ“ძშრობპშბი 

შემოვიღოთ პლუს უსასრულოდ და მინუს უსასრულოდ დი- 

დი მიმდევრობების განმარტებები. 

ვიტყვით, რომ (მი)ი>| მიმდევრობა პლუს უსასრულოდ 

დიდია ანუ კრებადია +29-სკენ, თუ ნებისმიერი MI რიცხ- 

ვისათვის მოიძებნება ისეთი M# ნატურალური რიცხვი, 

რომ სრულდება უტოლობა 

მი>M, როცა –9>M. 

ამ ფაქტს ასე აღნიშნავენ 

Iი12, =+C. 
ი–თ 

მაგალითად, მ, =ი”,ხ, =+ი, ლ. =2ი+5, ძ, =ი მიმდეერობები პლუს უსასრუ- 

ლოდ დიდი მიმდევრობებია. 

ვიტყვით, რომ (მი)ი>1 მიმდევრობა მინუს უსასრულოდ 

დიდია ანუ კრებადი -თ-სკენ, თუ ნებისმიერი II რიცხვი- 

სათვის მოიძებნება ისეთი M ნატურალური რიცხვი, რომ 

სრულდება უტოლობა 

მე <X”, როცა – > M. 

ამ ფაქტს ასე აღნიშნავენ: 

IIი 2, =-<. 
8ს-–პთ 

მაგალითად, მ, =-–ი“, ხ, =-Vი, C=5-2ი, ძე=-–ი მიმდევრობები მინუს 

უსასრულოდ დიდღი მიმდევრობებია. 
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"მაგალ ითად, 

მM4+3 

# 
V 

-M 

ნახ. 10./ 

| 
I 

0 მ 

0.2. სასრ 7(-=(/C დიდე და პსასრთლიდ მ0ირმ მიყდესრ(ებებძი 

ვიტყვით, რომ (მი)ი>) მიმდევრობა უსასრულოდ დი- 

დია ან კრებადია «-სკენ, თუ ნებისმიერი დადებითი ML 

რიცხვისათვის არსებობს ისეთი M ნატურალური რიცხვი, 

რომ სრულდება უტოლობა 

I9%ი |> M, როცა ი>M. 

ამ ფაქტს ასე აღნიშნავენ 

III 2, =9. 
სთ 

მ„=(-1)%ი, ხ,=C ი? თ =CI"Vი, ძ,=CL)'65-2ი), ჩ. =(=0"'ი, 

წ, =(–-1)" 2", ხე =(-1)(4ი-3) უსასრულოდ დიდი მიმდეე- 

რობებია. 

რიცხვით ღერძზე უსასრულოდ დიდი 

მიმდევრობის გეომეტრიული ინტერპრე- 

ბ | , ტაცია შემდეგში მდგომარეობს: ნებისმი- 

M კა 8 ერი |-M,M(I ინტერვალისათვის არსებობს 

ისეთი M ნატურალური რისხვი, რომ მიმ- 

დევრობის ყველა წევრი, დაწყებული ამ 
ნომრიდან, აღმოჩნდება აღნიშნული შუა- 

ლედის გარეთ (ნახ. 10.1). 

სიბრტყეზე კი უსასრულოდ დიდი მიმდევრობის გეომეტრიული 

ინტერპრეტაცია შემდეგში მდგომარეობს: ნებისმიერი პორიზონ- 

ტალური ზოლისთვის, რომელიც შემოსაზღვრულია X=MI და 

»=-MI წრფეებით, მოიძებნება ისეთი M, რომ მიმდევრობის 

ყველა წევრი, დაწყებული ამ ნომრიდან, აღმოჩნდება აღნიშ- 

ნული ზოლის გარეთ. 

სამართლიანია შემდეგი დებულებები: 

ა) თუ მიმდევრობა კრებადია +თ-სკენ, მაშინ იგი უსა- 

სრულოდ დიდია; 

ბ) თუ მიმდევრობა კრებადია -თ-სკენ, მაშინ იგი უსა- 

სრულოდ დიდია. 

ცხადია, ყოველი უსასრულოდ დიდი მიმდევრობა შემო- 

უსაზღვრელია. მაგრამ არა პირიქით: მიმდევრობის შემოუ- 

საზღვრელობა არ ნიშნავს, რომ ეს მიმდევრობა აუცი- 

ლებლად კრებადია უსასრულობისაკენ. 
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მაგალითად. 

მაგალითად, 

მაგალითად, 

მიმდევრობა. რომლის ზოგადი წეერია 

ი, თუი =2X%, XC IM, 
მ. = 

ი ს თუი=2XL-1,XC IM, 

ზემოდან შემოუსაზღვრელია, მაგრამ იგი არ არის =-სკენ კრებადი. 

ახლა განეიხილოთ 0-ს,ჯენ კრებადი მიმდევრობები. ასეთ 

მიმდევრობებს განსაკუთრებულ ყურადღებას უთმობენ მათემა- 

ტიკური ანალიზის საკითხების შესწავლის დროს. 

მიმდევრობას უსასრულოდ მცირე ეწოდება, თუ მისი 

ზღვარი ნულის ტოლია. 

თეორემა 2-დან გამომდინარეობს, რომ უსასრულოდ მცირე- 

თა ჯამი, სხვაობა და ნამრავლი უსასრულოდ მცირეა. 

რაც შეეხება ორი უსასრულოდ მცირე მიმდევრობის შეფარ- 

დებას, აქ შეიძლება ადგილი ჰქონდეს ერთ-ერთს შემდეგი ოთ- 

ხი შემთხვევიდან: 

1. უსასრულოდ მცირე მიმდევრობათა შეფარდება შე- 

იძლება უსასრულოდ მცირე იყოს. 

განვიხილოთ შემდეგი ორი უსასრულოდ მცირე მიმდევრობა: 

მ ი ი 

1 1 
=--, ხ,=–, მაშინ სი <= = წთ 9-=Vი 1=0. 

I ” ით ხ, იათ | ი ი 

ი 

2. უსასრულოდ მცირე მიმდევრობათა შეფარდება შეიძ- 

ლება იყოს უსასრულოდ დიდი. 

წინა შემთხვევაში მოცემული მიმდევრობებისათვის განვიხილოთ 

(ხი)ი»ა) მიმდევრობის (მე)ეკ, მიმდევრობასთან შეფარდების 

ზღვარი: 

= IIი ი=4+Cთ · 
ით 

ყო 9» = IIთ 
იღ=მ, ი–თ 

= 
I-

>I
- 

3. უსასრულოდ მცირე მიმდევრობათა შეფარდების 

ზღვარი შეიძლება იყოს ნულისაგან განსხვავებული რიცხვი. 

განეიხილოთ შემდეგი ორი უსასრულოდ მცირე მიმდევრობა: 

5 

, მაშინ Iთ მი _ ყი %+=5. 

1 

ი ი–თ იპ= 1 
ი – 

” 

გ. =>, ხ. = 

ი



I0.2, შსასრთლ/C დიდი და შსასრულიოდ ძძძრმ მძმდმესრიბმები 

4. უსასრულოდ მცირე მიმდევრობათა შეფარდება შეიპ- 

ლება არ იყოს კრებადი. 

განვიხილოთ შემდეგი ორი უსასრულოდ მცირე მიმდევრობა: 

  
(– I)" I გ 

მგე= , ხ, =-, მ შ ნ „ი . წ. – ი. მ ი ე აძი ს (–I1)". ამ ბოლო   

მიმდევრობის ზღვარი კი არ არსებობს. 

ანალოგიურ ოთხ შემთხვევასთან გვაქვს საქმე ორი 

უსასრულოდ დიდი მიმდევრობის შეფარდებისთვისაც. 

შევნიშნოთ აგრეთვე, რომ შემოსაზღვრული მიმდევრო- 

ბის შეფარდება უსასრულოდ დიდ მიმდევრობასთან უსა- 

სრულოდ მცირეა. 

ახლა განვიხილოთ კრებადი მიმდევრობის ზღვრის მოძებ- 

ნის რამდენიმე ხერხი. 

მაგალითი 4. იპოვეთ მიმდევრობის ზღეარი, რომლის ზოგადი წევრია: 

    
– 2 

ა) 8,==“-1, ბ) ხ,=-".““, 
5ი+2 4ი“ +7 

ი+2 

გ) % =Vი+3-#Vი; დ) ძ, ->) · 
ი 

2ი –1   – 2! წი2-წო+ 
ამოხსნა. ა) ი –მიიიიქიიი:იი 

ია=5ი+2 იც-5ი+ 2 ი= 
    

5“ IVIი5+ წი 2 
ჩ იჩ ით ი–ათ=ი 

  

3 : - 3 3 ს 2 ასა ხე მთ ომთ > _) 
ბ) Iთ-" = ი მ--=Iი=---9-= #L =-; 

ია”4ჭ4ე7+7 ი-4ი:7+7 ჩა 
      

  

7 . .. 7 
4. სირ“+Iი-- 

· . ი –/იMVი I _ 

= სი ი313-ი ყუ 3 
„„ეა“–. “–-–--=0; 

ისთ /ი+3++V/ი ბ2-Vი0+3 +Vი 

აო ირე რე უე რე 
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მაგალითი 5. 

ჯმოსსნა. 

ამ ჰუნქტში ჩვენი მიზანია ვისაუბროთ მიმდევრობის ზღვრის 

ერთი მნიშვნელოვანი გამოყენების შესახებ ფინანსურ მათემა- 

ტიკაში. კერძოდ, ეილერის (ნეპერის) რიცხვისა და უწყვეტი 

დარიცხვის პროცენტის ურთიერდამოკიდებულების შესახებ. 

თანამედროვე საფინანსო პრაქტიკაში პროცენტების დარიც- 

ხვა ხდება არა წელიწადში ერთხელ, არამედ რამდენჯერმე. 

ეთქეაი. წელიწადში დარიცხეის რაოდენობაა თ. თუ წლიური 

საპროცენტო განაკვეთია I, მაშინ დარიცხვის პერიოდის 

საპროცენტო განკვეთი იქნება +. სოლო პერიოდების რაოდე- 
(III 

ნობა სესხის გაცემიდან L წლის შემდეგ იქნება L- თ. ასეთ პჰი- 

რობებში რთული პროცენტის მეთოდით დაგროვილი თანხის 

გამოსათველი ფორმულა (იხ. ლექცია 8, ფორმულა (14)) მიი- 

ღებს სახეს: 

XC() = ი I+1) . თი 

ფირმამ ბანკში აიღო კრედიტი 250 000 ლარის ოდენობით 8%-ის 

ტოლი რთული წლიური საპროცენტო განაკვეთით. რა თანხა 
უნდა დაუბრუნოს ფირმამ ბანკს ორი წლის შემდეგ, თუ სესხზე 
ღარიცხეას ბანკი აწარმოებს კვარტალში ერთხელ? რისი ტოლი 

იქნებოდა დასაბრუნებელი თანხა, თუ დარიცსვა ორ თვეში 

ერთხელ ჩატარდებოდა? 

მოცემულობის თანახმად L=250 000, 1=0,08, (=2; თ) =4; I22=6. 

ვისარგებლოთ (1) ფორმულით. ყოველ კვარტალში დარიცხვის 

შემთხვევაში მივიღებთ: 

2-4 

ო(2) = 250 იიი 92%) =250 000(I,02)5 = 

= 250 000 · I,1717 = 292 925 (ლარი). 

ყოველ ორ თვეში დარიცხვის შემთხვევაში კი 

0,08'“” 
IL. (2)=250 იიი) 95 =250 000(1,0133)'? = 

= 250 000 · I,1718=292 950(ლარი). 

მაშასადამე, L,(2) – L, (2)=292950 –292925 =25>0.



I0.ჰ. სპპპრძს რძისსი და უწყყეტი პრ(I)ძპნტი 

ამ მაგალითიდან ჩანს, რომ რაც უფრო ხშირია დარიცხვები 
წელიწადში, მით უფრო იზრდება დაგროვილი თანხის სიდიდე. 

ამიტომ, ბუნებრივია განვიხილოთ შემთხვევა, როცა დარიცხ- 

ვების რაოდენობა წელიდწადში უსასრულოდ იზრდება, ე.ი. 

როცა ირ -3 თ. ამ დროს, ცხადია, დარიცხვის პერიოდი უსასრუ- 

ლოდ მცირდება. ეს კი ნიშნავს, რომ დარიცხვა ხდება მყისიე– 

რად, დროის ყოველ მომენტში. დარიცხეის ამ მეთოდს უწყვე- 

ტი პროცენტით დარიცხვა ეწოდება. იგი ფართოდ გამოიყენება 

ფინანსური ბაზრის ანალიზის დროს. 

საკრედიტო ოპერაციის სათანადო მათემატიკური მოდელის 

მისაღებად, საკმარისია ვიპოვოთ (1) გამოსახულების ზღვარი, 

რჯცა I) 3 დ, ამ მიგნით შემოვიღოთ აღნიშვნა: 

1.1 

II) იჩ 

მაშინ, ცხადია Mი =1ი და IIL=1%L. მაშასადამე, (1) ფორმუ- 

ლა ასე შეგვიძლია ჩავწეროთ: 

I) = “ს. 1 '. ია 1. თ 

ვინაიდან 0 –>=, როცა 01-–>=5, ამიტომ (2) ფორმულაში 

ზღვარზე გადასვლა ნეპერის რიცხვის განმარტების გათვალის- 

წინებით მოგვცემს: 

ი ი V 

ნა =ხუნ(1+1| იღ). = ჰი", 
ით ი ით ი 

ამრიგად, | 

IC0ს=LC, 0<%<7. (3) 

მაშასადამე, უწყვეტი პროცენტის შემთხვევაშიც მიმდინარე 

თანხა დროის მაჩვენებლიანი ფუნქციაა. 

მაჩვენებლიან 6" ფუნქციას, რომლის ფუძეც ნეპერის რიცხვია, 

ექსპონენციალურ ფუნქციას უწოდებენ. მისთეის ხშირად იყენებენ 

ჩანაწერს 6Xი(X), რომელიც ასე იკითხება: „ექსპონენტა იქს“. 

თუ ამ აღნიშვნას გამოვიყენებთ, (3) ფორმულა ასე ჩაიწერება: 

X(C0)=%იXი00, 0<(<7X. 

ამრიგად, უწყვეტი პროცენტის შემთხვევაში მიმდინარე 

თანხა დროის ექსპონენციალური ფუნქციაა. მისი გრაფიკი მო- 

ცემულია ნახ. 10.2-ზე. 
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მაგალითი 6. კრედიტი 100 000 ლარის ოდენობით აღებულია 5 წლით. 7%-იანი 

წლიური საპროცენტო განკვეთით. რა თანხა 

იქნება დასაბრუნებელი სესხის პერიოდის 

ბოლოს, თუ პროცენტების დარიცხვა ხდება 

უწყვეტად? 

  

ნახ. 10.2 

ამოხსნა. მოცემულობის თანასმად I= 100 000, L1=5, 1=0,07. ვისარგებ- 

ლოთ (3) ფორმულით: 

LC3) = 100 00069” ?= 100 000- 623? = 
= 100 000: 1,419) =141 910 (ლარი). 

აღსანიშნავია, რომ მიღებული სიდიდე არის ის შესაძლო 

მაქსიშალური შსიშვნელობა. სადამდეც შეიძლება გაიზარდოს 

100 000 ლარი 7%-იანი განაკვეთის შემთხვევაში. 

პასუხი: 141 910 ლარი. 

10.4, რმძსშ0010 მწძრიში 

ვთქვათ, მოცემულია რაიმე მიმდევრობა (მე) ი>I. რიცხვითი 

მწკრივი ეწოდება შემდეგ ფორმალურ გამოსახულებას 

21+ 22+ შვ+... 2,)+..., ან მოკლედ, 2ემ, · 

1=1 

2-ს ეწოდება მწკრივის Lური წევრი, ხოლო (მი) ა>1 მიმდე- 

ვრობას მწკრივის წევრთა მიმდევრობა. 

მწკრივის წევრთა (მი) ი>| მიმდევრობისათვის შევადგინოთ 

ჰერძო ჯამთა მიმდევრობა: 
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I0.4. რძიცხაჰითი მწძრიში 

5. = ”· მ,=81,+32,ე+...+32,, 

2.9, მწკრივს კრებადი ეწოდება, თუ კრებადია მწკრი- 
I=I 

ვის კერძო ჯამთა (5ა)ი>ჯ| მიმდევრობა და ამ მიმდევრო- 

ბის ზღვარს მწკრივის ჯამი ეწოდება, ე.ი. თუ II5, =5, 
ო 

მაშინ 2.9 =5, ხოლო, თუ მწკრივის კერძო ჯამთა 

(50) ი>I მიმდევრობა კრებადი არ არის, მაშინ მწკრივს 

განშლადი ეწოდება და მისი ჯამი არ განიმარტება. 

შევისწავლოთ შემდეგი მწკრივის კრებადობის საკითხი 

3.0 . რ) 

1=I 

(4) მწკრივის კერძო ჯამებია: 

95 =1+0+07+...+0" ', ი=1,2.... 

ვთქვათ ძX#»1, მაშინ გეომეტრიული პროგრესიის პირველი 

ი წევრის ჯამის ფორმულის გამოყენებით გეექნება 

„,=1-9.- "9, (5) 

ცნობილია, რომ, თუ |9|<1, მაშინ თ ძ0" =0 , ამიტომ (5-დან 

მივიღებთ 

II 5, -ღდ როცა I9I <1. (6) 
ით 

ამრიგად, (4) მწკრივი კრებადია, როცა |0I <1 და მისი ჯამია 

8=-- „ მტკიცდება, რომ, როცა I9M9>1, მაშინ (4) მწკრივი 

–ძ 

გასშოადია. 
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ლძქძძია /0. იმდაძრიებიძს სოაპრის ზ%(/გზიპრთVი თჰპისძბა. თსასრთლ//C” CVVC/V... 

ლ .-I 

მაგალითი 7. ვიპოვოთ 20) მწკრივის ჯამი. (6) ფორმულის თანახმად 

გვექნება 

Cი
 I I ხა
 

I 
0
5
 

| 
––
 

მაგალითი 8. განვიხილოთ მწკრიეი, რომლის ზოგადი წევრია მე =(–I)”. 

9 CI =-I+1-1+1-1+..+(- 0" +.... 

შევადგინოთ კერძო ჯამთა მიმდევრობა: 

§.=-L 
ზე – -I+I=0, 

531 =-I+1-1=-I 

8,=-I+1-1+1=0, 

ე.ი. კერძო ჯამთა მიმდევრობა –LI, 0, -1, 0, –1, ... განშლადია. 

მაშასადამე, 1 (–1)" მწკრივიც განშლადია. 
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ლძქცია /0. შიძCდ2მშრ(/ბის %ოპრძს %ზ(/გიპრთ9 თჰძსმბა. ჟსასრულ(დ დიდც... 

დავალპშბა 

შეამოწმეთ თეორიული მასალის ცოდნა შემდეგი კითხვების საშუალებით: 

IL შეიძლება თუ არა, რომ განშლადი მიმდევრობა იყოს შემო- 

საზღვრული? 

ჩამოაყალიბეთ თეორემა კრებად მიმდევრობათა ჯამის, 

სხვაობის, ნამრავლის და ფარდობის შესახებ. 

3. განმარტეთ ეილერის (ნეპერის) რიცხვი. 

9. 

მოიყვანეთ უსასრულოდ დიდ და უსასრულოდ მცირე მიმ- 

დევრობათა განმარტება და გემეოტრიული ინტერპრეტაცია. 

არის თუ არა ყოველი შემოუსაზღვრელი მიმდევრობა უსას- 

რულოდ დიდი? 

ვთქვათ, IIთ მ, =8. აჩვენეთ, რომ (მი- მ)ი»| მიმდევრობა უსა- 
ი–6თ 

სრულოდ მცირეა. 

მოიყეაჩეთ მიმდინარე თანხის გამოსათელელი ფორმულა წე- 

ლიწადში რამდენჯერმე დარიცხვის შემთხვევაში. 

რას ეწოდება უწყვეტი პროცენტი და რა კავშირი აქვს მას ნე- 

პერის რიცხეთან? 

განმარტეთ კრებადი (განშლადი) მწკრივი. 

10. გამოიკვლიეთ 2.9 მწკრივის კრებადობა. 
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ლქქძია I0. ძიძღეპრიმბის ზოარის წ%(/მიპრთი თჰაისპმბა. თსასრთლ//C #VICV... 

10.1, 

102. 

166 

მიმდევრობის ზღვრის თვისებები- 

სა და ზღვრის მოძებნის ხერხე- 

ბის გამოყენებით გამოთვალეთ: 

ა თ 35%, 
«.1ი0+5 

მი +3 . 

  

  ბ) IIთ 
) ის=4ი0? +5 

50? +30+7. 

ზი? -I. ” 
I ი+5 

ღ!) III ს +. ' : 
ი“ II 

4 ჯი 

II I 1+––I ; 
ე 13. ი) 

გ ჩი 
ი–= 

  

  

. 3 თ. 

ი) III/2ი+5 –/2ი–1); 

კ) 1Iიი M2ი?+1 –+V2ი?+3). 
ყლ. 

გამოარკვიეთ ორი უსასრულოდ 

მცირე (მი)ი») და (ხ,)ი»| მიმდევ- 
რობის შეფარდების კრებადო- 

ბის საკითხი. იპოვეთ შეფარდე- 

ბის ზღვარი, თუ იგი არსებობს: 

3 =, ხე. = 
ი 

ზ 
ბ) ბიე – 27 ხ, =– 

პრაქტმძშ”“ლი საშარ»Xი შუოშბი 

10.3. 

  

  

გმ, =<- 2, ს, =-4; 

დ) მე -- ხ, =-; 

ე) გ, =1-2, ხ, =-–; 

ვ) მ, =უ=, ხ, =+; 

8) მ =უ=. ხ, = უ=: 

თ) მ. = ი? +8 –V/ი? –6, 

ჩაწერეთ აჯამვის ინდექსის გა- 

რეშე: 

5 

ა) 2,(-I)"(2X – 1)? ; 
»X=1 

4 1) 
(-2) 

ბ ; 
) 2, 21+I 

5 2) 

გ) 22143! 

8 

50X 
ი=4 

  

  

  

ი+I 

” 

10.4. იპოვეთ ჯამები: 

ლ. 1 
) 1, ა 2.5 

 



10.5. 

  

ლ–პ 
ბ) 2. 

ი=1 

-. 

დ) 2,5»: 
ი=! 3 

ვთქვათ, ტოლგვერდა სამკუთხე- 
დები #ეზეC,, ი C M ისეთია, რომ 

8 სალ ი+I =1 იCM. 
ტიც, =2 და 
იმბლ გ 8 3 

იპოვეთ: 

ა) ამ სამკუთხედების პერიმეტ- 

რების ჯამი; 

ბ) თითოთითოდ აღებული მათი 

სიმაღლეების ჯამი; 

გ) მათი ფართობების ჯამი. 

პრაქტიძული სამარ#0იშ(შებმე 

10.6, გამოიკვლიეთ მწკრივის კრება- 

დობა: 

ა) 2 ი; 
ი=1 

C I 

რილი +1)” 
  ბ) 

C 1 
გ) 2, (2ი –1X20+1)“ 
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ლძქძიია 7 / 

ფუნქციის ზღვარი წერტილში. 
ცალმხრივი სღჭრები 

I./, შუშნქძმიმს %წ”შარი წმრტმლში 

მაგალითი 1. 

I68 

ფუნქციის შღვარი წერტილში მათემატიკური ანალიზის ერთ- 

ერთი მნიშვნელოვანი ცნებაა. მას დიდი გამოყენება აქვს 

მრავალი ეკონომიკური ამოცანის მათემატიკური მოდელის 

შესწავლისასაც. ფუნქციის ზღვრის ცნების გაშუქებისას არსები- 

თად დავეყრდნობით იმ გარემოებას, რომ ჩვენთვის უკვე 

ცნობილია რიცხვითი მიმდევრობის ზღვრის ცნება. იმასთან და- 

კავშირებით, რომ ფუნქციის ზღვარს განსაზღვრის არის ე.წ. 

მღეარით წერტილმი განემარტაეთ, შემოგვაქვს რიცხვითი სიმ- 

რავლის ზღვარითი წერტილის (ცნება. 

2 რიცხვს ნამდვილ რიცხვთა რაიმე ოს სიმრავლის 

ზღვარით წერტილს უწოდებენ, თუ არსებობს 10-ს ელემენ- 

ტებისაგან შედგენილი ისეთი (Xი)ი>XI მიმდევრობა, რომლის 

თითოეული წევრი განსხვავებულია მ-სგან (X#2,VიC MM 

და III X, =8მ. 
ი–ლთ« 

ამ განმარტებიდან და მიმდევრობის ზღვრის შინაარსიდან გა- 

მომდინარე, მზ ზღვარითი წერტილის ნებისმიერი §-მიდამო #M 

სიმრავლის უსასრულო ქვესიმრავლეს შეიცავს და ამდენად, სას- 

რულ სიმრავლეს არ შეიძლება გააჩნდეს ზღვარითი წერტილი. 

მეორეს მხრიე, არ უნდა ვიფიქროთ, რომ ყოველ უსასრულო სიმ- 

რაყლეს გააჩნია ზღვარითი წერტილი. მაგალითად, მთელ რიცხვ- 

თა სიმრავლეს არ გააჩნია ზღვარითი წერტილი. მტკიცდება, რომ 

თუ უსასრულო სიმრავლე შემოსაზღვრულია, მას ერთი ზღვარი- 

თი წერტილი მაინც ექნება. 

დავსვათ შეკითხვა: წარმოადგენს თუ არა რიცხვითი სიმრა- 

ვლის ზღვარითი წერტილი ამ სიმრავლის ელემენტს? როგორც 

ადეილად დავრწმუნდებით, 10) სიმრავლის ზოგიერთი ზღვარითი 

წერტილი შეიძლება ეკუთენოდეს I) სიმრაელეს, ზოგიერთი კი არა. 

მოვიყვანოთ კონკრეტული მაგალითები. 

ვთქვათ, 0=)0,1(. ამ სიმრავლის ყოველი ელემენტი იმავ- 

დროულად ზღვარითი წერტილიცაა, მაგრამ ამ სიმრავლეს 

ისეთი ზღვარითი წერტილებიც გააჩნია, რომლებიც მას არ



მაგალითი 2. 

მაგალითი 3. 

მაგალითი 4. 

მაგალითი 5. 

/,.,. Vთნქცხის ზიჰარძი წერტილში 

ეკუთენის. ეს ზღვარითი წერტილებია 0 და 1. ამრიგად, 0-ს ზღვ- 

არით წერტილთა სიმრავლეს წარმოადგენს (0,11 სეგმენტი. 

ეთქეათ. 0=CI.IIთ)II,2. ადეილი დასანახია, რომ ს სიმ 

რავლის ზღვარით წერტილთა სიმრავლეა I-1,21 შუალედი. 

ზღვარითი წერტილები 1 და 2 არ ეკუთენის LI სიმრაელეს. 

ვთქვათ, 0=|I-2,-1L L71I,3. ზღვარით წერტილთა სიმრავლეა 

L-2,-11 C L1,3). წერტილები -2, -1, 1 და 3 არ ეკუთვნის მოცემულ 

LC სიმრავლეს. 

ეფქყა", 0 = (9) IიC ML. რიცხეი 1 არის ამ სიმრავლის ერ–- 

თადერთი ზღვარითი წერტილი, რომელიც არ ეკუთვნის ს-ს. 

ვთქვათ, L = 6“ |იC M და ი <107 L ს სასრული სიმრავლეა 

– მას არ გააჩნია ზღვარითი წერტილი. 

ძნელი არ არის იმის შემჩნევა, რომ თუ 98 რიცხეი IM სიმრავ- 

ლის ზღვარითი წერტილია, მაშინ არსებობს 0-ს ელემენტები- 

საგან შედგენილი არა მხოლოდ ერთი, არამედ უსასრულოდ 

ბევრი ისეთი (Xი) ი>1 მიმდევრობა, რომლის თითოეული წევ- 

რი განსხვავებულია 8-საგან (X#2,V იC M) და IIი1X, =8. 
იპ“ 

ასე რომ ,ზღვარითი წერტილისაკენ მისწრაფება“ (,ზღვარით 

წერტილთან მიახლოვება“) უსასრულოდ ბევრი ხერხით შეიძ- 

ლება განხორციელდეს. განსაკუთრებით მნიშვნელოვანია ზღე- 

არითი წერტილისაკენ მისწრაფების (ზღვარით წერტილთან 

მიახლოვების) ორი ტიპი: მისწრაფება მარცხნიდან და მისწრა– 

ფება მარჯვნიდან. 

თუ 32-საკენ კრებადი (Xი) ი>1 მიმდევრობა ისეთია, რომ 

ნებისმიერი ნატურალური M რიცხვისათვის სამართლიანია 

უტოლობა Xი>38, მაშინ ვიტყვით, რომ (Xი) ი>1 მიმდევრობა 

მიისწრაფვის (კრებადია) 2-საკენ მარჯვნიდან. 

ანალოგიურად, თუ 32-საკენ კრებადი (Xი) >1 მიმდევრობა 

ისეთია, რომ ნებისმიერი ნატურალური » რიცხვისათვის 

სამართლიანია უტოლობა X-<მ, მაშინ ვიტყვით, რომ (XL) ი>! 

მიმდევრობა მიისწრაფვის (კრებადია) 8-საკენ მარცხნიდან. 

ახლა გადავიდეთ უშუალოდ ფუნქციის ზღვრის ცნების გან- 

მარტებაზე. ეთქვათ, 2 რიცხვი VX =I(X) ფუნქციის I); განსაზღვ- 

რის არისათეის ზღვარით წერტილს წარმოადგენს. 
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ჟლექცძია /,. ყუნქ0იის წ=სპარი წერტილში. ძალმსრწა/ წხ. ჰრძბი 

დავსვათ შეკითხვა: უახლოვდებიან თუ არა V=I(X) ფუნქ- 

ციის მნიშვნელობები რაიმე რიცხვს, როდესაც X არგუმენტის 

მნიშვნელობები უახლოვდებიან 2 ზღვარით წერტილს? ჩამო- 

ვაყალიბოთ ეს შეკითსვა უფრო დაზუსტებული სასით. რამდე- 

ნადაც მშ რიცსვი IX-ის ზღვარითი წერტილია, M(;-დან უსასრუ- 

ლოდ ბევრი ხერსით შეიძლება აირჩეს X არგუმენტის 2-საგან 

გასსსვაყებულ მსიშვნელობათა მ-საკენ კრებადი მიმდეერობა 

XI, X2ე +. Xივ ... . CI) 

თითოეულ ასეთ მიმდევრობას შეესაბამება V=I(X) ფუნქციის 
მნიშვნელობათა 

VII V2 · VI ·-- (2) 

მიმდევრობა. რომელშიც VI) = I(XI), ·V2 = ICX2), ..., Vი = ICXV), ... 

ჩეეს გვაინტერესებს – აქვს თუ არა ყველა ასეთ მიმდევრო- 

ბას ერთი და იგივე ზღვარი,” 

ირკვევა, რომ დასმულ კითხვაზე პასუხი შეიძლება დადები- 

თიც იყოს დღა უარყოფითიც. როგორც მოსალოდნელია, ყველა- 

ფერი დამოკიდებულია ICX) ფუნქციის ,ყოფაქცევაზე 8 წერტილის 

მახლობლობაში. ნათქვამის საილუსტრაციოდ განვიხილოთ 

მაგალითები, პირველ რიგში მოვიყვანთ ისეთ მაგალითებს, 

როცა დასმულ შეკითხვას დადებითი ჰასუსი გაეცემა. 

მაგალითი 6. ვთქვათ, X>=I(X)=1, 0,=I)-თ,2(L/I2,+%L და მ=2 (ნახ. I1.1). 

ნათელია, რომ როგორიც არ უნდა 

იყოს (1) მიმდევრობა, (2) მიმდევრობა 

იქნება მუდმივი (სტაციონარული): 

––-.. 
  

რომლის ზღეარია 1. ამრიგად, მოყვა- 
  

  2 I XIX XIX. X ნილი მაგალითისათვის თითოეული (2) 

მიმდევრობა კრებადია ერთი და იგივე 
ნახ. III რიცხვისაკენ. ეს რიცხვია 1. 

მაგალითი 7. ვთქვათ, წ» =I(X)=X, სჯ=)-=,+თ( და მ=3 (ნახ. 11.2). 

ცხადია, რომ მოყვანილი მაგალითისათვის (1) და (2) მიმდე- 

ერობა ერთმანეთს ემთხვეეა. თუ მაგალითად, (1) მიმდევრობა 

მოცემულია ფორმულით X, =3+ 2. ი=1,2,..., მაშინ (2) მიმდევრო- 
ი 

  

' მტკიცდება, რომ თუ თითოეული (2) სახის მიმდევრობა კრებადია, მაშინ ყველა ასეთ 
მიმდევრობას ერთი და იგიეე ზღვარი აქვს. 
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I.,, ყაიძნქ0იის ზIყარი წმრტილში 

ბაც მოცემული იქნება იმავე ფორმულით 

5 
V, =I(X.ე1)=3+ ა ი=1,2,... და საზოგადოდ, 

Vი = ICX-) = Xგ, 0 = 1,2,.... ამრიგად, (2) მიმდევ- 

რობებს ექნებათ ზღვარად ერთი და იგივე 

რიცხვი 3, მიუხედავად იმისა თუ როგორ 

მიისწრაფვიან (1) მიმდევრობები 3-სკენ მა- 
  

  

ნახ. 1I.2 

X რცხნიდან, მარჯვნიდან თუ ნებისმიერი 

სხვა წესით. 

„მაგალითი 8. ვთქვათ, #7=I(X)=X”, 0,=1-1,1IL/I1,2( და გ=1 (ნახ. 11. 3). 

  

  

% 1X X2 X.. =( 

ისევე როგორც წინა მაგალითებში, იმი- 

სდა მიუხედავად თუ როგორია (1) მიმდევ- 

რობის კონკრეტული სახე, (2) მიმდევრობა 

კრებადია. ამასთან, მისი ზღვარია I. ამაში 
ადვილად დავრწმუნდებით მიმდევრობის 

ზღერის თვისებების გამოყენებით: 

Mიი V, = 1Iიი წ(CX,) = IIიI X> = 
ისთ იათ ითი 

2 

სი X, ) =1? =1. 
ი–თ 

ნას. 11.3 

განსაზღვრება. 

ანალოგიური მდგომარეობა გეექნება 

(60=»" ფუნქციისათვის და ნებისმიერი ჰო- 

ლინომიალური წ(X)=C0+CIX+ C:X2+... +C ჯ" ფუნქციისათ- 

ვისაც, სადაც MX ნებისმიერი ნატურალური რიცხვია, C0, CI, ...;C« 

კი ნებისმიერი ნამდვილი მუდმივებია. 

ყურადღების ღირსია ის გარემოება, რომ ფუნქციის მნიშვნე- 

ლობათა (2) მიმდევრობაში არ გეხვდება ფუნქციის მნიშენე- 

ლობა 82 წერტილში. გ წერტილში ფუნქცია შეიძლება განსაზღვ- 

რული არც კი იყოს (ასე იყო მეექვსე და მერვე მაგალითში). 

ვფიქრობთ, ჩვენ უკვე საკმარისად მოვემზადეთ იმისათვის, 

რომ შემოეხღოთ შემდეგი 

4 რიცხვს ეწოდება I(X) ფუნქციის ზღვარი 98 წერტილში, თუ 

LX) ფუნქციის განსაზღვრის არის წერტილთა 3-სკენ კრე- 

ბადი ნებისმიერი (Xი) ი>I მიმდევრობისათვის, რომლის ყო- 

ველი წევრი განსხვავებულია მ-სგან, ადგილი აქვს ტო- 

ლობას 

IIIი წ(X.)=#4. 
ი–= 
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–ძქძია /. ყშინჰციძის ზსარი წერტილში. ძალმსრიაი %Iჰრპბ/ 

იმ ფაქტს, რომ # რიცხვი არის I(X) ფუნქციის ზღვარი 2 

წერტილში, ასე ჩაწერენ 

IIი1”(CX) = 4. 
XჯX-56 

იკითხება: „ლიმეს L(X)-ისა, როცა X მიისწრაფვის მ-სკენ, ტო- 

ლია #-სი“. 

I,,2, მ0ალმსხსრიში ზომრპბი 

წინა პუნქტში განხილულის ანალოგიურად განიმარტება 

ფუნქციის ცალმხრიეი ზღერები წერტილში: 

#4 რიცხეს ეწოდება I(X) ფუნქციის ზღვარი მარცხნიდან 

(მარჯვნიდან) 2 წერტილში, თუ I(X) ფუნქციის განსაზ- 

ღვრის არის წერტილთა 2-სკენ მარცხნიდან (მარჯვნიდან) 

კრებადი ნებისმიერი (Xი)ი>| მიმდევრობისათვის ადგილი 

აქვს ტოლობას 

III I(X,უ1=#. 
ით 

იმ ფაქტს, რომ # რიცხვი არის I(X) ფუნქციის ზღვარი 

მარცხნიდან 2 წერტილში, ასე ჩაწერენ: 

სთ I(X)= 4 ან I(2-)= #. 

მარჯვენა ზღვრისათვის გვექნება 

ჩანაწერი: 

IIი1 I(X)= 4 ან I(2+)= #. 
#ჯ-563%ი+ 

ცხადია, რომ თუ რაიმე 7 წერტილში 
  

  

არსებობს ზღვრები როგორც მარცხნიდან 

ასევე მარჯვნიდან, მაგრამ ისინი არ არის 

ნაწ. 11.4 ერთმანეთის ტოლი, მაშინ ფუნქციას ამ წე- 

რტილში ზღვარი არ გააჩნია. 

მაგალითად, ნახ. 114-ზე გრაფიკულად მოცემულ ფუნქციას აქეს ზღვარი 8=3 
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წერტილში მარცხნიდანაც და მარჯენიდანაც, მაგრამ ამ წერ- 

ტილში ფუნქციას არა აქვს ზღვარი, რადგან სსენებული ცალმხ- 

რივი ზღერები არ არის ერთმანეთის ტოლი. 

მტკიცდება, რომ I(X) ფუნქციას აქვს ზღვარი 2 წერტილში 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ამ წერტილში არსებობს 

ორივე ცალმხრივი ზღვარი და ისინი ერთმანეთის ტოლია. 

ამ შემთხვევაში ფუნქციის ზღვარი წერტილში ცალმხრიეი 

ზღვრების საერთო მნიშვნელობის ტოლია.



ლქქმძ/ა I, ყაინქმძის ზაჰარი წერტილში. ცალმსრხძაი ზCყრები 

დამალება 

შეამოწმეთ თეორიული მასალის ცოდნა შემდეგი კითხვების საშუალებით: 

I. განმარტეთ სიმრავლის ზღვარითი წერტილი. მოიყვანეთ მაგა- 

ლითები. 

ვთქვათ, გ წარმოადგენს ს სიმრავლის ზღეარით წერტილს. მ- 

სკენ კრებადი რამდენი მიმდევრობის გამოყოფა შეიძლება 0 

სიმრავლიდან? მოიყვანეთ მაგალითები. 

შეიძლება თუ არა. რომ სასრულ სიმრავლეს გააჩნდეს ზღვა- 

რითი წერტილი? ახსენით რატომ. 

წარმოადგენს თუ არა რიცხვითი სიმრავლის ზღვარითი წერ- 

ტილი ამ სიმრაელის ელემენტს? მოიყვანეთ მაგალითები. 

გC L წერტილს L) სიმრავლის იზოლირებულ წერტილს უწოდე- 

ბენ, თუ იგი ამ სიმრავლისათვის ზღვარით წერტილს არ წარ- 

მოადგენს. ექნება თუ არა სასრულ სიმრავლეს, უსასრულო სი- 

მრაყლეს იზოლირებული წერტილები? მოიყეანეთ მაგალითები. 

განმარტეთ 2 წერტილისაკენ მარცხნიდან (მარჯვნიდან) კრე- 

ბაღი მიმდევრობა. 

იმისათვის, რომ ფუნქციას ჰქონდეს ზღვარი 2 წერტილში, არის 

თუ არა აუცილებელი, რომ იგი განსაზღვრული იყოს 8 წერ- 

ტილში? 

8. განსაზღვრეთ ფუნქციის ზღვარი წერტილში. 

9. განმარტეთ ფუნქციის ცალმხრივი ზღვრები წერტილში. 

10. რა კავშირი არსებობს ფუნქციის ცალმხრივი ზღვრების არსე- 

ბობასა და ფუნქციის ზღერის არსებობას შორის? 
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ლძქძხმია II. ხშნქძიძიის ზ–აარი წმრტილშის. ძალმსრიში წზI'ძრშბი 
  

11.1. იპოვეთ ს სიმრავლის ზღვარით 

წერტილთა ხნ სიმრავლე, თუ: 

ა) 0 =1-I,V2 LC 

ბ) 0 - (5.V2ი L 

გ) 0=1V7 ,VI7 1; 

დ) 0=1%3, V7); 
ე) 0=|I2, ხL 

ვ) 0= (2, ხL 

გ) 0 = Iგ, ხ); 

თ) 0 = (მ, ხ); 

ი) 0 =1)8, ხ( LI Iხ, CL; 

კ) 9= (8, გ+1ICთ1 8+2, მ+3L; 

ლი. I(-))“ო+M,., აL 
ი · 

მ) აას ს 

6) ირე MI 

ო) 0მ=M; 

პ) 0=LI. 

11.2. 6 = (4 სიმრავლიდან გამოყა- 
C 

ვით მ ზღეარითი წერტილისაკენ 

„კრებაღი მიმდეერობა. თუ: 

ა) მ2=2: 

ბუ2=C; 

1 
გაგ=-. 

C 
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პრაქტიაჰ ული საშარ-ი შუშბი: 

113. 0=0 სიმრავლიდან გამოყავით მ 

ზღვარითი წერტილისაკენ კრე- 

ბადი მიმდევრობა, თუ: 

ა) 2=C; 

ბ) 2= 6” : 

გ) 2= 1 · 
C 

11.4. მოცემულია ფუნქცია 

-1, როცა X<0, 

5900X=4 0, როცა X =0, 

I როცა X>0. 

ა) ააგეთ ამ ფუნქციის გრაფიკი; 

ბ) გამოთვალეთ ცალმხრივი 

ზღვრები: L(0-) და I(0+); 

გ) აქვს თუ არა 5!ყიX ფუნქციას 

ზღვარი X=0 წერტილში? 

11.5. მოცემულია ფუნქცია 

2, როცა ჯX < I, 
(00 =1_ “ 

2X“, როცა X >I1. 

დაადგინეთ აქვს თუ არა L(X) ფუ- 

ნქციას ზღვარი X= 1 წერტილში. 

11.6. მოცემულია ფუნქცია 

2X-3, როცა X <3, 
დ(X)=4 კ 

X. –- 24, როცა X >3. 

დაადგინეთ აქვს თუ არა დ(X) ფუ- 
ნქციას ზღვარი X=3 წერტილში. 

11.7. ვთქვათ, 

(00 = LX+IL", როცა X <0, 

5. როცა X>80. 

შეარჩიეთ X პარამეტრი ისე, რომ 

LX) ფუნქციას გააჩნდეს ზღვარი



X=0 წერტილში. V-ს რამდენი 

ასეთი მნიშენელობა არსებობს? 

11.8. შეიძლება “Vუ არა L პარამეტრის 

შერჩეეა ისეთნაირად, რომ 

MX? – X+1, როცა X< –1, 
დ(X) = ს 

-IX, როცა X>-I! 

ფუნქციას გააჩნდეს ზღვარი X=-1 

წერტილში? პასუსი დაასაბუთეთ. 

11.9. ძეარსიეთ ML პარამეტრი ისეთხაი- 

რად, რომ არსებობდეს ზღვარი: 

  

  

პრაქტიჰელი სასარX#Vძ შ(ემბი 

  

.- 3X+L% 
Iთ ; 
X-–57 X – 7 

დ) სიმ -2X+#, 
ჯა)ს (X- |? 

(X-–-X%XX+1). 
წთ 

ე X-32 X–2 

> (2X+M)(X+3) . 

X-5-2 X+2 
8), 

2 _ ზ) 85% 5X1+L. 

ჯ-32 X-–-2 

. XX – LX+6 
თ) IIII-–-–-–-––––-––-, 

ლ2) X–-3 
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ლძქძია /2 

ფუნქციის ზღვრის თპისებები. 
სღვარი უსასრულობაში. უსასრულოდ 
მცირე და უსასრულოდ დიდი ფუნქციები 

/2.| შშნქძმიძს ზ–შრის წ)შძმსპბშბი 

I76 

ფუნქციის ზღვრის განმარტებიდან და მიმდევრობის ზღვრის 

თვისებებიდან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ ანალოგიური 

თვისებები ფუნქციის ზღვრისთეისაცაა დამახასიათებელი. ჩვენ, 

უპირველეს ყოვლისა შევეხებით ისეთ თვისებებს, რომლებიც 

ხშირად გამოიყენება ფუნქციათა ზღვრების გამოთელისას. სა- 

ხელდობრ, მოვიყეანთ დებულებებს ფუნქციათა ჯამის, სხეა- 

ობის, ნამრავლისა და ფარდობის შღვრის შესახებ. 

ვთქვათ, 2 წარმოადგენს I(X) და V(X) ფუნქციების განსაზღ- 

ვრის არეთა თანაკვეთის ზღვარით წერტილს და ამ წერტილში 

ზღვარი აქვს როგორც ILL(X), ასევე 8(X) ფუნქციას, მაშინ ადგი- 

ლი აქეს შემდეგ ტოლობებს: 

სთI(C+8C0%)1=1ია ((X)+IMი18(X) (ს 

(ფუნქციათა ჯამის ზღვარი ამ ფუნქციათა ზღვრების 

ჯამის ტოლია). 

სთ IX)“ 6(X)1=1V IX) III CX) (2 

(ფუნქციათა ნამრავლის ზღვარი ამ ფუნქციათა ზღვრების 

ნამრავლის ტოლია). 

IIIII I(X) წ სდ." “თუ IIიით(X) >0 () 
X-53 909). · IIIIII:16. 9) ჯე 

X-69 

(ფუნქციათა შეფარდების ზღვარი ტოლია ზღვრების შეფარდე- 

ბისა, თუ მნიშვნელის ზღვარი განსხვავებულია ნულისაგან). 

შევნიშნოთ, რომ მოყვანილი თვისებებიდან უშუალოდ გა- 

მომსინარეობს შემჯეგ ტოლობათა სამართლიანობა: 

I CIC0=CIILI(09, VCC IL (04) 

(მუდმივი მამრავლი გამოდის ზღვარზე გადასვლის ნიშ- 

ნის გარეთ“).



მაგალითი 1. 

მაგალითი 2.IIVI 

#2., Vუნძციძს V=ბრხს თმ0ისებემბი 

III IICX) – (X)1= Iსი “00 – Iთ ყი (5) 
X-+ 

(ფუნქციათა სხეაობის ზღვარი ამ ფუნქციათა ზღვრების 
სხვაობას უდრის) 

MოIდი|შ= (დიდი! , VიCM (6) 
LX 1 

(ფუნქციის ხარისხის ზღვარი ფუნქციის ზღვრის ხარისხს 

უდრის). 

სამართლიანია აგრეთვე 

Iთ ნაბ სთIთ 5, (წ), 

სადაც, I(X)>0, XC IL. 

ახლა გამოვითვალოთ ზოგიერთი კონკრეტული ზღვარი აქ 

მოყვანილი (1) – (7) თვისებების გამოყენებით. 

სიო ფც»” +5X –9) =IIი0 3X” + IIIი 5X – II019 =311იი X” + 
X-–5-2 X-6+2 X-–2 XჯX-<–2 

+5თX-9=3( IოX)?+5:2=9=3-27+5-2-9=11. 
X–-<2 

აქ X=2 წერტილში კვადრატული ფუნქციის ზღვრის პოვნა, 

ამავე წერტილში ფუნქციის მნიშვნელობის გამოთელაზე იქნა 

დაყვანილი. ანალოგიური მდგომარეობაა ნებისმიერი პოლი- 

ჩნომიალური სია(X) =Cი+ CIX+. · „.+C,X" +CიაX" ფუნქციის 

შემთხვევაშიც. მართლაც, 

სინ, C0 =Iთ (C+C,X+...+C, ,X”! +C,X")=MთC, + 

+IიC,X+.+ICC, _X" I +IIიიC,X" =Cე +C, IIიX+..+ 
X<232 14639 

+C, ) ი XV +C, IIIიX" = 
XჯX6562 Xჯ-569 

ი–) ი 

=XCა”ა +C, ·2+..+ C.(Vთ») +C( სთ») = 

=Cა+C) .8+.+C, ,.8''+C, 9" =X,(2). 

ამრიგად, სიX,00=7,(2). 

: 2 
3ვჯ? _4X+7 _ Iო(3X –4X+7) ვ.) 4.1+7 
  

6 
= = =–=2. 

„ა 2X2-5X+6 II(2X? -–5X+6) 2-7 -5-1+6 3 
X->I 
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ლძჰძციპა /I2. ფთძნქციის %=არის თჰისმბები. ზIძარი შსასრ 'პლობაში. თსასრ V-ლი#... 

მაგალითი 3. 

მაგალითი 4. 

წინა მაგალითის მსგავსად, აქაც რაციოხალური ფუნქციის (ორი 

პოლინომის შეფარდება) ზღვრის პოვნა ამ ფუნქციის სათანაღო 

მნიშვნელობის გამოთელაზე იქნა დაყვანილი. ანალოგიური მდგო- 

მარეობა გვაქვს ნებისმიერი რაციონალური ფუნქციის შემთხეეეაში, 

თუკი მნიშვნელი ხნულის ტოლი არაა განსახილაე წერტილში. 

-–6X+8 
ყხპოვოთს ცა, ე -5+8, აქ ჩვენ ვერ ეისარგებლებთ (3) 

ტოლობით (X=4 წერტილში ნულის ტოლია როგორც მნიშვ- 

ნელი, ასევე მრიცხველი), თუმცა როგორც ადვილი სანახავია, 

ზღვარი არსებობს 

  

2 _C» _2)(X- 
ცებ -6X+8 ე (X-2XX-4) _ ს ა(X-2)=4-2=2. 
X--4 X-4 X-–- X- X-4 

ვიპოვოთ IMთი X =7.. ისევე როგორც წინა მაგალითში, 
L5-3 VX+I) – 

აქაც მნიშვნელი და მრიცხველი ნულის ტოლია განსახილავ 

წერტილში, ანუ როგორც ამბობენ ასეთ შემთხვევებში, საქმე 

გვაქვს დ სახის განუზღერელობასთან. საძიებელი ზღვრის 

პოვნას ადვილად მოვახერხებთ მნიშვნელში ირაციონალობის 

მოსპობით 

წი ჯ?.=9 -ე X –3XX+3XVX+1 +2) _ 

553./X+1 =2 =1ი (V/X + 1 – 2)/X + 1 + 2) 

ს. (X-3XX1+ 3XC-/X + 1 + 2) 
#- (X+1)– 4 

=(3 +3)(/3+1 +2) =24. 

= სთ (X + 3X+VX +1 +2)= 

/2.2, ზღმარმ შსასრ შლობა ში 

778 

წერტილში ფუნქციის ზღვრის ცნება ჩვენ მიმდევრობის 

გღვრის ცნების მეშვეობით შემოვიტანეთ. ამავე ცნების საშუ- 
ალებით განემარტავთ ფუნქციის ზღვარს პლუს უსასრულობაში 

და მინეს უსასრულობაში, 

ვთქეათ, I(X) ფუნქციის განსაზღვრის არე არ არის ზემოდან 

შემოსაზღვრული. ვიტყვით, რომ # რიცხვი არის L#(CX) ფუნქ- 

ციის ზღვარი +თ-ში, (ანუ, როცა X–>+=), თუ I; სიმრავ- 

ლიდან აღებული ნებისმიერი (Xი) „>| მიმდევრობისათვის,



2.2, %Iშარი შსასრულობა ში 

რომელიც კრებადია +>-სკენ, ფუნქციის შესაბამის მნიშვ- 

ნელობათა (I(Xი))ი>I მიმდევრობა # რიცხვისკენაა კრე- 
ბადი. ამ ფაქტს ასე ჩაწერენ 

IIიი წ(X) = 4, 
X-56+ 

ნახ. 12.I-ზე, X=ICX) ფუნქციის 

გრაფიკსა და X=/M წრფეს „შო- 

რის მანძილი უსასრულოდ მცი- 

> რდება, როდესაც ჯ->+C=“, ასეთ 

შემთხვევაში ამობენ, რომ XV=# 

““ რის” წრფე არის I(X) ფუნქციის ჰორი- 

ზონტალური ასიმპტოტი, როცა   

  6 X X-2+თ, 

ანალოგიური განმარტებები გვაქვს 
ნახ. 12.1 ფუნქციისათვის, რომლის განსაზღ- 

ვრის არე არაა ქვემოდან შემოსაზ- 

ღვრული. სახელდობრ, ჩვენ ვიტყ- 

  

  

  

V4 ვით, რომ # რიცხვი არის I(X) 

ფუნქციის ზღვარი -=-ში (ანუ, რო- 

V». # “რ ცა X-> -=%), თუ ს; სიმრავლიდან 

ს V= (6) “ აღებული ნებისმიერი (Xი) ი>1 მი- 

ალ მდევრობისათვის, რომელიც კრ- +“ => - დევრობისათვ ელიც კ   ებადია -=-სკენ, ფუნქციის შესა- 

ბამის მნიშვნელობათა (I(Xა)) ი>1 

მიმდევრობა # რიცხვისაკენაა 

კრებადი. ამ ფაქტის აღნიშვნაც 

ანალოგიურია 

ნახ. 12.2 

MI ”I(X) = #. 
X3-თ 

ასეთ შემთხვევაში ამბობენ, რომ »= # წრფე არის IC) 

ფუნქციის ჰორიზონტალური ასიმპტოტი, როცა X->-თ 

(ნახ. 12.2). 
პლუს (მინუს) უსასრულობაში ფუნქციის ზღერისათვის სამა- 

როლიანია წერტილში ფუნქციის ზღვრისათვის ზემოთ მოყ- 

ვანილი თვისებების ანალოგიური თვისებები. 
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_ 7X +3X+1 
მაგალითი 5. ვიპოვოთ Iთ 22 +211, როდესაც X –> +თ, მრიცხველიცა და 

აამ 4X“ +7X-5 

მნიშვნელიც შემოუსაზღვრელად იზრდებიან („საქმე გვაქეს = 

სახის განუმღვრელობასთან!). ასეთ შემთხვევაში მრიცსეელს და 

მნიშვნელს X-ის უმაღლეს სარისხზე (ჩვენს შემთხევევაში X”-ზე) 

    

ყოფეს 
3 | · 3.1 

2 –-+-- IIთი7+-+--> 
აი 7X +3X+1 _ აა ჯ 2 სმო) X +) 7.ი+0 7 

X ე? – I» - / – – ==. პოტ +7X-5 ლოკ, 7 _ 5. ხო 4+7-5 | 4+0-0 4 
X X V X MX   

აქ ჩვენ ეისარგებლეთ იმით, რომ IIთ 1 =0, რაც უშუალოდ 
X-5+ი X 

პლუს უსასრულობაში ფუნქციის ზღერის განმარტებიდანაა ნათელი. 

ჯ2.შ. შსასრფუშლუ#დ მძმრმ ა შსასრშლ ოდ დიდი შფშნქძიიპბი 

ჩვენ უკვე გვქონდა საქმე > და – სახის განუზღვრელო- 

ბებთან. მათი გამოჩენა დაკავშირებული იყო იმასთან, რომ 

ერთ შემთხვევაში წილადის ზღვრის გამოთვლისას მრიცხვე- 

ლის და მნიშვნელის ზღვარი ერთდროულად ნულის ტოლი ალ- 

მოჩნდა, ხოლო მეორე შემთხვევაში მრიცხველიცა და მნიშვევნე- 

ლიც „იზრდებოდა შემოუსაზღვრელად“. ამასთან დაკავშირე- 

ბით შემოვიღებთ ზოგიერთ განმარტებას. 

ვიტყვით, რომ I(CX) ფუნქცია უსასრულოდ მცირეა 2 

წერტილის მახლობლობაში, თუ I(X) ფუნქციის ზღვარი 32 

წერტილში ნულის ტოლია. 

შევნიშნოთ, რომ უსასრულოდ მცირე ფუნქციათა ჯამი, სხვაობა და ნამ- 

რაელი კვლავ უსასრულოდ მცირე იქნება, ხოლო ფარდობა შე- 

იძლება არ იყოს უსასრულოდ მცირე (მაგალითები 3 და 4). უფ- 

რო მეტიც, უსასრულოდ მცირეთა შეფარდების ზღვარი შეიძ- 

ლება არც კი არსებობდეს. 

მაგალითი 6. გამოვივალოი (I(X) = თ ფუნქციის ზღვარი X=0 წერტილში. · 

გავითვალისწინოთ, რომ |XI|=X, როცა X>0 და გამოვთვა- 

ლოთ მარჯვენა ზღვარი 

· X ·. MX . 
ყო –“–– = IIი ––= III 1=I1, 
X350+IX) »X30+«» X-0+ 
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8 წერტილში პლუს უსასრულოდ 

/2.ქ. შსასრ თლ//Cდ მძირმი და შსასრულ/დ დიღი ყუნქყ0ძიები 

ახლა გამოვთეალოთ მარცხენა ზღვარი. იმის გათვალისწი- 

ნებით, რომ |XI=-–X, როცა X<0, მივიღებთ 

სი 2.= წი +. სი (–I)=- 
29ი- | X I 29. –X სო ( ) . 

ამრიგად, არსებობს მარჯვენა და მარცხენა ზღვრები, მაგ- 

რამ ისინი ერთმანეთის ტოლი არ არის. ამიტომ (00=-% 
X 

ფუნქციას X=0 წერტილში ზღვარი არ გააჩნია. 

ახლა გადავიდეთ უსასრულოდ დიდი ფუნქციების განსაზღვრაზე. 

ვიტყვით, რომ V=ICX) ფუნქცია არის პლუს (მინუს) უსა- 

სრულოდ დიდი 3 წერტილში მარჯვნიდან, თუ 3-სკენ მარ- 

ჯვნიდან კრებადი ნებისმიერი (Xი)ი>I მიმდევრობისათვის 

ადგილი აქვს ტოლობას 

II (CX,)= +- ( III (C,)=-თ ) · 
ი–პ= იი” 

ამ შემთხვევაში დავწერთ 

სი (6) =+ ( ხი (6) =-თ|. 
LIL-58+ 1<52+ 

სრულიად ანალოგიური აზრი აქვს ტოლობას 

IIი (C)=+თ( Mი (C)=-»). 
L-368- L-51- 

რაც მიუთითებს იმაზე, რომ VX=I(X) ფუნქცია 

არის ჰლუს (მინუს) უსასრულოდ დიდი 8 წერტილში 

მარცხნიდან. 
სათანადო ილუსტრაციები მოყეანილია ნახ. 123 

და ნახ. 12.4-ზე. 

დიღი ფუნქციის გრაფიკი თუ I(X) ფუნქცია არის პლუს (მინუს) უსას- 
ნახ. 12-3 

  

ს წერტილში მინუს უსასრულო. მაინც (მარცხნიდან ან მარჯვნიდან), მაშინ ვი- 
ტყვით, რომ X=2 წრფე წარმოადგენს IX) ფუნ- 

ქციის ვერტიკალურ ასიმპტოტს. 
ნახ. I2.4 

რულოდ დიდი 2 წერტილში მარცხნიდანაც და 

მარჯვნიდანაც, მაშინ ვიტყვით, რომ ILI(VX) ფუნ- 

ქცია პლუს (მინუს) უსასრულოდ დიდია 38 წერ- 

ტილში და დავწერთ 

სღიცელილ( ხურილ-ო). 
თუკი ფუნქცია არის პლუს (მინუს) უსასრულოდ 

დიდი ? წერტილში რომელიმე ერთი მხრიდან 

I81



ლმძიძა (2? Vმნ/0IIIს სIმრის იშისებები. %Iღჰარი უსასრულობაში. წსახრ ულ!შდ... 

  

დამალიება 

შეამოწმეთ თეორიული მასალის ცოდნა შემდეგი კითხვების საშუალებით: 
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6 

ჩამოაყალიბეთ ფუნქციის ზღვრის თეისებები. რაზეა დამყარე- 

ბული ფუნქციის ზღერის თეისებების გამომხატველ თანაფარ- 

დობათა ჭეშმარიტება? 

როგორ გამოითვლება ნებისმიერი პოლინომიალური ფუნქციის 

ზღვარი წერტილში? რაციონალური ფუნქციის ზღვარი? 

რას ეწოდება უსასრულოდ მცირე ფუნქცია გ წერტილის მას- 

ლობლობაში? 

ვთქვათ, I(X) და 8§(X) უსასრულოდ მცირე ფუნქციებია გ წერ- 

ტილის მასლობლობაში. რა შემთხეევები შეიძლება შეგვხვდეს 

სი 1C9 ზღვრის გამოთვლისას? მოიყვანეთ სათანადო მაგა- 
X- 9(X) 

ლითები. 

როდის ამბობენ, რომ #. რიცსვი არის I(X) ფუნქციის ზღვარი 

+თ-ში? -თ-ში? 

ი, სამრაელე შემოსაზღვრულია ქეემოდან. შეიძლება თუ არა, 

რომ I(X) ფუნქციას გააჩნდეს ზღვარი -თ-ში? 

როდის ამბობენ, რომ ფუნქციას გააჩნია პორიზონტალური ასი- 

მპტოტი, როცა X -3 -თ? როცა X –3 +თ? 

განმარტეთ წერტილში მარცხნიდან (მარჯენიდან) პლუს (მინუს) 

უსასრულოდ დიდი ფუნქცია. 

განმარტეთ წერტილში პლუს (მინუს) უსასრულოდ დიდი ფუნ- 

ქცია. 

10. რა არის ფუნქციის ვერტიკალური ასიმპტოტი?



ლექცია /I2. ყუნქციძს V(ჭრის თაისებები. ზღყარი უსასრულობაში. უსასრულოდ, 

12.1. გამოთეალეთ ზღვრები: 

ა) ოჯ” –7X+6); 

ბ) IIიფX“ – 5X? +6X” – 4X +7); 
. 

. 4X“ –5X+2 
ა I1ი1 –––- : 
.3X ·6X+4 

) (თ X 5X+4 

ს 4 X2 – 7X+6 

·._ X72 –7X+10 
ე Iთი 2 

X-55 X 6X+5 

. 3X7-=7X+2 
)). IIIVI · 2. 

ჯა: 4X- – 5X-6 

2 _ 

8) დე –+ 22 
X-55 2 – VX – 1 

სა X2X-1=3 
თ) IL X–-I0 ? 

) ო შ/X – 1 ი 12 ს 
X-I 3/X – | 

122. იპოვეთ (00=-9- ფუნქციის 

ზღვარი მარცხნიდან და მარჯვ- 

ნიდან X=3 წერტილში. 

123 ჩნ არა I(X) 2 „ გააჩნია თ ==–- 
? უ /X-I 
ფუნქციას ვერტიკალური ასიმპ- 

ტოტი? პასუხი დაასაბუთეთ. 

5 
124. იპოვეთ M(X)=C–“––––--– ფუნქცი- ვეთ IC C =3)2 9) 

ასს ცალმსრივი ბღერები X=3 

წერტილში. 

პრაქტძიმ შლი სამარX#%0ი შოუები: 

12.5. აქვს თუ არა პორიზონტალური 

ასიმპტოტები ფუნქციებს: 

6X –5 . 

1++VX2+3” 

ბ) #CX) = = XX'+1. 
X+1 

ა) I(X) = 

12.6. მოცემულია ფუნქცია 

1 
–, როცა X<0, X ს IL(CX) = 

1, როცა X>=>0. 

ექნება თუ არა ასეთ ფუნქციას 

ვერტიკალური ასიმპტოტი? და- 

ხაზეთ შესაბამისი ნახაზი. 

12.7. გამოთვალეთ ზღვრები: 

5X? – 7X +3 
ა) II ––-–––––, 

X--თ 10X72 +2X –1 

3X” – X” +2X-1. 

ჯა” –20X2+X+3 ” 

4X” –I 
ყი უუ 
ჯა+თ 2X +X" – Xმ? +7 

12.8. გამოთვალეთ ზღვრები: 

მ0+2X-X -XI+XIX. X? “XXX, 

  

ა) MIოთ 
X252 – 

ბ) II V/2X? + 10X + ი +5X+1. 

II ? 

3 2 _ 
ა ო 8+3X+X > 

ჯ-50 X+X? 

იი დ) 
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ლმუ//ს /2. VII(IIIVს ზწზოარის #)ჰისმაები. წ აარ/ი უხახრ „ლობა ში, თსახსრ თლ/შდ... 
  

VI+X –1 VX ++V7 
მისი –“ –“––; 12.9. იპოვეთ Cდ(X) =––=––-= ნ; სსაპულელ ქე /7-VX ემ 

ციი–ს ვერტიკალური ასიმპტო- 

ტები. ვ) თ V9+2X -5. 

58 1: კ 
12.10. დაადგინეთ. გააჩნია თუ არა 

    
VX – | X-7 

ზ) II ; წცე = ნქციას ზღვარ ) სი =– ლ) IX=7|) შშ ქციას ზღვარი 

X=7 წერტილში. 
_ VI8+X? –3V/-=2X-3 

თ) მრთ–___“” . 
X-+-3 X+3 

_ VX – V2 +VX-8 
“) II) ააა, 

ჯლსა+ X” – გ” 

184



C.I. 

C.2. 

ვთქვათ, (მიი მიმდეერობის 

წევრთა სიმრავლეა #, ხოლო 

(ხი)„>I მიმდევრობის წევრთა სი- 

მრავლეა. 8. ამასთან მე=2ი-1 

და ხე=4ი-1. დაადგინეთ, რომე- 

ლია ჭეშმარიტი შემდეგი წინა- 

დადებებიდას: 

ა) ტი8 = #ტ,; 

ბ) 8 =8; 

გ) ტო8= #4; 

დ) ტირ8=8; 

ე) 4C8; 

ვ) #=8; 

8) #=8; 

თ) ტო8 = C; 

ი) ტ"8 =0; 

კ) 3"4 =0. 
C.6. 

ი+! 

ეთქვათ. მ-„=(-1) და ხი=(-I '. 
იპოვეთ (მე+ხი)>, (მი-ხი)ი»I, 

მ 

(მიეხე)ც) და (I მიმდევრო- 

ი>I 

ბების ზოგადი წევრები. 

C.3. დაადგინეთ, არის თუ არა მკაც- 

რად მონოტონური მიმდევრობა, 

რომლის ზოგადი წეერია: 

ა) მე= 13-2ი; 

3ი+4. 
ბ) ზე = 2 3 

გ) მ„=19-2ი| 

  

5 
ღ) მ,=იM+-–: 

ა 

ე) მკ =ი“ –6ი+14; 

C.5. 

C.7. 

C ძიწ)სუპები (ა ამუოძანმბი გამშრრმბიმსათმის (ლექძიები 39-12) 

ვ) 8, -CსM-1) 
ი 

ზ) მ, =19–2ი7, 

C.4. (მი)ი>| მიმდევრობის პირველი და 

მეორე წევრი 1-ის ტოლია, ხო- 

ლო მესამედან დაწყებული მიმ- 

დევრობის ყოველი წევრი მისი 

წინა ორი წევრის ჯამის ტოლია 

(ჟიბონაჩის მიმდევრობა). ამო- 

წერეთ ამ მიმდეერობის პირეე- 

ლი ათი წევრი. 

ამოწერეთ (დ,),„») მიმდეერობის 
პირველი ოთხი წეერი, თუ 

=9-:57)) 
დაადგინეთ, მოცემული მიმდევ- 

რობებიდან რომელია შემოსაზ- 

ღვრული და რომელი არა: 

  

ა) მე =–ი7?2+8ი+5; 

ბ) მ, =2ი” –10ი+7; 

გა 8, =9%1- ი? +ი; 

_ (0(+2)-–ღო+სI, 
დ) ში (92+3)! 

) 8 _ იწყიით.. 

ი თ. ე?) 
) გ _ 35) 4") 

მი ვიკი” 

მოიყვანეთ ისეთი განშლადი 

(მ,)ი>) მიმდევრობის მაგალითი, 

რომლისთვისაც კრებადია მისი 
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C. ძ/ისხამბ/ და ამ/(/ძანპბი გაშმ(/რპბისათა/ს (ლჰპძი/2ბი 9-I2) 
  

წევრების აბსოლუტური სიდი- 

დეების (|Iმი|)ი>I მიმდევრობა. 

C.8. იპოვეთ (მი)>») და (ხე)ი»I) უსას- 

რულოდ მცირე მიმდევრობების 

შეფარდების ზღყარი, 

  

დ) მ, =Vი:+2 –Vი2+3, 

ხ, =V2ი? –3 –V2ი2+1 

C.9. გამოთვალეთ ზღერები: 

ა) I/თ (წე) 141110 +2)!. 

ით (ი+5)! 

ბ) 1Iთ (ი+3)!–(ი+I)!. 

ია (ი +3)!+(ი+1)!” 

ჟა"! +5"" 

გ მიო––-––-, 
იაო” 41 +5" 

1+3+5+...+(2ი-–I) 
დ) სთ––ე  ” “ . 

ია 2+4+6+..+2ი 

1.1 1 
1+-+22 1.42» 

ეო | 1 
1+3+22 93 

ე) ულ (+3) · 
ი“'!ი ი 

C.10. დაადგინეთ, კრებადია თუ განშ- 

ლადი მწკრივი: 

ლ. 1 
ა) 2. –=; 007 
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C.I1. 

C.12. 

C.13. 

იპოეთ MI(CX) : ა 500->=>->>=> დ 
VI6-X? 

თ(X) = I09-(X“ – 5X+6) ფუნქციე- 

ბის განსაზღვრის არეთა თანაკ- 

ქეთის ზღვარით წერტილთა სი- 

მრავლე. 

გამოთვალეთ შემდეგი ზღვრები; 

„ XX -3X+2 
ა) ა– – 
XI XI –4X+3 

4 _ე.1 
ბ) IIთ 3X  –4X +1 . 

XI ჯმ = X2 - X+17 

სარლ 
დ) II“. --.) 

3 

ი ე-ა) 
ვ) 5-2) 

ულ აწიე ; 
„ამი X 

    

    

  

  

  

. 5IიIიX 
თ) 1101 –– · 

X-30 510 იX 

  

იპოვეთ ცალმხრივი ზღვრები: 

  

 



C.I4. 

C.15. 

C ძითსხყმბი და ამ(/ცანემბძ მაპმ(/რმბისათაIძს (“ლქძძძმბძ 9-I2) 

|; X2 – 7X+12 
ას ხი “იული 

ს) X-1+ IX –3| 

§103X . 
  

ს 
ე ში“ 

  

) თ 5106 3X 

ე X–0+ IXI 

დაადგინებ!. გააჩნია 

((X)=X-5I0იX ფუნქციას ზღეარი 

X=0 წერტილში, სადაც 

–1, როცა X<9, 

§5I8იX =4 0, როცა X= 0, 

1, როცა X> 0. 

ს-რადიუსიან წრეში ჩასაზულია 

კვადრატი, ამ კვადრატში წრე, 

რომელშიც კვლავ ჩახაზულია 

კვადრატი და ა.შ. იპოვეთ მიღე- 

ბული კვადრატების ფართობთა 

ჯამი. 

C.16. ვთქვათ, Iთ გ=81, IIთხ,=ხ 

C.17. 

C.18. 

და გ #ხ. შესაძლებელია თუ არა, 

რომ მიმდევრობა (მ,),., +(ხ,),., 

იყოს შემოუსაზღვრელი? პასუხი 
დაასაბუთეთ. 

შეიძლება თუ არა, რომ ორი 

წ(X) და ჩს(X) ფუნქციის ჯამს 

(სხეაობას, ნამრავლს, ფარდო- 

ბას) გააჩნდეს ზღვარი X=8 წე- 
რტილში, თუ ამ წერტილში ზღვა- 

რი არ გააჩნია 9(X) დღა ხ(X) 

ფუნქციებს? მოიყვანეთ მაგალი- 
თები. 

აჩვენეთ, რომ ფუნქციას 

1 
–ა რ # 0, იცი _ 5I9ი X ოცა Xჯ 

0, როცაX=0 

არა აქვს ზღვარი X=0 წერტილში. 
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ფუნქციის ზღვრის ცნებასთან მჭიდროდაა დაკავშირებული 

მათემატიკური ანალიზის მეორე მნიშვნელოვანი ცნება – ჟუნ- 

ქციის უწყვეტობა. ამ ლექციაში სწორედ ფუნქციის უწყვეტობის 
ცჩებას გავაშუქებთ. 

როგორც ჩვენ უკვეე დავრწმუნდით, ნებისმიერი პოლინომი- 

ალური Lი(X) ფუნქციისათვის, რაიმე 2 წერტილში ზღვრის მო- 

ძებნის საკითხი ამავე 2 წერტილში პოლინომის მნიშვნელობის 

გამოთვლის პროცედურაზე დაიყვანება 

III, (X)=L, (გ). (ფ) 

ახალოგიურ გარემოებას მრავალი სხვა სასის ფუნქციისათ- 

ვისაც აქვს ადგილი. თუმცა არსებობს ისეთი ფუნქციებიც, რო- 

მელთათვისაც (I-ის ანალოგიური ტოლობა არ არის სამარ- 

თლიანი, 

IX) ფუნქციას ეწოდება უწყვეტი განსაზღვრის არის X=832 

ზღვარით წერტილში, თუ მას გააჩნია ზღვარი ამ წერ- 

ტილში და ეს ზღვარი ამავე მ? წერტილში ფუნქციის მნიშ- 

ვნელობის ტოლია 

III ICX) =X(2) . (ბა 

თუ IX) ფუნქცია არ არის უწყვეტი X=2 ზლღვარით 

წერტილში (ე.ი. არ სრულდება (2) ტოლობა), მაშინ ვიტყ- 

ვით, რომ IX) ფუნქცია წყვეტილია X=28 წერტილში. 

თუ L(CX) ფუნქცია უწყვეტია რაიმე ს სიმრავლის ყოველ 

წერტილში, მაშინ ამბობენ, რომ ფუნქცია უწყვეტია IL) სიმ- 

რავლეზე. 
ფუნქციის უწყვეტობის ანალოგიურად განიმარტება ფუნქ- 

ციის ცალმხრივი უწყვეტობა. 

ვიტყვით, რომ IX) ფუნქცია უწყვეტია მარცხნიდან (მარ- 

ჯვნიდან) X= 29 ზღვარით წერტილში, თუ მას გააჩნია მარც-



/ყ.2. წყყმპტის წმრტისლმბი 

ხენა (მარჯვენა) ზღვარი ამ წერტილში და ეს ზღვარი ამავე 
2 წერტილში ფუნქციის მნიშვნელობის ტოლია: I(4-) = L(2) 
(”(28+) = L(8)). 

ძნელი საჩვენებელი არა, რომ რაიმე 

ინტერვალზე განსაზღვრული IX) ფუნქ- 
ცია უწყვეტია X=24 წერტილში მაშინ 
და მხოლოდ მაშინ, როცა ადგილი აქვს 
ტოლობებს: 

LC8-) = LC2+) = L(2), დ) 

ახლა მოვახდინოთ უწყეეტი ფუნქციების 

X გეომეტრიული (გრაფიკული) ილუსტრაცია. 
ნახ. 13.1-ზე ფუნქციის გრაფიკს »„უწყეეტი 

წირის“ სახე აქვს, X=2 წერტილში დაცუ- 

ლია (2) პირობა, ანუ შესრულებულია (3) 

ტოლობები. 

უწყვეტ ფუნქციათა კლასს მიეკუთვნებიან ძირითადი ელე- 

მენტარული ფუნქციები – ხარისხოვანი, მაჩვენებლიანი, ლოგა- 

რითმული, ტრიგონომეტრიული და შექცეული ტრიგონომეტრი- 

ული ფუნქციები. 
მტკიცდება, რომ ნებისმიერი ორი უწყვეტი ფუნქციის 

კომპოზიცია კვლავ უწყვეტი ფუნქციაა. 

  

  

|.2, წყვეტმს წმშრტძმლემბი 

ახლა ვნახოთ, თუ რა მდგომარეობაა წყვეტის წერტილებში. 

ცხადია. ასეთ წერტილებში დარღეეულია (3) თანაფარდობა (წი- 

ნააღმდეგ შემთხვევაში ფუნქცია უწყვეტი იქნებოდა). (3) ტო- 

ლობების დარღვევა სხვადასხვანაირადაა შესაძლებელი და 

ჩვენც სწორედ ზოგიერთი ასეთი შემთსვე- 

ვის ილუსტრირებას მოვახდენთ. 

I შემთხვევა არსებობს სასრული 

ზღვრები I(2+) და L(2-). ეს ზღვრები ერთ- 

მანეთის ტოლია წ(9+)= წ(2-)= #, მაგრამ 

2 წერტილში ფუნქცია განსაზღვრული არ 

არის (ამაზე მიუთითებს „0“ ნიშანი (2,4) 

წერტილში) (იხ. ნახ. 13.2). 
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I შემთხვევა. არსებობს სასრული 

ზღვრები I(92+) და I(C2-). ეს ზღვრები 

ერთმანეთის ტოლია, მაგრამ მათი სა- 

ერთო მნიშენელობა არ უდრის ფუნქციის 

მნიშენელობას I(0+) = I(9-)= #X#X LL(2). 
  

  

2 I(X)-ის მნიშვნელობად 2 წერტილში 4 

რომ აგვეღო, „ფუნქცია უწყვეტი გახდე- 
, 133 ბოდა" (იხ. ნახ. 13.3). იგივე შედეგს მივი- 

ღებდით წინა შემთხვევაშიც, თუ I(X) ფუნ- 

ქციას #7 წერტილში მივანიჭებთ IL(3) = # 

მჩიშენელობას (იხ. ნახ. 13.2) როგორც ვხედავთ. ორიეე შემთ- 

სვევაში წყვეტის თავიდან აცილება ერთ წერტილში ფუნქციის 

„გადაკეთებით“ მიიღწევა. ამითაა ნაკარსახევი ის გარემოება, 

რომ როგორც პირველ, ისე მეორე შემთხვევაში 2 წერტილს 

ასაცილებელ წყვეტის წერტილს უწოდებენ. 
ამრიგად, 8 წყვეტის წერტილს ეწოდება ასაცილებელი 

წყვეტის წერტილი, თუ ამ წერტილში ფუნქციას გააჩნია 

სასრული ზღვარი. 

II შემთხვევა. არსებობს სასრული ზღერე- 

ბი I(2+) და L(2-), მაგრამ I(2+) > L(9-) (იხ. 

ნახ. 134). ამ შემთხვევაში 3 წერტილს ნახტო- 

მის წყვეტის წერტილი, ხოლო L(8+) - I(9-) 

სხვაობას IX) ფუნქციის ნახტომი ეწოდება 2 
  

  

წერტილში. 

აქამდე აღწერილ თითოეულ შემთხეე- 

ვაში წყვეტის წერტილში არსებობდა სას- 

რული ცალმხრივი ზღვრები. ასეთ წყვე- 

ტის წერტილს პირველი გვარის წყვეტის წერტილს უწოდე- 
ბენ. თუ 2 წერტილში რომელიმე სასრული ცალმხრივი 

ზღვარი არ არსებობს, მაშინ მას ეწოდება მეორე გვარის 

წყვეტის წერტილი. ჩვენ არ შევუდგებით ასეთი შემთხვევების 

აღწერას. მოვიყვანთ მხოლოდ ერთ შედარებით მარტივ სურათს. 

»=L6ი II შემთხვევა X=2 წრფე ვერტიკა- 

ლური ასიმპტოტია. არ არსებობს სასრული 

მარცხენა ზღვარი LI(მ8-) და ამიტომაც X=9 
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: ე“. მეორე გვარის წყეეტის წერტილია (იხ. ნახ. 

I3.5).



„ჰ.2. წყემტის წმრტილები 

ახლა მოვიყვანოთ კონკრეტულ ფუნქციათა მაგალითები 
თითოეული ზემოთ აღწერილი შემთხვევისათვის, 

მაგალითი 1. განვიხილოთ ფუნქცია 

X? –X-2 
MIX)=-–--- (X) --2 

X=2 წერტილში ფუნქცია განსაზღვრული არ არის. ამ წერ- 
ტილში ფუნქციას გააჩნია ორივე ცალმხრივი ზღეარი: 

2 – – – (0+)= სთ >--X-=2- სე X-2XX+ს _ სი C+)=3, 
”?. ოაXX-2 X-32+ X–-2 X=–52+ 

2 – – – (2 ე= ყა -X-2  ყეთ-70X+)_ 
სთ (X+1) =3. 

2 X–-2 X-–2– X–-2 X-–32– 

როგორს ეხედავთ, მარცხენა და მარჯვენა ზღერები ერთ- 

მანეთის ტოლია. X=2 წერტილი VCX) ფუნქციის ასაცილებელი 

წყვეტის წერტილია. 
მაგალითი 2. ვთქვათ, 

IX+1,) როცა X#-I, 
I(X) = 

5, როცა X=-I. 

I(X) ფუნქციისათვის X=-I წერტილი არის ასაცილებელი წყეე- 

ტის წერტილი, რადგან L(-I+)= LC-1-)= 0, ხოლო ILL-1)= 5. 

მაგალითი 3. ვთქვათ, 

2.რ X <0, (60 = X ოცა 

ს როცა X>0. 

X=0 არის მოცემული ფუნქციის ნახტომის წყვეტის წერტი- 

ლი, რადგან L(0-)= 0 » I(0+)=I. ამ წერტილში ფუნქციის ნახ- 

ტომია I(0+)- LI(0-)= 1 -0 =1. 

1 

X+3. 
LX) ფუნქციისათვის X=-3 არის მეორე გვარის წყეეტის 

წერტილი, რადგან ამ წერტილში არ არსებობს ცალმხრივი 

ბღყრები. 

  მაგალითი 4. ვთქვათ, I(CX) = 

როგორც აღვნიშნეთ, აქ მოყვანილი ფუნქციები ზემოთ ილ- 

უსტრირებული შემთხვევების კონკრეტულ მაგალითებს წარ- 

მოადგენენ და ამდენად, სტუდენტისათვის სასარგებლო იქნება 

ამ ფუნქციათა გრაფიკების აგება. 
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#აპალპბა 

შეამოწმეთ თეორიული მასალის ცოდნა შემდეგი კითხვების საშუალებით: 
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10. 

11, 

12. 

ფუნქციის განსაზღვრის არის რომელი წერტილებისათვის გა- 

ნიმარტება ფუნქციის უწყვეტობა? 

განმარტეთ I(ჯ) ფუნქციის უწყვეტობა წერტილში. 

რომელი უწყვეტი ფუნქციებია თქვენთვის ცნობილი? 

შეიძლება თუ არა, რომ წყვეტილ ფუნქციათა ჯამი, ნამრავლი 
ას შეფარდება იყოს უწყვეტი? პასუხი დაასაბუთეთ!. 

განმარტეთ ფუნქციის ცალმხრივი უწყვეტობა. 

მოიყვანეთ წერტილში ფუნქციის უწყვეტობის აუცილებელი და 
საკმარისი პირობა. 

მოიყვანეთ უწყვეტ ფუნქციათა მაგალითები. 

რა შემოტხვევაში ამბობენ. რომ ფუნქცია წყვეტილია რაიმე გ 

წერტილში? 

განმარტეთ პირველი გვარის წყვეტის წერტილი. 

როგორ წერტილს უწოდებენ ასაცილებელ წყეეტის წერტილს? 
განმარტეთ ფუნქციის ნახტომის წყვეტის წერტილი და ფუნქციის 

ნახტომი ამ წერტილში. 

რას ეწოდება მეორე გეარის წყეეტის წერტილი?



13.1. 

13.2. 

13.3. 

ლძპქცძისპ /4. 

იპოეეთ შემდეგ ფუნქციათა წყვე- 
ტის წერტილები: 

2 
ა) I(X)=- 

X-–I 

_„_ 3. 
(X2 +1IXX+1)” 

X+7 
IL--–-– > – , 

გ IC 3X(X7? – 36) 

IX –5| 
X-55.. 

ბ) (წ(X)1= 

დ) ICX) = 

დაადგინეთ, უწყეეტია თუ არა 
შემდეგი ფუნქციები განსაბღვრის 

არის ზღვარით წერტილებში: 

ა) #(X1=4X? – 7X? +2X? #2: 

CX -2)). 
X-2.. 

X? +3X +1 
I(X)ა==-–=–======: 

ა IX V4X? +4X +3 

დ) წ(X)=V/X" –2; 

ე) ICXს)=+”#X-–-4 1. 
ე) I(X) =1X ·31+1. 

ბ) წ(X)= 

დაამტკიცეთ, რომ შემდეგ ფუნქ- 
ციებს აქვთ ასაცილებელი წყვე- 

ტის წერტილი: 

X” –16. 
ა) I(Xე)= -+4 :   

X” +35X+6 

+3 ” 

XI როცა X#0, 

ბ) ”(X)= 

_ II 
გ) ისა= 1» როცა X =0; 

#”»ნქძძიის შწყყმტიბა, წყამტის წერტილები 

პრაქტიძული სამარX#%0ი შომბი: 

X+51, როცა X#-–5, I 
”I(X) = არია 1" რათ 

13.4. იპოვეთ ფუნქციის წყვეტის წერ- 

ტილები და დაადგინეთ მათი 

გეარობა: 

ა #00=+, 

ბ) (C)=---, 

გ) 760 =1”1; 
X 

X+I 

VX-I. 

დაამტკიცეთ, რომ 

დ) I(X)=   

13.5. 

X.,, როცა X<0, 
”(X) = სა 

X” +2, როცა X>0 

ფუნქცია განიცდის ნახტომის ტი- 

პის წყვეტას X=0 წერტილში. 

13.6. გამოთვალეთ ფუნქციის ნახტომი 

წყვეტის წერტილში: 

ა) ითი-! 
-3X”, როცა X<L 

0, 

–I, 

2X?, როცა X>5. 

როცა X>I, 

როცა X<5, 
ბ) LCC= | 

137. L-ს რომელი მნიშვნელობისათ- 

ვის იქსება 

LX+3, როცა X5<2, 

X = ტ 

X.+1, როცა X>2 

ფუნქცია უწყვეტი X=2 წერტილში? 
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13.8. ვთქვათ, 

| 39X როცა X #0. 
I651. 

(-? + 2. როცა X =0. 

L-ს რომელი მნიშვნელობისათვის 

იქნება უწყვეტი I(X) ფუნქცია X=0 
წერტილში? 

13.9. ხმოვეი 

X+3, როცა X<90, 

(00=43+X?, როცა 0<X<2, 

9, როცა X>2 

ფუნქციის წყვეტის წერტილები და 
გაარყყიყი ცალმსრიეი უწყვეტ!"- 

ბის საკითხი ამ წერტილებში. 

13.10. იპოვეთ 

–X7 +232, 

როცა X<2, 

I(CX) = როცა 2<X<4, 

–I2+VX-4, როცა X>4 

ფუნქციის წყვეტის წერტილები. 

13.11. ცნობილია, რომ IC) ფუნქცია 

უწყვეტია Xი წერტილში. იპოვეთ 

  

  

ICXი), თუ: 

ა) XXI და (60) => =I, 
XX-– 

როცა X#I; 

3 + 
ბ) Xი0=-| და (6) =>. LC 

X“ –I 

როცა %#-I: 
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13.12. 

13.13. 

VI+X-1 
გ) X0=0 და (იე=--65-, 

როცა XX#0, 

იპოვეთ ფუნქციის წყვეტის წე- 
რტილები, გამოარკვიეთ რომე- 

ლი გვარის წყვეტა აქვს ფუნქ- 
ციას ამ წერტილებში და ააგეთ 

გრაფიკი: 

IX? +, როცა X<0, 
ICX) = 

ა) ICX) ს –2, როცა X>0; 

I ა 

ბ) /60= 2) როცა X#90, 

0, როცა X=0. 

დაადგინეთ გ და ხ პარამეტრე- 

ბის რა მნიშვნელობებისათვის 

იქნება ფუნქცია უწყვეტი: 

ჯ?, როცა X52 

ა) I(X)=401X+ხ, როცა 2<X<13, 

მ(X-I), როცა X>3; 

X+2, როცა X<0, 

ბ) IX)=42X+3, როცა 0<X<), 

მX? +ხ, როცა X>L. 

13.14. დაადგინეთ, არსებობს თუ არა 

ა) I(X= ზX 

ბ) I(X 

2 პარამეტრის ისეთი მნიშვნე- 

ლობა, რომლისთვისაც ფუნქცია 

უწყეეტია X-=0 წერტილში, თუ: 

2 +2-/ +2 
ა:014-VX1<. როცა –1<X<0, 

მ, როცა X290; 

ა“. +) როცა X>0, 

–X, როცა ჯX <0.



13.15. დაადგინეთ, არსებობს თუ არა 

მ და ხ პარამეტრების ისეთი მნი- 

შენელობები, რომელთათვისაც 

(00) ფუნქცია უწყეეტია თავის 
განსაზღვრის არეზე, თუ: 

X. როცა IXI<1, 
ა) ((X)=4. . 

X” +მX+ხ. როცა |IXI>I; 

2 
X-I)_. როცა IXIXI, 

_ X2 –1 

ბ) (ი =1 გ. როცა X=-I, 

ხ, როცა X =1. 

13.16. ეთქვათ, 

2, როცა X <0, 

(00 =1M? –4L+7, როცა X=90, 

3, როცა X>0. 

დაადგინეთ, არსებობს თუ არა MX 

პარამეტრის ისეთი მჩიშეჩელობა. 

რჯიმლისთვისაც: 

ა) IX) ფუნქცია უწყვეტია მარცხ- 

ნიდან X=0 წერტილში, 

ბ) #CX) ფუნქცია უწყვეტია მარჯ- 
ვნიდან X=0 წერტილში. 

პრაქტყძჰწიული საპარჯXიშოპშბი 

13.17. ვთქვათ, 

X +2VM, როცა X<0, 

IC)=4 ML, როცა X=0, 

MX, როცა X>0, 
დაადგინეთ: 

ა) L პარამეტრის რომელი მნიშ- 

ვნელობებისთეისაა უწყვეტი 

I) ფუნქციას მარცხნიდან 

X=0 წერტილში; 

ბ) იქნება თუ არა უწყვეტი I(X) 

ფუნქცია X-ს ამ მნიშვნელობე- 

ბისათვის X=0 წერტილში. 
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ლძქძია 7. 4 

უწყვეტ ფუნქციათა თჭისებები. ფუნქციის 
წარმოებული და ღიფერენციალი 

4... უწმპპტ შშნქძიამ ა თ შისშბძბი 

უპირველეს ყოვლისა შევეხებით უწყვეტ ფუნქციათა ისეთ 
სვხსებებს, რომლებიც უშუალოდ გამომდინარეობს წერტილში 

ფუნქციის უწყვეტობის განმარტებიდან და ფუნქციის ზღვრის 

ჩვენთვის ცნობილი თვისებებიდან. სახელდობრ: 

ა) რაიმე წერტილში უწყვეტი ფუნქციების ჯამი, ნამ- 

რავლი და შეფარდება (თუ ამ წერტილში მნიშვნელი გან- 

სხვავებულია ნულისაგან) აგრეთვე უწყვეტია ამ წერტილში. 
მოყვანილი თეისებიდან, როგორც შედეგი გვექნება: 

ბ) წერტილში უწყვეტ ფუნქციათა სხვაობა, მუდმივისა 

და უწყვეტი ფუნქციის ნამრავლი და უწყვეტი ფუნქციის 
ნებისმიერი ნატურალური ხარისხი კვლავ უწყვეტი ფუნ- 

ქციაა იმავე წერტილში. 

მტკიცდება აგრეთეე, რომ 

გ) ”-ური ხარისხის არითმეტიკული ფესვი რაიმე წერ- 

ტილში უწყვეტი არაუარყოფითი ფუნქციიდან ისევ უწყ- 
ვეტი ფუნქციაა იმავე წერტილში. 

უწყვეტი ფუნქციებისათვის დამახასიათებელ ძალიან მნიშე- 

ნელოვან თვისებას გამოხატავს შემდეგი 

თეორემა. თუ |2,ხ) შუალედზე განსაზღვრულ უწყვეტ ICX) ფუნქციას 
ამ შუალედის ბოლოებზე ურთიერთსაწინააღმდეგო ნიშანი 

გააჩნია (I(9)I(ხ)< 0), მაშინ |3,ხ) შუა- 

ლედის შიგნით არსებობს ერთი მაინც 

ისეთი Xი წერტილი, რომ LCX0) =0. 

ინტუიციურად თეორემის მართებულობა 
L(ხ) ""» ცხადია. მართლაც, თუ ფუნქციის გრაფიკი 

  

  
თ 21% უწყვეტი მრუდია და შუალედის ბოლო წე- 

> ' რტილებზე ფუნქციას ურთიერთსაწინააღმ- 

/ ი ((გ) X დეგო ნიშნები გააჩნია, მაშინ ფუნქციის გრა- 

· ფიკმა ერთხელ მაინც უნდა გადაკვეთოს 

ნახ. 14./ 0X ღერძი (ნახ. 14.1). 
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ნახ. I#4.# 

4.2. ბანტოლებათა ამოსსნა მძასლოებით 

ხაზგასასმელია ის გარემობა, რომ თეო- 
რემის პირობებში, (2,ხ) შუალედის შიგნით 
შესაძლოა I(X)=0 განტოლების ერთზე მე- 
ტი ფესვიც არსებობდეს (ნახ. 14.2). 

ისეთი |(ი,ხ) სეგმენტის მოძებნას, 
რომლის შიგნით არ არსებობს I(X)=0 
განტოლების სხვა ფესვი, გარდა Xი-სა, 

უწოდებენ Xი ფესვის განცალებას. 

ნახ. 14.1-ზე X0ი ფესვი განცალებულია, 
ხოლო ნახ. 142-ზე კი არა. 

ზოგჯერ ჩვენთვის დამატებით ცნობი- 

ლია, რომ I(X) ფუნქცია მკაცრად მონო- 
ტონურია (მ,ხ| სეგმენტზე. ასეთ შემთხეე- 

ეაში X0 ფესვი განცალებულია, რაც ნათ- 

ლად ჩანს შემდეგი გეომეტრიული სუ- 

რათებიდან (ნახ. 14.3 და ნახ. 14.4). 

M4.2. განრ/”ლმბამა ამოხსნა მძასლოუმშბით 

მოყვანილი თეორემა საშუალებას გვაძლევს მიახლოებით 

გამოვთვალოთ I(CX) =0 განტოლების განცალებული ფესვი. 

მაგალითად, განვიხილოთ განტოლება 

ჯ+ჯ- XI – 2ჯX 2 =0, (ს 

შემოვიღოთ აღნიშენა I(X) = X' + X – X” – 2X- 2. ჩვენთვის 
ცნობილია, რომ წ(X) მრავალწევრი არის უწყვეტი ფუნქცია 

1 ,+თ შუალედზე. გვაქვს: 
LI)1=1“+ I – 17-2-1 –2=-3, 
#(2) = 2“ + 23? – 2? – 272 – 2 = 14. 

Iს) ფუნქციას სხვადასხეა ნიშანი აქვს (1,2) სეგმენტის ბო- 

ლოებზე და ამდენად, ამ სეგმენტის შიგნით (1) განტოლების 

ერთი ფესვი მაინც არის მოთავსებული. ძნელი შესამოწმებელი 

არაა, რომ L(X) ფუნქცია მკაცრად ზრდადია (1,2) სეგმენტზე (იხ. 

მითითება 147 ამოცანაზე) და ამდენად, (1,2) შუალედში მოთავსე- 

ბული ფესვი განცალებულია. 
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დავყოთ ახლა (1,2) შუალედი 10 ტოლ ნაწილად და გამოვთ- 

ვალოთ I(X) მრავალწევრის მნიშვნელობები X= 1,1; 1.2:...; 1,9 

წერტილებში. გვაქვს: რომ I(I,44<0, სოლო ILI,5)>0, რაც 

იმას ნიშნავს, რომ ფესვი მოთავსებულია X=I,4 და X=I,5 

წერტილებს შორის. (1.4, 1,5) შუალედი კვლავ გავყოთ 10 ტოლ 

ნაწილად. მივიღებთ შემდეგ წერტილებს: X= 1,41; 1,42;...;1,49. 

თუ ჩავატარებთ გამოთვლებს, ადვილად დავრწმუნდებით, რომ 

ILI,41)<0, ხოლო L(1I,421>0. მაშასადამე, (1) განტოლების 

ფესვი მოთავსებულია |II,4I, 1,42 შუალედში. ამ შუალედში 

მოსაყნებული. ჩებისმიერი რიცხეი წარმოადგენს (1) განტო- 

ლების ფესვის მიახლოებით მნიშენელობას 0.01-ის სიგუსტით. 

თუ გავაგრძელებთ ამ მოქმეღებებს, შეგვიძლია (1) განტოლე- 

ბის ფესვი გამოვთვალოთ ნებისმიერი სიზუსტით. 

მკაცრი დასაბუთების გარეშე მოვიყვანოთ უწყვეტ ფუნქცი- 

ათა კიდევ ერთ საინტერესო თვისება. 

თუ IXCX) ფუნქცია უწყვეტია |8,ნ) შუალედზე, მაშინ ამ 

შუალედში არსებობს ერთი მაინც ისეთი წერტილი, რომ 

ამ წერტილში ფუნქცია ღებულობს უდიდეს მნიშვნელო- 

ბას და ერთი მაინც ისეთი წერტილი, რო- 

მელშიც ფუნქცია ღებულობს უმცირეს მნი- 

შვნელობას. ამასთან, I(X) ფუნქცია მიიღებს 

ყოველ მნიშვნელობას, რომელიც ამ უდი- 

დეს და უმცირეს მნიშვნელობათა შორისაა 

მოთავსებული.   

  

ნახ. /4-2 

ნახ. 14.5-ზე მითითებულია ისეთი X, და X2 

წერტილები, რომ ყოველი X წერტილისათვის 

(მცხ) შუალედიდან ადგილი აქვს დამოკიდებუ- 
ლებას I(X,)< I0ე)< LLCX:). 

/4.ჰ. წარმოპბ შლის ძნშბა 
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შევნიშნოთ, რომ უწყვეტი ფუნქციის ზემოთ მოყვანილი 

უკანასკნელი თვისების ჩამოყალიბებისას საუბარია X, და X; 

წერტილის მხოლოდ არსებობაზე, ხოლო მათი მოძებნის გზა 

მითითებული არ არის. მრავალი ეკონომიკური ხასიათის ამო- 

ცანაში კი სწორედ ასეთი წერტილების მოძებნა გვჭირდება. 

ხშირად ესეც არაა საკმარისი და გვიხდება იმის გაგება თუ 

განსაზღვრის არის რომელ უბნებზე აქვს ფუნქციას ზრდის ან 

კლების ტენდენცია, რამდენად ძლიერია ეს ტენდენცია და ა.შ.



     
IML(CX:+4X) 

IL(CX2) 

MC606C+#X) 

წ(XI) 

/4.ჰ. წარმ(/ებ ლის ძნება 

მოკლედ რომ ვთქვათ, გვიხდება 

ფუნქციის ყოფაქცევის სრული გა- 
მოკვლევა, რაშიც დიდ სამსახურს 
გვიწევს ფუნქციის წარმოებულის 
ცნება. ვიდრე უშუალოდ წარმოე- 
ბულის განმარტებაზე გადავიდო- 
დეთ, განვიხილოთ შემდეგი ეკო- 

   
–
_
-
_
_
 

  

0 
X XX 8 X. X:+ბX ხ X ნომიკური სიტუაცია. 

ვთქვათ, შემოსავლის »X=LCX) 

ნახ. IM4.6 ფუნქციის გრაფიკია წირი, რომე- 
ლიც გამოსახულია ნახ. 144-ზე, 

ნახაზიდან აშკარად ჩანს, რომ 

X(X) ზრდადი ფუნქციაა (|0,ხ) შუ- 
ალედზე. ამასთან, იგი უფრო სწრაფად იზრდება (0,2) შუა- 
ლედზე (0#. წირი), ვიდრე (მ,ხ) შუალედზე (#8 წირი). ამ ფუნქ- 
ციას გააჩნია შემდეგი ეკონომიკური შინაარსი. თუ შევადა- 

რებთ ერთმანეთს შემოსავლის ზრდას გაყიდული საქონლის 

ერთი და იმავე #X რაოდენობით ზრდისას X, რაოდენობიდან 

(X, + რX)-მდე და X:-დან (X2 + #X)-მდე, დავრწმუნდებით, რომ პი- 

რველ შემთხვევაში შემოსავლის ცვლილება (ნამატი) საქონ- 

ლის ერთეულზე გაანგანიშებით არის 

ILCX, + ტX)-I1LCX,) 
MX ? 

ხოლო მეორე შემთხვევაში 

ILCXვ + MX)–ILLCX>) 

#ტX 

ჩახაზიდან ჩანს. რომ 

ILCX, + ტX)–I%(CXI 1 > M(Xც + #X)-–IM(X>), 

ამიტომ 

  

IL(CX, + ტX)-IL(X,) > M(Xე + ტX)–ILCX >) 

ტX #ტX : 

აქედან კი გამომდინარეობს შემდეგი: გაყიდული პროდუ- 

ქციის რ» რაოდენობით გაზრდისას შემოსავლის საშუალო 

ცვლილება (ნამატი) პროდუქციის ერთეულზე გაანგარიშებით 

უფრო მეტია (0,მ) შუალედის X,) წერტილისათვის, ვიდრე (8,ხ) 

შუალედის X წერტილისათვის. 
ამრიგად, ფუნქციის ნაზრდის შეფარდება არგუმენტის ნაზრ- 

დთან 
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LCX + MX) – 68 (CX) 
>: (2) 

აღწერს შემოსავლის „ცელილების სიჩქარეს“ პროდუქციის 

ერთეულზე გაანგარიშებით, როდესაც გაყიდული პროდუქციის 

რაოდენობა იზრდება X-დან (X+ #X)-მდე. გავიხსენოთ, რომ მე- 

მოსავლის წრფივი მოდელის შემთხვევაში (2) შეფარდება მუდ- 

მივია 

  

M(X + 4X) – %(X) _ 6(X+ 4X) – ნX _ 04X. _ 

ტX რX #ტX წ 

ამდენად, წრფივი მოდელის შემთხვევაში შემოსავლის „ცვლი- 

ლების სიჩქარის“ გამოთვლისას არა აქვს მნიშვნელობა #X 

ნაზრდის სიდიდის შერჩევას. ზოგად შემთხვევაში კი, როგორც 

ეს ნას. 14.6-დანაც ჩანს, რაც უფრო მცირეა #X ნაზრდი, მით 
უფრო ემსგავსება ამ ნაზრდის სათანადო გრაფიკის ნაწილი 

წრფის მონაკვეთს ღა მაშ. უფრო ზუსტად ასასიათებს Iბ(X) 

ფუნქციის „ცვლილების სიჩქარეს“ X-ის მახლობლობაში. იდე- 

ალურად ზუსტი მახასიათებელი კი იქნება (2) გამოსახულების 

ზღვარი, როდესაც 4X <2 0. თუ ეს ზღვარი არსებობს, მაშინ მას 

მარჟინალური ანუ მღვრული შემოსავალი ეწოდება და (MI) 

სიმბოლოთი აღნიშნება 

IL(CX+ #X) – ILLCX) 
3 ლ (3) (MI = IMი 

სწორედ აღნიშნული ტიპის ზღვრებს მივყავართ წარმოე- 

ბულის ცნებამდე. საკმარისია შევნიშნოთ, რომ (2)-ის ანალო- 

გიური შეფარდება შეიძლება რაიმე შუალედზე განსაზღვრული 

ნებისმიერი ფუნქციისთვისაც შევადგინოთ და ამის შემდეგ 
დავსვათ საკითხი ამ შეფარდების ზღვრის არსებობის შესახებ, 

როცა არგუმენტის ნაზრღი მიისწრაფეის 0-სკენ. 

ვთქვათ, X=I(X) რაიმე შუალედზე განსაზღვრული ფუნქ- 
ციაა და X ამ შუალედიდან აღებული რაიმე წერტილია. გან- 

ვიხილოთ არგუმენტის #X ნაზრდი, როგორც დამოუკიდებელი 

ცვლადი და შევადგინოთ შესაბამისი ნაზრდი ფუნქციისათვის 

ტ#X» = #4 = წI(X+ #X) – I (X). 

ცხადია, იგი #X ნაზრდის ფუნქციას წარმოადგენს. #X ნაზრდის 

ფუნქცია იქნება აგრეთვე შეფარდება



მაგალითი 1. 

I4.ჰ#. წარმოებ თლის ძნშბა 

წ(X+ /X) – ICX) 
ჩX (4) 

და ამდენად, შესაძლოა განვიხილოთ ამ შეფარდების ზღვარი 

#X=0 წერტილში. თუკი ეს ზღვარი არსებობს, მას I(X) ფუნქ- 

ციის წარმოებულს უწოდებენ X წერტილში. 

ამრიგად, ფუნქციის წარმოებული X წერტილში ეწოდება 

ამ წერტილში ფუნქციის ნაზრდის არგუმენტის ნაზრდთან 

შეფარდების ზღვარს (თუ ეს ზღვარი არსებობს), როცა 

არგუმენტის ნაზრდი მიისწრაფვის ნულისაკენ. 

ფუნქციის წარმოებულის აღსანიშნავად მიღებულია შემდეგი 

სიმბოლოები: 760, წ”. ასე, რომ 

. I(X+/X)–IL “ი = სი ეთ9569:-1თ, (59 

(4) შეფარდებას IX,X+#X) შუალედზე I(X) ფუნქციის 

ცვლილების სიჩქარეს უწოდებენ. 

გამოსახულებას L/60/#X ეწოდება V=LICX) ფუნქციის 

დიფერენციალი. მას ძ) სიმბოლოთი აღნიშნაეენ (იკითხება 

„დე იგრეკ“). 
ამრიგად, 

ძ» = L”(X)#X = I (X)ძX. 

განმარტების თანახმად, 

ძX = X” M#X= #X, 

ძ 
საიდანაც გვექნება ”თ=5- (იკითხება „დე იგრეკ დე 

X 

იქსით“. 

გამოვთვალოთ V»=I(X)=X“ ფუნქციის წარმოებული X=3 წერ- 

ტილში. 

ვიპოვოთ LCX) = ჯ? ფუნქციის ცვლილების სიჩქარე (3,3 +#XI 

შუალედზე: 
2 2 

#6 +4X) – ”(3) _ 3+4X)”–3“ _ 4X(6+4X) _ 6, 
/#X ტX 4ტX 

  

ცსადია, 

”ცა= სე 13449 -100) - სი C6+4=6. 
ტX -30 წაზ 2 4ტX-60 
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»=600=X ფუნქციის წარმოებული ნებისმიერ X წერტილში. 

მართლაც, ეიპოვოათ IC») =X” ფუნქციის ცვლილების სიჩქარე 

(X,X+#X) შუალედზე: 

I(X + #X) – წCX) _ (++ #X)"–X? _ 4X(2X + 4X) 
  =2X+ #ტX. 

ტX ტX #ტX 

ცხადია, 

X+ #ტX)–-I(X · (ხე = სთ ((1+4X-1C9 _ ა რX+4ტX)=2X. 
რა-5–0 #ტX ტX-–0 

დიფერენციალისთვის გვექნება ძა = ძI(X) = ””(X)ძX = 2Xძ».. 
ფუნქციის წარმოებულის გამოთვლის ოპერაციას გა- 

წარმოება ეწოდება. თუ (5) ტოლობაში #X მარჯვნიდან 

მიისწრაფვის ნულისაკენ, მაშინ შესაბამის ზღვარს ეწო- 

დება ჯ ფუნქციის მარჯვენა წარმოებული X წერტილში და 

აღინიშნება LI (X) სიმბოლოთი. ე.ი. განსაზღვრებით 

I(CX + #X) – LCX) / _ 1: რო=ჯუ “ი: 
ანალოგიურად, (5) ზღვარს როცა #X მარცხნიდან მიის- 

წრაფვის ნულისაკენ, ეწოდება I ფუნქციის მარცხენა წა- 

რმოებული X წერტილში და აღინიშნება I”(X) სიმბოლო- 
თი, ე.ი. 

('ხა= 7 ა0149-109), 
. ჯ 

L7/(X) -ს და L"(X) -ს ფუნქციის ცალმხრივი წარმოებუ- 

ლები ეწოდება X წერტილში. 

ფუნქციას წარმოებადი ეწოდება |2,ხ|) ინტერვალზე, 
თუ ის წარმოებადია ამ ინტერვალის ყოველ წერტილში, 

ხოლო ფუნქციას წარმოებადი ეწოდება |49,ჩხ| სეგმენტზე, 

თუ ის წარმოებადია |2,ხ| ინტერვალზე და 2 წერტილში 

წარმოებადია მარჯვნიდან, ხ-ში კი მარცხნიდან. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ XCI23,ხ| წერტილში ფუნქცია 

წარმოებადია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც მას 

გააჩნია ერთმანეთის ტოლი ცალმხრივი წარმოებულები.



ლეჟცია 4. უწყყეტ #9უნქციათა თაისებები. ყუნქციის წარმოებული და დიყერენცძალი 

ჯაშალმშბა 

შეამოწმეთ თეორიული მასალის ცოდნა შემდეგი კითხვების საშუალებით: 

1. ჩამოაყალიბეთ უწყვეტ ფუნქციათა თვისებები, 

2. რას უწოდებენ ფესვის განცალებას? 

10. 

11. 

12 

13. 

დაახასიათეთ კონკრეტული სიტუაცია, როდესაც ჩვენ შეგვიძ- 

ლია დავასკვნათ, რომ I(CX)=0 განტოლების Xი ფესვი განცალე- 

ბულია. 

აღწერეი გაჩცალებული ფესვის მიახლოებითი მნიშენელობის 

მოძებსის ალგორითმი. 

შეიძლება თუ არა არგუმენტის ნაზრდი იყოს უარყოფითი? ფუნ- 
ქციის ნაზრდი იყოს უარყოფითი? მოიყვანეთ მაგალითები. 

განსაზღვრეთ ICX) ფუნქციის ცვლილების სიჩქარე (X,X+#4XI) შუა- 

ლედზე. 
განსაზღვრეთ I(X) ფუნქციის წარმოებული X წერტილში. 

გასსაზღვრეთ I(CX) ფუნქციის დიფერენციალი. 

. ეთქვათ, >» =ILCX) შემოსავლის ფუნქციაა. რისი ტოლი იქნება მა- 

რჟინალური ანუ ზღვრული შემოსავალი? 

რა მოქმედებების შესრულება გვიხდება ფუნქციის წარმოებუ- 

ლის გამოთვლისას? 

რას უწოდებენ ფუნქციის წარმოებულის პოვნის ოპერაციას? 

განსაზღერეო ფუნქციის მარცხენა და მარჯვენა წარმოებული, 

მოიყვანეთ წარმოებადობის აუცილებელი და საკმარისი ჰი- 

რობა. 
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იქნება თუ არა რაიმე წერ- 

ტილში სამი უწყვეტი ფუნქციის 
ჯამი და ნამრავლი უწყვეტი 

ფუხქცია წერტილში? 
ჰასუხი დაასაბუთეთ. იქნება თუ 

არა იგივე შედეგი სამარ- 

თლიანი უწყვეტ ფუნქციათა ნე- 
ბისმივრი სასრული რაოდენო- 

ბისათვის? 

იმავე 

ცჩობილია. რომ I(X)=0 განტო- 

ლების არც ერთი 

არის მოთავსებული |0,I) შუ- 

ალედში და (2 |>ი. IX) უწყ- 

ვეტი ფუნქციაა (0,1) შუალედზე. 
შეიძლება თუ არა, რომ (|0,1|)- 

აღებული რომელიმე X- 

სთვის შესრულდეს უტოლობა 

I(X)<0. პასუხი დაასაბუთეთ. 

ფესეი არ 

დან 

მიიღებს თუ არა ღია |0,თ| შუ- 

ალედზე განსაზღვრული უწყვე- 

ტი #=1 ფუნქცია უდიდეს ან უმ- 
ცხრეს მნიშ/)ტელობას? ქასუსი და- 
ასაბუთეთ. დახაზეთ სათანადო 

გრაფიკი. 

ეთქვათ, 

1 
(00=–-–, 

I–IXI 
ს, =I-1,1I. მიიღებს თუ არა I(X) 

ფუნქცია უდიდეს ახ უმცირეს 
მნიშვნელობას განსაზღვრის არე- 

ში? პასუხი დაასაბუთეთ. 

I(X) უწყვეტი ფუნქცია ზრდადია 
(გ,ხ) შუალედზე. დაასახელეთ ამ 

პრაქტმძშლი საშარ»ი შშპმბი: 

14.6. 

ფუნქციის უდიდესი და უმცირესი 

მნიშვნელობები. 

ეთქვათ, I(X) არის უწყვეტი და 

(მ,ხ) შუალედზე მკაცრად მონო- 

ტონური ფუნქცია. I(X)=0 გან- 

ტოლების რამდენი ფესვი შეიძ- 

ლება ეკუთენოდეს Iმ,ხ) შუა- 
ლედს? პასუხი დაასაბუთეთ. 

14.7. დაამტკიცეთ, რომ ((X)=X%+X232- 

14.8, 

14.9. 

-ჯ?-2ჯ-2 ფუნქცია მკაცრად ზრდა- 

დია (1,2) სეგმენტზე. 

ვთქვათ, I(X) უწყვეტი ფუნქციაა 
)-თ,=I შუალედზე და X, და X 
წარმოადგენს I(X1=0 განტოლე- 

ბის ფესვებს, რომელთა შორის 

არ მდებარეობს ამ განტოლების 

არც ერთი ფესვი. შეიძლება თუ 

არა IX),X:) სეგმენტზე მოვძებნოთ 

ორი ისეთი Xვ და Xკ წერტილი, 

რომ შესრულდეს უტოლობა 

IX) I(XI)<0? პასუხი დაასაბუ- 

)0,2( შუალეღზე უწყვეტი IC) 
ფუნქციისათვის ცნობილია, რომ 

განსაზღვრის არის ნებისმიერ 

წერტილში I(X)#0 და L(1)<0. 

დაამტკიცეთ, რომ I(X) ფუნქცია 

უარყოფითია აღნიშნულ შუალე- 

დზე. 

14.10. (0,11-ზე განსაზღვრული L(X) ფუ- 

ნქცია იცვლის ნიშანს აღნიშ- 

ნულ შუალედზე. ამავე დროს 

X(X)#0, V XC (0,1). დაადგინეთ, 

შეიძლება თუ არა LI(X) ფუნქ- 

ცია იყოს უწყვეტი (0,11-ზე.



14.11. 

14.12. 

14.13. 

14.14. 

იპოვეთ ფუნქციის ნიშანმუდმი- 

ეობის შუალედები (ე.ი. შუალე- 

დები, რომლებბეც ფუნქცია იხ- 

არჩუნებს ნიშანს) და დაად- 

გინეთ ფუნქციის ნიშანი თი- 

თოეულ შუალედზე: 
ა) ”(X)=3X+4, 

ბ) ”(X)=3; 

გ) I(X)“ ჯ”-5XI4, 

დ) ((X)=X7-7X”+ I2X. 

აჩვენეთ, რომ შემდეგი განტო- 

ლებებიდან თითოეულს (0,1) სე- 

გმენტზე აქვს ერთადერთი ფესვი 

და კალკულატორის დახმარე- 

ბით იპოვეთ ისიჩი 0.1-მდე სი- 

ზუსტით: 

ა) 2Xმ2-X27?+4X- 1 =0; 

ბ) X2?+X-0,25=0. 

იპოვეეათ V=L(CX) ფუნქციის 

#ტ»X=#ICX) ნაზრდი Xი წერტი- 

ლში. თუ: 

ა) X=X”, X0=1, #X=0,1; 

ბ) /=4”, X0=2, #X=-0,5; 

გ) X=I8X, X0=1, 4X=9; 

დ) X=5IიX, X06=0, ტX=-<. 

იპოვეთ X არგუმენტის ტX ნაგ- 

რდის მაქსიმალური და მინიმა- 

ლური მნიშვნელობა Xი წერ- 

ტილში და ფუნქციის შესაბამ- 

ისი #V ნაზრდი, თუ: 

ა) »=X”+X, XC (0,2), X0=1,5; 

LV 1 
ბ) #=LL) , XC (0,2), 20-53“ 

პრაძტიჰ წლ“ საშპარ#XV0შ(ემბი 

14.15. იპოვეთ V=V(X) ფუნქციის არ- 

გუმენტის #X ნაზრდის შესაბა- 

მისი ტV ნაზრდი X წერტილში: 

ა) X=2X+ხ; 

ბ) V=მX72+ხX4+%C; 

გ) »=2”; 
დ) V=IიX, 
ე) XV=5IიX; 

ე) »X=C05X. 

14.16, დაამტკიცეთ, რომ: 

ა) 6 ( I(C0)+8(X))=4I(X)+ #4 800; 

ბ) რ( I(X) §(X))= 

=98(X+4040X)#ტI(X)+ I(X)#რ85(%); 

გ) #( ”(X) 8(X)) = 

=I”(C(X+#ტX)რ#8(X)+ 9(X) ტ I(X); 

(I. C(X)#I(X) – წ(X)#9(X) 
დ) 4#ტ = · 

9(X) 9%(X) 9(X + ტX) 

რ 
14.17. იპოვეთ <> ფარდობა Xი წერ- 

X 

ტილში, თუ: 

ა) V=4%/X, Xე =1, =--; 

1 V I ბ) V=I ––I , X)=0, #X=-–. 
17 65) #70 3 

14.18. ვთქვათ, ს=ს(X) და V=V(X) 

წარმოებადი ფუნქციებია. დაამ- 

ტკიცეთ: 

ა) ძი(ს+V)=ძს+ძV;, 

ბ) ძ(ს-V) =ძს - ძV; 

გ) ძ(სIV)=Vძს+სძV, 

დ) ი > 0. 

V V 
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იპოვეთ I(X)=- X 2. 8X ფუნქციის 

ცვლილების სიჩქარე შემდეგ შუ- 

ალედებზე; 
ა) (0,3); 

ბ) L5.71): 

გ) (მ,8+). 

წარმოებულის განსაზღვრის სა- 

ფუძველზე გამოთვალეთ I”), 

თუ: 

ა) I(X)=3, X0=1; 

ბ) წ(X1=2X+3. Xი=-I1: 

გ) ((ი=Xჯ"-ჯ, X0=- I; 

დ) (ცე=28X7?+ხX+C,X0=ძ. 

1421. იპოვეთ X» =IX) ფუნქციის ცალმ- 

ხრივი წარმოებულები X=0 
წერტილში და დაადგინეთ, გა- 

აჩნია თუ არა წარმოებული 

მოცემულ ფუნქციას ამ წერ- 
ტილში. 

14.22. შემოსავლის ფუნქციას აქეს სა- 

ხე I%(X)=2X 2+2X. იპოვეთ მარ- 

ჟინალური (ზღერული) შემოსა- 

ვალი.



0რი 
გეტობას შორნს. ბაწარმოების წესები 

ლშქმია / ი 

შრი 
ასა 4

 
რ
 

3V
 

რ
ა
 

<5 Cა
 

ტ”
 

CC
 

78
 
<
=
 

ტ
/
.
დ
.
 

(5, წარმუმბ შლის გბგპუმპტრი შლი მნტმრპრმტაცია 

წერტილში ფუხეციის წარმოებულის გეომეტრიული შინაარსის 
გაცნობის მიზნით მივმართოთ ფუნქციის გრაფიკულ წარმოდგენას. 

როგორც ნახ. 15.1-დან ჩანს, IX, X+ #X) სეგმენტზე V=V(X) 

I(X+#4X)-IC) # 
ფუნქციის ცვლილების სიჩქარე 1X+8ი-100 _ ტყ ტოლია 

ტX რტX 

იმ ჩ კუთხის ტანგენსისა, რო- 

მელსაც აბსცისათა ღერძთან 

  

  

    
  

  

V / 8 ადგენს წ ფუნქციის გრაფიკის 

I(X+4ტX) »=IVCX) მჯვეთი, გავლებული იმ # და 
გ ტა» 8 წერტილებზე, რომელთა 

IV C3) აბსცისებია X და X+#4X. რო- 

“ქე ბX დესაც #X ნაზრდი მიისწრა- 
ჩ თ ფვის ნულისაკენ, მაშინ გა- 

“ ი/ 2 X#რX X დაკვეთის 8 წერტილი მიის- 

/ წრაფვის „%-სკენ და #8 მკეე- 
ნახ. 14.1 თიც მიისწრაფვის” თავის 

ზღვრული მდებარეობისაკენ 

ანუ როგორც ამბობენ, იკა- 

ვებს მხების მდებარეობას. ჩ კუთხე თავის მხრივ მიისწრაფვის 

იმ  კუთხისაკენ. რომელსაც ეს მხები შეადგენს C1X ღერთან. 

გამოთქმული მოსაზრებისა და წარმოებულის განმარტების 

თანახმად, მივიღებთ 

#V 'ა1009:10 - «ნე, თ დი ბნ თ, 
ამრიგად, ფუნქციის წარმოებული X წერტილში ტოლია 

იმ კუთხის ტანგენსისა, რომელსაც IV(X) ფუნქციის გრაფი- 

კის მიმართ #=(X,I(X)) წერტილში გავლებული მხები 

ადგენს CIXX ღერძთან. 
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ლექი) #5. წსრ///მგ ლ/ს გმ/მძმრრი ული და MM %/IIXრ/ (ინტრმრარმტა(!ჩა... 
  

მაგალითი 1. დავწეროთ V =I(X)=X? ფუნქციის გრაფიკის მიმართ (3,9) წერ- 

  

ნახ. 135-2 

ტილში გავლებული მხების განტოლება. 

ჩვენ უკვე დავადგინეთ, რომ (”(X) =(X2)/=2X. კერძოდ, 

(7(3)=2-3=6. ამრიგად, (3,9) წერტილში X=X> პარაბოლის 
მიმართ გაელებული მხების დასრილობაა M=6. ამიტომ საძი- 

ებელ განტოლებას ექნება სახე: V-9=6(X-3), ანუ X>X=6X-9. 

შევნიშნოთ, რომ, თუ LX) ფუნქციას X წერტილში 

წარმოებული არ გააჩნია, მაშინ ასეთი X-სათვის 

არც გრაფიკის მხები იქნება განსაზღვრული. ასეთი 

მდგომარეობაა მაგალითად, 06(X)= IX) ფუნქციის შემ- 

თხვევაში X=0 წერტილისათვის (ნახ. 15.2). 

ნასაზზე მოცემული ფუნქციის გრაფიკს არ გააჩ- 

ნია მსები (0,0) წერტილში და რა თქმა უნდა, არც 

დახრილობა განისაზღერება (1) ტოლობის გამოყე- 

ნებით. 

მკითხველმა უთუოდ შენიშნა, რომ ნახ. 152-ზე 

ფუნქციის გრაფიკს (0,0) წერტილში ,,ფწვეტი“ აქეს, 

მაშინ როდესაც ნას. 15.1-ზე „გლუეი“ წირია წარ- 

მოდგენილი. 

ყოველივე ზემოთქმულიდან გამომდინარე, ჩამოვაყალიბოთ 

წარმოებულის გეომეტრიული შინაარსი. 

თუ L ფუნქციას X წერტილში გააჩნია წ”/0ე წარმოებული, 

მაშინ ( ფუნქციის გრაფიკს (X, I(X)) წერტილში გააჩნია 

მხები, რომლის დახრილობა (9169, მნიშვნელობის ტოლია. 

/0.2. წარმუპებ შლის შმზიძშრიმ მნტმრპრპტანია 
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გამოვარკვიოთ წარმოებულის მექანიკური შინაარსი. ვიგუ- 

ლისხმოთ, რომ მატერიალური წერტილი მოძრაობს წრფეზე 

და მის მიერ გავლილი § მანძილი ამ მანძილის გასავლელად 

დახარჯული (| დროის 5%(1) ფუნქციაა, ანუ როგორც მოკლედ 

სტყყიან, წერტილის მოძრაობის განტოლებას 5=5() სახე 

აქეს. როგორც ცნობილია, დროის რაიმე #I მონაკვეთში მოძ- 

რაობის საშუალო სიჩქარე გამოითელება ფორმულით 

» _ =<50+49–5Cთ _ 45 
საშ. #L ML ?



ჯე.ჰ. ძაძშირი VშVნ6ქძიძს წარმრმბა დ(ებასა და უწყაკვტობას უ(/რძის 

რომელიც მით უკეთესად ახასიათებს წერტილის სიჩქარეს L 

მომენტში, რაც უფრო მცირეა #( (რაც უფრო მცირეა #L მით 
უფრო „ვერ მოასწრებს” მატერიალური წერტილი იმ სიჩქარის 

შეცვლას, რაც მას 1 მომენტში გააჩნდა). 

ამდენად, L მომენტში მატერიალური წერტილის სიჩქარის 

(მყისი სიჩქარის) იდეალურად კარგი მახასიათებელი იქნება 

უე 45 _ ლ/ 
ე M =5 (0. 

ასე რომ, თუკი V(0-თი აღვნიშნავთ 5=5(0 კანონით მოძ- 

რავი მატერიალური წერტილის სიჩქარეს დროის L მომენტში, 

გვექნება 
VC0=5/9, 

ანუ როგორც ამბობენ, „მანძილის წარმოებული დროით სი/- 

ქარის ტოლია“ ამაში მდგომარეობს წარმოებულის მექანი- 
”ური შინაარსი. 

ჯ,9, ძამშირი შუშნქძიიძს წარმოუმბა”ობასა 

დღა უწყვეტობას შორის 

ჩვენ, V =IXI ფუნქციის მაგალითზე (ნახ. 15.2) უკვე დავრწმუ- 

ნდღდით. რომ ყოველი უწყვეტი ფუნქცია არ არის წარმოებადი. 

ე.ი. ფუნქციის უწყვეტობა არ არის საკმარისი პირობა, რათა 

არსებობდეს ამ ფუნქციის წარმოებული. ადვილია დარწმუნება 

იმაში, რომ ფუნქციის წარმოებადობა არის საკმარისი იმი- 

სათვის, რომ ეს ფუნქცია იყოს უწყვეტი. მართლაც, ეთქვათ, 

ILCX) ფუნქცია წარმოებადია რაიმე X0ი წერტილში და განვიხი- 

ლოთ ზღვარი 

IIიIIICX) – IX) =IIთ IICXგ+ 4X) – I(Xი)1= 

= იი ICX-+ #ტX)– I(X-) · #X – I. I(X-+ #ტX)– IL(Xა) . Iი #X = 

ტ»-0 #4X #ტX+-30 #X #ტ+-360 

= I/CXა): 0=0. 

ამრიგად. IICII(X) = წ(Xე). ეს კი იმას ნიშნავს. რომ I(X) 

ფუნქცია უწყვეტია X= Xი წერტილში. 
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ლქქძია (5. წარშ/შებ ულ/ს ემ()მეტრითლი და VVწიჰ ურ“ (6. დძრპრშტაძი!ა... 

15.4. ზაწარმუძბმს წშსძპბიმ 

გავეცნოთ ფუნქციათა გაწარმოების შოგიერთ წესს. უპირ- 

ველეს ყოვლისა მოვიყვანთ თეორემას ფუნეციათა ჯამის, 

სხეაობის, ნამრავლისა და ფარდობის გაწარშმოების შესახებ. 

თუ I(X) და წ9(X) წარმოებადი ფუნქციებია რაიმე ინ- 

ტერეალზე, მაშინ ამავე ინტერვალზე წარმოებადია აგ- 

(LC 
რეთვე I(X)+%(X), ”I(X) ·C(X), ი («ცე « 0) ფუნქციები და 

მართებულია ტოლობები: 

ILC0 + 80) =I/(X)+ 6” (X), დ) 

IICX) · დ(X)1 = L” (X)C(X) +ICX) დ” (X), ც) 

; 8(X)X90. (4) 
რი). L6ედ09 – IX) §/(X) 
8(X) წ” C) 

კერძოდ, თუ C მუდმივია, გვექნება 

IC”60I/= C/წ60 + CL 6) = CI"Cი 

(აქ გამოვიყენეთ, რომ მუდმივის წარმოებული ნულის ტოლია). 

ამრიგად, მუდმივი მამრავლი გამოდის გაწარმოების ნიშნის 

გარეთ 

IC წ0ე1/=CL”ლი. 
მოყვანილი თეორემის სამართლიანობაში დარწმუნება ად- 

ვილია. მართლაც, 

_ )... I(X+46X)+ 9(X+ რX) – I(X) – 8(X) 
IL(C0+§091= IIი+ – = 

- ყი IX+46X)-10 ე 800090080 

X 4X-30 #X 4ტX-30 

  

  = I”CCI+დ”(X). 

ანალოგიურად მტკიცდება დანარჩენი ტოლობებიც. 

დამტკიცების გარეშე მოვიყვანოთ გაწარმოების წესები ზო- 

გიერთი ელემენტარული ფუნქციისათვის: 

თა/ -I (X”)=X“', თC II; 

(8“)/=3XIი2, კერძოდ, (ც")7/= 6"; 

(I0-,X) =-“-, კერძოღ, 0იX/=>+;



/25.4. მაწარშ(/მბძს წასმბი 

(6IიX)/=009=; (C09)” =–5IიX; 

    

I 
(IX) =–––; (CCX =-–-–-–. 

0057 X 510” X 

ახლა გამოვიყენოთ (2)--(4) ფორმულები და გაწარმოების აქ 

გადმოცემული წესები კონკრეტული ფუნქციების გასაწარმოე- 
ბლად. 

1 I 
მაგალითი 2. (C0=+X” –X” +!. 

1 
4 

მაგალითი 3. (ლი=1X + 5VX. 

/ / 1V 

რთა=(1XL+5#X) -(1XI ++ = 

61) _ =X? +>» =1 
3 

მაგალითი 4. ((X)=5”959იX. 

((CX)”=(5 "-§Iი X)/=( 5") §Iი X#5”-(§10 X)”= 

=1ი 5.5 50 X+5  005X. 

მაგალითი 5. I(X)=6” L X+2”C0X. 

I/(X) = (C"(იX +2” CCXI =(C”დ»I + 6”) = 

= (C» ' LX + 6” (LCX) + დ” I CLCX + 2“ (CLCX)” = 

  

  

  

  

=6” LX + - კ Iი2:2700X--– 2 
| 005“ X 910“ X 

)იX 
6. I(X)=X7108:X + . მაგალითი (X) 6:X+=- > 

I ' / 

(/(X) =(XV2I09ე + >) = (7) 109; X+ X-(I06;ე X)/ + 
005X 

2II



ლექიი.ა #”. წარირიბ თი" მე/მმბტრიული და) Vიწიძირ/ი ინტპრაპრმტაცი"... 
  

  

0იX»” 605 X – (005 X)” Iი X 2 3 
ტრიასი =3XI 108: X+X“ · + 

C05“ X XI0I2 

1 . 
–>605X+51ი XII X 2 . 
Xჯ X C05 X + X 519) X Iი X 

+ =3X” 106; X+-->+ 
00§” X ი XC0§? X 

ვთქვათ, ახლა გვაქვს ორი წარმოებადი ფუნქციის კიმჰოში- 

ცია (რთული ფუნქცია) V(X) =( 1-8)(X)= (I (წ(X)). მიეცეთ X-ს 
#X ნაზრდი, მაშინ წ და V ფუნქციებიც მიიღებენ #9 და #X 

ნაზრდებს. რV ნაზრდის შეფარდება არგუმენტის #X ნაზრდ- 

თან იგივურად ასე წარმოვადგინოთ 

4V _ რტ 48 
#ტX /#ფთ /#X” 

საიდანაც შეიძლება ვივარაუდოთ (ზღვარზე გადასელით), რომ 

სამართლიანია ფუნქციათა კომპოზიციის (რთული ფუნქ- 

ციის) გაწარმოების შემდეგი წესი: 
/ / / 

V C0)=X (8):§8 (ი), IC) 
რომლის მკაცრ დასაბუთებას ჩვენ არ მოვიყვანთ. 

ვისარგებლოთ ფუსქციათა კომპოზიციის გაწარმოების წე- 

სით კონკრეტულ შემთსვევაში. 

მაგალითი 7. ვიპოვოთ #C;) =VX” – 1 ფუნქციის წარმოებული. ბუნებრივია, 

შემოვიღოთ აღნიშვნა: თ=X”–1, მაშინ #X)=-/§ და (5) ფორ- 

მულის გამოყენებით მივიღებთ 

, 2 1 X 
ჯ (90 - (IV) -() -II =აა-–-.2X=-=. #6 7 

შემოღებული აღნიშვნის გათვალისწინებით, საბოლოოდ გვექნება 

/ X 
V (X)= · 

+VX” –I 
შესაძლოა (5) ფორმულა უფრო ადვილად დაგვამასხსოვრ- 

დეს. თუ ვისარგებლებთ მისი ჩაწერის სხვა ფორმით: 

  

#, =XI 8, ან –-=-=.->, (6 

ზოგჯერ გვიხდება რთული ფუნქციის გაწარმოების წესით 

თანმიმდევრულად, რამდენიმეჯერ სარგებლობა. 
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5.4, ზაწარმოების წესები 

მაგალითი 8. ეთქეათ, საჭიროა V(X) = 5)იIი VX72 –1 ფუნქციის წარმოებულის 
მოპებსა. 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 9(X)=1იVX” –1 და ვისარგებლოთ 
(5) (ან რაც იგივეა (6)) ფორმულით 

/ / 
»”(X) = (§Iი უელ უ =ი0§8-(Iი VX -1) = 

/ 
=00510 VX” –1 '(IიVI -II · 

როგორც ეხედავთ, გაწარმოების დასასრულებლად გეჭირ- 

დება (ი VX? –1 ფუნქციის გაწარმოება, რომელიც თავის მხრივ 
რთულ ფუნქციას წარმოადგენს. ამიტომ, ვიქცევით ისევე, რო- 

გორც წინა საფეხურზე. შემოეიღოთ აღნიშენა ს =-/X” –1 და · 

ეისარგებლოთ იმავე წესით 

თ 

(ICVX: –1) =(ის)-( _–_ – =() 

8)-ის გათვალისწინებით (7)-დან საბოლოოდ მივიღებთ გათვ ე ლოოდ ძივიღე 

_ XC05I0 /X? – 1 

X2 –I 

  

V”CX) 

შეენიშნოთ, რომ (8-ის მისაღებად ვისარგებლეთ 
/ 

( Xჯ“ -I) = >>; ტოლობით, რომელიც აგრეთვე რთული 
2 X“ –I 
  

ფუნქციის გაწარმოების წესის გამოყენებით გვქონდა მიღებული, 

ჩვენ გარკვეული გამოცდილება დაგეიგროვდა ფუნქციის 
წარმოებულის გამოსათვლელად. როგორც ენახეთ, I(CX) ფუნქ- 

ციის (X(63) წარმოებული ისევ X ცელადის ფუნქციაა. 

თუ V”(X) ფუნქციას აქვს წარმოებული, მაშინ ამ წარ- 
მოებულს ეწოდება I(X) ფუნქციის მეორე რიგის წარმოე- 

? 

ბული და აღინიშნება I” (X) C,” ორი შტრის X") ან = 

(დე ორი დე X კვადრატ“) სიმბოლოთი. ამრიგად, 

ძ 
#/(X)C-–-V (XI). C0)=3-L”თ) 

ანალოგიურად განიმარტება მესამე და უფრო მაღალი რი- 

გის წარმოებულები. 
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#აპალება 

შეამოწმეთ თეორიული მასალის ცოდნა შემდეგი კითხვების საშუალებით: 
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· რაში მდგომარეობს წარმოებულის გეომეტრიული შინაარსი? 

· ვთქვათ, I(X) წარმოებადი ფუნქციაა. დაწერეთ ამ ფუნქციის 

გრაფიკისადმი (Xი, I(Xი)) წერტილში გავლებული მხების გა- 

ნტოლება. 

. რაში მდგომარეობს წარმოებულის მექანიკური შინაარსი? 

· ვთქვათ, I(X) ფუნქცია უწყვეტია რაიმე X= 8 წერტილში. იქნება 

თუ არა I(X) ფუნქცია წარმოებადღი იმავე X=2 წერტილში? 

პასუსი ღაასაბუთეთ. 

. არის თუ არა ფუნქციის წარმოებადობა საკმარისი პირობა 

ფუნქციის უწყვეტობისათვის? მოიყვანეთ დასაბუთება. 

„ მოიყვანეთ ფუნქციათა ჯამის, სხვაობის, ნამრაელისა და ფარ- 

დობის წარმოებულთა გამოსათვლელი ფორმულები. 

„ მოიყეანეთ ხარისხოვანი, მაჩვენებლიანი, ლოგარითმული და 

ტრიგონომეტრიული ფუნქციების გაწარმოების ფორმულები. 

.· რაში მდგომარეობს ფუნქციათა კომპოზიციის (რთული ფუნ- 

ქციის, გაწარმოების წესი? მოიყვანეთ მაგალითი რთული 

ფუნქციის გაწარმოებაზე. 

. რას ეწოდება (0) ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებული?
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15.1. იპოვეთ XV = წ(X) ფუნქციის გრაფი- 

კისადმი (Xი, I(Xი)) წერტილში გავ- 

ლებული მხები წრფის დახრილო- 

ბა, თუ: 

ა) I(X)=2, 

ბა ”(X)=-2X+I1I. Xი=1: 

X0=3; 

გ) Iწ(X)=-2X”+X-1I, X0=0; 

დ) (((0:=5X“ -7X?+X7-X-1, 

152. 

X0=-1; 

1 
ე) I(X)=-–, X6=2; 

X 

· =- 
ვ) 1(X)=X” –=, Xც=-2; 

ზ) (C)=2VX –=+3%, ულ. 

თ) #(Xე)=2§1იX – 6, X0 =3: 

_ : X 
ი) ICX) = (L: – 1)C05X –6,X0 = C: 

კ) #CX) =37 108კ X, Xი =1; 

2X 

X2 +1“ 
  ლ) I(X) = X0 =0; 

მ) წ(X)=X76”X. Xე =-I. 

დაწერეთ V =I(X) ფუნქციის გრა- 

ფიკისადმი გავლებული მხების გა- 

ნტოლება წერტილში, რომლის აბ- 

სცისაა Xი: 

ა) ((+01)=2X2-3X+5, X0=0; 

ბა #(X)=6”, Xი=1: 

7 
გ) I(X)=1CX, X0 =5: 

პრაქტიძშლი სამარჯი შოები: 

დ) I(X)=005X, X- =<. 

153. XI=X”-8X+ 15 პარაბოლის რო- 

მელ წერტილში გავლებული მხე- 
ბი არის 2X+4V=5 წრფის პა- 

რალელური? 

154. V=2X“ პარაბოლის რომელ წე- 

რტილში გაელებული მხები არის 

3X-4VX=7 წრფის პერპენდიკუ- 
ლარული? 

15.5. »=I(X) ფუნქციის გრაფიკისადმი 

რომელ წერტილში გავლებული 
მხებია ჰორიზონტალური? 

ა) ”(X)=X”+3X+2; 

ბ) (60=X+1; 
X 

გ) წ00=X? - 3X72+4, 

15.6. მატერიალური წერტილის მოძ- 

რაობის განტოლებას აქვს სახე 

5=(-+2. განსაზღვრეთ წერ- 

ტილის მოძრაობის სიჩქარე მო- 

მენტებში: (ი=0, L|=1 და L52=2. 

15.7. იპოვეთ შემდეგ ფუქციათა დიფე- 

რენციალები: 

2 

ა) »=X2; 

ბ) X=5”; 

გ) »X=IიX; 

დ) V=5IიX; 
ე) »X=005X; 

ვ) X=18X. 

15.8. გააწარმოეთ რთული ფუნქცია: 

ა) #C)=(3X-1)”; 
ბ) IV(X)=(2X-3)”; 
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15.9. 
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გ) ”I(X)=(2X”+5)“; 
5 

დ) (6) = ს – X2)?; 

7 

ე) /#(X)=(3-X)2; 

ვ) ((X)=(X?+2)“”; 

ზ) წ00=(X2+2X-1)97; 

თ) #(X) =+V3X –2 ; 

ი) I(X)=+VI-2X; 

კ) M(X)=2VX7+1; 

ლ) ?60 = –32/3ჯ? – 1; 

მ) წ00=6””“); 

ნ) #00) = 2# 24, 

ო) I(X)=I0C(X"+4X+7); 

პ) #(CC)=1064(3X”+9X+1); 

ქ) I(X)=1ი§IიX; 

რ) /(X)=5Iი (005X); 

ს) I(X)=6"'; 

ტ) I(X)= 605” (4X+6C”); 

უ) #60) =§5Iი?(2X+1IიX). 

ცნობილია, რომ §5”(ხ მეორე წა- 
რმოებული გამოსახავს 5=5(0) 

კასიხსის შიოძრაყი შატყრიალყ- 

რი წერტილის აჩქარებას. იპო- 

ვეთ აჩქარება, თუ წერტილი 

მოძრაობს შემდეგი კანონით: 

ა) 5=2(C 

ბ) 95=2(7+(6!. 

15.10. იპოვეთ ფუნქციის მეორე რიგის 

წარმოებული: 

ა) XI=3X”-2X +X2?-7X72+15; 

ბ) »=C"; 

გ) 7=5Iი“X. 

15.11. იპოვეთ ფუნქციის მესამე რიგის 

15.12. 

15.13. 

15.14 

წარმოებული: 

ა)V=5 X “8; 

ბ) »=3-2X+X7?+X9; 

გ) X»=X6C'; 

IიX 
დ)V#=-–-. 

X 

»X=X“-2X+1 ფუნქციის რომე- 

ლი რიგის წარმოებულია იგი- 

ვურად ნულის ტოლი? 

იპოვეთ V=Iი(1+X»ჯ) ფუნქციის 

მეხუთე რიგის წარმოებული. 

ვთქვათ, LI(LX), 8(X) და M(X) წარ- 

მოებადი ფუნქციებია. დაამტკი- 

ცეთ, რომ 

(წი ყ00 ი6C2/ = I (X) 8(X) 600 + 

+ 69 C (+) M(X) + ILX) 9(X) ჩ”(X).



=მქცია 7. ჩ 

ფუნქციის მონოტონურობის ფუალედების 
დადგენა. ფერმას თეორმმა. 
კრიტიკული წერტილები 

I6., ფუნქ0იმს მუნ(უტუნშრობიმს შშალშღების დადგქნა 

ბუნებისა და ეკონომიკის მრავალი მოვლენა შეიძლება აღ- 

ვწეროთ ფუნქციების დახმარებით, რომელთა ყოფაქცევის გა- 

მოკვლევა ხშირად ჩვენთეის საინტერესო მოვლენის შესწავ- 

ლას გეიადვილებს. ფუნქციის დინამიკის გამოკვლევაში კი, რო- 

გორც ეს ადრეც აღვნიშნეთ, განსაკუთრებული მნიშენელობა 

წარმოებულის გამოყენებას ენიჭება. კერძოდ, წარმოებულის 

გამოყენებით ადვილად ხერხდება მონოტონურობის შუალე- 

დყიის დადგენა, რაც ფუნქციის გამოკვლევის ერთ-ერთ ძირი- 

თად ამოცანას წარმოადგენს. 

თეორემა 1) თუ VX=I(X) წარმოებადი ფუნქცია ზრდადია (კლებადია) 

I2,ხ) ინტერვალზე, მაშინ ამ ინტერვალიდან აღებული 

ნებისმიერი X-სათვის სრულდება უტოლობა 

”ხე>ი (#Lდლ0<0). 

დამტკიცება. ფუნქციის ზრდადობის განმარტებიდან გამომდინარე, ზრდადი 

ფუნქციისათვის არგუმენტისა და ფუნქციის ნაზრდებს ერთნა- 

ირი ნიშანი აქვთ, ამიტომ 

M(CX + #X) – I(X) >0 

ტ#X 

თუ ამ უტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, როცა /##X-–>0, მი- 

ვიღებთ 

L60 20. 

ანალოგიურად მტკიცდება (' (X) <0 უტოლობა კლებადი ფუნ- 

ქციისათვის. 

სამართლიანია შებრუნებული დებულებაც. 

თეორემა 2. თუ (გ.ხ) ინტერვალზე წარმოებადი ფუნქციისათვის ამ 

ინტერვალის ყოველ Xჯ წერტილში სრულდება უტოლობა 

”ხსა>ი (L”C0)0<0), 
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მაშინ LX) ფუნქცია ზრდადია (კლებადია) |9,ხ| ინტერვალზე. 

ამრიგად, იმისათვის, რომ |2,ხ) ინტერვალზე წარმოე- 

ბადი I(X) ფუნქცია იყოს ზრდადი (კლებადი) ამ ინტერ- 

ვალზე, აუცილებელი და საკმარისია (2,ხ|) ინტერვალის 

ყოველ X წერტილში ადგილი ჰქონდეს უტოლობას 

”Mიე)>ი (L”C0<0). 

ახლა მოვიყვანოთ ფუნქციის მკაცრად მონოტონურობის 

საკმარისი პირობა. 

თეორემა 3. თუ |2,ხ) ინტერვალის ნებისმიერ X წერტილში ადგილი 

მაგალითად, 

  

      

აქვს უტოლობას ”/600>0 (LC0 <0), მაშინ I(X) ფუნქცია 

მკაცრად ზრდადია (მკაცრად კლებადია) |2,ხ|) ინტერვალზე. 

შევნიშნოთ, რომ მოყვანილი უტოლობის შესრულება არაა 

აუცილებელი იმისათვის, რომ ფუნქცია იყოს მკაცრად მონო- 

ტონური. 

ჩ/ცე=»ჯ? ფუნქცია მკაცრად ზრდადია |-თ,+თ| შუალედზე, თუმ- 

ცა L”(0)=0. 
როგორც დავინახეთ, 2663) წარმოებულის ნიშანმუდმივობის 

შუალედები I(X) ფუნქციისათვის მონოტონურობის შუალედებს 

წარმოადგენეს. წარმოებულის გეომეტრიული შინაარსის გათ- 

ვალისწინებით, ადვილად მოეახდენთ მოყვანილი დებულებე- 

ბის გეომეტრიულ არგუმენტაციას. ავიღოთ VX=ICX) ფუნქცია, 

რომლის შესაბამისი გრაფიკია ნახ. 16.1-ბე გამოსახული #8 

მრუდი. 

ამ წირზე #C რკალი, რომელიც 

ქვემოთ ეშვება, გამოსახავს ფუნქ- 

ციის კლებადობას (მ,Cლ) შუალედზე, 

ხოლო C8 რკალი, რომელიც ზემოთ 

მიემართება, გამოსახავს ფუნქციის 

8 ზრდადობას (C,ხ) შუალედზე. ნახ. 

16.1-დან აშკარად ჩანს, რომ თუ 

X) C I8,C), მაშინ გრაფიკის შესაბამის 

X, წერტილში გავლებული მხები შე- 

ადგენს ბლაგვ კუთსეს CX ღერძთან 

და ამიტომ (9 თ, = I” (X,) <0. ხოლო 

  

თ
ს
.
.
.
 

ა
ა
ა
ლ
ა
-
–
-
-
-
 

0 8X 6 ჯ M თუ X26 IC,ხ), მაშინ შესაბამის X2 

' ” წერტილში გავლებული მხები 0X 

ნახ. I6.I ღერძთან შეადგენს მახვილ კუთხეს 

2/8 

და ამიტომ IC თ2= L/CX) >0.



IV./ Vთნქ0ძ9ხძს მ(7ნ(7ტ(/ნფრიბის შუალმდებითს დადმმნა 

1 
მაგალითი. ვიპოვოთ I(X)=X+“- ფუნქციის ზრდადობის და კლებადობის 

X 

  

შუალედები. 
გამოვთვალოთ I (X) ფუნქციის წარმოებული 

2 
/6)=|--4-=5- >), 

X ჯ” 

როგორც ვხედავთ, წ(X) განსაზღვრულია ყველგან, გარდა 

X=0 წერტილისა. IX) ფუნქცია ზრდადია, თუ ”(X)>0. ეს უტოლო- 

ბა ტოლფასია X”>I უტ'ილიბისა, საიდახაც მივიღებთ: | XLI > I. 

მაშასადამე, ფუნქცია ზრდადია |-თ,-I1 და (1,=( შუალედებზე. 

L(X) ფუნქცია კლებადია, თუ M/090 <0. მაშასადამე, ფუნქცია კლე- 

ბადია (-1,0| და 10,1)1 შუალედებზე (და არა (L-I,1) შუალედზე". 

როდესაც ჩვენ უწყვეტ ფუნქციათა თვისებებს ვსწავლობ- 
დით, აღვნიშნეთ, რომ §გ,ხ) სეგმენტზე უწყვეტი ფუნქცია მიი- 

ღებს როგორც უმცირეს, ასევე უდიდეს მნიშვნელობას. გარდა 

ამისა, იგი მიიღებს ამ უმცირეს ღა უდიდეს მნიშვნელობებს 

შორის მოთაესებულ ყველა რიცხვით მნიშენელობას. ფუნქციის 

გამოკვლევისას, უდიდეს და უმცირეს მნიშვნელობებთან ერ- 

თად არსებითია ფუნქციის ეგრეთ წოდებული ლოკალური მინი- 

მუმისა და ლოკალური მაქსიმუმის წერტილების მოძებნა. 

I(X) ფუნქციის განსაზღვრის არის Xი წერტილს ეწო- 

დება ლოკალური მაქსიმუმის (ლოკალური მინიმუმის) 

წერტილი, თუ არსებობს Xი წერტილის ისეთი მიდამო 

1X0- 9, X0+ 8, რომ X-ის ნებისმიერი მნიშვნელობისათვის 

ამ მიდამოდან ადგილი აქვს უტოლობას 

(00< 00) (წ60> LCჯი). 

I(Xია-ს ეწოდება ფუნქციის ლოკალური მაქსიმუმი (მინი- 

მუმი). შესაბამისი აღნიშვნებია: 

Iილლი2X ((X)=”(Xიხია და 100CMი!I I(X)=I (Xი). 

წერტილებს, სადაც მიიღწევა ლოკალური მინიმუმი ან 

ლოკალური მაქსიმუმი, ეწოდება ლოკალური ექსტრემუმის 

წერტილები, ხოლო თვით ფუნქციის მნიშვნელობებს ამ წე- 

რტილებში ეწოდება ფუნქციის ლოკალური ექსტრემუმები. 

(გ,ხ) სეგმენტზე განსაზღვრულ I(X) ფუნქციას შეიძლება ჰქო- 

ჩდეLს რამდენიმე ლოკალური მაქსიმუმი და ლოკალური მინიმუმი. 

  

' შევნიშნოთ, რომ მითითებულ მშუალედებზე ფუნქცია მკაცრად მონოტონურია. 
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ამასთან, ზოგიერთი ლოკალური მაქსიმუმი შეიძლება ზოგიერთ 

ლოკალურ მინიმუმზე ნაკლებიც კი იყოს. ამიტომ უნდა გავარჩიოთ 
ერთმანეთისაგან ფუნქციის ლოკალური მაქსიმუმი და ლოკალური 

მინიმუმი ფუნქციის უდიდესი და უმცირესი მნიშენელობებისაგან. 

მაგალითად, ნახ. 162-ზე გამოსახულია ისეთი ფუნქციის გრაფიკი, რომელიც 

      

(გ.ხ) სეგმეჩტზე უდიდეს მნი- 

შენელობას აღწევს X, წერ- 

  

   

    
  

V 
ტილში, უმცირეს მნიშვნელო- 

ასაბსასსეაია-ი' ბას კი – ხ წერტილში. გარ- 

: : _ : და ამისა, X), Xკ და Xე ლოკა- 

' ' ' : , ' ლური მაქსიმუმის, ხოლო X 

' : : : ' ' ' და X კი ლოკალური მინი- 

0 3 = 1 1, = +: ხ X” მუმის წერტილებია. ამასთან 

შევნიშნოთ, რომ ლოკალური 

ნას. I62 მინიმუმი წ(Xე) მეტია I(X+) 

ლოკალურ მაქსიმუმზე. 

/ნ6.2, შპძრმას თპშრშმა 

ლიკალურს ექსტრემუმის წერტილის ,,გავლისას" ფუნქცია 

იცელის მონოტონურობის სახეს. ნახ. 162-დან ნათლად ჩანს, რომ 

ლოკალური მაქსიმუმის წერტილის მიდამოში ფუნქცია ჯერ 

ზრდადია, შემდეგ კი კლებადი, ხოლო ლოკალური მინიმუმის 

წერტილის მიდამოში ფუნქცია ჯერ კლებადია და შემდეგ კი – 

ზრდადი. ამიტომ ლოკალური მაქსიმუმის წერტილის მიდამოში 

ფუნქციის წარმოებული ჯერ დადებითია, ხოლო შემდეგ კი უარ- 

ყოფითი. ლოკალური მინიმუმის წერტილის მიდამოში პირიქით, 

წარმოებული ჯერ უარყოფითია და შემდეგ კი დადებითი. მაშა- 

სადამე, თვით ლოკალური ექსტრემუმის წერტილებში წარმოე- 

ბული (თუკი იგი არსებობს) ნულის 

ტოლი უნდა იყოს. გლუვი ფუნქციის 
V 6) =0 (წარმოებადი ფუნეცია) შემთხვევაში, 

, ამ მოსაზრების ჭეშმარიტება გეომეტ- 

(/(ე>0 : I 00ე<0 რიული სურათიდანაც ნათელია. 

' L”(X)>0 ნახ. 16.3-დან ჩანს, თუ როგორ 

, იცვლება მხების დახრილობა და 

' იი. მაშასადამე, წარმოებულის ნიშანი 
1 L 0) =0 ექსტრემუმის წერტილის „,გავლი- 

0| X0 X სას“. თვით ექსტრემუმის წერტილ- 

ნახ. I63 თა შესაბამისი მხებები აბსცისათა



თეორემა 4. 

Iხ.ყჰ. პრძტყძული წერტილები 

ღერძის პარალელურია და მაშასადამე, ამ წერტილებში წარ- 

მოებული ნულის ტოლია. 
ამრხგად, სამართლიანია შემდეგი 

თუ X წერტილში წარმოებად I(X) ფუნქციას ამავე წერ- 

ტილში აქვს ექსტრემუმი, მაშინ L”(X) =0. 
ეს დებულება ფერმას თეორემის სახელწოდებითაა ცნო- 

ბილი და მას უდიდესი მნიშვნელობა აქვს ფუნქციის ექსტრე- 

მუმის წერტილების მოძებნისას. 

/ნ.ჰჟ. პძრიტიძშუშლი წმრტილიმბი 

მაგალითად, 

შეენიშნოთ, რომ ფუნქციას ექსტრემუმი შეიძლება გააჩნდეს 

იმ წერტილშიც, სადაც წარმოებული არ არსებობს. 

LI(X)=IXI უწყვეტ ფუნქციას X=0 წერტილში წარმოებული არა 

აქეს, მაგრამ ამ წერტილში მას აქეს მინიმუმი. 
უნდა აღინიშნოს, რომ წერტილში ფუნქციის წარმოებულის 

ნულთაჩ ტოლობა ან არარსებობა წარმოადგენს ექსტრემუმის 

არსებობის მსოლოდ აუცილებელ, მაგრამ არა საკმარის პი- 

რობას, ე.ი. იქიდან, რომ ფუნქციის წარმოებული რაიმე წერ- 

ტილში ნულია ან არ არსებობს, არ გამომდინარეობს, რომ ეს 

წერტილი ექსტრემუმის წერტილია. 

მაგალითად, ნახ. 16.4-ზე გამოსახული X-» ფუნქციისათვის წარმოებული 

  
  

. I6.4 

»””=3X? ნულის ტოლია X=0 წერტილში, მაგრამ ამ 
წერტილში ფუნქციას ექსტრემუმი არ გააჩნია. ნახ. 

16.5-ზე გამოსახულ ფუნქციას X=0 წერტილში აქეს 

„წვეტი, წარმოებული არ არსებობს და ფუნქციას 

არც აქ გააჩნია ექსტრემუმი. 

ყოველივე ზემოთქმულიდან გამომდინარე, ფუნქ- 

ციას ექსტრემუმი შეიძლება ჰქონდეს მხოლოდ ისეთ 

წერტილებში, რომლებშიც წარმოებული არ არსე- 

ბობს ან ნულის ტოლია. 

წერტილებს, რომლებშიც IX) ფუნქცია უწყვე- 
ტია ღა წარმოებული ნულის ტოლია ან არ არ- 

სებობს, კრიტიკული წერტილები ეწოდება. 

როგორც უკვე შეენიშნეთ, კრიტიკული წერტილი 
ყოველთვის არ წარმოადგენს ექსტრემუმის წერტილს, 

მაგრამ თუ ფუნქცია ექსტრემუმს აღწევს რაიმე წერ- 

X ტილში, მაშინ იგი აუცილებლად კრიტიკული წერტი- 

ლი იქნება. 

იმ კრიტიკულ წერტილებს, რომლებშიც V70)=0, 

სტაციონარული წერტილები ეწოდება. 
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ჯაშალიმბა 

შეამოწმეთ თეორიული მასალის ცოდნა შემდეგი კითხვების საშუალებით: 
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I. ჩამოაყალიბეთ წარმოებადღი ფუნქციის ზრდადობის (კლე- 

ბადობის) აუცილებელი და საკმარისი პირობა. 

ჩამოაყალიბეთ წარმოებადი ფუნქციის მკაცრად მონოტო- 

ნურობის საკმარისი პირობა. 

რას ეწოდება ლოკალური ექსტრემუმის წერტილები? ექსტ- 
რემუმები? 

შეიძლება თუ არა, რომ ლოკალური მინიმუმი აღემატებოდეს 

ლოკალურ მაქსიმუმს? მოიყვანეთ სათანადო მაგალითი. 

ჩამოაყალიბეთ ფერმას თეორემა. 

ვთქვათ, ('(X0) =0. ექნება თუ არა წ(X) ფუნქციას ექსტრემუმი 

X=Xი წერტილში? პასუხი დაასაბუთეთ. 

მოიყვანეთ ისეთი ფუნქციის მაგალითი, რომელსაც რაიმე 

წერტილში აქეს ექსტრემუმი, მაგრამ არ გააჩნია წარმოებული 

იმავე წერტილში. 

მოიყვანეთ ისეთი ფუნქციის მაგალითი, რომელსაც არა აქვს 

წარმოებული რაიმე წერტილში და არც ექსტრემუმი გააჩნია 

იმავე წერტილში. 

რას ეწოდება სტაციონალური წერტილი? კრიტიკული წერ- 

ტილი? 

შესაძლებელია თუ არა, რომ რაიმე Xი წერტილი ეკუთვნოდეს 

I((X) ფუნქციის როგორც მკაცრად ზრდადობის, ისე მკაცრად 

კლებადობის შუალედს? პასუხი დაასაბუთეთ.



ლძქქძია /ნ. V ფხიძ0IIVს მ(76(7ტ//ნფრI)ბის შთწალმშდების დადგპნა. ყპრმას თმ(ჟრძმა... 

16.1. იპოვეთ I(X) ფუნქციის სტაციონ- 

16.2. 

არული წერტილები, თუ: 

ა) (((1=X2+2X-1; 

ბ) წ(X)= -2X2+3X27-1; 

გ) ”I(X)= X”-80X; 

დ) I(X)=X“+108X; 

ე) წ(X)= X”CX-2)"; 
ვ) ”(X)=XIიX; 

ზ) ”(X)=X6”; 

თ) I(X)= XC”; 

ი) I(X=2X3-3X7; 

წ)) I(Xა)= X“-8X72+12: 

ლ) ”(X)=2X?-6X +18X+7; 

მა (00=5+=; 

ნ) (60 =3X+12; 
X 

ო) #წ(X)= X26“»: 

პ) წ(X)=36"-“, 

დაამტკიცეთ, რომ დ(X) ფუნქციას 

არ გააჩნია სტაციონარული წე- 

რტილი: 

ა) დ(X)=3X-1: 

ა|)დ(X2)- -2»917;, 

გ) დ(X)=26C“; 

დ) დ(X)=3IიX+1; 

ე) ი(X)=2X+51იX; 

ვ) დ(X)= LV X; 
მ) დ(X)=21თX-X: 

თ) დ(X)= 5X-005X. 

164. 

პრაქტმძული სამარXიშოპბი: 

16.3. იპოვეთ 1L პარამეტრის ყველა ის 

მნიშენელობა, რომელთათვისაც 

ხ(X) ფუნქციას არ გააჩნია სტა- 

ციონარული წერტილი: 

ა) იხ(X)=(X1-3X7?+3X-1; 

ბ) ხ(X)=X?+(X?-2X-2; 

გ) სC)=1X1-2X-+ხ +9; 

დ) ჩ(X)=2X2?+X7-2(X-1; 

ე) 9M(X)=1X+351ი X; 

ვ) ი(X)=X+(5Iი X; 

ზ) ი(X)=(6“'“1%. 

თ) 9M(X)=6” +(X. 

დაადგინეთ, არის თუ არა % 

კრიტიკული წერტილი: 

2X როცა X<90, 
ა) 9(X) = 

3X, როცა X>0, 

Xი =0; 

0 როცა X<90, 

X“, როცა X>0, 

როცა X<0, 

–-X“, როცა X90, 

> X? +2X – 7,როცა X<I, 

4X –8, როცა X2L 

X0= 1; 

X? – 2X? +I, როცა X<2, 
ე) ხნა) 

X0= 2; 

X-7, როცა X>2, 
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ლექძიწა /ნ. ყუნქციის შ!760(/რI/ნ ფრ(ების შუალმდუბის ღადღგძნა, ყმერიას თ2მ(/(”რძპჰა... 

გე როცა X<I, 
ვ) 8(X) = ს 

ბ», როცა XC=>I, 

X0- I; 

ზ) ) X როცა X<90, 
X) = 

რ §0X. როცა X>0. 

X0-= 0; 

2 
რ <I, თ) ((X) = X., ოცა X 

I როცა X>I, 

Xი= 1; 

I?» +313, როცა X>2, 
ი) ჩ(X1= 

(4X –I, როცა X< 2, 

X0 =2. 

16.5. დაადგინეთ, შეიძლება თუ არა 

შეირჩეს გ პარამეტრის მნიშვნე- 

ლობა ისეთნაირად, რომ Xი არ 

იყოს ფუნქციის კრიტიკული წერ- 
ტალ 

მX+2, როცა X<IL 
ა) ითი-! 

მX” +2X, როცა X>1, 

Xი= 1; 
ბ) «ნა-X როცა X<2, 

12X+2გ, როცა X>2, 

X0= 2: 

X2 –X+3, როცა X<2, 

მX –1, 
გ ა 

როცა X>2, 

Xე - 2; 
3X +832, როცა X <1, 

3 
2 -– 1X+I. 

დ) თი-) როცა X>I 

Xი= I; 

ე) %(X) - 
2X, როცა X<0, 

გX,„ როცა X>0, 

X-0=0; 
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მX, როცა X<0, 
ვ) MX)=14 ს 

ყიX, როცა X>0, 

Xი = 0; 
მX+I, რ <0, ზ) ჩ(X)= ოცა X 

ლ05X როცა X>0, 

X0 = 0; 

მX როცა X<0, 
თ) C(X) = ს 

(%ნX, როცა XC=>0, 

16.6. 

16.7. 

Xი = 0. 

შეამოწმეთ. ზრდადია თუ არა 

წI(X) ფუნქცია თავის განსაზღვ- 
რის არეზე: 

ა) ((X)=2X?+X; 

ბ) წ(X)= 2X+368”; 

გ) I(X) =2+VX+1; 

დ) I(X)= 2005X-5X; 

ე) I(X–)=IიX; 

ე) წ(X)=X6”. 

იპოვეთ ფუნქციის მკაცრად ზრდა- 

დობისა და მკაცრად კლებადო- 

ბის შუალედები: 

ა) #(-0C»ჯ?-3X72+9X+14; 

ბ) ”(X.=X“-2X272-5; 

გ) წ(X)=X?-6X?+15X-2; 

დ) ”I(X)=2-3X-6X?-4X?; 

ე) I(X)=X-6'; 

ვ) #(0201=X” 6“; 
X 

ზ) IX) ==-;



16.8. 

16.9. 

თ) ((X) =26"'-%, 

ი) წ(X)= 2X+5)ი X. 

მოძებნეთ გ პარამეტრის ყველა 

ის მნიშენელობა, რომელთათვი- 

საც IV(X) ფუნქცია იქნება მკაც- 

რად მონოტონური |-თ,=( შუა- 

ლედზე: 

ა) წ(X)=0X?-2X72+2X+I1: 

ბ) (60 = 3X1=9X7+X-7; 

გ) (C0=2X2?2-3X7+28X+10; 

დ) (00= 8X3-3X7?+28. 

17 
იპოვეთ I(X) = _1ჯ9+ -_X1+7 

ა» 

ფუნქციის ზრდაღობის შუალედის 

სიგრძე. 

პრაძტყძთ»ი საჭარXიშ(/პბი 

16.10, იპოეეთ 

(იი =31+1X2-2-2 

ფუნქციის კლებადობის შუალე- 

დის სიგრძე. 

16.11. იპოვეთ უდიდესი მთელი რიცხვი 

(სე=-2 +1,75X? –11IX+1 

ფუნქციის კლებადობის შუალედი- 

დან. 

16.12. იპოვეთ უმცირესი მთელი რიცხვი 

(6) = -ამ- 2,25X” +15 

ფუნქციის ზრდადობის შუალედი- 
დან. 
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ჩ. ჰიი/უსშშბმ «ა ამოძანშბი ზამმუორპბმსაიშის (ლძჰქძიპბი I3-I/6) 

ხ.1. იპოვეთ შემდეგ ფუნქციათა წყ- 

ვეტის წერტილები: 
იესეს IXI+1... 

ა) სასვოფლს 

ბ) ((X)=   
§5I0 2X 

1 
ჩ9, (X)=---- 1! 

5X-I 

· I 
დ) I(X)– . · -; 

10“ X –I 

2X+I 
IX)ა2----  –; ე (ლ X+II 

2 
X“ +10 

ვ) I(CX) = 
X(X+1)(X2 – 2) · 

ნ.2. IX) ფუსქცია არ არის გახსსაზ- 

ღვრული მითითებულ Xი წერ- 

ტილში. განსაზღვრეთ ამ წერ- 

ტილში ფუნქცია ისე, რომ იგი 

იყოს უწყვეტი: 

  

  

3 

ა) LX)=>-+1, ჯ=-), 
X+I! 

ბ) (სე= X5X-X  =§. 
X–-5 

ხ.3. აჩვენეთ, რომ I(X) = X-5I6იX ფუ- 

ნქცია უწყვეტია თავის განსაზღ- 

ვრის არეზე. 

მ... ეთქვათ, ნ(X) არის უდიდესი 

მთელი რიცხვი, რომელიც X-ს არ 

აღემატება. გამოიკვლიეთ LX) 

ფუნქციის უწყვეტობა და ააგეთ 
გრაფიკი. 
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0.5. V= VX ფუნქციისათვის იპოვეთ 

/ტV, თუ: 

ა) X=0. #X =0,00|; 

ბ) X=8, #ტX =-9. 

ტს” ხ.ნ6. იპოვეთ #» ნაზრდი და –- 
#ტX 

ფარდობა შემდეგი ფუნქციებისა- 

თვის: 

ა) »=4+X, როცა X=0 და 

ტX = 0,001; 

ბ) X=I18X, როცა X= 100 და 

#სX = -90. 

0.7. იპოვეთ == ჰიპერბოლის მკვე- 
X 

თის დასრილობა, თუ გადაკეე- 

თის წერტილების ორდინატებია 

1 1 
V =- და Vე =–. Iლვ 9 2-4 

ხ.8. იპოვეთ »X=2X– ჯ? პარაბოლის 

მკეეთის დახრილობა, თუ გადა- 

კეეთის წერტილთა აბსცისებია 

X,= 1 და X2=2. 

0.9. იპოვეთ »X=X” წირის (-I,-1) და 

(1,1) წერტილებში გავლებული 
მხებების დახრილობები. 

0.10. იპოეეთ »=+ წირის მხების 
X 

დახრილობა, თუ:



0.11. 

0.12. 

0.13. 

0.14. 

სხ. ჰთხაემბი «ა ამ(/ცანშბი ზამმ(/რმებძსხათახიძის (ლპქძციპბ/“ IVX-Iწ) 

წერტილის მოძრაობის განტო- 

ლება 0» ღერძის გასწვრივ 

არის X=2(-(), ხჰპოყეი, მოძრაო- 

ბის სიჩქარე L=0 და L= I მომენ- 

ტებისათვის. 

გააწარმოეთ ფუნქციები: 

ა) X=X +I ; 
ჯ2 5X”” 

3 4 
იმ.“ ყ< XM/> ' 

3 
გ) §(X)=--+)იX; 

დ) IXე)=C>-+I02; 
X 

ე) X=51ი6X; 

ვ) X=00§' X; 

გზ) /=5Iი(1იX); 

თ) »=6“” -5|)იX. 

იპოვეთ I”(Xე), თუ: 

- |I 
ა) I(X)- X ––>-, X= 1; 

) 2X7 

ბ) (00=5-- X0=0; 

გ) (60 =X0++XVX), Xი=4; 

1–X 
წ ლ--, X =3. დ) I(CX) 11. %9 

იპოვეთ შემდეგ ფუნქციათა დი- 

ფერენციალები: 

ა) VI=XIიX–-X; 

ბ) 7=516%+1%; 

0.15. 

0.16. 

0.17. 

0.18. 

0.19. 

  

გა #=6" 9, 

ტ» 

დ) »X=Iი · 
1I+6” 

იპოვეთ ფუნქციის ნაზრდი და 

დიფერენციალი, თუ V= 3X2 – X, 

X=1 და #X=0,1. 

განსაზღვრეთ შემდეგ ფუნქცია- 
თა ზრდადობისა ღა კლებადო- 

ბის შუალედები: 

ა) 7წ»=10X; 

ბ) V=X+§5IიX; 

გ) V =XIიX; 

დ) X=(X-–3)VX. 

დაამტკიცეთ, რომ ნებისმიერი 

ნატურალური ი-სთვის სამარ- 
თლიანია ტოლობა 

(X9%)/=იX"“), 

დაამტკიცეთ ფუნქციათა ნამრავ- 

ლისა და ფარდობის გაწარმოე- 

ბის ფორმულები. 

დაამტკიცეთ, რომ როცა X>90, 

ჭეშმარიტია უტოლობა 

6” >1+X, 
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ლმქმია / / 

ექსტრემუმის არსებობის საპმარისი პირობები. 
ფუნქციის ბზრაფიპის ამოყჭსნექილობა, 
ჩასნექილობა და გადაღუნვის წერტილები 

17.,, მძქსტრშმ შშის არსშბობიმს საძმარმსი პმროპბშბი 

ლოკალური ექსტრემუმის არსებობის აუცილებელი პირო- 

ბის თანახმად, ფუნქციის ლოკალური ექსტრემუმის წერტილები 

ამ ფუნქციის კრიტიკულ წერტილებს შორის უნდა ვეძებოთ. 

ბუნებრივად ისმის კითხვა: როგორ დავადგინოთ, წარმოად- 

გენს თუ არა ესა თუ ის კრიტიკული წერტილი ფუნქციის ლო- 

კალური ექსტრემუმის წერტილს, ანუ რაში მდგომარეობს ლო- 

„კალური ექსტრემუმის არსებობის საკმარისი პირობა? 

ფუნქციის მონოტონურობის საკმარისი პირობის გათვალის- 

წინებით მარტივად დავასკვნით, რომ სამართლიანია 

თეორემა 1 თუ I(X) ფუნქცია უწყვეტია Xი წერტილში და ამ წერტი- 

ლის რაიმე მიდამოში 

((0ე)>0, როცა X<Xე დ 

I (0 <0, როცა X>Xკ)|. 

    
მაშინ ფუნქციას Xი წერტილში აქვს მაქსიმუმი, 

(/(X) <0 ხოლო თუ 

I (XI)<0, როცა X< Xე 
, 2: .“( 

LICე>0, როცა X> Xე 
ნას. I7./ 

მაშინ ფუნქციას Xი წერტილში აქვს მინიმუმი. 

დამტკიცება. ვთქვათ, Xი წერტილის რაიმე 1X0-9,X0+ | მიდამოში შესრუ- 

V ლებულია (1) პირობა. რადგან IX0-0,X0| ინტერვალ- 

ში I(X)>0 და ICX) ფუნქცია უწყვეტია Xი წერტილ- 
ში, ამიტომ იგი მკაცრად ზრდადია 1IX0-0,X0) შუა- 

ლედზე. ე.ი. ნებისმიერი XC 1X0-0,X0| წერტილისათ- 

ვის მართებულია უტოლობა წ(X) < წ(X-ა). ანალოგი- 

ნახ. I72 ურად შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ ეს უტოლობა მართე- 

(7(Xი) არ 
არსრიობ    

    
(/(0001>0    
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I (%.) არ,   დღ! 

   

     

  

    ( 

0 X0 

, 

    

    
II00>0 

არმი). 

Xი X 

ნახ. I7.4 

#I/I(I1>0 

  

ნას. I7.2 

    
  
არ არსებობ! 

  
(ცე <0 

ი " V   
ნახ. 17.7 

(/ (Xი) არ არსებ“იბს 

ნახ. 17-8 

/7., მქსტრმმშშის არსშბობძთს საპმარძსი პძრ(?ბა 

ბულია აგრეთვე ნებისმიერი XC 1X0,X0ი+0(| წერ- 

ტილისათვის. 

ამრიგად, X0-საგან განსხვავებული ყოველი X 

წერტილისათვის | X0-06,X0+0( მიდამოდან მართე- 

ბულია უტოლობა IMI(X)<I(Xი), ე.ი. Xა არის IX) 
ფუნქციის ლოკალური მაქსიმუმის წერტილი. 

ანალოგიურად მტკიცდება, რომ, თუ X0 წერ- 

ტილის რაიმე მიდამოში შესრულებულია (2) პი- 

რობა, მაშინ I(X) ფუნქციას X0 წერტილში აქეს 

ლოკალური მინიმ-ემი. 

სშირად სარგებლობენ ჩამოყალიბებული დე- 

ბულების შემდეგი ფორმულირებით: 

თუ წერტილში ფუნქცია უწყვეტია და ამ 
წერტილზე მარცხნიდან მარჯვნივ გადასვლის 

დროს წარმოებული ნიშანს იცვლის „+“-დან 

„- -ზე, მაშინ XX ლოკალური მაქსიმუმის 

წერტილია, ხოლო, თუ წარმოებული ნიშანს 

იცვლის ,,–“-დან ,,+“-ზე, მაშინ XX ლოკალური 

მინიმუმის წერტილია. 

ნახ. 17.1-ზე და ნახ. 172-ზე გამოსახულია ლო- 

კალური მაქსიმუმის შემთხვევა. 

ნახ, 17.3-ზე და ნახ.17.4-ზე გამოსახულია ლო- 

კალური მინიმუმის შემთხვევა. 

ამრიგად. შემოთ დასმულ კითხვას პასუხი ასე 

შეიძლება გაეცეს: კრიტიკული წერტილი ფუნ- 
ქციის ლოკალური ექსტრემუმის წერტილს წა- 

რმოადგენს, თუ ამ წერტილზე მარცხნიდან 

მარჯვნივ გადასვლისას ფუნქციის წარმოე- 

ბული იცვლის ნიშანს. ამაში მდგომარეობს 

ფუნქციის ლოკალური ექსტრემუმის არსე- 

ბობის საკმარისი პირობა. 

შევნიშნოთ რომ, თუ კრიტიკული წერტილის 

გავლისას ფუნქციის წარმოებული ნიშანს არ იც- 

ელის, მაშინ ეს წერტილი არ წარმოადგენს ლო- 

კალური ექსტრემუმის წერტილს. ნახ. 17-5-17.8-ზე 

გამოსახულია ამ სიტუაციის სათანადო გეომეტ- 

რიული სურათები. 

ნახ. 175 და ნახ. I76-ზე ფუნქციის წარმოებული 

დადებითია Xა წერტილის მარცხნივაც და მარჯევნი- 

ვაც. XX არ არის ლოკალური ექსტრემუმის წერტილი. 
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ნას. 17.7 და ნას. 17.8-ზე ფუნქციის წარმოებული უარყოფითია 

Xი წერტილის მარცხნივაც და მარჯენივაც. XX არ არის ლო- 
კალური ექსტრემუმის წერტილი. 

ვიპოვოთ IM(X) =(X =15 ფუნქციის ექსტრემალური მნიშვნე- 

ლობები. 

მოვძებნოთ მოცემული ფუნქციის წარმოებული და გავუ- 

ტილოს იგი სულს 

=0.   

5X-2 

1 
(00 = (9) 31/> 

2 
აქედან გვაქვს, რომ X, =<. გარდა ამისა, XX=0 წერტილში 

არ არსებობს წარმოებული. მაშასადამე, მოცემულ ფუნქციას 

2 
აქვს ორი კრიტიკული წერტილი: XL, =< და X2=0. შევნიშნოთ 

2 
რომ, როცა X ნაკლებია <= ზე, მაშინ L”(X)<0, ხოლო, როცა X 

2 
მეტია <-ზე, მაშინ ”00>0. ამრიგად, X, =< არის მოცემული 

ფუნქციის ლოკალური მინიმუმის წერტილი და 

(ინთIი/00 =-> I> · 

X2=0 კრიტიკული წერტილის მარცხნივ #/(X)>0, ხოლო, თუ 

X მეტია ნულზე და ნაკლებია <-ზე, მაშინ L”(X) <0. როგორც 

ყსელაყი, ჯ. 0 არსს მოცემული ფუნქციის ლოკალური მაქსი- 

მუმის წერტილი და I)0Cო2მX წ(X)=0. 
ფუნქციის ექსტრემუმის მოძებნის ამოცანა შეიძლება გადავ- 

წყვიტოთ მეორე რიგის წარმოებულის გამოყენებითაც. მტკიც- 

დება შემდეგი დებულების სამართლიანობა. 

ვთქვათ, Xი არის I”(X) ფუნქციის სტაციონარული წერ- 

ტილი და I/(Xი)<0 ( IL/(Xთ>0), მაშინ Xი წერტილში L(X) 

ფუნქციას აქვს მაქსიმუმი (მინიმუმი). 

ვიპოვოთ (C0=1» -3X2+5X-I ფუნქციის ექსტრემალური 

მნიშვნელობანი.



17.I, მშსტრმყმძს არსმბიბძს საჰმარძსი პირობა 

მოვძებნოთ მოცემული ფუნქციის წარმოებული და გავუტო- 

ლოთ იგი ნულს 

წ(X)=X”-6X+5=0, 

აქედან მივიღებთ ფუნქციის სტაციონარულ წერტილებს: 

XI) =1, XX2=5. ახლა გამოვთვალოთ მოცემული ფუნქციის მეორე 

რიგის წარმოებული 

(7(C)=2X-6. 

გამოვგარკვიო“" უკანასკნელის ნიშანი X,=1 წერტილში 

(”(1)=2-1-6<0. 

ეს იმას ნიშნავს, რომ XI=1 არის ფუნქციის ლოკალური მაქსი- 

მუმის წერტილი და ამასთან 

IინომX”60 =+.I) 3.12 +5-1-1=4. 

ახლა შევამოწმოთ ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებულის 

ნიშანი X2=5 წერტილში, გვაქვს 

(M”(5)=2-5-6>0. 

ეს იმას ნიშნავს, რომ X2=5 არის მოცემული ფუნქციის ლოკა- 

ლური მინიმუმის წერტილი და ამასთან, 

IინთIი #60 =+-5) –3.5? +5.5-1=-9+. 

ამრიგად, ჩვენ გავეცანით ფუნქციის ექსტრემუმის მოძებნის 

ორ წესს. პირველი მათგანი ფუნქციის პირველი რიგის წარმო- 

ებულს, სოლო მეორე ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებულსაც 

იყესებს. მათ შესაბამისად, პირველი რიგის წარმოებულის 

და მეორე რიგის წარმოებულის წესს უწოდებენ. თუ გამო- 

საკვლევი ფუნქცია ისეთია, რომ თითოეული ამ წესით სარგებ- 

ლობა შესაძლებელია, მაშინ ჩვენს არჩევანზეა დამოკიდე- 

ბული, თუ რომელი წესით ვისარგებლებთ. მაგრამ, თუკი ფუნქ- 

ციას მეორე რიგის წარმოებული არ გააჩნია, ანდა (/(X0)=0, 

მაშინ ექსტრემუმის საკითხის გამოკელევა პირეელი რიგის 

წარმოებულის წესით უნდა ჩავატაროთ. 
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232   
ნახ, 17.10 

მრავალ პრაქტიკულ ამოცანაში აუცილებელი ხდება გავარ- 

კეიოთ ფუნქციის ცვალებადობის ტემპი, ე.ი. ფუნქცია იზრდება 

სულ უფრო სწრაფად თუ სულ უფრო ნელა, ან ფუნქცია იკლებს 
სულ უფრო სწრაფად თუ სულ უფრო ნელა. ნათქვამის საილუს- 

ტრაციოდ მივმართოთ გეომეტრიულ წარმოდგენას. განვიხი- 

ლოთ ორი კონკრეტული ფუნქცია X»= ”I(X) და »X= ფ(X), რო- 

მელთა გრაფიკები გამოსახულია ნახ. 17.9-ზე და ნახ. 17.10-ზე. 

ორივე ფუნქცია განსაზღვრულია (მ,ხ) შუალედზე, ორიეე 

ფუნქცია ზრდადია ამ შუალედზე, ორივე ფუნქცია იღებს C და ძ 

რიცხვებს შორის მოთავსებულ ყველა მნიშვნელობას, მაგრამ 

მათი გრაფიკები მაინც თვისობრივად განსხვავებულ წირებს 

წარმოადგენეჩ: წ(X) ფუჩქციის შემოხეევაში. დამოუკიდებელი 

X ცვლადის ერთი და იგიეე #X ნაზრდის შესაბამისი #4( ნაზრდი 

მატულობს X-ის ზრდასთან ერთად, ხოლო §(X) ფუნქციის შემ- 

თხვევაში პირიქით, X ცვლადის ერთი და იგივე #X ნაზრდის 

შესაბამისი ტ8 ნაბრდი კლებულობს X-ის ზრდასთან ერთად. 

პირველ შემთხვევაში ფუნქცია იზრდება სულ უფრო სწრაფად 

და გრაფიკი ,ჩამხექილია ქვემოთ“, ხოლო მეორე შემთხვევაში 

ფუნქცია იზრდება სულ უფრო წელა და შესაბამისად, 

9(X) ფუნქციის გრაფიკი „ამომნექილია შემოთ“ 

ფუნქციათა გრაფიკების მსგავსი ყოფაქცევა შეიძ- 

ლება დადგინდეს წარმოებულების გამოყენებით. 
წინასწარ შემოვიღოთ რამდენიმე განმარტება. 

ვიტყვით, რომ I(X) ფუნქციის გრაფიკი ჩაზნ- 

ექილია # (X0, I(X0)) წერტილში (I(CX) ფუნქცია 
ჩაზნექილია X0ი წერტილში), თუ არსებობს X0-ის 

ისეთი მიდამო, რომ ამ მიდამოში ფუნქციის 

გრაფიკი მოთავსებულია # წერტილში გავლე- 

ბული მხების ზემოთ (ნახ. 17.9). 

ვიტყვით, რომ ყწ(X) ფუნქციის გრაფიკი ამოზ- 

ნექილია )I58(Xი, (Xი)) წერტილში (=(X) ფუნ- 
ქცია ამოზნექილია Xი წერტილში), თუ არსებობს 

X-ის ისეთი მიდამო, რომ ამ მიდამოში ფუნ- 

ქციის გრაფიკი მოთავსებულია 8 წერტილში 

გავლებული მხების ქვემოთ (ნახ. 17.10). 

თუ ფუნქციის გრაფიკი ჩაზნექილია (ამოზ- 

ნექილია) რომელიმე შუალედის ყოველ წერ- 

ხ
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თეორემა 3. 

V 

  

ტილში, მაშინ ამბობენ, რომ იგი ჩაზნექილია (ამოზნექი- 

ლია) ამ შუალედზე. 

წერტილში ფუნქციის ჩაზნექილობა-ამოზნექილობის გამო- 

სარკეევად სარგებლობენ შემდეგი კრიტერიუმით. 

თუ არსებობს სასრული მეორე რიგის წარმოებული ”(CXთ 

და (ლ”(XI>0, მაშინ გრაფიკი ამ წერტილში 

ჩაზნექილია, ხოლო თუ (/(XI <0, მაშინ 

გრაფიკი ამ წერტილში ამოზნექილია. 

წარმოებადი ფუნქციის გრაფიკის იმ წე- 

რტილს, რომელიც ყოფს წირის ამოზნექილ 

ნაწილს ჩაზნექილისაგან ეწოდება ამ წი- 
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რის გადაღუნვის წერტილი (ნახ. 17.11). 

საკმარისი პირობა იმისა, რომ (Xი, I(Xი)) 

ნახ. 17.11 წარმოადგენდეს გრაფიკის გადაღუნვის წერტილს, 

თეორემა 4. 

მაგალითი 3. 

არის შემდეგი 

ვთქვათ, ”I(X) წარმოებადი ფუნქციაა და (”(Xი0=0 ან 

L/ (XV) არ არსებობს. თუ ამავე დროს LI” (X) მეორე რი- 

გის წარმოებულს X=X0 წერტილის მარცხნივ და მარჯე- 

ნივ სხვადასხვა ნიშანი გააჩნია, მაშინ (Xი, I(Xი)) წერტი– 

ლი გრაფიკის გადაღუნვის წერტილს წარმოადგენს. 

ვისარგებლოთ მოყვანილი დებულებით C60 = Xმ/X?. ფუნქციის 

გრაფიკის გადაღუნვის წერტილებისა და ამოზნექილობა-ჩაზნე- 

ქილობის შუალედების დასადგენად. გამოვთვალოთ წარმოე- 

ბულები: 

  / 53/ 2 #/ია_ 10 ”თ= VI, I” > 

ჯ=0 წერტილში მეორე რიგის წარმოებული არ არსებობს. 

ამავე დროს წ7/(X)<0, როცა X<0 და წ/(X)>0, როცა X>0. 

ამრიგად, |I-=,0( შუალედზე ფუნქციის გრაფიკი ამოზნექილია, 

ხოლო 10,=( შუალედზე – ჩაზნექილია. კოორდინატთა სათავე 

მოცემული ფუნქციის გრაფიკის გადაღუნვის წერტილს წარმო- 

ადგენს. 
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· ჩამოაყალიბეთ ფუნქციის ლოკალური მაქსიმუმის (მინიმუმის) 
არსებობის საკმარისი პირობები. 

· ჩამოაყალიბეთ ფუნქციის ლოკალური ექსტრემუმის მოძებნის 

პირველი რიგის წარმოებულის წესი. 

. ჩამოაყალიბეთ ფუნქციის ლოკალური ექსტრემუმის მოძებნის 
მეორე რიგის წარმოებულის წესი. 

„ მოიყვანეთ მაგალითი ფუნქციისა, რომლის ლოკალური ექსტ- 

რემუმის წერტილის მოსამებნად ვერ ვისარგებლებთ მეორე 

რიგის წარმოებულის წესით. 

. განმარტეთ ფუნქციის გრაფიკის ჩაზნექილობა (ამოზნექილობა) 

წერტილში და შუალედზე. 

„ მოიყვანეთ წერტილში ფუნქციის გრაფიკის ჩაზნექილობის 

(ამოზნექილობის) საკმარისი პირობა. 

- გაჩმარტეი, ფუნქციის გრაფიკის გადაღუჩეის წერტილი. 

„ ჩამოაყალიბეთ საკმარისი პირობა იმისა, რომ (Xი, I(Xი)) 

წერტილი V= I(X) ფუნქციის გრაფიკის გადაღუნვის წერტილს 

წარმოადგენდეს.



17.1. 

172. 

173. 

174. 

ლქქცია I7. მძსტრძმუშის არსმბ(ჟბძს საჰძარძსი პირ()ბები, #ენქციძს გრაშიძჰის... 

ქქვათ. მოგების ფუსქციაა 

ი (X)= -X”+ 12X+ 10, სადაც X გა- 
ყიდული პროდუქციის რაოდენო- 

ბაა. განსაზღვრეთ, პროდუქციის 

რა რაოდენობის გაყიდვა უზრუნ- 

ველყოფს მაქსიმალურ მოგებას. 

შემოსავლის ფუნქციას აქეს სახე 

C600=X7 100–==X» , სადაც X გა- 3 ც Xგ 

ყიდული პროდუქციის რაოდენო- 

ბაა. იპოვეთ მაქსიმალური შემო- 

სავალი. 

იპოვეთ ფუნქციის ლოკალური 

მინიმუმს. პირველი რიგის წარ- 

მოებულის წესის გამოყენებით: 

1.3. 1.5 4 
=-X” – -X“ -– 2X+-, 

ა2X=3%X 2 3 
1 

ბ) XV=X+–-; 
X 

  

ე) V»=3X7-4X2?, 

იპოვეთ ფუნქციის ლოკალური 

მაქსიმუმი პირველი რიგის წარ- 

მოებულის წესის გამოყენებით: 

ა) =X2?2-9X2+ 15 X+30,7; 

ბ) VI=4X-X“; 

69- )) 
) X=–- : 
გ» X” +3 

  

პრაქტიძული სამარჯი შოუები: 

დ) 7=3X+4-; 
X 

ე) V =2+V/X-–X; 

ვ) 7=XV2–X? . 

175. იპოვეთ ფუნქციის ლოკალური 

ექსტრემუმები მეორე რიგის წა- 

რმოებულის წესის გამოყენებით: 

ა) წ(X)=X?-12X+10; 

ბ) #(I01=X?-6X7?+7; 

გ) #(X)=X"-32X+LI; 

დ) წ(X)=X“-4X+2; 

ე) ”(X)= 4X" -5X+ 1; 

ე) წ(X00=6X”-7X+1. 

17.6. იპოვეთ ფუნქციის ლოკალური 

ექსტრემუმები: 

ა) (C00=-,-–, 
4 

  

X 
ბ) I(X) = უს 

XI6” 

ვ" ” 

  

გ) I(X) =   

Xჯ 

დ) წ) ==-; 
X 

ე) I(X)=26”+6“”; 

ვ) I(X)=XIიX. 

„ ვთქვათ, საჭიროა აშენდეს ერთ- 

სართულიანი შენობა, რომლის 

იატაკიც წარმოადგენს § ფართო- 
ბის მქონე მართკუთხედს, ხოლო 

სიმაღლე ფიქსირებულია. რო- 
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17.8. 

გორი უნდა იყოს მართკუთხე- 

დის ზომები, რომ გარე კედლე- 

ბისათვის დაიხარჯოს საამშენე- 

ბლო მასალის მინიმალური რა- 

ოდენობა? 

ეთქეათ. მასალის მიჩიმალური 

დანახარჯებით გვინდა დავამზა- 

დოთ V მოცულობის მქონე წრი- 

ული ცილინდრული ფორმის და- 

ხურული კასრი. როგორი უნდა 

იყოს კასრის ზომები? 

179. იპოვეთ შემდეგი ფუნქციების ამო- 

236 

ჩზჩექილობა-ჩაზნექილობის შუალე- 

დები და გადაღუნვის წერტილები: 

ა) წ((X)= X”-6X+7; 

ბ) I(X)=- X-2+4X-5; 

გ) #(X1=X91-12X+10; 

დ) I(X)=X ++, 
ჯ 

17.10. 

  

ე) 0) =X72+-1-; 
ჯ 

ვ) ”(I)=X?-5X”+I1; 

გზ) #0)= X”-7X9; 

თ) წ(X)=Xჯ“-2X?; 

ი) I(X) =   ; 
LI+X?” 

კ) I(X) =V1+Xჯ2? : 

ლ) #00 = (X+1)“+6”; 

მ) წ0ე =ც“” , 

მ და ხ პარამეტრის რა მნიშვნე- 

ლობისათვის იქნება 

»=მ8X”"+ხX? 

ფუნქციის გრაფიკისათვის (1,3) 

გადაღუნვის წერტილი?



ლძქმ0ია 7. ი 

ფუნქციის გრაფიპის ასიმპტოტები. 
გლობალური ექსტრემუმი. მ უნქციის 
გამოკვლევა და მისი ბრაფიპის აბება 

ჯმ. ფუნქციის ბგრაშმპის ასმმპტუტპბმ 

ფუნქციის ცვალებადობის ხასიათის გამოკვლევისათვის მნი- 

შენელოვანია მისი გრაფიკის ფორმის დადგენა, როდესაც ამ 

გრაფიკის წერტილი უსასრულოდ შორდება კოორდინატთა სა- 

თაჟვეს, ანუ როგორც ასეთ შემთხეევაში ამბობენ, მიისწრაფვის 

უსასრულობისაკენ. უფრო ზუსტად, ვიტყვით, რომ ფუნქციის 

გრაფიკის ML(X,V) წერტილი უსასრულობისაკენ მიის- 

წრაფვის, თუ ამ წერტილის ერთი კოორდინატი მაინც 

აბსოლუტური სიდიდით მიისწრაფვის +თ-სკენ. განსაკუთ- 

რებით მნიშვნელოვანია შემთხვეეა, როდესაც ფუნქციის გრა- 

ფიკი მისი წერტილის უსასრულობისაკენ მისწრაფების დროს 

სულ უფრო და უფრო უახლოედება (ემსგავსება) რომელიღაც 

წრფეს. ფუნქციის ამდაგვარ ყოფაქცევასთან დაკაეშირებით 

შემოაქვთ ჟუნქციის გრაფიკის ასიმპტოტის ცნება. ჩვენ უკვე 

გვქონდა შეხება ფუნქციის გრაფიკის ასიმპტოტის ორ კერძო 

სახესთან, როდესაც უსასრულობაში ფუნქციის ზღვრისა და წერ- 

ტილში უსასრულოდ დიდი ფუსქციის ცხებას გავეცანით (გაიხ- 

სენეთ ფუნქციის პორიმონგტალური და ვერტიკალური ასიმპტო- 

ტების განმარტება). შემოვიღოთ ფუნქციის გრაფიკის ასიმპტო- 

ტის ზოგადი განსაზღვრა. 
რაიმე წრფეს ეწოდება ფუნქციის გრაფიკის ასიმპტო- 

ტი, თუ მანძილი გრაფიკის წერტილიდან ამ წრფემდე 

მიისწრაფვის ნულისაკენ, როდესაც ეს წერტილი მიისწ- 

რაფვის უსასრულობისაკენ. 

ჩვენ უკვე ვიცით, რომ ფუნქციის გრაფიკის ვერტიკალური 

ასიმპტოტი CIV ღერძის პარალელურია. 

ასიმპტოტს, რომელიც 0V ღერძის პარალელური არ 

არის, დახრილი ასიმპტოტი ეწოდება. 

კერძოდ, პორიზონტალური ასიმპტოტიც დახრილი ასიმჰტო- 

ტის კონკრეტულ მაგალითს წარმოადგენს. 

ვთქეათ, X» =I(X) ფუნქციის გრაფიკს გააჩნია დახრილი ასიმ- 

პტოტი (ნახ. I8.I). 
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ნას. 18-2 

ნახ. 18.-ზე მახძილი წ ფუნქციის გრაფიკის 

MVIL(X,») წერტილიდან X=MX+ სხ ასიმპტოტამდე 

მიისწრაფვის ნულისაკენ, როდესაც X –> -%, ხოლო 

ნახ. 18.2-ზე, როდესაც X –» +ი, ადვილია დარწმუ- 

ნება იმაში, რომ თუ X=M#MXჯ+ სხ წრფე L ფუნქციის 
გრაფიკის დახრილ ასიმპტოტს წარმოადგენს, მაშინ 

Mთი IC) – IX-ხ1=0, 2) 

ან 

I ILCX) – #X – ხ)1= 0. დ) 

გარკვეულობისათვის ვიგულიხმოთ, რომ გვაქვს 

18.1 ნახაზზე წარმოდგენილი შემთსვევა,. ე.ი. შეს- 

რულებულია (1) ტოლობა, მაშინ 

IIო1 „9 3 - 0. 
L153- X X 

IC ხ 
აქედან II» სა –-M6- 5. =0, 

(14-თ X X 

საიდანაც 

M= III) 1X · (3) 
ათ X 

ახლა ხ შეგვიძლია განვსაზღვროთ (1) ტოლობიდან. 

ხ= IIიი IICX) – LXI. C. 

ამრიგად. იუ »V»X=MX+ხ წრფე არის V=I(CX) ფუნქციის 

გრაფიკის დახრილი ასიმაჰატოტი, მაშინ M ღა ხ გამოითვლება 

(3) და (4) ფორმულებით. ძნელი საჩეენებელი არაა, რომ პირი- 

ქითაც, თუ (3) და (4) ზღვრები არსებობს, მაშინ VXV=MX+ხ 

არის დახრილი ასიმპტოტი. 

იმ კერძო შემთხვევაში, როცა არსებობს სასრული ზღვარი 

III) წ(X), მივიღებთ M = III) LML3) = III 1, IIIMი I(X)=0 და 
ბ“ა-თ „კვი X ა აა-::–>;7?.. 

ხ = IთC I(X). ამიტომ ფუნქციის გრაფიკს ექნება პორიზონტა- 
X3-თ 

ლური ასიმპტოტი, რომლის განტოლებაა V= ხხ. 

ცხადია, 182 ნახაზზე წარმოდგენილი შემთხვევისათვის დახ- 

რილი ასიმპტოტის განსასაზღვრავად გვექნება ფორმულები:



მაგალითად, 

მაგალითი I. 

  
ნახ. 18.3 

I9., #ინმძVძს ბრაVყძძის ასძმპტრტტები 

#= IMIი 19) ; (59 
აი” XX 

ხ = თ (60 – MXI. (6) 

შევნიშნოთ, რომ ფუნქციის გრაფიკს ასიმპტოტთან შეიძ- 

ლება ჰქონდეს საერთო წერტილები (სასრული ან უსასრულო 

რაოდენობის). 

C05X 
  V = ფუნქციის პორიზონტალური ასიმპტოტია V=0 წრფე, 

C05X 
რომელსაც) »X=–“––- ფუნქციის გრაფიკთან გადაკვეთის წერ- 

X 

ტილთა უსასრულო რაოდენობა გააჩნია (ეს წერტილებია 

X.=2 +710, იC7.). 

ცხადია, რომ I(X) ფუნქციის ვერტიკალური ასიმპტოტის მო- 

საძებნად. საკმარისია მოვძებნოთ ისეთი 2 წერტილი, რომ 

შესრულდეს ერთი მაინც შემდეგი პირობებიდან: 

III I(X)C+5=, MI9VIICX)=-=, 1IIII(X)=+=, 110II(X) = –«, 
X-33+ LIL-35- L-–+.-- ჯL-68+ 

ასეთი 98 წერტილის არსებობის შემთხევაში X= 3 წრფე იქ- 

ნება VX = I(X) ფუნქციის გრაფიკის ვერტიკალური ასიმჰტოტი. 

I 
მოვძებნოთ I(X)=X+ –- ფუნქციის ასიმპტოტები. 

X 

! =-9% (იი I(X)C+9. ამგვარად, X=0 ცხადია, III ICX) ღა IIIი წ(X)=+Cთ. ამგვარად, X 

I 
წრფე I”I(X)ა=X+- ფუნქციის გრაფიკის ვერტიკალურ ასიმჰ- 

X 

ტოტს წარმოადგენს. დახრილი ასიმპტოტის მო- 

საძებნად გამოვითვალოთ (3) და (4) ზღვრები: 

+ 
იი “+ =I, თ++-I.XI-0. 
Xა-თ X Xჯ--– X 

ამრიგად, ფუნქციის დახრილი ასიმპტოტია 

V=X («=1 და ხ=0). 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ ამავე ასიმჰ- 

ტოტოან მიგვიყვანს (5) და (6) ზღვრების განხი- 

ლვა. 
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I 
ნახ. 18.3-ზე წარმოდგენილია I(X) =X +-– ·ფუნქციის გრაფი- 

ჯ 

კი ასიმპტოტთან ერთად. 

/0.2, გლ ”უბალშრი პქსტრშმშმი 

   

ფუნქციის ყოფაქცევის სრულყოფილად შესწაელისათვის, 

აგრეთვე მრავალი პრაქტიკული ამოცანის გადაწყვეტისას მნი- 

შვნელოვანია ფუნქციის უდიდესი და უმცირესი მხიშვნელო- 

ბების (გლობალური ექსტრემუმების) პოვნა. (გ,ხ) სეგმენტზე 

I(X) ფუნქციის უმცირესი და უდიდესი მნიშვნელობების აღსანი- 

შნავად სარგებლობენ თი I(X) და თ2X I(CX) სიმბოლოებით. 

ცხადია. ფუნქციის უდიდესი (უმც- 

ირესი) მნიშვნელობა სეგმენტზე შე- 

საძლოა არ უდრიდეს ამ ფუნქციის 

რომელიმე ლოკალურ მაქსიმუმს 

(ლოკალური მინიმუმს) ამ სეგმენ- 

ტზე (ნახ. 18.4). 

ასევე ცხადია, რომ თუ ფუნქცია 

უდიდეს (უმცირეს) მნიშვნელობას 

ღეიწX) ს... ააა ; ღებულობს სეგმენტის შიგა წერტი- 
ლში, მაშინ ეს წერტილი მისი ლო-   

შევნიშნოთ, 
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0 ხ X 
კალური მაქსიმუმის (ლოკალური 

ნახ.I8.4 მინიმუმის) წერტილიც იქნება. 

ზემონათქვამიდან გამომდინარე- 

ობს სეგმენტზე უწყვეტი ფუნქციის 
უდიდესი და უმცირესი მნიშენე- 

ლობების მოძებნის შემდეგი წესი: 

იმისათვის, რომ მოვძებნოთ სეგმენტზე უწყვეტი ფუნქ- 

ციის უდიდესი და უმცირესი მნიშვნელობა, საჭიროა გამო- 

ვთვალოთ ფუნქციის მნიშვნელობები სეგმენტის ბოლოებსა 

და ფუნქციის ყველა კრიტიკულ წერტილში, რომელიც ამ 
სეგმენტში მდებარეობს. გამოთვლილ მნიშვნელობებს შო- 

რის უდიდესი იქნება ფუნქციის უდიდესი მნიშვნელობა, 

ხოლო უმცირესი კი – ფუნქციის უმცირესი მნიშვნელობა. 

რომ თუ L(X) არის |2,ხ) სეგმენტზე შრდადი (/ლებადი) ფუნქ” 

ცია, მაშინ I(2) და I(ხ) იქნება შესაბამისად მისი უმცირესი 

(უდიდესი) და უდიდესი (უმცირესი) მნიშვნელობები ამ სეგმენ- 

ტზე.



/0.ჰ. ყძნქ0იის მაშ(/ძძლმყა და ჭქძსთ ზგრაწVძიჰძს ამება 

მაგალითი 2. გამოეთვალოთ I(X) = Xჯ2-3X2? ფუნქციის უდიდესი და უმცირესი 

მნიშენელობები (1 ,31 სეგმენტზე. 

მოცემულ ფუნქციას (1,3) სეგმენტზე აქვს ერთადერთი 

კრიტიკული წერტილი X=2 და წ(2)= -4, ვინაიდან I(1)1= -2 და 

I(3)1= 0, ამიტომ ფუნქციის უდიდესი მნიშვნელობაა 0, ხოლო 

უმცირესი მნიშვნელობა -4. 

ჯყ0.ე. შუშნქძიიძს გამუძქლმმა და მისი ზრაშიჰპის აგება 

მაგალითი 3. 

ახლა ჩეენ უევე საკმაო ინფორმაციას ვფლობთ იმისათვის, 

რომ სრულყოფილად გამოვიკვლიოთ ფუნქცია და ავაგოთ 

შესაბამისი გრაფიკი. ფუნქციის გამოკვლევის სქემას ცალკე- 

ული პუნქტების ჩამოთვლის გზით გავეცნობით: 

ა) ფუნქციის განსაზღვრის არის დადგენა; 

ბ) საკოორდინატო ღერძებთან ფუნქციის გრაფიკის გადაკ- 

ვეთის წერტილების მოძებნა (CV ღერძთან გრაფიკის გადაკ- 

ვეთის წერტილია (0, I(0)), ხოლო 0X ღერძთან გადაკეეთის 

წერტილთა მოსაძებნად საჭიროა I(X)=0 განტოლების ამოხ- 

სნა);: 

გ) ფუნქციის კენტობისა და ლუწობის დადგენა; 

დ) კრიტიკული წერტილების პოვნა; 
ე) ფუნქციის ზრდადობისა და კლებადობის შუალედების 

მოძებნა; 

ვ) ექსტრემუმის წერტილების მოძებნა და ექსტრემუმების 

გამოთელა: 

გ) ფუნქციის ამოზნექილობა-ჩაზნექილობის შუალედებისა 

და გრაფიკის გადაღუნვის წერტილების მოძებნა; 

თ) ფუნქციის ვერტიკალური და დახრილი ასიმპტოტების 

მოძებნა; 

ი) მოპოვებული ინფორმაციის საფუძველზე ფუნქციის გრა- 

ფიკის აგება. 

  ვისარგებლოთ მოყვანილი სქემით ((X)=– X > ფუნქციის გა- 
+ X 

მოკვლევისა და სათანადო გრაფიკის აგებისათვის. 

მოცემული ფუნქციის განსაზღვრის არეა |-თ,თ( შუალედი და 

ეს ფუნქცია უწყვეტია. ადეილი დასანახია, რომ ფუნქციის 

გრაფიკი გადის კოორდინატთა სათავეზე და სხვა თანაკვეთის 

წერტილი კოორდინატთა ღერძებთან გრაფიკს არა აქვს. 

ცხადია ფუნქცია კენტია. ამიტომ მისი გრაფიკი სიმეტრიულია 

კოორდინატთა სათავის მიმართ. 
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ასლა მოვძებნოთ ფუნქციის წარმოებული 

1-ჯ? 

(/(021=0 განტოლების ამოხსნით ვადგენთ, რომ ფუნქციის 

სტაციონარული წერტილებია XI =-I) და X2= I. ადვილი შესა- 

მოწმებელია, რომ I (X)>0, როცა X6 I-I,1( და L/(X)<0, როცა 

XC 1-თ,-1( L)II,+თL. ე.ი. ფუნქცია ზრდადია I-I,1( შუალედში და 

კლებადია |-თ,-1| და 11,+=| შუალედებში, ამიტომ X) =-I არის 

ფუნქციის ლოკალური მინიმუმის წერტილი, ხოლო X2= 1 ლო- 

კალური მაქსიმუმის წერტილი: 

(6) = 

სიითი” =-2, IინთმXწცი =>. 

ვიპოვოთ ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებული 

2(Xჯ? –3)X 
ს +X“” I 

(760>0 და L”(X) <0 უტოლობების ამოხსნით, ადვილად მი- 

იღება რომ ფუნქციის გრაფიკი ამოზნექილია, როცა XC 1-თ,-V3( 

და XC 10.#3( და ჩაზნექილია, როცა XC 1-V3.0( და XC 1#3,+თ(. 

(760= 

გრაფიკის გადაღუნვის წერტილები იქნება: ML #-%'), 

M;(0,0) და M(-6.%. 

  ცხადია, რომ I((X) =- : – ფუნქციის გრაფიკს ვერტიკა- 
+“ 

ლური ასიმპტოტი არ გააჩნია. გამოვიკვლიოთ V=M#Xჯ+ხ ტიპის 

დახრილი ასიმპტოტების არსებობის საკითხი. ამისათვის გა- 

მოვთვალოთ შემდეგი ზღვრები: 

( · 
10% _ Iი : =0,   M= IIი) 

ჯაჯთ X X-3+თ | + X 

ხ= თ I/6ი– XXI)= Iი IC) =0. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ ფუნქციის გრაფიკს აქვს პო- 

რიზონტალური ასიმპტოტი V»=0.



Iყ.ყ. Vთძნქ0ძიძს გზამ(/ძძლმაა და ძძსი ზგრაყძჰძის ამება 

ჩატარებული გამოკვლევის საფუძველზე შეგვიძლია ავაგოთ 
მოცემული ფუნქციის გრაფიკი (ნახ. 18.5). 

  

  

V 

' 

2 |“ “> ეას 

-V3 -I M: : ; 

_– 0 I 8. X. 
M, ა=––. 1 

“2 

ნახ. I18§.5 

243



ლჰჰ0ია /ს. ყთნქძიის ბრაწ/ძიხს ახყმპტ(/ტპბი. ელ/ბალშჟრ/ მქსტრპძშუში. 9VთXნქ0ძის... 

«აჰა ლიბა 

შეამოწმეთ თეორიული მასალის ცოდნა შემდეგი კითხვების საშუალებით: 

244 

I. 
(2
 

რა შემთხვევაში ამბობენ, რომ ფუნქციის გრაფიკის M(X,V) 

წერტილი მიისწრაფვის უსასრულობისაკენ? 

გასნსაზღერეთ ფუნქციის გრაფიკის ასიმპტოტი. 

3 რით განსხვავდებიან ვერტიკალური და დახრილი ასიმპა- 
ტოტები ერთმანეთისაგან? 

მოიყვანეთ ფორმულები, რომელთა საშუალებითაც განისაზ- 

ღვრება ფუნქციის გრაფიკის დახრილი ასიმპტოტები. 

შესაძლოა თუ არა, რომ ფუნქციის გრაფიკს ასიმპტოტთან 

ჰქონდეს გადაკეეთის წერტილთა უსასრულო რაოდენობა? 
მთიყყ;|ანეს სათანადო მაგალითი, 

რა პირობის შესრულებაა საკმარისი იმისათვის, რომ X=8 

წრფე წარმოადგენდეს I(X) ფუნქციის გრაფიკის ვერტიკალურ 
ასიმპტოტს? 

ჩამოაყალიბეთ რაიმე სეგმენტზე უწყვეტი ფუნქციის უდიდესი 

და უმცირესი მნიშვნელობების მოძებნის წესი. 

გაღმოეცით ფუნქციის გამოკელევის ზოგადი სქემა.



18.1. 

18.2. 

ლექძია /0. #თნქ0იძს მრაწყ/ძის პსძმპტრ//ტიბი. გლიებალური მძსტრქმუმი. Vუნქცძის... 

იპოვეთ შემდეგ ფუნქციათა გრა- 
ფიკების პორიზოსტალური ასიმპ- 

ტოტები: 

1 
ა) I0=–– ;   

  

  

თ 
ბ) წ(X)= ; ) ”(X) = 21 5' 

5X+7 
I(X) = : გ) I00=-2X- 

3-–2X–9X2?2 
წ(Xა=--–--–-–-–--, 

დ (60 3X? +14X – 17 

2» 
წ 35 12-| ე) I(X) 22 -1 

2X+5 
) I(Xა)=–“ == 

8 3X+Mჯ? 

VX? +1+X. 

ბ) (0)=-– 4 

9.5“ –2.2” 
თ) (X-ის 

ი) ”CX) =-/X? –-4X+7-X; 

3-7 ”+5 
MIX)ა0C––- –”. 

გ) 109 2-7 ”+10 

დაადგინეთ, აქვს თუ არა ვერ- 

ტიკალური ასიმპტოტები შემდეგ 

ფუნქციათა გრაფიკებს: 

  

  

ა IX 314» 

3X+1 
ბ) წC(X X)=5. 2 15' 

2 
“ ( XX) – L!4 --. · · გ) წ(X) – ჯ +-3 

პრაქტიპშლი სავარX#%ი შოუმბი; 

X” –6X+3. 
X-3 ” 

ე) ICX )==- 12. 
4»; 

დ) წ(X)= 

  

წ – 

ვ) '00= X?-–X-6. 

18.3. იპოვეთ შემდეგ ფუნქციათა გრა- 

ფიკების ასიმპტოტები: 

ა) (0)=»X- +; 
X 

»3 
  ბ) ((0ე=– +IC' 

გ) წ(X) =VX” –L; 

დ) ICX)=VX? – »? ; 

ე) X(X) = X6" ; 

§ – 

ე) (60 = –4X+3. 

184. იპოვეთ შემდეგი ფუნქციების გლო- 

ბალური ექსტრემუმები მითითე- 

ბულ შუალედებზე: 

ა) #(X) =X? –4X+1, I-I,I1; 

ბ) წ(X1=X? –3X? +2, (0,41; 

(–1,11. 

გამოიკვლიეთ შემდეგი ფუნქცი- 
ები და ააგეთ მათი გრაფიკები: 

ა) ”(I)=X" +4X1? +7; 

გ) (IC) =-X" +8X7 +1, 

18.5. 

ბ) ICX )==-., 
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ლქქძია Iყ. ხუნქ0იძიძს გრაწხყიძჰის ასიმპტოტები. გლ/აბალშრი პქსტორძმ უმი. ყუნქძიის... 

18.6. 

18.7. 
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+! 
გ) ((X)== -–, 

X 
  

X7? +2X – 4 
დ (00=“-–-5---, 

იპოვეთ იჩ პარამეტრის ისეთი 

მსიმესელობა, რომლისთვისაც 

იX” + 

X-–ი 

  I(CX) = ! ფუნქციის გრაფი- 

კის ასიმპტოტი X»X=2X-) წრფის 

პარალელურია. 

იპოვეთ ხ პარამეტრის ისეთი 

მნიშვრჩელობა, რომლისთვისაც 

(60 = (ი +IX“ –I 
X+I ფუნქციის 

1 
გრაფიკის ასიმპტოტი V = “2 X 

წრფის პერპენდიკულარულია. 

18.8. იპოვეთ ი პარამეტრის ყველა ის 

18.9. 

18.10. 

მნიშვნელობა, რომელთათვისაც 

(60) = ფუნქციის გრა- 
ხ?X? +X+I1 

ფიკს არ გააჩნია ვერტიკალური 

ასიმპტოტი. 

იპოვეთ ი პარამეტრის ისეთი 

მნიშვნელობა, 

IC) = –ჯ? +0VX ფუნქციას გლო- 

ბალური მაქსიმუმი აქვს X=2 

წერტილში. 

რომლისთვისაც 

იპოვეთ 8 პარამეტრის მნიშენე- 

ლობა, რომლისთვისაც (I,I(1)) 

იქნება წ(X)=( 90+1)X?-0X7?+3 
ფუნქციის გრაფიკის გადაღუნ- 
ვის წერტილი.



ლექცია 19 
მრავალი ცვლადის ფუნქცია. 
ორი ცვლადის ფუნქციის ჯზღეარი და 
უწყვეტობა. პერძო წარმოებულები 

ბიზჩესსა და ეკონომიკაში ხშირად ეხვდებით ისეთ ამოცა- 
ნებს, რომელთა გადაწყვეტა შესაძლებელია მხოლოდ მრა- 

უალი დამოუკიდებელი ცვლადის ფუნქციათა თეორიის დახ- 
მარებით. სიმარტივისათვის ჩვენ განვიხილავთ ორი დამოუ- 
კიდებელი ცვლადის ფუნქციებს, რაც გამართლებულად მიგეაჩ- 
ნია იმის გამო, რომ ორი ცვლადის ფუნქციის შემთხვევაში 

მიღებული ძირითადი შედეგების განზოგადება სამი და უფრო 

მეტი დამოუკიდებელი ცვლადის ფუნქციებისათვის ხდება სრუ- 

ლიად ბუნებრივად და რაიმე არსებით სიძნელეებთან არ არის 

დაკავშირებული. 

/9.,, მრაშა ლი 0მლა#?ის შუნქ0ია 

განვიხილოთ კონკრეტული 

მაგალითი 1. ვთქეათ, ფირმა აწარმოებს და ყიდის ორი – # და 8 სახის 

პროდუქციას. #4 სახის პროდუქციის საცალო ფასია §2, ხოლო 

8 სახის პროდუქციის საცალო ფასი §4. 

ღაეუშეათ. გაიყიდა # სახის პროდუქციის Xჯ რაოდენობა და 

8 სახის პროდუქციის V რაოდენობა, მაშინ ფირმის მიერ მიღე- 

ბული შემოსავალი იქნება 

IXL=2X +4V. 

როგორც ეხედავთ, შემოსავლის მნიშენელობა განისაზღ- 

ვრება ორი ცვლადით X-ითა და X-ით. ეს კი ნიშნავს, რომ შე- 

მოსავალი არის ორი ცელადის X-ის და V-ის ფუნქცია 

LL = LLCX,V) = 2X + 4V. 

ახლა შემოვიღოთ ორი ცვლადის ფუნქციის მკაცრი განმარტება. 

ვთქვათ, ს; არის რიცხვითი წყვილების რაიმე სიმ- 

რავლე, ე.ი. 0, C 1LXILL. 1: 0-3 IL ასახვას ეწოდება ორი 

ცვლადის ფუნქცია. 
ე.ი. ორი ცვლადის ფუნქცია X»= I(X,V) არის ასახვა, რომლის 

განსაზღერის არეს წარმოადგენს რიცხვით წყვილთა რაიმე 

სიმრავლე. 
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ლშქძია I9. შრაპალი 0პლადის Vშძნქ0ია. (რი 0ძლად/ს ყშVნქ0იის ზ%Iჰარი... 

ორი ცვლადის ფუნქცია X=Vწ(X,V) განსაზღვრის არის ყო- 

ველ დალაგებულ რიცხვით წყვილს უთანადებს ერთსა და მხო- 

ლოდ ერთ რიცხვს 7-ს. X და VX არიან დამოუკიდებელი ცვლა- 

დები, 7 კი – დამოკიდებული ცვლადი. 

მაგალითი 2. ვთქვათ, გამოსათვლელია LL5,1), %2,3) და #(I,2) , თუ 

. I 
ა) I(X,V) = 2X- პV;. ბ) 9(X,V) = X+V : გ) MX(X,V) =-/9 –- XX? - V§დ.. 

ამოხსნ. გვექნება: ა) (5,1)=2-5-3-1=7; ბ) 903=1.=:; 

გ) ი0,21=49–1? –2? =2, 

თუ ფუნქციის განსაზღვრის არე წარმოადგენს რიცხვთა და- 

ლავეუბული ჩაშეულების რაიმე სიმრავლეს, მაშინ საქმე გვაქვს 

სამი ცვლადის ყუნქციასთან 

VV = I(X,V,7). 

ანალოგიურად განიმარტება ოთხი და მეტი ცელადის ფუნქცია. 

/ე,2. (რი 0მლა#ჯის შშნქძმის ზიშარი «ა უწყმპშძტუოუბა 

როგორც უკვე აღინიშნა, ორი ცვლადის I(X,V) ფუნეცია 

თავისი განსაზღვრის IL); არის ყოველ (X,V) წერტილს შეუსა- 

ბამებს ერთადერთ ჩ»=I(X,V) ნამდვილ რიცხვს. აქედან გამომ- 

დინარე, ორი ცელადის ფუნქციის შემთხვევაში შეიძლება გან- 

ეიხილოთ ნამდეილ რიცხვთა დალაგებული სამეულების ანუ 

სივრცის წერტილთა შემდეგი სიმრავლე 

C;= 1(0 1: I(X,1)) | (X,3) C ხი. 
ბუნებრივია, ისევე როგორც ერთი ცვლა- 

დის ფუნქციის შემთხვევაში, აღნიშნულ სიმ- 

რავლეს ვუწოდოთ ორი ცყქლადის ფუნქციის 

2 (X,V/,ILX,XV)) გრაჟიკი. ხშირ შემთხვევაში იგი წარმოად- 

გენს გარკვეულ ზედაპირს სივრცეში. ამი- 

ტომ »=I(X,V) თანაფარდობას საზოგადოდ 

უწოდებენ ზედაპირის განტოლებას. ცხადია, 

0XV სიბრტყის პერპენდიკულარულად გავ- 

ლებულმა ნებისმიერმა წრფემ I(CX,V7) ფუნქ- 

ციის გრაფიკი მხოლოდ ერთ წერტილში 

ნახ. 19./ შეიძლება გადაკვეთოს (იხ. ნახ. 19.1). 

  
248



Iე.2, (/რი 0ძლადის ყშუნქ0ძიის %Iჭარი და უწყვეტობა 

ეთქვათ, რაიმე წესის მიხედვით ნებისმიერ ნატურალურ ი 

რიცხვს შეესაბამება სიბრტყის ერთადერთი C»გ= Cი(ჯა,Vი) წე- 

რტილი. ასეთ შემთხვევაში ვიტყეით, რომ მოცემულია C” წერ- 

ტილთა (ანუ დალაგებულ (Xი,V) რიცხვით წყვილთა) მიმდევ- 

რობა. ჩვენთვის ცნობილია, რომ მანძილი Cი და C=C(48,ხ) 
წერტილებს შორის 

C,C = ICI, –2)+C, – ხ- (ს 
ფორმულით გამოითელება. 

ვიტყვით, რომ Cი= Cი(Xი,Vი) წერტილთა მიმდევრობა 

C=C(2,ხ) წერტილისაკენაა კრებადი (ანუ დალაგებულ 

(Xი,7ი) წყვილთა მიმდევრობა დალაგებული (მ,ხ) წყვილი- 
საკენაა კრებადი), თუ არაუარყოფით რიცხვთა (C„C)ი>1 
მიმდევრობა არის უსასრულოდ მცირე. შესაბამისი აღ- 

ნიშვნებია: 

სIIC,=C, IIიI(X,,V,)=(2,ხ). 
ი–თ 

(0) ფორმულის გათვალისწინებით, ადვილად დავასკენით, 

რომ (Xი,Xი) დალაგებულ წყვილთა მიმდევრობა (8,ხ) 
წყვილისაკენაა კრებადი მაშინ და მხოლოდ მაშინ, რო- 

დესაც ადგილი აქვს ტოლობებს: 

სIIიX.=92 და IXV,ი=ხ. 
ი–6თ 

ორი ცვლადის ფუნქციის ბღეარი წერტილში ისევე განი- 

მარტება, როგორც ეს ერთი ცელადის ფუნქციის შემთხვევაში 

გვქონდა. 
4 რიცხვს ეწოდება წ(X,V) ფუნქციის ზღვარი (3,ხ) 

წერტილში, თუ I”(X,V) ფუნქციის განსაზღვრის არის წერ- 

ტილთა (მ,ხ)-სკენ კრებად დალაგებულ (Xი,Xი) წყვილთა 
ნებისმიერი მიმდევრობისათვის, რომლის ყოველი წევრი 

განსხვავებულია (მ,ხ)-საგან, ადგილი აქვს ტოლობას 

III0 წ(X, ,V.) = #. 
ით 

იმ ფაქტს, რომ # რიცხვი არის I(X,V) ფუნქციის ზღვარი 

(2,ხ) წერტილში, ასე ჩაწერენ: 

IIი1წ(X,V)= #. (2) 

»-3ხ 
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ლქქმია /9. შრასალი ძულალის შ7ნქ0ია. (რი 0ალადის ყVყჰნქ0ი/ს ზ%Iჰ)არი”... 

ერთი ცელადის ფუნქციის შემთსეევაში უწყვეტობის განმარ- 

ტების ანალოგიურია (8,ს) წერტილში ორი ცვლადის L (X,X) 

ფუნქციის უწყვეტობის განმარტებაც. 

წ(X,») ფუნქციას ეწოდება უწყვეტი განსაზღვრის არის 

(2,ხ) წერტილში, თუ მას გააჩნია ზღვარი ამ წერტილში 

და ეს ზღვარი ამავე (2,ხ) წერტილში ფუნქციის მნიშვნე- 
ლობის ტოლია 

II9II(X, ) = (მ, ხ). (3) 
»–5ხ 

თუ I”(X,»)) ფუნქცია უწყვეტია რაიმე I) სიმრავლის 

ყოველ წერტილში, მაშინ ამბობენ, რომ I(X,») ფუნქცია 

უწყვეტია 0 სიმრავლეზე. 

თუ #= I(X,V) ფუნქცია არ არის უწყვეტი (მ8,ხ) წერტილ- 
ში, მაშინ ამბობენ, რომ ამ წერტილში ის განიცდის წყვე- 

ტას. 

შეენიშნავთ, რომ თეორემები ზღვრისა და უწყვეტობის შე- 

სახებ, რომლებიც ჩვენთვის ერთი ცვლადის ფუნქციებისთვისაა 

ცნობილი, სამართლიანია ორი ცვლადის ფუნქციების შემთხვე- 

ვაშიც. 

მაგალითი 3. ვთქეათ, წ6:,V)=2X2-3XV+V?. ეს ფუნქცია განსაზღერულია 

მთელს 0XV სიბრტყეზე განეიხილოთ წერტილი C (2,3). 

Cა= C.-(Xი,Vი) წერტილთა ყოველი მიმდევრობისათვის, რო- 

მელიც კრებადია C (2,3) წერტილისაკენ, გვაქვს 

IთICX,,7,„) =IIთI(2X2 –3X,X#, +V#2)=2-2? –3-2-3+3? =–1. 

ამრიგად, I(X,V) ფუნქციას აქვს ზღვარი (2,3) წერტილში 

Iი 6»? –3XV + /?)= –I. 

»-3 

როგორც ადვილი შესამოწმებელია, -1-ის ტოლია განსახილ- 

ველი ფუნქციის მნიშვნელობაც (2,3) წერტილში და მაშასადამე, 

I(X.V) ფუნქცია უწყვეტია ამ წერტილში, 

მაგალითი 4. არსებითად განსხვავებული მდგომარეობაა 

ICX V)= ჯ? + 2V”, როცა (X, V)# (9.1), 

” 10, როცა (X,+V)= (0,1) 
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Iე.ჰ. ძძრძ” წარშ(Iმბ7ლები 

ფუნქციის შემთხვევაში: 

II0ICX,X) =2# I(0,1)=10, 

V-II 

და მაშასადამე, ფუნქცია წყვეტას განიცდის (0,1) წერტილში. 

9,9, ჰემრძ”ე წარმოპებ შლშბი 

ორი ცელაღის ფუნქციის ყოფაქცევის გამოკვლევისათვის 

განსაკუთრებით მნიშვნელოვანია კერძო წარმოებულის ცნება. 

განვიხილოთ ფუნქცია 

#= I(CX,V). 

თუ ამ დამოკიდებულებაში V-ს ჩავთვლით მუდმივად, მაშინ 

»ჯ= I(X,V) ფუნქცია შეიძლება განხილულ იქნას როგორც ერთი 

X ცელაღის უოუჩქცია ეოქეათ, #X არის X ცვლადის ნაზრდი. ფუნ- 

ქციის სათანადო ნაზრდს ვუწოდოთ კერძო ნაშრდი X ცელადის 

მიმართ და აღვნიშნოთ იგი #ს"#», -ით. ამრიგად, 

რ X»ჯ”““ I(X+#ტ X, X») - I (XX). 

ამ ტოლობის ორივე მხარე გაეყოთ #X-ზე და გადავიდეთ 

ზღვარზე, როცა #X –> 0. გვექნება 

სი აV2 = სი I(X+ #სX,V) – I(X,V») . 

რX-–0 #ტX 4ტX-530 #X 
  (C)) 

თუ არსებობს (4) ზღვარი, მაშინ მას X= I(X,») ფუნქციის 

კერძო წარმოებულს უწოდებენ X ცვლადით. ამრიგად, 

ჩ»= I(X,V) ფუნქციის კერძო წარმოებული X ცვლადით 
ეწოდება ზღვარს (თუ ეს ზღვარი არსებობს) 

#X-0 #4X 

მჯ მI(X,7) 
მისთვის გვაქეს აღნიშვნები: 3ჯ” (, “ვ. იკითხება 

შესაბამისად: „დე 2 დე X-ით”, „I შტრის X-ით“, „დე IX.V) დე 

X-ით“. 
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ლ/ქქიძას |9. მრასალი ცხლადის V”VნქძV9ა. (/რი 0ალადის VVნმძი//ს ზაჰარი... 

მაგალითი 5. 

მაგალითად, 
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ანალოგიურად, თუ ვიგულისსმებთ, რომ X მუდმივია და V 

ცვლადს მივცემთ #4 V ნაზრდს, მაშინ ფუნქციის სათანადო ნაზ- 

რდი იქნება 

რ», = I(X,X+#4ა) - I(X,X), (5) 

რომელსაც ვუწოდებთ „კერძო ნაშრდს V ცვლადის მიმართ. (5) 

ტოლობის ორივე მხარის #ჯX-ზე გაყოფა და ზღვარზე გადასვლა, 

როცა #4 –»-–>0 მოგვცემს (ამ ზღვარის არსებობის შემთხვევაში) 

#„(CX,V) ჟუნქციის კერძო წარმოებულს V ცელადით, ე.ი. გვექნება 

#7 – 
წთ » =Iი IX.» + 0V) I(X,V) = 97 = (= 9I(X,V) . 

4#»-–0 #ტ» ტა» –30 #ტV მ» ძ» 

ვინაიდან კერძო წარმოებულის განმარტება ფორმალურად 

ისეთივეა, როგორიც ერთი ცელადის ფუნქციის წარმოებულის 

განმარტება, ამიტომ თეორემები ერთი ცვლადის ფუნქციის 

წარმოებულების შესახებ მართებულია ორი ცვლადის ფუნქციის 

კერძო წარმოებულებისთეისაც. 

განვიხილოთ კონკრეტული მაგალითი ფუნქციის კერძო წა- 

რმოებულის მოძებნაზე. 

ვთქვათ, 2 = I(X,V) =--2.. ვიპოვოთ 2 ფუნქციის კერძო წარ- 
X+V 

მოებული X ცვლადით (2 ფუნქციის გამოსახულებაში V-ს ვგუ- 

ლისხმობთ მუდმივად) 

92 _ XX+XV)– XV _ _ » 
მX (X +V)? (X +V)? 

სრულიად ანალოგიურაღ, 

97 _ X(X+V)- XV _ __ X 

მე (+)  (X+X))?. 
თუ გვაინტერესებს კერძო წარმოებულის მნიშვნელობა რომე- 

ლიმე ფიქსირებულ წერტილში, ე.ი. არგუმენტების რაიმე კონკრე- 

ტული მნიშვნელობებისათვის, მაშინ მიღებულ კერძო წარმოე- 

ბულში ჩავსვამთ არგუმენტების მოცემულ მიშენელობებს და გა- 

მოვითვლით მიღებყლი რიცხვითი გამოსასულების მნიშვნელობას. 

2 

2 

ზემოთ მოცემული 2 ფუნქციის კერძო წარმოებულების მნიშევ- 

ნელობები (1,2) წერტილში იქნება: 

ძ7 _ 0L(I,2) _ 2? 4 
  

მს მ» 0+2)/ 9 ,



მაგალითი 6. 

I9.ჰ. პჰმრძ(/ე წარმ(/მბ "ლშუბი 

მ2 _ 9,2) I _1 
მ) მ  (I1+2)? “9. 

როგორც ადვილი დასანახია, ორი ცვლადის 7» = წ(X,V) 

ძ» მძ» 
ფუნქციის კერძო წარმოებულები 3X და 3» (მათ პირველი 

X , 

რიგის კერძო წარმოებულებსაც უწოდებენ) კვლავ ორი ცელა- 
დის ფუნქციებს წარმოადგენენ. ამ ფუნქციათა კერძო წარმო- 

ებულებს (თუკი ისინი არსებობენ), ჩX = წ(X,.V) ფუნქციის მეო- 
რე რიგის კერძო წარმოებულებს უწოდებენ. მათთვის სარგებ- 

ლობენ აღნიშვნებით: 

  

2 

მ « =L # = მ 22 – მეორე რიგის კერძო წარმოებული X-ით, 
მX მXLძ 

მძ?» ძმ ( ძჯ 
მყ? = (“ი = IX – მე“ირე რიგის კერძო წარმოებული V-ით, 

მძ?» „/V _„ _ 9| ძმ 
= =L 

9მ»X9X CV), »- მ» მX 
– მეორე რიგის შერეული 

ძმ?» =(- _// – მ / მ” 

მჯმ/ '”. »#» მXI მ» 

ჰერძო წარმოებულები. 

ანალოგიურად განიმარტება ჟუნქციის მესამე და უფრო მა- 

ღალი რიგის კერძო წარმოებულები. 

  

  

ვიპოვოთ 7 = I(X,V) =V/X? +V” ფუნქციის მეორე რიგის კერძო 

წარმოებულები. 

ჯერ ვიპოვოთ პირველი რიგის კერძო წარმოებულები: 

მ? _ 9 :V I _1 -1 მ (2 21- თ გე აბე იოშმფიიო 
2 _ XX. 
2-/X? +V? V/X? +V” 

ანალოგიურად მივიღებთ, რომ 

02 _ V 
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ლექცია I9. შრაბალ/ი ძილადის ყჰყნქცძა. //რი 0ძლაჯწს ყუნქმიVს ზ“ჰარი... 

ახლა ვიპოვოთ მეორე რიგის კერძო წარმოებულები: 

მ?2 _ მ(მ7)_ძ| +. | ძკ |! | 
მჯმ» მ9»LX) მXVI +?)  მVI „/X2 +? | · 

  

  

2» (9) მძ| » I 2 _ 
მჯმ/ მXL0V) მX ჯ? + V/? "წე /X? +? - 

CI --- >-5---%--, 
2 VI: +V?:I V/LX? +»?) 

    

  

ი?» _ მ. . _ მა ვ. 00-Xვე(/XL +). 

მჯ? მX Xჯ? +V?2 (/XL+X?). = 

Xჯ” +V” – X > 
_ X” +V” _ (ს? +V?)– ჯ? V? 

X” +V? (2 +V?) Xჯ” +V? (ჯ? +?) 
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ლექცია I9. პმრაძშალი ძალარდის ყთ»თნქძ0ია. (ყრი 0ილად/ს ყ7ნ2ქ0//ს წ%ILჰარი... 

19.1. >=-5X+3V+ 1 ფუნქციის გრაფიკი 

192. 

19.3. 

19.4. 

წარმოადგენ“ სიბრტყეს სივრ- 

ცეში. იპოვეთ ამ სიბრტყის გადა- 

სკეეთის წერტილები საკოორლი- 

სატო 0X. 0V და 07 ღერძებ- 

თახ. 

დაადგინეთ, ძევს თუ არა 

C = C(Xი,Vთ 7) წერტილი 
2=I(X,V) ფუნქციის გრაფიკზე: 

ა) C=C(0,1,4),7=2X”+V”+5; 
X# , 

ბ) C=C(0.0,0) 2=––>--; 
X +V- 

გ) C=C(I ,2,-3), 

7=/2X? +V? +3; 

დ) C=C(3,2, #3 –V2), 
I 

კ>დ 
“VX + /V 

წარმოადგენს თუ არა სფერო 

(ბირთვული ზედაპირი) რომე- 

ლიმე ფუნქციის გრაფიკს? პასუ- 

ხი დაასაბუთეთ. 

შეარჩიეთ ი პარამეტრის მნიშე- 

ხელობა ისეთსაირად, რომ წერ- 

ტილი C = C(Xი, Vი, 20) მოთავსე- 

ბული იყოს 7 = 1(X,») ფუნქციის 

გრაფიკზე: 

ა) C=C(1,2,2), 

7=?X”-ი“V+3; 

ბ) C=CV(I1.2.4). 

2=2 8“ X+V”-4ი. 

19.56. ვთქვათ, I(X,V) = X” +V? . იპო- 

256 

ვეთ: 

ა) I(0,9); 

პრაქტიჰ შლი საშარწჯხი შუაპბი: 

19.6. 

19.7. 

19.8. 

19.9. 

ბ) I(0,1); 

გ) (( 1,0); 

დ) # = #(X.V) წერტილიდან რო- 

მელ წერტილამდე მანძილს 

გამოსასავს ICX,V) ფუნქცია? 

რამდენი ცვლადის ფუნქციით გა- 

მოისახება სიბრტყის ნებისმიერ 

ორ წერტილს შორის მანძილი? 

სიბრტყის ნებისმიერი (X,V) წერ- 

ტილიდან რომელ წერტილამდე 
მანძილს გამოსახავს 

#(X,V) = "IX? + (წ/ +3)2 

ფუნქცია? 

გაარკეიეთ, კრებადია თუ არა 

წერტილთა მიმდეერობები: 

ა) C, =0,(1,ი?|, 
ი 

  ბ) M.=M-(V0,- +), 

გ, = Vი +2 -Vი ი? -I 

" · Vი +I-/ი “ი? +1 ” 

ი=1,2,...; ანიე) 
ი=I,2,.... 

  

გამოთვალეთ ზღერები: 

ა) Iთ ც»? – 2X2?V); 
X–I 
V3-!



2.,2 
XV 

ბ) თ >: 
უეს «? +V 

  

) თ XX+X +X+X. 

გ #50XV ++” +X+V” 
V<29 

._ 91ი0X 51იV 

დაი ყა“ 
VX529 

19.10. სსარგეილებს ამს. ი...) ყუსქ- 

ციას, არ შეიძლება ჰქონდეს 

ორი სხვადასხვა ზღეარი წერ- 

ტილში და დაასაბუთეთ, რომ 

  

X – V 
ნ ს 27= არა აქეს ფუნქცია X+ ქე 

ზღვარი (0,0) წერტილში. 

19.11. გამოთვალეთ ზბღვერები: 

ა) Mთ 9510XV . 
X-32 
V-5630 ” 

  

ბ) IIიე+5+ > 7 5§CIVI). 
X530 ჯ? 

„>: 

19.12. დაასაბუთეთ 2 = I (X,V) ფუნქცი- 

ის უწყვეტობა C = C(გ,ხ) წერ- 
ტილში: 

ა) 7=X+2XV+V“, C=C(1,0); 

ბ) 2=2X?-X”»+4, C=C(-1,2); 

2XV გ) 7= –, C=C(0,-1). 
ჯ» +ჯ 

19.13. დაადგინეთ, განიცდის თუ არა 

წყვეტას კოორდინატთა სათა- 

ვეში ფუნქცია 

–-» _, როცა (X,X)# (0,9), 
I(X,VX)=4X“ +V 

ს, როცა (X,»)=(0,0). 

პრაქტიძძული საყარX#%0ი შ(ჟმბძ 

19.14, იპოვეთ პირველი რიგის კერძო 

წარმოებულები და გამოთვალეთ 

მათი მნიშვნელობები მითითე- 

ბულ წერტილში: 
ა) წ(X,7)=X7?-?, (1,2); 
ბ) V(X,V)=XV-X”V +“, 

(1,-1); 

გ) ICX,V) =-/XV , (1,1); 

დ) I(X,V) =+/1+ XV , (0,1); 

ე) I(X,V) =6'7, (0,3); 
ვ) I(CX,X)= XXV 6”7, (1,1); 
ზ) ”(X,V)=XV6 ””, (1,1); 
თ) ”(X,V)= I02(X+2X), (1,0); 
ი) წ(X,V)= Iი(X”-V), (6,6). 

19.15. იპოვეთ IM · MV 

თუ: 

ა) წ(X,X)=X”»“; 
ჯ? 

ბ) I(X,V)=–_; 
V 

გ) წ(X,7)= 62” “17; 

დ) წ”(X,X)=6”””. 

” ” , LV და II 
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ლძძქძიია 2 / 
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ნახ. 20-22 
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ეთქვათ, C(98,ხ) არის სიბრტყის ნებისმიერი, ფიქსირებული 

C(2,ხ) წერტილის 0 მიდამო ეწოდება ყველა იმ წერ- 

ტილთა სიმრავლეს, რომლებიც C(4,ხ)წერტილიდან და- 

შორებული არიან C-ზე ნაკლები მანძილით. 

ვთქვათ, C (მ,ხ) წერტილი ეკუთენის 7 = ”(X,7) ფუნქციის 
განსაზღვრის არეს. 

ვიტყვით, რომ C(ი,ხ) არის X»= I(X,X) ფუნქციის ლო- 

კალური მაქსიმუმის (ლოკალური მინიმუმის) წერტილი, 

თუ არსებობს ამ წერტილის ისეთი ბ მიდამო, რომ ამ მიდა- 

მოს ყოველი (X,») წერტილისათვის სრულდება უტოლობა 

I(2,ხ)> I(X,X) (I(2,ხ) <= I(X,X)). 

I(2,ხ)ს ეწოდება ლოკალური მაქსიმუმი 

(ლოკალური მინიმუმი). შესაბამისი აღნიშენაა 

I0C ი12X I(X.V) (ჰ10ლIიIი I(X,V), ლოკალური 

მაქსიმუმისა და ლოკალური მინიმუმის წერ- 

ტილებს ლოკალური ექსტრემუმის წერტილე- 
ბი ეწოდება, ხოლო ლოკალურ მაქსიმუმებსა 

და ლოკალურ მინიმუმებს – ლოკალური ექს- 

ტრემუმები. 

ნახ. 20.1 და ნახ. 20.2-ზე გამოსახულია შესაბა- 

მისაღ ლოკალური მაქსიმუმისა და ლოკალური მი- 

ნიმუმის შემთხვევები. 

ვთქეათ, 1 (X,X) ფუნქციას (მ2,ხ) წერტილში 
აქეს ლოკალური მაქსიმუმი, მაშინ ერთი ცვლა- 

დის წ(X,ჩხ) ფუნქციას ჯ=2 წერტილში აქვს ლო- 

კალური მაქსიმუმი და L”(9, ხ)=0 . ანალოგიურად



მაგალითად, 

20.) (/(რი 0ძლადის ყ»ნქცძის ეძსტრმმუმი 

გვექნება L(9,ხ)=0. ადვილი დასანახია, რომ ეს ტოლობები 

პალაშია ხმ შეთხთვევაშიც, როცა (2,ხ) წარმოადგენს I (X,V) 

ფუნქციის ლოკალური მინიმუმის წერტილს. 

ამრიგად, თუ 7ჯ=LI(X,V) ფუნქციას გააჩნია პირველი 

რიგის კერძო წარმოებულები და (მ,ხ) არის ამ ფუნქციის 

ლოკალური ექსტრემუმის წერტილი, მაშინ პირველი რი- 

გის კერძო წარმოებულების მნიშვნელობები ამ წერტილ- 
ში ნულის ტოლია: 

I” (2,ხ) =0, 
(7(8,ხ) =0. ს 

ჩამოყალიბებული დებულება ორი ცვლადის ფუნქციის ლო- 

კალური ექსტრემუმის არსებობის აუცილებელი პირობის სახ- 

ელწოდებითაა ცნობილი. მას დიდი გამოყენება აქვს ორი 

ცელადის ფუჩქციის ექსტრემუმის მოძებნის ამოცანებში. 

C(2,ხ) წერტილს, რომლის კოორდინატებიც (1) სის- 

ტემას აკმაყოფილებენ, ეწოდება წ(X,V) ფუნქციის სტაცი- 
ონარული წერტილი. 

შევნიშნოთ, რომ უწყვეტ ფუნქციას ექსტრემუმი შეიძლება 

ჰქონდეს აგრეთვე იმ წერტილშიც, რომელშიც კერძო წარმოე- 

ბულები არ არსებობენ. 

ყეელა იმ წერტილის ერთობლიობას, რომლებშიც 

”(X,») ფუნქციის პირველი რიგის კერძო წარმოებულები 

ნულის ტოლია ან არ არსებობს, კრიტიკული წერტილები 

ეწოდება. 
შევნიშნოთ, რომ (1) პირობები არ არის საკმარისი ფუნქ- 

ციის ექსტრემუმის არსებობისათვის. 

7=XV ფუნქციას (0,0) წერტილში აქვს კერძო წარმოებულები, 

რომლებიც სულის ტოლია, მაგრამ ამ წერტილში ფუნქციას 

არა აქვს ექსტრემუმი. ფუნქცია დადებითია CXV სიბრტყის I 

და III მეოთხედში და უარყოფითია I და IV მეოთხედში, 

ლოკალური ექსტრემუმის არსებობის აუცილებელი პირო- 

ბის თანახმად, ფუნქციის ლოკალური ექსტრემუმის წერტილები 

ამ ფუნქციის კრიტიკულ წერტილებს შორის უნდა ვეძებოთ. 

ბუნებრივად ისმის კითხეა: როგორ დავადგინოთ, წარმოად- 

გენს თუ არა ესა თუ ის კრიტიკული წერტილი ფუნქციის ლო- 

კალური ექსტრემუმის წერტილს, ანუ რაში მდგომარეობს ლო- 

კალური ექსტრემუმის არსებობის საკმარისი პირობა? 
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მაგალითი L 

დასმულ კითხვაზე პასუხს იძლევა შემდეგი თეორემა (ორი 

ცვლადის ფუნქციის ლოკალური ექხსტრემუმის არსებობის სა»+ 

მარიხი პირობა). 

ვთქვათ, #ჯ= I(X,V) ფუნქციას აქვს პირველი და მეორე 

რიგის კერძო წარმოებულები, (2,ხ) წარმოადგენს IL (X,X») 

ფუნქციის სტაციონარულ წერტილს და აგრეთვე 

VV(8,ხ) = ” (9,ხ)L” (9,ხ)–((/ (9,ხ))>0, დ) 

მაშინ ამ წერტილში ფუნქციას აქვს ლოკალური ექსტრემუ- 

მი, სახელდობრ, ფუნქციას (2,ხ) წერტილში აქვს ლოკალუ- 

რი მაქსიმუმი, თუ ამ წერტილში L” (8,ხ)<0, ხოლო აქვს 

ლოკალური მინიმუმი, თუ LI” (2,ხ)>0. თუ VV(8,ხ) <0, მა- 

შინ ”(X,») ფუნქციას არა აქვს ლოკალური ექსტრემუმი 

(2,ხ) წერტილში. თუ VV(2,ხ)=0, მაშინ გვაქვს საეჭვო 

შემთხვევა და საჭიროა დამატებითი გამოკვლევა იმის 

დასადგენად, აქვს თუ არა I(X,V) ფუნქციას ლოკალური 

ექსტრემუმი (2,ხ) წერტილში. 
VV(C2,ხ)-ს ეწოდება I(X,»X) ფუნქციის დისკრიმინანტი 

(2,ხ) წერტილში. 

მოყეანილი თეორემა გამოვიყენოთ, 27= L (X,V) =2X+8V-X7?-2V?2 

ფუნქციისათვის ექსტრემუმის საკითხის გამოსაკვლევად. ამ ფუნ- 

ქციისათვის ექსტრემუმის არსებობის აუცილებელი პირობაა, 

რომ ადგილი ჰქონდეს ტოლობებს: 

II(X,V)=2 –2X =0, 

IVI(CX,X)=8 – 4V =0. 

მიღებული სისტემის ამოხსნა გვაძლევს ერთადერთ კრიტი- 

კულ წერტილს C=C(1,2). გამოვთვალოთ ფუნქციის დისკრი- 

მინანტი ამ წერტილში, გვაქვს: 

(" (0I,2)=-2, ჩM(I2)=-4, წჩ40I,2) =0, 
» 

საიდანაც VV(C1,2)= (-2)(-4)-0 2=8>0. ამრიგად, ფუნქციას აქვს 

ლოკალური ექსტრემუმი. რადგანაც (” (I,21<0, ამიტომ (1,2) 

წერტილში ფუნქციას აქეს მაქსიმუმი 

IიC ოთ 8X წ(X,V)=I(1,2)=9.



20.2. პძრ(შბითს მქსტრპმფშში 

20,2. პირ(იუბიმ0 მქსტრშმ შმი 

პრაქტიკაში სშირად გვხვდება ამოცანები რომლებშიც 

საჭიროა მოიძებნოს ფუნქციის ექსტრემუმი ისეთ სიტუაციაში, 

როდესაც არგუმენტები აკმაყოფილებენ რაიმე დამატებით პი- 
რობებს. საილუსტრაციოდ განვიხილოთ კონკრეტული შემთხ- 

ვევა. ვთქვათ, ფარმაცევტული ფირმა აწარმოებს ორი – # და 8 

სახის წამალს. 1 კგ # სახის წამლის რეალიზაციით მიღებული 

მოგებაა 4 დოლარი, ხოლო 8 სახის წამლით – 6 დოლარი. # და 

ც სასის წამლებზე მოთხოვნის ერთმანეთთან დამოკიდებულება 

მოიცემა შემდეგი განტოლებით 

X”2+V?+2X+4V-4=0, (1) 

სადაც X და V არის, შესაბამისად, # და 8 სახის წამლების რა- 

ოდენობა კილოგრამებში. 

ფირმას სურს დაადგინოს, თუ # და 8 სახის წამლების რა 

რაოდენობა (გამოსატული კილოგრამებში) უნდა გამოუშვას 

მაქსიმალური მოგების მიზნით. ამ ეკონომიკურ ამოცანას ბუ- 

ნებრივად მიეყავართ შემდეგ მათემატიკურ ამოცანაზე. 

მაგალითი 2. ვიპოვოთ 

ხ(X,V)=4X+6Xჯ 

მოგების ფუნქციის მაქსიმუმი იმ პირობით, რომ X და V აკმა- 

ყოფილებდხნენ (3) განტოლებას. მოკლედ ამ ამოცანას ასეთნა- 

ირად ჩაწერენ: 

| ჯიმX (XV), რ 

X? +V? +2X+4V –4=0. 

(4) სახის ამოცანების განხილვას მივყავართ ე.წ. ჰირობითი 

ყყხტრემუმის! ამოცანებამდე. 

ვთქვათ, მოსაძებნია #= წ (X,X) ფუნქციის ექსტრემუმი, რო- 

დესაც დამოუკიდებელი ცვლადები ერთმანეთთან დაკავშირე- 

ბულია შემდეგი განტოლებით 

8(X,X»)=0. (C) 

ამ ამოცანის ჩაწერის ფორმა ასეთია: 

ბXLICX.V), | (X,V) რ 
დ(X,V) = 0. 
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20.ყ#. ლაზრანშძხს მამრაბლთა მეთოდი 

მაგალითი 3. ნათქვამის საილუსტრაციოდ ვიპოეოთ 27=X+2V ფუნქციის 

ექსტრემუმი X2+V2= 5 პირობით (ბმის განტოლება). 
შევადგინოთ ლაგრაწნჟის ფუნქცია 

L (X,V,»)=X+2V+2.X7+2.V/7-52,, 

შესაბამისად (8) სისტემას ექნება სახე: 

L” (X, V,X) =1+22.X =0, 

LI.(X,+».X) = 2+2#V =0, 

LI(X,X#,X) = X” +V?” –5=0, 

რომელსაც გააჩნია ორი ამონახსნი C L-2.1| და ს2-.|. 

რადგანაც 8, (X,X) = 2X, 8),(X,X/) = 2V,L%,(X.X/) = 2 LM, (X,X) =27 

და L", (XV) =0, გვექნება 

VVCX, V,1) =4X” -22 +4V? ·2 = 82.(X? + V?). 

1 1 
რადგანაც V- ს-2:| = 82 +4)=20>0, წერტილი (-I,-2) 

არის პირობითი მინიმუმის წერტილი და 

თIიI”I(X,»V)=წ(-I,-2)=-1+2·-(-2)=-5. 

ანალოგიურად, MI2- 5 =8 L 1 ((+4)=-20<0 და 

ამდენად, (12) პირობითი მაქსიმუმის წერტილია, ამასთან 

II მXწ(X.V)=I(I.21)=I+2-2=5. 

შევნიშნოთ რომ, ზოგჯერ ბმის წ(X,V)=0 განტოლება ისე- 

თია, რომ ამ განტოლებიდან შესაძლებელია ერთ-ერთი ცელა- 

დის, მაგალითად, V-ის განსაზღერა: V = დ (X). თუ ჩავსვამთ ამ 

მნიშვნელობას განსახილველ #»= I (X,») ფუნქციაში, მივიღებთ 

ერთი ცვლადის »X=I (X,თდ(X)) ფუნქციას. ამრიგად, ასეთ შემ- 

სხყევაშს პირობითი ექსტრემუმის ამოცანა დაიყვანება ჩვეუ- 

ლებრივი ექსტრემუმის ამოცანაზე ერთი ცელადის ფუნქციი- 

სათვის. 
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მქ0ია 2ძ. (/რ/ 0აI')”ს ყთნქ0ის პქსორჰძუში, პ(!რ(ჟბი ი)! პძქსტრძძშში. “”აგრანყის... 

#ავალებპბა 

შეამოწმეთ თეორიული მასალის ცოდნა შემდეგი კითხვების საშუალებით: 
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· რას ეწოდება C (გ.ხ) წერტილის 9 მიღამო? 

· განსაზღვრეთ I(X,V) ფუნქციის ლოკალური მინიმუმისა და 

ლოკალური მაქსიმუმის წერტილები. 

. რას ეწოდება წ(X,V) ფუნქციის სტაციონარული წერტილი? 

კრიტიკული წერტილი? 

· რაში მდგომარეობს ორი ცელადის ფუნქციის ლოკალური 
ექსტრემუმის არსებობის აუცილებელი პირობა? 

„ ამოწერეთ I(X,V) ფუნქციის დისკრიმინანტი (მ,ხ) წერტილში. 

· ჩამოაყალიბეთ ორი ცვლადის ფუნქციის ლოკალური ექსტრე- 

მუმის არსებობის საკმარისი პირობა. 

. ამოწერეთ განტოლებათა სისტემა, რომელიც წარმოადგენს 

პირობითი ექსტრემუმის არსებობის აუცილებელ პირობას. 

· რას უწოდებენ პირობითი ექსტრემუმის სტაციონარულ წერ- 

ტილს ბმის 9(X,V)=0 განტოლების მიმართ? 

.· რა შემთხვევაში აქვს I(X,») ფუნქციას პირობითი მაქსიმუმი 

პირობითი (მინიმუმი) (2,ხ) წერტილში?



ლექცია 20. (რი ძძლადის წVჰყნქ0იძს მქსრტრძმშში. პძრ(უბითი მქსტრმმშშძ, (–ამრანშის... 

20.1. 

20.2. 

20.3. 

20.4. 

დაადგინეთ, ეკუთვნის თუ არა 

M=M(Xი,»/0) წერტილი C=CX(მ,ხ) 

წერტილის § მიდამოს: 

ა) M=M(-L,3), C=C(0,1) 
და 8=1; 

ჯ) V - M( V2 .V3). 
C=C(V#3.V3) და 8=0,5. 

იპოვეთ 8-ს მაქსიმალური მნიშ- 

ენელობა, რომლისთვისაც წერ- 

ტილი (2,5) არ ეკუთენის (-1-2) 

წერტილის 8 მიდამოს. 

მოცემულ. ფუსქციათა 

კრიტიკული წერტილები: 

ა) 7=(X-1)?+2V7?; 

სჰოვეთ 

ბ) 7=Xჯ ?+XV+V ”-2 X-V; 

გ) 7ჯ=ჯ“ +V“ -2X?+4XV-2V7; 

- 4 

დ) 2- XაVI.-X-. ა 

გამოთვალეთ წ(X,V) ფუნქციის 

დისკრიმინანტი C= C (გ,ხ) წერ- 

ტილში: 

ა) ”(X,X)=X”+#“+5, 
C=C(0,0); 

ბ) (CX,7) ==+”, C=C(1,1); 
V MX 

გ) (ლა) =<+-ი/, C=C(I.3); 
V / 

დ) ”(X,7)=6"'M(X7-2V2), 
C=C(I,0). 

პრაქტიჰ ული საშარX%0ი შოუპბი: 

20.5. იპოვეთ შემდეგ ფუნქციათა ლო- 

კალური ექსტრემუმები: 

ა) ((X,V)=5+4X+6V –X”?-3V7; 

ბ) (CX,V)=2X2+XV+2V7; 

გ) I(X,V)=X2+V7?-3X-4V+7; 

დ) I(X,#)=XV(X-»)+V ” - 4), 

20.6. როგორი უნდა იყოს V მოცულო- 

ბის მქონე მართკუთხა აუზის 

განზომილებები (აუზის სიღრმე, 

ფსკერის სიგრძე და ფსკერის 

სიგანე), რომ მის მოსაპირკეთე- 

ბლად დაიხარჯოს უმცირესი რა- 

ოდენობის მასალა? 

20.7. ლაგრანჟის მამრავლთა მეთო- 

დის გამოყენებით იპოეეთ პირო- 

ბითი ექსტრემუმები: 

; 2 ე? ა) თით +V“), 

X+V =4; 

ბ) M0მX(–X? + XV – 4V?), 

X+V=-4,; 

იიIი(2X? + XV + V” + X), 

ბ 2X+V-3=0, 

ჯიგ2X-2X7 +XV-V” +3X+V), 

2X +3V+11=0. 

20.8. რა მაქსიმალური ფართობი შეი- 

ძლება შემოისაზღვროს ს პერი- 

მეტრის მქონე მართკუთხედით? 

განსაზღვრეთ ამ მართკუთხე- 

დის გვერდები. 
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ლქქყძია 20. (4რი 0ალა“ის %თნქ0ი/ს პქსტრპძუმი. პირიბითი მქსტრძმთში. ლაზრან შის... 

20.9. 20.7. ა) სავარჯიშოში მოცემული 

პირობითი ექსტრემუმის ამოცა- 

ნა დაიყვანეთ ერთი ცვლადის 

ფუნქციის ექსტრემუმის ამოცა- 
ნაზე. 

20.10. ვთქვათ, ფარმაცევტული ფირმა 
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აწარმოებს ორი – # და 8 სა- 

სის წამალს, 1 კგ # სახის წამ- 
ლის რეალიზაციით მიღებული 

მოგებაა 3 დოლარი, ხოლო 8 

სახის წამლით – 4 დოლარი. # 

და 8 სახის წამლებზე მოთხოე- 

ხის ერთმანეთთან დამოკიდე- 

ბულება მოიცემა შემდეგი გან- 

ტოლებით X”+/?-1=0, სადაც X 

და » არის, შესაბამისად, # და 

8 სახის წამლების რაოდენობა 

კილოგრამებში. # და 8 სახის 

წამლების რა რაოდენობა უნდა 

გამოუშეას ფირმამ მაქსიმალუ- 

რი მოგების მიზნით? 

20.11. ვთქვათ, სარეკლამო სააგენტო 

ტ სახის რეკლამის დასამზადე- 

ბლად სარჯავს 25 დოლარს, 

ხოლო 8 სასის რეკლამაზე – 36 

დოლარს. #4 და 8 სახის რეკ- 

ლამებზე მოთხოვნის ერთმანე- 
თთან დამოკიდებულება მოიცე- 

მა განტოლებით XV-900=0, სა- 

დაც X და V არის, შესაბამისად, 

4) და 8 სახის რეკლამების რა- 

ოდენობა, #ტ და 8 სახის რეკ- 

ლამების რა რაოდენობა უნდა 

აწარმოოს სააგენტომ მინიმა- 

ლური ხარჯის მიზნით?



ნ, ძიისმები და ამოძანები გამეორიბისათვის ილექციები 17-20) 

L.1. 

ს.2. 

L.3. 

40 მეტრი სიგრძის მავთული 

უნდა შემოავლონ ყვავილნარს, 
რომელსაც წრის სექტორის 

ფორმა უნდა ჰქონდეს. როგორი 

რადიუსისათვის ექნება ყვავილ- 

ნარს უდიდესი ფართობი? 

მჯინარის გასწვრივ უნდა შემო- 

იღობოს მართკუთხედის ფორ- 

მის მიწის ნაკვეთი. როგორი 
ზომები უნდა ჰქონდეს ამ მართ- 

კუთხედს, რომ მისი ფართობი 

იყოს უდიდესიი თუ ღობის 
სიგრძე 200 მეტრია, ხოლო მი- 

წის საკვეთხსხ საში მსრიდასაა 

შემოღობილი? 

უნდა დამზადდეს 72 სმ მოცუ- 

ლობის სახურავიანი ყუთი, რო- 

მლის ფუძის (მართკუთხედის) 

გეერდები ისე შეეფარდება ერ- 
თმანეთს, როგორც 12. რა 

ბომებსს უსდა იყოს ყუთი, რომ 

მის დამზადებაზე დაიხარჯოს 

მასალის უმცირესი რაოდენობა? 

ხს.4. ცილინდრული ფორმის უსახურა- 

L.5. 

ვო კასრი Vლ წყალს იტევს. რო- 

გორი ზომები ექნება კასრს, რო- 
მელსაც ზედაპირის 

ფარიიბის აქვს? 

უმცირესი 

ფანჯარა მართკუთხოვანი და 

ნახევარწრის ფორმის ორი ნა- 

წილისაგანაა დამზადებული (მა- 
რთკუთხოვანზე დადგმულია ნა- 

ხევარწრის ფორმის მქონე ნა- 

წილი). მოცემული L პერიმეტრი- 

სათვის შეარჩიეთ ფანჯრის ზო- 

მები ისე, რომ ფანჯარამ „გაა- 

ტაროს ყველაზე მეტი სინათლე“. 

L.6. 

L.7. 

L.8. 

მოძებნეთ ფუნქციის ექსტრემუ- 
მის წერტილები: 

ა) (CC) =1+X(200 –X); 

ბ) (00)=%2+2, 
X 

გ) ICX)= 2X?” +1%; 

2 

დ) (60 =-- +XC –%X-2X). 

იპოვეთ ამოზნექილობისა და ჩა- 
ზჩექილობის შუალედები და გა- 

დაღუნვის წერტილები: 

ა) V=X+2X“; 

1 
ბ) XI=––>; 

გ) X=VX+2; 

დ) X=3X” – 5X" +3X–2, 

იპოვეთ ფუნქციათა გრაფიკების 

ასიმპტოტები: 

ა) (X)=--+--, 
(X-2) 

ბ) X)=–-–=.. . 

X -–-4X+3 

X? 
  გ) I(X) = –-, 2 
X 

3 

დ) MX)=–>   
X? + 

2 

ე) /0ე=-+-XL; 5 

X” –I 

  

ვ) წ6) = 29%, 
X 
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/ ძიMIსამბი დ) აძ(/0ანმბი ბაძჰ//რებისაი!აV/ს (ლ'ქქც/შძბ/ 17-20) 

L.9. გამოიკვლიეთ ფუნქციები და ააგეთ 

მათი გრაფიკები: 

2 X 
ა) XV=- ––, 

1+Xჯ 
- 

ბ) V= ბ. 

VX I –I 

L.10. მოცემულია სამკუთხედის ჰერი- 

მეტრი 2ჩ. გამოსახეთ სამკუთხე- 

დის 5 ფართობი, როგორც მისი 

ორი X და V გვერდის ფუნქცია. 

ხ.11. გამსსასეთ კონუსის V მოცულო- 

ბა, როგორც მისი X მსახველისა 

და ფუძის V რადიუსის ფუნქცია. 

L.12. გამოსახეთ წესიერი ოთხკუთხა 

პირამიდის V მოცულობა, რო- 

გორც მისი X სიმაღლისა და V 

გვერდითი წიბოს ფუნქცია. 

  

X 
  L.13. ვთქვათ, ჩM(X,X») = . აჩვენეთ, 

» ჯX– 

რომ L(გ,ხ)+L(ხ,2)=1. 

L.14. იპოვეთ შემდეგი ზღვრები: 

ა) წთ <-XXVX4«, 
”–"' > 

V-–0 7 

. I9M(X+67) ბ) II) =++---7, 
02% /»? +)? 

X? +V? 
გ) სთ -======–; 
3 /X? +V7+1-1 

V/X? +(/=2)7+1–I 
დ) ოთ 

Xჯ? +(V–-2)? X-0 
VX52 

#.15. იპოვეთ პირველი რიგის კერძო 

წარმოებულები: 

ა) »X=X“ +V2? +3X23V – 2XV2 +3; 
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L.16. 

#.17. 

ბ) 7=X751)ი“ V; 

  7= ; 
გ) X+2V 

დ) »=Iი(X? +V?); 

ე) 2=C 7; 

ვ) 7=5Iი =ო · 

იპოვეთ შემდეგი ფუნქციების ლო- 

კალური ექსტრემუმები: 
ა) 7=1+6X-–X” – XV –V?; 

ბ) X=X” +V” +3XV; 

გ) 7=X” +3XV – 17X –12V ; 

დ) X=X? – XV+V? –3X-2V+2; 

ე) 7=X” +V2? –3XV+10 ; 

ვ) #=6?(X+V?). 

იპოვეთ 7=LLCX,V) ფუნქციის ექსტ- 

რემუმი, როდესაც დამოუკიდებე- 

ლი ცვლადები ერთმანეთთან და- 

კავშირებულია 9%(X,V)=0 განტო- 

ლებით: 

ა) IX,V) = XV, 8(X,X/) = X+V-1; 

ბ) I(X,X)=X? +V“, 

XX. X,V)=–-+<--I1; 9(X, V) 2.3 

გ) 2=X+2V, 

თ(X,V)=X?+V? <5; 

LI 
––_ 

დ) 7=6” 7 , (X,V)=X+V–2.



ლშქძ0ია 2 / 

პირველადი ფუნქცია. 
განუსაჯღჭრელი ინტეგრალის თვისებები 

2/.,, პმრმპძლა#ი შშნქძია 

განსაზღვრება. 

მაგალითად, 

ფუნქციის დინამიკის გამოკვლევასთან დაკავშირებული კონ- 
კრეტული ამოცანების ამოხსნისას ჩვენ არაერთგზის მოგეიხდა 
გაწარმოების ოპერაციის ჩატარება, რაც მოცემული ფუნქციის 

მიხედვით მისი წარმოებულის მოძებნას გულისხმობს. ეკონო- 

მიკური თეორიის მათემატიკურ მოდელებში ხშირად გეხვდება 

ისეთი ამოცანები, რომელთა ამოხსნა გაწარმოების შებრუნე- 

ბული ოპერაციის ჩატარებას მოითხოეს. 

რიცხვით შუალედზე განსაზღვრული I(X) ფუნქციის პირ- 

ველადი ფუნქცია ანუ ინტეგრალი ეწოდება ისეთ L (X) 

ფუნქციას, რომლის წარმოებული I(X) ფუნქციის ტოლია: 

LI(X) = IX). 
510 X ფუნქციის პირველადი ფუნქციაა –005X». 

მოცემული ფუნქციის პირველადი ფუნქციის ანუ ინტე- 

გრალის მოძებნას ფუნქციის ინტეგრება ეწოდება. 

ინტეგრება წარმოადგენს გაწარმოების შებრუნებულ ოპე- 

რაციას. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ, თუ წ(X) ფუნქციას აქეს ერთი 

პირველადი ფუნქცია, მაშინ მას ექნება უამრავი პირველადი 

ფუნქცია. კერძოდ, თუ X#(CX) არის I(CX) ფუნქციის რაიმე პირ- 

ველადი ფუნქცია, მაშინ ML(CX) + C. სადაც C ნებისმიერი მუდმი- 

ვია, აგრეთვე წარმოადგენს I(X) ფუნქციის პირველად ფუნქციას. 

მართლაც, თუ L(X) არის I (X) ფუნქციის პირველადი ფუნქ- 

ცია, ე.ი., თუ 

XIX) =ICX), 
მაშინ 

(ICX)+ C1”= L”(X) = წ(X). 

ცხობილია, რომ ერთი და იმავე ფუნქციის ორ ნებისმიერ 

პირველად ფუნქციათა შორის სხვაობა მუდმივია, ამიტომ 

XI(CX)+C გამოსახულება მოგვცემს ”(X) ფუნქციის ყველა პი- 
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ილყძქძი9ა 2, პირაპ“აCV ყშთნძქცია. პან თსაზსპრძლი /ნტძბრალის იIა//სპბშბი 

თეორემა 1. 

რველადთა სიმრავლეს, როცა C გაირბენს ყველა ნამდვილი 

რიცხვის სიმრავლეს. ამრიგად, ICX)+C გამოსახულება არის 

I(X) ფუნქციის პირველადი ფუნქციის ზოგადი სახე. 

მოცემული I(X) ფუნქციის რაიმე პირველადი ფუნქცი- 

ისა და ნებისმიერი C მუდმივის MCX)+C ჯამს ეწოდება 

I(X) ფუნქციის განუსაზღვრელი ინტეგრალი და ასე აღი- 

ნიშნება 

II6იძ»= წ00+C. 8). 

ეს ტოლობა შემდეგნაირად იკითხება: განუსაზღვრელი ინ- 

ტეგრალი I(X)ძX-დან ტოლია ML(CX) პლუს ნებისმიერი მუდ- 

მივი C. 

(I) ტოლობაში ILX)-ს ინგეგრალეყემა ჟუნქციას, I(X)ძ0X-ს ინ- 

ტეგრალქვემა გამოსახულებას, ხოლო I სიმბოლოს ინტეგრა- 

ლის ნიმანს უწოდებენ. 

ისმის კითსვა: არსებობს თუ არა |2,ხI სეგმენტზე განსაზ- 

ღერული უწყვეტი IX) ფუნქციის პირეელადი ფუნქცია? პასუხს 
ამ კიოთხეაზე გეაძლეევს 

სეგმენტზე განსაზღვრულ ყოველ უწყვეტ ფუნქციას აქვს 
პირველადი ფუნქცია. 

თუ I(X) ფუნქციას აქვს პირველადი ფუნქცია, მაშინ ამბო- 

ბენ, რომ წ(X) ინტეგრებადი ფუნქციაა. 

2/.2. ბან შსაზწომრშოი ინტშბრალის მ)შისშბშბი 

270 

განუსაზღვრელი ინტეგრალის განმარტებიდან უშუალოდ 

გამომდინარეობს, რომ: 

ა) განუსაზღვრელი ინტეგრალის წარმოებული ინტეგ- 

რალქვემა ფუნქციის ტოლია 

(((CძX/ = ((CX); 

ბ) განუსაზღვრელი ინტეგრალი რაიმე ფუნქციის წარ- 

მოებულიდან უდრის ამ ფუნქციისა და ნებისმიერი მუდ- 

მივის ჯამს 

|Cიეძ»=VC60 +C;



2,2. მანყსაV%IIჭრძლი ინტმეზრალის თჰძისიებები 

გ) მუდმივი მამრავლი შეგვიძლია გავიტანოთ ინტეგ- 

რალის ნიშნის გარეთ 

|4ტ/ციძ» =4# IICთუეძX, # =0009%L; 

დ) განუსაზღვრელი ინტეგრალი ორი ფუნქციის ალგე- 

ბრული ჯამიდან უდრის მოცემული ფუნქციებიდან ინტე- 
გრალების ალგებრულ ჯამს 

IIი + თ(X)| ძX = II0იძX + |დ(ი)ძX , 

ეს უკანასკნელი თვისება სამართლიანია აგრეთეე შესაკრე- 

ბთა ნებისმიერი სასრული რაოდენობისათვის. 

ადვილი შესამოწმებელია აგრეთვე შემდეგი ტოლობების 

მართებულობა: 
თ+1! 

  IX%4X= ჯ +C, თX>-I, თს; 
თ+1 

ძ |-==1IიIX+C; 
X 

  |გ"9X= 1 +C, 2>0,2>X1; 
Iი2 

|§'ძ» =06'+C; 

I§9I0იX9X= – Cი5X +C; 

|ი05X9X =§510X+ C; 

  I 4 =%(-2X+C; 
005“ X 

  I 9» =-0I0X+ C. 
§II  X 

აღნიშნული ფორმულების მართებულობის შესამოწმებლად 

საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ მარჯეენა მხარეში მდგომი ფუნ- 

ქციების წარმოებულები მარცხენა მხარის ინტეგრალქვემა 

ფუნქციების ტოლია. ეს კი უშუალოდ ელემენტარული ფუხქცი- 
ების გაწარმოების ჩვენთვის ცნობილი ფორმულებიდან გა- 

მომდინარეობს. 
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ლჰქთიია 2/ პირაძლაჯ/ წVჰნქ0ია. ბანთხსაზოარძშლი ინტძბრალის ი)ა(//სძბუბ/ 

მაგალითად, 

272 

ახლა გავეცნოთ განუსაზღვრელი ინტეგრალის გამოთელის 

ნაწილობითი ინტეგრების სერხს. Lს=VILCX) და V=V(»X) 

ფუნქციათა ნამრავლის გაწარმოების წესის თანახმად გვაქვს 

(0იV)=VV+VV”, 

ასუ 

V”V =(ს V)”-ხ V”. 

ამ ტოლობის ინტეგრებით მივიღებთ 

I0IVძ»= |I(0V)”ძ» – |VV 0» , 

საიდანაც გეექნება 

I0”VძX= VV – IV” 0ძ». თ) 

ამ ტოლობას ეწოდება ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულა. 

მისი გამოყენებით ერთი განუსაზღვრელი ინტეგრალის გა- 

მოთელა დაიყვანება მეორე განუსაზღვრელი ინტეგრალის გა- 

მოთვლაზე, რომელიც შეიძლება უფრო მარტივი აღმოჩნდეს, 

ვიჯრე პირველი. 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ სძX=40V და V ძX=ძV, 
ფორმულა (2) შემდეგი სახით შეიძლება გადაიწეროს 

IVძ4ს =VV – | ციV. 

გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

Iაი”ძ» · 

შემოვიღოთ აღნიშვნები: LI (X)= X, V ”(X01= 6". ცხადია, რომ 

V”(X)= 1 და V(X)= 6”, თუ გამოვიყენებთ ნაწილობითი ინტე- 

გრების (2) ფორმულას, მივიღებთ 

IX6"ძ» = IXCC" )”ძX = X6”– CC)/6”ძX = 

= X6"- |C”ძ» =X6” –6” +C. 

თუ ჩვენთვის ცნობილია IV (X) ფუნქციის პირველადი # (X) 

ფუნქცია, მაშინ IIC6X+ ხ)ძX ტიპის ინტეგრალის გამოთვლის 

საშუალებას გვაძლევს შემდეგი



2/.2, ზან თსასთჭრელძ”ძ ძნტმგრალის თIVსსპბები 

თეორემა 2. (ჩასმის ხერხი). თუ |I(X)0X= XC0+C, მაშინ 

1 
II6X+ხ)ძა=– M6X+0)+C, 

2 

სადაც 9 და ხ ნებისმიერი მუდმივებია და 2#0. 

დამტკიცება რთული ფუნქციის გაწარმოების წესის გამოყენებით ვღებუ- 

ლობთ, რომ 

გირი ხ). = _ სიდა +ხ)L = სიდა +ხ):9 = I(9X+Vხ). 

1 
ეს კი იმას ნიშნავს, რომ –MV(C9X + ხ) არის წ(3X+ხ) ფუნქცი- 

2 

ის პირველადი ფუნქცია და მაშასადამე, 

1 II6X+ ხ)ძX=–M#(2X+ხ)+C. 
2? 

ამ თეორემიდან გამომდინარეობს შემდეგ ტოლობათა 

სამართლიანობა: 

1 (9X+ხ)“'' 
I(8X+ხ)“ძX= ---+C თ-ს, 

2 CV 

  I 1 ძX=4Iი|5X+ხI+C; 
2X+ ხ მ 

(ა ძX = 1 გოის C . 

2 

მოვიყეანოთ კონკრეტული 

5 5 
100X+3) ,ც-(02X+3) , დღ, 
2 5 10 

3 მაგალითები: ა) I(2» +3)“ძX = 

  

1 1 
ძX=--Iი 5-8XI+C;: 

ბ) L- # 8 ! 

გ) (იX-2ძჯ =16-%%+C. 
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ლძქძყია 2! პირაპპლა«L/ ყშძნქ0/ია. ბანუსაზააჰრპძლი /ნტპპარალის 0)სVსპბაბ/ 

ზოგიერთი ინტეგრალქეეშა ფუნქცია წარმოადგესს წილადს, 

რომლის მრიცხველი მნიშენელის წარმოებულის ტოლია. ასეთ 

შემთხვევაში ამბობენ, რომ გამოსათვლელია განუსაზღვრელი 

ინტეგრალი ლოგარითმული წარმოებულიდან. 

ჩეეჩთეის ცნობილია. რომ 

L”(X) 
(090 

განუსაზღვრელი ინტეგრალის განმარტების თანახმად, როცა 

I(X)> 0 გეექნება 

(3:63) C   

  

(20, 
(ცი ძX=Iი9I(X)+C. 

იმ შემთხვევაში, როცა I (X)<0, ფორმულას ექნება სახე 

  

LC). _ MC ძX =1ი I(X)I+C. 

მართლაც, როცა I(X)<90, გვაქვს | წ(X)|= – წ(X) და, მა- 
–#/ (/ 

შასადამე, (ში (X9I/= სი(– ICX)))”= ლ = ლე · 

X9ძX 
მაგალითად, გამოვითვალოთ ინტეგრალი: L 8 

ჯ»VX _ ( 2XძX I 2X 

2? 120+X>) 24#I1+X»?2 

  

ძX =   გეექნება L + 

_1 (1+X»ჯ? 
3) 

კ. -1 : 
312 9%X =290 +X”)+ C. 

ანალოგიური მსჯელობით ადვილი შესამოწმებელია, რომ 

სამართლიანია შემღეგი ფორმულა 

/(29X+ 09% _ სი) გა? +ხX+6|+6C. 
2X +ხX+C 
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ლქქფძ/”ა 2! პირძქლა“ი Vშნქძია. მანშსაზოსრპლი ინტმბრალის თჰაV”სმბებV 

დაპალემბა 

შეამოწმეთ თეორიული მასალის ცოდნა შემდეგი კითხვების საშუალებით: 

I. 

IX). 

რას ეწოდება ”I(X) ფუნქციის პირველადი ფუნქცია ანუ ინტე- 

გრალი? 

რას ეწოდება ფუნქციის ინტეგრება? 

მოიყვასეთ (2,ხ) სეგმესტბე გასსაზღვრ-ელი I (X) ფუნქციის პი- 

რეელადი ფუხქციის არსებობის საკმარისი პირობა. 

როგორ ფუნქციას წარმოადგენს I(X) ფუნქციის ნებისმიერი 

ორი პირველადი ფუნქციის სხვაობა? 

მოიყეანეთ განუსაზღვრელი ინტეგრალის განმარტება. 

განუსაზღვრელი ინტეგრალის რომელი თვისებებია თქვენთვის 

ცსობიხლი? 

რომელ ელემენტარულ ფუნქციათა განუსაზღერელი ინტეგ- 
რალებია თქვენთვის ცნობილი? ამოწერეთ სათანადო 
ტოლობები. 

მოიყვანეთ ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულა. 

რაში მდგომარეობს ჩასმის ხერხი? 

როგორ გამოითვლება განუსაზღვრელი ინტეგრალი ლოგა- 

რითმული წარმოებულიდან? 
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ლქქცი_ა 2/! პირაძლა(LV ყჰნქიVიპა. ბანძსაზოსარძლ/” ინტშირალ”ს იI/სძბჰბი 

21.1. იპოვეთ MX) ფუნქციის ისეთი პირ- 

ეელადი ფუნქცია. რომლის გრა- 

ფიკზეც ძევს /#=/M(Xი,X0) წV ერტილი: 
ა) ((X)=2, #= #(1,2); 

ბ) I(X)=2X-1, #=#(0,1); 

გ) წ(Xე)=6”, #=4(0,5); 

დ) (60=2, #= (1,8); 

I I 
:) I(X) „·ტ- /V .2I: 
ყ) I ჯ" M, | 

. ,=#22). 
005“ X 4 
  ვ) I(X)= 

212. ცნობილია, რომ CდI(X) და 0 2(X) 

რომელიღაც C (X) ფუნქციის პირ- 

ველაღი ფუჩქციებია. ცნობილია 

აგრეთეე, რომ დI(I) )=- და 

დ)(X)+დ:(X)=X“. იპოვეთ Cდ;(X) 
ფუნქცია. 

21.13. თ(X) = X XX +1 წარმოადგენს 

”(X)-ის პირველად ფუნქციას. იპ- 

ოეეთ IX) ფუნქციის გრაფიკის- 

ადმი გავლებული მხების დას- 

რილობა წერტილში „ რომლის 

აბსცისა ტოლია 3-ის. 

21.4. შეარჩიეთ M პარამეტრის მნიშენ- 

ელობა ისეთნაირად, რომ 

დ(X)=(%7?-1)X7+X-1 ფუნქცია წა- 
რმოადგეჩდეს წა) 2X< I-ის პირ- 

ველად ფუნქციას. 
215. იპოვეთ განუსაზღვრელი ინტეგრალი: 

ა) ჩეძX, 

ბ) II"?ძ»; 
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პრაქტიძუშლი სამარწ#ხი შომბი: 

გ) IL" ძა: : 

დ) წ შმძ»; 

ე) ჩ 1ძX; 

ვ) 5. 

გ) (. 

4 

  

თ) (-%, 

ი) (ნიმძ 

) IVXძ»: 

ლ) |(5X? +3X)ძX; 

მ) |(8X" – 6" +2)ძX; 

ნ) (7 +306“ +- ი 
X 

ო) I>' + 5L” -%M 

3 IVI-5ძ»; 

ი ILVX +I)C –V/X +1)ძX; 

3 XX 
რ) | ––– 77 Iეჯ, 

VX 2 

ს) I10”ძX»; 

ტ) |გ”ი"ძ» : 

უ) |(3510X + 4C05X)ძX ;



, 5 5 
ფ) I ვ |რი 

ლ0520X 5Iი” X 

ქ) (2. 5“ +35)იX+-– · –ტები 
51ი> X 

ღ) (5 + (4 +2იითი |. 
005“ X 

  

  

  

21.6. საწილობითი ისტეგრების ფორ- 

მულის გამოყენებით გამოთვა- 

ლეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

“ა IX§IიXძX; 

ბ) |X905XძX; 

გ) აის 

IიX 
–=ძX: წ- 

ე) აიიი 

ვ) ჩ?CძX, 

ბ) IIIი»XძX, 

თ) IX” C05X0X . 

217. ჩასმის ხერხის გამოყენებით იპო- 

ვეთ განუსაზღვრელი ინტეგრალი: 

ა) ((5X –3)“ძ»X : 

ბ) |(4» 5) -?2ძX; 

გა Iტ –3X)7 ძX; 

დ) IV3X+2ძX; 

ე) IV» <1)? ძX; 

ა IC წი! 
8) |” ძX ; 

პრაქდტ/I|სჰ/ლ! საჰარ#ჯVს!ქმბი 

თ) (7; 

ი) L“ ძ»: 

  

ა 8) 
_ძI_ 

ლ ქ - 

  

ძ, 

) (ვ = 

თ (>> 5X)1” 

ძX 

) (I5:-ჯჯ' 

ს)(-!..--! 4 (3X+4)2 3X+4) 

ი წავა 

  

21.8. ლოგარითმული წარმოებულიდან 

ინტეგრების ხერხის გამოყენე- 

ბით იპოვეთ განუსაზღვრელი ინ- 

ტეგრალი: 

ა) სი +L” 

ბ) (5. 

(29 + ხ)ძX . 

გX” +ხX+C” 

9 ნვ 
ე) ) |” “ძა X 

ძX 
მ) |–––. 

XIიX 
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ნახ. 22.1 

ნახ. 22-22 

განსაზღვრული ინტეგრალის ცხება მათემატიკური ანალ- 

იზის ერთ-ერთი უმნიშენელოვანესი ცნებათაგანია, რომლის 

წარმოშობა ისტორიულად დაკავშირებულია ფიგურის ფართო- 

ბის, სხეულის მოცულობისა და წირის სიგრძის გამოთვლის 

ამოცანებთან. ელემენტარული გეომეტრიიდან ცნობილია მხოლ- 

ოდ ისეთი ბრტყელი ფიგურების ფართობთა გამოთვლა, რომ- 

ლებიც შემოსაზღვრულია წრფეთა მონაკვეთებით და წრეწირის 

რკალებით. გაცილებით უფრო ზოგადი ფორმის ბრტყელ ფიგურა- 

თა ფართობების გამოთვლა შესაძლებელია განსაზღვრული ინ- 

ტეგრალის გამოყენებით, ციდრე განსაზღვრული ინტეგრალის ცნ- 

ებას შემოვიტანდეთ, განვიხილოთ 

ავიღოთ ფუნქცია »X=X? და გამოვთვალოთ იმ ფიგურის ფარ- 

X 

   

თობი, რომელიც შემოსაზღვრულია 0X ღერძით, 

»X=X? პარაბოლით და ორდინატთა ღერძის პა- 

რალელური X=I და X=3 წრფეებით (ნახ. 22.1). 

(1,3) სეგმენტი დავყოთ ორ ტოლ ნაწილად, 
მივიღებთ წერტილებს: 

X0=1, XI)=2, X3=3 

და 

#Xი=40X)=I. 

სიდიდე, 

I(X,))იXი+I(X-)#X,=წ(2)0%X0ი+I(3)/4XI)= 

= I”I(2)+((3)=4+9=|13, 

რომელიც გამოსასავს მიღებულ ქვესეგმენტებზე 

აგებული ორი მართკუთხედის ფართობთა ჯამს, 

წარმოადგენს ზემოთ აღნიშნული ფართობის მი- 

ახლოებით მნიშვნელობას. 

ახლა (I,3) სეგმენტი დავყოთ ოთხ ტოლ ნაწი- 

ლიად (ნას, 222). ახალი დაყოფის წერტილებია:



  

  

    

22.,/, მანსასI'სრთლი ძნტმზრალი 

3 5 
X0= I, ი =ა' X25=2, X1-8) X4გ=3, 

ხოლო /#Xი=#4X I =/#0%X2=#0%X43=0,5 · 

აქაც, წინა შემთხვევის ანალოგიურად, სიდიდე 

წI(X,)რX-+წ(X-)#4X,+I(X-ე)ტX:+ წ(Xკ)04Xკ = 

3 5 = (+(თ+0()+ით ი. = 

=(2,25+4+6,25+9)-0,5 =10,75, 

რომელიც გამოსახაეს მიღებულ ქეესეგმენტებზე აგებული ოთ- 

ხი მართკუთხედის ფართობთა ჯამს, წარმოადგენს განსას- 

ილეელი ფიგურის ფართობის მეორე, უფრო ზუსტ მიახლოებით 

მნიშენელობას. 

ცხადია რომ, რაც უფრო მეტია აღებული სეგმენტის თანაბ- 

რად დაყოფათა რიცხვი, მით უფრო ზუსტია საძიებელი ფარ- 

თობის მიახლოებითი მნიშვნელობა. ამ გზით მიღებული მართ- 

ეუთხედების ფართობთა ჯამის ბღვარი, როცა აგებული სეგ- 

მენტის თანაბრად დაყოფათა რიცხვი უსასრულოდ იზრდება, 

არის საძიებელი ფართობი. 

განვაზოგადოთ ეს ამოცანა. ვთქვათ, V = წ (X) ფუნქცია უწყ- 

ვეტია (9,ხI სეგმენტზე და ღებულობს მხოლოდ არაუარყოფით 

მნიშვნელობებს (ნახ. 223), განვიხილოთ ფიგურა, რომელიც 

შემოსაზღვრულია 0X ღერძით, I(X) ფუნქციის გრაფიკ- 

ით და ორდინატთა ღერძის პარალელური X=8 და X=ხ 

წრფეებით. ასეთ ფიგურას მრუდწირულ ტრაპეციას ვუ- 

წოდებთ. ჩვენს მიზანს ამ მრუდწირული ტრაპეციის ფართო- 

ბის განსაზღერა შეადგენს. 

დავყოთ (§9,ხ|I სეგმენტი ი ნაწილად, ნებისიმიერი X0, XI, 

X2..., Xი წერტილებით, სადაც 

2=X0<XILI<X2<...<Xს.I1< 

<XIL<...< Xგ.1< Xე=ხ. 

  

MI, ამ შემთხვევაში მრუდწირული ტრაპეცია და- 

იყოფა ზოლებად, აღვნიშნოთ MI L-თი IXL-I,XVI 

0 გ=Xა X) XLI X-.  ხ=X, (XX. სეგმენტზე MX) ფუნქციის უმცირესი მნიშენე- 
ლობა, სოლო MIL-თი უდიდესი მნიშვნელობა. 

ნახ. 22.3 
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ლყძქძია 22. ზანსაწI!ჰრ თი ინტმბრალი, ნძიუტ/(/ნ-ლაიბნ/ძის VI(ერძთულა 

შესაბამისი ზოლის ფართობი იყოს 5(XL.I,XI) (M=1.2,...,ი). 

ცხადია, რომ ML და ML სიდიღეები არსებობენ, რადგან სეგ- 

მენტზე უწყვეტ ყუსქციას გააჩნია თაეისი უმცირესი და უდი- 

დესი მნიშვნელობები. 5(XIL-), XL) ფართობი ნაკლები არაა 

იმ მართკუთხედის ფართობზე, რომლის ფუძეა XV-XV.1 და 

სიმაღლეა II L და არ აღემატება იმ მართკუთხედის ფართობს, 

რომლის ფუძეა XL- XL-1 და სიმაღლეა MI (ნახ. 22.3), ე.ი. 

(Xს-XI.I)0ი,<5(XL.IXL)<(XL-XL.I)Mს.. () 

თუ () უტოლობებში M-ს, მიეცემთ 1,2,...,ი მნიშვნე- 

ლობებს, გვექნება: 

(XI =X0) III < 5(Xი, X1)=(XI1-X0)M,, 

(X2-XI)0I2<5(XI, X2)=(X2-XI)M2, 

(Xი-Xი-I)Iი< 5(Xი-I,)Xი)< (Xი-Xი-1)1M/. 

ამ უტოლობათა წევრობრივი შეკრება გვაძლევს 

2,.C, –X.,),= 5(2,ხ) <2,(X, – XL. )M,. (2 
L=I M=1 

შემოვიტანოთ აღნიშვნები: , 

§ =2. (X, – X,-) )ი1, (ქექდა ჯამების მიმდევრობა), (3) 

L=I 

=2,(X, –X, ,)ML, (ზედა ჯამების მიმდევრობა). (4) 
V=1 

ამ აღნიშვნების გათვალისწინებით, (2) შემდეგნაირად გა- 

დაიწერება 

§<5(2,ხ)<5,. (5) 
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თეორემა 1 

22.I. ზანსაზIშრ თლი ძნტმზრაწლი 

მტკიცდება რომ, თუ დაცულია პირობა I)I(X, – X. ,)=0, 
ი–6= 

(M = 1,2,...I), მაშინ არსებობს ქვედა და ზედა ჯამების (3), 

(4) მიმდევრობათა ზღვრები და ეს ზღვრები ერთმანეთის ტოლია 

სIი5,= Mოი5,. (6) 
ით“ ით 

უკანასკნელი (6) ტოლობის გათვალისწინებით, (5) უტოლო- 

ბებში ზღვარზე გადასვლით მივიღებთ 

5(2,ხ) = Mი§,= სო8,. თ 
ი-–თ 

ამრიგად, ადგილი აქვს შემდეგ დებულებას. 

თუ X=წ(X) ფუნქცია უწყვეტია |2,ხ|) სეგმენტზე, მაშინ 

ქვედა და ზედა ჯამების მიმდევრობები კრებადია და მათ 

აქვთ ერთი და იგივე ზღვარი. ამ საერთო ზღვარს ეწო- 

დება IC0 ფუნქციის განსაზღვრული ინტეგრალი 8-დან ხ-მდე 

და აღინიშნება ასე 

ხ 

IIიიძ». 
· 

ამრიგად, განმარტების თანახმად 

§(გ,ხ)= |I(X) ძX= სთ ა 0 -XM )თ, = 

ი” 

=Mო 2,(X, – X, ,)M.. 
M=1 

ახლა შეეარჩიოთ თითოეულ IXIL.1 XII სეგმენტზე ნების- 

მიერი ხზ წერტილი. ადვილი შესამჩნევია, რომ 

5 Cთ, –X, ,)თ, <3:C, = X 6.) <2)(V, –X, ,)M,, 
M=1 M=1 V=I 

ანუ 

ზა, <0 –X. XC.) <5,, 

M=1 

და ამდენად, 

ხ ი 

8(8,ხ) = |I(X)ძX= სი 2,(X, –X, ,)/(6,)- 

281



ლძქცია 22. შმანსას'ჰრ ფლი ინტმმრალი, ნიუტინ-ლაძიბნიძის ყ(ერმპლა 

უკანასკნელი ტოლობა ნიშნავს, რომ განსაზღვრული ინტე- 

გრალი შეიძლება შემღეგნაირადაც განიმარტოს: (8,ხ| სეგ- 

მენტი დავყოთ ქვესეგმენტებად. ყოველ მათგანში შევარჩიოთ 

ნებისმიერი ზ წერტილი და შევადგინოთ ჯამი 

5,=(CXI-2)I(5I)+(X2-XI) I(6I)+'''+ 

+(L-XVL-I)წ(6I)+“'''+(ხნ-Xი.1)I(5ი). 

თუ I2,ხ) სეგმენტის დაყოფათა რაოდენობა უსასრულოდ 

იზრდება, ამასთან თითოეული ქვესეგმენტის სიგრძე მიისწრაფ- 

ვის სულისაკეს, მაშინ 5. ჯამების მიმდევრობას აქეს ზღვარი, 

ხ 

რომელიც IICიეძ» ინტეგრალის ტოლია. 
5 

22.2. 60უტ6/7/6-ლაიბნმძის შორრმშლა 

ასლა ენახოთ თუ რა კავშირი არსებობს განსაზღვრულ და 

განუსაზღვრელ ინტეგრალებს შორის. ამისათვის, განვიხილოთ 

არაუარყოფითი V= წ(X) ფუნქცია, რომელიც უწყვეტია (9,ხ) 

სეგმენტზე. შევარჩიოთ ამ სეგმენტბე რაიმე X წერტილი და 

სიმოკლისათვი” 5(X)ით აღვნიშნოთ 5(მ?8,X») ფართობი. 

ცხადია, რომ თუ X იცელება 2-დან ხ-მდე, მაშინ 5(X) ფარ- 

თობი იცელება 0-დან 5(8,ხ)-მდე. 

ვთქვათ, #X არის დამოუკიდებელი ცვლადის რაიმე ნაზრდი. 

თუ I და M სათანადოდ აღნიშნავს V= I(CX) ფუნქციის უმცი- 

რეს და უდიდეს მნიშვნელობას IX, X+40XI სეგმენტზე (ნახ. 224), 

  

  

  

  

      
  

მაშინ 

/#X: 01 < ს5(X)</X· ML, 

ნ 

' ა #50) X 
ი 5 < ML. 

#ტX 

ს 7. თუ #X-–>0, მაშინ ML და IV) სიდიდეე- 

: ჰM ბიც მიისწრაფვიან I(CX)-საკენ (წ(X) ფუ- 

! თ : ნქციის უწყვეტობის გამო) და, მაშასადამე 

0 2 X X+4X ხ X. #ტ8 
| წი 209 - #ცი, 

ნახ. 22.4 როი #X 
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22.2, §ნ0ჟ6/760-ლაიბნძცის 9(შმრმულა 

ანუ 

5'(X)=წVC). 

ამრიგად, 5(X) არის წ(X) ფუნქციის ერთ-ერთი პირველა- 
დი ფუნქცია. თუ ML(X) არის I (X) ფუნქციის რაიმე პირველადი, 
მაშინ 

5(X)=L(CX)+C. 

მეორეს მხრივ, განსაზღვრული ინტეგრალის განმარტების 

თანახად 

560 = I”0იძX, 

ამიტომ ' 

5(2)=L(C2)+C=0., 

აქედან 

C=-VC(2) 

და 

5(ხ)=L(Cნ6)+C=L(6C)-LLC2). 

ამრიგად, 

5(ხ) = |”იიძX = XCხ) – LC2), 

მიღებული შედეგი ჩამოვაყალიბოთ დებულების სახით. 

თეორემა 2. ICX) ფუნქციის განსაზღვრული ინტეგრალი 383-დან ხ-მდე ხ 

და 98 წერტილებში IX) ფუნქციის პირველადი LLCX) ფუნ- 

ქციის მნიშვნელობათა სხვაობის ტოლია. 

ეს არის ინტეგრალური აღრიცხვის ძირითადი თყორვემა. 

სხვაობა I(C6) -# (2) აღინიშნება სიმბოლოთი 

სცი) ან IX). 

ფორმულას 
ხ 

|(6იძX =XCხ) – I(3) თ) 

ეწოდება ნიუტონ-ლაიბნიცის ფორმულა. 

იგი ამყარებს კავშირს განსაზღვრულ და განუსაზღვრელ ინ- 

ტეგრალებს შორის. 
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ლქქმია 22, ბანსაზ=ოპრ წ-ი ინტშგრალი. ნიუტი/ნ-ლაიბნი0ის ყV(/რმულა 

განუსაზღვრელი ინტეგრალის მოძებნის ნაწილობითი ინტე- 

გრების, ჩასმის და ლოგარითმული წარმოებულიდან ინტეგრე- 

ბის ხერსის გათვალისწინებით ადვილად მივიღებთ განსაზ- 

ღვრული ისტეგრალის გამოსათვლელ სათანადო ფორმულებს: 

ხ ხ 

II ი 800ძX = IICX) 9C(X)1L– IX) CXX)ძX; 

ს 1 
II(ი0+თ ძX=--IIC+თ1 "; #0; 

(როკ. ' ი ძX=IIიIICX)III, 

სადაც ICX) არის I(X)-ის პირველადი ფუნქცია. 

განვიხილოთ რამდენიმე მაგალითი განსაზღვრული ინტე- 

გრალის გამოყენებაზე. 

მაგალითად, გამოვთვალოთ V= 3X?1+2X+5 ფუნქციის გრფიკით, C0X 

ღერძით, X=I და X=3 წრფეებით შემოსაზღვრული მრუდწი- 

რული ტრაპეციის § ფართობი. 

(7)-ის თანახმად საძიებელი ფართობია 

3 

§= Iვ»? +2X+5)ძX = 
I 

= (X) +X? +5X11= 51–7 = 44. 

თუ I(X) ფუნქცია უარყოფითია, ე.ი. მისი გრაფიკი მდე- 

ბარეობს 0X ღერძის ქვემოთ, მაშინ შესაბამისი მრუდწი- 
· რული ტრაპეციის ფართობი გამოითვლება ფორმულით 

ხ 

§=– |IC0ძ». დ 

მაგალითად, გამოვთვალოთ V = X7-9 ფუნქციის გრაფიკით, 0X ღერძით, 

X=0 და X=2 წრფეებით შემოსაზღვრული მრუდწირული ტრა- 

პჰეციის ფართობი. 

(8) ფორმულის თანახმად, საძიებელი ფართობია 
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მაგალითად, 

მაგალითად, 

22.2, ნ0თ5//ნ-ლაიბნძცის ყორმულა 

2 3 2 1 
- ხითო 5-% =9.2--=4, 

0 09 

ეთქვათ, (გ,ხ) სეგმენტზე განსაზღვრული I(X) ფუნქცია ღე- 
ბულობს როგორც დადებით, ასევე უარყოფით მნიშენელობებს 

და შესაძლებელია ფუნქციის გრაფიკის 0X ღერძთან გადაკ- 

ქეთის წერტილების პოვსა. ასეთ შემთხვევაში ფიგურა, რო- 

მლის ფართობსაც ვეძებთ, შედგება რამდენიმე მრუდწირული 

ტრაპეციისაგან. მათგან ნაწილი მოთავსებულია 0X ღერძის 

ზემოთ, ნაწილი კი 0X ღერძის ქვემოთ, ამიტომ საჭიროა §8,ხ) 

შუალედი დავყოთ I(X) ფუნქციის ნიშანმუდმივობის შუალედე- 

ბად და თითოეულ მათგანზე გამოვთვალოთ ფართობი შესაბამ- 

ისი ფორმულით. საძიებელი ფართობი იქნება მიღებულ ფარ- 

(იობითა ჯამი 

»=-X”+4 ფუნქციის გრაფიკით, 0X ღერძით, X=0 და X=3 

წრფეებით შემოსაზღვრული ფიგურის ფართობია (V =- X2+4 

ფუნქცია დადებითია 10,2( შუალედზე და უარყოფითია 123( შუ- 
ალედზე) 

2 3 

ლ- IC»? + 4)ძX– IC-»' +4)ძX= 
0 2 

1 2 3 3 

= -% 4) – -% +4ჯ) =72, 
3 აL 3 =- 

იმ ფიგურის ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრულია ზე- 

მოდან V=წ(X) ფუნქციის გრაფიკით, ქვემოდან V= § (X)>0 

ფუსქციის გრაფიკით და X=8 ღა X=ხ წრფეებით, იქნება 

»= წ(X) ფუნქციის შესაბამისი მრუდწირული ტრაპეციისა და 

V= 8 (X) ფუნქციის შესაბამისი მრუდწირული ტრაპეციის ფარ- 

თობთა სხვაობა. 

»=X7?+5, »= =Xჯ3 ფუნქციათა გრაფიკებით და X=1 და X=2 წრფე- 

ებით_ შემოსაზღვრული ფიგურის ფართობია ((1,2) „მუალედზე 

V = X 2+5 ფუნქციის გრაფიკი მოთაესებულია V =Xჯ93 ფუნქციის 

გრაფიკის ზემოთ) 
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ჰლქჰქცია 22. ბანსასზ შრ წყლი ძნტმპრალი. ნიურ/”/ნ-ლაიბნიძის V(/რძშლა 

22.3, ბრუნპ000 სსეშლის მუცულობის ბგამეუოთშლა 

  

განვიხილოო 0XV7, საკოორდინატო სივრცეში სხეული, 

რომლის გეგმილი C0XX ღერძზე არის (2,ხ) სეგმენტი. ნების- 

მიერ XC I28,ხ|) წერტილზე გავავლოთ C)1X ღერძის მართო- 

ბული სიბრტყე. ამ სიბრტყისა და სსეულის თანაკვეთით მიღე- 

ბული ფიგურის ფართობი აღვნიშნოთ 5(X)-ით. როცა X იცევ- 

ლება I8,ხ) სეგმენტზე, 5(X) გვაძლევს ამ სეგმენტზე განსაზ- 

ღერულ ფუნქციას. ეიგულისხმოთ. რომ ეს ფუნქცია უწყეეტია, 
მაშინ მოცემული სხეულის მოცულობა გამოითვლება ფორმუ- 

ლით 

ხ 

V = |50ეძX. (9) 

კერძოდ, I92,ხ) სეგმენტზე განსაზღვ- 
რული არაუარყოფითი, უწყვეტი V= I(X) 
ფუნქციის გრაფიკით, და X=8, X=ხ და 

VX=0 წრფეებით შემოსაზღვრული მრუდ- 

წირული ტრაპეციის C1X ღერძის გარშემო 

ბრუნვით მიღებული სხეულის (ნახ. 22.5) 

მოცულობა გამოითვლება ფორმულით 

ხ 

V =LII" (X)ძX. (10) 

(10) ფორმულის მისაღებად საკმარი- 

ნახ. 22.5 სია შეენიშნოთ, რომ XC I2,ხ|)-ზე გამა- 

მაგალითი. 
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ვალი კვეთა არის წრე, რომლის რადი- 

უსია წ=ICX). დღა ე.ი. 5(X)=ჯI” =XI“X). 
ახლა (10) ფორმულის გამოსაყვანად საკ- 

მარისია გამოვიყენოთ (9). 

ამოვთვალოთ I0, «1 სეგმენტზე განსაზღვრული V = -/X605X გამოვთვალ 21 სეგმენტზე გ 

ფუნქციის გრაფიკითა და X=0, X=> და »X=0 წრფეებით შე-



. __ 22.1, _ბრ შნიVIIIV სხე ,/ლწს ძ(/ეუულობის მამოთყლა 

მოსაზღვრული მრუდწირული ტრაპეციის 0X. ღერძის გარშემო 

ბრუნვით მიღებული სხეულის მოცულობა. 

ამოხსნა. საძიებელი მოცულობის გამოსათელელად ვისარგებლოთ (10) 

ფორმულით 

#7... M/? M/2 
V =X IV. C05X) ძX=X IX ღ0§XძX=X |X(5იX/ძ«= 

0 ი ი 
M/2 

· M/2 · #- M2 ჯ? 
=XIX51იXI 2 <6 |5იX0X=-- +XI605XI2 =-% 

_ 7; 

პასუხი: == - 
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ლძქშ”ა 22. შანსაზპრ “ლი ძნტპეგრალი. ნიუდტ!)ნ-ლაიბნიცის 9I/რძთლა 

ჯაპმალება 

შეამოწმეთ თეორიული მასალის ცოდნა შემდეგი კითხეების საშუალებით: 

1. როგორ ფიგურას უწოდებენ მრუდწირულ ტრაპჰეციას? 

2. (2,ხ) სეგმენტზე განსაზღვრული უწყვეტი ”I(CX) ფუნქციისათვის 

როგორ აიგება ქეედა (ზედა) ჯამების მიმდევრობა? 

3. რა პირობებშია კრებადი ქვედა (ზედა) ჯამების მიმდევრო- 
ტები? 

4. მოიყვანეთ განსაზღვრული ინტეგრალის განმარტება. 

5. მოიყვანეთ ნიუტონ-ლაიბნიცის ფორმულა. 

6. ვთქვათ, I(X) ფუნქცია უარყოფითია (მ,ხ) სეგმენტზე. რომელი 

ფორმულით გამოითვლება შესაბამისი მრუდწირული ტრაპე- 

ციის ფართობი? 

7 როგორ გამოვოვალოთ იმ ფიგურის ფართობი, რომელიც შე- 

მოსაზღვრულია ზემოდან V= წ(X) ფუნქციის გრაფიკით, ქვე- 

მოდან V= 9 (X) ფუნქციის გრაფიკით და X=828 და X=ხ წრფეე- 

ბით? 

8 მოიყვანეთ ბრუნეითი სხეულის მოცულობის გამოსათვლელი 

ფორმულა. 
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22.1. 

222. 

223. 

დაყავით (0,1) სეგმენტი ოთხ ტოლ 

ქვესეგმენტად და I(X)=X»? ფუნ- 

ქციისათვის გამოთვალეთ სათა- 

სადო ბედა და ქვედა ჯამები. 

გამოთვალეთ განსაზღვრული ინ- 

ტეგრალი: 

4 

ა) I ძX; 

ბ) ჩი 
0 

გა წი 
0 

5 
დღ) I ძX : 

“კ 
X 

ე) (LI 

# 

ძX. ვ) |დი: X 

შემდეგი ინტეგრალების გამოსა- 

თვლელად ისარგებლეთ ნაწილო- 

ბითი ინტეგრების ფორმულით: 

Xჯ 

ა) |X5'0XძX ; I 
ბ) წიაძა ; 

Iს 

გ) IX” 91იX0ძX : 

–ჯ 

ლექ/!/ს 29. 1.” სა V -Mრ 7ლ!! /ნრპგრალი. ნ 26!I/ნ-ლა/ბნიძ/ს შI(/რმთლა 

პრაქტიძული საჭარ#%0ი შომბი: 

დ) IV 10XძX . 

1 

224 ისარგებლეთ ჩასმის ხერხით და 

გამოთვალეთ განსაზღვრული ინ- 

ტეგრალები: 
! 

ა) I(5X –3)2ძX; 

0 

ბ) V/3X+2ძX; 

0 

3 

  

ა აე 

1 
ღ) |§-ძ». 

I 

225. ლოგარითმული წარმოებულიდან 

ინტეგრების ხერხის გამოყენე- 

ბით გამოთვალეთ განსაზღვრუ- 

ლი ინტეგრალები: 

+ ძჯ 
ა) |–- ;; 

:X+I 

2 
ბ) X0X , 
  

21+X? 

ა (-ოჯ% X ძX 

ა 005X+4 ” 

2 
0 ძX.. 

ზ (08 
  

0X 

1XIიX” 
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ლქქცია 22, განსას''პრული ინტეგრალი. 60 ფტ(/(9ნ-ლაიბნიცის V(/რძთლა 

  

3362” ქჯ 
ვ) |=–=––. 

ა I 

22.6. გამოთვალეთ იმ მრუდწირული 

ტრაპეციის ფართობი, რომლის 

საზღვრებია: 

ა) V=5X,, X=0, X=2, 0X 
ღერძი; 

ბ) »X=2+X-X”, X=-I, X=2, 

0X ღერძი; 

გ) »X=6, X=-I, X=2, 0X 

ღერძი; 

დ) »X=-X7, X=-1I, X=1, 0X 

ღერძი. 

22.7. გამოთვალეთ იმ ფიგურის ფარ- 

თობი, რომელიც შემოსაზღვრუ- 

ლია: 

ა) X=26”+1 და »=X” ფუნქცი- 

ათა გრაფიკებით და X=0 და 

X= I წრფეებით; 

ბ) »X=VX და V=5 ფუნქციათა 

გრაფიკებით და X=1 და X=4 

წრფეებით. 
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22.8. იპოვეთ » = XVX ფუნქციის გრა- 

ფიკით და X=0, X=4,X»X=0 წრფე- 

ებით შემოსაზღვრული მრუდწი- 

რული ტრაპეციის C0X ღერძის 
გარშემო მიღებული 

სხეულის მოცულობა. 

ბრუნვით 

22.9. იპოვეთ V=00§5X ფუნქციის გრა- 

ფიკით და X =-5 , X=5) V=0 

წრფეებით შემოსაზღვრული მრუდ- 

წირული ტრაპეციის CX ღერძის 
გარშემო ბრუნვით მიღებული სხე- 

ულის მოცულობა. 

22.10. იპოვეთ »X=6” ფუქციის გრაფი- 

კით და X=1, X=3, X=0 წრფე- 

ებით შემოსაზღვრული მრუდ- 

წირული ტრაპეციის 0X ღერ- 

ძის გარშემო ბრუნვით მიღებუ- 

ლი სხეულის მოცულობა. 

22.11. სხეული მიიღება »=X? პარა- 

ბოლის 0X ღერძის გარშემო 

ბრუნვით (1 <X<2). იპოვეთ მი- 

ღებული ბრუნვითი სხეულის 

მოცულობა.



ლეკცია 20 
არასაპუთრიპი ინტმბრალი 

წისა ლექციაზე გახსაზლერული ინტეგრალის ცნება შემოტა- 

ნილი იყო Lმ,ხ) სეგმენტზე უწყვეტი (და ამიტომ შემოსაზღვრუ- 

ლი) ფუნქციებისათვის. მაგრამ ხშირად საჭირო ხდება ისეთი 

ინტეგრალების განხილვა, რომლებშიც ან ინტეგრების შუალედი 

ან საინტეგრო ფუნქცია არაა შემოსაზღვრული. მათ არასაკუთ- 
რიე ინტეგრალებს უწოდებენ. 

2ქ./, არასაჰშთრმში ინტშბრალი შჰპმუშსაზღშრძლ შუალქედზპ 

ვთქვათ, წ(X) ფუნქცია განსაზღვრულია |2,+%|( უსასრულო 

ნახევარსეგმენტზე და ინტეგრებაღია ნებისმიერ I2.LI სეგმენ- 

ტზე, მაშინ 

დ(.)= |ICCძX 

ფუნქცია განსაზღვრულია (8,+თ| შუალედზე. 
თუ არსებობს დ(0) ფუნქციის სასრული ზღვარი, როცა 

L->+თ, მაშინ ამ ზღვარს ეწოდება I(X) ფუნქციის არასა- 

კუთრივი ინტეგრალი (2,+თ|) შუალედზე და აღინიშნება 

შემდეგი სიმბოლოთი 

I I(X)ძX. 

ამრიგად, 

IICეძX = სთ (ეფე თ 

ანალოგიურად, ვთქვათ, I(X) ფუნქცია განსაზღვრულია 

|-=,ხ) შუალედზე, მაშინ 
ხ 

%() = |(6იძ» 
( 

ფუნქცია განსაზღვრულია |-99,ხ1) შუალედზე. 
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ლქჰქძხა 2ჰ. არასაჰთმთIრიახ ინტპგრალი 

თუ არსებობს წ(0) ფუნქციის სასრული ზღვარი, როცა 

L->-თ, მაშინ ამ ზღეარს ეწოდება I(X) ფუნქციის არასა- 

კუთრივი ინტეგრალი |-თ,ხ|) შუალედზე და აღინიშნება 

სიმბოლოთი 
ხ 

IICიძ». 

ამრიგად, 
ხ ს 

II(0იძ» = თ |წიიძ». (2) 

თუ I(X) ფუნქცია განსაზღვრულია |-95,+იი შუალედზე 

და არსებობს არასაკუთრივი ინტეგრალები 

ჩარ და წიიძ» , 

სადაც 2 ფიქსირებული ნამდვილი რიცხვია, მაშინ მათ 

ჯამს ეწოდება I(X) ფუნქციის არასაკუთრივი ინტეგრალი 

1-ი,+=|) შუალედზე და აღინიშნება სიმბოლოთი 

წიიძ» 

ამრიგად, § 

/0იძ» = /დიძ» + I #00ძ». ფ) 

თუ არასაკუთრივი ინტეგრალი არსებობს, მაშინ ინ- 

ტეგრალს კრებადი ეწოდება, წინააღმდეგ შემთხვევაში 

ინტეგრალს ეწოდება განშლადი. 

მაგილითი 1. გამოვთვალოთ არასაკუთრივი ინტეგრალი 

'“ძ» 
3“ 

1 X 

არსაკუთრივი ინეტგრალის განმარტების თანახმად გვაქვს 

+თV 1 
· I I I 

(9. ყო I8- II" ლლ) = VI –-––-+>=) =>. 
; ჯ? (3+% L-+9 L-–34= 9იჯს? 2 2 
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2VM.2. პრაპსაძ 9/I!რიშ/ ძნტშმბრა ლ შში(/შსაზოაპრძლ/ ყჰძ)ნქ0ყი#რან 

ამრიგად, 

<ძ-- 1 

IL -2. 

  

შეენიშნოთ. რომ ჩვენს მიერ გამოთვლი- 

ნას. 23) ლი არასაკუთრივი ინტეგრალი ნახ. 23.1-ზე 

დაშტრიხული „უსასრულო მრუდწირული ტრა- 

პჰეციის“ ფართობს გამოსახავს. 

საზოგადოდ, თუ წ(X)>0, მაშინ არასაკუ- 
“თ 

თრივი ინტეგრალი IVდიძX წარმოადგენს 

ი 

აბსცისათა ღერძით, X=2 წრფითა და VX=I(X) ფუნქციის გრაფიკით შემოსაზ- 

ღვრული უსასრულო მრუდწირული ტრაპეციის ფართობს. ანალოგიური გეომეტ- 
ს 

რიული ინტერპრეტაცია აქვს |/600ძ»X არასაკუთრიე ინტეგრალს. 

29.2. არასაპუძთრიში ინტმგბრალი 
შშმშრშსაზოშრძლი შშნქშ000#დან 

ვთქვათ, წ(X) ფუნქცია განსაზღვრულია (2,ხ| შუალედზე 

და უწყვეტია ყოველ I9,%)I სეგმენტზე, სადაც 9<%<ხ. ამას- 

თან, მას აქეს მეორე 

გვარის წყვეტა ხ წერ- 
V ტილში (ნას. 23.2). 

ცხადია, ყოველი L-სთვის არსებობს ინ- 

( 

ტეგრალი IICიძ». იგი წარმოადგენს L 
2 

  96) გ ხ X არგუმენტის უწყვეტ ფუნქციას: 

ნახ. 23.2 ' 
ILC(0 = (7600 ძX, გ1<(<ხ. “ი 

თუ არსებობს ამ ფუნქციის სასრული ზღვარი მარცხნიდან ხ წერ- 

ტილში, მაშინ ამ ზღვარს ეწოდება არასაკუთრივი ინტეგრალი L(X) ფუნქ- 
ხ 

ციიდან (2,ხ| შუალედზე და აღინიშნება |(ციძ» სიმბოლოთი. 
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ლქქცძია 2». არასაძთძთრიასი ინტმშზრალი 
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ამრიგად, 

წიცეძ»= სთ I”თეძ». XC). 

ამ შემთხვევაში არასაკუთრივ ინტეგრალს ეწოდება 

კრებადი. წინააღმდეგ შემთხევევაში არასაკუთრივ ინტე- 

გრალს ეწოდება განშლადი. 

ვთქვათ, წ(X) ფუნქცია განსაზღვრულია |2,ხ) შუალედზე 

და უწყვეტია ყოველ |I+6) სეგმენტზე, სადაც 2 < 1< ხ, ხოლო 8 
წერტილში აქვს მეორე გვარის წყვეტა. თუ არსებობს სას- 

რული ზღვარი 
ხ 

III | (C)ძX ; 
წლ=ა+ 

მაშინ ამ ზღვარს ეწოდება არასაკუთრივი ინტეგრალი 
ხ 

I(X) ფუნქციიდან |2,ხ) შუალედზე და IICის» აღინიშ- 
· 

ნება სიმბოლოთი. 

ამრიგად, 
ხ ხ 

I(0ეძX= თ I”თეძX. 
: (3ი+> 

ამ შემთხვევაში ამბობენ, რომ არასაკუთრივი ინტე- 

გრალი კრებადია. წინააღმდეგ შემთხვევაში არასაკუთ- 

რივ ინტეგრალს ეწოდება განშლადი. 

ვთქვათ, IX) ფუნქცია წყვეტას განიცდის (2,ხ) სეგმენტის 
შიგა C წერტილში. თუ კრებადია არასაკუთრვი ინტეგრალები 

(ციძ» და წიცეძა, 

მაშინ მათ ჯამს ეწოდება არასაკუთრივი ინტეგრალი IL(X) 
ხ 

ფუნქციიდან (მ,ხ) შუალედზე და აღინიშნება I (X)ძX -ით. 

ამრიგად, 

((ციძ»- (ვლ. + I #CX)ძX.



2M.2. არასაყ ძ/Iრყა!! (/(ხრშბრა/ უშჰმ(შსაVჰრმIVძ Vნქძ!/“ან 

ამ შემთხვევაში ამბობენ, რომ არასაკუთრივი ინტე- 
C ხ 

გრალი კრებადია. თუ II0იძX და II6იძX ინტეგრალე- 
· C 

ბიდან ერთი მაინც განშლადია, მაშინ ამბობენ, რომ გან- 

ხ 
შლადია არასაკუთრივი ინტეგრალი |I0იძ» · 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ არასაკუთრივი ინტეგრალი 

(<5 თ>0. 

აქ /(X)= უC ფუნქცია წყვეტას განიცდის შუალედის მარც- 

ხენა ბოლოზე X=0 წერტილში. ამიტომ 

-–თ+) ! . 1 ჯ1-თ 

9X _ MIთი 9 - = III –––– – = 
იბC ; I _– Lძ+I |I- XC I-V 

+თ, როცა თ>I, 

    

- –- როცა თ<I. 

როცა ძ=1, მაშინ გვექნება 

1 1 
ძX _ .. ძჯ _ . > 

|--= III) |- = IდIიIXIს=+ - 
L-30+ 9 » ; X 

' 
ძX 

მაშასადამე, არასაეუთრიევი ინტეგრალი L-> კრებადია, 
X 0 

როცა 0<ძთ<1 და განშლადია, როცა თ=>1. 

I 
ძX 

მაგალითი 3. გამოვთვალოთ არასაკუთრივი ინტეგრალი I–-–-=. 
გალ გაძოვთვ L XI 

I 
აქ LX(X)=-=- ფუნქციას წყვეტა აქვს X=0 წერტილში. 

ქ VI XI 
ამიტომ 
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ლჰქძია 2აჰ. არასაჰში!რ/ია/ი /ნტმბრალი 

  

I 0 I 
ძX · 

წ ჩა) IXI -|1= I XI ანს ჩხხსაა 2I-% _1/X ჯ ათ ჩ.“ 

2 I 2.) 
3 3 

= III _ 37. + III1I|I––– | =53 
(–30–- 150+ 

შეენიშნოთ, რომ ჩეენს მიერ გამოთვლილი არასაკუთრივი 

ისტეგრალი ხახ. 23.3ბე დაშტრისული უსასრულო მრუდწირული 

ტრაპეციის ფართობის ტოლია. 

საზოგადოდ, თუ I(X)>0 შემოუსაზღვრელი ფუნქციაა (8მ,LხI- 

ხ 

ზე და კრებადია არასაკუთრივი ინტეგრალი I/0იძX, მაშინ 

· 

იგი გამოსახავს აბსცისათა ღერძით, X=2, X=ხ წრფეებით 

ჯა V=I(X) ყუსქციის გრაფიკით შემოსაზღვრული უსასრულო 

მრუდწირული ტრაპეციის ფართობს. 

  

ნახ. 23.3 
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თაძქც/ია 2). არასა 2ქ0)რია/! სნტმბრა–/ 

დამა ლპბა 

შეამოწმეთ თეორიული მასალის ცოდნა შემდეგი კითხვების საშუალებით: 

«თ ხ თ 

1 მოიყვასეთ |(6აძX, II6იძ» და II6იძ» არასაკუთრივ ინ- 

LI –ი – 

ტეგრალთა განსაზღერებები. 

2. რა შემთხვევაში ამბობენ, რომ განშლადია არასაკუთრივი ინ- 
ხ 

ტეგრალი II6იძX ? 

3. აჩვენეთ, რომ არასაკუთრივი ინტეგრალი (> კრებადია, თუ 
X ! 

თ> 1 და განშლადია, თუ თ<1. 

4. მოიყვანეთ შემოუსაზღერელი ფუნქციებიდან არასაკუთრიე 

ინტეგრალთა განმარტებები. 

5. რა შემთხვევაში ამბობენ, რომ კრებადია არასაკუთრივი ინ- 
ტეგრალი შემოუსაზღვრელი ფუნქციიდან? 

6. მოიყვანეთ არასაკუთრივი ინტეგრალის გეომეტრიული ინტერ- 

პრეტაცია. 

7. X-ს რომელი მნიშენელობებისთვისაა კრებადი არასაკუთრივი 
' 

ძX 
ინტეგრალი I=-7 

-6. 
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ლქქცია 2ჰ. არასაჰათი)რისს ინტშბრალი/ 

23.1. გამოთვალეთ არასაკუთრივი ინ- 

ტეგრალები: 

0 

ე) I ძX; 

რ–ძა, ე) I % 

232. დაადგინეთ, კრებადია თუ გან- 

შლადი შემდეგი ინტეგრალები: 

  
ძX 

ა) : 
: 3X+I 

0 

ბ) |I|C05XძX; 

– 

4“ 

გ) IX90იXძX, 

0 

დ) "ძი. 
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პრაქტიძული საშარწ%ი შოუები: 

23.13. გამოთვალეთ იმ უსასრულო მრუდ- 

23.4. 

23.5. 

წირული ტაჰპეციის ფართობი, რო- 

მელიც შემოსაზღვრულია: 

ა) X=-3 წრფით, აბსცისათა ღე- 

რძით და X=26”, X>2-3 ფუნქ- 

ციის გრაფიკით; 

ბ) აბსცისათა და ორდინატთა 

ღერძებით და »V=-36“, X>0 

ფუნქციის გრაფიკით. 

გამოთვალეთ ინტეგრალები შე- 

მოუსაზღვრელი ფუნქციიდან: 

ა) “ 

  

  

  

დაადგინეთ, კრებადია თუ განშ- 

ლადი შემდეგი ინტეგრალები: 

ა > > – 3)? 

5 
ძX 

ბ ; '1C- 9.



23.6. 

  

1 
ძX 

იჯ. 
0 

ძX 

დ) (ლ +3)? 

გამოსახეთ გრაფიკულად უსას- 

რულო მრუდწირული ტრაპეცია, 

რომელიც შემოსაზღვრულია: 

ა) X=0, X=0, X=3 წრფეებით 

1 
და X=>> ფუნქციის გრა- 

ფიკით; 

ბ) X=0, X=0, X=2 წრფეებით 

  და V= 1 ფუნქციის გრა- 
X“ –4 

ფიკით; 
გ) »X=0, X=0, X=I წრფეებით 

1 
(1. წ - – 

6” –| 

გრაფიკით. 

ფუსქციის 

237. გამოთვალეთ იმ უსასრულო 

მრუდწირული ტრაპეციის ფარ- 

თობი, რომელიც შემოსაზღვ- 

რულია: 

ა) ორდინატთა ღერძით, X=3 

წრფით, აბცისათა ღერძით 

1 და V=-- ფუნქციის გრა- 
” VI 

ფიკით; 

ბ) VXV=1, X=3+, X=4 წრფეე- 

1 
ბით და V= ფუნქ-   

4-X 

ციის გრაფიკით. 
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_იქქ0ია 2 4 

24.I, დიშერპნძმალშრი განტოლების 06შბა 

განტოლებას, რომელიც ერთმანეთთან აკავშირებს 

დამოუკიდებელ ცვლადს, საძიებელ X=I(X) ფუნქციას და 
მის სხვადასხვა რიგის წარმოებულებს, ეწოდება დიფერ- 

ენციალური განტოლება. 

დიფერენცალურ განტოლებას ეწოდება ს-ური რიგის, 

თუ მასში მონაწილე საძიებელი ფუნქციის წარმოებულის 

უმაღლესი რიგია ი. 

მაგილითად, »”=3X-2 პირველი რიგის განტოლებაა, ხოლო M/ – X)/+3V=X? 

მეორე რიგის დიფერენციალურ განტოლებას წარმოადგენს. 

ყოველი დიფერენციალური განტოლება შეიძლება ჩაიწე- 

როს დამოუკიდებელი ცვლადის და საძიებელი ფუნქციის დიფე- 

რენციალების ტერმინებში. 

დიფერენციალური განტოლების ამონასსნი ეწოდება 

რიცხვით შუალედზე განსაზღვრულ ისეთ X»X=I(CX) ფუნქ- 
ციას, რომელიც მოცემულ განტოლებაში ჩასმით მას იგი- 

ვურ ტოლობად აქცევს. 
ჩვენ უკვე გვქონდა შეხება უმარტივესი სახის დიფერენცი- 

ალურ განტოლებასთან, როდესაც მოცემული ფუნქციის ინტეგ- 

რების საკითხს შევისწავლიდით. LI (X) ფუნქციის განუსაზღერე- 

ლი იჩტეგრალის მომებნა ფაქტობრივაღ შემღეგი პირველი 

რიგის დიფერენციალური განტოლების ამოხხნის (ე.ი. ყველა 

ამონახსნის პოვნის) ტოლფასია 

ძ ვ. =ჯლ6ი. თ 
X 

ინტეგრება გვაძლევს 
X=VM(X)+C, (2) 

სადაც I (X) ფუნქცია I(X) -ის ერთ-ერთი პირველადია, ხოლო 

C – ნებისმიერი მუდმივია. გამოსახულება (2) წარმოადგენს (1) 
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24.2, პირჰქლი რიმძის C/ყმრმნძიალშრ მანტ(/ლაბათა ზწზI(/მიმრთი ჰმერძ/ სახშ 

დიფერენციალური განტოლების ზოგად ამონახსნს, რაც იმას 

ნიშსავს რომ იგი არის (I+ის ამონახსნი C-ს ნებისმიერი 

ნამდვილი მნიშვნელობისათვის. 

24.2. პმრშძლი რიგმს #იშმრპნძმალშრ 
განტოლებათა %ზ(იგმშძრი0ი ძშრძო სასპ 

მაგალითი 1. 

მაგალითი 2. 

პირველი რიგის დიფერენციალურ განტოლებას ეწო- 

დება განტოლება განცალებადი ცვლადებით, თუ ის შეიძ- 

ლება ჩაიწეროს შემდეგი სახით 

LCX)ძX+C0(»V)ძV=0. (3) 

(3) განტოლების ინტეგრება გეაძლევს 

|ნციძX+ |00)ძ#=C, რტ 

სადაც C მუდმივია. (4) ტოლობა ხშირად (3) განტოლების ზო- 

გადი ამონახსნის (მოგადი ინტეგრალის) მოძებნის საშუალებას 

გვაძლევს. განვიხილოთ კონკრეტული მაგალითები. 

ამოვხსნათ დიფერენციალური განტოლება 

3X9X+3V7”ძწ»=0. 

ამ განტოლებისათვის (4) ტოლობას შემდეგი სახე ექნება 

|3XძX +|3»?ძჯ=C, 

საიდანაც მივიღებთ 

  

3X72.. კ 
–--+V=C, 2 V 

3 3»ჯ“ 1.- 

7, 2 
და საბოლოოდ 

3Xჯ2 =16- 
” 2 

ვიპოვოთ 

»”=3(X»X+5) 

დიფერენციალური განტოლების ის ამონახსნი, რომელიც აკ- 

მაყოფილებს პირობას (საწყისი პირობა) 
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ლჰქძია 24. LIყპრძნიია შრ” ბანტი”ლების ძხება. პირაპძ“! რისის Cიყპრშნძიალურ... 

X(0)=1. (5) 

ცვლადთა განცალებით ((3) სასეზე დაყეანით) მივიღებთ 

9” _ კე» , 
V+5 

ანუ 

IიI/+5)=3Xჯ+ C. 

ვიპოვოთ C მუდმივის მნიშვნელობა. (5) პირობა გეაძლეეს 

IიI1+5|I=3-0+C, 

საიღაჩაც C =Iი6. 

მაშასადამე, 
IიIV+ 5|I=3X+1I1ი6, 

ანუ 
I/+5|=6ცპ32". 

საბოლოოღ ვღებულობთ 

»=566"'“-5, 

(ამონახსნი ჯ=–663X–5 – არ აკმაყოფილებს (5) საწყის პი- 

რობას). 

მაგალითი 3. ამოვხსნათ დიფერენციალური განტოლება 

საწყისი პირობით V (0) =I1ი2. 

განტოლების გარდაქმნა გვაძლევს 

6”ძV=X0X, 

საიდანაც 

ჯ? 

67=--+C. 
2 

საწყისი პირობის გათვალისწინებით გვექნება 

C=2. 

2 

,– 5-+2). 

საბოლოოდ 
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24.2. პირამლი/ რიგის დიყმერპნხიალშრ ჩანტ(ჟლებათა ზ%(/ზიბმრთ!Iთ პშრძ// სახ 

პირველი რიგის წრფივ დიფერენციალურ განტოლებას 

აქვს სახე 

» +X(CX)·:X=0CX(»). (6) 

თუ CX(X)#90, მაშინ (6) განტოლებას არაერთგვაროვანი 

დიფერენციალური განტოლება ეწოდება. თუ CX(X)=0, ე.ი. 

თუ განტოლებას აქვს სახე 

»+X(CX):X=0, თ 

მას ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლება ეწო- 

დება. 

(6) განტოლების ამოსახსნელად ვისარგებლებთ მუდმივთა 

ვარიაციის მეთოდით. ამ მეთოდის დედააზრი იმაში მდგომა- 

რეობს, რომ ჯერ მოიძებნება (7) ერთგვაროვანი განტოლების 

ზოგადი ამონახსნი და შემდგომ, ამ ზოგად ამონახსნში შემა- 

ვალი ნებისმიერი მუდმივი შეიცელება სათანადოდ შერჩეული 

ყსუსქციის, რის შედეგადაც აიგება (6) განტოლების ზოგადი 

ამონახსსი. 

ჩავწეროთ (7) როგორც განცალებადცელადებიანი განტოლება 

ძ +» კ –ცეძ»=0, 
, 

საიდანაც გვექნება 

ძ 
(-წ=- (ნფეძ». 

7 

IL(CX) ფუნქციის რომელიმე პირველყოფილი ფუნქცია აღვ- 

ნიშნოთ X(X)-ით, მაშინ 

IიIXI=-#C)+C, »X=#MCIო, დ) 
სადაც X- ნებისმიერი მუდმივია. (8) გამოსახულება არის (7) 

გასტროლების ზოგადი ამონასსსი. როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, 

(6) განტოლების ზოგად ამონახსნს ვეძებთ (8) სახით, სადაც M 

მუდმივის ნაცვლად იგულისხმება M#(X) ფუნქცია, რომელიც შე- 

ირჩევა ისეთნაირად, რომ »=IC(X)6” (2) ფუნქცია წარმოად- 

გენდეს (6)-ის ამონახსნს. 

ამგვარად, გვექნება 

(«ედ )/+ჩ0ი-XC)20=0C09, 
საიდანაც მარტივი გარდაქმნების შემდეგ მივიღებთ 

IL (C1=C0(X)6"'"). 
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ლძჰქც/ 24. ”იყშრძნძიალშრ”! ბანა(/ლპშბის ძნძბპა. პ((რამლი რიბის დიშქპრძნძიალურ... 
  

ვთქვათ, დ(X) არის 0(X)6' ის რომელიმე პირველადი 
ფუნქცია, მაშინ გეექნება 

M(CX)Cთ(X)+C. 

საბოლოოდ, (6) განტოლების ზოგადი ამონახსნი ასე 

ჩაიწერება 

»=6 პ0(დ(X)+C1, რტ) 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია, MCX) არის I(X)-ის ჰირ- 
L 

ველადი ფუნქცია, თდ(X) კი C0(X)9 C0ის პირველად ფუნ- 

ქციას წარმოადგენს. 

მაგალითი 4. ამოვხსნათ განტოლება 

ჯ? 

V” –XV=62. (10) 

Xჯ? 

აქ ჩ(X)=-X, C(CXე)=6? . 

ვიპოვოთ წ(X) და XX) ფუნქციები. რადგანაც I- XძX =--- +C, 

შეგვიძლია ავიღოთ ჩ00=--- . ახლა გამოვთვალოთ 

ჯ? ჯ? 

|იხიიოძ» = I8? -ტ 20ძX=X+C. 

შეგვიძლია ავიღოთ «(X)=X. საბოლოოდ (9) ფორმულის გა- 

მოყენებით მივიღებთ (10) განტოლების ზოგად ამონახსნს 

: 
X 

V=6? (X+C), 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. 

მაგალითი 5. ამოესსნათ განტოლება 

V -V=6” + I. 

აქ –(X)=-I და C(X)=6”+1. 

|დფიძ» = |(–I)ძX=-X+C, ე.ი. MX(X)=-X. 

|C006'5MძX = |(ფ +1)6 "ძX=X-6X+C, 
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24.2. პსრაქძლი რიმის დIყმრპძნძხალძშრ ბანტ”შლპშბათა ზ(ეზიშრთიV ძპრძ// სახსმ 

და მაშასადამე. დ(X)=X-6 ”, 

(9) ფორმულის გამოყენებით, საბოლოოდ მივიღებთ 

V=X6 -I+CC", 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. 

მაგალითი 6. ამოვხსნათ დიფერენციალური განტოლება 

– 
X 

საწყისი პირობით 

1 
1)=1–. VCთ C 

2 
აქ =– და C0=X.. 

ვიპოეოთ წ(X) და დ(X) ფუნქციები: 

· |ნციძ» = |“ ძ«=2MIXI+C, ეი. ნ(X)=21იIXI. 

|ინითოძ: = IX. ც?MIძX = IXI.I XI?ძX =X. C –% , ე.ი. 

X9 

Cთ(X) “6 · 

(9) ფორმულის გამოყენებით ჩაეწეროთ ზოგადი ინტეგრალი 

6 4 
= ც“219II % 6 -X 1 C 

7 6 ნ »?” 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. შევარჩიოთ C მუდმივი საწყი- 
სი პირობის გათვალისწინებით, გვექნება 

I C..1 
–-+-=1-, 
6 | #6 

საიდანაც C=I. 

ამრიგად, საძიებელი ამონახსნია 

== 
6. X».. 
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ლექცია 24. CVIწმრძნ0/ია“შძრი პანტ/ჟლების ძნება. პირამლი რიბის დ/Vყძპრძნძიალურ... 

დამალამბა 

შეამოწმეთ თეორიული მასალის ცოდნა შემდეგი კითხვების საშუალებით: 

306 

2 

3. 

4. განისაზღვრება თუ არა ცალსახად დიფერენციალური გან- 

რას უწოდებენ დიფერენციალურ გასტოლებას? 

„ განსაზღვრეთ დიფერენციალური განტოლების რიგი. 

რას უწოდებენ დიფერენციალური განტოლების ამონახსნს? 

ტოლების ამონასსნი? მოიყვანეთ სათანადო მაგალითი. 

როგორი სახე აქვს დიფერენციალურ განტოლებას განცალე- 

ბადი ცელადებით? 

როგორი სახე აქვს პირველი რიგის წრფივ დიფერენციალურ 

განტოლებას? შესაბამის ერთგვაროვან განტოლებას? 

რაში მდგომარეობს მუდმივთა ვარიაციის მეთოდის შინაარსი? 

მოიყვანეთ პირველი რიგის წრფივი დიფერენციალური განტო- 

ლების ამონახსნის ზოგადი სახე.



“”მქ0ია 2/. დიყერენცძალურძ ბანტოლების ცნება. პძრსელძ რძმის _დიყერპნიხა_-შრ.- 

პრაქტიძული სამარX#0 შომბიმ: 

24.1. უშუალო შემოწმებით აჩვენეთ, 
რომ მოცემული ფუნქცია აკმა- 
ყოფილებს შესაბამის დიფერენ- 

ციალურ განტოლებას: 

ა) X=X+2§)იX, 

ა) «ხსაX სჯ – 

=C+2)%X+297(X+% | 

ბ) V=2XC“", 

V” +V” ++V/ =26” M(X – 1). 

24.2. იპოვეთ I(X) იუ: 

ა) X»X=25)იX წარმოადგენს 

V”– X605X = IX) განტოლების 

ამონახსნს; 

ბ) X»X=X6” წარმოადგენს 

V” – 2V = წ(CX) განტოლების ამ- 

სსსახსის. 

24.3. ამოხსენით დიფერენციალური გა- 

ნტოლება: 

ა) » =X”?-2X; 

ბ) » =27; 

გ) V =X5IიX: 
24.6. 

დ) V =XIიX; 

ე) X =(3X–-1)”; 

  ვ) V = 
6X+I 

, 4X 
ი) V = –: 

· (+2X“ 

! 

XIი X 

    

თ) V” = 

24.4. 

24.5. 

მოცემული დიფერენციალური გა- 

ნტოლება დაიყვანეთ განცალე- 

ბადცვლადებიანი განტოლების 

სახეზე: 

ა) VV –<3X=0; 

ბ) XV –XI5X=0, 

გ) VICX+2XV=0; 

დ) X“V +(1-2X)V»#=0; 

ე) # +(1+V”)C"=0; 

ე) X(X+1 )X +V7=0; 

ზე) » (0X-VI0CX=0; 
თ) V# –=67%“27=0, 

იპოვეთ განცალებადცვლადები- 

ან განტოლებათა ზოგადი ამო- 

ნახსნები: 

ა) V“V –5X=0: 

ბ) 2V 

იპოვეთ განცალებადცვლადები- 
აჩი განტოლების ამონახსნი, რო- 

მელიც აკმაკოფილებს მოცემულ 
საწყის პირობას: 

ა) XX» -X=0, V(1)=1; 

ბ) XV =1–X”, V(1)=0; 

  

გ) X"ძX – 1ჯ?ძჯ =0. V(1)1=1; 

2X-I ძა» 
=--, X»(5)=0. ჯ.ას იძ. L1C1) 

307



ლქქცია 24. Lიყმრპნციალირი ბანტიულების ცნება. პირაძლი რიბის C/იყპრძნციალურ... 

247. ამოხსენით პირველი რიგის 
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წრფივი დიფერენციალური გან- 

ტოლებები: 
ა) V”+2V+3=0: 

ბ) XV –»-6X”=0; 
გ) #-3»X=26პ7%-3, 

კ? 
დ) წ -5X/V=X“0? ; 

ე) „ =4X2/=C6" 005X; 

=59IწX ე) » +X»C05X=6 '' 005X. 

24.8. ამოსსენით პირველი რიგის წრფ- 

ივი დიფერენციალური განტოლე- 

ბა მოცემული საწყისი პირობით: 

ა) »+XX»-X=0,  V(0)=4; 

/ 4 I ბ) XV +-–-»-X?=0, V()=--–; 
X 6 

+ 

გ) X+X”X=X6 ', V(0)=5; 

დ) V»”+ V§5I0 X=6“9%” 005X,



#. ჰმთსხსმშშბი Cა ამორძიანებმი გამმორებისათმის (ლქქძიები 2/-24) 

L.1. იპოვეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

ა) |2»”ძ»; 

ბ) IX? +2X+3)ძ» : 

» I 
6X“ +4 –)ძX : გ) I(6» X+–)ძX 

  
2 2 

) (I--" 

2-X+X? 

  ვ) I-- LM 

X-I ზ) ს5% 

(1 – > 
  თ) 

ი) ნან ნ. 

კ) VXVXVX ძX ; 

ლ) VX5X ძX : 

მ) |5ბ”ი" ძ» : 

X6“ – X 
  6) 

ო) თს 

პ) ჩს- _   

X5 

-–-Xჯ 

ძX 
ჯ“ 
  

I 

  

1-51ი2? X 

ქ) | 5Iი? X %X 

2 

რ) (594+თა” | ძX ; 
2 2 

წი? წე», ს) |2%ი 29X; 

ბ) |2თჯ” –ძX; 

3 –2C1C?X 
ს) I... ––ძ». 
LI->, 

· ჩაწილობითი ინტეგრების ფორ- 

მულის გამოყენებით მოახდი- 

ნეთ ინტეგრება: 

ა) (X2"ძ»; 

ბ) IX9ი§3X ძX ; 

გ) IX 5(0 2X ძX; 

დ) 19X კჯ. 
VX 

„ მოახდინეთ ინტეგრება ჩასმის 

ხერხის გამოყენებით: 

ა) |ი§ბოძX, 

ბ) |C05(მX+ხ)ძX; 

გ) |” ძ»; 

დ) |5IM2X–-5)ძX; 

ე). I/(7X+1)? ძX; 

ვ) (ლოლა, 
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„+ იმსაძპბი და აძშ(წძანძბი ბამჰ(/რპბისათაის (ლძქძძიშბ/! 2/-24/ 

L.4. 

L.5, 

L.6. 
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ლოგარითმული წარმოებულიდან 

ინტეგრების ხერხის გამოყენე- 

  

  

  

  

  

ბით იპოვეთ განუსაზღვრელი 

ინტეგრალი: 

ა) (და ძ»: 

ბ) |C(CXძX; 

გ > <= 

6'+2 

ს IL. +2X- | 

X+ ?კ 

ე) (სა + შეს 

დაადგინეთ, მართებულია თუ 7. 

არა შემდეგი ტოლობები: 

ა) |C05" XძX =5Iი X– > ? +C:; 

ბ) |5(ი? XძX = 905 7 -–6C05X+C; 

გ 005 X0ძX __ +C: 

§Iი“” X 5Iწ X 

ლიი _ I +0C. 

ლლ» 605X 

გამოთვალეთ ინტეგრალები: 

2 
ა) |27% %ძX; 

I 

ბ) /წი0+XძX, 
0 

3 

გ) IC 

LCX ძX ; წCI
 

_
–
 

დ
.
 

.- 
თო
.შ
. 

§5I04X9ძX ; 

Cა
 

_
.
–
 

ა
ს
ფ
ე
ნ
!
ე
 

  

060§? X 

Cა
 

_
–
 

თ
მ
.
.
.
 
.
>
I
2
 

C
 X# 

+ ++X 
–-ძX; 

X” ზ)   

' 

2 

თ) ჩ I0C8ე X0ძX. 

' 

თუ (გ,ხ) სეგმენტზე განსაზღვ- 

რული IX) ფუნქციის უმცირესი 

და უღიდესი მნიშვნელობები 

შესაბამისად M-ის და M-ის ტო- 

ლია, მაშინ ადგილი აქვს შემ- 

დეგ შეფასებას: 

ხ 

ი1(ხ – 8) < II0იძ» <M(ხ –გ). 

შეაფასეთ ინტეგრალები: 

3 

ა) I(2X+1)ძX : 
I 

! 

ბა V4+X? ძX ; 
0 

5#M 

4 

IV +51ი? X)ძX ; 

4 

2%ჯ 
ძX 

დ სჩ-3თ2X '



I ჰითსჰპბი და ამიეძანმბი გამმ(ჟრებძსხათჰძს (“ლქქცძები/ 2/I-24) 

L8. თუ I(X)<9%(X), როცა მ<X5<ხ, 

მაშის 

ხ ხ 

II6იძ» < |ფიიძ». 

გამოთვლის გარეშე გამოარკვი- 

ეთ, რომელი ინტეგრალია მეტი 

' 

ა” ძა. ისუ /წშძა : 
0 

' 
+V1+X? ძX თუ IXძ»X. 

ი 

59) 

ბ) 

დ
.
ს
”
 

0
-
 

ა
“
 

ს.9. იჰოვეთ V»V=<–X?, X2=X–-2 და V=0 

წირებით შემოსაზღვრული ფი- 

გურის ფაროობი. 

L.10. იძპოვეთ »=X”–2 და V=X წირე- 

ბით შემოსაზღვრული ფიგურის 

ფართობი. 

L.11. იპოვეთ XV =1იX,V=0 და X=6 წი- 
რებით შემოსაზღვრული ფიგუ- 

რის ფართობი. 

ჩ.12. იპოვეთ V=I9X, V=0 და X=5 

წირებით შემოსაბღვრული ფი- 

გურის ფართობი. 

L.I13. იპოვეთ X=X? და »V=2–X” პარა- 
ბოლებით შემოსაზღერული ფი- 

გურის ფართობი. 

L.I14. კთქეათ, მრუდწირული ტრაჰე- 

ცია, რომელიც V=I(X) წირით, 

0X» ღერძითა და X=8მ2, X=ხ 

წრფეებითაა შემოსაზღვრული 

(გ<ხ), ბრუნავს CX ღერძის გა- 

რშემო. გამოთვალეთ ბრუნვით 

სხეულთა მოცულობები, თუ: 

ა) –-=6”, X=0 და X=1; 

ბ) /=51იX, X=0 და X=X. 

L.15. 

Lს.16. 

#.17. 

L.18. 

მონაკვეთი, რომელიც კოორ- 

დისატთა სათავეს აერთებს 

M(2ხ) წერტილთან, ბრუნავს 

0X ღერძის გარშემო. იპოვეთ 

ბრუნვით მიღებული კონუსის 

მოცულობა. 

გამოიყვანეთ L რადიუსისა და 

მ სიმაღლის მქონე ცილინ- 

დრის მოცულობის გამოსათვ- 

ლელი ფორმულა. 

გამოიყვანეთ IL რადიუსიანი ბი- 

რთვის მოცულობის გამოსათვ- 

ლელი ფორმულა CL რადიუსიანი 

ბირთვი მიიღება V =VL? –X? 

ნასევარწრეწირის ბრუნვით 0X 

ღერძის გარშემო). 

გამოთვალეთ არასაკუთრივი ინ- 

ტეგრალები (ან დაადგინეთ მათი 

განშლადობა): 

4 

ა) (5. 
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# «9ი)საებ/ და აშ(/ძანმბV მაძძ(I/რიბი/საის (ლექძVპბ/“ 2/-24) 

L.19. აჩეენეთ, რომ მოცემული ფუნ- 

ქცია აკმაყოფილებს შესაბამის 

დიფერენციალურ განტოლებას: 

ა) X=5I0იX-I+C6 ””, 

, I _. 
V +VC05X 59 2X; 

ც? ჯ? 
  

ძა» = +V+X--=0. ბ) V , X+X+X-> 

312 

L.20. ამოხსენით დიფერენციალური 

განტოლებები მითითებული საწ- 
ყისი პირობებით: 

ა) XV” –»X=0, #1 |=2; 

ბ) V”"=V, XC2)=4, 

გ) X->=X, XVI)=3; 

დ) I -–»=6'”, V(0)=5; 

ე) » – 2X/ =X6', X(0)=-L; 

ვ) » +2X=C“+, V(0)=0.



ლძქც8ია 2 მ 

გექტორები. ოპერაციები გექტორებჭე. 
ვექტორის გბებმილი ღწერძჯზე 

25.) მმქტორპშბი. (უპშრაძიები პმქტურებ ზე 

განსაზღვრება. 

რეალური ეკონომიკური ამოცანების გადაწყეეტისას. ისევე 

როგორც ფიზიკის, მათემატიკის და სხვადასხვა ტექნიკურ მეც- 

ნიერებათა პრობლემების შესწავლისას, ჩვეულებრივ ორი ტი- 

პის – სკალარული და ვექტორული ტიპის სიდიდეებით სარგებ- 

ლობენ. ყოველი სკალარული სიდიდე სავსებით განისაზღვრე- 

ბა თავისი რიცხვითი მნიშენელობით, ხოლო ვექტორული სი- 

დიდის განსაზღვრისათვის, გარდა რიცხვითი მნიშვნელობისა, 

საჭიროა აგრეთვე მისი მიმართულების ცოდნა. სკალარული 

სიდიდეების მაგალითებია სიგრძე, ფართობი, მოცულობა, მასა, 

ტემპერატურა და სხვა. ვექტორული სიდიდეებია – ძალა, სიჩ- 

ქარე, აჩქარება, მაგნიტური ველის დაძაბულობა და სხვა. 

სსეადასხვა სახის ვექტორული სიდიდეების ზოგადად შესწაე- 

ლისათვის (მათი კონკრეტული თვისებების გაუთეალისწინებ- 

ლად) მიზანშეწონილია შექტორის ცნების შემოტანა. 

ვექტორი ეწოდება მიმართულ მონაკვეთს, ე.ი. მონაკვეთს, 

რომლისთვისაც დასახელებულია სათავე და ბოლო წერტილი. 

ქექტორი, რომლის სათავეა #4, ხოლო ბოლო წერტილია 8, 
= 

აღინიშნება სიმბოლოთი #8. ზოგჯერ ვექტორის აღსანიშ- 

ნავად ლათინური ანბანის მცირე ასოებს იყენებენ (ნახ. 25.1). 

3 3 6 

მაგალითად: 2, ხ, C და ა.მ. 
ნახაზზე ვექტორი გამოისახება ისრით (ნას. 25.1). 

ვექტორის სათავეს მისი მოდების წერ- 
8 

ი ტილი ეწოდება. 
>“ ვექტორს, რომლის სათავე და ბოლო წერ- 

„== ტილი ერთმანეთს ემთხვევა ნულოვანი ვექტო- 

რი ანუ ნულ-ვექტორი ეწოდება. ის აღინიშნება 

5 – 

2 ხ 2 0 სიმბოლოთი. ნულ-ვექტორს გარკეეული მიმარ- 

“> თულება არ გააჩნია. 

ნახ. 24.I 

ვექტორის სიგრძე ეწოდება მანძილს მის 

სათავესა და ბოლო წერტილს შორის. 
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სჰქიია შა. ასუძტ(/რშპბ!“, (/პძრაძყშბ/ პპქტ!შრშძბწა. ამქტ!//რის მ2»–2გ9/=/ თ მპრძზჰპ 

3 ოთ 

48 და ? ვექტორთა სიგრძეები აღინიშნება, შესაბამისად 
– 5 – 

| 48 | და | 8 | სიმბოლოებით. ცხადია, |0 | = 0. 

ვექტორს, რომლის სიგრძე 1-ის ტოლია, ერთეულო- 

ვანი ვექტორი ეწოდება. 

ერთი და იგივე წრფის პარალელურ ვექტორებს კოლი- 

ნეარული ვექტორები ეწოდება, ხოლო ერთი და იგივე 

სიბრტყის პარალელურ ვექტორებს – კომპლანარული. 

მიღებულია, რომ ნულოვანი ვექტორი ნებისმიერი ვექტო- 

რის კოლინეარულია, ხოლო, თუ სამი ვექტორიდან ერთი მა- 

ინც ნულოვანია, მაშინ ისინი კომპლანარულია. 

ორ ვექტორს ეწოდება ტოლი, თუ მათ აქვთ ერთი და 

იგივე სიგრძე და მიმართულება. 
5 43 35 

თუ 2 და IM ვექტორები ტოლია, წერენ 2 =ხ. 

ვექტორებზე წრფივი ოპერაციები ეწოდება ვექტორთა 

შეკრებას და ვექტორის რიცხეზე გამრავლებას. 

გავეცნოთ ამ ოპერაციებს. 
– ლ 

ეთქვათ, ჭ და ხ ნებისმიერი ორი ვექ- 

ტორია, ავიღოთ სიერცის ნებისმიერი 0) წერ- 

ტილი და ავაგოთ 04 = 8 ვექტორი, შემდეგ 
2 # 

ჯ 

ჯ 
'=
კი
! 

2 რა ) კი #8 = ხ ვექტორი. C8 ვექტორს (ნას. 252) 

0 8 ეწოდება 8 და ხ ქექტორების ჯამი და აღი- 

ნახ. 25.2 ნიშნება შემდეგნაირად: 2+ხ · ე.ი. 

3 5 – 

08=3+ხ. 

ვექტორთა შეკრების ასეთ წესს სამკუთხედის წესი ეწო- 

დება. იგი შეიძლება განვაზოგადოთ შესაკრებ ვექტორთა 

ნებისმიერი სასრული რაოდენობისათვის. ვთქვათ, მოცემულია 

ვე 5 ლ 

მც,ცშ.ე...ამ, ქექტორები. 2, ეექტორის ბოლო წერტილზე მო- 

ვ 5 – 

ვდოთ მ; ვექტორი, 2ე -ის ბოლო წერტილზე შკ ვექტორი და 

= 3 

აშ. 2,, ვექტორის ბოლო წერტილზე – 2, ვექტორი, ვექ- 
ლ 

ტორს, რომლის სათავე მ, -ის სათავეს, ხოლო ბოლო წერტილი 

3/4



28.,L ყეძტ(ურმბი. (უქპემრაძიმბი სექტ(ერმბზე 

4 -– 5 

8, -ის ბოლო წერტილს ემთხვევა, ეწოდება შ,,28, ,-ა.ა?, ვექ 

ლ 5 

ტორების ჯამი და ასე აღინიშნება: 2,+2,კ+...+3, . 

ვექტორთა შეკრების ოპერაციას გააჩნია შემდეგი თვი- 

სებები: 

–355ლ 

1. 2+ხ =ხ+32 (კომუტატიურობა); 

2, 2+(ხ+0)=(2+ხ)+C (ასოციაციურობა). 

ამ თვისებების მართებულობა ჩანს შესაბა- 
მისად ნახ. 25.3 და ნახ. 25.4-დან. 

– 

ცხადია, ნებისმიერი 2 ვექტორისათვის ად- 

გილი აქვს ტოლობას 

ვ ლვ 

2+0=2. 

  

2 

2 ვექტორის „ რიცხვზე ნამრავლი ეწო- 

3 

დება ისეთ ხ ვექტორს, რომელიც აკმაყო- 

ფილებს შემდეგ ორ პირობას: 

1. |CI=IMI 21; 
= 543 

2. 2? და ხ ვექტორებს აქვთ ერთნაირი 

მიმართულება, თუ #»>0 და ურთიერთსა- 

წინააღმდეგო მიმართულება, თუ #<0. 

  

ნახ. 225.4 
ლგ 

2 ვექტორის # რიცხვზე ნამრავლი აღინიშ- 

ნება #2 სიმბოლოთი. 
3-2 ველ 

თუ #=0 ან 9=0, მაშინ მიღებულია, რომ #»23=0. 

3 – 

2 ვექტორის (C-1I)-ზე ნამრავლს ეწოდება 2 ვექტორის მო- 
ლგ 

პირდაპირე ვექტორი და აღნიშნება – 2 სიმბოლოთი. 

ცხადია. 

5 ა ლ 

2+(–32)=0. 
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ჭლმექცხ/ა 2§. ძმქტ//რიბი, (ჟეპშრაციხძბი აქქტ(ირიბ ხშ. ამ2ტ(/რის მძმშძი ლი სმპრძზპ 

ვექტორის რიცსვზე ნამრავლის განსაზღვრებიდან გამომდი- 

ნარეობს, რომ 

23.5 

2503I-4#, 
ლვ 2 

საღაე / არის მ ეექტორის მიმართულების მქონე ერთე- 
3 

ულოვანი ვექტორი. მას მ ვექტორის მიმმართველი ვექ- 

ტორი, ანუ მგეზავი ეწოდება. 

ვექტორის რიცხეზე ნამრავლის განმარტების თანახმად, 
24 – – 

ხ =»2 ვექტორი 8 ვექტორის კოლინეარულია. პირიქით, თუ 

3 3 

2 და ხ არანულოეანი კოლინეარული ვექტორებია, მაშინ 
ლ ლლ = = 

ხ =#32, სადაც X=|ხ |/|I2 |, თუ ამ ვექტორებს ერთნაირი 

მიმართულება აქვთ, და #=–I ხ I71 2 I, თუ მათ ურთიერთსა- 

წინააღმდეგო მიმართულება აქეთ. 

ამრიგად ორი ვექტორი კოლინეარულია მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როცა ერთ-ერთი მათგანი წარმოადგენს 

მეორის ნამრავლს გარკვეულ რიცხვზე. 

ვექტორის რიცხვზე გამრავლების ოპერაციას გააჩნია შემ- 

დეგი თვისებები: 

1 XC2+ხ)=78+2, ხ ; 

2. (., +»,)9=%, 8+2., 9 ; 

3. (#,M#,) 2=X, (X#ე 3 )=7#ე (#, 8). 
2 4 5 – 

2 და ხ ვექტორების სხვაობა ეწოდება 3+ (–ხ) ვექ- 
355 = = 

ტორს და ასე აღინიშნება: 3-ხ . ცხადია, 2 და ხ ვექტო- 
5 33 

რების სხვაობა არის ისეთი C ვექტორი, რომ ხ+0=8. 

მოვიყვანოთ არაკოლინეარულ ვექ- 

ტ 8 ტორთა შეკრების კიდევ ერთი წესი, 

„ა 7 ე.წ. პარალელოგრამის წესი, რომელიც 

გ ვექტორთა სხვაობის აგების წესსაც 

ვთქვათ, მოცემულია არაკოლინეა- 

3 543 

ნახ. 2454 რული 2 და ხ ვექტორები. ეს ვექტო- 

C
L
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2ე.2. ჰფთსხმ (7რ ძექტ!/რს შ(/რის. ყმეძტ(/რძს გმგპილი Cპრძზპა 

რები მოვდოთ ნებისმიერ 0, წერტილზე და ავაგოთ მათზე პა- 
2 

რალელოგრამი (ნას. 25.5), ნახაზიდან ჩანს, რომ 08 (08 დი- 
32 

აგონალით განსაზღვრული ვექტორი) წარმოადგენს 38+ ხ 
= 

ჯამს, ხოლო C#/# (C# დიაგონალით განსაზღვრული ვექტო- 
355-– 

რი) 3– ხ სხეაობას. 

2ე.2. ჰუმსხსე რრ მმძტორს შორის. 
მექძტუორის გძპგმმლი =ძრძზპ 

8 

ლ =% 

ხ ა. 

0 
ნახ. 22.6 

ლ 

2? 

ი ხ 

ნახ. 24.7 

3 5 

ვთქვათ, მოცემულია ორი არანულოვანი 8 და ხ ვექტორი. 
ილ 

სასერცის ნებისმსერ 0 წერტილზე მოედოთ 04=2 და 

43 ა 3 4 

08 =ხ ვექტორი (ნახ. 25.60, 2 ღა ხ ვექტორებს შორის 

კუთხე ეწოდება იმ უმცირეს დ კუთხეს, რომლითაც უნდა 

მობრუნდეს ერთ-ერთი ვექტორი, რომ მისი მიმართულე- 
– – 

ბა დაემთხვეს მეორე ვექტორის მიმართულებას. 3 და ხ 

5,3 

ვექტორებს შორის კუთხისათვის გვექნება აღნიშენა (2, ხ). 

–”–3 3. 

თუ (9, ხ)=90", მაშინ წერენ 9. ხ. 
2 

კუთხე 2 ვექტორსა და § ღერძს შორის ეწო- 

– 

დება კუთხეს 32 ვექტორსა და # ღერძის მიმა- 

= 

რთულების მქონე ნებისმიერ ხ ვექტორს შორის 

(ნახ. 25.7). 
ტ 

სივრცის რაიმე წერტილის გეგმილი § ღერძზე 

ეწოდება ამ წერტილზე § ღერძის მართობულად 

გავლებული სიბრტყის გადაკვეთის წერტილს ამ 

ღერძთან (ცხადია, რაიმე წერტილის გეგმილი ღერძზე 

წარმოადგენს ამავე წერტილზე § ღერძის მიმართ 

გავლებული პერპენდიკულარის გადაკვეთის წერტილს 
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ლქქძყია 25. პმქტ(შრშბი. (”/პშრაციმბი ძმქტ(/რშბ ზპ. აპძქტ(პრის ბპშემძილი Cმრძზმე 

# ღერძთან). 

  

8, /”" 

ნახ. 235.9 

45 

ვთქვათ, მოცემულია #48 ვექტორი და დავუშვათ, 

რომ # და 8 წერტილების გეგმილები # ღერძზე არის 

შესაბამისად #| და II. 
5 

4)სც ვექტორის გეგმილი #§ ლერძზე ეწოდება 

34 

4.3; მონაკვეთის სიგრძეს, ე.ი. |ჰ/#ჭI,8II-ს, თუ 4,8, 

ვექტორს და 6 ღერძს ერთი და იგივე მი- 

მართულება აქვთ და -I#ტ)8II-ს, წინააღმდეგ შემთ- 

ხვევაში. 
– ლ 

48 ვექტორის გეგმილი 6 ღერძზე გეგ. #48 სიმბო- 

ლოთი აღინიშნება. 

თუ #8 ვექტორსა და წ ღერძს შორის კუთხე თ-ს 

ტოლია, მაშინ სამართლიანია ტოლობა 

3 5_ 

გეგ., 48 =| 48 I: C095Cთ. (I) 

(ს) ტოლობის მართებულობა ნათლად ჩანს ნახ. 25.8 და ნახ. 

25.9-დან. 

ცხადია, რომ ტოლ ვექტორებს ერთსა და იმავე ღერძზე 

ტოლი გეგმილები აქვთ. 
თეორემა. ვექტორთა ჯამის გეგმილი რაიმე ღერძზე შესაკრებ ვექ- 

ტორთა გეგმილების ჯამის ტოლია; ვექტორის რიცხვზე 

ნამრავლის გეგმილი უდრის ვექტორის გეგმილის ნამ- 

რავლს ამავე რიცხვზე. 
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ლპქძია 25. ყეძტ(//რები. (/პმრაძძმები ქექტორებზსე. ყექტიორის გემპილი Iმრძზში 

დავალება 

შეამოწმეთ თეორიული მასალის ცოდნა შემდეგი კითხვების საშუალებით: 

1. 

2. 

რას ეწოდება ვექტორი? რას ეწოდება ნულ-ვექტორი? 

რას ეწოდება ვექტორის სიგრძე? რა არის ერთეულოვანი 

ვექტორი? 
როგორ ეექტორებს ეწოდება კოლინეარული? კომალანა- 

რული? 

განმარტეთ ვექტორთა ტოლობა. 

5. რომელ ოპერაციებს ეწოდება წრფივი ოპერაციები ვექტო- 

12. 

13. 

14. 

15. 

რებზე? 

ჩამოაყალიბეთ ვექტორთა შეკრების სამკუთხედისა და 

პარალელოგრამის წესები. 

მართებულია თუ არა ვექტორთა შეკრების სამკუთხედის წესი 

(პარალელოგრამის წესი) კოლინეარული ვექტორებისათვის? 

რას ეწოდება ვექტორის ნამრავლი რისხეზე? 

– 3 

რას ეწოდება 2 და ხ ვექტორების სხვაობა? 

. ჩამოაყალიბეთ ვექტორებზე წრფივ ოპერაციათა თვისებები. 

· რას ეწოღლება ჟექტორის მგეზავი? 

– 24 – 

რას ეწოდება კუთხე გ და ხ ვექტორებს შორის? გ ვექ- 

ტორსა და (C ღერძს შორის? 

რას ეწოდება ვექტორის გეგმილი ღერძზე? 

შეიძლება თუ არა, რომ არატოლი ვექტორების გეგმილები # 

ღერძზე იყოს ტოლი? მოიყვანეთ სათანადო ნახაზი. 

მოიყვანეთ თეორემა ვექტორთა ჯამის და ვექტორის რიცხეზე 

ნამრავლის გეგმილის შესახებ. 
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ლქქცია 22, პექტ(შრიბი. /()პძრაციიბი ამქტ(”რმაზშ. პმქტ(/რის მპგპილი =თმრძზე 
  

5 ა 

25.1. მოცემული 8 და ხ ვექტორები- 
4 I - 

სათვის ააგეთ: 38, –2, 29. 

–3ხ. 
25 ა 

+2ხ, 283 
-– – ელ 

2+ხ,მ-–ხ,43 

252. რა პირობებში სრულდება შემდე- 

გი ტოლობები: 

" ' 

ა) | 2+ხ)I=I81I: 

ბ) |8გ+ხI=|) მ I/+IხI; 

– – ლ ლ 

გ) | 2 –<ხ|I=| 8 |–| ხI; 

32 ლ ლ 

ქებეეთრ.ლდ-.-.-.. 

23 5 = 

ე) |გ+ხ|I=I8გI–|ხI), 

ვვე.ვა_ 
ვ) 18+ხI=|8–ხ1; 

მ) I8I-ნ=1 ნი: 

თ) |20+ხ|=2|8I+|ხI. 

253. რა პირობებს უნდა აკმაყოფილე- 

– 4 
ბდნენ მ და ხ ვექტორები, რომ 
3 ლ ვე 

0+ხ ღა მ –ხეექტორები იყე- 
ნენ კოლინეარულნი? 

25.4. რა შემთხვევაში ყოფს შუაზე მ 
2 

და ხ ვექტორებს შორის კუთ- 

ხეს მ2+ხ ვექტორი? 

320 

პრაქტიჰშლი საშარჯX»ი შოქმბი 

ავ 

25.5. იპოვეთ | მ – 6 |, თუ მოცემულია: 

ლ – –- - 
ა)|2I=10,|ხI=15, |8+ხI=20; 

– – 

ბ) |8I=16, |ხI=20, |8+ხI=6 

5– 

25.6. იპოეეთ | მ +ხ |, თუ მოცემულია: 

- - ა – 
ა) |2)=7,)ხ)=11,|2–ხ)=14; 

4 – 44– 

ბ) |2I=2,)ხ|I=8,)გ–ხ|)=6 

|=20, 
3 

ხ 

+ხ , 8– ხ) =609, 

ხI. 

=) 

25.7. მოცემულია: | 8 – 

| 8+ხ|=15, (0+ 

იპოვეთ M და | 

– 32 

25.8. მოცემულია: | 89|=3, |გ+ხI=8, 

– 

I8-ხI=4, იპოვეთ |ხI. 

+ 

25.9. მოცემულია: | მ |=5, |ხ I=12, 

5 – -– 

მ Lხ. იპოვეთ: | მ +ხ | და 

232 
|2-ხ!. 

2 

25.10. მოცემულია: | მ |=8, | ხ ხI= 5, 

(8, ხ) =1209, იპოვეთ I|2 2+ხI. 

5 543 
25.11. მოცემულია: | მ|=2 , |ხ|I=7, 

ვაი 235– 
(მ, ხ) =309. იპოვეთ: | მ +ხ | 

3 
და |2 –ხI.



ა – 

25..2. მოცესულია: |8)=2. 

– 

(2, ხ) =60%. იპოვეთ | გ+ხI. 

25.13, მოცემულია: | მ |=1, |C6I=2, 

4–იკ 

(2, ხ) =60". იპოვეთ: 

|58+4ხ| და |58-4ხ!. 

25.14. ნ და 0 ეექტორებით გამოსა- 
– 

ხეთ C ეექტორი, თუ: 

ა» 5ი-70-405=0: 

– – 659 | ბ) –  0+=0++C=0, 
ს) 2018973 

25.15. #ტ8CნC პარალელოგრამში 
3 – – 65 

ტც=2, #0=ხ. გამოსახეთ 

5 ლ = 
გეი ღა ს ვექტორებსს M#4, 
ლ – 4 

M8, MC და Mს0, თუ M 

წარმოადგენ“ დიაგონალების 

გადაკვეთის წერტილს. 
3-2 

25.16. #ცC სამკუთხედში #8=C, 
3 5 ლვ 

ცC -ე2. C# ახ. გამოსახეთ 

ლ 65 – 

2, ხდა C ვექტორებით შემ- 
5 = 

დეგი ვექტორები: #M, 8M 
5 

და Cჩ, სადაც M, M და? 

შესაბამისად 8C, #C და #8 

გეერდების შუაწერტილებია. 

25.17. ტ8C სამკუთხედში /#8=82, 

> 

)ბC=ხ. 8C გვერდზე აღებუ- 

25.18. 

25.19. 

25.20. 

25.21, 

პრაქტყძჰული საყარ»;ხიშ(იმბი 

ლია M წერტილი. რომელიც 

8M_5 
მას ყოფს შეფარდებით MC 8 · 

5 ა 

გამოსახეთ #M ვექტორი მ 
5 

და ხ ვექტორებით. 

)8ც8C0სL წესიერ ექესკუთხედ- 

ში #8=ჩნ, 8C=ძ . გამოსახეთ 

4 

ჩდღა ძ ვექტორებით #C, 
3 53 
#0 და სC#M ვექტორები. 

3-2 

#8C სამკუთხედში 8C=2გ და 

ლ 5 

C# =ხ. გამოსახეთ გ და ხ 

ვექტორებით შემდეგი ვექტო- 
3 4 ლ 

რები: #MM, 8M და CL, სადაც 

M, M და ნ შესაბამისად 8C, #C 

და #8 გვერდების შუაწერტი- 

ლებია. 

#8C სამკუთხედის 8C გვერდი 

გაყოფილია ხუთ ტოლ ნაწი- 

ლად და 8 წეეროს მხრიდან 

მიმღევრობით დაყოფის Vს;, LC:, 

L), სს) წერტილები შეერთებულია 

ს წეეროსთან. იპოვეთ ტ.ჩ,, 

#ტხ., #40კვ, #0იკ ვექტორები, 

– 3 353– 

თუ ტ8=0C და 8C=გ. 

#8C სამკუთხედში M წერტილი 

8წC გეერდის შუა წერტილია. 

#.M =თ , ტ.C =ი . გამოსახეთ 

– 5 – 

#8 ვექტორი L და ი ვექტო- 
რებით. 
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ლქქხია 25. პმქტ(/რაბი. (/პერაციმბი პექტ(/რმბზმ. ძმქტ(/რ“ის მმბძი ლი =მრძზე 

25.22. ეთქვათ, M არის #8C სამკუთ- 

25.23. 8 

ხედის მედიანების გადაკვეთის 

წერტილი, ხოლო 0 სივრცის ნე- 
3 

ბისმიერი წერტილი. (IM ვექ- 
– 5 

ტორი გამოსასეთ 04, 08. და 

0C ვექტორების საშუალებით. 

წერტილით წრეწირის 

#C=90– რკალს ყოფს ისე, 

რომ #8:8C=2:I. 0 წრეწი- 

რის ცენტრია. გამოსახეთ CC 
-2 4 – 

ვექტორი 0#=82 და 08=ხ 

ვექტორების საშუალებით. 

= 

25.24. საე მ ქექტორის გეგმილი 

( ღერძზე, თუ | მ |=4 და 8 ვე- 

ქტორი (C ღერძთან ადგენს კუთ- 

ხეს: ა) 30“; ბ) 120? 

25.25. იპოვეთ 0XV სიბრტყეზე მდება- 

322 

რე 8. ყექტორის გეგმილები 0X 

და 0V ღერძებზე, თუ მისი სიგ- 
5 

რძეა |32I=6 და 0X ღერძთან 

ადგენს 60“-იან კუთხეს. 

25.26. 

25.27. 

25.28. 

25.29. 

რამდენიმე ვექტორის ერთსა 

და იმავე ღერძზე გეგმილების 
ჯამი ნულის ტოლია. შეიძლება 
თუ არა დავასკვნათ, რომ ეს 

ვექტორები ადგენენ შეკრულ 
ტეხილს? 

გელ 

იპოვეთ გეგ. (4 მ –3ხ), თუ 

ლ ლ 3 ე” –პ 

|2I=2, |ხI=>, (8, ()=45), 
აივ 

(ხს, ()=609. 

53 

იპოვეთ გეგ-+(2 2+5ხ), თუ 

ლ ლ 5”ილ 

|I2I=1, |ხ=3, (მ, (§)=309, 

(ხ,“ 2) =1209, 

გამოთეალეთ გ ქექტორის გე- 

გმილები საკოორდინატო ღერ- 

ძებზე, თუ იგი საკოორდინატო 

ღერძებთან ადგენს შესაბამი- 

სად თ=459, 8=60" და /= 120! 
= 

კუთხეებს, ამასთან | მ |I=16.



ლძშქცია 2 ჩ 

გექტორთა წრფივი დამოპიდებულებგბა. 
ბასისი. ვექტორის პოორდინატები 

26.) მმქტორია წრშიმა დამოჰიდებ ულება 
ჯა «ამუ შჰიდშბლობა 

თვისებები: 

3 – – 

ეთქვათ, მოცემულია 8,,)9,, მშ, ვექტორები. ამ ვექცტო- 

რების წრჟივი კომბინაცია ეწოდება ვექტორს 

43 5 543 

C, 2, + თე 21+..+C, 32, , 

სადაც თ, თ, ../ V, ნებისმიერი რიცხვებია. 

3 – – 

ვექტორთა 2,,2ე,.., მ, სისტემას ეწოდება წრფივად 

დამოკიდებული, თუ არსებობს ისეთი CI, Cთ2,.., თი რიცხ- 

ვები, რომელთაგან ერთი მაინც განსხვავებულია ნული- 

საგან და ადგილი აქვს ტოლობას 

3 5 3 3 

თ,0,+თ;ემ,ე+..+თ, 2, =0. () 

3– 43 

ვექტორთა 2,,)შ,ე,.., მ, სისტემას ეწოდება წრფივად 

დამოუკიდებელი, თუ (1) ტოლობას ადგილი აქვს მხოლოდ 

მაშინ, როცა Cთ, =C, =...=Cთ,=0. 

ეექტორთა წრფივალ დამოკიდებულებისა და დამოუკიდებ- 

ლობის განსაზღვრებებიდან უშუალოდ გამომდინარეობს შემდეგი 

1. თუ ვექტორთა სისტემა შეიცავს ნულოვან ვექტორს, 

მაშინ ეს სისტემა წრფივად დამოკიდებულია; 

2. თუ ვექტორთა სისტემა შეიცავს წრფივად დამოკი- 

დებულ ვექტორთა ქვესისტემას (ნაწილს), მაშინ თვით 

მოცემული სისტემაც წრფივად დამოკიდებული იქნება; 

3. წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორთა სისტემის ყო- 

ველი ქვესისტემა წრფივად დამოუკიდებელია. 
დავრწმუნდეთ მაგალითად მეორე თვისების სამართლია- 

ნობაში. 
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ლქქძია 2ხ. პამქტ”შრთა ზრწVიაპი ღდამოჰიდაბ ულება. ბაზძსი. პმექტ(/რის ჰ(ჟ(ჟრ დინატები 

შევნიშნოთ, 

თეორემა I. 

დამტკიცება. 
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35 – 

ეთქვათ, 2,,მე, «ა მგ ვექტორთა სისტემა წრფივად დამო- 
კიდებულია, მაშინ მოიძებნება ისეთი CI, C2,... CV რისხეები, 

რომ 

5 2 ლ ლ 

თ,2,+თCთ,ე8ე+..+თ, მ,,=0 

და ერთი მაინც C=0, 1<15<LIი. 

განეიხილოთ ვექტორთა ნებისმიერი სიმრავლე: 

3_– 3 – – 

მ, მეა მევ მეკ ამ, (M#>XM), 

რომელიც შეიცავს თავდაპირველ სისტემას. ავიღოთ C»+|=0, ..., 

...)| CL=0. გვექნება 

ლ 3 25 5 43 

თ,3,+..+Cთ, 3, =თ,მ8,+..+თ.მე =0, 

სადაც თ,#0.. ე.ი ვექტორთა წრფივად დამოკიდებული სისტე- 
მის შემცველი ვექგორთა ნებისმიერი სისტემაც წრფივად და- 

მოკჯიდეტულია. 

რომ პირველი და მესამე თვისებები შეიძლება განხილულ იქნან 

როგორც მეორე თვისებიდან გამომდინარე შედეგები (ახსენით 

რატომ). 

ვექტორთა წრფივად დამოკიდებულების საკითხის გასარ- 

კვევად მნიშენელოვანია შემდეგი 

ვევ 3 

მემე, -სამ, ვექტორთა სისტემა წრფივად დამოკიდებუ- 

ლია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ამ სისტემის რო- 

მელიმე ვექტორი წარმოადგენს დანარჩენი ვექტორების 

წრფივ კომბინაციას. 

ა ლ 
ვთქვათ, 9,,9:ე, -ა» 2, ვექტორები წრფივად დამოკიდებულია, 

ე.ი. ადგილი აქეს (1) ტოლობას და CI, Cთ2,.., თი რიცხვებიდან 

ერთი მაინც განსხვავებულია ნულისაგან. გარკვეულობისათვის 

დავუშვათ, თ) #0. მაშინ (1) ტოლობიდან მივიღებთ 

ა თ2 თი თ, –“ 
,)ლ-–-–“ მე – “მვ – ს–- ––“ ში. 

თ, თ, თ, 
  

ვ 

ამრიგად, 8, ვექტორი არის დანარჩენი ვექტორების წრფი- 

ეი კომბინაცია,



20.) ძმძტირთა წრ ყისად ღაძოძჰიდებულება და დამოუჰიდებლობა 

ვე – – 

ახლა დავუშვათ, მემე, .მ, ვექტორებიდან ერთ-ერთი, 

ლ 

მაგალითად, მ, წარმოადგენს დანარჩენი ვექტორების წრფივ 

კომბინაციას, ე.ი, არსებობს ისეთი XI, 72, ·.. ჯი-1 რიცხვები, 

რომ 

2 3 ლ – 

მ,=#,მ,+X,ემე+..+X, მეკ. 

აქედას ვღებულობთ 
3 43 - 3 ლ) 

#,9, + #9; + ...+ #, ,9, , + (–1)მ, = 0. 

355 3 

რაც ნიშნავს, რომ 2,,8,,.» 2, ვექტორები წრფივად დამოკი- 

დებულია. თეორემა 1 დამტკიცებულია. 

ამ თეორემიდან კერძოდ გამომდინარეობს, რომ ორი ვექ- 

ტორი წრფივად დამოკიდებულია მაშინ და მხოლოდ მა- 

შინ, როცა ისინი კოლინეარულია. 

განვიხილოთ ეექტორთა წრფივად დამოკიდებულებისა და 

დამოუკიდებლობის საკითხი სიბრტყეზე და სივრცეში. 

თეორემა 2. ერთ სიბრტყეზე მდებარე ყოველი სამი ვექტორი წრფივად 

დამოკიდებულია. 

35 – 5 

დამტკიცება. ეთქვათ, 2, ხ და C ერთ სიბრტყეზე მდებარე ნებისმიერი 

ქექტორებია. თუ ამ ვექტორებიდან რომელიმე ორი კოლინე- 

არულია, მაშინ თეორემის სამართლიანობა ცხადია. 

345 2 – 

თუ 8, ხდა C ვექტორებს შორის არც ერთი წყვილი 

ვექტორებისა არ არის კოლინეარული, მაშინ საკმარისია ვაჩ- 

ეენოთ, რომ ამ ვექტორებიდან ერთ-ერთი წარმოადგენს დანა- 

რჩესების წრფივ კომბინაციას, დავუშვათ, რომ სამიეე ვექ- 

ტორს აქეს საერთო 0) სათავე (ნახ. 26.1). 

გავავლოთ ერთ-ერთი ვექტორის, მაგა- 
ე 

ლითად, 8-ს ბოლო M წერტილზე დანარ- 

C # ჩენი ვექტორების პარალელური წრფეები 

ა იმ წრფეების გადაკვეთამდე 8 და C წერტ- 

C ილებში, რომლებზეც მდებარეობენ შესაბა- 

5 5 

0 თ. ც მისად ხ და C ვექტორები. მივიღებთ, რომ 

ხ 34 – – 

ნახ. 261 2=08+0C. 
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ლჰქძძია 26. პამძტირთა ზრყსიასძ დაძ(იიჰიდებ ულება. ბაზისი, ჰექტ/(შრიIს ჰ(უ(7რ დ/ნატები 

– = პა. წ 
რადგან 08 და 0C ვექტორები შესაბამისად ხ და C ვექ- 

5 3 3 – 

ტორების კოლინეარულია, ეი. C0C8=#ხ და CC =IIC , ამიტომ 

ეეუეაეა“ – 
0 =/ხ+ILC. 

თეორემა 2 დამტკიცებულია. 

შედეგი 1. თუ ერთ სიბრტყეზე მდებარე ვექტორთა რაოდენობა ორზე 

მეტია, მაშინ ისინი წრფივად დამოკიდებულია. 

შედეგი 2. სამი ვექტორი წრფივად დამოკიდებულია მაშინ და მხო- 

ლოდ მაშინ, როცა ისინი კომპლანარულია ან, რაც 

იგივეა, სამი ვექტორი წრფივად დამოუკიდებელია მაშინ 

და მხოლოდ მაშინ, როცა ისინი არაკომპლანარულია. 

შედეგი 1. სიბრტყეზე წრფივად დამოუკიდებულ ვექტორთა მაქსიმა- 
ლური რიცხვი უდრის ორს. 

თეორემა 2-ის ანალოგიურად მტკიცდება 

თეორემა 3. სივრცეში ყოველი ოთხი ვექტორი წრფივად დამოკიდებუ- 

ლია. 

შედეგი I. თუ ვექტორთა რიცხვი სამზე მეტია, მაშინ ისინი წრფი- 

ვად დამოკიდებულია. 

შედეგი 2. წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორთა მაქსიმალური რიც- 

ხვი უდრის სამს. 

2წ6.2. ბაზისი. მმქტშრრის ძჰ(უ/0რ#-”ინატშბი 

ქეექტორთა ალგებრის ერთ-ერთი უმნიშვნელოვანესი ცნებაა 

ბაზისის ცნება. 

განსაზღვრება. ა) ბაზისი წრფეზე ეწოდება ამ წრფეზე მდებარე ნების- 

მიერ არანულოვან ვექტორს; 

ბ) ბაზისი სიბრტყეზე ეწოდება ამ სიბრტყეზე მდებარე 

ნებისმიერ ორ წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორს, აღე- 

ბულს გარკვეული რიგით, 
გ) ბაზისი სივრცეში ეწოდება ნებისმიერ სამ წრფივად 

დამოუკიდებელ ვექტორს, აღებულს გარკვეული რიგით. 
ვიტყვით, რომ ვექტორი დამლილია რაიმე ვექტორების მიხე- 

დვით, თუ ის წარმოადგენს ამ ვექტორების წრფივ კომბინაციას. 

ძნელი საჩვენებელი არაა, რომ 

1. წრფის პარალელური ნებისმიერი ვექტორი იშლება 

ამ წრფის ბაზისის მიხედვით; 
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2.2. ბაწსი9სი. ძშქტ(/რ“ს ძ(/(9რ დინატმბ/ 

2. სიბრტყის პარალელური ყოველი ვექტორი იშლება 

ამ სიბრტყის ბაზისის მიხედვით; 

3. სივრცის ყოველი ვექტორი იშლება სივრცის ბაზისის 

ვექტორების მიხედვით. 

დავრწმუნდეთ, რომ ყოველი ასეთი დაშლა ერთადერთია. 
ჟ–_. – 

ვთქვათ, მაგალითად, (§, , 6, , წვ. სიერცის ბაზისია, ხოლო 8. – 

ნებისმიერი ეექტორია. რომლისთვისაც ადგილი აქვს დაშლებს: 

2=X, 6,+X, ნ,+Xკ 6, დ) 
= =– – 3 

3=I, 6,+I, 6: +IIვ 63. (3) 
თუ (2) ტოლობას გამოვაკლებთ (3-ს გვექნება 

– = 3 4 

(», – IL,)/,+0., – IM.) ჩე +(Mკ – I) /ჩ1=0 (4) 

– ლუ ლ 

და 6), 6, (კ ვექტორების წრფივად დამოუკიდებლობის 

გამო (4) ტოლობიდან დავასკენით, რომ 

#-IL=0, X-I2=0, Xვ3-IIL3=0. 

ამრიგად, #I=ILI, #2 =LL, #3=ILვ, რაც დაშლის ერთადერ- 

თობას ამტკიცებს. 

3 

#I, #»#, #» რიცხვებს ეწოდება 2 ვექტორის კოორდინა- 

– 3 

ტები (კომპონენტები) წ, 0), 6. ბაზისში, თუ ადგილი 

აქვს ტოლობას 

2 

იმ ფაქტს, რომ 2 ვექტორის კოორდინატები #I, #2, #ვ რი- 

ცხვებია, ასეთნაირად ჩავწერთ: 

2=20ს, ,X,,X.) ან 9=(X,,X, გ). 
ძნელი შესამჩნევი არაა, რომ ვექტორის რიცხვზე ნამ- 

რავლის კოორდინატები უდრის ამ ვექტორის სათანადო 

კოორდინატების იმავე რიცხვზე ნამრავლს, ხოლო ვექ- 

ტორთა ჯამის კოორდინატები უდრის შესაკრები ვექტო- 

რების სათანადო კოორდინატების ჯამს. 
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ლექძია 2სხ. აპქტ/წ!რთა ჩწრყიპი დაჰ(ძიდუბ თლება. ბაზისი. ძმქტ(/რის ძ(7(7რ დინატშბი 

71 განვიხილოთ დეკარტის მართკუთხა კოორ- 

დინატთა (IX V 7, სისტემა სივრცეში. ვთქვათ, 

33 25 

L 1 1, 1 და # შესაბამისად CIX, CIVV და 07, 

ღერძების მგეზაეებია (ნახ. 26.2). ცხადია, ეს 
« ეექტორები არაკომპლანარულია. ამიტომ ვექ- 

ტორთა ეს სისტემა წარმოადგენს ბაზისს, რო- 

მელსაც დეკარტის მართკუთხა ბაშისი ეწოდება. 

  

  

    6 M, 
  

  
3 

ნახ. 26-2 ნებისმიერი 2 ვექტორი ერთადერთი სა- 

უე>–>–_ 
ხით წარმოიდგინება დეკარტის 1, 1, M 

მართკუთხა ბაზისის მიხედვით: 

5 ლ – 2 

2=XI+V»VI+27VM. 

ამ X, წ, » სიდიდეებს დეკარტის მართკუთხა კოორდი- 

ნატები ეწოდება. 
ვექტორის დეკარტის მართკუთხა კოორდინატების გეომეტ- 

რიულ აზრს განმარტავს შემდეგი 

თეორემა 4. ვექტორის დეკარტის მართკუთხა კოორდინატები უდრის 

ამ ვექტორის გეგმილებს შესაბამის ღერძებზე. 
= 

ამ თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ CM რადიუს-ვექ- 

ტორის (სათავეზე მოდებული ვექტორი) კოორდინატები 

უდრის მისი ბოლო MI წერტილის კოორდინატებს. ასე რომ, 

თუ სივრცეში მოცემულია რაიმე #4(XIXVI, 7)) და I)35(X2, V2, 72) 

წერტილები, მაშინ 

43 53 ლ 43 

0/.=X,1+V, I+7, L, 
– 53 3 2 

08=X, 1 +Vე 1 +7ცM. 

ვექტორთა სხვაობის განსაზღვრის თანახმად გვაქვს 

5 = 5– 5 3 5 

48=08–07# = (X, – X,) 1 + (Xე –X»X,)1 +(7; –7,)M#. 

– 

ამრიგად, მივიღეთ, რომ ნებისმიერი #8 ვექტორის 

კოორდინატები უდრის მისი ბოლო წერტილისა და სათა- 

ვის სათანადო კოორდინატების სხვაობას, ე.ი. 

= 

#08 =(X, – X,, Vე – V,ც 7 – X,). 
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ლპქძია 2ხ. ჰმძტ(შრთა წრწVVძV დამ(/ჰი დებ წლება, ბაზისი. შმქტ!/რ“ს ძ!/(Iრ დინატები 

ჯავალპმბა 

შეამოწმეთ თეორიული მასალის ცოდნა შემდეგი კითხვების საშუალებით: 

1. 

10. 

11. 

12. 

13. 

განსაზღვრეთ ვექტორთა წრფივად დამოკიდებული და დამო- 

უკიდებელი სისტემები. 

შეიძლება თუ არა, რომ წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორთა 

სისტემის რაიმე ქვესისტემა იყოს წრფივად დამოკიდებული? 

ჰასუხი დაასაბუთეთ. 

რა შეიძლება ითქვას ვექტორთა სისტემის წრფივად დამოკი- 

დებულების შესახებ, თუ ცნობილია რომ, ამ სისტემის რომე- 

ლიღაც ვექტორი დანარჩენების წრფივი კომბინაციაა? ჩამოა- 

ყალიბეთ სათანადო თეორემა. 

დაამტკიცეთ თეორემა სიბრტყეზე მდებარე ნებისმიერი სამი 

ვექტორის წრყივად დამოკიდებულების შესახებ. 

რას უდრის წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორთა მაქსიმალური 

რიცხვი: ა) წრფეზე; ბ) სიბრტყეზე; გ) სივრცეში? 

მოიყვანეთ ბაზისის განსაზღერება. 

4 

რა შემთხვევაში იტყეიან რომ 2 ევექტორი დაშლილია 

35-– 2 

მ,მია..სმა ვექტორების მიხედეით. 

დაიშლება თუ არა სივრცის ნებისმიერი ვექტორი სივრცის 

ბაზისის ვექტორების მიხედვით? რამდენნაირია ეს დაშლა? 

რომელი ვექტორები დაიშლება: ა) წრფის ბაზისის მიხედვით? 

ბ) სიბრტყის ბაზისის მიხედვით? 

განსაზღვრეთ ვექტორის კოორდინატები ბაზისში. 

როგორ ხორციელდება კოორდინატული ფორმით მოცემულ 

ვექტორთა შეკრება-გამოკლების და რიცხეზე გამრავლების 

ოპერაციები? 

განმარტეთ ვექტორის დეკარტის მართკუთხა კოორდინატები. 

რა კავშირი აქვს ამ კოორდინატებს ვექტორის გეგმილებთან 

ჰოორდინატთა ღერძებზე? 

რას უდრის რადიუს-ვექტორის კოორდინატები? როგორ გამო- 

5 
ისახება ნებისმიერი #8 ვექტორის კოორდინატები #. და 8 

წერტილთა კოორდინატების საშუალებით? 
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ლპქქძ”ა 20. აჰამძტ”ერთა წრVიპაძი დაძშ(/ჰძიდუბ ულიბა. ბაზისი. პძქტ(ი/რძს ჰ!შ/7რ დძნატიებ/ 

26.1. მოცემულია ვექტორები: 

8(I,- 2,4) და ხ(-3,I,–2). 
იპოვეთ შემდეგი ვექტორების 

კოორდინატები: 

23 
ა) 8+ხ; 

54 

ბ) 2 –ხ; 

გ) 28; 

ი I) 
–2+-ხ; დ. 3 

62 – 

ე) 382+6ხ; 

ვ) –52 +2ხ. 

262. მოცემულია: 2(-2,4,–3), 

3 2 

ხ(4,-2,590ე და C(0,,3) ვექტო- 
პა ბელ 

რები. იპოვეთ 22->ხ+0C ეე- 

ქტორის კოორდინატები. 

263. მოცემულია ქმექტორები: 
3 4 

ბ(4,-–3,6ე) და ხ(-5,2,4). იპო- 

ვეთ შემდეგი ვექტორების გეგმი- 
ლები საკოორდინატო ღერძებზე: 

ა) 3ხ: 

– ლ 
ბ) 238 –5ხ; 

1144ხ –=2+ : 
ბ) 5 

ღ) 2მ –ხ. 
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პრაქტიპშლი საშარჯი შოუები 

264, მოცემულია #C3,4,2) და 8C2,1,5) 

5 – 

წერტილები. იპოვეთ #8 და 84 

ვექტორების კოორდინატები. 

26.5. მოცემულია #8(-4,-2,1) ვექტ- 
ორი და 8(1,4,5) წერტილი. 

იპოვეთ # წერტილის კოორდი- 

ნატები. 

26.6. მოცემულია #8ც,7,1) ვექტორი 
და #4(C-2,1,-3) წერტილი. იპო- 

ვეთ 8 წერტილის კოორდინა- 

ტები. 

26.7. მოცემულია #(–2, 1,3), 8(1,4,2), 

C(5,6,4ე წერტილები. 
= 

#4M. ვექტორის კოორდინატები, 

თუ M არის 8C მონაკვეთის შუა 

წერტილი. 

იპოვეთ 

26.8. მოცემულია 2(–1,2,3) და 

– ლ 
ხ(1,–4,5) ვექტორები. იპოვეთ C 

ქექტორის კოორდინატები თუ 
3 2 ე. – 

28-ხ+30C=0. 

26.9. დაადგინეთ, კოლინეარულია თუ 

ა 5 

არა გ და ხ ვექტორები: 

3 = 

ა) გ=(–3,<–2,1), ხ=(6,4,–-2); 

ბ) 2=(2,.41), ხ=C I, -8, 0.



26.10 

26.11. 

26.12. 

26.13. 

26.14. 

26.15. 

, #-ს რა მსიშესელობისთვისაა 

შემდეგი კოლისეარული ვექტო- 

რები 8(1,=2,2) და ხ(-4,8,3). 

თ და ჩ-ს რა მნიშენელობებისათ- 

ვის არის კოლინეარული ვექტო- 
– 5 

რები 2 (I. CV, – 2) და ს(8.4,6)? 

მოცემულია შემდეგი 
ლები #(C-7,2,2), 

C(2,5,-–4) და 

წერტი- 
8C10,–I,5), 

XX8, 5,-7). აჩვე- 
– – 

ნეთ, რომ #C და 8 ვექტო- 
რები კოლინეარულია. 

ასვესეთ, რომ: წერტილები 

#(-3,-I,1), 8(2,3, –I), C(3.3, –5) 

და IX2,-I,-I9) წარმოადგენენ 

ტრაჰეციის წეეროებს. 

აჩვენეთ, რომ: #(1,–1,3), 3(2,2,–5), 

C(4,1,-6) და ILX3,-2,2) წერ- 

ტილები წარმოადგენენ პარა- 

ლელოგრამის წვეროებს. 

პარალელოგრამის სამი მომდე- 

ვნო წვეროა #(1,2,3), 8(3, 1,6), 

C(0, –1, 4). იპოვეთ პარალელოგ- 

რამის მეოთხე წვეროს კოორ- 

დინატები. 

26.16. 

26.17. 

26.18. 

26.19. 

პრაძტყVპჟლი საშარXიშიემბი 

#8C0 პარალელოგრამში ML(22,1) 

დიაგონალების გადაკვეთის წე- 

რტილია, იპოვეთ C და IL) წერ- 

ტილების კოორდინატები, თუ: 

#.=ტ#4(–-2,6,0) და 8=8(2,8,-6). 

მოცემულია #8CL პარალელო- 

გრამის სამი მომდევნო წვერო: 

#4. (1,2, 1), 8(9, 0, –2), C(1,3,0). 

ს 
იპოვეთ 8Lხ ვექტორის კოორ- 

დინატები. 

დაადგინეთ, ქმნიან თუ არა ბა- 

გისს ვექტორები: 

ა) 8(2,=3,1), ხ(L5.4), 

C(4,1,-3); 

ბ) 8 (2,– 1,1), ხ(I,2,3), 

C(ს-3,-2). 

2, ხ და C ვექტორები ქმნიან 

ბაზისს. როგორი უნდა იყოს XC, 

ი, რიცხვები, რომ 

რთ –3)8 –(20+7)ხ –(2+ –9)6=0. 
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_–ძმქძიია 2 / 

სკალარული ნამრავლი. 
ი განსომილებიანი L" სიბრცე 

27.,, სპალარ შლი ნამრამლი «პა მძსი თშიძსპბპბი 

განსაზღვრება. 
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პრაქტიკაში ვექტორების გამოყენებისას მნიშვნელოვან 

როლს თამაშობს ჟექტორთა სკალარული ნამრავლის ცნება. 

ორი ვექტორის სკალარული ნამრავლი ეწოდება მათი 

სიგრძეებისა და მათ შორის კუთხის კოსინუსის ნამრავლს, 

5 – 

2 და ჩხ ვექტორების სკალარული ნამრავლი აღინიშნება 
5– –ლ 

(2, ხ) ან 3:ხ სიმბოლოთი. მაშასადამე, განსაზღვრებით 

3 35– 

(0,ხ)=| 2) ხIC05ღ, (0) 

5 ლ) 

სადაც X არის მ და ხ ეექტორებს შორის კუთხე, ე.-. 
იე 

X»=(2, ხ). თუ მხედველობაში მივიღებთ ვექტორის ღერძზე 

გეგმილის გამოსახულებას 

– – 
გეგ.,#8 =| 48 |C0§თ, 

(1) ტოლობა შეგვიძლია ასე გადავწეროთ 

35 ვ – 2 – 

(2,ხ)=|91გეგ..ხ =| ხ | გეგ..4, () 

5 5 53 

სადაც გეგ.,ხ არის ხ ვექტორის გეგმილი 2 ვექტორით გან- 

საზღერულ ღერმზე. 

ამრიგად, ორი ვექტორის სკალარული ნამრავლი უდრის 

ერთ-ერთი ვექტორის სიგრძისა და ამ ვექტორით განსაზ- 

ღვრულ ღერმზე მეორე ვექტორის გეგმილის ნამრავლს. 

(2) ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

54 535-– 

გებგ-- 2 =(2, წ).



27., სპალარ წლი ნაძშრაძლი და მისი თჰაძსშბებიძ 

– 

სადაც – ერთეულოვანი ეექტორია. 

– = – = 

ვთქვათ, 28= X I + V 1) + 7#, მაშინ 

453 353 ველ 

X=(2, 1), X=(9, 1), X»=(მ, M). 

სკალარულ ჩამრავლს აქვს შემდეგი 

3 – 435 

თვისებები: 1. სკალარული ნამრავლი კომუტატიურია: (2, ხ) = (ხ, 3). 

2. სკალარული ნამრავლი ნულის ტოლია მაშინ და მხო- 

ლოდ მაშინ, როცა ვექტორები ურთიერთმართობულია ან 

ერთი მათგანი მაინც ნულ-ვექტორია. ე.ი. ორი არანულო- 

ვანი ვექტორის მართობულობის პირობაა მათი სკალა- 

რული ნამრავლის ნულთან ტოლობა. 
– –2 მა 

3. ნებისმიერი მვ ვექტორისათვის (2,2) =I| 3817“, ე:0. 

(2I-IC, 2). 
3-3. – 

4. საკოორდინატო ღერძების !, 1), M მგეზავებისათ- 

ვის მართებულია ტოლობები: 

ბუა 2 1? 
(I11)=(1,I)=(%,M)=1, 

შეა ესა (LL :. 
C(LII)=(),M)=(M,1)=0. 

5. სკალარული ნამრავლი დისტრიბუციულია ვექტორ- 

თა შეკრების ოპერაციის მიმართ, ე.ი. 

333 232 55 
(2,ხ+C)=(2,ხ)+(2,C). 

– – 
6. ნებისმიერი 4 და ხ ვექტორისა და # რიცხვისათვის 

35-53 გავ 35 

0. 3,ხ)=(2,#ხ)=7(3,ხ). 

43 3 –ა– 

7. თუ ნებისმიერი ძ ვექტორისათვის (2,0) =(ხ,ძ), 

ლ 
მაშინ 3 =ხ. 
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ლქქცია 27. სპალარ შლი ნპმრაწლი. ა» მანწზ(7მ/ლებიანი ნ" ს(პრძპ 

თეორემა 1. 

დამტკიცება. 

334 

პირველი ოთხი თვისების მართებულობა უშუალოდ გამომ- 

დინარეობს სკალარული ნამრავლის განსაზღვრებიდან. 

დავამტკიცოთ მეხუთე და მეექვსე თვისება: 
ევე 5 ლ 54 = 

(9,ხ+ C) =| 3 | გეგ. (ხ+ C) =| 98 | გეგ..ხ + 

– – 3 52–– 

+| 2 | გეგ.„ხ =(მ,ხ)+(მ,C); 

ასევე, 
გავ 3 4 კ 2 3 ლ 

(»8,ხ) =|ხ| გეგ-+#8 =#|ხ | გეგ. .9=7#(4,ხ) 

და 

(2,7ხ)=(,ხ, 8)=X(ხ,9)=% (#,ხ). 
352 –– 

დავამტკიცოთ მეშვიდე თვისება. თუ (8,9) =(ხ,ძ), მაშინ 
ვეა 

მეხუთე და მეექვსე თვისებების ძალით (2- ხ,9)=0. რადგან 

ლელი წ 

ძ ნებისმიერია, ამიტომ მეორე თვისების თანახმად, 2 –ხ =0, 

ი 

ე.ი. 2=ხ. 

ორი ვექტორის სკალარული ნამრავლი უდრის მათი 

ერთსახელა კოორდინატების ნამრავლთა ჯამს, ე.ი. თუ 
ლ 5 
მ=(X,,V,,)7,) და ხ=(X,,V;,2,ე), მაშინ 

235ლ– 

(2,ხ)=X,Xე+VIVXე+7)X:. (3) 

= ა – – = = 5 – 
რადგან 3=X,1+V,1+7,M და ხ=X, 1+V, 1+7კL, ამიტომ 

სკალარული ნამრავლის სათანადო თვისებების გათვალისწინე- 

ბით მივიღებთ 

(2,ხ)=(X, 1+XV, 1+7,M,X; 1+Vცე 1+7:IL) = X,X:(1,) 1)+ 

35 35- 32 5 

+ X,V;(1, 1)+X,Xე(1,M)+ V,X: (1, 1)+X»,X;(1/I1)+ 
3-5 3ვ 35 ა 

+ V,)7:(1)M)+7,X,ე(M, 1)+ X,VX,(M, 1)+ X,X2ე (M,M) = 

= XIX + –წ,Vე +7,ე7ც. 

თეორემა 1 დამტკიცებულია.



27./,, სპალარ ძლი ნამრაყლი ა მისი თბისმებები 

– – 

შედეგი 1. 2 და ხ ვექტორების მართობულობის პირობა კოორდი- 
ნატებში ასე ჩაიწერება 

X1IX2+ VI V2 + 717: = 0. 

ოლ 

შედეგი 2. 2 =(X,V,7) ვექტორის სიგრძე გამოითვლება ფორმულით 

ლ 

| 8 |=./X”+V#?+7? · (4) 

შედეგი 3. მანძილი #(XI,VI,71) და 8(X2,V2,72) წერტილებს შორის 

გამოითვლება ფორმულით 

  

| 48 |=-/(X, –X,)?+(V, – V,)?+(>, –7,)?. (5) 

მართლაც, რადგანაც #8= (X, – X,,V, – Xა2; – 7,) და 
3 

I48| =I #8 |, ამიტომ (4) ფორმულის გამოყენებით უშუალოდ 

მიიღება (5). 

=– ლ 

შედეგი 4. კუთხე 2 და ხ ვექტორებს შორის გამოითვლება ფორმულით 

ი 2 + +7 7 2- ლ , ხ X.X V.7 # 
ი05(2 , ხ)= <2 )_ 12 112 “1 2 , 

2. IX + 2 სუ? IX + ? აუ 
| 2III | 17, 12, V/%ვ + Xე 175 

ეს შედეგი უშუალოდ სკალარული ნამრაელის განმარტები- 

დან (3) და (4) ტოლობების გათვალისწინებით მიიღება. 

  
  

= – ლ 2 

ვთქვათ, თ, 8 და V კუთხეებია, რომლებსაც 98 =X1+V 1+7M# 

ვექტორი ადგენს შესაბამისად C1X, C0V და 07, ღერძებთან. 
48 

0X, 0V და 07; ღერძებზე 2 ვექტორის გეგმილებია: 

53 53 ლ 
X=|) 2I-05, X#=|21|C058, #7=I ე | C057/, (6) 

საიდანაც (4) ტოლობის გათვალისწინებით გეექნება: 

Cლ05თC=----–>---., 0C05ჩ =- 77... თ 
·X? +V? +7? IX? +»? +7” 

» 
005V=-“--==-=-=----> 

VIX +V“ +” 
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ლქქცია 27. სპალარ წლი ნამრათლი. ი მანწზ(ჟმძლებ#”ანი ს" სბისრც2მ 

= 
0ლ0§5თ, 0050, C05/ რიცხვებს 2 ექტორის მიმართულე- 

ბის კოსინუსები ეწოდება. (6)-დან გამომდინარეობს აგრეთ- 

ვე. რომ ერთეულოვანი ვექტორის კოორდინატები მისი მიმარ- 

თ)ულების კოსინუსებია. 

(7) ტოლობებიდან უშუალოდ მიიღება 

C0§”თ + ლ0§”ჩ + C0§?2)/ =1, 

– 

რის გამოც ადვილად ვასკენით, რომ 2? ვექტორის მგეზავს 
= 

წარმოადგენს ( =(005C 005 ჩ,C05V/) ვექტორი. 

27.2, » ზან წუემმილიბიანი L" სმშრმიძ 
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როგორც დავინახეთ, სივრცის ყოველი ვექტორი ცალსახად 

განისაზღვრება თავისი კოორდინატებით – ნამდვილ რიცხეთა 

დალაგებული სამეულით (ანალოგიურად, წრფისა და სიბრტყის 

ეექტორები ცალსახად განისაზღვრება შესაბამისად – ნამდვი- 

ლი რიცხვით და ნამდვილ რიცხეთა დალაგებული წყვილით). 

ყველა ასეთი სამეულების სიმრავლე წარმოქმნის სამგანზომი- 
ლებიან სივრცეს. ჩვენ შეგვიძლია განვაზოგადოთ სამგანშწომი- 

ლებიანი სივრცის ცნება, თუ განვიხილავთ ნამდვილ რიცხვთა 

დალაგებული ოთხეულების, ხუთეულების და ა.შ. ”-ეულების 

სიმრავლეებს. შევნიშნოთ, რომ ასეთი სიმრავლეებისათვის ჩვენ 

ვეღარ ვიხელმძღვანელებთ იმ ბუნებრივი გეომეტრიული წარ- 

მოდგენებით, რაც ჩვენს ხელთ იყო სამგაზნომილებიანი სიერ- 

ცის შემთხვევაში. მიუხედავად ამისა, ნამდვილ რიცხვთა და- 

ლაგებული ი-ეულების სიმრავლეზე შესაძლებელია განისაზლ- 

ვროს ყველა ის ოპერაცია, რომელიც სამგანზომილებიანი სივ- 

რცის შემთხვევაში გვქონდა. შემოვიღოთ რამდენიმე მნიშვნე- 
ლოეაჩი განსაზღერება. 

ი რაოდენობის ნამდვილ რიცხვთა დალაგებულ ერთ- 

ობლიობას (ნამდვილ რიცხვთა დალაგებულ X-ეულს) 

ეწოდება ი კოორდინატიანი (სი კომპონენტიანი) ვექტორი 
ალ 

და იგი ჩაიწერება შემდეგნაირად 2=9(8მ,,მე,..,მ,) ან 
2 = 
2 =(მ,,შეე-.ამ,). მშ; (1=1,2,..,1M#) რიცხვებს 2 ვექტორის 

კოორდინატები (კომპონენტები) ეწოდება.



თეორემა 2. 

27.2. ა მანVI/მილმბიანი ს” სიშრძ0შ 

თუ ვექტორის ყველა კომპონენტი ნულის ტოლია, მას 
3 

ნულოვანი ვექტორი ეწოდება 0=(0,0....,0).. 

M განზომილებიანი კოორდინატული სივრცე LL" ეწოდება 
– 

ყველა ს კოორდინატიან 3 =(8მ,,შ;,..»შ,) , 2; C IL, 1=1,2,...,ი, 

= 
ვექტორთა სიმრავლეს. 2 =(მ,,მ,,..,2,) ვექტორს ეწოდე- 

ბა L"-ის წერტილი. 
3 4 

#" სივრცის ორი 9 და ხვექტორი ტოლია ((21,) 22, ... 

·.-ში) წერტილი ემთხვევა (ნ), ხ2,..., ხი) წერტილს), თუ 

სრულდება ტოლობები: 2) =ხ), 2:=ხ:,...ე2ი= ხე. 

შემოვიღოთ ჟექტორების შეკრებისა და ვექტორის რიცხეზე 

ჩ.ამრავლის რ.პერაცია. 

– ლ 

ორი 82 და ხ ვექტორის ჯამი ეწოდება ვექტორს 

3 – 
3+ხ =(მ, +ხ, შა + ხვევა მე +ხ,). 

ლ 

2 ვექტორის 7C I" რიცხვზე ნამრავლი ეწოდება ვექტორს 

#8 =(#მ,,29., 8). 
– 53–_ 

2 და ჩხ ვექტორთა სხვაობა ეწოდება ვექტორს 

4232 .– ლ7 

2<– ხ =23+(–-1)ხ =(მ, –ჩნ,, მე – ხე,..,ცმ, – ხ,). 

ძნელი საჩვენებელი არაა, რომ ი კოორდინატიანი ეექტო- 

რებსსაფესს ძალაში რჩება ყველა ის თვისება, რომელიც სამ- 

ჰოორდინატიან ვექტორებზე ოპერაციებისათვის იყო ჩვენთვის 

ცნობილი. 

დაუმტკიცებლად მოვიყვანოთ შემდეგი 

#" სივრცეში ყოველი ს+1 რაოდენობის ვექტორი წრფივად 

დამოკიდებულია, წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორთა მაქ- 
სიმალური რაოდენობაა ი. L"-ში არსებობს უამრავი ბაზისი 

(ი რაოდენობის წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორთა სისტე- 

მა). თითოეულ ბაზისში არის ზუსტად ი ცალი ვექტორი. ნები- 

სმიერი ვექტორი ერთადერთი გზით წარმოდგება, როგორც 

ბაზისური ვექტორების წრფივი კომბინაცია. ერთეულოვან 
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2 4 5 
ბაზისმი 6) =(1,0,...,0), (2 =(0,1,...,0),...,; (ი = (0,0,...,1), ნე- 

2 

ბისმიერი 8=(41,,მჯ,..მ,„) ვექტორი წარმოდგება შემდეგი 

სახით 

3 5 2 53 
8=მ1, (§)+მე 62+...+8მ, წი. 

ვექტორთა სკალარულ ნამრავლს კოორდინატების საშუ- 

ალებით განვსაზღვრაეთ. 
– 2 

IL" სივრცის ორი 9=(მ,..,9,) და ხ=(ს,,..,ხ,) ვექ- 

ტორის სკალარული ნამრავლი ეწოდება შესაბამისი კომ- 

პონენტების ნამრავლთა ჯამს: 

ვლ 
(3,ხ)=3,ხ,+8ეხ,ე +..+მ,ხ,. 

3 

2=(მ8,,..,სშ,) ვექტორის სიგრძე ეწოდება სიდიდეს 

3 3 2 

| ე |=./9? +...+2? . 

=”- 3 

ცხადია, რომ | 2 |= (2, 8) · 

L" სივრცის ორ (8მI,...,ში) და (ხ,,...,ხი) წერტილს 

3 
შორის მანძილი 3– ხ ვექტორის სიგრძის ტოლია 

(2-VI-I0-6, 2-9 = 13:რ,–ხა". 
1=1 

5 – 

ორ არანულოვან 2 და ხ ეექტორს შორის კუთხე დ განი- 

საზღვრება შემდეგი ორი პირობით: 

  

(2,ხ)_ 2,ნ, +2ენ, +...+32,ხ, 
0<C5<X და C05დ = – 

|2 II I2ეა; 5 ხ? 

1=1 "წი 

ცხადია, რომ ორი არანულოვანი ვექტორი ორთოგონალუ- 

რია (მათ შორის კუთხეა 3) მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

(2,ხ)=0.



27.2. „ მანV(/მილმბიანძ ნ”? ს(პრძშ 

განეისილოთ ერთეულოვან (ნორმირებულ) ვექტორთა სისტემა 

ნ) =(1,0,...,0), #: =(0,1....,0),..., 6, = (0,0,...,1).. (8) 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ ვექტორთა (8) სისტემის 

ნებისმიერი ორი ვექტორი ორთოგონალურია. 

ვექტორთა (8) სისტემას LL" სივრცის ორთონორმირე- 

ბული ბაზისი ეწოდება. 

ი კოორდინატიან ვექტორთა რაიმე MI სიმრავლეს 

ეწოდება ვექტორული (წრფივი) სივრცე თუ სრულდება 
პირობები: 

ა – 
1. ML სიმრავლის ნებისმიერი ორი 2 და ხ ვექტორი- 

სათვის 

2+ხC M; 

2. ნებისმიერი »C IL რიცხვისათვის და ნებისმიერი 

5 

2C M-სთვის 
3 

#იეC M. 

ვექტორული სივრცის ქვესიმრავლეს, რომელიც თავად 

წარმოადგენს ვექტორულ სივრცეს, ეწოდება ვექტორული 
სივრცის ქვესივრცე. 
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IL 
4
 

დ 
% 

11. 

12. 

13. 

14, 

განსაზღვრეთ ორი ვექტორის სკალარული წამრავლი სამგან- 
ზომილებიან სივრცეში. | 

ჩამოაყალიბეთ და დაამტკიცეთ სკალარული ნამრავლის თვისე- 
ბები. 

მოიყვანეთ კოორდინატული ფორმით მოცემულ ვექტორთა მარ- 

თობულობის (ორთოგონალურობის) პირობა. 

მოიყვანეთ ვექტორის სიგრძისა და ორ წერტილს შორის მან- 

ძილის გამოსათვლელი ფორმულები. 

5 5 

მოიყვანეთ 2 და ხ ეექტორებს შორის კუთხის კოსინუსის გა- 

მოსათვლელი ფორმულა. 

რას ეწოდება მ ვექტორის მიმართულების კოსინუსები? 

რას ეწოდება ი კოორდისატიანი ვექტორი? 

განსაზღვრეთ ი განზომილებიანი კოორდინატული სივრცე. 

როგორ განისაზღვრება ვექტორთა შეკრებისა და რიცხვის 

ვექტორზე გამრავლების ოპერაციები L" სივრცეში? 

რას უდრის L" სივრცის წრფივად დამოუკიდებელ ეექტორთა 

მაქსიმალური რაოდენობა? 

როგორ განისაზღვრება სკალარული ნამრავლი ნ" სივრცეში? 

მოიყვანეთ C" სივრცის ორ წერტილს შორის მანძილის გამო- 

სათვლელი ფორმულა. 

როგორ განისაზღერება კუთხე 8"-ის ორ არანულოვან ვექ- 

ტორს შორის? 

განსაზღვრეთ ვექტორული სივრცე და ვექტორული სივრცის 
ქვესივრცე.



27.L. 

27-22. 

273. 

27.4. 

ლქმქძია 27. სპა” არ ძლ! ნამრაძლი. გ განს(ქმილმბიანი ხ“ სიძრძ0მ 

43 – 

იპოვეთ 2 და ხ ვექტორების 

სკალარული თუ: 

|8I=2, |ხ1=5, (4. ხ)==. 

ნამრავლი, 

5 – 
მოცემულია: |8მI=3, |ხI=2, 

გიგი 

(მ, 6) = <1“. იპოვეთ: 

ა) (8,6); 
–.: –.: 25- ლ 

ბ) 2 (გ =(მ,გ)); 

55. 

გ) (გ–ხ)“; 

დ) (38+2ხ)?; 

ე) (28+ხ,38=2ხ); 
ვ 3 5– 

ვ) (28 =3ხ,48+ხ). 

– ლ 

მოცემულია: | მ|=4, |C6 I=1, 

5 3” – 

ICI=2, (8, ხ)=+, 
5 

(მ, 6)=53/(ხ, C)=5. 

3252 2 გა ვ 
იპოვეთ (3 1მ-2ხ-C,ხ+ ბ). 

5 5 

მოცემულია: |2|I=4, |ხI=5, 

5 ი-– 21 
„ ხ)=<-. (8, ხ)=< 

5-– 5 ლ” 

იპოვეთ |28-ხ | და |38+2ხI. 

პრაქტიპძ შლი სამარX#0ი შუშბმი 

27.5. 

27.6. 

27.7. 

27.8. 

27.9. 

შ“–ო 

გ,ხ,ლთლ ერთეულოვანი ვექ- 

ტორები აკმაყოფილებენ პირო- 

3 ვე 3. ვ 

ბას -2+ხ+0 = 0 . იპოვეთ 

(2,ხ)+(ხ,C) +(2,C). 

> 

2,ხ,C ევექტორები აკმაყოფი- 

32-33 2 

ლებენ პირობას 8+ხ+C=0. იპო- 

ვალ ლ 2–– 

ეეთ (8,ხ)+(ხ,C) +(8,C), თუ 

=> ლ 5 
|8I=2,I)ხI=3, |CI=1. 

= – 

იპოვეთ კუთხე 2 და ხ ვექტო- 
– ლ 

რებს შორის, თუ | 81 |=4, |ხI=1, 

(2,ხე)=2#2. 

5 5 

მოცემულია |მ2)=2, |ხI=1, 

ლ. – 

(გ, ხ)=5. იპოვეთ კუთხე 

22+ხ და 21 -–3ხ ეექტორებს 

შორის. 

დაადგინეთ X-ს რა მნიშენელო- 

ბისათვის იქნება 32 + 2«ხ და 

229 – ხ. ვექტორები ურთიერთ- 

პერპენდიკულარული, თუ | 8 |=1, 

|6I=2, (8, ხ)=609. 
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ლქქძ/ა 27. სჰა“არ –-/ ნაშრაპლი. ი განწ/(7მილმშბიანი 5" სიძრცჰ 

-ს რა მნიშენ რ 5 27.10. თ ა მნიშვ ელობებისათვის 27.17. 8=(1,0,-<5) და ხ=(-3,1,–2), 

იქნებიან 2+თხ და 2 – თხ ალ 

ვუქტორები ერთხერთჰპერპეს- იპოვეთ (8. ხ) · 

5 
ს ბ) = IM 

დიკულარული, თუ | 8 I=4 და 27.18. იპოვეთ მ ვექტორის სიგრძე 

|ხI=3? და მიმართულების კოსინუსები, 

თუ: 
5 = 

27.11. იპოვეთ კუთხე 8 და ხ ერთე- 

ულოვან ვექტორებს შორის, ა) 8=31 –51+4V2 X; 
–22- რ რ – ლ 5 ლ – – 

თუ ი=8+2ხ და 0=58-4ხ ბ) 2=21+3)–6XL. 

რთიერთპერპჰენ- ვექტორები ურთიერთპერპჰე –_ 

დიკულარულია. 27.19. იპოვეთ 8= 1 +2) –2X ვექტო- 

27.12. დაამტკიცეთ, რომ ოთხკუთხედი რის მგეზავი. 

რომლის წვეროებია #(-3,5,6), 
– 

8ხ(1,-5,7), C(8,-3,-I) და. IX4,7,-2) 27.20.იპოვეთ გ ვექტორის მგეზავი, 
კვადრატია. 

თუ: 
ვ –5 

3.13. იპოვეთ გეგ. ხ, თუ |2|=2, ა) 2=1+8) –2L; 

ვე– – – – 

(8,ხ)=–4. ბ) 8=–51)+4L; 

322 3 – – 
27.14. იპოვეთ გეგ. (328+2ხ), თუ გ) 8=6! –3L; 

ლ) == 5725 27C 2 3 

|8|=2,16I=1,(მ, ხ)=---. დ) გ=-2ქ). 

– –- – 53 ლო ლ 

27.15. იპოვეთ გეგ... ვ (2 +ხ), თუ 2721. იპოვეთ 3 =21+ 1) –2M ვექ- 
2- 

(21= /3.I6I=2,(2,“6)=7. ტორის კოლინეარული ხ ვექ 
6 ტორი, თუ ის 07. ღერძთან მახ- 

= 
27.16. გამოთვალეთ: ვილ კუთხეს ადგენს და | ხ |=9 

5 3 ვ 3ვ3ვ 
ა) (1+2L)? –(21+1,L-–))+ _ 

33 27-22. იპოვეთ გ (X,»V) ვექტორი, თუ 
+(M, 1 +X); 

გ 
5 –– 2-5 ლ იგი კოლინეარულია ხ(1–3) 

ბ) (1 <–21,M)? –(),21+3MV)+ გი კ ეარუ 
– 

+() – )”. ვექტორისა და | 2|=V3. 
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27-23. იპოვეთ 0 ვექტორის კოორდი- 
ლ 

ნატები, თუ იგი მ =(2,I,–-1) ვექ- 

ტორის კოლინეარულია და აკმა- 
3 

ყოფილებს პირობას (მ, 90)=3. 

2724. სამკუთხედის წვეროებია #(-1.-2.4), 

8(-4,-1,-2) და C(-5,6,-4). 86) სიმა- 

ღლეა. იპოვეთ ს წერტილის კო- 

ორდინატები. 

27.25. მოცემულია /#%(2,2,0) და 8(5,-2,0) 

წერტილები. აბსცისთა ღერძზე 

იპოვეთ ისეთი M წერტილი, 

რომ <#M8=>2. 

27-26. დაასაბუთეთ, რომ: 

ა) ი განზომილებიანი კოორდი- 

ნატული სიერცე C" არის ეექ- 

ტორული სიერცე: 

ბ) 2=(მ,,..,მ,) ვექტორთა სიმ- 

რავლე, სადაც მ|=...=მი, არის 

ვექტორული სიერცე; 

_ _ ლძძძძა 27. სჰალარ ფლი ნამრაშლს. ა» მანV(/მილებიანი §“ სძძრცმ 

გ) სიმრავლე ვექტორებისა, რო- 

მელთა მ, მე,...,მე კოორდი–- 

ნატები აკმაყოფილებენ პჰი- 

რობას 

#)მ, +Mიმე+...+ჯ#მე=0, 

სადაც #I,#ე,...,X- C IL მოცე- 

მული რიცხეებია, არის ვექ- 

ტორული სიერცე. 

დ) ყველა არაუარყოფით კომ- 

პონენტებიან ვექტორთა სიმ- 

რავლე არ არის ვექტორუ- 

ლი სივრცე; 

ე) სიმრავლე ყველა იმ ვექტო- 
რებისა, რომელთა მ,,...,მი 

კოორდინატებიც აკმაყოფილე- 

ბენ პირობას 

#8) +.. „+ მგ=ხ, 

ხ#0, MI... #ე C LL, 

არ არის ვექტორული სიერცე. 

343



ლმქშია 2 # 

მატრიცები. ოპერაციები მატრიცებზე. 
მატრიცათა სახეები 

28., მატრმძშბი. შპძრაძმძბი მშატრმძპბ ზპ 

344 

წარმოების დაგეგმვა უნდა ემყარებოდეს ინფორმაციის სა- 

თანადოდ მოწესრიგებულ სისტემას, რომლის დახმარებითაც 

მარტივად და მოკლედ აღიწერება დამოკიდებულებანი, რო- 

მელთაც ადგილი აქვთ მატერიალურ წარმოებაში. მონაცემთა 

ასეთი მოწესრიგებული სისტემა შეიძლება თვალნათლივ წარ- 
მოვადგინოთ შესაბამისი ცხრილით, რომელსაც მათემატიკაში 

მატრიცას უწოდებენ. 

ამრიგად, მატრიცა წარმოადგენს მონაცემთა (რიცხვ- 

თა) მართკუთხა ცხრილს. 

მონაცემები მატრიცაში მოთავსებულია სტრიქონებსა და 

სვეტებში. მატრიცებს აღნიშნავენ ლათინური დიდი ასოებით, 

ხოლო მონაცემებს ათავსებენ კვადრატულ ან მრგვალ ფრჩხი- 

ლებში. მატრიცაში მოთავსებულ მონაცემებს უწოდებენ 

მატრიცის ელემენტებს და მათ ლათინური პატარა ასოე- 

ბით აღნიშნავენ. მატრიცაში ელემენტის ადგილმდებარეო- 

ბის განსაზღვრისათვის გამოიყენება ორმაგი ინდექსი, 

რომელშიც პირველი მიუთითებს სტრიქონის ნომერს, მე- 

ორე კი – სვეტის ნომერს. 

ამრიგად, მატრიცა, რომელიც შეიცავს IL) სტრიქონსა და ი 

სვეტს ასე წარმოსდგება 

მე მ» მ 

მუ) შ9;ე შუი 
/#ს = 

23 2 -. 22 

4. მატრიცა შეიძლება აღნიშნული იქნას ორმაგი ვერტიკალუ- 

რი ხაზითაც, რომელშიც ჩაიწერება მატრიცის მოგადი ელემენტი 

4 =|I| 2 II. 

ამბობენ, რომ # მარტიცა არის MIIXს რიგის, თუ იგი 

შეიცავს IX სტრიქონს და ი სვეტს.



_ __ 2V., მატრძცები. საერაცძები შატრი00ბ%2 

1ჯ0ი რიგის მატრიცას ი განზომილებიანი მატრიცა- 

სტრიქონი ან ვექტორ-სტრიქონი ეწოდება, ხოლო I9X1 

რიგის მატრიცას II – განზომილებიანი მატრიცა-სვეტი ან 

ვექტორ-სვეტი. 
მატრიცას ეწოდება კვადრატული, თუ მისი სტრიქონე- 

ბისა და სვეტების რაოდენობა ერთმანეთის ტოლია. 

ერთი და იგივე რიგის # და ს მატრიცებს ეწოდებათ 

ტოლი, თუ მათი შესაბამისი ელემენტები ტოლია. ამ ფაქტს 

ასე აღნიშნავენ: #= 8. 

მატრიცებზე ძირითადი მოქმედებებია: რიცხვისა (სკალა- 

რის) და მატრიცის გამრავლება, მატრიცთა შეკრება და მატრი- 

ცის მატრიცზე გამრავლება. 

ი ნამდვილი რიცხვისა (სკალარის) და # მატრიცის 

ნამრავლი არის მატრიცა, რომლის თითოეული ელემენტი 

მიიღება # მატრიცის შესაბამისი ელემენტების C რიცხვზე 

გამრავლებით. ამ ნამრავლს აღნიშნავენ C4 სიმბოლოთი 

ა..- .. 

-„“..-_-_._- _ = 2! 22 2ი 
64 =II გე II= 

“ა...-.-...... 

ერთი და იმავე რიგის # და 8 მატრიცების ჯამი (სხვა- 

ობა) 4+8 (4-8) ეწოდება მატრიცას, რომლის ელემენ- 

ტები მიიღება # და 8 მატრიცების შესაბამისი ელემენტე- 

ბის შეკრებით (გამოკლებით) 

#+8=I 2ც+ხც!II. 
L მატრიცას, რომლის ყოველი ელემენტი ნულის ტოლია, 

ნულოვანი მატრიცა ეწოდება. მას 0 ასოთი აღნიშნავენ. 

სკალარზე მატრიცის ნამრავლს და მატრიცთა შეკრების 

ოპერაციებს გააჩნია შემდეგი თვისებები: 

1. სტ)+8=8+/4 (მატრიცთა შეკრების კომუტატიურობა); 

2. ტ+(8+C)=(4+8)+C (მატრიცთა შეკრების ასოცია- 

ტიურობა); 

3. 4+0= #; 

4.(ი+ძ0) =04+ძ #; 

5.0ლ0(%ს+სც8)=04#4+C8; 

6.Cძ #ტ=C(9ძ#). 
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ლექცია 2ა. შატრძ0ძ0მბი. (ჟუპძრაძიმბი პატრიძიებზშ. პატრიძათა სასპშბი 
  

აღნიშნული თვისებების დასამტკიცებლად საკმარისია გამოვი- 
ყენოთ რიცხვთა შესაბამისი თვისებები და მატრიცებისათვის შე- 

მოღებული ოპერაციების განმარტებები. 

ვიდრე მატრიცათა ნამრავლის ზოგად განსაზღვრებას შემო- 

ვიტანდეთ, გავეცნოთ, თუ როგორ ხდება მატრიყა-სტრიქონისა 

და მატრიცა-სვეტის გამრავლება. 

ვთქვათ, ს არის 9 განზომილებიანი მატრიცა-სტრიქონი 

0X= Iძ!, ძე, ... ძ,) 

და C არის M განზომილებიანი მატრიცა-სეეტი 

0 მატრიცა-სტრიქონისა და C მატრიცა-სვეტის ნამრავლი 

ეწოდება რიცხვს, რომელიც შემდეგნაირად გამოითვლება 

0C=ძ,C,+ძ,ლ,+.+ძ,ი, =2,ძ,ი.. 
1=1 

მატრიცა-სტრიქონისა და მატრიცა-სვეტის გადასამრავლებლად 

აუცილებელია, რომ მათ ჰქონდეთ ელემენტთა ერთი და იგივე რა- 

ოდენობა, წინააღმდეგ შემთხეევაში ნამრავლი არ განიმარტება. 

ახლა განვიხილოთ IXჯL რიგის # მატრიცა და IX9 რიგის 

8 მატრიცა 

მე მც +. მც ·> მ. «ძ?ჩ'''” 

2ე; მშე; .. მე; მ,, ხ,, ხ, .. ხ, -. ჩხ, 

#> · ი, · ი, .. მ, 7 ჩ= ხ. ხ, . , _ ს. 

მ, ·-. : ი. .. ხ. ხ. - ხ, : ხ_ 

#4 მატრიცის ყოველი სტრიქონი შეგვიძლია განვიხილოთ, 

როგორც L განზომილებიანი მატრიცა-სტრიქონი, ხოლო 8 მატ- 
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2/., მარრ“ძიბი. (/პმრაძიმბძ მატრიძაბზმ 
    

რიცის ყოველი სვეტი კი – როგორც L განზომილებიანი მატ- 

რიცა-სეეტი. ამიტომ, #· მატრიცის ყოველი სტრიქონი შეგვიძ- 

ლია „გავამრავლოთ“ 8 მატრიცის ნებისმიერ სეეტზე. 

მაგალითად, # მატრიცის Lური სტრიქონისა და 8 მატრიცის | -ური სვეტის 

ნამრაელი იქნება: 

ხ,, 

სა მ? – · |=მ,კხ,,+პ,ცხე,+..+2?, ხე = 2, 2, ხ,. 
M=1 

ხ, 

რ) მატრიცა შეიცავს ზუსტად იმდენივე სვეტს (L), რამდენ 

სტრიქონსაც შეიცავს 8 მატრიცა. ამიტომ, შესაძლებელია # 

მატრიცის ყოველი (ი რაოდენობის) სტრიქონის გამრავლება 8 

მატრიცის ყოველ თ ცალ) სვეტზე. ყველა შესაძლო გადამრაე- 

ლების შედეგად მივიღებთ სი რაოდენობის რიცხეს. ამ 

რიცხეებისაგან ადგენენ მატრიცას, რომელიც იქნება # და 8 

მატრიცების მატრიცული ნამრავლი. 

XXI რიგის # მარტიცისა და IXI რიგის 8 მატრიცის 

მატრიცული ნამრავლი არის MIX9 რიგის მატრიცა C=#.8, 

რომლის ელემენტებიც მიიღებიან #4 მატრიცის სტრიქო- 

ნებისა და ს მატრიცის სვეტების გამრავლებით. C მატ- 

რიცის ელემენტები მოცემულია შემდეგი ფორმულით 

-.=9 იხ, 1=1,0 და I1=1,ი. 

V=I 

48 მატრიცული ნამრავლი არსებობს მაშინ და მხო- 

ლოდ მაშინ, როცა #ტ მატრიცის სვეტების რაოდენობა ტო- 

ლია 8 მატრიცის სტრიქონების რაოდენობისა. 

48 მატრიცულ ნამრავლში # მატრიცას ეწოდება მარც- 

ხენა მამრავლი, ხოლო 8 მატრიცას – მარჯვენა მამრავლი. 

შევნიშნოთ, რომ მატრიცათა გამრავლება არ არის კომუტა- 

ტიური ოპერაცია, ე.ი. საზოგადოდ, 48 #84. უფრო მეტიც, 48 

და )8/M# შეიძლება სხვადასხვა რიგის მატრიცები იყოს. 
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ლქპქცია 2ს. შატრძძაიბი. (/”აძრაციპბძ პჰატრძძებზიე, მატრიძაძა სახსძშბი 

მაგალითად. 

მაგალითად, 

მაგალითად, 
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– + წ ს 
0. I 

მაშინ 

–-2 2 –I 

ტ)ტც=I-... 1 1, 

1 –I 1 

ხოლო 

I. 2 
8 = : 

იმისათვის, რომ #8 ტოლი იყოს 84-სი, აუცილებელია 

ტ. და 8 იყოს ერთი და იმავე რიგის კვადრატული მატრი- 

ცა, მაგრამ ეს პირობა საკმარისი არ არის. 

I 0 I 
თუ #= მ , 8 = 0 , მაშინ #.8 = 0 ; 

0 0 I 0 0 0 

ხ ულ ოლო ე )I 

შევნიშნოთ აგრეთვე, რომ მატრიცული ნამრავლის ნულოვ- 

აჩ მატრიცასთან ტოლობის შემთხვევაში არ არის აუცილებე- 

ლი რომ ერთ-ერთი თანამამრავლი მატრიცა იყოს ნულოვანი. 

0 1 2.2 
არანულოვანი ტ-| | და + ი) მატრიცების ნამრა- 

0 0 

0 0 
#8 = · 

0.0 

ძნელი შესამოწმებელი არაა მატრიცული ნამრაელის (თუ, 

რასაკვირველია, მატრიცების გადამრავლება შესაძლებელია) 

შემდეგი თვისებების სამართლიანობა: 

1. %4(8C)=(48)C (ასოციაციურობა); 

2. 4(08+C)= #8+4C (დისტრიბუციულობა); 

3. (4+8)C= ტC+8C (დისტრიბუციულობა); 

4. 4C8=04#4)ს=(C4)L, VCC IL, 

ვლია



2.2. მატრVი ცათა სასშები 

2ყ.2. მატრმძაძა სახპძბი 

კვადრატული მატრიცის შემდეგი ელემენტები 8111922):>.გშიი 

ქმნიან ეგრეთ წოდებულ მთავარ დიაგონალს. 

ი-ური რიგის კვადრატულ მატრიცას, რომლის მთავარ 

დიაგონალზე მდგომი ყოველი ელემენტი ერთის ტოლია, ხო- 

ლო ყველა დანარჩენი ნულოვანია, ი-ური რიგის ერთეულო- 

ვანი მატრიცა ეწოდება და აღინიშნება I ან I სიმბოლოთი 

10 .. 0 

I = 01 .. 0 . 

0.0 .. 1 

დიაგონალური მატრიცა ეწოდება ისეთ კვადრატულ 

მატრიცას, რომლის ყველა ელემენტი, გარდა მთავარ დი- 

აგონალზე მდგომი ელემენტებისა, უდრის ნულს. 

მყ მე) .. მშე) 

#' = აეს მატრიცას ეწოდება 

მწი მეი მოი 

მყ. მშე მი 

# = მვ 92; მ2ი 

ღეღებებაექეყაუაეეააოა' 

მატრიცის ტრანსპონირებული. 

(მატრიცის ტრანსპონირებისას სტრიქონები გადადიან სვე- 

ტებში და სეეტები – სტრიქონებში). 

როგორც ადვილი დასანახია, თუ # მატრიცის რიგია II XVი, 

მაშინ #“ მატრიცის რიგი იქნება ი XIV. 
ტრანსპონირების ოპერაციას გაჩნია შემდეგი თვისებები: 

1 (4)! = ტ; 
2. (ჭ+8)' =ტ'+ 8!; 

3, (48)! =8!' #!'. 
#-ური რიგის #4 კვატრატულ მატრიცას ეწოდება სიმეტ- 

რიული, თუ #ტ!=4 და ირიბადსიმეტრიული (ანტისიმეტ- 

რიული), თუ #'=-/. 
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ლქქცხა ?ს). მარრძ0ძშბი. (წპძმრაძიემბძ პატრიცმებზშ. პატრძძათა სასეპბი 

ჯაჭმალაპბა 

შეამოწმეთ თეორიული მასალის ცოდნა შემდეგი კითხვების საშუალებით: 

რა არის მატრიცა? მატრიცის რიგი? კვადრატული მატრიცა? 

როგორ მატრიცებს ეწოდება ტოლი? 

განსაზღვრეთ რიცხვისა და მატრიცის ნამრავლი, მატრიცების 
ჯამი (სხვაობა) და მატრიცების ნამრავლი. 

4 მოიყვანეთ სკალარზე მატრიცის ხამრავლისა და მატრიცათა 
შეკრების ოპერაციების ძირითადი თვისებები. 

5. კომუტაგიურია თუ არა მატრიცათა ნამრავლი? მოიყვანეთ 

მაგალითები. 

6. შეიძლება თუ არა, რომ არანულოვან მატრიცათა ნამრავლი 
იყოს ნულოვანი მატრიცა? პასუხი დაასაბუთეთ. 

7 მოიყეანეთ მატრიცათა ჩამრავლის თვისებები. 

რას ეწოდება დიაგონალური მატრიცა? ერთეულოვანი მატრიცა? 

9 რას ეწოდება ტ მატრიცის ტრანსპონირებული? 

10. მოიყვანეთ ტრანსპონირების ოპერაციის ძირითადი თვისებები. 

11. განსაზღვრეთ სიმეტრიული და ირიბადსიმეტრიული მატრიცები. 

12. რისი ტოლია ირიბადსიმეტრიული მატრიცის დიაგონალური ელე- 

მეჩტები? 

350



ლმმი/ს ?/. შატრ/ძემბი, (ყ/პმრაძიმბი შატრძძებწსმე. მატრ/მყათა სახმშბ/ი 
  

28.1. ჩაწერეთ # მატრიცა, რომლის 
ზოგადი ელემენტია: 

ა) ზკ,=21+)–1, 1=1,4 და )= =1,3; 

ბ) მკ =00M8XI,)), 1=1,4 და 1=I3; 

5, თუ 1=), 

გ) ბ, = · კ · · 
8 თუ 1#X), 

28.2. იპოვეთ X, V და 2, თუ: 

3 2 |3+X» 2-2. 

_--" 
X 3 1 1 | 

ბა) –I 0I=IV-–I. 0 

4.” ტ >7+X 

283. მოცემულია მატრიცები: 

2.1 0 
#, = , 

–1.2 I” 

8- 3 - 2 

(10 IL –2L 

იპოვეთ: ა) #+8; ბ) -4#; 

გ) 34-28; დ) 8-#ტ. 

28.4. მოცემულია მატრიცები: 

3.-I 2 
#4=1)0 2 –3,, 
– 

-–-1 4 2 
8ც8= 3 0 –2 

LI –3. I 

პრაქტმპშლი სამარწV0 შუშბი 

იპოვეთ: ა) #-8: ბ) 24+8; 

გ) ტ-48, დ) 3#-28. 

28.5. იპოვეთ #8. ნამრავლი, თუ: 

ა) ტ-- 2) 8 %I 

ბმის ბეს +) 
აას 5-ს) 

(59
%) 

ლ
 

ი 

ნ 

ე) #=L-3 2 –I 0, 9 

28.6. იპოეეთ ტ8-84#. თუ 

3.IL 0 
ტ= 2 -I 3), 

1:0 2 

1.2. –I 
ც=| –1 1. 3 

2.1 0 

I 2 1.0 
287. # = „8= 

2 4 2 –I 
მატრიცებისათვის შეამოწმეთ, 

სრულდება თუ არა ტოლობა 

(#+8)?= ტ?1+2#48 + 8”. 
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ლქქცია 2). მატრ“იძჰბი. ოპშრაძიშბი პატრიძებ ზი. მატრიძათა სასპშბი 

28.8. სამართლიანია თუ არა ტოლობა 

#”-ც:=(434-8)(%+ 8), 

2.3 I 0 
თუ #= ,8= ? 

LI 2 2 –I 

ხი I 1 –1 
9. ტტ = „,8= 

2 ა ' 2 - 
მატრიცებისათვის განსაზღვრეთ 

ხნ და 0 ისეთხაირად, რომ: 

ა) (# + 8)? = ტ“ + 87; 
ბ) (#M+8) (4 -8)=#2- 8?, 

28.10. დაამტკიცეთ, რომ თუ ტ8 =8#/., 

მაშინ 

(#4 +ც)?= #2?+2#8 + 8?. 

28.11. დაამტკიცეთ, რიმ თუ #ტ. 3 =8#, 

მაშინ 

(#4 8)?= #77. 

28.12. იპოვეთ ისეთი # მატრიცა, რო- 

მლისთვისაც სამართლიანი იქ- 

ნება შემდეგი ტოლობები: 

ა) ი, ე-ს 31; 

2.0 6 0 
ბბ 11 –1 #=|3. –1I. 

0. 1 0 1 

28.13. იპოვეთ C მატრიცა, თუ: 

2.3 
ა C-ტნ- 2 #-“ I 

2 

1 –I 
8 = ; – 
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28.14. 

28.15. 

28.16. 

28.17. 

ბაC=8-##4', 
3:22.) 2 

ტ, = , 
41.1 3 

20 19 
8= · 

18 17 

დაამტკიცეთ, რომ, თუ ი-ური 

რიგის სიმეტრიული # მატრი- 

ცისა და ი-ური რიგის ირიბად- 

სიმეტრიული 8 მატრიცისათვის 

#ტ8=84), მაშინ #8 იქნება 

ირიბადსიმეტრიული მატრიცა. 

დაამტკიცეთ, რომ ერთი და იმა- 

ვე რიგის # და 8 ირიბადსიმეტ- 

რიული მატრიცების ნამრავლი 

ტვ სიმეტრიულია მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როცა #8 =წ8/.. 

დაამტკიცეთ, რომ ნებისმიერი 

კვადრატული #ტ მატრიცა ერთა- 

დერთი გზით წარმოიდგინება 
ორი მატრიცის ჯამის სახით, რო- 

მელთაგან ერთი სიმეტრიულია, 

ხოლო მეორე ანტისიმეტრიული. 
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#4=)I) 2 4| მატრიცა წარმო- 

9 5 0 

ადგინეთ სიმეტრიული და ირიბა- 

დსიმეტრიელი მატრიცების ჯა- 

მის სახით.



C.1. 

C.2. 

C.3. 

C.4. 

C.5. 

C.6. 

M, და M; წერტილები შესაბამი- 

სად #,ე8, და #28; მონაკვეთების 

შუა წერტილებია, დაამტიცყი,, როი 

54 I ლქ – 

M,M; =>(4,4;+8,8,). 

M, და M; წერტილები შესაბამი- 

სად #8, C და #.282C3 სამკუთ- 

ხედების მეღიანების გადაკვეთის 
წერტილებია. დაამტკიცეთ. რომ 

ლ I 4 – = 

M)ე)M252 =31-%42+ 8,8:+ C)C.). 

ეექტორების გამოყენებით დაამ- 

ტკიცეთ, რომ, თუ ოთხკუთხედის 

დიაგონალები ერთმანეთს შუა- 

ზე ყოფს. მაშინ ოთხკუთხედი 

პარალელოგრამია. 

#ტ8C სამკუთხედში #M მონაკ- 

ვეთი # კუთხის ბისექტრისაა. 

– 25 

იპოვეთ ტM, თუ #8=28, 

62 

#C=ხ. 

იპოვეთ ნ ვექტორის გეგმილები 
0X და 0V ღერძებზე, თუ |0I=2 

და ს ვექტორი C0X ღერძთან 

შეადგენს 30“-იან კუთხეს. 

2 და ხ ვექტორებს შორის 

კუთხე 6=537, სოლო |8I=!1, 

1ხ=2. გამოთვალეთ: 

ა) (22+3ნ):(28 – ხ) ; 

ბ) (28 – 5ხ)?. 

· ჰითხშშბი «ა ამუშძანები ბგამმოურმბისათპის (ლქექძიები 25-28) 

C.7. მოცემულია სამკუთხედის წვერო- 

ები: #(1,2,1), 8(3,-1,7), C(7,4,-2). 

გამოთვალეთ მისი შიგა კუთხე- 

ების კოსინუსები. 

C.8. იპოვეთ ერთეული სიგრძის ვექ- 

ტორი, რომელიც პარალელურია 

ი(C6,7,-6) ვექტორისა. 

C.9. მოცემულია სამკუთხედის წეერო- 

ები: #(2,-4,3), 8(1,-7,2) და CX2,-2,1). 

იპოვეთ Cი სიმაღლის სიგრძე. 

C6.10. მოცემულია სამი ვექტორი: 

2(1,–3,4) , ხ(3,–4,2) და. C(=LI,4). 

გამოთვალეთ გეგ.- -28. 
ხ+C 

C.II. თ და ი ერთეული სიგრძის ვექ- 

ტორებს შორის კუთხე 120“-ია. 

იპოვეთ 82=2ი+4იდახ=ო–ი 

ეექტორებს შორის კუთხე. 

C.I2. და ი ერთეული სიგრძის ვე- 

ქტორებს შორის კუთხე 60“-ია. 

იპოვეთ გ=2ით+ი დახ=თ-2ი 

ვექტორებზე აგებული პარალე- 
ლოგრამის დიაგონალების სიგ- 

რძეები. 

C.13. იპოეეთ 28=50+20 და ხ=ი-30 

ვექტორებზე აგებული პარალე- 
ლოგრამის დიაგონალების სიგ- 

რძეები, თუ |0I=2XV2 , |ნI=3 და 
ი 

(6,9)=+ 4 · 
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ი. ჰითსაები და ამ(/ძანმბი მაშძშ(M/რძბისათა/ის (ლპქციპბ/ 25-20) 

C.14. 

C.15. 

C.16. 

C.17. 

C.18. 

C.19. 

C.20. 
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განსაზღვრეთ ს(2,–3.–1) ვექტო- 
რის საწყისი იგ წერტილი, თუ 

მისი ბოლო წერტილია ზ(I,-1,2). 

მოცემულია #(2,2,0) და 8(0,-2,5) 

25 

წერტილები. ააგეთ #8 ვექტო- 

რი, იპოვეთ მისი სიგრძე და მი- 

მართულების კოსინუსები. 

იპოვეთ ჩ ქექტორი, თუ ის CX 

და 0”» ღერძებთან ადგენს 

თ=60, ჩ-= I20'კუთხეებს და 

მისი სიგრძეა 2. 

ვექტორი CX და 07, ღერძებთან 

აღგენს თ= 120, წ»=45“ კუთ- 
ხეებს რა კუთხეს ადგენს ის 

0V ღერძთან? 

M წერტილით განსაზღვრული 
რადიუს-ვექტორი საკოორდინან- 

ტო ღერძებთან ტოლ კუთხეებს 

ადგენს. იპოვეთ M წერტილის 

კოორდინატები, თუ მისი რა- 

დიუს-ვექტორის სიგრძეა 3. 

განსაზღვრეთ IX6,-2,-3 და 
– 

C0(3,4,–I2) ვექტორების მგეზა- 

ვები. 

0 ვექტორი, რომლის სიგრძეა 

75, ნ =161-15)+12+ ვექტორის 

პარალელურია. იპოვეთ 0 ვექ- 

ტორი. 

C.21. 

C.22. 

C.23. 

C.24. 

C.25. 

C.26. 

პარალელოგრამის სამი მომდევ- 
ნო წვეროა: #(I,1), 8(2,C-1) და 

C(6;8). იპოვეთ მეოთხე წეერო. 

იპოვეთ ერთეული სიგრძის ვექ- 
ტორი, თუ ის ერთდროულად 

მართობულია 3,6,ზ) ვექტო- 
რისა და 0X ღერძისა. 

ჩ ვექტორი, რომლის სიგრძეა 

2, CX(3,4) ეექტორთან ადგენს 

60“-იან კუთხეს. იპოვეთ ნ ვექ- 

ტორი. 

იპოვეთ L(5,2,5) ვექტორის გეგ- 

მილი CX2,–1,2) ვექტორზე. 

მოცემულია /%3,-4,-2) და 18(2,5,-2) 

წერტილები. იპოვეთ #8. ვექ- 
ტორის გეგმილი იმ 7 ღერძზე, 

რომელიც 0X და CV ღერძებ- 

თან ადგენს თ=609, 8 = 1209 კუ- 

თხეებს. 

იპოვეთ ნ(V/2,–3,–5) ვექტორის 

გეგმილი ი8 / ღერძზე, რომელიც 

0X და 07, ღერძებთან ადგენს 

თ=45“, ჯ=60“ კუთხეებს, ხოლო 

0V ღერძთან – მახვილ კუთხეს.



ლძქცია 2 / 

დეტერმინანტები და მათი თვისებები 

2ყ.,I, Cპტშრმინანტი 

განვიხილოთ ნებისმიერი ი რიგის კვადრატული მატრიცა 

მყ მე მ 

2 2 +. ძ 21 22 2 
ტ, = .. () 

მ. მ.ე მ.ა 

არსებობს წესი, რომლის მიხედვითაც ყოეელ კვადრატულ 

მატრიცას შეესაბამება გარკვეული რიცხვი, რომელსაც ამ მაჟ/- 

რიცის დეტერმინანტი ეწოდება. 

თუ #=1, მაშინ (1) მატრიცა შედგება 2(|I რიცხვისაგან 

და მისი შესაბამისი პირველი რიგის დეტერმინანტი ეწო- 

დება თვით ამ რიცხვს. 

თუ #=2, მაშინ (1) მატრიცას აქვს სახე 

2 2 #-. 11 . 

მუ) 22: 

ამ მატრიცის შესაბამისი მეორე რიგის დეტერმინანტი 

ეწოდება მ9|(1922 – 21292! რიცხვს და აღინიშნება შემდეგი 

სიმბოლოებიდან ერთ-ერთით: 

2 2 
|რს ძი%(4ტ, რ 2. 

მუ 822 

  

ე.ი. განსაზღვრით გვაქვს 

_ _)მყ შI(2) _ 
| რ |=ძ6(ტ = =მშკ,მევ“ მეკმევ. 

ბე) შევ 

  

ნებისმიერი ი>2 რიგის დეტერმინანტი განისაზღვრება 

ინდუქციის წესით, თუ ვიგულისხმებთ, რომ 9-1 რიგის მატ- 

რიცის შესაბამისი დეტერმინანტის ცნება უკვე შემოყვანილია. 
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ლპჰქცია 29. დეტპრშინანტძბი და ძათი თჰძსპბაბი 

წინასწარ მოვიყვანოთ მატრიცის ელემენტის მინორის და 
ალგებრული დამატების ცხებები. 

ი რიგის (1) მატრიცის მყ 0, )=1,2,..,9) ელემენტის 

მინორი M, ეწოდება 0-1 რიგის იმ მატრიცის შესაბამის 

დეტერმინანტს, რომელიც (I) მატრიციდან მისი L-ური სტრი- 

ქონისა და I-ური სვეტის ამოშლით მიიღება. 

მე ელემენტის ალგებრული დამატება 4, განისაზღვ- 

რება ტოლობით 

ტ#ტ=(-1)) MLც. 

(1) მატრიცის შესაბამისი ი-ური რიგის დეტერმინანტი 

ეწოდება რიცხვს 

პაკეტი -9 C)ზ 2,,M, 
)=1 15=1 

და აღინიშნება შემდეგი სიმბოლოებიდან ერთ-ერთით: 

'ტ-.1-– .- 

ვ 2 ·-. 82 I# ე ძიტ, 21 22 2ი!. 

ქ. ი1 

ე.ი. განსაზღვრით გვაქვს 

მე მე ·. მეი 

მ ... ა 
I4I=ძიტ= | 12“ ბი=5 ვცტვც.. თ 

1=1 

-–-_.. 

#4 მატრიცის ელემენტებს, სტრიქონებს, სვეტებს და დი- 

აგონალებს ეწოდებათ შესაბამისად |#-| დეტერმინანტის 

ელემენტები, სტრიქონები, სვეტები და დიაგონალები. 

მესამე რიგის დეტერმინანტისათვის (2)-დან გვაქვს 

მე, შევ 22; 3;ე 
–მიე +2,კ = 

შვე შვვ შვ; შვე 

=მ,,მე:შეკ + 2,კმე|შვე + შვ)შ,ვმევ “ შევშევშვ) – 

მც მეა შევ 
_ #22 3213 

მე, მე: მევ) = მე 
  

  

2 ვვ 4ვვ 
მკ მე მაკ 

– მეჯშევშვე ““ შვვმეჯ2მ ვ. 
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2ე.2. დმტმრმინანტის 0)სყისძბშბი 

ამ ფორმულის დასამახსოვრებლად სასარგებლოა ეგრეთ- 
წოდებული სამკუთხედების წესი რომელიც სიმბოლურად 

ილუსტრირებულია შემდეგი სქემით: 

00.0 0 0|,| 0. 0 0 0 
00 0-0 90+ +<5/0+0/-»- 

0 0 0| |0 0 0 V 0 0 0 

0 0 0 0) /0 «0 

ტრი -ბა> - «%ე 0 0, I10 M0 10.0 

მაგალითი. გამოყივალოთ დეტერმინანტი 

–-I 2.0 
3 -2 1|=(–1):(=2):2+0-3-(–3ე)+4-2-1–<4-(-2)-0– 
4 –3 2 

–(–1)-1-(C-3)-2:3:2=4+8-3-1I2= –1, 

29.2, ღეტმრმინანტის ძ)შისშბმები 

მოვიყვანოთ დეტერმინანტის ძირითადი თვისებები, რომელთა 

მართებულობას სიმარტივისათვის შევამოწმებთ ი=3 შემთხვევაში, 

1. დეტერმინანტის რომელიმე სვეტის (სტრიქონის) ყო- 

ველი ელემენტის მათ შესაბამის ალგებრულ დამატებებზე 

ნამრავლთა ჯამი მოცემული დეტერმინანტის ტოლია, ე.ი. 

I4|= 29(,რ)რ.)უ+ 92,რ)21+.. .+ ?ი)რი; ()1)=1,2)...,)ი), (3) 

|ტ)=2)4,+ ვრე +...+ მირი (1=1,2)...ც)ი). (4) 

ეს თვისება შევამოწმოთ მესამე სეეტისათვეის. გვაქვს 

        

მა) შა2 მ, მ,2 
მ,ვრ)ე +მევრეკ +მევ/ტსევ = მკვ “მეკ 

მკ) მ32 მ 3) შვ2 

მ, მ)2| _ გ + 
+მვე3 გ =მყვმე|(მე “მ |ვშეემვ) – მეკმ)|მკე + მჯვმევმვ; 

2) 922 

    

+მევმ 182; – შ):მ2)მუვ = მ|I(831822 –მევმვე) – მჯ2(8მ;)მვვ – მ:ვმე|)+ 

მე) მ)2მ2)3 

+მ,3(83)მვე – მე:მკ)) =მ)(,#ტ)ე, +28,/ბ,ვ +მევრკ = | 82; 82; 83): 

21) შვე 843 
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ლჰქძია 2ე. დმღშრპშიძნანტიძბი და შამს თა/ისმბები 

მაგალითად, 

დამტკიცება. 
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(3) და (4) ფორმულებს ეწოდება დეტერმინანტის გაშლა 

შესაბამისად I|-ური სვეტის და I-ური სტრიქონის ელემენ- 

ტების მიხედვით. 

დეტერმინანტის გამოთვლას ამ ფორმულებით უწოდე- 

ბენ აგრეთვე ღეტერმინანტის გამოთვლას მინორებად 

გაშლის წესით. 

ამ თვისებიდან მარტივად მივიღებთ, რომ 

III= 1. 

2. მატრიცის ტრანსპონირებით დეტერმინანტი არ იცვ- 

ლება, ე.ი. 

1 
I4 |=)#I. 

თვისების დასამტკიცებლად საკმარისია გამოვთვალოთ ამ 

ტოლობის მარცხენა და მარჯვენა ნაწილები. 

3. დეტერმინანტი მხოლოდ ნიშანს იცვლის, თუ მოვახ- 

დენთ მისი ნებისმიერი ორი სვეტის (სტრიქონის) ურთი- 

ერთგადანაცვლებას. 

მყ) მეც მე მვ მე მაყ 

მე მე: მევ|= “მევ მე მე)! 

მვ მვ მვვ მკ მშვ. მე, 

ამ თვისების მართებულობა მტკიცდება უშუალო შემოწმე- 

ბით. 

4. დეტერმინანტი უდრის ნულს, თუ მისი რომელიმე 

სვეტის (სტრიქონის) ყველა ელემენტი ნულია. 
ეს თვისება უშუალოდ გამომდინარეობს პირველი თვისებიდან. 

5. დეტერმინანტი უდრის ნულს, თუ მისი რომელიმე 

ორი სვეტის (სტრიქონის) შესაბამისი ელემენტები ტოლია. 

ვთქვათ, # მატრიცის შესაბამისი დეტერმინანტის რომელიმე 

ორი სვეტის (სტრიქონის) შესაბამისი ელემენტები ერთმანეთის 

ტოლია. თუ ურთიერთგადავანაცვლებთ ამ სვეტებს (სტრიქო- 

ნებს). მაშინ მესამე თვისების ძალით |/სI-ს უნდა შეეცვალოს 

მხოლოდ ნიშანი. მეორეს მხრივ, დეტერმინანტი არ შეიცე- 

ლება, რადგანაც გადანაცვლებული სვეტები (სტრიქონები) ერ- 

თნაირია, ე.ი. |#| = -|#. |, საიდანაც |#| =0.



მაგალითად, 

დამტკიცება. 

მაგალითად, 

დამტკიცება. 

29.2. დეღმრმინანტძს 0ძ/სმებებ/ 

6. დეტერმინანტის რომელიმე სვეტის (სტრიქონის) ყვე- 

ლა ელემენტის საერთო მამრავლი შეიძლება გავიტანოთ 

დეტერმინანტის ნიშნის გარეთ. 

მყ რმე მ.კ მე მე მ 

მე) #მეე მეუ =#Iმევ მეე 2211. 

ბჭშეეეე:ეიი ი  – მვვ მშვ: შვ) 

ამ თვისების მართებულობა მტკიცდება უშუალო შემოწმებით. 

7. დეტერმინანტი ნულის ტოლია, თუ მისი რომელიმე 

სვეტის (სტრიქონის) ელემენტები პროპორციულია სხვა 

სვეტის (სტრიქონის) შესაბამისი ელემენტებისა. 

მე-6 თეისების თანახმად პროპორციულობის კოეფიციენტი შეიძ- 

ლება გავიტანოთ დეტერმინანტის ნიშნის გარეთ, რის შემდეგ 

მივიღებთ დეტერმინანტს ორი ერთნაირი სვეტით (სტრიქონით), 

რომელიც მე-5 თვისების ძალით ნულის ტოლია. 

8. თუ დეტერმინანტის რომელიმე სვეტის (სტრიქონის) 

ყოველი ელემენტი ორი შესაკრების ჯამს წარმოადგენს, 

მაშინ ეს დეტერმინანტი წარმოიდგინება ორი შესაბამისი 

დეტერმინანტის ჯამის სახით. 

მე მე+მიე მეკ მყ მაე მშვ მე მაე მე 

მაე მე:+მე მევ |= | მე) მე: მე: | + | მეუ) მე: მევ!. 

მკ მკე «მე: მევ მვ მკ შევ მვ) მვ: შევ 

ამ ტოლობის დასამტკიცებლად საკმარისია ეს დეტერმინან- 

ტები გავშალოთ მეორე სვეტის ელემენტების მიხედვით და მი- 

ღებული შედეგები ერთმანეთს შევადაროთ. 

9. თუ დეტერმინანტის რომელიმე სვეტის (სტრიქონის) 

ელემენტებს მივუმატებთ სხვა სვეტის (სტრიქონის) შესაბა- 

მის ელემენტებს, გამრავლებულს ერთსა და იმავე რიცხვზე, 

მივიღებთ მოცემული დეტერმინანტის ტოლ დეტერმინანტს. 

მიღებული დეტერმინანტი მე-8 თვისების ძალით წარმოიდგინება 

ისეთი ორი დეტერმინანტის ჯამის სასით, რომელთაგან ერთი ემ- 

თხეევა მოცემულ დეტერმინანტს, მეორე კი ნულის ტოლია, ვინაი- 

დან მისი ორი სეეტი (სტრიქონი) პროპორციულია. 
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ლექცია 29. Cმეტპრმინანტმბი და მშათV თაძსქბები 

განსაზღვრება. 
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10. დეტერმინანტის რომელიმე სვეტის (სტრიქონის) 

ყველა ელემენტის ნებისმიერი სხვა სვეტის (სტრიქონის) 

შესაბამისი ელემენტების ალგებრულ დამატებებზე ნამრა- 

ვლთა ჯამი ნულის ტოლია, ე.ი. 

8,)#ტ,)+ მრ 0+...+ მეიტრიი=0, 

ვ2,ცრბI,+ 2:,რ2,+...+ მეკ,რი,=0, 

სადაც 1,)=1,2,...)აM:1%). 

შევამოწმოთ, მაგალითად ბოლო ტოლობის მართებულობა 

მესამე რიგის დეტერმინანტისათვის, როცა 1=1) და 1)=3. პირვე- 

ლი და მეხუთე თვისებების ძალით გეაქეს 

ზვ მა მკვ 

მცრ)) +მევრე| +მევრვე = მევ მე მევ =0. 

მეუ მვ მვვ 

დაუმტკიცებლად მოვიყვანოთ კიდევ სამი თვისება. 

11 ორი კვადრატული მატრიცის ნამრავლის დეტერმინ- 

ანტი უდრის ამ მატრიცთა დეტერმინანტების ნამრაელს, ე.ი. 

|ტ8)= I4ტI- 8. 

12. დეტერმინანტი ნულისაგან განსხვავებულია მაშინ 

და მხოლოდ მაშინ, როცა მისი სვეტებისაგან წარმოქმ- 

ნილი ვექტორთა სისტემა წრფივად დამოუკიდებელია. 

13. ნებისმიერი ს რიგის #4 მატრიცისა და CC ILL-თვის 

გვაქვს 

Iთ/#I= C" |4I. 

ბოლოს შევნიშნოთ, რომ კვადრატული მატრიცის ელემენტის 

მინორის ცნებას განაზოგადებს მართკუთხოვანი მატრიცის მინო- 

რის ცნება, რომელიც მნიშვნელოვან როლს თამაშობს წრფივ 

ალგებრულ განტოლებათა სისტემის ამოხსნადობის საკითხის 

შესწავლისას. მოვიყვანოთ 

მართკუთხოვანი მატრიცის ნებისმიერად არჩეული IL სტრი- 

ქონისა და L სვეტის გადაკვეთაზე მდგომი ელემენტებისა- 

გან შედგენილ დეტერმინანტს მატრიცის L რიგის მინორი 

ეწოდება.



ლძქც0”ია 29. დმტერმინანტებ” და მათი თჰისმბები 

დაყმალება 

შეამოწმეთ თეორიული მასალის ცოდნა შემდეგი კითხვების საშუალებით: 

L 

10. 

ამოწერეთ პირველი, მეორე და მესამე რიგის კვადრატული 

მატრიცის შესაბამისი დეტერმინანტის გამოსათვლელი ფორმუ- 

ლები. 

როგორ განისაზღვრება ნებისმიერი #>2 რიგის დეტერმი- 

ნანტი? 

რას ეწოდება ი რიგის მატრიცის მკ (1,1=1,2,...,ი) ელემენ- 

ტის მინორი? ალგებრული დამატება? 

ამოწერეთ ი-ური რიგის დეტერმინანტის გამოსათვლელი ფო- 

რმულა. 

მოიყვანეთ სამკუთხედების წესის ილუსტრაცია. 

ჩამოთვალეთ დეტერმინანტის ძირითადი თვისებები. 

დეტერმინანტის გამოსათვლელ რომელ ფორმულებს უწოდებენ 

მინორებად გაშლის წესს? 

ი რიგის დეტერმინანტის გამოსათვლელად რამდენი ი-1 რიგის 

დეტერმინანტის გამოთელა გვიხდება მინორებად გაშლის წე- 

სით სარგებლობისას? 

ჩამოაყალიბეთ (მე-I2 თვისებიდან გამომდინარე) დეტერმინან- 

ტის ნულთან ტოლობის აუცილებელი და საკმარისი პირობა. 

ეთქვათ, # წარმოადგენს თXი რიგის მატრიცას და თ<ი. რამ- 

დენი თ რიგის მინორი აქვს #. მატრიცას? 
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ლძქძია 29. დღმტმრპინანტაიბი და მათით თაძსებმბი 

29.1. გამოთვალეთ დეტერმინანტები: 

2.3 

რ. 
ა) 

  

ა) 

დ) 

ე) 

ე) 

  

I 2 

2 6” 

ყი §Iიჩ 

005ჩ   C05C 

0058 

508 

C05C 

    5I1Cთ 

1+V2 2-V3). 

2++V3 1-V2)” 

  

"!"  /3+2 
V3 –1 

„უუუღა--“-“-   V/3 –2 

29.2, გამოთვალეთ დეტერმინახტები 

სამკუთხედების წესით: 
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ა) 

ბ) 

დ) 

LI 0 –1 

3.1 –I1I; 

21 0 

0 

| 

2 

თით 
დ I 

ია 
ლთ 

წა
 

  

პრაქტიპჰშლი საშარწX0ი შუმბი 

2 –3 

ძ«“.“ 

1 –I 3 

1. 1 1 

ვ) |! I+მ2 I 

ს) 1! I+ხ 

293. დაამტკიცეთ ი რიგის დეტერმინან- 

29.4. 

ტისთვის მე-2, მე-6 და მე-8 თვისე- 

ბები. 

გამოთვალეთ 

2:10 0 

3111 1 

4 6 0 2 

0 2 3 1 

მატრიცის მ::=1 და მვ2=6 ელე- 

მენტთა მინორები და ალგებრუ- 
ლი დამატებები. 

29.5. გამოთვალეთ დეტერმინანტები მი- 

ნორებად დაშლის წესით: 

21 5 

ა))3 I 2! 

215 

ბ) | X 

| 503 C053C 

გბ)) 512 0C0052CI|; 

1 აი C00§C   
მX 8“+X? | 

დ) | 2მV 87”+V” 1; 

მჯ 837+7: I



29.6. 

  

  

43 I 

სI/2 13.4. 

ეეე 2 კ §L· 
2112 

1.2 0 1 

–_ 

მ? კ. | კ 2' 
-2 1 –3 –I 

ანტ. 

ე00 132 

710.0 0 5“ 

... 

2 4 4 6 

9 3.3 12 
“) · 

25 I5 5 10 

11.2 1 

ამოხსენით განტოლებები: 

  

  

  

        

  

    

3X –I 3 
ა) =–; 

X 2X-3!, 2 

გ 2X 5 _I5 7 

) LI XI 11 XI” 

42 1 §1ი X =0, 

1 C05X 

3 2 I 
| | 5ჯ I 

საჩ -–- 
0 1 X 

2.3 –1 

ე) | ჯX 1 3 1)=2; 

21 2 

29.7. 

პრაძტიჰილი სამარXიშ(იმბი 

3 X “–X 

ვ) 2 –I 3 1|I=0; 

X+I0 I 1 

X X+I X+2 

ზ)IX+3 X+4 X+15I=0. 

X+6 X+7 X+% 

ამოხსენით უტოლობები; 

3X –3 1 
ა) >0; 

X I 

ბ) 

  

  
დ)» –I 

ე) | 1 X 

ე) I 1 1 

X ლ
 

ლ
 

ზ) ლ X +
 ღლ / 

    

ლ
 ღლ   
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ლექცია 29. დპტპრძინანტიები და მათი თაისმბები 

29.8, ღაამტკიცეთ. რომ ი რიგის შემ- 

დეგი დეტერმინანტებისათვის სა- 

მართლიანია ტოლობები: 

» 0 

ბ) 0 #ე   

0 

0 = #3 

29.9. გამოთვალეთ ი რიგის დეტერმი- 

ნანტები: 

მ 

0 ვ? 

ა)/0 0 

ბ) !)   

364 

29.10. 

29.11, 

29.12. 

29.13. 

ქეთ, #=1 0-3 5) 
თქვათ, /V = .· რა– 

ვთქე 30 4 | 
მდენი არანულოვანი მეორე რი- 

გის მინორი აქვს # მატრიცას? 

== 

მოცემულია ვექტორები: მ=(მ,,მე) 
= 

ღა ხ=(ხ,,ხ,). დაამტკიცეთ, რომ 

ამ ვექტორებზე აგებული პარა- 

ლელოგრამის ფართობი ტოლია 

მ, 8 
Iძ6( #I-სი, სადაც #=I) ! ”?!, დაც ხ, ხ, 

4 => 

იპოვეთ 2 და ხ ვექტორებზე 

აგებული პარალელოგრამის ფა- 

რთობი: 

ა) 8 = (1,5), ხ =(–I,3); 
ხ) 8 =(=5,0), ხ =(0,–3). 

იპოვეთ #8C სამკუთხედის ფა- 

რთობი, თუ: 

ა) #=#(3,-1), 8=8C0,2), 
C=C(-3,0); 

ბ) #=/#(1,0), 
C=C(0,-1). 

8 =8(-4, 1 ა»



ლშქძ0ია უშ / 

შებრუნებული მატრიცა 

თეორემა 1. 

დამტკიცება. 

ეთქვათ, # არის M-ური რიგის კეადრატული მატრიცა, ხო- 

ლო I – იმავე რიგის ერთეულოვანი მატრიცა. 

# მატრიცის შებრუნებული მატრიცა ეწოდება ისეთ 8 

მატრიცას, რომლისთვისაც 

)·ც=8ც8./#=I. 

რ) მატრიცის შებრუნებული მატრიცა აღინიშნება სიმბო- 

ლოთი #”, ე.ი. 

ტ.-# ს=ტ'.ტ=L (8) 

(1) ტოლობა სიმეტრიულია # და #ტ'! მატრიცების მიმართ 

(ე.ი. (1) ტოლობა არ შეიცელება, თუ # და ტ-ს ადგილებს შე- 

ეუცელით), ამიტომ თუ #"! არის #-ს შებრუნებული, მაშინ # 

არის #'!-ის შებრუნებული 

#ტ=(4')“!, 

სიმეტრიულობიდან ცსადია აგრეთვე, რომ ტ' არის იმავე 

რიგის კვადრატული მატრიცა. 

თუ # მატრიცას გააჩნია შებრუნებული მატრიცა, მაშინ 

ის ერთადერთია. 

მართლაც, ვთქვათ, რაიმე C მატრიცა აგრეთეე აკმაყოფილებს 

(1) პირობებს. ტოლობა 

40C=I 

მარცხნიდან გავამრავლოთ ტ#'!-ზე, მივიღებთ 

ტ (4C)=#1.I. 

მატრიცებზე ოპერაციათა თეისებების ძალით ეს ტოლობა 

ასე გადაიწერება 

(ტ4)C=#4", 
ანუ 

IC=ტ“, 
ე.ი. 

C=#'. 
ამით თეორემა 1 დამტკიცებულია. 
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ლქქმია ჰ0. შშბრ წნმბთული მატრიძ0ა 

თეორემა 2. 

დამტკიცება. 
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კვადრატულ მატრიცას ეწოდება განსაკუთრებული (გა- 

დაგვარებული), თუ მისი დეტერმინანტი ნულის ტოლია; 

წინააღმდეგ შემთხვევაში მატრიცას ეწოდება არაგანსა- 

კუთრებული (გადაუგვარებელი). 
ტ კვადრატული მატრიცის მიკავშირებული მატრიცა 

ეწოდება მატრიცას 

11 4,, 4, 

#4. – ტი რ), 4. 

4 4 4 

სადაც #ც არის # მატრიცის 2) (, |=1,2,.ი) ელემენტის 

ალგებრული დამატება. 

მაშასადამე, ტ. მატრიცის მისაღებად # მატრიცის ყოეელი შც 

ელემენტი უნდა შეიცვალოს #,, ალგებრული დამატებით. 

ძნელი საჩვენებელი არაა, რომ 

L"=L 

ნებისმიერი კვადრატული # მატრიცისათვის ადგილი აქვს 

ტოლობას 

ტ -#ტ=ტ#- 4 =|ტ|:I. (2) 

ვიპოვოთ C=4ტ-4” ნამრავლი. მატრიცთა ნამრავლის განსაზ- 

ღვრების თანახმად გვაქვს 
ჩ 

ლ, =2,მცტ, =მცრ,ეს+მცრეც +.+-მც ტა. 
L=I 

აქეღაჩ ღეტერმიჩანტთა სათანადო თეისებების გამოყენე- 

ბით გვექნება 

0, როცა 1”I, 

ს I ტს როცა 1=/). 
ამრიგად, 

|Iბ) 0. .. 0 10 .. 0 

· 0 14 .. 9 0 0 
C=/4:/ = = | „ს| =| ტI.1I, 

0 0 ../# 00..1 
ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ



თეორემა 3. 

აუცილებლობა. 

საკმარისო ბა. 

მაგალითი. 

ლმქძია ყი. შებრ უნძბალი პატრიცა 

# ·#=|#ტI:I. 

თეორემა 2 დამტკიცებულია. 

შებრუსებული მატრიცის არსებობის შესახებ მართებულია 

შემდეგი დებულება. 

იმისათვის, რომ # მატრიცას გააჩნდეს შებრუნებული მა- 

ტრიცა, აუცილებელია და საკმარისი, რომ # იყოს არაგან- 

საკუთრებული მატრიცა. შებრუნებული მატრიცა გამოით- 

ვლება ფორმულით 

#“! = უე #”. (3 

ვთქეათ, #-ს გააჩნია შებრუნებული ტ" მატრიცა, ე.ი. 

ტტ '=L 
ამიტომ 

(ტტ 'I=III. 
დეტერმისასტთა თვისებებიდან გამომდინარე გვაქვს 

|რI4'I=1. 
აქედან ჩანს, რომ 

I 4IX0. 

ვთქვათ, | #|I#0, მაშინ (2) ტოლობიდან მივიღებთ 

აქედან, შებრუნებული მატრიცის განსაზღვრების თანახმად 

გვექნება 

# !' = 1, % 
I" 

თეორემა 3 დამტკიცებულია. 

ვიპოვოთ 

25 7 

#=I6 3 4 

5 –-2 –3 

მატრიცის შებრუნებული მატრიცა. 
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ლექცია ჰ0. შშბრ წნიძბ ლი ძატრ“იძა 

გამოვთვალოთ # მატრიცის დეტერმინანტი: 

2.5 7 

|ბ=)ნ6 3 4 |=–18+100-–84–105+90+!16=–I,. 

5 –2 –3 

ცხადია. 

3 4 
> |=-9+8=-ს, 

–-2 –3 

6 4 
'თ --: 415--14-20=36, 

6. 3 
# ა = =-I2-I15=-27, 

5 –2 

5 7 
#.. = =-(–-15+14)=1, ი5+ ვ 15-C344 

2 5 
– 5-C4-29=2, 

5 7 
#., = =20-21=-1, 

6 4 

2.7 
ტ.. --- I.” 

2 5 
#.ვვ = =6<-30=-24. 5213 

  

ამრიგად, მიკავშირებული მატრიცაა 

-111 –I 

ტ#ტ'= 38 –41 34 

-27 29 –-24 
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ლქქცია ყი. შებრ »ნებ წლი მშატრიძა 

(3) ფორმულის თანახმად გვაქვს 

| –I 1 –I 1 –I 1 

# '=--| 38% –-4| 34 |=I –38 4 +234 I. 

–-27 29 –24 27 –-29 24 

დავამტკიცოთ შებრუნებული და მიკავშირებული მატრიცე- 

ბის ზოგიერთი თვისება: 

1. |#“'| =I#I“. 

მართლაც, ტ.'ტ=1 ტოლობიდან გეაქეს I#ტ'#|=1. აქედან 

II-I 4|= 1, საიდანაც |# '|I=I#I"!. 

2. (#8) =8''4'. 
მატრიცათა გამრავლების ასოციაციურობის თვისების ძა- 

ლით გვაქვს: 

(48) (8 '4ტ')=4(88')ტ=ტ41ტ#'=L, 
ე·ი- 

(48) =8'ტ'!. 

3. (4 )''=(4#”)!. 

მართლაც, #ტ=| ტოლობის ორივე მსარის ტრანსპონი- 

რებით მივიღებთ 

(44#ტ')1=L', 

საიდანაც 

(#4!) #'=L 

აქედან 

4. (4) =(#')'. 
ეს თვისება უშუალოდ გამომდინარეობს ტრანსპონირებული 

და მიკავშირებული მატრიცების განსაზღერებებიდან. 

დაუმტკიცებლად მოვიყვანოთ კიდევ ერთი თვისება. 

5. (48) =8“ #“. 
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ლექცია ჰი. შძბრ წნშბ “იძ მატრიძა 

#ამალება 

შეამოწმეთ თეორიული მასალის ცოდნა შემდეგი კითხვების საშუალებით: 
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I. განსაზღვრეთ ი-ური რიგის კვადრატული # მატრიცის შებ- 

რუნებული მატრიცა. 

შესაძლებელია თუ არა. რომ # მატრიცას ჰქონდეს ერთზე მეტი 

შებრუნებული მატრიცა? პასუხი დაასაბუთეთ. 

აჩვენეთ, რომ ნებისმიერი კვარატული # მატრიცისათვის ად- 

გილი აქვს ტოლობას #4 #=/ტ/4 =|/I|:1. 

რაში მდგომარეობს შებრუნებული მატრიცის არსებობის 
აუცილებელი და საკმარისი პირობა? მოიყვანეთ შებრუნებული 

მატრიცის გამოსათვლელი ფორმულა. 

რა კავშირი არსებობს მატრიცისა და მისი შებრუნებულის დე- 

ტერმინანტთა შორის? 

რას უდრის მატრიცათა ნამრავლის შებრუნებული მატრიცა? მატ- 

რიცთა ნამრავლის მიკავშირებული მატრიცა? 

დაამტკიცეთ, რომ გადაუგვარებელი # მატრიცისათვის სამარ- 

თლიანია ტოლობა 
(4 )/=(47)“,



30.1. იპოვეს მატრიცის მიკავშირე- 

ბული მატრიცა, თუ: 

ღლ
. > I 

ი
ნ
ი
 

– 

ა
ბ
 

L 
C 

– 

–
 

–
 

–
 

დ) #=|) 0 
0-0 1! 

–
 

–
 

302. მოცემულია #. და 8 მატრიცა. იპო- 

30.3. 

ვეთ ამ მატრიცების ნამრავლის 

მიკავშირებული მატრიცა, თუ: 

_I -I ც -2 3L 
ა #=1კ 411 “ | 4 5” 

1-0 2 
ბ) #=|I0 2.0 |, 

2.0 –I 

3 I 4 
8=| 1.2 .I 

413 

დაამტკიცეთ, რომ თუ # მეორე 

რიგის კვადრატული მატრიცაა, 

მაშინ |/#სI=IV/+ I. 

30.4, დაამტკიცეთ რომ, თუ #. და 8 ერ- 

თიდაიგივე რიგის კეადრატული 

მატრიცებია. მაშინ 

(4"8)'=((8' #).) '. 

ლქქცხა ჰყ0. შმბრ თნშბთლი მატრიცა 

პრაქტიძული სამარX0ი შუმბმ 

30.5. იპოვეთ #ტ მატრიცის შებრუნე- 

ბული მატრიცა, თუ: 

1.2 ას 1 

  

3 

4 

ბ) #=“ ; 
5 7 

ა #=1! 2 L 
=, კ. 

) #=|3 1 
დ “15 2)” 

––_.. 

ე) #=|I2 –3 1, 

(3 -5 –) 
10568 

ე) #=| 7 I 6; 

(II0 5.4 

X.0. – 0 

8 ტ=90 #5 9. ჯე, 

0.0 _ 1 

X-0- 0 

თ) #= 9 1 0. 

(0 0 _ X, 

X#0; 1=1,0. 

30.6. დაადგინეთ გააჩნია თუ არა # 

მატრიცას შებრუნებული, თუ: 

ა#-- I 

5 3” 

2 | ა #-: :) 
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ლექქძია ჰი. შპბრ წთნშბთლი ძატრ“”ძა 

  

  

1.0 0 1.0 0 0 

გ #=11 1.01; #= 11.0 0 

(II ა. ი 
0 2 1 111 1 

დ) #=|0 0 2'- I 11.1 
იიი Cი=,''' 

30.7. დაამტკიცეთ რომ, თუ # და 8 0.0 I 1!) 

კვადრატული მატრიცებია და 0.0 0 | 

#ტც=I - 
. 3 

მაშინ #=8'' (8=4')). ი , ი ი 

30.8. უშუალო გადამრავლებით დაად- ე) ტ= 0 0 7 0” 

გინეთ. არის თუ არა # მატრიცა 0 0 

8 მატრიცის შებრუნებული: 0 ზ 

8. 3 4 100 0 
ა) #=|II –I 2, 3 

I0 2 7 0 + 0 0 

_ “იი010 
–13 ი 12 |; 7 

-I2 –I4 0 0 0 + 
2! 

ბ) #=I4 3..1|, 30.9. შემდეგი მატრიცებიდან ამოარ- 

2 –1.2 ჩიეთ ისეთი ორი, რომელთაც გა- 

აჩნიათ შებრუნებული და იპო- 

| + = _ ვეთ მათი ნამრავლი: 

8. 3 |) 1! # = 3 6 _I1 9 

17 “I4 81? 14 4” 

(4.2. 4 C-|6 7) უც.|! 5 
00-11. 1 „36 42)” „3 6). 
10 1.1 

გ) #ტ= I I. 0. 1I 30.10. მოცემულია მატრიცა 

11.1 .0 | 1-2 2 L 3 3 3 

-21 1.1 #. = -3 + -3 
8-1 I –2 1 1. 2 2 I 

311 LI –2 1 ” L3 3 3: 
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30.11. ამოხსენით მატრიცეელი განტო- 

ლებები: 

ას 2 X-ც «I 
ბ) X- 1--. 2. 

II 
გ) XI 1 =ხ 0|, 

2 I –4 6 

დ) |–3 2 –IIX= –2.. 

I 2.1! 0 

30.12. დაამტკიცეთ, რომ L"=I. 

30.13. იპოვეთ |#4!|. თუ ცნობილია. რომ 

5.0 .. 0 

· 0 5 ... 0 
ტ. ტ. = 

0.0 .. 5 

30.14. |ტ“!|= –+2 . იპოვეთ |#V. 

30.15. იპოვეთ (48), თუ ცნობილია, რომ 

ა. 
30.16. იპოვეთ (+) მატრიცა, თუ 

ცნობილია, რომ: 

ა) #“'= 2 !, 
–1 3)” 

ბ) #''=8'C'. 

30.17. ცნობილია, რომ 

იი.) 7) 

პრაქტიჰძილი საშარX0 ში/პბი 

იპოვეთ (#")“. 

30.18. ცნობილია, რომ 

· I 0 შუ 1 2 
#. = 1 8= , 

ს | ს | 

იპოვეთ (#8)”. 

30.19. ეთქვათ, # არის ი-ური რიგის 

(ი>2) კეადრატული მატრიცა. აჩ- 
ქენეთ), რომ 

I# |=I#I"'. 

30.20. ვთქვათ, 

მყ მეა მე 

# =) მე, მეე მეს მე CLV%, 

მვ მე: შვვ 

1, )1=1,23. შესაძლებელია თუ 

არა, რომ შესრულდეს უტოლო- 

ბა I#”I<0. პასუხი დაასაბუთეთ. 

30.21. შეამოწმეთ (#8) =8 4, ტოლო- 

ბის სამართლიანობა შემდეგი 

მატრიცებისათვის 

I0.0 .. 

#4=10 3 0 |,8=!0 4 1 

0.0 (I 0-0 1I 

30.22. მოცემულია #. მატრიცის ტრანს- 

პონირებული ტ' მატრიცა. იპოვეთ 

ტ#" მატრიცის დეტერმინანტი, თუ 

7 

#' =| 0 

3 ი
 

–
 

C
 

_– 
2
-
2
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ლშშმძშია ძ / 

წრფივ ალგებრულ განტოლებათა სისტქემები. 
პრამერის წესი. ბგაუს-ქორდანის მეთოდი 

უწ/.,. წრშიშ ბგანტულძბათაპ სიმსტშმა 
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ვთქვათ, მოცემულია M-უცნობიან #) წრფივ ალგებრულ გან- 

ტოლებათა სისტემას. 

2,)X,+მ,,X,+..+9,,X,=ხ,, 

მე,X,+მ,ეX,+...+2,ე,X, =ხ), 

(C)) 

2ე)X,+მევX:+..+მე,X,=0_ , 

სადაც XI, X2, . ·.. ა Xი უცნობებია, ხოლო 811, 912, . . „ შთი 

კოეფიციენტები და ხ|, ხ2,... ხი თავისუფალი წევრები კი ცნო- 

ბილი რიცხვებია. საზოგადოდ, უცნობთა რიცხვი 0 არ უდრის 

განტოლებათა I9M რიცხვს. 

განტოლებათა (I) სისტემას ეწოდება ერთგვაროვანი, 

თუ მისი ყველა თავისუფალი წევრი ნულის ტოლია, ხოლო 

არაერთგვაროვანი, თუ ერთი თავისუფალი წევრი მაინც 
განსხვავებულია ნულისაგან. 

IC1C;...C), მატრიცას ეწოდება (1) სისტემის ამონახსნი, 
თუ (1) სისტემაში XI), X2, - · · Xი უცნობების ნაცვლად შესა- 

ბამისად CI, C2, . . · C6ი რიცხვების ჩასმით, სისტემის ყოვე- 

ლი განტოლება გადაიქცევა ჭეშმარიტ რიცხვით ტოლობად. 

(1) სისტემის ყველა ამონახსნის პოვნას (1) სისტემის 

ამოხსნა ეწოდება. 

სისტემას ეწოდება თავსებადი, თუ მას გააჩნია ერთი 

მაინც ამონახსნი, ხოლო არათავსებადი, თუ მას არა აქვს 

არც ერთი ამონახსნი. 

მატრიცას



ყ/.2. წრVVი ალგმბრ თლ მანტ”შლებათა სძსტმიშის მატრძ0თლი ჩაწპრა. პრამმრის წესი 

რომელიც შედგენილია (1) სისტემის კოეფიციენტებისაგან, 

ამ სისტემის მატრიცა ეწოდება. 

მატრიცას 

2? მიე მა. ხ, 

#ც = მეუ 923 მეც ხ, 

მუ) მუა «. მშე. ხ, 

(1) სისტემის გაფართოებულ მატრიცას უწოდებენ. 

9/.2, წრშიმ ალჩზშბრ შლ განტოლებათა სძსტმმიმს 
მატრიიმი შლი ჩაწმშრა. პრამშრის წშსი 

შემოვიღოთ აღნიშენები: 

X, ხ, 

% ხ, 

%X= , 8= 

X, ხ. 

მატრიცათა გამრავლების წესის გათვალისწინებით განტო- 

ლებათა (1) სისტემა შემდეგნაირად შეიძლება ჩავწეროთ 

ტ. X = 8, (2 

ეს არის (1) სისტემის ჩაწერა მატრიცული ფორმით. 

როცა განტოლებათა და უცნობთა რიცხვი ერთმანეთს 

ემთხვევა (თ =ი), მაშინ (1-ს კვადრატულ სისტემას უწო- 

დებენ. მისი მატრიცის დეტერმინანტს 

?,, მ? ... ?. 

IტI= 4 = მ., 2») .. მ, 

მ 2 “« 2 
ი ი? იი 

სისტემის დეტერმინანტი ეწოდება. 

თუ სისტემის დეტერმინანტი გადაუგვარებელია, ე.ი. |/Mზ| » 0, 

მაშინ არსებობს #'' და (2) მატრიცული სისტემის მარცხნიდან 

#''-ზე გამრავლებით მივიღებთ 
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აძის ჰ/. წრ VI ა'სძაბრშ“ იანტ!/ძბას/ა სიხთჰძპაი. ჰრაძძრ“ს წძს“ 

თეორემა. 

X= #18. ც) 

(3) წარმოადგენს (2) სისტემის ერთადერთ ამონახსნს მაგ- 
რიცული სახით. 

სისტემის # დეტერმინანტის |I-ური (ჯ=1,2....,ი) სვეტის 

ელემენტები შევცვალოთ შესაბამისი თავისუფალი წევ- 

რებით; ასეთნაირად მიღებული დეტერმინანტი აღვნიშ- 

ნოთ 4; სიმბოლოთი (მას დამხმარე დეტერმინანტს უწო- 

დებენ), ე.ი. 

–”' ხ, უღელი” 

ტ = 2., “ 2;,, 2 შეს, “ მ. . 

I! 

?., საბი 2. ი მ?) აი იი 

(კრამერის წესი). თუ სისტემის ტ დეტერმინანტი განსხვა- 

ვებულია ნულისაგან, მაშინ სისტემას აქვს ერთადერთი 

ამონახსნი და ეს ამონახსნი გამოითვლება ფორმულით: 

X.=-+, 1=1,2,..,ი. 

კვადრატული სისტემების ამოსახსნელად კრამერის წესის 
გამოყენება საკმაოდ შრომატევადია (საჭიროა სისტემის დეტე- 
რმინანტისა და დამხმარე დეტერმინანტების გამოთვლა). 

ჰ/ჰ. გაშს-ჟ(შრდანიმს მძი#0 

მაგალითი 1. 
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სისტემა (1)--ის თავსებადობის საკითხის გარკვევა, აგრეთვე 

ამოხსნა (თავსებადობის შემთხვევაში) შესაძლებელია შედარე- 

ბით ნაკლებად შრომატევადი გაუს-ძორდანის შეთოდის გამო- 

ყენებით. ამ მეთოდის ძირითად ასპექტებს გავაშუქებთ კონ- 

კრეტულ მაგალითებზე. 

ვთქვათ, მოცემულია სისტემა 

2X,+2X2+2X3=200, 

3X,+5X:+ 7X3=480, (4) 

2X,)+ X2+ 3X3=170.



პუნქტი 1. 

პუნქტი 2. 

ჰქ/,ქ. გაშს-ჟშ((რ დანძს მძთოდი 

(4) სისტემისათვის გაუს-ჟორდანის მეთოდის გამოყენება 

გულისსმობს შემდჯეგი პჰესქტების შესრულებას. 

სისტემის პირველი განტოლება გარდავქმნათ ისე, რომ X, 

უცნობის პირველი კოეფიციენტი გახდეს 1-ის ტოლი. ამისათვის 

პირველი განტოლების ორივე მხარე გავამრავლოთ უზე ეს 

ოპერაცია სქემატურად ასე ჩავწეროთ 

I 
2 გ! გ   

    

„9 ' ჰ რ ველი“ პირველი განტოლების ახალი პირეელი I მიიღება 
2 -ზე გამრავლებით განტოლება 

        
    

პირველი პუნქტის შესრულების შედეგად გვექნება სისტემა: 

XI+X2+X3=100, 

3X,+5X:+7Xკ3=480, 

2X,+X2ე+3X3=170. 

პირველ პუნქტში მიღებული სისტემის მეორე და მესამე. განტო- 

ლებებიდან გამოვრიცხოთ X; უცნობი. ამისათეის მეორე განტო- 

ლებას გამოვაკლოთ 3-ზე გამრავლებული პირველი განტოლება 

და მიღებული განტოლება მივიჩნიოთ ახალ მეორე განტოლებად 

გ2 –3გ) –> გე. 

მესამე. განტოლებას. გამოყაკლოძ 2-ზე გამრავლებული პირვე- 

ლი განტოლება და მიღებული განტოლება მივიჩნიოთ ახალ მე- 

სამე განტოლებად 

გგ –2გ) –) გვ. 

შედეგად მივიღებთ სისტემას 

X)4X>+ Xგ=100, 

2X:+4Xკ=180, 

–X2+Xვ =–-30, 
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ლძქცია ჰ) წრწVით ა–მშბრთლ მანტ/წლმბათა სძსტპძმშბი. ჰრაშმრის ზმს/ 

პუნქტი 3. 

პუნქტი 4. 

პუნქტი 5. 

პუნქტი 6. 

პუნქტი 7. 
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მიღებული სისტემის მეორე განტოლების მიმართ მოვახდინოთ 

პირველ პუნქტში შესრულებული გარდაქმნის ანალოგიური 

გარდაქმნა 

18: “გა. 

მივიღებთ 

X,+X2+Xვ=100, 

X2+2X3=90, 

–X2+X3=<-30. 

მესამე განტოლებიდან გამოერიცხოთ X2 

გ2+ გვ –2 გვ. 

გვექნება 
X,+X2+Xვ=100, 

X20+2X13=90, 

3X3=60. 

1 
მესამე განტოლების ორივე მხარე გავამრავლოთ ვ 'ზე 

X,)+X2+X3=100, 

X>+2X3=90, 

Xკ=20. 

პირველი განტოლებიდან გამოვრიცხოთ X2 

გ)“ გე “? გ). 

გვექნება 
X. –X3=10, 

X: +2X3=90, 

Xვ=20. 

პირველი და მეორე განტოლებიდან გამოვრიცხოთ X3 

გ!+ გვ -7 გ), 

გე – 2გვ –> გ?. 
მივიღებთ



ყ,ყ, მაშს-ყ(/რდანის მმთოდი 

XI =30, 

X. =50, 

Xვ=20. 

სვეტ-მატრიცა |30 50 20)' წარმოადგენს (4) სისტემის ამო- 

ნახსნს. 
როგორც ეხედავთ, გაუს-ჟქორდანის მეთოდით სის- 

ტემის ამოხსნისას გამოყენებულია ისეთი გარდაქმნები, 

რომელთა შედეგადაც ყოველ პუნქტში მიიღება მოცე- 

მული სისტემის ტოლფასი სისტემა. 

(4) სისტემა წარმოვადგინოთ გაფართოებული მატრიცის 

სახით და ამოვწეროთ პუნქტების შესრულების შედეგად მიღე- 

ბული მატრიცები: 

2 2 2 200 I I 1. 100 

#ტც=|)3 5 7 480 ->(13 5 7 480 

2.1 3 170 21.3 170 

11 1 100 11.1. 100 

5)0 2 4 180222300 I 2 90! 

0 –I | –30 0 –I LI –30 

III. I 100 I 1 I 100 

-32|I0 1 2 90|-–>I0 1 2 909!–> 

0:03 60 0-0 | 29 

1.0 –1 10 1.0 0 30 

50 1 2 90) ->/0 1 0 50. 

0:00 1 20 0-0 1 20 

როგორც ეხედავთ #გ მატრიცა ,სტრიქონების გარდაქმნით“ 

დაყვანილი იქნა 

10 0 30 

0.I 0 50 

0.0 I 29 

მატრიცაბე. ასეთ მატრიცებს დაყვანილი სახის მატრიცებს 

უწოდებენ. უფრო ზუსტად, ვიტყვით, რომ მატრიცა არის დაყ- 

ვანილი სახის, თუ სრულდება შემდეგი პირობები: 
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ლქქძია XI წზრყიძ ალბპბრაძლ ბაიტილაბაძთას სძსტჰპშშბი. პჰრაძქრის წმს#ი 

1. თითოეულ სტრიქონში მარცხნიდან პირველი ნული- 

საგან განსხვავებული ელემენტი 1-ის ტოლია (მას მარცს- 

ნიდან პირველ ერთიანს ვუწოდებთ), 

2. თუ სვეტი შეიცავს რომელიმე სტრიქონის მარცხნი- 

დან ჰირეელ ერთიანს, მაშინ ამ სეეტის ყველა სხვა ელე- 

მენტი ნულის ტოლია, 

3. ყოველი სტრიქონის (გარდა პირველისა) მარცხნიდან 

პირველი ერთიანი მდებარეობს უფრო მარჯევნივ, ვიდრე 

წინა სტრიქონის მარცხნიდან პირველი ერთიანი; 

4. მხოლოდ ნულებისაგან შემდგარი სტრიქონი უფრო 

ქვემოთაა, ვიდრე ნებისმიერი სტრიქონი, რომელიც ერთ 

არანულოვან ელემენტს მაინც შეიცავს. 

დაყვანილი სახის მატრიცათა 

მაგალითებია: 

100.0 2 
1.0 2 

| , 0.1 0 –I/, 
0.1 –3 

001 3 

I 4.0 3 I 0 4 0 

0.0 I 2/, |I0 1 3 0. 

0.0 0 0 0.0 0 ! 

როგორც ვიცით, ორუცნობიან ორ წრფივ განტოლებათა სის- 

ტემისათვის ადგილი აქვს ერთ-ერთს შემდეგი სამი შემთხვევიდან: 

1. სისტემას აქვს ერთადერთი ამონახსნი (სისტემა თავ- 

სებადია); 

2. სისტემას აქვს ამონახსნთა უსასრულო სიმრავლე 

(სისტემა თავსებადია); 

3. სისტემას არა აქვს ამონახსნი (სისტემა არათავ- 

სებადია). 

ანალოგიური შემთხვევები გვაქვს ი-უცნობიანი ი წრფივი 

განტოლებისაგან შემდგარი სისტემის შემთხვეეაშიც. 

ზემოთ განხილულ (4) სისტემას აქვს ერთადერთი ამონახსნი. 

მაგალითი 2. 

X,+X2+2X3=9, 

3X,-2X2+7X3=20, (5) 

2X,+7X:ა+3X3=27. 
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ჰყ. გაუს-ჟI(/რდანძს მმთ(/(ი 

გარდაექმნათ ამ სისტემის გაფართოებული მატრიცა დაყვა- 
ხილ სახემდე 

1 1.2 9 ,-1 31 L 1 2 9 

3 –2 7 20|--90-2ს=ს )I0 5 | -7- ., 
2 7 3 27 0.5 –) 9 

1) 38 ––-–-" I". 
დააა სა.“ 

5.5 2 0 § 1 9 000 2 

მიღებული დაყვანილი სახის მატრიცა არის 

11 38 
1-X,+0-X2+-Xვ==-, 

1 7 
0-X,+IXა–-–Xკ=– 

5 5 
0:X,+0-X24+0:X3=2 

· 

სისტემის გაფართოებული მატრიცა. ამ სისტემის შესამე განტო- 

ლება არ იქცევა ჭეშმარიტ ტოლობად X,, X: და Xვ უცნობთა 

არავითარი მნიშენელობებისათვის. მაშასადამე, განტოლებათა 

(5 სისტემა არათაესებაღია. 

ახლა მოვიყვანოთ მაგალითი სამუცნობიანი სამი განტოლე- 

ბის სისტემისა, რომელსაც აქვს ამონახსნთა უსასრულო სიმ- 

რავლე. 
მაგალითი 3. 

X, + 2Xე + 3Xვ = 4, 

2X, + 4X2+ 6X3=8, (6) 

X2 + Xე = 1. 

გაფართოებული მატრიცის სტრიქონების გარდაქმნით გეექნება 

უ“'”წ' 12.3 4 

2 4 6 8-–5-545-1.)0000–-53 
0:1.1.1 01.11 

ხოს. (1:2:3.4 I 012 
_ხლ5ც)0 | I 11--5-202%.10 1.I (1. 

0000 0.00 0 

მიღებული დაყვანილი სახის მატრიცა არის 
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X, +X3კვ=2, 

X-+Xვ=LI, 

0=0 

სისტემის გაყართოებული მატრიცა. აღნიშნულ სისტემას და 

მაშასადამე, (4) სისტემასაც გააჩნია ამონახსნთა უსასრულო 

სიმრავლე: I2 -X, 1-–Xკ X,1' |X, C LL). 

შევნიშნოთ, რომ სამუცნობიან წრფივ განტოლებათა 

სისტემის თითოეული განტოლება წარმოადგენს სიბრტ- 

ყის განტოლებას სამგანზომილებიან სივრცეში. როცა ეს 

სიბრტყეები ერთ წერტილში იკვეთებიან, სისტემას აქვს 

ერთადერთი ამონახსნი; როცა ეს სიბრტყეები ერთმანეთს 

ემთხვევიან ან მათი თანაკვეთა წარმოადგენს წრფეს, 

სისტემას აქვს უამრავი ამონახსნი და სისტემა არათავ- 

სებადია, როცა ამ სიბრტყეთა თანაკვეთა ცარიელია. თუ 

მაგალითად, მოცემული გვაქვს სამუცნობიანი ორი წრფივი გა- 

ნტოლებისაგან შემდგარი სისტემა, გვექნება ორი შემთხვევა: 

ამ განტოლებათა შესაბამისი სიბრტყეები პარალელურია ან ეს 
სიბრტყეები გადაიკვეთება წრფემე. პირველ შემთხვევაში სის- 

ტემას ამონახსნი არ ექნება, ხოლო მეორე შემთხვევაში სისტე- 

მას ექნება ამონახსნთა უსასრულო სიმრავლე. ერთადერთი ამო- 

ნახსნის შემთხვევა გამორიცსულია. შემდეგში ჩვენ დავრწმუნ- 

დებით, რომ საზოგადოდ, თუ (1) სისტემაში უცნობთა რაო- 

დენობა მეტია განტოლებათა რაოდენობაზე, მაშინ ამონა- 

ხსნთა სიმრავლე ან ცარიელია ან უსასრულო, ერთადერ- 

თი ამონახსნის შემთხვევა გამორიცხულია. 

როდესაც (1) სისტემაში უცნობთა რაოდენობა ნაკლებია 

განტოლებათა რაოდენობაზე, მაშინ შეიძლება გვქონდეს არა- 

თავსებადობის, ამონახსნთა უსასრულო სიმრავლის და ერთა- 

დერთი ამონახსნის შემთხვევაც.



ლმქძია ჰ). წრყVყ ალგებრ თლ ბანტოლებათა სისტმძშძბი. პრამპრის წმსი 

დავალემბა 

შეამოწმეთ თეორიული მასალის ცოდნა შემდეგი კითხვების საშუალებით: 

1. 

10. 

ამოწერეთ ი-უცნობიან თ წრფივ განტოლებათა სისტემა. რა 
შემთხეევაში უწოდებენ ამ სისტემას ერთგვაროვანს? 

რას უწოდებენ წრფივ განტოლებათა სისტემის ამონახსნს? 

რას ჩიშჩაეს სისტემის ამოხსნა? 

როგორ სისტემას უწოდებენ თავსებაღს? არათავსებადს? 

· ჩაწერეთ წრფივ ალგებრულ განტოლებათა სისტემა მატრიცუ- 

ლი ფორმით. 

ჩამოაყალიბეთ კრამერის წესი. 

ამოწერეთ წრფივ ალგებრულ განტოლებათა სისტემის გაფარ- 

თოებული მატრიცა. 

გადმოეცით გაუს-ჟყორდანის მეთოდის ძირითადი ასპექტები 

კონკრეტულ მაგალითზე. 
განსაზღვრეთ დაყვანილი სახის მატრიცა. 

რამდენი ამონახსნი შეიძლება პქონდეს წრფივ ალგებრულ 

განტოლებათა სისტემას? 

შეიძლება თუ არა წრფივ ალგებრულ განტოლებათა სისტემას 

პქონდეს ერთადერთი ამონახსნი, როდესაც მასში შემავალ 

უცნობია რაოდენობა განტოლებათა რაოდენობაზე მეტია? 
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31.1. 

31.2. 

31.3. 

31.4. 
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პრაქტიჰშლი საშარ»სი შოები 

შეამოწმეთ წარმოადგენს თუ 

არა 00.2 0)! სვეტ-მატრიცა 

შემდეგი სისტემის ამონახსნს: 

  

(X,-2X2+X3+5X.=3, 

) XI43Xა –X3+Xგ=-I, 
ა 

XI-4X -5Xვ-10X,გ= –9, 

LXI42X5+X3+Xკ=3; 

2X.+Xა-Xვ+Xკ=59, 

ბ) | თა4მაციც-რი,5, 

XI-Xა+Xვ-–Xკ=-I, 31.5. 

(X)+2X:ა+3X3+4Xკ=4. 

ჩაწერეთ მატრიცული სახით წი- 
31.6. სა სავარჯიშოში მოყვასილი სი- 

სტემები. 

იპოვეთ #X=8 სისტემის თავი- 

სუფალი წეერები, თუ ცნობილია, 

რომ: 

2 

5. 4.3 

ბ) #=I2. 1. 0 |, 

–1 –2 –3 

X=II 1 2)”. 

კრამერის წესის გამოყენებით აჩ- 

ვენეთ შემდეგი სისტემების თაე- 

სებადობა: 

2X,+X:=5, 

3X,-2X:=0; 

X.+X2-X3= –1, 

ბ) 42X,–<X-5+X3= 2, 

X,+X>2+X3= 3; 

7X,+2X2+3X3=15, 

გ) 195X)–3X:+2X3=15, 

10X, –1 IX:)+5X3=36; 

2X,+X=5, 

X,+3X5=16, 

5X: –X3=10. 

დ) 

კრამერის წესის გამოყენებით 

ამოხსენით 314-ში მოყვანილი 

სისტემები. 

დაადგინეთ, არის თუ არა დაყ- 

ვანილი სახის შემდეგი მატრი- 

ცები: 

0 5 : 

3 6)” 

I 
2Iე 

ლ
 

C
C
 

-– 

–
 ლი 
ლ
 

ლC 
ლ
 

C
 

იხ
 

ლ
 

ბ
 

ლ,
 

C
C
 -
 

– 
C 

C 
C
C
 

-–- 
5
0
C



317. კრამერის წესის გამოყენებით 

დაადგინეთ, მ პარამეტრის რა 

მნიშენელობებისათვის ექნება 

ერთადერთი ამონახსნი სისტე- 

მებს: 

X,I+X:=I1, 
ა) 

2X, –მX-= 0: 

მX,+X»=3, 

X,4+მXგ=4; 

2X,)– 38X3= –1, 

გ) მX) –< 2X-=1; 

X,)+მ8X5+Xვ=0, 

დ) 42X,-–X>+X3=5, 

3X,+X:-Xვ=–1. 

31.8. გაუს-ჟორდანის მეთოდის გამო- 

ყენებით დაადგინეთ, არის თუ 

არა თავსებადი შემდეგი სისტე- 

მები: 

X)+2Xე=3, 

3X,+6Xგ= 2; 

|ი-X 

+. +2%.=4: 
+ 

XI)+2X2 –X3=1, 

გ) 413X,+4X2+Xვ=2, 

2X,+2X2+2Xვ=3; 

2X,-–X:=3, 

დ) 4».+2X2-–X3=3, 
სნ -4X,+2»X,=4. 

პრაქტიძული სამარ#Xიშომბ/ც 

31.9. ამოხსენით განტოლებათა სის- 

ტემები გაუს-ჟორდანის მეთო- 

დის გამოყენებით: 

X,+X:+Xვ=1, 

ა) 4 XI-–X:+X3=2, 

3X,+Xე+3X3=1; 

5X,+X:ა+6Xვ=2, 

ბ) 43X,+X:+4X3=0, 

5X, –X:+3X3=0; 

X,+2X:+ 3Xგ+ 4X,-=0, 

7XI+14X2+20X3+ 27X„გ=0, 

5X,+10X-+-+16X.+ 19X„-= –2, 

3X,+ 5Xა+6X3+ 13X„= 5; 

გ) 

XI+X5=1, 

XI “<X2+X3=4, 

დ) 4X:+X3+X,გ=-3, 

Xვ+X,+X-=2, 

Xკ+Xგ=-I. 

31.10. ამოხსენით განტოლებათა სის- 

ტემა შესაბამისი გაფართოებუ- 

ლი მატრიცის დაყეანილ სახემ- 

დე გარდაქმნით: 

3X,-–2X:=4, 

, საიქეი 

5X,+7X:+7Xკ=4, 

ბ) 43X,+4X:+4X3=2, 

4X,4+4Xე-5Xგ= 0; 

X,+2X:+X3+2Xკ=16, 

X-+2X3+Xკ=12, 

ს XI -–3X1+3Xგ=4, 

X,-2X:+X„გ= –-3. 
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31.11. ამოხსენით განტოლებათა სის- 

31.12. 

386 

ტემები: 

(როსუციმ 
ა 

4X,+X-.+5X.=6: 

2X)-–<3X:+X3=1, 

ეწრეიიები 

X)–4X.+5X3=2, 

| იი იი 

2X)–3X-+5X3+7Xკ=1L, 

დ) 44X,–<6X:+2X5+3Xკ=2, 

2X,) –3Xვ–I 1Xვ3–15Xკგ=1. 

წრფივ განტოლებათა სისტემის 

გაფართოებული მატრიცა დაყ- 

ვანილ იქნა სახეზე 

10 0 –I 

0:11. 0 2 

0.0 I 10 

რამდენი ამონახსნი აქვს სისტე- 

მას? ამოწერეთ სისტემის ამო- 

ნახსნი. 

31.13. წრფივ განტოლებათა სისტემის 

გაფართოებული მატრიცა დაყ- 

ვანილ იქნა სახეზე 

1.0 5.3 

0-1 3 7 

0.0 0 6 

დაადგინეთ, თავსებადია თუ არა 
წრფივ განტოლებათა სისტემა. 

წრფივ განტოლებათა სისტემის 

გაფართოებული მატრიცა დაყ- 
ქეანილ იქნა სახეზე 

1.0 2.3 

0 I 3 7'. 

0-0 0 0 

დააგინეთ, რამდენი ამონახსნი 

აქვს სისტემას. ამოწერეთ სის- 

ტემის ამონახსნთა სიმრაელე.



ლექცია 92 
მატრიცის რანგი. პრონეპერ-პაპელის თეორქემა 

ჰ2.,, მატრიძმს რანბი 

მაგალითები: 

ოი»ი რიგის # მატრიცის რანგი ეწოდება # მატრიცის 

წრფივად დამოუკიდებელი სვეტების (როგორც ვექტორე- 
ბის) მაქსიმალურ რაოდენობას. # მატრიცის რანგი აღი- 

ნიშნება გი 4#-თი. 

რანგის განმარტებიდან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ # 

მატრიცის რანგი ტოლია ნულის მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

მისი ყეელა ელემენტი ნულის ტოლია. თუ მატრიცის ერთი 

ელემენტი მაინც სულისაგან განსსეავებულია, რანგი ნულს არ 

უდრის. 

L 2 

ას: 

1 2 3 

–-I -2 –3! 

2 4 6 

2) 122“ 

მატრიცის რანგია 2, რადგან სვეტები წრფი- 

ვად დამოუკიდებელია. 

მატრიცის სეეტები წრფივად დამოკიდებუ- 

ლია. რანგი I-ის ტოლია. 

სვეტები წრფივად დამოუკიდებელია. რანგი 

ტოლია 3-ის. 

მატრიცის მეორე სვეტი ნულოეანია, ამიტომ 

სვეტები წრფივად დამოკიდებულია. პირეე- 

ლი და მესამე სეეტი წრფივად დამოუკიდე- 

ბელია. რანგი უდრის 2-ს. 

მატრიცის ყოველი ორი სეეტი წრფივად 

დამოკიდებულია. რანგი უდრის 1-ს. 

მატრიცის ნებისმიერი სამი სვეტი წრფივად 
დამოკიდებულია. სვეტებს შორის არსებობს 

ორი წრფივად დამოუკიდებელი სვეტი. მაგალი- 

თად, პირველი და მეორე. რანგი ტოლია 2-ის. 

თუ მოყვანილ მაგალითებს ღავაკვირდებით, დავინახავთ, 

რომ თითოეული მატრიცის რანგი ემთხეევა მისსავე ნულისა- 
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თეორემა 1. 

თეორემა 2. 

დამტკიცება. 

თეორემა 3. 

დამტკიცება. 
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გან განსხვაეებულ მინორთა უმაღლეს რიგს. საზოგადოდ სა- 
მართლიანია შემდეგი 

IXჯი რიგის ტ მატრიცის რანგი M-ს ტოლია მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როცა #4 მატრიცის ყოველი ILხ+1I რიგის 

მინორი ნულის ტოლია და ამავე დროს V-ური რიგის ერ- 

თი მინორი მაინც განსხვავებულია ნულისაგან. 

ამ თეორემის თანახმად, მატრიცის რანგის დასადგენად, 

უნდა მოვძებნოთ მის მინორებს შორის მაქსიმალური 

რიგის ნულისაგან განსხვავებული მინორი. სწორედ ასე- 

თი მინორის რიგია მატრიცის რანგის ტოლი. შევნიშნოთ 

რომ, თუე # მატრიცის ყველა M+1 რიგის მინორი ნულის ტო- 

ლია, მაშინ ნულის ტოლი იქნება აგრეთვე ყველა უფრო მაღა- 

ლი რიგის მინორი. ეს გარემოება მაქსიმალური რიგის ნული- 

საგან განსხვავებული მინორის მოსაძებნად ჩასატარებელ სა- 
მუშაოს საგრძნობლად ამცირებს. რანგის მოძებნის ასეთი წესი 

მაინც ძალიან შრომატევადია, როცა მატრიცის განზომილებები 

საკმაოდ დიდი რიცხვებია. რანგის მოძებნის უფრო პრაქტიკულ 
მეთოღს ქეემოთ გავეცნობით. 

ვთქვათ, # არის ი-ური რიგის კვადრატული მატრიცა. 

I207 4=9 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა | #|#0. 

თუ I20სC#=M, მაშინ მატრიცის სვეტები (ი სვეტი) წრფივად 

დამოუკიდებელია და დეტერმინანტის სათანადო თვისებიდან 

გამომდინარე | #|X0. 

პირიქითაც, იუ | #I#0, ეს იმას ნიშნაეს, რომ არსებობს ი-ური 

რიგის ნულისაგან განსხვავებული მინორი, უფრო მაღალი რი- 

გის მინორი კი საერთოდ არ გვაქვს. ზემოთ მოყვანილი თეო- 

რემა 1-ის ძალით L280იC4#=9,. 

მატრიცის წრფივად დამოუკიდებელი სვეტების მაქსიმა- 

ლური რაოდენობა მატრიცის წრფივად დამოუკიდებელი 

სტრიქონების მაქსიმალური რაოდენობის ტოლია. 

განვიხილოთ #-ს ტრანსპონირებული ტ' მატრიცა. #-ს სტრი- 

ქონები წარმოადგენს #'-ს სვეტებს, ამიტომ საკმარისია ვაჩ- 

ვენოთ, რომ 

I80ტ=2ი5”4”. 

განვიხილოთ # მატრიცის ნულისაგან განსხვავებული მაქ- 

სიმალური რიგის მინორი. ამ მინორის შესაბამისი მატრიცა #-ს



ჰ2.2, მატრძიც0ის რანგის დაღმძნა გათფსძს შმთორ-ყთ 

ტრანსაოჩირებისას შეიცვლება თავისი ტრანსპონირებულით. 

მისი დეტერმინანტი არ შეიცვლება, ე.ი. # და ტ' მატრიცების 

ნულისაგან განსსვავებულ მინორთა მაქსიმალური რიგები 

ერთმანეთს ემთხვევა, რაც იმას ნიშნავს, რომ ამ მატრიცთა 

რანგები ტოლია. 

ამრიგად, მატრიცის რანგი წრფივად დამოუკიდებელ 

სტრიქონთა მაქსიმალურ რაოდენობას უდრის. 

მოვიყვანოთ მატრიცის ისეთი გარდაქმნები, რომლებიც არ 

ცელიან რანგს. მათ ელემენტარული გარდაქმნები ეწოდება. 

ელემენტარული გარდაქმნებია: 

1. მატრიციდან ნულოვანი სვეტის (სტრიქონის) ამოშლა; 

2. ორი სვეტის (სტრიქონის) ურთიერთგადანაცვლება; 

3. სვეტის (სტრიქონის) გამრავლება ნულისაგან განსხვა– 

ვებულ ნებისმიერ რიცხვზე; 

4.ერთი სვეტისადმი (სტრიქონისადმი) სხვა სვეტის 

(სტრიქონის) პროპორციული (რაიმე რიცხვზე გამ- 

რავლებული) სვეტის (სტრიქონის) დამატება. 

82.2. მატრიძის რანგის «ა#Cგპნა გაშსის მშთუ#ჯ0თ 

მაგალითი. 

მატრიცის რანგის დასადგენად გამოიყენება გაუხის მეთო- 

დი. ამ მეთოდით ელემენტარული გარდაქმნების საშუალებით 

ხდება მატრიცის დაყვანა სამკუთხა მატრიცამდე, რომლის მთა- 

ვარ დიაგონალზე არის არანულოვანი ელემენტები: 

მე მე «+ მყ) მყ · შა 

0 2. .. მშე, შეე ·. შვე 

0.0 .. 0 2,, .. 2,, 

2, >+%0, 1=1,2,...,L#. ამ მატრიცის რანგი #-ს ტოლია (ახსენით 

რატომ). საწყისი მატრიცის რანგიც იქნება IM 

შევნიშნოთ, რომ გაუსის მეთოდით, გაუს-ჟორდანის მეთო- 

დისაგან განსხვავებით ხდება მხოლოდ მთავარი დიაგონალის 

ქვემოთ მდგომი ელემენტების განულება. 

I 3.77 2.5 

ეთქვათ, #=| –I 0 4. 8 3. 

3 6 10 –4 7 
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ლჰ=ყ9ყა ჰ2. მატრიძის რანმი. პრ(/ჟნმძშრ-ჰაპძლის თჰ(შრძშა 

დავადგინოთ # მატრიცის რანგი გაუსის მეთოდის გამოყენებით: 

1 3 7 2 5 სასას 1 3 7 2 5 

-I 0 4 8 31-90-2100 3 I 10 8I კ 

3.6 I0 –4 7 0 –3 –II –I10 –§ 

! 3 7 2 5 ამოიოეშალოთ 

)+ს ს ა 0 3 I 1 1 8 შესამე სტრიქონი 1 3 7 2 5 

0 3 11 10 8 
0.0 0 0 0 

ამრიგად, Iმი8 #=2. 

32.31. პძროუნმძშრ-ჰაპშლის მ0მრრმმა 

თეორემა 4. 

მაგალითად, 

390 

როგორც ჩვენთვის ცნობილია, კრამერის წესი საშუალებას 

იძლევა ამოეხსნათ წრფივ განტოლებათა სისტემა იმ კერძო შემ- 

თხვევაში, როცა განტოლებათა რიცხვი უდრის უცნობთა რიცხვს 

და სისტემის დეტერმინანტი განსხვავებულია ნულისაგან. მატ- 

რიცის რანგის ცნების შემოტანის შემდეგ, ჩეენ საშუალება გეაქვს 

შევისწავლოთ ზოგადი სახის წრფივ განტოლებათა სისტემის 

მ,X,+8მ,X-+..+მ8,,X,= ხ,, 

2ე,X,+3ეეX.4+...+9, X,= ხე, 
(0 

მე ,X,+8 X.+..+2,,X,=ნ,, 

თავსებადობის საკითხი. კერძოდ, სამართლიანია ცრონეკერ- 

კაპელის შემდეგი 

წრფივ განტოლებათა (1) სისტემა თავსებადია მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როცა ამ სისტემის მატრიცის რანგი ტოლია 

ამავე სისტემის გაფართოებული მატრიცის რანგისა. 

X.+X-.-Xვ=1, 

X, + Xკ=2, 

2X)+2X–2X3=5 

სისტემისათვის გვექნება 

1 –1I1უ 

1I, # ცკ = 

) 1 

#=I)I 0 1 

2.2 –2 2



ჰყ2,3. ძრIსნმძმრ-ჰაპმლის თმ(/რშმა 

ადჯეილას დავრწმუნდებით, რომ ”მ8ი8#=2, Lგინ#ც=3. ე.ი. 

Iწმი8წ#ტ#Iმის/#ც და მაშასადამე, სისტემა არათავსებადია. 

კრონეკერ-კაპელის თეორემა იძლევა საშუალებას, დავად- 

გინოთ რამდენი ამონახსნი აქეს სისტემას. შესაპლებელია ორი 

შემთხვევა: 

1. I-გით#=I2იC#ტც=ი, სადაც ი უცნობთა რაოდენობაა. 

ამ შემთხვევაში სისტემას გააჩნია ერთადერთი ამონახსნი. 

მართლაც, I2ი9 4=%ი ნიშნავს, რომ მატრიცის წრფივად დამო- 

უკიდებელი სტრიქონების რაოდენობაა #, ე.ი. 

თი=ი ან IXII>V. 

თუ 00=%, გვაქვს კვადრატული სისტემა. მისი მატრიცის სვე- 

ტები წრფივად დამოუკიდებელია, დეტერმინანტი განსხვავებუ- 

ლია ნულისაგან და კრამერის თეორემის თანახმად, სისტემას 

აქვს ერთადერთი ამონახსნი. 

თუ I >ი, მაშინ თ-ი განტოლება წარმოადგენს დანარჩენი 

I განტოლების წრფივ კომბინაციას, ე.ი. „VI -ი განტოლება ზედ- 

მეტია“, ისინი შეიძლება ამოგდებული იქნან სისტემიდან. 

2. გვი 4ტ4=+L2ით 0 ც=M%<I. 

ცხადია, რომ <I”. ამ შემთხვევაში სისტემაში შეიძლება 

დავტოვოთ მხოლოდ M განტოლება (დანარჩენები შეიძლება 

ამოვაგდოთ სისტემიდან). ცხადია, არსებობს მიღებული სისტე- 

მის მატრიცის M რიგის მინორი, რომელიც განსხვავებულია ნუ- 

ლისაგან. ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, 

რომ ამ მინორის შესაბამისი მატრიცა მიიღება პირველი M სვე- 

ტისა და პირველი M# სტრიქონის გადაკვეთაზე მდგომი ელემენ- 

ტებისაგან (ეს ყოველთვის მიიღწევა უცნობთა სათანადო გა- 

დანომრეით). ეს მატრიცა აღენიშნოთ #,-ით და სისტემა ასე 

გადავწეროთ 
#IXI = ც - C2X, (2) 

სადაც 

X, %.ა) ხ, 

X5 %XV+2 ხ, 

X, = , X, = , ნ" = , 

X, X. ხ, 
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ხოლო C წარმოადგენს XL+I, XL+2; ·.-) Xი უცნობთა კოეფიციენ- 

ტებისაგან შედგენილი M“·(M-M) რიგის მატრიცას. ცხადია, რომ 

ნებისმიერი დაფიქსირებული X2 ვექტორისათვის არსებობს 

(2)ის და მაშასადამე, მოცემული სისტემის ერთადერთი ამო- 

ნასსნი. X2-ის დაფიქსირების შესაძლებლობათა სიმრავლე უსა- 

სრულოა, ე.ი. განსახილავ შემთხვევაში სისტემის ამონახსნთა 

სიმრავლე უსასრულოა. 

XI, X2,) -...IXL ცვლადებს ეწოდება ბაზისური ცვლადები, 

XI+1ე XL+2) ·--Xი ცვლადებს კი – თავისუფალი ცვლადები. 

წრფივი დაპროგრამების ამოცანების განხილვისას, ჩვენთ- 

ვის საინტერესო იქნება ისეთი სისტემები, რომლებსაც გააჩნიათ 

უსასრულო რაოდენობის ამონასსნები. არსებითად გამოვიყე- 

ნებთ სისტემის ბაზისურ ამონაბსნებს. 

(2) სისტემის ამონახსნს, რომელიც მიიღება მაშინ, რო- 

დესაც თავისუფალი ცვლადების მნიშვნელობები ნულის ტო- 

ლია, ეწოდება ბაზისური ამონახსნი. ბაზისურ ამონახსნს 

ეწოდება გადაგვარებული, თუ ამ ამონახსნში ბაზისურ ცველ- 

ადებს შორის ერთი მაინც ნულოვანია. 

ყოველივე ზემოთქმულის გათეალისწინებით, მოვიყვანოთ 

სქემა, რომლის მისედვითაც პრაქტიკულად ამოიხსნება ზოგა- 

დი სახის (1) სისტემა: 

1, ამოვწეროთ სისტემის გაფართოებული მატრიცა #ცყ. 

2. გაუს-ჟორდანის მეთოდით დავიწყოთ #ვ მატრიცის 

დაყვანილ სახემდე მიყვანის პროცესი. თუ რომელიმე 

ეტაპზე მიიღება სტრიქონი 

(00...0 ს), ხ»0, 

მაშინ დავასკვნით, რომ სისტემას ამონახსნი არა აქვს. 

თუ რომელიმე სტრიქონი მთლიანად განულდება, ე.ი. 

მივიღებთ 

I00...00| 

სახის სტრიქონს, მაშინ ამ სტრიქონს ამოვაგდებთ სისტე- 

მიდან. როდესაც სისტემას მივიყვანთ დაყვანილ სახემდე, 

ჩვენ შეგვეძლება დავადგინოთ სისტემის რანგი: იგი 

ტოლია დაყვანილი მატრიცის სტრიქონების რაოდენობისა. 

3 თუ რანგი ტოლია უცნობების რაოდენობისა, ე.ი. 

M=7#7, მაშინ სისტემას გააჩნია ერთადერთი ამონახსნი. ამ 

შემთხვევაში დაყვანილ მატრიცას აქვს სახე:



4ყ2.ჰ. ძრIIნეპმრ-ძაპმლის თ2მ/(/რშმა 

1.0 0 ხ, 

0.1! 0 ხე 

0.0 .. 1 ხ, 

სისტემის ამონახსნია (ხ“ ხ“ .. ხ“)”. 
4. თუ M<ი, მაშინ სისტემას აქვს უსასრულო რაოდე- 

ნობის ამონახსნები. M რაოდენობის ცვლადი იქნება ბაზი- 

სური, დანარჩენი ი-M თავისუფალი. 

დაყვანილ მატრიცას ექნება სახე 

. –- –„>>–– ..–?იწ. 
· 4 

0.1... 0 შმე,ცე მეე ·. მე. ხე 

0.0 –-.. 

და ბაზისური ცვლადები უშუალოდ გამოისახება თავისუ- 

ფალი ცვლადებით: 

X,=ხ,-(მ XL +--8-X-) 

X:=ხ:-(მ MX) +-მე,X-), 

· · გ 

X.=ხ, -(მ, XL) +. მსა X-). 

როდესაც XIL+1 == XL+2=...=X=0, მივიღებთ ბაზისურ ამო- 

ია... · 1 · · 

ნახსნს – ხ...ხ, 0.. ი| . თუ რომელიმე ხ, =C 1=1.2--X, 

მაშინ ამონახსნი იქნება გადაგვარებული. ადვილად დავ- 

რწმუნდებით, რომ ბაზისური ამონახსნების მაქსიმალური 

შესაძლო რაოდენობა იქნება 

CM ლ=---- 

MI(ი – M): 

მაგალითად, ვიპოვოთ 

XI+X24+2Xვ=I, 

2X,+X-5+4X3=6 

სისტემის ბაზისური ამონახსნები. 
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ჰლჰძქხიხა X2. ძატრიძ”ის რანმი. ძჰძრ(/ჟნშჰპრ-ჰაპძლი/ს თ)მ(/რძმა 

. 1.2 ' == ს 1.2 ' 
#4 აკ = –.ეი – 

2 1 4 6 0 –1 0 4 

== ' 12 I | 

0.1 0 –4 

XI, X: ბაზისური ცვლადებია, Xვ თავისუფალი. ვთქვათ, X3=0, 

მაშინ X, = 5, X:=-4. ბაზისური ამონახსნია (5 -4 0)". არსებობს 
თუ არა სხვა ბაზისური ამონახსნი? X,, Xკ ბაზისური ცვლადები 

ვერ იქნება, რადგან ამ ცვლადების შესაბამისი კოეფიციენტე- 

ბისაგან შემდგარი მატრიცის დეტერმინანტია 

I 2 
=0. # 

ქ--2»0). 

ვთქვათ, X, =0, მაშინ X1= >, X:=-4. მაშასადამე, სისტემას 

  

  

1 
X2, Xე1 ბაზისური ცვლადებია I 

გააჩნია მეორე ბაზისური ამონახსნი (0 -4 >1. ორივე ბაზისური 

ამონახსნი გადაუგვარებელია. 

განვიხილოთ ახლა ერთგვაროვანი სისტემა 

2მ,,X,+მ8,ეX,+...+98,,X.=0, 

2.ე,X,+8..X.+..+28. X =0 
2?“ 22“2 2ი“ი ? გ) 

· · · · ..« 

2 ,X,+მე:X,+..+მშ,,X,=0. 

ცხადია, რომ I8ი8#4=წ8ი4#4 8, (3) სისტემა ყოველთვის 

თავსებადია, მას ყოველთვის გააჩნია ნულოვანი (ტრივიალუ- 

რი) ამონახსნი – |0 0 ... 0)'. 

თუ Iმ8ი8 4=V%, მაშინ (3) სისტემას მხოლოდ ტრივიალუ- 

რი ამონახსნი აქვს. თუ L2იფ4#<Mი, მაშინ (3) სისტემას 

გააჩნია ამონახსნთა უსასრულო სიმრავლე, რომელიც 

წარმოადგენს L" სივრცის ქვესივრცეს. 

ერთგვაროვანი სისტემის ამონახსნებისაგან შედგენილ 

#"ის ქვესივრცის ბაზისს ეწოდება ფუნდამენტურ ამონახ- 

სნთა სისტემა. 
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ჰყ2.ჰ. ძრ(ჰნპძშრ-ჰაპელის თჰ(7რპმმა 

მაგალითად, ვიაოეოი 

XI-X-+Xკვ =0, 

-X1+2X. =0, 

5X,–8X:+2X3=0 

სისტემის ფუნდამენტურ ამონახსნთა სისტემა. სისტემის მატრი- 

ცის დაყვანის გზით ადვილად ვრწმუნდებით, რომ (-2Xვ -Xვ Xე) 

ამონახსხია ნებისმიერი Xკ-თვის. დავასახელოთ Xკ-ის რაიმე 

ნულისაგან განსხვავებული მნიშენელობა, მაგალითად, X3=L1. 

მივიღებთ ერთი (L-2 -I 11' ამონახსნისაგან შედგენილ ამონახ- 
სნთა ფუნდამენტურ სისტემას. 
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ლქქძია 2. მარრიძძს რანგი. პჰრ(/ჟნეძერ-ჰაპმლის თმ(/რშშა 

#აპალპაბა 

შეამოწმეთ თეორიული მასალის ცოდნა შემდეგი კითხვების საშუალებით: 
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1. მოიყვანეთ მატრიცის რანგის განმარტება. 

რა კავშირი არსებობს მატრიცის რანგსა და არანულოვან 

მინორთა მაქსიმალურ რიგს შორის? 

მოიყვანეთ აუცილებელი და საკმარისი პირობა იმისა, რომ 

კვადრატული ი რიგის მატრიცის რანგი უდრიდეს #-ს. 

შესაძლებელია თუ არა, რომ # მატრიცის წრფივად დამოუ- 
კიდებელი სვეტების მაქსიმალური რაოდენობა აღემატებოდეს 

წრფივად დამოუკიდებელ სტრიქონთა მაქსიმალურ რაოდე- 

ნობას? პასუხი დაასაბუთეთ. 

ჩამოთვალეთ მატრიცის ელემენტარული გარდაქმნები. 

რაში მდგომარეობს მატრიცის რანგის დადგენის გაუსის მე- 

თოდი? 

7. ჩამოაყალიბეთ კრონეკერ-კაპელის თეორემა. 

ს. წრფივი სისტემის მატრიცის რანგის საშუალებით დაახასიათეთ 

9. 

თავსებადი სისტემის ამონახსნთა რაოდენობა. 

განსაზღვრეთ ბაზისური ამონახსნი. 

10. მოიყვანეთ ზოგადი სახის წრფივ ალგებრულ განტოლებათა 

სისტემის ამოხსნის სქემა. 
11 რას უდრის ბაზისური ამონახსნების მაქსიმალური რაოდე- 

ნობა? 

12. რას ეწოდება ერთგვაროვანი სისტემის ტრივიალური ამონახსნი? 

ფუნდამენტურ ამონახსნთა სისტემა?



32.1. 

32.2. 

ჭლძქძხა ჰ2. ატრძიძძს რანმი. პრ(/ჟნმჰმრ-ძაპელის თუ(რმმა 

რანგის განმარტების საფუძველ- 

ზე იპოეეთ შემდეგი მატრიცების 

რანგები: 

1.2 
ა) 5. 

ბ I 2L 

2 4! 

წ) I 

ე) | 9 |. 

(0.0. 1 

0 

0.0 0); 

0 0 11   
როგორ შეიძლება შეიცვალოს 

მატრიცის რანგი, თუ მას მივუ- 

წერთ: 

ა) ერო. სტრიქონს? 

ბ) ერთ სტრიქონს და ერთ სვეტს? 

მოიყვანეთ სათანადო მაგალი- 

თები. 

პრაქტიკპშლი საშარX%0ი შუოშბი 

323. დაადგინეთ, #ს რომელი მნიშე- 

32.4. 

32.5. 

ნელობებისათვის იქნება: 

ა) ხ 6) მატრიცის რანგი 1-ის 

ტოლი; 

1.3 
ბ) ! · მატრიცის რანგი 2-ის 

ტოლი; 

1 –1 #7 

გგ) 4 0 მატრიცისრანგი 

37 I 

2-ის ტოლი; 

#2 3 

დი 4 

0 0 1-#»ჯ 

რანგი 3-ის ტოლი. 

მატრიცის 

დაადგინეთ, 

I V» –I 2 

4=|)2 –I 7 5 

1 10 –6 7 

მატრიცის რანგი # პარამეტრის 

მნიშვნელობათა მიხედვით. 

გაუსის მეთოდის გამოყენებით 

დაადგინეთ შემდეგ მატრიცთა რა- 

ნგები: 

1.1 1 

ა)|I 0 –11; 

2) –2 

| 2 –4 

ბსI-–!) | +–5':; 

–2 –LI –I 
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ლქქძია X2. შატრ“/0ის რანგი. პრ(წნშძშრ-ძაპმლის თ)ჰ//რშძა 

32.6. 

398 

2 –I 4 –2 

გ) 4 –2 5 1 /; 

2.-11 8 

II .3 

I 2.2 

დ) I1 3 3). 

1 4.2 

1.5 .3 

ჰპროჩეკერ-კაპელის თეორემის 

გამოყენებით დაადგინეთ, თაე- 

სებადია თუ არა განტოლებათა 

შემდეგი სისტემები: 

3X, –X5=5, 

X,+2Xე=4,; 

X,-2X:=3, 
ბ) 

2X)-–<4X:=1; 

X,+2X2<–X3=1, 

გ) 43X,+4X:ა+X3=2, 

2X,+2X:+2Xვ3=3; 

2X,<–X2=3, 

დ) 4X,-–<2X:-–X3=3, 

3X,-4X:+2Xვ=4; 

2X,–<X:-–X3+4Xკ =4, 

ე) 4X,+2X-.-2X1+Xკ =2, 

4X,+3X; -–<5Xკ+6Xკ =6; 

X)+3X:-–2X3=3, 

2X,–X:+2X3=5, 

X,-3X>+4Xვ=3, 

5X)–4Xე+8X3=14. 

ვ) 

32.7. 

32.8. 

32.9. 

დაადგინეთ, აქვს თუ არა არა- 

ნულოვანი ამონახსნი ერთგვა- 

როვან სისტემას: 

X.-–2X+3X3=0, 

ა) 43X,+X2–5X3=0, 

5X,–3X2+X3=0; 

XI+4X5+2X3-3Xკ =0, 

ბ) 412X,+9X2+5X3+2XIკ +Xკ =0, 

X)+3Xა+X3-2Xკ –9X, =0. 

დაადგინეთ, კომპლანარულია თუ 

არა ვექტორები: 

ლ 54 

ა) 8(I,7,5), ხ(2,14,10), 
– 

C (3,5,2); 

ბ) 2(I,<2,0), ხ(–3,1,1), 

C(0,2,–2). 

იპოვეთ კვადრატული ფუნქცია, 
რომლის გრაფიკზეც ძეეს წერ- 

ტილები: (-1,-I), (0,0) და (1,5). 

32.10. დაადგინეთ, 82 პარამეტრის რა 

32.11. 

მნიშვნელობებისათვის არ ექნე- 

ბა ამონახსნი სისტემებს: 

2X,-–<X2+Xვ3=1, 

ა რაიო. 

X,+2X3-–5Xგ=მ, 

2X,+4Xგ-10Xკვ=7. 

დაადგინეთ, მ პარამეტრის რა 

მნიშვნელობებისათვის ექნება 

უამრავი ამონახსნი სისტემებს: 

3X,-X5=4, 

ა) 46X,+2X,გ=8, 

15X,)+5X2=20;



X.+2X.<8მ, 

) 2X,+4Xე=7; 

3X,+2X:+Xგ=-1, 

გ) 47X,+6X:+5Xკვ= I, 

X,+2X:+3Xვ=8მ, 

32.12. დაადგინეის, აქვს სუ არა გადა- 

გვარებული ბაზისური ამონახს- 

ნი სისტემებს: 

X,+2X2+3X3+4X, =7, 

2X,+X:+X3+2Xკ =3; 

8X,+6X2+13X3+4Xკ +X,; =6, 

0X.+Xა+2X3+6Xკ +Xკ =11; 

2X)+3Xა+4X3+Xკ =2, 

გ) 4 X.+X:+7X3+Xკ =6, 

3X,+2X:+X1+5X„კ =8. 

პრაქტყძთშლი სასარX0შომბი 

32.13. იპოეეთ ამონახსნთა ფუნდამენ- 

ტური სისტემა: 

XI+X2+Xე=0, 

2X,+3X:+X3=0; 

X,+X2=0, 

ბ) 42X,+3X:=0, 

X,+7X:=0; 

X,+2X:+3X3+4Xკ =0, 

გ) 4X,+X5+5X3+Xკ =0, 

2X,+2Xა+X3+X, =0. 
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. 

L.1. 

II.2. 

L.3. 
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ჰითხიშბი ა ამოძანმბი გაქმქორპბისაძ)ბის (ლშქძიძები 21-32) 

  

გამოთვალეთ შემდეგი დეტერმი- L.4. გამოთვალეთ I|#+8, თუ 
ნასტები: V9აჩI. | 23 | 

01) 4=|)0 1 1), 8=|7 4 0|!. 

ა) |1 0 1); (0.0 1 3.2 3 

1.1 0 
CC 3 LI.5. გამოთვალეთ |# –8|, თუ 

აყ. 4-2 4 
7 4 § #4 =|0 2 I12I, 

0 0 2 

ახლა, ილი 
ც8=)-10. 0 0'|. 

2 ხ _-I –2 0 
გხC>= 

ძყ) ს ი ხ LI.6. გამოთვალეთ | #8” |, თუ 

C     გ 0 1 2 
#. = , 

I. 3 2) 
ამოხსენით შემდეგი განტოლე- 

ბები: 8= “ა 3 )). 

  

  

0 2 –I 
X 2XჯX 9 

ა)|3 5 I0.:=0; 8.7. გამოთვალეთ (+”8)' , თუ 
I 3. 8 

„-0 1. –I 
უჟ... “I2 –3. 11” 

ბა.4 5 –1 =0. -10 I! 

2 -1 5 8- -, 3 #. 

ამოხსენით შემდეგი უტოლობები“ ,, 8. ამოთვალეთ (458) -8"ტ, 
3 .-2. 1 

0 1 –I 
ა) 1 X –2 <1; #= 12 0 

I 2 –I უი ' 31 0 

2 X+2 -–I -10 1 
ბ) | 1 1 –-21>0. 8=| 1 2. –1!. 

I5 –31 X 00 3



I1.9. 

LI.10. 

M. ჰითხუმბძ და ამუოცანშბძ ზამმ(ყირმბძსათხძს «ლქექცძუბი 29-42) 

დაადგინეთ გააჩნია თე არა # 

მატრიცას შებრუნებული, თუ: 

1:2 5 

ა) 4=I–3 1 2; 
| – თ – ლა
ა 

ა
თ
 >
 

0
0
C
5
 

0 
–
.
C
 

დაადგინეთ, არის თუ არა # მატ- 

რიცა 8 მატრიცის შებრუნებუ- 

ლი, თუ: 

2 .2.პ 

გ) ტ=|) 1 –1) 0, 

–-I1 2 1 

1 –4 –3 

ც8=| 1 –5 –3, 

– 

5.0 I 

დ) #=|)3 1 2, 

1.2 4 

L.11. იპოვეთ # მატრიცის შებრუნე- 

ბული მატრიცა, თუ: 

8.3 4 

ა) ტ=| LI –I 2) 

10 2 7 

–ზ8 29 –II 

ბ) #=|-5 18 –7. 

1 –3 1 

II.12. ამოხსენით მატრიცული განტო- 

ლებები: 

12.3 2 

ა))2 1 2 X=I1I1I; 

111 3 

3 -! 2 3. 2 4 

ბ |–4 2 I X=|-4 –2 –II. 

3 –-2 1 3.1 2 

LI.13.იპოვეთ მეოთხე რიგის #. მატ- 

რიცის დეტერმინანტი, თუ ცნო- 

ბილია, რომ |# |=27. 

L.I4. კრამერის წესის გამოყენებით 

ამოხსენით განტოლებათა სის- 

ტემა: 

X,+2X2+ Xვ =8, 

ა) 4<2X, +3Xე –3Xვ = <5, 

3X, – 4Xე +5Xვ =10; 

2X, + Xე – Xკვ =90, 

X, +Xვ =L. 

401



”M. პიი)საპბი და აშ(!/0ანმბი მაშმ(/რძბისათაV/ს 

L.15. ამოხსენით განტოლებათა სის- 
ტემა გაუს-ჟორდანის მეთოდის 

გამოყენებით: 

X, +2Xე +3Xკვ =6, 

ა) 42X) +3Xე – Xკ =4, 

პX.+ Xე –4Xკ =0; 

2X, +3Xაე – Xვ + X,კ =-3, 

3X – X.+2X. +4X =8, ბ) I 2 3 4 

X, + X. +3X – 2X, =6, 

“XV +2V +1X +5X. =3, 
L I M უ 1 

II.16. გამოთვალეთ მატრიცის რანგი: 

  

31 2 –1 –3 –2 

ა)I2 –<I 3 I –3/; 

4 5-5 –-6 1 

11-23 – 2 

ბ) – –3 –II: 

L 1 –2 –3 

2  -1 3 –-2 4 

გა)4 -52 5. 1 7; 

(2 -–11 82 

14 I. 0 

ჟუ»? 

?-?-?- 
|0 2 -–6 3 

II.17. დაადგინეთ თ-ს რომელი მნიშე- 

ნელობებისათვის იქნება: 

(“7 ე 
ა) 

–-3 თ 

მატრიცის რანგი 1-ის ტოლი; 

თ-ს 4 
ბ) 

2 თL+! 

მატრიცის რანგი 2-ის ტოლი; 
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(ლძჰცVშბი/ 29-22) 

თ–-2 

»–-2 

X-2 

თ თ-I1 

0 თ-! 

0 0 

გ) 

მატრიცის რანგი 3-ის ტოლი; 

0 0 

დ) მე თ–) 

თ-2 თ-1 

C 

CV 

C 

მატრიცის რანგი 2-ის ტოლი. 

I.18. კრონეკერ-კაპელის თეორემის 

გამოყენებით დაადგინეთ, თავ- 

სებადია თუ არა განტოლებათა 

შემდეგი სისტემები: 

(5X+5#+37=2, 

ა) « X-<3V+ 27=–.I, 

Iს4X-–- V+ 2=7; 

3X+2V+ 2=5, 

X+ V-–- 7=0, 

(4X- X»V+52=3; 

ბ) 4 

(4X, +2Xე +3X3 = –2, 

2X,+8Xა – Xკვ =8, 

(9X,+ Xე +8Xვ =0;   
2X, + 3Xე +2Xვ =9, 

X) +2Xე – 3Xვ =14, 

3X,+4X2+ Xვ =16. 

დ) 

I.19. დაადგინეთ, აქვს თუ არა არა- 

ნულოვანი ამონახსნი ერთგვა- 

როვან სისტემას: 

3X,+X>2+ Xვ =0, 

ა) 4 X, – X3 =0, 

2X, +Xე – 2Xვ =0; 

X, +2Xე –4Xვ =0, 

ბ) 4 – X,+ X: –5Xკვ =0, 

–2X, – X2 – Xკ =0.



M. ძითხშშბი და ამ(/ძანემბი მამშ(ერმბისათVყძთს (ლპქძძიმბი 29-42) 

L.20. სიბრტყის ზოგად განტოლებას 

L.21. 

0XV კოორდინატთა სისტემაში 

აქვს შემდეგი სახე: 

2X +ხV +C27=ძ. 

შეარჩიეთ მ, ხ და C კოეფიციენ- 

ტები ისე, რომ წერტილები (I1,1,2), 

(2,0,-1) და (4,2,1) ეუკუთვნოდეს 

მX+ხV+C7=1 

სიბრტყეს. 

სიბრტყის განტოლებას მონაკ- 

ვეთებში აქეს სახე: 

XV, 25-I, 

გ ხ C 

სადაც მ. ხ და C აღნიშნავს იმ 

მოხაკვეთის სიდიდეებს, რომ- 

ლებსაც სიბრტყე ჩამოჭრის სა- 

კოორდინატო ღერძებზე. განსა- 

ზღვრეთ, რა სიდიდის მონაკვე- 

თებს ჩამოჭრის საკოორდინა- 

ტო ღერძებზე სიბრტყე, რომე- 

ლზეც ძევს წერტილები (7,6,7), 
(5,10.5) დ.ა (-I1.,8,9), 

L.22. 

I.23. 

იპოვეთ სისტემის ყველა ბაზი- 

სური ამონახსნი 

2X-– X2+ Xვ– Xკ =5, 

X)+2Xე –2X3+3X, =-–6, 

3X,+ X– Xვ+2X, =-I. 

დაადგინეთ, აქვს თუ არა გა- 

დაგვარებული ბაზისური ამო- 

ნახსნი სისტემას: 

ა X)+2Xე – Xვ =5, 

2XI–- Xვე – 3Xვ =-4; 

ბ) 3X, +Xე – Xვ – 2Xკ =-4, 

X, «Xე – Xვ +2Xკ =1. 
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ლძშქ0ია ქ, წ) 

ეკონომიპის დარგბთაშორისი მოდელი. 
ლეონტიევის მოთხოვჭნა-მიყწოდების მატრიცა 

ყე., ლჰონტმძშშის მუთხოუპნა-პიწუდების მუCმლი 
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ინდუსტრიული ქეეყნების ეკონომიკა შედგება მრავალი დარ- 

გისაგან, მაგალითად, ფოლადჩამომსხმელი მრეწველობა, საავ- 
ტომობილო მრეწველობა და ა.შ. ამ დარგების ფუნქციონირება 

მჭიდროდაა ერთმასეთთან დაკავშირებული, ადგილი აქვს მათ 

შორის პროდუქციის ,,გაცვლა-გამოცვლას“. ასე მაგალითად, 

საავტომობილო მრეწველობა იყენებს ფოლადსა და საბურა- 

ეებს, რომლებსაც აწარმოებენ, შესაბამისად, ფოლადჩამომსს- 
მელ და რეზინის მრეწეელობაში. ამასთან, ეკონომიკის დარ- 
გები გარკვეული რაოდენობის პროდუქციას ყიდიან ბაზარზე. 

იმისათვის, რომ ქვეყანაში არ შეიქმნას დეფიციტი რომელი- 

მე ღარგის “პროდუქციაზე, ან აღგილი არ ჰქონდეს რომელიმე 

დარგის ჭარბწარმოებას, საჭიროა წინასწარ განისაზღვროს 

ეროვნული ეკონომიკის თითოეული დარგის მიერ წარმოებუ- 

ლი პროდუქციის რაოდენობა, რომელიც დააკმაყოფილებს ჟეკო- 

ნომიკის დარგთამორის და საბაზრო მოთხოენას. 

ჰარვარდის უნივერსიტეტის პროფესორმა ვასილი ლეონტი–- 

ეემა დაჰყო აშშ-ს ეკონომკა 500 დარგად და შეისწავლა მათი 
ურთიერთქმედება. ამ შესწავლის შედეგია ვ. ლეონტიევის მიერ 

შემოთავაზებული ე.წ. მოთხოვნსა-მიწოდების მოდელი. 

მოთხოვნა-მიწოდების მოდელი საშუალებას აძლევს ეკონომის- 

ტებს მაღალი სიზუსტით გამოთვალონ ეკონომიკის თითოეული 

დარგის მიერ წარმოებული პროდუქციის რაოდენობა დარგთაშო- 

რისი და საბაზრო მოთხოვნის დაკმაყოფილების, ანუ ეკონომიკის 

მოთხოქნა-მიწოდების დაბალანსების (გატოლების) მიმნით. 

ლეონტიევის მოთხოვნა-მიწოდების მოდელში იგულის- 

ხმება, რომ: 

1. ეკონომიკის ყოველი დარგი აწარმოებს მხოლოდ 

ერთი სახის პროდუქციას; 

2. ყოველი დარგისათვის ცნობილია ამ დარგში პრო- 

დუქციის საწარმოებლად საჭირო სხვა დარგების (მათ 

შორის აღნიშნული დარგისაც) პროდუქციის რაოდენობა; 

3. მოთხოვნა-მიწოდება უცვლელია იმ პერიოდის გან- 

მავლობაში, რომლისთვისაც ხდება დაგეგმვა.



ჰყ.2, მჰ(0ნ(/მძძძს ღარმთაშ(რძისი მოდელის კერძო მაგალითი 

ყე.2. მჰონუმიძის ”არგიაშორისი მუდელის პერძო მაგალითი 

ვთქვათ, ქვეყნის ეკონომიკა შე- 

დგება სამი – საავტომობილო, ენე- 

რგეტიკის და სატრანსპორტო დარ- 

გისაგან. ნახ. 31.1-ზე მათ შეესაბა- 
მება ნომრები 0) (2|დაც|. ცნობი- 

ლია ბაზრის მოთხოენა თითოეული 

ღარგის პროდუქციაზე და აგრეთვე,   

  

948 დარგეს შორის მოთხოვნა-მიწო- 

ნახ. 331 დება, ე.წ. ეკონომიკის სამუალედო 

სქემაზე ისრებითა და მათზე 

მიწერილი რიცხვებით მოცემულია ეკონომიკის დარგებს შორის 

პროდუქციის ნაკადი. აღნიშნული რიცხვები გვიჩვენებენ ისრით 

მითითებულ დარგში §) ღირებულების პროდუქციის საწარმოებ- 

ლად საჭირო სხვა დარგების პროდუქციის ღირებულებებს. 

მაგალითად, 01) დარგში შემავალი ისრები მათზე მოცემული რიცხვებით 

საშუალებას გვაძლევენ დავასკვნათ, რომ 1) დარგში §1 ღირე- 

ბულების პროდუქციის საწარმოებლად საჭიროა |3| დარგის §0.2 
ღირებულების პროდუქცია (ღირებულების 

20%), (2 დარგის – §0.I ღირებულების პრო- 

დუქცია (ღირებულების 10%) და დარგის – 

50.2 ღირებულების პროდუქცია (ღირებულების 

20%) (ნახ. 332). მაშასადამე, |L| დარგს §1 
ღირებულების პროდუქციის საწარმოებლად 

ესაჭიროება 

  

0.2+0.1 +0.2=30.5 

02 ღირებულების პროდუქცია ეკონომიკის სხვა 

- (მათ შორის 1) ე) დარგებიდან. 

' ანალოგიურად, და დარგში შემავა- 

14% _ ცე ლი ისრებით რათ დასი (21|დარგში §1 
წას. 333 ღირებულების პროდუქციის საწარმოებლად 

საჭიროა და დარგების §0.2 ღირებუ- 

. ლების პროდუქციები და (II დარგის §0.4 ღი- 

1121 3. 0.1 რებულების პროდუქცია (ნახ. 33.3), ხოლო 

: 02 დარგში ზ%I ღირებულების პროდუქციის საწ- 

არმოებლად საჭიროა (1| და დარგების §0.1 

| 2 ღირებულების ქეა ფარგ და 0.2 ღირებუ- 

ნას. 394 ლების პროდუქცია | 2| დარგიდან (ნახ. 334). 
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ლექცია ჰჰ. შჰ(/ნ(7შყძიძს #არმიაშირისი შ(უდელიე, ლშ/ნტძიმპბის შ(/0)ხ(ჟძნა... 

ე.ი. დარგს §I) ღირებულების პროდუქციის შესაქმნელად ესა- 

ჭიროება 0.2+0.4+0.2=30.8 ღირებულების პროდუქცია და (3| 

დარგს კი 3) ღირებულების პროდუქციის შესაქმნელად – 

0.1+0.2+0.1 =%0.4 ღირებულების პროდუქცია. 

როგორც ეხეღავთ. თითოეულ დარგში 5I ღირებულების 

პროდუქციის საწარმოებლად გაწეული ხარჯი ნაკლებია 

§1-ზე. ასეთ შემთხვევაში ამბობენ, რომ ეკონომიკა რენტა- 

ბელურია. 

თითოეული დარგიდან გამომავალი ისრები მიუთითებენ სხვა 

დარგების მოთხოვნას აღნიშნული დარგის პროდუქციაზე. 

მაგალითად, დარგიდან გამომავალი ისრები გვიჩვენებენ, რომ დარ- 

გმა LI) , და დარგებს უნდა მიაწოდოს, შესა- 

ბამისად, %0.2, §0.2 და §0.) ღირებულების პროდუქ- 
    0.2 

  

      0.1 ციები (რომლებიც ამ დარგებს ესაჭიროებათ §1 ღირე- 
  

  

  
0.2 

  

2       

ნახ. 33.2 
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ბულების პროდუქციის საწარმოებლად) (ნახ. 33.5). 

ორმაგ ისრებთან განლაგებული რიცხვები ალ- 

ნიშნავენ შესაბამისი დარგის პროდუქციაზე ხაბაჭჟ- 

რო მოთხოვნას, ანუ აღნიშნული დარგის რა ღი- 

რებულების პროდუქცია უნდა იქნას გატანილი ბა- 

ზარზე. ჩვენს შემთხვევაში დარგმა ბაზარზე უნდა 

გაიტანოს §948 ღირებულების პროდუქცია, ხოლო! 1| 

და|3 | დარგებმა – 5474 ღირებულების პროდუქცია. ამ რიცხვთა 

ჯამი – §1 896 წარმოადგენს ეკონომიკის ეროვნულ შემოსავალს. 

შემოვიღოთ მოთხოვნა-მიწოდების (ლეონტიევის) 4 მატრიცა 

(იგულისხმება მოთხოვნა-მიწოდება §I ღირებულების პროდუქ- 

ციის საწარმოებლად) 

02 04 0. –2 მოთხოენა |! ღარგის პროდუქციაზე 

#=)0) 02 02| “–2> მოთსოვნა 2 დარგის პროდუქციაზე 

02 02 0'I –-· მოთხოენა 3 დარგის პროდუქციაზე 

ღნ““'“. 
ი? - CC ი 95% 
CC 26 <2<წ6 

72 წე X2 
ხი ნდ 65 
CC. MV6ი (CV 
5 V <5 % დსა 

ამ მატრიცის სტრიქონები წარმოადგენენ მოთხოვნას 

შესაბამისი დარგის პროდუქციაზე, ხოლო სვეტში კი სხვა 

დარგებიდან მიწოდებული პროდუქციის ღირებულებებს.



კყ.2. მჰონომძძის დარგთაშ()რისი მოღელის ჰერძო მაგალითი 

მაგალითად, მეორე სტრიქონი 

მე) მშე: მევ 

0. 0.2 0-2 

გვიჩვენებს, რომ დარგი 0) დარგს აწვდის მ;,=%0.1 ღირე- 

ბულების პროდუქციას, L21-ს – 2:2=%0.2 და ც81ს მ; =%0.2 ღი- 
რებულების პროდუქციას, 

მესამე სეეტი 

0.1 (23) 

0.2 (823) 

0.1. (მვ3) 

კი მიუთითებს, თუ რა ღირებულების პროდუქციას აწვდიან(3| 

დარგს დანარჩენი დარგები. კერძოდ, LI დარგი |3 | დარგს აწვდის 

გე.=%0.!| ღირებულების პროდუქციას, (2 | დარგი (3 | დარგს აწედის 

2:31=530.2 ღირებულების პროდუქციას და |3 | დარგი იყენებს 

მეუ1=%0.1 ღირებულების საკუთარ პროდუქციას. 

მაშასადამე, #-ს ელემენტი 2 გვიჩვენებს, თუ რა ღირე- 

ბულების პროდუქციას აწვდის ILური დარგი |-ურ დარგს 

(951 ღირებულების პროდუქციის საწარმოებლად). 

შემოეიღოთ საბაზრო მოთხოვნის მატრიცა 

ძ, | | 474 
8= ძ, = 9481. 

ძე) 474 

ჩეენი მიზანია დავადგინოთ, თუ რა ღირებულების პროდუქ- 

ცია უნდა აწარმოოს თითოეულმა დარგმა, რათა დააკმა- 

ყოფილოს როგორე დარგთაშორისი, ასევე საბაზრო მოთხ- 

ოვნა. ვთქვათ, ამ მიზნით |! | დარგმა უნდა აწარმოოს X,; ღირე- 

ბულების პროდუქცია, (2 | დარგმა – X2 და(3) დარგმა – X3ვ ღირე- 

ბულების პროდუქცია. 

ჩავწეროთ ეს უცნობი სიდიდეები შემდეგი საერთო პრო- 

დუქციის მატრიცის სახით: 
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ს) დარგმა დარგთაშორისი მოთხოვნის სრულად დაკმაყოფი- 

ლებისათვის უნდა აწარმოოს 

0.2X, +0 .-4X2 +0 „IX3 

ღირებულების პროდუქცია. ე.წ. საშუალედო პროდუქცია. L1) 

დარგმა, ამავე დროს, უნდა დააკმაყოფილოს საბაზრო მოთ- 

ხოვნა ძ, =474. მაშასადამე, LI დარგმა სულ უნდა აწარმოოს 

X, = 0.2X,+0.4X1+0.IX + 474 
-– ე -5- 

+ + + 
წ დარგის. ნიერი“ ჩ) დარგის სამუებლელოი ი) დარგის საბაზრო 

პროღუქციის ღირებულეა პროღუქციი ღირებულეა პროდუქციის ღირებულება 

ღირებულების პროდუქცია. 

ანალოგიურად, და დარგებმა უნდა აწარმოონ 

X2 =0.1 X, +0.2 X2+ 0.2 X31+948, 

X3 =0.2 X, +0.2 X2 +0.1 X3+474 

ღირებულების პროდუქცია. 

მიღებული დამოკიდებულებები ქმნიან სამუცნობიან განტო- 

ლებათა სისტემას, რომელიც ზემოთ შემოღებული მატრიცების 

საშუალებით ასე ჩაიწერება: 

X=7##X+Vს. () 

(1) წარმოადგენს ბალანსის განტოლებას". 

მატრიცებზე შემოღებული ოპერაციებისა და ერთეულოვანი 

მატრიცისს თვისებების გათვალისწინებით ()) განტოლება 

შემდეგნაირად შეიძლება გარდაექმნათ: 

X-#4#4X= IL), 

IX-#X=0I), 

(L-– #)X=V0. () 

(XX მატრიცის „ფრჩხილებს გარეთ გაგანა“ შესაძლებელია 

მხოლოდ მარჯიენიე”). 

თუ (I-#) მატრიცას გააჩნია შებრუნებული, მაშინ 

X=(I-#)“ 0. (3)



ჰჰ.2. მძ(06(/მიძის დარმთაშ()რისი შ(უდელის პმრძო მამალითი 

ამით ჩეენ გამოვითვლით, თუ რისი ტოლია საერთო პრო- 

დუქციის მატრიცა. (1-ტ)” მატრიცას უწოდებენ ლეონტიევის 

შებრუნებულ მატრიცას. 

მტკიცდება, რომ თუ არაუარყოფით ელემენტებიანი # 

კვადრატული მატრიცის თითოეულ სვეტში ელემენტების 

ჯამი ნაკლებია ერთზე, მაშინ არსებობს 1- მატრიცის 

შებრუნებული მატრიცა და 

(1-ტ) "=I+4+#4ტ7+.... IC). 

რენტაბელური ეკონომიკის პირობებში ყოველ დარგში #1 

ღირებულების პროდუქციის საწარმოებლად გაწეული ხარჯი 

ნაკლებია §1-ზე. ეს კი ნიშნავს, რომ მოთხოვნა-მიწოდების # 

მატრიცის ყოველ სვეტში ელემენტების ჯამი ნაკლებია 1-ზე, 

რაც მოყვანილი თეორემის თანახმად საკმარისია ლეონტიევის 

შებრუნებული ((- ტა) მატრიცის არსებობისათვის. 

ზემოთ განხილული ეკონომიკისათვის 

08 –-04 –-0L 
L- #= -01 08 –-02 

-02 -02 09 
და 

680 380 160 
0- გ)“ =-1- I30. 700. 170, 

180 240 600 

სოლო საერთო პროდუქტციის მატრიცაა 

680 380 160 | 474| |1 600 

X=0-#)" =-1  I30 700 170| 9481=117001. 
180 240 600| 474| |!I 260 

მაშასადამე. LI. და|3| დარგებმა უნდა აწარმოონ შესა- 

ბამისად, XI=%1 600, X2=+%I 700 და X1=%1 260 ღირებულების სა- 

ერთო პროდუქცია. 
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92.41. მპონუმმპძმს #არგბთაშორმსი მუდელის წზობგა#დი შარმანტი 

განვიხილოთ დარგთაშორისი ეკონომიკის მოდელი ზოგად 

შემთხვევაში. ვთქვათ, ეკონომიკა შედგება I დარგისაგან, დარ- 

გთაშორისი მოთსოევნა-მიწოდება მოიცემა M-ური რიგის კვად- 

რატული # მატრიცით 

#ტ, = .!ს“->– მ. .. 29. ა) “2 მოთსოენა I–ური 

დარგის პროდუქციაზე 

მიწოდება)| – ური დარგისადმი 

სადაც მ, არის Lური დარგის პროდუქციის ღირებულება, რო- 

მელიც მიეწოდება I-ურ დარგს §%I ღირებულების პროდუქციის 
საწარმოებლად 

    

მა · 
I · >” /   

            

საბაზრო მოთხოვნა მოიცემა ს-ური რიგის მატრიცა-სვეტით 

ძ;, 1=1,...,0 არის 1-ური დარგის მიერ ბაზარზე გატანილი პრო- 

დუქციის ღირებულება. საჭიროა ვიპოვოთ საერთო პროდუქ- 

ციის მატრიცა 
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ჰჰ.ჰ. მძ(/6(/ბიძძს დარგთაშირისი ძოდქელის ზ%ზგადი პჰარძანტი 

X, 1=1,..კიM არის ური დარგის მიერ წარმოებული საერთო 

პროდუქციის ღირებულება. 

თითოეულმა დარგმა უნდა გამოუშვას იმდენი პროდუქცია, 

რომ დააკმაყოფილოს ეკონომიკის საშუალედო და საბაზრო 

მოთხოენა 

X, = 2,X,+2,X, +.2. + ძ,1=1,..,ი 
.-ახსხLსხსVს,სს,სსს)!"" , 

+ + ა 0 
არგის საერთო 8 დარგის საშუალედო 

I “ ე I დარგის საბაზრო 
პროდუქციის პროდუქციის 

ღირებულება 
ღირებულება ღირებულება 

I-უცნობიან ი წრფივ განტოლებათა (5) სისტემა ზემოთ 

შემოღებული მატრიცების საშუალებით შეიძლება ჩავწეროთ 

მატრიცული ფორმით 

X=06X+სა) (ბალანსის განტოლება) 

მატრიცებზე შემოღებული ოპერაციებისა და ერთეულოვანი 

მატრიცის თვისების თანახმად გვექნება 

X=(ILI-#)“ 0. 

როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, რენტაბელური ეკონომიკის შემთ- 

ხვევაში ტ მატრიცის ყოველ სვეტში ელემენტების ჯამი ნაკ- 

ლებია 1-ზე 

2,ბ2,<Lს 1)=1,.ი. 
ს=1 

4 
რაც უზრუნველყოფს ლეონგიევის შებრუნებული (I-#)” მატ- 

რიცის არსებობას. ხშირად ლეონტიევის შებრუნებულ მატრიცას 

პოულობენ მიახლოებით. (4) ტოლობიდან გამომდინარეობს, 

რომ ლეოსტიევის შებრუნებული მატრიცის მიახლოებით მნიშე- 
V 

ხელობად შეიძლება მივიჩნიოთ I+ #0 +#?+.,.+/ტ"... მწკრი- 

ვის პირველი M+1 წევრის ჯამი 

(1- #4) "=1+ტ#ტ+#7+...+ ტ". 

რაც უფრო დიდია M, მით უფრო მეტი სიზუსტითაა გამოთვლი- 

ლი ლეონტიევის შებრუნებული მატრიცა. 
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ლექცია წჯ. მჰინ(შმიძის არგმთაშორისი შ(უდელი”,. ლმე/ნტიმშის შ(/თხIშჰნა... 
  

მაგალითი. 

(LI) 

0.15 ' 

0.45 

  

ჩახ. 11.6-ზე მოცემული ეკონომიკის დარგთაშორისი მოდელისათ- 

თვის ვიპოვოთ საერთო ჰრო- 

დუქციის ზუსტი და მიახლო- 

0.2 ებითი მნიშენელობები. 

  

ამოხსნა. 
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    ნახ. 336 
მ? 

შევადგინოთ მოთხოენა-მიწოდების მატრიცა 

015 0 0 

#4=|) 0 0.2 0.1!. 

0.45 0.2 0.5 

საბაზრო მოთხოვნის მატრიცაა 

100 

0=| 45 

300 

შესაბამისად გვექნება: 

085” 0 0 

L-ტ= მ 0.8 +–-0.1|. 

-0.45 -02 0.5 

, “ორ““”·· 
– “ი _ ._. 1. VC-„/.) 232 |0.05 0.43. 0.09 !. 

0.36 0.I7 0.68 

საერთო პროდუქციის მატრიცის ზუსტი მნიშვნელობაა 

038 0. 0 ||100| |11§ 
X=0-4)'0=:1> 0.05 0.43 0.09|| 45 | =|152|. 

“ |0.36 0.17 0.68) 300) |766 

ახლა გამოვიყენოთ ტოლობა 

(L- #ტ)=1+ #+ ტ? 

და გამოვთვალოთ ლეონტიევის შებრუნებული მატრიცა მიახ- 

ლოებით.



ჰჰ.ჰ. მძ(76(/შ//ძის დარგთაშ(/რისი მ()დმელის ზწიემადღ/ი პარიანტი 

გეაქვს: 
0002 0. 0 

#7? = | 0.05 0.06 0.07 |, 

0.30 0.(4 0.27 

I717.0. 0 

I+ტ+#4.? = | 0005 1.26. 0.17. 

0.75 0.34 1.77 

საერთო პროდუქციის მატრიცის მიახლოებითი მნიშვნელობა 

იქნება 

X=ს+#4+#:)0, 

1.17 0 0 100 117 

X= | 0.05 1.26 0.17 | | 45 | =I 11277|. 

0.75 0.34 I.77 | | 300 621.3 

უკეთესი სიზუსტის მისაღწევად შეგვეძლო გამოგვეყენებინა 

ტოლობა 

(1-#) =1I+#ტ + #ტ?+ ტჰ 
და ა.შ. · 

ლეონტიევის შებრუნებული მატრიცის მისაღებად შეიძლება 

ვისარგებლოთ შებრუნებული მატრიცის გამოთვლის პრაქტი- 

კული (ნაკლებად შრომატევადი) ხერხით, რომელიც სტრიქო- 

ნების გარდაქმნას ემყარება. ვთქვათ, 8 არაგადაგვარებული ი 

რიგის კვადრატული მატრიცაა. 8 '-ის გამოსათვლელად საჭი- 

როა: 

1. შევადგინოთ იX2»ი რიგის მატრიცა 

I8 I); 
2. სტრიქონების გარდაქმნით დავიყვანოთ იგი 

III 
სახის მატრიცამდე; 

3. გვექნება #=8'. 
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ლექცია ჰა. შძ(7ჟნ(ჟშ/ძის “დარგთა შირისი მI(/დპლი, ლმონტძმაის შ/701ხ(/შშჰნა... 

დაძალება 

შეამოწმეთ თეორიული მასალის ცოდნა შემდეგი კითხვების საშუალებით: 
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I, 
თი 
ჯ
ა
ჯ
 

რომელი სამი პირობის შესრულება იგულისხმება ლეონტიევის 
მოთხოვნა-მიწოდების მოდელში? 

აღწერეთ ლეონტიევის მოთხოენა-მიწოდების მატრიცა. 

როგორ ეკონომიკას უწოდებენ რენტაბელურს? 

რას უწოდებენ ლეონტიევის შებრუნებულ მატრიცას? 

ჩამოაყალიბეთ ლეონტიევის შებრუნებული მატრიცის არსე- 

ბობის საკმარისი პირობა. 

როგორ გამოითვლება მიახლოებით ლეონტიევის შებრუნე- 

ბული მატრიცა?



ლქქძია ჰყ. მძ(76(Vმიძის “არმგთა შირის! შ(ედელი, ლე//)ნტიქვის მროთსხუპნა.., 

33.1. ლეონტიევის მოთხოვნა-მიწოდე- 

ბის მატრიცას აქვს სახე 

0. 0.2 0.23 0 

0.2 0.) 0.2 0.4 

03 0. 0. 0 

0) 0 ი 02 

ა) რა ღირებულების პროდუქ- 

ციას აწვდის წარმოების მეო- 

რე დარგი მეოთხე დარგს §I 

პროდუქციის საწარმოებლად? 

ბ) ამოწერეთ მესამე დარგის პრო- 

დუქციაზე მოთხოვნის გამომ- 

სახეელი სტრიქონ-ვექტორი; 

გ) ამოწერეთ მეოთხე დარგისა- 

თვის მიწოდების გამომსახვე- 

ლი სეეტ-ეექტორი. 

33.2. ლეოსტიევის მოთხოვნა-მიწოდე- 

ბის და საერთო პროდუქციის მატ- 

რიცებს შესაბამისად აქვთ სახე: 

0 0.2 03 1100 

ა) 4=|0. 0 0.4|, X=| 2000 | 

0.22 03 0 3200 

0.2 0.3 0.4 1500 

ბ) #=| 0. 0.2 0.1 |, X=| 2500 | 

0.4 0.1 0.4 3500 

გამოთვალეთ მეორე დარგის სა- 

შუალედო პროდუქციის ღირებუ- 

ლება და მესამე დარგის საბაზრო 
პროდუქციის ღირებულება. 

333. ლეონტიევის მოთხოენა-მიწოდე- 

ბის და საბაზრო მოთხოვნის მა- 

ტრიცებს შესაბამისად აქვთ სახე: 

05 0 0.1 1000 

ა) #= 0.2 0.3 0.1, IL)= 1500, 

0. 0.4 9 4500 

პრაძქტიძული სამარჯი შუომბი 

0. 0.4 0.6 900 

ბ) 30.2 0!) 0, L=I|500 

0.4 0.3 0.1 800 

ამოწერეთ ბალანსის განტოლე- 

ბები. 

33.4. დაადგინეთ, არსებობს თუ არა 

0-#)” მატრიცა, თუ: 

აჩ“ ვ 3) 

02 05 

05 0 02 

ბე)#=| 05 0. 02); 

0I 01 03 

0) 0 04 

გეტ= 0.2. 0.5. 0.1, 
0.13 0.L 0 

335. მოძებნეთ ლეონტიევის შებრუ- 

ნებული (I–#)" მატრიცა მიახ- 
ლოებით, თუ: 

0.3 0.) 
ა) #= : 

0.2 0.I 

0 02 09 

ბ) 459 0.1), 0. 0.3). 

0 0. 0 

შებრუნებული მატრიცის მიახლო- 

ებით გამოსათვლელად ისარ- 

გებლეთ მიახლოებითი ტოლო- 

ბით (I –#) ! =1+ #ტ +”. 

33.6. მოცემული მოთხოევნა-მიწოდები- 

სა და საბაზრო მოთხოვნის მატ- 

რიცებისათვის იპოვეთ საერთო 

პროდუქციის მატრიცის ზუსტი 

მნიშვნელობა. 
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33.7. 
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ს 0.3 0.2 

ა) იშეკ ივ! 

ი 10 000 000 |. 

20 000 000 |” 

0.5 0.2 
ბ) # , 

0.4 0.2 

ი 100 000 000 |. 

200 000 000 |” 

, 0.5 0.1 

გ 0.4 0.1I 

ი 200 000 000 |. 

300 000 000 |” 

0 0.1 02 

დ) ტ=04 0 0.1, 
02 0.3 0 

20 000 000 

0= 40 000 000 |. 

10 000 000 

ისარგებლეთ მიახლოებითი ტო- 

ლობით (0(-#)! =1+ტ+#? და 

სქემაზე მოცემული ეკონომიკუ- 

რი მოდელისათვის მიახლოებით 

გამოთვალეთ საერი," პროდუქ- 

ციის მატრიცა 

33.8. 

33.9. 

სტრიქონების გარდაქმნის ხერ- 

ხის გამოყენებით ვიპოვოთ ლე- 

ონტიევის შებრუნებული მატრი- 

ცა თუ მოთხოვნა-მიწოდების 
მატრიცაა: 

ე #- 0.2 0.11. 

'10.L 0.2!” 

02 0 
ბ) #= · 

0. 0.3 

ლეონტიევის შებრუნებულ მატ- 

რიცას აქეს სახე: 

25 5. 
ე|!2 12. 

5. 25 
12 12 

15.5 
ბ) 1 2 4/, 

§ 5 
2 

დაადგინეთ, რენტაბელურია თუ 
არა ეკონომიკა.



ლძქძია შ 4 

ორუცნობიანი წრფივი უტოლობები 
და უტოლობათა სისტემები. 
ამოსნექილი სიმრაჭლქმები 

34./,, ირშ0ნუბმანი წრშიმი უტოლობები 
და უტოლობათა სმსტშმაპბი 

განვიხილოთ ორცვლადიანი წრფივი უტოლობა. საზოგადოდ, 

მას ექსება ერო,-ერთი შემდეგ სახეთაგანი: 

2X+ხV>C, () 

2X+ხV»V>2C, თ) 

2X+ხV<C, (3) 

2X+ხV<C, (4) 

სადღაც 2, ხ. ღა C რაიმე მუდმივებია. 

უტოლობის ამოხსნა ნიშნავს სიბრტყის ყველა იმ წერტილის 

მოძებნას რომელთა კოორდინატებიც აკმაყოფილებენ მო- 

ცემულ უტოლობას. 
იმისათვის, რომ გეომეტრიულად ამოეხსნათ ასეთი ტიპის 

უტოლობა, პირველ რიგში განვიხილოთ 0XV საკოორდინატო 

სიბრტყე და ავაგოთ L წრფე, რომლის განტოლებაა 

2X+ხV=0. (5) 

ამ წრფით მთელი სიბრტყე გაიყოფა ორ ნახევარსიბრტყედ (იხ. 

ნახ. 34.1). 

შევნიშნოთ, რომ თუ (Xი,Vი) წერტილი არ ეკუთვნის L, წრფეს, 

მაშინ 91X0+ ხV0# C, რადგან 2X+ ხV –C ფუ- 

ნქცია ნული ხდება მხოლოდ L, წრფის წერ- 

ტილებზე. ამაზე დაყრდნობით, მარტივად 

შეგვიძლია ვაჩვენოთ, რომ 2X+ ხV –C ფუნ- 

« (XთXი) ქციას L წრფის სხვადასხვა მხარეს მდე- 
  

ნახ. 34.1 

ბარე ნახევარსიბრტყეებში სხვადასხვა ნი- 

შანი აქვს. მისი ნიშნის დასადგენად ფიქსი- 
რებულ ნახევარსიბრტყეში საკმარისია ავი- 

ღოთ რაიმე „საცდელი წერტილი“ (X0,V0ი) 

417
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მაგალითი I. 

ნახ. 

და გამოვთვალოთ 2X0+ ხV0- CC სიდიდე. ამ რიცხვის ნიშანი 

გასსაბღვრაეს 9X+ ხV-C ფუნქციის ნიშანს განსახილველ ნა- 

ხევარსიბრტყეში. ამ მეთოდის გამოყენებით მარტივად და- 

ვასკვნით, რომ მოცემულ ნახევარსიბრტყეში 9X+სხV>C ან 

2X+ ხV <0. 

ამრიგად, (1)–(4) ტიპის უტოლობის ამონახსნს წარმო- 

ადგენს (5) წრფის ერთ-ერთ მხარეს მდებარე ნახევარ- 

სიბრტყე. კერძოდ, ის ნახევარსიბრტყე, რომლის ერთი 

„საცდელი წერტილი“ აკმაყოფილებს მოცემულ უტოლო- 
ბას. ამასთან, L წრფე ეკუთვნის ამონახსნთა ნახევარ- 

სიბრტყეს, როდესაც გვაქვს არამკაცრი უტოლობა C(2) ან 

(4, ხოლო L, წრფე არ ეკუთვნის ამონახსნთა ნასევარ- 

სიბრტყეს, თუ გვაქვს მკაცრი უტოლობა (IL) ან (3). 

ამოეხსნათ უტოლობა 

2X – 3V > 12. 

ჯერ ავაგოთ L წრფე, რომლის განტოლებაა 

2X – 3V = 12. 

ეს წრფე ნაჩვენებია ნახ. 34.2-ზე. 

ავიღოთ საცდელი (0,0) წერტილი და შევამოწმოთ, კმა- 

ყოფილდება თუ არა მოცემული უტოლობა ამ შემთხვევაში: 

2-0-3:0<I12. ესედავთ, რომ აღებული საცდელი წერტილის 
კოორდინატები მოცემულ უტოლობას არ აკმაყოფილებენ. ამი- 

ტომ უტოლობის ამონახსნი არ შეიძლება იყოს ის ნახევარ- 

სიბრტყე, რომელსაც ეკუთენის (0,001 წერტილი. მაშინ ამო- 

ნახსნი იქნება მეორე ნახევარსიბრტყე, ე.ი. L წრფის ქვემოთ 

მდებარე ნახევარსიბრტყე. 

მართლაც, მარტივად შევამოწმებთ, 

რომ „საცდელი“ (8,0) წერტილი, რო- 

მელიც ძევს L წრფის ქვემოთ მდე- 
ბარე ნახევარსიბრტყეში, აკმაყოფი- 

ლებს მოცემულ უტოლობას. შევნიშ- 

6 ნოთ, რომ თვით L წრფე ეკუთვნის 

X ამონახსნთა ნახევარსიბრტყეს. 

თუ მოცემულია რამდენიმე ორუც- 

ჩობიანი წრფივი უტოლობისაგან შედ- 

გენილი სისტემა, მაშინ მისი ამოხსნა 

ნიშნავს სიბრტყის ყველა იმ წერტილის 
34-2 მოძებნას, რომელთა კოორდინატები



#4./.(/რ თVხ//ბიახი Cრ VIIIძს ტ(ულიბებ/ი და შტ(ულობათა სყსრპპები 

აკმაყოფილებენ სისტემაში შემავალ ყველა უტოლობას. რად- 

გან თითოეული უტოლობის ამონახსნია ნახევარსიბრტყე, ამი- 

ტომ უტოლობათა სისტემის ამოხსნა დაიყვანება შესაბამისი 

უტოლობებით განსაზღვრული ნახევარსიბრტყეების თანაკვე- 

თის პოვნაზე. ამ თანაკვეთით განსაზღვრულ სიმრავლეს ეწო- 

დება დახნაშყებ მნიშყნელობათა არე (დმა). 

მაგალითი 2. ავაგოთ დმა, რომელიც მოცემულია შემდეგი სისტემით: 

X+2V <6, 

–X+V2-2, 

»>9, 
X>0. 

სისტემის პირეელი უტოლობის 

ამონახსნია L, წრფის (X+2V=6) 

ქვემოთ მდებარე ნახევარსიბრტყე 

(საცდელი წერტილია (0,0)). მეორე 

უტოლობის ამონახსნია L; წრფის 

(-X+V=-2) ზემოთ მდებარე ნახევა- 

რსიბრტყე (საცდელი წერტილია 
(0,0)). მესამე უტოლობის ამონახ- 

სნია CX ღერძის ზემოთ მდებარე 

ნახევარსიბრტყე, ხოლო მეოთხე 

ნახ. 34.2 უტოლობისა – 0 V ღერძის მარ- 

ჯენივ მდებარე ნახევარსიბრტყე. 

ამიტომ ამ უტოლობათა სისტემის 

ამონახსნს (დმა-ს) წარმოადგენს 

ნახ. 34.3-ზე დაშტრიხული 0#8C 

ოთხკუთხედი. 

# წერტილის კოორდინატებია (0,3), C წერტილისა – (2,0). 

8 წერტილი წარმოადგენს L, და L; წრფეების გადაკვეთის წერ- 

ტილს და ამიტომ მისი კოორდინატები განისაზღვრება შემდეგი 

სისტემის ამოხსნით 

  

  

  

X+2V =6, 

–X+V=-2. 

4 10 4 
აქედან მივიღებთ: X = ,V= 3' ამრიგად, 8 = (3.1) · 
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ლპჰქცია 34. (7რ წძინიობძანი ზრწყიჰი უთტ(/ლობიბი და თტ(/ლობათა სისრძშაბი, აპ(/ზნექილიე.., 

34.2. ამოზწზნპქძძლი სიმიპმრამლპბი 

ვთქვათ, #(9, 92) და ც8(ხI), ხე) სიბრტყის რაიმე ორი წერ- 

ტილია. განვიხილოთ სიბრტყის იმ X(X,V) წერტილთა სიმრაე- 

ლე, რომელთა კოორდინატები აკმაყოფილებენ პირობას 

(X,V)=(1 – 7.)(9,,98კ1)+ ჯ»(ხ,,ხ.), 0<X<1, 

ანუ 

X=(1–2.)2?,+7#ხ,, X=(1–427.)2, +7.ხ,, 

0<7.<1. (0 

თუ #=0, მაშინ (6) ფორმულიდან მივიღებთ, რომ X=8, 

და V=22, ეი. როცა #=0, მაშინ 

X(CX,7) წერტილი დაემთხვევა #. წერ- 
ტილს. 

თუ #=1, მაშინ (6) ფორმულიდან 

/#(მ,.მ:) მივიღებთ, რომ ჯ=ხ; და X=ხ;ე, ე.ი. 

8C,,ხ) როცა #=1, მაშინ X(CX,V) წერტილი 

დაემთხვევა ს3 წერტილს. 

0) X თუ 0<»<1, მაშინ X(CX,X») წერ- 

ნახ. 34.4 ტილი მოთავსებულია ,/ტ და 8 წერ- 

ტილებს მორის”. 

(6) ტოლობებს შემდგომში ასეთ- 

ნაირად ჩავწერთ 

X(X.V) 

  

X=(1–2,)4+2.8. თ 

განსაზღვრება. #(3), 22) დღა ს8(ხ), ხუ) წერტილების შემაერთებელი #ტც 

მონაკვეთი, ეწოდება სიბრტყის X(X,V) წერტილთა შემ- 

დეგ სიმრავლეს: 

X=(1–-7)4+2.8, 0<7<1. 

4 და 8 წერტილებს ეწოდება 48 მონაკვეთის ბოლო- 

ები. 

როგორც უკეე ენახეთ, # სკალარის „უკიდურეს“ მნიშვნე- 

ლობებს – #=0 და X=1, შეესაბამება 48 მონაკვეთის # და 8 

ბოლოები. 

#20



ნახ. 34.3 

განსაზღვრება. 

თეორემა 1. 

დამტკიცება. 

X=4#/+18 
2 

    /#LC8I.მ2) 

ჰ4.2, ამ(ყ/ზნმქილი სძიმრაპლძპპბი 

#48 მონაკვეთის # და 8 წერტილე- 

ბისაგან განსხვავებულ წერტილებს ეწო- 

დება #8 მონაკვეთის შიგა წერტილები, 

ე.ი. X შიგა წერტილია, თუ 

X=(1-7#)4+#8 და 0<X<1, 

1 
<2 ს შეესაბამება #)ს3 მონაკვეთის 

შუა წერტილი (ნახ. 14.3). 

სიმრავლეს ეწოდება ამოზნექილი, თუ იგი თავის ნების- 

მიერ ორ წერტილთან ერთად შეიცავს მათ შემაერთებელ 

მონაკვეთსაც, ე.ი. MI სიმრავლე ამოზნექილია, თუ 

V#MC MI და V8CM => X=(1–-2.)#+7.8C M, 

VC (0,1). 

ახლა დავამტკიცოთ ზოგიერთი დებულება ამოზნექილი სიმ- 

რავლეების შესახებ. 

წრფე ამოზნექილი სიმრავლეა. 

ეთქვათ, 9X+სX»X=C წრფეზე აღებულია ნებისმიერი ორი წერ- 

ტილი, 4#(21, 22) და 8(6V ხ2), ე.ი. 

2:281+ხ-22:1=0, 

2-ხ,+ხ-ხუ=C. 

განვიხილოთ VXC (0,1). გავამრავლოთ პირველი ტოლობის 

ორიეე მხარე (1–7X)-ზე, მეორე ტოლობის ორიეე მხარე კი #-ზე: 

9(1–7)3|) + ხ(1-–7.)მ1= (1–#X, 

87,ხ) + ხ#,ხ1=7+ი, 

შევკრიბოთ მიღებული ტოლობები 

9 ((1–2.)2,+7.ხ11+ 

ხI(1–7.)21+#ხ:1= C. 

ეი. (1 –)#+7#ს8 წერტილის კოორდი- 

8ც(ს,,ხ;) 

X=(1 -#)# + 2.8 

  „> 6 X ? ნატები აკმაყოფილებენ 2#+ხV=C განტო- 

მX + ხ/ =C ლებას, რაც ნიშნავს, რომ (1<–<#)#4 +2.8 

ნახ. 94.4 წერტილი მდებარეობს 2X+ ხV =C განტო- 
აწ. “ 

ლებით განსაზღვრულ წრფეზე (იხ. ნახ. 34.4). 
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ჟლქქძია ჰ4. (/რ უცნ/ჟბიანი წრყიყი უტ(ეულობები და უტ(ულიბათა სძხტძპძები, აძოზ%ნმძილიე,.. 

თეორემა 2. 

დამტკიცება. 

თეორემა 3. 

დამტკიცება. 
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ღია (ჩაკეტილი) ნახევარსიბრტყე ამოზნექილი სიმრავლეა. 

დავამტკიცოთ, მაგალითად მ98X+ ნV>C ღია ნახეეარსიბრტყის 

ამოზნექილობა. 

ვთქვათ, „ს(2|,92) და ს(ხI,ხ?) წერტილები ეკუთვნიან 2X+ხV>0 

უტოლობით განსაზღვრულ ნახევარსიბრტყეს, ე.ი. ჭეშმარიტია 

შემდეგი უტოლობები: 

2:3)+ხ:22>0 

(4 წერტილი მდებარეობს 2X+ხV>C უტოლობით განსაზღვ- 
რულ ნახევარსიბრტყეზე). 

32:ხ1+ხნხ:ხ1>C 

(8 წერტილი მდებარეობს 2X+ ხV>C უტოლობით განსაზღვ- 

რულ ნახევარსიბრტყეზე). 

თუ X=0, მაშინ (1-7#)4+/#8=/4. თუ 7.=1, მაშინ 

(1–#»)4 +7.8=8. #4 ღა 8 წერტილები ეკუთვნიან აღნიშნულ 

ნახევარსიბრტყეს. 

ქთქეათ, #C (0,1). პირველი უტოლობის ორივე მხარე გავა- 

მრავლოთ (1 –ჯ)-ზე, მეორე კი – #-ზე, მივიღებთ: 

9(1–7.)9) + ხ(1–7)22 > (1-7), (1–7.>0), 

27.ხ1 + ხ).ხვ >7+0. 

შეეკრიბოთ მიღებული უტოლობები 

2I(1–7.)2) +7ხI)+ ნ I (1–7)22+ X»ხ2) > (1–7)C + #0 = 0, 

ე.ი. (1-X#)4+78 წერტილის კოორდინატები აკმაყო- 

ფილებენ 9მX+ ხX>C უტოლობას M1.C (0,1) და, მაშასადამე, 

(1–7)4+)2.8, 2.C |0,1) წერტილიც მდებარეობს 98X+ ხV>0C 

უტოლობით განსაზღვრულ ნახევარსიბრტყეში. 

ანალოგიურად მტკიცდება თეორემა 8X+ ხწ»X<C, 9X+ ხV >C, 

2X+ ხV <C უტოლობებით განსაზღვრული ნახევარსიბრტყეების 

შემთხვევაშიც. 

ორი ამოზნექილი სიმრავლის გადაკვეთა ამოზნექილი 

სიმრავლეა. 

ვთქვათ, MI და M ამოზნექილი სიმრავლეებია. განვიხილოთ #4 

და 8 წერტილები მათი გადაკვეთიდან



შევნიშნოთ, 

თვისება. 

საყრდენი წრუე 

ნახ. 34.5 

საყრდენი წრფე 
ნახ. 34.6 

<2 
საყრდენი წრფე 

ნახ. 34.7 

ჰ4.2, ამI(ქზნმქძილი სძმრაშლქეები 

#CM,8CM (M ამოზნექილია) 
#რCM,8CM (CM ამოზნექილია) 

=5(1-7X#)4+7სცC M, V#.C (0,1| 

=(1-2)4+7.8C M, VI. C (0,1| 

VMCMირIM, V86C MიX=) 

IC (1(-2)#+ 

+78C MოM,V.C (0,1). 

ანალოგიურად მტკიცდება თეორემა 3 სიმრავლეთა ნებისმი- 

ერი სასრული რაოდენობის შემთხვევაშიც. ე.ი. თუ MII,M(,..,ML, 
L 

MC M ამოზნექილი სიმრავლეებია, მაშინ ამოზნექილია | IM, 
I 

სიმრავლეც. 

რომ ორი ამოზნექილი სიმრავლის გაერთიანება, საზო- 

გადოდ არ არის ამოზნექილი. 

ზემოთმოყვანილი თვისებებიდან გამომდინარეობს, რომ 

დასაშვებ მნიშვნელობათა არე, როგორც სასრული რაო- 

დენობის ნახევარსიბრტყეების გადაკვეთა, ამოზნექილი 

სიმრავლეა. 

დამტკიცების გარეშე აღვნიშნოთ ამოზნექილი სიმრავლი- 

სათვის დამახასიათებელი შემდეგი 

ამოზნექილი სიმრავლის საზღვრის ყოველ წერტილზე მე- 

იძლება გავავლოთ ისეთი წრფე, რომ ამოზნექილი სიმ- 

რავლე მთლიანად (მისი ყოველი წერტილი) მოთავსდეს 

"ამ წრფით განსაზღვრულ ნახევარსიბრტყეში (ამოზნე- 

ქილი სიმრავლე მოთავსდება ამ წრფის ერთ მხარეს). 

ასეთ წრფეს საყრდენი წრფე ეწოდება (იხ. ნახ. 34.5-34.7). 

არაამობნექილი სიმრავლის სამღვარზე კი არსებობენ 

ისეთი წერტილები, რომლებზედაც აღნიშნული თვისების 

მქონე წრფის გავლება შეუძლებელია (ნახ. 34.8) 

ახლა განვიხილოთ ნახ. 234.9ზე მოცემული ამოზნექილი 

სიმრავლე. ამ სიმრავლის საზღვრის MI წერტილი CI მო- 

ნაკვეთის შიგა წერტილია. CI) მონაკეეთის ორიეე ბოლო 

– C და LI) წერტილი ეკუთვნის მოცემულ ამოზნექილ სიმრა- 

ვლეს. საზღვრის # წერტილი კი არ წარმოადგენს არც- 

ერთი ისეთი მონაკვეთის შიგა წერტილს, რომლის ორივე 

ბოლო მდებარეობს აღნიშნულ ამოზნექილ სიმრავლეში. ასეთ 
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ლქქძ0“ა ჰ4. (/რ უ8ნ(ჟბიანი ზრVიაი ტ(წლიბები და უშტ(ელი”ბათა სისღომშშბი, ამ(/%ნმქძლი... 

  

M წერტილზე შეუძლებელია 
საყრდენი წრფის გავლება 

ნახ. 34.8 
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ნახ. 34.10 

წვერო 

წეერო 

წეერო 

წერტილს წვერო ეწოდება. წვეროებია, აგ- 
რეთვე 8, C, 0 და # წერტილებიც. 

ამოზნექილი სიმრავლის საზღვრის L 

წერტილს ეწოდება ამ სიმრაელის წევე- 

რო, თუ აღნიშნულ სიმრავლეში არ არ- 

სებობს ისეთი ორი #,; და 8, წერტილი, 

რომ 

სნ=(1-#)# , + »8,, 0<7,<1. 

ამრიგად, წვერო ვერ იქნება ისეთი 

მონაკვეთის შიგა წერტილი, რომლის 

ბოლოებიც ეკუთვნის მოცემულ ამოზნე- 

ქილ სიმრავლეს. 

ნახ. 34.9-ზე მოცემულ მაგალითში სასაზ- 

ღვრო M წერტილი არ წარმოადგენს წვე- 

როს. თუმცა, არსებობს ამოზნექილი სიმ- 

რავლე, მაგალითად, წრე, რომლის ყოველი 

სასაზღვრო წერტილი წვეროსაც წარმოად- 

გენს (ნახ. 34.10). 

ჩაკეტილ ნახევარსიბრტყეს აქვს საზღ- 

ვრის წერტილების უსასრულო რაოდენობა, 

მაგრამ არც ერთი მათგანი წვერო არ არის.



ლექცია 414, (/რ 906(ჟბიან/ წრVVVი Vტ(ჟლობმბი და 7ტ(/ლობათა სისტქმები. აშI1ზნექილი... 

დამალება 

შეამოწმეთ თეორიული მასალის ცოდნა შემდეგი კითხვების საშუალებით: 

1. რას წარმოადგენს გეომეტრიულად მX+ ხს 2 0 ტიპის უტოლობის 

ამონახსნთა სიმრავლე? 

2. რას არკეევენ „საცდელი წერტილით“ სარგებლობისას? 

3. რას ეწოდება დასაშეებ მნიშვნელობათა არე? 

4. განსაზღვრეთ #(მ),მ2) და 8(ხ,,ხუ) წერტილების შემაერთებელი 

#8 მონაკვეთი, ამ მონაკვეთის ბოლოები და შიგა წერტილები. 

5. რას ეწოდება ამოზნექილი სიმრავლე? 

6. მოიყვანეთ ამოზნექილ სიმრავლეთა მაგალითები. 

7. დაამტკიცეთ, რომ ორი ამოზნექილი სიმრავლის თანაკვეთა 

ამოზნექილი სიმრავლეა. 

8. განსაზღვრეთ ამოზნექილი სიმრავლის საყრდენი წრფე. 

9. რას უწოდებენ ამოზნექილი სიმრავლის წვეროს? 
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ლქქძია +4. //რ წძნობიანი წრყისი Iტ(ელობმბი და უტ(/ლიობათა ს/სტძმები, ამ(იზნმძი ლი... 

34.1. 

34.2. 
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ამოხსენით უტოლობა და დაშტ- 

რისეს სიბრტყეზე შესაბამისი 

ნახევარსიბრტყე: 

ა) 2X-3V 22; 

ბ) -3X+ 2V <2; 

გ) 5V-7X<9, 

დ) -2V +2X>4: 

ე) X>23; 

ვ) X>-2; 

8) »X<-I; 

თ) X<2. 

ამოხსესით უტოლობათა სისტემა 

და დაშტრიხეთ სიბრტყეზე შესა- 

ბამისი დმა: 

4X + 2V <5, 

ა) 4<X+V<0, 

»X20; 

2X + 3V < –5, 

ბ) 43X – 2V >12, 

X,V 2 0; 

(X+»V>I, 

X+V<4, 
ე) 

–X+V<I, 

LV 20; 

(2X + წ» <10, 

X+V<7, 

X + 2V <12, 

X.V > 0: 

დ) 4     

პრაქტმძული სამარ»იი შუშბი 

34.3. 

2X – 3V > –4, 

ე) 43X +2V 57, 

X,V >0; 

X–V+120, 

X+V-72>0, 

–X+V+1<0, 

V=2. 

ვ) 

ეთქვათ, 5, და 5: ამოზნექილი 

სიმრავლეებია C0XV სიბრტყეზე. 

დავამტკიცოთ, რომ ამოზნექი- 

ლია შემდეგი სიმრავლე 

(X,V)C 8, 
CC,V,)6 5,   

+- ხარსატია 

(5, და 5: სიმრავლეთა ალგებრუ- 

ლი ჯამი). 

344. დაადგინეთ, ამოზნექილია თუ 

არა სიმრაელე: 

ა) (CX, | X,VC _, »>IXII, 

ბ) L(X,XV) | X„XC L, X <0.5 IXII; 

გ) I(X.V) |X»6 ჩ, X? +V? <4), 

დ) (Xაი | XVCIბ, (X-– 1)? +(V –2)? <9), 

ე) ((CX,V) | X,XC ს, წ» <2IXI+11; 

ვ) (CV) | »X#C #, »>X? +4), 

ზ) IC) | X,VCL, V<-X? +2XI.



34.5. ხაოვე“ შემდეგი უტოლიბასა 

სისტემებით განსაზღერული ამო- 

ზნექილი სიმრავლეების წვერო- 

ები: 

(5X + 3» <30, 

7X+2V 528, 

ჯX > 0. 

V=>0; 

ა) + 

(X+V>2, 

X-–V<0, 

XC>0, 

LV > I, 

ბ) 4« 

(X+2V <10, 

3X+V <10, 

X>0, 

LV 29, 

გ)“   
X+V<16, 

) X+V>8, 

დ X>I, 

V =>1; 

(»<2, 

2X + V <10, 

X > I. 

IX,V>0; 

ე)“ 

IV <4, 

2X – V <6, 

X<6, 

X.V > 0. 

2) 1     

პრაქტყძალი საჭარX0შ(/12ბ0 

34.6. ცნობილია, რომ V=X> „პარა- 

ბოლას ზემოთ მდებარე წერ- 
ტილთა სიმრავლე“ 

(საი XX IM, „>X?| 

ამოზნექილია. დაწერეთ (I) წე- 
რტილზე გაელებული საყრდენი 

წრფის განტოლება. 
34.7. დაწერეთ 

ი! X,VC L,V < –2X? +I| 

ამოზნექილი სიმრავლის საზღვ- 

რის (-2-7) წერტილზე გავლებუ- 
ლი საყრდენი წრფის განტოლება. 

34.8. მოცემულია 

X-V>0, 

V – 2X <0, 

V>-X+1 

უტოლობათა სისტემით განსაზ- 

ღვრული ამოზნექილი სიმრავლე 

0XV სიბრტყეზე. დაადგინეთ, ამ 

ამოზნექილი სიმრავლის რამ- 

დენ საყრდენ წრფეზე ძევს წე- 
რტილი (-12). დაწერეთ ამ საყ- 
რდენ წრფეთა განტოლებები. 

34.9. ვთქვათ, 3-I(CX) | X? +)? <11. 

დაადგინეთ ამოზნექილია თუ 

არა სიმრავლე 

8=((2X.2V)| (X.7)68). 
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ლძქძია ჟ, ე 

წრფივი დაარობრამების ორცპლადიანი ამოცანა 
და მისი ამოხსნის ბეომეტრიული მეთოჯი 

ამოცანა. 
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მე-20 საუკუნის 30-40-იან წლებში დიდი ინტენსივობით მიმ- 

დინარეობდა წარმოების ორგანიზაციისა და დაგეგმვის, სხვადა- 
სხვა საწარმოთა ეკონომიკური ურთიერთთკავშირის, სამხედრო 

საქმეში და სხვა პრაქტიკული სახის ამოცანებში მათემატიკური 

მეთოდების გამოყენება. ამ გამოკვლევებმა მეცნიერები ბუნებ- 

რივად მიიყვანა წრჟივი დაპროგრამების (LIი!0L ილ გთიIით) 
(წრფივი დაგეგმვის) მათემატიკურ ამოცანებამდე. 

წრფივი დაპროგრამების მეთოდების გამოყენებამ, პრაქტი- 

კული რეალიზაციის შედეგებმა და შემდგომმა კრიტიკულმა 

ანალიზმა შესაძლებელი გახადა ფართო პროფილის ამოცანე- 

ბის გადაწყვეტა. წრფივი დაპროგრამების მეთოდები წარმა- 

ტებიი, იქჩა გამოყეჩებული და დღესაც დიდი ინტენსივობით 

გამოიყენება ისეთ სფეროებში, როგორიცაა: ეკონომიკა, წარ- 

მოება, სოფლის მეურნეობა, ტრანსპორტი, ჯანმრთელობის 

დაცვა, ფსიქოლოგია, სოციოლოგია და სხვა. 

წრფივი დაპროგრამების ამოცანების ამოხსნისას მოითხო- 

ეება რაიმე წრფივი ფორმის ოძტიმიმაცია (მინიმუმის ან მაქსი- 

მუმის მოძებნა) გარკვეულ შეზღუდვებში, რომლებიც შეიძლება 

მოცემული იყოს როგორც ტოლობების, ისე უტოლობების სახით. 

განვიხილოთ წრფივი დაპროგრამების ერთი კონკრეტული 

ამოცანა, 

კომპანია აწარმოებს ორი – L და C სახის ხის ნავებს. საწარ- 

მოო პროცესი გულისხმობს ხის დამუშავებას სამ საამქროში: 

I – ხის დაჭრის საამქრო; 

II – ნავების აწყობის საამქრო; 

III – ნავების შეღებვის საამქრო. 

0 სასის ერთი ცალი ნავის დასამზადებლად საჭიროა ხის 

დაჭრა L საამქროში 2 საათის განმავლობაში, II საამქროში 

აწყობა 4 საათის განმავლობაში და III საამქროში შეღებვა 2 

საათის განმავლობაში. 

C სახის ერთი ცალი ნავის დასამზადებლად საჭიროა ხის 

დაჭრა I საამქროში 4 საათის განმავლობაში, II საამქროში 

აწყობა 2 საათის განმავლობაში და III საამქროში შეღებვა 2 
საათის გაჩმაელობაში.



ლექცია ჰე. წრწყVიჰი დაპრ(იჟმრამშბძის (ურძალა დიანი ამუძანის ამოხსნის გმომეტრიულე.., 

ამოხსნა. 

საამქროების მუშაობა დროში შეზღუდულია: კვირის განმავლო- 

ბაში I საამქრო მუშაობს არაუმეტეს 80 საათისა, II – არაუმეტეს 84 

საათისა და III საამქრო კი – არაუმეტეს 50 საათისა. 

ს სახის ერთი ცალი ნავის გაყიდვით მიღებული მოგებაა 

+60, ხოლო C სახის ერთი ცალი ნავის გაყიდვით მიღებული 

მოგება კი – §80. 

კომპანიას სურს დაადგინოს, რამდენი ცალი IL და C სახის 

სავს უსდა დაამბადოს კეირის განმავლობაში, რათა მიიღოს 

მაქსიმალური მოგება. 

ამოცანის პირობების უფრო ნათლად წარმოსადგენად შევად- 

გინოთ შემდეგი სახის ცხრილი: 

  

საწარმოო პროცესი სამუშაო საათების სამუშაო 
დანახარჯი ერთეულზე საათების 

მაქს. რაოდენობა 
  

  

  

  

          
0 სასის ნაეი|C სასის ნავი| (კვირის განმ.) 

IL საამქრო (ხის დაჭრა) 2 4 80 

II საამქრო (ნაეის აწყობა) 4 2 84 

III საამქრო (შეღებეა) 2 2 50 

მოგება 
§60 §80 

რეალიზებულ ერთეულზე   
  

აღვნიშნოთ X-ითა და V-ით L) და C სახის ნავების რაოდე- 
ნობა, რომელიც სურს დაამზადოს კომპანიას კვირის განმაელო- 

ბაში. მაშინ კვირის გახმავლობაში მიღებული მოგებაა 

I(X,V) = 60X+ 80V. 

კომპანიის მიზანია ამ MIC,V) ფუნქციის მაქსიმიზაცია, ე.ი. 

მოსაძებნია IIმXI(X,V) ანუ IIმX(60X + 80V). 

XCXა) ფუნქციას ეწოდება ამ ამოცანის მიზნობრივი 

ფუნქცია. 

ამოცასის პირობით საამქროების მუშაობის საათები შეზ- 

ღუდულია. 
ს სახის X ცალი ნავისა და C სახის » ცალი ნავისათვის 

საჭირო ხის მასალის დაჭრაზე დახარჯული დრო არ უნდა 

აღემატებოდეს 80-ს, ე.ი. გვაქვს შემდეგი შეზღუდვა 

2X+4V<80 (I საამქრო). 

ანალოგიურად მივიღებთ შეზღუდეებს, რომლებიც ითვა- 

ლისწინებენ II და III საამქროების სამუშაო საათების მაქსიმა- 

ლურ რაოდენობას: 

4X+2V<ზ4 (II საამქრო), 

2X+2V<50 (III საამქრო). 
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ლძ–1ქცხია ჩX5. წრწყიაყ Cაპრიბრაძებძს /(ერცალადლიანი აშ//0ანის პშ/(/სსნ/სს გმ(/მმტრი ული... 

გარდა აღნიშნული შეზღუდვებისა, ცხადია, რომ X დაV ცვ- 

ლადები უნდა აკმაყოფილებდნენ არაუარყოფითობის შემღუდ- 

გებს. 
X>0 დაV»20. 

არაუარყოფითობის პირობები შემდგომში ასე ჩავწეროთ: 

X,.V>0. 

ამრიგად, აღნიშნული ამოცანის მათემატიკური მოდელი 

შემდეგნაირად შეიძლება ჩაიწეროს: 

Mი2მX(60X + 80V), (ა) 

2X + 4V <.80, 

2X+2V < 50, 
(2 

4X + 2V < 84, 

X,V > 0. 

შეენიშნოთ, რომ (I), (2) ამოცანაში წრფივია როგორც მიზ- 

ჩობრივი ფუნქცია, ასეეე უტოლობათა სისტემაც. 

ამოცანებს, რომლებშიც მოსა- 

ძებნია წრფივი ფუნქციის უდიდე- 

სი ან უმცირესი მნიშვნელობა და 

რომლებშიც ცვლადები აკმაყოფი- 

ლებენ წრფივი უტოლობების სა- 

(10,15) ხით მოცემულ შეზღუდვებს, ეწო- 
2»! 23 =50 დებათ წრფივი დაპროგრამების 

(17.8) ამოცანები. 

ავაგოთ (2) სისტემით განსაზღვ- 

რული დმა (ნას. 35.1). 

დმა-ის ყოველი წერტილის კოო- 

0 I (21,0) X რდინატები მიგვითითებენ L) და C 

ნახ. 34./ სახის ნავების იმ რაოდენობაზე, რო- 

მელიც შეუძლია აწარმოოს კომპა- 

ნიამ. წერტილის ცელილება, საზოგა- 

დოდ, იწეევს მოგების ცვლილებასაც. 

  

    
   

(0.20) 

4X+2V=84 

  

მაგალითად, #(7,13) წერტილის არჩევით კომპანია აწარმოებს X=7 ცალ Lნ 

სახის ნავს და V=13 ცალ C სახის ნავს. შესაბამისი მოგება 

იქნება 

ჩ(7.13)=7-:60+ 13 · 80=11 460. 
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ლექცია ჰყ5. წზრVში დCაპრ(ი/წმრამმბის (ქრძთძლადძიანი ამოცანის ამ(შსსნყს მეომუტრიულე,.. 

(0,20) 

(0.|8.25) 

(0,I16.5) 

    

    

განვიხილოთ 60X+ 80V = 1 460 წრფე. ამ წრფისა და დმა-ის 
საერთო წერტილების არჩევით კომპანია ყოველთვის მიიღებს 

§1 460-ის ტოლ მოგებას, ანუ 

60X + 80V= | 460, 
წრფის დასაშეები წერტილებისათვის მოგება მუდმივია (§1 460) 

(ნახ. 35.2) ასეთ წრფეს ინდიფერენტულობის (ამ შემთხევევაში 
მყდშივი მიიგების) წრფე ეწოდება. 

8(14,6) წერტილის არჩევით 

კომპანია აწარმოეს X=14 

ცალ ს სახის ნაეს და V=6 ცალ 
00.15) ს სახის ნავს. შესაბამისი მოგე- 

აა 

(17,ზ) 60X+80V=1 460 I14,6) = I4-60+6:80=8%! 320. 

მოგება 
60X + 80V = 1 320 ინდიფერენ- 

  

0 
  

ნახ. 34-2 

> ტულობის წრფის ყოველი დასა- 

60X+80V=1 ვალე) აა X შვები წერტილისათეის მოგება 
მოგება იზრდება მუდმივია და უდრის §1 320-ს 

(ნახ. 352). 

ამ ამოცანისათვის ინდიფე- 

რენტულობის წრფის ზოგადი სა- 

ხეა 

60X+ 80V =C, 

სადაც C მუდმივი გვიჩვენებს მოგების რაოდენობას. მაშასა- 

დამე, ინდიფერენტულობის წრფეები პარალელურია. მოგება # 

წერტილზე გამავალ ინდიფერენტულობის წრფეზე უფრო მეტია, 
ყიღრე 8 წერტილზე გამავალ ინდიფერენტულობის წრფეზე. 

ამავე დროს # წერტილზე გამავალი ინდიფერენტულობის 

წრფისათვის V-გადაკვეთაც უფრო მეტია, ვიდრე 8 წერტილზე 
გამავლი ინდიფერენტულობის წრფისათვის, ე.ი. V-გადაკვეთის 

ზრდასთან ერთად იზრდება მოგებაც, ინდიფერენტულობის 

წრფე კი უფრო „შორდება“ კოორდინატთა სათავეს, 

ჩვენი მიზანია დმა-ის ისეთი (Xი,#ი,) წერტილის მოძებნა, 

რომლისათეისაც 

L(X,V) = 60X + 80V 

ფუნქცია ღებულობს მაქსიმალურ მნიშენელობას, ანუ ისეთი C 

რიცხვის მოძებნა, რომლის შესაბამისი L(CX,/)=60X+ 80V#=C 
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ლძქმმია ჰე. წრსიშძ #აპრრომრაშებძს (ქრც9ლა დიანი აშ(/ცანძს აშ(შსსნის გმ(მმმტრიშულე... 

ინდიფერენტულობის წრფე „ყველაზე შორსაა“ კოორდინატთა 

სათავიდან და მას გააჩნია დასაშვები წერტილები, ე.ი. ინდიფე- 

რენტულობის წრფისა და დმა-ის გადაკვეთა არ უნდა იყოს 

ცარიელი სიმრაელე. 

თუ განვიხილავთ 60X + 80V=C პარალელურ წრფეთა ერთობ- 

ლიობას, როცა C იზრდება 0-დან, აღმოჩნდება, რომ ის ინდიფე- 

რენტულობის წრფე, რომელიც გადის (10,15) წერტილზე 

შეესაბამება მაქსიმალურ მოგებას 

ი1მXLLCX,V) = I10,15) = §1 800. 

VC>0-სათვის 

60X + 80V= I 800 +C 

წრფე აღარ შეიცავს დასაშვებ წერტილებს (ასეთი წრფისა და 

დმა-ის გადაკვეთა ცარიელი სიმრავლეა). 

მაშასადამე, (10,15) წერტილის „გაუმჯობესება“ შეუძლებელია. 

ამრიგად, კომპანიამ მაქსიმალური მოგების მიზნით უნდა გამო- 

უშვას 10 ცალი L სახის და 15 ცალი C სახის ნავი, რათა მიიღოს 

II0,15) = 60 · I0+80 · 15 =§1 800 

მაქსიმალური მოგება. 

(10,15) წერტილს ეწოდება (1) და (2) წრფივი დაპროგრამე– 

ბის ამოცანის ამონახსნი. 

აქვე შევნიშნოთ, რომ (0,0) დასაშვებ წერტილზე მოგების 

ფუნქცია მინიმალურია 

IიIიL(X.V) = IL(0.0) = 0. 

თუ განხილულ ამოცანაში შევცვლით მიზნობრივ ფუნქციას, 

მაშინ, ბუნებრივია ამონახსნიც შეიცვლება. 

ვთქვათ, თითოეული სახის ნავის რეალიზაციის შედეგად 

მიღებული მოგებაა #70, მაშინ მიზნობრივი ფუნქცია იქნება 

LXX,აV/) = 70X + 70V. 

თუ გავიმეორებო ანალოგიურ მსჯელობას 

მივიღებთ, რომ დმა-ის MM მონაკვეთი მდე- 

ბარეობს 

70X + 70V=1 750 

ინდიფერენტულობის წრფეზე (ნახ. 3553). 

მაშასადამე, MM მონაკვეთის ყოველი წერ- 
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ნახ. 35.2 

ტილი ამონახსნია (MM მონაკვეთის ყოველი 

წერტილის შესაბამისი მოგებაა #1 750).



ლექცია #2. წრVიძი “აპრიგბრამპბის (/რძძლასიანძ ამ” ძანძს ამოხსნის გეომეტრიულე. , 

წრფივი დაპროგრამების ამოცანებს შეიძლება არ ჰქონდეთ 
ამონახსნი. 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ 

“1 ი1მX(3X + 2V), (3 

X+V<2, 

3 –X+V>ქ1, (4 

ა X,V20     წრფივი დაპროგრამების ამოცანის ამონახსნი. 
0I)X+X»X52 

ნახ. 35.4 

ამოხსნა. დმა ცარიელი სიმრავლეა. ამიტომ (1), (4) ამოცანას ამონახსნი 

არ გააჩნია (ნახ, 35.4). 

მაგალითი 2. ვიპოვოთ 

VიმX(3X+4»V) და იIი(3X+ 4), 

X+2V >8, 

2X +2V > 10, (59 

X.V 20 

წრფივი დაპროგრამების ამოცანების ამონახსნები. 

ამოხსნა. (5)-ის შესაბამისი დმა შემოუსაზღერელია (ნახ. 35.5). 

2 მიზნობრიეი მიზნობრივ ფუნქციას ILLCX,V) =3X+ 4V 
   
    
        

· ფუნქცია . · შეუძლია მიიღოს რაგინდ დიდი მნიშე- 

იზრდება ' ნელობა. ამიტომ მაქსიმიზაციის ამოცა- 
ბX147540. ნას ამონახსნი არ გააჩნია. 

5ა(2 
  

ისიცაა იშლთ X 
ნახ. 324.2 

მინიმიზაციის ამოცანის ამონახსნი არის 5(2,3) წერტილი და 

(იI2(3X+4V)=3:2+4-3=18. 

განხილული მაგალითებიდან ჩანს, რომ წრფივი დაპროგ- 

რამების ამოცანის ამონახსნი (თუ არსებობს) მიიღწევა 

დმა-ის საზღვარზე, კერძოდ, ან ერთ წვეროზე, ან ორი 

წვეროთი განსაზღვრულ მონაკვეთზე. 

დამტკიცების გარეშე მოვიყვანოთ წრფივი დაპროგრამების 

ორცელადიანი ამოცანის ამონახსნის არსებობის დებულება. 
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ლძქძVა ჰა. წრ ყ9ი #აპრ(ი/შმრამმბის (შრძალალდიანი ამ(/ძან/ის აშ(/სსნძს ბგმI(უძპტრითლი... 

თეორემა. ვთქვათ, წრფივი დაპროგრამების ამოცანაში 

1. მიზნობრივი ფუნქციაა LCX,V) =38X + ხX, 

2. დმა არაცარიელი, შემოსაზღვრული სიმრავლეა, მა- 

შინ ჩCI,V) მიზნობრიეი ფუნქცია ღებულობს მინიმა- 

ლურ და მაქსიმალურ მნიშვნელობებს დმა-ის რო- 

მელიმე წვეროზე, ან ორი წვეროს შემაერთებელ 

მონაკვეთზე. 

წრფივი დაპროგრამების ამოცანის ამონასსნის მოსაძებნად 

საჭიროა: 

1. ავაგოთ დმა (არაცარიელი, შემოსაზღვრული); 

2. ვიპოვოთ დმა-ის ყველა წვერო; 

3. გამოვთვალოთ მიზნობრივი ფუნქციის მნიშვნელო- 

ბები თითოეულ წვეროზე; 

4. წინა პუნქტში მიღებული მნიშვნელობებიდან ავირჩიოთ 

ამონახსნი. 
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ლეძცია ყე. წრVVVი დაპრ(ქბრამმბის (/რძძლა#”ძანძ ამ/რძანძს ამოხსნის ბეუმპტრიჟლი,... 

#ამალპბა 

შეამოწმეთ თეორიული მასალის ცოდნა შემდეგი კითხვების საშუალებით: 

1 რას უწოდებენ წრფივი დაპროგრამების ამოცანას? მოიყვანეთ 
მაგალითი. 

IL
 რას წარმოადგენს ინდიფერენტულობის წრფე? 

3. რამდენი ამონახსნი შეიძლება გააჩნდეს წრფივი ღაპროგრამე- 

ბის ამოცანას? 

4. მოიყვანეთ წრფივი დაპროგრამების ამოცანის ამონახსნის 

არსებობის თეორემა. 

5. დმა-ის რომელ წერტილებში შეიძლება მიიღოს მიზნის ფუნქ- 

ციამ თავისი მაქსიმალური და მიჩიმალური მნიშვნელობები? 

6. მოიყვანეთ წრფივი დაპროგრამების ამოცანის ამონახსნის მო- 

ძებნის მეთოდი. 

435



ლქქცხა ჰ5. წრყიაი” დაპრI/მრაშების ((/რცყ)ლიანი ამოცანის აძ(/სსნის მმ(/ძეტრი7ლიე.., 

35.1. ცნობილია, რომ წრფივი დაპრო- 

გრამების მისიმიბაცისს ამოცა- 

ნის მიზნობრივი ფუნქცია თავის 

მინიმალურ მნიშვნელობას ღებუ- 

ლობს (13) და (2,5) წერტილებში. 
დაწერეთ კოორდინატთა სათა- 

ვეზე გავლებული ინდიფერენტუ- 
ლობის წრფის განტოლება. 

35.2. წრფივი დაპროგრამების ამოცა- 

35.3, 
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ნაში მიზნობრიე ფუნქციას აქვს 

სახე 

რ(X,V) = 20X + 25). 

იპოვეთ ინდიფერენტულობის 

წრფის დახრილობა. 

ქყუმოით შიხყყანილი ამოცასყ- 

ბი (.75.1-146) ჩაწერეთ წრფივი 

დაპროგრამების ამოცანების ფო- 

რმიძ) და ამოხსენით: 

შეზღუდული პასუხისმგებლობის 

საწარმო უშვებს ორი #ტ და 8 

ტიპის პროდუქციას. 

# ტიპის პროდუქციის ერთეუ- 

ლის დასამზადებლად საჭიროა 

ნედლეულის წინასწარი 0,5 საა- 

თიანი დამუშავება I საამქროში 

და საბოლოო (სასაქონლო) სა- 

ხის მისაღებად 2 საათიანი და- 

მუშავება II საამქროში. 

8 ტიპის პროდუქციის ერთეუ- 

ლის დასამზადებლად კი საჭიროა 

ნედლეულის წინასწარი 45 წუთ- 

იანი დამუშავება I საამქროში და 

საბოლოო სახის მისაღებად 15 

საათიანი დამუშავება ს საამქრო- 

ში. კვირის განმავლობაში I საამ- 

ქრო მუშაობს არაუმეტეს 70 საა- 

პრაქტიმპჰშლი საჭარჯი შუოშბი 

35.4. 

35.5. 

თისა, სოლო II საამქრო არა- 

უმეტეს 77 საათისა. 

# სახის პროდუქციის ერთეუ- 

ლის გაყიდვით მიღებული მოგე- 

ბაა §85, ხოლო 8 ტიპის პროდუ- 

ქციის ერთეულის გაყიდვით მი- 

ღებული მოგება არის §95. რამ- 

დენი ტ და რამდენი 8 ტიპის 

პროდუქციის ერთეული უნდა გა- 

მოუშვას საწარმომ ერთი კვირის 

განმავლობაში მაქსიმალური მო- 

გების მისაღებად? 

ჯარისკაცის რაციონი შედგება 

ორი საკვები პროდუქტისაგან, მა- 

გალითად, პურისა და ხორცისა- 

გან. თითოეული პროდუქტი ხა- 

სიათდება პროტეინისა და კა- 
ლორიის შემცველობით. პურის 

წონის ერთეული შეიცავს 1 ერ- 

თეულ პროტეინს და 5 ერთეულ 

კალორიას, ხოლო ხორცის წო- 

ნის ერთეული შეიცავს 5 ერთე- 

ულ პროტეინს და ! ერთეულ 

კალორიას. ჯარისკაცმა ყოველდ- 

ღიურად უნდა მიიღოს არანაკ- 

ლები 15 ერთეული კალორია და 

15 ერთეული პროტეინი. როგო- 

რი რაციონის დროს იქნება მისი 

ღირებულება მინიმალური, თუ 

პური ღირს 1, ხოლო ხორცი 3 

ფულის ერთეული? 

ხის დამმუშავებელი მრეწველო- 

ბის საამქროს ყოველთვიურად 

აქვს თავის განკარგულებაში 

48 მ! სის მასალა და 45 მ” მინა. 
საამქროში მზადდება ორი სახის 

კარადა: საკანცელარიო და სა- 

ბიბლიოთეკო. ხის დანახარჯი



ერთ საკახცელარიო კარადაზე 

შეადგენს 03 მ-ს, ხოლო მინის 

დანახარჯი – 1 მ”-ს, ერთ საბიბ- 
ლიოთეკო კარადაზე კი ხის და- 

ნახარჯი შეადგენს 03 მ-ს, ხო- 

ლო მინის დანახარჯი – 1,5 მ”-ს. 
საკანცელარიო კარადის გასაყი- 
ღი ფასი არის 2 000. ხოლიი სა- 

ბიბლიოთეკო კარადისა – 2 500 
ფულის ერთეული. განსაზღვრეთ 

ისეთი ასორტიმენტი, რომლის 

დროსაც თვიური შემოსავალი იქ- 

ნება მაქსიმალური. 

35.6. ფირმა უშვებს წიგნებსა და რვეუ- 

ლებს. 1 ცალი წიგსის დასამზადებ- 

ლად საჭიროა 500 გ ხის მასალა 
და 30 გ წებო, ხოლო 1 ცალი 

რვეულისათვის კი – 100 გ ხის 

მასალა და 10 გ წებო. ხის მასა- 
ლის მარაგია 200 კგ, ხოლო წე- 

ბოსი 15 კგ. ცნობილია, რომ წიგ- 

ჩების რაოღენობა არ აღემატება 

პროდუქციის საერთო რაოდენო- 

ბის 37,5%-ს. წიგნის საცალო ფა- 

სია §5, ხოლო რვეულისა კი – 12. 

რამდენი წიგნი და რვეული უნდა 

დაამზადოს ფირმამ მაქსიმალური 
შემოსავლის მიღების მიზნით? 

35.7. ამოხსეჩით წრუივი ღაპროგრა- 

მების ამოცანა გეომეტრიული მე- 

თოდით: 

ა) 929X(20X + 30V), 

2X+V <10, 

X+V<7, 

X+2V <12, 

X.V > 9; 

პრაქტიჰურლი საშარX#9იშ(მბი 

ბ) თIM(X +V), 

3X+V>10, 

3X+2V >17, 

X+2V >11, 

X,V > 0; 

გ) თმX(2X + 4), 

X-V50, 

ორ 

დ) II(C20X + 30V), 

X+V <0, 

–2X+V >1, 

X,V > 0. 

35.8. საწარმო ამზადებს ქურთუკებსა 

და შარვლებს. 1 ქურთუკის შესა- 

ჰერად საჭიროა 4 მ ქსოვილი და 

50 გ ძაფი. 1 შარვლის შესაკერად 
კი – 2 მ ქსოვილი და 40 გ ძაფი. 

საწარმოს გააჩნია 600 მ ქსოვი- 

ლი და 9 000 გ ძაფი. ცნობილია, 

რომ ქურთუკების რაოდენობა 

არ აღემატება პროდუქციის საე- 

რთო რაოდენობის 2/3-ს. 1 ქურ- 

თუკის რეალიზაციის შედეგად მი- 

ღებული შემოსავალია 390, 1 შა- 

რელის რეალიზაციის შედეგად კი 

– 360. რამდენი ქურთუკი და შა- 

რვალი უნდა შეკეროს საწარმომ 

მაქსიმალური შემოსავლის მიღე- 

ბის მიზნით? იპოვეთ მაქსიმალუ- 

რი შემოსავალი. 
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ლძქძქ0ია ” ჩ 

წრფივი დაპრობრამების ამოცანების ამოხსნის 
ალგებრული მეთოდი. წრფიპი დაპრობრამების 
ამოცანა ი ცვლადის შემთხვევაში 

ჰნ., წრშივი დაპროუბრამების პჰონძპრპტ შ-ი ამუო0მანმს 
ამოსსნა ა–გზშბრ შიიმ მშთ70#0იV 
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გაჟისსენოთ წინა ლექციაზე განხილული ამოცანა L და C 

სახის ნავების დამზადების შესახებ. ჩავწეროთ იგი როგორც 

წრფივი დაპროგრამების ამოცანა 

0M18მXIXXI,X2), L(CXI,X2) = 60X) + 80X2, (ს 

2X, +4Xცე < 80 

2X, +2X, <50) –3 ნაწ რელი უგ > : 
ა ილი ი ი 4», +2X, <84 ერილი შებღუდვე (2– 

X,X.>0 –2> არაუარყოფითობის შეზღუდვა. 

ტოლობების სახით 

ჩვენი მიზანია უტოლობების სახით მოცემული შეზღუდვები 

ჩავწეროთ განტოლებების სახით. ამისათვის შევნიშნოთ, რომ 
ყოველი უტოლობა ახალი ცვლადის (შემავსებელი, განმასხეა- 

ჟებელი) შემოღებით შეიძლება ტოლობის სახით გადავწეროთ. 

შევთანხმდეთ. რომ 5-ით აღვნიშნავთ სხვაობას I-ური 

უტოლობის მეტ მხარესა და ნაკლებ მხარეს შორის. ასე, 

რომ 5;=0. 

(2? უტოლობების განტოლებების სახით გადაწერის მიზნით 

შემოვიღოთ შემდეგი 5), 52 და 5ვ სიდიდეები: 

5,=80-2XI) -4X2, 

5:=50-2X, -2X2, 

53კ=84-4XI,-2X25. 

მათი საშუალებით (2) უტოლობები ჩაიწერება განტოლე- 

ბების სახით შემდეგნაირად: 

2X, +4Xე +5, =80, 

2X, +2Xც +5ეც = 50, 

4X, +2Xე +5კ = 84, 

სადაც 5, 80, 53 20.



ჰყ.) წრVიჰ)ი დაპრ(/ემრამშბძს ძ()ნპრმტ წლი პამოძანის ამოხსნა ალგმბრ ული ძეთო#ით 

განსაზღვრება. 

თეორემა. 

ა. 5: და 5კ სახის ცვლადებს სუსტი ცვლადები ეწოდება. 

ამოცანის შინაარსიდან გამომდინარე 

§5,=80-2X)-4X5 

სუსტი ცვლადი გვიჩვენებს I საამქროში გამოყოფილი საათების 

იმ რაოდენობას, რომელიც არ იქნა გამოყენებული საწარმოო 

პროცესში. 

ანალოგიურად, 5:= 50 -2X) -2X: და 53=84 -4XI -2Xე სუსტი 

ცვლადები მიუთითებენ, შესაბამისად, II და III საამქროში გა- 

მოყოფილი საათების რაოდენობას, რომელიც არ გამოიყენა 

საწარმოო პროცესმა. 

საზოგადოდ, სუსტი ცვლადები მიუთითებენ აუთვისებელი 

ნედლეულის რაოდენობაზე (განხილულ მაგალითში ნედლე- 

ულია საათების რაოდენობა). 

ამრიგად, სუსტი ცვლადების შემოღების შემდეგ წრფივი 

დაპროგრამების (I), (2) ამოცანა ასე ჩაიწერება 

ი102XIწXI,X2), LCXI,X2) = 60X1 + 80X2, 

2X, +4X– +5, =890, 

2X, +2Xე; +5ე =50, ფ 

4X, +2Xე +5კ =84, 

(XI .X. ა, ააა, 20. 

როგორც ვხედავთ, საჭიროა ამოეხსნათ ხუთუცნობიანი 

სამი წრფივი განტოლებისაგან შემდგარი სისტემა. ასეთ სის- 

ტემას ან არ გააჩნია ამონახსნი, ან აქეს ამონახსნთა უსას- 

რულო სიმრავლე. ჩვენი მიზანია ისეთი (XI), X5, 5), 52, 51) ამო- 

ნახსნის შერჩევა (ამონახსნის არსებობის შემთხვევაში), რომ- 

ლისთვისაც მიზნობრივი ფუნქცია ღებულობს მაქსიმალურ მნიშ- 

ეჩელობას. 

განტოლებათა სისტემის დასაშვები ბაზისური ამონახსნი 

ვუწოდოთ ისეთ ბაზისურ ამონახსნს, რომლის თითოეუ- 

ლი კომპონენტი არაუარყოფითია. 

აღსანიშნავია, რომ დასაშეები ბაზისური ამონახსნი წარმო- 

ადგენს დმა-ს წვეროს. 

დამტკიცების გარეშე მოვიყვანოთ წრფივი დაპროგრამების 

თეორიის ერთ-ერთი ძირითადი დებულება. 

თუ წრფივი დაპროგრამების ამოცანას გააჩნია ერთა- 

დერთი ამონახსნი, მაშინ ეს ამონახსნი არის შესაბამისი 

განტოლებათა სისტემის დასაშვები ბაზისური ამონახსნი. 
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ლქქძია ჰან. წრყიჰი დაპრ(იშზრაძმბ”ს აშ(/ძანპბის ამ(შსსნძს პლგპბრ თული ჰმეთ)(/დ/ი, წრ შიაი... 

ამ თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ განხილული ამოცა- 

ნის ამონახსნის მოსაძებნად, საჭიროა (3) განტოლებათა სის- 

ტემის დასაშვებ ბაზისურ ამონახსნებს შორის ვიპოვოთ ისეთი, 

რომლისთვისაც მიზნობრივი ფუნქცია მაქსიმალურია. 

გამოსაკვლევი განტოლებათა სისტემის 

2X, +4Xე +5, = 80, 

2X, +2Xე +5ე = 50, 

4X, +2Xე +5კ =84 

ბაზისური ამონახსნების მაქსიმალური რაოდენობაა 

5! _ 1-2-3-4.5 _ 
3I(5–3)!  1-2-3-1-2 

10. 

მონაცემების ჩაწერა მოხერხებულია შემდეგი ცხრილის სახით: 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

                    
  

სუსტი დასაშვები ბაზი- | შიზნობრივი 

XI | X | 5ე | 5; | §3 |ცვლადების| სური ამონასსნე- ფუნქცია 

შემოწმება ბის შერჩევა XXI,X2)=60XI1+ 

+80Xე 

0 | 0 | 80 | 50 | §4 I5,,5.,5კ20 დასაშვებია 10,0)=30 

0 | 20 | 0 | 10 | 44 I5,.5ე,5320 დასაშეებია LX0,20)=§1 600 

10 | 15 | 0 | 0 | 14 I5,,5;,5კ20 დასაშეებია IX10,15)=§1 800 

IიმX 

177 | 8 | 14!) 0 | 0 |5ც5;,5კ20 დასაშეებია XXI7,8)=§1 660 

21 | 0 | 18 | 8 ! 0 |5,ც5,,5:20 დასაშვებია IX21,0)=§!1 260 

ი | 25 | -2ი| ი | #–4 5,)<0 არ არის 

დასაშვები 

0 | 42 | -88|) -4| 0 | 5,ც5ე<0 არ არის 

დასაშეები 

25 | 0 (30 | 0 | -16 53<0 არ არის 

დასაშვები 

40 | 0 | 0 | -30| -76|! 5;:,53<0 არ არის 

დასაშვები 

Iყ? I2“- |ი _კ? 0 <0 არ არის 

3 3 2 დასაშვები 

ამრიგად, ამონახსნია 

(10,15,0,0,14), 

ხოლო შესაბამისი მაქსიმალური მოგებაა 
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ჰხ., წრVძიი დაპრ(ებრამპმბძის ჰ(ქნძრპო თლ” ამ()ძანძს ამსსსნა ალგებრ შლი მმთოდით 

ასლა ჩავწეროთ წრფივი დაპროგრამების (I), (2) ამოცანა 

მატრიცული სახით. 

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები: 

2 4 80 

#=12 2, X- 2, თ, 8= 50, 
42 % ზ0 84 

მაშინ (1). (2) ამოცანა ასე ჩაიწერება: 

თგXC” X, 

#.X <8, (4) 
( >0. 

ადვილი დასანახია, რომ სუსტი ცელადების მატრიცა (აუთ- 

ვისებელი რესურსების მატრიცა) იქნება 

5 
5=8-4ტX,5= წ · 

53 

5 მატრიცის საშუალებით (4) ამოცანაში უტოლობით მოცე- 
მული შეზღუდეები ჩაიწერება მატრიცული შეზღუდეების სახით 

იიმXC” X, 

#ტX+8 =8, (5) 

X.5 > 0. 

ახლა შემოეიღოთ 3X5 რიგის # მატრიცა 

_ I2.:4 |)! 0 0 

#=1I2 2 0 I 0 | =I#I.| 
42 0 0 I 

# ს 

და 5XI რიგის X და C მატრიცები: 

60 

. 80 C - ე? X - 0 
X= 5, ++, C=| 0 |= 0 · 

8. 0 0 

53 0 
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ლპქცია ჰხ. წრწყVძი დაპრიმრაშიბის ამ(ჟ7ძანპბის ამ(ჟსსნის ალეპბრ ლი მმთ(7დი. წრ VVპჰი... 

ამ აღნიშენების საშუალებით (5) ამოცანა ასე გადაიწერება 

-+- 

თმXC X, 

ტ X =8-3>(3) განტოლებათა სისტემა, (6) 

X >0 –> არაუარყოფითობის შეზღუდვა. 

ამონახსნის მოძებნის ზემოთგანხილული პროცესი ახლა ასე ჩა- 
მოვაყალიბოთ: 

(6) სახით მოცემული წრფივი დაპროგრამების ამოცა- 

ნის ამონახსნის მოსაძებნად (თუ იგი არსებობს) საჭიროა: 

1. #X=8 წრფივ განტოლებათა სისტემის ყველა ბაზი- 

სური ამონახსნის გამოთვლა; 

2. მიღებული ბაზისური ამონახსნებიდან დასაშვები 

ბაზისური ამონახსნების შერჩევა (X>0 არაუარ- 
ყოფითობის შეზღუდვის შემოწმება); 

3. დასაშვები ბაზისური ამონახსნებისათვის მიზნობრივი 
-I- 

L=C X ფუნქციის გამოთვლა; 

4. მიზნობრივი ფუნქციის მნიშვენელობებიდან მაქსიმა- 

ლურის (მინიმალურის) არჩევა. 

ჰნ6.2, წრშიში Cაპრობრამმბმს %ოუბა#0 ამ/უძ0ანა 

გავეცნოთ წრჟივი დაპროგრამების მრავალი ცვლადის შემ- 

ცველ ამოცანებს. 

ვთქვათ, კომპანია ამზადებს ს სახის სხვადასხვა პროდუქტს, 

რისთვისაც იყენებს MI სახის რესურსს (ნედლეული, დრო და 

სხვა). რესურსის მაქსიმალური (მინიმალური) ოდენობა განისაზ- 

ღვრება 0IX1 რიგის მატრიცით 

ცსობილია რესურსების გადამუშავების თი ჯი რიგის მატრიცა 
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ჰყ.2, წრყისი დაპრ(/გრამმბის წ(გალდი ამI”/ძანა 

სადაც მყ არის 1 სახის რესურსის ის რაოდენობა, რომელიც 

საჭიროა 1 სახის პროდუქტის ერთეულის დასამზადებლად. 

საძიებელია MX1 რიგის 

X, 

X=|”? 

X 

პროდუქციის რაოდენობის მატრიცა (X, არის 1ური დარგის 

პროდუქციის რაოდენობა). კომპანიას სურს დაადგინოს, თუ თი- 

თოეული სახის პროდუქციის რა რაოდესობა უნდა გამოუშვას 

მიზნობრივი 

–=C'X 
ფუნქციის ოპჰტიმიმაციის (მაქსიმიზაციის, მინიმიმაციის) მიზნით, 

სადაც 

წინასწარ ცნობილი მატრიცაა (მისი კომპონენტები შეიძლება 

იყოს I-ური პროდუქტის ფასი, მოგება და ა.შ). 

ჩამოყალიბებული წრფივი დაპროგრამების ამოცანის მათე- 

მატიკური მოდელი ასე ჩაიწერება 

ი2X CIX (თი C'X), 

#X <8, თ 
X>2>90, 

ან, რაც იგივეა 

II2X(C,X,+....+C,X.) (თიში(C,X,+.... +0 X, ), 

2,,X,+მ,,X, +...+8,,X, <.6,, 

9?,,X,+9,.X, +...+8მ,,X, <ხ,, დფ 

2. 1IX,+89 :Xც + ...+მ,.X, =ხა, 

XაXეე....X, > 0. 
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ლძქძია ყწ. წრყიყი დაპრიბგრაშძიების აძოძანების ამ(/შსსნძის ალგუბრ თლი მმი)(ედი. წრყV)ი... 

შემოვიღოთ II ცალი სუსტი ცვლადი 

5,=ხ;-–2;1 X) – 2ე12X2 –...=შ,იXი,1= 1,2)კ...კII 

(აუთვისებელი L-ური რესურსის ოდენობა), მაშინ (8) უტოლო- 

ბათა სისტემა ჩაიწერება განტოლებათა სისტემის სახით 

2?,,X,+928,X, +...+2,,X, +5, = ხ,, 

2;:,X,+2კ,Xე + ....+ შე, X, +5, =ხ,), 

2 ,X,+მეეXე +...+ 2, ,X, +5ე =ხ,., 

XIX ვ: X,) 9)ც9ე, აა, > 0. 

MIX1 რიგის სუსტი ცვლადების მატრიცის 

5, 

5, 
5=8-ტX= 

5, 
შემოღების შემდეგ აღნიშნული სისტემა ჩაიწერება მატრიცუ- 

ლი სახით 

#X+5 =8, 

X.5> 0. 

განესაზღვროთ MIXVი0+ი) რიგის 4 და (ი00+0)X1 რიგის 

C და X მატრიცები შემდეგნაირად: 

..–-“–“–“–“ჟ=––შ-=–4...„.ო.ო=·>·>–_–„–„.. 

#- მე, მე .. შე. 0 1... 0 =I#I, 

  

მეე ზე თ. შეე 0 0 .. 1 

ჯL + | 

C, 

6=|)CI)-|% 
0 0 

I – ცალი ნული, 
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ჰყ.2?, წრწVსის დაპრ/(შგრამებძს V(7მა(CVი ამეძანა 

ამ აღნიშენების გამოყენებით წრფივი დაპროგრამების (7) 

ამოცანა მიიღებს სახეს 

-I- -.L- 
ომXC X (თIიC X), 

#X=8, (9) 

X>0. 

)იX=ს8 არის (ი + მMი)-უცნობიანი II წრფივი განტოლები- 

საგან შემდგარი სისტემა. 

როგორც ვიცით წრფივი დაპროგრამების (9) ამოცანის 

ამონახსნი (თუ იგი ერთაღერთია) არის #X=8 სისტემის 

დასაშვები ბაზისური ამონახსნი, მიუხედავად იმისა, რომ ბაზი- 

სური ამონახსნების რაოდენობა ყოველთეის სასრულია, როცა 

შეზღუდვათა სისტემის განზომილებები იზრდება, ყეელა ბაზი- 

სური ამონახსნის პოენა და მათზე მიზნის ფუნქციის მნიშ- 

ვნელობების დათვლა მეტად არაპრაქტიკულია. ამიტომ (9) ტი- 

პის ამოცანების ამოსახსნელად შემუშავებულია სპეციალური 

მეთოდები, რომელთა რეალიზაცია ხორციელდება კომპიუტე- 

რების საშუალებით. 
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#ჰლძქძია ჰხ. წრწყიაპი დაპრIსგრამების ამოცანების აშმ(უსსნძს ალეებრ თლი მეთოდი. წრ ყძბი... 
  

ჯაპალიბა 

შეამოწმეთ თეორიული მასალის ცოდნა შემდეგი კითხვების საშუალებით: 
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> 
ს
ლ
 

რას ეწოდება სუსტი ცვლადები? 

რა ეკონომიკური შინაარსი აქვთ სუსტ ცვლადებს? 

რას ეწოდება დასაშვები ბაზისური ამონახსნი? 

რა გეომეტრიული შინაარსი აქვს დასაშვებ ბაზისურ ამონა- 

ხსნს? 

რა კავშირი არსებობს წრფივი დაპროგრამების ამოცანის ამო- 

ნასსსსა და შესაბამისი ალგებრული განტოლებათა სისტემის 

დასაშვებ ბაზისურ ამონახსნს შორის? 

ჩამოაყალიბეთ წრფივი დაპროგრამების ამოცანის ამონახსნის 

მოძებნის სქემა.



ლძქქცია ყს. წრწ9აი დაპრ(ი/ზრამპძბის ამ(//ძანმბის ამ(/ხსნძს ალეპბრ თ ლი მმVI(1”ი. წრშიში... 

პრაქტიძშლი სამარ#0 შუმბმი 

36.1 მოცემული წრფივი დღაპროგრა- ე) თმX(X+ 2V +2), 

მების ამოცანებისათვის შემოი- 

ღეთ სუსტი ცვლადები და გარ- 
დაქმენით უტოლობებით მოცე- 

მული. შეზღუდვები განტოლებე- 
ბით მოცემულ შეზღუდეებად. 
იპოვეთ შესაბამის განტოლება- 

თა სისტემის დასაშვები ბაზისუ- 

რი ამონახსნები და მოცემული 
ამოცანის ამონახსნი. 

ა) =IმX(2X + 3»), 

ჯ + 2V < 24, 

5X+V <30, 

X,V >9; 

ბ) ი18X(3X + 2V), 

–X+2V<I, 

X-V5<IL 

LX,» 2 0; 

გ) IიმX(2X +V), 

X+V 58, 

X<2, 

X,V > 9; 

ღ) თმX(X + 2V). 

(X+X»<6, 

–X+2V <0, 

V»5<4, 
IX,7 >0; 

ე) =თმX(CX + 2), 
X + 3 < 360, 

X+V<16, 

12X++ჯ <24, 
L X,V > 0;   

X+V+2<12, 

2X + V + 47 5.24, 

X,V,7 > 0. 

ქვემოთ მოყეანილი ამოცანე- 

ბი (36.2-36.6) ამოხსენით წრფივი 

დაპროგრამების ამოცანების ამო- 

სსნის ალგებრული მეთოდით: 

36.2. ფერმას აქვს 50 ძროხისა და 200 

ცხვრის სადგომი. ფერმის საძო- 

ერების ფართობია 72 ჰა. წლის 

განმაელობამი ერთი ძროხის 

გამოსაკვებად საჭიროა I ჰა სა- 

ძოევარი, ხოლო ერთი ცხვრის 

გამოსაკვებად – 02 პა. ფერმას 

შეუძლია აანაზღაუროს 10 000 

სამუშაო საათი წლის განმავ- 
ლობაში. ერთი ძროხის მოსაე- 

ლელად საჭიროა 150 სამუშაო 

საათი, ხოლო ერთი ცხვრისთვის 

კი – 25 სამუშაო საათი. ცნობი- 

ლია, რომ ერთი ძროხა იძლევა 

41250 მოგებას, ხოლო სხვარი კი 

– §45-ს (ყოეელწლიურად). რამ- 
დენი ძროხა და ცხეარი უნდა 

პყავდეს ფერმას, რათა მოგება 

იყოს მაქსიმალური? რისი ტო- 

ლია მაქსიმალური მოგება? 

363. საწარმო ამზადებს მაგიდებსა და 

კარადებს. ერთი მაგიდის დასამ- 

ზადებლად საჭიროა 1 მ' ხის მა- 

სალა და 2 კგ წებო, ერთი კარა- 

დის დასამზადებლად კი 2 მ' ხის 

მასალა და 5 კგ წებო. საწარმოს 
შეუძლია გამოიყენოს 210 მ” ხის 

მასალა და 450 კგ წებო. ცნო- 
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ბილია, რომ კარადების რაო- 

დენობა არ უნდა აღემატებოდეს 

მაგიდებს რაოდენობის I/2-ს. 

ერთი მაგიდის რეალიზაციის შე- 

დეგას მიღებული მოგებაა §150, 

ხოლო ერთი კარადის რეალიზა- 

ციის შედეგად მიღებული მოგე- 
ბა კი – §500. რამდენი მაგიდა 

და კარადა უნდა დაამზადოს სა- 

წარმომ მაქსიმალური მოგების 

მისაღებად? რისი ტოლია მაქსი- 

მალური მოგება? 

ფირმა უშვებს წიგნებსა და რვე- 

ულებს. 1 ცალი წიგნის დასამ- 

ზადებლად საჭიროა 400 სმ” ხის 
მასალა და 40 გ წებო, ხოლო I 

ცალი რვეულისათვის კი – 200 სმ” 

ხის მასალა და 30 გ წებო. 

ფხრმა ყოველდღიურად იღებს 

20 000 სმ' ხის მასალას და 2 400 
გ წებოს. ცნობილია, რომ რვეუ- 

ლების რაოდენობა არ აღემა- 

ტება წიგნებისა და რვეულების 

საერთო რაოდენობის 2/3-ს. წიგ- 

ნის საცალო ფასია 33, ხოლო 

რეეულისა კი – ზ%2. რამღენი წიგ- 

ნი და რვეული უნდა დაამზადოს 

ფირმამ მაქსიმალური შემოსავ- 

ლის მიღების მიზნით? იპოვეთ 

მაქსიმალური შემოსავალი. 

ფარმაცევტული ფირმა აწარმო- 

ებს ვიტამინების ორ კომპლექსს: 

ბაჟშყისათვის და მოზრდილისა- 

თვის. ბავშვებისათვის განკუთვ- 

ნილი 1 კოლოფი საჭიროებს 2 

მგრ # ვიტამინს და 2 მგრ L 

ვიტამინს, ხოლო მოზრდილთა 1 

კოლოფისათვის საჭიროა 2 მგრ 

ტ. ეიტამინი და 5 მგრ VL ვიტა- 

მინი ფირმას ყოეელთეიურაღ 

36.6. 

მიეწოდება 100 მგრ # ვიტამინი 

და 160 მგრ C ვიტამინი. ცნობი- 

ლია, რომ ბავშვებისათვის გან- 

კუთვნილი ვიტამინების კომპლე- 

ქსის რაოდენობა არ უნდა აღე- 

მატებოდეს მთელი პროდუქციის 

80%-ს. ბავშვებისათვის განკუთე- 

ნილი 1 კოლოფის ფასია 430, ხო- 
ლო მოზრდილთათვის განკუთვ- 

ნილისა – §50. რამდენი კოლოფი 

ვიტამინების კომპლექსი უნდა გა- 

მოუშეას ფირმამ ბავშვებისათვის 

და მოზრდილებისათვის, რომ შე- 

მოსავალი იყოს მაქსიმალური? 

იპოვეთ მაქსიმალური შემოსა- 

ვალი. 

ფირმა აწარმოებს # და 8 სახის 

პროდუქციას. თითოეული სახის 

პროდუქციის ღამუშავება ხდება 

ეტაპობრივად ორ ჩარსზე. # სა- 

ხის პროდუქციის ერთეულს ესა- 

ჭიროება I ჩარხზე დამუშავება 5 

წთ და IILზე 10 წთ, ხოლო 8 

სახს პროდუქციის ერთეულს 

ესაჭიროება I ჩარხზე დამუშა- 

ვება 5 წთ და II-ზე 20 წთ. ჩარ- 

ხების სამუშაო დრო შებღუდუ- 

ლია, შესაბამისად, 10 სთ-ითა და 

20 სთ-ით. ცნობილია, რომ # პრო- 

დუქციის რაოდენობა არ უნდა 

აღემატებოდეს 3 პროდუქციის 

გაორმაგებულ რაოდენობას. # 

სასის პროდუქციის საცალო ფა- 

სია §90, ხოლო 8 სახის პროდუ- 

ქციისა კი – §100. # და 8 სახის 

პროდუქციის რა რაოდენობა უნ- 

და გამოუშვას ფირმამ მაქსიმა- 

ლური შემოსავალის მიღების 

მიზნით? იპოვეთ მაქსიმალური 

შემოსაეალი.



0. ჰმთხსშშბი «ა ამუოძანპბი გამმურებისათმჭის (ლქმქციპმბი ვ33-36) 

ლ.1. ლეონტიევის მოთხოვნა-მიწოდე- 

0.2. 

ბის მატრიცას აქეს სახე: 

02 0. 03 0 
. 

“1001. 0,3. 0,4 02“ 

0 0,2 04 03 

ა) რა ღირებულების საკუთარ 

პროდუქციას იყენებს წარმო- 

ების მეოთხე დარგი §1 პრო- 

დუექციის საწარმოებლად? 

ბ) ამოწერეთ მეორე დარგის 

პროდუქციაზე მოთხოვნის გა- 

მომსახველი ვექტორი; 

გ) ამოწერეთ მესამე დარგისათ- 

ვეის მიწოდების გამომსახვე- 

ლი ვექტორი. 

ლეონტიევის მოთხოვნა-მიწოდე- 

ბის და საერთო პროდუქციის 

მატრიცებს შესაბამისად აქეთ 

სახე: 

03 0,2 0, 2500 

#. =| 0) 0,4 0,2, X1=| 4500|!. 

IL 3000 

ა) გამოთვალეთ პირველი დარ- 

გის საშუალედო პოდუქციის 

ღირებულება; 
ბ) გამოთვალეთ მეორე დარგის 

საბაზრო პროდუქციის ღირე- 

ბულება. 

0.3. ლეონტიევის მოთსოენა-მიწოდე- 

ბის და საბაზრო მოთხოენის მა- 

ტრიცებს შესაბამისად აქვთ სახე: 

03 04 0 5700 

#=)0) 0,2. 0,3), ILX=|6000!'. 

.. 8500 

ამოწერეთ ბალანსის განტოლებები. 

0.4. ისარგებლეთ მიახლოებითი ტო- 

ლობთ (I-#) =I+ტ+ტ? და 

მოძებნეთ ლეონტიევის შებრუ- 

ნებული მატრიცა მიახლოებით: 

0,4 ? ა) #= 0,2 . 

ს1=L. 

01.0. 0,3 

ბ) #=|02 04. 01. 
0 01 02 

0.5. მოცემული მოთხოენა-მიწოდები- 

სა და საბაზრო მოთხოენის მატ- 

რიცებისათეის იპოვეთ საერთო 

პროდუქციის მატრიცა: 

0,2 0,4 3000 
ა) #4= · IL)= 

ს ი) | 750 | 

0,2 6000 
, 0= 

(ა # M8) 

· 02 0,3 

ბ) #= 

გ) #=03 02 01, 
0 0, 02 

0 =| 400 |; 

709 

დ) #= ი2 02 02, 

03 0,3 0,3 
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0. ჰითხშძბ/ და აძშ(/ძანშბი ბაშმძ(/(რპბისათჰის ილქმქციპბი ჰჰ-ჰხ) 

0.6. 

0.7. 

0.8. 

0.9. 

450 

400 

ხ =|1800|. 

200 

გამოსახეთ სქემატურად სავარ- 

ჯშო 0.5-ში მოცემული ეკონო- 

მიკური მოდელები. 

სტრიქონების გარდაქმნის ხერ- 

ხის გამოყენებით იპოვეთ ლეონ- 

ტიევის შებრუნებული მატრიცა, 

ფუს მოთსოყსა-მიწოდების მატ- 

რიცას აქვს სახე: 

0,3 0,2! 

2? ი 0.4)! 

ბ 0) 0,3 

) 0.4 0,2). 

ლეონტიევის შებრუნებულ მატ- 

რიცას აქვს სახე: 

35 § 
ა) II. 11, 

5. 175) 
2 (8) 

7 
10 L8. 

10 

დაადგინეთ, რენტაბელურია თუ 

არა ეკონომიკა. 

ბ) 

თ
ა
დ
ი
!
 .> 

დაადგსნეს, როგორი სასე აქვს 

შემდეგი უტოლობათა სისტემის 

შესაბამის დმა-ს: 

X–-1>0, 

V-1>0, 

X+V-320, 

–6X –7V+42 20: 

ა) 

XC>0, 

X+V-–-220, 

X–-V»V+12>0, 

X52; 

X=>2, 

გ) 41X+3XV <0, 

X–-V+150; 

2X–-V=2, 

X-V>-2, 

X<0, 

2X-–-VC>0; 

დ) 

3X-VC>0, 

X-V<0, 

ე) 412X+V<6, 

X<2, 

3X – V 2 –4; 

X+V»V-52>0, 

ვ) 4X-»X-520, 

X<7; 

X-5V+520, 

ზ) +X+3V–3<0, 

X<5; 

X-V+I20, 

თ) 42X+V-–7290, 

X-–2V+4>0. 

0.10. იპოვეთ შემდეგი უტოლობათა 

სისტემებით განსაზღვრული ამ- 

ოზნექილი სიმრავლეების წვე- 

როები: 

»X-2X-1<0, 

1 
–-2>0, 

ა) 7 2 

X-–1<0, 

X>0;



0. ჰი წ/სძმბძ «ა ამ(/ძანმშბძ მამშ(ერმბისათშის (ლმქცძმბძი ჰ/-პწ) 

X>20, 

I 
–-X>0, 

ბ) 1”. 2 
»+2X <17, 

LX» 20; 

(22X+3V>6, 

13X+4 5.24, 

X<10, 

LV 29; 

გ)   
3V-–-X<0, 

V+4X <8, 

V <4, 

(X >0; 

(IV -–-2X < –I, 

3X+2V < 19, 

X>I, 

LV 0; 

ე) 4 

V»X+3X560, 

V-–-5X <0, 

X <4, 

LV 20. 

ე) 4   
0.11. დაწერეთ ამოზნექილი 

49 - (2.3) 3 C ჩ.კ < 2ა”+X ” 

სიმრავლის საზღერის (-I,-4) წერ- 

ტილზე გამავალი საყრდენი წრფის 

განტოლება. 

0.12. ეთქვათ, 

ტ. = LX,X) | X,#C წ, 7>X?1| და 
ც= ა) IX,XCLსL,V> ჯ” -2X-I| 

დაწერეთ #ტ და 8 სიმრავლეების 

საერთო საყრდენი წრფის გან- 

ტოლება. 

0.13. ორი სახის ნაკეთობის დასამზა- 

დებლად გამოყოფილია 100 კგ 

მეტალი. პირველი ნაკეთობის 

ერთი ეგზემპლარის დამზადება- 

ზე იხარჯება 2 კგ მეტალი, ხო– 

ლო მეორე სახის ერთი ეგზემჰ- 

ლარის დამზადებაზე – 4კგ. პირ- 

ველი სახის ნაკეთობას ყოველ 

ეგზემპლარს მოაქეს §3 მოგება, 

ხოლო მეორე სახის ნაკეთობის 

ყოველ ეგზემპლარს – §2. ცნო- 

ბილია, რომ პირველი სახის ნა- 

კეთობათა საერთო რაოდენობა 

არ აღემატება 40-ს, ხოლო მე- 

ორე სასის ნაკეთობათა საერ- 

თო რაოდენობა არ აღემატება 

20-ს რა რაოდენობის ნაკეთო- 

ბები უნდა დამზადდეს მაქსიმა- 

ლური მოგების მისაღებად? 

0.14. მოძებნეთ დ=7X, +5X; ფუნქცი- 

ის უმცირესი მნიშვნელობა და 

მინიმუმის მიმნიჭებელი ამონახ- 

სნი შემდეგი განტოლებათა სის- 

ტემის არაუარყოფითკომპონენტ- 

ებიან ამონახსნთა სიმრაელეზე: 

2X, +3Xაე +Xკვ =19, 

2X,+ X- +Xკ =L13, 

3Xე +X, =15, 

3X, +X- =18. 

0.15. მოძებნეთ დ ფუნქციის მინიმუმის 

მიმნიჭებელი არაუარყოფითკომ- 

პონენტებიანი ამონახსნი: 

) Xე – 2Xე +Xვ =1, 
ა 

X, +3X: +Xკ =2, 

დ=XI-X2; 
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0 ძიმსპმბ/ი და აპ(ჰძახნძბი მამშ(/რპბისათაის (ლჰპქციმბ“ი ჰჰ-ჰნ) 
  

X, =2+2Xვ –X,, 

ბ) 4X, =1+Xკ – 2Xკ, 

X5=95-X3+Xკ, 

დ–X. + XM2, 

ე ( #X52 – Xვ – Xკ =1, 

X2 –Xკ =1, 

დ=XI – X2; 

4X, +3Xე +Xკ =180, 
დ 

4X.+9Xჯ. +I2X, =900. 

(0 = 12X) + 5X2+ 3Xე. 
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0.16. მოძებნეთ დ ფუნქციის მაქსიმუ- 

მის მიმნიჭებელი არაუარყოფი- 

თკომპონენტებიანი ამონახსნი: 

X, +X- +5Xვ =20, 

ა) X2 + 2Xკ > 20, 

X) +Xვ – X3 28, 

დ=2X, +X, 

ბ) X, –2X2 +3Xვ 2 –I, 

2X) – X – Xვ 5-I), 

დ=+-X) –2X2 – 3Xვ.



საცნუბარ მასალა 

ძირითადი ცნებები 

ალგებრა 

„ თელის შედეგად მიღებულ რიცსეებს ნატურალური რიცხვები ეწოდება. 

ნატურალურ რიცხვთა სიმრაელე აღინიშნება M სიმბოლოთი. 

რიცხეს რომელიც უნაშთოდ იყოფა მხოლოდ ერთზე და თავისთავზე, მარტივი 

რიცხვი ეწოდება. 

რიცხვს, რომელიც ერთისა და თავისთავის გარდა სსვა რიცხვზეც უნაშთოდ იყ- 

ოფა, შედგენილი რიცხვი ეწოდება. 
რიცსეი ერთი არც მარტივია და არც შედგენილი. 

რიცხეს, რომელზედაც უსაშთოდ იყოფა ნატურალური რიცხეი, მისი გამყოფი 

ეწოდება. 

რიცსვს რომელიც უნაშთოდ იყოფა ნატურალურ რიცხეზე, მისი ჯერადი 

ეწოდება. 
რამდენიმე რიცხვის უდიდესი საერთო გამყოფი (უ.ს.გე) ეწოდება მათ საერთო 

გამყოფებს შორის უდიდესს. 

რამდენიმე რიცსვის უმცირესი საერთო ჯერადი (უ.ს.ჯ.) ეწოდება მათ საერთო 

გერადებს შისრის უმცირესს. 

2. მთელი რიცხვები ეწოდება #ი სახის რიცხეებს, სადაც ი ნატურალური 

რიცხეი ან ნულია. მთელ რიცხვთა სიმრავლე # სიმბოლოთი აღინიშნება. 

2ი (იCM) სახის რიცხვებს ლუწი რიცხვები, სოლო 2ი-1 (იCM) სასის რიცხეებს 

კენტი რიცხეები ეწოდება. 

რაციონალური რიცხვები ეწოდება +-% სახის რიცხეებს, სადაც ი C # და 0C M. 
ი 

რაციონალურ რიცხეთა სიმრავლე 0 სიმბოლოთი აღინიშნება. თუ თ6CM და თ<ი, 

მაშინ ღ რიცხეს წესიერი წილადი ეწოდება, ხოლო როცა «>ი, ასეთ რიცხეს 
” 

არაწესიერი წილადი ეწოდება. ამასთან, თუ ი=10" (IC M),, მას ათწილადი 

ეწოდება. 
უსასრულო ათწილადს, რომლის ერთი ან რამდენიმე ციფრი უცვლელად მეორ- 

დება ერთი და იმავე მიმდევრობით, პერიოდული ათწილადი ეწოდება. აღნიშნულ 

ცაფრს ას ციფრთა ერთობლიობას, რომელიც მეორდება, პერიოდი ეწოდება. 

უსასრულო პერიოდული ათწილადი წარმოადგენს რაციონალურ რიცხვს და 

პირიქით, ყოველი რაციონალური რიცხვი წარმოდგინდება უსასრულო პერიოდუ- 

ლი ათწილადის სახით. 
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საცნობარ/ მასალა 

უსასრულო არაპერიოდულ ათწილადს ირაციონალური რიცხვი ეწოდება. 

X რიცხვის მთელი ნაწილი (IXI) ეწოდება უდიდეს მთელ რიცხეს, რომელიც X-ს არ 

აღემატება. X რიცხეის წილადი ნაწილი ეწოდება X- |IX|I სსვაობას. 

ბზ. რაციოსალურ და ირაციოსალურ რიცსეებს ნამდვილი რიცხვები ეწოდება. 

ხამდეილ რიცხვთა სიმრავლე IL სიმბოლოთი აღნიშნება. ირაციონალურ რიცსეთა 

სიმრავლის ერთ-ერთი წარმომადგენელია ჯ რიცსვი, რომელიც წრეწირის სიგრძის 

მის დიამეტრთან შეფარდების ტოლია. ჯX რიცხვის მიასლოებითი მნიშვნელობაა 3,14. 

8C M რიცხვის მოპირდაპირე რიცხვი ეწოდება -8 რიცხეს. 

არაუარყოფითი 8 ნამდვილი რიცხვის მოდული (აბსოლუტური სიდიდე) ეწო- 

დება თეით ამ 2 რიცსეს, ხოლო 8 უარყოფითი რიცხვის მოდული – მის მოპირ- 

დაპირე -2 რიცსვს. მოდული გეომეტრიულად გამოსახავს მასძილს რიცხვით ღერძზე 

მოცემული რიცსვის შესაბამისი წერტილიდან სათავემდე (ათვლის წერტილამდე): 

(I-V 2, თუ 8>0, 

– მ, თუ 9<90. 

#4. ორი ჯ და 3 (ხ#0, ძ#0) შეფარდების ტოლობას პროპორცია ეწოდება. 8 

და ძ-ს პროპორციის კიდურა, სოლო ს და C-ს შიგა წევრები ეწოდებათ. 

თუ ერთი სიდიდის რამდენჯერმე გაზრდით მეორე სიდიდე იმდენჯერეე იზრდება, 

მაშინ მეორეს პირველის პირდაპირპროპორციული ეწოდება, სოლო თუ მეორე 

იმდენჯერვე მცირდება – უკუპროპორციული. 

მც მცე... მ, რიცხვების საშუალო არითმეტიკული ეწოდება 5) +942 4 «1 მ, 

სიდიდეს. თუ ეს რიცხვები არაუარყოფითია, მაშინ განიმარტება მათი საშუალო 

ტეომეტრიულიც, რომელიც ტოლია Mგ, მე ·...მე სიდიდის. 

5. 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 და 9-ს ციფრები ეწოდება. ციფრების მეშეეობით სდება 

რიცხვების ჩაწერა. 

რიცსვთა და იმ ნიშანთა ერთობლიობას, რომლებიც გვიჩვენებენ, თუ რა მო- 

ქმედებები და რა მიმდეერობით უნდა იქნას შესრულებული ამ რიცსვებზე, რიცხ- 

ქითი გამოსახულება ეწოდება. 

სიდიდეს ეწოდება მუდმივი, თუ იგი მხოლოდ ერთ მნიშენელობას ღებულობს, 

ხოლო წინააღმდეგ შემთსვევაში (ე.ი. თუ ღებულობს სხვადასსეა მნიშვნელობებს) – 

ცვლადი. 
თუ გამოსახულება ცვლადს შეიცავს, მას ცვლადის შემცველი გამოსახულება 

ეწოდება. 

წ. 9CM რიცხეის ი-ური (ი#1, CM) ხარისხი (2) ეწოდება M ცალი 8 რიცხვის 

ნამრაელ ს. 29= 1 (270), 8'=9. 
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ძირძთადი ცნებები – ალზმებრა 

ი-ური სარისსის არითმეტიკული ფესვი Vვ (იCM, ი>1) არაუარყოფითი 

რიცხვიდან ეწოდება იმ არაუარყოფით რიცხეს, რომელიც აყეანილი ი ხარისხში 

გეაძლეეს 8-ს: (/23)" =2. 

7. ერთწევრი ეწოდება რამდენიმე თანამამრაელის ნამრაელს, რომელთაგან 

· თითოეული ან რიცხვია, ან ცელადის სარისსი ნატურალური მაჩვენებლით. ერთწევ- 

რში შემავალი რიცხვითი თასამამრაელების ნამრაელს ამ ერთწეერის კოეფიცი- 

ენტი ეწოდება. ერთწევრის ხარისხი ეწოდება მასში შემავალი ცვლადების ხა- 

რისსის მაჩვსებელთა ჯამს. 

ერთწევრებს მსგავსი ეწოდებათ, თუ ისინი ერთნაირია ან განსხვავდებიან 

მხოლოდ კოეფიციენტებით. 
მრავალწევრი ეწოდება ერთწეერების ჯამს. 

მრავალწევრის ხარისხი ან რიგი ეწოდება მასში შემავალი ერთწევრების 

სარისსებს შორის უდიდესს. 

ზ. სიარტყეზე განეისილოთ დეკარტის 0XV მართკუთხა კოორდინატთა სის- 

ტემა. ვთქვათ, M წერტილი 0 ცენტრისა და ერთის 

ტოლი რადიუსის მქონე წრეწირზე (ერთეულოვანი 

წრეწირი) მდებარეობს და (0M მონაკვეთი 0X ღერძ- 

თან თ სიდიდის კუთსეს ადგენს. M წერტილის V ორდი- 

ნატას თ რიცხვის სინუსი (§Iით), ხოლო X აბსცისას – 

კოსინუსი (-0§5თ) ეწოდება. თ რიცსეის სინუსის შე- 

ფარდებას კოსინუსთან თ რიცსეის ტანგენსი ((§თ), 

ხოლო პირიქითა შეფარდებას კოტანგენსი (C(§თ) 

ეწოდება. 
2 რიცსეის არკსინუსი (8IC5ი 2) ეწოდება ისეთ 

  

რიცხეს -55) შუალედიდან, რომლის სინუსი 8-ს ტო- 

ლია. 

2 რიცხეის არკკოსინუსი (2X-C0052) ეწოდება ისეთ რიცხეს I0,ჩI შუალედიდან, 

რომლის კოსინუსი 3-ს ტოლია. 

# X# 
2 რიცხვის არკტანგენსი (2IC(წ 2) ეწოდება ისეთ რიცხვს 1-55. შუალედიდან, 

რომლის კოსინუსი 8-ს ტოლია. 

9 რიცსეის არკკოტანგენსი (2-CC(წ 2) ეწოდება ისეთ რიცხვს 10,%L შუალედი- 

დის, რილი ლოთი კოტანგენსი 2-ს დღოლია. 

9. ორ სიმრაელეს შორის წ მიმართებას, როცა ერთი სიმრაელის (განსაზღვრის 

არე) ყოველ X ელემენტს შეესაბამება მეორე სიმრავლის ერთადერთი LX) ელე- 

მენტი, ფუნქცია (ასახვა) ეწოდება. ამასთან, თუ ამ სიმრავლეებს შორის ანალოგი- 
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ურად შეიძლება უკუმიმართების დამყარება, მაშინ მიღებულ ფუნქციას L-ის 

მექცეული (შებრუნებული) ფუნქცია ეწოდება. ( ფუნქციის განსაზღვრის არე 0, 

სიმბოლოთი აღინიშნება. XX) სასის ყეელა ელემენტთა სიმრავლეს, სადაც XC 0, 

ეწოდება წ ფუჩქციის მნიშვნელობათა არე. წ უუნქციის შექცეული ფუნქცია 

სიმბოლოთი აღისიშსება. 

10. # ფუნქციის გრაფიკი ეწოდება საკოორდინატო სიბრტყის იმ (X,7») წერტილთა 

სიმრავლეს, რომლებისთვისაც XC ს; და XV = IX). 

წ ფუნქციას ეწოდება პერიოდული პერიოდით თ6CL, თ#X0, თუ პირობიდან XC 9, 

გამომდინარეობს, რომ X+თ6C ხ, და ნებისმიერი X-სთვის განსაზღვრის არედან 

((X + 0)) = V(X). თ რიცსეს წ ფუნქციის პერიოდი ეწოდება. 

( ფუსქციას ეწოდება ლუწი (კენტი), თუ მისი განსაზღვრის არედან აღებული ნე- 

ბისმიერი X-სთვის -X წერტილიც ეკუთენის განსაბღვრის არეს და LC-X)=LIVX) 

(L-X) = -ILX)). 

11. მონაკვეთზე ფუნქციის მნიშენელობებს შორის უდიდესს (უმცირესს), მონაკ- 

ვეთზე ფუნქციის უდიდესი (უმცირესი) მნიშენელობა ეწოდება. 

12, V= 3X+ხ: V= 28X”+ხX+C, 2#0: V=89X", 2X0, იCM და ი#I; X»X=9”“, 8>0, 21; 

»=109,X, 9>0, 92#1 ფუსქციებს, სადაც 2, ხ და C ნამდვილი მუდმივებია, სოლო X და V 

ცელადები, შესაბამისად ეწოდებათ წრფივი, კვადრატული, ხარისხოვანი, მაჩვე- 

ნებლიანი და ლოგარითმული ფუნქციები. 

»=5I)იX, X = C05X, V = 1CX, X = CC=X ფუნქციებს, სადაც X და 7 ნამდვილი ცვლადებია, 

ტრიგონომეტრიული ფუნქციები ეწოდებათ. 

»–X=%X (იCM, ი>2) ფუნქციას, სადაც X და წ» არაუარყოფითი ცელადებია, არით- 

მეტიკული ფესვი ეწოღება. 

18. ორ გამოსასულებას, შეერთებულს ტოლობის (=) ნიშნით, ტოლობა ეწოდება. 

უცნობის შემცველ ტოლობას განტოლება ეწოდება. 

უცნობის იმ მნიშვნელობას, რომელიც განტოლებას აკმაყოფილებს, განტოლების 

ამონახსნი (ფესვი) ეწოდება. მოცემული განტოლების ყველა ამონახსნის ერთო- 

ბლიობას, განტოლების ამონახსნთა სიმრავლე ეწოდება. 

განტოლებებს ეწოდებათ ტოლფასი განტოლებები, თუ მათი ამონახსნთა სიმ- 

რავლყები ერთშმასეთს ემთსვევა. 

14. ორ გამოსახულებას, შეერთებულს უტოლობის ნიშნით, უტოლობა ეწოდება. 

თუ უტოლობა უცნობს შეიცავს, მაშინ უცნობის იმ მნიშენელობას, რომლისთვისაც 

მოცემული უტოლობა სამართლიანია, უტოლობის ამონახსნი ეწოდება. მოცემული 

უტოლობის ყველა ამონახსნთა ერთობლიობას, უტოლობის ამონასსნთა სიმრავ- 

ლე ეწოდება. 
უტოლობებს ეწოდებათ ტოლფასი უტოლობები, თუ მათი ამონახსნთა სიმრაე- 

ლეები ერთმანეთს ემთხვევა. 
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15. რამდენსმე, განტოლებისაგან შემდგარ ერთობლიობას განტოლებათა სის- 

ტემა ეწოდება. უცნობების იმ მნიშენელობებს, რომლებიც თითოეული განტოლების 

ამონასსნს წარმოადგესს, განტოლებათა სისტემის ამონახსნი ეწოდება. მოცემულ 

განტოლებათა სისტემის ყველა ამონახსნთა ერთობლიობას განტოლებათა სის- 

ტემის ამონახსნთა სიმრავლე ეწოდება. 

ერთი უცნობის შემცველი უტოლობებისაგან შემდგარ სისტემას ერთცვლადიან 

“ უტოლობათა სისტემა ეწოდება. უცნობის იმ მნიშვნელობას, რომელიც სისტემაში 

შემაეალ წებისმიერ უტოლობას აკმაყოფილებს, უტოლობათა სისტემის ამონახსნი 

ეწოდება. მოსემულ უტოლობათა სისტემის ყეელა ამონახსნთა ერთობლიობას, 

უტოლობათა სისტემის ამონახსნთა სიმრავლე ეწოდება. 

განტოლებათა და უტოლობათა სისტემებს ეწოდებათ ტოლფასი სისტემები, თუ 

მათი ამონახსნთა სიმრავლეები ერთმანეთს ემთხეეეა. 

1წ. უსასრულო მიმდევრობა ეწოდება ფუნქციას, რომლის განსაზღვრის არეა 

ნატურალურ რიცხეთა სიმრაელე. 

მიმდეერობას, რომლის ყოველი წევრი, დაწყებული მეორედან, მიიღება წინა 

წევრისაგან ერთი და იმაეე რიცხვის (სხვაობა) მიმატებით, არითმეტიკული პრო- 

გრესია ეწოდება. 

მიმდევრობას, რომლის პირველი წევრი არ უდრის ნულს და რომლის ყოეელი 

წევრი, დაწყებული მეორედან, მიიღება წინა წევრისაგან ერთი და იმავე ნულისაგან 

განსხეავებულ რიცსვზე (მნიშვნელი) გამრავლებით, გეომეტრიული პროგრესია 

ეწოდება. 

17. მოცემული #4 დადებითი რიცხვის ლოგარითმი დადებითი 2X1 ფუძით (10§,4#) 

ეწოდება ისეთ ხ რიცსეს, რომელშიც ასარისხებული 8? ფუძე გვაძლეეს მოცემულ # 

რიცსეს (# = 4”, I08,/# = ხ, 1–# = 1081). 

გეუმმტრიმა 

1. წერტილი, წრფე, სიბრტყე და სივრცე საწყისი მათემატიკური ცნებებია. 

ფწრყიხს საწილს, რომელიც ამ წრფის მოცემული წერტილის ერთს მსარეს მდებარე 

ყველა წერტილისაგან შედგება, სხივი (ნასევარწრფე) ეწოდება. 

ერთი ღა იმავე წრფის ორ ნახეგარწრფეს, რომლებსაც საერთო საწყისი წერ- 

ტილი (სათავე) აქვთ, დამატებითი ნასევარწრფეები ეწოდება. 

სიბრტყეში მდებარე ნებისმიერი წრფე ყოფს მას ორ ნახევარსიბრტყედ. 

საერთო სათავის მქონე ორი განსსვაეებული სსივით შემოსაზღვრულ სიბრტყის 

ნაწილს, ამ სსივების ჩათვლით კუთხე ეწოდება. საერთო წერტილს კუთხის წვერო 

ეწოდება, ნასეეარწრფეებს – კუთხის გვერდები. 

სასეეარწრფეს, რომელიც კუთხის წეეროდას გამოდის, მის გვერდებს შორის 

გადის და კუთსეს ორ ტოლ ნაწილად ყოფს კუთხის ბისექტრისა ეწოდება. 

ორ კუთსეს მოსაზღვრე ეწოდება, თუ მათ ერთი გვერდი საერთო აქეთ, დანარ- 

ჩენი გვერდები კი დამატებითი ნახევარწრფეებია. 
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ორ კუთხეს ვერტიკალური ეწოდება, თუ ერთი კუთხის გეერდები მეორე კუთსის 
გვერდების დამატებითი ნახევარწრფეებია. 

სიბრტყეზე მდებარე ორ წრფეს პარალელური ეწოდება, თუ ისინი ერთმანეთს 

არ გადაკვეთენ. 

სხერცეშს ორ წრჟეს პარალელური ეწოდება, თუ ისინი ერთ, სიბრტყეში მდე- 

ბარეობენ და ერთმანეთს არ კვეთენ. 

ორ წრფეს რომლებიც ერთმანეთს არ კეეთენ და ერთ სიბრტყეში არ მდე- 

ბარეობენ, აცდენილი წრფეები ეწოდება. 

მოცემული წერტილიდან წრფეზე დაშვებული მართობის სიგრძეს წერტილიდან 

წრფემდე მანძილი ეწოდება. 

მოცემული წერტილიდან სიბრტყემდე დაშვებულ მართობის სიგრძეს წერტილი- 

დან სიბრტყემდე მანძილი ეწოდება. 

ორ პარალელურ წრფეს შორის მანძილი ეწოდება ერთ-ერთი წრფის რო- 

მელიმე წერტილიდან მეორე წრფემდე მანძილს. 

ორ პარალელურ სიბრტყეს შორის მანძილი ეწოდება ერთ-ერთი სიბრტყის 

რომელიმე წერტილიდან მეორე სიბრტყემდე მანძილს. 

2. #,ტე..რ)რ,,გ), ტეხილი ეწოდება ფიგურას, რომელიც #,, #;, ..,რ,.ს 4#, წერ- 

ტილებისა და მათი შემაერთებელი #,4,, #ერე, ს» რეები, მონაკეეთებისაგან 

შედტება. რი ზე, ს» “4, გ, წერტილებს ტეხილის წვეროები ეწოდება. 4,4, #4,#, 

"სა რეერე მონაკეეთებს ტეხილის მდგენები ეწოდება. თუ ტეხილი თავის თავს არ 

კეეთს, მაშინ მას მარტიეი ტეხილი ეწოდება. ტესილის სიგრძე მისი მდგენების 

სიგრძეთა ჯამს ეწოდება. ტესილს ეწოდება შეკრული, თუ მისი ბოლოები ერთ- 

მანეთს ემთსვევა (#,= #ე. 

მარტიეი შეკრული ტეხილით შემოსაზღვრულ სიბრტყის ნაწილს თვით ამ ტესი- 

ლის ჩათვლით ბრტყელი მრავალკუთხედი ეწოდება. ტესილის წვეროებს მრავა- 

ლკუთხედის წვეროები, ხოლო მდგენებს მრავალკუთხედის გვერდები ეწოდება. 

მრავეალკუთსედის არამეზბობელი წვეროების შემაერთებელ მონაკვეთებს მრა- 

ვალკუთხედის დიაგონალები ეწოდება. 

მრავალკუთხედს ამოზნექილი ეწოდება, თუ იგი მის ნებისმიერ ორ წერტილთან 

ერთად მათ შემაერთებელ მონაკეეთსაც შეიცავს. 

მრავალკუთხედს წესიერი ეწოდება, თუ მისი ყველა გვერდი და ყველა კუთხე 
ტოლია. 

ზ. სამკუთხედის მოცემული წვეროდან გავლებული მედიანა ეწოდება მონაკვეთს, 

რომელიც ამ წეეროს სამკუთხედის მოპირდაპირე გვერდის შუაწერტილთან აერთებს. 

სამკუთსედის მოცემული წვეროდან გავლებული ბისექტრისა ეწოდება ამ 

წვეროს შესაბამისი სამკუთხედის შიგა კუთხის ბისექტრისის მონაკვეთს, რომელიც 

ამ წვეროს მოპირდაპირე გვერდის წერტილთან აერთებს. 

სამეუთხედის მოცემული წვეროდან დაშვებული სიმაღლე ეწოდება მართობს, 

რომელიც ამ წეეროდან სამკუთხედის მოპირდაპირე გვერდის გაგრძელებით მიღე- 

ბული წრფისადმი არის გავლებული. 

სამკუთხედს. რომლის ყეელა შიგა კუთხე მახეილია, მახვილკუთხა ეწოდება. 
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ძირVთა”” ძნებპმბი – ბე(ქმპტრძა 

სამკუთსედს, რომლის ერი შიგა კუთსე მარი'ა, მართკუთხა სამკუთხედი 

ეწოდება. 
სამკუთსედს, რომლის ერთი შიგა კუთსე ბლაგვია, ბლაგვკუთხა ეწოდება. 

სამკუთხედს, რომლის ორი გვერდი ტოლია, ტოლფერდა ეწოდება. ამასთან, 
ტოლ გვერდებს ფერდები, ხოლო მესამე გვერდს ფუძე ეწოდება. 

სამკუთხედს, რომლის ყველა გვერდი ტოლია, ტოლგვერდა (ან წესიერი) 

ეწოდება. 
სამკუთსედის რომელიმე წეეროსთან მდებარე შიგა კუთხის მოსაზღვრე კუთხეს 

სამკუთსედის გარე კუთხე ეწოდება. 

#. პარალელოგრამი ეწოდება ოთხკუთხედს, რომლის მოპირდაპირე გვერდები 

ერთმანეთის პარალელურია, ანუ პარალელურ წრფეებზე მდებარეობს. 

მართკუთხედი ეწოდება პარალელოგრამს, რომლის ყველა კუთხე ტოლია. 

კვადრატი ეწოდება მართკუთსედს, რომლის ყველა გეერდი ტოლია. 

ტრაპეცია ეწოდება ოთხკუთხედს, რომლის მსოლოდ ორი გვერდია პარალე- 

ლერის. ამ პარალელერ გვერდებს ფუძეები, სოლო დანარჩეს ორ გვერდს ფერდები 

ეწოდება. 

მონაკვეთს, რომელიც სამკუთხედის (ტრაპეციის) გვერდების (ფერდების) შუაწერ- 

ტილებს აერთებს, სამკუთხედის (ტრაპეციის) შუახაზი ეწოდება. 

5. სიბრტყის მოცემული წერტილიდან (ცენტრი) ერთი და იგიეე მანძილით (რა- 

დიუსი) დაშორებულ ყველა წერტილთა სიმრავლეს (წრეწირი) ეწოდება. 

სიბრტყის მოცემული წერტილიდან (ცენტრი) არაუმეტეს მოცემული მანძილით 

(რადიუსი) დაშორებულ ყველა წერტილთა სიმრაელეს წრე ეწოდება. 

მოსაკვეთს, რომელიც წრეწირის ორ წერტილს აერთებს, ქორდა ეწოდება. 

ქორდას, რომელიც წრეწირის ცენტრზე გადის, დიამეტრი ეწოდება. 

წრფეს, რომელიც წრეწირის წერტილზე ამ წერტილში გავლებული რადიუსის 

მართობულად გადის, წრეწირის მხები ეწოდება. 

წრფეს, რომელიც წრეწირის ორ წერტილზე გადის, წრეწირის მკვეთი ეწოდება. 

წრისა და ნახევარსიბრტყის არაცარიელ თანაკვეთას წრიული სეგმენტი ეწოდება. 

წრის საVილს, რომელიც შემოსაზღერ ულია მისს ორი რადიუსით! და მათი ბოლოე- 

ბის შემაერთებელი ამ წრის წრეწირის რკალით, წრიული სექტორი ეწოდება. 

ნ. კუთსეს, რომლის წეერო წრეწირის ცენტრში მდებარეობს, ცენტრალური 

კუთხე ეწოდება. 
კუთხეს, რომლის წვერო წრეწირზე მდებარეობს, ხოლო გეერდები ამ წრეწირს 

გადაკვეთს, წრეწირში ჩახაზული კუთხე ეწოდება. 

7. კუთსის რადიანული ზომის ერთეულად მიღებულია ის ცენტრალური კუთხე, 

რომლის მიერ მოკვეთილი წრეწირის რკალის სიგრძე რადიუსის ტოლია, ხოლო 

გრადუსული ზომის ერთეულად მიღებულია ის ცენტრალური კუთხე, რომელიც 

სრული კუთხის 360-ე ნაწილს შეადგენს. 
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ხაცნ(სბარ// მასალა 

ზ. სამკუთხედს წრეწირში ჩახაზული ეწოდება, თუ მისი ყველა წეერო ამ წრე- 

წირზე მდებარეობს. 

სამკუთხედს წრეწირზე შემოხაზული ეწოდება, თუ მისი ყეელა გვერდი ამ 

წრეწირის მსებია. 

მ. ორ სიბრტყეს ურთიერგადამკვეთი ეწოდება, თუ მათ ერთი საერთო წრფე 

აქეთ. 

ორ ურთიერთგადამკვეთ სიბრტყეს ურთიერთმართობული ეწოდება, თუ მესამე 

სიბრტყე, რომელიც ამ სიბრტყეთა გადაკვეთის წრფის მართობულია, აღნიშნულ 

სიბრტყეებს კვეთს ურთიერთმართობულ წრფეებზე. 

ორ სიბრტყეს პარალელური ეწოდება, თუ მათ საერთო წერტილი არა აქეს. 

10. წრფესა და სიბრტყეს პარალელური ეწოდება, თუ ისინი ერთმანეთს არ 

კვეთენ. 
სიბრტყის მკვეთ წრფეს ამ სიბრტყისადმი მართობული ეწოდება, თუ იგი გადაკ- 

ქეთის წერტილზე გამავალ და მოცემულ სიბრტყეში მდებარე ნებისმიერი წრფის 

მართობულია. 

1 მოცემული წერტილიდან მოცემული სიბრტყისადმი გავლებული დახრილი 
ეწოდება სებისშიერ მოსაკვეთს, რომელიც სიბრტყისადმი მართობს არ წარ- 

მოადგენს და რომლის ერთი ბოლო მოცემულ წერტილშია, ხოლო მეორე ბოლო 

(დახრილის ფუძე) სიბრტყეს ეკუთვნის. 

ერთი და იმავე წერტილიდან გავლებული მართობისა და დასრილის ფუძეების 

შემაერთებელ მონაკვეთს დახრილის გეგმილი ეწოდება. 

წრფესა და სიბრტყეს შორის კუთხე ეწოდება კუთსეს ამ წრფესა და სიბრ- 

ტყეზე მის გეგმილს შორის. 

12. საერიო წრფიდან გამომავალი ორი ნახევარსიბრტყით შექმნილ ფიგურას 

ორწახნაგა კუთხე ეწოდება. ამ ნასევარსიბრტყეებს ორწასნაგა კუთხის წახნა- 

გები, ხოლო საერთო წრფეს ორწახნაგა კუთხის წიბო ეწოდება. 

ორწახნაგა კუთხის წიბოს მართობული სიბრტყის წასნაგებთან თანაკვეთით მი- 

ღებულ ნახევარწრფეებს შორის კუთსეს ორწახნაგა კუთსის ხაზოვანი კუთხე ეწო- 

დება. 

13. მრავალწახნაგა ეწოდება სხეულს, რომელიც შემოსაზღვრულია სასრული 

რაოდესობის სიბრტყყებით. შრავალწახსაგას ზედაპირისა და მისი შემომსაზღვრელი 

ნებისმიერი სიბრტყის საერთო ნაწილს მრავალწასნაგას წახნაგი ეწოდება. მრა- 

ვალწახნაგას წახნაგები წარმოადგენენ ბრტყელ მრავალკუთხედებს, რომელთა 

გვერდებს მრავალწახნაგას წიბოები, ხოლო წვეროებს მრავალწახნაგას წვერო- 

ები ეწოდება. მონაკვეთს, რომელიც მრავალწახნაგას ერთ წახნაგზე არამდებარე 

ორ წვეროს აერთებს, მრავალწასნაგას დიაგონალი ეწოდება. 

მრავალწახნაგას, რომლის ორი წახნაგი (ფუძეები) პარალელურ სიბრტყეებში 

მოისახებული ბრტყელი ი-კუთხეღებია, სოლო დანარჩენი ი წახნაგი (გვერდითი წახ- 
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ძყირხთა(დი ცნებმბი – გე/მმტრია 

საგები) პარალელოგრამებს წარმოადგესეს, პრიზმა ეწოდება. იმ წიბოებს, რომლე- 

ბიც ფუძეების გვერდებს არ წარმოადგენენ, პრიზმის გვერდითი წიბოები ეწოდება. 

მანძილს ფუძეების სიბრტყეებს შორის პრიზმის სიმაღლე ეწოდება. 

პრიზმას მართი ეწოდება, თუ მისი გეერდითი წიბოები ფუძეების მართობულია. 

მართ ჰრიზმას წესიერი ეწოდება, თუ მისი ფუძეები წესიერი მრვალკუთხედებია. 

_ პრიზმას, რომლის ყველა წახნაგი პარალელოგრამია პარალელეპიპედი ეწო- 

დება. 

მარიო პარალელიჰიჰედს, რომლის ფუძეები მართკუთხედებია, მართკუთხა პა- 

რალელიპიპედი ეწოდება. 

მართკუთსა პარალელიპიპედს, რომლის ყველა წიბო ტოლია კუბი ეწოდება, 

მრავალწახნაგას, რომლის ერთი წასნაგი ნებისმიერი ი-კუთხედია (ფუძე) ხოლო 

დანარჩენები საერთო წვეროს (პირამიდის წვერო) მქონე სამკუთხედებს წარმო- 

ადგენენ, ი-კუთსა პირამიდა ეწოდება. 

პირამიდის სამკუთხა წასნაგებს, რომლებიც ფუძეს არ ემთხვევა, პირამიდის 

ტვერდითი წასნაგები ეწოდება. 

პირამიდის გვერდითი წიბო ეწოდება იმ წიბოს, რომელიც პირამიდის წეეროს 

აერთებს ფუძის წვეროსთ!ან. 

პირამიდის წვეროდან ფუძის შემცველ სიბრტყეზე დაშვებულ მართობს პირა- 

მიდის სიმაღლე ეწოდება. 

პირამიდის გვერდითი წასნაგის სიმაღლეს, რომელიც გაელებულია პირამიდის 

წვეროდან, აპოთემა ეწოდება. 

პირამიდას ეწოდება წესიერი, თუ მისი ფუძე წესიერი მრაეალკუთხედია, ხოლო 

სიმაღლის ფუძმე ამ მრაეალკუთსედის ცენტრს ემთხეეეა. 
პირამიდის გვერდითი ზედაპირის ფართობი ეწოდება მისი გეერდითი წახ- 

ნაგების ფართობების ჯამს. 

14. მართკუთსედის თავისი ერთ-ერთი გვერდის გარშემო ბრუნეით მიღებულ 

ფიგურას ცილინდრი ეწოდება. 

ცილინდრის ზედაპირი შედგება პარალელურ სიბრტყეებში მდებარე ორი ტოლი 

წრისაგან (ცილინდრის ფუძეები) და გვერდითი ზედაპირისაგან. 

ცილისდრის რადიუსი ეწოდება მისი ფუძის რადიუსს. 

ცილინდრის ფუძეთა ცენტრების შემაერთებელ მონაკვეთს ცილინდრის სიმაღლე 

ეწოდება. 
ცილინდრის ღერძი ეწოდება ფუძეთა ცენტრებზე გამავალ წრფეს. 

კვეთას, რომელიც მიიღება ცილინდრის ღერძზე გამავალი სიბრტყით, ცილინდრის 

ღერძული კვეთა ეწოდება. 
მართკუთხა სამკუთხედის თავისი ერთ-ერთი კათეტის გარშემო ბრუნეით მიღე- 

ბულ ფიგურას კონუსი ეწოდება. მონაკვეთს, რომელიც კონუსის წეეროს ფუძის 

წრეწირის წერტილთან აერთებს, კონუსის მსახველი ეწოდება. 

კონუსის ზედაპირი შედგება ფუძისა და გვერდითი ზედაპირისაგან. 

კონუსის სიმაღლე ეწოდება მართობს, რომელიც დაშვებულია წეეროდან ფუძის 

სიბრტყეზე. 
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კონუსის ღერძი ეწოდება წრფეს, რომელიც მის სიმაღლეს შეიცავს. 

კვეთას, რომელიც მიიღება კონუსის ღერძზე გამავალი სიბრტყით, კონუსის 

ღერძული კვეთა ეწოდება. 
სიერცის მოცემული წერტილიდან (ცენტრი) ერთი და იგიეე მანძილით (რადი- 

უსი) დაშორებულ ყველა წერტილთა სიმრავლეს სფერო ეწოდება. 

სივრცის მოცემული წერტილიდან (ცენტრი) არაუმეტეს მოცემული მანძილით 

(რადიუსი) დაშორებულ ყველა წერტილთა სიმრავლეს ბირთვი ეწოდება. 

მონაკვეთს, რომელიც სფეროს ორ წერტილს აერთებს და ბირთვის ცენტრზე 

გადის, ბირთეის დიამეტრი ეწოდება. 

სიბრტყეს, რომელიც სფეროს წერტილზე (შეხების წერტილი) გადის და ამ წერ- 
ტილზე გამავალი რადიუსის მართობულია, სფეროს მხები სიბრტყე ეწოდება. 
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ძირითადი ფორმულები და ფაქტები 

ალგებრა 

1. პროცენტი ეწოდება რიცსვის მეასედ ნაწილს და აღინიშნება % სიმბოლოთი. 

მოცემული # რიცსეის 06% მოიძებნება ფორმულით 8 = რჩ, 

რიცხვი რომლის ი _ 9:100 . 
                                     

ორი რიცხვის პროცენტული შეფარდება მიიღება მათი შეფარდების 100-ზე 

გამრაელებით!. კერძოდ, რომ ვიპოეოთ # რიცხვის რამდენი პროცენტია # რიცხვი 

საჭიროა შემდეგი ფორმულის გამოყენება წ „5, 

2. გაყოფადობის ნიშნები: 

2-ზე უნაშოდ იყოფა ის და მსოლოდ ის მთელი რიცხვი, რომელიც ბოლოედება 

ლუწი ციფრით. 

3-ზე უნაშთოდ იყოფა ის და მხოლოდ ის მთელი რიცხეი, რომლის ციფრთა ჯამი 

სამზე უნაშთოდ იყოფა. 

4-ლზე უნაშთოდ იყოფა ის და მსოლოდ ის მთელი რიცხვი, რომლის ბოლო ორი 

ციფრი სულებია ან შეადგენს რიცხეს, რომელიც ოთხზე უნაშთოდ იყოფა. 

5-ზე უნაშთოდ იყოფა «ს და მსოლოდ ის მთელი რიცსეი, რომელიც ბოლოედება 

ნულით) ან სუთიი). 

6-ზე უნაშთოდ იყოფა ის და მსოლოდ ის მთელი რიცსეი, რომელიც ერთ- 

დროულად უნაშთოდ იყოფა ორზე და სამზე. 

8-ზე უნაშთოდ იყოფა ის და მხოლოდ ის მთელი რიცხეი, რომლის ბოლო სამი 

ციფრი ნულებია ან შეადგენს რიცხვს, რომელიც უნაშთოდ იყოფა რეაზე. 

9-ზე უნაშთოდ იყოფა ის და მხოლოდ ის მთელი რიცხვი, რომლის ცირფთა ჯამი 

ცსრაზე უნაშთოდ იყოფა. 

10-ზე უნაშთოდ იყოფა ის და მსოლოდ ის მთელი რიცსეი, რომელიც ნულით 

ბოლოედება. 

11-ზე უნაშთოდ იყოფა ის და მხოლოდ ის მთელი რიცხვი, რომლის კენტ 

ადგილზე მდგომ ციფრთა ჯამისა და ლუწ ადგილზე მდგომ ციფრთა ჯამის სხვაობა 

უნაშთოდ იყოფა თაერთმეტზე. 

25-ზე უნაშთოდ იყოფა ის და მხოლოდ ის მთელი რიცხეი, რომლის ბოლო ორი 

ციფრი ნულებია ან შეადგენს რიცსეს, რომელიც უნაშთოდ იყოფა ოცდახუთმე. 

3. პროპორციის თვისებები. ეთქვათ, მოცემულია პროპორცია 155. მაშინ 

ადგილი აქვს შემდეგ ტოლობებს: 

ძე -= 98 ხ ძ 

C 92: C ძ' C 

ხ. 2Lხ _C1ძ. 3+ხ _ _ C§ძ 2+ლ 2 _C 

ჯ ხ ძ” 2 C ' ხ+ძ ხ ძც 
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X რიცხვის 9,, მ;, სა 2. მი რიცხვების პროპორციულ ნაწილებად დასაყოფად 

საჭიროა # გავყოთ მათ ჯამზე და გავამრავლოთ თითოეულ მათგანზე. 

4. შემოკლებული გამრავლების ფორმულები: 

(8+ხ)? =3? +2იხ+ხ?”; (91ხ)? =8” L39:ხნ+32ხ7+ს“; 

8? – ხ? =(2 –ხ)X2+ხ); 8წ +ხ? =(8+ხ)(37 – 3ს + ხ?); 

გ? – ხ?– =(9 – ხ)(ი? +3ხ+ხ?). 

5. მოქმედებანი ხარისხებზე: 

(82.ხ.Cლ)8 =2" ·ხ"·C" ყ =>. (ხ»0); იგ" .ეშ=ეაში, 

ვ" :ვ"=გ" (370); ს-ს (02#0), (2”') =49'". 

6. მოქმედებანი არითმეტიკულ ფესვებზე: 

მ-ი. „კ.ა ში. მ-ხ-0=5.5ნ.%, ==! 
ხ 

(ი)? = ი, “V" = ი; 5V/ ==. 

7. რიცხვითი უტოლობების თვისებები: 

თუ 2>ხ მაშინ ხ<2; 

თუ 2>ხ და ხ>29, მაშინ 8>C0; 

თუ 9>ხ, მაშინ 8+C>ხ+0C; 

ოუ 2> ს ღა (C>0, მაშინ 2C> ხC, ხოლო თსუ 0<0, მაშინ 20 < ხი. 

ზ. კვადრატული განტოლების ამონახსნთა ფორმულები: 

X +ნX+ი=0 დაყვანილი კვადრატული განტოლების ამონახსნები მოიცემა 

| 2 
XI2 =-1+ %--4 ფორმულით). 

თუ X, და X, დაყვანილი სახის კვადრატული განტოლების ფესვებია, მაშინ 

X,+X, =-ნ და X,·X,=9ძ (ვიეტას თეორემა). 

32XL+ხX+C=0 (2>0) ზოგადი სახის კვადრატული განტოლების ამონახსნები 

–ხ++Vხ? – ძიC 

23 

თუ X, ღა X ზოგადი სახის კვადრატული განტოლების ფესვებია, მაშინ 

მოიცემა X,ც = ფორმულით. 

X, + Xე =-> და X, 'X2 =- (ვიეტას თეორემა). 
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–M++VV7? – 8C 
2X” +2MX+0C=0 (2#0) გასტოლების ამონასსნები მოიცემა X,კც = 

8 

ფორმულით). 

9. კვადრატული სამწევრის დაშლა წრფივ მამრავლებად: 

9X” +ხX+C= M(X- X,)(X- X)), სადღაც X, და X, (სამწევრის ფესვები, ნულები) 

არის MX +ხX+0C=0 გასტოლების ამოსასსსები. 

10. 9X? +ხX+C>0 კვადრატული უტოლობის ამოხსნა: 

თუ 0=ხ?-42C<0, მაშინ როცა 2>0, ამონასსნთა სიმრაელეა |-=,+=|; ხოლო 

როცა 9<0 უტოლობას ამონასსნი არ აქეს. 

თუ 0>0, მაშინ როცა 2>0, ამონახსნთა სიმრაელეა |-თ, X,IL)IX,,+=%(, სადაც X, და 

» (X,<X,) არის 2» +სX+0C0=0 გასტოლების ამოსასსსები, სოლო როცა 8<0 

ამოსასსსთა სიმრავლეა |X,,X:I. 

თუ 0=0, მაშინ, როცა 9>0, ამონახსნთა სიმრაელეა |-%, X,ILIIX,,+-L, როცა <0, 

უტოლობას ამონახსნი არა აქვს. 

9X” +ხX+C<0 უტოლობა (-I)-ზე გამრავლებით დაიყვანება წინა შემთხვევაზე. 

არამკაცრი უტოლობების შემთხვევაში ამონახსნთა სიმრაელეს ეკუთენიან 

აგრეთვე სამწევრის ფესეებიც. 

11 არითმეტიკული და გეომეტრიული პროგრესია: 

ეთქეათ, 2, არითმეტიკული პროგრესიის პირეელი, სოლო 8, კი ი-ური წეერია, ძ 

მისი სსვაობა, სოლო 5ე პირველი ი წევრის ჯამია, მაშინ 

+ _ 1 +2. 
გ, =2,+ძ(ი--1); §5, =40-% ი; გ,=-1-4XL, 1=2,3,...,ი-L. 

ეთქეათ, ხ, გეომეტრიული პროგრესიის პირეელი, ხოლო ხ, კი M-ური წევრია, 

ძ9#I – მისი მსიშვსელი, სოლო 5, – პირველი ი წევრის ჯამი, მაშინ 

ს, –ხეძ · 
ხ,=ხ,-ი"'; 5,= 1-ძ 

ხ; =ხ;., ხა, 1=2,...,ი-I. 

12. ლოგარითმის თვისებები: 

ტ/ 
გარ = ტ ; 1იC,1=0: I08,(#- 8) = 109,#ტ +100, 8 : (5 > 10, ტრ – I0C, 8 ; 

ი ' Iიი.ხ 
Iიდ, ტრ” = ნი108,/# ; 108, ა ბ. = “ნატ ; 10§, ხ = 6-2 , 

სადაც 8, ხ, C>0, 4>0, 8>0. 
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13. »=9X+ხ წრფივი ფუნქციის თვისებები და მისი გრაფიკი: 

წრფივი ფუნქციის გრა- 

ფიკი წარმოადგენს წრფეს. 

წრფივი ფუნქცია მთელ ღე- 
V V რძბე ზრდადია, როცა სა- 

»X=მX+ხ »=მX+ხ კუთსო კოეფიციენტი დადე- 
2>0 გ<0 ბითია (98>0) და კლებადია, 

ხ 2=1§იCL 02=19იCთ ხ როცა საკუთსო კოეფიცი- 

დ · » ენტი უარყოფითია (2<0). 
წრ · X 0 -.V X მისი გრაფიკი CX საკოორ- 

ხ ხ დისატო ღერმის ჰპარალე- 

ნახ. 2 ნახ. 3 ლურია, როცა 2=0. გრაფი- 

კი, როცა 92%0, მაშინ CV 

საკოორდინატო ღერძს კეეთს 

  

  

ხ 
(0,ხ) წერტილში, ხოლო 0X საკოორდინატო ღერძს წუ წერტილში. თუ 3=0, 

მაშინ წრფივი ფუნქციის მნიშენელობათა არე არის (ს), სოლო როცა 2X0, მაშინ 

წრფივი ფუნქციის მჩიშეჩელობათა არე ემთხეევა მოისელ რიცსეით ღერძს (ის. ნახ. 2 

და სას. .3). 

14. ჯ=+% ფუნქციის თვისებები და მისი გრაფიკი: 
X 

ფუნქციის განსაზღვრისა და 

მნიშვნელობათა არეები ემთხ- 

ვევა |+<<,0ILI0,+=-| სიმრავლეს. V V 

L<0 ეს ფგუსქცია კესტია, ამასთან, 

L>0 როცა M#<0, ფუნქცია ზრდადია, 

> ხოლო, როცა M>0, კლებადია 
X X ზემოთაღნიშნულ ცალ-ცალკე შუ- 

ალედებზე. მას არა აქეს უდი- 

დესი და უმცირესი მნიშენელო- 

ბები, მისი გრაფიკი ჰიპერბო- 

ნახ. 4 ნახ. 5 ლაა (იხ, ნახ. 4 და ნახ. 5), 

15. »= 2X”7+ხX+C (2#0) ფუნქციის თვისებები და მისი გრაფიკი: 

ფუნქციის განსაზღერის არეა მთელი ღერძი, ხოლო მნიშვნელობათა სიმრავლეა 

(თ როცა 9>0 და (==) როცა 2<0 (0 =ხ?-4ვო. მისი გრაფიკი 
2 2 

პარაბოლაა, რომლის შტოები. როცა 2>0 მიმართულია ზემოთ) (0V ღერძის დადებ- 

ითი მიმართ'ულებით!)), სოლო როცა 2 <0 – ქვემოთ (უარყოფითი მიმართულებით). 
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თუ 0 <0, მაშინ ფუნქციას ნულები არა აქეს და მისი 

გრაფიკი მთლიანად ზედა ნახევარსიბრტყეში მდე- 

ბარეობს, როცა 2>0, და ქეედა ნახევარსიბრტყეში მდე- 

ბარეობს, როცა 2<90. 

თუ 0=0, მაშინ ფუნქციას ნული აქეს #+=-> წერ- 
2 

ტილში და ამავე წერტილში მისი გრაფიკი ეხება 0X 

ღერძს, 

თუ ხ>0, მაშინ ფუსქციას აქვს ორი 

_ –ხ+V0ი –ხ-Vი 
ა-ი და 65 - 
ამაეე წერტილებში კეეთს 0X ღერძს. 

თუ ხX%0, მაშინ ფუნქცია არც კენტია და არც ლუწი. 

ხოლო თუ ხ=0, მაშინ ის ლუწია. 

ნული 

და მისი გრაფიკი 

ხ 
როცა 2>0, ფუნქცია კლებადია -.-: ინტერეალზე და ზრდადია + 

8? 2 

ინტერვალზე, სოლო როცა 2<0 – პირიქით. 

როცა 2>0 (92<0), ფუნქცია მინიმალურ (მაქსიმალურ) მნიშენელობას აღწეეს 

X =-+ წერტილში და ეს მნიშენელობა = -ს ტოლია (იხ. ნას. 6 და ნას. 7). 
2 2 

16. X=8” (2>0, 2#1) მაჩვენებლიანი ფუნქცია და მისი გრაფიკი: 

  

ფუნქციის განსაზღერის არეა მთელი 

ღერძი, ხოლო მნიშენელობათა სიმრავ- 

ლეა |0,+=| ინტერეალი. 

თუ 98>1, ფუნქცია ზრდადია, ხოლო თუ 

0<2<1 – კლებადი. მისი გრაფიკი 0V 

ღერძს კეეთს (0,1) წერტილში (იხ. ნახ. 8 

და ხას, 9). 

17. ჯ=109წ,X (2>0, 2# 1) ლოგარითმული ფუნქცია და მისი გრაფიკი: 

V »=1ი9ეX V 

ფუნქციის განსაზღვრის არეა |0,+%| ინ- 

ტერვალი, ხოლო მნიშენელობათა სიმრავ- 

  

? !' X 

ნახ. 10 

ლეა |-თ,+თ) ინტერეალი. 

<5) თუ 2>1, მაშინ ფუნქცია ზრდადია, სოლო 

2 _ თუ 0<9<1 – კლებადი, მისი გრაფიკი 0X 

ი I სს X ღერძს კვეთს (1,0) წერტილში (იხ. ნახ. 10 და 
ნას. 11). 

ნახ. II 
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საძნ(შსბარ” მასალა 
  

18. »=51იX, წ» =C05X, X=(-X და V#=C(9X ფუნქციათა თვისებები და მათი 
გრაფიკები: 

სხსუსის და კოსისუსის გასსაბღერის არეა ს, ტასგესსის – | წთ წო, 

MC 7, ინტერეალები, სოლო კონტანგენსის |XM,X+XML, MC 7, ინტერვალები. სინუსის 

და კოსინუსის მნიშვნელობათა არეა |-1, 11) სეგმენტი, ტანგენსის და კოტანგენსის კი – 

|-თ,+-ი| ინტერვალი. 

სინუსი, ტანგენსი და კოტანგენსი კენტი, ხოლო კოსინუსი ლუწი ფუნქციაა. 

სინუსის და კოსინუსის უმცირესი დადებითი პერიოდია 2X, სოლო ტანგენსის და 

„ოტანგენსის – #. 

§(ით> 0. როცა 2MM< თ <#X+2M%V; §10თღ<0, როცა #+ 2XM%< თ < 2X+2XM; 

C–05X> 0, როცა –+27% <თ< 3:+27% ; 0050 <0, როცა 5 +2M<თ<55+27; 

ჯ 3ჯ 
(თ>0, CCX>0, როცა #M<თ< 5 +X# და X+VXხ<თ<- +7%; 

ჯ ჰ»; 
'(ი<0,C(9თ<0, როცა 2  ოხ<თ<X+7L% და 5 +XM<C<2%+7L. 

ამ ფორმულებში ყეელგან MC X#. 
  

  

    
  

  

ჯ ჯ ჯ ჯ 3X 
0 – – > C =“ 2 

« 6 4 3 2 2 · 

დით 0 1 #2 #3 1 0 -I 0 
2 2 2 

C05C I V> V2 + 0 -I 0 1 
2 2 2 

(9თ 0 #8 1 V/V3 0 0 

CI-0თ V3 I # 0 0                     
  

სისუსი სული სდება X=XM# (MC 2) წერტილებში და მისი გრაფიკი ამაეე წერ- 

ტილებში კვეთს CX ღერძს. ის ზრდადია |-5+2იი გაბო. ინტერეალში და კლე- 

ჯ 3X 
ბადია 22% 5 29 ინტერვალში ამასთან, მაქსიმუმს (1-ს) აღწევს 

=5+27# წერტილებში, ხოლო მინიმუმს ((-1)--ს) – X =-2+ 2XM წერტილებში. 

მისი გრაფიკი CV ღერძს კვეთს (0,0) წერტილში (ის. ნახ. 12). 
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V 

33. „ი სა -M/2 
შს 62% -3X/2 Xჯ 

3X/2 

0 »X/2 » LI II 2» 

-I 

5V/ 

3X Xჯ 

  
ნახ. 12 

ჯ 
კოსინუსი ნული სდღება X=-+X («CC 2) წერტილებში და მისი გრაფიკი ამავე 

წერტილებში კვეთს 0X ღერძს. ის ზრდადია 1X+27X%, 2%+ 27% | ინტერვალში და 

კლებადია |2XM, X+2X%L ინტერვალში. ამასთან, მაქსიმუმს (1-ს) აღწევს X=2XM 
წერტილებში, ხოლო მინიმუმს ((-1)-ს) – X=%+2XM წერტილებში. მისი გრაფიკი 0V 

დერ“ სკყეის (0,1) წერტილში (ის ჩას. 12). 

  

    

VI 
I 

# მ IX 2L 

5X -2X -3X/ -»X/2 0 13X/2 5X/2 X 

-I 

ნახ. 13 

ტანგენსი ნული ხდება X=XM% 

(C272) წერტილებში და მისი 

გრაფიკი ამაეე წერტილებში კვეთს 
0X ღერძს. ის ზრდადია მისი გან- 

საზღერის არის ნებისმიერ ინ- 

ტერეალში. მაქსიმუმი და მინი- 

მუმი არა აქეს. მისი გარფიკი 0V 

ღერძს კვეთს (0,0) წერტილში (იხ. 

  

ნახ. 14 

V=I|C16X 

| 2L 

-X |-»/2| V0I #/2 I” X. 

ნახ. 15 

ნას. 14). 
კონტანგენსსი წული ხდება 

ჯ= 5 +XL (+C7) წერტილებში 

და მისი გრაფიკი ამაეე წერტი- 

ლებში კეეთს 0X ღერძს. ის კლე- 

ბაღია მისი განსაზღვრის არის 

ნებისმიერ ინტერვალში. მაქსიმუ- 

მი და მინიმუმი არა აქეს. მისი 

გრაფიკი 0V ღერძს არ კვეთს (იხ. 

ნახ. 15). 
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საცნიებარ/? შასალა 

19. თანაფარდობანი ერთი და იმავე არგუმენტის ტრიგონომეტრიულ ფუნ- 

ქციებს შორის: 

ჯ 
ყი თ+ლ0-::თ=; I(9თი(0თ=1, თ4>M.IMC2; 

  

Iი თ 1 ჯ 
LCთ= ; 1I+L6Vთ=----, თ#-+XL,M6C 72; 

C0§Cთ C0§“ თ 2 
  

  

C0§5 C I 
Cმთ=-––-; 1+C(-7თ= >, %XM,.MC7. 

§II დ §1ი“ ( 
  

20. შეკრების ფორმულები: 

§1ი(თ+ ჩზ) = §|ითC058 + იი§თ5Iიზ; C05(X+8) =C05თC05ჩ8 + 5Iი C5Iი გ ; 

(ი(+ 8) = Iთ1 (C8. თ.მ,0+8 > <+7L, MC 2:; 
I+1-თ(9ჩ 

1+1-თMიჩზ ჯ 
(Cიხ(ღ+ს)=-–--–-–-–-–-, + >2XL, თმ -–-+XML,MC7, C(9(თ+ჩ) ი (Cთ+C8 ჩ ჩX-– 

21. დაყვანის ფორმულები: 

  

    
  

  

                  

| X XIთ | X-თ 2X+C | 2X-X X ჯ ჯ 3X ჰXჯ 
–=+თ –-თ| –-+თ) ––-–თ 
2 2 2 2 

ზIიX | -§9)ი | 5IიX | §(ი | -§წით 51IX ლ090 | C059X | -C05CX -ლ05Cთ 

005X -ლ0§თ | -C0§X | Cლ0§ | C05თ 005X -§9IIX | 510C 5IIICV -§10CX 

(9X (ით წთ (ყ9Cთ -(CX (CX -C(-X | C(Cთ -ლ(თCX C(–Cთ 

C(0X C(X | -C(90თ | CI | -C1იCთ C(CX -(ით Iი-თ -(– (CC       
  

22. ორმაგი და ნახევარი არგუმენტის ტრიგონომეტრიული ფუნქციები: 

§)0ი2თ= 250005, C052X= C0§57 თ -– §)ი? თ; 

  რფ2თ= 26%  ა.-ი+X%L, თ. ”+VX, MC 7; 
1- 19“ თ 4.2 2 

2 

იი20= 1-9. თ>.-L „MC 7; 
219 2 

ყი. 1 II < ლიათ ; 2051 =+ (1+ლ050C ; 

2 2 2 2 
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რ/ა C/ V/ (რულების და V)ძტმბი – ალგებრა 
  

  

  

1-– 

C%=1)1-99%5თ ა ღვ 2, LC7; 
2 1+005C 

1+ 0-00%=-=+)1+:09% ცაი, LC 7, 
2 1-C0§5Cთ 

ტრიგონომეტრიული ფუნქციების გამოსახვა ნახევარი არგუმენტის ტანგენსით: 

აIით=--–--–“-,ე თ#X+2XM , MC 7; 

C(0თ= –-––- –“., თოი6XI+XM,MC7, 

28. ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა ჯამის ნამრავლად და ნამრავლის 

ჯამად გარდაქმნის ფორმულები: 

  

      

ყით+9იმ=25ი +ჩლი“-ჩ : C0§C>+ლ058 =2ლ0§ I (0: -ჩ. 

_ .· თ+ჩ . თ– 
ყი თ– 508 =25ი– ჩა 21ჩ, ლ0§0 – 0058 = –2510-“ ჩეეთ-ჩ ჩ. 

2 2 2 2 

§Iი(+8) ჯ 
'(ით+)Iს=--––-“. 0 ჩს.-+XL.MC7; 
8თC+ (გჩ 005>XC0058 ჩ 2 , ' 

CI5CXL1 CI გ- MXV+0) თ,ს # XL. MC7; 
50508 ყით ის... , , 

–<ა)“ + თ–ჩ)+ C0%(XV+ 
§1ი თვი = <9%>-8)=00X6+,) : ლC05CთC00§58 = C05( ჩ) 3 ( ჩ) : 

§1ი(X+ 8) + §(ი(თ – ჩ) 
910 თC05ჩ = 2 

471



სა0ნობარ/” მასალა 

2#. ტრიგონომეტრიული განტოლებების ამონახსნთა ფორმულები: 

ყის=ი. -I1I<92<1. L=(-I) გIC§9092+XL%, MC 7; 

C05X=9. –1I <2<1I, X=+2VCC058+ 2XM , MC 7; 

წნიX=2,2CI, X=მV0(08+7XM, MC 2; 

C(9X=2,9CL, X= იLCლ0(09 +XM#, MC #. 

ზაპომპტრია 

1. ორი სამკუთხედის ტოლობის ნიშნები: 

თუ ერთი სამკუთხედის ორი გეერდი და მათ შორის მდებარე კუთხე შესაბამისად 

უდრის მეორე სამკუთსედის ორ გეერდსა და მათ შორის მდებარე კუთხეს, მაშინ 

ასეთი სამკუთხედები ტოლია; 

თუ ერთი სამკუთხედის გვერდი და მასთან მდებარე კუთხეები შესაბამისად 

უდრის მეორე სამკუთხედის გვერდსა და მასთან მდებარე კუთ,სეებს, მაშინ ასეთი 

სამკუთსედები ტოლია; 

სეუ ყრთი საშკუთსედის სამი გეერდი შესაბამისად ტოლია მეორე სამკუთხედის 

სამი გვერდისა, მაშინ ასეთი სამკუთსედები ტოლია. 

2. ტოლფერდა სამკუთხედის თვისებები: 

ტოლფერდა სამკუთხედში ფუძესთან მდებარე კუთხეები ტოლია. 

თუ სამკუთხედში ორი კუთსე ტოლია, მაშინ იგი ტოლფერდაა. 

ტოლფერდა სამკუთხედის ფუძისადმი გავლებული მედიანა წარმოადგენს ამ სამ- 

ჰუოხედის ბისექტრისას და სიმაღლეს. 

თუ სამკუთსედის რომელიმე წვეროდან გავლებული მედიასა და ბისექტრისა (ან 

მედიანა და სიმაღლე, ან სიმაღლე და ბისექტრისა) ერთმანეთს ემთსვევა, მაშინ 

ასეთი სამკუთხედი ტოლფერდაა. 

8. მონაკვეთის შუამართობის თვისება: 

მონაკვეთის შუამართობის (ე.ი. მონაკვეთის შუაწერტილზე გამავალი პერპენდი- 

„კულარული წრფის) ნებისმიერი წერტილი თანაბრადაა დაშორებული ამ მონაკვეთის 

სხლიოებსდას. 

მონაკეეთის ბოლოებიღდან თანაბრად დაშორებული ნებისმიერი წერტილი ამ 

მონაკვეთის შუამართობზე მდებარეობს. 

#. კუთხის ბისექტრისის თვისება: 

კუთსის ბისექტრისის ნებისმიერი წერტილი თანაბრადაა დაშორებული ამ კუთსის 

გვერდების შემცეელი წრფეებიდან. 
ჩებისმიერი წერტილი. რომელიც თანაბრადაა დაშორებული კუთხის გეერდების 

შემცველი წრფეებიდას და მდებარეობს ამ კუთხის შიგნით, კუთხის ბისექტრისას 

ეკუთვნის. 
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ა. წრფეთა პარალელობის ნიშნები. თეორემები წრფეთა პარალელობის 

და მართობულობის შესახებ: 

ორი წრფე, რომელიც მესამე წრფის პარალელურია, ურთიერთპარალელურია. 

თუ ორი წრფის მესამეთი გადაკვეთისას შიგა (გარე) ჯეარედინა კუთხეები ტო- 

ლია ან შიგა (გარე) ცალმსრივი კუთხეების ჯამი 180-ს უდრის, მაშინ ეს ორი წრფე 
პარალელერია. 

: თუ ორი პარალელური წრფე გადაკვეთილია მესამე წრფით, მაშინ შიგა და გარე 

ჯვარედინა კუთსეები ტოლია, სოლო შიგა და გარე ცალმხრიეი კუთხეების ჯამი 

180'-ს უდრის. 

ერთი და იმავე წრფის მართობული ორი წრფე ერთმანეთის პარალელურია, თუ 

სამიეე წრფე ერთ სიბრტყეში მდებარეობს. 

თუ წრფე პარალელური წრფეებიდან ერთ-ერთის მართობულია, მაშინ იგი მეო- 

რის მართობულიცაა. 

ნ. სამკუთხედის შიგა კუთხეების ჯამი. ამოზნექილი ი-კუთხედის შიგა კუთ- 

ხეების ჯამი: 

სამკუთსედის შიგა კუთხეების ჯამი 180%ს უდრის, 

სამკუთსედის გარე კუთხე მისი არამოსაზღერე ორი შიგა კუთხის ჯამის ტოლია. 

ამოზნექილი ი-კუთსედის შიგა კუთსეების ჯამი 180%ი -2)-ის ტოლია. ამოზნექილი 

ი-კუთსედის თითო წეეროსთან თითო-თითოდ აღებული გარე კუთსეების ჯამი 3609 

თის ტოლია. 

7. პარალელოგრამის ნიშანი. პარალელოგრამის თვისებები: 

თუ ამოზნექილი ოთხკუთხედის დიაგონალების გადაკვეთის წერტილი ორივე დი- 

აგონალს შუაზე ყოუს, მაშინ ეს ოთსკუთხედი პარალელოგრამია. 

თუ ოთსკუთხედის მოპირდაპირე გვერდები ტოლია, მაშინ ეს ოთხკუთხედი 

პარალელოგრამია. 

სე ოთსკუთსედის ორს მოპირდაპირე გეერდი ტოლია და პარალელურია, მაშინ 

ეს ოთსკუთსედი პარალელოგრამია. 

პარალელოგრამის დიაგონალები მათი გადაკვეთის წერტილით! შუაზე იყოფა. 

პარალელოგრამის მოპირდაპირე გვერდები და კუთსეები ტოლია. 

8. მართკუთხედის, რომბისა და კვადრატის თვისებები: 

მართკუთხედის დიაგოხალები ტოლია. 

„”»უ პარალელოგრამის დიაპგონალები ტოლია, მაშინ ის მარი, კუთხედია. 

რომბის დიაგონალები მართი კუთხით გადაკეეთს ერთმასეთ!ს. 

რომბის დიაგოსალები მისი კუთ!სეების ბისექტრისებია. 

თუ პარალელოგრამის დიაგონალი წარმოადგენს მისი კუთხის ბისექტრისას ან 

პარალელოგრამის დიაგონალები ურთიერთმართობულია, მაშინ ის რომბია. 

კვადრატი მართკუთხედიცაა და რომბიც, ამიტომ მას მართკუთსედის და რომბის 

ყეელა თვისება გააჩნია. 
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9. სამკუთხედზე შემოხაზუდი წრეწირის არსებობა: 

სამკჟუისნედის სამი, ტეერღის შუამართობები ერთ წერტილში იკვეთება და ეს 

წერტილი სამკუთსედზე შემოსაზული წრეწირის ცესტრს წარმოადგესს. სამკუთსედზე 

შემოსაზული წრეწირი ყოველთვის არსებობს და ის ერთადერთია. 

მართკუთხა სამკუთსედზე შემოსაზული წრეწირის ცენტრი ჰიპოტენუზის შუაწერ- 

ილია. 

10. სამკუთხედში ჩახაზული წრეწირის არსებობა: 

სამკუთხედის სამივე ბისექტრისა ერთ წერტილში იკეეთება და ეს წერტილი სამ- 

კუთსეჯში ჩასაბული წრეწირის ცესტრს წარმოადგესს. სამკუთსედში ჩახაზული 

წრეწირი ყოეელთ;ვის არსებობს და ის ერთადერთია. 

11. წესიერი ი-კუთხედის 8, გვერდის გამოსახვა ჩახაზული და შემოხაზული 

წრეწირების რადიუსებით: 

თუ LM წესიერ ი-კუთსედზე შემოხაზული წრეწირის რადიუსი, ხოლო XL ამავე ი- 

კუთხედში ჩახაზული წრეწირის რადიუსია, მაშინ 

1809 (809 
კ) 2 =2IC · 

| I | წ 

    მე =2Lყ§ი 

წესიერი სამკუთხედისათვის: მვ = ჩ-/3 = 2-+/3 · 

წესიერი ოთსკუთხედისათეის: #7კ = LV2 =2-. 

2-V/3 
წესიერი ექვსეუსსედისათვი!. ჩე = დ = 3   

12. წრეწირში ჩახაზული კუთხის ზომა: 

წრეწირში ჩახაზული კუთხის სიდიდე უდრის იმ რკალის გრადუსული ან რა- 

დიანული ზომის ნახევარს, რომელსაც იგი ეყრდნობა. 

13. ორი სამკუთხედის მსგავსების ნიშნები. მსგავსი მრავალკუთხედების 

პერიმეტრთა და ფართობთა შეფარდება: 

თუ ერთი სამკუთსედის ორი კუთსე მეორე სამკუთხედის ორი კუთსის ტოლია, 

მაშინ ასეთი სამკუთხედები მსგავსია; 

თუ ერთი სამკუთხედის ორი გვერდი მეორე სამკუთხედის ორი გვერდის პროპო- 

რციულია და ამ გვერდებით შექმნილი კუთხეები ტოლია, მაშინ ასეთი სამკუთხედები 

მსგავსია; 

თუ ერთი სამკუთსედის სამიეე გვერდი მეორე სამკუთსედის სამივე გვერდის 

პროპორციულია, მაშინ ასეთი სამკუთხედები მსგავსია; 

ყეელა წესიერი ი-კუთსედი ერთმასეთსის მსგავსია. 

მსგაესი მრავალკუთხედების პერიმეტრები ისე შეეფარდება ერთმანეთს, როგორც 

მათი შესაბამისი გვერდები და ეს შეფარდება მსგავსების კოეფიციენტის ტოლია. 
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მსგავსი ფიგურების (მაგალითად, მრაეალკუთსედების) ფართობები ისე შეეფარ- 

დება ერთმანეთს, როგორც მათი შესაბამისი წრფივი ზომების (მაგალითად, გეერდე- 

ბის) კვადრატები და ეს შეფარდება მსგავსების კოეფიციენტის კვადრატის ტოლია. 

1#. პითაგორას თეორემა: 

მართკუთხა სამკუთხედში C პიმოტეჩუზის კეაღრატი უღრის 2 და ხ კათეტების 

კეადრატების ჯამს: ლ" = ე?1+ ხ?. 

15. კოსინუსების თეორემა: 

სამკუთსედის C გეერდის კეადრატი უდრის დანარენი ორი 3 და ხ გეერდის კეად- 

რატების ჯამს გამოკლებული ამ გვერდებისა და მათ შორის მდებარე + კუთხის კოს- 
ინუსის გაორკეცებული ნამრავლი: 

2 = 22 +ხ“ – 2ვხC0§4. 

16. სინუსების თეორემა: 

სამკუთსედის გეერდები მოპირადაპირე კუთსეების სინუსების პროპორციულია: 

3 ხ C 
ლ====–=2 

ყით §იზ §1ი7/ 
  

სადღაც 2, ჩ, C სამკუისეღის გეერდებია, თ, ზ, ” – შესაბამისი მოპირდაპირე კუთხეები, 

სოლო წ სამკუთსედზე შემოსაზული წრეწირის რადიუსია. 

17. პარალელოგრამის, სამკუთხედის, ტრაპეციის, რომბის და ოთხკუთხედის 

ფართობების ფორმულები: 

პარალელოგრამის ფართობი მისი გვერდისა და ამ გვერდზე დაშეებული სიმალღ- 

ლის (ან მისი ორი გვერდისა და მათ შორის მდებარე კუთხის სინუსის) ნამრაელის 

ტოლია. 

სამკუთსედის ფართობი მისი გვერდისა და ამ გეერდზე დაშვებული სიმაღლის (ან 

მისი ორი გეერღდისა და მათ, შორის მდებარე კუთხის სისუსის) ნამრავლის ნასეერის 

ტოლია. 

სამკუთსედის ფართობი გამოითვლება პერონის ფორმულით: 

5=./ხ(ი –2Xი-–ხსი–ო, 

სადაც 83, ხ და C სამკუთსედის გვერდებია, ხოლო ი მისი პერიმეტრის ნასეეარია. 

ასევე ადგილი აქეს შემღეგ ფორმულებს: 

§=-%+, 5-იი 
სადაც # და „ შესაბამისად სამკუთსედზე შემოხაზული და მასში ჩასაზული წრე- 

წირების რადიუსებია. 

ტრაპეციის ფართობი ფუძეების ნასეეარჯამისა და სიმაღლის ნამრავლის ტოლია. 

რომბის ფართობი მისი დიაგონალების ნამრაელის ნასევრის ტოლია, 
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ოთსკუთხედის ფართობი მისი დიაგონალების და მათ შორის კუთსის სინუსის 

სამრაელის სასევრის ტოლია, 

18. წრეწირის და მისი რკალის სიგრძეების გამოსათვლელი ფორმულები. 

წრისა და მისი სექტორის ფართობების გამოსათვლელი ფორმულები. 

წრეწირის განტოლება და წრეწირთან დაკავშირებული ზოგიერთი 

თეორემა: 

სჩ რადიუსიანი წრეწირის სიგრძეა ს=2XL, სოლო ამავე წრეწირის თ რადიანის 

ტოლი ცენტრალური კურსის შესაბამისი რკალის სიგრძე კი თL-ს უღრის. 

ი? რადიუსიანი წრის ფართობია 5=»ჯს?, სოლო ამავე წრის თ რადიანის ტოლი 

C 
კუთსის შესაბამისი სექტორის ფართობი კი 5 დი?-ს უდრის. 

ს რადიუსიან წრეწირს ცენტრით (X-,Xი) წერტილში შეესაბამება (X–Xე)” + 

+(V–X#ი)? = LL? სახის განტოლება. 

თუ წრფეს წრეწირთან მსოლოდ ერთი საერთო წერტილი აქვს, მაშინ იგი ამ 

წრეწირის მსებია. 

ერთი და იმავე წრეწირის ორი ურთიერთგადამკვეთი ქორდიდან თითოეული გადა- 

კვეთის წერტილით იყოფა მონაკვეთებად, რომელთა ნამრაელი ერთმანეთის ტოლია. 

თუ მოცემული წერტილიდან ერთი და იმაეე წრეწირისადმი გავლებულია მხები 

და მკვეთი, მაშინ მსების მონაკვეთის კვადრატი მკვეთის და მისი გარე მონაკვეთის 

ნამრაელის ტოლია. 

თუ წრის გარეთ აღებული წერტილიდან შესაბამისი წრეწირისადმი გავლებულია 

მკეეთები, მაშინ თითოეული მკვეთის ნამრავლი მისსავე გარე ნაწილზე ყველა 

მკვეთისათვის მუდმიეი სიდიდეა. 

წრეწირში ჩახაზული ოთსხკუთსედის მოპირდაპირე კუთსეების ჯამი 180შ-ს უდრის. 

წრეწირზე შემოხაზული ოთსკუთხედის მოპირდაპირე გეერდების სიგრძეების 

ჯამები ტოლია. 

წრეწირის ქორდის მართობული დიამეტრი ამ ქორდას და მის მიერ მოჭიმულ 

რკალს შუაზე ყოფს. 

მართკუთხა სამკუთსედში ჩასაზული წრეწირის დიამეტრი უდრის ამ სამკუთ- 

სედის კათეტების ჯამს გამოკლებული ჰიპოტენუზა. 

19. თალესის თეორემა: 

თუ კუთსის გვერდების გადამკვეთი პარალელური წრფეები მის ერთ გვერდზე 

ტოლ მონაკვეთებს მოკვეთს, მაშინ ეს წრფეები კუთხის მეორე გვერდზეც ტოლ 

მონაკვეთებს მოკვეთს. 

20. სამკუთხედთან დაკავშირებული ზოგიერთი სხვა თეორემა: 

სამი წრფე, რომლებიც სამკუთხედის სიმაღლეებს შეიცაეს, ერთ წერტილში იკ- 

ეეისება. 

სამკუთხედის შუახაზი მესამე გვერდის პარალელურია და მის ნასევარს უდრის. 

სამკუთხედის სამივე მედიანა ერთ წერტილში იკვეთება და გადაკვეთის წერ- 

ტილით თითოეული წვეროს მსრიდან იყოფა შეფარდებით 2:1. 
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ძირსთა”ი ყირძთშლები და ყაქტიმბი – გმ(/მმტრია 

სამკუთსედის ბისექტრისა მოპირადპირე გვერდს ყოფს მიმღებარე გვერდების 
პროპორციულ ნაწილებად, 

მართ,კუთსა სამკუთხედში პიპოტენუზისადმი გავლებული მედიანა ამ სამკუთხედს 
ორ ტოლფერდა სამკუთხედად ჰყოფს. 

მართკუთხა სამკუთხედში კათეტის კვადრატი ჰიპოტენუზისა და პჰიპოტენუზაზე ამ 
კათეტის გეგმლის სამრაელის ტოლია, 

მართკუთსა სამკუთსედში პიპოტენუზაზე დაშეებული სიმაღლის კვადრატი ჰიპო- 
ტენუზაზე კათეტების გეგმილების ნამრავლის ტოლია. 

მართკუთსა სამკუთსეღში გვერდებსა და კუთხეებს შორის არსებობს შემდეგი 
თანაფართობები: 

2=C0-§910თV=0-005ჩ, ხ=Cლ0-591ი8=C-ლ0§თღ, 

2=ხ-(0თ=ხ-·CCს, ხ=2-(-ჩ=42-C(ით, 

სადაც 2 და ხ კათეტებია, თ და ჩ – ამ კათეტების მოპირდაპირე კუთხეები, ხოლო 0 
ჰპიპოტესუზბაა. 

21. ტრაპეციასთან დაკავშირებული ზოგიერთი თეორემა: 

ტრაპეციის შუახაზი ფუძეების პარალელურია და მათი ნასევარჯამის ტოლია. 
ტრაპეციის დიაგონალების შუაწერტილების შემაერთებელი მონაკვეთი ფუძეების 

პარალელურია და მათი სსვაობის ნახევრის ტოლია. 

ტოლფერდა ტრაჰეციის ფუძესთან მდებარე კუთხეები ტოლია. 

22. წრფისა და სიბრტყის პარალელობის ნიშანი: 

თუ წრფე, რომელიც სიბრტყეს არ ეკუთვნის, ამ სიბრტყეზე მდებარე რომელიმე 

წრფის პარალელურია, მაშინ ის თეით სიბრტყის პარალელურია. 

28. წრფისა და სიბრტყის მართობულობის ნიშანი: 

თუ სიბრტყის გადამკვეთი წრფე ამ სიბრტყეში მდებარე და გადაკვეთის წერ- 

ტილზე გამავალი ორი წრფის მართობულია, მაშინ იგი სიბრტყის მართობულია. 

24. თეორემები წრფისა და სიბრტყის მართობულობის და პარალელურობის 

შესახებ: 

თუ სიბრტყე ორი ურთიერთპარალელური წრფიდას ერთ-ერთის მართობულია, 

მაშინ იგი მეორე წრფის მართობულიც იქნება. 

თუ ორი წრფე ერთი და იმავე სიბრტყის მართობულია, მაშინ ისინი პარალელურია. 

25. თეორემები ორი სიბრტყის მართობულობისა და პარალელურობის შესახებ: 

თუ სიბრტყე გადის მეორე სიბრტყის მართობულ წრფეზე, მაშინ ეს სიბრტყეები 

ურთიერთმართობულია. 

თუ ორი ურთიერთმართობული სიბრტყიდან ერთ-ერთში გავავლებთ მათი 

გადაკვეთის წრფის მართობულ წრფეს, მაშინ ეს წრფე მეორე სიბრტყის მართობუ- 

ლიც იქნება. 

ორი სიბრტყე პარალელურია, თუ ერთი მათგანი მეორე სიბრტყეში მდებარე 

ორი ურთიერგადამკეეთი წრფის პარალელურია, 
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საძნ(შბარ/ ახალა 
  

სიბრტყის გარეთ მდებარე წერტილზე შეიძლება მოცემული სიბრტყის პარალე- 

ლურს სსარტყის გავლება და მასისას მხოლოდ ერთიის. 

თუ ორი პრალელური სიბრტყე გადაკვეთილია მესამე სიბრტყით, მაშინ გადაკ- 

ვეთის წრფეები პარალელურია. 

ორ პარალელურ სიბრტყეს შორის მოთაესებული პარალელური წრფეების 

მონაკვეთები ტოლია. 

26. სამი მართობის თეორემა: 

თუ სიბრტყეზე მდებარე წრფე დასრილის ფუძეზე გადის და ამ დახრილის გეგმი- 

ლის მართობულია. მაუინ იგს თეიი დასრილის მართობულიც არის. პირიქითის, თუ 

სიბრტყეზე მდებარე წრფე დასრილის მართობულია, მაშინ ის ამ დასრილის გეგმი- 

ლის მართობულიც არის. 

27. მართი პრიზმის მოცულობისა და ზედაპირის ფართობის გამოსათვ- 

ლელი ფორმულები: 
პრიზმის მოცულობა (V) მისი ფუძის ფართობის (0) და სი- 

საეა.–=“ მაღლის (I1) ნამრაელის ტოლია: V = CII (ხას. 16). 

II მართი პრიზმის გვერდითი ზედაპირის ფართობი (5კ,ე) ფუძის 

პერიმეტრისა (ს) და პრიზმის სიმაღლის, ე.ი. გვედითი წიბოს (LI) 

ნამრავლის ტოლია 5, = წწ. 

ნახ. 16 

28. პირამიდის მოცულობის და ზედაპირის ფართობის გამოსათვლელი 
ფორმულები: 

პირამიდის მოცულობა (V) მისი ფუძის ფართობის (C) და სი- 

მაღლის (II) ნამრავლის მესამედის ტოლია: V =10V (ნახ. 17). 

წესიერი პირამიდის გვერდითი ზედაპირის ფართობი (5...) 

ფუძის ნასევარპერიმეტრის (ი) და აპოთემის (IM) ნამრავლის ტო- 

: = იხ. ნახ. I7 ლია: 9კე= 0 

29. ცილინდრის მოცულობის და ზედაპირის ფართობის გამოსათვლელი 

ფორმულები: 

ცილინდრის მოცულობა (V) მისი ფუძის ფართობის და სი- 

C > მაღლის (MI) ნამრავლის ტოლია: V = XL2LL, სადაც IL ცილინდრის 

ფუძის რადიუსია (ნახ. 18). 

I ცილინდრის გეერდითი ზედაპირის ფართობი (5კე) მისი 

ფუძის წრეწირის სიგრძის და მსახველის (II) ნამრაელის ტო- 

ლია: 5, = 2XLII. 

ნახ. /8 ცილინდრის ზედაპირის ფართობია 5 = 2XLLVII+ჩ). 
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ძირთა” V(Iრთთძლებ/ და ყაქტებძ – მმ(/მმტრწა 

30. კონუსის მოცულობის და ზედაპირის ფართობის გამოსათვლელი ფორ- 

მულები: 

კონუსის მოცულობა (V) მისი ფუძის ფართობის და სიმაღლის 

(LI) ნამრაელის მესამედის ტოლია: V =17ი/#/ „ სადაც M კონუ- 

სის ფუძის რადიუსია (ნახ.I19). 

კონუსის გვერდითი მედაპირის ფართობი (5,კ) მისი ფუძის 

წრეწირის სიგრძის და მსახველის (I) ნამრავლის ნახეერის ტო- 

ნახ. 19 ლია 5,. = XII. 

კონუსის ზედაპირის ფართობია 5 = XLCMVI). 

31. ბირთვის მოცულობის და სფეროს ფართობის გამოსათვლელი ფორ- 

მულები: 

4 
ბირთეის მოცულობაა V =370" , ხოლო სფეროს ფართობია 

(C--ა 5=4ჯL”, სადაც ს სფეროს რადიუსია. 

ნახ. 20 
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10. 

11. 

12. 

13. 

14, 

15. 

ლ–ლმტძშრარ შრა 

ბაღაშვილი დ., ბედოშვილი მ., ბლიაძე ზ. გობრონიძე ე, 

სკამკოჩაიშვილი ლ,, ჯიქია ზ. უმაღლესი მათემატიკის ამო- 

ცანათა კრებული. თბილისი, 200). 

გოგიბერიძე ნ. მათემატიკური ანალიზის საფუძვლები ბიზ- 

ნესისათეის. თბილისი, 2006. 

გოგიბერიძე ნ., დვალიშეილი ფ. წრფიეი ალგებრა ბიზნესი- 

სა და ეკონომიკისათვის. თბილისი, 2006. 

დურგლიშვილი ნ,, ბუაძე ა., იოსავა ნ., მელაძე ო., სიგუა ლ. 

უმაღლესი მათემატიკის ამოცანათა კრებული. ნაწილი I. 
თბილისი, 1989. 

თავაძე ა. ფინანსური მათემატიკა. თბილისი, 2006. 

თოფურია ს., ხოჭოლავა ვ., გაბიძაშვილი მ., მაჭარაშვილი ნ,, 

კვალიაშეილი ა. ერთი ცვლადის ფუნქციის დიფერენციალუ- 

რი აღრიცხვა. თბილისი, 1989. 

თოფურია ს., ხოჭოლავა ე., მაჭარაშვილი ნ., გიორგაძე დ. 

წრფივი ალგებრისა და ანალიზური გეომეტრიის ელემენ- 

ტები. თბილისი, 1998. 

კრინსკი პჰ. მათემატიკა ეკონომისტებისათვის. თბილისი, I1974, 

ლაზრიევა ნ., მანია მ. მირზაშვილი გ, ტორონჯაძე თ,, 
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პასუხშბი «ა მი0700შბშბი 

ლძქძშია 7 

1.1. ა) ჭეშმარიტია; ბ) მცდარია, 5C M. 

12. ა) (4,5,6,7,8,9,101. 

13. ა) (XI XCM და 11<X<14). 

1.4. ა) 1X I XCM, X>8მ1. 

1.5. ა) Xჯ”=-I. 

16. ა), გ), ე), ზ), ი), კ), ლ) – ჭეშმარი- 

ტია; ბ), დ), ვ), თ), მ) – მცდარია. 

1.7. ა), დ), ე), ვ), თ) – არაა ცარიელი; 

ბ), გ), ზ), ი), კ) – ცარიელია. 

18. ა) (1.2.3.5). 

19. ა) (3.4). 

1.10. ა) C, (8), (ხ), (5), (მგ,ხ), (8მ,5), 

(ხ,51, (8,ხ,5). 

1.11. ა) ჭეშმარიტია. 

1.13. ა) “ლარ 

  

1.14, ა) 

ლძქმც0ია 2 

2.1. I სტრიქონი – 1; II სტრიქონი – 11; 

III სტრიქონი – 4; IV სტრიქონი – 8. 

2-2. ა) 32; ბ) 30; გ) 33; დ) 36. 

2.3. 5%. 

2.4. ა) 5; ბ) 33; გ) 43; დ) 52. 

2.5. ა) 9: 2) 56: გ) 48: დღ) 91: ე) 24. 

2.6. 28. 

2.7. | 960. 

2.8. 35. 

2.9. ა) 40 320; ბ) 5 040. 
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1.15. ა) ტL/8=(-5,3,5,7,11,13,14), 

#ტი8=(5,7), #სც8=(3,11), ცV4ტ=(-5, 
13,14)ჯ. ე) ტ4L,8=(მ,ხ,C,ძ,6,01, 

ტიო8=1ხ.ძ.6). #ს88=(მ,C1), 8V/V=(9). 

1.16. ა) C.. 

1.17. ე) 

Cა- 

1.18, ა) (2,4,6,81. 

1.19. ა) 13,+ =§. 

  1-20. 

  

      
121 (1,4,51 და (1,2,4,5,7,9). 
1.22. ა) #V8. 
123. ა) ტიოც8. 

2.10. 720. 

L ი! · ი 211. C = ცვ: 2“) 

2.13, 24. 

2.14. 12. 

2.15. 6. 

2.16. 240. 

2.17. 18. 

2.18. 336.



2.19. 210. 
2.20. 10. 

221. C2. 
2.22. 4 845. 

ლქქმია პ 

3.1, ვ) L(1.2); 
”  თ)MCI,-3). 

  

32. ა) 6. 7 -8| ბ) (0,9); - გ) (0,9); 

1+2+5 I 
დ) | 2 8. ე) =უ 

685. 2+V2 (#6 
ე) – : 

  

  

      
2:12 2 

ზა LC”. თ) (1,1,-5).   

3.3. ა), დ) სიმეტრიულია; ბ), გ) არ 

არის სიმეტრიული. 

3.4. ა) არ არის სიმეტრიული: ბ). გ). 

დ) სიმეტრიულია. 

3.5. ა), ბ) არ არის სიმეტრიული; გ), დ) 

სიმეტრიულია. 

37. ა) VI3; ბ) #2; 

გ VII+2V6+2+X5; დ) 14, 

ე) V2X? =6X+5: ე) /49-2V7 . 

3.8. ა) 8 წერტილი; ბ), გ), დ) თანაბ- 

რად არის დაშორებული; ე) 8 

წერტილი. 
39. ა) 1; ბ) 4; გ) 32++V2); 

გ22/3, . 43 
დ) 4 ' ე) 2. · 

3.10, ა) 3 ღა0ხი: ბ) 2 ღა -I. 

  

პას უსები და მძთითუბშბVც 

223. ა|)8ზ; ბ) 10, 

2:24. ა)2; ბ) 8; გ) 16; დ) 5. 
2.25. 6. 

3.11. ა) #X8 = (4,9); (4,9); (V,9); (V,2)1, 

8X#= ((9,4); (ძ,V); (თ4); (CV)), 

ტ#.X#.= L(4.4); (4,V); (V,4); (V,V)), 
8X8= C(9,9); (9,2); (59), (იი). 

3.12. ა) #=(1,8,01, 8=(0,7), 
ტაც=(0,1,7,8), #ო8=(0), 
#ა8=(1.,81; 

ბ) #=(1,2), 8=(C,(2)), 
#»8=( |,2,0,1231, #ო8=0, 

#I8=(1,21. 

3.13. არ წარმოადგენს. 

3.14. შეიძლება. 

3.15. ა) #X8=((X,V)IXC L-2,11 და VC (0.31); 

8X#=((X,V)IXC (0,3) და XCL-2,11); 

  

  

  

    
    

      

  

  

  

        

  

V0 ტა VI 8X# 
”, MM 

-2 22 X. მიმ, ” 

#X#.=((X,V)IX6 (-2,11 და XC L-2,!)); 
8X8=((X,V)IX6 (0,3) და XC (0.3)); 

V, #X4 V) ც»X8 

წ. წ“. . “ I X 7 

“2 22 0 1 X     
(#X8)CX8X/#)=L(X,X/)IXC (0,1) და XC (0,11) 

   (#X8XX8მX4) 
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პასუშსები «ა მშითითპმბშბ/ 

3.16. LLმ.1.I); (მ, 1,2); (მ.2,!); (9,2,2); 

(0,1,1); (0,112); (0,2,1); (0,2,2); 

ლძქმია 4 

4.1. ა) არის; ბ) არ არის; გ) არ არის; 
დ) არის. 

42. ა) 4; ბ) -20; გ) 24; დ) 12; ე) 2; 

ვ) 53. 
43. ა) 5; ბ) 38+2; გ) 38 +2; 

დ) 38+3ჩ+2; ე) 3(8-ხ)+2; 
ე) 3(მ7+ხ”)+2. 

4-4. ა) 3C”+7: ბ) 3(C+ჩ)”?+7:;: 

გ) 3(C-ხ)?+7;, დ) 3ხ(ი-20); 
3 3 ა) –-–-+7; ვ) –>+7. ე ჯ? ვ ბ 

4.5. ა) 3; ბ) 3: გ)3ე დ) 3; ე)3. 

46.ა) _: ბა) 1:88). ·:Cიო , 

47. ა) 0; ბ) 3მ”-მ; გ) 387+მ; 
დ) (8+ჩ)(38+3ჩ-1); 
ე) (8+2ჩ)(38+6ი-1). 

4.8. ა) 6; ბ) 11; გ) 12; დ) 7+2ჩ; ე) 3-9. 

4.9. ა) ი: ბ) 7: გ) -I: დ) 1: ე) -9: ე)7. 

2-7:8, გ) 2(+”2 –2); 
დ) არ არის განსაზღვრული; 

ე) არ არის განსაზღვრული. 

4.IL ა)4; ბ) 1; გ) +. დ) 64. 

  4.10. ა) 3; ბ) 

4.12. ა) 0; ბ) 1; გ) -1. 

4.13. (-1,0), (-1,0,1,2), (11, (2). 

4.14. ა) 13000; ბ) 32500; გ) 5000. 
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(ძ.1,1); (0, I ,2); (9,2, 1); (9,2,2); 

(611); (6 1,2); (1,2, 1); (62,2)1; 
3.17. 9. 

4.15. ა) დიახ, დ:(1,2,4,5)1 –>(3,5,7,9), 

დ(I1)= 3, დ(2)= 5, თ(4)=7, 

დთ(5)=9; 
ბ) დიახ, დ:(-3,-2,-1,01 –> (5,4,3,2), 

დ(-3)= 5 , დ(-2)=4, დ(-1)=3, 
(0) =2; 

გ) არ განსაზღერავს; 

დ) დიას, C:(-6,-3,0,3,6) –> (0,3,6), 

დ(-6) =6, დ(-3)=3, თ(0)=0, 
#(3)= 3, დ(6) = 6; 

ე) დიახ, დ:ჯ1,2,3,4,5,6) –> (3,4), 

#(1)=3, დ(21=3, დ(3)=3, 
დ(4)=4, დ(5) =4, «(6) =4; 

ე) არ განსაზღერავს. 

4.16. ა) L =% L- გაო. ; 

ბ) |-=,-5(L7I)-5,+=%ნ, 
გ) I-თ,-11)=II1,7+=%LC, 
დ) 13.9); 
ე) 1-=,-51ს (-3,+თ1; 
ვ) 1-7,+თL, 

8) 1)0,+=(; თ) I1,+=L 

X2+7, X+7; 

2 6 

3X+I” X–-1 

4.17. ა) 3, #2 +7, 

ბ) 0, 2, 5, +2.   

4.1I8. 9; 

4.10. 3.ტ7X+ 42; 49X+7. 

4.20. ა) პარალელური გადატანით 3 

ერთეულით მარცხნიე; 

ბ) პარალელური გადატანით 1! 

ერთეულით მარჯვნივ და 4 

ერთეულით ზემოთ.



  

  
422. პარალელური გადატანით 14 

ერთეულით მარჯევნიე. 

423. პარალელური გადატანით 2 

ერთეულით მარსსნივ. 

424. პარალელური გადატანით 2 

ერთეულით მარცხნივ ან მარჯევ- 

ნივ და სიმეტრიული ასახვით 

0X ღერძის მიმართ. 

4.25. ა) დიახ; ბ) არა; გ) არა; 

დ) დიახ: ე) არა. 

#4(ლქქცძიძშბი /-4) 

#.4. ყველა კვადრატის სიმრავლე. 

რ#.8. ა) C2; ბ) C2. 

%#.9. ა) IVს; ბ) 38%. 

ტ#..10. ა) 4; ბ) 42. 

ტ#.11. 1 124 760. 

ტ#.12. ა) ––, ბ) +Cთ+1)0+2)0+3); 

ეე) ი+1. 

პასუხმბთძ და მითძთმბშბVი 

4.26. ა) ” 

  

  

ბ) " 

  

  

  

ტ#.14. 
495 
–Xჯ. 

გ“? 

#.15. ა) (9,5); ბ) (62). 

#.16. ა) 7; ბ) 12; გ) 10; დ) 7; ე) 5; 

ვ) 4; ზ) 4. 

#..17. (0.2); (0,-4). 

ტ..19. (4,9); (5,5. 

ტ..20. (-7.0); (9,0). 

ტ..21. 7. 
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პასუხები და მითითებები 

“.22. ,M(2.-7): 8(4,5). რ.25. ა); დ); ე); ე); ი). 

#ტ.23. ა) 57,2%; ბ) <X +9X+32. 

ლპქქცია 9 

· I II 
და
 

IX
 

5.1. ა) -2: ბ) ი: გ) კ. 
ბ) 

52. ა) 0; ბ) V4: გ) V9; დ) -I; 

ე) <V4. 

53. ა) #; ბ) + : გ) <7, დ 31%, 

  

3 
ე) 3." 

54. ა) =X; ბ) 5#: გ) <> დ) +, 

ე) 2. 

  

5 2 
.4, –X: ბ) – ს: –-ჯ; 5.5, ა) –X ) X გ 3. 

) –2# დ) –=#. 

5.6. ა) + ბ) I გ) 2; დ) 64. 

  

5.7. ა) 0; ბ) 1; გ) 108.2. 

5.8. ა) არ არის შექცევადი; 

ბ) შექცევადია: გ) შექცევადია. 

5.9. ა) დიას ბ) დიახ; გ) არა; 

დ) არა; ე) არა; ექ) დიახ; 

8) დიახ; თ) არა; ი) არა. 

2 
ე) X»=“: 

X 

  

5.10. => ა) V 2 
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პას წსები და მითითებები 

  

ზ) V=2 X-1; V არამი აა ვ) ლუწია 

1 V=VX-I 

/ 12: X    თ) X =–VX. V 
ზ) არც ლუწია თ) კენტია 

LI, არც კენტი 

8) . “ 

- 

„.% 

5.12. ა) 8; ბ) LC; გ) 1-თ,01 და (0,+ =წ 

დ) |-=,0| და (0,+ =6; ე) არა აქვს; 
გ) 1-=,2,5) და (2,5,+ თ(; ზ) 1-=,01 
და (0,+ =L, თ) )-=,11 და (1,+ =C, 
ი) L-I.I1. (1.21. წ2.+ =L:. კ) 1-თ.-I1 
და (0,+ =L 

  
  

  

5.13. ა) შემოსაზღვრულია ქვემოდან; 

ბ) შემოსაზღვრულია ქვემოდან, 

გ) შემოსაზღვრულია; 

დ) შემოუსაზღვრელია; 

ე) შემოსაზღვრულია ზემოდან; 

ვ) შემოუსაზღვრელია; 

გ) შემო'ესაბღვრელია;, 

თ) შემოსაზღვრულია; 

ი) შემოსაზღვრულია; 

კ) შემოსაზღვრულია. 

  

5.14. ა) ლუწია ბ) ლუწიცაა და 

  

  

»' კენტიც » 
§ 5.15. ა) არც ლუწია, არც კენტი; 

ბ) კენტია: გ) ლუწია; 
!”" "» 0 X დ) კენტია, როცა ი=2L-1, ლუწია 

ა მ წ # როცა ი=2L, LC M, 
ლუწია 

, 5.16. ა) კენტია; ბ) ლუწია; გ) ლუწია; 

, დ) არც ლუწია, არც კენტი; 
კ-- ე) კენტია; ე) კენტია; ზ) არც 

  

ლუწია, არც კენტი; თ) კენტია; 
ი) არც ლუწია, არც კენტი. 
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პასუსუბი და ძითძ9ხVთ მბაები 

6" +26”% + 6“% 4 3ც“2% . I X 
117. ა ჯ--  -  “""“ ბ) I(X)= + ; 

§.17. ა) L(X) 2 + X2+2 ჯ2 +2 

გ) IXე)=0+LC). 

    

IM +36“ –6X 36-21. 
L) 

      
  

    

  

2 

ლქქმია წ 

6.1. ა) L=4 გ) X=2 

ბ) «M=0 V4 6.4. არც 8 და არც C არ მდებარეობს. 
პ I 6.5. ი1= 2 

ჯ 6.6. იი C 1-თ=,-2| LV 12,+ =(. 

6-2. ა) /=-X+2 6.7. თ 6 1-4,2. 

6.8. V=2X-3. 

5 
.9. V = ==. 6.9. V/=3X+ 3 

ბ) V=X+5 
17 

6.10. იC |I3,––". 
, | 7 

  

   
6.12. ა) X=3X+3 

6.3. ა) „=-3X+7 

, ბ) V=X ” 

4 

1 

0) % X 

ბ) X=-X+2 
, ა, გ) X=->+3 V 

3 
2 

2. X 6 X 
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პასუხშბი და მძთძთპმბპაბი 

6.13. ა) (0,-1) და C ,0) 6.17. ა) ერთადერთი 

  

ბ) (3,0), „-ს არ კვეთს ” 

   ბ) ერთადერთი 

გ) (0,4), X-ს არ კვეთს _ 4 

4 გ) ერთაღერთი 

  ეაეაეაეკ·· 

დ) V» ღერძის განტოლებაა; 

ე) X ღერძის განტოლებაა. 

6.14. ა) პარალელური წრფეა 

V= -2 X+ ა: , პერჰენდიკუ- 

  

ლარული წრფეა V= > X+8; 

ბ) პარალელური წრფეა 

V= -5 + 2,5 , პერპენდიკულა- 

  

რული წრფეა V=2X+5, 

   

  

6.18 2V#5 
6.15, ა) არა; ბ) არა; გ) არა. შედ: 

=. 6.16. თ. = 3 

ლქპქქმია 7 

7.1. ა) C(X)=25X+3000 7.4. ა) 3160; 
ბ) IL(X)=160X; 

ბ) §5 500 გ) §48 000. 

7.2. ბ) C(X)=37,5X+1 237,5 

გ) §1 987,5 
7.5. ღ-(X)=2X-400; ნ 

ა) §%200 ზარალია; 

73. II(CX)=40X დ ბ) §0; 20 X 

§12 000. გ) 5200. 4თ 
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პას თსები და შითითჰმბებ/ 

4 
7.6. ა) 28-“.: 

ა) 2845 

7.7. ა) 2 000; , 
ბ) 2 400: ი 2იიი V 

გ) –I 250. 

7.8. ა) §500; 

ბ) არანაკლებ § 42 . » 

7.10. ა) (1,5; 4,5) 

ბ) (1.4; 7.8) 

აყყიიჩა მ 

8.1, ა) ”=6401+8 000; L 

ბ) §11200. 
8000 

8.2. 425 წლით. 

8.3. 56 816. 

8.4. ა) 5208 000; ბ) §240 000; 

გ) 200 000+8 000L. 

8.5. §300 000. 

8.6. 10. 
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გ) (1,15) 

I0 5 
ღ) ლ -3) 

რ 
7.11. ა) –10 0005 0ლარ9, 

წელი 
ბ) §5(()=-I10 000(:+50 000; 
გ) 20 000. : 

50009 

0 ' 

7.12. ა) §10?: 
ბ) 5§((1=-5 0001+ 10”; 

  

7.13. 45 წლის. 

8.7. 12.5%. 

8.8. 5.175%. 

8.9. ა) 52 315.25; ბ) 2000-·(1,05) 

8.10. ა) §5 000. 

8.11. 4. 

8.12, 430 000. 

8.13. 2. 

8.14. 4. 

8.15, L, §2.000. 
21 7



8.16. _3., §90. 
(03 

8.17. 2,011. 

8(ლექციაბი მ-მ) 

_ 8.1. X=-7, 7=1; 

8.2. #=-5+>, V=-5X-15. 

= – – 2 ც.3. X=0: X=0; X=–-5; V=2; X=-<X, 

2 
=–-X+2. 

7-5 
სც.4. ა)VXV=X-I; ბ) V=V3X+1–2-/3 ; 

გ) X=2; დ) V=–X+3. 

8.5. 9. 

8.0. 4, 
5 

LL 5 8.7. ,=-2X+5; ჯ=+X->, #=-2X+5; X==X-= 

> 
სც.8. V=-X+–., 

7.” 
8.9. 60. 
8.10. 180 000. 

XX რჯ”ცა X» <0, 

8.12. 
V#X, როცა X>0. 

8.13. ა) არც ლუწია და არც კენტი; 

ბ) ლუწია. 

8.14. ა) –18 000ლარი . 
წელი 

ლქქცია 9 

9.1. ა) 7, 4, -1, -8, -17, -28; 
5 3 7 4, 

ბ) 3,2, 5 2: 5” 3! 

ხა)
 

პასუსები და მძთძთაბები 

8.18. 2 წლის. 

8.19. 5%. 

ბ) §(ე)=–18 000(+109; § 
IV 

ზ ( 
გ) §280 000. 

ც.15. 8 796,4; 9 456.2; 11 747.4. 

8.16, ა) 500; ბ) ხელსაყრელი იქნება. 

8.17. ა) IL(CX)=–0,005X+2,1; ბ) როცა 

1 კგ. შაქრის ფასი იქნება 1,05 

ლარი. 

8.18. ა) –3X+300; ბ) როცა მტვერსას- 
რუტის ფასი იქნება 150 ლარი. 

8.19. I4 9ი0 ლარი. 

8.20. ია= 5, X-ა= | 450. 

8.21. | 274,2 ლარი. 

8.22. 5§(0=I(1 –II)'. 

ც.23. 8 წლის. 

8.24. 32 000 რეა წლის შემდეგ. 

8.25. 25 წლის. 

8.26. 16. 

8.27. 51 353.3. 

8.28. | 200 ლარი. 

ც.29. 48%. 

8.30. 60 დღით. 

92. ა) 405; ბ) 10 005; გ) M”-2M+6; 
დ) 4L7+5. 

93. ა) 24; ბ) 29. 
9.4. ა) არის; ბ) არ არის. 

9.5. ა) 92>9, იCM; ბ) იC (26,59), 8C M. 

9.6. ა) M=2,3.4....: ბ) ი=5,6,7,...; 
გ) ი=1,2,3,4,5; დ) ი6 (3,191, იCM. 
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პახუსუები და შ/ი!/0!მბებ/ 

9 7. ა) ი=11: ბ) ი=32. 

9.8. ა) Xგ=2ი-1; 

ბ) Xე=3ი-I1; 

ბ) Xი = 51: 

»-1) · 

ლქპქქძმია 70 

, 3 12 
10.1. ა ) ,' ბ) 0; გ) § ;დ)6ე)6?; 

ვ) 218) C"; თ) 2; ი) 0; კ) 0. 

) 3; 
102. ა) =-; ბ) 3) გ) განშლადია; დ) 0; 

ე) განშლადია; ვ) +თ; ზ) 0; თ) -1 

10:23. ა) 1-9+25-49+81. 

104. ა) +: ბ) –– 
0038“ 

ლქძქძმიმა 77 

11.1. ა) L-I:V2 1; ბ) (5:+26/); 

გ) (V7 :XVI7 1; დ) IV3 :“V7 ); 
ე) (ე,ხ): ე) (მ.ხ): ზ) (ი.ხ): ი») (მ.ხ): 

ი) Iგ,C); კ) (მ,0+1)L” (მ+2;გ+3); 

ლ) (-I,1); მ) (6); 6) (C”); 
ო) არ გააჩნია; პ) )-=თ;+%(L. 

11.2. ა) 8.=2-+; ბ) მე =6- 1. 

ი ი 

492 

9.9. ა) არის; ბ) არ არის; გ) არის; დ) 

არის; ე) არის. 

9.11. ა) 98; ბ) 4331; გ) 2. 

9.12. ა) ჭეშმარიტია; ბ) ჭეშმარიტია. 

9.13. ა) არა; ბ) დიას; გ) დიახ. 

1 
9.14. ა) განშლადია; ბ) მე ==, ი=2L, 

LCM და მ, =5-=,ი=2L-1,VCM. 

10.5. ა) 2 ბ) =2>. 3, 9V3 
გ) ––-–მ“. 

32 

10.6. ა)  ანმლადო; 

ბ) კრებადია; 

მითითება: ! =0 1 : 

იიი+I)) ი ი+1 
    

გ) კრებადია. 

11.4. ა) V# 

  
ბ) L(0-)= –1; I(C0+)= 1 

გ) არ აქვს. 

11.5. ა) აქვს. 

11.6. აქვს. 

117. L =++5. 

11.8. არ შიეძლება. 

11.9. ა)4; ბ)-5 გ)-2ს დ); ე)2; 
ვ)4, ზ)ნ6,; თ) 5.



ლპქქძია 12 

12.1 : : 3 5 -#. ა) 3: ბ) 7; გ) 2, დ) ე) => ე) 1+: 

„თ +.ი3 ზ) -40; თ) C! ა) 2“ 

“. 12.2. I(3-) = -თ, ”I(3+) = +თ, 

123. გააჩნია (X=1). 

12.4. +თ. 

12.5. ა) აქეს (Vღ=-6. როცა X–>-თ: 

V=6, როცა X–-3+9ი;); 

ბ) აქვს (V=1, როცა X–3+თ; 

V=-I, როცა X-3-თ). 

12.6. ექნება (X=0) „. 

"„» + 

C(ლქქციპბი ჭ-/2) 

C.1. ჭეშმარიტია: ა), დ), ე), კ). 

C.3. მკაცრად მონოტონურია: ა), ბ), 

დ), 8). 
C.6. შემოსაზღვრულია: დ), ე), ე). 

C.8. ა) –I; ბ) 0; გ) 2 დ #2. 

  

  

C.9, ა) 0; ბ) 1; გ) 5; დ) 1; ე) 1, ვ) 6”. 

C.I0. ა) გაჩშლაღია: 

ბ) განშლადია 

C.11. 1–4,2ICVI3,4L. 

12 I. 1. ) =1. ა =3. 
C. 2. -'დფოეი 

პასშსები და მითითებშები 

I 3 127. ა) +: ბ) – -+; 
ა) 210) “აე: ბ)2 

V7 5 I I 
12.8. –_ <5 –: – 

ზ.ა) კ, ბ) 5; 815795 

„აბგებსადდაა ა 
ე 2” ვ) 4” ზ) ვ? თ) 3 0 

ი –1- 
V28 · 

12.9. X=7. 

12.10, არ გააჩნია. 

ე) 9; ვ) = ზ) 4, მითითება: 

._ 59იCთ თ სი“ =I; თ) –. 
თლ–0ი V« »”ი 

C.13. ა) -1; ბ) 1; გ) 1, დ) -2; ე) -3; ვ) 3. 
C.14. გააჩნია. 

C.15, 4L”, 
–ს როცაX<მ, 

C.17. შეიძლება %X)= , 
ეიძლება % - L როცაX>8, 

ხ(X) =წ(X) – სხვაობის შემთხვე- 

ვაში; დანარჩენ შემთხვევებში კი 

M(X) = -6(X). 
C.18. მითითება: განიხილეთ 0-სკენ 

1 
  

1 
კრებადი X, =–– და X, = 

ჯ 
”ი 212 

მიმდევრობები. 
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პასთსები ა პძთძ90ი)შბები 
  

ლქქც0ია |3 

13.1. ა) 1; ბ) -I1; გ) 0; -6; 6; დ) 5. 

13.2. ა) უწყვეტია; ბ) არა; გ) უწყეეტია; 
დ) უწყვეტია; ე) უწყვეტია; 
ვ) უწყვეტია. 

133. მითითება: განიხილეთ ფუნქციის 
ცალმსრივი ზღვრები წყეეტის 

წერტილებ?! ", 

13.4. ა) X=0 არის მეორე გვარის წყეე- 

გიის წერტილი, 

ბ) X=XLV, LC 27, არიან მეორე გეა- 

რის წყვეტის წერტილები; 
გ) X=0 არის პირველი გვარის 

წყვეტის წერტილი; 
დ) X=1 არის მეორე გვარის წყვე- 

ტის წერტილი. 

13.5. მითითება: განიხილეთ ფუნქციის 
მარცხენა და მარჯვენა ზღვრები 

წყვეტის წერტილში. 
13.6. ა) 3; ბ) 51. 

13.7. I. 

13.8. 1. 

13.9. XX. 2 არის პირველი გყარის წყვე- 

ტის წერტილი, რომელშიც ფუნქცია 

უწყვეტია მარჯენიდან. 

13.10. X=4 არის წყვეტის წერტილი. 

ლქძქძმია 74 

14.1. იქნება; იქნება. 

14.2. არ შეიძლება. 

14.3. არ მიიღებს. 

14.4. უდიდესი არ არსებობს, 

სი I(X)=1. 

14.5. I(ხ) და IL(გ). 

14.6. ერთი ან არცერთი. 

14.7. მითითება: 

(XI +X7 – X; –2X, –2)-(X1 +X2 – 

–(X –<2Xე –2) =(X” –X2)(X; +X2 –)+ 

+(% –X-)(X? +X,Xე +Xვ –2) >0, 
როცა X)>X; და XI,X26C L1;21. 
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3 1 13.11. ა) 2; ბ) –=; გ) =. ა)2; ბ) –2; გ) 5 

13.12. ა) 

  

X=0 არის პირველი 

გვარის წყვეტის წერტილი; 

ბ) 

  

X=0 არის მეორე 

გეარის წყვეტის წერტილი. 

13.13. ა) მ=4, ხ=-4; ბ) 8=3, ხ=2. 

13.14. ა) 2=0; ბ) არ არსებობს. 

13.15. ა) მ=1I. ხ=-1: ბ) არ არსებობს. 

13.16. ა) არ არსებობს; ბ) M=2; 

13.17. ა) =0, «=2; ბ) თუ X=0 იქნება 

უწყვეტი, ხოლო თუ M=2 – არა. 

14.8. არ შეიძლება. 

14.10. არა. 
4 

14.11. ა) (-=) შუალედზე დადებითია, 

(== -ზე უარყოფითია; 

ბ) I1X<,+%| შუალედზე დადებითია; 
გ) დადებითია )-თ,1( და 14,+თ| 

შუალედებზე, უარყოფითია 

11,4L-ზე; 
დ) დადებითია )0,3( და 14,+%L 

შუალედებზე, უარყოფითია 

1-=,0| და 13,.4(-ზე.



14.12. ა) 0,3; ბ) 0,2. 

14.13. ა) 0,21; ბ) -8; გ) 1; დ) -0,5. 

14.14. ა) #X= იM1გX /სX = 0,5; 

რ#Xა = III ტX = -I,5; #VI = 2,25; 

რV2 = -3,75; 

ბ) ტX,=08X#X= 3: 

/#სX2 = III0X /ტX = -1, 
3 

= 3. =1 ტV, = 64' 0V2 =5· 

14.15. ა) მMX;. ბ) 20X/აX + ხ/#X + მტX”; 

გ) მ“ (8““ - 1); დის +4I, 

ლქძქქცმია 72 

15.1. ა)0; ბ) -2; გ) 1; დ) -44; ე) -4 

ვ) =3> 
ა მბჩი- X2+36. ე 3. 

72 : მ 15. 
ლ) 2; მ) 2C'. 

15.2. ა) V=-3X4+ 5; 

ბ) V=6-X- 

:; 8ე4+Iი27; თ)!; 

2-1 
=2 +“ გ) X=2X 2 

#+ 58 
დ) X=-–3X+“ 

15 15 
153. ხე 

L 2 4.) –-,<. 15 ( : 3 

15.5. ა) არ არსებობს ასეთი წერტილი; 

ბ) (-1,-2); (1,2); გ) (0,4); (2,0). 
15.6. 2; 4; 6. 

1 

157. ა) –X 2ძX; ბ) 50505. გ) >; 

  

X 

060§2X 
დ) C)§XძX; ე) -510X9ძX; ვ) 

პასუხები და მითითებები 

ეა2904> =C ++, 

ე) -2ძი4% ძი(»+ 4). 

14.17. ა) 5 :ხ) -6, 

14.19. ა)5; ბ) -4; გ)-28-ი +8. 

1420. ა)0; ბ)2; გ)-3; დ) 280+ხ. 

1421, (I(01=1; L”(01=–1. 

1422. 4X+2, 

15.8. ა) 9(3X-1)7;. ბ) 14(2X-3)9; 

გა 16X(2X”+5)); დ)–5X0– X2)2; 
5 

ე)<56<–X)?; ვ) 13,5X“00+2)'7, 
ზ) 1,6(X+1) (X”+2»-1) 9, 

  

3 1 თ)->-, «---+--, 
2V3X–2 V1-2X 

4X . 1 , 

ვეცი +)? 71(3»2 – ეზ 
მ) 5ც9%" I. 

ნ) 2(3X – 12“ -2XM 2; 
2X + 4 

X2+4X+7” 
6X +9 

(3X” +9X+1I)Iი4 ' 

ქ) CICX; რ) -510X C05 (C05X); 

გ 
ს) ––––, 

005 X 

ტ) -3(4+C")5I0(4X+6C") 005”(4X+6"); 

2X+1 
უ) 

15.9. ა) 0; ბ) 4+(2+(1)6'. 

  

  -510(2(2X+1იX). 
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პახუსშბი და შითითჰბებ/ 
  

15.10. ა) 60X -24X”+6X- 14; 

ბ) (2+4X21C"” ; გ) 200§2X. 
15.11. ა) -600X”; ბ) 120X'; გ) (3+XX”; 

ზ8-6MიX 
დ) –, ; 

X 

15.12. მეხუთე. 

ლძქძია /ნ 

16.1. ა) -1; ბ) 0; 1; გ) -2; 2; დ) -3; 

ე) 0;2; +: ვ)C, 8)-, თ)1; 

ი) 01; კ) 0;-2;2; ლ) არა აქვს; 

მ) -3: 3: ჩნ) -2:2: ო) 0:2:..)) 2. 

16.22. მითითება განიხილეთ დ”(X)=0 

განტოლება. 

16.3. ა) )1,+იც ბ)C; გ) 14,+=6 

დ1=-+-ნ ე)1=-3(ა13%=ნ 
ვ) 1-1, ზ) )-თ,1( C )1,+59(, 
თ) I0.+თს. 

16.4. ა) არის; ბ) არის; გ) არის; 

დ) არ არის (| ე) არ არის; 

ვ) არ არის, ზ) არ არის; 

თ) არის; ი) არის. 

16.5. ა) ზ=-2; ბ) 8=-16; გ) 2=3; 

დ) 2=-3; ე) არ შეიძლება; 

ე) 2=1: გ) არ შეიძლება: (ი) მ=1. 

16.6. ა) არა; ბ) ზრდადია; გ) ზრდადია; 

დ) არა; ე) ზრდადია; ვ) არა. 

16.7. ა) მკაცრად ზრდადია |-თ,+=(-ზე; 

LX(ლქქციპბი  /12-/ი) 

0.1. ა) 0; -3:3;: ბ) 2, MC7; 

გ) +5+2#%, 67; 
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24 

(1+X»)? · 
15.14. მითითება: აღნიშნეთ ნებისმი- 

ერი ორი მათგანის ნამრავლი ახალი 
ფუნქციით და ისარგებლეთ ორი ფუნ- 
ქციის ნამრავლის გაწარმოების ფორ- 

მულით. 

  15.13 

ბ) მკაცრად ზრდადია (L-1,0) და 

LI,+თ(-ზე, მკაცრად კლებადია 
1-=,- 11 და (0,11-ზე; 

გ) მკაცრად ზრდადია |-=,+თ(-ზე; 

დ) მკაცრად კლებადია 

1-=,+ =(-ზე; 
ე) მკაცრად ზრდადია |-თ,0)-ზე, 

მკაცრად კლებადია (0,+=(-ზე; 

ვ) მკაცრად ზრდადია (0,2)-ზე, 

მკაცრად კლებადია 

1-=,0| და I2,+თ(-ზე; 

ზუ) მკაცრად ზრდადია (|1,+=(-ზე, 

მკაცრაღ კლებადია 

1-თ,0! და 10,11-ზე; 

თ) მკაცრად ზრდადია (2,+თ(-ზე, 

მკაცრად კლებადია |-=,21-ზე; 
ი) მკაცრად ზრდადია |I-თ,+თნ-ზე. 

16.8. ა) 12-+=ნ ბ) 1-1;:16. გ) 15 +»ნ 

დ) C. 

16.9. 8,5. 
16.10. 3. 
16.11. 2. 

16.12. -4. 

დ) 39% C7; ე) 0; -2; 

ვ) 0; -I, +V2 . 
M.2. ა) L-I)=3; ბ) IL5) =-0,5.



0.5. ა) 0,1; ბ) -3. 

1 
02.6. 0,1; 10; ბ -1; –_- 

ა) ) 90 

მ.7. –--. 

_ 0.8. -1. 
0.9. 3. 

0.10. ა) 4; ბ) -1. 

0.11. 3; 0. 

6' 

2 I 
ს.I2. ა) (იჯ 9-ს 

· X X 

2 6 
ბ) ––.=––-=; 

) X:-VX X2 X?2 

გ) 1ს-31 

დ) -%, 
X 

ე) 6C056X ; 

ვ) <300§?2 X5Iი X; 

ზ) 00910 X). 

X 

თ) ტ““” (Cიჯ X –§1ი2 X) · 

ჩ.I3. ა) 3: ბ)- გ)ჰ4; დ) -1. 

ლქქცია 77 

17.1. 6. 

_ 10? 

173. ა) -2; ბ) 2; გ) 0; დ) 2; ე) 2; ვ) –1; 
17.4. ა) 37.7; ბ) 3; გ) 0,5; დ) -12; ე) I; 

ვ) 1. 
17.5. ა) 10CLი109 I(X) = -26; 

ბ) 10CCM00მX წ(X)=7, 10CI1ი I(X)=-25; 

გ) I0ლC-იIი IL(CX)=-47; 

დ) I0CთIიI(X)=0; 

| იICX) –-4+ 
· 1 XI) = , უე) I0CიV" ჩ 

>)
 

  

პასუხები და მძითითმებშბი 

ძX 
1 

005“ X 

გ) 2X6” 'ბძX, დ) ძ 
I+6" 

0.15. #V = 0,53; ძV =0,5. 

#.16. ა) ზრდადია 10,+იი( შუალედში; 

ბ) ზრდადია |-9,+%| შუალედში; 

გ) ზრდადია ბათ შუალედში, 
C 

  0.14 ა) I0იXძX;. ბ) 

  

კლებადია 11 შუალედში; 
6 

დ) ზრდადია I1,+%L შუალედში, 

კლებადია (0,1| შუალედში. 

0.17. მითითება: (X + ტ X)" - X" ნაზრ- 
დის გამოსათვლელად ისარგებ- 
ლეთ ნიუტონის ბინომური ფორ- 

მულით. 

0.18. მითითება: ისარგებლეთ სავარ- 
ჯიშო I4.16-ით. 

ხ.19. მითითება: განიხილეთ ფუნქცია 

L(CX)= 6”–1–X. აჩვენეთ, რომ იგი 

მკაცრად ზრდადია (0,=( შუალე- 

  

დზე. 

10თი8XL(X) = 440, 

ე) 10CI1CI(X) = -2+%6, 

10C60102XI(X) = 64% · 

17.6. ა) 10C (იი (00=-+, 

100 0 2X წ(X) = 

2
”
 

ბ) I0CთIი ”I(X)=0, 
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პასწსშბი და შითიძ!შბმა/ 

4 

4 
10CIIმXV(X)=I ––“.––––– I. 

=-#) 

გ) 10CთIი#(X)=0, 
4 

10C ი19X წ(X) = 4 : 

ბ. – 
.· 

  

დ) I0CთIიI(X)=6; 

ე) 10CM)1ი ((X) =2+2 ; 

ვ) I0CII0 I(X)=-C"!. 

177. V5; 45. 
3 2 

178 6 -:IM, ს - X4VII. 
"VX I 

17.9. ა) ჩაზნექილია )-თ,+თ(-ზე; 

ბ) ამოზნექილია |-=,+=(-ზე; 

გ) I-თ,0(-ზე ამოზნექილია; 
10,+თ(-ზე ჩაზნექილია; (0,10) 
გადაღუნვის წერტილია; 

დ) ჩაზნექილია )0,+«(-ზე; ამოზნ- 

ექილია 1-თ,0L-ზე; 

ე) ჩაზნექილია 1-=თ,0( და |0,+თ(-ზე; 

ვ) ჩაზნექილია 12/0,5 ,+თ(-ზე; 

ამოზნექილია |-თ, ?/0,5 (ზე; 

(3/0,5 ,<4,570,25 +1 ) გადაღუნ- 

ვის წერტილია; 

ზ) ჩაზნექილია 15,+თნ(-ზე; ამოზნე- 

ქილია |-თ,0| ღა M),5L, (5,-3 | 250) 

გადაღუნეის წერტილია; 
#3 ·8 

თ) ამოზნექილია |I– 53 “3. L-ზე; 

ჩაზნექილია IC, 23 ( და 

ლქქმიას // 

18.1. ა)»=0: ბ) 7=+; 
2 

5 = 
გა »-“ ა: დ) V=-3; 
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123, +ი=2 ი0(- -ზე; C2 <1 

379 

V3 _5 
(+. “5 | გადაღუნეის წერ- 

ტილებია; 

ი) ჩაზნექილია |1-“, => და 

| ,+თ(L-ზე; ამოზნექილია 

1 43 #3 გე, | #3 3 
303. »X»XL 374 

V3 3 
7.1 გადაღუნეის წერტი- 

ლებია; 

კ) ამოზნექილია |-1,0(-ზე; ჩაზნექი- 

ლია 10,+თ(-ზე; (0,1) გადაღუნ- 
ვის წერტილია; 

ლ) ჩაზნექილია |-=,+იი(-ზე; 

#2; მ) ჩაზნექილია 1I-თ, – 2 

და) #2 ,+თ L -ზე; ამოზნ- 

6 +, 
ექილია | – –-– 

8ა)- (ა) იე“ და “2” 

გადადუჩეის წერტილებია. 

17.10. 8=-=, ხ=>. 

7 2 
ე) X=–3: ვ) »=3.: 

ზ) #=5, როცა X ->+C; V=0, 

როცა X –3 -9;



თ) #=5, როცა X –2+90:V = 

(%
1-

<)
 

როცა X –3 -Cთ; 

ს) X<-2, რჯსცა X-–>+თ, 

წ)) »=2, როცა X->+თ; V= 

ლ
ა
|
C
ა
 

როცა X –3 -თ, 

18.2. ა) X=-3) ბ) არა აქვს; გ) X=3; 
დ) X=3; ე) X=0; ე) X=-2; X=3. 

18.3. ა) X=X. X=0: ბ) V=3X; გ) V=X, 

· როცა X-–-2+=; V=-X, როცა X –3 -თ, 

დ) X=X– 3) ე) წ=0, როცა X–3-თ; 

ვ) X=1; X=3; VX=0. 

18.4. ა) IIიVCX0=-2; ომX I(X)=6;ბ) 

VთI0 I(X)=-2; მი სესაიას 
III I(X) => –8, (I(X)=L17. Mა (X) 8» (X)=I7 

18.5. ა) 

  

ლძჰქქძია 79 

19.1. (100), (V-10). (0.0,1). 

19.2. ა) არ ძევს ბ) არ ძევს; 

გ) არ ძევს დ) ძევს. 

19.3. არ წარმოადგენს. 

19.4. ა) -0,5; 1; ბ) 0; 2. 

19.5. ა) 0; ბ) 1; გ) 1: დ) კოორდინატთა 
სათავემდე. 

19.6. ოთხი. 

პას ჟხემბი და მითითშბპბი 

  

  
დ) 

  

  
18.6. 2. 
18.7. 1. 

1.1 188.1-=.- < (12 32. 

18.9. 8V2. 
3 18.10. – =-. 

19.7. (0.-3) წერტილამდე. 

19.8. ა) არა; ბ) არა; გ) კრებადია; 

დ) კრებადია. 

19.9. ა) 5; ბ) 0; გ) 1; დ) 1. 

19.10. მითითებს» განიხილეთ წერტილთა 

ორი მიმდევრობა (1,1) და 
იი 

ხ, (2,1. 
იი 
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პას წსები და მითითშძბაბ/ 

19.11. ა) 2. ბ) 3; მითითება: 

. 90იCთ 
III) 
თაი XV 

19.13. განიცდის; მითითება: განიხილეთ 
1910 სავარჯიშოს მითითებაში 

მოცემული მიმდევრობები. 

  

.. 
14. ა) –- -(1.2) – 2; =–(1,2)= –4; 19.14. ა) 2: ) მ! ) 

მ მ! 
–-(,-I)=1: ––(I,-1) = -6; ბ) > (1–1) >» ) 

1. 
<0)=2 <0,)=1; + 2 

დ) Xტეა 1, გა 1=0; 
იჯ 2 

ი -9. -9. 
– = 0, 3 –ტ66C 

ე) 2 (0,3) = 6 :2 2, )= 

ლქქძია 20 

20.1. ა) არ ეკუთვნის; ბ) ეკუთვნის. 

20.2. 58. 
2013. ა) (1,0); ბ) (1.0); 

გ) (0,0); (/2,<V2); (–/2,«V2) ; 
დ) (0,0); (0,1); (0,-1); (170); (-1,9); 

ეე 3.”3 3” 3 

-4 2 C =3) 
3 3 )|”L 3” 37” 

((XV) | X”+უ?= 1); 
ე) (1,-1). 

20.4. ა) 4; ბ) 0; გ) დ დ) -3067. 

20.5. ა) 10C=2X (ი) 12; 

ბ) I0CIთIი I(X,V)=0: 

# (ლპქქძიძბი /7-20) 

M.1. 10 მ. 

#.2. 50 მ, 50 მ და 100 მ. 

#.3. 3 სმ, 6 სმ, 4სმ. 

4500 

მჯ მ” 
ვ) ვე (0) =26; 270) 526; 

მიი ა-0. წი ,ა=0. ზ) 3ჯ (VI) =9; 300050; 

ძ( მ” 
– · =1:;: _ , = § ()) 5-0 0) ნეს 0)=2 

  ი 269-=-“ 260=-!- 

19.15. ა) 2V“; 12/”X7; 8XV/3; 8X/3; 

ბ) 2V 2; 12X“V წ; -6XV “; -6XV “; 

გ კოჰ, ცც2»-ჰ, 6 ც2X-3, 

-66-%-3, 

დ) C” “7; 6C” 7; -6” 7. -ტ“ 7 

გ) I06იIი (X,V)= 1; 

დ) ექსტრემუმი არა აქვს. 

3 
20.6. #2», 3/2V ; 31/2V . 

20.7. ა) IVI0I(X,V)= 12; 

ბ) თმ2XI(X,V)=-10; 

გ) თIი1(X,V)=5; 

დ) ი18XICX,V)=–-14. 

20.8. 5 =>, ; გვერდების სიგრძეებია 

ნ ჩ 
4 და 4 · 

20.10. 0,6 კგ და 0,8 კგ. 
20.11. 36 და 25. 

#.4. L=ხ > , სადაც L ფუძის რადი- 
7; 

უსი, ხოლო ი კასრის სიმაღლეა.



ნ 
სა. I(==%-“-, ს - 211. სადაც ხ. მართ 

კუთხოვანი ნაწილის სიმაღლეა, 

ხოლო L ხასევარწრის ფორმის 
ნაწილის რადიუსია. 

M6. ა) X= 100 ლოკალური მაქსიმუმის 

წერტილია; 

ბ) X =უ- ლოკალური მინიმუმის 

წერტილია; 

გ) X-პ ლოკალურს მინიმუმის 
__ წერტილია; 

დ) X= ლოკალური მაქსი-   

#+4 
მუმის წერტილია; 

.7. ა) |-<,+=(-ში ჩაზნექილია; 

ბ) )|-=,-3(-ში ამოზნექილია, 

1-3, „თ(L-ძი ჩაბსექილია, 

გადაღუნვის წერტილი არა აქეს; 

გ) )-=,-2წში ჩაზნექილია, 

1-2,+=წ-ში ამოზნექილია, 

(-2,0) გადაღუნვის წერტილია; 

დ) I-=,1(-ში ამოზნექილია, 

11,+თ(-ში ჩაზნექილია, 

(1.-I) გაღაღუჩეის წერტილია. 

L.8. ა) X=2,V =0; 

ბ) X=1, X=3,V=0, 

გ) X=12, VX=I; 

დ) V =X; 
ე) X=-1,X=1,V»=-X, როცა X–3 -= 

V =X, როცა X –3 +თ; 

ვ) »–=ს. 

#.9. ა) V(-2) = -4 მაქსიმუმი; X(0) =0 

მინიმუმი; 1-თ,-1I-ში ამოზნექი- 

ლია, )-1,+თ(-ში ჩაზნექილია; 

X=-1,V=X-1 – ასიმპტოტები; 

ბ) #(+/2 )=2 მინიმუმი; 1 “2 ,+თL- 
ში ჩაზნექილია; X= 1,X=X – 

ასიმპტოტები, გრაფიკი სიმეტ- 

რიულია 0V ღერძის მიმართ. 

პას უხმბი და მიიIთთქაბები 

#.10. § = /ხ(0ნ-XX0C – X»XX+V-–%) . 

C.1I. V = 5) VX?-)”. 

L.12. V =5X0? –Xჯ”). 

L.14. ა) _1. ბ) Iი2; გ) 2; დ) 1 „14. 2: ; 'დ 2. 

L.15. ა) 92 _ 3 +9X2) –2#?, 
ძX 

9% ვე? კვე) 4; მV 2 

ბ) 92 ეჯი? /, 
ძX 
მ7 2. 
=-=X“5Iი2V ; 
ძV 

  

მ2___ 5 __ 
ბ ე» (X+2წჯ)” ” 

9___ 10... 
მ  (X+2))” ' 

კ 95= 2X 

მ» X? +V?” 

9__2» 
მ). X” +) 
მჯ LI“ მ». X თ” 

) –-–=--67, –=-:>6 7; 

თშ ს მ, V” 

ვ მ? V#“ C00§- => მ 62+)?)? +)? 
მძ» XV X 
აღალალლობეი-005-==->. 
მL (X”+)?)”? VX? +V? 

L.16. ა) 10CMI0X#X(X,V) = 13; 

ბ) I0Cი102X27(X,V)= 1; 

გ) არა აქვს ექსტრემუმი; 

დ) 10CთIი XX,V) = -+> ; 

ე) 10CთIი7(X,V)=9; 

ვ) 10-=01ი2 (Xა)=-26', 
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პასთხძბი და პითიხთუბპები 

L.17. ა) (I1I-1 ლოკალური 

მაქსიმუმი; 

18 12) 36 ბ) წ +-,1< | =2? რ 
) L 5) 13 კალური 
მინიმუმი; 

ლქქმია 27 

21.1. ა) 2X; 

ბ) X?”-X+ 1; 

გ) 6 +4; 

დ) 2I0X+8; 

I 
–-+4: ე) –– 

ვ) I9X+ 1, XC => 
2.2 

2 
Xჯ”“ +3 

21.2. > 

#6 
3 

213. თ, 

  

2L4. 2V2. 
4“ 

21.5. ა) =-+C; 

ბ) =VXV +C; 

1. _ყ –--X +C; გ) 8 

) 100 !V) 

V 99 
ე) 11)X+C; 

I –“-+C; ვ) –++ 

ჯ” + C; 

IC. ზ) 1+C; 

4 

“) ჯშ LC': 

" 
7IL%/4 +C; |I

თ 
>
 

ა
 

ი) 

ჩ)) 2VX. +; 

–
 

–
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21,6. 

გ) I (-1,-2)=-5 ლოკალური 

მინიმუმი, M(1,21= 5 ლო- 
კალური მაქსიმუმი; 

დ) I(1,11=067 ლოკალური 
მინიმუმი. 

50.3 2C, ლ) 5X +5X +C, 

მ) I-C +2X+C: 

ნ) 7» +306" +510IXI+C; 
რა 

3 ო) L +80+-8+0, როცა ი#--თ 
L 

IიIXI+C, როცა ი=-ი1; 

პ) _რღ ფღყიი კ ც , როცა 
ი+-V 

ი 
–- #-I; 1იIXI+C, როცა 
M 

ი – =-I; 
ითი 

წ), =VX. +X+C; 

6/2- XX C, რ) 10 
  

10” 

Iი10 

) 29 +C; 
ბ შიგ+I / 
უ) -3C05X+ +4510X+ C; 

ფ) 2:9X+50C(9X+C; 

2.5” 

ქ) Iი 5 

ღ) 5:6C” +7:I9X+25იX+C. 

ა) -XC05X+5II1X+ C; 

ბ) X510X+ +C6C095X+C: 

გ -X7005X+2X510X+200§X+C; 

დ) 2-X I0 X – 4VX + C; 

ს) +C;   

  

–36005X-40წ70X+C;  



ე) XIიX-X+C; 

ვ) X76 -2X6:+2თ+C, 

ზ) X”IიX  X? 2 2-%-4+0;   

9... · 

თ) X 5IIX+ +2X005X-25)იX+C. 

· 21.7. ა) 5 3§6X- 3)1+C; 

ბ) აა” 

გ –,0-3X1+C; 

' დ) 2VX+2)7 +C; 

ე) 56 5-V(8X- I)? +C; 

ვ გახლლეთ 

1 ზა 35” +C; 

1 -2X+5 
თ) 25 C 

1 5X+4 –6 +C; 
5 

კ) 5I3X+1|+C; 

ი) 

L2ყყ0ია 22 

22.1, ნ, =0,140625; ნკ =0,390625. 

222. ა) 632: ბ) 602 : 215 

დ) C”-C; ე) 1; ვ) 9. 

  22.3. ა) X; ბ) 1; გ) 0; დ) 6 +I · 

13 28V2 , 
“«! ბ) “ე ' 

1 
გ) 10%, დ) 3C” – 6"). 

224. ა) – 

99, 
22.5. ა)Iი 3 1.2). 3. (ჩი >: გ) ი 

პასშსები და მითითებები 

ლ) –ჯიII-4|+C; 

1 
3(3( –1) 

I ნ–- +060 
L0(2 – 5X)? 

- 1 კიც 

49(7X – 3)” 

მ) –   +C; 

_ 1 _ 
აპ) – 30X+4 –31|3X+4|+C; 

(0X+ხ)” 

I ი) 

1Vი|8X+ხI+0, თუ მ#0 და 

  ქ) +C, თუ მ#0 და ი#1; 

X 
ი=1; იუვე, თუ 8=0. 

21.8. ა) IX+II+C; 

ბ) IიI+X 1+C: 

გ) 10IმX” +ხX+9+C, თუ გ”+ხ7»0; 
C, თუმ 7+ხ?=0; 

დ) Iი(C'+3)+C; 

ე) X-IიIX+3(|+C; მითითება: 

X+2=(X+3)-1; 

ვ) IიII0CXI+C. 

  

  22.7. ა) 59 

22.8. 64X. 

2 

22.0, +, 
2 
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პასუხები და ძითითებები 

”» ა 
22.10. 39 (6 –,). 

ლქქცია 23 

23.1. ა) 1: ბ) “#2; გ) 3) დ) 1; 

დ 1 

ე) 51 12 
232. ა) განშლადი„დ ბ) განშლადი; 

გ) განშლადი, დ) კრებადი. 

233. ა) 263; ბ) 3. 

234. ა) – >; ბ)2; გ) 6“2; 

დ) 3(%4 –1):. ე) 22, 
23.5. ა) განშლადი; ბ) განშლადი; 

გ) კრებადი დ) განშლადი. 

23.6. ა) 

  

ლძქძია 24 

24.2. ა) 2005X – 5(ი 2X; ბ) 26” – X6” . 

ჯვ 

24.3. ა) –--X” +C; 

. 27 C 
ა) 102. : 

გ) -XC05X+5IიX+C; 

) X”I0X _ X72 
2 4 

(3X – 1)“ 
_--–-+C; ე) 15 

ვ) 6IიI6X+ 1II+C; 

ზ) Iი(I+2X”)+C; 
თ) IიII0 XI+C. 

3 

24.5. ა) C+1-»? შო IC+%- , 

504 

+ C; 

22.11. 31%. 
5 

  

23.7. ა) >%9, ბ) 2#2 -L, 

5 

644.7. ე) 1 2 >) გ) /C++X” ; დ) ს C+22 · 

246 ა)V=X ბ) იX-= 2 ++; .0. V : 2 2: 

გ) #2X2 –1 ; დ) #2X-I IL 

3 
  

247. ა) C6-2» -2) 

ბ) C-6”-6X”- 12X-12; 
გ) C-6+2X6”+1; 

(4 „3 
2 XI. დ) 6 (C++M-I, 

ე) 6" (C+51ი X); 

ე) 6 MX(C+5IიX).



#2 
– 3 

24.8. ა) C-6 2 +1; ბ) –13ჯ-4 +%-; 
4“ 

# (ლპქციიბი 2/-24) 
Xჯ5 

M.1. ა) ––-+C; 
3 

»3 
ბ) – +X +3X+C; 

გ) 2Xმ? +2X? +IიIXI+C: 

              

2 

ე) 2იIXI-X+5-+0; 

ვ) 6-5 X0,   

) =VX(X-4)+C; 

თ) –ულ-4/X+3XVX+C; 

ი) 2 აა 429X+C; 
13 3 

წ)) =XVI +C; 

ლ) =XVI>+C; 

მ) 5(გ8) 

Iიმ+1 

ნ) 6" –X+C; 

იე შბ. – + +C. 
Iმიგ· 3X1 

+C; 

პ) გ” +140. 
X 

ქ) ლ05X-CI9X+C; 

რ) X-C0C05X+C; 

ს) X–5IიX+C; 

ტ) X+5Iი0X+C; 

უ) 310X+2CL9X + C. 

პასშუშსძბი და მითძთ2ბპბი 

გ) Cას++-) დ) C '”(1+5IიX). 

L.2. ა). _ა-0ი2- 1)+C; 

ბ) შავია ავოC 
3 9 

გ) +002 -2X0052X)+C; 

ღ) 2VXII0X-2)+C. 

L.3. ა) 1-ს +C, როცა 8#0 და CM, 
2 

როცა 8=0, 

ბ) 1ყი(6X+ხ)+C , როცა 3#0 და 
გ 
XC05ხ, როცა 2=0,; 
§3X-I 

3Iი5 

დ) –C0%2X -5)+C; 

  გ) +C; 

5 

30X+))? , C 
ე) – 3 

ე)  IიI2X+ხI+C, როცა 8#0 და 
მ 
X 
– , როცა მ=0. ხ ს 

L.4. ა) –Iი |C05XI+C; 

ბ) II 5I0XI+C; 

გ) „I%-II+C; 

დ) IიI6C"+2X–-1|I+C; 

ე) X+(8–ხ)I1იIX+ხI+C. 

  L.6. ა) --, ბ) II4–1; გუ X6–1), 

I 1 
დ) "2. ე) 2: ვ) 1--=; წი , 
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პას წყძშბი და შითითჰბშები 
  

  

  

7 3 2 8) –; 2----, (1.11: ) 2: თ2-–= L.15. . 

L.9 5, 1 
“' 6 ' V.18. ა) 3: ბ) განშლადია; გ) 1; დ) 4; 

L10. 4,5. ე) განშლადია; ე) განშლადია. 

L11. I. L. 20 ) =4X. ბ) =4 X+2 

L.12. Iი2. რისა» ჯ7I< : 
8 გ) »X=2X+X”; დ) ”»=6"(X+5); 

ს.13. –. 
3 წელ. 

ე) »X=C (+--I 
ჯ I ჯ” 2 L.14. ა) >) 1--–– |; ბ) =–. 
2 გ? 2 ა ჯ=-10-2» +1'# 

ქ 5 32. 

ლქპქქმია 22 

ა 25.10. 7 
252. ა) მითითება: შემოვხამოთ | 8 | 

რადიუსიანი წრეწირი ცენგრით 25.1I. -/53+14-3 , #53 –14#3 . 
ლგ 

ბგ ვექტორის სათავეში. 25.12. +I29. 

ბ) გ და ხ ეექტორებს ერთნა- 25.13. +/I29 ,7. 
ირი მიმართულება აქვთ ან 
გ გ 1 3 _ 13 – 

2 და ხ ვექტორებს შორის 25.15. #=-(8+ ხ), 

ერთი მაინც ნულოვანია; –=––--_- 

3 გ M#0=-–(ხ–7მ2) 
დ) 2 და ხ ვექტორებს ურთი- 2 

ერთსაწინააღმდეგო მიმარ- –__-____- 
ლ ა 25.16. #4M=–-(C–- ხხ), 8M=–-(2-0C), 

თულება აქვთ ას გ და ხ 2 2 

ქექტორეს შორის ერთი 2.3 – 

მაინც ნულოვანია; Cჩ=–(ხ–8გ) 

2 ,ხ)=909, 3 ვ) (6,ხ)=90 25.17. -8+->ხ. 
25.3. კოლინეარულნი უნდა იყენენ. პ 13 

– 53 -– 3 – 5 5 

25.4. | მ |=| ხ|. 25.18. #C=0ხ+9, ტ0=20, 

25.5. ა) 5VI0. 8ი=68-20. 
25.6. ა) 12. 

4 I-ი 5 4355 1-2 

25.7. 2,5V/I3, 2,5/37. 25.19. =-6(1+ ხ), 8II=8+> ხ, 

25.8. V31. ი- 12 L 
25.9. 13, 13, =2(9“ ხ) 
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– – 4 ლ – ლ 

25.20. # LL, =0+<მ · ტ0;=0+<გბ, 

– – – – ლ ლ 

#0, =0+= გ ' #0, =6+“28,. 
5 5 

ლ 

2521. 2თ-ი. 

2522. 1(04+ 08+0C). 

ე§ევ, 2V2 (C 17). 
3. “2 

ლქექმია 2 

26.1. ა) (2,-1.2); გ) (2,4.8): . ე) C15040). 

263. ა) (-156,12); გ) CI8%- ,19). 

26.4. 48 =(I,-3,3). 84 =(–I,3,–3). 

26.5. /##(5,6,4). 

26.6. (1,8,–2). 

26.7. (5,4,0). 

8.1 
26.8. (1,– –,– –). ( 33) 

26.9. 2) კოლინეარულია. 

ლპძჰქმია 27 

27.1. 5. 
27.2. ა) -3; გ) 19; ე) 49. 

273. L2. 

274. VI29 და 2V3L. 

27.5. =2, 
2 

27.6. –7. 

277. #. 
4 

27.8, +. 
2 

27.9. +0–MV3), 1+0+V13). 

პას წსმბი და მითითებები 

25.24. ა) 2-/3 ;. ბ) -2. 

25.25. 3,3V3. 
25.26. არა 

2527. I#2-9, 

25:28. 1-8 –15). 

  

2529. 8-/2 , 8, -8. 

26.10, ––. 
4 

26.11, თ=-<, 8=-3, 

26.15. (-2,0,1). 
26.16. C(6,-2,2), LX2,-4,8). 
26.17. (2,5,5). 
26.18. ა) ქმნიან ბაზისს. 

26.22. ო=-, ი=--–-, L=-, 
3 

2710 +4, 3 

27.11. 

სთ
ა)
 3 

27.13. -2. 

27.14. –I. 

27.15. -1. 

27.16. ა) 8; ბ) 2. 

27.17. 7. 

2 1 
27.18. ა) | 2|I=6, 0050 =>, 
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პასუხები და ჰშ/01//0)მბ/ბ“/ 

ბუ) I 8მ.=7, 0 ==, 

  

დ
 

„.
 

CC
 

>
 

“> 
(:
 

ჟი
 

ი
 

ა
 

ღა
 

CC
 

10 

ლ
ლ
 

–
C
-
 

ლ
ლ
-
 
C
C
 

–
 

Cლ
0 

C
 

CC
 

ფ ილექციები 20-28) 

C.4, #M =1515+Iხ18; 
Iმ|+|IხI 

C.5. V3 და I. 

C.6. ა) 428; ბ) 804. 

C.7. C05# = –12/49; 

C058 = 605C = 4122 /14. 

4508 

27.21. (-6,-3, 6). 

27-22. + 0,I(+/30,<3-/30). 

LI 
27.23. (1,–,– –). ( 2 2 

2 _32 50 
2724. (––,-–-–,-– 724 C5-XI5 
27.25. (1,0.0), (6,0,0). 

–-7 3 5 
28.5. ა) | 0 |) გ) >. 

ო+ი+ი0 Iი+ი+0ი 3 

ე) |თ?+ი?+ი? ითხ+იი+იი ი1+ი+/|. 

თიიხ+იიი+00) 07+თ7?+ი? თ+ი+0 

ა). 

-4 8 –-4 
286. | 7 8 –14,. 

–3 3 –4 

28.9. ა) 09=),ი=4; ბ) 9=-3, 0=-2. 

28.12. ა) 3 –I; ბ) 5 4. 
0 1 

I – 

28.13. ა) | 4. 
7 –-3 

C.8. (65 7 _ 6 
II II” 11 

C.9. 612. 

C.10. 10. 

C.11. –1209, 

C.12. /7, 413. 

)-



C.13. 15 და +593. 

C.14. #(–I.2.3). 

C.15. ი=(-2,-4,5). |0I=345. 

2“V5 445 
005C=---–-, აი 

15 ი5ჩ 

45 
C05V+=--. 

I 3 

C.16. ი =(1.-+V3). 

C.I7. 60'ან 120". 

C.I18, M(+V3,+-/3,+-/3). 

C.19. C(6/7,-2/7,-3/7) და 

C(3/13,4/13,–<12/13). 0 ვექტო- 

”9ყ9ყყძია 29 

29.1. ა) -10; გ) 51ი (თ-ჩ); ე) -2. 

29.2. ა) 0; გ) 48"; ე) 9ხ+30, 
29.4. Mვ2 = 12, #ევ= 12, Mვ32=-4 

#32= 12. 

29.5 ა)0; გ) 25!იCთ-51ი2Cთ; 

ე)-68; 8) 75. 

ვ I 29.6. 2. –“; ა) C 

გა)X=(- ს" =+9%, MC7; 

ე) -9, 2. 

29.7. ა)(3,=) გ) (3,4); 

ე) (4,9): 8) (თამარ. ). 

ლქქძია ჰი 

4 .2 
30.1. ა) “, ს) 

- 2 6 

გ) | 15 –I –3!. 

-5 10. 1 

პასუხიები და მითითებები 

რის 6 მგეზავი განისაზღვრება 

ფორმულით 6= -L. 
ILI 

C.20. 0 =(+48,345,+36). 

C.21. (5,10). 

4 _3 C.22. 6 0+4 12 
5 ოლ 

    C.23. 0 

' 
“
ა
 · 

თ 

+
 

დ 

“
1
 

C.24. 6. 

C.25, -5. 

C.26, –3. 

29.9, ა) 2 2 ; ბ)(-1)"“1; 
მითითება პირველი სტრიქონი 

გამოვაკლოთ ყველა დანარჩენს. 

29.10. 3. 

ალლ 
29.11. მითითებ» ფით= |L1– -8,0) _ , 

|გ I ხL 
ვი 

სადაც თ=(8,ხ). 

29.12. ა) 8. 

17 
9. 8. –_ 29.13. ა) 3 ' 

2 2 
302. ა) ? | ' –10 –6 

18 –5 –34 
ბ) |–6 35. –2.. 

-6 -5 28 
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პას ხობი და ქ//II/IV72ჩუბი 

–-2.. I 
30.5. აა| 3 _ II; 

2 2 

–-8 29 –I) 

ე) <5 18 –71; 
ს –53 ) 

I 
3. 0 

გზ) | 0. 52: 0. 

0 0 „+ 

30.6. ა) გააჩსია; დ) არ გააჩხია. 

30.8. ა) არის; გ) არის; დ) არ არის. 

–-I –I 
30.11. ა) – 3 ს გ) განტოლებას 

არ გააჩნია ამონახსნი. 

ყქი/ა ჰ/ 

8 15 

313. ა) ) 1: ბ. I3 

9 

31.4. ა) თავსებადია; ბ) თავსებადია. 

34.) '- წ) ი. 2 2. 
7 7 3.3 

31.6. ა) არ არის ე) არის. 

31.7. ა) გ#-2; ბ) 82#+1; გ) გ#-I1. 

318. ა) არ არის თავსებადი; 

ბ) თავსებადია; 

გ) არ არის თავსებადი; 

დ) თავსებადაია. 

31.9. ა) არ არის თავსებადი; 

ბ) (7. –11 8); 

გ) ს –L –1 II. 
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30.13, 5. 

30.14. – –L., #2 

30.15, |“. ? 15. კ. კ: 

2 –I 

1.3 

მიი. , : წ) 
-2 § 

2 
30.18. – I 

2 I 

30.20. შეუძლებელია. 

30.16. ა) | I ბ) C8. 

1 
30.22. 98. 

დ) I6–X, -5+X, 3 –1-X, XI. 

31.10. ა) I2. 1); 

ბ) L–2 2 01; 
5 22 17 552. 4 ა-7 97% 4 

31.11, ა) 3Xკ+3 –7Xკ–6 Xვ); 

ა ა-8 7- –5 3. 
გა არ არის თავსებადი; 

დ) 2» 94. X5 -+ I). 

31.12. ერთი, (–I 2. 10). 

31.13. არ არის თავსებადი. 

31.14. 2X1+3 2X3+7 Xე). 

 



ლქპქქმცია პ2 

32.1. ა) ორი; გ) ერთი: 

ე) ერთი, ზ) ორი. 

322. ა) არ შეიცვალოს ან გაიზარდოს 
ერთით; ბ) არ შეიცვალოს, გა- 

იზარდოს ერთით ან ორით. 

32-3. ა) =–2=; 5 

დ) #C (-=,0)LV/(0,1)L (1,=), 

32.4. -8ით# =3, XC L., 

32.5. ა) 3; დ) 3. 

32.6. ა) თავსებადია; 

ბ) არ არის თაესებადი; 

გ) არ არის თავსებადი; 
დ) თავსებადია; 

ე) არ არის თავსებადი; 

ქე) თავსებადია. 

32.7. ა) აქვს; ბ) აქვს. 

32.8. ა) კომპლანარულია; ბ) არაა 

კომპლანარული. 

32.9, >=2X2+2VX, 

32.10. ა) 8=2; ბუმ #2. 

32.11. ა) 8C C; ბ) 8=>; გ) გ2=3. 

32.12. ა) არა აქეს. გ) არა აქ;ვს. 

32.13. გ) ამოხსნა: 

_.
. 

ია 
მ L 2 4.0 

1 LI 1 0-ს". 

2.2 1 0 

#(ლქქძიმბი 24-32) 

II.1..ა) 

გ? +ხ? +C" – 3გხი. 

II.2. ა) 2; ბ) –3. 

2. ბ) 4: გ) პეხი– ე“ – ხხ" –C1; (3) 

პასუხები Lა მითძთქბშბ/ი 

I 2.3 4.0 
=თ) 2 –3 0 ეჰე) 

221.1 0 

12 3 4 0 
30 2 –3 0 კ-ს” 

–_–_ 

–2 -5630 
530 –1 2 –30 +211 <–5ს 

0 –2 –5 –7 0 

1 0 –2 –3 0 
50 –I 2 –3 0-–95-0=ს492, 

0.0 –9 –I 0 

1.0 –2 –3 0 
50 1 –2 3 711 ს+2, ღა I+2ც 

0 9 1-0 
L 9   

25, _ 29» == X | Xა6L 9 4 9 4 0.1 4 4 · 

ეთქვათ, Xგ=1, მაშინ 

25 29 1 
_ – –– –-- | არისფუნდა- < 9 9 | ის ფუეხდ 

მენტურ ამონახსნთა სისტემა. 

LI.3. ა) X>7/2; 

II.4. -48. 

LI.5. 8. 

ბ) –6<X<–4. 

5II



პასუხპბი და ძი0ი)Vმ)შაპბი 
  

LI.6. 40. 

LL.7. 0. 

LI.8. 8640. 

L.9. ა) არ გააჩნია; ბ) გააჩნია; 
გ) გააჩნია: დ) გააჩნია. 

LI.10. ა) არის; ბ) არ არის: 

გ) არის; დ) არ არის. 

II 13 –10 
L.I11. ა) 13 –16 12); 

12 -14 11 

3 –4 5 

ბბ) 2 –3 I 

3 –5 –I1 

5 1 1.1 
M.I2. ა) | 3,:ბე)|/0 1.1 

4 001 

L.13. 3: მითითება: | # |= |". 

ლპქქცია ჰპ 

33.1. ა) 0,4; 
332 ა) 1390; ბ) 2 380. 
33.4. ა) არსებობს; ბ) არსებობს. 

I4I 0.14 
33.5, ა) 9 3) 

ა აშეაშე 
ლქქმია 34 

34.1. ა) 

  

“ა
 

| -
I 

<2
 

2.
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ბ) |0.13. 0.1 0.1. 0). 

I.14. 

I1.15. 

LI.16. 

L.17. 

LI.18. 

LI.19. 

I1.20. 

L.21. 

II.22. 

LL.23. 

ა) I 2 3I;ბ) IL –2 0. 

ა) I 1 1I:ბ) 0 –1 2 0''. 

ა) 3; ბ) 2; გ) 2; დ) 3. 

ა)პ.4: ბ) X#+3:;: 

გ) თC IM#0,I.2; ; 
ა) არათავსებადია; 

ბ) თავსებადია; 

გ) არათავსებადია; 

დ) თავსებადია. 

ა) არა აქვს; ბ) აქეს. 

2=1,ხ=-2,C=1. 

100 100 
–-, 20, ––-. 

3 7 

(07 ე : ფ ,0ი,-17 | 3 
5 5 7 7 

(0,-9,0,4); (0,0,9,4). 

ა) არა აქვს; ბ) არა აქვს. 

დ) 0, 1), 2. 

149 
33.7. ა) 3. . 

251) 107 

80 ქე. (3. ე 
33.8. ა) ნ 63 :..ბ) 28 · 

10 8” “I + I 
63 63 28 7 

33.9. ა) რენტაბელურია; ბ) არაა რენ- 

ტაბელური. 

ბ) 

 



ე) VI 

IIIIIIIIIIIIIII III 
31 

ვეის აე–--– – >_–ი   
342. ა) 

  

ლქძქქმია პე 

35.1. ა) V=2X. 
4 

352. -<. 

353. X ტიპის 0, 8 ტიპის 51>. 

1 1 354. 2> და 2>. 

ლპძქქცია პჰპ6 

36.1. ა) 38: გ) 10: ე) 26.4. 

36.2. ძროხა 40, ცხვარი 160, §17 200. 

363. 150, 180; 112 500. 

  

პასუხები და მითითებები 

34.4. ა) ამოზნექილია; 

ბ) არ არის ამოზნექილი; 

გ) ამოზნექილია; 

დ) ამოზნექილია; 

ე) არაა ამოზნექილი; 

ე) ამოზნექილია; 

ზ) ამოზნექილია 

34.5. ბ) (0,2), (1,1); 

დ) (1,7), (1.15), (7,1), (15,1). 

34.6. /=2X-1. 

34.7. /=8X+9. 

34.8. ერთი, V=-X+1. 

34.9. ამოზნექილია. 

35.5. საკანცელარიო 0, საბიბლიოთე- 
კო 45. 

35.6. წიგნი 0, რვეული 1 500. 

35.7. ა) 190; დ) ამონახსნი არა აქვს. 

35.8. 100, 100, 15 000. 

36.4. წიგნი 30, რეეული 40, §170. 

36.5, ბაეშვებისათვის 30, მოზრდილე- 

ბისათვის 20, §1 900. 

36.6. # სახის 60, 8 სახის 30, §8 400. 
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პასთხძშბ/ი და შიმ)/თჰბიბი 

0(ლექციაბი 32ქ2-36) 

0.1. ა) 03; ბ) I0,4 0. 0,2 02; 

გ) I0:3 0,2 0,4. 0, . 

0.2. ა) | 950; ბ) 1 850. 

04) აა მიე 

  

0,7 1,41 

III 0,032 0,39 

ბ) | 0,3 1.56 0,06|. 

0,02 0)6 1,24 

0.5. ა) 5000 
„ა,ა 3 

2500 

(10000 
ბ) ; 

„15000 

1000 

გ) |1000|; 

| 1000 

(1000 

დ) | 3000 |. 

| 2000 

250.6 0,2 
„7. _ : 0.7. ბ) ი ი ი) 

08 0,7 
ბ) : 

04 0,9 

0.8. ა) რენტაბელურია; 

ბ) რენტაბელურია. 

0.9. ა) ოთხკუთხედი; 
ბ) შემოუსაზღვერელი სიმრავლე; 

გ) ცარიელი სიმრაელე: 

დ) ცარიელი სიმრავლე; 

5I4 

ე) სამკუთსედი; 
ვ) სამკუთხედი; 
8) შემოუსაზღვრელი სიმრავლე; 

თ) წერტილი (23). 

I 1 
.10. ა) | 0,– | , (0,1), | 1,-> | „ (1,3); 0 ) (0. |, დ.ს, (I, 0» 

ბ) (2,1), (2,13), (4,9); 
გ) (0.2), (0.6), (3,0), (8,0); 

ე4 8 
დ) (0,0), (+) , (2,0); 

ე) (19), (L.ს, (3.5), (ჯი): 

3.15 

ლ.11. »=5X+L; 

0.12. » =-2X- I. 

0-13. 40 და 5 

0.I4. დ„.»= 50, |5 3.0 0 6 3); 

0.15. ა) (ი 1. 3. 0"; 

+ 

ა2001%; 
3 2 2 

გ) I0 3.1 9”; 

დ) (მ 50 30 215/6)'. 

0.16. ა) არ არსებობს; 

4 II! ა0 41”
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